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OSSZEFOGLALO. Bevezetjiik az elemi majdnem-Johnson-poliéderek fogalmat az
elemi Johnson-poliéderekhez analég modon olyan poliéderekre, melyeknek a
laphaloi nem egyeznek meg semelyik, szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex
poliéder laphaldjaval sem, de minden lapjuk szabalyos sokszoghdz kozeli alaku, és
lapjainak mindegyik cstucskonfiguracioja megvalosithatd szabalyos sokszogekkel,
valamint ezen poliéderek nem kaphatok meg bizonyos geometriai miiveletekkel
ilyen tipusti egyszeriibb vagy nevezetes poliéderekbdl sem. Attekintjiik a jelenleg
ismert elemi majdnem-Johnson-poliédere-ket, és bemutatjuk, hogy azok hogyan
modellezhet6k geometriai modszerekkel, azaz valamely geometriai szoftverrel
megvaldsitott térbeli geometriai szerkesztésekkel.

ABSTRACT. We introduce the notion of elementary near-miss Johnson solids
analogously to elementary Johnson solids: these are such convex polyhedra whose
face lattices are different from the face lattice of any convex polyhedron bounded
by regular polygonal faces only, but the shapes of all of their faces are close to
regular polygons in some sense, every vertex configuration of the faces can be
obtained by regular polygons also, and furthermore, these polyhedra can not be
obtained by some specific geometric operations from simpler or well-known
polyhedra. We overview the elementary near-miss Johnson solids known in present,
and we show how to model such polyhedra using geometric methods only, that is,
how to create a virtual model of that polyhedron using space geometric construction
steps with a geometry software.

1. Bevezetés

A Johnson-poliéderek azok a 3-dimenzios konvex poliéderek, melyeknek minden lapjuk
szabalyos sokszog, de kiilonboznek az uniform poliéderektdl (azaz a szabalyos testektdl,
arkhimédészi testektdl, szabalyos hasaboktol és szabalyos antiprizmaktol).

Majdnem-Johnson-poliédereken olyan 3-dimenziés konvex poliédereket értiink,
melyeknek minden lapjuk kozelitéleg szabalyos sokszog alaku (erre matematikailag pontosabb
definiciot fogalmazunk meg a 4. fejezetben), de nincs olyan konvex poliéder, melynek minden
lapja szabalyos soksz0g €s a laphaldja megegyezne egy ilyen poliéder laphalojaval (1d. [7], ott

KuLcsszAavAK. Majdnem-Johnson-poliéder, dinamikus geometria, szamitégépes modellezés.
KEYWORDS. Near-miss Johnson solid, dynamic geometry, computer modelling.
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al-Johnson-poliédereknek nevezik az ilyen poliédereket, angolul a ,,near-miss Johnson solids”
elnevezés a hasznalatos).

Az elemi majdnem-Johnson-poliédereket az elemi Johnson-poliéderekhez (1d. [6]) analog
modon definialjuk az 5. fejezetben, azaz ezek a poliéderek nem kaphatok meg bizonyos
geometriai miiveletekkel egyszerlibb majdnem-Johnson-poliéderekbdl és mas nevezetes
poliéderekbdl (pl. uniform poliéderekbdl, katalan testekbdl) sem. Ezen felill még egy kikotést
tesziink az elemi majdnem-Johnson-poliéderckre, nevezetesen, hogy lapjainak barmely
csucskonfiguracidja megvalosithatd szabalyos sokszoglapokkal, amely ekvivalens azzal, hogy
az egyes csucsokra illeszked6 lapok csucsszogeinek az Osszege kisebb legyen 360°-nal, ha
pontosan szabalyos sokszdglapok csucsszogeivel szamolunk. Ez a feltétel biztositja, hogy csak
véges sok elemi majdnem-Johnson-poliéder Iétezzen (1d. ezt az 5. fejezetben), és mivel az ilyen
poliéderek lapjainak csucsszogei kozelitik a szabalyos sokszogek csucsszogeit, ezért ebbdl a
feltételbdl kovetkezik, hogy barmely csucsra legfeljebb 5 lap illeszkedik.

Mig a Near-miss Johnson Solid cimi Wikipédia weblapon (Id. [5]) felsorolt majdnem-
Johnson-poliéderek kozott a nem elemi majdnem-Johnson-poliéderek vannak tilnyomo
tobbségben, addig a Johnson Solid Near Misses cimii Orchidpalms weblapon felsorolt 31
poliéderbdl a talnyomo tobbség elemi majdnem-Johnson-poliéder. A majdnem-Johnson-
poliédereknek a szerzOk altal ismert legteljesebb listaja a Near-miss Johnson solid, Polytope
Wiki — Miraheze (Id. [4]) weblapon talalhatd, ez a lista magaban foglalja az emlitett
Orchidpalms listanak mind a 31 poliéderét, de még ezen feliil is tartalmaz néhany elemi
majdnem-Johnson-poliédert. Amig a [7] cikk tobbségében olyan példakat mutat be a majdnem-
Johnson-poliéderek geometriai modellezésérél, amelyek egy kivételtol, a 2. példatol eltekintve
nem elemi majdnem-Johnson-poliéderek, a jelen tanulmanyban csakis elemi majdnem-
Johnson-poliéderek geometriai modellezését vizsgaljuk és erre mutatunk be példakat.

Az elemi majdnem-Johnson-poliéderek geometriai szoftverrel torténé szamitdogépes
modellezési lehetdségeit a 6. fejezetben mutatjuk be. Mint ahogy az elemi Johnson-poliéderek
csaladja kettébonthat6 szerkeszthetd és nemszerkeszthet6 poliéderekre, ugy az elemi majdnem-
Johnson-poliéderek csaladja is kettébonthatd szerkeszthetéség szempontjabol: a geometriai
modszerekkel kozvetleniil szerkeszthetd poliéderekre, ill. a csak paraméteres geometriai
modellezéssel eldallithatd poliéderekre. Mindkét tipusbol mutatunk be példakat az
6. fejezetben, mégpedig tobbségében olyan poliédereket, melyek lapjai csak haromszogek vagy
négyszogek, mert ezekre a legegyszeriibb vizsgalni a poliéderlapok alakjanak a szabalyos
sokszogtdl valo eltérésének a mértékét.

Mindezek elbtt, a 2. fejezetben azonban felidéziink bizonyos, a témakoriinkhoz kapcsolodod
alapfogalmakat, majd a 3. fejezetben Osszefoglaljuk a szabalyos sokszOglapok altal hatarolt
konvex poliéderek szamunkra fontos tulajdonsagait, fobb tipusait, mert a tovabbi fejezetekben
ezzel analég modon, a majdnem-Johnson-poliéderek esetében szeretnénk a hasonlo
tulajdonsagokat megfogalmazni és a fobb tipusokat meghatarozni.

2. Kapcsolodo fogalmak

Ebben a cikkben mindenhol 3-dimenziés konvex poliéderekkel fogunk foglalkozni, tehat
poliéderen a tovabbiakban mindig 3-dimenzids és konvex poliédert értiink, mégpedig olyan
tipustt, amely korlatos, és igy eldall véges sok pontjanak, pl. a csiicsainak a konvex burkaként.

Egy poliédert szerkeszthetdnek neveziink (ezt olykor Uigy is mondjuk, hogy euklideszi-
tipusu szerkesztéssel megszerkeszthet6), ha minden csucsa megszerkeszthetd, amennyiben
adott egy élének két csucsa (egymastol racionalis szammal mérhetd tavolsagra) egy sikban —
ezt a sikot hivjuk alapsiknak — és a kovetkezd alakzatok megszerkesztésére van mod (ha a
megfeleld input paramétereik mar megszerkesztettek): gdmb (adott kdzépponttal és sugarral,
ez utdbbit két pont — a tdvolsdgukkal — hatdrozza meg), sik (adott harom, nem egy egyenesre
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esé pontjaval), térbeli egyenes (adott két pontjaval), térbeli kor (adott egy egyenessel, mint
tengellyel, és egy keriileti pontjaval). Ezen feliil két megszerkesztett alakzat metszéspontjait
vagy metszésvonalat (melyek egyenesek vagy korok lehetnek) is megszerkeszthetonek
vessziik. Ezek a miveletek a sikbeli kdrzével-vonalzoval torténd szerkesztési 1épésekhez
hasonldéan ugy bovitik a megszerkesztett térbeli pontok halmazat, hogy azok koordinatai
megfeleldé masodfoku testbdvitések egymas utani alkalmazasaval mindig megkaphatok. A
geometriai szoftverek Osszes tipikus, gomboét, sikot, kort és egyenest szerkesztd parancsa
(pl. parhuzamos vagy mer6leges sik, ill. egyenes szerkesztése) mind visszavezethet6k az elébb
felsorolt alapparancsokra, ahogy a tér egy megszerkesztett sikjan a szokasos korzovel-
vonalzoval torténd szerkesztési Iépések is. A szerkesztés soran persze a poliéder éleit és lapjait
is megszerkesztjiik: térbeli szakasz, (ill. térbeli sokszog) megszerkeszthetd, ha a végpontjai (ill.
csucspontjai) mar megszerkesztettek.

Egy poliéder laphélojan a poliéder cstcsai, €lei €s lapjai altal a tartalmazas relaciora nézve
meghatarozott Boole-algebrat (masnéven Boole-halot) értjiik. Konvex poliéder esetén a laphalo
ekvivalens egy sikgraf Boole-halojaval (sikgraf esetén az éleknek csak a graf csucsaiban lehet
egymassal k6zos pontjuk), ekkor a graf csucsai a poliéder csucsainak, a graf élei a poliéder
¢leinek, a graf élei altal hatarolt, cstucsot belsd pontként nem tartalmazo sikbeli tartomanyok
pedig a poliéder lapjainak vannak megfeleltetve (egyetlen tartomany nem korlatos, ez is a
poliéder egyik lapjanak felel meg). Ez azért hasznos, mert igy sikgrafként konnyen abrazolhato
egy konvex poliédér lapstruktirdja.

3. Szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderek

Ebben a fejezetben attekintjiik, hogy az arkhimédészi testek és a Johnson-poliéderek nagy
része milyen geometriai miiveletekkel allithato eld a laphalojukbol vagy szarmaztathatd mas
olyan konvex poliéderekbdl, melyeknek minden lapjuk szabalyos sokszdg. Ezen tilmenden, az
elemi Johnson-poliéderek és a nemszerkesztheté Johnson-poliéderek fontosabb tulajdonsagait
is felelevenitjiik (1d. [6]).

Az 5 szabalyos test ¢és az arkhimédészi testek tobbségének csucskonfiguracidi (azaz az egy
csucsban talalkozo lapok), €s igy az egész poliéder is megszerkeszthetd felhajtasokkal (1d. [6],
benne az 1. 4brat és a Bevezetés elején a hozza tartozdé magyarazatot) — ez a moédszer minden
olyan szabalyos, ¢s arkhimédészi test esetén jol hasznalhatd, ahol 3 lap taladlkozik egy csticsban,
de a szimmetridk kihasznaldsaval a tobbi szabalyos, ill. arkhimédészi testre is elkészithetdk a
felhajtasok, kivéve a pisze kocka és pisze dodekaéder eseteit (ez a két test nemszerkeszthetd,
Id. [6]).

Az arkhimédészi testek tObbsége a szabalyos testekbdl vagy masik arkhimédészi testbol
eléallithatdo csonkolas, kibdvités, vagy piszésités miiveleteivel: 1) csonkolds esetén olyan
sikokkal szeliink egy poliédert, hogy mindegyik lapja lap marad (csak az eredetinek egy része
lesz), és 1 lapjai keletkeznek; 2) kibOvités esetén a test 6sszes lapja, vagy bizonyos tipust lapjai
egységesen kifelé kerlilnek eltolasra (sikjukra merdlegesen eltolva, az ugyanolyan tipust
lapokat ugyanakkora tavolsagra), és a konvex burkot képezziik, ekkor 0j lapok is keletkeznek;
3) piszésités esetén a test Osszes lapja egységesen kifelé keriil eltolasra (sikjukra merélegesen
eltolva, az ugyanolyan tipusu lapokat ugyanakkora tavolsagra) és egytttal elforgatasra (az
ugyanolyan tipust lapokat ugyanakkora szdggel elforgatva a stlypontjuk koriil a sikjukban).
Az, hogy az Gijjonnan keletkezd lapok szabalyos sokszogek legyenek, az elsd két miivelet soran
megszerkeszthetd (a szeld sikok helyzetének, ill. az eltolds tdvolsaganak a megszerkesztésével),
a harmadik miiveletnél pedig 1-paraméteresen szerkeszthetd poliédermodell segitségével
elérhetd, hogy csakis szabalyos és egyenlé szari haromszoglapok keletkezzenek, majd
megfeleld paraméterbeallitdssal megvaldsithatd, hogy az egyenld szart haromszoéglapok
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tetszOlegesen kozeliek legyenek szabalyos haromszogekhez (emiatt a pisze kocka és a pisze
dodekaéder tetszéleges pontosaggal modellezhetdk, 1-paraméteres szerkesztéssel), Id [6].

A Johnson-poliéderek tobbsége eldallithatd szabalyos testekbdl, arkhimédészi testekbdl
vagy masik Johnson-poliéderbdl, szabalyos hasabokbdl és szabdlyos antiprizmakbol (a
szabalyos hasabok ¢s prizmak mind szerkeszthetok — ezek olyan hasabok, ill. prizmak,
melyeknek lapjaik szabalyos sokszogek) levagas vagy bovités miveleteivel: levagason olyan
sikkal torténd szelést értiink, amelyet a kiindulasi poliéder csucsai feszitenek ki, és a szel6sik
nem metsz bele lap relativ belsejébe, bovitésen pedig két olyan poliéder unidjat értjiik, melyek
metszete egy kozos lapjuk. A 92 darab Johnson-poliéder (amelyek J1-J92 elnevezésekkel
kertiltek meghatarozasra) koziil a J1-J83 poliéderek eldallithatok ilyen miiveletekkel.

A J84-]J92 poliédereket elemi Johnson-poliédereknek nevezziik, mivel azok nem allithatok
eld az el6z6 bekezdésben leirt moédon — tehat 9 darab ilyen poliéder van a 92 darab Johnson-
poliéder kozott. Koziiliik a J91 és J92 poliéderek az egyik arkhimédészi test, az ikozidodekaéder
hataranak bizonyos részét (4, ill. 7 lapjat tartalmazd Osszefliggd hatardarabot) felhasznalva
konnyen megszerkeszthetok térben (igy ez a két poliéder megszerkeszthetd), valamint a J87
poliéder a J86 poliédernek egy négyzet alapu gilaval torténd bovitése. Belathato, hogy a J84-
J90 poliederek nemszerkeszthetd Johnson-poliéderek, ill. a J84-J86 és J88-J90 poliéderek
egylitt primitiv nemszerkeszthetd poliéderek (mivel egyik sem szerkeszthetd meg, még a tobbi
ilyen poliéder felhasznalasaval sem). De a nemszerkesztheté Johnson-poliéderek mindegyike
tetszOleges pontossaggal modellezhetd 1-paraméteres szerkesztéssel, majd a paraméterérték
megfeleld beallitasaval, 1d [6].

Fenndll, hogy egy tetszdleges, szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéder (tehat
szabalyos test, arkhimédészi test, szabalyos hasab, szabdlyos antiprizma, vagy Johnson-
poliéder) rendelkezik olyan szimmetriakkal, amelyekkel a laphaloja rendelkezik: azaz, ha a
laphélonak vessziik egy tetszéleges automorfizmusat (azaz olyan illeszkedéstartd leképezését
onmagara, melyben kiilonb6z06 csucsok képei kiilonb6zo csucsok, élek képei élek, lapok képei
lapok), akkor van olyan 6nmagara képezd egybevagdsaga is a testnek (forgatasa, tiikrozése),
amely a csucsait, éleit, lapjait pontosan a laphald adott automorfizmusa szerint képezi
Onmagara.

4. Majdnem-Johnson-poliéderek

A majdnem-Johnson-poliédereck olyan 3-dimenzidos konvex poliéderek, melyeknek
mindegyik lapjuk vagy szabalyos sokszog, vagy olyan soksz0g, melynek az alakja kozeli egy
szabalyos sokszoghoz (ha egy ilyen poliédernek egy lapja n-szég, akkor annak az alakja egy
szabalyos n-szoghoz kell, hogy kozel legyen). Ez persze nem egy matematikailag preciz
definicid, de azza tudjuk tenni a kovetkezékben.

Szemléletesen azt szeretnénk megragadni, hogy mikor nem vehetd észre, hogy egy
poliédernek nem minden lapja szabalyos sokszdglap, vagy mikor itéljiik ugy, hogy mindegyik
lapjanak az alakja igen kozeli egy szabalyos sokszoghoz.

Az egyik lehetéség az lenne, hogy valamilyen tavolsagfogalmat hasznalunk, pl. Hausdorff-
metrikat, és adott lap esetén, ha az konvex n-szog, akkor megkeressiik, hogy melyik az a
szabalyos n-szog, amely a legkdzelebb esik hozza ebben a metrikdban, és ezt a tavolsagot
tekintjiilk a szabalyos sokszog alakjatol valo eltérésnek. Azonban ez egy eléggé bonyolult
szamitasi feladat. Ennél kicsit egyszerlibb lenne annak kiszdmit4sa, hogy az n-szdg csucsai
mennyire kozel helyezkednek el egy korvonalhoz, és az egymast kovetd csucsok tavolsaga
mennyire egyezd. Ebben az esetben viszont a csicsokhoz valamilyen értelemben kozel
elhelyezkedd kor meghatarozasa lenne bonyolult feladat.



Elemi majdnem-Johnson-poliéderek és szamitogépes modellezésiik 7

A masik lehetdség, hogy a lapok alakjat meghatdrozo, konnyen kinyerhetd paraméterekre
— mondjuk a poliéder ¢lhosszaira és lapjainak cstcsszogeire — adunk meg feltételeket ahhoz,
hogy a poliéder lapjai szabalyos sokszogeket kozelitsenek. EgQy Szabalyos n szoghoz kozeli
n-szog oldalhosszai aranyainak a maximuma kdzeli kell, hogy legyen az 1-hez, a szdgeinek az
eltérése a szabalyos n szog csucsszogének értékétdl is kicsi kell, hogy legyen. Tovabba, az
egész poliéder esetén elvart, hogy az egyes, akar egymastol tavoli lapok élhosszai is kozeliek
legyenek egymashoz, mert ellenkezd esetben ez annak lenne észrevehetd jele, hogy az egyes
sokszoglapok nem mind szabélyos sokszdgek.

Az utdbb felvazolt lehetéséget megvaldsitva, két mennyiséget vezetiink be: a maximalis
¢laranyt (az egész poliéderre), és a maximalis szogeltérést (a poliéder n-szog lapjaira, minden
szoba johetd n esetén). Legyen r(P) a P poliéder leghosszabb ¢s legrovidebb éleit tekintve
azok ¢élhosszainak aranya (mindig legalabb 1 nagysagn), és legyen d(P,n) a P poliéder n-szog
lapjai cstcsszogeinek a maximalis eltérése (abszolut értékben) a szabalyos n -szog
csucsszogének értékét6l. Ha r(P) kisebb, mint 1 + ¢ valamely € > 0 esetén, és d(P,n)
kisebb, mint §,, valamely §,, > 0 esetén (ahol n végigfut azon Ip = {n,,n,, ..., n;} szamokon,
melyre léteznek P-nek n-szog lapjai), akkor azt mondjuk, hogy poliéder az (&, {8y }kerp) -
hibahatarokon beliil majdnem-Johnson-poli¢der. (Megjegyezziik, hogy ez a feltétel finomabb,
mint az [7] cikkben szerepld feltétel, mivel abban az élaranyok csupan lapokon beliil keriilnek
kiszamitasra, a szogeltérés is kicsit masképp van kiszamitva, valamint nincs kimondva, hogy
n-szoglapok esetén minden egyes n-re kiilon érdemes megadni a szogeltérés maximalis
elfogadott mértékét.) Az 1+ ¢ értéket a poliéder maximalis élaranyra adott szigoru felsd
korlatjanak nevezzik, a §,, értékeket pedig a poliéder n-szoglapjai szogeinek a szabalyos
sokszog szogeitdl valo maximalis abszolut eltérésére adott szigora felsé korlatnak.

A szakirodalomban az e értékét szokas nézni, a szogeltéréseket mar nem mindig vizsgaljak.
Példaul a Polytope Wiki — Miraheze weblapon (Id. [4]) az € < 0,1 értékekhez talalt poliéderek
vannak felsorolva (egy kivételes esettdl eltekintve), az Orchidpalms weblapon taldlhato
poliéderekre az €lek és a szogek abszolut eltéréseit is 0sszegzik. Sajat tapasztalataink alapjan
¢lhosszakra az € = 0,02 vagy € = 0,03 mar eléggé kielégito értékek ahhoz, hogy ne, vagy csak
alig vegyiik észre az oldalhosszak kiilonbozdségét, szogekre pedig 3 < n < 5 esetén 1° — 2°
kozotti §,, értékek tiinnek ilyennek.

A definiciobdl is kovetkezik, hogy a majdnem-Johnson-poliéderek 4ltaliban nem
egyértelmiien meghatarozott poliéderek, mert tudunk kicsit valtoztatni gy a poliéder alakjan
(pl. a poliédert mas, az eredeti modell €lhosszaihoz és lapjainak csucsszogeihez kozeli
¢lhosszakkal, ill. csucsszogekkel megszerkesztve), hogy a laphaldja ugyanaz marad, a lapok
alakja esetleg kicsit valtozik, de az altalunk valasztott hibahatdrokon beliil maradunk az
¢laranyokat €s a szogkiilonbségeket tekintve (ez a helyzet, ha szigortan a hibahatarokon beliil
voltak az r(P) és d(P,n) mennyiségek a modositott poliéder esetén is). Ezért egy adott P
majdnem-Johnson-poliéder konsturalasa esetén arra toreksziink, hogy olyan poliéder legyen a
végeredmény, melynek az r(P) és d(P,n) értékei a lehetd legkisebbek, vagy legalabbis minél
kozelebb vannak bizonyos referencia értékekhez, 1d. a fentebb emlitett ¢ = 0,02, ill. 3 <n <
5 esetén az 1° — 2° kozotti §,, értékeket. Ezért el6fordul, hogy amikor elkésziiliink az adott
laphaléju poliéder modellezésével, még megvizsgaljuk, hogyan lehetne mddositani a
modellezésen (bemeneti paraméterértékeken, pl. bizonyos élhosszakon, lapok csucsszogein,
vagy akar szerkesztési 1épéseken) ugy, hogy a poliéder laphaldja ne valtozzon, hanem példaul
csak bizonyos ¢élhosszai vagy szogei modosuljanak minimalisan, hogy az r(P) és/vagy d(P,n)
értékei csokkenjenek, de ne egymas rovasara.

A legegyszeriibb eset, ha a majdnem-Johnson-poliédert Gigy tudjuk modellezni kielégitd
hibahatarokon beliil, hogy csak a haromszoglapjai kozott lehetnek nem szabalyosak. Ebben az
esetben elég csak arra torekedniink, hogy az élhosszak aranyainak maximumat minimalizaljuk,
mivel egy haromszog szogeit meghatarozzak az oldalainak ardnyai, és ha az oldalak aranya
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kozel van 1-hez, akkor a szogei kozel vannak 60°-hoz. Egy ennél kicsit komplikaltabb eset az,
amikor a négyszoglapok is lehetnek nemszabalyosak, ilyenkor a négyszoglapok csticsszogeinek
90°-t6l valod eltéréseinek maximumat is szeretnénk minimalizalni, vagy legaldbbis 1° — 2°-0s
hataron beliil tartani.

Geometriai modszerekkel ijabb majdnem-Johnson-poliédereket kaphatunk mas nevezetes
poliéderekbdl vagy egyszeriibb majdnem-Johnson-poliéderekbdl. Ilyenek az arkhimédészi
testek eldallitasanal hasznalhaté miiveletek: csonkolas, kibdvités és piszésités; valamint a
Johnson-poliéderek elballitasanal hasznalhatdé miveletek: levagas és bovités (1d. 3. fejezetet).
Példaul a focilabda (csonka ikozaéder) csonkolasaval, kibovitésével, ill. piszésitésével
kaphatok meg a [7] cikk 3-5. példaiban szereplé majdnem-Johnson-poliéderek. Ezen feliil olyan
uniform poliéderek, Johnson-poliéderek, és majdnem-Johnson-poliéderek esetén, amelyeknek
csak haromszog-, négyszog- vagy hatszoglapjaik vannak, alkalmazhat6 a lapok racsfelosztasa,
¢s a racspontok megfeleld elmozgatasaval ujabb, tobb lapot, €lt €és csucsot tartalmazd majdnem-
Johnson-poliédert készithetiink el (Id. [7]). Megemlitjik még, hogy bizonyos katalan testek
lapjaira kozel szabalyos sokszogeket rajzolva, majd azok konvex burkat véve is eldallnak
majdnem Johnson-poliéderek (Id. [4]), itt az keriil kihasznalasra, hogy a katalan testek az
arkhimédészi testek dualisaiként szabalyos csucsalakzatokkal rendelkeznek, azaz egy olyan
sikkal lemetszve a cstucs kozelében a testet, amely merdleges a csucs és a testkdozéppont
egyenesére, szabalyos sokszoget kapunk. Az ilyen poliéder nyilvan el6all a katalan testre
alkalmazott szelések eredményeképp is, tehat csonkolassal.

5. Elemi majdnem-Johnson-poliéderek

Mivel végtelen sok egymastol kiilonboz6 laphaloju majdnem-Johnson-poliéder 1étezik, és
ilyeneket eld lehet allitani geometriai miveletek egymas utani alkalmazéasaval (elég csak
felosztasokat alkalmaznunk megfeleld kiinduldsi poliéderre), ahogy ezt az eldz0 fejezetben
lattuk, ezért felvetédik a kérdés, hogy a majdnem-Johnson-poliéderek osztalyozhatok-e
valamilyen mdédon, azaz leirhat6-e valamilyen médon ennek a poliéderosztalynak a szerkezete,
de egyeldre erre még sejtés sincs.

Felosztasok eredményeképp olyan poliédercsicsok jonnek Ilétre, melyeknél az arra
illeszkedd lapok csucsszogeinek az Osszege 360° lenne, ha a lapok ténylegesen szabalyos
sokszoglapok lennének, valamint csonkolas, kibdvités €s piszésités esetén is 1étrejohetnek ilyen
csucsok (Id. a 3-5. példak mindegyike ilyen tipust majdnem-Johnson-poliéder a [7] cikkben),
igy ha ezt az esetet kizarjuk (hivjuk ezt a feltevést kizarasi feltételnek a késobbiekben), akkor
maris valtozik a helyzet. Tehat a kizarasi feltétel azt jelenti, hogy a poliéder minden csticsanal
az arra illeszked6 lapok csticsszogeinek az Osszege kisebb, mint 360° akkor is, ha az egyes
lapok tényleges cstcsszogei helyett az ugyanannyi oldalt szabalyos sokszdg csticsszogeivel
szamolunk. Ebbél a feltételbdl kovetkezik, hogy legfeljebb 5 lap illeszkedik egy ilyen
poliédernek egy tetszdleges cslicsara.

Kiilonben ez a kizarasi feltétel ekvivalens azzal, hogy a poliéder lapjainak barmely
csticskonfiguracidja megvalosithatd szabalyos sokszdglapokkal, azaz ha a poliéder barmely
csticsahoz vessziik azokat a lapokat, melyek arra a cstcsra illeszkednek, és kicseréljiik
mindegyik lapot ugyanannyi oldalszamu szabalyos sokszoglappal, akkor létezik olyan konvex
poliéder, amelynek csucsa az adott csucs, és az adott csucsra illeszkedd lapjai pontosan a
kicserélt szabalyos sokszdglapok, amelyek koziil két lapnak pontosan akkor van kozos €le, ha
azoknak a lapoknak is volt k6zos éliikk, melyekre ezeket kicseréltiik.

Belathato, hogy a kizarasi feltételnek megfelelé majdnem-Johnson-poliédereket tekintve,
mér csak véges sok ilyen poliéder létezik bizonyos {8y }kes, hibahatdrokon beliil (csak a

83, 04, 05, ... abszolut szogeltérésekre kell megfeleld hibahatarokat felallitani). Ez azért van igy,
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mert a lapok oldalszdmara, és emiatt a poliéder csucsainak a szamara is tudunk felsé korlatot
mondani (Id. Griinbaum ¢és Johnson [1] cikkéhez hasonld mddon lehet becslést adni erre, az
emlitett cikkben a Johnson-poliéderek csicsszamara adtak felsé korlatot). A poliéder lapjainak
szamara 41 adoédik felsé korlatként, ill. nagyobb &, (n = 3) hibakorlatok az abszolut
szogeltérésekre nagyobb felsd korlatot implikalnak a poliéder csucsszdmara a bizonyitasban,
de ettdl még nem biztos, hogy el6fordulhatnak, mivel az eddig ismert majdnem-Johnson
poliédereknek legfeljebb 15-szoglapjai vannak és legfeljebb 240 csucsuk (Id. [4]). Az adddik,
hogy 6, = 0 (n = 3) esetén, ha fennall 653 + 6, < 30°, &5 + &5 < 12°, §5 + 55 < 12°, akkor
n = 7 esetén megfeleléen kicsinynek valasztott §,, értékekre véges sok majdnem-Johnson-
poliéder van. igy ha csak olyan majdnem-Johnson-poliédereket tekintiink a fenti kizarasi
feltétellel, melyeknek minden lapja n-szog, ahol 3 <n < 6, akkor a 63 = 6, = 85 = 6° és
&5 = 5° hibahatarok mar garantaljak azt, hogy véges sok ilyen poliéder 1étezik.

A Johnson-poliéderek osztalyozasaval tobb publikacio is foglalkozott 1964-67 kozott (1d.
[1], [2] [8]), ennek soran a poliéderek csucsszamara adott felsd korlatokon kiviil tobb allitas
bebizonyitasaval egyre sziikiilt a szoba johetd poliéderek kore; majd végiil véges sok eset
atvizsgalasa maradt hatra, €s akkor kidertilt, hogy ezek koziil tobb esetben létezik olyan konvex
poliéder, melynek mindegyik lapjanak az alakja igen kozeli egy szabalyos sokszoghoz. De azt
is érdemes végiggondolni, hogy azok az allitasok, melyekkel kizartak bizonyos tulajdonsaga
poliédereket a Johnson-poliéderek koziil, lehet, hogy majdnem teljesiilnek. Igy kidertilt, hogy
bar nem létezik olyan Johnson-poliéder, melynek szabalyos 7-szog, 9-sz0g, 11-sz0g vagy 12-
sz0g valamelyik lapja, azért ilyen tipusu majdnem-Johnson-poliéderek még léteznek (1d. [4]).

Az elemi Johnson-poliéderek definicidjaval analog modon, de a végesség szempontjat is
szem elott tartva (amely ekvivalens szabdlyos sokszoglapokkal torténd lokalis
modellezhetdséggel), vezetjik be az elemi majdnem-Johnson-poliéderek definiciojat a
kovetkezOkben.

Egy konvex poliédert elemi majdnem-Johnson-poliédernck neveziink, ha a poliéder
lapjainak barmely cstucskonfiguraciéja megvalosithatd szabalyos sokszoglapokkal, és a
poliéder nem allithato el a kovetkezOkben felsorolt geometriai miiveletekkel mas nevezetes
poliéderekbdl (mint pl. uniform poliéderekbdl, Johnson-poliéderekbdl, katalan testekbdl,
szabalyos sokszog alapt hasdbokbol, gulakbol és kettdsguilakbol) és mas, ndla egyszeriibb (azaz
nala kevesebb lépésben megszerkeszthetd vagy geometriai moédszerekkel modellezhetd)
majdnem-Johnson-poliéderekbdl: csonkolas, kibovités, piszésités, levagas, bovités, felosztas és
atrendezés (ez utobbi miivelet soran egy szabalyos poliéder lapjaibol vagy lapcsoportjaibol
azok mozgatasa ¢€s csucsaik mentén torténd olyan szerkeszthetd dsszeillesztésiik utan képziink
konvex burkot, amely soran a lapok a konvex burok hatdrdn maradnak, és uj lapok is
keletkeznek, mint a Miraheze (I1d. [4]) weblapon a tetrated dodecahedron és a chiral tetrated
dodecahetron poliéderek esetén).

Ahogy az elemi Johnson-poliéderek kozott kétféle tipusa poliéder van: szerkeszthetd és
nemszerkesztheté poliéderek, ehhez hasonléan az elemi majdnem-Johnson-polié¢derek kozott
is talalhatunk kétféle poliédertipust. Azonban a szerkeszthetdéség nem egy megfeleld
tulajdonsag a tipusokra bontashoz ebben az esetben, mivel minden elemi majdnem-Johnson-
poliéder szerkeszthetd lesz, legalabbis lesz szerkeszthetd reprezentansa a felvett hibakorlatokon
beliil.

Hiszen ha nem szerkeszthetd kozvetleniil egy ilyen poliéder, akkor egy szerkeszthetd
paraméteres poliédermodellként eldallithatd, megfeleld paraméterértékek beallitasaval, és
minden paraméterhez lesz 1-1 intervallum, amelyben barmely paraméterérték megfeleld lesz
ahhoz, hogy a poliéder majdnem-Johnson-poliéder legyen az adott hibahataron beliil. igy
minden egyes paraméter esetén felvesziink egy szerkeszthetd értéket az adott intervalluméban,
¢s ekkor az eredményiil kapott poliéder is szerkeszthetd lesz.
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Ezért az elemi majdnem-Johnson-poliédercket inkabb ugy csoportositjuk, hogy
megkiilonboztetjiik a geometriai modszerekkel kozvetleniil szerkeszthetd poliédereket és a
geometriai modszerekkel kozvetleniil nem szerkeszthetd poliédereket (amelyek azért az eddigi
tapasztalatok alapjan 1-paraméteres modellezéssel eléallithatok). Geometriai modszerekkel
kozvetleniil ~szerkeszthetének mondunk egy elemi majdnem-Johnson-poliédert, ha
felhajtasokkal vagy mas, csak geometriai jelentéssel biré segédalakzatok (pl. hasabok, gulak)
szerkesztésének segitségével meg tudjuk szerkeszteni a poliédert a kivant hibahataron beliil, a
laphaléjanak az ismeretében, de a lapszogeinek, testatléi hosszanak eldzetes ismerete (ill.
kozelitd ismerete) nélkiil.

Példaul, ha egy ilyen poliéderben minden csucs fokszama legalabb 4, és a csucsalakzatok
nem feltétleniil szimmetrikusak, akkor nem tudjuk elkezdeni a poliéder modellezését egyik
csticsban sem, mert nem ismerjiik a csucshoz illeszkedd lapok altal bezart lapszogeket, tehat ez
geometriai modszerekkel kozvetleniil nem szerkeszthetd. De ha felvesziink egy paramétert,
mondjuk két, egymassal szomszédos lap bezart szogét, akkor e szog ismeretében egy
negyedfoku cstics csucskonfiguracidja mar megszerkeszthetd lesz, tehat el tudjuk kezdeni a
poliédermodellezést paraméteres modellezésként, ¢€s sziikség esetén ujabb paraméterek
felvételéve elkészithetd az adott laphaloju poliédermodell. A paraméterérték(ek) megfeleld
beallitasaval elérhet, hogy a poliéder minél tobb éle és szoge megfelelden kozel legyen a
kivanatoshoz, de ha még ezutdn is szeretnénk bizonyos ¢lhosszakon vagy szogek nagyagan
javitani, akkor a paraméteres modell bemeneti adatain (felhasznalt csticsszdgek, €lhosszak) kell
kissé valtoztatni igy hogy az eredményiil kapott poliéder jobb hibahataroknak megfeleljen.

6. Szamitogépes modellezés

A kovetkezékben az Orhidpalms (Id. [3]) weblap 1-31. és a Polytope Wiki — Miraheze
weblap (Id. [4]) 1-74. példai koziil mutatjuk be néhany elemi majdnem-Johnson-poliédernek a
modellezését (a Miraheze lap tartalmazza az Orchidpalms weblap példait, de azok részletesebb
ismertetését nem, ezek az Orchidpalms weblapon talalhatok meg). A példakra O.sorszam, ill.
M.sorszam alakban hivatkozunk (az Orchidpalms lapon a példdk meg vannak sorszamozva, a
Miraheze lapon nem, de ott gyakran szerepelnek elnevezések a poliéderekre). A kdvetkezOben
leginkabb olyan poliédereket modellezziink, melyek lapjai haromszogek és négyszogek, mert
ekkor a legegyszer(ibb a majdnem-Johnson-poliéderek hibavizsgalata (valamint, ha lehetséges,
nemszabalyos sokszoglapok csak a haromszoglapok koziil keriilnek majd ki). Nem
elhanyagolhatd6 modon, ezek a poliéderek hasonlitanak a legjobban az elemi Johnson-
poliéderek tobbségét add nemszerkeszthetd elemi Johnson-poliéderekre.

Tudomasunk szerint az emlitett két weblapon bizonyos szoftverek hasznéalataval minél tobb,
altalaban  legfeljebb  5-odfokt  csticcsal rendelkez6  majdnem-Johnson-poliédereket
konstrualtak, a teljesség igénye nélkiil (tehat lehet, hogy nem az 6sszes ilyen van felsorolva). A
hibakorlatokra probaltak jo értéket megadni, de nincs szisztematikus optimalizélasi szandéknak
nyoma a megoldasokban (és persze mas hibafiiggvényekkel is szamoltak).

A vizsgalataink alapjan a [3] és[4] weblapokon szerepldé elemi majdnem-Johnson-
poliéderek a kovetkezok: O.1-12, 013-21, 023-31, M.21, M.22, M.30. Ezek vagy kozvetleniil
szerkeszthetd térbeli euklidészi-tipust szerkesztéssel, vagy 1-paraméteres poliédermodellel
allithatok eld, melynél a paraméterérték megfeleld beallitdsa utan kapunk egy poliédermodellt
(koziiliik geometriai modszerekkel kozvetleniil szerkeszthetd: O.1, O.3-9, 0.11-12, O.14-15,
0.17-20, 0.29, 0.30, M.21, M.22 — megjegyezziik, hogy az M.21 poliéder szerepel a [7] cikk
2. példajaban). De mindkét esetben azon kiviil, hogy az élhosszak egy része azonos, az adot
poliéder elkészitésehez sziikséges szerkesztési/modellezési 1épések elvégzése utan lesz olyan
¢l (vagy lesznek olyan ¢élek), melyek hossza nem ez a kdzos hossz, s6t elég tavol lehet a hossza
(ill. hosszuk) ettdl az értéktdl és/vagy akar bizonyos csucsszogek abszolut eltérései is pozitivak
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lehetnek a hozzajuk tartozd szabalyos sokszdg csucsszogértékétol). Ekkor a poliéder
szerkesztését (vagy az 1-paraméteres modell szerkesztését) modositani kell, hogy a szerkesztés
soran felhasznalt tobb élhossz (és esetleg csucsszogérték) se pontosan ugyanakkora legyen, ez
befolyassal van a végeredmény poliéderen az ¢lhosszakra és szogekre, €s ligyes modositasokkal
elérhetd, hogy az élek hossza kozelebb keriiljon egymashoz, legalabb 10%-on beliilre, de ha
lehet, akkor még ennél is kdzelebb egymashoz, és a szogeltérések is elég kicsik legyenek. A
sok lehetséges paraméter miatt teljes optimalizalast nem végeztiink, csak ad-hoc csokkentést az
¢laranyok maximuman.

A nem haromszoglapokat lehetdleg meghagytuk szabalyosaknak, vagy minimalisan
modositottuk azokat tigy, hogy minél nagyobb szimmetria maradjon meg esetiikben és az egész
poliéder esetén is. Vannak olyan elemi majdnem-Johnson-poliéderek, amikor mar a
konstrukcid elején vagy kozben ellentmondasba iitkdzik a szerkesztés, ha szabalyos
sokszoglapokat probalunk haszndlni, ekkor mar a szerkesztés kozben sziikséges valtoztatni
bizonyos lapok alakjan, altaldban ilyenkor is torekedtiink a legnagyobb foku szimmetria
megtartasara és megprobaltuk a lap szabalyostol eltérd alakvaltozasat minimalizélni, vagy
paraméter bevezetésével késobb tovabb modosithatova tenni.

6.1. Geometriai modszerekkel kozvetleniil szerkesztheto poliéderek

1. példa. (O.1, I1d. 1. ébra) Egy 1 ¢lhosszi szabalyos Otszogre 1 magassagu hasabot
emeliink, majd a hasab két egymas melletti négyzetlapjara olyan négyzet alapu guldkat
rajzolunk a hasabrol kifelé, melyek haromszoglapjai szabalyos haromszogek. A két gula
egymasnak sikra vonatkozo tiikdrképe, ebbe a tiikrozési sikba olyan szabalyos haromszdget
rajzolunk, amelynek a két gula kdzos éle az alapja, és nem metsz bele a hasab belsejébe (1d. 2.
abra).

1. abra. Az 1. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere és annak laphaléja

A hasab, a két gula és a haromszog konvex burkat vessziik. Ekkor ijabb négy haromszdglap
keletkezik. Két ¢l lesz, amely nem 1 hosszu: AB = BC = 1,0091, és a poliéder lapszogei az
AD és CD ¢leknél (valamint két tiikorkép élnél, amely a 2. abran nem latszik) kb. 179,75°-
osak, azaz kozel 180°-osak, de igy még épp a konvex burok hataran vannak. Tehat a
megszerkesztett P poliédernek csak a haromszoglapjai kozott vannak nem szabalyos
sokszoglapok, a maximalis élardnya r(P)<I1,01 (valamint a maximalis szdgeltérése a
haromszoglapokon kisebb, mint 0,61°. Igy ez egy elemi majdnem-Johnson-poliéder £ = 0.01
¢s 63 = 0,61° hibahatarokon beliil.
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C
B ﬁ
2. abra. Segédabra a szerkesztés menetéhez; valamint jelolések a szerkesztés magyarazatahoz
az 1. példa esetén

2. példa. (0.4, 1d. 3. abra) Megszerkesztjiik egy egységoldali kockanak harom olyan lapjat,
melyek egy csucsban talalkoznak, majd a lapok unidjanak relativ hatdran minden ¢élre 1-1
szabalyos haromszoglapot illesztiink. Ezek paronként 1-1 olyan kozos élben talalkoznak,
melynek végpontja két négyzetlap k6zos csiicsa. A keletkezett haromszdglapok azon éleire,
melyek nem szomszédosak mas éllel, tjabb szabalyos haromszoglapokat illesztiink (6sszesen
6 darabot), ezek paronként 1-1 olyan kozos élben taldlkoznak, melynek végpontja egyetlen
négyzetlapra illeszkedik. Ezzel a poliéder mindegyik csucsidt megszerkesztettiik. Végiil a
kimarad6 4 darab haromszoglapot rajzoljuk meg. A keletkezett poliéder 120° -0s
forgasszimmetriaval rendelkezik, és 3 élén (amelyek egyforma nagysaguak, €s egy szabalyos
haromszoglap oldalain helyezkednek el) kiviil mindegyik éle 1 hosszisagi. Ha most
megismételjiik a konstrukciot gy, hogy az egyes szerkesztett haromszoglapok csak kozel
szabalyosak (de a forgasszimmetriat nem rontjuk el), akkor tligyes é€lhosszvalasztasokkal
elérhetd, hogy kozel egyforma hosszli legyen mindegyik €I, ¢ = 0.013 hibahatar adodik. Ha
pedig négyzetek helyett négyzethez kozeli alakti rombuszokat is megengediink, akkor egy kicsit
még jobban csokkenthetd a maximalis élarany.

a 4

3. abra. A 2. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbol

V&

4. abra. A 2. példa elemi majdnem-Johnson-poliéderének laphaldja, és a poliédermodell alakja az
élhosszmodositisok elott
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3. példa. (0.6, Id. 5. abra) A poliédernek latszolag két szabalyos 6tszdglapja van, melyek
k6zos éllel rendelkeznek. Hozzajuk csatlakozik 1-1 négyzet két oldalrol. Ezt a konfiguraciot
tiikkrozziik egy, a szimmetriasikjara merdleges és az 6tszoglapok kozos élével parhuzamos sikra,
tegyiik fel, hogy ez a sik vizszintes az xyz-koordinata-rendszerben. Majd forgassuk el 90°-kal
a tiikrozott lapokat a fliggdleges szimmetriatengelyiik koriil, és fliggdlegesen mozgassuk el
ugyanazzal a vektorral Gigy, hogy a transzformalt lapok 1-1 szabad cstucspontja csatlakozzon az
eredeti lapok 1-1 szabad csucspontjahoz (szabad cstcsponton olyan csticsot értiink, mely
egyetlen lapra illeszkedik a 4 lapbol allé konfiguracio lapjaibdl). De sajnos ez nem lehetséges,
mivel a forgatasi tengelytél mas tavolsagra vannak a szabad csucspontok a négyzetek és az
Otszogek esetén.

5. abra. A 3. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere és annak laphaléja

Modositsuk a konstrukciot: maradjanak az 6tszoglapok szabalyosak, de a négyszoglapok
nem. E négyszdglapok szabad csucspontjai a konfiguracid fliggdleges szimmetriasikjan és a
négyszoglap masik 3 csticspontjanak a sikjaban kell, hogy elhelyezkedjenek. Vegylik a két
szomszédos Otszoglap altal bezart szoget valtoztathatonak, azaz paraméternek, €s maradjon
meg ugyanaz a szimmetriaja a poliédernek. Ekkor a 4 lapos konfiguraciot ugyanugy forgatva a
tiikr6zése utan, mint az a szerkesztés elején szerepelt, egyetlen, (és megszerkeszthetd) olyan
fliggdleges vektorral torténd eltolas van, hogy a transzformalt négyszoglapok 3-3 fix cstcsa
egy sikba keriil az eredeti konfiguracié 1-1 Otszogének szabad cstcsaval, ezt az eltolast
elvégezve, megkapjuk a négyszoglapok 4-edik csucsait. Szimmetria miatt az §sszes csucs
ismert mar, igy a haromszoglapok is megszerkeszthetok. A paramétert beallithatjuk ugy, hogy
az ¢lhosszak maximalis aranya és a négyszoglap szogeinek abszolut eltérése a 90°-t61 is kicsi
legyen (¢ = 0,074 .55 = 4,8°, 6, = 2,2°).

4. példa. (0O.18, 1d. 6. abra) Két, haromszog alapt szabalyos hasabot illesztiink egymashoz
k6zos négyzetlapjuk mentén ugy, hogy a haromszoglapjaik sikjai merdlegesek legyenek
egymasra. Majd az egyik hasab haromszoglapjara szabélyos tetraédert emeliink, a mellette levo
masik hasabnak az ezzel a haromszoglappal k6zos €lii négyzetlapjara pedig szabéalyos gulat.
Vessziik az egész alakzat konvex burkat, ekkor két (1j haromszoglap keletkezik a gula és a
tetraéder kozott. Ha modositjuk a konstrukcidt nem teljesen szabdlyos haromszog alapokra,
nem teljesen szabdlyos tetraéderre, ill. gulara gy, hogy a négyzetlapok szabalyosak
maradjanak, akkor megfeleléen kozeli élhosszak valasztdsdval a végén keletkezd két
egybevagd haromszoglap alakja kozelebb lesz egy szabalyos haromszoghdz (hibahatdrnak
e = 0,05 adodik).
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6. abra. A 4. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbdl, és a poliéder laphaléja

5. példa. (O.10, Id. 7. abra) Tegyiik fel, hogy vizszintes az xyz-koordinata-rendszerben a
poliédernek az a négyzetlapja, amelynek nincs kozos csticsa masik négyzetlappal, és az is
feltehetd, hogy 1 az oldalhossza, és a lap a poliéder tetején helyezkedik el (de még nem tudjuk
hol). Ekkor a négyzetlap két atlojan athalado fiiggdleges sik mindegyike szimmetriasik, és a
poliéder legals6 csticsa szimmetria miatt a két szimmetriasik k6z0s egyenesén van rajta.
Vegyiink fel két, egymasra merdleges, fliggbleges sikot, ezek lesznek a szimmetriasikok. Ezek
metszetegyenesén vegylink fel egy pontot, ez lesz a legalsé csucs. Az ehhez illeszkedd két
négyzetlapot €s két szabalyos haromszdéglapot meg tudjuk szerkeszteni, majd a négyzetlapok
atloin athalad6d szimmetriasikon meg tudjuk szerkeszteni a poliéder keresztmetszetét (amely
egy 0tsz0g). Ez alapjan a feliil elhelyezkedd négyzetlap is megszerkeszthetd (mert az atloja,
mint keresztmetszet, mar adott). A tobbi cstcs pedig sorra megszerkesztheté 3-3 olyan
egységgdmb metszéspontjaként, melyek kozéppontjai mar megszerkesztett csucsok.

7. abra. A 5. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbdl, és a poliéder laphaléja

A szerkesztés végén lesz két €l (és a veliik szimmetrikus helyzetben levo €lek), melyek nem
1 hosszusaguak. A modell szerkesztését modositva ugy, hogy a négyszoglapok maradjanak
négyzetlapok, de a tobbi megszerkesztett 1 ¢lhosszu €1 helyett csak ahhoz kozeli élhosszakat
szerkesztve meg, ezen ¢élhosszak {igyes bedllitdsdval minden ¢l egymashoz kozeli
hosszisagiinak adoédik mar (hibahatarnak € = 0,073 jon ki).

6.2. 1-paraméteres geometriai modellezéssel eléallithato poliéderek

6. példa. (0.2, 1d. 8. dbra) 1-paraméteres poliédermodellt készitiink, ebben a két, kzos ¢éllel
rendelkezd négyzetlap altal bezart szoget vessziik paraméternek. Feltehetd, hogy a két négyzet
egységnyi €élhosszu, ezeket megszerkesztjiik. A kozos ¢l felezdmerdleges sikjara szimmetrikus
lesz a megszerkesztett poliéder. A kozds ¢l egyik végpontjatol 1 tavolsagra levd twjabb
poliédercstiics megszerkeszthetd 3 olyan egységgdmb metszéspontjaként, melyek kozéppontjai
anégyzetek csucsai koziil keriilnek ki. Ez egy Gijabb négyzetlap csticsa. Az ezzel atellenes cstics
megszerkeszthetd, mivel az emlitett szimmetriasik tuloldalan levd hasonlé elhelyezkedésii
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négyzet hasonld csucsatol 1 tavolsdgra van — a poliédernek két négyzet altal bezart
szogfelezésikjaban (amely szintigy szimmetriasik) sikbeli szerkesztéssel adodik ez a cstcs.

®

8. abra. A 6. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbél, és a poliéder laphaldja

Ezutdn a négyzetlap masik két csticsa €s a poliéder Osszes tobbi csucsa is konnyen
megszerkeszthetd. A szerkesztés végén lesz két €l (és a veliikk szimmetrikus helyzetben levd
¢lek), melyek nem 1 hosszusdgiiak. A paraméter bedllitasaval ezek koziil az egyik €l
tetszOlegesen kozel keriilhet az 1 hosszisaghoz. A modell szerkesztését modositva tigy, hogy a
paramétert ugy allitsuk be, hogy mindkét valtozé ¢€lhossz, 1-hez minél kozelebbi legyen,
minden ¢l egymashoz kozeli hossziisdginak adodik mar (hibahatarnak € = 0,012 jon ki).

7. példa. (O.16, Id. 9. d&bra) 1-paraméteres poliédermodellt készitiink. Két 180° -0s
forgasszimmetridja van ennek a poliédernek: az egyik szimmetriatengely két olyan
poliédercsucsot kot 0ssze, melyekre két-két négyzet illeszkedik; a masik szimmetriatengely két
olyan ¢lfelezé pontot kot 6ssze, melyek két-két olyan haromszoglapra illeszkednek, amelyek
0sszes csucsa valamely négyzetlap csucsa is egyben. Eloszor két, kozos csticst, 1 oldalhossza
négyzetlapot és két, kozottiik elhelyezkedd szabalyos haromszoglapot szerkesztiink meg ugy,
hogy a négy lap kozds csticsabol kiinduld élek végpontjai egy téglalapot hatdrozzanak meg,
Majd koziiliik az egyes négyzetlapokhoz 1-1 olyan szabalyos haromszoglapot szerkesztiink,
amelynek k6zos €le van valamelyik négyzetlappal, és egy ilyen haromszdglapnak a hozza k6zos
¢llel csatlakozd négyszoglappal bezart szogét paraméternek vessziik fel (mindkét szog
ugyanakkora a 180°-os forgassszimmetria miatt).

9. abra. A 7. példa elemi majdnem-Johnson-poliédere két nézetbdl, és a poliéder laphaléja

A két, utoljara szerkesztett haromszoglapnak azokhoz a csucsaihoz, melyek nincsenek
rajta négyzetlappal kozos é1én, megszerkesztjiik a forgastengelyen levd olyan poliédercstcsot,
amely toliik V2 tavolsagra van (egy-egy Ujabb egység oldalhosszii négyzetlap atellenes
csticsaban), majd az erre az élre illeszkedd két négyzetlapot €s a kozottiik elhelyezkedd
haromszoglapokat (ez utobbiak nem feltétleniil szabalyos haromszogek) tugy, hogy a
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poliédercsucsbol kiinduld élek végpontjai téglalapot hatdrozzanak meg. A maradék 4 csucs
megszerkeszthetd olyan egységgdmb-harmasok metszéspontjaként, melyek kozéppontja
alkalmasan valasztott, mar megszerkesztett poliédercstics.

A szerkesztés végén lesz harom €l (és a veliik szimmetrikus helyzetben levo élek), melyek
nem 1 hosszusaguak. A paraméter beallitasaval ezek koziil az egyik €l tetszélegesen kozel
keriilhet az 1 hosszusdghoz. A modell szerkesztését modositva ugy, hogy a megszerkesztett
egységnyi ¢€lhosszak helyett csak ahhoz kozeli élhosszakat szerkesztiink meg, tigyes
¢lhosszbeallitasok utdn, minden él egymashoz kozeli hosszusagunak adodik mar (hibahatarnak
€ = 0,062 jon ki).

7. Osszefoglal6

Amint az az 5. fejezetben szerepel, véges sok elemi majdnem-Johnson-poliéder 1étezik
(ekvivalensnek tekintve a megegyez6 laphaldju poliédereket), ha a ({Ox}ker,) abszolit
szOgeltérés-hibahatarokat megfelelden kicsinynek vélasztjuk. Erdekes lenne az osszes ilyen
poliéder meghatarozésa.

Felvetddhet, hogy kiszamitsuk a legjobb (&, {8} ke,) -hibakorlatokat az egyes elemi
majdnem-Johnson-poliédereck esetén, legalabbis néhany egyszeriibb esetben. Talan
konnyebben megoldhat6 ez a probléma azon konvex poliéderekre megszoritkozva, amelyeknél
a nem szabalyos sokszoglapok csak a haromszoglapok koziil keriilnek ki, mert ekkor a
szogeltérésekkel nem kell foglalkoznunk, csak az élaranyokkal.

Koszonetnyilvanitas.

Szeretnénk megkoszonni Németh Laszlonak és Szalay Laszlonak, hogy err6l a témakorrol

eldadhatott az elsd szerzé Sopronban a Matematika Oktatdsa és Kutatdsa Szeminarium
(MOKUS) 2022-es programjaban.
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OSSZEFOGLALO. Minden véges dimenzios asszociativ algebra a teljes matrixalgebra
egy alkalmas részalgebrajaval reprezentalhatd. Ismertek azonban olyan véges
dimenzids algebrak, amelyek nem asszociativak, igy nem irhatok le klasszikus
matrixok segitségével. Max August Zorn 1931-ban értelmezte a vektor-matrixok
strukturajat, amelyek a klasszikus matrixok egy természetes altalanositasat alkotjak.
Zorn a split oktonidk alternativ algebrajat eredményesen irta le ezen vektor-matrixok
segitségével.

Mi egy tetszéleges, nem kettd karakterisztikaju F test folé épitiink vektor-matrix
struktarat, s megvizsgaljuk a legfontosabb algebrai tulajdonsagait. Ha az F3
vektortérben alkalmas skalaris és vektorialis szorzat van értelmezve, akkor a
felépitett vektor-matrixok struktiraja egy alternativ algebra lesz akkor és csakis
akkor, ha az F3 vektortérben érvényes a Grassmann-azonossag. E vektor-matrixok
struktaraja viszont egy kompozicids algebrat alkot akkor és csakis akkor, ha az F3
vektortérben a Lagrange-azonossag teljesiil.

ABSTRACT. Every finite dimensional associative algebra can be represented by a
suitable subalgebra of the complete matrix algebra. However, there are known finite
dimensional algebras which are non-associative, and so cannot be described by using
classical matrices. In 1931 Max August Zorn defined the structure of vector-
matrices, which form a natural generalization of classical matrices. Zorn showed that
the alternative algebra of split octonions could be represented by these vector-
matrices.

We build up a vector-matrix structure over an arbitrary F field of characteristic not
equal to two and analyse its most important algebraic properties. If a suitable scalar
and cross product is defined in the F3 vector space, then the constructed vector-
matrix structure will be an alternative algebra if and only if the Grassmann identity
applies to the F3 vector space. The structure of these vector-matrices will form a
composition algebra if and only if Lagrange’s identity applies to the F3 vector space.

El6szo

A szamok fogalméanak altaldnositasa természetes utjan haladva jo ideig asszociativ
rendszerekkel talalkozunk. Ilyenek a valos, a komplex, sét még a klasszikus kvaterniok
algebraja is. Ezek a struktirak mind reprezentalhatok megfeleld teljes matrixalgebra alkalmas
részalgebraival.

Mar a XIX. szazad kdzepén kideriilt, hogy léteznek olyan érdekes algebrai rendszerek,
amelyek viszont nem asszociativak, igy a klasszikus matrixok segitségével torténd
reprezentalds nem johet szoba. Koziilikk els6ként a zérusosztdkat is tartalmazo split oktonidk
algebrajat sikeriilt Max August Zorn német matematikusnak reprezentalnia a klasszikus
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matrixok egy érdekes altalanositasanak segitségével (ZORN,1931,1933). Ezek voltak a vektor-
matrixok, amelyek megkonstrudlasa sordan Zorn az euklideszi vektortér klasszikus skaldris
szorzatara és vektoralis szorzatara tdmaszkodott.

Késobb a vektor-matrixokat eredményesen hasznaltdk mas algebrai strukturak kutatasa
soran is (PAIGE, 1956), (WELLS, 2010). A mértékadé szakirodalom fontos példaként targyalja
a Zorn-féle vektor-matrixok strukturajat (EBBINGHAUS et al, 1991), (MCCRIMMON, 2004),
(ROSENFELD, 1997), (BREMNER et al, 2013). A klasszikus euklideszi skalaris szorzastol és
vektorialis szorzastol eltéré miveleteket igényld vektor-matrix struktirdk bukkantak fel
(PENTEK, 2020a, 2020b ,2021) dolgozataiban. Ebben a dolgozatban ezen érdekes Zorn-féle
vektor-matrixok struktarajat vizsgaljuk meg

1. Bevezetés

Legyen a tovabbiakban F egy tetszéleges, # 2 karakterisztikaju test a 0 6sszeadasi és az 1
szorzasi neutralis elemmel. Jellje F3 az F test elemeibdl képzett rendezett elemharmasok
halmazat. Kozismert, hogy az F elemeivel, mint skalarokkal komponensenként torténd
szorzassal, tovdbba a komponensenként értelmezett Osszeadissal F3 egy 3-dimenzios
vektorteret alkot az F test felett. Ha tehat r € F,X = (xq,x5,%3) és Y = (yq,¥,,¥3) € F3,
akkor

(1) skalarral valo szorzas: 1+ (X1, X5, x3) := (r = x4, 7 * X3, 7 * X3),
(2) 6sszeadas: (x1,x5,%3) + (Y1, V2, V3) := (1 + y1, X3 + V2, X3 + ¥3).

Képezziik ezutan az F, illetve az F3 elemeibdl a

_[(a Uy. 3
3) Zorn(F) := {(V b). ab€F, UV eF}
alaku hipermatrixok halmazat, amelyet a tovabbiakban Zorn-féle vektor-matrixok halmazanak,
vagy mas elnevezéssel Cayley-Dickson-féle matrixok halmazanak neveziink.
Az F test és az F3 vektortér miiveleteire tdmaszkodva miiveleteket értelmezhetiink a

Zorn(F) halmazban a kovetkez6 modon:
a U
V b

-G D=0 1

(5) Osszeadas: ha (a U) , (c ];V) € Zorn(F) , akkor legyen

(4) skalarral val6 szorzas: har € F, ( ) € Zorn(F) , akkor legyen

v b)'\z
v +G D=Giz Bia)

Egyszeriien, bar hosszadalmas szdmolassal belathatjuk, hogy érvényes a kovetkezd

1. Tétel. A Zorn(F) halmaz a (4) és (5) milveletekkel egy 8-dimenzids vektorteret alkot az F
test felett.

Legyen ezutan az F3 olyan vektortér, amelyre megkoveteljik még a kovetkezdk
teljesiilését is:
(a) Létezik egy skaldris szorzdsnak nevezett o : F3 x F3 — F szimmetrikus, bilineéris
leképezés az F3 vektortérben.
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(b) Létezik egy vektoridlis szorzdasnak nevezett X : F3 x F3 — F3 antiszimmetrikus,
bilinedris leképezés az F3 vektortérben.

(c) A vektorialis szorzat eredménye legyen ortogonalis a szorzat mindkét tényezgjére:
barmely U,V € F3 esetén (U X V) o U = 0¢és (U X V) oV = 0 teljesiil.

A skalaris és vektorialis szorzat bilinearis tulajdonsagdbdl konnyen kovetkezik, hogy
mindkét miivelet balr6l és jobbrol is disztributiv a vektorok 6sszeadasara nézve. Igy tetszdleges
U € F3 esetén konnyen belathaté az alabbi tulajdonsagok teljesiilése:

(6) UoO=00U=0&UXxX0=0%XU=0

itt 0 = (0,0,0) az F?3 vektortér zérusvektora.
A vektorialis szorzéas antiszimmetrikus tulajdonsagabdl pedig kovetkezik kihasznalva azt,
hogy az F test karakterisztikaja # 2, tetsz8leges U € F3 esetén teljesiil:

(7) UxU=0.

Ezutan mar algebrava fejleszthetjiik a Zorn(F) vektorteret a kdvetkezd szorzasi miivelet

bevezetésével: tetszbleges (; l[j)’ (; Ig) € Zorn(F) esetén
® G )G D=C S uxw “hdirew )

Nem nehéz, bar hosszadalmas szamolassal igazolhat6 a kdvetkezd

2. Tétel. A Zorn(F) halmaz a (4), (5) és (8) miiveletekkel egy 8 dimenzios, neutralis elemes

algebrat alkot az F test felett az E := (1

0 1) neuralis elemmel. Itt 1 € F a szorzas neutralis

eleme és O € F3 a zérusvektor.
Az igy nyert struktira neve: Cayley-Dickson-féle madtrixok algebrdja, vagy mas
elnevezéssel a Zorn-féle vektor-matrixok algebrdja

2. A vektor-matrixok algebrajarol

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a Zorn-féle vektor-matrixok algebrajanak néhany fontos
tipusat.

3. Tétel. A Zorn-féle vektor-matrixok algebraja egy kvadratikus algebra.
a U

V b
A, u € F elemek, hogy X? = A+ E + u - X eloallitas adhato meg. Ekkor Zorn(F) miiveleteinek

felhasznalasaval

, _f(a-a+U°V (a+b)-U> s g _ _(/1+/,t-a /,t-U)
X_((a+b)-v beb+Uoy) VLA EF UK=Ly b

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy tetszéleges X = ( ) € Zorn(F) esetén léteznek olyan

adodik. E két vektor-matrix egybevetésébdl y = a+ b és A = U oV — a - b kovetkezik. Mivel
ezen u,A € F elempar ki is elégiti kivant elallitast, igy a Zorn(F) valoban egy kvadratikus
algebra. o
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Definicié. Az X = (I‘j g

det(X):=a-b—U oV € F elemet, nyoman pedig a t(X) :=a + b € F értéket értjiik.

) € Zorn(F) vektor-matrix determinansan a

Megjegyzés. A 3. Tételben szerepl X € Zorn(F) vektor-matrixra teljesiil a det(X) = —1 és
a t(X) = u 6sszefiiggés. Ekkor a Zorn(F) algebra kvadratikus voltat kifejezé Osszefliggés
atrendezés utan az

(9) X2 — t(X) - X + det(X)-E= 0

alakot 6lti, ahol O = (g g

Ezutén azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi lesz annak sziikséges ¢és elégséges feltétele,
hogy a Zorn(F) vektor-matrixok stuktaraja egy alternativ algebra legyen.
HaX = (a1 U1> Y = (az UZ) € Zorn(F) két tetszéleges vektor-matrix, akkor ezen
Vl bl VZ bZ
struktira pontosan akkor lesz egy alternativ algebra, ha teljesiilnek az alabbi korlatozott
,»asszociativ”’ tulajdonsagok:

) € Zorn(F) a zérus vektor-matrix.

(10) X*X)*Y=X*x(X=*Y) és X*xY)*Y=X=*(Y*Y).

Tekintsiik az els6 Osszefliggést és szamitsuk ki annak mindkét oldalat, majd komponensrdl
komponensre haladva vessiik 0ssze a két eredményiil kapott vektor-matrixot. Ha a bal felsd
komponenseket hasonlitjuk 0ssze, akkor a kijelolt miiveletek elvégzése és az azonos tagok
mindkét oldalrol torténd elhagyasa utan a (6) és (7) felhasznalasaval adodik e komponensek
egyenldsége. Teljesen hasonldan kaphato a jobb als6 komponensek egyenldsége is.

Ha a jobb felsé komponenseket hasonlitjuk 6ssze, akkor itt is a kijelolt miiveletek elvégzése
¢s az azonos tagok mindkét oldalrol torténd elhagyasa utdn a (7) felhasznalasaval a kdvetkezo
Osszefliggés marad:

(11) Uy oVy) Up=(V10Uy) Uy —Vy X (U X Uy) .

Itt a jobb oldali els6 tagnal felhasznalva a skalaris szorzat (a) szerinti kommutativ voltat,
tovabba a jobb oldali méasodik tagnal a vektorialis szorzat (b) szerinti anti-kommutativ szabalyat
a (11) atrendezés utan az alabbi format olti:

(12) (Ul o Vl) ) UZ - (UZ o Vl) * Ul = (Ul X Uz) X Vl y

amely pedig a Grassmann-azonossag — mas elnevezéssel — kifejtési tétel.

Teljesen hasonldéan adodik bal als6 komponensek Osszehasonlitasabol is a Grassmann-
azonossag érvényesiilése.

A bemutatott Githoz teljesen hasonldan targyalhaté analdg azonos eredménnyel ekvivalens
atalakitasokon keresztiil a (10) masodik Osszefiiggése is. Az elmondottak alapjan igaz a
kovetkezd

4. Tétel. A Zorn(F) vektor-matrixok struktiraja egy alternativ algebrat alkot akkor és csakis
akkor, ha az (a) — (c) feltételeknek is eleget tevd F3 vektortérben érvényes a (12) Grassmann-
féle azonossag.

Ezutéan azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi a sziikséges €s elégséges feltétele annak, hogy
a Zorn(F) vektor-matrixok struktiraja egy kompozicids algebra legyen.

HaX = (al Ul) Y = (az UZ) € Zorn(F) két tetszéleges vektor-matrix, akkor ezen

Vi b V, by

struktura pontosan akkor lesz egy kompozicios algebra, ha # 2 karakterisztikaju test feletti
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olyan neutralis elemes algebra, amelyben értelmezve van egy multiplikativ norma (nem elfajuléd
kvadratikus forma az algebraban, mint vektortérben). Ez a norma a Zorn(F) algebraban a
vektor-matrix determinansa, amelynek multiplikativ voltat fejezi ki a

(13) det(X *Y) = det(X) - det(Y)

Osszefliggés, amely lényegében a determindnsok szorzasi tételének teljesiilését jelenti.
Tekintsiik tehat a (13) Osszefliggést és szamitsuk annak mindkét oldalan talalhatod

kifejezést, majd hasonlitsuk Ossze a két oldalt. A (c) alkalmazasaval és mindkét oldalrol a

megegyez0 tagok elhagyasaval a (13) egyenlosége a kovetkezd dsszefliggésre redukalhatd:

(14)  WUyoVp) - (VioUp) + (Vi xVy) o (Uy X Up) = (UyoVy) - (UyolVy).

Felhasznalva a skalaris szorzat kommutativ szabalyat a (14) egyszerli atrendezésével
ekvivalens atalakitasokon keresztiil kdzvetleniil adodik a kdzismert Lagrange-azonossag:

_|U1oVy Upel,
(15) (Uy X Uy) o (Vy X V) = UyoVy, Uyol,l-
A fentiek alapjan igaz a kdvetkezd

5. Tétel. A Zorn(F) vektor-matrixok strukturdja egy kompozicios algebrat alkot akkor és
csakis akkor, ha az (a) — (c) feltételeknek is eleget tevd F3 vektortérben érvényes a (15)
Lagrange-féle azonossag.

Megjegyzés. Specialisan, ha R jeloli a valdés szamok testét, akkor Zorn(R) a klasszikus
euklideszi skalaris szorzattal és vektorialis szorzattal egy 8-dimenzids split (felhasadd —
z€érusosztokat is tartalmazo) kompozicios algebrat alkot az R test felett.
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Covid variansok iddbeli valtozasanak vizsgalata
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OSSZEFOGLALO. A kiilénb6zd covid variansok gyakorisaganak iddbeli valtozasa, a
valtozas tendencidja matematikai modellek alkalmazasaval jellemezhetd. Az
alabbiakban az egyes covid variansok modellezése keriil bemutatasra Gauss fliggvények
és telitési fliggvények felhasznalasaval. A vizsgalat sordn az egyes varidnsok adatsorai
fiiggetlentiil a tobbi varians adataitdl keriilnek targyalasra.

ABSTRACT. The change in the frequency of different covid variants over time on the
tendency of the change can be characterized by applying mathematical models. Below,
a modelling of each covid variant is presented using Gaussian functions and saturation
functions. During the examination, the data sets of each variant are compared to the data
of all other variants.

1. Bevezetés

Ismert tény, hogy a COVID-19 el6szor 2019 novemberében a kelet-kinai Vuhan varosaban
(Hupei-tartomany) jelent meg, majd ezt kdvetden szamos variansa nehezitette a helyzetet az
1d6 soran. Az alabbiakban az egyes variansok id6fliggd folyamata a vizsgalat targya, csupan
azonban matematikai oldalrol vizsgalva, megfelel6 modellek bevezetése révén. Az adatokhoz
torténd hozzajutas meglehetésen konnylinek bizonyul a hétk6znapi ember szamara is,
megbizhatosaguk azonban némi szorast feltételez. Az egyes variansok vonatkozasaban pedig a
felelhetd adatbazis mar kevésbé konnyen elérhetd. Ugyancsak problémat okoz a hétvégi adatok
kumulécidja, melyet hazankban altalaban késleltetve bocsatottak nyilvdnossagra. A vizsgalt
adathalmaz igy a szomszédos Ausztria adatait tartalmazza 2021. 1. hetétdl 2022. 28. hetével
bezarolag, 6sszesitve és varidnsonként.

Az aldbbiakban a variansok eléfordulasi gyakorisagai keriilnek elemzésre, feltételezve az
effajta folyamatok jellemz6 lefutdsat, igy az egyes adatsorok haranggorbe jellegét, illetve a
varidnsonként kumulalt adathalmazok telitédési jellegét. A két alkalmazott fiiggvény [1] a
transzformalt Gauss gorbe [4] valamint a telitddési fliggvények koziil a transzformalt Awrami
fiiggvény [3]. Az illesztések pontossadganak ellendrzésére a mindenkori korrelacios egyiitthato,
(nem linearis korrelacios egyiitthato) értékének ismerete ad lehetdséget, figyelembe véve, hogy
biologiai folyamatok esetén a vizsgalt érték alacsonyabb lehet, nem vérhato el olyan magas
korrelacid, mint pontosan mérhetd fizikai jellemzdoknél.

A cél azonban az, hogy a vizsgalat igazolja azt a tényt, hogy az egyes varidnsok
gyakorisagainak idébeli valtozésa eleget tesz a feltételezett tendencidknak, igy a gyakorisagok
a haranggorbe jellegnek, illetve a kumuldlt halmazok a telitési jellegnek.
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A felhasznalt modellek becslést adnak az adatsorok lokalis maximum helyeire €s értékeire, a
folyamat gyakorisagi valtozasi sebességének azon helyére és értékére, amelyben a folyamat
tendenciaja megtorpan, konvex-konkav illetve konkav-konvex iranyban. Tovabba a telitési
fliggvény lehetdséget kindl aszimptotikus jellegébdl addéddan, hogy adott hibahatar esetén
becslést adjon a folyamat lecsengésére.

Az illesztés soran alkalmazott software a STATISTICA, a modellek paramétereinek

"o

szamittatasa soran a kezddértékek jol becsiilhetdk.

A vizsgalat targya:

A vizsgalt adathalmaz és az alkalmazott modellek:

variansokra illetve 0sszesitett adatszamra.

ausztriai covid adatok 2021. 1. hét — 2022. 28. hét [2]. Heti lebontas virus

Az adathalmaz esetében eltekintiink a teljes részletességtdl az adatok fellelhetok a
fentieckben megadott cim alatt.

B.1.1.529

Naptari | B.1.1.7 | B.1.351 B.1 B.1.617.2 BA.1 BA2/BA3 | BA4BAS |  nem e?:f(:k
hetek (Alpha) (Beta) (Gamma) (Delta) (Omikron) | (Omikron) | (Omikron) dlffergnmalt szama
(Omikron)

2\/(\)/%11- 208 . 0 0 0 0 0 0 115

0 | ss2 59 0 0 0 0 0 0 4u

oo 456 137 0 0 0 0 0 0 593

Zv(\)/%i_ 1052 179 0 0 0 0 0 0 1231
202 | 1078 123 0 1 0 0 0 0 2102
Zv(\)/%t_ 1980 110 0 0 0 0 0 0 2090
202 | 3eso 88 0 0 0 0 0 0 3747
ZV?/%;‘ 7690 147 0 0 1 1 0 0 7839
202L | 9601 97 0 0 0 0 0 0 9698
2\/?/21(1)' 11411 103 1 0 0 0 0 0 11515
2\/?/2222 0 0 0 3 31 5053 1858 41 6986
2\/?/223 1 0 0 2 42 5692 3991 69 9797
2\/?/221- 0 0 0 0 55 7400 7542 100 15097
2\/?/2225 0 0 0 1 78 6633 13920 78 20710
2\/(\)/22%' 0 0 0 1 73 1676 21932 51 23733
2\/?/2227 0 0 0 1 121 934 21173 43 22272
2\/?/22%' 0 0 0 2 112 669 21751 82 22616

1. tablazat. Covid adatok
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Az alkalmazott regresszios modellek:
e Transzformalt Gauss fliggvény
- matematikai alakja:

bs

S E—
y e(bz(X—bﬂ)z 0

- szamitogépes alak:

var2 = b3/exp(b2 * (varl — 1 x b1))"2) + b0.

e Awrami telitési fliggvény

- matematikai alakja:
y = b (1 - e_(bzx)bl) + by

- szamitogépes alak:
var2 = b3 * (1 —exp (—1 x (b2 = varl)"bl))) + bO.

A modellek rovid jellemzése:

Az alkalmazott Gauss fliggvény négy paraméteres altalanos modell, ami rendelkezik a
sziikséges eltolasi és nyljtasi paraméterekkel. A paraméterek értékeibdl pontosan megadhatok
a modell f6 matematikai jellemz6i, igy a lokalis szélséérték helye €s értéke, tovabba
szamithatok az inflexids koordinatdk, melyek a folyamat valtozéasat jellemzik. A négy
paraméter kezddértékének megadasa az adathalmazbdl becsiilhetd sziikség esetén. Az
alkalmazott Awrami telitési fliggvény kis valtoztatassal harom paraméteres, nem tartalmazza a
fliggbleges eltolast a folyamat jellege miatt. A harom paraméter kezdGértéke nem igényel
bonyolult becslést a program altal megadott kezddérték sziikség esetén modosithatd az adatsor
alapjan. A paraméterek ismeretében jellemezhetd a folyamat valtozasa az inflexids pont
ismeretében, valamint adott hibahatarra szamithatdé a lecsengés vérhaté idOpontja. Az
illesztések soran a modell valtozoi:

VARI = Naptari hetek sorszama

VAR2 =B.1.1.7 Alpha

VAR3 =B.1.351 Béta

VAR4 = B.1 Gamma

VAR5 = B.1.617.2 Delta

VARG = BA.1 Omikron

VAR7 = BA.2/BA.3 Omikron

VARS8 = BA.4/BA.5 Omikron

VAR9 = B.1.1.529 nem differencialt Omikron.
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2. Szamitott eredmények, Kiértékelés

2.1. A covid variansok adatsorainak regresszios eredményei

Mind a nyolc virus varians esetén elsdként a Gauss alkalmazas eredményeit tiintetjiik fel
majd kdzvetlen utdna az Awrami eredményeit grafikus repezentacidkban.

Model: var2=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))"2))+b0

y=((12658,7)/exp(((0,16918)*(x-1*(12,6321)))"2))+(-4,21235)
14000

12000

10000

8000

6000

var2

4000

2000

-2000
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

varl

1. abra. B.1.1.7 Alpha GAUSS

Model: var2=b3*(1-exp(-1*((b2*varl)"b1)))
y=(131916)*(1-exp(-1*(((0,0724797)*x)"(3,3412))))
1,4E5

E005500500¢ X

1,2E5

1E5

80000

60000

var2

40000

20000

-20000

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

varl

2. dabra. B.1.1.7 Alpha AWRAMI
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var3

var3

Model: var3=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))*2))+b0
y=((132,323)/exp(((0,16514)*(x-1*(6,3656)))"2))+(0,641455)

200
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3. abra. B.1.351 Beta GAUSS

Model: var3=b3*(1-exp(-1*((b2*var1l)"bl)))
y=(1350,38)*(1-exp(-1%(((0,124783)*x)(1,76108))))
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4. abra. B.1.351 Beta AWRAMI

80

90



28

Csanady Viktoéria

vard

var4d

30

Model: var4=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))"2))+b0
y=((21,386)/exp(((0,262735)*(x-1*(20,4995)))"2))+(0,159088)

25

o
00

(SSPACESEEFSEESEESESESCEUEEUUEETEEPAPAVEEESEESSSE )

-5
-10 10 20 30 40 50 60 70 80 90
varl
5. abra. B.1 Gamma GAUSS
Model: var4=b3*(1-exp(-1*((b2*var1)"b1)))
y=(154,487)*(1-exp(-1*(((0,0476061)*x)(7,83299))))
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80
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0
-20

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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6. 4abra.B.1 Gamma AWRAMI
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varb

varb

Model: var5=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))"2))+b0
y=((17524,4)/exp(((-0,133919)*(x-1*(43,9009)))"2))+(222,618)

(¢}

7. abra.B.1.617.2 Delta GAUSS

Model: var5=b3*(1-exp(-1*((b2*var1)"b1)))
y=(249826)*(1-exp(-1*(((0,0224064)*x)"\(8,32006))))
2,6E5 T T - . .
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40000
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8. dbra. B.1.617.2 Delta AWRAMI
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Model: var6=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))*2))+b0
y=((43148,5)/exp(((-0,24925)*(x-1*(55,8945)))"2))+(355,961)
60000

50000 °

40000

30000

varé

20000

10000

-10000
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

varl

9. abra. BA.1 Omikron GAUSS

Model: var6=b3*(1-exp(-1*((b2*var1l)"b1l)))
y=(329638)*(1-exp(-1*(((0,0174002)*x)"(20,032))))
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10. abra. BA.1 Omikron AWRAMI
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var7

var7

Model: var7=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))*2))+b0
y=((38622,7)/exp(((0,22937)*(x-1*(63,4881)))"2))+(663,466)
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11. abra. BA.2/BA.3 Omikron GAUSS

Model: var7=b3*(1-exp(-1*((b2*var1)"bl)))
y=(330624)*(1-exp(-1*(((0,0153946)*x)"(20,5745))))
4E5

80

90

3,5E5

3E5

2,5E5

2E5

1,5E5

1E5

50000

-50000

varl

12. abra. BA.2/BA.3 Omikron AWRAMI

80

90



32

Csanady Viktoéria

var8

var8
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Model: var8=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))*2))+b0
y=((22915,5)/exp(((0,324123)*(x-1%(79,1186)))"2))+(12,3325)

0 20 40 60 80
varl

13. abra. BA.4/BA.5 Omikron GAUSS

Model: var8=b3*(1-exp(-1*((b2*varl)"bl)))
y=(100519)*(1-exp(-1*(((0,0127233)*x)"(53,609))))

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
varl

14. abra. BA.4/BA.5 Omikron AWRAMI
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var9

var9

Model: var9=(b3/exp((b2*(varl-1*b1))"2))+b0
y=((6050,45)/exp(((0,260656)*(x-1*(56,2028)))"2))+(52,427)
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Elemzés, értékelés

a korrelacios egyiitthato értékét.

- A Gauss gorbe illesztésének eredményei.:

A covid varidnsok regresszios vizsgalatinak elemzése illesztett modellenként:

Az alabbi tablazat Osszefoglalja az egyes virus variansok tényleges és becsiilt lokalis
maximum helyeit, valamint az azokhoz tartoz6 becsiilt maximum értékek %-os hibajat illetve

Variansok Maximum hely (hét) Maximum R
Tényleges Becsiilt érték
hibéja (%)
VAR2 11 12,6 2,9 0,9891
VAR3 4 6,4 26 0,9418
VAR4 22 20,5 23,9 0,8762
VAR5 45 43,9 35,2 0,9303
VARG 55 55,9 16,4 0,9537
VAR7 63 63,5 14,5 0,9730
VARS8 78 79,1 4,4 0,9976
VAR9 54 56,2 1,6 0,9668

2. tablazat. Gauss modell osszefoglalé

- Az Awrami fiiggveény illesztésének eredmeényei:

A megadott tablazatban R a korrelacios egyiitthatd, VAR1H az az idépont — hét - amitdl
szamitva a fliggd valtozo eltérése a hatarértéktdl kisebb, mint 1%. Az eltérés pedig az mutatja,

hogy a jelolt id6ponttol a kisérlet végpontjaig hany % volt a tényleges valtozas.

Variansok VARI1H Eltérés% R
1%
VAR?2 22,6 1,6 0,9998
VAR3 19 15 0,9994
VAR4 25,9 8,3 0,9988
VAR5 54,6 0,03 0,9997
VARG 63,4 51 0,9980
VAR7 715 10,7 0,9975
VARS8 79 - 0,9998
VAR9 63,4 0,002 0,9983

3. tablazat. AWRAMI modell 6sszefoglalo
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Ertékelés:

A fentickben megadott tablazati értékek, valamint bemutatott grafikus reprezentaciok azt
igazoljék, hogy a valasztott modellek jol illeszkednek az egyes virus varidnsok adatsoraira.
Minden egyes esetben a telitési fliggvénynél az R érték meghaladja a 0,99-t ami szoros
kapcsolatra utal. A Gauss gorbe esetében mar alacsonyabbak a korrelacios egyiitthato értékek,
kirivd a VAR4 R=0,8762 értéke, ami még elfogadhat6 szorossagra utal. A bizonytalansagot az
adathalmaz ingadozésa okozza, aminek tényleges mivoltat nem ismerjiik, nem keressiik.

A Gauss gorbe a maximum helyek értékét j6 kozelitéssel becsiili, viszont a maximum
értekek esetében a VAR3, VAR4 ¢és VARS jelentds %-os eltérés mutat, amit a tényleges
adatsorok tulzott meredeksége okoz. Az Awrami fiiggvény illeszkedése kifogastalan azonban
bizonyos esetekben az 1%-os hibahatar bizonytalan, amit itt az adatsorok ingadozasaval
magyarazhatd. A VARS8 esetében nem adhaté meg értelmes hibahatar, mivel az adatsor még
felszoko jellegli, valtozasa nyilvan bizonytalan.

Osszességében kijelenthetd, hogy a felhasznalt modellek az egyes virus varidnsok
folyamatat jol jellemzik, az adatsorok ingadozasa, hirtelen valtozésa ellenére.

3. Osszefoglal6

A napjainkban még mindig aktudlis covid virus fert6zottségi adatai 6sszeségében ingadozo
jelleget mutatnak. Felmeriil a kérdés azonban, hogy ismerve a folyamatban eléforduld virus
variansok esetszamait, azok jellemezhetdk-e megfelelé matematikai modellel. Feltételezve azt,
hogy az ilyen jellegli folyamatok altalaban telitési jelleget mutatnak. Ehhez azonban arra van
sziikség, hogy az egyes varidnsok eldfordulasi adatait ismerjiik. A valasztott adatsorok ennek a
kritériumnak megfelelnek, igy a modellek illesztése végrehajthato.

Az eredmények azt mutatjak, hogy a feltételezett telitési jelleg igazolja a folyamatot,
kumulalt adatsorok esetén, mig a gyakorisagi adatok folyamata jellemezhetd egy transzformalt
Gauss fliggvénnyel. A magas korrelacios egyiitthatok ellenére a becslésekben eldfordulnak
jelentésebb eltérések, ami nyilvdin magyarazhat6 az ilyen jellegi bioldgiai folyamatok
bizonytalansagaval.
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OSSZEFOGLALO. Egy adathalmaz statisztikai elemzésére mutatunk példakat a
STATISTICA13 programcsomag segitségével. A varianciaanalizis kiilonb6z6
tipusait alkalmazzuk. Ezekkel a mintapéldakkal szemléltetni tudjuk
hallgatoink szamara, hogy hogyan tudjak hasznositani statisztikai ismereteiket
a kisérletek kiértékelésében.

ABSTRACT. Here we present some practical examples of ANOVA with
STATISTICAL3. Students need only a little background knowledge to solve
these problems. From the exercises, students can see how useful the science
of statistics is in the evaluation of experimental results.

1. Bevezetés

Egyetemiink hallgatéoi nagyon kevés statisztikai modszert ismernek, ugyanis legtobb
szakon csak a matematika egyéb teriileteivel dsszevonva, valamely mas tantargy részeként
hallgatnak statisztikat. A TDK dolgozatok, szakdolgozatok, illetve diplomamunkak irasakor
legtobben rakényszeriilnek a statisztikai eljarasok hasznalatara. Az oktatas soran a felhasznaloi
szintll ismeretek atadadsa a cél, az elméleti hattérbdl csak a legsziikségesebb dolgok keriilnek
szoba. Ennek a munkdnak a célja a varianciaanalizis harom legalapvetobb tipusa
(egyszempontti, tobbszemponti és hierarchikus) gyakorlatban torténd alkalmazasanak
bemutatdsa egy olyan téma kapcsan, amely az erddmérnok €s vadgazdamérnok hallgatok
szamara érdekes lehet.

2. Néhany szo6 az adatok eredetérol

1889. februdrjaban egy szokatlanul erds hdvihar és 6nos esd utan 136 haldoklod verebet
(Passer domesticus) vittek be az amerikai Rhode Island allam févarosaban, Providence-ben
1évé Brown Egyetem bioldgiai laboratoriumaba [1]. A madaraknak majdnem a fele (64)
elpusztult, a tobbi életben maradt. Hermon Carey Bumpus, a fiatal biologus feljegyezte mind a
tulélé, mind az elpusztult madarak ivarat és egyéb adatait. Ez azota is a természetes szelekcio
egy klasszikus példaja. A statisztika, mint tudomany a XX. szdzad els6 felében indult jelentds
fejlédésnek. Erdemes megemliteni, hogy Bumpus kisérlete 19 évvel elézte meg a t-eloszlas
megjelenését, és a szordsnégyzetek elemzésre irdnyulo elsé probalkozasok is tobb mint 30 évvel
késdbb, az 1920-as években voltak. Ennek az adatsornak a kiértékelése leginkdbb a
tobbvaltozos statisztika modszereivel hajthatd végre, de ezek a modszerek csak a XX. szdzad
kézepén jelentek meg. A Bumpus altal 1889-ben feljegyzett adatok tovabbi elemzésére a
késdbbiek soran tobben is vallalkoztak. E témaban sziiletett jo néhany publikacio, kiemelve
koziilik néhanyat: Grant 1972, Johnston et al. 1972, O'Donald 1973, Buttemer1992. Buttemer
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fOkomponens-analizissel arra a megallapitasra jutott, hogy a verebek életben maradadsa az
energia tartalékaikkal (testzsirtomegiikkel) hozhat6 6sszefliggésbe [2]. Természetesen Bumpus
tobb mint 100 éve elhullott madarain a testzsirtdmeg mérést utdlag nem lehetett elvégezni, igy
Buttemer a rendelkezésre 4ll6 morfologiai adatok segitségével végzett testzsirtdmeg
becsléseket.

Ebben a munkaban az elébb emlitett kutatok eredményeitdl fiiggetleniil, a hallgatoink altal
mar ismert (vagy szdmukra egyszerien megtanithatd) statisztikai modszerekkel mutatunk
néhany mintafeladatot a Bumpes-féle adatsor kiértékelésére. Az alabbi példakkal nem wjabb
tudomanyos eredmények felfedezése és kozlése a cél. Ezt mar el6ttiink tobben megtették, és a
miénknél sokkal bonyolultabb (nem ,alap szinti”) statisztikai eljarasokat alkalmaztak. Mi
csupan azt szeretnénk megmutatni, hogy hallgatdink az altaluk ismert viszonylag egyszerii
modszerekkel hogyan és milyen informaciokhoz juthatnak ebbdl az adathalmazbol.

3. Mintafeladatok

Az adatsor az irodalomjegyzékben szerepld [1] forrabdl excel formatumban is elérhetd.
Bumpes a kovetkezé adatokat gylijtotte 6ssze a verebekrdl: teljes hossz (mm), szarnytavolsag
(mm), stly (g), csor hegyétdl a tarkoig mért tavolsag (mm), felkar hossza (in azaz inch, 1 in =
25,4 mm), combcsont hossza (in), labszarcsont hossza (in), koponya szélessége (in), szegycsont
hossza (in), ivar (him/toj6), elpusztult vagy tulélte. Eletkorra utalé feljegyzést csak a him
példanyok esetében tett, ott is csak két kategoriat hasznalt: felndtt/fiatal. Mi az adathalmazt
csak mintapélddk bemutatdsara hasznaljuk, nem szeretnénk a természetes szelekciora nézve
tudomanyos téziseket megfogalmazni. Emiatt nem lattuk értelmét valamennyi valtozo
vizsgalatanak. Itt csak a kovetkezdkkel dolgozunk:

e teljes hossz (mm),

o sily(g),

e var,

e clpusztult/tulélte.

Az adatokat kigyijtottiik, a vizsgalt moddszernek megfeleléen csoportositottuk, ezt
kovetden a kiértékelés soran a varianciaanalizis kiilonb6z6 modszereit ([3], [4], [5]) a
STATISTICA13 programcsomag segitségével alkalmaztuk.

3.1. Feladat

Vizsgaljuk meg varianciaanalizis segitségével, hogy van-e szignifikans kiilonbség az €16 és
holt madarak teljes hossza és sulya kozott! Tudunk ezekb6l valamilyen kovetkeztetést levonni
a természetes szelekciora nézve?

Megoldas.

Egyszemponti (mas néven egyutas vagy egytényezds) varianciaanalizissel dolgozunk.
Mivel csak két adathalmazt (mintat) hasonlitunk Ossze, igy ez a vizsgalat t-probaval is
elvégezhetd lenne. Ugy is fogalmazhatunk, hogy varianciaanalizist kettdnél tobb minta
Osszehasonlitasa esetén érdemes hasznalni. Azért alkalmazzuk mégis ezt a modszert, mert a
3.2. és 3.3. példékban a varianciaanalizis tovabbi, specidlis eseteit fogjuk bemutatni, igy ez a
vizsgalat a késObbiekhez kiindulopontul szolgal. A varianciaanalizis modszere csak akkor
alkalmazhatd, ha a populdcidé normalis eloszlasu, véletlen mintavétel tortént, a hiba varianciak
fiiggetlenek és a vizsgalt populaciok variancidja azonos (azaz igaz rajuk a homoszkedaszticitas
vagy mas néven homogenitds). Mivel az adatok feltehetdleg normalis eloszlast mutatnak
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(hiszen ez az él6lények morfoldgiai adataira altalaban jellemzd), ezt kiilon nem vizsgaljuk. A
homogenitas ellendrzésére Barlett-probat végziink. Ennek nullhipotézise Hy: a populaciok
varianciaja egyenld, az alternativ hipotézis H; : van eltérd variancidji populacio. A
probastatisztika )((zk_l) eloszlast kovet (ahol k az Osszehasonlitott adathalmazok szdma), és
jobboldali proba. Ha a probastatisztikahoz tartozé valdsziniiséget p -vel jeloljik és a
szignifikanciaszint jele a, akkor p > « esetén a nullhipotézist elfogadjuk, ellenkezd esetben
elutasitjuk. Az 1. tablazat a teljes hossz, a 2. tablazat pedig a suly adatokra vonatkozo,
STATISTICA13 programcsomaggal végzett Bartlett-proba eredményét mutatja. A teljes hossz
0,091 > a, a suly pedig 0,034 > a szignifikanciaszintek esetén mutat homogenitast. A
statisztikai vizsgalatok soran leggyakrabban az a = 0,05 szignifikanciaszintet szoktuk
hasznalni, a teljes hossz adatok szorasnégyzetének egyenlosége az €16 €s holt populacidkban
nem utasithat6 el ezen a szignifikanciaszinten. A suly adatokrol ugyanez a kevésbé szigoru,
a = 0,01 szignifikanciaszinten mondhat6 csak el. Tehat az adathalmazok a varianciaanalizis
alkalmazhatosagi feltételeinek eleget tesznek.

Tests of Homogeneity of Variances (Bumpus_verebei_eredeti)
Effect: "éld/holt”

Hartley Cochran Bartlett df p

F-max C Chi-Sqr.
teljes hossz (mm) 1.6136641 0602206 2,851642 1 0,091281

1. tablazat

Tests of Homogeneity of Variances (Bumpus_verebei_eredeti)
Effect: "éld/holt”

Hartley Cochran Bartlett df p

F-max C Chi-Sqr.
sily (g) 16854820 0,627627| 4510722 1| 0.033683

2. tablazat

A varianciaanalizis jobboldali Fisher-préba. Nullhipotézise az egyes csoportokban a
vizsgalt ismérv varhato értékeinek egyenl6sége (pl. Hy: az €16 és holt madarak teljes hossza a
populacidban egyenld). Ez az eljaras az adatok szorodasanak forrasat két részre osztja, az egyik
a vizsgalt szempont (tényezd) miatt bekdvetkezd (vagyis a mintdk, esetiinkben az él6/holt
csoportok kozotti) eltérések, a masik a mintdkon beliili sz6rodés. Ez utobbit a program ,,Error”
névvel illeti, mert ez a mérés ,hibajabol”, ,tokéletlenségébdl” fakad (pl. egyes madarakat
szerencs¢s légaramlat segitette a tulélésben, stb.). A program megadja a probastatisztika(k)hoz
tartozo valoszinliséget. Ha a szignifikanciaszint ennél az értéknél nagyobb, akkor a
probastatisztika az elutasitdsi tartomdnyba keriil, tehat a csoportok kozott a vizsgalt
szempontbol eltérés tételezhetd fel.

Az 3. tablazat a teljes hosszra a STATISTICA13 programcsomaggal készitett ANOVA-
tablat mutatja. Lathatd, hogy az ¢él6/holt sorban az F probastatisztikahoz p = 0,003348
valoszinliség tartozik. Ha a szignifikanciaszint ennél az értéknél nagyobb (azaz 0,003348 <
«), akkor a probastatisztika az elutasitasi tartomanyba keriil, tehat a csoportok kozott a vizsgalt
szempontbdl eltérés tételezhetd fel. Tehat elutasithatd a Hy hipotézis, azaz a talélési esélyeket
a madarak hossza feltehetdleg befolyasolta.
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Univariate Results for Each DV (Bumpus_verebei_eredeti)
Sigma-restricted parameterization
Effective hypothesis decomposition

Degr. of || teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm)
Effect Freedom S5 MS F p
Intercept 1 3452068 3452069 288235 4 0.000000]|
éld/halt 1 107 107 8.9 0,003348
Error 134 1605 12
Total 135 1712

3. tablazat

Az ¢l16 és holt madarak sulyat varianciaanalizissel 6sszehasonlitva 4. tablazatot kaptuk, a
probastatisztikahoz ap = 0,011752 valoszinliség tartozik. Ha a szignifikanciaszint ennél az
értéknél nagyobb, akkor a csoportok kdzott a vizsgalt szempontbdl eltérés tételezhetd fel. Jol
demonstralhat6 a varianciaanalizis eredménye az 1. és 2. dbraval. Az 1. abra az €16 és holt
madarak teljes hosszara felirt 95%-0s konfidencia intervallumokat, a varianciaanalizisben
kKapott F(; 134) = 8,9238 kritikus F értéket, illetve az ehhez tartoz6 p = 0,00335 valoszinliséget
mutatja. A 2. abra ugyanezeket az informaciokat tartalmazza a madarak sulyara nézve.

A fenti moédszerekkel 6sszegezve arra a megallapitasra jutottunk, hogy nem utasithato el az
a feltételezés, hogy a teljes hossz ¢€s a testsuly a talélési esélyeket befolyasolta. Az 1. és 2. abra
alapjan feltehetdleg a kisebb sulya és kisebb testhosszi példanyoknak volt nagyobb esélye a
talélésre.

Univariate Results for Each DV (Bumpus_verebei_eredeti)
Sigma-restricted parameterization
Effective hypothesis decomposition

Degr. of slily (g) stly (g) stly (g) stly (g)
Effect Freedom S5 MS F p
Intercept 7] 88430.06] 8B430.06/ 4229711  0.000000]
éld/holt 1 13.64 13.64 653 0011752
Error 134 28015 2.09 |
Total 135 293,80

4. tablazat

€l&/holt; Unweighted Means
Current effect: F(1, 134)=8,9238, p=,00335
Effective hypothesis decomposition
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals
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élg/holt; LS Means

Current effect: F(1, 134)=6,5255, p=,01175
Effective hypothesis decomposition
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals
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3.2. Feladat

é1é

élé/holt

2. abra

holt

Folytassuk az adatsor elemzését kétszempontu varianciaanalizissel, amely soran a madarak

ivarat is figyelembe vessziik!

Megoldas: A kétszempontu (kétutas vagy kéttényezOs) varianciaanalizis esetén az 1. tényezd
az ¢l6/holt kategoria, a 2. tényez0 a madarak ivara (5. tablazat). Ez szintén jobboldali Fisher-

proba, amelynek két nullhipotézise van (pl. Hél): A kiilonb6z6 ivara madarak teljes hossza a

populacidban egyenld, Héz): Az €16 ¢és holt madarak teljes hossza a populacidban egyenld). Ez
az eljaras az adatok szorodasat négy részre osztja: az A vizsgalt szempont miatt, a B vizsgalt
szempont miatt, az AxB kolcsonhatas miatt és a mérés hibaja miatt bekdvetkezé szorodas (ez

utobbi a mintakon beliili adatszorddas, amit az el6z6 feladatnal is emlitettiink).

B szempont

him tojd
§ eld €16 him £l tojo
&
g
i holt holt him holt tojo

5. tablazat
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Univariate Results for Each DV (Bumpus_verebei_eredeti)

Sigma-restricted parameterization

Effective hypothesis decomposition

Degr. of | teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm)
Effect Freedom S8 MS p
Intercept 1 3106573 3106573 3054103 0.000000]
éldfholt 1 115 115 11.3 0.001013
him/tojd 1 234 234 23,0 0,000004
éld/holt*him/tojé 1 24 24 24 0,124834
Error 132] 1342 10 |
Total 1358 1712
6. tablazat

A 6. tablazat értékelése ugyanugy torténik, mint egytényezds esetben, a gondolatmenetet
itt mar nem részletezziik. Az ¢16/holt egyedek (A szempont) és a kiilonb6z0 ivart madarak (B
szempont) teljes hossza kozott szignifikdns eltérést tapasztalunk, viszont a két szempont
kolcsonhatasa (AxB) nem szignifikdns. Ha ugyanezt a vizsgalatot a suly adatokra is elvégezziik
(7. tablazat), ugyanez adodik, tehat az ¢l6/holt és him/toj6 madarak sulya k6zott szignifikans
eltérés mutatkozik, de a két szempont kdlcsonhatasa nem szignifikans. A teljes hossz és stuly
adatokat szemlélteti a 3. és 4. abra. Ezeken jo1 lathato, hogy a mintaban a him madarak teljes
hossza ¢és sulya nagyobb a tojokéndl, illetve a viharban elpusztult madaraknak nagyobb volt a
teljes hossza és a sulya. Azt, hogy ezek az eltérések a populaciéra nézve is szignifikéns
kiilonbségnek szdmitanak vagy sem, az alabb részletezésre keriilé post hoc test segitségével
tudjuk meghatéarozni.

Ha varianciaanalizissel tobb mérési csoportban hasonlitjuk 6ssze egy adott ismérv varhatd
értékét, akkor csak arrol kapunk informaciot, hogy valamennyi egyenld, vagy legalabb egy eltér
kozilik. Ha legalabb egy eltér, akkor az un. post hoc (lat., jelentése ,,ezt kovetden™) tesztek
segitségével azt is meg tudjuk allapitani, hogy mely csoportok kozott van eltérés. A teszt
eredménye egy foatlojara szimmetrikus matrix (a féatloban nincsenek elemek), amelyben a
programcsomag a felhasznald altal megadott szignifikanciaszinten jeldli a szignifikdnsan eltérd
csoportatlagokat. A 8. és 9. tablazat a Duncan-féle post hoc teszt eredményét mutatja a teljes
hossz ¢és stuly adatokra. Ezekrdl leolvashato az a vizsgalat szempontjabol érdekes informacio,
hogy a testhossz tekintetében {1,3} esetében van, mig {2,4} esetében nincs szignifikans eltérés
(tehat csak az €16 €s holt himek testhossza kozott kaptunk szignifikans kiilonbséget, az ¢€lo és
holt tojoknal nem), viszont a stly esetén mind {1,3}, mind {2,4} esetében szignifikans eltérés
mutatkozik.

Osszegezve: a 3.2. feladatban hasonld eredményt kaptunk, mint a 3.1. feladatban, azaz a
teljes hossznak és a testsuly a tulélésre szignifikans befolyasa lehetett. Most az a tovabbi
eredmény adddott, hogy a madarak ivardnak valdszinlileg nincs szignifikdns szerepe a
tulélésben.

Univariate Results for Each DV (Bumpus_verebei_eredeti)

Sigma-restricted parameterization

Effective hypothesis decomposition

Degr. of sily (g) suly (g) sily (g) suly (g)

Effect Freedom 55 MS F p
Intercept 1] 7912416 7912416/ 4088067 0.000000]
éld/holt 1 17,43 17,43 9,01 0.003216
him/tojd 1 24 54 24 54 12,68 0,000514
éld/halt*him/tojd 1 0,04 0,04 0,02 0879651
Error 132 25548 1,94 |
Total 135 293.80

7. tablazat
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telies hossz (mm)

suly (g)

him/tojé*élé/holt; Unweighted Means
Current effect: F(1, 132)=2,3858, p=,12483
Effective hypothesis decomposition
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals

164
163
162
161
160
159
158 e —
157
156
155 o mmﬂojé
¢l hott == him/tojé
élé/holt tojo
3. abra
him/toj6*élé/holt: Unweighted Means
Current effect: F(1, 132)=,02301, p=,87965
Effective hypothesis decomposition
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals
27,0
26,5 |
26,0
255 |
250 |
245 |
240 |
235 o E::m.’tojc’)
éle ot == him/tojé
élé/holt tojo
4. abra
Duncan test; variable teljes hossz (mm) (Bumpus_verebei_eredeti)
Approximate Probabilities for Post Hoc Tests
Error: Between MSE = 10,169, df = 132,00
eléfholt | himftojo {1} {2 {3} {4}
Cell No. 159,25 157,38 162,08 156,43
1 &5 him 0,028395 0,000527 0,310772
2 él5 tojoff 0,028395 0,000003| 0,198780
3 holt him|| 0.000527  0.000003 0.000021
4 holt tojgff 0,310772 0198780 0,000021

8. tablazat
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Duncan test; variable sily (g) (Bumpus_verebei_eredeti)

Approximate Probabilities for Post Hoc Tests

Error: Between MSE = 1,9355, df = 132,00

éld/holt | him/tojd {1 {2 {3 {4}
Cell Mo. 25,476 24,619 26,269 25,336
1 [ gl him 0,021281 0,025787 0,692294
2 Eld tojéf|  0,021281 0,000009 0,043913
3 holt him| 0,025787 0,000009 0,011843
4 halt tojé| 0,692294| 0,043913| 0011543
9. tablazat
3.3. Feladat

Folytassuk az elemzést hierarchikus varianciaanalizissel!

Megoldas: Ezzel a modszerrel a vizsgalatba bevont fliggetlen valtozokat hierarchikus
sorrendbe rendezziik, azaz a kisérleti egységeket részmintakra osztjuk. Ha a him és tojo
adatcsoportokat osztjuk ¢€l6 és holt részmintakra (10. tablazat), akkor a nullhipotézisek

megfogalmazasa az alabbi. Hél): a kiilonb6z6 ivart madarak teljes hossza a populacioban

egyenlo, Héz): az azonos ivaru madarak kozott az €16k és holtak teljes hossza egyenld.

him
s |

holt éls |

10. tablazat

A programcsomag az alabbi eredményeket adja (11-12. tablazat). Lathat6, hogy mindkét

vizsgalt ismérv esetében Hél) és Héz) is elutasithatd, tehat ez az eljaras is megerdsitette azt a
feltételezést, hogy a tulélést szignifikansan befolyasolja a teljes hossz €s a suly.

A hierachikus elrendezés soran szamolt konfidencia intervallumokat, a Fisher-értékeket és
a hozzajuk tartoz6 valdszinliségeket szemlélteti az 5. és 6. dbra. Azt, hogy ezek valoban
szignifikans kiilonbségek-e, csak tovabbi post hoc teszttel lehetne megmondani, de erre itt mar
nem tériink ki. Azt azonban érdemes megnézni, hogy bar hasonlok, de mégsem azonosak az
értékek a 3. és 4. abran 1évokkel, hiszen most mas volt a modell elrendezése, masképp szamolt
a program. Hierarchikus esetben nagyobb Fisher probastatisztika (és ehhez természetesen
kisebb p valdszinliségi érték) adodott.

Univariate Results for Each DV (Bumpus_verebei_eredeti)

Cwer-parameterized model

Type lll decompaosition

Degr. of || teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm) | teljes hossz (mm)

Effect Freedom S8 Ms F P
Intercept 1 3105573 3105573 305410.3 0.000000]|
him/tojd 1 234 234 23,0 0.000004
éld/halt(him/tojd) 2 182 9 8.9 0.000227
Errar 132] 1342 10 |
Total 135 1712

11. tablazat
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teljes hossz (mm)

Univariate Results for Each DV (Bumpus_verebei_eredeti)
Over-parameterized model
Type Il decomposition

Degr. of | suly(g) | sdly(g) | sdly(g) | sdly(g)
Effect Freedom SS MS F p
Intercept 1] 79124 16] 79124 16/ 40880.67. 0.000000]
him/tojd 1 24 54 24 54 12,68 0,000514
éld/holt{him/tojd) 2 19,43 9,72 5,02 0007919
Error 132 255 48 1.94
Total 135 293,79

12. tablazat

élé/holt(him/tojé); Weighted Means
Current effect: F(2, 132)=8,9491, p=,00023
Type Il decomposition
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals
164

163

162

161

160

159

158 —

157

156

- = Emftojo
815 holt
= himitojo
él6/holt tojo

5. abra
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élé/holt(him/tojé); Weighted Means
Current effect: F(2, 132)=5,0203, p=,00792
Type lll decomposition
Vertical bars denote 0,95 confidence intervals

275

27.0

26,5

26,0

255

suly (g)

250

245

24,0

== him/tojé
him

—4— him/toj6

élé/holt tojo

235
élo holt

6. abra

4. Osszefoglalas

Egy tobb mint 130 éves, valodi mérésbdl szarmazod adathalmaz néhany kivalasztott
ismérvének értékeit elemeztik a STATISTICA13 programcsomag segitségével. A
varianciaanalizis harom kiilonb6zé méddszerét alkalmaztuk, amelyek hallgatoink szamara vagy
mar ismertek, vagy egy kevés elméleti bevezetd utan konnyen elsajatithatok. Az adatsor
kiértékelését mar sokan, az itt 1évonél sokkal magasabb szinten elvégezték, €s a természetes
szelekciora vonatkozoan téziseket allitottak fel beldle. Az itt olvashatdo megkozelités kizarolag
oktatasi céllal, egyetemiink hallgat6i szamara késziilt, kapcsolodva a természettudomanyos
érdeklédéstikhoz.
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OSSZEFOGLALO. A covid fertdzések esetszdmanak iddbeli valtozasa nem
modellezheté klasszikus matematikai fiiggvényekkel. Ennek oka az adatsor
nagymérték{i ingadozasa. A folyamat tendenciajanak vizsgalatahoz a belépd, 1j
megjelend varidnsok miatt egy Osszetett fiiggvény alkalmazasa indokolt. Az
alkalmazott modell jol koveti a folyamatot a 1épcsézetesen megjelend Uj virus
variansok esetszam ndveld hatasa ellenére.

ABSTRACT. The change in the number of covid infections cannot be modelled
simply with classical mathematical functions. This is due to the high fluctuation of
the data series. To examine the trend of the process we need combinations of a few
known functions due to the incoming and newly appearing variants. The applied
model fits to the process, despite the effect of increasing the number of cases of hew
virus variants appearing in stages.

1. Bevezetés

A 2019 novemberében megjelent COVID virus adatsorainak vizsgalata a fellépd uj
variansok miatt hagyomanyos matematikai modellek felhasznalasaval nehézkes. Ennek nyilvan
az az oka, hogy a belép0 10j virus variansok impulzaljak a meglevé adatsort, ami esetlegesen
mar lecsengd allapotban van. Természetesen a hatds erdssége kiilonbozo, egyes esetekben
szinte elhanyagolhatd, maskor gyokeres valtozast eredményez. Az alabbiakban a vizsgalat
targya a folyamat IépcsOzetes idObeli valtozéasa, melyet az egyes variansok megjelenése tesz
indokoltta. Igy a modellezés egyes esetei mindig egy ujabb varidns belépését tartalmazzak, a
veégso vizsgalati idépontig. A vizsgalt adathalmaz a szomszédos Ausztria adatai 2021. 1. hetétdl
2022. 28. hetével bezarolag, 6sszesitve és varidnsonként.

Az aldbbiakban el8szor bemutatdsra keriil a megfigyelt iddszakban eléforduld variansok
gyakorisagi eloszlasa az i1d6 fliggvényében, melyek jol lathatdan modellezhetok egy Gauss
fiiggvénnyel [1].

Ezt kovetden lépcsdzetes vizsgalattal, Gjabb varidns megjelenéséig az dsszesitett adathalmazok
modellezése kovetkezik. Ennek soran kettds Gauss [3] €s harmas Gauss [4] fliggvények
illesztése indokolt. Bar az 0j belépd virus variansok az adathalmazban a varhato valtozas
tendenciajat megtorik, mégis indokolt a 1épcsds vizsgalat kumulalt adatsorokon. Az 0j belépd
virus varidns valtozast okoz, de a telitési jelleg feltételezhetden megmarad, nyilvan a belépd
intenzitasatol fliggden valtoztatva paramétereit. A vizsgalatban modellként alkalmazott kettds
¢és harmas Gauss fliggvények becslést adnak az 0j belépdk altal generdlt lokalis maximum
idOpontjara és az esetszdmok maximum értékére, jellemzik a folyamat konvexitasat. Az
alkalmazott Awrami telitési fliggvény [1] modellezi az egyes iddintervallumok folyamatainak
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varhaté lecsengését, amit bizonytalannd tesz a nyilvan ujabb és ujabb virus varians
megjelenése. Az illesztések pontossaganak ellendrzésére a mindenkori korrelacios egylitthato,
(nem linearis korrelacios egyiitthatd) keriilt alkalmazasra, figyelembe véve, hogy jelen
folyamatok esetén tul magas korrelacios érték nem varhato el.
A vizsgalat célja az egyes varidnsok 1épcsOzetes belépése altal tortént folyamat valtozas
jellemzése az alkalmazott modellek révén. Valamint a feltételezett telitési jelleg valtozasanak
bemutatasa.
Az illesztések a STATISTICA programcsomag felhasznalasaval torténtek.

A vizsgalat targya:

A vizsgalt adathalmaz és az alkalmazott modellek:

variansokra illetve 9sszesitett adatszamra.

ausztriai covid adatok 2021. 1. hét — 2022. 28. hét [2]. Heti lebontas virus

Az adathalmaz esetében eltekintiink a teljes részletességtdl az adatok fellelhetok a
fentiekben megadott cim alatt.

B.1.1.529

Naptari | B.1.1.7 | B.1.351 B.1 B.1.617.2 BA.1 BA2/BA3 | BA4BAS |  nem e?:f;k
hetek (Alpha) (Beta) (Gamma) (Delta) (Omikron) | (Omikron) | (Omikron) dlffergnmalt szama
(Omikron)

2\/(\)/%11- 108 7 0 0 0 0 0 0 115

o | ss2 59 0 0 0 0 0 0 Al

202 | ase 137 0 0 0 0 0 0 593

Zv(\)/%i_ 1052 179 0 0 0 0 0 0 1231
2\/?/%15‘ 1978 123 0 1 0 0 0 0 2102
Zv(\)/%t_ 1980 110 0 0 0 0 0 0 2090
202 | 3680 83 0 0 0 0 0 0 3747
202k | 7690 147 0 0 1 1 0 0 7839
Zv?/%g‘ 9601 97 0 0 0 0 0 0 9698
2\/?/21(1)' 11411 103 1 0 0 0 0 0 11515
2\/?/2222 0 0 0 3 31 5053 1858 41 6986
2\/?/223 1 0 0 2 42 5692 3991 69 9797
2\/(\)/2231' 0 0 0 0 55 7400 7542 100 15097
2\/?/2225 0 0 0 1 78 6633 13920 78 20710
2\/?/22%' 0 0 0 1 73 1676 21932 51 23733
2\/?/2227 0 0 0 1 121 934 21173 43 22272
2\/?/22%' 0 0 0 2 112 669 21751 82 22616

1. tablazat. Covid adatok
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Az alkalmazott regresszios modellek:
e Gauss fliggvény
- matematikai alakja:

bs

S E—
Y e(bz(X—bﬂ)z 0

- szamitogépes alak:

var2 = b3/exp(b2 * (varl — 1 x b1))"2) + b0.

o Kettds Gauss fliggvény [3]
- matematikai alakja:

bs bs

= 5 _|_ >
e(bs(x=by))"  o(b2(x-b1)

y

- szamitogépes alak:

var2 = b6/exp(b5 * (varl — 1 * b4))"2) + b3/exp(b2 * (varl — 1 * b1))"2) + bO.

e Harmas Gauss fliggvény [4]
matematika alakja:

by bs bs

= + + +b
Y e(ba(x—b7))z e(bs(x—b4))2 e(bz(x—b1))2 0

szamitogépes alak:

var2 = b9/exp(b8 * (varl — 1 % b7))"2) + b6/exp(b5 * (varl — 1 x b4))"2) +
+b3/exp(b2 * (varl — 1 * b1))"2) + bO.

e Awrami telitési fliggvény [1]
- matematikai alakja:
y = by (1 e~®9") 4 b,

- szamitogépes alak:
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var2 = b3 x (1 —exp (—1 * ((b2 * varl)"bl))) + b0.

A modellek rovid jellemzése:

Az alkalmazott Gauss fliggvény négy paraméteres altalanos modell, a kettés és harmas
Gauss fliggvény pedig a fentieckben megadottak szerint két illetve harom Gauss fliggvény
kombindcidja, amelyek rendelkeznek a sziikséges eltolasi és nyujtasi paraméterekkel. A
paraméterek értékeibdl pontosan meghatdrozhatok a modell f6 matematikai jellemz6i, igy a
lokalis sz¢ls6értékek helyei €s értékei, tovabba informaciot kapunk a folyamat konvexitasara.
A paraméterek kezd6értékének megadasa az adathalmazbol becsiilhetd. Az alkalmazott
Awrami telitési fliggvény a megadott altalanos alaktol annyiban tér el, hogy bo értéke nullanak
veendd a folyamat jellege miatt. A harom paraméter kezddértéke az illesztésnél sziikség esetén

moddosithato az adatsor alapjan.

Az illesztések soran a modell valtozoi:

VAR1 = Naptari hetek sorszama

VAR2 =B.1.1.7 Alpha

VAR3 =B.1.351 Béta (*)

VAR4 = B.1 Gamma (*)

VAR5 = B.1.617.2 Delta

VARG = BA.1 Omikron

VAR7 = BA.2/BA.3 Omikron

VARS8 = BA.4/BA.5 Omikron

VAR9 = B.1.1.529 nem differencialt Omikron.

(*) A csekély esetszamra valo tekintettel a varians a vizsgalatokban nem szerepel.

Egyesitett adathalmazok heti gyakorisagra kettds €s harmas Gauss fliggvény esetén:

VAR25 = VAR2+VAR5

VAR256 = VAR2+VAR5+VARG6

VAR2567 = VAR2+VAR5+VAR6+VAR7

VAR25678 = VAR2+VAR5+VAR6+VAR7+VARS
VARTotal = VAR2+VAR5+VAR6+VAR7+VAR8+VAR9

Egyesitett kumulalt adathalmazok Awrami fliggvény esetén:

VARK25 = kumulalt VAR25
VARK256 = kumulalt VAR256
VARTK2567 = kumulalt VAR2567
VARTK25678 = kumulalt VAR25678
VARKTotal = kumulalt VARTotal
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4. Szamitott eredmények, kiértékelés

4.1. Covid adatsor lépcsizetes elemzése regresszios eljarassal.

Elsé 1épésben az alabbi dbran bemutatasra keriilnek az egyes varidnsok gyakorisagi adatai
az eléfordulasuknak megfelelden egymastol fliggetleniil, a mar kordbban emlitett két varians
elhagyasaval, csekély eléfordulasi adataik miatt.

V2-V5-V6-V7-V8-V9
60000

50000 +

40000

30000

VAR K

20000

10000

-10000
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

1. abra. Virus variansok heti megjelenése

Az abra jol mutatja, hogy az egyedi virus variansok gyakorisagi eloszlasa jol jellemezhetd
a Gauss gorbével, az illesztés soran kapott korrelacios érték ezt igazolta. (Csanady V.: Covid
varidnsok iddébeli valtozasanak vizsgalata.)
Az alabbiakban a 1épcsdzetes virus eléfordulas folyamata keriil bemutatdsra, melynek sordn
kettds vagy harmas Gauss fliggvények illesztésére volt sziikség. Valamint parhuzamosan
lathat¢ a telitési folyamat valtozasa a fokozatosan belépd 1 virus variansok esetén, a kumulalt
adathalmaz regresszioja révén. Az egyes regresszios eljarasok paraméter értékei nem keriilnek
feltiintetésre, igény szerint a szerzonél lekérhetdk.
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VAR1

2. abra. Kettos Gauss VAR25
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3. abra. Awrami VARK25
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4. abra. Harmas Gauss VAR256
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VAR2567
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6. abra. Harmas Gauss VAR2567
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VAR25678

VARK25678
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VARTotal
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4.2. Elemzés, értékelés

Lépcsozetes covid adatsor regresszios vizsgdlatanak elemzése illesztett modellenként:.
- A kettos és harmas Gauss gorbe illesztésének eredményei:

Az illesztéseknél 1épcsdzetes sorrendben keriiltek a megjelend virus variansok a
folyamatba. A 1éptetés sordn nem keriilt szamitasba a VAR3 és VAR4 csekély eléfordulasi
értékei miatt, valamint a VAR9 ami az idésorban a VARG és VAR?7 értékeit erdsitette korai
maximumanak megjelenésével, viszont szdmszeriileg csak 6nmagéban nem jelentett volna a
folyamatra nézve lényegi valtozast. Ezt igazolja a teljes adathalmazra torténd illesztés
eredménye is. Az alabbi tabldzatban a korrelacios egyiitthatd jol mutatja, hogy a valasztott

......

VAR R Fiiggvénytipus
25 0,9306 kettds Gauss
256 0,9478 harmas Gauss
2567 0,9324 harmas Gauss
25678 0,8930 harmas Gauss
Total 0,9017 harmas Gauss

2. tablazat. Gauss modellek korrelacios egyiitthatoi.

- Az Awrami fiiggveény illesztésének eredmeényei:

A telitési fiiggvény illesztésének korrelacios eredményei meghaladjak a ketts vagy harmas
Gauss esetén kapott értékeket.

VARK R
25 0,9789
256 0,9821
2567 0,9869
25678 0,9885
Total 0,9882

3. tablazat. AWRAMI modell 6sszefoglalo.

Ertékelés:

A bemutatott grafikus reprezentacid, valamint az illesztések helyességét igazolo
korrelacios érték azt mutatja, hogy a valasztott modellek alkalmasak a folyamat becslésére. A
kettés Gauss fliggvény alkalmazésa nyilvan csak a kezdd két virusu stddiumban hasznalhat6 a
késdbbiekben mar nem. A harmas Gauss fliggvény viszont rugalmas, az ingadoz6 ponthalmaz
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ellenére magas korrelacios egyiitthato értékek mellett. Az illesztés eredménye azt mutatja, hogy
a variansok lépcsdzetes megjelenése ellenére nem mindegyik befolyasolja szignifikansan a
folyamatot. Az illesztett harmas Gauss fliggvény eredményeibdl kimutathato, hogy a vizsgalt
id0szakban a legdomindnsabb varidns a maximum helyeinek alakuldsara nézve a VAR2
valamint a VARY illetve a VARS. A maximum hely a VAR2 vonatkozasaban a Iépcsds illesztés
ellenére is fixen maradt 12. hét. Itt megjegyzendd, hogy a 12. hét maximum értéke minddssze
hatod része az abszolit maximum értéknek. A VAR7—-t erdsitette a VARG valamint a teljes
adathalmaz vizsgéalata soran beléptetett VAR9, bar ennek a varidnsnak az egyedszamai
lényegesen kisebbek az eloz6knél. Stabil maradt tovabba a VAR8-hoz rendelheté maximum
hely is. A maximum helyekhez tartozé maximum értékek nyilvan az 6sszegzésbol kifolyolag
valtoznak.

Az Awrami fliggvény illesztése azt mutatja, hogy bar a folyamat lecsengése az ujabb és
ujabb virus varidnsok megjelenése miatt megkérddjelezhetd, a fliggvény alkalmas az
adathalmazok jellemzésére. Nem varhatdo azonban az el, hogy adott hibahatarra joslast
adhassunk a folyamat végeére.

5. Osszefoglal6

A matematikai modellezés gyakori feladat, amelynek soran tobbek kozott folyamatok
idobeli lefutasat kivanjuk jellemezni. Nem mindegy azonban, hogy jol mérhetdé egzakt
mennyiségek kozotti kapcsolatot elemziink, vagy olyan jellegi adatsorokat, amelyek
pontossaga megkérddjelezhetd, szamos véletlenszerli hatotényez6 miatt. A fentiekben vizsgalt
adatsorok ez utdbbi csoportba tartoznak, igy a modellezés eredménye inkabb csak durva
becslésre alkalmas. Az emlitett adatbizonytalansag ellenére azonban a felhasznalt modellek a
tendencidkat jo1 kovetik, megadjak tovabba a vizsgalt virus variansok dominéns tagjait. A virus
valtozékonysag miatt azonban, az alkalmazott modellek jovObeli adat becslésre nem
alkalmasak.
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OSSZEFOGLALO. A hallgato a tanulményai soran gyakran szembesiil azzal, hogy
egyes téma targyalasmodjat ,,nem érti”, nehezen sajatitja el. Emogott gyakran az all,
hogy hianyosak a megértéshez sziikséges matematikai és fizikai el6ismeretetek. A
surlodassal csillapitott harmonikus rezgdmozgas egy szép példaja annak, hogyan
épithetd fel egy 0j anyagrész gy, hogy az minden ponton kapcsolodjék a hallgatok
feltételezett eldismereteihez.

ABSTRACT. During their studies, students are often confronted with the fact that they
"don't understand" certain subjects, that they find it difficult to master them. This is
often due to a lack of the mathematical and physical knowledge necessary for
understanding. Harmonic oscillatory motion damped by friction is a good example
of how to build up a new topic in such a way that it is linked at all points to the
students' assumed prior knowledge.

1. Bevezetés

Matematika-fizika szakos hallgatoként majd mindkét targy oktatdjaként felmeriilt bennem
az a kérdés, hogy a csillapitott harmonikus rezgémozgas targyalasakor miért csak a sebességgel
aranyos csillapitasrol tanulunk, tanitunk, mikor a gyakorlatban a rezgést a surlodasi erd (is)
csillapitja. Vajon milyen mozgas alakul ki, ha a szabadrezgést csak a surlodas csillapitja,
hogyan adhaté meg a mozgasegyenlet, abbol hogyan vezethetd le a kitérés-id6 fliggvény. Bar
tanulmanyaim ¢és oktatéi munkdm soran nem volt sziikség a probléma targyaldsara,
érdeklodésemet jbol felkeltette, amikor egy iskolai selejtezés soran a kezembe akadt Bosznay
Adam: Mechanikai lengéstan I-I1I. cimii, 1961-es kiadast kézirata [1], melyben a 18-19. és a
35-41. oldalakon foglalkozik a témaval. Nyelvezete és jelolésrendszere kissé régiesnek tlinik a
fiatalabb korosztaly szamara, mértékegység hasznalata pedig teljesen idejétmult. A mii a
mozgasegyenletek levezetése helyett azok céliranyos 4talakitdsaval kapott alakokbodl
kovetkeztet a mozgas kitérés-ido fiiggvényének képére, s a grafikont felrajzolva elemzi azt.

Ujabb keletkezésii a [2] tananyag, de ebben még mindig akad régebbi jelolés, és a levezetés
is elnagyolt. Cserndk Gabor [3] linken elérhetd oktatdsi anyaga matematikdjat tekintve
részletes, de egyes jelolései és terminologiaja eltér az altalunk oktatottol.

Ezeket és még néhany interneten is hozzaférhetd irodalmat tanulmanyozva meriilt fel
bennem annak Otlete, hogy a surlodéssal csillapitott rezgdmozgasnak egy olyan targyaldsi
modjat mutassam be, amely teljes egészében csak azokra a matematikai és fizikai ismeretekre
épiil, melyet egyetemiink hallgatéi ezen két alapozé targy kurzusain mar elsajatithattak, és a
jelolések is a tananyagainkhoz alkalmazkodnak. Jelen cikkemnek tehat hasonld a célkitlizése,
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mint egy korabbi irdsomnak [4], melyben a harmonikus rezgdmozgas matematikai targyalasat
probaltam hozzéilleszteni a hallgatok fejében meglévo, feltételezett korabbi ismeretekhez. Azt,
hogy a hallgatok fejében milyen gondolkodasi sémak alakultak ki a rezgémozgést illetéen, azt
nem tudhatjuk, csak azt, hogy kordbban milyen forméaban (jelolésmoddal, szohasznalattal,
levezetésekkel) talalkozhattak a témaval. Ez utobbihoz célszeri illeszteni az 1j ismereteket,
hogy azok minél konnyebben elsajatithatdak legyenek.

2. A Coulomb-féle surlodassal csillapitott rezgomozgas targyalasa

A miszaki ¢életben megkiilonboztetik a szaraz és a nedves surlodast. A kozépiskolaban is
tanult, egyszeriien csak (tapadéasi vagy cslszasi) surlédasi erdnek nevezett erd, amely az
egymassal érintkez6 szilard feliiletek elmozdulasat igyekszik akadalyozni, a széaraz surlodo
er6k csoportjaba tartozik. Az, hogy az erd olyan tulajdonsagokkal bir, mint ahogyan a
tankonyvekben taldlhato (nagysaga allando a mozgas sordn és nem fligg az érintkez0 feliiletek
nagysagatol csak azok anyagi mindségétdl, ellentétes iranyll a sebességgel, aranyos a
feliileteket egymashoz nyomo erdvel), egy modell, amely akkor érvényes, ha a strlodo feliiletek
teljesen szarazak. Ekkor a surlodo erd értéke a sebességtdl is fliggetlen. Az ilyen surlodo erdt
nevezik szaraz surlodo erdnek vagy Coulomb-féle surlodo erdnek ([1] 18-19. old.). A feliiletek
nedvesitése esetén a surlodasi erd sebességtdl vald fliggetlensége mar nem mondhato el. A
szaraz vagy Coulomb-féle surlodasi erdt a tovabbiakban is surlodasi erdnek fogjuk nevezni,
azzal a plusz tartalommal, hogy a feliiletek szarazak.

A tovabbiakban az tgynevezett egy szabadsagfokti mechanikai harmonikus rezgésekkel
foglalkozunk, amikor a pontszeriinek tekintett test egy egyenes mentén mozdul el. A
tomegpontra csak a kvazielasztikus és a surlodési erd hat, nem hat mas, példaul a szokasos,
sebességgel aranyos csillapitd erd vagy kiilsé kényszerero.

2.1. A sziikséges fizikai és matematikai alapok

A téma targyalésa a csillapitatlan és a sebességgel aranyos csillapitasu szabadrezgések utan
kovetkezhet. Ekkor mar ismert a kvazielasztikus erd (ilyen a rugderd is) fogalma és alakja, a
hatasara 1étrejovo harmonikus rezgdmozgas differencidlegyenlete és annak megoldasa, a kapott
szinusz- vagy koszinusz fliggvényben szerepld fizikai mennyiségek (amplittdo, korfrekvencia,
frekvencia, periodusidd, fazis, fazisallandé vagy kezd6fazis) jelentése és egymassal vald
kapcsolata. Ezen kiviil fizikabol sziikségiink van még a surlodasi (mind a tapadasi mind a
csuszasi) jelenségek ¢és erdk ismeretére, kiegészitve a fentebb leirtakkal. Matematikabol a
masodrendii, linearis, allandd egyiitthatos differencialegyenletek homogén és inhomogén
valtozatainak megoldasi eljarasait fogjuk hasznalni, a kapott eredmények értelmezéséhez pedig
a fuggvénytranszformaciok ismeretére lesz sziikségiink. Ezek azok az ismeretek, amelyek
sziikségesek a téma megértéséhez, ezekhez kapcsolhato az uj anyag.

2.2. Egybevezet6 feladat

A rugora akasztott test mozgasat altaldban fiiggdleges helyzetben tanulméanyozzuk, a
mozgasegyenlet felirasakor azonban a rugd vizszintes, surlodasmentes asztalon fekszik.
Tessziik ezt mindazért, mert fliggbleges helyzetben a testre hatd nehézségi erét is figyelembe
kell venni, ami vagy egy fokkal bonyolultabb mozgésegyenlet megoldasat kivanja, vagy pedig
egy koordinata-transzformacioval iktathato ki. Mindkét modszer tanulsdgos és felhasznalhato
a surlodasi erd figyelembe vételénél. Ezért lassuk most mindkett6t!
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nyujtatlan allapot

egyensulyi helyzet
FE. = Dx

1. abra. Fiiggoleges helyzetii rugéra akasztott test és a ra hato erok

A fliggdleges rugora akasztott testre két erd, a rugoderd €s a nehézségi erd hat. E kettd
ereddje hatarozza meg a gyorsuldsat Newton II. torvénye alapjan. Ha az X-tengely az 1. dbra
szerint fliggdlegesen lefelé mutat, €s kezddpontjat eldszor a rugd nydjtatlan allapotaban vessziik
fel, akkor a dinamika alapegyenlete

mi = —Dx + mg 1)
alakban frhat6. Ezt dtrendezve és a tdmeggel osztva, bevezetve az w? = % jelolést, kapjuk az
¥+w’x=g (2)

inhomogén linedris, allandé egyiitthatos masodrendii differencidlegyenletet. A homogén rész
altalanos megoldasa [5] 72.0ld. alapjan:

x(t) = ¢, cos(wt) + ¢, sin(wt). (3)

Az inhomogén rész egy partikuldris megoldasat a probafiiggvények modszerével keressiik,
mely konstans esetén szintén konstansként veendo fel:

xp=A.

Ennek derivaltjai nullak, behelyettesitve a (2) differencidlegyenletbe az

egyenletet kapjuk, melybol

ami egyben az inhomogén egyenlet keresett partikularis megoldasa. Ezzel a (2) egyenlet
altalanos megoldésa:

x(t) = ¢; cos(wt) + ¢, sin(wt) + %. (4)

Az egyszerliség kedvéért az inditas legyen az egyik sz€ls6 helyzetben, amelynek a rugd
nyUjtatlan allapotatol szamitott koordinataja x,. Itt enged;jiik el kezddsebesség nélkiil a testet,
vagyis a kezdeti feltételek:

x(0) = xq }

w(0) =% =0 )
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A t =0 -t behelyettesitve a (4) altalanos megoldasba c¢; = x, —wi adodik. Ezt

2

behelyettesitve (4) egyenletbe, majd derivalva a kifejezést, kapjuk a sebességet:
x(t) = — (xo — %) w sin(wt) + wc, sin(wt).

Ebbe helyettesitve a sebességre vonatkozd kezdeti feltételt, c, = 0 adodik. Ezzel a (2)
differencialegyenlet megadott (5) kezdeti feltételeket is kielégitd partikularis megoldasa:

x(t) = (xo — %) cos(wt) + %. (6/a)

Els6 kérdés: milyen fizikai tartalommal bir a % kifejezés? Masodik: milyen mozgas alakul

ki, és az hogyan abrazolhat6? Az elsére a valaszt Gigy adhatjuk meg, ha felirjuk a rugéra
akasztott test egyensulyi allapotéara az egyenstlyi egyenletet. Ebben a helyzetben a rugderd és
a nehézségi erd ereddje zérus, vagyis a két erd egyenld nagysagu és ellentétes iranyd. Ha a rugo
megnyulasat Al jeloli, akkor az egyensulyi egyenlet:

DAl = mg, (7

melybol

vagyis a % kifejezés éppen a rugdnak a test egyensulyi helyzetéhez viszonyitott megnyulasa.
A kinematikai mozgasegyenlet az egyensulyi megnyulassal is felirhato:

x(t) = (xo — Al) cos(wt) + Al (6/b)

Ezek alapjan a masodik kérdésre azt valaszolhatjuk, hogy a mozgés olyan csillapitatlan
rezgbmozgas, amely a test egyensulyi allapota koriil megy végbe, amplitudoja A = |x, — Al],
korfrekvenciaja pedig ugyanakkora, mint amekkora lenne a rugd vizszintes helyzetében,
nehézségi erd hatdsa nélkiil. Vagyis a nehézségi erd a mozgas frekvencidjat nem valtoztatja
meg, csak a rezgés kozéppontjat tolja el a nyujtatlan allapotbol az egyensulyi allapotba. Ha a
(6/b) egyenlet mindkét oldalabol kivonjuk a Al-et, akkor a bal oldalon az egyensulyi helyzett6l
szamitott koordinatat kapjuk, mint az id6 fliggvényét.

Ez a levezetés és gondolatmenet segit a surlédéassal csillapitott rezgés targyaldsanal a
differencidlegyenlet megoldasaban ¢és az 4ltalanos megolddsaként kapott fliggvények
elemzésének megértésében.

A fiigglleges rugora akasztott test mozgasegyenlete felirasdnak masik lehetdsége, hogy az
x-tengely kezdOpontjat eleve a test egyensulyi helyzetében vessziik fel. Ekkor egy X
koordinataval jellemzett helyen a testre hat6 rugoerd

E. = —D(x + Al)
alakban adhat6 meg, amivel a mozgésegyenlet

mi = —D(x + Al) + mg.
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A zardjelet felbontva kapjuk:
mi = —Dx — DAl + mg,

ahola (7) egyensulyi feltétel miatt —DAIl + mg = 0, igy a mozgas differencialegyenlete azonos
a vizszintes helyzetli rugora akasztott test mozgasegyenletével. Ez utobbi meggondolas
egyszeriibb differencidlegyenletre és megoldasra vezet, de a szaraz surlédasos csillapitas
targyalasanal ez kevésbé hasznosithatd, mint az el6zd, eltolt egyensulyi helyzet koriili rezgés
leirasa.

2.3. A surlddassal csillapitott rezgés differencialegyenletei és azok altalanos
megoldasai.

Legyen most a rugd vizszintes, €s a ra akasztott tomegpont a rugd nyujtatlan allapotaban
legyen nyugalomban. Ebben a helyzetben vegyiik fel az x-tengely kezddpontjat €s a pozitiv
irany a 2. abra szerint jobbra mutasson.

nyujtatlan
allapot T N

v s

FARTTIITTETTIFEELTFIFIFEL, 555;7

W

0 mg

2. abra. Vizszintes rugora akasztott test és a ra hato erok

Téritsiik ki a testet jobbra valamennyivel, és hagyjuk magara. Ebben a helyzetben a testre
vizszintes irdnyban a balra mutatd F, rugoerd €s a jobbra mutato S surlodasi erd hatnak, mig
fliggdlegesen lefelé az mg nehézségi erd, felfelé pedig az asztallap altal kifejtett N nyomoerd
hatnak. Mivel fliggdleges iranyt elmozduldskomponens nincs, igy ez utobbi két erd ereddje
zérus, vagyis nagysagukat tekintve egyenldek. Ezek alapjan a strlodasi erd

S = uN = umg

nagysagu lesz. Az egyszerliség kedvéért tekintsiink most el a tapadasi (uy) és a csuszasi (i)
surlodasi egyiitthatd kiilonb6zoségétdl, vegylik dket egyenldknek.

Ahhoz, hogy a test mozgésba j6jjon, a rugderonek meg kell haladnia a tapadési erd
maximumat, azaz fenn kell allnia a

D|x| = umg
egyenlétlenségnek. Ez akkor teljesiil, ha
el 2 4m0 8 ®

A jobb oldal atalakitasanal ismét hasznaltuk a szokasos w? = % jelolést.

Tegytik fel, hogy inditdsnal a tdmegpont kitérése jobb oldalra nagyobb x,-nal! Ekkor a test
egy tetszéleges x koordinataju helyén a dinamika alapegyenlete az

mX = —Dx + umg 9



64 Barta Edit

alakban adhatdé meg, attol fliggéen, hogy a tomegpont éppen balra (+umg) vagy jobbra
(—umg) halad. Az eldjelek helyes felvétele nagyon fontos a helyes végeredményhez, ezért a 3.
abra alapjan érdemes atgondolni az X koordinata, a rugoerd és a surlodasi eré pozitiv vagy
negativ iranyat a koordinatatengelyhez képest, mert ez donti el pozitiv vagy negativ eldjelét a
mozgasegyenletben.

Bal felé menet Jobb felé menet
v %
«— —
/ E, ’ E,
R e} B
[l S o S Il .y
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v —_
<« F . E
r T
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x 0 x 0

3. abra. Iranyviszonyok a test egyes mozgasallapotaiban

Ha a jobb oldali sz¢éIsé helyzetb6l kezddsebesség nélkiil inditjuk a testet, akkor az elsd
félperiodusban, amig a bal oldali sz¢lsé helyzetbe ér, a sebesség balra mutat, a surlodasi erd
ezzel ellentétesen jobbra, tehat ez utdbbi pozitiv eldjelli lesz a mozgasegyenletben. A masodik
félperiodusban a mozgas jobbra torténik, ekkor a surlodasi erd balra mutat, tehat negativ eléjeli
lesz. Minden pératlan félperiddusban pozitiv, paros félperiddusban negativ eldjeli lesz a
surlodasi erd. Célszerti a két iranynak megfelelden két mozgésegyenletet felirni:

bal felé menet: mi;, = —Dx + umg, (10/b)
jobb felé menet: m¥; = —Dx — umg. (20/))
Ezeket atrendezve és a szokdsos alakra hozva kapjuk az
¥p + wix = ug (11/b)
X+ w?x = —ug (11/))
inhomogén differencidlegyenleteket, melyek alakilag teljesen hasonlok a bevezetd feladatban
felirt (2) differenciadlegyenlethez.

A megoldas menete is hasonl6. A homogén rész altalanos megoldasa mindketténél a (3)-
mal azonos, a konstans probafliggvényre pedig a bal és a jobb irdnynak megfelelden az
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_ kg _
Ay = —2 = Xo»
H“g
4j === %o

adodnak. Ezzel a két inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
xp (t) = by cos(wt) + b, sin(wt) + x,, (12/b)
x;(t) = j; cos(wt) + j, sin(wt) — x,. (12/))

Teljesen hasonld alakuak, mint a bevezetd feladat (4) egyenlete. Ennek megfelelden a
mozgas is hasonld. Mindkét egyenlet w korfrekvenciajo harmonikus rezgémozgast ir le, tehat
a Coulomb-féle surlodas ugyanigy nem valtoztatja meg a csillapitatlan szabadrezgés
frekvenciajat, mint fliggéleges mozgas esetén a nehézségi erd. Mindkét harmonikus
rezgdmozgas kézéppontja a rugd nyujtatlan allapotahoz (X-tengely nullpontja) képest el van
tolva: bal felé menetben x,-lal jobbra, jobb felé menetben x,-lal balra. A rezgés kozéppontja
igy félperiodusonként, a sz¢ls6 helyzetekben, amikor a mozgés irdnyt valt, megvaltozik. Az x,
fizikai jelentése (8) alapjan az a tavolsag a nyujtatlan allapothoz képest, amelynél kisebb kitérés
esetén a surlodasi erd egyensulyt tart a rugberdvel. Ez azt jelenti, hogy ha a test sebessége az
orig6tol felmért +x, és —x, szakaszon beliil csokken nullara, akkor nulla is marad, azaz a test
végleg megall. Ezt a 2x, hosszlisdgl szakaszt érzéketlenségi savnak ([1] 36. old.) vagy
bizonytalansagi zonanak ([3]) nevezik. A test letapadéasa akkor torténhet meg, ha a mozgas
fordulopontja a zonan beliilre vagy a hatarara esik. Hogy ez pontosan mikor és mely helyzetben
torténik meg, az a kezdeti feltételek ismeretében szamithato ki.

2.4. A differencialegyenletek partikularis megoldasai egy specialis inditas
esetén

Inditsuk a mozgast kellden nagy kitéréssel a jobb oldali széls6 helyzetben zérus
kezdbsebességgel. A kezdeti feltételek (5)-h6z hasonloan:

xp(0) = Ay > xo}.

Innen a test balra indul el, tehat a (12/b) altalanos megoldasba helyettesitjikk a t = 0-t. A
b, paraméterre

by = Ag — xg

adodik, amit behelyettesitve a (12/b) egyenletbe, majd derivalva a kifejezést, kapjuk a
sebességet:

xp(t) = —(Ay — xo)w sin(wt) + wb, sin(wt).

Ebbe helyettesitve a sebességre vonatkozo kezdeti feltételt b, = 0 adodik. Ezzel a (12/b)
differencialegyenlet megadott (13) kezdeti feltételeket is kielégité partikularis megoldasa:

xp1(t) = (A — x) cos(wt) + xo,
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ahol te [O; g] Ez az x, helyzet korili A, — x, amplitidoju koszinuszos rezgés elsd

félperidodusat irja le. Ekkor a bal oldali sz¢€ls6 helyzetbe keriil a test, mozgésa iranyt valt, és a
(12/j) fuggvény szerint folytatja. Ennek kezdeti kitérése azonos x;, végso kitérésével, kezdeti
sebessége pedig zérus:

X; (2) = Xp1 G) = (A, — x,) cos (2?”5) +xo = —(4g — 2xp)
y () =0 |

Felhasznaltuk a korfrekvencia és a peridodusidé kozotti w = ZFE Osszefliggést és azt, hogy

cosm = —1. At = Zidot (12/))-be helyettesitve
J1 = Ao — 3x,,

a sebességre vonatkozo zérus kezdeti feltétel pedig itt is j, = 0-t eredményez. gy a masodik
félperiddusban a mozgast az

xj2(t) = (Ap — 3x,) cos(wt) — x,

fliggvény irja le, ahol te E, T]. Ez egy A, — 3x, amplitadoju rezgés a —x, helyzet koriil.
Ennek végén az 0jabb jobb oldali sz¢&ls6 helyzetben a kitérés

xj2(T) = Ay — 4x,,
mely a kovetkezO, harmadik félperiodus kezdeti kitérése. Ezt ujra (12/b)-be helyettesitjiik, ezzel
b, = Ay, — 5x,
a kinematikai mozgasegyenlet pedig

xp3(t) = (Ag — 5%) cos(wt) + xo,

ahol te [T; %] Ez egy x, koriili A, — 5x, amplitadoju rezgés. Kovetkezik a % idépontban a
masodik baloldali sz¢éls6 helyzet meghatarozasa, majd ennek mint a negyedik félperiddus
kezdeti feltételének behelyettesitése (12/j)-be és xj3(t) felirasa. A sz¢élsé helyzetekben a
sebesség zérus volta miatt a b, és j, konstansok mindig nullak lesznek, mint ahogy lattuk a
bevezetd feladatnal és az els6 bal felé torténd mozgas konstansainak meghatdrozasanal.

A kinematikai mozgasegyenletek tovabbi szakaszonkénti felirdsa ennek a modszernek a
folytatasaval torténhet. Gondolkodtatd kis matematikai feladvany a szakaszonkénti
altalanositott alak felirdsa, melyhez a kovetkezd 1épéseken érdemes végigmenni. A balra tartd
mozgasok félperiodusainak sorszamat a paratlan szdmokkal, a jobbra torténd mozgés
félperiodusainak sorszamat a paros szamokkal jellemezziik. frjuk egymas ala a bal és a jobb
irinyu mozgasok sorszamait, a hozzajuk tartozo amplitidokat és a félperiodusok hatarait T/2
egész szamu tobbszoroseiként! Annyit irjunk, amennyibdl mar latszik a szabaly! A felirast az
olvaséra bizzuk. Az altalanos egyenletek alakja:

Xn+1(t) = [Ag — (2n + 1)x,] cos(wt) + (—1)"x,, te [ng, (n+1) g], (14)
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ahol n természetes szam (0-t61 inditva).

Tehat a test olyan harmonikus rezgémozgast végez, amelynek kdzéppontja minden szElsé
helyzetben megvaltozik, és ehhez a szakaszonkénti kozépponthoz képesti amplituidé minden
félperiddusban 2x,-lal csokken. A rugo6 nyujtatlan allapotahoz (x = 0) képesti egymast kovetd
maximalis kitérések szintén 2x,-lal csokkennek, de az alabbiak szerint:

A, = Ay — 2nx,.

Ez egy szamtani sorozat, melynek a differencidja 2x,.

A mozgas addig tart, amig a maximalis kitérés x,-nal kisebb nem lesz. Ebben a szélsd
helyzetben zérusra csokken a test sebessége, és mivel a bizonytalansagi zonaban allt meg, mar
nem indul el. A kérdés, hogy mely idOpillanatban és hol kovetkezik be a végleges megallas? A
megallas feltétele tehat:

Ag — 2nxy < X,
ebbdl

1

(2-1)=n (15)

X0

Az egyenldtlenség bal oldalan 4llo kifejezést felfelé kerekitve egész szamra, kapjuk n
értékét. Az ehhez tartozd t = ng iddpillanatban all meg a test. A megallas helyét pedig tgy

kapjuk, hogy az n-nek megfeleld x,, ., (t) fliggvénybe helyettesitjiik a t = ng idépillanatot:

Xmegallas — Xn+1 (ng) = (AO - 2nx0) cos(nm) = (_1)n(AO - ano)- (16)

Megjegyzés: A Coulomb-csillapitassal kialakuld rezgés nem periodikus mozgas, és csak
véges ideig tart. [gy szigorian véve T-t sem nevezhetnénk ,,periodusidé”-nek, viszont a
mozgasegyenletekben betoltott szerepe bizonyos tekintetben azonos a periodikus
mozgasokéban betdltottel. Példaul az, hogy két egymast kdvetd maximalis kitérés kozott
mindig T/2 id6 telik el. A pillanatnyi rezgési kozépponton és a szélsé helyzeteken vald
athaladasok kozott is mindig azonos, T/4 id6 telik el. Viszont a rugd nyujtatlan allapotdhoz
tartozd x = 0 helyzeteken vald két egymast koveté athaladas kozott a mozgas mas és mas
szakaszaban mas és mas idOtartam telik el. Az id6 ndovekedtével ez az iddtartam is nd.

2.5. AKkitérés-ido fiiggvény abrazolasa

A kapott (14) kitérés-idé fliggvény abrazolasa altalanosan nem egyértelmii, mert csak 4,
s x, aranydnak ismeretében donthetd el, hogy hanyadik félperiddusban és hol all meg a test.
A fiiggvény eddig megtargyalt tulajdonsagai alapjan az abrazolds a kovetkezd elvek alapjan
torténhet. Az idétengellyel parhuzamosan, attél x, tdvolsagban folfelé és lefelé huzunk egy-
egy vizszintes egyenest. E kettd kozotti sdv a bizonytalansagi zona, és egyuttal e két tengely
jelenti a koszinusz fliggvények félperiddusonkénti kozépvonalat. A fliggvény rajzolasat a
pozitiv kitérésnek megfeleld A, magassagbol inditjuk, onnan rajzolunk egy fél koszinusz
fiiggvényt, mely T/4 id6épontban metszi az x, magassagban behiuzott tengelyt, és tijabb T/4 id6
elteltével az x, alatt, attol Ay — x, tdvolsadgban éri el minimumat. Innen folfelé rajzoljuk a
kovetkezd fél koszinusz hulldmot, de most a —x, magassidgban futd tengely legyen a
kézépvonala, tehat ezt metszi T/4 id6 mulva, majd Gjabb T/4 id6 elteltével ehhez képest
szimmetrikusan, a pozitiv tartomanyban éri el a maximumaét. Innen megint lefelé¢ indulunk x,
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kozépvonallal, és igy tovabb, amig az egyik maximalis kitérés nem esik a bizonytalansagi
zOnaba. Ott van vége a mozgasnak ¢€s a grafikonnak is.

A 4. abran egy konkrét adatokkal felvett kitérés-id6 fliggvény grafikonja lathato. A fizikai
kiindulé adatok helyett a fiiggvény paramétereit adtuk meg. A megallas helye ¢s ideje a
grafikon felvazolasaval és szamolassal is meghatarozhatd. Ez utobbi esetén elészor a (15)
Osszefliggés alapjan meghatarozzuk n-et, azt a félperiodust, amelynek a végén megall a test:

-1 =3(G5-1) =88
melyet felfelé kerekitve
n=>5.
Ezt (16)-ba helyettesitve a megallas helye
Xmeganss = (—1)°(16 —10-1,5) = —1 cm,

ideje pedig

ami a grafikonrol is jol lathato.

x A (cm) Kitérés-ido fiiggvény
15 : A
o= 15icm;
Ay =16 cm,
i % Tr=1s.
= [
=
<
/cgg\._}ﬁo — 9%
Xg 3 1
I \ i <Y % Y
g \__ [/ NSt
0 - ._;l e T -
g & / , A, — 10z,
[
5 < <)
vAY

.15 4

4. abra. A Coulomb-féle surlédassal csillapitott harmonikus rezgémozgas kitérés-idé fiiggvényének képe
egy konkrét esetben
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3. Osszefoglal6

Egy mar latott vagy konnyen elképzelhetd, egyszerlibb, esetleg mar levezetett példaval
bevezetve, annak analogidjara mutattam be a Coulomb-féle surlédassal csillapitott harmonikus
rezgdmozgas egy lehetséges targyalasmodjat. A targyalas soran torekedtem arra, hogy csak
olyan matematikai és fizikai ismeretekre tamaszkodjak, amelyeknek egyetemi hallgatdéink mar
feltételezhetGen birtokaban vannak. Bizom benne, hogy lesz olyan hallgato, aki elolvasva az
anyagot ugy érzi majd, hogy ezt akar 6 maga is levezethette volna.
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OSSZEFOGLALO. A gerjesztett rezgések mozgasegyenletei ~mdsodrendii
differencidlegyenletek, = melyekkel  hallgatoink  erdészeti,  faipari  ¢és
kornyezetvédelemi kutatasok teriiletén is talalkozhatnak. A differencialegyenletek
gyakorlati jelentdségére az alabbi egyszeri fizikai példakkal szeretnénk ravilagitani.

ABSTRACT. The equations of motion of excited vibrations are second-order
differential equations, which students can encounter in the fields of forestry, wood
industry and environmental protection research, among others. Here is an illustration
of this type of differential equation with simple physical examples.

1. Bevezetés

A felsObb matematika oktatasa soran egy adott téma gyakorlati alkalmazéasara legtobbszor
nehéz szemléletes, viszonylag konnyen érthetd példat adni. Ilyen a differencidlegyenletek
témakore is. A rezgések mozgasegyenletei allando egyiitthatds, masodrend, linearis, homogén
vagy inhomogén differencidlegyenletek. Az el6z0 ¢évi kiadvanyban a homogén esetet
szemléltettiik csillapitott rezgések mozgasegyenleteinek felirdsaval, és elemeztiik a megoldasul
kapott kitérés-id6 fliggvényeket [2]. Most ugyanennek a differencidlegyenlet-tipusnak az
inhomogén esetére mutatunk kidolgozott példdkat a kényszerrezgések témakorébol.
Megvizsgaljuk az eredményiil kapott kitérés-idé fliggvényeket, és ramutatunk arra, hogy a
matematikai megoldas soran tapasztalt rezonancia, és a fizikai értelemben vett rezonancia
fogalma szorosan kapcsolodik egymashoz.

2. Gerjesztett harmonikus rezgés

Gerjesztett harmonikus rezgés soran a rezg? testre egy kiilsé, harmonikus gerjesztd er6 hat.
Legegyszerlibb példa az, amikor egy rugoéra akasztott testtel végziink kisérletet oly modon,
hogy a rugo felsd végét fel-le mozgatjuk, és a test ennek kovetkeztében kényszerrezgést végez.
Ilyen tipusi mozgés az is, amikor a hintat 16késekkel dllandd6 mozgasban tartjuk. A rugora
akasztott m tomegi, a gyorsulassal mozgo test mozgasegyenlete [1]:

ma = _Frug(’) - Fkt‘)zeg + Fgerjeszt6 . (1)

Legegyszeriibb esetben a gerjesztd erd szinuszosan vagy koszinuszosan valtozik. Legyen
Fgerjeszts = Fo sinwt, ahol Fy, a maximalis gerjeszté erd, w a gerjesztd erdt jellemzd
korfrekvencia. A tovabbiakban a test kitérés-ido fliggvényét x(t) -vel, a sebesség-idd
fliggvényét x(t) -vel, gyorsulas-idé fliggvényét X (t) -vel jeloljik. A rugderd a kitéréssel
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egyenesen aranyos, az aranyossagi tényez6 a D rugdallandé. A kdzegbdl szdrmazo csillapités
a test sebességével egyenesen aranyos, €s az aranyossagi tényezo jele k (csillapitasi tényezo).
Ezeket felhasznéalva az (1) egyenlet a kovetkezd alakban irhat6 fel:

mXx (t) = =D - x(t) — kx(t) + F, sinwt. (2)
Ha a (2) egyenletet elosztjuk a test tomegével, és felhasznaljuk a fizikabol ismert wi = %
Osszefliggést  (ahol w, a  rezgés  sajat  korfrekvencidja),  valamint a
% =f,¢ésay = % jeloléseket, akkor az alabbi alakot kapjuk:
i(t) = —w3 - x(t) — 2Bx(t) + ay sinwt. (3)

Ezt a differencidlegyenletet most elsésorban matematikai szempontbdl vizsgaljuk, ezért a
fizikai tartalmanak magyaréazatat nagyon leegyszerisitjiik. Elegend6 azt szem eldtt tartani, hogy

milyen informaciét hordoznak a konstansok. Az egyenletben szerepld w, a rezgd rendszerrel
1

(rugo és test egyiitt) kapcsolatos ( [wqo] = ;), a p a csillapitd kozeg jellemzdje ( [B] = i), az
a, és az w pedig a gerjesztd erd jellemzdi ( [ay] = ;n—z, [w] = i). A (3) egyenletet atrendezve
lathatd, hogy egy allando egyiitthatos, masodrendii, linearis, inhomogén differencialegyenlet,
ahol a jobb oldalon all6 a, sinwt a zavaro fliggvény [3]:

i(t) + 2px(t) + w3 - x(t) = a, sinwt. (4)

Az egyszerlibb esetek megoldasahoz hallgatoink matematikai ismeretei is elegenddek, a
kovetkezokben erre néziink néhany kidolgozott feladatot. A kapott kitérés-id6 fliggvények
abrazolasaval szemléletes kapcsolatot tudunk teremteni a kisérlet ¢és annak matematikai
modellje kozott.

3. Mintafeladatok

A (4) differencialegyenletbdl szarmaztatott homogén egyenletre felirt karakterisztikus
egyenlet diszkrimindnsa D = 4(f? — w3). Ha B < w, (azaz D < 0), akkor a két gydk egy
komplex konjugalt szampar. Ilyenkor az x(t) megoldas matematikai alakja attol fiiggden
valtozik, hogy B = 0 vagy S # 0, illetve w = w, vagy w # w,. A probafiiggvény felirasakor
csak akkor fordul el6 rezonancia, ha f =0 és w = wy. Ha B > w, (azaz D > 0), akkor a
karakterisztikus egyenletbdl két valos gyok, ha f = w, (tehat D = 0), akkor egyetlen valds
gyok adodik, és a probafiiggvényben egyik esetben sem tapasztalunk rezonanciat [4]. Az
alabbiakban ezeket az eseteket tekintjiik at egy-egy egyszerl kidolgozott példa segitségével.

Valamennyi mintafeladatban kényszerrezgésrél van sz6. Egy harmonikus rezgdmozgést
végz0 testre szinuszosan valtozo gerjesztd erd, és egyes esetekben (ha a feladatban f + 0) a
kozegbdl szarmazod csillapitds is hat. A mozgést befolyasolo, a fentiekben megmagyarazott
jellemzék: wg, B, ay, w, ezek értékei az egyes példdkban adottak. A kezdeti feltételek minden

esetben azonosak: a test kitérése t = 0 s id6pillanatban 0 méter, a sebessége ugyanekkor 0 %
A feladatokat alabb kiilon nem szovegezziik meg, csak az adatokat kozoljik.
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3.1. B <w,
3.1.1. feladat. § # 0, w # w, eset.
1 V5 1 m 1 . IS
— Uo7, 0o— o - U — 15, - o -
p = 055 wp="7,a=15, 0=1- Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 3s
idOpillanatban!
Megoldas.

Behelyettesitve (4)-be az adatokat az
#(t) + 2(t) + 2 x(t) = sint (5)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldés elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott

karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):
P+A+3=0, A,=-1+i
4 ’ 2
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa:
1
xy(t) = e 28 (Cysint + C,cost), ahol Cy,C, € R. (6)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg:
xp(t) = Asint + Bcost, ahol A,B € R. (7)
A probafiiggvény elsé és masodik derivaltjat (5)-be helyettesitve:
—Asint — Bcost + Acost — Bsint + % (Asint + Bcost) = sint.
Ebbdl egyiitthatod egyeztetéssel A = 14—7, B=- g. Ezeket (7)-be beirva:
4 16
xp(t) = - sint ——cost. (8)
Az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasa (6) és (8) Osszege:
1
x(t) = e 2" (C;sint + C,cost) + %sint - gcost, ahol C;,C, € R. 9)

Az x(0) = 0 kezdeti feltételt (9)-be helyettesitve C, = g adodik. A masik kezdeti feltételhez
(9)-et derivalni kell:

x(t) = e_%t [(— (% C, + C2)> sint + (C1 - %Cz) cost] + 14—7cost + %sint,

ebbdl x(0) = 0 miatt C; = %. Az adott kezdeti feltételeknek megfelel6 kitérés-id6 fliggvény
tehat:

1
x(t) =e 2 (i sint + Ecost) + = sint — — cost. (10)
17 17 17 17
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A kitérés id6 fliggvénybe behelyettesitve a t = 3s értéket megkapjuk a test kitérését az adott
idépillanatban: x(3) = 0,7645 (m).

Az 1. dbran a (10) kitérés-id6 fliggvény abrazolasa folytonos vonallal tortént (vizszintes
tengely: idé (s), fugglleges tengely: kitérés (s), valamennyi tovabbi abran a
koordinatarendszerek tengelyeit ugyanigy értelmezziik). Lathat6, hogy az id6 mulasaval a
rezgés allanddosul. Ennek oka az, hogy a fliggvényben t — oo esetén az els6 tag hatarértéke nulla
2

(mivel tlim e 2z = 0), és az allandosult allapot kitérés-idé fliggvénye a masodik és harmadik

tagbol all csak (ez az 1. abran szaggatott vonallal lathatod):

4 . 16
X4 () = -, Sint — —cost.

=
;. 1307643)

1. abra. A 3.1.1. feladat kitérés-idé fiiggvénye

Megjegyzés: Ha pl. g = 1%, wo = V2 i, ag = 1;"—2, w=1 i, akkor Ay, =—141i, ami
matematikai szempontbol kicsit egyszeribben megoldhaté eset. Hatranya azonban az, hogy

1
ekkor a végeredményben et egyiitthato lesz a 3.1.1. feladatban szerepld e 2" helyett, és a
kényszererd hatdsa kevésbé latvanyos (hamarabb ,,egyiitt mozog” x(t) és x4, (t)).

3.1.2. feladat. 8 # 0, w = w, eset.
p = 0,5%, w=wy=1 i, ap = 1:"—2. Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 3s iddpillanatban!
Megoldas.

X(t) + x(t) + x(t) = sint.

Részletesen nem vezetjiik le, mert hasonld az elébbi feladathoz. A karakterisztikus egyenlet

gyokeia A, , = —% + ?i komplex konjugalt szampar, az xp(t) felirdsakor rezonancia nincs:
xp(t) = Asint + Bcost, ahol A =0, B = —1.

A megoldasul kapott, kezdeti feltételeknek megfeleld kitérés-idd fliggvény:

1
= e (LsinSe 4 cosToe) -
x(t) =e 2 (ﬁsmzt+coszt cost.
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Ebbe behelyettesitve a t = 3s értéket megkapjuk a test kitérését az adott iddpillanatban:
x(3) = 0,8656(m). A fliggvény grafikonja nagyon hasonlé a 3.1.1. feladatnal lathatd 1.
abrahoz, emiatt nem k6zoljiik. A rezgés kb. t = 6s-t6l allandosul, x4, (t) = —cost.

3.1.3. feladat. 8 = 0, w # w, eset.
B=0-,0,=027, a =15

2 W= 0,33 Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 30s

idOpillanatban!
Megoldas.
Az adatokat behelyettesitve (4)-be az

%(t) + 0,04x(t) = sin0,3¢ (11)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott

karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):
¥(t) + 0,04x(t) = 0,
A2 +0,04=0 A, ==0.2i.
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa
xy(t) = C;sin0,2t + C,co0s0,2t, ahol C;, C, € R. (12)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafiiggvény modszerével keressiik meg. A
probafiiggvény:

xp(t) = Asin0,3t + Bcos0,3t, ahol A,B € R. (13)
A probafiiggvény elsé és masodik derivaltjat (11)-be helyettesitve:
—0,094sin0,3t — 0,09Bc0s0,3t + 0,04(Asin0,3t + Bcos0,3t) = sin0,3t.
Ebbdl egyiitthato egyeztetéssel A = —20, illetve B = 0. Ezeket visszairva (13)-ba:
x,(t) = —20sin0,3t. (14)
Az inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasa (12) és (14) sszege:
x(t) = C;sin0,2t + C,c0s0,2t — 20sin0,3t, ahol C,C, € R. (15)

Az x(0) =0 kezdeti feltételt behelyettesitve (15)-be C, = 0 addédik. A masik kezdeti
feltételhez (15)-6t derivalni kell:

x(t) = 0,2C,c0s0,2t — 0,2C,sin0,2t — 6¢0s0,3t.

Ebbe beirva az x(0) = 0 feltételt C; = 30 adodik. A C; és C, konstansokra kapott értékeket
visszairva (15)-be a kezdeti feltétleknek megfeleld kitérés-id6 fliggvény:

x(t) = 30sin0,2t — 20sin0,3t. (16)

Behelyettesitve megkapjuk, hogy a test kitérése t = 30s iddpillanatban kozelitdleg —16,625
méter (a negativ eldjel a kitérés irdnyara utal). Lathatd, hogy (16) két korlatos, periodikus
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fliggvény kiilonbsége. A kiilonbségfiiggvény is korlatos €s periodikus lesz, periodusa a
kisebbitendé és kivonandé fliggvények periddusainak (10w és ?n) a legkisebb kozos
tobbszorose: 20m.

‘G I 40 E 100 12 140 160 180 200
(30, ~16.625)

2. abra. A 3.1.3. feladat kitérés-ido fiiggvénye

Errél az esetrdl altalanosan is elmondhatd, hogy a karakterisztikus egyenlet megoldasa egy
komplex konjugalt szampar, de csak képzetes részbdl allnak, a valds résziik nulla (mivel f =
0). Emiatt x5-ban csak trigonometrikus tagok szerepelnek, az exponencialis szorzo hianyzik.
Mivel w # wy, a probafliggvény az xy-val soha nem lesz rezonancidban. A Kkitérés-id6
fliggvény ezekben az esetekben mar a kezddpillanattol kezdve allandosul és periodikus lesz.

3.1.4. feladat. = 0, w = w, eset.
p = O%,a) =wy=1 %, ap = 2:"—2. Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 10s idOpillanatban!

Megoldas.
Behelyettesitve (4)-be az adatokat az

X(t) + x(t) = 2sint (17)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott
karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e?t):

/‘12 + 1 = 0, /11'2 = il.
Ebbdl a homogén egyenlet altalanos megoldasa:
xy(t) = C;sint + C,cost, ahol €y, C, € R. (18)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg. A
differencialegyenlet jobb oldalan all6 zavar¢ fiiggvény alakja és a (18)-cal fenndllo rezonancia
miatt a probafliggvény (ahol a t szorzdval a rezonanciat sziintettilk meg):

xp(t) = (Asint + Bcost)t, ahol A,B € R. (19)

A probafiiggvényt és masodik derivaltjat (17)-be behelyettesitve:
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2Acost — 2Bsint = 2sint.
Ebbol egyiitthato egyeztetéssel A = 0, B = —1. Ezeket visszairva (19)-be:
xp(t) = —tcost. (20)
Az inhomogén differencialegyenlet altalinos megoldasa (18) és (20) 6sszege:
x(t) = C;sint + C,cost — t cost, ahol C;,C, € R. (21)

Az x(0) =0 kezdeti feltételt (21)-be behelyettesitve C, = 0 adddik. A masik kezdeti
feltételhez (21)-et derivalni kell, ebbdla x(0) = 0 feltétel miatt C; = 1. A kezdeti feltételeknek
megfeleld kitérés-ido fliggvény tehat:

x(t) = sint — tcost. (22)
At = 10s-hoz tartozé fliggvényérték kozelitdleg 7,847 méter. A 3. abran a (22) kitérés-ido
figgvényt abrazoltuk. A fliggvény alakja azzal magyarazhatd, hogy a kisebbitendd sint egy
korlatos, periodikus fliggvény, a kivonandd tcost pedig egy szintén korlatos és periodikus

trigonometrikus fliggvény, illetve a t — oo tényezd szorzata. A kiilonbség az dbran lathato
médon egyre nagyobb amplitidoji rezgést eredményez. Ezt a jelenséget a fizikdban

rezonancianak hivjak.

3. abra. A 3.1.2. feladat kitérés-idé fiiggvénye

Altalanosan is elmondhat6, hogy ha f = 0, akkor a karakterisztikus egyenlet megoldasa
egy olyan komplex konjugalt szampar, amelynek a valds része nulla. Emiatt x,-ban csak
trigonometrikus tagok szerepelnek, az exponencidlis tényezOk hianyoznak. Mivel w = w,, igy
akar szinuszosan, akar koszinuszosan valtozik a gerjesztd erd, a probafliggvény az xy-ban
szerepld tagok valamelyikével rezonancidban lesz. Ezt a rezonancit a probafiiggvényben egy
t szorzdval tudjuk feloldani. A megoldasul kapott kitérés-idd fliggvényben ez a t szorzd okozza
azt, hogy az amplitado a ,,végtelenségig n6”. Tehat a matematikai értelemben vett rezonancia
(illetve az ennek feloldasara hasznalt t szorzd bevezetésével kialakulo fliggvény) és a fizikai
értelemben vett rezonancia (a ,végtelenségig” ndvekedd amplitudo) fogalma szorosan
Osszefonddik. A rezonancia kapcsan érdemes megemliteni a Tacoma-hid katasztrofajat, amely
1940 novemberében a sz¢l Aaltal gerjesztett rezgések kovetkeztében egyre nagyobb
amplitadoval rezgett, végiil 6sszeomlott.
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3.2. B> w,
3.2.1. feladat.
p = 2,5§, wy =2 i, a, = 1:"—2, w=1 % Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 2s
idOpillanatban!
Megoldas.
Behelyettesitve (4)-be az adatokat az
¥(t) + 5x(t) + 4x(t) = sint (23)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott
karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e*t):

A2 +51+4=0, 4, =-1,1, =—4.
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa:
xy(t) = Cie™t + C,e™*t, ahol C;, C, € R. (24)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg,
rezonancia nincs:

xp(t) = Asint + Bcost, ahol A,B € R. (25)

A probafiiggvényt egyszer, majd még egyszer derivaljuk, és a kapott fliggvényeket
behelyettesitjiik (23)-ba, majd az egyiitthatokat egyeztetjiik. Ebbdl A = i, B =-— % adodik.

Ha A és B értékét visszairjuk (25)-be, €s az igy eldallt partikularis megoldast hozzaadjuk (24)-
hez, akkor megkapjuk az inhomogén differencidlegyenlet altaldnos megoldasat:

x(t) = Cie ™t + Cre ™ + ;—4sint - %cost, ahol €, C, € R. (26)

Az x(0) = 0 kezdeti feltételt (26)-ba, az x(0) = 0 kezdeti feltételt pedig (26) derivaltjaba
behelyettesitve C; =% és C, = —5—11 lesz. Az inhomogén egyenlet kezdeti feltételeknek
megfeleld partikuldris megoldésa tehat:

1 t_ 1 -4t 3 oo 5
x(t) = ce s €+ g, sint ——cost. (27)
Ebbol kiszamithato, hogy a test kitérése t = 2s idOpillanatban kozelitleg 0,164 méter. A (27)

kitérés-1d6 fliggvény grafikonja a 4. dbran lathato.

A (27) kitérés-id6 fliggvényt elemezve hasonld dolgokat mondhatunk el, mint a 3.1.1. és 3.1.2.
feladatoknal. Ha t — oo, akkor az exponencialis tagok hatarértéke nulla, és a rezgés allandosul.
Itt is szaggatott vonallal jeldltiik az allandosulo kitérés-id6 figgvényt.

Felmeriilhet a kérdés, hogy valtoztat-e a kitérés-id6 fliggvény alakjanak jellegén az, ha a
B > w, feltételen kiviil még az w = w, egyenldség is fenndll. Kénnyen lathat6, hogy nem.
Mivel a homogén egyenlet altalanos alakja nem tartalmaz trigonometrikus tagot, ssmmiképpen
nem fog rezonancia kialakulni a kényszererdt leir6 zavar6 fliggvénnyel.
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4. abra. A 3.2.1. feladat kitérés-ido fiiggvénye

33. B =w
3.3.1. feladat.
B =w,=3 %, ap = 1:1—2, w=1 i Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 2s iddpillanatban!
Megoldas.

Behelyettesitve (4)-be az adatokat az
¥(t) + 6x(t) + 9x(t) = sint (28)

differencialegyenletet kapjuk. A megoldas elsé 1épése a homogén egyenletbdl szarmaztatott
karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasa (ahol x(t) = e?t):

/12+6/1+9=0, /11’2=_3.
Ebbdl a homogén egyenlet altalinos megoldasa:
xy(t) = Ce 3 + Cyte™3t, ahol €y, C, € R. (29)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafliggvény modszerével keressiik meg, a
probafiiggvény alakja ugyanaz, mint az el6zé feladatnal volt (Id. (25)). A probafiiggvény

megfeleld derivaltjait behelyettesitve (28)-ba, majd az egyiitthatokat egyeztetve A = 54—0 és

B = —53—0. A konstansokra kapott értékeket visszairva a probafliggvénybe megkapjuk az

inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat. Ezt hozzdadva (29)-hez az inhomogén
differencialegyenlet 4ltaldnos megoldasa:

x(t) = Cie 3t + Cpte 3t + %sint — %cost, ahol C;,C, € R. (30)

Az x(0) = 0 kezdeti feltételt behelyettesitve (30)-ba, az x(0) = 0 kezdeti feltételt pedig (30)
derivaltjaba, C; = % és C, = 1—10 adodik. Az inhomogén differencidlegyenlet kezdeti
feltételeknek megfeleld partikularis megoldasa tehat:

x(t) = 2 o3t 4 o3t 4 L gint — = cost. (31)
50 10 50 50
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Ebbdl kiszamithatd, hogy a test kitérése t = 2s idOpillanatban kozelitdleg 0,0984 méter. A
(31) kitérés-ido fuggvényt az 5. abran abrazoltuk. Ha t — oo, akkor az exponencidlis tényezot
tartalmazo tagok hatarértéke nulla és a rezgés allandosul. Az allandosult kitérés-id6 fiiggvényt
szaggatott vonallal jeloltiik.

Megjegyzés: Az exponencidlis fliggvények kitevojében 1évé —3 egylitthaté miatt a 3.3.1.
feladatban gyorsan allandosult a kitérés-id6 fliggvény. Ha az adatokat ugy valtoztatjuk, hogy a
kitevOben 1év6 egyiitthato (azaz a karakterisztikus egyenlet egyetlen, valos gyoke) 1-nél kisebb
lesz, akkor ez lassabban kovetkezik be. Itt a szamolas menetének egyszertiségét tekintettiik
elsddleges szempontnak, emiatt hasznaltuk a fenti adatokat.

| (2, 0.0084) _

5. abra. A 3.3.1. feladat kitérés-idé fiiggvénye

4. Osszefoglalas

A csillapitott €és gerjesztett harmonikus rezgések mozgasegyenleteibdl felirt
differencialegyenletek megoldasaval jol szemléltethetok az allando egyiitthatos, masodrendi,
linearis differencialegyenletek. Gerjesztett rezgések esetén a differencialegyenlet matematikai
alakja, és ezzel egyiitt az alkalmazott megoldasi mddszer a rezgd rendszert, a csillapitoé kozeget
¢s a gerjeszto er6t jellemzo wy, £, ay €s w mennyiségek szamértékétol, illetve ezek egymashoz
viszonyitott nagysagatol fligg. Az itt 1évo feladatok megoldasa a jobb képességii hallgatdk
szamara nem okozhat nehézséget. A példak attekintésével a matematikabol €s fizikabol tanult
ismereteik kozott kapcsolatot tudnak teremteni, és igy atfogdbb természettudoményos
latdsmoddra tehetnek szert.
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Konvex sokszoglemezek els6faju rogzitése

Hajdu Endre
Soproni Egyetem

OSSZEFOGLALO. Az alakzatok rogzitésének harom tipusat kiilonboztetjiik meg
aszerint, hogy az eltolast, az elforgatast vagy a csavar mozgast gatolja a rogzités. A
dolgozat fix pontokbdl allo rogzitd rendszerekkel foglalkozik és sokszog alaku
lemezek minimalis és maximalis szami régzitd-pontszamat allapitja meg az elsé
tipusba tartozé elmozgatasok figyelembe vételével.

ABSTRACT. There are three different types of fastening of shapes, depending on
whether the fixing prevents displacement, rotation or screw movement. This paper
deals with fixed point fastening systems and establishes the minimum and maximum
number of fastening points for polygonal plates, taking into account the
displacements.

1. Bevezetés

A geometria elsé sorban magukkal az alakzatokkal foglalkozik, kevésbé azok mozgasaval,
még kevésbé azok rogzitésének modjaval. Ezért talalhato oly kevés irodalom a cimben jelolt
témakorrdl. A hatvanas években megjelent dolgozataban Tomor Benedek [1] azt a kérdést
targyalta, hogy egy rajztablara helyezett pénzdarabot, a pereme mentén leszurt gombostiikkel
miképpen lehet eltolas ellen rogziteni; geometriailag fogalmazva: egy konvex lemez eltolasat
egy fix pontrendszerrel meggatolni. Ismertette a rogzités témakorében alapvetd fogalmat, a
primitiv rogzitd rendszert. Ez olyan pontrendszer, mely rogzit, de egyetlen folosleges eleme
sincs, vagyis barmely elemét elhagyva, mar elmozdithat6 az alakzat. Egy korlemeznek példaul
két primitiv rogzitd rendszerét mutatja az 1. abra.

1. abra

Tomor dolgozatanak legfontosabb megéllapitdsa az, hogy ,,sima” peremil konvex lemez
primitiv rogzit6 rendszere legfeljebb 4 pontbodl all, ha csak eltolas ellen kivanjuk rogziteni a
lemezt. Megemlitette, hogy Iényegesen nehezebb probléméakhoz jutunk, ha mas mozgastipust
is figyelembe vesziink. A tovabbiakban nem talalkoztam a rogzités-geometriaval kapcsolatos
anyagokkal sem a hazai, sem a kiilfoldi irodalomban, a Tomor-dolgozathan szerepld két
munkan kiviil. Magam probalkoztam t4jékozdodni, tovabb gondolni a témakort, egyetlen
feltevését elhagyva a két emlitett, ismert dolgozat gyakorlati szempontbol bizarrnak tiind
feltevést, hogy csticspontba is keriilhet rogzitd pont.
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2. Sokszoglemezek rogzitése

A tovabbiakban elséfaju rogzitésrél beszélek, ha csak az eltolast gatolja a rogzitd
pontrendszer, masodfajanak, ha az elforgatasokat, végiill harmadfajunak, ha a
csavarmozgasokat zarja ki. Az els6 két rogzitésfajta vizsgalhat6 a sikban és a térben, de itt csak
a sikbeli rogzitésekrdl lesz sz6. A rogzitésekkel kapcsolatos érdekesebb kérdések kozé a
maximalis elemszamu primitiv rogzité rendszerek keresése tartozik; vagyis az, hogy miképpen
lehet a legnagyobb elemszamu, de még folosleges rogzitd pontot nem tartalmazd rogzitd
rendszereket szerkeszteni.

Az elsofaju rogzités témajaban, az alabbiak azért jelenthetnek jdonsagot, mert néhany
szamszerli Osszefliggést sikeriilt megallapitani. A konvex sokszogek altalaban (a
parallelogrammak kivételével) befoglalhatok egy vagy tobb olyan haromszogbe, melynek
oldalai tartalmazzak a sokszoglemez hadrom oldalat (2. abra), s mivel egy haromszog elséfaja
rogzitése hdrom rogzité ponttal megoldhato, ez azt is jelenti, hogy a befoglaldo haromszogek
szama alapjan meghatdrozhatd, a lemez legkisebb és legnagyobb szamu primitiv rogzitd
rendszereinek elemszama.

2. abra

A tovabbiakban sziikség van a legegyszeribb konvex lemezfajta elséfaju
rogzithetdségének feltételére: egy tetszéleges alaku, de befoglald haromszoggel biré lemez
harom ponttal vald (primitiv) rogzitettségéhez sziikséges és elegendd feltétel, hogy a lemez
megfeleld harom pontjahoz tartozo, s a lemez peremére merdleges, valamint a lemez belsejébe
iranyuld vektorok paronkénti hajlasszog 0sszege 360° legyen (3/a. abra). A 3/b abra esetében a
lemez nem rogziil. Haromszoglemezek esetén a feltétel mindig teljesiil, ha mindegyik oldalra
egy pont keriil. Az elséfokl rogzités esetén mindegy, hogy az oldalon beliil hol helyezkedik el
a rogzitd pont.

3+ A

3. abra
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A pdratlan n oldald lemezek A pdros n oldalu lemezek
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4. abra 5. abra

Egy n oldalt sokszdglemez harom ponttal térténd elséfokl rogzitése altaldban tobb modon
lehetséges a 4. és 5. abra (tablazat), mely kiilonbozd alakt sok-szoglemezeket dbrazol, arrol ad
elozetes képet, hogy egy-egy azonos oldal-szamu lemez hanyféle moédon rogzithetd (a rogzitd
pontok foltlintetése nélkiil). Egy n oldalli lemez harom ponttal torténd elséfaji rogzitésének

lehetséges legnagyobb, ill. legkisebb rogzitési szamat igy jelolom: ™ (n:3), 17" (n:3) .
Nyomdatechnikai okbol a két tablazaton ezeket a szimbolumokat csak Lmax ill. Lmin helyettesiti.
Az mar az abrakbol kitlinik, hogy minél tobb parhuzamos oldala van egy sokszdglemeznek,
annal kisebb a rogzithetdségi szam. Ugyancsak f6ltind, hogy az n oldali lemez legnagyobb
rogzithetdségi szama egyenld az n+2 oldali lemezének legkisebb Lmin- szamaval.

Ha a legnagyobb rogzithetdségi értékeket keressiik, akkor a parhuzamos oldali
sokszOgeket nem tartalmazo szabalyos, paratlan n-szogek a megfelelok. Egy szabalyos hétszog
alkalmas a szamitds bemutatasara (6. abra). Kijeloljiik a sokszog egyik oldalat: a és a sikidom
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koriiljarasi iranyat: +. Ezutan koriiljarva a lemezt, sorba vessziik azokat az oldalakat, melyek a
kijelolt és a lemez jobb oldalan 1évo oldalak valamelyikével egyiitt, valamint a lemez masik
oldalan vélasztott oldal valamelyikével alkalmasak rogzitésre. Azon oldalakrdl van szo, melyek
egyenesei befoglald haromszogei a lemeznek. Részletesebben: az a oldalhoz és tovabbi 3
oldalhoz (b, c, d) tartozo rogzitések szamai: a: e, =1, o, =2, o, =3. (Az alfdk magyarazata:
el6szor azokat a befoglald haromszogeket keresem, melyekhez az a oldal tartozik, a haromszog
kovetkez6 oldala legyen b, az eddig 2 rogzitd pont, a sokszog masik oldalan, az e oldalan
talaljuk a 3. rogzitd pontot, ill. a befoglalé haromszog harmadik oldalat. fgy kaptuk ou-et.
Ezutan az a,C - hez tartozo o mar kettének adodik, stb.) Ezutan keressiik a b oldallal parosithato
B, B, Psoldalakat, stb.

Ebben a példaban a kapott szamharmasok egymas ala irva az alabbi matrixot adjak:

1 2 3
1 2 2]
1 1 1

A matrixban szerepld szamok legnagyobbika — példankban 3 — Altaldnos esetben

n-1 , n-4 ,
m= — ha n paratlan, m = — ha n paros.

6. abra

A matrix paratlan oldalszamu szabalyos sokszog esetén, altalanos esetben

igy néz ki:
n—-3 n-—1
/1 2 3 .. == T\

n—3

|\1 2 T/I
1 1 1
A rogzitési szam meghatdrozdsa az ilyen tipusii szimmetrikus matrix elemeinek

Osszegezését igényli. Az 6sszeg most két részbdl all: S1 az atloban 1évé elemek 0sszege €s 2S2
az atlo folotti és alatti elemek dsszege. Részletesen:

n-1(n-1\ n%*-1
S, =0+ =
O e

Az S; ilyen matrix elemeinek 0sszege:
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1 2 3 k-2 k-1 k
1 2 3 .. k=1

1
. . ) K, . \
Ezen matrix elemeinek Osszege S = s (k®+3k+2). Figyelembe véve, hogy

n-3

esetlinkben k helyett all, a keresett 0sszeg:

2 _ _ 2 _
sl+282=n8 1+2”263K”23j +3—”23+2}

Egyszeriisitve, az n oldali szabalyos sokszoglemez elséfaj, harom pontos rogzitési
lehetdségeinek maximalis szama, ha n paratlan szam:

(n®>-n
24

1" (n;3) = n>3

Ratérve a paros oldalszamu sokszdglemezek esetére, vegyiik figyelembe, hogy most nem
a legnagyobb, hanem a legkisebb értéket fogjuk megkapni, mert csupa parhuzamos oldalparbol
all a sokszog. Az alkalmas befoglaldo haromszogek Osszeszamlalasa hasonld médon torténik,
mint a paratlan oldalszdmt sokszogek esetében, a kiilonbség annyi, hogy a kezdd oldalhoz
tartozd a1 = 0 és az m érték most (n-4)/2. Egy szabalyos 10-sz6g esetén a rogzités matrixa igy
néz ki:

S oo o
[EENUE G N\
R NN N
N W W

A matrix most két, egyenld, de kiilonbozo szinnel jelolt haromszog-matrix dsszegezésével

all,

kaphat6. Folhasznalva a korabban is hasznalt képletet, amelyben k helyett az m = n

2
S:n—4 n-4 +3n—4+2
2.6 2 2

paros oldalu sokszoglemezre

M (n:3) =25 = (N=2NM=4) s
24

A még hianyz6 két szélséértek:
- a paratlan oldalszamu sokszoglemez legkisebb rogzitési szama,
- a paros oldalszamui sokszdglemez legnagyobb rogzitési szdma.

Az 1"™"(n;3) értékét kéttagh Osszegként allithatjuk elé: a lehetd legkisebb, paratlan
oldalszdmu sokszdg, egy oldal kivételével csupa parhuzamos oldalparbol all (7/a. abra). Si: a
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lemez azon rogzitéseinek szdma, melyekben csak a parhuzamos oldalparok szerepelnek (7/b.
abra), a mar megismert képlettel szamithato, a képletbe n-1-et helyettesitve. Az 0sszeg:

_ (n-1-2)(n-1)(n-1-4) _ (n=-3)(n-1)(n-5)

S
24 24

A masik Osszeget azon rogzitések szama adja, melyek mindegyikében szerepel
a kivételes oldal (7/c. abra). Ezen rogzitések érintett oldalai: ab, ac, ad. A paros oldalszamu

n+1-4

matrix elsé soranak legnagyobb eleme (n-4)/2, ami most az oldal-tobblet értelmében

ezért a masodik Osszeg :

s, :(1+ n—3jn—3 _ (n—l)(n—3).
2 4 8

A keresett 0sszeg a fentiek értelmében:

_(n=-D(n-2)(n-3)

"™ (n;3)=S,+S, = 7 n> 3.
d
c
b b
a. o
7. abra

A még hianyzo6 negyedik eset eredménye hasonlé médon szamithatd, melynek eredménye,
ha n paros szam:

2 —_—
1" (n;3) :M n>4
24
(n®> =Dn
Ha az oldalszam pdratlan, akkor a lehetéségek szama 1™ = “on Ha az oldalszam
3 (n" —4)n

paros, akkor a lehet6ségek maximalis szama 1™ 24
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OSSZEFOGLALO. Sikbeli egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon Kit(izott Stokes feladattal
kapcsolatos Lichtenstein peremintegral egyenletet vizsgaljuk a tartomany egységkorre valo
konform leképezésének segitségével. Az elméleti eredmények mellett néhdny numerikus
kisérlet tapasztalatait is ismertetjiik.

ABSTRACT. We investigate Lichtenstein’s boundary integral equation method for the Stokes
problem on a planar simply connected domain by transforming it onto the unit disc via con-
formal mapping. We also present some simple numerical experiments utilizing the conformal
mapping as a prerequisite.

1 Introduction

Lichtenstein’s integral equation [2] transforms the equations of the stationary Stokes problem
and also the equation of linear elasticity into a boundary integral equation for the divergence of
the displacement field or for the pressure in case of Stokes flows. The kernel in this boundary
integral equation is connected to Green’s function for Dirichlet boundary value problems for
the Laplacian on the domain. In this article we use conformal mapping in order to transform
the problem onto the unit disc and we obtain an equivalent of Lichtenstein’s integral equation
with a kernel connected to the conformal mapping instead of Green’s function. Following the
theoretical derivation of the boundary integral equation on the unit circle we also examine a
simple numerical method for solving it, which we illustrate with some concrete examples.

2 Lichtenstein’s integral equation on the unit disc

Let (2 be a simply connected planar domain with boundary denoted by 9€). Consider the fol-
lowing stationary Stokes problem

AU (w) =V, P(w), forw € Q, (1)
div, U(w) = o P(w), forw € Q, ()
U(w) = Up(w), forw € 09, 3)

'KULCSSZAVAK. Stokes feladat, peremintegral médszer.
KEYWORDS. Stokes problem, boundary integral equation.
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for the unknown functions U and P, where o € R is a real parameter. This problem is connected
to linear elasticity (parameter o connected to the Lamé constants) or to the Cosserat eigenvalue
problem (if setting U, = 0 and o denoting an eigenvalue) or also to Stokes flows if ¢ = 0 and
U, P describe flow velocity and pressure, respectively. Therefore we refer to these variables in
this note from here on as velocity and pressure. By the divergence theorem the boundary values
Uy of the velocity have to fulfil the compatibility condition

/ U = o / P, @)
o0 Q

where n denotes the unit outward pointing normal vector to the boundary of €). This means
especially in case of Stokes flows (o = 0) that the pressure function P is determined by (1)-(3)
only up to an additive constant. Comparing the divergence of (1) with the Laplacian of (2) yields
that in case o # 1 the pressure function P is harmonic in {2, which observation is important for
the considerations of the present note.

If we think €2 as a subset of the complex plane, then the velocity function U = (Uy; Us)
can be identified by the complex valued function U = U; + :U,. The divergence of U and the
gradient of P become div,, U(w) = 2Re {0,U(w)} and V,,P(w) = 205 P(w), respectively,
where 0,, and 0y denote the Wirtinger derivatives.

According to the Riemann mapping theorem there is a unique conformal map g : D — €
with g(0) = wp and ¢’(0) > 0 for each interior point wy € §2, where DD denotes the unit disc, see
e.g. [3]. If 0L is smooth enough then g extends continuously to 0ID. Moreover, the smoothness
properties of the boundary 0f2 are related to the boundary behaviour of the conformal mapping
on 0D, c.f. [4].

Using this mapping we can transform the problem (1)-(3) to the unit disc.

Ju(z) = ¢'(2)V.p(2), for z € D (5)

1
2Re{g< 79 (z)} op(z), forz € D (6)
u(z) = up(2), for z € D, (7)

where the new unknown functions are u(z) = U(g(z)) and p(z) = P(g(z)) withw = g(z). The
transformed pressure function p is also harmonic on the unit disc for ¢ # 1 because transfor-
mations by conformal mappm s preserve harmonicity. Using that the unit outer normal to 02
atw = g(z)isn(g(z)) = 57 and that [dw| = |¢'(z)|dz there follows [, Uy(w)n(w)|dw| =

Re [, uo(2)29'(2)]dz|, Wthh means that the compatibility condition (4) transforms as

Re [ w(:)z G = [ ola ®)

In [2] a method is proposed for transforming the problem (1)-(3) into a boundary integral equa-
tion on 0f2. In the present paper we adapt this method for the transformed problem (5)-(7).
Because for o # 1 the transformed pressure function p is harmonic on the unit disc, we can use
in this case the Poisson integral formula

2
p(z) = /8 Lo % oy - e, ©)

ID)’Z_CP 27

where ¢ denotes the unknown boundary value of the pressure function on the unit circle. By
the harmonicity of p from (5) there follows

. (u(e) - atelpta)) =0



Lichtenstein’s integral equation via conformal mapping 89

using d-¢(z) = 0, i.e. the function u — %gp is also harmonic on the unit disc. Again by the
Poisson integral formula there follows

) = qam) = [ 1= (w0 - 30060)) G ors e

D’Z_CP

Multiplying (9) with g(z) and combining it with the previous equation we obtain for z € D

w2 =3 [ e s [ ELoL a0

bz —CP o Jop |z —C2 "

This equation expresses the values of the function « in the interior of the unit disc using its
known boundary values and also the unknown boundary values ¢ of the pressure function.
Substituting (10) into (6) yields for z € D:

90 —9(z) ¢ I SN - 'q) S
Re{/ang’(Z)(C—z) ¢ 7()(C —2) o(¢) } (1 —o)p(z). D

Here we used the derivatives of the involved kernels:

1— |z B Sl I B 1C B S
0. (0t - 0@)) = g+ 2 a

-2\ _ ¢
82 (m) = m for z € D.

In order to obtain a boundary integral equation for the unknown boundary values ¢ we calculate
the limit z — JD in (11). For the first term in the integral in (11) we have the decomposition

0O —glz) ¢ A ¢
Re e T 05~ [ 005 < Re [ Zel050, 4
where L(z, () denotes the kernel
Re (99 —9(x) ) ¢
w0 =re (S5 25 1) 52) -

If the conformal mapping g is smooth enough in the sense that its second derivative is continu-
ous in the closed unit disc then the kernel (13) is also continuous in ID and we obtain

Re (g/(i)fgﬁzz) _ 1) : EZ> for z # (,
L(s.0) = g(z)xc ) ¢ (14)

z //( -
Re 22/(2) for z = C,

for z, ¢ € OD.

Remark 1. The kernel (14) can be also expressed for z,( € 0D as

using the series expansion g(z) = >~

m—o @m2"™ of the conformal mapping.
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On the other hand by the properties of the kernel CE—Z = 1_—122 for z € D, ¢ € D and by (9)

we have d . .
Red [ o005} = 50000+ 50t

for the second term in (12). Utilizing these equations we obtain from (11) the boundary integral
equation

1 _ d¢] . 20 |d¢
(5-) o) =00+ [ 2005 ~tmre [ 2w as
oD oD
for z € OD. By the mean value property [, ¢(¢ )% = p(0) for the real valued harmonic
function p there follows
1 _ ¢l . 20 |d¢]
(5 - a) o) = [0+ L5~ mpe [ ——F w05l as)
oD oD

This boundary integral equation can be used to obtain the unknown boundary values ¢ for
the pressure function p using the prescribed boundary data w for the velocity u. Then substitut-
ing the ¢ data into (11) and (9) we can calculate the velocity and pressure values at any interior
point of the unit disc. These are also the velocity and pressure values at the corresponding
conformal image of this interior point of the unit disc.

Remark 2. If we set the parameter ¢ = 0 then the pressure p is determined by the system
(5)-(7) only up to an additive constant. In order to assure uniqueness we have to prescribe the
value of the pressure in a point or we have to prescribe its integral over the domain to be some
constant (e.g. zero). That is, in case ¢ = 0 we can set for example p(0) = 0 in (15). In case
o # 0 then we have to use (16). If we set uy = 0 and we consider (5)-(7) as an eigenvalue
problem then we also have the same uniqueness issue regarding the pressure p. In this case
o = 0 is an eigenvalue with the constant pressure as eigenfunction (and u being any divergence
free velocity function.)

Remark 3. If the conformal mapping ¢ is not smooth enough, i.e. it does not have continuous
second derivative in the closed unit disc, but if 02 has a Dini-smooth corner of opening 7«
with 0 < « < 2 at the point g(¢) for some ¢ € JD then according to Theorem 3.9. in [4] the

functions ,

9 =900y )

(=0 (z =)

are # (, 00 in a neighbourhood of ¢ within the closed unit disc. Hence their quotient has a
finite angular limit for = — (. Considering the fact that this quotient is the reciprocal of the
Visser-Ostrowski quotient for the conformal mapping g (see equation (3) in Chapter 11 of [4]),
we obtain the limit

9(2) —9(9)

9'(2)(z = Q)
We can use this for calculating the limit in (11) when z — D, i.e. for obtaining the boundary
integral equation from (11). It turns out that instead of (13) we have to use the kernel

(00 1Y
R e R

In the smooth case we have o« = 1 and therefore (17) reduce to (13).

1
— — for z — (.
e

7)
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Remark 4. In [1] another integral equation for the transformed pressure on D was derived also
using the conformal mapping of the unit disc onto the problem domain, see Theorem 3 in [1].

Remark 5. In case of the polynomial mapping g(z) = a;z+- - - + a,2" setting ug = 0 we have
the Cosserat eigenvalue problem for the image domain g(ID) as discussed in the introduction.
Equation (16) simplifies to

(57 o =re g & (S ).

k=1 (=1

where ¢(z) = 2Re {> 77 2" }. This can be written in a block matrix form if we have the
Taylor series expansion —+—~ = >~ b.z" for the reciprocal of the derivative of the conformal

g'(2)
map.

(5 0) (0 1) (5)-0-2(3)

where (¢, ¢') is the block vector composed from ¢ = (¢1,...,¢,—1) and ¢’ = (dn, Ppi1,-- - )s
the two finite matrix blocks A, B € C"~V*("=1) are defined by

kayy, ifk+0<n, br_e, ifk >4,
Ape = . Biye = .
0 otherwise , 0, otherwise,

and the infinite matrix block B’ has the k-th row (b,41x_2, - ,b0x,0,0,---) for k = 1,2,....
The block A is a Hankel matrix multiplied by a diagonal matrix and the block B is a Toeplitz
matrix, they are very similar to those investigated in [0, 7]. Because of this block structure (18)
can be decomposed into two parts:

* if = 0 and ¢’ is a vector having only one non zero entry, then o = % is the eigenvalue,

s if ¢ = 0, then the finite matrix eigenvalue problem BA¢ = (1 — 20)¢ gives other
eigenvalues.

Another possibility for reducing the infinite matrix eigenvalue problem to a finite one is that
the reciprocal of the derivative of the conformal map is itself a polynomial, see [7]. In these
cases the domain 2 = ¢(D) is a quadrature domain meaning that integrals of holomorphic
functions over the domain reduce to a finite quadrature rule similar to the mean value property
of holomorphic functions on the unit disc.

Example 6. Exact solution of (16) is not possible for each conformal mapping only for the
simplest ones. For the univalent quadratic polynomial g(z) = z + az?, where |a| < %, which
maps the unit disc onto a cardioid, one easily computes the kernel (13) as

L(z,o:Re( « )

14 2az
which yields o
|dd] a1
L — =Re|—7—
| pe 0005 = Re (55— ).
where we have set the series expansion ¢(z) = 2Re Z;io ¢;2’. Prescribing the boundary

values u(C) = Y72 uo,;¢7 + 72 uo_;C for the velocity and substituting these along with
o = 0 into (15) yields
ady B 2

=—-R
el+2az el—|—2az

1 o0 , .
59() - R > uo e (G +1)7.
=0
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Using the fact, that the functions 2/ for j € Z constitute a complete orthonormal system on 9D
w.r.t. 5-dt, there follows

¢1 + QCZQE — 4(&U0,1 — UO72) = O,
which has the solution

(CLUOJ — U(Lg) — 2@2(011,6071 — UO’Q)

T =l

¢ =

Now, that we have computed ¢; from the coefficients of the velocity boundary data and of the
conformal map, we also obtain the whole boundary function ¢(z) of the pressure p as
2ay — 422 uo 41 (j +1)2

#(z) = Re |+ 90z for z € OD.

For example the velocity boundary values corresponding to ug(¢) = —izg'(z) = —i — 2ia¢?
are tangential to the boundary of the cardioid in each point and therefore obviously fulfil the
compatibility condition (8). In this case we obtain the exact pressure boundary values as

1 — 4|al? 1

— 4 .
#(2) 1 —2|al? 1 2az

This can be utilized as a benchmark for numerical solutions of (16) for example.

Example 7. For the case of a cardioid from the previous example the eigenvalue problem (18)

reduces to .
o ) - (1)

from which one has the eigenvalue % with infinite multiplicity and the two additional eigenval-
ues % + |a|®. Hence the Cosserat constant, that is the least positive Cosserat eigenvalue of the
cardioid is o(g(ID)) = 3 — |al?, see also the corresponding example in Remark 12 of [7].

3 Numerical experiments

In this section we examine a simple numerical treatment of the boundary integral equation (16).
We set N > 2 points z;, = e* (k = 0,1,...,N — 1) on the unit circle so that their angles
satisfy 0 < ¢; < --- < ty_1 < 27. These points partition the unit circle in N disjoint arcs.
We denote the arc between the points 25 and zj,,1 by A, ie. Ay = {z=¢€" | tx <t < tr11},
where we set ty = to + 27 meaning zy = zo. We approximate the unknown function ¢(z) on
0D by a piecewise constant function on the arcs of the given partition of the unit circle, that is,
®(z) = ¢¢ € R for z € A,. We intend to calculate these approximate values by discretizing
(16), especially the integral with the kernel (13). It means that for each point 2, € D we
approximate by

=

[ 16000 ~ 3 o) [ 208 <12,

2 2
D 0 Ay

~
Il

where by a slight abuse of notation ¢ € RY denotes the vector composed of the approximate
values of ¢(z) on the arcs A, ({ = 0,1,...,N — 1) and £ € R¥*¥ is the matrix composed of
the entries
|d¢]
—-

Ek,eZ/ Lz, ¢) 5= (19)

A 2
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These entries are calculated from the auxiliary information about the conformal mapping g by
numerically evaluating its defining integral (19) over the arc A,. This auxiliary information
about the mapping ¢ can be its Taylor expansion coefficients or its values at some points of the
arcs Ay. If the domain which g maps the unit disc on is a simple domain, then we know the exact
mapping function and its Taylor series coefficients, as for example in the cases of a cardioid or
a square. For more complicated domains we have to calculate the mapping numerically, see
e.g. [5] for the theoretically and also numerically important case of the Schwarz-Christoffel
mapping of the unit disc onto polygonal domains. Given the images g(z;) of each point z, in
the partition then we can use the trapezoid rule for example to approximate the integral over the
arc Ay in (19) as

L(zk, ze41) + Lz, 20) Aty
2 2

Here the values L(zy, z¢) are calculated utilizing (14), wherein for the approximate calculation

of the derivatives ¢'(z;) and ¢”(z;) we can use some Taylor coefficients of g or if we are not

given any of them then we first compute them using for example discrete Fourier transform.
For the other integral in (16) involving the boundary data u there follows for z € I that

S <o Y Aol
/am =Y /8]]]) TEEIE mzlu()””mz ,

where uo(¢) = > °_ _ wuo,,(™ again as in Example 6. Here the coefficients u,,, can be
again calculated from the boundary data uy(¢) given in some discrete points on the unit circle
approximately by discrete Fourier transform for example. Having these coefficients for m =
1.2,...,n we conclude

Ek,é ~

: 2¢ |d¢| 2« .
M =Rel ~ Re mmz .
w(z) =Relim | —royc—apto© s =Re gy 2 tommi

Combining the previous approximating terms we obtain the matrix equation
1
§¢ — Lo = —Mug (20)

with the matrices £, M € RV*Y defined by the equations above for ¢ € R instead of the
integral equation (16) for the function ¢(z). The solution of (20) yields approximate bound-
ary values of the pressure, which can be substituted into (9) and (10) in order to compute the
pressure and velocity at any interior point of interest.

In the rest of this section we present some numerical experiments which are calculated by
the NumPy package for Python, see https://numpy.org/. For the calculations we used
the quadratic conformal mapping of the unit disc onto a cardioid as in the previous examples.

Example 8. The matrices £ and %I — L are near singular practically for any number of partition
points on the unit circle. The condition number of the matrix %I — L in (20) is well behaved
only if the magnitude of the derivative of the conformal mapping is bounded from below on the
boundary, i.e. |¢'(z)| > € > 0. If |¢'(20)| is near zero on the boundary and this point is near to
a point in the partition then this condition number becomes very large and the solution of the
system (20) will be very sensitive for small changes in the input values. This is illustrated on the
Figure 1. Without suitable preconditioning in this ill-conditioned case the numerical solution
deviates from the exact solution in Example 6 as shown in Figure 2.
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Condition number of 0.5-/—L

Condition number of 0.5-/—L Condition number of 0.5/ —L
107 . mm mmmss mssfeffel | e partition size N =9 ® | 1] -#- partition size N = 10 .
| | - . I oo .
"o # - partition size N = 49 ! # - partition size N = 50 _;
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.
3 i i
£ 10m | H
5 e a=03 e !
I A ]
5 +» a=049 100 I !
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Figure 1: Condition number of %I - L

Boundary values of the pressure for

Boundary values of the pressure for
g(2) = z+0.49z2 with N=100 points

Boundary values of the pressure for

g(2) = z+0.1z2 with N=100 points g(2) = z+ 0.4z% with N=100 points
x x
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w025
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t: angle of the point t: angle of the point

Figure 2: Comparison of the exact and approximate pressure boundary values

Example 9. The Cosserat constant, i.e. the least positive Cosserat eigenvalue, of the image
domain ¢g(ID) can be deduced from the maximum eigenvalue of the problem (15) (i.e. setting
ug = 0), see also Remark 5 and Example 7. The eigenvalue structure of the matrix L is
practically independent of the partition size as the comparison of the middle and right diagrams
on Figure 3 shows. The vast majority of the eigenvalues is practically zero except for few which
are also several magnitude smaller than the maximal eigenvalue. If any of the partition points

Eigenvalues of the matrix £

Eigenvalues of the matrix £
forg(z) =z+az?

Eigenvalues of the matrix £

for g(2) = z + az? for g(z) =z +az?
1019 . . . . - . -
. Size of partition N = 50 | 107 Size of partition N = 51 Size of partition N = 501

10° a=05 a=05 107 a=05
g 10 s
] 10-
= 1w
z

1077

g 1w 10-¢
]
o 107 -
£ 10710 10-11
“—
S 107
& : 1072 10749 .
wn 101 S

- . 107207 T e e "‘\‘

0 10 20 30 4 50 0 10 20 30 40 50 0 100 200 300 400 500
number of the eigenvalue number of the eigenvalue

number of the eigenvalue

Figure 3: Eigenvalues of £

is nearly a zero of the derivative of the conformal map then the numerical determination of the
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spectrum of L is also inaccurate: compare the left and middle diagrams on Figure 3. Therefore
this affects the numerical approximation of the Cosserat constant of the domain via the maximal
eigenvalue of the matrix £ as shown on Figure 4.
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Figure 4: Approximating the Cosserat constant of the cardioid
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