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2021. JÚNIUS, PORTRÉ –

INTERJÚ

Matematikus
történetek: Lovász
László és az Abel-
díj
A 2021-ben Abel-díjat kapott
matematikusról 20 évvel ezelőtt
készült, a tv-ben is leadott
riportfilmben Lovász Lászlón
kívül megszólal felesége és
számos ismert magyar és
külföldi tudós kollégája.
Akkoriban már látta, milyen új
lehetőségek várhatnak rá a
matematika és a
számítástudomány
összekötésében, azt azonban
talán még nem, hogy a
tudománypolitikában milyen új
szerepet fog vállalni. Több 
magyar Abel-díjas és több
youtube-videó is szerepel
cikkünkben...

2021. JÚNIUS, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

ECM8 – Indul a 8.
Európai
Matematikai
Kongresszus
2021. június 20-án kezdődik a 8.
Európai Matematikai
Kongresszus, a matematikus
közösség második
legnagyszabásúbb eseménye a
Matematikai Világkongresszus
után. A négyévente
megrendezésre kerülő
konferenciára eredetileg 2020
nyarán került volna sor a
szlovéniai Portorožban, ám a
koronavírus-járvány miatt 2021-
re halasztották, és története
során először nagyrészt online
formában zajlik majd. Földvári
Viktória írásában kiemeli a
rendezvény magyar
vonatkozásait. Tovább...

2021. JÚNIUS, TANÓRA –

SZAKKÖR

Első tanítási
gyakorlatom
tapasztalatai
Ficzere Kornélia fizika-
matematika tanárszakos hallgató
összefüggő egyéves gyakorlatát
a 2020/2021-es tanévben a
Szentendrei Református
Gimnáziumban végezte.
November közepétől a
veszélyhelyzeti intézkedések
miatt azonban már nem léphetett
be az iskola területére, nem
találkozhatott személyesen sem
a mentor, illetve konzulens
tanárával, sem a tanulókkal.
Milyen tapasztalatokat szerezhet
így egy kezdő pedagógus?
Tovább...

2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Erdős 500 dollárja,
avagy az Erdős–
Faber–Lovász
sejtés
megoldásáról
Erdős Pál egyik kedvenc sejtése
volt az Erdős–Faber–Lovász
sejtés, és megoldása kétségkívül
2021 egyik fő matematikai
szenzációja. Erdősnek szokása
volt pénzjutalmat kitűzni sejtései
megoldásáért, ezért eredetileg 50
dollárt kínált, majd kisvártatva
500 dollárra emelte az
összeget.  Ennek ellenére (vagy
épp ezért) több mint 40 évet
kellett várni a megoldásra.
Számos magyar vonatkozása is
van a problémának, amelynek
közérthető megfogalmazása
Gerbner Dániel és Vizer Máté
cikkében itt következik.

2021. JÚNIUS, TANÓRA –

SZAKKÖR

Az alapkutatástól
az online
nyilvánosságig
A BME TTK 2018 őszén
indított útjára Science Campus
néven egy előadássorozatot
azzal a szándékkal, hogy
népszerű, közérthető, de mégis
kellően precíz formában
bemutassa azokat a
tudományterületeket,
amelyekkel a kar kutatói
közössége eredményesen
foglalkozik. Asbóth János,
Molnár Zoltán és Lángné Lázi
Márta megállapítják, hogy a
tudomány iránt érdeklődő
fiatalok ma a szakismeretek egy
részét youtube videókból,
podcastokból sajátítják el, és
motiváló előadásokból
tájékozódnak,  ehhez a
kultúrához zárkózik fel a BME
Science Campus, és szolgáltat
motiváló, ismeretterjesztő
anyagokat. Tovább...

2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Arany Dániel és
József Attila lakása
a Korong utcában
Bóra Eszter középiskolás kora
óta gyűjti az Arany Dániellel
kapcsolatos adatokat. Ez azért is
nagyon fontos, mivel Arany
Dániel halálának idejéről és
körülményeiről eddig keveset
tudtunk, a most bemutatott
hiteles bizonyítékok azonban
eloszlatják a legtöbb kétséget.
Ferenci Tamás József Attilához
kapcsolódó cikkét is kiegészíti
ez az írás, ami az Arany Dániel
életét bemutató készülő
tanulmány része. Tovább...

2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Lovász lokális
lemmájáról
Lovász László igen gazdag
matematikai munkásságának
egyik gyöngyszeme a lokális
lemma. Jelentőségét
felhasználásainak rendkívül
nagy száma adja. Magát a
lemmát sokan sok irányban
általánosították és nagyon sok
kombinatorikai (és néhány azon
kívüli) probléma megoldásában
játszott kulcsszerepet. Tardos
Gábor azért választotta cikke
témájául a friss Abel-díjas
Lovász gyönyörű eredményei
közül pont ezt, mert bizonyítása
egyszerű és csak elemi
módszereket használ. Lássuk a
lemma legegyszerűbb
formájának teljes bizonyítását a
folytatásban...

2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Mi is...a
regularitási
lemma?
 A „Mi is...” rovatban ezúttal a 
Szemerédi regularitási lemma
különböző alakjaival
ismerkedhet meg az olvasó. A
cikk időzítése nem véletlen:
Szemerédi Endre 2012-es Abel-
díja után ismét örülhetünk,
hiszen 2021 májusában Lovász
László vette át  ugyanezt a
kitüntetést, a „matematikusok
Nobel-díját”. A regularitási
lemma lehetőséget ad arra, hogy
bemutassuk a két világhírű
matematikus hatalmas és
szerteágazó munkásságának
egy-egy kis részletét. Titkos
Tamás írása következik...

2021. JÚNIUS, KÖNYVESPOLC –

AJÁNLÓ

Russelltől Gödelig
A matematikában járatosabbak
számára gyakran idegenek a
matematikafilozófia
kérdésfeltevései,
fogalomhasználata és érvelési
stílusa, míg a filozófiában
otthonosabban mozgók közül
sokakat elriasztanak a
rendszeresen előforduló
technikai jellegű, komolyabb
matematikai felkészültséget
igénylő részletek. A Russelltől
Gödelig írásainak célközönsége
főként az első csoport: a kötet
kilenc esszéje a Műegyetem „A
matematika filozófiai alapjai és
alkalmazásai” című
olvasószemináriumán
feldolgozott, nagyrészt magyarul
is elérhető szövegeket próbál
közelebb hozni a matematikai
érdeklődésű olvasókhoz – írja
recenziójában Simonyi András.
Tovább...

2021. JÚNIUS, PORTRÉ –

INTERJÚ

A
tudományterületek
között nincsenek
határok – interjú
Erdős Lászlóval
Milyen volt a 80-as években a
Kis Matematikusok Baráti
Körébe, a Berzsenyi matematika
tagozatos osztályába, az ELTE-
re, majd később Princetonba
járni, és mivel foglalkozik 2021-
ben az Osztrák Tudományos
Akadémia Erwin Schrödinger-
díját elnyert Erdős László a Bécs
melletti Institute of Science and
Technology (IST Austria)
intézetében? – Oláh Vera
interjúja Erdős Lászlóval..

2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

50 éves lett a
perfekt gráf tétel
Lovász László 2021-ben
megkapott Abel-díja jó alkalmat
szolgáltat arra, hogy bemutassuk
egyik első világraszóló
eredményét: 50 évvel ezelőtt,
1971-ben bizonyította és 1972-
ben megjelent cikkében
publikálta bizonyítását a perfekt
gráf sejtésre. Vizer Máté írásából
kiderül, hogy mi motiválta a
perfekt gráf fogalmát és magát a
sejtést, valamint hogy hogyan
kapcsolódik a téma a
gráfelmélet korábbi
eredményeihez. Tovább...

2021. JÚNIUS, PORTRÉ –

INTERJÚ

Dr. Radnai Gyula
fizikus (1939–2021)
Ha bizonytalan voltam egy-egy
19. vagy 20. századi tudós,
matematikus vagy fizikus
élettörténetének részleteiben,
hozzá fordultam. Előadásait is
tudománytörténeti kutatásai
alapozták meg, szeretettel, mély
átérzéssel, humorral beszélt.
Sokat írt, publikált, könyveken
kívül cikkeket (rendszeresen a
Fizikai Szemlében, a KöMaL-
ban, vagy a Természet
Világában, az Élet és
Tudományban, a Magyar Tudós
Lexikonban). Az Érintő indulása
óta 3 cikkét közöltük, de többet
tervezett, és a hagyományok
őrzőjeként örült volna mostani
számunk Arany Dánielről szóló
írásának is. Radnai Gyulára
emlékezünk….

2021. JÚNIUS, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Nullaíró verseny
Szinte mindannyian hallottunk
Zénón híres paradoxonjáról,
Akhilleusz és a teknős
versenyfutásáról. Lewis Carroll
1895-ös humoros-filozofikus
írását talán kevesebben ismerik,
amelyben Akhilleusz és a
Teknős beszélget egymással.
Hasonló stílusban −
végtelenekről és nullákról −
folytat hosszas párbeszédet A. úr
és T. úr Keresztvölgyi József
élvezetes elbeszélésében, ahol a
görög hős és a teknős nem
futóversenyt, hanem „nullaíró
versenyt” rendeznek. Hogyan
látja a végtelent a matematika
iránt komolyabban érdeklődő
laikus szerző? Így...

2021. JÚNIUS, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Irányítási célú
járványmodellezés
és -analízis
A már több mint egy éve tartó
COVID-19 járvány és különösen
az ezzel kapcsolatban naponta
frissülő adatsorok a hétköznapi
emberek figyelmét is
ráirányították a
járványmodellezés
jelentőségére. Az újonnan
kidolgozott vagy eddig döntően
más területeken alkalmazott
számítási módszerek
Szederkényi Gábor szerint
további lendületet adnak a
témakör fejlődésének így
hozzájárulva egy esetleges
jövőbeli veszélyhelyzet
hatékonyabb kezeléséhez. Az
ábra a járványdinamika
rendszerének input-output
modelljét mutatja. Tovább...

2021. JÚNIUS, TANÓRA –

SZAKKÖR

Egy OKTV feladat
margójára
A matematika OKTV
meghirdetése ebben a tanévben
is szokás szerint három
kategóriában történt, az I. és II.
kategóriákban három, a III-
asban két fordulóban.  Azonban
a gimnáziumi (II-es)
kategóriában  idén is, a
tavalyihoz hasonlóan csak az
első és a második fordulót
lehetett megrendezni, a tavaszi
döntő – sok más eseményhez
hasonlóan – elmaradt. Dobos
Sándor a dolgozatok javítását
követően a II. kategória második
fordulójának  számelméleti
feladatát vette alaposabban
szemügyre. Tovább...

2021. JÚNIUS, KÖNYVESPOLC –

AJÁNLÓ

Érdi Péter:
Rangsorolás –
magyarul is...
Egy évvel korábbi számunkban
recenziót közöltünk Érdi Péter
angol nyelvű könyvéről,
amelynek címe Ranking. The
Unwritten Rules of the Social
Game We All Play. Jó választás
volt, ezt az is mutatja, hogy
azóta megjelent a könyv német
és japán fordítása és
megjelenőben van a magyar
kiadás is. Tovább…

2021. JÚNIUS, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Tanultunk-e
valamit a
járványból?
Kicsit is tájékozott ember
(például akár olvasóink)
számára világos, hogy a
COVID-19 világjárvány súlyos
negatív társadalmi,
egészségügyi, pszichológiai és
gazdasági következményeket
hozott magával – írja Tóth
János. Most viszont szeretnék
összeszedni néhány pozitív, a
későbbiekben is hasznosítható
hatást. Kezdjük az oktatással…

2021. JÚNIUS, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Besenyei Ádám és
Nyul Gábor az idei
Gács András-
díjazottak
A tavalyihoz hasonlóan az idén
sem lehetett ünnepélyes
formában, a Matematikus
hangversenyen átadni a Gács
András-díjakat, pedig méltó
elismerés illeti mindkét fiatal
egyetemi oktatót, Besenyei
Ádámot és Nyul Gábort.  Éppen
3 évvel ezelőtt adtunk hírt az új
matematikai díjról, amit 2019 és
2020 után ebben az évben is
kiosztottak. Tovább...
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Szerkesztő
2021. JÚNIUS, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Besenyei Ádám és
Nyul Gábor az idei
Gács András-
díjazottak
A tavalyihoz hasonlóan az idén
sem lehetett ünnepélyes
formában, a Matematikus
hangversenyen átadni a Gács
András-díjakat, pedig méltó
elismerés illeti mindkét fiatal
egyetemi oktatót, Besenyei
Ádámot és Nyul Gábort.  Éppen
3 évvel ezelőtt adtunk hírt az új
matematikai díjról, amit 2019 és
2020 után ebben az évben is
kiosztottak. Tovább...

Tóth János
2021. JÚNIUS, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Tanultunk-e
valamit a
járványból?
Kicsit is tájékozott ember
(például akár olvasóink)
számára világos, hogy a
COVID-19 világjárvány súlyos
negatív társadalmi,
egészségügyi, pszichológiai és
gazdasági következményeket
hozott magával – írja Tóth
János. Most viszont szeretnék
összeszedni néhány pozitív, a
későbbiekben is hasznosítható
hatást. Kezdjük az oktatással…

Földvári Viktória
2021. JÚNIUS, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

ECM8 – Indul a 8.
Európai
Matematikai
Kongresszus
2021. június 20-án kezdődik a 8.
Európai Matematikai
Kongresszus, a matematikus
közösség második
legnagyszabásúbb eseménye a
Matematikai Világkongresszus
után. A négyévente
megrendezésre kerülő
konferenciára eredetileg 2020
nyarán került volna sor a
szlovéniai Portorožban, ám a
koronavírus-járvány miatt 2021-
re halasztották, és története
során először nagyrészt online
formában zajlik majd. Földvári
Viktória írásában kiemeli a
rendezvény magyar
vonatkozásait. Tovább...

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Besenyei Ádám és Nyul Gábor az idei Gács András-
díjazottak

Nyul Gábor

Besenyei Ádám

Az idei és korábbi díjazottakról és a díj alapításának körülményeiről a
http://www.gacsandrasdij.org/korabbi-dijazottak/ oldalon bővebben is tájékozódhatnak.
Az alábbiakban részeket közlünk a 2021. évi két nyertes ajánlásából.

Nyul Gábor 2003-ban végzett matematikusként, majd
2007-ben kitüntetéses doktori címet szerzett a
Debreceni Egyetemen, 2020-ban sikeresen habilitált,
jelenleg az Algebra és Számelmélet Tanszék
adjunktusa. Nemzetközileg elismert folyóiratokban 23
cikket publikált, nemzetközi és hazai konferenciákon
28 előadást tartott. Pályája kezdetén az algebrai
számelmélet és a diofantikus egyenletek elméletének
határterületén ért el jelentős eredményeket. Az elmúlt
években érdeklődése a kombinatorika és a gráfelmélet
felé fordult, azóta a leszámláló kombinatorika

területén is figyelemre méltó előrehaladást tett, bevonva hallgatóit is. Rengeteg munkát
fektetett bele abba, hogy ezek a témakörök megújuljanak az alapképzésben, a
mesterképzésben és a doktori képzésben is, teljesen új tárgyak tematikáját és tananyagát
dolgozta ki.

Kezdetektől fogva rengeteg időt és energiát szentelt a tanításnak, a tehetséggondozásnak
és a Matematikai Intézet oktatási ügyeinek is. Előadásait és gyakorlatait alaposan
megtervezi, a tananyagot részletekbe menően elmagyarázza, fontosnak tartja, hogy a
hallgatók értve tanuljanak. Témavezetése mellett eddig 14 alapszakdolgozat, 7 mester
diplomamunka, 2 OTDK dolgozat és egy doktori disszertáció készült el. Kiváló mentor,
hallgatói mindig bizalommal fordulhatnak hozzá. Tanítványaival, akik közül többen
különféle elismerésekben részesültek, közösen 13 publikációt írtak.

Az egyetemi tehetséggondozás mellett fontosnak tartja a matematika iránt elhivatott
nemzedék utánpótlásnevelését. Sokszor tart középiskolások számára érdekes
matematikai problémákról előadásokat tudománynépszerűsítő eseményeken (pl. Fejtörő
feladványoktól a NASA kódjáig, Barátságok és versek matematikája). Mint a KöMaL-
feladatok egykori rendszeres megoldója, a lapban is kitűz egy-egy feladatot, közöl
cikket. Több más, a szélesebb közönség számára is érthető ismeretterjesztő cikket is
készített.

Besenyei Ádám 2009-ben szerzett PhD fokozatot és
2015-ben habilitált az ELTE TTK-n, itt jelenleg az
Alkalmazott Analízis és Számításmatematikai
Tanszék docense. Ezen túl 2019-ben középiskolai
matematikatanár diplomát szerzett az ELTE TTK-n.
Kutatási területe az analízis, elsősorban a
differenciálegyenletek és közepek, és a
matematikatörténet.

Rendkívül sokat és igényesen foglalkozik
hallgatóival. Óráin rendszeresen idézi az általa

összegyűjtött  matematikatörténeti érdekességeket, anekdotákat, hogy jobban
megkedveltesse a tananyagot. Honlapján oktatási anyagok, számos segédanyag,
zárthelyikre felkészítő feladatsorok szerepelnek, kiválóan alkalmazkodik a digitális
oktatás okozta nehézségekhez is. Speciálelőadásai (pl. A differenciálegyenletek
csodálatos világa, Kalandozás a nevezetes egyenlőtlenségek világában, Csemegék az
analízisből középiskolai ízesítéssel) nagy népszerűségnek örvendenek.

Rendszeresen tart népszerűsítő, ismeretterjesztő előadásokat középiskolásoknak
(Kutatók Éjszakája, ELTE TTK nyílt napjai), mint egykori KöMaL-versenyző, nemcsak
megoldásai, de feladatkitűzései is többször megjelentek a Középiskolai Matematikai és
Fizikai Lapokban, ahol 2003 óta 13 cikkét közölték és meghívták előadónak az Ifjúsági
Ankétra. Szervezője az ELTE TTK Matematikatanár-klubjának, 2018-ban és 2020-ban
is Kar Kiváló Oktatója címben részesült.

Besenyei Ádám az Érintő egyik főszerkesztője, kitűnő lelkes munkáját nagyon köszöni
és egyúttal szeretettel gratulál a szerkesztőbizottság nevében:

A Szerk 

  díjazottak
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Tanultunk-e valamit a járványból?

Kicsit is tájékozott ember (például akár olvasóink) számára világos, hogy a COVID-19
világjárvány súlyos negatív társadalmi, egészségügyi, pszichológiai és gazdasági
következményeket hozott magával. Legelőször kellett volna említeni azt a szomorú
tényt, hogy csak Magyarországon mintegy harmincezer ember esett a betegség
áldozatául.

Most viszont szeretnék összeszedni néhány pozitív, a későbbiekben is hasznosítható
hatást. Kezdjük az oktatással. Igaz ugyan, hogy az online oktatás hatékonysága
feltehetőleg rosszabb, mint a jelenlétié, viszont az oktatók arra kényszerültek, hogy
számos új eszköz használatát sajátítsák el. Amikor erre voltunk szorítva, használtuk az
MS Teams programot is (Microsoft termék, kell több, nem mond ez eleget…?), de
például a vendégek nehézkes befogadása miatt én magam a Google Meetet
alkalmaztam. Ingyenes, és nem hiányzik belőle semmilyen lényeges funkció.

Az oktatás online formája tette például azt is lehetővé, hogy kedves kolléganőm (túl a
nyolcvanon) képes volt megtartani óráit úgy, hogy heteken keresztül fekvő gipszben
kellett lennie.

A szemináriumok segítettek megszabadítani bennünket gondolkodásunk korlátaitól:
nem csak a szomszéd egyetemen vagy vidéken dolgozó kollégákat hívtuk meg
előadónak és hallgatónak például a Formális reakciókinetikai szemináriumra, hanem
külföldi kollégákat is. Lassan a konferenciák is folytatódnak, például ma épp a
(tavalyról elmaradt) 2nd International Conference on Reaction Kinetics, Mechanism and
Catalysis konferencia előadásait hallgatom. A résztvevők között a matematikai kémia
számos kiválósága is szerepel, említsük meg csak a külföldiek közül David Anderson,
Maya Mincheva vagy Casian Pantea nevét. Igazán kár, hogy a meghívásnak
személyesen nem tudtak eleget tenni. A konferencián a Whova programot használtuk,
amely számos olyan eszközt tartalmaz, amely igyekszik imitálni a konferenciák
hangulatát. Az előadásokat előre föl kellett venni, de van poszter szekció is, vita,
virtuális kávézás és városnézés. Bár a program 2013 óta létezik, nyilván népszerűségét
és elterjedtségét növelte a járvány. A felhasználónak jó barátja, felüdülés a Neptun,
MTMT, WORD stb. által megnyomorított ember számára.

Az ügyintézésben is sokszor segített az online forma. Például a Bolyai János
Matematikai Társulat összejövetelein nem merült fel a határozatképtelenség, a vidéki
tagok is gond nélkül ,,megjelentek”, az összejövetelen való részvétel csak a nettó 1–2
órába került, nem egy teljes napba, és az utazási kiadás sem okozott gondot a
résztvevőknek vagy a Társulatnak.

A kapcsolatok (szerencsés esetben) nem csökkentek, csak megváltoztak. 0.2 és 12000
km közötti távolságban (és ezek között, 1200 km-re) lakó gyerekeinkkel naponta
tudtunk szót váltani, megadva nekik a lehetőséget, hogy nevelésünket lankadatlanul
tovább folytassák. Barátainkkal önképzőkörösdit játszunk, amibe nem volt nehéz most
bevonni az igazán messzire szakadtakat sem. (Nem kizárólag a Balatonra menekültekre
gondolok!) A tanítványai és volt kollégái által nagyra becsült Benedek Pál professzor
születésének 100. évfordulójáról Zoomon emlékeztünk meg. Hogy olvasóink értékelni
tudják az ő tevékenységét, megemlítem, hogy nagyon korán (az 1960-as évektől)
kezdett el foglalkozni a lineáris programozás kémiai és vegyészmérnöki alkalmazási
lehetőségeinek kiaknázásával.

Az egyik első – bár szomorú, mégis felemelő – online összejövetelen anglikán szertartás
keretében, majd beszélgetésekkel emlékeztünk meg a (matematikus körökben sem
ismeretlen) tüneményes angoltanárról, Zerkowitz Juditról. Az egyháznak elismerés jár a
gyors reagálásért.

Ami a szórakozást, kultúrát illeti, streamelt előadást hiába is linkelnék, megemlíthetek
viszont két véletlenül kiragadott műsort a Youtube-ról, amelyek nagy élvezetet okoztak
(legalább nekem): Wagner: A bolygó hollandi és Slavoj Zizek és Jordan Peterson vitája.

Tóth János

(Fotó: Mohamed Hassan, Pixabay)

  matematikatanítás   online oktatás
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ECM8 – Indul a 8. Európai Matematikai Kongresszus

2021. június 20-án kezdődik a 8. Európai
Matematikai Kongresszus, a matematikus közösség
második legnagyszabásúbb eseménye a
Matematikai Világkongresszus után. A négyévente
megrendezésre kerülő konferenciára eredetileg
2020 nyarán került volna sor a szlovéniai
Portorožban, ám a koronavírus-járvány miatt 2021-
re halasztották, és története során először nagyrészt
online formában zajlik majd. Ízelítőnek szánt

írásunkban kiemeljük a rendezvény magyar vonatkozásait.

Az Európai Matematikai Kongresszust (angolul European Congress of Mathematics,
röviden ECM) az Európai Matematika Társaság szervezi 1992 óta, mindig más
helyszínen – 1996-ban például Budapesten volt. A konferencia az elméleti és
alkalmazott matematika minden területét felölelő előadások, tanácskozások, valamint
kísérő rendezvények együttese. Az egyhetes programsorozat fénypontjai az Európa tíz
kiemelkedő szaktekintélye által tartott plenáris (minden résztvevőnek szóló) előadások,
valamint a további harminc meghívott előadó prezentációja. A kongresszus további
részében a matematika területei szerint szekciókra bontott tanácskozások, úgynevezett
miniszimpóziumok zajlanak nem kevesebb, mint 67 témában. Ezeken néhány
kiválasztott fiatal kutató is lehetőséget kap arra, hogy bemutassa eredményeit.

A tudományos előadásokat rendszerint számos egyéb kulturális esemény, például
kiállításmegnyitó, könyvbemutató kíséri. Mindemellett az érdeklődők részt vehetnek
társadalmi témájú vitákon, interjúkon, művészetről, történelemről szóló beszélgetéseken
is. Ám mielőtt az olvasó azt gondolná, hogy ez a programsorozat csak egy nagyon szűk
réteg kiváltsága, fontosnak tartom megjegyezni, hogy néhány előadás nyilvános, és
kifejezetten a nem matematikus, de matematika iránt érdeklődő közönséget célozza. Itt
említhetem a középiskolásoknak szóló versenyfelhívást is. Az Európai Matematikai
Kongresszus tehát egy rendkívül változatos és jelentős eseménysorozatot takar.

A lényeget tekintve nem lesz ez másképp idén sem. Bár a személyes találkozásról,
Portorož festői tengerpartjáról, az elegáns fogadáson hallgatott anekdotákról és a
sakkbajnokságról legalábbis részben le kell mondanunk, így is dúskálhatunk az
érdekesebbnél érdekesebb előadásokban. A videokonferencia-programoknak
köszönhetően még a közös gondolkodásoknak sem kell búcsút intenünk (pedig ezt
általában egy tábla előtti beszélgetésként és írogatásként lehet elképzelni). Ráadásul a
korábbi évekhez hasonlóan idén is számos magyar előadónak és résztvevőnek
örülhetünk!

A 7. ECM kezdeményezéseként immár minden alkalommal felkérnek egy-egy Abel-
díjas matematikust, hogy beszéljen munkásságáról. Az első ilyen előadó 2016-ban
Szemerédi Endre lehetett. Legnagyobb büszkeségünkre a 8. ECM Abel-díjas előadója
szintén magyar, Lovász László személyében. Csodálatosan indul ez a hagyomány, és
bevallom, ennek fényében én máris izgatottan várom a 9. ECM kiemelt vendégét.

Az idei kongresszus egyik plenáris előadója Pach János, meghívott előadói között pedig
ott találjuk Székelyhidi Lászlót.

A miniszimpóziumok közül három, Gévay Gábornak, Molnár Lajosnak és Naszódi
Mártonnak köszönhetően részben magyar szervezésű. Ezenfelül összesen 16 kutatónk
tart előadást saját munkájáról.

Hagyományosan az ECM megnyitóján adnak át három rangos díjat:

A Felix Klein-díjat egy 38 évnél fiatalabb tudós (vagy legfeljebb három fős
kutatócsoport) kaphatja valamely nehéz, ipari problémára adott matematikai
megoldásáért. Az idei díjazott Arnulf Jentzen a Münsteri Egyetemről, akinek fő kutatási
témái a gépi tanulásos közelítő algoritmusok és a numerikus analízis.

Az Otto Neugebauer-díjjal a matematikatörténet terén nyújtott nagyhatású munkák
szerzőit tüntetik ki. Idén a francia CNRS intézet kutatója, Karine Chemla nyerte el
többek között az ókori kínai matematika, valamint a 19. századi francia geometria
tanulmányozásáért.

Az EMS díjat, vagyis az Európai Matematikai Társaság díját négyévente tíz, legfeljebb
35 éves matematikusnak ítélik oda a matematikában nyújtott kiváló teljesítményük
értékeléseként. A díjazottak listája megtekinthető a https://8ecm.si/prizes oldalon.
Szeretném felhívni az olvasó figyelmét egy érdekes statisztikára: az 1992-es első díjazás
óta mind a hét ECM díjazottjai között találunk olyat, aki később Fields-érmet kapott (ez
az egyik legnagyobb matematikai elismerés, négyévente legfeljebb négy, 40 évnél nem
idősebb matematikus kaphatja.) Sőt, általában kongresszusonként több későbbi Fields-
érmes is akad a névsorban, 2004-ben egyenesen három! Ezek után szerénytelenül
felidézhetjük, hogy – mint arról az Érintő 2016. szeptemberi számában beszámoltunk –
már két magyar kutató: Tardos Gábor és Varjú Péter is részesült EMS díjban.

A 9. Európai Matematikai Kongresszusnak 2024-ben Sevilla ad otthont – remélhetőleg
újra a korábban megszokott, jelenléti formában. Bízunk benne, hogy akkor is hasonlóan
népes tábor képviselheti a magyar matematikus társadalmat. Addig is kövessék
figyelemmel az eseményről szóló híreket! Ha szívesen olvasnának még a 8. ECM-ről,
látogassanak el az rendezvény honlapjára: 8th European Congress of Mathematics
(8ecm.si)!

Földvári Viktória

  beszámolók   EMS
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AZ INTERJÚ-PORTRÉ MENÜPONT JÓL VAGY KEVÉSBÉ ISMERT MATEMATIKUSOKAT, VAGY OLYAN, EGYKOR

MATEMATIKUSKÉNT VÉGZETTEKET SZERETNE BEMUTATNI, AKIK MA MÁS SZAKMA ELISMERT KÉPVISELŐI,

SPORTOLÓK, MŰVÉSZEK...(ROVATSZERKESZTŐ: OLÁH VERA.)

Szerkesztő
2021. JÚNIUS, PORTRÉ –

INTERJÚ

Matematikus
történetek: Lovász
László és az Abel-
díj
A 2021-ben Abel-díjat kapott
matematikusról 20 évvel ezelőtt
készült, a tv-ben is leadott
riportfilmben Lovász Lászlón
kívül megszólal felesége és
számos ismert magyar és
külföldi tudós kollégája.
Akkoriban már látta, milyen új
lehetőségek várhatnak rá a
matematika és a
számítástudomány
összekötésében, azt azonban
talán még nem, hogy a
tudománypolitikában milyen új
szerepet fog vállalni. Több 
magyar Abel-díjas és több
youtube-videó is szerepel
cikkünkben...

Oláh Vera
2021. JÚNIUS, PORTRÉ –

INTERJÚ

Dr. Radnai Gyula
fizikus (1939–2021)
Ha bizonytalan voltam egy-egy
19. vagy 20. századi tudós,
matematikus vagy fizikus
élettörténetének részleteiben,
hozzá fordultam. Előadásait is
tudománytörténeti kutatásai
alapozták meg, szeretettel, mély
átérzéssel, humorral beszélt.
Sokat írt, publikált, könyveken
kívül cikkeket (rendszeresen a
Fizikai Szemlében, a KöMaL-
ban, vagy a Természet
Világában, az Élet és
Tudományban, a Magyar Tudós
Lexikonban). Az Érintő indulása
óta 3 cikkét közöltük, de többet
tervezett, és a hagyományok
őrzőjeként örült volna mostani
számunk Arany Dánielről szóló
írásának is. Radnai Gyulára
emlékezünk….

Oláh Vera
2021. JÚNIUS, PORTRÉ –

INTERJÚ

A
tudományterületek
között nincsenek
határok – interjú
Erdős Lászlóval
Milyen volt a 80-as években a
Kis Matematikusok Baráti
Körébe, a Berzsenyi matematika
tagozatos osztályába, az ELTE-
re, majd később Princetonba
járni, és mivel foglalkozik 2021-
ben az Osztrák Tudományos
Akadémia Erwin Schrödinger-
díját elnyert Erdős László a Bécs
melletti Institute of Science and
Technology (IST Austria)
intézetében? – Oláh Vera
interjúja Erdős Lászlóval..

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Matematikus történetek: Lovász László és az Abel-díj

Lax Péter

2021. május 25-én adták át nem szokványos körülmények között az idei (és egyúttal a
tavalyi) Abel-díjakat, összesen négy matematikusnak. Ha valaki nem látta volna a
díjátadót, most megnézheti, de előtte bemutatjuk az Abel-díjas Lovász Lászlóról a
magyar televízióban 2004-ben leadott riportfilmet (rendező: Pataki Éva, szakértők Ács
Katalin, Pataki János, hossz: 00:29:26 perc, Presidents Productions Kft 2001-2002), a
Matematikus történetek sorozat egyik részét. (Következő számainkban láthatják  a
sorozat további darabjait is.) Érdemes végignézni, többen is szerepelnek benne, akiket
nagy öröm meghallgatni. 

A most következő videó közlési jogát 3 évre vásárolhattuk meg. Felhívjuk olvasóink
figyelmét, hogy az MTVA által az Érintő elektronikus folyóirat weboldalán 3 éves
felhasználásra átadott 2004-ben műsorra tűzött felvételt harmadik fél semmilyen
formában nem használhatja!

Márciusban adta hírül a média, hogy a Norvég Tudományos Akadémia 2021-ben az
Abel-díjat Lovász Lászlónak, a budapesti Eötvös Loránd Tudományegyetem professor
emeritusának, a Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet (ELKH, MTA Kiváló
Kutatóhely) kutatóprofesszorának és Avi Wigdersonnak, a princetoni Fejlett
Tanulmányok Intézete (USA) munkatársának ítéli oda „meghatározó jelentőségű
munkásságukért az elméleti számítógép-tudomány és a diszkrét matematika terén és
szerepükért abban, hogy ezek a modern matematika központi területeivé válhattak”.

Lovász életpályáját és azt, hogyan értesült a díjazott az addig titokban tartott
kitüntetéséről, az Akadémia honlapján, a  https://mta.hu/mta_hirei/a-matematikusok-
nobel-dijakent-jegyzett-abel-dijat-kapta-lovasz-laszlo-az-mta-volt-elnoke-111287 címen
követhetjük nyomon. Számos interjú készült vele ebből az alkalomból.

Az Abel-dijas Lovász Lászlót az Érintő néhány eredményének bemutatásával köszönti
(ld. 2021. júniusi számunk további cikkeit).

 
Tudományos munkásságát a Rényi Intézet honlapja tette közzé talán a
legrészletesebben: https://www.renyi.hu/hu/hir/lovasz-laszlo-abel-dijat-kapott. Az Abel-
díj kihirdetésének videója itt található: https://www.facebook.com/watch/?
v=867780243773301&ref=external. A hír nyomán készült az MTA-interjú is:

A több helyszínről az interneten közvetített máj. 25-i díjátadó ünnepség pedig itt látható,
a tavalyi és az idei év Abel-díjasai saját hazájuk norvég nagyköveteitől vehették át a
díjat, és mondták el a szokásos beszédet. Így a norvég királyi fogadás ugyan elmaradt,
de az egész világon bárki megnézhette a ceremóniát:

Lovász László elmondott beszéde az Abel-díj átadásakor magyarul így szól:

„Tisztelt Nagykövet Asszony, kedves Barátaim, Hölgyeim és Uraim!

Először is őszintén köszönöm ezt a rendkívüli elismerést, amely óhatatlanul arra sarkall,
hogy visszatekintsek több mint ötvenéves szakmai pályafutásomra, és megpróbáljam
kerek egészként értelmezni. Képtelenség a pályámat meghatározó összes embert,
eseményt, körülményt és szerencsés véletlent számba venni, de néhány gondolatot
mégis szeretnék megosztani Önökkel.

Kutatásaim középpontjában a gráfelmélet állt, még ha olykor eltávolodtam is tőle. A
gráfelméletről a középiskolában hallottam először a kiváló matematikustól, Erdős Páltól.
Ő akkoriban együtt dolgozott az egyik osztálytársammal és barátommal, Pósa Lajossal,
akin keresztül aztán én is találkoztam Pali bácsival, ahogy sokan szólítottuk őt.

Erdős páratlan érzékkel fogalmazott meg matematikai problémákat úgy, hogy
megértésükhöz alig volt szükség több tudásra, mint amennyi egy középiskolás diáknak
is volt. Ettől persze még nem triviális, sőt gyakran nagyon is nehéz kérdésekről volt szó,
amelyek remek lehetőséget kínáltak a diákoknak arra, hogy sikeresen vegyék fel a
versenyt akár befutott kutatókkal is.

A gráfelmélet akkoriban nem tartozott a matematika fő sodrához, sőt sokan lenézték,
egyfajta fejtörőként vagy a matematika harmadosztályú alkalmazási területeként
tekintettek rá. Zöldfülű diákként azonban megkérdőjelezhetetlenül fontos volt minden
kérdés, amit egy olyan híres matematikus vetett fel, mint Erdős. És ez mesés bevezetést
jelentett a kutatás világába.

Most kicsit előreugrom az időben a számítógépekhez és algoritmusokhoz. A matematika
szakos hallgatóknak az én időmben Budapesten esélyük sem volt rá, hogy számítógép
közelébe kerüljenek. Ettől függetlenül mindenkinek írnia kellett egy programot papíron,
amelyet a szakértők lyukszalagra kódoltak, majd lefuttattak a számítógépen. Én nagyon
fellelkesültem, és írtam egy gojátékprogramot. Amikor megpróbálták lefuttatni,
összeomlott a rendszer, összeomlott az egyetem egyetlen komputere. A feleségem,
egyben évfolyamtársam, aki utánam következett a névsorban, így mentesült a
programírás feladata alól.

Számítógéppel vagy anélkül, de sokan felismertük, hogy a számításelmélet a
matematika új, mély és izgalmas területe, amely szoros kapcsolatban áll a gráfelmélettel
és a diszkrét matematikával. El is indítottunk a témában egy szemináriumot, amely
hamarosan egy az elméleti számítógép-tudománnyal foglalkozó lelkes, fiatal kutatókból
álló műhellyé nőtte ki magát.

A következő évtizedekben egyre bonyolultabb kérdések fogalmazódtak meg mind a
gráfelméletben, mind a számítástudományban. Rájöttem, hogy megoldásukhoz a
klasszikus matematika módszereit kell segítségül hívni. Onnantól szinte megszállottan
azon voltam, hogy hidat építsek a gráfelmélet és a matematika klasszikus területei,
vagyis a topológia, a geometria, az algebra, a valószínűségszámítás és újabban a
funkcionálanalízis között.

Az elmúlt néhány évtizedben a hálózattudomány alapjául is szolgáló gráfelmélet még
jobban előtérbe került, mert már látjuk, hogy a legtöbb megérteni kívánt rendszer és
struktúra alapját is hálózatok, vagyis gráfok képezik. Legyen szó bármilyen hálózatról a
számítógépektől az internetig, az ökológiai társulásoktól az agyig, a kapcsolati hálóktól
a járványokig, a hálózattudomány új paradigmájának a hátterében a gráfelmélet áll.
Kiváltságosnak érzem magam, hogy ebben az időszakban élhettem, élhetek, és
valamelyest én is hozzájárulhattam a tudomány fejlődéséhez.

Természetesen mindez nem lett volna lehetséges mások nélkül, akiknek hálával
tartozom. Először is feleségemnek, Vesztergombi Katalinnak mondok köszönetet, aki
nemcsak a családi terhek nagy részét viselte, hogy én többet foglalkozhassam a
tudománnyal, hanem a közös kutatásoktól kezdve a könyveim elolvasásáig szakmailag
is sok mindennel segítette a pályámat.

A gyerekeimnek is hálával tartozom, és nemcsak azért, mert engedték, hogy a
matematikával foglalkozzam akkor is, amikor ők több figyelmet érdemeltek volna,
hanem mert erőt ad, ha az ember büszke lehet a gyerekeire.

Végül, de nem utolsósorban nagyon sokat köszönhetek annak a szakmai közösségnek,
amely a pályám során támogatott. Gondolok itt tanáraimra, elsőként Gallai Tiborra és
Sós Verára; középiskolai osztálytársaimra és egyetemi évfolyamtársaimra; a
kollégáimra, akikkel együtt dolgoztam Budapesten, Szegeden, Princetonban, New
Havenben és Redmondban. És persze hálás vagyok a diákjaimnak, valamint annak a
nagyszerű kutatócsoportnak is, amellyel jelenleg is együtt dolgozom.

Mindnyájukat köszönet illeti."

A fotó forrása: https://mobile.twitter.com/.../1393202279747047425/photo/1

Az Abel-díj történetét egy kis háromperces videó mutatja be Niels Henrik Abeltől
kezdve a díj 2003-as megalapításán át a matematika mindennapi életünkre gyakorolt
hatásáig:

 

Magyarország már 3 Abel-díjassal is büszkélkedhet. Lax Péter 2005-ben, Szemerédi 
Endre 2012-ben kapta meg ezt az elismerést.

Szemerédi Endre

Ugyan Lax Péter 1941-ben, 15 évesen szüleivel Amerikába költözött, így ő Peter D. Lax
amerikai matematikusként lett világhírű, de aki elolvassa a Magyar Tudomány 2007/11
számában a vele készített interjút (Az utolsó hajó Lisszabonból, Hargittai István),
megérti, hogy mennyit  számít, ha egy fiatal Péter Rózsától és König Dénestől tanulta a
matematikát, és tőlük visz ajánlólevelet Neumann Jánoshoz. Szemerédi Endre híres
regularitási lemmája is szerepel júniusi számunk kínálatában. Kepes András filmjéből őt
közelebbről megismerhetik az Érintőt kedvelők, és az is kiderül, milyen egy személyes
Abel-díjátadó.

 

 

  Abel-díj   díjazottak   Lovász László
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Dr. Radnai Gyula fizikus (1939–2021)

82. születésnapján a kórházban még úgy tűnt, minden esélye megvan a gyógyulásra a
koronavírus-fertőzés után. Sajnos alig több mint egy hónap múlva mégis itthagyott
bennünket.

Radnai Gyula 1962-ben végzett az ELTE matematika–fizika szakán, egyetlen
munkahelye az Eötvös Loránd Tudományegyetem Természettudományi Kara, ahol
évtizedekig foglalkozott a fizika szakos egyetemi hallgatók tanításával. Tanítványaiból
lettek azok a fizikát, matematikát tanító középiskolai tanárok, akik az elmúlt fél
évszázadban – a tanár úr lelkesítő példáját követve – az ország legjobb tanárai,
mérnökei, kutatói, a fizika népszerűsítésének, a tehetséggondozásnak elkötelezettjei
lettek. 1990-ben nyerte el az ELTE doktora és az MTA fizikai tudomány kandidátusa
címet. Egyetemi docensként ment nyugdíjba, de azután is folytatta az ismeretterjesztést,
matematikai és fizikai tudománytörténeti kutatásait.

Emblematikus alakja a magyar fizikatanításnak. Nemzedékek nőttek fel a híres Dér–
Radnai–Soós példatáron. Hosszú ideig dolgozott az országos fizika felvételi
bizottságban, amelynek közel tíz évig az elnöke volt. 1988-ban Vermes Miklóstól vette
át, majd 25 évig ellátta az Eötvös-verseny feladatkitűző bizottságában az elnöki
feladatokat. Három évtizeden át haláláig meghatározó alakja, elnöke volt a Középiskolai
Matematikai és Fizikai Lapok fizika szerkesztőbizottságának.

Több középiskolai példatárával és megszámlálhatatlan versenyfeladattal segítette
fizikából a tehetséggondozást és a felkészülést a továbbtanulásra. Rendszeresen
meghívták előadónak a vidéki és fővárosi, sőt a határon túli középiskolák fizika témájú
rendezvényeire, több országos fizikaverseny zsűrielnöki feladatait látta el. Lehetővé
tette, szívügyének tekintette, hogy a fizikából legtehetségesebb magyar diákok
összemérhessék tudásukat az Eötvös-versenyen. Több ezerre tehető azoknak a
középiskolás diákoknak a száma, akik a KöMaL és Radnai tanár úr miatt szerették meg
igazán a fizikát. Az 1990-es, 2000-es években az Eötvös Loránd Fizikai Társulatnak
főtitkár-, illetve elnökhelyettese is volt.

Több mint 100 publikációja jelent meg a Természet Világa, az Élet és Tudomány, a
KöMaL és egyéb szaklapok hasábjain, túlnyomó részük a magyar fizika történetével és
tudósaival ismerteti meg olvasóit. Otthon volt azonban a matematikatörténetben is,
hiszen a 20. század előtt a Matematikai és Fizikai Társulatban a két tudományág szinte
elválaszthatatlan volt. Ismeretterjesztő cikkei mindig gondos kutatómunkát követően,
precíz tényanyaggal és élvezetes stílusban készültek.

Az Érintőben 2016-17-ben Faragó Andorról jelent meg kétrészes írása, 2019-ben pedig
Beke Manóval foglalkozó cikke.

30 évvel ezelőtt ismerkedtünk meg a Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok
szerkesztőségében, sokat tudott a lap és az akkorra már kettévált matematikus és fizikus
társulatok múltjáról, híres tanárairól.  Kezdetben rövid ideig elnöke volt az Ericsson és
Rátz Tanár úr díjakat odaítélő fizikabizottságnak, de ő maga, mivel nem középiskolában
tanított, nem kaphatta meg ezeket a díjakat.  Nem volt sok kitüntetése, 80. születésnapját
követően 2020-ban ítélték neki a „Bonis Bona – A nemzet tehetségeiért” életműdíját.
Váratlan halála idősebb és fiatalabb kollégáit, tanítványait, fizikusokat és
matematikusokat is mélyen megrendített.

Oláh Vera

  KöMaL   nekrológ   Fizikai Szemle   Természet Világa
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A tudományterületek között nincsenek határok – interjú
Erdős Lászlóval

Erdős László 1982-ben

 

Hogyan lett belőled matematikus?

Nagyjából ötödikes voltam, amikor kiderült az iskolában, hogy elég jó vagyok
matematikából. Ezért jelentkeztem a Kis Matematikusok Baráti Körébe, ide jártam
általános iskolás koromban. A KMBK országos hálózat volt, területi szakkörökkel, és
minden évben volt egy verseny, területi, megyei, országos döntővel, amit hatodikos
koromban megnyertem. Édesanyám a Móricz Zsigmond Gimnáziumban tanított,
kolléganője, jó barátnője Némethy Katalin volt az első, aki ráébresztett egy más szintű
matematikára. Először is, kezembe adta Péter Rózsa Játék a végtelennel-jét. Másodszor,
amikor a KMBK versenyén 500 forintot nyertem, nyakoncsípett, bevitt a nagy
könyváruházba a Rákóczi úton, és elvásároltuk az összes pénzt matekkönyvekre. Én
tartottam a két kosarat, Kati néni pedig villámgyorsan dobálta bele a „szükséges”
könyveket. 500 forint nagy pénz volt akkor: most éppen kezemben tartom Coxeter-
Greitzer Újrafelfedezett geometriáját (kissé rongyos már), amit akkor vettünk 22
forintért. Harmadszor, elhívott magához, hogy szerkesztéseket mutat nekem.  Én
megjelentem körző- és vonalzókészlettel, ahogyan az iskolai órán elvárták. Kati néni
közölte, hogy erre semmi szükség, és nagy szürke csomagolópapíron egy vastag
tintaceruzával felvázolta a Feuerbach-kört. Persze semmi nem volt egyenes vagy
pontosan kör alakú, az iskolából kivágtak volna egy ilyen trehány ábrával, viszont a
lényeg rajta volt. Ez a jelenet, ahogy értetlenül fogom a feleslegessé vált körzőt,
vonalzót a nagy szürke csomagolópapír előtt Kati néni sötét nappalijában, máig élesen
bennem maradt. De megtudtam belőle a lényeget: a kör és az egyenes egy absztrakció.
Nem az ábrának kell precíznek lennie, hanem a mögötte lévő gondolatnak.

Tehát a következő lépés a speciális matematika tagozatos gimnázium lett.

Akkoriban három ilyen középiskola volt Budapesten: a Fazekas, az István és a
Berzsenyi. Egyrészt azért mentem a Berzsenyibe, mert ez volt a lakásunkhoz a
legközelebb, de a fő ok Pataki János volt: ő volt az első évben a tanárom. Némethy Kati
néni javasolta ugyanis azt is, hogy jelentkezzek a Berzsenyi Gimnáziumba, van ott egy
fiatal, zseniális matektanár, menjek hozzá. Benne volt egy picit talán az is, hogy a
Fazekasnak az volt a híre, hogy az „versenyistálló”, a Berzsenyi talán egy picit
életközelibb, ott nemcsak a matematika számít. Nekem nagyon jó osztályom volt,
legközelebbi barátom és padtársam, Engländer János. Érdekes, hogy tőlem rendszeresen
megkérdezik, de nekem nincs rokoni kapcsolatom Erdős Pállal, szemben Engländer
Jancsival (Erdős eredeti neve Engländer). A Berzsenyi nagyszerű hely volt, kiváló
osztályközösségünkből végül öten lettünk matematikusok, de máig az akkori
osztálytársakkal vagyok a legjobb barátságban. Fantasztikus matematikatanáraink
voltak: Pataki, az osztályfőnökünk, nagyon nagy egyéniség volt, rengeteget kaptunk tőle
emberileg is… nagyon fájt, hogy egy év után otthagyott minket, elment az iskolából.
Helyette jött Urbán János és Herczeg János, akiket szintén nagyon szerettünk.
Mindhárman nagyszerűek voltak, másképpen. Tanított még Bényei Károly is, akitől
féltünk egy kicsit – roppant szigorú volt trigonometriában –, sajnos Némethy Katalinnal,
Urbán Jánossal együtt nincs többé közöttünk.

Még egy ikonikus tanárról kell megemlékeznem, aki végig követte az utamat: Reiman
Istvánról. Pista bácsi hatását talán nem kell bemutatnom, egy óriás volt, és a Reiman-
szakkör minden második péntek délutánonként egy szentély. Már elsős (mai
kilencedikes) koromtól jártam, Szalai Jancsi barátom vitt el, aki a Fazekasba járt, és
nálam két évvel volt idősebb, az érettségi előtt egy évvel. Vele még 1978-ban a KMBK
országos versenyen ismerkedtem meg, amit a zánkai úttörőtáborban rendeztek, és ahol
őrséget is kellett adnunk. Jancsi egyetlen kétórás őrség alatt elmagyarázta nekem a
logaritmust, majd a második kétórás őrségben a teljes trigonometriát. Közben felőlünk
az egész tábort elvihették volna…Viszont az első két évben meg se mertem szólalni a
Reiman-szakkörön, hiszen ott voltak a nálam két-három évvel idősebbek. Végül a
harmadik év elején összeszedtem minden bátorságomat, jelentkeztem az egyik házi
feladat elmondására (amiben biztos voltam), és Pista bácsi a nevemen szólított. Nem
tudom, honnan tudta, talán rákérdezett valakitől, nyilván látta, hogy két éven át mindig
ott voltam, de megvárta, amíg én nyílok meg.

A Reiman-szakkör mellett ott voltak a versenyek, amelyeken nagyon jól szerepeltél. A
KöMaL-ban például nemcsak a matematika, de a fizika feladatokat is megoldottad, és az
archívumban azt is felfedeztem, hogy később, egyetemista korodban cikkeid is
megjelentek.

A KöMaL-nak a középiskola alatt óriási szerepe volt, permanens
versenyhelyzetet teremtett. Volt, amikor a Nyugati főpostáján a
beadási határidő késő estéjén írtam le az utolsó feladatot a
postásoktól kunyerált papírra. Azt is Pataki Jancsitól tanultuk,
hogy indigóval írjuk a feladatokat, hogy össze tudjuk hasonlítani
később a megoldásokat. Egyébként többen jártunk akkoriban a
főpostára…

A fő irányom mindig a matematika volt, de az összes
fizikaversenyen is elindultam, volt, amikor az jobban sikerült,

mint a matematika (például érettségi előtt egy évvel a Kürschák nagyon nem sikerült,
viszont az Eötvös fizikaversenyen harmadmagammal megosztva első lettem).

Volt egy különleges Kürschák-verseny, ahol nyolcadmagaddal lettél első helyezett.

Könnyűnek sikerültek a feladatok 1983-ban, nyolcan is megoldottuk mindegyiket.
Viszont  1984-ben már egyedül nyertem, ráadásul 3 napra hazaengedtek Lentiből a
katonaságtól!

Ekkor már előfelvételit nyertél az ELTE TTK matematikus szakára.

Akkor még ezen az „elit” szakon nagyon válogatott társaság volt, nem százfős
évfolyam. Mi 28-an kezdtük, 22-en végeztünk, Engländer Jancsi mellett (aki
Coloradoban professzor) évfolyamtársam volt Szabó Zoltán (most Princetonban
professzor) Kovács Sándor (Seattle-ben professzor), Sárközy Gábor, aki részben
Amerikában, részben otthon a Rényi Intézetben dolgozik, Szabó Tibor, aki Berlinben
professzor, az ELTE-n tanító Karátson János, Kovács Ágnes, Simon Péter, Pfeil Tamás,
szóval voltak közülünk jópáran, akik igazi matematikus karriert csináltak, és voltak
persze, akik elhagyták a kutató matematikát.

Milyen volt az egyetemi oktatás a 80-as évek második felében?

Bennünket még tanított többek között Lovász, Babai, Lempert László, Beck József, az
akkori középgeneráció derékhada. Ránk sokkal több egyéni figyelem jutott. A felső
matematikus évfolyamból úgy 4-5 embernek engedték meg, hogy szoros felügyelet
mellett pl. elsőéves tanárszakosoknak gyakorlatot tartsunk. Engem Gyarmati Edit és
Freud Róbert „felügyelt” – lazsálni nem lehetett. Bejöttek az óráinkra, tanácsokat adtak,
követték, hogyan, mit csinálunk. Olyan izgalommal készültem a gyakorlataimra, mint a
vizsgákra.

Miután az egyetemi Schweitzer-versenyeken is a legjobbak között voltam, így
természetes volt, hogy diploma után következik a PhD, hogy hova, abban a
rendszerváltásnak nagy szerepe volt. Negyedévesen, amikor specializálódni kellett,
egyéni szakot választottam, Szász Domokosékhoz csatlakoztam. (Arnold: Klasszikus
mechanika matematikai módszerei c. könyve ugyanis megfogott, nyilván mert érdekelt a
fizika.) Domáék kis bensőséges csoportjának kutatásai akkor kevésbé voltak népszerűek
Magyarországon, de az hamar látszott, hogy komolyak és a világban fontosnak tartják
őket. Nekik alapjában moszkvai egyetemi kapcsolataik voltak, ő is, Krámli András is
Moszkvában végeztek. Ha nem lett volna 1989, szinte biztos, hogy én is oda kerülök.
Jakov Sinai, a dinamikai rendszerek atyaúristene – valószínűleg hozzá mentem volna ki
PhD tanulmányokra. Azonban másképp alakult.

Hogyan juthatott ki valaki 1990-ben az ELTÉ-ről Princetonba PhD tanulmányokra?

1989-90-ben már „egyszerű” volt, hisz akkorra már volt világútlevél, amerikai
ösztöndíjak pedig mindig is voltak. Előttem 2-3 évvel még nehezebb volt. Az sokat
segített nekem, hogy olyanok írtak rólam ajánlóleveleket (Szász Domokos, aki a
témavezetőm volt, és Lovász László), akiket ismertek Princetonban. A rendszerváltás
éveiben már világos volt, hogy kinyílnak a kapuk, elsődlegesen Amerikába lehetett
menni. A mi évfolyamunknak körülbelül a fele kiment külföldre doktori ösztöndíjakkal.

Ma már sokan nem magyar, hanem külföldi egyetemekre jelentkeznek. A
legtehetségesebbek már az alapképzés után elmennek itthonról, és az MSc-t és a doktori
fokozatot már külföldi ösztöndíjakkal szerzik meg, utána pedig több évet töltenek kint
posztdoktori állásokban. Van, aki hazajön, és van, aki nem. Aki itthon marad, az
hátrányba kerül?

Ma nagyon sokan már az érettségi után kimennek, tipikus, hogy Cambridge-ből és
Oxfordból idejönnek, és elviszik a Fazekas osztályának az egyharmadát, ez
Magyarországnak nyilván veszteség. Az ELTE matematikusképzésének színvonala a mi
időnkben sokkal jobb volt, mint manapság. Nem látok igazán bele, hogy mi az oka, de
eleve az a struktúra, hogy volt egy 28 fős évfolyam, azt is két csoportra osztották, és a
legjobb tanárok foglalkoztak velünk. Az abszolút presztízs volt az egyetemen, hogy ki
taníthatja a matematikusokat. A gyakorlatvezetőink sem diákok voltak, hanem mind
elismert matematikusok. Azt hiszem, sokkal jobban figyeltek ránk. Több jó professzor
volt, és kevesebb diák. Most nem tudom, hány embert vesznek fel, 80-100 fő nyilván túl
sok, ennyi jó matematikus nem születik egy-egy évben. Úgy vélem, hogy minden
évfolyamban kb. tízen vannak, akikből kutató matematikus lehet. Nem vagyok biztos
abban, hogy avval a tízzel most ugyanolyan szinten tudnak foglalkozni, mint ahogy a mi
időnkben. Legfontosabbak voltak nálunk a specik a reguláris órákon túl: rengeteg ilyen
volt, nemcsak az egyetemi tanárok, hanem a Matematikai Kutatóintézetből (ma Rényi
Intézet) is sokan tartottak speciálelőadásokat. Negyed-, ötödévben én például 5-6-7
specire is jártam, és a többiek is. Azt hiszem, ezek most nincsenek ilyen mennyiségben. 
Nyilván benne van az is, hogy sok jó matematikus elment itthonról, de az itthon
maradott egyetemi oktatók óraszám- és adminisztratív terhelése is sokkal nagyobb,
százával kell elbírálniuk a diplomamunkákat, sokkal inkább elmentünk a tömegoktatás
irányába, és ez az elitoktatás kárára ment.

Ez más országokban is így változott?

Azt hiszem, külföldön ez korábban is így volt. A rendszerváltás előtt mi privilegizált
helyzetben voltunk: az egyszakos tudományos egyetemi képzésünk egészen biztos, hogy
magasabb színvonalú volt, mint amit az ország akkori gazdasági helyzetéből gondolni
lehetett volna. A matematikaoktatásunk akkor világszínvonalú volt, mind a középiskolai
tehetséggondozás, mind az ELTE egyetemi képzése tekintetében. Ezért is volt az, hogy
miután kimentünk PhD-zni, akkor mi úgy éreztük, hogy megálljuk a helyünket és
legalább olyan volt az előképzettségünk, mint a többieknek, akik más, akár amerikai
elitegyetemekről jöttek. Franciaországban az école préparatoire a mienkhez hasonlóan
nagyon színvonalas, Moszkvában volt még elit matematikusképzés, és még egy-két
amerikai egyetemen, Princetonban, a Harvardon, de az első diploma szintjén ez
alapvetően korábban nem volt jellemző a nyugati országokban. Nyugat-Európában
sokkal hamarabb elindították a tömegoktatást, már a hatvanas évektől.

A doktori fokozatod megszerzése után több neves intézményben is dolgoztál, mint az
ETH Zürich, a Courant Institute, a GeorgiaTech. Mostani munkahelyed, az Institute of
Science and Technology Austria matematikai vagy inkább természettudományi intézet?

2005-ben Ausztria egy komoly tudománypolitikai döntéssel zöldmezős beruházásként
egy teljesen új természettudományos kutatóintézet létrehozását kezdeményezte, a
Weizmann Intézet mintájára. Így alapították meg 2007-2008-ban az IST-t. Az intézet
célja kimondottan interdiszciplináris: „Nálunk a tudományterületek között nincsenek
határok”, ez van kiírva nagy betűkkel a bejáratánál. Az IST optimálisan ötvözi az
amerikai es európai tudományos struktúrák pozitívumait. Mint új es rugalmasan
felépített, viszonylag kicsi intézmény, nálunk jóval kevesebb a bürokrácia, mint egy
nagy egyetemen. Mivel csak posztgraduális diákjaink vannak, a tanítási kötelezettség
minimális. Lehetőség van arra, hogy a semmiből építsünk fel valamit, így
„begyöpösödött” hagyományok nem kötnek abban, hogy milyen irányban fejlődjünk,
milyen területekről vegyünk fel új kollégákat. Sokan dolgoznak közülünk ténylegesen
interdiszciplinárisan, elsősorban a számítástudomány határán (például Computation and
Neuroscience), de vannak teljesen elméleti kutatócsoportok, pl. algebrai geometriai,
számelméleti stb. Azért mindig harcolni kell egy kicsit, hogy az interdiszciplinaritás és a
tiszta tudományok is képviselve legyenek.

Az IST Austria kampusza

Hogyan kerültél ide?

A megalakulás óta folyamatosan volt felvétel, tehát az állásaik meg voltak hirdetve,
jelentkeztem, felvettek és itt dolgozom 2013 óta. Én már korábban szerettem volna
Bécsbe jönni, elsősorban a földrajzi közelség miatt.

Így többet jársz Magyarországra?

Igen, ma délután is épp megyek haza. A szüleim Budapesten élnek. Én fokozatosan
jöttem visszafelé: Amerikában voltam elég sokáig, utána lehetőségem volt Münchenbe
menni, ahol állandó professzori állásom volt. Ha nem lett volna ez az új intézet,
valószínűleg ott maradok.

Milyen a szakmai kapcsolatod a magyar matematikával?

Tartom a kapcsolatot a régi iskolával, Szász Domokosékkal (Krámli András már nem él
sajnos), Tóth Bálinttal. Ez nem azt jelenti, hogy együtt dolgozunk, amit én csinálok, az
az ő területüktől már eltávolodott, de figyeljük egymás munkáját. Ezen kívül, mivel
közel vagyok, Bécsben, néha felkérnek magyarországi szakmai pályázatok bírálatára,
illetve bizottsági tagságra. Nyilván avval, hogy külföldön vagyok, bizonyos fokig
pártatlanabbul, elfogulatlanabbul tudok részt venni pályázatok elbírálásában, ezért
szoktak felkérni.

2017-ben megkaptad az Amerikai Matematikai Társaság (AMS) Leonard Eisenbud
Prize for Mathematics and Physics elnevezésű díját. Nemrég pedig újabb elismerésként
a Schrödinger-díjat. Milyen rangúak ezek a kitüntetések?

Erdős László 2021-ben

Az Eisenbud-díj az AMS háromévenként kiadott tematikus díja matematikai fizikából,
nagyjából 15 hasonló díj van a matematika egy-egy nagyobb területére fókuszálva.
Persze ezek jóval alatta vannak az igazán nagy matematikai díjaknak, mint az Abel-díj,
a Wolf-díj, a Kyoto Prize vagy a Fields medal. A Schrödinger-díj az Osztrák
Tudományos Akadémia matematikai-természettudományi éves nagydíja, annyiból
széleskörű, hogy nemcsak a matematikát, hanem a teljes természettudományt felöleli (az
osztrák akadémiának két osztálya van: természettudományi/matematikai és humán),
viszont nem nemzetközi, tehát ausztriai tudományos tevékenységért adják.

Azóta másodszor is elnyerted az ERC Advanced Grant támogatását is, ehhez is
gratulálok! Kutatási területed a matematikai fizika, a véletlen mátrixok. Szeretném, ha
beszélnél róla.

Az IST struktúrájának alapegysége a csoport (nem tanszék, mint az egyetemeken),
vannak kisebbek és nagyobbak. Az én csoportomban most épp három ember van, de
ősszel jön még kettő, volt, amikor hatan voltunk, mindig van fluktuáció. A csoportomon
belül a kutatás fő iránya most már évek óta a véletlen mátrixok. Én alapjában véve
matematikai fizikus vagyok, ami egy ennél tágabb terület, fizikai eredetű matematikai
problémák matematikailag precíz bebizonyításáról szól. Amit a fizikusok úgy nagyjából
tudnak, vagy ad hoc, nem szigorú módszerekkel bizonyítottak, azokat mi precíz módon
matematikai eszközökkel megcsináljuk. Ezen belül már 10 éve a véletlen mátrixokkal
foglalkozom, ami egy nagyon érdekes terület, fizikai motivációja eredetileg Wigner
Jenőtől származik, de maga a kérdéskör, tehát amit vizsgálunk, az tiszta matematikai.
Tréfásan azt szoktam mondani, hogy mi matematikusok szégyellhetjük magunkat, hogy
egy fizikusra volt szükség ahhoz, hogy ezt a kérdést egyáltalán feltegyük. A kérdést, ami
a véletlen mátrixokról szól, nyugodtan feltehette volna egy matematikus is: az ugyanis a
lineáris algebra és a valószínűségszámítás természetes határmezsgyéje. Azonban az
ötvenes évek elején még a valószínűségszámítás eléggé mostohagyereke volt a
matematikának, akkoriban „komoly” matematikusok nemigen foglalkoztak vele. Így
nem merült fel az a természetes kérdés, hogy mi történik, ha véletlenséget rárakunk
valami más, létező matematikai struktúrára, mint például a mátrixokra. Mára azóta ebből
szinte „iparág” lett, mindenből csinálnak véletlent, vannak véletlen gráfok, véletlen
csoportok, véletlen metrikák, gyakorlatilag bármilyen korábban létezett területe a
matematikának vizsgálható valószínűségszámítási módszerekkel is. Erdős Pali bácsinak
volt az egyik nagy találmánya, hogy véletlen struktúrák bizonyítási eljárást, bizonyítási
módszert is adnak egyúttal. Az a gondolat, hogy valószínűségszámítást ötvözni a
matematika egy más területével, azóta nagyon ígéretes, gyümölcsöző lett. A véletlen
mátrixok spektrumának univerzalitása nagyon régóta nyitott sejtés volt, ez, amit mi
megoldottunk a régebbi témavezetőmmel, Horng-Tzer Yauval közösen több mint 10
évvel ezelőtt, és ezzel kapcsolatban egy módszert fejlesztettünk ki, amit azóta is
használunk további, még bonyolultabb hasonló feladatok megoldására. 

 Véletlen mátrixok

Tekintsünk egy -es szimmetrikus  mátrixot, amelynek az elemeit
véletlenszerűen választjuk. A legegyszerűbb, ha minden  mátrixelemet azonos
eloszlásból (példaul egy érme feldobásával generált Bernoulli-eloszlás szerint, vagy a
standard normális eloszlás szerint) veszünk egymástól függetlenül, persze betartva a
szimmetria követelményét, . Ezután kiszámoljuk a  valós sajátértékeit,

, amelyek véletlen számok lesznek, növekvő sorba rendezve:

 mátrix    sajátértékek

Jóllehet a mátrix elemeinek eloszlása nagyon egyszerű (függetlenek), az általuk generált
eloszlás a sajátértékeken felettébb nemtriviális lesz. Többek között a szomszédos
sajátértékek taszítják egymást (mindenkinek javaslom ezt a legegyszerűbb -es
példán bebizonyítani), vagyis a sajátértékek egy erősen korrelált pontfolyamatot
alkotnak. Ennek a folyamatnak a statisztikája nagyon más, mint a legegyszerűbb
Poisson pontfolyamaté, amely független pontokbol áll. Miért érdekes ez?

Wigner Jenő az 1950-es években a nehéz atommagok laboratóriumban mért spektrumát
vizsgálva észrevette, hogy a szomszédos energiaszintek közötti távolságok statisztikája
egy univerzális struktúrát követ: függetlenül attól, hogy éppen melyik atommagot nézte,
és annak spektrumán belül melyik energiatartományt, az ún. gap statistics ugyanaz volt!
Mindez még az atommagok fizikáját pontosan leíró standard modell előtt történt, de
Wigner joggal feltételezhette, hogy az energiaszintek egy Hamilton-operátor
sajátértékeinek felelnek meg. Ezt szerette volna modellezni, s mivel azt sejtette, hogy
egy teljesen univerzális statisztikára talált, egyszerűen a valódi, s akkor még ismeretlen
Hamilton-operátort egy véletlen mátrixszal helyettesítette. S valóban, a véletlen mátrix
ugyanazt a statisztikát adta!

A matematikai feladatot tehát úgy lehet megfogalmazni, hogy egy nagy véletlen mátrix
sajátérték-különbségeinek statisztikája, persze megfelelően átskálázva, független a
mátrixelemek eredeti eloszlásától, vagyis pl. a közepső gap eloszlásfüggvénye a nagy 
limeszben

egy univerzális  függvény. Ugyanezt az eloszlásfüggvényt kapjuk, ha mondjuk a
 különbséget nézzük (a spektrum szélén lévő sajátértékek kicsit másképp

viselkednek). Az egyetlen dolog, amitől  függ, az a mátrix szimmetriaosztálya: a valós
szimmetrikus mátrixok esete eltér a komplex hermitikus mátrixokétól. Ezt a sejtést
matematikailag precízen a 60-as évek végén Dyson es Mehta fogalmazta meg, és
mintegy 50 évvel kesőbb sikerült Horng-Tzer Yauval bebizonyítanunk.

Házi feladat: bizonyítsuk be az  normális eloszlás esetében, hogy a -es
mátrix két sajátértéke erősebben taszítja egymást a komplex esetben, mint a valós
esetben.

Segítség. Vegyük észre, hogy a két sajátérték különbsége

és gondoljuk meg hogy ha  valós normális eloszlású, viszont  valós vagy komplex
(a szimmetriaosztálytól függően) akkor mennyivel kisebb az esélye annak hogy

 a komplex esetben ( ), mint a valós esetben ( ).

 

  Kürschák József   Schweitzer Miklós   KöMaL   matematikai fizika   véletlen mátrixok
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SOKSZOR TALÁLKOZUNK OLYAN FELADATTAL, ÖTLETTEL, AMIT SZÍVESEN ELTESZÜNK KÉSŐBBI HASZNÁLATRA. A

 TANÓRA – SZAKKÖR ROVAT SZERETNE HOZZÁJÁRULNI A MATEMATIKATANÁROK ESZKÖZTÁRÁNAK

GAZDAGÍTÁSÁHOZ, FÓRUMOT KÍVÁN ADNI A GONDOK, NEHÉZSÉGEK MEGTÁRGYALÁSÁRA IS.

(ROVATSZERKESZTŐ: HORVÁTH ESZTER.)

Ficzere Kornélia
2021. JÚNIUS, TANÓRA –

SZAKKÖR

Első tanítási
gyakorlatom
tapasztalatai
Ficzere Kornélia fizika-
matematika tanárszakos hallgató
összefüggő egyéves gyakorlatát
a 2020/2021-es tanévben a
Szentendrei Református
Gimnáziumban végezte.
November közepétől a
veszélyhelyzeti intézkedések
miatt azonban már nem léphetett
be az iskola területére, nem
találkozhatott személyesen sem
a mentor, illetve konzulens
tanárával, sem a tanulókkal.
Milyen tapasztalatokat szerezhet
így egy kezdő pedagógus?
Tovább...

Asbóth János, Molnár Zoltán,
Lángné Lázi Márta
2021. JÚNIUS, TANÓRA –

SZAKKÖR

Az alapkutatástól
az online
nyilvánosságig
A BME TTK 2018 őszén
indított útjára Science Campus
néven egy előadássorozatot
azzal a szándékkal, hogy
népszerű, közérthető, de mégis
kellően precíz formában
bemutassa azokat a
tudományterületeket,
amelyekkel a kar kutatói
közössége eredményesen
foglalkozik. Asbóth János,
Molnár Zoltán és Lángné Lázi
Márta megállapítják, hogy a
tudomány iránt érdeklődő
fiatalok ma a szakismeretek egy
részét youtube videókból,
podcastokból sajátítják el, és
motiváló előadásokból
tájékozódnak,  ehhez a
kultúrához zárkózik fel a BME
Science Campus, és szolgáltat
motiváló, ismeretterjesztő
anyagokat. Tovább...

Dobos Sándor
2021. JÚNIUS, TANÓRA –

SZAKKÖR

Egy OKTV feladat
margójára
A matematika OKTV
meghirdetése ebben a tanévben
is szokás szerint három
kategóriában történt, az I. és II.
kategóriákban három, a III-
asban két fordulóban.  Azonban
a gimnáziumi (II-es)
kategóriában  idén is, a
tavalyihoz hasonlóan csak az
első és a második fordulót
lehetett megrendezni, a tavaszi
döntő – sok más eseményhez
hasonlóan – elmaradt. Dobos
Sándor a dolgozatok javítását
követően a II. kategória második
fordulójának  számelméleti
feladatát vette alaposabban
szemügyre. Tovább...

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Ficzere Kornélia  2021. JÚNIUS, TANÓRA – SZAKKÖR

Első tanítási gyakorlatom tapasztalatai

Mint fizika-matematika tanárszakos hallgató, összefüggő egyéves gyakorlatomat a
2020/2021-es tanévben a Szentendrei Református Gimnáziumban végeztem. Az iskola
egyházi fenntartású, 8 osztályos gimnázium, ahol minden évfolyamon két osztály van.

Mindkét szakomat gyakoroltam a tanév folyamán: fizikából először egy nyolcadikos
osztályt kaptam, akiket heti 2 órában, matematikából pedig egy tizenegyedikes
csoportot, ahol heti 4 órában tanítottam. Jól kijöttem a csoportokkal, kezdtek megszokni
a diákok, én is egyre jobban kezdtem megismerni őket, egyre rutinosabban mentem be
hozzájuk órát tartani. Azonban november közepétől a kormány és az egyetem által
hozott határozatok miatt nem léphettem az iskola területére, nem találkozhattam sem a
mentor, illetve konzulens tanárommal, sem a tanulókkal. Ezért a 10. évfolyamot vettem
át fizikából, hiszen őket taníthattam digitálisan, matematikából pedig az eredeti
csoportomat vittem tovább. Ilyen formában több mint 5 hónapot töltöttünk együtt.

Kezdetben nagyon nehéz volt úgy tanítani fizikából a két 10. osztályt, hogy előtte csak
2-3 órán találkoztunk személyesen az iskolában, amikor a mentortanáromat
helyettesítettem. Problémát jelentett a tanulókat megismerni, kialakítani velük egy
bizalomteljes kapcsolatot, légkört digitális környezetben. A tanórákon nem láttam őket,
mivel minden órán power point prezentációt vetítettem, ezért csak azt láttam a
képernyőn, így a gyerekektől nem is kértük a kamera bekapcsolását. Matematikából
ilyen téren könnyebb volt a helyzet, hiszen ott már két hónapja tanítottam őket, tudtam a
neveket arcokhoz kötni, ismertem a tanulókat, a képességeiket. Hosszú ideig
küszködtem azzal is, hogy a tanulók megnyilvánuljanak az órán, válaszoljanak a feltett
kérdéseimre. Többször előfordult, hogy amikor felszólítottam egy tanulót, sokáig nagy
csend volt, majd egyszer csak pár perc múlva azzal mentegetőzött a diák, hogy
„Elnézést Tanárnő, csak kávét csináltam.” vagy „Elnézést Tanárnő, segítettem
szüleimnek kipakolni.” stb. Ezekkel a helyzetekkel nehéz volt mit kezdeni, hiszen ebben
a szituációban egyrészt nem tudok mellettük állni és figyelni, hogy mit csinálnak, miért
nem tudják követni az órát a számítógép előtt ülve. Másrészt pedig ezeknek a
gyerekeknek minden órájuk – a készség tárgyakat kivéve – online volt megtartva, tehát
nem is lehetett elvárni tőlük, hogy folyamatosan ott legyenek a képernyő előtt reggel 8-
tól délután 2-ig. Az iskola rendelkezése szerint 30-35 perces online órákat kellett tartani,
hogy legyen idejük a diákoknak felállni és mozogni két tanóra között. Viszont sokszor
hallottam a gyerekektől, hogy a tanáraik végig tartották a 45 percet, sőt előfordult, hogy
nálam is elhúzódott az óra, mert összefoglalás volt, fontos információ hangzott el, nem
akartam megcsúszni stb. Azonban, a tananyagot el kell sajátítani, amire más lehetőség
ebben a helyzetben nemigen van, s ha nem figyel a tanuló, akkor lemarad. Ráadásul a
digitális tanórák alatt nehezebb a figyelmet felkelteni és még nehezebb fenn is tartani az
óra végéig. Végül az utolsó pár hónapban a fizikaórákon bevezettem a „strigulázást”,
mert már nagyon zavart, hogy sokan nem dolgoznak az órán, nem válaszolnak nekem.
Azok, akiket felszólítottam, de nem szólaltak meg – nem azért, mert nem tudták a
választ, hanem nem voltak jelen – azok kaptak egy „strigulát”. Jeleztem nekik, hogy ha
több (pl. 3-5) strigula gyűlik össze, akkor a mentortanárral egyeztetve órai munkára 1-
est írhatok be nekik. Szerencsére két strigulánál senkinek nem gyűlt össze több, és
valóban aktívabbnak tűntek a diákok. Érdekes, hogy a diákok visszajelzései alapján úgy
tűnik, ez az időszak volt számukra a legjobb a fizika órákat illetően. Sajnos a digitális
oktatás során nagyobb mértékben fordult elő, hogy a tanulók nem nyilvánultak meg,
mint a jelenléti oktatással tartott órákon. Ezek néhány esetben olyan súlyossá váltak,
hogy nemcsak nem válaszoltak a feltett kérdéseimre a diákok az órákon, de ha gondjuk
volt, pl. nem értették meg a kijelölt feladatot, az órán elhangzó levezetést,
gondolatmenetet, akkor azt nem is jelezték, hiába ajánlottuk fel nekik a segítségünket.
Mondhatjuk, hogy elvesztek az „éterben”, szinte teljesen megszűnt az online jelenlét,
nem jött létre kommunikációs kapcsolat.  Az is előfordult, hogy egy tanulónak már a
szüleit hívta fel a konzulens tanárom, mert sem szóbeli, sem írásbeli reakciót nem
kaptunk tőle. Kiderült, hogy mentális problémákkal küzd, ami ellehetetleníti az órákon
való részvételt, koncentrációt, pedig a tanév kezdetén ez nem volt vele kapcsolatban
érzékelhető. Belegondolni is rossz, hogy hány gyereknél alakulhattak ki mentális
gondok a bezártságtól, az egyedülléttől, az online oktatástól. Mi, tanárok pedig ezt a
képernyő mögül nem vesszük észre, hiszen nem látjuk őket, nem tudunk velük beszélni,
ha ők ezt nem akarják. Sokszor ha szeretnénk, se tudnánk nekik segíteni.

Gyakorló pedagógusként azt tapasztaltam, hogy egy-egy digitális órára felkészülni jóval
összetettebb feladat volt, mint egy jelenléti órára. Mindegyik órámra power point
prezentációt készítettem. A diákat a fontos definíciók, tételek, információk, feladatok
megjelenítése mellett igyekeztem feldobni színekkel, animációkkal, képekkel és
videókkal, melyek kivitelezése elég sok időt vett igénybe. A tanulói visszajelzések
alapján előrelépést hozott, hogy a téli szünetben sikerült beszereznem egy wacom táblát,
amivel a ppt-kbe bele tudtam írni, illetve rajzolni. Ez nagy mértékben hasonlított ahhoz,
mint amikor még az iskolában a táblára írtam, így nekik is sokat segített, szimpatikusabb
volt ez a megoldás, könnyebben tudtak velem együtt haladni. Ezt több tanuló
megerősítette az órák során.

Az online oktatás alatt rengeteg digitális eszközt és tartalmat ismertem meg és
alkalmaztam. Alapvetően a Microsoft Teams alkalmazást használtuk az online
oktatáshoz, de volt olyan is, hogy a dolgozatot Redmentán vagy Quizizzen készítettem
el, és ezeken a felületeken írták meg a diákok. A Redmentával az volt a problémám,
hogy hiába voltak a kérdések megkeverve, az egész dolgozatot printscreenelve átküldték
egymásnak a diákok más felületeken, így nagyon hasonló megoldások születtek. Ebből
okulva a következő ilyen kis dolgozatot már Quizizzen írattam, ahol az egyes kérdések
és a hozzájuk tartozó válaszlehetőségek is meg voltak keverve, illetve egyesével jelentek
meg a kérdések és az egyes kérdésekre visszatérni nem lehetett. Nagyon fontos volt
még, hogy be lehetett állítani, hogy az egyes kérdéseknél ne mutassa a jó választ, illetve
a dolgozat beadásakor se jelenítse meg, hogy melyik kérdést rontotta el a tanuló, s ott mi
lett volna a helyes válasz. Ebben az esetben a tanulók addig nem kezdhették el a
dolgozatot, amíg én azt el nem indítottam.  Ezáltal el lehetett érni, hogy egyszerre
kezdték el megválaszolni a kérdéseket, s amikor letelt az idő, azt le tudtam állítani. Így
már kevésbé születtek egyforma dolgozatok. Tapasztalatom szerint a legreálisabb
jegyeket adó dolgozatok mégis azok lettek, amelyeket az értekezletbe bejelentkezve, a
kamerát bekapcsolva írtak papíron a diákok. Ezeket a dolgozatokat lefényképezve
töltötték fel a Teams felületére. Onnan letöltöttem azokat, Paintben megnyitva
forgattam, kicsinyítettem-nagyítottam addig, míg olvashatóvá vált a szöveg – már ha
nem voltak nagyon homályosak a képek – és wacom táblával javítottam őket.
Mondanom sem kell, hogy ezek javítása szerintem jóval több időt vett igénybe, mint a
papír alapú dolgozatoké, ráadásul sokszor már a szemem „kifolyt” a képernyőt
vizslatva. Persze ettől még nem zárkóztam el az online felületektől és a különböző
alkalmazásoktól. Például volt, hogy LearningApps tankockát adtam a tanulóknak
gyakorolni, vagy az volt a feladatuk, hogy ők maguk gyártsanak egy ilyen tankockát az
adott témakörben, de volt olyan is, amikor fizikából PhEt szimulációt néztünk meg,
vagy a vasczak.cz weboldalán lévő szimulációt felhasználva mértünk (például fémes
vezetők hosszát, keresztmetszetét, ellenállását).

Összegezve a tanévet, úgy érzem, hogy az online oktatás jelentős kihívás elé állította a
tanárokat és a tanulókat egyaránt. Bízom benne, hogy a következő tanévtől ismét a
jelenléti oktatás fog dominálni. Ennek keretében szeretném alkalmazni azokat az elmúlt
évben megtanult digitális technikákat és lehetőségeket, amelyekről a tanulóktól is
pozitív visszajelzést kaptam.   

                                      Ficzere Kornélia

fizika-matematika osztatlan tanárszakos hallgató  

                                      Debreceni Egyetem

(Fotó: Jan Vasek, Pixabay)

  matematikatanítás   online oktatás
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Az alapkutatástól az online nyilvánosságig

A BME TTK Science Campus
előadássorozata https://felvi.physics.bme.hu/sciencecampus

A BME TTK 2018 őszén indított útjára Science Campus néven egy előadássorozatot
azzal a szándékkal, hogy népszerű, közérthető, de mégis kellően precíz formában
bemutassa azokat a tudományterületeket, amelyekkel a kar kutatói közössége
eredményesen foglalkozik. Kezdetben a középiskolásokat tekintettük elsőszámú
célközönségnek. Szerettünk volna felvillantani nekik olyan témákat, amelyekkel az
iskolai oktatás keretei között nem találkozhatnak.  A előadások egyben arra is példát
szolgáltatnak, hogy az iskolában, a tantervi keretek között tanultakra milyen sok minden
épül, hogy függnek össze.

Szerencsére már az első évadban bővült a látogatók köre. A középiskolásokon és
tanáraikon kívül az aktuális természettudományos kutatások, témák iránt érdeklődő
egyetemi hallgatók és más területek kutatói is szívesen hallgatták meg az előadásokat,
vettek részt az előadásokhoz kapcsolódó kvízeken.  

A természettudományra mindig is jellemző volt, hogy magával ragadta a nagyközönség
figyelmét. Így a kutatásból szétáramló új ideák nem maradtak meg a szaktudományok
keretei között, de még csak az alkalmazások vagy szomszédos területek határainál sem
álltak meg, hanem a művészeti és bölcsészeti területekre is beáramoltak. Immanuel
Kantot például teljesen lenyűgözte Newton új fizikája, és nem csak maga a jelenségkör,
hanem a módszertan, ahogy Newton a mozgáselméletet tárgyalja. Nem először és nem
utoljára a történelemben a természettudomány nem pusztán a technika és az alkalmazás
szempontjából volt a tudás jelentős forrása, hanem az évszázadok során az emberi
világról alkotott képünket is megváltoztatta. Közvetlenül Newton után az irodalomban is
eluralkodott a mechanika diadalmas évtizedeinek hatása. Büchner 1836-os drámájában,
a Leonce és Lénájában a szerelmes emberpárt egy jelenetben mai értelemben vett
robotok testesítik meg és rendkívül humánus képet kapunk a tudomány eredményeiről.
Ezzel szemben E. T. A. Hoffmann 1813-as Homokemberében a természettudomány
képe félelmetes és okkult. Ha mai fogalmakat kellene használnunk, a
természettudomány előretörése megalkotott egy steampunk világot, ami a korabeli
futurizmusnak vagy sci-finek felelhetett meg.

Ebből is látszik, hogy a természettudományt sem a többi tudományterülettől sem a
popkultúrától szétválasztani nem lehet, annak ellenére sem, hogy a szaktudás nagyon
alapos és sok évet igénylő koncentrált tanulással sajátítható el. Ha azt nézzük, hogy a
tudomány iránt érdeklődő fiatalokat és hallgatókat most mi hozza lázba, illetve milyen
autodidakta formákat követnek, akkor arra lehetünk figyelmesek, hogy érdeklődésük és
szokásaik egyértelműen olyan technikák és módszertanok felé irányul, amelyeket az
oktatási intézmények az osztálytermi, tradicionális keretek között már nem tudnak
nyújtani. A szakismeretek egy részét youtube videókból, podcastokból sajátítják el, és
motiváló előadásokból tájékozódnak arról, hogy arra, ami elsőre száraz ismeretanyagnak
tűnik, pontosan miért van szükségük. A BME Science Campus ehhez a kultúrához
zárkózik fel, és szolgáltat motiváló, ismeretterjesztő anyagokat. Természetesen nem
azzal a céllal, hogy egyedüli információforrás legyen.

Kezdetben az előadásokat jelenléti formában, bemutatókkal színesítve tartottuk meg,
egyre növekvő érdeklődés mellett. A járványhelyzet miatt a programot online formában
folytattuk.  A meghirdetett videópremierek idejében vagy utánuk az előadók cseten
tudtak válaszolni az érdeklődők kérdéseire, így nem maradt ki teljesen az előadó és a
hallgatóság közötti interaktív kapcsolat sem.  A közel egyévnyi online térbe kényszerült
időszak eredményeként a BME TTK youtube csatornája már több mint tíz olyan videót
tartalmaz, amely bepillantást enged a karon folyó kutatásokba, legyenek azok
atomfizikai, kognitív tudományi vagy matematikai vonatkozásúak. A nézettségi mutatók
folyamatosan javulnak. Középiskolai tanár kollégáktól kapott visszajelzések szerint több
olyan videó is van, amelyik jól beépíthető az iskolai oktatásba, szakköri munkába,
érdeklődő, vagy éppen tagozatos diákok számára. A választott témák, a karon folyó
sikeres kutatások bemutatása mellett azt is szeretnénk megmutatni, hogy az egyes
tudományterületek merre felé tartanak, mivel foglalkozhat majd az a fiatal, aki a
felsőfokú tanulmányait a természettudományok területén kezdi meg.  Emellett az
egyetemi hallgatók is szívesen látják, hallgatják a közösségi videómegosztókon a
kedvelt oktatóikat (pl. Aszódi Attila, Racsmány Mihály vagy Sándor Csaba) a
megszokottól kicsit eltérő formában.

Érdemes célul kitűznünk – erre a járványhelyzet rá is kényszerített minket – hogy lassan
felzárkózzunk ahhoz a kultúrához, amely a fiatalok figyelmét a közösségi portálokon
keresztül ragadja meg. Ami tegnap a Newton-törvények és a világegyetem óramű
modellje volt, az ma a mesterséges intelligencia vagy a kvantumszámítógép. Irigylésre
méltó például, hogy ha Grant Sanderson (Stanford) készít online órát a Bayes-féle
adatelemzésről, Lex Fridman (MIT) a neurális hálókról beszélget a podcastjában vagy
Tobias Lemke (Konstanzi Egyetem) készít animációt a Monte Carlo módszerről, akkor
erre mennyien figyelnek, legyen 20 perces vagy akár háromórás is a videó. Ennél
azonban sokkal többről van szó.

A BME Science Campus nem csak abban segít, hogy a figyelmet az előadásokra és a
beszélgetésekre irányítja. Az egyetemek értékmérője nem csak az, hogy alkalmazott
tudást tud nyújtani a kampusz körüli cégek számára. Az egyetemeknek fel kell
mutatniuk a társadalom felé, hogy rendelkeznek azzal az alapkutatási gyakorlattal és
naprakész elméleti háttérrel, amely messze meghaladja az alkalmazásokban
felhasználható tudást. Az alapkutatások jelenléte és az erről való népszerű híradás azt
mutatja meg a nagyközönség számára, hogy az egyetemen olyan mély tudás van, amely
kifogyhatatlan forrása a kreativitásnak és annak a kultúrának, amit természettudományos
ismeretnek nevezünk.

A TTK Science Campus előadásokból készült videók

Utazás a koponyámban – orvosi képalkotás mesterséges és természetes
intelligenciával

előadó: Légrády Dávid BME TTK Nukleáris Technikai Intézet

A mai lélektan emberképe. Evolúció, idegrendszer és társak az ember gondolati és
érzésvilágában

előadó: Dr. Pléh Csaba, CEU (Korábban TTK KTT)

Mire használható a kvantumoptika?

előadó: Dr. Sarkadi Tamás, BME Fizikai Intézet, Atomfizika Tanszék

Fura függvények

előadó: Dr. Molnár Lajos, BME Matematikai Intézet, Analízis Tanszék

Fizikus Mikulás

előadó: Hartlein Károly, BME TTK Fizikai Intézet

Egy egymillió dolláros feladat: a Riemann-sejtés

előadó: Dr. Sándor Csaba, BME TTK Matematikai Intézet, Szochasztika Tsz.

Mitől gyors a gyorsreaktor?

előadó: Dr. Szieberth Máté, BME TTK Nukleáris Technikai Intézet

Hogyan építsünk kvantumbiteket?

előadó: Dr. Makk Péter, BME TTK Fizika Tanszék, Kvantumelektronika
Kutatócsoport 

Brutális fizika, avagy amit a tanterem elbír...

előadó: Härtlein Károly, BME TTK Fizikai Intézet

Miért a teszt a leghatékonyabb tanulási forma?

előadó: Dr. Racsmány Mihály, BME TTK Kognitív Tudományi Tanszék

Mit tanulhatunk egy ipari katasztrófából? Csernobil és Fukushima üzenetei a jövő
mérnökeinek

előadó: Dr. Aszódi Attila, BME Nukleáris Technikai Intézet

Megtekinthetők a a BME TTK youtube-csatornáján:

https://www.youtube.com/channel/UCURyeAht1XiQUNDrc9JtZ5w
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Egy OKTV feladat margójára

 
A 2020-21-es tanév Országos Középiskolai Tanulmányi versenye is hasonlóan alakult a
pandémia miatt, mint az előtte levő évben. Mindkét esetben a  matematika OKTV
gimnáziumi (II-es) kategória első és második fordulóját meg lehetett rendezni, de a
tavaszi terminusra eső döntőre már nem került sor. Az alábbiakban az említett kategória
második fordulójának negyedik feladatát vesszük alaposabban szemügyre.

A versenyt kevésbé ismerők kedvéért nézzük meg, hogy is épül fel az OKTV verseny a
II-es kategóriában. Általában az őszi szünet és a Mikulás között zajlik az első, iskolai
forduló, január második felében a második forduló, majd márciusban a döntő. Az első
fordulóban résztvettek 10 százaléka, de legfeljebb 300 diák juthat a másodikba, majd a
döntőbe a legjobb 50 kerülhet. Minden fordulóban öt óra áll a versenyzők
rendelkezésére, hogy megírják dolgozatukat. Az érettségihez hasonlóan zsebszámológép
használható. Az egyes fordulókban szereplő feladatokat igyekeznek úgy összeállítani az
Oktatási Hivatal által felkért bizottság tagjai, hogy minden fordulóban legyen nehezebb
és könnyebb feladat is, lehetőleg változatos témák szerepeljenek. Hagyományosan az
elsőben öt, a másodikban négy, a harmadikban három feladat kerül kitűzésre.

A bevezetőben említett feladat kapcsán a dolgozatok javításánál már kiderült, hogy a
javítási útmutatóban szereplő viszonylag rövid megoldást nagyon kevesen találták meg
és jóval hosszadalmasabb úton jutottak el a válaszhoz. Dr. Horváth Eszter tanárnő is
felhívta erre a figyelmemet és ő javasolta, hogy érdemes lenne a feladatot egy Érintő-
cikk keretében kicsit körbejárni. Erre invitálom most az Olvasót. A feladat szövege a
következő:

Legyen  pozitív egész. Vegyünk  darab különböző prímszámot, jelölje szorzatukat .
Tekintsük azon pozitív egész  számokat, amelyekre  osztója -nek és  osztója -
nek. Igazoljuk, hogy ezen  párok száma 5-tel osztható.

A feladat a számelmélet témakörébe vezet, oszthatóság szerepel benne. A továbbiakban
nem hangsúlyozzuk minden alkalommal, hogy csak a pozitív egészek körében fogunk
dolgozni. Mielőtt teljes megoldást adnánk, először ismerkedjünk, barátkozzunk a feladat
szövegével. Nézzük meg egy kicsi, konkrét számon, miket kell megszámolni. Az  a
lehető legkisebb eset, válasszük a két legkisebb prímet, a 2-őt és a 3-at. Ekkor ,
ennek osztói az 1, 2, 3, 6 számok, ezek lehetnek az  és  értékek. Ezek után egyszerű
felsorolással megkereshetjük a megfelelő  párokat: (1;2), (1;3), (1;6), (2;6), (3;6).
A megfelelő párok száma öt, ami osztható 5-tel, így ekkor valóban teljesülnek a feladat
feltételei. Miközben ezt kiszámoltuk, azonnal tehetünk két észrevételt:

(i) Egy  szám osztóinak számát a prímtényezős felbontás ismeretében
meghatározhatjuk. Legyen

jelölje  osztóinak számát . Ekkor

ezt a versenyzőknek nem kellett külön bebizonyítani, nyugodtan hivatkozhattak rá a
tananyag részeként.

(ii) A feladat szövegében szerepel az oszthatósági feltételen kívül az  feltétel.
Kényelmesebb először az összes oszthatósági feltételnek megfelelő  számpárt
megkeresni, majd ezek számából levonni az  eseteket. Ez az -nál azt jelenti,
hogy összesen 9 számpár van, de ezek közül négyet nem kell számolni, amikor  és 
egyaránt egyenlő az 1, 2, 3, 6 számok valamelyikével.

Első (kicsit hosszabb) megoldás:

Az (ii) megjegyzés alapján a megfelelő  számpárok leszámolását úgy végezzük,
hogy először megengedjük az  esetet, majd az így kapott számból levonjuk a
végén ezeket. Mivel  prímtényezős felbontásában  darab különböző prím szerepel,
továbbá mindegyik az első hatványon van, ezért a lehetséges  osztókat úgy kapjuk,
hogy a  prím közül néhányat beleteszünk -be. Ha  darabot választunk, akkor az
ilyen -k száma . Amennyiben -ben  darab különböző prím van, mindegyik a
feladat szövege szerint nyilván első hatványon, akkor a  darab prím mindegyikéről
egymástól függetlenül eldönthatjük, hogy beletesszük  prímtényezős felbontásába vagy
sem. Ezért  féleképpen válaszhatjuk ki az  értékét. Most már ki is számolhatjuk az 

 számpárok számát:

Ez az összeg kissé ijesztő lehet (pláne, ha az ember életében először egy ötórás verseny
közepén találkozik vele). Alaposabban megnézve azonban azt láthatjuk, hogy a
binomiális tétel segítségével a hosszú összeg megszelidíthető, hiszen értéke éppen

.

Most nézzük meg, mit kell ebből kivonni. Ha , akkor az ilyen számpárok száma
éppen az összes lehetséges  érték száma, tehát . Most felírhatjuk a feladat
szövegében keresett számpárok számát, ez . Azt kell bebizonyítani, hogy ez
minden  esetén osztható 5-tel. A középiskolai tananyagban szerepel, hogyan lehet
szorzattá alakítani az  alakú kifejezéseket. Ennek segítségével

A szorzat első tényezője , ezzel az állítást beláttuk.

Azok a versenyzők, akik a binomiális tétel alkalmazhatóságát nem vették észre, bizony
gyakran jóval hosszadalmasabb érvelésre kényszerültek. Most, hogy egy megoldást már
végignéztünk, érdemes kicsit visszatekinteni. Ezt ajánlom mind tanároknak, mind
diákoknak! Ne hagyjuk ott a feladatot, amint kész a megoldás! Járjuk végig újra az utat,
elemezzük, mit is csináltunk! A feladat szövegének megértése, a feltételek szerinti
számpár keresése oszthatósági probléma. A megfelelő számpárok leszámolása
kombinatorikus lépést igényel. Végül következik a számpárok számának öttel való
oszthatósági vizsgálata, melyet így is elvégezhetünk: . Mivel 9 és 4
ötös maradéka megegyezik, ezért azonos hatványaiknak az ötös maradéka is
megegyezik, tehát különbségük osztható öttel. A kongruenciák nyelvén:  (mod 5),
tehát  (mod5), azaz . Az alábbi, második megoldás a kombinatorikus
lépést másként kezeli.

Második megoldás (ez szerepelt a javítási útmutatóban):

Legyen , a  prím kitevője legyen -ban , -ben . Amennyiben az 
 eseteket is megszámoljuk, akkor minden prím esetén a feladat feltétele miatt a

lehetséges  párok: (0,0), (0,1) és (1,1). Tehát három lehetőség van. Mivel  prím
van és a kitevőket egymástól függetlenül választhatjuk, ekkor az  párok száma .
Ebből ki kell vonni azon párok számát, ahol . Minden -re  és értéke 0,
vagy 1. Tehát két lehetőség van. Most is a kitevőket egymástól függetlenül
választhatjuk, így az  párok száma . Már meg is kaptuk a keresett számpárok
számát: . Innen a befejezés az első megoldás végén található szorzattá
alakítással adódik.

Az egyik versenyző ezt a gondolatmenetet a következő módon szemléltette. Tekintsük 
összes prímosztójának  halmazát. Ennek egy  részhalmaza lesz a -ben szereplő
prímek, majd ezen  halmazon belül, -nek részhalmazaként kapjuk az  halmazt. Ez
utóbbiban legyenek az -ban szereplő prímek. Ábránk így néz ki:

 
Ha  is lehet, akkor minden egyes prímről eldönthetjük, hogy az ábrán szereplő
három rész melyikébe kerül, a legbelső körbe, a középső gyűrűbe vagy a szélső gyűrűbe.
Ebből adódik a . Azon számpárok esetében, ahol , a prím a középsőbe nem
kerülhet, így ezek száma .

Harmadik megoldás:

A gyakorlott problémamegoldó számára a feladat szövegének első mondata egy
meghívást jelenthet arra, oldjuk meg indukcióval a feladatot. A kezdő lépést már
korábban elvégeztük,  esetén igazoltuk az állítást. Most következhet az indukciós
lépés. Feltesszük, hogy az állítás igaz -re és ennek segítségével bebizonyítjuk -
re. Tekintsünk egy olyan  számot, aminek  különböző prímosztója van, ezek
küzöl legyen a két legnagyobb  és . Tekintsük az  számot, ennek 
prímosztója van, alkalmazható rá az indukciós feltétel. Soroljuk fel  összes megfelelő 
 és  számpárját, legyen ezek száma . Az  megfelelő számpárjait úgy vizsgáljuk,

hogy az  feltétel már az -ben szereplő prímeket tekintve teljesül vagy nem. Az
első esetben megnézzük, hogy  számpárjait megszorozzuk-e a két legnagyobb
prímmel. Jó párok lesznek , , ; , , , , 

,  számpárok, ezek száma , ami osztható öttel. A második
esetben meg kell számolnunk azokat a párokat, ahol . -nek egy tetszőleges
osztóját választjuk, legyen ez . Ebből  és  segítségével a következő számpárok
készíthetők: , , , , . Mivel minden  esetén
ötféle új számpár készíthető, ezért itt is öttel osztható lesz a megfelelő számpárok
száma. Megszámoltuk  összes megfelelő számpárját és ez két öttel osztható szám
összegeként adódótt, tehát az idukciós állítást bizonyítottuk.

Megjegyzésként hozzáfűzném, hogy a feladat megoldására „rímel” egy korábbi OKTV
példa. Az 1995-ös év II. kategóriás döntőjének első feladata a következő volt:

Adott a  halmaz. Készítsük el ennek összes részhalmazát. Vegyük
egyenként az így kapott halmazokat, és mindegyiknek minden részhalmazát írjuk fel
külön-külön egy-egy piros cédulára. Így a piros cédulák között lehetnek olyanok,
amelyekre ugyanaz a részhalmaz van felírva, de mindet megtartjuk. Vegyük most sorra
egyesével a piros cédulákat, és a rajtuk levő halmaz minden részhalmazát külön-külön
felírjuk egy-egy fehér cédulára. Vegyük végül sorra a fehér cédulákat, és a rajtuk levő
halmaz minden részhalmazát külön-külön felírjuk egy-egy zöld cédulára. Hány zöld
cédulát kell így felhasználnunk?

A két feladat hasonló vonása az, hogyan számoljuk meg egy  halmaz olyan , ,
...,  részhalmazláncainak számát, amelyekre  esetén a  halmaz
részhalmaza -nek. Az idei feladatban , a 95-ös példában  szerepelt. A
részhalmazláncok száma  esetén , hiszen  mind az  darab eleménél
egymástól függetlenül eldönthetjük, melyik a legnagyobb  index, amely -ben az
elem még szerepel. Itt most  értéke 0 és  közt bármi lehet, azaz  lehetőség van.

Remélem a tehetséggondozásban munkálkodó kollégáknak és az érdeklődő diákoknak
egyaránt hasznos dolgokra sikerült rávilágítani ezzel a kis összeállítással.

Dobos Sándor
Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium
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A KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ ROVATBAN ELSŐSORBAN OLYAN KÖNYVEKRŐL SZERETNÉNK TUDÓSÍTANI ÉS OLYAN

ELEKTRONIKUSAN ELÉRHETŐ ÍRÁSOKAT AJÁNLUNK, AMELYEK A MATEMATIKA BÁRMELY RÉSZE VAGY

KAPCSOLATAI IRÁNT ÉRDEKLŐDŐK SZÁMÁRA KÍVÁNATOSAK LEHETNEK. (ROVATSZERKESZTŐ: TÓTH JÁNOS.)

Szerkesztő
2021. JÚNIUS, KÖNYVESPOLC –

AJÁNLÓ

Érdi Péter:
Rangsorolás –
magyarul is...
Egy évvel korábbi számunkban
recenziót közöltünk Érdi Péter
angol nyelvű könyvéről,
amelynek címe Ranking. The
Unwritten Rules of the Social
Game We All Play. Jó választás
volt, ezt az is mutatja, hogy
azóta megjelent a könyv német
és japán fordítása és
megjelenőben van a magyar
kiadás is. Tovább…

Simonyi András
2021. JÚNIUS, KÖNYVESPOLC –

AJÁNLÓ

Russelltől Gödelig
A matematikában járatosabbak
számára gyakran idegenek a
matematikafilozófia
kérdésfeltevései,
fogalomhasználata és érvelési
stílusa, míg a filozófiában
otthonosabban mozgók közül
sokakat elriasztanak a
rendszeresen előforduló
technikai jellegű, komolyabb
matematikai felkészültséget
igénylő részletek. A Russelltől
Gödelig írásainak célközönsége
főként az első csoport: a kötet
kilenc esszéje a Műegyetem „A
matematika filozófiai alapjai és
alkalmazásai” című
olvasószemináriumán
feldolgozott, nagyrészt magyarul
is elérhető szövegeket próbál
közelebb hozni a matematikai
érdeklődésű olvasókhoz – írja
recenziójában Simonyi András.
Tovább...

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Szerkesztő  2021. JÚNIUS, KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Érdi Péter: Rangsorolás – magyarul is...

Egy évvel korábbi számunkban recenziót közöltünk Érdi Péter angol nyelvű könyvéről,
amelynek címe Ranking. The Unwritten Rules of the Social Game We All Play. Jó
választás volt, ezt az is mutatja, hogy azóta megjelent a könyv német, koreai, egyik kínai
és japán fordítása (ez utóbbiról laptársaink, Asahi Shimbun, Nikkei és Youmiuri
Shimbun is írtak).

     

Megjelenőben a magyar kiadás (Rangsorolás – Egy össznépi társasjáték íratlan
szabályai, Typotex Kiadó, 2021) és előkészületben a második féle  kínai fordítás.
https://lsa.umich.edu/cscs/news-events/all-news/search-news/international-success-for-
peter-erdi-s--ranking---book.html.

Szóval továbbra is ajánljuk.

A szerkesztők

  recenzió
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Simonyi András  2021. JÚNIUS, KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Russelltől Gödelig

Gottlob Frege (forrás: Wikipedia)

Bertrend Russell (forrás: Wikipedia)

Molnár Zoltán Gábor (szerk.): Russelltől Gödelig. Esszék a matematika filozófiai
problémáiról. Typotex, 2020. 

„Könyvem kilátásai tehát kedvezőtlenek. Minden bizonnyal félretolják azok a
matematikusok, akik olyan logikai kifejezések felbukkanásakor, mint »fogalom«,
»reláció«, »ítélet«, ezt gondolják: metaphysica sunt, non leguntur! [metafizika
következik, nem olvasandó], hasonlóképpen azok a filozófusok, akik ha
megpillantanak egy formulát, így kiáltanak fel: mathematica sunt, non leguntur!; és
nagyon kevesen lehetnek, akik nem ilyenek. ” (Frege, G. (2000)., p. 154.)

Bár e gyakran idézett sorok 128 évvel ezelőtt
jelentek meg a modern matematikafilozófia
egyik megalapítójának tekinthető Gottlob Frege
Az aritmetika alaptörvényei című művének
bevezetésében, a klasszikus matematikafilozófiai
szövegek szélesebb közönséghez való eljuttatása
napjainkban is komoly kihívást jelentő feladat,
jelentős részben a Frege által említettekhez
hasonló okokból. A matematikában járatosabbak
számára gyakran idegenek a matematikafilozófia
kérdésfeltevései, fogalomhasználata és érvelési
stílusa, míg a filozófiában otthonosabban
mozgók közül sokakat elriasztanak a
rendszeresen előforduló technikai jellegű,
komolyabb matematikai felkészültséget igénylő

részletek.

A Russelltől Gödelig írásainak célközönsége főként az első csoport: a kötet kilenc
esszéje a Műegyetem „A matematika filozófiai alapjai és alkalmazásai” című
olvasószemináriumán feldolgozott, nagyrészt magyarul is elérhető szövegeket próbálja
közelebb hozni a matematikai érdeklődésű olvasókhoz a tárgyalt problémák, fogalmak
elemzésével, tágabb kontextusba helyezésével és néhány kiemelkedő fontosságú
gondolatmenet részletes rekonstrukciójával.

Az első két írás, amelyeket a kötetet szerkesztő Molnár
Zoltán Gábor jegyez, Frege „Jelentés és jelölet” és
Bertrand Russell „A denotálásról” című cikkét elemzi.
Mindkét szöveg a korai analitikus filozófia klasszikusa,
de egyikük tárgya sem kifejezetten matematikai: a
„Jelentés és jelölet” Frege legnagyobb hatású
nyelvfilozófiai írása, amely az általa javasolt
kétaspektusú jelentéselmélet alapjait fejti ki, Russell
cikke pedig Frege szemantikáját kritizálva egy
ontológiailag és ismeretelméletileg jóval takarékosabb
alternatíva mellett érvel. A kötetben való tárgyalásuk
mégsem mondható indokolatlannak. Egyrészt jó
bevezetést nyújtanak az analitikus filozófiai tradícióba,
amelynek szemlélete meghatározó a kortárs

matematikafilozófiában, és amelyhez a kötetben tárgyalt összes írás közel áll. Másrészt
– és ez talán a fontosabb ok – számos ponton kapcsolódnak későbbi, a kötet további
írásaiban is fontos szerepet játszó matematikafilozófiai és modellelméleti
fejleményekhez. Molnár Frege-esszéje hasznos áttekintést nyújt néhány a „Jelentés és
jelölet”-tel nagyjából egyidős, utóbb szintén komoly karriert befutott szemantikai
elméletről, és mesterien mutatja meg, hogy bizonyos Frege által tárgyalt jelentéselméleti
problémák hogyan jelennek meg, és miképpen kezelhetők a modern – Tarski utáni –
modellelmélet keretei között. A második esszé szintén a Tarski által megalapozott
szemantikai perspektívából veszi szemügyre Russellnek az általa denotálónak nevezett
kifejezések, többek között a határozott leírások jelentésére vonatkozó elméletét, és
részletesen rekonstruálja Russell híres-hírhedt, Frege szemantikájának inkoherenciáját
igazolni hivatott „Gray elégiája” érvét.

A következő hat írás már egyértelműen matematikafilozófiai tárgyú, szintén
klasszikusnak tekinthető szövegeket, illetve problémákat tárgyal, amelyek tartalmilag
szorosan összetartoznak. A kötet magját alkotó esszécsoport tematikus középpontjában
Kurt Gödel nevezetes, 1951-es Gibbs-előadása áll. Molnár Zoltán Gábor és Lévai
Emese Sarolta esszéi kifejezetten Gödel előadását elemzik, és a másik négy írás is az
előadás alaptémájához kapcsolódik, nevezetesen ahhoz, hogy Gödel nemteljességi
tételeivel kezdődően számos olyan matematikai eredmény született, melyek filozófiailag
is kiemelkedő jelentőségűek, többek között mivel a „matematika befejezhetetlenségét
vagy kimeríthetetlenségét” látszanak igazolni.

Molnár az első esszében rendkívül hasznosan bontja ki Gödel olykor meglehetősen
technikai halmaz- és a számelméleti bevezető megjegyzeséinek matematikai hátterét, és
jó szemmel mutat rá, hogy a gondolatmenet bizonyos pontjain összecsúszik az
axiomatizálás és az algoritmikus generálás egymást nem teljesen fedő fogalma. Az írás
második fele Gödelnek az ismertetett matematikai eredményekre épített
matematikafilozófiai alaptézisét, a »diszjunktív tézist«, és ebből kiinduló, matematikai
platonizmus mellett szóló érveit tárgyalja. Gödel tézise szerint

„[a] matematika vagy lényege szerint befejezhetetlen, abban az értelemben, hogy
evidens axiómái soha nem foglalhatók össze egy véges szabályban, vagyis az
emberi elme (még a tiszta matematika területén is) végtelenül meghaladja bármely
véges gép teljesítőképességét – vagy pedig léteznek (a fent leírt típusba tartozó)
abszolút megoldhatatlan diofantikus problémák. ” (Gödel, K. (2003)., p. 69.)

Kurt Gödel (forrás: Wikimedia)

Molnár részletesen elemzi a tézis mögött álló, a második nemteljességi tételre építő
érvrendszert és buktatóit; különösen figyelemreméltóak a konzisztencia véges jellegű,
de a tételnek mégsem ellentmondó igazolási lehetőségeire vonatkozó megjegyzései. Az
írást az előadás platonista konklúziójának értékelése zárja: a szerző meggyőzően érvel
amellett, hogy Gödel gondolatmenete valójában csak azt igazolja, hogy a matematikai
realizmus kompatibilis a diszjunktív tézissel.

A kötet másik, szintén a Gibbs-előadást tárgyaló esszéjében Lévai Emese Sarolta
rendhagyó, narratológiai-dramaturgiai nézőpontból vizsgálja a szöveget, és azt mutatja
meg, hogy Gödel narratívája nem teljesen egységes: több, különböző világlátással és
filozófiai nézőponttal rendelkező elbeszélő különböztethető meg benne, akiknek a
párbeszéde minden bizonnyal Gödel saját belső dialógusát, önmagával folytatott vitáit
képezi le.

Mint már említettük, a többi négy matematikafilozófiai tárgyú írás mindegyike köthető
Gödel előadásának bizonyos témáihoz. Sorrendben az első Márton Gábor az
„»Aritmechanikus« gépek tündöklése és alkonya” című nagylélegzetű esszéje, amely a
Gödel-számozás fogalmától kezdve Kleene általános rekurzív függvényekre vonatkozó
tételein keresztül a Turing-gépek megállási problémájának algoritmikus
eldönthetetetlenségéig kivételes részletességgel és precizitással ismerteti azokat az
1930-as években született matematikai eszközöket és eredményeket, amelyek
együttesen legalábbis felvethetővé teszik abszolút megoldhatatlan matematikai
problémák létezésének a lehetőségét. Nagy erénye a szövegnek, hogy nem elégszik meg
a hasonló alapgondolatokra épülő bizonyítások puszta egymás mellé helyezésével,
hanem külön szakaszt szentel a közös elemek (ilyen pl. Cantor átlós módszerének
alkalmazása) elemzésének.

Az effektív, mechanikus eszközökkel való kiszámíthatóság informális fogalma és a
Turing-kiszámíthatóság precízen definiált matematikai fogalma közötti kapcsolatot
természetesen a széles körben elfogadott Church–Turing-tézis teremti meg, amely
szerint minden effektíven kiszámítható függvény Turing-kiszámítható. Ha a tézis igaz,
akkor – mint erre már Márton esszéjének bevezetése is kitér – a Kleene és Turing által
konstruált nem Turing-kiszámítható függvények semmilyen effektív eszközzel sem
számíthatók ki, holott matematikailag jól definiált, totális, természetes számokat vagy
természetes számok -eseit természetes számokra képező függvényekről van szó.
Ráadásul a helyzet furcsaságát fokozzák a konstrukciók bizonyos részletei. Vegyük
például a Turing-gépek megállási problémájának megfelelő, számpárokon értelmezett
függvényt, amelynek értéke egy  számpárra 1, ha az  indexű Turing-gép megáll
az  inputra, és 0 egyébként. Erről a függvényről bebizonyították, hogy nem Turing-
kiszámítható, tehát a Church–Turing-tézis szerint effektíven sem kiszámítható. De mit
jelent ez a konkrét függvényértékek kiszámítására nézve? Úgy tűnhet, hogy azokra a
párokra, amelyekre 1 a függvény értéke, rendelkezünk effektív kiszámítási eljárással,
hiszen elegendő „futtatni” a kérdéses Turing-gépet az adott inputon, és kivárni, hogy
megálljon. Azokra a párokra, amelyekre 0 a függvény értéke, viszont kereshetünk olyan
bizonyítást, amely igazolja, hogy az adott gép nem áll meg az adott inputra. Könnyen
támadhat az a benyomásunk, hogy ha e két stratégia kombinációja a Church–Turing-
tézissel összhangban nem effektív kiszámítási eljárás a teljes függvényre nézve, akkor
léteznie kell legalább egy olyan számpárnak, amelyre a függvény értéke 0, tehát a
megfelelő gép az adott inputra nem áll meg, de ez a tény semmiféle effektív módon
megtalálható bizonyítással sem igazolható (nevezhetjük akár „abszolút bizonyíthatatlan
problémának” is) annak ellenére, hogy a most előadott gondolatmenetünkből következni
látszik.

A Church–Turing-tézissel kapcsolatos imént vázolt furcsaság annyiban nem puszta
kuriózum, hogy hasonló megfontolásokra épül Kalmár László két nevezetes, a tézis
plauzibilitása ellen érvelő cikke is, amelyeket a kötetben Molnár Zoltán Gábor egy
esszéje elemez. Molnár rekonstruálja Kalmár reductio ad absurdumot alkalmazó érvének
lépéseit, és tüzetesen megvizsgálja azt az érvben központi szerepet játszó eljárást is,
amelyről Kalmár azt állítja, hogy annak ellenére effektív, véges eljárás, hogy az általa
kiszámított függvény nem Turing-kiszámítható. Az írás gondosan rámutat Kalmár
érvelésének gyenge pontjaira, és rendkívül fontos észrevétele, hogy a kizárt harmadik
elve a Church–Turing-tézissel egyenrangú premisszája a reductiónak, ezért az
ellentmondás úgy is feloldható, hogy az előbbit vetjük el, elfogadva, hogy a
metamatematika – a klasszikus logikájú matematika metatudománya – nem klasszikus,
hanem valamilyen konstruktív, például intucionista logikát követ.

A konstrukív metamatematika és az intuicionista logika témája egyúttal átvezet minket a
kötet két hátralevő, szintén a szerkesztőtől származó matematikafilozófiai írásához,
amelyek a két klasszikus konstruktivista irányzathoz, a finitizmushoz és az
intuicionizmushoz kapcsolódnak. A konstruktivista perspektíva folyamatosan jelen van
a Gibbs-előadás szövegében is: Gödel részletekbe menően érvel amellett, hogy a
diszjunktív tézis egy alakja érvényes az intuicionisták és finitisták felfogása szerint is, és
szövegében felbukkan egy olyan, általa „szubjektívnek” nevezett alternatív
matematikafelfogás is, amely a matematikai igazságot a bizonyíthatósággal azonosítja,
ami természetesen az intuicionizmus egy befolyásos interpretációjához köthető nézet.

A finitizmussal foglalkozó esszé William W. Taitnek a finit matematikáról szóló
alapvető tanulmányát tárgyalja, amelynek vitatott, de nagyhatású tézise szerint a finit
matematika azonos a primitív rekurzív aritmetikával. Molnár szövege ügyesen ötvözi a
történeti, Hilbert programjához köthető finitizmus bizonyos elemeinek bemutatását Tait
gondolatmenetének ismertetésével, szembesítve a Tait által javasolt finitista szám-
függvény- és bizonyításfogalmat Hilbert nézeteivel.

A másik írásban elemzett tanulmány témája kevésbé közvetlenül kapcsolódik a
konstruktivizmushoz, de a kapcsolat kétségkívül fennáll: a szerző Michael Dummett, aki
a jelentés használatelméletéből kiindulva számos művében érvelt amellett, hogy a
matematika logikájának az intuicionista logikát kell tekinteni, és „A Gödel-tétel
filozófiai jelentősége” című cikkében azt vizsgálja, hogy az első nemteljességi tétel
ellentmond-e ennek a szemantikai megközelítésnek. Molnár ismerteti a modellelméleti
megfontolásokra támaszkodó ellenérvet, amelyet Dummett tárgyal, és jól választott
példákon keresztül világítja meg a benne kulcsszerepet játszó megkülönböztetést egy
axiómarendszer szenderd, illetve nem-sztenderd modelljei között. Az esszé Dummett
következtetéseivel összhangban álló konklúziója szerint a nemteljességi tétel éppen
hogy nem a használatelméletnek, hanem a modellelméleti ellenérv alapjául szolgáló, a
természetes számokra, illetve a halmazelméletre vonatkozó realizmusnak mond ellent.

A utolsó tanulmány, a kötetnek mintegy keretes szerkezetet kölcsönözve, az első két
esszéhez hasonlóan nem matematikafilozófiai, hanem referenciaelméleti és
ismeretelméleti tárgyú szöveget tárgyal: Hilary Putnam „Agyak a tartályban” című írását
dolgozza fel, amely szemantikai premisszákra építve érvel a címben szereplő „agyak
vagyunk a tartályban” szkeptikus hipotézis inkoherenciája mellett. Varga Bálint esszéje
vázolja a Putnam kiindulópontjául szolgáló externalista, kauzális referenciaelméletet,
bemutatja elmefilozófiai vonatkozásait, és kitér Putnam érvének utóéletére is, ismertetve
néhány befolyásos rekonstrukciót, illetve kritikát.

Az egyes esszék rövid tartalmi áttekintése után mit mondhatunk a kötet egészéről? A
recenzió elején említett cél, vagyis alapvető matematikafilozófiai szövegek szélesebb
közönséghez való eljuttatása szempontjából a Russelltől Gödelig kifejezetten ígéretes. A
feldolgozott írások nagy többsége olyan klasszikus, amely alkalmas arra, hogy a
kötetben található esszékkel együtt bevezetőként szolgáljon egy-egy fontos
matematikafilozófiai témába, a Gibbs-előadás középpontba állítása pedig egyenesen
telitalálat, mivel Gödel önmagukban is sokak fantáziáját megmozgató matematikai
tételekre épít izgalmas filozófiai következtetéseket, és a szöveg – jelentős részben a
Lévai Emese Sarolta esszéjében kimutatott sokszólamúsága okán – nagyszámú
kapcsolódási pontot kínál a többi tanulmányhoz. Az elemzett írások szerencsés
kiválasztásán felül a szerkesztő és a szerzők nagy hangsúlyt fektettek arra is, hogy
esszéik filozófiai iskolázottság nélkül is érthetőek legyenek, és matematikai, illetve
logikai téren sem várnak el több előképzettséget az olvasótól, mint amivel egy egyetemi
hallgató egy-két bevezető kurzus elvégzése után már biztosan rendelkezik.

Ha a kötet kapcsán hiányosságról beszélhetünk, akkor az leginkább néhány olyan téma,
illetve konkrét cikk tárgyalásának hiánya, amelyek egyértelműen beleillettek volna a
kötet koncepciójába. Különösen Paul Benacerraf két klasszikus írása, a strukturalizmus
programadó művének számító „Amik a számok nem lehetnek” (2003), valamint a
platonizmus és a tudás kauzális elmélete közt fennálló ellentmondásra rámutató
„Matematikai igazság” (1973) említhető ezek között. Ha nem is szükségképpen önálló
elemző esszé formájában, de szintén érdemes lett volna kitérni Daniel Isaacson (1987)
figyelemreméltó tézisére is, amely szerint a Peano-aritmetika abban az értelemben teljes,
hogy a benne eldönthetetlen állítások igazsága csak nem tisztán aritmetikai, „magasabb
rendű” fogalmakra is hivatkozó megfontolások alapján látható be. Reméljük, hogy a
folytatásban – mert a Russelltől Gödelig mindenképpen folytatásra érdemes, akár egy
újabb hasonló kötet, akár egy második kiadás formájában – már ezek az írások is
szerephez jutnak majd.
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A TUDOMÁNY MENÜPONT TÖBBFÉLE, A MATEMATIKA TUDOMÁNYÁHOZ KAPCSOLÓDÓ FUNKCIÓT TAKAR..A

TUDOMÁNY– TÖRTÉNET ROVAT CÉLJA ELSŐSORBAN MATEMATIKATÖRTÉNETI JELLEGŰ  ÍRÁSOK KÖZLÉSE. A MI IS

...?ROVAT A MAI MATEMATIKA TUDOMÁNYÁRÓL KÍVÁN SZÓLNI A HOZZÁÉRTŐKNEK.

(ROVATSZERKESZTŐK: BESENYEI ÁDÁM;  STIPSICZ ANDRÁS.)

Bóra Eszter
2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Arany Dániel és
József Attila lakása
a Korong utcában
Bóra Eszter középiskolás kora
óta gyűjti az Arany Dániellel
kapcsolatos adatokat. Ez azért is
nagyon fontos, mivel Arany
Dániel halálának idejéről és
körülményeiről eddig keveset
tudtunk, a most bemutatott
hiteles bizonyítékok azonban
eloszlatják a legtöbb kétséget.
Ferenci Tamás József Attilához
kapcsolódó cikkét is kiegészíti
ez az írás, ami az Arany Dániel
életét bemutató készülő
tanulmány része. Tovább...

Gerbner Dániel, Vizer Máté
2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Erdős 500 dollárja,
avagy az Erdős–
Faber–Lovász
sejtés
megoldásáról
Erdős Pál egyik kedvenc sejtése
volt az Erdős–Faber–Lovász
sejtés, és megoldása kétségkívül
2021 egyik fő matematikai
szenzációja. Erdősnek szokása
volt pénzjutalmat kitűzni sejtései
megoldásáért, ezért eredetileg
50 dollárt kínált, majd
kisvártatva 500 dollárra emelte
az összeget.  Ennek ellenére
(vagy épp ezért) több mint 40
évet kellett várni a megoldásra.
Számos magyar vonatkozása is
van a problémának, amelynek
közérthető megfogalmazása
Gerbner Dániel és Vizer Máté
cikkében itt következik.

Titkos Tamás
2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Mi is...a
regularitási
lemma?
 A „Mi is...” rovatban ezúttal a 
Szemerédi regularitási lemma
különböző alakjaival
ismerkedhet meg az olvasó. A
cikk időzítése nem véletlen:
Szemerédi Endre 2012-es Abel-
díja után ismét örülhetünk,
hiszen 2021 májusában Lovász
László vette át  ugyanezt a
kitüntetést, a „matematikusok
Nobel-díját”. A regularitási
lemma lehetőséget ad arra, hogy
bemutassuk a két világhírű
matematikus hatalmas és
szerteágazó munkásságának
egy-egy kis részletét. Titkos
Tamás írása következik...

Tardos Gábor
2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Lovász lokális
lemmájáról
Lovász László igen gazdag
matematikai munkásságának
egyik gyöngyszeme a lokális
lemma. Jelentőségét
felhasználásainak rendkívül
nagy száma adja. Magát a
lemmát sokan sok irányban
általánosították és nagyon sok
kombinatorikai (és néhány azon
kívüli) probléma megoldásában
játszott kulcsszerepet. Tardos
Gábor azért választotta cikke
témájául a friss Abel-díjas
Lovász gyönyörű eredményei
közül pont ezt, mert bizonyítása
egyszerű és csak elemi
módszereket használ. Lássuk a
lemma legegyszerűbb
formájának teljes bizonyítását a
folytatásban...

Vizer Máté
2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

50 éves lett a
perfekt gráf tétel
Lovász László 2021-ben
megkapott Abel-díja jó alkalmat
szolgáltat arra, hogy bemutassuk
egyik első világraszóló
eredményét: 50 évvel ezelőtt,
1971-ben bizonyította és 1972-
ben megjelent cikkében
publikálta bizonyítását a perfekt
gráf sejtésre. Vizer Máté írásából
kiderül, hogy mi motiválta a
perfekt gráf fogalmát és magát a
sejtést, valamint hogy hogyan
kapcsolódik a téma a
gráfelmélet korábbi
eredményeihez. Tovább...

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Bóra Eszter  2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY – TÖRTÉNET – MI IS...?

Arany Dániel és József Attila lakása a Korong utcában

Ferenci Tamás: József Attila egy matematikai kérdése című cikkének margójára

Bevezetés
Ferenci Tamásnak az „Érintő"-ben megjelent József Attila egy matematikai kérdése
című  érdekfeszítő cikkének nagyon örültem. Szeretnék hozzászólni egy
matematikatörténeti-irodalomtörténeti vonatkozásához. Évek óta gyűjtöm az Arany
Dániellel kapcsolatos adatokat. József Attila és a matematikus esetleges kapcsolatáról
sok eddig homályos kérdés tisztázódhat Ferenci Tamás cikke nyomán, egyben saját
régebbi téves megállapításaimat és következtetéseimet is korrigálnom kell.
Tapasztalatom, hogy a kutatásokat nehezíti és időnként félre is viszi egy-egy „beragadt”
helytelen adat, vagy megállapítás, ezért tartom fontosnak régebbi cikkem korrigálását,
melyre Ferenci Tamás is hivatkozik.

Arany Dániel halálának idejéről és körülményeiről általában kevés és ellentmondó adat
van. Részleteket mutatok be a készülő Arany Dániel életét bemutató tanulmányom erre
vonatkozó bekezdéséiből. 

Arany Dániel lakhelye 1936–1944 ősze között
A matematikus és családja 1915 és 1936 között a Külső-Kerepesi út 38-ban élt.  Az
épület a Hungária körút és a Kerepesi út kereszteződésének közelében az 1884-1886
között emelt Ferenc József lovassági kaszárnyával – a mai Készenléti Rendőrséggel –
szemben helyezkedett el .

Innen költözött Arany és felesége 1936 november 1-én a XIV. kerületi Korong utca 6-
ba. Az első és legfontosabb önkorrekció, hogy az épület nem 1896-ban, hanem 1933-
ban épült villa, melyben több bérlakás volt, és valóban a mai napig áll Zugló
Herminamező városrészében.

1. ábra. Az 1941-es népszámlálási ív eredeti oldalai Arany Dániel kézírásával 
 
A bérházat Syzinek Rudolf (Rezső)  pincér, majd lokáltulajdonos  építette, aki
mulatójának jövedelmét fektette be a Korong utcai épületbe.  Volt, hogy a tulajdonos is
ott lakott, és hét, majd az 1944-es összeírás szerint kilenc lakást adott ki, melynek I.
emeleti 7. számú kétszobás, 64 m²-es, erkélyes lakását bérelték évi 960 pengőért
Aranyék.  (Lásd: 2. ábra.) Az 1941-es népszámlálási ívet a matematikus saját kezűleg
töltötte ki.  (Lásd: 1. ábra.) Ebből megtudható, hogy a két utcai szobán kívül
rendelkezett konyhával, kamrával, fürdőszobával, benne faligázmelegítővel, vízöblítéses
WC-vel, padlásrésszel és még egy cselédszobával (cselédkamrával) is. Pincerész is járt a
lakáshoz, melyben a tüzelőt tárolták, mert „Zephir” típusú fatüzeléses kályhával
fűtöttek. A lakásban nem volt telefonkészülék, se rádió. A főzéshez és a meleg vízhez
gázt használtak. Egy a születése óta a házban élő hölgy  szülei elbeszélésére emlékezett
vissza: „Szüleim '37-től éltek a házban és ismerték Arany Dánielt. Aranyéknak volt egy
fiatal cselédlányuk, aki segített a háztartási munkában. Édesapám szintén tanár volt. Ő
mesélte, hogy az idős Arany hallása akkorra meggyöngült. A matematikus szeretett
sétálni a Korong utca fái alatt. Egyik sétája alkalmával a következő emlékezetes
beszélgetésük volt. Édesapám felvetette, hogy ezekben a nehéz időkben miért nem megy
Győrbe, vagy Győr környékére, ahol rokonai, barátai és tanítványai élnek. Ott jobban át
lehetne vészelni ezeket az vészterhes időket. Arany azt válaszolta; nem hinné, hogy őket
innen elvinnék Németországba, mert már öregek, dolgozni nem tudnak, nem vennék
hasznukat. Mit csinálnának ott velük? Gondolom, hogy ez a beszélgetés már a
legnehezebb időkben volt. Édesapám figyelmeztetni akarta őt. Aranyék maradtak a
házban.”

2. ábra. Az 1610/1944. ME. rendelet végrehajtásához felvett eredeti adatszolgáltatási ív
első és második oldala a Korong utca 6. számú házról

 
A lakásuk kellemes és kényelmes idős éveket ígért az öreg házaspárnak. Nem
gondolták, hogy valaha is el kell hagyniuk. Mégis így történt. 1944 őszéig a Korong
utca 6. számú házban egy csodálatos villalakásban élt és dolgozott a nagy műveltségű,
széles érdeklődésű matematikus. Innen 1944-ben előbb egy kisebb lakásba kellett
költözniük. A már említett lakó visszaemlékezése szerint: „Előbb egy másik Korong
utcai ún. csillagos házba, majd a pesti gettóba kényszerítették őket.” A visszaemlékezés
hitelességét megerősíti az a tény, hogy valóban a Fővárosi Közlöny 1944. évi június hó
16-án megjelenő számában a következő Korong utcai házakat jelölték ki a sárga csillag
viselésére kötelezettek kényszerlakhelyéül: Korong utca 3., 36., 37., 37/a.

Ismerte-e egymást Arany Dániel és József Attila?
A Korong utcai háznak több ismert, híres lakója volt. Egyik „Bodrogi Zsigmond (Kula,
1874 – Bp., 1937. ápr. 23.): író, nótaszerző. Tisztviselő volt. Versei – melyeknek egy
részét ő maga zenésítette meg – főleg a Népszavában láttak napvilágot.”

A ház legjelentősebb irodalomtörténeti érdekessége, hogy 1933–1936 között József
Attila és Szántó Judit bérelt benne egy szerény 17 m²-es manzárdlakást, „a város
peremén”.  Valóban akkoriban még ez a terület a város pereme volt.

Lehetséges, hogy ismerte egymást a matematikus és a költő?

Erről hitelt érdemlő adataim nincsenek. A kérdés megválaszolására megvizsgáltam,
hogy volt-e olyan közös idősáv, amikor mindketten ott laktak.

Biztos adat, hogy Aranyék 1936. november 1-én költöztek a házba és 1944. őszéig itt
laktak.

József Attiláról tudjuk, hogy „Szántó Judittal a Korong utcába költözésük (valószínűleg
1933. október[-ében])”  történt. A kérdés, hogy József Attila 1936-ban meddig élt itt,
pontosabban novemberben még itt élt-e. Iskolai tanulmányaink szerint és N. Horváth
Béla: „A líra logikája József Attila” című monográfiája szerint is: Szántó Judittal 1936
nyarán szakítottak véglegesen,  vagyis a matematikus és a költő egyidőben nem
lakhattak a Korong utcában. Így a már említett cikkemben téves következtetés volt,
hogy „annyi biztos, hogy ismerték egymást a matematikussal.” Ferenci Tamás a
cikkében azt írja, hogy „bár sajnos ez utóbbi állítást nem részletezi a cikk[em],” ezzel
érzékelteti, hogy az állításom nincs kellően alátámasztva. Igaza van, óvatosabban kellett
volna levonni a következtetésem, mely arra alapult, hogy '36-ban mindketten lakói
voltak a háznak. A fentiek alapján ma már azt lehet mondani; habár 1936-ban
mindketten laktak a Korong utca 6-ban, de József Attila előbb elköltözött, mint ahogy
Arany odaköltözött, így a házból, mint lakótársak, nem ismerték egymást.

Arany Dániel emléktáblája
A Természet Világa Természettudományi Közlöny 2009. októberi számában megjelent
cikkemben még az áll, hogy sajnos Arany Dánielnek nincs emléktáblája a házon.

Azóta a ház lakói kérték a Zuglói Önkormányzatot, hogy tábla kerüljön a ház falára,
amely megörökíti a matematikus emlékét, mert az 1930-1940-es években a Korong utcai
ház első emelet 7-es számú lakásának bérlője volt. Az önkormányzat 2016-ban
támogatta a kérést, és meghatározta az emléktábla elhelyezésének formáját, hogy az
illeszkedjen József Attila emléktáblájához. A tábla carrarai márványból készült, 60x40
centiméteres és a földszinti 2. és 3. ablak között helyezték el, a Columbus utca felőli
oldalon. Rozettával rögzítették a falhoz, de koszorúkampót nem helyeztek alá. Összesen
250.000,-Ft-ot szavaztak meg a kivitelezésére.

3. ábra. Arany Dániel emléktáblája a Korong utca 6. számú ház falán 
 
 
Az emléktábla tervét üdvözölte a Bolyai János Matematikai Társulat nevében Katona
Gyula elnök és Simon Péter főtitkár. „Arany Dániel emléktáblájának kihelyezésére
vonatkozó javaslatukat melegen támogatjuk, azért hálásak vagyunk. [...] Feltétlenül
feltüntetendőnek tarjuk, hogy a »Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok« alapítója,
hiszen ezzel került be a magyar matematika történetébe. [...] Ez a lap azóta is – immár
120 éve – matematikus, természettudós és mérnök generációkat nevelt és szolgált, és
olyan hungarikum, amit az USA-tól Japánig mindenhol elismeréssel irigyelnek.” – áll az
önkormányzatnak írt levelükben.

A ház lakóinak elmondása szerint az emléktáblát állíttató tulajdonos – a zuglói
önkormányzat – formálisan, hivatalosan még nem avatta föl (nem volt ún. emléktábla-
leleplezés), viszont a Verspiknik rendezvény keretében megemlékeztek a
matematikusról és a költőről. Legutóbb 2019. áprilisában a Verspiknik  nevű
rendezvényen a ház egyik lakója Kovács Krisztina  – aki a matematikus lakásának mai
tulajdonosa – mondott méltató szavakat Arany Dánielről és József Attiláról. (Lásd: 4.
ábra.)

4. ábra. A Verspikniken készült kép (Fotó: zuglo.hu képszerkesztősége)
 

Aranyék utolsó hónapjai
Arany Dániel 81 éves korában, 1944 márciusában vette kezébe National Mathematics
Magazine című újságot, melynek „Problémafelvetések” rovatában kitűzött 521. számú
feladatának megoldását közölték,  melyhez a szerkesztő hosszabb megjegyzéseket
fűzött. Arany idős kora ellenére még mindig szellemi képessége birtokában volt, és
hódolt élete szenvedélyének, a matematikának. Még mindig voltak ötletei, új gondolatai.
Tapasztalatait megosztotta a szakmával, melynek megbecsült tagja volt. Ez a
feladatkitűzése volt életében az utolsó megjelenő írása.

5. ábra. National Mathematics Magazine, vol. 18, no. 6, 1944, pp. 243–252.

1944 tavasza különösen fontos volt számára. Az Arany házaspár 1944 márciusában
ünnepelte házasságkötésük 40. évfordulóját. Házasságot kötöttek 1904. március 26-án a
Kálvin téri református templomban.  Felesége Szántó Ella operaénekes volt.
Rubinlakodalmuk örömét a német megszállás árnyékolta be. Már évek óta érezni
lehetett, hogy az antiszemitizmus egyre jobban terjed Magyarországon. Származásuk
miatt sárga csillag viselésére kötelezték őket, vallásukat tekintve keresztények voltak. A
férj katolikus, felesége református. A megszállás alatt Arany Dánielt és feleségét a
budapesti gettóba zárták, ahol embertelen körülmények között haltak meg.

A 81. évében járó tudóst a Dohány utcai Zsinagóga Hősök kertjében jeltelen sírba
temették el. Halálának pontos dátumát és körülményeit nem ismerjük, csak annyit
tudunk, hogy 1944. december 24-e és 1945. február eleje között történt. A Yad Vashem
Intézet adatbázisa szerint 1944 decembere. Ez az információ azoknak a meggyilkolt
személyeknek a listáján alapul, akik a Magyar Munkaszolgálatos Zászlóaljaktól és
hazájukból eltűntek kártyakatalógusában találhatók.  A kortárs Obláth Richárd
tudomása szerint a nyilasok végeztek a házaspárral. Nem tudjuk, hogy helytálló-e
Obláth Richárd megállapítása halálának 1944-es dátumáról, de mint kortárs barátnak
neki lehettek a legmegbízhatóbb ismeretei.  Átnéztem több száz oldalt a budapesti
halotti anyakönyvekből, de nem találtam bejegyzést Arany Dánielről, csak a feleségéről
és rokonairól.

A pesti „nagy” gettó területét 1944 novemberében jelölték ki és decemberében
palánkkal vették körbe. Itt embertelen körülmények között zsúfolták össze a budapesti
zsidóságot, egy-egy szobában 10-14 ember lakott. A gettóból kimenni nem lehetett,
élelemhez alig lehetett hozzájutni, tisztálkodási lehetőség is a minimálisra szűkült. A
lakókat megalázták és legyilkolták a nyilasok, életüket, még meglévő vagyonukat nem
védte senki. Nagyon nagy volt az elhalálozás. Az ostrom idején temetetlen holtak voltak
a negyedben, annak ellenére, hogy a bentlakók mindent megtettek, hogy tisztességgel
eltemessék őket. „A budapesti gettóból utolsó alkalommal 1944. december 24-én
szállították ki a Salgótarjáni úti temetőbe a halottakat.. . . A gettó felszabadulása [1945.
január 18.] után, 1945. február közepéig az áldozatok holttesteit kiszállították a
Salgótarjáni úti temetőbe, illetve a Dohány utcai zsinagóga kertjében hantolták el 24
tömegsírban.”  A Dohány utca templomkertjében február 17-én temettek utoljára.

6. ábra. A Dohány utcai Hősök Kertjében elhelyezett tömegsírok vázlata

7. ábra. özv. Arany Dánielné halotti anyakönyvi bejegyzése

Arany Dánielt az 1945. február 3-án kelt halottak névjegyzéke (lásd: 8.  ábra.) szerint
február 5-én temették a B. 1. jelű közös sírba  120 férfi sorstársával együtt.  Felesége
ugyancsak itt nyugszik a C. 8. számú tömegsírban 170 nőtársával.  (Lásd: 6. ábra)

Arany Dániel halt meg előbb, mert a halottak felsorolásánál az özv. szó szerepel felesége
neve előtt a 83. sorszám alatt. Ennek bizonyítására felkutattam özv. Arany Dánielné
halotti anyakönyvi bejegyzését, mely tanúsítja, hogy Ella asszony 1945. február 12-én
hunyt el.  Halálát sógornője Szántó Jánosné jelentette a hatóságoknak. Ugyanaznap
halt meg Szántóné férje, Szántó János is 74 évesen, ő Aranyné (Szántó Ella) testvére
volt. Az anyakönyvből megtudtam, hogy utolsó lakhelyük a Wesselényi utca 18-ban
volt. (Lásd: 7. ábra) Itt éltek összezsúfolva a rokonokkal. Ez a ház a gettóban a
Wesselényi-Kazinczy utca sarkán állt. A családból további halálestet is bejelentett
Szántó Jánosné; 1945. március 5-én elhalálozott Szántó Lajos 65 évesen.

Arany Dániel halálának pontos időpontját és okát nem sikerült tisztázni, ez további
kutatást igényel. Biztosat csak akkor lehet mondani, ha előkerül erről a halotti
anyakönyvi bejegyzés.

8. ábra. 1945. februári elejei jelentés az eltemethetőek listájával, köztük Arany Dániel
neve a 2. sorszám alatt

Annyi tudható, hogy 1944. december 24-e és 1945. február 3-a között történt.

Temetésének idejét sikerült felkutatni: 1945. február 5-én volt a közös sírba helyezése.
Brutális kegyetlenséggel fizikailag megsemmisíthették, de szellemiségét, emberségét,
emberi jóságát és tudósi kvalitásait nem tudták megsemmisíteni. Humanizmusa és
pedagógusi szellemisége túlélte őt.

 

Nem tudhatom, hogy másnak e tájék mit jelent, 
nekem szülőhazám itt e lángoktól ölelt 
kis ország, messzeringó gyerekkorom világa. 
Belőle nőttem én, mint fatörzsből gyönge ága 
s remélem, testem is majd e földbe süpped el. 
Itthon vagyok.

Radnóti Miklós: Nem tudhatom, 1944. január 17. (részlet)
 

Bóra Eszter
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Erdős 500 dollárja, avagy az Erdős–Faber–Lovász sejtés megoldásáról
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 Aktuális szám: 20. szám 2021. június Válasszon:

Gerbner Dániel, Vizer Máté  2021. JÚNIUS, TUDOMÁNY – TÖRTÉNET – MI IS...?

Erdős 500 dollárja, avagy az Erdős–Faber–Lovász sejtés
megoldásáról

Legyen  egy pozitív egész szám és tegyük fel, hogy van  bizottság, melyek
mindegyikének  tagja van, továbbá bármely két bizottságnak legfeljebb egy közös
tagja. A bizottságok rendelkezésére egyetlen konferenciaterem áll, melyben  db szék
található. Megoldható-e, hogy mindenkinek állandó helye legyen, azaz egy adott ember
az összes olyan bizottság ülésén, melynek tagja, mindig ugyanazon a széken üljön? Ez a
probléma nem valamiféle idézet egy konferenciaszervezési prospektusból, hanem
közérthető megfogalmazása az Erdős–Faber–Lovász sejtésnek, amely Erdős Pál egyik
kedvenc sejtése volt és amelynek megoldása kétségkívül 2021 egyik fő matematikai
szenzációja. Erdősnek szokása volt pénzjutalmat kitűzni sejtései megoldásáért, melyek
nagysága a probléma (általa előzetesen vélt) nehézségétől függött. Ezért a sejtésért
eredetileg 50 dollárt kínált, majd kisvártatva 500 dollárra emelte az összeget [4]. Ennek
ellenére (vagy épp ezért) több mint 40 évet kellett várni a megoldásra.

Dong Yeap Kang, Thomas Kelly, Daniela Kühn, Abhishek Methuku és Deryk Osthus
oldotta meg a sejtést, amely így már Kang–Kelly–Kühn–Methuku–Osthus-tétel. Bár az
eredmény egyelőre csak kézirat formájában létezik [16], 2021 januárjában töltötték fel
az ArXiv kéziratszerverre, tehát nincsen hivatalosan lektorálva, egy ilyen eredménynél
elég sokan egyből elolvassák a kéziratot, ha bármi pontatlanság lenne benne, az már
kiderült volna. Így pár hónap elteltével nagy bizonyossággal állíthatjuk, hogy a
bizonyítás teljes. Az eredmény azóta nagy hullámokat vert, több fontos kombinatorikai
blogon és népszerűsítő oldalon írtak róla [1,11,15,18].

Bár elsőre talán nem látszik, de a magyar szálat a történetben nem csak Erdős Pál és
Lovász László jelentik, hanem Abhishek Methuku is, aki 2019-ben a Central European
University-n szerezte meg PhD-ját, témavezetői Katona OH Gyula és Győri Ervin
voltak, és sok magyar kombinatorikussal dolgozott együtt, például ezen írás szerzőivel
is számos közös cikke van.

1. Történet, bevezető
Erdős Pál, Vance Faber és Lovász László 1972 szeptemberében mondta ki a sejtést
Faber lakásában, egy teadélutánon. Ők hárman egy pár héttel korábbi, hipergráfokról
szóló konferenciáról beszélgettek és úgy találták, hogy érdemes lenne gráfok
színezésével kapcsolatos eredményeket lineáris hipergráfokra kiterjeszteni. Ekkor
jutottak el azon könnyen megfogalmazható sejtésig, amit -halmaz problémának
neveztek:

( -halmaz probléma.) Legyen  egy pozitív egész szám és legyen adott  darab 
elemű halmaz úgy, hogy bármelyik kettőnek legfeljebb egy közös eleme van. Ekkor ki
lehet színezni az elemeket  színnel úgy, hogy mindegyik halmazban előfordul
mindegyik szín.

Úgy döntöttek, másnap is találkoznak, hogy kidolgozzák a megoldást. Ez azonban nem
sikerült: a probléma bonyolultabbnak bizonyult a vártnál.

1.1. Hogy merült fel a kérdés, változatok egy sejtésre
Hogy a problémát motiválni tudjuk, visszamegyünk az időben, egészen 1964-ig, az
ún. Vizing-tétel [25] megszületéséig, melynek kimondása előtt kis fogalmi kitérőt
teszünk és bevezetünk pár dolgot.

Egy (egyszerű) gráf egy ponthalmazból és egy élhalmazból áll: az élek pontpároknak
felelnek meg; némelyik pontpár élt formál, mások esetleg nem. Egy adott pont
fokszámán azt a számot értjük, ahány él tartalmazza az adott pontot.

Párosításnak nevezzük élek egy olyan halmazát egy gráfban, mely halmaz bármely két
különböző élére igaz, hogy nincs közös végpontjuk. Például minden egyes él külön-
külön egy-egy párosítás, de persze az igazán érdekes az, ha egy gráfban nagyobb
párosításokat tudunk találni. Mivel a párosítások egy elég egyszerű struktúrát alkotnak,
alapvető kérdés, hogyan tudunk párosítások uniójára (azaz egyszerűbb részekre)
felbontani egy gráfot. Nyilván, ha egyesével élekre bontjuk, akkor kapunk egy
felbontást, ami nem igazán tartalmaz új információt, de az például egy jó kérdés, hogy
mi az a legkisebb szám, ahány darab párosítás uniójára felbontható egy gráf. Ez a kérdés
ekvivalens azzal, hogy szeretnénk meghatározni azt a minimális számot, ahány színnel
ki lehet egy gráf éleit színezni úgy, hogy azonos színű éleknek ne legyen közös pontjuk,
hiszen egyértelmű kapcsolat van a(z ilyen feltételt kielégítő) színosztályok és a
párosítások között. Ezt a számot a gráf kromatikus indexének nevezzük. Egyszerű
észrevétel, hogy legalább maximális fokszámnyi színre szükségünk lesz a színezéshez
(hiszen van olyan pont a gráfban, amihez kapcsolódó élek színezéséhez legalább ennyi
szín kell). Vizing 1964-ben látta be, hogy ennyi majdnem elég is, pontosabban hogy egy
gráf kromatikus indexe vagy egyenlő a maximális fokszámmal, vagy a maximális
fokszámnál eggyel nagyobb.

Rövid példaként az élszínezésre lássuk a következő, ún. Petersen-gráfot. Látható, hogy
legalább 3 szín kell a színezéséhez fokszám okokból. Hogy 3 szín nem elég, annak a
bizonyítását az olvasóra bízzuk. (Aki nem boldogul vele, a következő helyen talál egy
rövid megoldást: [22])

1. ábra
 
Vizing tételének egy hipergráfokra vonatkozó általánosítását kereste Erdős, Faber és
Lovász 1972-ben. A hipergráfok a gráfok általánosításai: élek helyett ún. hiperéleket
tekintünk, mely hiperélek a ponthalmazok részhalmazainak felelnek meg, tehát kettőnél
több pont is tartozhat egy hiperélhez (de akár egy is). Egy hipergráfot -uniformnak
mondunk, ha minden hiperél mérete pontosan , és lineárisnak, ha bármely két
hiperélnek legfeljebb egy közös pontja van. Hipergráf hiperéleit is színezhetjük, és a
kromatikus indexe ugyanúgy bevezethető: úgy akarjuk színezni a hiperéleket, hogy
semelyik pont ne legyen két egyforma színű hiperélben. Egy hipergráf kromatikus
indexe a legkevesebb szín amivel ez megoldható. Most már kimondhatjuk az Erdős–
Faber–Lovász sejtés újabb verzióját:

Élszínezős változat. Egy  pontú lineáris hipergráf kromatikus indexe legfeljebb .

Kang, Kelly, Kühn, Methuku and Osthus ezt a formáját használták a sejtésnek, ezért mi
is erre fogunk majd a későbbiekben hivatkozni. De térjünk még vissza az eredeti -
halmaz probléma más változataihoz. Hipergráfoknak nem csak az éleit, hanem a pontjait
is színezhetjük.

Pontszínezős változat. Egy  élű -uniform lineáris hipergráfnak kiszínezhetjük a
pontjait  színnel úgy, hogy minden élben feltűnik minden szín.

A két változat kimondása után gondoljunk meg két dolgot:

 Egyrészt, hogy a 2 változat ugyanaz. Ez az ún. dualitás következménye: egy 
hipergráf duálisa az a másik  hipergráf, melyben a pontok az eredeti hiperélek, a
hiperélek pedig az eredeti pontok és a tartalmazások megfordulnak. Könnyen látható,
hogy így megkaphatjuk az egyik feltételből a másikat, míg élszínezésből pontszínezés
lesz és vice versa.

 Másrészt azt is gondoljuk meg, hogy a linearitásra valóban szükség van a sejtés
állításában. Ezt az alábbi hipergráf mutatja (a pontszínezős változatot vesszük): legyen a
ponthalmaza  míg a hiperélek halmaza .
Könnyen látható, hogy nem lehet 3 színnel megszínezni ezen hipergráf pontjait, hogy
minden hiperélben szerepeljen minden színű pont.

Kimondunk egy harmadik változatot is, amely fel szokott bukkanni az irodalomban és
fő előnye, hogy gráfproblémaként fogalmazza meg a sejtést. Sőt, a színezés amiről itt
szó van, a legalapvetőbb, legtöbbet vizsgált színezés. A sejtés előző két változatával
való ekvivalenciájának bizonyítását az olvasóra bízzuk.

Teljes gráfos változat. Vegyünk  darab teljes gráfot, amiknek mind  pontja van.
Rakjuk ezeket egy közös  gráfba úgy, hogy bármelyik kettőnek az  teljes gráf közül
legfeljebb egy közös pontja van. Ekkor  pontjai kiszínezhetők  színnel úgy, hogy
minden él két végpontja különböző színű.

1.2. Hipergráfok, melyeknek  a kromatikus indexe
Ugyan érződik, hogy lehetnek olyan hipergráfok párosításával kapcsolatos problémák,
amik esetleg nehezebbek a gráfváltozatnál , a konkrét fő oka annak, hogy ez a sejtés
ilyen nehéznek bizonyult, az lehet, hogy többféle hipergráf van, ami teljesíti a
feltételeket és pontosan  a kromatikus indexe. Ha csak egyféle ilyen konstrukció lenne,
akkor lehetne abban bízni (és gyakran ez a helyzet hasonló problémáknál), hogy az
olyan hipergráfok, amiknek közel  a kromatikus indexe, azok szerkezetüket tekintve
mind hasonlóak az egyedi konstrukcióhoz, és ezzel az információval már lehet valamit
kezdeni. Csakhogy itt nem ez a helyzet, egymástól lényegesen eltérő példák vannak.

Nézzük ezeket a konstrukciókat.

1. Az egyik konstrukció az  pontú teljes gráf: ez egy lineáris hipergráf, és ha  páratlan,
akkor  a kromatikus indexe.

2. ábra
 
2. Egy másik jól ismert hipergráf a véges projektív sík: ennek  pontja és  hiperéle
(egyenese) van, és bármely két egyenes metszi egymást, tehát különböző színt kell,
hogy kapjon.
 

3. ábra
 
3. A harmadik konstrukció kevésbé szabályos: veszünk egy  pontú hiperélt, és az
összes két pontú élt ami tartalmazza az -edik pontot.

4. ábra
 

Kang, Kelly, Kühn, Methuku and Osthus azt is belátta, hogy minden hipergráfhoz ami
ezektől lényegesen különbözik, -nél jóval kevesebb szín elegendő. Erre még
visszatérünk (ahhoz viszont, hogy pontosan mi számít „lényeges különbségnek” és
„jóval kevesebbnek”, az eredeti kéziratot [16] kell megnézni).

2. Korábbi eredmények
A sejtést 1972 óta sokan vizsgálták, korábban is született több előrelépés a megoldása
felé, ezekből gyűjtünk össze pár fontosabb eredményt:

 Chang és Lawler [3] 1988-ban -es felső korlátot adott  pontú lineáris
hipergráfok kromatikus indexére.

 Kahn [13] 1992-ben közel került a sejtés bizonyításához: egy olyan felső korlátot
mutatott a kromatikus indexre, ami -nel osztva 1-hez tart.

 Olyan hipergráfok esetén, ahol a minimum fokszám legalább , Sanchez-Arroyo
2008-ban belátta a sejtést [24].

 Faber [5] 2010-ben azt vizsgálta, ha az  pontú lineáris hipergráfban minden pontnak a
foka pontosan .

A terület mostanában is elég aktív volt, például 2019 publikált Faber és Harris egy
cikket [6], melyben belátták, hogy ha minden hiperél „közepes” nagyságú (ezt nem
mondjuk ki pontosabban, a cikkben megtalálható a pontos állítás), akkor -nél
(konstansszor) kevesebb szín is elég a pontok kiszínezéséhez. Illetve megemlíthetjük
Janzer Olivér és Nagy Zoltán 2019-es munkáját [12], melyben a kombinatorikus
Nullstellensatz-cal hozták összefüggésbe a sejtést.

A sejtés történetéről további fejleményeket találhat az olvasó a következő helyeken:
[9,21,23].

3. Pár szó a bizonyításról
A bizonyítás természetesen túl összetett ahhoz, hogy részleteibe belemehetnénk ebben a
cikkben, csak megemlítünk néhány fontos összetevőt.

A szerzők több olyan módszert kombinálnak, amik önmagukban is áttörést jelentettek és
fontos sejtések megoldásához vezettek korábban. Az egyik az úgynevezett Rödl nibble ,
amelyet Rödl először az ún. Erdős–Hanani sejtés megoldása során használt. A másik az
ún. absorption  method, amely hatalmas karriert futott be az elmúlt évtizedben és a
Daniela Kühn és Deryk Osthus vezette birminghami iskola egyik védjegyévé vált.
Segítségével több olyan problémát sikerült pontosan megoldani, amik aszimptotikusan
korábban megvoltak

Alább részletesebben is írunk erről a két módszerről. Emellett ahol lehet, a szerzők
próbálnak hipergráfok helyett gráfokat színezni, így tudják használni a gráfszínezésekről
meglévő sokkal átfogóbb ismereteket.

3.1. A bizonyítás vázlata
A bizonyítás során egy meglehetősen logikus sorrendből indulnak ki: először kiszínezik
a nagy hiperéleket, aztán a közepeseket, majd a legkisebbeket. Azért logikus ez a
sorrend, mert minél nagyobb a hiperél, annál több pontnál jelent ez megkötést az egyéb
hiperélek színére vonatkozóan. Valójában egy -es felső korlát már rögtön következik
ha a hiperéleken nem-növekvő sorrendben végigmegyünk: ha egy  méretű hiperél a
következő, akkor a  pontján mind legfeljebb  korábbi hiperél megy át,
hiszen azoknak a hiperéleknek a mérete mind legalább , és se egymást, se a soron
következő hiperélünket nem metszik máshol. Tehát legfeljebb 
hiperél van amit már kiszíneztünk, azaz legfeljebb ennyi szín van amit nem
használhatunk a hiperélünkhöz, vagyis van olyan szín amit igen. Ezt a fajta színezési
algoritmust mohónak nevezzük, mert a soron következő hiperélt úgy színezzük ki, hogy
nem gondolunk a jövőre, lecsapunk egy elérhető színre. Ahhoz hogy fele ennyi színnel
kiszínezzük a hiperéleket, persze okosabban kell megtervezni, hogy mit csinálunk.

3.2. Nagy, közepes, kicsi
A nagy hiperélek színezésében egy fontos ötlet segít: vegyük azt a gráfot, aminek a
pontjai az eredeti hipergráf hiperélei, és két pont akkor van összekötve, ha a
hiperéleknek van közös pontja. Ezzel a hiperélszínezés helyett egy szokványos
pontszínezésünk van gráfokon.

Közepes méretű hiperélekkel kapcsolatban többet mutatnak meg. Fentebb mutattunk
három példát, ahol a kromatikus index pontosan , és mindegyikben csak nagyon kicsi
és/vagy nagyon nagy hiperélek vannak. Ez nem csak ezeknél a példáknál van így,
hanem tényleg nagyobb a mozgástér. Valójában azt is megmutatták a sejtés megoldása
mellett, hogy vagy van egy pont amit majdnem minden hiperél tartalmaz, mint az első és
harmadik konstrukcióban, vagy majdnem minden él majdnem  méretű, mint a második
konstrukcióban, vagy a kromatikus index lényegesen kisebb mint .

Amikor a nagy és közepes hiperéleket kiszíneztük, még mindig nem használtuk el mind
az  színt. A kicsi élek egy részét a már használt színekkel tudjuk kiszínezni, a
maradékban pedig már csak két pontot tartalmazó hiperélek vannak. Ezekhez pedig a
fennmaradó színeket használjuk, meg persze Vizing tételét.

Menjünk bele egy kicsit mélyebben, hogyan is színezzük a hiperéleket. A legtöbb
esetben véletlenszerűen. Talán meglepő lehet, hogy a bizonyítás nagy mértékben
használ véletlen módszereket. Eddig nem említettünk ilyesmit, a sejtésben sem voltak
valószínűségek, és a megoldás sem csak nagy valószínűséggel igaz, hanem minden
hipergráfra. De mára a véletlen alkalmazása egy standard módszer a kombinatorikában.
A legegyszeűbb alkalmazása a véletlennek így néz ki: keresünk valamilyen matematikai
objektumot (jelen esetben egy hiperélszínezést legfeljebb  színnel), és választunk egyet
véletlenszerűen. Kiszámoljuk mennyi az esélye annak, hogy az teljesíti a plusz
feltételeket (jelen esetben azt, hogy ha két hiperélnek van közös pontja, akkor különböző
a színük). Vagy ha kiszámolni nem tudjuk, legalább adunk rá egy becslést. Ha ugyanis
ez az esély nagyobb mint nulla százalék, az azt jelenti hogy van több mint nulla
megfelelő színezés, és ennél mi nem is akartunk többet.

Persze erre a problémára nem ilyen egyszerű a megoldás, hanem sokkal komplikáltabb
módon használjuk a véletlent, például a már említett Rödl nibble-nél. Jóllehet az is egy
egyszerű ötletre épül. Vegyünk néhány hiperélt amik nem tartalmaznak közös pontot,
véletlenszerűen. Ezután tegyük félre a hiperéleket meg a pontjaikat is, és a maradékon
vegyünk még néhány hiperélt, és így tovább. Így apró harapásokkal veszünk ki egy
hiperélhalmazt, ami megfelelő lesz egy színosztálynak. Aztán visszatesszük a félretett
pontokat, és a maradék hiperélekből kiharapdálunk egy másik színosztályt is, és így
tovább.

A másik fejlett technika amit alkalmaznak az absorption. A kis hiperélek egy
véletlenszerűen kiválasztott részét félretesszük. Amikor a nagy és közepes méretű
hiperélekkel végeztünk, akkor még -nél kevesebb színt használtunk csak fel, és ezekből
is néhány színt még fel lehet használni a kis hiperélekhez. Ezt úgy csináljuk, hogy
bizonyos pontokra (a nagy fokúakra) azt akarjuk hogy minél több olyan szín legyen az
őket tartalmazó hiperéleken, amit már felhasználtunk. Ez azért fontos, mert a nagyfokú
pontoknál sok szín kell hogy felbukkanjon az őket tartalmazó hiperélekben. A félretett
kis hiperélekből tehát úgy választunk a már elkezdett színekbe, hogy minél több
nagyfokú pontot elnyeljenek ezek a színosztályok, innen az elnevezés.

A fentebb leírtak, tehát a Rödl nibble, utána absorption, és utána Vizing tétele, csak a
hipergráfok nagy részére működik. Utána nagyon alaposan meg kell vizsgálni a
kimaradó hipergráfokat is a bizonyítás befejezéséhez.

Az érdeklődő olvasó eggyel részletesebb bizonyításvázlatot találhat a kézirat [16]
második fejezetében illetve a következő youtube linkeken:

 Abhishek Methuku előadásának felvétele: [20] (csak a diák: [19]).

 Thomas Kelly előadásának felvétele: [17].

4. Felmerülő további kérdések
Bár a bizonyításuk egy fontos kérdést megválaszolt, több kérdés nyitva maradt a
témakörben. Az első a bizonyításhoz kapcsolódóan, hogy igaz-e a sejtés minden -
re? A szerzők a kéziratban nem adnak felső becslést arra az -ra, ahonnan kezdve a
bizonyítás működik.

A következő kapcsolódó nyitott kérdés az ún. Berge–Füredi–Meyniel sejtés, amit az
említett három matematikus egymástól függetlenül fogalmazott meg [2,7]. Legyen  egy
hipergráf pontja, és jelöljük -vel a -t tartalmazó hiperélek úniójának méretét. A
sejtés szerint egy hipergráf kromatikus indexe legfeljebb a legnagyobb . Mivel 
legfeljebb a pontok száma, ez erősebb mint az Erdős–Faber–Lovász sejtés. Ha egy
gráfot nézünk,  a  fokszáma plusz egy, tehát ez a sejtés a Vizing tételnek is
általánosítása.

De az Erdős–Faber–Lovász-sejtés analogonjait kimondhatjuk másfajta színezésekre is,
egy példa az ún. listaszínezés. Itt minden hiperélhez adott egy lista  színből, és abból
kell kiválasztani hogy milyenre színezzük (az elvárás továbbra is az, hogy egy pontot
tartalmazó hiperélek színe különböző legyen). Abban a speciális esetben, ha minden
hiperélhez ugyanaz a lista, akkor visszakapjuk az eredeti problémát. Mivel a színezésre
vonatkozó megkötések olyanok, hogy bizonyos hiperéleket különböző színűre akarunk
színezni, azt is gondolhatnánk hogy csak segít ha eleve különböző színek vannak a
listákban. De ez nem igaz, bizonyos hipergráfokhoz vannak olyan listák amik a
kromatikus indexnél sokkal több színt tartalmaznak, és mégse lehet kiválasztani
megfelelő színeket. Az Erdős–Faber–Lovász sejtés listás változata még nyitott kérdés.
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Lábjegyzetek

 Lucien Haddadtól és Claude Tardiftól [10] származó
 Azt, hogy hipergráfokra a párosítással kapcsolatos kérdések esetleg sokkal

bonyolultabbak lehetnek, alátámasztja az a tény is, hogy Karp szintén 1972-ben előállt
21 nehéz (ún. NP-teljes) problémával, amik között az egyik egy bizonyos 3-uniform
hipergráfban a maximális párosítás kiválasztása, ami gráf esetben egy könnyebb kérdés.
 a nibble harapást jelent, de valahogy furán hangzik, hogy Rödl harapás
 elnyelés, felszívás

Gerbner Dániel, Vizer Máté
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Mi is...a regularitási lemma?

Az Abel-díj 2012-es átadása óta rengeteget (pontosabban: még a korábbinál is többet)
hallani Szemerédi Endre regularitási lemmájáról és annak fontosságáról. Mára a
regularitási lemmának megszámlálhatatlanul sok verziója létezik, fogalmazhatunk úgy
is, hogy egy egész elmélet nőtt ki belőle.

 

1. ábra. Szemerédi Endre az Abel-díjjal

Magáról a lemmáról beszélve Szemerédi Endre mindig megjegyzi, hogy ugyan az
alapokat ő tette le, feltétlenül meg kell említeni azokat a kiváló matematikusokat, akik
aztán a munkáját továbbfejlesztették. Ezt alátámasztandó megemlítünk néhány
kiemelkedő eredményt (a teljesség igénye nélkül): Timothy Gowers 2007-ben analóg
állítást bizonyított hipergráfokra [3], Terence Tao megadta a lemma egy
valószínűségelméleti és információelméleti megközelítését [8], Lovász László és
Szegedy Balázs pedig a gráfelmélet és az analízis területeit összekapcsolva
megteremtette a regularitási lemma különböző analitikus alakjait. [5].

Ennek a cikknek az apropóját Lovász László Abel-díja és az imént említett kapcsolat
szolgáltatja. A Szemerédi's Lemma for the Analyst című cikk nem csak Szemerédi Endre
szerény állítását segít alátámasztani (értsd: nagy matematikusok vitték tovább, amit ő
elkezdett), hanem jól példázza azt a gyakran emlegetett tényt is, hogy Lovász László
eredményei a matematika különböző, egymástól távol eső területei között építenek
hidat. (A tiszteletére szervezett konferenciák és a Bolyai Társulat gondozásában
megjelenő ünnepi kötetek nem véletlenül kapták a „Building Bridges” címet.)

           

2. ábra. A Building Bridges kötetek borítói I,II

1. Az Erdős–Turán sejtés
Mielőtt a regularitási lemmára térnénk, feltétlenül szót kell ejtenünk az Erdős-Turán
sejtésről.

3. ábra. Erdős Pál és Turán Pál

Nem sok olyan fogalom van a matematikában, amiről bizton állíthatjuk, hogy mindenki
találkozott vele. Ám az egyik ilyen a számtani sorozat fogalma: egész számok egy

 sorozatát  hosszúságú számtani sorozatnak nevezzük, ha a szomszédos
tagjainak eltérése állandó, azaz ha van olyan  szám, amelyre

. Így például a 13, 20, 27, 34, 41, 48 egy
6 hosszúságú számtani sorozat, amelynek első tagja , differenciája pedig .
Ahhoz, hogy az Erdős-Turán sejtéshez egy lépéssel közelebb kerüljünk, képzeljük el a
következő játékot.

Adnak nekünk egy hatalmas , és egy kicsi  számot, a példa kedvéért legyen
 és . A feladatunk az, hogy az 1, 2, 3, ...,  egész számok közül

kiválasszuk a lehető legtöbbet úgy, hogy a kiválasztott számhalmaz ne tartalmazzon 
hosszúságú számtani sorozatot. Ha például a már kiválasztott számaink között szerepel a

, a , és a , akkor nem választhatjuk ki sem a -at, sem a -
ot, mert ezek bármelyikével létrejönne egy  differenciájú  tagú számtani
sorozat.

Világos, hogy a feladatunk lépésről lépésre nehezebb lesz, hiszen minél több
kiválasztott számunk van, annál több lesz a fentihez hasonló megkötés. Az is világos,
hogy bármilyen stratégia szerint is válogatunk, előbb-utóbb meg kell állnunk. (Annál is
inkább, mert összesen  számunk van, tehát a játéknak legfeljebb  lépése
lehet.) A meglepő az, hogy a valóság ettől a -től nagyon távol van: bármilyen
stratégiát is választunk, a számoknak csak egy kis töredékét tudjuk kiválasztani. Hogy
pontosan mennyire kicsi ez a töredék, abba nem megyünk bele, de  méretéhez képest
elenyésző.

Egy pillanatra gondolkodjunk most el azon, hogy milyen stratégiát követnénk, ha nem
csak az 1, 2, 3, ...,  számok közül, hanem az összes pozitív egész számból
válogathatnánk. Az az ember érzése, hogy egyre nagyobb és nagyobb számokat kéne
választani, egyre nagyobb réseket hagyva köztük. Talán ha nem hagyjuk a számokat
„besűrűsödni”, akkor nem üti fel a fejét számtani sorozat, és a végtelenségig
játszhatunk.

Most már csak egyetlen fogalom, ez a bizonyos sűrűség választ el minket a sejtés
kimondásától. Legyen  a természetes számoknak egy tetszőleges részhalmaza. Az
érdekel minket, hogy hogyan alakul az  sűrűsége az  alakú halmazokban,
amikor -et egyre nagyobbnak és nagyobbnak választjuk. A sűrűséget egy adott -re a
lehető legtermészetesebben mérjük: mekkora hányadát teszi ki az  halmaznak

az  oda eső része , vagyis mennyi a  hányados értéke.

(Az  abszolútérték jel mostantól mindig a halmazok elemszámát jelöli.) Erdős Pál és
Turán Pál sejtése azt mondja, hogy ha van olyan pozitív  szám szám, hogy a 
sűrűségek végtelen sokszor fölé mennek -nak, akkor  tartalmaz  hosszú számtani
sorozatot minden -ra.

Maga Erdős azt mesélte a sejtésről (bővebben lásd itt), hogy eleinte nem vették észre,
hogy ez egy ennyire nehéz probléma. Később aztán 1000 dollárt ajánlott a bizonyításért,
amit Szemerédi 1972-ben megcsinált. Az eredmények cikké formálásában Hajnal
András segédkezett, az Amerikában tartózkodó Erdős nála érdeklődött, hogy jó-e a
bizonyítás. Hajnal a rá jellemző humorral azt válaszolta, hogy azt még nem tudja, de
500 dollárért már megvenné.

4. ábra. Erdős Pál és Szemerédi Endre (További érdekes fotók itt: I,II.)

A bizonyítás jó volt, az Erdős-Turán sejtést pedig ma már inkább Szemerédi tételnek
nevezik. A tétel bizonyítása rettenetesen bonyolult (lásd [6]), és ennek a rettenetesen
bonyolult bizonyításnak az egyik lépése az a páros gráfokra vonatkozó segédállítás,
amelyből aztán a regularitási lemma később kifejlődött [7].

Mielőtt rátérnénk magára a lemmára, teszünk néhány megjegyzést az Erdős-Turán
sejtéssel és a Szemerédi tétellel kapcsolatban. A mai napig nyitott a sejtés egy erősebb
változata: igaz-e, hogy ha  egy olyan részhalmaza a természetes számoknak, amelyre a

 sor divergens, akkor  tartalmaz  hosszúságú számtani sorozatot minden -ra.
Mivel Leonhard Euler már 1737-ben bebizonyította, hogy a prímek reciprokösszege
divergens (jelölje a továbbiakban a prímek halmazát ), ezért aki ezt az erős Erdős-
Turán sejtést igazolja, az automatikusan bebizonyítja a számelmélet egyik legősibb
sejtését, hogy van tetszőlegesen hosszú prímszámokból álló sorozat. Egyébként ez
utóbbi sejtés 2008 óta már tétel, ugyanis Ben Green és Terence Tao bebizonyította [4] (a
bizonyítás egyik fő komponense persze maga a Szemerédi tétel), hogy ha  egy olyan

prímszámokból álló halmaz, amelyre a  relatív sűrűség végtelen

sokszor fölé megy egy  pozitív számnak, akkor  tartalmaz  hosszúságú számtani
sorozatot minden -ra. Világos, hogy ha itt  helyére magát -t helyettesítjük, akkor 

 minden -re, tehát a prímek halmaza valóban tartalmaz tetszőlegesen hosszú
számtani sorozatot. Végül egy érdekesség az Abel-díj kapcsán: a 2020-as díjazott Hillél
Fürstenberg számtalan híres eredményének egyike a Szemerédi tételre adott
ergodelméleti módszereket használó bizonyítás [2].

2. A regularitási lemma
A regularitási lemma tehát egy gráfelméleti állítás, ami valójában csak nagyon nagy
méretű (tehát sok csúccsal és rengeteg éllel rendelkező) gráfokról mond valamit. Mi itt
egy kis csalással élve minden fogalmat és állítást kis méretű gráfokon fogunk
szemléltetni.

Idézzük fel elsőként, hogy mi a gráf: adottak csúcsok, amelyek közül egyesek össze
vannak kötve éllel, mások nincsenek. A csúcsok halmazát -vel, az élek halmazát -
vel, magát a  csúcshalmaz és  élhalmaz által meghatározott gráfot pedig -vel
jelöljük.

Ha  és  két részhalmaza -nek, akkor az  és  között menő élek számát jelölje 
. (Azokat az éleket, amelyeknek mindkét vége -ban van, kétszer

számoljuk.) Számunkra különösen fontosak az úgynevezett páros gráfok: ha a 
csúcshalmaz felbontható két részre -ra és -re úgy, hogy élek csak a különböző
csúcsosztályok között mennek, akkor -t páros gráfnak nevezzük és -vel
jelöljük.

 

Egy  páros gráfban a  hányadosra gondolhatunk úgy,

mint  és  közötti élsűrűségre. A fenti gráfra ez a sűrűség . Ha
 és  helyett csak az  és  csúcshalmazokat

vesszük, és felírjuk az  hányadost, akkor egy -hez

közeli számot kapunk.

 
Arra természetesen nem számíthatunk, hogy ez az  és  összes részhalmazára igaz:

például   és  választása esetén . Vannak azonban

olyan gráfok, amikben ha -et és -t elég kövérnek választjuk, akkor  hányados

közel van -hez. Ezt a tulajdonságot ragadja meg az -reguláris páros gráf

fogalma.

A  páros gráfot -regulárisnak nevezzük (itt  egy rögzített pozitív
szám, a megengedett hiba), ha minden olyan  és  részhalmazra, amelyekre

 és  teljesül, a sűrűségek egymáshoz -nál közelebb vannak,
azaz

Legyen most  egy tetszőleges gráf (nem feltétlenül páros, mint eddig). Vegyük a
-nek két olyan -sel és -vel jelölt részhalmazát, amelyeknek nincs közös eleme (az

alábbi gráfon ezek  és ). Tartsuk meg azokat és csak
azokat az éleket, amelyeknek egyik végpontja -ben, a másik -ben van (az ábrán ez a
zöld élhalmaz). Így -nek egy olyan részgráfját kapjuk, ami páros. Jelölje ezt 

.

                    
 

Nagyon pongyolán fogalmazva a regularitási lemma azt mondja, hogy ha a gráfnak elég
sok csúcsa van, akkor a csúcsokat fel tudjuk bontani kevés darab lényegében egyforma
méretű  halmazra úgy, hogy ha ezekből készítjük el a  páros gráfokat
a fenti módon, akkor azok nagy része -reguláris lesz. Tehát a gráfot fel lehet darabolni
nem túl sok „szép darabra”, persze némi hibától eltekintve.

A rend kedvéért precízen is kimondjuk a lemma klasszikus alakját, továbbá egy gyenge
alakját is, mert később ezek majd jól fognak jönni. Ehhez szükségünk lesz a partíció
fogalmára. A  csúcshalmaz egy  átfedés nélküli halmazokra való
feldarabolását partíciónak nevezzük.

Ha a partícióban szereplő darabok lényegében egyforma méretűek, azaz  minden
-ra (másképp: ), akkor a partíciót ekvipartíciónak nevezzük.

1. Lemma. (Regularitási lemma, hagyományos alak.) Tetszőleges  és 
számokhoz léteznek olyan -tól és -től függő  és  konstansok,
amelyekre az alábbi állítás teljesül. Minden legalább  csúcsú gráf
csúcshalmazának van olyan  ekvipartíciója ( ), amelyben
legfeljebb  darab  indexpár kivételével mindegyik  páros gráf
-reguláris.

Most rátérünk a regularitási lemma egy gyenge alakjára, ami Alan Frieze-től és Ravi
Kannantól származik [1]. Hasonlóan a korábbi  mennyiséghez, vezessük be a
partícióhoz tartozó élsűrűségeket. Egy adott  partíció esetén jelölje 
a  és  csúcshalmazok közti élsűrűséget:

Legyen  és  a -nek két részhalmaza. Emlékezzünk, hogy -vel jelöltük azon
élek számát, amelyeknek egyik végpontja -ben, a másik -ben van. Ezt az 
mennyiséget megbecsülhetjük a  partíció és a  sűrűségek (vagy ha úgy tetszik
átlagok) segítségével:

Mivel átlagokkal számoltunk, természetesen nem várhatjuk, hogy tetszőleges -re és -
re  megegyezzen -vel. Az eltérés nagyságra, tehát a

 számra tekinthetünk úgy, mint egy mérőszámra, ami a
 partíció irregularitását méri. Most már minden adott, hogy kimondjuk a regularitási

lemma gyenge alakját. (Ennek a gyenge alaknak a következő fejezetben komoly szerepe
lesz.)

2. Lemma. (Gyenge regularitási lemma.) Tetszőleges  számhoz és tetszőleges 
 gráfhoz van olyan  ( ) partíciója -nek, hogy

minden -re

 

3. Regularitási lemma az analízisben
Már említettük Lovász László és Szegedy Balázs  Szemerédi's Lemma for the
Analyst című cikkét, amelyben a regularitási lemmának három különböző analízisbeli
interpretációját is megadták. Különösen érdekes ez az eredmény, mert a gráfelmélet és
az analízis között (vagy ha úgy tetszik a folytonos és diszkrét matematika között)
hatalmas szakadékot kell tudni áthidalni. Az ilyen távoli területek összekapcsolása
mindig nagyon szép, és persze roppant bonyolult. Arra nincs lehetőség, hogy a
szükséges fogalmakat mind bevezessük, és a cikk eredményeit itt bemutassuk, de talán
sikerül legalább a felszínt megkapargatni.

Először arról lesz szó, hogy hogyan lehet gráfokat speciális függvényekkel azonosítani.
A példa kedvéért vegyük az alábbi ötcsúcsú  gráfot, és mellé egy 
egybevágó négyzetre felbontott egységnégyzetet. Számozzuk meg a csúcsokat, és
feketítsük be az -edik oszlop és -edik sor kereszteződésében lévő négyzetet, ha az  és 
csúcsok szomszédosak. (Azon se most, se később ne akadjunk fenn, hogy a szomszédos
kis négyzetek közös oldala milyen színű, ha az egyik négyzet fekete, a másik pedig
fehér.)

 
Ezzel az eljárással egy felcímkézett gráfot megfeleltettünk egy „pixeles képnek”. A
pixeles képet pedig meg tudjuk feleltetni egy  függvénynek:
legyen , ha az  pont a pixeles képen fehér, és legyen , ha az 

 pont a pixeles képen fekete színű.

 
Mivel a szomszédosság egy szimmetrikus reláció (ha az  csúcs össze van kötve -vel,
akkor  is össze van kötve -val), ezért a fenti eljárással definiált függvények
szimmetrikusak, azaz minden -re . Most áttérünk egy
jóval általánosabb függvényosztályra, ami ezeket a pixeles képekből származó
függvényeket mind tartalmazza.

Jelöljük -vel a  korlátos és mérhető szimmetrikus függvények
vektorterét. Egy  függvény korlátossága alatt azt értjük, hogy van olyan  szám,
amire  teljesül minden  pontra. A mérhetőség pedig egy nagyon
természetes (és szükséges) technikai feltevés, amennyiben az ember integrálni szeretne.
Márpedig hamarosan látni fogjuk, hogy az integrál fogalma mindig ott lesz a háttérben.
A részletekbe terjedelmi okokból nem megyünk bele, elégedjünk meg annyival, hogy
ezzel a mérhetőségi feltevéssel csak olyan (vadul viselkedő) függvényeket zárunk ki,
amelyek úgy képezik a -et -be, hogy a rajtuk lévő természetes
halmazstruktúrák a függvény mentén nem passzolnak össze.

A  vektorteret felruházhatjuk egy speciális függvénnyel, a vágás norma nevű
mennyiséggel. Minden  függvényhez rendeljünk hozzá egy -val jelölt számot, az
ő normáját a következő formulával

A normára gondolhatunk úgy, mint a hosszúság fogalmának egy nagyon fontos és
hasznos általánosítására. Ha rendelkezésünkre áll egy norma, akkor olyan absztrakt
fogalmakat is megfoghatunk számok segítségével, mint például a „közelség”. Azt
mondhatjuk, hogy  és  közel vannak egymáshoz, vagy kevéssel térnek el
egymástól, ha a különbségüknek kicsi a hossza, azaz ha a  szám kicsi.

Észrevehettük, hogy a gráfokhoz tartozó függvények elég speciális szerkezetűek.
Valóban, ezek a függvények az úgynevezett lépcsős függvények osztályához tartoznak.
Egy  függvényt lépcsős függvénynek nevezünk legfeljebb  lépcsővel, ha van a 

 intervallumnak olyan  felosztása, hogy a  függvény konstans
az összes  téglán.

 
Azt láttuk, hogy egy  csúcsú gráfot olyan szimmetrikus lépcsős függvénnyel tudtunk
azonosítani, amelyben a  partíció tagjai az  hosszú intervallumok
az  négyzeteken pedig a függvényérték vagy 0 vagy 1.

Egy másik fontos függvényosztály a  azon elemeiből áll, amelyekre 
teljesül minden  esetén. Ezeket a függvényeket grafonoknak
nevezzük, a grafonok halmazát pedig -lal jelöljük. A regularitási lemma gyenge
alakjának (lásd 2. Lemma) analitikus változata azt mondja, hogy bármilyen  grafont is
veszünk, és bármilyen kicsi  hibát engedünk meg, találunk majd olyan -beli
lépcsős grafont, amely a -t -nál jobban megközelíti, és nincs túl sok lépcsője.

3. Lemma. (Gyenge regularitási lemma, analitikus változat.) Minden 
grafonhoz és -hoz létezik olyan  lépcsős függvény legfeljebb 
lépcsővel, amelyre .

Végezetül megemlítjük, hogy a regularitási lemma megfogalmazható mint kompaktsági
tétel. Ezt a mély állítást a többinél kicsit tömörebben, az analízisben sztendernek
számító fogalmak felidézése nélkül tárgyaljuk. Tudjuk, hogy egy topologikus tér
metrizálhatósága mennyire fontos és hasznos tulajdonság, különösen ha a metrizálással
nyert metrikus tér kompakt. A kérdés, hogy hogyan metrizáljuk a grafonok terét, és
hogy a metrizálással kapott tér kompakt-e.

Először is egy megjegyzés: az az eljárás, ahogy gráfokból függvényeket csináltunk,
függött attól, hogy hogyan címkéztük fel a csúcsokat. A következő példa azt mutatja,
hogy ugyanannak az ötcsúcsú (címkézetlen) gráfnak két különböző önkényes
felcímkézése különböző pixeles képekhez, és így különböző függvényekhez vezet.

 
A csúcsok átszámozásának megfelelője a grafonok nyelvén egy 
invertálható mértéktartó leképzéssel való komponálás, nevezetesen

. Vezessük be az alábbi  függvényt a vágás norma
segítségével .

Ez a  már majdnem egy metrika, ráadásul úgy méri a grafonok távolságát, hogy az az
„átcímkézésre” érzéketlen. Meg lehet mutatni, hogy , és hogy 
teljesíti a háromszögegyenlőtlenséget . Azonban a 
definíciójából adódóan itt most azzal a problémával szembesülünk, hogy vannak olyan 

 és  grafonok, amik nem azonosak, a -távolságuk mégis nulla. Márpedig azt meg
akarjuk követelni, hogy a metrizálandó objektumaink csak önmaguktól legyenek nulla
távolságra. Mivel az  reláció nyilvánvalóan egy ekvivalencia
reláció, ezért ezeket az egymástól nulla távolságra lévő elemeket azonosíthatjuk.
Jelöljük az így kapott teret -szel. Erre az -re a -t ráhúzva már egy valódi metrikus
teret kapunk.

Térjünk rá a kompaktságra: metrikus terekben a kompaktság ekvivalens a
sorozatkompaktsággal, azaz azzal, hogy minden sorozatnak van konvergens
részsorozata. Ha tehát adott grafonoknak egy  sorozata, akkor konstruálni kell
egy olyan  grafont, és  részsorozatot, amelyre . Lovász és
Szegedy a gyenge regularitási lemma analitikus változatának segítségével ezt megtették,
ezzel bebizonyították, hogy az  metrikus tér kompakt. Ilyen értelemben a
grafonok terének kompaktsága tekinthető úgy, mint a regularitási lemma egy
topologikus interpretációja. További részletek, és a regularitási lemma további nagyon
érdekes alakjai megtalálhatók a [5] cikkben.

5. ábra. Lovász László és Szegedy Balázs Oberwolfachban

Ahogy arra néhány példát is láthattunk, a Szemerédi regularitási lemmát és a Szemerédi
tételt sokan általánosították, újrabizonyították, vagy épp más struktúrákban találtak
hasonló eredményeket. Ha az ember kutakodni kezd a regularitási lemma után, azt
tapasztalja hogy ahány helyre benéz, annyi variációval találkozik. Ez persze nem olyan
meglepő, ugyanis a regularitási lemma sokkal több, mint egy egyszerű merev állítás, a
regularitási lemma egy nagyon általános jelenség lényegét ragadja meg. Hogy mi is ez a
jelenség? Szemerédi Endre Abel-előadásának címe „In every chaos there is an order”
volt, Kepes András róla szóló fantasztikus portréfilmjének címe pedig „Rend a
káoszban”, tehát nem lehet kapufát lőni azzal a kompakt megfogalmazással, hogy
minden káoszban van valami rendszer.
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Lovász lokális lemmájáról

Lovász László igen gazdag matematikai munkásságának egyik gyöngyszeme a lokális
lemma. Jelentőségét felhasználásainak rendkívül nagy száma adja. Magát a lemmát
sokan sok irányban általánosították és nagyon sok kombinatorikai (és néhány azon
kívüli) probléma megoldásában játszott kulcsszerepet. Mindezen felül azért is
választottam a friss Abel-díjas Lovász gyönyörű eredményei közül pont ezt a jelen cikk
témájául, mert bizonyítása egyszerű és csak elemi módszereket használ, így a lemma
legegyszerűbb formájának teljes bizonyítását megmutathatom.

Előbb azonban néhány szó a háttérről. Kombinatorikában gyakori jelenség, hogy
valamilyen struktúra létezését úgy tudjuk bizonyítani, hogy azt látjuk be, hogy egy
véletlen struktúra nagy eséllyel megfelelő lesz, miközben egyetlen konkrét ilyen
struktúrát sem tudunk explicit módon megadni. Erre dolgozta ki Erdős Pál az
úgynevezett véletlen módszert. Claude Shannon is használt hasonló technikát
információelméletben. Módszerük nagyon széles körben bizonyult hatékonynak. Például
ezzel látták be olyan nagy kromatikus számú gráfok létezését, amelyeknek a legrövidebb
köre is hosszú, szintén így látták be kis fokú ún. expandergráfok létezését, valamint
nagy Ramsey-gráfokét, amikre még visszatérünk.

Lássunk egy példát. Tegyük fel, hogy adott egy  elemű  alaphalmaz  elemű
részhalmazainak egy  rendszere. Egy ilyen rendszert -uniform hipergráfnak is
hívnak,  elemei a hiperélek. Ki szeretnénk színezni  elemeit két színnel úgy, hogy
egyetlen hiperél se legyen egyszínű. Ezt a problémát hívják hipergráf kétszínezési
problémának. Ahelyett, hogy egy algoritmust adnánk erre, tekintünk egy véletlen
színezést (azaz minden elemet a többitől függetlenül egyenlő eséllyel színezünk a két
szín egyikére vagy másikára). Vizsgáljuk meg annak a valószínűségét, hogy lesz egy
egyszínű hiperél. Egy fix  hiperélet  féleképpen színezhetünk, ezek esélye
egyenlő, de csak kettő esetben lesz  egyszínű, így ennek valószínűsége 
. Annak a valószínűsége, hogy valamelyik hiperél egyszínű, legfeljebb . Ez
nem pontos érték, mert bizonyos színezéseknél több hiperél is egyszínű lesz (így ezeket
a színezéseket „többször számoljuk”), de felső becslésnek megfelelő. Ha ,
akkor az előbbi valószínűség 1 alatt van, tehát létezik megfelelő kétszínezés.

4-uniform hipergráf kétszínezése

Lássuk ennek az egyszerű eredménynek egy alkalmazását is. Egy gráfban csúcsok egy
halmaza klikket alkot, ha közöttük minden él be van húzva, míg függetlennek nevezzük
csúcsok egy halmazát, ha egyetlen él sincs köztük. Ramsey híres tétele alapján minden 
csúcsú gráfban vagy van egy körülbelül  elemű klikk, vagy egy ekkora független
halmaz. (A cikkben  mindig a kettes alapú logaritmust jelöli.) De vajon éles-e ez az
eredmény? Nem ismert konstrukció olyan  csúcsú gráfra, amiben minden klikk és
független halmaz mérete polinomiális lenne -ben. Ennek ellenére tudjuk, hogy a
Ramsey-tételben szereplő  körüli korlát majdnem éles, mert majdnem minden -
csúcsú gráfra igaz, hogy nincs benne sem  csúcsú klikk, sem ekkora független
halmaz. Ennek belátásához elég észrevennünk, hogy egy  csúcsú gráfot tekinthetünk a
csúcspárok kétszínezésének: ha van él a két csúcs között, az jelenti az egyik színt, ha
nincs él, az a másikat. Ebben a megfogalmazásban egy  csúcshalmaz klikk vagy
független halmaz, ha az -beli párok alkotta  méretű halmaz egyszínű. Annak
eldöntése tehát, hogy van-e  csúcsú gráf  méretű klikk vagy független halmaz nélkül,
épp egy hipergráf kétszínezési probléma. Ez egy -uniform hipergráf, amiben 
hiperél van, ezek az  méretű csúcshalmazoknak felelnek meg. A fent bizonyított
eredmény szerint tehát van  csúcsú gráf, amiben nincs  elemű klikk vagy független

halmaz, ha . Egyszerű számítás mutatja, hogy  választás
mellett (  esetén) teljesül a feltétel, tehát a Ramsey tételében szereplő korlát
nagyságrendileg éles. (Sőt, azt sem nehéz megmutatni, hogy ahogy  nő, az ilyen,
úgynevezett Ramsey-gráfok aránya az összes  csúcsú gráf között 1-hez tart.) Ezt az alsó
becslést Erdős Pál látta be 1947-ben, [1], de az alsó és felső becslés közötti négyes
faktort azóta sem sikerült lejjebb szorítani.

Lovász lokális lemmája Erdős és Lovász egy 1975-ös cikkében jelent meg, [2]. Ők is a
hipergráf kétszínezési problémát vizsgálták. Azt bizonyították, hogy egy -uniform
hipergráf kétszínezhető, ha  és tetszőleges  hiperélet maximum  másik
hiperél metsz. A fenti egyszerű gondolatmenet akkor adta a kétszínezhetőséget, ha a
hiperélek teljes száma kevesebb, mint , tehát egy globális korlátot adott a hipergráf
méretére. Az Erdős-Lovász eredmény numerikus korlátja icipicit gyengébb, de az egy
lokális korlát. A teljes hipergráf mérete tetszőleges (akár végtlelen is) lehet, csak az a
lényeg, hogy egyetlen hiperél hány másikat metsz. Ez lehetővé tette a véletlen módszer
alkalmazását a korábbinál sokkal több esetben. Míg korábban a véletlen módszert főleg
olyankor lehetett alkalmazni, ha egy véletlenül választott struktúra (gráf, színezés, stb.)
nagy eséllyel teljesítette a kivánalmakat, az új módszer, amely a Lovász-féle lokális
lemma alkalmazásán alapul, sok olyan esetben is működik, amikor „tűt keresünk a
szénakazalban”, azaz annak a valószínűsége, hogy egy véletlen struktúra megfelel, akár
exponenciálisan kicsi is lehet. Ilyen a hipergráf kétszínezés is: ahogy a hipergráf mérete
nő, a véletlen színezés egyre nagyobb valószínűséggel teszi egyszínűvé valamelyik élet.

A fenti hipergráf kétszínezési eredmény egyszerűen következik a lokális lemma alábbi,
egyik legegyszerűbb formájából. A továbbiakban  a természetes alapú logaritmus
alapja, 

Lovász lokális lemma (szimmetrikus változat). Legyen  események egy véges
családja egy valószínűségi térben, ezeket hívjuk rossz eseményeknek. Tegyük fel
továbbá, hogy adott egy  gráf (a függőségi gráf), amelynek csúcsai a rossz események,
és teljesül, hogy tetszőleges  rossz esemény független a vele nem szomszédos rossz
események halmazától. Legyen  a  gráf maximális foka. Ha egyetlen rossz esemény
valószínűsége sem több, mint , akkor pozitív annak a valószínűsége, hogy
egyik rossz esemény sem következik be.

A lemmában egyetlen bonyolult fogalom szerepel, ez a függetlenség. Az  és a 
eseményt függetlennek mondjuk, ha . Itt  az  és 
események metszetét jelöli, tehát azt, hogy mindkettő bekövetkezik. Például két
diszjunkt halmaz egyszínűsége egy uniform véletlen színezésben független. A
lemmában azonban nem páronkénti függetlenség szerepel, hanem ennél valamivel több.
Azt mondjuk, hogy az  esemény független események egy  halmazától, ha  minden
olyan  eseménytől független, ami a -beli események kombinációjaként leírható, tehát
ahol  megadható azzal, hogy kikötjük néhány -beli eseményről, hogy teljesüljön,
míg más -beliekről, hogy ne teljesüljenek. (Nem nehéz belátni, hogy ekvivalens
definíciót kapunk, ha csak az egyik típusú kikötést engedjük meg. A lemma
bizonyításában is csak azt fogjuk használni, hogy a megfelelő  esemény független az
olyan  eseményektől, amik bizonyos -beliek nem-teljesülésével adhatók meg.)

Nézzük meg hogyan következik a fent említett eredmény -uniform hipergráfok
kétszínezéséről a lokális lemmából. Az alaphalmaz uniform véletlen kétszínezését
vizsgáljuk. A rossz események a hiperélekhez tartoznak: azt tekintjük rossznak, ha a
hiperél egyszínű. Mindegyik rossz esemény valószínűsége . A 
függetlenségi gráfban két rossz eseményt összekötünk, ha a hozzájuk tartozó hiperélek
metszik egymást. A lemma függetlenségi feltétele teljesül, hiszen ha az  rossz esemény
egy  hiperél egyszínűsége, akkor  csak az -ben szereplő pontok színétől függ, míg az

-val nem szomszédos rossz események (és így azok kombinációi is) csak az -en
kívüli elemek színétől függenek, így függetlenek -tól. Ha most a  gráf  maximális
fokszámára , és , akkor teljesül , tehát a lemma szerint
pozitív eséllyel az összes rossz esemény elkerülhető, ami épp a hipergráf
kétszínezhetőségét jelenti. (A  eset nagyon egyszerűen adódik direkt
meggondolásból, de a lokális lemma egy másik formáját is használhatjuk.) Ez a
gondolatmenet csak véges hipergráfokra alkalmazható, a végtelen eset ebből
kompaktsági meggondolásokkal következik.

Sokkal egyszerűbb lenne a lokális lemma kimondása, ha csak páronkénti függetlenséget
használnánk benne. A függőségi gráfot ekkor egyszerűen úgy definiálhatnánk, hogy két
rossz esemény között akkor van él, ha nem függetlenek. Sajnos a lokális lemma így
kapott erősebb változata nem igaz. Ezt könnyen láthatjuk pont a hipergráf kétszínezési
feladatból. Két hiperél egyszínűsége nem csak akkor független, ha hiperélek
diszjunktak, hanem akkor is, ha egyetlen elemben metszik egymást. Így ha a
hipergráfunk egyszerű, azaz bármely két hiperél legfeljebb egy pontban metszi egymást,
akkor a függőségi gráf üres lenne, maximális fokszáma pedig . Ismert azonban,
hogy tetszőleges -ra létezik nem kétszínezhető -uniform egyszerű hipergráf. Egy ilyen
3-uniform hipergráfot adnak például a Fano-sík egyenesei, és már ez is mutatja, hogy a
lokális lemmának ez az erősebb verziója nem lehet igaz.

A lokális lemmának azonban sok más erősebb formája ismert. Shearer, [3] pontosan
meghatározta, hogy adott  függőségi gráf és a rossz események adott valószínűsége
mellett mikor következtethetünk arra, hogy az összes rossz eseményt pozitív
valószínűséggel elkerüljük. Itt most csak egy ennél kevésbé általános, de egyszerűbb
verziót idézünk, ami azonban még így is jóval általánosabb a fenti szimmetrikus
változatnál. Vegyük észre, hogy ez a változat mindig alkalmazható, amikor a
szimmetrikus változat, de néha olyankor is, amikor az nem.

Lovász lokális lemma (egy aszimmetrikus változat) Legyen  „rossz” események egy
véges családja, legyen  egy gráf ezeken az eseményeken, mint csúcsokon, és tegyük fel,
hogy minden rossz esemény független a vele nem szomszédos rossz események
halmazától. Ha minden  rossz eseményre teljesül, hogy 
, ahol  szomszédaira összegzünk, akkor pozitív annak a valószínűsége, hogy egyik
rossz esemény sem következik be.

A lokális lemma bizonyítása
A cikket a lokális lemma szimmetrikus változatának bizonyításával zárom. Néha átütő
erejű eredményeknek is nagyon egyszerű a bizonyítása, csak éppen megtalálni nehéz ezt
az (utólag) egyszerű bizonyítást. Ez is egy ilyen eset. A bizonyítás megtalálásának
körülményeiről is mesél Lovász egy nemrégi Telex-interjúban. 

Bevezetünk néhány egyszerű jelölést:  az  esemény komplementerét jelöli, azaz 
akkor teljesül, ha  nem. Két esemény metszetéhez hasonlóan, a  jelet használjuk
akárhány esemény metszetére:  tehát akkor teljesül, ha valamennyi  teljesül.
Előfordul, hogy nulla esemény metszetéről fogunk beszélni, ez a teljes esemény, ami
mindig teljesül. A bizonyítás kulcsfogalma a feltételes valószínűség. Ha  és 
események, , akkor  valószínűsége, feltéve  definíciója:

. Használni fogjuk a feltételes valószínűség néhány egyszerű
tulajdonságát, mint , vagy a láncszabály:  

. Ezek egyszerűen levezethetőek a definíció
behelyettesítésével.

A kulcs a következő lemma igazolása. Észrevehetjük, hogy a lokális lemmában szereplő
 korlát helyett a valamivel nagyobb  korlát is elegendő lenne

a bizonyításhoz.

Lemma A szimmetrikus lokális lemma feltételei mellett minden  és tőle különböző
 rossz eseményre teljesül, hogy .

Bizonyítás. Az állítást -re vonatkozó indukcióval bizonyítjuk. Az  alapeset
egyszerűen kezelhető, de tekinthető az általános induktív lépés speciális esetének is.
Tegyük tehát fel, hogy az állítás teljesül  kisebb értékeire, és igazoljuk a lemmában
szereplő egyenlőtlenséget. Feltehetjük, hogy a  események között előbb szerepelnek
azok, amelyek a függőségi gráfban  szomszédai, mint azok, amelyek nem. Tehát

 szomszédja -nak,  nem. A láncszabály ismételt
alkalmazásával ezt kapjuk:

A képlet jobb oldalán megjelenik a becsülendő mennyiség, a képletben megjelenő többi
feltételes valószínűséget meg egyenként megbecsüljük. Az induktív feltevésünk miatt
teljesül, hogy

hiszen a feltétel itt már -nél kevesebb  metszete. Tudjuk, hogy  független a
 eseményektől, valamint hogy  teljesül, ha  és 

független, így:

A fenti három képletet összerakva:

 

Ezzel lényegében meg is vagyunk, hiszen  legfeljebb  fokszáma a függőségi gráfban,
tehát legfeljebb ,  pedig becsülhető -vel. Végezetül felhasználjuk a
közismert  egyenlőtlenséget, és ezzel a lemma bizonyítást nyert:

 

A fenti lemmából gyorsan levezethető a lokális lemma állítása. Legyen  az
összes rossz esemény felsorolása. Megint a láncszabályt alkalmazzuk ismételten:

 

Köszönet
Hálás vagyok Simonyi Gábornak a cikk megírásában nyújtott segítségért.
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50 éves lett a perfekt gráf tétel

1. Bevezető
Lovász László 2021-ben megkapott Abel-díja jó alkalmat szolgáltat arra, hogy
áttekintést adjunk híresebb eredményeiről. Ebben a cikkben az egyik első világraszóló
eredményéről, a perfekt gráf sejtésről lesz szó.

Lovász László 50 évvel ezelőtt, 1971-ben bizonyította és 1972-ben megjelent cikkében
publikálta bizonyítását a perfekt gráf sejtésre [15], amely így azóta Lovász tétel vagy
perfekt gráf tétel. Továbbá egy szintén 1972-ben megjelent másik dolgozatában [16]
megadta a perfekt gráfoknak egy olyan karakterizációját, amelyből szintén következett a
perfekt gráf sejtés bizonyítása. Az eredmény és a bizonyítások egyből a kombinatorikai
alapműveltség részévé lettek, azóta is lényegében minden gráfelméleti alapozó kurzus
kimaradhatatlan részei. Ha hatásukat számokkal szeretnénk jellemezni, akkor talán a két
cikk idézettsége a megfelelő mutatószám: [15]-re 928, míg [16]-ra 477 idézőt számol a
Google Scholar így 2021. május végén.

A továbbiakban egy rövid, bevezető jellegű írást közlünk a tételről, ami remélhetőleg
komolyabb kombinatorikai tudás nélkül is követhető lesz, legalább a nagy kép
tekintetében. Először a tétel állításával ismerkedünk meg, majd arról mondunk pár szót,
és hogy mi motiválta a perfekt gráf fogalmát és magát a sejtést (hogyan kapcsolódik a
téma a korábbi eredményekhez), végül a bizonyításról és néhány azóta született
eredményről lesz szó.

Ahhoz, hogy magát a perfekt gráf tételt ki tudjuk mondani, előbb pár fogalmat be kell
vezetnünk. Egy (egyszerű, irányítatlan)  gráf egy  csúcshalmazból és egy 
élhalmazból áll, ahol az élek csúcspároknak felelnek meg, tehát az élhalmaz az összes
csúcspárok halmazának egy részhalmaza. Egy  gráf  részgráfján olyan  gráfot
értünk, melyre igaz, hogy  részhalmaza -nek és  részhalmaza -nek.

 egy  feszített részgráfján -nek olyan  részgráfját értjük, amelyre igaz, hogy 
pontosan a  csúcsai közt menő -beli élekből áll (tehát az összes olyan él halmaza,
amelyet -beli pontok -ben „kifeszítenek”) .

 

1. ábra. Egy 4-csúcsú gráf részgráfja és feszített részgráfja

 

Egy  gráf komplementerén azt a  gráfot értjük, amelyre igaz, hogy a csúcshalmaza
ugyanúgy , mint -nek, de  csúcspárjaiból pontosan azokat tesszük bele az
élhalmazba, amiket ‑be nem (azaz, ha valami él volt -ben, most nem lesz az és ha
nem volt az, most az lesz).

 

2. ábra. Egy gráf és komplementere

 

A -nel jelölt  csúcsú teljes gráfon azt a gráfot értjük, amelyben bármely két
különböző csúcs élt alkot. Egy adott  gráf esetén azt a legnagyobb  számot, amelyre 

-nek van (-val izomorf ) részgráfja,  klikkszámának mondjuk és -vel jelöljük.
Tehát pl. az 1. ábra (bal oldalán) látható gráfot felismerhetjük: , aminek a klikkszáma,

.

A  gráfban egy független csúcshalmaz  egy olyan  részhalmaza -nek, amelyre
igaz, hogy -beli csúcsok közt nincsenek élek -ben. A legnagyobb olyan  számot,
amelyre igaz, hogy van -ben  csúcsot tartalmazó független halmaz,  függetlenségi
számának nevezzük és -vel jelöljük. Ha már bevezettünk pár fogalmat, akkor most
pihenésképp kicsit gyakoroljunk, próbáljuk meg őket összekapcsolni és gondoljuk
végig, hogy  a legnagyobb olyan  szám, amelyre  részgráfja -nek, tehát

.

Az utolsó fogalom, amire a perfekt gráf tétel kimondása előtt szükségünk van, a
kromatikus szám. Egy  pozitív egész számra a  gráf csúcsainak egy jó -színezésén
azt értjük, hogy kiszínezzük a csúcsait legfeljebb  színnel, méghozzá úgy, hogy éllel
összekötött csúcsok különböző színeket kapjanak. (Az alábbi ábrán egy gráf 3 színnel
való jó színezését látjuk.) Azt a legkisebb  pozitív egész számot, amire a  gráfnak van
jó -színezése, a gráf kromatikus számának nevezzük és -vel jelöljük.

Egy színezésnél az azonos színt kapott csúcsok halmazát színosztály(ok)nak mondjuk.
Hogy a kromatikus számot is összekössük az előző fogalmakkal, vegyük észre, hogy
minden színosztály független csúcshalmazt alkot (a színezési szabály szerint nem lehet
él két azonos színű csúcs közt), tehát egy gráf jó -színezése ugyanazt jelenti, mint
csúcsainak  független csúcshalmazba való osztása.

3. ábra. Egy 4-pontú gráf jó színezése 3 színnel

 

Ugyan a fogalmak bevezetésén túl vagyunk, de a tétel kimondása előtt még próbáljuk
meg összehasonlítani a két mennyiséget: -t és -t. Amire kis gondolkodással
rájöhetünk, hogy  fennáll, hiszen egy  csúcsszámú teljes részgráfban
bármely két (különböző) csúcsot különböző színekkel kell színezni, ami így ad egy alsó
becslést -re. 

Ennyi előkészület után bevezetjük a perfekt gráf fogalmát, amelyet Claude Berge  egy
1960 áprilisában Halle-Wittenbergben megtartott gráfelméleti konferencia
konferenciakötetében [1] definiált először. Egy  gráfot perfektnek mondunk, ha
minden feszített  részgráfjára (így például az egész  gráfra is) igaz, hogy

. Tehát kissé pongyolán úgy fogalmazhatunk, hogy  bármely feszített
részgráfjának a kromatikus számát csak a legnagyobb klikk mérete befolyásolja, a
színezésnél nincsenek további plusz „akadályok”. A fogalom további motivációiról
kicsit később lesz szó.

Az olvasó könnyen beláthatja, hogy a teljes gráfok vagy például a teljes gráfok
komplementerei az ún. üres gráfok perfektek. Ugyanakkor könnyű mutatni olyan
gráfcsaládot is, amelynek tagjai nem perfektek. Egy  hosszú körön azt a  gráfot
értjük, amelynek csúcshalmaza , az élhalmaza pedig

. A 2. ábra bal oldalán lévő  gráf például egy .
Talán nem látszik elsőre, de gondoljuk meg, hogy a mellette lévő  is egy . Ha 
páratlan egész, akkor  nem perfekt gráf, hiszen a legnagyobb klikk mérete 2, míg a
kromatikus száma 3. Amiből az is következik, hogy ha egy  gráf tartalmaz feszített
részgráfként egy páratlan kört , akkor nem lehet perfekt. Ugyanígy könnyen belátható,
hogy egy legalább 5 hosszú páratlan kör komplementere sem perfekt. (Ennek belátása jó
gyakorló feladat lehet az olvasónak.)

Berge perfekt gráfokkal kapcsolatban az alább látható sejtéseket fogalmazta meg [2]. A
perfekt gráf sejtés motivációjáról kicsit később lesz szó, de az erős perfekt gráf sejtés
mögött álló gondolat már most nagyjából érthető: Berge azt vélte, hogy pontosan a
(legalább 5 hosszú) páratlan körök és komplementereik, mint feszített részgráfok
okoznak problémát a perfektség szempontjából. Tehát kizárt feszített részgráfok
segítségével akarta karakterizálni a perfektséget.

Perfekt gráf sejtés (Berge, 1963). Egy gráf pontosan akkor perfekt, ha a
komplementere is az.

Erős perfekt gráf sejtés (Berge, 1963). Egy gráf pontosan akkor perfekt, ha nem
tartalmaz feszített részgráfként sem legalább 5 hosszú páratlan kört, sem legalább 5
hosszú páratlan kör komplementerét.

Lovász László a perfekt gráf sejtést bizonyította 1972-ben megjelent cikkében [15], amit
mondjunk ki újra immár tételként:

Perfekt gráf tétel (Lovász, 1972 ) Egy gráf pontosan akkor perfekt, ha a
komplementere perfekt.

Egy másik, szintén 1972-ben megjelent dolgozatában [16] (Hajnal András javaslatára)
egy tetszetős karakterizációját adta a perfektségnek, melynek következménye a perfekt
gráf tétel.

Tétel (Lovász, 1972). Egy  gráf pontosan akkor perfekt, ha

teljesül minden  feszített részgráfjára.

Ez utóbbi tételnek könnyen láthatóan következménye a perfekt gráf tétel a
„komplementer alak” miatt.

2. Előzmények, motiváció
Ebben a fejezetben arról lesz szó, hogy milyen korábbi eredmények motiválták Berge-t,
milyen utak mentén lehet magáig a perfekt gráf fogalmáig és a sejtésig eljutni.

2.1. A „magyarabb” út
Berge számára jelentős insipirációt jelentettek egyes páros gárfokra vonatkozó
kombinatorikai min-max tételek, így az egyik úthoz nagyon sok magyar matematikus
neve kapcsolódik. Ezen eredmények bemutatásához be kell vezetnünk egy új
gráfparamétert, és vissza kell mennünk az időben egészen Kőnig Dénes minden alapozó
kurzus anyagában szereplő tételéig.

Egy gráfot párosnak mondunk, ha a csúcshalmazát fel tudjuk bontani két diszjunkt
részhalmazra úgy, hogy a részeken belül nincs a gráfnak éle (azaz az eddigi
foglalmakkal: két diszjunkt, független részhalmazra tudjuk bontani). Könnyű látni, hogy

 minden páros gráfra teljesül. Egy  halmazt lefogó élhalmaznak
mondunk, ha minden csúcsot „lefog” -ben, azaz nincs olyan csúcs a gráfban, amely ne
lenne valamely -beli él végpontja. A lefogó élek minimális számát -ben  jelöli.
Egy csúcsot izoláltnak mondunk, ha nincs olyan él a gráfban, amelynek végpontja lenne.

Tétel (Kőnig Dénes, 1931, [14]). Egy izolált csúcs nélküli  páros gráfra teljesül, hogy
.

Ennek az eredménynek röviden vázolom egy következményét, mégpedig azt, hogy
(izolált pont nélküli)  páros gráfban . (Mivel , ezért ez úgy
is írható, hogy .)

Vizsgáljuk meg Kőnig tételét, és vegyünk egy  nagyságú  lefogó
élhalmazt az izolált pont nélküli  páros gráfban. Ezen -beli élek olyanok, hogy
egyrészt legfeljebb egy csúcsot tartalmazhatnak egy  nagyságú független 
halmazból, másrészt minden csúcsot tartalmaznak -ből, mint végpont. Sőt, az ún. Hall-
tétel  segítségével azt is elérhetjük, hogy az -en kívüli pontokat bepárosíthatjuk -be,
azaz minden -en kívüli ponthoz hozzárendelhetünk egy saját, külön -beli
szomszédot. Ha észrevételeinket  komplementerére lefordítjuk, akkor ott  egy teljes
részgráfot fog feszíteni és minden -en kívüli -beli csúcshoz lesz hozzárendelve egy
olyan pont -ben, mellyel nem lesz összekötve (és minden -en kívülihez más és más 

-beli lesz így hozzárendelve). Na de akkor  komplementerének kromatikus száma
. Hiszen egyrészt legalább ennyi szín kell a színezéséhez, másrészt minden 

-en kívüli pontot színezzünk annak a (saját) pontjának a színével, akihez „nincs
hozzákötve” -ben. Tehát megkaptuk, amit szerettünk volna: izolált pont nélküli 
páros gráfban . Annak végiggondolását, hogy az izolált pont nem okoz
gondot, és minden  páros gráfban , az olvasóra bízzuk.

Kőnig Dénes egy másik, ún. élszínezési tételéből következik, hogy egy  páros gráf 
 élgráfjára teljesülnek az  és 

egyenlőségek. (Egy  élgráfja az az  gráf, aminek a csúcsai  éleinek felelnek
meg, és két csúcsa pontosan akkor van éllel összekötve, ha az eredeti  gráfban a két
élnek volt közös végpontja.) Ezen kezdetek után egyre több gráfosztályra láttak be olyan
típusú tételeket, hogy az osztályhoz tartozó  gráfokra  és 
teljesül. Meg is említunk néhány példát.

 Olyan gráfokat hívunk intervallumgráfnak, amelyek csúcsai megfeleltethetőek a
valós számok egy-egy intervallumának, és két csúcs között pontosan akkor van él,
ha a megfelelő intervallumok metszete nem üres. A fogalmat Hajós György vezette
be [13]-ben, ahol egyből belátta, hogy  fennáll intervallumgráfokra.
Később Gallai Tibor látta be, hogy  is igaz.

4. ábra. Egy intervallumgráf

 Azt mondjuk, hogy egy gráfban minden kör háromszögelt, ha nincsen benne
feszített, legalább 4 hosszú kör . Ilyen típusú gráfokra Berge látta be [1], hogy

, valamint Hajnal András és Surányi János látták be [12], hogy
. Később Gallai Tibor [10] ez utóbbi eredményt erősítette és belátta,

hogy elegendő feltenni, hogy minden legalább 5 hosszú páratlan körben van 2
„egymást nem metsző” átló  ahhoz, hogy tudjuk . Ennek az
eredménynek később egy rövidebb bizonyítását adta Surányi László [23].

Azt láttuk, hogy magyar matematikusok aktív részvételével létrejöttek olyan tételek,
amelyek azt mondják ki, hogy mind  mind  igaz
bizonyos gráfosztályokban. Annak az észrevételnek az ellenőrzését az olvasóra bízzuk,
hogy a fent említett gráfosztályok mind olyanok, amelyek zártak a feszített részgráfok
képzésére, és máris megkapjuk a perfekt gráf sejtés egyik motivációját.

2.2. A másik út: Shannon kapacitás
Berge számára a másik fontos motivációt Claude Shannon 1956-ban megjelent cikke
[20] jelentette, amiben bevezeti a Shannon kapacitás fogalmát .

Az alapfeladatban adott egy ábécé (ennek elemeit egy  gráf  csúcshalmazával
reprezentáljuk), amelyben bizonyos betűk összetéveszthetők egymással (az
összetéveszthető betűpárok alkotják a gráf  élhalmazát). Az ábécé betűiból
készített két azonos hosszúságú szót összetéveszthetőnek nevezünk, ha minden
pozícióban azonos vagy összetéveszthető betűk állnak. A kérdés, hogy legfeljebb hány 
hosszú szót tudunk úgy készíteni, hogy semelyik kettő ne legyen egymással
összetéveszthető? Ez a szám -ben exponenciálisan nő, és azt a mennyiséget, ahová
ezeknek a számoknak a -edik gyöke tart  a  gráf Shannon kapacitásának nevezzük és

-vel jelöljük. Rövid vizsgálódás után -re a következő egyenlőtlenségek
adódnak:

Shannon [20]-ban meghatározta minden legfeljebb 4-csúcsú gráf Shannon kapacitását és
az 5-csúcsúakét is egy kivétellel, majd két kérdést tett fel:

1. kérdés Mik azok a minimális gráfok, amelyekre ?

2. kérdés Mennyi ?

Az első kérdés jól mutatja az  egyenlőség jelentőségét, ugyanis ha az
fennáll, akkor a  is teljesül. Nagyon röviden ez volt a második motiváció,
aminek mentén Berge eljutott a perfekt gráfok fogalmához. Míg a második kérdést azért
is fontos kiemelni, mert azt is Lovász László válaszolta meg [17]-ben.

A fent leírt két útnak köszönhetően talán az olvasó is kaphatott egy képet arról, hogy
hogyan épülnek egymásra az eredmények, és hogy léteznek közös motivációk a
háttérben.

2.3. Berge gráfosztályai
A motivációkat és előzményeket bemutató részt Berge gráfosztályaival zárjuk:

1. osztály: olyan  gráfok, amelyekre .

2. osztály: olyan  gráfok, amelyekre  teljesül minden  feszített
részgráfjára -nek. 

3. osztály: olyan  gráfok, amelyekre  teljesül minden  feszített
részgráfjára -nek.

4. osztály: olyan  gráfok, amelyek nem tartalmaznak sem legalább 5 hosszú
páratlan kört, sem azok komplementerét, mint feszített részgráfot.

Egy 1960-ban tartott szemináriumon Berge azt a kérdést tette fel, hogy igaz-e, hogy a 4.
osztályban lévő gráfok az 1. osztályban is benne vannak? Míg 1963-as dolgozatában [2]
a következőket kérdezte:

3. kérdés Igaz-e, hogy a 2. osztály és a 3. osztály ugyanazokat a gráfokat tartalmazza?

4. kérdés Igaz-e hogy a 3. osztály és a 4. osztályban ugyanazok a gráfok vannak?

Ezek a kérdések már ismerősök lehetnek:

 Ha a 2. osztály és a 3. osztály elemei megegyeznek, az az 
összefüggés miatt épp azt jelenti, hogy egy gráf pontosan akkor perfekt, ha a
komplementere perfekt. Tehát itt a perfekt gráf sejtést látjuk.

 Ha a 3. osztály egybeesik a 4. osztállyal, az pedig azt jelenti, hogy pontosan azok a
gráfok perfektek, amelyek sem legalább 5 hosszú páratlan kört, sem azok
komplementerét nem tartalmazzák, mint feszített részgráfot. Ez pedig maga az erős
perfekt gráf sejtés.

Ez volt a perfekt gráfok, a perfekt gráf sejtés, valamint az erős perfekt gráf sejtés
keletkezésének zanzásított története. Amit meg szerettem volna mutatni, és
valamennyire fel akartam idézni, az az, hogy hány különböző terület képviselőit érdekelt
a sejtés, és hogy mennyire centrális szerepe volt a megoldásnak a '70-es évek elején.
Akinek esetleg sikerült felkelteni az érdeklődését a perfekt gráfok (és történetük) iránt
(és nem ismeri a vonatkozó irodalmat), annak melegen ajánljuk Berge [3] cikkét, illetve
annak kiegészített újraközlését [4], amelyben kimerítő, szinte hónapról hónapra leírt
történettel szolgál arról, hogy hogyan merült fel a fogalom, hogyan születtek, majd
konferenciáról konferenciára közvetítődtek a perfekt gráfokkal kapcsolatos eredmények
az '50-es évek végén és a '60-as években.

3. Néhány szó a bizonyításról és az utóbbi évtizedek
eredményeiről
Természetesen a bizonyítás teljes ismertetése túlfeszítené a cikk kereteit, így csak egy
lényeges dolgot említünk meg nagyon röviden. Lovász László (először megjelent, azaz
[15]-beli) bizonyításának fő összetevője az ún. többszörözési lemma volt. A
többszörözési lemma azt mondja, hogy ha egy perfekt gráf egy  pontját egy teljes
gráffal helyettesítjük abban az értelemben, hogy a teljes gráf minden pontja a  eredeti
szomszédaival van öszekötve, akkor perfekt gráfot kapunk. Ennek a lemmának a
segítségével lehetett eljutni a Fulkerson [9] által megkezdett úton a sejtés bizonyításáig.
(Megjegyezzük, hogy a perfekt gráf tételre manapság a legtöbb helyen egy Gaspariantól
[11] származó bizonyítás „van forgalomban”.)

Akit jobban érdekel a téma és a legújabb fejlemények, annak ajánlom Schrijver
monográfiájának [21] megfelelő fejezeteit, valamint a Ramírez Alfonsín és Reed által
szerkesztett kötetet [19]. Két áttörést feltétlenül ki kell még emelnünk. Egyrészt azóta
kiderült, hogy polinom időben el lehet dönteni, hogy egy gráf perfekt-e [5,8]. Másrészt –
 utolsó mondatként – kerüljön ide, hogy a Chudnovsky–Robertson–Seymour–Thomas
szerzőnégyesnek 2003-ban sikerült belátni az erős perfekt gráf sejtést [6,7].
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Lábjegyzetek
 Egy másik lehetséges definíciója a feszített részgráfnak, hogy -ből csúcsokat (és

hozzájuk tartozó éleket) hagyunk el.
 Izomorfián olyan bijekciót értünk 2 gráf csúcshalmaza között, amely élt élbe és nem

élt nem élbe visz.
 Szokták stabil csúcshalmaznak is hívni.
 Ugyan nem tartozik szorosan a cikk témájához, de felmerülhet az olvasóban a kérdés,

hogy vajon -t tudjuk-e  valamilyen függvényével felülről is becsülni. A
meglepő valász az, hogy nem: Mycielski [18] bizonyította, hogy minden  egész
számhoz létezik olyan  gráf, melyre  és .
 francia matematikus, 1926–2002
 A feszített kört angolul hole-nak, magyarul üregnek is mondják néhol a

szakirodalomban, mi a „kört feszített részgráfként” terminust fogjuk használni.
Érdekesség, hogy Berge semi Gallai gráfoknak hívta a páratlan kört feszített
részgráfként nem tartalmazó gráfokat, ami ellen Gallai tiltakozott, így Berge
megváltoztatta a fogalom nevét.
 Tételekhez a cikk megjelenésének évét szokták odaírni, de a bizonyítás 1971-ben

született.
 A Hall-tétel vagy angolul Hall's marriage theorem arra ad szükséges és elégséges

feltételt, hogy egy páros gráfban a csúcshalmaz egyik osztálya mikor „párosítható be” a
másik osztályba.
 Annak kitalálását, hogy honnan jöhet a háromszögeltség elnevezés, és mi lehet egy, a

nevet jobban tükröző ekvivalens definíció, az olvasóra bízzuk.
Ami ekvivalens azzal, hogy bármely legalább 5 hosszú páratlan kör háromszögelt.
June 1957: When he heard that I was writing a book on graph theory, my friend M.P.

Schutzenberger drew my attention on an interesting paper of Shannon which was
presented at a meeting for engineers and statisticians, but which could have been missed
by mathematicians working in algebra or combinatorics. (idézet [3,4] )

Hogy valóban létezik ez a határérték, illetve részletesebb leírásokért lásd például [22]
Itt  a  csúcshalmazra vonatkoztatott komplementere -nek.
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Irányítási célú
járványmodellezés
és -analízis
A már több mint egy éve tartó
COVID-19 járvány és különösen
az ezzel kapcsolatban naponta
frissülő adatsorok a hétköznapi
emberek figyelmét is
ráirányították a
járványmodellezés jelentőségére.
Az újonnan kidolgozott vagy
eddig döntően más területeken
alkalmazott számítási módszerek
Szederkényi Gábor szerint
további lendületet adnak a
témakör fejlődésének így
hozzájárulva egy esetleges
jövőbeli veszélyhelyzet
hatékonyabb kezeléséhez. Az
ábra a járványdinamika
rendszerének input-output
modelljét mutatja. Tovább...

Keresztvölgyi József
2021. JÚNIUS, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Nullaíró verseny
Szinte mindannyian hallottunk
Zénón híres paradoxonjáról,
Akhilleusz és a teknős
versenyfutásáról. Lewis Carroll
1895-ös humoros-filozofikus
írását talán kevesebben ismerik,
amelyben Akhilleusz és a
Teknős beszélget egymással.
Hasonló stílusban −
végtelenekről és nullákról −
folytat hosszas párbeszédet A. úr
és T. úr Keresztvölgyi József
élvezetes elbeszélésében, ahol a
görög hős és a teknős nem
futóversenyt, hanem „nullaíró
versenyt” rendeznek. Hogyan
látja a végtelent a matematika
iránt komolyabban érdeklődő
laikus szerző? Így...
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Bevezetés
A már több mint egy éve tartó COVID-19 járvány és különösen az ezzel kapcsolatban
naponta frissülő adatsorok a hétköznapi emberek figyelmét is ráirányították a
járványmodellezés jelentőségére, holott ez a tudományterület sok évtizedes
hagyománnyal és jól bejáratott modellezési megközelítésekkel rendelkezik. Nem
kétséges azonban, hogy az újonnan kidolgozott vagy eddig döntően más területeken
alkalmazott számítási módszerek további lendületet adnak a témakör fejlődésének így
hozzájárulva egy esetleges jövőbeli veszélyhelyzet hatékonyabb kezeléséhez. 

Populációs szintű kompartmentális járványmodellek
A tágabban értelmezett kompartmentális modellek fő jellemzője, hogy objektumok (pl.
részecskék, anyagok, járművek) vagy élőlények különböző tárolóhelyek
(kompartmentek) közti eloszlásának időbeli változását írják le [5]. A kompartmentek
lehetnek fizikailag elkülönülő helyszínek (pl. egymással összekapcsolt berendezések,
szervek, élőhelyek), de jelölhetnek különböző diszjunkt állapotokat is, mint a
járványmodellek esetén látni fogjuk. Mivel a kompartmentális modellek természetes
állapotváltozói az egyes kompartmentekhez tartozó anyagmennyiségek, egyedszámok
(vagy arányok, koncentrációk), ezért ezek a modellek rendszerint az ún. nemnegatív
rendszerek osztályához tartoznak, amelynek fő jellemzője, hogy az állapottér
nemnegatív térszeglete invariáns a dinamikára nézve. A nemnegatív modellek egy
rendkívül érdekes és hasznos részhalmaza az eredetileg fizikai kémiából származó, de
ahhoz képest már lényegesen általánosított kinetikus rendszerosztály, ahol a nemlineáris
dinamika formálisan kémiai reakciókkal (azaz reakciógráffal és a hozzá tartozó
megfelelő paraméterekkel) realizálható [3].

Tekintsünk egy „kémiai reakciók” formájában megadott egyszerű fertőzési és
gyógyulási mechanizmust:

ahol  jelöli a fertőzésre fogékony személyeket (susceptible),  a nemrég megfertőzött,
de még nem fertőzőképeseket (exposed),  a fertőzőképes fertőzőket (infected) és  a
gyógyultakat (recovered). Az első reakció írja le a fertőzés folyamatát (egy fogékony és
egy fertőzött kontaktusa során a fogékony átkerülhet a frissen fertőzött 
kompartmentbe), a második reakció a fertőzőképesség kialakulását, a harmadik pedig a
gyógyulást. Az ún. tömeghatás kinetikát feltételezve a fenti reakciókból könnyen
adódnak a jól ismert SEIR járványmodell differenciálegyenletei [2]:

ahol , ,  és  időfüggvények a megfelelő kompartmentek létszámának teljes
népességen belüli arányát jelölik, ,  és  pedig a három reakció reakciósebességi
együtthatói:  a kontaktusokhoz tartozó fertőzési valószínűséggel arányos (és emiatt a
körülmények függvényében időben változó),  és  pedig időállandók. Fontos
megjegyezni, hogy a modell kinetikus interpretációja a reakcióhálózatok elméletéhez
tartozó eredmények [4] alkalmazása mellett jó alapot teremt arra is, hogy a
determinisztikus és sztochasztikus (pl. ágens alapú) szimulációkat elméletileg jól
megalapozottan összevethessük egymással [6,10].

Járványmodellek rendszerelméleti keretben
A rendszerelméletben a dinamikus modelleket input-output operátorként fogjuk fel,
amelyek manipulálható vagy éppen zavaró bemenetek és megfigyelhető kimenetek
kapcsolatát írják le [11]. Ezt a keretet az 1. ábra szemlélteti.

1. ábra: Járványdinamikához tartozó input-output modell 

A beavatkozás szempontjából legfontosabb paraméter az egyszerű járványmodellünkben
, amelyre lényeges hatást tudunk gyakorolni járványügyi intézkedések (pl.

maszkviselés, távolságtartás, fokozott higiéniai előírások, népeség mobilitásának
korlátozása) bevezetésével. A manipulálható nemnegatív és korlátos bemenet (

) hatását érdemes  formában felírni, ahol  a szabad
terjedéshez tartozó, -lal arányos paraméter. Látni kell, hogy -et az emberi
beavatkozástól független események is befolyásolhatják, pl. egy fertőzőképesebb
mutáns megjelenése, ami gyakorlatilag önmagában oka volt a minden korábbinál
nagyobb 3. hullámnak 2021 tavaszán. A befolyásolandó kimenet tipikusan az aktív
fertőzöttek számától függő mennyiség, pl. az adott időpillanatban kórházban ápoltak
száma. Rendszerelméleti szempontból talán nem kellőképpen sikerült tudatosítani a
társadalommal a dinamika azon nemlinearitáson alapuló tulajdonságát, hogy az elkésett
intézkedéseket a járvány szigorúan bünteti. Azaz egy megfelelően választott időponthoz
képest akár néhány héttel később bevezetett korlátozás, lezárás azonos költséggel és
társadalmi-gazdasági kárral szinte hatástalan lehet, mert a járvány előrehaladottabb
állapotában a fékhatás már nagyon csekély. Ennek oka nemcsak a folyamat saját
tehetetlensége, hanem főleg az, hogy a korlátos nagyságú bemenet (intézkedések)
hatását a fertőzöttek növekvő száma közvetlenül befolyásolja, mégpedig számunkra
kedvezőtlen irányban.

Beavatkozástervezés modell-prediktív szabályozással
Szabályozási célra egy SEIR modellnél kissé részletesebb, összesen 8 kompartmentből
álló modellt használtunk [9], amelynek állapotátmeneti diagramja a 2. ábrán látható.
Természetesen ez a modell is felírható kémiai reakcióhálózatként. A teljes populációnak
ez a szintű felbontása már elegendő a legfontosabb szabályozási célok
megfogalmazásához, és még hatékonyan kezelhető az elérhető számítási módszerekkel.

2. ábra: Szabályozási célra alkalmazott részletesebb kompartmentális model
állapotátmenetei. A: fertőzésre fogékony, L: látens (még nem fertőz), P:

preszimptomatikus (még tünetmentes, de már fertőz), A: tünetmentes fertőzött, I:
tünetes fertőzött, H: kórházban ápolt fertőzött, R: gyógyult, D: elhunyt

Az irányítási célban minden esetben szerepelt a bevezetett intézkedések közvetlen káros
hatásainak (azaz a bemenet valamely normájának) minimalizálása. Emellett fontos
korlátozó feltételt jelentett az egy időben kórházban ápoltak számára előírt felső korlát,
amelynek célja az egészségügyi rendszer túlterhelésének megakadályozása. Ezen
túlmenően a vizsgált esettanulmányok alapvetően két részre oszthatók: mitigáció esetén
a célok és korlátozások teljesítése mellett próbálunk együtt élni a járvánnyal, ahogy az a
2. és 3. hullámok esetén is történt, míg a szuppressziós (elnyomási) forgatókönyvnél a
kórházban ápoltak számához és a halálozásokhoz tartozó norma is megjelenik a
minimalizálandó célfüggvényben, ezáltal olyan szigorú korlátozások adódnak
eredményként, mint a 2020-as tavaszi hullám során. Ezek a célok és korlátozások
legcélszerűbben a modell-prediktív irányítási módszertan (MPC) keretében kezelhetők
[7]. A tervezéshez segítségül hívtuk még az időfüggő temporális logikát, amely lehetővé
teszi, hogy összetett (akár időfüggő logikai) specifikációkat is tömör formában meg
tudjunk fogalmazni [1]. Ezekkel az eszközökkel a felírt szabályozási feladat
automatikusan áttranszformálható egy vegyes egészértékű programozási problémává,
amelyhez rendelkezésre állnak a nemlineáris dinamika kezelésére is alkalmas numerikus
megoldók. Egy fontos gyakorlati problémát kellett még megoldanunk: a visszacsatolás
tervezéséhez szükség van az egyes kompartmentekhez tartozó állapotokra
(létszámokra), azonban ezek többsége a valóságban nem mérhető. Terveztünk tehát egy
ún. állapotbecslőt, amely egyedül a kórházban ápoltak számát felhasználva képes
aszimptotikusan megbecsülni a többi állapotváltozót. A 3. ábra egy olyan mitigációs
szcenárió eredményét mutatja, ahol azt feltételeztük, hogy korlátozott ideig (3 hétig)
10.000 helyett 15.000 kórházi ágy áll rendelkezésre. A kezdőnap a 10. kórházban ápolt
beteg regisztrációjának napja. A felső ábrán látható kb. 160 napos időtávon az
állapotváltozók alakulása, a középső ábrán lévő nagyításban jobban látszik a kórházi
ápoltak száma. Az alsó ábrán látható kék vonal mutatja a tervezett bemenetet (u), ahol a
nagyobb érték szigorúbb korlátozó intézkedéseket jelent. A bemenet 0 értéke jelenti a
korlátozások teljes feloldását, a 0.8 körüli érték pedig a pl. Kínában alkalmazott
legszigorúbb lezárást. A piros vonal jelöli az időfüggő reprodukciós rátát, amely
figyelembe veszi a fertőzésre fogékonyak létszámának csökkenését a járvány során.
Látható, hogy a korlátozások feloldása után újabb járványhullám kezdődik, ahogy az a
gyakorlatban sok országban be is következett 2020 őszén. Ennek kezelése újabb
beavatkozás-tervezést igényel. Lényeges, hogy ezek a számítások még 2020 nyarán,
jóval a 2. hullám előtt készültek.

3. ábra: Tervezett beavatkozás és hatása időben változó kórházi kapacitás esetén 

Járványügyi adatok bányászata modell-inverzióval
Köztudott, hogy a hivatalos napi fertőzési számok csak a valós esetek töredékét
tartalmazzák, és a gyógyultak nyilvántartása sem naprakész. Emiatt az ezekből az
adatokból számolt járványgörbe nem tükrözi hitelesen a valódi helyzetet. A rendszer- és
irányításelmélet egyik alapvető feladatosztálya a rendszerinverzió, ahol a megfigyelt
kimenetből próbáljuk kiszámítani a bemenetet, és ebből gyakran még további
állapotváltozókat is (amennyiben a rendszeroperátor invertálható és megfigyelhető).
Esetünkben ez azt jelenti, hogy a leghitelesebb adatsornak tartott kórházi ápoltak
számából mint kimenetből a modell dinamikájának figyelembevételével először becslést
adtunk a látens fertőzöttek számának időbeli alakulására, és ebből állapotbecslővel
számítottuk a többi kompartmenthez tartozó létszámokat. A főbb eredményeket a 4–7.
ábrák mutatják. A kapott adatsorok természetesen érzékenyek a modell paramétereinek
bizonytalanságára. Ezt a 7. ábrán illusztráljuk, ahol  bizonytalanságot
feltételeztünk az egyes modellparaméterekre.

Összefoglalásként megállapítható, hogy a megfelelően paraméterezett klasszikus
járványmodellek és az ismert rendszerelméleti módszerek alkalmasak a járványterjedési
folyamatok analízisére, valamint az ezekkel kapcsolatos döntéstámogatásra. A modellek
megbízhatóságának fenntartásához és növeléséhez viszont szükség van rendszeres és jól
megtervezett járványügyi adatgyűjtésre (pl. [8]), amelynek összesített nyeresége
biztosan sokszorosan meghaladja a költségeket.

4. ábra: Az összes fertőzött (L, P, A, I, H) inverzióval becsült létszáma 2020. aug. 20-
tól 

5. ábra: Az egyes kompartmentekhez tartozó inverzióval becsült létszámok 2020. aug.
20-tól

6. ábra: Inverzióval becsült napi új fertőzések száma 2020. aug. 20-tól 

7. ábra: Fertőzésen átesettek inverzióval becsült száma bizonytalansági analízissel
2020. aug. 20-tól. A világoskék sáv a kapott szórást, a vékony kék szaggatott vonalak a

kapott legkisebb és legnagyobb értékeket jelölik.
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Nullaíró verseny

Első nap (alfa-nap)
Akhilleusz és a Teknős újra találkoztak, és most sétálgatva beszélgetnek.

Akhilleusz: Kedves T. úr, emlékszik még a versenyfutásunkra?

Teknős: Már hogyne emlékeznék, kedves A. úr, azóta mi vagyunk a világ leghíresebb
sportolói. Bár ön egyébként is híres. Mellékfoglalkozása: rövidtávfutó, főfoglakozása:
hős.

Akhilleusz: Nem tagadom...

Teknős: Zénón jól kitalálta a versenyfutásunkat – csak nem úgy lett, ahogy elképzelte.

Akhilleusz: Rögtön utolértem magát – sőt meg is előztem.

Teknős: De azért érdekes volt az az elképzelése, hogy egyre csökken a távolságunk, és
sosem fogy el.

Mostanában azon gondolkozom, hogy mekkora lehet a legkisebb távolság.

Akhilleusz: Nulla! Éppen akkor, amikor utolértem.

Teknős: A nulla távolság nem távolság. Úgy gondolom, hogy azért legyen valami kicsi.

Vajon a legkisebbek közül melyik a legkisebb?

Akhilleusz: Segítek magának: legyen ez a távolság mondjuk m. Ez elég kicsi
távolság.

Teknős: Milyen számrendszerben van ez a szám?

Akhilleusz: Tízes. Elvégre európaiak vagyunk.

Teknős: Miért a métert választotta?

Akhilleusz: Európaiak vagyunk.

Teknős: Azt azért megjegyezném, hogy kisebb a távolság, ha a méter helyett kisebb a
mértékegység, és ha a számrendszer a 10-es helyett például a 60-as – mint a babiloniaké
–, hiszen  kisebb, mint .

De jó, egye fene, maradjon így – valóban európaiak vagyunk. Tehát legyen 1 milliméter.

Mármost tudok kisebb számot mondani: egyszerűen egy 0-t betoldok, és máris kisebb
lesz a távolság.

Akhilleusz: Én meg kettőt toldok be: így 1 mikrométer lesz. De a továbbiakban ne
említsük a mértékegységet, hiszen abban megegyeztünk. Maradjon csak maga a szám.
Tehát a kis számunk legyen:

(Leírja.)

Teknős: Legyen... De kedves A. úr, miért választott görög betűt?

Akhilleusz: Miért? Miért?... Elvégre görögök vagyunk.

Teknős: Elvégre...

Akhilleusz: Úgy látom, újra versenyezhetünk: minél kisebb számot találunk ki, annál
kisebb lesz a távolság.

Teknős: Valóban. Ez a verseny azonban soha nem érne véget. Mintha a kisiskolások
vetélkednének, melyikük tud nagyobb számot mondani, és a következő egyszerűen
hozzáadna 1-et.

Az első gyerek azt mondja: ezer, a második azt mondja rá: ezeregy. Az első azt mondja:
végtelen, a második rávágja: végtelen . Mire az első azt mondja: nem ér, ez butaság, a
végtelen ugyanakkora, mint a végtelen . Ebben megegyeznek. Unalmas ez a játék,
inkább focizni mennek.

Mi is licitálhatnánk: melyikünk tud több 0-t írni az 1-es elé. Versenyfutás helyett
verseny 0-írás lenne... Ez méltatlan hozzánk.

Akhilleusz: Igen, és csak csupa ilyen -szerű számokat kapnánk sok 0-val és a végén
egy 1-essel.

Akkor hát egyezzünk meg döntetlenben.

Teknős: Egyelőre mást nemigen tehetünk. Hacsak nem... Még gondolkozom holnapig.

Remélem, holnap is találkozunk, kedves A. úr.

Akhilleusz: Én is remélem. Kellemesen elbeszélgettünk, kedves T. úr.

Második nap (béta-nap)
Akhilleusz és a Teknős újra találkoznak, és az üdvözlő szavak után folytatják az előző
napi diskurzust.

Ahol a gyerekek abba szokták hagyni: a végtelennél, ők ott kezdik: Indul a Nullaíró
verseny.

Teknős:

(Elővesz papírt és ceruzát a teknője alól, és ír egy számot. Felágaskodva Akhilleusz orra
alá dugja.)

Kedves A. úr – mit szól ehhez?

Akhilleusz:

(Elgondolkodva nézi, aztán hitetlenkedve felkiált.)

Viccel velem?! Ilyen szám nincs!

Teknős: Már hogyne volna! Hiszen látja: leírtam, ott van az orra előtt. És amit egyszer a
matematikában kitaláltak, és van benne rendszer, az van! Ahogy Hamlet beszédjéről
mondja Polonius: „Őrült beszéd, őrült beszéd: de van benne rendszer.”

Nem csigázom tovább a kedves Olvasót. A cédulán ez a szám áll:

Akhilleusz: Ravasz: egyszerre beírt végtelen számú 0-t. A három pont ugye azt jelenti,
hogy ott végtelen sok 0 van?

Teknős: Igen, azt.

Akhilleusz: De ha az emlékezetem nem csal: eddig úgy volt, hogy ezek a három pontok,
amelyek a végtelen ismétlődést jelentik, mindig csak a számok végén voltak.

Teknős: Bizony, úgy volt... Eddig. Ez újdonság.

De nézze csak: ez a  szám sokkal kisebb a tegnapi -nknál, még ha abba több ezer 0-t
beleírtunk volna is.

Akhilleusz: Valóban: ez a tegnapi összes -féle számunknál is kisebb.

De árulja el nekem, miféle szám ez?

Teknős: Ez nem valós szám. Végtelenül kicsi szám, de nagyobb a 0-nál. Olyan kicsi,
hogy az összes valós számnál kisebb. Van egy csúnyább neve is: infinitezimális szám –
ez ugyanazt jelenti, mint a végtelenül kicsi. Ezt a szót még egyszer ki nem mondom: az
előbb majdnem összegubancolódott a nyelvem. Bizony vannak végtelenül kicsi és
végtelenül nagy számok is, de ezek nem valós számok.

Akhilleusz: És ezt maga találta ki, T. úr? Megemelem a kalapomat ön előtt – miket is
beszélek –, a sisakomat.

Teknős: Túlbecsül engem... Természetesen nem én. Az amerikai Abraham Robinson és
mások találtak ki hasonló újfajta számokat az 1950-es és 60-as években.

Akhilleusz: Nagyon érdekes... És mondja csak, ha most megnéznénk a 0-tól  távolságra
lévő pontot, hová rajzolná azt a számegyenesen?

Teknős: Ugyanoda, ahová a nullát – hiszen végtelenül közel van hozzá.

Akhilleusz: De ha volna egy nagyon erős nagyítónk – mondjuk ezerszeres nagyítással?...
Vagy egy mikroszkópunk – milliószoros nagyítással?

Teknős: Mit sem érne: egy pontot látnánk.

De ha elővennénk egy végtelenszeres nagyítót, azzal már látnánk külön a  pontot.

Akhilleusz: Végtelenszeres nagyítót?! Miket nem mond – T. úr?! Olyan nincs.

Teknős: Ma már mondta azt a szót, hogy nincs. Az előbb már említettem, hogy
végtelenül nagy nem valós számok is vannak. Például: ha  végtelenül kicsi, akkor 
végtelenül nagy. Miért is ne lehetne ilyen nagyítónk? Vele láthatnánk a 0 végtelenül
kicsi környezetét, és külön a 0-tól a -t.

Akhilleusz: És ha így nézzük, hol vannak a tegnapi -szerű számaink – tehát a valós
számok?

Teknős: Azok bizony végtelen távolságra kerültek jobbra.

Akhilleusz:

(A lábát nézve gondolkodva lépeget.)

Akkor én 0-ból indulva és -kat szökkenve hogyan érném utol magát, aki az -ban van
– vagyis nem éppen karnyújtásnyira? Végtelenszer kellene szökkennem?!

Teknős: Bizony, bármilyen gyorslábú is, sose érne utol.

(Magában morfondírozik: Hacsak nem... hacsak nem... növelné meg a sebességét
végtelenre. De bolond lennék, ha ezt ma megmondanám neki. Ma végre én szeretnék
futóbajnok lenni. Hangosan folytatja:)

Látom, ahogy a  szám tetején ugrál a 0-kon az 1-estől a tizedesvessző felé...

Hiába. Futásban én győznék.

Akhilleusz: Elhiszem...

Eszembe jutott valami: Honfi- és ókortársunk, Arkhimédész – az, aki kiugrott a
fürdőkádból – axiómájában azt mondta: ha van egy kisebb távolságunk és egy nagyobb,
akkor mindig találhatunk egy olyan  természetes számot, amivel a kisebb távolságot
megszorozva, túlhaladjuk a nagyobb távolságot. Ha  a kisebb távolság, és  a
nagyobb, akkor ez nem igaz.

Arkhimédész tévedett?

Teknős: Nem tévedett. Kijelentése igaz – a valós számokat tekintve. De ne feledje – a 
nem valós szám.

Arkhimédész korában nemigen foglalkoztak a végtelennel – lehet, hogy féltek tőle.

Akhilleusz: Én -ban, maga -ban... Mintha két különböző világban lennénk.

Teknős: Igen, úgy képzelje el: közöttünk lenne egy határvonal – egy limesz. Azon nem
juthatna át.

Akhilleusz: Ezen még gondolkozom... Mindenesetre gratulálok, kedves T. úr. A
legkisebb számért küzdő versenyünket megnyerte... Sőt még a futóversenyünket is!

De talán holnapra kitalálok egy még ennél is kisebb számot. Szöget ütött a fejembe, amit
erről a két világról mondott... Ezzel a kis számával nagy követ dobott az állóvízbe... Már
sejtem, hogy messzire érnek a hullámai.

Teknős: Alig várom a holnapot... és az ötletét.

Udvariasan elbúcsúznak egymástól.

Harmadik nap (gamma-nap)
Akhilleusz és a Teknős gyorsan köszönnek egymásnak; a Teknős a kíváncsiságtól mohón
rögtön a tárgyra tér.

Teknős: Végiggondolta a tegnapi ötletét, kedves A. úr?

Akhilleusz: Bizony, és találtam egy  számot. Sokkal kisebb, mint a tegnapi .

Teknős: Mutassa gyorsan!

Akhilleusz:

(Elővesz egy cédulát a mellvértje alól, lehajolva megmutatja a Teknősnek. A cédulán a
szám: )

Teknős: Érdekes szám, de úgy látom, hogy ez nem gamma, hanem lambda, és nem
kisebb, mint a tegnapi béta... Visszafejlődünk, kedves A. úr?

Akhilleusz: Igaza van, hiszen a vak is látja, hogy ez nagyobb, hiszen a végét
megtoldottam valamivel. De ez a toldalék nagyon kicsi lesz – ez lesz a  számom.
Türelem, mindjárt megmutatom.

Teknős: Rendben – bár majd megesz a kíváncsiság.

Akhilleusz: Nos, rakjuk egymás mellé a két számot, és nézzük meg, hogy mennyivel
nagyobb a  a -nál:

(Közben írja.)

Végezzük el a kivonást, és megkapjuk a mai napra várt gammánkat:

Mintha a 0-k közül kiszedtük volna az 1-est.

Teknős: A két végtelen 0-s sorozat egymás mellé került, tehát egyesíthetjük őket:

De hiszen ez a mi  számunk!

Vagyis azt kaptuk, hogy . Tehát, kedves A. úr, megállapíthatjuk, hogy tévedett: az
ön mai -ja nem kisebb az én tegnapi -mnál – hanem ugyanakkora.

Akhilleusz: Nem tévedtem. Hibát követett el, T. úr!

Teknős: Hogyhogy?!

Akhilleusz: Ahonnan kiszedtük az 1-est, ott maradt valami.

Teknős: Mi a csuda?!

Akhilleusz: Ott maradt a 0-k között egy láthatatlan választóvonal, és az megakadályozza,
hogy a 0-kat csak úgy összevonjuk. Az ettől a határtól balra lévő 0-k nem
ugyanolyanok, mint a jobbra lévők. Közöttük van a limesz... A két világ határa.

Mintha a végtelen számú 0-t megdupláztuk volna.

A végtelent szétbontva többnek látszik. Például a természetes számokat így is sorba
állíthatjuk: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., de így is: 0, 2, 4, 6, 8, ..., 1, 3, 5, 7, .... Egy világból két
világ lett: egy páros világ és egy páratlan világ.

Hogy a 0-k rendezettségét jól lássuk, sorszámozzuk, indexeljük őket:

(Írja.)

Mit gondol, T. úr, miből van több: a páros számokból vagy a páratlan számokból?

Teknős: Nyilván ugyanannyian vannak.

Akhilleusz: És miből van több: természetes számokból vagy páros számokból?

Teknős: Ugyanannyi, hiszen a páros számokat megszámlálhatjuk a természetes
számokkal...

Másféle szétbontások is lehetnek, például: 0, 3, 6, 9,12, ..., 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, ..., vagyis
a 3-mal oszthatók, majd a nem oszthatók.

Akhilleusz: Vagy így: 0, 1, 4, 9, 16, ..., 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, ....

Teknős: Látom: először a négyzetszámok, aztán a többi...

Itt jut eszembe: Galileo Galilei, a nagytekintélyű itáliai tudós a 17. század elején
észrevette, hogy ugyanannyi négyzetszám van, mint ahány természetes szám, holott
ritkábban vannak – de nem firtatta tovább ezt a problémát.

Akhilleusz: Mi firtassuk!

Teknős: Úgy látom, hogy a végtelent végtelenféleképpen bonthatjuk szét.

Akhilleusz: Lehet... Egyelőre maradjunk csak a két részre bontásoknál.

Ha csak kétfelé bontjuk – mint az előbbi esetekben –, akkor először elszámlálunk a
végtelenig, majd a második számlálást -val kezdve még egyszer a végtelenig.

Vagyis a 0-inkat így is indexelhetjük, sorszámozhatjuk:

(Írja.)

Teknős: Azt hiszem, értem: a jobbra lévő rész egy újabb, még kisebb világ. A  ezzel a
toldalékkal végtelenül közel volt a -hoz, és a -t kivonva végtelenül közel kerültünk a
0-hoz. Sokkal közelebb, mint a .

Akhilleusz: Úgy van. Egy szinttel közelebb. Az én  számom végtelenszer közelebb van
a 0-hoz, mint a maga tegnapi -ja – tehát jóval kisebb.

Az előző bonyolult indexelés helyett – a rendezettséget és a határt azért mégis
szemléltetve – a limeszt egy hullámos vonallal jelölöm; így a számom:

(Leírja a számot.)

Teknős: De már az én tegnapi  számomnál is volt egy limesz. Az hol van?

Akhilleusz: Igaza van, azt is jelölöm. Tehát a mai szépen leírt   számom:

(Kijavítja a számot.)

Teknős: Elfogadom. Ma én vesztettem...

De hogy vagyunk a távolságokkal? Vegyük csak elő a csodanagyítónkat és a
számegyenest!

Akhilleusz: Nagyító nélkül nézve, vagy közönséges nagyítóval: 0, , ,  egy pontban
van, csak  van jobbra.

A mágikus nagyítónkkal nézve: 0,  egy pontban van, jobbra egy másik pontban van , 
, jobbra a végtelenben .

Az így nagyított képünket nézzük meg másodszor is a nagyítónkkal, hogy végül
végtelenszer kettő nagyítást kapjunk.

Így nézve 0 környékét: a 0-tól jobbra látjuk -t, jobbra a végtelenben ,  van, még
jobbra a második végtelenben .

Így nézve  környékét: a -tól jobbra látjuk -t, balra a végtelenben 0,  van, jobbra a
második végtelenben .

Teknős: Igen, magam is ugyanígy látom.

Akhilleusz: De akár a két nagyítót egyszerre egymás fölé téve is úgy látnánk, hiszen a
nagyítások szorzódnak.

Teknős: Nem biztos.

Akhilleusz: Hogyhogy?

Teknős: Tőlünk függ – a képzeletünktől –, hogy milyen lencserendszert konstruálunk.

Lehet olyan, hogy a második lencse az első lencse által alkotott képet nagyítja: akkor a
0-tól a -t külön látjuk.

De olyan is lehet a lencserendszer, hogy csak egyszeres végtelen nagyítást kapunk.

Számolhatunk úgy, hogy: végtelenszer végtelen az végtelen a négyzeten.

De úgy is, ahogy a gyerekek számolnának: végtelenszer végtelen az végtelen.

Akhilleusz: Nem értem. Melyik a helyes?

Teknős: Mindkettő. Az utóbbi eset olyan, mint mikor én az imént a limeszt nem tekintve
összevontam a 0-kat. Az első eset pedig, ahogy ön megtartotta a limeszt... De erre még
később visszatérünk.

Akhilleusz: Állok elébe...

Teknős: Most pedig gratulálok: ma nyert, kedves Akhilleusz úr.

Holnap azonban folytathatjuk a még kisebb számok megtalálásának reményében. Már
sejtem is, hogyan találhatok még kisebbet.

Akhilleusz: Nekem is vannak elképzeléseim róla, kedves Teknős úr.

Holnap akkor a delta következik... Vajon melyikünk  száma lesz kisebb?

Búcsút vesznek egymástól.

Negyedik nap (delta-nap)
Akhilleusz és a Teknős kölcsönös üdvözlések után folytatják az eszmecseréjüket.

Akhilleusz: Találtam egy  számot, és sokkal kisebb a tegnapi -nál. Leírtam.

Teknős: Én is.

Akhilleusz: Akkor nézzük!

(Előveszik a papírdarabjukat, és megmutatják egymásnak.

Mindkettőn pontosan ugyanaz a szám áll:)

Teknős: A nagy szellemek találkozása.

Akhilleusz: Azért ne bízzuk el magunkat! Nem is volt olyan nehéz kitalálni.

Teknős: Egy kicsit beszéljük meg ezt a számot! A végső három pont azt jelenti, hogy a
végtelen 0-s sorozatok végtelenszer ismétlődnek, tehát .

Akhilleusz: Igen. És tegnap óta tudjuk, hogy a 0-s sorozatokat nem vonhatjuk össze.

Teknős: Úgy van. Azért írtuk be az ön tegnap kitalált limesz jeleit.

Akhilleusz: És hogyan látjuk a számegyenesen ezt a 0-tól különböző a  számot?

Teknős: Egyszerű: egymás után végtelenszer nagyítunk a végtelenszeres nagyítónkkal...

Akhilleusz: Érdekes ez a területünk a tizedesvessző és a végén lévő 1-es között. Mintha
egyre csak újabb és újabb 0-k jönnének bele, és el kell helyeznünk benne mindegyiket.
Egy hotelra emlékeztet, ahová egyre csak jönnek a vendégek, és mindegyiket fogadni
kell. Hallottam, hogy van ilyen hotel – és nincs is messze.

Teknős: Nagyszerű ötlet! Valóban ugyanolyan a struktúrája, a rendezettsége, mint a
miénknek, vagyis a mi görög szavunkkal élve: izomorfizmust talált, kedves A. úr.
A hotelt Hilbert német matematikus találta ki a 20. század elején. Ez is gondolatkísérlet,
mint a mi versenyfutásunk. Itt van a hotelja a közelben.

Egy pincér ismerősöm ott dolgozik. Odasétálhatnánk.

Akhilleusz: Rajta, menjünk!...

Egy nagy hotel előtt megállnak. A nagyméretű buszok sora a horizontig ér.

A bejáratnál tábla:

HILBERT GRAND HOTEL

IGAZGATÓ: DAVID HILBERT

MINDIG VAN SZABAD SZOBÁNK.

MINDEN VENDÉGET SZÍVESEN VÁRUNK!

Teknős: Az ismerősöm igen szószátyár: mindig mindent tudok a szálló belső ügyeiről.

Akhilleusz: Mikor jöttek a vendégek?

Teknős: Ma délelőtt.

Akhilleusz: Hány szobája van a szállodának?

Teknős: Végtelen sok.

Akhilleusz: Hány busz érkezett ide?

Teknős: Végtelen sok.

Akhilleusz: És egy buszban hányan voltak?

Teknős: Végtelen sokan.

Akhilleusz: Úgy tűnik, mindenki bement, és kapott szobát. Az igazgató ötletesen
elrendezte. Mint ahogy mi is befogadtuk az újabb és újabb 0-kat.

Teknős: Úgy van. És ahogy a mi 0-ink szépen, katonásan sorban vannak, itt is az
igazgató szigorúan betartatta a rendet.

Akhilleusz: Mi volt a rend?

Teknős: Sorban jöttek a buszokról az emberek. A vendéget fogadták a recepción,
mindegyikük kapott egy cédulára írva két számot: az egyik volt a sorszáma – hogy
hányadikként érkezett –, ez lett az azonosítója, valamint megkapta a szobaszámát is,
amelyet a sorszámából számoltak ki; a londinerek fogták a vendégek csomagjait, és
elkísérték őket a szobájukig.

Akhilleusz: Hogyan kapták a sorszámokat?

Teknős: Az első busszal kezdték. Így kapták a sorszámokat: 0, 1, 2, 3, 4 stb.

Akhilleusz: És a második busz utasaival hogyan folytatták?

Teknős: , , , ,  és így tovább.

Akhilleusz: Értem... Átléptek egy limeszen.

És az a gyerek, aki azt mondta, hogy a végtelen  nagyobb, mint a végtelen, nem is
mondott butaságot.

Teknős: Nem – legalábbis, ha a sorszámokat nézzük.

De ha azt nézzük, hogy hányan lettek a szállodában, akkor a végtelen  ugyanakkora,
mint a végtelen. Mindkét gyereknek igaza lehet. Attól függ, hogy mi a szám funkciója.
Erről még majd fogunk beszélni.

Akhilleusz: A második busz első utasa tehát az  számot kapta. Előtte volt a sorban az
első busz utolsó utasa. Ugye az ő sorszáma  lett?

Teknős: Értelmetlen a kérdése! Már ne haragudjon, kedves A. úr, de ön badarságokat
beszél.

Visszakérdezek: Van-e az első busznak utolsó utasa?

Akhilleusz: Nincs.

Teknős: Akkor utolsó sorszám sem lehet. A sorban nincs senki a második busz első
utasa előtt – bár ő megelőzi az első busz összes utasát... Különleges személy. Az 
sorszámnak nincs előzménye, ahogy a 0-nak sem.

Akhilleusz: Belátom: tévedtem.

(Kajánkodik.)

És mi lett a sorszáma az utolsó busz első utasának?

Teknős: Értem a tréfát! Utolsó busz sincs. Az utolsó busz utasainak sorszámairól nem
beszélhetünk.

Akhilleusz: Jól van, komolyabb leszek...

Megmondom, mi a sorszáma a 3. busz első utasának: , a második utasának: 
.

Továbbá: a 4. busz első utasának: , a második utasának: .

És így tovább...

Teknős: Úgy van.

Akhilleusz: És mi van a szobaszámokkal? Hogy számolták ki?

Teknős: Nagyon egyszerűen: Összefésülték a sorszámokban lévő számok számjegyeit.

Akhilleusz: Láthatnék egy példát?

Teknős: Jó. Vegyük a 2073. busz . üléséről jött utast.

Sorszáma: .

A számokat kezdő 0-k betoldásával azonos hosszúságúra hozzuk:  és .

A számjegyeket összefésüljük: .

A kezdő 0-t elhagyhatjuk, így a szobaszáma  lesz.

Akhilleusz: Egyszerű. És úgy látom, hogy minden szobába jutott valaki, vagyis a hotel
megtelt.

Az igazgató megnyugodhatott: mindenkit szépen fogadni tudott.

Ebben a szállodában valóban nagy a rend.

Teknős: Köznapi szóval: jól rendezett... Matematikai szakszóval: jólrendezett.

Akhilleusz: Mi is megnyugodhatunk: jól elrendeztük a 0-inkat...

Akkor azt hiszem, mára be is fejezhetjük. Nem tudok kisebb számot kitalálni.

Teknős: Én sem.

Akhilleusz: Akkor befejeztük a versenyt.

Teknős: Be... Az eredmény: döntetlen.

Akhilleusz: Magam is úgy vélem. Megegyeztünk.

Teknős: Holnap azért még összefutunk.

Akhilleusz: Én szó szerint futva jövök.

Búcsút intenek egymásnak.

Ötödik nap (epszilon-nap)
A Teknős már a találkozóhelyen, Akhilleusz futva érkezik.

Akhilleusz: Üdv!

Teknős: Üdv!

Akhilleusz:

(Helyben fut.)

Edzhetek tovább, kedves T. úr? Ugye nincs kisebb szám?

Teknős: Van.

Akhilleusz:

(Földbe gyökerezik a lába.)

Ne vicceljen!

Teknős: Képzelje, a pincér ismerősöm mesélte, hogy az éjszaka jött egy újabb vendég a
szállodába.

Akhilleusz: És?... Mi történt?...

Teknős: A recepción rázni kezdte csengőt, mire előjött a személyzet. Közölték vele,
hogy megtelt a szálló, nem tudnak mit tenni. Az újonnan érkezett hivatkozott a bejárati
táblára, szó szót követett; követelte, hogy ébresszék fel az igazgatót.

Akhilleusz: De honnan jött ez az ember – hiszen a buszokból már mindenki kiszállt?

Teknős: Azt mondta, hogy egy másik buszkonvojjal érkezett, amelyik éppen akkora,
mint a hotel előtt parkoló konvoj – és annyian jönnek még a buszokból, mint ahányan
már a szállodában alszanak.

Akhilleusz: És?... Jött az igazgató?...

többiek az , , , ... sorszámokat, és mindenkit el tudtak szállásolni.

�

Teknős: Jött, és rögvest intézkedett: A felháborodott utas megkapta az         sorszámot, a
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Akhilleusz: Értem. És ha jött volna egy harmadik konvoj, akkor a konvoj első buszának
az első utasa az  sorszámot kapta volna.

Teknős: Úgy van.

Akhilleusz: És a szobaszámok?... Hiszen tele van a szálló.

Teknős: A szobaszámaikat most a 3 szám számjegyeinek összefésülésével generálták.

Például a második konvoj 2223. buszának 778. utasának sorszáma:

A három számot kezdő 0-k betoldásával azonos hosszúságúra hozzuk: 0001 és 2222 és
0777

A számjegyeket összefésüljük: 

A kezdő 0-t elhagyhatjuk, így a szobaszáma  lesz.

Akhilleusz: Viszont ott már aludt valaki! Nézzük meg a sorszámát! Ott van a céduláján,
de a szobaszámából is vissza tudom fejteni: a  szobaszámot szétfésülve:
az  sorszámú. Már emlékszem: ő szerepelt a tegnapi példánkban.

Teknős: Sajnos mindenkit fel kellett ébreszteni az éjszaka kellős közepén, és megkérni
őket, hogy fáradjanak át egy másik szobába, hogy az újonnan jöttek is
beköltözhessenek.

Akhilleusz: Kiszámolom, hová költöztették át a példánkban szereplő vendéget:

Sorszáma , vagyis most kiegészítve: .

Kezdő 0-k betoldásával az azonos hosszúságú számok:  és  és .

A számjegyeket összefésüljük: .

Vagyis az új szobaszáma  lett, a céduláján átírták a régi
 szobaszámát erre, majd átköltöztették. A sorszáma természetesen

maradt, hiszen az a vendég személyi azonosító száma.

Jól számoltam?

Teknős: Jónak látom.

Akhilleusz: Mi hogyan csináljuk, ha még egyszer annyi 0-t akarunk berakni?

Teknős: Egyszerű: A tegnapi  számunknál a tizedesvessző és az 1-es közötti részt
betoldjuk még egyszer mögéje – keletkezik egy újabb fajta limesz a közepénél, amit
lyuggatott vonallal (három egymás fölötti ponttal)  jelölök.

(Írja.)

Akhilleusz: Értem... Csak kezd áttekinthetetlenné válni. Találjunk ki valamilyen
egyszerűbb írásmódot!

Mi lesz, ha jön még egy buszkonvoj?... És mi lesz, ha végtelen számú buszkonvoj jön?...

Teknős: Igaza van, A. úr. A végtelenül ismétlődő számsorozatokat felülhúzással is
szokták jelölni: a végtelenül ismétlődő szakaszt felül egy vonallal összekötjük, például:

(Írja.)

Akhilleusz: Nézzük meg, hogyan írhatjuk így az eddigi számainkat!

(Írja.)

Teknős: Nagyon jó... És már a limesz jeleinkre sincs szükség.

Akhilleusz: Pörgessük föl a képzeletünket: Ha végtelen sok buszkonvojunk jött volna,
akkor azoknak az elszállásolása után a következő különleges vendég az  sorszámot
kapta volna, hiszen az előtte kiadott sorszámok: a végtelen konvoj szorozva a végtelen
busszal szorozva a végtelen utassal.

A mi ennek megfelelő nagyon kicsi számunk pedig:

(Írja.)

Teknős: Pontosan. Nagyon jól számol, kedves A. úr... És nagyon jól látszik az
azonosság – az izomorfizmus... Végtelen buszkonvoj kitesz egy buszármádiát stb...
Elfogy rájuk a szó.

Akhilleusz: Tehát fokozhatjuk: Ezeket a felülhúzásokat megismételhetjük végtelenszer
is.

Teknős: Miért ne!

Akhilleusz: Írom is... Micsoda pech! Annyit írtam, hogy betelt a papírom.

(A pajzsa belső zsebéből elővesz egy kütyüt. Hosszasan bíbelődik vele, aztán fel-, vagyis
inkább lemutatja a számot a Teknősnek:)

Teknős: Nagyszerű!... Legkisebbszerű!

Legyen ez a legkisebb szám, amit le tudunk írni... Talán egyéb trükkökkel lehetne még
kisebb számokat találni, de mi itt most álljunk meg.

Akhilleusz: Jó, legyen ez a legkisebb számunk... De hogyan képzeljük el?

Teknős: A 0-k végtelen sorozatainak végtelenszer egymásba ágyazott rendszere...
Végtelen sok egymásba végtelenszer bepakolt matrjoska baba...

Talán így... Valami ilyesmi... Nehéz elképzelni...

Akhilleusz:

(Hahotázik.)

Hahaha... határtalanul halmozódó hatalmas hierarchia.

Teknős: Vicces, de pontos.

Akhilleusz:

(Komolyra fordítja a szót.)

Akkor végleg fejezzük be a versenyünket.

Hirdessünk végső eredményt:

Ön nyert, Teknős úr!

Teknős: Nem tekinthetem magam győztesnek, hiszen az ön gamma számánál
elkövettem azt a hibát, hogy a 0-kat összevontam. A gamma számhoz ön jutott el azzal,
hogy észrevette a limeszt. A felismerése nélkül végképp elakadtunk volna. Onnan már
könnyebben folytathattuk.

Akhilleusz: Igaz... a gamma az én érdemem.

Teknős: Azon kívül rájött a Hilbert hotellal való izomorfizmusra.

Akhilleusz: Ez is igaz.

Teknős: Végül a végső számot, az epszilont is ön írta le.

Akhilleusz: Igaz. Kitalálni könnyű volt... De leírni a szövegszerkesztővel?! Macerás.

Teknős: Akkor maga nyert megint, kedves Akhilleusz úr.

Akhilleusz: Dehogyis. Hálás vagyok, hogy sok mindenre rávezetett.

Egyezzünk meg döntetlenben, kedves Teknős úr.

Teknős: Rendben. Megegyeztünk...

Akhilleusz: Úgy érzem, hogy még mindig csak az első lépéseket tettük meg a
legkisebbek felé.

Teknős: Én is... Bár átléptünk a valós számok adta korlátokon, maguknak a számoknak a
használata akadályt okozhat.

Akhilleusz: Igen... Hogyan írhatnánk le a számoknál is kisebb kisebbeket?

Teknős: Nem tudom... De biztos, hogy a számokon túl is lehet még kicsinyíteni.

Magukba merülve elindulnak a hotel felé...

Epilógus (még az epszilon-nap)
Akhilleusznak eszébe jut valami.

Akhilleusz: Álljunk meg egy szóra! Hogyan növekedhetnek tovább a vendégek
sorszámai?

Teknős: Mindjárt leírom. Az egészet Georg Cantor német matematikus találta ki a 19.
század végén. Sok mást is kitalált... A halmazelmélet megalapozója. Megnyitotta az utat
a végtelenekkel való számoláshoz – emiatt sok kritika is érte. Sajnos az élete utolsó kb.
20 évében egyre gyakrabban kellett szanatóriumba vonulnia.

Akhilleusz: Olyan veszélyes a végtelenekkel foglalkozni? Akkor jobb, ha abbahagyjuk.

Teknős: Lehet, hogy egy kicsit veszélyes.

Mi, ókori görögök – talán Zénónt kivéve – óvakodtunk is a matematikai végtelentől.
Szinte tiltott terület volt. Például Eukleidész, miután elegánsan bebizonyította, hogy
végtelen sok prímszám van, ezt így soha le nem írta volna – helyette óvatosan így
fogalmazott: „A prímszámok darabszáma nagyobb bármely adott számnál.”

Viszont éppen ez a terület a matematika legszebb része. Lám, mi is milyen jól
elszórakozunk vele.

Akhilleusz: A tudás élvezete... Az alma a fáról.

Teknős: Úgy van! Hilbert mondta: „Senki sem űzhet ki minket abból a paradicsomból,
melyet Cantor teremtett nekünk.”

No, de térjünk vissza akkor a kérdésére, kedves A. úr: nézzük meg a sorszámokat.

Cantor ezeket ordinális számoknak nevezte el, magyarul rendszámnak nevezzük.

Észrevette, hogy a természetes számoknak (1, 2, 3, 4, ... vagy 0, 1, 2, 3, 4, ...) kétféle
szerepük lehet - két számsort képezhetünk:

Kardinális számok – hány elem van egy halmazban: egy, kettő, három...
Rendszámok – hányadik egy jólrendezett halmazban: első, második, harmadik...

Ha tudjuk, hogy rendszámról van szó, akkor az -ik végződéseket el is hagyhatjuk, mint
például a vendégek céduláján.

Akhilleusz: Hisz ezeket a számsorokat minden gyerek ismeri. Mi ebben az új?

Teknős: Ha végesek a számok, akkor valóban pofonegyszerű. De ha végtelenek, akkor a
kétféle számok egészen eltérő módon viselkednek.

Akhilleusz: Akkor mutassa kérem, hogyan növekednek a rendszámok.

Teknős: Néhányat leírok:

(Írja.)

0, 1, 2...

, , , ...

, , , ...

, , , ...

, , , ...

, ... , ... , ... 

Akhilleusz: A végén az a három pont azt jelenti, hogy a hatványozást a végtelenig
folytatjuk?

Teknős: Igen... Ez hasonlít a mi végtelen felülhúzásainkra. Látszik az izomorfizmus.

Ezt az  számot Cantor elnevezte -nak. Ez a nagy szám még megszámlálható
végtelen.

Még folytatta, de mi most ne folytassuk. (Lehetne még például  és hasonlók, majd
egy nagy ugrás után , de az már megszámlálhatatlan végtelen.)

Ha a ma kitalált legkisebb számunkat, az -t meg akarnánk látni a számegyenesen 0-tól
különálló pontként, akkor egymás után -szor kellene nagyítanunk a végtelenszeresen
nagyítónkkal...

És ha jól számolok, a számunk: .

Akhilleusz: Megszámlálható és megszámlálhatatlan végtelen... Azt hiszem, mi eddig
csak a megszámlálható végtelenekkel foglalkoztunk. Van olyan végtelen is, amelyik
megszámlálhatatlan?

Teknős: Van, és annak még sokkal több eleme van. Például egy szakasz pontjainak
száma...

A halmazoknak a számosságai a kardinális számok, azaz hány elemük van.

Az összes megszámlálható végtelen azonos számosságú: éppen annyi eleme van, mint
ahány természetes szám van. Ez a legkisebb számosságú végtelen, kardinális számként
ezt is -val jelölhetjük, de Cantor erre bevezette a héber ábécé első betűjét használva az 

 - kimondva alef null - jelölést. Mondhatjuk, hogy az  lánykori neve az .
Használjuk az -t inkább csak rendszámként, és  számossága .

Tovább mennek a szálló felé...

Akhilleusz: Hogyan számolhatunk a végtelenekkel?

Teknős: Csak az összeadásra mutatok néhány egyszerű példát:

(Írja.)

Rendszámok:

Kardinális számok:           

Akhilleusz:  miért ?

Teknős: Képzelje el, hogy a szállóba érkezik először egy vendég: a 0 sorszámot kapja,
majd a busszal érkező végtelen sok új vendég rendre megkapja a sorszámát: 1, 2, 3, 4,
..., vagyis ugyanolyan, mintha mindenki egyszerre érkezett volna.

Akhilleusz: Értem... Egy kicsit nézzük meg a megszámlálhatatlan végteleneket is.

Teknős: Az elemeik olyannyira folytonosan egymás mellett vannak, mint például egy
szakasz pontjai, vagy a valós számok, hogy nem tudjuk számlálni őket. Ezeket a
végteleneket a folytonosságuk miatt – megint görög szót használva – kontinuum
végtelennek nevezzük, számosságukat a gótikus  betűvel jelöljük.

Megszámlálható: a por. Megszámlálhatatlan, kontinuum: a méz.

A legkisebb megszámlálhatatlan végtelen számossága  (alef 1).

A megszámlálhatatlan végtelenekből végtelen sok van, számosságukat Cantor így
jelölte: , , , , ...(nagyság szerint növekvő sorrendben).

A végtelenek közötti különbségeket Cantor találta ki vagy fedezte fel... Hogy melyik
szót használjuk, az is megérne egy misét.

Ismerve az ön rendkívüli képességeit - kedves A. úr - feltételezem, hogy magyarul is
megtanult, ezért elmondom Erdős Pál, magyar matematikus bohókás költeményét:

Alef egy, alef kettő, alef három,

Georg Cantor a legnagyobb a világon.

Akhilleusz: Értem... Még ezt a kis csacska verset is. De őrizzük meg a komolyságunkat!

Teknős: Megpróbálom...

Közben a kihaltnak tűnő szálloda elé érnek. Még ott az irdatlan mennyiségű üres busz.

Akhilleusz: Szabad legyen egy egyszerű kérdést feltennem magának, kedves T. úr:

Hányan voltak éjszaka a szállodában?

Teknős:  volt a létszám.

Akhilleusz: De mindenkinél ott volt a sorszám 1-től szinte 2-ig?!

Teknős: Igen. A pincér mesélte, hogy az 
számú vendég, vagyis aki a második konvoj -ik buszának -ik
ülésén utazva jött, a reggeli után panaszkodott: langyos volt neki a kakaó, ő forrón
szereti.

Akhilleusz: Értem... Szerencse: kis cédulán rövid szám...

Teknős: Nem volt ilyen szerencsés egy másik vendéggel, aki lassúnak találta a
felszolgálást - méltatlankodva még a panaszkönyvet is kérte. A végén a rendszámát is
beleírta, de az sajnos olyan hosszú volt, hogy pár ezer lapot kitett.

Megkímélem a kedves Olvasót: nem írom ide a panaszkönyvből ezt a passzust.

Akhilleusz: Olyan nagy a panaszkönyv?

Teknős: Az igazgató – a korábbi tapasztalatokon okulva – egy végtelen számú lappal
rendelkező panaszkönyvet rendszeresített.

A vendégeknek a recepción kiosztott cédulák is tetszőlegesen nagyok voltak, hogy
bármekkora számokat írhassanak rájuk.

Akhilleusz: Aha...

Hoppá, eszembe jutott: Akár kisebb cédulákat, kisebb panaszkönyvet használhatnának,
ha a betűk és a számjegyek végtelenül kicsik lennének, hiszen a végtelenül nagyító
szemüveget már a béta-napon kitaláltuk.

Teknős: Ajánlhatnánk az igazgatónak. - Kevesebb papír: több élő fa. Éljen az erdő!...

Akhilleusz: Most hány vendég van a szállodában?

Teknős: Egy se. Reggeli után mindenki elutazott egy busszal.

A pincér ismerősöm így látta az étterem ablakából:

Mentek ki a szállodából az emberek. Sorban felszálltak az elsőként érkezett buszra.

A buszvezető is éppen olyan szigorú volt, mint a szálloda igazgatója: nagyon ügyelt az
ültetési rendre. Mindenki a hotelban kapott szobaszáma szerinti ülésen foglalhatott
helyet. Még üres helyek is maradtak. Ezután a busz elment. A többi buszra nem volt
szükség.

Akhilleusz: Azért maradt itt ez a rengeteg busz? Megáll az ész!

Teknős: Furcsa, de így történt. Mondtam, hogy a létszámuk  volt, tehát egy busznyian
voltak.

Akhilleusz: Üres ülések is maradtak?

Teknős: Persze. Például az első szabad ülés a 200-as számú volt, mivel 3. buszkonvoj
már nem jött, így az  sorszámot már nem osztották ki. A foglalt helyek ritkábban
voltak.

Akhilleusz: Volt valaki, aki ugyanazon az ülésen utazott el, amelyiken jött?

Teknős: Jó kérdés. Hadd gondolkozzak... A 0 rendszámú biztosan. Az 1-től 9-ig
rendszámúak is.

Azonban a 10-es rendszámú már nem, mivel a rendszáma: , a három
azonos hosszúságú szám: 00 és 00 és 10, összefésülve: , vagyis a szobaszáma, és
így az elmenő buszon az ülésszáma 1000 lett. (Az éjszaka első felében még a 100-as
szobában volt.)

Akhilleusz: Vagyis tíz ilyen személy volt.

Teknős: Igen. Ők egyébként is nagyon szerencsések voltak: nyugodtan alhattak, az
éjszaka nem kellett átköltözniük másik szobába.

Akhilleusz: Vajon megoldható, hogy senki se költözzék, ha új vendégek jönnek?

Teknős: Meg. Bár az igazgató most nem olyan módszert választott.

Akhilleusz: Az a módszer hogyan működne?

Teknős: Egyszerű. Példákat mutatok a szobaszámok kiutalására:

Ha a rendszám 0, akkor a szobaszám 1.

Ha 1, akkor a szobaszám 10.

Ha 5, akkor a szobaszám .

Ha , akkor a szobaszám 101.

Ha , akkor a szobaszám .

Ha , akkor a szobaszám .

Ha , akkor a szobaszám .

Akhilleusz: Látszik, hogy az 1-esek alkotják a hierarchia szintjei közötti határvonalakat,
a limeszeket. a 0-k száma pedig megfelel a rendszám adott szintjében elfoglalt
helyének...

De így nagyon ritkák lennének az elfoglalt szobák.

Teknős: Esetleg sűríthetnék őket, ha ezeket a szobaszámokat 2-es (bináris)
számrendszerbeli számoknak tekintenék... De mindegy, a 10-es (decimális)
számrendszerben is maradhatnak: tehát pl. a 101-es szobaszám öt helyett maradhat
százegy... Nem számít, ha nagyon sok az üres szoba... Szobákban nem szűkölködnek...

Akhilleusz: Nagyon hosszúak lennének a szobaszámok. A példánkban szereplő
 sorszámú vendég szobaszámában 2 db 1-es és  db 0-s

lenne.

Teknős: Az se számít, amúgy is hosszúak lennének... A 0-írásban különben is mi ketten
nagyon jók vagyunk.

Akhilleusz: Viszont ebben a rendszerben nem zavarnak senkit az átköltöztetéssel,
bármennyi új vendég jön is.

Teknős: Igaz, de az igazgató inkább a számjegy-összefésüléses módszert választotta...
Talán, ha sokan panaszkodnak, áttér erre a módszerre...

És eddig még csak a megszámlálható végtelenekkel foglalkoztunk. A
megszámlálhatatlan végtelenek még bizarrabbul viselkedhetnek.

Például, ha a Hilbert hotel fogadná a végtelen tér összes pontját:

Ahogy a mesében a szellem visszament a palackba, befolynának jól rendezetten – mivel
Cantor tétele szerint minden halmazt jólrendezetté lehet tenni – egy vonalban a hotelba.
A recepciósok csak néznének, és mivel nem tudják számlálni őket, nem adhatnak
sorszámokat. Másnap eltávoznának egy rövid szakasz pontjaiként, és kiürülne a szálló,
mivel ugyanannyi pont jött ki, mint ahány bement. Hát nem döbbenetes?!

Mit gondol, A. úr, ki bizonyította be, hogy a végtelen térnek – akár a több dimenziósnak
is – ugyanannyi pontja van, mint egy rövid szakasznak?

Akhilleusz: Cantor.

Teknős: Ördöge van, A. úr!...

Akhilleusz: Maradjunk csak a megszámlálható végteleneknél! Térjünk vissza a
rendszámokhoz!

Lépteimet számlálva futás közben elszámlálhatnék -ig?

Teknős: El...

De igencsak gyorsan kellene futnia, ha véges idő alatt akarná teljesíteni.

Akhilleusz: Úgy látom, eleinte csak kocognék, aztán egyre gyorsabban kellene futnom,
limeszeken is áthaladva, hogy elérjem.

Teknős: Bizony. Gyorsulva kellene számlálnia a lépteit. És mivel az újabb fajta limeszek
lépésszámban sokkal messzebb lennének, mint az előző fajtájúak voltak, még csak nem
is egyenletesen gyorsulva kellene futnia, hanem hatványozottan. A sebessége már az
első limeszszámnál ( -nál) végtelen lenne. Ahogy Hilbert szállodájában is a
személyzetnek egyre gyorsabb ütemben kellene dolgoznia, a vendégeknek is egyre
gyorsabban kellene beköltözködniük.

Akhilleusz: Ha így elfutnék, mekkora lenne a távolságom magától?

Teknős:  lépésnyi.

Akhilleusz: Végtelen sebesen futnék?... Ez nekem való!

De nem a fénysebesség a legnagyobb sebesség?

Teknős: Az a fizika világa.

Nehogy már a fizika gúzsba kössön minket! Mi most a matematika világában vagyunk.
A kitalált legkisebb távolságunknál sem néztük, hogy hogyan mérhetnénk meg.

Henri Poincaré francia matematikus mondta: „A matematika a szellem szabad
szárnyalása.”

Akhilleusz: Akkor nem csak rohanni, hanem szárnyalni is tudok... tudunk.

Teknős: Semmi és senki nem akadályozhat meg minket.

Akhilleusz: Csak papír és ceruza kell hozzá.

Teknős: (Magában: Még kütyü se. Hangosan:)

Meg ész... és kész.

Akhilleusz: Most búcsúzzunk el egymástól, kedves Teknős úr. Nagyon sokat tanultam
magától.

Teknős: Viszont... Mindketten igyekeztünk, hogy – a matematika szigorát és szabatos
kifejezéseit olykor talán áthágva – megértsük az érthetetlent. Azt hihetné rólam, hogy
megértettem. Pedig...

Akhilleusz: Én is belekábultam... Valóság? ... Fikció? ...

Futni, kaszabolni egyszerűbb.

Teknős: Lehet... Csak vigyázzon a sarkára!

Viszontlátásra. kedves Akhilleusz úr.

Akhilleusz: Viszontlátásra, kedves Teknős úr.

Cammogva, száguldva el...

Keresztvölgyi József
Pécs, 2021. május
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