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Palfy Péter Pal - Pham Ngoc Anh:
Szele Tibor és a debreceni algebrai iskola

Akit az istenek szeretnek, fiatalon hal meg.
(Menandrosz)

A Bolyai Jadnos Matematikai Térsulat dltal adomanyozott legjelent6sebb dij
a Szele Tibor-emlékérem. ,,E dij alapszabdlyai értelmében — Szele Tibor
célkitiizéseit kovetve — olyan matematikusoknak itélendd oda, akik fiatal ma-
tematikusoknak meginduldsukhoz a legtobb segitséget nyijtottdak, rdjuk a
legnagyobb hatdst gyakoroltdk.” — fogalmaztdk meg az emlékérem 1969-es
alapitdsakor. Sziiletésének szazadik évfordulojan emlékeziink az emlékérem
névadojara, a fiatalon elhunyt kivalo tuddsra €s ifju kutatok elhivatott mes-
terére. Emellett bemutatjuk a debreceni egyetemen koriilotte kialakult algeb-
rai tudomdnyos iskola legjelentdsebb eredményeit.

Eletitja

Szele Tibor €életérdl joval részletesebben sz6l a Debreceni Szemlében megje-
lent cikk [15], itt palydjanak csak a legfontosabb, illetve a Matematikai La-
pok olvaséi szdméra legérdekesebb eseményeit ismertetjiik annak az irdsnak
a felhasznalasaval. Munkdssagarol tovabbi informaciok nyerhetdk az [1], [4],
[6], [11], [12] cikkekbdl.

Szele Tibor 1918. jinius 21-én sziiletett Debrecenben. Edesapja Sze-
le Mikl6s (1884—1966) reformatus lelkész volt, aki a Déczi Intézet vallds-
tanaraként mikodott. Edesanyja, Dicséfi Gizella (1893—-1978) a Gyakorld
Gimnazium tandra volt. Szele Tibor sziilei félt6 gonddal nevelték egyetlen
gyermekiiket.

A debreceni Reformatus Gimnaziumban végezte tanulmanyait kitling
eredménnyel. Erdeklédése 14 éves kordban fordult a matematika felé.
Ett6l kezdve rendszeres feladatmegolddja lett a Kozépiskolai Matemati-
kai Lapoknak. Vildgosan megfogalmazott megoldasait gyakran kozolte a
folydirat. Abban az idében nem folyt pontverseny a KoMal-ban, a rend-
szeres megoldok jutalma minddssze annyi volt, hogy fényképiik megje-
lent a folyodirat mellékletében. Szele Tibor képe négy alkalommal szere-
pelt a dicsdségtablon, a gimndzium mind a négy felsé osztdlyanak tanu-
16jaként kiérdemelte ezt az elismerést. Nyolcadikos gimnazistaként részt
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vett az allamilag szervezett orszdgos tanulmdnyi versenyen, ahol ,,meny-
nyiségtanbol” a harmadik helyezést €rte el. 1936-ban €rettségizett, €s dsszel
a Matematikai €és Fizikai Tarsulat tanuldversenyén (ma Kiirschak Jozsef
Matematikai Tanuldéverseny) elnyerte az els§ dijat. A versenybizottsag je-
lentése szerint: ,,A legjobb dolgozat szerzdje Szele Tibor, aki a debreceni ref.
gimndziumban dr. Mester Istvdn tanitvdnya. Neki javasoljuk kiadni az elsd b.
Eotvos Lordnd dijat. Bdr a Il. feladatra adott megolddsa kissé hosszadalmas,
egész dolgozata és kiilonosen a Ill. feladat kidolgozdsa szabatos matemati-
kai gondolkozdsrol taniiskodik.” A jové algebristdjat mar itt felismerhetjiik
az algebrai feladatok megolddsidnak vildgos, célrator6 megfogalmazasarol.
,,Kissé hosszadalmas” megoldast a geometriai feladatra adott.

Egyetemi tanulmanyait a budapesti Mliegyetem gépészmérnoki osztalyan
kezdte meg 1936 Gszén. Am ott csak egy félévet végzett el, 1937 janudrjiban
atiratkozott a debreceni egyetem bolcsészkarara, ahol matematika-fizika sza-
kos tandrnak késziilt. Itt is kitlint didktdrsai koziil. Mar 1937 szeptem-
berétdl a matematikai szemindrium dijtalan gyakornoka. Negyedéves hall-
gatoként készitett ,,A Hydrogén-szinkép vizsgdlata” cimi szakvizsgalati fizi-
kai hazi dolgozatardl irott birdlatdban Gyulai Zoltdn akadémikus, az Orvos-
kari Fizikai Intézet igazgatdja fényes jovot josolt neki: ,,A dolgozat kivdlo
tudomdnyos képességekre mutat és remélhetd, hogy a szerzd tudomdnyos
életiinkben idovel kivdlo szerepet fog elfoglalni.” Matematikabol (akkori
szOhaszndlattal ,,mennyiségtanbol”) ,,Az analitikus fiiggvényeknek az in-
tegrdl fogalméra folépitett elmélete” cimmel irta meg szakvizsgdlati hdzi
dolgozatat. Tanitasi gyakorlatdnak elvégzése utdn 1941-ben kapta meg tanari
diplom4jat.

Volt tandranak, Széll Kalmannak meghivésara, aki akkor mar Debre-
cenbdl elkeriilve a szegedi egyetemen volt az Elméleti Fizikai Intézet igaz-
gatdja, ebbe az intézetbe kapott tandrsegédi kinevezést. Bar alldsa fizi-
kai tanszékhez kototte, mar ekkor is elsGsorban matematikaval foglalko-
zott. Tudomédnyos mentorai a Matematikai Intézet oktatdi, Rédei Laszlo
és Kalmar Ldszl6 voltak. Erdeklédését mindenekeltt az absztrakt algeb-
ra kototte le. Behatéan tanulmanyozta B. L. van der Waerden Moderne Al-
gebra cimi, alapvetd jelentoségli miivét [17], egyes fejezeteit maganak le-
forditotta, sot helyenként a targyalast is leegyszer(sitette. Egyidejiileg Rédei
egy grafelméleti kérdésével foglalkozott. Ezzel kapcsolatos eredményeibdl
készitette el doktori értekezését, amelyet benyujtott a szegedi egyetemhez.
A dolgozat nyomtatasban 1943-ban jelent meg a Matematikai és Fizikai
Lapokban. 1942 oktéberében azonban Szele Tibort behivtdk katonai szol-
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gdlatra, ami egészen a haboru végéig tartott, emiatt doktori szigorlatara csak
1946-ban keriilhetett sor. A Szegedi Tudomanyegyetem 1947. aprilis 23-
an linnepélyes keretek kozott avatta kitiintetéses (sub laurea Almae Matris)
doktorra.

Az 1946/47-es tanévtdl kezdve mar matematikusi alldsba kertilt a szegedi
egyetemen: egy évig a Rédei Laszlo altal vezetett Geometria Tanszéken volt
tanarsegéd, a kovetkezd tanévben pedig a Fels6bb Mennyiségtani Tanszéken,
aminek élére akkor nevezték ki Kalmar Laszl6t a Budapestre tdvozott Ri-
esz Frigyes helyére. Bar az algebrai kutatds szempontjabdl Szeged volt az
orszdgban a legfontosabb centrum, Szele Tibor visszavagyott Debrecenbe,
sziilei kozelébe. 1948-ban nyilt erre lehetdsége, ekkor nevezték ki a Debre-
ceni Tudomédnyegyetemre az ,,egyetem beosztott Iétszamaba 4ll. gimnaziumi
tanarra a 7. fokozatba”. Gyorsan emelkedett a ranglétran, még ugyanebben
az évben egyetemi magdntandr algebra és kombinatorika targykorbdl, 1950
szeptemberétd]l miniszteri megbizdssal vezette a 2. Matematikai Tanszéket,
a késdbbi Algebra €s Szamelmélet Tanszéket, végiil 1952-ben — 34 évesen —
megkapta a tanszé€kvezetd egyetemi tandri kinevezést.

1952. marcius 15-én a Kossuth-dij eziist fokozatdval tiintett€ék ki. Az
indoklas szerint ,,Szele Tibor egyetemi docens az Abel-féle csoportok
elméletére vonatkozo strukturdlis vizsgdlataiért, kiilonos tekintettel a test-
elmélettel felfedezett analogidra” részesiilt ebben a magas elismerésben.
1951-ben hoztak 1étre ndlunk szovjet mintara a Tudomanyos Mindsité Bi-
zottsagot, és vezették be a tudomanyok kandidatusa és a tudomanyok dok-
tora fokozatokat. Az 4j tudomédnyos mindsitési rendszer induldsakor az ar-
ra érdemesitettek munkassaguk alapjan megkaptdk ezeket a fokozatokat.
Minddssze harom matematikust nyilvanitottak ilyen médon a tudoméanyok
doktoranak, kozottiik Szele Tibort. A kovetkezd 1€pcsdfok az akadémiai le-
velezd tagsag lett volna. Bar 1953-ban €s 1954-ben 1is jelolték erre, ez az el-
ismerés nem jutott Szele Tibornak osztalyrésziil. (Ennek hétterét részletesen
ismerteti a [15] cikk.)

1955. marcius kdzepén silyosan megbetegedett. Az dltala nagyon tisztelt
Kalmar Laszlé 6tvenedik sziiletésnapjara rendezett konferencidra azonban
betegsége ellenére elutazott Szegedre. Miutin el6adasat megtartotta, allapota
egyre rosszabbra fordult, és életét a szegedi klinikdn sem tudtdk megmenteni,
1955. aprilis 5-én elhunyt.
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Tudomanyos munkassaga

Szele Tibor tudomanyos munkéssaganak kozéppontjdban az absztrakt algeb-
ra, azon beliil is elsGsorban a végtelen Abel-csoportok elmélete allt. Ma-
gyarorszagon az Abel-csoportokkal kapcsolatos kutatisok Hajos Gyorgy
egy eredményével kezdddtek. o) egy Minkowskitdl szdrmazé geometriai
problémat vezetett vissza egy véges Abel-csoportokra vonatkoz6 kérdésre,
€s aztin ezt a csoportelméleti problémat sikeriilt — egy igen Osszetett érvelés
segitségével — megoldania. Erre a dolgozatdra 1942-ben megkapta a Ma-
tematikai €s Fizikai Tarsulattl a Konig Gyula jutalmat. A dij laudétora
Rédei Laszlo volt, aki ennek hatdsara bekapcsolddott a téma kutatdséba,
és sikeriilt Hajos bizonyitdsat egyszerlsitenie. Szele Rédei révén ismerte
meg a kérdést, és kés6bb maga is publikdlt egy még egyszerlibb bizonyitast
Hajos tételére. A szakirodalom tanulmdnyozédsa sordn taldlkozott Kulikov
munkadival, amelyekben a végtelen Abel-csoportok strukturdlis vizsgalatdnak
Uj modszerét vezette be. Ebben az iranyban tovabb haladva vélt Szele Ti-
bor az Abel-csoportok kutatasdnak vildgviszonylatban egyik vezetd alakjava.
Szinte kifogyhatatlan volt az Gjabb és tjabb kérdések felvetésébdl, amelye-
ket aztdn vagy 6, vagy tanitvdnyai, munkatarsai vizsgaltak meg, és ennek
nyoman szamos eredményt értek el ezen a teriileten. Szele érdeklédése nem
korlatozddott az algebranak erre az d4gara, mas témdkban (gylrielmélet, test-
elmélet, halmazelmélet) is tobb dolgozatot publikalt.

Munkdssagénak alig tiz esztendeje alatt Szele Tibor 55 dolgozatot és
egy tankonyvet irt. Ez akkor is rendkiviili alkot6 teljesitmény, ha figyelem-
be vessziik, hogy — a kor szokdasaival 0sszhangban — a cikkek egy része
igen rovid, gyakran minddssze egyetlen tétel bizonyitdsat tartalmazza, illet-
ve néhdny olyan munka is szerepel Szele miiveinek jegyzékében, amelyben
egy-egy ismert eredményre (példaul a Zorn-lemmara) ad 1j, egyszer(ibb bi-
zonyit4st.

Mint emlitettiik, doktori disszertaci6jaban Rédei Laszl6 egy kombina-
torikai problémdjdval foglalkozott. KozérthetGen tgy lehet fogalmazni a
kérdést, hogy egy kormérk6zéses verseny lebonyolitdsa utdn oly mddon
kell sorba 4llitani a résztvevoket, hogy mindenki mogott kozvetleniil egy
olyan versenyz6 dalljon a sorban, akit & legy6zott. (Azaz matematikai-
lag egy turnamentben keresiink irdnyitott Hamilton-utat.) Konnyl bebi-
zonyitani, hogy ez mindig lehetséges. Rédei azt mutatta meg, hogy min-
den esetben paratlan szamu lehetdség van. Szele Tibor dolgozatdnak egyik
f6 eredménye a lehet6ségek maximalis szdménak becslésére vonatkozik.
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Nehéz olyan szitudcidkat pontosan leirni, amikor a lehet&ségek szdma nagy,
ezért a becsléshez azt az otletet hasznélja, hogy viszonylag konnyen ki lehet
szamitani a feltételnek megfeleld sorba rendezések atlagos szdmat, és ak-
kor nyilvanvaldan 1éteznie kell olyan szitudcionak, amikor a lehetséges sorba
rendezések szdma nagyobb, mint ez az atlag (ami egyébként n! /2" 1). Ezt a

bizonyitast tekintik a kés6bb Erdds Pal altal nagy sikerre vitt valoszintiségi
modszer elsd példajanak, lasd [2, Theorem 2.1.1].

A debreceni algebrai iskola

Szele Tibor nemcsak végzettségét, hanem lelki alkatit tekintve is tandr,
vérbeli tandregyéniség volt. 1948-ban, harmincéves kordban kezdte okta-
to1 palyafutasat a debreceni egyetemen. Hét év alatt, 1955 tavaszan beko-
vetkezett tragikusan korai haléldig egy virdgzo, vilagszinvonald algebrai is-
kolat hozott 1étre Debrecenben, egy nagyon nehéz, nélkiilozéssel, zaklatassal
terhes, a friss tudomdnyos informdacioktol elzart korszakban. Bar 6 maga
is nagyon fiatal volt, huszonéves tanitvanyai lelkesen kovették. Kutatdsaik
kiilondsen harom teriileten voltak kiemelkeddek.

Az Abel-csoportok elmélete. A Budapesten €16 Fuchs Laszloval és Hajos
Gyorggyel, valamint a Szegeden dolgozd Rédei Laszloval egyiittmiikdodve
Szele Tibornak és tanitvanyainak: Kertész Andornak, Erdds Jendnek, Ga-
csalyi Sandornak és Erdélyi Maridnak eredményei jelentGsen hozzdjarultak
az Abel-csoportok elméletének fejlddéséhez. A. G. Kuros Csoportelmélet ci-
mii konyvének [13] 1955-ben megjelent magyar forditdsahoz irt el6szavdban
kiemeli, hogy a magyar algebrai kutatdsok szamos kérdésben, ,,kiilonosen
pedig az Abel-féle csoportok elméletében nagy lendiiletet vettek az utobbi
évek sordn, és tantii vagyunk annak, hogy miként alakul ki Magyarorszdagon
az algebrai kutatdsok egy ij, nagy kozpontja”. A konyv harmadik orosz
nyelvii kiaddsaban Kuros Szelének mar 20 dolgozatdra hivatkozik. Fuchs
Laszl6 Infinite Abelian Groups cimii konyvének [5] irodalomjegyzékében
Szelének 32 cikkét sorolja fel. Kaplansky a korszakot nyit6 Infinite abeli-
an groups ciml konyvének masodik kiadasaban [10] elismerte, hogy Sze-
le Tibornak igaza volt a ,,basic subgroup” fogalméanak fontossagat illetGen,
tovibba a debreceni iskola tobb dolgozatara is hivatkozott. Kiilon kiemeljiik
Gacsdlyi Sandor két dolgozatit [7],[8], amelyekben az algebrailag kom-
pakt csoportokra vonatkoz6 fontos eredményeket kozolt. Ez a kutatdsi téma
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feltehetdleg az algebrailag zart testek Szele Tibortdl szarmazd zsenidlis
megkozelitésébdl ered. Az algebrai (linearis) egyenletrendszer megoldha-
tosdganak segitségével jellemezték késdbb a tiszta (,,pure”) részcsoport fo-
galmat, a tiszta-injektivitast, a modulusok lapossdgat és az univerzalis al-
gebrdban az algebrai kompaktsdgot. Szele Tibor halédla utdn az 6 6sztonzd,
biztat és Osszefogd szerepe, szakmai irdnyitdsa hidnydban Gacsalyi kima-
radt a téma tovabbi fejlodésébdl, €s hasonléan Erdélyi Maria is, aki a nem-
kommutativ csoportok korében foglalkozott ugyanezzel a kérdéssel.

Szele Tibor haldla utdn a debreceni Abel-csoportos iskola felbomlott.
Tanitvanyai révid id6n beliil mas teriiletekre mentek at, vagy felhagytak a
matematikai kutatassal. Azt is érdemes megjegyezni, hogy Szele vezetésével
a debreceni algebrai iskola a magyar matematikai kozélet aktiv, szerves
résztvevgje volt. Sajndlatos, hogy haléla utidn a debreceni algebrai k6zosség
fokozatosan bezarkdzott, hosszui idon at 1ényegében nem vett részt a magyar
matematikai tarsadalomban. Aztan 1985-ben, Szele Tibor halalanak harmin-
cadik évfordul6jara emlékezve, a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem Algebra
€s Szamelmélet Tanszéke — a tansz€ék akkori vezetdjének, Buzasi Karolynak
a kezdeményezésére — nemzetkozi csoportelméleti konferenciat szervezett,
amelyen a téma neves nyugati és szovjet kutatoi is részt vettek, ezdltal nagy-
szerl alkalom nyilt a személyes kapcsolatok kialakitdsara. A rendezvény si-
kerén felbuzdulva, 1987-ben és 1990-ben két tovabbi csoportelméleti konfe-
rencidt is szerveztek a tansz€k munkatérsai.

Gyirielmélet. A Szele-iskola hozzdjarulasa a gytrtielmélethez is nagyon
jelentSs. Ugy tiinik, hogy maga az ,,Artin-gy(iri” elnevezés is Szele talal-
manya, eldszor egy 1955-0s dolgozatdban szerepel. Jacobson [9] és van
der Waerden [17] konyveiben kdvetkezetesen ,,minimumfeltételes gytirtk’-
6l beszélnek. Mig a Noether-gyfir elnevezés McCoy konyvében [14] mar
1948-ban megjelent, és utana gyorsan meghonosodott, az Artin-gy(rl elne-
vezés csak az 1960-as években valt altalanosan elfogadotta.

A Szele-iskola eredményei akkoriban hatdrozottan az egyik legjobb
gytrtielméleti iskolava tették Sket a vildgon. Parhuzamot lehet felfedezni a
témak és az eredmények tekintetében a debreceni és a Kaplansky éltal ve-
zetett chicagoi iskola kozott. A chicag6i iskoldnak eldnyére szolgalt, hogy
ott dolgozott Saunders Mac Lane, a homologikus algebra és a kategoria-
elmélet egyik megteremtdje. Ezzel szemben — Wiegandt Richard meglatasa

szerint — a magyar algebristdk ebben az id6ben kategériaelméleti ismeretek



“MATLAPOK2017°18°0831” — 2021/8/31 — 15:31 — page 7 — #7

Palfy Péter Pal — Pham Ngoc Anh: Szele Tibor és a debreceni algebrai iskola 7

hianyaban homologikus algebrai médszereket nem hasznaltak, mivel Steinitz
nyoman a testelméletbdl indultak ki, ahol nincs homomorf kép. Ennélfogva
bdvitésekben gondolkodtak, a struktdrédkat ,,alulrél” épitették fel, és a struk-
tirdk altaluk adott jellemz6i nem voltak homomorf invariansok.

Szele Tibor egyik legismertebb eredménye is ferdetestekre vonatkozik.
A kommutativ esetre vonatkozo feltételt dltalanositva bizonyitotta, hogy egy
ferdetest pontosan akkor rendezhets, ha —1 nem all el6 négyzetek szorzatai-
nak osszegeként.

A homologikus algebrai megkozelitéssel kapcsolatban példaként emlit-
hetjiik, hogy Hyman Bassnak sikeriilt homologikusan jellemeznie a f&ide-

7

alokra vonatkoz6é minimumfeltételnek eleget tevd gytiriket, mas néven a
perfekt gytiriiket. Szdsz Ferenc egy személyes beszélgetés sordn elmond-
ta, hogy 1955 tajan Kertész Andor javaslatira kezdett foglalkozni ezekkel a
gytirtikkel. Erthetetlen, hogy miért nem ment tovabb Szdsz Ferenc a végesen
generdlt idealokra vonatkoz6 minimum-feltétel irdnyaba. A két feltétel ekvi-
valencidjat majdnem huisz évvel kés6bb mutatta meg Bjork. Nem kizart, hogy
éppen Szele Tibor szakmai bétoritdsa hidnyzott ahhoz, hogy Szdsz homolo-
gikus médszerekkel kozelitsen a problémahoz, a gyenge dimenzid és a lapos
modulusok kapcsolatan keresztiil. Szasz Ferenc eljutott a transzfinit nilpo-
tencidhoz, de lemaradt a T'-nilpotenciarol, ami pedig alkalmasabb a gyenge
dimenzié tanulmanyozdsihoz. Taldn ebben az esetben is Szele inspirdcidja
hidnyzott a legjobb megkozelités megtaldldsdhoz.

A fenti kérdések azért is figyelemre méltdak, mert magat6l adédik az
a felvetés, hogy vajon Szele eljutott volna-e a homologikus algebra ta-
nulmédnyozéasdhoz. Valasz erre természetesen nincs, csak taldlgatni lehet,
de hajlunk arra, hogy feltehet6en eljutott volna. Injektiv modulusokkal és
a veliik rokon lapos vagy tiszta-injektiv modulusokkal implicite mar fog-
lalkozott Szele €s Gacsalyi az egyenletrendszerek megoldhatésaga kapcsan.
Kertész Andor — igaz, lényegében csak féligegyszeri modulusok korében —
szintén még Cartan és Eilenberg 1956-ban megjelent, korszakot nyitd ho-
mologikus algebrai monografidja el6tt végzett ilyen vizsgalatokat. Még egy
tovabbi érv is felhozhaté az igenld valasz mellett, mégpedig Papp Zoltan
cikke [16], amelyben a nem kommutativ Noether-gytriket injektiv mo-
dulusok segitségével jellemezte. Kaplansky egyik tanitvanya, E. Matlis a
Mathematical Reviewsban megjelent ismertetésében elismerte Papp Zoltan
elsébbségét Hyman Bass-szal szemben, akinek a doktori disszertacigjabol
ez az eredmény Stephen Chase egy cikkében [3] kapott nyilvdnossigot.
Sajnos ez a kutatdsi irdny sem folytatédott Magyarorszadgon, pedig a nem-
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kommutativ Noether-gyrtik vizsgdlata ma is dinamikusan fejl6dé fejezete

az asszociativ gylrik elméletének.

Nemkommutativ csoportok elmélete. Szele haldlaval a debreceni algeb-
rai iskola fokozatos bezarkdzasa kovetkeztében a kezdeti sikerek utdn ez a
kutatdsi irdny sem tudott kibontakozni. Nem volt kapcsolatuk a Budapesten
dolgoz6 Sz€p Jendvel. Kovacs Laszlé emigrdldsa utdn ez a kutatdsi irdny
lényegében megsziint Debrecenben.

Tovabbi oktatoi tevékenysége

De nem csak a kutatok képzésére volt Szelének gondja, bevezets egyetemi
el6adésait is alaposan kidolgozta, a hallgatok felkésziiltségéhez igazitotta.
Ebbdl sziiletett kitlind tankonyve, a Bevezetés az algebraba, ami 1953 és
1975 kozott nyole kiadast ért meg, nemzedékek tanultdk beldle az algebra
alapjait, és kaptak kedvet az algebra magasabb fejezeteinek megismeréséhez.

Egyetemi munkdja mellett még kozépiskolai matematikai délutdnokat is
szervezett rendszeresen a Bolyai Janos Matematikai Térsulat keretében, ahol

a debreceni tagozat alelnokeként tevékenykedett.

7.arszo

Az életében viragz6 debreceni algebrai iskola vilagszinvonali eredményei,
majd a halala utan bekovetkezett visszaesés ékesen ragyogtatjak Szele Tibor
oktatdi, kutatdi, tudomanyos vezet6i és emberi nagysagat. Ha valaki, akkor
Szele Tibor olyan ember, akit az istenek szerettek.

Koszonetnyilvanitas. A szerz6k haldsak Marki Laszlonak és Wiegandt
Richérdnak hasznos tanacsaikért.
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A 2017. évi Abel-dijjal kitiintetett Y. Meyer munkdssdgdrol

A 2017. évi Abel-dijat Yves Meyer francia matematikus kapta a wavele-
tek matematikai elméletének kidolgozdsdban jdtszott uittoré munkdssdgért.
Szeizmikus adatok elemzésére és képek tomoritésére haszndlt gyakorla-
ti eljardsokbdl kiindulva az 1980-as évek kozepétdl vezetésével a jelfel-
dolgozas egy uj, hatékony moddszerének raktik le a matematikai alapjait.
A Fourier-analizisben kordbban alkalmazott trigonometrikus felbontds he-
lyett rovid tartdji hulldm, un. wavelet (francidul: ondelett) OsszetevOket
hasznaltak. A szakirodalomban a legtobb nyelven atvették az angol elne-
vezést, hazankban is ez terjedt el. (Egyik tanitvinyom a hulldmka elnevezés
hasznalatat javasolta.) Meyer nevéhez flizOdik az els§ sima, ortonormalt
wavelet-bazis konstrukcidja, valamint a jelek felbontdsara hasznalt multi-
rezoliicidos analizis bevezetése. A waveletek elmélete rovid id6n beliil igen
népszerd lett az adatatvitellel és a jel- és képfeldolgozassal foglalkozé szak-
emberek korében. Az elmilt hdrom évtizedben a wavelet-analizis szdmos
valtozatat alkalmaztak, tobbek kozott a harmonikus analizis, a jeltomorités,
a hibaredukci6 és a képfeldolgozas problémdinak megoldédsara. Az eljarast
felhaszndltak a Hubble (rteleszkop felvételeinek dekonvoldcidjéra, valamint
a napjainkban észlelt gravitdcids hullamok detektdldsdban. Yves Meyernek
ezen tulmenden alapvetd eredményei vannak a szdmelmélet, a harmoni-
kus analizis, a parcidlis differencidlegyenletek, specidlisan a Navier—Stokes-
egyenletek, valamint a szingularis integralegyenletek elméletében.

05 r
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i -4 -2 0 2 4 [
Meyer-wavelet

Yves Meyer (Abel-dij 2017) Meyer-wavelet
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Ebben a dolgozatban ismertetjiik a témakor el6zményeit, vazoljuk ma-
tematikai hatterét. Kiilon figyelmet szenteliink a magyar matematikusok
eredményeinek, amelyek jelentdsége az irdnyitaselmélet, a jelfeldolgozas
€s a waveletek teriiletén ) megvildgitisba keriiltek. Példaul a trigono-
metrikus Fourier-sorokra vonatkoz6 Fejér-féle szummdcio a haromszog ab-
laknak megfelel$ jelszlirési eljarasként interpretdlhatd. Szamos, Riesz Fri-
gyes altal bevezetett fogalom €s nevéhez fliz6d6 eredmény alapvetd sze-
repet jatszik ezekben az alkalmazdsokban. Ezek koziil a matematikusok
korében jol ismert klasszikus tételein tilmenden itt most csak a Hardy-
terek faktorizécidjara, a rdla elnevezett bazis fogalméra, valamint a nem-
negativ trigonometrikus polinomok el8allitdsdra vonatkozd Fejér—Riesz-féle
tételre utalunk, amelyek a wavelet-konstrukciok alapvet6 eszkozeivé valtak.
A Haar Alfrédrol elnevezett mérték, amely az absztrakt harmonikus analizis
egyik legfontosabb eszkoze, a jelfeldolgozds transzformdacidinak leirdsdban
is nélkiilozhetetlennek bizonyult. A rola elnevezett rendszer, amelyet 1909-
ben egy elméleti probléma tisztdzasara vezetett be, napjainkban mint a leg-
egyszerlibb wavelet vélt igazan ismertté. Mig az 1960-as években — egyfajta
magyar specialitisként — kizdrdlag csak a hazai egyetemi tankonyvek tesz-
nek emlitést a Haar-rendszerrdl [13], addig manapsag szinte minden jelfel-
dolgozassal kapcsolatos tankonyv tobb fejezetet szentel a téméanak.

POLYGON
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Haar Alfréd (1855-1933) A Haar-fiiggvények grafikonja [13]

A Haar-rendszerbdl kiindulé wavelet-transzformacié mellett a Gdbor
Dénes altal 1945-ben vizsgélt (ablakos) Fourier-transzformacié (azéta Ga-
bor-transzformdcionak nevezett eljards) a beszéd és zenei hangok elem-
z€sének hatékony eszkoze lett. Ez a transzformaci6é a waveletek egy mésik
tipusdnak mintdjaul szolgdl. Az utébbi két évtizedben a wavelet-transzfor-
macidk szamos tovabbi valtozatat vezették be és alkalmaztak a matematika,



“MATLAPOK2017°18°0831” — 2021/8/31 — 15:31 — page 12 — #12

12 Schipp Ferenc: Waveletek

a természet- €s miiszaki tudomanyok kiilonbozé teriiletein. Ezek a transz-
formaciok, a klasszikus Fourier-transzformécidéhoz hasonloan egységes el-
vek szerint szarmaztathatdk, felhasznalva az absztrakt harmonikus analizis
eszkoztarat. Ezen az uton, kiindulva az affin csoport egy reprezentaci6jabol,
eljuthatunk az (affin) wavelet-transzformdciohoz, a Heisenberg-féle cso-
port egy reprezenticiéjabol a Gdbor-transzformdciohoz. A waveletek 2000
o0ta az ELTE alkalmazott matematikus €s informatikus szakin specialis
szakiranyok tanterveinek, Ph.D. programok és kutatisok részét képezik
[11], [16]. Kiindulva a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria egybevigdsagi
transzformdci6ibdl, a fentiek mintdjara bevezettiik a hiperbolikus wavelet-
transzformdcickat (HWT-t) [12]. A széban forgd egybevigdsagi transz-
forméciok a Blaschke-fiiggvényekkel irhatok le. Ezek nemcsak a komp-
lex fiiggvénytanban, hanem az irdnyitdselméletben is Kkitiintetett szerepet
jatszanak. Ennek alapjdn azt reméljiikk, hogy a HWT a jelfeldolgozasnak
és a rendszerelméleti alkalmazdsoknak adekvat eszkozévé valhat. Az MTA
SzZTAKI és az ELTE Numerikus Analizis Tansz€ék egyiittmiikodésében sziile-
tett eredmények azt mutatjak, hogy ezek a transzformaciok hatékonyan al-
kalmazhatdk az irdnyitaselméletben [1] €s EKG jelek feldolgozdsasara és
tomoritésére [4].

Torténeti attekintés

A Fourier-sorok elméletének kialakuldsa szorosan Osszefiigg fontos gya-
korlati problémdkkal. Mar maga Fourier is egy fizikdbdl szarmazé fel-
adat, a hdévezetés matematikai leirdsara dolgozta ki moédszerét. A ma-
tematika szamos fejezetének létrejotte és fejlédése szorosan Osszefiigg
azokkal a kérdésekkel, amelyek a Fourier-sorok alkalmazasdval kapcso-
latban felvet6dtek. Ezek tisztazdsa Dirichlet munkdssaga nyomédn a ma is
hasznélt fiiggvényfogalom kialakuldasdhoz vezetett, Cantort a Fourier-so-
rok konvergencia-halmazaival kapcsolatos vizsgalatai inspiraltdk a halmaz-
elmélet megalapozasara. Riemann a Fourier-egyiitthatok értelmezéséhez ki-
terjesztette az integral fogalmét, Lebesgue a réla elnevezett integral be-
vezetésével a Fourier-sorok elméletét gazdagitotta egy ma is nélkiilozhe-
tetlen eszkozzel, amely azutdn a valdszinliségelmélet matematikai megala-
pozasaban is fontos szerepet jatszott.

Az els6, mai szemmel nézve is korrekt konvergenciatétel Dirichlet-
6] szdrmazik, aki 1829-ben bebizonyitotta, hogy a szakaszonként mono-
ton fiiggvények Fourier-sora konvergens. Mar 1876-ban Du Bois Reymond
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munkdssdga révén ismert volt, hogy a Fourier-sor 27 szerint periodikus,
folytonos fiiggvény esetén is lehet divergens. A Fourier-sorok konver-
gencidjdval kapcsolatos problémadk tisztizdsa kapcsan dj fogalmakat és
modszereket vezettek be, tobb 1j fejezettel gazdagitva a matematikat.
Tobbek kozott a hagyomdnyos, pontonkénti konvergencia helyett az integ-
ralkozépben valé konvergenciat, a részletdsszegek helyett azok szamtani
kozepeinek konvergencidjat véve alapul szamos problémadra sikeriilt valaszt
adni. Ezekben Riesz Frigyes és Fejér Lipot munkdssdga uttord jelleg
volt [13].

A Haar-rendszer

Mair a mult szdzad elején a trigonometrikus rendszer mellett tobb, akkor
kissé egzotikusnak tlind fliggvényrendszert vezettek be, amelyek elméleti
€s gyakorlati jelentGsége joval késobb deriilt ki. Ezek kozott is a Haar
Alfréd altal definialt ortonormalt rendszer jatszik kitiintetett szerepet. Haar a
rola elnevezett rendszert doktori értekezésében vezette be 1909-ben, vélaszt
adva Hilbert egy Fourier-sorok divergencidjaval kapcsolatos problémadjara.
A Du Bois Reymond-féle ellenpéldaval Osszefiiggésben Hilbert felvetet-
te, hogy létezik-e olyan ortonormalt rendszer, amely szerint vett Fourier-
sorfejtés minden folytonos fliggvényre mindeniitt konvergens? A kérdésre
Haar pozitiv vdlaszt adott, bebizonyitva, hogy az azdta réla elnevezett
(hn, n € N) ortonormdlt rendszer szerinti Fourier-sor minden folytonos
fiiggvény esetén egyenletesen konvergens. Az elso pillanatra mesterkéltnek
tin rendszer 1épcsss fiiggvényekbdl dll, amely a [0, 00) intervallumon
értelmezett h alapfiiggvénybdl egyszerlien szarmaztathatd, ahol h(x) = 1
(x € [0,1/2)), h(z) = =1 (z € [1/2,1)), h(z) = 0 (x € [1,00)).
Nevezetesen transzldciot és dilatdciot alkalmazva kapjuk az x € [0,1) in-
tervallumon értelemzett ho(z) := 1, hy,(z) = 2"2h(2"z — k) (m =
2" +k, 0 < k < 2",n € N) Haar-rendszert. A h,, fliggvény tartdja
a 27" hosszusagd I(k,n) := [k/2", (k + 1)/2") diadikus intervallum.
Ebbél kovetkezik, hogy az f fiiggvény (f, hy) = [y f(t)hm(t) dt Haar—
Fourier-egyiitthat6i, ellentétben a trigonometrikus Fourier-egyiitthatékkal,
az f fiiggvénynek csak az I(k,n) intervallumon felvett értékeitdl fiiggnek.
A Haar-rendszer ortonormalt az L? := L?[0, 1) Hilbert-tér szokdsos skaldris
szorzatdra nézve, €s az f € L' := L'(0, 1) fiiggvény Haar—Fourier-soranak
S = ST han) b 1és7letosszegei elSdllithatok az f fiiggvény dia-
dikus intervallumokra vett integrdlkizepeivel, nevezetesen az v € I(k,n)
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pontokban Sy f(z) = 2" [;4 ) f(t) dt. Innen kovetkezik, hogy a Haar-
rendszer teljes az L' térben, barmely f € L! fiiggvény Haar—Fourier-sora
L'-normaban és m.m. konvergal az f-hez, tovabba — valaszt adva Hilbert
kérdésére — folytonos fiiggvény esetén a konvergencia egyenletes. A Haar-
rendszer ezekben a tulajdonsdgaiban alapvetden kiilonbozik a trigonometri-
kus rendszertdl.

Valészintiségelméleti terminoldgiat hasznédlva So» a 27" hosszisagu dia-
dikus intervallumok éltal generalt o-algebrdra vonatkoz6 feltételes varhato
érték, tovabbd az (Son f, n € N) részletosszegek (regularis, diadikus) mar-
tingdlt alkotnak.

A Haar-rendszernek ezek a tuljdonsagai szolgaltak a bdzisokkal osszefiig-
g0 funkciondlanalizisbeli, a martingdlelméleti és a waveletekkel kapcsolatos
vizsgalatok kiindul6 pontjaul.

Egyszeriien igazolhaté, hogy a Haar-rendszer nemcsak az L? Hilbert-
térben, hanem az P (1 < p < oo) Banach-terekben is bazist alkot.
A Haar-sorok feltétlen (barmely atrendezés melletti) konvergencidjdnak
vizsgalatdban fontos szerepet jatszik az f fiiggvény Paley altal bevezetett
Qf = (Ten |{f, hi)hi?)"? kvadratikus varidciéja. Paley bebizonyitotta,
hogy 1 < p < oo esetén az f és a (Qf LP-normai ekvivalensek. Ennek
alapjan Marcinkiewicz megmutatta, hogy a Haar-rendszer 1 < p < oo esetén
feltétlen (azaz barmely dtrendezés mellett is) bdzis az LP térben. Ismeretes,
hogy a Parseval-formula alapjan az L?-tér jellemezhetd barmely (¢, € L2,
n € N) teljes ortonormdlt rendszer szerint vett Fourier-egyiitthatokkal:
f € L*akkor és csak akkor, ha 3>, cx | (f, ¢n)|* < 00. Amig L? terekre p # 2
esetén ilyen tipusu jellemzés altaldban nem adhatd, addig a Haar-egyiitt-
hatokbol a () f-bdl kiindulva szerkeszthetiink az LP-normaval ekvivalens
normét. A Haar-rendszernek ezek a tulajdonsagai a 60-as években, hosszu
sziinet utdn, ismét rairdnyitottdk a figyelmet a rendszerre. Orosz matemati-
kusok munkdssaga révén kideriilt, hogy a Haar-rendszer eredményesen alkal-
mazhat6 a fukciondlanalizis fontos problémdinak megoldasaban, és kitiinte-
tett szerepet jatszik a bazisok kozott. Példaul tobbek kozott kideriilt, hogy
Banach-terek egy tag osztalyara igaz a kovetkez6 éllitas: ha a széban forgo
Banach-térben a Haar-rendszer nem feltétlen bdzis, akkor ebben a térben
feltétlen bdzis nem létezik. Specidlisan az L' térben nincs feltétlen bazis.
Ezekr6l az eredményrekrdl nyujt részletes attekintést Ciesielski [2] és Ul-
janov [14] 1985-ben a Haar-emlékkonferencian tartott el6adasa és a [9] mo-
nografia.



“MATLAPOK2017°18°0831” — 2021/8/31 — 15:31 — page 15 — #15

Schipp Ferenc: Waveletek 15

A Faber-Schauder-, a Franklin- és a Ciesielski-féle rendszer

Mivel a Haar fiiggvények nem folytonosak, azért ezek nem alkotnak bazist a
C'0, 1] fuggvénytérben. Faber 1910-ben a Haar-fiiggvények integraljat véve
bevezetett egy folytonos fiiggvényekbdl allo rendszert, amely normél6 fak-
tortdl eltekintve a h,,,-hez hasonl6 alakban adhaté meg. Kiindulva a p(x) :=
Iy h(t) dt ,haztetd” fliggvénybdl, a széban forgd rendszer dilaticidval €s
transzlacioval szdrmaztathat6: ¢, () := (2" — k) (m = 2" + k, 0 <
k<2" nkeN, z€l0,00)). Faber megmutatta, hogy ez a rendszer bézis
a [0, 1] végpontjaiban eltlinG folytonos fiiggvények C;[0, 1] terén. Ezekhez
hozzéavéve egy linedris fiiggvényt a C[0, 1] tér egy bazisat kapjuk. Megje-
gyezziik, hogy ezt a bazist késdbb (1927-ben) Schauder Gjra felfedezte, €s
azota ezt a rendszert az irodalomban Faber—Schauder-féle (FS) rendszernek
nevezziik. Ez a rendszer nyilvdn nem ortogondlis az L?-tér skalaris szor-
zatdra nézve. A [, ] = Ji ©n» dhp = 0 (m # n, m,n € N) reldcié
ugy interpretdlhatd, hogy a folytonos fliggvényekbdl 4ll6 FS-rendszer és a
korlétos valtozasu fliggvényekbdl 4116 Haar-rendszer biortogondlis. Megje-
gyezziik, hogy az f € Cy[0, 1] fiiggvény FS-rendszer szerinti biortogonalis
sorfejtésének részletdsszegei interpoldlnak a diadikusan raciondlis pontok-
ban: (S3.5/)(x) = P55 lulen(z) = f(z) (x = 527", 0 < j < 20,
n € N), tovabba folytonos fiiggvények FS-rendszer szerinti biortogonalis
sorfejtése egyenletesen tart az f-hez.

Franklin amerikai matematikus 1928-ban az FS-rendszerbdl kiindul-
va a Gram-Schmidt-féle ortogonalizicids eljarassal bevezetett egy (szaka-
szonként linedris, mas szoval els6foku spline fiiggvényekbdl 4ll6) ortonor-
malt rendszert, amelyrdl megmutatta, hogy nemcsak az L? térben, hanem
C'0, 1]-ben is bazis.

A Franklin-rendszer nem irhat6 le a Haar-rendszerhez hasonl6 egy-
szerll képlettel. Ugyanakkor Ciesielski lengyel matematikus 1963-ban jol
hasznalhato becslést adott a Franklin-rendszer fliggvényeire és Dirichlet-féle
magfiiggvényeire. Tobbek kozott bebizonyitotta, hogy az f,,(z) (m=2"+k,
0 <z < 1,0 <k < 2") Franklin-fiiggvények a Haar-fiiggvényhez ha-
sonlé fiiggvényekkel becsiilhetsk: |f,, ()| < 2"/2f(2"x — k), ahol f(u) =
C exp(—v|ul) és C,~ abszolit pozitiv konstansok. Ezeket az eredményeket
altaldnositva az FS-rendszer helyett m-edfoku spline filiggvényekbdl kiin-
dulva Ciesielski az 1970-es években j6 approximacios tulajdonsagokkal ren-
delkez6, C"-beli ortogondlis bdzisoknak egy iij osztdlydt vezette be. Ezek-
kel tobb, Banach 1932-ben megjelent konyvében emlitett fontos térben si-
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keriilt bazist szerkeszteni. Felhasznalva ezeket az eredményeket Bockar-
jev orosz matematikus bebizonyitotta a Paley-féle egyenldtlenség megfe-
leldjét a Franklin-rendszerre, kovetkezésképpen kideriilt, hogy 1 < p < oo
esetén a Franklin-rendszer is feltétlen bazist alkot az LP-terekben. Ugyan-
itt a Franklin-rendszer analitikus kiterjesztésével bdzist konstrudlt a diszkal-
gebrdn, megoldva Banach egy hosszi ideig nyitott probléméajat. Z. Ciesiel-
ski, Simon Péter és P. Sjolin megmutattak, hogy azonos egyiitthatokat véve
a Haar- és Franklin-sorok L”-norméban ekvikonvergensek, ha 1 < p < oo,
mads széval a széban forgé rendszerek ekvivalens bdzisok az LP (1 < p < 00)
terekben. Ez volt az elsé nem trividlis példa ekvivalens béazisokra. Ezekrdl
tovabbi informécidt nyujt a [9] konyv 5. fejezete.

Waveletek

A jel- és képfeldolgozas gyakorlatiban a jelek matematikai modellezése,
analizise, kodolasa, tomoritése, atvitele €s tarolasa, valamint szintézise és
rekonstrukcidja kapcsdn szdmos Uj probléma vetddott fel, amelyek ha-
gyomanyos eszkozokkel nem kezelhetSk. A klasszikus Fourier-transzforma-
ciot sikerrel alkalmaztdk staciondrius jelek reprezentdldsdra. Az elmilt évek
tapasztalatai azt mutatjak, hogy tranziens jelek esetén a wavelet-transzfor-
macidk bizonyultak hatékonyabbnak.

A Ciesielski-féle rendszereket és becsléseket felhasznalva szamos, ba-
zisokkal kapcsolatos, fontos elméleti problémat sikeriilt megoldani. Az
ezek szerinti sorfejtések jO approximécids tulajdonsdgaik miatt alkalma-
sak sztohasztikus folyamatok leirdsara, jelek reprezentdldsara és hatékony
tomoritésére. Ennek ellenére, talan explicit eldallitds hidnydban, ezek nem
terjedtek el az alkalmazok korében.

Az 1980-as évektdl egy masik irdnyba indultak el a kutatdsok a Haar-
rendszerhez hasonl6an szdrmaztathatd, sima fiiggvényekbdl dllé ), p(x) =
2M2p(2"r — k) (v € R, n,k € Z) alaki ortonormdlt rendszerek konst-
rukciéjat tlizve ki célul az L*(R) térben. Az ilyen alakd fiiggvényeket
waveletnek, a rendszert generdl6 1) fliggvényt anya-waveletnek nevezziik.
Az elsd, folytonos (szakaszonként linedris) fliggvényekbdl allé ortonormalt
wavelet-rendszert Stromberg konstrudlta 1980-ban. Meyer 1985-ben C*°-
beli fiiggvényekbdl all6 ortonormélt wavelet-bazisoknak egy osztalyét adta
meg, explicit modon elddllitva az anya-waveletet (kompakt tartoju) Fourier-
transzformadltjdt [3]. A bevezetGben bemutatott dbra egy Meyer-wavelet gra-
fikonjat szemlélteti.
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Waveletek szerkesztése, a Haar-rendszert kivéve, nehéz feladatnak bizo-
nyult. A konstrukciékban, a Meyer-féle wavelethez hasonléan, a 1 anya-
wavelet helyett annak @E Fourier-transzformaci6jabol célszert kiindulni.
A tovdbbiakban az L' (R)-beli fiiggvény Fourier-transzformaltjét, az e, (1) :=
exp(2mixt) (z,t € R) fiiggvényeket alapul véve, §(z) = [g g(t)e.(t) dt
szerint értelmezziik, és terjesztjiik ki az L?(IR) térre. Annak ellenére, hogy
maga a v altaldban nem adhat6 meg explicit alakban, a wavelet-Fourier-
sorok jo konvergencia- €s approximécids tulajdonsdgokkal rendelkeznek, a
sorfejtés részletosszegeinek magfiiggvényei jol becsiilhetdk, és a wavelet-
Fourier-egyiitthatok hatékony algoritmussal szdmithatok.

Kiilonosen hasznosnak bizonyultak a sima, kompakt tartojii waveletek,
amelyek Ingrid Daubechies Gttérd6 munkdssaganak koszonhetGen nemcsak
az elméletben, hanem a gyakorlati alkalmazasokban is kozponti szerepet
jatszanak [3]. Az emlitett két tulajdonsig egymas ellen hat: minél rovidebb a
wavelet tartdja, anndl kisebb a simasdgat jellemz6 Holder-kitevd. A Daube-
chies altal bevezetett, az N = 2, 3, ... paramétertd] fiiggs )V € CN wave-
let tart6jdnak hossza 2N — 1, és Holder-folytonos: [N (1) — N (z2)] <
M|xy — x5]*Y (any = 0,2075 N). A waveletek konstrukcidjaban fontos sze-
repet jatszik a 1) anya-wavelettel szoros kapcsolatban all6 skdldzdsi fiiggvény
vagy apa-wavelet.

A skaélazasi fiiggvény értelmezését €s szerepét a Haar-rendszer péld4jan
mutatjuk be. Ebben az esetben h az anya-wavelet, és a [0, 1) intervallum
X = X[oq) karakterisztikus fliggvénye az apa-wavelet. Legyen X, ;(z) :=
X(2"z —k) (x € R, k € Z) a x dltal generalt wavelet-sorozat, és jel6lje H,, a
span{x, s : k € Z} dltal generdlt zért alteret az L*(R) térben. Nyilvanvalo,
hogy H,, C H, ;1 (n€Z), és Uz H, mindeniitt siirG a H := L*(R) térben.
Ebbdl kovetkezik, hogy a P, : H — H,, ortogondlis projekcidkra P, f — f
(f € Hyn — o) a H-tér norméjaban, a K,, := H, .1 — H, (n € Z) alterek
egymadsra ortogondlisak, tovdbbd a h,, € H, (k € Z) Haar-rendszer egy
ortonormdlt bazis ebben a térben, kovetkezésképpen a teljes h,, i, (n,k € Z)
Haar-rendszer a H tér egy ortonormalt bazisa.

Ilyen tipusu approximécids eljarast alkalmaztak jelek szlirésére (quadra-
ture mirror filters) és képek tomoritésére (pyramid algorithms). Meyer ezek-
nek és az ehhez hasonl6 eljardsoknak tisztdzta a matematikai hatterét, beve-
zetve a multirezoliicids analizis fogalmat. Jelolje 7, az eltolas J, a dilatacid
operatorat az R-téren értelmezett fiiggvények korében: (7, f)(x) = f(x + h),
(0sf)(x) = f(sx) (x,h € R, s > 0). A multirezolici6 értelmezéséhez
induljunk ki egy p € X := L*R) fiiggvénybdl, amelynek o), = 74
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(k € Z) eltoltjai Riesz-bdzist alkotnak, mds széval 1étezik két konstans
0 <m < M < oo, hogy barmely f = > .z arpr € span{py : k € Z}
elem L2(R) norméjdra m(Syes [ax)/2 < [[fllz € M(Spe lax?)? tel-
jesiil. Megjegyezziik, innen az m = M = 1 specidlis esetben kovetkezik,
hogy a (7x¢, k € Z) rendszer ortonormdlt. Az ilyen alakd Riesz-bazisok
jellemezhetSk a ¢ Fourier-transzformdltjaval, nevezetesen a (¢, k € Z)
rendszer akkor és csak akkor Riesz-bazis, ha m? < E(|@|?) < M?, ahol E
a periodizélé operatort jeldli: g := Y ez g (9 € L'(R)). Ennek alapjn
szerkeszthetiink eltoldsinvaridns Riesz-bazisokat és ortonormalt rendszere-
ket. Mivel B-spline-ok Fourier-transzformaltja explicit alakban adhaté meg,
azért ilyenekre a konstrukcié egyszeriien elvégezhetd.

Az X, C X := L*R) (n € Z) zért altereknek egy monoton nové
sorozatit multirezoliicionak nevezziik, ha 1) unigjuk mindeniitt stiri X -ben,
i) metszetiik a 0 fliggvénybdl all6 trividlis altér, iii) o : X,, — X, 41 bijek-
cid, iv) az X alteret egy (7x¢, k € Z) alaki Riesz-bdzis generdlja.

A fenti értelmezésébdl kovetkezik, hogy az X teret generdl6 ¢ fiiggvény
meghatdrozza a multirezoluciot: X, a span{yy, : k € Z} tér lezdrdsa. Az
X, C Xoq1 (n € Z) feltétel azzal ekvivalens, hogy 6,29 € Xo. Innen
kovetkezik, hogy kompakt tart6ju ¢ esetén fenndll a

x/2:Z JQOZL‘_] (‘TGR)v

un. skdldzdsi egyenlet. A c; wavelet konstansok ismeretében az egyenlet
alapjan iteraciés eljarassal meghatdrozhatjuk a ¢ értékeit a diadikusan ra-
ciondlis pontokban [3].

Az alabbi dbrdkon a skalazasi fliggvények értékeit ily médon szdmitottuk.
A skélazasi fiiggvény (az apa-wavelet) ismeretében a ¢/ anya-wavelet

2N—
W(x/2) = Z 1Y ejp(z 4+ 2N — j) (x € R)

alapjan mar meghatarozhaté [3], [11], [15]. A Haar-rendszer esetén a
skalazasi egyenlet

w(@/2) = x(@) + x(z — 1) & h(z/2) = x(z) - x(x - 1).

Béarmely B-spline fiiggvényre fennall a skalazdsi egyenlet, és az egyiitthatok
explicit alakban adhat6k meg.
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Az alabbi dbrdkon N = 2, N = 6 esetén szemléltetjiik a Daubechies-féle
skalazasi fliggvényt és anya-waveletet.
Daubechies skalazasi flggwény: N= 2 Daubechies wavelat: N= 2
Halder kitevd: 0,339
A Daubechies-féle ¢ skalazasi fiiggvény és 1 wavelet: N = 2
Daubechies skalazasi flggvény: N= & Daubechies wawvelat: N= &
I
Halder kitevd: 1,432
A Daubechies-féle skdldzasi fliggvény és wavelet: N = 6
A skalazasi egyenletet célszerli a Fourier-transzformadltakra (a frekven-
ciatartomanyban) felirni és megoldani. Kompakt tart6ju skalazasi fliggvény
esetén $(2t) = a(t)@(t) (t € R), ahol az a(t) = Y 2¥; ! cre™ 2™ trigono-
metrikus polinomot, a jelfeldolgozdsban szokdsos terminoldgiat haszndlva,
a wavelet (alulvago) sziirGjének nevezik. Bebizonyithatd, hogy ha ¢ MR-
felbontdst generdl, akkor az 1-szerint periodikus « sztirére (x) «(0) = 1,
la(z)]? + |a(z+1/2)> = 1 (x € R) teljesiil, tovdbbd @ eldallithat6 végtelen
S
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szorzatként: ¢ = [[p2; d,—xa. Megforditva, kiindulva egy 1-szerint perio-
dikus « trigonometrikus polinombdl, amely eleget tesz a (x) feltételnek, a
szoban forg6 végtelen szorzat (kompakt intervallumokon egyenletesen) kon-
vergal egy folytonos A € X fiiggvényhez. Amennyiben ezen kiviil még
E(]A]?) = 1 teljesiil, akkor a » = A alapjdn szdmitott (© MR-felbontést
generdl. Ez utébbi feltétel biztositdsara tobb elégséges feltétel ismert. Dou-
bechies a (%) egyenletnek olyan « trigonometrikus polinom megoldésait
hatdrozta meg, amelyekbdl az emlitett moédon szdrmaztatott ¢ skaldzasi
fliggvény kompakt tartéju, és o € C° [3]. Megjegyezziik, hogy a konst-
rukciéban fontos szerepet jatszik a kovetkezd Fejér—Riesz-féle tétel: Ha az S
paros trigonometrikus polinom nemnegativ, akkor van olyan P trigonomet-
rikus polinom, amelyre S(z) = |P(z)|? (z € R).

Az utébbi évtizedekben a waveletek szdmos valtozatit vezették be.
Els6ként megemlitjiik a waveletek egy folytonos paraméterektdl fliggd
osztalydt, a 1, (t) := a= V2 ((t — b)/a) (¥ € X,a > 0,b,t € R) wavelete-
ket és az ezekkel képzett f — WV f)(a,b) := W(a,b) := (f, Yap) (f € X)
transzformdciokat, amelyeket Grossman és Morlet a kvantummechanika ko-
herens dllapotainak leirdsara vezetett be az 1980-as években. Kideriilt, hogy
az altaluk felfedezett f(z) = J;° Jxg(W(a,b)vap(z)dbda/a (x € R) re-
konstrukcios formula Calderon egy 20 évvel korabbi azonossagabol kovetke-
zik. Ezek az eredmények késztették Meyert az ilyen tipusu transzforméciok
szisztematikus vizsgélatara [5], [6].

A wavelet-transzformécidk egy masik fontos osztilyat, a Gdbor Dénes
altal 1945-ben bevezetett (ablakos) Fourier-tramszformaciora utalva, Gdbor-
transzformdcioknak nevezik. Ebben az esetben az integraltranszformacio
magfiiggvénye egy g € X ablakfiiggvénybdl transzldcioval és moduldcioval
képzett g,p(z) = e€u(x)g(z — b) (z,a,b € R) fiiggvénysereg, ma-
ga a transzformdcié f — (Gf)(a,b) = (f,gap) (f € X) alaki.
A Y, g € X fiiggvényre tett megfeleld feltételek mellett mindkét esetben
érvényesek a Fourier-transzformdciora ismert, az energia-megmaradast kife-
jezd Plancherel-formula és a rekonstrukciot lehetévé tevo inverzids formula
megfeleldi.

Ezeknek a formuldknak az értelmezése, a Fourier-transzformalthoz ha-
sonldan, szdmos kérdést vet fel. Weisz Ferenc igen altaldnos feltételek mel-
lett kiilonb6z6 konvergenciatipusokat és szummacids eljarasokat alapul véve
meghatdrozta a szoban forgd formuldk érvényességi korét, messzemenden
altalanositva a kordbbi eredményeket [7], [16].

A Fourier-transzforméciot az R additiv csoportjanak €, (z € R) karak-
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terei, az R egydimenzids reprezentdcidi segitségével értelmezziik: f(z) :=
(f,€.). Az absztrakt harmonikus analizis szemléletét kovetve ezen az ala-
pon a Fourier-transzforméci6 fontos tulajdonsédgai levezethetdk. A wavelet-
€s a Gabor-transzformécié az R affin csoportjdnak, ill. a Heisenberg-fé-
le csoport egy-egy reprezentacidjabol kiindulva hasonlé elvek szerint szar-
maztathat. Ez a szemlélet elGsegiti az emlitett transzformaciok mélyebb
megértését, és mintat ad hasonlo tipusu leképezések szerkesztéséhez. A Bo-
lyai—Lobacsevszkij-féle geometria egybevagdsigi transzformdcioibol kiin-
dulva bevezettiik a hiperbolikus waveleteket és az ezek éltal generalt transz-
formécidkat, valamint bebizonyitottuk a Plancherel- és a rekonstrukcids
formuldk megfelelit [12]. Pap Margit a hiperbolikus waveletek diszkrét
véltozatabdl kiindulva a H?(T) Hardy-térnek egy multirezoliciés fel-
bontasat adta meg [8]. Raciondlis fiiggvényekbdl all6 waveleteket sikerrel
alkalmaztunk EKG-gorbék matematikai modellezésére és tomoritésére, va-
lamint irdnyitaselméleti problémdk megoldasara [1], [4].

A wavelet-konstrukciok alapvetd eszkoze a Fourier-transzformacié. Ez
az észrevétel inspirdlt benniinket arra, hogy alkalmas formdban leirva a
lokalis testek Fourier-transzformacioit, lerakjuk a wavelet-konstrukcidhoz
sziikséges technikai alapokat [10].
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Soukup Daniel Tamas: Két végtelen szamossag és
meglepo6 kapcsolatuk

Mar a 17. szazadban Galileo Galilei elgondolkozott azon, hogyan hason-
lithatnank Ossze végtelen halmazok méretét. Kozel négyszaz évvel kés6bb,
2017 nyardn a Budapesten megrendezett hatodik Eurépai Halmazelmélet
Konferencidn egy fiatal modellelmélész, Maryanthe Malliaris és a veterdn
polihisztor, Saharon Shelah vehette 4t a Hausdorff-medalt, melyet az elmult
ot év legmeghatarozébb halmazelméleti eredményéért itélnek oda. Mallia-
ris €s Shelah jelent6s attorést értek el egy modellelméleti klasszifikacios
problémaval kapcsolatban, €s egyben belattak, hogy két sokat vizsgdlt és
kiilonbozbnek sejtett végtelen szdmossag, p és t valdjaban egyenléek. Ez
utébbi eredmény jelen ismeretterjesztd cikkiink témadja.

R
-

S. Shelah és M. Malliaris k6zépen
(Joan Bagaria fotdja)

Galilei példdjaban a természetes szimok N halmazat veszi, €s a négy-
zetszamokat {1,4,9,16...}. Az elsG érvelés szerint a két halmaz ugyan-
akkora: mivel minden négyzetszamhoz pontosan egy pozitiv gyok tartozik,
€s minden természetes szam eldfordul valamely négyzetszam gyokeként,
ezért ugyanannyi természetes szam kell, hogy legyen, mint négyzetszam.
Masrészrdl, rengeteg természetes szam nem négyzetszam, olyannyira, hogy
a négyzetszamok aranya nulldhoz tart a természetes szamok kozott, ahogy
nagyobb és nagyobb intervallumokat tekintiink. Galilei ezt egy olyan pa-
radoxonnak konyvelte el, ami megakadalyozza, hogy végtelen halmazokat
0sszemérjiink [5].
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Georg Cantor a kovetkezd, mara altalanosan elfogadott, definicidval allt
el6 az 1870-es években: két tetszdleges halmaz azonos szdmossdgiiak ponto-
san akkor, ha elemeik kozott 1étezik kolcsondsen egyértelmid megfeleltetés.
Tehat Galilei elsd érvelése pont azt mutatja, hogy N és a négyzetszamok
halmaza azonos szamossagiak. Azokat a halmazokat, melyek a természetes
szamokkal azonos szamossaguak, megszdmldlhatoan végtelennek nevezziik,
és méretiiket Ny-val jeloljiik (ejtsd alef nulla), utalva arra, hogy ez a legki-
sebb végtelen szamossag.

Cantor egyik nagy hozzdjaruldsa a logika fejlédéséhez, hogy Galilei
észrevételét nem feloldhatatlan ellentmondasként kezelte, hanem a fenti de-
finicié alapjan nekilatott egy gazdag elmélet kidolgozdsahoz. Els6 1€pés-
ként azt bizonyitotta, hogy a raciondlis szdamok (Q halmaza is megszdm-
lalhat6, majd a valds szdmok R halmazat tekintette: lehetséges, hogy R
is megszamlalhat6? Cantor szerint, akdrhogy is vessziik valds szdmok egy
X1, %9, T3 ... listdjat, mindig taldlunk olyan y szdmot, ami nem szerepel a
listan. Hiszen ha y az a valds szdm, ami az elsO tizedes helyén eltér x;
elsd tizedes jegyétdl, a mésodik tizedes helyén eltér zo masodik tizedes
jegyétdl, és igy tovabb, akkor y nem szerepelhet a listinkon. Tehét nincs
kolesonosen egyértelmli megfeleltetés N és R kozott, azaz R szdmosséga,
melyre a 2% jelolés haszndlt, nagyobb mint X,. Teh4t belttuk a kovetkezs
egyenldtlenséget végtelen szamossagok kozott:

N szdmossdga = R, < 2% = R szamossiga.

Cantor elmélete alapjan barmely két végtelen szdmossag Osszemérhetd,
és szamossdgok barmely (nem iires) rendszerében van legkisebb. Igy van
értelme az els6 nem megszdmlalhaté szdmossagrol beszélni, mely N;-gyel
jelolt. A kovetkezd szigortian nagyobb szdmossig No-vel jelolt, utdna Ng, és
igy tovébb[]

Van-e legnagyobb végtelen? Cantor definicidja szerint nincs. Barmilyen
X halmaznak tobb részhalmaza van, mint eleme, azaz k < 2" ha
SZAmOoss4ag.

Tehét kaptunk egy szigordan nové Ny < Ny < Ny < ... sorozatot egy-
re nagyobb €s nagyobb végtelen szamossdgokbol. Felmeriil a kérdés: hol

Az alefek listdja itt nem 4ll meg: a természetes szdmokkal indexelt XN,, szdmossidgok
szuprémuma N, a kovetkezd eggyel nagyobb szdmossag N, 1, majd N, 4o...
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is van 2% ebben a listaban? Erdekes médon, ez nem eldinthetd, legalabbis
a matematikaban altaldnosan elfogadott, ugynevezett ZFC axiomarendszert
hasznélva A matematika bizonyos modelljeiben 2% = N;, azaz 2% az
elsé nem megszamlalhaté szamossag: ekkor azt mondjuk, hogy a kontinu-
umhipotézis teljesiil. Sok mas érdekes modellben ez nem igaz, és vannak
kozbiilsé szamossagok R és 280 kozott; sét megmondhatjuk, hogy 2% ha-
nyadik végtelen szdmossag legyen a listdnkon: olyan ad hoc egyenldségekre,
mint 2% = Ny is taldlhatunk egy modellt.

A kovetkez6 egyszerii példa illusztrdlja, hogy mit is jelent egy allitas
fliggetlensége: R és Q mint algebrai strukturdk teljesitik az Osszeadds és
SZOTZ4as axiéméitE] azonban az 22 = 2 egyenletnek Q-ban nincs megold4sa,
mig R-ben kett6 is van. Tehét az 6sszeadds és szorzas axidmai nem dontik el,
hogy az ,,2> = 2 egyenlet megoldhat$” allitds igaz vagy hamis-e. Mig a ZFC
axiomarendszer azt eldonti, hogy a sikhdromszogek belsd szogeinek Osszege
180 fok, azt mar nem donti el, hogy 2% = N; vagy 2% > N;; valamelyik
allitas teljesiilni fog, de hogy melyik, az a konkrét modelltdl fuggﬂ

Hogy késziilnek 1j modellek? Az 1960-as években Paul Cohen a sem-
mibdl robbant be a halmazelmélet élvonaldba: 6 bizonyitotta els6ként,
hogy bizonyos modellekben N; < 2% teljesiil, ezzel megvalaszolva Hil-
bert hires els6 problémdjat. Technikdjanak, a forszoldsnak az alapotle-
te meglepden egyszerti: ha M egy halmazelméleti modell, akkor konst-
rudlhatunk egy nagyobb N modellt ugy, hogy hozzdadunk M-hez egy G
generikus objektumot. A G generikussal megnovelhetjiik 2% értékét ami
a kontinuumhipotézis sériiléséhez vezet. Cohent 1966-ban Fields-medallal
jutalmaztdk halmazelméleti eredményeiért.

Az elmult 6tven évben szamos olyan érdekes és érdemben kiilonb6z6
modelljét konstrudltdk a matematikdnak amelyben vannak kozbiilsd szamos-
sagok N és 2% kozott, és a modern halmazelmélet szignifikdns részben
ilyen modellek vizsgélatdval foglalkozik. Két modell, melyekben mondjuk
2% = N5 ugyanigy teljesiil, viselkedhet nagyon kiilonb6zden, még csak az
algebrat, mértékelméletet vagy topoldgidt tekintve is. Sokak meglepetésére

2Azaz a Zermelo—Fraenkel-axiémarendszer a kivélasztasi axiémaval (Axiom of Choice)
kiegészitve.

3Gondoljunk a felcserélhetdségre, zardjelezésre, vagy altaldban a test axiémdkra.

4Ez a szitudcié ugyancsak parhuzamban 4ll a modern, nem standard geometridk felfe-
dezésével is a 19. szdzadban.
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— a szokdsos axioémdkat haszndlva — példaul eldonthetetlennek bizonyult
a Whitehead-probléma a csoportelméletben, vagy kiils6 automorfizmusok
1étezése a Calkin—algebrénE]

Ez motivdlja, hogy egy finomabb kombinatorikus mértéket taldljunk
anndl, minthogy egyediil 2% értékét, mely egyben N 6sszes részhalmazainak
szdma is, vizsgaljuk. Ezzel a kérdéssel, és az X, és 2N kozotti szamossdgok
vizsgalataval foglalkozik a kontinuumszdmossdg-invaridnsainak elméleteﬁ

A teriilet egyik sz€psége, hogy minimélis el6késziilettel is megérthetiink
egy olyan uj attor6 eredményt, mint amit Malliaris és Shelah belattak.
Mostantdl csak természetes szamokbdl 4ll6 halmazokkal foglalkozunk, és
a kovetkezd, elsére talan mesterségesnek tind kapcsolattal: ha A és B a
természetes szamok részhalmazai, akkor azt irjuk, hogy A C* B, szdban
A majdnem része B-nek, ha A-nak véges sok kivétellel minden eleme B-
ben is benne van. Példdul, az A = {1,2,3,4...} halmaz majdnem része
a B = {3,4,5...} halmaznak, hisz az 1, 2 elemektdl eltekintve B minden
eleme A-ban is benne van.

Torony
Ay

A2 T].

. (

Véges metszet tulajdonsag

Mi az el6nye egy ilyen gyenge relacidval dolgozni a valddi tartalmazas
helyett? Legyen A,, azon pozitiv egész szamok halmaza, melyek egy fix n
szammal oszthatéak: tehat A; = N az Gsszes szdm, A, a paros szamok hal-
maza, Az = {3,6,9...}, és igy tovdbb. Kénnyen létszik, hogy ha vesziink
véges sok ilyen Ay, A, ... A, halmazt egy fix n-ig, akkor ezeknek végtelen
a metszete !’

A jelenleg ismert technikdk fényében azonban nagyon valdszinfitlen, hogy a hires
Riemann-sejtés vagy a Navier—Stokes-egyenletek dltaldnos megoldhatdséga fiiggetlen lenne
a ZFC axiomaktol. Az ezen problémdk megoldasaért kiirt Millennium Prize jelenleg egy-
millié dollérral jar.

 Angolul cardinal characteristics of the continuum.

"Persze, hiszen csak vegyiik azn! = 1-2 - ... - n szorzat tobbszoroseit.
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Ezt Ggy is szoktuk mondani, hogy az { A,,} halmazrendszer véges metszet
tulajdonsdgii.

Persze olyan szdm, ami az 0sszes természetes szammal egyszerre oszt-
hatd, nincsen, azaz egyszerre nincs valodi metszete az 6sszes Ay, Ay, As . ..
halmaznak. Ezzel szemben olyan végtelen B halmazokat konnyen taldlunk,
melyre B C* A,, minden n-re. Hiszen elég, ha odafigyeliink arra, hogy B-
nek az n-dik elemét az A; N Ay N --- N A,, metszetbdl vegyiik: konkrétan
aB = {n!:n = 123...} valasztas példdul miikodni fog. Tehat a B
halmaz lényegében az {A,} rendszer metszeteként viselkedik, és ezért az
{A,.} rendszer pszeudometszetének is nevezziik. Az is konnyen latszik, hogy
B-thozzdadva az { A, } rendszerhez a véges metszet tulajdonsdg még mindig
teljestil.

Ha van egy tetszSleges A halmazrendszeriink a véges metszet tulaj-
donsédggal, akkor azt ki lehet terjeszteni egy maximalis A, halmazrend-
szerré, ami még mindig véges metszet tulajdonségﬁﬁ Ekkor azonban az
Amax rendszernek mar nem lehet pszeudometszete. Ez vezet els6 f6 de-
finicionkhoz: a p invaridns a legkisebb olyan rendszer szimossdga, ami véges
metszet tulajdonsagu, de nincs pszeudometszete. A p szamossagot pszeudo-
metszet szdmnak nevezik.

A fenti példa keretében lényegében lattuk, hogy egy a természetes
szamokkal indexelt, azaz megszamlalhat6 és véges metszet tulajdonsagu
rendszernek mindig van pszeudometszete, tehat p nem megszamlalhaté. Az-
az:

N0<p§2NO.

Ismeriink szdmos olyan modellt, amelyben a p = 2% egyenl6ség tel-
jesil (és ez a kozos ért€ék lényegében barmely alef lehet); masrészt, az
N, = p < 2% = R, egyenlbtlenség is konnyen eldfordulhat kiilonbozd
modellekben. Tehét a szokasos axiomdk nem dontik el, hogy hol van p az
N, Ny, ... listdban, sem azt, hogy p = 2% vagy p < 2% teljesiil.

Sziikségiink van még egy definicidra. Egy tipikus véges metszet tulaj-
donsdgu rendszerben semmi oka annak, hogy az elemek rendezve legye-
nek: az eredeti oszthatésdgi példankban, ha csak p primekre nézziik az A,
halmazokat, semelyik kettd nincs C* reldciéban. Tehat toronynak neveziink
egy olyan 7T rendszert, amelyben barmely két X, Y elemre vagy X C* Y
vagy Y C* X teljesiil. Mdas szdval, a C* relacid linedrisan rendezi 7 -t. Az

8Ez a Zorn-lemma egy klasszikus alkalmazasa.
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ugynevezett toronyszdm t a legkisebb 7 torony mérete, aminek nincs pszeu-
dometszete.

Nagy tornyok. Meglepd modon a megszamlalhatdo N halmazban is lehet
280 méret( tornyot taldlni. Eldszor is, soroljuk fel a raciondlis szdmokat
mint q1, ¢z, qs - - .. Ezutdn minden valds r szamra definidljuk az X, hal-
mazt, ami azon n természetes szamokbdl all, hogy ¢, < r. Tehdt X, pont
az r valés szamndl kisebb raciondlis szamok indexei. Ha » < t két valos
szam, akkor X, teljesen része X;-nek, sot X; végtelen sok extra elemet is
tartalmaz. Tudunk egy pszeudometszetet mondani erre a rendszerre is?

Konnyt latni, hogy minden torony véges metszet tulajdonsagu, tehét a p
invariansra a tanu legfeljebb akkora, mint t, €s igy a kovetkez0 egyenlStlen-
ség teljesiil:

Ny < p <t <2

A t szamossag értéke, p-hez hasonléan, manipuldlhaté kiilonbozo ale-
fekre. Sot, tobb mint egy tucat, a p €s t-hez hasonlé szamossaginvaridnst
vizsgaltak az 1940-es évek Ota N és 280 kozott, és a legtobbrdl tudtuk,
hogy bizonyos egyszerli Osszefiiggésektdl eltekintve, melyek mar a 20.
szazad kozepén ismertek voltak, mas kapcsolat, egyenl6tlenség nem bi-
zonyithat6. Azaz kiilonboz6 forszolési technikak szofisztikélt valtozataival
és kombin4cidival pontosan bellithatjuk nemcsak 2%, hanem az invaridnsok
értékeit is olyan elbre fixalt alefekre, melyek a rég ismert egyenldtlenségeket
nem sértik [l

A jelenlegi leger6sebb eredények akér 6t kiilon értéket is tudnak egyszer-
re manipulalni.

Mindezek ellenére az elmult hatvan évben nem sikeriilt olyan modellt
konstrudlni, melyben p €s t ne lett volna egyenld. Ugyanakkor az dltalanosan
elfogadott sejtés szerint p < t lehetségesnek latszott, bar azt tudtuk, hogy
technikailag nem lehet konnyii egy ilyen bizonyitas: régéta ismert, hogy ha
p = Ny, akkor t = N, is teljesiil. Tehdt p < t csak tgy lehetséges, ha 2%
nagyobb, mint R,, azonban ilyen modellek finomhangoladsa sokkal nehezebb
feladat, mint amikor 2%0 < N,.

Malliaris és Shelah 4j, véaratlan tétele azt mondja ki, hogy

p=t,

9Tovébbi részletekért szamossaginvaridnsokrél, klasszikus eredményekrsl A. Blass [1]
attekintését javasoljuk.
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fliggetleniil attél, hogy milyen modellben vagyunk. Mit is kellett belatniuk
a szerzOknek? Mivel p < t ismert volt, ezért a t < p Osszefliggésre volt
sziikség: azaz ha van egy tetszOleges véges metszet tulajdonsagu A rend-
szerlink, aminek nincs pszeudometszete, akkor akdrmilyen bonyolult vagy
véletlen atfedések is vannak A elemei kozott, valamilyen médon konst-
rudlhatunk egy legfeljebb akkora 7 tornyot pszeudometszet nélkiil, amiben
tehat az elemek mar rendezve vannak a C* relaciéval. A naiv otlet, hogy A
elemeibdl probaljunk tornyot épiteni, hamar megbukik, hiszen lehet, hogy A
semelyik két eleme nincs C* relacidban.

—7|
/

T 0 a

PN

¢ b g s

m——p—t——§
Ro

Pér szdmossaginvarians és bizonyithat6 kapcsolatuk

Malliaris és Shelah eredménye ahhoz hasonlithatd, mintha beldtnénk két
egyenletrdl, hogy ugyanaz a megoldasuk, de anélkiil, hogy val6jaban meg-
taldlnank, hogy mi is ez a k6z0s érték. A ZFC-axiémak nem dontik el, hogy
éppen p = Ny vagy p = Ny, vagy p = N3, és hasonldan t értéke sem eldont-
hetd. Viszont azt mar be lehet latni, hogy barmi is p értéke, t vele egyenld
lesz.

Meg kell emliteniink, hogy a szerz6k nemcsak hogy megoldottik p és
t hatvan éve nyitott problémajat, de egy teljesen uj kapcsolatot fedtek fel
egy modellelméleti komplexitashierarchia, a Keisler-rendezés struktiraja és
a szamossaginvaridansok elmélete kozott [6, 7, 8]; ezen eredmények vizoldsa
azonban tdlmutat jelen cikkiink keretein. Mig az eredeti bizonyitds a p = t
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egyenldségre komoly halmaz- és modellelméleti eszkozoket hasznél olyan
varidnsok mar elérhetdek, melyek csak alapvetd ismereteket €s egy kis ki-
tartast igényelnek [9].

Egy nyitott probléma. Azt mondjuk, hogy egy rendszer R szétvdghatatlan
ha nincs olyan Y halmaz ami minden X -et R-b0l egyszerre szétvag, azaz a
metszet X NY és akiilonbség X —Y mind végtelenek. Legyen t a legkisebb
szétvaghatatlan rendszer mérete. Tovabba legyen t, (ejtsd ’er szigma’) a
legkisebb olyan rendszer mérete, amit megszamldlhat6 sok Yy, Y7, ... hal-
mazzal sem lehet szétvagni. Konnyen létszik, hogy Ry < v < t, < 2%,
azonban nem tudjuk, hogy v < t, lehetséges-e. A szakért6k sejtése, hogy
val¢jdban v = t,, és ez eddig minden altalunk ismert modellben teljesiilni
latszik [3].

Malliaris és Shelah eredménye tavolrdl sem zarja le a szamossaginvari-
ansok elméletét, s6t cikkeik valdsziniileg szdmos 1) vizsgalat kezdSpontjai.
Milyen szamossaginvaridns kérdéseken dolgozik ekozben egy hétkdzna-
pi halmazelmélész? Egyfeldl, bizonyos rég ismert invaridnsok kapcsolata
a mai napig eldontetlen (egy ilyen kérdést emlitiink a kiemelésben) [3].
Masrészt napjainkig definidlnak uj, érdekes szamossaginvaridnsokat, melyek
elhelyezése a klasszikus invaridnsok diagramjaban sokszor meglehetdsen
nehéz feladat [2]. Végiil, egy igen gazdag teriilet van kibontakozéban olyan
szamossaginvaridnsokrol, melyek N részhalmazai helyett, valamely nem
megszamlalhaté szdmossag részhalmazait tekintik [4].

Zarasként par sz6 a fészereplokrdl: Maryanthe Malliaris a Berkeley-n
szerezte doktorijat 2009-ben, €s jelenleg a University of Chicago professzo-
ra. A fiatal matematikusnd szamos dijat nyert korabbi munkaiért is, és a
2018-as Nemzetkozi Matematikai Kongresszus meghivott el6addja.

Saharon Shelah neve sokaknak ismerds lehetett: a 72 éves matemati-
kus 1023 publikalt cikk szerzoje (!), €s komoly attoréseket ért el a véges €s
végtelen kombinatorika, a modellelmélet, logika, és a csoportelmélet terén.
A mai napig heti hat napot dolgozik, a tanévet megosztva a Rutgers, illetve a
jeruzsdlemi Héber Egyetem kozott.

10A Fields-medallal kitiintetett Timothy Gowers egy blogbejegyzése is foglalkozik ezzel a
kérdéssel, 1. https://gowers.wordpress.com/2017/09/19/two-infinities-that-are-surprisingly-
equal/
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Erdélyi Marton: A Lang-Trotter primitiv pont
sejtésrol véges karakterisztikaju fiiggvénytestek
felett

1. Bevezetés

A Lang-Trotter primitiv pont sejtés az Artin-féle primitiv gyok sejtés
elliptikus gorbés megfelelgje. A klasszikus esetben (Q felett) egyeldre
elérhetetlennek tlinik az igazoldsa, viszont bizonyos mas testek folott
konnyebb a helyzet, €s vannak részeredmények. A tovdbbiakban egy ehhez
hasznalt bizonyitdsi mddszert vizsgalunk, és egy kriptogréfiai szempontbol
érdekes kovetkezményt is 14tni fogunk.

1.1. Az Artin-féle primitiv gyok sejtés

Legyen a € Z rogzitett egész szam, tovabba X, a primszamok P halmazanak
azon részhalmaza, ami azokat a p primeket tartalmazza, amire a (mod p) pri-
mitiv gyok (tehdt a, a?,a?,...,aP~' = 1 redukalt maradékrendszer modulo
p). Az Artin-féle primitiv gyok sejtés az X, C P halmaz ,,strtiségére” vo-
natkozik.

Ha a négyzetszdm, akkor nyilvdn p > 2-re nézve nem lehet primitiv
gyok, hiszen a?~1/2 = 1 modulo p. Hasonléan ¢ = —1 sem lehet pri-
mitiv gyok, mert ekkor a? = 1. Artin sejtése szerint minden mas esetben X,
végtelen halmaz, s6t a Dirichlet-siirlisége pozitiv, €s q, - c4, ahol g, egy a-tol
fliggd pozitiv raciondlis szdm, €s c4 az Artin-konstans:

1

ca= 1 <1_€(€—1)> _ oy P s7s06.

£ prim m>1 1" Sp(m)

A konstans a kovetkez6 médon kaphat6 meg. Ahhoz, hogy a primitiv
gyok legyen, az kell, hogy minden ¢ primre az aldbbi két feltétel legaldbb
egyike ne teljesiiljon: (1) f|p — 1, azaz p = 1 (mod {), (2) a®~ 1/t =
1 (mod p).

Artin észrevette, hogy ebben a bizonyos szamtestek algebrai egészeinek
szamelmélete jatszik szerepet: adott ¢ primre legyen L, = Q((;, a'/%)|Q
testbdvités, ahol (, egy primitiv (-edik egységgyok. Ekkor L,|Q Galois-
bovités. L, algebrai egészeinek gylirje egy Dedekind-gyiirl, és fenti
feltételek pontosan akkor teljesiilnek ¢-re, ha p teljesen szétesik az L,|Q
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bévitésben. Ha a négyzetmentes, akkor | L, : Q| = ¢({—1), igy a Csebotarev
stirtiségi tétel szerint az ilyen ¢ primek stirtisége 1/¢(¢ — 1).

Tehat a szamunkra kérdéses slrliség varhatéan éppen c4. A q, szdmok
azért kellenek, mert az L, b6vitések csak a négyzetmentes esetben épp ek-
korék, és dltaliban nem mindig fiiggetlenek, ami viszont befolydsolja a vart
stiriséget.

Az Aaltalanositott Riemann-hipotézis mellett Hooley bizonyitotta az
Artin-féle primitiv gyok sejtést ([7]). Enélkiil azt lehet tudni, hogy a sejtés
koriilbeliil igaz: ha csak olyan a-kra vizsgaljuk, amik primek (ebbdl konnyen
levezethet$ az altaldnos allitds), akkor Heath-Brown tétele szerint legfeljebb
2 primszamra nem igaz a sejtés — de nem tudni melyikre ([6]). Tehat egyeldre
egyetlen a szdmot sem tudunk mondani, amire X, slirlisége biztosan po-
zitiv ([5]).

1.2. A Lang-Trotter primitiv pont sejtés

A fenti kérdés atfogalmazhaté elliptikus gorbékre, ez a Lang—Trotter pri-
mitiv pont sejtés ([10]). Az elliptikus gorbék olyan gorbék, amelyek pontjain
természetes moédon van egy kommutativ csoportstruktura.

Legyen most F egy elliptikus gorbe és A egy rogzitett pont F-n. Az
Artin-sejtéshez analdg kérdés, hogy mely p primszamokra lesz a modulo p
vett gorbe csoportjaban (ez véges sok esettdl eltekintve egy elliptikus gorbe
a véges test felett) generatorelem A képe. Erre akkor lehet esély, amikor a
redukalt gorbe csoportja ciklikus, ami a klasszikus Artin-sejtésben szerepld
(Z/pZ)*-gal ellentétben nem mindig igaz. Ha A torziépont, akkor nyilvan
nem lehet végtelen sokszor generdtor a képe: elég nagy primekre a redukalt
gorbének tobb pontja van, mint A rendje, igy a tobbszordsei nem adjak ki az
egész gorbét.

A fenti heurisztika erre az esetre is miikodik, de a helyzet joval bonyolul-
tabbnak tlinik az Artin-sejtésnél — még az dltalanositott Riemann-hipotézis
felhaszndldsdval sem jutunk eredményre, mert til nagy hibatagot kapunk.
Jelenleg abban az esetben tudunk valamit mondani, ha £ CM goérbe (azaz az
endomorfizmus-gyurije nagy). Illetve az altaldnos esetben, ha a gorbe leg-
aldbb 18 rangi (tehét Z'® részcsoportja E-nek), akkor egy hasonlé allitds
igaz: ha vesziink 18 linedrisan fiiggetlen pontot, akkor ezek képe generdlja a

7

redukalt gorbék egy pozitiv stirliségl részét ([5]).
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1.3. A tovabbiak osszefoglalasa

A kovetkezdkben olyan feldlldsban vizsgaljuk a kérdést, ahol sokkal tobbet
tudunk: a Dedekind-gytirlik egy masik, jelentds csoportja a véges test
feletti algebrai gorbék koordindtagyiiri. A primek véges testbOvitésbeli
eldgazasi tulajdonsdgai hasonléan vizsgdlhatok, mint a klasszikus eset-
ben. A véges karakterisztikdji fiiggvénytestekre Weil bebizonyitotta az
altalanositott Riemann-hipotézist ([13]), és sok klasszikus szamelméleti tétel
sokkal erésebb véltozata igaz — a Csebotarev stirtiségi tételé is. Ennek kovet-
keztében meg tudtak valaszolni néhany olyan kérdést, ami a klasszikus eset-
ben egyeldre elérhetetlennek tiinik.

Legyen K egy véges karakterisztikaju fiiggvénytest (pl. K = F (7))
— egy véges test feletti egyvaltozos raciondlis fiiggvények teste), oy az
egészek gytrdje (F,[T]), és legyen E/K egy elliptikus gorbe. Ekkor ha v
egy primidedl ogx-ban (egy irreducibils polinom F,[T]-ben), akkor az E-t
megadd egyenletet modulo v tekintve egy véges k, test feletti F, elliptikus
gorbét kapunk (ami nem elfajuld, ha v nem osztja E diszkrimindnsét).

A cikkben vizsgdlt kérdések rogzitett F-re a redukalt gorbék bizonyos
tulajdonségait jarjak koriil: milyen ,,valoszintiséggel” lesz £, csoportja cikli-
kus ([2]), vagy az elemszdma négyzetmentes ([3]), illetve az eredeti kérdést:
ha rogzitiink egy pontot (rdcsot) £-n, akkor ennek a pontnak (racsnak) a képe
mikor generalja a redukdlt gorbét ([8]).

A val6szinliség alatt a kovetkezdket értjiik:

e rogzitett n-re a véges sok n foku értékelési hely (irreducibilis poli-
nom) koziil véletlenszertien vilasztva mekkora valdszintis€ggel igaz a
vizsgalt tulajdonség,

e az Osszes €rtékelési hely kozott mekorra a Dirichlet-stirlisége azoknak,
amikre teljesiil a vizsgalt tulajdonsag,

e mikor lesz ez a valdszintiség/stirtiség 0.

A megolddsok elég hasonlé sémdval miikddnek: szitaformulat alkalma-
zunk, €s utdna az alapkérdést at tudjuk fogalmazni bizonyos Frobenius-
konjugélt osztdlyokra (eddig a klasszikus esetben is megy), amire egy eros,
effektiv Csebotarev siirliségi tételt lehet alkalmazni.

A kovetkez6 fejezetben Osszeszedjiik azokat a tudnivaldkat, amik a meg-
oldasokhoz kellenek. Az ezt kovetd részekben egy-egy kérdést vizsgalunk

7 2z

meg, és a ma ismert eredményeket foglaljuk Ossze: az elsénél a megoldasi
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séma egyszerten és gyorsan miikodik, a tovdbbiakban egyre nehezebb dol-
gunk lesz. Az utolsé fejezetben az eredményeinknek az elliptikus gorbés
nyilvéanos kulcsu kddolasokkal valé osszefiiggésérol lesz szo.

2. Elozetes tudnivalok, jelolések
2.1. Fiiggvénytestek és értékelések

Legyen K egy p < oo karakterisztikdju fiiggvénytest, melyben az alaptest
lezartja k = F, valamely ¢ = p/-re. Jeloljik K értékeléseinek halmazat
Vi-val, és v € V-ra v foka legyen deg(v) = [k, : F].

A legismertebb példa egy véges test feletti raciondlis tortfiiggvények tes-
te: K = F,(T), ekkor k = F,, és a kovetkezOk az értékelések:

e Hav € F,[T] egy irreducibilis polinom, akkor ez természetes médon
megad egy F,(T') — Z U {oo} értékelést, amit szintén v-vel jeloliink:
tetszbleges f € F,[T] \ {0} polinomra legyen v(f) = max(n € N :

v f), flg € Fo(T)re v(f/g) = v(f) — v(g), és v(0) = oo. Ekkor
deg(v) a hagyomanyos fokszam.

e A végtelen értékelés v, : F, (T) — Z U {oo}, amire v (f/g) =
deg(g) — deg(f), és Vs (0) = oo. Ekkor deg(rvy,) = 1.

Egy n € N-re legyen Vi (n) = {v € Vik|deg(v) = n} — ez egy véges
halmaz, elemszdma ¢" /n + o(q"/?), és S C Vi részhalmazra legyen S(n) =
S N Vk(n). Az S részhalmaz stiriségét a kovetkez6 modon értelmezhetjiik:
legyen 6(S,n) = |S(n)|/|Vk(n)|, tovabba

—sdeg(v)

5(S) = Tlim 2vesd

_ )
s—1+40 ZZ/EVK q sdeg(v)

a Dirichlet-stiriség. Ekkor 0 < 6(S) < 1, és ha | S| véges, akkor §(.S) = 0.

2.2. Elliptikus gorbék

Legyen E/K :Y?Z+a, XY Z+a3Y 7% = X3 + ao X7 + ay X 7? + ag 2>
(a; € K) projektiv algebrai gorbe.
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A gorbe A(FE) diszkriminansa az a;-k
egy polinomja, a gorbe pontosan akkor
sima, ha A(E)#0. A gorbe j-invaridnsa
az a;-k egy raciondlis tortfliggvénye —
j(E) € K. Hakét gorbére j(E) = j(E'),
akkor F és I’ izomorf K egy legfeljebb
masodfoku bdvitése felett — tehat a
j-invaridns tobbé-kevésbé az elliptikus
gorbék izomorfizmus osztdlyait adja meg.
Mostantdl feltessziik, hogy j(E) ¢ k&,
mert a konstans j-invaridnsi gorbék a mi
kérdéseinkben a tobbitdl eltérd, altalaban
egyszeriibb esetet adnak — ami tobbé-
kevésbé a klasszikus CM esetnek felel
meg. Az egy génuszu projektiv algebrai

gorbék pontosan a sima elliptikus gorbék, €és ha az egyetlen végtelen tavoli
pontjuk az O[0, 1, 0], akkor olyan alakdak, mint a fenti F.

Ekkor a K algebrai lez4rtban a gorbe pontjain természetes médon de-
finidlhat6 a kovetkezd mivelet (+): Ha P # ) € E, akkor a két pon-
tot Osszekotd egyenes metszi F-t egy harmadik pontban (multiplicitdssal
szamolva) — ez —(P + Q). Ezt 6sszekotve O-val, a harmadik metszéspont
R =P+ Q. (Ha P = @, akkor a két pontot 6sszekotd egyenes az érintG.)
Ez a miivelet egy kommutativ csoportstrukturat ad £ pontjain, az egység-
elem O.

Ha L|K testbvités, akkor E(L)-lel jeloljiik a gorbe L-pontjait, ekkor
E(L) < E(K).

Ismert, hogy E(K) végesen generdlt, és ha E[m|={P € E(K)|m-P=0}
az m-torzid, akkor E(m| = (Z/mZ)¢, (m,p) = lesetén e = 2, és a
feltételeink mellett, ha m = p’“, akkor e = 1.

Legyen K,, = K(E[m|)|K az a testb4vités, ahol az m-torziépon-
tok koordindtdival (x = X/Z és y = Y/Z) bgvitjik K-t. Ekkor K,,|K
Galois-bdvités, €s ha rogzitiink két fiiggetlen torziépontot, akkor a GG, =
Gal(K,,/K) < GLo(Z/mZ) természetes médon: hiszen egy o € G, auto-
morfizmus E[m|-t bnmagdba képzi, rdaddsul a csoportmiiveletre linedrisan.

Legyen (m,p) = 1. K,,,| K felbonthat6 két részre: Legyen F ... az alap-
test b&vitése, tehat Ffm. Ekkor a skaldr b6vités GEx4) = Gal(KTF jem / K),
a geometriai G = Gal(K,,/KF ). Igy a kovetkez6 egzakt sorozatot
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kapjuk:
1 —  Gem Gm — GURIE) — () 1
Al Al Al

1 — SLy(Z/mZ) — GLy(Z/mZ) X% (Z/mZ) — 1

Az algebrai bgvitésre mindig igaz, hogy ¢,, = ord,,(q), tehat ¢ multipli-
kativ rendje modulo m. Mivel feltettiik, hogy j(E) ¢ k, a geometriai b3vités
majdnem mindig maximélis — tehat G(8°°™ = SLy(Z/mZ).

Ha v nem osztja A(E)-t, akkor az egyenletet modulo v nézve kapunk egy
sima F, elliptikus gorbét k, felett. Legyen az ilyen értékelési helyek halmaza
Vi/k, és Veyk(n) = Vi/x N Vi(n). Az ilyen v-kre E,(k,) véges, tehat
E,(k,) csoportja izomorf Z,, X Zg,e,-vel alkalmas d,, e, € N-re. Legyen
a, = ¢ +1—|E,(k,)|. Ekkor Hasse tétele szerint |a, | < 2¢%¢(*)/2 Egy
A € E(K) pont képe a redukciondl legyen A, € E, (k,).

2.3. Frobenius-konjugalt osztalyok és Csebotarev siirtiségi tétele

Legyen L|K egy Galois-bgvités, v <1 ok egy nem eldgazd prim (tehat L-
ben minden prim, ami osztja v-t, legfeljebb egy multiplicitdssal szerepel),
V < 0Oy egy v feletti prim. A klasszikus esetben a Gauss-egészeknél (az
L = Q(i)| K = Q testbdvitésre, ahol az egészek gyirtje Oy = Z[i| > OkZ)
egyetlen prim elagazo: (2) = (1+4)? — tehat elagazik. Ha a v egy 4k+1 alakd
primszam dltal generdlt idedl, akkor v - Oy, két kiilonb6zd Z[i]-beli primidedl
szorzatara bomlik, ha pedig 4k + 3 alakd, akkor v - O, < Z[i] primidedl, igy
ha v pératlan prim altal generélt idedl, akkor nem elagazé.

Ekkor Gal(L/K) > {o|oV = V} ~ Gal(ky/k,), és az utdbbi véges
testek bovitésének Galois-csoportja — tehat ciklikus, és van egy Kkitiintetett
generatoreleme, a Frobenius-automorfizmus, ami minden = elemet 23
be kiild. Ennek az elemnek az el6bbi izomorfizmusndl vett dsképét (ami
Gal(L/K) egy eleme) nevezziik v V-hez tartoz Frobenius-elemének, €s
®, -vel jeloljiik. Ha V' helyett egy masik v feletti primet valasztunk, akkor
a Frobenius-elem konjugédlédik. Az egész konjugdlt osztily a v Frobenius-
konjugdlt osztalya, és a jele ®, = @, 1 /.

A Frobenius-konjugalt osztaly a prim eldgazasi tulajdonsagaitol fiigg: a
klasszikus példankban a 4k + 1 alakd primek szétesnek, tehat ky ~ k,, igy
®, = {id}. A 4k + 3 alakd primek nem esnek szét, tehdt a ky |k, bovités
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masodfokd, és @, a Gal(Q(7)/Q) ~ Z/27 generitor elemét tartalmazé kon-
Jugalt osztaly.

Nekiink a v € Vg, primek K,,-beli elagazasi tulajdonsagaira lesz
sziikségiink. Legyen V' egy v feletti prim. Ekkor g = @,y € G, természetes
moédon GLo(Z/mZ) egy eleme. g hatdsa az m-torziépontokon a definicid
szerint a véges test g-Frobeniusa, tehdt pontosan akkor van m-torziépont
E, (k,)-ben, ha g-nek sajatértéke 1. Masrészt g hat F,-n is, és hasonlé médon
E,(k,) = Ker(g — 1). Egész pontosan le lehet irni, hogy melyik elem ®,,/,
nekiink azonban elég lesz a kovetkezd két tulajdonsdga. A determindnsa
kongruens ¢%°(*)-vel modulo m, és a nyoma Osszefiiggésben van a gorbe
pontjainak szdmdval: tr(g) = a, = ¢?°¢®) + 1 — |E,(k,)| (mod m).

Legyen most L|K véges Galois-bovités, amelyik k véges test felett defi-
nidlt sima projektiv gorbék Galois-fedésébdl jon (ndlunk mindig ilyen lesz,
legtobbszor L = K, valamely m-re), és G = Gal(L/K). Ekkor a primek
véges S halmazdn kiviil a tobbi nem eldgazd, legyen |S| = X, deg(v).
Legyen c az a szdm, hogy az alaptest algebrai lezartja L-ben k c foki

s

bovitése, és legyen tetszdleges n € N-re és C' C G konjugdlt osztdlyra
w(n,L/K,C) =#(v € Vk(n)\ S|P, = C).

A Kklasszikus esettdl eltérden, adott n-re nem feltétlen fordulhat el6 min-
den konjugdlt osztaly Frobenius-osztilyként, hiszen ha ¢ 1 n, akkor az
x +— x" nincs is benne Gal(ky /k, )-ben.

1. Tétel (Csebotarev strtiségi tétel, [11] Theorem 2). Ha ¢ t{ n, akkor
w(n, L/K,C) =0, kiilénben

c-|C]

W(n,L/K,C)—m

Vi (n))|

1/2 ¢ 18|
<21c1? (Bgx + o+ DISHE—+ D1 + 151,

ahol gx a K test (és a megfeleld projektiv gorbe) génusza — K = F,(T')
esetén 0 — és p bizonyos K-t6l fiiggd konstans. (p L-t6l valo fiiggetlensége a
p < 5 esetben a [4] Section 2-ben van bizonyitva.)

Ez pont azt allitja, hogy a lehetséges konjugalt osztdlyok nagyjabdl a kon-

ol

Jugdlt osztaly méreteivel ardnyos strtiséggel fordulnak el6. A hibatag sokkal
jobb, mint a klasszikus esetben, ott csak 0(¢")-t tudunk mondani. A K,,|K

bévitésekre | S| becsiilhetd a nem sima redukciéji v € Vi \ Vi, i értékelési
helyek fokszamosszegével, ekkor a hibatag O (|C|*/2¢"/? /n).
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3. Ciklikussag

El6szor azt nézziik meg, hogy a redukdlt gorbék pozitiv stirliséggel cikli-

kusak-e — ez nyilvan sziikséges feltétele annak, hogy A, generator legyen.

Jeloljik O (E/K)-val a {v € Vg x|E,(k,) ciklikus} C Vi x halmaz
strtiségét (meg fogjuk mutatni, hogy ez 1étezik).

E,(k,) csoportja pontosan akkor ciklikus, ha semelyik ¢ # p primre
E,[0] ~ (Z/VZ)* nem részcsoportja. Tovabba E,[m] ~ (Z/mZ)? pontosan
akkor van benne E, (k,)-ben, ha a &, g, /i Frobenius-konjugalt osztly az
identitas.

Igy egy egyszerii szitdval a kovetkez6t kapjuk:

#(v € Vg/k(n)|E,(k,) ciklikus)
=Y um)# (v € V()| Ey[m] < Ey(k.))
ptm

A szitanak nagyon kevés tagja nem 0, mert Hasse tétele szerint m? <
q" + 2q"/ 2 + 1 kell legyen, azaz m < q”/ 2 4+ 1, és rdaddsul a Csebotarev-
tételben csak akkor nem 0 a kapott stirliség, ha ¢ = ¢,,|n, azaz ha m|q¢" — 1
(ez lényegében a Weil-pérositds). A maradék tagok pedig

#(v e V(E/K,n)|E,(k,) ciklikus)
= > pm)# (v eV(E/K n)E,[m] < E,(k))
m<g/241
Tﬁlq”—{
n n/2
m)cm
5 (u( )emq +OE<q >>
g1 |G| -1 n
m|g"—1
m)ord,,(q)q" (1/2+e)n
-y pmordm(@)a” ) (q .
/o |Gl -1 n
mlgn—1

Példaul ha ¢ = 2 és 2" — 1 Mersenne prim, akkor csak az m = 1-nek
megfelel6 tag marad, tehat az Osszes redukalt gorbe ciklikus. Ezek alapjan
2. Tétel ([2] Theorem 1, p < 5-re [4] Theorem 1).

qn q(1/2+€)n
‘#(V € Vi/k(n)|E,(k,) ciklikus) — 6o (E/K,n)—| < Op, (),
n n
—®
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ahol dca(E/K,n) = Y,m-1 %. Ezek segitségével standard

modon kiszamolhato a Dirichlet-siiriiség:

Saa(BJK) = 3 M)

(m,p)=1 ’Gm‘ .

Itt nem kapunk szorzatalakot, mert a (G,,-ek rendje nem multiplikativ:
véges sok (-t6l eltekintve ugyan G, ~ GLy(Z/(Z), de a skalarbGvitések
a véges test ordy(q) rendli bovitései, amik nem fliggetlenek. (A geometriai
bdvitések véges sok primtdl eltekintve viszont fiiggetlenek.)

Ha az I/ gorbe csoportja nem ciklikus — tehét ha tartalmaz torziépontot,
akkor a redukcié csak akkor lehet ciklikus, ha a pont képe az Gj gorbe
egységeleme, ami viszont csak véges sokszor fordulhat el6. Tehét ilyenkor
dein1 (F/K) = 0. Meglepd médon maskor is lehet a Dirichlet-stirtiség O:

3. Allitas ([4] Theorem 2). J(E/K) = 0 <= 6.a(E/K,1) = 0. Le-
gyen K rogzitett, ebben az esetben pontosan akkor létezik olyan E elliptikus
gorbe, aminek a csoportja ciklikus és S0 (E/K) = 0, ha ¢ — 1-nek legaldbb
3 primosztdja van.

4. Négyzetmentes elemszam

Ebben a részben azt vizsgdljuk meg, hogy mikor lesz | E, (k, )| négyzetmentes
— pontosabban | F,, (k, )| p-hez relativ prim része (amit | £, (k, )|’-vel jel6liink)
négyzetmentes. Jeloljiik a megfeleld Dirichlet-stiriséget 0y, (E /K )-val.

Ha azt akarjuk leirni, hogy p? mikor osztja |E, (k,)|-t, akkor egy mdsik
(nem K,,|K alaki) testbvitést kell vizsgalnunk. Ett6l az egyszerliség
kedvéért most eltekintiink, (Z/pZ)?* tgysem lehet részcsoportja a redukaélt
gorbének — tehét az elébbinél erdsebb feltételiink van, amit szintén le lehet
irni bizonyos Frobenius-konjugalt osztalyokkal:

Ha (m,p) = 1és g = @,k _,/x, akkor m?||E,(k,)| <= m?|det(g) —
tr(g) + 1 = 0 (mod m?). Az ilyen konjugélt osztdlyokat konny( megtaldlni:
legyen

€)= {g € GLy(Z/m?Z)| det(g)
= ¢" (mod m?), det(g) — tr(g) + 1 = 0 (mod mz)}.
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Ekkor ¢ # p primre
‘C(") I EAEAS ha ¢" # 1 (mod /),
1T A+ 3 —12 hag"=1(mod/).

Osszessegeben ’C 2)’ < m g1 + 1/0) = O(m*loglogm) és

‘ mz ‘G,EZQ = O(m~%loglogm), ahol
GEZQ) = {g € G2|det(g) = ¢" (mod m?)}.

Fontos kiilonbség a ciklikus esethez képest, hogy itt nincs oszthatdsagi
feltétel m-re, tehat a szitdban joval tobb tagot kapunk, ezért a nagy m-ekre
mas becslést kell alkalmazni. Ezért osszuk ketté a szita tagjait egy késdbb,
optimélisan megvélasztott y-nal:

# (V € Vg/x(n)||E, (k)| négyzetmentes)
= X plm) - # (v € Vi (n)[m?|| o ()]
m<q/241
(m,p)=1
= > plm) - # (v € Vigy(n)|[m?|| By (k)]
(gt
+O| > #(veVexm)|m|E,(k))
y<m§q"/2+1
(m,p)=1
=: Sto + Shiba-
Az elsd részre a Csebotarev-tételt alkalmazva:
= > pulm (V € Ve/r(n)|®ux_,/x C 07(:32))
(g1
OI‘dm2 ‘O(n qn
(m,];)=1
(n) 1/2 qn/
+0 3 s
m<y n
=1 (mod ord, 2(q))
—®
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‘Ordm2(Q) ' Cfnnz) loglogy q"
= p(m) + Og <> L
g;l |G| Yy n
(m,p)=1
n/2,3 log 1o 1/2
+OE<q y’(loglog y) )
n
A nagy m-ekhez tartozé tagok becsléséhez azt hasznaljuk, hogy a re-
dukalt gorbék elemszama nemcsak véges sok féle lehet (a Hasse-tétel szerint
" —2¢""*+1 < |E,(k,)| < ¢"+2¢"/*+1)), hanem ez a véges sok lehet&ség
tobbé-kevésbé egyenletesen oszlik el (az igazsig az, hogy van néhany érték,
ami nagyon kevésszer szerepel, és a ¢ + 1-hez kozeliek gyakrabban fordul-
nak el6 az atlagosndl), €s van egy hasznalhat6 becslésiink az adott elemszamu
gorbék szamadra:
4. Tétel ([12] Theorem 2.8, [3]).
#(v € Vg (n)|a, = a) = Op(q"*n?).
It a konstans igazdbdl csak j(E) fokszdmdtdl fiigg.
Igy v-ket az a = a,, szerint szétvélasztva
Shiba = O Z Z 7 (V € Vi/k(n)|a, = a)
la|<2¢™/2 y<m<qn/241
m2|gn—a+1
_ OE Z Z qn/2n2
lal<2q™/? y<m<qn/241
m?2|q"—a+1
n/2 n,,2
q qamn
= Og 61"/2712 — :OE< >
y; m? y
Ezek alapjan az y ~ ¢"/® - n®/* vélasztassal azt kapjuk, hogy
5. Tétel ([3]).
# (1/ € Ve/k(n)||Ey (k)| négyzetmentes)
—®
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q" 7 5
= 5nm E Ka — ) "ona )
(E/ ”)n+ E(CF‘ n)
ord, 2(q)- ‘ Ci:g _
ahol 6, (E/K,n) = > u(m) 6] . Tovdbbd ha C,> =
m> m?2
(mp)=1
> ’07(52) , akkor
1<n<ord, 2(q)
Co2
onm(E/K) = Z p(m) Gl
m>1 ‘ m2 |
(m,p)=1
5. A Lang-Trotter-sejtés
Most mér az eredeti kérdést vizsgaljuk: hogy milyen stirliséggel lesz egy pont
képe generétor.

Legyen A € E(K) rogzitett, m € N-re E[m'A] = {B € Elm - B =
A} C FE és A,, € E[m 'A] egy kivalasztott pont. Tekintsiik az aldbbi
testbSvitést: Lo, = K(E[m], E[m~'A])|K, ahol megint a megfelel§ pon-
tok koordinétdival bévitjiik K-t.

Ha A nem torzidpont, akkor majdnem minden ¢ primre

HA’g = Gal(LAl/K) S AHQ(Z/@Z),
ami E[(7'] ~ (Z/l{Z)* eltoldsainak T4, csoportjdnak bdvitése Gy-lel. Ha
természetes modon hat E'[¢~! A]-n az affin csoport részcsoportjaként: minden
eleme reprezentilhat6 egy (v, 7) parral valamely v € Gy-re és 7 € Ty 4-re,
ekkor egy B € E[(~!]| pontra (v,7)B = By + y(B — By) + 7.

Ha ¢ olyan, mint az elSbbi bekezdésben, akkor v € Vg k(n)-ra pon-
tosan akkor lesz (A,) < FE,(k,) indexe oszthat6 az /(-lel, ha (y,7) €
<I>,,7LA’Z/K C H,yra vy féligegyszerd, sajatértéke 1, és ha v # id, akkor
7 € Im(y — 1). Jeloljiik ezen elemek halmazat D 4 ,-lel, tovabba DE@ =
{(n,7) € Day|det(y) = ¢" (mod ¢)}. Ekkor

‘D(") AR AS ha ¢" # 1 (mod /),
AT B+ —1, hag*=1(mod /).

Az elgbbihez hasonléan | D'} | = O(m? loglogm) és | DY), |/|H),| =
O(m~2loglogm), ha HXLZ” ={(v,7) € Ham|det(y) = ¢" (mod m)}.

—
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A gond az, hogy itt még sokkal tobb tag van a szitdban, mint az el&bb, hi-
szen most m elvileg akdr ¢" +2¢™/? +1 is lehet. Viszont ha m nagy, akkor A,
rendje (amit most k-val jeloljiink) kicsi, hiszen legfeljebb |E, (k,)|/m, ami
nem sokszor fordulhat el&: az kell, hogy v(x(k-A)) < 0legyen, ez pedig egy
nyilvdnval6 becsléssel O(k?) esetben fordulhat €18, tehdt O(x?) esetben lesz
A, rendje legfeljebb . igy tehdt az m > ¢*/*>™ tagok elintézhetdk. Sajnos
egy pontra nincs jobb becslés, és a maradék tagok is tul sokan vannak, mert
a Csebotarev-tételben a hiba Q(¢"/?) nagysagrendf, tehat igy nem juthatunk
eredményre.

Amit lehet csindlni, hogy A helyett tobb, fiiggetlen pontot vesziink,
mondjuk r darabot, €s az altaluk generalt > racsot nézziik. Ekkor a Néron—
Tate-parositas szerint 2-ban nem lehet til sok kis magassagu pont €s ennek
kovetkezményeként

6. Allitas ([5] Lemma 14).

> deg(v) = Ox (x(r“)/’") .

Z/EVE/K
1<z

Itt a jobb oldal 3. reguldtordtol fiigg.

Tehat minél nagyobb ¥ racsunk van E(K)-n, a képérdl anndl erGsebbet
tudunk mondani: ha 7 rangi, akkor az m > ¢**/("+?)-nél nagyobb tagokbdl
legfeljebb o(q" /n) van.

Legyen S azon primek (véges) halmaza, ahol valamelyik A € ¥ ge-
nerdtorra Gal(K(E[(], E[{"'A]) nem olyan, mint a fenti, dltaldnos eset-
ben (igazdbdl ezek koziil néhdnyra nem is feltétleniil van sziikség). Es ke-
ressiik azokat a v € VE/K(n) primeket, amikre >, mér tartalmazza az
E,(k,) S-beliekhez relativ prim részét, és az ilyenek halmazat jeloljiik
VLT(E/K, Z, n)—nel.

Ha m-nek nincs S-beli primosztdja, akkor

Hs = Gal(K (E[m], E[m ™'Y/ K) ~ (Z/(Z)* % Gy

Az el6bbiekhez hasonléan a megfeleld konjugélt osztilyok azok, amik min-
den generator elemre megfelel6k. Az értelemszerd jeloléssel |D(2"% =ty
1 — 0" ha g™ = 1 (mod ¢), és (772 + ("1 kiilonben.

Ahhoz, hogy a mddszeriink miikodjon, tovabb kell finomitani a becslése-
ket:
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e Ha m Kkicsi, akkor a szokdsos érvelést hasznaljuk. Mivel itt a
testbdvités nem K,,|K alaku, a Csebotarev-tételben sokkal rosszabb
hibat kapunk, tigyhogy ez csak az m < Cn esetre haszndlhato.

e Ha m kozepes (Cn < m < Dq"/°/n), akkor egy olyan becslést
haszndlunk, ami r + 1 kiilonb6z6 teljesen szétesési feltételre bont-
ja szét az eredeti konjugalt osztdlyos feltételt, és erre haszndljuk a
Csebotarev-tételt — a kis m-ekre ez elrontana a f6tagot.

e Az Dg"°/n < m < Dqg"° - logn eset kezelhets a primszdmtétel
megfeleld alkalmazasaval.

Igy, ha > 10, akkor az eddigi bizonyitési séma miikodik.

Az érvelést még lehet erdsiteni: ehhez azt az L testet érdemes nézni,
ami egy egyenes stabilizdtordnak felel meg G,,-ben, tovdbba az Ly, ,, =
L(E[m], E[m~'¥])|L bovitést. Ez nem normalis bdvités, ligyhogy ebben
sokkal bonyolultabbak a primek eldgazési tulajdonsdgai. De ha v € Vg/k
€s D, 1, ,./k € Cs m, akkor v felett van egy megkiilonboztetett 7 < L prim,
ami segitségével hasonlé médon ¢™/*log n-ig fel lehet vinni a becslést, igy
az r > 6 eset kezelhetd. Egyelore ez a legtobb, amit tudunk:

7. Tétel ([8] Theorem 1). Ha E /K elliptikus gorbe, j(E) ¢ k, és Y. < E(K)
rdcs, aminek a rangja legaldbb 6, akkor létezik a primszdmok egy véges S
halmaza, amire av € Vi i (n) primek pozittv részére ¥, tartalmazza E, (k)
S-beli primekhez relativ prim részét. A fenti jelolésekkel

Vir (E/K,Z,m)| = our(B/K, )% + 0 (qn) ,
Do
ahol opr(E/K,n) = ¥ u(m)‘H;l ‘.Es inf (6,7(E/K,%,n)) > 0.
m=1 om| "

6. Egy Kkriptografiai alkalmazas

Véges test feletti elliptikus gorbéket hasznalnak bizonyos nyilvanos kulcsu
titkositési eljarasokban (pl. ECDH, ECIES, [1] Section 3.3 és 5.1). Ez az el-
liptikus gorbés diszkrét logaritmus probléman alapszik: Ha £, /F» egy ellip-
tikus gorbe, akkor egy pont m-szeresét gyorsan és hatékonyan lehet szdmolni
(még ha n és m nagyok is), viszont egy pont m-ed részét ugy tlinik, hogy
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altalaban elég nehéz. Ez meglehet6sen hasonlit a klasszikus diszkrét loga-
ritmus problémadra, amin az RSA alapszik. Az elliptikus gorbés kddoldsok
eldnye az RSA-val szemben, hogy ha nyilvanos kulcsu kodot csinalunk,
ugyanakkora biztonsaghoz elég joval kisebb kulcsokat hasznélni.

Roviden mutatunk egy példat egy kédolasi sémara:

Ha Aliz szeretne Bobtdl titkos lizeneteket kapni, meg kell adnia egy véges
test feletti £ elliptikus gorbét (vigyazni kell, mert nem minden gorbe ,,biz-
tonsagos”™), és azon egy Ay pontot, aminek a rendje n. Aliz titkos kulcsa egy
1 < d < n természetes szam, a nyilvanos kulcs () = d - Ay.

Bob iizenete egy M € FEj pont (vannak olyan algoritmusok, amelyek
természes szdmokhoz a gorbe pontjait rendelik hozzd), aminek tovabbi-
tasahoz vdlaszt egy 1 < k < n véletlen szamot, és az (M; = M + k - Q,
M, =k - Ap) pontpart kiildi tovabb Aliznak.

Ekkoraz S =d- My =d-(k-Ay) =k-(d-Ay) = k- Q pontot csak
Aliz és Bob ismeri, ennek segitségével Aliz konnyen megfejtheti az lizenetet:
M=M —-S=M —d- M.

Lathat6, hogy olyan Ay pontot érdemes vélasztani, ahol az (Ay) < Fjy
részcsoport indexe kicsi (a gyakorlatban legfeljebb 4). Viszont ahogy l4ttuk,
az RSA-val ellentétben, adott Fjy-ra nem biztos, hogy van ilyen pont —
mivel Ej csoportja nem feltétlen ciklikus (mint a modulo p redukalt ma-
radékosztilyoké). De az eddigi eredményeink alapjan

8. Allitas. Ha n elég nagy, akkor az IF, feletti elliptikus gorbék legaldbb
negyedének a csoportja ciklikus.

Bizonyitds. Tekintsiink most egy olyan K = F (T") felett egy olyan E ellip-
tikus gorbét, amire j(FE) = T'. Ilyen példaul az

36
178 7' 178 T
affin egyenlet altal definialt elliptikus gorbe. Ekkor az FE, redukélt gorbék
v € Vg/k(n)-re azok a gorbék, ahol 7" helyére I, elemeit helyettesitjiik be,
és ahogy lattuk, ez 1ényegében az [ feletti elliptikus gorbéket (illetve azok
felét) adjdk meg.

Tehat ha 0.0 (E /K, n) pozitiv, akkor az [F» feletti elliptikus gorbék egy
pozitiv hanyaddra a gorbe csoport ciklikus. Igusa tétele szerint erre gorbére a
geometriai bévités mindig maximadlis ([9], Theorem 4), igy a2} tétel szerint

SaalB/Kom) = 3 ) = 5 )

(geom)
m|gn—1 m|gn—1 |Gm |

E/K :y* +ay =2°+
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S

1 p’—Dp
> l———— | ~0,788 - —~— > 0.5.
g( Wz_l)) p»—p—1

Ez elég az éllitasunkhoz. ]

Ha a Lang-Trotter-sejtés igaz lenne, akkor arrdl is tudndnk valamit mon-
dani, hogy egy adott A € FE pont képe mekkora valdszintiséggel lenne jo
Aliz A, pontjanak.
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A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsdga a
2016. évi érmet Simon Karolynak itélte oda.

Indoklas:

Simon Kdroly a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem Ma-
tematika Intézetének egyetemi tandra, a fraktadlok elméletének vezetd ku-
tatdja.

Szegeden szerezte matematikusi oklevelét. Valods fiiggvénytani kutatasait
Totik Vilmos vezetésével kezdte, majd Laczkovich Miklds irdnyitdsaval a
folytonos fiiggvények iterdcidival foglalkozott. Kandidatusi dolgozatat Ma-
jor Péter — €s részben M. Jakobson — vezetésével a dinamikai rendszerek és
fraktdlok elméletének hatarteriiletén folytatott kutatdsaibdl irta. 2007 6ta az
MTA doktora.

Legtobbet idézett dolgozataban 1995-ben Mark Pollicottal kidolgoztak a
transzverzalitdsi modszert a fraktalok elméletében, amely azo6ta az elmélet
egyik klasszikus eszkozévé valt. Tobbek kozott ezt a modszert hasznalta Bo-
ris Solomyak egy 60 évig nyitott Erdés-probléma, a nevezetes Bernoulli-
konvoluicié-sejtés megoldasara. F& érdeklddési teriilete a kaotikus rend-
szerek attraktoraiként el6allo fraktalok tort dimenzidjanak meghatirozasa.
Michat Ramsszal k6z6s munkdiban a fraktdlperkoldciok geometridjanak
elméletében ért el jelentSs eredményeket. Az utébbi években bekapcsolddott
a komplex halézatok és az internet forgalmanak matematikai eszkozokkel
torténd vizsgalataba.

Jellemzden szamos kiilfoldi tarsszerzével dolgozik, és — mint a fraktalok
elméletének vezetd kutatdjat — sokat hivjak meg vezetd kiilfoldi egyetemek-
re, kutatéintézetekbe. Munkaira, el6adasaira jellemzd az energikussdg. A
matematikai problémakat elhivatottan és gondos precizitdssal kezeli. Tanitott
gimniziumban, a Miskolci Egyetemen. 1999 6ta oktat a BME-n. 2012 6ta a
Sztochasztika Tanszék vezetbje, 2017-t61 egy MTA kutatocsoportot is vezet.
Tobb évet toltott két igen rangos kiilfoldi egyetemen (University of Washing-
ton, University of Warwick).

Simon Kéroly egyetemi oktatoként is példaértéki és igen eredményes.
Komoly figyelmet fordit tanitvanyaira, akik mind szakmailag, mind emberi-
leg sokat kapnak t6le. Hallgatdit arra sarkallja, hogy egyszerre foglalkoz-
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zanak magas szinvonali elméleti kutatdsokkal és ezzel parhuzamosan al-
kalmazott matematikaval. Sziviigye, hogy didkjai — az igényes €s magas
szinvonali kutatomunka mellett — j6l megtanuljanak tanitani is, valamint
konferencidkon el6adni. Ennek eredményeként tanitvanyai igen sikeresek,
kiemelked6en rangos éllasokat, posztdoktori 0sztondijakat szereznek, mint
azt az alabbi példdk is mutatjak.

A témavezetésével doktori fokozatot szerzett Barany Baldzs egy évig a
Lengyel Tudomanyos Akadémia Matematikai Intézetében, majd mastél évig
a dinamikai rendszerek elméletében kiilondsen erds University of Warwic-
kon volt vendégkutatd. Posztdoktorként két évet a Banach Centerben, nyolc
hoénapot a Hebrew Universityn toltott. Nemzetkozileg igen j6l ismert, ma-
gasan jegyzett kutat6. Komjathy Jalia doktori fokozata megszerzése utan az
Eindhoveni Miiszaki Egyetemen kapott dllast. Mora Péter végzése utan a
Morgen Stanley Researchnél helyezkedett el. Kolossvary Istvan, akinek dok-
tori eljarasa folyamatban van, tobb értékes fiatal kutatoi dijat nyert. Tovabbi
két doktorjeldlt é€s egy harmadéves doktoranduszhallgaté munkdjat irdnyitja.

Beke Mané-emlékdij

A 2017. évi Beke Mané6-emlékdij Bizottsag koriiltekinté mérlegelés utan
az alabbi hatarozatot hozta: a Beke Mand-emlékdij els6 fokozatat Katz
Sandor, a masodik fokozatit Arvainé Libor Ildiké, Bere Laszléné, Feny-
vesi Maria, Jakucs Erika, Stallenberger Jozsefné, Szomédi Zsuzsanna
¢és Tothné Berzsan Gabriella kaptak.

Indoklasok:

Katz Sdndor a szegedi Jozsef Attila Tudomédnyegyetem matematika-
fizika szakan szerzett kozépiskolai tanari oklevelet 1973-ban. Azo6ta a Bony-
hadi Pet6fi Sandor Evangélikus Gimnazium és Kollégium tandra. Els6 pub-
likaciéi a fliggvények tanitdsanak modszertandval foglalkoztak. EbbSl a
témabol irta doktori disszertaciéjat 1985-ben, és ezzel a kérdéskorrel fog-
lalkozik a Tankonyvkiadonal 1988-ban megjelent els6 konyve is.

Jelent6s eredményeket ért el a tehetséggondozdsban, tobb mint 70 ta-
nitvanya lett dijazott orszdgos €s nemzetkozi versenyeken. A tehetséggon-
dozas és a matematika modszertan kérdéseir6l 100-nal tobb el6adast tartott
orszdgos szakmai rendezvényeken. Az Erdés P4l Matematikai Tehetséggon-
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doz6 Iskola alapité tanara, 2014-t6] a Pannon Egyetem cimzetes egyetemi
docense.

Hat szakkonyve €s feladatgy(ijteménye, illetve 27 szakmai cikke jelent
meg. Szakirodalmi CD-t készitett, amely tobb ezer szakkonyv és cikk adata-
it és 200 olvashat6 cikket tartalmaz. Legutébb 2016-ban jelent meg Jdtékos
matematika ciml konyve. Az Arany Janos Tehetséggondozé Program ke-
retében a hétranyos helyzetl tanulok tehetségfejlesztéséhez tantervet és fel-
adatgyljteményt allitott 0ssze. Részt vett a kerettanterv kidolgozdsban.

1988-t6l 2012-ig Tolna megyei matematika szaktandcsadd, 1995-t6l
2015-ig a magyarorszdgi evangélikus iskoldk matematikai szaktandcsadoéja.
2000-t81 az Arany Janos Tehetséggondozé Program matematika tantargyfe-
lelGse.

Tobb mint 30 éve szervezi a megyei €s regiondlis versenyeket, szak-
koroket, ill. 16 éve az AJTP matematikaversenyét. Iskoldjaban elészor a
4 évfolyamos, majd a 6 osztidlyos emelt szintl (heti 5 6rds) helyi tan-
tervet és ezekhez szakmai anyagokat dolgozott ki. Karolyi Karoly 4lta-
lanos iskolai szaktanacsadoval egyiitt a megye és a régid tanuldi €s tandrai
szamara mintaértékl tehetséggondozo rendszert alakitottak ki versenyek-
kel, szakmai programokkal, és ezek miikodtetéséhez alapitvanyt hoztak
1étre. Iskoldjaban is a matematikai tehetséggondozas segitésére 1étrehozott
alapitvanyt vezeti. Az elmult tiz évben toébb mint 20 milli6 forintot si-
keriilt kiilonb6z6 szponzoroktdl bevonnia a helyi €s regiondlis matemati-
kai tehetségfejlesztés tdimogatdsaba. Meghatdrozé szerepe van abban, hogy
a Bonyhadi Pet6fi Sdndor Evangélikus Gimnazium matematikabdl az orszag
egyik legeredményesebb, leginnovativabb iskoldja. 2011-ben megszervezte
a XX. Nemzetkozi Magyar Matematikaversenyt.

2005-t6l a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Oktatdsi Szakosztalyanak
alelnoke, az elmult tanévben tagja volt az MTA Matematika Kozokta-
tdsi Munkabizottsagdnak. Aktivan részt vesz a matematikatanitds és tehet-
séggondozds eredményességének novelését célul tliz6 tevékenységekben.
Fontosabb elismerései: Beke Mandé-dij II. fokozat, Ericsson-dij, Graphisoft
Dij, Récz Tandr Ur Eletmiidij.

Katz Sandor hosszabb id6n 4t végzett kivalo €s eredményes matematikai

22 2

neveld-oktatd munkdjért a Beke Mand-emlékdij I. fokozatdban részesiil.
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Arvainé Libor Ildiké a Szegedi Tudomanyegyetem Juhdsz Gyula Gyakor-
16 Altalanos Iskoldja, Alapfokd Miivészetoktatasi Intézményének szakvezets
tanitdja, szakvezetd tandra.

Altaldnos iskolai tanit6i diplomdjat Bajan, az Eotvos J6zsef Tanitoképzd
Foéiskolan szerezte 1989-ben. Foiskolai tanulmédnyai sordn két teriilet-
re forditott kiemelt figyelmet: a matematikatanitdsra és a gyermek- és
ifjusagvédelemre. 1991 augusztusatol a Juhasz Gyula Tanarképz6 Foéiskola
Gyakorl6 Iskoldjdban kis felmend rendszerben 3. és 4. osztilyban tanit.
Villalta a nem szakrendszer(i oktatds keretében az 5. és 6. osztdlyban is a
matematika tanitasat azért, hogy személyesen megtapasztalhassa, mi okoz
nehézséget a tanuloknak az alsoé és felso tagozat kozotti &tmenetben. 2001-t61
szakvezetd tanitoként és tandrként dolgozik az intézményben. Hittel vallja,
hogy szakvezetdként személyes példaadassal lehet és kell hitelesen segiteni
a hallgatok pedagdégussa valasat.

Kezdett6l fogva nagy gondot fordit az onképzésre, folyamatosan torek-
szik a legujabb szakmai, modszertani ismeretek megszerzésére. 2008 és 2010
kozott elvégezte a Szegedi Tudomdanyegyetem Bolcsészettudomédnyi Karén
a Pedagdgiai értékelés és mérés tandra mesterszakot. Az igy megszerzett is-
mereteit tobb szinten is hasznositja, hiszen az iskoldjdban a diagnosztikus
mérések €s a kompetenciamérések eredményeinek elemzése az 6 feladata,
illetve a pedagdgiai értékelési szakértd hallgatdk is néla toltik gyakorlatukat.
Az SZTE Neveléstudomanyi Intézet felkérésére a matematika diagnosztikus
teszt online feladatait lektordlta 2011-t61 2015-ig.

2001-t61 kezd6dden a Mozaik Kiado felkérésére kornyezetismeret €s ma-
tematika tankonyvcsaldd kidolgozasdban vett részt, amelyhez mdédszertani
segitségként kézikonyvet irt, €s egy applikacids eszkozoket tartalmazé doboz
kidolgozasaban is részt vett. Ezen feladatok kapcséan az elmult évtizedben na-
gyon sok iskolaba jutott el, ahol médszertani el6adasok keretében adhatta 4t
masok szdmara is hasznosithat6 sajét tapasztalatait.

Az elmult 15 évben a févarosban és az orszdg legkiilonboz6bb részein
szamtalan eldadést tartott az alsé tagozatos matematikatanitds kiilonb6zo
teriileteir6l és lehetOségeirdl, a valtozatos munkaformdktdl a mozaBook
hasznalatén, a tevékenykedtetésen alapul6 matematikai fogalomalkotdson at
a kompetencidk fejlesztéséig.

Arvainé Libor Ildiké hosszabb idén dt végzett kivald és eredményes ma-
tematikai nevel6-oktatdo munkdjaért a Beke Mano-emlékdij II. fokozatdban
részesiil.
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Bere Laszloné a Ceglédi Szakképzési Centrum Kozgazdasagi és Infor-
matikai Szakgimnaziumdanak matematikatanara, aki feladatokat vallald, jol
teljesit6 és elhivatott pedagdgus. Kedves, kozvetlen, segitokész személyiség,
aki tor6dik munkatarsaival €s tanitvdnyaival is. Szabadidejét is szivesen
aldozza tanitvanyaira, egy-egy versenyre valo felkésziilés (szombati napon
is), vagy éppen felzarkéztatas érdekében.

Tehetséges, matematika irdant érdekl6dd tanuldkkal szakkori és egyéni
felkészitéseken foglalkozik, igen eredményesen. A Pest megyei Matematika-
versenyen tanuldi évek 6ta az els6 harom helyezett kozott végeznek. 2007—
2011 kozott a szarnyai alé vett hatranyos és halmozottan hatranyos helyzeti
tanuldkkal — sziil6i motivacidk hidnyanak ellenére is — kitlind eredményeket
ért el. A tavalyi tanévben két tehetséges didkot kapott a tizenegyedikes
emelt szintli matematikacsoportjaba. Sikeres felkészitésének eredményeként
mindkét fid részt vett az OKTV dont6jében is, kiemelked6 eredménnyel. Ti-
zenkettedikesként is ott voltak a dontSben.

Nyaranta folyamatosan részt vesz a Ratz Laszl6 Vandorgytilésen, az
itt megismerteket kollégdinak tovdbbadja, munkdjaba beépiti. Folyamatos
megujulasra képes, 2009-2010 ota gyarapitja iskoldja kompetencia alapon
oktatd matematikatandrainak sorat. A mentorképzésen megszerzett ismere-
teit mas iskoldk tandrainak is at tudja adni. Munkako6zossége aktiv tagjaként
segiti a beiskoldzast a nyolcadikosok matematikai felkészitésével.

A 2015-6s kétszintl érettségi induldsa Ota javit €s vizsgaztat emelt
szinten matematikdbol, és mindezt vissza is forgatja az emelt szintd
felkészitéseibe, igen nagy sikerrel.

2014 nyaran matematikabdl szaktandcsadoéi képzést végzett, amelyen ke-
resztiil jabb lehetdséget kapott a fiatalabb kollégdk segitésére, a szakmai-
modszertani tapasztalatok tovabbadasara.

Kiemelked6 szakmai tuddsat bizonyitja az is, hogy éveken at tanitott ma-
tematikdt a Gdbor Dénes Féiskola ceglédi kihelyezett tagozatdn. Eletét hi-
vatdsanak és iskoldjanak szenteld, pluszfeladatokat is szivesen véllald, oktatd
€s nevel6 munkdjat kimagasl6 szinvonalon végzd pedagdgus.

Bere Laszoné hosszabb id6n at végzett kivalo €s eredményes matematikai
nevel§-oktaté munkdjiért a Beke Mané-emlékdij II. fokozataban részesiil.

Fenyvesi Mdria 25 éve a Kastélydombi Altaldnos Iskola matematika-
kémia szakos tandra. Munkdjat mindennap kihivéasnak tekinti, alkot6-nevel6
munk4jat elhivatottsdggal végzi. Elkotelezett tovdbbaddja a természettudo-
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manyos gondolkodasnak, annak az elme pallérozdsira gyakorolt hatdsat
elsérendtinek tekinti. A pedagédgiai programban megfogalmazott céloknak
kivdléan megfelel, innovativ, mindig eléremutaté inditvdnyai vannak. A
tantargyat tekintve vallja: erds, biztos alapismeret, szorgalmas, preciz mun-
ka sziikséges ahhoz, hogy a matematikai, természettudomanyos kompeten-
cia kialakuljon. A tanitds tartalmdban mindig ligyel arra, hogy az ismere-
tek készséggé valhassanak, ordira jellemz6 a sokoldaly, kreativ feladatokra
€épiilo, feszes, de j6 hangulatd munka. Nyitott személyiség, a gyerekek tisz-
telik a matematika és kémia tantargyhoz val6 viszonyét.

Szakmdjanak magas szintl miivelésével, lelkesedésével és nagy gyer-
mekszeretetével mind a sziil6k, mind a kollégéi korében egyarant elismerést
vivott ki. Elterjedt nézet szerint kivételesen szerencsésnek érezheti magat,
akinek gyermeke Marika néni ,,szdrnyai al4 keriil” az iskola felsd tagozatan.
Tehetségiiket kibontakoztatva hozzaszoktatja ket a versenyzéshez, a preciz,
kitart6 munkédhoz. Lelkesedése atragad a gyerekekre, ami nélkiilozhetetlen
az aldozathozatalhoz, amivel a faraszté felkésziilés jar, ami nélkiil viszont
nincs eredményes versenyzés. A versenyeken részt vevd gyerekek Oridsi
elénye a tudason tdl az a versenyrutin, amire szert tesznek.

Hossza évekre visszamendleg — figyelembe véve tanitvdnyai orszagos,
megyei, teriileti vagy budapesti helyezéseit — nem lehet kétséges, hogy erén
feliil teljesit, és rendkiviili szakértelemmel all a versenyz6i mellett, hogy a
benniik rejl6 tehetséget felszinre hozhassa.

10 éve mar szakmai sikerei csucsan van. A Tandrnd mindig 1épést tart
a szakmai djdonsagokkal, rendszeresen jar mind matematikai, mind kémiai
tovabbképzésekre, és a hallottakat, latottakat — legyen az j tanitasi modszer,
feladat — igyekszik a tanitasba beépiteni. Innovativ tandar, aki nemcsak 1j uta-
kat keres, hanem rendkiviil széles kord, oridsi feladatgy(ijteményt alakitott,
alakit ki hosszi szakmai €letutja sordn, amely segiti a differencidlt oktatdsban
is.

Az iskoldban, szakkoron, tudoméanyos tdborban, otthondban is a matema-
tikatanitas népszerisitését végzi. Kiilon feladatok alapjan tesztel kollégékat,
didkokat. Kisérletez6 elme, j6l motivalja tehetséggondoz6 csapatat.

Fenyvesi Maria hosszabb id6n at végzett kivalo és eredményes mate-
matikai nevel6-oktat6 munk4djdért a Beke Mand-emlékdij II. fokozatdban
részesiil.

Jakucs Erika palyajat képesités nélkiili nevel6ként kezdte. Fels6foku
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tanulmanyait munka mellett végezte, 1989-ben a Budapesti Tanitoképz6
Féiskolan, 1992-ben az ELTE Tanarképzd Foéiskolai Kardn, majd 1996-ban
az ELTE Természettudomanyi Kardn kapott tanéri diplomat. Hét évig dolgo-
zott napkozis nevel6ként, majd ezutdn az ELTE Tanarképz6 Féiskolai Karan
tanitott. 2002-t61 a Dob utcai Kéttannyelvi Altalanos Iskoldban és a Fazekas
Mihély Févarosi Gyakorlé Altalanos Iskoldban is 6raadé volt. 2004-t61 a Bu-
dapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola tandra, 2008-tSl pedig a
mai napig az iskola vezet6tanara. Szakmai fejlédése érdekében jelenleg végzi
az egri Eszterhazy Karoly Egyetem gyakorlatvezetd mentortanir pedagégus
szakvizsgat ad6 képzését.

Jakucs Erika a kisérletezd, felfedezteté matematikatanitas lelkes hive.
Ordin sokszor épit a tanulok ©ndll6 munkdjira. Célja, hogy a gyerekek
ne csak tanuljak, hanem értsék és szeressék is a matematikdt. A tanuldk
érdeklddésének felkeltése érdekében kiilonbozd véltozatos eszkozoket,
moédszereket hasznal. Tervezett foliasorozatot, készitett szemléltetd eszko-
zoket, a tanitdsi folyamatba beépiti a szdmitdgépet is. Tehetséggondozd
munkdja sokrétl: vezet fOvarosi szakkort, tart évkozi tehetséggondozd
tdbort, nydri matematikatdbort, csoportvezetd a MaMuT-ban, részt vesz a
Kalmar Liszl6 Matematikaverseny feladatir6 teamjében. A Bolyai Csapat-
verseny teriileti fordul6janak szervezgje.

Jakucs Erika pedagdgusi, tanari tevékenysége sokoldald. A tanuldkkal
valo foglalkozdson kiviil fontosnak tartja a pedagogusok képzését, tovabb-
képzését, illetve a szakma megujuldsat is. Rendszeresen tartott kiilonb6z6
iskoldkban mddszertani tovabbképzéseket, ehhez kapcsolddva gyakran tar-
tott bemutat6 ordkat. A Fazekasban tartott 6rdi koziil tobbet videdra vett a
Sulinova. Tobbszor tartott el6adast a Varga Tamas Mddszertani napokon és a
Tanarklubban. Jelenleg részt vesz az MTA modszertani kutatasi projektjében.

Munk4janak elismeréseképpen 2012-ben a Graphisoft Alapitvany A Ma-
gyar Matematika Oktatdsért Dij-at, 2013-ban kivalo tehetséggondozo kate-
gbridban Bonis Bona dijat kapott.

Jakucs Erika hosszabb id6n at végzett kivalo és eredményes matematikai

s 2 2

nevel§-oktaté munkdjiért a Beke Mané-emlékdij II. fokozataban részesiil.

Statlenberger Jozsefné, a Nagymanyoki II. Rakoczi Ferenc Altaldnos Is-
kola tanitondje tobb évtizede kiemelkedd szakmai munkéat végez iskoldja-
ban és a régidban. A friss érettségivel rendelkezd Katalin a nagyményoki

didkotthonban kezdte meg palyafutdsit képesités nélkiili nevel6ként. Je-
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lentkezett a Kaposvari Tanitoképzd Féiskolara, melyet a munka mellett
parhuzamosan végzett el. A didkotthon megszlinésével az dltalanos iskolaban
folytatja munk4jat. A kezdetektdl fogva matematikat oktatott alsd tagoza-
ton. Feladatait 34 év 6ta elhivatottan és lelkiismeretesen végzi, abban a
meggydz6désben, hogy a gyermeki logika és kreativitas fejlesztésének kulcs-
fontossagu teriilete a matematika.

Stallenberger Jozsefné kezdeményezésére iskoldjdban bevezették az 1.—
6. évfolyamokon a matematika tehets€ggondoz6 szakkort, melynek keretén
beliil versenyel6készités folyik. Nemcsak az alsé tagozatos didkokkal, ha-
nem az egész iskola matematikdbodl tehetséges tanitvanyaival foglalkozik.
Szakkorein, versenyfelkészit6in valo részvétel élmény a tanuldk szamara.

Tehetséges didkjainak jelentds része a Bonyhadi Pet6fi Sandor Evangéli-
kus Gimnaziumban tanul tovébb, ezért Stallenberger J6zsefnét a gimndzium
2013-ban Lehr Andras-dijban részesitette.

Mivel évfolyamonként a heti egy o6ra szakkor kevésnek bizonyult a
tényleges felkészitéshez, a kollégand szabadideje terhére, délutanonként
tovabbi alkalmakat keritett a gyerekekkel valo foglalkozasra. 2006-ban
az ELTE Tanit6- és Ovoképz6 Kardn pedagégus szakvizsgdval bvitett
tanito, fejlesztési (differencidld) szakot végzett, majd 2007-ben a ,,Sindelar—
Zsoldos”-programmal ismerkedett meg a hatékonyabb képességfejlesztés
érdekében.

Novendékei sok sz€p sikerrel biiszkélkedhetnek. Nem véletlen, hogy eb-
ben a kisvarosi iskoldban a tanuldk tobb eredményt értek el, mint sok helyen
egy egész megyében.

Munkadjat megbizhat6sag, pontossig és alapossag jellemzi. Munkatarsai-
val szemben mindig nyitott és segit6kész. Szaktanacsadoként €s szakértGként
kérés nélkiil is segit a kollégaknak az Oket érintd pedagdgusmindsitések és
tanfeliigyeletek lehet6 legjobb eldkészitésében.

Tevékenysége messze tulmutat iskoldja keretein. Részt vesz versenyek
szervezésében, szakmai el6addsok tartdsiban. Tapasztalatait, mddszereit
szivesen tovabbadja az érdekl6dd kollégdknak. Tobb publikacidja is ezt a
célt szolgalja. Igazi példamutat személyiség.

Stallenberger J6zsefné hosszabb idon at végzett kivalo és eredményes
matematikai nevel6-oktaté munkdjaért a Beke Man6-emlékdij II. fokozata-
ban részesiil.
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Szomddi Zsuzsanna a Bem Jézsef Ovoképzdben szerzett kitling érettségi
utdn a Tanitoképz6 FoOiskoldn folytatta tanulmédnyait. Nem volt kérdés
szamdra, hogy a diploma megszerzése utdn 1988-t6l mint tanitoné kezd-
je meg élete Gj szakaszit. Az Aldds Utcai Altaldnos Iskoldba keriilt, ahol
nagyon j6 kapcsolatot alakitott ki a didkjaival és a kollégdkkal. Az els6
osztalya matematika tagozatos volt. A matematika irdni szeretete atragadt
a tanitvanyaira is, akik szép sikereket értek el az alss orszdgos matema-
tikaversenyeken. Az alsé tagozat munkakozosség-vezetdje lett. Kivalo ok-
taté és neveldmunkdjara, kiemelkedd emberi tulajdonsagaira felfigyelt az
ELTE Tanit6képz6 Matematika Tanszéke is, ahonnan szamtalan tanit6jelolt
féiskolds jart hozza tanulni/tanitani. VezetStanitoi tevékenységét elismerés
kisérte.

Fontosnak tartja az onképzést, tovabbképzésekre jar, miihelyeket latogat.

A matematikat igy tanitja, hogy feltétlen megszerettesse a gyerekekkel.
Szeretné, hogy a didkok azt ,,higgyék”, hogy ez egy jo jaték. Sokat jat-
szanak, tevékenykednek, felfedeznek az 6rdkon, rengeteg vizudlis élmény
éri 6ket. K6zos munkdjukra jellemzd Varga Tamds filozofidja: cselekvésbdl,
tevékenységbdl kiinduld gondolkodéasra nevelés.

2.-4. osztdlyban mar verseny-el6készitd foglalkozasokat is tart az érdek-
16d6knek, ahol nagyon sok érdekes, gondolkodtatd feladatot oldanak meg.
Szomodi Zsuzsanna hatdrozottan élvezi, ahogy a kis okos didkok eljutnak
sajatos gondolkoddsukkal a felismerésig, a megoldds élményéig. Tobb ver-
senyen értek el mar keriileti, teriileti, budapesti €s orszagos sikereket is.

Kiilon dicséretes, hogy osztdlyaival szinhdzba jar, sportol a gyerekek-
kel egyiitt, tobbnapos tavaszi, nyari osztalykirdnduldsokat szervez, melyek
el6készitése és kivitelezése mintaszerlien gyerekbardt.

A Tanitoné nemcsak a tehetséggondozas, hanem a felzarkdztatas terii-
letén is kimagasl6 munkdt végez. Sok sziil keresi meg iskoldjat azzal a
szandékkal, hogy gyermeke Szomddi Zsuzsanna tanitoné osztalydba keriil-
jon.

Igy vallott a munkajardl egy alkalommal: ,,Azért szép ez a hivatds, mert
nincs két egyforma nap, hét, év. Nem lehet ugyanazt, ugyantigy tanitani, hi-
szen minden gyerekcsoport mds és mds. De lehet mindennap lelkesiteni a
kicsiket, s megszerettetni veliik valamit.”

Szomodi Zsuzsanna hosszabb id6n at végzett kivalo és eredményes ma-
tematikai nevel6-oktatd6 munkdjaért a Beke Mano6-emlékdij 1I. fokozatdban
részesiil.
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Tothné Berzsdn Gabriella jelenlegi munkahelyén, a Kaposvari Téancsics
Mihdly Gimnazium specialis matematika tagozatan €rettségizett, majd ta-
nulményait a budapesti E6tvos Lordnd Tudomanyegyetem matematika-fizika
szakan folytatta.

1996-t61 2007-ig a Rippl-Rénai Jozsef Kozlekedési Szakkozépiskola
tandraként dolgozott, majd 2007-t61 a Kaposvari Tancsics Mihdly gimnéazium
tanara lett, ahol 2013-t6] igazgatohelyettesként dolgozik.

Munk4jat kezdettdl fogva lelkiismeretesen végezte, szakmai felkésziilt-
ségét az igényesség jellemzi. Részt vett a ,,Felkészités 11.—12. évfolyamok
iskolai (helyi) matematikai tehets€ggondozasara™ tanfolyamon, rendszeresen
hospitélt az Erd6s Pal Matematikai Tehetséggondozé Iskola foglalkozasain,
s élénk szakmai kozéletet élve Onmaga is képezte sajat magat.

2006-tdl tagként, elnokként 14t el feladatokat az emelt szint( érettségin.
Bekapcsoldodott a ZALAMAT Alapitvany éltal szervezett nyari matematikai
tdborok munkdjéba is, s el6adott Révkomaromban a Nagy Kéroly Matema-
tikai Didktalalkozon is. Gyakori résztvevdje a Ratz Laszlé Vandorgytlésnek.

///////

Szivesen segit kollégdinak mindenben, szakmai felkésziiltségének ko-
szonhet6en ezt egyre tobben és egyre gyakrabban igénybe is veszik.

Az iskolaban foly6 Arany Janos Tehetséggondozé Program programfe-
lel6seként fokozott szocidlis érzékenységet tantsitva egyengette tanitvanyai
matematikai eléremenetelét, de ugyanilyen igényességgel tanit az emelt
szintd matematikai csoportokban is. Tag teret biztosit a didkok versenyez-
tetésének. Munk4janak sikerességét jol bizonyitjak tanitvanyai orszagos és
nemzetkozi versenyeredményei.

Munkdja elismeréseként 2014-ben Graphisoft-Dijat, ugyanezen eszten-
dében Polgarmesteri Dicséretet, 2016-ban Miniszteri Dicséretet kapott.

Nemcsak a kollégai el6tt van nyitva mindig iroddjanak ajtaja, de tanit-
vanyai is gyakran fordulnak meg ott. Aktivan dolgozik a Tancsics Mihdly
Gimnazium Matematikai Tehetségeiért Alapitvany kurdtoraként is.

Tothné Berzsan Gabriella hosszabb 1don 4t végzett kivalo és eredményes
matematikai nevel6-oktaté munkdjaért a Beke Man6-emlékdij II. fokozata-
ban részesiil.
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Grinwald Géza-emlékérem

2017-ben a Griinwald Géza-emlékéremre hét felterjesztés érkezett, melyek
dontott. A dijazottak tudomédnyos munkdssdga hiien tiikr6zi a matema-
tika sokszinliségét. Kiilon oromiinkre szolgdl, hogy lehet&ségiinkben allt
kiilonb6z6 egyetemek, illetve kutatdintézetek munkatdrsait kitiintetni. A Bi-
zottsag szavazatai alapjan az idei dijazottak a kovetkezSk: Bertok Csanad,
Kiss Viktor, Nagy Daniel, Soukup Daniel és Szikszai Marton.

Indoklasok:

Bertok Csandd 1988-ban sziiletett. Biologus tanulmanyai utan 2012-ben
szerzett matematika B.Sc. diplomat, majd 2014-ben matematikus mesteri fo-
kozatot a Debreceni Tudoményegyetemen, ahol jelenleg matematikus dokto-
randuszhallgato.

Bertok Csanad eddig nyolc matematikai témaju dolgozatot publikalt.
Kutatdsai a szamelmélet teriiletére 0sszpontosulnak. Fontos eredményeket
ért el az exponencidlis diofantikus egyenletek szertedgazo teriiletén. Ilyen
tipusi egyenletek allnak fontos szdmelméleti problémdk hétterében. Ef-
fektiv eredmények azonban csupdn a kéttagi egyenletekre ismertek; harom
vagy tobb tagszdm esetén csupan a megolddsok szama korlatozhaté. Bertok
Csandd — tarsszerzOkkel — egy olyan tjszerl eljarast dolgozott ki, amely
az 4altalanos esetben is jOl alkalmazhat6 konkrét exponencidlis egyenle-
tek 0sszes megolddsdnak meghatdrozdsara. Ezt a modszert kiterjesztette a
sokkal 4ltalanosabb algebrai esetre is. Erdekes és fontos eredményeket ért
el az algebrai szdmok tobbdimenziés diofantikus approximécidjaval kap-
csolatban is, 1ényegében a lanctort-algoritmus kiterjesztését adta algebrai
szamtestekre. Legfrissebb munkdjaban pedig korldtos egyiitthat6ji polino-
mok eloszlasdval kapcsolatban bizonyitott fontos elméleti és numerikus
eredményeket. Munkdiban alapos elméleti hattértuddsa mellett kivalé algo-
ritmikus érzékét is sikerrel alkalmazza.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Bertok Csandd a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Kiss Viktor 1990-ben sziiletett. 2011-ben diplomazott az ELTE Mate-
matika B.Sc. szakdn, majd 2013-ban szerzett ugyanitt M.Sc. fokozatot.
Az ELTE Doktori Iskoldjaban 2017-ben védte meg doktori disszertacidjat,
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témavezetGje Elekes Marton volt. Jelenleg az MTA Rényi Alfréd Matema-
tikai Kutatointézet fiatal kutatdja, illetve posztdoktori allast kapott a Cornell
Universityn. 2016-ban az MTA Turdn Pal-dijanak kitiintetettje.

Kiss Viktornak 6t dolgozata jelent meg rangos nemzetkodzi folydiratok-
ban, és tovdbbi négy munkdja van elSkésziiletben. Erdeklédése széles
korti, de alapvetden a valds analizis kiilonféle dgaival foglalkozik. Re-
mek problémamegoldd, amit IMO és IMC eredményei mellett az is mu-
tat, hogy f6 témdjatdl kiilonbozd teriileteken is szdmos problémét meg-
oldott, amibdl egy geometriai mértékelméleti €s harom kombinatorikai
témaju cikke is sziiletett. Legjelentdsebb eredményeit a leir6 halmazelmélet
teriiletén érte el. TarsszerzGivel sikeriilt dltaldnositania a rangfliggvények
elméletét a Baire 1 esetrdl a Baire ¢ esetre. Ennek alkalmazasaként meg-
valaszolt egy fliggvényegyenlet-rendszerek megoldhat6sagardl szol6 kérdést
is, melyet a paradox geometriai atdaraboldsok motivéaltak. Két tovabbi
halmazelméleti témaju, tarsszerzds cikkében pedig a modern leird hal-
mazelméletben centrdlis kérdéskorrel, lengyel csoportokkal foglalkozott.
Kiilonféle automorfizmus- és homeomorfizmus-csoportokban vizsgalta meg
a konjugalt osztalyok nullmértékliségét, és a problémat szamos nyitott eset-
ben teljesen megoldotta.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Kiss Viktor a Griinwald Géza-em-
1ékéremben részesiil.

Nagy Ddniel 1990-ben sziiletett. 2012-ben diploméazott az ELTE-n ma-
tematika B.Sc. szakon, majd 2014-ben szerzett matematikus mesteri fokoza-
tot ugyanitt. Jelenleg az ELTE Doktori Iskoldjanak hallgatéja Katona Gyula
témavezetésével, illetve az MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézetben
fiatal kutat6. 2014-ben Rényi Kat6-dijat kapott.

Nagy Daénielnek négy megjelent publikiaciéja van, és tovabbi hirom
dolgozata van el6késziiletben. F6leg az extremélis halmazelmélet teriiletén
dolgozik. Tobb eredménye kapcsolddik a kizart részben rendezett hal-
mazok, azaz posetek kérdéskoréhez. Térsszerzbivel egyiitt meghatdrozta,
hogy aszimptotikusan maximum hany példanyat lehet elhelyezni egy adott
kis posetnek a Boole-hdloban tgy, hogy két elemnek megfeleld hal-
mazok akkor és csak akkor dllnak tartalmazasi reldcidban, ha a poset-
ben Gsszehasonlithatéak. Uj kutatdsi irdnyt inditott el: felsé becslést adni
egy halmazrendszer méretére egy kizart poset valamilyen paramétereinek
fliggvényében. Tobb eredményt bizonyitott olyan kizart posetekre, amelyek-
re bizonyos szamossdgmegkotési feltételek teljesiilnek. Kiilonb6zd dimen-
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zi6fogalmakkal jellemzett olyan sikbeli alakzatokat, melyek tartalmaznak
egy négyzetvonalat az egységnégyzet minden pontja mint kdzéppont koriil.
Legkomolyabb munkéjaban pedig jelent6s kordbbi eredményeket feliilmulva
aszimptotikusan meghatédrozta, hogy adott pont- és €lszdmu grafban ma-
ximalisan hany 4 €14 ut lehet.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Nagy Ddéniel a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Soukup Ddniel 1987-ben sziiletett. 2009-ben B.Sc., majd 201 1-ben mate-
matikus M.Sc. fokozatot szerzett az ELTE-n. Doktori tanulmanyait a Univer-
sity of Toronton végezte William Weiss témavezetése mellett, disszertacigjat
2015-ben védte meg. 2015-ben az MTA Rényi Alfréd Matematikai Ku-
tatointézet, 2016-ban a University of Calgary posztdoktor kutatdja, jelenleg
pedig az Univesitidt Wien ald tartozé Kurt Godel Research Center for Mathe-
matical Logic posztdoktor munkatdrsa. 2011-ben Rényi Katd-dijat kapott.

Soukup Danielnek tiz megjelent, egy elfogadott és hat benyjtott cikke
van. F6bb eredményeit a halmazelméleti topoldgia €s a végtelen kombinato-
rika teriiletén érte el. Elso cikkeiben D-terekkel kapcsolatos problémakkal
foglalkozott. Megmutatta, hogy a regularis aD-terek nem feltétleniil D-
terek. A D-terek elméletének f6 kérdése, hogy minden regularis Lindelof-
tér D-tér-e? A leger6sebb eredményt Soukup Daéniel érte el tarsszerzgjével:
konstruéltak olyan 0roklédéen Lindelof Hausdorff-teret, amely nem D-
tér, valamint megmutattdk annak konzisztencidjat, hogy két D-tér unidja
nem feltétleniil D-tér. A végtelen kombinatorika teriiletén is szdmos szép
eredménye van. Megmutatta, hogy akdrhogyan is szinezziik egy tetszdleges
végtelen teljes graf éleit véges sok szinnel, a graf pontjait véges sok mo-
nokromatikus utra lehet particiondlni, méghozza minden szint legfeljebb
egyszer hasznidlva. Megoldotta Erdés és Hajnal egy régi sejtését: belatta,
hogy létezik olyan nem megszdmlédlhaté kromatikus szdmu graf, amelyben
nincs nem megszamlalhato, végtelenszer 6sszefiiggd részgraf. Tobb tételt bi-
zonyitott nem megszamldlhaté dikromatikus szamu irdnyitott grafokrdl, il-
letve nem megszdmlalhaté kromatikus szamu grafok irdnyitasair6l. Egyik
legtijabb eredményében pedig tarsszerzdjével bebizonyitottdk, hogy bizo-
nyos halmazelméleti feltevések mellett akdrhogyan is szinezziik a valds
szamokat véges sok szinnel, mindig van olyan végtelen X halmaz, hogy az
X + X halmaz monokromatikus.



“MATLAPOK2017°18°0831” — 2021/8/31 — 15:31 — page 62 — #62

62 Téarsulati élet — 2017

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Soukup Daniel a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Szikszai Mdrton 1989-ben sziiletett. Tanulmanyait a Debreceni Egyete-
men folytatta: 2011-ben Matematika B.Sc., majd 2013-ban Alkalmazott Ma-
tematika M.Sc. fokozatot szerzett. 2013 6ta a Debreceni Egyetem doktoran-
dusza, 2016-t6l egyetemi tandrsegéd ugyanitt. Rényi Kat6-dijas.

Szikszai Martonnak kilenc megjelent publikdcidja van. Féként a dio-
fantoszi egyenletek teriiletén ért el jelentds eredményeket. TarsszerzSivel
igazolta, hogy végtelen sok raciondlis diofantikus hatos 1étezik, azaz nem
nulla raciondlis szdmok olyan hatelemii részhalmaza, amelyben béarmely
két kiilonbozd elem szorzatat eggyel megndvelve raciondlis négyzetszam
adédik. Eredményiik fontossdgat mutatja, hogy kordbban kizardlag spora-
dikus példdkat mutattak diofantikus hatosokra. Konstruktiv bizonyitasuk
modszert ad végtelen sok olyan raciondlis diofantikus hdrmas explicit
konstrukcidjara, melyek végtelen médon egészithetdk ki racionalis hatossa.
Tovabbi munkdiban igazolta, hogy néhdny explicit mdédon megadhatd so-
rozattél eltekintve egy nem degeneralt els6faji Lucas-sorozatban kizardlag
véges sok haromtagu szdmtani sorozat talalhatd, és ezek szamossiga effektiv
modon korlatozhat6 a sorozat fliggvényében. Tarsszerzgjével egylitt megmu-
tatta, hogy tetsz6leges harmadfoku sorozathoz 1étezik olyan GG szdm, amely-
re barmely £ > G esetén a sorozatnak van k egymast kovetd tagja, melyek
koziil egyik sem relativ prim az dsszes tobbihez. Fontos eredményeket ért el
rekurziv sorozatokra vonatkozé diofantikus problémdk vizsgalatdban, vala-
mint a sztochasztikus analizis terén is.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Szikszai Marton a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Farkas Gyula-emlékdij

A Bizottsdg a beérkezett javaslatok alapjan 2017-ben négy Farkas Gyula-
emlékdijat adomanyozott. A dijazottak: Gorbe Tamas Ferenc, Kerepesi
Csaba, Kovacs Balazs és Kyeongah Nah.

Indoklasok:

Gorbe Tamds Ferenc doktori tanulmanyait a Szegedi Tudomanyegyetem
Fizika Doktori Iskoldjaban végezte. Integrdlhat6 rendszerek témadban irt dok-
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tori értekezését 2017 méajusdban védte meg. Tudomédnyos eredményeirdl
szamos hazai és kiilfoldi konferencidan szamolt be, el6addsokat tartott Ang-
lidban, Ausztridban, Csehorszagban, Hollandiaban, Lengyelorszagban és
Svéjcban.

2013-ban elnyerte az E6tvos Lorand Osztondfjat. A XXXI. Orszagos Tu-
domanyos Didkkori Konferencian kiemelt kiilondijas lett, 2016 6ta Junior
Templeton Fellow. 2017 aprilisdban a La Femme magazin bevdlasztotta az
50 tehetséges magyar fiatal programba.

Gorbe Tamads Ferenc 10 referalt, matematikai, illetve fizikai foly6iratban
megjelent cikket publikalt. Munkdi a teljesen integrdlhaté hamiltoni rend-
szerek egy specidlis osztdlyaval, egyenesen, ill. koron mozgd, kélcsonhatd
tomegpontokat modellezd rendszerekkel foglakoznak. Az alkalmazott mate-
matika és a matematikai fizika hatarteriiletére es6 kutatdsaiban szimplekti-
kus geometriai és Lie-csoportokon alapul6 technikdkat kombindl egyszer{ibb
analitikus eszkozokkel.

Egy Pusztai Béla Gaborral k6zos dolgozatdban az un. hiperbolikus van
Diejen-rendszerek teriiletén értek el egy attorést jelenté eredményt. Kieme-
lendS egy, a témavezetdjével, Fehér Laszloval kozos dolgozata is, amely-
ben az in. Ruijsenaars—Schneider-rendszer fazisterének dj kompaktifikéaldsat
adjak meg. Végiil emlitésre méltd egy, az un. Calogero—Moser-rendszerrel
kapcsolatos, 2009-ben nyilvanosagot kapott nevezetes sejtés igazolasa is.

A fenti érdemei alapjan a Gorbe Tamas Ferenc Farkas Gyula-emlékdijban
részesiil.

Kerepesi Csaba 1983-ban sziiletett Kecskeméten, 2008-ban végzett ma-
tematikus szakon a Szegedi Tudomanyegyetemen. 2012-t61 az ELTE PIT
Bioinformatikai Csoportjaban dolgozott, majd 2016-ban az MTA SZTAKI
Informatikai Kutat6laboratériumaba nyert felvételt.

Els6 kutatasi teriilete a metagenomika, amelynek célja a természetes
kornyezetbdl vett mintdkban taldlhat6 6rokits anyag vizsgdlata és a mikroor-
ganizmusok eddig ismeretlen vilagénak feltardsa.

Ebben a témakorben kiemelked6 az AMPHORA metagenomikai anali-
zal6 szoftver webszerverként torténd implementdlasa, valamint a nehezen
értelmezhetd eredmények egyszerl szemléltetésének és vizualis analizisének
megoldasa. Nevéhez ftzddik a Giant Virus Finder nevii nyilt elérést prog-
ram megalkotdsa, amelynek alkalmazasaval els6ként igazolta Oridsvirusok
jelenlétét sivatagi mintdkban.
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Masik jelentds kutatdsi teriilete az emberi agygraf vizsgalata, amelynek
célja az agyi kapcsolatok szerkezetének €s kifejlodésének a vizsgélata. Az
amerikai Human Connectome Project diffiizios MRI adataira tdmaszkodva
meghatdrozé szerepe volt a Budapest Referencia Konnektém szerver 1ét-
rehozdsaban. Erre az eszkozre tdmaszkodva érte el eddigi talan legje-
lentdsebb eredményét, a Konszenzus Konnektém Dinamika felfedezését,
amely a feltevéseink szerint az agyi kapcsolatok kifejlodését vizualizalja. Ez
az eredmény alkalmasnak tlinik az agyi kapcsolatok irdnydnak a meghata-
rozésdra is.

Eredményes publikiciés tevékenységét 11 impakt faktoros folydiratcikk
jelzi, ebbdl 8 dolgozatban 6 az elsé szerz6. Kumulativ impakt faktora: 27.

A fenti érdemei alapjan Kerepesi Csaba Farkas Gyula-emlékdijban
részesiil.

Kovdcs Baldzs 2011-ben szerzett kitiintetéses diploméat az Eotvos Lorand
Tudomédnyegyetem Alkalmazott Matematika szakan. Ezt kovetSen dokto-
ri hallgatéként folytatta tanulményait az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem
Matematika Doktori Iskoldjaban. Doktori értekezését 2016-ban summa cum
laude mindsitéssel védte meg.

Doktori tanulményai sordn 6t hénapos Erasmus mobilitdsi 6sztondijjal,
majd tiz hénapos német akadémiai csereprogram keretében kapott DAAD
kutat6i 0sztondijjal a Tiibingeni Egyetemen folyé alkalmazott matematikai
kutatasokban vett részt. 2016 6ta pedig ugyanott posztdoktori kutatoként egy,
a német kutatasi alap (DFG) altal tamogatott, hullamjelenségeket vizsgalo
matematikai kutatécsoport tagja.

Kutatésai keretében elsdsorban mozgé feliileteken adott parcidlis diffe-
rencidlegyenletek numerikus megolddsi médszereivel foglalkozik. Legfon-
tosabb eredményeit a magasabb rendi idédiszkretizaciok €s a teljes, 1do-, ill.
térbeli diszkretizaciok konvergenciasebességével kapcsolatos munkdssiga
soran érte el.

Az elmdlt 5 évben 14 tudomdnyos dolgozata jelent meg a szakteriilet
élvonalbeli, dontéen Q1-es folydirataiban. Az elmult két évben 4 alkalommal
tartott meghivott eléaddst neves konferenciakon.

A fenti érdemei alapjan Kovacs Balazs Farkas Gyula-emlékdijban
részesiil.
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Kyeongah Nah matematikus diplomajat Dél-Koredban, a Kyungpook Na-
tional Universityn szerezte, ezt kovetéen 2011 augusztusatdl 2015 szep-
temberéig Szegeden a Bolyai Intézet doktorandusza volt Rost Gergely
témavezetése mellett. Doktori értékezését 2015-ben védte meg.

Kyeongah Nah els§ kutatdsi teriilete a maléria terjedésével volt kap-
csolatos, ami Koredban egy ujra visszatér6 népegészségiigyi probléma. Tag-
ja volt annak a csapatnak, akik meghataroztdk az inkubdcios periddus em-
pirikus eloszlasit. Doktori disszertdcidjanak f6 motivuma ennek az elosz-
lasnak a beépitése dinamikus modellekbe, amelyeket funkcional-differen-
cidlegyenletek rendszerei hatdroznak meg.

Két alkalommal elnyerte az IIASA (International Institute for Applied
Systems Analysis) fiatal kutatéi Osztondijat. 2015-ben Japdnban kapott
kétéves posztdoktori 0sztondijat Hiroshi Nishiura csoportjdban a Hokkai-
do Egyetemen, majd a toront6i York University, Centre for Disease Modell-
ing kutatdja lett Jianhong Wu csoportjdban, ahol jelenleg is dolgozik. Tobb
elsé szerz6s publikdcidja van rangos élettudomdanyi folydiratban az AIDS, a
MERS és a Zika jarvanyok modellezésérdl. 10 tudoményos publikécidjara
mintegy 100 fiiggetlen hivatkozést kapott.

Kyeongah Nah aktiv résztvev§je volt a szegedi matematikai életnek,
konyvismertetSt irt a szegedi Actdba, népszerdsitd el6adast tartott a szege-
di Science Caféban, és eldadast tartott kozépiskolds didkok szdmadra is. So-
kat tett a magyar-koreai tudomanyos kapcsolatok fejlesztéséért, jelenleg pe-
dig egy kanadai-kinai-magyar kozos kutatasi projektet koordindl a kullancs-
encephalitis modellezésére. Munkassagdnak sajatos magyar vonatkozdsa,
hogy a Ph.D. fokozathoz el6irt méasodik idegen nyelv ismerete az § esetében
a magyar volt, amibdl szakmai vizsgat tett.

A fenti érdemei alapjan Kyeongah Nah Farkas Gyula-emlékdijban ré-
szesiil.

Rényi Kato-emlékdij

A Rényi Katé-emlékdij I. fokozatat kapta Maga Balazs, az ELTE matema-
tikus M.Sc. szakos hallgatdja, II. fokozatat kapta Konkoly Agnes, a Debre-
ceni Egyetem alkalmazott matematikus M.Sc. szakos hallgatdja.

Maga Baldzs [1] dolgozatdban azt vizsgélja, hogy a sik egy részhalmaza
mikor all el alkalmasan vélasztott Baire-1 vagy Baire-2 fiiggvény grafikonja
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torl6dasi pontjainak halmazaként. A [2] cikk ezt az eredményt altalanositja
egyrészt magasabb Baire-osztidlyokra, masrészt a val6soknal bonyolultabb
értelmezési tartomdannyal, illetve értékkészlettel rendelkezd fiiggvények
esetére. Batyjaval irt, kozlésre benyujtott [3] cikke véletlen egyiitthatos
hatvanysorok konvergenciaintervallum hatdran vett viselkedésével foglalko-
zik.

Maga Balazs publikacioi

[1] B. Maga: Accumulation points of graphs of Baire-1 and Baire-2 func-
tions, Real Analysis Exchange 41 (2) (2016), 315-330.

[2] B. Maga: Characterizations and properties of graphs of Baire functions,
Mathematica Slovaca, megjelenés alatt.

[3] B. Maga, P. Maga: Random power series near the endpoints of the con-
vergence intervals, kézirat.

Konkoly Agnes [1] dolgozatiban a szerzk olyan egyvaltozds, linedris
fliggvényegyenletet vizsgdlnak, amely helyettesitések véges csoportjat tartal-
mazza. Klasszikus és linedris algebrai médszerekkel teljesen leirjdk a meg-
oldasokat. A [2] cikkben a szerz6k a Radon-, Helly- és Carathéodory-tétel
sikbeli valtozatait, illetve konvex fiiggvényekre vonatkozoé tételeket terjesz-
tenek ki az ugynevezett Beckenbach-csalddokra.

Konkoly Agnes publikéciéi

[1] M. Bessenyei, A. Konkoly, G. Szabé: Linear functional equations and
finite groups of substitutions, Acta Sci. Math. (Szeged) 83 (2017), 71—
81.

[2] M. Bessenyei, A. Konkoly, B. Popovics: Convexity with respect to Be-
ckenbach families, Journal of Convex Analysis 24 (2017), 75-92.

A Patai Laszl6 Alapitvany dija

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elnoksége altal kikiildott bizottsag a
Patai Alapitvany 2017. évi dijat Csanyi Petrdnak és Varga Adriennek itélte
oda.

Csanyi Petra 2017-ben végzett az ELTE matematika-informatika szakan.
Harmadéves kordban a szakdolgozata témadja kapcséan elkezdett kutatasokat
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folytatni Szabé Csaba és Vasarhelyi Eva témavezetésével. A 2015-6s és a
2017-es OTDK-n is tarsszerz8ivel 2-2 TDK dolgozattal indult a Tanulas- és
Tanitdsmddszertani — Tuddstechnolégiai szekcidban. Osszesen egy orszigos
1. helyezést és két orszagos 2. helyezést ért el. A kari konferencidkon rend-
szeresen elsd és masodik dijat kapott. Ez a teljesitmény példatlan a szekcid
torténetében. Eredményeirdl rendszeresen beszdmolt hazai és nemzetkozi
szakmoddszertani konferencidkon magyar €s angol nyelven is. Kétszer vett
részt a MIDK konferenciasorozaton, amelyik a tudomdnyteriilet legrango-
sabb Karpat-medencei tudomédnyos eseménye. Eldadédsat elfogadtak az igen
rangos 2016-os PME (Psychology of Mathematical Education) konferen-
cidra. Munkdi tarsszerzbivel két nemzetkozi idegen nyelvl referdlt dol-
gozatban is megjelentek. Az INFOERA konferencidn informatikai tirgyu
el6adéssal szerepelt.

Oktatasi és tarsadalmi tevékenysége sem elhanyagolhaté. Gyakorlato-
kat tartott a TTK-n és az IK-n is, valamint fél évig 6 tartotta a Padzmdny
Péter Katolikus Egyetem BTK tanitoképzésén a matematika szakmoddszertan
targyat. Tanitasi gyakorlata alatt robotika szakkort szervezett iskoldjaban.
2016 nyaréan részt vett az ELTE oktatéinak informatikai képzésében, 2017
nyardn pedig informatikatdbort szervezett kozépiskoldsoknak. Jelenleg a
Szent Laszl6 Gimndziumban tanar.

Mindezek alapjan Csanyi Petra a Patai-alapitvany dijaban részesiil.

Varga Adrienn 2005-ben matematikaszakos tanari diplomét, 2012-ben
pedig doktori fokozatot a szerzett a Debreceni Egyetemen.
Varga Adriennek 13 cikke jelent meg matematikai folydiratokban
elsGsorban fiiggvényegyenletek témakorében. Tudomanyos munkassaganak
masik meghatarozo teriilete a matematikai didaktika. Aktivitdsat szamos
konferencia-részvétel, el6adas és az ezekhez kapcsol6dd oktatési segédanya-
gok, tudomany-népszer(isitd eldadasok jelzik. Ezek tobbsége a mérnokképzés
sordn felmeriild mddszertani kérdések koré szervezddik.
Részt vett elektronikus tananyagfejlesztésben, ahol is elsGsorban szabad
felhaszndlasu szoftverek alkalmazdsat mutatta be a mérnokképzésben és a
mérnoki munkaban.
Tudomany-népszer(isitd eldadasokat tartott kozépiskoldsok szaméra. Ok-
tatoként részt vett az Debreceni Egyetemen foly6 angol nyelvi képzésben.
Mindezek alapjan Varga Adrienn a Patai-alapitvany dijaban részesiil.
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kai Emlékversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 2017. oktéber 20. és oktober 30. kozott
rendezte meg a 2017. évi Schweitzer Mikl6s Matematikai Emlékversenyt.
A versenyen kozépiskolai tanulok, egyetemi €s foiskolai hallgatok, valamint
2017-ben egyetemet vagy fOiskolat végzettek vehettek részt.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a verseny megrendezésére a kovet-
kez$ bizottsagot kérte fel: Pdles Zsolt (elndk), Nagy Abris és Varga Néra
(titkarok), Baran Sandor, Bérczes Attila, Bessenyei Mihaly, Boros Zoltan,
Daréczy Zoltdn, Fazekas Istvan, Figula Agota, Gadl Istvan, Gat Gyorgy,
Gselmann Eszter, Gy6ry Kdlmédn, Hajdu Lajos, Kozma L&szl6, Losonczi
Laszlo, Lovas Rezs6, Maksa Gyula, Muzsnay Zoltdn, Nagy Gergd, Pethd
Attila, Pink Istvan, Pongriacz Andrés, Pintér Akos, Sztrik Jénos, Tamassy
Lajos, Tengely Szabolcs, Terdik Gyorgy, Tran Quoc Binh és Vincze Csaba.

A versenybizottsdg 10 feladatot tizott ki. A feladatokat sorrendben Pach
Janos, Tardos Gabor és Andrej Kupavszkij; Pongracz Andras; Tengely Sza-
bolcs és Pongriacz Andras; Gy6ry Kalman és Hajdu Lajos; Totik Vilmos;
Péles Zsolt; Csirmaz Léaszl6; Gat Gyorgy; Totik Vilmos valamint Pap Gyula
bocsatotta a bizottsag rendelkezésére.

A versenyre 12 versenyz6 67 megolddst nytjtott be, amelyek koziil 34
volt hibétlan. Az alébbi tdblazatban pontok jelzik, hogy a versenyz8k mely
feladatokra nyujtottak be megoldasokat.

[ 1[2]3[4]5]6[7[8]9[10]

Agoston Péter ) oo oo
Agoston Tamds o | o oo oo |0 o
Csépai Andras . °

Csernak Tamas oo oo 0| o
Fehér Zsombor ° ° ° °

Forman Balazs Attila | e

Griinwald Richard °

Hevesi Bence °

Kiusz Agnes Timea o oo 0|0 oo | o
Maga Balézs ° oo |0 o
Marké Addm oo o|o|o| e
Sz6ke Tamas ol o oo oo o
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A megolddsok értékelése utdn a versenybizottsdg a kovetkezd dontést
hozta:

. dijban részesiil Maga Balazs, az ELTE-TTK els6éves matematikus
M.Sc. hallgatéja.

11. dijban részesiil Agoston Tamas, az ELTE-TTK els6éves Ph.D. hall-
gatdja.

I11. dijban részesiil Csernak Tamas, az ELTE-TTK elsGéves matemati-
kus M.Sc. hallgat6ja; Fehér Zsombor, az ELTE-TTK harmadéves matema-
tikus B.Sc. hallgatdja és Szoke Tamas, az ELTE-TTK harmadéves matema-
tikus B.Sc. hallgatdja

Dicséretben részesiil Kusz Agnes Timea, a University of Bonn els&éves
matematikus M.Sc. hallgatdja.

Indoklas

Maga Balazs 10 feladatra nydjtott be megoldast; a 2. feladatra adott meg-
oldéasa kiemelkedd, az 1., 3., 6., 7., 8., 9. és 10. feladatokra adott megoldédsa
hibatlan €s teljes; a 4. €s 5. feladatokra adott megoldasa hidnyos, de javithatd.

Agoston Tamas 10 feladatra nydjtott be megoldast; a 2. és 5. feladatokra
adott megolddsa kiemelkedd, a 3., 8., 9. és 10. feladatokra adott megoldédsa
hibatlan €s teljes; a 4. és 7. feladatokra benyujtott megolddsa 1ényegében
helyes, az 1. és 6. feladatok esetében részeredményeket ért el.

Csernak Tamas 6 feladatra nyujtott be megoldast; a 8. feladatra adott meg-
oldédsa kiemelkedd, a 2., 7., 9. és 10. feladatokra érkezett megoldasa hibétlan
és teljes, az 1. feladatra adott megoldas 1ényegében helyes.

Fehér Zsombor 8 feladatra nyujtott be megoldast; az 1. feladatra adott meg-
oldéasa kiemelkedd, a 3., 5., 8., 9. és 10. feladatokra adott megoldasa hibatlan
és teljes, a 7. feladatra adott megoldasa 1ényegében helyes, €s a 2. feladatban
részeredményeket ért el.

Szoke Tamas 8 feladatra nyujtott be megoldast; a 3.,5., 7. és 9. feladatok-
ra adott megoldasa hibatlan és teljes, a 4.,8. és 10. feladatok megoldasa
lényegében helyes, a 2. feladatra adott megolddsa erdsen hidnyos, de javit-
hato.

Kiisz Agnes Timea 9 feladatra nydjtott be megolddst; a 3., 8. és 9. felada-
tokra érkezett megoldas hibatlan és teljes, az 1. feladatra adott megolddsa
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lényegében helyes, a 2. feladatra adott megolddsa er6sen hidnyos, de javit-
hato, és részmegolddsokat ért el a 4. és 6. feladatokban.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Pach Janos, Tardos Gabor és Andrej Kupavszkij). Fel lehet-e
bontani egy négyzetet véges sok haromszogre ugy, hogy semelyik kettének
ne legyen k6z0s oldala? (A haromszogeknek nincs kozos belsé pontjuk, és
unidjuk a négyzet.)

Megoldas (Fehér Zsombor). Tegyiik fel, hogy van ilyen haromszogelés.
Vegyiik a felbontashoz tartozé sikgrafot, azaz melynek csucsai a haromszo-
gek csucsai, élei pedig a haromszogek oldalainak azon darabjai, melyek koz-
vetleniil szomszédos csucsokat kotnek Ossze. Legyen a hairomszogek szama
[, a graf csucsainak és éleinek szdma c és e. Ekkor Euler tétele szerint

c—e+1=1.

Szamoljuk most 0ssze a szogeket: az | darab haromszog belsd szogeinek
Osszege [m. Masrészt, minden csucsndl legaldbb 7 ezen szogek Osszege, és a
négyzet 4 cstcsandl csak /2, ezért

ZWZ(C—4)'7T+4-g,

[+2>c

Szamoljuk 6ssze az oldalakat, ehhez irjunk a graf éleire szamokat a kovet-
kezdképpen: ha egy haromszogoldal a grafban n részre van osztva, akkor
mindegyik darabra irjunk 1/n-et, és ezt tegyiik meg mindegyik haromszogre.
Ekkor 0sszesen 3[-et irtunk az élekre. Mdasrészt, mivel a haromszogeknek
nincsen kozos oldaluk, egyik élre sem irhattunk 6sszesen 2-t. Igy mindegyik
élen a rairt szamok osszege legfeljebb 3/2, és a négyzet oldalain legalabb 4
€lre csak 1-et irtunk, igy

3l§(6—4)-2+4,

2l+4<
— e.
3 S
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Mindezeket Osszevetve:
21+;§1+e:c+l§2l+2,

ami ellentmondas.

2. feladat (Pongracz Andras). Bizonyitsuk be, hogy egy K test pontosan
akkor rendezhetd, ha minden A € M, (K) szimmetrikus matrix diagona-
lizdlhat6 K algebrai lezértja felett. (Azaz minden n € N-re és A € M, (K)
szimmetrikus métrixra létezik olyan S € GL,(K), amire S7'AS dia-
gonalis.)
Elsé megoldas (Agoston Tamas). ElSszor is beldtjuk, hogy egy ilyen K
test esetén K rendezhetd. JO1 ismert tény, hogy egy test pontosan akkor nem
rendezhet8, ha a 0 eldall mint nem 0 négyzetek Osszege, azaz valamilyen
n > (0 egészre

0=aj+ - +a3,
ahol ay, ..., a, # 0 a K-ban vannak. (Specidlisan ha char K = p > 0, akkor
n =p,a; = --- = a, = 1 véilasztassal kapunk ilyen alakot.)
Megjegyzés. Leosztva a?-tel és dtrendezve az egyenletet azt az alternativ
megfogalmazast kapjuk, hogy K pontosan akkor nem rendezhetd, ha

~1=bj+-+10b

valamilyen by, ...,b; € K elemekre. Ezen allitds bizonyitdsa megtaldlhat6
példaul az A. R. Rajwade: Squares konyv 212. oldalan, 15.1. Tételként.

Legyen tehat most K nem rendezhetd, és a fonti a;-khez tekintsiik az
alabbi métrixot:

0 a; ay --- ay
aa 0 0 --- 0
A=|a 0 0 --- 0
a 0 0 -~ 0
E matrix karakterisztikus polinomja
A —ar —ap —ay,
—a; A o -+ 0
xa(A\) =det(M,, ., —A)=|—a2 0 Ao 0
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Kérdés, hogy itt hogyan kaphatunk nem 0 kifejtési tagokat. Ha az
elsé sorbdl a A elemet valasztjuk, akkor a hozzd tartozé részmatrix a A\[,
skaldrmatrix, azaz igy egyediil a \"*! nem 0 taghoz jutunk.

Ha viszont i > 1-re az els§ sor (i + 1)-edik elemét, a —a;-t vélasztjuk,
akkor az (i 4 1)-edik sorbdl csak az elsd elemet, a —a;-t tudjuk kivalasztani
mint nem 0 elemet. Ezutdn pedig mar minden j # 1,7 + 1-re a j-edik osz-
lopbdl csakis a j-edik elemet, a A-t vadlaszthatjuk. Az ezen kifejtési taghoz
tartozé permutécio az 1. és (i + 1). elem transzpozicidja, vagyis elGjele —1.

Tehét

XA(/\) — )\n+1 _ Za?)\nfl — )\n+1.
i=1

Marmost eszerint A egyediili sajatértéke (a K barmilyen b&vitésében) a 0
lehet, azaz ha diagondlis alakja a 0 matrix kéne, hogy legyen, ami nyilvan
nem lehet, mert A # 0. Igy A nem diagonalizalhat, bar szimmetrikus.

Most lassuk be a masik irdnyu allitast. Legyen K rendezhetd test,
rogzitsiink egy rendezést. Ismeretes, hogy 1étezik egyértelmiien ennek egy
legb6vebb algebrai, rendezett bovitése, melynek rendezése kiterjeszti a K-n
1évot. Ez az L egy tgynevezett valds zart test. Egy valos zart test teljestti,
hogy minden pozitiv elemnek 1étezik négyzetgyoke, és minden paratlan foku
polinomnak van benne gyoke. S6t, ez a két tulajdonsag ekvivalens azzal,
hogy egy rendezett test valos zart. (Ezen allitdsok ugyszintén megtalalhatok
az A. R. Rajwade: Squares c. konyv 15. fejezetében.)

Végezetiil Tarski egy tétele (lasd A. Tarski: A decision method for ele-
mentary algebra and geometry) szerint a rendezett test axiomdihoz hozza-
véve az el6bbi két tulajdonsagot:

Ya (a >0 = Ja(z? = a)) ,
€s minden n paratlan szamra a
vaoval o 'van (an # O — Elx(an.ﬁcn + -+ a1x —+ ag = O))

formuldkat, a valds zart testek igy kapott elmélete teljes. Specidlisan barmely
két modellje elemien ekvivalens, azaz L elemien ekvivalens R-rel.

Miarmost minden n esetén az az allitds, hogy minden L folotti n X n-es
szimmetrikus matrix diagonalizdlhaté L {olott, elsérendd formuldval kife-
jezhetd. Kovetkezésképpen ha L = R-re igaz (marpedig ezt valdéban tud-
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juk), akkor tetsz8leges L valds zart testre is. Igy viszont specidlisan min-
den M, (K)-beli szimmetrikus mdtrix diagonalizdlhat6 L folott, igy persze
K > L folott is. Ezzel a masik irdnyt is belattuk.

Masodik megoldas (Maga Balazs). ElGszor tegyiik fel, hogy minden K
feletti szimmetrikus matrix diagonalizdlhaté K felett. Allitom, hogy ekkor
a —1 nem all eld négyzetek Osszegeként. Ez elegendd: az Artin—Schreier-
elmélet eredményei alapjén egy test pontosan akkor rendezhetd, ha a —1 nem
all el6 benne négyzetek Osszegeként. Indirekt tegyiik fel, hogy mégis. Ekkor
a; = l-re és valamely ay, as...,a, € K elemekre 37 | a? = 0. Tekintsiik a
kovetkezd matrixot:

2
ai a1 ... A1Qy
2
A= (051051 Ay .. Qo0
2
an,a; apQag ... a,

Azaz az (i, j) helyre az a;a; keriil. Ekkor az A? métrix (s, ) helyre keriil§
eleme definici6 alapjan:

n

n

2 2
Zasai ar = Qg0 Zai =0.
i=1

i=1
Azaz A? nullmétrix. De ekkor ha S~ AS diagondlis lenne, az 8 négyzete is
0 = S~1A2S, azaz S~'AS nullmétrix. Igy A is, ami ellentmond a; = 1-nek.
Ezzel az egyik irdny bizonyitasat befejeztiik.
Most tegyiik fel, hogy K rendezhetd. Ekkor K formdlisan valds, azaz
a —1 nem négyzetek 0sszege benne. Ebben a bekezdésben az alabbi cimen
fellelhet6 eredmények 40—42. oldalara hivatkozunk:
http://homepages.math.uic.edu/ marker/orsay/orsay3.pdf
Vegyiik a K test [’ valos lezartjat, azaz K olyan algebrai bovitését, mely
formélisan val6s, nincs valddi formalisan valds bovitése, s amelyre K ren-
dezése egyértelmiien kiterjed. (Corollary 7.12). I tehat egy valds zart test.
Mivel F valds zért, nyilvan valés zart testek metszete. Igy David Morn-
hinweg, Daniel B. Shapiro, és K. G. Valente: The Principal Axis Theorem
over Arbitrary Fields cikkének Theorem 4-e alapjan (The American Mathe-
matical Monthly Vol. 100, No. 8 (Oct., 1993), 749-754) tetszOleges F’ feletti
szimmetrikus matrix diagonalizalhat6 F felett. Specidlisan K C F' C K mi-
att tetszGleges K feletti szimmetrikus madtrix diagonalizdlhat6 K felett. Ezt
akartuk megmutatni.
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3. feladat (Tengely Szabolcs és Pongracz Andras). Egy « algebrai egészre
definidljuk o pozitiv fokat: degt(a) legyen az a minimélis k¥ € N, amelyre
van olyan nemnegativ egészekbdl 4116 k x k-as matrix, melynek « sajatértéke.
Mutassuk meg, hogy tetszdleges n € N esetén minden n-edfokd « algebrai
egészre deg™ (o) < 2n.

Megoldas (Tengely Szabolcs és Pongracz Andras). Ha « n-edfoku algeb-
rai egész, akkor legyen A az a blokkmaétrix, mely két n x n-es blokkbdl 4ll, és
mindkettd o kisérématrixa. (A kisérdmaétrix az az n X n-es matrix, melynek
a f6atl6ja alatt minden elem 1-es, a jobb szélsd oszlopdban fentrdl lefelé «
minimdlpolinomjdnak az egyiitthatoi szerepelnek ellentétetes eldjellel, index
szerint novekvd sorrendben, és minden mas eleme 0.) Ha u a kisérématrix
egy sajatvektora « sajatértékkel, akkor legyen v az a 2n-hosszi vektor, mely-
nek elsé fele u, masodik fele —u. Ekkor a v vektor sajatvektora A+m- E-nek
a sajatértékkel, ahol E a csupa —1 matrix. Elég nagy m-et valasztva A+m-FE
nemnegativ; ezzel deg™ (o) < 2n bizonyitdsa kész.

4. feladat (Gyory Kalman és Hajdu Lajos). Legyen K egy, a raciondlis
szamtesttdl és a masodfokud imagindrius szamtestektSl kiilonbozé algebrai
szamtest. Jelolje L£(K) azon pozitiv n > 3 egészek halmazit, melyekre
talalhatok olyan K-beli ¢4, ..., €, egységek, hogy

€1+"'+€n:0,

de Y eg; # 0az {1,...,n} barmely nemiires, valodi / részhalmaza esetén.
i€l

Igazoljuk, hogy L(K) végtelen sok elemet tartalmaz, és legkisebb eleme

K fokszdma és diszkrimindnsa segitségével feliilr6l korlatozhaté! Mutas-

suk meg tovabba, hogy végtelen sok K esetén L(K) végtelen sok paros és

végtelen sok paratlan elemet tartalmaz!

Megoldas (Gyory Kalman és Hajdu Lajos). Legyen ¢ egy tetszGleges K-
beli egység, amely nem egységgyok (Dirichlet tétele alapjan ilyen létezik),
és legyen f.(z) = a* +a 2" 1+ - +ay_12+ ay, az € definidl6 f6polinomja.
(Nyilvén a;, = £1.) Vegyiik észre, hogy ekkor

L(e) =1+ |ar| + - - + [ar— | + |ax|

jeloléssel egyrészt L(e) > 2, masrészt L(e) € L(K). Mivel barmely C
konstans esetén C' > L(e) csak véges sok ¢ esetén teljesiilhet, viszont K
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végtelen sok egységet tartalmaz, igy |L(K)| = oo. Mdsrészt régdta ismert

(1asd pl. T. N. Shorey, R. Tijdeman: Exponential Diophantine Equations be-
vezetd A fejezetét, amely torténeti utaldsokat is tartalmaz), hogy barmely
(adott tipust) K test tartalmaz olyan e (egységgyokoktsl kiilonbozd)
egységet, amelyre L(¢) a K fokszdma és diszkrimindnsa segitségével feliilrl
korlatozhat6. fgy ugyanez igaz L(K) legkisebb elemére is.

A masodik rész bizonyitasdhoz legyen p egy paratlan prim, €s legyen
K, = Q(ep), ahol ¢, a g,(x) = 2? + (p + 2)z + 1 polinom egy gydke.
Vildgos, hogy g,(x) irreducibilis, K, egy valds kvadratikus szamtest, és
K, = Q(y/p(p+4)) miatt a K, szamtestek paronként kiilonboz6ek. (Az
utébbi Osszefiiggés abbdl adédik, hogy ha ¢ > p prim, akkor p(p + 4)
és q(q + 4) négyzetmentes része nyilvan kiilonb6z6.) Legyen most 7 egy
tetszbleges K,-beli egység, z? + bx + 1 definidlé fépolinommal. Kénnyen
ellendrizhetd, hogy ekkor 7? definidl6 fépolinomja 2% + (2 — b*)x + 1, n®
definidl6 fopolinomja pedig x> + (b3 — 3b)z + 1. (Ez rogtoén adédik az

2+ (2= + 1= (2® +bx + 1)(2® — bz + 1),

2% 4+ (0 — 3b)2® + 1 = (2% + b + 1)(2* — b2 + (0* — 1)a? —br + 1)

osszefiiggésekbdl.) fgy indukciéval konnyen adédik, hogy barmely k& > 0
esetén L(egk) pdratlan, mig L(ef;'Qk) paros. (Ehhez csak azt kell észrevenni,
hogy egyrészt L(e,) paratlan, masrészt a fentiek alapjan ha L(n) paratlan,
akkor L(n?) is pdratlan, L(n?) viszont péros.) Ez pedig (a kordbbiakat is
figyelembe véve) allitdsunkat igazolja.

5. feladat (Totik Vilmos). Egy legalabb els6foku p polinomra legyen H,, =
{#| |p(2)| = 1}. Igazoljuk, hogy ha H, = H, valamely p, ¢ polinomokra,
akkor van olyan r polinom, hogy p = r™ és ¢ = £ - " valamely m, n pozitiv,
egész szamokkal és |¢| = 1 konstanssal.

Megoldas (Agoston Tamas). Legyen H = H, = H,, és degp = m,
degq = n. Nyilvan H # () zért, hiszen p, q legaldbb els6fokdak, vagy-
is minden komplex értéket folvesznek. Tovabba mivel p és ¢ polinomok,
igy oo-ben oo-be tartanak, tehat H korlatos. Tovabba specidlisan H sze-

pardlja oco-t mind p, mind ¢ gyokeitSl. Legyen most m' = g

(m,n)
n = (mibn)’ és tekintsiik az f(z) = 5((5)):"

racionalis tortfiiggvényt. Ek-
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kor f € M(C), azaz f meromorf C-n (s6t f € M(C), ahol C a Riemann-
gomb), ésdeg f = m n m

—n = [m,n] —[m,n] = 0, tehat co-ben
(mon) " (mon) A

nem 0 értékkel megsziintethet6 szingularitdsa van. Azaz f-et mint a C-on
értelmezett meromorf fliggvényt tekintve az 0sszes gyoke és polusa a p €s ¢

gyokei.
(I#1,,) , . —
Ugyanakkor | f HH = —+— =1, és H szepardlja co-t ezen gyokoktdl,

(tal,)
igy @\H -nak a oo-t tartalmazo G 6sszefiiggdségi komponensén (G nemiires,
osszefiiggd nyilt) f holomorf, hatéran pedig | f| azonosan 1. igy a maximum-
elv miatt | f Ha < 1, azaz | f|-nek van lokdlis minimuma G-ben. A minimum-

elv szerint ez vagy gyoke f-nek, vagy f konstans. Mivel tudjuk, hogy G-ben
nincs gyoke se p-nek, se ¢g-nak, ezért f|o = ¢ € C. A G hatdran pedig
(A szokasos, C-n értelmezett fiiggvényekre érvényes minimum- és ma-
1
ximumelv itt kozvetleniil a g(z) = f () fliggvényre alkalmazhatd, mely
z

N A 1
G-nek a C — C, z — — diffeomorfizmus 4ltali képén holomorf.)
z

Tovabba G  C nemiires nyilt, igy persze az egész C-n konstans az f,
vagyis
p" =<¢q" (1)
Igy specidlisan p™ -ben minden gydk multiplicitdsa oszthaté m/-vel, mig
¢"™ -ban n/-vel. Viszont az m/, n’ értékek valasztasa miatt (m’,n') = 1, igy
valéjaban p-ben oszthatok a multiplicitasok m/-vel, és ¢-ban n'-vel. Azaz

/

m n

p(z) = ()™, q(z) = r(2)

Mairmost (1) miatt
=

vagyis ry = nry, ahol ™ = (, specidlisan || = 1. Tehdtr = r; és & = ™
valasztassal (ekkor persze || = 1)

Marpedig éppen ezt akartuk belétni.
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6. feladat (Pales Zsolt). Legyenek [ és J intervallumok, ¢,v : [ — R
szigordan monoton novo és folytonos fiiggvények, tovabba &, ¥ : J — R
folytonos fiiggvények. Tegyiik fel, hogy ¢(x) + ¢ (z) = z és ®(u) + ¥V (u) =
u teljesiil minden x € I, illetve u € J esetén. Legyen f : [ — J folytonos
megoldasa az

fo@) +v) < (f(@) + U(f(y)  (ryel)
fiiggvényegyenldtlenségnek. Mutassuk meg, hogy ekkor ® o f o =1 és W o
f o~ konvex fiiggvények.

Megoldas (Pales Zsolt). A megoldasbeli sorozatok konstrukcidjahoz sziik-
ségiink lesz az alabbi lemmara.

Lemma. A feladat jelolései és feltételei mellett barmely a,b € I, a < b
esetén létezik olyan a < u < v < b, hogy

u=gpla) +9@),  v=pb)+vu)

A Lemma bizonyitdsa. Ertelmezziik a g : [a,b] — R fiiggvényt a

g9(u) = p(a) + 9 (p(b) + ¥(u))

képlettel. Ekkor u € [a, b] esetén a ¢ és 1) fiiggvények szigorti monotonitdsa
miatt

a = p(a) +1(p(a) +¢(a)) < p(a) + P(p(b) + P(u))
< p(b) + P(p(b) + (b)) = b,

tehdt ¢ az [a, b] intervallumot (a, b)-be képezi. Igy ¢ folytonossdga miatt g-
nek 1étezik (a,b)-ben egy u fixpontja. Legyen v := ¢(b) + 1(u). Ekkor
u=g(u) = ¢(a) + 1 (v) is teljesiil, tovabba

u=o(u) +¢(u) <o) +P(u) =v=pb) + () < eb) +p0b) =0,

tehat © < v < b is fennall.

A feladat megolddsdhoz kimutatjuk, hogy ® o f o o' Jensen-konvex a
©(1) intervallumon.
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Legyen z,y € I, v < y rogzitett. Ekkor a Lemma alkalmazdsdval meg-
konstrudlhat6 egy olyan (x,,) szigortian monoton nové és (y,,) szigordan mo-
noton csokkend sorozatok, melyekre x; := x és y; := y, tovdbban € N

Tp+1 = @(xn) + w(yn+1)7 Yn+1 = ()O(yn) + w<In+1>.

Mivel z,, < y, is teljesiil, igy (x,) feliilrdl, (y,,) pedig alulrdl korlatos so-
rozat. Ezért léteznek a limx,, =: w és limy, =: v hatarértékek. A fenti
egyenletekben végrehajtva az n — oo hataratmenetet kapjuk, hogy

u=gu)+¢),  v=p)+d)

ahonnan ¢ és 1) szigord monotonitdsa miatt © = v kovetkezik. Most meg-
mutatjuk, hogy

P (@(w) -QF w(y))_

A rekurzids definicid szerint:

O(Tns1) + V(Tns1) = ©(@n) + V(Ynt1),
©(WUnt1) + V(Unt1) = P(Yn) + V(Tni1).

Ezeket 6sszeadva nyerjiik, hogy

O(Tnt1) + P (Yns1) = ©(n) + ©(Yn)-

Ezt az egyenlGséget iterdlva kapjuk, hogy n € N-re
p(rn) +(yn) = (x) + 9(y),
amibdl az n — oo hataratmenet elvégzése utan

20(u) = p(z) + p(y)

ad6dik, tehat valgban u = ¢~ (£2teW)),

Térjlink most ra a tétel allitdsanak igazoldsara. A fiiggvényegyenlGtlenség
teljestilése miatt

f(xnﬂ) = f(M%lb(xna yn+1>) < (I)(f<xn)) + (I)(f(yn+1>)

FGni1) = (Mg, 2s1)) < S(F () + U (f(@nr1)),
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azaz

O(f(@ni1)) + O(flann)) < O(F(2n)) + 0 (f(yni1))

O(f(ns1)) + O (Fnin)) < @(Flun)) +¥(f(2nin)).

Ezeket 6sszeadva:

B(f(211)) + (W) < (f(wn)) + (f(yn))-

Ezt az egyenlGtlenséget iteralva nyerjiik, hogy n € N esetén

O(f(an)) +(flyn)) < (f(2)) + S(£ ().

Véve az n — oo hataratmenetet:
20(f(w)) < @(f(2)) +@(f(v)),

amibsl u = o1 (#0720 figyelembevételével adédik, hogy

o )
q,of@l(@(x);w(y))) < Of(flf); oSW e
Innen p(x) := s és p(y) := t helyettesitésekkel kapjuk, hogy ® o f o o~
Jensen-konvex a (I) intervallumon. Ebbdl a folytonossdg miatt ennek a
fliggvénynek a konvexitasa is kovetkezik.

A VU o f o~ fiiggvény konvexitdsa hasonlé médon igazolhat6.

7. feladat (Csirmaz Laszlo). Jellemezziik azokat a pozitiv szamokbdl all6
novekvo (s,,) sorozatokat, amelyekhez létezik a valds szamoknak olyan po-
zitiv mértékd A részhalmaza, hogy minden % hosszusagu I intervallum
esetén \(A N 1) < =, ahol A a Lebesgue-mértéket jeldli.

Megoldas (Elekes Marton). Lebesgue stirtiségi tétele miatt lims, > 1,
megmutatjuk hogy ez elég is. Feltehetd, hogy s; > 1 — 1/4, egyébként
vessziik a konstrukciét a [0, 1/2¢] intervallumon, ahol ¢ az az index, ahonnan
s, > 1—1/4. Legyen ij olyan novd, hogy n > 2% esetén mdr s, > 1 —27F,
Az egységszakasz diadikus 2 hosszi szakasz&bol kihagyjuk az utolsé 2~*-
ad részt. Ami megmarad, az pozitiv mértékd, mert [[(1 — 27%) nem nulla. A
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halmaz a diadikus intervallumokra jo, tetsz6leges 1/n hosszd intervallum
lefedhets két, 1/2n-nél hosszabb diadikus intervallummal. Ami azt jelenti,
hogy a konstrukciét a [0,1/2]-re elkészitve készen vagyunk.

Megjegyzés. Persze nem kell, hogy s, novekvé legyen, ekkor lim inf s,, > 1
a feltétel.
8. feladat (Gat Gyorgy). Legyen az z € [0,1) valds szdm 2-es szdm-

rendszerbeli alakja: © = 3°7% 577. (Ha x diadikusan raciondlis, azaz © €
{ﬁ tk,n e Z}, akkor a véges felirast valasszuk.) Legyen az f,, : [0,1) — Z

27L
fliggvény a kovetkez6 moédon megadva:

Van-e olyan ¢ : [0,00) — [0, c0) fiiggvény, amelyre lim,_, o, ¢(z) = 00 és

1
sup [ (| fn(2)])dz < 00?
neN J0

Megoldas (Csernak Tamas). Fogalmazzuk at a feladatot a valszinliségsza-
mitds nyelvére: Legyen X a [0, 1) intervallumon vett egyenletes eloszlasi
valdszintiségi valtozd. A kérdés ekkor az, hogy van-e olyan ¢ : [0, 00) —
[0, 00), melyre lim, o ¢(z) = 00 és sup,,cy £ (¢(fn(X))) < oo (a varhatd
értékek supremuma).

Legyen X; az X valdsziniiségi valtozo ért€ékének 2-es szdmrendszerbeli
1-edik jegye a feladatban definidlt mdédon. Konnyen ellendrizhetd, hogy
Xo, Xy, ... fiiggetlen val6szinliségi valtozok és i € N-re P(X; = 0) =
P(X; = 1) = 1/2. Legyen T,, = Xo + X; + ... + X,, (mod 2). Rog-
zitsik le Ty = tg,...,17,-1 = t,_1 értékeket. A mod 2 Osszegbdl per-
sze vissza tudjuk szdmolni ebben az esetben Xy, ..., X, értékét, legyen
Xo = xo,...,Xn1 = x,_1. llyen feltételek mellett persze X, pontosan
egyik lehetséges értékére lesz T, = 0, a masikra 7, = 1, tehatt € {0, 1}-re

P(Tn:ﬂTO:tQ, ceny Tn—l :tn—l) :P(Tn:t|X0:l'0, ceey Xn—l :[En_l) :1/2

Mivel T),-nek a Ty, ..., T, 1-re vonatkozo feltételes eloszlasa nem fiigg
To, ..., T,_1 értékétol, ezért a T,, valoszinliségi véltozok fiiggetlenek, és
PT,=0)=PT,=1)=1/2.
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Legyen
Y, = (1) = (=1)2i=0 ¥,

Ezek a valoszinliségi véltozok is fliggetlenek lesznek, mert fiiggetlenek
fiiggvényei, és P(Y,, = 1) = P(Y, = —1) = 1/2. A definici6 szerint
Az Y, val6szinliségi valtozok varhato értéke 0, szérdsa 1, nézziik a nor-

n—1
malt 0sszegiiket: Z,, = % A centrélis hatareloszlas-tétel alapjan a Z,,
val6sziniiségi valtozok eloszldsban tartanak az N (0, 1) standard normalis el-
oszlashoz.
Jelolje ®(x) a standard normdlis eloszlas eloszlasfiiggvényét, (x) =
[ ﬁe‘%dt. Az eloszlasbeli konvergencia miatt lim,,_,, P(Z, > 1) =

1 — ®(1), ezért Ing, Yn > ng, P(Z,, > 1) > %ﬂ). Legyen K € R, mivel
lim, o () = 00, Ja,Vx > a-ra p(z) > K. Legyen n € N olyan, hogy
n > ng és/n > a. Mivel f,(X) = Z, - \/n,ha Z, > 1, akkor f,(X) > a,

ekkor persze | f.(X)| > a, o(|fo(X)]) > K, igy

1-®(1)

Pp(|fu(X)) > K) 2 P(Zn > 1) > —

Mivel (]| f,.(X)|) nemnegativ, ezért

Ba(1£0))) > K - Plolfu(X)]) > K) > K - 2T,

ezért sup,cy E (o(fu(X))) > K - 1_2(1), de mivel K tetsz6legesen nagy-
ra vdlaszthatd, és amivel meg van szorozva egy fix pozitiv konstans, ezért
sup,en E (o(fn(X))) = oo. Mivel ¢ is tetsz6legesen vilasztott fiiggvény

volt, a feladat feltételeinek megfelel6 fiiggvény nincs.

9. feladat (Totik Vilmos). Legyen N linedris normadlt tér és M az N egy siri
linedris altere. Igazoljuk, hogy ha L, ..., L,, véges sok linedris funkcional
N-en, akkor minden z € N-re van olyan x-hez konvergdlé M-beli (y,)
sorozat, amelyre L;(y,) = L;(x) teljesil minden j = 1,...,mésn € N
esetén.

Megoldas (Totik Vilmos). Az

U={(Li(x),..., Lm(x)) |z € N}
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az R™ (vagy a C, ha a tér komplex normadlt tér) egy altere, amelyben
U = {(Ls(2), ..., Lm(2)) | € M}

egy slrd altér, ezért U* = U. Legyen k € N az U dimenzidja, és le-
gyenek xq,...,x; € M olyan elemek, amelyekre (Li(z;),..., Ly (z;))
j=1,...,kaz U egy bazisa. Mivel véges dimenziéban barmely két norma
ekvivalens (igy az x;-k dltal kifeszitett altérben max7", |L;(x)| ~ |z|]), azt
kapjuk, hogy van olyan C, hogy ha (v1,...,v,,) € U tetsz6leges, akkor van
olyan z az z1, ..., xy dltal kifeszitett altérben, amelyre L1 (z),. .., L, (z) =
(U1, -+, 0m) és ||lz]| < CmaxfL, |v;|. Mdrmost ha X,, — =, X,, € M tet-
szbleges, akkor a v, ; = L;(z) — L;(X,,) vélasztassal kapunk olyan z,, € M
fenti tipusd elemeket, amelyekre ||z,|| < CmaxjL, |L;(x) — L;(X,)|, és
igy y, = X,, + 2z, megfelel minden feltételnek.

10. feladat (Pap Gyula). Legyenek X, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu
véletlen véltozék P(X; = 0) = P(X; = 1) = 3 eloszldssal. Legyenek
Y1, Yz, Y}) és Y, fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok, ahol Y; :=
Y ore 16 . Abszolut folytonos eloszlasu-e az Y; + 2Y5 + 4Y3 + 8Y), valamint

az Y7 + 4Y; véletlen valtozo?
Els6 megoldas (Pap Gyula). Az X, véletlen véltozé karakterisztikus fiigg-
vénye

: 1 1. 1 i i i t
E<e1tX1> = -+ 7e1t — 5@% (e_it + e%) — e?t COS<2>, t e R.

Nyilvan a 72, fé’,z sor 1 valoszinliséggel konvergens (hiszen a reszletosz—
szegek sorozata monoton ndvekvd, és nem nagyobb, mint 5%, -k ok = 115 ,
ezért eloszlasban is konvergens, igy Lévy folytonossagi tétele alapjan Y; ka-
rakterisztikus fiiggvénye

E(eltYl> = hm E(exp{ltz 16’“}) = nh_)n(f)lo H ]E(eljfkk)
t it t
- H(emk os(575)) = ,CHICOS(z ) tER

k=1

fgy Y1 + 2Y5 + 4Y5 + 8Y), karakterisztikus fiiggvénye
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E<eit(Y1+2Y2+4Y3+8m))

2t O\ o 4t \ 8t )

(1+2+4+8)1t
HCOS<2, )1_‘[(308(2 16k>HCOS(2 16k>HCOS(2 16k

Tetszbleges pozitiv egész n esetén ;. % egyenletes eloszlésﬁ a

{0, 5%, ..., %>} halmazon, igy eloszldsfiiggvénye legfeljebb ---nel tér

el a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlds eloszlasfiiggvényétdl, ezért

i % eloszlasban konvergél a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlds-

hoz, tehat Lévy folytonossagi tétele alapjan Y; 4-2Y; +-4Y5+8Y, egyenletes

eloszlasd a (0, 1) intervallumon, ami abszolit folytonos eloszlas.
Hasonl6an szdmolva Y7 + 4Y3 karakterisztikus fiiggvénye

. it t 4t
[ (et(Y1+4Y3) = ( ) ( )
(e ) =¢ %0 kl |1 cos| 5gr kl |1 cos| 5gr

( 42k>HCOS< WES 1)

[
loj (2 4@>:E<emcos<2%4f>)

:IE(exp{it; 4€}>’ t e R,

ezért Y, + 4Y5; eloszldsa megegyezik a > ;2 % véletlen valtozd el-
oszlasdval, ahol a > ;2 % sor is nyilvan 1 valdészinliséggel konvergens.
A Y52, 5 véletlen viltoz6 lehetséges értékei azok a [0, 1] intervallumba
es6 szamok, melyek felirhatk a 4-es szdmrendszerben a 0 és 1 szdmjegyek
segitségével, tehdt nem eshetnek a H = U2, [(2[%, ﬁ) U (222—121, %i—ﬁ)}
halmazba, aminek a Lebesgue-mértéke % Ezért az Y7 +4Y;5 véletlen valtozo

1 val6szintiséggel beleesik a [0,1] \ H halmazba, aminek a Lebesgue-

it
eeo6

@\r;
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mértéke 0, vagyis az Y; + 4Y5 véletlen valtozé nem lehet abszolit folytonos
eloszlasu. L

Masodik megoldas (Barczy Matyas). Az Y; + 2Y5 + 4Y3; + 8Y, véletlen

W0y @ 43 gx (3
e . . xWpox®1gx® 4 gxl .
valtoz6 eloszldsa megegyezik a > 7>, —* ST k_ eloszlasaval,

ahol {Xj@ cje{1,2,...},0e{1,2,3, 4}} fiiggetlen képidi az X; véletlen

M ox@ 4 x® L gx®
e o xWMypax®ax®18x PR
véltozénak. Nyilvdn a > 2, —& BT k- sor 1 valdszinliséggel

konvergens (hiszen a részletbsszegek sorozata monoton novekvd, és nem na-
gyobb, mint } 77, 16k = 1), ezért eloszlasban is konvergens. Tetszdleges

XV pox (P 4ax® pax (¥ I losrldss
o 6 egyenletes e osz asd a

{0, 67+ - - -, “jg+ halmazon, igy eloszldsfiiggvénye legfeljebb - L__nel tér

el a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlds eloszlasfiiggvényétol, ezért

(D ox@ 4 ax®) gx®
X pox P rax® 48 x . . .
dohoq —E ST L eloszlasban konvergal a (0,1) intervallumon

egyenletes eloszlashoz, tehat Y, 4 2Y5 4 4Y5 + 8Y, egyenletes eloszlasu a
(0, 1) intervallumon, ami abszoliit folytonos eloszlas.

pozitiv egész n esetén > ;.

x4 ax®
Az Y7 + 4Y3 véletlen viltozo eloszlasa megegyezik a 572 —E—mr—t—

M4y x®
b's
eloszlasédval, ahol a >°;7, X 8% sor is nyilvan 1 valdszintiséggel kon-

ol
XV ax,
vergens. A Y 70—k

6k véletlen valtozé lehetséges értékeinek A hal-
mazat azok a [0, 1] intervallumba es$ szamok alkotjak, melyek felirhatok
a 16-os szamrendszerben a 0, 1, 4 és 5 szamjegyek segitségével. Ez az
A halmaz ugy keletkezik, hogy a [0, 1] intervallumbdl elGszor kivessziik a
(136, 1%) U (166, 16) halmazt, mert ebben vannak azok a [0, 1] intervallum-
beli szamok, amelyek 16-os szdmrendszerbeli alakjdban a nulla utani els6
szamjegy kiilonbozik a 0, 1, 4 €s 5 szamjegyektol, igy a 5 + }—2 = % részt
vessziik ki. Utdna a maradék halmazbdl azt a halmazt Vesszuk ki, amelyben
a nulla utdni masodik szamjegy kiilonbozik a 0, 1, 4 és 5 szamjegyektdl,
igy a maradéknak megint a % részét kell eltavolitani, és igy tovabb. Tehat a
[0, 1] intervallumbdl kivett halmaz Lebesgue-mértéke 2 + 2 + & +--- =1,
igy az A halmaz Lebesgue-mértéke 0. Ezért az Y; + 4Y5 véletlen valtozé
1 valészintiséggel beleesik az A halmazba, aminek a Lebesgue-mértéke
0, vagyis az Y7 + 4Y3 véletlen valtozé nem lehet abszolit folytonos el-
oszlasu. L

Megjegyzések a feladathoz. Konnyl beldtni, hogy a > p°, % véletlen

valtozé eloszlasfiiggvénye folytonos, ezért az eloszldsa nem tartalmaz ato-
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mot, vagyis nem diszkrét. Tehdt Y; + 4Y3 folytonos szinguldris eloszldsu
véletlen véltozo.

Az elsd megoldds els6 részében felhasznélhatd, hogy minden ¢t € R\ {0}
esetén [[;°, cos(2 4Z) = Sint% 2 &s igy Y7 + 2Y5 +4Y5 + 8Y karakterisztikus

fliggvénye e2 Smt(/t2/2) ami éppen a (0, 1) intervallumon egyenletes eloszlas

karakterisztikus fliggvénye.

Barczy Matyas megjegyzése

Az elsd megoldds mdasodik részét ugy is be lehet fejezni, hogy az
Y +4Y; karakterisztikus fuggvenyee( 30 Hk 1008(216k) | ol 1COS(2.%2,€),
t € R, amely a 16 - 2, N € {1,2,...} sorozat mentén nem kon-
vergdl 0-hoz, mert az abszolit értéke egy pozitiv konstans, mégpedig

|l 1cos<16k) | el 1cos(wk) hiszen 2?1( cos(wk» <3 #g% <
oo és hasonldan Zk:1(1 — cos(mk)) ey ST < oo. Viszont ha az

162k
Y1 +4Y5 véletlen valtozo abszolut folytonos eloszlasu volna, akkor a karakte-

risztikus fiiggvénye a Riemann—-Lebesgue-lemma szerint 0-hoz konvergalna
végtelenben, tehat az Y + 4Y3 véletlen valtoz6 nem lehet abszoldt folytonos
eloszlasu. ]
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