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ELOSZO

Az Alkalmazott Matematika Lapok ezen szama a 2019. augusztus 26-dn és
27-én Veszprémben tartott Veszprém Optimization Workshop konferenciakote-
te. A konferencidn baratai, kollégai és tanitvanyai koszontotték Vizvari Bélat
70. sziiletésnapja alkalmabol.

Dosa Gyorgy
Kovacs Gergely
Takacs Szabolcs

vendégszerkesztok
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VIZVARI BELA KOSZONTESE

Vizvari Béla 1948-ban sziilletett Budapesten. A Berzsenyi Déniel Gimnazium
els6 matematika tagozatos osztalyaban érettségizett 1967-ben.

Egy év katonai szolgdlat utdn kezdhette meg egyetemi tanulményait az ELTE
matematikus szakdn. Oktatéi koziil Surdnyi Janosnak, Turdn Palnak, Prékopa
Andréasnak és Kovacs Laszlé Bélanak koszonheti a legtobbet. Az operaciékuta-
tas szakirdnyon a Kovécs Laszlé Béla modellezési gyakorlatain, egészértéki érain
megismert szemlélet kutatéi palydjara is komoly hatassal volt. Diplomadolgozatat
szintén Kovacs Laszlé Bélandl irta a Lagrange-szorzok elméletérdl 1973-ban, akkor
kétgyermekes csalddapaként. Azdta is operacidkutatonak vallja magat, ideértve a
téma teljes spektrumat a modellezéstél a matematikai médszerek fejlesztéséig.

1973 és 1989 kozott az MTA SZTAKI-ban dolgozott (16 év, 6t koltozés). Az

Operécickutatasi Osztalyon sokdig Kovacs Laszlo Béla volt a kozvetlen fondke. De
alapité igazgatoként Vamos Tibor, f6osztalyvezetoként Prékopa Andras is sokat
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tett azért, hogy a SZTAKI-ban jdl felszerelt, szabad, mégis inspiralé kozeg alakul-
jon ki. Kiilon megemlitend a Prékopa Andras &dltal szervezett matrafiiredi téli
konferenciasorozat, mely Kelet és Nyugat operacidkutatoinak legendés talalkozasi
helye volt (tobbek kozott George Dantzig vagy R. Tyrrell Rockafellar is megjelent
itt).

A SZTAKI kivalé terep volt arra, hogy elméleti ismereteit a gyakorlatban ka-
matoztassa, egyben komoly gyakorlati tudasra tegyen szert. 1974-ben az Uttroszt
szamara készitett koszallitasi modelleket. 1975-1981 k6zott a Dunai Vasmi hideg-
hengermiivének termelésiranyitdsi problémaival foglalkozott, majd 1988-ban részt
vett a Dunai Vasmili karbantartdsi tevékenységeit vezérlo szamitégépes rendszer
tervezésében.

1979-ben az ELTE-n doktoralt, disszertaciéjanak témaja a Lagrange-szorzdk
egészértékil alkalmazasa volt. Ezutan a SZTAKI-ban a Diszkrét Optimalizalas
Csoport vezetdje lett, majd 1985-t61 a Matematikai Szoftverek Osztalyanak osz-
talyvezetd helyettese volt. Idokozben kétszer nyert intézeti dijat.

1987-ben szerzett dr. sc. nat. (nagydoktori) fokozatot Merseburgban (akkor
NDK). Ezt Magyarorszdgon a matematikai tudomény kandidatusa fokozatként
honositottak. Disszertacidja a Frobenius-probléma egészértékii programozasi meg-
kozelitésérol szolt. Konzulense Joachim Piehler volt, akivel levelez6 aspiransként
tartotta a kapcsolatot, évi kétszer egy honapot Merseburgban toltve.

A SZTAKI-ban dolgozva is oktatott operacidkutatasi targyakat, elébb az ELTE
Valészintiségszamitasi Tanszékén, majd az Operacidkutatdsi Tanszék megalakula-
sa utdn annak félallasa adjunktusaként.

1989-ben Torokorszagba koltozott, és 1993-ig az ankarai Bilkent Egyetem Ipa-
rimérnok Tanszékén tanitott. Itt az elsé tanévben az év oktatéja lett. Sokat ko-
szonhet a maganegyetem alapitéjanak és els6 vezetGjének, Thsan Dogramaci nagy-
vallalkozénak.

1993-ban hazatért, és 2007-ig az ELTE Operacidkutatasi Tanszék foallasu ok-
tatdja lett (14 év, hdrom koltézés). A 2004-2005-6s tanévben a Matematika I.
Tanszékcsoport vezetdje volt. Ebben az idészakban szamos cikke jelent meg a ka-
oszelmélet kommunikdcids alkalmazasardl (Kolumbén Gézdval), agrargazdasdgtani
piacok elemzésérél (Bacsi Zsuzsannaval és Lakner Zoltannal), illetve az egészértékii
programozas kémiai alkalmazdsairdl (Téth Janossal).

2003-ban az ELTE-n habilitalt.

Nagy munkabirasat jellemzi, hogy emellett kiilonféle szakoknak kb. 15-féle tar-
gyat oktatott, kozel 70 MSc-s diplomamunka konzulense volt, illetve ekkor 6ten
is a lelkiismeretes és inspirdld témavezetése mellett szerezték meg PhD fokoza-
tukat: Bacsi Zsuzsanna, Kovéics Gergely, Désa Gyorgy, Bernath Attila, Takdcs
Szabolcs (idérendi sorrend). Komoly érdemei vannak az alkalmazott matematikus
szak létrejottében, mintatantervének kidolgozdsaban is.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



VIZVARI BELA KOSZONTESE 5

Ekkor jelentek meg legfontosabb konyvei, melyek mindegyike az adott terti-
let hidnypétlé miive: Bevezetés a termelésirdnyitds matematikai elméletébe [1],
Egészértékil programozas [2], Operdcidkutatdsi modellek [3].

Az 1994-1995-6s tanévben vendégoktatd volt a new jersey-i Rutgers University
Operacidékutatasi Kozpontjaban. Toébb kozos cikke sziiletett Prékopa Andrassal
sztochasztikus egészértéki programozas témakorben. Itt keriilt baratsagba Peter
L. Hammerrel is, aki a korszak tudomdanyszervezdjeként tobb jelentds folydirat
alapitoja. O késébb a kozpont vezetGjeként tobbszor meghivta az USA-ba egy-egy
félévre (1999, 2002, 2004).

2007 6ta él Eszak—Cipruson (Eszak—ciprusi Torok Koztarsasag) Famagusztaban,
ahol a Kelet-Mediterran Egyetem Iparimérnok Tanszékének professzora (eddig 14
év, koltozés nélkiil).

Az oktatds mellett szamos cikke jelent meg telepitési problémakrdl, kvadratikus
hozzdrendelési feladatrdl (Sadegh Niroomanddal), rugalmas gyarté rendszerekrél
(Mazyar Ghadiri Nejaddal), digitdlis geometriardl (Nagy Benedekkel), vagy hu-
manitarius logisztikardl. 2017-ben jelent meg Questions, Problems, and Critical
Thinking to Production Planning c¢imi kényve [4].

Cipruson eddig hét doktorandusza védte meg PhD-értekezését: Sadegh Niroo-
mand, Nima Mirzai, Farhad Mousavi, Elmabrok H. Abdelrahim, Sam Mossallae-
ipur, Mazyar Ghadiri Nejad, Tareq Babaqi (idérendi sorrend). Jelen pillanatban
ot doktorandusza van.

Vizvari Béla kilenc konyv szerzéje, tdrsszerzoje. 132 cikket publikalt referalt
folydiratban, hetet kotetben, 32 cikke van konferencia kiadvanyban, 93 kutatasi
jelentés szerzgje vagy tarsszerzdje. Eddig kozel 100 MSc diplomamunka konzulense
volt, 12 tanitvanya szerzett doktori cimet. Tobb mint 1400 fliggetlen hivatkozasa
van, h-indexe 19, il0-indexe 35. Minderrél ezt gondolja: ,Amikor egy jelentds
tudds meghal, szdmokba rendezik munkdassdgat: hany konyvet irt, mennyi ilyen,
olyan, amolyan cikket publikdlt, hdnyan szereztek tudomdnyos fokozatot az irdnyi-
tdasdval, mekkora az idézettsége. Pedig sokszor fontosabb a személy kisugdrzdsa:
hogyan tudta kollégdit meggydzni, hogy amivel & foglalkozik, fontos, s tegyék ezt a
tobbiek is; hogyan szemlélte a vildgot; milyen tdvoli dolgok kapcsolatdra vildgitott
ra; hogyan tehetjik hasznossd a szakmdt a tdrsadalom szimdra, s hogyan kotott
ossze embereket, akik nem is ismerték eqymdst.”

Ennek szellemében alkot, tanit, él. Ordira, eléadésaira mindig lelkiismeretesen
késziil. Célja nem csak a tudas, hanem egy egész szellemiség kozvetitése. Di-
akjaira, szakdolgozoira, doktoranduszaira minden koriilmények kozott van ideje.
Fontosnak tartja, hogy veliik valé kapcsolata ne meriiljon ki egy-egy dolgozat elké-
sziiltében. A folyamat soran a didk is alakul, kirdndulnak, muzeumba viszi Oket,
életvezetési tandcsokkal latja el 6ket. Errdl szol példaul ez a hidnypdtld vided is:
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Tips you need to know as a scientist (www.youtube.com/watch?v=10-Uep78GJk).

Az Alkalmazott Matematikai Lapok felelés szerkesztéje volt 2003 és 2019 ko-
zott, emellett a P.U.M.A. négy konferencia kétetének vendégszerkesztéje volt. De
a tudomdényszervezés mellett fontos szerepet szan annak, hogy matematikarol ir-
jon a nem tudods kozosségnek is. 15 ismeretterjeszté dolgozatabdl kiemelkedik a
KOMAL-ba szerkesztett, kozépiskoldsoknak sz6lé operacidkutatasi sorozat, vagy
az Erint6be rt Szdmolni tudni kell? cimf cikke.

Egyéni latasmddjat kozéleti irdsaiban tarja a széles nyilvanossag elé, kozel 20
cikke jelent meg tobbnyire hetilapokban kiilonb6z6 kozéleti témékban: felsGokta-
tasrol, egészségiigyrol, alkotmanyrdl, migraciérdl, genderrol.

Végiil életmiivével kapcsolatban kiemelendd, hogy referalt cikkei koziil idérendi
sorrendben a kozépsé (tehdt a medidn) 59 éves kordban jelent meg. Vagyis kortar-
sai tobbségével ellentétben, életkorat meghazudtold lelkesedésssel élete legutdbbi
14 évében alkotott annyit, amennyit elétte Gsszesen.

A tovabbi tanitashoz, publikdlashoz, alkotdshoz j6 egészséget, lelkes tanitvé-
nyokat kivanunk! A 70. sziiletésnapjat iinnepl$ veszprémi VOW workshop kon-
ferenciakotetével koszontik 6t kollégdi és tanitvanyai nevében a kotet vendégszer-
keszt6i: Dosa Gyorgy, Kovacs Gergely, Takéacs Szabolcs.
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Cikkiink rendhagy6 lesz, tobb szempontbdl is. Egyik oldalrdl igen
kevés olyan dolgozat jelenik meg tudoméanyos lapokban, mely nem a
,problémafelvetés-hivatkozasok-problémamegoldéds-diszkusszié” négyes kor-
forgasdban értelmezhets. Masik oldalrdl szerettiik volna, ha 70 év élet- és 50
év tanitési tapasztalata olyan kornyezetben jelenik meg, ahol az akadémiai
kérdésfelvetések ipari, alkalmazdsi vetiiletei is felszinre keriilnek. Valamint
mindez egy kotetlenebb, de mégis némileg strukturalt beszélgetés leirataként
lathat napvilagot. Bizunk abban, hogy esetleg vitakat generalhatunk ezzel a
beszélgetéssel, vagy csak gondolatokat ébreszthetiink az utdnunk jové gene-
racié tagjaiban. A beszélgetés f6 résztvevdi Vizvari Béla és Csizmadia Zsolt
— Takécs Szabolcs pedig a beszélgetés moderalasaban és szovegezésében vett
részt. A szerzdket éppen ezért alfabetikus sorrendben tiintettiik fel.

Bevezeto

A beszélgetés el6tt megallapodtunk a kérdésekben, melyek jelenleg foglalkoz-
tatjak a beszélgetétarsakat. E kérdések a matematikai programozasi, illetve opti-
malizdlasi feladatok megoldaséra vonatkoztak, és az alabb olvashatdk:

1. NP-teljesnek igérkezé modellek esetén meg kell-e allapitani az egzakt modell
— heurisztikus moédszer hatarat? Ez akadémiai kérdésfelvetésnek tiinik, de
van gyakorlati jelentOsége is.

2. Melyek az egzakt megoldas mell6zésének és a csak heurisztikus megoldéas
alkalmazdsanak szakmailag korrekt feltételei?

3. Lehet-e hasznalni az idében levagott korldtozast és szétvalasztdst heuriszti-
kaként? Altaldnossdgban: ha heurisztikékat haszndlunk, akkor globdlis és
nem globdlis heurisztikak eredményeit miként hasonlithatjuk 6ssze? Taldn
még altaldnosabban (kicsit szabadabban értelmezve) hogyan értékeljiik, ha
egy megoldé hamar ad j6 megolddst (majd sokdig bizonyitja, hogy nincsen
jobb), szemben azzal, ha a végén ad egy optimdlisat?
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4. Honnan vegyiink hiteles tesztfeladatokat?

5. A megolddsok mindsége kiilonboz6 lehet a tolerancidktdl és a feladat nume-
rikus nehézségétol fiiggéen. Ezeket figyelembe tudjuk venni?

6. Az atlagszamitasnal hogyan kezeljiik a kiugré értékeket? Mit6l nem fogja az
eredményeket néhany kiugré adat dominalni?

7. Mennyire lehet/kell a felhaszndlé elézetes ismereteit a problémérdl egy pro-
fesszionalis szoftverrel k6z6lni?

8. Ha van beéllitott megengedett iddkorlat, lehet-e az eredményeket befolya-
solni ennek iigyes megvélasztdsaval? Es mit lehet tenni ez ellen? Kell-e
tenni ellene valamit, vagy egyszeriien csak ,,mindenféle idékorlatra” adjunk
at informéciot?

E nyolc kérdésben kértem ki beszélgetGpartnereim véleményét, meglatasait,
tapasztalatait. Most a véalaszok kévetkezzenek gy, ahogy azok a beszélgetés sordn
elhangoztak.

1. NP-teljesség: egzaktsag, heurisztikak, hatarok

V.B.: Ha megengeditek, akkor kezdem én, mert én vetettem fel ezt a kérdést.
Mostandban tobb olyan cikket is kaptam biralatra, amely két részbdl allt, és e két
résznek semmifajta kéze nem volt egymashoz.

A szerzdk felvetettek egy problémét — ami nem matematikai, hanem alkalma-
zott probléma. A probléma modelljérél azt mondtdk, hogy ez egy egész értéki
probléma, tehat akkor NP-teljes, nem tudjuk megoldani. Ekkor kovetkezik a cikk
masodik része, egy heurisztikus eljaras, amivel megoldanak valamit, és ez 6nma-
gaban akér teljesen korrekt is lehet. Azonban ennek a heurisztikdnak altalaban
nincsen semmi koze az eredeti problémahoz, de megoldanak valamit — és a lefutds
utan értékelik a megoldast. Ez a szerzok szerint egy jé cikk — szerintem viszont
nem az. Mert a két résznek igy nincsen koze egymashoz.

Elészor is igazolni kellene, hogy a mi feladatunk (az a feladatosztaly) speciel
tényleg NP-teljes. Igazuk van abban, hogy &ltaldban az — de ezt akkor is bizo-
nyitani kellene. Utdna viszont kellene tudni azt is, hogy az adott feladatosztéalyt
milyen méretig tudjuk megoldani.

Lehet persze innentdl arrdl beszélni, hogy az adott feladatosztalybol ez milyen
strukturaju? Mit teszi nehézzé vagy konnytivé? Tudok ra két példat is mondani.

ésidékben, amikor még Zsolt didk volt...

T.Sz.: Mintha mi egyiitt lettiink volna didkok Zsolttal?

V.B.: Zsolt 300 éve volt didk, én 500 éve voltam didk. Szdéval, Zsolt, ha em-
1ékszel ra, akkor Foldes Pistaval dolgoztunk egy probléman, amit nagyon nehezen
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oldogattunk. Volt egy modell, amihez hozzavettiink tobb ezer, teljesen felesleges
feltételt. fgy viszont mar pillanatok alatt meg tudtuk oldani. Ez egy érdekes
tapasztalat volt.

De tudnék egy példdt mondani Zsolt jelenlegi munkahelyérdl is. Oldogattam
egy nagy feladatot a megolddotok egy régi verzidjaval — tobb ezer részfeladaton
keresztiil, amiket dokumentaltam is. Majd a valéban jéindulati f6nokod javasolta,
hogy alkalmazzam az 1j valtozatot. Ezen a specidlis feladaton azonban lényegesen
lassabb volt, mint a régi valtozat. Ijgy altaldban bizonyosan jobb volt, gyorsabb
volt — de speciel ennél a feladatndl ez nem volt igaz.

Es ha visszaélhetek az id6tokkel, akkor még régebben, amikor Ti még dia-
kok sem voltatok, a Bilkenten voltam, ahol egy Ramazan Demir nevii hallgatéval
dolgoztunk egyiitt parhuzamos, egyforma berendezések iitemezésén. A feladatok
generalasaban volt csak kiilonbség. Volt olyan feladatosztaly, ahol 800 ezer, tehat
majdnem egymillié munkéat tudtunk gy iitemezni, hogy megkaptuk az optimalis
megoldast a mdédszeriinkkel.

Volt olyan osztaly is, ahol 50-et tudtunk, 60-at nem (az el6bb majdnem egy
milliérél beszéltem) és latszott, hogy 55-nél térténik valami, utdna nem tudunk
dolgozni.

Van tehét olyan, amikor a megoldé jol passzol a feladathoz, és akkor igen nagy
méretil feladatokat is meg tudunk oldani — mas esetekben pedig esélyiink sincsen.

Cs.Zs.: Megjegyezném, hogy az NP-teljes feladatok esetében a méret 1énye-
gében semmit sem mond. Vannak olyan feladatok, ahol egészen kis problémék is
nagyon nehezek akar csak 40-50 valtozoval, ami nem megoldhaté — mas esetekben
pedig igen nagy méretben is jol tudunk dolgozni.

Mas esetben pedig illeszkedik a szolverhez — ez gyakran annyit jelent, hogy a
szolver fejlesztoi lattak mar olyan feladatot — és gond nélkiil megoldhatd.

En péld4ul az alabbit javasolom: els6sorban meg kell nézni, mi a feladat struk-
turdja. Majd oda kell adni az elérheté szolvereknek (ez az akadémiai térben jarhatéd
Ut, mert a nagy szolvereknek van akadémiai licensze), és ki kell prébdlni 6ket. Le-
hetéleg e probakat nem véletlen szamokon alapulé feladathalmazon kell megtenni
— és ezek utén lehet donteni.

2. Egzaktsag és heurisztika — mik az alkalmazas korrekt feltételei?

T.Sz.: Ezzel ré is tértiink akkor a méasodik kérdéskorre? Ugy érzed, érted,
hogy akkor egy kell§ feladathalmazon érdemes, kell kipréobdlni a feladataidat és
azon kell jéonak lenni?

Cs.Zs.: Ez egy bevett szokas. Azonban fontos kiemelni azt, ha egy adott
specialis feladaton a heurisztikad jo, illetve van olyan jé, mint a nagy szolverek,
akkor az igenis j6 eredmény! Ugyanis a szolverek mogott jelentds eréforrasok allnak
— tehat legaldbb olyan jot elérni nem egy lebecsiilendé eredmény! Az valéban lehet,
ha ezt utdna elkiilldod a fejlesztoknek, akkor azt beépitik, és a specidlis osztdlyon
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is mar jol, vagy jobban fognak dolgozni. De mindenképpen fontos, ha hozod azt,
amit a szolver hoz, az mar egy figyelemre mélté eredmény — még speciélis feladaton
is.

Ha a szolvert jol beéllitod, visszajohetnek egy olyan finomhangolédssal, ami még
a tiednél is jobb. De nem ez a cél, nem errél szdl az egész, hanem arrdl, hogy a te
heurisztikad jé, hatékony.

A te lépéselényod az, hogy lattad a feladatot — a szolver elénye a tobb évnyi
belefektetett fejlesztési tapasztalat. En azt mondandm, ha a te heurisztikad jo
vagy jobb, mint a szolver, és ezzel a megbizé elégedett, akkor rendben van. A
szolvernek a feladat alkalmazodjat kell kiszolgalnia.

Altaldnosan a nagy méret, a nem konvex feladatok esetében a heurisztikak al-
talaban elfogadottak, van létjogosultsaguk. Vagy ha olyan feladatosztalyba futunk
bele, amire nincsen algoritmus.

T.Sz.: Béla?

V.B.: En ezzel teljesen egyetértek.

Cs.Zs.: Fontos még az is, hogy a szolver-fejlesztSket az szokta inspirdlni, ha a
tesztfeladatok egy mindenki altal elérhet6 feliileten vannak — mert akkor mindenki
tudja ezt tesztelni, mindenki tudja tesztelésre hasznalni. Ebbol kovetkezoen még
inkdbb transzparenssé valik, hogy ki teljesit jobban/rosszabbul.

3. Id6ben levagott korlatozas és szétvalasztias? Globadlis és nem
globdlis megolddk Gsszehasonlitasa. S6t: gyorsan majdnem joét,
vagy lassan jobbat?

Cs.Zs.: Ezt most kezdeném én: az els6 olyannyira lehet, hogy lényegében
minden szolver rutinbdl csinédlja. Ez egy tipikus heurisztika: van egy megoldas,
ott van egy kornyezet, amiben ez miikodik — és ott dolgozom valamennyit tovabb.

Az id8ben levéigassal az a gond, hogy determinisztikus médon kell levagni a
feladatot, hiszen idedlisan ismételhetének kell lennie, vagyis ez lehet id6, de in-
kébb iterdcidszam vagy egyéb determinisztikus mennyiség, amiben limitaljuk a
,korlatozas és szétvalasztds” modszerét.

Az 6sszehasonlitas szamunkra is gond volt, mert az Akadémia szereti azt gon-
dolni, hogy mindig globélis megolddkkal dolgoznak és hasonlitjak Gssze — de ez
nem egészen igazsagos akkor, ha heurisztikdk vannak, mert lokélis megoldasokat
érnek el a szolverek mas és mas idok alatt. fgy maga a heurisztika 6sszehasonlitasa
nem lesz egészen igazsagos.

Ha fejlesztesz, akkor kérdés az, hogy példaul egy 1j mddszer mikor jobb, mikor
rosszabb? Erre kitaldltunk egy 1j mddszert, ami a primdl-integral elvén alapul [1].

Az egészértékit megolddknak van egy ,GAP” mértéke. Ez azt jelenti, hogy
mennyire igazolt az, hogy a jelenlegi megoldas optimalis. Ha van egy megoldas,
aminek a jelenlegi megolddsa 100, és a GAP 20%, akkor az azt jelenti, hogy az
optimum valahol 80 és 120 kozott van.
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Az otlet: a GAP fiiggvényt integraljuk az id6ben. Ez azt jelenti, hogy ha
megolddsunk van az elején — akkor az lenyomja a GAP-et (mig ha nincsen megol-
dés, csak a végén, akkor a GAP végig azonos marad). Ez azt eredményezi, hogy
,boldogabb vagy” az eredményeddel az elején, mintha csak a végén van megoldas.

Ez nagyjabdl a primél-dual integral, hiszen itt van egy korlatunk is a dual
oldalrol.

Heurisztika esetében azért nem miikodik igy ez az integral, mert nincsen dual
korlatunk — és a legjobb megoldédst sem ismerjiik. Viszont az az otlet, hogy ha
van két megoldasunk, akkor a jobbik megoldds mint korlat mar miikédik - ha t6bb
ilyen megoldas van, akkor a legjobbja szintén jé korlat.

Amit sikeriilt bizonyitani [3]:

1. Az 4j megolddsok szamadataibdl az 1j integrélok jél, gyorsan szamolhatdk -
tehat tjabb és 1ijabb megolddsokkal kénnyli update-et csindlni erre a mér-
tékre.

2. Szintén lehetett bizonyitani, hogy ez a mérték tranzitiv, tehat a kiillonb6z6
megoldasokon rendes rendezést lehet adni.

Erdemes azt is megemliteni, egy lokalis szolver heurisztikaként is felfoghato.
Ezen vita van, de mi azt mondtuk, hogy a lokélis szolver bizonyos feltételek telje-
siilése mellett igazolja, hogy lokalis optimumban van — mig a heurisztika egyszertien
csak egy j6é megoldast akar adni.

V.B.: Nekem nagy banatom volt a régebbi szolvereknél, hogy nem tudtam
megadni célfiiggvény értékeket. Ha ezt meg tudtam volna tenni, akkor az nagyban
konnyitette volna a dolgomat.

Akkoriban kitaldltam egy fiiggvényt, ami megmutatta, hogy a szolver az én
feladatomra miként haladt az optimum felé — és elég jél tudtam jésolni a segitsé-
gével.

Cs.Zs.: Az szép teljesitmény, mert ilyet dltaldban nem tudunk mondani.

V.B.: Az én feladatomra, specifikusan tudtam ezt megmondani és megmutat-
ni.

Ha most teljesen alkalmazés szinten dolgozom, és nem akadémiai szinten, akkor
alapvetden két feladattipust érdemes megkiilonboztetni.

Az egyik feladattipus az, amikor megoldjuk a feladatot, és annak eredményét
sokdig vagy sokat fogjuk hasznalni:

1. Egy korhazban a kérhazi osztalyok elhelyezése.

2. Egy autégyarban a gyartésor beallitasa.

Id6ben vagy darabszamban nagyon sokaig gy hasznéljuk a rendszert, ahogy
megcsinaltuk. Ezek beruhazési feladatok, ilyenkor az optimalizdlasba érdemes sok
id6t, akar heteket is belefektetni.
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Ezzel szemben vannak olyan feladatok, amik nem ilyenek. Most humanitarius
logisztikaval foglalkozom. Itt példaul egy foldrengés esetében az, hogy a most
visszaérkezd mentéauté merre menjen tovabb, nem tervezheté napokig. Azonnal
irdnyitanom kell, nincsen tere az optimalizalasi id6nek.

Ez a két feladatcsoport felhasznaldsi szempontbdl igen kiillonbozé. Mindkettd
mogott igen bonyolult modellek is lehetnek.

Cs.Zs.: Mi ezeket offline és online eljarasoknak nevezziik.

V.B.: Ez rendben van, és a masodik esetben nem tudok érvelni a heurisztikak-
kal szemben - ha azok elfogadhaté megolddsokat adnak, akkor részemrol rendben
vannak.

4. Hiteles tesztfeladatok

V.B.: Ezt kezdeném én, mert erre majd Zsolt sok okosat tud mondani.

Amikor én ifju voltam és bohd, akkor ha olvastunk egy cikket és a tesztfel-
adatokat elkértiik, akkor ezek a legnagyobb titkoknak szamitottak. Alig lehetett
tesztfeladatot kapni. Es ne felejtsétek el, én 500 éve voltam didk.

Egy nyomtatott dramkori lapon a valdsagban van 100-150 elem. Eredetileg
Zsolt otlete volt, hogy ha egy olyan automata van, amiben pici celldkban van az
alkatrész tarolva, akkor egy két részes grafban valé mozgas irja le a cellak feltoltését
és a robot mozgdsat. Ha 120 cella van, akkor 240 varosos utazé iigynok feladat van,
amit Ot iteraciéban meg tudtunk oldani. Viszont nem biztos, hogy ilyen feladatot
mi egy teszt adatbazisban kaphatunk.

Cs.Zs.: Igen. Azt hallhattuk mar, hogy vannak most mar nyilvanos feladat-
gytjtemények. Ezek mindsége nagyban fiigg attol, hogy milyen tarsasig van a
feladatbank mogott.

Példdul a legismertebb egészértékii feladatgyiijtemény mogott tobb hénapos
munkdja van egy 15-16 f6s tarsasdgnak, hogy ott jé feladatok legyenek. S&t ma-
ga a végs6 kivdlogatds is egy egészértékii feladatként volt megfogalmazva (kézi
vélogatds utan)[2].

Vannak olyanok is, ahol jé feladatok vannak, de inkdbb Akadémiabdl jovo
feladatok, és elég messze vannak az ipari feladatoktdl.

Amit én latok, hogy nagyon sok olyan példa van, amik véletlen szamokkal gene-
ralt feladatok. Ezek nem jok, ezek altalaban vagy sokkal konnyebbek, vagy éppen
sokkal nehezebbek, mint a valé élet feladatai. Illetve hiba az is, ha a tesztfeladatok
nem nyilvanosak, ezeket ki kell adni. Ezzel lehet ugyanis azt kivédeni, hogy gene-
ralunk 100 ezer feladatot, és az a 10 lesz a teszt, amely 10 darabon megvertem a
szolvert. Ez nem igazsigos, ezért kell nyilvanossdgra hozni a feladatokat, amikkel
dolgozunk.
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5. MinéGség kérdése tolerancia, nehézség és id6 figyelembe vételével

Cs.Zs.: Az osszes szigorian vett tesztfeladatndl altaldanos elvéras az, hogy
azokat, ahol a numerikus hibdk a feladat sajatjai, azokat a feladatokat torolni
érdemes. Ezen azt értjiik, hogy ne azt nézziik meg, hogy egy szolver szerencsés
mddon elkeriili a numerikus nehézségeket (nagy szdmok vagy igen kis szdmok).

V.B.: Fejtsiik ezt ki egy kicsit, mert szerintem az olvasé sem fogja ezt egészen
érteni.

Cs.Zs.: Mondom az egyszeriien felismerhet6 dolgot. Ha egy feladatban nagy
szamok vannak, akkor ez két helyen rogton gondot fog okozni. Az elején 1év6 skala-
zas valoszintileg el fogja tiintetni a nagy szamokat — de ez gondot is jelenthet, mert
»kis” szamok jelennek meg, és ezek a strukturdlis elemek utana nem kiiloniilnek el
a kerekitési, illetve numerikus hibaktol.

A masik gond az, hogy a numerikusan nagy szamok elnyelhetnek kisebb sza-
mokat (ami a szokdsos dupla pontossdgi szdmok nagysdgrendje felett van). A
numerikus nehézséget tehat el kell kiiloniteni a struktiuralis részektdl.

Mondok egy masik példat: nagyon sok feladatnak van egyméasba agyazott
strukturaja. Ezt azonban igen nehéz észrevenni a gép szaméra — lényegében tudni
kell, hogy mit is keresiink. Viszont ezek a halmozott viselkedések (feladatok a fel-
adatokban) azt eredményezhetik, hogy habar lokdlisan minden 1épés jénak tiinik,
Osszességében mégis baj van, legegyszeriibben példaul ha egy szamsorban minden
szam az eléz6 dupléja.

A szolver el6bb-utobb észreveszi, hogy gond van, és ilyenkor le is dllitja a folya-
matot, vagy legalabbis valamit kozbeszdl. De ez egy ad hoc dontés lesz, ami egy
ilyen feladaton egyszer jo, mas szamoknal meg rosszabb eredményre vezet. Eze-
ket a szerencsés egybeeséseket szeretnénk kisziirni, mert ezek nem szisztematikus
eredményt adnak, ezek a feladatok tesztelésere nem megfelelGek.

6. Atlagszamitas és kiugré értékek — hogyan hasonlitsunk dssze? Van
helyette mas mutatoé?

Cs.Zs.: Ezen az egész értéki kozosség elég sok idot eltoltott. Altaldnos az,
hogy nem hasznalunk aritmetikai atlagot, mert nem szerencsés.

Helyette sokszor hasznélt a geometriai kozép, mert jél lehet magyardzni, a ma-
sik megkozelités az, hogy minden megolddshoz adunk egy konstans értéket (mond-
juk 10-et), ami egyik oldalrdl jol sziiri a ,mazlit” — szerencsésen gyors megoldds,
masik oldalrol viszont jol kezeli a ,fix koltségek” irdnyat is, amit barmely feladatnal
meg lehet azért érteni.

V.B.: En annyit még hozzatennék, hogy offline esetekben akér az 6sszes meg-
oldét végignézném. Hiszen offline esetben erre van id6, van lehet&ség, van maod.

T.Sz.: En alapvetéen inkabb statisztikai oldalrdl kozelitenék: nagyon kevés
olyan esetet tudok elképzelni, amikor az aritmetikai kozép egy j6 mutaté. A rend-
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szerek donto tobbségében én nem taldlom egy jo, alkalmazott kozépértéknek. Na-
gyon érzékeny, egy-egy érték elmozgathatja — szinte barmilyen més valasztas jobb.
Trimmelhetem, stulyozhatom — de ezt én nem ldtom értelmesnek. Szerintem oko-
sabb azt a kérdést feltenni, hogy mire is vagyunk kivancsiak? Mit akarunk igazan?
A legjobb id6t, a legrosszabb esetek idejét - mi érdekel igazan minket az Gssszeha-
sonlitasnal.

Cs.Zs.: Itt most egy sorrendet akarunk a szolverek kozott.

T.Sz.: Mondok egy egyszerli példat. Bélaval ugyanazon kozépiskoldba jéar-
tunk, de vélhet6en nem ugyanaz volt a testnevel6 tanarunk.

V.B.: NG volt?

T.Sz.: Nem, férfi volt.

V.B.: Akkor nem ugyanaz volt.

T.Sz.: Mondom akkor a példat: tegyiik fel, hogy a kozépiskolai testneveld
tandrom egy futéversenyt rendez egy sportgimnaziummal. A mi osztdlyunkban
van 29 atlagosnak mondhaté didk és jomagam, aki egy métert nem fogok futni.
A sportgimndziumban van 27 atléta és harom szumé birkéz6. A Margitszigeten
koroket futva azt a stratégiat valasztjuk, hogy a sportgimisek loholnak, én pedig
a teljes négy év osztalypénzével megallok a harom szumoéssal az els6 talponalloban
és fizetek. Ekkor a sportgimisek atlagat harom szumos fogja rontani és a miénket
csak én. Ezzel az atlagok szintjén nyerni fogunk.

De ha helyette azt csindljuk, hogy parokba rendezziik a didkokat és megnézziik,
hogy péros versenyeken ki nyer tobbet, akkor mar lathatd, hogy nehezen verjiik
meg a sportgimiseket. Ugyanis az 6 atlétaik mindig nyernek, mi pedig csak akkor,
ha szumést vdlasztunk (és koziiliink nem én futok). Ez egy merében més mérték
lenne, mint az atlagok.

7. Felhasznalé elGzetes ismereteinek beépitése, alkalmazasa

Cs.Zs.: Ez feltétlentil kell! Minél tobb informaciét képes a szolver befogadni,
annal jobb. Egy indulé megoldds megadésa drasztikusan javithat. Akar egészér-
tékil, akar nemlinearis feladatoknadl fontos, hogy a felhasznal6 ad-e szamunkra egy
kiindulési pontot.

Fontos kiemelni még valamit: az iigyfél dltaldban azért elégedett a lokélis szol-
verrel, mert a legtobb gyakorlati felhasznalé pontosan tudja, hogy mit keres! Sok,
nagyon sok feladatot lattak, tehat ,sejtik” a megoldast és tudjak, hogy mit keres-
nek.

V.B.: Zsolt, ezek mennyire mérnoki, miiszaki feladatok?

Cs.Zs.: A személyes tapasztalatom az, hogy inkabb azok.

V.B.: Ezt vartam. Az én tapasztalatom ugyanis az, hogy a szervezés esetében
a helyi szakemberek dltaldban csélatastuak, és lokélis érdekeket vetitenek ki globalis
feltétellé. Ezzel szemben a miiszaki iranyok azt mutatjak, hogy ott azért vannak
globdlis, altalanos érvényi szabélyok.
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T.Sz.: En valahogy kettés dolgot érzek ebben statisztikai alkalmazoként. Mert
egyik oldalrél van olyan, hogy a szakemberek altalanos meglatasai tobbnyire azért
meg szoktak jelenni a szamokban.

Viszont van egyfajta ,bevasarld kozpont” hatéds is a szakembereknél. Ezt én
neveztem el, és az aldbbit értem rajta: tegyiik fel, hogy COVID miatt reggel 6-kor
kinyitom a kapukat és beengedem azokat, akik ott vannak — majd beengedve 6ket,
zarom a kapukat.

A pénztérakndl iilnek 10-en, de 10 perc utdn feldllitok koziiliikk nyolcat. A
maradék két pénztaros azt fogja érzékelni, hogy egyre tobb a vevo.

Ez példaul akéar orvosi, akar pszicholégus praxisban tgy jelenik meg, hogy a
praxis elején konnyti feladatok vannak — majd 20-30 év praxistapasztalat utan azt
ldtom, a vilag egyre durvabb, mert egyre t6bb komoly betegség, probléma jelenik
meg nalam — az egyszeri esetek pedig nem. Holott nem a vildg durvul, hanem
mi lesziink egyre tapasztaltabbak, és egyre bonyolultabb esetekkel taldlnak meg
minket — mert a konnyli esetek maradnak a kezdoknél.

Cs.Zs.: Igen, és ez megjelenik egyéb irdnt a tesztfeladatokndl is. Mert nem a
mindennapos feladatokat kiildik el altaldban a feladatbankoknak, hanem az érdekes
eseteket. Ami altaldban azt jelenti, valamiért nehéz. Ez aztén odébb tolja az
atlagot is és minden egyebet. Emiatt kell j6l megvalasztani a tesztfeladatokat.

8. Beidllitott id6korlatok iigyes megvalasztiasa — visszaélések kizarasa

Cs.Zs.: Ez részben a szumésok kizardsat jelenti.

T.Sz.: Es akkor ezzel le is zarjuk?

Cs.Zs.: Azért nem, mondok rd még példakat. Egyik oldalrél fontos latni,
hogy nagy feladatokon egy lokalis szolver barmilyen globalis szolvert megver, mert
egy globalis szolver nem tudja megoldani a nagyon nagy feladatokat.

Masik oldalrdl az integralos otlet itt is megoldéds lehet. Ugyanis egy értelmes
kérdés az, hogy a felhasznalé mennyire boldog akkor, ha fél éra alatt adok neki
megoldéast. Ezek utan megkérdezem tole, hogy ha var 2-3 érat, akkor adok egy
10%-kal jobbat. Ha var egy napot, akkor még tébbet javitok, és {gy tovabb.

Az integralt ezzel silyozva — akar személyesen, rad szabva - kizarhaté egy csomé
eset (példdul a szumosok esete).

V.B.: Fontos, hogy ez nem csak olyan szempont lehet, ami az optimalizalashoz
kotédo szempont. Példdul, ha nem sietek, akkor mindegy, hogy fél 6ra vagy egy éra
alatt szdmol valami — akkor sokszor kiléphetiink a matematika és szamitastechnika
vilagabdl. En ugyanis dontének taldlom azt, hogy online vagy offline feladatrdl van
sz0, mert ez nem feltétleniil folytonos jelenség.

Mindegyiknek lehet értelme, de vannak olyan esetek, amikor ezen dontés nem
az optimalizalasi feladat része, hanem kiils6 szempont, tehdt nem is biztos, hogy
van ré szabaly.
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Cs.Zs.: Ez igy van, de a szolverek Osszehasonlitdsanal azért egzakt korlatokat
hasznédlhatunk, ezek pedig tipizdlhatdk.

T.Sz.: JOl értem, hogy akkor ez akar egy-egy szolveren beliili heurisztikak
Osszehasonlitdsara is hasznalhat6?

V.B.: En més kérdést tennék fel Zsoltnak. Ti nem mondtok olyat a felhasz-
néalénak, hogy most ennyire kozel vagyok a megoldashoz, folytassam-e tovabb?

C's.Zs.: De, ilyet mondunk — ez egy megallitasi kritérium alapvetGen. Ugyhogy
igen, ez egy létez6 felhasznaldi dontés lehet egy ilyen esetben.

T.Sz.: Uraim! En készonom a beszélgetést, azt hiszem végigvettiik a kérdé-
seket, amiket elézetesen egyeztettiink.

Befejezés

A szerzok a beszélgetést részben a jarvény, részben a foldrajzi tavolsagok miatt
a Ciprus-Anglia-Magyarorszag haromszogben folytattak le, 2020. november 14-én.
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CSIZMADIA ZSOLT

FICO
zsolt.csizmadia@gmail.com

TAKACS SZABOLCS

Csizmadia Zsolt az ELTE-n szerzett doktori cimet
2007-ben, majd ugyanazon évben felvették az Xp-
ress megolddt készité Dash Optimization (jelenleg
FICO) fejleszt6i csoportjdba, ahol 2013 6ta mint £6-
mérnok (principal engineer) dolgozik. Els6sorban
nagyméretli nemlinedris feladatok megoldasan dol-
gozik, de jelent&s fejlesztéi tapasztalattal rendelke-
zik az optimalizalasi feladatok és mddszerek legkii-
16nb6z6bb teriiletein, beleértve a linearis, kvadrati-
kus és egészértékii optimalizalast és az azokkal valo
modellezést. A fejlesztés mellett szdmottevd szakér-
t6i tevékenységet végez elsésorban banki, pénziigyi,
illetve mérnoki optimalizaldsi teriileteken.

Karoli Gaspar Reformatus Egyetem, BTK, Pszicholégiai Intézet

takacs.szabolcs@kre.hu

VIZVARI BELA

Department of Industrial Engineering, Eastern Mediterranean University

Famagusta, Eszak-Ciprus
bela.vizvariQemu.edu.tr

EIGHT QUESTIONS, EIGHT ANSWERS TWICE

ZsoLt CSIZMADIA, SzZABOLCS TAKACS, BELA VIZVARI

Our article is unusual in several ways. On the one hand, to our best knowledge, very few
publications appear in scientific journals that cannot be interpreted in one of the four circles of
“problem raising-references-problem solving-discussion”.

On the other hand, we wanted 70 years of life and 50 years of teaching experience to appear
in an environment that combines the industrial and application aspects with academic values
and points of views in the form of a casual, yet somewhat structured conversation.

We hope the conversation presented will generate discussions, or inspire thoughts in the
members of the next generation. The main participants of the conversation were Béla Vizvari
and Zsolt Csizmadia — Szabolcs Takécs participated as the moderator and helped wording the
conversation. The authors are therefore listed in alphabetical order.
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BORSOSZEMEK A FALROL

TOTH JANOS

»Ezért inditani kivanunk egy nyelvi rovatot.” [11]

Szakszovegek helyesirdsianak, széhasznédlatdnak és mondatszerkezeteinek
néhany gyakori probléméajat targyaljuk. Kitériink a matematikai dolgoza-
toknal felmeriil6 kiilonleges kérdésekre is.

1. Bevezetés

A jelen folydirat egy korabbi szamdaban Vizvari Béla korabbi felelés szerkeszto
felkérte az olvasdkat, hogy (szak)nyelvi megjegyzéseikkel is jaruljanak hozzd a lap
szinvonaldnak emeléséhez. S6t: ldsd a mottot. A mostani alkalmat arra szeretném
hasznélni, hogy kérésének eleget téve, 70. sziiletésnapja alkalmabdl (de a 73.-at le
nem késve. . . ) megnyissam a rovatot.

A helyzetem azért nem konnyl, mert egyszerre vagyok a toleranciabajnok
Nadasdy Adam (l4sd példaul [8]) lelkes hive, valamint tiirelmetlen szabalykove-
t6 és -kovetels. Virdgozzék tehat minden virdg, de néhdny gyom gyéritéséhez
azért hadd jaruljak hozza.

2. Helyesiras
2.1. Egybe- és kiiloniras

De, megtanulhatdk.

Tudniillik a tobbszoros Osszetételek egybe- és kiilonirdsdnak szabélyai [7,
139-141.] olyan részletességgel, ami a tipikus felhasznalénak elegendé. A két sz6bol
allo és a tobb szobdl allo, de legfeljebb hatszotagu kifejezéseket egybe irjuk, tobbit
kiskstéjellel: sfiriségfiiggvény (6t szétag), tlizoltélaktanya (harom szd, de csak
hat szétag), csapatzaszlé-avatds (hdrom szd, de hét szétag). Néhdny szdmunkra is
érdekes kivétel: akasztofaravald, pénziigyminisztérium, valdsziniségszamitas.
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Tipikus anglicizmus a kovetkezo: ‘ altalanositott inverz fogalom ‘ Ha az egybe-

irds szabdlyait akarjuk kovetni, akkor dltaldnositottinverz-fogalom. De leginkabb
igy irnam: az dltaldnositott inverz fogalma.

Az idézbjelek elhelyezésérél a TEX ([13]) képes gondoskodni, ha nem akadé-
lyozzuk meg ebben. Maéra sajnos beszédben is elterjedt az angolszdsz szokasnak
megfelel6 "idézés”, tehdt sokszor latjuk azt, hogy a beszélo kezével kétszer is a {61s6
allasban hadonészik, pedig el6szor alséban, masodszor fols6ben kellene kalimpal-
nia.

2.2. Vizszintes palcikak

[réstudsd, vagyis TEX-ben és KTEX-ben jaratos hallgatéimnak el szoktam
arulni, hogy a Cauchy-sorozat kiskdtdjellel irandd, a tél-ig szerkezetekben vi-
szont (ldsd [7, 264. és 178.]), amilyen példdul a 10-12 oldal, 5-4 ember,
és a kezdd és zard oldalszam kozé az irodalomjegyzékben két pélcika egy-
mas mellé irasaval kapjuk a nagykdtdjelet.  Figyeljiik meg az alabbi ki-
fejezés frasmodjat is: Cauchy—Schwarz—Csebisev—Bunyakovszkij-egyenlétlenség.
Mi még igy tanultuk; nem végeztem elmélyiilt, ©6ndlld6 matematikatorténe-
ti kutatasokat annak eldontésére, hogy kinek mekkora szerepe volt a tétel-
ben, de megnéztem a Besenyei Adam (http://www.ematlap.hu/index.php/
konyvespolc-2017-03/451-konyveket-ajanlunk-honlapokat-ajanlunk) &ltal
ajanlott honlapot: http://jeff560.tripod.com/c.html. Eszerint az egyen-
16tlenség kiilonféle formdit haszndlta Cauchy 1821-ben, Schwarz szerint pedig
Bunyakovszkij 1859-ben. Poincaré 1859-ben Schwarzrél, Hardy és Littlewood
1920-ban Cauchyrdl és Schwarzrdl nevezte el az egyenlotlenséget.

Feltiinhetett az olvasénak, hogy fentebb a kiskotéjel és nagykotéjel szavakat
egybeirtam: ezek nem Kkicsi vagy oridsi kotGjelek, hanem Oket az egybeirt kifejezés
azonositja. Hasonlo ezekhez a kis- és nagybetii: a kisbetii is lehet akar 24 pontos.

2.3. Lazadas

Itt néhdny rebellis gondolatomat emlitem meg. Kovetkezetesen (,, gondozott
szoveg”) ezt from: , és nem oktéber 10-én, mert az utdbbi szabéa-
lyosnak deklardlt [7, 295. és 298.] formét én nem tudom mésképpen olvasni, mint
igy: oktéber tizén. Olvassdk ki ezeket is (,fonetikus” a magyar...): 1-i, 1-ji, 1-jei,
10-e 6ta. Szerintem legaldbbis mékasan hangzanak.

Az dbécésorrenddel kapcsolatban azt még lenyelném, hogy az o és az ¢ beti
kozott nem kell kiilonbséget tenni [7, 14. ¢)], ha ugyanis az elsét elég sokdig han-
goztatjuk, akkor a masodikat kapjuk. Ugyanez az eljards viszont nem jar a kivant
eredménnyel az a és d betli esetén. E két betli azonositasanak egyetlen eredmé-
nye, hogy a listdk (telefonkényv és tdrsai) sokkal nehezebben kezelhetéek, mint
ha tudomé&sul vennénk (ahogyan ezt példdul az EXCEL teszi, bar az 6 sorrendje
sem kielégit6 teljesen), hogy itt nemcsak idétartamban van kiilonbség a két betii
kiejtése kozott, hanem a hangképzés mddjiban is. Megjegyzendd, hogy (7, 14. b)]
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utolsé bekezdése is rontja, mig [7, 14-16.] Osszes t6bbi része segiti a tdjékozddést
a listakban. Reménykedjiink a szabdlyzat tovabbi kiadasaiban.

3. Szdhasznalat

Stilusunk biztosan jobb lesz, ha elkeriiljiik a hivatali bikkfanyelv iires fordu-
latait: keriil, torténik, biztosit, eszkozol, szolgéltat, lehetéség/mdéd van/nyilik ra,
mentén, tekintetében, vonatkozasdban, kimaxol stb. A sajnilatosan elterjedt hasz-
nélat mellett ezek a szavak a sz6vegbdl a legkisebb kérosodés nélkiil kiiktathatok.
S6t. Ennek a bekezdésnek az eleje éppen azt mutatja, hogy nem a szavak a bling-
sek, hanem az, aki’ lehet6séget kerit biztositasukra ‘ Feladatul adjuk az olvasénak,

hogy elemezze, melyik szornyeteg kedvence a programozoknak, melyiket imadjak
a politikusok, és melyiket a jogaszok vagy az internet népe.

Elvezetes példak vannak osszegyfijtve itt is: [3, 236-240. oldal], valamint N4-
dasdy Mit utdljunk? cimi {résdban ([9, 274-278. oldal]). Ez utébbibdl idézek:
»sorjaz, munkal és hajaz. Pfuj.”

4. Mondatszerkezet

Kicsit szerencsésebb (,magyarosabb”) az igei szerkezet a névszdinél, tehét tet-
szetésebb (nekem) ez: mdkdsan hangzanak, mint ez: mdkds hangzdsiak.

Meg kellene szabadulni attél a babonéatol, hogy a hatdrozoi igenév elatkozott:
nem igaz, nincs eldtkozva. Néha még arra is kedvem szottyan, hogy tobbes szamba
tegyem, de ezt nem vessziik be a javallatok kozé. Hogy még két példdt idézzek [3,

239. oldal] alapjan: arra van egy kéhid rakva és nem pedig ‘ arra egy kohid rakott ‘

[9, 275. oldal]: ,, Az iizlet riasztéval védett. Fortelmes germanizmus.”

‘Arrc’)l (is) sz6l a torténet |, hogy ne hasznaljunk kozhelyeket.

5. Matematikai specialitasok

Sokunk szdmadra kiindulépont Halmos P4l cikke: [5]; az djsziilotteknek melegen
ajanlom. Egyetlen gondolatot idézek beldle, a tobbiekért forduljon az olvasé a
forrdshoz. [5, 279. oldal]: ,a fiiggvény és a fiiggvény értéke kozotti kiilonbség
nagyobb annél, semhogy figyelmen kiviil hagyhaté lenne... ne mondjunk olyat,
hogy a 22 + 1 fiiggvény paros. Az f(z) = 2% + 1 Osszefiiggéssel értelmezett f
fliggvény péaros... a z — 22 + 1 fiiggvény paros.” (Sajnos, az angol eredetiben
szerepld — helyes — — jel a magyar szévegben igy jelenik meg: —.)

A fenti fogalmazés egy részét kicsit pontositandm, igy: ,Az f(z) = 22 + 1
Osszefiiggéssel értelmezett f fiiggvény” forma kifejezi a definidlo egyenldség aszim-
metridjat, szemben a = szimmetrikus egyenldségjellel, amely egy reldcio jele, egy
kétvaltozés fliggvényé, amelynek értéke igaz vagy hamis.
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A téma fontossiaga miatt vegyiink még egy példat.

A ¢(z) = -.=e~ = egyenlet a standard normalis eloszlast irja le.

2

—=¢€
V2

(Megkimélem a szerzét attol, hogy megnevezzem.) Tobb, ettdl az ,allitds™-tdl

eltéré mondatnak is van értelme.

1

22
- AR>z = o) = 7 7 hozzdrendeléssel értelmezett ¢ fligguényt a

standard normalis eloszlds striségfigguényének nevezziik. Itt tehat definidlo
egyenldség segitségével bevezettiik a bal oldalon allé révid jellést a jobb
oldalon &ll6 fiiggvényre, és egyuttal nevet is adtunk neki.

Valahonnan (mérési adatokbdl, fizikai levezetésbdl) megkaptuk a ¢ fiigg-
z2 ., .
vényt, és megallapitjuk, hogy a ¢(x) = \/%6’7 reldcié minden x € R
esetén igaz értéket ad. (Pontosan {gy hasznilja a Wolfram nyelv az Equal
fliggvényt, mig az el6zd esetre a Set vagy a SetDelayed szolgdl, mint az
azonnali és a késleltetett értékadds realizdcidja a nyelvben.)
Egy feladat megoldasa kozben eljuthatunk ahhoz a kérdéshez, hogy milyen
2

x valds szamokra all fenn a 0.1 = \/%e*% egyenlet. Ez az egyenlet sz6

megfelel6 hasznalata. Itt valdéjadban arrdl van szd, hogy az

F:=(R>2—01= ez

( V2m )

hozzérendelés igazsdghalmazat keressiik, azaz azokat az = szamokat (a meg-
olddsokat), amelyekre az F fiiggvény értéke igaz. Szokds az F fiiggvényt
nyitott dallitasnak is nevezni [10, 93. oldal]. [4, 109. oldal] a kitdltetlen kifeje-
zést hasznalja.

‘ A pontok az y = ¢(z) egyenletli gorbére esnek. ‘ Ezt a mondatot annak ro-

viditéseként foghatjuk fel, hogy a pontok részhalmazat képezik az
{(z, 0(2)) € R?}

halmaznak.

Tovabbi megjegyzések kovetkeznek.

— Miért szerepel 0.1 a fentiekben a magyar helyesirdsnak megfelel6 0, 1 helyett?

Lehangol6 élményem volt, amikor egy Ratz Laszlé Vandorgyiilésen egy sze-
gény tanar megkérdezte a jelenlévé magas akadémikusoktél, hogy miért irjon
0 vessz6t a tizedespont helyett, amikor példaul az allandéan keziinkben 1évé
szamologépeken a gyerekek is tizedespontot latnak. Mintha a kérdés el se
hangzott volna. .. Azéta viszont érommel tapasztaljuk, hogy pl. az EXCEL
magyaritott valtozata is vesszot haszndl, értelmetleniil tovabb bonyolitva a
helyzetet. (Ha valakinek ez érv: a II. vildghdbord el6tt pontot hasznéltak,
bar nem az alapvonalon, hanem a szdm magassdganak kétharmadaban.)
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Képlettel nem kezdiink mondatot. ‘ f > 0 azt fejezi ki, hogy | helyett inkabb
Az f > 0 reldcio azt fejezi ki, hogy.

— Képletet nem ragozunk. Ez utébbi elkeriilése végett hasznaljuk Czach tanar
ar nyoman a — néha mar modorosnak tiiné — jelélje = fordulatot.

— Irdsban nem szivesen hasznilom a szot, és helyett inkabb
szdmait mondok, a |plusz feltétel mél jobb a tovdbbi feltétel. (Vegyiink n

szdmu csucspontot, vagy n csicspontot.)

Széban se szeretem, de sokan hasznaljak még irdsban is az ilyen kifejezéseket:
; én inkabb azt mondom, hogy f, vagy azt, hogy az f fliggvény.

— Mi a baj az aldbbi definiciéval?
5.1. Definicié. Az f fiiggvény folytonosan differencidlhaté, ha differen-

cidlhaté, és derivalt fiiggvénye folytonos.

Az, hogy nem tesz eleget a pisztolyrdl szdlé Csehov-axidmdnak. Miért ve-
zetnénk be az f jelet a fiiggvényre, ha a tovdbbiakban nem hasznaljuk?

— Anndl, hogy ‘1egyenek x és y valds szamok |, jobban tetszik, hogy legyen x

és y valds szdm, bar ha hétranézek, a polcomon Petéfi Sandor Osszes mi-
veit ldtom, de keresésem eredményeként a Google Mikszath, Jozsef Attila
és Mérai Sandor Osszes miivét kinalja. Magyar nyelvteriileten a
szinte biztosan hibds, viszont ma mar lehet helyes a felszolitds: Kapcsoljik
ki telefonjaikat!

- ‘Egy x szam abszolut értéke ‘ helyett jobb: az x szam abszolit értéke.

— Ami az irasmi elején 4all, az nem | absztrakt |, hanem kivonat magyarul. Nem
, hanem licenc, hisz ezt a szot nem a mult héten vettiik 4t az angol-
bol.

~ Es még egy megjegyzés az irasmiivek végérol. Matematikusok képesek befe-
jezni ugy egy cikket, hogy ezzel a 23. tétel be van bizonyitva, ahelyett, hogy
arrdl elmélkedének kicsit még, hogy a deklardlt (eseteg a cimben is kihirde-
tett, csdbos) célt sikeriilt-e elérniiik, mi az, amit nem, miért nem: nem volt
elég ido6, szamitdégép-kapacitas, tudas, otlet, bors6. Mi varhatd a jovoben?
Mi az, amit megtudtunk? Mihez kapcsolédik a matematikan beliil vagy ki-
viil? (Nem az azonnali értékesitésre gondolok.) Merre megyiink tovdbb?
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Csak remélem, hogy a rovat tovabbi béviiltével a nyelvi kérdésekrdl élénk vita fog
kialakulni, amihez az {innepelt is — eddigi szerkeszt6i munkéjan tl, explicite is —
hozzajarul majd. Es a legkozelebbi kerek sziiletésnapra talan ahhoz is veszem a
batorsdgot, hogy a matematikai kémia (az alkalmazott matematika egy fejezete)
torténetérol irjak [12] — mér eddig is eredményesebb — felhivdsanak (lasd példdul
[1, 2, 6], nem beszélve a nekrolégokrol) eleget téve.

Ko6szonetnyilvanitas

A dolgozat részben az SNN 125739 szdmi NFKIH pélydzat tdmogatdsaval
késziilt.
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Té6th Janos (1947) az ELTE TTK matematikus
szakan végzett. Kandidatusi értekezését 1986-ban
védte meg a Magyar Tudoményos Akadémidn.
2010-ben habilitalt matematikdbdl a BME-n. Dol-
gozott a Semmelweis Orvostudomanyi Egyetemen,
a Magyar Tudomanyos Akadémia Szamitdstechni-
kai és Automatizalasi Kutaté Intézetében, majd
Miiszaki Kémiai Kutaté Intézetében.  Vezette
a Godolls Agrartudoményi Egyetem Szamitds-
: : technikai Tanszékét, majd nyugdijazasaig a BME
Analizis Tanszékén oktatott, jelenleg ott cimzetes egyetemi tandr. Az Eotvos
Lordnd Tudoményegyetemen 1976-t6l fogva néhany évtizeden keresztiil tartott
orakat.

1981-ben Farkas Gyula-dijat kapott, 2013-ban pedig elnyerte a Mathematics in
(bio)Chemical Kinetics and Engineering életmiidijét.
Kutatasi teriilete a formalis reakcidkinetika elmélete és alkalmazdsai és a diffe-
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SEGELYCSOMAGOK KIszALLiTASA KATASZTROFA UTAN
TEHERAUTO-DRON TANDEMMEL

KOVACS GERGELY, VIZVARI BELA

A humanitarius logisztika a logisztika minden olyan agat feloleli, amit
azért miivelnek, hogy embereken segitsenek. Ezen beliil fontos részteriilet a
katasztréfdk utdn a segélycsomagok eljuttatdsa a rdszorulékhoz. A széllitasi
technolégia véltozasaval itt Gjabb matematikai feladatok meriilnek fel. Je-
lenleg a legfontosabb technoldgiai Gjitas a pilota nélkiili 1égi jarmivek, azaz
drénok alkalmazasa. Ebben a cikkben az utazé iigynok feladat egy olyan
valtozatat targyaljuk, amelyben egy teherauté és egy dron alkotta paros lat-
ja el egy katasztréfa sijtotta vidéki, azaz nem sliri uthéalézattal rendelkezo
nagyvarosi teriilet igényeit. A drént két repiilése kozott a teherautd viszi
magéaval. A drént a teherautén szallitott segélycsomagokbdl toltik fel. Maga
a teherauto kiszolgdlja mindazokat a pontokat, amelyeken keresztiil halad.
A megoldas két fontos elénye, hogy azok a helyek is elldathaték, amelyek az
utak megrongalédasa vagy egyéb ok miatt mashogy nem érheték el, és a
paros révidebb id6 alatt tudja a segélyt eljuttatni a raszoruldkhoz.

1. Bevezetés

Minden évben szamos katasztréfa torténik a vilagban. Foldrengés és arviz sok
teriiletet sujt. A katasztréfa utdni id6szak egyik legfontosabb feladata az, hogy
segélyt nyujtson a raszorulé embereknek. A széllitds modja fontos, és a koriilmé-
nyektdl fiigg. Példaul a hurrikdn esetében annak helye és ideje ismert. Miel6tt
a hurrikan lecsapna, a segélycsomagokat, beleértve az élelmiszert is, raktarakba
lehet széllitani. A hurrikdn alatt azonban le kell éllitani a szallitdst. A fold-
rengés eléfordulési helyei ismertek. fgy mér a katasztrofa elotti idészakban létre
lehet hozni olyan segélyszervezetet, amely szallitdsi kapacitassal is rendelkezik. A
szervezet tulajdondban 16v6 jarmiivek teherautdk és drénok is lehetnek [12]. A jér-
miivek koziil a helikopterek nagyon hasznosak, mert sokféle célra felhasznélhatok.
Azonban nem lehet j6 helikopterflottara szamitani a katasztréfa utani idészakban,
kivéve, ha nagyon erds a katonai részvétel a mentésben [9]. A kozlekedés nehezebb,
ha vidéki teriiletet sujt a katasztréfa, mintha egy nagyvéarost, mert az utébbiban
sok a parhuzamos 1t. Vildgosan mutatta ezt 2004-ben Aceh [9] és 2011-ben a
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Van-t6 melletti foldrengés esete [17]. A széllitdsi tévolsag ilyen esetben hosszu,
és kevés a hasznalhaté ut. Tovabba lehetnek olyan helyek, amelyeket nem le-
het megkozeliteni kéztuton. Csak drénokbdl allé szallitasi rendszer hasznalhatéd
a varosokban, de vidéki térségben nem feltétleniil tud minden igényt kielégiteni
a nagyobb tavolsagok és a drénok korlatos maximalis repiilési ideje miatt, amit
dalloképességnek is nevezhetiink. Ilyen esetekben kombindlt szallitasi méd lehet a
megoldas. Mér 1étez6 miiszaki megoldas a kovetkezd. Egy nagy teherautd széllitja
a segélycsomagokat. A tetején van egy drén. A teherauté szolgédlja ki azokat a
helyeket, amelyeket utja soran érint. A teherautd utvonaldtdl tavol esé helyeket
a dron szolgédlja ki. A drén korlatozott alléképességgel rendelkezik, de csomag-
gal és lizemanyaggal valo jratoltése technikai szempontbdl konnyen megoldhaté a
teherautordl. A kombinalt megolddsnak szamos elénye van, igy példdul kevesebb
drén sziikséges annal, mintha minden szallitast drén végezne.

Amikor egy teherauto-drén tandem kiildetést hajt végre, akkor el6szor az al-
taluk kiszolgalandé helyeket kell kivélasztani. A kozos kiildetés iitemezése soran
kiilon kell valasztani a teherautd és a drén altal meglatogatott helyeket. Ezen
kiviil minden kiildetést optimalizdlni kell. A tandem egy kozponti raktarbdl indul,
és ugyanoda tér vissza. Ezért a matematikai problémaét az angol nyelvii irodalom
gyakran jelgli TSP-D-vel, ami a drénnal kiegészitett utazé iigynok feladatot (tra-
velling salesman problem with drones) jelenti. A problémét [1] és [11] vezette be.
Az utébbi kozolt egy egzakt modellt, ami azonban igen nagyméretii lehet. [19]
hasonlé modellt dolgozott ki, ami hatékonyabb és 12 pontig miikddik. Dinamikus
programozason alapulé hatékony megoldasi mddszer taldlhaté [2]-ben. A [5] és [7]
evolicids algoritmust dolgozott ki a feladat megoldasara.

2. Az utazé iigynok feladatrdél

Az utazé iigynok feladat (travelling salesman problem, TSP) ugyan kezelhe-
t6 egzakt modell nélkiil [2], ebben a dolgozatban a garantdlt optimum elérésére
toreksziink.

A TSP hosszi miiltra tekint vissza. A feladatot 1832-ben definidltdk [14]. A
TSP-t ismerték és tudomanyos beszélgetésekben targyaltdk, de az elsé matema-
tikai modellre 1954-ig kellett varni [4]. Erdekes médon ez a mai napig az egyik
legnépszeribb és a szamitasi szempontbdl leghatékonyabb modell. Jél ragadja
meg a probléma kombinatorikus természetét. Azonban maés modellekkel ellentét-
ben nincs eszkoéze a korut idejének elemzésére. Masik héatranya, hogy exponen-
cialisan sok feltételt tartalmaz. A gyakorlatban iterativ médon oldjuk meg ugy,
hogy minden iterdciéban egy relaxalt feladat optimalis megoldasat keressiik meg.
A relaxdcié abban all, hogy az Osszes feltétel helyett csak azok egy részhalma-
zat koveteljiik meg. Ha a pillanatnyi optimaélis megoldés nem elégiti ki az Gsszes
feltételt, akkor egy megsértett feltételt adunk a feladathoz. Ez a megkozelités
sok matematikai eredmény elérését tette lehetévé, melyek legnagyobb része kiviil
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esik ezen a dolgozaton. Késébb a TSP szdmos mds modelljét talaltdk meg [15].
Elméleti 6sszehasonlitds alapjan [15] arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a [4] mo-
dellje a két leghatékonyabb egyike.

A szdmitdsokban mdsik népszeri modell a [10]. Egyszerti mddszert alkalmaz
az 1d6 muldsanak leirasara. Minden varoshoz tartozik egy dontési véltozd, amely
azt adja meg, hogy a varos hanyadik a korutban a kiindulasi pont utan, mely
utébbinak 0 a pozicidja. Méds modellek is haszndlhatdk a szamitashoz. A kiilonbozé
modelleket nem hasonlitottak 6ssze alaposan abbdl a szempontbdl, hogy a beldlitk
szarmaz6 optimalizaldsi feladatok mennyire hatékonyan oldhaték meg.

Az ebben a dolgozatban targyalt modell alapja a Miller—Tucker—Zemlin-modell,
vagy roviden az MTZ-modell. A modellt elészor dltaldnos irdanyitott gréfok ese-
tében fogalmazzuk meg. A megldtogatandé pontok halmaza N := {0,1,...,n},
ahol 0 a kezd6pont. A korit itt kezdédik és fejezédik be. A j pont tavolsiga az
i ponttdl d;j. A tavolsagrél nem tessziik fel, hogy szimmetrikus. A legfontosabb
dontési valtozok a kovetkezok:

1, ha az {igynok i-bél kozvetleniil j varosba utazik,

i = 1
i { 0 kiilonben. (1)

A feltételek elsé két csoportja egyszerii. Az iigynoknek minden varost el kell
hagynia, ami az aldbbi egyenletekkel fejezhetd ki

JEN,jF#i

Ehhez hasonléan meg is kell érkeznie minden varosba

VieN: Y ;=1 (3)
1EN,j#1

Sajnos a (2) és (3) feltétel nem elegendd a koérutak pontos leirdsdra, mert kisebb
koroket is megenged.

fgy tovabbi feltételekre van sziikség, melyek kizarjak a teljes koriatnal kisebb
koroket. [4] ezen a ponton sok exponencidlis korldtozéast vezet be. Az MTZ-modell
més. Bevezet n 1ij, folytonos valtozét és ezekre vonatkozé O(n?) szamu feltételt.
A véltozok a graf csicsaihoz tartoznak a kiinduldsi pont kivételével, melyhez nem
tartozik 1j valtozé. Lent azonban kideriil, hogy a feltételek miatt ezek csak egész
értékeket vehetnek fel. Legyen u; az, hogy a j véros hanyadik a kérdtban a
kezdépont utan. Az 1j feltételek a kovetkezok:

VieN, j#0:1<u; <n (4)
és

Vi,jeEN,1#35,4,7#0: u; —uj + nxyy < n—1 (5)
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Vegyiik észre, ha z;; = 0, akkor (4)-b6l kévetkezik, hogy (5) teljesiil. Ha x;; = 1,
akkor (5) arra egyszeriisodik, hogy

ui—i-lguj. (6)

Innen azonnal kovetkezik, hogy az wu; valtozok csak az egész szamokat vehetik fel
1 és n kozott. Ha van kisebb kor, akkor legaldbb két ilyen 1étezik. Az egyik kisebb
koér nem tartalmazza a kiinduldsi pontot. (6) szerint ezen kisebb kor mentén
az u; valtozok értéke szigorian novekszik. Tegyiik fel, hogy az iigynck ezen a
kisebb koron indul a & varostol. Amikor visszatér ugyanebbe a k varosba, ug-nak
nagyobbnak kell lennie, mint a kor elején, ami ellentmondas. fgy a kisebb kor nem
lehetséges. Tehat a teljes MTZ-modell

n n
mlnz Z dijl'ij
i=0 j=0,j#i
az (1-5) feltételek mellett.

Mint emlitettiik, az u; valtozék halmaza primitiv médon irja le az idé mula-
sat. Az id6 minden lépésben egy egységgel véltozik. Azért nem kell ug-t bevezetni,
mert az 0-n van rogzitve. Az u; valtozék névekvo sorrendje megadja a varosok l4-
togatdsainak sorrendjét. Mds szavakkal, az u; véaltozé jelentése a j varos helyzete
a korutban. Vannak a TSP-nél bonyolultabb problémak, amelyek hatterében egy
TSP huzédik meg. Példaul iitemezésnél az események idépontja nagyon fontos.
Az MTZ-modell pozicidit ki lehet cserélni a modell valtozéiként kezelt id6pontokra
[6, 13]. Az események pontos idépontjdnak meghatdrozdsa érdekében természete-
sen tovabbi feltételeket kell bevezetni.

Teherautéval a Fold felszinén szallitanak, ezért igen valdszini, hogy az ttsza-
kaszokbdl alkotott graf sikbarajzolhaté. Az ilyen grafoknak viszont kevés éle van.

2.1. TETEL. [Folklér] Tegyiik fel, hogy a sikbarajzolhaté G gréfnak sem hu-
rokéle, sem parhuzamos élei nincsenek. Ha G-nek p szami csicsa és q szamu éle
van, akkor g < 3p — 6.

Habér az x;; véltozok szdma a cstcsok szamanak négyzetes fliggvénye, ezekre
a valtozdkra csak azon élek esetében van sziikség, amelyek ténylegesen léteznek a
grafban. A 2.1. Tétel szerint ezen élek szama sikgrafok esetén linedris. Hasonlo-
képpen (5)-6t elegend csak a 1étezd élekre megkiovetelni. A (2) és (3) feltételeket
chhez kell igazitani. Igy jelentdsen csokkenteni lehet a feladat méretét.

Legyen G(N, A) egy iranyitott graf hurokélek és parhuzamos élek nélkiil, ahol
N a csicsok, A az élek halmaza. Legyen 6, (i) azon élek halmaza, melyek az
i csuesbdl indulnak. Hasonléképp, legyen §_ (i) azon élek halmaza, melyek az i
csicsba mennek. Tehdt 04 (i), d_ (i) C A. Ekkor (2) és (3) megfelels alakja

Vi eN: Z Tij = 1
(4,7)€6+(3)
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\V/j e N: Z Tij = 1.
(i,5)€5-(4)

(5) 1j alakja

V(i,j) € A4, #0: wj — uj + nzyy; < n—1L

3. A feladat leirdsa

Egy teherauté és egy drén tandemje szallit segélyt katasztréfa utan a bajbaju-
tottaknak. Azok a helyek, amelyeket a tandemnek meg kell latogatnia, ismertek a
kiildetés megkezdése el6tt. Lehet, hogy a teherauté nem tud minden kijel6lt helyre
elmenni, mert az utak sériiltek. A tandem egy raktarrél, mas néven depébdl indul,
és a killdetés végén ide kell visszatérnie. A meglatogatandd helyeket egyszeriien
pontoknak nevezziik. Két pont akkor van Osszekotve, ha van koztiik olyan dt,
amelyen a teherauté elhaladhat, vagyis nincs jelent6s kar az Ut ezen részén. Ha
a teherautd megldtogat egy pontot, akkor a pontot a teherauté szolgdlja ki. Ha
egy pontot a dronnak kell kiszolgalnia, akkor egy ponton toltik fel {izemanyaggal,
és ugyanott kapja meg a szdllitandé csomagot. A drén a kivant ponton ledobja
a rakomdnyt, és egy masik pontndl tér vissza a teherautéhoz. A drén maximaélis
repiilési idejét dlloképességnek nevezziik. A dréon az utantoltés utdan maximélis 4l-
16képességgel rendelkezik. Egy feladat befejezése utan a drén 1j kiildetést kaphat,
vagy egy ideig utazhat a teherautéval. A drén minden repiilése alkalméval csak
egy pontot szolgal ki. A dep6 is egy pont. Azon pontok kivilasztdsa, amelyeket a
drén szolgdl ki, a probléma része. A teherauté és a drén kiilon-kiilon is elhagyhatja
a raktart, és sziikség esetén kiilon térhet vissza. A cél a kiildetés befejezési idejé-
nek minimalizalasa. A kiildetés akkor fejez6dik be, ha mindkét jarmii visszatért a
depdba.

4. Az 1j modell

Technikai okokbdl bevezetjiik az n + 1-es csticsot, ami azonos a 0 csuccsal,
tehat a raktarral. Az aldbbiakban [18] jeloléseit hasznaljuk. Legyen most N :=
{1,...,n}. Tovébbra is hasznaljuk az x;; véltozékat, azonban azok most csak a
teherautéra vonatkoznak. Tovabbi jelolések:
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Paraméterek
a teherauté mozgéasanak ideje az ¢ csicsbdl a j csicsba;
a dron mozgasanak ideje az ¢ csticsbdl a j cstcsba;
a drén lizemanyaggal és csomaggal vald feltoltésének ideje;
annak az ideje, hogy a drén egy pontra megérkezve a csomagot kézbesiti (ledobja);
a teherautérol torténd kézbesités ideje, ha a teherautd megérkezett egy pontba.
Viltozdk
bindris valtozo; 1, ha a teherauté az i-bol kdzvetleniil a j csiicsba megy,
0 kiilénben; i € {0} UN; j € NU{n + 1};
binaris valtozd; 1, ha a drén az i-bdl kozvetleniil a j csicsba megy, beleértve
azt az esetet is, amikor a teherautén utazik;
0 kiilénben; i € {0} UN; j e NU{n+1};
bindris valtozo; 1, ha a drén szolgalja ki a j cstcsot; 0 kiillénben; j € N;
bindris valtozé; 1, ha a drént a j cstcson feltoltik tizemanyaggal;
0 kiilénben; j € {0} U N;
a j csucs kiszolgalasanak befejezési idépontja, nem beleértve a dron esetleges
feltoltését és egy tovabbi csics kiszolgdlasét; j € N U{0,n+ 1};
a dron alléképessége;
egy nagy pozitiv szam.

A sikgrafokkal kapcsolatban bevezetett fogalmakat a modell matematikai meg-
fogalmazasaban hasznaljuk. Felteheté azonban, hogy a dréon barmelyik két pont
kozott repiilhet.

A korut a raktarbdl indul és visszatérve ott ér véget. A teherautéra vonatkozdan
ez azt jelenti, hogy

és

Z Toj = 1 (7)

(0,5)€4+(0)

Z Tin4+1 = 1. (8)

(i,n+1)€d_(n+1)

Minden més cstcs esetében a csicsba vald érkezések és a csicsbdl vald tdvozédsok
szamanak azonosnak kell lennie:

VjeN: Z Ty = Z T (9)

(i,5)€6-(7) (4:)€8+(5)

Hasonld feltételek vonatkoznak a drénra is:

> w0 =1 (10)
j=1
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és
n
> Yini1 =1 (11)
j=1

Itt is minden maés csics esetében a cstcsba vald érkezések és a csicsbdl valé tavo-
zasok szamanak azonosnak kell lennie:

n n+1
i=0,1#] i=1,i#j

Minden csucsot legalabb a tandem egyik tagjanak meg kell latogatnia:
n
(1,4)€6—(4) 1=0,i#]

Minden csticsot vagy a teherautd, vagy a drén szolgal ki. Az utébbi azt jelenti,
hogy a drén ott ledobja a csomagot:

VieN: Y m;=1-d, (14)
(1,5)€8-(4)

Ha a drént egy adott ponton feltoltik tizemanyaggal, akkor ezt a pontot a teherauté
ki tudja szolgalni:

VjGN:U)j+dj§1. (15)

Ha a drén az ¢ cstcsbdl a j csicsba repiil, és kiszolgalja a j csicsot, akkor az i
cstcsban fel kell tolteni:

Vie{OJUN:VjeN:j#i:y,;+d <l+w;. (16)
Indulédskor a raktér, azaz a 0 csucs kiszolgaldsa a 0 idopontban fejezodik be:
to = 0. (17)

Egy pont kiszolgédlasa vagy akkor fejez6dik be, amikor a tandem mindkét tagja
megérkezett és a kiszolgalds is megtortént; vagy, ha a tandem egyik tagja nem
latogatja meg a pontot, akkor a kiszolgalas befejezési ideje nem fiigg ettél a jar-
miitél. Ha a teherautd szolgdlja ki a pontot, akkor az el6z6 pont kiszolgaldsa utan
sziikség esetén még ott fel kell toltenie a drént, at kell mennie a kévetkez6 pontba,
és ott le kell szallitania a segélycsomagot. Ebbdl a kovetkez6 feltételt kapjuk:

VieN: VZE{O}UN,Z;A] tjZti—‘rswwi-i-ﬂ'ij+St—M(1—l‘ij). (18)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



34 KOVACS GERGELY, VIZVARI BELA

A j =n+1 esetén a feltétel hasonld, de mivel a raktart nem kell kiszolgalni, s;
kikeriil belGle:

Vie N : th+1 = i + spw; + Tin+l — M(]. — 1137;7n+1).

A drénra vonatkozo feltétel nagyon hasonld. Az utazasi id6 és a kiszolgdlas ideje
kiilonboz6:

VJ eN:Vie {O}UN,Z#] tj Zti—l—swwi—i—pij—l—sddj —M(l _yij)~ (19)
Ismét j = n + 1 esetén egyszerlisodik a feltétel:
Vie N:tpi1 2t +Dint1 — M1 — ying1)

A drén &ltal végzett minden kiszolgalds két részbol all. A drén egy i pontbdl, a
teherautérdl indul, a 5 pontra repiil, azt kiszolgalja, és onnan repiil tovabb a k
pontra, ahol talalkozik a teherautéval. Az egész repiilés, beleértve a segélycsomag
ledobésat, nem lehet hosszabb, mint az alléképesség:

n n+1
VieN: > pyyi+ D gk t+sdi— M1 —d;) < e
=0 k=T

A célfiiggvény a kortt bejarasi idejének minimalizéldsa, azaz
mint, . (20)

A feladat feltételeinek vannak egyszeri kovetkezményei, melyeket az alabbi két
lemmaban adunk meg.

4.1. SEGEDTETEL. A (13) és (14) feltételbdl kivetkezik, hogy

n
VieN: >y >d; (21)
i=0,i#]
Bizonyitds. A bizonyitas egyszeri helyettesités. a

(21) jelentése az, hogy ha a j pontot a drén szolgdlja ki, vagyis a drén ott segély-
csomagokat dob le, akkor a drénnak oda kell repiilnie ehhez a ponthoz.

4.2. SEGEDTETEL. A (15) és (16) feltételbdl kivetkezik, hogy
Vie N:VjeN:j#i:y;+di+d; <2. (22)
Bizonyitds. A bizonyitds (15) és (16) osszegzésébdl all. O
A lemma értelmében a drén nem dobhat le segélycsomagot a repiilés két végpont-
JAari.egfontosabb azonban annak megmutatdsa, hogy a modell korrekt.
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4.3. SEGEDTETEL. Ha a drdn az i pontrdl a j pontra repiil, kiszolgélja azt, és
onnan a k pontra repiil tovabb, ahol i, j és k paronként kiilonbozé pontok, akkor
a teherauto szintén meglatogatja a k pontot, és nem tavozhat a drén elétt.

Bizonyitds. A (12) feltétel azt mondja, hogy ha a drén a j pontra repiil, akkor
tovabb kell repiilnie egy masik pontra, vagyis 1étezik k pont. Ebbdl kévetkezik a
4.2. segédtétel szerint, hogy ha a drén a j pontra repiil és kiszolgalja, akkor nem
tudja kiszolgalni a kovetkez6 pontot, vagyis a k pontot. Ha a k pontot nem a
drén szolgalja ki, akkor a (14) feltétel azt jelenti, hogy a teherauténak meg kell
ldtogatnia a k pontot. A k pont kiszolgdldsa csak akkor fejezédik be, a (18) és
(19) feltételek szerint, ha a teherauté és a drén is megérkezett, és a teherautd
kiszolgalta a pontot. a

5. Mi az 4j a modelben?

[18] modellje 37 tipusu feltétellel és két célfiiggvénnyel rendelkezik. Az egyik cél-
fiilggvény megegyezik a (20)-beli fiiggvénnyel. Ez a modell a drén repiilését hdrom-
index{l bindris véltozékkal frja le. Igy O(n?) valtozéval rendelkezik. Azzal sikeriilt
az ilyen tipust véltozék szamat O(n?)-re redukalni, hogy a modellben nem csupén
a drénok repiilését értelmezziik mozgasukként, hanem azt is, amikor a teherauton
utaznak. fgy az y;; valtozok egy teljes korutat irnak le az x;; valtozékhoz hason-
16an, lasd a (10-12) feltételeket. Bér a két korut szamos kozos élt tartalmazhat,
pontosan ott, ahol drén a teherautén utazik, de kiillonbozdék, ha a drén legalabb
egy repiilést teljesit. Ezzel a dron kiildetéseinek idopontjaira vonatkozo feltétel is
feleslegessé valt.

[18] modellje ugyancsak feleslegesen tartalmaz mind pozicié-, mind idévéltozdkat.
A poziciévéltozdk a [10] modelljébdl szarmaznak, ahol az id6 leegyszertisitett leira-
sdra szolgdlnak [4] modelljével ellentétben, ami semmi id6re vonatkozé informéciot
nem tartalmaz azon az aron, hogy feltételeinek szdma exponencialis. Ha azonban
az id6re vonatkozéan pontosabb eredményekre van sziikség, mint az egyes helyek
felkeresésének sorrendje, akkor az idépontok leirdsara kiilon véltozokat kell beve-
zetni, és a poziciévaltozok, mint ebben az esetben is, teljesen kikiiszobolhetok.

A kapott modell a katasztréfa uténi, folyamatosan valtozé helyzetben ismételten
megoldhatd a soron kovetkezo széllitas optimalizalaséara.

Ko6szonetnyilvanitas

A szerzék koszonetet mondanak Fereshte Nadjenadnak, hogy felhivta figyelmiiket
a téma fontossagara.
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TRANSPORTATION OF RELIEF ITEMS AFTER DISASTER BY A TRUCK-DRONE
TANDEM

GERGELY KovAcs, BELA VIZVARI

Humanitarian logistics encompasses all branches of logistics that are done to help people.
Within humanitarian logistics, an important sub-area is the delivery of relief items to those in
need in a post-disaster period. With the change in transport technology, new mathematical
problems arise here. At present, the key technology innovation is the use of unmanned aerial
vehicles (drones). In this paper, we discuss a version of the traveling salesman problem in
which a truck and a pair formed by a drone meets the needs of a disaster-stricken rural area,
i.e. a non-metropolitan area with a dense road network. Between the two flights of the drone,
a truck takes the drone with itself. The drone is loaded from the aid packages delivered on the
truck. The truck itself serves all the points it passes through. Two important advantages of this
solution are that it is possible to provide places that cannot be reached otherwise due to road
damage or other reasons, and the shorter time can deliver aid to those in need.

Keywords: TSP; TSP-D; humanitarian logistics; disaster; post-disaster period

Mathematics Subject Classification (2000): 90-10, 90B20
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ADAPTIV TESZTEK MINIMALIS HOSSZANAK, HIBAJANAK,
ERTEKELESI SZINTJENEK ES A MEGOLDOK SZAMANAK
OSSZEFUGGESEI - ALTALANOS MEGOLDASI ARANNYAL

T. KARASZ JUDIT, TAKACS SZABOLCS

A cikkiink alapvet6en egy &ltaldnos formalizmus megalkotasédt tiizte ki
célul, melynek segitségével a papir-ceruza alapu tesztek digitalizacidjanak
egyik probléma&jat kezelhetjiik. A kidolgozott formalizmus dltaldnos médon
lett megalkotva, azonban egy gyakorlati példan is ismertetjiik az eredménye-
ket. Dolgozatunkban bemutatjuk, hogy egy alapvetéen papir-ceruza teszten
alapuld felmérés esetében, mint amilyen az OECD PISA [8] és az Orszagos
kompetenciamérés [9], annak leendd adaptiv valtozata milyen korldtokkal és
elényokkel szolgdlna. A nemzetkozi mérések esetében mar elkezd6dott az
a fejlesztési munka, mely ezt az irdnyt késziti eld, illetve az elmilt idészak
online oktatdsi tapasztalatai megagyaztak annak, hogy az Orszdgos kom-
petenciamérés esetében is lehetdség legyen digitalis, majd adaptiv mérésre
valé attérésre. Az ehhez sziikséges itemszint{i logisztika (feladatbank, mo-
dellezési kornyezet) alapvetéen rendelkezésre 4ll. A szakirodalom azonban
altalanossidgban ezekre a technikai részletekre tér ki — valamint arra, hogy a
megbizhatdsaghoz hany fére van sziikség. Cikkiinkben mi nem erre a kérdés-
re voltunk kivancsiak, ugyanis az itembank kell6 méretii, illetve jellemzGen
egy orszagos mérésnél a kell§ kitoltottség eredendéen adott lesz. Ezzel szem-
ben szamunkra az a fontosabb kérdés, hogy milyen mértékben révidithetd le
a teszt Ugy, hogy a mostanival megegyez6 — vagy anndl jobb, megbizhatébb
— teszthez jussunk. Minket tehdt most nem a kitolt6k szama, hanem a teszt
hossza érdekelt, erre vonatkozdan végeztiink el igy szimuldcids szamitasokat,
hogy a mostani [8, 9] mérések altaldnosan kiadott mutatéit vettiik alapul.

1. Bevezeto

Az adaptiv tesztelés nagyobb szamitégépes kapacitiasa napjainkra méar nem
jelenthet érdemi kifogast a papir-ceruza tesztekkel szemben. Lényegében a legegy-
szerlibb (Google, Microsoft), leginkdbb elterjedt platformok is képesek arra, hogy
online teszteket vegyiink fel a segitségiikkel. Ennél fejlettebb az, ha a tesztiink
nemcsak szdmitégépes, hanem adaptiv is. Az adaptiv tesztelés [6] sordn az egy-
mas utani itemeket a tesztel6 rendszer gy adja a tesztalanynak, hogy az mindig
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az aktudlisan szamitott tudasszintnek megfelel6 legyen. Tehat egy rosszul teljesitd
alany nem kap megoldhatatlanul nehéz feladatokat, mig az igen j6l teljesité sem
kapja a szaméra unalmasabbnak latszé, konnyti feladatokat. De természetesen az
adaptiv tesztelés nemcsak teljesitményre, hanem egyéb tesztelésekre is altalano-
sithat6. Gondolhatunk itt arra is, hogy ha egy betegség tiineteit nézziik, akkor
egy lazas betegnél az aldabbi kérdések nem praktikusak: Tobb-e a testhémérsékle-
te, mint 36,5 fok?, 37 fok? 37,5 fok? Az egész skdlan nem fogunk végigmenni —
egészen pontosan nem fogjuk a lazas betegnél az Osszes alacsony testhOmérsékletre
vonatkozé kérdést feltenni. Azaz: ha teszt szinten gondolkodnank, akkor mondjuk
1/10 fokonként tjra és djra kérdeznénk. Ezzel szemben a nincsen ldzam, héemel-
kedés, 14z kérdések, vagy a 38 fokndl valé kezdés (alatta vagy felette) alkalmas
kérdések arra vonatkozodan, hogy viszonylag gyorsan eljussunk a megfeleléen ka-
librélt testhémérsékletig (vagy természetesen haszndlhatunk hémérét is). A valédi
kérdés azonban az, hogy ha példaul egy teljesitmény tesztet akarunk osszeallita-
ni, akkor e kérdezési metédussal vajon mennyivel hamarabb tudunk célba jutni
[3]7 Természetesen ez sok paramétertdl fiigghet (mi a pontossdg, milyen tipusi
kérdésekkel dolgozunk, stb). Ezért rogzitiink néhény alap feltételt.

1) Kizdrdlag két értéki itemekkel dolgozunk (megoldja/nem oldja meg, illetve
példdul van-e tiinet/nincsen tiinet) — a stlyossdgot nem mérjiik.

2) A teszt pontossigéit rogzitettnek tekintjitk. Ezen azt értjiik, hogy ha van
egy papir-ceruza alapu tesztiink (vagy egy nem adaptiv tesztelési metédusunk/for-
gatékonyviink), akkor azt a becslési pontossigot szeretnénk elérni, amit az adott
teszt tud.

Megjegyezziik, hogy itt felmeriilhet az alabbi kérdés: miért igaz az, hogy keve-
sebb kérdéssel, gyorsabb méréssel hasonldé mindségli és mennyiségii informaciéhoz
juthatunk? A vélasz kétoldali. Egyik részr6l nem kérdeziink sok felesleget. A
megkérdezett jellemzben a tudasszintjének, teljesitményének megfelel6 kérdéseket
kap. Masik oldalrdl a révidebb id6 azt is eredményezheti nagyobb volumenek ese-
tében, hogy azon valaszadok, akik elunjédk a tesztet és félbehagyjak, a révidebb
teszteket mégis kitoltik.

Azaz a kérdésiink: ugyanolyan tipusi kérdésekkel, mint az eredeti papir-ceruza
teszt, ugyanolyan pontossdgot mennyivel gyorsabban tudunk reprodukélni? Azzal
a feltételezéssel fogunk még élni, hogy a teszt itemjeinek paramétereit ismerjiik,
tehét olyan itemekkel dolgozhatunk, melyek nehézsége (feladatmegolddsi paramé-
terei) ismertek a tesztet Osszedlliték el6tt. Ez nem tulzé feltételezés, mert gon-
dolhatunk itt egy betegség esetében arra, hogy egy-egy tiinet mennyire stlyos
(&ltaldban ezzel az orvosok tisztdban vannak), illetve egy-egy teljesitményt mé-
r6 item esetében is a szakemberek rendelkeznek ezzel az informécidval a tesztek
osszeéllitdsakor [2]. Hogy ez mennyire nem tilzé feltételezés, Harrisonék munké-
jdban még az is tisztazott, hogy egy-egy feladat gyermekek és felnéttek szamara
mennyire nehéz feladat - tehat a szakértOk akar korosztalyonként is meglehetésen
jO becsléseket tudnak mondani a feladatok nehézségét illetéen. Ezek utan az a

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



ADAPTIV TESZTEK MINIMALIS HOSSZANAK, HIBAJANAK, ... 41

kérdés, hogy ugyanolyan tipusu kérdésekkel, ugyanazon jelenséget vizsgalva, hany
item segitségével tudunk hasonlé becslési pontossagot felmutatni — egy-egy egyénre
vonatkoztatva? Megjegyezziik, hogy az eddig hivatkozott miivek mindegyike ese-
tében kelléen nagy mintdkon szimulalt vizsgdlatokat végeztek annak érdekében,
hogy az adott becslési hatékonysagot vizsgdlni tudjak. Azaz nem a teljes minta-
felvétel hibajat szeretnénk csokkenteni, hanem az adott teszten elérhet6 pontszam
hibdjat szeretnénk elérni kevesebb item felhaszndlasaval. A kutatokat dltaldanos-
sdgban érdekld és foglalkoztatd kérdés az adaptiv tesztelés soran inkabb az, hogy
mekkora itembankra van sziikség ahhoz, hogy egy adaptiv rendszert miikodtetni
lehessen. Gondoljunk ugyanis arra, hogy az IQ-t szeretnénk 100 kérdés helyett
csak 10 kérdésbol mérni. Ha a kérdések nyilvanossagra keriilnek, hasznalhatat-
lannd valnak (lasd példaul [1]), és akkor nagyon gyorsan maguk a tesztek is hasz-
nalhatatlannd valnak. Ezt azzal lehet kivédeni, hogy nagy méretli itembankot
hozunk 1étre, amibol a megkérdezett véletlenszertien kap kérdéseket — az aktualis
szintjének megfelelGen.

2. Kuder—Richardson formula

Bér maga a becslési formula meglehetésen régdta ismert [4], a megkozelités
altaldban inkdbb szimuldcidk sorat jelentette. Azaz a felmérés sordn egyfajta mi
lenne, ha ,lehet6ségeket” vizsgdlnak, hogy adott mintanagysig esetében egy-egy
teszthossz vagy egyéb feltételrendszer esetében hany kérdésre lenne sziikség az
adott becslési szint teljesitéséhez. A tesztek sordan az alap definiciénak a teszt
megbizhatésdgat fogjuk alapul venni. A megbizhatdésag a Kuder—Richardson for-
mula szerint az aldbbi alakban hatdrozhaté meg [4, (20) képlet]:

- L 1— Zf:l Diq;
L-1 52 ’

ahol L az itemek szdma, ), p;q; az itemek Gssz-variancidja, p; az Gsszes j6 valasz
aranya (jo valasz / Osszes esetszam), mig q; a rossz valaszok ardnya. Tovadbb4 s? a
teljesitmény Osszesftett variancidja. Ez az s? alapesetben N (0, 1) véltozdk dsszeg-
76sét jelenti (ha a mintaalanyok egymadstdl fiiggetleniil {rjdk a tesztet/mennek el
orvoshoz tiinetekkel), tehat s? legaldbbis nagysagrendileg a minta nagysdgaval
Osszemérhetd.

A teszt a minta novelésével tehat egyre megbizhatébbd valik, hiszen a ha-
nyados hatdrértékben 0-hoz konvergal (feltéve, hogy valéban standard normaélis
hatéreloszlast tudunk az IRT modellek — a nemzetkozi és hazai mérések egyarant
ezzel dolgoznak, 1dsd bSvebben [8, 9] — segitségével meghatdrozni minden résztvevo
pontszdmaként). A formula definiciéi alapjén a teszt standard hibdjat (SEM) az
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aldbbi formula szerint definialjék.
SEM =+1—r.

Jol 1lathat6 tehdt az aldbbi: Ha a teszt itemjei konzisztensek (azaz megoldha-
tosdgukat tekintve kiegyensilyozottak), azaz a teszt teljes variabilitdsahoz képest
az itemek variabilitdsa 6sszességében alacsony, akkor a (3 pq)/s? kifejezés értéke
alacsony lesz. Amennyiben az itemek Osszvariancidja a teljes teszt/teljesitmények
variancidjdhoz képest alacsony marad, gy az 1— (3 pq)/s? kifejezés egyre jobban
kozelit 1-hez. EbbOl kovetkezben relative hosszi tesztek esetében a teljes teszt
megbizhatésaga 1-hez kozelit.

Minél kozelebb van a teszt megbizhatdsdga 1-hez, varhatéan anndl kisebb lesz
az sv/1 — r kifejezés értéke, tehat anndl kisebb lesz a teszt standard hibgja.

Ezen a ponton szokas a szimulaciokat végrehajtani. Ugyanis az egyes itemek
megoldottsdga természetesen nem rogzitett (vannak a tesztekben kénnyebb és ne-
hezebb feladatok — egészségiigyi tesztek esetében vannak silyosabb és kevésbé
stilyos tiinetek). A teljes tesztre rdnézve azt tudjuk szimuldlni, hogy egyik-mé&sik
itemet elhagyva (vagy bevéve) az eljardsunkba, mennyivel tudunk gyorsabban cél-
ba érni — tehat relative kevesebb itemet felhaszndlva hasonlé eredményre jutni.

Az adaptiv tesztelés esetében ez nem egészen {gy térténik [5], miként arra
vonatkozéan Linden és Glas az els6k kozott tett emlitést: 6k t6bb itembank nagy-
sdggal és teszthosszal, mintanagysaggal végeztek kisérletet — tehat nem egészen
azt az utat jartak be, mint amit mi fogunk valasztani.

Az egyik lehetséges cél tehat az, hogy rogzitve a teszt megbizhatésagat, rog-
zitve a teljes minta hibdjanak mértékét, azt szeretnénk megtudni, hogy milyen
itemszamra van sziikségiink, ha adaptiv médon szeretnénk kérdezni. Magyaran:
az esetszam, tehdt a mintanagysag, melyet a becsléshez felhaszndlunk, véltozatlan
marad.

Tekintettel arra, hogy e formula nem tartalmazza azon szinteket, melyekkel a
nemzetkozi [8], illetve példdul egy teljes népességet vizsgdlé magyar mérés is dol-
gozik (Orszdgos kompetenciamérés, [9]), igy olyan formuldval dolgoztunk helyette,
mely ezt a sajatossagot is figyelembe veszi. A szintek esetében az alabbi példakra
gondolhatunk:

1) Betegség esetében egy adott betegség silyossaganak fokozatai.

2) Iskolai teljesitmény esetében példdul nem egy teszt pontszamait értjiik alatta,
hanem az arra kapott osztalyzatot.
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3. Wright formuldja — altaldnos eset (0 < p < 1)

Altaldban a p = 1/2 esetet elemzik — magyaran, hogy egy teszt esetében ugyan-
olyan valdsziniiséggel oldja vagy nem oldja meg a didk a feladatot. Ett6l mi el-
tériink és azt mondjuk, hogy altalanossagban kénnyebb (p > %), illetve nehezebb
(p < %) tesztek is goreso ala vehetok. Felhivjuk a figyelmet, hogy a formula p és
q esetére szimmetrikus, mi most a p < 0,5 eseteket fogjuk formalizalni. Vilagos,
hogy a p =0 és a p = 1 esetek nem érdekesek.

Az el6z6ekben megismert jelolések tehat az alabbi alakban irhaték at. Tegyiik
fel, hogy b; jeloli az adott személy képességét (i = 1,..., N kitoltével szdmolva) és
d; jeloli az adott itemek nehézségét (tovdbbra is j =1,..., L itemet hasznélunk a
papir-ceruza referencia tesztben).

Jelolje s; azt a szdmot, ahdnyan az adott itemet jél megoldottak (valamint n,,
jelolje azt, hogy pontosan w darab feladatot hanyan oldottak meg). Ha adaptiv
tesztelésben gondolkodunk, akkor a korabbi jelolésekkel s; = Np (illetve s; = %
a teljesen klasszikus feldllds esetében). Eletszerfi tovdbbd az a megkozelités, hogy
azokat az alanyokat, akik minden itemet megoldanak vagy elrontanak, kihagyjuk
a tovabbi elemzésekbdl (a kitolt6k szdmdt tovdbbra is N-nel jelolve). Hasonlé-
an, ha egy itemet mindenki/senki sem oldott meg, szintén elhagyhatjuk (jelslje a
tovédbbiakban is a teszt hosszat L). Tehdt N és L a valid teszthossz és kitolték
szamat fogja jelolni.

Fontos megjegyezni, hogy a senki sem toltotte ki, illetve mindenki kitoltotte
véaltozatok elvi — intuitiv — szinten nem szimmetrikus esetek (a legjobb és leg-
rosszabbak elhagydsa), azonban a tesztben 1év6 informécidk szintjén szimmetriku-
sak. Ugyanis annak, aki mindent megold az elvi maximumot kell adnunk teljesit-
ményként (nem tudjuk, mennyivel van felette ennek az értéknek), mig aki semmit
sem, 6t az elvi minimumra helyezziik (és nem tudjuk, mennyivel teljesitene ez alatt
a szint alatt).

Wright [7] az aldbbi jeloléseket haszndlja, alkalmazza (a képletek hétterét, le-
vezetését itt nem kozoljiik, azokat [7] anyagai alapjan alkalmazzuk):

Az elsé harom formula esetében azt lathatjuk, hogy ez lényegében az itemek
relativ megoldottsagat jelzik, illetve azok variancidjat, hibdjat mutatjak. Az-
az, hogy a teljes mintan altaldban hanyan oldjak az adott feladatokat, itemeket.
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Az z-ben rejlé informécidk tehat az itemekre vonatkozé informacidkat jelolik, azok-
bdél szdrmaztatott adatok x;, z, illetve U.

Az z-ekkel szemben az y és V mutatdk azt mutatjik, hogy egy adott hosszisagi
teszten a vizsgdlati alanyok dtlagosan hény feladatot tudnak megoldani — tehat ez
a hdrom 6sszevont formula (y,,,y és V') a vizsgdlati alanyok dtlagos teljesitményére
vonatkozé mutatéegyiitteseket fedi, tovdbbra is Wright [7] jeloléseit és szamitasait
hasznalva:

U

. 1+ 5%
B\ R
i

Vv

y — 1+2,89
S\ 1_or
8,35

Az X ésY értékek tehdt a teszt és a vizsgalati alanyok teljesitményét mutatjak.

dj =Y (x; —x),

N
SE(d;) = yy | —— .
(@) sj (N = s5)

A d; paraméter tehdt az 6sszes megoldéra megoldasra/teljesitményre vetitve az
itemek x; nehézsége, tehat SE (d;) az adott itemek nehézségének standard hibéaja.

by = X,

L
SE (by) :X,/m.

Ezzel szemben b,, az adott megolddk, adott tesztet kitoltdk atlagos teljesitmé-
nye lesz, illetve SE (by,) a teljesitményeken 1év6 atlagos (standard) hibaként keriil
bevezetésre.
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Lathato tehat, hogy e mutatdk segitségével megadhatd, hogy az itemeknek,
illetve a teljes tesztnek (teljesitménynek) mi lesz a hibdja, milyen biztonsdggal
tudunk item-paramétert vagy teljesitményt meghatarozni.

Ha azt tekintjiik, hogy tovabbra is adaptiv médon, de kicsit nehezitve vagy
koénnyitve (tehdt mindenki a sajdt képességének megfelelé itemet kap, de rogzi-
tett p, illetve ¢ valészinliséggel oldja meg/rontja el a feladatokat, valamint gy
kezeljiik, hogy mondjuk K szinten akarjuk az eredményeket kezelni (Wright [7] 11
szinttel szdmolt, tehat —5 és 5 kozotti képességértékekkel dolgozott), akkor tovab-
bi, szintén nem tulsdgosan életszeriitlen egyszerisitések tehetck. Tudjuk tovabba,
hogy

Np
Sl - K )
hiszen ilyen esetben tudhatd, hogy az adott szinten 1év6 alanyok nem kapnak maés
szintekrol itemeket (tehdt azok adott hanyadat fogjik megoldani).

Ez utébbi tgy is felfoghatdé (ezért nem életszerfitlen a megkstés), hogy egy
adaptiv teszt esetében a nagyon jé nem kap nagyon kénnyt feladatokat és a nagyon
alul teljesit6 sem kap megoldhatatlannak latszé példakat. Miként egy igen stilyos
allapotban 1év6 pécienstdl sem kérdezik az enyhe tiineteket — és az alapvetden
enyhébb panaszokkal érkezoket sem a rendkiviil stlyos esetekre jellemz6 tiinetek
mentén kezelik.

Ebbdl az egyszertisitésbol kovetkezik, hogy

A fenti formula azt mondja, hogy a j6 és rossz valaszok ardnya dtlagosan tehat
csak a szintektdl fiigg (minden szinten lényegében allandé, hogy hanyan, milyen
aranyban oldjdk meg jol vagy rosszul a feladatokat).

Ebben az esetben az is elmondhaté, hogy

]

ami az atlagos megoldottsdgi/elrontottsdgi kapesolati mutaténk.
Ezek utan a variancia:
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Tehdt w = Lp (a teljes teszten hdny j6 megolddst adunk), amibél kévetkezik,
hogy optimélis adaptiv teszt esetében V =0 és Y = 1. Optimalisan adaptiv egy
teszt akkor, ha valéban minden vizsgalati alany folyamatosan a szdmara megfelel6
szinten, tehat p valdszinliséggel megoldhaté feladatokat kap.

Innen viszont azt is tudhatjuk, hogy

N 1 K
s(N—s) VNVIE-—p)

Azaz az adott itemek hibdja anndl nagyobb, minél tobb szintet szeretnénk
vele bemérni, viszont minél tobb kitoltovel rendelkeziink, annal jobban cstkken.
Ez egybevag azzal az intuiciéval, hogy minél szélesebb tartoméanyon szeretnénk,
hogy egy kérdés jol mérjen, anndl nagyobb bizonytalansiggal tudjuk megtenni
(specifikus kérdések pontosabban mérnek). Illetve, hogy a kitoltdk szédmdnak no-
vekedésével egyiitt jar az, hogy az itemek viselkedését egyre pontosabban fogjuk
ismerni.

Szintén Wright formuldi alapjén [7] megadhaté a teljesitmény hibdja is:

L I
SE®) =X\ |t =V g

Amibdl tovabbi behelyettesitéssel:

SE(b) = \/Lqu - (%) (N21)391H2 (%>

A fenti formulabdl lathato példaul, hogy adott teszt-hossz esetében az esetszam
novelésével egy ideig csokkenthetd a hiba mértéke — majd 1ényegében stagnélni fog,
ha semmi més paraméteren nem valtoztatunk. Ahogy az is ldthaté, hogy N-ben
egy id6 utdn nem fogunk tudni jobb eredményt mutatni — tehdt mas megkozeli-
tésben egy-egy kitolté hibdjat attél nem fogjuk tudni jobban megbecsiilni, hogy
rajta kivill még sokan kitoltik a tesztet.

Ez azt is jelenti, hogy ha a teszt hosszat nem néveljiik, akkor az esetszam
novelésével egy-egy alanyra pontosabb becsléseket nem fogunk tudni adni. Ezt
felfoghatjuk tgy is, hogy az adott itemek egy id6 utan kelléen pontosan bemérésre
keriilnek, tehdt a belSliikk nyerheté informacié lényegében stagnal, tehdt tjabb és
jabb esetek hozzavételével mar nem tudunk tovabbi informacidkhoz jutni.

Ez azt is jelenti, hogy a képességeket csak gy tudjuk egyre pontosabban mér-
ni, hogy a teszt hosszat noveljiik, ha djabb és tGjabb itemeket vesziink hozza a
tesztiinkhoz.

Felhivjuk arra a figyelmet, hogy ez alapvetéen nem mond ellent annak az in-
tuitiv megfigyelésnek, melyet példaul az egészséggel kapcsolatos diagnosztikaban

SE (d;) =
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csindlnak, vagy akar a teljesitményméréseknél tapasztalhatunk. Az egészséggel
kapcsolatos teszteknél nem az torténik, hogy tdjra és tijra azonos tesztekkel vért
vesznek (ha nem ismert a diagnézis), hanem ujabb teszteket, masfajta informés-
cidékat csatorndznak be. A teljesitménymérés esetében sem irja meg a didk tdjra
és Ujra ugyanazt a tesztet (tipusfeladatot), hanem mésfajta tipusokkal igyeksziink
pontosabb képet kapni a tudasarol.

Valamint arra is kitérnénk, hogy alapvetden a kit6ltok szama jellemzen 100 —
200-as minimélis nagysagrendet jelent, a tesztek hossza pedig ritkdn megy 100-as
feladatszam folé. Tehat az esetszdm emelkedésével valddi, empirikus esetekben
a tobbi paramétert fixen tartva folyamatosan javulé teszt eredményeket fogunk
tapasztalni.

4. Szimuléacids eljaras, eredmények

A szimuldcié sordn szintén Wright [7] nyomvonalat kovetjiik. Esetében a kitol-
t6k szama 50 és 500 {6 kozott alakult itemenként. Ez szintén nem elrugaszkodott a
valésagtodl, hiszen egy-egy standardizédlds soran a kérddiveket hagyomanyosan leg-
aldbb 500 fével szokas kitoltetni — de az online felmérések sordn ennél jellemzéen
lényegesen nagyobb mintak keletkeznek.

Fontos azonban kiemelniink, hogy Wright [7] nem adaptiv, hanem papir-ceruza
tesztek esetében hatarozta meg ezeket a szamokat — és esetiinkben éppen az a
kérdés, hogy ennél kevesebb kitoltovel is el lehet-e érni hasonlé eredményeket egy
adaptiv tesztelés soran.

Két kérdésre keressiik tehat a valaszt:

1. Els6 1épésben a kérdés az, hogy egy-egy item megbizhatésdgahoz (adott hi-
bahatér eléréséhez) miniméalisan hany kitoltére van sziikség.

2. Masodik 1épésben a kérdés az, hogy ha megvan egy megfelel6 méreti item-
bankunk, akkor ebbdl az itembankboél minimélisan hany kérdésre van sziikség
ahhoz, hogy az egyes valaszaddk teljesitményét meg tudjuk hatarozni.

Wright nyomdn (a hiba N(0,1) tehdt) a 0,2-es szintet hatdrozzuk meg mint
elérni kivant minimumot. Ez nagyjabdl azt jelenti, hogy a teljes teszt esetében
az itemek megbizhatdsdga a teljes teszt megbizhatdsdganak 20%-a ald kell, hogy
csokkenjék. A kitoltékre vonatkozé hibdt/szérdst ezzel szemben 0, 5-0s szinten
hatarozzuk meg.

A szinteket a hagyomanyos OECD PISA [8], illetve Orszagos kompetenciamé-
rés [9] szintjeihez szabjuk, azaz a szintek szdma a szimuldcidkban 2 és 8 lesznek,
azaz K = 2,...,8. Jellemzoen e két felmérés esetében a didkok teljesitményén 1évé
hiba nagysdgrendileg a széras 40-50%-a is lehet. Ezért maradtunk a teljesitmények
esetében a 0,5-6s szint elérése mellett. A mé&sodik esetben, amikor a teljesitmé-
nyek teljes teszt szintjét fogjuk vizsgdlni, K = 3,5, 8 valtozatok esetére mutatjuk
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be az elemzés eredményeit. Ezt tigy foghatjuk fel, mint az alacsony-kézepes-magas
(K = 3) esetben. Mésodik esetben az iskolai osztdlyzatokat kezelhetjiik szintek-
ként. A harmadik, K = 8 esetben pedig egy részletesebb, betegségsilyossag esetét
vehetjiik alapul.

A szimuldcickban N = {10, 20, 30, 50, 100, 200, 300, 400, 500} esetszdmokkal fo-
gunk dolgozni.

A teszt hosszat L = {10,30,60} értékekre &llitjuk be.

A megoldottsagi szinteket p = {0, 1;0,2;0,3;0,4;0,5} esetekre &llitjuk be.

Elsé 1épésben azt vizsgdljuk meg, hogy az itemek hibdja miként alakul a szintek,
a megoldottsagi valésziniliségek és a kitoltok szama alapjan.

Az eredményekbdl leolvashaté (1. tébldzat), hogy p = 0, 1, illetve p = 0, 2 (mely
értelemszeriien megegyezik a p = 0,9 és a p = 0, 8 esetekkel) legaldbb 400, inkdbb
500 £6 kell ahhoz, hogy elérjiik a 0,2-es alsé hatdrt. A tapasztalatok egyébirdnt
azt mutatjsk, hogy ez jellemzden a nagyon nehéz/nagyon konnyti feladatok vildga,
amely esetben valdban azt lathatjuk, hogy tobb esetre van sziikség a megfelel
mindség garantalasihoz.

Réadasul ez a szintek emelkedésével még nehezebbé is valik — tehat minél tobb
szintet kalibralunk (minél drnyaltabban szeretnénk mérni), annal tobb kitoltére
van sziikség a szélsGséges feladatok pontos bemérésére.

Ezzel szemben ha megnézziik a 0, 4-es, illetve 0, 5-6s szinteket, tehat a kiegyen-
sulyozottabb itemeket (nagyjabdl fele-fele ardnyban oldjak vagy nem oldjék meg),
ilyen esetekben mar jellemzden 100, illetve 200 kitolto is elegend6 a megfeleld szint
biztositdsdra (ez aldl csak a 8 szint esetében van kivétel).

Mit lathatunk akkor, ha mindezt kiegészitjiik a teszt hosszdval? Azt lathatjuk
(2. tédbldzat), hogy egy 10 itembdl 4116 teszt esetében lényegében nem tudjuk elérni
a 0,4-es vagy 0, 5-0s minimalis szintet (és ezt egyébirdnt az empirikus tapasztalatok
is aldtdmasztjdk, ennyire rovid teljesitményt mérd tesztek dltaldban nincsenek).

Ezzel szemben 30 item esetében mar akar 20-30 kitoltovel is elérhetd p = 0, 3-
mas megoldottsidgi nehézség esetében. Igaz ez K = 3,5,8 esetben egyarant. Ez
azt jelenti, hogy egy ardnylag bonyolultabb teszt esetében is, akar még 8 szintet
megkiilonboztetve, a teljes teszt megbizhatdsaga mar 30—40 kitoltével is elérhetd,
amennyiben adaptiv tesztet tudunk a kérdésben osszeallitani megfelel6 itembank-
kal rendelkezve.

5. Két példa gyakorlati felhasznaldsra

Jellemzen az OECD PISA [8] és az Orszdgos kompetenciamérés [9] olyan fel-
mérések, ahol N >> L, azaz lényegesen, nagysagrendekkel tobb kitolté didk van,
mint ahdny item egy-egy felmérés sordn felhasznalasra keriil egy tesztfiizetben. Jel-
lemz&en egy tesztfiizet egy-egy témakorre 50—60 itemet tartalmaz, mig a kitoltok
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K P N=10 N=20 N=30 N=50 N=100 N=200 N=300 N =400 N=500
2 0,1 1,451 1,026 0,8377 0,6489 0,4588 0,3244 0,2649 0,2294 0,2052
2 0,2 1,0541 0,7454 | 0,6086 0,4714 0,3333 0,2357 0,1925 0,1667 0,1491
2 0,3 0,8856 0,6262 0,5113 0,3961 0,2801 0,198 0,1617 0,14 0,1252
2 0.4 0,7906 0,559 0,4564 0,3536 0,25 0,1768 0,1443 0,125 0,1118
2 0,5 0,7303 0,5164 | 0,4216 0,3266 0,2309 0,1633 0,1333 0,1155 0,1033
3 0,1 1,7617 1,2457 1,0171 0,7878 0,5571 0,3939 0,3216 0,2785 0,2491
3 0,2 1,2677 | 0,8964 | 0,7319 0,5669 0,4009 0,2835 0,2315 0,2004 0,1793
3 0,3 1,0541 0,7454 | 0,6086 0,4714 0,3333 0,2357 0,1925 0,1667 0,1491
3 0.4 0,9303 0,6578 | 0,5371 0,416 0,2942 0,208 0,1698 0,1471 0,1316
3 0,5 0,8485 0,6 0,4899 0,3795 0,2683 0,1897 0,1549 0,1342 0,12

4 0,1 2,0255 1,4322 1,1694 0,9058 0,6405 0,4529 0,3698 0,3203 0,2864
4 0,2 1,451 1,026 0,8377 | 0,6489 0,4588 0,3244 0,2649 0,2294 0,2052
4 0,3 1,2006 0,849 0,6932 0,5369 0,3797 0,2685 0,2192 0,1898 0,1698
4 0,4 1,0541 0,7454 | 0,6086 0,4714 0,3333 0,2357 0,1925 0,1667 0,1491
4 0,5 0,9562 0,6761 0,5521 0,4276 0,3024 0,2138 0,1746 0,1512 0,1352
5 0,1 2,2588 1,5972 1,3041 1,0102 0,7143 0,5051 0,4124 0,3571 0,3194
5 0,2 1,6137 1,1411 0,9317 | 0,7217 0,5103 0,3608 0,2946 0,2552 0,2282
5 0,3 1,3316 0,9416 | 0,7688 0,5955 0,4211 0,2977 0,2431 0,2105 0,1883
5 0,4 1,1656 0,8242 0,673 0,5213 0,3686 0,2606 0,2128 0,1843 0,1648
5 0,5 1,0541 0,7454 | 0,6086 0,4714 0,3333 0,2357 0,1925 0,1667 0,1491
6 0,1 2,4702 1,7467 1,4261 1,1047 0,7811 0,5523 0,451 0,3906 0,3493
6 0,2 1,7617 1,2457 1,0171 0,7878 0,5571 0,3939 0,3216 0,2785 0,2491
6 0,3 1,451 1,026 0,8377 0,6489 0,4588 0,3244 0,2649 0,2294 0,2052
6 0.4 1,2677 | 0,8964 | 0,7319 0,5669 0,4009 0,2835 0,2315 0,2004 0,1793
6 0,5 1,1442 0,809 0,6606 0,5117 0,3618 0,2558 0,2089 0,1809 0,1618
7 0,1 2,6649 1,8843 ,5386 1,1918 0,8427 0,5959 0,4865 0,4214 0,3769
7 0,2 1,8981 1,3422 1,0959 0,8489 0,6002 0,4244 0,3466 0,3001 0,2684
7 0,3 1,5613 1,104 0,9014 0,6983 0,4937 0,3491 0,2851 0,2469 0,2208
7 0.4 1,3624 | 0,9633 | 0,7866 0,6093 0,4308 0,3046 0,2487 0,2154 0,1927
7 0,5 1,2279 0,8682 0,7089 0,5491 0,3883 0,2746 0,2242 0,1941 0,1736
8 0,1 2,8463 2,0126 1,6433 1,2729 0,9001 0,6364 0,5197 0,45 0,4025
8 0,2 2,0255 1,4322 1,1694 0,9058 0,6405 0,4529 0,3698 0,3203 0,2864
8 0,3 1,6645 1,177 0,961 0,7444 0,5264 0,3722 0,3039 0,2632 0,2354
8 0,4 1,451 1,026 0,8377 | 0,6489 0,4588 0,3244 0,2649 0,2294 0,2052
8 0,5 1,3064 0,9238 | 0,7542 0,5842 0,4131 0,2921 0,2385 0,2066 0,1848

1. tabldzat. Itemek megbizhatésdganak tablazata kitoltok szamanak, szintek

nagysaganak és a teszt nehézségének fiiggvényében
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L p 10 20 30 50 100 200 300 400 500

10 | 0,1 | 1,054 | 1,524 | 1,807 | 2,052 | 2,244 | 2,341 | 2,374 | 2,391 | 2,401

10 0,2 0,791 1,021 1,17 1,302 1,407 1,461 1,479 1,489 1,494

10 | 0,3 | 0,69 | 0,835 | 0,932 | 1,021 | 1,092 | 1,129 | 1,141 | 1,147 | 1,151

10 | 0,4 | 0,645 0,746 | 0,816 | 0,881 0,933 | 0,961 0,97 0,975 0,978

10 | 05 ] 0632 | 0707 | 0,76 | 0,809 | 0,85 | 0,872 | 0,879 | 0,882 | 0,885

30 | 0,1 | 2,527 | 0,864 | 0,609 | 0,782 | 1,052 | 1,207 | 1,26 | 1,287 | 1,303

30 | 0,2 1,512 0,582 0,456 0,54 0,68 0,764 | 0,793 0,808 0,817

30 | 0,3 1,121 0,477 | 0,398 0,45 0,541 0,597 | 0,617 | 0,627 | 0,633

30 | 0,4 | 0,914 | 0,427 | 0,373 | 0,408 | 0,474 | 0,515 0,529 | 0,637 | 0,541

30 | 0,5 0,792 0,405 0,365 0,391 0,44 0,472 0,483 | 0,489 | 0,493

60 | 0,1 | 4,319 | 1,772 | 0,961 | 0,463 | 0,551 | 0,74 | 0,811 | 0,848 | 0,87

60 | 0,2 | 2,547 | 1,061 0,6 | 0,338 | 0,381 | 0,479 | 0,517 | 0,537 | 0,549

60 | 0,3 1,857 | 0,787 | 0,463 | 0,291 0,318 | 0,381 0,407 0,42 0,429

60 | 0,4 1,487 | 0,642 0,394 0,27 0,288 | 0,334 | 0,352 0,362 0,368

60 | 0,5 | 1,259 | 0,557 | 0,357 | 0,263 | 0,276 | 0,311 | 0,325 | 0,333 | 0,337

10 | 0,1 1,054 1,652 1,997 | 2,292 2,52 2,636 | 2,675 2,695 2,707

10| o02] o791 | 1,01 | 1,305 | 1,476 | 1,61 | 1,678 | 1,701 | 1,712 | 1,719

10| 03] 069 | 00907 | 1,045 | 1,068 | 1,264 | 1,314 | 1,331 | 1,339 | 1,344

10 0,4 0,645 0,81 0,917 1,014 1,091 1,131 1,144 1,151 1,155

10 | 0,5 0,632 0,765 0,854 | 0,936 1,001 1,034 1,046 1,052 1,055

30 | 0,1 | 2,809 | 0,934 | 0,600 | 0,832 | 1,164 | 1,35 | 1,413 | 1,445 | 1,464

30 | 0,2 | 1,795 | 0,63 | 0,456 | 0,573 | 0,76 | 0,867 | 0,905 | 0,923 | 0,935

30 | 0,3 | 1,371 | 0,516 | 0,398 | 0,477 | 0,608 | 0,685 | 0,712 | 0,726 | 0,734

30 | 0,4 | 1,151 | 0,462 | 0,373 | 0,432 | 0,533 | 0,594 | 0,616 | 0,627 | 0,633

30 | 0,5 1,027 | 0,437 | 0,365 0,413 | 0,496 | 0,548 | 0,566 | 0,575 0,58

60 | 0,1 4,986 | 2,033 1,083 | 0,474 | 0,586 | 0,818 | 0,904 | 0,948 | 0,974

60 | 0,2 3,059 1,259 | 0,689 | 0,345 0,404 | 0,534 | 0,584 0,61 0,625

60 | 0,3 | 2,316 | 0,962 | 0,539 | 0,296 | 0,336 | 0,428 | 0,463 | 0,482 | 0,493

60 | 0,4 | 1,927 | 0,808 | 0,464 | 0,274 | 0,305 | 0,375 | 0,403 | 0,418 | 0,427

60 | 0,5 | 1,702 | 0,721 | 0,424 | 0,267 | 0,291 | 0,35 | 0,373 | 0,385 | 0,393

10 | 0,1 1,054 1,775 2,176 | 2,516 | 2,778 | 2,911 2,955 2,977 | 2,991

10 | 0,2 0,791 1,196 1,435 1,64 1,799 1,88 1,908 1,921 1,929

10| 03| 069 | 0979 | 1,155 | 1,308 | 1,428 | 1,480 | 1,500 | 1,52 | 1,526

10 | 0,4 | 0,645 | 0,874 | 1,017 | 1,143 | 1,242 | 1,292 | 1,300 | 1,318 | 1,323

10| 05 0632 | 0826 | 0,949 | 1,059 | 1,146 | 1,191 | 1,206 | 1,213 | 1,218

30 | 0,1 | 3,24 | 1,002 | 0,609 | 0,881 | 1,269 | 1,483 | 1,556 | 1,593 | 1,615

30 | 0,2 2,052 0,677 | 0,456 | 0,607 | 0,836 | 0,965 1,009 1,032 1,045

30 | 0,3 1,598 | 0,555 0,398 | 0,504 | 0,672 0,769 | 0,802 0,819 | 0,829

30 | 0,4 1,365 0,497 | 0,373 | 0,456 | 0,592 0,671 0,699 | 0,713 | 0,721

30 | 05 | 1,238 | 0,47 | 0,365 | 0,435 | 0,552 | 0,621 | 0,646 | 0,658 | 0,665

60 | 0,1 | 5594 | 2,272 | 1,196 | 0,485 | 0,62 | 0,892 | 0,991 | 1,041 | 1,072

60 | 0,2 3,522 1,439 | 0,772 0,352 0,428 | 0,588 | 0,647 | 0,678 0,697

60 | 0,3 | 2,726 1,121 0,611 0,302 0,356 | 0,473 | 0,517 0,54 0,554

60 | 0,4 | 2,316 | 0,958 0,53 0,279 | 0,321 0,416 | 0,453 | 0,472 0,483

ooooooooocoooooooooooooooooooocnc.wcncncncncnmoxcncncnowmoxoaoawwoowwwwwwwwwwkj

60 | 0,5 2,09 0,869 | 0,489 | 0,271 0,307 | 0,389 0,42 0,437 | 0,447

2. tablazat. Teljesitmények hibdjanak tablazata kitoltok szamanak, a teszt
hosszanak, szintek nagysaganak és a teszt nehézségének fiiggvényében
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szdma t6bb tizezres nagysdgrendet jelent (az OECD PISA esetében orszdgonként
is tobb ezer didk tolti ki a teszteket).

Mindkét teszt esetében prébateszteket tartanak (e prébateszteken mérik be
a késébbiekben hasznalatra keriil$ itemeket), ami azt jelenti, hogy az itembank,
ami rendelkezésre &ll, nagysiagrendileg 20-30-szorosa egy-egy évben a végiil fel-
hasznélasra keriil6 itemeknek. De ez azt is jelenti, hogy a kordbbi évek itemjeivel
egyiitt olyan gazdag itemallomany &all rendelkezésre, hogy akéar adaptiv mddon
is konnyen lehet mérést szervezni az itemek kimeriilésének, korrumpalédasanak
kockdzata nélkiil [1].

A szimulacids eredmények megmutattak, hogy 200-300 kitolt6 esetében érdemi
kiilonbségek a szintek (K = 4 és felette) és a megoldottsidgok kozott (p = 0,3
felett) mAar nincsenek, lényegében hasonlatos miikodéseket tapasztalunk. Az aldbbi
megkotések tehat gyakorlati szempontbdl életszertiek.

Tegyiik fel tehat, hogy

1. K = 5: iskolai kérnyezetben az 1-es és 5-6s kozotti osztalyzatokra asszociald
megkotések nem idegen megkozelitések, ezeket mind a pedagdgusok, mind a
didkok megfelel6 médon tudjik értelmezni.

2. N legyen 100 és 500 kozott rogzitett érték. JellemzOen ugyanis az OECD
PISA [8] és a kompetenciamérés is [9] a prébamérések sordn az itemeket
nagyjabdl ennyi didkkal tolteti ki. Az altalanos tapasztalatok alapjan N =
300 megfelels értéknek mutatkozik.

3.p=0,3,p=0,4és p = 0,5 esetekkel dolgozunk, ugyanis ennél nehezebb
vagy koénnyebb teszteket jellemzéen nem szokas fratni — legalabbis felmérés
jelleggel azok a tesztek, amiket mindenki megold, illetve senki sem tud rajta
érdemben jol teljesiteni, tomegesen nem alkalmazottak.

A fenti megkotések azért is érdekesek lehetnek, mert minket alapvetéen nem az
érdekel, hogy 100 vagy 500 kitoltére van szitkség. A mostani infrastruktira mellett
300 didkkal egy teljesitményt méro tesztet kitoltetni érdemi koltségekkel nem jar.
A K = 5 megkotés nem érdemi megkotés egy iskolai rendszerben. A tesztek
nehézségének 30%-70% kozotti rogzitése szintén kellden b keretet szolgéltathat
tesztek Osszedllitasahoz.

Megfigyelhetd (3. tdbldzat), hogy egy nehezebb tesztnél (30%-o0s megoldottsdg) 54
kérdéssel érhetd el a megfeleld megbizhatdsdgi szint. Konnyebb tesztnél (40%-os
megoldottsdg) 43 itemes teszt mutatja az alsé hatdrt, mig egy alapveten igazsdgos,
50%-0s megoldési szintre beallitott teszt esetében 38 kérdésb?l 4116 tesztektdl mar
elfogadhaté szintet érhetiink el.

A fenti tdbldzatokbdl lathato, illetve az ltaldnos tapasztalatok [8, 9] azt mu-
tatjak, hogy papir-ceruza tesztek esetében akar 60-70 kérdés is megtaldlhatd a
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0,3 0,4 0,5

30 | 0,712 | 0,616 | 0,566
31| 0,699 | 0,604 | 0,555
32 | 0,686 | 0,593 | 0,545
33 | 0,673 | 0,582 | 0,535
34 | 0,661 | 0572 | 0,526
35 | 0,650 | 0,563 | 0,517
36 | 0,639 | 0,553 | 0,509
37 | 0,629 | 0,544 | 0,501
38 | 0,618 | 0,536 | 0,493
39 | 0,609 | 0,527 | 0,485
40 | 0,599 | 0,519 | 0,478
41| 0,590 | 0,512 | 0,471
42 | 0,582 | 0,504 | 0,465
43 | 0,573 | 0,497 | 0,458
44 | 0,565 | 0,490 | 0,452
45 | 0,557 | 0,484 | 0,446
46 | 0,550 | 0,477 | 0,440
47 | 0,542 | 0,471 | 0,434
48 | 0,535 | 0,465 | 0,429
49 | 0,528 | 0,459 | 0,423
50 | 0,522 | 0,453 | 0,418
51| 0515 | 0,447 | 0,413
52 | 0,509 | 0,442 | 0,408
53 | 0,502 | 0,437 | 0,403
54 | 0,496 | 0,432 | 0,399
55 | 0,491 | 0,427 | 0,394
56 | 0,485 | 0,422 | 0,390
57 | 0,479 | 0,417 | 0,385
58 | 0,474 | 0,412 | 0,381
59 | 0,469 | 0,408 | 0,377
60 | 0,463 | 0,403 | 0,373

3. tablazat. Konnyebb tesztek minimélis itemszama
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tesztfiizetekben. Léathaté azonban, hogy adaptiv mddon ennek toredékével, 40
kérdéssel mar egy 35-40%-os szérassal, hibaval rendelkezd teszt is dsszedllithato.
Egy ilyen adaptiv teszt az alabbi elonyokkel rendelkezik:

1. Fele annyi itemmel, fele annyi id6 alatt tudunk felmérést késziteni.

2. A didkok a nekik megfelel§ szintii feladatokat kapjék [3], tehdt nem unjdk
meg a feladatokat, jellemz6en mindenki a szaméra még kihivast jelent6 szin-
ten dolgozik.

3. Ha van a felmérésre fennmarado6 id6, akkor a prébafelmérés soran haszna-
landé itemek azok, amelyeket a didkok a fennmaradé idében oldhatnak — igy
a kovetkez6 mérés probaidbszaka az el6z6 idészakkal sszerakhatd, parhuza-
mosan vezényelhetd.

A fenti elonyok fenntartasa mellett egy méasodik példat is bemutatunk. Elso-
sorban felsGoktatdasban vagy szakképzési teriileteken fordulnak el6 olyan tesztek,
melyek szintén adaptivva tehetok és valdéjdban K = 2 szintet kiévetelnek meg
(teljesitett vagy nem teljesitett). Ez esetben tehdt nem feltétleniil osztélyzatokat
képzeliink el, hanem egy elvart szint teljesitését tiizziik ki célként.

Ilyen esetben jellemzGen nehezebbek a teljesitések, tehat p = 0,2, p = 0,25
és p = 0,3 eseteket fogjuk bemutatni (azaz a teljesitéshez egy 20%-os sikerességi
hatért vesziink, mint legnehezebb teljesitési szintet). Ezt értelemszeriien tigy is
interpretdlhatjuk, hogy a vizsga teljesitéséhez legalabb 80%-os teljesitményre van
sziikség.

A megoldék szdma tovabbra is legyen N = 300 f6ben rogzitve, mely akér
felsGoktatasi, akar szakképzési keretek kozott életszerii feltételezés.

Bar a rendszer szigorubb, itt is 0, 5-0s megbizhatésagot fogunk minimum ha-
tarként megadni — tehat vizsgdzdénként hasonléan pontos becslést szeretnénk az
adaptiv teszttdl atlagosan elvarni.

E mésodik esetben (4. tdbldzat) lathat6, hogy 30%-o0s, némileg megenged6bb
teljesitési szint esetében mar 37 kérdésnél elérhet6é a 0,5-6s megbizhatdsdg szint.
Kicsit szigoritva, p = 0,25-nél ehhez minimum 46 itemre van sziikség, illetve
p = 0,2 esetében minimum 59 item lesz az als6é hatar.

Azonban ez azt is jelenti, hogy adaptiv médon egy teljesitett/nem teljesitett
rendszer mukodtetésénél 60 item mar elegend6 annak kideritésére, hogy az adott
vizsgazd valoban megfelel6 szinten helyezkedik-e el.

Abban az esetben ugyanis, ha 60 item segitéségével egy nehezebb tesztet vé-
lasztunk, ebbdl mar a teljesitményt mér6é modellek segitségével a megfelel6 képes-
ségpontja szamithaté a vizsgdzdénak — abbdl pedig lathatéva valik, hogy eléri-e a
szamunkra elfogadhaté szintet vagy sem.
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02 | 025 | 03
30 | 0,726 | 0,625 | 0,557
31| 0,713 | 0,614 | 0,547
32 | 0,700 | 0,603 | 0,538
33 | 0,688 | 0,593 | 0,529
34 | 0,677 | 0,584 | 0,520
35 | 0,666 | 0,575 | 0,512
36 | 0,656 | 0,566 | 0,504
37 | 0,646 | 0,557 | 0,497
38 | 0,637 | 0,549 | 0,490
39 | 0,628 | 0,541 | 0,483
40 | 0,619 | 0,534 | 0,476
41 | 0,610 | 0,527 | 0,470
42 | 0,602 | 0,520 | 0,464
43 | 0,594 | 0,513 | 0,458
44 | 0,587 | 0,506 | 0,452
45 | 0,579 | 0,500 | 0,446
46 | 0,572 | 0,494 | 0,441
47 | 0,565 | 0,488 | 0,436
48 | 0,558 | 0,482 | 0,431
49 | 0,552 | 0,477 | 0,426
50 | 0,546 | 0,471 | 0,421
51| 0,539 | 0,466 | 0,416
52 | 0,533 | 0,461 | 0,412
53 | 0,528 | 0,456 | 0,407
54 | 0,522 | 0,451 | 0,403
55 | 0,517 | 0,447 | 0,399
56 | 0,511 | 0,442 | 0,395
57 | 0,506 | 0,438 | 0,391
58 | 0,501 | 0,433 | 0,387
59 | 0,496 | 0,429 | 0,384
60 | 0,491 | 0,425 | 0,380

4. tablazat. Nehezebb tesztek minimalis itemszama
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6. Konkluzié

Megéllapithaté tehat, hogy még akar igen nehéz teszteket, a didkok szamara ki-
hivast jelento kérdéseket alkalmazva is 60 kérdést Osszeallitva megfelel6 pontossag
érhet6 el ahhoz, hogy a megoldott feladatokbdl visszaszamitva a didk képesség-
pontjat, dltalanossagban elfogadhaté értékelést tudjunk biztositani.

Ezzel szemben viszont, jellemzd iskolai koriilményeket szimuldlva a tesztekhez
(K = 5, tehat 5 fokozatu értékelést alkalmazva, p = 0,4, illetve p = 0,5, azaz
atlagos tesztnehézséget feltételezve) ez az itemszam lényegesen kevesebb, 40-50
darabos szinten all meg. Ez lényegében megegyezik azokkal a mutatokkal, melyek-
kel mind a nemzetkozi [8], mind a hazai mérések [9] dltaldnossiagban taldlkoznak.

Tovabba ez azt is jelenti, hogy egy adaptiv teszt esetében a mostani mérési id6
jelent?sen csokkenthetd (a hivatkozott mérések [8], [9] jellemzden tuddsteriileten-
ként 50-60 itemet haszndlnak) — és a fennmaradd idé a prébaiddszak itemeinek
bemérésére fordithato.

Ez azt is jelenti, hogy egy-egy id6szakban nem kell kétszeres logisztikat alkal-
mazni (prébaméréseket tartani az itemek tesztelésére), hanem az amugy is mérésre
forditott id6ben lehet a tesztelést megvaldsitani. Tehetjiik ezt akédr ugy is, hogy a
valés tesztitemek kozé tessziik véletlenszerii helyekre a bemérendo probafeladato-
kat [1] annak érdekében, hogy a kifdradast elkeriiljiik, a didkok érdeklddését folya-
matosan fenntartsuk. Ez altaldnossiagban is teljesiilhet olyan tesztekkel, melyek
rovidebbek és folyamatosan olyan kérdéseket adnak a didkoknak, amik a tudés-
szintjiiknek éppen megfelelnek.

Megfigyelheté tehdt, hogy az adaptiv mérések soran megfogalmazott altald-
nos nehézségek (itembank mérete, illetve az itemek kifdraddsanak kérdése) egy jol
szervezett logisztikaval, illetve a kordbban mar bemért itemek felhasznaldsaval al-
taldanossdgban orvosolhaté — és a tapasztalatok alapjan még akar a széls6ségesebb
megoldési mutatdkkal bird alanyok (20%-os megoldottsag, tehdt nehéz koriilmé-
nyek) is a mostani teszthosszok segitségével bemérhetok.

Ko6szonetnyilvanitas
A kutatas az Innovacios és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-3 kédszami

ij Nemvzeti Kivalosag Programjanak a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovacios
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technoldgiaval, biztonsagtechnikai fejlesztésekkel, ipari és nyomozati innovaciéval
foglalkoznak.

2016 6ta az Oktatasi Hivatalban digitdlis mérések szakértéjeként dolgozik, itt a

kiilonb6z6 orszagos mérések papir-ceruza tesztrdl digitalis forméara torténé mérési
atallasat készitik elé.
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2019 6ta a CIVIL biztonsagi szolgalatnal is dolgozik szakértoként, itt digitalis
oktaté- és mérdterek megvaldsitasan, valamint munkahelyi bevalds elorejelzésé-
nek rendszerein dolgoznak egyiitt egy tobb éves fejlesztési projekt munkatarsaival
(pszicholégusokkal, mérnskokkel, biztonsdgi szakemberekkel).
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Karoli Géaspar Reformdtus Egyetem, BTK, Pszicholdégiai Intézet, Altaldnos Lélektani és
Médszertani Tanszék,

1037, Budapest, Bécsi ut 324.
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T. Kéarasz Judit 1979-ben sziiletett Budapesten, 2004-
ben az ELTE TTK-n végzett alkalmazott matemati-
kus szakon.

2004-t6] a Sulinova Kht.  Ertékelési Kozpontja-
nak, késébb Oktatasi Hivatal, Koznevelési Mérés
Ertékelési  Osztalydnak —statisztikus  munkatédrsa.
Fobb feladatai az Orszagos kompetenciamérés sta-
tisztikusi teenddinek ellatasa, a kiegészité mérés
elemzésétdl a killonbozé szintli jelentések adata-
inak eloallitasaig.  Tovébbi feladatai az Idegen-
nyelvi és Célnyelvi mérés, illetve a Kozépfoku fel-
vételi kozponti frasbeli feladatsorai feladatainak elemzése. Munkdja soran részt
vett a koznevelés keretrendszeréhez kapcsolédd mérési-értékelési és digitalis fejlesz-
tések, innovativ oktatdsszervezési eljardsok kialakitdsa, megujitdsa (EFOP 3.2.15.)
és a Tematikus egylittmiikodés erdsitése a koznevelés és felsGoktatas terén a
Kérpat-medence szomszédos orszagaival (EFOP 3.10.1.) projektekben. 2019-t61
az ELTE PPK Neveléstudomanyi Doktori Iskola hallgatéja, kutatasi téméja az
Adaptiv teljesitménymérési algoritmusok kidolgozasa az Orszagos kompetencia-
mérés adatainak felhasznalasaval. Ekozben részt vett A koznevelés modszertani
megujitasa a végzettség nélkiili iskolaelhagyas csokkentése céljabdl a koznevelési
intézményekben (EFOP-3.1.2-16) és A felsoktatds hozzaférhetéségének javitdsa,
komplex fenntarthaté tanuldastdmogatédsi kornyezet kialakitasa, az oktatds inno-
vativ megijitdsa az ELTE telephelyein (EFOP-3.4.3-16) projektekben. 2020-ban
elnyerte az Uj Nemzeti Kivalosag Program osztondijat. Oraaddként oktat a KRE
BTK Pszicholégiai Intézetében statisztikat, az ELTE PPK Neveléstudomanyi In-
tézetében tarsoktatdként kutatdasmodszertani alapokat.

T. KARASZ JUDIT

ELTE, PPK, Neveléstudomanyi Doktori Iskola,
1075, Budapest, Kazinczy utca 23-27.
t.karasz.judit@ppk.elte.hu
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THE RELATIONSHIPS OF THE MINIMUM LENGTH, ERROR, EVALUATION LEVELS
AND NUMBER OF RESPONDENTS OF ADAPTIVE TESTS WITH GENERAL
SOLUTION PROBABILITY

JupiT KARASzZ T., SZABOLCS TAKACS

Correlations between the minimum length, error, evaluation level and number of solvers of
adaptive tests - with overall solution rate Our article basically aims to create a general formalism
that can be used to address one of the problems of digitization of paper-and-pencil-based tests.
The developed formalism was constructed in a general way, but the results are also described in
a practical example.

In our article, we present the limitations and benefits of a future adaptive version of a survey
based essentially on a paper-and-pencil test, such as the OECD PISA [8] and the National
Assesment of Basic Competencies [9]. In the case of international measurements, the development
work that has prepared this direction has already begun, and the recent online educational
experience has paved the way for the transition to digital and then adaptive measurement in the
case of the National Assesment of Basic Competencies.

The necessary item-level logistics (task bank, modeling environment) are basically available.
However, the literature generally covers these technical details - as well as how many people are
needed for reliability. In our article, we were not interested in this question, because the itembank
will be of sufficient size, or typically in a national measurement, the sufficient filling will be given
by default. In contrast, the most important question for us is to what extent the test can be
shortened to a test that is the same - or better, more reliable than the current one. So we are not
interested in the number of respondents, but in the length of the test, we performed simulation
calculations based on the commonly published indicators of the current [8], [9] measurements.
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KETELEMU CIKLUSOK EGYUTAS GYARTORESZLEGBEN
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VIZVARI BELA

Ebben a tanulmdnyban egy egyutas automatizalt gyartérészleggel
(FAMC) foglalkozunk, ahol minden munkadarabot minden gépen meg kell
munkélni, minden munkadarab esetében a gépek sorrendje azonos (flow
shop), és a gydrtérészlegen beliil a munkadarabok automatizdlt mozgatdsét
egy ipari robot végzi. Gydartérendszeriinkben minden gép kiilon bemeneti
és kimeneti taroléval rendelkezik, igy novelve a gépek kihasznaltsdgat. A
rendszer kulcsa a gépek kiszolgaldsahoz sziikséges robottevékenység: a mun-
kadarabok széllitasa, a gépek be- és kirakoddsa. A robotmozgds optimaliza-
ldsa in. mozgatasi sorrend méatrixok segitségével torténik. Két munkadarab
elkészitésének minden lehetséges sorrendjéhez kiszamitjuk a ciklusid6 alta-
lanos képletét és ezek alsé korlatjat, illetve meghatarozzuk az alsé korlat
elérésének feltételét.

1. Bevezetés, irodalmi attekintés

Az open shop litemezési feladatndl minden munkadarabot minden géppel meg
kell munkalni, de a gépek megmunkaldsok szerinti sorrendje tetszéleges. A flow
shop (azaz egyutas) feladatndl azonban minden munkadarab esetében azonos a
megmunkalasokat végzo gépek sorrendje. Ha egy egyutas gyartérészlegben a mun-
kadarabok gépek kozotti mozgatdsat valamilyen automatizalt rendszer végzi (pl.
széllitészalag, robot stb.), akkor ezt egyutas automatizdlt gydrtorészlegnek (angolul
flow shop automated manufacturing cell - FAMC) nevezik.

Automatizélt gyartérészlegiinkben CNC—-gépek munkalnak meg munkadarabo-
kat, ahol a munkadarabok gépek (illetve taroléik) kozotti mozgatdsdt egy robot
végzi, ahogy [6]-ban is. Hasonlé gydrtérészlegeket széles korben haszndlnak a kii-
lonféle gyartdsi folyamatokban, példaul a vegyiparban vagy a fémmegmunkéalds
sordn, ahol egyszerre tébb hasonlé terméket allitanak el [4], [8].

A Kklasszikus titemezési problémékban csak a munkadarabok megmunkaldsi ide-
je szamit, a munkadarabok gépek kozotti mozgatasa, gépekre helyezése és gépekrol
levétele nem [12]. Azonban egy automatizdlt gydrtérendszer (automated manufac-
turing system — AMS) problémaban tekintettel kell lenni a munkadarabok széllitasi
idejére, a be- és kipakoldsi id6re, sét az iires robotmozgds sem elhanyagolhaté [9].
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Ha a gépekhez taroldkat csatlakoztatunk, akkor ezzel egy géphez addig is vihetd
munkadarab, amig a gép egy masik munkadarabbal foglalkozik. Ezzel novelhet6 a
rendszer rugalmassiga, egy adott 1épésben novelhetd a lehetdségek szama [5], [7].
Ugyan az AMS rendszereknek széles irodalma van, kevés tanulmény foglalkozik
egyedi tdroldkkal rendelkezd gépekkel [15].

Dawande et al. [1] tanulmdnyukban tobb robotra vonatkozé egységes ciklust
vizsgaltak, és adtak alsé korldtot a ciklus idejére. Drobouchevitch et al. [2]-ben
olyan AMS-t vizsgaltak, ahol a gépek egyedi, egységnyi kapacitdsi kimeneti t&-
rolékkal rendelkeznek, a robot pedig kettés karral. Zeballos [16]-ban olyan mate-
matikai modellt dolgozott ki egy AMS iitemezésére, melyben figyelembe vette a
gépek karbantartasat is. [13]-ban Rajapakshe et al. a termelékenység és a gépek
elrendezésének kapcsolatat vizsgalték.

Ha egy automatizalt gyartérendszerben a munkadarabok mozgatasat robot
végzi, akkor annak neve robottal kiszolgdlt gydrtérendszer (robotic manufacturing
system — RMS). Ezen a teriileten Jolai et al. [3]-ban adtak azonos munkadarabok
tomeggyartasdra vonatkozé ciklikus robotmozgdsi eljérast. Zhou és Li a [17]-ben
felirt nemlinedris modellel az dtlagos ciklusidére kapott alsé korlatot. [10]-ben
Nejad et. al matematikai modelljiiket egy jol ismert metaheurisztikus médszerrel,
a szimulélt hiitéssel (simulated annealing) oldottak meg. Linedris elrendezésii gyar-
térészleg esetére utazé iigynsk alapi modellt fejlesztettek ki [11]-ben a ciklusid
minimalizdlasara. Egy masik tanulmanyukban egy tobbcéla feladatot targyaltak:
a ciklusidd és a teljes termelési koltség egyidejii minimalizdldsét [9].

Ebben a cikkben robottal kiszolgalt és tarolékkal rendelkezd, két- és harom-
gépes egyutas gyartérészleg ciklusidejének optimalitasi feltételét vizsgaljuk ciklu-
sonként két munkadarab esetén. Minden munkadarabot minden gépnek meg kell
munkaélnia, elére adott sorrendben. A ciklusid6t az hatarozza meg, hogy a robot
a gépek kozotti mozgatasokat milyen sorrendben végzi. Ezt a sorrendet egy tugy-
nevezett mozgatdsi sorrend mdtriz (angolul sequential part production matrix —
SPPM) segitségével hatdrozzuk meg. Az egyes, matrixokkal lefrt sorrendek ciklus-
idejének als6 hatarat is megadjuk.

A cikk felépitése az aldbbi. A kovetkez6 részben a probléma definidlasat, a
feltételeket és jeloléseket ismertetjiilk. A 3. és 4. szakasz a két- és haromgépes
RMS mozgatasi sorrend matrixait és ezek ciklusidé szamitdsait tartalmazza. A
tanulmanyt osszefoglalé zarja.

2. Feltételek és jelblések

A robottal kiszolgalt, egyutas gyartérendszeriink feltételei az aldbbiak. A rend-
szer automatikus tizemmodban egyetlen fajta terméket gyart, ezért a megmun-

/////

géppel kell megmunkalni, a gépek sorrendje kotott. Minden gép bemeneti és kime-
neti taroléval rendelkezik, ezek kapacitasa 1. Ezen feliil egy-egy nagyobb bejové
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és kimend raktdr is van a gyartérészleg elején és végén. A munkadarabokat egy
robot széllitja a bejové raktarbdl a gépekre, a gépek kozott, és a gépekrol a kime-
né raktarba. A munkadarabok el6bb a gépek taroldiba keriilnek, onnan keriilnek
a gépre. A taroloban 1évé munkadarab egybol rakeriil az iires gépre, ennek ideje
0. Minden ciklusban két munkadarab késziil el. Minden ciklus azzal a lépéssel
kezdodik, amikor az els6 munkadarab a bejovd raktarbdl az elsé gépre keriil.

A két-, vagy haromgépes feladat matematikai leirdsdban az alabbi jeloléseket
hasznéljuk:

P; a munkadarabok jele, 1 = 1,2.
M; a gépek jele, j = 1,2, vagy j = 1,2,3.

é a robot mozgasanak ideje két szomszédos gép kozott, a bejovo raktar és az
els6 gép, illetve az utolsd gép és a kimend raktar kozott.

¢ id6 alatt tesz dt/vesz ki a robot a taroléba/-bdl egy munkadarabot.
p; a j-edik gép megmunkaldsi ideje, j = 1,2, vagy j =1,2,3.
Ts az s mozgatdasi sorrendhez tartozo ciklusido, s = 1,2, ...

wg a robot varakozasi ideje a k-adik megmunkalasndl, k = 1,2,...4, vagy k =
1,2,...6.

Természetesen a berakodaskor a robotnak nem kell varakoznia. Varakozas ak-
kor fordulhat el6, ha a robotnak egy gépnél meg kell varnia, hogy a gép végezzen
az aktudlis megmunkéldssal, és dtadja a munkadarabot széllitasra. (Mivel elvileg
minden munkadarab minden gépnél varakozhat, ezért fut 4-ig, illetve 6-ig a k in-
dex. Ebbdl az els6 2-3 érték az els§ munkadarabhoz, az utolsé 2-3 érték a méasodik
munkadarabhoz tartozik.) A védrakozasi id6 akkor pozitiv, ha a robot a berakodds
utan gyorsabban visszatér ugyanahhoz a géphez, mint az adott gép megmunkalasi
ideje.

Az 1. abra a vizsgalt rendszer szerkezetét mutatja harom gép esetén.

| Input ) L My ALY ALY |Out put
\__/ 3 N/
Robot

1. dbra. A robottal kiszolgalt gyartérészleg szerkezete harom gép esetén.
A haromszogek a gépek tdroloéit szimbolizdljak.
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3. Robottal kiszolgalt, kétgépes, egyutas gyartorészleg

Két munkadarabos ciklusban a robotnak hat anyagmozgatast kell végeznie:
mindkét munkadarabot el kell vinnie mindkét géphez, majd a kimen6 raktarhoz
(output). Ezek sorrendjét tartalmazza a mozgatdsi sorrend métrix. A matrix két
sora az egyes munkadarabokhoz (P; és P») tartozik, els6 két oszlopa az M; és My
gépekhez, harmadik oszlopa a kimend raktdrhoz (output) kotheté. A métrixban
szerepl6 szamok pedig azt jelentik, hogy melyik mozgatas hanyadik a sorrendben.

3-L

2. dbra. A kétgépes feladat 4. mozgatasi sorrendjének sematikus rajza.

A mozgatasok egy lehetséges sorrendje lathato a 2. dbran. Az L-lel jelolt 1épések
soran a robot munkadarabot mozgat, az U-val jelolt 1épések soran iiresen mozog.
A ciklus els6 1épésében az elsé, P; munkadarab a bejovo raktarbol az elsé, M,

1
gépre keriil, tehat a matrix elsé eleme lesz az 1-es: [ ] . A méasodik 1épésben

két dolog torténhet: a robot vagy var Mi-nél, amig az be nem fejezi a munkat, és
utdna Ms-hoz viszi; vagy ehelyett visszamegy a bejovo raktarhoz, ahonnan Po-t
Mi-hez viszi. A 2. dbran ez utébbi lathatd, igy a métrixban a 2-es szdm a méso-

1 - =1 .
dik sor els6 oszlopaba keriil: [2 . Igy a harmadik 1épésben nincs véalasztasi

lehetGség, a robotnak Pi-et kell elvinnie M;-t6l Ms-h6z. Ezutan azt valasztjuk,

hogy a robot Ms-nél varakozik, majd a kész P; munkadarabot a kimené raktarba

134
viszi: 9 3 . Ahhoz, hogy a két munkadarabos ciklus befejez6dhessen, az 6t6-

dik lépésben P, atkeriil Mi-r6l Ms-re. Ezutdn a robot megvarja, mig My végez a
13 4]

munkéval, majd az utolsé 1épésben elviszi P»-t a kimeno raktarba: 95 6
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A két munkadarabos, kétgépes feladatnak 6t lehetséges mozgatasi sorrendje
van. Minden matrix bal fels§ sarkdban 1-es, jobb alsé sarkdban 6-os szerepel. A
maradék négy szamnak pedig gy kell elhelyezkednie, hogy a szamok a matrix min-
den soraban és oszlopaban novekvo sorrendben legyenek, hiszen sem a gépekkel,
sem a munkadarabokkal egymést el6zni nem lehet. (Ez az 1-es és a 6-0s miatt a két
szélsé oszlopban biztosan teljesiil.) A lehetséges sorrendek métrixai a kovetkezd
tablazatban lathatok:

a sorrend sorszama 1. 2. 3. 4. 5.
123 124 125 1314 135

456 356 346 256 246

sorrendi matrix

1. tabldzat. A lehetséges mozgatasi sorrend matrixok két munkadarabra
kétgépes gyartorészleg esetén.

A sorrendek tobbségében a munkadarabok parhuzamosan késziilnek. Viszont
az elso sorrendben P, gyartasa csak P teljes elkésziilte utan kezdddik el. Ebben
az esetben a gépek taroléinak nincs szerepe, igy a feladat a tarolé nélkiili kétgépes
RMS probléma, amit Sethi et al. [14]-ben targyalnak.

A tovabbiakban mind az 6t sorrend esetén kiszamitjuk a két munkadarabos
ciklus hosszat. Célunk ezzel az optimalis sorrend megtalalasa.

3.1. TETEL. A kiilénbéz6 robotmozgdsi sorrendekhez tartozé ciklusidék az
alabbiak:

T, = 120 +12e + 2(p1 + p2),

T, = 100 4 10e + p1 + p2 + max{4d + 2&,p1,p2},

T3 = 60+ 6e+ p; +max{60 + 6¢ + p1,4d + 4e + p1 + P2, 2p2},

T, = 60+ 6e+ p2 +max{6 + 6¢ + p2,4d + 4 + p1 + p2,2p1 },

Ts = 60+ 6+ max{6d + 6¢,20 + 2¢ + 2p1, 20 + 2¢ + 2pa, 2p1 + pa2,p1 + 2p2}-

Bizonyitds. Az egyes esetekre vonatkozé ciklusidd szamitdsok nagyon hasonlé-
ak, ezért terjedelmi okok miatt most csak a 2. dbran is lathatd, negyedik sorrend
ciklusidejét, Ty-et szamitjuk ki, ez alapjan a tobbi képlet is konnyen meghataroz-
haté. A szamitasok konnyebb érthet6sége érdekében minden egyes 1épés hossza a
1épés leirdsa végén szerepel. A ciklusid6ét gy kapjuk meg, hogy ezeket az idéket
egyszerlien Osszeadjuk. A negyedik sorrendhez tartozé robotmozgéasok a kovetke-
z0k:

1. A robot felveszi a P; munkadarabot a bejové raktarban, elviszi az My géphez,
és ott leteszi: e +§ + €.

2. A robot iiresen visszatér M;-t6l a bejové raktarhoz: 9.

3. Felveszi Po-t, elviszi M;-hez, és ott leteszi: € + 9§ + e.
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A robot megvérja, amig M; elkésziil a P; munkadarabbal (ha kell): w;.
Felveszi Pi-et, elviszi Ms-hoz, és ott leteszi: € + 6 + &.

M>s-nél megvarja, amig az végez Pi-gyel: wg = po.

Felveszi Pi-et, elviszi a kimend raktarhoz, és ott leteszi: € + d + €.

A robot iiresen visszatér Mi-hez: 2§.

© % N o ok

M;-nél megvérja, amig az végez Po-vel (ha kell): ws.

10. Felveszi P»-t, elviszi Ms-hoz, és ott leteszi: € + § + .

11. A robot megvarja, amig M elkésziil Po-vel: wy = po.

12. Felveszi P»-t, elviszi a kimend raktdrhoz, és ott leteszi: € + § + €.
13. A robot visszatér a bejové raktarhoz: 34.

fgy a negyedik sorrend ciklusideje: Ty = 1204+ 12¢+ Eizl wg. A ciklusidé a wy
értékeken mulik. wo = pg és wy = po, de wy és w3 értéke lehet tobbféle is, ami a pq,
D2 és 20+ 2¢ értékek egymdshoz vald viszonyan mulik: w; = max{0,p; — (20+2¢)}
és ws = max{0,p1 — (40 + 4e + p2)}.

1. Ha p; < 26 + 2¢, akkor wy = wsg = 0, igy Ty = 120 + 12¢ + 2ps.

2. Ha 26 4+ 2e < p1 < 46 4 4e + po, akkor wy = p1 — 2§ — 2¢ és ws = 0, igy
T4: 10(5—!—105—}—])1 + po.

3. Végiil, ha 46 +4e+py < p1, akkor wy = p; — 20 —2¢ és w3 = p; —40 —4e —pa,
fgy T, =60 + 6¢ + 2p1 + po.

A fenti vérakozds értékek alapjdn megfigyelhetd, hogy wy +ws + 69 4 6 +py =
max{60 + 6 + po, 40 +4e + p1 + p2, 2p1 }, ami alapjan Ty = 66 + 6¢ + po + max{6J +
6e + p2,4d + 4e + p1 + P2, 2p1 }- O

Ahogy a kovetkezo tételben lathatd, a lehetséges sorrendek kozott van domi-
nancia.

3.2. TETEL. Minden p; és py érték esetén Ty > Ty és Ty > Ts.

Bizonyitds. A Ty lehetséges értékei a kovetkezok: 126 + 12¢, 85 + 8 + 2pq,
85 + 82 + 2p1, 66 + 6 + 2p1 + pa, 63 + 6 + p1 + 2p2. Ezek mindegyikénél (tehdt
a maximumé&ndl is) nagyobb a Ty = 126 + 12¢ + 2p1 + 2po.

A T, lehetséges értékei a kovetkezék: 146+ 12e+p1 +ps és 106+ 10+ 2p1 +2po.
A T els6 értéke nagyobb, mint Tk lehetséges els6 értéke, illetve Ty méasodik értéke
nagyobb, mint T5 utolsé 4 értéke. Vagyis T5 értékeinek maximuma nagyobb, mint
T Osszes értéke, azaz Ty > Tk. O
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3.1. Megjegyzés. Hasonlé dominancia T3, Ty és T5 értékei kozott nem figyel-
het6 meg.

3.1. KOVETKEZMENY. Egy konkrét feladat optimdlis megolddsa tehdt tgy
kaphato meg, hogy ki kell szamolni a T3, Ty és T értékeket, majd ezek koziil
ki kell valasztani a legkisebbet.

Egy adott mozgatasi sorrendhez tartozé ciklusidé alsé korlatjat dgy értelmez-
ziik, hogy ebben az esetben egy munkadarab megmunkalési ideje kevesebb, mint
az az id6, ami a robotnak az adott géphez vald visszatéréshez sziikséges. Ebben
az esetben a varakozasi id6 0, a robot felhaszndlasa ekkor a leghatékonyabb.

3.3. TETEL. A nem dominalt sorrendek alsé korldtai (jelélésben T;y,) a kévet-
kezbk: T3L =126 + 12¢ + 2p1, T4L =126 + 12¢ + 2p27 és T5L =126 + 12¢.

Bizonyitds. A 3.1. tételhez hasonléan most is csak a negyedik sorrend ese-
tét bizonyitjuk, a tobbi bizonyitdsa hasonlé. Korabban lattuk, hogy a ciklusid6
126+ 125+Zi:1 Wy, ahol we = pg, és wy = po fix értékek. A ciklusid6 akkor a leg-
kisebb, ha a maradék w; = max{0, p1 —(20+2¢)} és ws = max{0, p; —(4d+4e+p2)}
varakozasok a lehet6 legkisebbek, azaz értékiik 0. Ennek sziikséges feltétele:
p1 < 26 + 2e. m]

3.2. KOVETKEZMENY. A teljes  feladat alsé  korldtja  Tp, =
min{T3L,T4L,T5L} =Tsr, = 126 + 12¢.

4. Robottal kiszolgalt, haromgépes, egyutas gyartorészleg

Héarom gép esetén a két munkadarabos ciklushoz 14 kiilonb6z6 sorrend van,
ezek a 2. tabldzatban lathatok. Minden matrix bal fels§ sarkdban az 1-es, jobb
alsé sarkdban a 8-as szerepel, és tovabbra is igaz, hogy a szdmoknak soronként és
oszloponként novekvonek kell lenniiik.

a sorrend sorszama 1 2 3 4 5

1234 1235 1236 1237 1245

.
SOTTEnCl mathx 5678| |4678| |4578 1568 3678

a sorrend sorszama 6 7 8 9 10

1246 1247 1256 1257 1345

di métri
sorrendl matrix 3578 3568 3478 3468 2678

a sorrend sorszama 11. 12. 13. 14.

1346 1347 1356 1357
2578 2568 2478 2468

sorrendi matrix

2. tablazat. A lehetséges mozgatasi sorrend métrixok két munkadarabra
haromgépes gyartorészleg esetén.
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A 3. dbran a hiromgépes feladat 2. sorrendjének robotmozgasai lathatok.

3. dbra. A haromgépes feladat 2. mozgatasi sorrendjének sematikus rajza.

4.1. TETEL. A kiilénb6z8 robotmozgdsi sorrendekhez tartozdé ciklusid6k az
alabbiak:

Ty = 166+ 16 + 2p1 + 2p2 + 2ps,
T, = 146 + 14e + p1 + 2p2 + ps + max{65 + 2¢,p1,p3},
Tz = 125+ 12e + p1 + p2 + p3 + max{6J + 4e + p1,p3, 20 + 2 + p1 + p2},
Ty = 80+ 8¢+ p1+ p2+ max{84 + 8 + p1 + p2,60 + 6¢ + p1 + p2 + ps, 2ps},
Ts = 120 + 12e + p1 + p2 + p3 + max{60 + 4e + p3, 2 + 2¢ + p2 + p3,p1 },
Tse = 120+ 12 + p1 + ps + max{80 + 4e,40 + 2¢ + p1,40 + 2¢ + p3, p2 + p3, 2p2, p1 + P2},
T: = 80+ 8+ p1 + max{10d + 8 + p2, 83 + 6¢ + p2 + p3, 6d + 6 + 2pa2,
60 + 6¢ + p1 + p2,49 + 4e + 2p2 + p3, 46 + 4e + p1 + p2 + p3, 40 + 2¢ + 2p3,
p2 + 2ps},
Ts = 80+ 8+ p1+ps+ max{8 + 8 + p1 + p3,40 + 4e + p2 + ps,
40 + 4e + p1 + p2, 2p2},
Ty = 85+ 8+ p1 +max{80 + 8 + p1,60 + 6 + p1 + p2,40 + 4e + p1 + p2 + ps,
46 + 4e + p1 + 2p3, 20 + 2e + 2p2, 2p2 + p3, P2 + 2ps},
Tio = 85+ 8c+p2+ p3+ max{8 + 8 + p2 + p3,6d + 6 + p1 + p2 + p3, 2p1 },
T11 = 80+ 8¢+ p3 + max{100 + 8 + p2, 85 + 6 + p1 + p2,60 + 6 + p2 + p3,
66 + 6¢ + 2p2, 48 + 6 + p1 + p2 + p3, 40 + de + p1 + 2p2, 46 + 2 + 2p1, 2p1 + P2},
T2 = 80+ 8c+ p2 + max{80 + 8 + p2, 64 + 6¢ + p1 + p2, 60 + 6 + p2 + p3,

46 + 4e + p1 + p2 + p3, 26 + 2¢ + 2p1, 26 + 2¢ + 2p3, 2p1 + p3, p1 + 2p3},
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Tis = 80+ 8+ p3 + max{8J + 8 + ps,6d + 6¢ + p2 + p3,40 + 4¢ + p1 + p2 + p3,
20 + 2¢ + 2p2, 2p1 + p2,p1 + 2p2},
T4 = 80+ 8z + max{83 + 8,49 + 4e + 2p1,45 + 4e + 2p2, 45 + 4e + 2ps,

20 4 2e + 2p1 + p2, 20 + 2€ + 2p2 + p3, 26 + 26 + p1 + 2p2 + 3,20 + 2 + p2 + 2p3,
2p1 + p2 + ps, 2p1 + 2ps, p1 + 2p2 + p3, 1 + P2 + 2ps}.

Bizonyitds. A kiilonb6z6 sorrendekhez tartozé bizonyitdsok hasonléak, ezért
itt csak a 2. sorrend bizonyitasat kozoljik. To = (e +d+¢)+wi + (e +d+¢) +
we(e+d+e)+30+(e+d+e)+204+ws+ (e+0+¢e)+30+ws+ (e +
d+e)tws+(e+d+e)tws+(e+0+¢e)+46 = 205+16E+22:1wk, ahol
w1 = p1, Wy = pa2, W5 = Pa, és wg = p3 fix értékek. w3z = max{0,ps — (66 + 2¢)},
mivel mig a robot visszatér Msz-hoz, 30 + (¢ + § + €) + 20 = 6§ + 2¢ id6 telik el.
Hasonléan, wy = max{0, p; — (60 + 2¢ +ws3)}, mivel mig a robot P, megmunkaldsa
alatt visszatér Mi-hez, 20 + w3 + (e + 6 +¢) + 30 = 60 + 2¢ + w3 1d6 telik el. Ezek
alapjan wz + w4 + 68 + 2 = max{6d + 2¢,p1,p3}, amibdl Tp = 14§ + 14 + p; +
2ps + p3 + max{6d + 2e,p1,ps3}. O

Egy konkrét feladat optimélis megoldédsa ismét ugy kaphat6 meg, hogy ki kell
szamolni az Gsszes T; értékeket, majd ezek koziil kell kivélasztani a legkisebbet.

A kétgépes esethez hasonléan a haromgépes esetben is meghatdrozhatdk az
egyes sorrendek legkisebb ciklusidéi, ahol a robot varakozasi ideje 0.

4.2. TETEL. A ciklusidbk alsé korldtai a kévetkezék: Tip = 168 + 16 + 2p; +
2p2 + 2p3, Tor, = 206 + 16 + p1 + 2p2 + p3, T3 = 180 + 16 + 2p1 + p2 + p3,
Tuar, = 160+16e+2p1+2p2, T5r, = 180+16e+p1 +p2+2p3, Ter, = 206+ 16e+p1+p3,
Trr, = 185 + 16¢ +p1+p2, Tsr = 160 + 16¢ + 2po + 2ps, Ty, = 160 + 16¢ + 2p1,
TlOL = 165+ 16¢ + 2]?2 +2p3, T11L = 185+ 16e + p2 +p3, T12L = 165+ 16¢ + 2p2,
Ti31, = 166 + 16 + 2p3, T4, = 166 + 16¢.

Bizonyitds. Ismét csak a 2. sorrend esetét bizonyitjuk, a tébbi hasonld elvet
kovet. Lattuk, hogy a ciklusidé ekkor To = 206 + 16¢ + 22:1 wg, ahol wy = pq,
Wo = Pa, W5 = P2, €S wg = p3, melyek fix értékek. A ciklusidé akkor a legkisebb,
ha a tovabbi ws = max{0, p3 — (6 + 2¢)}, illetve wy = max{0,p; — (66 + 2¢ +w3)}
varakozasok a lehet6 legkisebbek, azaz értékiik 0. Ezek sziikséges feltételei: p3 <
60 4 2 és p1 < 63 + 2¢), ekkor Toy, = 206 + 16¢ + p1 + 2p2 + ps3. O

4.1. KOVETKEZMENY. A teljes feladat alsé korldtja T, = min{T;.} = Ti4r,
166 + 16¢.
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5. Osszefoglalss

A cikkben egy egyutas automatizdlt gyartorendszert vizsgdlunk, amely hason-
16 munkadarabokat munkél meg két és hdrom gép segitségével. A gépek egymds
mellett, vonalszertien helyezkednek el, be- és kimeneti tarolékkal rendelkeznek. A
robot kiilonféle ciklikus mozgédsokra iitemezhetd, ezért fontos meghatarozni, hogy
ezek koziil melyik a leggyorsabb. Az iitemezéseket mozgatasi sorrend matrixokkal
irjuk le. A dolgozatban meghataroztuk az egyes sorrendek ciklusidejét, ezek alsé
korlatjat. Késobbi kutatas célja nagyobb gépszamra a lehetséges mozgatasi sor-
rendek szamanak megadasa, illetve a ciklusidék kiszamitasa. Tovabbi tanulmanyok
témdja lehet olyan ciklusok vizsgalata, ahol a ciklus elején a gépek nem teljesen
iiresek, hanem a ciklus egy félkész dllapotbdl indul el. Tehdt, amikor az els6 mun-
kadarab az elsé gépre keriil, a masodik munkadarab mar valamelyik gépnél ott
van. Tomeges gyartas esetén az ilyen, nem iires allapotbdl induld ciklusoknak is
van létjogosultsaga. Szintén vizsgalat célja lehet hasonlé ciklus open shop feladat
esetén.
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COMPUTATIONAL ANALYSIS FOR FLOW SHOP AUTOMATED MANUFACTURING
CELLS

GERGELY KOVACS, SAM MOSALLAEIPOUR, MAZYAR GHADIRI NEJAD, BELA VIZVARI

Flow shop manufacturing methodology is one of the main approaches to fabricate products
in a manufacturing area considering serial material flow among workstations. A manufacturing
cell is a section of a manufacturing area with some machines to perform similar processes, or
to fabricate a family of products. In such manufacturing environments, if the transportation of
the materials is performed by an automated system such as conveyors, AVGs, robots, etc., it is
called a flow shop automated manufacturing cell (FAMC). In this study we deal with an FAMC
in which an industrial robot performs the whole material handlings inside the manufacturing
area. In this manufacturing system, each machine is equipped by one input and one output
buffer capable of storing one part at each time. These buffers keep one part ready while
the machine is processing another part, therefore each machine is able to produce two parts
consequently. Finding the possible robot move for serving the machines is a key element in such
systems. To determine the possible strategies of robot cyclic moves including the machines’
loading and unloading sequences, a sequential part production matrix is proposed. Moreover,
a lower bound is found for each strategy and the optimality condition is scrutinized for each.
Finally, some mathematical theorems for determining the cycle times are provided discussed
and a linear programming model to solve this category of problems is proposed.

Keywords: Automated manufacturing system, Flow shop, Robotic cell, Job scheduling.
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DIGITALIS TAVOLSAGOK A HAROMSZOGRACSON

NAGY BENEDEK

Digitdlis siknak tekinthetjiik a sik egy szabdlyos csempézésével kapott
diszkrét racsot, mely pontjainak a digitalis képfeldolgozasban, illetve sza-
mitégépes grafikiban megszokott médon magukat a csempéket tekintjiik. A
haromszogréacs, amely haromszogecsempékbdl épiil f6l, a hdrom szabélyos sik-
racs egyike. Minden hdromszégesempét (amit a tovdbbiakban legtébbszér
képpontnak, vagy réviden pontnak hivunk) egyedi egészekbdl 4ll6 koordi-
natahdrmassal cimziink. A digitalis sikban gyakorlati szempontbdl fontos
szerepet jatszanak az n. digitélis tavolsagok, amelyeket a pontok kozti utak-
kal definidlunk. Az utak felépitésében a pontok kozti szomszédsdg alapvetd
fontossdgi. A hiaromszogriacson minden pontnak haromféle szomszédja van,
beleértve a legkozelebbi oldalszomszéd csempeparokat, illetve tovabbi kétfé-
le tipust cstcsszomszéd csempepdrokat. Ezek alapjan haromféle (digitalis)
alaptdvolsagot értelmezhetiink a pontok kozti legrévidebb 1t (vagy utak)
lépésszamaként, amelyeket dltaldnosithatunk két kozismert médon. A szom-
szédsagi sorozatokkal megszabhatjuk, hogy az it hanyadik 1épésében milyen
tipusi szomszédsag engedélyezett, mig a silyozott tdvolsidg esetén a kiillon-
bo6z6 tipust szomszédokra valé 1épésekhez kiilonb6zé sulyokat rendelhetiink,
és a legrovidebb Osszstlyu 1t sulya adja a tdavolsagot. Az ezekkel a digitélis
tavolsdgokkal kapcsolatos eredményeket foglaljuk 6ssze, valamint mutatunk
nem metrikus tavolsagokat, digitalis koroket és egyéb érdekes kapcsolédd
kutatasi iranyokat.

1. Bevezetés

A haromszogracsokat az utébbi idoben egyre tobb helyen alkalmazzak a gyakor-
latban, tobbek kozott geometriai modellezésben, 3D szkennelésnél, valamint szi-
muldcios, grafikai és képfeldolgozasi algoritmusokban. Utdbbira jé példa a véko-
nyité algoritmus [8]. A hdromszdgracson a hdrom alapvetd szomszédségi viszony
mér [5]-ben megtaldlhaté (1. dbra, jobb oldal). A digitdlis tdvolsidgokat a racs-
pontok kozotti utak alapjan definialjuk, hasonléan ahhoz, ahogy a grafelméletben
hasznéljuk a tévolsdg fogalmat [9, 13, 14, 40]. Ennek megfelelen a récs struk-
turdja, a szomszédsagi viszony alapveto fontossagi. A haromféle szomszédsag
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alapjén hdrom alapvetd tavolsdgfiiggvényt definidlhatunk (3. fejezet). A szomszéd-
sagi sorozatokkal definidlt tdvolsdg a négyzetracsokra mar a 80-as évektdl ismert
[2, 3, 42, 43]. Haromszdgracsra is értelmezhetbek, de itt a ,tér dimenzidjanal”
eggyel tObb szomszédsdgtipussal, ami tobb matematikailag is érdekes kovetkez-
ménnyel jar [16, 17, 18]. A 4. fejezetben algoritmust adunk tetszéleges két pont
kozotti legrovidebb at meghatarozasara, illetve megadjuk a sziikséges és elégséges
feltételét annak, hogy egy tetszoleges szomszédsagi sorozattal definialt tavolsag-
fliggvény mikor hatdroz meg metrikus teret. A héromszogracson tobb olyan ér-
dekes jelenség is megfigyelheto, amely a négyzetes rdcsokon nem tapasztalhato.
Ezeket a jelenségeket, mint a nem szimmetrikus tavolsagfiiggvény vagy az egy-
méast ,;megel6z6” sorozatok, kiilon is megvizsgaljuk. Az utolsé alfejezet a digitalis
korokrol szol.

Miésik j6l ismert alternativa a digitélis tavolsdgok véltozatos definidldsira (és
lehetdséget adva pl. az euklideszi tavolsdg jobb kozelitésére a digitalis sikon), ha a
kiilonbo6z6 tipusu szomszédok kozti 1épésnek kiilonbozé siulyokat adhatunk. Az igy
kapott stilyozott tdvolsdgok [1], ugyancsak adaptélhatéak a hdromszogracsra [32].
Ezeket a tavolsagokat és tulajdonsagaikat tekintjiik at az 5. fejezetben. Képletet
adunk a tavolsag kiszamitasara tetszéleges racspontok és sulyharmasok esetére,
ahogy linearis egészérték{i programozas segitségével azt is megmutattuk, mikor,
milyen 1épések, milyen bézis adja az optimélis megoldést, a legrovidebb utat [11].

Amint 1atni fogjuk, a haromszogracson a digitalis tavolsadgok sok érdekes tu-
lajdonsaggal rendelkeznek mar a szomszédsagi sorozatokkal definidlt tavolsdgok
esetén is. A silyozott tavolsdgok esetén pedig ugyancsak sokkal érdekesebb t&-
volsdgokat kapunk, mint a négyzetracs analég médon definidlt tavolsagai, amit az
altaluk definidlt digitalis korokkel reprezentdlunk.

A cikkben elsGsorban a szerzé és szerzotarsai altal az utobbi hisz év eziranyu
kutatédsait tekintjitkk at néhény aktiv irdnyt is megemlitve.

2. A haromszdgracs leirasa

A héromszogrdcson haromféle szomszédsdgi viszonyt szokds definidlni [5]. A
koordindtakat az 1. dbrén ldthaté médon vezetjiik be [19, 41]. Jelslje H a récs pi-
xeleinek halmazat. Ekkor matematikailag a kovetkezd definicié alapjan definidljuk
a szomszédsagi reldciokat.

2.1. Definicid. Legyen p = (p(1),p(2),p(3)),a = (a(1),q(2),a(3)) € H ket
kiilénb6z8 pont a hdromszigracson és k € {1,2,3}. A p és g pontok k-szomszédok,
ha teljesiilnek a kovetkezok:

1. |p(i) — q(i)| < 1 minden i € {1,2,3} esetén,
2. 327 Ip(i) — q(i)] < k.

Ha a maésodik feltételben egyenldség 4all fenn, akkor azt mondjuk, hogy a p és ¢
pontok szigorian k-szomszédok.
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1. abra. Koordinatak és szomszédsagtipusok a haromszoégracson, a jobb oldalon a
szamok az x pont szigoru szomszédait jelolik.

2.2. Definicio. Rogzitsiink le egy koordinatdt. Azon pontok, amelyeknek ez a
koordinataja megegyezik ezzel a fix értékkel, egy sdvot alkotnak.

2.1. Megjegyzés. A H haromszogracs pontjai egy-egyértelmiien azonosithaté-
ak az olyan koordindta-harmasokkal, amelyekre az értékek Gsszege 0 vagy 1.

2.8. Definicié. A 0 koordinatadsszegli pontok paritdsa pdros. Azok a pontok
pedig, melyeknek a koordinata-osszege 1, pdratlanok.

A haromszogek paritas alapjan torténé csoportositdsa megfelel az orientacio-
juk alapjdn térténé csoportositdsnak (A, V), a paros-pdratlan megkiilonboztetés
pedig az eredeti egész szamokra vett paritdsfiiggvény egy kétdimenziés altalano-
sitasanak, hiszen két élszomszédos, vagyis 1-szomszéd haromszogecsempe paritdsa
mindig kiilonb6z6. Tovabba ha két pont 1-szomszéd, akkor két kiillonbozd sav is
tartalmazza mindkett&jiiket. Két szigorian 2-szomszéd paritdsa megegyezik, és
pontosan egy savra igaz, hogy mindkettét tartalmazza. A szigorian 3-szomszédok
paritdsa kiilonbozik, és nincs olyan sav, amely mindkettét tartalmazza.

A kovetkezd fogalmak fontos szerepet jatszanak a tavolsagmérésben, hiszen két
pont egymashoz képesti viszonyat jellemzik a racsban.

Legyen p,q € H két pont. A w, 4 vektort a p és a ¢ pont kilonbség-vektordnak
hivjuk, ha w(i) = q(i) — p(i). A pontok paritdsatdl fuggéen w, , koordindtdinak
Gsszege 0 vagy %1 lehet. A wy, ,-nak mint multihalmaznak az elemeit abszolut érté-
kiik nagysaga szerint nemnovekvo sorrendbe szedve kapjuk a v, 4 vektort. Az egy-
értelmiiség kedvéért, ha két vagy harom egyforma nagysagu érték fordul els, ame-
lyek kozt kiilonbozd eldjeliiek is vannak, pl. (n,—n,+1), beleértve az (1, —1,+1)
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esetet is, akkor v(1) > 0 és v(2) < 0. Ekkor v, , multihalmazként tekintve meg-
egyezik wy ,-val, rdadasul |v(7)] > |v(j)| ha i < j is fenndll (1 < 4,5 <3). A vyq
vektort rendezett kiilonbségvektornak nevezziik. Amikor az egyértelmiiséget nem
veszélyezteti, el fogjuk hagyni a p,q indexpart. Tovabba p,q € H esetén legyen
0p,q =1, ha p és g paritasa kiilonbozik; és 0, , = 0, ha p és ¢ azonos paritasu.
Erdemes megemliteni, hogy szabalyos hatszogracshoz jutunk, ha az élen osztozo
haromszogek kozéppontjait élekkel 6sszekotjiik, vagyis a két racs egymas dudlisa.

3. Digitalis tavolsagok rogzitett szomszédsaggal

A dolgozatban a tavolsag fogalma kozponti szerepet jatszik. Altaldban a metri-
kus tulajdonsagokat teljesitd fliggvényeket szokas jo tavolsdgoknak tekinteni. Egy
d: H x H— R2° tavolsagfiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy metrikus tulajdonsa-
gu, ha barmely p, ¢, pontok esetén teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1. d(p,q) > 0 (nemnegativités),
2. d(p,q) = 0, akkor és csak akkor, ha p = ¢ (egyediség),
3. d(p,q) = d(q,p) (szimmetria),
4. d(p,q) + d(q,r) > d(p,r) (hdromszog-egyenlétlenség).

A harom lehetséges szomszédsagnak megfelelden, a haromszogracs pixeleit kii-
16nb6z6 tipusi utakkal kothetjiik 6ssze:

3.1. Definicid. Egy véges I1(p, g; (k)) pontsorozatot —ami p = po,p1, ..., Pm =
q forméaba irhaté, ahol p;_1 és p; k-szomszédok minden 1 < i < m esetén —
egy k-szomszédsigi p-bol g-ba vezetd dtnak hivunk. A TI(p,q;(k)) Ut hossza
II(p,q; (k))| = m. A p-bél g-ba vezetd legrovidebb utat (vagy ezek egyikét)
jelolje II*(p, ¢; (k)). Ekkor p és ¢ (k)-tdvolsdgdt definidljuk ezen ut hosszdval:
d(p, q; (k) = 11" (p, ¢; (k)]

A kovetkezd eredmény megtaldlhaté a [26, 36] cikkekben.

3.1. TETEL. Legyen p = (p(1),p(2),p(3)) és ¢ = (q(1),4(2),q(3)) a hdrom-
szogracs két pontja, ekkor a tavolsaguk a kévetkezo képletekkel hatarozhaté meg:
d(p, q; (1)) = {Z } (i) — q(@)] = [p(1) — q()] + [p(2) — q(2)[ + |p(3) — a(3)];

i€{1,2,3
d(p, q; (2)) = ’7|10(1)—Q(1)|+\I)(2)—CI(2)|+|P(3)—CI(3)|—‘ _ [d(p»%;(l))w
d(p,q;(3)) =  max {|p(i) — q(i)[}.

i€{1,2,3}

)

5.1, Példa. d((0.0.0) (11,1 (1)) = ((0 0.0) (11 _1) 2) =2,
d((O,O»O)»( 2, ) (2)) :d((o 0,0), (5 ) ( )) 5
d((l,l, 1) ( )’(2)) :d( L1, - 1) ( ) ( ))
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Két pont (1)-tdvolsdga akkor és csak akkor paros, ha a két pont paritdsa meg-
egyezik. Tovabba a tavolsdgok kozott a kdvetkezo Osszefiiggések teljesiilnek: Egy-
részt barmely két pont (2)-tavolsiga fele az (1)-tavolsdguknak (felfele kerekitve, ha
az (1)-tavolsdg paratlan). Mésrészt, két pont (2)-tdvolsdga és (3)-tdvolsdga kozt
legfeljebb 1 a kiilonbség a kétféle megengedett koordindtadsszeg miatt (ha ez a két
tavolsag kiilonbozé értékii két pont esetén, akkor a (3)-tdvolsdguk a kisebb, ilyen
esetben azt mondjuk, hogy a két pont szerencsés irdnyban van egymaéshoz képest).
Ha a két pont paritdsa megegyezik, akkor viszont a (2)-tdvolsdguk biztosan pont
akkora, mint a (3)-tdvolsdguk. A szerencsés irdnyt formadlisan is definidljuk, mert
késébb fontos szerepet jatszik.

Formélisan legyen o, , = 1, ha p péaros és wp, két pozitiv és egy negativ
értéket tartalmaz, vagy p péaratlan és w, 4-ban egy pozitiv és két negativ érték
van (vagyis p-tél ¢ szerencsés irdnyban van). Egyébként pedig legyen o, , = 0,
beleértve azokat az eseteket is, amikor p és ¢ pont egy sdvon van, vagyis van
kozos koordinatdjuk. A szerencsés irany fogalma azzal kapcsolatos, hogy egy adott
pontbdl a paritasatdl fiiggden csak a hat lehetséges szigoru 3-szomszéd vektor
fele hasznalhatd, vagyis egy paros pont esetén az (1,1,—1), (1,—1,1), (-1,1,1)
irdnyok, amig pdratlan pont esetén (1,—1,-1), (—=1,1,—1) és (—1,—1,1) azok
a 1épések, amik 2-szomszédra torténd 1épésekkel nem elérhetoek. Ezek alapjan
vannak olyan irdnyok, amelyekben kihasznalhaté a 3-as szomszédsag, és vannak
irdnyok, ahol ,csak” ugyanannyit ér, mint a 2-es. FEzekre a tavolsdgokra igaz a
kovetkezd (]26]):

3.2. TETEL. A hdromszogracson a (k)-tdvolsag, k € {1,2,3} esetekben metri-
kus tavolsag fiiggvényt definidl.

4. Szomszédsagi sorozatok a haromszégracson

Az el6z6 fejezetben bemutatott harom digitédlis tdvolsag egyik kézenfekvo &l-
taldnositdsa, ha a pontokat 6sszek6td Ut soran lépésenként szabdlyozhatjuk, mely
szomszédsdg megengedett [22, 29, 31]. Ebben a fejezetben az ilyen tévolsdgokat
mutatjuk be.

4.1. Definicid. A B = (b(i))$2, sorozatot, ahol b(i) € {1,2,3} minden : € N
értékre, szomszédsdgi sorozatnak hivjuk. Ha van olyan [ € N, hogy b(i) = b(i + 1)
fennall minden i € N esetén, akkor B periodikus [ periédussal. Ebben az esetben
egy periédusnyi elemmel megadhatjuk a sorozatot: B = (b(1),...,b(l)). Legyen
p és q két pont és B = (b(i))2, egy szomszédsigi sorozat. Egy véges II(p, ¢; B)
pontsorozatot — ami p = pg,p1, ..., Ppm = ¢ forméba frhatd, ahol p;_1 és p; b(i)-
szomszédok minden 1 < i < m esetén — p-bol ¢-ba vezeté B-itnak hivunk. Az ut
hossza, és ez alapjan a B-tdvolsdg a 3.1. definicidval analég modon adhaté meg:

d(p,q; B) = [1I*(p, ¢; B)|.
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Legrovidebb ut eloallitasa barmely két pont kozott torténhet mohd algoritmus-
sal (14sd pl. [16, 18]), ami réviden igy {rhaté le:

Legyen adott a kezd&- és a végpont (p és ¢), valamint egy B szomszédsdgi
sorozat. Legyen j = 0 és x¢p = p az 0t els6 pontja. Amig x; # ¢, addig egy
ciklusban hajtsuk végre a kovetkezd szamolast:

Szamoljuk ki ¢ és xz; w kiilonbségvektorat, tovabba adjunk egyet j értékéhez.

A b(j) értéke alapjan harom eset van: ha b(j) = 1, akkor a v(1) és v(2) értékekhez
tartozé kiilonbségek koziil a 1épés azt csokkenti, amit z;_; paritdsa megenged. Ha
b(j) = 2, és w-ben van legaldbb két nem nulla érték, akkor csokkentsiik a v(1)
és v(2) értékekhez tartozd elemet. Ha w-ben csak egy nem nulla elem van, akkor
lépjiink g-ra pontosan gy, mintha b(j) = 1 lenne. Végiil, ha b(j) = 3, akkor,
ha x;_1-t6l ¢ szerencsés iranyban van, akkor mindhdrom koordinatakiilénbséget
csokkentjiik, egyébként csak olyat 1épiink, mintha b(j) = 2 dllna fenn.

Fiizziik a 1épés utan kapott 4j x; pontot az ithoz.

Az algoritmus konstans tér-bonyolultsdgu, és a pontok koordindtakiilonbség-
Osszegével ardnyosan linearis idébonyolultsdgi. Az algoritmus egy legrévidebb
B-ut mellett a két pont B-tavolsagéat is megadja.

4.1. Megjegyzés. Barmely két pont B-tavolsaga fiigg a pontok kiilonbségvek-
toratdl és paritasatdl, valamint a szomszédsagi sorozattol.

4.1. Képlet a tavolsagszamitashoz

Mivel — a hdromszogracs sajitossdgai miatt — egy b(i) = 3 véalasztdssal nem
mindig tudunk , kozelebb” keriilni a célponthoz, mint ha csak b(i) = 2 lenne,
bevezetjiik a minimdlis ekvivalens sorozatok fogalmat ([17]).

4.2. Definicio. Egy B szomszédséagi sorozat minimdalis ekvivalens sorozatdn a
kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezd B’ szomszédsdgi sorozatot értjiik.

1. d(p,q; B) = d(p, q; B') barmely p, ¢ pontpdrra; és
2. minden olyan B szomszédsdgi sorozatra, amire d(p, q; B) = d(p, ¢; B1) minden
p, q pontparra, teljesiil, hogy b'(7) < b1 (i) minden i-re.

4.1. SEGEDTETEL. Egy B szomszédségi sorozat B’ minimdlis ekvivalens soro-
zata egyértelmiien meghatarozott:

1. v/ (i) = b(i), ha b(i) < 3,

2. b'(i) = 3, ha b(i) = 3 és nincs olyan j < i, amire b'(j) = 3, '

3. /(i) = 3, ha b(i) = 3 és van olyan b'(l) = 3, hogy | < 7, de zi:l b (k) péros,
ahol j — max {I|1 < i, /(1) = 3}, =

4. V(i) = 2, kiilonben.
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Az el6z6 eredmény azért is érdekes, mert azt mutatja, hogy pl. a négyzetriccsal
ellentétben, a haromszogracson vannak olyan kiilonb6z6 szomszédsagi sorozatok,
amelyek ugyanazt a tdvolsagfiiggvényt definidljdk. Ha a pontok irdnya a B sorozat
els6 3-as eleme szempontjabdl nem szerencsés, akkor az nem hasznalhaté ki, ezért
bevezetjitk a kovetkez6 fogalmat is.

4.8. Definicio. A B" szomszédségi sorozatot a B csékkentett minimdlis ekvi-
valens sorozatdnak hivjuk, ha

1. b’ (k) = 2, ahol k az els6 B-ben el6forduld 3 helye;

2. b"(i) = b/'(i), minden mds i-re, ahol ¥(i)-k B minimdlis ekvivalens sorozatd-
nak elemei.

A tévolsdgszamitashoz, pl. ha a két pont egy savon fekszik, sziikség lesz egy
tovabbi szarmaztatott sorozatra:

4.4. Definicio. Egy B szomszédsagi sorozat 2-korldtozott sorozatdnak nevez-
ziikk azt a sorozatot, amelyet B-bél a 3-asok 2-esre cserélésével kapunk: B =
(b (i) : i €N).

Eredetileg a tavolsagképlet megadasihoz el6szoér a 3 dimenzids kockaracsban
vett képletet bizonyitottuk [23, 27], és abbdl szdrmaztattuk az eredményt a hdrom-
szogracsra az elObb bevezetett szarmaztatott szomszédsagi sorozatok segitségével.

4.1. TETEL. Legyen p,q € H és B egy szomszédsagi sorozat. Legyen k =
min{i | b(i) = 3} a legkisebb olyan érték, amelyre b(k) = 3, vagy, ha a 3-as nem
szerepel B-ben, akkor k = oco. Jeldlje d,,, d. és di az alabb definidlt értékeket,
amiket rendre B minimé&lis ekvivalens sorozatdaval, B'-vel; a B csokkentett mini-
malis ekvivalens sorozatdval, B"-vel; illetve B 2-korldtozott sorozatdval, B® -vel
szamolunk:

3 3 1—1
dyp = max { i |y [o( |>Zb’ vde =max{ i | Y ()] > > (j)
=1 =1 j=1
2 i—1
dy, = max Z Zb(z) (j) ¢, tovdbbd,
=1 j=1

d' = max{|v(1)],dg,dm}, és d’ = max{|v(1)|,dg,dc}.

Ekkor d(p,q; B) =d”, ha d’ > k és az alabbi esetek egyike fenndll: B nem tartal-
k=1

maz 3-ast; vagy opq =0 és Z b (i) pdros, vagy opq =1 és Z b (i) pdratlan.

Minden a fentiektél e]tero esetben d(p,q;B) =d'.

Most néhany érdekes példat mutatunk.
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4.1. Példa. Legyenek adottak p = (0,0,0), ¢ = (1,1,-1), r = (1,1,-2) és s =
(2,1, -2) pontok. Ekkor d(p,¢; (2,1,1)) = 2,d(p,r;(2,1,1)) = 3, d(p,s;(2,1,1)) =
4, d(q,s;(2,1,1)) = 1, tehat, d(p,¢; (2,1,1)) + d(g,s;(3,1)) < d(p, s; (3,1)) vagyis
a (2,1, 1) tavolsag nem metrikus, mert nem teljesiti a haromszog-egyenlotlenséget.
Tovabbd, d(p, 7(371)) - 2’d(p’ 7( ) )) - 3,d(p,q, (37 1)) - 17d(q7 7(37 1)) 1,
d(r,p; (3,1)) = 3, igy, d(p,r; (3,1)) # d(r,p; (3,1)) és d(p, q; (3,1))+d(g, 5; (3, 1)) <
d(p, s;(3,1)), vagyis a (3, 1)-tdvolsdg nem szimmetrikus (és nem metrikus).

4.2. Metrikus és nem metrikus tavolsagok

A haromszogracson szomszédsagi sorozatok esetén a  haromszog-
egyenlStlenséggel és a szimmetridval is gond lehet (ahogy a 4.1. példdban is
lattuk), igy kicsit més a helyzet, mint a négyzetracson, ahol csak a haromszog-
egyenlétlenség sériilhet bizonyos sorozatok &ltal definidlt tavolsdg esetén.
A kovetkezé eredmény egy sziikséges és elégséges feltételt ad a szimmetria
tulajdonsag ellenérzésére [17].

4.2. SEGEDTETEL. Egy B-tdvolsag pontosan akkor nem teljesiti a szimmetria
tulajdonsdgot, ha van olyan i € N, hogy b(i) = 3, és fennall legalabb a kiévetkezd
esetek egyike az i = min {|b(l) = 3} értékkel:

i b(k) pdratlan; vagy van olyan j, amire b(j) =1 és i < j.

A héromszog-egyenlétlenség ellenérzése a kovetkezéképpen lehetséges [20, 24, 28]:

4.3. SEGEDTETEL. Legyen adott a B szomszédsagi sorozat, jelslie B®) a
B 2-korldtozott sorozatdt, valamint B’ a B minimum ekvivalens sorozatat. A
haromszog-egyenlétlenség pontosan akkor teljesul a B- tavo]sagra ha mmden i,] €

N szdmpadrra fenndll, hogy Z b3 (k) < Z b2 (k) és Z b'(k) < Z b (k),
k=1 k=j+1 k=1 k=j+1

J

ahol B” = B’ a B minimalis ekvivalens sorozata, ha Y b'(k) pdros és B"” a B
k=1

csokkentett minimdlis ekvivalens sorozata egyébként.

Az el6zéek alapjan kimondjuk a tételt:

4.2. TETEL. Legyen B egy szomszédsagi sorozat. A B-tdvolsdg pontosan ak-
kor metrikus, ha teljesiilnek a kévetkezGk:
1. ha b(j) = 3 és b(i) = 1, akkor i < j;
2. ha B-ben szerepel a 3, akkor B-ben paros darab 1-es van;

% J+e
3. Y b(k) < > b(k), ahol i+ j < I, arra az l-re, ami a B-ben levd elsé 3-as

= k=j+1
helye, (ha nincs 3-as B-ben, akkor a feltételnek minden ¢,j € N pdrra fenn kell
allnia).
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A kovetkezd kovetkezmények a [31] konyviejezetbdl valok.

4.3. TETEL. Egy d(p,q; B) > k B-tdvolsag fiigg B elsé k elemének sorrendjé-
t6l, ha azoknak van olyan permutacidja, amellyel a B-tavolsag nem szimmetrikus.

4.1. KOVETKEZMENY. Legyen B egy periodikus szomszédsagi sorozat. Ekkor
a B-tdvolsag akkor és csak akkor metrikus, ha a kovetkezb két feltétel egyike
fennall.

3 Jjti
1. B nem tartalmazza a 3 értéket, és > b(k) < > b(k) minden 7,j € N esetén;
k=1 k=j+1

2. B nem tartalmazza az 1 értéket.
4.3. Digitalis kérok

A digitélis tavolsagok jellemzése torténhet a digitdlis korok segitségével:

4.5. Definicid. Legyen adott egy d(p, q) digitalis tdvolsdg és egy nemnegativ
k € R sugar, ekkor az o koézéppontu k sugarta digitdlis kor a kovetkez6 halmaz:

Ci ={pld(o,p) < k}.

Itt jegyezziik meg, hogy a digitédlis kor ezen definicigja nem a korvonal, hanem a
korlap digitalis valtozatanak, a digitalis diszknek felel meg.

Amennyiben szomszédségi sorozattal definidljuk a digitdlis tdvolsgot, a C{
jelolésben d helyére a B sorozatot irhatjuk. Négyzetracson hasonlé értelemben az
O = {p|d(o,p) < k} jelolést haszndljuk. Vildgos, hogy egy k sugart digitdlis kor
csak a B sorozat els6 k elemétdl fiigg.

Ezen korok jellemzése kiilonboz8 szempontok alapjén megtaldlhaté a [7, 21, 25,
33, 39] cikkekben, itt néhdny fontos megallapitdst kozliink réluk roviden. A négy-
zetracson a kiillonb6z6 szomszédsagi sorozattal generalt, de egyez6 sugaru digitalis
korok egy jol rendezett halmazt alkotnak. Ez hdromszogracson nem teljesiil. A
négyzetracson OF nem fiigg B elsé k elemének sorrendjétél. Ezzel szemben a hé-

romszogracson pl. Cél’?’) és Cég’l) két, egymassal nem 6sszemérheté ponthalmazt
jelol. Ahogyan a négyzetracson, igy a haromszogracson is igaz viszont, hogy a
k sugar novekedtével az ugyanazzal a szomszédsagi sorozattal generdlt B-korok
szigordan monoton nének, vagyis: ha k > [, akkor C2 2 CP. A négyzetracson
nem fordulhat el6, hogy két szomszédsagi sorozatra a kiilonbozé sugaru korck
megegyezzenek. Ezzel szemben pl. 02(1) = CF). Adott B szomszédsagi sorozat
és minimalis ekvivalens sorozata, B’ ugyanazt a digitédlis korsorozatot generalja,
vagyis C’,’f, = CP barmely k € N esetén. Ezzel szemben a négyzetrdcson ha egy
B; sorozat elemenként nem kisebb egy masik By sorozatndl, és van olyan ¢ € N,
hogy b1(i) > ba(i), akkor minden legaldbb i sugari koéreikre (k > i) igaz, hogy
Of ) OkB 2. A digitdlis korok, illetve a szomszédsdgi sorozatok elébb emlitett
érdekes tulajdonsagait kommunikécids hélézatokban is kihasznalhatjuk [34]. Egy
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adott szomszédsagi sorozat altal megszabott mddon mintegy hullamfrontként terje-
do jel lefedi a megfelel6 digitélis kor pontjait. Egy ,, gyorsabb” sorozat altal terjed6
jel pedig akdr kés6bb indulva is utolérheti az el6z6t. A By = (3) a leggyorsabb, a
B; = (1) a leglassabb sorozat ilyen értelemben.

2. 4bra. Digitdlis korok szomszédsagi sorozatok segitségével, By = (3,1, 3) balra,
Bs; =(1,1,1,1) fent és By = (2,3,1) jobbra lent.

A koroket a tovdbbiakban a digitalis kor altal tartalmazott haromszégesempék
kozéppontjai altal meghatarozott legkisebb teriiletii konvex sikidommal azonosit-
juk. Igaz tovabbd, hogy ezen digitalis korok digitalisan konvexek, vagyis ezek a
sikidomok nem tartalmaznak olyan haromszogcsempe kdzéppontot, amely nem ele-
me a digitalis kornek. Az egy pontbdl induld, szomszédsagi szekvencidval generalt
hulldmfrontokkal lathatjuk, hogy a haromszogracson a digitalis korok tulajdon-
képpen sokszogek [25], ahogy a 2. dbra is mutatja.

4.4. TETEL. Egy B szomszédsdgi sorozat altal definidlt k sugari kor alakja
— haromszog: C’fl), akkor és csak akkor, ha k =1, és b(1) = 1;
— hatszog, ha B felhaszndlt elemei kézt nincs 3-as (kivéve az el6z6 esetet);

— kilencszog, ha B felhasznalt elemei kozt nincs 2-es, tovabba nincs két egymas
melletti azonos érték (kivéve az elsé esetet);

— tizenkétszog, minden az el6z6 esetekbe nem ill6 esetben.

A fentiek alapjan a haromszogracson szomszédségi sorozatokkal jobban koze-
lithetd az euklideszi tédvolsag és kor, mint a négyzetracson [7, 30, 39]. Ez utébbin a
digitalis korok négyzetek, ha csak egyféle 1épést haszndlunk, ezzel ,megoldva’” a kor
négyszogesitését a digitélis sik felhaszndlasaval [13, 35], illetve &ltaldnos esetben
nyoleszogek (ezért hividk oktogondlis tdvolsdgoknak is a szomszédségi sorozatokkal
definidlt tdvolsdgokat [4]).
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5. Sdlyozott tavolsagok a haromszogracson

A 3-szomszédsagu utakat ebben a fejezetben egyszertien utaknak nevezziik.

5.1. Definicid. Legyenek «, 3, pozitiv silyok. Ekkor barmely II(p,q) : p =
D0, D1, - - -, Pm = q Uthoz hozzdrendelhet6 az nya+ ns S+ n3y sily, ahol ny a II-ben
levé 1-szomszéd (p;,p;+1) pontparok szdma, ne a szigord 2-szomszéd (p;,pit+1)
pontpéarok szadma, valamint ng a szigord 3-szomszéd (p;,pi+1) pontparok szdma
(0 < i< m). Apésq kozti legkisebb silyt 1t stilya adja a pontok («, 3,7)
stlyokkal vett silyozott tdvolsdgat, amit d(p, ¢; a, §,7y) jelsl.

Itt jegyezziik meg, hogy egyes terminolégia szerint stlyozott tavolsag esetén
csak akkor beszélnek digitdlis tdvolsagrdl, ha a tdvolsdg (vagyis a haszndlt stlyok)
értéke egész. Cikkiinkben a természetes 0 < o < 8 < «y feltételt alkalmazzuk.

5.1. A tavolsag szamitasa

Nemcsak maga a sulyozott tavolsig, de az is fligg maguktdl a sulyoktdl is, hogy
mely Ut stulya lesz a legkisebb. Ennek megfeleléen a kovetkezo tétel adja meg,
hogy milyen feltételek esetében mely formula adja meg a stlyozott tavolsdgot két
tetszdleges pont kozott [32]. Ahogy a kordbbiakban 1dttuk, nem csupén a pontok
koordinata kiilonbsége, de a pontok paritdsa, és egymashoz viszonyitott irdnya is
fontos szerepet jatszik a legrévidebb 1t és a tavolsdg meghatarozasaban.

5.1. TETEL. Legyenek «, 3, pozitiv silyok, valamint p = (p(1),p(2),p(3)) és
q = (q(1),4(2),¢(3)) a hdromszogracs két pontja. Ekkor p és q (a, 8,7) stilyokkal
vett stilyozott tavolsaga:

1. Ha2a < B és 3a < v, akkor d(p,q; o, 8,7) = ad(p, g; (1)).

2. Ha2a > 3 és 3a < v, akkor d(p, q; o, 3,7v) = 8 LMJ + 6p g

3. Ha2a > f3,3a > v ésa+p <, akkord(p,q;a, 8,7) = V(’”Cg(l))J + 8, 0.

4. Ha2a > f,3a >, a+ [ > és 28 < v+ a, akkor:

B( z(1) ha 6,4 =0
(paqv 76 7) BW"‘V ha 5?7‘1:170-177‘1:17
B% +a  egyébként.

5. Ha 2a > B, 3a > v, a4+ 8 > v és v+ a < 28, akkor d(p,q;, B,7) =
v —3lv —1)1=%p.q
a(jv(3 )|_|_5pq( 1)%r.a +B\ D)[+]v(2)|=3] (§)|+5p,q( 1) +4[u(3).

6. Végiil, ha 2a < 3 és 3a > vy, akkor
d(p, ;. B,7) = a(jo(D)] + [v(2)] = 2[v(3)]) + 7Iv(3)].
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Most példat adunk mindegyik esetre egészértékii silyokkal.

5.1. Példa. Legyen p = (0,0,0), ¢ = (2,2,—3) és r = (—3,-2,5). Ekkor a =
2,8 =5 és v = 6 silyvalasztds megfelel az els6 esetnek, ekkor d(p,¢;2,5,6) = 14.
Legyen most a = 2,8 = 3 és v = 7. Ezen silyok a masodik esetnek felelnek meg,
igy d(p,q;2,3,7) = 11 és d(p,r;2,3,7) = 15. Az @ = 3,8 = 4,7 = 8 stlyhdrmas
a harmadik esetre példa; d(p,q;3,4,8) = 15. A negyedik esetet szemlélteti az
o = 4,8 = 5,7 = 8 silyhdrmas. Igy d(p,q;4,5,8) = 18 és d(p,7;4,5,8) = 25
adodik. Tovabba, a = 4,8 = 7,y = 8 vélasztas az 6todik esetbe esik.. Ezekkel a
sulyokkal d(p,q;4,7,8) = 20 és d(p,r;4,7,8) = 31. Végill, a =3, ="7,7 =8 az
utolsé esetre példa; ezesetben d(p, q;3,7,8) =19 és d(p,r;3,7,8) = 28.

A kiilonboz6 silyeloszlasokhoz tartozé optimalis megolddsokat linedris egész-
értékii programozds segitségével irtuk le a [11] cikkben.

5.2. Silyozott tavolsagok tulajdonsagai és digitalis kérok

A silyozott tdvolsdgok bizonyos szempontbdl jobban viselkednek a szomszédsa-
gi sorozatokkal definialt tavolsagokndl, ugyanis a silyozott utak megfordithatéak,
illetve osszeflizhetéek, aminek kovetkezménye a kovetkezd eredmény ([32]).

5.2. TETEL. A silyozott tdvolsdg bdrmilyen pozitiv siilyhdrmas esetén metri-
kus.

A digitalis korok esetén a tavolsdgot itt az «, 3, silyhdrmassal azonositjuk
(és ezt {rjuk a felsé indexbe: Cg"ﬂ’“’). A természetes a < 5 < v feltétel teljesiilése
esetén az «, 3, v sulyokkal definidlt digitalis korok mindig digitalisan konvexek. Né-
hényat bemutatunk a 3. dbrdn. A lefrdsukhoz geometriai, kombinatorikai [15, 38]
és operdciSkutatdsi médszerek is alkalmazhatéak [10, 12]. Tébbek kozott egy 18-
sz0g alaku digitélis kort frtunk le Chvatal-vagas alkalmazasaval [12], és egy 63-sz0g
alakd digitélis kort is megadtunk [15]. Ezzel szemben a négyzetracson a hagyo-
manyos két szomszédsag segitségével, két sillyal, a digitdlis koroknek legfeljebb 8
cstcsa lehet. Ez egy olyan kutatdsi irdny, amely jelenleg is aktiv. fgy ez a teriilet
atvezet minket a kovetkezo6 kitekint6 fejezetbe.

,'/

3. abra. Digitalis kordk stilyozott tavolsagokkal, Cot0? balra, 18-sz6g; Cage'”

kozépen, 27-sz0g és C§é195’18 jobbra, 48-sz6g.
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6. Osszefoglalds és tovabbi kapcsol6dé kutatési irdnyok

A digitalis tavolsdgok elméletét foglaltuk Gssze a haromszogracson, képletet

adtunk a tavolsag kiszamitasara két tetszélegesen adott haromszogesempe kozott,
a tavolsagok metrikussagat is vizsgdltuk. Ezen tavolsagok nemcsak matemati-

kai
nég

szempontbdl érdekesek, hanem azért is, mert hasonléan a digitalis tavolsagok
yzetracson valé alkalmazasahoz, valtozatos médon hasznalhatéak pl. a digité-

lis képfeldolgozas teriiletén. Kapcsoldodd kutatasok folyamatban vannak a digitalis
korokkel kapcsolatosan. Mint lathattuk, a digitalis térben sokszor nem egy leg-
rovidebb 1t van két pont kozott. A legrovidebb utak szamat a héaromszogracson
mint kombinatorikai problémdt a [6, 36, 37| cikkekben vizsgdltuk.
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DIGITAL DISTANCES ON THE TRIANGULAR GRID

BENEDEK NAGY

One of the three regular tessellations of the plane is the triangular grid. It is based on
triangle tiles. Digital spaces, i.e., grids are used in image processing in computer graphics,
and the graphs/networks defined by them are also play importance in other disciplines.
In digital spaces, digital distances are defined based on (graph theoretical) shortest paths
between the tiles (they are also called pixels and points depending on the subdiscipline).
The concept of neighbor points plays a crucial role. Paths and digital distances allow to
use incremental algorithms and therefore of high importance. There are three types of
natural neighborhood on the triangular grid. The symmetric coordinate system describes
them nicely. In the basic digital distances the same type of neighborhood is used in each
step of the path. By neighborhood sequences, one can vary the used neighborhood criteria
step by step along the path giving a large variety of digital distances. However, some of
those distance may not meet the triangular inequality and/or not symmetric. Thus, when
metricity of the distance function is important, one may use the if and only if condition
provided for the neighborhood sequences to check their metricity. Another way to define various
digital distances based on various weights assigned to the steps between the various neighbor
points. These weighted (also called chamfer) distances are always define metrical distances.
Formulae to compute digital distances of the mentioned types are presented, as well as, some
further studies, including the description of some digital disks (balls) defined by digital distances.

Keywords: neighborhood sequences, chamfer distances, weighted distances, triangular grid,
digital disks.
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POLINOMIALIS OPTIMALIZALASI FELADATOK ES RELAXACIOIK

PAPP DAVID

Polinomok zart félalgebrai halmazok feletti szélséértékeinek meghataro-
zdsa nehéz, de szdmtalan (matematikai és egyéb) alkalmazdsokkal biré fel-
adat. Ebben a dolgozatban rovid attekintést adunk a feladat algebrai hatte-
rérél és megolddsanak numerikus médszereirél. A polinomidlis optimalizdlas
NP-nehéz, ezért hatékonyan megoldhaté relaxédcidk és kozelité moddszerek
keresése népszerli kutatdsi teriilet. Két megkozelitést ismertetiink: az el-
s6 a négyzetosszeggé alakitds mddszere, ami Schmiidgen, Putinar, és mésok
Positivstellensatzként ismert tételein alapul, a masik a nemnegativ korpolino-
mok médszere, ami sulyozott szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlStlen-
ségeket haszndlva korldtozza az optimalizdlandé polinomot. A két médszer
leirdsa utdn azt is véazoljuk, hogyan oldhatjuk meg a kozelité feladatokat a
szemidefinit programozas és a nemszimmetrikus kipprogramozas belsépon-
tos moédszereivel.

1. Bevezetés

A polinomidlis optimalizalds alapfeladata a kovetkez6: hatdrozzuk meg egy
adott, n valtozds, d-edfoku, valés egyiitthatés f polinom legkisebb értékét egy
polinomidlis egyenl6tlenségekkel megadott

S:={xeR"|gi(x)>0i=1,...,m} (1)
zart félalgebrai halmaz felett, pontosabban az

inf{f(x)|x € S} (2)

értéket, illetve a feladat egy optimumbhelyét, amennyiben f felveszi az infimumaét
(Ez ut6bbi automatikusan teljesiil, ha S korldtos.).

A polinomidlis optimalizdldsnak (illetve a szorosan kapcsol6dé kérdésnek, hogy
egy polinomnak van-e zérushelye egy adott félalgebrai halmazon) szdmtalan alkal-
mazasa ismert, mind a matematikai tudoményokon beliil, mind azon kiviil, ezek
koziil csak néhanyat emlitiink meg. Diszkrét geometriai feladatok felirhaték po-
linomidlis optimalizalasi feladatként [5, 6]. Statisztikai kisérlettervezésben és ér-
zékel6k optimalis elhelyezésének feladataban az optimalis konfiguracidk leirhatok
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nemnegativ polinomok gydkeinek halmazaként (pl. [33]). Szabalyozdstechnikdban
és dinamikus rendszerek tervezésében a félegyenesen és magasabb dimenzids fél-
tereken nemnegativ polinomok fontos szerepe révén alkalmazhaté a polinomiélis
optimalizdlds [16, 4, 2, 24, 49]. A pozitiv (vagy nemnegativ) gyokok 1étezése a re-
akcidkinetikdban is fontos kérdés [52, 7. fej.], [9], ez is dtfogalmazhaté polinomidlis
optimalizdlési feladatként (ahol S az elsd orténs).

A polinomiélis optimalizdldas NP-nehéz mar abban a specidlis esetben is, ha
m = 0 (azaz S = R"™) és d = 4, illetve abban az esetben is, ha S = [0,1]" és
d = 2; a [10] cikk szdmos klasszikus NP-nehéz kombinatorikus optimalizaldsi fel-
adatot visszavezet az utébbi probléméra. A polinomidlis optimalizalds algebrai és
numerikus mdédszereir6l szamos nagyobb lélegzetil tsszefoglald cikk és monografia
késziilt, példaul [27], [29], és [7]. Ennek a cikknek kettds célja van: egyrészt egy
rovid magyar nyelvii dsszefoglalast ad a polinomalis optimalizalas legfontosabb esz-
kozeirol, masrészt kiemel néhany kézelmultbeli eredményt és aktiv kutatasi irdanyt,
amik az emlitett ,klasszikus” forrdsokban nem taldlhatok meg.

A polinomialis optimalizalds feladata szorosan kapcsolédik a nemnegativ po-
linomok karakterizicidjanak feladatdhoz. Jelolje P57 az S halmazon nemnegativ
d-edfokud polinomok halmazdt, ekkor a (2) optimalizéldsi feladat igy is {rhato:

sup{c|f—c€’P§}. (3)

Erdemes megemliteniink, hogy bar a (2) feladat dltaldban nem konvex optimali-
z4lasi feladat (hiszen &ltaldnos esetben sem az f célfiiggvény, sem pedig a meg-
engedett megolddsok S halmaza nem konvex), a (3) formdban i{rva azonban mar
konvex, hiszen a célfiiggvény linearis, és a Plf halmaz is konvex minden d-re és
S-re, fiiggetleniil attdl, hogy S konvex-e. A ,triikk” az, hogy a (2) és (3) felada-
tok kiilonbozd terekben optimalizdlnak (az el6bbi feladat valtozdéi nem jelennek
meg az utébbiban). A konvex alak természetesen nem jelenti azt, hogy a feladat
egyszeriibben megoldhatd, a (3) feladat is NP-nehéz, de a konvexitds egyéb ko-
vetkezményei (pl. optimalitdsi feltételek, a lokdlis minimumok globélis minimum
volta) fontosak és felhasznédlhatdk algoritmusok tervezésben.

A (2) feladat nehézsége abbdl is levezethetd, hogy mér annak eldéntése is NP-
nehéz, hogy egy polinom nemnegativ-e az S halmaz felett. Masodfoki polinomok
esetén, ha S = R’} , a kérdés ekvivalens annak eldéntésével, hogy egy adott valds
szimmetrikus métrix teljesen pozitiv-e [30]. A teljesen pozitiv kiipba tartozés
kérdésének erés NP-teljességét a kozelmiltban bizonyitottdk precizen [14].

Mindezekbdl kdvetkezik, hogy a polinomialis optimalizédlas feladatédra, a legegy-
szeriibb specidlis esetektdl eltekintve, nem varhaté hatékony (polinomiélis futéds-
idejli) algoritmus. A (2) feladat megolddsat célzé numerikus médszerek stratégidja
ezért a kovetkezd: a feladat (3) alakjaban a nehezen kezelhetd P35 kipot egy olyan
kozelito kupra cseréljiik, amelyre a kipba tartozas kérdése polinomidében eldént-
hets. A kozelités pontossaga és a futdsidoé kozott kompromisszumot kell kétniink:
a modszerek altaldban nem egy kozelité kuppal dolgoznak, hanem kozelité kupok
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egy K1 C Ky C -+ C Pds sorozataval, amelyre US| K; = ’Pds. Fontos, hogy a
K; kip beliilrél kozelitse a P kiipot: gy a sup{c|f — ¢ € K;} feladat minden
megengedett megolddsa alsé korldtot ad a (2) feladat megolddsira, tovabbé az
f — ¢ polinom K;-beli tagsdga egy polinomidében ellendrizheté tanusitvanya a
¢ < inf{f(z) |z € S} egyenl6tlenségnek.

A kovetkezd két szakasz a P3-t beliilrdl kozelité kipok két csaladjdt mutatja
be részletesebben.

2. Négyzetosszeggé alakithaté (SOS) polinomok és szemidefinit
optimalizalas

Egy val6s egyiitthatés p polinom négyzetdsszeggé alakithatd (angolul sum-of-
squares, roviden SOS), ha eldall valds egyiitthatds polinomok négyzetdsszege-
ként: p = Y1, ¢?. Az n véltozés 2d-edfoku négyzetdsszeggé alakithaté poli-
nomok halmazéat jeldlje ¥, o4. Nyilvanvald, hogy az SOS tulajdonsidg a nem-
negativitds elégséges feltétele: 3, o4 C PQ]R; . (A feltétel nem sziikséges, 1d. a
2.2. tételt.) Az is kénnyen beldthatd, hogy X, 24 egy zdrt konvex kip, amelyre
dim span(%,, 24) = dim span(Py; ) = (";;d).

A nemnegativitas és négyzetosszeggé alakithatésdg kapcsolatanak vizsgalata
mar a XIX. szdzadban megkezd&dott: polinomok helyett raciondlis tortfiiggvé-
nyekre a két tulajdonsdg ekvivalens [3], ez Hilbert 17-ik probléméja [21], &m ebbdl
még nem kovetkezik, hogy a négyzetosszeggé alakitas kénnyen megoldhato. Ujabb
eredmény, hogy az SOS polinomok felismerése polinomidGben visszavezethetd egy
szemidefinit optimalizdldsi feladatra [46, 31]. A szemidefinit optimalizalds felada-
tanak pontos definicigjahoz sziikségiink lesz az alabbi jelolésekre.

Legyen S* a k x k méretii valés szimmetrikus métrixok halmaza és Sﬁ a pozitiv
szemidefinit k x k métrixok halmaza. Hasznaljuk tovabba az A = B egyenl6tlen-
séget annak jelolésére, hogy az A — B matrix pozitiv szemidefinit.

2.1. Definicio. A H C R™ halmaz szemidefiniten reprezentdlhatd, ha valami-
lyen k > 1 és £ > 0 egész szamra léteznek olyan A : R® — SF és O : R — SF affin
(elséfoki, nem feltétleniil homogén) fiiggvények, amelyekkel H a kévetkez6képpen
irhaté:

H={xecR"|JuecR" A(x)+C(u) =0} (4)

A definici6 kozvetlen kdvetkezménye, hogy minden szemidefiniten reprezentalhaté
halmaz konvex. Egy sokat vizsgalt, algebrai geometriai szemszogbdl kiilondsen
érdekes specidlis eset az u ,segédvaltozok” nélkiili £ = 0 eset: a H halmaz egy
spektraéder, ha felirhaté (4) alakban és ¢ = 0 [55]. Ha tovdbba A(x) értéke di-
agondlis métrix minden x-re, akkor H egy konvex poliéder (és forditva, minden
konvex poliéder szemidefiniten reprezentdlhaté ilyen médon).
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Az el6bbiek segitségével azt mondjuk, hogy egy optimalizdldsi probléma egy
szemidefinit optimalizdldsi feladat, ha felirhato

inf{cTx|x € H}

alakban, ahol ¢ € R™ és H egy szemidefiniten reprezentdlhaté halmaz.
Szemidefinit optimalizalasi feladatok a linedris programozasra emlékezteté mé-
don standard alakra hozhatdk [53, 54]. A standard alak egyik szokdsos (primal)
formaja
inf{CeX|A;eX=0;,i=1,...,m; X =0}, (5)

ahol e jeloli a matrixok skaldris (Frobenius) szorzatit, az A; € SF métrixok, a
b € R™ vektor és a C € S¥ matrix adottak, és X az optimalizélasi valtozé. Ekkor
a dudlis feladat igy irhaté:

sup{bTy‘Cme:Aiyi = 0}. (6)
=1

Szemidefinit optimalizalési feladatok polinomidlis futasidével megoldhatdk, ha
az A; és C egylitthatomatrixok és a b vektor egészek, és a bemenet méretét kello
koriiltekintéssel definidljuk [17, 41]. Ezt nem részletezziik, de annyit fontos meg-
jegyezniink, hogy (a linedris programozdssal ellentétben!) csupan az Aq,..., A,,,
b és C méretében polinomidlis futdsidében a szemidefinit optimalizalasi feladatok
altalaban nem oldhatdk meg.

A gyakorlatban belsépontos algoritmusokkal az (5-6) feladatok meglehetésen
nagy méretii példanyai, ahol k és m tizezres nagysagrendiiek, viszonylag konnyen
megoldhatdk. (2.2. szakasz.)

A polinomidlis optimalizdlds egyik alapvetd eredménye, hogy (minden (n,d)
pérra) a X, o4 kip és dudlis kipja szemidefiniten reprezentdlhatdk [31, 38, 26].

2.1. TETEL. ([31]) Legyen L = (”gd) és U = (”;rjd), tovabbd legyen p =
(p1,-..,p1) az n véltozds d-edfokil polinomok egy tetszbleges rendezett bézisa, és
legyen q = (q1,...,qu) az n valtozés 2d-edfokid polinomok egy tetszéleges ren-
dezett bazisa. Jelslje A azt az (egyértelmiien meghatdrozott) linedris RV — ST
leképezést, amelyre A(q) = ppT, mig A* ennek az adjungaltjit. Ekkor x € ¥, 24
akkor és csak akkor, ha létezik olyan X € Si madtrix amelyre

x = A*(X).

Ennek kévetkezményeképpen a ¥, o4 kip dualis kiipja is szemidefiniten reprezen-
talhato (sét, spektraéder):

hoa={s eRY|A(s) =0} .

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



POLINOMIALIS OPTIMALIZALSI FELADATOK ES RELAXACIOIK 93

2.1. Példa. Az algebra alaptételének egyszerli kovetkezménye, hogy egy egy-
valtozds valds egyiitthatds polinom akkor és csak akkor nemnegativ a teljes szam-
egyenesen, ha SOS [39, 44. feladat]. A 2.1. Tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy a
p(t) = Zid:o prt? egyenlSséggel definialt p polinom akkor és csak akkor nemnegativ
a teljes szdmegyenesen, ha létezik olyan valds pozitiv szemidefinit X = (zij)f’ =0
matrix, amelyre

pe= Y xy, k=0,..2d (7)
i+j=Fk
Ez az X métrix altaldban nem egyértelmii.) A dualis X7, kip pedig az olyan
gy 1,2d g y
s = (sg,...,82q) € R2¥*1 vektorok kiipja, amelyekre az
S0 S1 52 Sd
S1 So Sd+1
52
Sd  Sd+1 S2d

Hankel-mdtriz pozitiv szemidefinit.

2.1. A nemnegativ és négyzetdsszeggé alakithaté polinomok kapcsolata

Mikor azonos a négyzetosszeggé alakithaté és a nemnegativ polinomok halma-
za? Erre a kérdésre Hilbert alabbi tétele ad valaszt:

2.2. TETEL. ([20]) X, 24 = Pn,24 akkor és csak akkor, han =1 vagy 2d = 2
vagy (n,2d) = (2,4).

Amint emlitettiik, az n = 1 eset az algebra alaptételébél egyszeriien levezethe-
t6. A mésodfoki (t6bbvéltozds) esetben az allitds annak az dtfogalmazdsa, hogy
A = 0 akkor és csak akkor, ha A = BB valamilyen B matrixra. A kétvaltozés
negyedfoki eset lényegesen bonyolultabb, ezért nem részletezziik. A t6bbi esetre
egyszeri ellenpéldak konstrualhatdék: a kétvaltozds, hatodfoki Motzkin-polinomot
az

m(z,y) =1 32%y* +a'y® + 2y’ (8)
egyenloséggel definidljuk. Ez a polinom mindenhol nemnegativ, ezt a szamtani és
mértani kozép kozotti egyenltlenséggel bizonyithatjuk. Viszont elemi médszerek-
kel (a szemidefinit optimalizdlasi feladat vizsgdlata nélkiil) is beldthatd, hogy m
nem alakithaté négyzetosszeggé. Hasonléan, az (n,2d) = (3,4) esetben a

c(z,y,2) = 1 — doyz + 22y + y°2°% + 2%22

egyenléséggel megadott haromvaltozés, negyedfokd polinom (a Choi-Lam-
polinom) egy mindenhol nemnegativ, 4m négyzetsszeggé nem alakithaté polinom.
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A 2.2. Tétel nem biztatd, azonban Artin [3] elébb emlitett eredménye szerint
minden nemnegativ polinom felirhaté racionalis tortfiiggvények négyzetdsszege-
ként. Ez motivélja a kovetkez8 stratégidt inf{f(x)|x € R™} becslésére. Rogzit-
siink egy ¢ célszdmot, amelyre szeretnénk beldtni, hogy ¢y < inf{f(x)|x € R"}
(az optimélis értéket co-ra alkalmazott bindris kereséssel kozelithetjiik), majd vé-
lasszunk egy r fokszamot, és keressiink olyan s; € X, . és 52 € ¥y, 244 polinomo-
kat, amelyekre

Sl(ffco) = S9. (9)

Az el6bbiek alapjdn a (9) feladat megoldhatésiga szemidefinit optimalizalassal
eldonthet6. Ha talalunk megoldést, akkor f > ¢g mindenhol. Ha nem taldlunk
megoldast, akkor az r fokszamot novelve probalkozhatunk Gjra. Artin tétele szerint
minden f és ¢o értékre vagy létezik olyan x € R™ amelyre f(x) < ¢o vagy létezik
olyan r fokszdm, amelyre (9) megoldhaté. A mddszer praktikussdga kétségbe
vonhaté, mert r értékére nem adhaté alacsony korlat. Ez jelenleg is aktiv kutatési
teriilet; Lombardi, Perrucci és Roy kozelmultbeli eredménye még nem sok jéval
kecsegtet:

4qmn

d
2.3. TETEL. ([28]) Ha f > co, akkor (9) megoldhaté valamilyen r < 22°  -re.

Az (1) alakban megadott félalgebrai S halmazok felett nemnegativ polinomok
esete elméletileg hasonléan kezelhetd, és ha a megengedett megolddsok halmaza
korlatos, akkor a sziikséges fokszamok is lényegesen alacsonyabbak.

Nyilvanval6, hogy az (1) formdban megadott S halmazon minden olyan p poli-
nom nemnegativ, amelyre p = g;s valamilyen s SOS polinommal. Altalénosabban,
hap = Zlg{17.__,m} (Hiel gi)sl és minden s; négyzetosszeggé alakithatd, akkor p
nemnegativ. Az ilyen formaban irhaté polinomokat sulyozott négyzetisszeqgé ala-
kithato (weighted-sum-of-squares) polinomoknak nevezziik. Az &llitds (részleges)
megforditasa Schmiidgen tétele:

2.4. TETEL. ([43]) Legyen S az (1) egyenletben megadott halmaz, és tegyiik
fel hogy S kompakt. Ekkor minden az S halmazon (szigordan) pozitiv p polinom

felirhato
p= Z ( H 9i> 1 (10)

IC{1,..m} i€l

alakban, ahol az sy, I C {1,...,m} polinomok négyzetisszeggé alakithatok.

Putinar eredménye az allitds erésebb formaéja:
2.5. TETEL. ([40]) Jelélje r az (x1,...,z,) — Y., x7 polinomot, és tegyiik

fel, hogy C —r = >"1" | g:q; valamilyen négyzetosszeggé alakithatd qi,. .., qm po-
linomokra és C' konstansra. Ekkor minden az S halmazon (szigordian) pozitiv p
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polinom felirhaté

m
p= 30+Zgi3i (11)
i=1
alakban, ahol az sg, ..., S, polinomok négyzetosszeggé alakithatok.

Praktikus szempontbdl Putinar 2.5. Tétele a hasznosabb: a 2.1. Tétel értelmé-
ben minden SOS polinom reprezentdlasahoz egy kiilon pozitiv szemidefinit matrix-
ra van sziikség, tehdt a (10) reprezentdciébdl konstrudlhaté szemidefinit optima-
lizalasi feladatnak 2™ métrix valtozéja van, mig a (11) reprezentdciét haszndlva
csak m+1 szemidefinit métrixra van sziikség. Putinar tételének szigoribb feltétele
az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd: ha S korlatos, akkor S reprezentéci-
6jdhoz mindig hozzdadhaté a (redundéns) gpm41(x) := C —r(x) > 0 egyenl8tlenség
egy kell6en nagy C' konstanssal; ezzel viszont C' — r = g,,,+1 trividlisan kielégiti a
Putinar-tétel feltételét.

Megjegyzés. Schmiidgen és Putinar tételeire (és mds hasonld, a félalgebrai
halmazok felett nemnegativ polinomokat karakterizalé tételekre) a szakirodalom
kollektiven Positivstellensatz tételekként hivatkozik, Hilbert nullahelytételéhez
(Nullstellensatz) valé hasonlatossdguk miatt. Az SOS polinomok fokszdménak
novelésével kaphaté szemidefinit optimalizdlasi feladatok sorozatara pedig szemi-
definit optimalizalasi hierarchiaként hivatkozik a szakirodalom.

Schmiidgen és Putinar tétele esetében is fontos kérdés, hogy milyen fels6 kor-
lat adhaté a tételekben szereplé s; SOS polinomok fokszéaméra. A Schmiidgen-
hierarchia esetében Stengle [47], valamint Schweighofer és Nie [44] vizsgilta a
fokszamok és a becslés hibdjanak kapcsolatat. A Putinar-hierarchia esetére hason-
16 eredmények a [32] cikkben olvashaték. Ezek lényegesen alacsonyabb korldtok,
mint a 2.3. Tételbeli fokszamkorlat.

Az alkalmazdsokban leggyakrabban felmeriilé félalgebrai halmazok esetében
altalanosabb és egyszeriibben bizonyithaté Positivstellensatzok adhatok: a nem-
negat{v ortdns esetére Pélya [19, 57. old.], konvex politépok esetére Handelman
[18] eredményét fontos megemliteniink. Ebben a két esetben a szemidefinit opti-
malizalds teljesen meg is keriilheto, helyettiik mér linedris optimalizalasi feladatok
sorozatdval is adhatunk a polinom minimumértékéhez konvergéld alsé korlatot. A
sziitkséges fokszamok is alacsonyabbak [12, 13].

Tovabbi hivatkozdsok. Az SOS polinomok és szemidefinit optimalizdlas kapcsola-
tanak vizsgdlata Parrilo [38] és Lasserre [26] munkaibdl eredeztethetd. A részletek
irdnt érdekléd6 olvasénak Laurent 6sszefoglalé cikkét [27] ajanljuk. A polinomidlis
optimalizdldst absztrakt algebrai szemszogh6l a [29] és [7] monografidk mutatjdk
be, mig az alapvetd algoritmikus kérdések szdmitdsi bonyolultsdgat a [11] cikk
taglalja részletesen.
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2.2. Numerikus moédszerek

A szemidefinit optimalizalds numerikus mddszereit részletesen térgyalja az [57]
és [41] konyv. A legnépszeriibb és -hatékonyabb megolddalgoritmusok belsépontos
algoritmusok, amik a linedris optimalizdlds belsépontos médszereinek [23, 42, 50]
természetes dltaldnositdsai. (A szimplex mddszernek, a kombinatorikus struktira
hidnydban, nincs analogonja a szemidefinit optimalizadldsban.) Népszerti imple-
mentéciék a nyilt forrdskédu SeDuMi [48], SDPT3 [51] és CSDP (8], valamint a
(nem ingyenes) MOSEK. A YALMIP és CVX Matlab csomagok segitenek a szemi-
definit optimalizalasi feladattéd alakithaté optimalizalédsi feladatok felismerésében,
illetve lefrasdban.

Az SOS polinomok szemidefinit reprezentaciénak fé hatranya a szemidefinit op-
timalizalési feladatok 6ridsi mérete. A 2.1. Tétel értelmében egy ("gjd) -dimenziés
Y, 24-beli vektor leirasdhoz egy (ngd) X ("gd) méretii szemidefinit matrixra van
sziikség. Ha n rogzitett, akkor a szemidefinit matrix elemeinek szdma (a d fokszam
fiiggvényében) a vektor dimenzidjanal nagysdgrendekkel nagyobb: példdul n = 1
esetén az SOS polinom (2d + 1)-dimenzids, mig a polinomot reprezentalé szemide-
finit matrix (d+1) x (d + 1) = O(d?) méretii. Ez akkor is gond, ha a megoldandé
(2) optimalizéldsi feladatban minden polinom alacsony fokszdmu, hiszen minden
az el6z0 fejezetben ismertetett hierarchia a négyzettsszeggé alakithaté polinomok
fokszdmanak novelésével javitja az optimumértékre adott alsé korlatot.

Nagyméretii polinomialis optimalizalasi feladatok megoldédsa tovabbra is aktiv
kutatési teriilet. Csak két igéretes irdnyt emlitiink meg: a Positivstellensatzokbdl a
2.1. tétel segitségével felirt szemidefinit optimalizédlasi feladatokat azok leirdsa nél-
kiil megoldhatjuk nemszimmetrikus kupok feletti optimalizdlasi algoritmusokkal
[36, 37]. Amennyiben még ez is tul koltséges, akkor a négyzetosszeggé alakitha-
té polinomokat tovabb kozelithetjiik egyszertibb kupokkal, ha a hierarchidkban a
szemidefinit métrixokat példdul diagondlisan domindns métrixokra cseréljiik [1].
Ezzel kapcsolatban azonban fontos megemliteniink, hogy Putinar és Schmiidgen
Positivstellensatzai ezekkel a kozelitésekkel mar nem teljesiilnek, tehat ez csupan
egy heurisztika, nem egy elméletileg megalapozott mddszer. Egyszeri ellenpélda-
kat C. Josz [25] cikkében talalhatunk.

Gyakran felmeriilé kérdés, hogy a hierarchidkban hasznalt magas fokszamu po-
linomok nem vezetnek-e numerikus nehézségekhez. A valasz els6sorban attdl fiigg
milyen bazisban reprezentédljuk az SOS polinomokat. A szokdsos monomidlis bazis
nagy koriiltekintést igényel, hiszen mar a polinomok kiértékelése is numerikusan in-
stabil. Kompakt S halmazok felett értelmezett (stlyozott) SOS polinomok esetén
a polinomokat Lagrange interpolacios bazisban reprezentalva a 2.1. Tételbeli sze-
midefinit optimalizélasi feladat numerikusan problémamentes [34]. Ha S = [a, b]™,
akkor még egyszer{ibb és hatékonyabb a masodfaji Csebisev-polinomok bazisaban
reprezentélni a polinomokat [36].
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3. A szamtani és mértani k6zép koz6tti egyenlStlenségen alapuléd
relaxaciék

A nemnegativ, de négyzetosszeggé nem alakithaté polinomokra adott két
klasszikus példéank (a Motzkin- és a Choi-Lam-polinom) nemnegativitdsa a szdm-
tani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséggel egyszeriien bizonyithato. Ter-
mészetes Otlet, hogy az SOS tulajdonsig helyett (vagy mellett) hasznaljuk ezt
a nemnegativitds elégséges feltételeként. Az elméleti nehézség, hogy (a négyzet-
Osszeggé alakithatGsdg konvexitdsival ellentétben) egyéltaldn nem vildgos, hogy
a ,szamtani-mértani kozép egyenlotlenséggel bizonyithatéan nemnegativ polino-
mok” halmaza konvex-e. A kulcseredmény az alabbi, szamtalanszor tjrafelfedezett,
3.1. Tétel; ehhez hasznédljuk a kovetkezd jeloléseket: minden x = (x1,...,x,) € R®
és a = (a1,...,0q,) € N" vektorra, x* := [[/_, {". A p polinom tartéhal-
mazat jelolje supp(p). Azt mondjuk, hogy a p polinom egy kdrpolinom (circuit
polynomial), ha tartéhalmaza supp(p) = {a,. .., a,, 3} alakban irhaté, ahol az
{au,..., o} egy affin fiiggetlen halmaz! és B az a; vektorok konvex burkanak
belsé pontja, azaz létezik egy (egyértelmii) A € R’ pozitiv egyiitthatévektor,
amelyre 3 =Y. N, és > .. \; = 1. Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy egy kor-
polinom tartéhalmaza egy olyan minimalisan affin Osszefiiggé halmaz, amelynek
egyik eleme a tobbi elem konvex burkdban taldlhato.

3.1. Példa. A (8) egyenletben definidlt Motzkin-polinom tartéhalmaza
{(3),(3),(3),(3)}. Ez egy minimalisan affin sszefiiggd halmaz, tovabba (3) =
() +3(3)+3(3). Ezért a Motzkin-polinom egy kérpolinom.

3.1. TETEL. ([22]) Legyen p a p(x) = > i_, Ca;X* + cgxP egyenlSséggel de-
finidlt korpolinom, és legyen B = Y., Nia;, Y.y Ay = 1 az egyértelmiien meg-
hatdrozott A\; > 0 egyiitthatckkal. Ekkor p nemnegativ R™ felett akkor és csak
akkor, ha minden i = 1,...,r-re a; € (2N)" és co, > 0, valamint az aldbbi két
allitas koziil legalabb az egyik teljestil:

1. Be (2N)" éscg > 0, vagy

A
2. |egl < H:=1 (C)tl)

A maidsodik alternativa elégségessége a \; egyiitthatokkal silyozott szdamtani és
mértani kozepek kozotti egyenlStlenséghdl adédik. A tétel kovetkezménye, hogy
korpolinomok esetén a nemnegativitas mindig bizonyithat6 ezzel az egyenlGtlen-
séggel. Altaldnos (nem kor-) polinomok esetére, az SOS polinomokhoz hasonléan,
bevezethetjitk a nemnegativ korpolinomok dsszegévé alakithato polinomok halma-
zat, ezt az egyszeriiség kedvéért az angol nyelvil szakirodalomban hasznalt révidi-
téssel SONC-vel jelsljiik (sum of nonnegative circuit polynomials). Egy n-valtozds

1Az {a1,...,a,} halmaz affin fiiggetlensége azt jelenti, hogy a {(0‘11), e (0‘1’")} halmaz ele-
mei linedrisan fiiggetlenek.
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polinom SONC polinom, ha felirhaté R™ felett nemnegativ kérpolinomok Gsszege-
ként.

Az SOS tulajdonsdghoz hasonléan a SONC tulajdonsig is a nemnegativitas
elégséges de nem sziikséges feltétele: az egyvéltozés R > x + (1 —x)* polinom pél-
ddul nemnegativ a szdmegyenesen, azonban nem SONC. (Ebbdl mér az is ldthatd,
hogy az SOS és SONC polinomok kipjai koziil egyik sem tartalmazza a mésikat.)

A definiciékbdl vildgos, hogy a SONC polinomok halmaza egy konvex kip,
am ebbdl még nem kovetkezik automatikusan, hogy a SONC polinomok kénnyen
felismerhet@k, illetve hogy egy adott SONC polinom nemnegativ korpolinomok
Osszegeként vald felirasara hatékony algoritmus adhat6. Ahogy a négyzetosszeggé
alakithatosag a 2.1. Tétel révén eldonthetd szemidefinit optimalizalassal, a SONC
tulajdonsag a 3.1. Tétel segitségével a hatvdnykiupok feletti optimalizdldsra vezet-
het6 vissza.

3.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy A € R’, és >i_1 A = 1. Ekkor a A paramé-
terti hatvdnykip a

Ka = {(v,z)éRixRHz\gv)‘} (12)

halmaz.

A K kip egy konvex, zart, (r + 1)-dimenzids konvex kip, amelynek dudlisa (a

skaldris szorzasra nézve) a
T ) )\7,
A<11(3)
i=1 N

kip. Ezzel a jeloléssel a 3.1. tétel méasodik alternativdja egy egyszerti (konvex)
kipfeltételre cserélhetd [35]:

Ky = {(mz) eR} xR

(A /\7,
leg) < H (ii'”) = ((Car,---Ca,),c8) €KX (13)
i=1 v

Mivel K3 egy konvex kip, ebbdl kévetkezik, hogy azonos tartéhalmazi nemnega-
tiv korpolinomok 0Osszege is nemnegativ kérpolinom. Egy p polinom nemnegativ
korpolinomok Gsszegére bontasanak feladata tehat ekvivalens azzal, hogy a p po-
linom egyiitthatévektorat felirjuk kiilonbdzé A vektorokhoz tartozé K3y kupokba
tartozo vektorok Gsszegeként. Ez egy konvex kip feletti linearis optimalizélasi fel-
adat. Ilyen (szemidefinit programozasndl dltalanosabb) kupfeltételeket tartalmazoé
feladatokat, a szemidefinit programozashoz hasonléan, bels6pontos médszerekkel
oldhatunk meg hatékonyan, legalabbis amig a kupfeltételek szdma nem tul nagy.

E cikk irasakor a leghatékonyabb szoftver a K hatvanykap és dudlis kipja
feletti optimalizalasra a MOSEK; az ebben implementélt algoritmus részletei nem
publikusak. Egy nyilt forrdskédu szoftver altalanos kupprogramozasi feladatok
megolddsdra az alfonso Matlab csomag [37].
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A hatékony kupprogramozssi algoritmusok énmagukban még nem elégségesek
egy SONC felbontas hatékony kiszamitédsara, mert a sziikséges kipfeltételek szama
megegyezik a kiilonboz6 tartohalmazok szaméaval. Wang kozelmiltbeli eredménye,
hogy minden SONC polinom p felirhaté olyan koérpolinomok sszegeként, amelyek
tartéhalmaza p tartéhalmazanak részhalmaza [56]. Ezzel a SONC tulajdonsig
ellenérzéséhez megoldandd optimalizalasi feladat kupfeltételeinek széamara véges
(bar tovabbra is exponencidlis méretii) korlat adhaté. Egy kézelmultbeli eredmény,
hogy a tartéhalmaz minimélisan affin 6sszefiiggd részhalmazainak kombinatorikus
strukturajat felhaszndlva a SONC felbontast oszlopgeneralds segitségével gyorsan,
a kupfeltételek felsoroldsa nélkiil, megtaldlhatjuk [35].

4. Diszkusszi6

Nem keriilhetjiikk meg a két bemutatott relaxacié osszehasonlitdsat. A sulyo-
zott szdmtani és mértani kozép kozotti egyenl6tlenség (és szamos még altalanosabb
egyenlStlenség) bizonyithatd négyzetisszeggé alakitdssal [15], ebbdl a bizonyités-
bol az kovetkezik, hogy SONC polinomok kelléen magas fokd hatvanyai négyzet-
Osszeggé alakithaték. Azonban, dltaldnos esetben, az SOS és SONC kipok egyike
sem tartalmazza a masikat: a Motzkin-polinom egy olyan nemnegativ kérpolinom,
ami nem alakithaté négyzetosszeggé, mig az R 3  — (1 — x)* polinom egy teljes
négyzet, am nem irhaté fel nemnegativ korpolinomok 6sszegeként. Ebb6l ad6do-
an, ha a (3) feladatban a nemnegativ kipok halmazat e két kip valamelyikével
helyettesitjiik, a priori nem vildgos, melyik esetben kapunk erésebb korlatot.

A két médszer futdsidejét Seidler és DeWolff hasonlitotta Ossze nagy szamu
(mesterséges) feladaton [45]. A szemidefinit kipnél egyszer{ibb kipokkal reprezen-
talhatésdg, az elméleti eredményekkel 6sszhangban, a gyakorlatban is azt eredmé-
nyezi, hogy a SONC relaxdcickkal nagysdgrendekkel gyorsabban kaphatunk (nem
feltétleniil éles) als6 korldtot egy polinomra, mint SOS relaxdcickkal. Ugyanakkor
az SOS polinomokra épiilé hierarchidknak (illetve Putinar Positivstellensatzanak)
nincsen ismert SONC analogonja, és az SOS relaxdcidkkal kapott korlatok tobb-
nyire erésebbek mint a SONC relaxacidkkal kaphatd korlatok. Tovabba, mint
emlittettiik, az SOS relaxacidkat szemidefinit programozasnal hatékonyabb algo-
ritmusokkal is megoldhatjuk [36].

Természetesen semmilyen elvi akadalya nincsen a két modszer 6sszekapcsola-
sanak: egy polinom nemnegativitdsanak elégséges feltétele, ha felbonthato teljes
négyzetek és nemnegativ korpolinomok Gsszegére. Nem varhaté, hogy ez barmi-
lyen lényeges elméleti elénnyel jar, de a fentiek kovetkezményeként az ilyen felbon-
tas kiszdmitasa a négyzettsszeggé alakitassal azonos nagysagrendl futdsidében
megoldhatd, és a mddszer 6rokli az SOS relaxicié Gsszes elméleti tulajdonsigat
(Positivstellensatzok, stb.)
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SZINERGIAK HATASA A SZOFTVERFEJLESZTESI PROJEKTEKBEN

KOSZTYAN ZSOLT TIBOR, SZALKAI ISTVAN, KURBUCZ MARCELL TAMAS

Az emberi eréforrasok megfelelé elosztdsa a szoftverfejlesztési projektek
egyik legfontosabb sikertényezéje. Bar e kijelentésben jellemzden egyetértés
uralkodik a szakirodalomban, a szoftverprojektek tervezését - ezéltal az er6-
forras allokacios feladatot - tAmogaté médszerek éppen a probléma ,emberi”
oldalat hagyjék figyelmen kiviil, amikor a projektcsapatokat egymastol fiig-
getlen munkavallalok Gsszességének tekintik. Jelen tanulmény célja kettos.
Egyfeldl kiegésziti a szoftverprojekt-iitemezési problémét (angolul: Software
Project Scheduling Problem, réviden: SPSP) a munkavallalék k6zotti - azok
teljesitményét befolydsolo - szinergidkkal, majd egy szimulalt projektadatba-
zisbdl vélasztva, a projektek optimalizdlasat kdvetéen megvizsgalja e sziner-
gidk projektkoltségekre gyakorolt hatdsat. Az eredmények alapjan nem csak
a munkavallalék kozotti kdlesonos fliggbségek mértéke, hanem a fliggdségek
altal meghatarozott szinergiahdlézat jellemz6i - igy a halézat topoldgidja,
mérete és fokszam-kozpontisdga - is jelentésen befolydsoljak a szoftverfej-
lesztési projektek koltségeit.

1. Bevezetés

A szoftverprojekt-iitemezési probléma (angolul: Software Project Scheduling
Problem, réviden: SPSP) [19, 8, 13] a szoftverfejlesztési és karbantartési folyama-
tokhoz kapcsolddé munkaed-allokdcids [3] és tevékenységiitemezési [14] feladatokra
vonatkozik. A probléma megoldédsa sordan a projekt koltségét és idétartaméat egy-
arant minimalizalni szeretnénk, azonban ezek a célok ellentétben dllnak egymassal
(lasd pl. [2]). Ez a tobbcéli természet még tovabb bonyolitja a tervezést, a
szoftverfejlesztési projektek egyre novekvé méretének eredményeként pedig szinte
lehetetlenné teszi a kézi {itemezést [26].1 Bar a téméval kapcsolatos kutatdsok az
utébbi években egyre intenzivebbé valtak, a fent emlitett okbdl kifolydlag ezek
tobbnyire a szamitégéppel tamogatott tervezés technikai fejlesztéseire iranyultak
(lasd pl. [6, 11, 19]).

1Az SPSP megolddsa NP-nehéz feladat.
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Coello és mtsai. [7] és Myszkowski és mtsai. [23] szdmos metaheurisztikét
javasolt a probléma megolddséra, mig [19] sszehasonlitotta ezen algoritmusok
pontossagat és skaldzhatdsagat.

Chicano és mtsai. [6] és Luna és mtsai. [19] eredményei alapjin &ltaldnos
esetben a PAES (Pareto archived evolution strategy) [15] algoritmus rendelke-
zik a legjobb skaldzhatdsdggal és segitségével érhetdek el a legjobb (megolddsokat
tartalmaz6) Pareto halmazok, a széles korben alkalmazott, in. NSGA-II (non-
dominated sorting genetic algorithm IT) [10] és SPEA2 (strength Pareto evolution-
ary algorithm 2) [33] algoritmusok bizonyulnak a legpontatlanabbnak. Mindazon-
altal magas koltségvetésii, rovid projektek esetén a PAES-t az NSGA-II, SPEA?2 és
szémos tjabb algoritmus, pl. a MOCell (multi-objective cellular genetic algorithm)
[24] is felillmulta [19].

Mig az SPSP szakirodalma jellemzéen ennek a tobbcéli optimalizalasi prob-
léménak a megolddsara fokuszdl (14sd pl. [6] és [19]), kevés figyelem irdnyul a
projektcsapatok Osszeallitdsanak emberi szempontjaira, igy a munkavallalok telje-
sitményének egymastdl valé kolesonos fiiggésére [25]. A munkavéllalék kolesonos
fiiggdségek vizsgdlata a szociometria [22, 27] tudomdnyteriiletéhez tartozik. Az
itt elért eredmények alapjan a tarsadalmi hilézatok kézpontisagi mutatdi erésebb
kozvetlen el8jelzbi a teljesitménynek, mint az egyéni jellemzdk (igy pl. a funkcio-
nalis szerep, stdtusz vagy a kommunikdcids szerep) [1], valamint a decentralizalt
csoportok jobban teljesitenek az 6sszetett feladatok megoldasa esetén, mint a koz-
pontositott struktirdval rendelkez8 csoportok [28].

Jelen tanulmény célja kettos. Egyfelol kiegésziti a szoftverprojekt-iitemezési
problémat a munkavéllalok kozotti - azok teljesitményét befolydsold - szinergiak-
kal és a képességek mértékeinek (levels) figyelembe vételével, majd egy szimuldlt
projektadatbazisbol valasztva, a projektek optimalizalasat kovetéen megvizsgalja
e szinergidk projektkoltségekre gyakorolt hatdsit. Az eredmények alapjan nem
csak a munkavéllalok kozotti kolesonos fliggdségek mértéke, hanem a fliggdségek
altal meghatédrozott szinergiahalézat jellemz6i - igy a haldzat topoldgidja, mérete
és fokszam-kozpontisaga - is jelentésen befolyasoljék a szoftverfejlesztési projektek
koltségeit.

A tanulméany az alabbi felépitést koveti. A 2. fejezet bemutatja az SPSP erede-
ti, illetve a dolgozdk szinergiajaval kiegészitett formdjat. A 3. fejezet a probléma
megoldédsara alkalmazott genetikus algoritmust ismerteti. A 4. fejezetben - szi-
muldalt projektadatok segitségével - megvizsgédljuk a munkavallalék szinergidjanak
SPSP-re gyakorolt hatdsat. Végezetiil, tanulmanyunk eredményeit az 5. fejezet
foglalja Gssze.
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2. A probléma formalis leirasa

Jelen fejezetben ismertetjiik az SPSP-t, valamint annak szinergidakkal valé kiter-
jesztését, az SSPSP-t2. A szakirodalomban fellelhetd tanulmanyokkal ellentétben
- a konnyebb attekinthetdség és rugalmasabb tervezés érdekében - a problémat
matrixos formédban targyaljuk.

Ennek alapjat az in. multidomain mapping (MDM) mdédszer [9] nyidjtja, mely-
nek lényege a projekttervezési matrixon beliili egyes tartoméanyok interakciéjaban
rejlik. Jelen tanulményban a tevékenységek kozotti eredetileg csak rugalmatlan
kapcsolatokat és biztosan megvaldsulé tevékenységeket kezelé médszert (14sd [9, 4])
kiegészitettiik a rugalmas kapcsolatok és alacsonyabb prioritast, in. nem kotelez6-
en végrehajtandé tevékenységek kezelésével (14sd [16, 17, 18]), valamint a tervezési
matrixba egy 1j, szinergidkra vonatkozé tartomanyt vezettiink be. Az 1j projekt-
tervezési matrixra a tovabbiakban SMM (synergy mapping model) métrixként
hivatkozunk (ldsd 1. 4bra). A rugalmas kapcsolatok és a relativ tevékenységprio-
ritdsok bevezetésére azért van sziikség, hogy a javasolt mddszertan, a szoftverfej-
lesztés teriiletén alkalmazott rugalmas - itt agilis, illetve hibrid - megkozelitéseket
is kezelni tudja, ami megengedi a tevékenységek mas projektszakaszba torténd
atiitemezését, illetve a projektstruktira atrendezhetoségét.

2.1. Jelolések

A jeloléseket az alabbiakban foglaljuk Gssze:
- E={ey,...,em} a munkavdllaldk (employees) halmaza.

- Y € R™*™ gzimmetrikus, pozitiv elemekbdl all6 matrix, a munkavallaldk
kolesonos egymasra gyakorolt hatdsat (szinergidkat) tarolja: Y; ; > 1 pozitiv
(egymast erdsits), Y;; = 1 semleges, mig 0 < Y, ; < 1 negativ (egymadst
gyengit) kolesonhatést jelez e; és e; kozott (Y;; = 1). Y az SMM métrix
szinergia része (synergy domain).

— Tetszbleges € C E részhalmaz és |e] < 1 esetén:

= H H [Y]i,ja ahol n = M# (1)

az ¢ munkavallalék szinergidinak mértani kdzepe (és Y. = 1, ha |g| = 1).

- S ={o1,...,05} a képességek (skills) halmaza.

~ Az e; munkavdllalé képességeinek halmazat S (e;) := {O’%Z), .. ,o,ﬁ?} cs
jeloli.

2Synergy-based Software Project Scheduling Problem

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



108 KOSZTYAN ZSOLT TIBOR, SZALKAI ISTVAN, KURBUCZ MARCELL TAMAS

— Az (e, 0% ) nemnegativ valés szdm jeloli az e; munkavéllalé oy, képességben
meglévd szintjét (level), (1 < i <m, 1<k <s). Nyilvdn o, € S (¢;) —
0 < ¢(ei,o0r). Ezeket a szinteket dsszeadhatonak tételezziik fel, vagyis e;, és
e;, egylittes munkaja esetén a teljesitmény:

Yil,ig . (6(6“,0’]@)"‘6(61'2,016)). (2)

2

Ketténél tobb munkavillalé esetén csak kozelité képletet hasznilhatunk®
(e CE):
U(e,on) =YY L(ei,0%). (3)
i€e
Az {(e;,01) szdmokat az S € R™*® mdtrixban tdroljuk: S, := ¢ (e;,0%), S
az SMM maétrix képességeket megjelenitd része (skill domain).

A ={ay,...,a,} az elvégzendd feladatok (tevékenységek, tasks) halmaza.
Ezen beliil A¢ C A a kdtelezd (mandatory), mig A~ := A\ A€ a kiegészitd,
nem kdételezd (supplementary) feladatokat jeloli. A projekt tervezésekor az
algoritmus automatikusan fogja eldonteni, hogy mely kiegészité feladatokat
teljesitsiik.* Ezt a halmazt A%(©) jelli. Nyilvan a kotelezd feladatok esetén
nincs vélasztasunk: A¢ C A%O) gziikséges.

A feladatok kozott harom-féle kapesolat (relacié, dependency) keriilhet meg-
hatarozédsra: minden ¢,j < n, i # j indexre: a; < a; szigori (strict) kapcso-
lat: a; csak a; befejezése utdn kezd6dhet, a; ~ a; semleges (no) kapcsolat:
a; és a; elvégzése nem befolydsoljak egymast, a; X a; rugalmas (bizonytalan,
uncertain or flexible) kapcsolat: az algoritmus donti el, hogy az a; X a; re-
l4ciét a; < a; vagy a; < a; vagy a; ~ a; kapcsolattd véltoztatja. Nyilvdn <
egy részbenrendezés, ami koroket® nem tartalmaz, M és ~ szimmetrikusak.
Feltehetd, hogy a; < a; esetén i < j.

Az A € R™™ mitrixban tdroljuk a feladatokat és kapcsolataikat: A, ; =
1 < a; kotelez6, 0 < A;; < 1 <= a; kiegészité (A;; értéke az a;
feladat pontértékét vagy (relativ) prioritdsat jelentheti), A;; = 1 <<=

ai<aj,Ai,j:O <~ aiNCL]‘,O<Ai)j<1 <~ aiMaj(Ai)j
értéke, feladattol és a korabbi projekttapasztalatok felhasznédlasatol fiiggben
az a; M a; kapcsolat pontértékét, prioritdsat vagy a valdszintiségét jellheti).
A az SMM métrix logikai része (logical domain). Az algoritmusnak az A
matrix osszes 0 és 1 kozotti elemét O-ra vagy 1-re kell véltoztatnia (tobbit
véltozatlanul hagyva), a végsé matrixot A(O)-val jeloljitk (A(O) € R™*™).

— Az a; tevékenységhez szitkséges képességek halmazat S(a;) =

3Bér ezt a formulat késSbb az algoritmus &ltal eléallitott O hozzarendelési matrix médositani

fogja, ldsd aldbb az M maétrix utan.
4Pl. az elSirt korlatozé feltételek, vagy a célfiiggvény optimalizdldsa miatt.
5Mint pl. a1 <as < ... <ap
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{agj),...,ag)} C S jeloli, pontosabban: L (aj,0k) egység” kell legaldbb

»a;-hez op-bol”. Nyilvan L (a;,0k) € Ry, o € S(a;) < 0 < L(aj,01)
és L (aj,o1) < {(cj,01) sziikséges (az €; C F részhalmazt is az algoritmus
vélasztja).

— AW € R**" mitrixban téroljuk L értékeit: W := L(aj,01), W neve
munkatartalom mdtriz (skilled work domain), w;  elemei munkatartalmi
elemek (skilled work elements).

— Az M € R™*™ matrix M, ; elemei adjak meg, hogy az e; munkavallalé mun-
kaidejének legfeljebb mekkora hdnyadat toltheti az a; feladat megoldasaval,
0 <M, ; <1, M neve pdrositdsi rész (matching domain).

— Az SSPSP probléma megoldédsakor az algoritmus eldonti, hogy az e; mun-
kavallalé munkaidejének ténylegesen mekkora hdnyaddt tolti az a; feladat
megoldédsédval, ezt az O € R™*"™ maétrix (output domain) O;; eleme adja

n
meg, nyilvén 0 < Oj,i < Mi,j éS6 Z Oj,i < 1.
j=1

— Az algoritmus éltal az a; feladathoz rendelt Gsszes emberi eréforras:
m
Aj = Zoj»i7 (4)
i=1

melyet az ¢; := {e; € E: 0 < O,;} munkavéllalék alkotnak.

— A munkavéllaldk éltal elvégzett munka iddtartamdt (duration) a;-““”(O) illet-
ve E;“”(O) jeloli: az a; tevékenység elvégzéséhez sziikséges id6 (ami az erd-
forrdsok és a szinergidk fiiggvénye), képletét (9) és (10) adja meg. a3"*"*(O)
a kezdési idépont”, as"?(0) = a5 (0) + ad*"(0) a befejezés ideje (lasd
még (11)). paur vagy TPT jeloli a projekt idétartamdt (total project time),

Deost vagy TPC a kiltségét (total project cost).

n
— Mindegyik e; munkavallalé teljes munkaidejének e}’ := > O, ; részében dol-
j=1

gozik a projekten (az algoritmus megoldédsa szerint), ami legfeljebb e*4*% =
n

i
S M, lehet, nyilvan 0 < e < min {e/"**% 1}. ef*“"Y az e; munkavallal
i=1

havi fizetése.

Az 1. 4brén a fenti métrixok (adatok), mint a feladat részeit (domain) és azok
kapcsolatait szemléltetjiik.

n

6Persze > [M];; < 1 nincs megkovetelve.
j=1

Ta; < a; esetén as"?(0) < a;t‘"t(O).
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Matrix alapi modelliink csak a meglévo és sziikséges képességekkel foglalkozik.
F6 célunk a munkavallalék és a feladatok egymdashoz rendelése (allocation).

A munkavéllalot ugy kell a feladatokhoz rendelniink, hogy azok egyiittes
mennyisége ne haladja meg a munkavallalé munkaidejét, a (30)—(33) célfiiggvé-
nyek optimalizdlasaval.

08 11708,

0
Elérhets képességek: @/0‘8
N 1,0

o1 : Vezetés

az
\‘ o2 : UML tapasztalat 0’3
P 03t BlemzGi tapasztalat 1,0
Pozitiv szinergia g : Programozoi tapasztalat @<g
0

Negativ szinergia

L 1 1

Synergy Domain (Y) | Skill Domain (S) | Matching Domain (M)
€1 | | 63| €é4 | 65|01 | 02| 03|04 |ad2|d3|dg| ds| ds
¢l 11,2]0,8(1,0]0,80,8[0,6|040,6|1,0 SR PN D o Tlﬁlif?f
o g L Ecr helés
Pozitly _ S8 L10[1.2]1,1 10[08]09]08 |1, __l__Jep] _ Részleges
szinergia = = terhelés
Nincs Bt 0,9 (0,9 0,9(1,0 0,5 e
szincrgia e L 1,110,603 1,0 10,4 é4 Kiegészité
Negativ —= - - o
szinergia | €5 07| |07 1077037 e v
ar| » || 2] 2|2 |20]24]32|13]09T10 B Kotelezd
— e tev,
wm| 22| 2 l20]16]24|12 1,075,010 @ Rugalmas
a| > ||| 2|7 |32(12]21]24 10[10]09]" Tag| ~ Kapesolar
asg| » |2 7| 7| P |12]3.2]22]23 0810 ay| _Srgors
= -7 kapcsolat
a | 2|22 2| 2 ]32]23]22[12 1,0|1,07 a5
a| | 7| 7| 2| ¢ |21]23/42(21 1,0 | a6
61| €2 | 65| 64|65 | 01| 02| 05|04 | |a2|d3|d4|d5|d6| — sigorg
Output Domain (O) kal(])lr%‘iX ?\',:(I;)S Logical Domain (A) kapcsolat

---- Rugalmas

kapcsolat
d, p ¢

Sziikséges képességek:

IR
‘v
©E

o1+ Vezetés
& @ 02 UML tapasztalat

03 @ LllemzGi tapasztalat
g4 Programozoi tapasztalat

1. dbra. SMM maétrix (Az Y részmétrixban csak a felsé haromszoget jeloltiik.
A tobbi részmdtrixban az iires celldk értéke alapértelmezés szerint 0.)

!
Kotelez6 7~
'
tev. S

tev.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



SZINERGIAK HATASA A SZOFTVERFEJLESZTESI PROJEKTEKBEN 111

2.2. A projekt idétartama

Tegyiik fel most, hogy az algoritmus mar dontott az Gsszes A~ -beli kiegészitd
feladatot és dsszes a; M a; rugalmas kapcsolatot illetéen® valamint az e; munka-
véllalék a; feladatokhoz rendelésérél (O, ; ). A tovédbbiakban egy a; tevékenysé-
get akkor hivunk elvégzendének, az a; és a; kozotti kapcsolatot pedig szigorinak
(a; < aj), ha az algoritmus ezeket végiil igy hatarozta meg.

[2] feltételezése szerint a munkavéllalék feladathoz rendelését a projektben rog-
zitettnek tekintjiik (az algoritmus déntése utdn).

A képességek és szintjeik nem keverhet6k Ossze, ezért minden oy, képességre
kiilén-kiilon ki kell szdmolnunk az €; csapat altal, az a; feladatban elvégzhetd
munkat? (szinergidk nélkiil):

AY (k)= (Sl - [0]50) = D £(eson) - [O] (5)

=1 €€

<.

és szinergidkkal:

w,adj v w —
AP (k) =V, - AY () =T, )

([Sli,k - [O},4) - (6)

m
=1

Mivel az a; feladathoz a oy képességhél L (a;,o1) = [W] ;& »mennyiség” kell, az
€; csapatnak a; elvégzéséhez sziikséges id6 (szinergidk nélkiil):

L(aj,on) _ (W], x

aiur (O) - w m
y Aj () ; ([S]ik - [Ol;,4)

; (7)

mig a szinergidkkal médositott idé:

. a;, 0 [W]
adur,ad] (O) — Lu() aJ’_ k) — - 3.k . (8)
AP (k) Y, > (1Sli - [0];)

Jik

Feltételezziik, hogy mindegyik e; a képességeit egyszerre hasznaljal®, ezért a; el-
végzéséhez sziikséges Osszidd (szinergidk nélkiil):

o7 (0)= max (55 1) ®

8
9

az input az A métrixban, az algoritmus déntése az A (O) métrixban taldlhatd.
az Osszegezést nyugodtan irhatjuk az Gsszes ¢ -re, hiszen i ¢ €; esetén [O]j,i =0.
065 S(a;) S U S(ei), mert k¢ |J S(e;) esetén (7) és (8) nevezéi nullak. Ez (21) a Co
€€ i€e;
feltételben.
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illetve (szinergidkkal):

—dur . dur,adj _ dur,adj
a;"" (0) = aj (0) = kg}s%}z(j) {aj,k (O)} . (10)

Tehat a5"4(0) = a5 (0) + af*’(0), ahol:

a;tart(o) > a;tm’t(o)min — 0 ha 39 a; € A, a; < a;
max{a¢"*(0) : a; < a;} méskor
(11)

A fenti képletekben feltételezziik a munkavallalok egyidejii (parhuzamos) mun-
kavégzését az a; feladatokban, és ne feledjiik, hogy S és O az Gsszes képességet és
munkaviallalét figyelembe veszi.

A projekt kezd6 id6pontja 0, (6ssz-) iddtartama:

TPT := pgur = max{a§"*(0):j =1,...,n}. (12)

Kiemeljiik, hogy a (11) és (12) képletekkel meghatdrozott a3"*"*(O) és TPT érté-

kek a legkorabbi kezdésekre (a5"*"*(O)min) érvényesek, ugyanakkor az eréforrds-
allokacié soran fontos lehet, hogy az atfutédsi idét lehetOleg nem tullépve, a tevé-
kenységek tényleges kezdését (a3'*"*(0)arc)) eltoljuk, példdul azon okbdl, hogy
az adott erdforras-korlatot ne 1épjiik tul:

a3 " (0) are = a5 (O) min, (13)
ahol a$"*"*(O) arc az a; feladat tényleges kezdési ideje. Nyilvan:
ad""(0) are = @ (O)mmin, (14)
as"(0)arc = a"*"(0) arc +a"" (0) arc, (15)
és
ajtart(O)ALG Z O ha} ﬂ a; S A7 a; =< aj
max{a$"¥(0)arc : a; <a;}  méskor
(16)
A kezdési id6pontok (valds szdmok egy) sorozatit:
(aimrt(O)ALG y ey aztart(O)ALG) (].7)

itemezett kezdésidd sorozatnak (scheduled start time sequence, SST) nevezziik. A
tovabbiakban nem irjuk ki a min és ALG indexeket, de mindig az ALG értékekdl
beszéliink, ha méast nem jelziink.
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2.3. A projekt koltsége

A projekt osszkoltsége (TPC, peost) a munkavillalék osszesen, idéardnyosan
kifizetett bére. Mivel pozitiv szinergidk csokkentik, negativ szinergiak novelik az
aj—““" és 6;“”' idotartamokat, a koltséget kiszamolhatjuk szinergidk nélkiil és azokkal
is:

TPCsyn =TPC := Pcost = Z Z(e?alary X [O]j,i X E?UT(O)ﬂ (18)
i=1 j=1
TPCnosyn = Z Z(efala'ry X [O}jﬂ; X G?UT(O)) (19)
i=1 j=1

2.4. Feltételek

Az SSPSP projekt megtervezésekor tobb korlatozé feltételt is figyelembe kell
venniink.

C;i: Mindegyik feladathoz legaldbb egy munkavéllalét rendelniink kell:

g # 0, ha a; € A49). (20)

Csy: A munkavéllalok képességei felhasznélasdval el kell végezni a feladatokban
foglalt munkatartalmakat, azaz minden a; € A°O) esetén:

S@)c |J S (21)

{i: 0<[O];,:}
C3: A munkavéllalok feladatokhoz valé hozzarendelhet6sége idoben korlatos:

e (1) = > Oji < & (22)

{J | a;mrtSTSajnd, ajEAC(O)}
minden 0 < 7 < Py idépontban.

A C4 — Cg feltételekhez meg kell adnunk (megfelel) Cs, Cp, C., Cy és K%
korlatokat (valds szdmokat), valamint tovabbi definicidkra és jelolésekre van sziik-
ségiink.! és S(a;) € U S(e;), mert k ¢ |J S(ei) esetén (7) és (8) nevezdi

i€€; 1€€

nulldk. Ez (21) a Cy feltételben.

HNe feledjiik, hogy a bemeneti adatokat A¢ és A tartalmazza, az algoritmus végeredménye
pedig A%(©) és A (O)-ban talalhaté. Természetesen A¢ C A¢(©) C A.
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— Az a; € A°O) megvaldsitott feladat pontértéke (score value) S; := A, a
kihagyott a; € A\A%O) feladaté pedig S; := 1 — A;; (i = 1,2,..,n).

— Az a; M a; (input) kapcsolat (a;,a; € A°O)Y pontértéke pij = A, ; abban
az esetben, ha az algoritmus ezt a kapcsolatot a; < a; vagy a; < a;-re
véaltoztatja, és p; j ;=1 — A, ; akkor, ha a; ~ a;-re valtoztatja.

C4I

C5Z

C7:

Cg:

A projekt dssz pontértéke (total project score) legaldbb Cy (ldsd még

(32)):

(23)

A projektstruktira pontértéke legalabb Cy:

> pij > Cp. (24)

ai,a; €AO), i)

Az oOsszesitett tilmunka nem lépheti at az adott K™ fels6 korlatot, egy
adott €€ > 0 tfiréshatart megengedve. Legyen 0 < 7 < pg,, esetén:

w(r)— K" ha 3 e > K"
overwork(r) := < 161 ™) ¢ z; et (r) , (25)

méskor

és Osszesitve:
T=Pdur

Dover = / overwork(r) dr. (26)

7=0
Tehat Cg : az Osszesitett tiléra e® -nal kisebb:

Pover < €. (27)

A projekt dsszkoltsége (total project cost, TPC) legfeljebb C, lehet:

TPC := Pcost S CC. (28)

A projekt dsszideje (total project time, TPT) legfeljebb C; lehet:

TPT := paur < C. (29)
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A TPThi, TPChin és TPSpax mennyiségek a kovetkezék. TPTu-t gy
érhetjiik el, hogy az sszes kiegészits feladatot elhagyjuk (azaz A©O) .= A°), aru-
galmas kapcsolatokat (M) parhuzamositjuk (~), és a lehet6 legtobb munkavéllalét
a projekthez rendeliink (O;; = M; ;). Hasonléan TPC,in eléréséhez AcO) = Ac
javasolt, mig TPSpax pl. az AQ) = A feltétel esetén teljesiil.

Modelliink célfiiggvénye sszetett. Célunk (leegyszeriisitve) a legnagyobb pont-
értékkel, lehetd legkisebb dtfutdsi idével és projektkiltséggel rendelkezd projektterv
megtalalasa:

TPT — min, (30)
TPC — min, (31)
TPS — max. (32)

A fenti optimalizdlasi problémakat az alabbi célfiiggvényben egyesitjiik:

o1 f( Gz TPT N ((Ce=TPC \ ( TPS=C, \ | o ag
T Ct - TPTmin Cc - TPCmin TPSmax - C1s i

a C; — Cg feltételek mellett, ahol Cs, Cp, C. és Cy adott megfelelé konstansok.

Egyszertisités végett, az SPSP irodalomhoz hasonléan, az emberi képességek
(id6beli) allandosdgat tételezziik fel. [5] munkdban a képességek fejlédésével is
szamolnak, jelen modelliink szintén kiterjeszthetd ilyen iranyba is.

3. Az alkalmazott genetikus algoritmus bemutatasa

Ahogyan mar a szinergidkat, rugalmas kapcsolatokat és tevékenység-
el6fordulasokat figyelembe- nem vevd eredeti SPSP feladat is NP-nehéz feladat,
a kiterjesztett SSPSP feladat is NP-nehéz. Amely nem jelenti azt, hogy ne lenne
egzakt megolddsa az eredeti problémdnak (14sd pl. [30]), ugyanakkor a feladat
mar 10-es nagysdgrendil tevékenységszam esetén sem oldhaté meg belathatd idén
beliil. Eppen ezért a kutatdk figyelme a metaheurisztikus, ezen beliil is a genetikus
[2] és a hangyakolénia [32] algoritmusok irdnyaba fordult. Jelen tanulmanyunk a
feladat Gsszetettsége miatt a genetikus algoritmusok modszerét alkalmazta, ahol
az litemtervet egy Nelder-Mead algoritmussal finomitottuk tovabb.

3.1. A genetikus algoritmus operatorai és hiperparaméterei

Célfiiggvény: A genetikus algoritmus josagi fiiggvénye (33). A GA eredmé-
nyeként kapott O matrixot felhasznélva az eréforras-korlatot nem tillépd, lehetd
legkordbbi kezdést keressiik Nelder—-Mead algoritmussal. A megvaldsitdsra a MAT-
LAB programcsomag Global Optimization Toolboxat alkalmaztuk. Itt felhaszndl-
tuk, hogy a genetikus algoritmus valamennyi elére megadott hiperparamétere és
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operatora bedllithaté. A részletes leirds azt a célt szolgdlja, hogy ezekkel a be-
allitasokkal az algoritmus reprodukalhaté legyen. A hiperparaméterek beéllitasat
megelézte egy validdcids szakasz, ahol megvizsgaltuk a konvergencia sebességét,
valamint az eredményt (szinergidk és rugalmas kapcsolatok nélkiil) 6sszehasonli-
tottuk az egzakt megoldast adé [30] algoritmusdnak eredményével (14sd: 3. feje-
zetet).

Egyedek kromoszémainak felépitése: A kromoszémék hdrom részbol allnak.
Az els6 részben, ahol arrdl dontiink, hogy a rugalmas kapcsolatok és tevékenység-
elofordulasok koziil mely tevékenységeket valésitjuk meg, és mely kapcsolatokat
irjuk eld, ott a lehetséges értékek 0 és 1 bindris értékek lehetnek. A kovetkezd
szakasz az O matrix elemei, amelyek 0 és 1 kozott barmilyen értéket felvehetnek.
Az utolsé szakasz a tevékenységek tényleges kezdési idejét adja meg, amely barmely
valés szam lehet. E hdrom szakasz elkiilonitése azért fontos, mert més operdtorok
sziikségesek a bindris és a folytonos szakasz kezelésére.

Populicié: A populdciéban 16vé egyedek kezdetben véletlenszeriiek. Ugyan-
akkor eltaroljuk egy elit halmazba a megengedett megoldasokat, amelyek cél-
fiiggvényértéke a legjobb 5%-ban van. Ezeket abban az esetben hasznéaljuk fel,
amennyiben a keresés soran a populécié tobbi része nem tartalmaz megengedett
megoldast. A populdcidk 1000-1000 egyedet tartalmaztak.

Kivalasztas: Kivalasztés elsésorban a megengedett megoldasokbdl kormérkézés
alapjdn torténik. A kivélasztdsba a megengedett megolddsok 10-szer nagyobb
stllyal keriilhetnek be. Osszesen egy ilyen kérmérkézésben 10-10 egyed keriilt
Osszehasonlitasra. Az el6kelébb helyen végzé egyed a célfiiggvényértékei alapjan
szamitva, nagyobb valdsziniiséggel keriilt be a kivalasztott egyedek kozé.

Keresztezés: A keresztezés sordn az egyes szakaszokra méds médszert alkalmaz-
tunk. A bindris szakasznal az egyenletes, a folytonos szakasznal az aritmetikai
keresztezést alkalmaztuk. A keresztezésnél is a megengedett megoldasok 10-szer
nagyobb valdszinliséggel vettek részt a keresztezédésben.

Mutacié: Itt is szitkség volt a binaris és a folytonos szakasz kezelésének szétva-
lasztasdra. Eldszor annak a szakasznak a kivalasztasa tortént meg véletlenszertien,
amely mutdlédhat. E szakasz hossza 1% volt a hiperparaméterek optimdldsa utén.
A kivélasztott binaris szakaszon ez a mutacié 0 — 1, 1 — 0 valtast jelentett, mig
folytonos szakaszon egy véletlenszerti + érték hozzdadasét.

Mutacié-rekombinacié arany: Fontos hiperparaméter a mutacié-rekombina-
cié ardny, mely esetiinkben 1:5 ardnyt jelentett, vagyis a futdsok sordn 5-szor tobb
rekombindcié (keresztez6dés) tortént, mint mutacio.
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Kovetkez6 genericié, megalldsi feltétel: A mutdcid, keresztezés és a szelek-
cié soran kapott 1j egyedek, valamint a legjobb 100 egyed is bekeriilt a kévetkezd
populdcidba. A ledllast két esemény idézhette el6. Vagy elértitk a maximalis ite-
raciés szamot, amely jelen esetben 100 volt, vagy a célfiiggvényérték valtozdsa az
egyes populaciékban 1078 ald keriilt.

3.2. Hiperparaméterek beallitasa

Hiperparaméterek koziil be kellett allitani az elit egyedek ardanyat, a mutacio-
rekombinacié aranyat, a megengedett megolddsok dominancidjat, a populédcié
nagysagat, valamint az iteraciék maximalis szamat. A paraméterek beallitasanal a
konvergencia gyorsasaga, valamint a célfiiggvényérték nagysiga jatszott szerepet.

3.3. Utemezés finomhangoldsa

A genetikus algoritmus (33) célfiiggvényre nézve egy j6 megengedett (in. good
feasible) megoldést szolgdltat, ugyanakkor a tevékenységek tobbféle kezdése esetén
is teljesiilhet a célfiiggvényérték maximuma. fgy a NM algoritmust arra hasznal-
tuk, hogy taldlja meg a tevékenységek lehetd legkorabbi kezdését, ahol az eréforras-
korlatok nem sériilnek.

3.4. Genetikus algoritmus tesztelése

A feladat komplexitdsa miatt nagyon nehéz meghatarozni az optimalis megol-
dast. Szinergiak figyelembevétele nélkiil 5-10 tevékenységre vonatkozéan ugyan-
akkor léteznek mar egzakt megolddk. Ilyen pl. [30] médszere. Ugyanakkor ezek a
megolddk nem alkalmazhatok nagyobb szamu tevékenység esetén. Az 1. tédblazat
bemutatja a kiillonbozé méretli feladatok esetén a futdsi idoket. Meg kell jegyezni,
hogy 10, illetve 30 tevékenység esetén az altalunk javasolt mddszer is megtalalta
az optimalis megoldast. Ugyanakkor tovabbi tevékenységek esetén csak a konver-
genciat tudtuk tesztelni, mely a 3. fejezetben bemutatott hiperparaméterek esetén
adta a legjobb konvergenciat.

Alkalmazott médszer (futdsid6, ms)
Tevékenység || Egzakt (ns) ‘ GA+NN (ns) ‘ GA+NN (s)

10 51 260 1053 1077
30 854 992 6 385 6 411
50 - 18 055 18 153
100 - 33 062 33 174

1. tabldzat. Futdsi id6k osszehasonlitdsa, (ns): szinergidk nélkiil, (s) szinergidkkal
valé futtatds (5. generdcids i5 Intel processzoros szadmitégépen tesztelve).
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4. Tesztelési eredmények

A tesztelés sordn a vonatkozé szakirodalomban targyalt szinergia-strukturak
projektkoltségekre gyakorolt hatdsat vizsgaltuk. Az ehhez sziikséges adatokat a
[23] iIMOPSE, szabadon elérhetd projekt generdld szoftverének segitségével allitot-
tuk el6. Ez a szoftver legenerdlja a projektstrukturat, a képességeket, valamint
az elvart munkatartalmat, illetve azt, hogy a munkavéllal6 maxim&lisan mekkora
mértékben vonhaté be egy feladat végrehajtasiba. Lényegében tehat, bar nem
matrixos formaban, de megkapjuk az SMM métrixbdl az A, M, S és W matri-
xokat. Ugyanakkor e generalé nem kezel rugalmas tevékenység-végrehajtasokat,
illetve rugalmas kapcsolatokat.

4.1. Vizsgalt szimulacios adatbazis bemutatasa

A generdlt adatbédzis nem tartalmazta sem a szinergikus hatdsokat leiré hals-
zatokat, sem pedig a rugalmas kapcsolatokat, igy azokat nekiink kellett bedllitani.
A rugalmas kapcsolatok/tevékenység-eléforduldsok ardnyét ff = {0,1;0,2;0,3}
mértékben hataroztuk meg. A javasolt métrix-modell két matrixszal béviti az
eredeti modellt. Az O matrixot az algoritmus keresi, ugyanakkor az Y matrix is
hidnyzott az eredeti modellbdl, amely a munkavallalok kozotti szinergiakat haté-
rozzak meg. Mi a szakirodalomban fellelhetd és vizsgalt 20 struktirara vonatkozo-
an szamoltunk matrixot. A struktirdk szomszédsdgi métrixai képezték szinergia
matrixot ugy, hogy ahol nem volt kapcsolat a vizsgalt struktira elemei k6z6tt, ott
a celldk értéke 1 volt, mig a tobbi helyen, negativ szinergia esetén 1-nél kisebb pozi-
tiv szdm, mig pozitiv szinergia esetén 1-nél nagyobb szdmot generaltunk. Az 1-t61
valé maximaélis eltérés mind pozitiv, mind negativ irdnyban maximum 0,3 volt ugy,
hogy azok negativ, vagy pozitiv hatasai az idéigényre vonatkozéan atlagban kiejt-
sék egymast. fgy lehetoség volt a pozitiv és a negativ hatasok Osszehasonlitasara
is.

A projektstruktira meghatdrozasandl egyrészt [29] kutatdsi eredményét, mas-
részt a rugalmas projektek tervezésére vonatkozé maédszertanokat [31] vettiik ala-
pul. [29] val6s projekteket tartalmazd adatbdzison kimutatta, hogy a szoftverpro-
jektek esetén tevékenységek végrehajtasa inkabb parhuzamosan zajlik, ugyanakkor
a rugalmas projekttervezési modszerek maximaljak az egy idében végrehajthatd
tevékenységek szamat 3-5 tevékenységre. Mésrészt a rugalmas szoftverek projekt-
szakaszai (in. sprintek) altaldban lezajlanak 2-5 hét alatt [12], ez pedig megkéti a
tevékenységek szamat, amely jelen esetben 30-50 tevékenység volt a szimuldcié so-
ran. A munkavallalék szamat a szinergia-hélézatok csicspontjai hatdroztdk meg.
A korlatokat ugy hatdaroztuk meg, hogy a szinergikus hatéast, valamint a rugalmas
kapcsolatokat nem figyelembe véve mekkordk lennének a projekt (id6-, koltség-,
er6forras-igény) paraméterei [23] altal szamitott mddszerrel, majd e minimélis ér-
tékek 1, 1,25 és 1,5-szeresét felhaszndlva hataroztuk meg az aktualis korlatokat, igy
biztositva, hogy a feladatnak legyen megolddsa. Tesztelés céljabdl az idore, illetve
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koltségre optimalva, a rugalmas kapcsolatokat nem figyelembe véve Gsszehasonli-
tottuk [23] eredményeit az altalunk javasolt algoritmussal, melyek célfiiggvényér-
tékbeli eltérése 1% alatt volt. Ugyanakkor a késbbi vizsgalatokban mi az dltalunk
javasolt (33) Osszetett célfiggvényértéket javasoltuk, igy az Osszehasonlitdsban a
szinergikus hatasokra, koncentraltunk.

A beallitasokkal sszesen 69 984 problémat kaptunk. Valamennyi problémat a
genetikus algoritmussal 10-szer megoldottuk.

4.2. Eredmények ismertetése

Az optimalis projekttervek meghatarozasat kovetGen megvizsgédltuk, hogy a
projektek mely jellemzo6i és milyen mértékben hatottak a projektek teljes koltsé-
gére (TPC). Harom esetet kiilonboztettiink meg. Mig az els6 ketté (M1 és M2)
abban tért el egymastdl, hogy szamitdsok soran figyelembe vettiik-e a munkaval-
lalék szinergiahdlézatdt, a harmadik esetben (M3) az elsé két eset kiilonbségét,
vagyis a szinergiahédlézat hatdsat vizsgaltuk (ldsd 2. dbra).

Fiiggetlen valtozok Fiiggd valtozok
I \
i N ~ ~
Képesség Képességek szama
Ny 1. Modell (M1):
Projekt Tdékorlat SPSP vizsgilata...
kotlatok G Szinergia nélkili TPC
T z TPCuyn
Koltségkotlat
Cos
Pontszam korlat 3. Modell (M3):
@ Kiilonbség vizsgdlata...

- = Koltségek kiilonbsége
Ptolekrt Rugalmassagi tényez6 ATPC-TPC,,,,_TPC,,
struktira f

Tcx'ckc11§'%‘\%gck szama 2. Modell (M2):
iNa
SSPSP vizsgilata...

. . Atlagos szinergia értcke Szinergia melletti TPC
SENCIER | 105y = (et iua)/2 TPC,
Sttukt'l_'lfa O SZAI'I]*C()ZP()II hdg

D

2. dbra. Eredmények vizsgalatanak modelljei

A fliggd valtozdk relativ fontossaganak meghatarozasara a Matlab Regression
Learner App [20] regression tree ensemble algoritmusét hasznaltuk.'? Az egyes
modellek esetén meghatarozott relativ fontossdgi értékeket a 3. abra szemlélteti.

12 A szamitds sordn 10-szeres keresztvalidéciét hasznaltunk, a hiperparaméterek meghatéro-
zésa pedig bayesi optimalizdlds segitségével tortént. A véltozdk relativ fontossagit a Matlab
predictorImportance fiiggvényével jellemeztiik [21].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



120 KOSZTYAN ZSOLT TIBOR, SZALKAI ISTVAN, KURBUCZ MARCELL TAMAS

1. Modell (M1) 2. Modell (M2) 3. Modell (M3)
=3 - ” z 7 - ” z . e ” z 7
g s Fiigg valtozo: TPCnosyn 2 Fiiggd valtozé: TPCsyn 2 Fiiggd valtozs: ATPC
w2 <1% % <1% <1% <1% Q| 2% |46%[21% <1% 4% 13% 7% 5% S |47%|35% <1% 16% <1% <1% <1% <1%
N i i R | i i !
@ o o (=3
S s 2 8
s
S 2 S ]
N1
IS S S
o)
2

JEN L e LI ¢ oS SR |
N, AvgSyn ff Cp  Na Cu Cos Cey N AvgSyn ff Cp Ny Cs Cos Ces N, AvgSyn ff Cp Na Cus Gy Ce

Fliggetlen valtozok

3. abra. Fiiggd valtozok relativ fontossaga

Mig az eredeti SPSP esetében (14sd 3. dbra — M1) a projekt mérete (IV,) és a
munkavallalok képességeinek szdma (Ngp) gyakorolta a legnagyobb hatdst a pro-
jektek koltségeire, a munkavéllalok kozti szinergidk figyelembevétele mellett (14sd
3. dbra — M2) a legfontosabb véltozénk maga az dtlagos szinergiaérték (AvgSyn)
lett. Az utébbi esetben tovdbba mind a rugalmassigi tényezd (ff), mind pedig
az egyes korlatok (Ciy, Csy, Ceo) fontosabbnak bizonyultak, mint a projektméret
(N,) és a képességek szdma (Ngj). E két modell koltségeinek kiilonbségét (14sd 3.
abra — M3) legerésebben a projekt mérete (N, — 47%), az dtlagos szinergia értéke
(AvgSyn — 35%), valamint a szinergiahdlézat fokszdm-kozpontisdga (Cp — 16%)
befolyasolta.

A fenti eredmények a szinergia-alapi megkozelités fontossdgat hangsulyozzak,
hiszen amellett, hogy a szinergidval kapcsolatos paraméterek jelentos hatédst gyako-
rolnak a projektek koltségeire, a strukturdlis paraméter (Cp) esetén mért fontos-
sdg 6sszhangban 4ll a vonatkozé szakirodalommal (lasd pl. [1]). Annak érdekében,
hogy mélyebb ismereteket szerezziink a szinergiahalézat koltségekre gyakorolt ha-
tasardl, megvizsgaltuk tovabba azok struktiraja és a projektkoltség kozott fennalld
kapcsolatot. A 4. dbra a szinergiahdlézat strukturdjanak (Cy) és kozpontisagi ér-
tékének (Cp, ldsd szinezés), valamint a projekt rugalmassdgénak (ff) ATPC-re
(14sd 3. dbra — M3) gyakorolt hatdsdt szemlélteti.

A 4. Abra alapjan az alacsony fokszam-kozpontisag dltaldban a koltségek na-
gyobb csokkenéséhez vezet, azonban ez jelent&sen fiigg a szinergiahalézat topologi-
4jatol (Cy) is. Bér a relativ fontossdgok vizsgdlata sordn (lasd 3. dbra) megdllapi-
tottuk, hogy a projekt rugalmassdga (ff) elhanyagolhaté mértékben befolydsolja
a ATPC-t (14sd 3. dbra), a 4. dbra alapjdn a lanc- és a teljes graf hélézatok még
e jelentéktelen véltozasokra is érzékenyen reagalnak. Néhany topoldgia esetében
megfigyelhetjiik, hogy T'PCjy, nagyobb, mint T PCosyn, ami negativ AT PC-t
eredményez. Ez ellentétes Sparrowe és mtsai. [28] megdllapitdsdval, hiszen a mo-
dellben a decentralizalt halézatok (pl. kor és teljes) nem képesek olyan mértékben
csokkenteni a koltségeket, mint a centralizalt hélézatok (pl. a csillag és a szocio-
metrikus csillag). Tovabbd a véletlenszeriien kedvez6 és kedvezétlen szinergidkat
tartalmazo6 hélézatok esetében a leginkdbb decentralizalt topoldgia (teljes hdlézat)
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4. abra. Szinergiahdl6zat struktirdjanak hatdsa a projektkoltségre

vezet a legrosszabb eredményre, hiszen ez a struktira kiilonosen érzékeny a negativ
szinergidkra.

5. Osszefoglalis

A javasolt algoritmus két ponton egésziti ki a meglévé mddszertant. Lehetdsé-
get teremt arra, hogy figyelembe vegyiik egyrészt a munkavallalék kozotti pozitiv,
vagy negativ szinergiat, masrészt, a szoftverprojektekben egyre inkdbb elterjedt
rugalmas tervezési megkozelitéseket. Az eredmények nem csak a kolcsonds szi-
nergia projektkoltségekre gyakorolt jelentés — kedvez6 és kedvezdtlen — hatdsara
mutatnak ra, de a szinergia-haléozat struktirajanak szerepét is hangsulyozzék.

Az eltér6 halozatok kiilonbozé médon erdsithetik, vagy gyengithetik a sziner-
gikus hatdsokat, amely a projektcsapatok Osszeallitdsa sordn fontos informaciét
szolgaltathat a projektmenedzserek szaméra.

A kiilonb6z6 szoftverfejlesztési médszertanok (pl. spirdl model, vizesés modell,
V modell) esetén eltéréek lehetnek a tevékenység szamok, valamint a projekt-
ben résztvevd személyek szama is. Ilyen vizsgdlatokat jelen tanulmanyunk nem
tartalmaz. Jelen tanulmanyunk a rugalmas, agilis kornyezetet vizsgdalja, ahol a
tevékenységkapcsolatok is lehetnek rugalmasak. Ugyanakkor lathattuk, hogy a
flexibilitds szerepe a tobbi tényezOhoz képest mérsékelt, igy felvethetd, érdemes-e
ezt a megkozelitést mas szoftverfejlesztési kornyezetre is kiterjeszteni. Ezt a felve-
tést egy kovetkez6 tanulmanyban vizsgaljuk meg.
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SYNERGIES IN SOFTWARE PROJECT SCHEDULING

ZsoLT TIBOR KOSZTYAN, ISTVAN SZALKAI, MARCELL TAMAS KURBUCZ

In the literature on software development, the common issue of resource allocation and
task scheduling is referred to as the software project scheduling problem (SPSP). While
most of the software projects are managed in an agile framework, the SPSP ignores the two
main features of this approach: the flexibility of planning and the complexity of teamwork.
This paper focuses on these two possible approaches to extend the traditional SPSP. First, a
general form of the SPSP assumes fixed logic plans; however, applying flexible dependencies
and using task priorities instead of fixed occurrences will result in more flexible project
plans consistent with the agile approach. Second, while software development projects and
particularly software development projects using the agile approach place a greater emphasis
on teamwork than the traditional methods, in the SPSP, employees are regarded as indepen-
dent resources. To understand the impact of synergies on project scheduling, the solutions of
the traditional and extended SPSPs are analyzed and compared on a simulated project database.

Keywords: Software Project Scheduling; Synergy Network; Genetic Algorithm
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A THURSTONE MODSZER ALTALANOSITASAT

MIHALYKO CSABA, MIHALYKONE ORBAN EVA, GYARMATI LASZLO

Paros 6sszehasonlitdsokat gyakran alkalmaznak a dontéshozatalban, a vé-
leményezések soran, de paros 6sszehasonlitasoknak tekinthetjiik sportmérké-
zések végeredményeit is. Az dsszehasonlitdsok eredményeinek kiértékelésére
tobbféle médszer alkalmazhaté. Az egyik ilyen eljards a Thurstone mdd-
szer, amely az egyes kiértékelt objektumok mogé latens valdszintiségi val-
tozét illeszt, igy valdszinliségszamitasi alapon értékeli ki az objektumokat.
Ez alkalmas t6bb dontési kategoria alkalmazdsara valamint elény, illetve hat-
rany beépitésére. Cikkiinkben egy olyan altaldnos modellt fogalmazunk meg,
amely tetszéleges szamu kategéridt tud kezelni, nem specifikélt eloszldsokat
hasznél és magaban foglalja az esetlegesen meglévé elényt, illetve hatranyt.
Modelliinket alkalmazzuk futballbajnoksig eredményeinek kiértékelésére.

1. Bevezetés

Péros 6sszehasonlitdsokat gyakran alkalmaznak kiilonféle teriileteken. Torténe-
tileg a pszicholdgiai értékelések skildzasanak szubjektivitasa okan adédott Thurs-
tone azon korszakalkoté Gtlete, amely szerint a kiértékelések soran érdemes paron-
ként Osszehasonlitani az objektumokat, s az igy kialakult véleményeket valamilyen
modszerrel kiértékelni. Az 6 elgondoldsa szerint az objektumok erdsségei valdszi-
niliségi valtozok, amiknek a kiilonbségérél mondanak véleményt az Gsszehasonli-
tas sordn ([1]). Thurstone kétfajta véleményt engedett meg, az egyik az erésebb
(jobb), a mésik az ellentettje, a gyengébb (rosszabb). Gyakran azonban tébb kate-
goriat is célszerli figyelembe venni, példdul az egyformét (sportban a déntetlent),
vagy a sokkal er6sebb (sokkal jobb)/sokkal gyengébb (sokkal rosszabb) kategéris-
kat. Rendkiviil népszerii az ilyen jellegii médszerek kozott az Analytic Hierarchy
Process (AHP) mddszer, ami Saaty nevéhez kapcsolddik ([2]). Ennél a mddszer-
nél az egyes objektumok Gsszehasonlitdsakor végso soron azt adjuk meg, hogy az
egyik objektumot hanyszor gondoljuk jobbnak a maésiknal. Saaty az 1, 3, 5, 7 és
9 faktorokat hasznalta. Az i-dik és j-dik objektum Osszehasonlitasakor igy kapott
a;; szémokbdl felépitett paros dsszehasonlitdsi métrix legnagyobb sajatértékéhez
tartozo sajatvektoranak koordinatai szolgaltattak nagysag szerint rendezve az ob-
jektumok sorrendjét. A moddszernek vitathatatlanul sok elénye mellett vannak
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hatranyai is. Csak teljes dsszehasonlitds mellett (vagyis amikor minden objektum
minden objektummal 6ssze van hasonlitva) lehet alkalmazni, szubjektiv és igy kis-
sé nehézkes a szorzofaktorok helyes megallapitasa az egyes dsszehasonlitaskor, ami
rdaddsul gyakran vezet inkonzisztencidhoz. A nemteljesség problémajat tobbfé-
leképpen fel lehet oldani, utalunk itt Bozdki és szerzotarsai cikkére és az abban
taldlhaté relevéans irodalomra ([3]). Az inkonzisztencia kérdéskorével pedig tobbek
kozott Temesi osszefoglalé cikke és t6bb, benne hivatkozott cikk foglalkozik ([4]),
de talalhat6 ebben a cikkben a nemteljességgel kapcsolatos hivatkozés is. Tovabbi
hatrany, ami a mostani cikkiink kapcsan relevans, hogy az esetleges elény beépi-
tése az AHP keretén beliil nem megoldott. Thurstone médszerébe azonban ez az
altalanositas beépitheto.

A Thurstone médszer esetében az egyes véleményeknek a szdmegyenesen egy-
egy intervallumot feleltethetiink meg, példaul két kategdria esetén a jobb azt jelen-
ti, hogy a ldtens val6sziniiségi valtozdk kiilonbsége pozitiv (a megfelels sorrendben
kivonva 6ket), a rosszabb pedig azt, hogy ez a kiilonbség negativ. Harom kategé-
ria alkalmazédsakor az egyforma (déntetlen) esetében a kiilonbség egy nulla koériili
szimmetrikus intervallumba esik, a rosszabb az intervallum alsé vége alatti értéket,
a jobb az intervallum fels6 végét meghaladé kiilonbséget jelenti. (Megjegyezziik,
hogy a mddszer esetében ezt az értéket is az adatok alapjan becsiiljiik, vagyis nem
onkényesen jeloljik ki a kategéridk intervallumhatdrait). Ez a felfogds kénnyen
altalanosithat6. Az egyes intervallumokba esés valdszintlisége alapjan a val6szint-
ségi valtozdk varhatd értéke meghatarozhato, ezek sorrendje adja az objektumok
sorrendjét.

Thurstone normalis eloszlast alkalmazott a latens valdsziniiségi valtozdkra, a
Bradly—Terry modellben logisztikus eloszldst alkalmaznak ([5]), Stern gamma el-
oszlésokkal dolgozott ([6]), de ezeket nagymértékben altaldnosithatjuk szigorian
logkonkdv siirtiségfiiggvénnyel rendelkezé eloszldsok alkalmazdséval ([7]). Jelen
cikkiinkben ezt az eloszlasfiiggvény tipust hasznaljuk.

Altaldnos jelenség, hogy — példaul a sportban, vagy tenderek elbirdldsandl —
bizonyos koriilmények elényt biztosithatnak az egyik fél szaméra. Ilyen a sakk-
ban a kezdés lehetOsége, csapatsportokndl a hazai pélya elénye. Ezt a jelenséget
kivanjuk oly mdédon beépiteni Thurstone tovabbfejlesztett médszerébe, hogy az
egyuttal alkalmas legyen arra, hogy jelezze az elény meglétét anélkiil, hogy azt a
priori feltételeznénk, és adott esetben kimutassa és szamszertsitse a jelenlétét, ha
az valéban 1étezik. Ezt a kovetkezo feltételezésre alapozva hajtjuk végre: az elény
folytan az elényben levé objektum varhaté értéke megnd, hatrany esetén lecsok-
ken. Ez alapjan lehet6ség nyilik arra, hogy a novekedés, illetve csokkenés mértéke
ujabb paraméterek bevezetésével jellemezhets legyen. FEz a megkozelités mar a
legegyszertibb, igynevezett konstans elonyos formédban harom kategéria esetére ki
lett dolgozva ([8]), most azonban olyan médon dltaldnositjuk, amikor minden egyes
objektum esetében bevezetiink egy-egy, az objektumra jellemzo elényt, illetve hat-
ranyt megado paramétert. Ezen 1j paraméterek becslése utdn mar szamszertisithe-
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s

tové vélik az elény mértéke, és példaul ez a szamszeriisitett érték figyelembe vehetd
az egyes objektumok Gsszehasonlitasi eredményei valészintiségének szamolasakor.

Cikkiinkben a 2. fejezetben ismertetjiik az dltalanos modellt, majd kitériink a
megoldas egyértelmii 1étezésének feltételeire a 3. fejezetben, a 4. fejezetben alkal-
mazzuk moddszeriinket futballbajnoksdg eredményeinek kiértékelésére. Végiil egy
osszefoglaloval zarjuk cikkiinket.

2. Az altalanos modell

Jelolje n a kiértékelendé objektumok szamat, magukat az objektumokat jelol-
jék az 1,2,...,n szamok. Ezek az objektumok paronként 6ssze vannak hasonlitva
akar véleményez6k altal, akar sportmérkézések eredményei altal. Mi a megfogal-
mazasunkban az els6¢ véaltozatot fogjuk hasznalni.

Gondolatban képzeljiink minden objektum mogé egy latens valdszintiségi val-
tozdt. Az objektumrdl alkotott vélekedés egy véleményezd szemében egy adott
pillanatban egy véletlen mennyiség, amely id6ben is, de a koriilményektdl fliggden
is valtozhat, tovabba ugyanazt az objektumot més-mas ember masként értékeli.
Jelolje az i-edik objektum mogé képzelt valdszintiségi valtozot &;, ¢ = 1,2,...,n
és legyen a varhaté értékiik m,;, i = 1,2,...,n. Az objektumok atlagos erdsségét
a valdszintliségi valtozok varhatéd értéke jellemzi, ezek nagysag szerinti sorrend-
je adja az objektumok sorrendjét is. Az osszehasonlitds sordn s (2 < s) féle
véleményt engediink meg, jeloljiik ezeket Cq, Co, ..., Cs-sel, és nevezziik ket (vé-
lemény )kategéridknak. Ezek a kategéridk példdul: rosszabb/egyforma/jobb s = 3
esetén. Tobb kategéria esetén az elnevezések tovabb béviilnek. Ezek a kategd-
ridk kizarjak egymadst, tovabba teljesiil rdjuk egyfajta szimmetria: példaul ha 7
jobb j—nél, akkor j rosszabb i-nél. A kategéridk szdmszerfisitése érdekében a
kategéridknak intervallumokat feleltetiink meg a kovetkezdképpen: a valds sza-
mok halmazat (R) felbontjuk s diszjunkt intervallumra, ezeket jeloljiikk I;-vel,
1=1,2,..,s,ahol ;NI =@, ha j#k,ésR=IUL,U..UI,. Ha az i -edik és
a j-edik objektum &sszehasonlitdsdnak eredménye Cy, akkor a & — &; kiilonbség
az Ij intervallumba esik. Az intervallumokat meghatdrozzak a végponjaik, eze-
ket -0o = ap < a1 < ag < ... < as_1 < as = oo -nel jeloljik. I; = (ag,a1),
I = [ak—1,ar),k = 2,...,s, valamint a; = —as—;. Vildgos, hogy ha s pédros, akkor
as = 0. A kategdridk és a nekik megfeleltetett intervallumok az 1. abran lathatok.

C1 Cy e Cs1 Cs
I, I e Iy I,
ay ag As—2 as—1

1. dbra. A kategoriak és a nekik megfeleltetett intervallumok
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Az egyes kategoéridk kialakuldsdnak, azaz a kiilonbség adott intervallumokba
valé esésének valdszintisége a &; — &; valdszinliségi valtozd eloszlasfiiggvénye segit-
ségével kiszamolhaté. Ha a &; valdszintliségi véltozdkat az alabbi alakban irjuk,
& = my + &, akkor & mdar nulla varhaté értékl valdsziniiségi véltozé lesz, és
§i— & =mi—my+& =& & =& (6s egyben §; — &) eloszldsdt Thurstone normé-
lis eloszlasnak feltételezte, mi most ezeket altalanos, kétszer folytonosan differen-
cidlhaté szigortian logkonkav stirtiségfiiggvénnyel rendelkez6 eloszlasfiiggvényekre
altalanositjuk. Vagyis elony figyelembe vétele nélkiil

§i—&=mi—my;+& —¢&, (1)

ahol &} — &} eloszlasfiiggvénye i, j i # j par esetén Fj;.

Az el6ny, illetve a hatrany azt jelenti, hogy az elényben levé objektum varhaté
értéke egy ré jellemzo konstanssal megnd, a hatranyban levéé pedig egy ré jellemzo
konstanssal lecsokken. Jelolje ezeket e; illetve h;, i = 1,2,...,n. Feltételezziik,
hogy az 0sszehasonlitott objektumok egyike elényben, masika hatrdanyban van egy
osszehasonlitas soran. Természetesen beépithetd lenne az is, ha 1étezne semleges
Osszehasonlitds, vagy olyan eset, amikor az egyik elénye nem vonnd maga utan a
masik hatranyat, de ezekkel az esetekkel jelen publikaciéban nem foglalkozunk.

Ekkor (1) a kovetkezéképpen médosul (a felsd indexszel jelltiik a koriilménye-
ket):

& — & = mi+ei— (my —hy) + & =& (2)

& =& =mi—h;— (mj +e;)+ & —&,. (3)

Természetes feltételezés lenne 0< e;, 0< h;,i = 1,2, ..., n, azonban nem éliink ilyen
feltevésekkel. El6fordul ugyanis, hogy az elénynek gondolt koriilmény a tapasztalat
alapjan mégsem az. Mivel megengedjiik az e; = 0 és h; = 0 értékeket, ezért ez a
modell az elényt figyelembe nem vevo modell altaldanositasa.

Legyen r a véleményez6k szdma. Az u-adik véleményezd véleménye (u =
1,2,...,7) az i-edik és a j-edik objektum Osszehasonlitdsakor (i < j) mind az
i-edik objektum elonye, mind az i-edik objektum hatranya esetén egy-egy s di-
menziés vektor, amelynek minden koordinatija 0 vagy 1, és azon koordinata
egyenld 1-gyel, ahdnyadik kategéridt mondja a megfigyel véleményként. A meg-
figyelésekbdl alkotott matrix tehat egy négydimenziés X métrix, amelynek elemei
i1=1,2,..n—1,7=i4+1,..,nk=1,2,....8, u=1,2,...,r esetén

1,ha az u-adik véleményez6 véleménye Cl

s = 1 és j Osszehasonlitdsa és i elénye esetén
i,7,k,u ] y

0, kiilonben
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és
1,ha az u-adik véleményez6 véleménye CY
Xl-}f Gk = 1 és j Osszehasonlitdsa és ¢ hatranya esetén
0, kiilonben
Ha j <, akkor a métrixelemek legyenek 0 értékiiek. Természetesen eléfordul-
hat, hogy X¢,, , = 0 és/vagy Xf]ku = 0 minden k = 1,2, ..., s esetén, ha i < j.

Ez azt jelenti, hogy az u-adik véleményezd nem hasonlitotta dssze az (i,j) part ¢
elénye és/vagy hatrdnya esetén. Az e, illetve a h felsd index itt is az elényre, illetve
a hatranyra utal. Ha mindkét érték nulla minden u esetén, akkor egyéltalan nem
tortént Osszehasonlitds a két objektum kozott. Megjegyezziik, hogy ez még nem
feltétleniil akadalya a sorrend eldontésének.

Legyenek A¢ = Y0 X{ iy, 6 Al = >0 X', vagyis ahdny vé-
lemény esetén a C} kategéria alakul ki ¢ eloény0s, illetve hatranyos helyzetében a
véleményezések soran. Annak a valdsziniisége, hogy ez a minta alakul ki, fiiggetlen
véleményeket feltételezve a kovetkezo:

L(Xe7 Xh|m17 ma,...,Mp,q1, ..., &s—1,€1, €2, ...,En, h17 h27 seey hn) =
s 1 n
AS Al (4)
=11 (P& —&f e I)) " - (P&l =€ € I)) 0
k=1 i=1 j=i+1
A paraméterek maximum likelihood becslése az a 3n + s — 1 dimenzids vek-
tor, amely a (4) fiiggvényt maximalizélja az m = (mq,...,my), (a1,a2,...,a5-1),

(e1,€2,...,en), (h1, ha, ..., hy) véltozékban az a; = —as—;,i = 1,2, ..., s—1 feltételek
mellett. Az F;(—o0) =0 és Fjj(00) =1 jelolésekkel élve

n—

P& —€hely) = Plap— <& — € <ap) =
= Fij(ar — (mi + ei — (m; — hy))) — Fij(ax—1 — (mq + ei — (m; — hy))),

P(El — €5 €)= Plag—1 < & — €5 < ax) =

= Fijlax — (m; — hi — (mj +€5))) — Fij(ag—1 — (m; — hi — (m; +¢;))) ,

(6)

amiket (4)-be helyettesitve a paraméterek maximum likelihood becslése

(M ooy My A1y vy Qg1 €1y ooy Eny N1y ooy ) =
7
= arg max L(X¢ X"|m,a, e h). @
(m,a,e,h), —oco<a1<a2<...<as-1<00, a;j=—as_;

ahol a= (a17a27 "'704871)7 €= (617627 '“7671,)7 h = (h17h27 7hn)
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3. A maximum likelihood becslés 1étezése és egyértelmiisége

Természetesen a paros Osszehasonlitdsok kiértékelése érdekében nagyon fontos,
hogy a likelihood fiiggvénynek, illetve a logaritmusanak 1étezzen a maximuma és
az egyértelmi legyen.

Mivel 14thatd, hogy mind (5), mind (6) pozitivak, azért (4) értékei pozitivak,
igy a likelihood fiiggvény helyett annak logaritmusa vizsgalhatd. A két fliiggvény
maximuma egyszerre 1étezik, és a maximumbhely egyértelmiisége egyszerre teljesil.
A log-likelihood fiiggvény vizsgédlatakor a szorzétényezokbol 6sszeadanddk lesznek,
a kitevok szorzdtényezokké szelidiilnek, s ha nincs megfeleld 6sszehasonlitasi ered-
mény, az OsszegbhOl az annak megfelel6 tag hidnyzik.

Mivel a likelihood fiiggvény csak a varhaté értékek kiilonbségétol fiigg, ezért
az egyik varhatd érték rogzithetd, példaul m; = 0. Azonban ekkor is konnyi
olyan példat mutatni, amikor a maximumhely nem létezik, vagy nem egyértel-
mi ([9]). A log-likelihood fiiggvény maximumdénak létezése a paraméterhalmaz
korlatos zart halmazra val6 sziikithet6ségén mulik. Az egyértelmiiség bizonyita-
sanak alapotlete pedig az, hogy a strliségfiiggvények szigort logkonkavitasa biz-
tositja az eloszldsfiiggvények szigori logkonkdvitasat ([10]), valamint ezek alapjin
az F(z,y) = F(x) — F(y) kétvaltozds fiiggvény szigori logkonkavitdsiat mindkét
véltozéban ([7]). A szigoriian logkonkdv fiiggvények maximuma pedig ha létezik,
akkor egyértelmi.

A [7] publikdciéban e = 0,h = 0, ap—ax—1 = 2d,k = 2,3, ..., s—1 feltételek mel-
lett adtunk elégséges feltételt a maximum létezésére és a helyének egyértelmiiségé-
re. A [11] publikécié szintén elény és hatrany figyelembe vétele nélkiil, s = 2, 3,4,5
kategoria esetén ad feltételeket az egyértelmii létezésre normadlis eloszlasu latens
valésziniiségi valtozdkat feltételezve, de nem feltétleniil egyforma hosszisagu in-
tervallumok esetén. Ezek az esetek a gyakorlati problémak kezelésekor tébbnyire
elegenddnek bizonyulnak. A [8] publikdciéban hérom kategéria megengedésével,
minden objektumnadl egyforma elény és ugyanakkora hatrany megengedésével mu-
tattunk be a paraméterek becslésének egyértelmiiségét biztosito elégséges feltételt.
Altaldnos s esetén nem tudunk megfogalmazni elégséges feltételt a (4) fiiggvény
maximumanak egyértelmi 1étezésére, de az egyenl6 osztaskozok feltételezése mel-
lett, ha az objektumok esetén ugyanakkora mértékii az elony, mint a héatrany,
de ezek objektumonként kiilonbozhetnek, akkor az elényt és hatranyt megenged6
modellben az aldbbi allitds fogalmazhaté meg. Az el6ny és a hatrany egyforma
mértéke az altalanossdg korlatozasa nélkiil feltételezheto.

Legyen e; = h;,i = 1,2,...,n. Ez azt jelenti, hogy az elényben levé ¢ objektum
véarhaté értéke e; + e; tobblettel rendelkezik j-vel szemben.

Definidljunk egy G gréafot az aldbbi mddon. A graf cstucsai az értékelendd
objektumok. Az i-edik és a j-edik (i < j) csics akkor legyen osszekotve, ha van
koztiik 6sszehasonlitds mind ¢ elonyos, mind ¢ hatranyos helyzete esetén, tovabba

0 < A7, valamely 1 < k < s esetén, vagy 0 < A7 ;, - A7, ¢ (8)
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0< A?’j’k valamely 1 < k < s esetén, vagy 0 < A?’j’l : Aﬁj’y (9)

azaz (8) és (9) mindegyike teljesiil. Megjegyezziik, hogy (8) és (9) azt fejezi ki, hogy
elényben is és hatranyban is nem csak egyoldali szélsé helyzetli dontés sziiletik.
Ekkor az aldbbi tétel bizonyithaté ([12]):

3.1. TETEL. Legyenek F;j-k olyan eloszldsfiiggvények, amelyre 0 < Fj;(z) < 1
teljesiil, haromszor folytonosan differencidlhaték R-en, valamint stirtiségfiiggvé-
nyiik nullara szimmetrikus és logaritmusa szigoriian konkav. Legyen 3 < s. Tegyiik
fel, hogy van olyan iy < ji pér, amelyre 0 < A7 . JFA?l.,jl,k’ valamely 1 < k < s
esetén, valamint van olyan i < js és k <1 —1 pdr, amelyre 0 < A7 . , A7 .
vagy 0 < Afz ok Af; o teljesiil. Legyen e=h. Rogzitsiik az my értékét nulldnak.
Amennyiben az el6zéekben definidlt G graf dsszefiiggd, valamint nem fa, akkor (4)
fiiggvény a 0 < d = ax, — ag—1,ar = —as—p k=2,....s — 1,00 = —as = —o0 felté-
telek mellett felveszi a maximumat az m, d és e valtozékban, és a maximumbhely
egyértelmii.

A tételben szerepld (i1, j1) és (i2, j2) parokra vonatkozo két feltétel azt mondja
ki, hogy legalabb egy parnal van ,nem széls6séges” dontés, valamint van olyan pér,
amelynél van két egymast nem kovetd intervallumba esé dontés akar elonyos, akar
hatranyos helyzetben. Ez a két feltétel azt biztositja, hogy a d paraméterben valo
optimalizdlds korldtos, zért halmazra szlikithetd. (8) és (9) egyiitt biztositjdk a
grafban szerepld élekhez tartozé indexpérok esetén az m; —m; valamint az e; +¢;
mennyiségek korlatossiagat. A graf osszefliggésége m; = 0 mellett az m; értékek
i = 1,2,...,n korldtossagat is eredményezi. Mindezekbdl kovetkezik a maximum
létezése.

Megjegyezziik, hogy a korlatossagot ugy is biztosithatjuk, ha egy Osszefiiggd
részgrathoz kapcsolunk elemeket példaul kozbiilso intervallumba es6 eredményekkel
mind elényben, mind hatranyban, azonban a kapcsolddas kiilonboz6 elemekhez is
torténhet. A szigord logkonkavitas gyengébb feltételek mellett is teljesiil, elegendd
hozza (8) és (9) feltételek vaggyal valé 6sszekapcsoldsa, de sziikséges, hogy mind
elényben, mind hatranyban legyen mérkozés. Az a feltétel, hogy legyen kor a
grafban amiatt sziikséges, hogy az egyértelmiien meghatdrozott e; + e; értékekbdl
az e; 1 = 1,2, ...,n kifejezhet6 legyen.

Megjegyezziik, hogy két kategoria megengedése esetén analdg allitds mondhaté
ki. A d-beli optimalizalds okafogyottd valik, igy kevesebb paramétert hasznalunk.
Az s = 2 miatt értelmezhetetlenné valo feltételeket elhagyva a graf az elézdeknek
megfeléen definidlandéd, az egyértelmiiség elégséges feltétele a graf dsszefiiggdsége
mellett az, hogy ne legyen fa.
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4. Alkalmazas

Az elonyt figyelembe vevo modell alkalmazasdt mutatjuk be egy példan, ese-
tiinkben a magyar labdartigé bajnoksdg elsé osztalya (OTP Bank Liga) 2019/20-as
szezonjanak eredményeire. Azzal az implicit feltételezéssel éliink, hogy a csapatok
minden mérkézés esetében a toliik telhetd legjobb eredményre torekszenek.

A bajnoksagban 12 csapat vett részt. Az elonyt a haza pélya jelentheti. Bér
esetiinkben mindenki jatszott mindenkivel elényben és hatranyban is, mégis a kiér-
tékelések eredménye nem feltétleniil 1étezik: ha példaul valamelyik csapat minden
mérkozését megnyerte volna, az ML becslés kiértékelésének eredménye nem létez-
ne. A likelihood fiiggvény ugyanis nem venné fel a maximumaét, mert amennyiben
a csapathoz tartozé valészintiségi valtozd varhaté értéke né, a likelihood fliggvény
értéke is né. Vagyis a sorrend megallapithaté lenne, de a csapat josaga nem lenne
szamszerlsitheto. Ebben a bajnoksidgban azonban nem ez az eset all fenn.

Az adatokat a [13] honlaprdl toltottiik le.

A modellek esetén s = 3 kategériat engedtiink meg, a vereség, a dontetlen és
a gybzelem, mint eredmény kifejezésére. Ez esetben egy kozbiils intervallum és
két széls6 intervallum van a szdmegyenesen, egy paraméter (0 < d) segitségével
jeloljiik ki a hataraikat.

Minden csapat esetén ugyanakkora elényt feltételeztiink, mint hétranyt, vagyis
e; = h;,i =1,2,...n. A kiilonbségek eloszlasat normélisnak valasztottuk 1 szoras-
sal, vagyis Fj;(x) = ®(x). A T-vel jelolt modellben e; = h; =0,i=1,2,...,n. A
TEE _vel jelolt modellben e; = h; = z, azaz minden csapatnak egyforma elényt
jelentett a hazai palya. A TPF -vel jelolt modellben e; = h; =, i = 1,2, ...,n de
az x; értékek egymdstol kiilonbozhettek. Ez esetben méas-més csapatok kiilonbo-
z0képpen profitalhatnak a hazai palya koriilményébol.

A paraméterek ML becslése m; = 0 rogzitése utdn egyértelmii. Mivel az al-
fabetikus sorrendben a Debrecen van elol, ezért ezt a csapatot jeloltiik az 1-es
szammal.

Az elény nélkiili Thurstone médszer esetén d = 0,334, a modell esetén
d = 0,337, a TPF modell esetén d =0,350, vagyis az egyforma kategéria hatérai
nagyon kozel esnek egymashoz.

A pontszamok alapjan az els6 négy helyezett kiemelkedik, az 5-10. hely pont-
szdmai témoriilést mutatnak, a 12. helyezett Kaposvar nagyon leszakadt (lsd
1. T4blazat 2. oszlopa).

Lathaté, hogy a csapatok sorrendjeiben az egyes kiértékelések kozott nincs
nagy kiilonbség. Az els6 négy csapat minden kiértékelés szerint ugyanaz, mint
ahogy a két utolsé is. Az is lathato, hogy amint a szerzett pontokat tekintve, ugy
az dtlagos erfsség tekintetében (m;) is kiemelkedd a Ferencvdros és leszakadé a
Kaposvar. A tomoriilésben mutatkoznak az eltérések a kiértékelési eredmények
kozott. A T, TEE médszer esetén az elsd eltérés az Ujpest és a Zalaegerszeg
(6. hely és 7. hely) kozott 1dthaté. Pontszdmban a kettd csapat ugyanannyit ért el

TKE
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Csapatok T TKE TPE
hivatalos sorrend pont my m; m; z;
1. Ferencvaros 76 1 1,095 1 1,124 1 1,252 | 0,399
2. MOL Fehérvar 63 2 (0,700 | 2 | 0,720 | 2 | 0,759 | -0,101
3. Puskas Akadémia | 54 3 10488 | 3 | 0,516 | 3 | 0,563 | -0,169
4. Mezo6kovesd 50 4 10363 | 4 | 0372 | 4 | 0472 | -0,217
5. Honvéd 44 510214 | 5| 0,229 | 6 | 0,270 | -0,156
6. Ujpest 43 710148 | 7 | 0,156 | 7 | 0,228 | -0,092
7. Zalaegerszeg 43 6 | 0,203 | 6 | 0,213 5 0,281 | 0,168
8. Kisvarda 42 9 | 0,097 | 9 | 0,109 | 9 | 0,190 | 0,289
9. Didsgy6r 41 10 | 0,053 | 10 | 0,074 | 10 | 0,154 | 0,126
10. Paks 41 8 | 0,116 | 8 | 0,136 | 8 | 0,194 | 0,274
11. Debrecen 39 11 0 11 0 11 0 0,290
12. Kaposvar 14 12 | -0,884 | 12 | -0,882 | 12 | -0,845 | 0,223

1. tabldzat. A kiértékelések eredményei

azonban a paros Osszehasonlitasi mddszerek esetén szamit, hogy a Zalaegerszeg
jobb csapatok ellen tudott dontetlent, illetve gyézelmet elérni. A Zalaegerszeg
dontetlent jatszott egyszer a legerésebb Ferencvarossal, valamint kétszer megverte
a 3. helyen végzett Puskas Akadémiat, igy keriilt az [jjpest elé. Ez az eltérés a
TPE modellben is megjelenik. Részben hasonlé okok (a Paks gydzelme a MOL
Fehérvdr ellen) alapjén el6zi meg a 10. helyezett Paks a 9. helyezett Didsgy6rt és
a 8. helyezett Kisvardat mindharom Thurstone mddszerrel torténd kiértékelésnél
a hivatalos sorrendhez képest. A fentieken kiviil a 7PF modellben még egy eltérés
tapasztalhatd, a Zalaegerszeg nem csak az Ujpestet el6zi meg, hanem a hivatalos
sorrendben kettével elotte levé Honvédot is.

Az elény szamszerisitekor kapott szamérték konstans elony esetén, azaz a
modellben 0,072 lett, ami azt jelenti, hogy a teljesitmény varhaté értéke ennyivel né
a modell szerint hazai palya esetén és ugyanennyivel csokken idegen pélya esetén.

Amikor csapatonként més és mas elény/hdtrany szdrmazik a hazai, illetve az
idegenben jatszott meccsek esetén, meglepve tapasztalhatjuk tobb esetben is, hogy
az optimum a negativ argumentumndl van! Ez azt jelenti, hogy ezeknek a csapa-
toknak az idegen pdlyan vald teljesitménye atlagosan jobb, mint a hazai palyan
mutatott teljesitménye. Atbéngészve a részletes eredményeket tartalmazé hon-
lapot ([14]), valéban azt tapasztaljuk, hogy ezen csapatok gyakrabban nyernek
idegenben, mint hazai palyan.

Példaként &alljon itt MezOkovesd esete. A csapat otthon hét gydzelem mel-
lett elért harom dontetlent és kikapott hétszer. Azonban idegenben hatarozottan

TKE
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jobban teljesitett, mert csak négyszer kapott ki az 6t dontetlen és a hét gy6zelem
mellett. Vagyis valéban, az otthoni teljesitménye kimondottan rosszabb, mint az
idegenbeli, ami 6sszhangban van a tédbldzatbeli Z; = —0, 217 értékkel.

Ezzel épp ellenkezéleg, ha megvizsgaljuk a Ferencvaros meccseinek eredményét,
azt lathatjuk, hogy hazai palydn a mérkozéseit mind megnyerte harom kivételé-
vel, akkor dontetlent jatszott, de idegen palyan 16 mérk6zésébol harom vereséggel
és négy dontetlennel végzddott. Ez alatdmasztja a nagy, kozel 0,4-es értékiinek
szamolt tobbletet, amivel n6 a teljesitménye hazai péalyan.

Hasonldéan szemiigyre véve a Kaposvar eredményeit, gyozelmet csak a DidsgyOr
és a Debrecen ellen tudott elérni, ezek koziil hdrom hazai, egy idegenbeli mérko-
zés volt. Lathaté azonban, hogy a Kaposvar atlagos teljesitménye a tobbiekéhez
képest oly kicsi, hogy még a fentiekbdl fakadd, dtlag (=0,086) feletti z; = 0,223
érték sem emeli a tobbiek folé. Ezek a példdk azt mutatjdk, hogy a kapott Z;
értékek teljes 6sszhangban vannak a csapatok otthoni és idegenbeli mérkozéseinek
eredményével.

A becstilt m, d, és e paraméterek segitségével lehetéségiink nyilik az elony-
ben/hatranyban gy6zelem, déntetlen és vereség kialakuldsa valdsziniiségének becs-
lésére az (5) és a (6) képletekbe valé behelyettesitéssel. Masik becslése az emlitett
valdszintiségeknek a relativ gyakorisag. Hasonlitsuk ¢ssze kvantitativ médon eze-
ket a becsléseket az Osszes csapat esetén, illetve a legjobb csapat esetén!

Gyo6zelem | Dontetlen | Vereség
Relativ gyakorisag | 0,43434 0,22222 | 0,34343
TKE 0,43589 0,22031 | 0,34380
TPE 0,43487 0,22182 | 0,34331

2. tabldzat. Az elényben levd csapat gy6zelmének/dontetlen
eredményének /vereségének becsiilt valdsziniiségei

Mint a 2. Tablazatbdl lathatd, mindkét Thurstone mddszer esetén a becsiilt
valdsziniiségek nagyon kozel esnek a relativ gyakorisdgokhoz, eltéréseket csak az
ezredekben tapasztalunk. Mivel az elényben lev6 csapat gy6zelme egyben a hét-
ranyban levo csapat veresége, a hatranyban levé csapatok szempontjabdl a Gyo-
zelem és a Vereség oszlopok megcserélodnek.

Vizsgélhatjuk csapatonként is a gyézelem/dontetlen/vereség valdsziniiségének
becsléseit elényben, illetve hatranyban. A Ferencvaros esetében kapott eredmé-
nyeket a 3. és a 4. Téblazatok tartalmazzak.

A 4. Téblazat alapjan lathatjuk, hogy héatranyban a modell alapjan be-
csiilt valdszintiségek mindharom esetben 0,03-nal kisebb hibédval kozelitik a relativ
gyakorisagokat, tovabba az eltérések a relativ gyakorisadgok és a becsiilt valoszini-
ségek kozott a TPF modell esetén jéval kisebbek, mint a 75 modell esetén.

TDE

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



A THURSTONE MODSZER ALTALANOSITASAI

Gyobzelem | Dontetlen | Vereség

Relativ gyakorisag | 0,82353 0,17647 0
TKE 0,76674 0,1481 0,08516
TPE 0,84667 0,10512 | 0,04821

3. tdblazat. A Ferencvdaros elénye esetén a csapat gy6zelmének/dontetlen

eredményének /vereségének becsiilt valdsziniiségei

Gyozelem | Dontetlen | Vereség

Relativ gyakorisdg | 0,56250 0,25000 0,1875
TKE 0,67539 0,18805 | 0,13656

TPE 0,58742 0,22726 | 0,18532

137

4. tdblazat. A Ferencvéros hétrdnya esetén a csapat gy6zelmének/dontetlen
eredményének /vereségének becsiilt valsziniiségei

A 3. Tablazatbdl azt lathatjuk, hogy eldny esetén a Ferencvédros gydzelmének
és vereségének esélye a relativ gyakorisdghoz a TPF modell esetén van kozelebb,
de dontetlen esetén forditott a helyzet. Osszességében azonban a csapatonkénti
elony figyelembe vételével alkotott modell mutatkozik jobbnak.

5. Osszefoglalas

Egy, az 6sszehasonlitand6 objektumok sorrendjét és erésségét, valamint az eset-
legesen meglévd elény mértékét meghatarozni képes, paros Osszehasonlitdsokon
alapuld, altalanositott Thurstone médszert adtunk meg cikkiinkben.

Az sltaldnos megkozelités kiterjed arra, hogy a véleménykategéridk szama tet-
szOleges lehet, tovabba arra, hogy a médszer képes kezelni az objektumok 6sszeha-
sonlitdsakor esetleg el6forduld, kiilsé koriilmények altal meghatérozott (objektu-
monkénti, vagy kozos) elényt, illetve hatranyt. Mindezeket tigy, hogy az objektu-
mok mogott 1évo latens valdszintiségi valtozok esetében dltalanos eloszlasfiiggvény-
tipust engedtiink meg.

Mivel a sorrend megallapitdsa egy likelihood fiiggvény maximalizalasaval torté-
nik, ezért fontos, hogy sikeriilt a maximumbhely egyértelmii létezésére széles kérben
hasznalhaté elégséges feltételt adnunk.

Modszeriinket alkalmaztuk futballbajnokség csapatai egymaés elleni eredménye-
inek kiértékelésére, amely sordn a sorrend és az egyes csapatok erdsségeinek megha-
tdrozdsan tul szdmszerisiteni tudtuk a hazai pélya elényét (bizonyos csapatoknal
inkdbb hatranyat) is.
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Paired comparisons are often used in decision making to evaluating opinions, but the results
of sport matches can also be regarded as paired comparisons. Several methods can be applied
for evaluations. One of the possible methods is the Thurstone’s method. It is based on the idea
of latent random variables and it uses probabilistic method for the evaluations. This method is
appropriate to build in possible advantages/disadvantages. In this paper we present a Thurstone
model with arbitrary number of categories and with the possibility of advantage/disadvantages.
We apply it for evaluating football results.
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Egy G = (V, E) gréafot (k,{)-ritkdnak neveziink, ha iq(X) < k|X| — ¢
teljesiil minden | X| > 2 cstcshalmazra, ahol iq¢(X) a G graf X éltal feszitett
éleinek szamat jelenti. Ezen ritkasdgi feltételek minden k € Z4 és £ < 2k
egész mellett matroidot alkotnak a G graf élein. Ezek az igynevezett ritkasa-
gi matroidok (count matroid). Ritkasdgi matroidok feltételei szdmos helyen
megjelennek a kombinatorikus optimalizaldsban, példdul a feszit6faknal és
pérositasoknal, vagy a merevségelméletben. Célunk most a ritkasdgi mat-
roidok részletesebb bemutatdsa a definiciéktél néhdny ismert eredményen
keresztiil egészen a nyitott problémakig.

1. Bevezetés

Gréfok ritkasdgi tulajdonsdgainak vizsgdlata gyakori a grafelméletben. Elég
csak egy osszefiiggd graf feszit6fdjara gondolni, amit konnyen egy ritkasdgi tulaj-
donsdgként lehet felfogni. Tekintsiik ugyanis a G = (V, E) osszefiiggd graf egy
tetszbleges (V, F') feszit6fdjat. Ismert, hogy |F| = |V| — 1, mig minden X C V
részhalmazra ip(X) < |X| — 1, ahol ip(X) az X halmaz dltal feszitett élek sz&-
mat jeloli az F élhalmazbél. (Hasonlé médon ig(X) := ip(X).) Igy tehit az
F feszitofa élei ,ritkdk” a G grafban. Hasonld ritkasagi feltételek tobb helyen is
el6fordulnak merevségelmélettdl paros grafok péarositdsaig. Célunk most ezeknek
egy kozos altalanositdsat bemutatni, aminek segitségével egységesen kezelhetjiik
ezen grafokat. Ezen kozos platformot az tigynevezett ritkasdgi matroidok (angolul
count matroid) szolgdltatjak.

A ritkasdgi matroidokat Lorea vezette be [12] és Whiteley &dltalanositotta 1986-
ban ([17, Appendix]). Azdta szdmos helyen felhasznéltdk és tobb irdnyba is tovdbb
altaldnositottdk 6ket. Példdul Frank irdnyitott grafokra bévitette ki a definiciét
[5, 13.5 fejezet], amely dltaldnositds segitségével példaul egy stlyozott irdnyitott
graf minimalis koltségli gyOkeresen k-Osszefiiggd részgrafjat lehet megtaldlni. A
szimmetrikus merevség témakorébol kiindulva csoportelemekkel cimkézett grafok-
ra altalanositottdk a ritkasdgi matroidot ([8],[16], [18]).

Ritkasdgi matroidokra néhany olyan feladatot is meg tudunk oldani polinomis-
lis id6ben, amelyek megoldasanak bonyolultsdga altalanos matroidokra nem ismert
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vagy NP-nehéz. Mivel a ritkasagi matroidok szamos specidlis osztalya jol ismert
és széles korben vizsgélt, ez reményt adhat djabb problémak megolddsdhoz, hi-
szen az ismert osztalyokra hasznélt otletek esetleg kiterjeszthetdk a teljes matroid
csaladra.

Tekintsiik példaul a kovetkez6 egyszert feladatot: adott egy F' feszitofa, te-
gyiik 2-él-6sszefiiggdvé minimalis szdmui 4j él hozzdadasival. (Egy G = (V, E)
graf 2-élosszefiiggd, ha tetszoleges e € E élet torolve a grafbol G — e tovébbra is
Osszefiiggd marad.) Ennek alkalmazdsa lehet, ha példdul biztonsigra toreksziink,
és egy kapcsolat esetleges meghibasodédsa esetén is fenn akarjuk tartani a graf
Osszefiiggbségét. A kérdés egyszerlien megvalaszolhaté feszit6fara, de megmutat-
juk, hogyan altalanosodik egyéb ritkaséagi feltételekre, az gynevezett redundanssa
novelési feladat keretében.

A cikk elsé felében bevezetjiik a ritkasdgi matroidokat, mésodik felét a re-
dundénssa novelési feladat bemutatdsanak szanjuk, végiil néhany nyitott kér-
dést ismertetiink. A fejezet tovabbi részében a matroidokat definidljuk, majd
a 1.2. alfejezetben bemutatjuk a cikk tovdbbi részében hasznalt példdkat. A
2. fejezetben a ritkasdgi matroidokat vezetjiik be, részben Frank munkdjara [5]
tdmaszkodva, majd a 2.1. alfejezetben ezt kiterjesztjiikk hipergrafokra is. A
3. fejezetben a ritkasdgi matroidok redundans novelését targyaljuk, amely ered-
mények szorosan kapcsolédnak Kirdly és Mihdlyké 2020-as cikkéhez [10]. A
4. fejezetben ritkasiagi matroidokkal kapcsolatos nyitott kérdéseket tesziink fel.

1.1. Matroidok

A matroidok a linedris algebrdbdl ismert lineéris fiiggetlenség koncepcidjdt dl-
talanositjak. A kombinatorikus optimalizalas teriiletén gyakran megjelennek és
algoritmikus szempontbdl kozkedveltek. Példaul mohé algoritmussal lehet rajtuk
optimalizdlni tetszOleges koltségfiiggvény mellett. Egy masik kozismert eredmény
az Edmonds-féle matroid metszet tétel [2], amely segitségével két matroid kozos
strukturdjat vizsgalhatjuk algoritmikusan. A matroidokrdl és kapcsolatukrdl a
szubmoduléaris fiiggvényekkel az olvasé részletes bevezetést talal Frank kényvében

[5].

1.1. Definicié. Adott egy S alaphalmaz és részhalmazainak F rendszere. Az
(S, F) part matroidnak nevezziik, ha a kovetkezd hdrom axiémat teljesiti:

Al) e F
A2) Ha X e FésY C X, akkor Y € F

A3) Minden X C S részhalmazra az F-nek X-ben fekvd, X-ben legb&vebb tagjai
azonos elemszamuak.

Ezen tulajdonsdgok az tgynevezett fiiggetlenségi axiémak, az F elemei a fiig-
getlen halmazok. Koénny( latni, hogy az Al), A2) és A3) feltételeket a linedrisan
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fiiggetlen halmazok rendszere teljesiti. Az A3) axiéma lecserélhetd a kovetkezd
A3’) axiémara, ekvivalens definiciét eredményezve [5]:

A3’) Ha Fy,Fy € F, és|F1| < |Fy|, akkor létezik olyan f € Fo—F}, hogy F1U{f} €
F.

A tartalmazasra nézve minimélis nem fiiggetlen halmazokat koéroknek nevez-
ziik.

1.2. Példak

Matroidok gyakran eléfordulnak grafelméleti kontextusban. Harom koézismert

példat hozunk, amelyek — mint késébb kideriil — mind ritkasagi matroidok specialis
esetei.

Grafikus matroid Legyen G egy irdnyitatlan graf, és legyen F a G-beli er-
dék éleinek csalddja. Konnyen lathatd, hogy ezek a G élein mint alaphalmazon
teljesitik a fiiggetlenségi axiomdakat. Az igy kapott matroidot grafikus matroid-
nak nevezziik. Ha G Osszefiiggs, akkor a maximélis fiiggetlen halmazok éppen a
feszit6fak élei.

Transzverzdlis matroid Tekintsiikk a G = (S, T, E) péros grafot. Egy I C S
részhalmazt parosithaténak neveziink, ha létezik olyan parositas G-ben, amely
fedi az I elemeit. Legyen T az S parosithaté részhalmazainak csalddja. Az (S,T)
pér teljesiti a fiiggetlenségi axiémakat [5]. Az {gy kapott matroid az igynevezett
transzverzalis matroid.

Kétdimenziés merevségi matroid Matroidok a merevségelméletben is fon-
tos szerepet jatszanak. Ha egy kétdimenzids rud-csuklo szerkezet merevségét sze-
retnénk meghatdrozni (generikus poziciéban 1évé csuklék esetén), akkor ezt a rid-
csuklé szerkezet altal meghatdrozott graf alapjan megtehetjiik. Egy egyszerii hu-
rokmentes G = (V, E) grafot (2, 3)-ritkdnak neveziink, ha i¢(X) < 2|X|—3 minden
X C V halmazra, amire |X| > 2. Pollaczek-Geiringer [15] és Laman [13] tételei
alapjdn G pontosan akkor minimadlisan merev, ha (2, 3)-ritka és |E| = 2|V|—3. A
(2, 3)-ritka grafot alkoté élek halmazai a G grafban teljesitik a fiiggetlenségi axi-
omékat E alaphalmazon, igy kapjuk az tgynevezett kétdimenzios merevségi mat-
roidot. Részletes bevezetésért a kétdimenzids merevségi matroidhoz a merevség
fogalmainak preciz definidldsdval Jordan cikkét [9] javasoljuk. Meg kell jegyezniink
e ponton, hogy a merevségi matroid értelmezheté magasabb dimenziékban is, de
ennek targyaldasa meghaladja e dolgozat kereteit.

2. Ritkasagi matroidok

Legyen G = (V,E) egy hurokmentes irdnyitatlan graf, k egy pozitiv egész,
mig ¢ € 7 egy olyan egész szam, hogy 2k > ¢. Nevezziik G-t (k,{)-ritkdnak,
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ha ig(X) < k|X| — ¢ minden |X| > 2 csicshalmazra. Egy olyan (k,¢)-ritka
grafot, amelyre |E| = k|V| — ¢, nevezziink (k, ¢)-kritikusnak. Ezen megnevezések
természetes médon halmazokra is értelmezheték, vagyis egy X C V halmaz (k, £)-
kritikus a G grafon beliil, ha (k, ¢)-ritka részgréfot feszit, és iq(X) = k| X| — ¢.

N

Q

1. dbra. Egy (2, 2)-kritikus graf

2.1. LEMMA. [10, Lemma 2.1] Legyen G = (V,E) egy (k,{)-ritka gréf, és
71 = (W1, Ey) illetve Ty = (Va, Es) legyen G két (k,{)-kritikus részgrifja. Ha
|[Vi N Va| > 2, akkor Ty U Ty egy (k,¢)-kritikus graf.

Bizonyitds. Mivel Ty és Ty (k, €)-kritikus, ig(Vh U Vo) + ig(Vi NVa) > ig(V1) +
ig(VQ) = k|V1| — 0+ /€|‘/2| -0 = k\Vl U V2| — 0+ /€|V1 N Vé| — {. Mivel viszont G
(k, 0)-ritka, és |[ViNVa| > 2, k|[VIUVa| =0+ k|ViNVa| =€ > ig(V1UVL) +ig(ViNTz),
tehdt egyenldség &ll fenn, vagyis Th U T (s6t, Ty N Ty is) (k, £)-kritikus. a

Ezen lemma segitségével be tudjuk bizonyitani, hogy a (k, ¢)-ritka élhalmazok
egy valoban matroid fiiggetlen halmazait alkotjak.

2.1. TETEL. Legyen G = (V, E) egy hurokmentes irdnyitatlan graf, k € Z,,
L€ Zés2k > L. Legyen F ={F CE | (V(F),F) (k,{)-ritka grafot alkot}. Ekkor
az (E,F) par matroidot alkot.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az F halmazai automatikusan teljesitik az Al)
és A2) axiémdkat. Az A3’) axiéméat fogjuk bizonyitani. Legyen Ej és Es két
(k, £)-ritka élhalmaza G-nek tgy, hogy |E,| < |E2|. Tegyiik fel, hogy nincsen
olyan e € Fy — Ey, amire E; U {e} ritka. Ekkor minden e € Ey — E; élre 1étezik
egy maximélis C, C FE; élhalmaz, amelyre (V(C,),C.) (k,£)-kritikus részgrafot
alkot és V(C.) fesziti e-t. Vegyitkk a C = {C, | e € EF2 — E1} halmazt. Mivel
C.-t maximdlisnak vélasztottuk, az 2.1. Lemma alapjan |V(C') N V(C")| < 1
bérmely két kiilonbozé C’,C" € C halmazra. (Az lehet, hogy C. = Cf némely
e, f € Ey — Ej-re, de ez nem jelent problémat.) Legyen E' = {e | e € E1 N Ey,
és e & C tetszbleges C € C esetén}. Igy Ey — E' éleit pontosan egy V(C) halmaz
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fesziti, ahol C € C, tovdbba FEs ritkasdga miatt ig, (V(C)) > ig,(V(C)) minden
CeCre |Bl = B+ Y in,(V(C) < ||+ 3 in(V(C) < |Ey, ami
cec cec

ellentmond az |Eq| < |Eo| feltételnek, tehdt létezik olyan e € Ey — Ej, amire
E; U{e} ritka. Ezzel belattuk az A1), A2) és A3’) axiémaékat, vagyis a (k, £)-ritka
élhalmazok tényleg matroidot alkotnak F-n, mint alaphalmazon. ad

Vegyiik észre, hogy a bevezet&ben latott grafikus matroid egy (k, £)-ritkasdgi
matroid a (k,¢) = (1,1) értékekre (ezt nevezziik (1, 1)-ritkasagi matroidnak). Va-
16ban, az (1,1)-ritka halmazok pontosan a kérmentes részgrafok G-ben, vagyis
pontosan a grafikus matroid fliggetlen halmazai.

Tekintsiik most az (1, 1)-ritkasagi matroid helyett a (k, k)-ritkasdgi matroidot.
Egy G = (V, E) graf esetén a ritkasdg azt jelenti, hogy minden ) # X C V hal-
mazra ig(X) < k(]X| —1) (ha |X]| = 1, akkor mivel G nem tartalmaz hurokélet,
ic(X)=0=Ek(|X|-1)). Egy (k, k)-kritikus gréf (k, k)-ritka és |E| = k(]V| — 1).
Ez nyilvan teljesiil minden olyan gréafra, amelyik k£ diszjunkt feszitéfa unidja, de
Nash-Williams ismert eredménye alapjan [14] csak ezekre, vagyis a (k, k)-kritikus
grafok pontosan k diszjunkt feszitéfa unigjabdl dllnak. (Ilyen példdul az 1. &b-
réan bemutatott (2, 2)-kritikus graf is, amely konnyen ellendrizhetéen két feszitéfa
uniéja.)

Lathato, hogy a bevezetében definialt kétdimenziés merevségi matroid pon-
tosan a (2, 3)-ritkasdgi matroidnak felel meg. fgy példaul, ha minimélis koltségli
merev részgrafjat keressiik egy merev grafnak két dimenziéban, akkor azt mohd
médon megtehetjiik. Erre fokszamkorldtos irdnyftdsok segitségével O(|V|?) algo-
ritmus ismert [1].

2.1. Hipergrafok

Az ilyen médon bevezetett ritkasagi matroidokat konnyen altalanosithatjuk, ha
grafok helyett hipergréfokra értelmezziik ¢ket. Legyen H = (V, &) egy hipergraf
a V csicshalmazon és az & hiperéleken. Legyen k € Z,, ¢ € Z és 2k > /L.
Nevezziink egy hipergrafot (k,£)-ritkdnak, ha i3 (X) < k|X| — ¢ minden olyan
X C V halmazra, amely legaldbb egy hiperélet feszit (egy halmaz akkor feszit
egy hiperélet, ha annak minden csiicsa a halmazban van). Egy olyan (k,¢)-ritka
hipergrafot, amelyre |E| = k|V| — £ nevezziink (k, £)-kritikusnak. Tetszéleges H
hipergraf esetén a (k, £)-ritka hiperél halmazok teljesitik a fiiggetlenségi axiémakat,
igy azok az £ alaphalmazon matroidot alkotnak [5].

Tekintsiik most a transzverzalis matroidot. Egy G = (S,T, E) péaros grafot
a kovetkez6 hipergraffal reprezentdlhatunk: Legyen V = T és s szomszédjai al-
kossanak egy hiperélet minden s € S-re. fgy tehat a hiperélek az S ponthal-
maz szomszédainak feleltethetok meg, vagyis bijekcié all fenn a hiperélek és az
S pontjai kozott is. Hall tétele alapjén egy S’ C S ponthalmaz pontosan akkor
pérosithatdé, ha minden S” C S’ halmazra |S”| < |[Ng(S”)|, ahol Ng(X) az X
csucshalmaz szomszédainak halmazat jeloli. Ez a hipergrafos megfogalmazasban
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azt jelenti, hogy az S’ hiperél-halmazra teljesiil az (1, 0)-ritkasdgi feltétel. Vagyis a
transzverzdlis matroid megfeleltethetd egy (1, 0)-ritkasdgi matroidnak a megfelelé
hipergrafon.

2.2. (m,{)-ritkasagi matroid

A (k,0)-ritkasdg egy mésik altaldnositdsit kapjuk, ha a k konstans helyett
egy fliggvényt vezetiink be a csicsokon. Legyen m : V. — Z, egy nemnegativ,
egészértékil fiiggvény a G = (V, E) gréf csicsain és £ € Z egész szdm. Legyen
tetszbleges X C V halmazra m(X) = Y m(x). Nevezziink egy grafot (m,¢)-

zeX
ritkdnak, ha ig(X) < m(X) — ¢ minden |X| > 2 halmazra. Egy olyan (m, ¢)-ritka
grafot, amelyre |E| = m(V) — £ nevezziink (m,¢)-kritikusnak. Az 2.1. Lemma
kénnyen ladthaté médon atvihetd (k, £)-kritikus helyett (m, £)-kritikus részgréfokra
is, és {gy lathat6, hogy az 2.1. Tétel bizonyitdsa érvényes marad, tehdt az (m, ¢)-
ritka élhalmazok matroidot alkotnak.

Megjegyezziik, hogy az (m,f)-ritkasdgi matroid is értelmezhetd hipergrafokra

[5]-

3. Ritkasagi matroidok redundans névelése

Egy (k,¢)-kritikus gréf olyan szempontbdl minimdlisnak tekinthetd, hogy tet-
sz6leges élét elhagyva mar olyan gréfot kapunk, amely nem tartalmaz (k, £)-kritikus
részgrafot. Néhdny esetben arra lehet sziikség a rendszer hibatiiré képességének
fokozédsa érdekében, hogy egy él kiesése utdn is maradjon egy (k, £)-kritikus rész-
graf. Példaul a bevezetésben mar emlitett 2-élosszefiiggoség ilyen, hiszen egy 2-
élosszefiiggd graf tetszoleges élét elhagyva a megmaradt graf tartalmaz még feszi-
tofat. Egy mdésik motivacié lehet a merevségelmélet, ahol egy szerkezet merev-
ségét biztositandd szeretnénk, ha egy tetszéleges él torlésével is merev maradna
a grafunk. A kovetkez6 elnevezéseket szintén a merevségelméletbeli alkalmazasok
motivaljék.

Egy G = (V,E) gréfot (k,¢)-merevnek hivunk, ha tartalmaz fesz{té (k,¢)-
kritikus részgrafot. Egy grafot (k,¢)-redunddnsnak neveziink, ha tetsz6leges élét
elhagyva (k, £)-merev griafot kapunk.

Vizsgdaljuk most a kovetkez6 kérdést:

1. Probléma. Adott egy G = (V, E) (k,{)-merev graf. Hatdrozzunk meg egy
olyan minimdlis elemszamu F' élhalmazt, amelyre G + F' (k, ¢)-redunddns grafot
eredményez.

A probléma egy konnyebben vizsgalhaté véltozataban feltessziik a G grafrol,
hogy nemcsak (k,¢)-merev, hanem minimadlisan (k, £)-merev, vagyis (k, £)-kritikus
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is. Az eredeti 1. Probléméra fogunk az altaldnos problémaként hivatkozni, mig ezt
a valtozatot megszoritott probléméanak nevezziik.

Az §ltaldnos, illetve a megszoritott problémat szamos (k,¢) parra vizsgaltak
mér, kezdve az (1,1)-merev grafok redunddnssd novelésével, amelyet Eswaran és
Tarjan oldott meg 1976-ban [4]. Az &ltaldnos probléméra tetsz6leges (k, k) érték
esetén Frank és Kirdly T. adott megoldast [6], mig a (2, 3)-kritikus gréfok novelését
Garcia és Tejel vizsgdlta [7]. Az &ltaldnos probléma vizsgdlatdt Kirdly Cs. és
Mih&lyké végezte el [10]. Ez utébbi cikket kévetve vazoljuk fel az eredményeket.

3.1. (k,¢)-kritikus grafok novelése

Elészor vizsgédljuk meg a megszoritott problémdt. Adott egy G = (V, E) (k, £)-
kritikus graf, célunk egy minimalis elemszamu F' élhalmaz megtalaldsa, amire G +
F (k,f)-redunddns. Ha a kontextusbdl egyértelmi, a tovdbbiakban elhagyjuk a
(k,£) el6tagot a ritka, kritikus, merev és redunddns jelzék ell. Egy tetszdleges
F’ élhalmazra, amire G + F’ redundéns, minden f € F’ élre f G néhéany élét
redundénssé teszi, jelolje ezek halmazat T'(f). Mivel T(f) + f egy kort alkot a
ritkasdgi matroidban, konnyt belatni a kdvetkez6é lemmaét.

3.1. LEMMA. [10, Lemma 2.3] Legyen G = (V, E) egy (k, {)-kritikus graf és
i,j € V két cstics. Ekkor T'(ij) = {(\T| T C G kritikus, ési,j € V(T)}.

Jelolje R(F*) G redunddns éleit G + F*-ban. Vegyiik észre, hogy T(f) =
R({f}). Az els6 lényeges megfigyelés ezt terjeszti ki nagyobb halmazokra:

3.2. LEMMA. [10, Lemma 24] R({fl U---u fk}) =T(f1)U---U T(fk>

Igy tehat minden e € E élre létezik egy olyan f € F’, amire e € T(f). Vagyis
nem létezhet olyan G’ C G kritikus részgraf, amely F’ minden élét fesziti, mert
akkor a 3.1. és 3.2. Lemma miatt F’ csak G’ éleit feszitené, G — G’ éleit nem,
ellentmondva a G + F’ redundédnssigénak.

Nevezziink egy C' C V halmazt ko-kritikusnak, ha V —C' egy kritikus részgréafot
fesz{t. Ekvivalensen C (k, £)-ko-kritikus halmaz, ha 1 < |C| < |V| — 2 és dsszesen
k|C| élnek van legaldbb egyik végpontja C-ben. Ha C ko-kritikus, akkor egy F’
élhalmazra, amelyre G + F’ redundéns, C NV (F') # 0. Igy tehdt a kovetkezd
egyenl6tlenség fennall.

3.3. LEMMA. Legyen G egy (k,{)-kritikus graf legaldbb 4 csticson. Ekkor

min{|F| : F egy élhalmaz, amire G + F (k, {)-redunddns } >

> max { Pgr‘ : C pdronként diszjunkt (k,()-ko-kritikus halmazok csaldd ja} .
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Maximum hdrom csics esetén az 1. Probléma megoldésa tetszdleges (k, £) ese-
tén konnyen kiszamithato, igy ezen grafokkal nem foglalkozunk.

Alh’tjuk, hogy az el6z6 egyenldtlenség helyén valojaban egyetlen kivételtol elte-
kintve egyenlOség all. Az ehhez vezet6 1épések vazolasahoz el6szor vizsgaljuk meg
a ko-kritikus halmazok strukurdjat.

Jelolje C* a tartalmazdsra nézve minimdlis ko-kritikus halmazokat G-ben. (Ter-
mészetesen feltehetjiik, hogy a 3.3. Lemmaban C csak C*-beli halmazokbdl all. Pél-
daul az 1. dbrdn a tartalmazdsra nézve minimadlis ko-kritikus halmazok {P},{Q}
és {Y, Z}.)

3.4. LEMMA. [10, Theorem 5.5] C* halmazai pdronként diszjunktak, vagy ta-
ldlhat6 olyan i,j € V cstcspar, amire {i,7} N C # () minden C € C* ko-kritikus
halmazra.

Koénnyti bizonyitani, hogy ha nincsen ko-kritikus halmaz G-ben, akkor tetszole-
ges 1] élre G +ij redundéns lesz. Ez az egyetlen kivétel, amikor nem all egyenl&ség
a 3.3. Lemmaban. Hasonloképpen egyszerii belatni, hogy ha van legaldbb egy ko-
kritikus halmaz, és létezik 3.4. Lemmaban leirt 7,57 € V pontpér, vagyis amire
{#,7} N C # 0 minden C € C* ko-kritikus halmazra, akkor G + ij redundédns [10].
Tehét feltehetjiik, hogy C* halmazai paronként diszjunktak és |[C*| > 3.

Igy konnyen vehetiink egy X C V halmazt, amire |C' N X| = 1 minden C € C*
ko-kritikus halmazra. Beldthatd, hogy egy olyan F’ élhalmazra az X halmazon,
amelyre (X, F’) osszefiiggd grafot alkot, G+ F’ redunddns gréfot eredményez (lasd
[10, Lemma 5.8]). Igy mér talaltunk egy |C*| — 1 méretii élhalmazt, amely redun-

dénssd noveli G-t. Mivel [C*| — 1 megegyezik {gj—‘-vel, ha |C*| = 3, {gy |C*] < 3

esetre az egyenl6séget tudjuk bizonyitani a 3.3. Lemmaban. (fgy az 1. dbra grafjat
optimélisan redunddnssé tudjuk névelni, példaul egy F = {PY, Y Q} élhalmazzal.)
Feltehetjiik most, hogy van legalabb négy diszjunkt ko-kritikus halmaz G-ben.

3.5. LEMMA. [10, Lemma 5.9] Legyen G = (V,E) egy (k,{)-kritikus graf,
és legyenek x1,xs,x3,y € V csicsok G négy diszjunkt ko-kritikus halmazabdl.
Ekkor, ha T* = T(yx1) U T(yx2) U T (yxs), akkor T* = T(yx1) U T (x2x3), vagy
T* =T (yz2) UT (z123).

A 3.5. Lemma 6tlete megjelenik mér Garcia és Tejel munkdjdban is ([7, Lem-
ma 15]). Ok mutattak rd arra is, hogyan hasznalhatjuk ki ezt a tulajdonsa-
got. Vegyilik az X cstucshalmazt, és jeloljiink ki egy y € X csucsot. Legyen
H = {yz|x € X — {y}} élhalmaz. Tudjuk, hogy mivel H egy osszefiiggd grafot
alkot X-en, G + H redundéns. Ekkor addig, amig y fokszdma H-ban legalabb
hirom, alkalmazhatjuk a 3.5. Lemma 1épését, hogy két élet egy élre cseréljiink,
ugy, hogy a kapott H’ élhalmazra G + H’ tovébbra is redunddns. A végiil kapott
H* élhalmazra igaz, hogy minden cstcs fokszama H-ra nézve legfeljebb egy, kivéve

. . » o2 * / T _ * c”|
y-t, ami legfeljebb kettd, és G + H* redundans. Igy F' = H* egy pontosan [T-‘
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elemszamu élhalmaz, ami redundanssa noveli G-t. fgy belathatjuk a kovetkezo
tételt.

3.1. TETEL. [10, Theorem 5.1] Legyen G egy (k,{)-kritikus graf. Ekkor vagy
G-ben nincsenek (k, £)-ko-kritikus halmazok, és ekkor tetszbleges i, j € V-re G+1ij
(k, £)-redunddns, vagy a kovetkezd egyenléség all:

min{|F| : F' egy élhalmaz, amire G + F (k, {)-redundédns } =

= max { PCQF‘ : C pdronként diszjunkt (k,{)-ko-kritikus halmazok csaldd ja} .

3.2. (k,f)-merev grafok névelése

Vizsgéljuk meg most azt az esetet, ha a bemeneti G = (V| E) graf nem (k, £)-
kritikus, hanem (k, £)-merev, vagyis az altaldnos 1. Problémat. Ha a (k,¢) = (1,1)
példéanal maradunk, ez megfelel annak, hogy nem egy fat, hanem egy Gsszefiiggd
grafot akarunk 2-él6sszefiigg6vé névelni. Ebben az esetben a 2-élosszefiiggd kom-
ponensek Osszehuzasival egy fat kapunk, amelyet optimdlisan 2-élosszefiiggévé
novelve egy olyan élhalmazt kapunk, amely az eredeti grafot optimélisan noveli
2-élosszefiiggévé. Ezen oOtlet altalanosithaté minden ¢ < k parra. Els6 rdanézés-
re taldn meglep6 maédon, egyéb értékekre vannak nehézségi eredmények. Garcia
és Tejel bizonyitotta [7], hogy (2, 3)-merev graf novelése redunddnssd N P-nehéz,
majd az 6§ mddszeriiket altalanositva Kiraly és Mihalyké bizonyitotta, hogy min-
den k < / értékre (k, £)-merev graf novelése redunddnsra nemesak, hogy NP-nehéz,
de mér konstans faktoru kozelitést adni ra is lehetetlen, ha P # NP [10].

Az 6sszehizés altaldnositdsdhoz szitkség van az (m, f)-ritkasdgi matroidokra.
Természetesen minden (k, £)-ritkasdgi matroid egyben (m, £)-ritkasdgi matroid is
az m = k fiiggvényre.

Ha ¢ < k, az 2.1. Lemma egy altaldnositdsa alapjén (ldsd [10, Lemma 2.1])
G minden tartalmazasra nézve maximélisan merev részgrafja, igy maximdlis re-
dundéns részgrafjai is csdesdiszjunktak. Legyen ¢ = maz(¢,0). Hizzuk 6ssze
G tartalmazasra nézve maximaélis redundans részgrafjait, és definidljunk egy m
fiiggvényt az igy kapott G’ graf cstcsain. Az m fiiggvény legyen a kovetkez6: G
Osszehtizott pontjaira legyen m := ¢, mig miden egyéb pontra legyen m := k.
Bizonyithatd, hogy G’ (m, ¢')-kritikus [10, Section 3].

3.2. TETEL. [10, Theorem 3.3] Legyen G egy (k,{)-merev graf £ < k értékek-

re. Ekkor G optimadlisan redundanssa novelhets azzal az élhalmazzal, amely az
dsszehtizdsok utdn kapott (m, ¢')-kritikus G’ gréfot (m, ¢')-redunddnsséd néveli.

Mivel a 3.1. Tétel altaldnosabb formaban is igaz, ha (k,1)-kritikus gréfok he-
lyett olyan (m,¢')-kritikus grafokra tekintjiik, amelyet az el6bbi médon kaptunk
(1&sd [10, Theorem 5.1]), kijelenthetjiik, hogy az &ltaldnos probléma is megoldhatd,
ha ¢ <k.
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Ezen eredmények az (k,¢)-merev, illetve a (k, £)-kritikus gréafon kénnyen dlta-
lanosithatok hipergrafokra is.

3.3. Algoritmikus eredmények

Mint a ritkasdgi matroidok bevezetésénél emlitettiik, egy (2, 3)-merev gréif egy
minimalis merev részgrafjat O(|V|?) idében megtalalhatjuk [1]. Ezt egy fokszdm-
korlatos irdnyitasokat hasznald algoritmus segitségével érhetjiik el, mely algoritmus
egy fliggetlenségi orakulumot ad, amely egy 1j e élrél tudja meghatarozni, hogy
egy mar kivalasztott, egyelore ritka F' élhalmazhoz hozzavéve az igy kapott F' + e
élhalmaz ritka-e. Az algoritmus el6énye, hogy ha F' + e nem ritka, meghatarozza a
legsziikebb kritikus halmazt, ami miatt nem ritka - vagyis pontosan Tr(e)-t. Ez az
algoritmus tetszéleges (k, ) értékre is végrehajthaté O(|V|?) id6ben, s6t, (m, £)-
kritikus grafok esetén is O(|V|?>m*) id6ben, ahol m* az m fiiggvény értékének
maximuma [5].

fgy a redundédns novelési feladat optimalisan megoldhaté polinomidlis idében.
Ugyanis polinomiélis idében megtaldlhatjuk a redundédns éleket, és (m, £')-kritikus
graf esetén T'(e)-t is meg tudjuk hatdrozni tetszéleges e élre. A minimélis ko-
kritikus halmazok meghatarozasit az segiti, hogy komplementeriik G tartalma-
zdsra nézve maximalis kritikus részgrafjat fesziti [10]. fgy a 3.1. alfejezetben defi-
nidlt X halmaz is megtaldlhaté polinomidlis idében. Ha |X| < 4, akkor G maxi-
mum 2 éllel redundanssa tehetd, ami polinomidlis idében kénnyen megoldhaté. Ha
|X| > 4, a 3.5. Lemma algoritmusat végrehajtva polinomiélis idében kaphatunk
egy optimalis élhalmazt.

Megemlitjiik, hogy mind az altaldnos, mind a megszoritott redundans nove-
1ési probléma megoldhaté O(|V|?) idében egy bonyolultabb algoritmussal, amely
mélyebben kihaszndlja az (m, £)-ko-kritikus halmazok struktirdjat [10].

4. Nyitott kérdések

Lattuk, hogy ritkasagi matroidok tobb helyen hasznalhatdk, és megismertiink
egy olyan eredményt, ahol ténylegesen ki lehetett hasznalni a strukturdjukat egy
probléma optimalis megolddsdhoz. Most két olyan fontos nyitott kérdést vazolunk
fel, amelyre a specidlis esetekben ismert valasz talin reményt adhat, hogy mds
(k, ) értékekre is megoldhatdak.

4.1. Ritka grafok redundanssa névelése

Egy természetesen adédé kérdés az 1. Probléma megoldasa utan, hogyan lehet
G-t redundénsan merevvé novelni, ha G nem (k, £)-merev, hanem (k, ¢)-ritka.

2. Probléma. Legyen G egy (k,{)-ritka graf. Hatdrozzunk meg egy minimélis

Alkalmazott Matematikai Lapok (2021)



RITKASAGI MATROIDOKROL 151

elemszdmu F élhalmazt, amire G + F' (k, £)-redundéns.

Vegyiik észre, hogy ha (k,£)-redundéns helyett (k,£)-merevet kérdeznénk, a
valasz azonnal kovetkezne a matroid tulajdonsagbol.

Ha (1, 1)-redundénssigot vizsgdljuk, akkor egy erdét kell 2-élosszefiiggévé no-
velni minimalis szamu él hozzdadédsaval, amely kénnyen megoldhaté. Frank és
Kiradly megmutatta, hogy a 2. Probléma megoldhaté (k, k)-ritka grafok esetén is
[6]. Megolddsuk — melyben tetszdleges grafot noveltek (k, k)-redunddnssa — a po-
liéderes kombinatorika mély eredményeire tamaszkodott, igy érdekes lehetne erre
is egy konnyebben atlithaté megoldds. Altaldnos (k,¢) parokra egyelére pozitiv
eredmény nem ismert.

4.2. Minimalis vagas

Az eddigi kérdésekkel szemben most nem az a célunk, hogyan lehet egy grafot
még , biztonsdgosabba” tenni, hanem probaljuk meg ,tonkretenni”.

3. Probléma. Legyen G = (V, E) egy (k,{)-merev graf. Taldljunk egy olyan
minimalis elemszdmu E' C F élhalmazdt, amelyet torélve G-bdl, G — E’ mar nem
(k, £)-merev.

Vegyiik észre, hogy az (1,1) esetben ez pontosan a minimélis vigds feladat.
Ezért nevezziik a 3. Problémat minimélis vagéas feladatnak ritkasdgi matroidok-
ban. Ez a minimdlis vdgds feladat megjelenik az Egres Open Problems [3] kozott,
a feladat részletes lefrasaval és az eddig elért részeredményekkel, illetve azokrol szo-
16 diszkussziéval. Kozismert, hogy a minimalis vagds (1,1)-merev gréfok esetén
polinomialisan megoldhaté. Kirdly ezt a hipergrafikus matroidra altalanositotta
[11], amely az (1,1)-ritkasdgi matroid hipergréfokon. Sét, a feladat transzverzalis
matroidra, vagyis az (1,0)-hipergrafikus matroidra is megoldhat6 — a megoldds
minimalis szdmu csics torlése az S halmazbdl, hogy csokkenjen a pédrositds mére-
te. A merevségelmélet szempontjabdl érdekes, tovabbra is nyitott kérdés viszont
a (2, 3)-merev grafok minimélis vdgésa.

Ko6szonetnyilvanitas
A projekt az Eurdpai Unié tdmogatdsaval, az Eurdpai Szocidlis Alap tarsfinan-

szirozésaval valésult meg (EFOP-3.6.3-VEKOP-16-2017-00002). A szerz6 hélés
Jordéan Tibornak a kézirattal kapcsolatos sok hasznos észrevételéért.
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ABOUT COUNT MATROIDS

ANDRAS MIHALYKO

We call a graph G = (V, E) (k, £)-sparse if i (X) < k|X|— £ holds for every vertex set, where
|X| > 2 and i (X) denotes the number of edges in G spanned by X. These sparsity conditions
provide a matroid on E, if k € Z4 and ¢ < 2k integer. These are the so-called count matroids.
Count matroids occur in several applications in combinatorial optimization. For example, in
spanning trees, matchings or in rigidity theory. Our goal is to introduce the count matroids
from their definition through well known and new results, including the redundant augmentation
problem for count matroids up to open problems.
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