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Majdnem szabalyos sokszdglapok altal hatarolt konvex poliéderek
szamitogépes modellezése

Talata Istvan
Obudai Egyetem,
Ybl Miklos Epitéstudomanyi Kar, Budapest,
¢s BGE Kiilkereskedelmi Kar, Budapest
talata.istvan@ybl.uni-obuda.hu

OSSZEFOGLALO. Léteznek olyan konvex poliéderek (tin. al-Johnson-poliéderek),
melyeknek mindegyik sokszoglapja szabalyos sokszog vagy annak egy jo kozelitése
valamilyen értelemben, és esetleg nem is (vagy alig) észreveheté ezeken a
poliédereken, hogy a lapjaik kdz6tt van nem pontosan szabalyos sokszog, mikézben
megmutathatd, hogy nem létezik olyan konvex poliéder, melynek ugyanaz a
laphaldja, és minden lapja szabalyos sokszog. Bemutatjuk, hogyan modellezheték
az ilyen poliéderek geometriai modszerek felhasznalasaval, azaz valamely
geometriai szoftverrel megvalositott térbeli geometriai szerkesztésekkel.

ABSTRACT. The near-miss Johnson solids are such convex polyhedra whose faces
are regular polygons or polygons whose shape is close to a regular polygon in some
sense, and in some cases, it can not be (or it can only be slightly) observed that not
all faces are regular polygons — however there is no such convex polyhedron with
the same face net having only regular polygons as faces. We show how to model
such polyhedron using only geometric methods, that is, how to create a virtual model
of that polyhedron using space geometric construction steps with a geometry
software.

1. Bevezetés

Olyan konvex poliédereknek a modellezésével fogunk foglalkozni, melyek lapjainak alakja
szabalyos soksz0g vagy annak egy j6 kozelitése, de nincs olyan konvex poliéder ugyanolyan
laphaloval, melynek minden lapja szabalyos sokszog lenne. (Ezért egy ilyen poliéder nem lehet
egy csupan szabdlyos sokszdg alakl lapok altal hatarolt poliédernek egy kissé deformalt
valtozata, ugyanazzal a laphaloval.) Es emiatt biztos van olyan lapja a vizsgalt poliédernek,
amely nem pontosan szabdlyos sokszdg, még ha ahhoz kozeli is az alakja. Geometriai
modellezést fogunk alkalmazni.

A kovetkezékben roviden attekintiink néhany kapcsolodo témakort, és osszefoglaljuk a
szamunkra fontos jellemzdit a geometriai modellezésnek, a szerkeszthetdségnek, ill.
paraméteres modellezésnek, és a szabalyos sokszoglapokkal hatarolt konvex poliéderek
esetében hasznalhaté geometriai modellezési moddszereket. Mindezek utdn, a kovetkezd
fejezetben arra keresiink vélaszt, hogyan definidlhatjuk a majdnem szabélyos sokszdglapokat,
majd utana eldszor megvizsgaljuk, hogy néhany nevezetes poliéderosztily elemei ilyen
lapokbol allnak-e, majd altalanossagban foglalkozunk ilyen lapok altal hatarolt konvex

KULCSSZAVAK. Al-Johnson-poliéder, dinamikus geometria, szamitogépes modellezés.
KEYWORDS. Near-miss Johnson solid, dynamic geometry, computer modelling.
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poliéderekkel, késobb pedig konkrét példdkat mutatunk be, felvdzolva a szerkesztési
modszereket az egyes esetekben. Végiil 6sszefoglaljuk a tapasztalatainkat.

1.1. Geometriai modellezés

Nagyon sokféle 3-dimenzids poliéder szamitogépes modellezése torténhet csupan
geometriai modszerekkel. Ekkor egy geometriai szoftver térbeli szerkesztési miiveleteit
hasznaljuk a poliédermodell pontos vagy kozelitd (adott hibahataron beliili pontossagu)
megszerkesztéséhez.

Geometriai modszerekkel torténd modellezés esetén egyszeri alakzatokbdl kiindulva
készitlink Osszetett modellt, 1j alakzatok vagy segédalakzatok segitségével (pl.
szerkesztOegyenesek, szakaszok, korok, sikok, sokszoglapok, gombok felhasznilasaval), €s
geometriai transzformdciok (pl. forgatés, eltolds, tiikrozés) alkalmazasaval. Ilyenkor az
egymasra €piild szerkesztési lépések garantdljadk a poliéderlapok megfeleld illeszkedését. A
poliéder esetleges szimmetriait kihaszndlva forgatasokkal és tiikkrozésekkel fejezhetd be a
modell, garantalva a végsé modell megfeleld szimmetriait.

A geometriai modszerek hasznalata amellett, hogy elegans, matematikai képletek
bevitelétdl mentes szerkesztést tesz lehetoveé, fejleszti a modellezd térlatasat és egyéb téri
képességeit is, igy a konkrét modellezett poliéder egyes geometriai és kombinatorikai
tulajdonsagait (pl. szimmetridkat, az egyes lapok egymashoz viszonyitott helyzetét is
konnyebben felismerheti a modellezd, mar a modellezési eljaras soran megismerve ezeket).

1.2.Szerkeszthetdség és paraméteres modellezés

A szokésos szoftveres térbeli szerkesztési 1épések visszavezethetOk gomb, sik, térbeli
egyenes, térbeli kor alakzatoknak a felvételére és ilyen alakzatok metszéspontjainak a
megszerkesztésére, amely miiveletek a sikbeli korzdvel-vonalzoval torténd szerkesztési
Iépésekhez hasonloan ugy bdvitik a megszerkesztett pontok halmazat, hogy azok koordinatai
megfeleld masodfoku testbdvitések egymas utani alkalmazéasaval mindig megkaphatok. Ezért
ha egy poliéder bizonyos cslUcsparjainak a tavolsaganak a racionalis szamok feletti
minimalpolinomja nem kett6hatvany, akkor az a poliéder nem szerkeszthetd meg csupan
racionalis koordinataju pontokbol kiindulva (Id. [5]).

Dinamikus geometriai szoftverekkel torténd szerkesztések esetén azonban paraméteres
poliédermodelleket is tudunk késziteni, azaz a modellezés soran késébb folytonosan
valtoztathato paraméterértékeket (tipikusan geometriai jelentéssel bird, pl. sz0g nagysagat vagy
szakasz hosszat megadé értékeket) is felhasznalhatunk — vagy ennek megfeleld valtoztathatd
alakzatokat helyezhetiink el a modellben, pl. pontot koron vagy szakaszon mozgathatunk,
amely mozgas szog, ill. tavolsag valtozasanak feleltethetd meg. igy bizonyos nemszerkeszthet
poliéderek tetszéleges pontossaggal modellezhetdk, amennyiben készithetd olyan paraméteres
poliédermodell, amelynek a paraméterértékeinek a megfeleld beéllitasaival a kivant
poliéderkozelités  elérhetd. Egyetlen paraméter haszndlata esetén, folytonossagi
meggondolasok alapjan elég egyszerli a megfeleld paraméterérték megtalalasa.

1.3.Szamitogépes modellezés szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex
poliéderek esetén

Most attekintjiik, hogy a szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderek hogyan
modellezhetdk geometriai modszerekkel. A szabalyos testek (hasonlosag erejéig 5 db ilyen test
van) mind szerkeszthet6k, és persze a szabalyos sokszoglapokkal rendelkez6 egyenes hasabok
¢és antiprizmdk végtelen csaladjai is szerkeszthetok. Az arkhimédészi, félig szabalyos testek
(13 db) kozott azonban mar talalhatd két nemszerkeszthetd test: a pisze kocka és a pisze
dodekaéder. A fennmaradd, szabdlyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderek a
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Johnson-poliéderek (ezekbdl 92 db van), koziiliik 85 db konnyen szerkeszthetd, azonban van
7db olyan Johnson-poliéder, amely nem szerkeszthetd (vagy valosziniileg nem szerkeszthetd),
ezek a J84-J90 sorszami poliéderek. Azonban a fentebb emlitett 6sszesen 9 nemszerkeszthetd
poliéder mindegyikének elkészithetd a virtualis modellje tetszdleges pontossaggal, alkalmasan
valasztott 1-paraméteres poliédermodell készitésével, majd a paraméter megfeleld értékre
torténd beallitdsaval. Mindez azért lehetséges, mert az itt emlitett poliéderosztalyok
mindegyikének az elemei rendelkeznek tobb-kevesebb szimmetriaval — enélkiil lehet hogy csak
legalabb 2 paraméteres poliédermodell alkalmazasdval tudnank valamelyik poliédert
modellezni, marpedig ezek esetében a paraméterértékek megfeleld beallitasa sokkal
nehezebben oldhat6 csak meg.

Tehat a szabalyos sokszoglapokkal hatarolt konvex poliéderek tobbsége szerkeszthetd, a
fennmarado 9 test pedig megfeleld 1-paraméteres modellek felhasznalasaval tetszdleges
pontossaggal modellezhetd egyszeriien, dinamikus geometriai szoftverekkel.

A szabalyos testek megszerkeszthetdk: elég egyetlen testszogletiiket megszerkeszteni, pl.
lapjaik felhajtdsaval. A szabalyos hasabok €s antiprizmak esetére is mitkodik ez a modszer. Az
arkhimédeszi testek tobbségénél is ez a helyzet, de azok szabalyos testekb6l masképp is
eléallithatok: szeléssel, lapok eltolasaval, lapok forgatva eltolasaval. A legtobb Johnson-
poliéder eloallithatd arkhimédészi testekbdl, hasdbokbol és antiprizmakbol geometriai
alapmiiveletekkel (cstucsok altal meghatarozott sikkal valo szelés, kozos lap mentén egyesités).

2. Majdnem szabalyos sokszoglapok

Most nézziik, hogyan definialhat6 precizen, hogy majdnem szabalyos sokszogek alkotjak
egy poliéder lapjait? A lapok alakjanak eltérését mérjiik majd az ugyanannyi csucsu szabalyos
sokszog alakjatol. A szakirodalomban van olyan szerzd, aki egy poliéderre az 6sszes lapnak az
ott ahitott egységnyi élhosszu szabalyos sokszogektdl vald eltéréseit igy méri, hogy dsszeadja
az ¢lhosszak 1-t6l valo eltéréseinek az abszolut értékét az 6sszes €lre, €s a lapok szdgei esetén
az ugyanannyi csucsu szabalyos sokszdg szogértékeitol valo eltérések abszolut értékeinek az
Osszegét veszi. Igy a poliéderre két mennyiséget kapunk, az élek abszolat eltéréseinek az
Osszegét ¢és a szogek abszolut eltéréseinek az Gsszegét. Egy masik szerzd pedig az egész
poliéderre csupan a leghosszabb és legrovidebb ¢l aranyat tekinti, ezt az egy mérdszamot
hasznalja mérészamként.

Szerintlink a lapoknak a szabalyos sokszogtdl vald legnagyobb eltérését kell vizsgélni, ez
mutatja meg, hogy mennyire észrevehetd hogy nem szabélyos sokszog alaku egy lap. Ugy
gondoljuk, hogy a szabalyossagot a szemiinkkel lokalisan, laponként ellendrizziik, méghozza
szimmetriaként, a lap ¢lhosszainak ill. a lap szogeinek az egyenldségét tesztelve szemiinkkel.
Ezért vegyiik egy lap leghosszabb és legrovidebb oldalainak az aranyat (ez legalabb 1, mivel a
szamlalo legalabb akkora, mint a nevezd egy ilyen tipust tortben), valamint a lap legnagyobb
¢s legkisebb szogének a kiilonbségét is szamitsuk ki (ez pedig mindig nemnegativ mennyiség,
mert a legnagyobb szogbdl vonjuk ki a legkisebbet). Minden lapra szamitsuk ki ezt a két
mennyiséget, majd ezek maximumat vegyiik mindkét esetben. Jelolje ER(P) az egyes lapokhoz
tartozd legnagyobb ¢lardnyok maximumat, és jelolje AD(P) az egyes lapokhoz tartozd
legnagyobb szogkiilonbségek maximumat, egy P konvex poliéder esetén (ER=edge ratio,
AD=angle_difference). Ha az ER(P) legfeljebb 1 4+ ¢ valamely € > 0 esetén, és AD(P)
legfeljebb & valamely & > 0 esetén, akkor azt mondjuk, hogy a lap alakja az (g, 9) -
hibahatarokon beliil kozeli a szabalyos n-sz6ghoz, ill. a lap az (g, §)-hibahatarokon beliil
szabalyos sokszoglap. Kézel szabdlyos sokszéglapnak nevezziink egy poliéderlapot, ha az
teljesiti a kdvetkezo feltételt:
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1) A poliéder minden lapja legfeljebb az (¢, §)-hibahatarokon beliil kézeli egy olyan
szabalyos soksz6ghdz, melynek ugyanannyi csiicsa van, mint a lapnak.

Ha az ¢ és § mennyiségeket megfeleléen kicsi pozitiv értéknek valasztjuk, akkor a
szemiink tényleg nem latja a kiilonbséget a szabalyos sokszog €s a téle (g, §)-hibahatarokon
beliil kozeli sokszog kdzott.

A latvanyon tilmenden van néhany egyszerii szabaly, amelynek fenn kell allnia, ha egy
konvex poliédernek mindegyik lapja szabalyos sokszog:

2) A lapok egy csucsnal fekvé szogeinek dsszege 360°-ndl kisebb legyen mindegyik csiics
esetén.

3) Ha két sokszdglap kozos éllel csatlakozik egymashoz, akkor szimmetria miatt, a két
sokszoglapbol a kozos él egyik csucsaba befuto masik ket él egymdssal bezart szége
megegyezik a kozos él masik csucsaba befuto masik két él egymassal bezart szogével.

Az is elvaras lehet, hogy szabalyos sokszoglaphoz kozeli alakt lapok esetén egy poliéder
megfeleljen ezeknek a szabalyoknak akkor is, ha ugy szdmolunk az esetében, mintha minden
lapja szabalyos sokszoglap lenne, hogy legaldbb az ilyen egyszerli lokalis szabalyoknak
megfeleljen a laphdloja akar szabalyos sokszogekkel is (ezeknél az egyszeri lokalis
vizsgalatoknal még ne deriiljon ki, hogy a poliéder laphaldja esetleg nem realizalhatd szabalyos
sokszoglapokkal).

A fenti 3 szabalyt nevezhetjiik 1. feltételnek, 2. feltételnek, ill. 3. feltételnek, melyeknek
fenn kell allniuk, hogy a poliéder jelolt maradhasson arra, hagy szabalyos sokszoglapok altal
hatérolt (az 1. feltétel barmely pozitiv (&, §)-hibahatarokra fennall ilyenkor). Ami nem vilagos,
hogy milyen nagynak valaszthatjuk az € és § értékeket, hogy a szemiinkkel mar ne érzékeljiik
az eltérést a szabalyos sokszogtdl, ha a sokszog (&, §)-hibahatarokon beliil kozeli egy szabalyos
sokszoghoz.

A 2., 1ll. 3. szamu feltételek kovetkezményei:

2b) Mindegyik csucsnal legfeljebb 5 lap talalkozik.
2¢) 3 db hatszéglap nem talalkozhat egy csucsban.
2d) 2 db hatszoglap és 2 db haromszoglap (0sszesen 4 lap) nem talalkozhat egy csucsban.

3b) Ha két szabalyos sokszéglap kozos éllel csatlakozik egymashoz, és a kozos él egyik
csucsanal csak harom sokszoglap talalkozik, akkor
e vagy csak harom sokszoglap talalkozik a kozos él masik csucsandal, és a kozos él ket
csucsanal talalhato harmadik sokszoglapok egybevagoak (azaz oldalszamuk
megegyezik),
e vagy a kozos él masik csucsanal legalabb négy sokszoglap talalkozik, melyek koziil
az emlitett kozos élre nem illeszkedo legalabb két sokszoglap szogeinek osszege ennél
a masik csucsnal nagyobb, mint az él egyik csucsanal talalhato harmadik sokszéglap
szoge.

3. Néhany nevezetes, majdnem szabalyos sokszoéglapokkal rendelkezo
poliéderosztaly

Vannak olyan nevezetes poliéderosztalyok, melyek elemei jeloltek lehetnek majdnem
szabalyos sokszoglapok altal hatarolt konvex poliéderekre. Egyik ilyen a geodézikus poliéderek
csaladja, a masik a Goldberg-poliéderek csaladja (1d. [4]). Egy geodézikus poliéder csucsai egy
gombfeliileten vannak, csak hdromszdglapjai vannak, és ha elég kis haromszogekrdl van szo6
(ami nagy csucsszam esetén teljesiil), akkor eléfordulhat, hogy sok haromszdglapjanak az
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alakja elég kozeli a szabalyos haromszogéhez. De van mindig valahany (legalabb 4) cstcsa,
ahol legfeljebb 5-5 db haromszoglap talalkozik, igy ott a kis haromszdglapok csucsai nem
lehetnek 60°-hoz kozeliek (mivel a csucsban talalkozo szogek 6sszege 360°-hoz kozeli nagy
cstcsszam esetén). [gy mégse igazan j6 jelolt ez a poliédercsalad, plane mert a 2. feltételt sem
teljesitik az ilyen poliéderek szabalyos haromszoglapok szogeivel szamolva, ugyanis mindig
van olyan csucsa, ahol 6 db haromszoglap talalkozik (és nagy csucsszdm esetén az ilyen
csticsok vannak tilnyomo tobbségben, mondhatjuk, hogy majdnem minden csucsa ilyen).

1. abra. Geodézikus dodekaéder L2 és egy Goldberg-poliéder (dualis ikozaéder L3)

A Goldberg-poliéderek az ikozaéderes szimmetriaju geodézikus poliéderek dualisai, 12
szabalyos 6tszoglapjuk van, a tobbi lap hatszoglap, és mindegyik lap érinti a beirt gdmbét. De
igy amely csucsnal az Otszoglaphoz csatlakoznak a hatszdglapok, az ott talalkozé lapok
csticsszogeinek Osszege 360°-hoz kellene, hogy kozel legyen (ez nagy csicsszam esetén
teljestil), azonban az 6tszoglap 108°-0s szoge miatt a masik két hatszéglap csucsszoge annal a
cstcsnal nem lehet kozel 120°-hoz, igy nem lehet kozel az alakjuk szabalyos hatszoghoz. Es
itt is fenndll, hogy a 2. feltétel nem teljesiil, ha a lapokndl szabdlyos sokszogek szogeivel
szamolunk, mivel sok csucsban harom hatszoglap talalkozik, melyeknél a sz6gdsszeg 360°
lenne.

2. abra. Szabalyos tetraéder lapjainak egy racsfelosztasa

Végiil, ha vesziink egy olyan konvex poliédert, melynek lapjai feloszthatok racsfelosztassal
akéarmilyen sok szabalyos haromszogre vagy négyzetre, akkor kicsit elmozdithatjuk a felosztas
cstcsait ugy, hogy egy konvex poliéder cstcsai legyenek, és a poliéder laphalojat a lapok
racsfelosztasai adjak. A szabdlyos tetraéder vagy a kocka ilyen poliéderek, hiszen barmilyen
nagy finomsagu szabalyos haromszdgracsos ill. négyzetracsos felosztast lehet rarajzolni a
haromszoglapjaikra ill. négyzetlapjaikra, de jo par mas poliéder is létezik ilyen tulajdonsaggal,
pl. a csak szabalyos haromszoglapokkal vagy négyzetlapokkal rendelkezd poliéderek ilyenek,
de eléfordulhat szabalyos hatszoglap, paralelogramma alakt lap (amely 2 db szabalyos
haromszdgre oszthato fel), ill. trapéz alaku lap (amely 3 db szabalyos haromszogre oszthato fel)
az ilyen tulajdonsagu poliéderek lapjai kozott. A racsfelosztas haromszogei ill. négyszogei kissé
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eldeformaldédnak a csticsok elmozditasa soran, de azért ilyenkor az megvaldsithato, hogy a
négyszogek megmaradjanak sikbeli négyszdgeknek, és bar mar nem lesznek szabdlyos
sokszogek a racsfelosztasbol lett lapok, de tetszélegesen kozeliek lehetnek a szabalyos
sokszogekhez a lapok a csicsok elég kismértékii elmozditasa esetén. Igy barmely
adott € > 0 és § > 0 esetén is végtelen sok olyan poliéder adodik, amely megfelel az 1.
feltételnek — de a 2. feltételnek persze mar nem fog megfelelni, ha a lapoknal szabalyos
sokszogek szogeivel szamolunk, mivel akkor sok csucsban 360° jon ki szogdsszegnek.

4. Al-Johnson-poliéderek

Vajon mi a helyzet, ha nem pontosan szabalyosak a poliéder lapjai? Eloszor is egy ehhez
kapcsolodo tételt emlitiink: a Cauchy-tétel kimondja, hogy ha egy konvex poliéder lapjainak
alakjat merevnek tekintjiik, €s a lapok kozos éleit csukloknak, akkor a poliéder merev, azaz
nem deformalhatd at masféle alakuva. SOt, ennél tobb is igaz: ha adott a sokszdglapok alakja
(egybevagosag erejéig) valamint adott a laphdlod, amely meghatdrozza, hogyan csatlakoznak
egymashoz a lapok, akkor legfeljebb egy konvex poliéder Iétezik, melynek a sokszdglapjai és
a hozza tartoz6 laphaloja megegyeznek ezekkel.

Azt, hogy 92 Johnson-poliéder 1étezik, még Johnson sejtette meg 1966-ban (1d. [2]), és bar
korabban el is ért néhdny részeredményt a sejtése igazoldsanak az irdnyaban (pl. Griinbaummal
kozos cikkében igazolta 1964-ben, hogy csak véges sok olyan konvex poliéder létezik, melynek
minden lapja szabalyos sokszog, 1d. [1]), de a sejtését végiil is Zalgaller bizonyitotta be 1967-
ben (Id. [6]). A véges sok eset vizsgalatakor kideriilt, hogy jo6 par esetben azért Iétezik olyan
konvex poliéder, melynek mindegyik lapjanak az alakja igen kozeli egy szabalyos sokszoghdz.

Al-Johnson-poliédernek nevezziik az olyan konvex poliédert, melynek nem minden lapja
szabalyos sokszog, de a 2. fejezet 1. feltétele teljesiil valamely adott € és § pozitiv szdmokra
(angolul:  near-miss Johnson solid). Azaz egy al-Johnson-poliéder lapjai az
(g, 6)-hibahatarokon beliil szabalyos sokszdgek, de legalabb 1 lapja nem szabalyos sokszog
(Id. [3]). Mivel minden poliéder al-Johnson-poliéder megfeleléen nagy € és & szamokra, ezért
(ER(P) — 1) és ED(P) értékei (ha P jeloli a poliédert) — a 2. fejezetben bevezetett
jelolésekkel — adjak meg a legkisebb € és § értékeket, melyekre a poliéder még al-Johnson-
poliéder.

Nevezziik 1., 2., ill. 3. tipust al-Johnson-poliédernek az olyan konvex poliédert, melyre az
l.,az 1. és 2., ill. az 1., 2. és 3. feltételek teljesiilnek (ha a 2, €s 3. feltételben ugy szamolunk a
szogekkel, mintha a poliéder minden lapja szabalyos sokszdglap lenne). Az 1. feltétel adott €
¢és 6 pozitiv szamok esetén teljesiil, itt olyan értékekre gondolunk, amelyek esetén a sokszog
mar latszolag szabalyos, de azért a lehetd legnagyobb ilyen értékeket szeretnénk valasztani,
hogy legyen egyaltalan a feltételeknek megfelelé poliéder, akar minél tobb is. Az, hogy az ¢ és
6 pozitiv szamokra mely értékek a megfeleld valasztds, még tovabbi vizsgalatok targya kell,
hogy legyen.

Ha a poliédernek csak a haromszoglapjai nem szabdlyosak, akkor §-tol eltekinthetiink,
mivel egy hdromszog oldalhosszai mar meghatarozzak annak alakjat is, igy azt is, hogy menyire
kozeli az alakja egy szabalyos haromszoghoz. Ekkor € = 0,02 mar jo valasztasnak tiinik, 1d. az
5. fejezet 2. példajat.

Erdekesség, hogy ha egy al-Johnson poliéder tényleg latszolag szabalyos sokszoglapokkal
rendelkezik, akkor j6 esély van ra, hogy pl. papirmodellt vagy palcikamodellt (amely megfeleld
lapatlokhoz tartozo palcikdk berakasdval mar merev lesz) tudunk késziteni beldle, mivel a
fizikai modellkészités soran fellépd pontatlansagok elfedik a kis illeszkedési pontatlansagokat.

A 3. fejezet utolsé poliéderosztalya példa arra, hogy végtelen sok 1. tipusu al-Johnson-
poliéder létezik, mig a 3. tipust al-Johnson-poliéderekbdl valosziniileg mar csak véges sok van
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(megfelelden kis € és § pozitiv szdmok esetén, amik azért garantaljak, hogy ne iires halmaz
legyen ekkor az al-Johnson-poliéderek csaladja), mivel Griinbaum és Johnson fentebb emlitett
végességi bizonyitasa is a 2. és 3. feltételen alapszik.

Megfelel6 miveletek megengedésével persze minden poliéderrdl eldonthetd (akar
geometriai modszerekkel is), hogy Johnson-poliéder-e vagy sem — mert pl. egy olyan szabalyos
sokszoget rajzolva egy tetszoleges lap sikjaban, amelynek egyik oldala a poliéder egyik éle, és
a sokszog a lap irdnyaban fekszik ugyanannyi cstccsal, mint a lap cstcsainak szama,
ellendrizhetd, hogy az a szabalyos sokszog megegyezik-e a lappal.

Az al-Johnson-poliéderek egy-egy tipusanak sokszor tobbféle megvaldsitasa is van, mivel
eléallithatok ugyanolyan laphaldju, de alakjukban csak kicsit kiillonb6zd poliéderek. Van,
amikor arra torekednek egy konstrukcidoban, hogy minél tobb szabalyos sokszoglapja legyen az
al-Johnson-poliédernek, de van, hogy inkabb arra, hogy minden lapja minél kozelebbi alaku
legyen egy szabalyos sokszoghdz, még ha ennek az is az ara, hogy egyik lap sem lesz pontosan
szabalyos sokszog. Altalaban minél tobb szabalyos sokszdglapja van egy poliédernek, annal
egyszeriibb a modellezése.

Az al-Johnson-poliéderek nem szabalyos sokszoglapjai gyakran a leheté legkisebb
oldalszamu lapoknal (haromszoglapok, négyszoglapok esetében) vannak. Ilyenkor a szabalyos
sokszoglapok ¢és a laphdlo szimmetriai (amelyek tipikusan megvaldsulnak metrikus
szimmetriaként is) alapjan sokszor mar megszerkeszthetd a poliéder. Sokszor azért is van
értelme ilyen poliédermodell készitésének, mert igy a poliéder feliiletének a kisebb része lesz
nem szabalyos, ugyanis ugyanakkora élhossz esetén a szabdlyos n-szog teriilete nd, ha n
novekszik.

Al-Johnson-poliéderek szamitogépes modellezésekor vigyazni kell, hogy ne automatikusan
tekintsiik a poliéder barmelyik lapjat szabdlyos sokszogként megszerkeszthetonek, mert nem
megfeleld valasztas esetén nem zarodo poliéderfeliiletet kapunk.

Al-Johnson-poliédereknek egy gyakori el6allitasi modja: az arkhimédészi ill. Johnson-
poliéderek szerkesztésekor hasznalhatd szerkesztési modszerek alkalmazasa mas esetekre:
lapok szelése, lapok kifelé eltolasa, lapok piszésitése (eltolva forgatasa kifelé). Ilyenkor
tipikusan mar nem mindegyik tjonnan keletkezett lap lesz szabalyos sokszdg, de toreksziink ra
hogy minél kevesebb nem szabalyos sokszdglap legyen, azért aranylag nem messze es6 alakkal
a szabalyos sokszogtdl, vagy minél kisebbek legyenek a keletkez6 nem szabalyos lapok (pl.
haromszogek, négyszogek, mivel oldalszammal nd a tertilet is). Illetve, annak is van elonye, ha
paratlan oldali sokszog lesz a nem szabalyos (pl. 6tszdg), mert a paros oldaliaknal talan
konnyebben észrevehetd, ha elromlik valahol a szimmetria, mondjuk a centralszimmetria, és
ezért bizonyos szemkdzti oldalak nem lesznek parhuzamosak. Szelésre gyakran kiindulopont
egy katalan test (ez az arkhimédészi test dualisa), mert annak a csucsalakzatai szabalyosak, igy
megfeleld szeldsikok esetén szabalyos sokszoglapok keletkeznek a szelések helyén, és akkor
mar csak arra kell tigyelni, hogy a tobbi keletkezd lap kizel szabélyos sokszdg alaku legyen.

5. Példak al-Johnson-poliéderek szamitogépes modellezésére

A kovetkezOkben néhany al-Johnson-poliéder esetében megvizsgaljuk, hogyan lehet
elkésziteni a szamitogépes modelljikket (az al-Johnson poliédereknek egy kozel sem teljes
listdja megtalalhat6 a [3]-as hivatkozésban).

1. példa. Csonkolt kettds gula — itt két modellezési lehetdség van. Az egyik, ha pontosan
négyzetlapokat szerkesztiink, akkor 1 paraméter marad arra, hogy a csonkolt lapok minél
jobban hasonlitsanak a szabalyos 6tszoglapokra. A masik esetben kétparaméteres a probléma:
ha csak négyzethez kozeli lapokat készitlink, ekkor olyan paraméterértékeket keresiink, hogy a
négyszoglapok a négyzethez, az Otszoglapok a szabalyos Otszoghdz legyenek a lehetd
legkdzelebb (az 6tszoglapok nem lehetnek szabalyos 6tszogek, mert akkor a négyszdgek nem
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lennének siklapok). Ez a poliéder 2. tipusu al-Johnson-poliéder, mivel a 3. feltétel nem teljesiil
rd, de az 6tszoglapjain konnyen lathato, hogy nem szabalyosak, csak képzeletben huzzuk be az
atloit, latszik, hogy nem egyforman osztjak ketté az 6tszoglapot.

3. abra. Az 1. példa és a 2. példa al-Johnson-poliéderei

2. példa. Ez a poliéder a pentahexagonalis piritoheptakontatetrahedron névre hallgat
(Mason Green fedezte fel 2006-ban). A laphald szimmetriait szeretnénk metrikus
szimmetriaként is eldallitani. A 6 db hatszéglap atellenes sokszdgparokat alkot, ezeknek a
paroknak kozos forgastengelyiilk van (180 fokos forgasszimmetria miatt). A 3 tengely a
szimmetria miatt paronként merdleges kell, hogy legyen egymasra, és 1 ponton kell, hogy
menjen at. Emiatt a hatszogek egy kocka lapjain helyezkednek el, a 12 db 6tszéglap a kocka 12
¢léhez tarsithatd, mert egy Otszoglap két olyan hatszoglapot kot Ossze, mely kozos éllel
rendelkezd, szomszédos kockaoldalakon helyezkedik el. A hatszoglapok és Otszoglapok
megszerkesztése utan a hdromszoglapok mar automatikusan megszerkeszthetok, mivel a
hatszoglapok és Otszoglapok lefogjdk az Osszes poliédercsucsot. Adott élhosszu szabalyos
hatszogek ¢és szabalyos 6tszogek esetén a kocka élhossza szerkesztendd — valamely két tengely
altal meghatarozott sikot elmetszve a poliéderrel, egy Pitagorasz-tétel irhat6 fel, melyet kifejtve
az ismeretlen kockaélhossz egy masodfokt egyenlet gyoke lesz, és igy megszerkeszthetd lesz.
Ez a poliéder 3. tipusu al-Johnson-poliéder, és csupan a haromszoglapjai k6zott vannak nem
szabalyos sokszoglapjai. Ez egy al-Johnson-poliéder & = 0,018 hibahatarnal kozelebbi
szabalyos sokszoglapokkal, amelyek mindegyike latszolag szabalyos.

4. abra. A 3. példa al-Johnson-poliédere, a csonkolt csonka ikozaéder
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3. példa. Csonkolt csonka ikozaéder. A csonka ikozaédert (focilabdat) a csucsainal
egységesen szeljiik, de nem tudjuk ugyanugy szelni az 6tszoglapoknal €s a hatszoglapoknal: ha
mondjuk szabalyos 12-szoglapokat szeretnénk kapni a szelések utan a hatszoglapokbol, akkor
az O0tszoglapokbol keletkezd 10-szoglapok és a focilabda csticsainal keletkezd haromszdéglapok
sem lesznek szabalyosak.

4. példa. Kifel¢ toljuk a csonka ikozaéder (focilabda) lapjait, a lapokra merdleges
iranyokban, egységes s > 0 tavolsaggal az Otszoglapokat, és egységes t > 0 tavolsaggal
a hatszoglapokat. Ez egy kétparaméteres modellel megvaldsithatd, dinamikus geometriai
szoftvert hasznalva. Az eltolt lapokhoz csatlakozo téglalapokat és haromszdglapokat vesziink
hozza, hogy megkapjuk egy poliéder feliiletét (Id. 5. abra). Az igy ad6do poliéder sok esetben
konvex lesz, de bizonyos s ¢és t értékekre konkav poliéder adodik.

A hatszoglapok kozott elhelyezkedd négyszoglapok négyzetek lesznek t megfeleld
valasztasa esetén. Az igy keletkezett poliéder ugy is elkészithetd, hogy a focilabdankkal azonos
¢lhosszl, nagy rombikozidodekaéder nevii arkhimédészi test (amelynek csiicsaiban egy-egy
szabalyos 10-szog, 6-sz0g ¢és 4-sz0g talalkozik) mindegyik 10-széglapjara olyan ,,sapkat”
helyeziink, melyet poliéderiink egy Otszoglapja a vele hataros téglalapokkal ¢és
haromszoglapokkal egytitt alkot (ekkor a ,,sapka” alakja mar csak az s paramétertdl fiigg). Ha
most s értékét ngy valasztjuk, hogy a hatszoglapokat az Otszoglapokkal 0Osszekotd
négyszoglapok is négyzetek legyenek, a poliéder mar nem lesz konvex (pedig ekkor még a
haromszoglapok is szabalyos sokszogek lesznek).

Olyan konvex poliédert, amely al-Johnson-poliéder, ugy kaphatunk, hogy beallitjuk t
értékét arra a t szdmra (vagy annak a kozelébe), melyre a hatszoglapok kozotti négyszoglapok
négyzetek lesznek, ezutan s értékét pedig tigy allitjuk be, hogy a poliéder még épp konvex
maradjon (de s kismértékli novelésével mar atvaltson konkavba a poliéder alakja). Szerencsére
ebben az esetben az 6tszoglappal hatdros négyszoglapok €s a haromszoglapok alakja is elég
kozeli a négyzethez, ill. szabalyos haromsz6ghtz. Ez az al-Johnson-poliéder nem 2. tipust,
mivel van olyan csucsa, amelyben a szogdsszeg 360° lenne, ha gy szamolunk az esetében,
mintha minden lapja szabalyos sokszoglap lenne.

5. abra. A 4. példa és 5. példa al-Johnson-poliéderei

5. példa. Piszésitjiik a csonka ikozaéder (focilabda) lapjait (kifelé toljuk azokat és egyben
forgatjuk is Oket a lapkdzéppontok és a testkozéppont egyenesei, mint tengelyek koriil,
egységesen az OtszOglapokat és egységesen a hatszoglapokat is, és ezekhez a lapokhoz
csatlakozd haromszoglapokat vesziink hozza, hogy megkapjuk egy poliéder feliiletét (1d.
5. dbra). Az igy adddo poliéder sok esetben konvex lesz, de bizonyos eltolasokra és
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forgatasokra konkav poliéder adédik. A pisze dodekaéder 1-paraméteres poliédermodelljéhez
hasonloan (Id. [5]) adott forgatasi szogre megszerkeszthetd, hogy a hatszoglapok hogyan
legyenek eltolva, hogy kozottiik egyenld szarti haromszoglapok keletkezzenek (azaz, azok a
haromszdglapok legyenek egyenld szaruak, melyek csucsait lefogjadk a hatszoglapok), majd
beallithatd gy a forgatasi szogiik, hogy ezek a haromszoglapok szabalyos haromszogek elég
j6 kozelitései legyenek. Ezt kovetden be lehet ugy allitani az 6tszogek eltolasait és forgatasait,
hogy a veliik szomszédos, ijonnan keletkezé haromszoglapok alakja aranylag kozel legyen a
szabalyos haromszdghoz, és még kozben fennmaradjon a poliéder konvexitdsa is. Hasonl6an
az eléz6 példahoz, itt is a konvexitas feltétele miatt all fenn az, hogy az Gtszoglapokkal
szomszédos haromszoglapok alakja nem lehet akarmilyen kozel egy szabalyos haromszdghoz.
Ez az al-Johnson-poliéder nem 2. tipust, mivel van olyan csucsa, amelyben a szogdsszeg
360° lenne, ha Gigy szdmolunk az esetében, mintha minden lapja szabalyos sokszoglap lenne.

6. Osszefoglalo

Nincs még szisztematikusan feltérképezve az al-Johnson-poliéderek csaladja. Tobbféle
moddszerrel lehet eldallitani ilyen poliédereket, €s ha elég nagyfokt a szimmetridja egy ilyen
poliédernek, valamint elég sok szabalyos sokszoglapja van, akkor az vagy szerkeszthetd, vagy
paraméteres poliédermodell felhasznalasaval elkészithetd a tetszéleges pontossagu kozelitése.
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OSSZEFOGLALO. A  dolgozatban altalanositjuk Macfarlane M  klasszikus
hiperbolikus kvaternidit és megkonstrualjuk az altalanositott hiperbolikus
kvaternidinak M, struktargjat. Az Aaltalanositott Cayley-Dickson eljaras
felhasznalasaval e strukturabol megalkotjuk az altalanositott hiperbolikus oktoniok
(D)I;By nem kommutativ és nem asszociativ algebrajat. Az utols6 fejezetben
megkonstrualjuk az  altalanositott  hiperbolikus  oktoniok  vektor-matrix
reprezentaciojat.

ABSTRACT. In the paper we generalize Macfarlane’s classical hyperbolic
quaterninons M, and we construct the structure of generalized hyperbolic
quaternions Ml z. Based of the generalized Cayley-Dickson process of this structure
we vyield the non-commutative and non-associative algebras of generalized
hyperbolic octonions (O)Zﬁy. In the last section we construct the vector-matrix
representation of generalized hyperbolic octonions.

1. Bevezetés

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865) ir matematikus, fizikus és csillagasz a komplex
szamok strukturajanak altalanositasaként alkotta meg a kvaterniokat. A kvaterniok képzetes
egyseégei kozotti, attorést jelentd

i2=j2=k?=i-j-k=-1

Osszefliggést 1843. oktober 16-an ismerte fel. Dublinban az Ir Tudomanyos Akadémia iilésére
tartott gyalogosan, ahol aznap éppen 6 elndkolt. A Kirdlyi Csatorna hidjdhoz érve naploja
bejegyzése szerint villimcsapasként érte a felismerés. A pillanat heviiletében zsebkésével a hid
korlatjaba véste a felfedezett Osszefliggést, amely egyértelmiien a probléma megoldésat
jelentette. Hamilton ezutan teljes hatralevd életét a kvaternidk elmélete minél teljesebb
kidolgozasanak szentelte. (HAMILTON, 1844,1847)

Nem sokkal Hamilton felfedezése utan John Thomas Graves (1806 — 1870) ir, majd Arthur
Cayley (1821 — 1895) angol jogasz és matematikus egymastol figgetleniil megalkottak az
oktoniok strukturajat. A XIX. szdzad masodik felében jonéhdny mds, a szamfogalom
altalanositasaként felépitett rendszer is napvildgot latott. Ezek egyike volt az Alexander
Macfarlane (1851 — 1913) skot szarmazasu amerikai matematikus és fizikus altal 1891-ben
megalkotott hiperbolikus kvaterniok algebraja. Ezeket a matematikai strukturakat egészen a
XX. szdzad harmincas éveinek végéig hiperkomplex rendszereknek nevezték utalva arra, hogy
a komplex szamok 4ltalanositasaiként alakultak ki. Manapsag ezekre a strukturakra inkébb a
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(test feletti) algebrak eclnevezést hasznaljak. (CAYLEY, 1889), (MACFARLANE, 1900),
(KANTOR — SZOLODOVNYIKOV, 1985), (ROSENFELD, 1997).

Ebben a dolgozatban elészor altalanositjuk az altaldnositott kvaternidalgebrak mintdjara
Macfarlane hiperbolikus kvaternidit és attekintjiik e strukturak legfontosabb tulajdonsagait. A
témat magyar nyelven részletesen targyalja pl. PENTEK (2020) dolgozata. Ezutan az
altalanositott hiperbolikus kvaterniok struktirajanak Cayley-Dickson-féle megkett6zési
eljarasaval épitjiik fel az altalanositott hiperbolikus oktonidk algebrajat. Ez az algebra nem
kommutativ és nem is asszociativ, de reprezentalhato alkalmas Zorn-féle vektor-matrixok
segitségével. Ezen reprezentacios tétel bizonyitasa jelenti dolgozatunk {6 eredményét.

2. Az altalanositott komplex szamok és az altalanositott hiperbolikus
kvaterniok

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk azokat a legfontosabb eldzetes ismereteket, amelyek
feltétleniil sziikségesek a dolgozat {0 részét képezd altalanositott hiperbolikus oktonidk
targyalasahoz.

Jelolje {R, +,'} a valos szamok testét a 0 Gsszeadasi és 1 szorzasi neutralis elemmel. Ekkor a

(1) C,:={a+b-i:abeR, igR}

alaku kifejezéseket az daltaldnositott komplex szamok halmazénak nevezziik akkor és csakis
akkor, ha az {1, i} komplex egységek eleget tesznek az alabbi szorzasi szabalyoknak:

(2) 1-1=1, 1-i=i-1=i, i?=—y,

ahol y € R egy tetszbleges rogzitett valos paraméter.

A C, halmazban egy skaldrral valé szorzds, dsszeadds, valamint a (2) alapjdn az algebrak
szokasos konstrualasi szabalyai szerint még egy szorzdas miivelet is értelmezhetd az alabbi
modon. TetszOleges r € R,a + b -i,a’ +b'-i € C, esetén legyen

(3) r-(a+b-i):=(r-a)+ (r-b)-i askalarral vald szorzas,
4) (a+b-D)+@@+b-i):=(a+ad)+((b+b")-i azodsszeadss,
5) (a+b-i)-(@+b-i):=(@-a—yb-b)+(a-b'+a'b) i aszorzas.

1. Tétel. Az altalanositott komplex szamok C, halmaza a (3), (4) ¢s (5) miveletekkel egy 2-

dimenzios, neutralis elemes, kommutativ €s asszociativ algebrat alkot a valdés szamok R teste
felett.

Megjegyezziik, hogy a C, ay = 1 esetben a klasszikus Gauss-féle komplex szamok C
algebrajat 4llitja eld.

A z=a+b-i€C, elem konjugdltion a zZ:=a—b-i € C, altalinositott komplex
szamot értjiik.

Az =a+b-ie€ C, altalanositott komplex szdm normdjanak a

valos szamot nevezzik.
Az=a+b-i,z =a' +b" i€ C, elempar skaldris szorzatan a

(z,z"):=a-a’"+y-b-b €R
valos szamot értjiik.
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Jelolje ezutan M, (R) a valds test feletti masodrendii négyzetes matrixok 4-dimenzios teljes
matrixalgebrajat. Az
a b
(6) ME(R) := {(_y " a) cab € R} c M,(R)
alak( matrixok halmaza a szokdsos matrixmiiveletekkel az M, (R) teljes matrixalgebraban egy
részalgebrat alkot.

2. Tétel. Az f:C, > Mg(R),a+b-i » ( 2) leképezés egy algebra-izomorfizmus,

a
igy M3 (R) a C,, struktira matrixreprezentacioja.

Az altalanositott komplex szamok részletes targyalasa megtaldlhatd magyarul pl. PENTEK

(2018) dolgozataban.
Az
(7) Meg:={a+b-i+c-j+d-k:ab,cd€ER,ijk¢&R}

alaku kifejezéseket az dltalanositott hiperbolikus kvaterniok halmazanak nevezziik akkor és
csakis akkor, ha az {1, i, j, k} dltalanositott kvaternié-egységek kozott teljesiilnek a kovetkezd
Szorzasi Osszefliggések:

(8) 1-1=1, 1-i=i-1=i, 1-j=j-1=j, 1-k=k-1=k

i?=a, j2=p, kK*=a-p
irj=—jri=k, j-k=—k-j=p-i, kri=—-i-k=a-],
ahol a, B € R tetsz6legesen rogzitett valds szamok.

Az M,p halmazban a skaldrral valé szorzds, az dsszeadds, valamint a (8) alapjan az
algebrak szokasos konstrualasi szabalyai szerint még a szorzas miivelet értelmezhetd az alabbi
modon. Tetszéleges r €ER, a+b-i+c-j+d-k, a' +b' -i+c'-j+d -k €M,z esetén
legyen

Qr-(a+b-it+cj+d-k):=(r-a)+@-b)i+@r-c)j+@-d)k

a skalarral vald szorzas,
(10) (a+b-i+c-j+d-k)+@+b-i+c-j+d k):=
i=(a+a)+B+b)i+(c+c)-j+d+d)-k
az Osszeadas,
(11) (a+b-i+c-j+d-k)-(@+b-i+c-j+d k):=

i=(a-a'+a-b-b'+B-c-c'"+a-p-d-d)+
+(a-b'+b-a'+B-c-d—-p-d-c)i+
+(a-c'—a-b-d+c-a+a-d-b)-j+
+(a-d +b-c"—c-b+d-d)k
a SzZorzas.

3. Tétel. Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok M,z halmaza a rajta értelmezett (9), (10) €s
(11) miiveletekkel egy 4-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ €s nem is asszociativ
algebrat alkot a valos szamok R teste felett.

Ebben a struktaraban Oy :=0+0-i 4+ 0-j + 0 -k € M,z az 6sszeadas neutralis eleme €s
egyben a szorzas zéruseleme is, 1y :=1+ 00+ 0-j + 0k € Mg pedig a szorzas neutralis
eleme.
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Megmutathato, hogy az M,z egy olyan kvadratikus algebra, amelyik nem alternalo.
Megjegyezziik tovabba, hogy az a =f =1 esetben az M,z struktira specidlisan a
Macfarlane-féle klasszikus hiperbolikus kvaterniok algebraja lesz.

Aq=a+b-i+cj+d-k €My konjugaltjan a

(12) gi=a—b-i—cj—d-keMgy

elemet értjiik.
Ag=a+b-i+c-j+d-k€Mgyg normajanak a
(13) N(@:i=q g=q-q=a*—a'b>—p-c*—a-p-d’€R

valos szamot nevezzik.
Hag=a+b-i+c-j+d-k,gd=a +b -i+c-j+d - k€M,z, akkor e két elem
skalaris szorzatan a
(14) (.9):==a-ad'—ab-b—B-c-c'—a-p-d-d ER
valos szamot értjik.
Agq=a+b-i+c-j+d-k€Mgyg valds részének (skalar rész) a
(15) S(g):=a€eR

valds szamot, képzetes részének (vektor rész) a
(16) V(@) i=b-i+c-j+d-keR?

vektort nevezziik. Az
(17) Im(Mgp) :={0+b-i+c-j+d-k €My} c Mgy
alaku altalanositott hiperbolikus kvaternidkat pedig tiszta képzetes kvaternioknak hivjuk.
Hagq=b-i+c-j+d-kq =b-i+c-j+d kelm(My), akkor
(18) q:q' =—[-a-b-b'—B-c-c'"—a-f-d-d] +[(c-d—-d-c)p-i+
+(d-b'—b-d)-a-j+(b-c"—c-b") k]

Az els6 szogletes zardjelben szerepld mennyiséget q o q' jeloli és e két elem skaldris
szorzatanak, a masodik szogletes zardjelben szereplé mennyiséget g X q' jeloli és e két elem

vektoridlis szorzatdnak nevezzik. Ekkor tehata q - ¢' = —q o ¢’ + q X q' Osszefliggés teljesiil.
A
.— All AlZ . 3
(19) Z(R) := : Ay, Ayy € R Ay, Ayy ER
Az Ap

alakt hipermatrixok halmazat valds Zorn-féle vektor-mdtrixoknak nevezziik.
4. Tétel. A Z(R) halmaz egy 8-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ és nem is
asszociativ algebrat alkot a valos szamok R teste felett.

Jelolje Zy(R) azon specialis valdés Zorn-féle vektor-matrixok halmazat, amelyre
teljesiilnek az

(20) All = A22 =aqa € R,Alz = _A21 = (b, C, d) € RB
feltételek.
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5. Tétel. A Zy(R) halmaz egy 4-dimenzios, neutralis elemes, de nem kommutativ és nem is
asszociativ részalgebrat alkot a Z(R) algebraban. Az

a (b, c, d))
—(b,c,d) a

leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy Zy(R) az Mg struktara vektor-matrix
reprezentacioja.

(21) F:Maﬁ—>ZM(]R),a+b-i+c-j+d-kl—>(

_ Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok részletes targyalasa magyarul megtalalhaté pl.
PENTEK (2020) dolgozataban.

3. Az altalanositott hiperbolikus oktoniok

Az altalanositott hiperbolikus kvaterniok Mz algebrajabol kiindulva az altalanositott
Cayley-Dickson-féle eljarassal szarmaztatjuk az altalanositott hiperbolikus oktoniokat.

Az Mlyp X Mlyp := {(90,91): 90,1 € Maﬁ} direktszorzatban értelmezziink miiveleteket a
kovetkez6 modon

(22) skalarral valé szorzés: v - (qo,q1) := (r * qo, 7 * q1),
(23)  6sszeadas: (po, p1) + (4o, q1) += (Po + o, P1 + q1),
(24)  szorzas: (po, p1) (90, 91) 3= (Po " Go — ¥ * 1 " P, P1 " qo + G4 " Do),

ahol y € R egy rogzitett valos paraméter, 7 € R, (po, p1), (9o, q1) € Myp X Myp.

6. Tétel. Az M,z X My direktszorzat a (22), (23) €s (24) miveletekkel egy 8-dimenzios, nem
kommutativ és nem is asszociativ, de neutralis elemes algebrat alkot az R test felett.

E struktaraban 0 := (O, Op) az Osszeadds, 1g := (1, Oy) a szorzas neutralis eleme,
tovabba mint 8-dimenziés vektortérben természetes bazist alkot az alabbi elemrendszer:

1o, (i, 0, (G, Opg), (K, Opp), E 2= (O, 1), (Opyg, ©), (Opy, ), (Opy, ).

7. Tétel. Az U := {(qo, On): qo € Maﬁ} C Mg X Mg részalgebrat alkot az el6zd tételben
szereplo
f@5Maﬁ - U,qo = (q0,0m)

leképezés egy algebra-izomorfizmus, s ezért az
f((;: Maﬁ - Maﬁ X Maﬁi qo ™ (qO'OM)
egy beagyazasi algebra-monomorfizmus.

H

Definicid. A beagyazas eredményeként kapott strukturat Qgg,

dltalanositott hiperbolikus oktoniok algebrajanak nevezziik.

szimbdlummal jeldljiik és az

8. Tétel. AZE = (Oy, 1) € (O)ZBV elemre teljesiilnek a kdvetkezok:
@) E* = -y,
(b) barmely q, € M, elemre (O, q;) =q; " E,

(c) minden (go, q1) € O}, elem elballithaté g, + q; - E alakban.



18 Péntek Kalman

A (c) pontban szerepld eldallitast az altalanositott hiperbolikus oktonio kvaternio-algebrai
alakjanak nevezziik. Az ezen alakkal torténd szdmolas szabalyait mutatja a kovetkezo

9. Tétel. Har € R, py +p; - E,qo + g, - E € Qfp,,, akkor
(a) skalarral valo szorzas: r-(qo +q, " E) = (r-qo) + (r-q,) - E,
(b) dsszeadés: (po +p1 " E) +(qo + q1 " E) = (po + qo) + (p1 + q1) " E,
(c) szorzas: (po +p1*E) - (qo + q1 - E) =

=@ 9~V 9 P)+ @19 +qpo)E.
Specidlisan a py := Oy, 01 := 1y, Qo :=q, qq = Oy értékadéssal az elozod tétel (c) része
alapjan érvényes a

10. Kévetkezmény. Barmely g € My elemre érvényes: E-q = g - E.

Megjegyzés. Ha g értéke i, j vagy k, akkor a fenti kdvetkezmény alapjan

E-i=—i-E)E-j=—j-E,E-k=—-k-E.
Egyszerii direkt szamolassal igazolhato a kovetkezo

11. Lemma.
(a) Haf € R,i € Mo, E € Ofp,, akkor (f - i) - E = f - (i - E),
(b) hag € R,j € Mg, E € O, akkor (g-j)-E = g~ (j- E),
(c) hah € R,k € Myp,E € Ofp,, akkor (h-k)-E = h- (k- E).

A 8. Tétel és a 11. Lemma alapjan kdzvetleniil adodik a

12. Tétel. Ha qo=ao+a-i+a,-j+as-kqg=a,+as-i+ag-j+a; -keMyy
akkor a

0:=qo+q, E € 0fjp,
altalanositott hiperbolikus oktonio felirhaté

o=ay+a,-i+a,"jtas-k+a,-E+as-(i-E)+ag-(G-E)+a; (k-E)
alakban.
Legyen a tovabbiakban
eg:=1l,e:=i,e;:=j,e3:=k,e,:=E,es:=i-E,eq:=j-E,e;:=k"E,

amellyel az altalanositott hiperbolikus oktonidok fenti eléallitisa lényegesen tomorebb és
konnyebben kezelhetd

(25) 0= 0a;"€
alakban allithatok eld. A (25) alakot az o € @Zﬁy oktoni6 valds-algebrai alakjanak nevezziik,

az {e;}7_, elemeket altalanositott hiperbolikus oktonidegységeknek nevezziik.
A 11. Lemma folytatasaként egyszerii direkt szamitassal igazolhatd, hogy az altalanositott
hiperbolikus oktonidk kdrében is érvényesek (EBBINGHAUS ET AL, 1991) mintéjara az alabbi

Osszefliggések:

13. Tétel. TetszGleges u, v € Mg és aze, = E € Qgp, esetén:

@ (u+0y-ey) W+0y-e) =u-v+0y-e,=u-v,
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(b) (u+0y-e) Oy+vee)=u (W-e)=wu-e,,
() Oyt+u-e) W+0y-e)=W-e) v=wW"7)-e,,
(d) (OM+u-e4)-(OM+v-e4)=(u-e4)-(v-e4)=ef-(ﬁ-u).

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az (a) rész szerint az olyan altalanositott hiperbolikus
oktoniokkal, amelyek , képzetes része” 0, ugy szamolhatunk, mint az altalanositott hiperbolikus
kvaterniokkal.

14. Tétel. Az altalanositott hiperbolikus oktonidegységek Cayley-féle szorzotablajanak bels6

tartomanya:
o e e, es e, es e e;
e aeg es —ae, es ae, —e; aeg
€2 —€3 Beo Bes €e €7 Bey —Bes
€3 aep —Be; aBeg ez —@€e Bes ape,
€4 —€s —€6 —€7 —Yéo Yel Yez Yes
€s —aey —e€7 aeq —vel Yaeg —Yes yae;
€6 €7 —Bey —Bes ) Yes YBeo —vBex
ey —a€g Bes —afe, —Yes —Yae, YBes yapBeoy

Bizonyitas. A 13. tétel (a) része szerint a miiveleti tablazat bal felsé 4 X 4—es parcellaja azonos
az Ml,p altalanositott hiperbolikus kvaterniok egységeinek szorzotablajaval. A 13. tétel (b)
részének felhasznalasaval egyszerii kozvetlen szdmitéssal igazolhatjuk a miiveleti tablazat jobb
fels6 4 X 4—es parcelldjanak helyességét. Ezutan a 13. tétel (c) részét alkalmazva igazolhatjuk
a miiveleti tdblazat bal alsé 4 X 4—es parcella kitoltésének helyességét. Végiil pedig a miiveleti
tablazat jobb alsé 4 X 4—es parcelldjanak helyessége a 13. tétel (d) része alapjan lathato be. O

Hosszadalmas, bar nem nehéz szamitasokkal a 14. tétel, valamint a szorzas 6sszeadasra
vald disztributiv tulajdonsagat felhasznalva adodik a kovetkezd

15. Tétel. Legyen r € Ra =X/ oa; e;,b=X]_ob;-e; € 0fp, ,

akkor érvényesek a
kovetkezd szamolasi szabalyok:
(a) skalarral valo szorzas:
7 _\7 .
T Uiz @i m€) = Xi=o(r-a) - e,
(b) Gsszeadas:

a+b=X_oa; e, +X_ob;i-e;=%]_o(a;+b)-e;,

(c) szorzas:

a-b= (Z;Oai : el-> : <Zj=obj : ej> = Z;:O(at by) - (ei-g) =

= (aghy + aa,b, + Ba,b, + afaszb; — ya,b, + yaasbs + yBagbg + yaBa,b;) - ey +
+(agh; + a1by + fazb; — fazb, + yasbs —yasb, — yBagh; + yBazbe) - e; +
+(agh, — aa,b; + a,by + aaszb; + yasbe + yaasb, — yagh, — yaa;bs) - e, +

+(agbs + a;b, — azby + azby + yash; —yasbs + yaghs —yazb,) - e; +
+(aghy + aa,bs + Ba,bg + afasb, + ayby — aash, — Bagh, — afa,bs) - e, +
+(aobs + a;by, — fazb; + fazbg — ash, + asby — faghs + fayb,) - es +
+(agbg + aa,b; + ayb, — aazbs — asb, + aasb; + aghy — aa,by) - e +
+(agb; — a;bg + a,bs + asb, — ayb; — asb, + agh, + a;by) - e,
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H H
apy apy

hiperbolikus oktoniot értjik. Ha qo = X7_oa; €; és gy = X714 €; € Myp , akkor
egyszertien lathatd, hogy 0 = ay -+ eq — X/_; a; * €;.
A konjugalt képzésére érvényesek az alabbi dsszefliggések:

Definicio. Az 0 = qy + q1 - e4 € O,p, konjugéltjdn az 0 :=q, — q, - e, € 0, altalanositott

16. Tétel. Har € R és 0,0’ € O tetszéleges elemek, akkor

’ aBy
@o=o involutiv,
(b)yr"o=r-0 homogén,

(c)o+o0 =0+0 additiv,

(do-0o'=0"-0  anti-multiplikativ.

17. Tétel. Hao = qo +q, " e, € Ofp,, qo = XP0a; " €;, q1 = X irs - €; € Mg, akkor
teljesiil az o0:-0=0-0=ai—a-a?—f-ai—a-f-at+y-ai—ay-ai—Py-a:-
afy - a2 € R.

Definicio6:

Definicié. Az o € (O)gﬁy altalanositott hiperbolikus oktonié normdjan a 17. tételben szerepld

N(o):=0:-0=0"0€R
valds szamot értjiik.

18. Tétel. Az Aaltalanositott hiperbolikus oktoniok normaja rendelkezik az alabbi
tulajdonséagokkal:

(@) Tetszbleges o € (O)gﬁy esetén teljesiil N(o) = N(0),

(b) Ha o,0" € O, , akkor ltalaban N (o - 0") # N (o) - N(o").

Megjegyzés. A 18. tétel (b) pontjat egyszeriien belathatjuk, hiszen N(e; - e,) = N(e3) = —ap,
masrészt N(e;) = —a és N(ey) = —B, igy N(e) N(ey) =(—a)-(—B) = aB, tehat
valoban N (e, - e;) # N(e;) - N(e,).

Definici6. Ha o =Y%7_qa;-¢; és o' =%]_b;-e; € 0fp, , akkor e két altalanositott

hiperbolikus oktoni6 skalaris szorzatan az

(0,0"y:= ao,by — aa,b; — Bayb, — aPazbs +yash, — ayasbs — Pyashe — aPya;b; € R
valds szamot értjiik.

Egyszerii direkt szdmolassal lathatjuk be a kdvetkezd allitast:

19. Tétel. A B: 0, x 0%, — R,(0,0") = (0,0') egy szimmetrikus, bilinearis leképezés:

apy apy
tetszOleges r € R,0,0’,0" € (O)Zﬁy esetén
(@) (0,0") ={0',0) kommutativ,

(b) (r-0,0") =(o,r-0") =7r-(0,0") homogén,
(c) (0 +0',0") =(0,0") + (0’,0")  jobbrol disztributiv az 6sszeadasra nézve,
(d) (0,0"+0"") =(0,0") + {0,0") balrol disztributiv az 6sszeaddsra nézve.

Vegylik észre, hogy ha o € @Zﬂy' akkor N (o) = (o, 0), tehat az altalanositott hiperbolikus

oktoniok normaja a skalaris szorzatbdl szarmaztathato.
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4. Az altalanositott hiperbolikus oktonidok vektor-matrix
reprezentacidja

Ay € R valés paraméter segitségével konstrualjuk meg a 2. fejezetben latott médon az
altalanositott komplex szamok C,, algebrajat, s vegyiik a C,, elemeibdl felépiild

A A
Z((Cy) = {(Aii Azz): AIIJAZZ (S C]/’AIZIAZI € C)%}

alakii hipermatrixok halmazat! Ertelmezziink ezutin ezen hipermétrixok halmazaban egy
skalarral valo szorzast és egy Osszeadast a kovetkezo moédon! Har € R,A,B € Z ((Cy), akkor
A A r-A r-A

r-A=r-(11 12>:=( 11 12

Ay Ay r-Ay 1Ay

A+B = (An A12> n (311 B12> o (An +Bi1 A+ B12)

A21 A22 BZl B22 B A21 + BZl A22 + B22

) a skalarral torténo szorzast,

az  Osszeadast

értelmezi.

20. Tétel. AZ ((Cy) halmaz a rajta értelmezett skalarral vald szorzas és 0sszeadas miiveletekkel
egy 16-dimenzids vektorteret alkot a valos szamok R teste felett.

Tekintsiik most a Z ((Cy) elemei koziil azon kiilonleges alaki hiperméatrixokat, amelyekre
teljesiil, hogy A,, € C, az A;; € C, konjugaltja, A;, € C; komponensei az A, € C;
komponenseinek negativ konjugéltjai. Ezek halmazat jelolje a tovabbiakban Z,(C,)!

21. Tétel. A Z, ((Cy) halmaz a skalarral valo szorzas és 6sszeadas miiveletével egy 8-dimenzios
alteret alkot Z(C, ) vektortérben.

Ezt a strukturat algebrava fejleszthetjiik, ha elemei kozott értelmeziink egy * szorzas
miiveletet a kdvetkezd modon:

A%xB = (All A12> % (Bll B12> -

Az Ay By1 By
o ( Aqq " Byg +Agz 0By Ayq " Byy + Byy n Ay — Agq X 321)
Bi1 Az + Azz - Byy + Aq; X Byy Ay " Byy + Az 0By, '

Lathato, hogy a * szorzas emlékeztet a matrixok klasszikus szorzasara, de itt a o és X
miveleteket a kovetkezoképpen értelmezziik:
Ha U = (uy, uy,u3),V = (vy,v,,v3) € C3, akkor legyen

UeVi=—a-u vy —f-u"v,—a-f-uz v €C,
va::((uz-v3—u3-v2)-,[>’,(u3-v1—ul-v3)-a,u1-v2—u2'v1)E(Cf’/-

E skalaris és vektorialis szorzdsnak nevezhetd miivelet teljesen analdég az [ m(Maﬁ)
struktura 2. fejezet (18) formulajaval értelmezett skalaris és vektoridlis szorzataval.

22. Tétel. A Z, (Cy) vektortér a * szorzasi miivelettel egy 8-dimenzids nem kommutativ és nem
asszociativ algebrat alkot a valos szamok R teste felett.

Ezt a struktarat dltalanositott komplex hiperbolikus Zorn-féle vektor-matrixok algebrajanak
nevezziik, kiterjesztve ZORN (1933) eredményeit.
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Tekintsiik KARATAS — HALICI (2018) dolgozataban bemutatott mintdjara az

. nH

F: 08, - Z.(C,),

27 o s ( ay + a,l (—aq +agi,—a, + agi,—as + a7i))
j=0 Lt (a1 + a5i, az + a6i, CL3 + a7i) ao - a4i

leképezést! Az F egy bijektiv leképezés, hiszen F~1 is leképezés. Hosszadalmas direkt

szamitassal igazolhat6, hogy F egy miuvelettartd leképezés is, mivel érvényesek az alabbi

Osszefliggések: tetszoleges r € R, 0,04, 0, € (O)Zﬁy esetén
(2) homogén: F(r-o) =r-F(o),
(b) additiv: F(o; + 0,) = F(0,) + F(o0y),
(c) multiplikativ: F(o; ' 0,) = F(0y) * F(0,).

Ezért érvényes a dolgozat 6 eredményét 6sszegzd

23. Tétel. Az F: @5ﬁy - Z*((Cy) leképezés egy algebra-izomorfizmus, igy az altalanositott

komplex hiperbolikus Zorn-féle vektor-matrixok algebraja az altalanositott hiperbolikus
oktonidk algebrajanak egy reprezentacioja.
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OSSZEFOGLALO. Az erdei szalonka (Scolopax rusticola L.) tavaszi vonulasanak elemzése
soran a vonulas dinamikai jellegzetességeinek modellezéséhez olyan specialis fiiggvényeket
adaptaltunk és illesztettiink, amelyek alkalmasak a folyamat jellemzésére, az eltéréseinek
kifejezésére és azok matematikai modszerekkel torténd értékelésére. Eredményeink alapjan
az alkalmazott moédszerek koziil a Gauss-fiiggvények specialis linedris kombinaciodi
bizonyultak a legalkalmasabbnak az egyes évek vonuldsdinamikai sajatsagainak
elemzésére. E fiiggvények nagy pontossaggal (R=90,3%-98,7%) irtdk le a faj tavaszi
vonulasat még a szélséséges adatsorokkal jellemezhetd években is. Eredményeink alapjan
javasoljuk az altalunk alkalmazott Gauss-fiiggvények specialis linearis kombinacidinak
alkalmazasat mas madarfajok vonulasi karakterisztikajanak értékelésére is.

ABSTRACT. In the analysis of the spring migration of the woodcock (Scolopax rusticola L.),
specific functions were adapted and fitted to model the dynamic characteristics of the
migration, which are suitable for characterizing the process, expressing its variations and
evaluating them by mathematical methods. Based on our results, the special linear
combinations of Gaussian functions were found to be the most suitable for migration
dynamics analysis for each year. These functions described the spring migration of the
species with high accuracy (R=90.3%-98.7%), even in the years characterized by extreme
data series. Based on our results, we propose the use of special linear combinations of
our Gaussian functions to evaluate the migration characteristics of other bird species.

KULCSSZAVAK. Erdeiszalonka-vonulas, vonulasmodellezés, nemlinearis regresszio, Awrami-modell,
Gauss-modell

KEYWORDS. Woodcock migration, migration modelling, nonlinear regression, Awrami-model, Gauss-
model
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1. Bevezetés

Az EU madarvédelmi direktivaja a vadaszati torvénybe (1996. évi LV.), annak 2008-as
modositasa soran keriilt be, aminek kdvetkeztében 2009-t61 kezdédden ugyan vadaszhato faj
maradt az erdei szalonka, de vadaszati idényt nem allapitottak meg ra. A direktivatdl valod
eltérés feltételeként az Orszagos Magyar Vadaszati Védegylet koordinalasaval, 2009-ben vette
kezdetét a Szent Istvan Egyetem altal vezetett megfigyeléses Erdei Szalonka Monitoring,
amihez 2010-ben biometriai vizsgalati modullal csatlakozott a Nyugat-Magyarorszagi Egyetem
(ma Soproni Egyetem), Erddmérnoki Karanak Vadgazdalkodasi és Gerinces Allattani Intézete.
A fenti munka nyoman paratlan lehetség kinalkozott az erdei szalonka tavaszi vonuldsanak
nagy elemszamu minta alapjan torténd idésoros vizsgalatara.

Kutatva a modellalkotas lehetdségeit a madarvonulaskutatasban a szakirodalomban nem
talalhatunk olyan matematikai modszert, amely alkalmas lett volna az altalunk vizsgalt
madarvonulas  megfeleld  modellezésére. Az  alkalmazott eljardsok  jellemzden
vonaldiagrammok segitségével jellemzik a folyamatokat, amelyek ugyan szemléletesek, de a
segitséglikkel végzett vizsgalatok — a ponthalmazok Osszehasonlitdsi lehetdségei — nagyon
feliiletesek, mégis ezek a megoldasok a legelterjedtebbek.

2. Anyag és modszertan

A 2010-es év tavaszatol az Orszagos Magyar Vadaszati Védegylet koordinalasaval mikodo
Erdei Szalonka Teriték Monitoring alapozta meg a faj tavaszi vonulasdinamikéjanak orszagos
léptékli, nagy elemszami vizsgalatit. A mintavétel soran rogzitésre keriilt a madarak
elejtésének helye (megye, telepiilés, gazdalkodd) és a mintavétel pontos ideje (honap, nap, 6ra,
perc). A mintavételi adatlapok az elsé idGszakban (2010-2014) a Nyugat-Magyarorszagi
Egyetem (ma Soproni Egyetem) Vadgazdalkodasi és Gerinces Allattani Intézetébe érkeztek. A
monitoring masodik idészakaban (2015-2019) az adatszolgaltatok altal bekiildott alapadatok
(elejtési hely és idO, ivar) a Szent Istvan Egyetemre érkeztek, majd ezeket az intézmény
munkatarsai tovabbitottak intézetiinkbe. A fenti adatgy(ijtd munka eredményeképpen 23 539
erdei szalonka vonuladsi adataibol épitettiink adatbazist a 2010 és 2019 ko6zotti tavaszi
vonulasdinamika értékeléséhez. Az vizsgalat sordn az elejtések szamanak idObeli valtozasat
aranyosnak tekintettiik a tavaszi vonulas soran atvonulé madarak mennyiségének valtozasaval,
tehat az elejtések eredményei hiien tiikr6zik a Magyarorszagon atvonuld erdei szalonka
allomanyok tavaszi vonulasanak idémintazatat [1]. Célunk olyan nemlinearis regresszios
fiiggvények adaptalasa és illesztése volt, amelyek alkalmasak a faj vonulasdinamikai
sajatsagainak modellezésére és az eltérések szemléletes kifejezésére, azok értékelésére.

Az alapadatbazisok kezelését ¢€s a leird statisztikai elemzéseket Microsoft Excel 2016
program, mig a fliggvényillesztéseket Statistica 13 program segitségével végeztiik. A modellek
szélsdértékeinek koordinatait WinPlot 10.7 programmal hataroztuk meg. Az adatok statisztikai
elemzését, valamint azok grafikus megjelenitését Microsoft Excel 2016 és Statistica 13
program segitségével végeztiik.
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3. Eredmények

Az egyes mintavételi napokhoz tartozo elejtési szamok koordinataparjai altal kirajzolt
ponthalmaz sajatsagaihoz igazodo, szerkesztett modellek segitségével jellemeztiik az erdei
szalonka tavaszi vonulasdinamikajat. Az alkalmazott statisztikai médszer a nemlinedris
regresszid szamitas, amely sordn az alkalmasnak vélt tesztelt modellek segitségével irtuk le a
folyamatot. A modelleknek szdmos kritériumnak kellett megfelelnie, ugymint a zart értelmezési
tartomanyon vald értelmezhetdség, a korlatossag tulajdonsaga, tovabba a folyamat jellemzése
szempontjabdl kiemelt jelentdséggel bird elvards, az egy vagy tobb szélsdérték megléte,
tovabba az ezek meghatarozasat lehetové tevo differencialhatosag.

A modellalkotashoz eldszor az Awrami-fliggvény szolgaltatott alapot. E fliggvény —
mivel telitddési fiiggvény — alapfiiggvény formajaban, kelld transzformalas ¢€s megfeleld
parametrizalas hianydban nem alkalmas a vizsgdlatunk targyat képezd adathalmaz
modellezésére, igy — egy az erdei szalonka vonulasi karakterisztikdjdhoz igazod6 -
modellfejlesztésre volt sziikség. Ennek megfelelden két egymashoz képest eltolt helyzetii
Awrami-fiiggvény szuperponaltjaként megalkotott kilenc valtozos modellt [2]. illesztettiink az
adatsorokra.

I. modell: A kettés Awrami fiiggvény matematikai alakja:
y =bg—b;- e~ 1(bsGe-bs)"* _ bs - g~ 1(~1bz (x-b1))"°

A kezdoértékek meghatarozasa az adatsor értékei alapjan a kovetkezo:

bs=a maximalis vagy minimalis var, érték,

b7=a maximalis vagy minimalis var, érték minusz a kezd§ var; érték,
be=a var; nagysagrend reciproka, az esetek tobbségében értéke 0,1, (0,05),
bs=a var; kezdéértéke, vagy annal relativ kisebb,

ba=az esetek tobbségében értéke 3; (5),

b3=a maximalis vagy minimalis var, érték minusz a végsd var; érték,
bo=a var; nagysagrend reciproka, az esetek tobbségében értéke 0,1; (0,05),
bi=a var; végsdértéke vagy annél relativ nagyobb,

bo=az esetek tobbségében értéke 3; (5).

A fenti fiiggvény minden olyan adatsor regresszios vizsgalatara alkalmas, amely
adatsordnak var értéke (jelen esetben a mintaszam (pld.)) a vizsgalati iddszak intervalluman
szélséértékkel rendelkezik és zart intervallumon (b5<vari<bl) értelmezhet6 (1 abra).
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1. abra: Az alkalmazott kettés Awrami-fiiggvény illesztési eredménye a 2012-es (normal
karakterisztikaji), a 2014-es (eléretolodo karakterisztikaji) és a 2013-as (szélséséges, tobb szélsoértékkel
jellemezhet6 karakterisztikaji) évek tavaszi erdeiszalonka-vonulasanak adatsoraira.

Az alkalmazott kettés Awrami-modell rugalmassagat az egyes évek vonulasi adatsoraira
torténd illesztés pontossagat jelzo regresszios koefficiensek €s a monotonitas értékeit mutatjak
(1. tablazat).

. Monotonitasi jellemzo
- . Illeszte§1 Vonulas értékek
Ev Elemszam pontossag e
(%) tetozése | Novekedésjelzé | Csokkenésjelzé
(be*ba) (b2*bo)
2010 2331 98,29 11.21. 0,2813 0,2879
2011 3324 98,17 111.24. 0,1693 0,1693
2012 1889 97,70 11.21. 0,2715 0,2715
2013 2 868 70,62 111.19. 111.29.* 0,3913* 0,2176*
2014 2 681 97,70 111.13. 0,4762 0,4762
2015 2 656 97,82 111.18. 0,2198 0,2198
2016 2111 95,10 111.18. 0,7140 0,1895
2017 1 660 96,75 111.19. 0,1666 0,2577
2018 1716 88,44 11.21. 0,1618 0,0972
2019 1716 96,73 111.24. 0,5244 0,0959

* Az adatsor hektikussiga miatt a vonulas tetdzése és a monotonitas bizonytalanul értékelhetd.

1. tablazat: Az erdei szalonka tavaszi vonulasanak kettés Awrami-modell szerinti jellemz6i a 2010-2019

kozotti években.
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Az egy csucst, aszimmetrikus karakterisztikat tiikr6z6 években a folyamat jellemzésére
alkalmasnak bizonyultak az Awrami-fiiggvényekbdl készitett modellek. Azonban a szélsGséges
vonulasi karakterisztikaval (tobb hullamban zajlé vonulas, tobb szélsdérték) jellemezhetd évek
adatsorai esetében e fiiggvények alkalmatlanok a folyamat kell§ pontossagu leirdsahoz. igy
modellalkotasunk soran a tobb szélsdérték megléte esetén is kelld rugalmassagot, s igy
megfeleld illesztési pontossdgot (R2013=90,35%; R2018=97,50%) eredményezd fliggvényt
valasztottuk, amihez a kozismert Gauss-fliggvény jelentette az alapot. Az alapfliggvény — a
vizsgalati adatsorok jellegébdl fakaddan és a fliggvény ismert szimmetria tulajdonsaga miatt —
transzformacié hidnyadban nem alkalmas a folyamat jellemzésére. Ennél egy lényegesen
rugalmasabb modellre volt sziikség, ami a paraméterek szamanak jelent0s novelését tette
szilkségessé. A fenti kovetelményeknek az alabbi két Gauss-fliggvény linedris kombinacidja
felet meg.

II. modell: A kettés Gauss-fiiggvény matematikai alakja:

bs bs

= + +b
Y s p(oab0)

A modellt hét — kiilonb6z06 nyujtasi és eltoldsi — paraméter jellemzi, amelyek biztositjak a
figgvény kelld rugalmassagat, igy az adatsor aszimmetridjahoz megfeleld illesztési
pontossaggal igazodd modellt kaptunk.

A kezdéértékek meghatarozasa az adatsor értékei alapjan a kovetkezo:

Pe=varaciss max.-varamin. vagy De=vareiss min.-varamax,
P3=var2 masod. max.-Varzmin. vagy D3=var2 masod. min.-Varz max,
Da=vari elss max. Vagy vari elss min,

blzvarlmésod‘ max. Vagy varll masod. min,

bo=Vvarzmin,

bs=h,~0,05.

A szélsOértékek szdmanak novekedése miatt a modellt tovabb alakitottuk, igy a bo
paraméter helyett egy 01j Gauss-tag hozzaadasaval jutottunk az tijabb modellhez.

I11. modell: A harmas Gauss-fiiggvény matematikai alakja:

bg bs b,
= + + ,
Y e(b7G-b6))*  H(balx-b)?  ,(b1(x-bg))*

Ezen utobbi modell alkalmazésa akkor indokolt, ha a tavaszi vonulas lefolydsat a normal
évektdl eltérden tobb szélsdérték, szEélsdséges dinamika jellemezi (2. 4bra).

A kezdoértékek meghatarozasa az adatsor értékei alapjan a kovetkezo:

b8:V8.r2 elsé max.~Val?2 elsé min,
bﬁzvarl elsé max,

b5:Var2mésodik max.~Val2masodik min,
bs=var| masodik max,

D2=var2 harmadik max,

Do=var1 harmadik max,
b7=bs=b1~0,05.
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2. abra: Az alkalmazott kettdos és harmas Gauss-modell illesztési eredménye a 2012-es (normal

karakterisztikaju), a 2014-es (eloretolodo karakterisztikaji) és a 2013-as (szélsoséges, tobb szélsoértékkel

jellemezhet6 karakterisztikaji) évek tavaszi erdeiszalonka-vonulasanak adatsoraira.

A modellek kezddértékei a vizsgalati adathalmaz értékei alapjan a fent jelzett médon a
figgetlen (vari) és fliggd (varz) valtozd intervallum hatarai, illetve a fiiggd valtozo
pontsorozaton beliili legnagyobb ¢és legkisebb értékei, illetve azok helyei alapjan szdmithatok

"o

[3].
Monotonitasi jellemzo
- , Illesztés,i Vonulas differenciahanyadosok
Ev Elemszam | pontossag e - -
(%) tetozese Maximum Maximum
elott utan
2010 2331 97,79 Il. 23. 8,50 -10,23
2011 3324 98,36 I1. 24. 11,33 -14,91
2012 1889 97,95 Il. 22. 7,11 -3,79
2013 2 868 90,35 1. 12, 1. 21. 12,81* -6,07**
2014 2681 97,56 I1. 10. 6,66 -3,78
2015 2 656 97,60 111. 16. 9,65 -5,59
2016 2111 95,41 I11. 08. 111.16. 10,38 -2,96
2017 1660 98,74 1. 19. 8,68 -6,5
2018 1716 97,50 1. 15, 1. 25. 9,02* -7,98**
2019 1716 96,31 .17 5,57 -3,85

*Az elsé szélséértéket megeldzd fliggvényszakaszra vonatkozé differenciahanyados.

** Az utolso szélsdértéket kovetd fiiggvényszakaszra vonatkozé differenciahanyados.

1. tablazat: Az erdei szalonka tavaszi vonulasanak kettés és harmas Gauss-modell szerinti jellemzéi a

2010-2019 kozotti években.
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A faj tavaszi vonuldsdnak modellezésére alkalmazott Osszetett fliggvények
kezddértékeinek megadasat kovetden lathato, hogy a segitségiikkel meghatarozott paraméterek
mindegyike tényleges informaciotartalommal bir (pl: monotonitds jelzd értékek
meghatarozasa). Az alapadatokbol kalkulalt paramétereket (bo, .., bg) a fent megadott
fiiggvényekbe helyettesitve a vonuldsdinamika lefolyasat jellemzd sajatsagok matematikai
modszerekkel leirhatok [3], [4], igy az alkalmazott modellek kielégitik azokat az igényeket,
amelyek a nemlinearis regresszios fliggvények illesztése soran sziikségszertiek.

Az alkalmazott modellek illesztési pontossagat illetden szamottevd eltérést
tapasztaltunk. A specialis kettés Awrami-fliggvények csak a szélsGségektél mentes, egy
széls6értékkel jellemezhetd, enyhén aszimmetrikus adatsorok elemzésére voltak alkalmasak
(R=98,3%-96,7%). A t6bb széls6értékkel jellemezhetd években gyengébb illesztési pontossag
(R2013=70,6%; R2018=88,4%) miatt alkalmazasi lehetésége a madarvonulas modellezésében
korlatozott. A Gauss-fliggvények specialis linearis kombinacioi a fenti hianyossagot kiiszobolik
ki. Az adatsorhoz igazitott szdmu ujabb Gauss-tagok beépitésével a modell tobb szélséértek
esetén is alkalmassa tehetd a folyamat kelld pontossdgi — a bioldgiai tartalmat tekintve is
értelmes — matematikai leképezésére, €s a vonulas tetézésének meghatarozdsara, amit a
sz€ls6séges vonulasi karakterisztikaji évek illesztési eredményei jol tiikroznek (R2013=90,4%;
R2018=97,5%).

Az alkalmazott modellek széls6értékeinek  meghatarozasahoz  sziikséges
differencialhatosag elégséges feltétele minden esetben teljesiil ugyan, de a szélsOértékek
koordin4tai egyszerii analitikus modszerekkel nem hatdrozhatok meg. Emellett az Awrami €s
Awrami-modell esetében a széls6éséges karakterisztikaji adathalmazok elemzési lehetOsége
korlatozott, hiszen a vonulas tet6zését jelzd szelsOértékek meghatarozasanak lehetdsége
bizonytalan, ami elemi fontossagu a folyamat leirasanal és a tovabbi elemzések soran (pl.: az
id6jarasi viszonyok vonulasdinamiat befolyasolo szerepének feltarasa soran) [5].

Az egyes ¢évek vonulasdinamikai sajatsagait leird kettds Awrami fliggvények esetében a
megfelelé paraméterek szorzatai (De*baf; bo*bo]), mig a Gauss-modellek esetén a vonulas
jellemzod kezdo- €s zaroidépontjaihoz (marcius 1.— aprilis 10.) tartoz6 mintaszamok. Tovabba
az abszolut szélséértekek alapjan szamitott differenciahanyadosok lesznek a regresszios
modellek atlagos intenzitasjelzo értékei, amelyek segitségével a vonulasi csticsot megeldzo és
az azt kovetd fliggvényszakasz novekedési €s csokkenési sajatsagai szamszerlien kifejezhetok
¢s OsszevethetOk. Mindez lehetové teszi a folyamat intenzitasi viszonyainak matematikai
modszerekkel torténd leirasat.

4, Osszefoglalé

A 2010 és 2019 kozotti idoészakban Magyarorszagon a tavaszi mintagytijtés soran teritékre
keriilt erdei szalonkak (n=23 539 pld) tavaszi vonulas-dinamikajat specialis, nem linearis
regresszios eljarassal vizsgaltuk. A tiz mintavételi iddszakban megvaldsult monitorig soran az
orszagos 1éptékil, reprezentativ mintavételezés nagy elemszamui adatsorai a vonuldsdinamika
kellden megalapozott statisztikai elemzését tettek lehetévé. Olyan modelleket adaptaltunk a
vizsgalt faj tavaszi vonuldsanak leirdsara, amelyek alkalmasak a dinamikai eltérések
matematikai moddszerekkel torténd kifejezésére. A ponthalmazok sajatsdgaihoz igazodd
modelleknek tobb kritériumnak kellett megfelelniiik, amit a regresszios eljaras soran a vizsgalat
targyat képezd adathalmaz hatarozott meg. Elvaras volt a korlatossag tulajdonsaga, tovabba a
vonulasi folyamat jellemzése szempontjabol kiemelt jelentdséggel bird egy vagy tobb
sz€lsdérték meghatarozasanak lehetdsége. A tavaszi szalonkavonulas karakterisztikaja az egyes
mintavételi idészakok kozott szamottevd eltérést mutatott. Az egyes évek dinamikai
lefutasanak szemléletes megjelenitésé¢hez, Awrami-fliggvények kombinécioit, illetve kétszeres,
¢€s haromszoros Gauss-fliggvények linedris kombinacidit alkalmaztuk.
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A Gauss-fliggvényekbdl eléallitott modellek bizonyultak a legkedvezébbnek mind a
normal, mind pedig a szélsdséges karakterisztikaval jellemezhetd évek esetén, amit az
illeszkedési pontossag magas — 90,3% és 98,7% kozotti — értékei jeleznek. Az alkalmazott
Gauss-modellek szamitott szélsdértékei a vonuldsi csticsok meghatarozasat minden esetben
lehetové tették. A vonulasi folyamat valtozasi intenzitdsanak értékeléséhez a modell alapjan
szamitott differenciahanyadosok szolgaltattak informaciot (1. tablazat).

A fentiek alapjan a vizsgalati évek a kovetkezoképpen jellemezhetok:
e Normal, aszimmetrikus Gauss-gorbe jellegli, egy maximummal jellemezhetd
karakterisztikaja évek: 2010, 2011, 2012; 2015, 2017.
e FElbretolodott, aszimmetrikus, ellaposodd Gauss gorbe jellegli, tobb szélsdértékkel
jellemezhetd karakterisztikaji évek: 2014, 2016, 2019.
e Zavart karakterisztikaju, tobb szélsoértékkel jellemezhetd évek: 2013, 2018.

Eredményeink alapjan az Gauss-fliggvények linearis kombinacioi alkalmasnak bizonyultak
a tavaszi madarvonulds dinamikai sajatsagainak modellezésére, a karakterisztika sajatsagainak
értékelésére, igy alkalmazasukat javasoljuk a hasonlé dinamikaji biologiai folyamatok
statisztikai értékelése soran.

Koszonetnyilvanitas.

A vonulasdinamika értékelését megalapozd adatgylijtés az Orszagos Magyar Vadaszati
Védegylet koordindlasaval miikodé Erdei Szalonka Monitoring Program keretében valosult
meg. Koszonjiikk a mintagy(ijtd vadasztarsak aldozatos munkajat, valamint a monitoring
mikodtetésében kozremiikodok segitségét.
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OSSZEFOGLALO. A rezgések mozgasegyenletei masodrendii differencialegyenletek,
amelyekkel tobbek kozott az erdészeti és kornyezetvédelemi kutatasok teriiletén is
gyakran talalkozhatunk. Az ilyen tipust differencidlegyenletek konkrét fizikai
példakkal torténd szemléltetése — a hallgatok gyakran korlatozott matematikai
hattértudasa miatt — csak alaposan végiggondolt, és a lehetéségekhez mérten
maximalisan leegyszerisitett példak segitségével lehetséges.

ABSTRACT. Here are simple practical examples that highlights the practical
application of differential equations. To solve these math problems, students need
only a little background knowledge. By these exercises students can see that
differential equations are essential in different sciences.

1. Bevezetés

A természetben szdmos jelenség rezgésekként, vagy rezgések Osszetételeként irhato le.
Tobb kolcsonhatds eredményezhet kiilonbozé tipusti  rezgéseket, illetve hullamokat
(mechanikai targya rezgések, elektromagneses jelenségek, kvantummechanika, stb.). Az el6z6
évi kiadvanyban megjelent munka folytatasaként itt a csillapitott rezgések mozgasegyenleteit
szemléltetem egyszerti példakkal. Ez a téma fontos lehet az erddémérndk, kornyezetmérnok, sot
akar a faipari mérnok hallgatok szamara is, ugyanis a hangterjedés vizsgalata, a
rezgéscsillapitas Iehetdségei, valamint a zaj- és rezgésvédelem témakorok soran talalkozhatnak
ilyen rezgéstipusokkal. A matematika oktatadsakor gyakran szembesiiliink azzal, hogy egy adott
tananyag nehezen kothetd 0ssze konkrét, mérnoki alkalmazéasokkal. Ennek oka tobbek kozott
az, hogy a matematika alapoz6 tantargy, €s a hallgatosag még nem rendelkezik kellé tudéassal a
specialis szakteriiletekrdl. Késobb, az egyes szaktargyak tanulasakor/tanitasakor ugyanez a
nehézség forditva is fennall. A didkok tobbsége mar csak felilletesen emlékszik a
matematikabol tanultakra, emiatt az adott tudomanyteriilet altal haszndlt matematikai modellek
végeredményei sok esetben levezetés nélkiill memorizadlandd képletekké valnak. Az itt
bemutatasra keriild egyszerli példdk a matematika és fizika tananyag kozott probdlnak
kapcsolatot teremteni. A harmonikus rezgémozgés mozgésegyenlete egy allandd egyiitthatos,
masodrend, linearis, homogén differencidlegyenlet, melynek megoldéasa a rezgés kitérés-ido
fiiggvénye. Ismert, hogy a karakterisztikus egyenlet megoldasanak harom esete van: 2 valos
szam, 1 valds szdm vagy 2 komplex szdm. Azt, hogy ezek koziil melyik valosul meg, az ®
korfrekvencia és a k csillapitasi konstans egymashoz vald viszonya hatdrozza meg.
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2. Erosen csillapodo harmonikus rezgés

Erés csillapitasrél akkor beszéliink, ha a csillapitasi konstans nagyobb, mint a
korfrekvencia (azaz k > w). Ebben az esetben a karakterisztikus egyenlet megoldasai 14, 4, <
0, kiilonboz6 valés szamok. Ilyenkor a differencidlegyenlet megoldasaul kapott kitérés-id6
fliggvény x(t) = C;e’tt + C,e?2t alaki, amely t — oo esetén nagyon gyorsan tart nullahoz.
Oszcillacié nincs, a fliggvény alakja a kezdeti feltételektdl fliggden haromféle lehet. Ezekrol
altalanosan elmondhatd, hogy mindegyik legfeljebb egyszer valt eldjelet (Id. késobbi
feladatok), és mindegyik esetben erds csillapitast tapasztalunk. Az aldbbiakban erre a harom
esetre talalhato egy-egy egyszerli példa megoldéssal.

2.1. feladat. Egy harmonikus rezgdmozgast végzoé testre a kdzegellenallas csillapitasként hat,
amely a sebességgel aranyos, és azzal ellentétes iranyu. Ekkor a test mozgasat leird
differencidlegyenlet: %(t) = —w? - x(t) — kx(t) , ahol x(t) a test kitérése az idd
fliggvényében, az w aranyossagi tényezd a korfrekvencia, k(> 0) pedig a csillapitasi konstans.
Legyen w = 42 %, k=12 %, ¢s a test kitérése t = 0 s idopillanatban 0 méter, a sebessége
ugyanekkor 8 ? Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 1s iddpillanatban! Mely iddpillanatban
kovetkezik be és mekkora a maximalis kitérés?

Megoldas.
A differencidlegyenlet megolddsa a karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatarozasaval
kezdédik (ahol x(t) = e?t):
¥(t) + 12x(t) + 32x(t) = 0,
A2 +121+32=0,
1= -12+144—4-32
e —

amelyb6l A; = —4, A, = —8. Tehat a karakterisztikus egyenlet megoldasa két negativ valos
szam, az altalanos megoldas pedig

x(t) = Cie™* + C,e 8¢ ahol C, C, € R.
A kapott fliggvényt derivaljuk:
x(t) = —4Ce™* — 8C,e 8¢,

A kezdeti feltételek szerint x(0) =0 és x(0) = 8, ezeket behelyettesitve az utobbi két
egyenletbe C; = 2 és C, = —2 adddik, a partikularis megoldas pedig

x,(t) = 2e™* — 2e78,
Ebbdl meghatarozhat6 a test kitérése az indulastol szamitott 1 masodperc idépillanatban:
x,(1) = 2e™* — 2e7® = 0,03596 (m).
Lathato, hogy a kitérés-id6 fliggvény hatarértéke t — oo esetén th_g (2e™ — 2e78) = 0, azaz

valoban lecsengd fliggvényrdl van szo. (A fiiggvény hatarértékének fogalma sajnos nem
tananyag, ezért részletesebb magyardzat sziikséges.)
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A feladatban kérdés az is, hogy mely iddpillanatban kdvetkezik be és mekkora a maximalis
kitérés. Az x,(t) = 2e™** — 2e78 fiiggvény teljes diszkussziojat hallgatoink nem tudjak
elvégezni, mert nem minden lépése tananyag. A monotonitasvizsgalat, az esetleges lokalis
szélsoértékek, illetve a konvexitds, konkavsag, és az esetleges inflexids pontok meghatarozasa
szamukra is ismert eljarasok és fogalmak, az ezekre vonatkozo szamitdsok alabb lathatok.

A monotonitast az elsé derivalt segitségével vizsgaljuk.

x,(t) = —8e™* + 16e75%,
—8e ™ + 16e78 =0,
e—4t — %,
ebbdl t = ian ~ 0,17 (s), ami az alabbi tablazat alapjan lokalis maximumbhely.

0<t<-=In2 t ==n2 lm2<t
4 4 4
X, () + 0 -
x,(t) T lokalis maximum l

A fiiggvény maximumanak értéke

X G an) = 2¢™HIN? _ e 82 _ 5 G - i) = % (m) .

Bar a feladatban nem kérdés, de tanulsagos lehet a fliggvény konvexitasanak ¢s konkavsaganak
vizsgalata. Errél a masodik derivalt zérushelye ad informaciot:

i,(t) = 32e™% — 128e7%,
32e™* —128e78 =0  /:32e~* (% 0),

-4t _ 1
4

ebbdl t = iln4 ~ 0,35 (s), ami az alabbi tablazat alapjan inflexios pont.

e

0<t<-In4 t ==In4 Zlnd < t
4 4 4
5C.p (t) - 0 +
xp (1) konkav inflexids pont konvex

A fuggvény grafikonjanak alakjaval kapcsolatban fontosak a tengelymetszetek is.

Mivel a feladat szovegében adott volt, hogy a kitérés t = 0 s iddpillanatban 0 méter, igy a
grafikon kezddpontja az origd. Ezt a behelyettesitést akar a partikularis megoldas
ellendrzésének is tekinthetjiik:

x,(0) =2e7*0 =270 =2 -2 =0 (m).
Van vajon a ,.t” tengelyen tovabbi tengelymetszet is? Az alabbi szamitas mutatja, hogy nincs:

2e 4 —2e78t =
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et —(e™)?2=0 JieT™(#0)
1—e™* =0
e =1
t=0(s)

Tehat a figgvény nem valt eldjelet, a kitérés iranya nem valtozik a rezgés soran.

Az x,(t) = 2e™* —2e78 fiiggvény grafikonjan jol lathatok az elobb szamitasokkal
meghatarozott eredmények (vizszintes tengely: id6 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

061+—

Osszegezve: A kitérés eleinte nd, majd elér egy maximumot, attol kezdve csdkkenni kezd, majd
kozeliti a nullat. A fiiggvény nem halad &t a vizszintes tengelyen (nincs zérushelye), a kitérés
veégig pozitiv irdnyu marad.

2.2. feladat. Az el6z6 feladatot oldjuk meg ismét, de valtoztassunk a kezdeti feltételeken.
a) A testkitérése t = 0 s id6pillanatban 0,5 méter, a sebessége ugyanekkor —8 %

b) A testkitérése t = 0 s idépillanatban 0,5 méter, a sebessége ugyanekkor —2,5 %

Megoldas.
a) A 2.1. feladat altalanos megoldasabol kiindulva:

x(t) = Cie™™ + C,e 8¢ lletve
%(t) = —4C,e™* — 8C,e~?, ahol C,,C, € R.

A kezdeti feltételek szerint x(0) = 0,5 és x(0) = —8, ezek visszahelyettesitésével a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

C16_4'0 + Cze_s.o = 0,5}
—4C16_4'0 - 8C26_8.0 = _8

Az egyenletrendszer megoldasa C; = —1, C, = 1,5, a partikularis megoldés pedig:
x,(t) = —e™* 4+ 1,578,
Ebbdl meghatarozhat6 a test kitérése az indulastol szamitott 1 masodperc iddpillanatban:

x,(1) = —e™* +1,5e7% = —0,01781 (m),
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ahol a negativ eléjel a kezdeti kitéréssel ellentétes irany kitérést mutatja.
A fiiggvény a diszkusszidjanak egyes Iépései a 2.1. feladathoz hasonldan itt is elvégezhetok.

i, (t) = 4e™* — 1278
4e™* —12¢78 = 0

1
-4t _ =
¢ 3

ebbdl t = ilnS ~ 0,27 (s), ami az alabbi tablazat alapjan lokalis minimumhely.

0<t<2n3 t =13 lm3 <t
4 4 4
10 = 0 +
xp (1) l lokalis minimum 1

A fiiggvény minimumanak értéke

1 1
x, G ln3) = _ae™HM3 4 150783 = _y.

A masodik derivalt vizsgélata:

¥,(t) = —16e~* + 96e78¢
—16e ™t + 9678 =0

1

6

4t =

1 7
§+ 1'5.6__3 (m)

1

/:(—=16e~*)(+ 0),

Ebbodl t = iln6 ~ 0,45 (s), ami az alabbi tablazat alapjan inflexios pont.

0<t<iin6 t =In6 Zln6 <t
4 4 4
xp(8) konvex inflexios pont konkav

A tengelymetszetek vizsgalata:

x,(0) = —e % 4+ 1,578 = 0,5 (m) ,

a fliggbleges tengely metszéspontjaként ezt az eredményt vartuk, hiszen ez volt a feladatban
megadott kezdeti feltétel. A vizszintes tengelyen (id6 tengely) a tengelymetszet:

—e™M +1,5e8 =0
—e ™ +15(e™™)2 =0 /e (£ 0)
1—-15e* =0
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e—4t =

2
3

t=—smi=tp3on
= zlng =gy~ 010

A x,(t) = —e * +1,5e7% fiiggvény grafikonjan jol lathatok az elobb szamolassal
meghatarozott tulajdonsagok (vizszintes tengely: id6 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

0.6
0.4

0:2

14 16 18 2

-0:2

Osszegezve: A kitérés a mozgas elejétdl kezdve folyamatosan csdkken. A fliggvény ¢t ~ 0,1 s
idopillanatban athalad a vizszintes tengelyen (vagyis van zérushelye, azaz van olyan
id6pillanat, ahol a kitérés nulla). Ezt kdvetden a negativ iranyu kitérés novekszik, majd elér egy
maximumot (ez a fliggvény abszolut minimuma), majd a negativ értékek feldl kozelit nullahoz.

b) Isméta?2.1.feladat altalinos megoldasabol indulunk ki, a kezdeti feltételekbdl a kovetkezo
egyenletrendszert kapjuk:

Cle_4.0 + Cze_g.o = 0,5}
—4C16_4'0 - 8C2€_8.0 = _2,5

Ebbdl C; = Z, C, = % ¢s a partikularis megoldas:
—3 -4t 1 -8t
x,(t) = setHgeTh

Ebbdl meghatarozhatd a test kitérése az indulastol szdmitott 1 masodperc iddpillanatban:

xp(1) =2e™* +2e78 ~ 0,00691 (m).
A fliggbleges tengelyen a tengelymetszet nyilvan a feladatban megadott egyik kezdeti feltétel
lesz:

x,(0) = Ze“"o + %e‘g'o =0,5(m).

A vizszintes tengelyen (idé tengely) nincs tengelymetszet, ugyanis minden t € R esetén
e ™ >0¢és e 8 >0, azaz

3 _ 1 _
SeTH 4 e85 0,
8 8
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Az %,(t) fiiggvény (ugyancsak az eldjelekrdl tett elobbi megallapitasok miatt) minden t
idOpillanatban negativ értéket vesz fel:

: 3 _ -

xp() = —e 4t _ g8t
tehat az x,,(t) fiiggvény a teljes értelmezési tartoményan szigorian monoton csokken. Mivel
t € [0, o[, igy a figgvénynek t = 0 —ban abszolit maximuma van (ez a t = 0 értékhez tartozo
0,5 méteres kitérés). A masodik derivalt

%,(t) = 6e~* +8e78,

amely minden t idépillanatban pozitiv értéket vesz fel, tehat az x,(t) fliggvény a teljes
értelmezé€si tartomanyan konvex.

A x,(t) = Ze““ + %e‘St fliggvény grafikonjarol leolvashatok az elébb szdmolassal
meghatarozott tulajdonsagok (vizszintes tengely: id0 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

—0:6

Osszegezve: A fliggvény maximuma a kiinduldsi kitérés érték. A fliggvénynek nincs
zérushelye, a pozitiv értékek felol kozeledik a zérus kitéréshez.

3. Gyengén csillapodoé harmonikus rezgés

Gyenge csillapitasrol akkor beszéliink, ha a kozegellendllasnak kisebb (de nem
elhanyagolhato) a jelentdsége. Ilyenkor k < w, és a karakterisztikus egyenlet megoldasa egy
komplex konjugalt szampar (azaz A,, = +fi, ahol i az imaginarius egység). Ebben az
esetben matematikai szempontbol az x(t) = e*(C;sinfit + C,cospt) alaka altalanos
megoldés a szokvanyos. Itt most csak annak az esetnek a targyalasara szoritkozunk, amikor a
t = 0 s iddpillanatban nem volt kitérés. Ellenkezd esetben a képlet tovabb bonyolodik, a
szogfliggvények argumentumahoz egy Gjabb tag, az un. faziseltolodas is hozzdadodik. Ugyanez
a megszoritas eredményezi azt is, hogy a €, = 0 (ahogy ezt az alabbiakban latni fogjuk). Emiatt
a kitérés-ido fliggvény az

x(t) = C,e*sinft

alakra egyszerlisodik. Ennek a fliggvénynek a képe egy olyan ,,szinusz fliggvény”, amelynek
kitérése t — oo esetén exponencidlisan csdkken, illetve kozben a rezgés frekvencidja is csokken
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(a szinusz fliggvények hulldmai ,.egyre jobban Osszenyomddnak™). Tehat t — oo esetén a
kitérés is lassan nullahoz tart, a rezgés elhal.

3.1. feladat. Egy harmonikus rezgdmozgast végzé testre a kozegellenallas csillapitasként hat,
amely a sebességgel aranyos, és azzal ellentétes iranyu. Ekkor a test mozgasat leird
differencidlegyenlet: %(t) = —w? - x(t) — kx(t) , ahol x(t) a test kitérése az idd
fiiggvényében. A korfrekvencia w = /6,5 %, a kozegellenallasbol szdrmazo csillapitasi
konstans k = 1 % A test kitérése t = 0 s idépillanatban 0 méter, a sebessége ugyanekkor 5 ?

Adjuk meg a test kitérését az id6 fliggvényében! Hatarozzuk meg a test kitérését a t = 1s
idOpillanatban!

Megoldas.
A differencidlegyenlet megoldéasa soran a karakterisztikus egyenlet, illetve annak gydkei (ahol
x(t) = e?t):
¥(t) + x(t) +6,5x(t) =0,
+21+65=0,

—1+y/1-46,5
M, =—7"T
) 2

azaz Ay, = —% + 2 i, az altaldnos megoldas pedig

1
x(t) =e 2 (Clsinzt + Czcosgt), ahol C, C, € R.
A kezdeti feltételek visszahelyettesitésével a C; és C, konstansok meghatarozhatok. Adott volt,
hogy x(0) = 0, azaz
e%(C;sin0 + C,co0s0) = 0,
ebbdl €, = 0. Emiatt az altalanos megoldas erre az alakra egyszeriisodik:
_lt 5
x(t) = Cie 2 sint, ahol C; € R.
A masik kezdeti feltétel szerint x(0) = 5, ehhez derivaljuk az elébbi fliggvényt:
R 1 L o5 5~ 5.\_ 1 - . (.5 5
x(t) = C; (—Ee Zsint+-e 2 cos;t) =—e? Cy (sm;t - 5C055t).

Behelyettesitve a t = 0 értéket:
#(0) = —>e®- ¢, - (0—5) =2y,
Ecl = 5,

2
ebbdl C; = 2. Tehat a kezdeti feltételnek megfeleld partikularis megoldas:
1 5
xp(t) = 2e7tsinzt.

A test kitérése az indulastdl szamitott 1 masodperc iddpillanatban
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1 1
xp(1) = 272 - sin> = 2¢ 7z - 5in143,24° ~ 0,726 (m).

1
Az x,(t) = 2e_5tsin§t fliggvény elemzését bonyolultsiga miatt csak a grafikonjabol
kiindulva végezziik el (vizszintes tengely: id6 (s), fliggdleges tengely: kitérés (m)).

1 1
A fiiggvény képe egy olyan ,.szinusz fiiggvény”, amelynek a kitérése az 2e 2" és —2e 72"
burkologorbék altal meghatarozott iitemben exponencialisan csokken. Osszességében az
x,(t) fliggvény t — oo esetén lassan tart nulldhoz, vagyis a rezgés fokozatosan elhal.

4. Osszefoglalas

A fels6bb matematika oktatasa soran hallgatoink — tajékozatlansaguk miatt — gyakran
megkérddjelezik az adott eljaras mérndki gyakorlatban vald alkalmazhatdsagat. Elfogadhat6
indoklas nélkiil sokan kétségbe vonjak a témakor sziikségességét. A differencialegyenletek is
olyan fejezet, amelyet bar rengeteg tudomanyteriileten hasznalnak, tobbnyire csak koriilirni,
felvazolni tudjuk az alkalmazhatdsag lehetOségeit, ugyanis tovabbi (fizikai, kémiai, stb.)
ismeretekre lenne sziikség ahhoz, hogy konkrét példakat adjunk. Fizika tantargybol a rezgések
mozgasegyenleteit a legtobb felsOoktatasi intézményben csak érintOlegesen targyaljak,
leginkabb azért, mert a hallgatok matematikai hattértudasa hidnyos, vagy addigra mar nem
naprakész. A fenti egyszerli feladat-otletekkel probaltam a matematika és fizika tananyag
kozotti “szakadékot™ athidalni, és a témakor fontossagara ravilagitani.
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A haromszog koré- és beirt szabalyos haromszogérol

Hajdu Endre
Soproni Egyetem

OSSZEFOGLALO. Tetsz6leges haromszogbe irhatd szabalyos haromszog ugy,
hogy a beirt haromszdg csucsai az adott haromszog kiilonboz6 oldalaira
illeszkedjenek. Az ilyen beirt haromszdgek koziil keressiik a legkisebbet, amelyre
két 0j szerkesztési modszert is adunk. Tovabba megmutatjuk, hogy az adott
haromszdg teriilete a maximalis és a minimalis (koré irt, ill. beirt) haromszog
teriiletének mértani kozepe.

ABSTRACT. For any triangle, there exist an inscribed equilateral triangle, whose
vertices are on different sides of the triangle. | give two various methods for
constructing the smallest of such inscribed triangles. Moreover, we show that the
area of the consider triangle is the geometric mean of the maximal and minimal
(circumscribed and inscribed) triangles.

1. Bevezetés

Evtizedek soran Osszegyiilt geometriai foljegyzések, feladatok, megoldasok atnézése,
selejtezése soran bukkantam egy régi otletemre: adott harom, nem egy egyenesen 1évo pont,
szerkesztendd a legnagyobb szabalyos haromszog, melynek egy-egy oldala az adott pontok
valamelyikét tartalmazza. Ezen a feladaton tiinddve jutottam egy rokon, de minimum keresést
jelentd példara: egy tetszdéleges haromszogbe hogyan szerkeszthetd legkisebb szabalyos
haromszog, melynek csucsai az adott haromszog oldalaihoz illeszkednek? Ellentétben a
kozismertnek mondhato, haromszogbe irhatd legkisebb keriileti haromszég feladataval
(talpponti haromszog [1]), ez kevéssé ismert, targyalt téma, ezért Iehet indokolt a vonatkozo
irodalomban [2], [3], [4] talalt megoldasoktol kiilonboz6 alabbi szerkesztéseim ismertetése. A
két megoldas koziil a masodik annyiban mondhat6 sajatsdgosnak, hogy a minimumkeresés
céljabol egy maximalis méretii haromszoget kell eléallitani.

A haromszog koré irt legnagyobb szabdlyos haromszdg szerkesztésével és szamitasaval is
foglalkozik az anyag. Az adott hdromszog teriilete a masik két haromszog teriiletének mértani
kozepe.

2. Els6 megoldas
Mint ismeretes, egy adott haromszdg valamely a oldalan folvett P pontjat egy szabalyos

haromszog egyik csucsaul véve, a b oldalon keresett Q csucsot, a ¢ oldal egyenesének a P koriil
@ = 60°-kal elforgatottja jeloli ki az 1. bra szerinti szerkesztés révén.
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1. abra

A Q pont ismeretében a PQR szabalyos haromszog megszerkesztése mar egyszeri. Az a
oldalon folvett P pont helyzetét6l fiiggetlentil, a T talppont T* elforgatottja ugyanarra a t
egyenesre esik, a PT*-ra merbleges C* egyenes allasa is valtozatlan. Az eredeti foladat az
1. ébra alapjan gy is atfogalmazhato, hogy keressiik a P pont azon helyzetét, melynél a PT*Q
derékszogii haromszog atfogodja a legkisebb, ha P befutja az a oldalt. A 2. abrabol kitlinik, hogy
az a oldalnak csak a Pg Py darabjan jelolhet6 ki P. A PQQ ‘P parallelogrammakhoz tartozo
minden P’ pont egy egyenesre, a p-re esik. A Py P, szakasz minden P helyzetéhez tartozik egy
Q 'P’(Q '=B) szakasz, s ezek koziil a legrovidebb a p-re merdleges szakasz.

2. abra

Az eredeti foladat 1. megoldasat az imént latottak alapjan, a 3. abra szemlélteti.
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3. abra

3. Masodik megoldas

Az el6z6 megoldasban szerepld adott haromszognek feleljen meg most a 4. dbra H
haromszoge, az ismeretlen méretli legkisebb beirt szabalyos haromszdgének pedig S. A
masodik megoldas Iényege: az S-hez hasonlo, tetszéleges méretli szabdlyos haromszoget
vesziink f0l, melyre a H haromszogh6éz hasonld, de legnagyobb koriilirt haromszoget
szerkesztiink, majd a kapott haromszoget az adott H méretére kicsinyitjiik — vagy nagyitjuk.

4. abra

Jelolje most a keresett S legkisebb beirt szabdlyos haromszog tetszdleges méretii
megfelel6jét S*, cstcspontjait A*B*C*. Az adott haromszog a oldala a* megfeleljének
végpontjai az A*B* és A*C* oldalakra szerkesztett y ill.  szogl latokoriveken keresenddk,
azzal a foltétellel, hogy egymastol mért tavolsaguk a lehetd legnagyobb legyen, mert ha a folvett
szabalyos haromszdg a koré irt haromszog legkisebb szabalyos haromszoge, akkor a beirt
haromszoghoz képest a koré irt haromszog maximalis (5. abra).
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5. abra

Ez utobbi a részfeladatnak a megoldasa a 6. abrabol kovetkezik: két egymast metszé kor
egyik M metszéspontjan atmené egyenesnek a korok altal hatarolt darabja 2a+2b hosszlisagu,
ahol 2(a+b) akkor a legnagyobb, ha az egyenes parhuzamos a kor-kozéppontokat §sszekotd
egyenessel. Az 5. dbran e feltétel alapjan szerkesztett a* egyenes kimetszi a latokorivek
megfeleld pontjait, az S* haromszég koré irt legnagyobb és kivant alakti haromszogének
csucspontjait. Megemlitendd, hogy az S* haromszog oldalaira szerkesztett latokorivek egy M
pontban metszik egymast, mely pont egyben az A*B*C* pontokban a H* oldalaira allitott
merdlegesek k6zos pontja is. A keresett H haromszog az 5. abra olyan kicsinyitésével adodna,
melynél a 4. abraval azonos alakzatot kapnank.

04 R_—
\\// 2(a+b) £AB
Aw

6. abra

A kicsinyitést mellézve még egy figyelemre méltdé mozgasgeometriai tényre érdemes
rdmutatni (7. dbra). Ha a keresett haromszogon kiviil egy masik beirt szabalyos haromszdget is
megrajzolunk, ami mar nagyobb persze, mint a vastagon rajzolt legkisebb, folvethetd a kérdés:
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elmozgathat6-e a beirt haromszog ugy, hogy két csiucsa a megfeleld tdmaszoldalon marad? Az
1) haromszog A1B1 csucsa a koriilirt hdromszog megfeleld oldalain akkor indulhat mozgasnak,
ha a momentancentrum Mz. Ha a B1C1 szakaszat mozgatnank, a momentancentrum az M lenne.
A CiAi-hez az M3 tartozna; mi a helyzet a legkisebb beirt haromszoggel? Egyetlen M
momentancentrum adoédik, mert mint lattuk kordbban, a legkisebb beirt haromszog esetén a
momentancentrumot kijelolé egyenesek egy pontban metszédnek. Az M pont koriil mindkét
forgasiranyban elforgathat6 a beirt legkisebb haromszdg, mig az egyéb szabalyos beirt
haromszogek csak egy forgasiranyban.

7. abra

A haromszogbe beirhato legkisebb szabalyos haromszog szerkesztésénél konnyebb foladat
a haromszog koré irt legnagyobb szabdlyos haromszog szerkesztése; az egyik lehetséges
megoldast az 5. abran mar latott médszer alkalmazasat jelenti. Az AB, ill. AC oldalhoz tartozo,
60° latoszogl korivek kozéppontjainak Osszekotd szakaszaval parhuzamos és az A ponthoz
illeszkedd egyenes metszi ki a latokorivekbdl a keresett legnagyobb, koré irt szabalyos
haromszog két csucspontjat (8. abra).

A maximalis méretii, koré irt haromszog oldalai pArhuzamosak a beirt szabalyos haromszog
oldalaival, s egyben parhuzamosak azzal a haromszoggel is, melynek csucsai az adott
haromszog oldalaira kifel¢ szerkeszthetdé szabalyos haromszogek kozéppontjai. E tény az
5. dbran alkalmazott, latokorivekkel kapcsolatos szerkesztési modszer alapjan lathato be. A
beirt és a koré irt szabalyos haromszog kozott parhuzamos és centralis hasonldsag all fenn, az
utobbi centruma O. A legnagyobb koré irt haromszdég esetén is érvényesek a 7. abraval
kapcsolatban emlitett tulajdonsdgok: a csucsponti tdmasznormalisok egy pontban metszik
egymast, az My belsd €s az My kiilsé metszéspontok altalanos esetben nem esnek egybe. E
pontok koriil a fixnek tekintett ABC haromszogh6z képest a belsé haromszog forgathatd el Mp
koriil, mig a koré irt haromszog az M koriil, az 6ra mutatd jardsaval egyezd vagy ellentétes
forgasiranyban. Tovabbi figyelemre méltod tény, hogy a beirt és koré irt szabalyos haromszogek
Tb, Tk, valamint az adott haromszog Th teriilete kozott az alabbi dsszefliggeés 4ll fenn:

— |,

=

— |

o
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8. abra

Az adott haromszog teriilete tehat a beirt, és a koré irt szabalyos haromszogek teriiletének
mértani kozepe, vagyis T, =T, T,. A g hanyados fiigg az adott haromszog alakjatol,

legkisebb értéke 4, de lehet barmekkora is. Az elmondottakra legegyszeriibb példa egy
szabalyos haromszogbe irt és koré irt szabalyos haromszdoget szemléltetd 9. abra.

9. abra

Az adott és a szabalyos haromszogek teriilet-hanyadosaira vonatkozd tétel bizonyitasara
vonatkozo szamitasokat melldzve, az eredmények a kovetkezok: egy ABC haromszog a, b
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oldalhosszait és az oldalak altal bezart y szoget ismerve, az adott haromszog teriilete

T, = absiny . A haromszog koré irt legnagyobb szabalyos haromszog oldalhossza

~ 2\/a2 +b? —2abcos(y +60°)

. 7

E haromszog teriilete
T Lzﬁ _a’+b’ — 2abcos(y +60°)
k 4 \/§

A legkisebb beirt szabalyos haromszognek az oldalhossza

absin y

| =
\/az +b? —2abcos(y +60°)

terulete

. J3a%b?sin?y
" 4[a® +b? —2ab cos(y +60°) |

A harom haromszogre vonatkoz6 teriilethanyadosok kozos értéke

q- Z[a2 +b? —2abcos(y+60°)]

\/Eabsiny

A hanyados alakulasat a ¢ szog fliggvényében (a = b esetén) a 10. abra szemlélteti.

10. abra

A 11. abra derékszogii egyenld szart haromszogére q~4,3009.
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11. abra
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Matematikai kiegészitések a harmonikus rezgémozgas targyalasahoz

Barta Edit
Soproni Egyetem Informatikai és Matematikai Intézet
barta.edit@uni-sopron.hu

OSSZEFOGLALO. Matematika és fizika oktatoként gyakran tapasztalom, hogy az a
tudasbazis, amelyet a hallgatok kozépiskolabol magukkal hoznak, majd az
egyetemen a matematika kurzusokon elsajatitanak, kevésnek bizonyul ahhoz, hogy
a komolyabb matematikai eszkdzoket is alkalmazo szakmai targyak némely
levezetését megértsék. A szamos eset koziil most specidlisan a harmonikus
rezgébmozgas kapcsan felmeriildé matematikai megértési problémakhoz szeretnék
segitségként néhany kiegészitést nyujtani.

ABSTRACT. It is often the case that the mathematical background of our university
students is insufficient to understand the topics of certain subjects. A typical example
of this is the harmonic oscillatory motion in physics. We provide some additional
information to help in discussing it.

1. Bevezetés

E cikk megirasara egy személyes emlék motivalt. Immar tobb mint hisz éve, egyetemiink
akkori Fizika-Elektrotechnika Tanszékén PhD-hallgatoként magam is bent iiltem Papp Gyorgy
professzor ur Fizika I. targyanak eldadédsain. Egyik alkalommal helyettesitenem kellett 6t, és
éppen a csillapitott harmonikus rezgémozgas témajat kellett eléadnom az akkori
hallgatosagnak. Segitségként megkaptam az 0 sajat kézzel irott jegyzeteit, amelyben a téma
kemény matematikai targyalassal szerepelt. Megértése sokkal komolyabb matematikai
eldismereteket igényelt, mint amit a hallgatok akkor (és most) a matematika kurzusokon
elsajatithatnak. A harom rezgéssel kapcsolatos téma (harmonikus rezgémozgas, csillapitott
rezgések, kényszerrezgések) differencidlegyenletének megoldasa sokban eltért a matematika
orakon tanult médszerektdl, és a komplex szdmok mélyebb ismeretét (pl. az Euler-alakkal valo
szamolast), a komplex fliggvénytanban val6 alapjartassagot is igényelt volna. Nem véletlen hat,
hogy éveken 4t ez a harom tétel volt az, amelyet a legtobb hallgatd visszaadott a vizsgéan, ha
véletleniil koziilik hazott. (Holott a teljes levezetés kihagyasaval, csak magéanak a
differencidlegyenletnek a felirdsaval és a megoldasként kapott kinematikai mozgasegyenletek
elemzésével is szép osztalyzatot lehetett kapni.)

Akkortajt fizikat és matematikat is oktattam, aztan évekig csak fizikat, s most néhany éve
csak matematikat. Volt alkalmam belelatni néhany tantargy (fizika, elektrotechnika, mechanika
tantargyai) matematikai modszereibe. A tapasztalatom az, hogy azon témék esetén, amelyek
matematikai levezetéseket is igényelnek, modszereiket tekintve sokszor eltérnek a
matematikabol tanultaktol. Az egyik esetben a levezetésekre nem fektetnek tul nagy hangstlyt,
azokat atugorva legfeljebb hivatkoznak ra, hogy ,,a matematikabol tanult moédon” ez és ez a
végeredmény adodik, vagy csak az eredményt kozlik, majd a ,behelyettesitéssel
meggydzddhetiink ennek helyességérdl” kijelentéssel 1épnek tovabb. Ilyenkor annak ellenére,
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hogy matematikdbdl hivatkozunk ra, hogy az éppen tanitott anyag hol keriilhet el6 a
gyakorlatban, de legalabb is tovabbi tanulmanyaik soran, a hallgatonak az a téves érzete
tamadhat, hogy a matematikdra nincs is sziikkség a szakmai életben. A masik eset ennek
ellenkezdje, amikor a levezetés nagyobb matematikai alaptudast igényelne, mint amellyel a
hallgaté rendelkezik. Igy az elhangzottakat nem tudja mar meglévé ismerethez kétni, az (j
anyag ,,10g a levegdben”, a levezetés megértése helyett kénytelen azt bemagolni. Az igy
megszerzett tudasbol aztan hidnyzik az az algoritmikus gondolkodasmod, amely lehetové teszi,
hogy mas hasonl6 problémakra is alkalmazni tudjuk.

Terjedelmi okokbol nincs lehetdéségem mindazon hidnyossagok bemutatdsara, amelyek
egyetemiink hallgatoi szamara nehézz¢ teszik egy-egy téma megértését. A fenti személyes
emlék miatt a harmonikus rezgémozgas, mint oktatandd téma kicsit a szivemhez nétt. Ezért
ehhez a témadhoz kapcsoloddan szeretnék radmutatni azokra a hidnyzd matematikai
anyagrészekre, amelyek jelenleg nem szerepelnek a tananyagban, ismeretiik viszont
elengedhetetlen a targyalasmod megértése szempontjabol.

2. A harmonikus rezgémozgas szokasos matematikai leirasai

2.1. Kinematikai targyalasmod - a kozépiskolakbol hozott ismeret

A harmonikus rezgémozgasrdl szinte mindenkinek a rugora akasztott test mozgasa jut
eszébe. Maradjunk is ennél az egyszerti esetnél, amikor a tdmegpont egy egyenes mentén végez
rezgést. Kozépiskoldkban a mozgas kinematikai leirdsa soran a kitérés-ido, a sebesség-1do és a
gyorsulas-id6 fiiggvényeket azon felismerés alapjan vezetik le, hogy minden rugoéra akasztott
test mozgasdhoz hozzarendelheté egy olyan egyenletes kdrmozgas (az un. referencia
kormozgas), amelynél a kormozgast végzd pontnak €s a rugdn mozgd pontnak a korpalya
sikjaba esd fliggdleges egyenesre esd vetliletei egybeesnek. Vagyis a rugora akasztott test
kitérés-, sebesség- €s gyorsulds-ido fliggvényei megegyeznek az egyenletes kormozgast végzo
pont vetiiletének ugyanezen fliggvényeivel. A mozgasok Osszehasonlitasara a vilaghalon tobb
bemutatd anyag is talalhaté (pl. [1], [2]), s a levezetések is tobb tankdnyvben olvashatok (pl.
[3]1, [4], [5]). Ezek alapjan a rugdra akasztott test kitérés-ido fiiggvénye:

x(t) = Asin(wt + ¢,), (1)

ahol A a mozgas amplitadoja, vagyis a maximalis kitérés, w a referencia kormozgas
szogsebessége, amit a harmonikus rezgémozgasnal korfrekvencianak neveziink, ¢, pedig a
fazisallando6, mas néven kezdofazis. Ez utobbi fligg attol, hogy a mozgast mely iddpillanatban
kezdjiik vizsgalni. A szinusz argumentuma a mozgas fazisa. Itt vezetik be a rezgésidé vagy
periodusidé és a frekvencia fogalmat és kifejezéseit is. Ez a harmonikus rezgémozgas
kinematikai megkozelitése, azok az 6sszefliggések, amelyeket a kdzépiskolabol jott hallgatok
magukkal hoznak, ismernek.

Mitdl ,,harmonikus” ez a rezgés? Pontosan attol, hogy a kitérés az id6 szinuszos fliggvénye.
A harmonikus rezgést mas néven szinuszrezgésnek is nevezik (Id. [6] 37. old.) Tégabb
értelemben harmonikus rezgésrdl akkor beszéliink, ha a mozgas valamely jellemzdje, példaul
a koordindta az idoének szinuszos vagy koszinuszos fliggvénye ([7] 8. old.). Ezek alapjan
barmely fizikai mennyiség, amelynek iddbeli valtozasat az

x(t) = Asin(wt + ¢@,) vagy az x(t) = B cos(wt + ¢,)

kifejezés valamelyike irja le, harmonikus rezgést végez. Az x(t) nem csak a rugéra akasztott
test kitérése lehet, hanem tobbek kozott a matematikai (fonal-) és a fizikai inga szogkitérése, a
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torzids inga elcsavarodasi szoge, valtakoz6 aramti halézatoknal az aramerdsség vagy a
fesziiltség, a kondenzatorlemezeken tarolt toltésmennyiség vagy a lemezek kozotti elektromos
térerdsség, a tekercsben felépiild magneses indukcid, stb. Ezekben a mennyiségekben az a
k6zos, hogy hasonld matematikai apparatussal irhatok le, vagyis ha egyet megtanultunk

crer

2.2. Dinamikai targyalasmadd és annak matematikai kiegészitése

Elészor szogezziik le, hogy a tovabbiakban is csak az ugynevezett egy szabadsagfoku
mechanikai harmonikus rezgésekrdl lesz szo, amikor a pontszertinek tekintett test egy egyenes
mentén mozdul el, és ennek is azzal a legegyszeriibb esetével foglalkozunk, amikor a
rezgémozgast végzO pontra nem hat sem csillapitd, sem kényszerer6. Ezt a mozgast
csillapitatlan szabadrezgésnek is nevezik.

A mozgas vizsgalatat a dinamika alapegyenletébdl kiindulva végezziik. Ez a tdrgyalasi mod
egyik szép példaja a masodrendli, linearis, allandd egyiitthatos differencidlegyenletek
alkalmazasanak, melyet a Matematika 1. tantargy eléadasan be is mutatunk ([8], 72-73. old.).
Hogy az anyagot egyben lassuk, fussunk most at ezen a levezetésen!

A rugd legyen vizszintes helyzetli, a hozza rogzitett tomegpont pedig surldéddsmentes
feliileten mozogjon. Egyensulyi helyzetben a test nyugalomban van, a rug6 nyujtatlan. Az x-
tengelyt célszerli a rugd hossziranyaban, kezdépontjat pedig a test egyensulyi helyzetében
felvenni. Ha a testet kitéritjiik ebbdl a helyzetébdl, megnyujtva (vagy 6sszenyomva) ezzel a
rugot, akkor rd egy a kitéréssel aranyos, vele ellentétes irdnyu erd hat, melynek alakja

F = —Dx,

ahol D -t most nevezziik rugoallandonak. (Megjegyzés: D elnevezése nem egységes a
szakirodalmakban, tankonyvekben. Bosznay a [7] 16-17. oldalan c-vel jelolve D reciprokat
hasznalja a képletben és azt nevezi rugdallandonak. [6] 71. oldalan a linearis erétorvényben
mar a D jelolést talaljuk direkcids eré megnevezéssel, mig a rugdallando kifejezést itt is ennek
reciprokaként emliti. Az Gjabb [4] tankOnyv 19. oldalan szintén csak a D jelolés fordul el6 a
reciprok megemlitése nélkiil, direkcios allandonak nevezve azt, és zarojelben, mintegy
szinonimaként teszi mellé a rugoallando kifejezést.) Elengedve a testet a kitérés idoben valtozni
fog. A cél a kitérés id6beli fliggésének, azaz az x(t) fliggvénynek a megadisa. Newton II.
torvénye (), F = ma) alapjan felirva a dinamika alapegyenletét, figyelembe véve, hogy a
gyorsulas a kitérés id6 szerinti masodik derivaltja (a = X), az

mx = —Dx

differencidlegyenlethez jutunk. A tomeggel leosztva, az egyenletet dtrendezve €s bevezetve az

w = \/gjelélést, kapjuk az
i+ w’x=0 (2)

masodrendi, lineéris, allando egyiitthatdos homogén differencidlegyenletet. Eddig volt a fizika,
most jon a matematika. A karakterisztikus egyenlet:

A+ w? =0, (3)
melynek megoldasa egy komplex konjugalt gyokpar:

/11[2 = ilw. (4)
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Ezzel a differencialegyenlet altaldnos megoldasa:
x(t) = ¢, cos(wt) + ¢, sin(wt). (5)

A végeredményt a [8] jegyzet egy specialis kezdeti feltétel esetén adja meg, nevezetesen
amikor az iddt a test elengedésének pillanataban kezdjiikk mérni. Ekkor a kitérés maximalis,
azaz A, a sebesség pedig nulla. Ezzel a kitérés-id6 fliggvény:

x(t) = A cos(wt).

A példa eddig tart. A levezetés didaktikailag is korrekt, hiszen minden 1épés csak olyan
ismereteket igényel, melyet a hallgatoknak el6tte mar atadtunk illetve kozépiskolaban mar
atadtak. Abban a hallgatdban, aki még emlékszik a kozépiskoldban tanult (1) 6sszefliggésre,
felmeriilhet a kérdés, hogy miért nem azt kaptuk meg. Valaszként mondhatjuk, hogy a
,koszinusz fliggvény is szinusz, csak el van tolva n/2-vel” (gondoljunk a két szogfiiggvény
grafikonjara és a fliggvénytranszformaciokrdl tanultakra!), vagyis ez a megoldas atirhatd az

x(t) = Asin (wt + g)

alakra, ahol /2 a kezd6fazis. Ha a témat tovabbra is didaktikusan kivanjuk targyalni, akkor
meg kell mutatnunk azt is, hogy nem csak ennél a specialis inditdsndl, hanem tetszdleges
kezdeti feltételek esetén is az (1)-gyel megegyezd alaku kitérés-ido fliiggvényt kapunk. Ehhez
a kezdeti feltételeket a kovetkezd altalanos alakban vegyiik fel:

x(0) = x, }
v(0) =x =vy) (6)

A t = 0-t behelyettesitve az (5) altalanos megoldasba c¢; = x, adodik. Ezt behelyettesitve
ugyanoda, majd derivalva a kifejezést kapjuk a sebességet:

x(t) = —wx, sin(wt) + wc, sin(wt).

Ebbe helyettesitve a sebességre vonatkozd kezdeti feltételt ¢, = 1;—0 adodik. Ezzel a (2)
differencialegyenlet megadott altalanos kezdeti feltételeket is kielégit6 partikularis megoldasa:

x(t) = x, cos(wt) + Z—OSin(wt). (7)

Ez a mozgasnak sem az amplitaddjarol, sem a kezd6fazisardl egyelére még nem arul el
semmit, viszont azok lényegesebb informdciét hordoznak a mozgasrél, mint az, hogy egy
onkényesen valasztott 0 iddpontban mennyi a kitérés €és a sebesség. Ez is indokolja a kifejezés
atalakitasanak sziikségességét, méghozza didaktikai okok miatt olyan eszk6zok hasznalatdval,
amelyeknek a hallgato feltehetden mar birtokdban van. Ehhez hajtsunk végre egy egyszeriien
megérthetd trigonometrikus atalakitast! Tekintsiik az 1. bran 1athato derékszogii haromszoget,
amelynek két befogdja a (7) kifejezés jobb oldalan a szinusz és koszinusz fliggvények
egylitthatoi, az x oldallal szemkdozti szog pedig legyen ¢,. Ekkor Pitagorasz tétele alapjan az

2
atfogd /xg + (’;—") lesz.
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Po

Az abrabol az is lathato, hogy
vo
sin Qo = %, €s cos Qo = ﬁ (8)
Jn(2) J4(2)

Emeljiik ki a (7) egyenlet jobb oldalan az atfogonak megfeleld kifejezést, majd
helyettesitsiik be az egyiitthatok helyére (8) alapjan a ¢, szogfliggvényeit!

Yo
w

x(t) = "x2+ %)* —= cos(wt) + —2—
0 (w) ,x§+(%") m
x(t) = /xg + (:—0)2 [sin @, cos(wt) + cos @, sin(wt)].

A szogletes zarojelben allo kifejezés (1d. Fiiggvénytablazat vagy az Intézet altal kiadott
Képletgyiijtemény) éppen sin(wt + ¢,), az atfogonak megfeleld kifejezést pedig A-val jeldlve
(1)-et kapjuk. Tehat a kezdeti feltételekb6l a mozgas amplitadodja és kezdéfazisa az alabbi két

sin(wt) |,

Osszefliggéssel hatarozhato meg:

_ Xo XoWw
P =v =
» )}

Megjegyzés: Az elobbi gondolatmenet az alabbi trigonometrikus azonossag levezetésének

egy specialis esete:
acosy + bsiny = csin(y + a),

ahol
¢ =VaZ ¥ bZ,

a
tg(l = ;

Felmeriilhet az a kérdés is, hogy ha eddig a rugoéra akasztott test mozgasat ugy figyeltiik

meg, hogy a rugd fliggdleges helyzetli volt (nyilvan, hiszen igy a legegyszeriibb bemutatni a
rezgést), akkor miért nem igy targyaljuk a dinamikdjat is. Targyalhatnank igy is, mint ahogyan
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a [9] videoban Papp Gyorgy is targyalja, de akkor a mozgo testre nem csak a rugderd hat, hanem
az mg nagysagu, lefelé¢ iranyuld nehézségi erd is. Ezzel egyiitt kell felirni a dinamika
alapegyenletét ugy, hogy most az x-tengely kezdépontjat nem a rugd nyujtatlan allapotaban,
hanem a test egyensulyi helyzetében vessziik fel. Egyszertsitések utdin a megoldando
differencidlegyenlet ugyanaz lesz, mint a vizszintes esetben volt, csak a rezgés kozéppontja
tolodik el a nyujtatlan allapotbol az egyensulyi allapotba.

Hallgat6ink legkdzelebb kozel fél év mulva taldlkoznak Gjra a harmonikus rezgdmozgassal,
immar fizika 6rdkon. Itt a [9]-hez hasonl6 élvezetes eldadasban lehet résziik, de ugyanezt a
levezetést megtalalhatjuk a [10] és [11] interneten elérhetd tananyagokban is.

Itt az el6ado illetve a szerzok a differencidlegyenlet megoldasanak mélyebb szintjére
nyulnak vissza. Hallgatoinknak mind6ssze annyi el@ismerete van, hogy az y(x) fiiggvényre
felirt masodrend, linearis, allando egyiitthatés homogén differencidlegyenlet megoldasa soran
a karakterisztikus egyenlet két valos (4, és A,), egy valos (1) vagy két komplex (4,, = a +
Pi) gyokét e harom esetnek megfeleléen rendre az

y(x) = cieM¥ + ¢ ete”, ©)
y(x) = c;e™ + c,xe?*, (10)
y(x) = e**[c, cos(Bx) + ¢, sin(Bx)] (12)

képletekbe kell behelyettesiteni ([8] 71-72. old.). Az, hogy miért, annak levezetése ma mar nem
képezi a matematika targy anyagat. Tobb mint tiz évvel ezeldtt, amikor még magasabb
oraszamban hallgathattak egyetemiink hallgatdi a matematikat, a masodik szemeszterben
oktatott Matematika II. targy akkor hasznalatos jegyzetében a levezetés szerepelt ([12] 265-
267. old.), és szamonkért tananyag volt. Habar a differencidlegyenletek oktatasa mar akkor sem
feltétleniil el6zte meg azokat a fizika eldadasokat, ahol mar alkalmazasuk is eldkertilt, tehat a
megértést legfeljebb utolag segithette. Sajnos a tobb mint tiz éve tartd ismételt oktatds
atszervezések, tantervi halé moédositasok €s a matematika targyainak, 6raszamainak folyamatos
¢s drasztikus csOkkentése révén sok értékes és hasznos tananyag kikeriilt az oktatott témak
kozil. Tobbek kozott a (9)-(11) képletek levezetése és a komplex szamok Euler-alakja is. Az
utobbi egyik fontos alapismeret az eldbbi megértéséhez. Igy a fizika eléadason elhangzokhoz
hianyoznak azok az eldismeretek, amelyek alapjan a hallgatd kdvetni tudna az ottani
gondolatmenetet. A [9]-ben elhangzd és [10], [11]-ben olvashato levezetést szeretném most
kiegésziteni, remélve, hogy ez segitséget jelent a hallgatoknak a konnyebb megértéshez.

A kérdés végeredményben az, hogy hogyan kapjuk a (3) karakterisztikus egyenlet két
komplex gyokébol az (5) fiiggvényt mint a (2) egyenlet altalanos megoldasat? A problémat
vizsgaljuk kicsit altalanosabban, amikor is a kiindulé differencidlegyenletbdl nem hianyzik a
keresett fliggvény elsé derivaltjaval ardnyos tag sem. Anndl is inkdbb indokolt ez a bdvebb
vizsgalat, mivel a csillapitott rezgések egyik tipusdnak is pontosan ilyen alaki a
mozgasegyenlete. Altalinosan egy x(t) fiiggvényre felirt masodrendii, linearis, allando
egyiitthatos homogén differencidlegyenlet megoldasat az

x(t) = et

alakban keressiik. Ennek kétszeri derivalasaval és a kiinduld egyenletbe vald behelyettesité-
sével, e*t kiemelésével kapjuk a karakterisztikus egyenletet, melynek a megoldasa abban az
esetben, ha a diszkrimindns negativ, két komplex szdm, amelyek egymasnak konjugaltjai.
Altalanos alakjuk:

Ao =axpi.
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gy az et alakban keresett két fiiggetlen megoldas

321 (t) =e (a+ﬁi)t,

%,(6) = e(@ b, (12)

A feliilvonas arra utal, hogy a megoldasok komplex fliggvények.
A hallgatoban joggal meriil fel a kérdés, hogy hogyan értelmezziik ezeket a kifejezéseket.
Itt mertil fel a komplex szdmok Euler-alakja ismeretének az igénye.

Kitéré: A komplex szamok Euler-alakja. Ehhez az e* fiiggvény MacLaurin-soraig kell
visszanyulnunk ([8] 35. old.):

2 3 4
e*=1+x+>+=+>+.
2! 3! 4!

Ebbb] a sorbol szarmaztathatjuk az e™* sorat ([13] 105. old. és pl. [14] 152. old.) oly médon,
hogy a sorban x helyére ix-et irunk:

(ix)? n (ix)3 | (ix0)*

e =1+ix+
2! 3! 4

A szamlalokban tényezdnként elvégezziik a hatvanyozast. A paros kitevdji hatvanyokat
tartalmazo tagok valosak lesznek valtakozo6 eldjellel, aszerint, hogy az i kitevdje néggyel osztva
2 vagy 0 maradékot ad-e. A paratlan kitevOji tagok egylitthatoi viszont +i vagy - i lesznek,
attol fliggden, hogy a kitevo néggyel osztva 1 vagy 3 maradékot ad-e.

5 6

2 3 4 7
i . X . X X . X X . X
elx—1+lx___l_+_+l____ _+"'.
2! 3! 4! 5! 6! 7!

Ez alapjan a sor felirhato egy csak valos €s egy csak képzetes tagokat tartalmazé részsor
Osszegekeént:

. 6 3 5 7
em:@_i+£_£+m%4@_i+i_i+m)

Az elso zarojelben (valds tagok) szerepld sor éppen a cos x, a masodik zarojelben (képzetes
tagok) 1évo sor pedig a sin x fliggvény MacLaurin-sora:

e = cosx + isinx. (13)

Ezt az Osszefiiggést Euler-egyenletnek hivjuk ([14] 152-153. old.) Ez alapjan az e®*F!
exponencialis alakban megadott komplex szdm a kovetkezé modon irhaté fel trigonometrikus
alakban:

e Pl = . gBl = ¢%(cos B +isin ).
Az e® pozitiv valds szam éppen a komplex szam abszolit értéke, § pedig az argumentuma.

Ezeket rendre a szokasos r-rel és ¢-vel jeldlve a trigonometrikus és az exponencialis alak
kozotti 6sszefliggeés felirhato az

r(cos @ + isin @) = re'®

alakban. A jobb oldalon szereplé exponencialis alakot nevezik a komplex szamok Euler-
alakjanak.
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Mindkét alak a szam abszolut értékérdl és argumentumaro6l hordoz informéciot. Az Euler-
alakkal a komplex szamok szorzésara, osztdsara, hatvanyozasara vonatkozo szabalyok annyival
egyszeriibben levezethetok, mint amennyire az azonos alapt hatvanyokra vonatkozo
azonossagok egyszeriibbek a trigonometrikus azonossagoknal. Elonye még, hogy
alkalmazasahoz kevesebb karakter lelitése (leirasa) sziikséges.

Szakirodalmakban a szinuszosan valtakozé mennyiségek komplex szamokkal torténd
leirasa esetén egyszer(ibb kezelése miatt gyakrabban alkalmazzak az Euler-alakot, mint a
trigonometrikust (Id. pl. [7] 9-10. old. és [14] 38. old.).

A matematikai kitéré utan térjiink vissza a linearis differencialegyenlet (12) szerinti két
fiiggetlen megoldasara. Ezek a kdvetkezo alakban irhatok fel:

%, (t) = e - et = e [cos(Bt) + i sin(St)],
%,(t) = e - e7It = e%[cos(—pt) + i sin(—pt)] = e*[cos(Bt) — i sin(Bt)].

A masodik megoldasnal kihasznaltuk a koszinusz fliggvény péros, a szinusz fliggvény
paratlan voltat. Ha egy komplex fliggvény megoldasa a valos egyiitthatos linearis egyenletnek,
akkor [12] 267. oldala alapjan annak valos és képzetes része kiilon-kiilon is megoldasai az
egyenletnek. {gy a két fiiggetlen, most méar valés megoldas:

x,(t) = e“ cos(pt)
x,(t) = e* sin(Bt).

Ezek lineéris kombindcioi adjak a kiinduld differenciadlegyenlet altalinos megoldasat:

x(t) = e*[c, cos(Bt) + ¢, sin(Bt)],

ami éppen a (11) Osszefliggés. A csillapitatlan szabadrezgés (2) mozgasegyenlete (3) szerinti
karakterisztikus egyenletének (4) komplex gyokeinek zérus a valos része, igy a két fliggetlen
megoldasbol az exponencialis tényez6 kiesik, igy kapjuk (5)-6t altalanos megoldasként.

A [9] eléadason a linearis differencidlegyenlet altaldnosan levezetett végképletébe valo
behelyettesités helyett egy masik gondolatmenettel jutunk a harmonikus rezgémozgas (1)
végeredményéhez. A karakterisztikus egyenlet (4) szerinti két komplex megoldasat egybdl az
et alakban keresett megoldasba helyettesitjiik, és ezek linearis kombinaciéiként keressiik az
adott kezdeti feltételeket is kielégité valos megoldast:

x(t) = 8!t + ¢ et (14)

Az igy felirt altalanos megoldasban viszont a konstansoknak is komplexeknek kell lennitik,
hogy a végeredmény valos legyen, ami hallgatéink szdmara meglepd lehet, hiszen ilyesmivel
nem talalkoztak matematika orakon.

A konstansok meghatarozasa kétféle modon is torténhet. Az egyik az, ahogyan a fizika
eléadason lathatjuk. Ez esetben a két konstanst a

a ia

c; =—e
17

— _ 49 -ia
C;=—e
alakban vessziik fel. Miért? Mert ez vezet célhoz. Ez is ,,10g a levegdben”, egyszerlien be kell
magolni az alakot. Ezt (14)-be helyettesitve, a -t kiemelve, az exponencialis tényezoket
Osszevonva, végiil felhasznalva a
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elx+e—lx

z (15)

CosSx =

sinx =
azonossagok koziil az utobbit, adodik az
x(t) = asin(wt + a)

partikularis megoldés. Ez alakilag ugyanaz, mint (1), a -val az amplitadot, a-val a kezd6fazist
jeloltik.

Az a kis hidnyossag van még a levezetésben, hogy a matematikai ,,emlékeztetd-ként felirt
(15) azonossagok szintén nem fordulnak el matematika oran, tehat elvileg nem tekinthetjiik
ismertnek. A (13) Euler-egyenletet e~*-re is felirva az

e = cosx +isinx }
e ™™ =cosx —isinx

két egyenlet adodik. Ezeket 6sszeadva €s kivonva egymasbol, és a kapott egyenleteket rendre
2-vel és 2i-vel elosztva kapjuk a (15) azonossagokat.

A (14) altalanos megoldasban a c; és ¢, konstansokat az els6re talan 1égb61 kapottnak tiné
felvétel helyett a mar ismertetett moédon a (6) szerinti

x(0) = xo}
v(0) = v,

két kezdeti feltétel behelyettesitésével is meghatarozhatjuk. Az elso feltételbdl a
c1+ ¢ =xg (16)

egyenlet adodik. A masodik feltétel felhasznalasahoz (14)-et derivalva kapjuk a sebességet:

v =x(t) = cyiwe'®t — cyiwe™It,
Ebbe helyettesitjiik be a masodik feltételt, amire a
E—) Yo
G- G= iw w !

X0 Vo
Cl -_

2 2w

X0 Vo
Cp="+—"2

2 2w

Ezeket a (14) altalanos megoldasba helyettesitjiik, az exponencialis tényezoket atirjuk
trigonometrikus alakba, majd a beszorzasokat elvégezve, Osszevonva pontosan a (7)
partikularis megoldast kapjuk. Innen az amplitadoval és kezddfazissal megadott megoldast a
fent ismertetett atalakitassal tehetjiik meg.

Ezekkel a kiegészitésekkel remélhetdleg sikeriilt a harmonikus rezgdmozgés targyaldsa
sordn ismertetett levezetéseket érthetdbbé tenni, az ehhez sziikséges matematikai ismereteket
kipotolni.
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Megjegyzés: Most ugyan csak a rugora akasztott test mozgasat vizsgaltuk, de ugyaniugy
harmonikus rezgémozgas alakul ki minden, a rugder6hdz hasonlé alakt eré hatasara. Ezeknek
az er6knek tobbféle megnevezése ismert: rugalmas erd, harmonikus erd, kvézielasztikus erd.
Ha a linearis harmonikus rezgémozgast altalainosabban akarjuk targyalni, akkor a rugoéra
jellemz6 rugdallando D jele helyett gyakran alkalmazzak a K jelo1ést mint aranyossagi tényezot
(F = —kx), amely mozgastipustol fiiggden mas és mas fizikai tartalommal bir. Barmilyen
harmonikus rezgést vizsgalunk is, a mozgas differencialegyenlete minden esetben (2) alakura
hozhat6. Az allitas forditva is igaz, minden olyan mozgas, amelynek a differencialegyenlete (2)
alakura hozhat6, harmonikus rezgdmozgas lesz, melynek a megoldasa (1) alakt, ahol A-t és
@o-t a kezdeti feltételekbol hatarozhatjuk meg.

3. Osszefoglal6

A harmonikus rezgdmozgas legegyszerlibb tipusanak példajan keresztiil mutattam ra arra,
hogy milyen sok matematikai eldismeret sziikséges egy-egy tantargy témainak megértéséhez.
Az adott targyalasmdd sok esetben olyan ismeretekre is épiil, amelyeknek a hallgaté 6nhibdjan
kiviil nincs a birtokaban. Tanulaselméleti kutatasok bizonyitjak, hogy az 0j anyag akkor
sajatithato el konnyen és jol, ha a tanuld fejében mar vannak olyan eldismeretek, amelyekhez
lehet azt kotni. Ezek hidnyaban az 0j anyag 16g a levegdben, megértése és beépiilése helyett
bemagolassal tanulhatdé meg, amely igy alapok nélkiili, rovidéletli tudast eredményez.

A harmonikus rezgdmozgést megértve elsajatitani akaro tanuld fejében szamos ponton
meriilhet fel hidnyérzet és ehhez kapcsolodd kérdés. Elsé az, hogy a matematika orakon
példaként bemutatott differencidlegyenlet megoldasa miért nem egyezik a kdzépiskolaban
tanulttal? A kovetkezd pedig: a fizika 6ran bemutatott megoldasi modszer miért tér el a
matematikabol tanulttol? Ha ott Gigy tanitottak, akkor itt miért nem Ggy alkalmazzuk? Es
forditva: ha itt igy alkalmazzuk, akkor ott miért nem ezt a mddszert tanitottak? Hogyan
értelmezziik az e'®t kifejezést?

Bizom benne, hogy a komplex szdmok Euler-alakjanak bemutatdsaval és a tobbi kisebb
kiegészitéssel sikeriilt a hianyz6 ismereteket poOtolni, a kétféle megoldasi modszert
Osszeegyeztetni. A csillapodd rezgések ¢s a kényszerrezgések targyalasa ezekkel a
kiegészitésekkel mar konnyebben érthetd, €s igy talan hallgatéink sem félnek majd e harom
tétel koziil huzni.

Koszonetnyilvanitas
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OSSZEFOGLALO. A binomidlis egyiitthatok haromszog alakban val6 elrendezése,
az un. Pascal hdromszog a matematika szamos teriiletén ismert és haszndlt. Ennek
magasabb dimenzids valtozatainak az un. Pascal tetraédernek és szimplexnek a 3-
és 4-dimenziés hiperbolikus, valamint egy érdekes H? x R térbeli viltozatdt mutat-
juk be 0sszefoglalé formaban. Meghatarozzuk a szintrél szintre valé novekedéseket
leird rekurzidkat.

ABSTRACT. Pascal’s triangle is a triangular arrangement of the binomial coeffici-
ents, which is well-known and used in several fields of mathematics. In our review
we introduce its special higher dimensional generalizations, the so-called Pascal
tetrahedron, the Pascal simplex, and an interesting version of the tetrahedron in the
space H? x R.. We give the growings of layers by layers with recurrence relations.

1. Bevezetés

A binomidlis egyiitthatok haromszodg alakban valé elrendezése mér az dkori Indidban, Perzsi-
aban és késobb Kindban is ismert volt. Az djkori matematikdban Blaise Pascal volt az elsd,
aki osszefoglalta az addigi ismereteket err6l az aritmetikai haromszogrol [21]. Az6ta a mate-
matikdnak csaknem az Gsszes teriiletén hasznalt, Pascalrdl elnevezett haromszognek a kutatok
szamos €rdekes és hasznos tulajdonsdgat fedezték fel és nagy szdmu dltaldnositasit adtdk meg
(14sd [19] irodalomjegyzéke). Németh és Szalay [19]-ben Osszefoglald jelleggel egy tjabb tipu-
su 4ltalanositast, az un. hiperbolikus Pascal haromszdgeket [2] mutatta be, amelyrdl egy rovid
angol nyelvi attekintés taldlhat6 a [3] 0sszefoglaléban. Tovabbi tulajdonsdgok a [2, 12, 16—18]
tudomanyos munkdkban részletesen megtaldlhatok.

A jelenlegi publikéci6 célja, hogy [19] folytatdsaként a hiperbolikus Pascal haromszdgek
magasabb dimenzids altaldnositdsait €s ezek ismert tulajdonsagaikrdl osszefoglaljuk. A kovet-
kez6 harom fejezetben 4dltalanositjuk definiciénkat 3- és 4-dimenzids hiperbolikus térben egy
kocka és egy szimplex mozaikra, igy kapjuk a hiperbolikus Pascal tetraédert (mds néven a hi-
perbolikus Pascal piramist) €s a hiperbolikus Pascal szimplexet [1 1, 13]. Vizsgéljuk ezen arit-
metikai objektumok legfontosabb tulajdonsdgait. Tovdbba a H? x R térben, ami egyike az un.
3-dimenzi6s Thurston geometridknak és a H? hiperbolikus sik és az R valds egyenes direkt
szorzataként ismert, szintén definidlunk egy Pascal tetraéder osztdlyt a tér kocka mozaikjain,
aminek a legfontosabb tulajdonsdgait is bemutatjuk [ 14].

KuLcsszAVAK. Hiperbolikus Pascal tetraéder, hiperbolikus tér, rekurziv sorozatok.
KEYWORDS. Hyperbolic Pascal tetrahedron, hyperbolic space, recursive sequences.
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2. Hiperbolikus Pascal tetraéder

A Pascal hdromszog 3-dimenzids analdgja a Pascal tetraéder, amelyt Pascal piramisnak is ne-
veznek (a 2. dbrdnak a bal oldali részabrdja). Itt a szintek hdromszogek, az n. szint oldalai meg-
egyeznek a Pascal haromszdg n. soraival és minden belsé szam egyenld a megeldz6 szinten
kozvetleniil "folotte" levé harom szam osszegével [1,4,6,7].

A 3-dimenziés térben egy szabdlyos mozaikot a {p, q,r} Schlifli szimbélummal szokés
jeldlni, ahol {p, ¢} jeloli a cella tipusat, {q,} pedig a csicsalakzat tipusat (mindketté gdmbi
szabdlyos mozaiknak is tekinthetd). Az euklideszi térben csak egy szabalyos mozaik létezik,
amely a j6l ismert {4,3,4} kockamozaik. Ellenben a hiperbolikus térben mar 15 kiilonboz4
szabédlyos mozaikot kiillonboztetiink meg, melyek koziil csak 4 korldtos tartomdanyu és csak
egynek, a {4,3,5}-nek, a celldi kockdk (néhany tovabbi részlet [5, 15,25]-ben).

A kovetkezdkben a sikbeli hiperbolikus Pascal hdromszogek mintdjdra definidljuk a hiper-
bolikus Pascal tetraédert, amelyet a hiperbolikus tér egyetlen {4,3,5} kockamozaikjara alapo-
zunk.

ElGszor is foglaljuk 6ssze az euklideszi {4,3,4} és a hiperbolikus {4,3,5} kockamozaik leg-
fontosabb tulajdonsdgait. MindkettSt {4,3} kockdk alkotjdk, az euklideszi esetben a csicsalak-
zata {3,4} oktaéder, mig a hiperbolikusban a {3,5} ikozaéder. (A csticsalakzatot egy tetszleges
csucsponthoz legkdzelebb 1€vé csticspontok alkotjak.) A kockdk szdma egy tetsz6leges csucs
koriil megegyezik a csucsalakzat lapjainak szdmdval, azaz 8-cal, illetve 20-szal. Ha a moza-
ikot rdcsként vagy végtelen grafként tekintjiik, akkor barmely cstcs fokszdma a csticsalakzat
csacsainak szama, azaz 6, illetve 12. Minden mozaikélt 4, illetve 5 kocka vesz koriil.

Most definidljuk a P részmozaikot, ami tartalmazni fogja a hiperbolikus Pascal tetraédert.
Tekintsiink egy kockat a hiperbolikus {4,3,5} mozaikbdl, mint a P alapcelljat és legyen V;
az egyik csdcsa. Vegyiink harom kockat a mozaikbdl, melyeknek kozos egy-egy lapja az alap-
kockaval, de nem tartalmazzdk a Vj csicspontot. (Az 1. dbra mutatja a konstrukciét mindkét
esetben.) Tiikrozziik ezeket a kockdkat az alapkockdval kozos lapjukkal ellentétes lapjukra,
majd djra és Ujra hatdrtalanul tiikkrozziik 6ket az ellentétes lapjukra. Ily médon megkapjuk a P
hatdranak "éleit" (az 1. dbran kék — nyomtatasban sotétsziirke — kockak). Végiil legyen e hatdrok
altal meghatarozott legsziikebb konvex részmozaik a P, melynek alakja hasonlit egy végtelen
tetraéderhez. (Euklideszi esetben P egy térnyolcad.)

Legyen Gp az a graf, amelynek csicsai €s élei megegyeznek a P-hez tartozé mozaik-
csucspontokkal, illetve mozaik-élekkel. Irdnyitsuk Gp €éleit a 1 csicsbdl kiindulva és tSle tavo-
lodva. A graf egy tetszdleges V' csicsdhoz rendeljiik hozza azt a szamot, amely a legrovidebb
utak szamat adja Vj-t6l V-ig P élei mentén. (Néhdny csticshoz rendelt szdm is 14that6 az 1. ab-
ran.) Az igy kapott Gp grafot nevezziik Pascal tetraédernek (vagy Pascal piramisnak), hiperbo-
likus esetben hiperbolikus Pascal tetraédernek (vagy hiperbolikus Pascal piramisnak), melyet a
tovabbiakban HPP-vel jeloliink.

Legyen a Pascal tetraéder 0. szintje a Vj pont, az n. szint 4lljon azokbdl a csicspontokbdl,
amelyek pontosan n éltdvolsagra (a legrovidebb utakhoz tartozd élek szdma) vannak Vj-tol.
A 2. dbran balrdl az euklideszi és jobbrdl a hiperbolikus Pascal tetraéder els6 néhany szintje
lathato.

A hiperbolikus Pascal tetraéder csicspontjait kiilonb6zd tipusokba sorolhatjuk. Mivel a
HPP minden lapja HP T, lesz, ezért a lapokon A, B és 1 tipust pontok vannak. Mivel egy
kockdnak minden cstcsdban hdarom €l van, ezért a HPP novekedése soran (Iépkedés az (i —
—1). szintr6l az i. szintre) egy tetszleges . szinten levS V' belsG csicspontot az (i — 1). szintr6l
harom, kettd vagy egy éllel lehet elérni. Ez alapjan legyen az i. szint egy belsé csicspontja C,
D vagy E tipust, ha hdrom, kett6 vagy csak egy éllel kapcsolédik az (i — 1). szinthez.
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2. ébra. Euklideszi és hiperbolikus Pascal tetraéder

A HPP novekedési algoritmusdnak meghatarozasihoz a cstucsponthoz tartozo csucsalak-
zatokat (melyek ikozaéderek) kell megvizsgalni minden tipusu pont esetén. Ezeknek az egysze-

s

rlisitett valtozatai lathatok a 3. és a 4. dbrakon (b6vebben [ 1 1]).

i

3. dbra. Novekedési modszer a HPP lapjaindl

Legyen az n. szinten levé A, B, C, D és E tipust pontok szdma a,, b,, ¢,, d, és e,.
Ekkor a 3. és a 4. abrdk felhaszndldsaval a kovetkezd tételt (1. Tételt) kapjuk. Példaul a (1)
egyenletrendszer harmadik egyenlete a kovetkez6képpen adédik. Minden A tipusi ponthoz egy
Uj, a kovetkezd szinten levs C' tipusu pont tartozik (3. dbra). Ez az érték a C' é€s D tipusu pontok
esetén harom, illetve kett6 (4. dbra). Mivel minden egyes dj C' tipusu pont hdrom el6z6 szinten
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4. abra. Novekedési modszer a HPP belsejében

1évd ponthoz is tartozik, ezért a kapott értékeket el kell osztanunk harommal, a multiplicitas
elkeriilése végett. A tobbi tipusi ponthoz nem tartozik 4j C' pont.

1. Tétel. [ 1]. A kiilonbozd tipusi csiicspontok szdmdnak novekedését az

Apnt1 = Qp+ bn + 37
bn+1 = Qan + an,

Cny1 = %an +cn + %dna (1)
dnJrl = %bn + %Cn + 2dn + gena
eni1 = 3cn +4d, + Ge,

linedris inhomogén egyenletrendszer adja meg (n > 1), ahol a kezdéelemek (n = 1) mind

zérok.
Jeloljiik az n. szinten levd Osszes csicspont szamat s,,-nel, ekkor sg = 1 és
Sp=0n+b,+c,+d,+e,+3 (n>1).

2. Tétel. [11]. Az {a,}, {bn}, {cn}, {dn}, {€n} és {s,} sorozatokat mind ugyanazzal az étod-
rendii rekurzioval adhatjuk meg, amely

Tp =122, 1 — 372, o+ 37x, 3 — 122, 4 + T, _5 (n > 6).

A rekurziv sorozatok kezddelemeit az 1. tdbldzat tartalmazza. Tovdbbd az {a,} és a {b, } sorozat
mdsodrendii rekurzioval is megadhato :

Tp = 4Ty_1 — 42p_9 + Tp_3 (n>4).

A sorozatok explicit formuldi :

9 21 . 9 21 .

b, = (3—§ﬁ)a?+(3+§\/5)a3—3,
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33 3 " 33 3 " 122 21 "
Cp = (—EJr 5\/5> oy + (_E - 5\/5) Qy + (f 10 15) a3

122 21 o1
+ + V15 ) ot + =,

15 10 3

27 12 27 12 213 11
d _ = -~ n = -“ n ey V1 n
n (5 : 5)a1+<5+5\/5>a2+( 20+4 5)a3

213 11 3
ikt | n_ 2
+( 20 4 5)0‘4 2
21 9 21 9 31 4
W= (VB a2 - VB Al (S - SVIE | an
‘ (1o+1of>0‘1+< 10 10 )0‘2+(1o 5 )0‘3
31 4
L IVI5 ) ar+1
+(10+5 5)al+1,

3 9 3 9 7 3
- () () (i)

2 10 2 10 12
7 3 1T
+(E+%\/ﬁ)a4+€,

ahol oy = (3+/5)/2, s = (3 —V5)/2, ag =4+ 15 és ay = 4 — /15.

(nfoftf2[3f4]s5]6]7 [ 8 [ 9 [ 10 |
0, ][0]0]3] 6 [12] 27 | 66 | 168 | 435 | 1134 | 2064
b, |0]0]0] 3 12|36 | 99 | 264 | 696 | 1827 | 4788
¢, |0]0(0] 13| 9 |34 174 | 1128 | 8251 | 63315
4,000 0| 3| 24 | 177 | 1347 | 10467 | 82029 | 644808
e, ||0]0]0] 0| 3 | 39 | 3572952 | 23622 | 186984 | 1474773
5. || 1136|1336 138 | 736 | 4908 | 36351 | 280228 | 2190651

1. tablazat. A kiilonbozd tipusii csiicspontok szdama (n < 10)

Jelolje a,, ZA)n, Cns (fn és ¢, az n. szinten levé A, B, C, D és E tipusi pontok értékeinek
Osszegét €s legyen a szint Osszes értékének az Osszege s,,. Ekkor a kovetkezd 3. tétel adja meg
a rekurziv Osszefiiggést az egyes sorozatok esetén. (A 2. tételhez hasonld, sokkal Osszetettebb
allitast is megfogalmazhatunk, amely [ | ]-ben megtaldlhat6.)

3. Tétel. [11]. Az {an}, {bn}, {én}, {dn}, {én} és {8,} sorozatokat egy kizos hatodrendii
rekurzioval irhatjuk le, amely az

Ty = 18251 — 99259 + 2262, _3 — 2243, _4 + 922, 5 — 122, (n>17),
linedris homogén rekurzio.
A két utobbi tétel bizonyitdsa azon alapszik, hogy a megadott rekurziv egyenletrendsze-
reknek meghatdrozzuk az egyiitthaté matrixait, majd ezeknek a matrixoknak a karakterisztikus

egyenleteit kiszamoljuk, amelyek az egyes sorozatoknak is a karakterisztikus egyenletei lesz-
nek. Némely sorozat esetén specidlisan lehet csokkenteni a rekurzi6 rendjét.
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3. Hiperbolikus Pascal szimplex

A 4-dimenzids térben a hiperkocka a természetes altaldnositdsa a négyzetnek €s a kockanak.
Coxeter [5]-ben megmutatta, hogy a hiperkockdkkal is lehet szabalyos mozaikot képezni, nem
csak az euklideszi, hanem a hiperbolikus térben is. Ezek a {4,3,3,4} és a {4,3,3,5} mozaikok.
A Pascal hiromszog 4-dimenziés véltozata a Pascal szimplex, amely az euklideszi esetben a
{4,3,3,4} mozaikra, mig a hiperbolikus térben a {4,3,3,5} mozaikra alapozhatd.

A {4,3,3,5} hiperbolikus mozaik minden celldja a {4,3,3} hiperkocka, a csicsalakzata pe-
dig a {3,3,5} szimb6lummal jel5lt 600-cella. (Mindkét szabélyos politép tekinthets egy 4-
dimenziés gomb 3-dimenzids feliiletén levé 3-dimenzidés gombi mozaiknak.) A hiperkocka
jol ismert, ellenben a 600-cella nem annyira, ezért nézziik at a legfontosabb jellemzdit. A 3-
dimenzids lapjai, celldi, a {3,3} tetraéderek, a (2-dimenzids) lapjai szabalyos haromszogek és
az egy cstcshoz legkodzelebbi csicsai egy {3,5} ikozaédert formalnak, tehdt minden csics 12
élre, 30 lapra és 20 celldra illeszkedik. Minden él 5 lapnak és 5 celldnak, valamint minden lap 2
cellanak eleme. A 600-cella csicsainak, éleinek, lapjainak és celldinak szama rendre 120, 720,
1200 és 600. Tovabbi részletek a 600-cella szerkezetérdl [23]-ban talalhatok.

Tekintve a {4,3,3,5} mozaiknak egy tetszSleges V' csticspontjdt, kapjuk, hogy a V-t koriil-
vevd hiperkockdk szdma 600. Tovabba egy mozaik élt 20 hiperkocka fog kozre. (A mozaikrdl
néhdny tovabbi tulajdonsdg, példaul [5, 10, 15]-ban taldlhatd.)

A 4-dimenziés hiperbolikus Pascal szimplex (HPS) definicidja, legfontosabb tulajdonsa-
gainak meghatédrozdsa teljesen azonos médon targyalhatd, mint ahogyan a hiperbolikus Pascal
tetraéder esetén tettiik [11].

Tekintsiink a mozaiknak egy tetszdleges csucspontjat, legyen ez 1, mely egyben a HPS
kezdd csucspontja is lesz. Jeloljiik ezt a csticspontot 1-gyel, tovdbbd a mozaik minden egyes
csucspontjdt jeloljiik azzal a szammal, ami a mozaik élek menti legrovidebb utak szamét adja a
tekintett pont és a kezdSpont kozott. A legrovidebb utak a Vj, pontbdl kiindulé irdnyitott grafot
adjak. Definidljuk egy konvex P részét a mozaiknak a kovetkez6képpen. El6szor tekintsiink
egy hiperkockét, aminek egyik csicsa V|, és legyen a V/-1al ellentétes csticsa V. A hiperkocka
csucsai koziil ehhez a csicsponthoz van hozzarendelve a legnagyobb szdm, ami 24. Méasodszor
vegyiik a tovabbi hiperkockait a mozaiknak, amelyeknek még csucspontja a V3. Most tekintsiik
az ujonnan vett hiperkockdk azon csucspontjait, amelyek legtdvolabb vannak V;-t6l (ezekhez
vannak hozzéarendelve a legnagyobb szamok az eddig tekintett hiperkockdk csticspontjai koziil)
és jeloljiik ezeket V5-vel, majd rakjuk korbe Sket a mozaik hiperkockdival. Ezutan rakjuk korbe
Ujra a legnagyobb értéki csicspontokat hiperkockékkal, és folytassuk igy tovabb az algoritmust
hatartalanul. Majd az igy kapott hiperkockdékat tartalmaz6 legsziikebb konvex részmozaikot te-
kintsiik P-nek. Végiil P mozaikrész V;-t6l valo éltavolsag alapjan szdmozott csucsai €s irdnyi-
tott €élei adnak egy V, kezd6ponti, egy végtelen szimplexhez hasonlité irdnyitott grafot, amit
hiperbolikus Pascal szimplexnek (HPS) neveziink. Nyilvanvaldan, a kezd6elemtdl eltekintve,
egy tetszbleges csucshoz tartozé szdm, a bejovo élek kezddpontjaihoz rendelt szamok 6sszege.

A hiperbolikus Pascal szimplex n. szintje dlljon azokbdl a csticspontokbdl amelyek ponto-
san n él tavolsagra vannak a 1 csicsponttdl (a legrovidebb ut hossza V{-t6l éppen n). Ekkor
Vo a 0. szint. A 0. szinttdl tekintve minden szint tetraéder alakot vesz fel. A HPS 3-dimenzids
oldallapjai hiperbolikus Pascal tetraéderek (HPP) és ezeknek a 2-dimenzids oldallapjai pedig
hiperbolikus Pascal haromszogek (HP7T45). Az n. szint lapjai és élei rendre megegyeznek a
HPP n.szintjével és a HPT, 5 n. sordval.

A hiperbolikus Pascal szimplex minden elemét a bejovo és kimend élei alapjan csoportosit-
hatjuk. Mivel minden hiperlapja HPP, ezért a rajta 1év6 csicspontok tipusai legyenek 1, A, B,
C, D, illetve F, ahogyan ezt mar korabban definialtuk. Altalénosan, a H'PS belsejében minden



Attekintés a hiperbolikus Pascal tetraéderekrdl 69

csucsnak négy, harom, kettd vagy egy bejovo éle van, jeloljiik ezeket rendre F', G, H, illetve
K tipussal. Minden tipusu csucs esetén a kimend éleken levd, 1j, kovetkezd szinten 1€vé tipusu
pontok meghatdrozasahoz a tipusokhoz tartozé csticsalakzatokat (melyek 600-celldk) kell meg-
vizsgdlni. Az eredményeket az 5., a 6. és a 7. dbrdk foglaljdk 6ssze. Az egyes tipusok jelei el6tti
szamok azt mutatjak, hogy abbdl a tipusud cstcspontbdl hany darab van. A kétdimenzids lapo-
kon 1évd csuicspontok esetén a bejovs €s a kimend élek szdma Osszesen 7 (az szimplex éleinél

csak 5), mig a haromdimenzids lapok belsejében 1év6 csicspontok esetén 13. A HPP belsd
pontja esetén ez a szam 120.

1 34 24 % 20 24 2D

2B

%

5. abra. A 2-dimenzids lapok novekedése a HPS-ben

XA A

3D 3E 4D 4F

6. abra. A 3-dimenzids lapok novekedése a HPS-ben

4F 94K 2F

6G 12H 6G 12H 5G 19H 101K 12H 107K

7. dbra. Novekedés a HPS belsejében

Jelolje rendre a,,, by, cp, dpn, €4y frs Gns Bns kn és v, az n. szinten levoé A, B, C, D, E, F,
G, H, K és 1 tipusu pontok szamat, valamint s,, a szint 6sszes csucspontjat. Ekkor a kovetkez6
tételek igazak a sorozatokra.
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4. Tétel. [13]. A hiperbolikus Pascal szimplex kiilonbézd tipusu pontjainak szdmdt meghatdrozo
sorozatok a kovetkezd linedris homogén rekurziv egyenletrendszerrel adhaték meg (n > 1),

1
Apy1 = 5 (2an + 2bn + 3Un) y
bn+1 = Qp + 2bna

1
Cnil = 3 (2ap, + 3¢, + 2d,) ,
1
ent1 = 3¢, + 4d, + 6e,,
T @)
fn—i—l = Z (Cn + 4fn + 2971) )
1
Int1 = g (dn + 6fn + 69, + 5hn> s
1

hpy1 = = (e + 12f, + 129, + 12k, + 12k,,)
kny1 = 94f, +97g, + 101h,, + 107k,

Un4+1 = Un,

N}

ahol v, = 4 és a tobbi kezddbelem zéro.

5. Tétel. [13]. Az {a,}, ..., {k.} és {s,} sorozatok mindegyike az

Ty = 128251 — 1795255 + 883723 — 192392,,_4 + 19239z,
— 8837 + 179507 — 12825 + Tng,  (n>10) (3)

kozos, kilencedrendii linedris homogén rekurziv egyenlettel adhato meg és a kezddelemek
a 4. tétel (2) egyenletrendszerébol meghatdrozhatok.

Jelolje a,, Bn Cns dn, €ns fn, ns Bn, l%n és U, az n. szinten levd megfeleld tipusi pontok
értékeinek az Osszegét, valamint s, a szint Osszes értékének Osszegét. Ekkor a kovetkezd tételt
fogalmazhatjuk meg.

6. Tétel. [13]. Az {an}, ..., {kn} és {8,} sorozatok az

Ty, = 1472, — 363529 + 362772,,_3 — 175292%,,_4 + 4451562,,_5 — 6089202,,_¢
+ 4385322, _7 — 1513202,,_g + 19344%,,_9 — 2882,,_10, (n>11)

tizedrendii linedris homogén rekurzioval adhatok meg. (A sorozat kezddelemei [ 15 ]-ban taldl-
hatok.)

4. Pascal tetraéder a H2 x R térben

A diszkrét geometria problémadi, eredményei dltaldban az n-dimenziés dllandé gorbiilett (euk-
lideszi, hiperbolikus és szférikus) geometridkra korldtozédnak, habar az utébbi években sok
kutatds irdnyult a 3-dimenzids térbeli, un. Thurston geometridkra. E nyolc lokélis homogén
geometria magdba foglalja a harom konstans gorbiiletli (minden irdnyban azonos gorbiilett)
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E3, H? és S® geometridt, tovdbbd az 6t lokdlis homogén, de mds-mds irdnyokban eltér gorbii-
letd H?xR, S?xR, Sol, Nil és SL,R geometridkat ([8,9,20,24]). Az egyikiik tere, a H> xR tér
(a geometridt és a teret, amin a geometria érvényes, ugyaniigy jeldljiik), a hiperbolikus sik H? és
a valds egyenes R direkt szorzata. A tovdbbiakban ebben a térben megadunk egy kockamozaik

tipust ([22]) és ezen definidljuk a Pascal tetraéder egy djabb altaldnositasat.

Tekintsiink egy IT hiperbolikus sikot, mint egy alap (egy referencia) sik a H? x R térben és
tekintsiik tovabbd a sik {4, ¢} (¢ > 5) szabdlyos mozaikjat. Legyen d ezen mozaik éleinek a
hossza. Tekintsiik azokat a hiperbolikus sikokat, amelyek parhuzamosak I1-vel és kd (k € Z™)
tdvolsdgra vannak t6le (ebben az irdnyban euklideszi parhuzamossag €s tavolsag van érvény-
ben). Adjuk meg ezeken a sikokon is a {4, ¢} mozaikot tigy, hogy a kiilonb6z6 sikokon 1év5, de
egymdasnak megfeleld pontokat dsszekotve a kapott élek is d hosszisdgiak legyenek (a sikok
kozotti élek merdlegesek a sikokra). Legyen egy h?r kocka az egymadst kivetd sikok egymas-
nak megfeleld négyzeteinek konvex burka. A h?r kockédk dsszessége adja a H? x R térben h2r
kockamozaikjat, amit a hiperbolikus sikbeli szabélyos {4, ¢} mozaikra alapoztunk. A 8. dbra ha-
rom egymast kovetS hiperbolikus sikot és rajtuk a {4,5} mozaikot mutatja. Az egymas "folotti"
négyzetek kockakat hatdroznak meg. Az dbran ez egy so6tétzold (nyomtatasban sotét sziirke) ha-
sabként van szemléltetve. A 8. dbra vildgosabb 0tszog alapu guldja és annak tiikkorképe egyiitt a
mozaikhoz tartoz6 csticsalakzatot szemlélteti.

g

8. dbra. A {4,5} mozaikra alapozott h*r kockamozaik

=
JLALL AR

T

A h?r kockamozaikon a 2. fejezetben lefrt hiperbolikus Pascal tetraéderhez teljesen hasonl6
geometriai konstrukciéval definidlhatjuk a H* x R tér PP, , Pascal tetraéderét (vagy Pascal
piramisat). E Pascal tetraéder konstruktiv megaddsat nem részletezziik (részletek [14]), helyette
két dbrat mutatunk, melyek alapja a {4,5} hiperbolikus mozaik. A 9. és a 10. dbrdkon a PP, 5
Pascal tetraéder lathatd, el6szor a 8. dbran lathaté sotétkék (nyomtatasban sotétsziirke) mozaik-
részlet kinagyitdsaval, masodszor mar tetraéder formdban.

Nyilvanval6an PP, , -nak az egyik lapja HPT4,, a mdsik kettd pedig az eredeti euklideszi
Pascal hdromszog. A HPT4 , oldalon 3 tipust pontot kiilonboztetiink meg, az A, B és 1 tipuso-
kat, az euklideszi Pascal haromszog lapokon pedig kett6t, legyenek ezek a C' és az 1 tipusok. A
Pascal tetraéder belsejében pedig két tjabb tipust definidlhatunk, a D és E tipust, D-nek harom,
mig F-nek kettd bejove éle van.

Haa,, b,, c,, d,, és e, jeloli rendre az n. szinten levé A, B, C, D és E tipusu pontok szamat,
akkor a sorozatokra a kovetkez6 (4) rekurziv egyenletrendszert kapjuk.
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10. dbra. A PP, 5 Pascal tetraéder

7. Tétel. [14]. A kiilonbozd tipusii pontok szdmdnak novekedését leiro rekurziv egyenletrendszer
(n>1)az

ni1 = Gp+ by, +1,

b1 = (q - 4)an + (q - 3)bna

Cnt1 = Cn+2, 4
dn+1 = ap+ dna
Ent+1 = bn + €n,

ahol minden kezddelem (n = 1) zéro.

Ebbdl pedig kapjuk a kovetkezd tételt.

8. Tétel. [14]. Az {a,}, {b.}, {cn}, {dn}, {en} és {s,} sorozatok kozds, negyedrendii linedris
rekurziv sorozata az

Tp = 4Tp—1 + 2(1 - Q)mn—2 + gTn—3 — Tp—a (n 2 5)
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sorozat. A kezddelemeket a 7. tétel (4) egyenletrendszere nyiijtja. Az {a,,}, {b,} sorozat a
Tp=(¢—D)tn1— (¢ —D2p2+ 03 (n=4) (5)

rekurziv egyenlettel is megadhato, tovdbbd a sorozatok explicit formdi az aldbbiak :

2 — D+2 2 — D+2
an:( n @)am(;’- \/5>o£+1,

2 2D 2D
an(g—l—lQ—_qq\/ﬁ) af + (? - 12—:](1\/5) ay —1,
() (2 )
—l—n—q%él%—l,
en:(ng—l— D2—£2\/5> oz’f—ir <2gq — DQEZ\/E> ag—n+2,
sn:<g—£> af + (g—i—%) ag+2n—q_L4—|—1,

ahol D = q(q—4), ay = (g—2+VD)/2és ay = (¢ — 2 — /D) /2.
9. Megjegyzés. Ha ¢ > 5, akkor az s,, sorozat generator fiiggvénye

1—(q—3)x—(q—4)2?
1—qr+(2g—2)a?2 — g3+

10. Tétel. [14]. Az egyes tipusii pontokhoz és a teljes n. szinthez tartozo értékek dsszegét meg-
hatdrozo {a,}, {bn}, {¢n}, {dn}, {én} és {8} sorozatokat leiré hatodrendii linedris homogén
rekurziv egyenlet (n > 6) az

Tn = (20 +3)n 1 + (—=¢* = Tq = 5)xn_o + (4¢° + 10q + 9) 2,3+
(=5¢* — 13q — 10)zp_g + (2¢> + 12¢ + 12)zp_5 + (—4q — 8) 2.
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