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| | A 61. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
IMO/zg29\ feladatainak megoldasa I.

A hagyoményoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitkk a matematikai
didkolimpia feladatainak a megolddsait; lényegében gy, ahogyan a legilletékeseb-
bek, a magyar csapat tagjai lefrtak. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziton is
gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

Els6 nap*

1. feladat. Tekintsik az ABCD konvex négyszéget. A P pont az ABCD
belsejében van. Fenndlinak az aldbbi, ardnyokra vonatkozo egyenloségek:

PAD<« : PBA<«: DPA<x=1:2:3=CBP<«: BAP«: BPC«.

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd hdarom egyenes egy ponton megy dt: az ADP< és
a PCB< s26q belsd szdgfelezbje és az AB szakasz felezémerdlegese.

Gyimesi Péter megoldasa.
Legyen PAD< =a, PBA<=2a és
APD< =3a, CBP< =, BAP< =20
és BPC< = 3f3. Vegyiik fel az E pontot
az AD egyenesen ugy, hogy APE< = «
teljesiiljon.  Igy AEP = 180° — 2a,
ABP<+ AEP< = 180°, tehdt ABPE
htrnégyszog.

PED<1 =2a=3a—a =
= APD< — APE< = EPD«,

tehat ED = PD. Az ADP< szogfelezbje egyuttal az E P szakasz felezémerdlegese.

Ezt a masik oldalon is meg lehet csindlni: Vegyiik fel az F pontot a BC
egyenesen ugy, hogy BPF< = 3 legyen. Az el6bbiekhez hasonléan kijon, hogy
ABF PFE hurotszog és a PCB< szogfelezéje a PF szakasz felezémerélegese.

A harom hur felezémerolegese atmegy a kor kozéppontjan.

2. feladat. Az a, b, ¢, d valos szamok olyanok, hogy a >b>c>d >0 és
a+ b+ c+d=1. Bizonyitsuk be, hogy

(a +2b+ 3¢+ 4d)a®bccd? < 1.

*A mésodik nap feladatainak megolddsat a janudri szémban kozoljiik.
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Weisz Maté megolddsa. Az a, b, ¢, d szamokra a silyozott szdmtani és
mértani kozepek kozotti egyenldtlenséget alkalmazva

a®bctd®<a a +b-b+c-c+d-d=a?+b%+c2+d?
adodik. fgy ha igazoljuk, hogy
(a+2b+3c+4d)(a® +b° + +d*) <1,

abbdl a feladat allitdsa is kovetkezik. Most n szerinti teljes indukciéval belatjuk,
hogy ha az a1, as, ..., a, pozitiv szamok (egyik) legnagyobbika a;, valamint a; +
+as+ ...+ a, =1, akkor

n n
(aﬁgzai)(Zag) <1
i=2 i=1
Azt is latni fogjuk, hogy n = 3 esetén egyenléség nem teljesiilhet.
n = 1 esetén az &llitds nyilvanvalé: a$ = 13 < 1. Most tegyiik meg az indukcids

1épést n-r6l (n + 1)-re. Azt kellene igazolnunk, hogy ha a pozitiv ai,as,. .., ani1
szamok koziil a; a legnagyobb, és az Osszegiik 1, akkor

n+1 n+1
<a1 JrSZai) (Zaf) <1
i=2 i=1
Legyen a}j = a1 + an+1 és a; = a; minden 2 < i < n esetén. Lgy
n+1

n

!/
g a; = E a; =1,
i=1 i=1

valamint az a} szdmok legnagyobbika természetesen a}, igy az indukcids feltevést

hasznalva . .
(ch+3da) (S@?) <
=2

i=1

Tehat elegendo lenne igazolnunk, hogy

(+3i) (f;) < <+3Z_Z)<Z<>>

i=1 =1
azaz
n n
((al + ant1 +3 Z ai> + Qanﬂ) <Z af) <
=2 1=1
n n+1
< <a1 + any1 +3 Z ai) ((Z af) + 2a1an+1> .
=2 i=1
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n n+1
A beszorzéds utan mindkét oldalon megjelend <a1 +apt1+3> ai) ( > af) tagot
i i=1

levonva, majd 2a,4+1-gyel osztva a =2

n+1 n n+1 n
g a? < (al +apt1+3 E ai) ay = E aia; + 2 E a1a;
i—1 i—2 i—1 i—2

becsléshez jutunk, ami a; maximalis volta miatt lathatéan mindig teljesiil, ezzel
az indukcids 1épést megtettiik. Vilagos az is, hogy n > 2 esetén egyenlGség nem
teljesiilhet, mert a jobb oldalon a masodik Osszeg nem {ires, tehat n = 3-t6l kezdve
szigoruan is igaz az indukciés allitds. Alkalmazzuk a kapott eredményt n =4 és
a1 =a, az = b, ag = ¢, ay = d valasztassal. Felhasznalva még, hogy b > d latjuk,
hogy

(a+2b+3c+4d)(as + by + ca +do) < (a4 3b+ 3¢+ 3d)(az + by + o + da) < 1,
és ezzel a bizonyitast befejeztik.

3. feladat. Adott 4n kavics, amelyeknek a siulya rendre 1,2,3, ..., 4n. Mind-
eqyik kavics n szin kézil az egyik szinnel van kifestve; mindegyik szinbdl négy kavics
van. Mutassuk meg, hogy a kavicsokat el lehet rendezni két kupacba gy, hogy mind-
két alabbi feltétel teljestiljon:

o A két kupac sszsilya azonos.

o Mindegyik kupac minden szinbdl két kavicsot tartalmaz.

Kocsis Anett megolddsa. Eldszor is pdrositsuk ossze az (1,4n),
(2,4n — 1), ..., (2k,2k + 1) silyu kavicsokat.

Ezutan vegyiink egy n csicsu grafot, ahol a graf csicsai a szinek. Huzzunk be
2n élet a gréfba a mér létrehozott parjaink szerint: ha a (2n — k,2n + k + 1) parban
az egyik a, a masik b szinfi, akkor hizzunk be egy ab élet a grafban. Ekkor lehetnek
tobbszoros és hurokéleink is. Ezutan tekintsiik a grafunkat. Ez egy 4-reguléris graf,
hiszen minden szinbél 4 kavics van. Szeretnénk kivalasztani gy néhény élet, hogy
a kivalasztott élek egy 2-regularis grafot feszitsenek ki az n csicson. Tegyiik fel, hogy
a graf Osszefiiggd; ha nem az, akkor minden Osszefiiggé komponensre elvégezziik
a kovetkezOket: Elhagyjuk a hurokéleket. Ezzel még mindig minden csics foka
paros, azaz van benne Euler-kor. Menjiink végig ezen az Euler-kéron, és szamozzuk
meg az éleket. Amikor olyan csiicshoz ériink, ahol az eredeti grafban hurokél volt,
ott tegyiik vissza a hurokélet, és annak is adjunk sorszamot, mégpedig ha az i-edik
élen jottiink be a csticshoz, akkor az i + 1-ediket. Ezutén tekintsiik a paros sorszamu
éleket. Az az éllitasunk, hogy ezek éppen olyan élek, amiket kerestiink.

Hérom tipusid cstcsunk van, ezeknek az éleit vizsgaljuk:

e hurokéles cstics: i, i+ 1, i+ 2 (az i + 1 lesz a hurokél sorszama, tehat ez kettd
fokot ad);

e kezdé csucs: 1, 2n, k, k + 1, azaz két paros és két paratlan;

e a maradék csucsok: 4, 7 + 1, j, j + 1 azaz két paros és két paratlan.

Azaz az egyik kupacunk azok a parok lesznek, amiknek a paros élek feleltek

meg, a masik kupacunk azok a parok lesznek, amiknek a paratlan élek feleltek

meg.
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire '

I. rész

1. a) Hény olyan egész szdm van, amelyre teljesiil, hogy (z + 2)3 —(x — 2)3 <
< 20207 (5 pont)

Ha baratunk taldlkozik egy lannyal a vizsgaidOszakban, akkor % valdszintiség-
gel szerelmes lesz belé. Ha szerelmes, akkor nem tud koncentrdlni, ezért csak 10%
az esélye annak, hogy fel tud késziilni a vizsgdira, mig ha éppen nem szerelmes,
akkor ez az ardny 70%.

b) Mutassuk meg, hogy a sikeres vizsga valdszintisége 0,3. (5 pont)

¢) Ha tudjuk, hogy sikeriilt a vizsgdja, mennyi annak a valészinlisége, hogy
szerelmes? (2 pont)

2. a) Egy mértani sorozat harmadik tagja 32, a hatodik tagja 2048. Szadmitsuk
ki a sorozat els6 hat tagjanak az atlagtol mért atlagos abszolut eltérését. (6 pont)

Tekintsiik a kovetkezo allitasokat.

A: Egy adatsokasag medidnja mindig eleme az adatsokasdgnak.

B:Ha f(z) =3z +2és g(z) = |z| — 1, akkor f(g(x)) =3-|z|— 1. (Itt f(g(x))
Osszetett fiiggvény képzését jeloli.)

C': Ha egy sorozat nem konvergens, akkor nem monoton.

b) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az allitdsok. Mindenhol indokolni is
kell, példaval, ellenpéldaval, szdmolassal stb. (6 pont)

¢) Fogalmazzuk meg a C allitds megforditdsat. Dontsiik el, hogy igaz vagy
hamis az allitds megforditdsa. Vélaszunkat indokoljuk. (2 pont)

3. a) Egy derékszogli trapézba kor irhatd. Az alapok hossza 150 cm és 300 cm.
Mekkora a beirt kor sugara? (7 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valds szdmok halmazdn:

logQ(ny) = 47
5 (7 pont)
log,z — 3log,y = —35

4. a) Tekintsiik a (8 x 8-as) sakktdbla mezdinek kozéppontjait egy graf csi-
csainak. Két csics kozott pontosan akkor vezessen él, ha az egyik mezérol el lehet
jutni a masikra egy szabdlyos futélépéssel. Hany éle van az igy kapott grafnak?

(A futé atlésan képes lépni akdrmennyit.) (5 pont)
b) Adott az f fiiggvény: f(z) = 9022 — 623, Hatdrozzuk meg a p lehetséges
p
értékeit ugy, hogy [ f(z)dx = 0 teljesiiljon. (6 pont)
0
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II. rész

5. a) Melyek azok a haromjegyti pozitiv egész szdmok, amelyekhez megadhaté
olyan harompontu egyszert graf, hogy annak fokszamai megegyeznek a haromjegyt
szdm szamjegyeivel? Minden esetben adjuk is meg a megfeleld gréfokat. (6 pont)

Tekintsiik a kovetkezo, a valds szdmok lehet6 legb6vebb részhalmazéan értel-
mezett fiiggvényt:

2?2+ 4+ 4

@)= st e

b) Abrézoljuk az f(z) fiiggvényt. (6 pont)
¢) Hény rdcsponton megy 4t a fiiggvény? (Racspont: olyan pont a koordindta-
rendszerben, amelynek mindkét koordindtdja egész szam.) (4 pont)

6. a) Jelolje p,, az n-edik pozitiv primszamot. Hény 0-ra végzidik a

P1 P2 - P2020

szorzat? (3 pont)
Az ABC haromszog oldalai: AB =9 cm, BC' =7 cm, CA = 6 cm.
b) Mutassuk meg, hogy a beirt kor sugara egy tizedre kerekitve 1,9 cm. (2 pont)
¢) Mekkora érintési szakaszok huzhaték a B csicsbdl a beirt korhoz? (4 pont)

d) Mekkora annak a konkav sikidomnak a teriilete, amelyet a B csicsbdl hizott
két érintési szakasz és a beirt kor {ve hatérol? (7 pont)

7. a) Adjuk meg a 322 + 3y? — 62 + 12y = 2020 egyenletii k kor kozéppontjat
és sugarat. (4 pont)
b) BEgy négyzet két szemkozti csticsanak koordinatai A(1;1) és C(5;3). Irjuk
fel a négyzetbe irhat6 kor egyenletét. (4 pont)

c) frjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletét, amelyek egyszerre felezik
a fenti négyzet és a k kor teriiletét. (3 pont)

d) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szdmok halmazan:

z+1
32(z+1)(z~2) _ 9Tt2. (5 pont)

8. a) Hany olyan hdromjegyii pozitiv egész szdm van, amelyre teljesiil, hogy
barmely két szamjegye relativ prim egymashoz? (7 pont)

b) Egy dobozban cukorkdk vannak, 2 narancsos és 3 citromos. Addig vesziink
ki cukorkdkat (a kivett cukorkdkat elszopogatjuk), amig mindkét fajtdbdl hiizunk
legalabb egyet. Hatarozzuk meg annak az 6t eseménynek a valdszinliségét, hogy
ehhez 1, 2, 3, 4, illetve 5 cukorka kihuzasara lesz sziikség, majd szamitsuk ki
a huzédsok szamanak varhaté értékét. (9 pont)

9. Bergengocia 2025-re foci vildgbajnoksagot szeretne rendezni, melyet a frissen
felépitett stadionban rendeznek meg. A rendezvény logéja egy 2025 pontt teljes graf
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lesz, melynek éleit piros, fehér és zold szinnel szinezik. (Minden élt kiszineznek és
minden él csak egyfajta szinii lehet. Nem feltétleniil kell mindegyik szint hasznélni,
de csak ezeket hasznalhatjék.) Kozvéleménykutatds keretében kideritették, hogy
azok a legszebb szinezések, ahol a fehér élek szama kétszerese a piros élek szamanak
(és egyik sem 0).

a) Hényféle értéke lehet a piros élek szamdanak? (4 pont)

Egy sajtotajékoztatén azt is elmondtak, hogy a fenti szinezések koziil egy
olyat fognak vélasztani, amelyben a kiilonboz6 szinii élek szaménak a szorzata
a legnagyobb lesz.

b) Héany piros szinii éle lesz a logénak? (6 pont)

¢) Janos egy szabdlyos tizszog 4t161 koziil véletlenszertien kijelsl stst. Mennyi

annak a valdsziniisége, hogy ezek kozott az élek kozott lesz legalabb egy a legrovi-
debb vagy a leghosszabb atlék koziil? Az eredményt normélalakban adjuk meg.

(6 pont)

Fridrik Richard
Szeged

Megoldasok a 2020/8. szam emelt szintii
matematika gyakorl6 feladatsorahoz

I. rész
1. a) Mely x valds szamokra értelmezhetd az
1—-+vax—-3
log,(x — 2)

fiigguény? (5 pont)
b) Adjunk meg legaldbb két olyan valds szdmot, amelyekkel a

fx) =

Vr—24+vV2x+3=V3z+7

167 - 827 . 457 . /2 = 64

egyenletek wvalds gyokei valamilyen sorrendben egy-eqy szamtani sorozat egymds
utdni tagjai lehetnek. (6 pont)

Megoldas. a) A logaritmus értelmezése miatt @ — 2 > 0, azaz x > 2. Ugyan-
akkor log,(z — 2) # 0, tehdt x — 2 # 1, vagyis « # 3.

A négyzetgyok értelmezésébdl x — 3 > 0, illetve x > 3 kovetkezik. Ez az el6z6
eredménnyel egyiitt azt jelenti, hogy

(1) x> 3.
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Ugyancsak a négyzetgyok értelmezése szerint

1—+vVz—-3

logy(z — 2)

(2) > 0.

Ez kétféleképpen lehetséges:
o vagy 1 —+v/x —32>0éslogy(z —2) >0,
e vagy pedig 1 — /& — 3 < 0 és logy(x — 2) < 0.
Az elsé esetbdl egyrészt azt kapjuk, hogy 1 > /& — 3, innen pedig azt, hogy x < 4.

Masrészt log,(x — 2) > 0, vagy masként log,(z —2) > log, 1 és a g(x) = logy(z — 2)
fliggvény szigorian monoton novekedése miatt x — 2 > 1, tehdt = > 3.

Eredményeinket osszevetve azt kapjuk, hogy a (2) egyenlStlenség a |3; 4] hal-
mazon teljestil.

Ha pedig 1 — vz — 3 < 0, akkor ebbdl z > 4 adddik, a log,(z — 2) < 0 egyen-
I6tlenségnek eleget tevd valds szamokra x < 3 all fenn. Ez azonban ellentmond
az (1) feltételnek.

Az f(x) fiiggvény értelmezési tartoménya ezért a Dy = |3;4] szdmhalmaz.

b) A négyzetgyokos egyenletben szerepld elsé négyzetgyok értelmezése miatt
x—22>0, azaz x > 2, ezekre a valds szamokra a masik két gyokos kifejezés is
értelmezett, hiszen x > 2 esetén 2x + 3 > 0 és 3x + 7 > 0 érvényes.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve rendezés utan a

V(E—-2)-2r+3)=3

egyenletet kapjuk. Ennek mindkét oldalat ismét négyzetre emelhetjiik, ahonnan
rendezéssel a 2x? — x — 15 = 0 mésodfoki egyenletet kapjuk, amelynek gyokei:

x1 =3, x0 = —2,5. Az x5 = —2.5 ellentmond az z > 2 feltételnek, ezért nem meg-
oldés. Az x1 = 3 megolddsa a négyzetgyokos egyenletnek, ezt egyszert szamolassal
ellendrizhetjiik.

Tekintsiik ezutan az exponencialis egyenletet. Fz atirhatoé:
1 1
24ZD . 26I . 212w . 22 — 222I+2 — 26’

ahonnan az exponencidlis fiiggvény kolcsonosen egyértelmii tulajdonsdga miatt

1
22 — = 6.
x+2 6

Ennek gyoke az x = % valés szdm, ez az exponencidlis egyenlet megoldésa.

Olyan valds szamokat kell megadnunk, amelyekkel egyiitt az egyenletek meg-
oldasai egy-egy szamtani sorozat szomszédos tagjai lesznek. Példaul a megoldasok
szamtani kozepét véve:

3+ 1 13
a = = —,
2 8
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ekkor az %, 1?53, 3 szamok egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. Lehetséges az is,
hogy
T+b
=3
2 )
h b=2 g 173 8 gamok isik szémtani t éd
ahonnan b= 77, igy az 7, 3, 7" szdmok egy mdsik szdmtani sorozat szomszédos
tagjai.
Megjegyzés. Szamtani sorozatot alkotnak a —g, zll’ 3 szamok is, ahol a sorozat els6
tagjat a
c+3 1
2 4

egyenletbdl kaptuk.

2. Az Agatha Christie miveibdl készilt
Poirot-novelldk cimi tv-sorozat ,A csoko-
ladésdoboz” cimii epizodjinak egyik jelene-
tében két szerepld, eqy férfi és eqy nd, eqy
operaelbadds hallgatdsa kozben eqy doboz bel-
ga csokolddét kostolgatott. A dobozt a jelenet
kezdetén bontottdk fel, és a dobozban kezdet-
ben 7-féle csokoladéfigura volt, mindegyikbdl
4 darab az adbra szerint.

A ndi szerepld kedvence a korona alaki
csokoladé. Kostolgatds kozben az udvariassag szabdlyai szerint mindig a holgy vd-
laszt eldszor, aztan a férfi, majd djra a holgy, aztan a férfi és igy tovdbb. A férfi
tudja, hogy a holgy kedvence a koronds csokolddé, ezért & sosem wvdlaszt magdnak
ilyet. Ezek figyelembevételével eldszor elfogyasztanak 7 csokolddét, mindegyik fajtd-
bol egyet-egyet, mégpedig gy, hogy a holgy elészor a kedvencébdl vilaszt.

a) Hdnyféle sorrendben fogyaszthatndk el a 7 csokolddét? (6 pont)

b) Ha a megmaradt 21 csokolddébdl a hilgy egyesével, véletlenszerden és vissza-
tevés nélkil kivdlasztana 6 darabot, akkor mennyi lenne a valdsziniisége, hogy azok
kozott legaldbb 2 koronds csokolddét talal? (6 pont)

Megoldas. a) A né elészor a koronds csokoladébdl valaszt, ezt 4-féleképpen
teheti meg, hiszen mindegyik csokoladébdl 4-4 darab van. Ebbdl mar nem vélaszt
egyikiik sem az elsé 7 csokoladé kostoldsa soran. Ezutan a férfi a megmaradt 6-féle
csokoladébdl valaszt egy fajtat és kivesz bel6le egyet, ezt 6 -4 = 24 kiilonb6z6 médon
teheti meg.

Ezt kovetGen ismét a holgy vélaszt egy csokolddét, mégpedig 5-félébol, de
barmelyiket is valasztja a 5 fajta koziil, mindegyikbdl 4 valasztési lehetGsége van,
ezért 5 - 4 = 20-féleképpen valaszthat.

Ennek alapjan konnyen lathato, hogy a férfi tovabbi véalasztasi lehet&ségeinek
szama 4 -4 = 16, 4-2 = 8, a n6 tovabbi csokoladé-kivalasztasi lehet6ségeinek szama
pedig 3-4 =12, 1-4 = 4. A jelenetben szerepl6 né és férfi tehat az els6 7 csokolddét
4-24-20-16-12-8-4 = 11796 480 kiilonboz6 sorrendben fogyaszthatnd el.
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b) Egyszeriibb elészor a komplementer esemény valdsziniiségét kiszdmolni,
vagyis azt, hogy a kivalasztottak koziil egy sem lesz, illetve egy darab lesz koronas
csokoladé. Legyen ezek valdszintisége pg, illetve p1.

Mivel egyesével és visszatevés nélkiil valaszt a holgy, ezért alkalmazhatjuk
a hipergeometrikus eloszlasi formulat. Tudjuk, hogy 3 darab koronas csokoladé

maradt meg, ezért py kiszdmitasdhoz a kedvezd esetek szdma (g) . (168) = 18564,

az Osszes eset szama pedig (261) = 54264, és igy

18564
T 54264

o = 0,3421.

3

Ha p1-et szeretnénk kiszamitani, akkor a kedvezo esetek szama (1) . (158) = 25704,

az Osszes eset szama ugyanannyi, mint az elobb, ezért

25704

= —— =0,4737.
54264 04737

4!
Annak az A eseménynek a valésziniisége tehdt, hogy a jelenet néi szerepléje a ki-
valasztasi feltételek figyelembevételével a 6 csokoladé kozott legalabb 2 korondsat
talal: p(A) =1 — (po + p1) = 0,1842.

3. Anna és Boglarka unokatestvérek, az eqyik megyeszékhely kiilonbozd iskoldiba
jarnak. Anna kilenc évvel idésebb Boglarkandl. Jeloljiik Anna jelenlegi életkorat
A-val, Boglarka jelenlegi életkordt B-vel (A és B pozitiv egész szamok).

a) Lehetséges-e, hogy n (n pozitiv egész) év milva Anna éppen hdaromszor olyan
idds lesz, mint Bogldarka? Hdany év milva fordulhat eld, hogy Anna kétszer olyan idds
lesz, mint Bogldrka? (Vdlaszunkat indokoljuk.) (4 pont)

Anna és Bogldrka is nagyon tigyesek matematikdbol. Orai teljesitményiik, eddi-
g1 versenyeredményeik alapjin a tandraik benevezték dket eqy matematikaversenyre.
Anna matematika szakkoron is készil a versenyre. A szakkérre 21 tanuld jar, 9 lany
és 12 fiu. A csoport didkjai mindannyian jo képességiiek. A tandruk dgy szeretné
osszedllitani a versenyre utazo 14 fés csapatot, hogy azon belil a nemek ardnya
azonos legyen a szakkoron beliili ardnyukkal.

b) Hanyféleképpen dllithatja dssze a versenyre utazd csapatot Anna szakkorének
tandra? (3 pont)

Anna a matematika teriletein belil legjobban a geometridat szereti. Eqgyszer raj-
zolt Bogldrkdanak egy derékszoqi trapézt és elmagyardzta unokatestvérének a trapéz
tulajdonsdgait. Anna rajza az ABCD trapéz, amelyben a DA szdar merdleges az
AB alapra.

¢) Lehetséges-e, hogy a CD, DA, AB, BC szakaszok hossza ebben a sorrendben
egy mértani sorozal négy szomszédos tagja? (Vdlaszunkat indokoljuk.) (7 pont)

Megoldas. a) Az els§ kérdésre az A+n = 3- (B +n) egyenlet tanulméanyozésa
utdn vélaszolhatunk. Az egyenlet rendezése utan azt kapjuk, hogy A— B = 2B+ 2n.
Tudjuk, hogy A — B =9, tehat ha lehetséges volna, hogy n év milva Anna éppen
haromszor olyan id6s legyen, mint Boglarka, akkor teljesiilnie kellene a 9 = 2B + 2n
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egyenletnek. Ez azonban nem lehetséges, mert az egyenlet bal oldala paratlan, mig
a jobb oldal paros pozitiv egész szam.

A miésodik kérdés megvélaszoldsdhoz az A +m = 2- (B +m) egyenlet megold-
hatésdgat vizsgaljuk, ahol m pozitiv egész szdm. Ismét felhasznédlva az A — B =9
feltételt, a 9 = B + m egyenletet kapjuk. A feladat szovege szerint Boglarka mar
iskoldba jar, ezért B > 6. Ugyanakkor B < 9, hiszen B > 9 esetén nem teljesiilne
a 9 = B+ m egyenlet egyetlen pozitiv egész m-re sem. Eszerint csak m = 3, m = 2,
m = 1 lehetséges, ekkor Boglarka rendre 6, 7, 8 éves, Anna pedig rendre 15, 16,
17 éves.

Az m szam mindharom értékét figyelembe véve, m év milva Anna 18, Boglarka
pedig 9 éves lesz.

b) Anna matematika szakkorében a ldnyok és a fiik szdmédnak ardnya %
Ez azt jelenti, hogy a versenyre kijelolt 14 {6s csoportban 6 lany és 8 fit lesz, hisz

akkor a versenyre kijeloltek kozott a lanyok és fitk szamanak aranya g =9

A feladat szovegébdl tudjuk, hogy Annat a szakkor tanara benevezte a verseny-

3) = 56-féle médon

) = 495 kiilsnbozé médon valésulhat

3
1
en

re, tehat a tobbi lany kozill még 5-6t kell kivalasztania, ezt (
teheti. A versenyre utazé fitk kivédlasztasa (182
meg.

Anna szakkorébol a versenyre utazé csapat kivédlasztasa ezért 56 - 495 = 27 720-
féle médon lehetséges.

¢) A feladat nyilvanvalé megolddsa az, amikor a mértani sorozat hdnyadosa 1,
ekkor egyszertien beldthatd, hogy a trapéz minden oldala egyenld hosszu, és mivel
derékszogl is, ezért négyzet.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy a mértani sorozat hanyadosa nem 1, és
tekintsiik az ennek megfelel$ 3.1. dbrdt, ahol a CD, DA, AB, BC szakaszok hosszat
rendre a, a - ¢, a - ¢2, a - ¢>-nel jeloltiik, ahol ¢ a mértani sorozat hanyadosa.

l_)aC’

A E ¢ B

a-¢—a
3.1. dbra 3.2. dbra

Huzzunk parhuzamost a BC szdrral a D ponton keresztiil, ekkor az EDA
derékszogli haromszoget és a BC DE parallelogrammat kapjuk. A parallelogramma
tulajdonséga miatt DE = a-¢®, BE = a, igy AE = a-¢*> — a (3.2. dbra).

Az EDA derékszogii haromszogre felirhatjuk a Pitagorasz-tételt:

(a9 +(@-¢®—a)’=(a-¢*)".
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A miiveletek elvégzése és az a? > 0 szimmal valé osztds utdn ¢ +q¢* —2¢> +1 = ¢5,
ahonnan a ¢? = z helyettesitéssel és rendezéssel az 23 — 22 + 2 — 1 = 0 egyenletet
kapjuk. Ebb6l szorzatt4 alakitdssal adédik, hogy (z — 1) - (22 + 1) = 0.

Nyilvdnval6, hogy a valés szdmok halmazdn 2% + 1 # 0, ezért csak o — 1 =10
lehetséges. Ekkor 2 = 1, azaz ¢®> = 1, és mivel ¢ > 0, ezért ¢ = 1. Jelen szamitasa-
inkban azonban foltettiik, hogy ¢ # 1, ezért ez nem ad jabb megoldast. A feladat
egyetlen megoldasa tehat az, amikor a mértani sorozat hanyadosa 1, azaz, amikor
a derékszogll trapéz négyzet.

Ha Anna rajza minden feltételnek megfelelt, akkor négyzetet rajzolt Boglar-
kanak.

Megjegyzés. A szamitasok akkor is ugyanerre az eredményre vezetnek, ha a rajzok
0 < g < 1 hényadost feltételezve késziilnek.

4. A koronavirus 2020. évi elterjedésével kapcsolatos adatokat a grafikonon
szemlélhetjiik (forrds: pandemia.hu).

MAGYARDRSIAG GRAFIKONDK

Koronavirus Magyarorszag: fertozittek, halilesetek, gyégyultak szima

PR B PP AP E P R o P e
ek seama @ Elhunytakszima B0 Gydgyultak B Aktiv esetek 0 Uj esetel

kszama (B Halilosdsi Ardiny

A grafikon egyes adatait tabldzatba foglaltuk mdrciustol szeptemberig minden
hénap 6-dn.

Fert6zottek szama

03.06. 4

04.06. 744
05.06.

06.06. 3990
07.06.

08.06. 4597
09.06. 8387
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A kovetkezd tablazatban két tizedesjegyre kerekitve feltiintettik a magyarorsza-
gi fertozottek szamdnak napi dtlagos névekedését az egyes idépontok kiozitt eltelt
1dd alatt (a megjeldlt idépontok kozott eltelt napok szamdt megdllapodds szerint gy
szamitjuk, hogy az iddintervallum felsé iddépontjanak napjat hozzaszdmitjuk az in-
tervallumhoz, az alsd értéket nem).

03.06.-04.06. | 04.06.-05.06. | 05.06.-06.06. | 06.06.-07.06. | 07.06.-08.06. | 08.06.-09.06.
78,9 6,63

a) Toltsiik ki mindkét tablazat hidnyzo részeit (egy-egy napon a fertézittek szd-
ma csak pozitiv egész szam lehet, ezért a szamitdsok sordan a kerekités szabdlyainak
megfeleléen jarjunk el). (4 pont)

b) Egy n pontd teljes grdf élei kozil 21 élet tordlve eqy fagrdfot kapunk. Hatd-
rozzuk meg n értékét. (5 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy a 11" + 60™ < 61™ egyenldtlenség n =1 kivételével
minden poziltiv egész szdmra teljesiil. (5 pont)

Megoldas. a) Az elsd tablazat szerint marcius 6. és aprilis 6. kozott 740-nel
nétt a fertézottek szdma, és mivel a két id6pont kozott 31 nap telt el (mdrcius
31 napos), ezért ez alatt az id6 alatt naponta dtlagosan 40 _ 23,87 f6vel novekedett

a fertézottek szama. o
Aprilis 6. és majus 6. kozott a megdllapodas szerint szamolva 30 nap telt el
(4prilis 30 napos), igy a méjus 6-dn az elsd tdbldzatban szerepld értéket z-szel jelolve
és felhasznalva, hogy a masodik tdblazat szerint ebben az idészakban atlagosan
naponta 78,9-del nétt a fertézottek szama:
x — 744
30
ahonnan egészre kerekitve x = 3111, ennyi volt a fertézottek szama majus 6-an.
A kapott eredmény segitségével kitolthetjiikk a méasodik tabldzat harmadik oszlo-
panak hidnyz6 adatat, figyelembe véve, hogy majus 6. és junius 6. kozott 31 nap
telt el. Ekkor a fertézottek szaménak atlagos napi novekedése
3990 — 3111
31
Az elso tablazatnak a julius 6-ara vonatkozo hianyzé adatéat y-nal jelolve felirhatjuk,
hogy

= 78,9,

— 28,35.

y — 3990
30 6,63,
hiszen a két idépont koézott most 30 nap telt el. Ebbdl addédik, hogy kerekitve
y = 41809.
Els6 tablazatunk most mar teljes, kitolthetjiik a mésodik tablazat két hianyzé
értékét. Eszerint julius 6. és augusztus 6., illetve augusztus 6. és szeptember 6.
kozott (julius és augusztus is 31 napos)

4597 — 4189 8387 — 4597
BT T p—

volt a magyarorszagi fertozottek szaméanak napi atlagos névekedése.

= 122,26

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/9 525



GF 2020.12.7 — 17:32 — 526. oldal — 14. lap

Kitoltott tablazataink:

KoMalL, 2020. december EF

Fert6zottek szama
03.06. 4
04.06. 744
05.06. 3111
06.06. 3990
07.06. 4189
08.06. 4597
09.06. 8387
03.06.—04.06. | 04.06.-05.06. | 05.06.—06.06. | 06.06.—07.06. | 07.06.-08.06. | 08.06.—-09.06.
23,87 78,9 28,35 6,63 13,16 122,26

— P

b) Az n pontu teljes graf éleinek szdma

(5) -

Ebbdl a teljes grafbol torliink 21 élet gy, hogy a kapott graf pontjainak szama
valtozatlan, azaz n marad. A feladat szovege szerint a 21 él torlésével fagréfot
kapunk, amely graf éleinek szama n — 1, ezért felirhatd, hogy

nin —1)

—2l=n-1.
5 n

Rendezéssel az n? — 3n — 40 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek megol-
dasai n; = 8, no = —5. Nyilvanvald, hogy no = —5
nem megoldasa a feladatnak. Az egyetlen megol-
das tehat n = 8.

Ellenorizhetd, hogy a 8 pontu teljes grafnak
28 éle van, ebbdl 21-et tordlve egy 7 éli gréafot ka-
punk. Ez énmagédban nem biztos, hogy fagraf, de
megadhaté a 8 pontu teljes graf 21 olyan élének
torlése, amelyre a megmaradt graf fa, ahogy azt
az abrdn lathatjuk.

N A torolt éleket szaggatottan, a megmaradt
7 élt folytonos vonallal dbrazoltuk.

¢) A 11" + 60" < 61" egyenlStlenség n = 1-re valéban nem teljesiil, mert ekkor
11460 > 61. Ha n = 2, akkor az egyenl6tlenség teljesiil, pontosabban az egyenl6ség
esete all fenn, mert 112 4 60% = 612, a (11;60;61) pitagoraszi szdmharmas.
Legyen most n > 2 és bizonyitsunk teljes indukciéval. Tegyiik fol tehat a k > 2
pozitiv egész szamra, hogy
11% + 60% < 61"
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Bizonyitani fogjuk az indukcids feltevés alkalmazasaval, hogy az egyenlGtlenség
k + 1-re is fennall. Mivel

117+ 4605 = 11 - 11% + 60 - 60* < 60 - 11% + 60 - 60*,

ezért
1M 46071 <60 - (117 4 60%).

Az indukciés feltevés miatt 117 4-60% < 61%, 1gy 60- (11% +60%) < 60-61%. Ugyanak-
kor nyilvanvalé, hogy 60-61% < 61-61% = 61*T!. Az egyenlStlenség tehat n = k-bdl
kovetkezik n = (k + 1)-re, és mivel n = 2-re igaz, ezért az llitds minden n > 2 po-
zitiv egész szamra fenndll.

II. rész

5. a) Bizonyitsuk be, hogy a 2014 -2016 - 2024 - 2026 + 100 négyzetszdm és
allapitsuk meg, hogy melyik pozitiv egész szamnak a négyzete. (4 pont)

b) Igazoljuk, hogy a ]11,5; 00 szdmhalmazon értelmezett

f(iv)=\/2x+28+10-\/m—\/2x+28_10.\/m

fiigguény értéke dllando. Hatdrozzuk meg ezt az dllando értéket. (5 pont)

¢) Hany valds megolddsa van a

4 4

sin™ x + cos zf§~sin:r-cosx:f

4

egyenletnek a ] — %r; %ﬁ] szamhalmazon? Adjuk meqg a feltételeknek megfeleld dsszes

megolddst. (7 pont)

Megoldas. a) Legyen a = 2020. Ezzel a 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 szémot
atirhatjuk:
(a—6)-(a—4)-(a+4)-(a+6)+ 100,

vagy masként
(a—6)-(a+6)(a—4)(a+4)+100.

Nevezetes azonossag alkalmazasaval
(a® —36) - (a® — 16) + 100 = a* — 52a® + 676.

Ugyanakkor
a* — 524 + 676 = (a® — 26)°.
Eszerint 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 valéban négyzetszam, mégpedig

2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 = (20202 — 26)” = 40803742,

b) A megadott ]11,5;00[ értelmezési tartomdny miatt nyilvdnvald, hogy
2z + 3 > 0, tovabbd 2z + 28 + 10 - v/22 + 3 > 0. Ugyanakkor a

20428 -10-vV22+3 >0
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egyenlStlenség is teljesiil. Ezt a ]11,5; 00| szdmhalmaz figyelembe vételével végzett
ekvivalens atalakitasokkal belathatjuk, mert

22428 > 10 - V22 + 3,

ez pedig minden valds szamra igaz. Egyenléség csak x = 11 esetén allhatna fenn, de
mivel z € ]11,5; 0o], ezért (z — 11)% > 0, és fgy 22+ 28 —10-/2z + 3 > 0 is érvényes.
Ez pedig azt jelenti, hogy az f(z) fiiggvényben szereplé minden négyzetgyokos
kifejezés értelmezve van.

Konnyen észrevehetd, hogy

20 +28+10-v2r+3= (5+v2r +3)°

és
20 +28-10-V2zr +3= (5 2z +3)°.

Ebbdl a \/52 = |a| azonossédg szerint az kovetkezik, hogy
f(z) =15+ v2x+3| —[5—V2z +3|.

A feltétel szerint x > 11,5, ebbdl azt kapjuk, hogy 2x+3 > 26 > 25, ésigy a /22 + 3
fiiggvény szigorian monoton névekvo tulajdonsiga miatt v/2z + 3 > 5, ebbdl pedig
azonnal adodik, hogy 5 — v/2x + 3 < 0. Mivel pedig 5 + v/2x + 3 > 0 nyilvan igaz,
ezért az abszolutérték értelmezése szerint ez azt jelenti, hogy

f@)=5+V2r+3—(—5+V2x+3) =10.

Ha tehdt x > 11,5, akkor az f(z) fiiggvény értéke valéban allandé és ennek az &l-
landénak az értéke 10.

¢) Az egyenlet algebrai azonossdg segitségével dtalakithato:
2 2 52 ) 2 . 1
(sin“x 4 cos“ )" — 2 - sin“ x - cos ¢ —5-sinz-cosz = ..

Mivel minden valés z-re sin® x + cos? z = 1, ezért

2

. 5 . 1
1—2-sin x~c032x—§-s1na:-cosx:1,

illetve 4-gyel vald szorzas és rendezés utan

2

8-sin’x-cos?z 4+ 10-sinz - cosx — 3 = 0.
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Bevezetjiik a sin(2x) = 2-sinx - cos x trigonometriai azonossagbdl adédé sin(2z) = y
helyettesitést. Ezzel a 2y* + 5y — 3 = 0 masodfokii egyenletet kapjuk, amelynek
gyokei y; = 0,5 és yo = —3.

A mésodik gyok nem ad megoldést a feladatra, hiszen —1 < sin(2z) < 1.

A sin(2x) = 0,5 egyenletbél adddik, hogy

5
2I2%+k'2ﬂ', 21:§+l~27r;

illetve 5
e s

A kapott végtelen sok valds szam koziil nem mindegyik esik a

_3m 5w _]_9r 15m
474 || 127 12

szamhalmazba, ezért nem mindegyik megoldésa a feladatnak.

T

Egyszerli szamolassal belathatjuk, hogy a k =0 és k = 1, valamint [ = —1 és
[ = 0 egész szamok megfeleld megoldast adnak, ekkor az egyenlet gyokei rendre

T 137 s 51

xlzﬁa 302:?7 xgz—ﬁ, 3U4=ﬁ~

Az egyenletnek tehat a megadott intervallumban 4 valés megoldasa van.

6. Az AB szakasz felezépontja O, az A ponthoz kizelebbi negyedelépontja C,
a B ponthoz kézelebbi negyedelépontja D. A C, O, D pontokban az AB szakaszra
rajzolt merélegesek az AB datmérdji félkort rendre a P, QQ, R pontokban metszik.

a) Hatdrozzuk meg a BQP és BRQ hdromszigek szdgeit. (8 pont)

b) Hdny szdzaléka a BRQP négyszdq teriilete az ABP hdromszdg teriiletének?
(Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.) (8 pont)

Megoldas. a) Készitiink a feladat szovegének megfeleld rajzot, amelyen az
ABP derékszogli haromszog P-hez tartozé magassdgat m-mel, az AC szakasz
hosszat x-szel jeloltiik. Ekkor nyilvdnvald, hogy a feltételek miatt CO = OD =
= DB =z és igy BC = 3.
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Thalész tétele miatt APB = 90°. Az ABP derékszogii haromszogben felirt
magassagtétel szerint:

(1) m? =z 3z = 32°.

A PAC derékszogli haromszogre érvényes a Pitagorasz-tétel: 2 +m?2 = PA?, ahon-
nan (1) felhasznéldsaval azonnal adédik, hogy PA? = 422, és ezért PA = 2z.

Az AB szakasz, mint atméré folé irt félkor kozéppontja O, ezért OA = OP =
= 2z. EbbS], és a PA = 2x eredménybdl az kovetkezik, hogy az OP A haromszog
szabdlyos, és igy PAB< = 60°, illetve ABP< = 30°. Az dbrédn az A, B, valamint
a P, R é C, D pontparok az OQ egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el,
ezért az OPA, ORB, illetve OQP, OQR, valamint OPC, ORD haromszogek
rendre egybevagok. Ebbdl adodik, hogy POR< = 60°, ez a ( pontot is tartalmazé
PR ivhez tartozé kozépponti szog, igy a kdzépponti és keriileti szogek Osszefiiggése
alapjan PBR<t = 30°; mivel azonban a PQ és QR ivek hossza a szimmetria miatt
egyenld, ezért

(2) PBQ< = QBR< = 15°.

Az R pontot tartalmazé QB ivhez tartozd kozépponti szog derékszog, ebbdl azt
kapjuk, hogy BPQ< = 45°, tehdt a (2) Osszefiiggést is felhasznilva a BQP hé-
romszog szogeinek nagysaga: 15°, 120°, 45°. Az O RB haromszog szabdlyos, tehat
BOR< = 60°, a kézépponti és keriileti szogek Osszefiiggése miatt igy BQR<t = 30°,
vagyis a BR(Q haromszog szogeinek nagysdga rendre: 15°, 135°, 30°.

b) Az ABP haromszog teriilete egyszertien kifejezhetd az x és m segitségével,
hiszen
AB-CP _ 4xz-m
2 2
A BRQP négyszog teriiletét taldn legegyszertibb ugy kifejezni, hogy a BRQPC

Otszog teriiletébdl levonjuk a BPC' derékszogii haromszog teriiletét. Az OQPC és
OQRD egybevago, derékszogli trapézok, amelyek teriiletére érvényes, hogy

=2x-m.

(3) Tapp =

oQ +m
Togrc = ToQrp = —s
és mivel OQ = 2z, ezért
T-m
(4) TOQPC = TOQRD = I2 + 9 .

A BRD derékszogli haromszog teriilete pedig:

r-m

(5) TBrD = 5

illetve a BPC' derékszogli haromszog teriilete

3r-m
(6) Tppc = 5
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A (4), (5), (6) vsszefiiggések alapjan a BRQP négyszog teriilete:
(7) Tsrop = Togrc + Toorp + Terp — Tppc = 22°.
(3) és (7) egybevetésével azt kapjuk, hogy

T 222 1
BRQP = il = 1 = — = 0,5774a
Tap 2r-m  m /3
hiszen (1) szerint m = x - V3.

Eszerint a BRQP négyszog teriilete az ABP héromszog teriiletének kb.
57,74 %-a.

7. Hdny olyan p pozitiv primszdm van, amelyre nem igaz, hogy a
(p—2) -2+ (2p+3)-z+p°—1=0
egyenletnek legfeljebb eqy valds gyoke van? (16 pont)

Megoldas. Ha nem igaz, hogy a (p —2) - 22 + (2p+3) -+ p* — 1 = 0 egyen-
letnek legfeljebb egy valds megolddsa van, akkor legalabb két megoldasanak kell
lennie.

Az egyenletben az x valtozd masodik hatvanyon szerepel, igy az egyenlet leg-
feljebb mésodfoku. De els6foki nem lehet, mert az elséfoku egyenletnek legfeljebb
egy valds gyoke van. Ez éppen azt jelenti, hogy a p = 2 primszam nem megoldasa
a feladatnak, mert ekkor behelyettesitéssel a 7x + 3 = 0 egyenletet kapjuk. Ennek
megoldasa egyébként x = —%. Ha p # 2, akkor az egyenlet masodfoku. A fentiek
szerint ennek pontosan két valés megolddsa kell, hogy legyen (ketténél tobb nyilvan
nem lehet). Ezért azokat a p szdmokat keressiik, amelyre az egyenlet diszkrimindnsa
pozitiv.

Felirva a diszkriminanst:
D=(2p+3°-4-(p—2)-(p” = 1) >0,
amelybol a miveletek elvégzésével és rendezéssel a
(1) 4p® —12p* — 16p < 1

egyenldtlenséget kapjuk.

Vizsgaljuk a tovdbbiakban az f(p) = 4p® — 12p? — 16p harmadfok fiiggvényt.
Elészor keressiik meg a fiiggvény zérushelyeit (eltekintve egyel6re attdl, hogy p
pozitiv prim). Szorzattd alakitdssal:

fp)=4p- (p* —3p—14),

ebbdl azt kapjuk, hogy f(p) zérushelyei p; = —1, po =0, p3 = 4.
Az f(p) = 4p - (p? — 3p — 4) filggvényt szorzat alakba frva az egyenlStlenség:

dp-(p+1)-(p—4) <L
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FEzt az egyenlGtlenséget kell a feltételek figyelembe vételével megoldani.

Mivel p pozitiv prim, ezért a szorzatban 4p és (p 4+ 1) is 1-nél nagyobb egész
szdm. A (p —4) tényez6 p = 2 és p = 3 esetén negativ, {gy a bal oldal negativ, tehdt
kisebb, mint 1. A p =5, vagy anndl nagyobb primekre a (p — 4) szorzétényezd is
pozitiv egész szam, igy a szorzat 1-nél nagyobb lesz. Az egyenldtlenség tehat csak
a p=2és p =3 primszamokra teljesiil.

A p = 2 esetet méar kizartuk, ezért p = 3 az egyetlen megoldas.

A p = 3 értékre az eredeti egyenlet
2?2 +92+8=0,

ennek valéban két gyoke van, mégpedig ©1 = —1, x5 = —8.

Megjegyzés. A p = 3 megoldast mds médon is megtalalhatjuk. Meghatdrozzuk az f(p)
differencidlhdanyadosat:

F(p)=12p> —24p — 16 = 4 (3p° — 6p — 4).
Az f'(p) fiiggvény zérushelyei:

3—v21 3++v21
o=t a0 ph=

~ 2,528.
Az f'(p) méasodfoki fiiggvény ezeken a helyeken el&jelet valt, ezért p| és p5 az f(p)
szélséértékhelyei.

Most figyelembe vessziik, hogy p pozitiv prim. Eszerint az f(p) fiiggvényt nem
vizsgdljuk a p < p} intervallumon, noha a p} helyen szélséértéke van, és igy el6fordulhat,
hogy (1) valamilyen negativ p szdmra fennall. Nem sziikséges vizsgalni az f(p) fiiggvényt
a |p’; pb[ halmazon sem, mert ebben az intervallumban csak a p = 2 primszdm fordul el§,
ez pedig, mint lattuk, nem megoldasa a feladatnak.

A p5 helyen az f'(p) masodfokt fiiggvény negativbdl pozitivba megy &t, ezért itt f(p)
csokkend fiiggvénybdl novekvobe megy at. Ez pedig azt jelenti, hogy elegendd vizsgalni
az (1) egyenlétlenség teljesiilését a p > p5 primszdmokra. Az els§ ilyen prim a p = 3.
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ekkor (1) bal oldaldnak értéke —48, erre nyilvén
fennall (1), tehdt p = 3 megolddsa a feladatnak.

A kovetkezd prim p =5, erre (1) bal oldaldnak értéke 120, vagyis erre (1) nem
teljesiil, és igy p = 5 nem megoldas. A p > 5 primszamokat mar nem sziikséges vizsgalnunk,
hiszen itt f(p) novekv, tehdt biztosan 120-nal nagyobb értéket kapnénk egy kovetkezd
prim behelyettesitésekor. A p > 5 primszamok tehat nem megoldédsai a feladatnak, igy
az egyetlen megoldas p = 3.

8. Egy kocka minden élének hossza n, ahol n pozitiv egész szam. A kocka
minden lapjdt fehérre festjik, majd a kockdt a lapjaival pdrhuzamos sikok mentén
n3 darab eqységnyi éli kockdra daraboljuk.

a) Hdnyszorosa a kis kockak felszinének dsszege az eredeti kocka felszinének?
(2 pont)
FEzutdn az osszes kis kocka lapjait megszamozzuk a kovetkezd szabdly szerint:

eloszor azoknak a kis kockdaknak a 6-6 lapjdt szamozzuk meg a pozitiv egész szd-
mokkal 1-t8l kiindulva, amelyeknek egyetlen lapja sem fehér, ezutan a szdmozdst
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folytatjuk azon kis kockdk lapjaival, amelynek egy oldala fehér, utina a két fehér
lappal rendelkez6 kis kockdk kovetkeznek, végil azok a kis kockdk, amelyeknek hd-
rom lapja fehér. Ezzel az eljardssal elérjik, hogy minden kis kocka minden lapjdn
szerepel eqy-eqy pozitiv egész szam és ezek a szdmok mind kilonbozok.

b) Legaldbb mekkora az n szdm, ha biztosan tudjuk, hogy a 2020 szdm olyan
kis kockdra keril, amelynek nincs fehérre festett lapja? (4 pont)

¢) Hatdrozzuk meg a pozitiv egész n szdmot, ha a fenti szdmozdssal a 4326
szdm az utolso olyan kis kocka utoljdra megszamozott eqyik lapjdra keril, amelynek
pontosan két lapja fehér. (6 pont)

d) Azn® szdmai kis kockdbol véletlenszertien kivdlasztunk egy darabot. Mennyi
annak az esélye, hogy a kivdlasztott kis kockdnak legaldbb az egyik lapja fehér, ha
n =87 (4 pont)

Megoldas. a) Az eredeti kocka felszine 6n2, az n® darab egységkocka felszi-
nének 6sszege pedig 6n, ez éppen n-szerese az eredeti kocka felszinének.

b) Az n élli kockat gy tudjuk a lapjai-
val parhuzamos élii sikokkal n? darab egy-
ségkockdra darabolni, ha harom, egymaésra
merdleges élét egyenként n — 1, az adott élre
merdleges sikkal elvagjuk az dbrdnak meg-
feleléen (a 3 kivélasztott élet szaggatottan
abrazoltuk).

Az dbra azt is megmutatja, hogy a kis
kockak koziil éppen 8-nak lesz harom lapja
befestve (a kocka 8 csticsdndl), pontosan két
lapjat olyan kis kockaknak festjiik be, ame-
lyek az eredeti kocka élei mentén helyezked-
nek el, de egyetlen csiicsuk sem esik egybe
az eredeti kocka valamelyik csucsaval, ebbél pedig a nagy kocka 12 éle mentén
osszesen 12 - (n — 2) van.

Innen azt is lathatjuk, hogy egy lapjdval befestett kis kocka éppen 6 - (n — 2)2
darab lesz, olyan kis kocka pedig, amelynek egyetlen lapja sincs befestve, pontosan
(n—2)°

Most mar vélaszolhatunk a b) feladat kérdésére is. Szdmozasi feltételeink fi-
gyelembevételével ugyanis azt kapjuk, hogy

202
6-(n—2)°>2020, azaz n—23> { %z(},%.

Ebbél az kovetkezik, hogy n > 8,96, tehat n értéke legaldbb 9.

¢) A b) feladat megolddsanal mar lattuk, hogy olyan kis kocka, amelynek
egyetlen lapja sem fehér, (n — 2)3 darab van, ezek szdmozdsara Osszesen az elsé
6-(n— 2)3 pozitiv egész szamot hasznaltuk fel. Olyan kocka pedig, amelynek egy

lapja fehér, 6- (n —2)* darab van, ezek szémozdséra a kovetkezd 6 -6 - (n — 2)°
szamot hasznaltuk, végiil 12 - (n — 2) olyan kis kocka van, amelynek pontosan két
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lapja fehér. Ezen kockak lapjaihoz a szamozasi szabdly szerint ezutan kovetkezo
6-12 - (n — 2) darab pozitiv egész szamot hasznaltuk. Felirhaté a kovetkez6 egyen-
let:

6-(n—2)°+36-(n—2)°+72 (n—2) = 4326,

6-tal valé osztas utan
(1) (n—2)°+6-(n—2)°>+12-(n—2) =721
Az (1) egyenlet az n — 2 = x helyettesitéssel atirhato:
23 + 622 + 122 = 721,
illetve
(2) z - (2% + 62 +12) = 721.

A (2) egyenlet bal oldalénak mindkét szorzdtényezdje pozitiv egész.

Az x osztéja a 721-nek, amelynek primtényezés felbontdsa 721 = 7 - 103, te-
héat x lehetséges értékei 1; 7; 103; 721. Nyilvan = = 1 nem értelmezhet6 a feladat
szempontjabdl, ezért csak a maradék 3 szamot kell megvizsgalnunk. Egyszer(i széa-
moldssal kapjuk, hogy csak = 7 a megoldds, mert a tobbi értékre a (2) egyenlet
zaréjeles tényezbje 721-nél nagyobb lesz.

A megoldas tehdt azn —2 =7, azazn = 9.

d) Ha n = 8, akkor az eléz6ek szerint (8 — 2)° = 216 kis kocka lapjai nincsenek
befestve, 6 - (8 — 2)? darab kis kockdnak pontosan egy lapja fehér, 12 - (8 — 2) = 72
kis kockédnak pontosan két lapja van befestve, végiil 8 kis kockdnak pontosan hdrom
lapja fehér, ez Gsszesen 8% = 512 darab kis kocka.

A komplementer esemény valdsziniiségével szamolunk, vagyis annak valdszinti-
ségét keressiik, hogy a kivalasztott kocka egyetlen lapja sem fehér. Ekkor a kedvez6
esetek szdma az el6zéek szerint k = 216, az Osszes eset szdma nyilvan n® = 512.

Ezért 016 27
PA) =55 =51
és igy a feladat megoldasa
27 37
PA)=1——=—.
(4) 64 64

9. Az ABC hdromszdg csiucsainak koordindtdi a derékszdogl koordindta-rend-
szerben A(0; —2), B(6;10), C(—=3;1).

a) Bizonyitsuk be, hogy az ABC' derékszdgl hdaromszig. (3 pont)

b) Igazoljuk, hogy az y = —x% + 8x — 10 egyenletd paraboldnak a BC oldal
egyenesével nincs kozos pontja, de az AB oldal egyenesével két kézos pontja is van.
Hatdrozzuk meg az AB oldal egyenese és azy = —x® + 8x — 10 egyenletii parabola
metszéspontjainak koordindtdit. (5 pont)

¢) Szdmitsuk ki, hogy az ABC' hdromszdg teriletének hdanyadrészét fedik le azok
a pontok, amelyekre y < —x2 + 8x — 10 teljestil. (8 pont)
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Megoldas. a) I megoldds. Ab- Y
razoljuk a pontokat a derékszogi ;
koordinata-rendszerben, amelyben meg-
rajzoltuk a haromszog koriilirt korét is.
Az dbra alapjén az a sejtésiink alakulhat /
ki, hogy az ABC haromszog derékszogi
csicsa a C' pontban van.

Kiszamitjuk a Toa és Uop vek- C(-3;1) /
torok koordinatait a végpontok és N
a kozos kezdbpont koordindtainak kii- A(D- 9
lonbségeként: Toa(3:—3) és Uep(9;9).
A két vektor skaldris szorzata felirhatd
a megfeleld koordinatdk szorzatdnak osszegeként:

\
-

—
vl =
~—

Uoa- Vep=3-94(=3)-9=0.

Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor zérus, ha a két vektor merdleges
egymasra.

Ez éppen azt jelenti, hogy C' A merdleges C B-re, vagyis az ABC' haromszog
C cstcsndl levo belso szoge valéban derékszog.

1I. megoldas. Kiszamitjuk az AB, BC' és C'A oldalak hosszat:
AB =1/62+122 = V180, BC =92 +92 =162, CA=/32+ (-3)° =V18.

Mivel BC? + CA* = \/1622 +v1 - \/1802 = AB?, ezért a Pitagorasz-tétel meg-
forditasa alapjan az ABC héaromszogben a C' csiicsndl levd bels6 szog valéban
derékszog.

b) Felirjuk a BC és az AB oldalak egyeneseinek egyenletét. Mivel mar tud-
juk, hogy Tep(9;9) vagy Uep(1;1), ezért a BC oldal iranyvektoros egyenletét fel-
frva x —y = —4. Az AB oldal egy irdnyvektora U5(6;12), vagy Uap(1;2), ezért
az AB oldal egyenlete 2o —y = 2. Keressiik el8szér az x —y = —4, y = —x% +8x — 10
mésodfoki egyenletrendszer megolddsait. Behelyettesitéssel: x — (—a2 + 8z — 10) =
= —4, ahonnan 22 — 7z + 14 = 0. Ennek az egyenletnek nincs valés megoldésa, mert
a diszkrimindnsa D = —7.

Ez azt jelenti, hogy az y = —x? + 82 — 10 paraboldnak a BC oldal egyenesével
valéban nincs koézos pontja.

Az 22—y =2, y = —2% + 8z — 10 mésodfokii egyenletrendszer megoldésa:
22 — (—2* + 82 —10) =2, innen 2% —6x+8=0.

Az egyenlet megolddsai az x1 = 2 és xo = 4 valds szamok.

Visszahelyettesitve megkapjuk az AB egyenes és a parabola kézos pontjait:
D(2;2), E(4;6).
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Yy ) c) Abrazoljuk egyiitt a koordindta-

P rendszerben a haromszoget és a parabo-

8 lat, a besatirozott rész teriiletét akarjuk

/ B(4;6) \ kiszamitani.

\ Mivel a BC' egyenesének és a para-
bolanak nincs kézos pontja, ezért a BC

—
[=2]

—T
vl Gl
~—

2;2) egyenes a parabola folétt helyezkedik el.
C(=3; D)X cloy i) / Az ABC haromszog teriilete:
— —4 - 0 4 10z
N _ BC-CA 16218 _
- \ Tapc=—5—= > =

= 27 (teriiletegység).

A parabola alatti teriiletnek az x1 = 2 és 9 = 4 hatdrok kozé esé része a Newton—
Leibniz-formula alkalmazasaval:
4 5 4
2 z 2
T, = /(fx + 8z — 10)dx = {3+4x 104 =
2

64 8 28
=(——%+64-40) — (-2 +16-20) = —-.

Az dbrén a DEFG trapéz teriilete: Ty = w -FG = # -2 = 8 (teriiletegység).
A sziirkitett teriiletet a Ty és Ty teriiletek kiilonbségeként kapjuk:
28 4
T=T—T,= 3~ 8 = 3 (teriiletegység).

Ebbdl az kovetkezik, hogy 4
T 3 4

Tapc 27 81

tehat a sziirkitett teriilet az ABC' hdromszog teriiletének pontosan 84—1—ed része.

Bir6 Baélint
Eger

Matematika feladat megoldasa

B. 5042. Az ABCD konvex négyszogrél tudjuk, hogy nem trapéz, valamint,
hogy AC' és BD dtldi egyenld hossziak. Az dtlok metszéspontjat jelolje M. Mutas-
suk meg, hogy az ABM és CDM kordk mdsodik, M -tdl killonbozd metszéspontja
a BMC' szoqg felezd egyenesére esik.

(4 pont)
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Megoldés. Az AB és C'D szakaszok felezémerélegesei messék egymast a K
pontban. A K pont biztosan létezik, hiszen ellenkez6 esetben AB || C'D, viszont
a feltétel szerint ABC'D nem trapéz.

Egy szakasz felezomerélegesének minden
pontja egyenld tavolsagra van a szakasz két
végpontjatdl, igy KA = KB és KC = KD.
Azt is tudjuk, hogy AC = BD, igy az AKC és
BK D haromszogekben az oldalak paronként
egyenld hosszuak, azaz a két haromszog egy-
bevagd. Az egybevigdsdg alapjan KAM< =
= KAC<=KBD<=KBM<«. A keriileti
szogek tételének megforditdsa miatt az A, B,
K és M pontok egy koron vannak. Hasonl6an
azonnnal lathatd, hogy a C'; D, M, K pontok
is egy koron vannak.

Ezzel belattuk, hogy az (ABM) és (CDM) korok mésodik metszéspontja
a K pont.

Az AKC és BKD haromszogek egybeviagisagdbdl kovetkezéen a K pont
ugyanolyan messze van az AC és BD egyenesektdl, tehat mindenképpen rajta van
az AC és BD egyenesek egyik szogfelezbjén. Ez a szog nem lehet az AMB< =
= CM D< sz6g, hiszen az AM KB és DM K C' hurnégyszogek, tehat konvexek.

A K pont igy biztosan a BMC' szog felezdjére illeszkedik.

Bdn-Szabd Aron (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 55 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 50, 3 pontot 2 tanulé. 1 pontos 1,
0 pontos 2 tanulé dolgozata.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(674—678.)

K. 674. Anna néni udvardban 120 &llat él: barna tyukok, fehér kacsdk, barna
malacok és fehér nyulak. A fehér dllatok szdama 64, a kétlabu éallatok szama 84.
Kétszer annyi barna tyuk él itt, mint fehér nyul. Melyik fajta allatbol hany él
Anna néni udvaraban?

K. 675. Egy nagy cégnél kardcsonyi partit rendeztek, és tobben elvitték a ha-
zastarsukat is magukkal. A partin 5-szor annyi férfi volt jelen, mint n6. Este 10 6ra-
kor néhany férfi a feleségével egyiitt hazaindult, ekkor a partin jelenlevé nék szama
a jelenlevd férfiak szdmanak hetedrészére csokkent. A férfiak hanyadrésze ment ha-
za 10 orakor?
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K. 676. Egy 6 x 6-os sakktablat 18 darab 1 x 2-es dominéval atfedés nélkiil
lefediink. Mutassuk meg, hogy a sakktdbla kettévaghato egy egyenessel uigy, hogy
az egyetlen domindt sem vag ketté.

K. 677. Az S szamhalmaznak 5 eleme van. Az elemeket paronként tsszeadva
a kovetkezd osszegeket kapjuk: 0, 6, 11, 12, 17, 20, 23, 26, 32 és 37. Adjuk meg S
elemeit.

(Texas Mathematical Olympiad)
K. 678. Az asztalon egy sorban egymas mellett fekszik 2020 db pénzérme
valtakozva fej, iras, fej, irds, ... sorrendben. Egy lépésben egyszerre barmelyik

hérom szomszédos pénzérmét atforditjuk a masik oldaldra. Elérhet6-e ilyen 1épések
sorozataval, hogy minden pénzérme irast mutasson?

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1637-1643.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1637. Sarkanyorszagban minden hétfejli sarkdny tiizet okad, de nem min-
den hétfeju tlizokadd 1ény sarkany. A legutobbi lényszamlalds szerint az orszagban
pont ugyanannyi sarkany él, mint tlizokadé lény. Igaz-e, hogy minden sarkany hét-
feji?

C. 1638. Melyek azok a nem szabélyos haromszogek, amelyek magassagpont-
ja, koré irt korének kozéppontja, beirt korének kozéppontja és két csicsa egy korre
esik?

Feladatok mindenkinek

C. 1639. Gondoltunk 6t szamra. Kéziiliik minden lehetséges modon kivalasz-
tottunk harmat-héarmat és Gsszeadtuk 6ket. Osszegként a kovetkezo értékeket kap-
tuk: 41, 42, 44, 51, 52, 53, 54, 54, 55, 64. Mi volt az 6t gondolt szam?

Javasolta: Kiss Sandor (Nyiregyhéza)

C. 1640. Az ABCD négyszogben jeloljik az ABC haromszog sulypontjat
S-sel, az AC'D héromszog silypontjit pedig P-vel. Igazoljuk, hogy az AC és BD
atlok felezépontjait 6sszekotd szakasz felezi az SP szakaszt.
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C. 1641. Hatdrozzuk meg, hogy mi lesz az a®bc® Kkifejezés egyiitthatéja
az (a+ b+ ¢)'? hatvéanykifejezés kifejtésében.

Javasolta: Kiss Sdandor (Nyiregyhéza)

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1642. Az ABCDEF konvex hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak,
a hdrom parhuzamos oldalpar egyméstol vald tavolsdga megegyezik, és az A és
D csicsanal derékszog van. Bizonyitsuk be, hogy a BE és C'F atlok éltal bezért
sz0g 45°.

C. 1643. Szamolégép hasznalata nélkiil hatarozzuk meg a
(logyo 11) - (logy; 12) - (logy513) - ... - (loggg 100)
kifejezés értékét.
L1

Bekiildési hatarid6: 2021. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

A B pontversenyben kittizott feladatok
(5134-5141.)

B. 5134. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan n egész szamot, amelyre a 3:_:15
kifejezés szintén egész.
(3 pont) Javasolta: Szalai Mdté (Szeged)

B. 5135. Az ABC hegyesszogii haromszog A, B, C csicsaibdl hiuzott magas-
sagok talppontjai rendre Ay, By és C1; az AA; és BBy magassagok felez6pontjai
pedig rendre G és H. Igazoljuk, hogy a C1GH haromszog koriilirt kore athalad
az AB oldal F felez6pontjan.

(4 pont) Javasolta: Biré Badlint (Eger)

B. 5136. A kishitliek és nagyotmonddk szigetén minden ember vagy kishitli
vagy nagyotmondé. Egyszer egy kiilfoldi tévedt a szigetre, és egy tarsasdg meghivta
vacsorazni. A vacsora végén megkérdezte a tarsasidg mindegyik tagjatdl, hogy hany
nagyotmondé van a tarsasagban. A kishitliek az igazsagnal kisebb, a nagyotmonddk
pedig nagyobb szamot vélaszoltak. Igaz-e, hogy a kapott vélaszok ismeretében
egyértelmiien meghatarozhaté a nagyotmondok szama?

(5 pont) Diirer Verseny egy feladata alapjan
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B. 5137. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert a valds szamok korében:

z+y* =27,
22+ P = 24
2%yt = 5.
(4 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)

B. 5138. Az ABC nem egyenl6 szaru haromszog A-bdl, illetve B-bdl induld
belst szogfelezbje a szemkozti oldalt az A’, illetve B’ pontban metszi. Bizony{tandd,

hogy A’B’ felez8merdlegese akkor és csak akkor megy 4t a beirt kor kozéppontjdn,
ha AB’+ BA' = AB.

(5 pont) Javasolta: Surdnyi Laszlé (Budapest)

B. 5139. Az ABCD konvex négyszog atldéinak metszéspontja M. Az ADM
haromszog teriilete nagyobb a BC'M haromszog teriileténél. A négyszog BC' olda-
lénak felez6pontja P, AD oldaldnak felez6pontja pedig Q, AP + AQ = /2. Bizo-
nyitsuk be, hogy ekkor az ABC'D négyszog teriilete kisebb, mint 1.

(5 pont)

B. 5140. Egy szigeten 10 orszag taldlhato, ezek koziil némelyek szomszédosak
egymassal, masok nem. Mindegyik orszag egy sajat valutat hasznal. Mindegyik or-
szagban egyetlen pénzvalté miikodik, a kovetkezé szabalyok szerint: aki az adott
orszag valutiajabol 10 darabot befizet, az kap az 6sszes szomszédos orszag valutaja-
bél 1-1 darabot. Arisztid és Taszil6 fejenként 100-100 egységgel rendelkeznek mind-
egyik orszag valutdjabdl. Ezutdan mindketten a nekik tetsz6 sorrendben valtogatjik
a pénziiket a kiilonboz6 orszagok pénvaltdiban, amig csak van olyan valutdjuk, amit
tudnak véltani (tehdt legaldbb 10 darab van beldle). Bizonyitsuk be, hogy a végén
pontosan ugyanannyi bergengéc tallérja lesz Arisztidnek és Taszilénak (a bergengée
tallér a sziget egyik orszdgdnak valutdja).

(6 pont) Mészdiros Gabor (Budapest) 6tletébol
B. 5141. Bizonyitsuk be, hogy

06

n n
=1

>

i=0 j
(6 pont) Javasolta: Nagy Ddvid (Cambridge)

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1
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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(789-790.)

A. 789. Legyen p(x) = ag1 2% + a0’ + ...+ ayx + 1 egész egyiitthatés poli-
nom, melynek minden gyske valds és 1/3-nél kisebb abszoltt értékii. A p(z) polinom
minden egyiitthatéja a [—2019a,2019a] intervallumba esik egy rogzitett a pozitiv
egész szamra. Bizonyitsuk be, hogy ha p(z) felbonthaté két alacsonyabb fokid egész
egylitthatds polinom szorzatara, akkor legalabb az egyik szorzétényezében mind-
egyik egyiitthato kisebb, mint a.

Javasolta: Navid Safaei (Teherdn, Irdn)

A. 790. Andrés és Berta a kovetkez6 jatékot jatssza: adott két kupac, az egyik-
ben a, a méasikban b darab kavics taldlhato. Az elsé korben Bea valaszt egy k pozitiv
egész szdmot, Andrds pedig az egyik kupacbdl elvesz k darab kavicsot (ha k na-
gyobb a kupacban 1év4 kavicsok szdmdandl, az egész kupacot elveszi). A mésodik
korben forditott a szereposztds: Andras mond egy pozitiv egész szamot, és Berta
veszi el a kavicsokat valamelyik kupacbdl; és igy tovabb, felvaltva. A jatékot az
veszti el, aki elveszi az utolsd kavicsot.

Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja?

Javasolta: Imolay Andrds (Budapest)

L1

Bekiildési hataridé: 2021. januar 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

Kacifantos kerités — II. rész

Az elsé részben az idei Kozép-Eurdépai Informatikai Didkolimpia (CEOI)
Kacifantos kerités cimi feladatat oldottuk meg egy egyszerii, de nem elég hatékony
algoritmussal. A megoldas a keritésen keresett téglalapokat gy, hogy végighaladt
a keritéselemeken és minden lehetséges bal felsd csiics magassdgahoz megkereste
a legtavolabbi jobb alsé csticsot, majd egy kombinatorikai képlettel megadta az eb-
ben a részben 1évo téglalapokat.
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A megoldés hatékonysagdanak novelése érdekében a kerités egy més felosztdsat
kellett taldlnunk, ahol nincs sziikség keresésre. Ez a felosztas a kerités alakjabol ko-
vetkezik: azok a csticsok egy keritéselemen, amelyek y koordinatdja nagyobb mind-
két szomszédos keritéselem magassaganal csak olyan téglalapok cstcsai lehetnek,
amelyek abban a keritéselemben vannak. Az ezekbdl véalasztott bal felsé csicsok
jobb alsé péarja a keritéselem jobb alsd cstcsa, tehat azonnal adodik, keresésre
nincs sziikség.

Nézziik példaul a hatsé belsd boritén megtaldlhaté 1. dbrdan a (6,4), L, K, J
négyszoget. A rajta taldlhaté téglalapok y > 4 koordindtaju bal fels§ csicsaihoz
csak olyan jobb alsé csuicsok tartozhatnak, amelyek csak ezen a keritéselemen lehet-
nek, a legtavolabbi jobb alsé csics a (8,0). Ugyanakkor az is ldtszik, hogy az y > 4
koordinataju csicsok csak olyan téglalapok jobb alsé csicsai lehetnek, amelyek bal
fels6 csucsa ebben a keritéselemben van, és a bal felsé cstics y koordinataja 4-nél
nagyobb.

Miutdn megszamoltuk az y > 4 bal felsé csticsokhoz tartozd téglalapokat, eze-
ket a pontokat elhagyhatjuk, mivel jobb alsé csticsként is mar megszamoltuk Sket.
Tehat a szamolas utan a kerités egyszertisithet6: a szomszédai koziil kiemelkedo ke-
ritéselem mindkét szomszédjanal magasabban fekvo csicsai elhagyhatdk. fgy egy
olyan keritéselemiink marad, amely valamelyik szomszédjaval azonos magassagu.
Az el6bbi példaban a J és K csucsokkal hatdrolt keritéselem felsé vonalat a tovab-
biakban a (6,4) és L csticsok alkotjak.

Az el6z6 1épés tovabb folytathaté: a (6,3), N, M, (6,4) téglalap (amely mér
két keritéselem része) y > 3 csicsaival képzett téglalapok megszdmoldsa utdn
az y > 3 csucsok elhagyhatdk. Folytatdsként az I,(12,2), P, (6,3) téglalap, majd
a (0,1),0Q,(12,2),(0,2) téglalap kovetkezik. Ez az utols6 1épés természetesen csak
akkor kovetkezhet, ha a (0,2) és HGFEDBC csticsok dltal hatdrolt részben 1é-
v6 téglalapokat méar megszamoltuk. Ezek az elhagyasok addig folytathatdok, amig
végiil egy téglalap marad a keritésbél. Az ezen talalhaté téglalapok megszamoldsa
az el6zéekhez hasonléan torténhet.

A bemutatott eljards minden lépésében egy ,kiemelkedd” téglalapot kapunk,
amelynek als6 és jobb oldala kivételével minden pontja olyan téglalapok bal felsé
csucsa, melyekhez csak az adott kiemelkedésben és alatta taldlhatéak a szamoldsnal
figyelembe veendd jobb alsé cstcsok. Az el6bbi példdban bemutatott (6,4), L, K, J
téglalap esetében a (b, f) bal felsé csticsok koordindtdira igaz, hogy 6 < b < 8 és
4 < f <6, és a hozzdjuk tartozé (j,a) jobb alsé csicsok koordindtdira teljesiil,
hogy b<j<8és0<ac<f.

Nézziik dltaldnosan, tehat legyen egy, az eljarasban taldlt téglalap bal fels6
cstcsa (bal, fent) és jobb alsé csticsa (jobb, lent). Az elhagydsa elétt megszémoland
téglalapok (b, f) bal felsé csicsanak koordindtéira teljesiil, hogy bal < b < jobb és
lent < f < fent, mig (j,a) jobb alsé cstcsainak koordindtdira igaz, hogy b < j < jobb
és 0 < a < f. Egy adott (b, f) bal fels¢ cstcshoz tartozéd téglalapok szdma tehdt
(jobb —b) - (f — 0). Ezeket osszegezve a lehetséges (b, f) csicsokra a téglalapok

Szama: jobb—1  fent
S (obb—b) - (f —0).
b=bal f=lent+1
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Ebben az osszegben minden el6fordulé (jobb — b) tényezét megszorzunk minden
f értékkel. A szorzds és az Osszeadds asszociativitdsa kovetkezében ezt tgy is
végezhetjiik, hogy el6szor Osszegezziik a tényezdket kiilon-kiilon, majd az igy kapott
mennyiségeket szorozzuk ossze. Tehat a kifejezés kevesebb szorzéssal folirva:

jobb—1 fent
> (Gobb—b)- Y f.
b=bal f=lent+1

Ebben két szamtani sorozat szorzata szerepel, tehat az 6sszegképlet alapjan az ered-
mény:

(jobb — bal+ 1) - (jobb — bal) (lent+ 1 + fent) - (fent — lent)

2 2

A téglalapok megszamolasat tehat megkapjuk a fenti eredmény alapjan. Most
mar csak az a kérdés, hogy miként taldljuk meg az ,elhagyhatd” keritésrészeket,
amelyek a szomszédos keritésrészeknél magasabbak. Az algoritmus nem végezhet
a keritéselemeken atnyuld keresést, tehat példaul a keritéselemek eredeti sorrend-
jében kellene haladnia.

1. feladat: Vizsgaljuk meg az 1. dbrdt, és vegyiik észre, hogy milyen jellemz6
tulajdonsiagok alapjan talaljuk meg a keresett kiemelkedéseket!

Haladjunk a kerités fels6 vonaldn. Az elsd kiemelkedés a (2,3), F, E, D, ame-
lyet az F csucs zar. Ezt a részt elhagyva és a kerités vonaldn lefelé haladva a (4, 3)
pontban ériink a C' cstics magassagiba, igy a C, (4, 3), G, (2,4) téglalapot taldljuk.
Ennek levagasa utan a kerités vonalan tovabb menve a H csiicsban ériink egy ki-
emelkedés legjobboldalibb és legalsé pontjahoz, igy elhagyhatjuk a (0,2), H, (4,3), B
téglalapot.

Megfigyelhetd, hogy a kerités vonalan egy csucstol az alatta 1évé cstcsig halad-
va talalunk olyan pontot, amely egy kiemelkedés jobb alsé sarka. A megtalalashoz
csak azt kell tudnunk, hogy a vizsgalt keritésrész jobb oldaldhoz melyik bal oldal
tartozik. Nézziik a boritén 1é6vé 2. dbrdat. Az elsé lefelé haladas az EF' szakaszon
torténik, ahol az F' cstics egy jobb alsé sarok, melynek bal alsé parja a kiemelkedés
bal oldalan, a C'D szakaszon taldlhaté. Szamoljuk meg a talalt keritésrészhez tarto-
z6 téglalapokat, majd hagyjuk el a D és F csucsokat, és vegyiink ol egy 1j csucsot,
D'-t. A kerités vonaldn a kovetkezd lefelé haladds a GH szakaszon torténik, a bal
oldal pedig tovdbbra is a C'D’ szakaszra esik, {gy a G'C' szakasz feletti rész téglalap-
jal megszdmolanddk és a D', F, G csucsok elhagyhatdk. Az dbrén a kiemelkedések
jobb alsé csticsatdl a bal alsé csicsdig egy-egy nyil mutat.

Tovabbhaladva a kerités vonalan lefelé a H pontba jutunk, azonban a hozza
tartozé bal oldal mér nem a C'D egyenesre esik, hanem az attdl balra es6 AB
szakaszra. Ez éppen az a rész, ahol a C'D szakaszt megel6zéen folfelé haladtunk. fgy
lathatd, hogy a kerités vonalan a folfelé és lefelé haladé mozgasok szakaszai parba
allithatok. Ha tovabbhaladunk a kerités vonalan, akkor megfigyelhetjiik ezeket
a parokat az IJKLMNOPQ részen haladva is. Itt az utolsé szakaszon lefelé
mozogva a () ponthoz tartozd bal alsé csics ismét az AB szakaszra esik, miutan
az P'I folotti keritésrészt is elhagytuk.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/9 543



GF 2020.12.7 — 17:32 — 544. oldal — 32. lap KoMalL, 2020. december EF

— P

2. feladat: Adjuk meg, hogyan lehetne kénnyen megtaldlni egy-egy , kiemelke-
dés” jobb alsé csticsdhoz a bal alsé csiicsot, tehat a 2. dbrdn jelolt nyilak végpontjat!

Induljunk el a kerités bal als6 csucsatdl folfelé és haladjunk végig a kerités vo-
naldan annak jobb oldali legalsé csicsaig. Minden folfelé haladdasnak megvan a lefelé
haladas parja a kerités vonaldn valé mozgas soran. Ezek a parok alkotjak a kiemel-
kedések bal és jobb oldali szakaszat. A parok gy kovetkeznek a kerités vonalédn,
mint egy kifejezés nyito és csuko zardjelei, vagyis egymasba adgyazva. Ha egy fel-
felé mozgdas megel6z egy masikat, akkor a hozza tartozo lefelé haladas késébb jon,
a masikhoz tartozo lefelé mozgas utan. Ez egy helyesen zardjelezett kifejezésnél
is pontosan igy van. Amikor egy kifejezést kiértékeliink, akkor a legbelsé zardjel-
ben 1év6 részt szamoljuk ki, majd a zardjeleket elhagyva folytatjuk a szdmolast.
Itt pontosan ugyanezt kell tenniink, csak a kifejezés helyett a téglalapok megsza-
molasat végezziik el, majd a kiemelkedd részt elhagyjuk, ahogyan a kifejezésnél
a zarojeleket.

Az egymasba agyazas, a bels6 parok elhagydsa azt sugallja, hogy hasznédljunk
vermet a bal oldali szakaszok tarolasara. A verem tetején mindig az a szakasz lesz,
amelynek jobb oldali parja els6ként kovetkezik. A kerités vonaldan valé haladés
soran minden felfelé mozgas egy 1j par bal oldaldt helyezi a veremre, mig a lefelé
haladas egy part vesz majd ki a verembdl. Illetve ez csak akkor teljesiil, ha a felfelé
és lefelé haladas ugyanolyan magasrdl indult, tehat példaul a 2. dbrdn az RSTU
kiemelkedésnél. Altaldban kicsit dsszetettebb a helyzet. Példaul az I cstcstdl folfelé
mozogva el6szor tegyiik a verem tetejére az I.J szakaszt, majd a K L szakaszon lefelé
haladva a verem tetején 16v8 szakaszt cserdljitk az I.J' szakaszra. Tovdbbhaladva
a keritésen az M N szakaszon lefelé valtoztassuk a verem tetején 1évo szakaszt
1" J-re. Innen tovédbblépve a PP’ szakaszon lefelé haladva vessziik ki az I.J" szakaszt
a verembdl. Figyelniink kell tehat, hogy a lefelé mozgasok soran a verem tetején
1évé szakasz alsé csuicsa és a lefelé mozgds szakaszanak alsé csicsa hogyan viszonyul
egyméashoz. Innen latszik, hogy elegendé a veremben a felfelé haladé szakaszok alsé
csucesat elhelyezni, a felsé csticsra nincs sziikség.

A program elkészitéséhez el6szor be kell olvasnunk az adatokat, majd azok-
bol meg kell adnunk a kerités vonalan haladdskor érintett cstucsokat. Az 1. dbrdn
ezeket a cstcsokat betiikkel jeloltiik, melyeken ABC rendben fogunk végighaladni.
FEzek a cstcsok a bemenetként kapott keritéselemek magassagabodl és szélességébol
szamithaték, a bemenet sorrendjében kovetik egymast. fgy a bemenet feldolgoza-
sakor egy linearis futasidejii algoritmussal megadhatjuk a csticsokat. Ennek a prog-
ramrésznek az elkészitését az olvaséra bizzuk. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy
a kovetkezO programrészek futdsa elétt mar rendelkezésiinkre all egy 2N + 2 mé-
ret(l pont[0..2N+1] t6mb, amely sorrendben tartalmazza a kerités vonaldn érintett
cstcsok (z,y) koordindtéit.

Ezen elokészités utan kovetkezzen a kerités vonalanak bejarasa. Vegyiink fol
egy v vermet, amely a pont[ ] témb csticsainak sorszdmat tdrolja, azaz a futds sordn
legfoljebb 2N + 1 cstics indexét. Helyezziink a verem tetejére egy 0-t, az elsd csics
sorszamat. Amikor ez a cstcs kikeriil a verem tetejérél, akkor bejartuk a kerités
teljes vonalat, tehat az iires verem jelzi a miiveletsor végét. A bal és jobb valtozok
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mutatjak, hogy a bejaras melyik csucsokat vizsgalja. Kezdetben az els6 keritéselem
két fels6 pontjanak sorszamat tartalmazzak.

1. Fiiggvény KacifantosKerites2(N,h[0..N-1],w[0..N-1]) : Egész
2. BeolvasasCsucsepites(N,h,w,pont)

3. darab := 0

4. v.Verembe(0)

5 bal :=1

6 jobb :=2

7 Ciklus amig nem v.Ures()

A végeredményt adé fiiggvényt tobb részletben irjuk le, tehat az algoritmus-
részletek és magyarazatok felvaltva kovetik egymast. A jobb érthetéség érdekében
a fliggvény sorait szamozzuk. A ciklusmagban egy elagazas szerepel, amelyben el6-
szor megallapitjuk, hogy a keritésen torténdé mozgas a jobb és az utana kovetkezd
cstucs kozott milyen iranyu. Ha felfelé haladunk a kerités vonalan, akkor vermeljitk
a jobb oldali alsé csuicsot, vagyis megjegyezziik, hogy itt van egy keritésrész bal olda-
li alsé csuicsa, majd tovabblépiink a kovetkezo keritéselemre. Ha azonos magassagi
keritéselemek vannak egymas mellett, akkor egyszeriien atmegyiink a kovetkezore.

8. Ha pont[jobb].y < pont[jobb+1].y akkor

9. v.Verembe(jobb)

10. bal := jobb+1

11. jobb := jobb2

12. egyébként ha pont[jobb].y = pont[jobb+1].y akkor
13. jobb := jobb+2

14. egyébként

Az elagazas utolsé része a leginkabb Osszetett, vagyis amikor lefelé haladunk
a kerités vonaldn, tehdt amikor pont[jobb] > pont[jobb+1]. Ekkor hdrom esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a verem tetején 1évé cstics milyen magasan
van a jobb utan kovetkezo csicshoz képest.

15. Ha pont[v.Felsé()].y > pont[jobb+1].y akkor

16. szamol(darab,pont[v.Felsd()].x, pont[jobb].y, pont[jobb].x, pont[v.Felss()].y)
17. pont[jobb].y := pont[v.Fels5()].y

18. v.Verembél()

19. bal := v.Fels¢()+1

Amikor a verem tetejéhez tartozé csics van magasabban, akkor csak az ¢ ma-
gassagaig 1évé téglalapot mint kiemelkedést szamoljuk meg és hagyjuk el. A pél-
dédban ilyen eset a GH szakaszon torténé lefelé mozgds. Ekkor a veremben az A
és a (' csucs indexe van, a tetején a C' csics sorszama. Mivel a C' cstics magasab-
ban van, mint a G csics, ezért a jobb indexnél 1évé G csicsot mdédositjuk G'-re
(ezzel hagytuk el a kiemelkedést), majd kivessziik a verembdl a C csiics sorszé-
mat, ahol most egyediil az A csics indexe van. Ezutan megadjuk a bal valtozéban
a bal oldali felfelé mend rész fels6 cstcsanak indexét, a példaban a B csucsot. fgy
a folytatasként széba johetd kiemelkedés a bal oldala az AB szakasz, jobb oldala
a G'H szakasz.
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20. egyébként ha pont[v.Felss()].y = pont[jobb+1].y akkor

21. szamol(darab, pont[v.Felsé()].x, pont[jobb].y, pont[jobb].x, pont[v.Felsé()].y)
22. v.Verembél()

23. Ha nem v.Ures() akkor

24, bal := v.Felsé()+1

25. jobb := jobb+2

26. Elagazas vége

Amikor a verem legfels6 eleme altal hivatkozott csics azonos magassagban van
a lefelé mozgas alsé csucsaval, akkor a kiemelkedés megszamolasa utdn elhagyjuk
ezt a keritésrészt, vagyis kivessziik a verembél a tetején 1évo elemet és tovabblépiink
elére a jobb valtozéval. Természetesen ezt csak akkor tehetjiik meg, ha nem a 0-as
csucsot vettitk ki a verembél, hiszen azzal mar befejeztiik a bejardst. Az dbrén
példaul az RSTU kiemelkedésnél az R csicsra mutat a verem felsé szama és
a TU szakaszon mozgunk lefelé. Ekkor a szamolds utdn a verem tetején az A csics
sorszama taldlhaté, a bal vdltozé a B’ cstcsra, mig a jobb a V' csticsra hivatkozik.

27. egyébként

28. szamol(darab, pont[v.Felsé()].x, pont[jobb].y, pont[jobb].x, pont[jobb+1].y)
20. pont[bal].y := pont[jobb+1].y

30. jobb := jobb + 2

31. Elagazas vége

32. Elagazas vége

33.  Ciklus vége
34. KacinfatosKerates2 := darab
35. Fiiggvény KacifantosKerites2 vége

A harmadik eset az a lehet6ség, amikor a verem teteje altal mutatott csics
magassaga kisebb, mint a lefelé mozgds alsé cstcsanak magassaga. Ekkor szintén
megszamoljuk a kiemelkedd téglalaprészben 1évé téglalapokat, majd a bal oldali
szakasz felsG csucsanak magassagat éllitjuk a jobb oldali szakasz alsé csticsanak
magassagara. Ez torténik a példaban, amikor az M N szakaszon mozgunk lefelé, és
a J' csticsbdl a J” csicsba 1épiink.

A megoldast ado6 fiiggvény a ciklus befejezése utdn nem tesz mast, mint a meg-
szamolt téglalapok darab véltozéban 1év6 értékét visszaadja. Ehhez az algoritmus-
ban tébbszor is szerepld szamol(darab,bal,fent,jobb,lent) fiiggvényt hivja meg min-
den kiemelkedo rész elhagyasa elott. A fliggvényben csak szorzés és 2-vel vald osz-
tds szerepel a korabban kiszamitott képlet alapjan. Csupan arra kell iigyelniink,
hogy a kifejezésben 1évo mennyiségek szorzata igen nagy lehet, ezért tilcsordulas
torténhet. Ennek elkeriilésére a mennyiségek 1000000 007-tel vett maradékait kell
szoroznunk, illetve a szorzat maradékat hozzaadnunk a darab eddigi értékéhez. En-
nek a fiiggvénynek a megirasat is az olvaséra bizzuk azzal a megjegyzéssel, hogy
a 2-vel valé maradékos osztasndl figyeljiink arra, hogy a szorzatok tényezo6i koziil
csak a parosakat osszuk.

Ezen algoritmus 1épésszama a bemenet N elemszamaval aranyos, tehat a prog-
ram linearis futdsidejii, igy a versenyen is megallta volna a helyét hatékonysag
szempontjabol is.

Schmieder Laszlé
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 523. Andrés egy szabalyos sokszdg cstcsaiba pozitiv egész szamokat irt
fol egymas utdn, az éramutatéd jarasaval azonos iranyban haladva. Ezutdn az elsé
csticsndl 16vo szamu 1épést tett a csticsokon elindulva ettél a csiuestdl az dramu-
tato jarasaval ellentétes irdnyba. Megérkezett egy csicshoz, majd innen kiindulva
az el6z0 irannyal ellentétes iranyba lépett a csticsnal 1évo szamnak megfelel6 szamu
lépést. Ismét megérkezett egy csicshoz, ahonnan elindult az el6z6 irannyal ellen-
tétes iranyba, és ismét a csucsnal 1évo szamnak megfelelé szamu 1épést tett. Ezt
a folyamatot egészen addig folytatta, amig egy olyan csicsba nem ért, ahol mar
korabban is jart.

Készitsiink programot, amely a szamsorozat alapjan megadja, hogy melyik
szam &all annal a csucsnal, ahol befejezédott a folyamat.

A standard bemenet elsé sordban a szamok N darabszdma &ll (N értéke
legfoljebb 100), mig a mésodik sordban N darab pozitiv egész (egyik sem nagyobb
500-nal). A standard kimenet egyetlen sordba frjuk az anndl a csticsndl 16v8 szdmot,
ahol befejezodott a folyamat.

Példa:

Bemenet Kimenet

5 13
13 9 11 12 15

Bekiildend6 egy tomoritett i523.zip allomanyban a program forraskédja és
rovid dokumentédcidja, amely megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i
kornyezetben fordithato.

I. 524. Armin bécsi és unokédja, Jancsi elutazott a faradk altal épittetett
piramisok megcsodaldsara. Az egyik piramist szeretnék megmaszni, ami jé erénlétet
igényel toliik. A piramis hatalmas faragott kétombokbol &ll, amelyek egymésra
épiild szinteket alkotnak. A piramis egyik oldalan az egymast kovetd szinteket tobb
parhuzamos lépcsésor is Osszekoti, amelyek kiilonb6zo szamu 1épcsot tartalmaznak.
Egyik szintrdl a kovetkezo szintre érve a 1épcsosor nem folytatodik tovabb, hanem
a tole balra vagy jobbra eso 1j lépcsosoron lehet tovabbhaladni.

A turistakat tajékoztaté anyagban megtaldlhatd, hogy a szinteket Gsszekoto
lépesésorok hany darab 1épes6bél allnak. Armin bécsi a lassabb, igy 6 az dsszesen
legtobb 1épcs6bol &llo ttvonalat szeretné vélasztani, mig a gyorsabb Jancsi a leg-
kevesebbdl allot.

A példdban az utvonalat feliilrél lefelé a lépcsk széma adja meg.
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Minta (7 szintes piramisra) Eredmény
5 Lasst ut: 44 |épcso
4 9 (5976928)
2 5 7 Gyors at: 21 1épcsé
8 4 6 3 (542415)
4 1 3 9 2
3 5 9 7 8 4

Rendelkezésiinkre all egy 15 szintbol allé piramis tajékoztatod anyagabdl a szin-
teket Osszekotd 1épesCk szama a piramis.txt tabulatorral tagolt, UTF-8 kédolast
alloméanyban.

Armin bécsi és Jancsi utvonal-kijelolését segitsiik tabldzatkezel6vel.

1. Armin bdcsi kivansdganak megfeleléen szamitsuk ki, hogy hény lépcsébdl all
a leglassabb utvonal.

2. Adjuk meg, hogy a fiirge Jancsi legkevesebb hany 1épcstfokon juthat fel a pi-
ramis tetejére.

3. Szemléltessiik feltételes formdazds hasznélataval a két itvonalat.

dAle[c|p[E[F|[G|[H[1[J][K|[L|M|N]|O P | o |
1 | lassiGt: | 44 lépcsé
28 Gyors (t: 21 lépcsd
3 5

48 3

5|4 3 2

6 3 9|7 )

= |

A tébldzatot készitsiik fel arra, hogy a piramis 15 szintje ugyan valtozatlan, de
a lépcsck szama a szintek kozott a folyamatos pusztulas és renovalas kovetkeztében
valtozhat. A megoldast hivatkozasokkal készitsiik el, hogy a valasz az adatok mo-
dositasait kovesse. Segédszamitasokat az R oszloptdl jobbra végezhetiink, melyek
értelmezését feliratokkal segitsiik.

Bekiildendd egy tomoritett 1524 . zip allomanyban a munkafiizet, valamint egy
rovid leirds, amelyben szerepel az alkalmazott tablazatkezel6 neve és verzidszama.

Letolthetd allomany: piramis.txt.

1. 525 (E) Egy frissen alakult tanfolyamszervezd cég szeretne segiteni a ko-
ronavirus miatt elbocsatott embereken, ezért igen kedvezményes aron jénéhany
tanfolyamot inditana. A szervezdk egy adatbazist hoztak létre a szervezés meg-
konnyitésére.

Az adatbazis hdrom tablabdl all:

AFA-kulcs:
OKJ (logikai): Azt jelzi, hogy az AFA-kulcs OKJ-s tanfolyamra vonatkozik-e
(ez a kulcs).
AFA (Szém): Az AFA kulcsa szdzalék formatumban.
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Jelentkezések:
Sorszam (Szam): Az adott jelentkez6 sorszama (ez a kulcs).
Tanfolyam_Az (Szam): Annak a tanfolyamnak az azonositéja, amelyen ez a je-
lentkez6 szeretne tanulni.
Név (Szoveg): A jelentkezd neve.
Eléleg (Szdm): A jelentkezéskor befizetett elSleg.

Tanfolyamok:

Azonosité (Szdm): A tanfolyam azonositdja (ez a kulcs).

Megnevezés (Szoveg): A tanfolyam neve.

Max_létszdm (Szam): Az adott tanfolyamra legfeljebb ennyien tudnak jelent-
kezni.

Ar (Szam): A tanfolyamra jelentkezének ezt a brutt6 (AFA-s arat) kell kifizetnie
a részvételért.

OKJ-s (logikai): Azt jelzi, hogy a tanfolyam OKJ-s-e.

A tablak kapcsolatdt ez az abra mutatja:

Jelentkezések Tanfolyamok Afakulcs
¥ sorszam _/- ¥ Azonosite 1 Row
Tanfolyam_Az = Megnevezés AFA
Név Max_létszam
Eldleg Ar /
OKJ-s =/

Hozzunk 1étre 1525 néven egy adatbazist.

Importaljuk az UTF-8 kodoldsu, a tablak nevével megegyezd nevii szovegtdj-
lokbdl az adatokat. Ugyeljiink a kapcsolatok megadaséra.

Az adattablak tartalma egy adott napi, mondjuk janudr 11-ei dllapotéat tar-
talmazza az addigi jelentkezéseknek. Készitsiik el az alabbi kérdésekre valaszold
lekérdezéseket, és a zardjelben adott néven mentsiik Oket.

1. Adjuk meg, hogy aznapig hanyan jelentkeztek az egyes tanfolyamokra.
(01létszamok)

Adjuk meg az OKJ-s tanfolyamok nevét. (020KJ)
Adjuk meg, hogy melyik a két legdréagdbb tanfolyam. (03legdrdgdbbak)
Adjuk meg, hogy melyik a legolesébb OKJ-s tanfolyam. (04legolcsébbOKJ)

Adjuk meg, hogy az egyes tanfolyamoknal a fér6helyek hany szdzalékara je-
lentkeztek mér. (05telitettség)

Adjuk meg, melyik tanfolyamok teltek mar be. (06betelt)

G L

N e

. Azokat a tanfolyamokat a cég visszamondja, amelyekre nem jelentkezik leg-
aldbb a maximalis 1étszam fele. Adjuk meg, melyek ezek a tanfolyamok.
(07lemondas)

8. Adjuk meg névsorba rendezve azon jelentkez6k nevét és befizetett elSlegét,
akiknek a lemondds miatt vissza kell azt fizetni. (08elSlegvissza)
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9. Adjuk meg a cég bevételét gy, hogy mér visszafizették azok el6legét, akik
tanfolyamat lemondtak, és a tobbiek mind befizették a teljes tanfolyamdijat.
(09bevétel)

10. Szémitsuk ki, hogy mennyi AFA-t kell a cégnek befizetnie a bevétele alapjan.
(10AFA)

Bekiildend6 egy 1525 . zip tomoritett mappaban az adatbézis, illetve egy révid
dokumentacié, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott adatbazis-kezel6 neve,
verzidszama.

I/S. 49. Egy forgalmas vasttéllomdson egy nagy kijelzén tdjékoztatjik az uta-
sokat az indulé vonatokrdl. A vonatokat indulédsi sorrendben jelenitik meg. Minden
jarat egy 1j sorba keriil, mely tartalmazza az indulési id6t, a jarat azonositéjat,
nevét és a vaganyt, amelyikrol majd indulni fog.

Nem akarjak, hogy valaki a kijelzén a jaratat meglatva felszélljon egy ugyan-
arrol a vaganyrol, de korabban indul6é vonatra. Ezért egy vonat induldsardl szélo
informéciét addig nem jelenitik meg, amig az Osszes, vele azonos vaganyrol kordb-
ban indul6 vonat el nem hagyta az allomast.

Adjuk meg minden sorra a bemenet sorrendjében, melyik az az els¢ idépont,
amikor a vonat induldsardl szolé informacié megjelenithetd. Minden vonat idében
indul. Ha két vonat egyszerre hagyja el az alloméast, akkor azok biztosan kiilonbozé
vaganyrdl indulnak.

Bemenet: az els6 sor tartalmazza a ma indulé jaratok N szamat. Minden to-
vabbi sor egy-egy jaratot ir le. Az elsé mez6 az induldsi id$ 6ra:perc formatumban.
Uténa az azonosito és a jarat neve kovetkezik. Ezek az angol abc kis- és nagybe-
tiiib6l allnak. A név tartalmazhat ezen feliil székozkaraktert is. Az utolsé mezd
a vagany v sorszama, melyrdl a vonat indul.

Kimenet: N sort kell kifrni: a k-adik sor megadja a k-adik jarat lehetséges
legkorabbi indulasi idopontjat. Ha az adott vonat az elsd, amelyik a vaganyt azon
a napon hasznélja, akkor a 0:00 idépontot kell kiirni.

Példa:
Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
5 0:00 / 0:00 /
8:00 ATO01 Budapest Vienna 3 / 12:00 AT01 Budapest Vienna 5 | 0:00 / 8:01
13:02 HR205 Zagreb 12 / 16:00 ATO1 Budapest Vienna 3 13:03
15:02 HR205 Zagreb 12

Korldtok: 1< N <10% 0<h<23, 0<m <59, 1<v<100. Idékorldt:
0,5 mp.

Ertékelés: a pontok 40%-a kaphaté, ha v = 1 minden sorban.

Bekiildendo egy 1s49.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.
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S. 148. Adott egy N csticsi fa. Megkértek minket, hogy toroljiik ennek a fanak
az egyik levelét, tehat egy olyan csiicsot, aminek pontosan egy éle van. Jeloljiik ezt
a levelet L-lel. A torlés utan visszamarad egy N — 1 cstcsu fa. Ebben az 1j fdban
jeloljiik D-vel két, egymdstdl legmesszebb levé pont tavolsdgat, és P-vel azon (nem
rendezett) pontpéarok szaméat, amelyek tdvolsdga D. Adjuk meg P minimélis értékét
és azt, hogy ehhez hanyféleképpen vélaszthatjuk meg az L levelet (amit torliink).

Bemenet: az els6 sor tartalmazza az N szamot. A csicsokat 0-tél indexeljiik.
A kovetkez6 N — 1 sor mindegyike egy z és egy y szamot tartalmaz, ami azt jelenti,
hogy az z-edik és y-adik csticsot él koti Gssze.

Kimenet: adjuk meg P minimalis értéket, és azt, hogy az hanyféleképpen
érheto el.

Példa:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesiti) Kimenet
7/01/12/13/34/35/56 12

Magyardzat: ha toroljitkk a 0-s cstucsot, akkor D = 4, és a 2-es és 6-0s csucsok
tavolsaga 4, tehat P = 1. Ha toroljitk a 2-es csicsot, akkor D = 4, és a 0-s és 6-0s
csucsok tavolsaga 4, tehat P = 1. Két esetben kaptunk minimélis P = 1-et, a tobbi
esetben P nagyobb lesz.

Korldtok: 3 < N < 10°, 0 < z,y < N — 1. Idékorldt: 0,3 mp.
Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha N < 100.
Bekiildendo egy s148.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt

és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejlesztoi kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2021. januar 15.

1
Kik lettek 2020 Ericsson-dijasai? "
ERICSSON

Mar 2019 decemberében kozzétettiik a kdovetkezd évi kiirast, hiszen a pélyaza-
tok leaddsanak hatédrideje februdr 10. volt. A korai idépont célja, hogy minél el6bb
dontés sziilethessen és a tavasz folyamdan elkésziilhessenek a kivald tanarokat be-
mutaté kisfilmek, amelyeket a tanév végi rendezvényen az Ericsson székhdzaban
a nyilvanossag elétt bemutathassanak.

A rangos matematika- és fizikatandri dij odaitélése tobb, mint két évtizede
hasonloképpen zajlik; 2020-ban mar februarban megszavazta az E6tvos Lorand Fi-
zikai Téarsulat és a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat dijbizottsidga a jelolteket,

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/9 555



GF 2020.12.7 — 17:32 — 556. oldal — 40. lap KoMalL, 2020. december EF

— P

akiket a MATFUND Alapitvany kuratériuma mércius 11-én jévahagyott. Az ala-
pitvany szokds szerint elkiildte az eredményt az Ericsson Magyarorszag részére, és
értesitette az érdekelt tanarokat is.

Azonban az mar mérciusban latszott, hogy a dijkioszté tinnepséget nem lehet
megtartani az eredeti tervek szerint méjus végén. Sajnos az Gsszel tartandé (t6bb,
mint szazf6és) rendezvény sem lett volna biztonsdgos a koronavirus-jarvany miatt,
igy az Ericsson azt a dontést hozta, hogy bar a dijakat december 17-én online
atadjak, de az tinneplést jovore halasztjak.

Az Ericsson és a MATFUND Alapitvany is nagyon reméli, hogy a 2020-as és
a 2021-es év 8-8 Ericsson-dijasat egyiitt fogjuk tudni megiinnepelni legkés6ébb egy
év miulva.

Jelentés a 2020. évi Ericsson-dijazottakrol

Az Ericsson Magyarorszag Kutatas-Fejlesztési Igazgatdsdga altal 1999-ben ala-
pitott dijat altaldnos- vagy kozépiskolakban fizikdt vagy matematikat oktato pe-
dagogusok nyerhetik el. Az elismerés azért jott 1létre, hogy tamogassa, méltassa és
er6sitse a magyarorszagi, vilagviszonylatban is kiemelked6 matematikai és termé-
szettudomanyos alapképzést. Az Ericsson Magyarorszag elkotelezte magat a hazai
oktatds fejlesztése mellett; véallaldsanak fontos része ez a dij. A kozel kétezer f6s
hazai vallalat nemcsak a telekommunikaciés ipar egyik legnagyobb munkéltatdja,
hanem 1300 f6s Kutatas-Fejlesztési Kozpontjaval a legnagyobb telekommunikaci-
0s és informatikai kutatassal, szoftverfejlesztéssel foglalkozo szellemi centrum Ma-
gyarorszagon. A most dijazott pedagdgusok szakmai munkdja és emberi hozzaallasa
hozzajarul ahhoz, hogy a hazai miiszaki és természettudoményi diplomaval rendel-
kezok tudasa megfelel szellemi értéket képviseljen, és vonzéva tegye a beruhdzast
infokommunikécids csticstechnolégiak kutatas-fejlesztésébe Magyarorszagon.

Az Ericsson-dij 2020. évi palyazati kifrasa szerint dltalanos- vagy kozépiskolak-
ban 2 matematikat és 2 fizikat tanité pedagdégusnak az ,ERICSSON a matematika
és fizika népszeriisitéséért” dijat, tovabbi 2 matematikat és 2 fizikat oktaténak pe-
dig az ,ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasaért” dijat itélik
oda, egyenként 400 000 Ft Gsszeggel.

Az Eotvos Lorand Fizikai Térsulat februar 24-én, a Bolyai Jdnos Matema-
tikai Tarsulat februar 26-an tartotta meg Ericsson-dijbizottsagi ilését. A mate-
matika népszerisitéséért dijra 15, tehetségeinek gondozaséért dijra 16 pedagogust
terjesztettek fel. A fizika népszeriisitéséért dijra 14, tehetségeinek gondozasaért dij-
ra 5 jeloltet javasoltak. Koziiliik vélasztotta ki a két tarsulat bizottsdga az idei dij
varoményosait. A javaslatokat a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai
Alapitvany kuratériuma 2020. mércius 11-i {ilésén jévahagyta. Ennek alapjan:

Az ,ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasdért” 2020. évi
dijat matematikabdl
Szilagyiné Manasses Melinda, a Dunakeszi Radnéti Miklos Gimnazium tanara
és
Gyory Akos, a miskolci Foldes Ferenc Gimnézium tanara kapja.

Az ,ERICSSON a matematika és fizika tehetségeinek gondozasdért” 2020. évi
dijat fizikdbol
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Siposs Andras, az ELTE Apéczai Csere Janos Gyakorlé Gimndzium tanara és
Homostrei Mihaly, a Budapesti Német Iskola tanara kapja.
Az ,ERICSSON a matematika és fizika népszeriisitéséért” 2020. évi dijat ma-
tematikabol
Juhéasz Péter, a budapesti Szent Istvan Gimnazium tanara és
Langné Juh&sz Szilvia, a Szegedi Gregor Jézsef Altaldnos Iskola tandra kapja.
Az .ERICSSON a matematika és fizika népszertisitéséért” 2020. évi dijat fizi-
kabol
Rudolf Tamasné, a budapesti Aldés Utcai Altalanos Iskola tanéra és
Szabd Laszlé Attila, a Csongradi Batsanyi Janos Gimnazium tanara kapja.

Budapest, 2020. marcius 13. Olah Vera
a MATFUND Alapitvany kuratériuma nevében

A bizottsagok tagjai a kovetkezdék voltak:
Az Eotves Tarsulattél: Tél Tamds elnok (az ELTE TTK Fizikai Intézetének
egyetemi tandra), Halbritter Andrds (a BME Fizikai Intézet Fizika Tanszékének
egyetemi tandra), Horvdth Norbert (a budapesti Badr-Madas Reformatus Gimna-
zium tandra), Horvathné Fazekas Erika (a szegedi SZTE Juhdsz Gyula Gyakorld
Altalanos Iskola tandra), Ispdnovity Péter Dusdn (az ELTE TTK Fizikai Intézeté-
nek adjunktusa), Mester Andrds (Miskole, Ratz Tandr Ur Eletmiidijas nyugalma-
zott tandr), Nagy Anett (a Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimnazium tandara),
Tasi Zoltanné (Fontos Séndor Altaldnos és Alapfoki Miivészetokt. Intézmény, Ul-
1és, Ericsson-dijas tandr), Trdcsdnyi Zoltan (akadémikus, ELTE TTK és Debreceni
Egyetem Fizikai Intézet), és Zubonyainé Pelka Zsuzsanna (a budapesti Kérosi Cso-
ma Séndor Kéttannyelvii Altaldnos Iskola tandra).
A Bolyai Téarsulattdl: Csordds Mihdly elnok (a kecskeméti Kodaly Zoltéan Alta-
lanos Iskola Ericsson-dijas és Ratz Tanar Ur Eletm{idijas tandra), Békefi Zsuzsanna
(a veszprémi Lovassy Lészl6 Gimnazium Ratz Tanar Ur Eletmiidijas tanara), Csor-
ba Ferenc (a gy6ri Kridy Gyula Gimnézium és Szakkozépiskola Ericsson-dijas és
Rétz Tanar Ur Eletmﬁdl’jas tandra), Deli Lajos (a hajduszoboszléi Hégyes Endre
Gimnazium és Szakkozépiskola Rétz Tanar Ur Eletmﬁdfjas tandra), Lajos Jozsefné
(a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Oktatési Bizottsaganak Ericsson-dijas tand-
ra), Katz Sdndor (Bonyhad, Ericsson-dijas és Rtz Tanér Ur Eletmiidijas tandr),
Roka Sdndor (Nyiregyhdza, Ericsson-dijas és Rétz Tandr Ur Eletm{idijas tandr),
Somfai Zsuzsa (a budapesti Eotvos Jozsef Gimnédzium Rétz Tanér Ur Eletmﬁdijas
tandra), Tarcsay Tamds (a szegedi SZTE Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnézi-
um Ericsson-dijas és Rétz Tanar Ur Eletmiidijas tandra) és Veres Pdl (a miskolci
Foldes Ferenc Gimnézium kordbbi igazgatdja).
A MATFUND Alapitvany kuratériumdnak tagjai: Katona Gyula elnok (aka-
démikus, a Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet kutaté professzora), Benczir
Andrds (az ELTE egyetemi tandra), Nagy Dénes Lajos (egyetemi tanér, a Wigner
Fizikai Kutatékozpont tudomdnyos tanacsaddja), Oldh Vera (a Bolyai Jdnos Mate-
matikai Tarsulat budapesti alelnske, a MATFUND alapitvény képviseldje), Tichy
Géza (az ELTE egyetemi tandra).
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Beszamolé a 2020. évi E6tvis-versenyrol

Az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat 2020. évi Edtvos-versenye oktéber 9-én dél-
utdn 3 6rai kezdettel tizennégy magyarorszagi helyszinen® keriilt megrendezésre.
Ezért kiilon koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ebben szervezéssel, feliigye-
lettel a segitségiinkre voltak. A versenyen a harom feladat megoldasara 300 perc
all rendelkezésre, barmely {rott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznéalhaté, de (nem
programozhatd) zsebszamolégépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznédlata ti-
los. Az Eotvos-versenyen azok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanulék, vagy
a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulmanyaikat. Osszesen 48 versenyzé
adott be dolgozatot, 11 egyetemista és 37 kozépiskolas.

Ismertetjiik a feladatokat és azok megoldasét.

L1

1. feladat. Egy mg tomegi, dllando c fajhdji minta hémérséklete kicsivel
a mitrogén Ty forrdspontja alatt van. Rendelkezéstiinkre dall m tomegt, forrdsban
lévd folyékony nitrogén és eqy hdszivattyd. Mekkora minimdlis hémérsékletre lehet
lehditeni a mintdt, mire elforr az dsszes nitrogén? A nitrogén forrdashdje L.
(Tichy Géza)
TE al hatésfoki, héerégépként iizemeltetett Carnot-féle
korfolyamat esetén a fels6 hotartalybol kivett hé n-ad része mint munkavégzés jele-
nik meg, (1 — n)-ad része pedig az alsé hétartdlyba keriil. Hoszivattytiként iizemel-
tetve munkat kell befektetniink, az alsé hétartalybdl szivattytuzzuk at az energiat
a felsObe, azaz a hé elgjele valtozik ellenkezére.

Megoldas. Egy n =

A Carnot-korfolyamattal dltaldban gy taldlkozunk, hogy a gép két allando
homérsékletii hétartaly kozott mitkodik. Feladatunkban a Carnot-gép felsé hétar-
télya a forrasban 1év0 nitrogén, amelynek homérséklete végig Tp, az alsé hotartédly
pedig a minta, amely viszont lassan hiil, T hémérséklete nem allandé. Egy ciklus
soran azonban a minta hémérséklete dllandénak tekintheto.

T Ebbdl a lassan valtozé homérsékletli hotar-
0 talybdl vonunk el egy kis 1épésben cmgAT hét.
g=LAm ff| <= nq Ez a hé a fels6 hotartalyba érkezé ¢ hének
'—
1—1n)g = cmpAT To—T
(1 =g = emo 1l-n=1- 0 —-SZ0rosa,

1 dbra ahogy az 1. dbran is lathato.

"Részletek a verseny honlapjan: http://eik.bme.hu/ vanko/fizika/eotvos.htm.
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Ha Am mennyiségii nitrogén forrt el, akkor a fels6 hétartdlynak LAm hét
kellett kapnia. Ebbdl a

T
cmoAT = ?OLAm

Osszefiiggéshez jutunk. Ez a
cmodT  Ldm
T T
differencidlis Osszefliggéséhez vezet. Ezt kell integralni a kezdeti allapottdl a végso

allapotig. Az alsé hétartaly T homérséklete Ty-rol Tiin-re csokken, és kozben
a folyékony nitrogén tomege m-rél nulldra csokken. Tehat

TO Lm
Cyg In T = TO,

amibodl a keresett minimaélis homérséklet

__Lm
Tinin = Tpe Tocmo

Megjegyzés. Aki tudja, hogy a Carnot-korfolyamat koézben az entrépia dllandé, és
ismeri az entrépia kifejezéseit, az azonnal megkapja az integralasbdl kapott Gsszefiiggést.

2. feladat. Konnyen gordils, 2m
tomegti kiskocsira egqy drboc van rogzitve,
aminek felsé végére £ hosszisdgu fondllal
egy m tomegti kis golyot fiiggesztettink.
A kiskocsit eqy nem tul meredek, o haj-
lasszogi lejtore helyezziik, majd megudr-
juk az inga lengéseinek lecsillapoddsdt, és
végiil a kocsit elengedjiik (2. dbra).

a) A mozgds sordn mennyire tér ki
a fondl a figgdlegestsl? 2. dbra
b) Mekkora utat tesz meg a kiskocsi, amig a fondl djra figgdlegessé valik?
(Vigh Madté)

Megoldas. Az ingabdl és kiskocsibdl allo rendszerre lényegében csak a ne-
hézségi er6 és a lejtore merdleges irdnyu kényszererék hatnak, hiszen a kerekek
gyorsulé forgasdhoz sziikséges tapadasi surlédési erét a , konnyen gordiil¢” kifejezés
miatt elhanyagolhatjuk. Lejtéiranyi komponense csak a nehézségi erének van, ezért
a rendszer tomegkozéppontja a lejtével pdrhuzamos irdnyban allandé, gsin a gyor-
suldssal mozog. A tomegkozéppont a mozgas soran a lejtore merdleges irdanyban is
gyorsul, ez azonban a tovabbi gondolatmenet szempontjabdl nem lényeges.

Uljiink bele a zérus kezd6sebességii, a lejtével parhuzamosan |a| = gsin « nagy-
sdgu gyorsuldssal mozgé vonatkoztatasi rendszerbe! Egy gyorsulé rendszerben bér-
mely m’ tomegli testre a Newton-torvények csak gy maradnak érvényben, ha
a valéjaban rd hat6 (kolesonhatasbdl szarmazo) er6k mellett bevezetjiik a rendszer

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/9 559



GF 2020.12.7 — 17:32 — 560. oldal — 44. lap KoMalL, 2020. december EF

— P

a gyorsuldsdval ellentétes irdnyi, —m'a tehetetlenségi erét is. A —m’a tehetetlen-
ségi erd és az m’g nehézségi erd vektori dsszege m’g* alakban is felirhaté, ahol
g* =g —a. A gyorsul6 rendszerben tehat minden test Ugy mozog, mintha egy

g* effektiv nehézségi gyorsuldsu erétérben

= helyezkedne el. Esetiinkben a vonatkoz-

tatdsi rendszer a gyorsuldsa éppen meg-

. egyezik a g nehézségi gyorsulas lejtoiranyu

a\|? Osszetevijével, ezért az effektiv g* nehéz-

m ségi gyorsulas a lejtére merdleges irdanyu,

2
n nagysaga pedig gcosa. Mivel a gyorsuld

rendszerben g* hatarozza meg a fiiggéleges
irdnyt, célszerii a feladat abrajat elforgatni,
ahogy az a 3. dbran is lathaté.

8. abra

A mozgast a gyorsulé vonatkoztatasi rendszeriinkben elemezve azt latjuk, hogy
a kiskocsi és az ingatest nyugalombdl indul, az inga kezdeti szogkitérése g* iranyé-
t6l mérve jobbra éppen a. Az inga lengése sordn a rendszer tomegkozéppontja kiilsé
lejtoiranyu er6 hianyaban nem mozdul el, igy mind a kiskocsi, mind pedig az inga-
test mozgasba jon. A mechanikai energia megmaradasabdl és a tomegkdzéppont-
tételbdl kovetkezik, hogy az inga szogkitérésének legnagyobb értéke g*-hoz viszo-
nyitva a tilsé oldalon szintén « lesz, ami akkor kovetkezik be, amikor a kiskocsi és
az ingatest eloszor all meg. Ez azt jelenti, hogy az eredeti vonatkoztatasi rendszer-
ben az inga a kezdeti helyzetéhez képest (azaz g-hez viszonyitva) maximdlisan 2
szoggel tér ki. Ezzel a feladat a) kérdésére valaszoltunk.

Térjiink most rd a b) részre. A gyorsuld rendszerben az ingatest és a kiskocsi
is periodikus mozgéast végez az egyensulyi helyzet koriil, amelyben az inga fonala
éppen parhuzamos g*-gal. Az inga legkorabban T' periddusidé mulva érkezik vissza
a kiindulasi helyzetbe. Ebben a pillanatban a témegktézéppont elmozdulasa

1
5= igsina-TQ,

és ugyanekkora a kocsi elmozdulésa is, hiszen a kocsi relativ helyzete a tomegkozép-
ponthoz viszonyitva éppen ugyanaz, mint az inditasi allapotban volt. Feladatunk
tehat a rezgés T peridédusidejének meghatarozasa.

A gyorsul6 rendszerben a tomegkozéppont megmaradasa miatt a kocsi kitérése
minden pillanatban feleakkora és ellentétes irdnyt, mint az ingatest lejtével parhu-
zamos iranyu kitérése. Ezért a fonal felsé harmadolépontja lényegében nem mozdul
el (valdjaban a lejtére merdleges irdnyban mégis, de elhanyagolhaté mértékben).
Az ingatest tehdt tigy mozog a |g*| = g cos « nehézségi gyorsuldsi erétérben, mint-
ha egy 2¢/3 hosszusdgu fondlra lenne felfiiggesztve. Egy ilyen inga lengésideje kis

kitérések esetén:
2
T =2m 76
\/ 3g cos

Vajon alkalmazhaté-e most ez az 6sszefiiggés? A feladat szovege szerint a lejté nem
tul meredek. Egy 45°-o0s lejté mar elég meredeknek szamit, de az ekkora szogben
kitéritett inga lengésideje is csak kb. 4%-kal nagyobb a fenti képlettel szdmolt
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lengésidénél. Ha a lejté csak 30°-o0s, az eltérés 2%-ndl is kisebb. J6 kozelitéssel
tehdt azt mondhatjuk, hogy a kocsi elmozduldsa addig a pillanatig, amig az inga
djra fiiggdlegessé valik

20 472

7I
~ Sgsina-drl——— = = [tga.
S 2gbln0& 7I 39cosa 3 g

3. feladat. Egy idedlis diodabol, két R = 2 k2 nagysdagu ellendllasbol, egy kez-
detben toltetlen, C' = 100 uF kapacitisiu kondenzdtorbol és eqy fesziiltséggenerdtor-
bol a 4. dbran lathatd kapesoldst dllitottuk dssze. A fesziiltséggenerdatoron f =5 kHz
frekvencidji, +Uy és —Uy kozott valtozo szimmetrikus négyszogjelet dllitunk be, ahol
Uyp=36V.

U)
+Uo 4|C’
t b R R
0 u(t)
—Upt-- |

L

4. abra

a) Mekkora mazimdlis fesziiltségre toltédik fel a kondenzdator?

b) A kondenzdtor téltetlen dllapotatol szamitva korilbelil mennyi idd utdn éri
el a kondenzdtor fesziiltsége a mazimalis érték felét?

(Vanko Péter és Vigh Maté)

Megoldas. A kapcsolasban félperidédusonként felvaltva +Uy és —Uj fesziilt-
séget kapcsolunk egy soros RC' kapcsolasra, ahol a kondenzator kapacitdsa mind-
végig C, az ellendllas pedig az dramiranytdl fiiggben Ry = %, illetve Ry = R. Jol
ismert, hogy ha egy toltetlen, C' kapacitasi kondenzatorbdl és egy R ellenédllasbdl
all6 soros RC' kapcsolasra Uy fesziiltséget kapcsolunk, akkor a kondenzator fesziilt-
sége az

t
U(t) = U0<1 - e—?)
fiiggvény szerint véltozik, ahol az idéallandé T = RC.

Vegyiik észre, hogy a mi esetiinkben az (egyik) idééallandé 7 = RC = 0,2 s
(a masik ennek fele), a négyszogjel peridédusideje pedig T = % = 0,2 ms, és igy
T < 7. Emiatt egy fél periddusnyi id6 alatt a t6lt6do kondenzator fesziiltsége
nagyon jo kozelitéssel linearisan valtozik.

Legyen a kondenzdtor fesziiltsége egy adott id6pillanatban Uc(t), a kondenza-
toron atfoly6 dram pedig I(t). A négyszogjel elsé fél periédusdban (amikor a diéda
nyitva van, és mindkét ellendlldson folyik dram)

R o 2
Uo — UC = R1Il(t) = 511(t)7 amibdl Il(t) = E[Uo — Uc(t)}
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Egy fél periddus alatt ez az dram I, (t)% toltést szallit a kondenzatorra, igy
a kondenzator fesziiltségének megvéltozasa

1 T T
AUc(t) =1

G105 = 5z [Uo — Uo(t)] = ;[UO —Uo(t)].

A miésik fél periédusban (amikor a didéda lezdr, és csak az egyik ellenallason
folyhat dram)

1
*UO — UC = RQIQ(t) = ng(t), amibdl Ig(t) = E[* Uo — Uc(t)]7

és a fél periddus alatt a kondenzator fesziiltségének megvéltozasa

1 T T
AUc(t) = =1

Sty = 52|~ Uy~ Uo(t)] = o[~ Uo ~ Uo(h)].

2T
Egy teljes periddus alatt a fesziiltség teljes megvaltozdsa a két fél periddus
alatti valtozas Osszege:

AUG(t) = %[UO —3Uc(t)] = 5 { - Uc(t)} :

A kondenzétor fesziiltsége akkor nem nd tovédbb, ha AUcx(t) =0, azaz ha
Uc(t) = %7 tehat a kondenzédtor hosszi id6 utdn Uc(co) = Yo

3 =12V fesziiltségre
toltodik fel.

Ezutdn attériink a b) kérdés megvdlaszolasara. Mivel a periédusidé sokkal
kisebb az id6allandénél, az egy periédus alatti fesziiltségvaltozas nagyon kicsi,
a kondenzator sok peridduson at toltédik. Ezen az idéskalan a félperiédusok alatti
toltodések és kisiilések kis ingadozasa nem is latszik. Egy olyan folyamatot kapunk,
ahol a kondenzator fesziiltsége lényegében folyamatosan né a kezdeti Uc(0) =0
értéktél az Uc(oo) értékig.

Az utolsé egyenletiink alapjan

d[Uc(OO) — Uc(t)} _ A[Uc(oo) — Uc(t)] _i

dt = T = 3, [Ue(o) = Uo(®)].

Ez pedig egy ugyanolyan differencidlegyenlet, mint amely leirja egy kondenza-
tor feltoltddését (és amely jol ismert a radioaktiv bomldstérvénybél is), megolddsa:

3t
[Uc(o0) = Uc(t)] = [Uc(o0) — Uc(0)]e™ 27,
amibdl lathatd, hogy a kondenzéator akkor toltodik fel a maximalis érték felére, ha

3t 1 2
e 21 = 2 azaz t= §T11’12 = 0,0924 s.

L1

Az {innepélyes eredményhirdetés és dijkiosztds a jarvanyhelyzet miatt elma-
radt. Helyette az eredetileg meghirdetett idépontban, 2020. november 20-an dél-
utan 3 orakor a verseny honlapjara kertilt fel mindaz, ami az eredményhirdetésen
elhangzott volna. Ismertetésre keriiltek az 50 és 25 évvel ezelotti Eotvos-verseny
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feladatai, és az akkori dijazottak egy részének visszaemlékezései: az 50 évvel ezelOt-
tiek koziil Horvdth Péter és Tichy-Rdcs Addam, a 25 évvel ezel6ttiek koziil Lovas
Rezsd, Toth Gdbor Zsolt és Varga Dezsd kiildott lizenetet.

Ezt kovette a 2020. évi verseny feladatainak és megoldasainak bemutatdsa
(az 1. feladat megolddsat Tichy Géza, a 2. feladatét Vigh Mé&té, a 3. feladatét
Vanké Péter irta le), majd az eredmények kozlése:

Egyetlen versenyz6 sem oldotta meg mindharom feladatot, igy a versenybi-
zottsag nem adott ki elsd dijat.

Az els6 feladat helyes és a harmadik feladat lényegében helyes megoldasa-
ért, valamint a masodik feladatban elért részeredményekért mdsodik dijat nyert
Bonifert Balazs, a budapesti Badar-Madas Reformatus Gimnézium 12. osztélyos
tanuléja, Horvdth Norbert tanitvanya és Pacsonyi Péter, a BME mechatroni-
kai mérnok alapszakos hallgatéja, aki a Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimnéaziumban
érettségizett Pdlovics Robert tanitvanyaként.

A maésodik és a harmadik feladat kicsit hidnyos megolddsaért harmadik dijat
nyert Molnar Szabolcs, a BME fizika BSc szakos hallgatéja, aki a Kecskeméti Ka-
tona Jézsef Gimndaziumban érettségizett Saroné Jéga-Szabo Irén tanitvanyaként.

Az els6 feladat hibatlan megoldasaért dicséretet kapott Fekete Dezsé Do-
monkos, a BME fizika BSc szakos hallgatéja, aki a Kecskeméti Katona Jdzsef
Gimnéaziumban érettségizett Sdroné Jéga-Szabo Irén tanitvanyaként, Selmi Ba-
lint, a Pécsi Le6wey Klara Gimnazium 12. osztalyos tanuldja, Simon Péter, Kotek
Laszlo és Pdlfalvi Laszlo tanitvanya, valamit Sepsi Csombor Marton, a Zala-
egerszegi Zrinyi Miklés Gimnazium 12. osztalyos tanuléja, Kovdcs Tibor tanitvé-
nya.

A maésodik dijjal Zimanyi Gergely adomanyabdl 75 ezer, a harmadik dijjal
55 ezer, a dicsérettel 35 ezer forint pénzjutalom jar. A dijazottak tandrai az Eot-
vos Lordnd emlékalbumot kapjak. Az Eotvos Lordnd Fizikai Tarsulatot a Nanorobot
Vagyonkezeld Kft. és az Andersen Addtandcsadd Zrt. tamogatja. Koszonjiik az ado-
ményozok onzetlen tamogatdsat!

Tichy Géza, Vankd Péter, Vigh Maté

M. 395. Mérjik meg egy hajszdarité léghozamdt (idéegységenként kifijt levegd
térfogatat) kilonbozé fokozatok esetén!

Mérési feladatok megoldasa

(6 pont) Kozli: Varga Gyorgy, Pilis

Megoldas. A mérés elvégzésére tobb, elvileg kiillonb6zo moédszert taldltak
a versenyz6k. Luddnyi Levente (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 11. évf.)

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/9 563



? 2020.12.7 — 17:32 — 564. oldal — 48. lap KoMalL, 2020. december EF

—®

a leginkdbb kézenfekvo megoldast valasztotta. Egy 1900 W teljesitményti, két fo-
kozatu hajszaritoval egy olyan tartalyt fujt fel, aminek ismert a térfogata, egy-
értelmiien lathatd, hogy mikor telik meg levegével, és a hajszaritd jol rogzithetd
a tartdly bemenetéhez gy, hogy minél kevesebb levegd szokhessen ki a felfijds
kozben. Ezeknek a kritériumoknak leginkdbb egy 240 literes szemeteszsdk felelt
meg. A zsdk ,szajat” a hajszarito koré csavarta, és kézzel szorosan rajta tartotta.
Az id6t stopperrel mérte.

A korbetekerés sordn a zsdk vesztett a (névleges) térfogatdbdl. A térfogatvesz-
tés becsiilt értékébdl meghatdrozta az 1j (effektiv) térfogatot. A becslést tgy végez-
te, hogy megmérte a kiteritett zsdk ¢ hosszat, valamint a betekert rész x hosszat.
A térfogat kozelitéleg ardnyos d>-nal, ahol d = ¢ — z, tehat

Vst (¢ —z)°
240 liter 3

Mindkét fokozatnal 10 mérést végzett, és a mért idéket dtlagolta. A léghoza-

mot a tVCH‘

; képlettel szamolta. A mérés pontossdgara az £ és x hosszisag mérési
atlag

hibajabdl, az idStartamok ,,sz6rdsabdl” (az dtlagtdl vald atlagos eltérésébdl) a hiba-
terjedés torvényének alkalmazéasaval tudott kovetkeztetni.

A léghozamra az 1. fokozatban 4,7 + 0,2 liter /mdsodperc, a II. fokozatban pedig
12,6 £ 1,0 liter/mésodperc értéket kapott.

Pdacsonyi Péter (Zalaegerszegi Zrinyi M.
Gimn., 12. évf.) a hajszdrité légdramédnak &t-
lagos sebességét mérte meg, majd ezt a haj-
szarité nyilasanak keresztmetszetével szoroz-
va kiszamitotta a léghozamot. A sebesség
mérését visszavezette kicsiny nyomdaskiilonb-
ség mérésére, amibol — a Bernoulli-torvény
alkalmazéasaval — kiszamitotta az aramlas
sebességét. Hajlékony gumicsovek és szivo-
szalak felhasznaldsaval a fényképen lathato
Pitot-csovet allitotta dssze, majd az elkésziilt
eszkozt egy kartonpapirbdl késziilt ,,allvany-
ra” ragasztotta.

A cs6be valamennyi vizet toltott, és
megjelolte a vizszintet. Ezutdn a mikodo
hajszaritét a csé szajahoz tette, majd 1j-
ra megjelolte a bedllt vizszinteket mindkét
fokozatndl. A vizszintek magassagkiilonbségét korzovel dtmérte egy négyzetracsos
papirra, majd vonalzéval leolvasta annak Ah nagysigat. Az aramldsi sebességet
a Bernoulli-torvényt felhasznélva igy szamolta:

o 2QVfZAh
v = —_—.
Olevegd
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(A levegd silirtiségét a kis nyomadskiilonbségek miatt allandonak tekintette.) A me—
rési eredmények kiértékelése utdn az I. fokozatban 17 = dm? , a II. fokozatban 27 <= drm’
léghozamot kapott. A becsiilt relativ hiba a gyengébb fokozatnal 10%, az erosebb—
nél 6% volt. A mérési hiba becsiilhetd része a vizszintek magassdgkiilonbségének
és a légaram keresztmetszetének pontatlan meghatarozasabol adédott. Emellett
néhény szisztematikus hibaforrést is felsorolt a jegyz6kényv. A levegd dramlési se-
bessége nem feltétleniil azonos az dramlasi tér minden pontjaban. A léghozamot
ilyen esetben az aramldsi sebességeloszlasnak a hajszarité nyilasara vett ,fluxusa-
ként” lehetne kiszamitani. Mivel a sebességkiilénbségeket a mérésnél hasznalt eszkoz
nem mutatta ki, a nyilas kozepénél vett sebességgel szamolt a kiértékelésnél. Maga
az eszkoz is befolyasolja az aramlasi mintazatokat, igy ez is torzitja a mérést.

Fodor Marcel (Wuppertal, Carl-Fuhlrott-Gymnasium, 10. évf.) kétféle mdod-
szert probalt ki. El6szor aluminiumfélia darabkakat ejtett a hajszaritobol kidramld
levegébe, és videdfelvételen akarta elemezni a darabkék sodrodasat. Ezt megleheto-
sen bizonytalannak taldlta, ezért attért egy masféle, érdekesebb mddszerre: a haj-
szarité elektromos teljesitményét, valamint a be- és a kimend levegé hémérséklet-
kiilonbségét mérte. A levegé hékapacitasanak ismeretében meghatarozhato egy
adott id¢ alatt dtdramld és felmelegedd levegd mennyisége. (Feltételezés: a haj-
szarito altal felvett elektromos teljesitmény elsésorban a levego6 felmelegitésére for-
ditédik, a levegd mozgdsba hozatalandl végzett munka pedig nem szdmottevo.)

A hémérséklet mérését digitalis hémérdvel végezte. Megfigyelte, hogy a ki-
aramlo leveg6 homérséklete erdsen fiigg attdél, hogy melyik helyen mérjiik. Meglep-
ve tapasztalta, hogy a kidaramlé levegé a 1égaram szélénél magasabb hémérsékleti,
mint a kozepénél. (A kiértékelésnél a legnagyobb hibaforrasként a helyrél helyre
véltoz6 hémérsékletet jelslte meg.)

Megallapitotta, hogy a hajszarité névleges teljesitménye lényegesen eltér
a ténylegesen felvett elektromos teljesitménytol. Erre a kovetkeztetésre a lakéhéz
— meglehet6sen pontosnak tekintheté — mérodérdjanak megfigyelésébdl jutott. Ne-
hézséget okozott, hogy nem tudott minden més elektromos berendezést (pl. a f{itést)
lekapcsolni a mérés idejére.

A mérés kiértékelése utan azt allapitotta meg, hogy a hajszarité alacsony vagy
magas fokozatu bedllitdasatol fiiggden a léghozam 5,0 vagy 8,8 liter/masodperc lehet.
A mérés becsiilt pontossaga 15% koriil van, és fleg a kidramlé levegd ismeretlen
homeérsékleti profiljanak tudhaté be. Amiatt, hogy a mérés kiértékelése szdmos
feltétel teljesiiléséhez kotédik, tovabbi szisztematikus hibak is felléphetnek.

7 mérési jegyzékonyv érkezett. 6 pontot kapott Fodor Marcel, Ludanyi Levente és
Pécsonyi Péter munkdja. Kicsit hidnyos (5 pont) 2, hidnyos (2 pont) 2 dolgozat.

M. 397. Gyertydval bekormozott fémlemez homérsékletét mérve hatdrozzuk
meg, hogy mennyi energia €rkezik a Napbdl eqységnyi 1d6 alatt a sugdrzdsra merd-
leges, egységnyi nagysdgu feliletre! (A fémlemez anyagdnak fajhdjét vegyiik tabld-

zatbdl.)
(6 pont) Kozli: Tichy Géza, Budapest
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Megoldés. 1. Elméleti dattekintés. A Napbdl egységnyi feliiletre esd sugédrzdsi
teljesitményt meg tudjuk mérni, ha egy fémdarabot napsugéarzasnak tesziink ki.
Ekkor a test hémérséklete megné, ahogy energiat nyer a kornyezetétdl. Az abszolit
fekete test az a test, ami a raérkez6 sugarzast teljes mértékben elnyeli. Ennek
az idealizdlt esetnek a megkozelitése érdekében feketére kormozom a fémdarabot,
hogy az a sugdrzds minél nagyobb hdnyadat elnyelje. A mérés sordn a kovetkezo
egyenletet hasznalom fel:

At-S-A=c-m-AT,

ahol S a napalland6, A a testnek a napsugdrzasra merdleges felszine, ¢ a test
anyaganak fajhdje, m a test tomege, AT a test hdmérséklet-valtozasa és At az eltelt
idO. A test egy id6 utdn termikus egyensilyba keriil a kornyezetével, ekkor a fenti
egyenlet nem igaz, hiszen hidba telik az id6, a hémérséklet nem fog mar valtozni.
Emiatt nem fogok nagyon hosszii ideig mérni. A fajhé hémérsékletfiiggd mennyiség,
de ebben a mérésben ettol eltekintiink.

2. A mérés menete. A mérés soran egy rozsdamentes acélbdl késziilt kés pen-
géjét haszndltam, amit gyertydval kormoztam be, igy a pengét (els6 kozelitésben)
fekete testnek tekinthettem. A hémérsékletet egy digitalis tith6mérdvel mértem,
ennek a pontossdga 1,5%. Az id6t 30 mdsodpercig mértem, hiszen nem akartam,
hogy a homeérséklet-kiilonbség til nagy legyen, és a termikus egyensuly kozelébe
keriiljiink. A mérést mas napokon is elvégeztem, nagyjabdl ugyanabban az id6-
ben. T6bbszor is borult, es6s idé volt Szegeden a hét folyamén, igy Osszesen 4 nap
alkalmaval tudtam méréseket végezni.

Eldszor is meg kellett hatdroznom a pengére jellemzé adatokat. A legegysze-
riibb a tomeg mérése volt, ezt egy konyhai mérleggel végeztem el és m = 23 g-ot
kaptam. A mérleg nem digitalis, hanem analdg volt, aminek pontossiga a mutato
vastagsdga és beosztasok tavolsaga alapjan Am ~ 2 g-ra becsiilhetd.

A kés anyaga rozsdamentes acél (mas néven inox a francia inoxydable szébdl),
ami egy minimum 10,5% krémot tartalmazé acélotvozet. Ennek fajh8jét kinéztem

egy online tablazatbdl. Nem taldltam meg a penge tipusat, ezért a kiilonb6zo anyagu

rozsdamentes acélok fajhdjének ¢ = (480 + 20) kgLK atlagos értékét fogadtam el.

Nehezebb feladat volt a kés felszinének és a térfogatanak meghatarozasa. A kés
pengéjének szélessége nem &dllando, de nem is egyenletesen valtozik, hanem a t6-
vénél lassabban csokken, mint a végén. A kés felszinét gy becsiiltem, mintha egy
trapézbdl és egy mellé helyezett derékszogii haromszogbdl allna. A teljes pengehossz
20 cm, a trapéz oldalai: a = 4,3 cm, ¢ = 3,0 cm, és a hosszanti mérete £ = 15,0 cm.
Tehat a haromszog befogdi b = 3,0 cm, d = 5,0 cm. Ezekkel az adatokkal a kés egyik

oldalanak felszine:

b bd
a; (4= =623 e,

Mivel a trapéz és haromszog hatarat 6nkényesen vélasztottam, ezért a felszin ebbdl
ered0 AA hibajat meg tudom becsiilni, ha véltoztatom a trapéz magassagat és
lemérem tjra az oldalakat. Ezen szdmitdsok alapjan AA = £1,5 cm?-nek vehetd.

A:

3. Mérés eredmények. A négy napi mérés osszesitett (dtlagolt) eredménye sze-
rint At = 30,6 & 0,4 masodperc alatt a felmelegedés mértéke AT = (18,6 = 0,6) °C
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volt. (A tdbldzatba foglalt mérési és kiértékelési adatokat a bekiildott jegyzOkonyv
tartalmazza — a szerk.) A napdllandé szdmitott értéke

cm AT W
= = (1015 +114) —
5 AAt (1015 ) m?2’

ami 11%-0s mérési pontossdgnak (relativ hibanak) felel meg.

4. Hibaforrasok. A statisztikus hiban tul a kovetkez6 hibaforrasok emlithetok
meg;:

— a vonalzén egy beosztis nem pontosan 1 mm;

— nem abszolut fekete test volt a bekormozott penge;

— nem volt minden nap ugyanolyan a felhOzet;

— a homéro kerekitési pontatlansaga;

— linedrisnak feltételezett hémérséklet-valtozas;

— a penge Osszetételét nem ismertem pontosan;

— leolvasasi pontatlansag és kerekitési hiba.

Luddnyi Levente (Szeged, SZTE Gyak. Gimn. és Alt. Isk., 12. évf.)

12 mérési jegyzOkonyv érkezett. 6 pontot kapott Horvath Aniké és Ludéanyi Levente
megoldasa. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 6, hidnyos (1-3 pont) 3, nem értékelheté 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5231. Egy almdt a szdra tovénél harom egyforma hosszi, egyforma teher-
birasiu fondlon tartunk. A fonalak felsé végeit vizszintes sikban lassan tavolitjuk
eqymdstol ugy, hogy a fonalak pdaronként mindig ugyanakkora szoget zarnak be egy-
massal. A fonalak akkor szakadnak el, amikor paronként éppen merélegesek eqymds-
ra. Ha két ugyanilyen fondlhoz erdsitenénk ugyanezt az almdt, majd a fonalak felso
végeit ugyanigy vizszintes sikban tdvolitandnk egymdstol, milyen széget zdrndnak
be egymdssal a fonalak, amikor elszakadndnak?

(4 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdria, Budapest

Megoldas. a) Hdarom felfiiggeszté fondl esete. A fonalak egyenld hossziak és
derékszoget zarnak be egymassal, tehat felfoghatdk egy kocka valamelyik csticsabdl
kiindul6 élekként. Legyen az alma silya G, a fonalakat feszi{té erd F', a harom
fonaler6 eredGjének nagysaga pedig F. Egyensily esetén F, = G.

Az eredb er6 vektora éppen a kocka testatldja irdnyaba mutat, nagysiga
F, = V/3F. A fonalak teherbirdsa ezek szerint

1 1
F=—F,=—G.
V3 V3
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b) Két felfiiggesztd fondl esete. Az dbra azt a helyzetet mutat-
ja, amikor a fonalak éppen elszakadnak, vagyis mindegyik fonalat
F = G/\/3 nagysagt er6 fesziti. A fondlerk ereddje az alma si-
lyaval egyezik meg. A koszinusztétel szerint:

F?=F?+F? - 2FF,cos,

vagyis

F__G B = 30°

2F ~ 2G/V3 2 [

A fonalak tehat 2¢p = 60°-0s szoget zarnak be egymassal, amikor elszakadnak.
Németh Kristéf (Szolnok, Verseghy F. Gimn., 11. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(2 pont) 1 dolgozat.

cosp =

P. 5241. Az erds délnyugati szél hatdsdra 1962. mdjus 14-én 9 ora alatt 45 cm-
rel csokkent Keszthelynél a Balaton vizszintje, amig Alsoorsnél 51 cm-t emelkedett.
Adjunk nagysdgrendi becslést a szélnek a viz emelésére forditott teljesitményére!
(Becslésiinkhoz felhaszndlhatjuk az interneten elérhetd adatokat is.)

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldas. Becslésiinkben a Balaton feliiletét téglalap alakunak tekintjiik.
A téglalap hosszabb oldala a = 60 km (kb. a Keszthely—Alséors tdvolsdg), és ez
az oldal parhuzamos a szél iranyaval. A téglalap rovidebb oldala: b = 10 km a Ba-
laton dtlagos szélessége. Ennek a kozelitésnek az az alapja, hogy {gy mind a Bala-
ton felszinére, mind a térfogatara valés adatot kapunk, ha az atlagos vizmélységet
3,2 m-nek vessziik, ami szintén elfogadhaté érték. Az, hogy az igy kapott ,meden-
ce” két szélénél a siillyedés, illetve az emelkedés nem egyezik meg, azzal magya-
razhatd, hogy a szélfutta viz feliilete nem teljesen sik. Becslésiinkben tgy vessziik,
hogy az emelkedés és a siillyedés a két oldalon a két megadott érték atlagaval,
h = 0,48 m-rel egyezik meg.

A s76] munk4ja abbdl ered, hogy ,elferditette” a Balaton vizét; ekdzben (leg-
aldbb) annyi munkét végzett, mint amennyivel nétt a viz helyzeti energidja. Kép-
zeljiik el, hogy a viz dthelyezédése gy tortént, hogy a Keszthely és Alséors kozot-
ti tavolsag felezGvonaltol délnyugatra es6, haromszog alapt hasabnyi viztomeget
a felez6vonal koriil 180°-kal elforgatva athelyezziik az északkeleti részre, mikoz-
ben a téglalap rovidebb kozépvonala helyben marad. Ekkor a végzett munka ezen
vizhasab helyzeti energidjanak megvaltozasaval egyenlo.

Megjegyzés. A viztomeg nehezen leirhatd, tényleges mozgasa, a viz atrendezédése
nyilvan nem a fent leirt atforgatassal torténik, de mivel a kezdeti- és a végéllapot barmi-
lyen kozbenso vizmozgas esetén ugyanaz, a mechanikai munkavégzés is ugyanannyi, mint
a megfeleld vizmennyiség merev testként torténd atforditdsa sordan lenne.

Egy derékszogl haromszog silypontja egy befogdtol egyharmad olyan messze
van, mint a befogd és a rd nem illeszkedd csics tdvolsaga. Ez nyilvdn érvényes
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az ilyen alapu hasabra is. Esetiinkben az ,atforditott” haromszog alapti hasab
sulypontja kezdetben h/3 tavolsidggal a vizfelszin alatt, 9 déra elteltével pedig h/3
tavolsaggal a kezdeti vizfelszin felett volt. Ezek szerint a végzett munka:

2h 2h 2 ah ab
W = Ah = — = — = —ogh [ = = = —ogh®=~23-10" J.
mg mg 3 ogV 3 399 <2 2b> 5 0g ,3-10°0 J

Ebbdl a t =9 éra = 32400 s idétartamra juté atlagos teljesitmény: P = W/t ~
~T7MW.

Téth Abel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

18 dolgozat érkezett. Helyes Téth Abel, Gurzé Jézsef, Koleszar Benedek és Mihalik
Bélint megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos (1-2 pont) 10, hibéds 2 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 400. Vizsgaljuk meg, hogy egy, a tovénél levigott feny6dg silypontja
a hosszanak hanyad részénél helyezkedik ell Végezziik el a mérést a levagott ol-
dalagakra is, figyelve, hogy a feny6agak ne nagyon hajoljanak meg! Hasonlitsuk
Ossze a kapott eredményeket! A fenyéag lehet egy kardcsonyfa legalsé dga, amelyet
tében valasztunk le a torzsrol, miel6tt a tartélabakat felszereljiik.

(6 pont) Kozli: Horvdath Norbert, Budapest

G. 725. A Biikkben haladé, Miskolcot Egerrel 6sszekotd kacskaringds hegyi
it kb. 50 km hosszt. Egy nyari vasarnap délelétt mindkét irdnyban erds volt a for-
galom. Az dtlagosan 35 km/h sebességli auték mindkét irdnyban haladva &tlago-
san 1 percenként talalkoztak egy-egy szembejovo gépkocsival. Becsiiljiik meg, hany
(oda- és visszafelé haladd) auté tartézkodott egyszerre ekkor a teljes utszakaszon!

(3 pont)

G. 726. Az abran lathaté négy bels6 fogaskerék
korbejar, a kiilsé pedig &ll. (A fogaskerekek mozgasa
a honlapon megtekinthetd.)

a) Hasonlitsuk 0Ossze a fogaskerekek keringési
idejét!

b) Rakjuk a fogaskerekeket a kozéppontjuk sebes-
sége szerint novekvd sorrendbe!

(4 pont)
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G. 727. Egy vonatszerelvény 93,5 m hosszi. A vonat nyugalombdl indul, és
allando gyorsulassal egyenes palyan mozog. Az indulés pillanatdban egy auté, amely
a vonattal parhuzamosan, dllandé sebességgel halad, éppen a vonat végénél van,
majd 14 s mulva az auté eléri a vonat elejét. Ijjabb 16 s elteltével az auté megint
a vonat végénél van.

a) Mekkora az auté sebessége?
b) Mekkora a vonat gyorsuldsa?
¢) Mekkora utat tesz meg az autd, ameddig a vonat végleg lehagyja?

(3 pont) Kozli: Demeter Piroska, Szeged

G. 728. Vannak olyan folyadékok, példaul a nyers tej vagy az olivaolajos-
balzsamecetes salatadntet, melyeket ha allni hagyunk, akkor a folyadék két alko-
téelemére valik szét. Az olaj keriil az ontet tetejére, illetve zsiros tejszin lesz a tej
tetején, mikozben a teljes térfogat nem valtozik. Ha az ilyen folyadékokat

a) felfelé keskenyedd {ivegben tartjuk;
b) hengeres mérépohdrba toltjiik;
c) felfelé szélesed poharba ontjiik,

majd megvarjuk az alkotéelemek szétvalasat, akkor a folyadék aljanal a hidroszta-
tikai nyomés megné, lecsokken vagy valtozatlan marad?

(=0 jH W~

c)

P. 5272. Az dbrdn lathaté négy bels6 fogaskerék
korbejar, a kiilsé pedig &ll. (A fogaskerekek mozgasa
a honlapon megtekinthetd.)

Mekkora az A, B és C jelii fogaskerék fordulatsza-
ma, ha a legkisebb, D jelii fogaskerék méasodpercenként
egyszer fordul korbe?

(5 pont) Kozli: Baranyai Kldra, Veresegyhéz
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P. 5273. Az dbran lathatd, vizszintes si-
kon elhelyezett, o = 30°-0s, M =1 kg tome-
gli,, h = 60 cm magassigu derékszogli lejtd te-
tején nyugvé m = 0,5 kg témegii, a = 20 cm
alapu, b = 10 cm magassagu téglatestet kezdet-
ben nyugalomban tartjuk. Egy adott pillanat-
ban a téglatestet elengedjiik. A sirl6dds minde-
niitt elhanyagolhato.

a) Mekkora a két test sebességének nagysdga, amikor a téglatest a talajhoz ér?

b) Mennyi id6 alatt jut el a tégla a talajhoz?
¢) Mekkora utat tesz meg ezalatt a téglatest?
(5 pont) Kozli: Holics Laszlo, Budapest

P. 5274. Az dbran lathat6, 3L hosszisdgu, elhanyagolhaté tomegii, merev
rad a bal oldali végétol L tavolsagra 1évo, rogzitett vizszintes tengely koriil surlo-
dédsmentesen foroghat a fiiggéleges sikban. A rud végeihez m, illetve 2m tomegi,
kis méretii testeket erdsitiink, és a rudat vizszintes helyzetben tartjuk. Egy adott
pillanatban a rudat elengedjiik.

2m
\ 2L
@

tengely !

= N
Q

a) Mekkora a rid altal a tengelyre kifejtett erd ridirdnyt osszetevéje abban
a pillanatban, amikor a rid « szbget zar be a vizszintes irdnnyal?

b) Hatdrozzuk meg az « szdget abban a pillanatban, amikor a rid &ltal a ten-
gelyre kifejtett teljes eré 4mg nagysagu!
(5 pont) Kozli: Kotek Ldszlo, Pécs

P. 5275. Az egyik kaposvari szok6kutbol 1 perc alatt 1 kobméter viz szokik
fel fiiggblegesen 5 m magasra.

a) Mekkora a villanymotor felvett teljesitménye, ha a szivattyuzds hatds-
foka 75%?

b) Mekkora sebességgel dramlik ki a viz a csébol?

¢) Mekkora a kilép6 vizdram dtmérdje?

d) Mekkora a vizsugir atmérdje 2,5 m magassdgban?

A légellenallastol és a vizsugar cseppekre szakadasatol tekintsiink el.

(4 pont) Kozli: Gelencsér Jend, Kaposvar

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2020/9 571



GF 2020.12.7 — 17:32 — 572. oldal — 56. lap KoMalL, 2020. december EF

— P

P. 5276. Egy 25 cm-es atmérore felfijt, gomb alakd lufival beszallunk Eurdpa
legnagyobb emelkedésii drotkotélpalydjanak kabinjdba, és a hegytetSig utazunk.
A kabin nem zar légmentesen, de a bels6 hémérsékletét mindvégig a beszalléhely
hémérsékletén tartjak. A kabin a tengerszint feletti 1000 m-es magassdgbdl indul,
és majdnem 3000 m magasba viszi fel a turistakat a Zugspitze csicsdig. A lufin
beliili nyomds mindvégig alig nagyobb a kiils6 1égnyomasndl.

Becsiiljiik meg, mekkora lesz a lufi atméréje, amikor kiszallunk a kabinbdl!

(4 pont) Kozli: Miklés Ildiks, Tésa

P. 5277. Egy fényképezdgép lencséjének fokusztavolsdga 50 mm, a lencse
atméréje 20 mm. A lencsét tgy allitottuk be, hogy 5 m tavoli targyat képez le
élesen. Mekkora az a legnagyobb és legkisebb tavolsag, amelyen beliil egy pontnak
a képe még kisebb, mint egy 0,05 mm atmérsji folt a filmen? Hogyan valtozik ez
az intervallum, ha a lencse atmérgjét lesziikitjiik 10 mm-re?

(5 pont) Kozli: Tichy Géza, Budapest

P. 5278. Mennyire vildgitanak, ha sorba kapcsolunk és 230 V fesziiltségre
kotiink

a) egy 230 V, 25 W-os izz6t és egy 230 V, 100 W-os izz6t;

b) egy 110 V, 25 W-os izz6t és egy 110 V, 100 W-os izz6t;

¢) egy 110 V, 25 W-os izz6t és egy 230 V, 100 W-os izz6t;

d) egy 230 V, 25 W-os izzdt és egy 110 V, 100 W-os izz6t?
(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

20 P. 5279. Két nagyon hosszi, egymastdl 20

| tavol 1évo egyenes vezetd huzal mindegyikében
I erdsségli, de ellentétes iranyd aram folyik. A ve-
! zetdk sikjdban, az egyik vezet6tol d = £ — b tavol-
' sagban egy a és b oldalhosszusagu téglalap alaku
vezetOkeretet helyeztiink el, el6szor az dbrdn lat-
hat6 1-es, majd a 2-es helyzetben (0 < a —b < £).
Il/ TI Melyik esetben nagyobb a kereten atmené magne-

ses fluxus?

: (4 pont) Cserti Jozsef (Budapest)
feladata nyoman

P. 5280. A 1,98 g/cm3 stiriségi kalium-klorid ionkristaly szerkezete a ko-
s6éval egyezik meg. Mekkora ebben a kristalyban az egyméshoz legkozelebb 16vé
pozitiv és negativ ionok kozéppontja kozotti tavolsag?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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P. 5281. Legfeljebb mekkora toltésre tesz szert az a szigetel6allvanyra rogzi-
tett, 50 mm sugari, kezdetben toltetlen fémgombhéj, ha hosszi ideig olyan UV lam-
paval vilagitjuk meg, melynek legalacsonyabb kisugarzott hullimhossza 280 nm?
A gdmbhéj anyagdnak kilépési munkaja 3,7 eV, a levegd vezetOképességétol elte-
kinthetiink.

(4 pont) Kozli: Vigh Mdaté, Biatorbagy

P. 5282. Légparnas asztalon mégneskorong mozog egy fémlap felett. Az or-
vényaramok hatasara a sebességgel aranyos fékezOerd hat a korongra. Egy alumi-
niumlap felett haladva a korong 30 cm Gt megtétele utan all meg, egy rézlap felett
ugyanez a tavolsag csak 20 cm. Mekkora it megtétele utan all meg a magnesko-
rong, ha el6szor egy 15 cm széles rézlap felett halad el, majd egy aluminiumlap felett
folytatja mozgéasat? (A korong kezdbsebessége mindhdrom esetben ugyanakkora.)

(6 pont) Kozli: Gnidig Péter, Vacduka

L1

Bekiildési hatarid6: 2021. januar 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 70. No. 9. December 2020)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 537): K. 674. In the
backyard of aunt Ann, there are 120 animals: brown hens, white ducks, brown pigs and
white rabbits. The number of white animals is 64, and the number of two-legged animals
is 84. There are twice as many brown hens as white rabbits. How many of each species of
animal live in aunt Ann’s backyard? K. 675. A large company was giving a Christmas
party to its employees. Some of them brought their spouses along. There were five times
as many men present at the party as women. At 10 p.m., some husbands left for home
with their wives, and thus the number of women dropped to one seventh of the number
of men remaining. What fraction of the men left at 10 p.m.? K. 676. A 6 x 6 chessboard
is tiled with eighteen 1 x 2 dominoes without overlaps. Show that it is possible to cut the
chessboard with a straight line that will not cut across any domino stone. K. 677. The
five elements of a number set S are pairwise added to produce the sums 0, 6, 11, 12, 17,
20, 23, 26, 32 and 37. Find the elements of S. (Tezxas Mathematical Olympiad) K. 678.
There are 2020 coins lying on the table, lined up and showing heads, tails, heads, tails, ...
alternating. In one move, it is allowed to reverse any three consecutive coins. With an
appropriate sequence of such moves, is it possible to achieve that every coin should show
tails?

New exercises for practice — competition C (see page 538): Exercises up to
grade 10: C. 1637. In Dragonland, every seven-headed dragon blows fire, but not all
seven-headed, fire-blowing creatures are dragons. According to the latest census figures,
the number of dragons in Dragonland is equal to the number of fire-blowing creatures.
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Is it true that every dragon has seven heads? C. 1638. Determine those non-regular
triangles for which the orthocentre, the circumcentre, the incentre and two vertices are
concyclic. Exercises for everyone: C. 1639. We have five numbers in mind. By selecting
three numbers in every possible way and adding them together, we got the following
sums: 41, 42, 44, 51, 52, 53, 54, 54, 55, 64. What are the five numbers? (Proposed by
S. Kiss, Nyiregyhdza) C. 1640. In a quadrilateral ABCD, let S denote the centroid of
triangle ABC, and let P denote the centroid of triangle AC'D. Prove that the line segment
connecting the midpoints of diagonals AC and BD bisects the line segment SP. C. 1641.
In the expansion of the power (a + b + c)m7 determine the coefficient of the term in a3b%c®.
(Proposed by S. Kiss, Nyfregyhdza) Exercises upwards of grade 11: C. 1642. The
opposite sides of a convex hexagon ABCDEF' are parallel, the distances separating the
parallel pairs of sides are equal, and the angles at vertices A and D are right angles.
Prove that the diagonals BE and C'F enclose an angle of 45°. C. 1643. Without using
a calculator, evaluate the expression (log;, 11) - (logy; 12) - (logy, 13) - ... - (loggg 100).

New exercises — competition B (see page 539): B. 5134. Find all integers n for

which the number n_H is also an integer. (3 points) (Proposed by M. Szalai, Szeged)
B. 5135. The feet of the altitudes drawn from vertices A, B, C of an acute-angled triangle
ABC are Ay, By and C4, respectively; and the midpoints of the altitudes AA; and BB
are G and H, respectively. Prove that the circumscribed circle of triangle C1GH passes
through the midpoint F of side AB. (4 points) (Proposed by B. Bird, Eger) B. 5136. The
population of an island consists of underdogs and overlords. When a stranger visited the
island, he was invited for dinner with a company of inhabitants. At the end, he asked each
member of the company how many overlords were present. The underdogs all gave figures
less than the true value and the overlords all gave figures larger than the true value. Is it
true that the number of overlords can always be determined from the answers? (5 points)
(Based on a problem of the Diirer Competition) B. 5137. Solve the following simultaneous
equations over the set of real numbers: z +y? = 2°, 2 +3° = 2%, 2% +¢* = 2°. (4 points)
(Proposed by S. Rdéka, Nyiregyhédza) B. 5138. Triangle ABC is not isosceles. The interior
angle bisectors drawn from vertices A and B intersect the opposite sides at points A’ and
B’, respectively. Prove that the perpendicular bisector of A’ B’ will pass through the centre
of the inscribed circle if and only if AB’ + BA" = AB. (5 points) (Proposed by L. Surdnys,
Budapest) B. 5139. The diagonals of a convex quadrilateral ABC'D intersect at M. The
area of triangle ADM is greater than that of triangle BC' M. The midpoint of side BC' of
the quadrilateral is P, and the midpoint of side AD is Q, AP + AQ = /2. Prove that the
area of quadrilateral ABC'D is smaller than 1. (5 points) B. 5140. There are 10 countries
on an island, some of which share a border, and some do not. Each country uses a currency
of its own. Every country operates a single exchange office, by the following rules: if you
pay 10 units of the currency of that country, you will get 1 unit of each of the currencies of
the bordering countries. Initially Arthur and Theodore each own 100 units of the currency
of every country. Then each of them shops around the exchange offices of various countries
in any order they like, and keeps exchanging money while they can (that is, while they have
at least 10 units of a kind). Prove that Arthur and Theodore will have the same number
of Bergengocian dollars at the end (the Bergengocian dollar is the currency of one of the
countries on the island). (6 points) (Based on the idea of G. Mészdros, Budapest) B. 5141.

Prove that 2} Z (7;) (?_—:__11) = 22" (6 points) (Proposed by Ddvid Nagy, Cambridge)
=0 j=1

New problems — competition A (see page 541): A. 789. Let p(x) = az1z®* +
a202%° 4+ - - -+ a1z + 1 be a polynomial with integer coefficients and real roots such that the
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absolute value of all of its roots are less than 1/3, and all the coefficients of p(z) are lying
in the interval [—2019a, 2019a] for some positive integer a. Prove that if this polynomial
is reducible in Z[z], then the coefficients of one its factors are less than a. (Submitted
by Navid Safaei, Tehran, Iran) A. 790. Andrew and Barry plays the following game:
there are two heaps with a and b pebbles, respectively. In the first round Barry chooses
a positive integer k, and Andrew takes away k pebbles from one of the two heaps (if & is
bigger than the number of pebbles in the heap, he takes away the complete heap). In the
second round the roles are reversed: Andrew chooses a positive integer and Barry takes
away the pebbles from one the two heaps. This goes on, in each round the two players are
reversing the roles. The player that takes the last pebble loses the game. Which player
has a winning strategy? (Submitted by Andrds Imolay, Budapest)

Problems in Physics
(see page 569)

M. 400. Investigate the position of the centre of mass of a pine branch, which was
cut off near the trunk. That is, at what fraction of the length of the branch is the centre
of mass? Carry out the measurement with the cut-off side branches as well. Take care, not
to bend the branches too much. Compare the results. The pine branch can be a lowest
branch of the Christmas tree, which had been cut off before the tree was put into its
stand.

G. 725. The winding road in Biikk Mountains, which connects the cities Eger and
Miskolc is approximately 50 km long. On a summer Sunday morning the traffic was heavy
in both directions. Cars in both directions travelled at an average speed of 35 km/h, the
oncoming cars passed each other on an average of one minute. Estimate the number of
cars on the road at the same time (travelling in both directions). G. 726. The four inner
cogwheels shown in the figure are moving round, whilst the outer one is at rest. (The
motion of the cogwheels can be seen on the homepage.) a) Compare the periods of the
cogwheels. b) Order the speeds of the centres of the cogwheels increasingly. G. 727. The
length of a train is 93.5 m. The train starts from rest and travels at a constant acceleration
along a straight railway. At the starting moment of the train a car, moving along a straight
road parallel to the railway at a constant speed, is next to the end of the train, and after
14 seconds the car reaches the front of the train. After another 16 s, the car is again at
the end of the train. a) What is the speed of the car? b) What is the acceleration of the
train? ¢) How much distance does the car travel until the train finally passes it? G. 728.
Some liquids — like raw milk or salad dressing made from olive oil and balsamic vinegar —
when left to rest separate to their constituents. The oil will be on the top of the dressing
and greasy cream will be on the top of the milk, while the total volume of the liquid does
not change. How does the hydrostatic pressure at the bottom of the bottle into which the
liquid is poured change when it is left to rest (increases, decreases or does not change) if
the bottle a) is tapering upward; b) has a cylinder shape; ¢) is broadening out upward?

P. 5272. The four inner cogwheels shown in the figure are moving round, whilst the
outer one is at rest. (The motion of the cogwheels can be seen on the homepage.) What
are the values of the number of turns of the cogwheels labelled with the letters A, B and
C' if the smallest cogwheel labelled with D completes a full revolution in each second?
P. 5273. A cuboid of mass m = 0.5 kg, base-side a = 20 ¢cm and of height b = 10 cm is
initially held at rest on the top of a right-angled inclined plane of mass M shown in the
figure. The angle of elevation of the inclined plane is o = 30° and its height is A = 60 cm.
The cuboid is released at a certain moment. Friction is negligible everywhere. a) What is
the ratio of the speeds of the two objects when the cuboid touches the ground? b) How
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long does it take for the cuboid to reach the ground? ¢) How much distance is covered
by the cuboid? P. 5274. A rigid rod of length 3L, shown in the figure can be rotated
frictionlessly in a vertical plane about a horizontal axle, which is at a distance of L from
the left end of the rod. The mass of the rod is negligible. Two small objects of masses m
and 2m are attached to the ends of the rod, and the rod is held horizontally. Then the
rod is released at a certain moment. a) What is the magnitude of that component of the
force exerted on the axle by the rod which is parallel to the rod at the moment when
the angle between the rod and the horizontal is a? b) Determine the angle of a at the
moment when the magnitude of the total force exerted by the rod on the axle is 4mg.
P. 5275. One of the fountains in city Kaposvar jets 1 cubic metre of water into the air to
a height of 5 m in each minute. a) What is the power of the electric motor if the efficiency
of pumping is 75%? b) At what speed does the water flow out of the nozzle? ¢) What
is the diameter of the water flowing out of the nozzle? d) What is the diameter of the
water at a height of 2.5 m? Do not consider air-drag and that the water is separated to
small drops. P. 5276. With a sphere-shaped balloon of diameter 25 cm we get into the
cabin of a cable car and travel up to the top of the peak called Zugspitze. The cabin is
not air-tight, but the temperature inside is kept to be the same as it is at the bottom
station. The cabin starts at a height of 1000 m above sea level and goes up to a heigh
of nearly 3000 m above sea level. The pressure inside the balloon is only a little greater
than the ambient air pressure during the whole the journey. Estimate the diameter of the
balloon when we get off. P. 5277. The focal length of a camera is 50 mm, the diameter
of the lens is 20 mm. The lens is adjusted such that it forms the sharp image of an object
which is at a distance of 5 m from the lens. What is the smallest and greatest distance of
a point-like object from the film, between which the image formed on the film is smaller
than a spot of diameter 0.05 mm? How will this interval change if the diameter of the lens
is decreased to 10 mm? P. 5278. How much do the bulbs glow if they are connected in
series to a voltage supply of 230 V? The voltage and power ratings of the bulbs are the
following: a) one bulb rated as 230 V, 25 W and another rated as 230 V, 100 W; b) one
of them is rated as 110 V, 25 W and the other as 110 V, 100W; ¢) one of them is rated as
110 V, 25 W and the other as 230 V, 100 W; d) one of them is rated as 230 V, 25 W and
the other is rated as 110 V, 100 W? P. 5279. Electric current of magnitude I flows in two
pieces of a very long parallel wire, which are at a distance of 2/, in the opposite direction.
A rectangle-shaped loop of wire is placed in the plane of the two wires at a distance of
d =1/ —b from one of the wires, first in position 1 and next in position 2, shown in the
figure. The sides of the rectangle are a and b, where 0 < a — b < £. In which case will
the flux linkage of the loop be greater? P. 5280. The structure of potassium chloride ion
crystal of density 1.98 g/cm? is the same as that of rock salt. What is the distance between
the centres of the nearest positive and negative ions in this crystal? P. 5281. What will
the maximum charge be on an initially uncharged metal spherical shell of radius 50 mm,
which is mounted on an insulating stand, if it is illuminated for a long time with a UV
light source? The shortest wavelength of light emitted by the source is 280 nm, and the
work function of the metal of the shell is 3.7 eV. Neglect the conducting effect of air.
P. 5282. A magnetic disc is moving on an air-cushioned table above a metal sheet. Due
to the generated eddy currents there is a retarding force exerted on the disc, which is
proportional to the speed of the disc. Moving above a sheet made of aluminium the disc
stops after covering a distance of 30 cm, but when the sheet is made of copper the disc
stops after covering only 20 cm. How much distance will the disc cover if first it travels
above a piece of copper sheet of width 15 cm, and then continues its motion above an
aluminium sheet? (The initial speeds of the disc are the same in all the three cases.)
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A pontversenyben megoldott éskitiizott matematika ésfizika
példak csoportositasatargykorok szerint

A példdk szama mdogitt zardjelben az oldalszam olvashatd, ha két szam fordul eld, az elsd

a kitdzés, a mdsodik a megoldas helyét jeloli. A matematika feladatok felsoroldsanak sorrend-

je: A jeld nehezebb feladatok, B feladatok, C gyakorlatok, K gyakorlatok. A fizika feladatok

felsoroldsdnak sorrendje: M mérési feladatok, G gyakorlatok, P feladatok.

MATEMATIKA

Aritmetika, algebra (miveletek szamokkal,
kifejezésekkel, azonossdgok):
A. 769 (99); 776 (228); 788 (480);
— B. 5072 (31); 5079 (98); 5106 (290);
5111 (355); 5126 (479); — C. 1585 (30);
1587 (30); 1589 (96); 1592 (97); 1604

(226); 1606 (226); 1607 (226); 1613
(289); 1616 (354); 1618 (354); 1620
3 (417); 1628

)

)
54); 1623 (417); 1627
(418); 1632 (478); 1634 (478); 1639
(538); 1643 (539); — K. 644 (28); 646
(29); 649 (95); 653 (96); 654 (159); 655
(159); 657 (159); 658 (160); 660 (353);
663 (353); 667 (416); 669 (477); 674
(537); 675 (537); 677 (538).

Szamelméleti  feladatok (egész  szdmok,
primszdmok, oszthatdsdg, szdamrendsze-
rek):

A. 770 (99); 773 (163); 778 (291); 785
(420); 787 (480); — B. 5074 (31); 5086

(161); 5088 (161); 5095 (227, 350); 5100

(227); 5109 (291); 5113 (355); 5118

(418); 5128 (479); 5134 (539); — C. 1528

(151); 1581 (29); 1585 (30); 1590 (97);

1595 (160); 1597 (160); 1599 (160); 1607

(226); 1611 (289); 1625 (417); — K. 645
(28); 650 (95); 655 (159); 657 (159); 665
(416); 666 (416); 671 (477); 673 (477).

Halmazok (ponthalmazok is):

A. 769 (99); 775 (228); — C. 1637 (538).

Valosziniiség,  kombinatorika,  statiszti-

ka (kivalasztds, leszdmolds, binomidlis
egytitthatdk):

A, 772 (162); 776 (228); 785 (420);
— B. 5027 (158); 5084 (98); 5090 (162);
5092 (162); 5112 (355); 5115 (356);
5123 (419); 5132 (480); 5140 (540);
5141 (540); — C. 1557 (152); 1594 (97);
1602 (225); 1604 (226); 1611 (289); 1615
(289); 1636 (479); 1641 (539); — K. 646
(29); 652 (96); 659 (353); 672 (477); 673
(477).

A~~~

Logikai kérdések (jatékok, szinezések, tab-

ldzatok, sakktdbla):

A. 767 (32); 780 (356); 783 (419); 790
(541); — B. 4992 (286); 5052 (413); 5070
(31); 5098 (227); 5105 (290, 351); 5120
(418); 5136 (539); — C. 1630 (478); 1636
(479); 1637 (538); — K. 664 (416); 676
(538); 678 (538).
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Egyenletek (ardnyossdg, szdzalék):
B. 5129 (479); — C. 1587 (30); - K. 653
(96); 670 (477).

Specidlis egyenletek (egész rész, tort rész,
exponencidlis, logaritmikus):
B. 5079 (98); 5122 (418); — C. 1589 (96);
1590 (97); 1599 (160); 1600 (161).

FEgyenletrendszerek:
A. 788 (480); — B. 5076 (32); 5121 (418);
5137 (540); — C. 1606 (226); 1609 (288);
1620 (354); — K. 674 (537); 675 (537).

Egyenlétlenségek,  becslések — (geometriai
18):
A. 784 (420); 786 (480); — B. 4973 (91);
5017 (94); 5072 (31); 5082 (98); 5094
(226); 5097 (227); 5103 (290); 5106
(290); 5116 (356); 5121 (418); 5128
(479); — C. 1552 (284); 1583 (30); 1618
(354); 1627 (417).

Fiiggvények (szélséérték, hatdrérték, figg-
vényvizsgdlat):
B. 4973 (91); 5017 (94); 5076 (32); 5083
(98, 415); — C. 1591 (97); 1620 (354);
1622 (355).

Polinomok:
A. 781 (356); 789 (541); — B. 5076 (32);
5083 (98, 415); 5129 (479).

Sorozatok:
B. 5059 (414); 5078 (97); 5084 (98);
5098 (227); 5109 (291); 5132 (480);
— C. 1592 (97); 1604 (226); 1618 (354);
1632 (478); — K. 662 (353).

Grdfok:
A. 77T (201); 782 (357); 784 (420);
— B. 5105 (290, 351); 5115 (356); 5130
(479); 5140 (540); — K. 654 (159).

Sikmértani bizonyitdsok:
A. 768 (32); 771 (99); 774 (163); 779
(201); — B. 4979 (409); 4985 (412);
5013 (155); 5015 (475); 5016 (156);

XXXIV
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5023 (224); 5031 (476); 5042 (536); 5075
(31); 5080 (98); 5081 (98); 5091 (162);
5093 (162); 5104 (290); 5107 (290);
5108 (290); 5110 (355); 5117 (356);
5119 (418); 5125 (419); 5130 (479); 5135
(539); 5138 (540); 5139 (540); — C. 1549
(346); 1582 (30); 1584 (30); 1586 (30);
1588 (96); 1598 (160); 1603 (226); 1605
(226); 1612 (289); 1619 (354); 1626
(417); 1631 (478); 1633 (478); 1635
(478); 1638 (538); 1640 (538); 1642
(539); — K. 661 (353).

Sitkmértani szerkesztések:
A. 781 (356); — B. 5127 (479); — C. 1635
(478).

Stkmértani szamitdsok:

A. 768 (32); 781 (356); — B. 5001 (349);
5006 (287); 5013 (155); 5031 (476); 5071
(31); 5073 (31); 5080 (98); 5081 (98);
5082 (98); 5087 (161); 5093 (162); 5096
(227); 5104 (290); 5108 (290); 5131
(479); 5139 (540); — C. 1549 (346);
1582 (30); 1583 (30); 1586 (30); 1593
(97); 1596 (160); 1605 (226); 1608 (226);
1610 (289); 1612 (289); 1614 (289); 1617
(354); 1621 (354); 1624 (417); 1633
(478); 1638 (538); — K. 648 (29); 650
(95); 651 (96); 658 (160); 668 (417).

Kombinatorikus geometria, sikidomok
daraboldsa, sik lefedése:
A. 768 (32); 786 (480); — B. 5085 (98);
5102 (289); 5130 (479); — K. 656 (159);
676 (538).

Meértani helyek:
B. 5131 (479).

Koordindtageometria:
B. 5077 (32); 5099 (227); — C. 1583 (30);
1591 (97); 1622 (355).

Trigonometria, goniometria:
B. 5001 (349); 5096 (227).
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Térmértani bizonyitdisok:
B. 5133 (480); — K. 647 (29).

Térmértani szamitdsok (térelemek tdvolsd-
ga, szdge, felszin, térfogat):
B. 5077 (32); 5089 (161); 5101 (228);
5114 (355); 5124 (419); — C. 1601 (161);
1606 (226); 1608 (226); 1629 (418).

Az 06sszes C gyakorlat megoldasa
a feladatok sorrendjében:

1528 (151); 1549 (346); 1552 (284); 1557
(152).

Az 6sszes B feladat megoldasa a fel-
adatok sorrendjében:

4973 (91); 4979 (409); 4985 (412); 4992
(286); 5001 (349); 5006 (287); 5013
(155); 5015 (475); 5016 (156); 5017
(94); 5023 (224); 5027 (158); 5031 (476);
5042 (536); 5052 (413); 5059 (414); 5083
(415); 5095 (350); 5105 (351).

FIZIKA

Kinematika:
G. 666 (46); 674 (47); 678 (50); 684
(115); 688 (305); 693 (57, 373); 707
(249); 710 (314, 439); 717 (442); 720
(442); 722 (506); 725 (569); 726 (569);
727 (570); — P. 5154 (175); 5187 (58);
5219 (250); 5250 (442); 5261 (507); 5262
(507); 5264 (508); 5272 (570); Kunfalvi-
verseny 2020/1 (362).

KoMalL, 2020. december EF

Pontmechanika:
G. 702 (186); 705 (249, 438); 706 (249);
709 (314); 716 (379); — P. 5122 (116);
5157 (119); 5160 (177); 5164 (179); 5166
(180); 5178 (237); 5185 (242); 5186 (58,
308); 5188 (59); 5197 (122, 245); 5198
(122); 5204 (124); 5208 (186, 376); 5210
(187); 5211 (187); 5212 (187); 5220
(250); 5221 (250, 498); 5222 (251); 5229
(252); 5231 (315, 567); 5233 (315, 504);
5239 (317); 5243 (380); 5244 (380);
5245 (380); 5249 (381, 505); 5251 (443);
5252 (443); 5263 (507); 5271 (509); 5273
(571); 5282 (573); Aprilisi pétgyakorlat
(250); Eotvos-verseny 2020/2 (559).

Merev testek mechanikdja:

G. 695 (58); 698 (121); 699 (121);
701 (186, 374); 713 (378); 721 (506);
— M. 394 (185); 398 (442); 400 (569);
— P. 5135 (53); 5153 (172); 5155 (176);
5156 (117); 5165 (234); 5209 (186, 377);
5223 (251); 5232 (315); 5240 (379); 5274
(571); Kunfalvi-verseny 2020/4 (363).

Kotelek, lancok, granuldlt anyagok mecha-
nikdja:
M. 393 (121); 394 (185); — P. 5199 (122,
312); 5260 (445).

Rugalmassagtan:
G. 680 (50); — P. 5200 (123); Eotvos-
verseny 2019/3 (110).

Folyadékok és gazok mechanikdja:

G. 681 (233); 690 (233); 694 (58, 234);
704 (186, 374); 711 (314, 495); 719
(442); 728 (570); — M. 389 (41); 395
(249, 563); — P. 5146 (54); 5189 (59);
5196 (60); 5197 (122, 245); 5214 (188);
5241 (379, 568); 5242 (379); 5246 (380);
5265 (508); 5275 (571).

Fénytan:
G. 676 (48); 697 (121, 306); 708 (249);
723 (507); — P. 5130 (52); 5154 (175);
5172 (183); 5184 (375); 5190 (59, 309);
5203 (123, 246); 5224 (251); 5236 (316);
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5247 (380); 5258 (444); 5267 (508); 5277
(572); Kunfalvi-verseny 2020/6 (366).

Hétan:

G. 671 (46); 699 (121); 700 (122);
712 (314); 714 (379); TI8 (442);
— M. 392 (57); 397 (378, 565); 399 (506);
— P. 5158 (120); 5180 (238); 5191 (59,
244); 5192 (60); 5201 (123); 5202 (123);
5213 (187); 5215 (188); 5216 (188, 496);
5225 (251, 500); 5226 (252); 5234 (315);
5235 (316, 440); 5246 (380); 5249 (381,
505); 5253 (443); 5254 (443); 5266 (508);
5276 (572); Aprilisi pétgyakorlat (250);
Eotvos-verseny 2019/1 (106); Kunfalvi-
verseny 2020/3 (363); E&tvos-verseny
2020/1 (558).

Csillagaszat, asztrofizika:
G. 676 (48); 718 (442); — P. 5130 (52);
5210 (187); Aprilisi pétfeladat (252).

Elektrosztatika:
G. 724 (507); — P. 5160 (177); 5170
(182); 5194 (60, 311); 5195 (60); 5204
(124); 5229 (252); 5255 (444); 5256
(444); Kunfalvi-verseny 2020/5 (364).

Magnetosztatika:
P. 5268 (508); 5279 (572); Kunfalvi-
verseny 2020/2 (363).

FElektrodinamika:
P. 5161 (178); 5183 (240); 5205 (124);
5218 (189); 5257 (444); Eotvos-verseny
2019/2 (108).

Egyendrami hdlézatok:
G. 683 (114); 696 (58); 703 (186); 715
(379); — P. 5193 (60); 5227 (252, 501);
5237 (316); 5238 (316); 5248 (381); 5249
(381, 505); 5278 (572).

Valtéaramu hdlozatok:

P. 5269 (509); Eoétvos-verseny 2020/3
(561).

XXXVI

KoMalL, 2020. december EF

Atomfizika és magfizika:
P. 5174 (236); 5206 (124); 5207 (124);
5217 (188); 5228 (252); 5230 (315);
5244 (380); 5259 (444); 5270 (509); 5280
(572); 5281 (573).

Egyéb:
M. 396 (313); 400 (569); — P. 5249 (381);
5249 (505); Aprilisi pétgyakorlat (250);
Aprilisi pétfeladat (252).

Az Osszes mérési feladat megoldasa
a feladatok sorrendjében:

389 (41); 395 (563); 397 (565).

Az 6sszes gyakorlat megoldasa a fel-
adatok sorrendjében:

666 (46); 671 (46); 674 (47); 676 (48);
678 (50); 680 (50); 681 (233); 683 (114);
684 (115); 688 (305); 690 (233); 693
(373); 694 (234); 697 (306); 701 (374);
704 (374); 705 (438); 710 (439); 711
(495).

Az 6sszes feladat megoldasa a felada-
tok sorrendjében:

5122 (116); 5130 (52); 5135 (53); 5146
(54); 5153 (172); 5154 (175); 5155 (176);
5156 (117); 5157 (119); 5158 (120); 5160

(177); 5161 (178); 5164 (179); 5165
(234); 5166 (180); 5170 (181); 5172
(183); 5174 (236); 5178 (237); 5180
(238); 5183 (240); 5184 (375); 5185
(242); 5186 (308); 5190 (309); 5191
(244); 5194 (311); 5197 (245); 5199
(312); 5203 (246); 5208 (376); 5209
(377); 5216 (496); 5221 (498); 5225
(500); 5227 (501); 5231 (567); 5233
(504); 5235 (440); 5241 (568); 5249
(505)
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