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Beszamolo a 60. Nemzetkozi Matematikai
Diakolimpiarél

Az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiat julius 11-22. kozott Anglidban,
Bath varosaban rendezték meg. A versenyen 112 orszag 621 diakja vett részt.
Ez a résztvevo orszagok és a résztvevd versenyzok szamat tekintve is 1j rekordot
jelent.

A legtobb orszag a megengedett maximalis 1étszam, 6 f0s csapattal szerepelt;
az aldbbi listdban az orszagnév utdn zardjelben tiintettem fel az adott orszédg
versenyzoinek szamat, ha ez hatnal kevesebb volt.

A résztvevd orszagok: Albdnia, Algéria (5), Amerikai Egyesilt Allamok,
Angola (2), Argentina, Ausztrdlia, Ausztria, Azerbajdzsdn, Banglades, Belgium,
Belorusszia, Bolivia, Bosznia-Hercegovina, Botswana (2), Brazilia, Bulgdria,
Chile (4), Ciprus, Costa Rica, Csehorszdg, Dania, Dél-Afrika, Dél-Korea, Domini-
kai Kéztdarsasag (5), Ecuador (5), Egyesilt Arab Emirségek, Eqyiptom (4), Eszak-
Korea, E’sztorszdg, Finnorszag, Franciaorszdg, Filop-Szigetek, Ghdna (4), Gérdg-
orszdag, Grizia, Guatemala (3), Hollandia, Honduras (3), Hong Kong, Horvdt-
orszdg, India, Indonézia, Irak, Irdn, frorsza’g, Izland, Izrael, Japdn, Kambo-
dzsa, Kanada, Kazahsztin, Kenya (2), Kina, Kirgizisztin, Kolumbia, Koszovo,
Kuba (2), Lengyelorszdg, Lettorszdg, Litvdnia, Luzemburg, Maceddnia, Magyar-
orszdg, Makad, Malajzia, Marokkd, Mexiks, Moldova, Mongdlia, Montenegro (5),
Myanmar, Nagy-Britannia, Németorszdg, Nepdl, Nicaragua (2), Norvégia, Olasz-
orszdg, Oroszorszdg, Orményorszdg, Pakisztan (5), Panama (4), Paraguay, Peru,
Portugdlia, Puerto Rico (1), Romdnia, El Salvador (4), Spanyolorszdg, Sri Lan-
ka, Svdajc, Svédorszdg, Szaud-Ardbia, Szerbia, Szingapir, Sziria, Szlovdkia, Szlové-
nia, Tadzsikisztdn, Tajvan, Tanzdnia, Thaifold, Torokorszdg, Trinidad és Tobago,
Tunézia, Tirkmenisztdn, Uganda, U’j—Zéland, Ukrajna, Uruguay(5), Uzbegisztdn,
Venezuela (2), Vietnam.

A versenyen szokds szerint mindkét napon négy és fél éra alatt 3-3 feladatot
kellett megoldani. (A feladatokat aldbb k&zoljiik.) Mindegyik feladat helyes meg-
oldaséért 7 pont jart, igy egy versenyz& maximaélis teljesitménnyel 42 pontot sze-
rezhetett. A verseny befejezése utan megallapitott ponthatéarok szerint aranyérmet
a 31-42 pontot elért, eziistérmet a 24-30 pontos, mig bronzérmet a 17-23 ponttal
rendelkez6 tanuldk szereztek.

A magyar csapatbdl

Haiman Milan (Stuyvesant High School, New York, USA, 12. o.t.) 40 ponttal
aranyérmet nyert.
Zsigri Balint (Budapesti XIV. keriileti Szent Istvdn Gimndzium, 12. o.t.)

28 ponttal,

Schrettner Jakab (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimndzium, 12. o.t.)
27 ponttal,
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Matolcsi David (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. o.t.)
pedig 25 ponttal ezistérmet szerzett.

Szab6 Kristéf (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. o.t.)
23 ponttal és

Nagy Nandor (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. o.t.)
22 ponttal bronzérmet kapott.

A magyar csapat vezetdje Pelikdn Jozsef (ELTE TTK, Algebra és Szamelmélet
Tanszék), helyettes vezetéje Dobos Sdndor (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt.
Isk. és Gimn.) volt. Kés Géza (MTA SZTAKI, ELTE TTK) a feladatkivdlaszté
bizottsdg tagjaként és koordindtorként miikodott kozre az olimpian.

Az orszégok (nem-hivatalos) pontversenyében Magyarorszdg a résztvevd 112
orszég kozott a 11. helyen végzett (holtversenyben Ukrajnédval). A csapatverseny
élmezdnyének sorrendje igy alakult (megszerzett pontszamaikkal):

1-2. Kina és USA 227, 3. Dél-Korea 226, 4. Eszak-Korea 187, 5. Thaifold 185,
6. Oroszorszag 179, 7. Vietnam 177, 8. Szingapur 174, 9. Szerbia 171, 10. Lengyel-
orszag 168, 11-12. Magyarorszag és Ukrajna 165, 13. Japan 162, 14. Indonézia
160, 15-16. India és Izrael 156, 17. Romédnia 155, 18. Ausztrédlia 154, 19. Bulgaria
152, 20. Nagy-Britannia 149, 21. Tajvan 148, 22. Kazahsztan 146, 23. Irdn 145,
24. Kanada 144, 25. Franciaorszag 142, 26. Mongolia 141, 27. Olaszorszag 140,
28. Peru 137, 29-30. Brazilia és Torokorszag 135.

Szeretnék koszonetet mondani a versenyzdk tanarainak. Az alabbi felsorolas-
ban minden tanar neve utdn monogramjukkal jelcltem azokat a didkokat, akik
a tanitvanyaik:

Dobos Sandor (MD, NN, SK), Gyenes Zoltin (NN), Juhdsz Péter (MD, ZB),
Stanislav Katz (HM), Kiss Gergely (MD, SK), Kiss Géza (MD, NN, SK), Mike
Janos (SJ), Molndr-Sdaska 1ldiké (ZB), Nikhdzy Ldszlé (NN), Schultz Jdnos (SJ),
Taborné Vincze Marta (NN).

Ugyancsak szeretnék koszonetet mondani Dobos Sandornak, mint a kdzponti
olimpiai el6készitd szakkor vezetGjének, tovabba mindazoknak, akik a felkészitésben
kozremiikodtek.

Az olimpiai csapat kijelolése idén is véalogatéversenyek formajaban tortént.
A valogatéverseny utolso, kétnapos részét Kecskeméten rendeztiik. Szeretnék ko-
szonetet mondani a kecskeméti Mategye Alapitvanynak azért, hogy a versenyt
nagyvonalian vendégiil 1attak.

Az olimpidn voltak matematikai és kulturdlis-turisztikai jellegli kiséré prog-
ramok is. Az el6bbiek kozott emlitendd a nagyhir(i Ben Green (aki Terry Tao-val
egyliitt bizonyitotta, hogy primszamoknak van tetszolegesen hosszi szamtani soro-
zata) el6adésa, az utébbiak kozott a Stonehenge-hez tett kirdndulds.

A kovetkez6 matematikai didkolimpiat Oroszorszag rendezi Szentpétervéaron,
2020. julius 8-18. kozott.

Pelikan Jé6zsef
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A 60. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia feladatai*

Els6 nap

1. feladat. Jelolje Z az egész szamok halmazdt. Hatdrozzuk meg az Osszes
olyan f: Z — 7Z fliggvényt, amelyre minden egész a, b esetén teljesiil

fQ2a) +2f(b) = f(f(a+b)).

2. feladat. Az ABC haromszogben A; a BC oldalon, By pedig az AC oldalon
fekszik. Legyenek P és @ rendre az AA; és BBy szakaszok olyan pontjai, amelyekre
PQ parhuzamos AB-vel. Legyen P, a PB; egyenes egy olyan pontja, amire B
a PPy szakasz belsejében fekszik, és PP;C'< = BAC<. Hasonldéan legyen Q1 a QA;
egyenes egy olyan pontja, amire A; a Q@ szakasz belsejében fekszik, és CQ1Q< =
= CBA<«.

Bizonyitsuk be, hogy a P, Q, P, Q1 pontok egy koron fekszenek.

3. feladat. Egy szocidlis hal6zatnak 2019 tagja van, koziiliik némely parok
baratai egymasnak. Ha A baratja B-nek, akkor B is baratja A-nak. A kovetkezd
tipusu esemény el6fordulhat tobbszor egymas utan, egy idoben mindig csak egy
ilyen esemény torténik:

Ha A, B, C olyanok, hogy A baratja B-nek is és C-nek is, de B nem
baratja C-nek, akkor baratsagot valtoztathatnak igy, hogy B és C' most
mar bardtai egymasnak, A és B, valamint A és C' baratsaga viszont
megszinik. Az Gsszes tobbi bardtsag valtozatlan marad.

Kezdetben 1010 olyan tag van, amelyek mindegyikének pontosan 1009 baratja
van, és 1009 olyan tag, amelyek mindegyikének pontosan 1010 baratja van. Bizo-
nyitsuk be, hogy létezik a fenti tipust eseményeknek egy olyan sorozata, amelyek
végén minden tagnak legfeljebb egy masik tag a baratja.

Masodik nap

4. feladat. Hatdrozzuk meg az &sszes olyan, pozitiv egészekbdl &ll6 (k,n)
szampart, amire

K= (2" —1)(2" =2)(2" —4)--- (2" —2"71).

5. feladat. Bath Bankja érméket bocsat ki, melyeknek egyik oldalan H, masik
oldalan T beti lathaté. Harrynek n ilyen érméje van, amelyek el6tte balrdl jobbra,
egy sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kivetkez6 miiveletet:
ha pontosan k > 0 olyan érme van, amin H van feliil, akkor megforditja a balrdl k-
adik érmét; maskiilonben minden érmén 7T van feliil, és ekkor Harry megéll. Példaul
n = 3 esetén a THT sorozatbol indulva THT — HHT — HTT — TTT a lépések
sorozata, ami harom lépés utan megall.

(a) Bizonyitsuk be, hogy bdrmi legyen is a kiinduldsi sorozat, Harry véges sok
lépés utan megall.

*Az olimpia honlapja: https://www.imo2019.uk/.
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(b) Minden C kiinduldsi sorozatra jelolje L(C) azt a lépésszdmot, ahdny 1épés
utdn Harry megéll. Példdul L(THT) = 3 és L(TTT) = 0. Hatarozzuk meg L(C')
atlagos értékét, amint C' végigfut a 2™ lehetséges kiindulé sorozaton.

6. feladat. A hegyesszogli ABC haromszog, amiben AB # AC, beirt korének
a kozéppontja I. Az ABC héromszog w beirt kore a BC, C'A, AB oldalakat rendre
a D, E, F pontokban érinti. A D-bol E F-re bocsatott merdleges egyenes és az w kor
mésodik metszéspontja R. Az AR egyenes és az w kor mésodik metszésponta P.
A PCFE és a PBF haromszogek kortilirt koreinek masodik metszéspontja Q.

Bizonyitsuk be, hogy a DI és P(Q egyenesek az Al-ra A-ban allitott merdleges
egyenesen metszik egymaést.

Olimpiai valogatéversenyek (IMO, MEMO)

A 2020. évi IMO és MEMO versenyekre a csapatok kivilasztdsa az ideihez
hasonléan valogatéversenyeken torténik. A lebonyolitds menete a KoMal. 2016.
szeptemberi szamaban lefrtakhoz hasonld, az idei kiiras részletei elérhetok Dobos
Sandor honlapjan:

dobos.felhasznalo.fazekas.hu/olimpia/csapat.htm.
Budapest, 2019. augusztus Pelikan Joézsef, Dobos Sandor
Olimpiai el6készité szakkorok a 2019/2020. tanévben

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat dltal szervezett Olimpiai felkésziilés az aldbbiak
szerint torténik:

Budapest: az elsé alkalom szeptember 20-4n lesz a Budapesti Fazekas Mihély Altaldnos
Iskola és Gimnédziumban (Budapest, Horvath M. tér 8.), 14.30-tdl, szakkorvezetd:
Dobos Sandor.

Csongrad megye: az elsé szeptember 19-én lesz, utana kéthetente csiitortokon, a Szegedi
Tudomdanyegyetem Bolyai Intézetében (Szeged, Aradi vértanik tere 1., I. emelet,
Riesz terem), 15.00 és 17.00 kozott, szakkorvezetd: Kosztoldnyi Jozsef.

FErdds Pdal Matematikai Tehetséggondozo Iskola veszprémi és szolnoki foglalkozdsai 11-12.
évfolyamosok szdmara. Az egyes foglalkozdsokra a jelentkezést a didkok egyénileg vé-
gezhetik el az Erdés Iskola honlapjan: https://erdosiskola.mik.uni-pannon.hu/.
Az idei elsé foglalkozasok Veszprémben is szeptember 27. és 29. kozott lesznek.

EGMO 2019/2020 felhivas* C
0

2020. aprilis 15. és 21. kozott Hollandiaban, Egmond aan Zee-ben rendezik a ki-
lencedik Eurépai Lany Matematikai Didkolimpidt, az EGMO-t (www.egmo.org).

*Az idei versenyrdl a beszamold jovd havi szamunkban jelenik majd meg.
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Jovére is négyfés csapattal indulhatunk, melynek Osszetétele 2020. elején deriil ki.
A vélogatds szempontjai: vilogatéversenyek (2019 8szén és 2020 elején) — kis mér-
tékben az elmult évi is —, orszagos kifejtés egyéni versenyek (matematika OKTV,
Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuléverseny, Arany Daniel Matematikaverseny),
a KoMaL (A és) B pontversenyei és az évkozi munka.

A versenyen val6 sikeres szerepléshez, illetve a kiutazé csapatba keriiléshez
is alapvet&en nélkiilozhetetlen az alapos felkésziilés, ezt tobbféleképpen is szeret-
nénk segiteni. Bv kizben id8kozonként kiildiink az érdeklddéknek (tematikus) fel-
adatsorokat; az ezekre kiilldott megoldasokra személyesen is visszajelziink, illetve
lehet kérdezni is. Emellett az 6szi vélogatoig legeredményesebb didkok részt vehet-
nek a téli brit-magyar kézos IMO felkészité taborban. A két vélogatd Osszesitett
eredménye alapjan a legeredményesebb didakok részt vehetnek az intenziv EGMO
felkészité hétvégén.

Erdemes minél elobb, akar mar kilencedikesként is bekapcsolddni. Minden lany
jelentkezését szeretettel varjuk, akit érdekel a versenyrészvétel lehetOsége és nem
riad vissza attdl, hogy ezért komolyabb munkat fektessen be.

AKki szeretne részt venni a valogatasban és felkésziilésben, vagy barmilyen kér-
dése van, irjon minél el6bb az egmo.hungary@gmail.com cimre, vagy jelentkezzen
a honlapon leirtak szerint: http://www.cs.elte.hu/ "nagyzoli/EGMO.html.

ol

Fekete Panna, Kiss Melinda Flora, Nagy Zoltan Loérant

Nemzetkozi Nyelvészeti Didkolimpia

Indul a Nemzetkozi Nyelvészeti Didkolimpia (IOL) 2020 tobbfordulés, interne-
tes levelezo versenye. Oriilnénk, ha minél t6bben csatlakoznatok hozzank. Oldjatok
meg ingyenesen elérhet6 forduléink feladatait!

Honlapunk cime: http://ioling.ppke.hu/.

A verseny probara teszi a részt vevok logikai gondolkodéasat, elemzoképességét.
Tedd prébéara gondolkoddsod egy konnyt feladattal!

Adott hat datum szuahéli nyelven. A mondatok magyar forditasai véletlenszerti
sorrendben allnak. Kosd 6ssze a mondatokat a helyes forditasukkal!

1. tarehe tatu Disemba Jumamosi A. Oktéber 5., hétf§

2. tarehe tano Oktoba Jumapili B. Aprilis 2., kedd

3. tarehe pili Aprili Jumanne C. Oktéber 5., szerda

4. tarehe tano Oktoba Jumatatu D. Aprilis 4., kedd

5. tarehe nne Aprili Jumanne E. Oktoéber 5., vasarnap

6. tarehe tano Oktoba Jumatano F. December 3., szombat

A feladatot készitette: Tvan Derzhanski
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Az RSA kulcsgeneralas és
a Carmichael-szamok kapcsolata 2.*

5. A kétkulcsos titkositas alaptétele, kapcsolata a kétkulcsos
titkositassal és az elektronikus alairassal

Tétel. Ha p és q két kilonbozé primszim és az e, d pozitiv egészekre
ed=1 (mod gp(pq)) teljestil, akkor tetszéleges m egész szam esetében igaz, hogy
me? = m (mod pq).

Bizonyitas. Az ed =1 (mod go(pq)) feltétel teljesiilése konkrétan azt jelen-
ti, hogy ed —1=k(p—1)(q — 1), ahol k pozitiv egész. Azaz m°? = mmeI~! =
— mke-1(a-1) — m[m(p—m]’“(q‘”.

Mivel m®~1 =1 (mod p), ha m nem oszthaté p-vel, azért a fenti sorban a [.. ]
részbe 1-et irva a kovetkez6 kongruenciat kapjuk:

m® =m (mod p), ha (m,p)=1.
Az el6bbi gondolatmenetet megismételve g-ra:
m® =m (mod ¢), ha (m,q)=1.

Ha tehdt m nem oszthaté egyidejiileg sem p-vel, sem a téle kiilonb6z6 g-val, akkor
me® —m oszthaté p-vel és ¢-val is, vagyis m® — m oszthat6 pg-val is, tehdt me? =
=m (mod pq).

Maér csak azt kell megmutatni, hogy ha m oszthaté p-vel vagy g¢-val, akkor
is fennall m*? = m (mod pq). Példdul m = 0 (mod p) esetén hatvanyozassal me? =
=0 =0=m (mod p).

Tehat a bizonyitandé m®? = m (mod pq) allitds minden m egész szam esetében
fennall.

A fenti tétel alkalmazdsa a kétkulcsos titkositasra, illetve elektronikus aldirdsra

Kiinduldshoz rendelkezni kell két darab primszdmmal (p és ¢). Mivel az algo-
ritmusban kulcsszerepet jatszik az N = pq szorzat, a primeknek kelléen nagyoknak
kell lenni ahhoz, hogy az N szdm primtényez&s felbontédsa ne legyen egyszerti (valds
idében megoldhatd) feladat. (Altaldban p és ¢ 500-2000 bites bindris szém).

Primszamok kereséséhez, illetve a primség bizonyitasahoz alapveten a Fermat-
tételt hasznéljuk, s ezért kiemelt jelentdsége van a nagy szamok (nagy hatvényki-
tevék) hatvényainak gyors kiszamoldsi algoritmusainak. (Az aritmetikai miiveletek
optimalizdldsaval itt nem foglalkozunk).

A cikk elsd része 2019. mdjusi szamunkban jelent meg és honlapunkon is
olvashaté: https://www.komal.hu/cikkek/Kiss_Gabor-Az_RSA_kulcsgeneralas_es_a_
Carmichael-szamok_kapcsolata_1.pdf.
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Primek keresésével, illetve tesztelésével a Tanuk” és ,Cinkosok” részben fog-
lalkozunk.

A kiterjesztett euklideszi algoritmussal — N = pq értékébdl kiindulva — viszony-
lag egyszeriien meghatarozhaté egy olyan e, d szampdér, mely kielégiti az alap-
tételben emlitett feltételeket. Egy tetszélegesen vélasztott, de p(N)-hez relativ
prim e szdm-hoz kell megkeresni e modalis inverzét mod ¢(N). Mivel esetiinkben
©(N)=(p—1)(¢g—1), a d inverz a kiterjesztett euklideszi algoritmussal kénnyen
meghatarozhaté. Az egyedi e, d, N szamharmas elGallitasat hivjuk kulcsgenerd-
lasnak. A kulcsgeneralds elsé 1épése mindig az N szam komponenseit alkotd pri-
mek megkeresése, majd ennek fiiggvényében az alkalmas e, d értékek kiszamolasa.
A kulcsgeneraldst elvben mindenki — aki titkosan akar kommunikalni — elvégezheti
sajat szamitoégépes kornyezetében azzal a kulcsgenerdlé programmal, mely az itt
leirt elvek szerint dolgozik.

Az e, d, N szimhdrmas ismeretében tetszéleges m < N szdm (message) dtké-
dolhaté /titkosithaté a ¢ < N (ciphertext) szdmba, illetve ¢ visszafejthetd az eredeti
m-be az aldbbi konvencidk betartdsaval:

Nevezziik az (e, N) szampart nyilvdnos kulcsnak, a (d, N = pq) szdmpart pedig
privat kulesnak (nyilvdnos + privét = kulespér). Fontos, hogy a kommunikéciéban
résztvevok mindegyike rendelkezzen sajat kulcsparral, azaz egyedi e, d, N szamhar-
massal. Az egymés kozott kommunikalé partnerek sajat privat kulcsukat titokban
tartjak, a nyilvanosat pedig — nevének megfeleléen — minden kommunikaciés part-
ner szamara ismertté teszik.

Legyen a kiildend8 szdm (iizenet) m. A kiildé a fogadé nyilvanos kulcsaval
képezi a ¢ = m® (mod N) maradékot (message — ciphertext). A fogadé a sajat pri-
vat kulcsaval visszafejtheti ¢-bol az eredeti m-et szintén egy maradékképzéssel,
mivel ¢? = m® = m (mod N) azaz (ciphertxt — message). Tehét a kédolt (titkosi-
tott tizenetet) kizardlag a kivdlasztott fogadd partner tudja megfejteni sajat privat
kulcséanak felhasznaldsaval.

Ha pedig mint kiildd, elobb a sajat privatkulcsunkat alkalmazzuk az m tize-
netre, azaz igy képezziik a ¢ = m® (mod N) maradékot, akkor csak a kapcsolédd
nyilvanos kulcs tudja visszafejteni az iizenetet, vagyis aki visszafejti a nyilvanos
kulccsal az tizenetet (ez barki lehet, mert a nyilvdnos kulcs mindenkinek elérhetd)
az biztos lehet abban, hogy csak a megfeleld privatkulcs tulajdonosatol johetett
az iizenet (elektronikus aldirds).

Legyen pl. p és q 1024 bites prim, akkor az N = pq szam 2048 bites', azaz
256 byte hosszisdgu szam. A fentiek szerint ezzel csak max. 256 byte-os iizenet
— melyre m < N is teljesiil! — titkosithat6. A gyakorlatban a hosszabb féjlokat
blokkokra bontjuk, a titkositds és visszafejtés is természetesen blokkonként fog
torténni.

Fontosnak tartom megemliteni, hogy pl. a 256 byte hosszisagi N modulus-
nal csak az m < N szadmok esetében korrekt az algoritmus. A helyes visszafejtés
érdekében a PLwSecur programban ezt gy hidaltam at, hogy a titkositdashoz az ere-

'Ez csak akkor teljesiil, ha p és g elsé hexadecimilis jegye > C, de ez kénnyen bizto-
sithato.
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deti f4jlt 255 byte-os blokkokra (message-ekre) bontottam, majd a keletkezd max.
256 byte-os ciphertext-et 256 byte-on taroltam. Visszafejtéskor a 256 byte-os ma-
radékbdl ismét 255 byte-ra lett a message redukalva.

Megjegyezziik, hogy a sziikséges szamitdsok (hatvdnyozdsok és maradékos osz-
tasok) id6igényessége miatt azonban nem célszeri valamennyi blokkot a fenti moé-
don titkositani. A gyorsitas érdekében csak az els6 blokkot titkositjuk, de ez célsze-
riien csak azt a szimmetrikus (pl. véletlenszam) jelszot tartalmazza, mellyel a ké-
s6bbi blokkokat fogjuk titkositani, illetve a fogadd fél is ezzel a jelszoval tudja
a tovabbi blokkokat visszafejteni.

6. Primek keresése, tesztelése (valdsziniiségi becslés),
,»Tanuk” és ,,Cinkosok”

Az eléz6ekben megmutattuk, hogy a kétkulcsos titkositas alapvetéen az e, d, N
szamharmasokon alapul, melyekbél a d és N szamok nyilvanosak. A titkositds erds-
ségét tehat az N = pq szorzat biztositja, azaz olyan p és q primeket kell keresni, me-
lyek elég nagyok ahhoz, hogy a nyilvanossagra hozott szorzatuk ne legyen konnyen
faktorizalhaté (primtényezékre bonthatd). A gyakorlatban ehhez tobbszdz jegyti
szamokat kell hasznalni.

Jelenleg nem ismert olyan (,egyszeri”) képlet, amely eredményiil primszamo-
kat adna. (A kozismert 2" — 1 alakd szamok (Mersenne-szamok) kozott példdul
vannak primek?, de pl. 2! — 1 = 2047 = 89 - 23 nem prim.

Nagy primszamok kivalasztasa prébalgatasokkal torténik, majd kiilénbozo
tesztekkel dltalaban nagy valészintiséggel kijelenthetd, hogy a probalgatassal ta-
1alt an. pszeudoprim szam valéban primnek tekinthet6-e.

Esetiinkben a primkereséshez a prébalgatas eszkoze a kis Fermat-tétel, mely
szerint minden p primre és tetszéleges a alapra — ha (a,p) = 1, azaz p nem tSbb-
szorose a-nak — a?~! =1 (mod p).

— Kiindulunk egy véletlenszertien valasztott a alapbdl (célszertien egy ismert
primszambdl)

— Majd vélasztunk egy ugyancsak tetszoleges p —de az (a,p) = 1 feltételnek meg-
felel6 — paratlan szdmot (mely bindrisan pl. 1000 bit hosszi). Természetesen

p Osszetettségérol még nem tudhaté semmi.

— Osszetettségi vizsgalat. Megvizsgaljuk, hogy az a?~' =1 (mod p) egyenléség
teljestil-e.
a) Haa?~!' =1 (mod p) igaz, akkor p-t pszeudéprimnek tekintjiik és folytatds
primteszttel.
b) Ha a?~! =1 (mod p) hamis, akkor p csak dsszetett szam lehet, ezért p :=
= p+ 2 és visszatériink ennek a szdmnak az Osszetettségi vizsgdlatéra,
ami (a,p) = 1 vizsgdlatdval kezdddik.

2A gyakorisdg 1 ezrelék alatti. 2016. janudr 7-én fedezték fel a a 49-ik Mersenne-primet,
ez a 274207281 _ 1 gz4m, és 22338618 szamjegybdl &ll. Jelenleg ez a legnagyobb ismert
primszam. (Wikipédia)
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Megjegyezziik, hogy (a,p) =1, illetve a?~! =1 (mod p) kiszamitdsara gyors
algoritmusok vannak t6bb széz jegy(l szdmok esetére is. Az (a,p) legnagyobb kézos
0szt6 meghatarozasahoz az euklideszi algoritmust hasznaljuk kiterjesztés nélkiil.

A tapasztalat alapjan 1-2 ezer bites szdmok esetében altaldban 1000 prébal-
kozason beliil mindig akad néhény olyan p szam, melyre igaz az a?~! = 1 (mod p)
feltétel. Az igy taldlt p szamot — mely egy konkrét a alapra épiil — az a alaphoz
tartozé pszeudoprimnek nevezziik.

Annak eldontéséhez, hogy egy pszeudoprim valéban prim-e (tovébbi) prim-
tesztet kell alkalmazni. A legbiztosabb megoldas a primtényezds felbontas lenne,
de ez gyakorlatilag — idGigénye miatt — végrehajthatatlan.

Az aldbb ismertetett eljaras (Fermat-teszt3) egy p szdm Osszetettségének eldon-
téséhez ismételten a kis Fermat-tételt hasznalja, de most az a alapokat véltogatjuk.
Mint latni fogjuk, a valédi primség megallapitasara az eljaras elvileg nem alkalmas,
mert léteznek olyan Osszetett szamok, melyek minden (a,p) =1 a alapra — azaz
univerzalisan — pszeudoprimnek bizonyulnak (Carmichael-szimok).

Dolgozatunk f6 célja annak megmutatasa, hogy a Fermat-teszt mégis igen
hasznos az RSA kulcsgenerélds szempontjabdl, mert a késébb ismertetendé CA-
tétel miatt a valddi primeken kiviil a primteszt ,, gyilkosainak” tekintett Carmichael-
szamok is — konnyen teljesithetd sziirési feltétellel — felhasznalhatok RSA kulesparok
generalasahoz.

A Fermat-teszt leirdsdhoz sziikségiink van a kovetkezd fogalmakra: A teszte-

lendd szdm legyen p. Egy tetszbleges a szdm, mely teljesiti az (a,p) =1 és a<p
feltételeket lehet Tanu vagy Cinkos.

Tani: Ha a?~! # 1 (mod p), akkor az a szém TANU arra, hogy p 6sszetett
Szam.
Cinkos: Ha aP?~! =1 (mod p), akkor az a szam CINKOS p primségéhez,
ugyanis ebbol még nem koévetkezik p primsége, de lehet prim is.
p tandinak szama legyen T, p cinkosainak szama pedig C, nyilvdnvald, hogy
T+ C = ¢(p).
Nyilvéan igazak a kovetkezok:
— TetszOleges p szam esetén 1 és p — 1 relativ prim p-hez, tovabbd mindketto p
cinkosa?.
— Ha p prim, akkor minden a < p szdm — Euler tétele miatt - cinkos, azaz T = 0
és C' = @(p). (A primek mellett az dsszetett Carmichael-szdmokra is T = 0).
— Ha T > 0 (azaz p-nek van tantja), akkor p csak Osszetett lehet.
Most pedig megmutatjuk, hogy ha egy p szamra T > 0, akkor T' > C' is igaz,

azaz ha egy p szdmnak van tantja, akkor a p-hez relativ prim, ¢(p) darab szdm
legfeljebb fele lehet cinkos.

3Fermat-primteszt helyett kovetkezetesen Fermat-tesztet hasznilunk, mert a teszt
eredménye a primek mellett Gsszetett szamokat is primnek vélelmez.

“(p—1) = —1 (p), mindkét oldalt felemelve a (p — 1)-edik (ez paros!) hatvanyra beldt-
hato, hogy p — 1 cinkosa p-nek.
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Legyen ¢ a p szdm tandja, ¢ pedig egyik cinkosa (cinkos mindig van!) Vegyiik
észre, hogy ha ¢ a p-nek cinkosa, akkor tc (mod p) tand. ((tc)’™' = tP—1ep=! =
=tP~1 £ 1 (mod p) miatt.) Tovdbba, ha c; és co ap-nek két kiilonbozd cinkosa,
akkor a beldliikk szarmaztatott tc; és teo tanuk is kiilonbozok. Ez indirekt dton
lathaté be, ugyanis ha tc; = tep (mod p) lenne, akkor teq — teo = t(cy — ¢o) oszt-
haté lenne p-vel. Mivel (¢,p) = 1, ezért csak ¢; — co oszthatd p-vel, ami lehetetlen
0 < |e1 — c2| < p miatt. Tehédt a cinkosokbdl szdrmaztathaté tanik miatt T > C
lehet csak.

Ha T > 0, illetve kovetkezményként T > C', akkor a T'+ C' darab p-hez relativ
prim (és p-nél kisebb) szdmok kozott a cinkosok el6forduldsi valdszintisége <

T+C =

< % = %, azaz legfeljebb %
E gondolatot folytatva, valasszunk véletlenszertien pl. 100 db p-nél kisebb
s p-hez relativ prim a szdmot — és ezek mindegyikére végezziik el az aP~! =
= 17 (mod p) vizsgalatot, azonban iigyelve arra, hogy az els6 tand felbukkandsa
utdn a vizsgalatot rogton megszakitsuk és probalkozzunk egy masik p-vel. Ha

a p szam kidllta az elobbi probat, elvben két eset lehetséges:

[N

— p-nek nincs tanija, azaz T = 0. Ebben az esetben p-nek csak cinkosai vannak,
ezért ha p-t univerzdlis pszeudoprimnek tekintjiik, garantdltan nem tévediink.

— p-nek van tantja, azaz T > 0. Ebben az esetben annak a valdsziniisége, hogy
a 100 vizsgalt a szdm mindegyike cinkos legyen kisebb, mint (%)100 ~ 10730,
Ha tehat ezek utan p-t univerzdilis pszeudoprimnek tekintjiik, a tévedés vald-
szintisége kisebb, mint (%)100 ~ 10730,

(Az el6bbi gondolatmenetben emlitett univerzélis pszeudoprimek lehetnek val6di
primek is, de megbujhatnak koztiik dsszetett szamok is.)

1910-ben Carmichael taldlta meg az elsé olyan Osszett széamot (561), mely-
re T =0 és C = p(561). A TantuCinkos-keresé programmal azonban szdmos olyan
olyan p dsszetett szdmot taldlhatunk, melyekre T'= 0 és C' = ¢(p). Tehdt hidba mi-
nosiil minden vizsgalt, p-hez relativ prim cinkosnak, p mégis lehet osszetett. Ezeket
a p Osszetett szamokat nevezziik univerzélis pszeuddprimeknek, vagy Carmichael-
szamoknak.

7. Carmichael-szamok definicigja és tulajdonsagai

Definicid. Azokat az N Osszetett szdmokat, melyekre minden (a, N) =1 fel-
tételt kielégits a alap esetén a™¥~' =1 mod N teljesiil, Carmichael-szamoknak ne-

vezziik.

Ilyen szamok léteznek, a TaniCinkos-keres6 program hasznélatdaval bizonyit-
hatéan 43 darab ilyen szdm van 1 millié alatt (ldsd a szdmok listdjat — a lista
eléallitasanak idSigénye néhdny perc volt). 1994 6ta azt is tudhatjuk, hogy végte-
len sok Carmichael-szdm 1étezik.

Csak az aranyok érzékeltetéséhez megjegyezziik, hogy az 1 milliondl kisebb prim-
szdmok (1-999983) darabszama 78498. Ehhez jon még 43 db Carmichael-szam,
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azaz dsszesen 78541 db szdm esetében a Fermat-teszt mindig ,primet” vélelmez.
Az 1 millié alatti primtesztek tévedési ardnya tehdt 43/78 541 ~ 5,5 - 1074,

Korselt mar 1899-ben kritériumot fogalmazott meg a Carmichael-szamokra,
bar még nem ismert egyet sem. Eszerint az IV szam akkor és csak akkor Carmichael-
féle, ha négyzetmentes, és N mindegyik p primosztéjara igaz, hogy p— 1| N — 1
(azaz p — 1 osztja (N — 1)-et).

Az aldbbi tételek egy Carmichael-szam jellemz6 tulajdonsédgait mondjak ki:

— N primtényezés felbontasaban a 2-nél nagyobb primtényezék 1-es kitevovel
szerepelhetnek.

— Ha p az N egyik primtényez8je, akkor p—1 | N — 1 (azaz p — 1 osztja (N — 1)-
et).

— Az N szadm nem lehet paros.

— Az N szadm nem lehet két paratlan primszam szorzata.
Bebizonyitjuk tovabba:

— ha az N szam kiilonb6z6 paratlan primek szorzata, és minden primtényezojére
teljesiil, hogy p — 1| N — 1, akkor N Carmichael-szdm.

A tovdbbiakban N legyen definicié szerinti Carmichael-szam.

1. tétel. N primtényezds felbontasaban a 2-nél nagyobb primtényezok 1-es
kitevével szerepelhetnek.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy N = p®m alaki, ahol p paratlan prim, k > 2
és (m,p") = 1. Legyen g > 1 primitiv gyok mod p* (p =2 esetén ez nem lenne
garantalhatd). Tekintsiik az X = ¢ (mod p¥) és X =1 (mod m) kongruenciarend-
szert. Mivel (m,p¥) = 1, azért X létezik® és (X, N) = 1 is igaz. Ez utébbi beldta-
sdhoz vegyiik észre, hogy az elsé kongruencia fennélldsa miatt (X,p*) =1, a ma-
sodik kongruencia fennalldsa miatt — kihasznédlva A rend és a primitiv gyok fogal-
ma részben emlitett észrevételiinket, miszerint ha a = b (mod m), akkor (a,m) =
= (b,m) — (X,m) = (1,m) = 1, tehat (X, N) = (X,p"m) = 1 is igaz.

Az X teljesiti a kovetkezSket: A Carmichael-szam definiciéja miatt XNV —1 =
=1 (mod N) — ugyanis (X, N) = 1, ezért p(p*) | N — 1. Itt azonban ellentmondasra
jutunk, ugyanis k > 2 esetén p | p(p*) = p*~1(p—1) | N — 1, de ez lehetetlen, mert
p egyidejiileg nem lehet osztéja (N — 1)-nek és N-nek is.

2. tétel. Ha p az N egyik primtényezdje, akkor p— 1| N — 1.

A p = 2 esetében az allitas trividlisan teljesiil — bar, mint késébb latni fogjuk,
N nem lehet péros szam. fgy az egyik paratlan p primet kivalasztva feltételezhetjiik,
hogy N = pm alaki, ahol (m,p) =1. Legyen ¢ primitiv gyok mod p. Tekintsiik
az X = g (mod p) és X =1 (mod m) kongruenciarendszert. Mivel (m,p) = 1, 1étezik
ilyen X, és (X,N) = 1.

5Ez kovetkezik abbél, hogy az ax + by = 1 diofantoszi egyenletnek csak akkor van
megolddsa, ha (a,b) = 1, tovdbbd ekkor az ax + by = ¢ diofantoszi egyenletnek is van
megoldésa.
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A Carmichael-szdm definiciéja miatt XV ~! =1 (mod N), igy nyilvan XV~ =
=1 (modp), ezért p—1=p(p) = 0,(X) | N — 1.

3. tétel. Az N szdm nem lehet pdros.

Legyen N egyik pdratlan primosztéja p, ekkor a 2. tétel szerint p — 1 | N — 1.
Itt p — 1 paros, igy N — 1 is paros, tehat N paratlan.

4. tétel. Az N szdm nem lehet két paratlan primszam szorzata.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy N = pq alaki. Mivel p — 1| N — 1 fennall,

azért
pa—1_pg—gtq-1_ ~ a-1

p—1 p—1 q p—1
is egész, tehat E is egész szém. A ¢ — 1| N — 1 fennélldsiabdl pedig beldthato,
hogy E is egész. A reciprokok csak akkor lehetnek egészek, ha mindketté értéke 1,

azaz p = q. A p = q eset azonban az 1. tétel miatt nem lehetséges, tehat az N szam
nem lehet két tényezos.

A tovébbiakban N legyen kiilonbozé pératlan primek szorzata, és minden p
primtényez&jére p — 1 | N — 1.

5. tétel. Ha N eleget tesz a fenti feltételeknek, akkor N Carmichael-szdm.

Barmelyik p primtényezére k = % egész szam. Ha (a, N) = 1, akkor erre
az a alapra a kis Fermat-tétel szerint ¥ ! = ¢*®~1) = 1 (mod p). Mivel ez a kong-
ruencia mindegyik p primtényezore fennall, azért a modulusok szorzatara is, igy
aV "1 =1 (mod N) is igaz.

8. A kétkulcsos titkositas alaptételének egy fontos altalanositasa
(CA-tétel)

Az eredeti — korabban bebizonyitott allitds — a kovetkezd: Ha p és g két
kiilonboz8 primszam, és az e, d pozitiv egészekre ed = 1 mod ¢(pq) teljesiil, akkor
tetszéleges m egész szamra m® = m (mod pq).

Az altalanositis a kdvetkez6:

Legyen N négyzetmentes szdam — azaz egymdstol kilonbézé — p1,pa,--.,Pn

primek szorzata. Ha az e, d pozitiv egészekre teljesiil az ed = 1 (mod @(N)) feltétel,
akkor tetszéleges m egész szdmra m®® = m (mod N)).

Bizonyitas. Ugyanaz, mint két prim szorzatanak az esetében.

Ennek az altalanositdsnak az a jelentOsége, hogy a kulcsgenerdlashoz felhasz-
néalhatjuk a Fermat-tesztet kiallt valamennyi szamot, fiiggetleniil attél, hogy az va-
16di prim vagy osszetett Carmichael-szam. Az N szorzat négyzetmentességének biz-
tositdsdhoz elegendo a felhasznalt szamok paronkénti relativ primsége, ami konnyen
biztosithaté.

Eddig még nem vizsgaltuk, hogy az ed = 1 mod ¢(N) feltétel hogyan teljesithe-
t6. Itt (V) = (p1 — 1)(p2 — 1) ... (pn — 1). A Kkiterjesztett euklideszi algoritmussal
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— induldsként példaul egy kisebb primet vélasztva e értékének — igen gyorsan meg-
hatarozhato d értéke — ha létezik megoldas. Ha nincs megoldas, akkor egy masik
prim értéket valaszthatunk stb.

9. Kulcspargeneralas 6sszetett szamokbdl
A CA-tétel egyik fontos kovetkezménye, hogy az RSA kulcsparok generaldsat
primek mellett specidlis Osszetett szamokkal is meg lehet csindlni, mégpedig pont
azokkal, melyek a Fermat-teszt primvizsgélatat ,,meggyilkoltak”.

A PLwSecur (v2.2) véltozatdban 256 bites, illetve 512 bites primeket haszna-
lunk, nevezetesen

— az 512 bites kulcspar 2 db 256 bites prim szorzatabodl,
— a 768 bites kulcspar egy 256 bites és egy 512 bites prim szorzatabol,

— az 1024 bites kulcspar 2 db 512 bites prim szorzatabdl
van generalva.

Bar a program jelenlegi véltozata max. 2048 bites kulcsparokat is tud kezelni,
az alkalmazott programtechnika (Delphi kéd, de nincsenek bedgyazott assembler
gyorsitdasok) nem alkalmas hosszabb kulcsparok generéldséra észszert(i idon beliil.

A CA-tétel alapjén azonban lehetéség nyilik 1536, 2048 bithosszisdgu kul-
csok generdlasiara 512 bites primek felhaszndlasdval. A kulcsgenerilds folyamata
a kovetkezd lehet:

1. A végcéltdl fiiggben generalni kell pl. 3-4 darab 512 bites primet. Ezeket elébb
szigoru primtesztnek kell aldvetni (pl. 100 erésségii Fermat-teszt). Mivel ez va-
16szintliségi teszt, ezért a valddi primeken kiviil — nagy valészintiséggel — csak
az Osszetett Carmichael-szdmok bizonyulhatnak ,,primnek”. (A Primek kere-
sése, tesztelése részben megmutattuk, hogy 100 darab sikeres ,cinkostaldlat”
utdn annak valészintisége, hogy p ne univerzalis pszeudéprim legyen kisebb,

mint (%)100 ~1073Y)

2. Az igy talalt szamokat — beleértve az esetleges Carmichael szamokat is — je-
16ljiik ¢q,ca, ..., cp-nel. A CA-tétel miatt kulcsgeneralashoz csak akkor hasz-
néalhatok, ha szorzatuk négyzetmentes. Ehhez elegend6 azt biztositani, hogy
a szamok paronként relativ primek legyenek. Ha valamelyiknél sériil a relativ
primség, akkor helyette masik szamot kell generdlni az el6z6 pont szerint.

3. A fenti el6készitések utdn az N = cica...c¢, szorzat értéke mellé meg kell
hatdrozni @ = (¢1 — 1)(c2 — 1) ... (¢, — 1) értékét is, majd az ed =1 mod Q
egyenletnek eleget tevo e, d, N harmasbdl képezhetd a kulcspar. Vegyiik észre,
hogy a ¢; szamok primtényez6s felbontasaban szereplé valamennyi p; primre
fenndll, hogy p; — 1| ¢; — 1. Ezért a CA tétel bizonyitasakor az ed = 1 mod Q
feltétel is elegendo.

Természetesen tisztaban kell lenni azzal, hogy pl. 4 darab 512 bites szambol
szarmaztatott 2048 bites kulcspér kevésbé biztonsagos (elméletileg konnyebben fak-
torizdlhat6), mint ha ugyanezt 2 darab 1024 bites szambol szarmaztattuk volna.
Ugyanakkor a kulcsgeneralas id6igénye nagysagrendekkel révidebb lesz. A kulcs-
par haszndlatakor az encryt/decrypt id6igényét az e, N (nyilvdnos), illetve d, N
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(privéat) szdmpdrok mérete hatdrozza meg, ami mér teljesen fiiggetlen az e, d, N
szamok eldallitasanak modjatol, azaz itt a futdsi idoben véltozas nem varhaté.

Megjegyzendd végiil, hogy ha a primtesztelésnél a nagyon nagy valdszintiséggel
helyes eredmény helyett a biztosan jo vélaszhoz ragaszkodunk, akkor immar ez
az igény is kielégithet6 — az algoritmus bonyolultsaganak névekedése aran. Mindezt
Agrawal, Kayal és Saxena 2002-ben publikalt eredménye biztositja.

1 millié alatti Carmichael-szdmok (43 db)

Hex Dec | Primfelbontés Hex Dec | Primfelbontés
231 561 3-11-17 | 3DAB9 | 252601 41-61-101
451 1105 5-13-17 44011 | 278545 5-17-29-113
6C1 1729 7-13-19 47E09 | 294409 37-73-109
9A1 2465 5-17-29 | 4CDC5 | 314821 13-61-397
B05 2821 7-13-31 51949 | 334153 19 - 43 - 409

19C9 6601 7-23-41 53251 | 340561 13-17-23-67

22CF 8911 7-19-67 61699 | 399001 31-61-211

2959 10585 5.29-73 641B9 | 410041 41-73-137

3DE1 15841 7-31-73 | 6DA29 | 449065 5-19-29-163

729D 29 341 13-37-61 775B1 | 488881 37-73-181

A051 41041 7-11-13-41 | 7D1CD | 512461 31-61-271

B641 46 657 13-.37-97 819C1 | 530881 1397421

CD99 52633 7-73-103 86F11 | 552721 13-17-41-61
F519 62745 3-5-47-89 | A04D9 | 656601 3-11-101-197
FIEbH 63973 7-13-19-37 AO0DT71 | 658801 11-13-17-271
12661 75361 11-13-17-31 A3951 | 670033 7-13-37-199
18AED | 101101 7-11-13-101 B6CT1 | 748657 7-13-19-433
1C4D1 | 115921 13-37-241 C97B1 | 825265 5.-7-17-19-73
1EDO09 | 126217 7-13-19-73 | CCA39 | 838201 7-13-61-151
27A61 | 162401 17-41-233 D0369 | 852841 11-31-41-61
2A031 | 172081 7-13-31-61 F3901 | 997633 7-13-19-577
2E02D | 188461 7-13-19-109

Kiss Gabor

Gyakorlé feladatsor 7
emelt szintli matematika érettségire — '

I. rész

1. Dani kerékparversenyre késziil. Eloszor hegynek felfelé, utana vizszintes te-
repen, majd lejton lefelé hajtja a biciklit, ezutéan visszafelé ugyanezen az ttvonalon

hajt végig. Lejton lefelé 60 %, vizszintes terepen 40 %, mig hegynek felfelé 20 1%“
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alland6 sebességgel képes haladni. Az odafele utat 1,75 éra alatt, mig a visszafele
utat 2,25 6ra alatt tette meg. Milyen hossziak az egyes utszakaszok, ha oda-vissza
Osszesen 130 km-t biciklizett?

(Kozben sehol sem &llt meg, a visszafordulds idéveszteség nélkiil zajlédik le.)
(13 pont)
2. Tekintsiik a kovetkezd allitdasokat.

A: Meg tudunk tgy adni végtelen sok primet, hogy barmely kettd Gsszege ne
legyen prim.
B: Ha az a2 sorozat konvergens, akkor a,, is konvergens.

C': Ha 6t kiilonb6z6 természetes szam Osszege oszthato ottel, akkor ottel osztva
kiilonb6z6 maradékot adnak.

a) Dontsiik el, hogy igazak vagy hamisak az llitdsok. Vélaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C' §llitds megforditdsat. Dontsiik el, hogy igaz vagy
hamis az allitas megforditdasa. Vélaszunkat indokoljuk. (4 pont)

3. a) Dontsiik el, hogy az implikdcié asszociativ miivelet-e, azaz tetszbleges A;
B; C kijelentések esetén fenndll-e, hogy (A — B) - C = A — (B — C). (4 pont)
b) Hatdrozzuk meg azon P(x;y) pontok halmazat a derékszogii koordindta-
rendszerben, amelyek koordinataira igaz, hogy PA? + PB? = 22, ahol A(1;2) és
B(3;0).
(8 pont)
4. Legyen A a 2% + 277 < 3 egyenlStlenség megolddshalmaza, B pedig az
alabbi két fiiggvény értékkészletének kozos része:
3

2
f(z) = 3 -sin(20197x) és  g(x) = 4o — 4 + 7

a) Hatdrozzuk meg az A halmazt. (5 pont)

b) Hatédrozzuk meg a megadott fiiggvények értékkészletét és a B halmazt.
(7 pont)
¢) Hény eleme van az (A\ B) NZ halmaznak, ahol Z az egész szamok halmazat
jeloli? (2 pont)

II. rész

5. a) Egyik este Anna, Bea, Csilla, Déra és Emese elmentek vacsordzni a kozeli
pizzdzéba. Mindannyian masféle pizzat rendeltek. A pincér még 1dj, igy a rendelt
ételeket véletlenszeriien osztotta ki a lanyoknak (de azokat hozta ki, amiket ren-
deltek). Jelolje X azt a valdszinliségi véltozdt, amely azt adja meg, hogy hédnyan
kaptdk a sajat rendelésiiket. Hatarozzuk meg X véarhaté értékét. (8 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a pozitiv egész szdmok halmazén:

2" — 1 =m? (8 pont)
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6. a) Egy derékszogii haromszog beirt és koré irt korének sugardt jelolje r és R.
Mekkordk a hdromszog oldalai, ha tudjuk, hogy r + R = 31 és rR = 1507 (8 pont)
b) Egy szabdlyos 6tszog mindegyik oldaldt kiszinezziik hdrom adott szin va-
lamelyikével. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha két szinezést nem tekintiink
kiillonbozonek, ha forgatdssal egymésba vihet6k? (8 pont)

7. a) A lappfoldi Mikuldsnak két rénszarvasa van: Vagta és Eppenhogycsak.
Ha valamelyik nap Vigta egyediil « sebességgel (x > 1) hiznd a szént, akkor
Eppenhogycsakot melléfogva az még 1/x sebességet tud hozzdadni. A Mikulds mér
oreg, emiatt ijedés. Minél gyorsabban megy a szdn, anndl tobbszor fogja vissza
az allatokat. A preciz mérések szerint, ha Vigta x sebességgel hizna a szént,
akkor ez éppen In x sebességestkkenést eredményez. Egyszer egy ellenérzésnél azzal
vadoljdk meg a Mikuldst, hogy lassan hajtott. Lappfoldén a lasstihajtéds hatdra 7/4.
Meg tudja-e védeni magat a Mikulas?

(Hasznaljuk fel, hogy (Inz) = %) (9 pont)

b) A sakk egy érdekes véltozata az Gn. Fischer random sakk, melyet Robert
Fischer amerikai vildgbajnok hozott 1étre 1996-ban. A lényegi eltérés a tisztek
(kirdly (K), vezér (V), 2 bastya (B), 2 huszér (H), 2 futé (F)) elhelyezkedésében
rejlik.

Az alapéllas szabalyai:

e A kirdly a bastydk kozott foglal helyet.

o A futdk ellentétes szinli mezdén allnak.

A felsorolt tiszteket az aldbbi 1 x 8-as tdbldzatba kell elhelyezni (az dbrdn egy

helyes kitoltés lathato):
FEIBRIHY B

Az azonos min6ségli tisztek kozott (pl. két huszir stb.) csak a futékndl van
megkotés arra, hogy sziikségszeriien kiilonbozo szinen kell allniuk.

Mutassuk meg, hogy 960 megengedett alapallas lehetséges a Fischer random
sakkban. (7 pont)

8. a) Egy tizenkét elemi, egész szdmokbdl 8116 mintabdl ismeriink hét érté-
ket: 4; 4; 4; 5; 7; 9; 13. Tudjuk, hogy a minta egyetlen mdédusza 5 és a minta
atlaganak szoérds sugard kornyezete hdrom tizedesjegyre kerekitve |z — o;Z + o[ =
= 13,292;8,708|. Hatdrozzuk meg a minta hidnyz6 6t elemét. (8 pont)

b) Egyenld szart haromszog szdra 13 cm, alapja 24 cm. Szamitsuk ki a hdrom-
szog sulypontjanak a haromszog koré irhatd kor kozéppontjatol vald tavolsagat.

(8 pont)

9. a) Bence nemrég tanulta az iskoldban a szinusztételt és a koszinusztételt.
Sajnos rosszul emlékezett rajuk és azokat az alabbi médon jegyezte meg (a jelolések

a szokdsosak):
cos
A =a®+ b +2ab-siny és - e
b cosp
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Mekkorak annak a haromszognek a szogei, amelyre igazak a Bence dltal megtanult
Osszefiiggések? (7 pont)
b) Hatdrozzuk meg az a; b; ¢ egész paraméterek értékét gy, hogy az f(xz) =
= ax? + bz + c egyenlet{i parabola az aldbbi feltételek mindegyikét teljesitse.
1. f/(3) = —11.

1
2
2. [ f(z)dz = S
S1
3. Csucspontja illeszkedik az y = %sc + 1 egyenletii egyenesre. (9 pont)

Fridrik Richard
Szeged

Tajékoztato a folydirat elofizetésérol

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok megrendelheté a kiadénal,
a MATFUND Alapitvanyndl a szerkesztOség cimén; valamint a kovetkezd ci-
men: http://www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml. Elofizetési dij
a 2019-2020-as tanévre (2019 szeptemberétol 2020 majusdig) 8100 Ft. Azonos cimre
kiildend6, 6-nal nagyobb példdanyszami megrendelés esetén a csoportos el6fizetési
dij a korabbi évekhez képest valtozott, a részletes arak a fenti oldalon olvashatdk.
Csekket és szamlat a szeptemberi szdmmal egytitt kiildiink, a fizetés csak ezutan
torténhet.

Lapunk el6fizetdi az eldfizetett példany cimlapjdin ldthato eldfizetéi azonosito
segitségével a kitiizott feladatainkhoz mar a lap nyomtatott vdltozatdinak megjelené-
sével egyidejileg hozzdaférhetnek.

A Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat (BJMT) tagjai dltal igénybevehetd ked-
vezményekrol kérjik, olvassa el a Tarsulat honlapjin a ,Tagsdgi informdciok™at:
www.bolyai.hu.

Azok, akik az idén kérik felvételitket a Bolyai Janos Matematikai Tarsulatba,
felvételi kérelmiik elbirdldsa utdn (legkozelebb varhatéan oktéberben) értesitést és
tagdijbefizetési csekket kapnak, ezért kiilon nem sziikséges elobb jelentkezniiik.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok példanyonként 950 Ft-ért meg-
vasarolhato a szerkeszt6ségben.

Kérjiik versenyzdéinket, hogy a KoMal 2019-2020-as tanévi matematika, fizika
és informatika pontversenyének versenykiirdsat figyelmesen olvassak el!

Versenykiiras*
a KoMalL 2019-2020. évi pontversenyeire

A most indulé pontversenyek 2019 szeptemberétdl 2020 méjusdig tartanak,
havonta az ujonnan kitlizott feladatcsoportok megoldasait lehet bekiildeni.

*Kérjiik, hogy azok is figyelmesen olvassék el a versenykiirdst, akik tavaly mar részt
vettek valamelyik versenyiinkben.
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Kedves Versenyzonk!

Matematikabol, fizikdbol és informatikabol, 6sszesen 21 kategoridban inditunk
kiilonféle nehézségii pontversenyeket. Ezek a versenyek 9 hénapon keresztiil, 2019
szeptemberétol 2020. junius elejéig tartanak. Minden honapban 14j feladatokat tii-
ziink ki, és a megolddsokat a kovetkezd hoémap elejéig kiildheted be. A verseny
végeredményét 2020. szeptemberi szamunkban hirdetjiik ki. A dijakat jovo Osszel,
a KoMalL Ifjusdgi Ankéton adjuk at.

Pontversenyeinkben a részvétel a 2019/2020-as tanévben is téritésmentes. Kér-
jiikk azonban versenyzoink sziileit, hozzatartozoit, vagy az Oket tdmogatd intézmé-
nyeket, cégeket, hogy el6fizetésiikkel és adoményaikkal segitsék Lapunk fennmara-
dését.

Nevezés a versenyre

Versenyeinkben minden altalanos iskolas és kozépiskolas koru tanuld részt
vehet.

Az Eurépai Unié Altaldnos Adatvédelmi Rendelete (GDPR) értelmében szii-
161 engedély sziikséges a 16 évesnél fiatalabb versenyzoink adatainak nyilvantar-
tdsdhoz. Az & esetiikben egy sziiléi nyilatkozatra is sziikség van, melyet a re-
gisztracié sordn lehet megadni. Amennyiben a sziiléi nyilatkozat nem érkezik
meg, a versenyzO nem szerepelhet az eredménylistdban. Adatkezelési szabalyza-
tunk a https://www.komal.hu/info/adatkezeles.h.shtml cimen olvashato.

Regisztracié

Ha még soha nem vettél részt a KoMaL versenyeiben, az els6 1épés a regisztrd-
¢id a honlapunkon (https://www.komal.hu/u?a=reg). A regisztrécié soran alap-
veté adatokat (név, sziiletési datum, iskola, osztdly, e-mail ¢im) kériink. A kés6bbi
bejelentkezéshez sziikséges jelszavadat e-mailben kiildjiik el.

A nagyon gyakori csalddnevii versenyzSknek (Horvath, Kiss, Varga stb.) java-
soljuk, hogy valasszanak egy haromjegyti jelzészamot, amit masodik vezetéknév-
ként haszndlnak (pl. Kiss 349 Anna, Szab6 344 Péter). Kérjiik, hogy mind a re-
gisztraciokor, mind pedig a tanév soran bekiildétt dolgozataidon is minden esetben
az gy kibovitett nevet hasznald.

A sikeres regisztracié utdn adhatod meg tovabbi adataidat (pl. levelezési cim:
ide szoktuk kiildeni az érettségizettek oklevelét; felkészité tandrok neve), és nyilat-
kozhatsz a részletes pontszamok nyilvanossagarol vagy egyes konkrét versenyekben
vald részvételrol.

Ha kordbban mar regisztraltédl, akkor nincs sziikség tjabb regisztraciora; a ta-
valyi jelszavadat tovabbra is hasznalhatod; ugyanakkor sziikséges lesz a személyes
beallitdsaid attekintése, feliilvizsgélata.

Az egyes pontversenyekre az els6 dolgozat bekiildésével nevezhetsz be.

A versenyekbe a tanév soran késébb is be lehet kapcsolédni.

FONTOS! A versenyben csak a regisztracié utan bekiild6tt megol-
dasokat értékeljiik! Regisztracié nélkiil bekiildott megoldasokat utdlag
sem vesziink figyelembe!

Az osztalyok szamozasa

A KoMalL versenyeiben az osztalyokat 1-t6] 12-ig szdmozzuk. Lehet, hogy a sza-
mozdas nem azonos az iskoldban hasznalt szammal. Azok szamitanak 12. osztélyos-
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nak, akik most kezdik az érettségi vizsga el6tti utolsé évet. 11. és 10. osztalyosnak
szamitanak azok, akik varhatéan 2021-ben, illetve 2022-ben fejezik be a kozépisko-
14t.

Azok, akik 8 + 5 éves képzésben vesznek részt, példaul a nyelvi el6készité osz-
talyok tanuldi, két egymas utdni évben is 9. osztalyosnak szamitanak. Kérjiik, ha
az osztalyod sorszama nem 1-gyel n6tt tavalyhoz képest, ezt jelezd a szerkesztéség-
nek e-mailben.

A regisztracié médositasa

A regisztracié utdn az azonositashoz sziikséges adataidat (név, iskola, osztaly,
e-mail cim) 6nélléan nem médosithatod. Ha ezek megvaltoztak, kérjiik, hogy fordulj
e-mailben a szerkesztOséghez.

Mindenkit 6vunk a regisztracié 6nkényes megismétlésétol, a tobbszoros regiszt-
raciotol. Nincs olyan helyzet, amikor a tobbszoros regisztracié segitene; csak még
nagyobb zavart okoz. (Ugye nem szeretnél kétszer szerepelni a pontversenyben,
feleakkora pontszdmmal?)

Arcképek

Ha szeretnéd, hogy fényképed megjelenjen honlapunkon a pontverseny eredmé-
nyében, kiildd el a szerkesztOségnek e-mailben. Ha lehet, valassz vilagos, egyszini
hétteret. A képeket tobbnyire dtméretezziik és megfelelé méretiire vagjuk, ezért
érdemes nagyobb felbontast hasznalni.

Matematika versenyek

Négyféle versenyt inditunk, névekvd nehézségi sorrendben K, C, B és A kate-
géridban. Egy tanuld tobb pontversenyben is indulhat, de K-ban és B-ben egyszerre
nem. Ha kilencedik osztalyos vagy, akkor a személyes beallitasaid kézott nyilatkoz-
hatsz, hogy melyik versenyben szeretnél részt venni.

Mindegyik versenyiinkre érvényes, hogy egy feladatra csak egy megoldast
értékeliink.

Természetesen 6rommel varunk altaldnositasokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, sot, a pontver-
senyen kiviil kiilond{j forméjaban is elismerjiik.

K-jelit matematika feladatok — az ABACUS és a KoMal, K6z6s pontversenye
Kilencedikes KezdOknek

A K-pontversenyben csak kilencedik osztdlyosok indulhatnak. Azoknak ajénl-
juk, akik még csak most ismerkednek a K6Mal-lal. Szeptembert6l marciusig hét for-
duléban, havonta 6t feladat jelenik meg; ezek koziil harom feladat az ABACUS
pontversenyével kozos. Mindegyik feladat teljes megoldasa 6 pontot ér. A feladato-
kat az ABACUS matematikai lapok bocsatja a KoMal rendelkezésére.

Az ABACUS pontversenyében tovabbra is az dltalanos iskoldk 3-8. osztalyos
tanuldi vehetnek részt.

C-jeli matematika gyakorlatok

A C-pontverseny gyakorlatait azoknak az olvasdinknak ajanljuk, akik til ne-
héznek vagy szokatlannak taldljak a B és az A kategoria feladatait. Itt rendszeresen
kozliink az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsoldédé gyakorlatokat, azok talal-
hatnak itt kedviikre valét, akik valamivel — de nem sokkal — szeretnének tullépni
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az iskolai matematika keretein, vagy emelt szintl érettségit kivannak tenni mate-
matikdbol.

A gyakorlatok egy része altalanos iskolasoknak is ajanlhatd, mas résziik azon-
ban a 11-12. évfolyam tanulmanyaira tamaszkodik. Minden honapban hét gyakor-
latot tlziink ki, ebbdl az 1-5. gyakorlatokra a legfeljebb 10. évfolyamosok, a 3-7.
gyakorlatokra pedig a 11-12. évfolyamosok kiildhetnek be megoldéast. Minden dol-
gozatra legfeljebb 5 pont kaphato.

A C-pontversenyt hdrom korcsoportban értékeljik: 1-8., 9-10., illetve
11-12. osztalyosok.

B-jelii matematika feladatok

A B-pontversenyben havonta 6sszesen nyolc feladatot tliziink ki, de havonta
mindenkinek legfeljebb hat megoldédséit szamitjuk be a pontversenybe (amelybe
azonban eldszor a nem versenyszertieket szamitjuk be, 14sd lejjebb). Az eredményes
versenyzéshez tehat nincs sziitkség valamennyi feladat megoldasara; ki-ki gondolja
végig, mely példakkal foglalkozna szivesen, hogyan érhetné el a legtobb pontot.

A B-feladatok sorrendje megfelel az iskolai tananyagnak: egy feladatsoron beliil
az alacsonyabb sorszamuakat ajanljuk a fiatalabbaknak. A feladatok — szdndékaink
szerinti — nehézségét a kozolt pontszdm jelzi (t6bbnyire 3-6).

A B-pontverseny eredményét 6t korcsoportban tartjuk nyilvan: a 8. évfolyamig,
a 9., 10., 11., illetve 12. évfolyamokban.

A -jelili nehezebb matematika feladatok

Az A-pontverseny a legfelkésziiltebb didkok szamara jelent kihivast. Azoknak
ajanljuk, akik tudomanyos kutaté palyara vagy nemzetkozi versenyekre késziilnek.

Havonta két vagy harom A-feladatot tiiziink ki, mindegyik feladatra legfel-
jebb 7 pont kaphaté. Az A-verseny résztvevéit nem kiilonitjiik el évfolyamonként,
mindannyian egyiitt versenyeznek.

Fizika versenyek

Héromféle fizika versenyt inditunk: M, G és P kategéridban. Egy tanul6 tobb
pontversenyben is indulhat, de a G- és a P-pontversenyek koziil csak az egyiket
valaszthatja. A legfeljebb 10. osztalyosoknak honlapunkon, a személyes bedllitasaik
kozott kell nyilatkozniuk, hogy a P és G versenyek koziil melyikben kivannak részt
venni.

Természetesen 6rommel varunk altaldnositdasokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitlizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, sot, a pontver-
senyen kiviil kiillondij formajaban is elismerjiik.

M-pontverseny — fizika mérési feladatok

Havonta egy mérési feladatot tiiziink ki, valamennyi korosztdly szaméra kozo-
sen. A feladatok megoldasdval 6-6 pontot lehet szerezni.

A mérés elvégzéséhez szabad egy személy (csalddtag, osztalytdrs, bardt) se-
gitségét is igénybe venni. A segité személy adatait a mérési jegyzdkonyv elején
a versenyz6 adatai mellett tiintessétek fel. Idén els6 alkalommal (kisérleti jelleggel)
megengedjiik, hogy a mérést két versenyzo kozosen, méréparban végezze el. A mé-
répar tagjai — akik jarhatnak kiilonbo6z6 iskolaba és kiillonb6z6 évfolyamokba — egy-
méstol fliggetleniil nevezzenek be az M pontversenybe. A mérésiik jegyz&konyvét
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elegendo 1 példanyban bekiildeni, de annak fejlécén minden honapban szerepeljen
mindkettéjiik neve, iskoldja, osztdlya, e-mail cime. A mérési jegyzékonyvért jard
pontszamot a mérépar mindkét tagja kiilon-kiilon megkapja.

G-jeld fizika gyakorlatok

A G-pontversenyben legfeljebb 10. osztéalyosok vehetnek részt. Azoknak az ol-
vasoinknak ajanljuk, akik tul nehéznek vagy szokatlannak talaljak a P-feladatokat.
To6bbnyire az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat talalnak
a versenyzok, igy azok is eséllyel indulhatnak, akik még nem rendelkeznek feladat-
megoldé rutinnal, de a gyakorlatok megoldasaval és bekiildésével felkésziilhetnek ar-
ra, hogy a kovetkezo években eredményesen szerepelhessenek a P-pontversenyben.

Minden hénapban négy G-gyakorlatot tliziink ki, az elérheté pontszamokat
a feladatok utan feltiintetjiik. Mindenki szabadon valaszthat a kitlizott gyakorlatok
koziil, de havonta legfeljebb harom feladat megolddsat (el8szor a nem verseny-
szerfieket) szamitjuk be a pontversenybe. A G-pontversenyt hdrom kategéridban
(legfeljebb 8. évfolyam, 9., 10. évfolyam) kiilon-kiilon osszesitjiik és értékeljiik.

P-jeli fizika feladatok

Havonta kb. tiz elméleti feladatot tiiziink ki, nem nehézségi, hanem az életkor-
nak megfelel6 sorrendben. A pontszamokat a feladatok utan feltiintetjiik. Mindenki
szabadon valaszthat a kitlizott elméleti feladatok koziil. Az 1-8. évfolyamosok-
nak havonta legfeljebb harom, a 9-12. évfolyamosoknak legfeljebb &t
megoldasat szamitjuk be a pontversenybe (azonban eldszor a nem versenyszerii-
eket).

Az elméleti versenyt korosztdlyonként (8. éviolyamig, 9., 10., 11., 12. évfolyam)
kiilon-kiilon Osszesitjiik és értékeljiik.

Informatika versenyek

I-pontverseny — informatika alkalmazasi és programozasi feladatok

Havonta hérom I jell és egy I/S jelii feladatot tiiziink ki. A feladatok egy
része altalanos iskoldsoknak is ajanlhatd, nagyobb része azonban a kozépiskolai ta-
nulményokra tdmaszkodik. Alapvet6 célunk, hogy e feladatok segitsék a felkésziilést
az informatika versenyekre és az emelt szintii érettségire. Minden hénapban a négy
kitlizott feladatbdl a harom legmagasabb pontszamot elért feladat pontszamat sza-
mitjuk be az I pontversenybe.

Az 1 jelii feladatok programozasi és informatika alkalmazdi feladatok. A felada-
tok egyike jellegében és formajaban is 1ényegében megegyezik az érettségin kitizott
feladatokkal, ezt az (E) bettivel jelezziik a feladat sorszdma mellett. Versenyzdink
ezen feladatok megoldédsaval a vizsgara valo felkésziilést is gyakorolhatjak.

Az 1/8S jelii feladatok az I jelli programozési feladatokndl nehezebb, de az S je-
liieknél konnyebb programozasi feladatok. A megoldéashoz sziikséges ismeretek és al-
goritmusok megtaldlhaték a http://tehetseg.inf.elte.hu/nemes és a https://
www.oktatas.hu/kozneveles/tanulmanyi_versenyek/oktv_kereteben/
aktualis_versenyidoszak oldalakon.

S-pontverseny — nehezebb programozési feladatok

Az S pontverseny egy S-jelii nehezebb programozasi feladatbdl és az I-pontver-
senyben is résztvevd I/S feladatbdl 4ll. Mindkét feladat a programozési versenyekre
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val6 felkésziilést szolgalja. A megoldédshoz sziikséges ismeretek és ajénlott algorit-
musok korét a Nemzetkozi Informatikai Didkolimpidkon alkalmazott angol nyelvii
leirds (IOI Syllabus) tartalmazza, ldsd https://ioinformatics.org/files/ioi-
syllabus-2018.pdf. Az S és I/S feladatok értékelésénél az eredmény helyességén
kiviil azt is figyelembe vessziik, hogy az algoritmusok mennyire hatékonyak, nagy-
méretlt bemend adatok esetén is lefutnak-e a megadott idSkorlaton beliil.

A feladatok megjelenése

ij feladatokat havonta, szeptembertol méjusig tliziink ki. A feladatokat meg-
talalod nyomtatott szdémunkban és honlapunkon.

Honlapunkon a feladatokat, szeptember kivételével, az adott hénap 28. nap-
jan hozzuk nyilvanosségra. Elofizet6ink azonban a lap nyomtatott véaltozatanak
megjelenésével egyidejiileg, azonnal elérhetik a feladatok szovegét, és elkezdhetik
a munkat. Amennyiben elofizettél a KéMal-ra, a személyes bedllitdsaid kozott add
meg el6fizetoi kédodat. Az el6fizetdi azonositot megtaldlod a szeptemberi szam cim-
lapjara raragasztott cimkén.

Azok az eléfizetdink, akik (példdul életkorukndl fogva) nem versenyzdink, re-
gisztracid és az elofizeti kéd megaddsa utan, a versenyzdékkel egyiitt szintén elér-
hetik a feladatok szovegét.

Egy elofizet6i kodot csak egy személy hasznalhat.

A dolgozatok tartalma

Kérjiik, tanulményozd a korabbi szdmainkban és honlapunkon megjelent meg-
oldasokat, ezek sokat segithetnek annak megértésében, hogy milyen format és rész-
letességet varunk el a bekiildott megoldasoktol.

Matematika és fizika elméleti megoldasok

A megoldés leirdsa azt jelenti, hogy az olvasét végigvezeted a megolddsod
lépésein. Torekedj a rovid, olvashatd leirdasra. Prébald még egyszer atgondolni
a lépések sorrendjét, és leroviditeni a megoldast. A gondos leiras sok idét igényel;
ne hagyd az utolsé pillanatra.

Maximaélis pontszdm csak teljes megoldasért jar; puszta eredménykozlésért
nem adunk pontot. A kimondott allitasokat igazolni kell. Levezetés és hivatkozas
nélkiil csak a kozépiskolai tananyagban szerepl6 tételeket fogadjuk el. Kozismert
tételekre (pl. Menelaosz-tétel, Holder-egyenl6tlenség stb.) elegendé a neviikkel hi-
vatkozni, egyéb esetekben ki kell mondani a felhaszndlt tételt, és fel kell tiintetni
az idézett forrdst (cim, oldalszdm vagy internet-cim). Tételekre valé hivatkozédskor
azt is meg kell mutatni, miért teljesiilnek a tétel feltételei, és hogyan kovetkezik
a tétel allitasabol a bizonyitds gondolatmenetének kovetkezo 1épése.

To6bbszor eléfordult mar, hogy egy-egy feladat szerepelt valamely példatarban,
vagy megtaldltdk az interneten. Arra is lattunk példét, hogy egy folydiratcikkben,
vagy éppen a KoMal egy korabbi feladataban a feladatban kitlizottel 1ényegében
ekvivalens, vagy anndl dltalanosabb allitds bizonyitasa szerepelt. Célunk tovabbra
is versenyzoink problémamegoldé képességének fejlesztése, nem pedig a keresoprog-
ramok tesztelése, ezért nem adunk pontot azokra a dolgozatokra, amelyek
csak a megoldas helyét kozlik, vagy azt mutatjak meg, hogy a feladat
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egy nehezebb tétel specidlis esete vagy trividlis kdvetkezménye; a vég-
eredményhez vezet6 megoldast részletesen le kell irni.

Ha a megoldashoz konyvekben vagy az interneten taldlt irdsokat hasznalsz fel,
és ezekbdl idézel, tiintesd fel a felhasznalt forrasokat.

A hosszabb, 6sszetettebb gondolatmeneteket érdemes tagolni, részekre bonta-
ni; haszndlj, bekezdéseket, részeket, cimeket és alcimeket. A kiilonbozé segédallitéa-
sokra, képletekre és dbrakra konnyebb hivatkozni, ha megszamozod.

A geometria feladatok megolddsanak fontos részei az abrak, amelyeken kovetni
és ellenérizni lehet a lépéseket. Mindig rajzolj dbrat, az abra nélkiili megoldasokat
nem tekintjiik teljesnek. Bonyolultabb dbrak esetén az egyes geometriai objektu-
mokat szovegesen is definidld (pl. ,legyen P’ a P pont tiikorképe az e egyenesre”).
Elektronikus bekiildés esetén tigyelj a megfeleld felbontasra. A felbontéds akkor meg-
felelo, ha a szamitégép képernydjén elfér, és a fontos részletek is jok kivehet&ek.
A jé abra mérete tobbnyire 500-1000 pixel kozott lehet.

A matematika példak megoldasaként szamitogépes programokkal — beleértve
az olyan online szolgaltatasokat is, mint példaul a Wolfram Alpha — kiszamitott
eredményeket nem fogadunk el. Ha harmincndl tobb esetet vizsgélsz, pedig 1énye-
gesen le lehetett volna szlikiteni az esetek szamdt, azt is gy tekintjiik, mintha
programot irtal volna.

Mérési feladatok

A mérési jegyzdkonyv feltétlentil tartalmazza a mérés elvének attekintheto le-
frasat (a mérési elrendezés vdzlatos rajzaval, esetleg fotokkal), megfeleld szdmu és
pontossagi mérési adatot (dttekinthetd tabldzatban, a mértékegységeket is meg-
adva), a mérési adatok kiértékelését (lehetSleg grafikusan dbrdzolva), és a hiba
nagysagrendjének becslését. A mért és szamitott mennyiségeket ne adjuk meg in-
dokolatlanul sok tizedesjeggyel, hanem csak a becsiilt hibaval 6sszhangban allé
pontossaggal. A mérési jegyzdkonyv legyen viszonylag témor, de annyira dttekint-
hetd, hogy annak alapjan barki meg tudja ismételni a leirt mérést. Nagyon sok
(50-nél tobb) mérési adat esetén elegendd azoknak csak egy ,reprezentativ’ részét
bekiildeni és a tobbinek csak az dtlagét kozolni. A 6 oldalnal hosszabb jegyzékonyv
tartalmazzon egy rovid (kb. 1/2 oldalas) dsszefoglalést.

Informatika megoldasok

Az T-jelli programozdsi feladatok megoldasat Basic, C++, C#, Java, Pascal
vagy Python nyelvek egyikén kell elkészitened. A fejlesztéshez barmilyen fejlesz-
tokornyezet hasznélhatsz, javasoljuk az Oktatdsi Hivatal honlapjin elérhet6 emelt
szintl érettségi szoftverlista fejlesztOeszkozeit.

Az I-pontversenyben kit{izott alkalmazdi feladatok megolddsdhoz szintén az
elébbi szoftverlista eszkozeit javasoljuk. Az alkalmazéi feladatokat a listan szerepld
alkalmazdsokkal fogjuk értékelni. Az egyéb haszndlhaté alkalmazdsokat egy-egy
feladat leirasa tartalmazza, ezek jorészt szabadon folhasznalhaté programok.

Az 1/S és S-jelii feladatok megolddsét C, C++, Pascal vagy Java nyelvek va-
lamelyikén kell elkészitened. A megoldashoz dokumentéciét kell irnod és a forras-
kédot kommentekkel kell kiegészitened. A kiilonallé dokumentaciéban a megoldés
elvi menetének, algoritmusanak ismertetését varjuk. A forrdskéd kommentezésének
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lényege, hogy segitségével — a dokumentdcio ismeretében — konnyen megérthetd le-
gyen az egyes kodsorok, kodrészletek feladata, szerepe a megoldas menetében.

Az 1/S és S-jelii programozdsi feladatok megoldédsdt ellenérizd az http://
ideone.com tesztkornyezetben a feladathoz elérheté bemenetekkel. Ezeknek a fel-
adatoknak az értékelése részben automatikusan torténik, ezért fontos, hogy a prog-
ram az eloiras szerinti formaban adjon kimenetet.

A megoldasok elkészitése és bekiildése

Megoldasokat e-mailben nem fogadunk.

A matematika és fizika dolgozatokat postan kiildheted be, honlapunkon meg-
szerkesztheted vagy kész fajl forméjaban feltoltheted. Az informatika feladatok
megoldasat csak elektronikusan adhatod be.

A dolgozatok bekiildése postéan

A matematika és fizika feladatok megoldasdt papiron leirva vagy nyomtatva,
postan is bekiildheted.

A szerkeszt6ség munkatédrsainak altaldban nagy mennyiségii dolgozatot kell ro-
vid id6 alatt feldolgozniuk. A postan bekiildott dolgozatok szétvalogatasa, javitasa
és a pontszamok gyors konyvelése akkor lehetséges, ha betartod az alabbi formai
kovetelményeket:

e Minden egyes megoldas kiilon lapra keriiljon. Ez azért nagyon fontos, mert

a kiilonboz6 feladatok mas-mas javitéhoz keriilnek. A lapok A4 méretiiek (kb.
21 x 30 cm) legyenek.

= —_—
e Minden egyes bekiildott dolgozat bal felsé sar- Mo usde
kaban nyomtatott betiikkel szerepeljen: ey St Seetbnos leusla]
o apélda betfijele (A, B, C, K, M, G vagy P) G el nied won @ s |

L. Abalbaioh otk o bladdion ! ‘

és szama, pirossal, R ‘
Ky duspoen o aeld lpapipendipe Oy

o a teljes neved és osztélyod, L) Smpiaih & hesnsichrondon |

o az iskolad neve varosnévvel egyiitt, \ S Gher withe monx o O

o az e-mail cimed. Tz‘

e Minden egyes postan kiildott megoldédst — fel- \ FZQ
aq.atonként/ k’iilé/')n—kiilt')n — négyrét haljts Ossze \ 0.2
(tobb lapbdl 4ll6 dolgozatokat egybe) gy, hogy v

a fejléc kiviilre keriiljon. { - & |

Azokat a dolgozatokat, amelyeken nincs feltiintetve osztély és iskola varosnév-
vel egyiitt, nem értékeljiik; azokat, amelyek tobb feladat megoldasat tartalmazzak
egy lapon, vagy kiilalakjuk miatt értékelhetetlenek, nem versenyszertinek tekintjiik.

Postai bekiildés esetén a dolgozatokat a kévetkez6 cimre varjuk:

Ko6MalL feladatok
Budapest 112, Pf. 32. 1518

A matematika és a fizika feladatokat kozos boritékban is bekiildheted. Ugyelj

a helyes cimzésre. A rossz cimre kiildott dolgozatokat nem tudjuk értékelni.
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A postén bekiildott megolddsokhoz kisérdjegyzéket kériink a minta szerint,
a boritékban egy kiilon papiron felsorolva az Osszes bekiildott dolgozat jelét és
szamat. A név, osztily és iskola feltétleniil szerepeljen a kisér6jegyzéken!

Kisérojegyzék

Szabé 172 Istvan 10. évf.

Miskolc, Foldes Ferenc Gimn.

A 2020. évi 6. szambdl a kovetkezd feladatokra kiilldok megoldast:

B. 5038., B. 5040., B. 5041., B. 5044., B. 5045.
Osszesen 5 dolgozat.

A megoldésok online szerkesztése az Elektronikus Munkafiizetben

Az Elektronikus Munkafiizet a honlapunk része. Webes feliilet, amely leheto-
séget ad a megoldds kozvetlen beirdsdra, szerkesztésére. A megoldasaidat modosit-
hatod, atszerkesztheted a bekiildési hataridoig.

Képletek szerkesztéséhez a TEX rendszert hasznéljuk. Javasoljuk, hogy honla-
punkon jérd végig a TeX tanfolyamot (https://www.komal .hu/mf?a=tk).

Kész fajlok feltoltése

Megoldasaidat az otthoni vagy iskolai szamitogépeken is elkészitheted, és a kész
fajlt honlapunkon feltoltheted. Kérjiik, hogy szoveges dokumentumok esetén a tobb-
féle operdciés rendszerben olvashaté PDF forméatumot haszndld. A dokumentum
elején ugyanolyan fejléc (tehdt a feladat szdma, név, osztdly, véros, iskola, e-mail
cfm) szerepeljen, mint a postdn kiildott dolgozatokon.

Kézirassal késziilt megoldast csak postai tdton fogadunk el. Ha kéz-
zel rajzolsz abrat, és azt jél lathaté mindségben beszkenneled, majd beilleszted
a megoldasba, azt elfogadjuk.

Az informatika megoldasok bekiildése

Az informatika feladatok megoldasait kizardlag elektronikus forma-
ban, a K6MalL honlapjan kiildheted be. Amennyiben a megoldds tobb fajlbdl
all, ugy egy, a fajlok mindegyikét és a dokumentéciét is tartalmazoé, a feladat sor-
szamaval egyez6 nevii mappat kell ZIP tomoritéssel becsomagolva egyetlen fajlként
bekiildened. Ugyelj arra, hogy a tomoéritett dllomanyokba futtathaté fajlok (pl.
a fejlesztéskor 1étrejove .exe dllomdany) ne keriiljenek.

A programozasi feladatokndl a forraskdd elsé soraiban megjegyzésként szere-
peljen

e a feladat szama;

e a versenyzd teljes neve (jelzészdmmal) és osztdlya,
e az iskola neve varosnévvel egylitt;

e a versenyzé e-mail cime;

e az alkalmazott forditoprogram neve és verzidészama.

Kérjiik, hogy a programozasi feladatoknal a program be- és kimenete mindig
a feladatban megadott médon valésuljon meg. Erre azért van sziikség, mert a bekiil-
dott programokat sokféle tesztadatra lefuttatjuk, és ezt igyeksziink automatizalni.
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Az informatika feladatokkal kapcsolatos barminemii kérdéseket, esetleges rek-
laméciokat az inf-szerk@komal.hu cimre varjuk.

A bekiildési hatarido6

A Dbekiildési hatdridé minden kategéridban a lap megjelenését koveté hénap
10. napja; szombat, illetve munkasziineti nap esetén a kovetkez$ munkanap. A ha-
tarido azt jelenti, hogy a kiildeményt legkésobb a hataridé napjan 24 éraig kell
postara adnod. (Kérjiik, ellendrizd a postai bélyegzé ddtumat, mert kés6bbi datu-
mot nem fogadunk el.) A hatdrid§ betartdsat szigorian ellenérizziik. A hataridd
utan a személyesen behozott dolgozatokat sem fogadjuk el! Elektronikus
bekiildés esetén vedd figyelembe az internet esetleges hibait és a bekiildési hatarido
id6 elotti érakban a szerver gépiink esetleges tulterheltségét; ilyen okokra hivatkoz-
va sem fogadunk el késedelmes dolgozatokat.

Ertékelés

A pontversenyek allasat és versenyzéink részletes eredményeit a honlapunkon
folyamatosan kozoljitk. Kérjiik, vegyétek figyelembe, hogy a postai kézbesités és a
dolgozatok feldolgozasa sok id6t vesz igénybe; dltalaban a bekiildési hatarido utan
1-2 hénappal jelennek meg az eredmények. Versenyzoinket e-mailben is értesitjiik a
pontszamok valtozasairol. Javitéink a pontszamon kiviil széveges értékelést is kiild-
hetnek, példaul felhivhatjak a figyelmedet a dolgozatod hidnyossagaira. Ez azonban
nem kotelezd, ugyanis a javitoknak nem ritkdn szdzas nagysdgrendi dolgozatot kell
kijavitani.

Reklamacidék

A dolgozatok értékelése utan az Elektronikus Munkafiizetben rovid kérdést
vagy lizenetet kiilldhetsz a javitonak, 6 pedig ugyanott valaszolhat. A kiilonbozé
feladatokat kiilonbozo javitdk javitjak, ezért mindig csak az adott feladatrol kér-
dezz.

Ugyelj az udvarias hangvételre. Olyan médon kérdezz, amit szemtél-szembe,
akar a tandraiddal vagy a sziileiddel szemben is helyesnek tartanal.

Eldontetlen vita, reklamécio esetén a szerkeszt&séghez fordulhatsz. Reklama-
cidkat a feladat értékelése utan két hétig fogadunk el a szerk@komal.hu cimen.

Javasoljuk, hogy bekiildott dolgozataid méasolatat 6rizd meg, hogy a lapban
kozolt megoldassal 6ssze tudd hasonlitani. Ha a dolgozat esetleg elvész a postén,
csak masolat esetén tudjuk elfogadni a reklamaéciot.

Szabalytalan versenyzés

FONTOS! A versenyek egyéni versenyek; a versenyzdknek onalléan
kell elkésziteniiik a példdk megolddsait. A mérési verseny kivételével (lasd
az M pontverseny leirdsét) tilos a kitiizott feladatokat a bekiildési hatéridé el6tt
méasokkal megvitatni, méasoktol segitséget kérni vagy elfogadni a feladatok meg-
olddsahoz. A kozosen készitett vagy mésolt dolgozatokat — beleértve az eredeti
szerzbét is — nem versenyszerinek értékeljik. A csoportosan masolt dolgozatokat
visszakiildjiik az osztalyt tanité tandrnak. Silyosabb, az egész pontversenyt veszé-
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lyeztet6 esetekben (pl. a feladatok megtargyaldsa internetes féorumokon) az érintett
versenyzoket kizarjuk a versenybol.

A végeremény kozzététele

A versenyek végeredménye az sszes dolgozat kijavitdsa utdn, varhatéan au-
gusztus elején a honlapunkon, majd a 2020. szeptemberi szamunkban jelenik meg.
A legeredményesebb versenyzok arcképét 2020. decemberi szamunkban kozoljiik.
A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany palya-
dijait és targyjutalmakat kapnak a 2020. évi KoMalL Ifjiusdgi Ankét rendezvényén.
Az okleveleket postan kiildjiik el.

Néhany megjegyzés

A versenyben résztvevo hozzajarul a dolgozatdanak név nélkiili, valamint a szer-
kesztett véaltozat névvel torténd kozléséhez.

Orommel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkori munkardl szél6 be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kozleményei-
ket elkiildhetik postan, vagy személyesen juttathatjak el szerkesztéségiinkbe. Szép,
érdekes és nem kozismert feladatokat barki javasolhat kitiizésre. A javasolt felada-
tokat (megolddsokkal egyiitt) a szerkesztéség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott
javaslatait év végén beszamitjuk a kiilondijért folyé versenybe.

Szeretnénk, ha a kitizott kérdések nem zarulndnak le véglegesen a bekiildési
hataridével, a kozolt megoldédssal. Erre teremt lehet6séget az internetes KoMalL f6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédd megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a SzerkesztOség

Matematika feladatok megoldasa

B. 4989. Az ABC hdromszig BC, CA és AB oldalainak felez6pontjai rendre
D, E és F. Jelolje a hdromszog sulypontjat S. Tegyiik fel, hogy az AFS, BDS
és CES hdaromszigek keriilete egyenld. Mutassuk meg, hogy az ABC hdromszdg
szabalyos.

(6 pont)

Megoldas. Tiikrozziik az A cstcsot a D pontra, a tiikorképet jellje A’.
Mivel AA" és BC' a D pontban felezik egymdst, ezért ABA'C' paralelogramma.
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A paralelogramma-tételt felirva kapjuk, hogy
AA” + BC? = AB* + BA”? + A'C? + CA”.

A haromszog oldalait és sulyvonalait a szo-
késos mddon jelolve és kihasznélva, hogy
AB = CA’ és BA’ = AC kapjuk, hogy

c A’

(250)% +a®> = 2 + > + 2 + b7,

453 =20% +2¢% — o2,

202 + 2¢2 — a2
Sqg =\ ————.
2

Hasonlé a képlet sp-re és sc.-re. A képletekbdl lathaté, hogy ha egy oldal
legalabb akkora, mint egy mésik, akkor a hozza tartozo sulyvonal legfeljebb akkora,
mint a madsikhoz tartozé. Az is kovetkezik, hogy ha az a-hoz és b-hez tartozo
stulyvonal hossza egyenld, akkor a = b, hiszen felirva a képletet a két sulyvonalra, és
egyenlévé téve éket, majd négyzetre emelve és rendezve azt kapjuk, hogy a? = b2.

Legyen az a-hoz tartozé stlyvonal hossza 3z, a b-hez tartozé 3y, a c-hez tarto-
z6 pedig 3z. A sulypont harmadolja a sulyvonal haromszogbe es6 szakaszat, tehat
az egyes haromszogek keriileteit fel tudjuk {rni ezeknek a szakaszoknak a segitsé-
gével.

A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a-nél nincs hosszabb oldal. Ezutan két
esetet kiillonboztetiink meg: b > ¢ és b < c.

Kezdjiik az els6 esettel. Ekkor tehat a > b > c¢. Ennek alapjan =z <y < z.
Tudjuk, hogy az AF'S és CES haromszogek keriilete egyenld. Az AF'S hiromszog
keriilete % + z + 2z, a CES haromszogé pedig % + y + 2z. Tudjuk tovabbd, hogy

<-, 2<2, <Ly, L2

oo
| o

Ezt a négy egyenlétlenséget Osszeadva azt kapjuk, hogy AF'S keriilete legfeljebb
akkora, mint C'ES keriilete. Viszont a feladat szovege szerint ezek egyenléek, ami
pedig csak akkor lehet, ha minden egyenl6tlenségben az egyenloség esete teljesiil.
Tehat % = %, vagyis ¢ = b; és x = y, vagyis a masodik bekezdés értelmében ekkor
a =b. Tehat a = b = ¢, a haromszog szabalyos.

A maésik eset nagyon hasonlé. Ekkor a > ¢ > b, emiatt x < z < y. Ebben
az esetben a feladat szovege alapjén az AFS héromszog keriilete (% +2x+ 2
megegyezik a BDS haromszog keriiletével (% + x4+ 2y). Felirva, majd osszead-
va az

525) $>$, y)x’ y}Z

egyenldtlenségeket, azt kapjuk, hogy BDS keriilete legaldbb akkora, mint AF'S
keriilete, és egyenloség csak akkor lehet, ha minden egyenldtlenségnél az egyenléség
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esete all fenn. Ekkor pedig a = ¢; és y = z, amibdl kovetkezik, hogy b = ¢. Tehat
a = b = ¢, vagyis a haromszog szabalyos.

Mindkét esetben azt kaptuk, hogy ha a feltétel igaz, akkor a hdromszog bizto-
san szabdlyos.

Dobdk Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

46 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 19 versenyzd: Baski Bence, Bursics Andrés,
Dobék Déniel, Fiiredi Erik Benjamin, Geretovszky Anna, Gyérifi Adam Gyorgy, Gyo6rity
Johanna, Hegedilis Déniel, Kitschner Bernadett, Nagy Néndor, Rares Polenciuc, Soéds
Maté, Szabdé David, Szabé Kornél, Terjék Andras Jézsef, Torok Matyas, Velich Néra,
Weisz M4té, Zsigri Balint. 5 pontos 6, 4 pontos 4, 3 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 3,
0 pontos 10 dolgozat.

B. 5010. Egy hegyesszogii ABC
héromszog beirt kore az oldalakat az Ao,
By és Cy pontokban érinti. A hdromszog
harom hozzairt korének érintési pont-
jai az oldalegyeneseken rendre Ay, By és
Cl; AQ, BQ és CQ; illetve A3, 33 és 03
Az A; B;C; haromszog teriiletét jelolje T;
(1 =0,1,2,3). Mutassuk meg, hogy

1 1 1 1

T on T n T

As (5 pont)

Megoldaés. Eloszor belatjuk, hogy az AgBoCy haromszoghen a Cy-bol induld
me,, és az A3 B3Cs haromszogben a Cs-bdl indulé me, magassigok megegyeznek.
Ennek igazoldsdhoz tekintsiik az dabrdt.

Mivel a kiilsé pontbdl korhoz hizott érinték hossza megegyezik, ezért C Ay =
C By, illetve C A3 = C Bs. Természetesen ebbdl az is adédik, hogy AgBy és AsB3
parhuzamos szakaszok, amelyek kozos szakaszfelez6 merélegese éppen a C-beli belsd
szogfelezd, jeloljiik ezt f-fel.

Az m¢, és mc, magassagok éppen az f-re vett vetiiletekkel adhaték meg,
ezért jelolje tetszOleges x szakasz f-re vonatkozé merSleges vetiiletét /. Az dbrardl
leolvashaté, hogy me, = (CoB)! + (BAo)', illetve m¢, = (C3A) + (AB3).

Jél ismert, hogy
AB3:A03=BCOZBA0:S—b,

ahol s az ABC héaromszog keriiletének fele. Ebbél egyrészt nyilvanvaléan (CgA)f =
(C'OB)f , mivel C3A és CyB kozos egyenesre illeszkedd, egyenld hosszi szakaszok.

Mésrészt (ABs)! = (BAg)! is kivetkezik, mivel ez a két szakasz is egyenld hossz,
és ABj f-re vonatkozé tiikorképe illeszkedik a BA, egyenesre. Ezzel az m¢, =
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me, egyenléséget belattuk. Hasonléan igazolhatok az mp, = mp, és ma, = ma,
Osszefiiggések is (értelemszert jelolésekkel).
Felhasznalva a bizonyitott mc, = me, Osszefiiggést, tovabba a parhuzamos
szelOszakaszok tételét kapjuk, hogy
Ty BoAy CBy s—c

ﬁ_BgAg_CBg_ S ’

s hasonléan
T s—b , Ty, s—a
— = és — =
T2 S T1 S

Fzeket Gsszegezve

T, T, Ty s + s s s

T Ty, Ty s—a sfb+s—c735725

ami a bizonyitanddval ekvivalens.
Nagy Ndandor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)

32 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 21 versenyzé: Apagyi David, Baski Bence,
Beke Csongor, Bukva David, Csaplar Viktor, Fiiredi Erik Benjdmin, Geretovszky Anna,
Gyérifi Adam Gyorgy, Hamori Janka, Hegediis Daniel, Janosik Aron, Kerekes Anna,
Kovacs Tamaés, Nagy Néndor, Rares Polenciuc, Stomfai Gergely, Telek Zsigmond,
Tiderenczl Daniel, T6th Baldzs, Weisz Maté, Zsigri Balint. 4 pontos 3, 3 pontos 4,
1 pontos 1, 0 pontos 3 dolgozat.
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A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(624-628.)

K. 624. A 0-9-ig terjedd egész szamokat elhelyezziik valamilyen sorrendben
egy egyenes vonal mentén.

a) Adjunk meg egy olyan elrendezést, amelyben bérmely hdrom szomszédos
szam Osszege 15-nél kisebb.

b) MegvalSsithaté-e ugyanez a tipusi elrendezés, ha a 0-t kihagyjuk?

K. 625. Hany olyan hatjegyi szam van, amelyben minden szdmjegy pontosan
annyiszor szerepel, amennyi az értéke?

K. 626. Az aldbbi tdbldzat egy négycsapatos, kormérkézéses focibajnoksag
eredményeit tartalmazza a csapatok neve szerinti ABC-rendben. Minden csapat
mindegyikkel egyszer jatszott. Egy-egy mérkozés gydztese 3 pontot, a vesztes 0-t,
dontetlenért mindkét csapat 1-1 pontot kapott.

Csapat Pont | Létt gélok | Kapott gdlok
Ballab FC 8 4
Fejes FC 1 4 6
Jobbléb FC 4 4
Sprint FC 1 4 6

Tudjuk, hogy a Ballab—Jobblab mérkozés eredménye 3 : 1 lett, és hogy a Fejes
FC minden mérkézésén 16tt golt. Mennyi lett az egyes mérkézések eredménye?

K. 627. Egy osztdlybdl a tandr sorsoldssal vélaszt egy felel6t. Annak a va-
16szintisége, hogy fiut valaszt, 2/3-a annak, hogy lanyt vélaszt. Mennyi a lanyok
ardnya az osztalylétszamhoz képest?

K. 628. Zoli négy egyforma téglalap alakd papirdarabbdl egy nagyobb tégla-
lapot allitott Ossze, a papirokat atfedés nélkiil, hézagmentesen az asztalra helyezve.
A kapott téglalap teriilete 1200 cm?. Tudjuk, hogy a papirokat gy helyezte el,
hogy nem vihet6 at barmelyik papirdarab barmelyik papirdarabra csak eltolas se-
gitségével. Mekkora a nagy téglalap keriilete?

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1553-1559.)

Feladatok 10. évfolyamig
1\
C. 1553. Adjuk meg az <x12 + 18) kifejezés konstans tagjat.
x

C. 1554. Egy téglalapot, amelynek egyik oldala %g—szérése a masiknak,

atdaraboltunk egy vele egyenld teriiletli négyzetté. Hanyszorosa a téglalap atldja
a négyzetének?

Feladatok mindenkinek

C. 1555. Oldjuk meg a pozitiv primszamok korében az
x4+ y? =422
egyenletet.

C. 1556. Az ABC haromszog C csticsabdl induld belsé szégfelezé a szemkozti
oldalt a P pontban metszi. A P pont tavolsaga az oldalaktol %, tovabba AC =6
és BC = 5. Hatarozzuk meg az AB oldal hosszat.

C. 1557. A kétjegyli pozitiv egész szamok koziil kett6t véletlenszertien kiva-
lasztva mi annak a valdszintiisége, hogy a két szamnak van kozos szamjegye?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1558. Héany kozos pontja van az a2 + 32 = 1 egyenletii kornek az y =
= ax? — 1 egyenlet{i parabolaval a 0-tdl kiilonb6z6 a paraméter értékétél fiiggden?

C. 1559. Egy tetraéder alaplapja szabdlyos hdromszog, sikba kiteritett pa-
lastja pedig olyan trapéz, melynek oldalai 10, 10, 10 és 14 egység hosszuak. Adjuk
meg a tetraéder éleinek Gsszhosszat és felszinét.

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(5038-5045.)

B. 5038. Az ABCDEFGH szabélyos nyolcszog belsejében felvettiink egy
P pontot. Mutassuk meg, hogy az ABP, CDP, EF P és GH P haromszogek teriile-
teinek Osszege megegyezik a BCP, DEP, FGP és HAP héromszogek teriileteinek
Osszegével.

(3 pont)

B. 5039. Egy 2019 x 2019-es tabldzat mindegyik mez8jébe vagy (+1)-et, vagy
(—1)-et frunk, majd kiszdmoljuk az &sszes sor- és oszloposszeget. Legfeljebb hany
kiilonb6z6 szamot kaphatunk?

(3 pont) Javasolta: Blahota Istvan (Nyiregyhéza)

B. 5040. Legyen az ABCD négyzet AB oldalanak bels6 pontja F' és AD
oldaldnak belsé pontja E. Az E pontban allitsunk merélegest a C'E egyenesre, az F
pontban pedig allitsunk merdlegest a C'F' egyenesre. A két merdleges metszéspontja
legyen M. Tegyiik fel, hogy a CEF haromszog teriilete fele a BCDEF 6tszog
teriiletének. Igazoljuk, hogy az M pont rajta van a négyzet AC atléjan.

(4 pont)

B. 5041. Egy n x n-es tablazat mezéire egy-egy valés szamot frunk. Egy
ilyen tablazatot nullnégyzetnek hivunk, ha barmely legaldbb 2 x 2-es négyzet alaku
részében (igy magdban az egész tabldzatban is) az elemek sszege 0 (az dbrdn egy
3 x 3-as példa lathatd).

21-3| 4
—4| 5|6
11-2| 3

Mekkora a lehet6 legnagyobb n, amelyre van olyan n x n-es nullnégyzet, amely-
nek nem minden mezéjén 0 all7
(5 pont)

B. 5042. Az ABCD konvex négyszogrél tudjuk, hogy nem trapéz, valamint,
hogy AC és BD &tléi egyenld hossziiak. Az dtlok metszéspontjat jelolje M. Mutas-
suk meg, hogy az ABM és C' DM korok mésodik, M-t6] kiillonbozo metszéspontja
a BMC' szog felezd egyenesére esik.

(4 pont)

B. 5043. Mutassuk meg, hogy az {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} halmaz-
nak paratlan sok olyan nemiires részhalmaza van, amelyben az elemek dtlaga egész

szam.
(5 pont) Javasolta: Rdka Sdndor (Nyiregyhéza)
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B. 5044. Adott az ABC haromszog AB oldaldnak belsejében a D, az AC
oldal belsejében az E pont; a BE és C'D szakaszok metszéspontja M. A BCM
haromszog teriilete legyen x, az E DM haromszog teriilete pedig y. Igazoljuk, hogy

I+
Vi i

Tapc 2

(6 pont)

B. 5045. Mely pozitiv egész n szamok esetén van az elsé n pozitiv egész szam-
nak olyan ai,as,...,a, sorrendje, hogy az a1 + 1,a2 + 2, ..., a, + n szdmok mind
teljes hatvanyok? (Egy szamot teljes hatvanynak neveziink, ha eléall a® alakban,
ahol a,b > 2 egész szdmok.)

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2019. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

Figyelem! Az idei Kiirschék Jozsef Matematikai Tanul6verseny 2019. oktéber

4-én, pénteken 14 orakor keriil megrendezésre. A versenyzoknek elézetesen

regisztralniuk kell a versenyre, az ezzel kapcsolatos informécio a
http://bolyai.hu/kurschak.htm

oldalon talalhaté.

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(755—757.)

A. 755. Bizonyitsuk be, hogy minden kézéppontosan szimmetrikus sokszoget
at lehet darabolni négyzetté olyan médon, hogy véges sok sokszog alaki darabot
hasznalunk, és az egyes darabokat csak eltolni lehet. (Azaz az eredeti sokszog
felbonthaté az Ay, As, ..., A, sokszogekre, egy négyzet felbonthaté a By, B, ..., B,
sokszogekre ugy, hogy 1 < i < n esetén A; és B; egymas eltoltja.)

A. 756. Keressiik meg az dsszes olyan f : R — R (valds szdmokon értelmezett,
valds értékii) fiiggvényt, melyre teljesiilnek a kovetkezok:

(i) fl@+1) = f(@) + L

2

(i) f(a?) = (f(2))"

(Romanian Masters of Mathematics feladat alapjan)
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A. 757. Ha n nemnegat{v egész szam, jelolje H(n) a pozitiv egész szdmoknak
azon részhalmazat, amelynek 7 pontosan akkor eleme, ha az n kettes szamrendszer-
beli alakjaban a hatulrdl . jegy 1-es.

Két jatékos, A és B a kovetkezd jatékot jatssza: elészor A valaszt egy k pozitiv
egész szamot, ezutan B valaszt egy pozitiv egész n szamot, melyre 2™ > k. Legyen
X a {0,1,...,2" — 1} halmaz, Y pedig a {0,1,...,2""! — 1} halmaz. A k kérbdl
all6 jatékot A kezdi, és egy korben A vélaszt egy szamot az X vagy az Y halmazbdl,
majd B valaszt egy szamot a masik halmazbol. 1 < i < k esetén jelolje x; az i krben
az X halmazbdl vélasztott szamot, y; pedig jeldlje az i. korben az Y halmazbdl
valasztott szamot.

A jétékot akkor nyeri meg B, ha minden 1 < ¢ < k és 1 < j < k esetén teljesiil,
hogy z; < x; pontosan akkor, ha y; < y;, tovdbba H(z;) C H(z;) pontosan akkor,
ha H(y;) C H(y;), egyébként A nyer.

Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja?

Javasolta: Bodndr Levente (Cambridge)

L1

Bekiildési hatarid6: 2019. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

ELTE matematikatanar-klubdélutan

Az ELTE matematikatanar-klubdélutant a 2019. dszi félévben 2019. oktéber
2-an rendezik az ELTE TTK lagymanyosi campusan, a déli épiilet 2-712-es terem-
ben.

Program:

e 16:00-16:05. A klubdélutant megnyitja Simon Péter, az ELTE Matematikai
Intézet igazgatija.

e 16:05-16:35. Sztranydk Attila (Berzsenyi Déniel Gimndzium): Végtelen gumi-
szalagok és Ford-korok.

e 16:40-17:10. Keleti Tamds (ELTE Matematikai Intézet): Ugyan mi djat lehet
még a matematikaban kitalalni?

e 17:25-18:30. Beszélgessiink a trigonometriardél. Bevezeti és a vitat koordinalja
Horvdth Eszter (Kempelen Farkas Gimnazium).

Részletes program:

http://www.math.elte.hu/esemenyek/matematikatanar-delutan/.
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Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 487. Adott egy N elemii, pozitiv egészekbdl 4116 szdmhalmaz (2 < N < 20).
Készitsiink programot, amely

a) megkeresi a legnagyobb olyan a szémot a halmazban, amely minden néla
kisebb halmazbeli szamhoz relativ prim;

b) megadja a legkisebb olyan a-nél nagyobb b szamot, amellyel kib6vitve
a halmazt az a) feladatrész megolddsa a hozzdvett b szém lesz — illetve 0-t ad,
ha nincs ilyen b szam.

A program a standard bemenet elsé sorabol olvassa be N értékét, majd a ko-
vetkez& sorbdl a halmazt alkoté N darab egész szamot. A standard kimenet els6
sordba irja az a) feladatrészben keresett szdmot, a kimenet mésodik sordba a b) fel-
adatrész megoldéasat.

Bekiildendo egy i487.zip tomoritett allomédnyban a program forrdskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithaté.

Letolthetd allomany: i487beki.zip.

I. 488. A bioldgiai kisérletek kiértékelését igyekeznek automatizalni. Egy négy-
zet alaku taptalajon tenyésztett baktériumtorzs példanyait lefényképezik, majd
a fotékat tobb 1épésben digitalisan feldolgozzak. A baktériumpéldényok kiilonbozé
méretiiek, alakiak és helyzetiiek.

A téaptalaj fényképét egy képzeletbeli négyzethdls segitségével cellakra osztjik.
Egy 50 x 50 cellabdl all6, az egyes baktériumpéldanyokat mar szamokkal azonositot-
tan megjelenito tablazat all rendelkezésre a meres.txt tabulatorral tagolt, UTF-8
kodolast dllomanyban.

S g v Y W

A baktériumok az eléfeldolgozott képen 1 és N ko-
zOtt1 egész szammal (N < 50) vannak azonositva. Egy-egy
példany Osszefiiggd teriiletet alkot, de egy cella csak egy
baktériumhoz tartozik. Ha egy cellaban nincs baktérium,
akkor ott a tédbldzatban nincs adat. A mintan két bakté-
riumpéldany lathato, az 1-es és a 4-es sorszamu.

,.,.-m-u.,.ﬂﬁ.\,«w
-
-
[l = Y
e
N NN
N

-~

Ertékeljiik ki és segitsiik a tovabbi munkét téblazat-
kezel6vel.

e

AT —

1. Toltsiik be a meres. txt szovegfajlt a tablazatkezel6 egy munkalapjara az Al-es
cellatdl kezdédden. A munkalap neve legyen kep. Munkénkat bakterium néven
mentsiik el a tdblazatkezel6 alapértelmezett formatuméban.

2. Hozzunk létre még két munkalapot szamolas és eredmeny néven. A szamo-
las munkalapon végezziink el minden, a megoldashoz sziikséges szamolast.
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Az eredmeny munkalapon jelenitsitk meg a kérdésekre adott véalaszokat és
eredményeket. Mind a két munkalap tartalménak értelmezését feliratokkal
segitsiik.

3. A kep munkalapon az A:AX oszlopok szélességét és az 1:50 sorok magassdgat
allitsuk be tgy, hogy a celldk (normal nézetben) négyzetek legyenek.

4. A mérési eredményeket szemléltessiik feltételes formazassal. A kiilonb6z6 bak-
tériumpélddanyok cellait mas-mas kitoltészinnel jelenitsitk meg, az iires celldk
maradjanak fehérek.

5. Ha az eredmeny munkalap egy adott celldijaba beifrunk egy sorszamot 1 és
50 kozott, akkor a mellette 1év6 cellaban jelenjen meg, hogy ilyen sorszamu
baktérium szerepel-e a képen.

6. Adjuk meg, hogy Gsszesen hany baktérium van a képen.

7. Adjuk meg, hogy hanyas sorszamu baktérium foglalja el a legnagyobb teriiletet
a képen és ez hany cella.

8. Adjuk meg annak a minimalis méretli téglalapnak a szélességét és magassagat,
amelyben a képen lathat6 Gsszes baktérium benne van.

9. Ha van, akkor adjuk meg két érintkez6 baktérium sorszamat, ha nincs, akkor
irjuk ki, hogy ,Nincsenek egymadssal érintkez6 baktériumok.”

Bekiildendd egy tomoritett 1488.zip allomanyban a munkafiizet, valamint egy
rovid leirds, amelyben szerepel az alkalmazott tablazatkezel6 neve és verzidszama.

Letolthet alloméany: meres.txt.

1. 489 (E) Tamas a kedvenc fényképeit rendezgette. Ezek mindegyikén szere-
pelnek emberek, akiket a programban egy ékezetek nélkiili keresztnév vagy megszé-
litds azonosit. Eléfordulnak a képeken Tamds és csalddtagjai (Oket a programban
az En, Apa, Anya, Mama, Papa, Ocsi, Hugi szoveggel jeloljiik), valamint Tamds bara-
tai, osztdlytarsai (a programban példdul Anna, Zsolt, Judit, Evi). Minden képen
legalabb egy személy szerepel, de egy képen természetesen egy személy csak egy-
szer. A képeken csak ismert, azonositéval rendelkezé személyek lathatok, minden
azonosito egy szébdl all.

A képek némelyikérol tudni lehet, hogy hol vagy milyen alkalommal ké-
sziilt, melyeket a programban szintén ékezetek nélkiil azonositunk, példaul Otthon,
Erdei_suli, Tisza-to (a tobbszavas neveket aldhuzésjellel kapcsoltuk dssze). Sok
esetben szerepel a képen a felvétel idopontja, példaul 2017.3.18.

A képek készitésének helye, ideje és a rajta szereplo személyek megtaldlhatoak
a kepszem. txt szoveges allomanyban. A hidnyzo6 idépont vagy helyszin helyett egy
(‘=") kotdjel szerepel a megfeleld helyeken.

A f4j] elsé sordban a képek K szdma (5 < K < 100), és a kovetkezd K sorban
egy-egy kép adatai taldlhatok az aldbbi minta szerint.

40

Szeged 2016.11.21. Juli Ocsi En

Fociedzes - Mama Ivan En Szabolcs

Otthon 2012.8.8. Szasa Laci Andras Hanna Zsuzsi Benedek Marci
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Készitsiink programot, amely beolvassa a szoveges allomanybdl az adatokat,
és azok foldolgozasaval megoldja a kiévetkezo feladatokat. Minden feladat be- és
kimenete elott irjuk ki a feladat sorszamat egy kiilon sorba a koévetkez6 formaban
»,3. feladat:”.

1. Adjuk meg, hogy Tamads hany ismerdse szerepel a képeken. Az eredmény pél-
ddul a kovetkezd szoveg legyen: ,, Tamasnak 27 ismerose szerepel a kepe-
ken.”.

2. Hatarozzuk meg, hogy hény olyan kép van, ahol nem ismert a készités helye és
id6pontja sem. Az eredményt a kovetkezoképp irjuk ki: .6 kep keszitesenek
ideje es helye ismeretlen.”.

3. Adjuk meg, hogy hdnyan szerepelnek azon a képen, ahol a legtobb személy
fordul eld. A kifras a kovetkezdk szerint torténjen: ,,12 embernel nincs tdbb
egy kepen sem.”.

4. frjuk ki a képeken szerepl6 Osszes személy azonositéjat ABC-sorrendben egy
sorban, vesszével elvilasztva és ponttal a végén. A kifras formaja: ,A kepeken
szerepel: Anna, Balazs, Cecil ...".

5. Kérjiitk be az egyik ismerds nevét, és adjuk meg azokat az ismert idopontokat
(az adatfdjlban adott sorrendben), amikor Tamds (azonositéja En) és a be-
kért személy a fényképek szerint egyiitt volt. A bekérés formaja: ,Kerem adj
meg egy szereplot: Ocsi”. Az eredményt a kovetkezSképp irjuk ki: , Tamas
es Ocsi kozos idopontjai: 2019.5.10. 2020.7.7.” Ha nincs kozos id6-
pont, akkor a ,Tamas es Ocsi nem szerepel kozosen ismert idopontban
keszitett kepen.” mondatot frjuk ki.

6. Taméas szeretne egy csaladi tablot késziteni, ezért Osszegytijti azokat a képe-
ket, amelyeken legaldbb két, Tamdason kiviili csalddtag szerepel (hogy Tamés
szerepel-e vagy sem, az nem lényeges). Készitsiink egy listdt ezekrol a képekrol
gy, hogy megadjuk a készités helyét, a készités idejét, valamint a csalddtagok
azonositojat. A listdban a képek legyenek az adatfajlban szerepl6 sorrendben,
az egyes képen szerepld személyek ABC-sorrendben.

A lista forméja legyen a kovetkez6 (az adatokat tabldzatosan jelenitsiik meg,
az els6 két oszlop szélessége 16-16 karakter):

Csaladi tablo
Otthon 2019.04.13. Anya Apa En
Pecs - Hugi Ocsi Papa

Bekiildend6 egy 1489.zip tomoritett allomanyban a program forraskodja és
egy rovid leirds, ami megadja, hogy a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben
fordithato.

Letolthetd allomany: i489forras_beki.zip.

I/S. 37. Béla a titkosszolgalatnak dolgozik, feladata egy szuperintelligens ide-
gen civilizacié altal kiildott tizenetek feldolgozéasa. Az {izentek N hosszu jelsoroza-
tok, melyek ‘0’-t és ‘1’-et tartalmaznak. Mivel ez egy nem til izgalmas munka, Béla
gy dontott megkeresi a szamara érdekes részeket az tizenetben. Bélanak az {izenet
azon részei érdekesek, melyek ‘00’-val kezdédnek és ‘11’-gyel végzddnek. Segitsiink
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Bélanak megmondani, hogy mennyi érdekes része van az {izenetnek, vagyis hany
olyan z; y (v < y) szdmpdr van, amelynél az tizenet x-edik és (x + 1)-edik helyén ‘0’,
y-adik és (y + 1)-edik helyén ‘1’ szerepel.

Standard bemenet: az els és egyetlen sora tartalmazza az iizenetet.

Standard kimenet: az els6 sora tartalmazza az érdekes részek szamat.

Korlatok: 1 < N < 1057 idokorlat: 0,3 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté N < 10% esetén.

Példa: Bemenet Kimenet
10001011011 4

Bekiildendd egy 1s37.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

S. 136. Adott egy N csucsd, M 6l egyszer(i graf (nincs tobbszoros él vagy
hurokél, de nem feltétleniil 6sszefiiggd). A csicsokat 0-tél (N — 1)-ig indexeljiik.
A graf 6sszes csucsa fekete vagy fehér. Jelolje f(x) az X csices szinét. Cseresznyének
hivunk egy (A, B, C') rendezett csticshdrmast, ha paronként kiilonbozdek és 1étezik
az A — B, valamint a B — C csucsparok kozt él. Egy (A, B, C) cseresznye finom,
ha f(A) = f(C) és f(A) # f(B). Adjuk meg, hogy egy él behizdsaval legfoljebb
mennyire novelheté a finom cseresznyék szama. (A és B csiics Osszekothetd egy
éllel, ha A # B, és eddig nem létezett koztiik él.)

Standard bemenet: az elsé sor tartalmazza N-et és M-et. A kovetkezd sor
N darab szamot tartalmaz: az i-edik szam az i — 1 index{i csics szinét hatarozza
meg, 0 ha fekete, 1 ha fehér. A kovetkezd M sor mindegyike két szamot tartalmaz.
Az i-edik sor az i-edik él két végpontjanak csicsindexét adja meg.

Standard kimenet: a maximalisan elérhet6 finom cseresznyék szama.

Korldtok: 3< N <10°,0< M < min(10°, N2 — N — 1). Idékorlét: 0,3 mp.

Ertékelés: A pontok 50%-a kaphato, ha a graf fa.

Példa:

Bemenet (a / jel a sortorést helyettesiti) Kimenet
5 4 12
01110
01/14/30/02

Bekiildendo egy s136.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumentalt
és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas 1épéseit, valamint
megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathato.

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:

https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2019. oktéber 10.
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Ot bronzérem az 50. Nemzetkozi Fizikai

Didkolimpisn Ip]l |

(Tel-Aviv, Izrael, 2019. jilius 6-15.)

A magyar csapat 5 bronzéremmel végzett a Tel-Avivban julius 6. és 15. ko-
z0tt megrendezett versenyen. Az orszdgok kozotti nemhivatalos éremtabldzaton
Magyarorszag 78 orszag koziil a 38. helyet szerezte meg.

A csapat és eredményeik:

Csépanyi Istvan (Egri Szildgyi Erzsébet Gimn. és Koll., 12. oszt.) bronzérem
(13,7 pont), felkészit$ tandra: Szabd Miklds;

Fajszi Bulcsu (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. oszt.)
bronzérem (12,9 pont), felkészité tandrai: Csefkd Zoltdn és Horvdth Gdbor;

Fitos Bence (Budapest, Németh Laszl6 Gimndzium, 12. oszt.) bronzérem
(12,8 pont), felkészité tandrai: Szdszvdri Irén és Dégen Csaba;

Péta Balazs (Gy6r, Révai Miklés Gimn. és Koll., 12. oszt.) bronzérem (12,3
pont), felkészitd tandrai: Juhdsz Zoltdn, Bogndr Gergely és Sdvoli Zsolt;

Elek Péter (DRK Déczy Gimndziuma, 12. oszt.) bronzérem (11,4 pont),
felkészito tandra: Tofalusi Péter.

Az orszégok kozotti nemhivatalos verseny (pont- és éremtabldzat, az elsé 40 he-
lyezett):

Orszag Arany- | Eziist- | Bronz- | Dicséret
érem érem érem

Kina 5
Dél-Korea

Oroszorszag

Vietnam
India
USA

Tajvan

Izrael

O XD |G| R =

Szingapur

Japan
Thaifold
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Orszag Arany- | Eziist- | Bronz- | Dicséret
érem érem érem
16. | Finnorszag 1 2
17. | Hongkong 5
18. | Indonézia 4 1
19. | Romaénia 4 1
20. | Egyesiilt Kirdlysag 3 2
21. | Kanada 3 1
22. | Szerbia 2 3
23. | Németorszag 2 3
24. | Brazilia 2 3
25. | Franciaorszag 2 3
26. | Bulgaria 2 3
27. | Szlovakia 2 1
28. | Ausztralia 1 4
29. | Olaszorszag 1 4
30. | Lengyelorszag 1 3 1
31. | Litvénia 1 3 1
32. | Ukrajna 1 3 1
33. | Csehorszag 1 3 1
34. | Fulop-szigetek 1 3
35. | Svédorszig 1 2 2
36. | Ausztria 1 2 2
37. | Orményorszag 5
38. | Magyarorszag 5
39. | Gruzia 4 1
40. | Litvéania 2 3

A ponttabldzatot nem lehet elkésziteni (legfeljebb a 24. helyig), mert csak
a dijazottak pontszamat kozlik. Magyarorszag a nem dijazott versenyzok ismeretlen
pontszamatol fiiggéen a 32—-37. helyen lehet.

Az olimpidra valé késziilés szokds szerint a budapesti (Sarkadi Tamds, Szdsz
Krisztidn, Tasnddi Tamds, Vankd Péter, Vigh Maté), a miskolci (Zdmborszky Fe-
renc), a péesi (Kotek Laszld), a szegedi (Hilbert Margit, Sarlds Ferenc) és a szé-
kesfehérvari (Orosz Tamds, Ujvdri Sdndor) olimpiai szakkorokon, valamint a BME
Fizika Tanszékén szervezett mérési foglalkozdsokon kezd6dott. A csapatot a szak-
korok résztvevéi és az orszagos versenyeken kimagaslo eredményeket elért tanulok
koziil a marciusban megrendezett, kétfordulés Kunfalvi Rezsé versenyen valogat-
tuk ki. A résztvevéknek a versenyen az olimpidn szokédsos stilusi és nehézségi
elméleti és mérési feladatokat kellett megoldaniuk. Az egymést kovetd forduldk
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— az olimpidhoz hasonléan — a versenyzok fizikai alléképességét is probara tették.
A csapat kivédlasztdsanal a valogatdversenyen elért eredmény mellett a korabbi ver-
senyeredményeket és a KoMal. mérési versenyében elért eredményt is figyelembe
vettiik.

A felkésziilés elsO 1épéseként a csapat tagjai részt vettek az idén mar harmad-
szor megrendezett Eurépai Fizikai Didkolimpian (EuPhO), ezt kovette a BME-n
megtartott kétnapos csapatfelkészités.

A csapat Vankd Péter (BME Fizikai Intézet) és Vigh Mdté (BME Fizikai Inté-
zet) csapatvezetOkkel, valamint Szdsz Krisztidn (BME Fizikai Intézet) megfigyel6-
vel a verseny elOtti napon, julius 6-an, szombaton kora délutan indult a versenyre.
Vasarnap délutdn volt a megnyité és egy kozos vacsora. A csapatvezetok masnap,
hétfo reggeltdl vitattdk meg és forditottak le — a szokasostdl eltérden mar késo es-
tére — az elméleti feladatokat, amelyeket a versenyzék kedd délelott oldottak meg.

Az els6 feladat egy olyan slinky-rugéval foglalkozott, amelyben az eré ardnyos
a rugd hosszaval, és nyujtatlan esetben nem erdmentes, azaz bizonyos minimélis
er6 sziikséges a megnyujtasahoz. Az elso részben az erével terhelt rugd hosszanak
és a megnyujtasahoz sziikséges munkanak, valamint egy fellégatott rugd egyensulyi
hosszanak meghatarozasa volt a feladat. A masodik részben a didkok a megadott
modell keretében vizsgaltak a fiiggélegesen tartott, majd elengedett slinky mozgé-
sat, végiil pedig az Osszecsukodasi folyamatban disszipalodd hot hataroztak meg.
A témakor nem volt ismeretlen a csapatnak, de vélhetéen a tobbi két feladat hossz
szovege és bonyolultsaga elterelte a versenyzok figyelmét, ezért ezt a feladatot hid-
nyosan tudtdk megoldani.

A maésodik feladat téméaja a mikrohullami siité miikodése volt. A mikré belse-
jében kialakul6 elektromdagneses dlléhullamokat egy magnetronnak nevezett alkat-
rész allitja elo, a feladat elsé részében ennek a miikodésével foglalkoztak a diakok.
A hengeres szerkezetii magnetron belsejében idében valtozoé elektromos és magne-
ses tér hatasara kiillészertien elhelyezkedd elektronnyaldbok alakulnak ki, amelyek
a szerkezetre jellemz6 frekvencidval forognak. Ha ennek a forgasnak a frekvencidja
megegyezik a valtozé elektromagneses tér frekvencidjaval, a magnetron belsejében
1év6 elektromégneses tér rezonanciaszertien felerésodik (ezt pedig egy hulldmvezetd
tereli tovdbb a siitd ételmelegitésre szolgdld térrészébe). A feladat mésodik felé-
ben a didkoknak azt kellett tanulményozni, hogyan nyelédik el az elektromagneses
hulldm energidja vizben és s6s vizben (levesben). A mésodik feladat egésze az egy-
masra épiilé alkérdések ellenére koncepcionalisan nehéznek bizonyult, csak kevés
versenyzonek sikeriilt megértenie a magnetron miikodési elvét.

A harmadik feladat termoakusztikus generatorrdl szélt: ha egy sipban a hé-
mérséklet véltozik a hely fiiggvényében (példaul a csévet egy helyen gézlanggal me-
legitjiik, mdshol pedig vizes kendével hiitjiik), akkor megfelel$ koriilmények kozt ez
erOsitheti a sipban kialakul6 allohullamokat, azaz termikus energia segitségével me-
chanikai munkavégzés torténik. A feladat elsé részében a versenyzék még az allandé
hémérsékletii csOben kialakulé allohullamokat vizsgaltak: a kérdések altal segitve le
kellett vezetni a hullamegyenletet, majd a cs6ben kialakulé hangsebesség és a rez-
gés kozben adiabatikusan 6sszenyomoédé-kitaguld levegé hémérséklet-valtozasainak
meghatarozasa volt a feladat. A méasodik, hosszabb részben a sip egy kis darabjén
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kiils6 hokontaktus segitségével helyfiiggé homérsékletet hozunk létre. A didkoknak
— ismét tobb kérdéssel vezetve — azt kellett vizsgalniuk, hogy milyen koriillmények
kozott erdsiti ez a helyfiiggd homérséklet a csében kialakulé akusztikus &lléhul-
ldmot, és ha létrejon az erdsités, akkor hogyan, mekkora hatasfokkal miikodik ez
a héer6gép. A feladat a magyar csapatnak nehéz volt, a masodik részével 1ényegé-
ben egyaltalan nem foglalkoztak.

A masodik forditdsra szerdan keriilt sor: a csapatvezetok délel6ttél késé estig
megvitattak és leforditottak a mérési feladatokat.

Az elsé mérési feladatban a versenyzék optikai kisérletet végeztek el. A ha-
rom, fliggetlen mérésben az volt a kozos, hogy a keresett paramétereket a lehetd
legnagyobb pontossdggal kellett megmérni, és ehhez mindig valamilyen szélsGérték
kozelében lehetett a méréseket elvégezni — erre azonban a didkoknak maguktol,
irdnymutatas nélkiil kellett rdjonni. Az elsé részben egy nagy, lapos korong torés-
mutatéjat, a masodik részben egy diffrakciés racs racséllanddjanak és a lézerfény
hullamhosszédnak hanyadosat, a harmadikban pedig egy kozel szabalyos haromszog
alaku prizma torésmutatéjat mérték meg a didkok. A feladat nehézségét elsGsor-
ban a nagy pontossdg eléréséhez sziikséges elrendezés kitaldldsa (utoljara a 2000-es
angliai olimpidn kellett ennyire énédlléan megtervezni a mérést), majd annak Sssze-
allitasa, és végiil a kell szami mérés elvégzése, kiértékelése jelentette. Azonban
a rendelkezésre 4116 id6 (a teljes 6t6ras versenynap koriilbeliil fele) erre csak a leg-
jobbaknak volt elég, a nagy tobbség csak a mérések egy részével foglalkozott.

A masodik mérési feladatban fémek elektromos és hévezetési tulajdonsdgait
kellett Gsszehasonlitani. Fémekben a toltéshordozok a szabad elektronok, és nagy-
részt az elektronok felelnek a hdvezetésért is, ezért a hovezetési egyiitthato és
az elektromos vezetéképesség jo kozelitéssel egyenesen ardnyos egyméssal. Ezt
mondja ki a Wiedemann-Franz-térvény, amit a didkok kisérletileg vizsgaltak alu-
minium, vorosréz és sargaréz esetére. Az elektromos vezetOképességet a felsorolt
héarom anyagbdl késziilt, egyforma geometridju csébe ejtett magnes esési idejébdl
lehetett meghatarozni megadott formuldk alapjan. A mozgé magnes a fémcsé fald-
ban orvényaramokat kelt, melyek méagneses tere visszahat a magnesre, fékezve azt.
Az orvényaramok erdssége fiigeg a magnes sebességétol és a fém vezetSképességétol,
igy ez utdbbira az esési id6kbdl lehet kovetkeztetni. A hévezetési egyiitthatot ennél
hagyomanyosabb mddszerrel kellett meghatarozni. A kornyezettdl termikusan el-
szigetelt fémcsovek egyik végét ismert teljesitmény flitoszallal melegitve, a masik
végét pedig allandé homérsékleten tartva a csében kialakulé hémérsékletgradiens
értéke megmérhetd, ebbol a hovezetési tényezo kiszamithatd. Sajnos ebben a mérési
feladatban is az id6hidny jelentette a magyar csapatnak a f6 nehézséget.

Csiitortok délelott, az elméleti forduléhoz hasonléan, a versenyzoknek ismét
5 éréjuk volt a feladatok megoldasdra. A versenynapok utdn a csapatvezeték és
a rendez6k is kijavitottak a dolgozatokat, megallapitottak a ponthatarokat. A ver-
seny szabdlyai és a versenyzOk altal elért eredmények alapjan 27,2 ponttdl arany-
érmet, 17,1 ponttdl eziistérmet, 11,2 ponttdl bronzérmet és 8,3 ponttdl dicséretet
lehetett kapni. Ezt kovette a végs6 pontszdmokat kialakité egyeztetés (az dgyneve-
zett moderécid).
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A verseny mellett a szervezék kiillonbozé programokat szerveztek. A szakmai
eléaddsokon és bemutatokon kiviil a didkok a Holt-tengerhez és a Judeai-sivatagba,
Jeruzsilembe, Akkdba és Haifdba, a Goldn-fennsikra és a Jorddnhoz utaztak, sétél-
tak Jaffa évarosdban. A csapatvezeték Jeruzsialemben, valamint Haifdban, Nazaret-
ben és Akkaban jartak. A szervezés végig nagyon jé volt, sok szép helyre eljutot-
tunk.

Vasarnap keriilt sor a dijkiosztéra és este a zard vacsorara, masnap, julius 15-én
utaztunk haza.

A jové évi Fizikai Didkolimpiat julius 18-26. kozott Litvdnidban (Vilniusban)
rendezik meg. A versenyre vald felkésziilést négy vidéki szakkor, valamint a bu-
dapesti elméleti és mérési szakkor segiti (a szakkorokrdl a legatfogdbb informécié
a http://ipho.elte.hu honlapon taldlhatd):

Székesfehérvar: Orosz Gdbor (Obudai Egyetem Alba Regia Miiszaki Kar,
Székesfehérvér, Budai at 45.),

Szeged: Hilbert Margit (Szegedi Tudoményegyetem, Dém tér 9. 1. em. Budd
Agoston terem),

Pécs: Kotek Ldszlé (Pécsi Tudomédnyegyetem, Fizikai Intézet, Ifjusig tja 6.
II. em. A408-as terem),

Miskolc: Zdmborszky Ferenc (Foldes Ferenc Gimnézium, 3525 Miskole, Hsok
tere 7.),

Budapest: Vigh Mdté (Budapest, BME, Fizikai Intézet, 1111 Budafoki 1t 8.).

A tehetséggondozé mérési szakkorre irdsban jelentkezni kell (errdl lisd még
kiilon felhivdsunkat). Info:

http://eik.bme.hu/~vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf.
A fenti szakkorokon vald aktiv részvétel mellett elsésorban 6nalld munkéval,
a KoMaL elméleti és mérési feladatainak rendszeres megoldasdval lehet késziilni
a jovo évi Fizikai Didkolimpidra.
Eredményes felkésziilést kivanunk!
Szasz Krisztian, Vankd Péter és Vigh Maté

Tehetséggondozas
Meérési szakkor a BME Fizikai Intézetében

A fizika irant érdeklodd, tehetséges kozépiskolas didkok szamara a BME Fizikai Inté-
zet gyakorlati foglalkozdsokat tart. A foglalkozdsokon lehet&séget biztositunk arra, hogy
a tanul6k mérépéarokban fizikai kisérleteket és méréseket végezhessenek. A foglalkozasokra
oktébertdl kezd6dden kéthetente, kedden 15.00-t61 18.00-ig keriil sor, 6sszesen nyolc alka-
lommal. Informécié: http://mono.eik.bme.hu/"vanko/labor/Tehetseggondozas.pdf

Az érdeklddok e-mail-ben jelentkezhetnek 2019. szeptember 30-ig az aldbbi cimen:
vanko@eik.bme.hu
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Elsésorban a gimndziumok utolsé két évfolyamara jardk jelentkezését varjuk. A je-
lentkezék irjanak par sort magukrol, ismertessék a fizika és a matematikai tanulméanyaik
sordn elért eredményeiket (versenyeredmények, KoMaL szereplés stb.), és tovabbtanuldsi
elképzeléseiket.

A foglalkozdsok ingyenesek! Minden jelentkez6t e-mail-ben értesitiink (aki nem kap
vélaszt, kiildje el még egyszer a jelentkezését).

Vanké Péter

.| Beszamol6 a 3. Eurépai Fizikai
| 8y
EuPhO Diskolimpiardl

Immaér harmadik alkalommal, 2019. méjus 31. és juinius 4. kozott rendezték
meg az Eurépai Fizikai Didkolimpidt (EuPhO) Rigéban, Lettorszdg févarosdban.
A versenyen 27 eurdpai és 9 Eurépan kiviili orszag Gsszesen 169 didkja vett részt.
A verseny nehézségét mutatja, hogy minddssze 13 aranyérmet osztottak ki. Orven-
detes, hogy az egyik magyar didk is aranyérmet szerzett, Csépdnyi Istvdin az ab-
szolut 6. helyen végzett.

A csapat és eredményeik:

Csépéanyi Istvan (Egri Szilagyi Erzsébet Gimn. és Koll., 12. oszt.) aranyérem
(30,6 pont), felkészité tandra: Szabs Miklds;

Péta Balazs (Gyor, Révai Miklés Gimn. és Koll., 12. oszt.) ezistérem (23,3
pont), felkészitd tandrai: Juhdsz Zoltdn, Bogndr Gergely és Sdvoli Zsolt;

Fajszi Bulcsui (Budapesti Fazekas Mihaly Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. oszt.)
bronzérem (20,1 pont), felkészité tandrai: Csefkd Zoltdn és Horvdth Gdbor;

Elek Péter (DRK Déczy Gimndziuma, 12. oszt.) bronzérem (16,9 pont),
felkészito tanara: Tofalusi Péter;

Fitos Bence (Budapest, Németh Laszl6 Gimnézium, 12. oszt.) dicséret (11,3
pont), felkész{td tandrai: Szdszvdri Irén és Dégen Csaba.

A magyar csapat vezetOje Vankd Péter volt, Vigh Maté pedig a zsiiriben, a mé-
sodik elméleti feladat szerzdjeként képviselte hazankat. Az aldbbiakban kozoljiik
a verseny feladatait, a megolddsok a verseny honlapjan érheték el:

https://eupho2019.1v.

Kisérleti feladat: Radidhullamok terjedése

Az elektromégneses hullamok fontos szerepet jatszanak az életiinkben. Sok
fejlett technologia épiil ezeknek a hullaimoknak a terjedési tulajdonsdgaira. Ebben
a mérésben a radidhullamok terjedését fogod vizsgalni vizben, levegében és hulldm-
vezetében.
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Eszkozok

e Monokromatikus radiéhulldm kibocsété (add) vizdllé hazban (a frekvencidja
a 200 MHz—-5 GHz tartoményban van), az 1. dbrdn A-val jelolve. A hul-
lamforras helyét az abran szaggatott vonal jelzi. Mellette a B-vel jelolt vevd,
amely méri a vett elektromégneses hullam P teljesitményét, és az eredményt
decibelben mutatja. 1 decibel = 10log;, (ﬁ) A vevé altal mutatott ér-
ték 15 mésodpercenként frissiil. Az érzékeld helyét egy piros hdromszog jelzi
az eszkozon.

1. dbra

FIGYELEM! A vev6 nem vizallé! Az adé héza vizallé és zart, nem
szabad kinyitni!

e Kiilonb6zd atmér6jii fémesovek (C'). A belsé dtmérék: dy = 41 mm, dy =
=46 mm, d3 = 59 mm, ds = 100 mm.

e Egy milanyag cs6 (D), amelynek egyik vége egy kupakkal le van zarva.

e Egy lapos fenek{i miianyag doboz (E). A doboz falain dthaladé radichulldmok
faziseltolédasa elhanyagolhatéan kicsinek tekinthetd.

e Egy tekercs aluminiumfdlia (F).

e Négy darab habszivacs (G), amelyekbdl egy drnyékolt tartét épithetsz az add-
nak, ahogy ez a 2. dbrdn lathato.
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e Egy vonalzé (H).

e Egy milanyag vodor vizzel (1), egy
mérépohar (J), egy miianyag po-
hér (K), papirzsebkenddk (L).

e Egy vékony madzag (M), egy csi-
pesz (N), egy tekercs ragasztdsza-
lag (O), gumik (P), és egy farid
(@)

Az adéd péarositva van a vevéd-
del, és a vevO Kkiszliri az Osszes tObbi
adé jelét. Azt azonban ne felejtsd el,
hogy a radidhulldamok a teremben 1évé

2. dbra minden tdrgyrdl (és az emberekrdl is)

visszaverddnek, amely a hulldimok in-

terferencidjahoz vezet. fgy ha a fejedet kozelebb tartod a vevohoz, vagy elmozdulsz,

megvaltozhat a vevé altal mutatott érték. A vett teljesitmény fiigg az add és a vevo

irdnyitottsagatol is. Légy dvatos az aluminiumfoliabol késziilt arnyékoldssal is: kis
lyukak és rések a hullamok kiszokését okozhatjak.

Az egymastodl fiiggetlen 1-4. kérdésre tetszOleges sorrendben adhatsz valaszt.
Készits vazlatrajzot minden mérési elrendezésrél, amit hasznalsz, hangsilyozva
a fontos részleteket! Ird le az 6sszes hasznalt Osszefiiggést, készits tablazatot min-
den mért adatrol, és készits grafikonokat, ahol sziikséges! Nem kell hibaszamitast
végezned, de torekedj a mérések minél pontosabb elvégzésére!

1. A vevo érzékenysége. Mekkora a legkisebb mérheto vett teljesitmény
(mW-ban)?

2. A hullamhossz vizben. Hatarozd meg a radidhullamok hullamhosszat
vizben! Haszndld a 2. abrén lathaté Osszedllitast.

A kovetkezd feladatokban a hulldmok terjedését valamilyen kozeggel (vizzel
vagy levegével) toltott fémesovekben fogod tanulmanyozni. Ekkor

(1) E = Eo(T, (P)efazei(szwt%

ahol E az elektromos térertsség vektora, a irja le a kozeg altal okozott csillapitast
(vizben o > 0, levegében o = 0), és az r, ¢, z hengerkoordindtdkat hasznéljuk.

Az Ey(r, ) fiiggvény egy allshullamot ir le a hullémvezetd keresztmetszetében.
Kiilonbozo allohullamok a keresztmetszetben a hullamvezetoben terjed6 hullam kii-
16nb6z6 terjedési modjainak felelnek meg. A diszperzids reldcié egy a hullamveze-
toben terjedd hullamra igy adhaté meg:

2 W= (24K,

ahol ¢ a fénysebesség a hullamvezetdt kitolté kozegben, k., pedig egy pozitiv kons-
tans, amely csak a csd atmérojétdl és a terjedési modtdl fiigg. A kisérletedben
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minden terjedési mdéd elhanyagolhaté a legkisebb k, értékkel jellemzett terjedési
moédot kivéve. Vedd figyelembe, hogy egy hullam csak akkor terjedhet egy hullam-
vezetében csillapitds nélkiil (valés értéki & hulldmszdmmal), ha a rezgés frekvenci-
aja elég nagy, w > cky. Az (1) és (2) egyenletek érvényben maradnak alacsonyabb
frekvencidkon is, tisztan képzetes k = iy hulldmszamot eredményezve, amely az ex-
ponencidlisan csokkend (eltiing) médnak felel meg.

3. Csillapitas vizben. Hatdrozd meg az « csillapitdsi egyiitthatét vizben!
Tandes: A radiéhulldimok akkor tudnak terjedni a milanyag csében, ha az meg van
toltve vizzel és korbe van tekerve aluminium félidval. Haszndlj ragasztészalagot
a csO rogzitésére.

4a. Exponencialisan csokkené mdd levegovel toltott hullamvezetdk-
ben. Tedd az adot a d; = 46 mm atmérGju aluminium csobe, és tanulmanyozd,
hogyan véltozik a vevovel érzékelt hullam P teljesitménye a csé végénél az ado és
a cs6 vége kozotti z tdvolsdg fiiggvényében! Mérési eredményeidbdl (a P teljesit-
mény a z tdvolsdg fiiggvényében) hatdrozd meg a p paramétert az exponenciélisan
csokkend médban!

4b. Végezz el egy méréssorozatot annak meghatarozasara, hogyan fiigg a p pa-
raméter a cs6 d atmérdjétdl! Javasolj egy fiiggvénykapcsolatot ezen paraméterek
kozott, és igazold feltevésedet kisérletileg!

5. Hulldmhossz levegdben és a viz torésmutatéja. Hatarozd meg a ra-
diéhullamok hullamhosszat levegoben, és szamitsd ki a viz torésmutatdjat a radié-
hullamokra vonatkozdan!

Elméleti feladatok

1. Jégdara. Erdekes idGjarasi jelenség fordulhat eld, ha a légkor homérsék-
leti profiljaban inverzio alakul ki. A vastag, folytonos vonal a 3. dbrdn mutatja
a hémérsékleti profilt. Az inverzié az 1 km és 2 km kozotti magassagban alakul ki.
h [km]

)

ha

hB — N

AN T°C
—4 —2 0 2 4 6 8

3. dbra. A légkor T hémérséklete a talajtol mért h magassag fiiggvényében
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Tlyen koriilmények kozott a légkoron at hulld hé (részben) megolvad a melegebb
rétegben, és (részben) Ujra megfagy ,, jégdara” formdjaban miel6tt eléri a foldfel-
szint.

Tegyiik fel, hogy egy kicsi, gomb alaki jégcsepp majdnem teljesen elolvad,
mikdzben atesik a légkor hy és hp magassag kozotti rétegén, ahol a homérséklet
fagypont felett van.

e Hatarozd meg, hogy a csepp tomegének hanyad része fagy meg, miel6tt eléri

a foldfelszint!

e Hatarozd meg a lehet6 legpontosabban mekkora lenne a csepp homérséklete
a talajszinten, ha nem volna hémérsékleti inverzid, és a hémérsékleti profil
a 2 km-es magassag alatt a szaggatott vonalat kovetné!

Hanyagold el a parolgést, a kicsapodast és a csepp méretvaltozasat. Feltételezd,
hogy a viznek és a jégnek nagyon nagy a hdévezetési tényezbje, és hogy a légkor
stirtisége allandé a magassag fiiggvényében.
kJ
kg K?

kJ

ke K 2 jég olva-

Adatok: a viz fajhéje ¢y, = 4,2
déshéje L = 334 i‘é

a jég fajhdje cjeg = 2,1

2. feladat. Egy toltott golyé mozgasa. Egy tomor, homogén, gomb alak,
m tomegli és R sugaru golyo szigetel6 anyagbol késziilt és @ toltése van a térfo-
gataban egyenletesen elosztva. A goly6t egy nagy, vizszintes feliiletre helyezziik,
és csuszas nélkiil gordiillé mozgasba hozzuk gy, hogy a koézéppontjanak kezdet-
ben vy vizszintes sebessége legyen. Az egész elrendezés egy, a feliiletre merdleges,
B nagységi, homogén magneses térben van. A tapadasi surlédasi egyiitthaté elég
nagy ahhoz, hogy megakadalyozza a golyé megcsiszdsat. A golyé tehetetlenségi
nyomatéka a kzéppontjan dthaladé tengelyre vonatkozéan 2mR? /5.

o frdlea golyé kozéppontjanak mozgasat és a palydjanak az alakjat!

Segitség: A megkozelitésedtdl fliggben sziikséged lehet a kovetkezd, barmely
hérom @, b és ¢ vektorra érvényes azonossigra:

QL

ax(bxd)=b(G o) —c@-b).

3. Locsol6cesd. Egy vizsugéar allandd, ismeretlen v sebességgel 1ép ki egy lo-
csoléesO végébdl. Egy gyerek jatszik a locsoléesével: véletlenszerlien forgatja egy
rogzitett, fiiggdleges x—y sikban. A cs6 vége mindig az © =y = 0 pontban van,
és a csOvég tengelyének vizszintessel bezart szoge soha nem kisebb 45°-nél. A viz-
sugarnak a levegében minden pillanatban egy szabalytalan alakja van. Egy adott
pillanatban ezt az alakot a 4. dbra mutatja.

e Ezt az abrat hasznalva hatdrozd meg a viz v kilépési sebességét, ha a nehézségi

gyorsulds g = 9,8 m/s?.
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4. dbra. A vizsugér alakja egy adott id6pillanatban

Fizika feladatok megoldasa

P. 5075. Az abra szerinti elrendezésben kézos optikai tengelyen, egymdssal
pdrhuzamosan négy vékony lencse helyezkedik el. Mindegyik lencse hatarfeliletének
gorbileti sugara 5 cm, illetve 10 cm. Kettd kozilik n = 1,5 torésmutatoju tivegben
lévd levegdlencse, kettd pedig ugyanilyen torésmutatdju tiveglencse.

Az iivegben, az optikai tengelyen, a domborian homori lencsétél 60 cm-re egy
pontszeri féenyforras van. A lencse mdasik oldaldn, téle 30 cm tdvolsdgra helyezkedik
el a homorian dombori levegdlencse. Ettdl 10 cm tdvolsdgra van az tveget hatdrolo
stk feliilet, amely meréleges az optikai tengelyre. A sik felilettél 10 cm-re taldlha-
16 az tvegbdl készilt domborian homori lencse, a negyedik (homorian dombori)
lencse pedig a harmadiktol 20 cm-re van.

60 cm 10 cm 20 cm
<> - >

..... <( @(

30 cm 10 cm

A négy lencse hova képezi le a pontszerid fényforrdst?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

Megoldas. Az r = £5 cm és R = £10 cm gorbiileti sugaru lencsék fokuszta-
volsdga az
1 1 1
-1+ =
=03+ )
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Osszefiiggés szerint balrél jobbra rendre +30 cm, —30 cm, —20 cm és +20 cm.
(A relativ torésmutaté a levegében 1év§ iiveglencsék esetében a megadott n = 1,5
érték, az iivegben 16v4 levegtlencséknél pedig n’ = 1/n = 2/3.)

A fényforras az els6 (gytijtd)lencse kétszeres fokusztavolsdgi pontjadban he-
lyezkedik el, igy a kép is ugyanilyen tévol, a masodik (széré)lencse jobb oldali f6-
kuszpontjaban jonne létre (ha nem lenne ott a mésodik lencse). A masodik lencse
a fokuszpontja felé tarté fénysugarakat az optikai tengellyel parhuzamosan engedi
tovabb, igy azok az livegbdl irdnyvaltoztatas nélkiil kilépve ugyancsak parhuzamo-
san esnek a harmadik lencsére. Ez a lencse gy szorja a fényt, mintha a bal oldali
fokuszpontjabdl érkeznének a sugarak. Mivel ez a pont a negyedik (gytijté)lencse
kétszeres fokusztavolsdgu pontja, a keletkez6 kép a jobb oldali kétszeres fokuszté-
volsdgu pontban, vagyis a lencsétél 40 cm tavolsagban alakul ki.

Tobb dolgozat alapjan

22 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 5 dolgozat.

P. 5096. Egy 4 cm sugard tomor, homogén tiveggomb koézéppontjdtol 10 cm-
re van egy 2 mm sugari, vildgito, kicsiny korlap. A korlap sikja merdleges a kor
és a gomb kézéppontjat dsszekotd egyenesre (az optikai tengelyre). Hol keletkezik
és mekkora lesz e kérlapnak az iiveggomb dltal elddllitott képe? (Az iveg torésmu-
tatoja 1,5, és a képalkotdsban csak az optikai tengelyhez kézel halado fénysugarak
vesznek részt.)

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

Megoldéas. Az R sugaru iiveggémb 1n. vastag lencsének tekinthetd, amelynek
fékusztavolsagara altalanos esetben érvényes::

l_( 1) L+L_L_1 d
o R, "R n RiRy )"

Esetiinkben (gomblencsénél) Ry = Re =R=4 cm, d=2R=8 cm és n=1,5,
vagyis

nR
f=m=6cm

A vastag lencsékre akkor érvényes a leképezési torvény szokdsos
111
f otk

alakja, ha a t targytavolsagot és a k képtavolsagot az tin. f6sikoktdl mérjiik. A gomb-
lencse f6sikjai a gémb kozéppontjan dthaladé sikok (1dsd pl. Vermes Miklds cikkét
a KoMaL 1967. évi 11. szdimaban; http://db.komal.hu/scan/1967/11/).

Jelen esetben ¢ = 10 cm, igy a képtavolsag
11t
k=|=—= =——=15
<f t) .
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és a nagyitas

N=-=15.
t

A Kkicsiny, vildgité korlap képe tehdt az iiveggémb koézéppontjatol 15 cm-nyire,
a gomb szélétol 11 cm tavolsagban jon létre, és a kép 3 mm sugart korlap lesz.
Mdcsai Ddniel (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 10. évf.)

20 dolgozat érkezett. Helyes Andorfi Istvdn, Bonifert Baldzs, Fiilop Sédmuel
Sihombing, Mécsai Déniel, Olosz Adél, Sal David, Tiefenbeck Flérian és Varga Vazsony
megoldésa. Hidnyos (1-3 pont) 11, hibds 1 dolgozat.

P. 5110. A Féld koril keringd két mesterséges hold palydjanak fél nagytenge-
lye ugyanakkora. A holdak pdlya menti sebességeinek ardnya a perigeumban (fold-
kizelpontban) %, és az itt nagyobb sebességi hold pdlydjanak excentricitdsa 0,5.

Hatdrozzuk meg pdlya menti sebességiik ardnydt az apogeumban (féldtdvolpont-
ban), és szamitsuk ki a mdsik mesterséges hold pdlydjinak excentricitdsdt!

(6 pont) Csillagdszati versenyfeladat nyomdn

Megoldéas. Az dltalanos sebességképlet ellipszispalyan valé keringés esetén:

2 1
S e
roa
ahol v és M konstansok, a a fél nagytengely (ami a két mitholdnal ugyanakkora),
r pedig a vezérsugar pillanatnyi nagysdga.

Megjegyzés. A fenti képlet megtaldlhaté a ,Négyjegyii fiiggvénytablazatokban”, de
konnyen levezethetd az energiamegmaradés torvényébdl és a Newton-féle mozgdsegyen-
letbdl, ha felhasznaljuk az ellipszis gorbiileti sugardnak formuldjat pl. a perigeumban.

Ezek szerint a két mesterséges hold sebességének aranya tetszoleges r1 és 7o

vezérsugaraknal:
U1
V2
Perigeumban
ra=a—c2=a(l—ez),
apogeumban

ra=a+cr2=a(l+ez),
ahol e = ¢/a a kérdéses pédlya (numerikus) excentricitédsa.

Tudjuk, hogy e; = %, igy a perigeumban

2 2
(v1> B (3) B 9 - 1_61 . 1 B 3
va) \2) 4 _2__1 _2__q°
2 1—e2 1 1—eo 1
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Ebbol megkapjuk a masik palya excentricitasat:

4 2 2 6 1

- = -1 = 1—-e= =—- = e=_,
3 1—e B TR 2T
valamint a sebességek ardnyat az apogeumban:
2 4 1
Moo [Tl 5t 5_\/1_2
r 2 - 7 - 3 9
2\ g -l il i V93

Varga Vizsony (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

33 dolgozat érkezett. Helyes 27 megoldds. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 3, hidnyos
(1-2 pont) 3 dolgozat.

P. 5124. a) Vizszintes asztallapra két egyforma, tomor hengert helyeziink koz-
vetlentil egymds mellé, majd ovatosan egy ugyanilyen, harmadik hengert rakunk
rdjuk. Legalabb mekkora legyen a hengerek kozitti, illetve a hengerek és az asztal
kozotti surloddsi egyiitthato, hogy ez az elrendezés egyensulyban maradhasson?

b) Vizszintes asztallapra hdrom egyforma, tomdér gombit helyeziink kizvetle-
nil eqgqymds mellé, majd ovatosan egy ugyanilyen, negyedik gombot rakunk rdjuk.
Legalabb mekkora legyen a gombok kozotti, illetve a gombok és az asztal kozotti
surlédasi egyiitthato, hogy ez az elrendezés egyensulyban maradhasson?

(5 pont) Kozli: Vass Miklds, Budapest

Megoldas. a) Legyen a hengerek kozotti sugdrirdnyt tartéers (nyomoerd) To,
a kozottiik fellépd, érintd irdnyu surlodasi eré Fo = Thuo; az alsd testek és a talaj
kozott fellépé tartéerd Ty, a surlédasi erd pedig Fy = Typq. (Ttt py és po az alsé és
a fels6 érintkezési pontokhoz tartozé kritikus surlédési egyiitthatokat jeloli, vagyis

azt az értéket, amelynél még éppen nem cstiszik meg egyik henger sem.)

A fels6 testre haté erdket az 1. dbra, az egyik alsé testre haté erSket a 2. dbra
mutatja. A hengerek tengelyének merdleges metszete egy szabdlyos haromszoget
alkot, ezért o = 30°.

Megjegyzés. Feltételezziik, hogy két alsé henger éppen nem érintkezik egymassal, igy
nem fejtenek ki egymasra erét. Elvben elképzelhetd, hogy ez nem teljesiil, mert a két alsé

374 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/6



GF 2019.9.10 — 19:50 — 375. oldal — 55. lap KoMalL, 2019. szeptember EF

1. dbra 2. abra

henger is egymésnak szorul. Belathatd, hogy ebben az esetben mindkét surlédasi egyiitt-
hatonak nagyobbnak kellene lennie, mint az Gsszeszorulds-mentes elrendezésben. Mivel
ebben a feladatban a legkisebb (az egyensilyhoz még éppen elegendd) strlédési egyiittha-
tokat keressiik, az Gsszeszorulds lehetéségét a tovabbiakban figyelmen kiviil hagyhatjuk.

Felirhatjuk, hogy a fels6 és az alsd testre hatd erdk fiiggéleges komponensei
(kiilon-kiilon) egyenstlyban vannak, tovabbd az alsé testre haté vizszintes erékom-
ponensek és a forgatényomatékok ereddje is nulla:

(1
(2
(3
(4

) mg = 2T5(cos a + ps sin «v),

) mg =T — To(cos a + ps sin «v),
) 1Ty = To(sin — pg cos a),

) Ty = poTh.
Ezekbdl (algebrai atalakitdsok utédn) a

sina sin(30°)

1+cosa 14 cos(30°) V3~ 027,

H2

T, = 315, valamint a

Ty, . 2—-v3
(sina — pg cos ) = 3

T

1 = ~ 0,09
eredményt kapjuk.

A hengeres testek kozott legaldabb 0,27-nek, az also hengerek és az asztal kézott
pedig legalabb 0,09-nek kell lennie a surloddsi egyiitthatonak, hogy a testek egyen-
sulyban maradhassanak.

b) A fentiekhez hasonléan targyalhatd a tomor gombok egyenstlydnak feltétele
is. A gombok kozéppontjai szabalyos tetraédert alkotnak, ezért a fels6 és az alsé
gombok kozott fellépd erdk fiiggdlegessel bezart szoge o = 35,3°.

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/6 375



GF 2019.9.10 — 19:50 — 376. oldal — 56. lap KoMalL, 2019. szeptember EF

A felsé testre hdrom tartéerd és harom surlédéasi erd hat, ezért az elsé egyenlet
kissé médosul:

(1) mg = 3T5(cos a + ps sin ).

A t6bbi egyenlet nem valtozik (az « valtozdsén kiviil):

(2" mg =T — To(cosa + pg sin «v),
(3" 1Ty = Th(sin o — g cos @),
4) pi Ty = poTs.

Ezekbdl kovetkezik, hogy Ty = 4T3, tovabba

sin «v sin(35,3°)
- - — 0,32
H2 = cosa 1+ cos(35,3°) ”

in 35,3° — 0,32 cos 35,3°
Ml:sm , 4, cos 35, — 0,08,

Négy egyforma, homogén gomb esetében a gombok kiozott legalabb 0,32-nek,
a gombok és az asztal kézott pedig legaldbb 0,08-nak kell lennie a surloddsi egyiit-
hatonak, hogy a rendszer egyensulyban maradhasson.

Tiefenbeck Floridan (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a harom henger esetében a fellépé erék egy sikban
hatnak! Ez azt jelenti, hogy az egyenstly feltétele fiiggetlen attél, hogy hengerek vagy
goémbok allnak az asztalon. (A gémbok esetében is egy sikban hatnak az erdk, és ebben
a sfkban a hengerek és a gombok metszete megegyezik.) Ezt felhasznédlva a feladatban
szerepld két konkrét problémdt altaldnosithatjuk. Legyen n darab (1 < n < 5) egyforma
gbémb az asztalon olyan médon elhelyezve, hogy mindegyik két masikkal ér 6ssze, és a ko-
zéppontjaik egy n oldali szabdlyos sokszoget alkotnak (kivéve az n = 2 esetet, amelynél
a kozéppontok egy egyenesen helyezkednek el). Fontos, hogy bar sszeérnek az asztalon
1év6 gombok, de nem fejtenek ki egymédsra erét.

A megoldéds menete hasonlé a fentebb leirtakkal, és a sirlédési egyiitthatékra adédo
eredmény:

1
2sin(r/n) + \/4sin?(7/n) — 1

,Uftestftest 2 )

Mtest-asztal = Mtest-test -
n+1

Ezekbdl n = 2 esetén megkapjuk az a) kérdésnek, n = 3 esetén pedig a b) kérdésnek
megfelel6 eredményt.

Mdth Benedek (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)

16 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldds. Kicsit hidnyos 4 pont) 4, hidnyos
(2-3 pont) 4, hibas dolgozat.

376 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2019/6



? 2019.9.10 — 19:50 — 377. oldal — 57. lap KoMalL, 2019. szeptember EF

Nemzeti csillagaszati verseny és didkolimpiai 0@%
valogaté kozépiskoldsoknak 2019-2020 [

Erdekel a csillagaszat és az tirkutatas, és nem all téled tavol a fizika és a ma-
tematika sem? Hazai vagy hatdron tuli, magyar ajkd kozépiskolds didkként tanulsz
a 2019/20-as tanévben?

Akkor ne habozz — jelentkezz, és érdeklddy fizikatandrodndl!

Vegyél részt az iskoldkban lebonyolitandé haromfordulds versenyen, amelyre
a felkésziilésedet irodalomjegyzékkel, online segédanyagokkal és megoldasokkal el-
latott gyakorlé feladatsorokkal is segitjiik!

Ha bekeriilsz a legjobb teljesitményt nyajtd 20-25 didk kozé, részt vehetsz ta-
vasszal az orszagos dontében, ahol a dijazottakat értékes nyereményekben részesit-
jiikk — egyuttal akar a 2020-as, kolumbiai csillagaszati és asztrofizikai didkolimpidra
késziil6 10-12 f6s magyar nemzeti keret tagjava is valhatsz.

Jelentkezési hatarid6 (egyben az 1. iskolai fordul6 id6pontja):
2019. oktéber 15. (kedd).

Részletes informaécidk: http://www.bajaobs.hu/ioaa/.

Eo6tvos-verseny

Az idei E6tvos-versenyt

2019. oktober 11-én

pénteken délutdn 15"-tél 20"-ig rendezi meg az Eotvos Lordnd Fizikai Tarsulat.

A versenyen azok a didkok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk,
vagy a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulményaikat. Nemcsak magyar
allampolgarsagu versenyzok indulhatnak, hanem Magyarorszagon tanulé kiilfoldi
diakok, valamint kiilfoldon tanulé, de magyarul ért6 diakok is.

A megolddsokat magyar nyelven kell elkésziteni, a rendelkezésre &ll6 id6
300 perc. Minden irott vagy nyomtatott segédeszkdz hasznalhatod, de zsebszamolo-
gépen kiviil minden elektronikus eszkoz hasznélata tilos.

El6zetesen jelentkezni nem kell, elegendd egy személyazonossidg igazolasara
szolgdlé okménnyal (személyi igazolvény, didkigazolvany vagy utlevél) megjelenni
a verseny valamelyik helyszinén.
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A helyszinek és a versennyel kapcsolatos minden tovabbi informacié megtaldl-
haté a verseny honlapjan:

http://eik.bme.hu/ vanko/fizika/eotvos.htm.

Versenybizottsag

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 388. Vizsgaljuk meg, hogy egy (roviddruboltban kaphat6) gumiszal (vagy
gumiszalag) mennyire koveti a linedris er6térvényt! Mérjiik meg a gumiszal hosszat
novekve és csokkeno terhelés esetén is!

(6 pont) Kozli: Nagy Piroska Mdaria, Budapest
G. 677. Egyenletesen lépegetiink masodpercenként egyet. Minden 1épésiink

0,5 m hosszi. Mozgdsunk a kovetkezo szabdlyt koveti: egyet 1épiink elore, kettét
hétra, majd harmat elore, négyet hétra, azutan 6tot elére, hatot hétra és igy tovabb.

a) Hol lesziink egy perc mulva?

b) Mennyi a sebességnagysdgunk dtlaga?

¢) Mennyi a sebességvektorunk atlagos értéke?
(3 pont)

G. 678. Egy auté 36 km/h sebességgel halad a varosban, mikézben kerekei
tisztan gordiilnek. Mekkora a kerék legelol 1évo pontjanak a talajhoz viszonyitott

sebessége?
(3 pont)
G. 679. Egy tartalyban 1év6 gaz
) nyomasat U alaki csében 1évo higany se-
gz

gitségével mérjiikk meg az abrdn lathatd
- modon.
a) Mekkora a géz abszolit nyomésa,
76 em  haaz U alaki cs6 két szardban a higany-
szintek kiilonbsége 76 cm, tovabba a kiil-
sO légnyomds 1 atm?

b) Ezutén a gézt teljesen kiszi-
vattytzzuk a tartalybdl az dbran latha-
t6 csaphoz csatlakoztatott szivattyu se-
gitségével. Hogyan helyezkedik el ekkor a higany?

(3 pont)

higany
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G. 680. Egyszerre megrantjuk egy kife-
szitett gumikotél mindkét végét, az egyiket | —— |
felfelé, a mésikat lefelé. fgy két hulldm indul < I
el egymas felé az dbran lathaté médon.

A két szimmetrikus hulldm azonos nagysigu energiat szallit. A két jel talalko-
zasakor a gumikotél egy pillanatra egyenessé valik. Hova tlinik ekkor a két hullam
energidja? Athaladnak-e egymdson a jelek, vagy végleg kioltjak egymast?

(4 pont)

P. 5143. Lehet-e olyan sotét éjszaka a Holdon, hogy csak a csillagok vilagita-
nak

a) a Hold felénk esé oldaldn, illetve
b) a Hold tulsé oldalan?

(4 pont) Kozli: Viadar Kdroly, Kunfehérto

P. 5144. Egy a hajlasszogi lej-
t6 sikjara merolegesen tartorudat rog-
zitiink. A rud tetejéhez hozzderositjiik
egy { hosszisagi fonalinga fels6 vég-
pontjat. Az inga fonala [ szoget zar be
a lejtd sikjaval.

Mekkora az inga kis amplituddju
lengéseinek periédusideje, ha a+ 8 <
< 90°, és a surlédas elhanyagolhat6?

(4 pont)

P. 5145. A vissza nem téré {istokosok tobbsége kozvetleniil a Naprendszer leg-
kiils6 tartomanyabdl, az tin. Oort-felh6bdl keriil a Naprendszer belsejébe. Adjunk
becslést arra, hogy mennyi ideig tart ez az at! A Nap koriil szimmetrikusan, gémb-
héj alakban elhelyezkedd Oort-felh$ dtmérGje 70000 csillagaszati egység. Tegyiik
fel, hogy az iistokos aphéliuma (a Naptdl vald legnagyobb tavolsdga) az Oort-felhd
sugaraval egyezik meg.

(4 pont) Csillagdszati olimpiai feladat

P. 5146. Egy iivegpoharban a viz feliilete a pohar faldnal homor, a higany fe-
lillete viszont domboru. Létezik-e olyan alaki iivegedény, amelynek falanal a higany
feliilete is homoru?

(4 pont)
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P. 5147. A Pécs—Pogany Repiilétéren repiilénapot rendeznek.
Reklam céljabél egy V = 10 m? térfogati, héliummal toltstt bal-
lont engednek a magasba sulytalannak tekintheté kotélen. A bal-
lon anyaganak térfogata elhanyagolhaté, toltetlen tomege m = 2 kg.
A hémérséklet a ballon belsejében, illetve annak kiilsé kornyezeté-
ben T = 300 K, a kiilsé légnyomds pg = 10° Pa. A ballon anyagéanak
rugalmassidgabdl szarmazé nyomaéastol eltekintiink.

A rendezvény végén a ballont csorlével lassan levonjak. A csorld
hengerének sugara r = 10 cm, a hajtékar sugara R = 30 cm. A ko-
zegellendllas elhanyagolhatd.

R a) Mekkora erét kell a hajtékarra kifejteni a ballon egyenletes

, lehtiizasa esetén?
!E b) Mekkora teljesitmény sziikséges a levondshoz, ha a ballon

v =1 m/s sebességgel siillyed?

(4 pont) Pdrkdnyi Ldszld fizikaverseny, Pécs

P. 5148. Egy 1 méter hosszusagu, hengeres tartalyban levegé van bezarva.
A tartalyt a vizszintes hossztengelye iranyaban allandé gyorsuldssal mozgatjuk,
mikdzben a bezart levegé homérsékletét mindvégig dllando, T = 273 K értéken
tartjuk. Mekkora ag gyorsulasnal lenne a tartaly elején a levegé nyomésa

a) 0,1%-kal kisebb,
b) fele akkora,
mint a tartaly hatuljan?
Utmutatds: ha a hémérséklet allandé lenne, a foldi légkor stirtisége a baromet-

Mgh
rikus magassdgformula szerint valtozna: p(h) = gge™ RT , ahol M a levegd atlagos
moltémege.

(5 pont) Kozli: Vass Miklés, Budapest

P. 5149. Egy fizikatanar ropdolgozatot {rat két csoportban. Az egyik csoport
feladata a kovetkez6: ,Mekkora beesési szogi az a vékony fénysugar, ami gémb
alaku vizcseppbe lépve szabalyos haromszog mentén jar korbe?” A mésik csoport
ugyanezt a feladatot kapja, de ekkor szabalyos négyszog, vagyis egy négyzet oldal-
élei mentén kell haladnia a fénysugarnak. Feladhatja-e a tandr ugyanezt a példat
a pétdolgozatban szabélyos 6tszb§gel? Hatarozzuk meg a beesési szogeket az egyes
esetekben! (A viz térésmutatdja 3.)

(4 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhaz

P. 5150. Két teljesen egyforma, n = 1,5 térésmutatéju tivegbol készitett sik-
dombort, vékony lencse koziil az egyiknek a sik, a masiknak a domboru feliiletét
tessziik tiikrozévé. Mekkora az igy kapott két leképezd eszkoz fokusztavolsdganak

aranya?
(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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P. 5151. Homogén elektrosztatikus erétérben egy AB egyenes szakaszon a mé-
rések szerint a potencidl értéke az A-tdl vett x tavolsag fiiggvényében:
x [em] 2 3 4 5 6
U [V] || 130 | 150 | 180 | 210 | 230

Hatarozzuk meg kozelitéleg a térerdsség AB menti komponensének nagysagat!

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5152. Mennyi a valoszinlisége, hogy a 131-es jéd egy atomja a kovetkezo
percben elbomlik? (A felezési id6: T}/, = 8 nap.)

(4 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron

P. 5153. Két egyforma, homogén rid egy-egy végpontja csukldsan kapcsold-
dik egymashoz. A rudak vizszintes, surléddsmentes asztallapon egy egyenes mentén
nyugszanak. Az egyik rid szabad végére a rudra merdleges irdanyban hirtelen ré-
iitiink, mire az a pont 1 m/s sebességgel kezd el mozogni. Milyen irdnyban és
mekkora sebességgel indul el a masik rud szabad végpontja?

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Bekiildési hatarid6: 2019. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: Ko6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

L1

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 69. No. 6. September 2019)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 352): K. 624. The
integers 0 to 9 are arranged along a straight line in some order. a) Find a possible
arrangement in which the sum of any three adjacent numbers is less than 15. b) Is there
an arrangement of this kind if 0 is not included in the numbers? K. 625. How many six-
digit numbers are there in which each digit occurs exactly as many times as its value?
K. 626. The table below shows the statistics of a round-robin football championship of
four participating teams. Teams are listed in alphabetical order of their names. Every
team played every other team exactly once. The winner of each game scored 3 points, the
losing team scored 0, and in a draw each team scored 1 point.

Team Points | Goals For | Goals Against
Headers 1 4 6
Left Foot FC 8 4
Right Foot FC 4 4
Sprinters 1 4 6

Given that the result of the Left Foot—Right Foot game was 3-1, and that the Headers
scored a goal in every game they played, determine the result of each individual game.
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K. 627. The teacher selects a student from a class at random. The probability of selecting
a boy is 2/3 of the probability that he selects a girl. What fraction of the whole class are
girls? K. 628. Four identical rectangular sheets of paper are placed on the table to form
a larger rectangle without gaps or overlaps. The area of the resulting rectangle is 1200 cm?.
Given that it is not possible to transfer any rectangle to any other only by translation,
find the perimeter of the large rectangle.

New exercises for practice — competition C (see page 353): Exercises up
25
to grade 10: C. 1553. Determine the constant term of the expression (ac12 + m%) .

C. 1554. One side of a rectangle is 1+2\/5 times as long as the other side. The rectangle
is dissected and put together to form a square of the same area. What is the ratio of
the diagonal of the rectangle to the diagonal of the square? Exercises for everyone:
C. 1555. Solve the equation &+ y* = 422 over the set of positive prime numbers. C. 1556.

The interior angle bisector drawn from vertex C' of triangle ABC' intersects the opposite
side at point P. The distance of point P from the sides is %, and AC' =6, BC = 5. Find
the length of side AB. C. 1557. Two numbers are selected at random from the set of two-
digit positive integers. What is the probability that they will have a digit in common?
Exercises upwards of grade 11: C. 1558. Depending on the value of the nonzero
parameter a, how many points do the circle % +y? =1 and the parabola y = az?® — 1
have in common? C. 1559. The base of a tetrahedron is a regular triangle, and the three
lateral faces unfolded and laid on the plane form a trapezium with sides 10, 10, 10 and
14 units of length. Find the sum of the lengths of all edges of the tetrahedron, and also

find its surface area.

New exercises — competition B (see page 354): B. 5038. Let P be a point
in the interior of a regular octagon ABCDEFGH. Show that the sum of the areas of
triangles ABP, CDP, EFP and GHP equals the sum of the areas of triangles BC'P,
DEP, FGP and HAP. (3 points) B. 5039. Every entry in a 2019 x 2019 table is either
(+1) or (—1). If the sum of each row and the sum of each column are calculated, how
many different numbers may be obtained at most? (3 points) (Proposed by I. Blahota,
Nyiregyhdza) B. 5040. In a square ABCD, let F be an interior point of side AB, and
let E be an interior point of side AD. Draw a perpendicular to line CE at point F, and
a perpendicular to line C'F' at point F. Denote the intersection of the two perpendiculars
by M. Given that the area of triangle C' E'F is half the area of pentagon BCDEF, prove
that point M lies on diagonal AC' of the square. (4 points) B. 5041. An n x n table of
real numbers in each field is called a zero square if the sum of the numbers in every 2 x 2
square part of it (therefore in the whole table, too) is zero. (The diagram shows a 3 x 3
example.) What is the largest possible n for which there exists an n X n zero square such
that the entries are not all zeros? (5 points) B. 5042. The convex quadrilateral ABC D
is not a trapezium, and diagonals AC' and BD are equal in length. Let M denote the
intersection of the diagonals. Show that the other intersection (different from M) of the
circles ABM and CDM lies on the angle bisector of angle BMC. (4 points) B. 5043.
Prove that the set {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} has an odd number of nonempty
subsets in which the arithmetic mean of the elements is an integer. (5 points) (Proposed
by S. Roka, Nyiregyhéza) B. 5044. Let D be a point in the interior of side AB in triangle
ABC, and E be a point in the interior of side AC. The intersection of line segments BFE
and C'D is M. Let x denote the area of triangle BC'M, and let y denote the area of triangle

+ . . e
EDM. Prove that Tagc > xﬁ_ﬁ (6 points) B. 5045. For which positive integers n
is there an appropriate order a1, az,...,a, of the first n positive integers such that the
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numbers a1 + 1,a2 + 2,...,a, +n are all perfect powers? (A number is called a perfect
power if it can be represented in the form a’, where a,b > 2 are integers.) (6 points)

New problems — competition A (see page 355): A. 755. Prove that every polygon
that has a center of symmetry can be dissected into a square such that it is divided into
finitely many polygonal pieces, and all the pieces can only be translated. (In other words,
the original polygon can be divided into polygons A;, As, ..., Ay, a square can be divided
into polygons a Bi, Ba, ..., B, such that for 1 <17 < n polygon B; is a translated copy
of polygon A;.) A. 756. Find all functions f: R — R (functions with domain R and
values from R) which satisfy the following two conditions: (¢) f(z + 1) = f(z) + 1; (i)
f(z?) = (f(ac))2 (Based on a problem of Romanian Masters of Mathematics) A. T57.
For every m non-negative integer let S(n) denote a subset of the positive integers, for
which ¢ is an element of S(n) if and only if the i-th digit (from the right) in the base
two representation of n is a digit 1. Two players, A and B play the following game: first,
A chooses a positive integer k, then B chooses a positive integer n for which 2" > k.
Let X denote the set of integers {0,1,...,2" — 1}, let Y denote the set of integers
{0,1,..., ontl _ 1}. The game consists of k rounds, and in each round player A chooses an
element of set X or Y, then player B chooses an element from the other set. For 1 <i < k
let z; denote the element chosen from set X, let y; denote the element chosen from set Y.
Player B wins the game, if for every 1 <i < kand 1 < j <k z; < x; if and only if y; < y;
and S(x;) C S(z;) if and only if S(y;) C S(yj). Which player has a winning strategy?
(Proposed by Levente Bodndr, Cambridge)

Problems in Physics
(see page 378)

M. 388. Investigate how a piece of elastic band (either flat or round, sold in hab-
erdasher’s shops) follows Hooke’s law. Measure the length of the elastic band when the
applied force is increasing and also when the force is decreasing.

G. 677. We are walking at a steady rate, one step in a second. Each step is 0.5 m
long. The rule is the following: one step forward, two steps backwards, then three steps
forward, four steps backwards, five steps forward, six steps backwards and so on. a) Where
are we after one minute? b) What is our average speed? ¢) What is our average velocity?
G. 678. A car is moving at a speed of 36 km/h, while its wheels roll without slipping.
What is the velocity of the forward-most point of a wheel with respect to the ground?
G. 679. The pressure of a sample of gas in a container is measured by means of a U-
shaped tube containing mercury, as shown in the figure. a) Determine the absolute pressure
of the gas in the container, provided that the difference of mercury levels in the two
arms of the U-shaped tube is 76 cm and the ambient air pressure is 1 atm. b) Then the
gas is completely evacuated from the container by a pump attached to the tap shown
in the figure. Determine the location of the mercury now. G. 680. The two ends of
a stretched elastic cord are jerked at the same instant, one end upward, whilst the other
downward. Thus two pulses start to move towards each other as shown in the figure. The
two symmetrical pulses carry the same amount of energy. When the two pulses meet the
elastic cord becomes straight for a moment. Where is the energy of the two pulses? Will
they pass each other or will they cancel each other?

P. 5143. Is it possible that the night on the Moon is so dark that only the light
emitted by the stars can be seen a) if it is observed from the side of the Moon which
faces towards the Earth, or b) if it is observed from the other side? P. 5144. A rod is
fixed perpendicularly to the surface of an inclined plane of angle of elevation «. The end
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of the thread of a simple pendulum of length ¢ is attached to the top of the rod. The
angle between the thread of the pendulum and the surface of the slope is 8. What is the
period of the pendulum when it swings with small amplitude, if a« + 8 < 90°, and friction
is negligible? P. 5145. The majority of the comets, which pass the inner Solar System
only once, come from the outer part of the Solar System called the Oort cloud. Estimate
how long this “journey” takes for a comet. The diameter of the Oort cloud, which can
be considered a spherical shell with the Sun at its centre, is 70000 astronomical units.
Suppose that the aphelion (the greatest distance measured from the Sun) of the comet is
the same as the radius of the Oort cloud. P. 5146. The meniscus of the water in a glass is
concave, whilst the meniscus of mercury in a glass container is convex at the vertical wall.
Is there any shape of a glass container such that the meniscus of mercury in the container
is concave at the glass wall as well? P. 5147. An air-plane day is organised at Pécs-
Pogény airport. For advertisement purposes a helium-filled balloon of volume V' = 10 m?
is launched. The balloon is tethered by a piece of rope of negligible mass. The volume of
the fabric of the envelope is negligible, its mass, without the inside gas, is m = 2 kg. The
temperature inside the envelope, and outside, next to the balloon is 7' = 300 K, whilst
the ambient air pressure is po = 10° Pa. The pressure due to the elasticity of the fabric
of the envelope can be neglected. At the end of the event the balloon is slowly winched
down. The radius of the drum of the winch is » = 10 cm, whilst the radius of the crank
is R =30 cm. Air drag is negligible. a) What is the magnitude of the force applied on
the crank, if the balloon is pulled down uniformly? b) What is the power output when
the balloon is winched down, if the balloon descends at a speed of v =1 m/s? P. 5148.
There is some air in a 1-metre long horizontal cylinder-shaped container. The container
is moved horizontally parallel to its symmetry axis at a constant acceleration, whilst the
temperature of the inside air is kept at a constant value of T'= 273 K. At what acceleration
ao would the pressure of the air at the front of the container be a) 0.1% smaller than that
at the back of the container; b) half of the value of pressure at the back of the container?
Hint: if the temperature is constant, the density of air in the atmosphere of the Earth

would change according to the barometric formula: o(h) = Qoe_%, where M is the
average molar mass of air. P. 5149. A physics teacher gives a short test to two groups
of students. The problem given to one of the groups is the following: "What is the angle
of incidence of a thin light ray which enters into a spherical water drop and is reflected
such that its path inside the drop is an equilateral triangle?” The other group is given
nearly the same problem but in their case the path of the light ray in the spherical drop
is a square. Can the teacher give the same problem with a regular pentagon-shaped path
in the drop as a make-up test question for the missing students? Determine the angle of

incidence in each case. (The refractive index of water is é.) P. 5150. We have two alike
plano-convex glass lenses, with refractive index of n = 1.5. The plane face of one of them
and the curved surface of the other is silver-coated. What is the ratio of the focal lengths
of the gained two optical devices? P. 5151. According to the measurements, the potential
values in uniform electrostatic field along a straight line segment AB as a function of the
distance z measured from point A can be seen in the table. Determine the approximate
value of the component of the electric field strength which is parallel to AB. P. 5152.
What is the probability that a iodine-131 atom decays in the next minute? (The half-life of
iodine-131 is Ty = 8 days.) P. 5153. Two alike uniform rods are attached to each other
with a pivot joint at their ends. The rods are at rest on a frictionless horizontal tabletop,
lying along a straight line. Suddenly the free end of one of the rods is hit perpendicularly
to the rod such that the endpoint of the rod begins to move at a speed of 1 m/s. Into
what direction and at what speed does the free end of the other rod begin to move?
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