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Ko6zlemény a tanulmanyi versenyek
feladatainak és eredményeinek
megjelenésérol

Mivel mind az Arany Déniel Matematikai Tanuléverseny, mind az Orszagos
Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny feladatai és eredményei megtaldlha-
toak az interneten, ezért a KéMal-ban nem jelennek meg. Honlapunkon elérhetéek
lesznek, a http://www.komal.hu/hirek/verseny/index.h.shtml cimen.

) | Az 58. Nemzetkozi Matematikai Didakolimpia
iy I feladatainak megoldésa, 2. rész
IMO 2017 ’

RIO DE JANEIRO - BRAZIL

Miasodik nap*

4. Legyenek R és S kilonbozé pontok egqy Q kérdn, amikre RS nem dimé-
réje a kornek. Legyen £ az ) korhéz a R pontban hiuzott érintéegyenes. Legyen T
az a pont, amire teljesil az, hogy S az RT szakasz felezdpontja. Legyen J egy olyan
pont az Q kor révidebb RS tvén, amire teljesil az, hogy a JST hdromszog ' koriil-
irt kore az £ egyenest két kiilonbozé pontban metszi. Legyen T' és £ metszéspontjai
kozil az A pont az, ami kozelebb van az R-hez. Az AJ egyenes Q-val vett masodik
metszéspontja legyen K. Bizonyitsuk be, hogy a KT egyenes érintdje a I' kornek.

Baran Zsuzsanna megoldasa. El6szor is tegyiik teljesebbé az abrat a ,,mésik
metszéspontok” felvételével: legyen I NT = {A, Ao} és legyen AoJ NQ = {J, Ks}.
A megoldés soran a szogeket irdanyitva értelmezziik.

A megoldds sok-sok hasonlé haromszogpar észrevételén fog alapulni: az
SAKNA ~ SA Ko\, a SAA A ~ SKKy/AA, a RSKA ~ A3SRA, illetve az
SKTA ~ ST A;/\ hasonldésagokat fogjuk sorra belatni.

[Ezen a ponton érdemes lehet megprobdlni egyénileg befejezni a megolddst.]

JK3S5<1=JKS< és SAyJ<t = SAJ< (azonos iven nyugvé keriileti szogek),
ezért SAK A és SAs Ko\ szogei megegyeznek, igy SAKA ~ SAs Ko /.

Ekkor $5- = 54 tovabba AS A<t = K SKp< (hiszen mindkett KaSA>< —
— KoSA< = KSA< — K3S5A<), emiatt SAANA ~ SKEKSA.

Ekkor AA;S< = KKyS< = KRS<. Az RA érinti Q-t (és RS elvalasztja A-t
és K-t), ezért ARS< = RKS«. [gy az RSKA és A3SRA szdgei megegyeznek,
ezért RSKA ~ A3 SRA.

* Az els6 nap feladatainak megoldasat az oktdberi szdmban kozoltiik.
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TSK< =180° — KSR« = 180° — RSAs<t = A2 ST, tovabba

ST _ SR _ 54 _ Shs
KS KS RS TS

(itt kihasznaltuk, hogy S az RT szakasz felezépontja), igy SKTA ~ ST As /.

Ez utébbi hasonlésdgbdl kovetkezik, hogy STK< = SA>T'<(, ami éppen azt
jelenti, hogy KT érinti a I" kort. Készen vagyunk.

Erre a feladatra sokféle megoldas elképzelhetd. Két tovabbi megoldasi lehet&ség
cimszavakban:

(1) Belatjuk, hogy AT || RK, majd pedig, hogy ARXT paralelogramma, mely-
ben S az atlok felez6pontja. Itt X a KST kor és az RK egyenes méasik metszés-
pontja.

(2) Invertdlunk R kozépponttal, RS sugdrral. Beldtjuk, hogy a KT egyenes
képe és I képe egymés tiikorképei T"-re nézve. Ehhez beldtjuk, hogy RK'S A} para-
lelogramma. Az RK' és A, S parhuzamossdga kijon RK és AT parhuzamossagabdl.

5. Adott eqy N > 2 egész szdm. N (N + 1) futballjatékos, akik kozott nincs két
egyenld magassdgi, valahogyan feldllnak egy sorban. Az edzé ki akar hagyni ebbél
a sorb6l N(N —1) jdtékost igy, hogy a megmaradt 2N jdtékos alkotta sor jatékosaira
teljesiilion az alabbi N feltétel:

(1) senki nem dll a legmagasabb és a mdasodik legmagasabb jdtékos kizdtt,

(2) senki nem dll a harmadik legmagasabb és a negyedik legmagasabb jdtékos
kizott,

(N) senki nem dll a két legalacsonyabd jdtékos kizitt.
Bizonyitsuk be, hogy ez mindig megtehetd.
Borbényi Marton megoldasa. Készitsink N csoportot az alabbi médon:
az elsé csoportban legyen a sor szerint els§ N + 1 ember, a mésodikban a mésodik

N + 1 ember, és igy tovabb. Célunk, hogy minden csoportbdl pontosan 2 jatékost
valasszunk ki, igy 6k a megmaradd 2N embernél egymas mellé keriilnek.
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A kovetkez6 algoritmust alkalmazzuk:
— elkezdjiik jelolgetni a jatékosokat magassag szerint csokkend sorrendben;
— amint egy csoportban van két kijelolt focista, megéllunk;

— elhagyjuk ebbdl a csoportbdl a két kijelolt jatékoson kiviil az Gsszes embert,
és minden mas csoportbdl a csoport legmagasabb emberét;

— a két megjelolt jatékossal mar nem kell foglalkoznunk, hiszen a megmaradtak
kozott ok ketten a legmagasabbak, és senki nem all mar kozottik; marad N — 1
csoportunk, mindegyikben N focistaval;

— ismételjiik a fenti eljarast az eggyel kisebb létszamu, eggyel kevesebb cso-
portbdl allé sorra stb.

6. Egy egész szdmokbdl dlld (x,y) rendezett pdrt primitiv rdcspontnak ne-
veztink, ha x és y legnagyobb kézds osztdja 1. Ha adott primitiv rdcspontok egy
véges S halmaza, bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész, és vannak olyan
ag,ai, - .., a, egészek, hogy minden (x,y) S-beli pontra teljesiil

aox™ + a1z y + a2t 4+ .t ap_1ay" Fany™ = 1.

Williams Kada megoldasa. Szeretnénk tehdt egy olyan egész egyiitthatos
nemkonstans homogén f(z,y) polinomot taldlni, amire f(z,y) =1, ha (z,y) € S.
(Homogénnek neveziink egy tobbvéltozdés polinomot, ha benne minden tag fok-
szdma egyenld.)

Az f(x,y) polinom létezését |S| szerinti indukcidval igazoljuk. Ehhez felhasz-
naljuk az un. Bézout-lemmdat, ami szerint barmely x és y egész szdmok legna-
gyobb koézos osztéja elbéllithaté ax + by alakban, ahol a,b € Z. Az |S| = 1 esetbél
indulunk ki: ha S = {(x,y)}, akkor a Bézout-lemma szerint alkalmas a,b € Z-re
f(z,y) = ax + by megfelel.

Tegyiik fel ezutan, hogy az S = {(al, b1),. .., (am, bm)} halmaz minden pontjin
g(z,y) = 1, és szeretnénk az (a,41,bmy1) elemet hozzdcsatolni. A Bézout-lemma
szerint Aa,,4+1 + Bby41 = 1 alkalmas A, B € Z-re. Mivel a

h(z,y) = H(aiy — biz)
i=1
polinom értéke minden S-beli pontban 0, azért C, K € Z-re az
fla,y) = gla,y)™ = C- (Az + By) " h(x,y)

homogén polinom értéke minden S-beli pontban 1 (feltessziik, hogy K > m), mig

f(am+17 bm+1) = g(am-i—l) bm+1)K -C- h(am+1; bm+1) .
—_———

=M

Azt allitjuk, hogy g(am+1,bm+1) és M = h(am+1,bm+1) egyméshoz relativ
prim. Valéban, ha lenne koézos p primosztéjuk, akkor p | m miatt p osztdja lenne
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az M valamelyik a;bm,41 — bjam11 tényezdjének (1 < i < m). Vegyiik észre, hogy
ekkor a homogenitas miatt

b?eggg(am+1a bm+1) = g(biam+1a biberl) = g(aiberh bibm+1) =

= boe®dg(ai, by) = byesd (mod p),

s gy p | g(@ms1,bmr1)-bOl p | byt1 kovetkezik. Hasonléan kapjuk, hogy p | 1.
Ez viszont ellentmond annak, hogy a,,+1 és by,+1 relativ prim.

Ha M # 0, akkor a relativ primség miatt g(am+1,bm+1)‘p(|MD =1 (mod M)
az Euler—Fermat-tétel szerint, igy pl. K = mgo(|M |) valasztdssal alkalmas C' € Z-re
f(@m+1,bms1) = 1 biztosithaté. Ha pedig M = 0, akkor a 0-hoz vald relativ primség
miatt g(ami1,bm11) = £1, s gy K = 2 és C = 0 megfelel.

Teh&t minden esetben biztositottuk, hogy f(am+1,bm+1) =1 is teljesiiljon.
Tehat az indukcids 1épést befejeztiik, az indukcié teljes.

Megjegyzés. A feladat &ltalanositdsa volt a 2017. szeptemberi szdmban megjelent
A. 703. feladat. Egy tovdbbi megoldasi médszer olvashaté a
https://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=A703&1=hu

cimen.

Bizonyitsunk sokféleképpen! —
Egy érettségi feladat tovabbgondolasa

(a 2017. m&jusi emelt szintli matematika
érettségi feladatsor 8.b feladata) 4

A 2017. méjusi emelt szintl érettségi fel-
adatsor egyik feladata a kovetkezé volt:

8. b) Az egységnyi oldali ABC szabdlyos
hiromszog minden csicsanal behtuztunk egy-
egy szogharmadolé egyenest, igy az 1. dbrdn
lathaté PQR szabalyos haromszoget kaptuk.

Szamitsa ki a PQ R haromszog oldalanak
hosszét!

A hivatalos javitasi-értékelési utmutaté
harom kiilonb6z6 megoldast kozolt a feladatra,
ezek megtekinthetok pl. a

1. dbra

https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/
feladatok_2017tavasz_emelt/e_mat_17maj_ut.pdf

cimen.
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M1. Az els6 megoldas az AB(Q) harom-
szogben felirt két szinusztétel segitségével ha-
tarozza meg a PQ oldal hosszét (2. dbra).

M2. A méasodik megoldasban egy szi-
nusztétel és teriiletszamitas segitségével ériink
célt. Tapc —Tapg = Trqr; és a szabélyos ha-
romszog teriiletébdl az oldalanak hossza mar
szamithato.

M3. A harmadik megoldasban szi-
nusztételek tobbszori alkalmazasaval meghata-
rozzuk a C' D, majd a d, ¢ és b szakaszhosszakat,
ebbdl a szabalyos haromszog a oldalhossza mar
szamithato.

A javitasi atmutatoban a megolddsok végén a kovetkez6 megjegyzés szerepel:
»,Addiciés tételek felhasznalasaval bizonyithatd, hogy a = d = 2 - sin 10°.”

Jelen cikkben egyrészt elvégezziik ezt az addicids tételek segitségével torténd
bizonyitast, masrészt tovabbi elemi geometriai bizonyitasokat mutatunk a szabalyos
haromszog oldalat meghatarozé a = d egyenléségre.

Megjegyzés. Az a = d =2 -sin10° egyenl8ség igazoldsa addicids tételek segitségé-
vel.

A bizonyitdsban felhasznaljuk M3. részeredményeit:

sin20° sin60°  sin20° sin? 20°

Tsin100° YT 5in100°  sin60°  sin60° sin 100°°
valamint alkalmazzuk a sin 100° = sin 80° helyettesitést:

sin 20° 2sin 10° cos 10°
d = = = 25in 10°.
sin 80° cos 10° St

_ sin®60° — sin® 20° — sin20° sin 80°
sin 60° sin 80° B

(sin60° 4 sin 20°)(sin 60° — sin 20°) — sin 20° sin 80°

sin 60° sin 80°

25in 40° cos 20° - 25in 20° cos 40° — sin 20° sin 80°
sin 60° sin 80° N

sin 80° sin 40° — sin20°sin80°  sin40° —sin20°  2sin10° cos 30°
sin 60° sin 80° a sin 60° o sin 60° o

= 2sin 10°.

Ezzel igazoltuk az a = d = 2 - sin 10° egyenléséget.
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M4. A CER és CDA haromszogek hasonléak (szogeik 20°, 60°, 100°), igy
% = %l, azaz b= cd. A CD egyenes a C koézépponti egység sugartu kort M-ben met-
szi, AC=CM =1. AMD< =80°, igy
az M AD héromszog egyenld szaru, és
AM =d. Az MAD és ACM hérom-

szogek hasonléak (szogeik megegyeznek,
3. dbra), ebbél 22 = 4 azaz MD = d?.
Az AP egyenes szogfelez6je M AC<t-nek,
igy az MAC héromszogben felirhaté
a szogfelezé-tétel:

2+b _d
at+c 1

Innen d? + b = da + de, amibél a fent ka-
pott b = cd miatt d*> = da, azaz d = a ko-
vetkezik.

Megjegyzés. A b = cd osszefiiggés az AM P haromszogben felirt szogfelez-tételbdl is
megkaphatd, ha felhasznédljuk az M AD és ACM héaromszogek hasonldsagét:
DP b DM MA d

PA ¢ MA AC 1

A kovetkez6 bizonyitas elott segédlépésként vegyiik fel az egység sugaru korbe
irt szabdalyos 18-sz0g oldalait. Az el6z6 megoldds alapjan AM = MN = NB =d
(4. abra). A szabélyos sokszog szimmetriatulajdonsdgabdl kovetkezik, hogy AB
atléja és M N oldala parhuzamos.

MS5. Felmérjitkk PA-ra A-n til AL = d-t, és azt fogjuk igazolni, hogy PL = PC.

LAM egyenlé szaru haromszog, ALM<( = 20°, ezért LM és AB pérhuza-
mosak, és az L, M, N pontok egy egyenesbe esnek. LN BA egyenl6 szari tra-
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péz (LA = NB) és nem hurtrapéz, ezért LN BA paralelogramma, és igy LN = 1.
Az LNC haromszog egyenld szaru,

1 (o) _ (e}
NCL«=NLC« = M = 50°.

Tovabba PCL< = PLC< (= 30°), igy PL = PC, azaz c+d = a + ¢, tehdt a = d.

M6. Ismét sziikségiink van a szabé-
lyos 18-sz6g oldalainak felvételére (M, N
pontok). Felmérjiikk RP-re P-n til PK =
= c-t, és azt fogjuk igazolni, hogy RK =
= KB (5. dbra).

APK 60°-o0s szarszogl egyenld szara
haromszog, ezért AK = c és AK pérhuza-
mos E B-vel. fgy

KAM< = 60° —40° = 20°.

Az A és N tikros helyzeti a KC
egyenesre, ezért KN = ¢, KNM< = 20°,
és igy K, N, B egy egyenesre esik.
KRB szabdlyos héaromszog (pl. KR =
= RB és bezirt szogiik 60°), igy KR =
= KB, a+c=c+d, tehat a = d.

Megjegyzés. Ha mar megkaptuk, hogy K, N, B egy egyenesre esik, akkor a megoldas
befejezésére tobb lehetdség is kinalkozik. Példaul a K RB haromszog szabalyossaga abbol
is kovetkezik, hogy szogei 60°-osak; vagy azt is megmutathatjuk, hogy AK BQ paralelog-
ramma.

MT7. Felvessziik a szabdalyos 18-sz6g
oldalait és az el6z6 megoldasbeli K pon-
tot. Jelolje AB és C'N metszéspontjat G
(6. dbra). Az MNBG négyszog rom-
busz, mivel M N és BG oldalai parhu-
zamosak és egyenlok, és veliikk azonos
hosszusdgi az NB oldal is. igy NB =
= MG =d, valamint NB, MG és AF
parhuzamosak (FAB< = ABN< = 20°
valtoszogek.)

Azt fogjuk igazolni, hogy QGM P
paralelogramma.

A QG szakasz hossza legyen z. Fel-
mérjiikk AQ-ra @Q-n til QJ = c-t, igy

6. dbra a QQBJ szabalyos haromszoget kapjuk
(QJ = QB és a kozbezart szogiik 60°). A GBQ és FBJ héromszogek egybevagok,
mert ¢ és d oldalaik 40°-0s szdget zarnak be, igy F'J = ¢ — b= z. Mivel az AKM
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és APD héromszogek egybevigok (megegyezik d és c oldaluk és a kozbezart szo-
giik 20°), {gy KM = b, azaz MP = ¢ — b = z szintén. A QGM P négyszog egyenld
szard trapéz (PQ és MG parhuzamosak, M P = GQ) és nem hurtrapéz, ezért pa-
ralelogramma. Igy PQ = MG, azaz a = d.

Megjegyzések. 1. A megoldds sordn més utakat is kovethetiink, bar ezek elvileg
nem nagyon kiilonboznek. Példaul a QGM P négyszogrdl szogeinek kiszdmitdsaval is
igazolhatjuk, hogy paralelogramma. Egy madsik lehet6ség: a C koriili +60°-0s forgatds
a CAP héromszoget a C'BJ haromszogbe viszi, ezért CPJ szabélyos haromszog. PJ =
= JC = a+ c, és ekkor raismerhetiink az AK BQ és PK BJ paralelogrammakra: az AQ =
=a+c¢, KB =c+d, PJ = a+ c szakaszok parhuzamosak és egyenl6 hosszuak.

2. A QJ B hiromszog konstrukciéjabdl és a GBQ és F'BJ haromszogek egybevagd-
sagabodl kovetkezik, hogy

GQRB< = FJB< =180° — FBJ< — BFJ< = 60°.

A QJ B haromszog konstrukciéja nélkiil is igazolhatjuk a fenti 2. megjegyzésbél
adodéd segédallitast: az AQB haromszogben QG szogfelezd.

Bizonyitas: Q-bdl parhuzamost hizunk CD-vel, ez AB-t G’-ben metszi, és
QG’ szoglelezdje az AQB szognek. (Azt kell megmutatnunk, hogy G és G’ egybe-
esik.) Jelolje a szakaszok hosszét QG' = 2z, G'D = y, G'B = t. Az AG'Q haromszog-
ben ¥ =% (pdrhuzamos szeldk tétele), a BDR héromszdgben hasonléan ¥ = .
A két egyenletbdl kovetkezik, hogy t = d; azaz G’ egybeesik a G szogharmadold

talpponttal.

MS8. A szabdlyos 18-szog oldalai és G felvétele utan ismét azt igazoljuk, hogy
QGM P paralelogramma.

A fenti segédéllitas miatt (az AQB hiromszoghen QG szogfelezb) QG és PM
parhuzamosak, M7.-bél ismert MG és PQ parhuzamossiga. QGM P paralelog-
ramma, igy PQ = MG, azaz a = d.

M9. Forgassuk el a C pont koriil po-
zitiv irdnyban 20°-kal az AC'D haromszo-
get, igy az M C'G haromszoget kapjuk, ahol
MG = AD =d (7. dbra).

A forgatés szoge és irdnya miatt MG és
AF péarhuzamosak. A BFQG négyszog hur-
négyszog, mert az F B szakasz @Q-bdl és G-
bél is 60°-os szogben latszik (Q és G ugyan-
abban a félsikban vannak F B-hez képest).
Tehdt QGF< = QBF< = 20° (keriileti sz6-
gek tétele), vagyis QGB< = 80°. Emiatt
PM parhuzamos QG-vel, igy a PMGQ
négyszognek két parhuzamos oldalparja van,
vagyis paralelogramma. Tehiat MG = PQ,
vagyis a = d.
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Megjegyzés. Persze ismét kovethetiink més utakat is. Példdul ha mar tudjuk, hogy
a GBFQ hurnégyszog, akkor ebben az F'B = d hiirhoz 60°-os keriileti sz6g tartozik, igy
ugyanekkora keriileti szog tartozik a GB = d hurhoz is. Ezért BQG< = 60°, és PQG< =
= 60° szintén. Innen pedig mér kovetkezik, hogy PMGQ paralelogramma.

A matematika tételkészit6 bizottsag

% Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a val6s szdmok halmazédn az aldbbi egyenletet:
lgx — (1 —1g2 m) =—1.

b) Igazoljuk, hogy a kovetkezd egyenletnek nincs valés megoldésa:
|sin2:cfcosx| = —22. (11 pont)

2. Adott a derékszogli koordindta-rendszerben hdrom pont: A(4;7), B(—6; —4),
C(2;-3).

a) Szémitsuk ki az ABCD paralelogramma AC és BD &tléegyenesének haj-
l4ssz6gét.

b) Igazoljuk, hogy az ABCD paralelogramma teriiletének mérészéma egész
szam. (12 pont)

3. Egy pékségben az 6t legnépszeriibb péksiitemény az eladédsi adatok alapjan
sorrendben: I. s6s négyes, II. rozsos zsémle, I11. sajtos rud, I'V. ériés kifli, V. kenyér-
langos. Az ezekbdl eladott mennyiség atlaga és medidnja is tegnap 122 db volt, az 6t
darabszdam egyetlen médusza pedig 114. Az egyik termékbél dtlagos mennyiséget
adtak el, az 6t adat terjedelme pedig 22.

a) Adjuk meg az egyes péksiitemények relativ gyakorisdgdt hdrom tizedesjegy
pontossaggal.

b) Mekkora a darabszdmok szérdsa?

¢) Ma nyitds utdn az els6 hat vésdrld mindegyike vésdrolt a fenti péksiitemé-
nyek koziil egyet. Hanyféleképpen tehették ezt meg, ha a vasarlasuk utdn mindegyik
termékbdl fogyott legalabb egy darab? (14 pont)

4. Két téglalap alaku grafikarél tudjuk, hogy mindkettének 65 cm az atldja.
Az egyik oldalainak ardnya 3 : 4, a mésiknak pedig 5 : 12.
a) Melyiknek nagyobb és mennyivel a teriilete?

b) Az els6t gy szeretnék keretezni, hogy a képet koriilvevd szegély teriilete
pontosan a kép teriiletével legyen egyenlo, és a szegély mind a négy oldalon ugyan-
olyan széles legyen. Mekkora az igy kapott, keretezend6 kép keriilete?
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¢) A miésodik kapjon olyan szegélyt keretezés el6tt, hogy az oldalak ardnya
valtozzon 7 : 16-ra. Ennek a szegélynek a teriilete 1300 cm? legyen, tigy, hogy a bal
és jobb oldalon egyenld, illetve lent és fent is egyenl6 szélességli. Milyen széles lesz
a szegély a grafika egyes oldalai mentén? (14 pont)

II. rész

5. Adott a valés szamok halmazan értelmezett f(z) = 22 — 42z + 425 hozza-
rendelésii fiiggvény.

a) Igazoljuk, hogy az f(z) fiiggvény képére illeszkedd 15, 20, 24 és 25 absz-
cisszdju pontok hurnégyszoget hataroznak meg. Adjuk meg a koriilirhaté kor ko-
zéppontjat és sugarat.

b) Mekkora teriilet(i sikidomot hatédrol az f(x) fiiggvény képe és az x tengely?

¢) Adjuk meg az f(x) fiiggvény grafikonjat a (20; —15) pontban érinté egyenes
egyenletét. (16 pont)

6. Egy kockéat az oldallapjaival parhuzamos sikok mentén n® darab kisebb,
egybevagd kockdra vagunk.

a) Hény darab sik mentén torténik a vagds? (A vagdsok alatt a részeket nem
mozditjuk el egymdstol.)

Egy kockat az oldallapjaival parhuzamos sikok mentén kisebb, egybevago koc-
kékra vagunk.

b) Hény darab kis kockdra kell vignunk a nagy kockat, ha ezéltal a felszin
Otszorozédik?

Egy fehérre festett, 9 cm élhosszisdgu kockdt az oldallapjaival parhuzamos
sikok mentén 27 darab egybevagd kis kockdra végtunk szét. A vagdsfeliileteket
ugy festettiik pirosra és zoldre, hogy a kis kockakbol kirakhaté legyen egy piros,
illetve egy z6ld, az eredeti fehér kockdval azonos méretli tomor kocka. Mekkora
a valdsziniisége annak, hogy az igy kialakitott készletbol véletlenszertien egy olyan
kis kockét véalaszthatunk, amellyel

¢) 0,5 valészintiséggel pirosat dobunk;
d) csak kétféle szint dobhatunk?
e) A kis kockdkbdl egy olyan lyukas kockat épitiink, hogy minden lap kdzepén
at lehet latni az épitményen. Mekkora az igy kapott test térfogata, felszine?
(16 pont)

7. a) Kilenc egymdst kovetd egész szam koziil az 6t kisebbnek a négyzetisszege
egyenld a négy nagyobbnak a négyzetosszegével. Adjuk meg a kilenc szamot.

b) Igazoljuk, hogy kilenc egymast kovetd egész szam koziil a hat kisebbnek
a négyzetosszege nem lehet egyenlé a harom nagyobbnak a négyzetosszegével.

¢) Létezik-e 6t olyan gomb, melyeknek sugara centiméterben mérve 6t egyméast
kovetd egész szam, és a harom kisebb gomb térfogatisszege egyenld a két nagyobb
gomb térfogatosszegével?
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d) Egy téglatest két élének hossza egymast kovetd két egész szdmmal adhaté
meg, a testatldjanak hossza pedig az el6z6 két egész szam szorzatdnal 1-gyel na-
gyobb. Igazoljuk, hogy a téglatest harmadik élének hossza is egész szammal adhato
meg. (16 pont)

8. Tébids kirdly (akit a mesében a nép csak Palacsintds kirdlynak nevez) na-
gyon elszegényedett, ezért kénytelen volt janudar elsején a Derelye fészakéacs érde-
keltségi koréhez tartozé banktdl 8 millié fabatka kolesont felvenni. A Derelye Bank
12 évi futamidére, évi 9%-os kamatra adta a kolesoént, és ezt minden év végén
egyenld Osszegekkel kell visszafizetnie a kirdlynak. Mennyi lesz az évente vissza-
fizetendé torlesztérészlet? Mennyi pénzt fizet vissza Osszesen 12 év alatt a kiraly?

(16 pont)

9. Bea nagyon szereti a természetet. Az egyik teljesitménytura alkalméaval egy
vizszintes, sik tisztas egyik pontjabdl egy iranyba nézve két hegycsicsot pillantott
meg. A kozelebbi C hegycsics v = 15°, a tavolabbi D hegycsics pedig § = 21°
emelkedési szogben latszik. Tudjuk, hogy a két hegycsics tavolsidga légvonalban
1000 méter. Anita valamennyivel mér kozelebb van a C csicshoz, és 6 a két
hegycsicsot egy kozos a = 30° emelkedési szogben latja.

a) Milyen magasan vannak a csticsok Bea és Anita néz0pontjdhoz képest, ha
a testmagassagukat azonosnak vehetjiik?

b) Mekkora a tdvolsidg Bea és Anita kozott?

¢) Egy 1:40000 méretardnyi turistatérképen bejeloljiikk Bea helyét. Hény
centiméterre van ettél a ponttdl a tavolabbi hegycsics a térképen? (16 pont)

Szamadd Laszlé
Budapest

Megoldasvazlatok a 2017/7. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a wvalds szamok halmazan az aldbbi egyenlétlenséget, illetve
egyenletet:

a) log, (2% — 3z) < 1; (5 pont)

b) 22 - |sinz| = sinz. (6 pont)

Megoldéas. a) Az egyenltlenségnek csak akkor van értelme, ha x? — 3z >
>0, azaz x < 0 vagy x > 3. A 4-es alapt logaritmusfiiggvény szigoriian monoton
névekedd, ezért x2 — 3z < 4, melyet rendezve z? — 3z — 4 < 0.

Az 22 — 3x — 4 = 0 egyenlet gyokei —1 és 4. Mivel az 22 — 3z — 4 < 0 egyen-
16tlenségben a masodfokd tag egyiitthatdja pozitiv, ezért —1 < z < 4.
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A kapott gyokoket az értelmezési tartomdnnyal Gsszevetve az eredeti egyen-
16tlenség megoldashalmaza

[—1;0[ U ]3;4].

b) I. megoldds (esetszétvdlasztdssal). Ha sinx > 0, akkor 22 = 1, melynek gyo-
kei —1 és 1. A kapott gyokoket a feltétellel 6sszevetve csak az 1 jo.

Ha sinz < 0, akkor 22 = —1, melynek nincs megolddsa a valés szamok hal-
mazan.

Ha sinz =0, akkor x = k-7, k € Z.

Ellenorzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalens atalakitdsokra torténd hivat-
kozas.

II. megoldds (értékkészlet vizsgdlattal). Az egyenlet bal oldalan 4ll6 kifejezés
nemnegativ, ezért a jobb oldalon allo kifejezésnek is nemnegativnak kell lennie.
Mivel sinx > 0, ezért az abszolutérték-jel elhagyhaté.

Ha sinz > 0, akkor 22 = 1, melynek gyokei —1 és 1. A kapott gyokoket a fel-
tétellel Gsszevetve csak az 1 jo.

Ha sinz =0, akkor x =k -7, k € Z.

EllenOrzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalens atalakitdsokra torténd hivat-
kozas.

2. Egy ismert hazai tdrsasjaték jatéktdabldjin korben egymds utdn 40 sorszd-
mozott mezd taldlhats. A jatékosok az 1. sorszami START mezdérdl indulnak, és
mindig annyit lépnek eldre, amennyit eqy szabdlyos dobokockdval dobnak. Ha egy
jatékos bdbujdval olyan mezdre lép, ahol mdr dll eqy mdsik bdbu, akkor kititi azt, és
a kiutott bdbut a START mezdre visszahelyezi. A jdtékosok a jdtékot jatékpénzzel
jatsszak, és annak megkezdésekor mindenki 20000 Ft kezddosszeggel indul.

a) Hdnyféle sorrendben szdmolhat le a pénztdros Csabdnak 2 db 5000 Ft-os,
8 db 1000 Ft-o0s, 3 db 500 Ft-0s és 5 db 100 Ft-o0s jdtékpénzt? (3 pont)

b) Hdnyféle kiilonbozd cimletezésben kaphatja meg Csaba a kezdddsszeget, ha
csak a hdrom nagy cimlet (5000 Ft, 1000 Ft és 500 Ft) mindegyikébdl kap? (4 pont)

¢) Csaba elsd tizenidt dobdsdnak dtlaga 4,2 volt, és kizben egyszer sem iitét-
ték ki. Hanyas sorszami mezdn dll most Csaba figurdja? (3 pont)

d) Ldszl6 figurdja ketté mezdvel dll Csabdé mdégitt, miutan Csaba lépett. Mek-
kora annak a valdszindisége, hogy Ldszlo a kovetkezd dobdsdval kitti Csabdt?
(2 pont)

Megoldas. a) A sorrendek szdma:

18!

ST a3 (= 110270160).

b) A lehetséges 27 kiilonboz6 cimletezés a kovetkezd tédblazatban lathato:
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5000 Ft | 1000 Ft | 500 Ft 5000 Ft | 1000 Ft | 500 Ft
3 db 4 db 2db 1db 14 db 2db
3db 3 db 4 db 1db 13 db 4 db
3 db 2 db 6 db 1db 12 db 6 db
3 db 1db 8 db 1db 11 db 8 db
2db 9 db 2db 1db 10 db 10 db
2db 8 db 4 db 1db 9 db 12 db
2db 7 db 6 db 1db 8 db 14 db
2 db 6 db 8 db 1db 7 db 16 db
2db 5db 10 db 1db 6 db 18 db
2db 4 db 12 db 1db 5 db 20 db
2db 3 db 14 db 1db 4 db 22 db
2 db 2 db 16 db 1db 3db 24 db
2db 1db 18 db 1db 2db 26 db

1db 1db 28 db

¢) Ha az els6 tizenot dobds dtlaga 4,2, akkor az elsd tizenst dobds dsszege 63.
Ha Csaba az 1. sorszamt mezo6rdl indul és egyszer sem titotték ki, akkor 40 1épés
utédn Ujra az 1. sorszamu mezon all, tehat 63 1épés utan a 24. sorszdmui mezon all
a figuraja.

d) Egy szabalyos dobdkockéval dobva 6-féle lehetdségiink van a dobésra (6sszes
eset). Laszlo egyféleképpen, egy db 2-es dobdssal tudja kiiitni Csabat (kedvez6 eset).
A keresett valosziniiség %

3. Egy korhéz az O kézéppontjdtol 7 cm-re levd kilsé P pontbol szeldt hizunk.
A szeld korrel vett A és B metszéspontjai P-t4l rendre 4 cm, illetve 8 cm tdvolsdgra
vannak.

a) Milyen hosszi érintdszakasz hizhaté P-bol a kirhoz? (3 pont)
b) Mekkora szégben latszik az OB szakasz a P pontbol? (4 pont)
¢) Szdmitsuk ki az ODE hdromszig teriiletét, ahol D az AB hir felezépontja,
E pedig az érintési pont. (7 pont)

Megoldas. a) A kérhoz htizott érinté- és szelé-
szakaszok tétele alapjan a PFE érintGszakasz hossza:
PE =+/PA-PB, ahonnan PE =+4-8=+/32
(~ 5,66) cm (1. dbra).

b) I megoldds. Az OA szakaszt behtzva,
az ABO haromszog egyenlS szaru lesz, melynek
alaphoz tartoz6 OD magassaga felezi az AB sza-
kaszt (2. dbra). A POD derékszogli haromszogben
1. dbra cosa = =, ahonnan o ~ 31°.

o
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Az OB szakasz a P pontbdl koriilbeliil 31°-o0s szogben latszik.

2. abra 8. dbra

II. megoldds. Mivel a PE érinté merdleges az E érintési pontba hizott OF
sugarra, ezért az OEP derékszogi haromszoghél Pitagorasz tételének segitségével
OFE = OB =+/49 — 32 = /17 (3. dbra). A POB héromszogre alkalmazva a koszi-
nusztételt:

17=494+64—2-7-8-cosa, melybodl cosa= g,

ahonnan «a ~ 31°.
Az OB szakasz a P pontbdl koriilbeliil 31°-o0s szogben latszik.

¢) A POD derékszogli haromszog-

ben sin g = g, ahonnan § =~ 59°, valamint

a Pitagorasz-tétel miatt

OD = /49 — 36 = V13

(4. dbra). Az OBD derékszogli hdrom-
sz0gb0l szintén Pitagorasz tétele miatt

OB =0F =4+ 13=17.

Az OFEP derékszogii haromszogben
VIT

cosy = ~=—, ahonnan 7y ~ 53,9°.

4. abra

Az ODE haromszog teriilete a trigonometrikus teriiletképlet alapjan:

V13- V17 -sin (8 +7)

~ 6,85 cm?.
5 ,39 cm

Topen =

4. Egy {an} szamtani sorozat elsd tagja 3, differencidja 5, egy {b,} szamtani
sorozat elsd tagja 2, differencidja 1.

a) Hatdrozzuk meg, hogy hdny darab hdromjegyd kobszam szerepel az {a,}
sorozat elsé 100 tagja kozditt. (4 pont)

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/8 463



b) A {b,} sorozat elsd 85 tagja kozil hdnyféleképpen lehet 5 kilonbozd szdmot
kivdlasztani igy, hogy a kivdlasztott szamok mértani sorozatot alkossanak?
(10 pont)

Megoldas. a) Az {a,} szdmtani sorozat 100. tagja aigo =3 + 99 - 5 = 498.
A 100. tagig 3 db haromjegyii kobszam van: 125, 216 és 343, melyek koziil csak
a 343 tagja a sorozatnak.

b) Olyan novekvé ottagi mértani sorozatot keresiink, amelyben minden tag
a [2; 86] intervallumba esd pozitiv egész szam.

A mértani sorozat ismert képletét alkalmazva a,, = a1 -¢" ', aholn = 1,2, 3,4
vagy 5. Mivel a kihizott szamok kiilonbozéek, ezért g > 1.

n—1

Az ap=ay-q egész szam, ezért ¢ raciondlis szam, mely felirhaté pozitiv

egészek hanyadosaként, g = % alakban, ahol k és m relativ primek.

4
Ha ¢ nem egész, akkor m > 2, k> m+ 1, és ha az a; - (%) egész, akkor m*
osztoja ai-nek. Ekkor

86> L k' > k' >3 =81,
m

Az egyetlen ilyen lehetséges eset, ha k = 3, % =1; ekkor m =2, a; = 16, igy
a keresett szamok: 16, 24, 36, 54, 81.

Ha g egész, akkor lehetséges értékei 2 vagy 3, hiszen 4* > 86.

Ha q = 2, akkor a; lehetséges értékeit is figyelembe véve, a kovetkezo 4 sorozat
adodik: 2, 4, 8, 16, 32; 3, 6, 12, 24, 48; 4, 8, 16, 32, 64; 5, 10, 20, 40, 80.

Ha ¢ = 3, akkor nincs a feltételeknek megfelel6 sorozat.

Tehat Osszesen 5 kiilonboz6 kivalasztas lehetséges.

II. rész

5. Adott a nemnegativ valds szdmok halmazdn értelmezett f(r) = 2z — z+\/x
fliggvény.
a) Adjuk meg az aldbbi dllitds logikai értékét (igaz vagy hamis): (8 pont)
Az A(—1;5) és B(4;0) pontokra illeszkedd egyenes éppen
az f fiigguény B pontbeli érintdje.
b) Szamdtsuk ki az f fiigguény grafikonja és az x tengely dltal hatdrolt korldtos
stkidom tertletét. (8 pont)

Megoldas. a) A két pontra illeszkedd egyenes egyenletébe behelyettesitve:
(x4+1)-(0-5)=(y—>5)-(4+1), melybSl az egyenes egyenlete y = —x + 4.
A B-ben hiuizott érinté meredekségét az f derivéltfiggvényének az x = 4 helyen
felvett helyettesitési értéke adja meg:

1
f’(x):272~x§, ahonnan  f/(4) :2724/41: -1

Az érintd egyenlete: y — 0 = (—1) - (x — 4), vagyis y = —z + 4.
Tehat az allitas igaz.
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b) Az f figgvény és az x tengely y
metszéspontjait a 2z —zv/x =0 egyen-
let gyokei adjak. Az egyenletet szorzatta
alakitva: z(2 — \/z ) = 0, melynek gydkei T
0 és 4. 0

Mivel a (0;4) intervallumon

z(2—+x) >0, 2 \\

/

i

ezért itt az f fliggvény grafikonja az = tengely felett helyezkedik el. Tehat a keresett
T teriilet:

4
4
2 5 2 5
T = / 2z — 2/ dm—[m - = x2} —(42—~42>—0—372.
5777, 5
0

6. Az alabbi tabldzatban egy nagydruhdzban dolgozdk havi brutté bérének gya-
korisdga ldthato.

Brutt6 bér (ezer Ft) || 95 | 110 | 120 | 125 | 160 | 200 | 230
Gyakorisag 7 4 2 5 3 2 1

a) Melyik az a bérérték, amelynél a dolgozdk legaldbb fele nem keres kevesebbet,
legaldbb fele pedig nem keres tibbet? (2 pont)

b) Mennyivel vdltozik a havi brutté bérek szdrdsa, ha a dolgozdk egységesen
10%-0s béremelést kapnak? (4 pont)

Az druhdzban szamos furfangos trikkot alkalmaznak a termékek elhelyezésére
azért, hogy a vdsdrlok pontosan azokat az drucikkeket vegyék meg, amelyeken a bolt
a legtobbet keresi. Az egyik ilyen trikk a polcok kilonbozd zondkra osztdsa, melyet
az alabbi tdbldzatban ldthatunk.

Z6nak Vasarlasi valésziniliség | A polcon talalhatd
az adott polcrdl termékek atlagara
Nyujtézkodasi zéna 0,1 1400 F't
Szemmagassagi zéna 0,5 900 Ft
Kézzel elérhet6 zéna 0,3 700 Ft
Lehajlé z6na 0,1 400 F't

¢) Mekkora a vdsdrldsi dsszeg vdrhatd értéke egy dru fenti polcrendszerrdl
torténd vasdrlasa esetén? (2 pont)

A nagydruhdzban az eqyik délutdn megfigyelték, hogy 65% annak a valdszini-
sége, hogy egy véletlenszerien vdlasztott vasdrle né. Ebben az iddszakban a ndéknél
70% az esélye, hogy kdrtydval fizetnek, mig a férfiak csak 40%-ban fizetnek kdrtyd-
val.

d) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a pénztdrndl sorban dllé 8 ember kiziil
pontosan 5 nd? (3 pont)
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e) Mekkora annak a valdszinidsége, hogy egy véletlenszerden vdlasztott vdsdrls
kdrtydval fizet? (5 pont)

Megoldas. a) A keresett bérérték a medidn, ami 120000 Ft.
b) Ha minden dolgozd bérét 10%-kal megemelik, akkor az &tlagkereset is

10%-kal nd, mert

o, Ll + 1l x4+ 4112, L1 (1t ze+ ..+ 2y) _
T = = =117
n n

Az el6bbiek miatt a bérek szérasa is 10%-kal nd, hiszen

n
o=,l—-
ni

1 n
(1,1-2;—1,1-7)° = 5.21,12 Nz —7)% =
=1

i=1

D (@i — @)

i=1

S|

1 - 5
= 7.1’12. i —Z) =11-

c) A vasarlasi 6sszeg varhaté értéke az egyes polcokon levd termékek drdnak
és az onnan torténd vésarlasi valészinliségek szorzatainak Gsszege:

E(x) = 1400 - 0,1 + 900 - 0,5 + 700 - 0,3 + 400 - 0,1 = 840 Ft.

d) Annak a valészinlisége, hogy egy véletlenszerlien vélasztott vdsarlé nd
p = 0,65, annak a valésziniisége, hogy férfi ¢ = 0,35. A binomidlis eloszlas alap-
jan a keresett valdszintiség:

(i) -0,65% - 0,35% ~ 0,2786.

e) I. megoldds (feltételes valdszintség nélkiil). Tekintsiink 200 f6t, akik a vizs-
galt idészakban az druhazban vasaroltak. Ekkor a vasarlok koziil 130 {6 nd, 70 £6
pedig férfi. A nék koziil 91 {6 vasdrolt kartydval, mig a férfiak koziil 28 6. A kar-

) PSR . PR 119 )
tyaval vésarlék szama az Gsszes vasarlo szdmanak 200 = 0,595-ed része.

A kiszédmitott ardny fliggetlen a konkrét darabszédmtol, az csupdn az eloszlastdl
fiigg, igy a keresett val6sziniiség 0,595.

II. megoldds (feltételes valdszindiséggel). Jelolje A azt az eseményt, hogy a ki-
valasztott vasarlé né, B azt, hogy a kivalasztott vésarlé férfi, K pedig azt, hogy
a kivalasztott vasarlo kartyaval fizet.

A feladat szovege alapjén P(A) = 0,65, P(B) = 0,35, P(K | A) = 0,7, illetve
P(K | B)=04.

A feltételes valdszintliség definiciéja alapjan:

P(KA)
P(4)

PK|A) = valamint P(K | B) =
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Annak a valészin{isége, hogy egy véletlenszeriien valasztott vasarlé kartyaval
fizet:

P(K | A)-P(A)+ P(K | B)- P(B) =0,7-0,65+0,4-0,35 = 0,595.

7. Adott az abran ldthatd szabdlyos otszdg.

a) Igazoljuk, hogy az étszégben AB? = AP - AD, ha
P az AD dtl6 és az ABD hdromszog B cstcsabdl induld
belsé szigfelezbjének metszéspontja. (8 pont) E c

b) Hdny kiilonbozd kort hatdroznak meg egy 5 ponti
teljes grdf élei? (8 pont)

(Két kirt azonosnak tekintiink, ha mindkettSben
ugyanazok a csucsok és ugyanazok az élek szerepelnek.)

Megoldas. a) A szabdlyos otszog bels6 szogei D
108°-o0sak, ezért az ABD egyenld szaru haromszog ala- 4A
pon fekvo szogei 72°-osak, szarszoge pedig 36°-os. B ’

Az ABD héaromszog B csicsdabdl indulé belsé szog- '
felez6jét behuzva, a megfelel6 szogek egyenlOsége miatt
az ABP és BDP haromszogek is egyenlo szardak lesz- Vﬁ\ﬁ
nek, amibél kovetkezik, hogy AB = BP = PD.

= “ s int: AL _ AB i
A sziglelezététel szerint: £ = Hp5, valamint

PD = AB és BD = AD, amit behelyettesitve kapjuk, hogy:

AP AB
—_ =2_", ahonnan AB?=AP.AD.
AB AD’
Megjegyzés: A bizonyitand6 &llitds geometriai jelentése, hogy a P pont éppen

az aranymetszés aranyaban osztja két részre az AD &4tlét.

b) Szamoljuk ssze a koroket a benniik szerepld élek szdma alapjan.

1 és 2 hosszu kor nyilvan nincs a grafban, ezek lennének ugyanis a hurokélek
és a tObbszoros élek.

A 3 hosszi korok szama (g) = 10, hiszen barmely harom pont pontosan egy
kort hataroz meg.

A 4 hosszu korok szama (i) -3 = 15, hiszen 4 pontot (i) -féleképpen valaszt-
hatunk ki, és pl. az A-B-C-D; B-C-D-A; C—-D-A-B; D-A-B-C; D-C—B—A stb.
korok megegyeznek, de kiilonboznek az A-B-D-C' és az A-C-B-D és az azokkal
megegyez6 koroktol, vagyis 4 ponthoz 3 kiilénb6z6 kort rendelhetiink hozzé.

5 csucsot b!-féleképpen rendezhetiink sorba. A ciklikus szimmetria miatt egy-
egy kort 5 sorrend is meghatéroz, illetve minden kor két irdnyba is bejarhato: pl.
az A-B-C—D-F kor és az A—-E—-D-C-B kor is megegyezik. Tehdt az 5 hosszt korok

.5l
szdma po = 12.
Tehat a kérdéses korok szama 37.
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8. Egy erdei turistautat dtszeld patak folott az er-
dészet hidat készit, amihez 22 db 15 cm dtmérdyii,
henger alakid faronkot haszndlnak, melyek hossza
1,2 m. A jobb illesztés érdekében a rinkoket a for-
gdstengelytikkel parhuzamosan, 1-1 cm-es mazximdlis
mélységben, teljes hosszukban az abra szerint mind-
két oldalon legyaluljik, és ezeknek az egyenes feliile-
teknek a mentén fogatjik dssze a darabokat. A hid
két végénél lévd két faronkdt csak az eqyik oldalukndl
gyaluljak le.

1 T
S

a) Mennyi faanyagot tartalmaz a hid elkészitett
dllapotdaban? (8 pont)

\

A faronkok legyaluldsa utan azok mindegyikének
teljes feliiletét egyesével lefestik.

b) Mekkora lesz az dsszes lefestett feliilet nagysdga? (8 pont)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a 22 farénk térfogatdt, majd vonjuk ki beléle
a gyalulds sordn keletkezé hulladék térfogatéat.

A CFP derékszogli haromszogben

cos% = %, amib6l « =~ 59,85°. Mivel egy
korben a kozépponti szog nagysaga egyenesen

aranyos a hozzatartozé korcikk teriiletével,

ezért
T @ 75 .x (~ 29,38 cm?)
orcikk = 5 ~ 29,00 cm” ),
korcikk 360
valamint
7,5% - sina 9
Terqa = ——— (~ 24,32 cm?),

igy egy korszelet teriilete:
Tisrsaelet = Tioreikk — Tepoa & 5,06 cm®.
A keresett térfogat:
V=22-75%-7-120 — 21 - 2 - Tisrspelet - 120 ~ 0,44 m>.

A hid kb. 0,44 m?3 faanyagot tartalmaz elkészitett allapotéaban.

b) A lefestett feliilet nagysagdnak meghatérozasdhoz szamitsuk ki a 22 faronk
(20 db ,kozépss” és 2 db ,sz8188”) felszinét. A CFP derékszogli hdromszogben
egyrészt PF = +/PC? — FC? ~ 3,74 cm, amib8l PQ ~ 7,48 cm; mésrészt cos% =

6,5 U
=75 amibdl a =~ 59,85°.

468 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/8



Mivel egy korben az adott kozépponti szoghtz tartozd iv hossza egyenesen
aranyos a kor keriiletével, ezért
a-2-75-m

.a =0 (= 7783 3 T orci =
! 3600 cm) koreik

fo s 15 (~ 29,38 cm?),

7,52 - sin o

~ 2
5 (~ 24,32 cm?),

Tepon =

igy Tki)’rszelet = Tkt’)rcikk - TCPQA ~ 5706 sz.
Egy ,kozépsd” faronk felszine:

Tatap (kénepss) = 2 (7,57 - 7 — 2+ Thrszeler) (= 333,19 cm?),
Tratast (konépss) = (21,57 —2+iq +2- PQ) - 120 ( ~ 5570,87 cm?),
Axszepss = Tatap (kisépss) T Tpatast (konépss) (= 5904, 06 cm?).
Egy ,,s2€1s6” faronk felszine:
Tatap (seeiss) = 2 (757 7 — Ticorsselet) (& 343,31 em?),
Tpatast (saciss) = (2+ 7,5 -7 — iq + PQ) - 120 (=~ 5612,87 cm?),
Agsciss = Tatap (ssé1s6) + Tpatast (szc1ss) (& 5956 cm?).
A lefestendé Osszes feliilet nagysaga:
A =20 Agspépss + 2 - Agatss ~ 13 m>.

A lefestett feliilet nagységa kb. 13 m?2.

9. Tekintsik az

" {<n+ 1>ﬁ1+ nm}

sorozatot, ahol n € NT.

a) Igazoljuk, hogy az {a,} sorozat elsé n tagjdnak dsszege Sy, =1 — —Vanll .
(9 pont)
b) Hatdrozzuk meg a lim (1 — Van) hatdrértéket, majd adjuk meg, hogy a so-
n—oo
rozat tagjai hdnyadik tagtol kezdve esnek a hatdrérték ¢ = 0,01 sugard kérnyezetébe.
(7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds (teljes indukcidval).

1. 1épés: nézziik meg, hogy az allitas n = 1-re igaz-e:

1 1 2—\@_2—\/5_1

T21v2 2442 2-2 2

tehat az allitas n = 1-re igaz.

2
ai _§:S17
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2. 1épés: Tegyiik fel, hogy az allitds n = k-ra igaz, azaz az elsé k tag Osszege

o VE+1
Sk =1~ k+1

3. 1épés: Nézziik meg, hogy n = k-r6l n = (k + 1)-re ,,6roklédik™e az allitds.
Bizonyitando, hogy:

. Ez lesz az indukcios feltevés.

1 1 1
(2ﬁ+1\/§ TN A k+1)\/E+k:\/k+1)+
1 _ . VE+2

+(k+2)\/k+1+(k+1)\/m_ k+2°

Vk +1 , ekkor

A zardjelben szerepl6 Osszeg az indukcios feltevés miatt S = 1 —

vk+1 1 B
k+1  (k+2vVE+1+(E+D)VE+2

:1_m+ (k+2)VE+1—(k+1)VE+2 _

k+1 0 (k4+2°(k4+1)— (k+1)%(k+2)

VEFT | (k+2VE+T1— (k+ )VE+2 _

1—

k+1 (k+1)(k +2)
oy E2DVEHT - (ht DVEk+2— (k+2vVE+1
B (k+1)(k+2) N
i (k+DVE+2 _ . VE+2
T kD) (k+2) k+2°

Ezt szerettiik volna belatni.

II. megoldds. Tekintsiik az {a, } sorozat tetszbleges tagjét:

1
(k+1)VE+kvVE+1
A tort nevezgjét gyoktelenitve:
1 (k+1)VEk—kvE+1

k+OVE+kvE+T (k+O)VE—kvE+1
_ B DVE—RVEFT R+ DVE—RVEFT VB VR

(k+1)2%k —k2(k+1) k(k+1) ok k1
Az elébbiek ismeretében a sorozat els§ m tagjanak Osszege a kovetkezéképpen
irhato:
+1
g —VI_v2 £f£+ L Vh_Vetl
1 2 2 n n+1
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A teleszképikus Osszeg kozbiilsé tagjai , kiesnek”, igy S, =1 — —ﬁ Ezt szerettiik
volna beldtni.

b) A tort szdmldlgjdban és nevezdjében minden tagot n-nel elosztva kapjuk,
hogy:

lim
n— oo

T 1
Vn+1 Vit nz
(1_n—|—)_hm 1_Vn ' n? :1_%:1,

n—+1 n—00 1_|_l
n

A hatérérték definicidja alapjan:

1 n+1 1 < . vn+1 < 1
— — —, vagyis —
n+1 1000 BT | T 100
Mivel n pozitiv egész, ezért nTil < ﬁ, melyet rendezve 0 < n? — 9998n — 9999.

Az egyenl6tlenség pozitiv zérushelye 9999, igy az ennél nagyobb természetes szamok
megfelelnek kiiszobértéknek.

Varga Péter
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 4841. Az O kézépponti k kor az e egyenest az A és B pontokban, az OB
szakaszfelezd merdlegesét pedig a C' és D pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy
a COA< szigfelezdje és az e egyenes 60 fokos szdget zdrnak be.

(3 pont)

Megoldas. Az OC B haromszog szabalyos,
ugyanis OC = OB sugarak, tovabbda OC = CB
is teljesiil, mert C' az OB szakaszfelezd merole-
gesének egy pontja. Tehat BOC< = 60°.

Az AOB héromszog egyenld szart, mert
AO és OB a kor sugara. Legyen OAB< =
= 0OBA< = qa.

A COA<« szogfelezbje a szoget két egyenld
B szogre bontja.

Most hasznéljuk fel, hogy az AOB hérom-
szogben a bels6 szogek Gsszege 180°:

OAB< + OBA< + AOB< = 2a + 28 + 60° = 180°.
Ebbdl azonnal adédik, hogy a4+ 8 = 60°.
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Egy haromszog kiils6 szoge egyenld a két nem mellette fekv6 bels6 szog Gssze-
gével, ezt az AEO haromszog OFE B< kiils6 szogére alkalmazva:

OEB< = a + 8 = 60°.

Ha a C' és D pontok helyét felcseréljiik, a megoldas menete valtozatlan marad.

Gyérify Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 115 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 108, 2 pontot 3 versenyzd, tovabba
1 pontos 4 tanulé dolgozata.

B. 4854. Legyenek a1, as,...,a, valds szamok. Tekintsik az ezekbdl képezett
2™ — 1 (nemiires) dsszeget. Hdny lehet ezek kizil pozitiv?

(5 pont)

Megoldas. Kiindulasi pontként tekintsiik a 271,272 ..., 29 = 1 szdmokat.
Ezeket alkalmasan eléjelezve megmutatjuk, hogy 0-t6l 27 l-ig barmennyi lehet
a nemiires Osszegek koziil pozitiv.

ElSszor vegyiik az a; = =21, ap = =272, ..., a, = —2° sorozatot, amelyben
a sorozat tagjai mind negativak, vagyis koziiliik vélasztva egyetlen pozitiv nemiires
0sszeg sincs.

Ha ezutan barmely mas elGjelezés mellett nézziik a nemiires tsszegeket, akkor
egy ilyennek az elGjele csak a legnagyobb abszolit értéki tag elGjelétdl fiigg, mivel
az Osszes nala kisebb abszolut értékli tag Gsszegének az abszolut értéke kisebb, mint
ennek az egynek az abszolut értéke.

Bérmely 0 és 27! kozotti pozitiv egész szdm egyértelmiien felirhaté kettes
szamrendszerben legfeljebb n darab jeggyel. Ha a kettes szamrendszerben felirt
szam M = 2k 4 2%2 4 2ke alaki (ahol k1 > ko > ... > k), akkor ay,, a,, - - .,
ag, eldjelét pozitivnak, az Osszes t6bbit pedig negativnak valasztva pontosan azok
az Osszegek lesznek pozitivak, amelyek tagjainak legnagyobb indexe valamelyik k;.
Adott j-re az ilyen Osszegek szama 2%i, Gsszesen tehat 251 + 2F2 4 4 2k = M
darab ilyen Gsszeg van.

Sulan Adém (Nagykanizsa, Batthydny Lajos Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 63 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 46, 4 pontot 5 versenyzd. 3 pontos 3,
2 pontos 6 tanulé dolgozata. 1 pontot kapott 2, 0 pontot 1 tanulé.

B. 4855. Egy tdbldazatot 0 és 1 szdmokkal toltottink ki gy, hogy nincs két
azonos sor, azonban bdrmelyik két oszlop és négy sor dltal meghatdrozott
4 x 2-es résztabldzatban van két azonos sor. Igazoljuk, hogy van olyan oszlop, amely-
ben az egyik szdm pontosan egyszer fordul eld.

(6 pont) Javasolta: Lelkes Addm

Megoldas. Legyen k sora a tdblazatnak. Bebizonyitom, hogy ha a tdblazatnak
van olyan oszlopa, amelyben pontosan n < k darab 0 vagy pontosan n darab 1-es
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van, akkor olyan oszlopa is létezik, amelyben kevesebb mint n darab, de legalabb
1 darab 0 vagy kevesebb mint n darab, de legaldbb 1 darab 1-es van.

Legyen példaul az A oszlopban n darab 0 és k — n darab 1-es. Valasszunk ki
kett6t ebbdl az A-ban nullds n sorbdl; legyenek ezek a c-edik és a d-edik sorok.
Mivel a tablazat sorai mind kiilonb6zoek, lesz olyan oszlop, amelyikben kiilonb6zé
értéket vesz fel e két sor celldja — legyen ez a B oszlop.

Ha van kettd olyan sor — mondjuk az e-edik és az f-edik — amelyek A oszlo-
paban 1-es, a B-be es6 oszlopaban pedig két kiilonbozé szam &ll, akkor a c-edik,
d-edik, e-edik és f-edik sorok, valamint az A és B oszlopok &ltal meghatarozott
4 x 2-es résztablazatban nincs két azonos sor. Ezért a B oszlopban azonos értéket
vesz fel ez a k — n sor. fgy a B oszlopban 0-bdl vagy 1-bél legaldbb & —n + 1 van,
ezért a masik szambol legfeljebb n — 1, de legalabb 1 darab. A bizonyitott allitast
ismételten alkalmazva az A helyett a B oszlopra stb., eljutunk addig, hogy az egyik
oszlopban az egyik szam pontosan egyszer fordul eld.

A bizonyitott allitast csak akkor nem tudnank alkalmazni, ha feltételei a tab-
lazat egyik oszlopara sem teljesiilnek. Ez pontosan azt jelentené, hogy mindegyik
oszlop vagy csupa 0, vagy csupa 1 elembdl 4all, azaz a tédblazat valamennyi sora
azonos.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

30 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 21 versenyzé: Baran Zsuzsanna, Beke Csongor,
Borbényi Mérton, Dobrontei David Bence, Fuisz Gabor, Géspar Attila, Gy6rfly Agoston,
Imolay Andras, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Klisz Viktéria, Kovics Benedek,
Németh Baldzs, Saar Patrik, Szemerédi Levente, Tiszay Adém, Té6th Balazs, Téth Viktor,
Véri-Kakas Andor, Velkey Vince, Weisz M&até. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 2 pontos 1,
0 pontos 3 dolgozat.

B. 4860. Tegyiik fel, hogy a <b<c<d és a+d+# b+ c. Mutassuk meg,

hogy az
1 1 1 1

a—x_b—x_c—x+d—x

=0

egyenletnek pontosan két kiilonbozd gyidke van, amelyek kozil az egyik a (b,c) in-
tervallumba, a mdsik pedig az (a,d) intervallumon kivil esik.

(3 pont)
Megoldas. Az egyenletet rendezziik el0szor gy, hogy mindkét oldalon két-két
tort szerepeljen.
1 1 1 1
a—x b—xz c—x d—=zx

1 1 1 1

207

a—z b-z c—z d—z
A két oldalon kiilon-kiilon kézos nevezére hozva igy olyan tortkifejezéseket kapunk,
amelyeknek szamlaldja mar nem tartalmaz ismeretlent:

b—a d—c

(@a-o)b-2) (c-a)(d—a)
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A nevezdkkel torténd beszorzas és egy oldalra rendezés utdn rogton lathatd, hogy
(a + d # b+ c miatt) egy mésodfokd P(x) polinom zérushelyeit keressiik.

(b—a)(c—z)(d—=)=(d=c)(a—2z)b-2),
Plz)y=(b-a)(c—z)(d—2z)— (d—c)(a—z)(b—x).

Ezek a zérushelyek egyben az eredeti egyenlet 6sszes megoldasai is, mivel az eredeti
egyenlet értelmezési tartomanydaban nem szereplé a, b, ¢, d értékek egyikére sem lesz
P(x) = 0. A polinomba behelyettesitve az egyes értékeket kapjuk, hogy P(b) > 0 és
P(c) < 0, ezért az egyenletnek két megolddsa van, amelyek koziil az egyik a (b, ¢)
intervallumba esik. A mé&sik nem eshet ebbe az intervallumba, mert ha a polinom
mindkét gyoke ebbe az intervallumba esne, akkor b-ben és c-ben ugyanolyan eléjeli
értéket kellene felvennie. Az egyenlet mésik gyoke viszont nem eshet sem az (a, b),
sem a (¢, d) intervallumba, mert pl. az (a,b) intervallumon azt 1atjuk, hogy b—a > 0,
c—x>0,d—x>0,azaz (b—a)(c—z)(d—1x) >0, tovdbbd d —c¢ >0, a —x < 0,
b—x>0,azaz (d—c)(a—x)(b—z) <0, tehat ezen az intervallumon P(z) pozitiv
értékeket vesz fel, itt nem lehet zérushely. Hasonléan a (¢, d) intervallumot vizsgdlva
lathatjuk, hogy itt P(z) csak negativ értékeket vesz fel, igy itt sem lehet gyok.

P(x)-rél tudjuk, hogy pozitiv és negativ értéket is felvesz, igy megallapitottuk,
hogy két kiilonbozé gyske van. Mivel se (b, ¢)-be, se (a,b)-be, se (¢, d)-be nem eshet
a masik gyok, azért biztos, hogy (a,d)-n kiviil esik.

Noszdly Aron (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 35 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott Csahék Timea, Fekete Baldzs Attila,
Fiilop Anna Técia, Noszdly Aron7 Péta Baldzs, Simon Déaniel Gabor, Tiderenczl Déniel,
Tiszay Adém7 Viéri-Kakas Andor, Varkonyi Dorka, Velkey Vince, Zdélomy Kristéf és
Zsigri Balint. 2 pontot kapott 6 versenyz6, tovabba 1 pontos 13 és 0 pontos 3 tanuld
dolgozata.

B. 4862. Az ABCDE konvezx itszég AB, BC, CD, DE, illetve EA oldalainak
felezépontjai rendre M, N, P, Q, illetve R. Mutassuk meg, hogy ha az AP, BQ,
CR és DM szakaszok eqy kdzds pontban metszik egymadst, akkor ez a pont rajta van
az EN szakaszon is.

(5 pont) Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

Megoldas. Legyen a szakaszok metszés-
pontja O. Mivel EQ = @QD, az EQOA és
QDOA alapja és magassdga megegyezik, te-
hat a teriiletiik egyenld. Hasonldéan lathatd,
hogy Troea = ToDBA, igy a megfeleld kii-
16nbségekre

TeoBr = TEgBA — TEQOA =

=Topear —Topon =TeoDA-
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Ezen az titon sorra belathato, hogy
Tropa =TBopa = Tpoan =Taocsr = Tcoen.

A tovabbiakban felhasznaljuk a teriiletek egyenl6ségébdl, hogy Tropa =
=Tcoen. Az OF félegyenes az ROQ< szogtartomdnyban van, ezért az EO egye-
nes masik félegyenese a COB< szogtartomdnyban van. Ennek megfeleléen az FO
egyenes a BC' szakaszt egy N’ belsé pontban metszi.

BN’ , BN’
Tsnon :TN/COA'W’ és TaN'EA :TN/CEA.W’
ezért /
BN
T, =T L2
EOBA COEN ™ i

fgy BN' = N'C, vagyis az N’ a BC felezépontja, tehat N = N'.

Gaspdr Attila (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 33 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 19 tanul: Baran Zsuzsanna, Borbényi
Marton, Busa Maté, Csiszar Zoltan, Fiildp Anna Técia, Gaspar Attila, GyOrfly Agoston,
Imolay Andrés, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, K&vari Péter Viktor, Nagy Nandor,
Schrettner Jakab, Szabé David, Szemerédi Levente, Tandcs Viktéria, Téth Viktor,
Tubak Daéaniel, Weisz Maté. 4 pontot szerzett 6 versenyzd, 1 pontos 3, 0 pontos 5 tanulé
dolgozata.

B. 4877. Az A, B, C és D pontok ebben a sorrendben illeszkednek egy egye-
nesre. Az eqyenesen kivil esé E pontra

AEB< = BEC<a = CED< = 45°.
Legyen az AC szakasz felezépontja F, a BD szakasz felezépontja pedig G. Mekkora
az FEG sz09?
(3 pont) Javasolta: Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11.c.
Megoldas. Az dbra jelolései szerint

AEC< = AEB<+ BEC< =45°+45° =
=90°, az AECA derékszogti.

Ugyanigy a BEDA is derékszogii.
A derékszogii haromszogek szogeire

ACE<=90°—a, és DBE< = 90°— 8.

Az AED haromszog AED szoge a feltételek alapjan 135°, igy o + 5 = 45°.

Most rajzoljuk be az E'F szakaszt. Az F pont az AEC derékszogii haromszog
atfogdjanak felez6pontja, egyben a Thalész-tétel miatt koréirt korének kdzéppontja.
Ebbél kovetkezéen az AFE egyenld szért haromszog, AEF< = «.
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Ugyanigy az EG behtzédsa utan lathaté, hogy az EDG haromszog is egyenld
szaru és GED< = 3.

A keresett FFEG< az abra és az eddigiek alapjan:
FEG< = AEB<+ BEC«+CED<— AEF<—GED<« =
=45° +45° +45° — a — 8 = 135° — 45° = 90°.
Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn., SZKI és (/)voda7 10. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 70 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 67 tanuld, 2 pontos 2, 1 pontos 1 tanulé
dolgozata.

A K pontversenyben kitliz6tt gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(559-564.)

K. 559. Hany olyan legfeljebb hatjegyli szam van, amelyben szerepelnek az 1,
2, 3, 4, 5 szamjegyek, mindegyik pontosan egyszer?

K. 560. Egy vizsgan 30 {6 vett részt. Azok, akik megbuktak, 60 pontos atlagot
teljesitettek, mig azok, akik dtmentek, 84-et. A vizsga atlagpontszama 80 lett.
Hényan mentek at a vizsgan?

K. 561. Egy regény harom kotetben jelent meg. Az oldalakat a hdrom ko-
tetben az elsd oldaltél az utolséig folyamatosan szédmoztdk meg (1-essel kezdve
a szamozdst). A mésodik kétet 50 oldallal vastagabb, mint az elsd, a harmadik
pedig 1,5-szer olyan vastag, mint a mésodik. A harom kotet elsé oldalszdmainak
Osszege 893. Hany oldalas a regény? Hény szamjegyet haszndltak fel az oldalsza-
mozas lefrasdhoz?

K. 562. Aliz elindult vésérolni, csupa 10 és 1000 forintossal (mindegyikbdl volt
néla legaldbb egy). Elkoltotte a pénze felét, majd észrevette, hogy ismét csupa 10 és
1000 forintos van nala. Megszamolta a pénzt, és 1latta, hogy pont annyi 10 forintosa
lett, mint ahdny 1000 forintossal elindult, és pontosan feleannyi 1000 forintosa lett,
mint amennyi 10 forintossal elindult. Hany forintot koltott el Aliz, ha a feltételeknek
megfelel6 lehetd legkevesebb pénzt koltotte?

3 ( K. 563. Egy 18 cm oldali négyzet alaku lemezbdl kivagtak
a négyzet csucsaindl egy-egy 3 cm sugari kort az dbrdanak megfe-
leléen. A cstcsokndl keletkez6 hulladéklemez darabokat eldobték.

§ ) ( } Mekkora a megmaradt rész teriilete?
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K. 564. Egy pdknak 6sszesen 8 db egyforma zoknit és 8 db egyforma cipot
kell a ldbaira felhiizni indulés elétt (minden ldbédra kell hogy jusson zokni és cipd).
Egy adott labra a zoknit el6bb kell felhtizni, mint a cipot, de nem feltétleniil a cipd
felhizasat kozvetleniil megel6zéen. Hanyféle sorrendben veheti fel a pok az Gsszes
zoknit és cip6t? (Két feloltozést csak a labak sorrendje kiilonboztet meg.)

%

Bekiildési hatarid6: 2017. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1441-1447.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1441. Egy kavézdéban kiilonboz6 alapanyagokbdl kiilonboz6 kavékiilonle-
gességeket készitenek. Tudjuk, hogy az itallapon szereplo barmely kavét kivalasztva
pontosan harom olyan maésik kavét talalhatunk, amelynek a kivalasztottal van ko-
z0s alapanyaga. Azt is tudjuk, hogy ha két kdavénak nincs, akkor talalhaté hozzajuk
egy harmadik, amellyel mindkettének van kozos alapanyaga. Legfeljebb hény kii-
16nb6z6 kavékiilonlegesség lehet az itallapon?

C. 1442. Egy haromszog a, b és ¢ oldalaira teljesiil a kdvetkezd Osszefliggés:

11
T ab be  ac’

Igazoljuk, hogy ekkor r- R = %, ahol r a hdromszog beirhaté, R pedig a koré irhaté
korének sugara.

Javasolta: Tatdr Zsuzsanna Mdria (Fels6god)

Feladatok mindenkinek

C. 1443. Hanyféleképpen irhaté fol 20173 egymést kovetd pozitiv paratlan
szamok Osszegeként?

Hommer Ldszlé (Kemence) dtlete alapjan
C. 1444. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlGtlenséget:

x* — 423 + 822 — 8z < 96.
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C. 1445. Az ,Egy angol, aki dombra
ment fel, de hegyrol jott le” cim filmben
egy walesi falu mellett 1év6 hegyet, miu-
tan lemérték a magassagat, a foldmérck
dombnak mindsitettek. A falusiak biisz-
kék voltak a hegyiikre, és ebbe nem nyu-
82 14b godtak bele. Elhataroztak, hogy 984 lab-
rol 1004 labra emelik a magassagat. Fol-
det hordanak fel a 82 1ab sugaru félgomb-
nek tekintheté dombtetére olyan csonkaktip alakban, amelynek alkotéja a félgomb
érintGje, és 45°-0s szoget zar be a vizszintessel. fgy a magassag meghaladja majd
az 1000 labat, és a dombot jra hegynek lehet nevezni. Hany koblab foldet kellett
felhordaniuk a dombra?

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1446. Az ABCD paralelogramma belsejében vegyiik fel a @) pontot tgy,
hogy AQB< + CQD< = 180° legyen. Bizonyitsuk be, hogy QBA< = QDA< és
QAD< = QCD«.

C. 1447. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a VALOSZfo}SEG, illetve
SZAMITAS szavak mindegyikébdl két-két véletlenszertien vélasztott karaktert vé-
letlenszeriien egymads mellé irva ugyanazt a két ,sz6t” kapjuk?

g

Oktéberi szamunkban a C. 1437. feladat hidnyosan jelent meg. A feladatot
ujra kitlizziik, a megoldasat a novemberi feladatokkal egyiitt varjuk.

C. 1437. Kilenc kiilonb6z6 egyenes mindegyike 2 : 3 ardnyban osztja egy négy-
zet teriiletét Ugy, hogy egyik egyenes sem vég le haromszog alaku részt a négyzetbol.
Igazoljuk, hogy az egyenesek kozott van harom olyan, amelyek egy ponton mennek
keresztiil.

Bekiildési hatarid6: 2017. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kititizott feladatok
(4903—4911.)

B. 4903. Hatdrozzuk meg azokat az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokat, ame-
lyekre teljesiil, hogy abed — 1| a+ b+ c+d.

(4 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)
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B. 4904. Egy S sikidomnak pontosan kett6 szimmetriatengelye van. Mutassuk
meg, hogy S kozéppontosan is szimmetrikus.

(3 pont)

2n
B. 4905. Legyen a1 > as > ag > ... 2> Gop—1 = a2y, 2 0, illetve > a; = 1. Iga-

zoljuk, hogy =1

|

aias + 3(130,4 + 5CL5(16 + ...+ (2n - 1)a2n_1a2n <

Mikor teljesiil egyenloség?
(4 pont)

B. 4906. Az ABCD konvex négyszog BC és CD oldalainak felez6pontja
rendre £ és F. Az AE, EF és AF szakaszok a négyszoget négy olyan harom-
szogre bontjak, melyek teriileteinek mérdszama négy egymast koveto egész szam.
Legfeljebb mekkora lehet az ABD haromszog teriilete?

(5 pont) Javasolta: Rdéka Sandor (Nyiregyhdza)
B. 4907. Bizonyitsuk be, hogy egy a x b méretii téglalapon legfeljebb [a] - [b]

darab olyan 1 x 1-es négyzet helyezhet el atfedés nélkiil, melyek oldalai parhuza-
mosak a téglalap oldalaival (ahol [z] az = szdm egész részét jelenti).

(5 pont)
B. 4908. Legyen C az AB atméréji korvonal tetszileges pontja. A C' pont
meroleges vetiilete az AB szakaszra legyen T'. Rajzoljuk meg a C' kozépponti, T-n

atmené kort és a két kor metszéspontjai legyenek P és Q. Bizonyitsuk be, hogy
a PQ egyenes felezi a CT szakaszt.

(4 pont) (Kvant)

B. 4909. Adjuk meg az Osszes olyan f: R — R fiiggvényt, amely minden
x # 0 és y esetén kielégiti az aldbbi egyenletet:

v fly) —y- f@) =1 (2).

(6 pont) (Kvant)

B. 4910. Az ABCD négyzet oldalegyenesein Rl
vegyiik fel a P, @Q, R és S pontokat az dbra sze- S D \Z/‘
V

rint 4gy, hogy AP = BQ = CR = DS. Az AB ol-
dal tetszéleges belsé X pontjabdl kiindulva a PX
egyenes messe BC egyenesét Y-ban, QY messe CD
egyenesét Z-ben, RZ a DA egyenest V-ben, végiil Y
SV az AB egyenest X’'-ben. Bizonyitsuk be hogy <
ha X’ és X egybeesnek, akkor XY ZV négyzet. X' Q

(5 pont) 1P

b
\
vl
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B. 4911. Egy 8 x 8-as sakktdblara babukat helyeztiink gy, hogy minden sorba
és minden oszlopba is paratlan szamu babu keriilt. Bizonyitsuk be, hogy a sttét
mezOkon dsszesen paros sok babu all.

(5 pont)

%

Bekiildési hatarid6: 2017. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

£

Az A pontversenyben kitiizott
nehezebb feladatok
(707-709.)

A. 707. 100 betyar all a hortobagyi siksdgon. Mindegyik illeté egy 100°-os
szogtartomanyt lat. Az Osszes betyar felirja egy-egy papirra, hogy hany maésik
betyart 1at, majd mi 6sszeadjuk ezt a 100 szamot. Mi a lehetd legnagyobb Gsszeg,
amit ily médon kaphatunk?

A. 708. Legyen S raciondlis szamokbol all6 véges halmaz. Minden k pozitiv
egészre legyen by = 0, ha vdlaszthat6 k darab (nem feltétleniil kiilonbozd) S-beli
szam, melyek Osszege 0, és by = 1 egyébként. Mutassuk meg, hogy a 0,b1b2b3 . ..
kettedestort raciondlis szam. Igaz marad-e az allitas, ha S-rél nem kotjiik ki, hogy
véges?

A. 709. Legyen a > 0 valés szam. Hatarozzuk meg azt a legkisebb C, szdmot,

amire a
n
Z k' +a
Tk

k=1

CZ

egyenl6tlenség teljesiil tetszoleges n pozitiv egész és 0 =z < 1 < ... < x,, valds
szamok esetén.

Tk — Tk—1

%

Bekiildési hatarid6: 2017. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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Informatikabdl kittizott feladatok

I. 439. Egy hosszi egyenes folyon utazunk folyasiranyban lefelé egy kevés ben-
zinnel rendelkez6 motorcsénakon. A folyészakasz hosszu, ezért csak idénként kap-
csoljuk be a motort, kiilonben csak az dramlds sebességével utazunk (sodrédunk)
lefelé. Amikor a motor miikodik, akkor a parthoz viszonyitott sebesség az aramlas
sebességének és a motorcsénak vizhez viszonyitott sebességének Gsszege lesz, mivel
a csénak mindig az dramlés irdnyaban all.

Készitsiink programot, amely a kiillonboz6 folydszakaszok v; dramlési sebes-
ségének, a motorcsénak vizhez viszonyitott v, sebességének és maximalis miikod-
tetési idejének ismeretében megadja a kiinduldsi helytél L tavolsdgra 1év6 célba
érkezés minimaélis idejét.

A standard bemenet els§ sora négy szdmot tartalmaz: a megteendé folydsza-
kasz L (1 < L < 100) hosszét (km), a motoresénak 1 < vy, < 10 sebességét (km/h)
a vizhez képest, a motor T' (1 < T' < 10) maximalis iizemeltetési idejét (h) és a kii-
16nboz6 sodrdsi sebességll folydszakaszok N (1 < N < 50) szdmét. Az ezt kovetd
N sor soronként két szamot tartalmaz: az adott sodrasu folyoszakasz elejének a ki-
induldsi helyt6l mért tdvolsiagat (0 < E; < L) (km) és a folydszakasz sodrasi sebes-
ségét v; (1 < v; < 10) (km/h).

A standard kimenetre irjuk ki a célba érkezés minimalis idejét 6raban, harom
tizedesjegy pontossaggal.

Példa bemenet (a / jel ij sort helyettesit) | Kimenet
20235/02/31/72/121/ 15 2 | 8.167

Bekiildendo egy tomoritett 1439.zip allomanyban a program forraskodja, va-
lamint a program révid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldés rovid leira-
sat, és megadja, hogy a forrdsdllomany melyik fejlesztéi kornyezetben fordithato.

I. 440 (E). A feladat a gsmotthon.hu (utolsé letsltés: 2017.10.22.) webol-
dalrol szarmazé mobiltelefonok adatait 6sszefoglalé tablazat feldolgozéasa lesz tab-
lazatkezel§ program segitségével. A forraséllomény egy-egy sordban rendelkezésre
allnak kiilonboz6 telefonok legfontosabb adatai.

1. Toltsiik be a honlapunkrdl letoltheté mobiltelefonok.txt szovegfajlt, mely
UTF-8 kédolasu és tabuldtorokkal tagolt, a tablazatkezelé egy munkalapjara
az Al-es cellatol kezd6déen. A megjelenités év.hénap formatumban térténjen
(pl. 2016.08.). Munkédnkat 1440 néven mentsiik a tdbldzatkezel$ alapértelme-
zett formatumaban.

2. Azokban a celldkban, ahol a nyers tablazat nem tartalmazott adatot, és még
nincsen benne, jelenjen meg az ,na”, nincs adat felirat. Kivétel a kédnév oszlop,
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ahol ezt nem kell megtenni, hiszen megszokott dolog, hogy egy telefonnak nem
adnak mésodlagos nevet.

A rendelkezésre all6 szoveges adatok kozott eléfordulnak elirdsok, példaul fe-
kete helyett fekte, Android helyett Andorid, ezeket javitsuk ki.

Oszloponként jeloljiik a megfelel§ mértékegységeket. A RAM és a hattértar
mérete GB-ban, az 4r forintban (Ft), a kamerdk képfelbontdsa megapixel-
ben (MP), a kijelz6 inchben ("), a sily grammban (g), a méretek milliméter-
ben (mm) vannak megadva. A bévithetdségnél elég azt megjeleniteni, hogy
hany GB-ig b&vithets (pl. igen, 32 helyett, 32 GB-ig), és az akkumuldtor ka-
pacitdsa milliamperéraban van megadva (mAh).

A telefonok arét a készpénz kerekités szabdlyai szerint kerekitsiik O-ra, vagy
5-re egy 1j oszlopba a jelenlegi 4r mellé. (A kerekités szabélyai szerint az 1-re,
2-re végzdddket 0-ra, a 3-ra, 4-re, 6-ra és 7-re végzddoket 5-re, mig a 8-ra és
9-re végz6d6 drakat 10-re kell kerekiteni.)

Android telefonok esetében az ope- Verzid Elnevezés
racidos rendszer tipusanal a verzid- 29 Froyo
szam helyett jelenjen meg az elne- : -
vezése. Az alabbi tablazatot illessziik 2.3.3-2.3.7 | Gingerbread -
a megolddsba, és hasznaljunk megfe- 4.0.3-4.0.4 | Ice Cream Sandwich
lel6 fiiggvényeket a megoldashoz. 4.1 Jelly Bean
Feltételes formazast hasznilva val- 4.4 KitKat
toztassuk meg a betiiszinét zoldre 5.0.0-5.0.2 | Lollipop
azon soroknak, ahol minden adat 51-5.1.1
meg van adva. (Ha csak a kdédnév 6.0 Marshmallow
nincsen megadva, attél még jeloljiik 70 Nouoat
ki a sort.) 7'1 &
Rendezziik a tabldzatot a marka,

8.0 Oreo

azon beliil pedig a tipus neve szerinti
ABC sorrendbe.

A kovetkez6 feladatot egy 1j munkalapon
oldjuk meg. Gytjtsiik ki kategéridk sze- 1
rint az el6z8 munkalap adatait felhasz- 2 dual db
nalva, hogy Gsszesen hany késziilék tartozik 3 sim db
az egyes tipusokhoz. Ily médon készitsiink — 4 na db
5
6
7

A B
dual vagy sim

a szinek és operaciés rendszer mellett — még
harom altalunk valasztott kategdriat. Min-
den kategorianak adjunk oszlopcimet és for-
mazzunk a mintan lathaté médon. Szineknél
a kotGjellel jelolt szinek azt jelzik, hogy a telefon elé- és hatlapja eltérd szin,
ezek a kot6jeles szinek egy kiilon kategériaként jelenjenek meg. A dupla hatlapi
kameraval rendelkezé mobiloknal a késziilék jelenjen meg mindkét kategoria-
nal, ha azt valasztjuk.

RAM
1l dh
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10. Készitsiink diagramot 4j munkalapra, mely szemlélteti, hogy melyik évben
hany telefont adtak ki a rendelkezésre all6 adatok alapjan.

Bekiildend6 egy tomoritett 1440.zip allomanyban a megoldast add tablazat-
kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhasznélt tabla-
zatkezel6 nevét és verzidjat.

I. 441. Az Els6 Rend kutatéi egy veszélyes sugarfegyvert fejlesztettek ki,
amely minden eddig ismert védopajzson dthatol. Az Ellenallds egy olyan szilard
anyagbdl 4ll6 pajzson kisérletezik, amely a sugarzast visszaveri vagy elnyeli. Tudo-
saik megallapitottak, hogy a sugarzas csak két anyag részecskéivel 1ép reakciéba.
Amikor a sugdrzas nagy energiajd, akkor a T anyag részecskéi, amikor méar kisebb
energiaju, akkor az N anyag részecskéi tudjak befogni. Mindkét esetben a befogas
utan nem sokkal a részecskék is kibocsatanak sugdrzast: az N anyag sugarzasa ve-
szélytelen, mig a T anyag kibocséat egy, a fegyvertdl szarmazo sugarzassal egyezd
tulajdonsagu, de kisebb energidju sugarzast. Ugy is tekinthetjiik, hogy a T anyag
részecskéi visszaverik a nagy energiaju sugarakat, mig a kis energiajiak athatolnak
rajta. Az N anyag részecskéi elnyelik a kis energidju sugarakat, de a nagy ener-
gidjuak athatolnak rajta. Megmérték, hogy a fegyver sugarzasa a T részecskékkel
torténoé otszori reakcié utan valik kis energiajuva.

A T és az N anyag nagyon ritka a Galaxisban, az Ellenallds csak igen keveset
tudott beszerezni beldlitk. A tuddsok terve az, hogy az N és a T anyag részecskéit
elkeverik egy olyan anyagba, amelyen dthatol a sugdrzas. Az igy kialakitott pajzs
— megfelel6 vastagsag, illetve megfeleld szamu N és T részecske esetén — alkalmas
lenne arra, hogy a sugarzas donto részét elnyelje, vagy szétszorja, visszaverje. Mivel
sem id6, sem megfelel6 mennyiségii anyag nem all rendelkezésre, ezért szamitogépes
szimuldcioval vizsgaljak, hogy adott N és T részecskemennyiség, valamint falvas-
tagsag mellett a bejovo sugarzas mekkora része hatolna at a falon.

A tudosok szerint a jelenséget jol leirja egy sikbeli modell: a fal egy a x b oldala
téglalap, a sugarzés a téglalap egyik b hosszusagu oldalan érkezik, és a téglalap bel-
seje felé tart. A téglalapot gondolatban a x b darab egységnyi négyzetre bontjuk.
Mindegyik ilyen négyzet vagy iires (itt dthatol a fegyver sugdrzasa), vagy T tipusi
(egy T részecskét tartalmaz, amely a nagy energidju sugarzést elnyeli), vagy N ti-
pusi (egy N részecskét tartalmaz, a kis energidji sugdrzdst nyeli el). A T tipust
szoras azt jelenti, hogy csokkent energidaval, ugyanakkor véletlenszerii iranyba tor-
ténik az elnyelést kovetd kisugdrzds. A sugdrzas egyenes iranyba terjed, minden
négyzetet, amelyet érint, vizsgalni kell az el0bbiek alapjan. Ha a sugarzas a tégla-
lap a hosszu oldalain kilép, akkor az ellenkez6 oldalon bejovo sugarzasként folytatja
utjat. Ha a sugarzas elnyelédik, vagy azon a b hosszi oldalon 1ép ki, amelyen be-
érkezett, akkor a fal hatékonyan miikodik. Ha a bejové sugarzas a b hosszusagu
masik oldalon 1ép ki, akkor atjutott a falon.

Készitsiik el a szimuldciét végzé programot. A program standard bemenete
a falat modellez6 téglalap a szélessége (10 < a < 100), és b magassdga (100 <
< b < 10000), valamint az N és T tipust részecskét tartalmazé négyzetek széma
a téglalapon (a-b/10 <K N+ T < a-b). A program adja meg a standard kimeneten,
hogy 100 000 beérkez6 sugarzasbdl atlagosan hany sugar jut at a falon.
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Példa bemenetek Példa kimenetek

10 150 100 100 63495
10 150 100 100 63414
20 150 200 400 23339
20 150 200 400 22930

50 5000 3000 10000 | 36083
50 5000 3000 10000 | 35997

Bekiildend6 egy tomoritett 1441.zip allomanyban a program forraskodja, va-
lamint a program révid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldés rovid leira-
sat, és megadja, hogy a forrasdllomany melyik fejlesztoi kornyezetben fordithato.

I/S. 21. Adott két kiszinezett kocka. Mindkét kocka kiilsé oldalai vannak
szinezve, egy kockan beliil nincs két azonos szini oldal. Elkészitjiik a két kocka
sikbeli hal6jat — bizonyos élek mentén torténé felvagassal —ugy, hogy egy Osszefiiggd
sikidomot kapjunk. Két lehetséges hal6t mutat az alabbi abra:

B

'F B[Pz

k|s]

‘m‘x N | o
[

frjunk programot, amely eldonti, hogy a két halobdl osszedllithaté-e hajtoga-
tassal két egyezd szinezésli kocka.

A program a haldk lefrasdt a standard bemenetrdl olvassa. A bemenet 10,
5 karakter hosszi sorbdl all, az els6 5 sor az els6 kocka, a kovetkezd 5 sor a masodik
kocka héléjat adja meg. A lapok helyén az angol abécé egy-egy nagybetiije szerepel,
amely a szint jeloli, a tobbi helyre pedig a * (csillag) karakter keriil.

Ha a két hal6 azonos szinezésii kockat hataroz meg, akkor a standard kimenet
egyetlen sordba az ,igen” szd keriiljon, egyéb esetben pedig annyi sorbdl &alljon,
ahany lap szinének mdédositdasa legalabb sziikséges a masodik kockan az elsGvel
egyez$ szinezés kialakitdsahoz. Minden sorba két karakter keriiljon, az els6 azt
a szint adja meg, amit cserélni kell, a masodik pedig azt, amire valtoztatni kell.

Példa bemenet | Példa kimenet | Példa bemenet | Példa kimenet
*PBx* B S *PBx* Igen
FZ#%* S B FZ**x

* Kk * KAk

*Sk Kk *Skkx

3Kk K KK 3K 3k 3K Kk

*okokkk *okokkk

BPZ#** SPZx*

**FKS **FKB

kKK kKKK

*kokokok *okokok ok
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Ertékelés: a megoldas lényegét leiré dokumentacio 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a megfelel6 bemenetekre helyes kimenetet ad
1 méasodperc futasidé alatt.

Bekiildend6 egy is21.zip tomoritett allomédnyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskddja.

S. 120. Egy kiilonos autébusz kiilonc utasok elszallitasan dolgozik. A meg-
allékban utasok varakoznak, mindegyikben legaldbb egy. Néhany megalld kozott
kozvetlen buszkozlekedés van, tehat a busz mas megallok érintése nélkiil halad ko-
zottiik. Barmely két megalld kozott pontosan egy tutvonal van. Az utasok azért
kiiloncok, mert az odaérkez6 buszra a varakozdk koziil mindig pontosan egy szall
fol. A busz is kiilonos, mert tja soran nem halad at olyan megallén, amelyben mar
nincs varakozé. Nincs menetrend, a buszvezet6 feladata, hogy a megéllékat olyan
sorrendben érintse, hogy a lehet6 legtobb utast tudja folvenni.

A megalldkat 1-t6] kiindulva pozitiv egészekkel azonositjuk, az utolsé megall6
sorszdma M. Az autébusz kezdetben az 1-es megalléban tartézkodik, és induldskor
folvesz egy embert. Minden megallorél tudjuk, hogy milyen més megallékkal van
kozvetlen buszkapcsolatban. Kezdetben minden megélléban legalabb egy, legféljebb
U utas varakozik, akik tiirelmesen varjdk a buszt, nem hagyjdk el a megdllét.
Az autobusz az utasok Osszegylijtése utan az 1-es megdlloba tér vissza.

A program standard bemenete M és U, majd a kdvetkez6 M sor mindegyiké-
ben az adott megalloban varakozé utasok szama, utdna az adott sorszamu megall6-
bol kozvetlen buszjdrattal elérhetdé megalldk sorszama szerepel. A program standard
kimenete legyen a legtobb folvehet6 utas szama.

Példa bemenet (a sortéréseket / jellel helyettesitettiik) Példa kimenet

1210/32367/61/214/53/46/ 45|26
191011 418/6712/66/56/26/338

Korlatok: 2 < M < 100000, 1 < U < 30.

Ertékelés: a megoldas lényegét leiré dokumentacio 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb M és U érték esetén ad helyes eredményt 1 mésodpercen beliil.

Bekiildendo egy s120.zip tomoritett adllomanyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forrdaskédja.

S

A feladatok megoldasai regisztracié utian a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2017. december 10.

%
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| E Eurépai Unids Természettudomanyos
' U SO ' Didkolimpia (EUSO)

Az Eurépai Uniés Természettudomédnyos Didkolimpia (European Union
Science Olympiad, EUSO) egy sok szempontbdl kiilénleges verseny: téméaja nem
egy tantargy, hanem a bioldgia, fizika és kémia egyiitt; nincsenek elméleti felada-
tok, csak mérések; és a versenyzok nem egyediil dolgoznak, hanem koézosen, csa-
patban. Tovabbi sajatossagok, hogy a versenyen csak az Eurépai Unid tagorszégai
vehetnek részt, orszagonként két haromfos csapattal, és a versenyzok a versenyt
megel6z6 év december 31-én legfeljebb 16 évesek lehetnek, tehdt ez a nemzetkozi
didkolimpidknal fiatalabb korosztédly versenye.

A versenyt Michael Cotter alapitotta, és 2003-ban az els6 versenyt is 6 ren-
dezte meg Dublinban, akkor még csak hét orszag részvételével. A verseny alapelvei
azota is valtozatlanok, de ma mér néhdny kivételtdl eltekintve az Gsszes EU-tag
részt vesz. Minden orszégot két hdromfds csapat (Team A és Team B), valamint
harom tandr (Mentor) képvisel. A bioldgia-, fizika- és kémiaszakos tandrok koziil
az egyik a csapatért felelGs, a rendezé orszaggal kapcsolatot tarté nemzeti koordind-
tor (Country Coordinator). Részvételi dij nincs, a verseny koltségeit — az utazdson
kiviil — a fogadd orszag fedezi.

A verseny a nemzetkozi olimpidkhoz hasonléan két versenynapbdl all. Mind-
két alkalommal a megel6z6 napon a rendezd orszag ismerteti a feladatokat, ezt
az Osszes tandrbdl all6 bizottsdg (Governing Body) megvitatja, sziikség esetén
kisebb-nagyobb mddositasokrdl dont, majd elfogadja a véglegesitett angol széveget.
Ezutén (dltaldban éjszaka, sokszor hajnalig) mindenki leforditja a husz-harminc ol-
dalas szoveget a sajat anyanyelvére: a versenyzok ezt kapjak meg masnap a verse-
nyen. A feladatok — ellentétben a nemzetkozi olimpidval — mindkét versenynapon
els6sorban gyakorlati teendSket, kisérleteket, megfigyeléseket és méréseket tartal-
maznak. Elméleti kérdések legfeljebb a mérésekhez kapcsolédéan fordulnak el6.

A héromf8s csapatok (célszeriien egy-egy kiemelkedéen jé bioldgus, fizikus és
kémikus) kozosen oldjdk meg a feladatot. Természetesen el lehet osztani a felada-
tokat egymas kozott, lehet parhuzamosan két vagy harom feladatot végezni, de
a végén egy kozos valaszlapot kell a csapatnak beadnia. Az egyes években valtozo,
hogy a csapattagoknak mennyire kell kooperdlnia: van olyan, hogy szinte egymas-
tél fiiggetleniil dolgozik a biolégus, a fizikus és a kémikus, de a jobb versenyeken
a feladatok egy része csak egyiittmiikodve, egymast segitve vagy kozosen oldhatd
meg. Més olimpidkhoz hasonléan itt is fontos az id6 beosztdsa. A csapattagok eb-
ben is segithetnek egymasnak: aki mar kész van, vagy egy kisérlet kozben varnia
kell, az segiteni tud a tobbieknek.

A verseny utdn a mentorok megkapjak a dolgozatok maésolatat, és a kozo-
sen megvitatott javitasi utmutaté alapjan értékelik és pontozzak a megoldasokat.
A fogadd orszag tanarai szintén kijavitjak a megoldasokat. A két pontozds kozotti
esetleges kiilonbségek megbeszélésére szolgal a ,,moderacid”, ahol a csapatvezetdk és
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a szervezok végiil kozos megéllapodasra jutnak, megallapitjak a végsé pontszamot.
Az EUSO szabélyai szerint minden csapat érmet kap: a legjobb 10% aranyérmet,
a kovetkezd 30% eziistérmet (ezeknek a csapatoknak kozlik a sorrendjét), a tébbiek
bronzérmet (abc-sorrendben). Ezen kiviil az abszolit els6 csapat egy évre meg-
kapja a verseny vandorserlegét. Igy a versenynek vannak gydéztesei, de nincsenek
vesztesei.

A versenynapokon kiviil a rendezék sok programot szerveznek: az iinnepélyes
megnyiton és a dijkioszté iinnepségen kiviil kirdnduldsok, kulturdlis programok,
sportoldsi lehetéségek vannak — részben csak a didkoknak (amikor a tandrok fordi-
tanak) és részben kiilon a tandroknak (a versenynapokon). Emellett vannak olyan
kozos programok, amelyeken kifejezetten a helyi sajatossdgok megismerése a cél:
egy helyi iskoldban az ott tanul6 didkok altal szervezett est, gasztrondémiai kalan-
dok, tanctanulds. A didkoknak kiilén helyi segitéje (Guide) is van, akik csoportos
programokat (pl. vdrosnézés) is szervezhetnek.

Magyarorszagot mar 2004-ben, az EU-tagsdg megszerzése utan hivtak a ver-
senyre, de az els6é probalkozas a minisztériumban nem jart sikerrel. Masodszorra
azzal érveltem, hogy ennek a versenynek harom olyan jellegzetessége van, ame-
lyek nagyon fontosak a tudoményos munkaban, és amelyekrol Magyarorszagon is
sokat beszélnek: interdiszciplinaritds, kisérletezés és csapatmunka. Ekkor mar zold
utat kaptunk, és miutan 2008-ban megfigyel6ként részt vettem a ciprusi EUSO-n,
2009-ben mar teljes csapattal utaztunk Spanyolorszagba.

A csapatok kivélasztdsa orszagonként kiilonbozé: van ahol (egy iskolabdl jovo)
haromf6s csapatok versenyeznek egymassal. Ennek elénye, hogy a csapattagok jol
ismerik egymdst. Mi a magyar versenyhagyomdnyoknak (szaktdrgyi versenyek)
megfeleléen két-két biologus, fizikus és kémikus didkot vélasztunk ki, és beloliik
alakitjuk ki a két csapatot. A vilogatdsra azokat hivjuk meg, akik eredményesen
szerepeltek az el6zé évi hazai versenyeken. Nekik el6szor hazi feladatokat kell meg-
oldaniuk, majd a legjobbak részt vehetnek a Szegeden (biolégia és kémia), valamint
Budapesten (fizika) megrendezett vdlogatéversenyen. A csapatok biolégus, kémi-
kus és fizikus tagjai egy szegedi vagy budapesti csapattalalkozén ismerkedhetnek
meg egymassal.

A versenyen val6 sikeres szerepléshez a megfelel§ elméleti tudds mellett més
képességek is kellenek: mérési gyakorlat, pontos és rendezett munka, egyiittmiiko-
dési készség — tehat kicsit masok a hangstilyok, mint a ,nagy” olimpidkon. Ennek
ellenére az EUSO j6 gyakorlas a késébbi versenyekre: a csapattagok nagyobb része
késébb bekeriil az IBO, IPhO vagy IChO csapatba is.

Magyarorszag a 2009 és 2017 kozotti kilenc versenyen kimagasléan sikeresen
szerepelt: a csapatok eddig tiz aranyérmet, hét eziistérmet és egy bronzérmet sze-
reztek, és hdromszor (hdromévente egyszer, legutébb idén) valamelyik csapatunk
megnyerte a versenyt, elhozta a vdandorserleget is. Az idei verseny mar a 15. volt,
igy a tagorszagok tobbsége mar rendezett (frorszég kétszer is), vagy a kovetkezd
években fog rendezni EUSO-t. Magyarorszédgra reményeink szerint 2021-ben ke-
riil sor, de még nincs végleges dontés. Azt tervezziik, hogy Szegeden, a Szegedi
Tudomanyegyetemen lesz a verseny.
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A feladatok minden évben hossziak (bevezetd rész, néhdny fontos elméleti
ismeret, gyakorlati tudnivalok és balesetvédelmi utasitasok, majd végiil a tényleges
feladatok, kérdések), igy itt terjedelmi okokbdl nem tudjuk kozolni, de egy kisérleti
feladat kiprébéldsdhoz amigy is sziikség lenne a hozzd valé eszkozokre is. (Az eddigi
feladatok teljes szovege azonban megtaldalhaté — angolul — a cikk végén megadott
honlapokon.) Itt csak — a verseny stilusdnak érzékeltetésére — a 2016-os verseny
(Tartu, Esztorszag) feladatainak rovid dsszefoglaldsa kovetkezik.

1. A tej napja. (Altaléban egy versenynap feladatai egy-egy fogalomhoz kap-
csolédnak. Korabbi években volt mér tobbek kozt a szél, a jég, a sor, az olivaolaj,
a borostyankd is kozponti fogalom.) A feladat négy részbél &llt: az els6 harom
rész tobbé-kevésbé behatarolhaté médon a fizikus, biolégus és kémikus szakérto-
nek, az utolsé pedig egy Osszegzé feladat, amelyhez a masik hdrom eredménye
sziikséges. Az els6 (fizikus) részben a versenyz8k a tejben 1év6 zsircseppek méretét
hataroztak meg optikai médszerekkel: részben az apré cseppeken vald fényszdéro-
dés, masrészt az athaladé fény intenzitdsdnak csokkenése alapjan. Az egyik mérési
eljaras kalibralasahoz apré, megadott méretii iiveggolyok alltak rendelkezésre, az
ezen végzett mérések alapjan lehetett a tejben 1év6 zsircseppek méretét is meghata-
rozni. A mésodik (biolégus és részben kémikus) részben sajtkészités volt a feladat,
a tejet centrifugaval bontottak dsszeteviire, majd a tejben 1évé kiilonboz6 fehérjék
koncentrécidjat hatdroztak meg. A harmadik (tisztdn kémikus) feladat a tejcukor
mennyiségének meghatarozasa jodometrids titralassal. Az utolsé feladatban az ed-
digi eredmények alapjan kellett a kiilonb6zo6 tejmintakat értékelni, a tejtermeléknek
ytandcsot adni”. A teljes feladatlap 28 oldal, sok részfeladattal.

2. Az elemek napja. Ezen a napon a fizikus csapattagnak az volt a feladata,
hogy Aallitson el6 egy aluminium-levegé galvanelemet, majd prébalja ki egy jaték
versenyautéban. Az értékelésben azért is jart pont, hogy kinek milyen messzire
gurult el az autdja az altala gyartott elemmel. Az elem el6allitasa sok gyakorlati
16pésbdl (hosszas elékészités, ragasztds, hékezelés présben stb.) &llt, ahol t&bb-
szor is a csapattarsak segitségére volt sziikség. A galvdnelemeket az elkészitésiik
utan — az autdversenyen kiviil — elektromos mérésekkel is vizsgdltak. A biolégus
feladata egy baktériumokkal miikodé elem vizsgédlata volt. De még miel6tt a te-
nyészetben 1év6 baktériumtorzseket mikroszképos megfigyelés és kiilonb6z6 kémiai
tesztek alapjan beazonositottak volna, a versenyzék az elemek elektromos tulajdon-
sagait vizsgaltdk meg. Az elem U-T karakterisztikdjara Excel segitségével (noteboo-
kon) egyenest illesztettek, és ez alapjdn olvastdk le a paramétereket (ebben a fizikus
csapattag tudta a kapott segitséget viszonozni). A mindkét csapattdrsinak segité
kémikus feladata ezen a napon aranylag révid volt: megadott adatok alapjan a le-
het6 legnagyobb fesziiltséget biztositd vizes oldat alapt elemet kellett kivalasztani
és el6allitani, majd — ismét a fizikus segitségével — megvizsgalni.

Akinek felkeltette az érdeklédését az EUSO, az a verseny nemzetkozi honlap-
jardl (&ltaldnos informécidk, az dsszes kordbbi verseny feladatai: http://euso.eu)
vagy a magyar honlaprdl (magyar vélogatéversenyek, elérhetdségek, eddigi magyar
eredmények: http://eik.bme.hu/~vanko/fizika/euso.htm) tud tdjékoz6dni.

Vanké Péter
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Megoldasvazlatok
a 2017/7. szam emelt szintii fizika gyakorlé feladatsordhoz

Tesztfeladatok

1 213145 |6 |78 9 | 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
c|B|jCc|C|C|B|A|A|C C D C A C

Szamolasos feladatok

1. a) A két test sebessége (ha az SI mértékegységeket nem irjuk ki) az eldo-
basuk utan 1 méasodperccel egy alkalmasan valasztott koordinata-rendszerben a

vy = (3;9,81) és vy = (—4;9,81)

vektorokkal adhaté meg, a sebességkiilonbség nagysdga pedig |Av| = 7. A sebes-
ségvektorok altal bezart szoget a koszinusztétel segitségével szamithatjuk ki:
01" + |va|* — |Av[?

cosa = ~ 0,78, tehat o~ 39°.
2|v1] |1

b) A két test mozgdsi energidjanak aranya:

B _ |oif*
By oyl

~ 0,94.

c) Ha a
(3:981-1) & (—4;981-1)

vektorok merélegesek egymasra, akkor a Pitagorasz-tétel szerint fennall
(32 +9,812 - ¢2) + (42 + 9,812 - %) = 72,

ahonnan megkapjuk, hogy eddig a pillanatig az eldobéastél szamitva ¢t = 0,35 s id6
telt el. Ezalatt a két test |Av|t &~ 2,5 méterre tdvolodott el egymdstol.

2. a) Ha az m tomegl, ¢ toltésli gyongy a @ t6ltésli test felett x tdvolsdgban
egyenstlyban van, fennall

mg = kL2

x2’

ahonnan

m ~ 9,6 cm.

. kqQ  [9-10%-10-8-107
\ mg 10—%.9,81

b) A megadott tédvolsidgban a gyéngyre 1,2-10=* N elektrosztatikus eré hat

fiiggtlegesen felfelé, a nehézségi erd 9,8 - 1074 N fiiggSlegesen lefelé, igy a 10~ kg
tomegii gyongy kezdeti gyorsuldsa 8,6 m/s? fiigg6legesen lefelé.
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3. a) A leképezési torvény alapjin

1 1 1

W kT
ahol t, = 45 m, f pedig a dombor tiikor fékusztdvolsdga (f < 0). A nagyitds (amit
a latszélagos kép miatt negativ eléjeliinek kell tekintsiink):

k- f 1

ta B ta - f B 37
ahonnan f = —t,/2 = —225 m, a keresett gorbiileti sugar pedig r = 2|f| = 45 m.
b) Amikor

k__f _ 1
ty ty—f 2’
a titkortol mért tavolsdg t, = —f = 22,5 m.

4. a) A Fold életkora a megadott felezési idének 6,34-szerese, tehat a kérdezett
ardny 2634 ~ 81.

b) A bomlé atommag tomegének és a bomldstermékek dssztomegének kiilonb-
sége:
Am =m(%5U) —m (%53 Th) — m(3He) = 0,005017 u = 8,331 - 10~*° kg.
Ez a tomegkiilonbség (Einstein képlete alapjan)
AE=Am-=75-10"131]

senergiafelszabaduldsnak” felel meg (¢ a fénysebesség vakuumban), ennyi lesz
a bomlastermékek Osszes mozgdsi energiaja.

¢) Mivel Am a kénnyebb bomldstermék (az a-részecske) tomegénél is sokkal
kisebb, a reakciétermékek sebessége a fénysebesség mellett elhanyagolhatd, tehat
szdmolhatunk a klasszikus (newtoni) képletekkel. Az energia- és lendiiletmegmara-
das torvénye szerint

1 1
AFE = §mv2 + §MV27 illetve  mov = MV,

ahol m és v az a-részecske tomege és sebessége, M és V a tériumatommag adatai.
Innen kifejezhet6 az a-részecske mozgési energiaja:

1, M 231 s
S = — o AE= 2 AE=74-1 .
2" T M+ m 235 7410777

Lathat6, hogy a bomlds soran felszabadulé energiat majdnem teljes egészében
a konnyebb bomlastermék, az alfa-részecske ,,viszi el”.

Honyek Gyula
Budapest
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Mérési feladat megoldasa

M. 367. Készitsiink hengeres jég-

F pdlcdkat (pl. mélyhiitében fagyasztott viz-

l bol, lezdrt végl, mianyagesd segitségé-

vel)! A két végén aldtdmasztott pdlcdt

_l—’ ’—l_d a kozepénél fokozatosan terheljik meg

Vi annyira, hogy eltérjon. Adjuk meg a to-
* réshez szikséges erdt tobb, kilonbiozd

7 1

hossziusagu és dtmérdji jégpdlcdra!
(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vicduka

Megoldéas. A mérés els6 szakasza, hogy ,legyartsuk” a jégrudakat. A jégrudak
eldéllitdséra kiilonbozé miianyag (altaldban PVC) csdveket hasznaltam. Kiilonbozé
atméréjli csovekbdl kiilonbozé hosszisdgu darabokat végtam le. A vizzel t6ltott
csovek végét parafa dugd, szilikondugd vagy ragasztoszalag segitségével zartam le.
Nagyon fontos volt, hogy a bezéart viz ,légmentes” legyen, ne maradjon mellette
légbuborék, kiilonben a mérés pontatlan lesz.

Minden ilyen miianyag csovet legaldabb 24 éraig hiitottem a mélyhiitében, majd
kivettem és langyos vizet csurgattam a miianyag oldalara. Egy pélca segitségével el-
tavolitottam a jeget a milanyagcs6bél. Ezzel elkésziilt a hengeres jégpalca, amit — ha
a mérés igényelte — megfelel hosszusdgura vagtam flrésszel. Ezutédn feljegyeztem
a hosszat és az 4tmérdjét. A jégpalca hosszdt (L) colstok segitségével hatdroztam
meg, mig az atméréjét (d) tolémérs segitségével.

A mérés méasodik szakaszdban a jég-
rud eltoréséhez sziikséges erét mértem
meg. Kerestem két vasrudat, majd azo-
kat hdszigetel§ anyagba (rongyba) cso-
magoltam. Azért vilasztottam vasruda-
kat, mert azok a terheléer$ hatdsara nem
gorbiilnek el, mint a fa. Azért kellett hé-
szigetel6 anyagba becsomagolni a vasru-
dakat, mert a fémek jol vezetik a hét, és
gyorsan megolvasztottak volna a jégpal-
cat.

A két vasrudat egymadssal parhuzamosan egy emelvényre helyzetem, hogy a ke-
resztben réjuk fektetett jégpalcat egy eromérd segitségével lefele tudjam hiizni.
A jégpélcara ratettem egy hurkot, amit gondosan a pélca kozepére igazitottam.
A hurokra egy eromérét akasztottam, majd bekapacsoltam egy lassitott felvételt
(mésodpercenként 240 képkockat) készité videokamerat, amelyet pontosan az erd-
mérére irdnyitottam.
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Elkezdtem huzni az erémérét egészen addig, amig a jégrid el nem tort. (A ru-
g6s erémérével nem tudtam 110 N-ndl nagyobb erét mérni.) Ezutdn megallitot-
tam és visszanéztem a felvételt, amelybdl egyértelmiien kiderithetd, hogy mekkora
F erénél tort el a jégriud. Minden jégpalcat egyszer hasznédltam fel. A méréséket egy-
szer végeztem el (jéllehet azok megismétlése nagyobb pontossdgot eredményezne),
mert a mélyhiitonk mérete és a rendelkezésre 4ll6 id6 korlatai miatt nem tudtam
tobb jégpalcat legyartani.

A mérési adatokat tablazatba foglaltam:

L FIN] [ dfew] [ Lem) || FIN] | dem] | L [em) ]

108 15 4 28 1 4
78 15 6 25 1 6
54 15 8 21 1 8
40 15 10 18 1 10
28 1,5 12 16 1 12
18 15 14 14 1 14
14 1,5 16 10 1 16
10 1,5 18 12 1 18
6 1,5 20 9 1 20

L FIN] [ dfem] [ Lfew) || FIN] | dem] | L [cm) ]

4,8 1,5 19 48 1 17
8 1,2 19 10 1,2 17
16 1,5 19 21,8 15 17
22 1,7 19 34 1,7 17
36 2 19 60,5 2 17
54 2,3 19 100 2,3 17
70 2,5 19

Szerettem volna Gsszefiiggést taldlni kiilonbozé atmérdji, de azonos hosszisagi
jégpalcak esetén az F toroer és a d atmérd kozott, illetve F' és L kozott adott jég-
atmérd mellett. Ezért grafikonon abrazoltam az Gsszetartozé F és d, illetve F és L
értékparokat, és a mérési pontokra szamitogéppel kiilonbozo fiiggvényeket illesztet-
tem. (A jegyzO6konyvben szerepld grafikonokat és a fiiggvényillesztések eredményét
terjedelmi okokbdl itt nem kozoljiikk. — A szerk.)

A mérés pontossdga, hibabecslés

A mérés leolvasdsi hibai: a rigés erémérd pontatlansdga +1 N, a colstok
pontatlansdga 40,1 cm, a tolémér6é pontatlansiga 40,01 cm. Statisztikus hiba
becslésére nem volt lehet6ségem, mert a mérést nem tudtam sokszor megismételni.

Tovabbi megjegyzések: A mérés sordan figyelni kell a kovetkezdkre:

1. Ne keletkezzen buborék a jégpédlcaban.
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2. A jégpélca mindenhol ugyanolyan vastag legyen.
3. A megfeleld méréshatari ragés erémérét hasznaljam (10 20, 30, 40, 50 és

100 N kozil vélaszthattam.) Nem szabad til erés rugét vélasztani, mert akkor
pontatlanabb lesz a mérés. Mindig a legkisebb méréshatari erémérovel érdemes

kezdeni a mérést.
4. A jégpalca mindig a végénél (annak kozelében) legyen aldtdmasztva.
5. A miianyag cs6 melegitése sordn a viz langyos, vagy inkabb hideg legyen,

kiilénben eltorik a csében a jégpélca.
6. A kamera mindig szembdl ,nézzen” az erémérore.
Fekete Baldzs Attila (Pécsi Leéwey Kldra Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

12 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Fehér Szilveszter, Fekete Balazs Attila, Kovéacs
Péter Tamés, Kozdk Aron és Pdhoki Tamds megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 2,

hidnyos (34 pont) 5 dolgozat.

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 594. A tornateremben egy rugalmas gumikitél [6g le a mennyezettdl. Nor-
bika rdcsimpaszkodik, és fiiggblegesen lengedezik 5 mdsodperces periddusiddvel.

Mit tegyen, hogy 3 masodpercesre csékkentse a periddusiddt?

(3 pont)
Megoldas. Tegyiik fel, hogy a gumikotél témege sokkal kisebb, mint Norbika
tomege, tovabba érvényes az F' = —D - x linedris er6torvény. Ekkor a periédusido

m
T—or, |2
™D

alaki, ahol m Norbika tomege. Ezt a tomeget révid id6 alatt Norbika nem tudja
megvaltoztatni, a periddusid6 cstkkentéséhez tehat a D rugdallandét kell ndvelnie.

27, [
T . 5 . Ds . D3
T, 3 o [/m \ D5
2 o o 5
ahol Dy és D3 az 5, illetve 3 masodperces periédushoz tartozoé érték. Innen

25
D3 == §D5
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Egy homogén anyagu rugé rugdallandéja forditottan aranyos a hosszaval, te-
hat /3 = 2%& = 0,36 5. Norbikdnak tehat az eredeti kotélhossz 36 szazalékaig,
majdnem a gumikotél felsé harmaddig fel kell masznia, hogy a kivant periddusido-
csOkkenést elérhesse.

Veres Kristdf (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 9. évf.)

31 dolgozat érkezett. Helyes Békési Péter, Garamvolgyi Istvan Attila, Kozdk Aron
és Veres Kristéf megolddsa. Kicsit hidnyos (2 pont) 11, hidnyos (1 pont) 7, hibds
9 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4882. Egy atomerémiben az urdnmagok hasaddsakor felszabadulo gyors
neutronok mozgdsi energidja MeV nagysdgrendii. Ahhoz, hogy ezek a meutronok
tovdbbi maghasaddst idézhessenek eld, le kell lassitani dket az un. ,termikus ener-
giaszintre”, amikor a sebességiik mdr csak kb. 2,2 km/s.

A neutronok lassitdsa konnyt elemek (példdul a nehézvizben taldlhatd deuté-

rium) atommagjaival (deuteronokkal) torténd rugalmas iitkézéssel valdsithato meyg.

a) Hozzavetbleg hany titkizés utdn lassul le egy hasaddsi neutron a termikus
energiaszintre? (Feltételezhetjiik, hogy a deuteronok mozgdsi energidja az titkizések
elétt elhanyagolhatd, tovdbbd az titkézések centrdlisak.)

b) Nagysdgrendileg mekkora a termikus neutronok mozgdsi energidja, és mek-
kora a ,hémérsékletik”?

(4 pont) Versenyfeladat nyomdn

Megoldas. A neutron kezdeti mozgési energidja Ey = 1 MeV = 1,6 - 10713 J,
tomege (tablazatba foglalt érték): m, = 1,67 - 10727 kg.
1 2F,

k
Eo = —mat?, vy = ~ 14100 2
2 Mn S

A neutron kezdeti mozgdasi energidja sokkal kisebb, mint a nyugalmi energidja (ami
kb. 1 GeV), ezért jogosan hasznéltuk a mozgési energia klasszikus (nemrelativisz-
tikus) képletét.

A gyorsan mozgd neutron rugalmasan iitkézik egy allé $H deutérium-atom-
maggal (deuteronnal), amelynek tomege mpy = 2m,. Felirhatjuk az iitkozésre
a lendiilet és a mechanikai energia megmaraddsanak torvényét:

(1) MUy = MyV1 + My,
1 1 1
(2) §mnv(2) = émnvf + imHuf,

ahol v; a neutron, u; pedig a deuteron sebessége az {itk6zés utan.
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Az (1) egyenletbél kifejezhetjiik uj-et, és azt (2)-be behelyettesithetjiik. A to-
megek ismert ardnyat is felhasznalva algebrai dtalakitdsok utdn azt kapjuk, hogy

0= (3’01 + 7)0)(7)1 — ’U()).

£

A vy =g (és az ezzel jaré up = 0) ,megoldds” annak felel meg, hogy nem is torténik
iitkozés, ezt a lehetOséget elvethetjiik.

Ha a neutron ténylegesen iitkozik a deuteronnal, akkor v; = f%vo, tehét egy-
harmad részére csokken a neutron sebességének nagysiga. Ez minden tovabbi {itko-
zésnél megismétlédik (hacsak nem a mar kordbban meglokott deuteronnal iitkozik
a neutron; ennek lehetéségét nem vessziik szamitdsba). Ilyen koriilmények kozott
minden {itk6zésnél harmadolédik a neutron sebessége, és N iitkozés utan

Up
UN = 37N
lesz a sebesség nagysaga. Innen kiszamithatjuk a neutronok lelassitasahoz sziikséges
iitkozések szamat:
- 10g(U0/UN) ~8

log 3
b) Termikus energiaszinten a neutronok mozgdsi energija
1
Er = 5mnufv ~4-1072 .

Ha a neutronokat f = 3 szabadsédgi fokud, T" hémérsékletli gadznak tekintjiik, akkor
az egyes részecskékre juto atlagos mozgési energia

3

Osszefiiggésébdl a neutrongdz homérsékletére T =~ 195 K-t kapunk. Ez nagysag-

rendileg megegyezik a 300 K-es szobah6mérséklettel; éppen ezért nevezik az ilyen
mértékben lelassitott részecskéket termikus neutronoknak.

Bukor Benedek (Révkomérom, Selye Janos Gimn., 10. évf.)

dolgozata alapjan

45 dolgozat érkezett. Helyes 30 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 8, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibds 1 dolgozat.

P. 4896. Egy kicsi sportrepiilégép ,szembeszélben” 3 éra alatt tud A-bol pon-
tosan észak felé B-be repiilni, visszafelé ,hdtszélben” 2 ora alatt ér B-bél A-ba.
Mennyi idd alatt tenné meg az utat oda-vissza, ha dllanddan északkeleti szél fujna?
(A szél sebessége mindvégig ugyanakkordnak tekinthetd.)

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

Megoldas. Jeloljikk az AB tavolsagot s-sel, a repiild, illetve a szél sebességét
pedig Vrepiuis-vel és vga-lel. Felirhatjuk az észak felé, illetve a dél felé haladd
repiilogépre az ut-ido—sebesség kapcsolatot:

s = (vrepﬁlé - Uszél) -3 ora,

$ = (Vrepiils + Uszé1) - 2 Ora.
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A fenti két egyenletb6l

2(’Urcpiilc'i + Uszél) = 3('Urcpi'116 - vsz)v
vagyis
Urepiils = 5”5261 és S = Vgzél * 12 6ra
kovetkezik.

Ha mindvégig allandé nagysagu északkeleti szél fuj, akkor a szél sebességének
nyugat felé mutaté komponense

(nyugat) _ 1
& = —=Uszél-
szél \/i

Ugyanekkora nagysagu a repiilégép levegéhoz viszonyitott sebességének kelet felé
mutaté komponense, hiszen a repiilégép ered6 sebessége tisztan északi, illetve
visszafelé jovet tisztan déli irdnyd. Eszerint a repiil6gép levegdhoz viszonyitott se-
bességének észak (vagy dél) felé mutaté komponense

(észak-dél) | o 1, 7
Urepiils = \/ Vrepiils — 2Uszé1 - \/ivszel-

Ha ebbdl a sebességkomponensbél levonjuk a szél sebességének dél felé mutato

@) 1
L EUSZ&

komponensét, illetve ha hozzdadjuk azt, megkapjuk a repiilé talajhoz viszonyitott
sebességét északkeleti (ferde) szembeszélben, illetve északkeleti (ferde) hétszélben:

U_<7_1>v _6,
1 \/i \/§ szél \/5 szél5

v(7+1>v,8v,
2 \/i \/i szél \@ szél-

A teljes menetid6 ilyen sebességek mellett:

12 6 12 6

T = S + S _ ora + ora ~ 4,95 éra.
vy Uy 6 8
V2 V2

Makai Eniké (Csongrdd, Batsdnyi J. Gimn., 10. évf.)

dolgozata alapjan

83 dolgozat érkezett. Helyes 44 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 28, hibds 4 dolgozat.

P. 4897. Fiiggdlegesen dllo, felil nyitott, henger alaki edénybdl az alul lévd
csapon keresztil folyik ki a viz. Hogyan vdltozik a viz felszinének sillyedési sebes-
sége? Ha T idd alatt folyik ki a viz fele az edénybdl, mennyi idd alatt tril ki teljesen
az edény?

(5 pont) Példatari feladat nyomdn

496 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/8



Megoldas. Jeloljiikk az edény belsejének keresztmetszetét A-val, a csap ke-
resztmetszetét Ap-lal, a vizfelszin folyamatosan valtozé nagysigu sebességét v-vel,
a csapbdl kidramlé viz sebességét pedig V-vel.

Irjuk fel a Bernoulli-térvényt a h magasségi vizoszlop felszinét és a csapot
Osszekotd valamelyik dramvonalra (1. dbra):

1 1
§@v2 + po + ogh = 5@‘/2 + po-

(po a kiils6 légnyomds, o a viz slirlisége.) Felhaszndlhatjuk még a kontinuitdsi
egyenletet (az anyagmegmaradds térvényét) is:

VA() = vA.

Ezen két 6sszefiiggés meghatarozza a folyadék felszinének siillyedési sebességét:

v(h) = Ai(z)Zh
- AQ_A%ga

amit
v(h) = /2¢'h

alakban is felirhatunk, ahol

A
g = 709 = allando.

JAT A2

Lathaté, hogy a folyadék felszinének siillyedési sebessége a magassag négyzet-
gyokével aranyos.

lvo
Po M

IH—}L F:mgl

1. dbra 2. dbra

Legyen a folyadékfelszin kezdeti magassdga az edény aljahoz képest H. Vizs-
galjuk meg egy pontszerii test mozgdsat egy olyan gravitacidés mezoben, amelyben

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/8 497



a ,nehézségi gyorsulds” nagysdga ¢', irdnya pedig ellentétes g-vel (2. dbra). Indul-
jon a test vg = 1/2¢’H kezdOsebességgel a kezdeti vizszint magassagatol az edény
alja felé. A munkatétel szerint:

L

1
Smv” = §mv§ = —mg' (H — h).

Innen a test h magassaghoz tartozd sebessége:

v(h) = +/2¢'h.

Mivel tetszbleges h magassdgban a folyadékfelszin és a kis test sebessége a ¢’ gravi-
tacioju térben megegyezik, ezért ha képzeletben egymas mellé helyezziik 6ket tgy,
hogy a vizre csak a szokdsos g gravitaciéju tér hasson lefelé, a kis testre pedig
csak a ¢’ felfelé, akkor a kis test és a vizfelszin (egyenletesen lassulé mozgdssal)
mindvégig egymads mellett marad, egyformén siillyed lefelé.

A vizfelszin siillyedési sebessége az id6 fliggvényében a kis test sebességével
egyezik meg:
v(t) =vg — g't.
Amikor a viz fele kifolyik, a kis test H/2 magassdgba ér, a sebessége tehit v, =
= +/¢g’H lesz. Mivel ez T id6 alatt kovetkezik be,

— H
vy = vy —¢'T, ahonnan T:u:(\/i—l)”—/.
g

g

A teljes kiiiriilés T, idejekor a kis test sebessége nulla, vagyis vg — ¢g'Ty = 0,
ahonnan a keresett idGtartam:

=2 Y2 T ~34T.
g' \f—

Nagy Botond (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

41 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 4, hibas 2 dolgozat.

P. 4900. Erdekes optikai jaték két egymdssal szembeforditott, azonos gorbiileti
sugart, homoru gombtikor, melyek kozil a felsé tikor kézepén egy néhdny centi-
méter dtmérdji, kor alakid lyuk van. A tikrok olyan tdvolsagra vannak egymdstdl,
hogy az alsé tikor kizepére tett kicsiny tdrgy (példdul eqy szem cukor) képe a lyu-
kas tikor kozepén jelenik meg, miutan a tdrgyrdl induld fénynyaldb elébb o felsd,
_— — azutdn az .alsé tikorrdl is egyszer visszaverdditt.

a) Milyen messze lehet egymdstdl a két tikor kozepe?

b) Egyenes vagy forditott dlldsd, valddi vagy ldtszdlagos
~ e — a megjelend kép, és mekkora a nagyitds?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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Megoldas. Nevezziik a felso tiikrot F tiikornek, az also tiikrot A tiikornek.
A targybol kiinduld fénysugarak az F, majd az A tiikorrél visszaverédve az F tiikor
kozepén hoznak 1étre képet. Ez a kép csak valédi lehet, mert az A tiikorrdl vissza-
veréd6 (ez mar a 2. visszaverédés!) fénysugarak nyilvan elérik az F tiikrot, és csak
akkor johet 1étre kép ezen tiikor kozéppontjaban, ha a fénysugarak valéban metszik
egymast.

A két tiikor kozepének tavolsdgat nevezziik d-nek, a fokusztavolsagukat pedig
jeloljik f-fel. Az F tiikorre tiikrozéskor a targytavolsag d:

1 1 1

+ —
ki df’
innen az els6 képtdvolsag, vagyis az A tiikor tavolsdga a létrejové képtol

b=l

Ha ez nulldndl kisebb, vagy d-nél nagyobb, akkor az els6 tiikkrozodés utan nem
jon igy létre valédi kép, de ez nem befolyasolja a tovabbi szamolds érvényességét.
A misodik, az A tiikor altal 1étrehozott képalkotdsnal a targytavolsig

2df — d?
to=d—k = ———
2 1 f—d )
a képtavolsag pedig ko = d.
1,11
to d f’

amibdl to behelyettesitése és algabrai atalakitdsok utan a
0=d?—4fd+3f*=(d— f)(d—3f)

masodfoku egyenletet kapjuk. Ennek megoldésai: d = f és d = 3f.

d = 3f esetén az elso titkrozés forditott allas, felére kicsinyitett képet eredmé-
nyez a két tiikkor kozott félaton (k1 = % f= %d) A maésodik tiikroz6dés visszafor-
ditja és kétszeresére noveli a képet. Végeredményben a létrejovo kép valddi, egyenes
alldsu és a targgyal megegyezd méreti lesz.

d = [ esetén is létrejohet kép, hiszen az els6ként az F tiikorrol visszaver6do
fénysugarak parhuzamosak lesznek, és a parhuzamos fénysugarakat az A homorua
tiikor a sajat fokuszpontjaba gytijti, ami az F tiikor kozéppontja. A keletkezd kép
valddi, a targgyal azonos méreti, de az el6z6 esettol eltéréen forditott allasu lesz.

Fagszi Bulestd (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

24 dolgozat érkezett. Helyes 12 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(2-3 pont) 9 dolgozat.
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R c P. 4904. Az abran ldthato kapcsoldsban a C' ka-
C,_|:|_| pacitdsi  kondenzdtor fesziiltsége kezdetben 2Uy,
o a 2C kapacitasu kondenzdtor toltetlen.
Uo ’ Mennyi hé fejlédik az R ellendllison, miutdn
T | | zdrtuk a kapcsolot?

(6 pont) Kozli: Szdsz Krisztidn, Budapest
2C

Megoldas. A feltoltott (C kapacitdsi és Qo = 2CU, toltési) kondenzitor
kezdeti polaritasatdl fiiggden két eset lehetséges.

L eset: A kondenzétor pozitiv t6ltésli fegyverzete a bal oldalon van (1. dbra).

II. eset: A pozitiv fegyverzet a jobb oldalra keriil (2. dbra).
R +C R C R C
I‘Eﬂ I/EHT MRE
Uo Uo iUo Us L
&
T | T | T |
I I I

2C 2C 2C

1. dbra 2. abra 8. abra

Vizsgaljuk el6szor az elsé esetet. A kapcsold zardsa utan az aramkorben tol-
tésaramlas indul meg, melynek sordn mindkét kondenzator toltott dllapotba kertil
(3. dbra). A folyamat végén a korben mér nem folyik dram, ennek kovetkezté-
ben az ellenallason nem esik fesziiltség. irjuk fel a huroktorvényt erre az allapotra
a 3. dbra jeloléseit hasznélva (az éramutaté jardsival azonos irdnyban):

(1) Ui + Uy — Uy = 0.

Tudjuk tovabba, hogy a két kondenzatort 6sszekété dgon az Gsszes toltés a kezdeti
és végallapotban egyenld (hiszen a kondenzator lemezei kozott nem haladhatnak 4t
toltések):

(2) —2CUy = —CU; + 2CUs,
innen
(3) 22Uy = Uy — 2Us.

Az (1) és (3) egyenletek rendszerének megolddsa:

4 1
Uy = -, Uy = —=Up.
1 30a 2 3O

A negativ el6jel azt fejezi ki, hogy a 2C kapacitdsi kondenzatoron a lemezek toltése
a 3. dbrédn jelolthoz képest ellentétes (a bal oldali lemez lesz pozitiv t6ltést).
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Jollehet az ellenédlldson athaladé dram idSben bonyolult médon (beldthatd,
hogy exponenciélis fiiggvény szerint) valtozik, az ellenéllason fejldé Joule-hé elemi
uton (integralszamitas nélkiil) is kiszdmithat, ha energetikai megfontoldsokat kove-
tiink. Feltételezziik, hogy az dramkérbél nem jut ki energia (elhanyagolva az dramok
altal keltett magneses tér gerjesztette elektromdgneses hulldmokat), igy teljesiil a

(3) Wielep + Weo + Wac + Wgr =0

mérlegegyenlet. A fenti képletben Wiciep a telep energiavaltozasat, We és Wac
az egyes kondenzatorok energiavaltozdsat, Wg pedig az ellenédllason fejlddé hét
jeloli.

A kondenzédtorok energiavaltozdsa:
Wo = 2C(UF - (0p)?) = 3 OV,
Wae = %QC’(UQQ -0) = éCUg,
a telep energiavaltozasa pedig az Uy fesziiltség és a telepen athaladé toltés szorzata:
Wietep = Uo(Qo — CUY) = Uy (2OU0 —c. g‘Uo) - §CU§.

(A porzitiv elgjel azt jelenti, hogy a telepnek né az energidja.)

A (3) energiamérleg segitségével kiszdmithatjuk az ellendlldson fejlédé hét:
2 10 1 1
Wr = ~Wieep — Wo — Wae = —§CU§ - (—QCU(?> - §CU§ = gCUg.
A maésodik esetben az fentiekhez teljesen hasonlé médon jarhatunk el. A meg-

felel6 egyenletek csak a C kapacitasi kondenzator kezdeti toltését megadd kifejezés
eléjelében térnek el az els6 eset egyenleteitdl:

(1/) Ui+ Us —Uy =0,
(2/) +2CUy = —CU; 4 2CUs,
(3" 2Uy = 2U, — Uy.

Az (1')—(3') egyenletek megoldésa:
Up=0, U,=U,.

(Ez azt jelenti, hogy a kapcsol6 zérdsa utdn a C kapacitdsi kondenzdtor osszes
toltése dtkeriil a masik kondenzatorra.) Az energiavéltozasok:

We = £0(0— (2U0)%) = 2003,

Woe = %QO(U(? —-0) =CU;,

Wtelep =-Up - 2CU0 = —2CU3
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(A telep energiavéltozdsa ebben az esetben negativ, hiszen az dram a telepfesziilt-
séggel ellentétes irdnyban folyik.) Az energiamérlegbdl:

Wr = —Wielep — We — Wae = 2CU§ — (— 2CUG) — CUG = 3CU;.

Az ellenélldson fejlodé ho tehat a mar kezdetben is feltoltott kondenzator
bekotésétdl (polaritdsatdl) fiiggden %C’Ug vagy 3CUZ.

Németh Rébert (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
dolgozata alapjan

Megjegyzés. Belathaté, hogy ha egy ellenalldson idében exponencialisan csckkend
aram folyik keresztiil (esetiinkben éppen ez torténik), akkor a teljes kisiilési folyamat
soran fejlédé Joule-hé az ellendlldsra es6 kezdeti (maximalis) fesziiltség és az ellenélldson
atfolyd toltés szorzatanak felével egyezik meg.

Valdéban, ha az dramerdsség
I(t) = Ipe ™,

az ellendllasra esé fesziiltség tehat
U(t) = RI(t) = RIpe ™,

akkor a folyamat sordn fejléd6é Joule-hé (ami az idében valtozé P(t) = U(t)I(t) teljesit-
mény integralja):

r 2 r —oxt RIZ
Wr= [ U®)I(t)dt=RIy [ e dt = o
0

0
Mésrészt a kezdeti (maximadlis) fesziiltség az ellenélldson

Umax = U(0) = RI(0) = RI,,

a rajta atfolyd toltés pedig

oo

Q:/I(t)dt:]o/e‘”dt: %O
0

0

Lathatd, hogy a hivatkozott Wgr = %UmaxQ Osszefliggés teljesiil. A feladatban szerepl6
kapcsolasnal a keresett ho

%(—Uo) (—%CUO) = %C’Uﬁ, illetve %(SUO)(2C’U0) =3CU;.

(Sz. K.)

26 dolgozat érkezett. Helyes Elek Péter, Fehér Szilveszter, Fekete Baldzs Attila,
Jakus Baldzs Istvdn, Marozsdk Tébids, Nagy Botond és Németh Rébert, Olosz Adél,
Sal Dévid és Szentivédnszki Soma megolddsa. Kicsit hidnyos (4-5 pont) 9, hidnyos
(1-3 pont) 6, hibds 1 dolgozat.

502 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/8



P. 4907. Mekkora V, térfogat esetén egye- p
zik meg az dbran ldthaté A és B korfolyamatot

végz0, dllando tomegi idedlis gdzzal mikodo két p2l-—-
héerdgép hatdsfoka? m @
(4 pont) Kozli: Cserti Jézsef, Budapest Prp----

|
Megoldéas. Az A korfolyamatban a héerd- i
2ép na hatasfoka a gaz édltal végzett }

%1 Ve Vs
Wy = (p2 —p1)(Va — V1)

hasznos munka és a gaz altal felvett hé hanyadosa. Héfelvétel egyrészt az allandé
V1 térfogaton végbemené izochor allapotvéltozaskor torténik, ennek nagységa

Q1 = g‘ﬁ(]ﬂz —D1)s

masrészt a ps nyomason végbemeno izobar taguldskor, amikor a felvett hé

_ft2
T2

Q? pQ(Vz - Vl)

(A fenti képletekben felhasznaltuk, hogy az f szabadsdgi foku gz bels6 energidja
E = (f/2)pV, és a héfelvétel Q = AE + pAV.) A korfolyamat hatdsfoka tehdt

na = Wa _ (p2 —p1)(Va — V1)
Q1+ Q2 %%(pz-m)-i—%m(vz - V1)

Hasonlé médon szamithatjuk ki a B korfolyamat hatdsfokat is. Itt a héfelvétel
a V, térfogaton végbemenoé izochor allapotvéltozaskor

Q3 = ng(pQ —p1),

illetve az izobar taguldskor felvett

Q=L 2w v

Osszege, a hasznos munka pedig
Wg = (p2 — p1)(Va — Va).
A hatédsfok ennek megfeleléen

= W  _ (p2 —p1)(Va = Vz)
@ +Qi Lvi(pa—p1) + L2 (V- Va)

Ha a két korfolyamat hatasfoka megegyezik, akkor nyilvan
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is fenndll. A hatéasfo

I v

kok fentebb kiszamitott kifejezéseit behelyettesitve:

f+2 po _f Ve f+2 po

2V,—-V 2 p—p 2Va-V, 2 p—p1’

ahonnan

Vi W
Vz_‘/l_‘/Q_Va:’

ViVi =WV, = V2 - WV,

vagyis V, = V1 Vo kivetkezik.
A keresett V, érték tehat a V7 és V5 térfogatértékek mértani kozepe.

Bukor Benedek (Révkomdrom, Selye Jdnos Gimn., 10. évf.)
dolgozata felhasznalasaval

Megjegyzés. Erdekes, hogy a kapott eredmény sem a nyomdsok nagysigatdl, sem
pedig a gdz mindségére jellemzé f-t6l nem fiigg.

48 dolgozat érkezett. Helyes 41 megoldds. Hidnyos (2-3 pont) 7 dolgozat.

m

1

a\
a'/

(4 pont)

P. 4908. Egy ¢ hosszusagu, elhanyagolhato tomegt rid
eqyik végére m tomegil, pontszerd testet rogzitink. Mdsik vé-
gét csuklos rogzitéssel latjuk el, mely koril foroghat a rend-
szer. A fiiggdleges, instabil helyzetébdl kimozdulo rid mekkora
« s20génél lesz a végén lévd test centripetalis gyorsuldsa egyenld
az érintd irdnyi gyorsuldsdval?

Nyomja vagy huzza ekkor a rid o testet? (A surldddstdl
tekintsiink el!)

Kozli: Hegediis Jozsef, Kaposvar

Megoldas. A feladat dbrdjan lathaté helyzetben a test sebessége az energia-

megmaradas

torvénye szerint v =

2
mgl(l — cosar) = mu-

2g¢(1 — cos a), gy a test centripetélis gyorsuldsa

op = 4 = 2¢(1 — cos ).

Az érintSirdny1 (tangencidlis) gyorsuldst a nehézségi erd érintdirdnyi kompo-
nense (mgsin«) ,hozza 1étre”, hiszen az elhanyagolhat6 tomegfi rid csak rudirdnyd

er6t tud kifejteni. A

tangencialis gyorsulds nagysiga ay = ¢ sin a.

A kétféle gyorsulas nagysaga akkor egyezik meg, ha fennall:

504

sina = 2(1 — cos ).
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Négyzetre emelés utan kapjuk, hogy

2

1—cos’a=4—8cosa+4cos?a,

vagyis az & = cos « ismeretlenre az
5z> —8z+3=0

méasodfoki egyenletet kapjuk. Ennek megoldésai: x; = 0, vagyis a; =0 (ez a fiig-
g6leges instabil egyensilyi helyzetnek felel meg, ahol a; = acp, = 0), a masik gyok
pedig
3 o
To = 5 azaz a9 =~ 53,13°.
Kezdetben a test nyilvan nyomja a rudat, a rid pedig ,,nyomja” felfelé a testet.
A késébbiekben ez az erd egyre csokken, és valamekkora ag szognél nulldva valik,
majd huzoerébe valt at. A hataresetet az jellemzi, hogy a centripetélis eré éppen
egyenld a nehézségi erd radiranytd komponensével, vagyis a centripetélis gyorsulas
megegyezik a nehézségi gyorsulds rudiranyu osszetevijével:

2

2
7= 2g(1 — cosag) = gcosagp, vagyis cosag = 30 @0 ~ 48,2°.
Ennél kisebb « szgeknél a rid (ferdén felfelé) nyomja a pontszerii testet, nagyobb
szogeknél pedig (ferdén lefelé) hizza azt. Mivel a kordbban kiszamitott szogekre
ag > o teljesiil, amikor a centripetdlis gyorsulds nagysidga megegyezik az érinto-
irdnyu gyorsulassal, a riud mar hizza a pontszerii testet.

Marké Gabor (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 9. évf.)
71 dolgozat érkezett. Helyes 43 megoldds hidnyos (1-3 pont) 24, hibds 4 dolgozat.

P. 4911. Mekkora a tehetetlenségi nyomatéka egy m tomegt, homogén témeg-
eloszldst, a, b, ¢ oldalhosszisdagi hdromszéglapnak a sikjdra merdéleges, sulypontjin
dthaladd tengelyre vonatkozdlag? (A feladat elemi dton is megoldhatd.)

(5 pont) Kozli: Fehér Szilveszter, Budapest, Obudai Gimnazium

Megoldas. Legyen a keresett tehetetlenségi
nyomaték O. Huzzuk be a kozépvonalakat a hé-
romszogben, amik igy 4 egybevago kis haromszogre
bontjak a nagy hdromszoget. A kis hdromszogek
a nagyhoz hasonléak, a hasonlésdg aranya 1 : 2.

A kis hiromszogek tomege %lm, linearis mé-
retiik fele a nagy haromszog méreteinek, igy a kis
haromszogek mindegyikének tehetetlenségi nyoma-
téka a sajat silypontukon atmend tengelyre vonat-

1
koztatva E@'

A kis haromszogek tomegkodzéppontja a nagy haromszog tomegkozéppontjatol

%sa, %sb és %sc tavolsagra van, ahol s, sp és s, a nagy haromszog silyvonalai.
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A Steiner-tételt alkalmazva adjuk Gssze a négy kis haromszognek a nagy ha-
romszog sulypontjara vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékat, igy megkapjuk
a nagy haromszog tehetetlenségi nyomatékat.

w0+ (50 ()« (o5 (3)) + (o ¥ () o
ahonnan

0= s +sb+s)

7

Egy haromszog a oldaldhoz tartozo silyvonalanak hossza a paralelogramma-
tételbdl addddan
5 202 +2c% —a?
St =—),
2
és hasonldan kaphaté meg a tobbi silyvonal hossza is. Ezt a fentebb kapott képletbe
helyettesitve a haromszoglap tehetetlenségi nyomatékara végiil a

@— (a +b2+c)

eredményt kapjuk.
Pdéta Baldzs (Gyor, Révai Miklés Gimn., 10. évt.)
Megjegyzés. Hasonl6 gondolatmenettel kaphaté meg tobb maés siklemez, illetve homo-
gén test tehetetlenségi nyomatéka is. Egy a és b oldaléli paralelogramma-lemezre példaul

0= im(a2 + b2). Ez az eredmény fiiggetlen a paralelogramma szogétdl, emiatt egy tég-
lalap alaki lemezre is érvényes.

(G. P.)

27 dolgozat érkezett. Helyes 22 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 2, hibas 1 dolgozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 372. Készitsiink egy hengeres miianyag (PET) palackbdl homokérat. A pa-
lack kupakjén alakitsunk ki egy (kb. 8-10 mm &tmérdjli) lyukat, és azon keresztiil
pergessiik ki a palackbdl a szaraz homokot. Mérjitkk meg, hogyan fiigg az idGegysé-
genként kidramlé homok mennyisége a palackbeli homokszint magassdgatol!

(6 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
G. 613. Korpélydn mozgé jarmi alland6, 72 km/h nagysdgi sebességgel

halad. Mennyi idénként keriil ugyanabba a pontba, ha gyorsuldsianak nagysiga
1,6 m/s??

(3 pont)
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G. 614. Egy D direkcios allandéja, elhanyagolhatd tomegii rugé végeihez azo-
nos, m tomegi korongokat erGsitettiink. A rugot és a korongokat a rugd nyujtat-
lan allapotaban egy légparnas asztalra helyezziik, és a rugd tengelyének irdnyaban
v sebességli mozgasba hozzuk. Egy adott pillanatban a hatul 1évé korongot hirte-
len megallitjuk, és fogva tartjuk.

a) Mennyi id6 mulva fordul vissza a mésik test?

b) Mekkora lesz a rugé legnagyobb megnytilédsa, és legfeljebb mekkora rugalmas
energiaval rendelkezik a rug6?

Adatok: D = 16 N/m, m = 0,25 kg, vg = 2 m/s.
(3 pont)

G. 615. 30°-0s hajlasszogi, elég hosszu lejton gyorsulva csuszik lefelé egy
vizzel félig telt tartaly. Mekkora szoget zar be a viz felszine a lejté sikjaval, ha
a surlédas elhanyagolhaté?

(3 pont)

G. 616. Egy vékony falt, elhanyagolhaté stlyt gimnasztikai labda sugara
30 cm, benne a levegé nyomaésa 1,1 -10° Pa, a kiils6 légnyomés 1,0 - 10° Pa. Mennyi-
vel csokken a labda térfogata, amikor egy 50 kg tomegli személy teljes sulyaval
ranehezedik, ha ekkor a labda egy 10 cm sugaru korben érintkezik a padloval?
A leveg6 hémérséklete allandé.

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4970. Egy jarmi{i A vérosb6l B-be megy. Utja els6 részén vy az atlagsebes-
sége, a hatralévon pedig vo. Masodik tszakaszanak hossza hanyszorosa az elséének,
ha a teljes ttra vonatkozé atlagsebessége a két részitra vonatkozé atlagsebességé-
nek

a) szamtani kozepe;
b)
)

c
d) 1: k ardnyu sulyozott szamtani kozepe?

mértani kozepe;

harmonikus kozepe;

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 4971. 30°-os hajlasszogii, elég hosszi lejtén gyorsulva csiszik lefelé egy
vizzel félig telt tartaly. Mekkora szoget zar be a viz felszine a lejté sikjaval, ha
a tartdly és a lejté kozotti surlédési egytitthaté 0,27

(4 pont) Példatdri feladat alapjdn

P. 4972. Egy ¢ hosszusagu, konnyt és nytjthatatlan fonal egyik végét felfiig-
gesztjiikk, a masikat pedig egy kicsiny gytriihoz kotjiik, amely sturlédasmentesen
csuszhat egy — a felfiiggesztési pont felett d < £ magassagban taldlhaté — vizszintes
rudon. Az ily médon elhelyezett fondlra kifeszitett dllapotban egy kicsiny csiga koz-
vetitésével m tomegi sulyt akasztunk a rid kozvetlen kozelében, majd a rendszert
magara hagyjuk.
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1 a) Mekkora lesz a test sebessége a palya
legals6 pontjaban?

b) Milyen gérbe mentén mozog a sily?
¢) Mekkora erd fesziti a fonalat a palya
legalsé pontjanal?
(5 pont) Kozli: Németh Rdobert,
Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

P. 4973. Baintner Géza (1892-1980) egyetemi eléadasan szerepelt az a kisér-
let, amikor harom gumikotél Y alakban van Osszekotve, és az Y szimmetrikus végeit
ellenkez0 fazisban rezegtetve, a keletkez6 két hullam kioltotta egymast, a harmadik
ag nyugton maradt. Kérdés: Hovd lett a két hullam energidja?

(4 pont) Marz Gyorgy (1927-2002) feladata

P. 4974. Targoncdhoz erésitett, hészigetel6 hengerben M = 20 kg tomegi,
konnyen mozgo, hészigetel6 dugattyu Vi = 50 liter térfogatu, Ty = 300 K hémér-
sékletii, po = 10° Pa nyomast levegérészeket védlaszt el. A targonca v =10 m/s
sebességgel halad egy fal felé, amellyel tokéletesen rugalmatlanul {itkozik. Legfel-
jebb mekkora homérsékletet ér el a fal feldli részben 1év6 levegd a folyamat soran?

po Vo Tolpo Vo To
Vs

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

P. 4975. Egy foldi laboratoriumi kisérlet soran az m tomegi, @ toltésiu ki-
csiny testet vakuumban, B indukcidji, vizszintes irdanyt, homogén mégneses térben
engedjiik el. (Feltehetjiik, hogy mg < QBc, ahol ¢ a fénysebesség.) A test mozgdsat
addig vizsgaljuk, mig eléri legmélyebb helyzetét.

a) Mekkora lesz a test legnagyobb sebessége?

b) Milyen mélyre siillyed?

¢) Mekkora atlagsebességgel mozog vizszintes irdnyban?

d) Mekkora a test gyorsuldsa palydjanak legmélyebb pontjdn?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 4976. Harom kicsiny golyot egy egyenes mentén helyeztiink el gy, hogy
kezdetben nem mozognak, és a szomszédos golyok tdvolsdga d. A golydk tomege és
toltése rendre m, 2m, 5m, illetve q, ¢, 2q.

a) Mekkora lesz a golydk tdvolsdga és sebessége az induldst kovetd nagyon
rovid tg id6 mulva?
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b) Mekkora lesz a golydk sebessége elegendGen hosszi idé milva?
(Az elektrosztatikus er6kén kiviil minden mds eréhatds elhanyagolhato.)

(5 pont) A Kvant nyomdn

P. 4977. Az dbrdn lathaté kapcsoldsban a kap- C, Co
cs0l6 zdrdsa elétt a kondenzdtorok toltetlenek. Egy [ [
adott pillanatban zarjuk a kapcsoldt. (Az dramfor- I I
ras belso ellenalldsatdl, a vezetékek és az ellendllasok
kapacitasatél, tovabba a korben 1év6 elemek induk- Ry R

tivitdsatol tekintsiink el.) — — |

Abrézoljuk vdzlatosan a kondenzatorok fesziilt-

ségét az id6 fiiggvényében! Uo

Adatok: Cy = 150 uF, Cy =50 uF, Ry — 40 kO, I}

Ry =10 kQ, Uy = 100 V. K

(5 pont) Nagy Ldszlé (1931-1987) feladata

P. 4978. Az ionrakéta hajtomiivében pozitiv toltésli nehézionokat gyorsitanak
fel, ezek dramlanak ki a fuvékan keresztiil, ettol gyorsul fel a rakéta. Ugyanekkor
elektrongyorsitot is beszerelnek az ionrakétaba, erre miért van sziikség?

(3 pont) Némedi Istvan (1932-1998) feladata

P. 4979. A sulytalansag allapotaban egy R sugaru, « feliileti fesziiltségi hi-
ganycsepp lebeg. Ha a cseppet gyenge, Ey térerGsségli, homogén elektromos térbe
helyezziik, a csepp a térerGsség iranyaban kissé megnyulik, alakja forgasi ellipszo-
iddal kozelithetd. Adjunk becslést, mekkora lesz a megnyult higanycsepp hossza.

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Bekiildési hatarid6é: 2017. december 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 476): K. 559. How many
at most six-digit numbers are there in which each of the digits 1, 2, 3, 4, 5 occurs exactly
once? K. 560. There were 30 candidates taking an exam. The average score of those who
failed was 60, and the average score of those who passed was 84. The average score of all
candidates was 80. How many of them passed the exam? K. 561. A novel was published in
three volumes. The page numbering started with 1 in the first volume, and in the second
and third volumes it continued where the previous volume ended. The second volume was
50 pages thicker than the first one, and the third volume was 1.5 times as thick as the
second volume. The sum of the first page numbers in the three volumes was 893. How
many pages long is the entire novel? How many digits were used altogether in numbering
the pages? K. 562. Alice went shopping. She only had 10-forint coins (HUF, Hungarian
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currency) and 1000-forint notes on her, at least one of each. When she had spent half
her money, she noticed that she only had 10-forint coins and 1000-forint notes again. She
had as many 10-forint coins as the number of 1000-forint notes she had set out with, and
she had half as many 1000-forint notes as the initial number of her 10-forint coins. Given
that she had spent the least amount of money that meets the given conditions, how many
forints had she spent? K. 563. A disc of radius 3 ¢cm has been cut out of each corner of
a square plate of side 18 cm as shown in the figure. The small pieces falling off at the
corners were thrown away. What is the area of the remaining part of the plate? K. 564.
A spider wears 8 identical socks and 8 identical shoes on its feet. (There needs to be
a sock and a shoe on every foot.) In how many different orders may the spider put on
his socks and shoes in the morning, provided that for any given foot, the sock needs to
be put on before the shoe, but not necessarily directly before that. (Two orders are only
distinguished by the order of the feet.)

New exercises for practice — competition C (see page 477): Exercises up to
grade 10: C. 1441. A coffee shop serves coffee specials made from various ingredients.
For any item selected from the menu there exist exactly three others that each have some
ingredient in common with the selected item. If two menu items have no ingredient in
common then there exists a third one that has an ingredient in common with each of
the two. What is the maximum possible number of items on the menu of cofee specials?
C. 1442. The sides a, b and c of a triangle satisfy 1 = % + i + aLC. Prove that - R = %,
where 7 is the inradius and R is the circumradius. (Proposed by Zs. M. Tatdr, Fels6god)
Exercises for everyone: C. 1443. In how many different ways is it possible to represent
20172 as a sum of consecutive positive odd numbers? (Based on the idea of L. Hommer,
Kemence) C. 1444. Solve the following inequality: z* — 42® + 8z% — 8z < 96. C. 1445.
The movie “The Englishman Who Went up a Hill but Came down a Mountain” is set in
a Welsh village where the neighbouring mountain was designated as a hill by cartographers
measuring its height. The villagers were too proud of their mountain to accept this.
So they decided to raise its height from 984 feet to 1004 feet. They would carry earth
onto the the hilltop shaped like a hemisphere of radius 82 feet, to build a truncated
cone with its side tangent to the hemisphere and forming a 45° angle with the horizontal
(see the figure). Thus the height will exceed 1000 feet and the hill would qualify to be
called a mountain. How many cubic feet of earth need to be carried onto the hilltop?
Exercises upwards of grade 11: C. 1446. Q) is a point inside the parallelogram ABC D
such that ZAQB + ZCQD = 180°. Prove that ZQBA = ZQDA and ZQAD = ZQCD.
C. 1447. The Hungarian term for probability theory is “valdsziniiség-szamitas”. What is
the probability that by selecting and writing down two random characters from each of
the words VALOSZfoISEG, and SZAMfTAS, the same two-letter string is obtained in
both cases?

Problem C. 1437. was incorrectly stated in our October issue. Solutions for the
corrected problem will be accepted together with those in the November issue.
C. 1437. Each of nine distinct lines divides the area of a square in a ratio 2 : 3 such

that no line cuts off a triangle from the square. Prove that three out of the nine lines are
concurrent.

New exercises — competition B (see page 478): B. 4903. Determine all positive
integers a, b, ¢, d such that abed — 1 | a + b+ ¢+ d. (4 points) (Proposed by J. Szoldatics,
Budapest) B. 4904. A plane figure S has exactly two axes of symmetry. Show that S has
central symmetry, too. (& points) B. 4905. Let a1 > a2 > as >+ -+ > azn—1 = a2n = 0, and
21221 a; = 1. Prove that aias + 3asas + 5asag + - -+ + (2n — 1)agn—1a2, < %‘ When will
the equality hold? (4 points) B. 4906. The midpoints of sides BC and C'D of a convex
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quadrilateral ABCD are E and F, respectively. The line segments AFE, EF and AF divide
the quadrilateral into four triangles whose areas are four consecutive integers. What is the
maximum possible area of triangle ABD? (5 points) (Proposed by S. Rdéka, Nyiregyhéza)
B. 4907. 1 x 1 squares are placed on a rectangle of dimensions a x b, with sides parallel
to the sides of the rectangle. Prove that the maximum number of such squares without
overlaps is [a] - [b] (where [z] stands for the greatest integer not greater than the number z).
(& points) B. 4908. Let C' denote an arbitrary point on the circumference of a circle of
diameter AB. Let T be the perpendicular projection of point C onto the line segment AB.
Draw the circle of centre C' that passes through T'. Let the intersections of the two circles
be P and Q. Prove that line PQ bisects the line segment CT. (4 points) (Kvant) B. 4909.
Find all functions f: R — R such that the equation z - f(y) —y - f(z) = f(%) holds for
all x # 0 and y. (6 points) (Kvant) B. 4910. Let P, Q, R and S denote points on the
lines of the sides of a square ABCD such that AP = BQ = CR = DS, as shown in the
figure. Starting from an arbitrary interior point X of side AB, let the line PX intersect
line BC at Y, let QY intersect line CD at Z, let RZ intersect line DA at V', and finally
let SV intersect line AB at X'. Prove that if X’ and X coincide then XY ZV is a square.
(5 points) B. 4911. We have placed chessmen on a 8 x 8 chessboard. There is an odd
number of chessmen standing in every row, and in every column. Prove that the total
number of chessmen on the black fields of the chessboard is even. (5 points)

New problems — competition A (see page 480): A. 707. 100 betydrs stand on
the Hortobdgy plains. Every betyéar’s field of vision is a 100 degree angle. After each of
them announces the number of other betyérs they see, we compute the sum of these
100 numbers. What is the largest value this sum can attain? A. 708. Let S be a finite
set of rational numbers. For each positive integer k, let by = 0 if we can select k (not
necessarily distinct) numbers in S whose sum is 0, and by = 1 otherwise. Prove that the
binary number 0.b1b2bs . .. is a rational number. Would this statement remain true if we
allowed S to be infinite? A. 709. Let @ > 0 be a real number. Find the minimal constant C,
for which the inequality Ca D7 _; ﬁ >3 % holds for any positive integer n

and any sequence 0 = xg < 1 < - -+ < x, of real numbers.

Problems in Physics
(see page 506)

M. 372. Make a sandglass from a cylinder-shaped plastic (PET) water bottle. Make
a small hole (of diameter approximately 8-10 mm) on the bottle cap through which the
dry sand can flow out. Measure how the amount of the out-flowing sand in a unit of time
depends on the height of the sand in the bottle.

G. 613. A vehicle undergoes circular motion at a constant speed of 72 km/h. How
much time elapses until it gets back to the same point if its acceleration is 1.6 m/s*?
G. 614. Disks of equal mass of m were attached to the ends of a negligible-mass spring
of spring constant D. The disks and the spring in unstretched position are placed to an
air-cushioned table, and they are given a velocity of vg in the direction of the axis of
the spring. At a certain instant the disk at the back is suddenly stopped and held at
rest. a) How much time elapses until the other disk turns back? b) What is the greatest
extension of the spring and at most how much potential energy is stored in the spring?
Data: D =16 N/m, m = 0.25 kg, vo =2 m/s. G. 615. A container, filled with water
halfway, is sliding down (with some acceleration) along a long enough slope of angle of
elevation of 30°. What is the angle between the surface of the water and the plane of
the slope, if friction is negligible? G. 616. The radius of a thin-walled, negligible-mass
gymnastic ball is 30 cm, the pressure of the enclosed air is 1.1 - 10° Pa, and the ambient
air pressure is 1.0 - 10° Pa. How much does the volume of the ball decrease when a 50 kg
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person sits upon it with her total weight, if in this case the ball touches the ground along
a circle of radius 10 cm? The temperature of the air is constant.

P. 4970. A vehicle travels from city A to city B. During the first part of the journey
its average speed is v1 whilst in the rest of the journey it is vo. By what factor is the
length of the second part of the journey longer than that of the first part if the average
speed calculated for the whole journey is a) the arithmetic mean; b) the geometric mean;
¢) the harmonic mean; d) the weighted arithmetic mean of ratio 1:k of the average
speeds calculated for the two parts of the journey? P. 4971. A container, filled with
water halfway, is sliding down with some acceleration along a long enough slope of angle
of elevation of 30°. What is the angle between the plane of the slope and the surface of
the water if the coefficient of kinetic friction between the container and the slope is 0.27
P. 4972. One end of a piece of unstretchable, light thread of length ¢ is suspended, whilst
the other end is attached to a small ring which can slide without friction along a horizontal
rod — at a height of d < ¢ above the point of suspension. The thread is held tight, and
next to the rod a small object of mass m is placed by means of a pulley onto the thread,
and then the system is released. a) What will the speed of the object be at the lowermost
point of its path? b) Along what kind of curve does the object move? ¢) What is the
extension in the thread at the lowermost point of the path? P. 4973. During a lecture
given by Baintner, Géza (1892-1980) there was an experiment shown, that when three
rubber strings are tied in a Y shape, and the two strings at the two symmetrical ends
of the Y are vibrated totally out of phase, then the two waves cancel each other, and
the third piece of the Y stayed at rest. Question: What happens to the energy of the two
waves? P. 4974. A thermally insulated cylinder is attached to a trolley. In the cylinder
an easily moveable, and thermally insulated piston of mass M = 20 kg separates two
chambers of volume V) = 50 L, both containing air at a temperature of 7o = 300 K, and
at a pressure of pg = 10° Pa. The trolley moves towards a wall with speed v = 10 m/s,
with which it collides totally inelastically. At most what may the temperature of the air
be in that chamber which is closer to the wall? P. 4975. During an experiment carried
out in a laboratory on the Earth, a small object of mass m and of charge @ is released
in uniform horizontal magnetic field of induction B. (It can be assumed that mg < QBc
where c is the speed of light.) The motion of the object is observed until it reaches its
lowermost position. a) What is the greatest speed of the object? b) To what depth does
it sink? ¢) What is its average speed along the horizontal direction? d) What is the
acceleration of the object at the lowermost point of its path? P. 4976. Three small balls
are placed along a straight line, such that initially they do not move, and the distance
between two neighbouring balls is d. The masses and the charges of the balls are m, 2m,
5m and ¢, g, 2q, respectively. a) What is the distance between the balls, and what is their
velocity when a very short time of to elapses after the balls start to move? b) What is
the speed of the balls after a long enough time? (Apart from the electrostatic forces any
other forces can be neglected.) P. 4977. The capacitors in the circuit shown in the figure
are uncharged, before turning the switch on. At a certain moment the switch is closed.
(Neglect the internal resistance of the voltage supply, the capacitance of the wires and
the resistors, and the inductance of any of the elements in the circuit.) Sketch a graph of
the voltage across the capacitors as a function of time. Data: C1 = 150 pF, Cy = 50 uF,
R1 =40 kQ, Ry =10 kQ, Uy = 100 V. P. 4978. In the engine of an ion propulsion rocket
positive heavy ions are accelerated, such that these ions flow through the nozzle, and this
accelerates the rocket. There is an electron accelerator on the rocket as well, why is it
necessary? P. 4979. A drop of mercury of radius R and of surface tension « is floating in
weightlessness. If the drop is placed into weak, uniform electric field of magnitude Ep, then
the drop will extend in the direction of the electric field, its shape is nearly a rotational
ellipsoid. Estimate the length of the extended mercury drop.
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