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\( ) | Az 58. Nemzetkozi Matematikai Didakolimpia
ey | feladatainak megoldasa
IM0 2017

RIO DE JANEIRO - BRAZIL

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljiikk a nyari matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és ezuton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztOség
Els6 nap*

1. Minden ag > 1 egész szamra definidaljuk az ag,aq,as, ... sorozatot a kovet-
kezéképpen. Minden n > 0-ra legyen

iy = {\/an, ha \/a,, egész szdm,
"7 \an+3  kilonben.

Hatdarozzuk meg az dsszes olyan ag értéket, amihez van olyan A szam, amire a,, = A
teljestil végtelen sok n-re.

Gaspar Attila megoldéasa.
1. allitas: Ha ap =0 (mod 3), akkor a sorozat tartalmazza a 3-at.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukciéval. Ha ag = 3, akkor az allités trivialis.
Ha ag = 6, akkor a; =9, és as = 3, ezért az allitas igaz. A tovabbiakban feltételez-
hetjiik, hogy ag > 9.

Lathatd, hogy az ag,ag+ 3,ag + 6, . .. szdmtani sorozatban van az els6 négyzet-
szam a sorozatbdl. A sorozat Osszes eleme 3-mal oszthatd, ezért ez a négyzetszam
%= (3k:)2 alakt. Végtelen sok 3-mal oszthato négyzetszam van, ezért a sorozat tar-
talmaz négyzetszdmot. A (3(k — 1))2 = (2 — 3)? nem szerepel a sorozatban, ezért
ap > (x—3)* =22 —62+9 = x(x—6)+9 > x+9 > . Az 22 szerepel a sorozatban,
ezért az x is szerepel. © < ag, ezért az indukcids feltevés miatt az allitas igaz.

Léthat6, hogy ha ag = 3, akkor a1 =6, as =9 és az = 3. Ha 3| ap, akkor
az 1. allitds miatt a 3 végtelen sokszor szerepel a sorozatban.

2. allitas: Ha ag = 1 (mod 3), akkor a sorozat tartalmaz 3k + 2 alakd szdmot.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukciéval. Ha ag = 1, akkor a; = 4, és ay = 2.
Ebbdl lathatd, hogy az allitds ag = 4 esetén is igaz. A tovabbiakban feltételezhetjiik,
hogy ag > 7.

Lathato, hogy az ag,ap + 3, a0 + 6, . . . szamtani sorozatban van az els6 négyzet-
szam a sorozatbdl. Ilyen biztosan van, mert végtelen sok 3k + 1 alakil négyzetszam
van. Legyen ez a négyzetszam x2. Az x2 szerepel a sorozatban, ezért az x is szerepel.

*A mésodik nap feladatainak megolddsit a novemberi szamban kozoljiik.
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Ha x = 3k + 2 alaku, akkor az allités igaz.

Ha x = 3k + 1 alaki, akkor a (3k — 1)° = (z — 2)® nem szerepel a sorozatban,
ezért ag > (£ —2)° =22 — 4z +4 = z(x —4) +4 > £ +4 > . Az indukcits feltevés
miatt az allitas igaz.

3. Allitas: Ha ap = 2 (mod 3), akkor a sorozat szigorian monoton novekvd.

Egy négyzetszam nem lehet 3k 4 2 alakd. fgy az ag, ag + 3,ap + 6, ... sorozat
nem tartalmaz négyzetszamot. Ekkor a; = a9+ 3, asc =ag+6, ..., ap, = ag + 3n.
Ezzel az allitast igazoltuk.

Lathatd, hogy ha ag nem oszthaté 3-mal, akkor a 2. és 3. allitas miatt a sorozat
egy 1d6 utan szigorian monoton névekvé. Igy nincs olyan A, amit végtelen sokszor
tartalmaz.

Tehat pontosan akkor van olyan A, amit végtelen sokszor tartalmaz a sorozat,
ha 3 | ag.

2. Legyen R a wvalds szdmok halmaza. Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan f:
R — R fiigguényt, amire minden valds x, y szdm esetén teljestil

F(f@)f@) + fl@+y) = fzy)
Matolcsi David megolddsa. Ha f(0) = 0, akkor y = 0-ndl ezt kapjuk:
F(f@)f(0) + flz+0) = f(0- ).

Ebben az esetben f(z) =0 minden z-re. Ez valéban megoldésa a fiiggvényegyen-
letnek.
Most nézziik azt az esetet, amikor f(0) # 0. Ha z = 0 és y = 0, akkor

F(F0)%) + £(0) = £(0),  £(f(0)*) =0.

Tegyiik fel, hogy f(¢) =0ésc#1. Hay=1+ ﬁ, akkor (z —1)(y — 1) =1,
azaz @ +y = xy, ezért f(z +y) = f(ay), fgy f(f(2)f(y)) = 0.

Legyen z =césy =1+ C_Ll Ekkor f(f(c)f(l + cil)) = 0. Mivel f(c) =0,
f(0) =0, ez viszont ellentmond az elején kikotott feltételnek.

Azt kaptuk, hogy f(c) = 0 esetén ¢ = 1, {gy f(O)2 =1, ezért f(1) = f(f(O)z) =
=0, tovabbd f(0) =1 vagy f(0) = —1.

Vildgos, hogy f(x) akkor és csak akkor megolddsa a fiiggvényegyenletnek, ha
—f(z) is megolddsa (mindkét oldal el6jele megfordul). Ezért az dltaldnossag sérelme
nélkiil feltehetjiik, hogy f(0) = —1.

Helyettesitsiink most az egyenletbe y = 1-et:

FF@) W) + fla+1) = f(
fO) + flz+1) = f(z),

(

)

fla+1)=f
Ebbél kovetkezik, hogy n egészekre f(x +n) = f(z
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Megmutatjuk, hogy f(z) injektiv. Tegyiik fel, hogy nem az, vagyis 1étezik olyan
A # B, hogy f(A) = f(B). Legyen n egy A-nél nagyobb egész, és legyen A—n =a
és B —n = b, ahol tudjuk, hogy a negativ.

Ha f(A) = f(B), akkor f(a) = f(b). Az 2% —bx+a—1 = 0 masodfoki egyenlet
diszkriminansa b? — 4(a — 1), ami pozitiv (mivel a — 1 negativ), ezért az egyenletnek
két gyoke van, r és s. A Viéte-formuldkbdl tudjuk, hogy r+s=>bésrs=a —1;
fgy @ =1 és y = s vélasztdssal f(f(r)f(s)) + f(b) = fla—1) = f(a) — 1.

Az egyenletbél kivonhaté f(a) = f(b): f(f(r)f(s)) = =1, f(f(r)f(s)+1) =0,
amibdl f(r)f(s)+1=1, azaz f(r)f(s) =0. Feltehets, hogy s=1, ekkor a =
=1-r4+1é b=r—+1, tehat a = b, ezzel ellentmondasra jutottunk; a fiiggvény
valéban injektiv.

Legyen y = 1 — . Ekkor f(f(z)f(1—2)) + f(1) = f(z(1 — 2)),
F(f@f(1 =) = f(z = 2%).

Az injektivitds miatt f(z)f(1 — ) =z — 22.
Legyen most y = —z. Ekkor f(f(z)f(—x)) + f(0) = f(— 2?),

F(f@)f(=2)) = 1= f(-2?),

F(f@)f(=2)) = fF(1-2?).
Az injektivitds miatt f(x)f(—z) =1 — 2%, ezért f(2)f(1 —z) — f(2)f(—2) =
=z —2%— (1 — xz) =z — 1. Masrészt

F@)f(1—2) = f@)f(-2) = f(2) (fQ = 2) = f(-2)) = f(2).

Igy f(x) =2 —1 minden z-re. Ez valéban j6 megoldéds: (z —1)(y —1) — 1+ = +
+y—1=zy—1.

Ez volt a megoldds, amikor f(0) = —1, és ennek az ellentettje, f(z) =1—=x
a megoldés, amikor f(0) = —1.

Tehat a fiiggvényegyenletnek hdrom megolddsa van: f(z) =0, f(z) =z —1 és
flz)y=1-=z.

3. Egy vaddsz és eqy ldthatatlan nyul egy jatékot jatszik az euklideszi sikon.
A nyil Ag kiinduldépontja és a vaddsz By kiinduldpontja egybeesnek. A jaték (n—1)-
edik menete utdn a nyul az A,_1 pontban, a vaddsz a By_1 pontban van. A jaték
n-edik menetében a kévetkezd hdrom dolog torténik, ebben a sorrendben:

(1) A nyil ldthatatlan mdédon egy olyan A, pontba megy, amire A,_1 és Ay
tavolsdga pontosan 1.

(i1) Egy nyomkdvetd eszkiz megad egy P, pontot a vaddsznak. Az eszkéz dltal
a vadadsznak nyugtott informdcid minddssze annyi, hogy P, és A, tdvolsdga
legfeljebb 1.

(14i) A wvaddsz ldthaté mddon egy olyan B, pontba megy, amire B,_1 és By,
tavolsdga pontosan 1.
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Igaz-e, bdrhogyan mozogjon is a nyil, és barmilyen pontokat jelezzen is a nyom-
kovetd eszkiz, hogy a vaddsz mindig meg tudja gy vdlasztani a mozgdsdt, hogy 10°
menet utdn a tavolsdg kozte és a nyul kozott legfeljebb 100 legyen?

Kovacs Benedek megoldasa. A feladat allitdsa nem igaz: beldtjuk, hogy
a vadasz akarmilyen stratégidja esetén a nyomkévetd jelezheti Py, P, ..., Pige
pontok olyan sorozatat, hogy a nytlnak létezzen olyan, a szabalyok szerinti
ApgA1As ... Aige lehetséges mozgassorozata, amire BigesAige > 100. Vagyis ha
a nyul maga jelolheti ki a nyomkovetd jelzéseit a szdmara legkedvezobb mddon,
akkor a vadész nem tudja garantalni, hogy 100-on beliil keriiljon a nyulhoz.

Legyen d; = A;B;. A nyl célja az, hogy dige > 100 legyen. Nyilvan az is elég
szédméra, ha valamilyen i < 10%-re d; > 100, hiszen ha ekkor a nytl a tovabbi 1épé-
sekben mar mindig a vadasszal ellentétes iranyban 1ép, akkor 1épésével a vadésztol
valé tavolsagat 1-gyel noveli, a vadasz pedig a sajat 1épésében legfeljebb 1-gyel csok-
kentheti, vagyis egy fordulén beliil a tavolsdg nem csokken, igy a 10%-edik forduld
utan is 100-nal nagyobb lesz.

Lemma. Ha az i. forduléban d; < 100, a vaddsz nem tudja garantdlni, hogy
d? 000 < dF + % legyen.

Bizonyités. A nyul tehat 200 forduld alatt szeretné a vadasztdl vett tédvolsa-
ganak négyzetét %—nél t6bbel megnovelni. A vadasznak az i-edik fordulé kezdetekor
a nyul mozgdsardl rendelkezésére all6 informéciét a Py, Ps, ..., P;_1 pontok jelen-
tik. Ezen pontok alapjan a nytlnak akar tobb lehetséges helye is lehet, de most
tegyiik fel még azt is, hogy a nyul konkrétan elarulja a helyzetét, az A; pontot.

A korabbi informaciok igy feleslegessé valnak.

Jeloljik f-lel az A;B; egyenest
(A; = B; esetén tetszlleges egyenest
A;-n keresztiil). Mérjiik fel az dbra sze-
rint az [ egyenesre az A; pontbdl, B;-vel
ellentétes iranyban /39999 egységet, igy
kapva a Z pontot. A Z pontban merole-
gest allitva f-re, ezen a merdlegesen ve-
gyiik fel a C és Cy pontokat Z-t6l 1 t4-
volsagra. Ekkor a Pitagorasz-tétel miatt
A;C1 = A;Co = /39999 + 1 = 200 lesz.

A nyidl szdmara a kovetkezé 200 for-
duléban az lesz a stratégia, hogy egye-
nesen elmegy a Cy célpontba (ezt meg-
teheti, hiszen A;Cy = 200). Mivel a tel-
jes A;C1 szakasz 1 tavolsadgon beliil van
az ¢ egyenestodl, a nyul minden fordulé-
ban kijelolheti helyzetének az f-re vett merdleges vetiiletét, mint a nyomkovetd
altal adando jelzést.

Természetesen ugyanezeket a jelzéseket megadhatnd a nyul akkor is, ha nem
a Cq, hanem a (5 pontba menne el hasonlé médon, hiszen a két itvonal ¢-re nézve

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/7 389



szimmetrikus. A vadasz igy a 200 fordulé alatt kapott jelzésekbél nem fogja tudni,
hogy a C; vagy a Cs pont felé tart-e a nyidl. Nézziik azt a B;1200 pontot, ahova
a vaddsz ezalatt eljutott. Ez a pont biztosan a B; kézéppontd, 200 sugard korén
beliil van, legyen ennek az ¢-lel valé (a nytl irdnydba esé) metszéspontja M.

Osszuk fel ezt a kort két részre az ¢ egyenes (C1C felezémerdlegese) men-
tén. Az egyik (az dbra szerint felsd) részben 1évé pontok a C célponthoz, a mésik
(als6) részben 16v6k Co-hoz vannak kozelebb. A felsé rész dsszes pontjara igaz, hogy
legaldbb olyan tédvol vannak Cy-t6l, mint M, mert mind vizszintesen, mind fiiggo-
legesen legaldbb olyan tdvol vannak téle (ha az dbra szerint, vagyis az £ egyenessel
parhuzamosnak vessziik a vizszintes irdnyt). Ugyanigy az als6 rész sszes pontja
legalabb olyan tavol van C1-t6l, mint M.

Igy a két lehetséges célpont koziil a tdvolabbi mindenképpen legaldbb olyan
messze lesz a vadasztol, mint az M C7; = M Cy tavolsag. Szamitsuk ki ezt a tavolsa-
got. BiA; = d;, fgy A;M =200 —d;. Igy MZ = A; Z — A;M = /39999 — 200 + d;,
és a Pitagorasz-tétel alapjan

MCy=/MZ2 +C, 72 = \/(\/39999 —200+d;)” + 1.

Azt kell beldtnunk, hogy ez a tdvolsdg nagyobb, mint y/d? + %:

V (V39999 — 200 + d;)* +1 > m

1
(/39999 — 200+ i) +1 > d? + 3,

1
d7 +2(v/39999 — 200)d; + 80000 — 400v/39999 > d7 + 3
1
2(v/39999 — 200)d; — 400v/39 999 + 80000 > ,

9(v/39999 — 200)d; + 400(200 — v/30999) > *,

2
1
(400 — 2d;) (200 — v/39.999) > 7.

1
(200 — d;) (200 — v/39999) > T

Mivel d; < 100, azaz 200 — d; > 100, elég belatni, hogy
1
200 — v/ el
00 39999 > 100’

80000 — 400v39999 > 1,
79999 > 400v'39 999.
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Négyzetre emelve:
799992 > 39999 - 4002.

Ez pedig igaz, mert

79999% — 1 = 80000 - 79998 = 16 0000 - 39 999 = 39999 - 4002.

Ekvivalens 1épésekkel dolgoztunk, igy a vadasz szamara rosszabbik tévolsag
legalabb MCy > \/d? + %, igy a lemmat belattuk.

A lemmabdl mar kovetkezik a bizonyitandé allitds: a jaték elején d3 = 0, és
a lemma szerint (teljes indukciéval) a vaddsz szdméra legrosszabb esetben d3,,, >
> %n, amig a tavolsdg el nem éri a 100-at. Ez az elérés pedig legkésébb n =
= 2-1002 = 20 000-re bekovetkezik, azaz 200 - 20000 = 4 - 108 fordulén beliil. Vagyis
diwa > 10000, azaz dy.1g0 > 100. A nytl ezzel elérte a céljat, hiszen 4 - 10° < 10°.

Diofantoszi szamhalmazok*

Bevezetés

A szdmelmélet bovelkedik a hosszi id6n at vagy akdr a mai napig megoldatlan
problémakban, ilyenek példaul a Goldbach-sejtés, az ikerprimsejtés vagy a mar iga-
zolast nyert Fermat-sejtés. Ezek kozos jellemzbje, hogy az altalanos iskolai tananyag
ismeretében lényegében megérthetoek, nincs sziitkség hozzajuk fels6bb matematikai
tudasra, a bizonyitasuk mégis évszazadok 6ta varat vagy varatott magara.

A diofantoszi szamotosokrél szold, kevésbé kozismert sejtésrél mindez ugyanigy
elmondhatd, raadédsul a bizonyitasat a kozelmultban jelentették be. Ennek apro-
pdjan a kovetkezdkben ezt a problémat jarjuk koriil, bemutatva a kérdéskorhoz
kapcsolddo, kiterjedt kutatasok aktudlis allasat és szamos nyitott kérdését.

El6szor Diophantosz 6kori goréog matematikus adott meg négy olyan pozitiv
raciondlis szadmot, melyek koziil barmelyik ketté szorzatdhoz 1-et hozzdadva egy
raciondlis szam négyzetét kapjuk. Pierre de Fermat volt az, akinek sikeriilt négy
ugyanilyen tulajdonsagu egész szdmot taldlnia, méghozzd az {1,3,8,120} szdm-
négyest. Ezek valéban megfelel6ek, ugyanis

1-34+1=2% 1-841=23% 1-120+1 =112,
3-8+41=52 3-1204+1 =192, 812041 = 312,

*Az irds az OTKA 115479 palyazat tamogatdsdval késziilt.
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777480

Leonhard Euler egy raciondlis szam, a hozzéavételével el tudta érni, hogy

8288641
tovabbra is fennélljon az elvart tulajdonsag, hiszen
777480 . (3011 777480 . (3259
8288641 - \2879) " 8288641 S \2879)
777480 (3809 2 190, 777480 (10079 °
8288 641 S \2879 ) 8288 641 S\ 2879 /)

viszont senkinek nem sikeriilt ilyen pozitiv egész szamot taldlnia. Alan Baker és
Harold Davenport 1969-ben bizonyitottak be, hogy a Fermat-féle szamnégyes pozi-
tiv egész szdmmal nem bdvithetd megfeleld szdmotossé, s6t az {1, 3,8} szdmhédrmas
a 120-on kiviil nem egészithetd ki més pozitiv egész szammal ilyen szdmnégyessé.

Diofantoszi szamhalmazok létezése

A pozitiv egész szdmok halmazanak egy legalabb kételemii A részhalmazat
diofantoszi szamhalmaznak nevezzik, ha barmely a,b € A, a # b esetén ab+ 1 négy-
zetszam. Ha egy diofantoszi szamhalmaz n elemii véges halmaz, akkor diofantoszi
szam-n-esnek, n = 2 esetén diofantoszi szampdrnak is hivjuk. Egyszeriu észrevétel,
mégis érdemes megfogalmazni, hogy egy diofantoszi szamhalmaz minden legalabb
kételemi részhalmaza szintén diofantoszi szamhalmaz.

A definici6 és az ahhoz fiz6tt megjegyzés ismeretében az egyik legtermészete-
sebb kérdés az, hogy milyen elemszami diofantoszi szamhalmazok 1éteznek, kiilonos
tekintettel arra, hogy mi a legnagyobb lehetséges elemszam.

Végtelen diofantoszi szamhalmazok. Kezdjitkk azzal a kérdéssel, hogy
létezik-e végtelen diofantoszi szamhalmaz, mivel ennek megvélaszolasa soran be
tudjuk mutatni a problémakor vizsgalatdanak egyik kulcsfontossdgu otletét.

Ha egy legalabb négyelemi diofantoszi szdmhalmaznak harom kiilonb6zo6 eleme
a, b, ¢, akkor tetszoleges tovabbi x eleme esetén ax + 1, br + 1, cx + 1 négyzetszamok,
ezért szorzatuk is négyzetszam, azaz valamilyen y pozitiv egész szammal

(az 4+ 1)(bx + 1)(cx + 1) = y>.

Ez egy elliptikus egyenlet, fgy nevezziik ugyanis az f(x) = y? alaki diofantoszi
egyenleteket, ahol f(z) egy harmadfokd polinom.

Louis J. Mordell 1922-ben bebizonyitotta, hogy ha ennek a polinomnak a gyo-
kei egyszeresek, akkor az elliptikus egyenletnek csak véges sok megoldasa lehet.
Alan Baker 1968-ban ennél egy még ersebb allitdst igazolt, a gyokokre vonatkozd
feltétel megtartisa mellett megadott az elliptikus egyenlet megoldasainak abszolit
értékére egy felsé korlatot. Meg kell jegyezniink, hogy ezek igen komoly mate-
matikai eredmények, Baker ezt megalapozé munkajaért, valamint annak kiilonb6z6
diofantoszi egyenletekre torténd alkalmazédsaiért elnyerte az egyik legrangosabb ma-
tematikai dijat, a Fields-medalt.

Visszatérve a mi kérdésiinkre, akar Mordell, akar Baker tételébdl kovetkezik,
hogy csak véges sok lehetséges = 1étezik, tehat minden diofantoszi szamhalmaz
véges halmaz.
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Diofantoszi szamparok. Konnyedén tudunk végtelen sok diofantoszi szam-
part konstrudlni. Egyszertien egy tetszolegesen vélasztott, 1-nél nagyobb négyzet-
szamnal 1-gyel kisebb szamnak kell venniink egy osztéparjat. De meg tudunk adni
diofantoszi szdmpdrokat paraméteresen is, péld4ul {1, k2 4+ 2k} és {k,k + 2} dio-
fantoszi szamparok minden k pozitiv egész szam esetén.

Diofantoszi szamparokat a Fibonacci-szamok segitségével is kaphatunk.
A Cassini-azonossag szerint minden k pozitiv egész szam esetén Fy Fy 1o + (fl)k =
= FZ,,, igy ha k még raaddsul paros is, akkor {Fj, Fj12} diofantoszi szdmpér.

Diofantoszi szamharmasok. Euler megmutatta, hogy minden diofantoszi
szdmpéar kiegészithetd diofantoszi szdmhdrmassa. Legyen ugyanis {a,b} egy tet-
sz6leges diofantoszi szdmpédr, ahol ab + 1 = r2. Ekkor {a,b,a + b+ 2r} diofantoszi
szamharmas, ugyanis

ala+b+2r)+1=(a+7)> bla+b+2r)+1=(b+r)°

Erdekességként megemlitjiik, hogy ha a Fibonacci-szamok segitségével fent
megadott {Fy, Frio} (k > 2 péros) diofantoszi szdmpért bovitjiik ezen a médon,
akkor az {Fy, F42, Fr1+4} diofantoszi szémhdrmashoz jutunk, melynek tehdt har-
madik eleme is Fibonacci-szam.

Diofantoszi szamnégyesek. Euler ennél tovabb is tudott menni, a diofan-
toszi szamparokbdl nyert diofantoszi szamharmasokat sikeriilt kiegészitenie diofan-
toszi szamnégyesekké. Joseph Arkin, Verner E. Hoggatt Jr. és Ernst G. Straus
1979-ben megmutatta, hogy ez dltaldnosabban is megtehetd, barmelyik diofantoszi
szamharmashoz megadhaté egy negyedik pozitiv egész szam, aminek hozzavételével
diofantoszi szdmnégyeshez jutunk. Vegyiink ehhez egy tetszéleges {a,b,c} diofan-
toszi szdmharmast, ahol ab+1 =12, ac+ 1 = s%, bc+ 1 = t2. Ekkor {a,b,c,a+b+
+ ¢+ 2abc 4 2rst} diofantoszi szdmnégyes, mivel

a(a+ b+ c+ 2abe + 2rst) + 1 = (at + rs)?,
b(a + b+ ¢+ 2abe + 2rst) + 1 = (bs + rt)°,

cla+b+c+ 2abe+ 2rst) + 1 = (cr + st)*.

A konstrukciobdl az is kovetkezik, hogy végtelen sok diofantoszi szamnégyes
létezik. Ugyanakkor meglepd lehet, de az Osszes eddig ismert diofantoszi szam-
négyes ilyen, un. regularis alak, azaz a legnagyobb eleme a mésik harombdl ezzel
a szabdllyal all el6. Nyitott azonban az a kérdés, hogy van-e masfajta diofantoszi
szamnégyes.

Diofantoszi szamo6tosok. Sokdig tartotta magat az a sejtés, miszerint nem
létezik diofantoszi szamotos. Ez nem fiiggetlen az elébb emlitett problématol sem,
hiszen ha létezne diofantoszi szamotos, akkor a hdrom legkisebb eleméhez a ne-
gyedik vagy az 6todik elem hozzévételével nem regularis diofantoszi szamnégyest
kapnank. Bo He, Alain Togbé és Volker Ziegler egy megjelenésre varé cikkben iga-
zolték ezt a sejtést, tehat nincs diofantoszi szamotos.

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/7 393



A probléma Aaltalanositasai, valtozatai

Ahogyan lattuk, a diofantoszi szamotosokrol szold sejtés bizonyitasdval a dio-
fantoszi szdmhalmazokrél mar majdnem mindent tudunk. A definicié kiilonféle
altalanositasaival és valtozataival azonban kifogyhatatlan problémakorhéz jutunk,
melybdl a teljesség igénye nélkiil szemezgetiink néhény eredményt.

(-diofantoszi szamhalmazok. R6gton az elsé gondolat a definicié médosité-
séra, hogy 1 helyett valamilyen mas ¢ egész szamot adjunk hozza az elemek szorza-
tdhoz. Ennek megfeleléen egy legaldbb kételemil, pozitiv egészekbol all6 A halmazt
(-diofantoszi szdmhalmaznak hivunk, ha minden a,b € A, a # b esetén ab + £ négy-
zetszam.

Kezdjiik annak bizonyitasaval, hogy ha ¢ 4-gyel osztva 2-t ad maradékul, akkor
nem létezik ¢-diofantoszi szamnégyes. Ha ugyanis egy négyelemi, egész szamokbdl
all6 halmaznak van 4-gyel oszthaté eleme, akkor annak barmelyik masik elemmel
vett szorzata is oszthaté 4-gyel; ha pedig nincs 4-gyel oszthaté eleme a halmaznak,
akkor a skatulyaelv szerint van két elem, melyek ugyanannyit adnak maradékul
4-gyel osztva, igy szorzatuk 4-gyel vett osztasi maradéka 0 vagy 1. Tehat min-
denképpen talalhaté a halmazban két elem, melyek szorzatdhoz f-et adva olyan
szamhoz jutunk, melynek 4-gyel vett osztdsi maradéka 2 vagy 3, a négyzetszamok
viszont 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhatnak. Erdekesség, hogy ezt
a viszonylag egyszerli észrevételt harom egymadstol fiiggetlen cikkben publikalték,
melyek mindegyike 1985-ben jelent meg.

Andrej Dujella 1993-ban megmutatta, hogy ha ¢ 4-gyel osztva nem 2-t ad ma-
radékul és £ ¢ {—4,-3,-1,3,5,8,12,20}, akkor létezik ¢-diofantoszi szdmnégyes.
A kimaradé nyolc szam esetén viszont jelenleg megvalaszolatlan az /-diofantoszi
szamnégyesek 1étezésének kérdése. Ugyanakkor azt is igazolta, hogy ha ¢ négyzet-
szam, akkor végtelen sok ¢-diofantoszi szamnégyes van. Itt kell még megemliteni,
hogy bizonyos £ értékekre léteznek f-diofantoszi szamotosck és szamhatosok, és
érdekes médon nem minden ilyen ¢ négyzetszdm, példdul sikeriilt megadni (—255)-
diofantoszi szamotost.

m-edik hatvany diofantoszi szamhalmazok. A probléma egy maésik alta-
lanositasdhoz jutunk, ha a legaldbb kételemii, pozitiv egészekbdl all6 A halmaztdl
azt varjuk el, hogy minden a,b € A, a # b esetén ab + 1 négyzetszam helyett teljes
m-~edik hatvany legyen.

Yann Bugeaud és Andrej Dujella 2003-ban vizsgaltiak az m-edik hatvény dio-
fantoszi szamhalmazokat, és bebizonyitottik, hogy elemszamuk rendre legfeljebb 7,
5, 4 illetve 3 lehet, ha m =3, m =4, 5 <m < 176, 177 < m. Viszont ezek a fels6
korlatok nem feltétleniil pontosak, sét m > 5 esetén még m-edik hatvany diofantoszi
szamharmast sem ismeriink.

Racionalis diofantoszi szamhalmazok. A diofantoszi szamhalmazok prob-
léméja az egész szamok helyett vizsgalhaté a raciondlis szamok korében is, ahogyan
azt eredetileg Diophantosz és Euler is tette. Meg kell jegyezni, hogy egy raciondlis
diofantoszi szdmhalmaz elemeinek d k6zos nevezdjével megszorozva a szamokat egy
d?-diofantoszi szamhalmazhoz jutunk, és viszont.
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Az els6 racionalis diofantoszi szamhatost Philip Gibbs talalta, 2017-ben pedig
Andrej Dujella, Matija Kazalicki, Miljen Miki¢ és Szikszai Mdrton megmutatta,
hogy a racionélis diofantoszi szamhatosok szama végtelen. Azonban azt nem tudjuk,
hogy létezik-e nagyobb elemszamu raciondlis diofantoszi szamhalmaz.

Ha a racionalis esetben kiegészitjiik a definiciét azzal, hogy a halmaz barmely
a eleme esetén a? + 1 is egy racionalis szdm négyzete legyen, azaz a definiciébeli ko-
vetelményt nem feltétleniil kiilonboz6 halmazbeli elemek szorzatanak 1-gyel torténd
megnovelésére irjuk eld, akkor az erds raciondalis diofantoszi szémhalmaz fogalma-
hoz jutunk. (Az egész szdmok korében ennek a mdédositdsnak természetesen nincs
értelme.) Andrej Dujella és Vinko Petricevié 2008-ban igazoltak, hogy végtelen sok
erOs raciondlis diofantoszi szamharmas létezik, de nem ismert, hogy van-e erds ra-
ciondlis diofantoszi szamnégyes.

A fent leirt valtozatok természetesen szabadon kombinalhaték, vagy vizsgal-
haték mds szdmhalmazokon, példdul a Gauss-egészekre (olyan komplex szdmok,
melyeknek valds és képzetes része is egész szdm), vagy akéar az egész egyiitthatds
polinomok korében, igy az ismertetést is végelathatatlanul folytathatnank.

Ehelyett zarszéként szeretnénk kiemelni, hogy Dujellanak eléviilhetetlen érde-
mei vannak a témakor népszertsitésében, melyhez szamottevo eredményekkel maga
is hozzajarult. Valamint honlapjan fenntart egy folyamatosan frissiilé, teljességre
torekvo irodalomjegyzéket is tartalmazoé oldalt, melyet j6 szivvel ajanlunk az ér-
deklodok figyelmébe.

Irodalomjegyzék
[1] Andrej Dujella, Diophantine m-tuples,
https://web.math.pmf.unizg.hr/“duje/dtuples.html.

[2] Andrej Dujella, What is a Diophantine m-tuple?, Notices of the American Mathe-
matical Society, 63 (2016), 772-774.

Nyul Gabor
Matematikai Intézet, Debreceni Egyetem
e-mail: gnyul@science.unideb.hu

57. Ratz Laszlé Vandorgyiilés
Székesfehérvar, 2017. julius 4-7.

OLYAI

TARSULAT

Idén a matematikatanarokat Székesfehérvar, azon beliil a Teleki Blanka Gim-
nazium latta vendégiil, bar a helyszint az Obudai Egyetem Alba Regia Miszaki
Kar Geoinformatikai Intézete biztositotta.

A megnyitén az egybegytlteket Cser-Palkovics Andrds polgarmester, Gyorok
Gyorgy dékan és Katona Gyula, a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat elncke ko-
szontotte, majd szokasosan a Beke Mand-emlékdijak dtaddsa kovetkezett. Ezt ko-
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vetéen elészor Csikos Csaba érdekes el6adasat hallgathattuk meg a szoveges felada-
tokrél, majd Vancsd Odénét a XXI. szazadi matematikaoktatasrél, végiil a 2016. évi
Rétz Tanér Ur Eletmﬁdijas Tarcsay Tamdsét az életmivérol. Vacsora elGtt a Szent
Imre templomban Moharos Sdndor orgona- és fagott-, Szarka Andrea orgona-, va-
lamint Kiss Barnabds fuvolajatékaban gyonyorkodhettiink.

Idén mar masodszor folytak boséges valasztékban négy szekciéban az eléadasok
és a szeminariumok: a tavalyi sikeres bemutatkozas utdn idén is szerepelt a spe-
cialis matematika tagozat szekcidja. A tandrverseny egyre novekvd népszeriisége
indokoltta tette, hogy mar allandé helyet kapjon délel6tt a régebbi szerda délutani
sav helyett. A megoldasok és a végeredmény ismertetése csiitortok délelétt volt,
amikor nagy erékkel, végiil sikerrel keresték a szervezdk ,bambusz”t, aki a verseny
soran csak ezt a jeligét adta meg. A tanarversenyt ezittal is az Akadémiai Kiado,
a Miiszaki Kiadd, a MATEGYE Alapitvény és a TypoTex Kiadé tamogatta, a ko-
zépiskolas verseny feladatait és az eredményeket kiilon kozoljiik.

Székesfehérvar sok latnivalét ad a latogatdinak, igy sokan a szervezett kirdn-
duldsok helyett a varosban maradtak csiitortok délutan, legtobben a Bory-varat
latogattak meg. Akik kirdndulni mentek, Fehérvarcsurgé és Téc, illetve a Velencei
t6 kozott valaszthattak.

A vandorgytilés megnyit6jardl egy hosszabb beszamol6 olvashaté Székesfehér-
var honlapjan®. Az el6adasok anyagai megtekinthetok a vandorgytilés honlapjan
(http://rlv.berzsenyi.hu/2017), amelyet a budapesti Berzsenyi Daniel Gimné-
zium matematika munkakozossége gondoz.

A 2018-as vandorgytlés Gyoérott lesz, ahova ismét nagy létszamban vérja
a matematikatanarokat a Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulat.

Miklés Ildiké

A kozépiskolai tanarok versenyének feladatai

A verseny idétartama 90 perc. A feladatok pontozasa: minden helyes védlasz 5 pontot
ér; helytelen valaszra 0 pont, valasz nélkiil hagyott kérdésekre 1-1 pont jar. A versenyen
iréeszkodzon, papiron, korzon és vonalzén kiviil semmilyen mas segédeszk6z nem hasznél-
haté.

1. A 19 az 1 hijan 20. Hany hijan 20 az 17
(A) —21; (B) —20; (C)-19; (D) 19; (E) 21.

2. Mennyi annak a szamrendszernek az alapszdma, amelyben ez a feladatsor 42 fel-
adatbdl 4117 (A) 5, (B)6; (C)7; (D)8 (E)O.

3. Az x és az y olyan 0-tdl kiilonb6z6 valds szamok, amelyekre © — y = xy. Mennyi
az % — i kiilonbség?

(A)-1;, (B)0; (C)1;, (D) ~ 2y (E) Az elézbek koziil egyik sem.

*http://www.szekesfehervar.hu/fehervaron-rendezik-a-matematikatanarok-
orszagos-konferenciajat.
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4. Hény olyan négyzet van, melynek a csicsai az dbran lathaté
racspontok koziil keriilnek ki?
(A) 10; (B)15; (C)16; (D)17; (E) 18"

5. Hat kiilonb6z6 természetes szam Osszege 20. Mennyi a hat
szdm szorzata? (A)0; (B)120; (C)360; (D) 720; (E)Egy-
értelmiien nem hatdrozhaté meg.

6. Hany olyan allitds van az aldbbiak kozott, amely nem teljesiil egyetlen olyan a, b
és ¢ szamharmas esetén sem, melyre a < b < c?

a+b<e, a+c<hb, a-b<ec, a-c<b, b:c=a.

Ao ®B15 (©2 D)3 (E)4
7. Hany szakaszt hatdroznak meg azok a derékszogii koordinatarendszerben 1évé

pontok, amelyeknek mindkét koordindtdja egész szam és a két koordindta szorzata 20177

AL B4 (©)6 (D)8 (E)I0.

3p—15

11 ]:3?

8. Hany olyan p primszam van, melyre a [
A0 B (2 (D)3 (E)4

. 2:3544.6-10+...4100-150-250 .. .
;" Mennyﬁl & 546448 12+...4100-200-300 0Tt

7 8
A)g Bz ©g DL (B3
10. Melyik az A, B és C kifejezések értékének novekvé sorrendje, ha

A:(%H%)%, B=sin®Z & C=\/3+v8—\/3- V&

(A) ABC; (B) BAC; (C)BCA; (D) CAB; (E)CBA.
11. Hény olyan n egész szdm van, melyre a 2017™ 4+ 20171 + ... +2017% + 2017 — 1
Osszeg oszthaté 2016-tal?  (A) 0; (B) 1; (C)2; (D) 2017; (E) végtelen sok.
12. Ot egymadst kdvetd egész szam Ssszege 1abbe dtjegyli szém. Hany ilyen szdm van?
(A)0o; (B)5; (C)162; (D) 198; (E) 200.
13. Mennyi az 1! + 2! + 3! 4 ... + 2017! 6sszeg 2017-dik hatvanyédnak az egyes helyi-
értékén 4ll6 szdmjegye? (A)1l; (B)3; (C)7; (D)8 (E)O.
14. Egy verseny el6tt 6t versenyz6, Anna, Bea, Cili, Déri és Emese a kovetkezdket
allitotta: Anna: Az els6 harom kozott végzek a versenyen.
Bea: En nyerek.
Cili: Legy6z6m Annét.
Déri: Nem tudom Beat megel6zni.
Emese: Cili vagy Doéri lesz az els6.

Mi lett a versenyzdk sorrendje, ha egyikiiknek sem lett igazuk? (A vélaszokban
a versenyzoket neviik kezddbetiiivel jeloljiik.)
(A) ECBDA; (B) EBDAC; (C) EBCDA; (D) BDECA; (E) EDBAC.

15. Egy egyenl6 szaru trapéz oldalai 1; 1; 1 és 2 egység hosszuak. Hany egység
a trapéz koré irt kor sugara?
(A)1;, (B)v2; (C)1,5 (D)2, (E) Az eldzéek koziil egyik sem.

*A helyes vélasz 20, mely nem szerepelt a vélaszlehet&ségek kozott.
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D C 16. Hanyféleképpen tolthetd ki egy 10 x 10-es négyzetrécs ugy,
hogy a négyzetracs minden négyzetébe az 1 vagy a —1 szamot irjuk,
és a sorokban és az oszlopokban &ll6 szdmok Osszege kiilonbozé?
(A)0; (B)4 (C)8; (D)12 (E)16.

A B 17. Mennyi x2017, ha 1 = % éS Tpt1 = T ahol n € NT?
2016 2015 2016 1
(A) 2018’ (B) 2017’ (C) 2017 (D) 1 2018’ (E) L.

18. Mennyi az x + y Osszeg, ha x és y olyan természetes szamok, melyekre teljesiil
az 2% 4+ x = 2¥ 4 1259 egyenlet? (A) 0; (B)32; (C)35 (D)36; (E)T71.

19. Egy négyzet csiucsaihoz szamokat frunk, majd kivéalasztunk két olyan csicsot,
amelyek egy oldalra illeszkednek, és mindkét csicsndl 1évd szamhoz 1-et adunk. Ezutén
a két csucs kivalasztdsat és a csicsokndl 1évé szamokhoz az 1 hozzdadasat egymaés utin
tobbszor megismételjiik. Melyik esetben érheté el, hogy mind a négy csicsnal ugyanaz
a szam legyen?

2 1 4 3 4 2 3 4

(A) 1 1, B)1 2 (O)1 2. (D)1 3 (B)1 2.
20. Egy hurnégyszog atléi merdlegesek egymasra. Melyik Osszefiiggés igaz a két
szemben fekvd a és ¢ oldalhossza és a koriilirt kérének r sugara kozott?
(Aya>=cr; B)r?=ac; (C)=ar; (D)a*=r’+c* (BE)a®=4r*-¢"
21. Egy dobozban piros, zold és kék golydk vannak. Legkevesebb 6 golydt kell kihtzni
a dobozbdl, hogy biztosan legyen a kihtuzott golydk kozott piros. Legkevesebb 7 golydt
kell kihtizni a dobozbdl, hogy biztosan legyen a kihtzott golydk kozott zold. Legkevesebb
8 golyét kell kihiizni a dobozbdl, hogy biztosan legyen a kihizott golydk kozott kék. Hany
piros golyé van a dobozban? (A)4; (B)5; (C)6; (D)7; (E)S8.
22. Hény olyan 2017-nél nem nagyobb pozitiv egész szam irhaté az n helyére, hogy
a 2" — 1 kiilonbség oszthaté legyen 7-tel? (A)0; (B)1; (C)672; (D)673; (E)2017.
23. Egy kor alakt, tiz részre osztott tabla harom részében kez-
detben 10 kavics van (14sd dbra). A tabla melletti halombdl ratesziink

\‘? egyszerre egy-egy kavicsot két egymds melletti részre, majd ezt tobb-

szOor megismételjiik azért, hogy mind a tiz részben ugyanannyi kavics
»Q legyen. Hany kavics lesz akkor a tdbldn, amikor mind a tiz részben
(‘N ugyanannyi lesz, és a tablan a kavicsok szama a lehetd legkevesebb?

(A) 50; (B)80; (C)100; (D) 120; (E) Soha nem lehet ugyan-
annyi kavics mind a tiz részben.
24. Hany olyan b természetes szdm van, melyre a b* 4+ 3b2 + 1 és a b> + 2b legnagyobb
ko6zos osztéja 17
(A)0; (B)1; (C)2; (D) végtelen sok; (E) Az elézbek koziil egyik sem.
25. A Bakancsos turaszakosztdly Ot turdt szervezett az év sordn. A szakosztily
50 tagja koziil 41-en vettek részt az elsd, 46-an a masodik, 43-an a harmadik, 31-en
a negyedik és 39-en az 6todik turdn. Hanyan vettek részt a szakosztdly tagjai koziil
a negyedik és az 6todik turdn is, ha mind az 6t tirdn a szakosztdly egyetlen tagja sem
vett részt? (A) 14; (B) 15; (C) 20; (D) 25; (E) Ezekbél az adatokbdl nem lehet
meghatarozni.
26. Feri a haromjegyli és négyjegyli paros szamokat vizsgalta. Elészor kiszamolta
a vizsgalt szamok szadmtani kozepét. Utana kivalasztott a szadmok koziil 150-et, és a tobbi
szam szamtani kozepét is meghatarozta. Mennyi a kivalasztott 150 szdm Osszege, ha a két
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kiszamolt atlag egyenls?
(A) 100000; (B) 250510; (C) 457030; (D) 700125; (E) 757 350.

27. Egy nagy kockét ragasztunk Ossze 27 db szabalyos dobdkockabdl, majd a nagy
kocka tetszdleges 6t lapjanak mindegyikébdl kivessziik a kozépsé dobdkockat. Mennyi lehet
az igy kapott test feliiletén lathaté pottysk szdma, ha az a lehetd legkevesebb? (A szabélyos
dobdkocka lapjai 1-t6l 6-ig pottydzottek, és a szemkozti lapokon 1évé pottyok szamanak
Osszege 7.)  (A) 187; (B) 194; (C) 208; (D) 210; (E) 215.

28. Egy haromszog egyik oldala a, az a oldalhoz tartozd magassag m. Melyik kifejezés
adja meg a haromszog keriiletének a lehetd legkisebb értékét barmely lehetséges a és

m esetén?  (A) a+4m;  (B) val+m2;  (C) vV2a®2+m?; (D) V4m? + a?;
/ 2
(E)a+2- m2+(%).

29. Egy bogéar az A pontbdl indul és egyenes vonal mentén haladva 16 cm megtétele
utdn a B pontba érkezik. A B pontban az eredeti haladasi irdnydhoz képest o szoggel
elfordul, az 4j irdnyban szintén egyenes vonalban folytatja ttjat, és 10 cm megtétele utan
a C pontba érkezik. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az AC' tavolsag kisebb 14 cm-nél,

ha az «a szdget radidnban mérjiik, és véletlenszeriien vélasztjuk ki a ]0; 7| intervallumbdél?
1 2

W5 ®p O OF ®F

30. Egy téglalap két szomszédos oldaldnak a hossza 6 cm és 2 cm. A téglalap hosszabb
kozépvonaldnak P egy olyan pontja, amelybél az egyik 2 cm hosszu oldal kétszer akkora
szogben latszik, mint a masik 2 cm hosszi oldal. Hany centiméterre lehet a P pont
a téglalap egyik révidebb oldaldtél?
@) ¥ @) Y () A () v (m) YR

A feladatsort Csordasné Szécsi Jolan allitotta Ossze

A kozépiskolai tanarok versenyének eredménye

1-2. Fonyé Lajos (Keszthelyi Vajda Jdnos Gimn.) .............c.coienin.. 150 pont
1-2. Fridrik Richéard (Szegedi Tudomdanyegyetem) ........................ 150 pont
3. Karolyi Gergely (Budapest, Berzsenyi Déniel Gimn.) ................... 140 pont
4. Baloghné Cseh Judit (Szolnok, Varga Katalin Gimn.) ................. 133 pont
5. Kérus Péter (Szeged, SZTE JGYPK T()KI) ............................ 131 pont
6. Fony6né Németh Ildiké (Keszthelyi Vajda Janos Gimn.) .............. 125 pont
6. Mahler Attila (Budapest, Berzsenyi Ddniel Gimn.) ..................... 125 pont
8. L, bambuszZ” ... .. 124 pont
9. Nagy Piroska Maéria (Dunakeszi, Radnéti Miklés Gimn.) ............... 122 pont
10. N4dhéziné Borbola Eva (Kecskemét, Katona Jézsef Gimn.) .......... 121 pont.

Az altalanos iskolai tanarok versenyének® eredménye

1. B. Varga Jézsef (Temerin, Petar Kocsity Al. Isk.) vovvien 129 pont
2. Csanddy Gdaborné (Budapest, Badr-Madas Ref. Alt. Tsk. és Gimn.) ..... 125 pont
3. Egyed Laszlé (Bajai III. Béla Gimn.) .........o.vuiuiiiniiiniinananan.. 124 pont
4. Paréczay Eszter (Godollsi Premontrei Szent Norbert Alt. Isk. és Gimn.) 115 pont
5. D0 107 pont
6. 5, Tomi0 L e 99 pont.

* Az &ltaldnos iskolai tandrok versenyének feladatait nem kozoljiik.
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A 2017. évi Beke Mané Emlékdijasok

A Beke Man6é Emlékdij Bizottsadg dontése alapjan 2017-ben a dij els§ fo-
kozatat kapta Katz Sandor, a bonyhadi Petéfi Sandor Evangélikus Gimné-
zium tanara. A dij méasodik fokozatdban részesiilt Arvainé Libor Ildiké, Bere
Laszléné, Fenyvesi Maria, Jakucs Erika, Stallenberger J6zsefné, Szomaédi
Zsuzsanna és Téthné Berzsan Gabriella.

A részletes indoklds honlapunkon (www.komal.hu) olvashatd.

% Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az aldbbi egyenlétlenséget, illetve
egyenletet:

a) log, (z? — 3z) < 1; (5 pont)

b) ¥ - |sinz| = sinz. (6 pont)

2. Egy ismert hazai tarsasjaték jatéktablajan korben egymaés utdn 40 sorsza-
mozott mez6 taldlhaté. A jatékosok az 1. sorszdmi START mezérél indulnak, és
mindig annyit 1épnek elére, amennyit egy szabélyos dobdkockaval dobnak. Ha egy
jatékos babujaval olyan mezére 1ép, ahol mér all egy masik babu, akkor kiiiti azt, és
a kititott babut a START mezbre visszahelyezi. A jatékosok a jatékot jatékpénzzel
jatsszak, és annak megkezdésekor mindenki 20 000 Ft kezdd6sszeggel indul.

a) Hanyféle sorrendben szamolhat le a pénztiros Csabanak 2 db 5000 Ft-os,
8 db 1000 Ft-os, 3 db 500 Ft-os és 5 db 100 Ft-os jatékpénzt? (3 pont)

b) Héanyféle kiilonbozé cimletezésben kaphatja meg Csaba a kezd&osszeget, ha
csak a hdrom nagy cimlet (5000 Ft, 1000 Ft és 500 Ft) mindegyikébél kap? (4 pont)

c¢) Csaba elsd tizenot dobdsdnak atlaga 4,2 volt, és kozben egyszer sem iitét-
ték ki. Hanyas sorszamu mezén &ll most Csaba figurdja? (3 pont)

d) Lészl6 figurdja ketté mezdvel all Csabdé mogott, miutén Csaba lépett.
Mekkora annak a valdsziniisége, hogy Laszlé a kovetkez6 dobasaval kiiiti Csabat?
(2 pont)

3. Egy korhoz az O kozéppontjatol 7 cm-re levo kiilsé P pontbdl szel6t hizunk.
A szel6 korrel vett A és B metszéspontjai P-t6l rendre 4 cm, illetve 8 cm tavolsagra
vannak.

a) Milyen hosszu érintészakasz hizhaté P-bél a kérhoz? (3 pont)
b) Mekkora szogben ldtszik az OB szakasz a P pontb6l? (4 pont)
¢) Szamitsuk ki az ODE hdromszog teriiletét, ahol D az AB hir felez6pontja,
E pedig az érintési pont. (7 pont)
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4. Egy {a,} szédmtani sorozat elsd tagja 3, differencidja 5, egy {b,} szdmtani
sorozat els6 tagja 2, differencidja 1.

a) Hatérozzuk meg, hogy hény darab hdromjegy(i kobszdm szerepel az {a,}
sorozat els6 100 tagja kozott. (4 pont)

b) A {b,} sorozat elsd 85 tagja koziil hdnyféleképpen lehet 5 kiilonbozd szdmot
kivalasztani ugy, hogy a kivélasztott szamok mértani sorozatot alkossanak?
(10 pont)
II. rész
5. Adott a nemnegativ valés szdmok halmazén értelmezett f(z) =2z — z\/z
fiiggvény.
a) Adjuk meg az aldbbi &llitas logikai értékét (igaz vagy hamis): (8 pont)
Az A(—1;5) és B(4;0) pontokra illeszkedd egyenes éppen
az f fiiggvény B pontbeli érintdje.

b) Szémitsuk ki az f fiiggvény grafikonja és az x tengely altal hatérolt korldtos
sikidom teriiletét. (8 pont)

6. Az alabbi tablazatban egy nagyaruhazban dolgozék havi brutté bérének
gyakorisaga lathato.

Brutté bér (ezer Ft) || 95 | 110 | 120 | 125 | 160 | 200 | 230
Gyakorisag 7 4 2 5 3 2 1

a) Melyik az a bérérték, amelynél a dolgozdk legaldbb fele nem keres keveseb-
bet, legalabb fele pedig nem keres tobbet? (2 pont)

b) Mennyivel valtozik a havi brutté bérek szérdsa, ha a dolgozdk egységesen
10%-o0s béremelést kapnak? (4 pont)

Az druhazban szamos furfangos triikkot alkalmaznak a termékek elhelyezésére
azért, hogy a vasarlok pontosan azokat az arucikkeket vegyék meg, amelyeken a bolt
a legtobbet keresi. Az egyik ilyen triikk a polcok kiilénb6z6 zéndkra osztasa, melyet
az alabbi tablazatban lathatunk.

Z6nak Vasarlasi valésziniliség | A polcon talalhatd
az adott polcrdl termékek atlagara
Nyujtézkodasi zéna 0,1 1400 Ft
Szemmagassagi zéna 0,5 900 Ft
Kézzel elérhet6 zéna 0,3 700 Ft
Lehajlé zona 0,1 400 Ft

¢) Mekkora a vésérldsi osszeg varhato értéke egy dru fenti polcrendszerrdl
torténd vasdarlasa esetén? (2 pont)

A nagyéaruhdzban az egyik délutdn megfigyelték, hogy 65% annak a valdszinii-
sége, hogy egy véletlenszeriien valasztott véasarlé né. Ebben az id6északban a n6knél
70% az esélye, hogy kartydval fizetnek, mig a férfiak csak 40%-ban fizetnek kartya-
val.
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d) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a pénztarnal sorban all6 8 ember
koziil pontosan 5 né? (3 pont)

e) Mekkora annak a valészintisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott vasarld
kértyédval fizet? (5 pont)

7. Adott az dbrdn lathaté szabélyos 6tszog.

a) Igazoljuk, hogy az dtszogben AB? = AP - AD, ha
P az AD 4tl6 és az ABD héromszog B csicsabdl induld
belsd szogfelezdjének metszéspontja. (8 pont) E Cc

b) Hény kiilonbsz6 kort hatdroznak meg egy 5 ponti
teljes graf élei? (8 pont)

(Két kort azonosnak tekintiink, ha mindkett&ben
. / , A B
ugyanazok a csicsok és ugyanazok az élek szerepelnek.)

8. Egy erdei turistautat atszel6 patak folott
az erdészet hidat készit, amihez 22 db 15 cm at-
méréjl, henger alakd farénkot hasznédlnak, melyek
hossza 1,2 m. A jobb illesztés érdekében a ronkoket
a forgastengelyiikkel parhuzamosan, 1-1 cm-es maxi-
malis mélységben, teljes hosszukban az dbra szerint
mindkét oldalon legyaluljak, és ezeknek az egyenes
feliilleteknek a mentén fogatjak Ossze a darabokat.
A hid két végénél 1év6 két faronkot csak az egyik
oldaluknal gyaluljék le.

T T
"

a) Mennyi faanyagot tartalmaz a hid elkészitett
allapotaban? (8 pont)
A farénkok legyaluldsa utdn azok mindegyiké-
nek teljes feliiletét egyesével lefestik.
b) Mekkora lesz az Osszes lefestett feliilet nagysaga? (8 pont)

9. Tekintsiik az

e {(n+ 1)ﬁ1+n¢m}

sorozatot, ahol n € N7,

a) Igazoljuk, hogy az {a,} sorozat els6 n tagjinak dsszege S, = 1 — —”Jfll .
(9 pont)
b) Hatdrozzuk meg a lim (1 — n+1) hatarértéket, majd adjuk meg, hogy
n— o0 n+1
a sorozat tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték € = 0,01 sugard kornye-
zetébe. (7 pont)

Varga Péter
Budapest
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Megoldasvazlatok a 2017/6. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Egy gyorsvonat két vdros kozotti dtjdt a menetrend szerint 80 km/h dtlagsebes-
séggel szokta megtenni. A vonat azonban egyik nap — pdlyafelijitasi munkdk miatt — az dtja
elsé egyharmaddn csak 40 km/h dtlagsebességet ért el. Az it mdsodik kétharmad részét
a menetrend szerint eléirt 80 km/h dtlagsebességgel tette meg. Az it befejezd egyharmad
részén — hogy csokkentse a késést — gyorsitott, igy ezt a szakaszt 100 km/h dtlagsebesség-
gel tette meg. A célallomdsra igy is 12 perc késéssel érkezett. Hany km a tdvolsdg a két
vdros kozott?

b) Egy vasiti jegy drdt elbszor p szdzalékkal felemelték, majd késdbb 2p szdzalékkal
csokkentették. fgy a jegy eredeti drahoz képest végil 19,5 szazalékkal olcsobb lett. Hatdroz-
zuk meg p értékét. (13 pont)

Megoldas. a) A két véros kozti tavolsdgot jeldlje s. Az adatok alapjan a kovetkezd
egyenlet irhaté fel (a tdvolsdgokat km-ben, az idét 6rdban, a sebességet km /h-ban mérjiik):

W=
»

Wl
»

+

+ 3

1
58
100

S
= 92—
80 +0, 40

©
o

1200-zal beszorozva az egyenletet:
15s 4+ 240 = 10s + 5s + 4s,

ahonnan s = 60, a két varos tavolsaga tehat 60 km.

Ellendrzés: A vonat a menetrend szerinti 80 km/h 4tlagsebességgel 45 perc alatt
teszi meg a két varos kozti utat. Ezen az tGton az elsé 20 km-t (40 km/h dtlagsebességgel)
30 perc, a mésodik 20 km-t (80 km/h atlagsebességgel) 15 perc, az utolsé 20 km-t pedig
(100 km/h 4tlagsebességgel) 12 perc alatt tette meg, {gy Ssszesen valéban 12 perc késéssel
(57 perc alatt) ért a céldllomasra.

b) Az adatok alapjan felirhat6 egyenlet a jegy dranak valtozdsédra:

(1 + %) (1 - %) — 0,805.

10 000-rel beszorozva és rendezve:
0 = 2p° + 100p — 1950.

Ennek a médsodfoki egyenletnek a gyokei p1 = 15 és pa = —65. A negativ gyok nem ad
megoldast, tehat p = 15.

Ellenérzés: Egy 15 szazalékos emelés utdn egy 30 szazalékos csokkentés 1,15 - 0,7 =
= 0,805-szeresére valtoztatja az eredeti arat, ami valéban 19,5 szdzalékos csokkenésnek
felel meg.

2. a) Hatdrozzuk meg az (x+1)°(2+ cx)* kifejezésben c értékét, ha a miveletek
elvégzésével nyert polinomban az elséfoku tag egyiitthatdja —64.

b) Hatdrozzuk meg az A, B és C kijelentések lehetséges logikai értékeit, ha tudjuk,
hogy az (AN B) — (=B V C) dllitds logikai értéke hamis. (13 pont)
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Megoldas. a) (z + 1)2 = 22 + 2z + 1. Elséfoki tagot kapunk, ha az innen kapott
2z-et szorozzuk a (2 + cx)* hatvény konstans tagjéval, vagy az innen kapott 1-et szorozzuk
a hatvéany els6foku tagjaval.

A binomialis tétel szerint (a + b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*, tehat
2+cx)' =16+4-8-cx+6-4-2a” + ... .

Ezért a szorzatban az els6foku tag egyiitthatdja 2-16 + 1 -32¢ = 32+ 32¢ = —64, ahonnan
c=—-3.

b) A kovetkeztetés akkor és csak akkor hamis, ha az elézmény igaz és a kivetkezmény
hamis. Tehét (A A B) = i-nek és (—B V C) = h-nak kell egyszerre teljesiilnie.

Ha (A A B) =1, akkor az A és B kijelentések logikai értéke is igaz. Ha B = i, akkor
-B =h. (-BV C) = h akkor teljesiil, ha =B és C logikai értéke is hamis. Mar lattuk,
hogy =B = h, ezért kell, hogy C = h is teljesiiljon.

A feladatban szerepld kovetkeztetés logikai értéke tehdt egyetlen esetben lesz hamis:
A=i, B=1i,C=h.

3. a) Hdrom teljes grdf kizil az elsének 5-tel kevesebb, a mdsodiknak 6-tal tobb pontja
van, mint a harmadiknak. A két kisebb pontszami grdfnak egyiitt dsszesen annyi éle van,
mint a legnagyobb pontszdminak. Hatdrozzuk meg a hdrom teljes grdf pontjainak szamdt.

b) Egy grdfban cseresznyének nevezziik a két egymdshoz csatlakozd élbdl dll6 rész-
grafot. Igazoljuk, hogy egy hétponti teljes grafban a cseresznyék szama megegyezik a négy-
ponti kirok szdmdval. (13 pont)

Megoldas. a) A legkisebb pontszadmu graf pontjainak szdmdat k-val jeldlve a megol-
dandé egyenlet:

Bk =1) | (k+5)(k+4) _ (k+10)(k+10)

2 2 2 ’
(k* — k) + (k* + 9k + 20) = k* + 21k + 110,
k* — 13k — 90 = 0,

k =18 vagy k = —5. Ez utébbi nem megoldésa a feladatnak.

A hérom teljes grafnak 18, 23, illetve 29 pontja van.

Ellendrzés: Kig-nak 153, Kas-nak 253, Kag9-nek 406 éle van, és valéban 153 + 253 =
= 406.

b) I. megoldas. Egy cseresznye hdrom pontjét (g) = 35-féleképpen valaszthatjuk ki.
A harom pont koziil 3-féleképpen vélaszthatd ki a cseresznye csiicsa. A hétpontu teljes
grafban a cseresznyék szama tehat 35 - 3 = 105.

Egy négypontu kor pontjait (7) = 35-féleképpen valaszthatjuk ki. Négy adott pont
esetén 3-féleképpen valaszthatjuk ki azt, hogy koziilitk melyik 2-2 pont legyen a kérben
»szemben”. A négyponti korok szama tehat 35 -3 = 105.

Kr-ben tehéat valoban megegyezik a cseresznyék és a négypontd korck szama.

1I. megoldds. Kolcsondsen egyértelmii hozzarendelést adunk a hétpontu teljes gratban
talalhaté cseresznyék és a négyponti korok kozott.

Szamozzuk meg a graf csicsait 1-t6l 7-ig. Egy tetsz6legesen kivalasztott négyponti
kor pontjai legyenek 1 < a < b < ¢ < d <7, a kdérben nem szereplé pontok pedig 1 < e <
< f < g < 7. Harom olyan négyponti kor van, mely az a, b, ¢, d pontokat tartalmazza
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(abeda, abdcea és acbda), és hdrom cseresznye, mely az e, f, g pontokat tartalmazza (efg,
egf és gef). Ezt a 3-3 kort és cseresznyét rendre feleltessiik meg egymésnak.

Ezzel minden négyponti korhéz pontosan egy cseresznyét, és minden cseresznyéhez
pontosan egy kort rendeltiink, tehat a négypontu korok és a cseresznyék szama valdéban
egyenld.

4. Egy nyolc valés szdmbdl dllé adatsor ot eleme ismert: 5; 5,5; 10; 12,5 és 15,5.
A maradék hdrom elem elveszett, de tudjuk, hogy legaldbb az eqyik egész szdm, és a hdrom
elem koziil kettd egyforma wvolt. Azt is tudjuk, hogy a teljes adatsor dtlaga 10,5, szérdsa
pedig 3,5 volt. Hatdrozzuk meg a hidnyzo hdrom elem értékét. (12 pont)

Megoldas. Legyen a hidnyz6 elemek értéke a, a és b. Ekkor az &tlag alapjan

5+5’5+10+12é5+15’5+2“+b = 10,5, ahonnan 2a + b = 35,5. A széréds alapjan

\/(5—10,5)2+(5,5—10,5)2+(10—10,5)2+(12,5—10,5)2+(15,5—10,5)2+2(a—10,5)2+(b—10,5)2 B
3 -

3,5
8 P

_ \/84,5 +2(a —10,5)> + (b —10,5)°
ahonnan 2(a — 10,5)> + (b — 10,5)® = 13,5. ahonnan 2(a — 10,5)* 4 (b — 10,5)* = 13,5.
Az elsd egyenletb8l b = (35,5 — 2a)-t ebbe behelyettesitve:

2(a — 10,5)° + (25 — 2a)® = 13,5.

Rendezve:
6a’® — 142a + 832 = 0.

Ennek megoldésai: a1 = 13 és a2 = %, melyekhez tartozé b értékek rendre by = 9,5 és
by =52

A maésodik esetben nem kapunk megoldast, mert a harom hidnyzé érték egyike sem
egész szam, tehdt a hidnyzé harom adat 13, 13 és 9,5.

FEllendrzés: a nyolc szambol all6 adatsor atlaga valéban 10,5, szérasa pedig vald-
ban 3,5.

II. rész

5. a) Egy hdromszég egyik oldala 7 cm hosszu, az egyik ezen fekvd szdg 18 fokos,
az oldallal szemkozti szog pedig 108 fokos. Hatdrozzuk meg a hdromszog teriletét és a hd-
romszogbe irhato kor sugardt.

b) Egy vizszintes terepen dllé torony talppontjdt megkdzeliteni nem tudjuk. A torony
magassdgdra drnyékdnak hosszdbdl szeretnénk kévetkeztetni, de a torony megkozelithetet-
lensége miatt az drnyék pontos hosszdat sem tudjuk megmérni.

Ezért megjeléljik a torony drnyékdnak végpontjdt akkor, amikor a Nap sugarai 75°-0s
szogben érik a talajt. Néhdny drdval késébb, amikor a Nap sugarai mdr csak 60°-0s szogben
érik a talajt, a torony drnyékdt ennél 8 méterrel hosszabbnak taldljuk.

Milyen magas a torony? (16 pont)
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Megoldas. a) Jeldlje a hdromszog 18 fokos szoggel szemkozti oldaldt a, az 54 fokos
szoggel szemkozti oldalat pedig b. A hiromszog ismeretlen oldalainak hosszat szinuszté-
tellel hatarozzuk meg:

sin 18°

= Sn108° ahonnan a ~ 2,27 cm,
sin

a
7
g _ sin5d ahonnan b~ 5,95 cm.

~ sin108°’

A hédromszog teriilete:
7 - a-sin 54°
T = % ~ 6,44 cm?
(a két tizedesjegyre kerekitett értékével szdmolva 6,43 cm?).

~
~

A beirhaté kor r sugara a T' = rs képlet segitségével hatarozhaté meg, ahol s = %

~ 7,61 cm. Innen r = % ~ 0,85 cm.
b) Jelolje a torony magassigit h, drnyékdnak hosszdt
az els6 mérés alkalmaval x.

o h 7 o]
tg75° = = tg60° = ——
& z T+ 8

h h=1tg75° -z =tg60° - (z + 8).

Ebbdl (kihasznalva, hogy tg 75° = 2+ v/3),

8- tg 60° .
=——=——(=4v3) = 6,9 mét
T 12 75° — tg 60° (=4v3) ~ 6,9 méter,
75° 60°
e 8 m majd h = tg75° - x( = 12+ 8v/3) ~ 25,9 méter.
Mdsképp:
o h
r=———, majdezzel tgb60" = —————.
tg 75° _h
8 tg 75° +8
Ebbdl g 60
- tg 60° .
h = W( =12 + 8\/§) ~ 2579 méter.
T tg75°

6. Ot osztdlytdrs: Anna, Baldzs, Cili, Dénes és Elemér négynapos kizis nyaraldsra
mennek. Mind a négy napon sorsoldssal vdlasztjik ki maguk kozil azt az egy embert, akinek
aznap reggel be kell vdsdrolnia (egy-egy emberre akdr tébbszér is sor kertilhet).

a) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy mind a négy napon mds-mds ember megy
bevdsdrolni?

b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy mind a négy napon ugyanannak az embernek
kell bevdsdrolnia?

¢) Mekkora annak a valdszindsége, hogy Anndt a négy nap alatt legaldbb kétszer
kisorsoljak?

d) Mekkora annak a valdszinisége, hogy a nyaralds sordn két ember intézi mind
a négy bevdsdrldst (mindkettdre legaldbb egyszer sor keriil)? (16 pont)
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Megoldas. a) A kérdezett valésziniiséget a kedvezb esetek és az dsszes eset szdmdanak
hényadosaként kapjuk:
5-4.3.2

s = 0,192

p

4

b) Annak a valdsziniisége, hogy pl. Annét sorsoljdk ki mind a négy napon, (%) .

Mivel barmelyik osztalytdrs esetén ugyanennyi ez a valészintliség, és ezek egymast kizard
események, ezért

1" 1

Madsképp: Az elsé nap barkit kisorsolhatnak. Annak a valésziniisége, hogy a hatralevd
harom napon is ugyanezt az embert fogjdk kisorsolni:

I

¢) Binomidlis eloszldst hasznalunk.

P(legaldbb 2-szer kisorsoljdk Anndt) =

= 1— P(0-szor) — P(L-szer) = 1 — (‘51)4 - (‘D (é) (;‘)3 _

113
=1-0,4096 — 0,4096 = 0,1808 ( = — | .
) ) ) ( 625)

d) Elbszor kiszamitjuk annak a valésziniiségét, hogy mind a négy bevéasarldsra Annét
és Baldzst sorsoljak ki. A négy bevésarlds koziil Anna intézhet egyet, kettét vagy harmat,
a tobbit pedig Baldazs.

3/ \5 625

4
ranom = (3) (1] = i - oamo

P(A és B vasarol minden nap) = % = 0,0224.

Mivel hatféleképpen vélaszthatd ki az a két ember, aki mind a négy bevéasérlast intézi,
azért a kérdezett valdsziniiség az el6bbi érték hatszorosa:
84

P(ketten vésdrolnak minden nap) = 6% = 0,1344.

P(34,1B) = P(14,3B) — <4> (1>4 — 4 00064,

Tehat

7. a) Hatdrozzuk meg az an = dn—
korldtjdt.

sorozat legnagyobb alsé és legkisebb felsé

b) Egy szdmtani sorozat elsé 11 tagjdnak dsszege 660. A sorozat elsd tagja, hatodik
tagja, és elsé nyolc tagjdnak dsszege (ebben a sorrendben) egy mértani sorozat hdrom
egymast kovetd tagjdat adja. Hatdrozzuk meg a szdmtani sorozat elsd tagjdt és differencidjdt.

(16 pont)
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4n—1
n
és 0-hoz tart, ezért az a, =4 — o

Megoldas. a) a, = =4 — % Mivel az % sorozat szigoriian monoton csokken
1

sorozat szigordan monoton né és 4-hez tart, tehdt

— =

legkisebb felsé korlatja a 4, legnagyobb alsé korlatja pedig az els6 tagja: a1 =4 — 7 = 3.

b) Az elsd 11 tag Osszege: (2al++0dm = 660, innen
(1) 2a1 + 10d = 120,
azaz a1 = 60 — 5d.
A mértani sorozatbdl:
(2a1+7d)'8
a1 +5d T o5
ai o a1 + 5d ’

ai + 10a1d + 25d” = 8ai + 28a1d,
0 = 7ai + 18a1d — 25d°.
(*) Az ay-re kapott Osszefiiggést ide beirva:

0 = 7(60 — 5d)* + 18(60 — 5d)d — 25d° =
= (25200 — 4200d + 175d°) + (1080d — 90d*) — 25d* =

= 60d” — 3120d + 25200 = 60(d” — 52d + 420).

Innen d = 10 vagy 42.

Ellendrzés: Az els6 esetben a1 = 10, ag = 60 és Sz = 360 valéban egy mértani sorozat
(¢ = 6) hérom szomszédos tagja, tovabba S11 = 660.

A midsodik esetben a; = —150, ag = 60 és Ss = —24 szintén valéban egy mértani
sorozat (¢ = —0,4) hdrom szomszédos tagja, tovabbd S11 = 660.

II. megoldds a (x)-gal jelolt résztél kezdve: d>-tel osztva legyen ¢ = %, ezzel
0 =7¢® 4 18c — 25. Innen ¢ = 1 vagy f%, azaz a1 = d vagy a1 = f%d.

Ezt visszairva az (1) egyenletbe:
vagy 2a1 + 10d = 12d = 120, ahonnan d =10 és a; = 10;
vagy 2a1 + 10d = %d =120, ahonnand =42 ésa; = —150.

III. megoldads: Az els6 11 tag 6sszegébdl kapjuk, hogy a1 + 5d = 60, ez éppen a szdm-
tani sorozat 6. tagja. Ezzel a mértani sorozatbdl:

(120—3d)-8
60 2

60 — 5d 60

3600 = (60 — 5d)(480 — 12d),
0 = 60d” — 3120d + 25200 = 60(d” — 52d + 420).

Innen pedig az 1. megoldasnal latottak szerint folytathaté a gondolatmenet.

408 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/7



8. a) Hatdrozzuk meg n értékét dgy, hogy az aldbbi egyenldség teljesiiljon:

n 7
/2x+5dx:/10n72x73x2dx.
2 1

b) Mekkora teriileti sitkidomot vag ki az f(xz) = ﬁ — 1 fiiggvény grafikonja az elsé
siknegyedbdl?
c) frjuk fel az f grafikonjdhoz az 1 abszcisszdju pontjaban hiuzott érintéegyenes egyen-

letét. (16 pont)

Megoldas. a) Elvégezziik az egyenlet két oldaldn kijelslt integraldsokat a Newton—
Leibniz-tétel alapjan:

[x2 + 5:1:]2 = [10nx —2® - xﬂi,
(n® +5n) — (4+10) = (7T0n — 49 — 343) — (10n — 1 — 1),
n® — 550 + 376 = 0.

Innen ni = 47 vagy no = 8.

Mindkét n-re valéban teljesiil az egyenléség: az elsé esetben 2430, a mésodik esetben
pedig 90 az integrédlok értéke az egyenlet mindkét oldalan.

b) Megkeressiik, hogy az f grafikonja hol metszi az x tengely pozitiv félegyenesét:

ﬁ —1=0, ebbdl (az z > 0 feltétel mellett) = = 1.

Mivel az f grafikonja az y tengelyt metszi (+3-ban), ezért az els§ siknegyedbél
levagott sikidom teriiletét az

1
4
J @)
integral értéke adja meg:
1

T:/%—ldx: {— 1 —m}lz(—?))—(—él):l.

x+1)° z+1 0

A kérdéses sikidom tehat éppen egységnyi teriiletil.
¢) Az érintéegyenes meredekségét az f derivéltfiiggvényének az x = 1-ben felvett
értéke adja:
8

Az 1 abszcisszdju pont méasodik koordinatéaja:

4
f(1):m—1=o

Az érintegyenes egyenlete y = 1 — .
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9. Egy villanymozdony dramszeddjét két pon-
ton rogzitették a mozdony tetejéhez, ezek tdvolsdga
0,6 méter. Az dramszedd négy, egymdshoz csatla-

lm kozo egyenes szakaszbol dll. A két rovidebb sza-
kasz 0,5 méter, a két hosszabb szakasz 1 méter
hosszi (ldsd az &brét). Az dramszedd egyes sza-

0.5 m kaszai a mozdony tetejéhez és egymdshoz képest

csukldsan szabadon elmozdulhatnak. Jelolje h(c)
o az dramszedd legmagasabb pontjinak magassagadt

0,6 m

a mozdony tetejéhez képest akkor, amikor mind-
két rovidebb dg o szdget zdr be a mozdony tetejének
stkjdval.

a) Igazoljuk, hogy h(a) = \/1 — (0,34 0,5cos@)® 4 0,5sin .

b) Milyen magasan lesz az dramszedd legmagasabb pontja o = 25° esetén?

c) Mekkora o sz0g esetén lesz az dramszedd legmagasabb pontja éppen 1 méter ma-

gassagban?

C

a

(16 pont)

Megoldas. a) Az dbra jelbléseit haszndljuk.

Az &ramszedS egyik rovidebb dga AB =
= 0,5 (m), ez az A pontban csatlakozik a mozdony
tetejéhez. A B pont merdleges vetiilete a moz-
dony tetdsikjara Bi. Ekkor BAB1< = «a, AB; =
= 0,5cosa, BB; = 0,5sin .

Az 4ramszedd hosszabbik dga BC' =1 (m).
A C pont meréleges vetiilete a mozdony tetSsik-

B A Ci

jara Ci. A B pont merdleges vetiilete a C'Cy egye-
nesre C.

h(Oé) =CC,=CCy +CCy =+1—-CyB2+ BBy = \/1 — (01A+ ABl)2 +0,5sina =

= \/1 — (0,34 0,5cos a)2 +0,5sin

ami éppen a bizonyitandé volt.

b) a = 25° esetén

h(a)

_ \/1 ~ (0,3 + 0,5 c0s25°)% + 0,5 5in 25° ~

~ \/1 —(0,3+0,5-0,9063)% 4 0,5 - 0,4226 ~ 0,869,

tehdt ebben az esetben az aramszedé csics kb. 87 cm magasan lesz a mozdony tetejéhez

képest.

¢) Megoldandé a

\/1 —(0,3+0,5cosa)®+0,5sina = 1 egyenlet. A négyzetre emelést

elvégezve és atrendezve:

082 o

\/0791—0,3005(1— ¢ —1-05sina.

Emeljiik négyzetre most az egyenletet:

410

cos? o sin® a

=1 —si
sin o + 1

0,91 — 0,3cosa —
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Atrendezve: ) 5
sin“a . cos” «

4+4

sina — 0,09 — ( > = 0,3 cos a.

Kihasznélva, hogy sin? a 4 cos® a = 1, kapjuk, hogy sina — 0,34 = 0,3 cos cv.
() Ismét négyzetre emeliink:
sin® a — 0,68sina + 0,1156 = 0,09 cos® a.

cos? a = 1 — sin? « helyettesitéssel:

1,09 sin® o — 0,68 sin a + 0,0256 = 0,

e, o o 008 1/0,687 —4-1,09-0,0256 _ 0,68+ /0350784 _ 0,68 = 0,5023
1,2 =~ _

2.1,09 2,18 - 2,18

Azaz sin a & 0,5836, tehat o &~ 35,705°, vagy sin a =~ 0,0402, tehdt o ~ 2,306°.

Ez ut6bbi a masodik négyzetre emelésnél keletkezett hamis gyok (a négyzetre emelés
elétt az egyenlet bal oldala negativ, a jobb oldala pozitiv). El6bbi érték viszont valéban
megolddsa a feladatnak, hiszen kénny(i meggy6z6dni réla, hogy ebben az esetben mindkét
négyzetre emelésnél az egyenléség mindkét oldala pozitiv.

Tehat o &~ 36° esetén lesz a mozdony dramszeddjének csticsa éppen 1 méter magasan.

II. megoldas a (x)-gal jeldlt résztél kezdve:
sina — 0,3 cosa = 0,34.

/12 4+ 0,32 = /1,09(~ 1,044)-gyel osztva:
1 0,3 0,34

Ccosx =

1,09 1,09 1,09

. 1 o 4 o o . c .
Mivel 7105 ~ cos 16,699° és ~ 8in 16,699°, ezért ez (az ismert addicids tétel segit-
ségével) igy {rhaté:

0,34

sin a cos 16,699° — cos asin 16,699° = sin(a — 16,699°) = =

~ sin 19,006°,

E

ahonnan (mivel « hegyesszog) o — 16,699° ~ 19,006°, azaz o = 35,705°.

Koncz Levente
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1404. Az ABC' egyenld szari hdromszég AB alapjanak F felezépontjdbol
a BC oldalra bocsdtott merdleges talppontja D. Az FD szakasz felezépontja G.
Mutassuk meg, hogy AD merdleges CG-re.
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I. megoldas. Legyen E a BD szakasz felez6pontja. Mivel G az FD szakasz
a felezOpontja, azért EG a BDF haromszognek kozépvonala, és igy FG || BF.
Mivel BF merdleges CF-re, azért EG is merdleges CF-re (1. dbra).

Tovabba, mivel F'D mer6leges BC-re, EG pedig CF-re, azért a G pont
az FFEC haromszog magassagpontja. Ebbdl kovetkezik, hogy C'G meréleges az EF
szakaszra.

Az ABD haromszogben E a BD oldal, F pedig az AB oldal felez6pontja, igy
EF az ABD haromszog kozépvonala, amib6l kévetkezik, hogy EF' || AD.

Mivel CG merdleges EF-re, azért merdleges az FF-fel parhuzamos AD sza-
kaszra is.

Szilldgyi Eva (Ujvidék, Jovan Jovanovié Zmaj Gimn., 11. évf.)

C C
Ao
D
D
E A
A F B A F B
1. dbra 2. dbra

II. megoldas. AFC< = BFC<=90°. Az A pontbdl éllitsunk merélegest
a BC oldalra, talppontjit nevezziik Ag-nak.

ABC< = CFD<, mert meréleges szért hegyesszogek. Igy az AA B és a CFD
derékszogli haromszogeknek két szoge is megegyezik, igy hasonléak. Az AB oldal
mer6leges a C'F-re, ha ezeket azonos szoggel forgatjuk azonos (pozitiv vagy negativ)
irdnyba, az dltaluk bezart szog 90° marad (2. dbra).

Mivel F az AB oldal felez8pontja és F'D || AAy, azért az F.D az ABAy hdrom-
sz0g kozépvonala és D a BA szakasz felezépontja. Tehat AD az AAyB harom-
sz0g A csucsdbdl a szemkozti oldal felez6pontjaba megy, hasonléan a CG a CFD
haromszog C csucsabdl az FD felezopontjaba. ig‘y az ABD héromszog hasonlé
a CFG haromszoghtz. Emiatt BAD< = FCG<. Tehat ha ezzel a szoggel forgatjuk
el az AB, illetve a C'F szakaszokat, melyekrol tudjuk, hogy merélegesek egymaésra,
akkor pontosan az AD szakasz, illetve a C'G szakasz egyenesére jutunk, azaz ezek
is merolegesek egymasra.

Takdcs Réka (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)

ITI. megoldés. Bizonyitandd, hogy az AD szakasz meréleges a CG-re. Vek-

torokkal ez ugy irhaté fel, hogy a skalaris szorzatuk 0, tehat E . C@ =0. Ezt
szeretnénk belatni. Alakitsuk a bal oldalt:

AB 6 - (x# + 7). T D
_ AP -CF + AF-TB + FB-OF + FB €D

2
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Tudjuk, hogy ﬁ 4 ﬁ és ﬁ 1 @, tehat skalaris szorzatuk 0. fgy a kifejezést
tovabb alakitva, az egyenld lesz az alabbival:

AP .-CD+FD-CF _ AP(CF + FD)+ FD(CB + BF)
2 B 2 ’
Mivel ﬁ L ﬁ és ﬁ L C@ , azért ez egyenld az alabbival:

AF-FD+FD-BF _ FD(AF + BF)
. .

2

Mivel ﬁ—l—ﬁ =0, igy ezzel belattuk, hogy az ﬁ . C@ szorzat valéban
zérus, tehat az E és C@ szakaszok derékszoget zarnak be egymassal.

Tatai Mihdly (Szekszard, Garay Jénos Gimn., 12. évf.)

IV. megoldas. Helyezziik el a haromszoget a derékszogli koordinatarend-
szerben a kovetkezSképpen: F(0;0), A(—b;0), B(b;0), C(0;c). Ekkor C@(b -
az F'D egyenes egyenlete bx — cy = 0, masképp z = %y; a CB egyenes egyenlete
pedig cx + by = cb.

Mivel a két egyenes metszéspontja D, ezért a C'B egyenletébe behelyettesitve
x = 7y-t, megkapjuk D koordindtait:

D b ; cb? .
2 +02 2412
a 1 b ) } cb?
2 240272 24+02)°
Ebbdsl

_cb? — 93 2 3 2
C@( 1 cb 20) . ﬁ<20b+b cb )

b27 c + b2 b2 7 c? + b2

G az F'D felez6pontja:

A merdlegesség sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a skalaris szorzat 0
legyen:
b 22b+b3 1 —cb® -2 cb?
CG-AD = -7 . = : ~0.
2+b2 02+b2 +2 C2+b2 C2+b2
Ezzel allitdsunkat belattuk.
Németh Csilla Mdrta (Budapest, Puskds T. Tavkozlési Techn., 11. évf.)

33 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 20 versenyzs: Agdcs Katinka, Edes Lili,
Horvath Lészld, Kocsis Jilia, Komordczy Adé.m, Korményos Hanna Rebeka, Magyar
Boglérka, Mészéros Melinda, Nagy Olivér, Németh Csilla Mérta, Rittgasszer Akos,
Surjan Anett, Szécsi Adél Lilla, Szildgyi Eva7 Takacs Réka, Tandcs Viktoria, Tatai
Mihaly, Thuréczy Mylan, Torok Boldizsar, Zsombd Istvan. 4 pontos 2, 2 pontos 6,
0 pontos 5 dolgozat.
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Matematika feladat megoldasa

B. 4806. Adott eqy K kirlemez, és rajta két pont, amelyek tdavolsiga nagyobb,
mint 2 egység. Mutassuk meg, hogy K-ban van olyan, egységsugari korlemez, amely
a két pont egyikét sem tartalmazza.

(3 pont) Javasolta: Kdrolyi Gyula (Budajend)

Megoldas. A K korlemez kozéppontja legyen O, a két adott pont pedig A
és B (1. dbra). Hiuzzuk meg az AB szakasz felezOmerblegesét. Az igy keletkezett
hur felezépontja legyen O1.

Allités. Az Oy kézépponti egységsugary korlemez rajta van a K korlemezen
és nem tartalmazza az A és B pontokat.

Bizonyitas. Az O; kozépponti egységsugari korlemez nem tartalmazhatja
az A és B pontokat, mert

AOlzBOl>AF:ATB>1.

W W
1. abra 2. dbra

Mivel az O; pont rajta van az AB szakasszal parhuzamos GH &tmérén

(2. dbra), ahol GOy > AF > 1 és HOy > BF > 1, igy az Oy kozépponti egység-
sugaru korlemez biztosan a K-ban fog elhelyezkedni.

Asztalos Adém (Budapest, XIII. ker. Berzsenyi D. Gimn., 9. évf.)

dolgozata alapjan

161 dolgozat érkezett. 3 pontos 86, 2 pontos 29, 1 pontos 23, 0 pontos 21 dolgozat.
Nem versenyszerti 2 dolgozat.
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Mi a matematika és kik a matematikusok?

2017. november 20-an, hétfén, 15:30-t61 az MTA Rényi Alfréd Matematikai
Kutatdintézet és a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szervezésében a Magyar
Tudomany Unnepe alkalmabdl kotetlen beszélgetés lesz matematika irdnt érdek-
16d6 kozépiskolasokkal matematikai karrierlehetéségekrol, oktatasrol, tehetséggon-
dozasrol.

A program soran tobb, karrierje kiilonb6z6 fokan all6 matematikussal ismer-
kedhetnek meg az érdeklédék. Az eléaddk kivéalasztasdnak egyik szempontja a ma-
tematika, illetve a matematikus kozosség sokszintiségének ,felvillantasa”, ezzel is
kozelebb hozva mindkettét a fiatalokhoz.

Helyszin: MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatdintézet, Budapest, V. ker.,
Reéltanoda utca 13-15., Nagyterem.

Kapcsolattarté: Patkos Balazs, e-mail: patkos.balazs@renyi.mta.hu.

Tovabbi informacié a http://www.renyi.hu honlapon olvashaté.

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(553-558.)

K. 553. Andrés és Vili egy zsakbdl hiiznak, amiben cetliken a szdmok vannak
1-t6l 200-ig. Felvéltva kihtuzzédk az Gsszeset, majd a végén Osszeadjdk szamaikat.
Ha els6 hizasra Andras 3-at, Vili 170-et huizott, akkor legfeljebb mennyivel lehet
Andras 6sszege nagyobb Vili 6sszegénél?

K. 554. Leirjuk az egész szamokat 1-t6l 2017-ig a kovetkezdképpen. ElGszor
lefrjuk noévekvd sorrendben azokat, amelyek nem oszthaték 3-mal. Majd pedig,
amelyek oszthatdk 3-mal, de nem oszthatok 9-cel, utdna azokat, amelyek oszthatok
9-cel, de nem oszthatdk 27-tel, és igy tovabb.

a) Mi az utolséként leirt szdm?
b) Hanyadikként {rtuk le a 2017-et?
¢) Hanyadikként {rtuk le a 2016-ot?

K. 555. Melyik az a harom szomszédos egész szam, amelyek szorzata éppen
az Osszegiik Otszorose?

K. 556. Az egységoldalu négyzetekbol 4ll6 négyzetracson lehet-e olyan 6tszo-
get késziteni, amelynek minden csticsa racspont és minden oldala v/5 hossziisagi?
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D R C K. 557. Egy ABCD négyzet P, Q, R és S ol-
dalfelez6 pontjait 6sszekotottiik a négyzet csicsai-
val az dbrdn lathaté mdédon. Bizonyitsuk be, hogy

v AT =TV.
S Q K. 558. Mely n pozitiv egész szamok esetén
T lesz n* +n? + 1 primszam?
A P B

*

Bekiildési hatarid6: 2017. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1434-1440.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1434. Egy Miinchenben megrendezett futéversenyen a versenyzok egy-
szerre rajtoltak és kijelolt palyan haladtak. A rajt utdn 30 perccel, a rajtvonalrdl
utdnuk indult egy elfogd autd, allandd sebességgel. Egy versenyzé szamara akkor
ért véget a verseny, ha az elfogd auté utolérte. A néi gy6ztest 68 km-nél érte utol
az autd, a férfi gyoztest pedig 1 éra 36 perccel késébb 92 km-nél. Milyen sebes-
séggel haladt a két gyoztes futd és az elfogd autd, ha feltételezziik, hogy a futdk
sebessége is végig dllando6 volt?

C. 1435. Egy 2 egység oldalu négyzet két szomszédos oldala, mint atmérd f61é
befelé félkoroket rajzolunk. Hatdrozzuk meg az egyik félkort és a négyzet oldalat
beliilrél érinté, a masik félkort pedig kiviilrél érinté kor sugarat.

Javasolta: Filop Dora (Pécs)

Feladatok mindenkinek

C. 1436. Nyolc piros és nyolc fehér szinii egybevagé kiskockabdl kivalasztunk
nyolcat, és ezekbdl egy nagy kockat rakunk 6ssze. Hanyféle szinezésti nagy kockat
kaphatunk? Két kocka kiilonb6z6 szinezésii, ha forgatdssal nem vihetok egymasba.

Matlap (Kolozsvér)

C. 1437. Kilenc kiilonb6z6 egyenes mindegyike 2 : 3 ardnyban osztja egy négy-
zet tertiletét. Igazoljuk, hogy az egyenesek kozott van harom olyan, amelyek egy
ponton mennek keresztiil.
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C. 1438. Bizonyitsuk be, hogy az 22 + y> = 2* egyenletnek nincs megoldéasa
az x, y, z primszamok korében.

Feladatok 11. évfolyamtdl
C. 1439. Milyen c érték esetén lesz az
(@=57+@-1)7"=c¢
(—1)°+@wy-57=c¢
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa?

C. 1440. Az ABCDA'B'C'D’ egységkockaban le- D'

’
gyenek M és N a D’ és B pontok merSleges vetiiletei A’C
a B'D testitléra. Hatdrozzuk meg a BN D' M négyszog
teriiletét.

Matlap (Kolozsvér)

A
B

Bekiildési hatarid6: 2017. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

S

A B pontversenyben kitiizott feladatok
(4894-4902.)

B. 4894. Hét rabl6 a zsakmanyolt aranytallérokat 1igy osztja el, hogy névsor
szerint haladva annyit vesznek el, amennyi a még nem szétosztott aranytallérok
szamaban a szdmjegyek osszege. Két teljes kor utan az arany elfogy. Mindenkinek
ugyanannyi jutott, csak a vezérnek lett tobb. Hanyadik volt a vezér a névsorban?

(4 pont) Matlap (Kolozsvar)
B. 4895. Bizonyitsuk be, hogy ha n —1 és n+ 1 egyarant primszamok, és
n > 6 egész szdm, akkor n?(n? + 16) oszthaté 720-szal.
(3 pont)
B. 4896. Az ABCD konvex négyszog oldalfelez6 pontjai legyenek A;, B,
C1, D1. Az A1 B1C1 D1 négyszog oldalfelezé pontjai legyenek Ay, Ba, Cy, Dy és

ezt folytatjuk tovabb. Bizonyitsuk be, hogy ha A;B;CiD; hurnégyszog, akkor
A2017B2017C2017D2017 is hirnégyszog.

(3 pont) Javasolta: Szoldatics Jozsef (Budapest)
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B. 4897. Adott a sikon n darab pont. Mutassuk meg, hogy kivalaszthato
koziilitk hdrom — mondjuk A, B és C' — gy, hogy ABC'< < 180°/n.

(4 pont)

B. 4898. Bizonyitsuk be, hogy ha A egy pozitiv egész szamokbdl &llé négy-
elem{i halmaz, hogy barmely a,b € A, a # b esetén ab + 13 négyzetszdm, akkor
A elemei 4-gyel osztva 2-t adnak maradékul. (Lasd Diofantoszi szdmhalmazok cim@
cikkiinket a 391. oldalon.)

(4 pont) Javasolta: Nyul Gdbor (Debrecen)

B. 4899. A G egyszeril sikgraf minden csticsa harmadfoki, és tudjuk, hogy
létezik G-nek olyan sikba rajzoldsa, ahol G élei egymdast nem metsz6 egységnyi
hosszu szakaszok. Mutassuk meg, hogy G-nek legalabb 8 csticsa van.

(5 pont)

B. 4900. Legyen K egy origéra szimmetrikus konvex lemez, e egy origéra
illeszked8 egyenes, ¢’ pedig egy tetszdleges, e-vel parhuzamos egyenes. Jeldlje to-
védbbd #H a H halmazba es§ récspontok szémét. Igazoljuk, hogy #(K Ne) +1 >
> #(Kne).

(5 pont)

B. 4901. Torpfalvan jarvany iitotte fel a fejét azt kovetoen, hogy csuf koér-
sag fert6zott meg néhany torpot. Szerencsére a betegségbol minden torp egy nap
alatt meggydgyul, és ezutdn egy napig immunissd vélik, &m sajnos ezt kovetGen
djra fert6zodhet. Az dllapot megvaltozasa mindig éjszaka, alvas kozben kovetkezik
be. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjak fel azt a megrogzott szoka-
sukat, hogy minden egyes nap minden baratjukat meglatogatjak. Marpedig ha egy
beteg torp egy nem immunis, egészséges torppel talalkozik, az utébbi bizonyosan
megfert6zodik. Mutassuk meg, hogy ha Torpfalvan 100 torp él, akkor a jarvanynak
a kitorését kovetd 101. napon mar biztosan vége van.

(6 pont) BME VIK folklor

B. 4902. Adott a sikon négy kiilénboz6 hosszisagu, egyméssal parhuzamos
szakasz, A1B1, Ay By, A3Bs3 és AyBy. Tetszoleges 1 < i < j < 4 esetén legyen M;; az
A;Bj és A;B; egyenesek metszéspontja. Mutassuk meg, hogy az Mo M3z4, Mz Moy
és My4Ms3 egyenesek egy ponton mennek at vagy parhuzamosak.

(6 pont)

%

Bekiildési hatarids: 2017. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(704-706.)

A. 704. Egy n hosszi oldalakkal rendelkezé szabalyos haromszog oldalainak
n-edelépontjain 4t behuztuk az oldalakkal parhuzamos egyenesek haromszogbe
esé szakaszait. Tekintsiik az igy 1étrejové 1+ 2+ ...+ (n+ 1) darab metszéspont
alkotta pontracsot. Melyek azok az n pozitiv egészek, melyekre ez a pontracs
olyan pontharmasokba particionalhatd, melyek egy-egy egységnyi oldali szabélyos
haromszog csucsai?

Javasolta: Alexander Gunning (Cambridge, Egyesiilt Kirdlysig)

A. 705. Legyen az ABC haromszog magassagpontja H, és legyen D egy,
a cstcsoktol killonb6z6 pont a haromszog koriilirt korén. Tegyiik fel, hogy a BH D
kor az AB egyenest P # B-ben, illetve a CHD kor az AC egyenest @) # C-ben
metszi. Mutassuk meg, hogy a D pontot a koriilirt korén mozgatva, D-nek PQ-ra
vonatkozé tiikkorképe is egy rogzitett koron mozog.

Javasolta: Michael Ren (Andover, Massachusetts, USA)
A. 706. Jelslje ZT a pozitiv egészek halmazat. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan
f: ZT — Z7T fiiggvényt, melyre a kovetkezdk teljesiilnek:
e f(mn)= f(m)f(n) minden m,n € Z*-ra, illetve
e f(™(n) =n minden n € Z*-ra (azaz f(f( . (f(n)).. )) = n, ahol a zérdjel-
parok szdma n).

(Koreai feladat)

Bekiildési hatarid6: 2017. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

Informatikabdl kitiizott feladatok

1. 436 (E) Ha egy szabdlyos dobdkockat feldobunk, leesés utdn ugyanakkora
valésziniiséggel lesz a kocka tetején az elsé hat pozitiv egész szam valamelyikének
megfelel6 szamui pont. Erre a tovabbiakban arab szamjegyekkel hivatkozunk: 1, 2,
3, 4,5, 6.
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Ebben a feladatban szabalyos dobdkockaval torténé dobést szimuldlunk, il-

letve az igy kapott sorozatot elemezziik. Készitsiink programot dobokocka néven
a kovetkez6 feladatok megolddsara.

1.

Kérjiink be a felhasznélétol egy tippet, majd szimuldljunk egy kockadobést sza-
bélyos dobdkockaval. Irassuk ki a képernyore a felhaszndld tippjét és a dobas
eredményét is, majd tdjékoztassuk a felhasznalét az eredményrol a kovetkezd
forméban: ,On eltaldlta.” vagy ,On nem taldlta el.”. (Az ékezetmentes kiirds is
elfogadott.)

. Szimuldljunk egy N(< 10000) dobésbdl allé kisérleti dobédssorozatot, és

az eredményt taroljuk el egy megfeleld tipusi valtozéban. Az N értékét a fel-
hasznal6tol kérjiik be. frassuk ki a dobdssorozatot (elvdlasztGjelek nélkiil)
a kiserlet.txt szoveges allomény elsé sordba is, ezt egy szdkozzel elvalasztva
kovesse N értéke. A tovdabbiakban az igy kapott sorozatot elemezziik.

Szamoljuk meg, hogy a kisérlet sordn hényszor dobtuk az egyes szamokat.
Irassuk ki relativ gyakorisagukat két tizedesjegy pontossiggal a kiserlet.txt
f4jl mésodik soréba, egy-egy szokozzel elvéalasztva (pl. 1-16,51% 2-17,23% .. .).

. Hanyszor fordult el6 a kisérlet sordn, hogy egymés utan pontosan két hatost

dobtunk? Az eredményt frassuk a kiserlet.txt f4jl harmadik sordba.

Hényszor fordult el6 a kisérlet soran, hogy a kocka két egymédst kéveté dobas
esetén két egymadssal szemben 16v6 oldaldra esett? (Kozismert, hogy a szabdlyos
dobdkocka szemben 1év6 oldalain szerepld szamok sszege 7.) A vélaszt frassuk
a kiserlet.txt f4jl 4. sordba. (Példdul a 21612 sorozat kettének szdmit.)

Elofordult-e a kisérlet soran, hogy hat egymast koéveté dobds sordn mind
a hat lehetséges értékre sor keriilt? [rassuk a valaszt (Ilgen vagy Nem)
a kiserlet.txt f4jl 5. sordba. Ha a vélasz Igen, adjuk meg egy ilyen soro-
zat kezdetének a helyét is az Igen utdn egy szdkozzel elvdlasztva. (A minta
tagjainak szdmozésit eggyel kezdjiik.)

Eléfordult-e a kisérlet sordn legalabb M tagi palindrom? (Olyan részsorozat,
amely elolrdl hatulra és hatulrdl eldre olvasva megegyezik, példdul: 2345432.)
Az M értékét kérjiik be a felhaszndlétol. frjuk a valaszt és M értékét egy
szokozzel elvilasztva a kiserlet.txt fajl 6. sordba (példdul: Nem 12). Ha
a valasz Igen, adjuk meg egy ilyen sorozat kezdetének a helyét is egy szdkozzel
elvalasztva.

Milyen hosszu volt a leghosszabb, azonos szamjegyekbdl allé sorozat? Irassuk
ki a valaszt a kiserlet.txt fajl 7. sordba, tovabba egy szokozzel elvilasztva
irassuk mellé egy ilyen részsorozat elsé tagjanak helyét is.

Bekiildend6 egy 1436.zip tomoritett allomanyban a program forraskédja és

dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldds rovid leirasat, és megadja, hogy
a forrasallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

420
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I. 437. Magyarorszag fejedelmeit, kirdlyait, uralkodéit, dllamféit és miniszter-

elnokeit sorolja fel a MEK kisokos*. A feladat ezen adatok feldolgozasa lesz tab-
lazatkezel§ program segitségével. A tébldzat tartalmazza, melyik hézbdl val6 ural-
kodérol van szd, vagy fejedelemrdl, dllamfordl, esetleg miniszterelnokrél, a nevet,
az uralkodohdzat vagy egyéb megnevezést és hogy mettél meddig tartotta fenn
a tisztséget. Vannak olyan személyek, akik megszakitasokkal, de t6bbszor voltak hi-
vatalban, 6k tobbszor szerepelnek a listaban. A tablazatban szerepl6 utolsé allamfé
Goncz Arpéd, utolsé miniszterelnok pedig Horn Gyula, egészitsiik ki a tablazatot
napjainkig.

1.

10.

Toltsiik be a magyarvezetok.txt szovegfajlt a tdblazatkezel6 egy munkalap-
jara az Al-es cellatdl kezdodGen. Munkankat 1437 néven mentsiik el a tabla-
zatkezel6 alapértelmezett formatuméban.

Az E oszlop cellaiban frassuk ki, mikor kezdte meg az uralkoddsat, mikor 1épett
hivatalba az adott személy. Masolhaté képletet hasznaljunk és tigyeljiink arra,
hogy vannak iires sorok a tdablazatban.

Az F oszlop cellaiba frassuk ki, meddig uralkodott, volt hivatalban az éppen
aktualis ciklusaban az adott személy.

A G oszlopban szamitsuk ki, hany évig volt hivatalban az adott személy Gssze-
sen élete soran.

A minta alapjén szamitsuk ki a K oszlop adott cellait! K4-ben adjuk meg, hiny
évig volt vezetd a leghosszabb id6t ott t6lt6 személy, a Kb-ben pedig, hogy ki
volt az.

A KT7-es celldban adjuk meg ki volt, aki legtobbszor toltott be vezetdi tisztséget,
a K8-ba ki volt ez, a K9-be pedig, hogy milyen hivatalt toltott be. Ha tobb
azonos is van, elég az elsot kifrni.

A 112-es cellatdl lefelé gytjtsiik ki azokat a kirdlyokat, vezetdket, akik tobbszor
voltak hivatalban, mellé, hogy 6sszesen hényszor.

Feltételes forméazassal a B oszlopban azoknak az uralkoddéknak a nevét piros
hattérszinnel emeljiik ki, akiknek a keresztneve el0szor szerepel az orszag tor-
ténetében. Példaul: 1. Béla.

Hasonlitsuk 6ssze diagram segitségével a Habsburg-hiaz és a Habsburg—
Lotaringiai-haz uralkodéinak trénon toltott évei szamat, amelybdl kideriil,
mely haz uralkodéi toltottek tobb évet Gsszesen a trénon.

Az els§ sorban 1év6 ,Magyarorszdg vezet6i” cim link legyen, és a http://
mek.niif.hu/00000/00056/html/240.htm oldalra mutasson.

Bekiildend6 egy tomoritett 1437.zip dllomanyban a megoldast add tablazat-

kezel6 munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhasznalt tabla-
zatkel6 nevét és verzidjat.

*Forrés: http://mek.niif.hu/00000/00056/html/240.htm, utolsd letdltés:

2017-09-20.
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| A B 3 D E | F | 6 |H|I ) K

1 s 770
2 Magyarorszag vezetdi

3 |Fejedelmek

4 Arpad fejedelem 895-907 ev | leghosszabb id6: [ év |
5 Zsolt fejedelem 907-947 év | uralkodé: | ]
6 Fajsz fejedelem 947 év

7 Taksony fejedelem 947-972 év legtdbb uralkodds: ]
8 Géza fejedelem 972-997 év o or uralkodott: |
9 Istvan (Vajk) fejedelem 997-1000 év milyen uralkodé:

10

11 | Arpad-hazi kiralyok akik tob h

12 |INSEEROISERI Arpd-hazi kirdly 10001038 év

13 Péter Arpad-hazi kirdly 1038-1041 év

14 Aba Sdmuel Arpad-hazi kirdly 1041-1044 év

15 Péter Arpad-hazi kirdly 1044-1046 év ]
16 Arpad-hazi kirdly 1046-1060 év

17 Arpad-hazi kirdly 1060-1063 év ]
18 Salamon Arpad-hazi kirdly 1063-1074 év

19 Arpad-hazi kirdly 1074-1077 év

20 Arpad-hazi kirdly 1077-1095 év

21 (Konyves) Kdlman Arpad-hazi kirdly 1095-1116 év

22 I. Istvan Arpad-hazi kirdly 1116-1131 év

23 II. (Vak) Béla Arpad-hazi kirdly 1131-1141 év

I. 438. Készitsiink tablazatkezel6 alkalmazasban tablazatot vagy irjunk prog-
ramot, amely egy kavicsot terito robot munk&jat vezérli.

A robot egy 10 x 10 cellds négyzetracson mozoghat a szovegesen megadott
utasitdsok szerint. A robot mozgdsa a lehetd legegyszerlibb, mert egyszerre elére,
hétra, illetve jobbra vagy balra (E, H, J és B) egy egységet tud lépni. Amikor a robot
1j cellaba 1ép, koveket vesz fel, ha a kovek szama az adott cellaban 1-nél tébb, és
koveket tesz le, ha van néla k6, a celldban pedig éppen nincs. A robot a bal felsd
sarok cellajabol indul, felfelé néz és nincs néla kavics. Miikodése sordn el6szor 1ép és
utdna véltoztathatja a celldban a kavicsok szamaét. A vezérlés utasitdsainak szama
legfeljebb 100.

A 10 x 10 cellas négyzetracs celladinak kavicsszama és a robotot vezérl6 utasitas-
sor all rendelkezésre a terep.txt dllomanyban. Vagy toltsiik be a tablazatkezelébe
az Al-es cellatdl kezd6dGen, vagy a program standard bemenetén adjuk meg a sz6-
kozokkel tagolt terep. txt dllomanyt. A megoldas soran a forrasadatok médosulasa
esetén is helyes eredményt kell kapnunk.

A tablazatkezelé az Ll-es celldban, vagy a program a standard kimeneten
jelenitse meg, hogy a vezérlés befejezése utan hany k6 van a robotnél.

Példa a bemenetre: Kimenet
(amely 5 x 5 cellds a tomorség kedvéért)

21201 1
02031
23002
11223
32110
HJJJHHE

422 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/7



Bekiildend6 egy tomoritett 1438.zip allomanyban a tablazatkezelé munkafii-
zet, vagy a program forraskodja és rovid dokumentécidja, amely megadja a tab-
lazatkezel6 alkalmazds nevét és verzidszamait, illetve azt, hogy a forrasallomany
melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

A megoldashoz sziikséges letolthetd allomény: terep.txt

I/S. 20. Egy elektromos terepjaré autéval szeretnénk eljutni egy dimbes-
dombos teriileten az egyik helyrdl a mésikra. A teriiletet gondolatban N x M
egyforma négyzetre osztjuk, és minden egyes négyzethez egy magassagi adatot
rendeliink. A négyzetek szdmozésa a bal fels§ saroktdl indul jobbra, illetve lefelé.
Az auté utjat dgy modellezziik, mintha egy-egy oldalukkal egymaéssal érintkezd
négyzeteken haladna keresztiil. Az egyik négyzetrdl a masikra torténé mozgaskor
az auto 1 egységnyit meriti az akkumulatorat, ha a két négyzet azonos magassagban
van. Alacsonyabb magassiagban 1év6 négyzetrol magasabban 1év6 négyzetre mozgés-
kor a szintkiilonbség kétszerese plusz 1 egységnyit meriil az akkumuldtor. Amikor
az auto lefelé halad, akkor a szintkiilonbség szamértékének megfelel egységnyit t61-
t6dik az akkumulator, mikézben 1 egységet meriil. Az auté indulési pontja a térkép
(s, 55) négyzete, a cél a térkép (c;, ¢;) négyzete.

Kérdés, hogy legkevesebb hany egységnyi toltéssel kell rendelkeznie az auténak
a kiindulasi négyzetben, hogy eljusson a cél négyzetbe gy, hogy kézben egyszer sem
kell kiilsé energiaval tolteni, csupan a szintkiilonbség csokkenésekor kap energiat.
Az aut6é nem tud tovabbmenni, ha egy négyzetbe érve nem pozitiv az energidja,
ezért az csak a cél négyzetben lehet O.

A feladatot megoldd program olvassa be a standard bemenetrél a térképhez
tartozé N és M értékét, majd a kovetkezo N sor mindegyikében M pozitiv egész
hi; szédmot, melyek a térkép i-edik sordban és j-edik oszlopdban 1év6 négyzet
szintértékét adjak, illetve a kovetkez6 sorban az induld és cél négyzetek adatait:
si, Sj, Ci, ¢j. A program irja a szabvanyos kimenetre a legkisebb akkumuldtor
toltottséget, amellyel az autd a kiindulasi helyrol a célba érhet.

Példa:

Bemenet | Kimenet

45 6
12434
11352
13234
12113
3214

Korldtok: 1 < N, M <100, 1 < h; ; < 1000.

Ertékelés: a megoldés lényegét leiré dokumentacié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korldtoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb N és M értékek esetén ad helyes eredményt 1 mésodpercen beliil.

Bekiildend6 egy is20.zip tomoritett allomédnyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskddja.
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S. 119. Ifju hercegiink egy hegyi 6svényen késziil dtkelni. Az 6svény mentén
manodk allnak lesben, akikkel semmiképp nem jé talalkozni. Szerencsére a mandk
mindegyike olyan, hogy egy bizonyos szint nem lat. Hercegiink ezért varratott ma-
ganak mindegyik szinbdl egy-egy kopenyt, igy ha a megfelel6 mand el6tt elhaladva
azt viseli, akkor a mané nem veszi észre. A kopenyek mindegyike karra teritve is
konnyen viheto, és emellett tetszéleges szamu kopeny — akar az 6sszes — egymasra
folvéve hordhaté. Ha a herceg mar visel egy vagy tobb kopenyt, akkor a kdvetkezét
azok folé tudja venni. Vetk&ézéskor mindig a legfelsé kopenyt tudja levenni, tehat
ha sziiksége van egy most nem legfeliil viselt kopenyre, akkor az Gsszes f6lotte 1évot
le kell vennie.

A herceg azt is megtudta, hogy milyen sorrendben kovetkeznek az egyes mandk
az Osvény mentén. Mivel nem szeretne sokszor 6ltozni, ezért szeretné tudni, hogy
hogyan juthat tdl a lehetd legkevesebb szamu 6ltozéssel az dsvényen. Az Gt meg-
kezdése elott nem viseli egyik kopenyt sem, és az Osvény utan sem, tehat leveszi,
ami még rajta van. Minden kopeny fol- vagy levétele egy 6ltozésnek szamit.

A feladatot megold6é program olvassa be a standard bemenetrél a mandk
N szamat, illetve az dltaluk nem latott szinek Z szamaét, majd a kdvetkezd sorbdl
N szamu pozitiv egészet: az i-edik szam az i-edik mané &altal nem latott szin
m,; sorszama. A program irja a standard kimenetre az dsvényen valé dthaladdshoz
sziikséges legkevesebb 6ltozések szamat.

Példak:
Bemenet Kimenet
64 8
122343
105 12
1323213221

Korlatok: 1 < Z <N <30,1<m; <Z.

Ertékelés: a megoldas lényegét leird dokumentacioé 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korldtoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb N értékek esetén ad helyes eredményt 1 mésodpercen beliil.

Bekiildendo egy s119.zip tomoritett adlloméanyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskédja.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tdlthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarids: 2017. november 10.

%
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Gyakorlé feladatsor
emelt szinti fizika érettségire

Tesztfeladatok™*

1. Péter és P4l egy budapesti kollégium lakéi. Arrdl vitatkoznak, hogy az iré-
asztalukon nyugvoé fizikakonyv sebességének nagysaga éjjel vagy nappal nagyobb-e
az allécsillagokhoz rogzitett koordinata-rendszerben. A felmeriilt vélaszok koziil
melyik a helyes?

A) A konyv se éjjel, se nappal nem mozog.

B) Nappal a konyv gyorsabban mozog.

C Ejjel a konyv gyorsabban mozog.

D) A vélasz attdl fiigg, hogy nyédr van vagy tél.

—_ — — —

2. Tegyiik fel, hogy egy auté tugy fékez, hogy az autdra dllandé surlédasi erd
hat. A kovetkez6 allitdsok koziil melyik a helyes?

A) Az aut6 mozgdsi energidja idében egyenletesen csokken.

B) Az auté megéllasdig megtett it ardnyos az auté kezdeti sebességével.

C) Az auté megélldsdig megtett Ut ardnyos az auté kezdeti sebességének
négyzetével.

D) Az aut6 mozgdsi energidja forditottan ardnyos a fékezéstél eltelt id6vel.

3. Az eurédpai kontinensen, igy hazankban
is jobb oldali kozlekedés van, ezért az oldalko-
csis motorkerékparokon az oldalkocsi a vezeté-
hoz képest a jobb oldalon helyezkedik el. Egy
ilyen oldalkocsis motorkerékpar nagy sebesség-
gel vesz be egy kanyart vizszintes feliileti uton.
Mikor emelkedhet fel az oldalkocsi kereke?

A) Csak balkanyarkor emelkedhet fel.

B) Csak jobbkanyarkor emelkedhet fel.

() Balkanyarkor is, jobbkanyarkor is felemelkedhet az oldalkocsi kereke.

D)

Az oldalkocsi kereke sohasem emelkedhet fel.

4. Egy toronybdl egyszerre eldobunk négy golydt; kettot vizszintesen egyméssal
ellentétes irdanyban, kettot pedig fiiggélegesen, szintén egymassal ellentétes irany-
ban. Mind a négy golyé kezddsebességének nagysaga megegyezik. A kozegellenallds
nem szamottevé. Az indulas utan valamekkora ¢ idével még mind a négy goly6 a le-
veg6ben van. A vizszintesen vagy a fiiggllegesen elhajitott parok kozott nagyobb-e
a tavolsag ebben az idépillanatban?

A) A vizszintesen elhajitottak kozott.

B) A fiiggblegesen elhajitottak kozott.

* A vélaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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C') Mindkét par kozott ugyanakkora a tédvolsdg.
D) Nincs elegendé adat megadva a megolddshoz.

5. Egy matematikai ingat 90°-nal kisebb szoggel kitéritiink, majd elengediink.
Lehet-e az ingatest gyorsuldsa vizszintes?

A) Nem, ingamozgaskor a gyorsuldsvektor soha nem lesz vizszintes irdnyu.

B) Csak akkor, ha a kitérités legaldbb 45°-o0s.

() Igen, barmekkora szoggel is téritjiik ki az ingdt.

D) Csak akkor lehet a gyorsulds vizszintes, ha az inga 9,81 m-nél hosszabb.

6. A Jupiter egyik holdja a Ganiimédész (latinul: Ganymedes). Csillagdszati
mérések alapjan jol ismerjiik a Ganiimédész palyaméreteit és a Jupiter koriili kerin-
gési idejét. Ezeknek a csillagdszati adatoknak a birtokaban, valamint az univerza-
lis gravitacios torvény ismeretében lehetséges-e meghataroznunk a Jupiter, illetve
a Ganiimédész tomegét?

A) Igen, mindkét tomeg meghatdrozhatd.

B) Csak a Ganiimédész tomege hatdrozhaté meg, a Jupiteré nem.

() Csak a Jupiter tomege hatdrozhaté meg, a Ganiimédészé nem.

D) Egyik tomeg sem hatdrozhaté meg.

7. Egy zart iiveges6 folyadékkal van tele. Az {ivegcsovet vizszintes sikban,
az egyik végén atmend fliiggéleges tengely koriil egyenletesen forgatjuk. A csé melyik
végénél nagyobdb a folyadék nyomédsa?

A) A forgdstengely kozelében a folyadék sebessége elhanyagolhatéan kicsi,
a nyomas tehat — a Bernoulli-torvény értelmében — ott nagyobb.

B) A cs6 kiils6 végénél nagyobb a nyomds, mert a folyadék nekinyomédik a csé
végének.

() Csak a folyadék sfirliségének ismeretében dontheté el a kérdés.

D) Csak a forgds szogsebességének ismeretében donthetd el a kérdés.

8. Egy fémbol késziilt rugét dsszenyomunk, és Gsszenyomott helyzetében egy
savalld, miianyag szédllal rogzitjiik. A rugét erds savba helyezziik, amiben a rugé
feloldédik. Hova tiinik a rugéban tarolt rugalmas energia?

A) A sav egy picit melegebb lesz ahhoz képest, mintha nem ésszenyomott rugét
oldottunk volna fel benne.

B) Kémiai folyamatok esetén nem érvényes a fizikdban tanult energiamegma-
radas.

C) A rogzité mlianyag szal veszi 4t a rugalmas energidt.

D) A rugdban térolt energia az oldédast kiséré erés sistergés alatt hanghulla-
mok formajaban kisugdrzdodik.

9. A korszerli rozsdamentes ldbosok alja réteges szerkezetii: a kiilsé és a bels6
rozsdamentes acél réteg kozott egy masféle fémbol késziilt réteg is taldlhato. Milyen
fémbdl késziil ez a kozbiils6 réteg?

A) Aluminiumbdl, mert konny(i és jé a hdvezetd képessége, tehdt egyenletes
belsé hémérsékletet biztosit.

B) Olombél, mert a nagy stirisége nagy hokapacitdst jelent, tehat az edény
jobban tartja a hot.
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C) Titanbdl, mert konnyii és erés, tehat jobb mechanikai jellemzéket biztosit
a labosnak.

D) Volfrdmbdl, mert nagyon magas az olvaddspontja, tehdt még akkor sem
lyukad ki a ldbos, ha véletleniil a tlizhelyen felejtjiik.

10. Két egyforma ceruzaelemet egyszer sorosan, maskor parhuzamosan kap-
csolunk. Mikor keletkezik idéegységenként tobb ho, ha a sorosan vagy ha a parhu-
zamosan kapcsolt Osszeallitdst zarjuk rovidre?

A) Ha sorosan kapcsoljuk 8ket.

B) Ha péarhuzamosan kapcsoljuk 6ket.

C') Azonos mennyiségii hé keletkezik mindkét esetben.
D) Mindhdrom vélasz helyes lehet attdl fiiggéen, hogy a ceruzaelemekben
milyen anyagi mindségii elektrolit taldlhato.

11. Melyik allitas igaz egy fémes vezetorol?

A) Fémes vezetének nem lehet eredd toltése.

B) Ha egy fémes vezetének eredd toltése van, akkor az egyenletesen oszlik el
a térfogataban.

C) Ha egy fémes vezetOnek eredd toltése van, akkor az a vezetd feliiletén
oszlik el.

D) Egy fémes vezet elektrosztatikus potencidlja mindig nulla.

12. El6fordulhat-e, hogy egy telep kapocsfesziiltsége nagyobb, mint az elektro-
motoros ereje?

A) Nem.

B) Csak rovidzar esetén egy pillanatra.

() Csak abban a pillanatban, ha szakaddst hozunk létre.

D) Ha a telepet (tolthetd akkumuldtort) toltjitk, akkor megvaldsul a leirt
helyzet.

13. Egy fiiggdleges rézcsében elejtiink egy (benne épphogy elférd) erds még-
nest, majd a kisérletet megismételjiik egy, a magnessel azonos méreti aluminium-
darabbal. Ha a légellenallas elhanyagolhaté, akkor melyik targy esik le révidebb
id6 alatt?

A) A mégnes, mert nehezebb az aluminiumn4l.

B) Egyforma id6 alatt érnek le, mert mindkettd szabadesést végez.

C) Az aluminium, mert a mégnes a mozgdsat fékezd hatdsi orvényaramokat
hoz létre a rézcsében.

D) Attdl fiigg, hogy a magnes melyik pélusa all lefelé, mert a Fold magneses
tere taszithatja és vonzhatja is a méagnest.

14. Melyik radioaktiv bomlasi folyamat néveli a rendszamot?
A) A f~-bomlés.

B) A fT-bomlés.

C) Az a-bomlés.

D) A ~-sugarzdssal jar6 folyamat.
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15. Folytassuk a félbehagyott mondatot ugy, hogy az allitds igaz legyen! A mo-
derdtor szerepe az atomreaktorban az, hogy

A) a keletkezett energidt elvezesse;

B) a keletkezett neutronok egy részét elnyelje;

() a keletkezett gyors neutronokat lelassitsa;

D) a keletkezett radioaktiv anyagokat semlegesitse.

Szamolasos feladatok

1. Ugyanabbdl a pontbdl, egyszerre két egyforma témegi testet hajitunk el
vizszintesen, egymadssal ellentétes irdnyban. Az egyik test kezddsebessége 3 m/s,
a masiké 4 m/s. (A légellenallds elhanyagolhatd.)

a) Mekkora sziget zdrnak be egymdssal a sebességvektorok 1 mésodperc
mulva?
b) Mekkora a két test mozgdsi energidjanak ardnya ebben a pillanatban?

¢) Milyen messze volt egymdstdl a két test, amikor sebességvektoraik éppen
derékszoget zartak be egymassal?

2. Egy vékony, fliggoleges szigeteld szal felsé vége rogzitett, az alsé végéhez
erdsitett, kis méretii test elektromos toltése Q = 100 nC. A szalon surléddsmentesen
mozoghat egy 0,1 g témegii, 10 nC t6ltést, kis méreti gydngy.

a) Egyensulyi helyzetben mekkora lesz a kozottiik 16v6 tdvolsag?

b) Ha kezdetben a gyongyst a rogzitett test felett 27 cm tdvolsdgban tartjuk,
majd elengedjiik, akkor milyen iranyban és mekkora gyorsulassal indul el a gyongy?

3. Egy utcai keresztezddésben nagy méretit dombort tiikor segiti az autdsokat
abban, hogy jobban lathassdk a kozeledd jarmiiveket. Ha egy gépkocsi 45 méterre
van a titkort6l, akkor a titkorben haromszoros kicsinyitésben latjuk a képét.

a) Mekkora a gombtiikor gorbiileti sugara?

b) Hany méterre van a gépkocsi a tiikoértél, ha a tiikérképe csak kétszeres
kicsinyitésti?

4. Az uran 235-0s izotépjanak felezési ideje 0,71 milliard év.

a) Hanyszor t6bb 235-6s urdn izotép volt a Foldon 4,5 millidrd évvel ezeldtt,
amikor a Fold kialakult?

b) Mekkora a 235U atommag a-bomlasit kovetden a reakcitermékek 6sszesi-
tett teljes mozgasi energidja?

¢) Mekkora a 235U atommag bomlésit kovetSen az a-részecske mozgési ener-
gidja?

Adatok: m(%3U) = 235,04392 u, m(%3§Th) = 231,036 30 u,
m(%He) = 4,002 603 u, az atomi témegegység: u = 1,660 5656 - 10727 kg.

Honyek Gyula
Budapest
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Nyari matematika- és fizikatabor 2017.
Dombévar

Egyéves kihagyéds utan, 2017. junius 25. és jalius 1. kozott djra megrende-
zésre keriilt a KoMaL nyari fizikatabora Dombdévar-Gunaras kempingjében. Ezuttal
azonban kib&viilt a tabor a matematikai olimpidkra (IMO és MEMO) komolyabban
késziil6 csapat tagjaival is. A taborozék koziil 18 diak Erdélybél, Felvidékrol, il-
letve Délvidékrol érkezett. Ok tanéri ajanlasokkal, ismertebb versenyeredményekkel
bizonyitottak, hogy helyiik van a rendezvényen. A tobbiek a KoMalL fizika pont-
versenyeiben nyujtott teljesitményiik alapjan keriiltek be a 32 f6s fizikus keretbe.

A tédbor szervezdje és vezetbje Gndadig Péter, a KoMaL fizikus szerkesztGje,
a tdbor matematikus koordinatora pedig Dobos Sdndor, a magyar IMO csapat he-
lyettes vezet&je volt. Mellettiik fizikabdl Részeg Anna, Viaddr Kdroly, Szdsz Krisz-
tidn és Baranyai Kldra (a KoMal munkatarsai, feladatjavitoi) segédkeztek a két
egyetemi hallgaté KoMaL feladatjavitéval, Asztalos Bogddnnal és Olosz Baldzzsal
kiegésziilve. A matematikusok felkészitésében Kiss Viktor (Rényi Alfréd Matema-
tikai Kutatéintézet) és Lenger Ddniel (MEMO csapat vezetdje) is meghatdrozd
szerepet véllaltak. A tdborban folyd sportéletet Vonyd Veronika egyetemi hallgatd
is segitette.

A tdbort a Nemzeti Kulturélis Alap pédlyédzati tamogatésa (NTP—TAB—17—0043)
tette lehetové. A pénziigyeket és a szervezés jelent6s részét Nagyné Szokol Agnes,
a KoMalL projektvezetdje intézte.

Az aldbbiakban harom rovid beszamoléval idézziik fel az utdbbi évek egyik
legjobban sikeriilt, remek hangulati nyari didktaboranak légkorét. Az elsé a ta-
bor matematikus felét idézi fel, a masodik a fizikusok élményeit mutatja be, mig
az utolsdban arrol olvashatunk, hogyan élték meg ezt a hetet egy hataron tuli isko-
14bdl érkezo6 didkok. Nehéz lenne eldonteni, hogy kik érezték jobban magukat ebben
az — immar Kéarpat-medencei rendezvénnyé terebélyesedett — KoMal-taborban.

A szervez6k

Matekolimpiai edzétdbor Dombévaron

A matek didkolimpidra komolyabban késziil6 didkok mar ismerik egymast.
Latjak egymés nevét a KoMal-ban, taldlkoznak olimpiai szakkoron, versenyeken.
A 2016/17-es tanévben az utolsé olimpiai valogatét Kecskeméten szervezték a Mat-
egye Alapitvanynak koszonhetéen. Ott az IMO, MEMO csapatok kialakultak, emel-
lett korvonalazédott az utanpdtlas gerincét add tarsasag is. Ez a 20 didk kapott
meghivast a junius végén Dombdvaron rendezett olimpiai edzétaborba.

A matematika szakmai program reggelente egyéni feladatmegoldéssal indult,
ami utan a leirt megoldasokat le kellett adni. Ezeket Kiss Viktor, a Matematikai
Kutatdintézet fiatal kutatdja és Lenger Daniel, az ELTE doktorandusz hallgatdja,
a MEMO csapat vezetGje javitottak, értékelték. Ezt kdvetéen csapatban lehetett
dolgozni, majd kozos megbeszélésen néztiik 4t a megoldasokat. Ezeket az alkalma-
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kat az emlitett két vezetd, vagy Dobos Sandor, a budapesti Fazekas Gimnézium
tanara, az IMO csapat helyettes vezetoje irdanyitotta. A kiadott feladatok megbeszé-
lésére még délutdn is volt egy hosszabb, kozos alkalom. A résztvevé didkok roméan,
belorusz és irdni versenyek, vélogatdk feladataibol hoztak magukkal 3-3 példat.
Ezeket témak és nehézség szerint valogatott feladatsorokba rendezve dolgoztuk fel
a héten.

A téborban a matekosok a KoMaL fizikatdboran résztvevd didkokkal egyiitt
voltak. fgy esti el6adasokon, szabadid6s programokon lehetett beszélgetni, barat-
kozni, jatszani. A tabor melletti fiird6ben az egyik délutan kiadds pancsolasra,
uszéasra nyilt lehet6ség. A remek csiiszddknak és a jé térsasidgnak koszonhetéen ez
is szuper programnak bizonyult.

Reméljiik jovore is lesz hasonlé tabor, ahol lehet6ség van a komoly munkara
és a vidam kikapcsolddasra egyarant. Nagy ajandék, hogy a taborban az orszag kii-
16nb62z6 helyeirél érkezett, kozos érdekl6désti tarsasdg jobban 6sszekovacsolodhat.

Dobos Sandor
matematikus taborvezeto

Fizika a K6MaL nyari taboraban

A 9-11. évfolyamos résztvevik 8 négyf6s csapatot alkottak gy, hogy lehet6ség
szerint két-két hatdron tuli magyar szerepeljen a csapatokban, és minden évfolyam
képviseltesse magat egy-egy csapaton beliil.

Az érkezés napjan, még aznap este meg is alakultak a csapatok, melyek a kovet-
kez6 héten hétfétol péntekig vallvetve kiizdottek a szebbnél szebb és munkasabbnél
munkédsabb, t6bbé-kevésbé szellemes mérési, becslési és elméleti feladatokkal. Sok
feladatmegoldasi stratégia adédott: voltak, akik végig kdzosen oldottak meg minden
feladatot, voltak, akik szétosztottdk egymas kozt valamennyi probléméat. A mérési
feladatot jellemz&en a tobbitol kiilon, egyiitt oldottuk meg, itt kiemelked&en fontos
volt a jé csapatmunka. Kozvetleniil a reggeli utan kaptuk meg a napi feladatokat, és
azokon egészen a vacsoraig dolgozhattunk. Ennek ellenére nem mondhatjuk, hogy
az id6 mindig maradéktalanul elég volt egy-egy csapat szamara. Helyes idObeosztas
és a preciz munka nélkiil senkinek nem volt esélye j6 eredmény elérésére.

A pontverseny izgalmasan alakult, habar az els6é helyezett csapat egyértel-
miien kiemelkedett a mezonybdl, igy a tobbieknek inkabb a méasodik hely megszer-
zése lebegett a szemiik el6tt. A versenyt — az el6z6 taborokhoz hasonléan — egy
Lkonstrukcids verseny” zarta, amelyben a hét soran felhasznalt piszkozatpapirokbdl
kellett (més anyagok és ragaszté felhasznédldsa nélkiil) a lehetd legnehezebben szét-
szakithato ,kotelet” késziteni. Végiil kovetkezett a taborzaras: kihirdették a vég-
eredményt, és mindenki valamilyen kisebb jutalomban — csoki, kényv, folydirat —
részesiilt.

Szerencsére a mérés és feladatmegoldas mellett jutott id6 a szérakozasra és
az ismerkedésre is. Bar szinte mind kiilonb6z6 iskolakbdl, kiilonbozé varosokbol,
sOt kiilonboz6 orszagokbdl érkeztiink, nem kellett sok id6, hogy megtalaljuk a k6zos
hangot.

430 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/7



Néha sziinetet tartottunk a feladatmegoldasban, és egy-masfél 6raig tarsasja-
tékozassal, esetleg sportolassal mulattuk az id6ét. Esténként, a programok befejezte
utan pedig az ismerkedésre helyez6dott a hangsily: mi leginkédbb az egyik Romani-
abdl érkezett ,,csapattal” baratkoztunk Gssze, sok érdekességet megtudtunk réluk és
orszagukrél. Ennek eredményeképp a tabor végére igazi kozosséggé valtunk, a kozos
feladatmegoldas és kozos beszélgetések, jatékok sszekovacsoltak minket.

Mindennek a tetejébe kivald eléadasokat is hallhattunk minden este elismert
eloadoktol. Ezek tobbféle témat vettek gorcesé ala. Koziiliikk a legérdekesebb talan
a gravitdciés hulldmok felfedezésérdl, kutatdsdrdl szolo eléadds volt (eldadd: Frei
Zsolt, az ELTE Atomfizikai Tanszékének vezetdje), és Olosz Baldzs sajat készitési,
a Fold elektrosztatikus terének mérésére alkalmas szerkezete is sokaknak elnyerte
a tetszését.

Csiitortokon megldtogattuk a helyi strandot is (az aznapi mérési feladat is
ehhez kapcsolédott: viz ald nyomott strandlabda repiilési magassagat kellett mérni
a lenyomds mélységének fiiggvényében), pénteken pedig kitoltottiik a tdbori totdt.

Osszességében remek hetet toltottiink Gunarason, amiért koszonet jar a szer-
vezOknek. Titeket is biztatunk, hogy oldjatok a KoMaL P és M feladatait, amiért
ez a csoddlatos tabor lehet a ,, jutalmatok”

Kondakor Mark, Fajszi Bulcsi
Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

Miért éri meg KoMalL feladatokat megoldani?

A tavalyi tanév elején hatalmas lelkesedéssel fogtunk a KéMalL fizika felada-
tainak megoldasdhoz. Mivel egész évben kitartéan kiildtiik be a feladatokat, ezért
lehetGségiink nyilt arra, hogy magunkat nyari koriilmények kézott is hasonlé médon
prébara tegyiik — azaz, hogy részt vegyiink a Domboévar-Gunarasfiirdén megrende-
zett KoMalL fizikatdborban.

Mint ahogy a pontversenyben valé részvétel, ugy a tabor is dldozathozatallal
jart szdmunkra; tudniillik egybeesett az évvégi osztdlykirandulasokkal. Az el6bbire
esett a valasztdsunk — nem is bantuk meg!

Junius végén szembesiiltiink az els6 megprobaltatassal, nevezetesen, hogy el-
jussunk a tabor helyszinére. Révkomarombdl indultunk, és mire Gunarasra érkez-
tiink, méar a kozlekedési eszk6zok szamos fajtajat probalhattuk ki, a vonatpdtlo
busztdl kezdve a személygépkocsiig. Nem minden érkezett meg maradéktalanul —
egy sziirke kockds kalaprdl azota sem hallottunk . . .

A taborban régton egy kiadds es6 fogadott benniinket, de a fénytorés vizsgalata
helyett inkdbb bevonultunk a megnyitéra. Négyfos csapatokra oszlottunk, amelyek
szigoru szervezési feltéteteleit tobbé-kevésbé sikeriilt is betartani. Minden csapatba
keriilt hataron tuli didk is, igy alkalmunk nyilt — kotelez§ alapon? — egymaédssal
ismerkedni. A programon tul éjszakanként beszélgettiink, Osszeiiltiink egy ko6zos
tarsasjatékos estére; valamint — ha az égbolt engedte — egy kicsit csillagaszkodtunk.

Masnap kezdetét vette a sokunk szamara mar megszokott stilusban zajlé csa-
patverseny. Mindennap t6bb feladatot kaptunk, melyeket szétoszthattunk a csapa-
tunk tagjai kozott. Gyakran egyiittes erdvel kellett megoldanunk a problémakat,
melyek tartalmaztak becslési és mérési feladatokat is. Meglep&en érdekfeszitonek
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bizonyult megtippelni egy fa leveleinek szdmat (rajottiink, nem kellett volna szé-
zas pontossiggal megadni), valamint megsaccolni, mennyivel tobbet fordul a vonat
kereke télen, mint nyéron (a MAV-infovonal segitségiil hivasaval). A gunarasi stran-
don (ahol nemcsak tsztunk) megmértiik egy miianyag flakon felugrdsi magassdgat,
lehetOség szerint vigyazva arra, hogy ne verjiik ki a tarsaink szemét, ez ugyanis elle-
hetetlenitette volna a ,pontos” érték leolvasasat. A gyakorlati és elméleti tudasunk
egyesitésének eredményét egy papirkotél tiikrozte, aminek a kijavitott és archivalt
dolgozataink (bocsdnat, piszkozataink) szolgéltattak alapanyagot. Volt, kinek kre-
almanyéaval a szakitoprobat végzo egykard emel6 hamar végzett, de akadt olyan
hageso is, amin akar két megtermett kozépiskolas didk is biztonsdgosan fiigghetett.

Esténként, a sok szamolas-mérés-becslés utan, pihenésképp, egy-egy elgondol-
kodtato eléadast hallgattunk végig. Erdekes ismeretekkel gazdagodtunk a szuper-
nehéz fekete lyukakrdl (eldadé: Kocsis Bence, ELTE Atomfizikai Tanszékén alapi-
tott kutatGesoport vezetdje, régi KsMaL-megoldé és -tdborozd), valamint a meg-
1julé energiaforrdsokrdl és a BME villamosmérnok hallgaték gondjairdl, sikerélmé-
nyeirél (eléad6: Kazsoki Attila, BME és MTA EK). B6ven nyilt alkalmunk kér-
dezni is.

Sajnos, az utolsé esti tabortiiz helyett csupan a lelkiinket melengethettiik
a nem vart csapadék miatt. Ez azonban egy cseppet sem keseritett el minket.
Az es6 nem tudta elmosni az egy hét alatt Osszegytilt lelkesedést, azt egy végig-
beszélgetett éjszaka utdn magunkkal vittiik egészen hazaig . ..

Molnar Matyas, Morvai Orsolya, Pszota Maté
Révkomarom, Selye Janos Gimnézium
Tdamogatok:

~ |Nemzelt| / a8
%\l’// Tehetség Program  Mta E\) @EI‘IEI’ E]l
(AN

EMBERI EROFORRASOK
MINISZTERIUMA

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 597. Egy folyadékkal telt edényben egy tomor kocka
lebeg. Az egész rendszert lassan melegiteni kezdjik. Kapkd
Dora azt mondja, hogy a kocka lassan le fog stillyedni. Hirte
Lenke azonnal rdvdgja, hogy €épp az ellenkezdje igaz, fel fog |:|
emelkedni. Kinek lehet igaza?

(3 pont)
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Megoldéas. Kezdetben a kocka siirlisége megegyezik a folyadék stiriiségével.
A kocka tovabbi mozgédsat a hotagulas mértéke fogja befolyasolni.

Ha a kocka hétaguldsa nagyobb, mint a folyadéké, akkor a melegités hatasara
a strlisége kisebb lesz, mint a folyadék siirlisége, tehat uszni fog. Ekkor Lenkének
lenne igaza.

Ha viszont a kocka hétaguldsa kisebb, mint a folyadéké, akkor a striisége
nagyobb lesz a folyadék siirtiségénél, igy le fog siillyedni. Ekkor Déranak lenne
igaza.

Amennyiben a kocka és folyadék hétdguldsa (kozelitéleg) egyforma mértékii,
akkor semmi se fog torténni, a kocka tovabbra is lebegni fog.

Tehat barmelyikiiknek igaza lehet, de az is el6fordulhat, hogy mindketten
tévednek.

Csoti Kristof (Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)
37 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 13, hibds 8 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4910. Egy erdd belsejében a B pontbdl szeretnénk az A pontba eljutni. A fak
kozott u sebességgel tudunk haladni tetszéleges iranyban. Van azonban az erddben
egyetlen nyilegyenes és jol jarhatd dsvény, amin ku (k > 1) sebességgel tudndnk
haladni. Ez az dsvény elkeriili a B pontot, de dtmegy az A ponton, és az AB egye-
nessel a szdget zdr be. Milyen uton haladjunk, hogy a legrévidebd idd alatt jussunk
el az A pontba?

(5 pont) Kozli: Gdspdr Merse Eldd, Budapest

A feladat tobbféle médszerrel is megoldhaté. Az aldbb bemutatott eljarasok koziil
kett6 fizikai (optikai, illetve hangtani) megfontoldsokra épiil, a harmadik a differenciél-
szdmitds matematikai appardtusédnak felhasznaldsaval jut el a végeredményig. (A hirom
kiilonb6z6 gondolatmenetii megoldds jeloléseit ugy valtoztattuk meg, hogy az eredmények
egyméssal kénnyen sszehasonlithatéak legyenek. — A Szerk.)

I. megoldas. Oldjuk meg a feladatot fizikai eszkozokkel! Hasznaljuk a fény-
terjedést leiré Fermat-elvet: a fény két pont kozott olyan ttvonalon terjed, amely
mentén a fényterjedés ideje a szomszédos (a tényleges titvonaltol csak kicsit eltérd)
utvonalak idejéhez képest a lehet6 legkisebb.

Tegyiik fel, hogy az 6svény B-vel atellenes felén mindenhol ku sebességgel ha-
ladhatunk, és az A pont az 6svénytol egy ,hajszalnyi” tavolsdgra, de mar az 6svény
tiloldaldn helyezkedik el. (Ez érdemben nem médositja a feladatot, hiszen ha mar
egyszer elértiik az Osvényt, azon nyilvan gyorsan és egyenesen érdemes haladjunk,
nem pedig a tiloldali erd6ben gorbe ttvonal mentén és lassabban.)
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Ebben az 1j megfogalmazasban a probléma a kovetkezo kérdéssel egyenértékii:
Miként juthat el a fény egy optikailag siriibb kézeg B pontjabol az optikailag
ritkdbb kozeg A pontjiba, ha a két kozeget egy sik feliilet védlasztja el egyméstol
és a relativ térésmutatd (a fénysebességek aranya) k7

A B pontbdl kiindulé fénysugarak a két kozeg hatdran megtornek, illetve
visszaverédnek. Ha a k torésmutaté ,elegendéen nagy”, akkor a torési torvény sze-
rint lesz egy olyan fénysugédr, amelynek torési szoge 90°, vagyis amelyik fénysu-
gar a két kozeg hatdrdn (az 6svény mentén) halad tovdbb és jut el az A pontig
(1a. dbra). Ezen fénysugdr beesési szoge az dbra jeloléseit hasznélva éppen 90° — ¢,
igy a Snellius—Descartes-térvény szerint

sin (90° — @) 1
sin90° P Tk
A kozeghatart a C' ponttdl balra eléré fénysugarak atjutnak az optikailag ritkdbb
kozegbe, a C-tél jobbra érkezd fénysugarak pedig teljes visszaverédést szenvednek.
Az dbrén 1lathaté ¢ szog nyilvdn nagyobb, mint «, tehdt a megadott k és « adatok
kozott fenn kell dlljon a cos o > % egyenl6tlenség; ez adja meg az ,elegendden nagy
torésmutatd” kifejezés pontos jelentését.

ku ku
L i A .
Osvény C P Osvény

la. dbra 1b. dbra

Amennyiben a torésmutaté nem tul nagy (vagyis cosa < 1/k), a B-bdl kiin-
dul6 fénysugarak egyike torésmentesen, mindvégig az optikailag stiriibb kézegben
haladva jut el az A pontig (1b. dbra). Ilyen koriilmények kozott az eredeti feladat
megoldasa: érdemes mindvégig az erd6ben maradnunk, és ott egyenes uiton haladva
juthatunk el leghamarabb a B pontbdl az A pontig.

Németh Rébert (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Ha a B pontbdl valamilyen iton haladva a legrévidebb id6
alatt jutunk az A pontba, akkor nyilvan ugyanezen az tutvonalon juthatunk legha-
marabb az A pontbdl a B pontba. Vizsgéljuk a tovabbiakban ezt a ,megforditott”
problémét!

Képzeljikk el, hogy az A pontbdl indulva egy hangforrds mozog az dsvény
mentén ku sebességgel, mikézben folyamatosan olyan hanghullamokat kelt, amelyek
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u sebességgel terjednek az erd6ben (k > 1). Hol helyezkednek el azok a pontok,
amelyeket a hanghullamok elérnek a hullamforras induldsatdl szamitott ¢ id6 alatt?
A kiilonbozé helyekrdl kiillonbozé idépillanatokban kiindulé gémbhullamok egy
kipot (az un. Mach-kipot) jelolnek ki (2a. dbra). A kip csicsa ku sebességgel

hangforras kut) A osvény

&y, . /
/Q‘
g,
D¢

/ /u \\\
erdd

2a. dabra

mozog, a kup félnyilasszoge

.u !
= arcsin — = arcsin —
v Fu K’
a kiup alkotéi pedig u sebességgel mozogva tavolodnak a szimmetriatengelytol
(vagyis az 6svényt6l). A v szog (az Gn. Mach-szdg) egyértelmiien meghatérozhatd,
hiszen a feladat szovege szerint k > 1.

Az id6 multaval lesz egy olyan pillanat, amikor az egyre tagulé kup alkotdja
(vagyis a hulldmfront) eléri a B pontot (2b. dbra). Tekintsiik a B ponton dtmend,
a hullamfrontra merdleges egyenes és az 6svény metszéspontjat. Ezen C' pontbdl
kiindulé hulldm éri el leghamarabb a B pontot, tehat ezen a ponton vezet &at
az eredeti feladat megoldéasa, a legrovidebb idejli dtvonal is. Ezek szerint

1
©=90° —~, vagyis cosgp:sin'y:%.

2b. dbra 2c. dbra
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Természetesen (az dbran vélasztott mozgdsirdany esetén) a C' pont nem lehet
A-t6l jobbra, vagyis ¢ > «. Emiatt a fentebb leirt megoldas csak

1

s > Ty — —

cosQ > COS Y = o

teljesiilése esetén helyes. A kcosa = 1 hatdresetben ¢ = a, vagyis a C' pont egy-

beesik A-val. Ilyenkor a legrovidebb id8, ami alatt eljuthatunk A-bdl B-be (vagy
B-bidl A-ba) olyan ttnak felel meg, amely mindvégig az erdében halad.

Vajon melyik utvonalon haladé hullam éri el leghamarabb a B pontot, ha
kcosa < 17 Ebben az esetben nem a Mach-kip hulldmfrontja, hanem az A pontbdl
kiindulé gémbhullam éri el els6ként a B pontot (2¢c. dbra), vagyis a legrovidebb
ideji mozgas mindvégig az erdében halad.

Szakdly Marcell (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata felhasznalasaval

Osvény (O Lo ITI. megoldas. Jeloljiikk az A és B
pont tavolsdgat L-lel, azt a pontot pedig,
ahol elérjik az osvényt, C-vel (3. dbra).
Az A és C, valamint a C és B pon-
tok kozott nyilvdn egyenes utat érde-
mes valasztanunk. Az erd6ben megtett
ut irdnyat a BA irdnytél mért [ szog-
B gel, vagy az 6svény iranyahoz viszonyitott
p = a+ B szoggel jellemezhetjiik.

erdd

3. abra
Az erdében megtett it hossza (a szinusztétel alapjan) L, = ﬁaiﬁ) L, az 6s-
vényen megtett Gt hossza pedig Lo = % L. A teljes menetid6 a (8 szog fiigg-

vényében:

dgy =By Te L st psing
u  ku  uw  sin(a+pf)
A fiiggvény (szdmunkra érdekes) értelmezési tartomdnya 0 < 8 < 90° — «, hiszen
nyilvdn nem éri meg az osvényt (az dbran vazolt elrendezés esetén) az A ponttdl
jobbra, vagy a B-hez legkozelebbi ponttdl balra elérni.

A menetidé minimumét a ¢(3) fiiggvény derivéltjanak eltlinése hatdarozhatja
meg. Ha létezik olyan (B szog az értelmezési tartomény belsejében, ahol

L %cos/jsin(a—i—ﬁ) —cos(a—l—ﬁ)(sina—i— %sinﬁ)
u

0=t'(B) = 5% (o + B)

L sin « 1
= am [k—cos(a—k/)’)] ,

ott a haladdsi idének szélséértéke (esetiinkben minimuma) lehet. Mivel sem
(L/u)sin cr, sem pedig sin (o + ) = sinp nem lehet nulla, a derivdlt csak akkor
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valhat nullava, ha

=cos(a+ ), vagyis kcosp=1.

VAR R

Mivel S > 0, vagyis ¢ > «, a derivalt nullava vélasianak feltétele csak

1="Fkcosy < kcosa

esetben teljesiilhet.

Amennyiben kcosa <1 &ll fenn, a ¢(8) fiiggvény monoton novekszik, igy
a legrovidebb idd a 8 = 0 sz6ghoz tartozik. Ilyen esetben (vagyis amikor az 6svényen
haladéds sebessége nem ,elég nagy”) érdemes mindvégig az erd6ében haladjunk,
egyenes vonalban B-t0l az A pontig.

Konddkor Mdrk (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

59 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 30, hidnyos
(1-3 pont) 9, hibds 2 dolgozat.

P. 4935. Egy fotonnak és eqy elektronnak azonos a hulldmhossza. Melyiknek
nagyobb a mozgdsi energidja?

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Budapest

Megoldas. Egy f frekvenciaji, A¢ hullimhosszisagu foton energidja:
c

Ey=hf=h—

f f )\f ’

ahonnan a hulldmhossz kifejezhet6

he

Af = —.
o

(h a Planck-dllandd, ¢ pedig a fénysebesség vakuumban.)
Atomfizikdban gyakran hasznalt 6sszefiiggés a relativisztikus energia-impulzus
relacié:
(1) E* = (Ic)* + E,
ahol E az elektron Osszenergidja, Fy a nyugalmi energidja, I pedig a lendiilete

(impulzusa). Az elektron lendiiletét a de Broglie-féle anyaghulldm hulldmhossza
segitségével is kifejezhetjiik:

I=—.
Ae

Ae = A = A miatt a foton hullamhosszat be tudjuk helyettesiteni az elektron len-
diiletének képletébe:

h h FE;
I=3=®m =7
Ex
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Ezt az (1) dsszefiiggésbe beirva a kovetkez6t kapjuk: E2 = EZ + EZ, ebbél a foton
mozgdsi energidja (ami az Osszes energidja) kifejezhetd:

E; = \/E? — E2,

az elektron mozgasi energidja pedig Ey,, = F — Ejy.

A két mozgasi energidt egymassal elosztva latszik, hogy

E |E+ E
7f — + Lo > ]_’
Fn E—Ey
vagyis azonos hulldmhosszisag esetén a fotonnak nagyobb a mozgasi energidja.

Csuha Bogldrka (Keszthelyi Vajda J. Gimn., 11. évf.)

44 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(1-3 pont) 21, hibds 2 dolgozat.

! L ! P. 4946. Egy m tomegi kiskocsi sza-
: 3 badon mozoghat egy szintén m témegii do-
boz belsejében. A doboz vékony olajréteg-

Vo gel boritott asztalon mozoghat, a surlo-

" dasi erd csak a doboz sebességétol fdgg:
omme, F = —kv. Kezdetben a doboz dll, a kisko-

cst a bal oldali faltol indulva vy nagysdgiu
sebességgel kezd mozogni jobbra. Hdnyszor fog rugalmasan 1itkézni az £ hossziusdgu
kiskocsi az L hosszi dobozzal? (A rugalmas iitkozést a kiskocsin lévd rugdk bizto-
sitjdk, ezek hossza sokkal kisebb, mint £.)

(5 pont) A Kvant nyomén

Megoldas. El6szor a kiskocsi elindul vg sebességgel és pg = mug impulzussal.
Amikor a kiskocsi eléri a doboz faldt, akkor a doboz és a vele megegyezd tomegii
kiskocsi ,,sebességet cserél”, vagyis a kiskocsi megall, a doboz pedig elindul py im-
pulzussal az olajon. A kiskocsi a kovetkezé titkozésig &ll, a doboz viszont az olajon
val surlédastdl lassul. A doboz mozgasegyenlete:

Ap = FAt = —kvAt = —kAs.

Lathato, hogy a doboz impulzusanak csokkenése kifejezheté a doboz dltal megtett
uttal, azzal ardnyos. Az egyes iitkozések kozt a doboz L — £ utat tesz meg, ezutan
atadja impulzusat a kiskocsinak, amely a kovetkezd titkozést kovetGen visszaadja
az impulzust a doboznak. Ezért a doboz impulzusvaltozasa két-két iitkézésenként:
Ap=—k(L —2?).

A folyamat elején 1 itkdzés biztosan torténik: a kiskocsi nekimegy a doboz-
nak. Ha a tovabbiakban még n-szer iitkozik a doboz és a kiskocsi, majd a kiskocsi
és a doboz, akkor 6sszesen N = 1 + 2n iitkozés kovetkezik be. (Ha a doboz megloki
a kiskocsit, akkor az egyenletesen mozgé kiskocsi biztosan iitkézni fog még a do-
bozzal.) Az iitkozésparok n szémat (vagyis azt, hogy hdnyszor 16ki meg a doboz
a kiskocsit) a doboz egyre csokkend impulzusa hatdrozza meg.
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Az utolso titkozés akkor torténik, amikor a megmaradt impulzus mar nem elég
ahhoz, hogy a doboz megtegyen (L — ¢) utat, de eggyel kevesebb n-nél a doboz
az ikozés utdn még képes (L — £) it megtételére:

muvy —nk(L — ) < k(L — 1), de mvy — (n— 1)k(L —£) > k(L — 0),

azaz
n< 0 cp4
k(L—1¢) '
Ezek szerint az iitkozések szama az egészrész-fiiggvény segitségével igy adhato
meg:
muvg
N=2|—— 1.
g
Nagy Botond (Zalaegerszeg, Zrinyi M. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

24 dolgozat érkezett. Helyes 20 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(2-3 pont) 2 dolgozat.

Versenyfelhivas

. a 2018-as Ifju Fizikusok Nemzetkozi
g Versenyének* T
magyarorszagi valogatéjara

Ha szereted a fizikat, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és egy életre sz616
élményre vagysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksagnak is nevezett IYPT kozel 30 orszdg csapatanak
nyujt lehetdséget, hogy Gsszemérjék tudasukat, ratermettségiiket és kommunikécids
készségiiket 17 elére megadott, Gn. nyilt végil fizikai problémén keresztiil.

Az TYPT a XXI. szdzad kihivdsainak megfelel§ készségeket var el az induldktdl:
nemcsak a fizikdban kell jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentalni és
megvédeni is tudni kell! A résztvevé didkok a versenyt megel6zoen elvégzett fizikai
méréseiket és kutatdsaikat egy — angol nyelven el6adott — tudoményos prezentacid
formajaban mutatjak be két rivalis csapatnak. A masik két csapat koziil az egyik
megvizsgalja az eléadas fizikai tartalmat egy kulturdlt vita formajaban, a masik
pedig komplex értékelést ad az elhangzottakrdl. A harom csapat teljesitményét
fizikusokbdl és fizikatanarokbdl allé6 nemzetkozi zsiiri biralja el.

Az IYPT verseny magyarorszagi elsé forduléjara (HYPT) a hypt.elte.hu
oldalon valé regisztracié hatarideje: 2017. oktéber 24. éjfél.

A jelentkezd didkoknak egy kivdlasztott problémérdl 2017. november 24-ig
kell elkiildeni egy magyar nyelvii dolgozatot. Ezen dolgozatok alapjan a legjobb

*International Young Physicists’ Tournament, IYPT.
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bekiildok az ELTE TTK-n december kézepén megrendezésre keriil6 szébeli fordulén
vehetnek részt. Az induld didkoknak itt az altaluk kidolgozott feladat angol nyelvi
bemutatasaban kell 6sszevetniiik tudasukat.

A decemberi forduldt idén 100 000 forint 6sszdijazdssal hirdetjiik meg, amiben
az (évfolyamonként) elsé helyezett versenyzdk részesiilnek.

A decemberben kivalasztott 8 didk az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén
végezheti a tovabbi felkésziiléshez szitkséges kutatésait. A felkésziilés soran nytjtott
teljesitmény alapjan 3 didk indulhat az osztrak AYPT versenyen, az 5 legjobb didk
pedig bekeriil a Pekingben megrendezésre keriilé 31. IYPT magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szovege és tovabbi informacidk a hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az email@hypt.elte.hu email cimen.

Néhany példa a 2018-ra kitlizétt IYPT feladatok koziil

1. Taldld fel magad! Készits egy egyszerli szeizmografot, amely mechanikus,
optikai vagy elektromos uton képes lokalis rezgések felerdsitésére. Hatarozd meg
a késziiléked tipikus véalaszgorbéjét, és vizsgald meg a csillapitasi allandét befolya-
solé paramétereket. Milyen maximalis erdsitést tudsz elérni?

4. Héron szokdkitja. Epits egy Hérén-szokokutat, és magyardzd meg hogyan
miikddik. Vizsgald meg, hogy a relevans paraméterek hogyan befolyasoljak a viz-
oszlop magassigat.

12. Curie-pont motor. Készits egy sajat tengelye koriil konnyen forgé nikkel ko-
rongot. Helyezz egy magnest a korong peremének kozelébe, majd kezd el melegiteni
ugyanezt az oldalt, ekkor a korong forgasba jon. Vizsgald meg a forgédst befolyasold
paramétereket, és optimalizald az eszk6zt az egyenletes forgas eléréséhez.

A tovéabbi feladatok megtaldlhatdk az iypt.org vagy a hypt.elte.hu oldalon.
Magyar aranyérem Szingapirban (is)

Az idén 30. alkalommal megrendezett Ifji Fizikusok Nemzetkozi Versenyén
(eredetileg: International Young Physicists’ Tournament, réviden: IYPT) a magyar
csapat az aranyérmet jelenté 4. helyezést érte el Szingapirban. Az egész éves
felkésziilés sikeres lezarasa mellett sikeriilt érdekes élményekkel gazdagodni az dzsiai
miniallamban.

Ebben az évben is nagyon sok munka és tanulds el6zte meg a nemzetkozi
versenyt. Az ELTE TTK épiiletében taldlhaté didklaborunk mellett a felkésziilés
soran idén két taborban és egy felkésziilési versenyen is részt tudtunk venni. Mar
a felkésziilési verseny is jol sikeriilt, hiszen a Granning Sdra, Hamliton-Meikle
Phyllida, és Vavrik Marton alkotta csapat az abszolit elso helyezést érte el a leobeni
Austrian Young Physicists’ Tournament versenyen, 8 orszdg 16 csapatat utasitva
maga moge.

A magyar csapat felkésziilését idén is az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszék két
adjunktusa, Ispanovity Péter Dusdan és Jenei Péter, valamint Asbdth Jdnos ku-
tato, korabbi aranyérmes [YPT versenyz6, valamint Boross Péter, Széchenyi Gabor
doktoranduszok és Homdstrei Mihdly fizikatandr segitették. A magyar résztvevék
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a ,,Gee-HawWhammy Diddle”, a ,,Gyors lanc”; a ,Metronémszinkonizalas”, a ,,Rezo-
nalé poharak”, a Lufi légkiirt” és a dontében a ,Labda a csében” cimii problémékat
mutattattak be a zslirinek és az ellenfél csapatoknak. A feladatokrdl és a megoldé-
sokrdl, valamint a versenyrol és a felkésziilésrol roviden a hypt.elte.hu oldalon,
valamint a facebook.com/hypt.elte.hu csoportban kaphaté informécié.

A verseny melletti programok idén sem maradhattak el, sét a csapat a versenyt
kovetéen még maradt is néhany napot, hogy jobban megismerhesse Szingaptrt. Ter-
mészetesen megnéztiikk Szingapur nevezetességeit, mint pl. Merlion-szokékutat vagy
a Garden by the Bay-t. Egész napos szérakozast jelentettek még az Universal Stu-
dios nevii élménypark, a szingapuri allatkert és a tengerparti fiird6zés is. Versenyen
kiviili legnagyobb teljesitményiink pedig talan az volt, amikor az egész csapat bat-
ran kipréobalta a helyi ételkiilonlegességet, a duridnos fagyit — melynek leginkabb
fokhagymas fasirtra emlékeztetd ize volt.

A 2017-es aranyérmes magyar IYPT csapat tagjai:

Béandczki Timea (Budapest, Német Nemzetiségi Gimn., 12 évf., felvételt
nyert: BME mechatronika szakra);

Varga-Umbrich Eszter (Pédpai Reformatus Kollégium Gimn., 11. évf.);

Nagy Baldzs Norbert (Budapest, Német Nemzetiségi Gimn., 12 évf., felvé-
telt nyert: BME mechatronika szakra);

Svastits Aron (Budapest, Piarista Gimnézium, 12. évf., felvételt nyert: BME
mechatronika szakra);

Szakdaly Marcell (Budapest, Fazekas Mihdly Gimnazium, 11. évf.).

Hivatalos partnereink:

EMBERI EROFORRASOK
MINISZTERIUMA

ELTE TTK:
Anyagfizikai Tanszék

7 Eotvos Lordand
) Fizikai Tarsulat

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 371. Utkoztessiink egymaéssal

/ / / / két — bifildrisan felfiiggesztett — (azonos
| ! / fajtaju, AA-tipusid) ceruzaelemet ugy,
hogy az elemek a hossztengelyiik mentén

/ / mozogjanak, és a negativ (laposabb) ré-

szilk csapddjon Ossze. Hatdarozzuk meg
O 70 (T az 1itkozési szdmot (vagyis azt, hogy
mekkora az {itkozés utdni és az {itkozés
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elStti relativ sebességek ardnya). Végezziik el a mérést két 1j elemmel, egy dj és
egy lemeriilt elemmel, illetve két lemeriilt elemmel is!

(6 pont) Kozli: Hértlein Kdroly, Budapest

G. 609. Az dbrdn lathaté ember saja-
tos modon tamaszkodik egy héazfalnak, arra

F er6t fejt ki. Ha a talajhoz rogzitett

EEI EEI EEI koordinata-rendszerbdl nézziik, a falnak ta-
maszkodé ember nem végez munkat, mivel

E EEI EEI az elmozduldsa nulla. Az autéban v sebesség-
; F gel utazdé megfigyeld szerint az ember hosszu

uton folyamatosan fejti ki az er6t, tehat mun-
v(_lﬁ kat végez. Miért nem farad ki az igy pihend
ember?
(3 pont)

G. 610. Egy m tomegti, c fajhdji, L olvadashoji és nagyon jo hovezetd anyag-
bol allé meteorit, amikor eléri a Fold 1égkorét, hémérséklete AT-vel van az olva-
déaspontja alatt. A légkoérben a sirlédas miatt P atlagos teljesitménnyel fejlodik
benne hé. Mennyi id6 alatt olvad el az egész meteorit?

(3 pont) Példatdri feladat nyomdn

G. 611. Mekkora teriileti a 30 cm vastag, Uszd jégtabla, ha elbir egy 80 kg-os
embert?

(3 pont)

G. 612. Az M3-as autépalya budapesti bevezet6 szakaszdhoz kozeli haz abla-
kabdl latjuk, amint egy — Ferihegyen leszallni késziilé — Boeing 737-es gép elsuhan
felettiink. A gépet folyamatosan koveti egy varji (latszdlag ,mellette repiil”), és
a madar teljes szarnymérete ugyanakkoranak latszik, mint a repiilé egyik szér-
nya. Becsiiljiik meg, hogy milyen magasan és mekkora sebességgel repiilhet a varji!
(A hidnyz6 adatoknak nézziink uténal)

(3 pont)

P. 4960. Egy 1 kg tomegi, ho-
mogén rudat két fiiggdlegesen all fo-
nal segitségével vizszintes helyzetben
a harmadolépontjaiban felfiiggesztiink.
A rid két végére egy-egy konnyii zacs-
két akasztunk, majd elGszér az egyi-
ket, utana pedig a masikat is megtoltjiik
keksszel. A rudnak mindvégig vizszin-
tesen kell maradnia 1igy, hogy kozben nem érinthetjiik meg. Mennyi kekszet tehe-
tiink a két zacskéba Gsszesen?

(4 pont) Kozli: Hilbert Margit, Szeged
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P. 4961. T =0,2 s periédusidejli harmonikus rezgémozgast végz6 test
x =3 cm-es kitérését At = 0,01 s alatt duplazza meg. Mekkora a rezgés ampli-
taddja?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 4962. Egy fiiggoleges fali, vizet tartalmazd csatornaban
két 45 kg tomegl, henger alakd faronk taldlhatd. Méretiik és
anyagi minOségiik azonos, egymassal és a csatorna faldval érint-
keznek. Az egyiket éppen ellepi a viz, a masik félig meriil be
a vizbe. A sirlédas mindenhol elhanyagolhato.

a) Mekkora a faronkok stirtisége?

b) Mekkora erékkel nyomjék a farénkok a fiiggéleges falakat?

(4 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 4963. Egy vizszintes asztallap fe- " d |
lett H magassdgban van egy konnektor.
A mobiltelefonunk t61t6jének h hosszi ve-
zetéke hajlékony, a telefonhoz csatlakozé — - B
része s hosszi, konnyli és merev. A tol-
t6hoz csatlakoztatott telefont az egyik ro-
videbb oldaldval letAmasztjuk az asztalra, — ...l ____ -
de bizonyos helyzetekbdl — ha a d tavolsag
nagyobb, mint a méretardnyos dbrdn lat-
hato érték — a telefon ,magatdl” elesuszik. | |
A telefon hossza ¢, vastagséga elhanyagol- /Z —
hato, és a tomegeloszlasa homogénnek te- 0 d .
kinthetd. [ [

Hatéarozzuk meg szerkesztéssel, hogy
mekkora az asztallap és a telefon kozotti tapadd surlodasi egyiitthatd szamszeri
értéke!

(4 pont)

P. 4964. Legaldbb mekkora erével lehet felboritani egy jégen csiszo6 jégkockat?
(A surlédéas elhanyagolhatd.)

(5 pont) Példatdri feladat

P. 4965. Egy hajlékony, kénnyen csiszé gyongysornak éppen a fele egy viz-
szintes asztallapon fekszik, a masik fele fliggblegesen 16g lefelé az asztal szélénél. Ha
a gyongysort kezdOsebesség nélkiil elengedjiik, az — egyre gyorsabban mozogva —
lecsuszik az asztalrél. A gyongysor bizonyos helyzetében az asztal szélén a gyon-
gyOk nem hirtelen kanyarodnak be, hanem tilszaladnak az asztal szélén, és a lelogd
részen ostorszeril hullamz&s indul el. A gyéngysor hosszanak hanyad része van még
az asztalon, amikor ez a hulldmosodas beindul?

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka
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P. 4966. Konnyi bebizonyitani, hogy egy H magassdgi embernek legalabb
H/2 magassdgu falitiikorre van sziiksége ahhoz, hogy tet6tdl talpig ldthassa ma-
gat benne. Persze a tiikrot alkalmas magassagban kell a falon elhelyeznie. De mi
a helyzet akkor, ha a titkkor nem fiiggbleges?

Mekkora a minimélis tiikorméret, ha a tiikkor sikja « szoget zar be a fiiggéle-
gessel, és a H magassdgu egyén szeme a tiikortél d tavolsagra van?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 4967. Egy nagy méretii sikkondenzator fegyverzetei kezdetben fiiggélege-
sek. Az ¢ =10 cm hosszisigu fonalinga fels6 vége a fegyverzetektdl egyenld té-
volsdgban van rogzitve. A kis tomegii ingatest és a kondenzator is elektromosan
toltott. Ekkor a fondl a fiiggdlegessel a = 30°-0s szoget zar be.

a) Mekkora és milyen irdnyt f szoggel kell a kondenzatort megdonteni, hogy
a fonal a kondenzétor lemezeivel parhuzamos legyen?

b) A kondenzator ilyen helyzetében legaldabb mekkora kezddsebességgel kell
az ingatestet a fondlra merélegesen elinditani, hogy végighaladjon a fondl &ltal
megengedett korpalyan?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

P. 4968. Egy elektromos féz6lap flitGszalait
az dbra szerint lehet kapcsolni. Ha az A-B pontokra
adjuk a fesziiltséget, akkor m tomegi vizet lehet fel-
forralni egy bizonyos id6 alatt. Mennyi vizet lehet fel-
forralni ennyi id6 alatt, ha a fesziiltséget a B—C, il-
letve az A—C' pontokra kapcsoljuk?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvéros

P. 4969. Két lapos tekercs k6zos szim-
metriatengelyen, egymadstél h tavolsidgra
az dbran lathaté moédon helyezkedik el.
A tekercsek menetszama Ny, illetve Ny, su-
garuk R és r (r < R), valamint I, illetve
I5 erésségli aram folyik benniik. Mekkora
er6t fejt ki egymasra a két tekercs?

(6 pont) A Kvant nyomdn
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Pontversenyen kiviili feladat

A KoMaL pontversenyében kitiizott, szokdsos szamolasi és mérési feladatokon
kiviil a tudomanyos és miiszaki életben sokszor talalkozhatunk olyan problémakkal,
amelyek kezeléséhez a fizikai és matematikai ismeretek mellett kozgazdasagi és
jogszabalyi informacidkra, palyazatirasi készségre, egymasnak részben ellentmondé
feltételek mellett dontéshozatali batorsagra is sziikségiink lehet.

Ilyen feladatok kozzétételével, azokat megfeleld hattérinformacidval kiegészitve
megprobaljuk a KéMaL hagyomanyos tevékenységi korét boviteni, ,,életszeri” hely-
zetek (esetlefrdsok) ismertetésével és a hozzdjuk kapcsolddé feladatokkal izelitot
nytdjtani azon problémdk sokszinliségébél, amelyekkel az iskola (egyetem) elvég-
zése utan talalkozni fognak Olvaséink.

A feladatok a KéMaL honlapjén taldlhaték meg (http://www.komal.hu/
cikkek/fizika-mtaek/fizika-mtaek.h.shtml), elektronikusan kiildheték be
a szerk@komal . hu cimre a probléma sorszaméanak és cimének feltiintetésével az ott
megjelolt hatariddig. Ezek a feladatok nem szdmitanak bele a pontversenybe, de
a megoldasokat értékeljiik, és a legjobbakat dijazzuk.

Az elsé ilyen jellegli probléma: Elveszett radioaktiv sugdrforrds megtaldldsa.
(Bekiildési hatéridé: 2017. november 10. A feladat az MTA Energiatudoményi
Kutatékozpont tdmogatdsaval keriil kitlizésre.)

%

Bekiildési hatarid6: 2017. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 67. No. 7. October 2017)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 415): K. 553. A bag
contains the numbers 1 to 200, written on cards. Andrew and Bill take turns drawing
number cards one by one until the bag is empty. At the end, each of them adds his
numbers together. Given that the first number drawn by Andrew is 3 and Bill’s first
number is 170, by what maximum amount may Andrew’s sum exceed Bill’s sum at the
end? K. 554. The integers 1 to 2017 are listed as follows: first those numbers not divisible
by 3 are written down in increasing order. Then the list continues with those numbers
that are divisible by 3 but not divisible by 9, followed by those divisible by 9 but not
divisible by 27, and so on. a) What is the last number of the list? b) In which position
will 2017 be in the list? ¢) In which position will 2016 be in the list? K. 555. For which
three consecutive integers is their product five times their sum? K. 556. In a lattice of
unit squares, is there a pentagon whose vertices are all lattice points and whose sides are
all v/5 units long? K. 557. The midpoints of the sides of a square ABC'D are P, Q, R
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and S. They are connected to the vertices of the square as shown in the figure. Prove that
AT = TV. K. 558. For which positive integers n will n* + n% + 1 be a prime?

New exercises for practice — competition C (see page 416): Exercises up
to grade 10: C. 1434. In a running race organized in Munich, the participants started
simultaneously and ran along a set path. 30 minutes after the start of the race, a car set
out from the starting line and followed the runners at uniform speed. For each participant,
the race terminated whenever the car caught up with him or her. The female winner was
overtaken by the car at 68 km, and the male winner was overtaken at 92 km, 1 hour and
36 minutes later. Assuming that they also ran at uniform speed, what were the speeds of
the two winners, and what was the speed of the car? C. 1435. Inside a square of side
2 units, semicircles are drawn over two adjacent sides as diameters. What is the radius of
the circle that touches one semicircle and the side of the square internally, and touches
the other semicircle externally? (Proposed by D. Fiilip, Pécs) Exercises for everyone:
C. 1436. We have eight red cubes and eight white cubes, all congruent. We select eight
cubes and form a large cube out of them. How many differently coloured large cubes
may we obtain? Two cubes are differently coloured if they cannot be rotated into each
other. (Matlap, Kolozsvér) C. 1437. Given that each of nine distinct lines divides the
area of a square in a 2 : 3 ratio, prove that there are three concurrent lines among them.
C. 1438. Prove that the equation z® + y> = z* has no solution of prime numbers z, y, z.
Exercises upwards of grade 11: C. 1439. For what value of ¢ will the simultaneous
equations (z — 5)*+ (y — 1)> = ¢, (x — 1)+ (y — 5)® = ¢ have a unique solution? C. 1440.
In the unit cube ABCDA'B'C’'D’, let M and N denote the perpendicular projections of
points D’ and B onto the diagonal B’D of the cube, respectively. Determine the area of
quadrilateral BND'M. (Matlap, Kolozsvér)

New exercises — competition B (see page 417): B. 4894. Seven thieves have
stolen some golden coins, and now each of them takes a share of the loot in the following
manner. They proceed in alphabetical order of their names, and everyone takes as many
coins as the sum of the digits of the number of coins in the heap not distributed yet. The
last coin is removed when two full circles are completed. It turns out that everyone has
received the same number of coins, only the chief got more. What was the position of
the chief in the alphabetical order? (4 points) (Matlap, Kolozsvéar) B. 4895. Prove that
if n —1 and n + 1 are both primes and n > 6 is an integer then n?(n? + 16) is divisible
by 720. (3 points) (English competition problem) B. 4896. Let A1, Bi, C1, D1 denote
the midpoints of the sides of a convex quadrilateral ABCD. Let As, Ba, Ca, D2 denote
the midpoints of the sides of the quadrilateral A; B1C1D1. The procedure is continued.
Prove that if quadrilateral A; B1C1D; is cyclic then quadrilateral A2o17 B2017C2017D2017
is also cyclic. (8 points) (Proposed by J. Szoldatics, Budapest) B. 4897. Given n points
in the plane, show that it is possible to select three, denoted by A, B and C, such that
ZABC < 180°/n. (4 points) B. 4898. Let A be a four-element set of positive integers
such that ab+ 13 is a perfect square for all a,b € A, a # b. Prove that each element of A
leaves a remainder of 2 when divided by 4. (4 points) (Proposed by G. Nyul, Debrecen)
B. 4899. The degree of each vertex of a simple planar graph G is 3, and G can be
drawn in the plane with its edges represented by non-intersecting unit line segments.
Show that G has at least 8 vertices. (& points) B. 4900. Let K be a convex shape
symmetric in the origin, let e be a line through the origin, and let €’ be any line parallel
to e. Let, furthermore #H denote the number of lattice points in a set H. Prove that
#(KnNe)+1=#(Kne'). (5 points) B. 4901. An epidemic broke out in Smurf village
after a few residents contracted a disease. Luckily, every smurf recovers from the illness in
one day, and then they will be immune to the disease for another day. However, from the
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following day onwards they may catch the disease again. The transition between the sick
and healthy states always occurs at night when the smurfs are sleeping. Unfortunately,
the smurfs never give up their habit of visiting all their friends every day, not even when
they are ill. So when a sick smurf meets a healthy but not immune one, the latter will
inevitably catch the disease. Given that Smurf village has 100 inhabitants, show that the
epidemic will necessarily terminate by the 101th day following the outbreak. (6 points)
(Collected at the Budapest Univ. Technology and Economics) B. 4902. Let A1 B1, A2 Bo,
As3Bs and A4B4 be four parallel line segments of different lengths given in the plane. For
any 1 <i < j <4, let M;; denote the intersection of lines A; B; and A; B;. Show that the
lines M1 M3a, M13Mas and M14Mas are either concurrent or parallel. (6 points)

New problems — competition A (see page 419): A. 704. A regular triangle has
side length n. We divided its sides into n equal parts and drew a line segment parallel
with each side through the dividing points. A lattice of 1+ 2+ --- + (n + 1) intersection
points is thus formed. For which positive integers n can this lattice be partitioned into
triplets of points which are the vertices of a regular triangle of side length 17 (Proposed by
Alexander Gunning, Cambridge, UK) A. 705. Triangle ABC has orthocenter H. Let D be
a point distinct from the vertices on the circumcircle of ABC. Suppose that circle BH D
meets AB at P # B, and circle CHD meets AC at (Q # C. Prove that as D moves on the
circumcircle, the reflection of D across line PQ also moves on a fixed circle. (Proposed by
Michael Ren, Andover, Massachusetts, USA) A. 706. Let Z" denote the set of positive
integers. Find all functions f : Z* — Z* which satisfy the following: f(mn) = f(m)f(n)

for all m,n € Z*, and f(">(n) =nforalln € Z" (in other words, f(f( .. (f(n)) .. )) =n,
where there are n pairs of brackets on the left-hand side). (Korean problem)

Problems in Physics
(see page 441)

M. 371. Suspend two alike AA battery bifilarly and make them collide, such that
they move along their longer symmetry axis, and collide with their negative terminals,
which is on their flatter sides. Determine the coefficient of restitution (which is the ratio of
the relative velocity after collision to that of before collision). Carry out the measurement
with two new batteries, with a new one and a discharged one, and with two discharged
ones.

G. 609. A man leans against the wall of a house in a peculiar way as shown in
the figure, and exerts a force of F' onto the wall. If he is observed from the reference
frame of the ground, the man does not perform work, because his displacement is zero.
According to another observer who is travelling in a car, moving at a speed of v, the
man exerts a constant force while moving a long distance, so he does work. Why doesn’t
the man leaning against the house get exhausted? G. 610. A meteorite of mass m, of
specific heat capacity ¢ and of specific latent heat of fusion L, consists of some material
which is extremely good heat conductor. When it reaches the atmosphere of the Earth
the temperature of the meteorite is AT below its melting point. In the atmosphere due to
friction heat is generated in it at a rate of P. How long does it take for the meteorite to
be melted totally? G. 611. What is the area of a floating ice floe of thickness 30 cm if it
can hold an 80 kg man? G. 612. From the window of a house close to the M3 motorway
stretch, starting at Budapest, we observe a Boeing 737 — ready to land at Ferihegy —
flying above us. A crow permanently follows the plane (seemingly the “bird flies next to
the plane”), and the wingspan of the crow seems to have the same length as the length of
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one of the wings of the plane. Estimate at what height and at what speed the crow flies.
(Look up the missing data.)

P. 4960. A uniform density rod of mass 1 kg is suspended horizontally at its trisecting
points with two vertical threads. Two light bags are attached to the ends of the rod (one
to each end) then first only one of them and then the other one as well were filled with
biscuits. The rod must stay in its horizontal position all the time, such that it cannot be
touched. Altogether how much biscuit can be put into the two bags? P. 4961. An object
executes simple harmonic motion of period T'= 0.2 s. It takes At = 0.01 s to double its
displacement of £ = 3 cm. What is the amplitude of the motion? P. 4462. There are two
cylinder-shaped wooden billets, each having a mass of mass 45 kg, in a vertical wall sewage,
which contains water in it. The two billets have the same size and the same material; they
touch each other and the walls of the sewage. One of them is totally under the water, whilst
only half of the other one is immersed into the water. Friction is negligible everywhere.
a) What is the density of the wood? b) What are the forces exerted by the billets on the
vertical walls? P. 4963. There is a socket at a height of H above a horizontal tabletop.
The charger of our mobile phone has a flexible wire of length h and the length of the small,
light and rigid part which is joined to the phone is s. The phone which is attached to the
charger is put onto the table such that it touches the table with one of its shorter side,
but from some positions — when the distance d is greater than the value shown in the to
scale figure — the phone slips. The length of the phone is ¢, its width is negligible, and it
has uniform density. Determine with construction the numerical value of the coefficient of
static friction between the tabletop and the phone. P. 4964. What is the least force with
which an ice cube sliding on ice can be turned over? (Friction is negligible.) P. 4965. Just
half of a flexible pearl necklace, which can slip easily, is lying on a horizontal tabletop,
whilst its other half is hanging down vertically, at the edge of the table. If the necklace is
released without initial speed, then it slides down from the tabletop — moving faster and
faster. At some certain position of the necklace, next to the edge of the table the beads do
not turn abruptly, but move over the edge, and the hanging part of the necklace begins
to wave as a whip. What fraction of the necklace is on the table when this wavy motion
begins? P. 4966. It is easy to show that the height of a mirror in which a man of height H
can see himself from top to bottom is at least H/2. Of course the mirror must be placed
to the appropriate height on the wall. But what happens when the mirror is not vertical?
What is the least size of the mirror, when the angle between the plane of the mirror and
the wall is «, and the eyes of the observer of height H is at a distance of d from the
mirror? P. 4967. Initially the plates of a big parallel plate condenser are vertical. The
top end of the thread, of length ¢ = 10 cm, of a simple pendulum is fixed at a point which
is equidistant from the two plates. Both the condenser and the small-mass pendulum bob
are charged. The angle between the thread and the vertical is « = 30°. a) At what angle
and into which direction should the plates of the condenser be tilted in order that the
thread gets parallel to the plates of the condenser? b) At this position of the condenser
what is the least initial speed at which the bob should be pushed perpendicularly to the
thread in order that the bob moves along the circular path to which it is restricted by the
thread? P. 4968. The heating elements of an electric heater can be connected as shown in
the figure. When voltage is applied across points A and B, then during a certain amount
of time, water of mass m can be boiled. How much water can be boiled during the same
amount of time when the voltage is applied across points B and C' or across points C
and A? P. 4969. Two flat coils, the symmetry axis of which coincide, are at a distance
of h from each other, as shown in the figure. The number of turns of the coils are N
and Na, their radii are R and r (r < R), and the values of the current flowing in them
are I1 and I, respectively. What is the force exerted between the two coils?
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