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SZILARD KONTINUUMOK VIZSGALATANAK
NEHANY KERDESE
BEDA GYULA! A MUSzZ. TUD. KANDIDATUSA, GATI ROBERT?,

HERING JOZSEF?, A MUSZ TUD. KANDIDATUSA. POMAZ1 LAJOS* A MUSZ. TUD. KANDIDATUSA.
STEPAN GABORS, SZEKERES ANDRAS®, THAMM FRIGYES?, U) JOZSEF*®

A tanszék munkajabol harom témakdrbdl mutatunk be néhany eredményt:

— a mechanika alapjaira vonatkozo kutatasok kozil az idealis kényszer altalanos értelmezését,
késleltetett rendszerek stabilitasat, a lehetséges anyagtorvény altalanos tulajdonsagainak
megfogalmazasat és a termodinamika rugalmassagtani alkalmazasat;

— a mérndki, gépészeti alkalmazasok koérébe tartozd kutatasok kozil a rotorszerkezetek
stabilitasat, a spline-interpolacié rugalmassagtani alkalmazisat és a szendvics-szerkezetek
vizsgalatat;

— a rugalmas kontinuumokkal kapcsolatos kisérleti kutatasok koziil egyet.

Napjainkban a szilard kontinuumok vizsgalata sokrétii és igen sokiranyu. Ezt a
jellegét a mechanikai vizsgalatoknak a technikai fejl6dés altal felvetett, a megszokottol
alapvetGen eltéré feladatok idézték el és az a koriilmény, hogy egy nagyhatékonysagi
szamitastechnikai adottsag all rendelkezésre a mechanikai vizsgalatok lefolytatasara.

A mechanikai kutatasokat tobb szempontbdl lehet osztalyozni. Az attekint-
hetdség érdekében harom besorolasi lehetéséget célszeri figyelembe venni.

A kutatasok egyik irdnya a mechanika alapjaira vonatkozik, amely alatt az
alapegyenletek kiegészitését, pontositasat, nem mechanikai jellegii jelenségek figyelem-
bevételét érthetjiik. A mdsik kutatasi irdny jellemz8je az ismert mechanikai alapok
konkrét szerkezetekre, testekre, feladatokra valo alkalmazasa, amely érinti a modell-
alkotas kérdését, a célszerti szamitastechnika kialakitasanak a szitkségességét és olyan
fajta eredményekre valo torekvést, amelyek elsGsorban a miszaki tudomanyok
teritletén alkalmazhatéak. A harmadik kutatasi irdny az emlitett mindkett6hoz
kapcsolodik és azokat a kisérleti modszereket jelenti, amelyek mind a mechanika
alapjaira vonatkozo elméleteket, mind a javasolt modellalkotasi, szamitasi eljarasokat
igazolni vagy megingatni hivatott. A mechanikusok kdrében ¢l az a felfogds, hogy a
mechanika nem kisérleti, hanem tapasztalati tudomany. E tekintetben az ezt a felfogast

! Dr. Béda Gyula tanszékvezeté egy. t. BME MMTnsz. 1121 Bp, Bognar u. 4

2 Dr. Gati Robert adjunktus BME MMTnsz. 1125 Bp., Zalai ut 1/c.

3 Dr. Hering Jozsef docens BME MMTnsz. 1221 Bp,, Szikla u. 8.

4 Dr. Pomazi Lajos docens BME MMTnsz. 1112 Bp., Menyecske u. 5.

5 Stépan Gabor tud. munkatirs BME MMTnsz. 1148 Bp., Banki Donat u. 14/a.
¢ Dr. Szekeres Andras tud. munkatars BME MMTnsz. 1036 Bp., Lajos u. 115.

7 Dr. Thamm Frigyes adjunktus BME MMTnsz. 1026 Bp., Széplak u. 1.

8 (Jj Jozsef adjunktus BME MMTnsz. 2040 Budaérs, Lévai u. 17.
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6 BEDA GYULA ES MTSAI

vallok a mechanikat a geometriaval hasonlitjak Ossze. Kutatohelyiink azok
allaspontjaval ért egyet, akik a mechanikat tapasztalati és kisérleti tudomanynak
tekintik, és igy a kisérletek révén kinalkozé megismerési lehetéségeket fontosnak
tartjuk és fejlesztésére gondot forditunk.

A kovetkezé Osszefoglalok egy-egy fontosnak tartott kutatdsi eredményt
mutatnak be. Ezek egy része az els§ kutatdsi iranyba, masik része az el6zbekben
korvonalazott masodik kutatasi irdnyba tartozik. A harmadik kutatasi irany csak egy
dolgozattal szerepel a kovetkezOkben. A szoban forgod 6sszefoglalok kdzos sajatossa-
ga, hogy erodteljesen timaszkodnak a matematika nyujtotta lehetGségekre, mind a
mechanikat fejleszté megallapitasok elérése érdekében, mind pedig a felvetett
feladatok szamitastechnikai adottsagok Kkihasznalasa vonatkozasaban jelentkezd
megoldhatosag szempontjabol. igy az 6sszefoglalok ezen része kozvetleniil a mérnoki
és azon belill a gépészmérndki tevékenységet kivanja segiteni.

A mechanika alapjaira vonatkozo kutatdsok koziil bemutatjuk az idealis
kényszer altalanos értelmezésében (Dr. Hering Jozsef docens), késleltetett rendszerek
stabilitasi vizsgalataban (Stepan Gabor tud. m. tars), a lehetséges anyagtorvény
altalanos tulajdonsagainak megfogalmazasaban (Dr. Béda Gyula tszv. egyetemi tanar)
és a termodinamika rugalmassagtani alkalmazasaban (Dr. Szekeres Andras tudoma-
nyos munkatars) elért eredményeket.

A mérnoki, gépészeti alkalmazasok koérébe tartozé kutatasok kozil réviden
ismertetjiik a rotorszerkezetek stabilitasara (Dr. Gati Robert adjunktus), a spline-
interpelacio rugalmassagtani alkalmazasara (Uj Jozsef adjunktus) és a szendvicsszer-
kezetek vizsgalatara (Dr. Pomazi Lajos docens) vonatkozd eredményeket.

A rugalmas kontinuumokkal kapcsolatos kisérleti kutatasokat (Dr. Thamm
Frigyes adjunktus) egy Osszefoglald képviseli.

1. Az idealis kényszer altalanositott értelmezése*

Ha egy t idOpontban v sebességgel mozgd, m tdmegl anyagi részecskére
(tomegpontra) az

f(r,v,t)=0 (1.1)

kinematikai kényszeregyenlettel meghatarozott R kényszererd hat, akkor ennek a
teljesitménye:

P*=Rv (1.2)

A kényszert altalanos értelemben idedlisnak fogjuk nevezni akkor, ha az R kényszererd
P* teljesitményének — az (1.1) kényszeregyenlettel dsszeférd, adott idépont (), helyzet

* Hering J6zsef munkaja.
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SZILARD KONTINUUMOK VIZSGALATANAK NEHANY KERDESE 7

(r) és sebesség (v) mellett — egy elég kicsiny At id6 alatti lehetséges valtozasai azonosak,
ami azt jelenti, hogy a

dp*
=d—gv+Ra

* =
P dt dt

.....

P*=Réa=0 (1.3)

Az (1.3) alapjan tehat: a kényszert idealisnak nevezziik, ha a kényszererének és a

...........

zérus.

Az igy definialt idealis kényszer jellemzésére valasszuk ketté a tdmegpontra hato
F aktiv er6 és az R kényszerer0 hatasat. A tdmegpont kényszer nélkili — szabad —
mozgasa az F erd hatasara a® gyorsulassal torténik:

F=ma’ . (1.4)
Az R kényszererd a szabad mozgas a® gyorsulasat a értékkel megvaltoztatja:

R=ma (L.5)
és igy az eredé gyorsulas:

F+R

a=a’+a= (1.6)

Az (1.4) Gsszefiiggés alapjan a gyorsulas variacidja:
oa=da (1.7)
Az (1.5) és (1.7) Osszefiiggéseket (1.3)-ba helyettesitve:

1
Réa=mada =5 (—i— ma2> =0 (1.8)
1 R?
vagy o (-—— ——) =0 (1.9)
2 m
Bevezetve a kényszer okozta
S*= —;-mm2 (1.10)

~gyorsulasenergia” kifejezést, az idealis kényszerre irhato, hogy

68*=0 (1.11)

Miiszaki Tudomdny 61, 1981



8 BEDA GYULA ES MTSAI

A kapott eredmények alapjan az idealis kényszerekre vonatkozolag az alabbi

minimum elvek allapithatok meg:

— azidealis kényszer a tdbmegpont kényszermentes — az F aktiv erd hatasara torténd
— szabad mozgasat a kinematikailag lehetséges legkisebb a gyorsulassal

valtoztatja meg:
3 : a’ ) =0
—m =
‘ 2

— az idealis kényszer minimalis kényszerer6t okoz:

RZ
) <, - *> =0
2 m

— az idalis kényszer okozta gyorsulisenergia minimalis:
0S*=Q
— az idealis kényszerteljesitmény-sebesség értéke — a kényszer altal megengedett —
lehetséges gyorsulasmezében, minimalis:
oP*=0

A fenti megallapitasok Osszefoglalasaként mondhatjuk, hogy az idedlis kényszer a
tomegpont kényszermentes — szabad — mozgasat a lehetd legkisebb mértékben
zavarja meg (Gauss-elv).

Amennyiben idedlis kényszereknek alavetett mechanikai rendszert vizsgalunk,
akkor minden témegpontra irhatd, hogy:

Ri‘53i=0,

amit a rendszer N tOmegpontjara Osszegezve:

N
Y R;-da;=0. (1.12)
i=1
Mivel az alaptOrvény értelmében:
Ri=m;a,—F;, (1.13)
azeért:
N
Y (ma;—F)doa,=0. (1.14)
i=1
Bevezetve a rendszer
] N
S=—=3 mal (1.15)
2.5

Miszaki Tudomadny 61, 1981



SZILARD KONTINUUMOK VIZSGALATANAK NEHANY KERDESE 9

»gyorsulasenergiaja” kifejezést az (1.14) Gsszefiiggés igy irhato:

N
8S= 3 Fa,. (1.16)
i=1
Ha az r; helyvektorokat a rendszer n szabadsagfokaval azonos szamu ¢, ... q,
altalanos koordinatak és ¢, ... ¢, altalanos sebességek és a r id6 figgvényeként
allitjuk eld, azaz:
t,=r{qy, di» t) (i=1...N) (1.17)
(k=1...n)
akkor
LAY
oS= —04 1.18
kZ} aqk qk ( )
€s
N N n aai . n .
Z F;-0a;= Z F; Z 675‘11(: Z Q494 (1.19)
i=1 i=1 k=104q; k=1
ahol bevezettiik a
Q= i F a (1.20)
k i=1 'afik )

altalanos erd fogalmat. Igy, a fiiggetlen altalanos koordinatak bevezetésével, az idealis
kényszer altalanos értelmezése a mechanikai rendszerek legaltalinosabb — holonom
és anholonom rendszerekre egyarant érvényes — mozgasegyenletéhez, az Appell
egyenletekhez vezet:

Ay
— = k=1... 1.
%, Q| n) (1.21)
Amennyiben a mechanikai rendszerben csak geometriai kényszerek vannak, akkor
r,=ri(q,t) (i=1...N) (1.22)
k=1...n)
és igy:
NG or;
P= — gt — 1.23
k;l 34 9k o ( )
" Of; ) o,
fi= ) ——dt Gt = 1.24
kzl aq, K kgl 04, K ot (1.24)
amelyek alapjan:
of; ot or
= = (1.25)
04, 0dy  Oqy

Miszaki Tudomdny 61, 1981



10 BEDA GYULA ES MTSAI

és
H_ o (1.26)
04y 04
Az (1.25) alapjan az (1.20) szerinti altalanos erd:
N oF; Ll or;
= F, — = F,-— 1.27
Qk .';1 i qk & aqk ( )
Bevezetve a
1 N
T=—-Y mi? (1.28)
2=
kinetikus energia kifejezést, az (1.25) és (1.26) figyelembevételével:
a8 N of;, déT T
T = mr, = == — 7, (1.29)
94, i; 04, dtdg, Og,

vagyis, holonom rendszerek esetén a (1.21) Appeli egyenlet a masodfaji Lagrange-
egyenletbe megy at:

d 8T oT
Za_q,‘_a_m"o" (k=1...n) (1.30)
IRODALOM

AUL APPELL: Traité de Mécanique rationnelle. Tome 2. Paris, 1953.
A. PaRrs: Analiticseszkaja dinamika. Nauka, Moszkva, 1971.

1.P
2. L.
3. F. GANTMAHER: Lectures in analytical mechanics. Mir. Moscow, 1975.

2. Késleltetett zavarisa dinamikai rendszerek stabilitasi
vizsgalatara kidolgozott modszer*

Az Osszefoglalasban olyan dinamikai rendszerekkel foglalkozunk, amelyek
gerjesztése a rendszer egy korabbi allapotatol fiiggoen valtozik. Ezeket a rendszereket
ugynevezett differencial-differencia egyenletek (vagy altalanosabb esetekben funkci-
onal-differencialegyenletek) irjak le. Az ilyen matematikai modellek atfogd vizsgalata
csak harom évtizede kezd6dott el. Az igény az 1940-es években jelentkezett egységes
elmélet kidolgozasara. Ezt az igényt jelzi Minorskynak 1942-ben, miiszaki stabilizalasi
feladat kapcsan megjelent cikke, és az, hogy a kutatok ekkoriban kezdtek el foglalkozni

* Stépan Gabor munkaja.
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SZILARD KONTINUUMOK VIZSGALATANAK NEHANY KERDESE I

a késleltetett visszacsatolasu szabalyozasi rendszerekkel; a differencial-differencia
egyenletek elmélete azonban érdekes a kozgazdasagtudomany, az orvostudomany és a
biomatematika szdmadra is.

Munkank soran Osszefoglaituk a differencial-differencia egyenletekre kidolgo-
zott stabilitasvizsgalati eljarasokat, tovabba kidolgoztunk egy az eddigi eljarasoknal
altalanosabb, azoknal mégis egyszeriibben alkalmazhato stabilitasvizsgalati modszert.
Ez egylttal néhany 0j matematikai tétel megfogalmazasat eredményezte. Ezek koziil
ismertetiink egyet:

Tekintsiik a

d d
Et—x(t)+CEx(t—‘c)+Ax(t)+Bx(t—t)=0 (2.1)

differencial-differencia egyenletet, az x=0 megoldas stabilitasat vizsgaljuk. 7>0
allando, A, B és C n x n méretil dllandé matrixok, x(t) n méretti vektor-skalar fliggvény.
C-re teljesiiljon, hogy

Y IGd<1,
=1

ahol C, a C matrix k-adik skalarinvariansa. A differencial-differencia egyenlethez
tartozo karakterisztikus egyenlet

D(z)=det(z] + Cze **+ A+ Be ") =0, (2.2)

itt z komplex szam. Legyen
M(y)= Re(D(iy)), S(y)=1Im(D(iy)),(i=/— 1), 23)

valamint paros n esetén y, jeldlje az M(y)=0 legnagyobb valds gyokét, paratlan n
esetén pedig M(y)azon legnagyobb zérushelyét, amely még kisebb S(y) =0 legnagyobb
valos gyokénél. M(y)=0 tovabbi nem-negativ gyokei y, 2y, 2...2y.20.

Differenciél-differencia egyenletiink x=0 megoldasa akkor és csak akkor
aszimptotikusan stabilis, ha

S(y)#0, k=1,....m
és

3 (=1 sign S+
(2.4)
1 . . h ntt n |
+?<n—2mt§>(—1) 2 +551gnM(y1+8)=0,

ahol ¢ kicsi pozitiv szam.
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12 BEDA GYULA ES MTSAL

Tételeink alapjan eldallitottuk masod- és negyedrendi, valamint bizonyos n-
edrendu differencial-differencia egyenletek stabilitasi térképeit. Ennek kapcsan
kimutattuk egy- és két-szabadsagfokn, holoném, szkleronom, késleltetett zavarasi
mechanikai rendszerek néhany érdekes stabilitasi tulajdonsagat.

A szakirodalomban ko6z6lt eredmények Osszefoglalasaval felépitettiik a
szerszamkeésrezgés egy harom-szabadsagfokt modelljét, megmutatva annak kapcso-
latat négy ismert, egyszeriibb modellel.

Tételeink alapjan analitikus és numerikus stabilitasvizsgalati modszereket
hataroztunk meg szerszamkésrezgésekre, figyelembe véve azok beépithetdségét
technolo6giai tervezérendszerekbe. Az eljarasok alapjan elkésziilt a szakirodalom tobb,
eltéré modszerrel meghatarozott stabilitasi térképe, valamint egy példa kapcsan a
technologiai paraméterek operacios terébe transzformait térkép is.

Felhasznalva a kidolgozott matematikai tételek altalanos voltat, egyszeri
populaciofejlodési, illetve szabalyozastechnikai feladatokon megmutattuk stabilitasi
térkép szamitasat olyan differencial-differencia egyenlietekhez is, amelyek paratian
rendiiek, illetve tobb idokésleltetést tartalmaznak egyszerre.

Az altalanos stabilitasvizsgalati eljaras kidolgozasakor a modern matematikai
targyalasmodhoz ragaszkodtunk, a késGbbiekben az alkalmazasokra, az eredmények
érdekes fizikai tartalmara probaltuk felhivni a figyelmet. Célunk a szerszamkésrezge-
sek targyalasakor még ezen is tulmutatott: az elméleti matematikai eredményektol
kiindulva, a mechanikai modelleken at, megprobaitunk eljutni egészen addig, hogy
lennének mindezek hasznosithatok az ipari termelésben.

IRODALOM

1. MiNORsKY, N.: Self-Excited Oscillations in Dynamical Systems Possessing Retarded Actions. J. Appl.
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3. A kisalakvaltozast végzé test
lehetséges anyagtorvényeinek altalanos tulajdonsaga™

A kisalakvaltozast végzd test vizsgalatara a tOmegmegmaradastdrvény, a
mozgasegyenlet és a kinematikai (vagy geometriai) egyenletek szolgalnak. Ezekben az
egyenletekben szerepl6 ismeretlen fliggvények, az alapfiiggvények, szama 6-tal tobb
mint az egyenletek szama. Ezért tovabbi 6 egyenletre van sziikség. Ezek a tovabbi
egyenletek az anyagtérvény név alatt foglalhatok Ossze. Az anyagtorvényt

* Béda Gyula munkaja.
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SZILARD KONTINUUMOK VIZSGALATANAK NEHANY KERDESE 13

tobbféleképpen szokas felvenni, meghatarozasara is talalhatok javaslatok [1]. A
kdvetkezékben egy az eddigiektdl eltérd, a [2] szerinti meggondolasok altalanositasa-
ra toreksziink, valtozatlanul csak a mechanikai kolcsdnhatasokat véve figyelembe.

Tekintettel arra, hogy az alapfiiggvények, a v, sebesség, g, fesziiltségtenzor
koordinatai és g, alakvaltozasi tenzor koordinatdi a felsorolt ismert altalanos
egyenletekben elsé hely, illetve idé szerinti derivaltjaival szerepelnek, az F,=0
anyagtorvényt az alapfiiggvények, azok elsé derivaltjai és a hely és id6 koordinatak
fiiggvényeként keressiik. A helykoordinatak legyenek x,, x,, x5, azid6 koordinata x,;
Osszefoglalva x; Az i index 1, 2, 3 értéket vesz fel és v; a sebesség Descartes féle
derékszogli koordinataja. Az « index 1, 2, 3, 4, 5, 6 értéket vesz fel és az eldbbi
koordinata-rendszerben a megfeleld tenzorok koordinatait jelenti. A o, x; koordinatak
szerinti parcialis derivaltja a % =g,, hasonlé a hely és id6 koordinata szerinti
parcialis derivalt jele mas esetben is. Az findex 1, 2, 3, 4 értéket vesz fel. A § kiséroé index
nem jelent Osszegezést. A kovetkezOkben feltesszilk még, hogy létezik, kelthetd a
testeken gyorsulashullam [3].

Legyem ¢(x)=0 a gyorsulas hullamfront. A gyorsulashullam altalanositott
amplitudojat a sebességvektor esetében v, a fesziiltség derivalt tenzor esetében u, és az
alakvaltozasi derivalt tenzor esetében k, jelolje. A gyorsulashullam dinamikai és
kinematikai kompatibilitasi egyenlete [4] mellé, az anyagi kompatibilitasi feltételt is
vezessiik be. Ez, ha az anyagtorvény hullamfront elétti helyettesitési értéke F, =0 és a
hullamfront mégotti F,=0, akkor az

fa(EF,—IS'G,:O

az anyagi kompatibilitasi egyenlet.

0
Ez a hat egyenlet ugyanazon % = ¢; ismeretlen filggvényt tartalmazza, s igy a
hullamfront differencialegyenlete. Ez a parcidlis differencial-egyenletrendszer nem
linearis és csak akkor adja ugyanazt a ¢(x;) fiiggvényt biztosan, ha az f, figgvények
involutorikus fliggvényrendszert alkotnak [ 5], [6]. Az f, fiiggvényrendszer involutori-
kus, ha az

(fza fB)EO

azonossag teljesiil [5]. Ebbdl az anyagtOrvény alabbi altalanos tulajdonsagai
kovetkeznek:

o i .
—L! = 3.1
dog; 7 e, 0 3-1)
és emellett
Lgn#sf*' Km'= 0 3 ‘323)
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14 BEDA GYULA ES MTSAI

amely mellé csatlakozik a

h _ als o S Ual,
Cog 0dy | T | Bey  88p |

Ao .
e oz | 3.3
* [aag a&J Tor G-3)
o A, .
+ ltﬁg‘g — 6_53] 89,;+fal-,—0.

Akkor is biztosan involutorikus a fiiggvényrendszer, vagyis létezik a gyorsulashullam,
ha a (3.1) egyenlet mellett

Lipus+x,=0. (3.2.b)

Ebben az esetben a (3.3) egyenletre nincsen sziikség. Az egyenletekben szerepld L,
altalaban az alapfiiggvények, azok derivaltjainak és a hely-idokoordinafaknak lehet a
fuggvénye. A képlet szorzat tagjaiban egybeesé indexek Osszegezést jelentenek.
Veégiil két megjegyzés az egyenletekhez. Az anyagtorvény kisérleti elallitasa a
(3.2.a), illetve a (3.2.b) egyenletek alapjan a gyorsulashullam ¢(x;) frontjainak kimérése,
a hullam terjedési sebességének és a fesziiltségi és alakvaltozasi hullam altalanositott
amplitidoinak kimérésével a (3.1) differencialegyenlet felhasznalasaval lehetségesnek
latszik. A masik megjegyzés a (3.3) egyenlethez kapcsolodik. Ha a test inhomogén és
reonom, akkor ez kezdeti alakvaltozasi, fesziltségi mezohoz kapcsolodik, vagy
mindkettéhdéz. Az inhomogén reonom teste' esetében nem indulhatunk ki a test
természetes allapotabol. (A természetes alli ot fogalmat lasd [7] vagy[8]).
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SZILARD KONTINUUMOK VIZSGALATANAK NEHANY KERDESE 15
4. A hérugalmassagtan dinamikai feladatainak vizsgalata*

Ismeretes, hogy hOmérsékletvaltozas alakvaltozast okoz és forditva. Ezért a
rugalmassagtani vizsgalatokban — szigoriian véve — a termodinamikai hatasok nem
hanyagolhatok el, az alakvaltozasi — és homérsékletmezo kapcsoltan kezelendd.

Staciondrius feladatokban azonban a jelenséget leir6 differencialegyenletrend-
szer szétesik és a hdmérsékletmez6 kiilon meghatarozhato, majd ennek ismeretében az
alakvaltozasi mez6 eldallithat6. Kvazi-statikus feladatok esetén a megoldas egy-
szerusitése érdekében szokas a fenti kapcsolast megvaldsité mennyiséget elhanyagolni;
ez megbecstilheté pontatlansagot okcz. A szakirodalom megemliti a nem kapcsolt
dinamikai feladatok korét is, ez azonban — pontatlansiga miatt — keveset mond a
jelenségrol. Mindezek alapjan a dinamikai h6rugalmassagtani feladatokat kapcsoltak-
nak is kell tekinteniink [1, 2, 3].

Az utobbi 10—20 évben elbtérbe keriilt a dinamikai feladatok vizsgalatara
alkalmas Osszefiiggések bevezetése. Ez részben az alakvaltozasi és homérsékleti mezok
Osszekapc:olasat, részben a hodvezetési egyenlet dinamikai feladatokhoz alkalmas
alakjanak el6allitasat jelentette [4].

A hodrugalmassagtan feladata a kdvetkez0 egyenletrendszerrel irhato le:
geometriai egyenlet, anyagtorvény, mozgasegyenlet, hGvezetési torvény és a termodi-
namika els6 és masodik f6tétele. Kis alakvaltozasokat és reverzibilis folyamatokat
feltételezve, valamint homogén, izotrop, a hOmérséklettl nem fiiggs anyagjellemzok-
kel rendelkez6 kontinuum esetén ezek

1
&= —2“(“‘»:‘+“j.-')’ @.1)
1 A .
&= Z<Uu“ mdu(’u> +a,Td;. “.2)
L (43)
p ijJ i 14 :
q=W+K7:ﬁ (44)
T,
s=cplin fl) + Vexk (4.5)
dg=T,ds. (4.6)

alakuak.

* Szekeres Andras munkaja.
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16 BEDA GYULA ES MTSAI
A kapcsolt feladat vizsgalatanal kis 0T/0s érték feltételezése mellett (4.4), (4.5) és
(4.6)-bol kapjuk, hogy

. T
w+kT, = T|:cp<l +In %) +yskk] + 9T, x - 4.7
o]

Az egyenlettel kapcsolatban két megjegyzést kell tenni. Az egyik, hogy a leglijabb
vizsgalatok szerint a (4.7) egyenlet elGallithato a ,kis 0T/0s” kikotésnél gyengébb
feltétel mellett is. A masik, hogy a szakirodalom megfeleld egyenleteiben a Tye, tag
nem szerepel [1,2,3,5].

A hdrugalmassagtani folyamatokat azg;;, 6,5, T és s mennyiségekkel a (4.8),(4.2),
(4.7) és (4.5) egyenletek irjak le, ahol

Lkl(oijssij)’__ov (4.8)
0 =24+ (At —7T)oy; . 4.2)

Itt L,, (4.1) és (4.3) alapjan értelmezhet6 differencialoperator.
Izotermikus folyamatnal, amikor T =0, (4.2) helyett

0"]=2NCU+ ).Ekk(s,-j (4.9)

érvényes. Adiabatikus folyamatoknal pedig, amikor §=0, (5) alapjan irhatd, hogy

T,

dT = — —de,,, (4.10)
cp
illetve ezzel
2T,
0y =2pe+ <2.+ ycp‘>akk5ij. @.11)

A (4.10)-es egyenlet mutatja, hogy gyors nyulashoz (ezen folyamatok adiabatikusnak
tekinthetdk) 7 eldjelétdl fiiggden tartozhat lehiilés (y>0) és felmelegedés (y <0)-y
eldjelét a hétagulasi egyiitthatd eldjele hatdrozza meg.

A szakirodalom szerint izotermikus és adiabatikus folyamatok esetén azonos
alakl anyagtorvény érvényes, csak az egyiitthatok nagysaga tér el. (4.9) és (4.11)
Osszevetése megmutatja, hogy ez csak kis homérsékletvaltozasnal igaz, amikor To = 7.

Egyébként adiabatikus folyamat szamitasanal figyelembe kell venni a
homérsékletvaltozast is.

A hévezetés egydimenzios feladatat a Fourier-féle hdvezetési térvény alapjan az

aTx=T, (4.12)

differencialegyenlet irja le. Ennek vizsgalata azt mutatja, hogy a hémérsékleti hullam
végtelen sebességgel terjed, ami ellentmondasban van a tapasztalattal. Feloldasara a
fenti egyenlet helyett az

aT=T+1T, (4.13)
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Osszefliggést javasolja a szakirodalom [4, 6]. Eszerint a hémérsékleti hullam terjedési

sebessége véges érték, mégpedig:
a
= [—. 4.14
Ur \/: (4.14)

Felvetodik a gondolat, hogy ez miként befolyasolja a hérugalmassagtan dinamikai
feladatait.

Vizsgaljunk egydimenzids, dinamikai hdvezetési feladatot. Hanyagoljuk el a
mechanikai kolcsOnhatasokat és tegyiik fel, hogy az anyag homogén, izotrop.

A termidinamika 1. f6tétele szerint

pu,=h,. (4.15)

Altalanos érvényti tapasztalatok alapjan azt vegyiik figyelembe, hogy az allapotegyen-
let és a hdvezetési torvény argumentumaban T, u és h, illetve derivaltjaik szerepelhet-
nek. Ezek alapjan

o, T T, T)=0, (4.16)
yh h, T T, T)=0. 4.17)

A kitiizott feladat megoldasahoz a (4.15), (4.16) és (4.17)-bol allo parcialis differencial-
egyenlet rendszer megoldasa révén juthatunk el.

A megszabott feltételek felhasznalasaval, rendezés utan kapjuk a kovetkezd
egyenleteket (egyenlGtlenséget) [7].

Y01, =0, (4.18)
Ui 07, =0, (4.19)

2
(‘PT,, - w—pr‘t> +4((PT, + Wh. ®1) l//pTx

>0. (4.20)

(4.18), (4.19) és (4.20) Osszefiiggések alkalmazasaval a dinamikai feladatok esetén
lehetséges és nem lehetséges allapotegyenletek és hdvezetési torvények kildnvalaszt-
hatok.

Ezek alapjan konnyen belathatd, hogy a szokasos

u—cT=0, h—xT,=0 4.21)
egyenietek egyidejlileg nem ichetségesek. Lehetségesek azonban pl. az
u—cT —c1,T,=0, h—xT.=0, (4.22)
illetve az

u—cT =0, h+1,h,—kT, =0 (4.23)
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18 BEDA GYULA ES MTSAI

egyenletparok. Mindkét lehetséges eset a (4.13)-as egyenlethez vezet, ha figyelembe
vessziik, hogy 7, =1,=1.

A modositott hdvezetési tdrvény (4.23) szerinti alakja, valamint §=h; ; alapjan
adédik. g+4=(x;T )., (4.24)

A hérugalmassigtan egyenletrendszerét tehat — az adott feltételek mellett — a
modositott hovezetési torvénnyel a (4.1), (4.2), (4.3), (4.24), (4.5) és (4.6) egyenletek
alkotjak.

Az elobbiekben bemutatott egyenletek alapjan szamitasokat végeztiink hosszi
rud hoiités sorani viselkedésének vizsgalatara.

Az egyik végén befogott, masik végén hoiitéssel terhelt modellre, a megfelel
kiegészito feltételek mellett oldottuk meg az egyenletrendszert, numerikusan, digitalis
szamologép segitségével.

a)Azacélanyagi, homogén, izotrop radra elvégzett szamitasok eredményébdl az
alabbi kdvetkeztetéseket lehet levonni. A héiités altal keltett rugalmas hullam terjedési
sebessége ./ E/p. A rudvégen bevezetett nagy mennyiségli hd ellenére az x=0 hely
kivételével a rad lehill. Ennek magyarazata a rugalmas- és hoémérsékleti hullam eltérd
sebességében rejlik.

b) Inhomogén, a fentickkel egyébként megegyez6 anyagra elvégzett szamitasok
azt mutattak, hogy miiszakilag indokolhatd (pl. hibas gyartastechnologia miatti)
inhomogenitas nem ad érdemleges eltérést az alakvaltozasi és homérsékleti allapotban
a homogén esethez képest.

¢) A modositott hovezetési egyenlet felhasznalasival homogén, izotrop
acélridra végzett szamitasok a kovetkezo eredményt adtak. (r #0 a modositott,7=0a
Fourier-féle hdvezetési torvényt jelenti) A szakirodalomban talalhaté t=10"'*s
érték mellett az eredmények a szamitas pontossagan belill megegyeznek a 1=0-ra
nyert eredményekkel. 1= 107> s értéknél az eltérés kb. 1%,-0s, t= 107" s-nél pedig kb.
100%-0s. Vizsgalataink szerint acélanyag esetén ez t megfeleld értéke.

Ennek ellenére a Fourier-féle tdrvényt a fizika egyik legjobb modelljének tartjak,
aminek a magyarazata a kovetkez6 lehet. Stacioner és kvazi-statikus esetbena t=0és
7 # 0 esetek pontosan, illetve kozel pontosan egyenld eredményt adnak. (Lasd a (13)-as
egyenletet!) Dinamikai feladatoknal azonban a pontossagot a tT;, szorzat tobbi taghoz
képesti nagysagrendje hatarozza meg. Viszonylag lassi dinamikai folyamatoknal,
amikor T, kicsi, ugyancsak kevéssé befolyasolja 7 értéke a vizsgalatok eredményét.
Gyors dinamikai folyamatoknal van t pontos értékének jelentdsége, ilyen vizsgalat
azonban ritkan adodik.

A bemutatott vizsgalat eredményei a kovetkezokben foglalhatok Ossze.

Rendszerbe foglaltuk a horugalmassagtan egyenleteit, melyek segitségével
tetszoleges hérugalmassagtani feladat vizsgalhatd, igy a kapcsolt dinamikai feladatok
is.

Ezen utobbiakra vonatkozo specialis egyenletek diszkusszioja alapjan megallapi-
tottuk, hogy
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a) kapcsolt feladat esetén a Tye, taggal bovitett (4.7)-es egyenlet érvényes;
2

b) nagy homérsékletvaltozas esetén a (4.11)-es egyenletben levod </’.+ '—(%)
egylitthato nem allandé;

c) adiabatikus folyamatnal de>0-hoz csak «,>0 esetén tartozik homeérséklet
csOkkenés (lasd a (4.10)-es egyenletet), azaz a hétagulasi egyutthato eldjelétol is fiigg.

b) és c) alatti megallapitasok nem csak kapcsolt feladatok esetén érvényesek.

Dinamikai feladatoknal sziikséges a lehetséges és nem lehetséges hdvezetési
torvények és allapotegyenletek szétvalasztasa. Erre modszert dolgoztunk ki, amelynek
segitségével megallapitottuk, hogy

d) a szokasos alakl hGvezetési torvény és allapotegyenlet egyidejlileg nem lehet
érvényes, azonban pl. (4.22), vagy (4.23) lehetséges;

€) a modositott hOvezetési torvénnyel a horugalmassagtani feladatokat a (4.1),
(4.2),(4.24), (4.5) és (4.6) egyenletek irjak le, ahol (4.24) a modositott hfvezetési torvény.

Az egyenletrendszer felhasznalasaval hosszu rid hoéiitésével kapcsolatban
végzett szamitasok a kovetkezOket mutattak.

f) A rad végén bevezetett nagy mennyiségii ho ellenére az x =0 hely kivételével a
rad mindeniitt lehill. Ennek oka a rugalmas és hémérsékleti hullam terjedési
sebességének eltérése.

g) A Fourier-féle hovezetési torvény dinamikai feladatok esetén pontatlan.
Amikor tT,, és aT,, nagysaga Gsszemérhetd (azaz gyors dinamikai folyamatoknal),
akkor a modositott hovezetési torvénnyel kell szamolni.

h) Miszakilag indokolhaté inhomogenitas nem eredményez jelentékeny eltérést
a homogén esethez képest.
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5. Rotor stabilitasvizsgalata szinkronizacié esetén*

A rotorok dinamikajaval k 6zel 100 éve foglalkoznak. A megjelent publikaciokra
az a jellemzd, hogy a nagy fordulatszami forgorészt — a rotort — zart, kdrnyezetétol
elszigetelt mechanikai rendszernek tekintik. Sok esetben viszont az a jellemz0, hogy a
rotor kdrnyezetével kolcsonhatasban van, tehat nem zart mechanikai rendszer. Ebben
az esetben a rotor dinamikai vizsgalata az un. szinkronizacios jelenségek témakorébe
sorolhaté. Meglehetdsen bo ennek a szakterliletnek az irodalma. BLECHMAN [1]
monografiaja tobb mint 500 cikket elemez és foglal egységes rendszerbe. Kijelenti,
hogyha a rotor tengelyét valamilyen forgastol fiiggetlen, kiils6 hatas rezgeti, akkor ez
»elfajult szinkronizacios” jelenségnek tekinthetd. Ugyanakkor azt is megjegyzi, hogy a
jelenség kivizsgalasa a valosagot jol ko6zelité — altalaban — nemlinearis differencial
egyenletrendszer — tovabbiakban d.e.r.-megoldasat jelenti. Példaként, igen réviden
merev kiegyensulyozatlan rotor vizsgalatat ismerteti.

Mozgd szerkezetek — pl. jarmivek — esetén a rotor kornyezetével
kolesonhatasban van. Ezért megvizsgaljuk a hajlito és csavaro merevséggel rendelkezd
rugalmas tengelyre ékelt két merev, kiegyensilyozatlan tarcsabol allo rotort, ha a
tengelyvégekre a kornyezetrol atadddo harmonikus gerjesztés mikodik. Az 5.1. abran
lathat6 szerkezet helyzetét az y,, y,, ¢ egymastdl fiiggetlen Lagrange koordinatakkal
jellemezzitk. A holonom-szkleronom mechanikai rendszer masodfaji Lagrange
egyenletei

B )

K .
—T+K,sinT
193}

. K K,-K, .
Y1+’(;% Yl‘—w—§Y2=K3#—ZSln

L K K
Y,+ Fcos(T+F)—(1+ F)*sin (T + F)+ w—j Y,— w_g Y, =

5.1)
Ks—K
=K 3 # sin ﬁ T
) [0
y y Kq
F(1+K7)+Y2cos(T+F)+?F=O J
ahol Y,, Y,, F — dimenziétlanitott koordinatak,
K;, i=1..8 — a mechanikai rendszertdl és a gerjesztésto! fiiggd allandok,
ﬁ -— a szinkronizacio meértéke.
w
Az (5.1) der.-t negyedrendi Runge—Kutta eljarassal — megfeleld elokészitd

algoritmusok alkalmazasaval -— megoldva mind a tranziens, mind a jé kozelitéssel

* Gati Robert munkaja.
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allandosult allapotnak tekinthetd allapotban a kovetkez6 — konstrukcios szem-
pontbdl lényeges — mozgastorvényeket allithatjuk el6:
— a tarcsak silypontjanak elmozdulasa,
— a ket tarcsa kozotti tengelyszakasz torzios lengése.

A vizsgdlt esetekbdl kovetkeztetéseket lehet levonni, hogy a mechanikai
rendszert6l és a gerjesztés adataitol fiiggden milyen esetekben megengedett a nem-
linearis d.e.r. linearizalasa.

bsn BT RsinBT

— - +

S.1. gbra

A d.e.r. valamilyen mddon torténd megoldasan talmenden lényeges a megoldas
stabilitdsanak vizsgalata. A stabilitas kivizsgalasanak legaltalanosabb modszereit
Ljapunov dolgozta ki. Ezen médszerck sikeres alkalmazasa a megfelelé,,V” Ljapunov
fiiggvény eléallitasan mulik. Nemlinearis d.e.r. esetén a V fiiggvény megalkotasa igen
problematikus. Ezért az 5.1. abran lathato esetre a kovetkezo vizsgalatot végeztiik el.

Az (5.1) mozgasegyenletre vonatkozo perturbalt d.e.r., felhasznalva az el6zd
szamitasok eredményeit, atalakitasok utan

Vi=—Kyy1+K;yy,—koy,

V2=Kgy,—K7y,+lcos T(1 + K)/ +
+2y sin T—ko ,

!.ﬂ.= _Kllw_ko'j’

ahol k, — a csillapitasra jellemz6 allando.

fgy a nem-perturbalt mozgasegyenletrendszer megoldasa akkor tekinthetd
stabilnak, ha a valtozo egyiitthat6jii (5.2) d.e.r. megoldasai T—oo esetén véges
figgvények. Az (5.2) d.er. harmadik egyenlete fiiggetlen az el6zé kett6tdl. Eldzd
vizsgalatok szerint a biztonsag fel¢ tévediink, ha

(5.2)

Y =Asin 9t (5.3)

megoldast tételeziink fel. Itt
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3 —a ,csillapitatlan sajatlengés vetitd szogsebessége”,
A — allando.
Ezt behelyettesitve az (5.2)-be, megfeleld trigonometriai atalakitasok utan, ugyancsak
felhasznalva az el6z0 szamitasokat a nemperturbalt d.e.r. stabilitasanak a feltételét az
alabbiakban foglalhatjuk ossze. )
A
det (D —Ea2)=0 (5.4)

karakterisztikus polinom gydkei nem egyezhetnek meg

3—1, ill. 9+t (5.5)
»SzOgsebességekkel”.
Itt D — a mechanikai rendszertdl, ill. szinkronizacié mértékétdl fliggd matrix.
A mérnoki gyakoriatban gyakran fordul el6 olyan szerkezet, amely az 5.1. abran
vazoltakkal jellemezhetd. Levezettiink — a vizsgalt esetben — a gyakorlatban is
alkalmazhato egyszeri stabilitasi kritériumot. Ennek segitségével pl. kimutattuk, hogy
stabilitds szempontjabol a két tarcsa kozti tengelyszakasz torzids merevsége
szignifikans.

IRODALOM

1. Baexman K. K.: CuHkpounsauus nuHamuveckux cucrem. Usa. Hayka, Mockea, 1971,
2. MiNoRskY N.: Nonlinear oscillation. D. Van Nostrand Company Inc. Princeton, N. J. U.S.A.

6. Rugalmassagtani sikfeladatok megoldasa spline-interpolacioval*

A kidolgozott szamitogépes eljaras a klasszikus rugalmassagtani sikfeladatok
els6 peremeértékfeladatainak megoldasara alkalmazhato, ha a siktartomany egyszere-
sen Osszefliggd, a peremgorbéje sima, folytonos. A kidolgozott eljaras legfontosabb
sajatossaga, hogy a peremgorbét diszkrét pontokon interpolalt spline-fiiggvénnyel irja
le, ugyanigy a peremterhelés és a peremfiiggvény adott vagy szamitott diszkrét értékein
keresztiil is spline-interpolacidét alkalmaz. Komplex valtozos fiiggvények fel-
hasznalasaval, a peremfiiggvénynek a peremen ortonormalt fiiggvénysorral vald
kozelitése révén a fesziiltségmez6 numerikusan meghatarozhato.

Az emlitett interpoldcids eljaras harmadfoku paraméteres polinom-spline
figgvényt alkalmaz (Ferguson-féle spline). Illesztési feltételek: az érintSvektor és a
gorbiilet folytonosan valtozik az alappontokban. A spline fiiggvény vektorikus
egylitthatoinak szamitasara kapott nemlinearis algebrai egyenletrendszer iteracios
eljarassal, numerikusan oldhaté meg.

* Uj Jozsef munkaja.
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Komplex valtozos fiiggvények alkalmazasaval a sikrugalmassagtan elsd
peremértékfeladata

(1) + (1) +Y(@) =1 (1) (6.1)

alakban irhato a ¢(z) és Y(z) komplex potencialokra, ahol t a peremgdrbe komplex

helyvektora, z egy belsé pont komplex helyvektora. Az F(z)z<p(z)+za’(_zs+m
fuggvényt egy @ teljes fiiggvényrendszerbdl valasztott F (z),(k=1,2,3 .. .)figgvények
linearis terében allitjuk el6 [1]:

F(z)= Z Fi(2), 6= (6.2)
alapjan ugy, hogy

() i F()—f(2) ds=Min! (6.3)

g

legyen.
Ha az F(z) fiiggvényt a g peremgorbén ortonormalt F¥(z) € @ fiiggvények linearis
terében allitjuk el6 az

(j) F}FY+FrFYds=4; (6.4)
q
ortonormalasi feltétellel

FY(z)= kt a3 Fil2), Oy =0y, (6.5)
alakban, akkor az a; egyiitthatok a Gram—Schmidt-féle ortonormalasi eljarassal
szamithatok.

A felirt minimum-feltételbdl hatarozhatok meg az e, egyitthatok.
Végiil a feszilltségmezd

0
0'1|=2972[m(F(Z)),

0
022= 6_x1 Re (F(z2)), (6.6)

2= = 5 I (F)
alapjan adodik.
A szamitasok elvégzésére BASIC-nyelvii gépi program késziilt. Ez magaban fog-
lalja az emlitett fiiggvények spline-interpolacioit, az ortonormaldsi eljarast és a
fesziiltségmezd szamitasat. A peremgdrbén értelmezett integralokat Romberg-féle
numerikus eljarassal szamitja a program.
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A vazolt szamitasi eljaras olyan sikfeladatok megoldasara alkalmazhato,
amelyeknél
— a siktartomany egyszeresen Osszefiigg6, pereme sima, folytonos gorbe;
— a peremterhelés diszkrét pontokban ismert;
— a test anyaga homogeén, izotrop, linearisan rugalmas.

IRODALOM

1. I. BaBuska-K. REKTORYS—F. VycicHLO: Mathematische Elastizititstheorie der ebenen Probleme.
Akademie Verlag, Berlin, 1960.

7. Réteges (sandwich) lemezek statikai
és stabilitasi vizsgalata*

A kovetkezOk az [1] tanulmanyhoz is kapcsolodoan
a) a réteges (sandwich) lemez statikai feladatara,

b) aregularis felépitési, sokrétegii lemez stabilitasvesztés utani allapotanak vizsgalata-
ra,

c) a konstrukcidsan ortotrop (egy iranyban hajlitassal kialakitott profili bordazattal
merevitett) lemezekkel héjalt, szimmetrikus felépitésii és terhelésii haromrétegii
(sandwich) panel stabilitasvizsgalatara

vonatkozd eredményeket ismertetik. E feladatok megoldasanak alapjaul a [2]-ben

megfogalmazott mechanikai-matematikai modell (peremértékfeladat) és annak [3]-

ban &sszefoglalt megoldasi modszere szolgaltak.

ad. a) Haromrétegli négyszogletes sandwich-lemez statikai vizsgalata [4]. Az
aszimmetrikus felépitésii és terhelésii sandwich-lemez vizsgalatahoz feltettiik, hogy
mind a két héj-réteg normalis terhelése kettds Fourier sorba fejthet és hasonlo alaku
sor alakjaban kerestiik a megoldast jelenté — a kemény rétegek kozépsikjahoz tartozo
pontok normalis és tangencialis elmozdulasait adé6 — filiggvényeket, amelyek
ismeretében a lemez alakvaltozasi és feszlltségi allapota is meghatarozott. Az also és
fels6 kemény réteg normalis elmozdulasainak amplitudoira kapott Gsszefiiggéseket
szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus terhelési majd alakvaltozasi esetekre vonatko-
zban vizsgaltuk.

Megallapitottuk, hogy a sandwich-lemez aszimmetrikus felépitése esetén a
terhelés szimmetriajabol (antiszimmetriajabol) — egyes irodalmi feltevésektél eltéréen
— nem kovetkezik az alakvaltozasok (lehajlasok) szimmetriaja (antiszimmetriaja). E
feltételek teljesiiléséhez a szerkezet és terhelés egyidejil szimmetriaja sziikséges.

Vizsgalataink soran egy sajatos alakvaltozasi esetet is tisztaztunk: bizonyos
szerkezeti feltételek esetén a sandwich-lemez terhelt felsé rétegének lehajlasa mellett a

* Pomazi Lajos munkaja.
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terheletlen alsé réteg felhajlik, amit nyilvanvaldan az alsé6 kemény réteg felsé sikjan
fellepd csusztatofesziiltségek idéznek el6. Ennek jelentdsége abban van, hogy a
sandwich-lemez anyag és méretparamétereinck alkalmas megvalasztasaval elérhetd,
hogy a felsé réteg terhelése és lehajlasa ellenére az also réteg sik maradjon. Ily modon
elérhetd példaul, hogy a felsd réteg hang-terhelés miatti mozgasa ellenére az alsé réteg
nyugalomban (vagy nagysagrenddel kisebb amplitudoji mozgasban) legyen, aminek a
sandwich-lemezek hangszigetelés céljaira vald felhasznalasa szempontjabol van
jelentosége.

ad. b) A regularis sokrétegl négyszdgletes lemez stabilitasvesztés utani allapota
[5]. Kiindulva a regularis sokrétegii lemez stabilitasvizsgalatanak eredményeibdl [3],
a stabilitasvesztés utani allapot vizsgalatahoz a kovetkezO tovabbi feltevésekkel
éltiink:

— A kemény rétegek, mint vékony lemezek alakvaltozasa nemlinedris és rajuk a
technikai lemezelméletben ez esetre vonatkozé feltevések allnak fenn.

— Alagy rétegek alakvaltozasa a linearis feladatban megfogalmazottal azonos marad.

— A kemény és lagy rétegekre vonatkozo anyagtoérvények linearisak.

— A stabilitasvesztés utani allapotban a stabilitasvesztéskor kialakult alakvaltozasi
allapot fejlodik tovabb és a kiilso terhelések aranya is valtozatlan marad.

A feladatot Ritz modszerrel oldottuk meg ¢s a feltevéseinknek megfeleloen a
rendszer Osszes mechanikai energiajanak minimalizaciojat a stabilitasvesztés pilla-
nataban kialakult elmozdulasmezét leir6 — a linedris feladat megoldasaként egy
szabad paraméter (f) pontossagaval kapott — fiiggvények bazisan kerestiik,
kiegészitve e fliggvényeket a lemez szemben fek vo peremeinek k6zeledését leird linearis
tagokkal. Megjegyezzilk, hogy noha a linearis feladatban az elmozdulasmezd
amplitudéit jelentd, az egyes kemény rétegekhez rendelt fiiggvények komplexek is
lehetnek, a nemlinearis feladathoz ezek linearis kombinacidjaval valos fiiggvények
kialakitasa sziikséges.

A feladat megoldasaként az elmozdulasmezd f amplitido-paraméterére az
irodalombdl ismert alaku

- f

S=Kymg- 1 My ="
o

Osszefiiggést kaptuk, ahol K — a rendszer anyag- és meéretparamétereitdl igen
bonyolult — csak szamitogéppel kezelheté — formaban fiiggé paraméter, % — a
kritikus allapotot jellemzd, a terhelést is magaban foglaléo paraméter, m, pedig az un.
talterhelési paraméter, amely azt jellemzi, hogy a lemez fajlagos terhelése milyen
mértekben haladja meg a kritikus értéket.

Az f igy kapott értékét az elmozdulasfiiggvények kifejezéseibe helyettesitve
ezekkel a stabilitdsvesztés utani allapot alakvaltozasi és fesziiltségi viszonyai is
tisztazhatok.

A 7.1. abra példaként egy n rétegli sandwich-lemez stabilitasvesztés utani kezdeti
alakvaltozasat szemlélteti a kemény rétegek relativ normalis elmozdulasait ado {,=
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=w,/h figgvény amplitidojanak a terhelési paramétert6l valo fiiggése tjan. Itt h—a
kemény réteg vastagsaga, az « index pedig az egyes rétegekre utal.

Fontos megjegyezni, hogy a stabilitasvesztés utani allapotban a terhelés (Ossze-
nyomodas) novekedésével a lemez kihajlasi hullamhossza csokken, azaz a hullamsza-
mok novekednek. E jelenség vizsalata — elsé kozelitésben feltéve, hogy a rendszer
rugalmas marad — a lemez egy kijelolt pontja elmozdulasanak meghatarozasaval

P |

7.1. abra

lehetséges, kiillonbozo kihajlasi hullamhosszak mellett. Jollehet a legkisebb kritikus
terhelés p,=1=allando, tovabba p, =1 hullamszam mellett adodik, p, =2, p; =3
esetére is meghatarozhatok kritikus terhelések, amelyek — irodalmi adatok szerint —
megfeleld gondossaggal elvégzett kisérletek soran realizalhatok. Mindezt figyelembe
véve p,=1 mellett az x iranyban bekdvetkezd kihajlasi hullimhossz — révidiilés a
7.2. abra alapjan kisérhet6 figyelemmel.

iy |

7.2. abra

E szerint a terhelés novelésével a masodik kritikus terhelést (N,,) meghalado
terhelésnél, az A pontban a lemez atpattan és a kihajlasi hullamszam x-iranyban 2-re
nd. Ugyanez megismétlédik a B pontnak megfeleld helyzetben, amikor p, =2-r6l
p, =3-ra valtozik. A lemez altal felvett allapotok stabilis allapotok.

A terhelés csokkentésekor a lemez kihajlasa B pontot elhagyva zérusra
csokkenhet az my pontban, mik6zben a lemez allapota labilis és ez fokozéodvan a
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legkisebb zavaras hatasara p, =2 hullamszamau allapotra pattan at. Ez megismétlodik
az A pontban is. A szaggatott vonallal jelolt szakaszok a rendszer lehetséges labilis
allapotait jelolik. A hullamszam novekedésével kapcsolatos itt jelzett kérdések
numerikus és kisérleti vizsgalata a kozeljovo kutatasi feladatat képezi.

ad. ¢c) Konstrukciosan ortotrop lemezekkel héjalt sandwich-lemez stabilitasa
[6]. A vizsgalatok targyat olyan haromrétegi sandwich-lemez stabilitasanak elemzése
jelentette, amelynek héjalé kemény rétegei egyiranyban hajlitassal kialakitott
bordazattal — egymastol eltéré vagy azonos modon— merevitettek. Feladatként
fogalmazodott meg annak tisztazasa is, hogy miként viselkedik a lemez, ha csak az
egyik kemény rétege terhelt a sajat sikjaban.

Azigen terjedelmes vizsgalat modja és legfontosabb eredményei a kovetkezében
foglalhatok Ossze:

MindenekelStt a kemény rétegek anyagat ortotropnak feltételezve a vonatkozo
Hooke torvény inverzeként felirtuk €s értelmeztiik a kemény rétegek mint ortotrop
vékony lemezek huzasi-nyirasi (C,,), kolcsonhatasi (K;,) és hajlitasi-csavarasi (D;,)
merevségeit. A K;, merevségek a hizas-hajlitas, nyiras-csavaras kozotti kolcsonhata-
sokkal kapcsolatosak.

A lagy réteg anyagat — a korabbiakkal egyez6en — transzverzalisan izotropnak
tekintettiik.

Ny 4 TR 13/63
A e
[Nfem] 51 T - X
ho +
‘]OO’_ h1:h2:1mm
A =600 cm
5:80
h
50 |-
Nx=0
| | | L
100 200 250 o

7.3. abra

A kemény és lagy réteg alakvaltozasara tett korabbi feltevéseket megérizve a
Trefftz—Bolotin féle variacios elvbdl levezettiik a vonatkozoé alapegyenlet-rendszert és
értelmeztitk a peremfeltételeket.

Az alapegyenletrendszer megoldasat Navier tipusi peremfeltételek mellett
kerestiik. A legnagyobb problémat a héjalo lemezek konkrét kialakitasatol fiiggd n.
wegyenértékli merevségi jellemzOk” meghatarozasa jelentette. E részfeladat megoldasa
soran — a Kirchhoff—Love hipotézist alapul véve — gy jartunk el, hogy az adott
profilokat altalanositd profil alakvaltozasi-fesziiltségi viszonyaibol adodo alakval-
tozasi energia, valamint a lemezzel azonos vastagsagu, ortotrop anyagi héj-lemez
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alakvaltozasi energidjanak equivalenciajat irtuk el6 és igy a héj-profil fiiggvényében
értelmezni tudtuk az ortotrop héj-ra visszavezetd ,egyenértékil merevségi jellemzo-
ket”. Maganak a stabilitasi feladatnak a megoldasa a szokasos modon tortént és a
terhelés kritikus értékének meghatarozasat eredmeényezte.

Az altalanositott profil alapjan kidolgozott szamitogépi program a gyakorlati
alkalmazas szempontjabol érdekes esetekre lehetdvé teszi az egyenértékil merevségi
jellemzdk gyors meghatarozasat. E programot beépitettiik az alapfeladat megoldasat
jelentd programba és igy aszimmetrikus felépitésii sandwich-lemez stabilitasvizsgala-
ta automatizalt modon elvégezhetd. Itt jegyezziik meg, hogy a programban arrol is
gondoskodas t6rtént, hogy a sandwich-lemez egészét terheld él-terhelés a kemény
rétegekre azok sik alakvaltozasat a stabilitasvesztésig megtarté modon osztodjék le —
kivéve értelemszerlien azt a részesetet, amikor csak az egyik héj-réteg terhelt.

A 7.3. 4bra példaként egy olyan (A szélességil) sandwich-lemez kritikus terhelését
szemlélteti a lemez hosszmeérete (B) fiiggvényében, amelynek egyik héjrétege siklemez, a
masik pedig ugyanebbdl a lemezbdl késziilt szabvany trapéz profilil lemez.
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8. Rugalmas kontinuumok Kkisérleti vizsgalatanak
néhany aktualis kérdése*

Az elmult évtizedekben a kontinuummechanika fejlédése bizonyos fokon
nyugovora jutott. Konvencionalis rugalmassagtani és hérugalmassagtani feladatok
megoldasara olyan elméleti és kisérleti mddszerek allnak rendelkezésre, melyek a
miuszaki gyakorlat altal felvetett problémak tilnyomo részének megoldasat lehetové
teszik. Egyes problémacsoportok megoldasa szamara kiilénb6z6 modszerek is
alkalmazhatok, igy a kiillonb6z6 modszerek versenyének is tanti lehetiink. Ennek
soran a szamitastechnika viharos fejlddésének éveiben (1970 koriil) olyan szélsGséges
vélemény is elhangzott, hogy a numerikus szamité modszerek [1], [2], [ 3] a kisérleti
modszereket ki fogjak szoritani [4].

* Thamm Frigyes munkaja
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A kontinuumszemlélet eredeti megfogalmazasaban nem teszi lehetové a mlszaki
alkalmazasok tilnyomo tobbségében eloforduld tonkremenetel (kiildndsen a kifa-
radas és rideg tOrés) leirasat. Ez a hianyossag eredményezte a mechanika és az
anyagvizsgalat évszazados killonallasat, amni a miszaki tudomanyok fejlédésének
egyre inkabb kerékko6tdjévé valt. Ennek a kiildnallasnak a kikiiszobolésére keletkeztek
és fejlodnek a kontinuummechanika egyes Uj iranyai, kilénésen a térésmechanika.

Az elmondottak alapjan a kovetkezd modszertani trendek latszanak idészeri-
nek a kontinuummechanika teriiletén:

a) Az egyes vizsgalati modszerek egymashoz valo viszonya, munkateriiletitk
kijelolése, esetleges egyiittes alkalmazasuk problémai.

k) Az egy adott céira végzett vizsgalat sziikséges pontossaganak kijel6lése és
Osszehasonlitasa az alkalmazott modszer hibahataraval.

¢) A kontinuummechanika nemkonvenciondlis feladatok megoldasara is
alkalmas 1j irdnyzatai, kiilonosen tonkremeneteli hatarallapotok kijeldlésére.

ad. a) A numerikus szdmité6 modszerek fejlédése kiilonGsen azokat a mérési
modszereket latszott veszélyeztetni, melyek modellkisérlet jellegiiek, tehat, a
szamitashoz hasonloan a vizsgalt szerkezetnek a valdsagoshoz képest vald bizonyos
mértékil idealizalasara kényszeriilnek (optikai fesziltségvizsgalat, Moiré-modszer,
analogias modszerek). Hamar nyilvanvalova valtak azonban azok a szempontok is,
melyek a szamité modszerek mellett a modellkisérletek és kiilondsen az optikai
fesziiltségvizsgalat 1étjogosultsagat igazoltak. Erre mutat az optikai modszerekkel
foglalkozo6 eldadasok magas részaranya az utobbi évek kisérleti fesziiltségvizsgalattal
foglalkozo konferenciain. A szamitoé modszerekkel valo kapcsolat a modellkisérletek
szamara vj alkalmazasi terilleteket is kijelolt, melyeket durvan az alabbi csoportokba
sorolhatunk.

A szamitd modszerek alkalmazasakor tett keriileti feltételek ellendrzése, ill.
irAnymutatas a peremfeltételek felvételére. A numerikus szamito modszerek ugyanis a
vizsgalt szerkezetek nagyobb mértékil idealizalasara kényszeriilnek mint a mo-
dellkisérlet. A modellkisérlet tehat hathatosan segithet a numerikus szamitasnak a
keriileti feltételek felvételében, kiilondsen akkor, ha a kisérleti eredményeket sikeriit
olyan alakba hozni, amelyik a szamitasi programba jol beilleszthetd.

Pszeudo-szingularitdsok kornyezetében ébredd fesziiltségeloszlas vizsgalata.
Ezek éles sarkok, kis sugar furatok, hirtelen keresztmetszetvaltozas stb. helyein
fellépd éles, de véges nagysagu fesziltségesucsok kornyezetei. Ezek a numerikus
szamitas végeselem-jellegébdl kdvetkezden programozasi nehézségeket jelentenek, ha
a fesziiltségesucs értékét szamitassal akarjuk tlirhetd pontossaggal meghatarozni. A
modellkisérlet optikai moddszerei ezzel szemben, mivel vizsgalataikat kontinuum
jellegi modellen végzik, a fesziiltségeloszlast az ilyen helyeken is elvileg torzitatlanul,
kiildndsebb méréstechnikai probléma nélkill szolgaltatjak. Ez a szamitas és mérés
egyiittes alkalmazasat kinalja fel, ami ugy végezhet6 el, hogy a numerikus szamitast a
teljes vizsgalt alkatrészen, de a pszeudo-szingularitas helyén pontossigra nem
torekedve végzik el. A szamitast kiegészitik a szingularitas kdrnyezetének kisérleti
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vizsgalataval — amire killondsen az optikai fesziiltségvizsgalat alkalmas — a modell
kerilletére felhelyezett keriileti feltételeket a szamitas eredményei alapjan kijelolve.

Az ismertetett kombinalt szamito-méré modszerek szamara a ,hibrid-sztatika”
[5] vagy altalaban ,hibrid-modszer” [6] elnevezés kezd meghonosodni. A hibrid
modszer alkalmazasanak feltétele, hogy kritériumot sikeriiljon felallitani arra
vonatkozoan, hogy a kisérlet alkalmaval a vizsgalt szerkezet mekkora részletét kell
modellezni. Erre vonatkozolag tobb a gyakorlat szamara lényeges esetre kritériumot
sikerilt felallitani [6].

ad. b) Valamely vizsgalati modszer hibaja mindenkor egy ,,helyes” értékre van
vonatkoztatva. Szilard testek kontinuummechanikajaban végzett vizsgalat esetén ez a
Lhelyes” érték a vizsgalt szerkezet névleges (terv szerinti) kivitelére feltételezett
alakvaltozas- vagy fesziiltségeloszlas. Ténylegesen kivitelezett miiszaki szerkezetek
azonban mindig tliréssel késziilnek, vagyis méreteik a névlegeshez képest valamilyen
tirésmezOn beliil szérnak. Ennek a méretszorasnak a hatasat az alakvaltozas-, ill.
fesziiltségeloszlasra altalaban el szokas hanyagolni. Ezért vizsgalatot végeztiink a
méretszoras hatasanak megbecslésére. Gyakran elofordulo szerkezeti elemek esetére
elvégzett fesziiltség-szoras vizsgalatinak eredményeit a matematikai statisztika
felhasznalasaval értékeltik [7]). A vizsgadlat eredményei azt mutattdk, hogy a
fesziiltségszorasra normaleloszlast és a gyartasra 109 selejtet feltételezve a
fesziiltségértékek kozepes szorasa v,=7%-ra adodott. A vizsgalati modszer sajat
hibajabol adodo v} kdzepes szorasa esetén az eredo kozepes szoras értéke az esetleges
hibak dsszegezési torvényébdl

vs=/VE + 0} (8.1.a)

Osszefliggéssel szamithato. Itt v a vizsgalat soran alkalmazott mérési modszer k6zepes
szbrasa, ami a mérési pontatlansagokbol adodik, numerikus szamitasi modszer esetén
az a szoras, ami a szamitaskor felvett halézat halépontjainak Onkényes felvételébol
adodik. Hibrid modszer alkalmazasakor mind a mérés eredményeinek v¥, mind a
numerikus szamitas v¥* kozepes szorasa el6fordulhat, tehat az eredd kozepes szorast

Vi =/ V2 + 0¥ +vf*? (8.1.b)

Osszefliggeés szolgaltatja.

Korabbi, féleg sajat vizsgalatokra tamaszkodva [8], [9], [10], [11] befejeztiik az
optikai fesziltségvizsgalat mérési hibainak elemzését [12] és arra az eredményre
jutottunk, hogy kozepesen gondos modellkészités esetén két hibaforras van, mely a
fenti hatarértéket meghaladhatja. Ezek
—a léptékhibak, melyek a modell és a kivitel kozotti csak kozelité hasonlosagbol

addédnak és
—a modell nem pontosan merdleges atvilagitasabol adodé képhibak.

Az elsd hibatipus az alkatrész méreteinek nagysdgrendjébe esO teheratadasok

esetében érhet el nagy értéket, ha a modell és a csatlakozo alkatrészek merevségének

Muszaki Tudomdny 61, 1981



SZILARD KONTINUUMOK VIZSGALATANAK NEHANY KERDESE 31

viszonya jelentosen eltér a kivitelétdl. Nagysaga tajékoztatdo szamitas alapjan
tobbnyire megbecsiilhet6 és a kisérlet lefolytatasa megfeleléen modosithaté. A nem
merdleges atvilagitasbol adodoé képhibak minden esetben kis értékre szorithatok le, ha
éles fesziiltségesucsok helyeit a leképez6 objektiv (altalaban az alkalmazott fényképezd
gép objektivje) optikai tengelyének kozelébe hozzuk.

A vizsgalat eredményei lehetdvé teszik, hogy viszonylag egyszerii eszk6zokkel
(szort fényl optikai fesziiltségvizsgalo berendezés, fényképek alapjan atrajzolt
fesziiltségoptikai képekbdl torténd kiértékelés) is lehessen miiszaki célra teljes értéki
fesziiltségvizsgalatot végezni.

ad. ¢) A nemkonvenciondlis feladatok kontinuummechanikai megoldasara
elvileg két ut jarhato.

a) A tényleges szerkezeti anyagnak a tOnkremenetelre jellemz6 és kontinu-
umként nem kezelhet$ hibahelyeit diszkrét szingularitasként kezelve kirekeszteni a
vizsgalatbol, a szerkezeti elem t6bbi részét tovabbra is kontinuumként kezelve. A
hibahelyek tulajdonsagait kisérletekkel kell tisztazni.

f) Ha a feladat nemkonvencionalis jellegét helyi termikus vagy fizikai-kémiai
szerkezetvaltozas okozza, melyek soran a kontinuumjelleg megmarad ugyan, de az
allapotvaltozasok bonyolult volta a kontinuum tulajdonsagainak folyamatos
kovetését tul nehézzé tenné, a vizsgalat egyszerisitett kontinuummechanikai modellt
feltételezve végezhetd, néhany az allapotvaltozast jellemzé allando értékét nyitva
hagyva. Ezeket a tényezoket a szamitaskor feltételezettel egyez6 koriiimények k6zott a
tényleges szerkezeti anyagbol elkészitett alkatrészen elvégzett kisérleti fesziiltséganali-
zis eredményeinek a szamitassal valo Gsszehasonlitasa szolgaltatja.

Mindkét eset tehat a kontinuummechanika hibrid modszerének alkalmazasat
igényli. A tonkremeneteli hatarallapotok vizsgalatakor a vizsgalat hibrid jellegét
némileg elfedi a mar emlitett munkamegosztas az anyagvizsgalat és a mechanika
milveldi kozott. Tanszékiink igy az a) alatti feladatok legjelentésebb csoportjanak, a
torésmechanikanak a miivelésekor csupan a feladat egyik részének, a kontinuum-
szemlélet alapjan vizsgalhatd szerkezetjellemzdk vizsgalatiba kapcsolodott be. Igy
vizsgaltuk hegesztett szerkezetek varrathibajanak a fesziiltségintenzitasi tényezore
gyakorolt hatasat (l. pl.: [13]).

A B) alatti feladatkdrbol maradé fesziiltségi allapotokat vizsgaltunk. Mivel itt a
tonkremenetel hatarhelyzetét nem vizsgaltuk, a hibrid vizsgalat elméleti és kisérleti
részét egyarant a kontinuummechanika ismert modszereivel tudtuk elvégezni.

Hegesztett és ragasztott kotések varratai koril kialakulé marado fesziiltségi
allapotok eloszlasat vizsgaltuk. Hegesztett kotések esetén a hegesztéskor fellépd
inhomogén hodfokeloszldsrol vald lehiilés soran folyamatosan valtozo anyagtulaj-
donsagok mellett és diszkrét allapotvaltozasok hatasara fellép6 inhomogén térfo-
gatvaltozas-eloszlas a marado fesziiltségi dllapotot ezen kiviil a lehiilés k6zben lefolyo
képlékeny alakvaltozas is befolyasolja.

Ragasztott kotések ragasztorétegében a ragasztoanyag kotésekor lefolyd és
szintén térfogatvaltozassal kisért allapotvaltozas idézi el a marado fesziiltségeket. A
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kotés folyaman itt is folyamatosan valtoznak a ragasztéanyag mechanikai tulajdonsa-
gai. A térfogatvaltozasnak marado fesziltségeket kivaltd részaranya ezért elméleti
uton aligha hatarozhaté meg a kivant pontossaggal.

A fesziiltségeloszlas szamité moddszerrel valo meghatarozasakor ezért allando
anyagtulajdonsag mellett lefolyo fiktiv g, térfogatcsdkkenést tételeztiink fel és a fellépo
feszilltségeloszlast ismeretien nagysagu T,= Eg,l térfogatvaltozasi gdmbtenzorra
vonatkoztattuk. Hegesztési varrat esetében sziikség van még annak a zénanak a
szélességére is, melyre a térfogatvaltozas kihat. Ennek a zoénanak a h, szélességét,
valamint T, értékét a szamitott eloszlasnak tényleges hegesztési varraton meért
closzlassal valo Osszehasonlitasa Gtjan hataroztuk meg. A vizsgalatot tompavarrattal
ellatott aluminiumlemezeken végeztiik, kilénb6z6 alapanyagok és hegesztési
koriillmények esetén. A mérésre nyllasmérd technikat és a szakirodalombol ismert
feldarabolasi modszert alkalmazzuk {14], [15].

Ragasztott kotés esetén — fémragasztast feltételezve — a ragasztando szerkezeti
elemek a ragasztéanyaghoz képest tokéletesen merevnek tekinthetok. A ragasztoa-
nyag kotéskor teljes vastagsagaban egyenlé T, térfogatvaltozast szenved. A T,-re
vonatkoztatott fesziiltségeloszlast a rugalmassagtan variacios elve alapjan hataroztuk
meg. Az igen vékony (kb. 0,1 mm vastag) ragasztoréteg marado fesziltségi allapotat
kozvetleniil mérni nem tudtuk, ezért modellkisérletet végeztiink. A modellanyagkeént
alkalmazott epoxigyanta ragasztoanyagként is hasznalatos, ezért viselkedése a
tényleges ragasztdanyagokkal egyezdnek tekinthetd. A vizsgalatot az optikai
fesziltségvizsgalat modszerével végeztik és annak eredményeit a szamitassal
egybevetve megkaptuk T, értékét a ragasztoanyag kiilonbozé kikeményedési
koriilményei esetére. A kisérlet ezen kivill kimutatta még azt is, hogy a kikeményedés
soran a ragasztoréteg anyagszerkezete nagy mértékii — a mulanyagoknal ismert —
molekularendezddést szenved, amit a kotés szilardsagi tulajdonsagai szempontjabol
nem szabad figyelmen kiviil hagyni [16].
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Some Aspects of the Study of Deformable Bodies. — There are some results from three of the subjects
worked out by our department:

— generalization of the ideal constraints, stability of retarded mechanical systems, study of general
properties of the possible constitutive equations and the application of thermodynamics in elasticity — in the
field of basic mechanical research,

— stability investigation of rotating structures, application of spline-approximation in elasticity and
study of sandwich-type plate structures — on the topic of mechanical engineering;

— and experimental results connected with elastic bodies.

Einige Probleme fester Kontinua. — Es werden Arbeiten aus drei Themenkreisen vom Arbeitsgebiet
des Lehrstuhles gezeigt:

— Von den Forschungen auf dem Gebiet der Grundlagen der Mechanik die allgemeine
Interpretation des idealen Zwanges, die Stabilitdt verzogerter Systeme, die Formulierung der allgemeinen
Eigenschaften der méglichen Stoffgesetze und die Anwendung der Thermodynamik in der Elastizitétslehre.

— Aus dem Bereich der Forschungen auf dem Gebiet der ingenieurmissigen Anwendung der
Mechanik die Stabilititsprobleme von Rotoren, die Anwendung der Spline-Interpolation in der
Elastizitatstheorie und die Untersuchung von Sandwichkonstruktionen.

— Experimentelle Untersuchunge in Verbindung mit elastischen Kontinua.

Hexoropnie BONPOCh! HCC/1€10BAHKH TBEPABIX CILTOWMBIX cpel. — B cTaThe IPpHBOAKMM HEKOTOPHIC
pe3ynbTaThl TpeX HAY4HO-HCCNIEN0BATEILCKUX TeM Kadeapbl: .

— 0o TeMe HCCAeOBaHWA OCHOB MEXaHHKH: OOOOILIEHHOE TOJKOBAaHHME HACAILHOH CBA3M,
YCTOHYHBOCTD 3a/lepKaHHbIX CHCTEM, GOPMYJTMPOBKY OOUIMX CBOMCTB BO3MOXHOIO 3aKOHa MaTepuasna
(onpenenAoWero ypaBHEHN) U NIPUMEHEHNE TEPMOJUHAMUKHA B TEOPHH YIIPYTOCTH,

— MO TeMe HCCNEeAOBaHU MAITHHOCTPOUTEIBHBIX IPHUMEHEHHI: YCTOHYHBOCTE POTOPHBIX CHCTEM,
NPUMEHEHUE CIUIAiH-(spline) MHTEPNONAUMM B TEOPHMH YIPYroCTH M HCCIEAOBAHHE MHOTOCIOHHBIX
KOHCTPYKLHH;

— MO TeMe JKCNEPUMEHTAHBIX MCCIEOBAHHH: 3KCHEPHMEHTAIBHOE HCCIECAOBAHUE YIPYIHX
CIUIOLIHBIX Cped.
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SZERKEZETEK SAJATFREKVENCIAINAK NEHANY
SZELSOERTEK TULAJDONSAGA
ES AZOK ALKALMAZASA

BOSZNAY ADAM! a mM0sz. TUD. pokTORA, CZEGLEDI GYULA?
RICHLIK GYORGY,? SOLTI JOZSEF,* TOTH GYORGY?

A dolgozat a BME Villamosmérnokkari Miszaki Mechanika Tanszékén 1975—80-ban
végzett {6 kutatasi témarol ad témor attekintést.

Fethasznalva a kontinuummodellel kezelt szerkezetekhez rendelt mechanikai rezgési
sajatfrekvenciak egyes szélsoérték tulajdonsagait — kitér a sajatfrek venciak javithato kozrefogasa
egy direkt modszerének ismertetésén kiviil az un. frekvenciaegyenletet nem igénylo sajatfrekvencia
szamitas néhany olyan esetére, amely el6irt szamu sajatfrekvencia szamitasat teszi lehetévé, s amely
azilletd eljaras hibajara is lehetdleg gyakorlatias felvilagositast ad. Foglalkozik tovabba az in. inverz
sajatérték probléma megoldasaval, azaz felvilagositast ad el6irt sajatfrekvenciakkal rendetkezd
szerkezet konstrualasat illetoen. Elemzi a sajatfrekvenciak meghatarozasakor fellépo, a szamitasban
éppen alkalmazott szabadsagfok okozta nehézségeket és felhivja a figyelmet egy lehetséges
megkerilési modra.

1. Bevezetés, célkitlizés

A szerkezetek mechanikai rezgésszamitdsa sordn ujabban egyre inkabb
kontinuum modelleket alkalmaznak. A kdvetkezokben olyan feladatokat tekintiink,
amelyekben sajatfrekvenciak definialhatok. Ismeretes, hogy ilyen esetekben a
sajatfrekvenciak ismerete a szerkezet lehetséges mozgasainak és a mozgas soran el6allo
mechanikai fesziltségi allapotainak szamitasat megkonnyitheti, mind ez mind a
tranziens, mind a determinisztikus gerjesztés hatasara el6allo allandosult rezgésre vagy
a sztochasztikus gerjesztés hatasara kialakulé mozgasra egyarant érvényes.

A dolgozat — felhasznalva a szerkezetekhez rendelt sajatfrek venciak szélsGérték
tulajdonsagait — kitér a sajatfrekvenciak javithato kozrefogasa egy direkt modszeré-
nek ismertetésén kiviil az Gn. frekvencia-egyenletet nem igénylé sajatfrekvencia
szamitas néhany olyan esetére, amely elSirt szami — nemcsak egy-két —sajatfrekven-
cia szamitasat teszi lehetové, s amely az illetd eljards hibajara is ad lehetdleg
gyakorlatias felvilagositast. Foglalkozik tovabba az un. inverz sajatérték probléma
megoldasaval, azaz felvilagositast ad eldirt sajatfrekvenciakkal rendelkez6 szerkezet

! Dr. Bosznay Adam tanszékvezeté egy. t. BME VMM Tnsz. 1123 Bp. Gyéri it 12.

2 Dr. Czeglédi Gyula tudomanyos mtars BME VMM Tnsz. 1225 Bp. Bartok B. at 3/d.
3 Richlik Gydrgy tudomanyos mtars BME VMM Tnsz. 1073 Bp. Akacfa u. 59.

4 Solti Jozsef tanarsegéd BME VMM Tnsz. 2623 Ver6cemaros Kossuth L. u. 116.

5 Téth Gyérgy tudomanyos mtars BME VMM Thnsz. 1016 Gellérthegy u. 20.
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konstrualasat illetéen. Elemzi a sajatfrekvenciak meghatarozasakor fellépd, a szamitas
soran éppen alkalmazott szabadsagfok okozta nehézségeket és felhivja a figyelmet egy
lehetséges megkeriilési modra.

2. A szerkezet matematikai modellje, tulajdonsagai

Tegyiik fel, hogy az a korfrekvenciaju szinuszosan valtozénak vett id6faktor
levalasztasaval az alabbi, csak a térbeli valtozoktol fliggb sajatértékfeladatra jutunk:

Jdu—otBu=0, Pu=0. 2.1

o/ és # valos egyiitthatos linearis differencidloperatorok; o a szerkezet rugalmas
visszatéritd sajatsagainak, # a tehetetlenségi (tdmeg-) hatasoknak felel meg; 2 valos
linedris operdcio; a homogén peremfeltételeket, illetve, ha a szerkezetet tobb részbol
Osszekapcsoltnak tekintjiik, akkor még az ugyancsak homogén illesztési feltételeket
fejezi ki. Vizsgalatunk targya tehat minden olyan rugalmas kontinuus elemekbol
felépitett szerkezet, amelyhez a fentiekben definialt matematikai modell hozzarendel-
heté.

A (2.1) differencialegyeniet rendszama a gyakorlati esetekben paros, 2r-el fogjuk
jeldlni. A perem és illesztési feltételeket egyes esetekben fel lehet bontani Gn.
Iényegesekre (amelyek legfeljebb r-1-edrendii derivaltakat tartalmaznak) és dinamikai-
akra (amelyek az r-edik és magasabb rendi derivaltakat tartalmazzak).

u a keresett o? sajatértékhez tartozé valds elmozdulasi amplitadé mezd
figgvény, ha a feladat Ggy kivanja, u oszlopvektor; ez esetben &/ ¢és # matrix
operatorok, # pedig matrixos operacid. Feltessziik, hogy &/ és 4 Onadjungalt
differencialoperatorok, tovabba, hogy a Zu=0 feltételnek eleget tevo, elegendd
sokszor differencialhato és nem zérus u-kra

(%u,u)>0, (#u,u)>0. (2.2)

A gbmbdlyil zardjel itt skalarszorzatot jelol az

(u,v)= lu*vdr (2.3)

formula szerint, ahol T a szerkezet-modell altal elfoglalt térbeli tartomany, és a *
transzponalast jelent.

Az operdtorok onadjungaltsdganak feltevése mechanikai értelmezésben annak a
feltevésnek felel meg, hogy a szerkezet egyes részei is, és a perem- és illesztési feltételeket
létrehozo szerkezetek is olyanok, hogy egy periddusidé alatt sem energia-elnyelés, sem
betaplalas nem torténik a szerkezetbe.

A tett feltevések biztositjak, hogy a (2.1) feladatnak megszamlalhatoan végtelen
sok, egyenként véges sokszorossagl pozitiv sajatértéke van. Ezeket — mindegyiket
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annyiszor felirva, ahAnyszoros — az alabbi egyenlStlenség-lancba rendezhetjiik:

wl<als. . Sa2g. ... (24

Az egyes sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat (amelyek komponensei természete-
sen fiiggvények) u,, u,,. .., u,, ...-vel jelolve érvényes, hogy

(Su,u)=0 és (Bu,u)=0, ha i#j,

azaz a killonb6z6 indexii sajatvektorok mind az o/, mind a # operator kdzvetitésével
altalanositott értelemben ortogonalisak. Tovabba: a sajatvektorok teljes rendszert
alkotnak.

A vizsgalt feladattipus sajatértékeire vonatkozo Poincaré—Polya-féle minimax
elvre tamaszkodva lehetséges az eredeti szerkezethez két olyan ,,also”, illetve , fels6”
alapszerkezetet rendelni, amelyekhez tartozod, (2.1)-nek megfelelé sajatértékfeladat
operatorai allando egyiitthatosak, amelyeknek elegendGen sok lengési sajatértéke
viszonylag konnyen szamolhato kell6 pontossaggal, s ugyanakkor e két sajatértékhal-
maz also és felsd korlatokat szolgaltat (2.4) szamadra.

A Poincaré—Polya-féle minimax elv szerint a (2.1) sajatértékfeladat (2.4) szerinti
indexezéssel vett v-edik sajatértékére fennall:

o]

— min (max(“/ % “)>. @.5)

T,c84 \ wer, (#u, 1)

(2.5) alapjan tehat a (2.1) sajatértékfeladat v-edik sajatértékét uigy kapjuk, hogy sorba
vesszilk a Rayleigh-féle hanyados maximumait, mik6zben u-t a 9,-nak minden
lehetséges T, v dimenzios alterén valtoztatjuk, majd kikeressiik e maximumok
minimumat. $, jeloli itt az (=/u, u) funkcional értelmezési tartomanyat.

(2.5) alapjan az alabbi un. Osszehasonlito tétellel kifejezett elégséges feltétel
adhato meg a (2.1) feladattal megegyezo tipusu

A u—aiBu=0, Pu=0
és (2.6)
Mzu—a%g2u=0, 1@2“=0

két sajatértékfeladat a?, és o, (v=1,2, ...) sajatértékei kozott fennalld egyenlot-
lenségre:

wl, LaZ,, v=1,2,...,
ha
( u,0)=(,u,u), vwey,, 2.7
34,294,
és

(#,u, u)=(%,u, u).
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A fentiekben a 3, és 9 ,, tartomanyok definicidja értelemszeriien ugyanaz, mint a (2.5)
kapcsan megadott 3 ,-€.

A (2.5)-ben felirt Rayleigh-hanyadosnak a komparativ u-k halmazan felvett
minimumtulajdonsagat kihasznalé un. Poincaré—Rayleigh—Ritz-féle finitizalassal
bizonyithatéan felsé korlatok nyerheték (2.4) szamara. Ha pl. az els6 n szamu
«?, ...,a? sajatértékhez akarunk felsé korlatokat meghatarozni, akkor talalnunk kell
n db. v, ...,v, linedrisan fiiggetlen vektort 0gy, hogy £v,=0 (v=12,...,n)
teljesiiljon. Ezek utan erre az n-dimenzios altérre térténé vetitéssel a

Y [tviv)—a2(Bv,v)ei=0,  j=1,....n (2.8)
i=1

finit sajatértékfeladathoz jutunk. (2.8) a2, (v=1, .. ., n) gy6kei pozitiv valos szamok és
fennall, hogy
a?<af,, lim o, =af, v=1,...,n 29)

n-*oo

Nyilvanvalo, hogy (2.8) a%,-hez tartoz6 w,, sajatvektora a

Wi = ) CuVi (2.10)

alakba irhato, ahol ¢;, (i=1, ..., n) a (2.8) egyenlet a?=a%,-nél vett megoldasa.

Megjegyezziik, hogy a v,, ...,v, linearisan fliggetlen rendszer elemeit sok
esetben clegendd Ugy megvalasztani, hogy csak a lényeges perem és illesztési
feltételeket elégitsék ki. Enneck egy clégséges feltételét adja az un. K-definitség
fennallasa. K-definit probléma esetén a 2u=0 egyenletrendszerbdl az r vagy annal
magasabb rendll derivaltak kikiiszbdlhet6k a legfeliebb r-1-edrendil derivaltak
segitségével.

frjuk at most (2.1)-ct a

A u—pu=0, Pu=0 2.11)

alakba, és tegyiik fel, hogy J =.o/ ~'# pozitiv kompakt operator, u=1/a%. (Nem
minden, a (2.1)-et és (2.2)-t kielégit feladat felel meg e feltevésnek.) Vilagos, hogy a (2.8)
megoldasaiként kaphato p,,=1/a}, (v=1,...,n) értékek most also6 korlatokat
szolgaltatnak (2.11) sajatértékei szamara.

Legyen most {v;} (i=1,2, . . .) teljes ortonormalt vektorrendszer. Ekkor Fichera
[12] szerint — tetszbleges pozitiv egész n és s értékekre — az

1
I"(X) = 7 Y det (A", Vi), ij=1,...,s, (2.12)
LY TN ks
és

In(o)=1
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formulakkal definialt I7(o¢") érték fiiggetlen a {v;} ortonormalt rendszertdl, azaz I'(¢")
a A operator un. s-edrendil, n-edfok ortogonalis invariansa. Belathato, hogy I13(#") <
+ oo akkor és csakis akkor, ha I(X¥)< + co. Azt mondjuk, hogy egy A pozitiv
kompakt operator a 1" osztalyba tartozik, ha I}(f) < + o. A tovabbiakban feltessziik,
hogy az altalunk definialt )¢~ operator ilyen tulajdonsagi.

Ha X", és &, 1" osztalybeli pozitiv kompakt operatorok és a

(O 1u,u)<(A 5u, u)
egyenlétienség teljesiil, akkor tetszoleges n €s s esetén
I ) ST ,). (2.13)

Az igy bevezetett ortogonalis invarians alkalmas arra, hogy (2.11) sajatértékei
szamara elvileg felsé korlatokat adhassunk. Legyen ugyanis {w,} egy teljes linearisan
fiiggetlen generatorrendszer és 2, egy — a {w,} altal kifeszitett tér v-dimenzios alterére
vetité — projektor operator;

uPzpz ozl (2.14)

pedig a Poincaré—Rayleigh—Ritz-féle finitizalassal (2.11) sajatértékei szimara nyert
alsé korlatokat add sorozat. Tekintsik a 2,0 2, operator (2.14) sajatértékeihez
tartozé wi”, ..., w" sajatvektorait. Jelolje a wi?, ..., w{ ,, wi),, ..., w! vektorok
altal generalt v— 1-dimenzi6s altérre vetitd projektor operatort 2%, Ekkor Fichera
szerint — rogzitett n>0 és s > 0 esetén — (2.11) sajatértékei szamara felsd korlatokat
szolgaltat a

o) =

1
IM(0)~ (P AP 0
[ T W] @1
formula minden v2s-re. (Pontosabban (2.15) a fels6 korlatokat ado sorozat k-adik
elemét szamitja.) Megemlitjiik, hogy a (2.15)-ben fellépd ortogonalis invariansok zart
alakban tOrténd eldallitasa az esetek tobbségénél nem lehetséges.

A mar emlitett, s a késObbiekben targyalasra keriild modszerek kozds jellemzdje,
hogy a feladat matematikai megfogalmazasa soran sok valtozos egyenletekhez jutunk.
Nagyméretii feladat kezelése a rendelkezésre all6 modern szamitastechnika mellett
sem mindig problémamentes. Célszerti ezért olyan technikak alkalmazasa, amelyek
segitségével a valtozok szama csOkkenthetd. E modszereket dsszefoglaldan szabadsdg-
fokredukcionak nevezik. Véges szabadsagfoka modelleket tekintve a szabadsagfokre-
dukcid lehetséges modjai ko6ziil most kettét emeliink ki.

A linedris szabadsdgfokredukcio a szabadsagfok csokkentésének az a modja,
amely az eredeti modellhez tisztan matematikai eszk6z6kkel csokkentett szabadsag-
foka masik modelit rendel hozza, igy matematikai eszk6zokkel a modeli szabadsag-
fokat fizikai értelemben is csOkkenti. Ezzel a modszerrel az eredeti feladat frekvencia-
spektrumat feliilrol kozeliti. A leghatasosabb ilyen eljaras azokat az elmozdulasokat
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kiisz6bdli ki, amelyek nem gyakorolnak lényeges befolyast a kinetikus energidra. A
vizsgalatok azt mutatjak, hogy az eliminalandé elmozdulasokat célszerii a szerkezet
legkisebb dinamikus rugalmassaggal bir6 teriileteirdl valasztani.

A masik, a nemlinedris szabadsdgfokredukcio csak matematikai értelemben
csokkenti a fokszamot, azaz az egyenletekben explicit szerepeltetett szabadsagfokok
szama kisebb, mint a modell szabadsagfoka. Ennél a modszernél az eredeti modellhez
nem rendeliink hozza egy Ojabb, fizikailag is csOkkentett fokszaml modellt. Ezzel az
eljarassal egy nemlinearis sajatértékfeladatot kapunk. Megoldasa nagyobb id6-
igénnyel jar, de a pontossag novelésének nincs elvi akadalya. Egy, a késdbbiekben
részletezendd (lasd 3. pont) nemkivanatos mellékhatassal azonban szamolnunk kell.

Osszetett rendszerek (kontinuum modellek) rezgésanalizisének egy lehetséges
elvi médja az, hogy a végtelen szabadsagfoku szerkezetet csomopontok felvételével
olyan részrendszerekre bontjuk, melyek szabad vagy gerjesztett rezgését leird
mezofiiggvényei ismertek. A 3. pont részletesen foglalkozik ezen eljarassal, s olyan
modszert ismertet, amelyik nem tartalmaz szabadsagfokredukciot.

3. Sajatfrekvenciak behatarolasanak egy direkt médszere

A kovetkezOkben célul tiizziik ki, hogy a linearis algebra eszkdzeinek
felhasznalasaval szamitastechnikailag jol attekinthetd és konnyen kezelhetd algorit-
must adjunk (2.1) sajatértékeinek javithaté kozrefogasara; feltéve, hogy a (2.1)-ben
szereplé # operator pozitiv szorzo operator. Ilyen tulajdonsagu szerkezet példaul a
kontinuumnak modellezett, valtozd jellemzokkel rendelkezd, rugalmas rudakbol
felépitett térbeli rudszerkezet. A kitizott célt az alabbi iépésekkel érjiik el:

-—A (2.1) sajatértékfeladathoz hozzarendeliink az 6sszehasonlito tételnek megfeleléen
két olyan sajatértékfeladatot, amelyekben szerepl6 operatorok allandé egyiitthato-
sok, és sajatérték spektrumainak kozrefogjak (2.4)-et.

—Eléallitjuk az 1j sajatértékfeladathoz tartozo frekvenciaegyenleteket (a gyakorlat
szempontjabol legfontosabb esetre, a térbeli rudszerkezetre szoritkozva).

A frekvenciaegyenletek szarmaztatasara két modszert mutatunk be. Az els6 lényege-

ben az egzakt elmozdulasmoddszer tovabbfejlesztett valtozatanak tekinthetd, mig a

masodik a differencidlegyenletek elméletében hasznalatos integracios konstansokra a

perem- és illesztési feltételek segitségével felirt linearis egyenletrendszer kapcsan jut

eredményre.

3.1 Hozzdrendelt sajdtértékfeladatok szarmaztatdsa
Tekintsiik a (2.1)-nek megfelel6 — tobb részbol dsszekapcesoltnak feltételezett —
szerkezet i-edik elemét. Legyen a szerkezet-modell altal elfoglalt térbeli tartomany T;, s
az o/, illetve # operatorok erre vett megszoritasa o/, illetve B;. A sajatértékekre

vonatkozo also korlatok nyerése céljabol felosztjuk ezt az elemet a T; tartomanyon k;
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részre, s helyettesitjiik az .o7; operator térbeli valtozokbol figgd egyiitthatoit a T;;
(i=1,...,k) j-edik résztartomanyon felvett legkisebb értékeikkel; a #; operator térbeli
valtozoktol fliggd egyiitthatoit pedig a T;;-n felvett legnagyobb értékeikkel. Az igy
konstrudlt — most mar allando egyiitthatos -— operatorokat tekinthetjiik, mint
bizonyos o/, illetve %, alland6 egylitthatos operatorok T;;-re vett megszoritasait. Ha
tehat az eredeti szerkezethez ilyen modon rendeliink un. helyettesito szerkezetet, akkor

az Osszehasonlito tétel értelmében az
o u—o?B u=0, Pu=0 3.1

allando egyiitthatds operator egyenlet sajatértékei (2.1) sajatértékeinek also korlatait
adjak.

Hasonlé modon eljarva felsé korlatokat akkor kapunk, ha az .o/; operator
egyiitthatofiiggvényeit a T;;-n felvett legnagyobb értékeikkel, a 4, operator egyiitthato-
figgvényeit pedig a T;;-n felvett legkisebb értékeikkel helyettesitjiik. Az igy nyert
allando egyiitthatds sajatértékfeladat

Lu—o’Bu=0, Pu=0. (3.2)

A tovabbiakban tehat elegendd egy olyan (2.1)-nek megfelelé feladattal
foglalkoznunk, ahol .o/ és 4 alland6 egyiitthatos operatorok, s ismeretes a 2 operacio.

3.2 A frekvenciaegyenlet elédllitdsinak kér utja [7]

Tekintve egy rudszerkezet i-edik ridjat, s tudva, hogy «/; és 4, allando
egyiitthatdés operatorok, felirhatjuk barmely keresztmetszetének eltolodasait és
elfordulasait leird mezofiiggvény amplitudokat:

E{x)=Ay;sin By;x;+ Ay cos By, x;,
f{x) = A3;sin B3, x;+ A4; €08 B3 x;+
+ As;sh B3;x;+ Ag; ¢h B3, x;,

dx)=Aq;sin By;x; + Ag;c0s By;x; +

+ Agish Byixi+ Ayorch Baix;, 3:3)
';i(xi)= - Z:'(xi)’
Lilx) =7i(x)),
ahol T, ={x;0<x;<1;}; I; az i-edik rid hossza, B,; (k=1,2,3,4) a-tol, geometriai és
anyag jellemzoktol fiiggd tényezd; A;; (j=1, .. ., 12) ismeretlen egyiitthato. (Vesszével

x~szerinti derivalast jeloltiink.)
Az x;=0-helyen @;-vel, az x;=I-helyen ¥-vel jelolve a rud altalanositott
elmozdulas amplitado vektorat (az eltolodas és elfordulas amplitudokat tartalmazd
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hipervektort) az

i (3.4)

Osszefliggéseket nyerjiik, ahola;=[A4,;, . . ., A;,;]; U;és V; matrixok elemei pediga0, 1
szamok, valamint a f,;/;-nek kiiléonboz0 trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvényei
kozil valok.

A rud két végén miik 6do6 altalanositott erok amplitudo vektora (er6 és nyomaték
amplitudd vektorokat tartalmazo hipervektorok) az elGbbiekhez hasonldan képez-
hetd:

F
p;=P;a, (3.5)

o i 7 e ] e

jeloléseket, a (3.4) és (3.5) egyenletek

Bevezetve az

§i=S.a.

- 3.6
4;=Qa; (36)
alakba tomorithetok.

Belathatd, hogy S; és Q, kvadratikus matrix. Ha nem szingularisak, akkor létezik

S;71és QL s igy a (3.6) egyenletekbdl a; kikiiszobolhetd:
§;= Riqi
G;=R; ! S;. (CN))
Itt R;=S;Q; ! az un. dinamikai deformacié matrix, R;7'=Q;S;”! pedig az 0n.
dinamikai merevségi matrix.
Ha most az i-edik ridra nyert eredményeinket altalanositani akarjuk az egész

rudszerkezetre, akkor ko6z6s koordinata-rendszerbe kell transzformalnunk eddigi
Osszefiiggéseinket, T; ortogonalis transzformacios matrix segitségével

s;=T35,
q;=T.q;
és igy q;=T;R;7T*s;.

Egy n szami rudbol allo szerkezet esetén bevezetve az s=[s;,...,s,] €s
q=[q,, ..., q,] hipervektorokat, valamint az

R !=(T,R]'T*, ..., T,R;'T*
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hipermatrixot, kapjuk a
q=R"71s (3.8)

Osszefliggést. Teljesen hasonloan nyerhetd az s=Rq egyenlet is.

Jelolje s, a csomdpontok elmozdulasvektoraibol alkotott hipervektort és legyen
go a csomopontokra hatd, az egész rendszer tekintetében is kiilsének mindsiilé
szinuszos eréhatasvektorokbdl alkotott hipervektor. Ekkor

s=Gs,, (3.9)
és
qo=Hyq, (3.10)
ahol G a kompatibilitasi, H pedig a csomoéponti egyensilyi feltételeket tartalmazo
matrix. (Bizonyithatd, hogy H=G*).
Behelyettesitve (3.8)-at, majd (3.9)-et (3.10)-be a

qO = HR -1 GSO
dsszefiiggést nyerjilk, amelyet az Ry ' =HR ™' G jelolés bevezetésével a
9 =Rq'so (3.11)

alakba irhatunk. Ry ! a ridszerkezet dinamikai merevségi matrixa.
Szabad rezgés esetében (q,=0)

Rg!se=0.
Feltéve, hogy s, #0 kapjuk a
det[Rg1]=0 (3.12)
frekvenciaegyenletet.

Az igy nyert frekvenciaegyenletbol elvileg sem szamolhato ki hianytalanul
valamennyi sajatérték. Tegyik fel ugyanis, hogy a szerkezetnek létezik olyan
sajatértéke, amely egyben sajatértéke valamely részrudhoz tartoz6 sajatértékfeladat-
nak is; a rad végeit rogzitettnek gondolva. E helyen a determinans fiiggvénynek meg
nem szintetheto szakadasa van, ez a sajatérték a szamitasnal kimarad. Hasonlo
modon jarunk, ha Rgy! helyett R,-at alkalmazzuk.

Ezen nehézségek elkeriilése végett tekintsiik még egyszer az

u;=T,;U;a;
v=T,V.a, (3.13)
f;=T,F;a,
pi=T;P;a,

paraméteres egyenletrendszert. A kovetkezOkben vazolt médszer lényege éppen abban
all, hogy az egyenletek paramétereit (a;,-ket) nem kiiszoboljiik ki, hanem azokkal, mint
a mezofiiggvény amplitudOk ismeretlen egyiitthatoival operalunk, igy a megoldasban a
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szerkezet rudjainak amplitidoéeloszlasa kozvetleniil rendelkezésre all. (3.13)-bdl
formalisan nyerhetd n rudra a

b=Ma (3.14)

egyenlet. Azt a koriilményt, hogy az egyes rudak hogyan kapcsolodnak 6ssze egy
szerkezetté, célszertien egy K kapcsolomatrixszal fejezhetjiik ki, amelynek elemeia —1,
0, 1 szamok koziil valok. ¢,-lal jeldlve a csomopontokra hato szinuszos kiilsé hatasok
amplitadé hipervektorat (3.14)-b6l a

KMa=c, (3.15)

linearis inhomogén egyenletrendszert kapjuk. ¢, = 0 (szabadrezgés, a #0) esetén
det (KM)=0 (3.16)

a rudrendszer frekvenciaegyenlete. A (3.16) frekvenciaegyenlet — ellentétben (3.12)-vel
— elvileg valamennyi sajatértéket megadja.

Gerjesztett rezgésnél a rendszer csomopontjainak valaszat allandosult allapot-
ban meghatarozhatjuk mindkét modszer segitségével. Ez utdbbi eljaras esetén, ha a
gerjesztohatas korfrekvencidja nem esik egybe a rudrendszer valamelyik sajatkorfrek-
venciajaval, a (3.16) linearis inhomogén algebrai egyenletrendszer KM egytitthatomat-
rixa nem szingularis, igy létezik egyértelmil megotdasa. Az eredményiil kapott a vektor
az egyes rudak mezofiiggvényeinek egyiitthatoit tartalmazza. Ennek birtokéban a (3.4)
Osszefiiggés segitségével a ridvégek elmozdulasai — azaz a csomdépontok elmozdula-
sai — meghatarozhatok.

Lényegesnek tartjuk megemliteni, hogy a most bemutatott eljaras kiindulasi
alapul szolgalhat a kovetkezokben targyalt, in. k6zbens6 operatorokat felhasznald
modszerek szamara is.

4. Véges elem modszer alkalmazasa sajatfrekvenciak
behatarolasara [3]

A véges elem modszer un. (tiszta) elmozdulas eljarasa — mint ismeretes — a
kontinuumnak modellezett szerkezet eldirt szamu sajatfrekvencidjara felsé korlatot
szolgaltat. E fels6 korlatok az elemszam ndvelésével és/vagy az elemen beliili
elmozduldsmezé paramétereinek novelésével javithatok. Az egyoldali korlatok
(numerikus) javithatosaga azonban nem ad hibabecslést. Felmeriil tehat a hibabecslés
olyan megoldasanak sziikségessége, hogy a javithatd fels6 korlatok mellé javithato
also korlatokat is tudjunk adni.

Induljunk ki a mar definialt (2.1) sajatértékfeladatbol. Az ott felsoroltak mellé
még tegylik fel, hogy .of ~ ! Betr” szigorhan pozitivkompakt operator. Jeloljiik az elsd m
szamu sajatértéknek (pl. a véges elem mdodszerrel kiszamitott) felsé korlatjat a?,-el,
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v=1,2, ...,m. Fichera szerint — mint az (2.15)-b6l kiolvashaté — a2 -el jel5lhetd alsd
korlatokat kaphatunk az alabbi formulabol:

aZ, =R[IN(A "' B), e}y, ..., 23], 4.1)

ahol R a szdgletes zardjelbe tett szamok raciondlis kifejezését jelenti.

A (4.1) formula gyakorlati alkalmazasianak akadalyat jelenti, hogy I7(sf ~' %)
zart alakban nem allithato el6. Kozelitoleg kell kiszamitani; a k6zelités csak feliilrol
torténhet, ha (4.1) alsoé korlat adé tulajdonsagat meg akarjuk 6rizni.

A felsé megkozelités megoldasara két fo modszert ismertetiink. Az eldbbi
alkalmazhatésagahoz olyan kiilonleges k6vetelményeket kell kielégiteni, amiket igen
egyszerl szerkezet esetén sikeriil csak megtenni. Az utdbbi a szokasos szerkezeteknél
akadalytalanul alkalmazhato, azért a tovabbiakban ezt kovetjik.

A moédszer abbol indul ki, hogy az o7, #, # operatorokhoz — a (2.5) Poincaré—
Polya-féle minimax elv és a kozvetlen szemlélet alapjan — olyan &,y, Bu0, Pao
operatorokat rendeliink hozza, hogy ./, alland6 egyiitthatos, pozitiv differencialo-
perator, #,, allando elemil, pozitiv szorzé operator legyen; az of — . 4 €5 B0 —
kiildnbségoperatorok is pozitivak kell, hogy legyenek, tovabba D(.o7 o) = D(#), T,o=T
kell, hogy fennalljon. T, és T azoknak a térbeli tartomanyoknak a jele, amelyeket a
hozzarendelt és az eredeti szerkezet modelljei elfoglalnak. Fichera (2.13) egyenl6t-
lenségébol

(A o' Boo)> 1A ' B) (4.2)

kovetkezik. A (4.1)-ben sziikséges felsé korlat tehat elvben rendelkezésre all, de sajnos
(4.2) bal oldalat nem tudjuk zart alakban kiszamitani. E nehézség megkeriilésére elsé
lépésben (4.2) bal oldalat egy ,.kissé” még tovabb noveljik.

A tovabbi ndvelés céljabdl o/ ' helyett egy Gjabb, o J,'-el jeldlt operatort
vezetiink be ugy, hogy

(o Birn=(s Lir,r) 4.3)
legyen. Fichera emlitett egyenldsége alapjan (4.3)-bél
I3 0" Bao) Z 13 o0 Bao) (44)
kovetkezik. (4.3) kielégitését Ggy segitjiik eld, hogy .7 ,'-et H,, Green-féle maggal
allitjuk eld
o olr= jﬁ t, £ )r(t,)dt, (4.5)

alakban.

o o'-et ugy értelmezhetjiik, mint az o/ u=r statikai feladat kozelitd
megoldasat szolgald inverz operatort. (Ha pl. ez a kozelitd megoldas véges elem
modszer, akkor .o/ 5! felépitésében implicite benne van az elemképzés modja, az
elemek kozotti kapesolat elbirasa.) A kozelité megoldasi modszerek valasztasa utian a
(4.3) egyenlbtlenség kielégitésérdl kell gondoskodni tgy, hogy keresni kell az r-eknek
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olyan tartomanyat, amelyen belill ez lehetséges. A (4.3)-al eldirt majorizalds nem
hajthato végre akarmilyen of ;,'-el, ezért mar a kozelitd megoldasi modszer
kivalasztasaban is tekintettel kell lenni erre.

(4.3) bal oldala a kozelité megoldashoz rendelt kozelitd szerkezetben, jobb
oldala az eredeti szerkezetben felhalmozott alak valtozasi energia kétszerese. Ha of 5!~
et az eredeti szerkezethez rendelt véges elem modszer egyensulyi eljarasanak
megfeleléen szamitjuk, akkor a (4.3)-al eléirt majorizalas az alakvaltozasi energiara
érvényes felsé korlat tétel alapjan automatikusan kielégiil.

Akarcsak I1°(o o' Bo), 17(A o' B,o) sem szamithaté ki zart alakban, ezért
I7(A ' Boo) és 17(A ~ ' B) kdzé a k, és k, természetes szamoktol fiiggd I7(A ;' B,,)
kzbensd ortogonalis invaridnsokat szerkesztjiik gy, hogy I7(s ' 8,,)-t téve (4.1)-be
I17(of ~ ' B) helyébe

. 2
lim of =«
m.ky. k2~ 0

2 v=1,...,m (4.6)
legyen.

(4.6)-ot Fichera tételei alapjan az an. Aronszaj-féle kozbensé operatorok
szerkesztésével érhetjiik el. Azt, hogy a kozbensé ortogondlis invaridns hogyan
szamithato ki zart alakban, az alabbiakban — s=n=1 helyettesitéssel élve — roviden
ismertetjiik. A bizonyitast mellézziik, csak az eljaras tomor vazlatat kozoljik.

Legyen p, (r=1,...,k;) és s, (t=1,...,k,) — a szamolo altal alkalmasan
megvalasztott -— linearisan fiiggetlen, komparativ vektorrendszer, és vezessiik be a

%’a0=<d—cda,
Mop=Bo0—B
pozitiv operatorokat. Legyenek tovabba

(1) 1)
¥, =V, o=-0q, I=1,...,k,,

2) (2)
‘I‘l=\|‘l’ d)l=—(p[, I=k2+1,-..,k2+k1,

3) 3)
\l’l=\l’l’ q)l:q)l’ l=k2+k1+1,...,k2+2k1,

ahol

(1)
-1
(ps="Jn0 .//laoss, S=1, .« .,kz,

1) k2
V= Zl ["l{aoshsm];l-ﬂaosr, Lm=1,...,k,,
r=
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2 ky -1 . 1
Ps=Ps= 'Zl [‘J a0 Jypr’ (gao pm] Jjs ‘J a0 (gao pj’
. j=

@
¢s='@a0d&)l(ga0ps; s=1, --"kl’

3) k2
‘l’s = [LJ 4:01 dpb (gao pm]r: ! ‘/llao sl('/”ao S, "J a_()1 (gaO ps)’

r.t=1
Lm=1,...,k,
s=1,...,k,.
Ezeket felhasznalva az

ka+ 2k,

(i Bi) = [ Spur Aol 0t + 3, (Y1, ®)

formula szolgaltatja a kOzbensé ortogonalis invaridns értékét.

5. A Trefftz—Fichera modszer alkalmazasa [9}

Tegytik fel a tovabbiakban, hogy a (2.1) sajatértékfeladatban szereplé £
operator pozitiv szorzo operator. Mint azt mar a 3. pontban megemlitettiik,
szamunkra a legfontosabb ilyen tulajdonsagu szerkezet a térbeli rudszerkezet. Célul
tlizziik ki, hogy a szerkezet sajatfrekvenciai szamara kell6 szami és pontossagu felsd
korlat birtokaban a Trefftz—Fichera modszer felhasznalasaval hasonloé pontossagi
also korlatokat nyerjiink.

(2.1.)-bél kiindulva az .o operatorhoz tartozd ./ ~ ! inverz operator (& mondott
tulajdonsagai miatt létezik) ismeretében a feladat integraloperatoros egyenlete:

XN u=pu, Pu=0, (5.1
ahol

1
h=7 .)i”u=£l(udr.

Az integraljel mogott szerepld K magfiiggvény matrix — a ) operator A =.o/ ~* %
felbontasat figyelembe véve — akkor és csakis akkor szimmetrikus a mar emlitett
egyéb feltételek mellett, ha # konstans szorz6 operator. Abban az esetben, ha %
egyiitthatoi fiiggvények (5.1)-t transzformalni kell, amely minden esetben megteheto 1j
elmozdulasvektor bevezetésével.

Feltehetjiik a tovabbiakban, hogy ¢ szimmetrikus, pozitiv szemidefinit, teljesen
folytonos integraloperator és elsé k darab

MZHZ o 2,
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sajatértékéhez rendelt
BYZH2 .. Z (5.2)

alsé korlatok — melyeket pl. az el6zGekben elemzett Poincaré—Rayleigh—Ritz
modszerrel mar meghataroztunk — ismertek. (2.12) szerint a ” operatorhoz rendelt
elsérendil és els6foku ortogonalis invarians az

INH) = Y ;= [ Spur Kd9 (5.3)
i=1 T
Osszefiiggés segitségével szamolhatod. n <k esetén (5.3) felhasznédlasaval a
k
M=+ 1) = 3 Wiz, (54)

becslést kapjuk az n-edik sajatértékre. Az I}(X) kiszamitasahoz a K matrix explicit
ismerete sziikséges. Ez elérhetd az

AK=B8, PK=0 (5.5)

operator egyenlet megoldasaval, ahol a 8 matrix foatlojaban levé elemek Dirac
disztribuciok, féatlon kivili elemei zérussal egyenlok.

A kovetkezOkben két egyszerll szerkezetet vizsgalva mutatjuk be a modszer
gyakorlati alkalmazhatdsagat, s kozben altalanos érvényit modszert mutatunk a K
matrix elemeinek explicit meghatarozasat illetéen. Megjegyezziik, hogy az ortogonalis
invarians értékének meghatdrozasa utan a frekvencia korlatok megaddsa mar nem
okoz nehézséget.

5.1 Példa [8]

Tekintsitk az 1. abran vazolt, hajlito lengést végzé rudat. Ebben az esetben

d? d? )
Ay = W([Jajl)), 33!)=ql),

ahol p(x) és g(x) a hajlitomerevség és a tdmegeloszlas pozitiv fiiggvényei; xe[0, 1]. A
feladathoz tartozo peremfeltételek:
®0)=0, v (0)=0, v"(1)=0, v"(1)=0. (5.6)

(Vesszével x-szerinti derivalast jeloltiink.) Az (5.1)-nek megfeleld egyenlet:

Hv = ;' K(x, ho(t)dt = p(x). (5.7)

0
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(5.5) alapjan a K(x,) magfiiggvény a
(P()K"(x, )" = q(£)o(x 1)
differencialegyenletbdl hatdrozhatd meg a
K(©0,5)=0, K’'(0,1)=0, K"(1,1)=0, K"(1,1)=0

feltételi egyenletek segitségével. Megoldasul a

X u u

K(x,t)=q(t)|:h(x—t)'[J‘—#d u +‘[‘[; dsdu:| (5.8)
0

t ot

1. dbra
figgvényt nyerjiik, amelyben h(x—t) a Heaviside disztribucio. Némi szamolassal
belathato, hogy (5.8) felirhatd
K(x, t)=¢4(t)G(x, t) (5.9)

alakban, ahol G(x, t)= G(t, x) az (5.6) peremfeltételek mellett az .o/ operatorhoz tartozo
Green flggvény.
(5.7)-bél (5.9) segitségével

J at0Gtx, ot0de = o),
Az egyenletet beszorozva \W'el és a w(x) =mwx) helyettesitést alkalmazva az
i \/MG(X, Dw(t)dt = pw(x)
egyenletet kapjuk. Az igy végzett transzformacio soran a sajatértékek nem valtoznak,

viszont az 1
Q(x, 1)=/4q(x)q(t)G(x, 1)

mag szimmetrikus. A Q(x, x)= K(x, x) azonossag miatt a J integraloperatorhoz
rendelt ortogonalis invarians

11X = i K(x, x)dx
0

Osszefiiggéssel szamolhato.
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5.2. Példa

A ridszerkezethez rendelt K magfiiggvény matrix megszerkesztését a 2. abran
lathato csavaré lengést végzé prizmatikus ridon — amelyet két ridbdl dsszetett
szerkezetként kezeliink — mutatjuk be. Osszhangban eddigi jeléléseinkkel, legyen

u=[¢,,0,], Lu=[-po7, —pesl, Bu=[qe,,q0,],

ahol p és q az egyszeriség kedvéért allandonak tekintett csavaromerevség és
inercianyomaték.

ya o v

7 - 7

1\ LAY X2

Sa S g
¢ ¢

1

2

1yq Yy, X1, x2€ (0]

2, dbhra

A feladathoz tartozo6 perem- és illesztési feltételek:

0:1(0)=0, @,(1)=0,0), ¢1(1)=030), ¢,(1)=0.
Az (5)-nek megfeleld egyenlet:

1 1
£K11(x1,11)dt1 (,‘;sz(xl,tz)dtz @1(ty)
Hu= =pu.

1 1
(j;Ku(xz, ty)dt, ngz(xz, t)dt, @,(t2)

Kdénnyen belathatd, hogy a tovabbiakban a valtozok indexekkel vald
megkiilonbdztetésének nincs jelentdsége, ezért a késObbiekben mindeniitt x-et és ¢-t
hasznalunk x,, x, valamint ¢, t, helyett. (5.5) alapjan a K matrix elemei a

—-p /lll(x’ t)=‘15(x_t), —pKYZ(x, [)=0’
—pK5,(x, 1) =qd(x—1), —pK3i(x,1)=0
differencialegyenietekbdl hatarozhatok meg, figyelembe véve a

K100, )= K;,(1,)=K (0, t)=K,,(1,1)=0,
Ki1(1, )= K,4(0,8)=0, K'1(1,)—-K%(0,£)=0,
K12(0,1)— K ,(1,)=0, K50,0)~K,,(1,8)=0
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feltételi egyenleteket. Megoldasul a

Kii(x, t)=q<t_—x h(x—t)+(1 - £>£>’
p 2/p

Kn(x,r)=q<"7"h( —z)+(1—r)1:">

1t 1—x
Klz(x, t)= qz—p—x, K21(X, [): qt zp
fiiggvényeket kapjuk. Az ortogonalis invarians értéke:
1 1 2q
I{(X) = gKu(x,x)dx + [ Kpp(x, x)dx = R
0

Ezt jelen esetben nagyon konnyen ellendrizhetjiik, ugyanis a vizsgalt rud csavaro
lengését leiro differencidlegyenlet

—pp"=a’qo,
megoldasa

@ =asin kx + b cos kx, =352
p

A ¢(0)= (2) =0 peremfeltételek figyelembevételével a b=0 és k=nn/2 (n=1,2,...)
ertékeket nyerjik. (5.3) alapjan, felhasznalva a

7[2

1—
1n2—6

118

Osszefiiggést kapjuk, hogy valoban

2 1 249 4 X4
1) = ;_Z_Z‘; 2 3p

6. Inverz sajatérték probléma megoldasa a kozbensé
operatorok segitségével (10]

Célunk eldirt rezgési sajatkorfrekvenciakkal biré kontinuum alakjanak meg-
hatarozasa. Az elSirt sajatértékeket Weinstein, Bazley és Fox értelemben vett k6zbensd
problémahoz tartozo sajatérték feladattal azonositjuk; tehat azokat a sajatértékeket
irjuk eld, amelyeket egy linearis algebrai sajatérték feladat definial. Egy specialis alap
operator teszi lehet6vé, hogy a kontinuumnak éppen az elsé m sajatértéke legyen elére
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adott. Az alakot meghatarozo ismeretlen paramétereket egy alkalmas fiiggvénycsalad-
ban keressiik. Az ismeretlen egyiitthatok értékei egy nemlinearis algebrai egyenlet-
rendszer megoldasaiként adodnak. A kovetendé modszert egy transzverzalis lengést
végzd egyenes rud példajan illusztraljuk.

Az Euler—Bernoulli radmodellt alapul véve — a (2.1)-nek megfeleld — kiindulo
egyenletiink

(A —a*Bw=0, Hv=0, 6.1
ahol :
A v=(Elz)v"(2))", Bv=pA(z)v(z).

Az alkalmazott jeldlések:

E a Young-féle modulusz,

A(z) a keresztmetszeti idom (ismeretlen) teriilete,

q a rudanyag sdrusége,

1(2) a keresztmetszeti sikidom stalyponti fétengelyére szamitott (ismeretlen)

masodrendi nyomatéka,

v(z) az amplitid o eloszlas fiiggveny,

o a sajatkorfrek vencia.

A (6.1)-ben szimbolizalt peremfeltételek legyenek:
uA=D=u)=v"(-N=v"(N=0, (6.2)

itt 2/ jeloli a rad hosszat.

Ha af<o3<... jelSli (6.1) ismeretlen sajatértékeit, a2, SaZ, <... az eldirt
sajatértékeket, akkor feladatunk meghatarozni az EI(z) >0, pA(z)>0 fliggvényeket
ugy, hogy

2 2

o =0ty i=1,...,m. (6.3)

6.1 Az alapfeladat megvdlasztdsa

Mint ismeretes, a (3.1) €s (3.2) alapfeladatok fontos szerepet jatszanak a k6zbenso
operatorok elméletében. Inverz sajatértékfeladatunk esetében azonban ezek szintén
ismeretlenek. Ahhoz, hogy tovabb léphessiink, irjuk fel a (3.1)-nek megfeleld

(A, —o?BJ=0, Av=0
alapfeladatot, s tegyik az
<ok, i=1...,m 6.4)

kikotést. A Bazley—Fox-féle ,special choice”-moddszer kGvetkeztében egy kdzbensd
feladat sajatértékei két rendszerbdl szarmaznak. Az egyik rendszer

aZ, i=me+lmy+2, ..
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a masik rendszer egy mg-rendil linearis algebrai sajatértékfeladatbdl szamithato.
Jelolje ez utobbiakat

G J=Lmg (6.5)
és az elmélet szerint érvényes rajuk az
2 2 .
ak]kz;aaj’ }=1, '-',mO (66)

egyenldtlenség. A k, és k, indexek jelzik, hogy a (6.5) értékek a k, és k, egész szamoktol
figgenek.
A tovabbiakban tegyiik az

a1211=al%1k21 LIRS "alzapn:al%lkzm (67)
eldirast, mikozben m=m,. (Célszerli, gyakorlati szempontokat figyelembe véve az
m=m, valasztas.) (6.7) kielégitéséhez sziikséges az

0‘3,». +1 > aim (68)

feltétel, amely teljesithetd a %, operator egy specidlis konstrukcidjaval.

(6.4) és (6.8) teljesitéséhez altalaban két 1épésben juthatunk. Az elsd lépésben
konstrualunk egy kisérleti alapfeladatot, majd a masodikban médositjuk, ha
sziikséges.

Tekintsiik (6.1)-nek megfeleléen az

EI0"Y —a*2pA,v=0, Av=0 (6.9)

kisérleti alapfeladatot, ahol EI,=konst., pA,=konst. (6.9) a*? sajatértékei és normalt
u); sajatelemei az
El 4 4
= _‘234 i=1,2,3, ...,

(6.10)
. 1 {sin}in . {2,4,6,...
Ug= —== 572 i=
/pA,l (cos 21 ,3,5 ...
formulak szerint szamithatok.
Ez a kisérleti alapfeladat konnyen kielégitheti (6.4)-et, pl. az

4.4
El, m*n <q?
PAa 2414 ="m

elégséges feltétel segitségével, amelybdl EI, és pA4, alkalmas értékei felvehetok. (Egy
tovabbi kovetelményt is ki kell majd elégiteni.)

Ellendrizniink kell még, vajon ilyen EI/pA, mellett —o? ., helyébe a}2, -et
irva — teljesiil-e (6.8). Ha igen, akkor (6.9) megfelelé szimunkra és az

2 2 :
ok =akX U, =uk, i=1, ..., m, ..., (6.11)

at *
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valamint az
o, =(EI,-"Y’, B,=pA, (6.12)
valasztasokkal élhetiink.
Ha (6.8) nem teljesiil, akkor (6.9) sajatértékeit az

2 __ *2
Ogi = S;0g;

Osszefiiggés alapjan mesterségesen valtoztatjuk.

Itt
s, =1, ) i=1,...,m 6.13)
>SSl i=mtlm42, ...
o
a,m+ 1

A sajatelemek (6.11) szerintieck maradhatnak, mig

o, . =(El,.")',

‘@a - = z si( L] pAauai)pAauai . (6]4)

i=1

Ez utobbi esetben az alapfeladathoz mechanikai képként egy valtozo keresztmetszetil
rudat rendelhetiink; a keresztmetszet valtozasat leiro fiiggvényt azonban nem
sziikséges ismerniink.

A kovetkezokben ezzel a komplikaltabb esettel foglalkozunk.

6.2 A kizbensé sajdtérték probléma

A kozbensd operatorokat az elkGvetkezend6 szamitasok viszonylagos egy-
szeriisitésére az alabbi modon definialjuk. Tekintsiik az

1 1
A A RSP, R — o By— MIP MEW=0,  H=0 (6.15)

alak koézbensé sajatértékfeladatot, ahol #,-t az (#,v, #v)=(¥,,v) egyenldség
definidlja; v a ¥,= —.of, operator értelmezési tartomanyaba esik. .#,=%,— %
pozitiv operator, amelyet felhasznalva — .#, tartomanyaba es6 u esetén — rovid

szamolas utan ©
(Mu,u)= Y al(s;—1) (6.16)

i=1}

adodik, ahol a;—k az wu, teljes ortonormalt fiiggvényrendszer szerint felirt u
egylitthatoi. A ) a? sor konvergens,s;—1=0i=1,...,meseténéss;—1> 1, hai=m
i=1
+1, m+2, .... Igy (6.16) abszoliit konvergens sor. Tovabba az #,-hoz tartozé
adjungalt operatort .
#9 =[(EI(z)—EIl ).}’
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definialja, a megfelelé adjungalt peremfeltételek az
u()=0, u(—-N=0 6.17)
valasztassal kielégithetdk.

! -1 . L . . e e 1
Az M7, #, 2, H]' operatorok létezése kovetkezik .#, pozitivitasabol,
explicit el8allitasuk azonban nem sziikséges a szamitasokhoz.
2., a linearisan fuggetlen, (6.17)-et kielégitd c,, ..., c,, elemek altal kifeszitett

1
altérre vetito: #,,, a linearisan fiiggetlen, .# 7 tartomanyaba esé m,, .. ., m,, elemek
altal generalt altérre vetitd projektor operator. Az my, ..., m,, bazis helyett a

tovabbiakban a p,=./l,:7mj, j=1, ..., k, bazist hasznaljuk, ahol .,ll;;' pozitiv,
szimmetrikus.

(6.15) sajatértékeinek részhalmaza egy m-edrendil linearis algebrai sajatérték-
feladatbol szarmazik, ha c;-k és p-k kielégitik a kovetkezd Bazley—Fox egyenleteket:

g:djcj = v;] ‘Yjv‘%aunv ’
j=1...,m, (6.18)
pi= Z ﬁju‘gauau >
p=1
ahol y;, és B, valds allandok a késdbbiekben keriilnek kiszamitasra. Ezek a
sajatértékek a
det[A,+G*CG — o7, ,(E—B*MB)] =0 (6.19)

polinom af ;, gyokei. Itt A,=(a> i=1, ..., m;

G*=[y;] j=1,...,m, v=1,...,k;
B*=[8,] j=1,...,m, u=1, ..., ky;
C=[(c,,c)] ™! k=1,...,ky, I=1,..., kg

M=[(pk,.x”;1p,)]_l k=l,...,k2, l=l,...,k2
¢és E egységmatrix. (C és M léteznek, hiszen Gram matrixok inverzei.)
6.3 Feltevések az inverz probléma megolddsa szamdra

Az EI(z2) és pA(z) ismeretlen figgvényeket bizonyos fliiggvenycsaladbol fogjuk
valasztani. A (6.6) egyenlGtlenség kielégitéséhez szitkséges feltételek z € [ —1, ] esetén

El(z)-EI, 20, pA,—pA(2)20. (6.20)
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A minél egyszeriibb kiszamithatosag végett legyen

El(z)— El—(z_ )-2’

(6.21)

pA,—pA(2)= < i rz’) ’ .

ahole; (i=0,1, ...,n,—1)ésr; (j=0, 1, ..., n,—1) ismeretlen egyiitthatok, n, és n,
ismeretlen kitevok. Nyilvanvalo, hogy (6.21) teljesiti (6.20)-at.
Problémank megoldasa ekvivalens ezen valos ismeretlenck meghatarozasaval
ugy, hogy a fenti polinomoknak ne legyen gyoke a [ —1, [] zart intervallumban.
Behelyettesitve (6.21)-et (6.18)-ba, azutan alkalmazva (6.14)-et, (6.10)-et és
integralva kétszer (az integracios konstansokat zérusnak valasztva), kapjuk:

mz! 4] Vjv Jsin
Cj__ (,'Zl eZ) vzl V {COS} 21
2,4,6,...,
L35 ....

(6.22)
j=1, ...k, vz{

Ezek a ¢~k kielégitik a (6.17) adjungalt peremfeltételeket. (6.22) jobb oldala az m szamu

"12‘:‘ o 1 §sin | vn v 2,4,6, ...,
e 2" — —, =
W&o 7 v |cos| 21 13,5, ....
fliggvény egy linedris kombinacidja. Ezek linearisan fliggetlenek [—I, []-ben, ha
legalabbegy e, #0.(6.22) k; <mszamu c;-t definial, ha rang (G) =k,. Ebbdl a feltételbdl
— nem egyértelmien — G eléallithato.
C™! elemei:
(cx» €)= Akled + A¥2e o+ A¥(2epe, + €2) +
+ A¥2(eges + e e;) + A [2epe, +e,e3) + €3]+ (6.23)
Azm -1 e%f.",‘—l‘ ,

ahol A¥ numerikus integralas eredményeként adodik.

M~ elemeit a (p,, #, ' p)) skalarszorzat segitségével szamithatjuk. (6.18)-bol
A ;' alkalmazasaval

M;1p1=pAa z ﬁlu‘ﬂa_luau’ (624)
n=1
ahol

My, = jZl €Uy - (6.25)
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Itt az ¢; egylitthatok egyértelmlien meghatarozottak. Alkalmazva .4 -t (6.25)-re,
felhasznalva (6.14)-et és az u,-k ortogonalitasat, nyerjik:

1

8j=0, ha _]?é/l éS 8“=m.

Behelyettesitve ezt (6.25)-be és aztan ez utobbit (6.24)-be — felhasznalva kézben (6.21)-
et — kapjuk:

n2—1

2 m
‘/”a—lpl=pAa< Z riz‘) Zl ﬂluuau'
u=

i=0
Ez utobbi segitségével
(Pe» # 5 ' p)=BYr§+ B32r,ro+ BYQ2ror, +1}) +

+ Bilz(r0r3 + rer) + Bg’[(2r0r4 + r1r3) + r%] +

+ . By, Y,
ahol BY-k tartalmazzak a f,,-ket és numerikus integralas eredményeként adodnak.
(6.18) és (6.14) alapjan

pl= 21 ﬂlupAauau ’ (626)
=

ahol alkalmaztuk (6.13)-at és az u,;-k ortogonalitasat. Minthogy k, <m linearisan

fuggetlen p-re van sziikségiink és rang (B)=k,, valamint u,,-k linearisan fiiggetlenek
kovetkezik, hogy (6.26)-bol B, meghatarozhato.

6.4 A feladat megolddsa

Eloszor konstrualni kell az adott aﬁ,- (i=1, ..., m)sajatértékekkel egy m-edrendii
hinearis algebrai sajatértékfeladatot. Ilyen

(Am '—azBm)y= 0 ]

ha mindkét matrix diagonalis és a;; valamint b;; elemeikre

teljesill. Ha a numerikus szempontok azt szilkségessé teszik, akkor A,, és B,, helyett az
R*A, R és R*B,, R matrixokat hasznalhatjuk, ahol R tetszoleges valos elemi regularis
matrix.
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Ezutan keressiik C-t és M-t ugy (lasd 6.19), hogy
A,+G*CG=R*A R,

E—B*MB=R*B,R (6.27)

teljesiiljon. Eldirasainknak megfeleloen: rang (G)=k,, rang (B)=k,; k,, k,<m,
léteznek G* és B* bal oldali, G és B jobb oldali inverzei. Megfelelé beszorzasokkal

C=(GG* 'G(R*A,,R—A,)G*GG*) !,

M=(BB*)"!B(E—~R*B,,R)B*(BB*)" !
A (6.28) jobb oldala numerikusan ismert matrixokbol all és invertalhato, mert C és M
regularis. A jobb oldal harom kvadratikus faktor szorzata, s ezért

(6.28)

C !'=GG*[G(R*A,R—A,)G*]"'GG*,

M~ !=BB*(B(E—R*B,R)B*] !BB*. (6.29)

(6.29) bal oldala tartalmazza aze,, ey, . . ., 7o, "y, - - . ismeretlen egyiitthatokat. C
és M szimmetriajanak kovetkeztében (6.29)-bol (k2 + k,)/2, illetve (k2 + k,)/2 nemlinea-
ris algebrai egyenlet adodik e;, illetve r; szamara. Ha nincsenek tovabbi eldirasok,
amelyeket ki kell elégiteni, akkor praktikus az

Rk R4k
1= 2 s 2= 2

valasztas. Egyéb esetekben n, és n, alkalmasan nagyobbra valaszthato.
Végezetiil megemlitjiik, hogy a jelen paragrafusban targyalt modszer alkalmas
kiilonbozé optimalizalasi feladatok (pl. suly minimalizalas) megoldasara is.

7. Egy specialis inverz sajatértékfeladat [11]

A tovabbiakban adott peremfeltételekkel ellatott (pl. mindkét végén befogott)
korkeresztmetszetii egyenes rud kapcsan vetjik fel a feladatot és adunk ra egy, a 6-ban
ismertetettdl eltérd, kozelitd megoldasi modszert. Keressiilk a transzverzalisan
lengdnek vett egyenes rid keresztmetszeti valtozasanak azt a torvényét, amellyel az
els6 r szamu sajatkorfrekvencia eldirt a, (p=1, ..., r) érteki lesz.

Megoldasi modszeriink iterativ jellegii. A szamitas soran két, szakaszonkent
alland6 keresztmetszeti, egyre tobb lépcsdvel ellatott rudsorozatot kapunk
eredményiil. Az egyik rudsorozat elsé r sajatkorfrekvenciaja feliilrdl, a masiké alulrol
tart o -khez. Az egyszeriiség kedvéert korkeresztmetszettel dolgozunk.

Els6 lépésként r darab d; allando atmérdjl rudat keresiink, melyeknek a p-edik,
sajatkorfrekvencidja megegyezik az altalunk elére rogzitett o ,-vel. Ezek meghataroza-
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sa utan kivalasztjuk a legnagyobb és a legkisebb atméréjiit, majd a kovetkezé mddon
megvalasztjuk az alsé és felso korlatot:

ha d, <mind, akkor o,;<ua;,
valamint
ha d; >maxd, akkor ag>a;.

Ezek az egyenlétlenségek (2.6)-bol és (2.7)-bbl kovetkeznek.

Kovetkezd lepésként a rud egy szakaszat — pl. fels6 kozelitésnél d -, atmérdvel
— alland 6 keresztmetszetiinek véve a masik szakaszan az atmérdket ugy vaitoztatjuk,
hogy Gjra az el6z6 feltételnek — a rid p-edik sajatkorfrekvencidja egyezzeék meg az x,-
vel — feleljen meg. Igy kapunk egy olyan egylépcsos rudsorozatot, melynek az egyik
része d,; atmérdjii, a masik pedig r kiilonbozé atmérdji lehet. Ezek koziil szintén
kivalasztjuk a legnagyobb atmér6jiit (fels6 korlatnal) és azt is régzitjik.

Most rendelkezéslinkre all egy egylépcsds rid, melynek atmérdéi — az
(n—-1l

egyszeriiség €s a konnyebb szamitas kedvéért — — hosszusagi szakaszon d 4,
n

hosszisagl szakaszon d ., atmérdjit. Az a rid hossza, n pedig az elére meghatarozott
Iépcsdszam, amellyel a rudat kozeliteni szeretnénk.

A lépcsozést tovabb folytatva altalanosithaté sszefiiggéseket kapunk. Ez azt
jelenti, hogy minden egyes 1] szakasz belépésckor csak egy in. szakaszmatrixot kell
alkalmazni.

A szamitogép feladata minden lépcsdzésnél egy determindns zérushelyeinek
megkeresése. A determinans méretszama a szoban forgd 1épcsészam négyszerese +
négy lesz.
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Some Extremal Value Characteristics of Structures’ Eigenfrequencies and their Application. — In
the paper there is a concise summary about the main research topic treated at the Department of Engineering
Mechanics of the Faculty for Electrical Engineering of the Technical University of Budapest between 1975
and 1980.

Besides the review of a direct method for improvable bracketing of eigenfrequencies it touches upon
some cases of the so called eigenfrequency calculation not needing frequency equation, which make possible
the calculation of eigenfrequencies of a prescribed number and which gives, if possible, practical informations
about the error of the procedure in question, using some of the extremal value characteristics of the
mechanical vibrational eigenfrequencies yielded to structures treated as continuum model. The solution of
the so called inverse eigenfrequency problem is also dealt with, that is, information is given about the
construction of sructures having prescribed eigenfrequencies. The difficulties arising at the determination of
the eigenfrequencies, caused by the number of degrees of freedom used in the calculation are analysed and
attention is scoped on a possible method avoiding it.

Einige Extremaleigenschaften der Eigenfrequenzen von Konstruktionen und deren Anwendungen. —
Die Arbeit gibt einen kompakten Uberblick iiber die Hauptforschungsthemen — behandelt in den Jahren
1975—80 — des Lehrstuhls fiir Technische Mechanik der Elektroingenieur Fakultidt der Technischen
Universitit Budapest.

Ausgehend von einigen Extremaleigenschaften der Eigenfrequenzen von mechanischen Schwingun-
gen des zur Konstruktion zugeordneten Kontinuum-modells, wird sowohl auf einen direkte Methode der
Verbesserungsfihigen Eigenfrequenzbestimmung eingegangen, als auf einige solche Fille der Eigenfrequenz-
berechnung, die die sogenannte Frequenzgleichung nicht bendtigen und erméglichen die Berechnung einer
vorgeschriebenen Zahl von Eigenfrequenzen, gebend sogleich eine mdglichst praktische Information tiber
den Fehler des betreffenden Verfahrens.

Ferner befasst sich der Artikel mit der Lsung der inversen Eigenwertaufgabe, das heisst gibt einige
Richtlinien zur Realisierung einer Konstruktion mit vorgegebenen Eigenfrequenzen.

Die Schwierigkeiten verursacht von der aktuell angewandten Zahl der Freiheitsgrade die bei der
Berechnung von Eigenfrequenzen auftreten, werden analysiert und die Aufmerksamkeit wird auf ein
mogliches Umgehen dieser Probleme gelenkt.

Hexkoropuie kpaesbie CBORCTBA COGCTBEHHBIX YaCTOT KOHCTPYKIMH H HX pumenenne. — Jloknan gaet
CKaTblii 0630p O IJIABHBIX HAayYHO-MCCIICIOBATENbCKAX TeMaX, pa3paboTka KOTOPBIX NMPOXOAWaa Ha
kadeape TEXHHYECKOH MEXaHHKH 31eKTPOTEXHHUECKOro GakyibTeTa ByfanelmiTckoro noJIMTeXHHIECKOTO
yHusepcuteta B 1975—1980 rr.

Hcnonp3ys HeKoTOphle kpaeBble CBOHCTBA COBCTBEHHBIX KOJIEOaHUI MEXaHHYECKUX KOHCTPYKIHIA,
rae MOMENbIo ABIAETCA KOHTHHYYM, HOKJaI OMHCBIBAET HE TOJILKO DNPAMOH METOI IBYXCTOPOHHErO
NpHOIHXeHH COOCTBEHHBIX HaCTOT, HO M HCKOTOPBIE CIy4aH pacyeTa COOCTBEHHBIX 4ACTOT 6€3 4aCTOTHRIX
ypaBHEHHH, MO3BOJIAIOLIME TOACYET NPEJNMCAHHOTO KONMYECTBA COOCTBEHHBIX 3HAYEHHH YacToT. ITO
NoC/Ie/IHEE IPAKTHYECKH OOBLACHAET TAKXKE U OIUMGKH JAHHOTO METOA. 3aHUMAETCS TAKKE ¥ PELICHHEM
TaK Ha3biBaeMo# npobiieMsl obpaTHOH (MHBep3) COOGCTBEHHOI 4acTOTHL, TO €CTh dAeT HeoGXOAUMBIE
CBEJICHHS s CO3JaHUS KOHCTPYKIHM C NPEANHCAHHLIMH COOCTBEHHBIMH 4aCTOTAMH. AHAJU3MpyeT
TPYOHOCTH, BO3HMKAIOLLME IIPH ONpeAesIeHnH COOCTBEHHBIX HacTOT ¢ IPHMEHEHHOM CTeneHblo, a TaKke
obpainaeT BHUIMaHHE HA TO, KaKHM 06pa3oM MOXHO 3TOro n3bexarn.
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TOBBPARAMETERES
TERHEKKEL KAPCSOLATOS FELADATOK

BAINTNER LASZLO,! DRASKOCZY ANDRAS,?
PEREDY JOZSEF a misz. TuD. KAND.3, SALAT GEZA*

Az épilletek tartoszerkezetire killonbozo teherfajtak, ill. ezek kiilonbdzd kombinécioi
milkddnek. A szerkezettervezé mérndknek ismernie kell, hogy a szerkezet élettartama folyaman
varhatéan milyen teherkombinaciok fognak hatni, és ezekkel szemben a szerkezet teherbirasa
megfelelo-c. A dolgozat elsé része az allandd, hoé, hasznos, szél és homeérsékleti terhek terhelési
tartomanyat irja le a tdbbparaméteres teherrendszer tobbdimenzids terében. A masodik rész a
vasbeton oszlopok és gerendak teherbirasi tartomanyanak a felallitasaval foglalkozik, mig a
harmadik rész a teljes szerkezet teherbirasi tartomanyat vizsgilja a tobbparaméteres teherrendszer
terében.

Tartoszerkezeteinkre altalaban olyan terhek mikddnek, amelyek jellemzéséhez
nem egy, hanem szdmos paraméter szitkkséges. Vannak allando és esetleges terhek, az
esetleges terhek kozott szerepelnek a hasznos terhek és a meteorologiai terhek
kiildnbozd fajtai stb. Mindezen terhek a tartoszerkezet kiilonboz6 részeire egyidejiileg
is kilénbo6z06 értékkel milkédhetnek, és a tartdszerkezet élettartama soran altalaban
igen sok kiildnbozo teherelrendezédésnek van kitéve. A szabalyzataink a kiillonb6zé
jellegli terhek alapértékeinek megadasaval, a biztonsagi, egyidejlségi stb. tényezok
eldirasaval lényegében a figyelembe veendd teherelrendezddések sokasaganak
Htartomanyat” kivanjak kériilhatarolni.

A mérndki gyakorlatnak a lehetséges teherelrendez8dések sokféleségére
tekintettel kell lennie, és toreksziink is e kovetelménynek eleget tenni. Ezért a
tartoszerkezetek tervezésekor vagy ellendrzésekor tobb ,,mértékadd teherallasra”
vonatkozoan végziink vizsgalatot. E mértékado teherallasok a figyelembe veendd
teherelrendez6dések tartomanyanak jellegzetes (tobbnyire sarok) pontjai. A méretezés
soran szdmszerien figyelembe vett mértékado teherallasok kivalasztasa azonban sok
esetben (példaul sokszintes épiiletvazaknal) inkabb a gyakorlati tapasztalatok, a
mérnoki érzék alapjan térténik, s a pontosabb vizsgalatok helyes felvételiikh6z nem
adnak elegendd irdnymutatast. Ismereteink jelenlegi allasa még kevésbé teszi lehetvé

! Dr. Baintner Laszl6 adjunktus BME Szilirdsagtani és Tartészerkezetek Tnsz 1149 Bp. Han-
dzsar u. 10.

¢ Dr. Draskoczy Andras tud. munkatars BME Szilardsagtani és Tartoszerkezetek Tnsz 2092
Budakeszi, Erdd u. 80.

* Dr. Peredy Jozsef docens BME Szilardsagtani és Tartoszerkezetek Tnsz 1124 Bp. Somorjai u. 8/a.

* Dr. Salat Géza adjunktus TTI 1124 Bp. Lejté ut 7.
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olyan kérdések megvalaszolasat, hogy valamely adott szerkezet milyen jellegii terhek
viselésére alkalmas, a szerkezet merevségi és teherbirasi viszonyainak valtozdsa a
teherbirast a kilénbozo jellegh terhek szempontjabol miként moédositja, a figyelembe
veendd teherelrendezédésekre tekintettel miként célszerii a szerkezet merevségi és
teherbirasi viszonyait kialakitani stb. Altalaban megallapithatjuk, hogy a szerkezetek s
a tObbparaméteres teherrendszerek viszonyat illetden ismereteink bovithetSk és
szemléletmodunk fejlédése a célszeriibb konstrukcids tevékenységet segitené.

A BME Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszékén az MTA Miiszaki
Mechanikai Tanszéki Kutatocsoport keretében rendelkezésre allo lehetéségeket is
felhasznalva — t6bb munkatars foglalkozott az elmult években a tobbparaméteres
teherrendszerekre valo méretezés kiildnbozo kérdéseivel. Ha ugyanis a tobbparaméte-
res terhekre torténd méretezés elGsegitésére mindinkabb igénybe kivanjuk venni az
egzaktabb megfontolasokat és modszereket, szamos problémaval talaljuk szembe
magunkat.

Az els6 probléma mindjart az, hogy a tdbbparaméteres teherrendszer esetén (a
kinematikai terheket is ideértve) maguk a terhelési tartomanyok is csak kdzvetetten és
esetenként hianyosan vannak koriilirva a szabalyzati eldirasokban s altalaban a
mérndki gyakorlatban; igy a terhelési tartomanyok matematikai formaban valo
megadasa sok esetben kutatasi jellegii feladat. Hasonlo problémaval talaljuk szembe
magunkat akkor is, ha valamely geometriai €s szilardsagtani paramétereivel adott
szerkezeti elem (keresztmetszet, rud) teherbirasi tartomanyat kivanjuk eldallitani. A
hasznalatos gyakorlati modszerek és a szabalyzati eldirasok jelenleg altalaban
szamitanak arra, hogy alkalmazasuk mérndki ismeretekkel és ,,érzékkel” bird személy
altal térténik s igy nem annyira egzaktak és teljesek, hogy a teherbirasi tartomanyokat
egyértelmiien leirnak. gy ezen elemi teherbirasi tartomanyok leirasa sem csak
matematikai probléma, hanem a tartészerkezeti anyagok viselkedésének mélyebb
ismeretét, esetenként ezen ismeretek kiegészitését, tovabbfejlesztését, ujrafogalmazasat
igényli.

A tébbparaméteres teherrendszerre vald méretezés soran a terhelést és a
teherbirast kell egybevetni. A terhelési tartomany a szerkezet egészére nézve
jelentkezik, a teherbiras fogalma pedig talnyomorészt az egyes kisebb-nagyobb
szerkezeti elemek geometriai és szilardsagtani paramétereihez rendelheté hozza
kozvetleniil. A kettd kozott a szilardsagtani ismeretek segitségével tudunk kapcsolatot
teremteni: elallithatjuk a szerkezet egészének teherbirasi tartomanyat az elemek
teherbirasai alapjan, vagy lebonthatjuk a szerkezet terhelési tartomanyat az elemek
terhelési (igénybevételi) tartomanyaira, Ha az ,.elem” kifejezést tagabb értelemben
értjilk, azaz pl. egy olyan rudat is elemnek tekintiink, amelynek teherbirdsa
keresztmetszeteinek, csomopontjainak teherbirasara vezetheté vissza, akkor nyilvan-
vald, hogy a terhelés és a teherbiras egybevetése nemcsak a teljes szerkezetre
vonatkozdan, vagy éppen a legegyszeriibb elemekre (pl. elemi szalakra) vonatkozéan
térténhet, hanem szimos kOzbensé szinten is (pl. keresztmetszetenként, rudanként,
esetleg nagyobb szerkezeti egységenként).

Miszaki Tudomdny 61, 1981



TOBBPARAMETERES TERHEKKEL KAPCSOLATOS FELADATOK 63

Mint emlitettilk, a terhelési és a teherbirasi tartomanyokat a szilardsagtani
ismeretek segitségével transzformalhatjuk olyan alakra, hogy Osszevethet8k legyenek.
Ennek szokasos mddja az, hogy a mértékado teherallisokhoz (a terhelési tartomany
jellegzetes pontjaihoz) meghatarozzuk az igénybevételeket, illetve a fesziiltségeket, és
ezeket vetjiik Ossze a hatarigénybevételekkel, ill. hatarfesziltségekkel (azaz a
teherbirasi tartomannyal). Ilyenkor tulajdonképpen az torténik, hogy a terhelési
tartomanyt (vagy legalabbis egyes pontjait) szilardsagtani ismereteink segitségével a
viszonylag egyszerii szerkezeti elemek (keresztmetszetek, anyagi pontok) szintjére
transzformaljuk. A szilardsagtani ismeretek megfogalmazasa, a szokasos szamitasi
modszerek jorészt az ilyen tipusi transzformacié igényeihez igazodnak. Ha egy
forditott irdnyu transzformaciot kivanunk alkalmazni, s elé kivanjuk allitani a
szerkezet egészének globalis teherbirasi tartomanyat, esetenként meglehetSsen
szokatlan szilardsagtani feladathoz jutunk.

Igy a teherbirasi és terhelési tartomanyok kiilonb6z6 szinteken valo egybevetése
a szilardsagtani modszerek fejlesztését is igényli.

Ha a terhelési és teherbirasi tartomanyokat azonos szintre transzformaltuk,
felmeriil a kérdés, hogy a teherbirasi tartomany tartalmazza-e a terhelési tartomanyt.
Sokdimenzids terhelési és teherbirasi tartomanyok esetén e feladat sem oldhaté meg
szemléletesen, hanem megfeleld szamitasi modszerek kidolgozasat igényli. A terhelési
és teherbirasi tartomanyok egybevetése az ellenérzésen tal akkor szolgalja kozvetle-
nebbiil a tervez6i munkat, ha képet tud adni arrdl, hogy a szerkezet egyes geometriai és
szilardsagtani paraméterei hogyan befolyasoljak a szerkezet egészének teherbirasat s
valamely terhelés elviselésére mely szerkezetek (a szerkezetet meghatarozo geometriai
és szilardsagtani paraméterek mely értékkészletei) alkalmasak. Vizsgalatainkat
igyekeztiink lehetdség szerint e fontos, de nem éppen kdnnyen kezelhetd kérdéskorre is
kiterjeszteni.

1. Terhelési tartomanyok

A terhelési tartomany — egy tartoszerkezet méretezésénél figyelembe veendd
teherkombinaciok sokasaga — egy n dimenzids tér tartomanyaként abrazolhat6. Az
alabbiakban egy foldszintes csarnok példajan bemutatjuk, hogyan allithato Gssze a
terhelési tartomany a terhek szintjén, €s ez hogyan transzformalhato az igénybevételek
szintjére.

Foldszintes csarnok esetén harom jelentds terhet emlithetiink meg: Onsily,
hoéteher, szélteher (1.1. abra). '

Minden egyes teherfajtat kiilon koordinatatengelyen abrazolva egy téglatestet
kapunk terhelési tartomanykeént. Szabalyzatunk szerint a mértékado teherkombina-
cioban csak egy esetleges terhet kell teljes ertékkel figyelembe venni, a tobbi esetleges
terhet egyidejiiségi csokkentd tényezével. Igy a terhelési tartomanyt le szabad
sarkitani (1.2. abra).
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A mértékado terhek tartomanyat célszerii az igénybevételek koordinata-
rendszerébe attranszformalni. Erre szolgalnak a szilardsagtan jol ismert modszerei.
Alul befogott pillérti csarnokoknal az oszlop also keresztmetszetében ébrednek a

legnagyobb igénybevételek. Ennek a keresztmetszetnek a terhelési tartomanyat az 1.3.
abra mutatja.
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1.3. abra

A statikai szamitasnak azt kell bizonyitani, hogy a terhelési tartomanyt teljes
egészében tartalmazza a teherbirasi tartomany.

A terhelési tartomany eldallitasa térbeli, bonyolultabb szerkezeteknél célszert,
mert ezekben az esetekben nem tudjuk kellé biztonsaggal meghatarozni a szerkezetre
legveszélyesebb mértékado teherkombinéciot.

Miiszaki Tudomdny 61, 1981



TOBBPARAMETERES TERHEKKEL KAPCSOLATOS FELADATOK 65

A terhelési tartomanyok segitségével modszeresen eldallithatjuk az Osszes
mértékadé kombinaciot és ellendrizhetjilk ezekre a szerkezetet. Bonyolultabb
esetekben célszerll szamitogép alkalmazasa.

Merevités nélkiili csarnok esetében a pillérek két irdnyban dolgoznak, ferdén
kiilpontosan nyomottak. igy a széliranytol is fiigg a pillérek igénybevétele, Snmagaban
is kétparaméteres teher. Ezért részletesebben foglalkozunk a szél terhelési tartomanya-
val.

A szél terhelési tartomdnya

A sz¢l terhelési tartomanyat az egymasra merdleges falakkal hatarolt lapos
tetejil zart épiiletre hatarozzuk meg. Ugyanezek a meggondolasok hasznalhatok mas
épiilettipus esetén is.

A szél terhelési tartomanyat harom részbdl allitjuk el6:

— a szélszivas-nyomas

— a szélsurlodas az oldalfalakon

— a sz¢élsurlddas a tetdn.

Ezek mind mas jellegiiek, ezért célszerii kiilon-kilon foglalkozni veliik.

A szélszivds-nyomds terhelési tartomdnya

A vizsgalt esetben minden falnak, ill. falszakasznak van parja, ami vele
parhuzamos, de ellentétes iranyi szélterhet kap. Ezekre a falszakaszokra alkalmazhato
aszélszivas, ill. szélnyomas egylittes alaki tényezdje az MSZ alapjan. Meg kell jegyezni,
hogy mig az egyik iranyu falaknak a szélirdnnyal bezart szége «, addig a ra merdleges
falaké 90°—a. Jelentse H az épiiletre hatd eredd széler6t, melynek x irdnyd
komponense H,, y irinyi komponense H/! A [H,; H,] koordinata-rendszerben
abrazolhat6 egy tartomany, mely megmutatja, hogy kiilonb6z6 széliranyok esetén
mekkora H,, ill. H, széleréket kell szamitasba venni. Amennyiben a szél iranya
egybeesik az x tengellyel, a széler6 H, komponensét 1,2-es egyiittes alaki tényezd
figyelembevételével kell meghatarozni az Y tengellyel parhuzamos falfelilleteken. A H,
komponens meghatarozasanal az X tengellyel parhuzamos falfeliileteken mikodé
szélszivas-nyomast vessziik figyelembe. Akkor kapjuk a legnagyobb H  iranyu erét, ha
az egyik feliileten 0,2-es, a masik falon —0,4-es alaki tényezot vesziink figyelembe. De
ez tetszOleges iranyban miik6dhet (1.4. abra).

Amennyiben a szélirany kis mértékben eltér az X tengelytol, a 4. 4bran lathato,
hogy az 1,2-es egyiittes alaki tényez6 valtozatlanul érvényes a széliranyra kozel
merdOleges feliiletre, egészen addig, amig a szélirany 30°-os szOggel nem tér el a
merolegest6l. A szélirannyal kozel parhuzamos feliileteken viszont erdsen valtozik az
alaki tényez0. 30°-0s szélirany esetén az egyiittes alaki tényezo egészen 0,9-ig ndvekszik
fel (1.5. abra).

Lathato, hogy a 30°-os szélirany esetén nagyobb széler6 adodik, mint a
felilletekkel parhuzamos, ill. merdleges szélirany esetén. 0 és 30° k6zott a szélerok H,
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iranya komponense valtozatlan, a H, iranya komponens valtozik. 60°-0s szélirany
esetén mar a H  irinyu komponens eléri maximumat, és a H, iranyu komponenst kell
0,9-es egyiittes alaki tényezével szamitani. Az 1.6. abran vastag vonallal jeloltiik az elsé
siknegyedben meghatarozhato széler6-ereddket. Lathato, hogy a terhelési tartomany-
nak két sarokpontja van egy siknegyedben, és ezek a sarokpontok a tengelyekre
tikrozhetdk, igy kapjuk meg a szélszivas-nyomas nyolcszogu terhelési tartomanyat,
amit kettds vonallal jeloltiink.

HQ
Hi20 Hoo|HgoHeo

Hio
Ho
Hx
\ o
Hso
N et atiad
1.6. abra

Tehat az MSZ eldirasai a szél terhelési tartomanyaként szivasra és nyomasra egy
nyolcszoget hataroznak meg, melynek cstcspontjai a 30° ill. 60°-0s széliranyhoz
tartozo eredd szélerok. Ilyen iranyu szél esetén az egyik iranyban 1,2-es, a masik
iranyban 0,9-es egyiittes alaki tényezdvel kell szamolni.

Ez gy is megfogalmazhato, hogy a féiranyokban szamitott szélterheket 0,75-0s
egyidejiségi tényezo6 alkalmazasaval kell mikodtetni.

A tovabbiakban ezt a nyolcszogl terhelési tartomanyt nevezzilk a szélszivas-
nyomas terhelési tartomanyanak. A tovabbi szamitasokban ezt vessziik alapul, és ezt a
terhelési tartomanyt egészitjiik ki a tobbi teher és hatas terhelési tartomanyaval.

fgy megkapjuk a szélszivis-nyomas terhelési tartomanyat az épiilet egy
kitiintetett pontjara. Ez a pont a homlokzati feliilleteknek a kovetkezd szabaly szerint
vett silypontja:

, i 2x;&;
RS T

el Zyin;
7 2y;

ahol x; és y; — az egyes homlokzati feliiletek hossza
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&; és n; — a homlokzati feliileteknek az alaprajzi értelemben vett sulypontjanak
koordinatai

X, €s y, — a szélszivas-nyomasbol szarmazo szélerdk ereddjének helye.
Egy adott épiilet esetén a kiilonb6zé mennyiségek értelmezése:
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1.7. dbra

Miutan az épliletre hato legnagyobb vizszintes er0 a sz€lszivas-nyomas ereddje,
az éplilet kialakitasanal torekedni kell arra, hogy a homlokzati feliiletek sulypontja
essen egybe az épiilet csavarasi kozéppontjaval.

A szélteher terhelési tartomanyat fel lehet irni az épiilet tetszéleges pontjara,
ebben az esetben minden vizszintes er6kombinaciohoz egy csavaronyomaték is
tartozik, ami a fodém sikjaban mikodik.

A szélsurlodds terhelési tartomdnya

A sz¢lstrlodas hatasa sokkal kisebb, ezért a legnagyobb szélszivas-nyomashoz
tartozo széliranyhoz vessziik fel a surlodo szélerOk nagysagat. Az épiilet oldalfalain a
teljes szélsurlodas sin 30°, ill. cos 30°-szorosat vessziik fel, a tet6fodém pedig a szélerd
eredojét 30°, ill. 60°-osnak tételezzik fel. Tehat a széliranyt mindig 30°, ill. 60°-osnak
tételezziik fel.

Az épiilet oldalfalain keletkezd szélsurlodas ereddje szintén az épiilet egy
kitlintetett pontjan megy at, ez altalaban nem egyezik meg a szivasbol, ill. nyomasbol
szarmazo szélerOk tamadaspontjaval. Az elobbit a kovetkezd Osszefiiggésekbol
szamithatjuk, hasonl6 modon, mint a szélszivas-nyomas esetén (1.7. abra).

A tet6fodémen keletkezod szélsurlodas ereddje a tet6fodém sulypontjan megy at.

A kiilonbozo szélterhek ereddje adja a szél egyiittes terhelési tartomanyat,
amelyet centralis nyolcszog ir le a kétiranyl vizszintes er6k [H,; H,] koordinata-
rendszerében. Attol fiiggden, hogy az épiilet melyik pontjara irjuk fel ezt a terhelési
tartomanyt, ennek minden sarokpontjahoz mas csavarényomaték tartozik.
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Vizszintes hatdsok

A szerkezetekben fellépd hOmérsékletvaltozas hatasara létrejovo igénybevétele-
ket szamitasba kell venni. A figyelembe veendé hémeérsékletvaltozas nagysigat az
épuletfizikai tervezd szolgaltathatja. Szamitasainkban csak a teljes fodémtarcsa
egyenletes homérsékletvaltozasaval szamolunk, a beton linearis hétagulasat vessziik
figyelembe:

Al=alAt

Ebbdl a hatasbol szarmazo vizszintes erdket az igénybevétel-szamitas soran vessziik
figyelembe.

Az elOregyartott épiiletek 1—2 hetes — gyakran hoérlelt — elemekbdl épiilnek.
Ezért a nagyobb épiileteknél jelentés igénybevételek keletkezhetnek a fodém
zsugorodasabol. A szamitasokban feltételezhetd, hogy a zsugorodas fele mar lezajlott,
¢és a tovabbiakban a masik félértéket vesszilk szamitasba. A beton zsugorodisianak
hatasa nagyon hasonlit a hdmérsékletvaltozashoz, hiszen mindkét hatas a fodémtarcsa
hosszvaltozasat eredményezi. Célszerl a két hatas egyiittes figyelembevétele. 20 °C-os
lehiilés éppen 0,02%;-os fajlagos alakvaltozast okoz, tehat ennyivel nagyobb mérték i
lehiilést fogunk szamitasba venni. Nem lehetetlen, hogy régebbi, tobb hdnapos
elemekbdl késziil az épilet fodémszerkezete, ezért az épilet felmelegedését teljes
értékkel vessziik figyelembe, a zsugorodas hatasat ebben az esetben elhanyagoljuk.

A szélteher és a hémérsékletvdltozds egyiittes hatdsdnak figyelembevétele

A szélteher és a homérsékletvaltozas egymastol fiiggetlenil felléphet a
szerkezeteken. Ezért a szélteher nyolcszogletli tehertartomanyat ki kell egésziteni a
hémérsékletvaltozas terhelési tartomanyaval. A szélteher kétparaméteres teher, a
homérsékletvaltozas egyparaméteres teher. A teljes terhelési tartomany szintén
kétparaméteres lesz, €s ugy kaphatjuk meg, hogy a szélteher terhelési tartomanyat
eltoljuk a hoémérsékletvaltozas-vektor meghatarozta iranyokba. Az igy kapott
tartomanyok burkoléja lesz a vizszintes terhek teljes terhelési tartomanya, aminek 10
sarokpontja lesz, hiszen lesz két pont, amelyet mindkét iranyban el kell tolni, a tébbi
sarokpontoknak pedig csak egy uj felel meg.

Amennyiben a fliggéleges terhek hatasat is figyelembe vessziik, a terhelési
tartomany kibovill a derékerdk tengelyével.

Kilpontos fiiggbleges er0k esetén a terhelési tartomany az orig6tdl eltolodik és
eltorzul. Ennek kovetése csak szamitogéppel lehetséges. Tanszékiinkon elkésziilt egy
szamitogépi program, mely mindezek figyelembevételével hatarozza meg egy
foldszintes csarnok pillérének terhelési tartomanyat.
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2. Vasbeton rudak teherbirasi tartomanyai

Térbeli erdjatéku rudszerkezet esetén a keresztmetszeti szintil terhelési
tartomanyok hatdimenzios koordinata-rendszerben irhatok le. A koordinata iranyok
a kovetkezo igénybevétel komponenseknek felelnek meg (2.1. abra)

N: derékerd

M: hajlitonyomaték
V: nyiréerd

T: csavarOnyomaték

2.1. abra

Szokasos szerkezeti kialakitas és statikai-kinematikai teherrendszer mellett a
fenti igénybevétel komponensek ,sulya” az egyes szerkezeti elemek jellegétdl fiiggden
eltéro.

A fuggdleges tengelyli oszlopokban a hajlitonyomatékok és a derékerd hatasa
dominal, a nyiréerd Osszetevok és a csavaroOnyomaték a gyakorlati esetek jelentos
részében elhanyagolhato. A vizszintes tengelyt rudelemek — gerendak — keresztmet-
szeteiben viszont a vizszintes sikban muk6do nyiroerd és hajlitonyomaték, valamint a
derékerd hatasat nem veszik figyelembe a tervezdi gyakorlatban.

A harom fennmaradé igénybevétel kiillonbozo terhelési eseteknek megfeleld
kombinacioi mar mindkét szerkezeti elem esetén jol szemléltethetok térbeli koordina-
ta-rendszerben.

Az egyes szerkezeti elemek keresztmetszeteinek teherbirasi ellendrzését akkor
tudjuk a terhelési és teherbirasi tartomanyok oOsszehasonlitasanak modszerével
elvégezni, ha teherbirasi tartomanyukat a megfelel6 terhelési tartomany valtozéinak
terében allitjuk el6. A kovetkezOkben vasbeton oszlop- és gerendaelemek teherbirasi
tartomanyainak kérdéseivel foglalkozunk.

2.1. Vasbeton oszlopok teherbirdsi tartomdnya
2.1.1. A hatdrdllapot egzakt definicidja
Az MSZ 15022/71 szabvanylap 3.2 fejezetének értelemszerii alkalmazaséaval
megnyugtatoan sikeriilt megfogalmazni az axialis igénybevételi keresztmetszet

teherbirasi hatarallapotanak algoritmusat. Mivel ez szemléletében és néhany kisebb
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jelentoségl tartalmi vonatkozasban is eltér a szabvanyban kozoltektdl, célszeriinek
tartjuk a teherbirasi hatarallapotnak — az altalunk alkalmazott — algoritmikus

Alapelvek: a sik keresztmetszetek (altalaban) sikok maradnak; az anyagok
viselkedését az idealizalt diagram irja le; az egyensilyi kévetelményeknek teljesiilni
kell.

A teherbirasi hatarallapotot a 2.2. abra foglalja Ossze, illetve szemlélteti.

A fenti alapelveket az alabbiak szerint értelmeztiik:

a) Az ercdetileg sik keresztmetszet sik marad. A fajlagos alakvaltozast abrazolo sikot
egy egyenes és egy pont hatarozza meg: egyrészt a nyomott betonév hatdrvonala (ahol
&,0 = —0,5%0), masrészt az ettdl legtavolabbi nyomott betonszdl vagy huzott acélbetét
kozil az, amelyikben a fajlagos alakvaltozas el6sz6r éri el a szabvany 1.31
szakaszban ko6z6lt hatarértékeket (g, = —2,5%0, €,y = +25%). Az elfordulasi
tengely (¢=0) a keresztmetszeten kiviil is lehet, kGzpontos nyomas esetén a
végtelenben. Abban az esetben, ha az ¢, mértékado, akkor ¢, ., <2,5%o, ezért az
elfordulasi tengely széls6 szaltol mért tavolsaga nagyobb lesz, mint a szabvany 10.
abrajan ko6zolt x,=1,25x.

b) A betonkeresztmetszet nyomott 6vének hatarvonala ott van, ahol g, = g, =0,5%0. A
hatarvonal a keresztmetszeten kivil is lehet (kiilpontos huzas vagy kis kiilpon-
tossagu nyomas esetén).

¢) Az acélbetétek fesziilltségét a fajlagos alakvaltozas sikja hatarozza meg:

Gai=Ea£i’ de a;HéaaiéaaH
L

0,0005
xO —X

ahol & =

Ha a nyomott acélbetét atmérdje d < 12 mm (e. gy. szerkezetnél d <10 mm) vagy a
kengyeltavolsag t, > 12d, akkor a,,=0.

d) Ha N,> N, adodna, akkor az dsszes nyomott acélbetét szamitasba vett fesziiltségét
N,/N, aranyban csokkentjiik. Ez ellentmond a sik keresztmetszetek elvének, az
ebbdl adodo hiba viszont elenyészd.

Kiindulé adatként mindig a hatarvonal helyét tekintjiik ismertnek, az Gsszes
tobbi mennyiség ebbol szamithato. A hatarvonalat a B tavolsag és a  sz6g hatarozza
meg.

Eredmény a belsO erdk eredSjének nagysaga és helye (Ny, ey,, ey,), azaz a
hatarallapotot okozo axialis igénybevétel (az ered6 ellentettje).

Megfigyelhetd az dbran, hogy a belsd erdk ereddje és az Osszetevok (N, N., N,)
nem esnek egy sikba, ezért a ,hajlitas sikja” nem értelmezhetd, de nincs is ra sziikség.
Ha ey, és ey, helyett My, és My, hajlitbnyomatékokat kivanunk alkalmazni, akkor
onkeényes kozéppontot kell folvenni (pl. az N, nyomoerd helyét, vagy a ,,geometriai
kézéppontot” — ez utobbi pl. U vagy T alaku szelvénynél nehezen értelmezhetd).
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Lathat6 az is, hogy a nyomott beton hatarvonalanak helyzete kiilonb6z6 lehet
(altalaban nem meroleges a ,,hajlitas sikjara”). Az x, x,, t;, h stb. méreteket — jobb hijan
— a hatarvonalra meréleges helyzetiinek tekintjuk.

2.1.2. A teljes teherbirasi tartomdny

Axialisan igénybevett keresztmetszet teherbirasanak dokumentalasara elterjedt
¢és bevalt az N—M teherbirasi hatarvonal, vagy roviden teherbirdsi vonal. Itt N és M az
egyidejlileg felléepé nyomoerd és hajlitonyomaték. A teherbirasi vonalat altalaban
szimmetriasikba esé és erre merdleges iranyt killpontossagokhoz szerkesztik, a
hajlitas sikjaban felvett koordinata-rendszerben (2.3. abra folytonos vonallal rajzolt

MgO MM: eM'NM

2.3. abra. N — M teherbirasi hatarvonal

gorbe). A vonal azokat az Ny— M értékparokat abrazolja, amelyek hatasira a
keresztmetszet teherbirasi hatarallapotba kerill. Ha egy adott N, — M, értékpar a
vonalon beliili teherbirasi tartomanyba esik, akkor a keresztmetszet még biztosan nem
keriil teherbirasi hatarallapotba, azaz teherbirasa megfeleld (2.3. abra, Y jeli pont).

Ha a rid befogasi viszonyai ismertek, a de = Ae,, + Ade, killpontossag-ndvekmény
eldre kiszamithato. Ekkor célszerti abrazolni a ,,redukdlt” teherbirasi vonalat is, hogy a
tervezonek a teherbiras ellendrzése kozben csak az e, =M /N, ,tervezett” kiilpon-
tossagot kelljen meghataroznia, és ne kelljen kiilpontossag névekménnyel bajlodnia
(2.3. abra, szaggatott vonal). Ez a lehetdség fennall pl. tipusszerkezetek oszlopainal.

Sziikség esetén egyes ferde iranyokhoz tartozod teherbirasi vonalakat is
megadnak (2.4. abra, éta irany). E vonalak az N—M,— M, teherbirasi felilet N
tengellyel parhuzamos (fiiggoleges) sikmetszetei. A zart feliilet a teherbirasi tartomanyt
hatarolja.

A 24. abran a felillet egy szegmensét vazoltuk. A hagyma alaku feliilet
abrazolasa azonban nagyon nehézkes. A teherbirasi felilleten még egyetlen altalanos
helyzetli pontot — teherbirasi hatarallapotot okozo6 igénybevétel kombinaciot —
meghatarozni is hosszadalmas miivelet.
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A teherbiras grafikus abrazolasanak masik lehet6sége az N —e (nyomoerd és
kiillpontossag) teherbirasi vonal, illetve az N —e,—e, teherbirasi feliilet (2.5. és 2.6.
abra). A ferdén kiilpontos igénybevételek abrazolasa itt is nehézkes, s6t a diagram
egyik vége — a nagy kiilpontossagli nyomas, illetve a tiszta hajlitas kornyezetében —
aszimptotikus, ezért nem fér el a papirlapon.

N //"

M,:ey~N aneg-N

NHo

Ny kozp. 7

Nm

2.5. abra. N —e teherbirasi vonal

Altalanos iranyban kiilpontos nyoméigénybevétel esetén kézenfekvd a nyomo-
erd helyét abrazolni a keresztmetszeti sikon folvett koordinata-rendszerben. K dssiik
Ossze azokat a pontokat, amelyek egy adott N; nagysagi nyomoerd hatarkiilpontossa-
gai! Egy-egy vonal azt a tartomanyt hatarolja, amelyen beliil miik6d6é N; nyomoderd
még nem okoz teherbirasi hatarallapotot (folyamatos vonalak a 2.7. abra jobb
oldalan). Ha az N; nyomoéer6 e vonalon mukddik, ekkor a keresztmetszet éppen
teherbirasi hatarallapotba keriil.
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Az adott nagysagii nyomoero hatarkiilpontossagait abrazolé gorbét a tovabbi-
akban kiilpontossagi hatarvonalnak, vagy roviden kiilpontossdgi vonalnak nevezzik. A
vonalon beliili teriiletet teherbirasi vagy kiilpontossagi tartomanynak nevezhetjiik. A
2.6. abran lathato, hogy a kiilpontossagi vonalak az N —e, —e, teherbirasi feliilet N
tengelyre merdleges (vizszintes) sikmetszetei (szintvonalai). Az N — M, — M teherbira-
si feliilet szintvonalai ugyanazon N eré kiilpontossagi vonaldhoz hasonlé gorbék,
ugyanis o iranyu kiilpontossag esetében Mn=e. N, azaz Mn és e kozott linearis
Osszefiiggés van (2.3. abra).

2.6. dbra

Elég siriin megrajzolt kiilpontossagi vonalakkal a teherbiras ellendrzése
egyszeru és szemléletes:

a) adott helyzetii nyomoerd hatarértéke a kifelé kovetkezo kiillpontossagi vonalra irt
értek (pl. a 2.7. abrarol leolvashatd, hogy az « iranyban e, =e, kiilpontossagi
nyomoerd hatarértéke éppen Ny=N,);

b) adott nagysagun nyomoerd hatarkiillpontossagat a hajlitasi sik és a megfeleld
kiillpontossagi vonal metszéspontja jeldli ki (pl. a 2.7. abrardl leolvashato, hogy az «
iranyban kiilpontos N,, = N, nagysagi nyomoeré kiilpontossaganak hatarértéke
eg=e,).

Keét kilpontossagi vonal kozott linearis interpolaciot lehet alkalmazni.

A szabvany 3.21 szakaszaban el6irt kiilpontossag-ndvekmény szamitasba vétele
is egyszeri. A doféspontot a tervezett kiilpontossag (2.7. abra, D, pont) helyérdl
elmozditjuk: el6szor de, értékkel a hajlitas sikjanak megfeleld 1., majd de, értékkel a
legnagyobb [,/h hajlékonysagnak megfelel6 2. iranyban (D4, ill. D,,,). Az a mértékado
kiillpontossag lesz veszélyes, amelyik kozelebb esik a kovetkezd kiilpontossagi
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vonalhoz. Abrankon pl. a D,,, doféspont helyzete veszélyesebb, de még ez is az N
er6hoz tartozo teherbirasi tartomanyon beliil van.
Vajon az N-—e,—e, teherbirasi felillet aszimptotikus tulajdonsidga nem
akadalya-e a szintvonalas abrazolasnak? Konnyen belathato, hogy nem.
Oszlopokban tiszta hajlitas ritkian keletkezik. Altaldban megadhaté az a
legkisebb nyomoerd, ami egy szerkezeti rendszer oszlopaiban eléfordulhat. Az ehhez

<tervezett kUlpontosség>(mértékodé kilpontossag >

o iasillls

A kilpontossag
névekmenyek:

2.7. abra. A kiillpontossagi hatarvonalak

tartozo kiilpontossagi tartomany még nem nagyméreti (altalaban 1 méternél kisebb
atmeérdojii), ezért kényelmesen abrazolhato akar M =1:1 vagy 1:2 léptékben is. A kicsi
nyomoerdk hatarkiilpontossagainak abrazolasara oszlopok esetében nincs sziikség,
bar ez is megoldhato mas léptékkel. A 2.5. abra jobb oldalan megjeldltiik azt az
ordinata szakaszt, ahol az M, értékek elhelyezkedhetnek. Az N —e diagramnak
(feliiletnek) ez a része kb. 45°-0s helyzet(i, ami szintvonalas abrazolasra idealis.

Az altalanos axialis igénybevétel teherbirasi felliletének gyakorlati célu
abrazolasat mar javasoltak, azonban nem a teherbirasi feliiletet, hanem egyes
paramétereit abrazoltak. Ez a modszer koriilményessége miatt gyakorlati felhasznalas-
ra alig alkalmas.
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Gyakran a riad befogasi viszonyai elOre ismeretesek (sorozatban gyartott
szerkezetek, tipusszerkezetek). Ekkor a kiilpontossag névekményeket mindegyik
iranyban célszerll elére meghatarozni, és tablazatosan vagy grafikusan k6zdlni. Ilyen
grafikon lathatd a 2.7. dbra bal als6 részén.

A teherbiras ellendrzése tovabb egyszerisddik, ha a kiilpontossagi vonalakat
redukaljuk a killpontossag-novekmények értékével, azaz megkeressiik azokat az e,
tervezett kiillpontossagokat, amelyek megnovelésével a killpontossagi vonal pontjai
létrejohetnek. Pl. a 2.7. abran jelolt 4,, pont mértékado kiillpontossiagabdl levonjuk
eldszor a de,, majd a de, névekményt. A veszélyesebb elmozdulast jelentd névekmény
— példankban a de; — kijeloli a tervezett kiilpontossagot -— példankban az A,
pontot. Az igy kapott pontokat Osszek6td gorbe a redukdlt kiilpontossdgi vonal
(szaggatott vonalak a 2.7. abra bal oldalan).

A redukalt kiilpontossagi vonalak egyesitve tartalmazzak a vasbeton szabvany-
ban eloirt mindkét irdnyd killpontossag-ndvekmény hatasat; ugyanigy lehetéség van a
kilpontossag-novekménynek a szabvanyban elGirtnal pontosabb — éppen ezért
bonyolultabb — szamitasba vételére is, anélkiil, hogy a tervezé munkaja bonyolodna.

Redukalt kiilpontossagi vonalak alkalmazasaval a tervezonek mind0ssze az e, =
=Ny /My €s az e, = Ny/M,,, tervezett kiilpontossagokat kell kiszamitani. Ezutan
— a keresztmetszet rajzaval azonos léptékben — abrazolni kell a d6féspontot, majd a
kifelé kovetkezd kilpontossagi vonalrdl leolvashato az Ny értéke. A moddszert
egyszeriinek és szemiéletesnek tartjuk, mert nem kell segédmennyiségeket kiszamitani,
tovabba az abran a tavolsag tavolsagot jelent (nem nyomatékot, erdt stb.).

A leirt redukalas eredménye gy is megfogalmazhato, hogy amig a kiillpontossa-
gi vonalak a keresztmetszet teherbirasat, addig a redukalt kiilpontossagi vonalak a
szerkezeti elem (oszlop) teherbirasat abrazoljak.

2.1.3. A teherbirdsi tartomany elédllitdsa

A teljes teherbirasi tartomany gyakorlati célu eidallitasara szamité és rajzold
program késziilt a fenti elvek alapjan, R 10 szamitoégépre és CALCOMP 936/925
rajzoléautomatara. A program tetszlleges keresztmetszetil vasbeton oszlophoz
kiszamitja és lerajzolja:

— az adott « iranyokhoz tartozo Ny — My nyomasvonalakat;

— vagy az adott N, nyomoerdk ey, — ey, hatarkiilpontossagait;

— vagy az adott N, er6k mellett megengedheté My, — M, hajlitbnyomatekok
diagramjait;

— kivansag esetén a fonti vonalak ,redukalt” valtozatat.

A programot harmadik éve hasznaljak, és nagyszamu oszlop teherbirasat
kiszamitottak. Azok a statikus tervezok, akiknek modjuk van hozzaférni, szivesen
fordulnak ehhez a szolgaltatashoz.

Példaként a 2.8. abran bemutatjuk az OK 12-50/60 jelli elOre gyartott vasbeton
oszlop keresztmetszetének teherbirasi diagramjat: az egyes gorbék azt mutatjak, hogy
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a folirt nyomoerd mellett a kiilonbozé iranyokban mekkora hajlitonyomatékok
mikodnek. A nyomoéeré 0,0 Mp-tol 250,0 Mp-ig valtozik.

Ennek a programnak egy valtozatat beépitettiik a BVM-TIP épitési rendszer
tartoszerkezettervezési programrendszerébe. Itt eldallitjuk valamennyi rendszerkom-
ponens pillérkeresztmetszet teljes teherbirasi tartoméanyat (az Ny, — My, — My, feliilet
negyedrészének mintegy 20 pontjaval jellemezve), és ezt adattarban Orizziik. Az egyes
konkrét épiletpillérek terhelési tartomanyairdl (amelyeket megnovelink a AM =
=4eN,, értékkel) megallapitjuk, hogy belill vannak-e a teherbirasi tartomanyon.

60,0 bk
30,0 300 |

M = 1210

250 _|, 25,0
25,0

MY [MPM]=-EX%N
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2.8. abra
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Az Osszehasonlitas soran lehetoség van a teherbiras mennyiségi értékelésére is:
grafikusan abrazoljuk a terhelési és teherbirasi tartomany azonos ,,szintjeit” (vizszintes
sikmetszeteit), amelyek tavolsaga és viszonya a kihasznaltsaggal van Gsszefiliggésben.
Jelenleg dolgozunk olyan modszereken, amelyekkel a terhelési és teherbirasi
tartomany viszonya skalaris mérészamokkal mindsithetd.

2.2. Vasbeton gerendak teherbirdsi tartomdanya
A teherbirdsi tartomdny szamitdsa
A vasbeton gerendak keresztmetszeteinek teherbirasi tartomanya egy olyan
térbeli koordinata-rendszerben abrazolhato, amelynek koordinatatengelyei a

fiiggoleges iranyl nyirderdnek, a rudtengelyt tartalmazo fliggdleges sikban hajlito
nyomatéknak és a radtengely koriil csavaré nyomatéknak felelnek meg (2.9. abra).

2.9. dabra

A vasbeton gerendakeresztmetszet teherbirasanak meghatarozasa Osszetett
igénybevétel esetén olyan vasbeton-elméleti probléma, amellyel szamos kutatohelyen
foglalkoznak; esetenként még a koordinatatengelyekkel alkotott metszéspontok
meghatarozasara kidolgozott modszerek sem teljesen megnyugtatok.

Kutatasaink soran elfogadtuk a vasbetonszerkezetek teherbirasanak
szamitasara vonatkozo6 hazai szabvanyok (MSZ 15022/1 és MSZ 15022/4) eldirasait.

A kovetkezo6 kérdésekre kerestiink valaszt:

1. Miért célszerii a vasbeton gerendak keresztmetszeteinek teherbirasi tartomanyat
eléallitani?

2. Szabvanyel6irasaink alapjan egyértelmiien meghatdrozhaté-e a hajlitott — nyirt —
csavart vasbeton keresztmetszet teherbirasi tartomanya?

3. Milyen maodszerrel célszerti a teherbirasi tartomanyt eldallitani?

1. Kiilpontosan nyomott keresztmetszet teherbirasi tartomanyat fésikban
torténd hajlitas esetén a tervez6i gyakorlatban méar hosszabb ideje alkalmazzak
(nyoméasvonal). Az — azonos sikban — hajlitott-nyirt keresztmetszet hatarte-
herbirasat nem szoktak diagrammal abrazolni. Ennek részben az Osszefiiggés
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egyszerlisége, részben az lehet az oka, hogy a keresztmetszet nyirasi teherbirasanak a
gyakorlatban a hajlitd hatairnyomatékhoz tartozo hatarnyirderdt tekintjiik, amivel
altaliban a biztonsag javara kovetiink el kisebb hibat. Ily médon a teherbirasi
tartomany egyetlen pontjat allitjuk eld, amit valoban nem érdemes diagramon
abrazolni. Hajlitott—nyirt—csavart keresztmetszet haromdimenzios teherbirasi
tartomanya a nagyszamu( korlatozo feltétel miatt mar nehezen attekinthetd.
Abrazolasa emellett azért is célszer(l lehet, mert tampontot adhat a meghatarozasa
soran alkalmazott teherbirasi feltételek kritikai vizsgalatahoz.

Nagy szamban alkalmazott — tipizalt — szerkezetek esetén igen jelentOs
szamitasi megtakaritast jelent a teherbirasi tartomany eldallitasa. Ez esetben ugyanis
adaptalaskor mar csak a terhelési és teherbirasi tartomany Osszehasonlitasat kell
elvégezni.

Tovabbi — a teherbirasi tartomany szemléltetése mellett sz616 — érv, hogy
ismerete fejleszti a konstrukcios készséget; a terhelési tartomanyra valé ,igazitidsa” —
mint ahogy azt mar kiilpontosan nyomott elemek esetén is emlitettilk — gazdasagi
elonydk forrasa lehet.

2. A hatarigénybevétel komponensek altalaban képlékeny — esetenként
rugalmas — allapotban érvényes egyensulyi feltételekb6! hatdrozhatok meg. E
feltételek egyike sem tartalmazza egyszerre mindharom igénybevételi Osszetevot,
amibél arra kovetkeztethetiink, hogy az igénybevételek egymasra hatasa sok esetben
még tisztdzatlan. Mindemellett megallapithaté volt, hogy a teherbirasi feltételek
korultekintd, megfelelé sorrendben torténd és a logikai Osszefliggéseket figyelembe
vevl alkalmazisaval a magyar szabvanyel6irasoknak megfeleld teherbirasi tartomany
meghatarozhato.

3. A teherbirasi tartomanyt hatarolo feliilet analitikusan nem allithat6 el6. A
numerikus szamitas a hatarfeliilet jellegzetes pontjainak meghatarozasara kell
iranyuljon. A kell6 siiriségben kiszamitott pontok kozott kozelitésképpen linearis
Osszefiiggést feltételeziink, ami Osszhangban van a képlékenységtan konvexitasi
tételével. Mivel egy-egy kontirpont meghatirozasa is jelent0s szamitasi raforditast
igényel, a teherbirasi tartomany szamitasara érdemes szamitogépet alkalmazni.

A vasbeton gerendak hosszvasalasaban a hajlito- és csavardigénybevételbdl,
harantiranyl kengyelezésében pedig a nyird- és csavardigénybevételbdl ébrednek
hizofesziiltségek.

Mivel a csavaroigénybevétel felvételéhez mindkét tipusu vasalasra sziikség van,
és masrészt az egyes hatarigénybevétel komponensek nem fejezhetok ki a tobbivel
explicit formaban, célszeril a szamitast Ggy iranyitani, hogy mindig ismert csavaréonyo-
matékhoz tartozo hatarnyomatékot és hatarnyirder6t kelljen csak meghatarozni. Ezt
ugy érjiik el, hogy el6szor
— a nulla nyiréeréhéz és hajlitonyomatékhoz tartozé csavaré hatdrnyomatékot

szamitjuk ki (7%), majd a T=konstans (< T2) sikokban allitjuk elé a hatarfeliilet
jellegzetes pontjait.
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A teherbirasi testet ezaltal a csavaronyomatéki tengelyre merdleges szeleteivel
irjuk le.

Egy-egy ilyen sikmetszet jellegzetes pontjai:

— a nulla hajlitbnyomatékhoz tartozé pozitiv és negativ hatarnyiréero;
— a nulla nyiréer6hoz tartozé pozitiv €s negativ hajlitdo hatarnyomaték;
— a hajlito hatarnyomatékhoz tartozé pozitiv és negativ hatarnyirdero.

E jellegzetes pontok kozott a teherbiras valtozasat kozelitden linearisnak
tekintjiik. A csavaronyomatéki tengelyre merdleges sikmetszeteket tehat nyolc pont
hatarozza meg, amelyek koziil 3—3 egy egyenesre esik, igy a pontok egy hatszoget
hatarolnak (2.10. abra). Mivel a csavaronyomaték eldjele k6zombos, a teherbirasi test

-M M
‘Vru,i _Vru,:
—Mru,l Mry,i 2P
M
* M
Vrmi Vru,u
Vey,i
v
2.10. abra

a T=0 sikra szimmetrikus: elegend6 csak a T=0 féltérbe eso részt abrazolni. Ha a
keresztmetszet vizszintes szimmetriatengellyel rendelkezik, a tartomany az M = 0 sikra
is szimmetrikus, ami tovabbi egyszerisitést tesz lehetove. Végiil ha a nyirasi vasalas
merdleges a rudtengelyre, és az also és felsd Ov a rudtengellyel parhuzamos, a V=0 sik
is szimmetriasik lesz. A fenti feltételek egytittes teljesiilése esetén elégséges a teherbirasi
test egy térnyolcadba esé részét szamitani, illetve abrazolni.

A mértékado igénybevételek eldjele esetenként eldre ismert a statikai modellek
és a varhato terheknek megfelelden. Ilyenkor a testnek csak a megfelelé koordinata-
iranyokba eso részét érdemes eloallitani. A hatarfeliiletet a csavaronyomatéki tengely
iranyaban Ggy linearizaljuk, hogy a sikmetszetek megfelel6 pontjait egyenesszakaszok-
kal kotjiik Ossze. Az eddigi tapasztalatok azt mutatjak, hogy elegendé — egyenld
osztaskozzel — négy sikmetszetet felvenni.

Alkalmazasi példa, tanulsagok

A 2.11. abran a BVM-TIP épitési rendszerbe tartozo SIBf 30/152 jelu valtozo
keresztmetszeti feszitett vasbeton gerenda néhany keresztmetszetének teherbirasi
tartomanya lathato. A szamitasok a Tervezésfejlesztési és Tipustervezé Intézet R 10

tipusu szamitogépére irt programmal késziiltek. A fenti alkalmazas a Tervezésfejleszté-
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si és Tipustervezd Intézet megbizasa keretében tortént, amelynek soran a BME
Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszéke kidolgozta a BVM-TIP épitési rendszer
tartoszerkezettervezési programrendszerét.

Az elemszintii teherbirasi tartomany vasbeton gerendak esetén négydimenzids
térben irhato le. A negyedik dimenzi6 a teherbiras rudtengely iranyu valtozasa. A
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keresztmetszetek teherbirasi tartomanyat a rudtengely mentén alkalmas helyeken

felvett diszkrét pontokban hatarozzuk meg. Kelld sliriiségil osztas esetén az egyes

keresztmetszetekhez tartozd teherbirasi felilletek megfelelé pontjai k6zott linearis
interpolacio hajthaté végre.

A szerkezeti elem teherbirdsat esetiinkben hat keresztmetszet teherbirasi
tartomanyaval kozelitettiik. A statikai modellnek — kéttamasz( tarto — és a varhato
terhek jellegének megfelelden a testnek csak a pozitiv térnyolcadba esd részét
hataroztuk meg, s6t ez elméleti tdmasz keresztmetszetében — mivel ott a mértékado
hajlitonyomaték nulla — csak e résztest M =0 sikmetszetét allitottuk eld. A szerkezeti
elem szimmetriajat gy hasznaltuk ki, hogy a hat keresztmetszetet a tarto egyik felén
jeloltiik ki. Az elméleti tamaszok kozotti keresztmetszetek haromdimenzids teherbirasi
tartomanyanak felilletét — a szamitas korabban ismertetett menetével Osszefiiggésben
— T=allandé szintvonalaival abrazoltuk. Négy ilyen sikban szamitottuk ki a
metszetek csucspontjait: a maximalis csavaronyomaték harmadpontjaiban. A trapéz
alaku sikmetszet maximalis csavaronyomaték mellett egyenesszakassza fajult.

A rendszerkomponensek teherbirdsi tartomanyainak kirajzoltatasa tdbb
szempontbol is elényds:

— a nagyvolumenl szamitasok eredményeinek gyors, vizualis ellendrzését teszi
lehetové: hasonlo keresztmetszetek teherbirasa kozotti kirivo kiilonbségek hibas
bemend adatokra — esetleg programhibara — engednek kovetkeztetni;

— a szerkezeti elemek teherbirasi tartomanyaibol Osszedllitott katalogus jo segitséget
nyujt a hagyomanyos — kézi — adaptacios tervezés soran. Megjegyzendd, hogy
esetiinkben a rajzoltatds 6nmagaban semmilyen adatelokészité munkat nem
igényelt: a rajzoloprogram az adatokat — amelyek a hatarigénybevételeket szamito
program eredményei — hattértarolorol olvassa be.

A teherbirasi tartomanyok megjelenitése ugyanakkor felhivta a figyelmet a
szamitasi modell fogyatékossagaira. Kilondsen feltiind a kétdimenzids teherbirasi
tartomany konkav jellege, de a haromdimenzids tartomanyok konkavitasa is
érzékelhetd. E jelenségek okainak azonositasa részben megtortént. Tovabbi vizsgala-
tok szabvanykiegészitd, illetve -modosito javaslatok kidolgozasahoz vezethetnek.

3. A terhelési és teherbirasi tartomanyok egybevetése
a teljes szerkezet szintjén

Mint emlitettilk a terhelési és teherbirasi tartomanyok egybevetése torténhet oly
modon is, hogy eléallitjuk a teljes szerkezet teherbirasi tartomanyat. Ennek soran a
teherbirast befolyasolo tényezdk viszonylag szemléletesen jelentkeznek, ugyanakkor a
feladat meglehet6sen szokatlan, hiszen az altalanos modszer a szerkezetek mére-
tezésénél éppen enneck cllenkezdje: nem a teljes szerkezet teherbirasi tartomanyat
szoktuk az elemek teherbirasaibol felépiteni, hanem inkabb a terhelést ,,bontjuk le” a
szerkezeti elemek szintjére az igénybevételek, ill. fesziiltségek meghatarozasa
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formajaban. A jelen fejezetben a kevésbé szokasos utat kivanjuk kovetni, azonban e
célra egy egyszerll szerkezeti modellt valasztunk, amelynél az aitalanos probiéma
alapvetd jellegzetességei viszonylag tisztan kidomborodnak.

3.1. Igénybevétel és teherbirds dsszefiiggése
statikailag hatdrozott szerkezeten

Tekintslink eldszor is egy statikailag hatarozott konzoltartét, tetszélegesen
valtozo keresztmetszeti méretekkel és tetszoleges rudtengelyre merdleges terheléssel.
Ezen elemi feladatot is tovabb egyszeriisitjiik egy rugalmas csuklokbol és azokat
Osszek6t6 merev rudakbol allé diszkrét modell felvételével. A diszkrét modellen a
terhek is csak a rugalmas csuklok pontjaiban mikddnek (3.1. ébra).

L\A\

1

e r ey

e ,
4e49p oyl

3.1. abra

A diszkrét modellek felvétele a tartoszerkezetek vizsgalatanak széles korben
hasznalt, a ,,mérnoki érzék™ altal is jogosnak elfogadott modszere. A diszkrét és a
folytonos szerkezet viszonyanak kérdéseivel a jelen cikkben nem kivanunk k6zelebbrol
foglalkozni, s figyelmiinket a diszkrét modellre forditjuk. A diszkrét modelliink6n
valamennyi, a szilardsagtani vizsgalat soran szdba jovo jellemzé a felvett rugalmas
csuklok szamanak megfelelGen n darab paraméterérték megadasaval irhato le, s ezeket
az nskalaris értékbol all6 értékkeészleteket a szemléletes targyalas érdekében célszerli n
dimenzids euklideszi terek vektorainak tekinteni. Igy, ha a szerkezetre valamely adott
teher miik6dik, ennek leirasahoz meg kell adni az egyes rugalmas csuklok helyén (ill. a
tartovégen) mikddé Py, P,, ... P, terheket, az n dimenzios tehertér egy p vektorat.

A teher hatasara e szerkezeten nyomatékok ébrednek. Csak a rugalmas
csuklokban ébredd nyomatékoknak van modelliink esetében jelentdségiik, igy a
nyomatékabraegy m=M,, M, .. .M, vektorral irhato le. A tehertér és a nyomatéktér
vektorai k6zott — kis alakvaltozasok esetén — kolcsOndsen egyértelmil linearis
megfelelés van, egyszerii statikai aton minden P, P,, ... P, teherhez meg tudjuk
hatarozni a rugalmas csuklokban ébredé M, M,, ... M, nyomatékokat, és ha az
utobbiak vannak adva, azokbol a terhek ismét visszaszamithatok.

Ap=m, A 'm=p.
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A tartd teherbirasat modelliink esetében a rugalmas csuklok hatirnyomatékai
korlatozzak. Ha az egyes csuklok — elojeltol eltekintve — rendre My, M5y, ... M,y
nyomatéki értéket tudnak elviselni, a tényleges nyomatékokra nézve fenn kell allni az

M =My, MysMypy, ... s MM,y
feltételeknek.

E feltételek a nyomatékok n dimenzids terében egy ,hiper-téglatestet”
hataroznak meg, amelynek (egydimenzios) élei parhuzamosak az M, M,, ... M,
koordinatatengelyekkel, kdzéppontja pedig az origd. Ezt tgy is kifejezhetjiik, hogy az
adott szerkezet azon nyomatékrendszerek viselésére képes, amelyek nyomatékvektora

m=[c;My,c; My, ... ;M4 (1)
alaku, ahol is

-1, 21, —1Z¢,21, ... —1Z2¢,£1,

azaz a ¢y, ¢,, . .. ¢, parameéterek —1 és + 1 koz¢ esnek.

Kérdés, hogy szerkezetiink mely P,, P,, ... P, terhek elviselésére alkalmas?
E feladat megoldasa érdekében el6szér is hatarozzuk meg azon tehervektorokat,
amelyek egy, és csakis egy rugalmas csukloban (rendre az elsdben, masodikban, . .. n-
edikben) ébresztenek egységnyi nyomatékot. E tehervektorokat karakterisztikus
tehervektoroknak nevezzik és q,,4q,, - .. g, jellel jeldljik, annak megfelelden hogy
hanyadik rugalmas csukléban ébredd egységnyi nyomatéknak felelnek meg. Te-
kintsiik azt az esetet, amikor az i-edik csuklopontban ébred egységnyi nyomaték (3.2.
abra). Ekkor két rudszakasz terhelt, az i-edik és az i+ 1-edik. Ezen ridszakaszok
egyensulyanak biztositdsara a csomopontban ébredé6 nyomatékok mellett még
riidvégi eré6kbdl allo erdparok sziikségesek. Igy ahhoz, hogy az i-edik csomépontban
egységnyi nyomaték ébredjen, a P;erének —1/d, a P,,, erbnek +2/d és végiil a P, ,
eronek ismét — 1/d értékkel kell miikddnie, a tobbi csomdponti erd pedig zérus. Ennek
tanulsagait felhasznalva (és d értékét 1-nek véve) a karakterisztikus terhek vektorai
rendre a kovetkezok:

q,={-1,2,-1,0,...0,0,0]

4,=[0,-1,2,—1,...0,0,0]

: @
qn—2=[0’0’0a0’ oo _1a2’ _1]

qn*1=[0a0>0,0a s O, _112]
4,=[0,0,0,0, ...0,0, —1]

A szerkezetiinkdn az egyes rugalmas csukloban nem egységnyi, hanem maximum
My, M,y, ... M,y abszolut értéki nyomatékok ébredhetnek. Igy mindazon p
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vektorral jellemezhet6 teherrendszerek megengedhetdk a szerkezetre, amelyek a
pP*=ci;Miyg +e;Maygo+ ...+, Myq, ... (3)

alakban eldallithatok a ¢y, ¢,, . . . ¢, paraméterek —1 és +1 k6zé es6 értékei mellett.
(E képlet (1) és (2) egybevetésébdl kozvetleniil adodik.)

Vizsgdljuk meg kiss¢ ko6zelebbrdl, hogy a (3) képlet — figyelemmel a
41, 4q,, ... 4, vektorok linearis fiiggetlenségére és a c,,c,, ... c, paraméterekre
vonatkozo korlatozo feltételekre — milyen testet, jobban mondva milyen n dimenzids

4‘ |
)
-1/d ﬁh’d

3.2. abra

Hhiper testet” hataroz meg a terhek terében. E testet (n—1) dimenzids ,hiper
oldallapok™ hataroljak. Egy ,,oldallap” képletiinkbdl Ggy adodik, hogy egy paraméter
értékét a lehetséges szélsé értékek valamelyikében (azaz + 1-ben vagy — 1-ben)
rogzitjiik, a tobbi (azaz n—1) paraméter pedig befutja teljes megengedett
értekkészletét. Kovetkezésképpen 2. n hiperoldallap van, s ezek parosaval (az
ugyanazon paraméter +1 és —1 értékhez tartoz6 oldallapok alkotnak egy part)
parhuzamosak. A megengedhet$ terhek testjének (egydimenzios) élei a (3) képlet
alapjan ugy vezethetdk le, hogy egy kivételével valamennyi paraméter értékét + 1-ben
vagy — l-ben rdgzitjiik. igy minden egyes paraméterhez 2~ 1) é] tartozik, ezek mind
parhuzamosak az illeté paraméternek megfeleld karakterisztikus tehervektorral, és az
n paraméternck megfeleléen Osszesen n2"~ 1) él van. A megengedhetd terhek testje egy
»hiper romboid”, vagy ,hiper parallelepipedon”, amelynek kézéppontja az origd, élei
pedig rendre a karakterisztikus terhek vektoraival parhuzamosak, altalaban tehat
ferdeszogliek, élhosszai pedig rendre 2M 4, 2M,y, ... 2M 4.

Erdemes megfigyelni, hogy a megengedheté terheket abrazolo testet n vektor,
nevezetesen a karakterisztikus terhek vektorainak a rugalmas csuklok hatarnyomaté-
kaival vald szorzataként adodo M4y, M,43q,,. .. M,yq, vektorok egyértelmilen
meghatarozzak. E vektorok — s veliikk a hiperparallelepipedon éleinek — irdnya
fuggetlen a tarto teherbirasi jellemz6itol (az My, M,y, ... M,y hatirnyomaté-
koktdl), s csak a tartotengely altalanos geometriai viszonyaitdl (egyenes voltatol, a
rugalmas csuklok egymas kdzti tavolsagatol) fiigg. Az My, M,y, ... M, hatarnyo-
matékok a teherbirasi test nagysagat, kozelebbrdl élhosszusagat befolyasoljak.

A teherbirasi parallelepipedon magaban foglalja mindazon terheket, amelyek
viselésére a szerkezet alkalmas. Nem kdnny@i azonban eldénteni, hogy valamely adott
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P teher a teherbirasi parallelepipedonon beliil fekszik-¢ vagy sem. E célbol altalaban
ugy jarhatunk el, hogy az adott p vektort eldallitjuk a 4,, 4,, . . . 4, karakterisztikus
tehervektorok linearis kombinaciojaként, azaz eldallitiuk a §,,q; ... qn bazis
(ferdesz6gli koordinata-rendszer) szerinti koordinatait

p*=ki g, +k,q,+ ... +k,q,,

és megvizsgaljuk, hogy a ¢y =k/M y,c,=k,/M,y, ... c,=k,/M,,; paraméterek
mindegyike — 1 és + 1 kozé esik-e. Ezen eljaras csak megfogalmazasaban kiilonbozik a
mérndki gyakorlat szokasos eljarasmodjatol, nevezetesen attol, hogy ismert statikai
uton meghatarozzuk az egyes rugalmas csuklokban a j teher hatasara ébredd
nyomatékokat és ezeket rendre egybevetjiik a megfelelé hatarnyomatékokkal.

Az adott tehervektornak a karakterisztikus tehervektorok rendszerében értett
koordinatai ugyanis éppen az egyes rugalmas csuklokban ébredé nyomatékok,

ki=M,, k,=M,, ... k=M,

és kiszamitasukhoz is pontosan ugyanazon szamitasi lépések elvégzése sziikséges.

Jeloljik a q,,4, ... q, karakterisztikus tehervektorokbol, mint oszlopvekto-
rokbol 4116 matrixot 4 ~! jellel. Ehhez a p tehervektornak a G, 4, . . . g, bazis szerinti
koordinatai A ~! inverze, azaz 4 segitségével szamithatok

Ap=k

(aholis ka ky, k,, ... k, értékeket dsszefoglald oszlopvektor). Mivel k =rm, valoban jogos
agy,,qa, . . . 4, karakterisztikus tehervektorok matrixat 4 ~ !-gyel jeldIni, azaz az adott
teherhez tartozo nyomatékokat a statikai egyensilyi feltételek alapjan eldallithatd 4
egyensalyl matrix inverzének tekinteni. (Ez egyébként a 4,, 4, . . . g, karakterisztikus
tehervektorok megkonstrualasanak modjabdl is kovetkezik.)

Az adott teher esetén a rugalmas csuklokban ébredé nyomatékok szamitasat
leir6 A matrix n sorvektora a teherbirasi parallelepipedon n hiper-oldallapjanak
normalisa. Egy hiper-oldallapot ugyanis az 4 ~! matrix (n— 1) oszlopvektora ir le, és
az A matrix egy megfeleld sorvektora, (mivel az 4 ésaz A ~! inverz matrixok szorzata
az egységmatrix) ezck mindegyikére meréleges. Ebben az értelemben az 4 matrix
sorvektorai — melyeknek elemei eredeti jelentésiik szerint a nyomatékszamitasnal
szerepld karok — a terhek terének vektorai (s mint ilyeneket g, 4, . . . g, jellel fogjuk
jelolni 6ket). E vektorok iranya — mint el6bb lattuk — szoros Osszefiiggésben van a
teherbirasi hiperparallelepipedonnal, mint oldallapjainak normalisa. Nagysagukat
igy hozhatjuk Gsszefiiggésbe a teherbirasi parallelepipedonnal, ha rendre meghataroz-
zuk az e vektorokkal jellemzett félsugaraknak a megfelelé oldallapokkal vald
doéféspontjait. Ezt — figyelemmel arra, hogy az oldallapon a megfelel6, mondjuk i-edik
rugalmas csukloban éppen M, hatarnyomaték fog ébredni — ugy hatdrozhatjuk meg,
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hogy a g'-t egyszer sorvektornak, egyszer oszlopvektornak fogva fel, képezziik
Oonmagaval vald (skalaris) szorzatat, (ami tulajdonképpen a §' teherbdl az i-edik
csukloban ébredd nyomaték), és g'-t M,,/G'? aranyban redukaljuk.

Azeddigelmondottakat 6sszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy a teherbirasi
hiper-parallelepipedon jellemzésére két kiillonbozd vektorkészletet hasznalhatunk.
Egyrészt leirhatjuk a teherbirasi parallelepipedont az 4 ~! matrix G, oszlopvektorai
alapjan képezheto

ki=M g (=12 ...n

modositott karakterisztikus tehervektorokkal, masrészt az 4 matrix sorvektorai
alapjan képezhet6
K 1 g (i=12 n)
= q 1=1,4 ...
My

modositott lapnormalis vektorokkal. A k; rendszert mint egy bazist (ferdeszogii
koordinata-rendszert) hasznalhatjuk. Egy p vektorral adott teher viselésére akkor
alkalmas e szerkezet, ha a k; rendszerben értelmezett koordinatai kdziil abszolut
ertékre nézve egy sem nagyobb 1-nél.

3.2. Alakvadltozdsi korldtozdsok

Vizsgaljuk a tovabbiakban szerkezetiink rugalmas alakvaltozasait. A rugalmas
csukldk elfordulasai és a nyomatékok k6zott aranyossag all fenn, tehat az elézéekben
szerepeltetett M, 4, M5y, ... M, értékek egyarant kifejezhetnek nyomatékokra vagy
szogelfordulasokra vonatkozé korlatozast. Mindenesetre a szogforgasok és a
nyomatékok k&zotti aranyossagi tényezd az egyes rugalmas csuklokban mas és mas
lehet. Igy a tényleges alakvaltozasok targyalasakor legcélszeriibb, ha az egyes
rugalmas csuklokra vonatkozoan az My, My, ... M,, nyomatéki hatarértékek
mellett a nekik megfeleld ¢, y, @5y, . . . @,y szOgforgasi hatarértékeket is megadjuk.

Térjiink ra az egyes rugalmas csuklok tartdtengelyre merdleges elmozdulasai-
nak vizsgalatara. Jel6ljiik a szabad tartovég, ill. a rugalmas csuklépontok elmozdula-
sait rendre f)-gyel, f,-vel, ... f,-nel. Ezek az elmozdulasok, az elmozdulasok n
dimenzios terében egy f* = f,, f,, ... f, vektorral abrazolhatok. Ha az egyes rugalmas
csuklopontok tartotengelyre merdleges elmozdulasait illetéen egymastdl fiiggetien
korlatok vannak adva, azaz fi.4y<f,<fi 0 foaun=S2S fogns - o Joan LS farns
akkor ezek egyiittesen az elmozdulasok terében egy derékszogii ,,hipertéglatest™-et
hataroznak meg. A rugalmas csuklok ¢y, ¢@,, . . . @, szdgelfordulasainak terére agy
térhetiink at, ha eléallitjuk az i-edik rugalmas csuklopont egységnyi elmozdulasahoz,
azaz a fi=1 ha k=i

fi=0 ha k#i (k=1,2,...n)
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tartoalakhoz tartozo tengelyfordulasokat, mint karakterisztikus tengelyelfordulas-
vektorokat. Ezek — mint a 3.3. abra alapjan is lathato — a kovetkezok:

§=1,0,0,0,...0,0,0

§#=-2,1,0,0,...0,0,0
B=1-210...0,0,0
$%=0,1,-2,1,...0,0,0
§=0,0,0,0,...1, 2,1

Az §; karakterisztikus tengelyelfordulas-vektorok és a korabban targyalt g, karakte-
risztikus tehervektorok felépitésében nagy a hasonlosag. gy konnyen belathato, hogy
az elmozdulasokra vonatkozo, az elmozdulasok terében hipertéglatesttel abrazolhato

3.3. dbra

korlatozasoknak a tengelyelfordulasok terében egy olyan hiper-parallelepipedon felel
meg, melynek élei rendre az 5y, 55, . . . §, karakterisztikus tengelyelfordulas vektorok-
kal parhuzamosak, élhosszuk pedig f}.u+/fi 11> fran +f2rus - - - Joan +fupu- A tengely
elfordulasok terér6l a nyomatékok terére igen egyszeriien attérhetiink, az egyes
koordinata iranyokban kell rendre az ry =M 4/@ 14, T2 =M,u4/02hs - - - Th=M,u4/Ouu
aranyoknak megfeleld léptékvaltast (zsugoritast vagy nyujtast) végrehajtani. Igy, ha
egy szerkezetre vonatkozoan mind nyomatéki-szogelfordulasi, mind pedig elmozdula-
si korlatozasok adva vannak, akkor a nyomatékok terében az elébbiek egy
hipertéglatesttel, az utobbiak egy hiper-parallelepipedonnal abrazolhatok, s mindkét
feltételrendszernek eleget tevd nyomatékvektorok a kettd kozos részébe esnek.

E ko6z0s rész ismét egy ,.hiper test”, egy maximum 4n ,lapu” hiperpoliéder. Ha a
nyomatékok terében mar a kovetelményrendszereknek eleget tevé vektorok ,hiper
testje” adva van, attérhetiink a terhek terére és megszerkeszthetjilkk a szerkezetre a
kovetelményrendszerek figyelembevételével megengedhetd tehervektorokat magaban
foglalo teherbirasi hipertestet. A nyomatéki tér koordinata egységvektorainak a terhek
terében a karakterisztikus tehervektorok felelnek meg, s ezzel az attérés (linearis
leképzés) egyértelmilen rogzitett.
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3.3. Statikailag hatdrozatlan szerkezetek

Az elmozdulasi korlatozasok kozott kilonos figyelmet érdemel az az eset,
amikor bizonyos elmozdulasokra vonatkozoan zérus értéket irunk elé. Ily modon
ugyanis a megtamasztasok okozta kényszert fejezhetjiik ki, s a statikailag hatarozatlan
szerkezeteket a statikailag hatarozott szerkezetekre vonatkozo alakvaltozasi korla-
tozd feltételek specialis rendszerével jellemezhetjiik. E gondolatmenet alapjan a
statikailag hatdrozatlan szerkezetek mar az el6z6 pontban mondottakban benne
foglaltattak, mint az alakvaltozasi korlatozasok specialis esetei. Gyakorlati fontossa-
guk és kiilonleges sajatossagaik miatt azonban érdemes veliik kdzelebbrol foglalkozni.

Vizsgaljunk tehat egy olyan szerkezetet, amelyen az n rugalmas csukldoban a mar
eddig is targyalt nyomatéki (szégelfordulasi) feltételek

—Mg=M;SMy, vagy —ouSe:Seoiw (=1,2,...n)

mellett m csuklopontban (a j1,j2, ... jm indexi csuklopontokban) tamaszt alkalma-
zunk, azaz a tart6 tengelyre merdleges elmozdulasok értékére zérust irunk el6.

fj1=0a fj2=0, N f:im=0'

E szerkezet m-szeresen hatarozatlan statikailag.

Ezen alakvaltozasi korlatozo feltevéseket a szogelfordulasok terében egy (n—m)
dimenziés linearis altér irja le. Ezen alteret 0gy kaphatjuk meg, hogy az §,,5,, ... S,
karakterisztikus szdgelfordulas-vektorok koziil az eldirt tamaszoknak megfeleléen a
j1,j2, ... jm indexiit elhagyjuk, s a maradék (n—m) karakterisztikus szogelfordulas-
vektor fesziti ki a szoban forgd linearis alteret. Ezen linearis alteret a megengedett
alakvaltozasok alterének nevezziik.

A szerkezeten az alakvaltozasi és a nyomatéki (szogelfordulasi) korlatozo
feltételek egyszerre érvényesek. A nyomatéki (szogelfordulasi) feltételeket a szogelfor-
dulasok terében — mint lattuk — egy hiper-téglatest irja ki. A statikailag hatarozatlan
szerkezetiinkon azon szogelfordulas rendszerek engedhetOk meg, amelyek vektora a
hiper-téglatest altal a megengedett alalvaltozasok linearis alterébdl kimetszett (n—m)
dimenzids test belsejébe (vagy hatarara) esik.

A megengedhetd szogelfordulas rendszereket abrazold (n—m) dimenzios test
alakjaval célszerii kozelebbrél megismerkedni. E célbol — az egyszerlibb irasmod
érdekében — atindexeléssel rendezziik at a karakterisztikus szogelfordulas-vektorokat
ugy, hogy az Ui indexek sorrendjében az elsé (n—m) vektor feszitse ki a megengedett
alakvaltozasok linearis alterét, azaz legyen ezen altér egy tetszOleges vektora a

t=fi5i+ fo5;,+ . .. + fin-mySn—my

alakban el6allithato, ahol is f,, f3, . . . fi, - m tetszéleges paraméterek. Lathato, hogy a
megengedett alakvaltozasok alterének helyzete a szogforgasok n dimenzids terében
teljesen fiiggetlen a szerkezet szilardsagtani jellemzitdl, a hatarszdgforgasoktol,
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kizardlag a szerkezet legaltalinosabb geometriai és megtamasztasi viszonyaitol fiigg,
amelyek az 5,5, . . . 5,., vektorokban jutnak kifejezésre.
Ervényesitsiik a szogelfordulasi hatarértékekre vonatkozo feltételeket:

— oS fisi, 12520t - Su-mS-m 1 S P1n

— @S 15124252 2% - Su-mStn-m), 2S P2n

_q)nHéflsl.n+f232.n+ A 'f(n—m)s(n-m),né(pnﬂ

A megengedett alakvaltozasok (n—m) dimenzids alterébdl ezen egyenlStlenségek egy,
az egyes egyenlStlenségeknek megfeleld (n—m—1) dimenzioés hipersik oldallap-
parokkal hatarolt testet metszenek ki. Lathatjuk, hogy e testnek legfeljebb n ilyen
oldallap-parja, azaz 2n oldala van, az n egyenlétlenségparnak megfeleléen. Nincs
azonban okvetienill meg mind az n oldallap-par. Vizsgaljuk ugyanis példaul az els6 n

—m egyenldtienség part. Ezek — a karakterisztikus szogelfordulas-vektorok
linearisan fiiggetlenek 1évén — meghatarozzak az f paraméterek egy tartomanyat
_le§f1§f1H7

~fouS JoE o

_ﬁn'* m)né (n*m)éf(n—m)H'

A fennmarado m szdgelfordulas mindegyikére vonatkozdan kiszamithatoé azon
legnagyobb ¢ (és legkisebb —¢’) szbgelfordulas, amely az f paraméterek adott
tartomanyon beliili értékeivel eléallithaté. Ha valamely rugalmas csuklo szogelfor-
dulasara eldirt korlatozas

Q;= Pjn

— a szabad lehajlasaban is korlatozott statikailag hatarozatlan szerkezeten — nem
jelent ténylegesen Gjabb megkotottséget (a szerkezet hatarozatlan jeilegébdl s a tobbi
csuklo hatarozott szogforgasabol adodoan e feltétel mindig teljesiil).

Az ilyen csukloknak megfelelé hataroldlapok hianyoznak. fgy a megengedett
alakvaltozasok alterébdl a szogforgasi korlatozasok altal kimetszett testnek legfeljebb
n lapparja van, de ezek nem minden esetben vesznek részt mind a megengedett
szogforgdsok testjének lehatarolasaban, egyes lapparok hianyozhatnak. Biztosan van
viszont (n—m) lappar, ennyi egyenl6tlenség ugyanis okvetleniil kell a t,,¢,, ...t
paraméterek tartomanyanak lehatarolasahoz.

Vizsgaljuk meg, hogy a megengedett szbgelfordulasok testjének egy — mondjuk
az elsd korlatozo egyenlotlenség parnak megfelelé — oldallap-parjat milyen modon
irhatjuk fel karakterisztikus szogelfordulas-vektorokkal. Tekintsiik elGszor is az

n—m

Jk =5 _(Sk. 1/Si, 1)§i

vektorokat, ahol is k=1,2, ... (i—1),(i+1), ... (n—m), az S, pedig egy tetszdleges
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olyan vektor, amelynél S; , #0. Az ily modon elballitott d, vektorok mindegyiknél
D, ,=0.

Jeloljiik é,-el az éppen vizsgalt rugalmas csuklo szégelfordulasainak megfelelé
koordinata-egységvektort. Képezziik a

t=ugly +uydy +uydy+ . Au di i+
+o Uy iy
vektort. E vektor nyilvan mindaddig eleget tesz a széban forgd rugalmas csuklo
szogelfordulasi korlatozo feltételeinek, amig

— Q0 uSUS Q.
A megengedett szogforgasok testjének egy hatarlapjat tehat a
t=@gl+udi+ . Audi o tudi 4+
+uy_pd

n—m)

alakban eldallithatd vektorok végpontjai irjak le, mialatt az uy, ..., 4;_ 4, .. Uy
paraméterek (Gsszesen n—m— 1 paraméter) lefutjak teljes értékkészietiiket. Az (n—m
—1) dimenzids oldallap térbeli ,iranyat” a t vektor képletében a zarojelbe foglalt
tagok, illetdleg az ezekben szerepld d,(k=1,...i—1,i+1,...,n—m) vektorok
szabjak meg. Az oldallap mindig parhuzamos a d, vektorok altal kifeszitett (n —m—1)
dimenzids altérrel, fiiggetleniil a ¢, 4 szégelfordulasi hatarértékektdl. Ha meggondol-
juk, hogy a d, vektorokat a karakterisztikus szogelfordulas-vektorokbdl pusztan ezen
vektorok tulajdonsagait felhasznalva konstrudltuk, s a karakterisztikus szogelfor-
dulas-vektorok készlete csak a tartod altalanos geometriai €és megtamasztasi adataitol
fiigg, megallapithatjuk, hogy a megengedett szogelfordulasok testjeinek hatarlapjai
iranyuk tekintetében fiiggetlenek minden szilardsagtani adattol (@ g-ktol, M 4-ktdl). Az
egyes rugalmas csuklok ¢,;4-szogelforduldsi hatarértékei a megengedett szogforgasok
testjiének meéreteit, oldallapjainak az origotdl vett tavolsagat, valamint a test
lehatarolasaban ténylegesen résztvevoé oldallapok szdmat (és azt, hogy ha nem
valamennyi lehetséges irdnyu oldallap szerepel tényleges hataroldlapként, melyek a
tényleges oldallapok a lehetségesek koziil) szabjak meg.

A megengedett szogelfordulasok testjének ismeretében a mar bemutatott médon
térhetiink ra a teherbirasi poliéder meghatarozasara. Eloszor is a szogelfordulasok
teréro6l a nyomatékok terére kell attérni az r\ =M 4/0 4, r2=Mopy/Osy, ... Th=
=M, /¢, faktoroknak megfelelé6 koordinataléptékvaltasokkal, majd a nyomatéki
koordinata egységvektoroknak a hozzajuk tartozo karakterisztikus tehervektorokat
feleltetve meg, transzformaljuk a megengedett nyomatékok testjét a terhek terébe s igy
eldallitjuk a teherbirasi poliédert.

Statikailag m-szeresen hatarozatlan, n rugalmas csuklobol Gsszetevodo szerke-
zetlink teherbirasi poliédere a terhek n dimenzios terének egy n—m dim. linedris
alterében helyezkedik el. (E linearis altér a megengedett alakvaltozasok alterének
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transzformaltja.) Igy tulajdonképpen az n dimenzids tehertérben nem ,igazi” test.
Hagyjuk el a tehertérbdl azon koordinata-iranyokat, amelyek az elmozdulasukban
megakadalyozott, azaz megtamasztott tartotengelypontoknak felelnek meg. fgy
tulajdonképpen a tamaszerdket hagyjuk figyelmen kiviil, és csak az aktiv terhek alterét
tekintjiik, amely egy (n—m) dimenzids linearis koordinata-altér. Vetitsiik le (a
tamaszeroknek megfelelé koordinatakat 0-ra véve) ezen altérre a teherbirasi poliédert.
Az aktiv terhek n—m dimenzios alterében az (n—m— 1) dimenzios lapokkal hatarolt
vetiileti teherbirasi poliéder mar valddi test. Tulajdonképpen e vetiileti teherbirasi
poliédert kell azigazi teherbirasi tartomanynak tekinteni, mert ez mondja meg, hogy az
aktiv terhek mely kombinacidit tudja szerkezetiink elviselni. Az eredeti teherbirasi
poliéder ettdl csak annyiban kiilonbozik, hogy az aktiv terhek megengedhetd
kombinacidihoz a megfelelé tamaszerd értékeket is hozzarendel.

Az aktiv terhekre vonatkoztatott teherbirasi tartomany megszerkesztésénél
vazolt eljaras ravilagit arra, hogy a szerkezet jellemzSi a teherbirast miként
befolyasoljak. A karakterisztikus szogelfordulas vektorok és a karakterisztikus
tehervektorok a szerkezet legiltalanosabb és legallandobb jellemz6i, csak a szerkezet
tengelyvonaldnak egyenes voltdval és a rugalmas csuklok egyenletes kiosztasaval
vannak Osszefliggésben. A megtamasztasok azt befolyasoljak, hogy a karakterisztikus
szogelfordulas-vektorok kozil melyek feszitik ki a megengedett alakvaltozasok alterét.
A ¢,y hatarszogforgasok a teherbirasi tartomany hatarolo lapparjainak szamat és a
lapparok relativ helyzetét szabjak meg. Végiil az M, hatarnyomatékok a karakterisz-
tikus tehervektorok, mint bazis altal megszabott ferdeszogli koordinata-rendszer egyes
koordinatatengelyeinek léptékét adjak meg, ezzel kialakitva a teherbirasi tartomany
tényleges méreteit. Mindez — szerzd véleménye szerint — modot ad a szerkezet, a
szilardsagi jellemzdk, a teher és a teherbiras Osszefiiggésének szemléletes attekintésére,
az ellendrzési és a konstrukcidos munka segitésére. Ennek altalanossagban vald
kifejtésével egy kovetkezd dolgozatban kivan a szerz6 foglalkozni, most — befejezésiil
— egy szemléltetd példa kapcesan tekintsiik at az eddig eimondottakat. Ez egyben
modot ad az alkalmazasi lehetoségek érzékeitetésére is.

3.4. Szemlélteté példa

Tekintsiik a 3.4. abran bemutatott, harom rugalmas csuklot tartalmazo6 modell-
szerkezetet. A karakterisztikus tehervektorok a kovetkezdk:

qai=[-1] G.=[ O]és a@=| 0
2 -1 0
-1 2 —1
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E vektorok az A egyensulyi matrix inverzének oszlopvektorai

A tmibead L0000
2 -1 0
-1 2 -1
Ps P2 Py
SRR L e
3 2 1

E matrix adja meg, hogy a rugalmas csuklokban ébred6 adott m*=[M, M,, M;]
nyomatékrendszerhez milyen p teherrendszer tartozik

p=A "',
vagyis
pP=M G, +M;,4,+M;q;.

Ha a rugalmas csuklok nyomatékbirasara adva vannak az

IM,|SM,y, M| EMyy € | M| SMyy

hatarok, akkor ezek a nyomatékok haromdimenzios terében egy derékszogi
téglatestet hataroznak meg, amit a p=A4 ~'m transzformacio a terhek — ugyancsak
haromdimenzios — terébe visz at, és ott ferdeszogl parallelepipedonként jelentkezik.
A 3.5. abra a terhek terében abrazolja a q,, q,, G karakterisztikus tehervektorokat a
3.6. abra pedig — folytonos vonallal — az M, ;=M ,,;=M;5=1 esetnek megfeleld
teherbirasi parallelepipedont tiinteti fel. A szaggatott vonallal jelzett teherbirasi
parallelepipedon akkor all el6, ha az M4t 1-r6l 2-re noveljiik.
Szerkezetiink alakvaltozasainak vizsgalatanal az

5=[-11 s=[ 2] &=[-1
el 2
0 0 U

karakterisztikus elmozdulasvektorokbol indulunk ki. Ezeket a ¢, ¢,, @5 szogforga-
sok terében a 3.7. abra abrazolja. Jellegzetes, hogy az §,, §,, §; oszlopvektorokbol
alkothaté matrix az 4 egyensiilyi matrix inverzének transzponaltja:

/T _1*=[§1, 5_2,53] .
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Térjink most at az eredeti statikailag hatarozott modellszerkezetrdl egy statikailag
hatarozatlanra oly modon, hogy a P, eré tamadaspontjanak fiiggéleges elmozdulasat
egy megtamasztas beiktatasaval megakadalyozzuk. (3.8. abra) Ez azt jelenti, hogy a
karakterisztikus elmozdulasvektorok koziil az §, csak zérus egyiitthatoval szerepelhet,
azaz az §, vektort a megengedhetd alakvaltozasvektorok koziil el kell hagynunk. Igy

3.6. dbra

azok a szogelfordulasok johetnek létre, amelyek a ,maradék” karakterisztikus

elmozdulasvektorok linearis kombinacidjaként eldallithatok:

t=1,5,+f35;
E képletben az f, és f; paraméterek éppen az elmozdulasban nem gatolt pontoknak (a
P, ill. a P, er6k tamadaspontjainak) fiigg6leges elmozdulasai. A rugalmas csuklokban

¢bredé nyomatékok korlatozott volta egyben maga utan vonja a ¢, @,, @ relativ
elofordulasok korlatozottsagat is:

01|12 01n, @2l S @2m, o3| S @3h.

E korlatozo feltételek a szogelfordulasok terében egy téglatestet hataroznak meg. A 3.9.
abran szaggatott vonallal a ¢, ;= ¢@,5 =035 =1 esetnek megfeleld kockat, folytonos

AP;
=13
12
412 | -3
S3 | s | PO =2
“1
ALY II./ Tsll fitas
2 P G R i
=9 . P3 PZ
/] y L
%<2 . Gk R T 2
3V¥’s, 3 2 1 “P
P, i3 1,0 1,0 1.0 !
3.7. abra 3.8. abra
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vonallal pediga ¢,y =@, =1, ¢35=0,75 értékek mellett adod o téglatestet tiintettiink
fel. Ugyanezen abran abrazoltuk azt az origon atmend sikot is, amelyet az §, és §;
karakterisztikus elmozdulasvektorok hataroznak meg. E sik — statikailag hatarozat-
lan szerkezetiink esetén — a megengedett alakvaltozasok altere. Helyzetét a
szogelfordulasok terében kizarolag a szerkezet halozati rajza, a rugalmas csuklok
elhelyezkedése szabja meg. A szilardsagi jellemzok, nevezetesen a ¢y, @on, @3y

P2

€7 24
'\ |

=4 i
! | Yy P
| 8 i
! F &
| s

v
o 0
3.9. dbra 3.10. dabra

hatarszogelfordulasok a megengedett alakvaltozasok sikjanak helyzetét nem befolya-
soljak. Az abra azonban azt is szemlélteti, hogy kiilonb6z6 hatarszogelfordulasok
esetén a korlatozo feltételek téglatestje mas és mas sikidomot metsz ki a megengedett
alakvaltozasok sikjabol. (Az abran a megengedett alakvaltozasok sikjat tulajdonkép-
pen e sikidomok révén abrazoltuk.) A ¢,y = @, = @35 =1 esetben egy romboidot, mig
ha ¢,4-t 0,75-re csokkentjiik, egy hatszoget kapunk, amelynek szemben fekvo oldalai
paronként parhuzamosak. Térjiink at ezek utan a terhek terére és allapitsuk meg, hogy
szerkezetiink mely terhek viselésére képes. Ehhez a szerkezet valamennyi szilardsagta-
ni adatara sziikség van. Tekintsiik azt az esetet, amikor egyrészt ¢,z =@,5=1¢s ;3=
=0,75 (a 3.6. abran folytonos vonallal abrazolva), masrészt M, =M,y=1¢és M3, =2
(a 3.6. abran szaggatott vonallal feltiintetve). Mivel a hatarnyomatékok és a
hatarszogforgasok a szerkezet egy €s ugyanazon allapotat jellemzik (két kiilonb6zd
szempontbol), a 3.9. abra folytonos vonallal jelzett téglatestje megfelel a 3.6. abra
szaggatott vonallal abrazolt ferdeszogli parallelepipedonjanak. Ha ez utobbiba a 3.9.
abra aranyainak megfeleléen berajzoljuk a megengedett alakvaltozasok sikjabol
kimetszett hatszoget, megkapjuk a teherbirasi poliédert, azaz most sikidomot (3.10.
abra). Ezt masképpen ugy is mondhatjuk, hogy a ¢, ¢, @5 szogelfordulasok terébdl a
¢, egységvektort (M,y/@.p)d;=4q, vektornak, a ¢, egységvektort az
(M,u/@21)d2=q, vektornak, s végil a ¢ egységvektort az (Myu/@34)43 =26 45
vektornak feleltetve meg, linearis transzformacioval tériink at a P, P,, P; terhek
terére.

A 3.10. abran vazolt sikidom mint teherbirasi tartomany kifejezi azt, hogy
minden P, és P, értékparhoz csak egy szigortian meghatarozott P, teher tartozhat,
ami természetes is, hiszen P, er0 nem aktiv teher, hanem tamaszer6. Ha a
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tamaszerdkkel nem kivanunk kozelebbrol foglalkozni, és figyelmiinket arra kivanjuk
Osszpontositani, hogy a tényleges (aktiv) terhek tekintetében mi szerkezetiink
teherbirasa, akkor legcélszeriibb a tényleges teherbirasi tartomanyt az aktiv terhek
alterére, esetiinkben a P, P, sikra vetiteni. A 3.11. abran feltiintettiik az aktiv terhekre
vonatkoztatott hatszogii teherbirasi tartomanyt szaggatott vonallal. Ugyanezen abran
— Osszehasonlitasként — feltlintettiik a teherbirasi tartomanyt arra az esetre is, ha az 1

=4 V3 -2\ 0 -1 2 \l, P,
\ L]
N |

i |
-2 \\\\ |
=3 \\\\J
3.11. abra

i

jelt rugalmas csuklo helyett tényleges (korlatlan szogelfordulast megengedd, nyo-
mateék felvételére nem képes) csuklod van (ez tulajdonképpen egy két rugalmas csuklot
tartalmazo6 konzolnak felel meg).

Az elmondottakat attekintve, bizonyos kovetkeztetések adodnak arra vonat-
kozbéan, hogy az egyes szilardsagtani jellemzOok (modellszerkezetiink esetén a
@11, Pan» @3y hatarszogelfordulasok és az My, M,y, M5, hatarnyomatékok)
miként befolyasoljak a szerkezet teherbirasat. Statikailag hatarozott szerkezetnél a
teherbirasra az My, M,,, M5, hatarnyomatékok vannak elsésorban hatassal. A
teherbirasi tartomany oldallapjainak ,iranya” adott, valamely hatarnyomaték
valtoztatasa a neki megfelel6 oldallapot 6nmagaval parhuzamosan eltolja (lasd 3.6.
abra). Gondolatmenetiink keretében ezaltal jut kifejezésre az a kézismert tény, hogy a
statikailag hatarozott szerkezet keresztmetszeti méretei egyszeriien tervezhetok:
mindossze képezni kell az eldirt terhek tartomanyanak az egyes oldallapok
normalisara vett vetiiletét, és a hatarnyomatékokat ezen vetiiletekkel egyenlonek véve
tervezhetjiik meg a hatarnyomatékokat, illetoleg a keresztmetszeteket.

Statikailag hatarozatlan szerkezet esetében tdrvényszerien mind a
@1u> P2 P3p hatarszogelfordulasok, mind az M, M,,, M5, hatarnyomatékok
befolyasoljak a teherbirast. A teherbirasi tartomany megszerkesztésérol mondottakat
attekintve belathatjuk, hogy valamely rugalmas csuklo szogelfordulasi hatarértékeét és
hatarnyomatékat egyidejlleg valtoztatjuk, Ggy, hogy aranyuk (az r;= M,/ ¢y értek)
alland6 maradjon, akkor a teherbirasi tartomany megfelel6 hatarol6 oldala ugyanugy
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onmagaval parhuzamos eltolodast szenved, a tobbi oldal pedig ugyanugy valtozatlan
helyzetli marad, mint a statikailag hatarozott esetben. Tehat a statikailag hatarozatlan
szerkezeteknél is van lehetoség egy hasonloképpen egyszer tervezési eljarasra, mint a
hatarozott esetben, feltéve, hogy a keresztmetszetek szogelfordulasi és nyomatékbirasi
hatarértékeit egyszerre és aranyosan kivanjuk valtoztatni.

Mas a helyzet akkor, ha a hatarnyomatékot és a hatarszogelfordulast nem
aranyosan valtoztatjuk. Tekintsiikk azt az esetet, amikor a hatarszogelfordulast
allandonak vessziik, s csak a hatarnyomatékot modositjuk. (Erre és az el6z6
bekezdésben érintett aranyos valtoztatasra minden mas eset is visszavezethetd.) A
bemutatott gondolatmenet alapjan a teherbirasi tartomany modosulasa ez esetben is
szemléletesen kovethetd. A 3.12. abran azt vizsgaltuk, hogy miként valtozik a

o i
. -y
4 321
F\\\\ = TR Mig=10
I by T PHELL (Myy=05
i T, T M0
i

3.12. abra

teherbirasi tartomany, ha az 1. rugalmas csukl6 hatarnyomatékat felére csokkentjiik.
Valamely hatarnyomaték valtoztatasa tulajdonképpen azt jelenti, hogy az illetd
rugalmas csuklohoz tartozo karakterisztikus tehervektor mas szorzoval szerepel. Az
eredeti (szaggatott) és a modositott (folytonos vonallal jelolt) teherbirasi tartomany
sarokpontjait 6sszekotd vektorok a 3.12. abran tehat mindig parhuzamosak és
megfelelnek a ¢, karakterisztikus tehervektor P,P; sikra vetett vetiiletének. A
sarokpontokat 0sszekot6 vektorok nagysaga attol fiigg, hogy az illeté sarokpontnak
megfeleld teher a szoban forgd 1. rugalmas csukloban mekkora szogelfordulast ébreszt.
Mivel azon oldal mentén, amely a 1. rugalmas csukloban ébredo korlatozo feltételnek
felel meg mindentitt, éppen ¢, = @, 4, €z az oldal 6nmagaval parhuzamosan tolodik el,
mikozben M,y =-10l az M, ;=0,5 esetre tériink at. A teherbirasi tartomany tobbi
oldala mind az origotol mért tavolsagat, mind iranyat valtoztatja, jellegzetes viszont,
hogy a megfelelé ,régi” és ,,05” oldalak metszése egy, az origon atmend és az 1.
rugalmas csuklonak megfeleld hatarold oldallal parhuzamos egyenesre esik. Az
dsszehasonlitas kedvéért pontozott vonallal feltiintettiik a 3.12. abran azt az esetet is,
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amikor az M, ; csOkkenésével ¢, is aranyosan csOkken. Ekkor csak az 1. rugalmas

csuklonak megfeleld hatarold oldal tolodik kozelebb az origdhoz, némileg erésebben
mintha ¢, valtozatlan maradna.

A teherbirasi tartomany alakjanak a kildnbo6z6 szilardsagi paraméterektdl valo
fiiggése tehat attekinthetd, kovethetd €s mindez segitheti a gyakorlati konstrukcios
munkat.

Problems with the multy-parametric load system. — The structures of a building are subjected to
different types of loading acting in different combinations. The structural engineer has to determine the
possible load combinations which are likely to occur during the lifetime of the structure, and to judge
whether the loadbearing capacity of the structure is sufficient in view of all these load-combinations or not.
The first chapter of the paper describes the possible combinations of dead, wind, live, snow and thermal loads
as a domain of the multy-parametric load-space. The next chapter investigates the domain of load-bearing
capacity of reinforced concrete beams and columns on the level of internal forces. In the last chapter the
domain of the load bearing capacity is studied on the level of the whole structure, i.e. in the space of the multi-
parametric load system.

Die Aufgaben mit dem mehrparametrigen Lastsystems. — Die Tragwerke sind durch viele Lasttypen,
welche in verschiedenen Lastkombinationen wirken, beansprucht. Der Statiker muss die Lastkombinatio-
nen, welche wihrend der geplanten Lebensdauer der Konstruktion voraussichtlich vorkommen, kennen,
und fihig sein zu beurteilen, ob die Tragfahigkeit der Konstruktion anbetracht dieser Lastkombinationen
hinreichend ist, oder nicht. Erstens werden die zu beriicksichtigenden Kombinationen von stindigen, Nutz-,
Schnee-, Wind- und Temperaturbelastungen als ein Bereich im Raume des mehrparametrigen Lastsystems
beschrieben. Im weiteren werden die Tragfahigkeitsbereiche von Stahlbeton Strukturelementen (Balken,
Siulen) aufgestellt, und die Tragfahigkeit eines Tragwerkes im Ganzen, d.h. in dem mehrdimensionalen
Raume des mehrparametrigen Lastsystems untersucht.

3anaum ¢ mMHoTOMapaMeTpWueckHMH Harpylkamn. — Ha coopyxenus 3panuit Bo3aeicTsyroT
Harpy3ky pa3jIH4HOrO THIMA B PA3JHYHBIX COYETAHHAX.

IIpH KOHCTPYHMPOBaHHH NOJKHO ObITh H3BECTHBIM, KakHe KOMOWHALIMM HAarpy3ok AEACTBYIOT
BEPOATHO B TE4eHMH CNykKObl 3NaHMSA, a4 TakHe ABJIAETCA JM [OCTATOYHON Hecyas COCOGHOCTH
KOHCTPYKLHHIA BBHOY 3THX BO3MOXHbIX KOMOHHaNM#.

B nepBoii 4acTH CTaTbM ONMCHIBAETCS COBOKYMHOCTh BO3MOXHBIX KOMOMHauMii Harpysok
(cobcTBeHHBI Bec, CHeET, BETEp, BO3ACHCTBUE TeMNlepaTyphbl) B JETEPMHHOBAHHOM BHIE B IPOCTPAHCTBE
MHOrOfapamMeTpH4eckuX Harpy3ok. Bo BTopod 4acTH wM3naraercs Hecyllas CrnocOOHOCTH CeYeHHik
KeMe300e TOHHBIX CTOJIG0B M 6a10K B Ctysae MHOTONIapaMETPHIECKHX ychiki. B TpeTheit yacTv nayuaercs
Hecymas cnoco6HOCTL COOpPYXEHHs B 1I€/IOM, T.€. B NPOCTPAHCTBE MHOTONAPaMETPHYECKHX HATIPY3OK.
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LEMEZHORPADASRA VONATKOZO KIiSERLETI
VIZSGALATOK

HALASZ OTTO,! Az MTA LEVELEZ® TAGIA, SZATMARI ISTVAN,? A M{USZ. TUD. KANDIDATUSA,
IVANYI MIKLOS,3A MUsz. TUD. KANDIDATUSA

Acél- és fémszerkezetek stabilitasvizsgalata teriiletén a gyakorlati igényekhez alkalmazkodo6
wcél-modellek” keriiltek alkalmazasra, mivel az egyensily-elagazas teherparaméterének erdsen
korlatozott az informaciotartalma. Emiatt megnovekszik a kisérleti kutatasok szerepe.

A vékony, merevitetlen gerinci tartok teherbirasanak meghatarozasara 1974—1980 koz6tt
kiterjedt vizsgalatok folytak a BME Acélszerkezetek tanszékén. A kisérleti vizsgalatok és az elméleti
kutatas eredményeit foglalja Ossze a cikk, példaval szemléltetve a kidolgozott méretezési eljaras
alkalmazasat.

A bemutatott kisérleti és elméleti vizsgalatok lehetdvé teszik, hogy a keretek képlékeny
elmozdulas-képességének problémajat a stabilitasi és szilardsagi jelenségek koélcsdnhatasan
keresztiil vizsgaljuk, elemezzitk a horpadd alkotolemezeket tartalmazd keresztmetszeti elemek
hatasat a teljes szerkezet viselkedésére.

1. Acél- és fémszerkezetek stabilitasvizsgalati
moédszereinek fejlédése*

L.1. Acél- és femszerkezetek stabilitasvizsgalati modszereiben 0j szemlélet van
kialakuloban (MASSONNET 1977; HaLAsz 1977). A klasszikus stabilitasvizsgalat az
egyensuly-elagazas jelenségére és az ezzel kapcsolatos ,kritikus” teherparaméter, ill.
fesziiltség (F,,, 0,,) meghatarozasara alapozta szamitasi modszereit. E mennyiségek
egyszerilbb esetekben zart formaban, pontos vagy kozelité képletekkel, masokban
kellden kidolgozott algoritmusok segitségével szamithatok.

1.2. A kritikus teherparaméter informaciotartalma erdsen korlatozott. Lényegé-
ben csak arra utal, hogy a valosagos szerkezet és a szamitas alapjaul valasztott modell
kozotti elkeriilhetetlen eltérések (pl. geometrial pontatlansagok) — melyeket , kezdeti
zavarok”-nak nevezhetiink — a kritikus teherparaméter alatt a szamitas eredményeit
csak korldtozott mértékben befolyasoljak; mig a kritikus teherparaméter kornyezetében
ilyen allitas mar nem tehet6 (BoLOTIN 1965).

Ezért a kritikus teherparamétert a méretezésben — egyéb szilardsagi vizsgala-
tokhoz képest — csak igen nagy biztonsagi tényezd alkalmazasaval lehetett

! Dr. Halasz Otté egyetemi tanar, BME Acélszerkezetek Tnsz 1015 Bp. Batthyany u. 28—30.
2 Dr. Szatmari Istvan egyetemi docens, BME Acélszerkezetek Tnsz 1118 Bp. Sasadi koz 1.

3 Dr. Ivanyi Miklds egyetemi docens, BME Acélszerkezetek Tnsz 1111 Bp. Kende u. 18.

* Dr. Halasz Ott6 munkaja
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felhasznalni: ez az esetek egy részében gazdasagtalan, mas részében még mindig nem
kelléen biztonsagos eredményre vezetett (HALASZ—PLATTHY 1974).

1.3. A kritikus teherparaméter ismerete egyszeriibb esetekben — elsésorban
rudaknal — lehetdséget adott a fentebb emlitett (f6leg geometriai jellegti) eltérések jobb
megbecslésére a (1 — F/F,,) ! alaki nagyito tényezo bevezetésével. Ennek alkalmazasi
kore is korlatozott (KORDA 1977); egyrészt a rugalmas tartomanyhoz kotodik,
masrészt ahhoz, a feladat linearitasabol adodo szemlélethez kapcsolddik, hogy a
kritikus teherparaméter elérésével a szerkezet korlatlanul nagy elmozduldsokat
végezhet.

1.4. Az elagazas jelenségének nemlinearis vizsgalata (KOITER 1945; THOMPSON—
HunT 1973), mely a jelenséget stabil, instabil és aszimmetrikus esetekre bontja (1.1.
abra), az idealis szamitasi modelltdl valo eltérések hatasanak jobb becslését teszi
lehetévé — sajnos csak a rugalmas tartomanyban.

E F
Frr Fre il
’ =g Y f:K
stabil instabil aszimmetrikus
w w w
1.1. abra

Lemezhorpadas esetében kiilonos bonyodalmat jelentenek az alabbiak.

Ez az elagazas — legtobb esetben — a joindulatu, stabil csoportba tartozik: ezért
emelkedd posztkritikus ut létezik. Ugyanilyen jellegliek a kezdeti zavarassal
(gorbeséggel) bird lemezek erd-elmozdulas diagramjai is. A ox=Fg/A atlag-
fesziiltsegnél bekovetkezd teherbiras-kimeriilés igy csak a képlékeny zonak megje-
lenésére és végiil is képlékeny instabilitasra vezethetd vissza. A o, és ox viszonya
emellett valtozo. Zo6mok lemeznél (a rudak esetéhez hasonldan) oy <o,,; karcsu
lemeznél ellenben oy > 0,,, s6t 6x> 0y, lehet (1.2. abra). igy az 1.3. pontban emlitett
nagyito tényezo érvénytelen, sOt a o, kritikus fesziiltség, mint viszonyitdsi alap is
nagyban veszit jelentéségébdl (SKALOUD 1978); a valddi teherbirds csak a posztkritikus
viselkedés elemzésével jellemezhetd.

1.5. A ,kezdeti” zavarokkal terhelt és véges elmozdulasokat végzo lemez
teherbirasanak szamitasa igy nemlinearis, rugalmas-képlékeny analizist kivan.

E problémakor kiinduld egyenletei — pl. Karman 1910-ben felallitott nem-
linearis horpadasi egyenletei (KARMAN 1910):

v
A4w = B[(Dyywxx+d> Woy— 2@ W )

xx"yy

AAP=E[wZ —w,w,]
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(ahol w a lehajlas, @ az Airy-féle fesziiltségfiiggvény), melyeket MARGUERRE 1937)
terheletlen allapotban is gorbe lemezre, mas szerzok (MAQUOI—MASSONNET 1971)
ortotrop lemezre is kiterjesztettek, és amelyek a képlékeny zonaban is értelmezhetok
(MERRISON 1974) — ismeretesek, €s természetesen megfelelé szamitastechnikai
eszkozokkel megoldhatok. Mégis a teherbiras kimeriilésének ,,pontos” nyomon
kovetésén alapuld méretezési eljarasok specialis esetektdl eltekintve nem mutatkoztak
célszertinek az alabbiak miatt.

by /v ba/v bj/v A=b/v
1.2. dbra

(i) Egyes alapvet6 paraméterek (gorbeség, marado fesziiltségek stb.) szorasa igen
nagy és statisztikai jellemzeésiik foleg becsléseken alapul: igy ezek pontatlansaga nincs
Osszhangban az eljaras matematikai igényességével. Emellett a kezdeti geometriai
zavarok nagysagan kiviil azok lehetséges alakjanak sokfélesége és ennek eltéré hatasa
okoz tovabbi bonyodalmat.

(ii) Az elemzett lemez (lemezcsik, lemezmezd) rendszerint valamely teljes
szerkezet egy épitéeleme (alkoto lemeze, Ove, gerinc-szakasza). Amennyiben tehat az
épitoelem viselkedése csak nagy matematikai apparatussal és rendszerint csak
numerikus uton irhato le, a teljes szerkezet elemzése nehézkessé valik. A lokalis
instabilitasi jelenség bonyolult taglalasa tehat nehezen illeszthetd be a teljes szerkezet
globalis vizsgalatanak kereteibe.

(iii) A lemezhorpadast és foleg a posztkritikus allapotot Iényegesen és meghata-
r0z6 modon befolyasolja a lemezt megtamaszto szerkezeti elemek tényleges viselkede-
se: a jelenség csak a lemez és annak ,,peremezése” egyiittes vizsgalata utjan elemezheto.
Kiilonosen kényessé valik a kérdés akkor, ha a peremezé elemek egyensulya is
elagazast mutathat — pl. fennall a gerinchorpadas és tartokifordulas, lemezhorpadas
és merevitdborda kihajlas, alkotolemez-horpadas és rudkihajlas egyiittes felléptének
lehetdsége. Ilyen esetben nemcsak a matematikai nehézségek fokozodnak, de a kritikus
teherparaméterek egybeesése vagy kozeledése a jelenség lényeget gyokeresen modosit-
hatja és kiilon-kiilon ,joindulata” esetek parosodasa ,,rosszindulatu” egyiitteseket hoz
létre. (AUGUSTI 1964, KOITER—PIGNATARO 1976, VAN DER NEUT 1968).

1.6. Fenti nehézségek miatt a ,pontos” modellek helyett altalaban az adott
gyakorlati igényekhez alkalmazkodo, korlatozott korben érvényes és korlatozott
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informaciot szolgaltato ,,cél-modellek” keriilnek alkalmazasra. Emiatt megnévekszik a
kisérleti kutatds szerepe, egyrészt a cél-modellek megalkotasahoz sziikséges fizikai
alapot (és sokszor inspiraciot) szolgaltatjak, masrészt az érvényességi kor lehatarolasat
teszik lehetové. Ez utobbi kiilonosen akkor termékeny, ha — a nemzetkozi
munkamegosztas révén — viszonylag nagyszamu kisérletre adodik lehetdség. Erdekes
megemliteni, hogy a 70-es években az acélhidépités egyik akut problémajanak, az
ortotrop palyalemez horpadéasanak vizsgalatara kidolgozott nyolc cél-modell
érvényességét 9 nagy kutatointézetben végzett 105 igen nagyléptéki (tehat rendkiviil
koltséges) kisérlettel ellendrizték, aminek soran a matematikai statisztika és
valosziniiségelmélet megfontolasai is alkalmazhatok voltak (DOWLING—CHATTERJIEE
1977).

1.7. Az alkalmazott cél-modellek lényegében két csoportra oszthatok. Az elsé
csoport igen vékony, ¢és ezért lényeges posztkritikus tartalékkal rendelkezd lemezek
vizsgalatara alkalmas; és k6z06s vonasuk, hogy a teherbiras szamitasanal csak a
membran-fesziiltségeket veszik alapul, feltételezve, hogy azok tovabbra is a meggorbiilt
lemez eredeti kozépsikjaban hatnak. A kiindul6 gondolat nyomott lemezek esetében
Karmantol (1932), nyirt lemezeknél Wagnertdl (1922) szarmazik.

6 . s
Bmax mox 4 66_01 rKcrman
: 4 |ber2 O ‘
rEROm | 1 B O e
( . < 2
M s i
\be/2 S g T Winter
| | ¥ / !
z ‘ ‘ L/ ,
| ;_\6mox<5F ! h ke / l |
| horpada -
?—ﬁ 0,25 1 Bmax
| mox” ¥ | gylirddés Bkr
1.3. abra

El6bbi igen termékeny Otlete a posztkritikus ,,dolgozo szélesség” fogalmanak
bevezetése volt (1.3. abra), mely oz eredeti, ill. WINTER (1947) altal kisérleti alapon
korrigalt (és ezzel a ,kezdeti zavarok” hatasat is tiikkr6zo)

R &<1—0,25 “"')

SE e
b
b O max b O max a

max

alaku egyszerti képletekkel lehetéséget ad arra, hogy a membranfesziiltségek
atrendez6dését, a lemezszélen bekovetkezo folyas és az ennek hatasara bekovetkezo
»gyurodeés” (posztkritikus teherbirasvesztés) jelenségét egyszertien leirjuk. E gondola-
ton alapul az igen vékony lemezekbol felépitett nyomott szerkezetek kisérleti
vizsgalatanak interpretacidja; a zart szelvényl nyomott rudak kihajlasanak és
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horpadasanak egyiittes vizsgalata (K LOPPEL 1969, MAQuoI 1976, SKALOUD 1967, 1969,
1970, 1977), a gerinchorpadas és kifordulas egyiittesének elemzése (REIS—ROORDA
1977).

A nyirt lemez posztkritikus vizsgalatanak Wagner-féle gondolata — mely szerint
a posztkritikus allapotban a nyirast ferde iranyu membranfesziiltségekbdl felépiild
»huzott mezd” veszi fel — BASLER (1961) javaslatai alapjan kiterjedt tartoszerkezeti
alkalmazast nyert és széles korii kisérleti el6készités utan a merevitett gerinclemezek
horpadasvizsgalatanak uj diszciplinajava fejlodott.

A rendkiviil kiterjedt vizsgalatok tekintetében DOWLING—CHATTERJIEE (1977)
Osszefoglalojara kell utalni, kiemelve egyes fontosabb publikaciokat (BERGMANN 1948;
SKALOUD 1962, 1965, 1970, 1975, 1977; MASSONNET 1977, ROCKEY—SKALOUD 1972). A
posztkritikus teherbirasvesztés szamitasanak egyik elfogadott cél-modelljét az 1.4.
abra szemlélteti.

o|? ol

=
huzott mezo v 0 ;
keplekeny csuklo

14. abra

Hasonl6 eredményeket értek el kombinalt igénybevételi (nyirt és hajlitott)
lemezmezOk esetére is.

1.8. A cél-modellek masodik csoportja viszonylag vastag lemezek posztkritikus
viselkedésének leirasat tuzi ki célul. Mivel ez esetekben a posztkritikus teherbirasi
tartalék viszonylag csekély (esetleg nincs is), a horpadas gyakorlatilag a folyassal
egyidében jon létre. Az alapkérdés a horpadas utani alakvaltozasok jellemzése abbol a
célbol, hogy a ,horpadd”, novekvd vagy csokkend teherbirasu szerkezeti elem
leegyszerisitett alakvaltozasi torvényszerliségei a teljes szerkezet elemzésénél fel-
hasznalhatok legyenek. Ugyanezek alkalmasak olyan, a lemezvastagsag meg-
valasztasara szolgalo kritériumok rogzitésére, melyek a horpadas jelenségének
vizsgalatat mellézhetove teszik.

E cél-modellek jellegzetessége, hogy a membranfesziiltségek mellett a
meggorbiilt lemezben fellepd hajlitonyomatékok szerepét is figyelembe veszik.

A vizsgalat egyszerusitése — a radszerkezetek képlékeny teherbirasvizsgalatanal
is alkalmazott — merev-képlékeny ,,folyasi mechanizmusok” segitségével torténhet,
(1.5. abra), (IvANYI 1979) melyek alapjan legalabb a csokkeno teherbiras tartomanya-
ban a lemez alakvaltozasi allapota egyszerii 6sszefliggéssel jellemezhetd. E modellek az
idealisan rugalmas-képlékeny anyagtorvények mellett rugalmas-felkemeényedd
Osszefuggések esetére is kiterjeszthetok.
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1.9. A hazai kisérleti kutatas mindkét emlitett modelltipusra kiterjedt. Az elsé
csoportban elsésorban a magasépitési szerkezeteknél 1ényeges szerepet jatszo merevités
nélkiili gerinclemezek posztkritikus vizsgalatara keriilt sor: az alapproblémak
(kéttamaszh tartd, konzol) mellett Gsszetett feladatok (keretszerkezetek) elemzése is

képlékeny csukld

1.5. abra

megkezd6ddtt. A mdsodik csoportban az ov- és gerinclemezek horpadasanak
kolesonhatdsa, és horpadd keresztmetszeti elemeket tartalmazo teljes szerkezetek
viselkedésének elméleti és kisérleti kutatasa tortént meg.

2. A vékony, merevitetlen gerincek méretezése torési alapon*

2.1. A magasépitésben hasznalt, sorozatban gyartott acélszerkezetek gyartasa
hazankban az elmult két évtizedben igen jelentds fejlodésen ment keresztiil, s ma a
hazai acélszerkezeti gyartas donto részét képezi. E szerkezetek tekintélyes részét az un.
vékonyfalu, konnyt acélszerkezetek jelentik, melyeknél az alkalmazott viszonylag
kicsiny falvastagsdgok miatt fokozottan elétérbe keriil a lemezhorpadads jelenségének és
az ezzel dsszefiiggé méretezési modszereknek a behato vizsgadlata.

A merevitobordakkal részekre osztott lemezmezOk vizsgalata az egyensily
elagazasi jelenségen alapulo linearis horpadasi elmélettel legalabb két okbol nem
célravezeto.

(i) A linedris horpaddsi elmélet nem veszi tekintetbe a lemez horpaddson tuli
tartalékait, pedig azok vékony lemezek esetében rendkiviil jelentdsek.

(il) A magasfoku automatizaldst feltételezé sorozatgydrtds megkoveteli a gerincle-
mezen alkalmazott merevitéborddk elhagydsdt, mert ez utobbiak beépitése nagy kézi
munkaraforditast igényel, s igy a termelékenységet erdsen rontja.

A merevités nélkiili gerinclemezzel rendelkez6 gerendak széles kori elterjedése-
nek eldfeltétele volt tehat egy olyan méretezési eljaras kidolgozasa, mely figyelembe
veszi a horpadason tili tartalékot, képes valtozo igénybevételekkel terhelt mezoket

* Dr. Szatmari Istvan munkaja
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vizsgalni, biztonsagos és ugyanakkor gazdasagos méreteket eredményez, s végiil a napi
méretezési gyakorlat szamara is realis szamitasi munkaval megvalosithato.

A BME Acélszerkezetek Tanszékén 1972 6ta e témakorben végzett kutatomunka
eredményeként 1979-ben sikeriilt egy — a fenti alapelveknek megfeleld — méretezési
modszert kialakitani gerendatartok gerinclemezeinek vizsgalatdra.

2.2. Mint azt az 1. fejezetben mar kifejtettiik, az altalanos érvényli elméleti
megoldas helyett célravezetdbb volt egy a feladatra irdnyulo célmodell megszerkesztése.
Tlyen célmodellek a merevitébordakkal részekre osztott, s igy (kozel) allandé nyird és
hajlito igénybevételekkel terhelt lemezmezdkre az irodalomban szdmos valtozatban
megtalalhatok.

A hajlitdssal terhelt lemezmezék megoldasanak koz9s alapgondolata, hogy a
behorpadt lemezrészek csak csokkent mértékii hajlitasbol szarmazé nyomofesziiltség
felvételére képesek, esetleg teljesen kikapcsolddnak a nyomaték viselésébdl. E1obbire
példa M. Herzog (HERZOG 1974) javaslata, utdbbira K. Basler és B. Thiirlimann
(BASLER, THORLIMANN 1961) megoldasa.

A kozbensé merevitéborddk nélkili gerinclemez teherbirdsszamitdsdt elészér T.
Hoglund (HOGLUND 1973) dolgozta ki. A nyird teherbiras meghatarozasara szolgalo
megoldasanak alapja, hogy a gerinclemezt egy sikbeli radrendszernck tekinti, és
feltételezi, hogy a rudrendszer hizott ridjai a folyasi hatar, nyomott ridjai a kritikus
feszilltség elérésekor veszitik el teherbirasukat. A hajlito teherbirds meghatarozasa a
fent hivatkozott alapelvet koveti, s feltételezi, hogy a nyomott gerinclemez z6na egy
része a teherviselésbol kiesik.

T. Héglund munkaja uttor6 jelentdségli, de néhany hianyossaga a gyakorlati
hasznalhatésagot er6sen rontja. Ezek:

— a modszer csak kéttimasz gerendatartokra hasznalhato;

— nem veszi tekintetbe az Ovek hajlitomerevségének hatdsat a gerinclemez te-
herbirasara;

— a kisérletek szerint ugyanakkor tulzott jelentéséget tulajdonit a végbordak
merevsegének.

2.3. A tartok méretezése — mint ismeretes — a kiilonbozd lehetséges
hatdrdllapotok elemzésén alapul. A vékony, merevitetlen gerincil tartok vizsgalatanal a
szokasos szilardsagi, stabilitasi és alakvaltozasi hatarallapotok kdziil értelemszeriien
kimarad a gerinc nyirasi és a gerinc horpadasi hatarailapot, de helyettiik harom
Gjonnan megfogalmazott hatarallapot vizsgalata valt sziikkségessé. Ezek:

— a gerinc ( posztkritikus) nyiro-térési hatardllapota,
— a tarto (posztkritikus) hajlito-térési hatdrallapota,
— a gerinc horpadds-alakvdltozdsi hatdrdllapota.

24. A gerinclemez posztkritikus nyiro-torési hatarallapotanak vizsgalata
kisérleti és elméleti uton tortént.

Részint a gerinc nyiro-torési jelenségének tisztazasara, részint a kapott szamitasi
eredmények ellendrzésére 22 db kéttamaszu, 5 db konzol és 5 db befogott tartot tortiink
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el egyenletesen megos:zIé teherrel, lehetové téve ezzel a kisérletek megbizhato, szakszert
végrehajtasat.

A kisérletek f6bb adatairol és eredményeirél a 2.1.,11. és 111. tdbldzat, valamint a
hozzajuk csatlakozo abra ad dttekintést.

A kisérleti tartok viselkedésének elemzése, valamint a végtelen hosszi nyirt
lemezsavra kidolgozott elméleti megoldas (VOLMIR 1967) tanulmanyozasa alapjan az
egyenletesen megoszld teherrel terhelt merevités nélkiili gerinclemez nyirt szakaszanak
megoldasat az alabbiak szerint fogalmaztuk meg.

(1) A lemez fesziltségi allapotat a kritikus teher elérésekor

Crkr= —02kr

a kritikuson tuli tartomanyban, a toréteher elérésekor

Ov=01F

6u=(1=Y)0 2, — Y0,

2/1. tablazat

Keresztmetszeti adatok

. | kereszt- ov gerinclemez
Tz;;';o metszet s v h Fov { Jov.x | Orse d b t Ory
J tipusa kN kN

[mm] | fmm] | [mm] | [cm’] | [em*] l:—zj| [(mm] | [mm] | [mm] l:—z]
| cm cm

Gl1-1 1,46 26,7
G1-2 120,0 | 6,10 — 7,41 0,227 278 240 234 1,47 26,7
Gl1-3 A 1,49 33,6
Gl1-4 1,49 33,6
Gl1-5 1,47 26,7
G2-1 B 120,0 1,54 30,6 5,01 8,23 36,7 240 207 1,46 26,7
G2-2 210 1,48 33,6

G3-1 1,50

G3-2 1,50
G3-3 62,0 1,52 60,0 5,96 26,7 36,7 240 180 1.52 33,6

G3-4 1,52
G4-1 8,13 492 | 0,270 0,81 28.4
G4-2 813 492 | 0,270 0,281 284
Gaz | A | 805 Vg0 | T | so1 |o27a | 302 | 201 B2 5 | 33
G4-4 8,10 5,01 0,274 1,55 33,6
G5-1 5,75 8,31 2,10 323
GS5-2 5,75 8,31 2,10 323
GS-3 5,40 8,06 0,81 28.4
G5-4 B 1215 1,54 30,0 540 8,06 36,7 240 210 0.81 284
G5-6 5,60 8,20 1,50 33,6
GS5-7 8,20 1,50 3,36
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féfesziiltségek jellemzik. Ebbdl ¢ 20 felvételével
O1y=01r €S Oyy=0y,

fesziiltségOsszetevok adodnak. A modellnek Iényeges sajatossaga, hogy o,,, értéke
elegendben nagy w alakvdltozdsi tartomdnyban dllandonak tekinthetd, s igy lehetdséget
nyujt a oy =0 g huzo folydsi fofeszilltseg kialakuldsdhoz.

(i) Az azonos el6jell, monoton ndvekvé nyirderdvel terhelt gerinclemez szakasz
a2.1.abra szerint két részre tagolhato, egy kritikuson aluli tartomdnyraés egy kritikuson
tuli tartomdnyra. A kritikuson aluli tartomany a tovabbi vizsgalatok szempontjabol
merev tarcsanak tekinthetd.

(iii) A kritikuson tuli tartomany egy K jelil és egy S jeld tarcsa Osszegeként
foghato fel, melyek az aldbbi tulajdonsagokkal birnak.

A torés pillanataban a nyiréero:

Ty=Tg+ T
Teher adatai Kisérleti eredmények Megjegyzés
L L I L P, T, M, € €2
kN
{em] | [em] | [em] | [em] |f-——| | [kN] |[kNm]| [mm] | [mm]
240 240 240 12,2 293 35,1 12 18,0
430 240 120 195 20,0 39,0 38,0 10,0 20,0 | bordazott gl
240 120 195 18,6 36,3 353 9,3 19,0
240 120 195 17.8 34,7 338 89 19,0
240 120 195 20,0 39,0 38,0 89 20,0 |bordazott gl.
240 240 240 18,1 38,6 46,4 18,1 60,0
240 240 240 17,6 420 60,4 17,2 45,0
240 240 240 14,5 348 41,8 ~ ~ kifordult
480 240 240 240 15,6 374 44,9 ~ ~ kifordult
240 180 214 240 514 55,0 17,0 58,0
180 0 146 38,8 56,6 41,5 10,5 275
240 0 180 70 12,6 11,3 38 10,0
450 240 0 180 72 13,0 11,7 39 11,5
120 0 105 64,0 67,2 35,2 82 225
120 0 105 37,0 38,6 20,3 5,2 15,5
180 0 146 53,3 78,0 57,0 140 [ 473
150 0 126 62,2 78,4 49,1 11,6 26,2
480 240 0 180 10,6 19,1 17,2 5.8 154
240 0 180 10,7 19,3 17,3 58 19,2
120 0 105 60,0 52,5 275 13 25,5
210 0 104 30,6 50,2 41,0 12,5 36,0
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[ ]
2/11. tablazat
K1-1 A 61,5 | 8,10 — 497 | 0271 30,2 240 232 1,54 33,6
K2-1 1,46 33,6
K2-2 B 121,5 | 1,54 30,0 5,61 8,23 36,7 240 210 1,52 336
K2-3 1,49 26,7
K3-1 B 61,5 1,52 60,0 598 | 258 36,7 240 180 1,53 33,6

2/111. tablazat

B2-1 30,5 1,00 15,0 1,18 | 0,368 | 448 240 225 0,65 270
B2-2 30,5 1,00 15,0 L,I8 | 0,368 | 44,8 165 150 0,65 27,0
B2-3 B 31,0 1,00 15,0 1,24 | 0379 | 448 165 150 1,05 269
B2-4 31,0 1,00 15,0 1,24 | 0,379 | 44,8 165 150 1,05 269
B2-5 41,0 2,00 20,0 295 | 1,510 | 426 240 220 1,05 26,9
B2-51 41,5 2,00 20,0 303 | 1,540 | 42,6 240 220 1,45 233

2/1V. tablazat

GHI-1 A 82,0 9,70 — 3,03 | 0,035 27,0 222 219 1,05 27,2
GHI1-2 80,0 3,70 — 296 | 0034 | 270 152 149 0,65 25,4
GH2-1 B 41,0 2,02 20,0 3,09 1,51 42,6 240 220 1,05 27,2
GH2-2 41,0 2,01 20,0 2,87 1,48 42,6 169 149 0,65 25,4

a fofesziltseégek:

(01x,015)=01F

(0245 025) =02
A K jeli tarcsa fesziiltségei:
O1x = —0yx=Tg=const.
mig az S jeli modell fesziiltségei:
0,5#0; 0,5=0.

E definiciobol kdvetkezden az S jelii modellben a gerinclemeznek egy — a tovabbi
szamitassal meghatarozott — darabjat kotélsavnak tekinthetjiik.

(iv) A fenti elvek és néhany — e helyen nem részletezett — tovabbi feltevés
eredményeképpen az S jelil modellt egy a 2.2. abran vazolt egyszeresen hatarozatlan
keretszerkezetb6l és a keretszerkezetbe befliggesztett egyetlen kotélsavbol allod
modellel helyettesitettiik.

Ennek a szerkezetnek a teherbirdsa az (i) alatt kifejtettek figyelembevételével a
képlékenységtan modszereivel meghatdrozhato.
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240 150 - 150 289 433 324 14,2 32,5
180 - 180 25,7 46,3 41,6 134 26,0
240 180 — 180 27,5 49,5 44,6 9,6 29,0
210 - 210 19,2 40,3 42,2 11,0 34,0
240 120 - 120 52,0 62,4 374 3,6 16,0
270 135 135 135 6,76 9,12 6,16 2,1 8,5
270 135 135 135 6,76 8,68 5,88 2,7 10,5
270 135 135 135 13,21 | 17,84 | 12,04 29 10,5
270 135 135 135 10,20 | 13,80 | 9,29 - - bek6tés felszakadt
270 135 135 135 20,74 | 28,00 | 18,90 2,0 16,0
270 135 135 135 27,11 | 36,60 | 24,70 2,2 10,5
240 120 | 22.7 1634 | 44 | 140
240 120 14,5 10,44 75 16,5
240 120 428 30,82 - —
240 120 220 15,84 7,0 19,5
2/V. tablézat
Keret Py exp Pl g Pyesy Py ep Py exp G Py exp
el | 0N | o | P | 0N | B | el G
R 2-1 423 2,58 1,64 2,50 1,69 64,0 6,6
R 2-2 3,94 1,80 2,19 2,37 1,66 61,0 6,5
R 2-3. 5,65 1,61 3,51 3,29 1,72 71,0 8,0
R 2-4 5,15 1,37 3,76 2,94 1,75 72,0 7,1

* g =24,0 kN/cm? értékkel szamolva

*% .
Plike'pl_

U teor

1,5

Osszefiiggéssel szamolva
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Keresztmetszet tipusok Gerinclemez kialakitas a GH sorozatnal
A B
bR
T t;=2,000 t Y'ty22,00
[ ] [
Bt e : v 200 | 1000 7200 _|
| P ? e T 1
o | Lo 0 v

Az e, és e, lehajlasok értelmezese

y o p Pu
v ; ht sl
e _‘,J : 771 S ‘ 9r¢
;AR
Teher elrendezese 4 \\;g,/
1 | e L2 1 [ e, ,4\—\\“9
T e ‘ ! \4‘
[ Jl B s
: |

A gerinclemez nyir6 teherbirasanak a fentiekben vazolt szamitasa a figyelembe
vett paraméterek széles tartomanyaban megfeleléen megbizhato, azonban a felmertild
szamitasi munka volumene nem teszi lehetové a modszer kozvetlen alkalmazasat a
napi tervez6i munkaban. Ezért sziikségesnek tartottuk egy olyan kozelité méretezési
mddszer kidolgozasdt, mely a ,,pontos” szamitas elveit és eredményeit alapul véve,
egyszerl szamitasi munkaval eredményre vezet.

A kozelité szamitasban a gerinclemez nyirt szakaszanak kritikuson tali részét
egy specialisan ,,képlékeny” anyagu tarcsanak tekintjiik. Feltételezzik, hogy a nyiré
teherbirdst kimerité egyenletesen megoszlo py teher azzal a teherrel egyenld, mely a
gerinclemez legjobban igénybevett pontjdban kimeriti a o,y és o0, fofesziiltségekkel
meghatdrozott folyadasi feltételt. Ezt a feltételt abrazoltuk a 2.3. abran lathato Mohr-
korrel. Kénnyen belathatd, hogy az elérhetd 1, tord nyirofesziiltség a fent emlitett
fofesziiltségeken kivill egy sajatfesziiltség jellegli o, és o, fesziiltségosszetevokkel
jellemzett additiv fesziiltségallapottol is fliigg. Ez utobbi nagysagat a gerinclemezt
hatarolo 6vek és végborda teherbirasa hatarozza meg, s szerepe az abran bejeldlt p
iranytangensben jut kifejezésre. A p tényez6 meghatarozasara szolgalo osszefiiggeést a
kisérleti eredményekre és az elméleti szamitasra alapozott regresszios szamitassal
hataroztuk meg.
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A kozelité szamitas és a kisérletek eredményeinek Osszevetése a 2.4. abran
lathato.

2.5. A hajlitott I-tartok a legnagyobb nyomaték helyén — kizarva a faradas és a
kifordulas lehetoségét — kelléen zomok alkotolemezek esetén teherbirasukat a
korlatozatlan képlékeny alakvaltozas formajaban vesztik el. Ha e tartot igen vékony

p(x)

Mb | I Ma=Mmax
/ o8
To=Tu Y¥ kchtikison ‘aiu(7/ A1 Ta=0 d
X 7
ly B | Ik i)
S T {
Tk
Tu=Tk +Ts
lo
2.1. dbra
D
B
x=ly X Sl
| lu . oo
-

gerinclemezzel készitjiik, akkor a teherbiras kimeriilése a gerinclemez és a nyomott 6v
egylittes stabilitasvesztése miatt jon létre. Ezt a jelenséget a tarto posztkritikus hajlité
torésének nevezhetjik.

Kiilfoldi kisérletek (HOGLUND 1973; FREY 1977; CHERN 1973), valamint az e téma
felderitésére vegzett sajat kisérleteink (. 2.IV. tablazat) azt mutattak, hogy a vékony
gerinccel késziilt tarto
— elvesztheti hajlito teherbirasat a korlatozatlan képlékeny alakvaltozasi hataralla-

pot, sot formailag az elsé folyasi hatarallapot elérése el6tt is;
— teherbirasa azonban nem fligg kozvetleniil a gerinc hajlitd horpadasatol, s a
problémat nem oldjak meg azok az irodalombol ismert elképzelések (1. 2.2. pont),
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melyek csak a gerinclemeznek a hajlitonyomaték viselésébdl valo részleges vagy
teljes kikapcsolodasat veszik tekintetbe.
Az altalunk javasolt méretezési modszer az alabbiakban foglalhato Ossze:
(i) Altalanos esetben a tartd posztkritikus hajlitd torése a képlékeny torés és a
nyomott 6v — gerinclemez egyiittes stabilitdsvesztése kozdotti interakcionak tekinthetd.
(i) A szamitashoz sziikséges pr teher meghatarozasa a kozismert modon
torténhet, a nyomott 6v kihajlasat okozo py teher szamitasanak elvét a 2.5. abran
foglaltuk Ossze. Ennek értelmében az N nyomderdvel terhelt ovet rugalmasan dgyazott
nyomott rudnak tekintjiik. A rugalmas agyazast a gerinclemez, mint kezdeti excentri-

Q o
'tu // \\
kr 61F
62kr / i
Ter \ 4 .
s (1
6y 6x
't
2.3. dbra
1,0
0,9 + W
s
08 o
o
07 * P °
8l T
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0,58 S Bszéras =278 %
A--_A (o]
04| e &
H ]
0,3 | ! ] I | L |
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Miszaki Tudomdany 61, 1981



LEMEZHORPADASRA VONATKOZO KIiSERLETI VIZSGALATOK 115

citassal rendelkez6 nyomott rugdk sorozata biztositja, amelynél a rugdtényezo a p
teherintenzitas fiiggvénye.

(iii) Az interakcids Osszefliggést a 2.6. abra szerint gy hataroztuk meg, hogy a
szamitas a kisérlet eredményeit megfelelé biztonsaggal kozelitse.

2.6. A linearis horpadasi elméletnek, mint méretezési alapnak a hasznalata
automatikusan kikiiszoboli a nem kivant meértéki horpadasi alakvaltozasok felléptet.
A posztkritikus tartalék kihasznalasa azonban sziikségessé teszi, hogy kiilon

el B b E L

W —

a) az 6v es gerinc egyittes stabilitasvesztese

Fohd ks

A T

b) a gerinclemez 6sszeroppanasa

; By

¢) a rugalmasan agyazott nyomott 6v kihajlasa

Nkr

kr

2.5. dabra
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intézkedéssel, a horpadds—alakvdltozdsi hatdrdllapot bevezetésével keriiljiik el az ilyen
tulzott alakvdltozdsokat.

A nem-linearis horpadasi elmélet alapjan, a kisérleti tapasztalatok és eredmé-
nyek felhasznalasaval megallapitottuk, hogy a nyirt gerinclemez horpadas-alak-
valtozasi hatarallapotat a

n’E.c
Tya=Tke t+ i -
nyirofesziiltség elérése jelenti, ahol a 4, a megengedett b/w horpadasi alakvaltozas, a ¢
a b/w, kezdeti (gyartasi) alakvaltozas fliggvénye.

1,0
+GH21
0,81 GH12
GHN +F4A
GH22
06} HB1+
&ls
0,4} % )
L« . 3
Pr DPrPN PN
0,2}
ChB
0 L 1 ! i
0 0,2 0,4 0,6 08 10 1,2
Ps
PN
2.6. dbra

2.7. A gyakorlati méretezés végrehajthatosaga érdekében meghataroztuk a 2.4—
2.6. pontokban vazolt méretezési modszerhez tartozé biztonsdgi tényezoket és
szerkesztési szabdlyokat gy, hogy azok szervesen illeszkedjenek a magasépitési
szerkezetek méretezési eldirasaihoz (MSZ 15021, MSZ 15024).

2.8. Az uj méretezési modszer — elsGsorban a hajlitdo horpadasi hatarallapot
elhagyasa és a posztkritikus hajlito torési hatarallapot bevezetése miatt — jelentds
mértékben meguvaltoztatja a hajlitott tartok keresztmetszetének célszerii aranyait, s ezzel
egyiitt a tartok relativ (tehat a tarté onsulyahoz viszonyitott) teherbirdsdt is.

2.9. A fentiekben bemutatott eljarast gerendatartok vizsgalatara dolgoztuk ki.
Tekintettel azonban arra, hogy a magasépitési szerkezetek leggyakoribb tartotipusa a
keret, célszeriinek latszik a mddszer haszndlhatosdagat ketretszerkezetek gerenddira is
kiterjeszteni. E kutatomunka kezdeti Iépéseiként az elmult két évben 4 torokisérletet
hajtottunk végre kétcsuklos modellkereteken és 3 tovabbi térokisérletet a Dunai
Vasmi kozremiikodésével eredeti léptékit — 30 m tamaszkozi — kereteken.
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Az elvégzett kisérletek célja annak eldontése volt, hogy ez a méretezési eljaras
alkalmazhato-e keretgerendak szamitasara, tovabba, hogy az ilyen vékonygerincil
kereteket csak rugalmasan lehet méretezni, vagy lehetséges-e ., képlékeny” igénybevétel
atrendezddés, s igy a képlékenységtan szamitasi modszereinek hasznalata.

A laboratoriumi kisérletek k6zil példaként a 2.7. abran bemutatjuk az R 2-4 jelti
keret adatait, és a keret jellemzd eltolodasait. Az abran a kdzeéps keresztmetszet mért
lehajlasan kiviil berajzoltuk a képlékeny alapon (L.r. elmélettel) szamitott lehajlast is.

A 4 kisérlet eredményeirdl nyajt attekintést a 2.V. tablazat.

Az elvégzett kisérletek -— miként a bemutatott példakbol latszik — egyértel-
milen bizonyitottak, hogy
— a kidolgozott méretezési eljdrds alkalmas keretgerendik méretezésére is,

— a vékonygerincii kereteknél is lehetdség van — amennyiben a képlékeny méretezés
egyéb feltételei teljesiilnek — a ,,képlékeny” igénybevétel atrendezbdés figyelembevé-
telére, s6t a teherbirds helyes meghatdrozdsa ezt kifejezetten igényli.

3. Stabilitasi és szilardsagi jelenségek kolcsonhatasa
acélszerkezetek képlékeny teherviselésében*

A lemezhorpadds szerepe .

Magasépitési és ipari acélszerkezetek méretezésénél a képlékenységtani modsze-
rek elterjedése tapasztalhatd, amit szimos orszag kiilon ,képlékeny méretezési
eloirasok” kiadasaval segit eld. Mindezt egyrészt gazdasagossagi torekvések, masrészt
az a szempont indokolja, hogy a szerkezetek tonkremenetellel szembeni biztonsaga
altalaban csak képlékenységtani modszerek felhasznalasaval vizsgalhato.

Magyarorszagon a ,KoOnnylszerkezetes Kormanyprogram” keretében e
targykorben elméleti és kisérleti kutatdbmunka keriilt eldiranyzasra. A tervezett
kutatomunka jelentds része: a BME Acélszerkezetek Tanszékére harult, és a
vizsgalatok eredményeként megjelent MI-04-188 , Acélszerkezetek képlékeny mére-
tezése” c. Miszaki iranyelvek (HALAszZ, IvANY1 1980).

Acélszerkezetek képlékeny teherbirasvizsgalata egy feltételrendszer teljesitését
kivanja meg. A feltételrendszer szamos részelembdl all, tartalmaz olyan elemeket,
amelyek a szerkezet anyagaval, a geometriai viszonyaival, masok a terhelési méddal
stb. kapcsolatosak. A feltételrendszer jelentds része foglalkozik a stabilitasi jelenségek-
kel, igy a stabilitasi és szilardsagi jelenségek kdlcsOnhatasaval.

A bonyolult kélcsonhatasokat — elsGsorban a lemezhorpadas szerepét — egy
példaval illusztraljuk, mely egy egyszerd, Gn. Shanley-modell viselkedését mutatja
(CroLL, WALKER 1972). A modell nyomott rudat vizsgal, az alatamaszté rugdk a rud
Ovlemezeinek viselkedését modellezik, a gerinclemez hatasat elhanyagoljuk (3.1. abra).

* Dr. Ivanyi Miklos munkaja.
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A 2. jelli rugé az 6vlemez posztkritikus (egyensulyelagazast kovetd) viselkedését

arugo-jelleggorbe valtoztatasaval veszi figyelembe. Ha az 6vhorpadashoz tartozo (P)
erd elég nagy, akkor viszonylag nagy erd értékig a két rugd egyforman viselkedik és a

modell kritikus ereje:
b2
P = | —
* <2h> i

.LA_{. P
f
i
91‘ *92
Fs F2 S
Fi F2
Cy
o B
s <qfil [l
2 11c
o i~ B -
A e, B e A

3.1. abra

amely az un. Euler-féle kritikus er6. Ha azonban P, < Py, akkor P=P, er6nél a 4
folyamatosan novekedni fog, és a perfekt modell er6-elmozdulas gorbéje a ¢ és ¢,
rugo6tényezokkel jellemzett er6hoz tart:

p— (é_> o6y,
2h) c+c,

A P, = P¥ er6nél indifferens egyensulyi allapot alakul ki (Engesser—Karman-
féle kritikus ero).

A modell egyensulyi allapotat leiro Osszefiiggésben kiilonbozé P, erd figyelem-
bevételével er6-elmozdulasi gorbék hatarozhatok meg.

Ha P, < Pg, akkor a perfekt-modell egyensuly elagazasa R pontban jon létre.
Ehhez az allapothoz az imperfekt modell esetén az R’ csucspontot eléré gorbe tartozik,
mely azt mutatja, hogy a posztkritikus allapot stabil jellegének figyelembevételével
gazdasagos és kellden biztonsagos szerkezet alakithato ki. Ez a ,,vékony” lemezek
esete.

Ha P} <P, <Py, akkor a posztkritikus allapot instabil jellegii, és a perfekt-
modell valamint az imperfekt-modell teherbirasi értékei k6zott nagy lehet a kiilonbség.
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A P, =P, esetben a rudkihajlas és lemezhorpadas egyszerre kovetkezik be. Az S és §’
pontok kozott a kiilonbség nagy, ilyenkor Un. ,optimum-er6ziorol” beszélhetiink
(THOMPSON, HUNT 1973).

Amennyiben Pp<P;, a lemezhorpadas csak a perfekt-modell rudkihajlas
hatasara bekovetkezd egyensuly-elagazast kovetd allapotat befolyasolja. Megfeleld
aranyok megvalasztasaval elérhetd, hogy a T és T’ pontok kozel azonos te-
herbirasértékhez tartozzanak és az imperfekt-modell is rendelkezzen elmozdulas-
képességgel, ez a ,,vastag” lemezek esete. Igy a képlékeny méretezés alkalmazasa esetén
a lemezhorpadasnak az egyes szerkezeti elem, ill. a teljes szerkezet elmozdulaské-
pességére gyakorolt hatasa lép el6térbe.

3.1. Kisérletek acélszerkezetek képlékeny méretezési eldirdsaihoz

Acélszerkezetek képlékeny méretezési eldirasaihoz kapcsolodo kisérleti kutato-
munka
— egyes szerkezeti elemek (gerendak, oszlopok, keretsarkok stb.) és
— teljes Iéptékl keretszerkezetek
kisérleti vizsgalatat iranyozta el6. A kisérletek alapvetd célja a képlékeny méretezés
gyakorlati formaja, az uUn. elsdrendii képlékeny teherbirasvizsgalat alkalmazasi
feltételeinek ellenGrzése volt.

3.11. Az acélanyag képlékeny anyagjellemzéinek meghatarozasat szabvanyos
probatesteken szakitovizsgalat segitségével hajtottuk végre. A kiilonb6z6 lemezvas-
tagsagokhoz tartozo probatestek szama osszesen 76 db volt (3.2. abra).

3.2. abra

3.12. Hegesztett I-szelvények sajdt (marado) alakvdltozdsait, ill. fesziiltségeit
darabolasos eljarassal hataroztuk meg. A sajat (marado) alakvaltozasok befolyasoljak
mind a szilardsagi, mind a stabilitasi jelenségeket. A vizsgalatok soran Osszesen 34
kiilonbozo keresztmetszet sajat (marado) alakvaltozasat hataroztuk meg (3.3. abra)

3.13. Nyomott, hajlitott és kiilpontosan nyomott rudak alkotélemezeinek horpaddsi
vizsgalatat kisérleti modszerekkel hajtottuk végre. A kisérleti program két kiillonb6z6
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befoglaloja I szelvény vizsgalatat tiizte ki célul (B/b=0,6; 0,8). Mind a két esethez négy
kiilonboz6 gerinckarcsusag tartozott, és minden gerinckarcsusaghoz négy 6vkarcsusa-
got terveztiink (3.4. abra). Igy egy sorozat Osszesen 32 probatestbdl allt, minden
probatest tipust négy killonb6zo igénybevétellel terheltiink. A kisérleti program
keretében 132 probatest vizsgalatara keriilt sor.

lemez horpadds 4 lemez horpadas

Mmcx

p

folyasi vonalak

“f e
= RS A ]
nyomott Ov

G v v
e E e M
: g 7 Mt
nyomott ov
Mg | (Mt M¢| Mg
O 5F Tnpe s
0 5 o 10
OF
3.5. dbra

3.14. I-szelvények torényomatékat kisérleti modszerekkel is meghataroztuk. A
3.17. és 3.18. pontokban ismertetett kisérleti probatestek keresztmetszeteinek
toronyomatékat kozépen koncentralt teher esetére, és kozépen allandé nyomatékot
ado teher esetére is meghataroztuk. Osszesen 9 probatest vizsgalatara keriilt sor (3.5.
abra).

3.15. Oszloptalpak viselkedését kisérleti modszerekkel is meg kellett vizsgalni. A
kisérleti kereteket csuklos és befogott oszloptalp feltételezésével tervezték. A vizsgalat
soran kideriilt, hogy ez a feltételezés erds kozelités. A kisérleti programban két csuklos
és két befogott oszloptalp vizsgalatat hajtottuk végre (3.6. abra).
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3.16. Huzott csavaros kapcsolatok kisérleti vizsgalatat a kisérleti kerettartokbol
kivagott probatesteken hajtottuk végre. A kapcsolatok vizsgalatara szolgalo probates-
teket ugy alakitottuk ki, hogy nemcsak a kapcsolat homloklemez, csavar, hanem a
kornyezetiik is vizsgalatra keriilt. Két probatest segitségével a taréjnal levo
kapcsolatot, harom probatest segitségével pedig a gerenda és oszlop kapcsolatat
vizsgaltuk (3.7. abra).
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3.6. abra

3.17. Statikailag hatdrozott keretszerkezet képlékeny viselkedését kisérleti
modszerekkel is vizsgaltuk. A vizsgalat soran kitértiink a keret teherbirasanak, az
oldaliranyi megtamasztasok hatasanak, a kilonbozo kialakitasi keretsarkok
hatasanak elemzésére. Az A-jelii keretkisérleti program soran négy probatestet
vizsgaltunk (3.8. 4abra).

3.18. Statikailag hatdrozatlan keretszerkezetek kisérleti vizsgalata keretében
vizsgaltuk a korlatozatlan folyas hatarallapotat, a képlékeny alakvaltozasok
halmozodasanak hatarallapotat, a képlékeny allapotban lejatszodo instabilitasi
jelenségeket, az egyes szerkezeti elemek és a teljes szerkezet alakvaltozasanak
képességét, a daruterhelés hatasat. A kisérleti program keretében 14 teljes léptékii
keretszerkezet torésére keriilt sor. Az egyes keretek vizsgalata soran a keret oldaliranyu
megtamasztasi viszonyait is elemeztiik. A kisérleti programot a 3.9. abra mutatja.

3.19. A Kisérleti program elsé részébe mintegy 100 kiilonb6z6é anyagvizsgalat,
sajat (marado) alakvaltozas mérés tartozott (3.11. és 3.12. pontok). A program masodik
részébe kozel 170 kiilonboz6 vizsgalat tartozott (3.13—3.18. pontok), ebbe a csoportba
tartozo kisérleti vizsgalatok dontd tobbségénél a lemezhorpadas volt a probatest
tonkremenetelének kozvetlen oka, ill. okozata. A rud tengelye mentén valtozod
intenzitasu hajlitonyomaték hatasara a maximalis igénybevétel kornyezetében alakult
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3.9. abra

ki lemezhorpadis. Alland6 intenzitisii hajlitonyomaték hatasara pedig elészor
kifordulas kovetkezett be, majd a végleges tonkremenetel lemezhorpadas hatasara
alakult ki.

3.2. A lemezhorpadas vizsgadlata folydsi mechanizmusok segitségével

3.21. Acélszerkezetek képlékeny teherbirasvizsgalatanal a rudak szilardsagi
tulajdonsagainak vizsgalata mellett fontos feladat az elmozdulas-képesség elemzése is.

A teherbiras-képességhez hasonloan az elmozdulas-képességet is szamos
tényez6 befolyasolja. Ilyenek lehetnek a szerkezet geometriajaban keletkez6 kedvezot-
len valtozasok (kihajlas, kifordulas), valamint a keresztmetszet geometriajaban
bekovetkezd kedvezétlen valtozasok (horpadasok) is.

Tovabbiakban a nyomott rudak valamint hajlitott rudak keresztmetszeti
geometriajaban bekovetkezo valtozasok hatasaval foglalkozunk. Feltételezziik, hogy a
rad mar képlékeny allapotba keriilt és a rid keresztmetszetét alkoté lemezek
horpadasai a képlékeny alakvaltozasok korlatozatlan kialakulasat akadalyozzak. A
rudakat alkot6 lemezek horpadasai hatasara kialakulo folyasi mechanizmus goérbe
(Yield-Mechanism Curve) megallapitasa a feladat.

3.22. Nyomott lemezek horpadasat a lemez geometriai aranyai és a szomszédos
lemez-részek megtamasztd hatasai befolyasoljak, ezért az elmozdulas-képesség
kérdesét elsésorban a fenti jellemzOokon keresztiil vizsgalhatjuk.
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Haaijer, G. (1957), valamint Lay, M. G. (1965) feltételezték, hogy a lemezhor-
padasi feladatot mint a stabilitasi probléma egyensuly-elagazasi feladatat lehet
megoldani. Ben Kato (BEN KATO, 1965) vizsgalatai soran mas oldalrol kozelitette meg
a problémat.

Valosagos lemezeknél, ha a vastagsag-szélesség arany meglehetdsen kicsi, a
folyas megindulasakor csekély ,,gytirédéseket” (hullamosodasokat) lehet megfigyelni.
A lemez nem veszti el azonnal teherbiroképességét, hanem a folyast el6idézé terhet
bizonyos deformacio lejatszodasaig hordozni képes.

A ,,gytirédés” tulajdonképpen egy folyasi mechanizmusnak tekinthetd, melynek
képlékeny csukloiban (hullamgerinceken) nem allandd, hanem a felkeményedés miatt
egyre novekvo ,,toronyomaték” mikodik.

3.10. abra

Az 6vlemezekre feltételezett alakot a 3.10/a, a gerinclemezre pedig a 3.10/b abra
mutatja.

A Ben Kato altal kialakitott modell egyik legnagyobb fogyatékossaga, hogy az I-
keresztmetszet alkotolemezeiben bekovetkezd horpadasok — feltételezése szerint —
geometriailag egymastol fliggetleniil alakulnak ki.

G

E
5F.é:
-

3.11. dbra

3.23. A vonalszeri képlékeny csuklo viselkedését a képlékenységtan szélsdérték
tételei koziil a kinematikai tétel segitségével hatarozzuk meg.

Folyasi mechanizmust valasztunk, ugy, hogy az a lehet6 legjobban feleljen meg a
geometriai feltételeknek és a feltételezett folyasi kritériumnak. A fenti modszert Ben
Kato mellett hasznaltak hengerhéjak vizsgalatanal (ALEXANDER 1960), valamint
Oszvértartok acéltarto-részének a negativ tamasznyomaték hatasara bekovetkezd
horpadasvizsgalatanal (CLIMENHAGA, JOHNSON 1972). Az alkalmazott modszert egy
egyszert példara a 3.11. abra mutatja.
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A rid anyaga izotrop, Osszenyomhatatlan, merev-képlékeny tulajdonsagi. A
merev és képlékeny zonak a rid hossztengelyével 45°-o0s szoget zarnak be. Felirhatjuk
az alakvaltozasi energiat, valamint a helyzeti energiat, és adodik

h2
M= a4 O',.-
ismert Osszefiiggés.
L
NUNUIN i il
ol

A i

3.12. dbra

Merev-felkeményed6 anyag esetén (3.11. abra)

il h? i
o,=cp+eE & M=aT(aF+7@E)

3.24. A bemutatott gondolatmenet szerint nyomott rud alkotolemezeinek
horpadasvizsgalatat is elvégezhetjiik. A kisérleti eredmények alapjan valaszthatunk
folyasi mechanizmust. A 3.13. pontban bemutatott kisérletsorozat N-7 jelli proba-
testjének kihorpadt alakjat a 3.12. abra mutatja.

A valasztott folyasi mechanizmust pedig a 3.13. abra mutatja. A vonalkazott
teriileteken képlékeny alakvaltozas jon létre; ha ezen zonak hatarvonala —
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deformalatlan allapotban — a rad hossztengelyével 45°-os szoget zar be, akkor a 3.23.
pontban leirt modell alkalmazhato, ez érvényes az abraban vastagon kihuzott
vonalakra is, melyeket vonalszerii képlékeny csuklonak tekintiink. ‘

A gerinclemezben a BCD és B'C’'D' zonakban jon létre képlékeny alakvaltozas, és
a BD, BD', CD, C'D', BB, CC’ és DD’ képlékeny csuklok alakulnak ki.
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3.13. abra

Az 6vlemezben (szimmetrikus viselkedést feltételezve a rid hossztengelyére) a
KGH]J zoénaban jon létre képlékeny alakvaltozas és az MK, KQ, NH, HP valamint
GK, GH, JK, JH képlékeny csuklok alakulnak ki.

A gerinclemez folyasi mechanizmusa akkor kompatibilis az ovek folyasi
mechanizmusaival, ha a B és C pontok Osszeesnek a H ¢és K pontokkal, ezzel az egész
szelvény folyasi mechanizmusa hatarozotta valik. Ezek utan felirhatjuk az alakval-
tozasi és helyzeti energiakat az egyes lemezrészek folyasi mechanizmusaira.

Az N-7 jelii probatestre a kisérleti és elméleti eredményeket a 3.14. abra mutatja.

A vizsgalatok soran szamos kozelitést alkalmaztunk, igy a feltételezett fesziiltség
¢és alakvaltozasi allapot csak ,.kis mozgas” esetén érvényes, bar néhany képlékeny
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3.14. dbra
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cs' <loban nagy elfordulas is létrejohet, melyeket korlatozni kell. A képlékeny
csuklokban keletkez6 nyomaték egyidejii nyomoéerd miatti redukciojat, és azt a
masodrendi hatast is elhanyagoltuk, mely a folyasi mechanizmus térbeli allapotabol
adodik.

3.25. Hajlitott gerenda alkotolemezeinek horpadasvizsgalatat is elvégezhetjiik a
folyasi mechanizmus segitségével. Haaijer, G. és Thiirlimann, B. (HAAUER, THURLI-
MANN, 1958) foglalkoztak azzal a kérdéssel, hogy hajlitott rudak gerinclemezei milyen
lemezkarcsusag mellett adnak megfelelé elmozdulas-képességet.

A 3.13. pontban bemutatott kisérletsorozat M-13 jelii probatestjének kihorpadt
alakjat a 3.15. abra mutatja.

A valasztott folyasi mechanizmust a 3.16/a abran lathatjuk.

2b=120mm |

480

3.15. dbra

o

3.16. abra
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Az M-13 probatestre az elméleti és kisérleti eredményeket a 3.16/b abra mutatja.

A vizsgalatok soran szamos kozelitést alkalmaztunk; a feltételezett fesziiltség és
alakvaltozasi allapot csak ,.kis alakvaltozas” esetén érvényes, a képlékeny csukloban
elfordulasat korlatozni kell. Mindez elkertilhetd lenne, ha a 3.17/a abraban feltételezett
képlékeny csuklo helyett a 3.17/b abra szerinti képlékeny csuklokat alkalmaznank. igy
azonban a feltételezett modell vizsgalata joval nehezebb lenne, ugyanakkor a tobbi
kozelités, valamint a kisérleti eredmények ezt a finomitast nem indokoljak. A
képlékeny csuklokban keletkez6 nyomaték egyideji nyomoerd miatti redukciojat
elhagytuk. Elhanyagoltuk azt a masodrendi hatast is, mely a folyasi mechanizmus
térbeli allapotabol adodik.

3.26. A nyomott és hajlitott rud vizsgalatanal feltételeztiik, hogy a gerinclemez az
eredeti sikban marad, csak a folyasi mechanizmus kornyezetében kovetkezik be a
gerinc sikjabol valo kitérés. Lehetdség van arra, hogy nyomott rud kihajlasa soran
bekovetkezé alkotolemez horpadast modelleziink a folyasi mechanizmus modszer

E
D= f
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LI -
==

3.18. dbra

segitségével. A rid végeinek megtamasztasat mindkét tehetetlenségi fOiranyban
csuklosnak képzelve a 3.18. abra szerinti folyasi mechanizmus alak jon létre.

A 3.19. abran egy két végén csuklosan megtamasztott hajlitott gerenda folyasi
mechanizmusat mutatjuk be. A felrajzolt folyasi mechanizmus a gerendakifordulas
jelenségét modellezi.
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3.27. A folyasi mechanizmus modszer segitségével lehetoség adodik arra, hogy az
alkotolemez horpadas, a gerendakifordulas hatasat elemezziik. A modszer segitségével
meghatarozott igénybevétel-elmozdulas Osszefiiggés lehetove teszi, hogy a rad
szilardsagi viselkedését jellemzo allapotot lehataroljuk. Amennyiben a rud adott
keresztmetszetében képlékeny csuklo kialakulhat, a folydsi mechanizmus modszer

B o

3.19. abra

segitségével megallapitott Osszefiiggés megadja azt a hatart és megadja a jelleggorbe
tovabbi alakjat, amit6l az alkotdlemez horpadasa, vagy a gerenda kifordulas
bekovetkezése megvaltoztatja a képlékeny csuklo viselkedését. A 3.14. pontban
bemutatott kisérletek eredményeit ezzel a modszerrel értékelhetjiik.

A folyasi mechanizmus modszer lehetdséget ad arra is, hogy a rudak
alkotolemezei horpadasanak egymasra hatasat, valamint a kihajlas, ill. kifordulas
kolcsonkapcesolatat meghatarozzuk.

3.3. A lemezhorpadds hatdsa keretszerkezetek képlékeny
teherbirasanak meghatdrozasdndal

3.31. Acélszerkezetek képlékeny teherbirasszamitasa olyan feladatok meg-
oldasat tzi ki célul, melyekben a teherbiras a korlatozatlan folyas fellépte miatt meriil
ki. Kazinczy G. (1914) zseniadlis meglatasa, a képlékeny csuklé fogalmanak
megalkotasa nyitotta meg az utat a szerkezetek képlékeny teherbirasvizsgalata el6tt. A
pontosabb vizsgalatok igénye felvetette, hogy kiilonb6z6 képlékeny csuklo viselkedést
is szamitasba vegytink (3.20. abra), ezek a csuklo-modellek az acélanyag felkeményedé-
si tulajdonsagat, véges szakadonyulasat figyelembe vették, de nem tartalmazzak a
keresztmetszet geometriajaban bekoOvetkezd kedvezotlen valtozasok (horpadésok)
hatasat.

3.32. Egy szerkezet korlatozatlan folyasi hatarallapota kialakulasahoz sziikséges
(de nem elégséges) feltétel, hogy a rudelemek (keresztmetszetek) nyomatéki te-
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herbirasat egyrészt a torOnyomaték nagysaga, masrészt az jellemezze, hogy ezt a
torédnyomatékot ,megfelel6” nagysagu képlékeny csuklo-elfordulas bekdvetkezeseig a
rudelem tartani is tudja. Ezért sziikséges azt is vizsgalni, hogy a ridelem nyomatéki
teherbirasat hogyan ,,rontja le” lemezhorpadas vagy kifordulas. Valtozé nyomatéki
abra esetében elsésorban lemezhorpadas jelentkezik, mig allandé6 nyomatéki abra

My M

oy

3.20. dbra

esetén eldszor gerendakifordulas, majd a végleges tonkremenetel oka ebben az esetben
is a lemezhorpadas. A kétféle ,képlékeny csuklo” viselkedését — kontroll-gerendak
segitségével — kisérleti modszerekkel is vizsgaltuk (3.14. pont). A gerendak rugalmas-
felker.ényed6 nyomaték-elfordulas jelleggorbéjét a lemezhorpadas hatasat figyelembe
vevo folyasi mechanizmus elmélet alapjan meghatarozott jelleggorbeig alkalmazzuk,
majd a tovabbiakban a lemezhorpadas hatasara kialakulo jelleggdrbét vessziik
figy-lembe (1.3.2. fejezet).
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3.21. dbra

3.321. A gerenda hossza mentén valtozo nyomatékkal terhelt kisérleti gerendat
és a tonkremeneteléhez tartozo lemezhorpadas folyasi mechanizmust a 3.21. abra, a
kozépsc keresztmetszetben keletkezé nyomaték-elfordulas jelleggorbét pedig a 3.22.
abra mutatja.
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3.322. A gerenda hossza mentén allando nyomatékkal terhelt kisérleti gerenda
tonkremeneteléhez tartozo lemezhorpadasi folyasi mechanizmust a 3.23. 4bra mutatja.

3.33. A képlékeny allapotban bekovetkezd lemezhorpadas hatasat az alabbi
modszerekkel vehetjiik figyelembe:

3.331. A gerenda rugalmas-felkeményedd lemezhorpadasi szakaszait olyan, a
hagyoman jos képlékeny csuklohoz hasonldan idealis tartoszakasszal helyettesitjiik,
amelynek a legnagyobb nyomaték helyén ébredé része felkeményedd, majd a
lemezhorpadas miatt csokkend teherbirasu allapotban van. A vizsgalatok soran
alkalmaztuk az ,egyenértékii konzol” modszert (HORNE, CHIN; 1967).

3.332. A gerenda azon szakaszaira, ahol az M, nyomatéknal nagyobb nyomaték
keletkezik, a felkeményedés, vagy a lemezhorpadas hatasara csokkené teherbirasi
allapot a mértékado. Ezekre a szakaszokra redukalt nyomatéki abrat hatarozhatunk
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meg. A 3.24. abra a gerenda hossza mentén valtoz6 nyomatékkal terhelt gerenda
redukalt nyomatéki abrajat mutatja. Az egyszeriiség kedvéért a nyomaték-elfordulas
jelleggorbét egyenesekkel helyettesithetjik (1. 3.22. abra).

3.34. Statikailag hatarozott keretszerkezet viselkedését a 3.332. pontban leirt
modszer alapjan vizsgaljuk. A vizsgalt tarto A-4 jeli keret (1. 3.17. pont), az alkalmazott

- & ‘ocP
- k - B PR 1
2 @
e / ©) 0,125
. h & =0,
= :é.; 3 = 0,100
i: =574 o8
AN e
LQ, Terhelési rendszer
3.24. dbra 3.25. abra

terhelés rendszerét a 3.25. abra mutatja. A teher-elmozduldsi diagram meghata-
rozasanal figyelembe kellett venni, hogy képlékeny allapotban a szerkezetek
elmozdulasai jelentésen megnovekednek. A 3.26. abran bemutatjuk a terhelés hatasara
kialakulé deformacios alakot.

Feltételezziik, hogy My az ismeretlen, melyet az (1) egyensulyi egyenletbol
hatarozhatunk meg (RODERICK, 1960). A 6P a deformacié hatasara kialakulo

3.26. dbra
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tobbletnyomatékot jelenti. A (2) egyenletben a masodik tag a redukalt nyomaték tétel
alapjan a rugalmas szakaszt kovetd rész viselkedését jellemzi. A (3) és (4) egyenletek a B
sarokpont elfordulasat irjak fel az oszlop és a gerenda oldalardl, kiilon-kiilon. A (4)-ben
az utolsé tag a rugalmas szakaszt koveto rész tobblet-elfordulasait tartalmazza.

(1) My =BhP+68P
VM
(2) 5A=E( ; +A1X1)
1
(3) @Bz 7(5_54)
vl Ml el

A szamitast iteracioval hajthatjuk végre. A 3.27. abraban néhany jellegzetes
pontra végrehajtott szamitas eredményét hasonlitjuk Ossze a kisérleti eredményekkel.
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3.27. dbra

Megjegyezziik, hogy ha a feltételezett , képlékeny csuklo” viselkedést nem egyenesek-
kel jellemeznénk, a szamitott teher-deformacio osszefiiggés jobban simulna a kisérleti
eredményekhez.

3.35. Statikailag hatdrozatlan keretszerkezet képlékeny teherbirasat, a nyo-
matékatrendezédés folyamatat a lemezhorpadas is befolyasolja. A vizsgalatot a 3.331.
pontban leirt modszer alapjan hajthatjuk végre.
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A kidolgozott eljaras a sikbeli rudszerkezet elmozdulasmodszer szerinti
megoldasara épiil. (SZABO—ROLLER 1971). Lényege az, hogy a fokozatosan kialakulo
képlékeny csuklok” kovetkeztében atalakulo szerkezet eredeti merevségi matrixat
érintetleniil hagyva, a lépésenként valtozé kapcsolatokat kinematikai terhekkel
imitalja (KUuruUTZ 1974). A kinematikai terheket a szerkezetben kialakulo ,képlékeny
csuklokra” a 3.28. abra alapjan hatarozhatjuk meg.

A “keplékeny csuklod”
elforduldsi merevsége:

-AM
C-AO
C1=+00
_Ms-M¢
G Bs
ey Ms“Mt
Corver=on
o )M Czco 0SMSM =0 (@ z6na: t=0
NN
\\\\)Ms C=C2 MisM<Mg 0<B<Qg¢ @z(')na: tz_Cle'
\D C=C3 M<Mg 020 @zénc: t:es‘lMs

Ms- AM

3.28. dbra

A vizsgalat eredményét a 3.18. pontban szereplé C-3/2 jeli keretszerkezet esetére
mutatjuk be, mely szerkezetet a CONDER licence alapjan tervezték és gyartottak. Az
elméleti szamitasokat R-32 és PDP 11/34 szamitogépek segitségével hajtottuk végre. A
keretszerkezet allapotvaltozasat az egyparaméteres teherrendszer fokozatos valtoz-
tatasaval kovethettiik. A vizsgalatot egy alkalmas P, kezd6értéktol kezdve A P értékkel
noveljiik mindaddig, mig valamely potencialis képlékeny csukloban az M nyomaték
eléri az M, értéket. Ekkor a csukloba beiktatjuk a megfeleld t kinematikus terhet és a
megfelel6 csukloelfordulasi merevséget az uj értékre valtoztatjuk.

A P értékét tovabb novelve rendre elvégezziik a modositasokat, mindaddig, mig
valamely modositas utan a merevségi matrix determinansa negativ értéket vesz fel. Ez
azt jelenti, hogy innen kezdve a P nem novelhetd, ezért innen kezdve — AP értékkel
valtoztatjuk a teherparamétert.

Az elméleti és kisérleti vizsgalatok eredményeit a 3.29. abraban hasonlitjuk
Ossze. (Meg kell jegyezni, hogy a kisérleti programban szerepelt az oldaliranyu
merevitési rendszer elhelyezésének és merevségének kérdése, igy a kisérleti vizsgalat
soran egyre merevebb merevitési rendszert alkalmaztunk; ez okozza a kétféle vizsgalat
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Keretsarok merevitési rendszerek:
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3.29. dbra

eredményeinek eltéréseit, hiszen az elméleti szamitasokat a végleges merevitdrendszer
figyelembevételével hajtottuk veégre.)

Az elméleti szamitasokban a keretoszlop talpanak kialakitasat nem idealis
csuklonak képzeltiik, hanem a 3.15. pontban bemutatott kisérleti eredmények alapjan
vettiik figyelembe.
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3.36. A képlékeny méretezés esetében alkalmazott stabilitasi kovetelmények
szigorubbak, mint a rugalmas méretezés esetében. Biztositani kell, hogy a feltételezett
képlékeny csuklok keresztmetszetében az elért torOnyomaték csdkkenés nélkiil
elegendden nagy elfordulas johessen létre, amelynek eredményeképpen az igénybevéte-
lek szamitott atrendezbdése és a feltételezett folyasi mechanizmus kialakulhat.

A bemutatott kisérleti és elméleti vizsgalatok lehetévé teszik, hogy a keretek
képlékeny eimozdulas-képességének problémajat a stabilitasi és szilardsagi jelenségek
kolcsonhatasan keresztiil vizsgaljuk, elemezzik az 6v- és gerinclemezek horpadasanak
kolcsOnhatasat és a horpad6 alkotdlemezeket tartalmazd keresztmetszeti elemek
hatasat a teljes szerkezet viselkedésére.
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Experimental Analysis of Plate-Buckling Problems. — According to practical needs approximate
modells in stability analysis of steel and metal structures are widely used as information given by bifurcation
theory is limited. Thus the role of experimental research is of increasing importance.

Between 1974—1980 extended research was carried out in the Department for Steel Structures of the
TU Budapest regarding the ultimate load of plate girders. Results of experimental and theoretical analysis
are summarized, giving example for the proposed methods of analysis as well.

Experimental and theoretical investigations are shown, making the analysis of plastic deformation
capacity of frames with due regard to interaction of strength and stability phenomena possible, including the
effect of local buckling of plate elements of sections on the response of the whole structure.

Experimentelle Untersuchungen im Gebiet der Ausbeulung der Stahlplatten. — Im Bereich der
Stabilitatsuntersuchungen der Stahl- und Metallkonstruktionen werden sog. ,,Ziel-Modelle* angewandt, die
zum Bedarf der Ingenieurpraxis angepasst sind, weil der Informationsinhalt der Lastparameter der
Gleichgewichtverzweigung sehr begrenzt ist. Deswegen spielen die experimentelien Methoden immer
grossere Rolle.

Um die Traglast der diinnwandigen Balkentriger mit unversteiftem Stegblech zu bestimmen, wurden
ausgedehnte Untersuchungen am Lehrstuhl fiir Stahlkonstruktionen der TU Budapest in den Jahren 1974—
80 durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser experimentellen und theoretischen Untersuchungen sind im Artikel
zusammengefasst, um, mit einem Beispiel erginzt, die praktische Verwendung der Bemessungsmethode zu
illustrieren.

Die vorgefithrten experimentellen und theoretischen Untersuchungen ermdglichen die Probleme der
Verzerrungsfahigkeit der Rahmen durch die Wechselwirkung der Stabilitdts- und Festigkeitserscheinungen
zu studieren, und die Wirkung der ausbeulenden Platten enthiltenden Querschnittselemente auf die
Tragbarkeit der ganzen Konstruktion zu analysieren.

IKcnepHMEHTATbHLIE HCC/IEI0BAHHA MECTHOH NOTEPH YCTORMNBOCTH muiacTwi. — [Ipu nposepke
YCTORYUBOCTH CTallbHbIX M META/JIHYECKHX KOHCTPYKUHH NPUMEHEHB! N0 TpeOOBAHHAM IIPAKTHKH TaK
Ha3bIBAEMBIE «IIE/Ib-MOAEIN», NOTOMY YTO MHYOPMALMOHHOE COAEPXKAHHE NAapaMeTpa Harpy3kd NpH
6udypkaunu cuiibHO orpannyeno. M3-3a 310 NpHuMHBI 3HaueHHe IKCIEPHMEHTATBHBIX HCCIIEAOBAHUI
yBESTHYHBAETCA.

B 1974—80 rr. Ha xadenpe cranbHbix KOHCTPYKuMid BTY Obiny HCIONHEHBI PACLIHPEHHBIE
HCMBITAHHS JUIS ONpeAcIIeHus Hecyilied cniocobrocTH 6aokx TOHKOH cTeHkH 6e3 pebep xkecTkocTH. B craTbe
COCTaBJieHbl Pe3yATAaThl IKCIEPUMEHTANIBHBIX U TEOPETHUECKHX MCCIIEAOBAHUI H IPUMED WILTIOCTPHpYET
NPHMEHEHHE PACiETHOTO METORA.

IMpencrapneHHble 3KCMEPHMEHTANIBHBIE H TEOPETHYECKHE MCCICOBAHMA MNO3BOJISIOT aAHAIN3
npobeMbl CNOCOOHOCTH MUIACTHYHOTO MOBEPTHIBAHMSA Yepe3 B3aUMOOCHCTBHE ABJICHHA YCTOHYHBOCTH H
aHaNM3 BIMSAHHUA CEYCHHMH HA MOBEJCHHC MOJIHONH KOHCTPYKIMH, HMEIOIMX BBITYYHBAHHBIC JIUCTHI.
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ELOREGYARTOTT EPULETSZERKEZETEK
KULONLEGES STATIKAI PROBLEMAINAK
MEGOLDASA MATEMATIKAI PROGRAMOZASSAL

NEDLI PETER', KURUTZNE KOVACS MARTA?, VASARHELYINE SZABO ANNA3,
GASPAR ZSOLT?*, A MUSZ. TUD. KAND.

Rudszerkezetek képlékenységtani problémai hasonloan a rugalmassagtani feladatokhoz,
megfogalmazhatok és megoldhatok matrixalgebrai eszk6zokkel. Ez a megkozelités lehetévé teszi a
feladatok szamitogéppel t6rténé megoldasat, amelyet mintapéldaval illusztralunk.

Az altalanositott feitételes kapcsolati kontinuumok allapotvaltozas-vizsgalati alaposz-
szefiggéseit a variacios elvek alapjan vezetjiik le, majd ismertetjiilk az érintkezési probléma
matematikai programozasi vonatkozasait is. Az alapdsszefiiggések alkalmazasat véges dimenzios
modellen mutatjuk meg.

A folyasi hatarokat valoszinliségi valtozoknak tekintve figyelembe vehetjiik hatarallapot-
vizsgalat és optimalis tervezés esetén az anyagmindség ingadozdsanak hatasat. Sztohasztikus
képlékenységi feltétel bevezetésével a statikai tételek alapjan felirhato a feladatok sztohasztikus
programozasi modellje. Numerikus eredményeket panelszerkezetek szamitasanal mutatunk be.

A Budapesti Miiszaki Egyetem Epitdmérnoki Karanak Mechanika Tanszékén
mar hosszabb id6 Ota foglalkozunk az eldre gyartott épiiletszerkezeti tartorendszerek
vizsgalatidval. Az els6 problémakoér a merev alapra helyezett, keretvazzal vagy
panelrendszerrel modellezett merevitdfal vizsgalata volt, amelyet részint a radszerke-
zetek altalanos elméletére alapozott programmal, részint véges elem programokkal
oldottak meg. Késobb meggy6zddtek arrol, hogy a talaj engedékenysége a szerkezet
erdjatéka szempontjabol nem elhanyagolhato, tovabba az is befolyasolja a viszonyo-
kat, hogy ha figyelembe veszik a szintek egymas feletti szakaszos épitését. Mindezekre a
problémdakra szamitasi programokat dolgoztak ki és folyamatosan egyeztetik az
eredményeket részben a valosagban megépiilt panelépilletek, illetve toronyhazak
elmozdulasi viszonyaival, részben legijabban annak a kisérleti épiiletnek az
igénybevételeivel és elmozdulasaival, amelyet az ETI szentendrei laboratériumaban
eredeti nagysagban megépitettek. — Ezeken a ma mar részben nyugvoponton levonek
tekinthet6 kutatasokon kivill a tanszéket a radszerkezetii keretvazak és a merevnek
tekinthetd panelekbdl dsszeallitott falak kérdései kozil négy csoport foglalkoztatja:

! Dr. Nédli Péter tudomanyos munkatars BME Epitdmérndki Mechanika Tanszék, 1118 Bp.
Homorod utca 20. i

2 Kurutzné Dr. Kovacs Marta egyetemi adjunktus BME Epitdmérnoki Mechanika Tanszék 1118
Budapest Serleg u. 8. )

3 Vasarhelyiné Dr. Szabo Auna, tudomanyos munkatars EGSZI Bp. Csalogany u.9., 1126. Bp. Kiss
Janos altbn. u. 34.

“ Dr. Gaspar Zsolt tud. fémunkatars BME Epitdmérndki Mechanika Tanszék 1025 Bp. Kapy u.

40/b.
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a) A rudszerkezetek képlékenységtani problémainak matrixalgebrai eszk&zokkel
torténd targyalasa,

b) az altalanositott feltételes kapcsolatokkal rendelkezd szerkezetek allapotvaltozasi
vizsgalata,

c) a panelszerkezetek hatarallapotvizsgalata sztochasztikus programozassal,

d) a katasztrofaelmélet alkalmazasa rugalmas szerkezetek tokéletlenség-érzékenységé-
nek vizsgalatanal.

A négy problémat négy kiilonallo, de egymassal szorosan dsszefiiggo fejezetben
mutatjuk be, ezek egyiittesen képezik annak a kutatasnak a beszaimolojat, amelyet a
targyban az 1976—80 évek kozti Otéves tervidészakban végeztiink. Az irodalmi
hivatkozasokat mind a négy fejezethez killon adjuk meg.

RUDSZERKEZETEK KEPLEKENYSEGTANI PROBLEMAINAK
SZAMITOGEPES MODSZEREI*

1. Bevezetés

Rudszerkezetek képlékenységtani problémai, hasonléan a rugalmassagtani
feladatokhoz, megfogalmazhatok és megoldhatok matrixalgebrai eszkézékkel.

Ez a megkozelités lehetdvé teszi az idevonatkozé matematikai apparatus
hatékony alkalmazasat mind elméleti, mind gyakorlati vonatkozasban és a feladatok
szamitogéppel torténd megoldasat. A képlékenységtani feladatok memoria és gépido
igénye azonban altalaban joval nagyobb mint a rugalmas megoldase.

A jelen dolgozatban linearisan rugalmas, tokéletesen képlékeny anyagu,
csomoOpontjain terhelt rudszerkezetek:

— képlékeny hatarallapot vizsgalatat

— a képlékeny hatarallapoton alapuld optimdlis tervezését

— beallasi hatarallapotvizsgalatat

— rugalmas képlékeny allapotvaltozas vizsgalatat

mutatjuk be az elsérendii elmélet keretein belill, linearizalt képlékenységi feltétel és a
képlékenységi feltételhez a plasztikus potencialelmélettel kapcsolodd folyasi térveny
esetére. A rugalmas képlékeny allapotvaltozas témakorében kitériink a geometriai
nemlinearitas figyelembevételére is.

Ezek a problémak matematikailag linearis programozasi, illetve lineéris
komplementaritasi feladatra vezetnek.

* Dr. Nédli Péter munkaja.
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2. A képlekenysegi feltétel és a folyasi torvény
rudszerkezetek esetén

A képlékenységtani Osszefiiggések €és fogalmak lényegiiket tekintve természete-
sen rudszerkezetek esetében sem killdnboznek a képiékenységtan altaldnosan ismert
oOsszefiiggeseitdl, de formailag, a matrixalgebrai targyalasmod sajatossagainak
megfeleldek.

Ennek megfeleléen a szerkezet képlékenységi feltétele:

¢=N*s—k=<0

alaku, ahol N*: a folyasi matrix
@: a plasztikus potencial
s: a belsd erék vektora
k: a szerkezet teherbirasjellemzoit tartalmazo vektor.
Ez az Osszefliggés 0gy jon létre, hogy a képlékenységi feltételt
— csak a szerkezet egyes pontjaiban (a rudak kezdé és végpontjai) vizsgaljuk,
— egy pontban a sima folyasi felilletet konvex poliéderrel helyettesitjiik.
A szerkezet folydsi torvénye hasonléan matrix Osszefiiggésekkel irhatd le.
Jelolje J azon indexek halmazat melyekre ¢;=0 (J: {j|¢;=0}). Ekkor a folyasi
torvény

p=N#k, L0,
1101 )]

9,0, A*¢=0
m u

alakq, ahol N: a folyasi matrix (a képlékenységi matrix transzponaltja)

p: a képlékeny alakvaltozassebességek vektora

A: a képlékeny szorzok vektora

¢: a képlékeny potencidlsebességek vektora

(J): azonindexek halmaza, ahol folyas van, mert a folyasi térvény csak ezen

helyekre vonatkozik.

3. Képlékeny hatarallapot vizsgalat

Képlékeny hatarallapoton azt az allapotot értjiikk, amelyben még teljesiilnek az
egyensulyi egyenletek és a képlékenységi feltételek de egyben létezik egy un. folyasi
mechanizmus is, Egyparaméteres terhelés esetén ez a kOvetkezd Osszefiiggésekkel
irhato le:

— egyensulyi egyenlet G*s+mq,=0
— képlékenységi feltétel N*s<k
— kompatibilitasi egyenlet  Ga+Ni=0, 120
— a lehetséges affin mechanizmusok kozil ki kell jelolni egyet qda=1.
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A még nem szerepelt Uj jelolések a kdvetkezok:
G*: az egyensulyi matrix
m: a teherparaméter
¢o. az alapteher
G: a geometriai matrix, (az egyensulyi matrix transzponaltja)
: az elmozduldssebességek
A fenti Osszefiiggésrendszer ekvivalens a kOvetkezd dualis linearis programozasi

feladatparral,
G* qo S - 0
>
GRS | R =

[0* 1] [fn]=max!

S SIEH o

[0* k*] [;] =min!

mely megfelel a statikai, ill. kinematikai tételnek.

Erémodszer alkalmazasaval a kinematikai tételen alapuld Osszefiiggésekbdl a
nem el6jelkorlatos u ismeretlen kikiiszobolheto és igy a feladat a klasszikus Ax=b, x >
=0, c*x=min! alaku linearis programozasi problémara egyszeriisodik, melyre mar
kozvetlen alkalmazhat6 a szimplex algoritmus:

N,-G,G,' N.|. [0 “
= =min!
[—q(",‘ “UN, s 1 k*A =min!

G,‘ - . ’ . I3 . . ’ . I
Itt G a szerkezet geometriai matrixanak egy statikailag hatarozott torzstartd

s

szerinti particionaldsat jelenti és az N matrixot ennek megfeleléen kell particionalni.

4. A képlekeny hatarallapoton alapulé optimalis tervezés

A minimalis silyn szerkezet meghatarozasat célul kitizé optimalis tervezési
feladathoz a képlékeny hatarallapot vizsgalt statikai tételebdl kiindulva juthatunk:

G*s =—gq
N*s—kg 0
1* k=min!,
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ahol a célfiiggvény azt fejezi ki, hogy a szerkezet sulyat a teherbirast jellemzé adatok
linearis fiiggvényének tekintjitk. A feladat ismeretlenjeit a k és s vektorok jelentik.
Mivel a szerkezetben altalaban azonos elemek is vannak k=M*xk alakban irhato6 és a
feladat kevesebb szami ismeretlent tartalmazva a kovetkezd lesz:

G* s =—q
N*s—M* x< 0
I'* x=min!

A kapott linearis programozasi feladat megoldasa a képlékeny hatarallapotvizsgalat-
hoz hasonloan végezhetd.

5. Beallasi hatarallapotvizsgalat

Beailasi hatarallapoton azt az allapotot értjitk amelyben a maximalis rugalmas
igénybevételek és a szerkezetben a képlékeny alakvaltozasok hatasara létrejovéd un.
sajatigénybevétel eloszlas egyiittese még kielégiti a képlékenységi feltételeket és
egyidejlileg kialakul egy, a halmozo6do képlékeny alakvaltozasoknak megfelels folyasi
mechanizmus is, amely természetesen nem azonos a képlékeny hatarallapotban
értelmezett folyasi mechanizmussal.

A probléma matematikailag szintén linearis programozasi feladatra vezet, mely
a kovetkezo

G* s =0
N*s+m ro<k
m=max!

Gu+NA=0
3A=1%1=0
k* L =min!

Itt r, a terhelési folyamat sordn a rugalmas alapon szamolt maximalis
igénybevételeket jelenti az alapteher figyelembevételével: ro=max(N*s ).
A feladat gyakorlati megoldasa analog a képlékeny hatarallapot vizsgalatéval.
6. Rugalmas-képlékeny allapotvaltozas vizsgalat
A rugalmas-képlékeny allapotvaltozas vizsgalattal egy ismert allapotban adott
tehersebességek hatasara keletkezd allapotjellemzo sebességeket tudjuk meghataroz-

ni. Az erre vonatkozoé osszefiiggések a kovetkezdk:
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J:{jlo;=0}
LB F
G 'F Npllé |+ t-|=0
N Jligd Low
o;=0,  A;20, ok =0

A fenti Gsszefiiggésrendszer egy un. linearis komplementer problémat alkot. A
nem elojelkorlatos valtozok matrixmiveletekkel kikiiszobolhetok és a rendszer:

A x+y=b, x>0, y=0, xTiy=0

alakra hozhat6. Ez a feladat pedig a szimplex algoritmussal megoldhato.
A kapott allapotjellemz6 sebességek addig érvényesek mig a tehersebesség nem
valtozik, ill. mig 0jabb folyas nem torténik. Ekkor a vizsgalatot meg kell ismételni.
A geometriai nemlinearitas figyelembevétele esetén az [ S]-ben rugalmas anyagu
szerkezetekre ismertetett modszer €s az elozo relaciok alapjan az allapotvaltozas
Osszefliggései a kovetkezok:

D G* -]a+q+Aq=0
MU]

Ly § t At
Nt - gl Log | Lae
‘Pm =0,
k=0,
Ofih=0

Az altalanositott igénybevételeknek és alakvaltozasoknak az S-ben alkalmazott
definicioja kovetkeztében az egyensulyi (G*) és a kompatibilitasi (L), valamint a
képlékenysegi (IN*) és a folyasi (M) matrixok nem transzponaltjai egymasnak. A D
geometrial merevségi matrix és az F hajlékonysagi matrix pedig nem szimmetrikus. Aq,
At, A az egyensilyi, kompatibilitasi és a folyasi hibakat jelenti. Az F matrix és az At
vektor csak numerikusan allithaté el6. Az allapotvaltozasi Osszefiiggések altal
meghatarozott linearis komplementer probléma megoldasaval a szerkezetnek a
tehernovekmények hatasara bekovetkezo visszahatasa meghatarozhato. A terhelési
folyamat végigkovetése pl. a Newton—Raphson modszer alapjan végezheto, a fellépd
hibak (Aq, At, A@) adott hatarokon beliil val6 tartasaval.
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7. Szamitogépes tapasztalatok
Mind a négy probléma megoldasara szamitogépes programot készitettiink

sikbeli keretek esetére. A programokat az MTA CDC 3300, ill. a Miiszaki Mechanikai
Tanszéki Kutatocsoport PDP 11/34 szamitogépére irtuk.

A
0.8 2.3 4
07 :
o APo ‘APO “AP@
06 | —_ i
NPg/4)| P, =28,91 |
05 I
¥ APy IAPy [Py |
o csukld A [6] A Al 5 AJ ‘ ‘_,*
08 1 0613 06063 003173 [6 5 1| APg/4) | E=2,1-108
2 0,768 0,7765 0,06118 F=2010"3 A
024 3 0,779 0,7777 0,06142 1=20-10-5 |
4 07326 0,10382 Mp=50,6 r
ored .8 07310 010546 85 %> oo L
6 0,7007 0,12179 77 tel
0 Jrssi i pal L jiea vl o v o) o R g ) Y SRR U B e
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 006 0,07 0,08 0,09 0,0 01 0,12 0,3 A/l

1. abra

Példaként egy az irodalomban [6] kevésbé pontos (masodrendil) moédszerrel
megoldott sikbeli keretnek a geometriai nemlinearitas figyelembevételével végzett
rugalmas-képlékeny allapotvaltozasanak vizsgalatat mutatjuk be, képlékenységi
feltételkeént a klasszikus képlékeny csuklo hipotézis alkalmazasaval.

IRODALOM
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Computer methods for the plastic analysis of framed structures. — The plastic analysis of framed
structures can be formulated and solved by matrix methods similarily to the elastic case. This approach
makes possible the computer solution of those problems which are illustrated by a numerical example.
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KONTINUUM ALLAPOTVALTOZAS-VIZSGALATI
) ) ] ALAPOSSZEFUGGESEI
ALTALANOSITOTT FELTETELES KAPCSOLATI MEZOK MELLETT*

Az alhtalanositott feltételes kapcsolatii kontinuumok allapotvaltozas-vizsgalati alapész-
szefiiggéseit a varidcios elvek alapjan vezetjiik le, majd ismertetjilk az érintkezési probléma
matematikai programozasi vonatkozasait is. Az allapotvaltozas-vizsgalati alapOsszefiiggések
alkalmazasat véges dimenzios modellen mutatjuk meg.

Bevezetés

Az alabbiakban targyalasra kerild jelenség a mechanika érintkezési problémai
kOrébe tartozik. Az épitési mechanikaban vizsgalt szerkezeteknél gyakran el6fordul,
hogy bizonyos hatasokra a szerkezet egyes részein kontaktusok jonnek létre vagy
sziinnek meg, ezaltal a szerkezet viselkedése legtdbbszor lenyegesen megvaltozik. Ilyen
érintkezési probléma példaul a surlodas, amelynek lekiizdése utan megsziinik a
kontaktus, vagy a képlékennyé valas, amelynek soran szintén a kapcsolat fella-
zulasarol beszélhetiink. De érintkezési probléma a talajtol elvalo gerenda vagy alaptest
viselkedése is, amelynél a hianyzo kontaktus bizonyos hatasokra mégis létrejohet. Az
emlitett példak alapjan érzékelhetd, hogy a kapcsolat létrejotte vagy megsziinése
mindig valamilyen feltétel fiiggvénye, ezért az ilyen kapcsolatokat feltételes kapcsola-
toknak nevezziik.

A feltételes kapcsolatok viselkedése a terhelési folyamat fiiggvénye, figyelem-
bevétele jelentds matematikai nehézségekkel jar. Tekintve azonban a feltételes
kacsolatok egyes tipusai k6zott fennallo fizikai és matematikai dualitast, egységes
kezelésiik a vizsgalatot altalanossa és egyben egyszeriibbé teszi.

Az alabbiakban a legaltalanosabb esetb6l indulunk ki: bemutatjuk a feltételes
kapcsolatmezdkkel rendelkezd test allapotvaltozasi alapegyenleteit és az alapdsz-
szefliggéseket a variacios elvek alapjan, a vonatkozd matematikai programozasi
problémakat, majd ezek alkalmazasat véges szabadsagfoku modellre.

Jeloléseinkben a tenzorszamitas szokasos Osszegzési és derivaltkepzési konven-
cibit alkalmazzuk, ortonormalt koordinata-rendszerre vonatkozoéan.

1. Az altalanositott feltételes kapcsolat
A feltételes kapcsolatok fizikai és matematikai modelljének altalanositasat
PRAGER [1] utan KaLiszky [2] alkotta meg, vizsgalatainkban az altaluk megadott

Osszefiiggésekre tamaszkodunk.

* Kurutzné, Dr. Kovacs Marta munkaja
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A test egy pontjanak mechanikai allapotat a pont helyén Iétrejové o;;
fesziiltségtenzor és ¢;; alakvaltozastenzor jellemzi. Az dltaldnositott feltételes kapcsolat
helyén a o;; feszilltségeket az

Flo, )0 (1)

i
szildrdsdgi, és az ¢;; alakvaltozasokat az

S(&;, BY=0 )

geometriai feltétel korlatozza. Az Osszefiiggésekben o anyagi, f pedig szerkezeti
allando, és minthogy értékiik a testben pontrol pontra valtozik, skalarmezdk elemei
(pl. « lehet folyasi hatar, B pedig illesztési hézag). A tenzorok skalarfiiggvényeként
megadott & az un. folydsi fiiggvény, f pedig az Un. zdréddsi fiiggvény.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az

F (0, 0)=0, illetve f(e;, f)=0 3)

figgvényeket a o;; fesziiltség-, illetve az ¢;; alakvaltozastérben egy-egy zart, konvex
hiperfeliilet abrazolja. A hiperfelilletek altal hatarolt hipertér a feltételes kapcsolat
kezdeti allapotanak megfeleld origot is magaban foglalja.

A szilardsagi és geometriai korlatozasokat egy altalanositott feltételes kapcsolat
esetén kozos feltételbe is foglalhatjuk:

g{gk(aijs a), fl(sij, ﬂt)}éo G
k=12,....m =12, ...,m

ahol m és n a kapcsolatra el6irt szilardsagi, illetve geometriai feltételek szama, tehat g az
altalanos aktivizdléddsi fiiggvény. Ha valamennyi g=0 feltételt a oy;, &;; koaxialis
koordinata-rendszerben abrazoljuk, akkor a kapcsolatra eldirt feltételek szamanak
megfeleld6 m+n elembdl allé konvex hiperfelillet-sereget kapunk, az 1. abranak
megfeleléen. Az egyes hiperfeliiletek egymashoz viszonyitott helyzetében jut kifejezésre
a kapcsolatra eldirt feltételek precedencidja. Az 1. abran a g =0 feltételeket abrazoltuk
m=2 ¢és n=1 mellett, vagyis azt az esetet, amikor a test egy pontjaban — a vizsgalt
kapcsolatban -— két szilardsagi feltétel kozrefog egy geometriai feltételt. A 2. dbran a
fenti altalanositott feltételes kapcsolatnak egy egyszeril, egyszabadsagfok valtozatat
tintettiik fel a megfeleld feltételekkel és hiperfeliiletekkel egyiitt, amely utébbiak —a
koaxialitasnak és az egytengelyi allapotnak megfelelden — csupan egy-egy
pontparként abrazolhatok.

Az allapotvaltozas vizsgalatakor az egyes allapotjellemzéknek a terhelési
folyamat soran bekovetkezé valtozasat kell kovetniink. Hogy kdlcsondsen egyértelmii
Osszefliggést adhassunk meg a terhelés és az egyes allapotjellemzék kozott,
valamennyit az id6 fuggvényének kell tekinteniink, és az allapotvaltozast az egyes
allapotjellemz6k sebességével kell leirnunk. Id6 valtozo alatt azonban barmilyen mas,
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F2(6)=0

f1(€ij) =0

1. abra
M
P SLIJF[Odé ______ T e i ——
ey - lemez M1T J
11——"‘:'\ Syl % _____
/// \:\/// \\ M T M04L ‘ ‘|
e i
A < ~ / % = |
\ gl by 25 |
\_-~  keplekeny \\\/ =My} |
S csuklo --Y—T !
&49%
egyszabadsagfokU a feltetelek a hiperfeliletek
altalanositott felteteles kapcsolat (pontok)
2. abra

monoton valtoz6 paramétert, példaul teherintenzitast is érthetiink, ily modon a
sebesség és novekmény fogalma targyalasunkban azonos szerepet tolt be.
Igy az 7, illetve f aktivizalodasi fiiggvényeknek megfelelden értelmezziik azok
sebességét az un. aktivizdloddsi potencidlsebességeket:
i e By of
F = gau=37,-ja,~j, il. f= i
ij

ij
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ahol #,; ¢s f; az & ill. f skalarfiiggvény tenzor szerinti gradiensei, maguk is
masodrendii tenzorok, igy # és f skalirmennyiségek.

Amint az az 1. abran is lathato, a kapcsolat szilardsagi értelm aktivizalodasa
soran §; alakvaltozas-ndvekmények, geometriai értelmii aktivizalodasa soran 4f;
fesziiltségnovekmények lépnek fel:

(24

égj=Ag‘;T =A%z, il dfj=i%=,{fi,. (6)

ij tJ
ahol 4 és 4 nemnegativ skalarok, az aktivizalodasi allapotjellemzdk szorzésebességei.
A (6) Osszefliggés az aktivizdaloddsi torvény, amely szerint az aktivizalodasi fiiggvény az
aktivizalodasi allapotjellemz6-ndovekmények potencialfiggvénye. Ez a normalitdsi
térvénynek felel meg, hiszen az # =0 illetve f =0 hiperfeliiletek kiils6 normalisat az &
ill. f fiiggvények #; illetve f;; gradiense adja meg, igy (6) geometriailag azt fejezi ki,
hogy &; az # =0, ¢f; az f=0 feliilet killsé normalisanak iranyaba mutat. Az
ortogonalitdsi torvénynek megfelelGen viszont az aktivizalodasi allapotjellemzé és
dualisanak sebességvektorai skalarszorzata zérus:

8,6,=0, illetve 6%,=0, @

vagyis (5) és (6) értelmében:
AF =0, illetve Af=0. 8)

Az 3ltalanositott feltételes kapcsolat viselkedése tehat az aktiv és tehermentesiild
allapotot magaban foglaloan igy jellemezhet6:

F <0 é A20, de F A=0,
illetve 9)
f<0 é 120, de fi=0.

2. A feltételes kapcsolatil test vizsgalata

Egyetlen kapcsolat viselkedésének leirasa utan vizsgaljuk meg a feltételes
kapcsolatokkal rendelkezd kontinuum visclkedését. Az inhomogén test anyaganak
szilardsag tulajdonsagai az id6t6l fiiggetlenek, az anyag izotrop, linearisan rugalmas,
tokéletesen képlékeny, az elmozdulasok kicsinyek. A teher egyparaméteres, monoton
novekvo (csokkend), kvazistatikus.

Az Osszefiiggések levezetése soran a legaltalanosabb variacios elvbdl, a Hu-
Washizu-féle [3] energiafunkcionalbél indulunk ki és arra toreksziink, hogy az
aktivizalodasi torvénnyel kapcsolatos fenti dsszefliggéseket is a variacios elvek alapjan
fogalmazhassuk meg. Ezért kiindulasképpen az aktivizalodasi torvénnyel kapcsolato-
san csak a trivialis feltételezésekre szoritkozunk.

Legyen a vizsgalt test a haromdimenzios tér egy V résztartomanya a megfeleld S
hatarfeliilettel. Ismeretes, hogy a szilard test egy pontjanak mechanikai allapotval-
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tozasat az allapotjellemz0 sebességek hatarozzak meg. Ha e pont feltételes kapcesolat,
akkor e pont mechanikai viselkedését az allapotjellemzokre, illetve azok sebességeire
vonatkozo (1), (2), ill. (4) feltételek szabalyozzak. Tételezziik fel, hogy a vizsgalt test
barmely pontja feltételes kapcsolat lehet, igy a kontinuum mechanikai allapotanak
jellemzéséhez az allapotjellemzd-scbességekhez tartozd tenzormezékdn kivil az
altalanositott feltételmezok ismerete is sziikséges. A tovabbiakban F és f az
altalanositott feltételmez6t, vagyis tenzorok skalarfiiggvénymezdit jeldli.

A V tartomanyon értelmezett fesziiltség-, illetve alakvaltozas-sebesség mezdk (6)
értelmében:

Giy= 6% +6%, illetve  éy=ég+el (10)
ahol df; €s & az aktivizalodas altal pillanatnyilag nem érintett — rugalmas —
sebességek tenzora. Az aktivizalodasi szorzdsebességek A, illetve 4 skalirmezdire
vonatkozoan feltételezziik, hogy

AeVg, llletve AeV, (11)
ahol Vg, illetve V, a V tartomany azon részét jelenti, ahol # =0, illetve f =0, tovabba

azaz Vy és V, diszjunkt tartomanyok.

A V tartomanyban értelmezzik még a g¢; térfogati erdrendszert, amelyrol
feltételezziik, hogy ¢, #0, tovabba az 4; elmozdulassebesség-mezoket.

A V tartomany S hatarfelilletén az alabbi fliiggvényeket definialjuk, ha

S=S,+S, é S,nS,=0, (13)

p; € S, az S hatarfeliilet S, részén eldirt tehersebességvektor; o; € S, az S feliilet S, részén
el6irt elmozdulassebesség-vektor; 7€ S, az S felilet S, részén keletkezd reakciose-
besség-vektor.

A V tartomanyon definialjuk tovabba az A(é;) alakvaltozasi és a B(d)
komplementer alakvaltozasi teljesitménysiiriiség fiiggvényt az alabbiak szerint:

B(6;)=06,6;—A(&) é&s
(14)

Itt
. t, Y
A(eij)= 58ijaijkl£kl+ fijﬁij
o e ge o A R e
B(Uij)=8ij0ij+ Fi-of— 5 &ijQijkiéxt

2
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igy

g;=65+ A Fy

s ezaltal az anyagtorvényt rogzitettiik.

A linearisan rugalmas-tokéletesen képlékeny anyagi altalanositott feltételes
kapcsolati test alapdsszefiiggéseinek levezetésénél induljunk ki a Hu-Washizu-elvbol
[3], [4], hiszen a linearisan rugalmas testekre érvényes energiatételek a linearisan
rugalmas-tokéletesen képlékeny testekre is érvényesek, ha azokat nem egy meghataro-
zott allapothoz tartozoé energiara, hanem az allapotvaltozast jellemzd energiasebessé-
gekre vonatkoztatjuk [S):

Ryw = iA'(é,-j)dV— ‘[giu,.dV— ip,.a,.ds—

- ‘[[é,.j—%(ai_,.m,_,.)] G, dV -
- J (t;— 0)F; dS (15

amelyben az els6 tag az alakvaltozasi energia, a masodik és harmadik tag a belsé és
kiils6 er6k potencialis energiaja, a negyedik és Otodik tag a diszlokaciés energia
sebessége. Figyelembe véve a (10) Osszefiiggéseket, a 6-mezos 7,y funkcional:

Rl 65, 5, th;, Fiy A, D)= !:A'(é,-j)dV— ‘[g,.u,.dV—
- J pitt; dS — i[éfj+/i.%,—%(d,-',+d,',~):|(af,+1f,-j)dV—

- S[ (t;— 0, dS (16)

A funkcionalban szereplé 6%, &), u;, Fy, A, 4 fiiggetlen mezdk, igy a V tartomany (vagy
annak bizonyos résztartomanyai) felett szabadon varialhatok, hiszen csak a (6) és (10)
feltételt vettiik figyelembe és nem irtuk elé az egyes mezdk (7), (8), ill. (9) szerinti

......

jussunk:

Ofiyw =04 Ttyw + s Tiyw + 0uTiyw + 0; gw + 0 ityw + 0t yw
Osftyw = ,: (aijué:t" dfj)ééfj dv=0
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OsTtyw=— ‘[[éfj+/i.?7,~j— %(a,._ﬁu',.'i)] d65;dV =0
Ofttuw = — [ 65+ 41y +4: 83, dV =0
Oittyw=— ‘[ [(d5+4f;)#,;1 64 dV =0

Oittuw=— | [/i Fi= %(a,,,-w,.‘,.))f.-,- ]5,{ dv =0

O ityw=— g‘ [pi_(diej""iﬁ.i)n.i] ou; dS—

a

—J [F;—(65;+Af)n;] 6u;dS=0,

6f7tHW=_J(di_l}i)6’:idS=0’ (17

ahol a3, = a,;;; az anyagallandok negyedrendii szimmetrikus izotrop tenzora. Amint az
(17)-b6l nyilvanvalo, a 67t =0 stacionaritasi feltételek a linearisan rugalmas,
tokéletesen képlékeny anyagu, altalanositott feltételes kapcsolatu test dllapotvdltozdsi
alapegyenleteivel egyenértékliek.

Tekintsitk rendre az alapegyenleteket.
Az anyagegyenlet:

[ A V-ben. (18)
A kompatibilitasi egyenlet:
&+ .?}j—%(ui,j+dj_,~)=0 V-ben . (19)
Az egyensulyi egyenlet:
(65+4f;);46:i=0  V-ben (20)

A peremfeltételek:
pi=(G5+Af)n; S, (a)
F=(@5+Af)n;  S,n  (b) @1
u="0; S,n (©

ahol n; az § normalisa.

A (17) variacios egyenlségekbol megkapjuk az aktivizdloddsi térvénynek
megfeleld mellékfeltételeket is, ha tekintetbe vessziik, hogy 4 csupan Vj és 4 csupan vy
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felett varialhat6 szabadon, tovabba, hogy VynV,=0:

65Fj=F <0 ésA>0 Vg-ben és F A=0 V-ben, (a)
illetve (22)

E fontos Osszefiiggéspar az aktivizalodasi feltételeknek megfelelé hiperfeliiletekkel
kapcsolatos ortogonalitasi torvényt irja le, vagyis azt, hogy aktiv allapotban — amikor
A, ill. 1 szabadon varialhatok — az aktivizalodasi allapotjellemzé és dualisanak
sebességvektorai ortogonalisak. Masképp fogalmazva, aktiv allapotban a potencialse-
besség zérus. Ekkor 8 47ty <0, ill. 57ty <O Vi-ben ill. Vj-ben, mert itt A és 4 csak az
aktiv allapot fennmaradisa (# =0, ill. f'=0) mellett varialhatok szabadon, és a
tehermentesiilésnek (F <O, ill. f <0) megfelelden nem lehetnek tetszdlegesek, hanem
ekkor a 64 >0 ill. 81>0 értékeket kell felvenniiik. A tehermentesiilést is magaban
foglalé # <0,ill.f <0 feltételek figyelembevétele matematikai programozdsi feladathoz
vezet [6].

A 65;, 4, F, mezOk statikailag lehetségesek (egyensilyiak), ha eleget tesznek a (20)
és(21.a.b) egyensulyi feltételeknek, és statikailag elérhetdk is, ha még a (22.a) feltételeket
is kielégitik.

Az, A, ti;mezdk kinematikailag lehetségesek (kompatibilisek), ha eleget tesznek
a (19) és (21.c) kompatibilitasi feltételeknek, és kinematikailag elégségesek is, ha még a
(22.b) feltételeket is kielégitik.

A 6%, 4,7, 65, A, ti; mezSk ténylegesek, ha a megfelelSk statikailag elérhetdk, ill.
kinematikailag elégségesek és a (18) anyagegyenlet altal megszabott kapcsolatban
allnak egymassal. Minthogy a 7, =0 feltétel csak az Gsszes egyenlet kielégiilésével
érheto el, a 71, energiasebesség-funkcionalt a tényleges mezok teszik stacionariussa.

Megmutattuk, hogy a Hu-Washizu elvbdl kiindulva nemcsak az allapotval-
tozas-vizsgalat alapegyenleteit kaptuk meg, hanem az aktivizalodasi toérvénnyel
kapcsolatos — korabban ismertetett — mellékfeltételekhez is eljutottunk.

A tovabbiakban tekintsiik at az allapotvaltozasvizsgalat matematikai progra-
mozdsi problémaként valdo megfogalmazasat.

E célbol a (16) 7iyy funkcional fiiggetlen mez6i koziil némelyeket fliggdségbe
hozunk egymassal az alapegyenletek megfeleldinek kielégitése Gtjan, mialtal 7t
funkcionalban a fiiggetlen mezOk szama csokken, de a mellékfeltételek szama nd.

Tekintsiik eloszér az anyagegyenlet melletti kompatibilis, sOt, kinematikailag
elégséges mezoket, ezaltal a 6 mezds 7,y funkcional a 2 mezds 7,(8f;, A), vagy a
7ty A) a potencialis energiasebesség funkcionaljara egyszeriisodik a (18),(19), (21.c) és
(22.b) feltételek kielégitése révén. Leegyszeriisitett geometriai értelmezésben ez azt
jelenti, hogy keressiik a 7y, funkcionalnak megfelel6 ,felillet” extremalis pontjat a
(18), (19), (21.c) és (22.b) mellékfeltételeknek megfeleld ,,metszésvonalak” mentén.
Kiterjesztve az Osszefiiggéseket a tehermentesités esetére is, az allapotvaltozas-
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vizsgalat alapdsszefiggéseit a potencidlis energiasebesség minimumdnak tétele alapjan
tehat igy foglalhatjuk Ossze:

ty= | A@)dV— [ g dV — [ pi,dS=min! V-ben,

a"j“ é: — a"fl = 0 l/'ben

1
&+AF;— 5(ai.j+aj.i)=0 V-ben

ﬂi—ﬁi=0 Su-n, (23)

A20;  f=fye;s0, f4=0.,  Vben,
A0 V-ben.

Egy linearisan rugalmas, tokéletesen képlékeny anyag, altalanositott feltételes
kapcsolati test kinematikailag lehetséges és az aktivizalodasi torvényt kielégito, tehat
kinematikailag elégséges alakvaltozas-sebességmezoi kozill az a tényleges, amely a
potencialis energia sebességét minimumma teszi. Minthogy a potencialis energia
sebességének a kifejezése az ismeretlen allapotjellemz6 mezok kvadratikus fiiggvénye,
és ezen mezOkre egyenlétlenségi mellékfeltételek is érvényesek, a (23) feladat
kvadratikus programozasi problémara vezet.

Tekintsitk most az anyagegyenlet melletti egyensulyi, sot, statikailag elérhetd
mezOket, vagyis koveteljiikk meg a (18), (20), (21.a.b) és (22.a) feltételek teljesiilését. A (16)
6 mezds 7y funkcional, igy ismét 2 mezdsre egyszerisddik: #(d5;, 4)= — 7., ahol 7, a
hagyomanyosan értelmezett komplementer energia sebessége. Kiterjesztve az
Osszefiiggéseket a tehermentesités esetére is, az allapotvaltozas-vizsgalat alaposz-
szefliggéseit a komplementer energiasebesség minimumdnak tétele alapjan tehat igy
foglalhatjuk Ossze:

—1,=max! vagyis
i, = £ B(g;;)dV — bj 0;/;dS=min!  V-ben,

a,ube—05=0  Vben,
65+ AL +4:=0  V-ben,
pi—(@4+1f)n=0 S, 4
Fi—(65+Afi)n;=0  S,n,

A20, #=F,0550, FA=0  Vben,

120 V-ben.
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Egy linearisan rugalmas tokéletesen képiékeny anyagq, altalanositott feltételes
kapcsolati test statikailag lehetséges és az aktivizalodasi torvényt kielégito, tehat
statikailag elérhet6 fesziiltségsebesség-mez6i koziil az a tényleges, amely a kiegészitd
potencialis energia sebességét minimumma teszi.

A komplementer energia sebességének kifejezése az ismeretlen allapotjellemz6-
mezdk kvadratikus fiiggvénye, igy a (24) feladat szintén kvadratikus programozasi
feladatra vezet.

A fenti két energiatételt leegyszeriisitett geometriai értelmezésben a kovet-
kezoképpen foglalhatjuk Ossze: a 7y, funkcionalnak a tényleges mez8k felett
nyeregpontja van, ez a pont egyben a kinematikailag elégséges (azaz a szilardsagilag
aktiv, ill. tehermentesiilé kompatibilis) mezdk feletti minimumot, a statikailag elérhetd
(azaz a geometriailag aktiv, ill. tehermentesillé egyensilyi) mezdk feletti maximumot
reprezentalja.

Megemlitjik még, hogy a Hu-Washizu-elv alapjan j6 néhany kiilonbdzé
variacios elv vezethetd le, amelyek természetesen valamennyien a 7y, ugyanazon
nyeregpontjat jelolik ki, de mas-mas bazisban, igy mas-mas jellegii extremummal.

frjuk most fel a Hu-Washizu-féle funkcionalt tisztan az aktivizalodasi
allapotjellemz6-sebességek fiiggvényében. Ez egy hibrid elvhez vezet, minthogy itt az
anyagegyenlet altal leirt kapcsolatban levd egyensilyi, illetve kompatibilis mezdket
feltételeziink, és ahol az ismeretlen mezok az aktivizalodasi allapotjellemzé mezdk
fesziiltségi és alakvaltozasi jellegii szorzésebességei. Ez a (18), (19), (20), (21) feltételek
érvényességét jelenti. Igy a 2 mezds n. aktivizdldddsi energiasebesség funkcionaljahoz
jutunk, és az alapdsszefiiggések igy foglathatok Sssze:

oA, )= ,:A' (E;)dV — é(&f,+if,-j) €5+ A F ) dV =extr! V-ben,

a,-jk, éil - d’fl = 0 V-bﬁn,

65+ Af;+di=0  V-ben,

1
i+ AF ;- 5(13.-.,-+11,-..-)=0 V-ben,

Fo—(65+Afipn;=0  S,n,
4—0,=0  S,n,

Az0

120 } V-ben

Egy linearisan rugalmas, t6kéletesen képlékeny anyagi, altalanositott feltételes
kapcsolati test statikailag és kinematikailag lehetséges, az anyagegyenletet is kielégitd
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aktivizalodasi allapotjellemzG-sebességei koziil az a tényleges vagyis statikailag
elérhetd és kinematikailag elégséges, amely az aktivizalodasi allapotjellemz6 sebesség-
mezdk fiiggvényében felirt energiasebességet stacionariussa teszi.

3. Alkalmazas véges szabadsagfoka modellre

Kontinuumfeladatunk véges szabadsagfok modelljét ugy képzeljiik el, mint
véges méretil elemek illeszkedd Gsszességét, ahol az egyes elemek érintkez felilleteinek
bizonyos pontjaiban folytonossagi kovetelményeket elégitink ki. E pontok a
csomopontok. Az allapotjellemzoket tehat e csomopontokra vonatkoztatott véges
méretl vektorokkal jellemezhetjiik. Célszeriien ugyanezen pontokra vonatkoztatjuk
az aktivizalodasi feltételeket is. Az aktivizalodasi feltételeknek megfeleld hiperfeliilete-
ket konvex poliéderseregként vessziik fel, ezaltal a feltételeket linearizaljuk. Ennek
megfeleloen a linearizdlt feltételek az alabbiak lesznek:

F =No—-a<0,
illetve
f=Me-B=0

ahol N és M az un. gradiens hipermatrixok:

_F ill. M= a (26)

N= 3" 2

vagyis az aktivizalodasi hiperfeliilleteknek megfeleld konvex poliédereket alkoto sikok

normalvektorait — fliggvényeket — tartalmazé hipermatrixok, tovabba a és P

ugyanezen sikok origotol valod tavolsagat — skalarokat — tartalmazo hipervektorok.
Az aktivizalodasi torvény véges szabadsagfokl modelire érvényes alakja:

£=A*N, il. ¢=i*M 27
az aktivizalodasi potencialsebességek pedig:
# =No&°, ill. {=Me* (28)
Az allapotjellemz6-sebességek igy
6=6°+¢"
E=g 4 (29)

Az alabbiakban a legegyszeribb véges szabadsagfoku rendszerre, a riddszerkezetre
alkalmazva mutatjuk be az allapotvaltozas-vizsgalat alapdsszefiiggéseit.
Tekintetbe véve [7] alapjan a rudszerkezet alapegyenletét

o & LR .
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amely megadja az Osszefiiggést a szerkezet adott q eré- €s t kinematikai terhei, valamint
a keletkez6 u elmozdulasai és s belsd erdi kozott, a kapcesolati feltételek az alabbi alakot
Olthetik.

Legyen az i-edik kapcsolati helyre vonatkozo szildrdsdgi feltétel az alabbi
linearizalt képlékenységi feltétel [8]:

Fi=Nis|—k;=0 (31)

ahol s/ az i-edik kapcsolati helyhez tartozod s; belsé erék kéziil a korlatozas ala
tartozokat jeloli. N; matrix rogziti az utobbiak kombinacioit azaltal, hogy a konvex
poliéder egyes hipersikjaihoz tartozé normalis egységvektorokat tartalmazza. A k;
vektor a hipersikoknak az origotol valo tavolsagat adja meg. Példaul, ha N, =E, vagyis
az identitas matrixa, akkor a hipersikok normalisai éppen a koordinatatengelyek, igy a
feltétel csupan a keletkezo igénybevételeknek a tordigénybevételekkel valo numerikus
Osszehasonlitasat irja eld.

Legyen az i-edik kapcsolati helyre vonatkozd geometriai feltétel a relativ
elmozduldsokra vonatkozd alabbi linearizalt alak:

f-‘=Mi'{“li§0 (32)

ahol t/ az i-edik kapcsolati helyen fellépd t; relativ elmozdulasok kéziil a korlatozas ala
tartozokat jeloli. M, irja el6 ezek kombinacioit az adott |, konstansokhoz viszonyitva.
Tekintsiik a kapcsolatok aktivizalodasa soran az s° illetve t° ndvekményvekto-
rokat:
.

S SR O SR N (33)
ahol /4 az On. szilardsagi és A a geometriai szorzosebesség, a keletkezd belsé erd, illetve
relativ elmozdulaskomponensek kombinacidira vonatkozéan. Egyszabadsagfoki
kapcsolatnal magaval a ndvekménnyel egyenld.

A terhelési folyamat soran az allapotjellemzék g, t, 4, §, A és A sebességei
(névekmenyei) kozotti osszefliggések az altalanositott feltételes kapcsolatok akti-
vizalédasanak folyamataban:

0 G* 0 G'M)[u]l+[4q] =0 (34)
G F Nt 0 |s i
0 N o 0 |IA F

MG 0 0 o0 {4 I

tovabba
"
[ﬂ;o, [{ J§0 és [AA] [‘ﬂ —0 (34.2)
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Megallapithat6, hogy mind az egyensilyi, mint a kompatibilitasi egyenletek
kiegésziiltek a megfelel6 aktivizalodasi igénybevétel-, illetve relativ elmozdulassebessé-
gekkel.

Kiisz6boljilk ki a (34) egyenletrendszerb6l a nem el6jelkorlatos o és §
ismeretleneket. Ekkor az alabbi egyenletet nyerjik:

~NF !'GK™!G*F " 'N*+

: A+
+NFIN* :

I

|

—~MGK " 'G*M* A

+[N[F'GK Y(—G*F ')+F ] ] - [F]=0
—~MGK ' (§—G*F 1) f
amelyet egyszeriibb alakra hozva:

Dx+d—y=0
ahol
x20, y<0 és x*y=0

Ez a feladat megfelel az alabbi linearis komplementer problémanak:
LC:{Dx—y+d=0,%20, y<0, x*y=0}

amely egyenértékit a kovetkezé kvadratikus programozasi feladat primal-dual
feladatparjaval:

Q1: min {% X"DX+d"‘)’(|)’(;0}

02: min {% x*Dx|Dx+d <0, xgo}

A linearis komplementer problémaval ekvivalens linearis programozasi feladat
megoldasat a szimplex algoritmussal egyenértékil eljaras alapjan végeztiik, amelynek
részleteirdl, fizikai hatterérol, tovabba szamos numerikus eredményrél és

szamitastechnikai tapasztalatrol a [9], [10], [11], [12], [13] dolgozatokban
szamoltunk be.
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Basis relations of state change analysis of continua with generalized conditional joint field. — The basic
relations of the state change analysis of continua with generalized conditional joints, obtained from the
variational principles, and the mathematical programming relations of the contact problem are presented.
The applications of the basic relations are illustrated on discret models.

DISZKRET MODELLEKKEL LEIRHATO TARTOSZERKEZETEK
KEPLEKENY HATARALLAPOT-VIZSGALATA ES OPTIMALIS
TERVEZESE SZTOHASZTIKUS PROGRAMOZASSAL*

1. Bevezetés

Az anyag- és energiatakarékossag miatt egyre nagyobb jelentsége van az
anyagmindség megbizhatésaganak. Ebben a dolgozatban képlékeny hatarallapot-
vizsgalat és optimalis tervezés esetén azt vizsgaljuk, hogy az anyagmindség ingadozasa
milyen hatassal van a szerkezetekre. A folyasi hatarértékeket valosziniiségi valtozok-
nak tekintjiik, igy sziikségessé valt egy sztohasztikus képlékenysegi feltétel bevezetése.
A feladatokat sztohasztikus programokkal oldjuk meg.

* Vasarhelyiné dr. Szabé Anna munkaja.
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2. Képlekenyséygi feltétel sztohasztikus feladatok esetén

Szerkezeti elemek (ill. keresztmetszetek) vizsgalatanal csak véges szamu pontban
szoktuk a fesziiltségeket szamitani, és feltételezziik, hogy az elemeknek csak ezen
kitiintetett pontjai jatszanak szerepet a képlékenységi feltételeknél.

Feltételezziik tovabba:

a) Egy keresztmetszet ezen pontjaiban a folydsi hatarértékek nem fiiggetlen
valdsziniiségi valtozok.

b) A folyasi hatarok egyiittes eloszlasa normalis, a varhato értékek, szorasok és a
valtozok kozotti korrelaciok értékei ismertek.

Egy clem képlékenyseégi feltételei determinisztikus esetben:

ahol1,,1,, ... 1, az egyes elemeket reprezentald pontok maximalis nyiré fesziiltségei.
Legyen egy elem megbizhatosaganak valdszinliségi szintje adott (p), vagyis
legalabb p valosziniséggel az elem teherviseld.
irjuk fel annak a valésziniiségét, hogy az anyagi pontra jellemz6 folyasi fiiggvény
értéke nem lehet pozitiv:

g(‘c,tf)=P(‘c,,f1§T,, 15, £1,, TafB<T3"'

@

—thg-1, —-ths-tu..., —-ths-1)2p

Mint lathatd, a (2) Osszefiiggés definicioszeriien az eloszlasfiiggvény értéke, a
fonyirofesziiltség értékeitdl fiiggd helyen. A b) feltételben normalis eloszlast tételeztiink
fel, a (2) standardizalt valtozokkal egyszeriibb alakra hozhato.

Vezessitk be a kovetkezé jeldléseket:

t—E(tf) — i+ E])
D(r.{. =4 D)

Ti— E(T{i _ —7;+ E(T{'i) _
bl Dy "

A fenti jelolésekkel (2) a k6vetkezé alakra hozhatd:

P(éiéxb ’1.‘§Yni= 1, .- '9")

1\
>

3
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A standard normalis eloszlasfiiggvény (@) szokasos jelolésével (3) a kovetkezo
formaban is irhato:
POLRR i=1,...,2n)2p “)

ahol az & vektorban az x és y vektort foglaltuk &ssze. igy egy normalis eloszlasfiiggvény
értékét kell szamolnunk. Ez matematikailag lehetséges, de igen szamitasigényes. Ezért
a gyakorlat szempontjabol megfelelébb, ha feltételezziik, hogy az also és fels6 folyasi
hatarok értéke fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Ekkor a (4) Osszefiiggés a fiiggetlen
valoszinliségi valtozok szorzatara vonatkozo tétel értelmében a kovetkezéképp irhato:

PORxy i=1, . ) POy i=1, . n)zp &)
illetve
P(éiéxi)i=ly-~"n)P("i§yisi=1a--'sn)gp (6)

PrREKOPA [1] munkajanak 3. fejezet 18. tételében bizonyitja, hogy (6) konvex feliiletet
alkot.

3. Képlékeny hatarallapot-vizsgalat

A képlékenységtan legrégebben hasznalt, legalaposabban ismert teriilete a
képlékeny hatarallapot-vizsgalat. Feladata a szerkezetek teherbirasi kapacitasanak
meghatarozasa, aranyosan novekvo terhelés mellett. Ez a fejezet el6szor a 3.1 pontban
ismerteti a determinisztikus feladatok esetén a hatarallapot-problémak megoldasat
linearis programozassal. A 3.2 részben a folyasi hatarok értékeirdl tételezziik fel, hogy
valosziniiségi valtozok. '

3.1 Képlékeny hatarallapot-vizsgdlat determinisztikus
feladatok esetén

Hatarallapot-vizsgalat esetén keressiik azt a maximalis teherparaméter értéket,
amely mellett a szerkezet még éppen nem valik labilissa — még éppen nem 1épnek fel
korlatlan képlékeny alakvaltozasok. Ekkor a képlékeny alakvaltozasok mellett a
szerkezet rugalmas alakvaltozasai nem jatszanak szerepet, ezért elegendé a vizsgalatot
merev-idealisan képlékeny anyagu szerkezeten elvégezni. Ha a teher egyparameéteres,
¢és a paraméter monoton névekvo, akkor csak egyszer alakulhat ki hatarallapot, és ezt
a teherparaméter szélsé értéke jellemzi.

A képlékeny hatarallapot-vizsgalat két alapveto tétele a statikai és a kinematikai
tétel. Ezek alapjan felirhato az a linearis programozasi feladatpar, amellyel a feladatok
megoldhatdk. A tovabbiakban a statikai tételre lesz sziikségiink. A statikai tétel
értelmében a tordintenzitds a statikailag lehetséges teherintenzitasok maximuma.
Statikailag lehetséges az a teherintenzitas, amelyhez talalhato olyan belsé erdeloszlas,
amely kielégiti az egyensulyi egyenleteket és a képlékenyseégi feltételeket.
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Ennek alapjan felirhato a feladat linearis programozas primal feladatanak
megfelelé6 megfogalmazasa:

G*s+aq=0 (7/a)
k,=sN*s<k, amy ()
a—max. (7/c)

3.2 Képlékeny hatdrdllapot-vizsgdlat abban az esetben,
ha a folydsi hatdrok valdsziniiségi vdltozok

A hatarallapot-vizsgalat a (7) Osszefiiggésekkel leirt statikai tétel alapjan
végezheto el.

A szerkezet egyensulyi egyenletei (7/a) valtozatlanok maradnak. A (7/b)
képlékenységi feltétel helyett most a 2. fejezetben levezetett sztohasztikus képlékenysé-
gi feltételt hasznaljuk. A (7/c) célfiiggvény valtozatlan. Igy a sztohasztikus programoza-
si feladat a kdvetkezoképp irhato fel:

G*s+aq=0 . (8/a)
P(ki<Ns'sk)2p  i=1...n (8/5) (8
(—a)—>min. (8/¢c)

Bdvitsiik az ismeretlen belsé erok vektorat a teherparaméterrel, a geometriai matrix
transzponaltjat pedig a tehervektorral.

G*=[G* q); &= [s]

o

Ekkor a feladat egyszeriibb formaban irhato fel:

G*s=0 (5/a)
P(ki<Ns'skh)zp'  i=1...n ©/b) (9
(=8, +))—min. /)

Ez a feladat megfelel Prékopa valoszinliségi valtozokkal korlatozott M1 jelii
sztohasztikus programozasi modelljének [1].
4. Optimalis tervezés
A szerkezettervezés célja a szerkezeti elemek sziikséges képlékeny teherbirasi
értékeinek meghatarozasa oly modon, hogy a szerkezet statikai szempontbol megfeleld

legyen, ugyanakkor eleget tegyen gazdasagi vagy egyéb optimum-kritériumoknak.
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Csak a minimalis silyra valé optimalis feladattal foglaikozunk, s felhasznaljuk
azt az altalanosan elfogadott kozelitést, hogy a szerkezet sulya felirhato a teherbiras-
jellemzdk linearis kombinaciojaként.

4.1 Optimdlis tervezés determinisztikus feladatok esetén

A klasszikus, minimalis silya szerkezetek optimalis tervezési feladata esetén
adottnak tekintjik a terheket, a szerkezet geometriajat (geometriai matrixat) a
képlékenységi feltételeket (képlékenységi matrixat) és keressiik a szerkezet teherbirasat
jellemz6 értékeket (folyasi hatarok értékeit) gy, hogy az egyensilyi egyenletek és a
képlékenységi feltételek teljesiiljenek, a teherbiras-jellemzok linearis kombinacidja
minimalis legyen. Vagyis a linearis programozasi primal feladat a kovetkezOképp
allithato fel.

G*s+q=0 (10/a)
N*s—k<0 (10/b)  (10)
I*k —»min. (10/c)

Ez megfelel az optimalis tervezés statikai tételének, melynek értelmében annak a
szerkezetnek a silya, amelyhez talalhato egy, az egyensilyi és képlékenységi
feltételeket kielégitd belsderd-eloszlas, nagyobb vagy egyenld, mint a minimalis suly.

4.2 Optimdlis tervezés abban az esetben, ha a folydsi hatdrok értékei valosziniiségi
vdltozok

A determinisztikus feladat megfogalmazasatol ez a sztohasztikus feladat
annyiban tér el, hogy most a folyasi hatarok varhato értékeit keressik. A szorasok és a
korrelaciok értékeit ismertnek tételezziik fel. Az optimalis tervezési feladatunk
kiindulopontjat a (10) osszefiiggésekkel leirt statikai tétel jelenti.

A szerkezet (10/a) egyensulyi egyenletei valtozatlanok maradnak. A (10/b)
képlékenységi feltétel helyett a 2. fejezetben bevezetett sztohasztikus képlékenységi
feltételt hasznaljuk. A célfiiggvény felirdsakor a kovetkezo gondolatmenetet kovessiik:
A szerkezet sulya annal kisebb, minél jobban megkozelitik a belsé erék a folyasi
hatarok értékeit. Ezt az eltérést — a valosziniiségi valtozoji folyasi hatarértékek és a
belsé erdk kozti kiilonbséget — mint biinteto fliiggvényt tekintjiik. Feltételezziik, hogy
azeltéréstol a biintetés linearisan fiigg. A biintetések Osszegének varhato értékét az alsod
folyasi hatar esetén a kovetkezOképp irhatjuk fel:

PO= 3 (Nisi—Elka) | (Nisi—0dFi0). an

i=1 halc}
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Analég modon a fels6 folyasi hatartol valo eltérés esetén a biintetés a kovetkezd alaki:

PP= 3 (Etkp)~Nis) | (0—Nis)dFo(o). (12)
i=1

Nisi

fgy a célfiiggvény (11) és (12) Osszegeként felirhatd. A Stieltjes-integralokat a
surliségfiiggvények segitségével Riemann-integralokka Aatalakitva és parcialisan
integralva (11) és (12) egyszeriibb alakban irhato, kihasznalva azt, hogy vF(v)—0, ha v
— — 0, illetve (1 — F(v))—0, ha v— 0.

m Nis;
PV = % (Nis;—E(k,)) | Fri(v)dv, (13)
i=1 -
illetve

PP = i (—Nis;+E(ky) ij‘s‘ (1~ F{(v)dv. (14)

i=1

Végiil a sztohasztikus programozasi feladat a kdvetkezd:
G*s+q=0 (15/a)

Pk, = Ns;skjp)zp?  j=1...n (15/b)
(15)
m Njs
PULPOI= S (N;s;— E(kyy) | Fie(o)do+
' i1

+ }2::1 (E(k )~ N,s; I (1 — F4)(u)\do—min. (15/0)

Ez a feladat Prékopa M11-es modelljének felel meg [1].

S. Numerikus tapasztalatok panelszerkezetek szamitasanal

A 3., illetve 4. fejezetben ismertetett eljarasokat panelszerkezetek szamitasanal
mutatjuk be. A szerkezeteket a merev tarcsa modellel kozelitettiik [2]. Ekkor a
paneleket olyan merev testeknek tekintjilk, melyeket élei mentén harom idealisan
képlékeny rugo kapesol Gssze az 1. abra szerint. A rugok koziil kettd a huzast-nyomast,
egy pedig a nyirast vesz fel.

Ha két paneclél csatlakozasat mint egy keresztmetszetet fogjuk fel, ahol a
képlékenységi feltételeket a rugoknal szamitjuk, hatarallapot-vizsgalat esetén a (8)
optimalis tervezéskor a (15) Osszefiiggésekkel felirt sztohasztikus programozasi
feladatot kell megoldanunk.
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1. abra

5.1 Panelszerkezetek hatdrdllapot-vizsgalata

Azt vizsgaltuk, hogy az egy panelél mentén levé harom rugo kozotti korrelacio,
majd a szorasértékek hogyan befolyasoljak a torGteher értéket.
a) Korrelacios matrix hatasa a toréparaméter értékére és a folyasi mechanizmus

kialakulasara
Determinisztikus folyasi hatarnak a varhato értékeket tekintettiik (2. abra).
Sztohasztikus esetekben a szorasok értékeit nem valtoztattuk, az egyes korrelacios
matrixokat az abrak mellett tiintetjiik fel. A korrelaciés matrix sorai illetve oszlopai
rendre a bal oldali, jobb oldali hizasi rugodra, bal oldali huzasi rugokra és a nyirasi
rugokra vonatkoznak.
A folyasi hatarok varhato értékei és szorasai a vizszintes panelélek mentén

varhato érték  szoras

nyomas: —2080,0 N/em? 25,5

huzas: 820,0 N/cm? 25,5

nyiras: +1470,0 N/cm? 25,5
16,2' 1000 N

i
@ i

3x5m J

|
]\
2x3m

=5 >3

2. dbra
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Fiiggoleges panelélek mentén:

varhato érték  szoras

nyomas: —2000,0 N/cm? 18,0
hizas: 820,0 N/em? 18,0
nyiras: +1020,0 N/cm? 140

Az elSirt biztonsag (p) minden esetben 95%,. Egy panelélen beliil korrel jeldljiik
azt a rugot, ahol a folyas bekovetkezett (3. abra).

A korrelacios matrix valtozasaval a toréparameéter értéke is valtozott, az eltérés
elérte a 26%-ot is. Vagyis a minOség egyenletessége elonyosen befolyasolja a szerkezet
viselkedését.

A folyasi mechanizmusok igen valtozatos képet mutatnak. Sztohasztikus
esetben mégilyen egyszeril tarté és teher esetén se megjosolhato, hogy hatarallapotban
milyen torési kép alakul ki. Erdemes ramutatni, hogy sztohasztikus esetben sokkal
tobb helyen alakul ki folyas, mint a determinisztikus szamitasokban.

b) Szoéras hatasa a térOparaméter értékeére

Szamitasokat végeztiink kilonboz6 szorasok esetére. Az elobbi feladatban a 4-es
korrelacios matrixot hasznaltuk, a varhato értékek valtozatlanok voltak. Ekkor a
kovetkezo térOparaméterértékek és folyasmechanizmusok alakultak ki (4. abra).

Mint lathatd, a térOparaméter értéke rohamosan ndvekszik a szorasok
csOkkenésével. Vagyis az anyag mindségének allandosaga igen elénydsen befolyasolja
a szerkezet viselkedését. Erdemes ramutatni, hogy a gyakorlatban eléforduld
szOrasértékek esetén (fiiggbleges éleknél 2530, vizszintes éleknél 30—35) a feladatnak
nem volt lehetséges megoldasa, vagyis teljesen megjosolhatatlan a szerkezet
viselkedése.

5.2 Panelszerkezetek optimdlis tervezése

A bemutatott eljarassal a kdvetkez6 feladatot oldottuk meg determinisztikus és
sztohasztikus esetben (5. abra).
Sztohasztikus esetben a folyasi hatarok szorasértéke a vizszintes élek mentén 25,5,
fiiggdleges élek mentén 18,0 volt minden egyes rugonal. Az egy él mentén levo rugdk
folyasi hatarai k6zotti korrelacios matrixot a kdvetkezOképp vettiik fel:

107 02
R=l07 1 02
- 02 02 1

Mind determinisztikus, mind sztohasztikus feladat esetén a stlyozd faktort (l)
egységnyinek vettiik.
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3. dbra

,0 05 05
R=[05 1,0 05

0,505 1,0

10 07 0,7
R= {07 10 03

07002120

10 08 08
R=108 10 0,8

08 08 1,0

10 Q7 0,2
R= 107 10 0,2

0,202 1.0
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lp,ﬂsoorq 1P2=1500N

¥ m | P3=2000N
3 —— 3 —
: e
:) MM
E e : S
o
I
i i e
3 — 3
L‘ 2x5m _!
5. abra

Determinisztikus feladat megoldasa (6. abra).
A célfiiggvény értéke — vagyis a folyasi hatarok értékeinek Osszege —2462,62.
Sztohasztikus feladat esetén (7. abra) a folyasi hatarok értékeinek Osszege
2535,28. Az eredmények azt mutatjak, hogy kiilonbozo rugdk folyasi hatarértékei
kozott a kiilonbség lényegesen alacsonyabb sztohasztikus esetben (187,88), mint

- 625

THZS l
= 0
—_— ‘ —
3785625 0 1650 1375 975
e ' -
fe () —o]
f s |
S
0 625 0 900 2375 2100
5 i) S e !
|
T1598 }
I y
f~—0
e i
799 1332 799 1497 16679 3100
P} s 2
6. abra &g
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o 305 i

]

- 413

3782 798 176 2064,8 1202 381
g PRl
=206 —]
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g S
980,6 1195 12934 1576 1805 10028
e 403+ v
1 1537 T
e 1867
715,2 1412 19394 333,6 1588 1375,4
t - -
7. dbra

determinisztikus esetben (310,07), vagyis a szerkezet egyenletesebben ,kivanja” az
anyagot. Igaz ugyan, hogy a Zk érték valamivel magasabb volt sztohasztikus esetben,
mint determinisztikus esetben, de a gyakorlatban olyan szerkezetet nem lehet épiteni,
ahol a folyasi hatar értéke nulla, igy legalabb egy ¢l mentén — de altalaban nagyobb
egységekre bontva a szerkezetet — azonos mindségli anyagot szoktak hasznalni.
Ekkor azonban a sztohasztikus feladat megoldasa kedvezdbb, mert a legmagasabb
folyasi hatarérték itt 206,48, mig determinisztikus esetben 310,07.

A feladatok megoldasahoz a modositott Lagrange-modszert hasznaltuk fel [3].
A haromdimenzios normalis eloszlasfiiggvény fiiggvényértékét a Hilton-féle transz-
formacio segitségével allitottuk el [4], gradiensét Szantai modszerével hataroztuk
meg [5]. Az egyes feladatok megoldasahoz sziikséges gépidd-igény erdsen fiiggott a
korrelacio- és szorasértekektol is.

Jelolések
A jelek a latin, majd a gorog abc alfabetikus sorrendjében a kovetkezok:

a panel x iranyl mérete

b panel y irany mérete

D(¢) ¢ szorasnégyzete

E(¢) ¢ varhato értéke

Ve ON A 0) i-edik csomopont k,; also, illetve k ;; felsé folyasi hataranak siriiségfiiggvénye
(j =dimenzidszam)

Fie'(v), F4(v) i-edik csomopont k,; also, illetve k ;; felsd folyasi hataranak eloszlasfiiggvénye

(j=dimenzi6szam)
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g(t, k) folyasi fiiggvény

G geometriai matrix

i,j indexek

kais kgi i-edik csomopont also, illetve felso folyasi hatara

—

linearis kombinacioban az i-edik egyiitthato

m belsé erok szama

n csomOpont-szam vagy belsé panelélek szama
N képlékenységi matrix

p: i-edik el6irt valoszinliségi érték

P valoszinliség

q tehervektor

r panelek szama

R korrelacios matrix

s belso erok vektora

X,y koordinata-rendszer

o teherparaméter

Eum valoszintiségi valtozok

T nyirofesziiltség

tf tiszta nyiras esetén a folyasi hatar értéke
thth i-edik also, illetve felsé folyasi hatar értéke
Tinas maximalis nyirofesziiltség

] standard normalis eloszlas-fiiggvény

3 id6 szerinti derivalt

% transzponalas
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Collapse load analysis and optimal design of discretesed structures by stochastic programming. —
In the case of plastic collapse load analysis and optimal design the effects of uncertainties of matherial
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programming models of the above problems can be solved on the base of statical theorems introducing the
stochastic yield condition. Numerical results are presented for panel structures.

Plastische Grenzzustand-Untersuchung und optimale Planung diskreter modelierbahre Tragwerke
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AHA/IM3 M ONITHMA/IbHOE NPOEKTHPOBAHKE KOHCTPYKUHH B ILIACTHYHOM COCTOSIHHH ¢ NOMOINbIO
JIMCKPEeTHON MO/IE]IH B CTOXACTHYECKOI'0 NPOI paMMHpoBannst. — CHHTas IPEAETbl TEKYYECTH BEPOATHOCT-
HbIMH NIEPEMCIIILIMH, MOXEM YYECTDb BJINSTHMC M3MCHCHMA KA4€CTBA MaTCpUasia MPH AHAH3E NPENEIBHOTO
COCTORAHHS U IPH ONTHMAJIBHOM NPOCKTHPOBAHHH. 3AIUCAB BEPOATHOCTHOE YCIIOBHE NAACTHYHOCTH, HA
OCHOBAHMY CTATHYECKHX TEOPEM MOXHO 3anucaTbh MOJIEJIb CTOXACTHYECKOrO MPOrpaMMHPOBAHHA.
Yucnentple pe3ynbTaThl JEMOHCPHPYIOTCA Ha IIPUMEpE PACUETA MAHENbHbIX KONCTPLIKIHA.

A KATASZTROFAELMELET ALKALMAZASA
RUGALMAS SZERKEZETEK o
TOKELETLENSEG-ERZEKENYSEGENEK VIZSGALATANAL*

Az elliptikus és a hiperbolikus koldk katasztrofa kanonikus alakja esetén az eldgazasi
halmaz egyenletei ismertek. A szerkezet teljes potencialis energijanak fiiggvénye e kanonikus alakra
transzformalhato az ilyen tipusu katasztrofapontok kornyezeteben. E transzforméaciok fel-
hasznilasaval algoritmust adunk a tokéletlen szerkezetek kritikus terhének szamitasara. A
katasztrofaelmélet eredményeit felhasznava megadjuk a kritikus tokéletlenségi tartomanyokat. E
tartomanyokat azok a tokéletlenségek alkotjak, melyeknél a kritikus teher paramétere egy eldirt
érteknél kisebb., Ha a tokéletlenségek siirliiségfiiggvénye ismert, akkor a kritikus tokéletlenségi
tartomanyok segitségével ki lehet a stabilitasvesztés valosziniliségét is szamolni.

Bevezetés

KorTer (1945) kidolgozta a rugalmas kontinuumok altalanos stabilitaselméletét,
majd ezt THOMPSON és HUNT (1973) kiterjesztette diszkrét rendszerekre is. Mindkét
elmélet a szerkezet teljes potencialis energiafiiggvényét hasznalja fel ahhoz, hogy
meghatarozza az adott teherhez tartozo egyensulyi helyzetet, az egyparaméteresnek
tekintett teher kritikus értékét, az egyensulyi utak szamat és elhelyezkedését a kritikus
pont kornyezetében, valamint a tokéletlenség-érzékenységi Osszefiiggéseket. Ez
utdbbiak mutatjak meg, hogy egy tokéletlen (a tervezettdl eltérd) szerkezet kritikus
terhe mennyire tér el a tervezett szerkezet kritikus terhétdl, melyek a legveszélyesebb
tokéletlenségek.

Az elemi kataszirofaclmélet (THoM 1972, ZEEMAN 1977, POSTON és STEWART
1978) is gradiens potencialisfiiggvények szingularitasaival foglalkozik. A szingularita-
sokat osztalyozza, megadja az univerzalis szétnyitasukat (az ehhez sziikséges
paraméterek szamat, helyét) és az elagazasi halmazokat (azokat a paraméterértékeket,
melyeknél a fiiggvénynek szingularitasa van).

A rugalmas stabilitas elméletének és a katasztrofaciméletnek a kapcsolatat
THoMpsoN és HUNT (1975) mutatta ki. Azdta szamos cikk foglalkozott e kdzos
teriilettel. E cikk célja, hogy egy rovid attekintést adjak sajat, e témakorben kifejtett
tevékenységemrol.

* Dr. Gaspar Zsolt munkaja.
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Modellek

Az egyes stabilitasvesztési tipusok szemléltetésére, vizsgalatara nagyon haszno-
sak az egyszerii modellek. THOMPSON és HUNT (1973) igy mutatja be a hatarpontot és a
nemszimmetrikus elagazasi pontot (ranc katasztrofakat), a stabil és instabil szimmetri-
kus elagazasi pontot (a csucs €s a dualis cstcs katasztrofat), sot, az Augusti-modellel
még a kettOs csucs katasztrofa egy tipusat is. Az ellenhajlasu elagazasi pontra
(elliptikus koldok katasztrofa) egy harom rugédval megtamasztott merev rud nyujt
modellt (1. abra), az egyhajlasu elagazasi pontra (hiperbolikus k6ldok katasztrofa) egy

merevitett lemez (THoMPsON és HUNT 1975). Ujabb tipusok bemutatasira az egy
ruadbol és harom rugobol allo szerkezetet altalanositottuk, mégpedig két iranyban.

Az els6 esetben (GASPAR 1977) megtartottuk a rugék szimmetrikus elhelyez-
kedését, de a rugok szamat (n) noveltiik (2. abra). n=3 az eredeti esetet adja, n=4 az
Augusti-modellnek megfeleld cstcs katasztrofat. n > 4 esetén a kettos csucs katasztrofa
egy elfajulo esete (POSTON és STEWART 1976, 136. oldal, (x* + y?)? tipust esete) jon létre,
és a trivialis egyensulyi utat mindig n masodlagos egyensulyi Ut metszi. Ezzel
kimutattuk, hogy kettds csucs katasztrofa esetén tetszoleges szamu masodlagos
egyensulyi Ut létrehozhatd. Megjegyezziik, hogy SAMUELS és STEVENS (1982) késébb
bebizonyitotta, hogy a kettds csucs katasztrofanal ezen elfajuld eset kivételével a
masodlagos egyensulyi utak szama mindig 2 vagy 4.

A szerkezet masodik altalanositasanal (THOMPSON és GASPAR 1977) harom rugé
maradt, de az elhelyezkedésiiket folyamatosan valtoztattuk (3. abra). Ekkor a kettds
kritikus pont biztositasahoz a rugok merevségét is valtoztatni kellett. Az o paraméter
folyamatos valtozasa soran rendre a kovetkezd szingularitasok jonnek Iétre:
egyenhajlasu (a harom masodlagos egyensulyi ut a szimmetriasikra vetitve egy
iranyban hajlik), haromszoros ut (a harom ut egyesiil, legalabbis az elagazasnal k6zos
az érint6jik), egyhajlasu (csak egy masodlagos egyensulyi Ut marad), szimbolikus
koldok (az eddig meglevé masodlagos egyensulyi ttol tavol megjelenik egy kétszeres
ut, illetve az elagazasnal kozos érintdvel rendelkezd két ut), ellenhajlasu (a harom
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masodlagos egyensulyi Ut a szimmetriasikra vetitve kiilonb6zé iranyban hajlik),
parabolikus koldok (az elagazasnal az egyik ut érintGje vizszintes) és végiil Gjra
egyenhajlasu elagazasi pont. Megmutattuk, hogy az egy szimmetriasikkal rendelkezd
rendszereket jellemz6 pontok hogyan helyezkednek el a (transzformalt) paramétertér-
ben Zeeman koldokszerl karperecéhez (ZEEMAN 1977) viszonyitva.

Megjegyezziik, hogy ezeket a vizsgalatokat SAMUELS (1979) nemszimmetrikus
szerkezetekre is altalanositotta. Modelliinket is még két iranyban altalanositottak.
HUNT, REAY €s YOSHIMURA (1979) a rugdk merevségét valtoztatva a majdnem egybeesd
kritikus pontok esetét vizsgalta, SAMUELS (1980) pedig a rugok elhelyezkedésében még
meglevo szimmetriat is megsziinteti.

Tokéletlenség-érzékenységi feliiletek

Egyszeres kritikus pontnal az egyetlen ,,f6 tokéletlenség” fliggvényében felirhato
a kritikus teher valtozasa, és adott szerkezetnél a tokéletlenség-érzékenységi gorbe
konnyen felrajzolhatd (THoMPsSON és HUNT 1975). Kétszeres kritikus pontnal a
tokeéletlenség-érzékenység még a legegyszeriibb esetekben is (elliptikus és hiperbolikus
ko6ldok) csak bonyolult feliiletekkel abrazolhatdé (THOMPSON és HUNT 1975, HUNT
1977). Uj szerkezetnél 0j felilletet kell rajzolni, analizalni. A katasztrofaelmélet
bebizonyitotta, hogy az azonos tipusu katasztrofak elagazasi halmazai diffeomorfak.
Ezért javasoltuk (GAsPAR 1983a; — amit THOMPSON, TAN és LiM (1978) abrai is
sugallnak —, hogy az elliptikus €s hiperbolikus ko6ldok katasztrofak esetén csak egy-
egy kanonikus alakra rajzoljuk fel az elagazasi halmazt (ezek egyenletét POSTON és
STEWART (1978) megadja), és az egyes szerkezeteknél a koordinata-rendszert
transzformaljuk. Itt és a tovabbiakban is elhagyjuk az elagazasi halmazok azon részeit,
melyek két oldalan a minimumpontok szama megegyezik, hiszen a teherparamétert
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valtoztatva ezen feliileteken vald athaladaskor a stabil egyensulyi helyzet nem valtozik
meg. .

Bebizonyosodott, hogy a tdkéletlenségek tengelye egyenes marad és a
teherparaméter tengelye mindig egy rogzitett sikban fekvdé parabola. A szerkezet
valtoztatasanal a parabola egyetlen paramétere valtozik. GASPAR (1983a) megadja az
egyes alosztalyokhoz tartozd paramétertartomanyokat és algoritmust ad az adott
tokéletlenségekhez tartozo kritikus teher szamitasara.

Kritikus tokéletlenségi tartomany

Hatarozzuk meg azokat a tokéletlenségeket, melyek hatasara a kritikus teher
egy eloirt értéknél kisebb. Az e tokéletlenségek altal alkotott tartomanyt nevezziik
kritikus tokéletlenségi tartomanynak. E tartomanyok hatarvonalai nem mindig az
elagazasi halmazok szintvonalai, hiszen a tokéletlenség-érzékenységi feliilet
tobbértékll fiiggvény is lehet. Azt tapasztaltuk, hogy a gyakorlatban legfontosabb
eseteknél elegendo csupan egy kritikus tokéletlenségi tartomany meghatarozasa, €s a
teherparaméter fiiggvényében megadhato egy jol meghatarozott, szemléletes valtozasi
szabaly (GASPAR 1983b).

Els6 1épésként a potencialis energiafiiggvénybdl az irodalomnak megfeleléen a
passziv valtozokat kell kikiliszobolni. Az aktiv rész vizsgalt esetei a kovetkezok.

A ranc katasztrofanal a hatarpont

V=c,x>+&,x*+e,x— Ac,x* +¢4x)
és a nemszimmetrikus elagazasi pont

V=c,x3+ e, x+&,x— Mc, x2 +5%).
A
V=cx*+e,x3+e,x  +e3x— e, x? +64x)

alaki csucs katasztrofanal harom esetet vizsgalunk (az instabil szimmetrikus elagazast
és a stabil szimmetrikus elagazast az elsddleges vagy masodlagos egyensilyi 0tbol
kiindulva). '

Az elliptikus és hiperbolikus kéldok katasztrofaknal a potencialis energia-
fiiggvény altalanos alakja:

V=c,y3+c,x2y—Acsx2+cay?)+e x+e,).

A fenti képletekben x, y az aktiv koordinatak, 4 a teherparaméter, ¢;-k a tokéletlensé-
gek, ¢;-k a konstansok, a tokéletes szerkezeteknél =0, ;=0 és c;#0.

A kovetkez6 1épés a fenti fliggvények kanonikus alakra valo transzformalasa, az
ehhez sziikséges képleteket, valamint a kanonikus alakokhoz tartozd kritikus
tokéletlenségi tartomanyok egyenleteit és a valtozasi szabalyokat GASPAR (1983b)
megadja.
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Pé¢ldaként bemutatjuk az elliptikus koldok katasztrofa esetét. Az elagazasi
halmaz szintvonala mindig egy haromszégt hipociklois, melynek paraméteres (@)
alakja

&, = B(A/3)"/? (sin 20 —2cos 0)i?

&, =(C+ B(cos 20 — 2 sin @))A?,
ahol

A=_c2c4’ B=(A+3)2, C=(A—3)(A+l)
Gi0y 1242 44?2
Minden pontnak az origotol mért tavolsaga A négyzetével aranyosan valtozik, igy
altalaban a haromszogh hipocikloisok metszik egymast. Minden tokéletlenségnél a
legkisebb kritikus teher a mértékado, ezért a haromszogi hipocikloisoknak két cstuicsat
a 4. abra szerint az origdbol indulo érintékkel le kell vagni. A kritikus tokéletlenségi
tartomany a hatarvonalon kiviil fekv teriilet, tehat 4 <0 esetén az egész tokéletlenségi
sik.

a) A€ b)

5

4. abra

A stabilitasvesztés valosziniisége

A tervezett és a valosagos szerkezet eltérése adott hatarok kozeé kell, hogy essék,
kiilonben a szerkezetet nem megfelelonek (selejtnek) tekintjiik. Ezek a korlatozott
tokéletlenségek a tokéletlenségi paraméterek sikjaban egy teriilettel adhatok meg
(megengedett tokéletlenségi tartomany). A szerkezet biztos elbir stabilitasvesztés
nélkiil egy adott terhet, ha e teherhez tartozo kritikus tokéletlenségi tartomanynak és a
megengedett tokéletlenségi tartomanynak nincs k6zos pontja. Ha kozos teriiletiik is
van és ismerjik a tokéletlenségek valoszintiségi stiriségfiiggvényét, akkor a stabilitas-
vesztés valoszinlisegét a strlségfiiggvénynek a kozos teriileten vett hatarozott
integralja adja. Ezeket az értékeket néhany teherparaméter esetén kiszamolva a
valoszinuségfiiggvény felrajzolhato (GASPAR 1983c).
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Példa. A vizsgalt modell egy egységnyi hosszi merev radbdl és harom koriilotte

c)

€1 €4

e) i

10

szimmetrikusan elhelyezkedd, 45° hajlasszogli, egységnyi merevségii rugobol all, amit
egy fuggoleges eré terhel (5/a. abra). A szerkezet barmely helyzete egyértelmiien
megadhato a rud tetejének koordinataival (x, y). A tokéletes szerkezeteknél terheletlen
esetben a rad fiiggoleges, tokéletlen szerkezetnél x
allapotban mindig fesziiltségmentesnek tételezziik fel.

=a,, y=0,. A rugokat terheletlen

h2

€2

stabil instabil

5. abra

oy
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E szerkezet specialis esete a (GASPAR 1977) altal vizsgalt szerkezetnek. Annak
alapjan az energiafliggvény:

32

.3 N 5 16 . N
V= V- ATy — rr}r/.(x“+_\“)7811.\'7812y )

Ennek az a; =, =A=0 pontban elliptikus k6ld6k katasztréfa pontja van.
Az 5/b. dbra mutatja a megengedett és a kritikus tokéletlenségi tartomanyt,
k6z0s résziik vonalkazott. Két slirliségfiiggvényt vizsgaltunk (5/c, d abra):

h— 3(R—/e?+¢2)
1= 3
R°r

h,=

170‘ R (e +£3) N et +e3) !
3n \R* R* R® '

Mindkét esetre az 5/e. 4bra mutatja a teherparaméter fliggvényében a stabilitasvesztés
valoszinliségét.
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Imperfection-sensitivity of elastic structures using the catastrophe theory. —The equations of the
bifurcation sets at the canonical forms of the elliptic and hyperbolic umbilic catastrophes are known. The
total potential energy function can be transformed into these forms in the neighbourhoods of these types of
catastrophes. Using these transformations aigorithms are given to compute the critical loads of imperfect
systems.

Using the results of the catastrophe theory critical imperfection territories can be given. These
territories include imperfections resulting in a smaller parameter of the critical load than a prescribed value.

If the density functions of the imperfections are known, then the probability of the instability can be
computed by the help of the critical imperfection territory, as well.

Die Anwendung der Katastrophentheorie bei der Imperfektion-Sensibilitiit der elastischen Tragwerke.
—Im Falle der kanonischen Form von elliptischen und hyperbolischen Umbilikalkatastrophen sind die
Gleichungen der Verzweigungsmengen wohl bekannt. In der Umgebung von solcher Katastrophenpunkten
kann die Funktion der gesammten potentiellen Energie auf diese kanonische Gestalt transformiert werden.
Mittels Verwendung dieser Transformationen liefern wir ein Algorithm fir die Berechnung der kritischen
Last von Tragwerken mit Imperfektionen.

Wenden wir die Resultaten der Katastrophentheorie an, so beschreiben wir die Bereiche der
kritischen Imperfektionen. Diese Bereiche werden durch diejenigen Imperfektionen gestaltet, bei welchen der
kritische Lastparameter kleiner als ein vorgegebener Wert ist. Ist die Dichtefunktion der Imperfektionen
bekannt, so kann man auch die Wahrscheinlichkeit des Stabilitdtsverlustes mit Hilfe der kritischen
Imperfektionsbereichen berechnen.
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TALAJMODELLEK ES A FEJLODES IRANYAI

PETRASOVITS G.! A MUsz. TUD. DOKTORA—SOLTESZ P.?

A tanulmany attekintést ad a sikalapok méretezésénél figyelembe vehetd fobb talajmodellekrol, az
agyazasi tényez6 és a rugalmas féltér hasznalatan alapulé modszerekrol, azok elméletérdl és alkalmaz-
hatosagarol.

Bemutatja a tanulmany a kiulonbozo talajmodellek terhelés — alakvaltozasi folyamatanak
pontosabb kovetését lehetové tévo fejlesztési lehetGségeket és kiillonds gondot fordit az Gn. kombinalt
modellek targyalasara, amelyek a tala) inhomogén tulajdonsagait is figyelembe tudjak venni.

Bevezetés

A tanulmany célja, hogy attekintést adjon a sikalapozas teriiletén kialakult
talajmodellezés f6bb irdnyairdl. Kitériink ugyan a nagy szamitogépigényli modszerek-
re is, de f6 celkitlizéslink a gyakorlati feladatok megoldasaban egyszerlien felhasznal-
hato ujabb talajmodell, illetve eljarascsoport részletesebb bemutatasa. Ezeknek az tn.
kombinalt talajmodelleknek a vizsgalataval, illetve az ezeken alapuld sikalapméreteze-
si eljarasok kidolgozasaval az MTA Miszaki Mechanikai Kutatocsoportja keretében
a Budapesti Miiszaki Egyetem Geotechnikai Tanr<zéken tobb éve foglalkozunk.

Tanulmanyunkban a hangsilyt az egyes modellek bemutatasara helyezziik,
ezért az egyszeriiség kedvéert mindig sikbeli vagy tengelyszimmetrikus rugalmassagi
esetet tételeziink fel.

A gyakorlatban alkalmazott talajmodellek feliilvizsgalatat és Gjabb modellek
felkutatasat, ill. kidolgozasat az indokolja, hogy a hagyomanyos talajmodelleken
alapulo szamitasi modszerek sok esetben igen kedvezdtlen méretezési megoldasokhoz
vezetnek. Mint latni fogjuk, ezek a modszerek, — bar a biztonsag ndvelés iranyaba
hatva — a valdsag erdsen torzitott modelljeit épitették be a méretezési eljarasokba. A
kivalasztando talaj modellcsoporttal szemben két kdvetelményt tamasztunk:

— a gyakorlati tervezés altal megkivant egyszeriiséget, valamint
— a fizikai-mechanikai folyamatok jo kovetését.

A teljes fesziiltség-analizis megadasa helyett elsdsorban az alapsiillyedések és az

alaptestben fellépo igénybevételek meghatarozasara iranyitjuk figyelmiinket. Megmu-

' Dr. Petrasovits Géza egyetemi taniar BME Talajmechanikai Tnsz. 1091 Bp. Ifjimunkas u. 20.
2 Dr. Soltész Péter tud. mtars BME Talajmechanikai Tnsz. 1082 Témé u. 81.
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tatjuk, hogy e feltételek mellett természetes uton adédik az Gn. kombinalt talajmodell
csoport alkalmazasanak célszeriisége.

A térbeli fesziiltségallapotokra, ill. az Gsszetettebb geometriai feltételek esetére
vonatkozoan csak a gyakorlati megvalosithatésag szempontjabol utalunk egyes
talajmodelleknél.

A dolgozat témakorének tovabbi korlatozasat jelenti, hogy nem tériink ki az
id6tényezd hatasanak elemzésére. A konszolidacios jelenségektol valo eltekintés azt
jelenti, hogy ennek megfeleléen szemcsés kozegekre vagy kevéssé konszolidalodo
agyagtalajokra szoritkozunk. Megjegyezzik azonban, hogy a targyalasokra keriilé
talajmodellek nagy részénél a konszolidacio figyelembevételének elvi lehetosége adott.

Az Gjabb talajmodelleknél réviden utalunk majd a paramétermeghatarozasra,
kiemelve, hogy, a fejlettebb modellek éppen a paraméterek szamanak és fizikai
tartalmanak megvaltozasa miatt allnak koézelebb a valdsaghoz. Ezzel 6sszhangban itt
megbizhatobb és a helyszini probaterhelési kisérletekkel jobb egyezést mutatd
laboratoriumi kisérletek javasolhatok.

1. Agyazasi egyiitthatés modellen alapulé eljarasok

A klasszikus talajmodellek kialakulasanal déntd szerepet jatszott, hogy a
siillyedés egyenletébdl allé rendszer megoldasa technikailag nem egyszerii feladat.
Mivel a tart6 egyenlete adott, azért a talajmodellt jellemz6 Osszefiiggés kezelhetoségét
és az el6z6hoz vald csatlakoztatasat kell biztositani. Ezzel indokolhatd az az erésen
egyszerisitheto feltevés, amely az un. agyazasi egyiitthatos eljarasok kialakulasahoz
vezetett. Eszerint a talaj adott pontbani siillyedése aranyos az ugyanebben a pontban
hato fiiggbleges erdvel:

q
=L = —
y q K
ahol K a talaj agyazasi paramétere.

E klasszikus On. Zimmermann—Winkler-féle modell egyszerii terhelések esetén

analitikus megoldasra ad lehetdséget. Ezt HETENYI [11] nyoman vazoljuk.

1.1 Hetényi analitikus megolddsa

Fennall tehat a feltevés

q=Ky
ahol q a talajra jutd fesziiltség, y a feliilet siillyedése. Ezzel a tart6 differencialegyenlete
d*y
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Az 1.1 egyenlet altalanos megoldasa

y=e**(A cos Ax + B sin Ax)+ e~ *(C cos Ax + D sin ix)

1= /KB
"~ \ 4EI

B'az alap szélessége, E, I az alap merevségi tényezoi. Tegyiik mos fel példaként, hogy a
P pontszerii teher hat a tartora. 1. abra. Ehhez a terheléshez és a nyomatékokra, ill. a

ahol

g K

e

o
X

1. dbra. Agyazasi egyiitthatos szamitas modellje

nyiréerékre vonatkozoé megfeleld peremfeltételekhez tartozé megoldas a kovetkezo
alaku:

Ty a0

Y= KB sh? AL—sin? AL
x {2 ch Ax cos Ax(sh AL cos Aa ch Ab—sin AL ch Aa cos b)+
+(ch Ax sin Ax +sh Ax cos Ax) [sh AL(sin Aa ch Ab—cos Aa sh Ab) +
+sin AL(sh Aa cos Ab—ch Aa sin Ab)]}

L2

Az analitikus megoldas gyakorlati szempontbol tobb elonytelen tulajdonsaggal
rendelkezik. Példaul a tarto valtozo inerciaja nem vehetd figyelembe, valamint az
er0sen egyszerisitett talajmodell a valosagot tapasztalati adatok szerint csak puha
talajokban kozeliti. A tapasztalattal szemben all az a feltevés, hogy egy pontban a
stillyedés csak az abban a pontban ébredd fesziiltségtol fligg.

A Winkler-féle agyazasi eljarast tobb iranyban fejlesztették tovabb. Egyik
altalanositasi lehetoség a valtozo agyazasi egytutthatok modszere. Ehhez természetesen
elore ismerni kell a tartd hossza mentén valtozo K(x) agyazasi egyiitthato fliggvényt,
melynek meghatarozasa éppoly pontatlan és nehéz feladat, mint a K paraméteré. Az
analitikus eljaras korlatai miatt az Gn. finitizal6 modszer bevezetése valt sziikségessé.
Roviden bemutatjuk az un. matrix-megoldast, mely a 2. abran kovethetd.
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2. dbra. Winkler-féle modell a csomépontokba redukalt erdkkel és nyomatékokkal

1.2 Matrixos eljaras

Praktikus numerikus eljarast vazolunk BOwWLES [3] nyoman. A talajt a kijelolt
csomopontokon csatlakozd rugdk helyettesitik. Esetiinkben a kiilsé koncentralt
erdket is e csomopontokba kell athelyezziik, az athelyezés miatt mikodtetendd
nyomatékkal egylitt. A b) abrarész a P — X diagram a kiilsé nyomatékok — P, ... Py
— azer6k — P, ... Py, —¢s az elfordulasok — X, ... X —, valamint a fiiggéleges
elmozdulasok — X, ... X, diagramja. A c) abrarész a belsé er6k (nyomatékok) és
deformaciok diagramja, ahol F, ... F,, bels6 elemvég nyomatékok.

F,, ... F,c belsO rugoéerdk, e, ...e;, elemvégi rotaciok, végiil e;; ... e a
rugo-osszenyomodasok. A modszer feltételezi, hogy a P kiilso erdk és az F belsd erdk
vektora kozott linearis Osszefiiggés all fenn:

P=AF,

ahol A4 a feladat statikai matrixa, mely a 2d. abrarész segitségével allithato Ossze.
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Hasonlodan linearis kapcsolatot tételeziink fel a belsé deformaciok és a kiilsd
csomoéponti elmozdulasok kozott:
e=BX.
Kimutathat6, hogy B az A transzponaltja, igy
e=ATX .

Végiil hasonloan linearis 6sszefliggést képzeliink a belsd erdk és deformaciok kézott:

F=3Se.
Ide helyettesitve az el6z6 Gsszefiiggést
F=SATX.
Majd P= AF felhasznalasaval
P=ASATX
amit megoldva !
X=[ASAT]"'P

kapjuk az elmozdulasokat, majd visszahelyettesitéssel a belsd értékeket.
Hatravan az 4 és az S matrix meghatarozasa. A d) abrarész szerint az 1. sz€lsd
pontra P, =F, a nyomaték zérus voltat kifejez6 egyenlet, mig

P, ="t 42 _F
7 a a 11

a fiiggoleges erok egyensulyat fejezi ki. A 2. csomépontra

P,=F,+F,
a nyomatékokra és
F, F, F; F,

Pg=—— -2 424 2_F
8 a a a a 12

az erékre. Igy végighaladva a csomépontokon a 6. pontra kapjuk

P6=F10
és
F F
Plz———g——m—Fm
a a

Ezzel az A matrixot Gsszeallitottuk.
Az S matrix Osszeallitasahoz tekintsiik at a kovetkezOket.
A konjugalt-tarto elv alkalmazasaval az elsé tartoelemre (L =a)
Fia Fja Fia F,a

3EI  6EI ' T 6EI ' 3EI
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Ezt F,, F,-re megoldva

F 4E1e 4 2EI F 2EI 4 4E]

= -— _— e -_ —— —_—

1 P 7 & 2 a € a €;
Hasonléan adodik F5, F, ... Fg, Fyq.

Az F,, rugoerdre vonatkozoan fennall
Fi,=K, ey,

ahol K, az els6 csomdpont alatti agyazasi tényez6bol szamithato az elem felilletével
valod szorzassal:
Kl = aBkl

(B a tart6 szélessége).

Hasonloan F,,=K,e,, ... Fi¢=Kgse,6.

Ezzel az S matrixot felépitettikk. Mig az utolsé lépésnél a valtozo agyazasi
egyiitthatd, addig az el6zonél a darabonként valtozd inercia figyelembevétele
automatikusan lehetové valt.

Kiilon emlitést érdemel az agyazasi egyiitthatos eljarasok k6zott az a SZOBOLIEV
[30] nevéhez fiiz6do6 kisérlet, melyben valoszinliségszamitasi eszk6zok alkalmazasara
keriil sor.

1.3 Valosziniiségszamitdsi eljdras
A modszer a mar hasznalt

Ely"(x)+ K(x)y(x) = p(x)
(p(x) a killsd terhelés)
egyenletben a K ,, agyazasi egyiitthato fiiggvényt valosziniiségi valtozonak tekinti. Az
eljaras elterjedésének f6 akadalya éppen a valoOsziniségi fiiggvény korrelacids
fiiggvényénck s varhato értékének meghatarozasa. Ehhez az atlagosnal lényegesen
tobb kisérleti munkara van sziikség — minden egyes talajtipus esetén. Ha azonban
ismerjiilk a K, fliggvény e tulajdonsagait, akkor az ecloszlasara tett egyszerisitd
feltevés mellett Szoboljev meghatarozza a siillyedésfiiggvény valosziniiségi jellemzoit s
ebbdl adott kritikus nyomatékok kialakulasanak valosziniiségét, és igy tovabb.
Attériink a talajmodellek masik klasszikus csoportjara.

2. A talajt rugalmas homogén,
izotrop féltérnek tekinté eljarasok
Ezen elméletek kifejlodését az tette lehetve, hogy a rugalmas kozegekre egy
viszonylag jol kidolgozott matematikai apparatus allt rendelkezésre. igy ezek a

tartoszamitasok természetesen atvették a rugalmassagtan hidnyossagait, példaul azt,
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hogy az alapvetd Osszefiiggések itt elvileg csak infinitezimalis mennyiségek kozott
allnak fenn — a masod- és magasabb rendii tagokat elhanyagolva. Alapvet6 anomalia
azismert Boussinesque-féle formula tapasztalattal szemben allo jellege, nevezetesen az,
hogy a rugalmas féltéren mikodoé koncentralt erd alatt végtelen elmozdulas és
fesziiltség értékeket ad. Ez a hatas jelentkezik a tartoszamitasoknal, amikor a tarto
szélénél végtelen nagy talpfesziiltségeket kapunk. Ennek ellenére tobb talajtipusnal is a
benyomodasok a valosaghoz kozeli értékiiek. A késObb targyalando tovabbfejleszté-
sek egyik feladata éppen az emlitett hianyossagok kikiiszobolése.

Azon elméletek attekintését, amelyek a talajt homogén izotrop, rugalmas
feltérnek tételezik fel, kezdjik egy, a Szovjetunidban szélesen alkalmazott Un.
félanalitikus modszerrel.

2.1 Gorbunov-Poszadov [24] eljdrdsa

A talaj homogén, izotrop rugalmas kozeg, azaz két paraméterrel, az E,—Young
modulussal és a Poisson-tényezovel jellemezhetd. (3. abra.) A tartod egyenlete:

E Iy™(&)=4()—p(d)

b N

Of= : -

e, )

3. dbra. A rugalmas féltér elvi modellje

E,; és I— a tart6 merevségi paraméterei,
1 — a félhossza,
b— a szélessége,
&— X/1 dimenziémentes koordinata
p(&)— a talpfesziiltség
q(&)y— a kiilso terhelés.
A talajmodell karakterisztikus egyenletét a rugalmas féltér vonalterhelésére
ismert un. Flamant-formula integralasabol kapjuk:

ey ot
(&)= e _(LC)P(P) In pdp+C.

Itt E, €s v, a talajparameéterek.
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A sikbeli rugalmassagi feladatok igen hatranyos elvi tulajdonsaga, hogy csak
relativ elmozdulasok szamithatok, ezért szerepel a C ismeretlen allando.

Feladat a két egyenletben szereplé p(&) és y(() ismeretlen fiiggvények meghata-
rozdsa amellett a feltétel mellett, hogy a tarto és a talajfeiszin deformacioi
megegyeznek:

&) = w(S)

Mivel a kés6bb targyalandé kombinalt modelleknél ez az eljaras alkalmazast nyert,
azért a modszer alapgondolatat réviden vazoljuk.
A modszer a p(¢) ismeretlen fliggvényt hatvanysor alakjaban keresi

pE=ap+a, &+ ... +a,E+ ...

ahol az q; egylitthatokat kell meghatarozni. Ezért helyettesitsiik p(£) hatvanysorat a két
megoldando6 egyenletbe, ezutan y(¢) és w(¢) hatvanysora integralassal adodik. Az
illeszkedési feltétel miatt e két hatvanysor azonos kell legyen, tehat a megfeleld
hatvanyok egyiitthatoi egyenlok. Az igy adodo rendszerhez jarul még a két statikai
egyensulyt kifejezo egyenlet. A rendszer két részre bomlik — a paros és a paratlan
fokszamu tagok egyiitthatdira adodo6 rendszerre.

Kozelité szamitasok esetén ezekbol levalasztando két véges rendszer az
egylitthatokra. Gorbunov—Poszadov szamitasai azt mutatjak, hogy az esetek
tobbségében elegends egy hat és egy 6t egyenletbdl allo rendszert levalasztani, ami azt
jelenti, hogy a p(¢) talpfesziiltség-fiiggvény hatvanysorat tizedfokt polinommal
helyettesitjiik. Természetesen a modszer akkor vihetd végig, ha a kiilsé terhelés is
polinom formaban van megadva. Ez azt jelenti, hogy els6sorban a koncentralt terhek
esetén interpolacids polinomokkal toérténd kozelitésre van szitkség. A modszer
elterjedtségét a részletesen kidolgozott tablazatok hasznalata segitette.

E moédszer is, mint minden a rugalmas féltér elméletén alapulo eljaras
rendelkezik azok hatranyaival, igy pl. az alaptest széleinél — a polinom-kdzelités
ellenére — a valosagosnal lényegesen nagyobb talpfesziiltségek adodhatnak. Ciitovics
megallapitasa szerint a modszer elsésorban elég tomor, kemény talajok esetében ad
helyes eredményt szemben az agyazasi egyiitthatés eljarasokkal, melyek gyenge,
erdsen Osszenyomhaté talajoknal adnak a valdsaghoz kozel allé eredményt.

2.2 Numerikus eljardsok

Két lényegét tekintve nem eltérd eljarascsoportot mutatunk be a nyugati
orszagok gyakorlataban szereplé Ohde-Kany [16, 13] modszercsoportot és a Szovjet-
unidban elterjedt ZSEMOCSKIN [25] eljarast.

Emlékeztetiink, hogy a rugalmas féltéren alapuld megkozelitések elsdsorban
azért valtak sziikségessé, mert nem volt igazolhato az a feltevés, hogy a benyomaodas
egy pontban csak az ott hat6 er6t6l fliggjon. Ha most a siillyedés az x pontban fiigg a
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tobbi pontban mikddo talpfeszilltségtol is, akkor ezt a fiiggvénykapcsolatot a
kovetkezO formaban indokolt keresni

Yx)=C [ p(§)K|x~&|d¢

ahol a K|x—¢| magfiiggvény van hivatva kifejezni a kolcsonhatasokat, és az
integralast az egész terhelt feliiletre kell kiterjeszteni.

7 Y\

DS

M

4. dbra. Talpfeszilltség kozelitése lépcsos fiiggvénnyel

Az Ohde-médszer abbdl indul ki, hogy a vizsgalt tartot véges sok részre bontja, €s
a siillyedési vonalat egyetlen mez6n mitk6d 6 egységnyi terhelésre hatarozza meg, majd
szuperpoziciot alkalmaz. Igy, ha n-részre osztottuk a tartét, akkor az I-ik rész
siillyedésére
i h
yi= Zlci—qu+ Zlcv—lqn

v=it

A modszert ismertsége miatt tovabb nem részletezve azt emeljiik ki, hogy ez az egyenlet
léep most a fenti integral-Osszefiiggés helyébe. Itt a ¢, a kolcsonhatast mutato
paraméterek meghatarozasa torténhet elméleti uton (Boussinesque-képletébdl) és
kisérleti-tapasztalati vizsgalatokbol.

Kany szerint a ¢,-re a kovetkez6 tapasztalati osszefiiggés all fenn:

€9
S Tk

A ¢, érték a g, =egység terhelésbol és az y, kdzéppont-siillyedésbol szamithato vissza
Co=Yo/qo szerint. k is a talajviszonyoktol fiiggd allandé. A képletben szerepld 1,5-es
kitevé De Beer szerint is jo atlagérték, adott talajoknal a kitevo pontositasaval a
szamitas és a tapasztalat kozti eltérés csokkentheté. Megemlitjiik, hogy az Ohde-
modszert Kany igen sok partikularis esetre és lemezek — térbeli probléma — esetére is
kidolgozta és tablazatrendszerrel egyszeriien alkalmazhatéva tette.

A széles korben alkalmazott finitizalo eljaras a Szovjetunioban ZSEMOCSKIN
nevéhez fizédik.

A folytonos talpfesziiltség-fliggvényt 1épcsos fiiggvénnyel kozelitjiik (4. abra).
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A talaj és a tarto kozti kapcsolatot kis rudakkal biztositjuk. A terhelést
szimmetrikusnak tételezziik és felvesziink a tarté kozepén egy fiktiv merevitést. A
rudakat az ismeretlen X, X, ... X, erokkel helyettesitjiik. (5. abra.)

Az elmozdulasok fiiggnek az X, er6ktdl, a kiilsé terhelésektdl és az y,
siillyedeéstol, amit a tarté a merevitéssel egyiitt végez. Az abran lathat6 tartora a
kovetkez6 kanonikus egyenletrendszer adodik.

600X0+001xl+...+604X4—y0 =0

O10%0+011 X+ - Wt 014x5—yo+4,, =0

a4ox0+a41x1+...+a44X4—yo+A4p =0.

i

;3 }
Xg R X2 XA

5. dbra. Zsemocskin-féle szamitasi modell

Tovabba teljesiilni kell az egyensilyi egyenletnek:
4
- ; xi =+ ZP, = 0 .

Ebben az 6t egyenletbdl allo rendszerben 6 ismeretlen van, X, ... Xy, yo. Az elsd
egyenletben 4,, hianyzik, ami csak azt a feltevést jelenti, hogy a kiilsé teher hatasara
X, iranyban nincs eimozdulas. (Itt van a fiktiv rogzités). d,; az X, erd helyén az X ; er6
helyén hatd egységnyi erobol bekovetkezd elmozdulas. Két dsszetevobdl all:

Oxi = Yii + Ugi

ahol y,, az alap stillyedésbol v,; pedig a tarté athajlasabol kovetkezik.

A siillyedésbdl szarmazd elmozdulasok a rugalmassagtan modszereivel
szamithatok, a mar emlitett Flamant formula szerint. Erre Zsemocskin tablazatokat
ad. Most még a v; athajlasokra van sziikség. (6. abra.)

: Az i-ik pontban hato egységnyi er6tdl a k-ik pontban bekovetkezo athajlas a
" Maxwell—Mohr Osszefiiggésbol adodik:

Dy s dx
ki Ell
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ahol E,I a tarté merevségi jellemzdje. Ha koncentralt er8k szerepelnek, az (M, M,
értékek tablazatba foglalhatok. Ha a tarto6 inerciaja valtozo, azt itt az integralon beliil
kell figyelembe venni.

A kiilsd terhelés hatasara bekovetkezo tartoathajlasok szamitasahoz hasonléan
torténik, ugyanazokkal a tablazatokkal. Végiil a relativ elmozdulasok az egyenletrend-

NN NN NN

e —

6. dbra. Athajlas szamitas elvi abraja

szerbdl szamithatok. A néhany kiemelt eljaras — minden elonyds tulajdonsaga
ellenére — magan viseli a homogeén izotrop linearisan rugalmas kozeg feltételezésebol
fakadé hatranyokat. A tovabblépés tehat akar itt, akar az agyazasi tényezOs
modelleknél egy vagy tobb alapfeltevés elvetésétol volt varhato.

A kovetkez6 fejezetekben a klasszikus talajmodellek és eljarasok tovabbfej-
lesztési lehetOségeirdl szolunk:

3. A Kklasszikus talajmodellek egyes tovabbfejlesztési lehetdségei
3.1 Két agyazasi tényezés modell

A modell kidolgozasa Pasternak és tanitvanyai (27) nevéhez fizédik. A modell
azt a szemléletet hivatott kielégiteni, hogy a talaj fiiggéleges teherbirasa nem kizarolag
az abban a pontban tamad¢ fliggéleges nyomassal szemben mutatott ellenalld
képességétol fligg, hanem a nyirassal szembeni ellenallasbol is. Az elképzelést a 7. abra
szemlélteti.

Pasternak alapgondolata egy masodik agyazasi tényezo felvétele. Az elso a talaj
riggodleges visszahatasat adja w elmozdulasra

c=K,;w
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196 PETRASOVITS GEZA -SOLTESZ PETER
mig a K,-t6l fiiggetlen K, konstans az elnyirodasbol adodé talajreakciot jeliemzi:
0
t=K, .
2 ax

Erezhet, hogy K, a talaj belsd surlédassal lesz kapcsolatban. (7. abra.)
A K ;-et tartalimazo Osszefliggés azt a benyomast kelti, mintha K, semmiben sem
kiilonboznék a klasszikus Winkler-féle agyazasi tényezotol. Ez azonban nem igy van,

aix) 4
e n st s ] 6:"\'\1W «
vy yve vy Yy 0y

7. dbra. Pasternak-féle kétagyazasi egyiitthatos szamitasi modell

ugyanis a K, (j tényezd bevezetésével megvaltozik K, jellege is és egytittes hasznalatuk
megszabaditja a modelit a klasszikus agyazas tobb hianyossigatol. A paraméter
értelmeének megviltozasara 0j egylitthatd bevezetése esetén jo példa lesz a késdbbiek-
ben a kombinalt modelleknél. Mint majd ott is hangsiilyozzuk, az ésszeriien bevezetett
0j egyiitthato eldonydket rejt a paraméterek kisérleti meghatarozasa szempontjabol.
Pasternak a K,, K, egyiitthatok meghatarozasara probaterhelési — elsdsorban
helyszini -~ kisérletekbol torténd visszaszamitasi eljarast dolgozott ki. Kétségtelen,
hogy a hagyomadnyos Winkler-féle egyiitthatohoz képest a paraméterek nagyobb
biztonsiaggal hatarozhatok meg. A helyszini probaterhelési kisérietek nehézkesek és
koliségesek. Ezek nélkil a talaj fiiggéleges inhomogenitasat el kell hanyagolni.
Pasternak szerint tisztan laboratoriumi kisérletekkel térténd paramétermeghatarozas-
ra keves IchetOség van.

A kovetkezd fejezetben bemutatandé kombinalt modell egyik igen értékes
tulgjdonsdga éppen az, hogy a szintén Ujszeri talajparaméterek hagyomanyos
laboratoriumi kisérletckkel is meghatarozhatok.

Pasternak és tanitvanyai az elméletet egy- és kétdimenzios esetre is kidolgoztak.
Az adodo egyenletek abban térnek el a klasszikustol, hogy az elmozdulasfiiggvény és
negyedik derivaltja mellett a figgveny masodik derivaltja is szerepel. Latni fogjuk,
hogy cgészen mas iranybol, mas alapfeltevések mellett is el lehet jutni ehhez a tipusa
egyeniethez.

A rugalmas féltér-koncepcid altaldnositasait két csoportra oszthatjuk. Sok
kisériet tértént az dltalanosabb esetekre analitikus vagy legalabbis félanalitikus nem
nagy szamitogeép igényi eljarasok kidolgozasara, masfeldl elkezd6do6tt a véges elemes
modszer alkalmazasa a sikalapozasban is.
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3.2 Homogeén, rugalmas, nem izotrop féltér

Nem izotrop féltéren itt un. kereszt-anizotropiat értiink, ami a vizszintes és a
fliggbleges iranyban érvényes rugalmassagi paraméterek eltérését jelenti. A témakor-
ben analitikus eredmény kevés van, elsOsorban nagy szamitogépes programok
késziiltek pl. MiLovics [15].

Mégis GERRARD ¢és HARRISON {7, 8] sok egzakt eredményt ko6zol kereszt-
anizotrop kdzegre sav- és koralapok esetére. A témakor attekintését adja Hooper [12].
Mega'lapithato, hogy a kereszt-anizotropitas figyclembevétele analitikusan igen
nehizaes és csak extrém esetekben ad jelenids eltérést az alaptest siillyedése és
igénybevétele szempontjabdl az izotrop esettdl. Megjegyezziik, hogy a kereszt-
anizotrop kozegek rugalmassagi paraméterei a konkrét esetekben — kiilondsen a
nyirasi modulus — nehezen megkozelithetdk.

3.3 Nem-linedrisan rugalmas és rugalmas-tdkeéletesen
plasztikus homogén, izotrop kézegek

A modellek 1ényeges megkiilonbozteté tulajdonsaga a linedrisan rugalmas
kozegektél abban all, hogy a deformaciok novekménye nemcsak a feszlltség
ndvekményétdl, hanem a teljes fesziltségértéktol is fiigg. Fliggdlegesen terhelt
alapoknal a f6 fesziiltségnévekmények iranya az alap jelentds része alatt fiiggdleges,
fliggetleniil attol, hogy a kozeg elasztikus vagy plasztikus. Manp, Graic [14]. Ezért
ebben a fontos esetben a fesziiltségek és a deformaciok tengelyei egybeesnek, ami azt
jelenti, hogy az alap igénybevételei szempontjabol nem lényegesen eltérd eredmények
adodnak. Ferde terhelések esetén a fenti gondolatmenet nem érvényes. Sziilettek
eljarasok a plasztikus hatds analitikus kezelésére (pl. STAIERMAN [32]). A nagy
technikai nehézségek ellenére megallapithatd, hogy a linearisan rugalmas homogén
izotrop kozeghez képest mind a sii” =désre, mind az igénybevételekre vonatkozolag
realisabb eredmények addédnak. Latni fogjuk azonban, hogy a linearis rugalmassagta-
non beliil maradva, joval egyszeriibb apparatus segitségével is a valosag jo kozelitését
allithatjuk elo.

Az emlitetteket Osszevetve azzal, hogy a nemlinearisan rugalmassigot vagy a
plasztikus hatasokat altalanosabb esetekben mar csak nagy szamitastechnikai
apparatus segitségével lehet kdvetni, megallapithatjuk, hogy a sikalapozasi gyakorlat
szamara viszonylag egyszerlien hasznalhaté és a tapasztalattal j6 6sszhangot mutato
modelleket nem itt kell keresni.

Bemutatunk roviden egy sok lehetdsége: magaba rejtd variacios eljarast.

3.4 Egy varidcios modszer

Rugalmas kozegek deformacidinak szamitasara Viaszov [23] kidolgozott egy
igen altalanos fizikai alape' ~~ nvugvo eliarast. Vizsgaljunk sikbeli deformacios esetet.
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(8. abra) U és W legyenek az elmozdulas fiiggvényei, ezeket a kovetkezé alakban
keressiik:

Ulx, z)= _2 Uix) 2) (i=1,2,...m)

Wi, ) ; W) P2 (k=12 ... m)

Ittaz U,, W, fiiggvényeket tekintjiik ismeretlennek, mig a ¢;, ¥, un. altalanositott
koordinatafiiggvényeket el6zéleg, a feladat kinetikus feltételeinek megfeleléen
valasztjuk meg. Az U, W, ismeretlen fliggvények meghatarozasahoz sziikséges
egyenletek egy dx=1 szélességli kimetszett savegyensulyi egyenleteibol adodnak.

RS RS RS RS 7RSS 7787
8. abra. Vlaszov-féle szamitasi modell

A fent megadott formaji elmozdulasok esetén a kivagott sav az 6 sikjaban min.
szabadsagi fokkal rendelkezik, mas szoval a sav lehetséges elmozduldsait az m+n
darab ¢,, ¥, fiiggvénnyel jellemezhetjiik. Igy az egyensiily altalanos feltétele n+m
egyenlettel adhat6 meg.

Egy egyrétegli rugalmas talajmodell esetén lehetséges pl. a kovetkezd koordina-

tafliggvény valasztas:
H—z

o()=0  ¥i)=—2

Yi(z)=0 k#1
Ekkor az elmozdulasfiiggvények:

Ulx,2)=0  W(x,2)=W(xW¥,(2).
Ha most felirjuk a nem részletezett egyensulyi feltételt (itt csak egy van), akkor g(x)
kiilsé terhelés esetén a kovetkezd egyenlet adodik:

2AW"—kW+q=0
ahol t €és k rugalmassagi paraméterek. Ezt a tarto
EI WY —p(x)+q(x)=0
egyenletével a szokasos modon Osszekapcesolva a tartdé behajlasara a
WY —r Wt r,W=ryp

negyedfoku egyenlet adodik ry, r,, r3 rugalmassagi paraméterekkel.
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Latjuk, hogy a nyirasi ellenaliast kiilon figyelembe vevé két-agyazasi egyiitt-
hatos, Pasternak modellhez hasonléan a klasszikus agyazasi eljarasokhoz képest
megjelent az egyenletben az elmozdulasfiiggvény masodik derivaltja.

A fentiekbdl kitlinik, hogy a ¢, ¥, altalanositott koordinatafiiggvények
megvaltoztatasa 0j talajmodellhez vezet. igy pl. tdbb réteg esetén a fiiggvények
megfelel6 megvalasztasival a modell szamithatd. Nyitva all a lehet6ség, hogy a ¢;, i,
figgvények megvalasztasa a talaj mind tobb talajmechanikai tulajdonsagat vigyiik be,
ezzel mind jobb modellhez jutva. A ¢, ¢, figgvények és a fellépd rugalmassagi
egyltthatok meghatarozasa az egyes talajtipusok esetére tudomasunk szerint kevéssé
kidolgozott, ezért a mddszer a gyakorlat szamara nehezen megkodzelithetd.

4. Inhomogén, linearisan rugalmas izotrop kozegek

Ebben a fejezetben jutunk el tanuimanyunk 6 céljahoz, az 4n. kombinalt
modellek bemutatasahoz. Ez egyben megkivanja kiilénb6zé inhomogén félterekre
vonatkozé vizsgalatok attekintését, bizonyos parhuzamok feltarasat.

A ket hagyomanyos, a gyakorlatban legtobbszdr alkalmazott talajmodell a
Winkler—Zimmermann-féle rugos agyazat és a homogén rugalmas féltér, ill. az ezeken
alapuld eljarasok attekintésekor lattuk, hogy mindkét modell iényeges hianyossagok-
kal rendelkezik. Tovabba akar a talpfesziltségek, akar a siillyedések vizsgalatidnal
megallapithatd, hogy a két modellnél ellenkez6 oldalu szélsdséges értékek lépnek fel.
Nyilvanvalo tehat a gondolat, hogy a két modell valamilyen , keverékével” probaljuk
meg e hianyossagokat kolcsonésen megsziintetni, ill. letompitani. Igy jutunk el az elsd
kombinalt modellhez, melynek elméleti alapjait REpNYIKOV [29] rakta le, teljes
analizise és kidolgozasa igen altalanos gyakorlati esetekre a szerz6k [17, 18, 19]
cikkeiben talathaté meg.

4.1 Repnyikov-féle kombindlt talajmodell

A Repnyikov-modell a két legelterjedtebben alkalmazott talaymodell, a Winkler-
féle rugds agyazat és a rugalmas (homogén, izotrop) féltér Un. parhuzamos
kombinacidjanak tekintheté (9. abra); azaz, rugdkkal atszétt rugalmas feltér.
Paraméterei: E, rugalmassagi modulus, v, Poisson-tényez6, K dgyazasi tényezd.

Az eddigi vizsgalatok alapjan elmondhato, hogy ez a modell sajatos modon
egyesiti a két emlitett klasszikus eljaras pozitiv tulajdonsagait, mik6zben megsziintet
tébb azoknal meglevé anomaliat és tompit tobb szélsdséges tulajdonsagot. Az ilyen
tipusit kombinalt modell az eddigiecknél jobban kozeliti meg a talaj tényleges
viselkedését. Ezt az allitast alatamasztja, hogy fontos kapcsolat mutathatd ki a
Repnyikov-féle modell és a mélységgel névekvo rugalmassagi modulus félterek kozott,
amelyeket késObb targyalunk.
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Hangsulyozzuk eddigi vizsgalataink egyik lényeges kovetkeztetését, mely szerint
a kombinalt modellre helyezett alaptestekben adodé mértékadd nyomaték a
hagyomanyos eljarasokkal kapotthoz képest jelentdsen kisebb — és ez gazdasagosabb
méretezési eljarashoz vezet.

Az el6zb6ekben kozolt allitasok alatamasztasara néhany modelltulajdonsagot
mutatunk be.

r IR T T,
h! vy ; L Y ‘ ¥ . Merev alaptest
] SK=Cr T e
S \ . < 1 '} X et T ’\,
\ . S > S >
‘/\ < } < > zg > . S
4 N > { Ve > >
< v N > Z S5 ‘\\>
’ \
Winkler-féle agyazasi Rugalmas feltér komponens
komponens Eg-Rugalmassagi modulus
K - Rugoadllando Vo - Poisson-tényezd
Sk-Slillyedes Sg -Sullyedés

9. dbra. Rugos agyazattal kombinalt rugaimas féltér

Tekintsiik a sikbeli rugalmassagi feladatot. Rugalmas félsik esetén a siillyedések
és a terhelések kozti dsszefiiggést koncentralt terhelésnél a vonalterhelésre jol ismert
Flamant-formula adja

2P(1—vd), d
=——1In-.
y nE, n r

Itt E,, vo— a talaj rugalmassagi modulusa és Poisson-tényezdje. (Sikbeli deformacio
esete.)

r— a P erd tdmadaspontja és a vizsgalt pont tavolsaga, mig

d— egy hatarozatlan allando.

A képlet szerint d a zérus siillyedésii pont tivolsagat adja az eré tamadas-
pontjatol. Ha most integralassal attériink egy egyenletesen terhelt sav esetére, akkor a
hatarozatlan allando valtozatlanul jelen van, amely nem teszi lehetové az abszolut
siillyedések szamitasat. Tovabba a rogzitett d mellett r-rel végtelenhez tartva a
»siillyedés” végtelen kiemelkedéshez tart, amely esetben nem végezhetd el az egymastol
tavol es6 pontok elmozdulasanak valos vizsgalata. (10/a abra.)

Ezekkel szemben, ha a kombinalt modell sikbeli valtozata pontszerli erdvel
terhelt, megmutathatd, hogy r— oo esetén a felszin elmozdulassal zérushoz kdzelednek.
Tovabba az egyenletesen terhelt szakasz esetén a hatarozatlan allando eltiinik, mivel d-
vel, azaz a zérus silllyedésii ponttal co-hez tartva a terhelt szakasz alatti siillyedések
igen gyorsan konvergalva, véges értékhez kozelednek. Masrészt ez a jelenség fizikai
szempontbdl is igen jelentds. Tudjuk, hogy a rugalmas végtelen féltéren alapulod
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szamitasoknal az alaptest szé1tdl kifelé tavolodva a siillyedések lecsengése igen lasst,
ami ellentétben 4ll a tapasztalattal. Ezzel szemben a Repnyikov-modell esetén az alap
szélétdl kifelé tavolodva a siillyedések gyorsabb csokkenése figyelhetd meg, ami jo
megegyezést mutat a tapasztalatokkal. Ezt a jelenséget két szampéldan — két E,, K
parra mutatja be a 10/b abra. Mivel azonos terhelés alatti siillyedések két kiilonb6z6

2b
| d
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©° o Rugalmas féltér
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10. dbra. a) Elvi siillyedéskép alakulasa. b) A talajparaméterek hatasa a siillyedési tartomany alakjara és
kiterjedésére savalapok alatt

paraméterpar mellett természetesen kilonboznek, azért az Osszehasonlithatosag
végett ugy vannak megvalasztva a terhelések, hogy a maximalis siillyedések
megegyezzenek. Osszevetés céljabdl itt is felvettiik a tisztan rugalmas félsikra adodo
stillyedési gorbét, amelyet az elozéekkel k6zos pontbol inditunk.

A Repnyikov-modellen alapul6 szamitasi eljarast igen altalanos feltételek kozott
— tetszOleges terhelésli és valtozo inerciaju tartok esetére is kidolgoztuk.

A sav- ¢és koralapra, valamint a keresztben merevnek tekintett gerenda esetére
kidolgozott szamitasi eljarasaink félanalitikusok és asztali szamitogépen végrehajt-
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hatok. Ezekben a mar emlitett Gorbunov—Poszadov moédszert épitettiik be. Az
eljarasok menetétol eltekintiink (17, 18) csak az eredményekbol mutatunk be néhanyat.
Minden iranyban hajlékony lemezek, valtozé lemezmerevség és tetszOleges terhelés
esetére numerikus eljarast dolgoztunk ki. A modszerrel tetszéleges geometridji lemez
€s tobb lemez kdlcsonhatasa is szamithato. Nagy eldnye, hogy memoriaigénye a talajt
véges sok elemre bonté numerikus modszerekhez képest Osszehasonlithatatlanul
kisebb, hiszen csak a lemezt, ill. a felszin sikjat bontja elemekre, mig a talajt a modellel
veszi figyelembe. Az eljarasaink lényeges tulajdonsaga még, hogy a K =0 esetben tiszta
rugalmas féltérrol 1évén szo, visszaadja az el6z6 fejezetben targyalt modszereket. Ezt az
eljarasunkat még nem publikaltuk, de gyakorlati alkalmazasa folyamatban van.

Az eredmények kiértékeléséhez és a modell fizikai hatterének megvilagositasa-
hoz sziikség van a modellparaméterek vizsgalatara. Ehhez végezziik el a kovetkezd
gondolatmenetet.

Tekintslink egy zart teriiletl, teljesen merev, a kombinalt modellre helyezett
alaptestet, melyre p megoszlo terhelés hat. Ekkor a terhelésbol Ap rész az agyazat rugoit
terheli, mig (1 —A)p a rugalmas féltéren oszlik el. A A tényez6 mutatja tehat a teher
megoszlasat.

A merev alaptest alatt a rugalmas féltér az ismert Schleicher-féle képlet szerint

1 —vi
QB(1—A)p 41
E,

YE =

egyenletes siillyedést szenved. Itt
vo— a rugalmas feltérkomponens Poisson-tényezéje,
E,— a rugalmas féltérkomponens rugalmassigi modulusa,
Q2 — az alaptest formajatol fiiggé siillyedési szorzo,
B — az alaptest szélessége.
A rugds agyazati komponens siillyedése A - p-nagysagui terhelésnél

Ap
=—_. 4.2
Yk K
Itt K az agyazasi tényezd.
A két siillyedést egyenldvé téve a i-tényezd meghatarozhato:
= : 43
14+ __Eo—
BKQ(1 —v3)

Latjuk, hogy a megoszlas csak Eq, v, és K fitggvénye. Visszahelyettesitve a A-ra kapott
kifejezést, akar az (4.1), akar a (4.2) képletbe, a kOvetkez6 Gsszefiiggés adodik:
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Elemezve a (4.3) képletet a kovetkezé megallapitasokat tehetjiik. Ha az alaptest mérete
csokken (ez B—0-nak felel meg), akkor a rugalmas féltér jatszik egyre nagyobb szerepet
(A—0), mig az alap méretének novekedésével (B—o0) az agyazat viselkedése egyre
inkabb a Winkler-féle kozegéhez kozelit (A—1).

A v, Poisson-tényezOt rogzitsiik. (A v, hatasaa késdbbiekben kitériink.) Ekkor a
4.4 képlet mutatja, hogy rogzitett y siillyedés mellett az E, és K modellparaméterek

s =atlag sillyedés

K

max
Egyenletesen eloszlo
terhelés: 1000 kN/m

m=

Winkler-féle
l agyazas

4 700 m

2 B

4

6 00~

Bl e

] R /"’/' Eomax(MP0)| KpexMPa/m)| s (m)

B e ltalaj | 2800 1,00 | 005
< 2.talaj 14,00 0,50 0,10

14 = “rugalmas felter (3 tqlqj 9,33 0,33 0,15
|

Mmax

(MNm)

11. dbra. A kombinalt modellnek a rugalmas féltérhez viszonyitott nyomatékcsokkentd hatasa

kozott linearis Osszefiiggés all fenn. Ez azt jelenti, hogy egy adott siillyedés — rogzitett
terhelés és Poisson-tényez6 mellett — tobb E,, K értékparra valosulhat meg, azonban
ezek egy egyenesen helyezkednek el. Helyes altalanositas a nem teljesen merev alaptest
esetére a 4.4 képletbe y helyére az S atlagsiillyedést tenni.

Alkalmazzuk szamitogépi eljarasunkat egy 40 m hosszi, 10 m széles, 10® kNm?
hajlité merevségii alaptestre, F = 1000 kN/m egyenletesen megoszl6 terheléssel 3 olyan
talajcsoportra, amelyeknél az S atlagsiillyedés 0,05 m, 0,1 m, ill. 0,15m. A fentiek

szerint mindegyik S értékhez egy E,, K egyenes tartozik. Bevezetve az m=

max
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jelolést, a harom egyenest a 11. abra fels6 része szemléiteti. Lathato, hogy a tengelyeken
levé pontok a tiszta rugalmas féltér, illetve a tiszta Winkler-féle Agyazat esetének
felelnek meg. Kiszamitottuk az egyes eseteknek megfelel6 maximalis nyomatékokat, és
feltiintettiik azokat a 11. abra alsoé részén. Jol lathatd, hogy az alaptestben az adott
atlagsiillyedésnél a legnagyobb nyomaték a tiszta rugalmas féltérnél adodik, mig a
tiszta Winkler-féle agyazat esetében nyomaték nincs. Latszik tehat a Repnyikov-féle
modell nyomatékcsokkentd hatasa a hagyomanyosan alkalmazott rugalmas féltérhez
képest. Az is kitlinik azonban, hogy a nyomatékok szempontjabdl igen lényeges az E,
¢és K viszonyanak meghatarozasa.

A nagyméretii helyszini kisérleteket kiillonb6zé méretii alapokkal és tobb
terhelési lépcsovel elvégezve az E,/K viszony megbizhatéan meghatarozhato. A
vizsgalati koltségeket jelentésen csOkkenti, ha ezt a mar megépiilt hazak
siillyedésmérési adataibol torténd visszaszamitassal adjuk meg. A Repnyikov-féle
kombinalt modell rovid bemutatasa utan bemutatunk néhany érdekes parhuzamot e
modell és az inhomogén, fliggdlegesen ndvekvd rugalmassiagi modulusu félterek
kozott.

4.2 Analogidk vizsgdlata a pdrhuzamos kombindlt modell
és a mélységgel novekvé rugalmassdgi modulusu félterek kozort

4.2.1 Linedrisan vdltozo rugalmassdgi modulus

Altalanos tapasztalat, hogy a talaj nem tekintheté homogén rugalmas féltérnek,
hanem elsdsorban a mélységgel vaitozé 6sszenyomodasi modulusu kdzeg. Az ilyen
inhomogén rugalmas kozegek analitikus vizsgdlata nagy technikai nehézségeket
tamaszt, s ezért az eredmények hatokdre is igen korlatozott. Ezért talaljuk igen
fontosnak a kombinait modell(ek) vizsgalatat, hiszen ezek — mint arra a Repnyikov
modell esetében ramutattunk — technikailag relative egyszeriibben kezelhetdk,
masrészt igen érdekes hasonlosagokat, sét egybeeséseket mutatnak az emlitett
inhomogén koézegekkel.

A mélységgel valtozo rugalmassagi modulusu félterek kozott a legegyszertibb a
linearis valtozasu eset. Ezek koziil is akkor adhaté zart alak( eredmény, ha a
rugalmassagi modulus a felszinen zérus. Erre az esetre vonatkozik GIBSON (9) mar
klasszikusnak szamito analitikus eredménye. Linearis rugalmassagi modulusvatozas
esetére vonatkozo véges elemes vizsgalatokat végzett CARRIER €s CHRISTIAN [4].
GiIBsON megmutatta, hogy egy E/z=E,z linearisan valtozé6 modulusu fiiggvénnyel
jellemzett rugalmas féltér és egy K agyazasi tényezdji Winkler-féle agyazat egymassal
ekvivalens, ha fennallnak a

2
Vo= 0,5 és K= ? El
Osszefiiggések. (12. abra.) Hangsulyozando, hogy ez az eredmény csak térfogatallando,
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vo=0,5 anyagra érvényes. Nem zérusrol indulé modulusfiiggvény esetére hasonld
eredmény nem ismert, mégis a Gibson-féle analogiabol a Repnyikov-féle modellre a
kovetkez6 — elhanyagolasokat tartalmazo — kozelités kinalkozik:

Tegyiik fel, féltér rugalmassagi modulusat leiro fiiggvény v, =0,5 mellett a kovetkezd
alaku:

E(z)=Ey+E,z. 4.5

Tekintsiik ezt a félteret két egymassal parhuzamosan miik6dé E = E,, illetve E=E, z
modulusfiiggvényt féltér kozelitésének. Ez a parhuzamosan mikodoé egylittes a

GIBSON: WINKLER:
Rugalmassagi modulus: E(z)=3 mz Agyazdsi tenyezd: K
: é é é

K

Ekvivalencia: vp=0,5 és K=2m

zy

12. dbra. Gibson-féle analogia a linearisan inhomogén rugalmas féltér és a Winkler-agyazat kozott

Gibson eredmény miatt éppen egy Repnyikov modell. Ez azt jelenti, hogy ha a talaj
modulusa (4.5) alaku, akkor E,-bdl és E,-bdl kozelité érvénnyel atszamithato a
Repnyikov-féle modell két paramétere. Meg kell jegyezniink, hogy (4.5) fennallasa
esetén valojaban nem parhuzamos kapcsolatrol van szo, hanem olyan bels6 egyszerre
mikddésrdl, melynél a komponensek siillyedése mindeniitt megegyezik. A parhuza-
mos modellre torténd attéréssel tehat elhanyagoljuk a két féltér kozti belsd
kapcsolatokat, azaz valojaban csokkentett merevséggel dolgozunk. Ez a biztonsag
javara okoz eltérést a tervezendé alaptest szempontjabol. Végiil tehat kimondhatjuk,
hogy lényegében lineariasan novekvo rugalmassagi modulus és v, = 0,5 kozelében levo
Poisson-tényezo esetén elsé kozelitésként javasolhato ez az analogia.

4.2.2 Nem linedrisan vdltozo rugalmassdgi modulus
4.2.2.1 A rugalmassdagi modulus értéke a felszinen nulla

Nem linearisan valtoz6 modulusi inhomogén félterekre vonatkozoan az elsé
elméleti eredmények Klein [26] nevéhez fizédnek. Klein vizsgalja az E(z)=E,z"
modulusfiiggvényt féltereket. Ez a Gibson altal vizsgalt eset altalanositasanak

tekinthet6, bar a rugalmassagi modulus a felszinen itt is zérus. A talajokra
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vonatkozolag megallapithato, hogy ott n értéke 0 €s 2 kozé esik. A problémat Klein
igen altalanosan a rugalmassagtani alapegyenletek megoldasa felSl kozelitette, tehat a
klasszikus Boussinesque-féle utat kivanta jarni. Eredményei szerint ha az E,z"
modulusfiiggvényti féltérre P pontszerii terhelés hat, megadhaté a fesziiltségkompo-
nensekre vonatkozo egyenletrendszer megoldasa

APz4 APzA™ %2
g,= anA+2 g,= 2nRA+2
4.6
APzA™?

70=0 = 2RRATT

ahol r és z a cilindrikus koordinatak, mig R=./r’+22. A (4.6) formulik a
deformaciok folytonossagat kifejezd egyenleteket csak specialis, A-ra, vy-ra és n-re
vonatkozoé feltételek mellett elégitik ki:

1
A= 3 6 =
n+ €s Vo Tn
vagy 4.7
1
A=n+2 : =_—.
n+ €s Vo Ton

Tehat adott n mellett 4 és v, értéke mar csak a (4.7)-szerinti lehetéségek szerint
valaszthato, azaz a (4.6) egzakt formulak csak a (4.7) altal megszabott esetekben
érvényesek. A (4.6) képletekbdl az ismert médon szamithato a siillyedés — fiiggSleges
elmozdulas — z, mélységben:

z0 1
y = _jm ) (6,—vo0,)dz+ F(r) 48

Fr=0és z,=0 esetén adodik a felszin siillyedése. A 4.6 és a 4.8-bol az n#0 esetre
kaphat6 formulak az n=0 esethez tartozé6 homogén rugalmas féltérre vonatkozé jol
ismert Boussinesque-féle formulak altalanositasai.

4.2.2.2 A rugalmassdgi modulus értéke a felszinen nem nulla

Célunk most a Repnyikov-féle modell és a mélységgel valtozd rugalmassagi
modulust félterek kozti analogiak teljes feltarasa, tetszoleges Poisson-tényezo esetére.
Az ehhez sziikséges alapvets analitikus eredmények PLEVAKO [28] nevéhez fiizddnek.
Plevako nemlinearisan valtozo rugalmassagi modulusu félterekre vonatkozodan
kereste a rugalmassagtani alapfeladatok megoldasat harmonikus fiiggvények
segit égével. Az E/z=Ey(1+Cz)? fiiggvénnyel leirt modulusa rugalmas félterckre
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végzett vizsgalataindl azt taldlta, hogy a f kitevd és a v, Poisson-tényezd specialis
Osszetartozo értékeinél a rugalmassagi feladat megoldasa zart alakban megadhato.
Ezek ko6ziil a legegyszeriibb — és a gyakorlat szamara is hasznalhaté — eset

aff=2 vo=0,25
értéekeknél adodik.

Az eredmények tovabbi ismertetéséhez be kell vezessiik a talajmodell
magfiiggvényének a fogalmat. Legyen egy talajmodell egy n tartomanyon a p(X.Y)
megoszlo terhelésnek alavetve. Ha van olyan J(r) fiiggvény, r=./(x—&P?+(y—n)*
hogy tetszdleges (X, Y) pontban a felszinsiillyedés az

yx, )= [ | p&,n) J(r)dr 49

n

formaban allithato eld, akkor a J(r) fliggvényt az adott talajmodell magfliggvényének
nevezziik. Belathato, hogy a rugalmas homogén féltér magfiiggvénye — Boussinesque
nyoman — 1/r-bdl, a Winkler-féle agyazatoké 1/K-bol (K allandd) szarmaztathatd. A
Gibson-féie fentebb targyalt analdgiabol kovetkezdleg az E(z)=E,z modu-
lusfiiggvényii inhomogén féltér magfiggvénye — K =2/3 E, esetén — szintén 1/K-bdl
szarmaztathato. A talajmodelleck magfiiggvényének vizsgalataval és ezen keresztiil
egyes modellek kozti kapcsolatok feltarasdval BArvasov [21, 22] két tanulmanyban
foglalkozik.

Barvasov az egymasra helyezett agyazati komponensekbdl képzett modellt
sorosan kapcsolt modellnek, mig az egymasba sz6tt komponensek alkotta modellt
parhuzamosan kapcsolt modellnek nevezi. Az elektromos ellenallasok példajabot vett
szohasznalat indoklasa a kovetkezd. Kimutathato, hogy a kombinalt modellek
magfiiggvényeinek bizonyos egyszerii transzformaltjai Ugy szarmaztathatok a
komponensek magfiiggvényeinek transzformaltjaibol, amint sorosan, illetve parhuza-
mosan kapcsolt ellenallasokbol az eredé ellenalla. szarmaztathatd. Ez az allitas a
sorbakapcsolt modelleknél nem érvényes, ha olyan komponens is szerepel, melynek
Osszenyomodasa a mélységben nem allando. Az altalaban hasznalt modellek koziil
ilyen csak a rugalmas réteg. A rugalmas rétegekbdl allo kombinalt modellnek kiilén
pontot szenteliink. Ennek az éllitasnak a bebizonyitasa utan Barvasov a parhuzamos
kapcsolas szabdlya szerint elddllitotta a Repnyikov-féle modell magfiiggvényét.
Masrészt — Plevako emlitett eredményét felhasznalva — Barvasov eldallitotta az E(z) =
=Ey(1 + Cz)? modulusfiiggvényli inhomogén féltér magfiiggvényét a v, =0,25 esetre.
Az eredmények Ssszevetésébol azt kapta, hogy v, =0,25 esetén az E,, K paraméterii
Repnyikov-féele modell magfiiggvénye gyakorlati szempontbdl tokéletes egybeesést
mutat egy E(z)=Ey(1 + Cz)?> modulusfiiggvényii féltér magfiiggvényével, hacsak a C=
=0,84 K/E, egyenloség fennall. E nagy jelent3ségii analdgiat szemléltetjilk a 13. abran.

A szerzbk az [ 18] cikkben megmutattak, hogy tetszéleges v, Poisson tényezoji
Repnyikov-modell megfeleltethetd — egy kétlépéses megfeleltetéssel — egy v, =0,25
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Poisson-tényez6ju a mélységgel parabolikusan ndvekvé rugalmassagi modulusu
féltérnek. Ezt az analogiat szemlélteti a 14. abra.

Hangsulyozzuk, hogy ezen analogiak feltarasaval lehetoség nyilt a Repnyikov-
féle kombinalt talajmodell paramétereinek laboratoriumi meghatarozasara a névekvo
mélységbdl vett talajmintak Osszenyomodasi tulajdonsagain keresztiil.

£ et
E0(1+CZ)2
Ekvivalencia: EzEg
2V c=084¢-

13. dbra. Barvasov-féle analogia a parabolikusan inhomogén rugalmas féltér és a Repnylkov-fe]e kombinalt
modell k6zott

£
E1(1+cz2)?
zy

7 757 Agw
2

Vo=tetszbleges ¥ =0,25
N 2 %

1-0,252
Tvg2 Ekvivalencia: c=0,84 E1

Ekvivalencia: Eq=Eg

14. dbra. Altalanos analogia az inhomogén féltér és a parhuzamosan kapesolt modell kézott

A mélységgel kozelitoleg linearisan vagy parabolikusan novekvé modulust
talajoknal — eredeti kikotésiink szerint elhanyagolhato konszolidacié esetén — a
Repnyikov-féle kombinalt modell a felszinsiillyedéseket és ezen keresztiil az alaptestek
igénybevételeit viszonylag egyszeril eljarassal igen valosaghiien szolgaltatja. Ezért a
gyakorlati tervezésbe torténd bevezetése célszerti.

Attériink egy olyan modell targyaldsara, amely az eddigiektdl eltérd tipust
inhomogenitas esetén is lehetOséget nyujt aranylag egyszerii szamitasi eljaras
kidolgozasara.
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4.3 Egymasra helyezett rugalmas rétegek esete
(Sorosan kapcsolt kombindlt modell )

Emlitettiik, hogy ha a sorosan kapcsolt modellben rugalmas réteg is szerepel
komponensként, akkor a kombinalt modell magfiiggvényének kiszamitasira vonat-
kozo szabaly nem érvényes. Ezért sziikséges eltérd jellegi eljaras kidolgozasa. A
bemutatando modszer annyiban altalinosabb az el6z6nél, hogy a modell belsejében is
szamithatok fesziiltségek €s elmozdulasok. Mégis pl. tengelyszimmetrikus esetben
aranylag kis memoriaigényll szamitogépi programot igényel. Ezt fogjuk vazolni.

A modell tehat n egymasra helyezett rugalmas rétegbdl all, amelyek mindegyike
homogén izotrop kozeg a kovetkezd jellemzdkkel: G, nyirasi modulus, v, Poisson
tényezd, h, vastagsdg. Minden réteghez csatoljuk az r,, ©,, z, lokalis koordinata-
rendszert. (z, a modell belsejébe iranyitva.)

Tengelyszimmetrikus esetben a rugalmassagi alapfeladat megoldasat a harmo-
nikus fiiggvényekkel operalé Popkovics—Neiber-féle képletek adjak:

o oo

2Gu,= - E —ZE

do 5,
2Gu,= — 7 +(3—4v)d>—za—

4.10

2

¢ 0
o, =2~ — =3 (p+z9),

ahol ¢ és Y a A*¢=A4*y =0 egyenletnek tesz eleget, ahol

e 1o &
ot v or 0z?

A feladatot Hankel-transzformacioval oldjuk meg. Az elsé négy egyenletet transz-
formalva oly modon, hogy az els6 és a negyedik egyenletre elsérendil, a masodik és
harmadik egyenletre nulladrendi transzformaciot alkalmazunk r-ben, akkor elérheto,
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hogy a jobb oldalon csak nulladrendii transzformalt alljon. (Az 6t6dik és hatodik

egyenletet nem vissziik tovabb) (¢ jelenti a nulladrendii, ¢'") az elsérendli Hankel-
transzformaltat.)

266, 2)=¢[¢ +29]

0¢ - dd
2606 )= — 5 +B3—4P—z—

4.11
. ¢ d*¢ d*®
o’z(é’z)_z(l—v)g — -P —ZE_EZ_
= 7 i)
T 2)=—¢ [(1 —2v)$— ¢ _zi_]
dz dz

A ¢-re és y-re vonatkozd Laplace-egyenletek a kovetkezd kozOnséges egyenletbe
mennek at:

2
7 —{e=0
412
d*¢
= =0
Ezck altalinos megoldasa:
d=Ashéz+Bchéz
4.13

@p=Cshéz+Dch¢z

Az egyes rélegekre (4.11) és (4.13) segitségével adodo altalanos megoldasokat illesztjitk
Ossze gy, hogy a réteghatarokon a

(¢, 2)
7216 2)
UL¢, 2)
UM, 2)

vektor folytonos legyen, mig az egész kombinalt rendszer also és felsé hataran elobirt
peremfeltételek ki legyenek elégitve. Ehhez természetesen a peremfeltételek Hankel-
transzformaltjat is ismerni kell. A technikai részleteket mellézve megallapithato, hogy
az eljaras eredményeképpen a Keresett elmozdulas és fesziiltségfiiggvények Hankel-
transzformaltjai adodnak. A végeredményt inverztranszformacioval kapjuk.

Lattuk, hogy a parhuzamos kombinalt modell akkor alkalmazhato, ha a
mélységgel novekvd modulust féltérrel van dolgunk, mig a sorosmodellnél ilyen
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kikotés nincs. A parhuzamos modell lényegesen tobb esetre nyert mar kidolgozast,
ezért a soros modellt elsdsorban abban az esetben javasoljuk, ha a mélységgel lazabb
rétegek is elofordulnak.

A 4. fejezetben bemutatott modellekkel és eljarasokkal azt kivantuk alatdmasz-
tani, hogy egyfeldl a talaj szempontjabol a kombinalt modellekkel a gyakorlatban
eléforduld inhomogenitasok tobbsége modellezhetd, masfelél bizonyos tipusi
sikalapok és terhelések esetén aranylag egyszeri, kis-szamitogépes eljdrasok dolgoz-
hatok ki. Ezért tartjuk fontosnak a kombinalt modellek tovabbi vizsgalatat, s a
kidolgozott programcsomagnak a gyakorlati tervezési rendszerekbe torténd
beépitését. Elofordulhat természetesen olyan eset, amelyekre a kombinalt modellek
hatokore nem terjed ki, és a finomabb megkdozelitést is lehetové tevd véges elemes
eljarasok alkalmazasa indokolt.

5. Véges elemes modellek a sikalapozasban

Az el6z6 fejezetben igyekeztink ramutatni, hogy a gyakorlatban eléfordulo
esetek nagy tobbségében az esetnek megfelelé kombinalt modell a tervezés szamara
megfelelden egyszerii eszk 6z s egyszersmind a fizikai valosagot is megfelelden tiikrozi.
Eppen a két kdvetelmény szemben 4ll6 jellege miatt vannak a kombinalt modelleknek
— els6sorban elméleti — hidnyossagaik.

A kombinalt modellek nem — vagy csak igen nehézkesen — tudjak kdvetni a
lokalis inhomogenitasokat a talajok specialis deformacioit, példaul a repedéseket, vagy
azokat a tulajdonsagokat, amelyek szerint egyes talajoknak nincs hiizasi ellenallasuk.
Ami a plasztikus jelenségeket illeti, mar utaltunk ra, hogy az igénybevételek
szempontjabol az alaptestnek altalaban kis része alatt fellépd plasztikus folyamatok —
figglleges terhelés esetén — nem okoznak jelentds eltéréseket. [14].

Adott esetben mégis szilkség lehet pontosabb vizsgalatokra. Ezeknek a
vizsgalatoknak az eszkGze a nagy szamitogépigényl véges elemek modszere. RGviden
vazoljuk eldnyeit és lehetoségeit. Az eljarasok egyik eldnyds tulajdonsaga, a bonyolult
geometriai feltételek kovetése a sikalapozasi feladatoknal altalaban — a relativ
egyszeribb geometria miatt — nem érvényesiil.

Ismeretes, hogy a véges elemek modszere olyan kozelitd eljaras, mely elsé
formajaban a rugalmas alakvaltozasokat hatdrozza meg, a felosztas finomsagatol
fliggd pontossaggal kozelitve az elméleti értékeket. Mivel a talaj alakvaltozasai
legalabbis a teljes vizsgalt tartomanyban ritkan rugalmasak, ezért sziikkségessé valt a
véges elemes eljaras és az egyre pontosabb talajtdrvények Osszekapcsoldsa. A
nemlinearis rugalmassag leirasara a legismertebb modell a Duncan-féle [6]. Talan
ennél is megfelelobb — bar még nagyobb elékészitést igényelnek azok a prébalkoza-
sok, amelyek a kisérletekbdl szarmazd gdrbéket kozvetleniil viszik a véges elemes
programba, ezzel iranyitva minden egyes elemen beliil a folyamatot. Erre példa Boulon
és tarsai munkaja [2], melyben — ugyan c616pokre vonatkozolag — végeztek ilyen
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vizsgalatokat. Hasonlo modell kiépitésén dolgozunk jelenleg agyazott tartok,
alaptestek esetére.

Az el6zd fejezetekben targyalt eljarasok koOzds hatranya, hogy repedések,

elcsiszasok figyelembevételére alkalmatlanok. A véges elemes eljarasok erre is képessé
tehetdk.

Akar a Duncan modellel és az abba épitett specidlis kontakelemekkel [10]

dolgozd modell, akar a Boulon altal leirt eljaras lényege az, hogy ha egy felilleten a
nyirofesziiltség kimeril — példaul a Mohr-etmélet szerint — az érintkezd feliiletek
elvalnak egymastél, mintegy elengedik egymast. llyen modon foghatok meg az
elesuszasi jelenségek pl. c610pdk kOpenye mentén vagy a tartd és a tala) talalkozasanal.

E rovid fejezetben a részletek targyaldsat melldzve az elméleti kutatds

fejlédésének egy szerintiink jelentds iranyat probaltuk érzékeltetni.
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Soil models and the trends of development. — The paper gives a survey on the main types of soil
models, the subgrade coefficient method and the elastic half space method which can be taken into
consideration for the dimensioning of spread foundations. It discusses the theory and the applicability of
these methods.

The paper presents the possibilities of development of the soil models to describe more correctly the
load-deformation process and special emphasis is put on the so called combined models which are able to
take into account the inhomogeneous properties of the soil.

Bodenmodelle und die Richtungen der Entwicklung. — Der Aufsatz gibt eine Ubersicht von
Bodenmodellen, die bei der Bemessung von Flachfundamenten angewendet werden konnen. Es wird eine an
der Kombination des Bettungsziffers und an den Eigenschaften des elastischen Halbraums basierende
Methode vorgetragen und ihre Theorie sowie Anwendungsmoglichkeiten besprochen.

Vorgefithrt wird weiterhin die Moglichkeit der Entwicklung einer genaueren Beschreibung des
Belastung-Forménderungprozesses von verschiedenen Bodenmodellen und mit besonderer Aufmerksam-
keit werden die sogenannten kombinierten Modelle behandelt, mit denen auch die inhomogene Eigenschaften
der Boden beriicksichtigt werden kénnen.

Mogpenn rpyHTOB H TeHIEHUHN pa3BHTHI. — B HCCnenoBaHMAX B3aUMOJEHCTBHA MEXY KOHCTPYK-
LUMAMH ¥ TPYHTaMH, IPYHT 3aMEILAETCA YNPOIUCHHBIMH MOJEISNMH.

PaboTa paccMaTpHBacT OCHOBHBIC MO/IEJIH IPYHTOB, IIPUMEHSEMBIX B 001aCTH IMIOCKUX yHAEMEH-
TOB, METOAbI KO3((HLUHEHTa NOCTENH H NPHMEHEHHS YNPYroro NOJyNpPOCTPAHCTBA, HX TEOPUIO H
TIPHMMEHHMMOCTb.

IMoka3sBaroTCA BO3MOXHOCTH 60Jlee TOUHOTO CJIENOBAHMS 34 POLECCOM AeOPMALNH TPYHTOBHX
MoJesieil Mo Harpy3kod, H MX Pa3sBHTHS BE€3 3HAYMUTE/ILHOrO 3aTPYOHEHHS PACYETOB, B YACTHOCTH, C
0COOBIM Y4€TOM T. H. KOMOWHMPOBAHHBIX MoJeJIed, CNOCOOHBIX MPHHUMATL BO BHHMAHHE U HEOAHOPOI-
Hble CBOHCTBA IPYHTA.
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SIKBELI ES FORGASSZIMMETRIKUS
RUGALMAS-IZOTROPIKUSAN FELKEMENYEDO
SZILARDSAGI FELADATOK NUMERIKUS MEGOLDASA
VEGESELEMES ELMOZDULASMODSZERREL

SARKOZI LASZLO!
HORVATH FERENCNE?

A tanulmany targya egy végeselemes szamitasi eljaras bemutatasa linearisan rugalmas-
izotropikusan felkeményedd anyagmodelire vonatkozoan. A kidolgozott program kétvaltozos
szilardsagi feladatok megoldasat teszi lehetdvé. A bemutatott szampéldak igazoljak a modszer
megbizhatosagat.

1. Bevezetés

A végeselemes modszer kezdeti eredményes probalkozasai rugalmassagtani
feladatok numerikus megoldasaira hamarosan felvetették a képlékenységtani alkal-
mazas lehetOségét is. A témaval kapcsolatos elsé publikaciok a 60-as évek masodik
felében jelentek meg. A szamitasi algoritmusok kidolgozasaban alapvetd szerepet
jatszott az a tény, hogy a folyashataron tul érvényes anyagtorvényt differencialis
formaban kell megfogalmazni, amint arra a jol ismert képlékenységtani tankdnyvek
(példaul: [1]) is ramutatnak. A numerikus, programozott eljarasokban a testre,
szerkezetre mikodo terhelést természetesen csak véges méretil teherndvekmények
formajaban lehet miikodtetni, és igy az egyes teherlépcsOk hatasainak szamitasa soran
valamilyen iteracios eljarasra van sziikség. Az eredetileg kidolgozott iteracids eljarasok
— a kezdeti alakvaltozasok modszere [2],

— a tangencialis merevségi modszer [3],

— a kezdeti fesziiltségek modszere [4].

Ezek mindegyike matematikailag egy Newton-——Raphson vagy egy modositott
Newton—Raphson eljaras ([5]). Lényegileg az itt emlitettekbdl felépitett kombinativ
tipust numerikus stratégiakat alkalmazzak ma is a nagy, nemlinearis programrendsze-
rek [6], kiegészitve kiilonféle konvergenciagyorsitdo és teherndvekmény-optimizald
eljarasokkal.

Az alapvetd végeselemes szakkonyvek (példaul: [5], [7]) részletesen targyaljak
az Un. izoparametrikus végeselem-modelleket, melyek kidolgozasa a nemlinearis
tipusu szilardsagtani alkalmazas szempontjabol tjabb elényoket biztositott, mas
elemmodellekhez képest. Nevezetesen, az izoparametrikus elemek gyakorlataban

! Dr. Sarkozi Laszlé, 3530 Miskolc, Vérdsmarty u. 72. 11/1.
2 Horvath Ferencné, 3529 Miskolc, Lévay J. u. 32.
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alkalmazott, Gauss-pontokhoz ko6t6tt numerikus integralas viszonylag egyszeriien
teszi lehetdvé, hogy egy adott terheléstorténetet kovetd terhelési szinten az egyes
elemek kiildnboz6 pontjaiban azeltérd anyagtdérvényt szamitasba lehessen venni. igy a
szamitas példaul nyomon kdvetheti, hogy a rugalmas és a képlékeny tartomanyt
elvalasztd feliilet metszi az elemek tartomanyait.

Jelen dolgozat célja egy rugalmas-izotropikusan felkeményed6 (vagy hatareset-
ben egy rugalmas-tokéletesen képlékeny) tipusi kvazistatikus szilardsagtani pe-
remértékfeladatok megoldasara szolgald szamitasi eljaras révid bemutatasa. A
program

— altalanositott sikfesziiltségi allapotn, vagy

— sikalakvaltozasi, vagy

— térbeli forgasszimmetrikus
feladatok szamitasara alkalmas, tetszés szerint Tresca, Mises, Mohr—Coulomb, vagy
Drucker—Prager-féle folyasi feltétel figyelembevételével. A vizsgalt testet kis elmoz-
dulasok és alakvaltozasok feltételezése mellett, a feladat jellegétdl fiiggden koncentralt
erdk, tovabba élek és feliiletszakaszok mentén, valamint térfogaton megoszlo erdk és
eloirt elmozdulasok terhelhetik.

2. A képlékenységtani folyaselmélet osszefiiggései

A végeselemes képlékenységtani szamitasokhoz sziikséges ndvekményes me-
revségi kapcsolat megadasahoz mindenekel6tt a folyaselmélet alapjan felirhato,
természetesen ndvekményes formatumi, anyagtérvényre van szikség. E fejezet célja a
linearisan rugalmas-izotropikusan felkeményedd anyagra vonatkozo, tenzorikusan
felirhaté anyagtorvény szarmaztatasa.

2.1. Kiindulasi feltételek

A képlékenységtani folyaselmélet alapvetden hdrom f0 feltételezésen alapszik:

— Azelsé feltételezés szerint az alakvaltozasok de,, ndvekménye egy rugalmas és
egy képlékeny részre bonthato.

dak, =d & + d Exp (21)
el pl

A rugalmas alakvaltozasi tenzorbodl szokasos modon, a Hooke-torvény segitségével a
teljes o;; fesziiltségi tenzor allithato eld:

6;j=D,j 87§ Djjuy =200+ 10ix 05y + 6 04) 2.2

D;;, az anyagjellemzOk négyindexes tenzora.
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A, u az E rugalmassagi modulussal és a Poisson-tényezovel kifejezhetd Lamé-
allandok:

P Ev ) _ E
Tan(i-2v’  HF a4y

E feltételezéshez kiegészitésképpen posztulalando, az az elsGsorban fémek viselkedésé-
re jellemz6 megfigyelés, hogy a képlékeny alakvaltozdsok nem okoznak térfogatval-
tozast:

d ekk = 0 (2.3)
pl

— A mdsodik feltételezés szerint a 9 méretii fesziiltségi térben létezik egy F
terhelési fliiggvény, melynek aktualis értékétol fiiggéen az elemi tomeg allapota
rugalmas, ha F <0 és képlékeny, ha F=0. Az F>0 nem megvaldsithat6é allapotot
jelent. Az egyenloség fennallasa egyuttal — asszociativ tipust képlékenységi elméletrol
lévén sz6 — a felkeményedési (folyasi) fiiggvény egzisztenciajat is biztositja. A
képlékeny allapot fennallasa esetén egy infinitézimalis do* fesziiltség megvaltozaskor a

oF >0 képlékeny felterhelést

SoH de*'=0 semleges (rugalmas) fesziiltségvaltozast

<0 (rugalmas) tehermentesitést jelent.

— A harmadik feltételezés szerint érvényes a Drucker-féle stabilitasi posztula-
tum, mely a kGvetkezOket mondja ki: ,Egy elemi tomeget — adott fesziiltségallapotbdl
kiindulva — egy kvazistatikus felterhelésbol és tehermentesitésbol allé ciklusnak
alavetve, a kiils6 er6k munkdja nem negativ.” A stabilitdsi posztulitumnak harom
fontos kovetkezménye a konvexitds, a konzisztencia és a normalitds. Az elsO szerint a
folyasi figgvény mindig konvex, a masodik szerint képlékeny alakvaltozaskor dF =0
és a harmadik szerint a plasztikus alakvaltozasn6vekmény a fesziiltségi térben mindig
merbleges F-re:

det =da ;—F (2.4)

pl Gy

Itt dA egy nem negativ skalar, szokasos elnevezés szerint képlékenységi szorzo.
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2.2. A folyadsi kritérium és a felkeményedési torvény
Az F fiiggvény argumentumaban a fesziiltségi tenzor koordinatai (pontosabban
a fesziiltségi tenzor elsé és a deviator tenzor masodik és harmadik skaldrinvariansai)
mellett a plasztikus alak valtozasi tenzor koordinatai £, valamint egy x felkeményedé-
pl
si parameéter talalhatok.

Mivel ez utobbi 0'“ €s 8“ -lel mindi kife'ezheté, ezért
. g )
p

F=F(d",¢").
pl
A konzisztencia értelmében
oF oF
sz'—dG“"'_dﬁ“ =O (2.5)

00y, 2 pl
€t
pl

Ezen osszefiiggésbe (2.4)-et behelyettesitve, felkeményedd anyagra altalanosan irhatd

—do;;
do,;
————————-aF’ 5 2.6)

dey O™
pl

di=

(2.6) kifejezéshez az F fiiggvény konkretizalasara van sziikkség. Példaként a Mises-féle
folyasi fiiggvénnyel dolgozva:

F=S”""T§'=O, (2.7)
ahol 1, a nyirasi folyashatar, S; pedig az
1
8ij=04— 'géijakk (2.8)

fesziiltségi deviator masodik skalar invariansa.

Izotropikus felkeményedést feltételezve az F fiiggvény egyenletesen kitagul, mint
ahogyan az 1. dbran lathato. A plasztikus alakvaltozasi munka szerinti felkeményedés
elmélete szerint a tagulas (felkeményedés) mértéke a W? plasztikus alakvaltozasi

munka:
E

pt
0 pl

Miiszaki Tudomdny 61, 1981



SIKBELI ES FORGASSZIMMETRIKUS FELADATOK 219

vagy ezzel egyenértékiien

ol
weh — ga_'dé, (2.9)
pl
- 3 ’ - ’ - - i oy ’ ’
ahol 6= -2—sk,s“ a fesziiltségi tenzor intenzitasat és
E= 3 6 ¢ a plasztikus alakvaltozasi tenzor intenzitasat jelenti.
pl pl
61“ f2

Ao

1. dbra. Folyasfeliilet valtozasa izotropikus felkeményedéskor

P eE)
(pl) |(el)

2. dbra. 1dealizalt szakitodiagram rugalmas-felkeményedé anyagra

A nyirasi folyashatarrol a konnyebben mérheté o, huzasi folyashatarra attérve (Mises-
feltétel esetén a;=\/§tp) ez utobbi

op=G(W™) (2.10)

szerint valtozik a felkeményedés mértéke alapjan.
Mas oldalrol, a plasztikus alakvaltozas mcriike szerinti felkeményedéskor

op=H(E) 2.11)
pl
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ahol

™

Il
OB, &

.

31

h-)
=

~
=

Mises feltétele esetén (2.10) és (2.11)-r6l belathatd, hogy ekvivalensek [8], és igy (2.7)

F=6—H(£)=0 (2.12)
pl

alakban is irhato.
A szamitasokhoz az egytengelyil 0 —e huzo vizsgalat altalanositasaval kapott
& — gintenzitasok kozotti diagramra van sziikségiink, amely alapjan meghatarozhaté a

H =— (2.13)

felkeményedési modulus. A 2. abran lathat6 adatok alapjan

d6=Edé=E; <d—a +d§> (2.14)
E .
és igy
1 1 1 1
—_—_—_— = — — - 2.1
F=4%"E E @.15)
de

pl
ahol E; a képlékeny szakaszon érvényes érinté modulus.
2.3. A novekményes fesziiltség-alakvaltozds kapcsolat

Az F fiiggvény kivalasztasaval és a H’' értelmezésével a (2.6) Osszefiiggésben
szerepld parcialis derivaltakat elé lehet allitani. Egyszeri algebrai atalakitasokkal
di-ra a kovetkezd Osszefliggés adodik:

dé

di==
A H

Ezt (2.4)-be helyettesitve a normalitsi szabaly az alabbi:

I = 3 sMda
"2 He

Ezen kifejezés a Mises-feltétel alkalmazasakor érvényes, izotropikusan felkeményed6
anyagra vonatkozé Prandtl—Reuss-egyenletekkel azonos, mely kapcsolatot jelent a
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plasztikus alakvaltozasnévekmények és a feszultségallapot-ndvekmények kozott. A
végeselemes elmozdulasmodszerhez azonban a teljes alakvaltozas- és fesziiltségno-
vekmények kozti kapcsolatra van sziikség. A szilkséges algebrai atalakitasokat nem
részletezve az alabbi kifejezés adodik

doy;= DR de*, (2.16)
ahol a D) a rugalmas-képlékeny anyagallando-matrix. Képletszeriien:

2
u’sijsu

Dep =D, — b Uk
ijkl ijkl 0_—2(”;_‘_3#)

(2.17)
(2.17) tokéletesen képlékeny anyag (H'=0) esetében is érvényes. Amennyiben a
masodik tag zérus értékil, akkor (2.16) egyszerlien a Hooke térvénnyel azonos.

3. Szamitasi stratégia a feladat megoldasahoz

A virtualis munka elvének novekményes formajat hasznalva a végeselemes
elmozdulasmoddszer rugalmas képlékeny feladatok esetén egy

K({@i—f=0

nemlinearis algebrai egyenletrendszerhez vezet. A félkGvér betd matrixokat és
vektorokat jelol. K() az érintd merevségi matrix, mely fiiggvénye az & csomodponti
altalanositott elmozdulasvektornak; f a csomoOponti altalanositott tehervektor. Fenti
mennyiségeket a szerkezeti analizisben szokasos Osszegzési eljarasok szerint az
elemekre vonatkozé mennyiségekbdl allitjuk eld. Az egyenletrendszer megoldasat a
Bevezetében is emlitettek szerint egy kombinativ tipusit megoldasi eljarassal allitjuk
eld. Lényege a kovetkezOkben foglalhato Gssze:
— A testre hato teljes terhelést tehernévekményekre bontva milkédtethetjiik. Egy
n-edik teherndvekmény jele Af,,.
— Egy 4j tehernGvekményre vonatkozé szamitasok elején meghatarozzuk az
aktualis érinté merevségi matrixot, Ky,-t, majd ezt kdvetéen
— valtozatlan érinté merevségi matrixszal in. modositott Newton—Raphson
iteracios eljarast végziink. Ennek egy j-edik lépésében az elmozdulasné-
vekmény

AUV =Kk AR,
ahol
Al}{,’,=f(,,,—ﬂ,“.

AfY alatt az un. kiegyensulyozatlan bels6 erdk vektorat értjiik, Y pedig az aktualis
anyagtorvényt kielégitod fesziiltségallapothoz tartozo fiktiv csomoponti tehervektor.
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Az 0j elmozdulasvektor egyszerii 0sszegzéssel allithato eld
QU+ D =0 4 44U+ D

A megoldasi stratégiat egyszabadsagfok esetre a 3. abra mutatja. Konvergenciakrité-
riumként a
};, | A

; Ifa?

Osszefiiggést vettiik alapul, ahol N a csomoponti szabadsagfokok szama. Ezek szerint
egy n-edik tehernévekménynek megfeleld szamitas soran a j-edik ciklusban szamitott

<0,001

th

e
3
-1
Ol tgain= K T(n)
#1
a
3. dbra. Numerikus stratégia a nemlinearis feladat megoldasahoz

4. dbra. Kvadratikus izoparametrikus elemmodell a Gauss-pontok feltiintetésével
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elmozdulas- alakvaltozas- és fesziiltségallapotot akkor fogadjuk el megoldasként, ha a
kiegyensulyozatlan csoméponti belsé er6k normaja 0,001-szer kisebb, mint az n-edik
lépéssel bezardan miikodtetett Osszterhelésbdl szarmazd csomoOponti tehervektor
normaja.

A feladatok megoldasakor 8 csomopontu 16 szabadsagfoku izoparametrikus
elemmodellt hasznaltunk, melynek elemi merevségi matrixait és tehervektorait 2 x 2,
illetve 2 pontos, korlatozott pontossagu numerikus integralasokkal allitottuk el6. Az
elemmodellt a 4. abra tiinteti fel, a Gauss integracios pontokkal egyiitt. A fesziiltségeket
a priori a Gauss pontokban allitottuk el6. A szamitasok alapjan tehat eldszor ezen
pontokrol hatarozhatok meg, hogy képlékeny allapotba keriiltek-e.

4. Szampéldak

A kidolgozott szamitasi programmal elsoként egyszerii linearisan rugalmas-
tokéletesen képlékeny anyagu, ismert analitikus és egzakt megoldassal rendelkezd
feladatok szamitasara kertlt sor. A tapasztalatok igen kedvezoek voltak. Példaul egy
belsé nyomassal terhelt vastagfala gombtartalyra vonatkozo feladatot hengerkoor-

p
E=210° MPa g
(- —»
V:0,3 E M
p = 300 MPa
6¢ =300 MPa
yh
BBEEY 3 ¥ ¥ ) g P
I:**‘*’ + [+ + + 4 + + - X
+ *4 -
+++++4_ +* 3 - oy + + + —-
m§¥0+*++ + + —
§*++++++* + AR + + + + + -
e + I
g;: +++ % b /ool ¥ + + % + -
b % -
o oL i i L # + + + -
L 5 e G -
¥ ., i VRS one) . + + + + 0 -
<< ¥

5. dbra. Koralak nyilassal gyengitett tarcsafeladat és a végeselemes felosztas

dinata-rendszerben megoldva a vastagsag mentén minddssze harom elemet felvéve a
Gauss-pontokban szamitott fesziilltségkoordinatak maximum o6t ezreléknyi eltérést
mutattak az [1]-es hivatkozasban kozélt analitikus Osszefliggések alapjan
szamithatoktol, akar a rugalmas, akar a képlékeny tartomanyon beliili értékeket
hasonlitottuk Ossze.

Az 5. abra egy kor alaku nyilassal gyengitett, huzassal terhelt, egységnyi
vastagsagu tarcsara vonatkozo feladatot mutat a végeselemes felosztassal és a Gauss-
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pontok elhelyezkedésével egyiitt. A szimmetriatulajdonsagok kihasznalasaval ele-
gendd volt csak egy negyedrészt vizsgalni. Két szamitasra keriilt sor, els6 esetben
rugalmas- tokéletesen képlékeny (H'=0), a masodik esetben rugalmas- linearisan
felkeményedé (H'#0) anyagmodellre vonatkozoan, a Mises-féle folyasi (felkemé-
nyedési) fiiggvény alkalmazasaval. Az alapterhelés p =300 MPa volt. A 6. és 7. abrak az
egyes teherlépcsk milkodtetésekor képlékennyé valt tartomanyokat jelzik. H' =0
esetben 0,9 p alkalmazasakor az y tengely menti keresztmetszet teljesen képlékennyé
valt, ami korlatlan képlékeny folyas megindulasat jelzi. (Ezt a jelenséget az iteracios

H'=0 1'#0
08 07 0,6\( 05 y 10 08 05 y
AV pe s o R SRR
- S —f —
0,9/ : =
]‘ a4
‘\ Al
/ :

LR Ul L ¢ Sk R e

A
7
/ /

/

//

N

Keplékeny zondak Képlékeny zonak

- .

o]
x

Terhelési szint  Jel X Terhelési szint  Jel
0,5 7 05 ;
0,6 [T 08 T
0,7 0,9
08 1,0

6. dbra. Az 5. ibran kijeldlt feladat megoldasaval 7. dbra. Az 5. abran kijelolt feladat megoldasaval
kapott képlékeny tartomanyok H'=0 esetben kapott képlékeny tartoményok H'#0 esetben
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6
[MPa]
71550 4542
a) b) , 6x Q) gl
$mPal e
1450 442
6« 6xatlag =360 MPa Bxatiag =360 MPa
4 [MPa] -400 i KH':O = ],23 - 400 KH'#O = 1,5]
—1300 +300 —300 —300
238
{200 6xatag=135 MPa —{ 200 0 L300 202
Keug=2,22 1
—100 1 — 100 [ - 100
75 |
y y L8 |
B A B A B A

8. dbra. Az 5. abran kijelolt feladat megoldasaval kapott o, eloszlasok az y tengely mentén; a) rugalmas,
b) H'=0, ¢) H'#0 esetekben

ud \/PU
b=9g 4 Py
’\Pg

9. dbra. Korvagat hatasanak ellensilyozasahoz sziikséges peremfeltételek
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v
0 i :
V= -,
yd / L
i W S T + + e
+ + + +
+ * + B
i +
+ + + +
>\U =0 - + g ¥ 2
T + +
LA < T bl
++ A + "t'/
| 1 6++ il '
Adeb W ksl 190X ) (HI001C <7
- — T i 20— T ) r<\
% X u i Y+ o+ + 3
+++ + i '+\_.
154 G L+ i
T i it - - i
/ + + + i 3 i
+
e ik + +
+ + + +
< LA + + 2
e T <
‘3({\,_0 | : gl
10. dbra. Korvagat szamitasahoz sziikséges pe- 11. dbra. A korvagat korili végeselemes felosztas
remfeltételek néhany csomopont-sorszam feltiintetésével
korlatlanul
rugalmas

12. abra. A korvagat peremének deformalodott alakjai
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eljaras divergenciaja jelezte.) H' #0 esetben természetesen a jelenség nem kovetkezik
be, hiszen ekkor a testet minden hataron tul felkeményedonek tekintjiik. A terhelést 1,0
p-ig folytatva a be nem sraffozott rész mutatja 2 rngalmasan maradt tartomanyt. A 8.
abra az y tengely menti o, fesziiltségek eloszlasait mutatja

13. dbra. A korvagat peremén ébred6 tangencialis fesziiltségek eloszlasai

-6

y
(MPa]
-30 -30,0K  korlatlanul rugalmas
L
-20 | ¥
'16,5--—-7\-*;_::;-___ 55 _:12,5
it képlékeny J
Ll 1 l 1 1 e
I 146133120 109 90 9% 100 106 x

14. dbra. o, feszilltségek eloszlasai az x tengely mentén

— 0,3 p értéknél rugalmas esetben

— 0,8 p értéknél H' =0 esetben

— 0,8 p értéknél H' #0 esetben
a program szamitasi adatai alapjan értelmezett alaktényezOk feltiintetésével egyiitt.

A kovetkezo feladat egy homogén izotrop Onsulyos rugalmas féltérben létesi-
tend6 kor alak vagat hatasara létrejovo szilarsagi allapotvaltozas elemzésére szolgal.
Két megoldasra keriilt sor; eldszor korlatlanul rugalmas, masodszor rugalmas-
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linearisan felkeményedé anyagot vettiink figyelembe. Utobbi esetben a Drucker—
Prager-féle felkeményedési feltétellel egytitt. A 9. és a 10. abrak a peremértékfeladat
kijelolését magyarazzak. A korvagatot tartalmazo elegendden nagy (a szimmetricitast
is kihasznalo) tartomanyt kijelolve a peremek mentén az iiregnyitas el6tti allapotot
reprezentald p,,p, valamint a térfogaton megoszé b siirliségli megoszlo erdket

v S :
10 gk by
10,9 ;
Tl N 2 &
105 -
7 |

15. abra. A képlékeny zonak kialakulasa a vagat koril

mukodtetve és a létesitendd vagat I' pereme mentén zérus értékii elmozdulasokat
cldirva a tartomany pontjaiban a jol ismert fesziiltségkoordinata értékeket kapjuk: (9.
abra)

0y=—pgH —y); 0;=1—0,; 1,=0. @.0)

p a striséget
g a gravitacios gyorsulast jelenti. :

A I mentén ¢ébred6 p, és p, intenzitasi reakcioerdket analitikusan egyszerl
trigonometrikus Osszefiiggések formajaban lehet eldallitani:

p.=sin? go,+cos® o, ; p,=sin ¢ cos ¢p(a,—a,)
Marmost feltételezve ezek utan, hogy a tartomany pontjaiban kezdetben zérus

elmozdulas és alakvaltozasallapot, valamint (3.1) szerinti kezdeti (primer) fesziiltségal-
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lapot van jelen, megoldandé a 10. abran kijeldlt peremértékfeladat. Az aktiverék a I'
mentén haté —p, és —p,. Rugalmas feladat esetében ezek természetesen egy
lépcsOben, rugalmas-képlékeny feladat esetén tobb 1épcsdben mikodtetenddk. A 11.
abra a korvagat kornyezetének felosztasat, a 12. abra a vagatperem deformalodott
alakjait, a 13. abra a vagatperem menti tangencialis iranyu feszlltségek eloszlasat, a 14.
abra a o, fesziiltségek x tengely menti eloszlasat mutatjak. Ez utobbi részletesebb
elemzése a varakozasnak megfelelden, integralértelemben jo kozelitéssel azonos
mertékil atharitott nyomast eredményezett mindkeét esetben. A képlékeny tartomany
novekedését a 0,5; 0,9 és 1,0-szoros teherlépcsokre vonatkozoan a 15. abran lathatjuk.
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Numerical analysis of linearly elastic-isotropic hardening plain and axisymmetric boundary problems
by the finite element displacement method. — The paper presents the application of the finite element method
for linearly elastic-isotropic hardening material.

The applied program gives possibility to the solution of two-dimensional strength problems. The
numerical examples presented show the effectiveness of the suggested method.

Numerische Untersuchung von Flichen- und rotationssymmetrischen Festigkeitsproblemen bei sich
elastisch und isotropisch aufhiirtenden Materialeigenschaften mit der finiten Verschiebungsmethode. — In der
Studie wird ein Rechenverfahren mit finiten Elementen besprochen, das sich auf Modelle mit sich linear-
elastischen und isotropisch aufhdrtenden Materialeigenschaften bezieht. Das entwickelte Programm
ermoglicht die Untersuchung von Festigkeitsproblemen mit zwei Veridnderlichen. Die Zuverldssigkeit der
Methode ist an Hand der gegebenen Rechenbeispiele bewiesen. .

Hymepwueckne pettieHRS IPOYHOCTHBLIX 3AAAY IUIOCKAX N ACHMMETPNIHBLIX YNIPYTRX H H30TPOIHYECKH
TBePACIIMX TeJl € IOMOILLIO METOLA KOREYHLIX J/IeMEHTOB. — B N0K/1a/ie TOKa3bIBaeTCs METO/l KOHEYHBIX
IEMEHTOB B IIPHMEHEHHAH K MOIEJH TaKoro MaTepHalia, KOTOPbI JIMHEHHO YNpYr H M30TPONHYECKH
Teepactowmi. PaspaboTaHHas nporpaMMa AeaeT BO3MOXHBIM pellieHHe NPOMINOCTHLIX 3aa4 ¢ AByMS
nepeMeHHbIMHA. [IpencTapieHHblE YHCIEHHBIE IPAMEPBI MOATBEPXAAIOT OPHTOJHOCTb MPEIOKEHHOTO
METoAa.
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PALASTJUKON TENGELY IRANYU ERORENDSZERREL
TERHELT PRIZMATIKUS RUDAK

FCSEDI ISTVAN

A tanulmany targya homogén, izotrop, linearisan rugalmas anyagh prizmatikus rudakra
vonatkozik. Palastjukon zérus ereddjii tengely irany megoszlo erérendszerrel terhelt prizmatikus
rudak fesziiltségallapotanak meghatarozasa a laplace-féle parcialis differencialegyenlettel kapcsola-
tos Dirichlet-féle keriiletériék feladatra van visszavezetve. A tanulmany egy kozelitd eljarast is
ismertet a vékonyfalu zart keresztmetszetii, tobb mezds prizmatikus rudakra.

X, 9,2

e,.€,e

r=xe,+ ye,+ze,
u=u(r)=ufrle, +vit)e, + wirle,
0,,0,,0,

Tsys Txzs ‘l.',,

aT
0T=0Ty+ 0T+ ... +0T,
n

e
s
d/dn
F=F,e +Fye,
M
U=Ul(x,y)
I=f0
B;=B(x, y)
R=xe,+ye,
o
a

V_ae,+5}—,e,+aze,

82 o2 o?
P N 4 —6x2+6y2 + 33
WX

1. Fontosabb jelolések

derékszogi koordinatak,
egysegvektorok,
helyvektor,

elmozdulas vektor,
normal fesziiltségek,
csusztato fesziiltségek,

a prizmatikus rad keresztmetszete, (g + 1)-szeresen Osszefliggd xy

sikbeli tartomany,
a T tartomany hatargorbéje,

a ¢ T hatargorbe normalis egységvektora,
a 0T hatargorbe érint6 egységvektora,

a 0T hatargorbén értelmezett ivkoordinata,

n iranyban szamolt derivalt jele,

nyir6 erd,
csavaronyomatek,
fesztltségfiiggvény,
felileti terhelés,

a 0T, peremgorbe szakaszon érteimezett fiiggvény,

helyvektor a keresztmetszet sikjaban,

(i=1,2, ... q) allando,

Hamilton-féle differencialoperator,

Laplace-féle differencialoperator,

skalaris szorzas jele,
vektorialis szorzis jele,

dr. Ecsedi Istvan Miskolc, Vaszonfehérito u. 24. IV/1.
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a 0T, zart gorbe belsejének teriilete.
csusztato rugalmassagi modulus,

Poisson szam,

csusztato fesziltségek,

falvastagsag,

az A; és A, mezOk hatarvonala,

az A, mez0 szabad peremszakasza,
segédmennyiségek,

az A, mezo6t hatarolo kozépgorbe szakasz.

Egyéb mennyiségeket, valtozokat a szoveg értelmezi.

2. Bevezetés

E tanulmany palastjukon tengelyiranyl erdrendszerrel terhelt prizmatikus
rudakra vonatkozik (1. dbra). A rud keresztmetszete az xy sikbeli tobbszordsen
Osszefiiggd T tartomany (2. abra).

=~1

Yy

/p(s)ds:O

n=ne,+ ngeg
dTo /‘>\
n

aT

q
al =291
=0

\kaﬁ 2 ex
™ T c—
e YU
n
S Binglie
}| { p=p(x,y)
L":“ | 11
— :' I$
o
L
f b il ?l
Z

e

1. dbra. Prizmatikus rad
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Az elasztosztatika szokasos feltevéseit alkalmazzuk, vagyis feltessziik, hogy az
elmozdulasok és az alakvaltozasok kicsinyek, hOhatasok elhanyagolhatok, kezdeti
fesziiltségek értéke zérus, az anyag homogén izotrop, linearisan rugalmas stb.

Az elasztosztatika u=u(r) elmozdulasvektorra felirt (térfogati terhelés zérus)

1
aa+——VV-u=0 reT 2.1
1—2v

dT=0Tp+dT+3T?
R=xe +yey

q=2

2. dbra. Prizmatikus rud keresztmetszete

Navier-féle parcialis differencialegyenletének megoldasat
u=u(r)=w(x, ye, 2.2)

alakban keressiik. A (2.2) alaki megoldas létezésének sziikséges feltétele, hogy
w=w(x, y) sikbeli harmonikus fiiggvény legyen, vagyis

Aw=0 reT (2.3)

Miutan a tovabbiakban valamennyi valtozé csak az x, y koordinatak fiiggvénye a
Hamilton-féle differenc ' aloperatort és a Laplace-féle operatort két méretiinek tekintjiik,
azaz
V= ie A ~a—e 4= a—z 25 3_2

* 4 ok gy

A (2.2) formula és a geometriai egyenletek kombinalasaval a kovetkezo eredményeket
kapjuk:

e, =¢&,=¢,=0, Yy =0, 2.4)
ow ow

el L 2.5), (26

= ae ema 259, (26)
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Az altalanos Hooke-térvény és a (2.4), (2.5), (2.6) egyenletek felhasznalasaval nyerjik a
(2.7), (2.8), (2.9) egyenleteket:

6,=0,=0,=0, T,..=0, (2.7
ow ow
) 1, =G ot 7,:=G Fre 2.8), (2.9

A rud palastjan mikddé p=p,e.+p,e,+ p.e, feliileti terhelés értékére a

px =0, n, + txyny =0, (210)

Py=Txyhy+0o,n,=0, (2.11)
ow

pz=sznx+Tyzny=Ga_n (212)

eredményeket kapjuk. Mas szoval a rud palastjan tengelyiranyd megoszlo terhelésnek
kell mikddnie, hogy a (2.2) alakd elmozdulasvektorral jellemzett egyensulyi allapot
kialakuljon. Eldirt p,= f(s) feliileti terhelés esetén az elmozdulasok és fesziiltségek
meghatarozasa tekintettel a (2.3) és a (2.12) egyenletekre a kdévetkezd keriiletérték
problémara vezet:

Aw=0 (x,y)eT, (2.13)
aw 1
n = Ef(x, y) {x,y)edT. (2.14)

E keriiletérték feladat a ILaplace-féle parcialis differencialegyenlettel kapcsolatos
Neumann-féle probléma. Megoldhatdsaganak szilkséges feltétele, hogy

| fls)ds=0 (2.15)
T

fennalljon [ 1]. Ezen feltételi egyenlet az | hosszisagt prizmatikus rad egyik egyensulyi
egyenletével kapcsolatos, Z=0. Konnyen kimutathatd, hogy a

X=0, Y=0, Z=0,
(2.16)
M,=0, M,=0, M,=0

egyensilyi egyenletek fennallnak, ha (2.13), (2.14) és (2.15) teljesil. A fenti egyenletek-
ben X, Y, Z az | hosszusagu prizmatikus rudra hato erok x, y, z iranyl vetiileteinek
Osszegeit M, M,, M, pedig ugyanezen erdk x,y,z koordinatatengelyekre szamolt
nyomatékait jelolik.
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3. Dirichlet-féle kerilletérték feladat felallitasa

Az el6z6 pont eredményei szerint zérus ereddjii tengely iranyu megoszlod
erdrendszerrel terhelt prizmatikus rad fesziiitségallapotat a nem azonosan zérus
T =T (X, ), T,.=17,.(x, y) cslisztato fesziiltségek jellemzik, a fesziiltségi tenzor t&bbi
skalarkoordinataja zérus.

A tengely irany megoszl6 terheléssel kapcsolatban még kiemelendo, hogy a rud
hossza mentén nem valtozik. A mechanikai egyensuly sziikséges feltételeit ebben az
esetben az alabbi egyenletek fejezik ki:

e | O _ (x,y)eT, 3.0

d0x dy
Tz Ny + Ty 0= f(xa .V) (x’ Y) e 0T, (32)
Fo=[tadl,  F,=[1,dT, (3.3, (4
M= 'E(xry,—ytx,)d'l". (3.5)

A fenti formuldkban F,, F, a rud keresztmetszetét terhelé nyiroer6t, M pedig a rid
keresztmetszetét terheld csavaronyomatékot jeloli.
A (3.1) egyensulyi egyenlet identikusan kielégiil, ha a 7., és a 7,, csusztatd
feszilltségeket a
ou ou

Tyr = R U= T Ay 3.6), (3.7

formulak alapjan szarmaztatjuk egy legalabb kétszer folytonosan differencialhato
U =U(x, y) kétvaltozos fliggvénybdl. A (3.6), (3.7) és a (3.2) egyenletek kombinalasa-
val kapjuk a (3.8) formulat:

ou

2 =y (xy)edT. (3.3
A (3.8) egyenlet szerint a (3.2) statikai peremfeltétel is ki van elégitve, ha az U=U(x, y)
fesziiltségfliggvény d T'gbrbe mentén szamolt derivaltja eloirt £ = f(x, y) értéki. A (3.8)

egyenletbdl integralassal nyerjiikk a kdvetkezd egyenleteket:

U(x, y)=Bo(x, y), (x,y) € 0T,

U(x,}’)=31(x,)’)+c1, (x,y)eaTl,
(3.9)

Ulx, y)=B,x,»+C, (x,y)edT,.
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A fenti egyenletekben
Bols) = | flo)do, |

By(s) = if(a)da,
. (3.10)

B,(s) = | f(oMo,
3 )

megjegyezvén, hogy a 0T; (i=0, 1,2, ... q) gérbéken az integralasok kezddpontja
tetszélegesen kijelSlhetd, tovabba 0T, gorbén az dramutatd jarasaval ellentétes, a 97,
(i=1,2, ... q) gérbéken pedig az 6ramutato jarasival megegyezd értelemben torténik
az integralas. C,, C,, ... C, az integralasi allandokat jeldlik.

A (2.8), (29) és (3.6), (3.7) formulak kombinalasaval kapjuk a (3.11), (3.12)
egyenleteket:

ow 1 oU

x"Gay G.11)
ow 1 oU

- T Gox (3.12)

Az elmozdulasmez6 egyértékliségébdl kovetkezik, hogy a T tartomanyban futd
barmely zart g gorbét tekintve [2]:

ow oUu ou
5(5;(1 +5;d> E}f(—dx—ad> 0. (3.13)

Ez utobbi feltétel biztosan teljesiil, ha

AU =0 (x,yeT, (3.14)

,;—ds (3.15)
(i=1,2,...)

egyenletek fennallnak. A (3.14) egyenletet a kompatibilitas lokalis, a (3.15) egyenlet-
rendszer egyenletei pedig a kompatibilitas Ggynevezett nagybani feltételeit fejezik ki a
vizsgalt rugalmassagtani problémanal.

Az eddigi eredmények az alabbiakban Osszegezhetok: Zérus ereddji tengely
iranyban nem valtozoé tengelyiranya megoszlo erérendszerrel terhelt prizmatikus rud
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rugalmassagtani feladata a kovetkezd Dirichlet tipusu keriiletérték problémara
vezethetd vissza.

AU=0 (x, yeT, (3.16)
U=B(x, y) (x,y) € 0Ty, (3.17)
U=B(x, y)+C; (x,y)€ 0T, (3.18)

oU

AP 3.19
aL n ds=0, (3.19)
(k=1,2,...q).

4. Az igénybevetelek és a fesziiltsegfiiggvény kapcsolata

Az U =U(x, y) feszilltségfiiggvény és az F = F e, + F e, nyiroerd kapcsolatat az
F=£WUXQME—§UMS @.1)
aT

formula fejezi ki. A fenti Osszefiiggés és az

dR d au
Ve=UZs =& UR-R5- =
d
= d—(UR)—Rf(s) 4.2)
S

azonossag felhasznalasaval nyerjiik a nyirder$ végleges értéket:

F= | f(s)Rds. 4.2)

A rid A, palast feliiletén miik6dé terhelés xyz koordinatarendszer kezdépontjara
szamolt M, nyomatéka az alabbi (1. dbra):

M, = [ rx f(s)e,dA=I( | Rf(s)ds) xe,
Ap T

= [F xe,. 4.3)
A (4.3) egyenletbdl igen fontos kovetkeztetés vonhato le: Ha a tengely irany( terhelés
egyensulyi erorendszer, akkor a rud keresztmetszeteinek igénybevétele tiszta csavaras,

annak ellenére, hogy a keresztmetszet nem fordul el, hiszen u=v=0 a rid minden
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pontjaban. A csavarOnyomaték a kovetkezd kapcsolatba hozhatéo az U =U(x,y)
fesziiltségfliggvénnyel:

M=— ;R-VUdT=2£_UdT— | R-nUds. (4.4)
ar

A (4.4) formula még felirhat6 az

M=2([UdT+ ¥, C/T)- il | n-RBuds 45)

alakban is.

5. Kozelit6 megoldas, vékonyfala zart keresztmetszeti
prizmatikus ridra

A 3. abra egy vékonyfalu tobbszorosen Osszefliggd keresztmetszetli prizmatikus
rudat szemléltet. A tobbszOrdsen Osszefliggd keresztmetszet zart szelvények egymas-
hoz valo csatolasaval alakithato ki. A tanulmany fejtegetései nem vonatkoznak a 4.
abran szemléltetett esetre, amikor a keresztmetszet nyilt szelvényeket is tartalmaz. A

egT
o

< Y aTo

i tain ' s

i_ ' 902
b
s e
ho2 ! T
a

=

e ; oMl oo, e 8

3. dbra. Vékonyfala zart keresztmetszet

vékonyfall zart keresztmetszet fontos jellemzdje a keresztmetszet kozépgorbéje. A
k6zépgbrbe normalisan mindkét iranyban felmérve a h szelvény vastagsag felét a
keresztmetszet hatarolé gorbéinek pontjait nyerjiik (6. abra). A vékonyfala szelvény
kozépgorbéjét az 5. abra szemlélteti. A keresztmetszet A, mezejét a kozépgorbe g, zart
szakasza hatarolja (6. abra)

9=9gor + Z:glk-
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Az A, és A; mezOket a kozépgorbe g szakasza valasztja el. Az 4, mezé ,szabad”

peremszakasza a kozépgorbe g, szakasza.
A kozelitdé megoldassal kapcsolatos fontosabb feltevéseket az alabbiakban

tudjuk Osszegezni:

4. dbra. Vékonyfall keresztmetszet

Y 902
901 Aj g
/ A2
923
X

A

902 2
903

5. dbra. Vékonyfall szelvény kozépgorbéje

1. U=U(x, y) a szelvény vastagsaga mentén linedrisan valtozik.

ou

2, Tsz“tsz(s)— T Er (51)
1deal!

Tnzztnz(s9 C)=I—+K_C— _é; < Tszs (52)
oU _ Ufs)—Uys)

o I @)

Lhriel  ShitEt <hell. (5.4)
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A felirt formulakban (6. abra):
s a g, gorbe mentén mért ivkoordinata,
K a g, gorbe T pontbeli gorbiilete,
{ a g, gorbe n normalisa mentén mért koordinata,
U; az U(x, y) fiiggvény értéke a P; pontban,
U, az U(x, y) fiiggvény értéke a P, pontban.

9k=90k +%gjk
PPy =PPj=hji/2

91k

6. dbra. Egy mez6 szemléltetése

3. A (3.19) kompatibilitasi feltételbdl kifolyolag a kozépgorbe barmely zart g
gorbe szakaszat tekintve

j—ds (539)

A (3.17), (3.18) statikai peremfeltételekbdl kovetkezik, hogy U,=U,(s) és U;=U (s)
ismert érték.
Konnyen kimutathato, hogy az (5.5) kompatibilitasi feltétel biztosan teljesiil, ha
barmely 4, mezbt véve
LI (5.6)
g on
(k=2 5 ).
A (3.17), (3.18), (5.3), (5.6) egyenletek kombinalasaval az alabbi linearis egyenletrend-

szert tudjuk levezetni a fesziiltségfiiggvényt meghatarozo C, (k=1,2, .. ., g) allandok-
ra:

—auCy + Zajk(cj—ck)= ~lg, (5.7
Fi
(k=120 wq).
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A (39) egyenletrendszerben
1

00k= j h_ds, (5‘8)
gok Ok
1
ap= | rds, (5.9
grre "t jk
B,—B B.—B
b= | °h Yds+ Y | L “ds. (5.10)
gok Ok J gk jk

Az (5.10) linearis egyenletrendszer megoldasabol meghatarozott C,,C, ... C
allanddk ismeretében a t,, csusztato fesziiltséget kozvetleniil megkapjuk a

Ci—C; 4 Bk(s)—B,(S)

2 = (5.11
hjk h_]k )

formulabol (6. abra).

6. Példak

P1. A 7. abra egy négyzet keresztmetszetll prizmatikus rudat szemléltet. A rud
y=2a koordinataval kijelolt felsé lapjan szakaszonként allandd siiriségh feliileti
terhelés miik6dik, vagyis

p.=~—f y=2a 0<x<a, (6.1)

p.=f y=2a a<x=Z2a, (6.2)
(f =allandé).

A radpalast feliilletének tobbi része terheletlen. A megoldandé keriiletérték feladat
jelen esetben az alabbi:

4U=0 0<x<2a 0<y<2a, (6.3)
U=0 x=0 0<y<2aq, (6.4)
U=0 x=2a 0<y=2a, (6.5)
U=0 0=x<2a y=0, (6.6)
U=fx 0Zx<a y=2a, (6.7)
U= f(2a—x) as<x=<2a y=2a. (6.8)
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A valtozok szétvalasztasanak jol ismert modszerét alkalmazva kozvetleniil megkapjuk

a(6.3),(6.4),(6.5), . .. (6.8) egyenletek altal kijelolt keriiletérték feladat megoldasat zart
alakban:

Gk—tyx o Gk=Dm

U(x,y) = ,;l D, sin o . X

(6.9)

_16fa (—1)*! 1
T 2 (2k—1)2 sh(k—1)n’

k=1,2..).

(6.10)

4Bo(s)

2a
—
[}

X 2a [ X

pz=f pz =f i

:
l oy
'

ol —» —»

-

Z

7. dbra. Négyzet keresztmetszetli prizmatikus rad

A keresztmetszet sikjan megoszlo csusztato fesziiltségek pedig a kovetkezd for-
mulakbol szamithatok:

T i i Eksin(zk_l)nxch(Zk_l)n

11
2 5 g (6.11)

cos =D @k—1)n

U4 5 Y (6.12)
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S ey 1
b= mr—n mek-1m’ (6.13)
(s 200008

A keresztmetszetet terhel6 nyirderé koordinataira a (4.2) formula alkalmazasaval az

F.=fa?, F,=0 (6.14), (6.15)
eredményeket nyerjiik.

A keresztmetszetet terhel6 csavaronyomatékot pedig a (4.5) formulabol célszerii

szamolni:
_256fa® & (—1)*! 1 1
My st thQk—1)r  sh(k—1)n)" (6:16)

T k=1 (2k—1)

h=allando
Rn=R'n

8. dbra. Egymezos keresztmetszet

P2. A 8. abra egymezos vékonyfali zart keresztmetszeti prizmatikus rudat
szemléltet. A rud kiils6é palastjan p,= f(s) stiriiségii, tengely iranyban nem valtozo,
zérus eredoju erérendszer mikodik:

; f(s)ds = | f(s)ds=0 (6.17)
aTo g1
A (5.10) egyenletrendszert jelen feladatra vonatkoztatva irhatjuk, hogy
1
C, = — | Bo(s)ds, (6.18)
141
Iy = § ds (6.19)
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feltéve, hogy a szelvény h vastagsaga nem valtozik. A (6.18) formulaban szerepld
B, = B,(s) fliggvény értéke a

Bo(s) = [ /(oMo (620)
Osszefliggés alapjan hatarozhaté meg. A keresztmetszet
F = [ R f(s)ds (6.21)
g1
formulabol kiszamithat6 nyirdero terheli. Az M csavaronyomatékot pedig az
M= {Rr.hds (R,=R-n) (6.22)
0
formula alapjan célszerii szamolni.

aTj h = allando
Rp =allando

9. dabra. R,=allandoé tulajdonsagi keresztmetszet

A (6.22) és a

C,—B
%:J—J@ (6.23)
h
formula kombinalasaval nyerjik a (6.24) formulat:
M=2C,T,— | R,B(s)ds. (6.24)
g1
A fenti formulaban
2 1
T, == [ R,ds (6.25)
5

a g, zart gorbe belsejének teriilete.
A (6.28) formula a (6.12) egyenlet felhasznalasaval atalakito az alabbi alakba:
2T,
M=Tqamm—j&%a (6.25)
Y} g1
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Tekintsiink olyan keresztmetszetet, melynél R (s)=allando. Ilyen keresztmetszetre
példat a 9. abra mutat. Ez esetben nyilvan

R, =1 (6.26)

A (6.25) és (6.25) kombinalasaval azt kapjuk, hogy
M=0 (6.27)

fiiggetleniil attdl, hogy a tengelyiranyu terhelés egyensulyi-e vagy sem.

7. Egy megjegyzes
Az I hosszisagl rugalmas anyaga prizmatikus rad de Saint-Venant-féle csavarasi
feladata a kovetkezd keriiletérték problémara vezet:
49=0 (x,yeT, (7.1)

od 8 x*+y?
G%——G‘g% >

(x,y)edT. (7.2)

A (7.1), (7.2) egyenletekben @ =a(x, y) a keresztmetszet Oblosodési fiiggvénye, 9 a
relativ elcsavarodas szoge, G a rud anyaganak csisztatd rug.imassagi modulusa. A
(2.13), (2.14) egyenletek altal kijelolt kertiletérték feladatok alapjan kimondhato,
hogyha a rud palastjat

3 [(x*+y?

p.= f(x, y)=096—< (x,y)edT (7.3)
s 2

formula altal eldirt tengelyirdnyi megoszl6 erdrendszerrel terheljiik, akkor a kereszt-

metszet w=w(x, y) vetemedése a de Saint-Venant-féle csavarasi feladathoz tartoz6 @

=¢(x, y) vetemedéssel egyezik meg.
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An elasticity problem of prismatical bars. — The present study is concerned with homogeneous
isotropic bars of linearly elastic material. Determination of the displacement and stress of the prismatical bars
that are loaded with an axially distributed force system is reduced to, Dirichlet and Neuman’s boundary value
problems related to the Laplace equation. Results of this study are equally applicable to prismatic bars
having cross sections either simply and multiply connected domain.

Untersuchung der am Mantel, durch ein axiales Kriiftesystem belasteten, prismatischen Stiibe. — In
der Studie werden homogene, isotrope, prismatische Stibe aus linear-elastischem Baustoff behandelt. Die
Ermittlung der an ihrem Mantel durch ein verteiltes Kriftesystem mit der in Achsrichtung resultierenden
Null belasteten prismatischen Stibe wird nach der partiellen Differentialgieichung von Laplace auf die
Randwertaufgabe von Dirichlet zuriickgefiihrt. Fiir die diinnwandigen, prismatischen Stidbe bei mehreren
Feldern und geschlossenem Querschnitt wird auch ein Néherungsverfahren besprochen.

IMpuiMaTHyYecKne CTEPAKHH, HArPYKEHHLIC NOBEPXHOCTHLIMM OCeBhiMM cilamMu. — [lpenmeTom
IXOKJIafia ABJISIOTCH OHOPOMHBIE H30TPOINHLIE IHHERHO-YIIPYTHe NpH3MaTH4eckKe CTepxHU. Onpeaenenne
HanpsHKeHHOTO COCTONHHSA NPH3MAaTHYECKHX CTEPXKHEH, HArpy3KOH KOTOPBIX ABJIACTCA PaxmpelcicHHas
CHCTEMa CHJI B OCEBOM HANpPaBJICHHH, [/le PaBHOAEHCTBYIOILEH CHCTEMOH ABNAETCS HYJIb, CBEACHO K
KpaeBo#t 3an1a4e JInpuxsie OTHOCHTENBHO YacTOTHRIX A depeHHanbhbIx ypapaenui Jlannaca. [Tokasel-
BAeTCH TAKXKe M NPUOIHXEHHBIA METOR MU PElICHHS 3a1a4 NPU3MATHYECKHX CTEPXHEH MHOIONOBHBIX
TOHKOCTEHHbBIX C 3aKPHITOH NPOGUIBIO.
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A MUSZAKI MECHANIKAI TANSZEKI KUTATOCSOPORT
MUNKAJA

DR. PETRASOVITS GEZA, A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

E tanulmény a kutatécsoport tevekenységi keretének ismertetése utan attekintést ad a kutatisi
eredményekrol, kilonos tekintettel azok gyakorlati alkalmazasira. Részletesen targyalja a
nemzetk6zi kapesolatok helyzetét és alakulasat, befejezésiil pedig a kutatas eredményességét segild
néhany kérdest érint.

A kutatocsoport tevékenységének keretei

A négyévenkeént rendszeresen megszervezett tudomanyos iilésszak jo lehetoséget
ad a kutatocsoport munkajanak, eredményeinek, a hazai és a nemzetk6zi szakmai-
tudomanyos kozéletben végzett tevékenységének attekintésére, valamint arra, hogy
fontosabb teendbinkrdl is szoljunk.

JO! ismert a milszaki tudomanyokkal szemben tamasztott az az igény, hogy
kdzvetve vagy kozvetleniil segitse a miiszaki fejlodést és jaruljon hozza a gazdasagi
feladatok jobb megoldasahoz. A kutatécsoportunk kollektivaja ennek szellemében
valasztja ki kutatasi témait és végzi munkajat,

Ennek érdekében alapveté feladatunknak tekintjik, hogy
— a szilard testek mechanikajat elméleti és kisérleti kutatasokon alapulo Gjabb

eredményekkel tovabbfejlessziik;

— a sajat és a kiilfoldi eiméleti és kisérleti vizsgalatok eredményeire tamaszkodva a
gyakorlatban alkalmazhato szamitasi modszereket dolgozzunk ki és mikaodjiink
kozre ezen eljarasok bevezetésében,

— kezdeményezziik a hasznosithato kutatasi eredményeknek miszaki ajanlasokba,
iranyelvekbe, eloirdsokba foglalasat;

— eldadasok, szimpozionok rendezésével segitsiik elo szakteriiletiink fontosabb uj
tudomanyos eredményeinek hazai elterjesztését, a tudomanyos ké6zgondolkodas
fejlodéset,

— tevékenyen miikddjiink kozre szakteriiletiink nemzetk6zi tudomanyos életében,
mint példaul a jelentosebdb kiilfoldi konferenciakon tanulmanyokkal, eléadasok
tartasaval, valamint a nemzetkdzi tudomanyos egyesiiletek bizottsagai, vezetd
testilletei munkajaban valo aktiv részvétellel.

Fentieken kiviil igen fontos, hogy jo6 munkakapcsolatot alakitsunk ki szakterii-
letiink nemzetkozileg elismert kiilfoldi kutatohelyeivel, illetve vezetd szakembereivel.

Prof. Dr. Petrasovits Géza, az MTA Miiszaki Mechanikai Tanszéki Kutatocsoportjanak vezetdje,
Budapest, 1026, Tiske u. 5.

Az MTA Miiszaki Mechanikai Kutatocsoport 1982. évi oktober 7-8-i IIl. Tudomainyos
iilésszakanak megnyito eléadasa.
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Ezek a kapcsolatok hozzajarulnak sajat eredményeink nemzetk6zi megismertetéséhez,
valamint a tehetséges kutatoink szakmai fejlodéséhez.

A kutatocsoportunk elérkezett arra a szintre, amikor a kutatdsi témak
kidolgozasakor egyre gyakrabban tizhetjik ki célul olyan eredmények elérését,
amelyeket a szakteriilet nemzetk6zi szinvonalan allok is Gjaknak, illetve ujabb
gondolatokat hordozénak tekintenek.

Tovabbi igen fontos feladatunk, hogy a kutatasi eredmények mellett igényes
ipari megbizasok elvégzésében valo részvételiinkkel kozvetlenill is nydjtsunk
tamogatast az élenjard gyakorlatnak és eredményesen miikkddjiink kozre nagy je-
lentdségii népgazdasagi feladatok miiszakilag helyes megalapozasaban, illetve
megvalositasaban.

Itt kell megemliteni, hogy a mechanikai kutatasi eredmények népgazdasagi
hasznositasa tobb feltétel egyidejli teljesiilése esetén biztosithato, amely mar a
témavalasztaskor megkezdddik. Ekkor kell megvizsgalni, hogy a kutatas eredményei
hazai adottsagaink mellett hol és hogyan alkalmazhatok és milyen kapcsolatban
vannak a népgazdasag miszaki fejlesztési iranyaival.

Miiszaki tudomanyos eredményeknek ugyanis azok tekinthetdk, amelyek
tarsadalmi hasznossaga népgazdasagi feladatok jobb megoldasaban, tudomanyos
eredményt tartalmazé szabadalomban, tudomanyos fokozatban, tanulmanyokban,
illetve a konferencidkon kell6 elismerést kivalté eléadasokban realizalodik.

Kutatocsoportunk a Budapesti Miiszaki Egyetem

Acélszerkezetek,

Epit(’imérnékkari Mechanika,

Geotechnika,

Gépészkari Mechanika,

Szilardsagtani és Tartoszerkezeti,

Vasbetonszerkezetek,

Villamosmérnokkari Miszaki Mechanika
tanszékei kutatdmunkajanak ad megfeleld szervezeti keretet. A kutatocsoportban 66
f6 akadémiai allomanyu dolgozik, amelybdl 40 egyetemi végzettségil.

A négy tudomanyos fémunkatars és 29 tudomanyos munkatars koziil
haromnak harom, nyolcnak pedig két allami nyelvvizsgaja van.

Kandidatusi fokozattal 6t kutatd rendelkezik, tovabbi 15 kutato pedig egyetemi
doktori cimet szerzett.

A kutatasban részt vevo oktatok szerepe meghatarozo. Kiiléndsen kiemelkedik a
kutatocsoporthoz tartozd tanszékekrol az MTA két rendes tagjanak, egy levelezo
tagjdnak, hat akadémiai doktornak, valamint kilenc kandidatusnak munkaja.
Ezenkivill még az oktatok és mas egyetemi allomanyuak nagyobb csoportja vesz részt
rendszeresen ¢€s igen eredményesen a kutatasban.

A kutatasban részt vevd oktatdknak az 0 ismeretek szerzésén, valamint az elért
kutatasi eredményeik gyakorlati alkalmazasan tQl lehetGségiik van arra is, hogy
tudomanyos eredményeiket oktatomunkajukban is felhasznaljak. fgy nemcsak a kész
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kutatasi eredményeket tudjak ko6zdlni a hallgatokkal, hanem a feladat-megfogal-
mazastol a végrehajtason keresztiil jutva el a megoldasig, eredményesebben segithetik
a hallgatok 6nallo gondolkodasanak, kombinacios készsegnek fejlédését.

A tevékenységiink kereteirdl szolva utalni kell arra is, hogy a kutatds anyagi
tamogatasanak intenzitasa kutatocsoportunknal az elmilt négy évben csékkent. A
miiszerpark korszerusitése az elkdvetkezo néhany évben nagyobb gondot jelent majd
és ez komoly erdfeszitést kivan mindannyiunktol.

A kutatasi eredmények és gyakorlati alkalmazasaik

A Kkutatas nalunk 13 atfogd téma koré csoportositva folyik. A feladatok
megfogalmazasakor figyelembe vettik a témak jellegét, adottsagainkat, valamint a
valos tarsadalmi igényt is. Ugyanis nemcsak az igaz, hogy ,,a ma tudomanya a holnap
technikdja”, hanem legalabb annyira igaz ,,a ma technikdja a holnap tudomanya”
allitas is, mivel annyi problémat és megoldandé feladatot vet fel egy-egy uj szerkezet,
vagy technologiai eljaras kifejlesztése ¢s ezek miik6dési mechanizmusanak tisztazasa
és igazolasa, amely a holnap kutatojanak is jelentGs tennivalot hagy. Ez a kettds
szemlélet érvényesiil a kutatocsoport témavalasztasaban is.

A témak egyik csoportjanal a hangsuly az elvi-elméleti kutatdson van, a
masiknal pedig a kutatas az Osszetett szerkezetek, illetve szerkezeti elemek viselkedését
modellezd kisérleti vizsgalatokra tamaszkodva folyik.

Uj vonasa a nalunk folyé kutatasnak, hogy az utobbi években nétt az atfogdbb
témak aranya és a kérdésck megoldasat t6bb oldalrol kozelitdé team-jellegh munka.
Megemlitendd, hogy az elméleti kutatast végzdk koziil mind tobben keresik
eredményeik gyakorlati alkalmazasanak teriileteit, mig az eredményeket elsésorban a
hasznosithatosag szempontjabol értékelok az elméleti kutatasokra forditanak tobb
figyelmet. Ez utObbiak valtozatlanul a kisérleti vizsgalatokkal alatamasztott,
gyakorlatban alkalmazhato szerkezeti megoldasok, méretezési eljarasok, illetve
numerikus modszerek kidolgozasat tekintik elsodleges céljuknak.

Ezt a folyamatot tiikrézi a 11I. Tudomanyos Ulésszakunk kiadvanyanak 6
atfogo tanulmanya és az ulésszakon szerepld 31 eldadas is.

Megemlitendd, hogy a hosszi évek ota tarto jo munkakapcsolat atapjan kértiik
fel a Miskolci Nehézipari Miiszaki Egyetem Mechanikai Tanszék kutatd kollektivajat,
hogy kozoljenek két tanulmanyt az iilésszak kiadvanyaban és vegyenek részt az
ilésszak munkajaban.

A kovetkezokben az elért kutatasi eredményeink gyakorlati alkalmazasarol, ill.
alkalmazhatodsagarol szolunk:

»Fémszerkezetek méretezési kérdései” c. témaban a legfontosabb gyakorlati
eredmény, hogy a képlékeny méretezés, valamint a képlekeny lemezhorpadas vizsgalat
teriiletén végzett tobbéves kutatomunkara tamaszkodva elkésziilt a Miszaki Iranyelv:
Acélszerkezetek képlékeny méretezése (MI 04188). Az elGiras lehetové teszi
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tobbtamaszi gerendak, keretek méretezését a képlékenység elvének figyelembevételé-
vel. Ugyancsak e téma keretében keriilt kidolgozasra a hidak hegesztett elemeinek
egységes méretezeés elmélete, mely segiti a tervezd munkajat.

»Talajok fizikai tulajdonsagai” c. ttmaban kapott eredmények magyar és idegen
nyelvit konyvekben, publikaciokban, egyetemi doktori értekezésben keriiltek alkal-
mazasra, melyek igen jelentds és jo nemzetkOzi visszhangot keltettek.

»A talaj és teheratadd szerkezet kélcsdnhatasanak kutatasa” c. témaban elért
eredmények koziil jelentések a kombinalt talajmodellek vizsgalata terén elért
eredmények. E kutatas alapjan kidolgozott szamitasi modszer gyakorlati alkalmazasa
a népgazdasagnak ez ideig tobb tizmillié forint megtakaritast eredményezett. Ezen
eredmények felhasznalasival elkészilt az , Epiiletek sikalapozasinak tervezése
kombinalt talajmodelien alapuld modszerrel” (MI 04168) c. Miszaki iranyelv.

Nemzetkdzileg is j0 visszhangot kapott az injektalt horgonyok terhelés alatti
viselkedésével kapcsolatos kutatas. A témavezet6t felkérték a Nemzetkozi Feszitettbe-
ton Szovetség (FIP) keretében miikodo ,,A talajhorgonyok tervezése és épitése” cimii
nemzetk6zi munkabizottsigban vald részvételre. A munkabizottsagi ajanlas a FIP
kiilon kiadvanyaként a fenti cim alatt megjelent.

»Rugalmas allapoti tartOszerkezetek statikai és dinamikai vizsgalata” c.
témaban programokat és programrendszereket dolgoztunk ki a rudszerkezetek lassu
alakvaltozasanak, illetve nagy elmozdulasokkal jaré allapotvaltozasainak
szamitasara. Részletes elméletet és programokat dolgoztunk ki a lemezeknek és
lemezmiiveknek a véges savok modszerével térténd vizsgalatara, tovabba csarnokva-
zak és raktari allvinyok automatikus tervezésére.

.Képlékeny allapotu tartoszerkezetek statikai és dinamikai vizsgalata” c. téma
keretében programrendszert készitettiink acél keretszerkezetek rugalmas-képlékeny
vizsgalatara €s ennek soran eljarast és algoritmust dolgoztunk ki a ridszerkezetek
harmadrendii elmélet alapjan elvégzend6 rugalmas-képlékeny allapotvaltozas-
vizsgalatara. Behatoan foglalkoztunk az eldregyartott panelvazas szerkezetek
progressziv Osszeomlasaval és a foldrengés okozta linedris és nem linearis alakvaltoza-
sainak meghatarozasaval.

»Nem-linearis kontinuumok alap- és alkalmazott mechanikai kérdései” c.
témaban tobb eredmény sziiletett. Ezek koziil kiemelendd a képlékeny hullam
vizsgalata alapjan az anyagtorvény tovabbi pontositasa, szamitasi és mérési modszer
kidolgozasa, az izotroptest gyorsulas-hullam utani viselkedése, anizotroppa valasa. E
téma keretében egy akadémiai doktori, két kandidatusi és két egyetemi doktori
értekezés készilt.

»Vasbetonszerkezetek viselkedésének leirdsara szolgald szamitasi modellek
fejlesztése” c. téma kutatasi eredményei a hazai méretezési eldirasok korszerlsitésekor
hasznosithatok. Ugyancsak a tartoszerkezetek tervezésében kozvetleniil felhasznalas-
ra keriilnek azok az eredmények, melyeket a ,,Kedvezd szerkezeti kialakitast szolgalod
szamitasi modszerek kutatasa” c. témaban értek el.
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Az , Elméleti és kisérleti kutatasok a vasbetonépités korszerl tovabbfejlesztésé-
re” c. ttmaban a tervezésben felhasznalhato eredmények sziilettek a héjszerkezetek,
valamint a feszitett vasbeton tartok szdmitdsdhoz. E témahoz kapcsolodik az
,Elemekbd] 6sszeallithato (valtoztathatd) tamaszkozi iivegszalas poliészter héjiv”
cimi kidolgozott és elfogadott szabadalom.

»A valoszintiségelméleten alapulé méretezési moddal kapcesolatos kutatasok” c.
téma eredményei tobb magyar és KGST szabvanyba bedolgozasra keriiltek.

»A linearisan rugalmas kontinuum rendszerek ...” ¢. témaban megbizhatd
eljarast dolgoztak ki a rezgéstanilag kritikus allapotok behatarolasara olyan
teriiletekre is, amelynek szamitassal valo meghatarozasara a lehetoség igen korlatozott
volt.

Az elmult négy év kutatasi eredményeinek attekintése utan réviden a kutatasi
témakhoz kapcsolodo és a targyalt idoszakban megjelent publikaciokrol.

Magyarul 13; idegen nyelven 9 konyv jelent meg. Emellett a 122 magyar és 104
idegen nyelvii tanulmany is jol jelzi a kutatok és a kutatasban részt vevd oktatok igen
eredményes munkajat. A kényvek a nemzetk6zi szakkorokben igen komoly elismerést
arattak és ugyanez mondhato el a tanulmanyok tobbségérdl is.

Nemzetkozi kapcsolataink

Kutatocsoportunk a nemzetkozi kapcsolatok elég széles kord rendszerét
alakitotta ki. A jelenlegi nemzetkézi kapcsolataink igen jol és kozvetleniil segitik
kutatdbmunkankat. A tartalmas kapcsolat, a gyors és folyamatos tajékozodas és
tajékoztatas jo alapjaul szolgal.

Az elmult években a nemzetk6zi tudomanyos kapcsolatainkat az jellemezte,
hogy
— a kiilféldi kutatéhelyekkel a kdzvetlen egytittmilkédés, a k6zos kutatasok aranya

ndvekedett. Igen jok azok a kétoldali egyiittmiikédések, ahol a fenntartasukhoz
fiiz6dd érdek mindkét félnél kozel azonos, vagy ahol a témavezetdk kozott jo
szakmai — személyi kapcsolat alakult ki. Ily modon lehetGség van kutatok
kiildésére nemzetkozileg elismert kutatokhoz, illetve kutatointézetekhez;

— a nemzetk6zi tudomanyos egyesilletek munkajaban aktivabban vettiink részt.
Nyolc jelentds nemzetkzi szervezet munkajaban mikodtiink kozre. Tobben tobb
alkalommal kaptak felkérést killonb6z6 nemzetk6zi munkabizottsagok munkaja-
ban valé részvételre, illetve a szervezet konferencidin megtiszteld feladatok
ellatasara, és végil gyakran kaptunk meghivast kilfoldrol eléadasok tartasara,
illetve tanulmanyok kikiildésére.

A nemzetk6zi kapcsolatok érdemi fenntartasanak anyagi kovetkezményei is
vannak. A legutobbi id6ben azonban elég gyakran az utazasi koltségeket sem tudjak az
illetékesek biztositani, bar a kiutazashoz igen jelentds tudomanyos érdek fiiz6dnék.
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Kiilon és részletesebben kell szolni a szocialista orszagok mechanikai intézetei-
vel kialakitott kapcsolatainkrol.

A szocialista orszagok tudomanyos akadémiai mechanikai kutatdintézetek
vezetdi 1974 ota rendszeresen tajékoztattak egymast a kutatomunkarol.

Erre az egylittmikddeésre alapozva a szocialista orszagok tudomanyos akadémi-
ainak fotitkarai, az 1979-ben megtartott tanacskozasukon felvették a ,,Gépek,
szerkezetek €s technologiai folyamatok mechanikajanak tudomanyos alapjai”
elnevezésli komplex problémat a sokoldalu egyiittmiikodési tervbe. A Problémabi-
zottsag munkajaért felelds a SZUTA Mechanikai Problémak Intézete (Moszkva),
elndke: A. Ju. Islinszkij akadémikus. A Problémabizottsig tagjai egyben a Problémabi-
zottsag nemzeti tagozatainak az elnokei is (magyar részrél Petrasovits Géza).

A Problémabizottsagban nyolc témabizottsag mikddik, amelyek mindegyike
egy-egy téma koordinalasat végzi.

A 2.téma: ,,Vékonyfalu és térbeli rud-szerkezetek mechanikaja” koordinatora a
mi kutatocsoportunk.

A kovetkez6 négy témacsoport munkajaban vesziink részt:

1. téma: ,,Szilard testek mechanikaja és fizikaja”

3. téma: ,,Szilard testekbdl all6 rendszerek dinamikaja, szerkezetek rezgései és
megbizhatosaga, mechanikus rendszerek megbizhatosaga és optima-
lizacioja”

7. téma: ,,A mechanikaban alkalmazott szamitastechnikai modszerek”

8. téma: ,Talajok és kOzetek mechanikaja, valamint szerkezetek és alapok
kolcsOnhatasai”.

A Problémabizottsag altal koordinalt munkakban a legelismertebb szovjet,
lengyel, német, csehszlovak, bolgar, roman, s6t Gjabban vietnami és kubai elméleti és
alkalmazott mechanikai kutatointézetek, illetve nemzetkozileg elismert tudosok és
kutatocsoportok vesznek részt. A sokoldali egyiittmikodésben valdo részvétel
nyujtotta lehetdségek szamunkra igen jelent6sek és fontosak.

Azegyiittmiik6dés hatékonysaga ndvelésének egyik feltétele a k6z0s kutatasok-
ban vald kolcsonos részvétel, amely a jelenleg szamunkra biztositott MTA utaztatasi
keretek (szocialista) megemelését feltételezi és igényli. Figyelembe véve az elméleti és
alkalmazott mechanikai kutatasok igen magas szinvonalat a partner szocialista
orszagokban, célszerii és gazdasagos ezeknek a tOkés devizat nem igénylé lehetGségek-
nek az eddiginél jobb kihasznalasa.

A Problémabizottsag II. iilését ez év majusaban Frunzéban (Kirgiz SzSzK)
tartotta, amelyhez tudomianyos iilésszak kapcsolodott. A résztvevé 7 orszag
szakxembereitdl 15 Osszefoglald és 73 sziikebb témaju eléadas hangzott el. Az
iilésszakon 5 magyar el6ado tartott eléadast. Az el6adasokat magas szinvonal( vita
kovette.

A Problémabizottsag mellett ugyancsak sokoldalu egyezmény alapjan mitkodik
az ,,Uszpehi mehaniki” folyoirat, a lengyel tudomanyos akadémia kiadasaban,
nemzetkozi szerkesztséggel. Ez a rovid id6 alatt elismert orosz—angol nyelvii, igen
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magas szinvonalu tudomanyos folydirat megfelelé foruma a Problémabizottsag
keretében foly6 tudomanyos egylittmikodés eredményeinek is.

Emlitést érdemel a tudomanyos nemzetkozi kapcsolatunknak egy sajatos
formaja. A Vietnami Tudomanyos K 6zpont fotitkaranak kérésére az MTA illetékes
vezetdi 1980-ban hozzajarultak ahhoz, hogy kutatocsoportunk Geotechnikai részlege
a Tudomanyos Kézpont Hanoi Mechanikai Kutatdintézetében, a talajmechanikai
kutatasok meginditasat egy laboratoriumi komplexum adomanyozasaval segitse elo.

Részben 1j, illetve jelentds sajat munkaval felujitott eszk 626k bdl és miiszerekbol
néhany munkatarsunkkal egyiitt Gsszeallitottuk a fontosabb talajmechanikai vizsgala-
tok elvégzésére alkalmas laboratoriumot, majd a berendezéseket a helyszinre
szallittattuk és két munkatarsunk a helyszinen 1981 novemberében a laboratériumot
izembe helyezte, valamint a kezel6személyzetet betanitotta. A laboratérium vietnami
vezetOje jelenleg egyéves tovabbképzésen tanszékiinkoén dolgozik. A laboratorium
felszereltségi szintje az atlagos eurdpai szintet eléri, és az adomanyt a laboratorium
dtadasakor a Vietnami Tudomanyos Kozpont elndke és fotitkara igen magasra
értékelte.

Tovabbi feladataink

A miszaki mechanika teriiletén a kutatas célja a gyakorlatot gazdagitd Gjabb
eredmények elérése. Jelent6s eredménynek a gyakorlatban k6zvetve vagy kozvetlentiil
alkalmazhato elméleti és kisérleti eredmények tekinthetOk.

Ezért a témak gondos kivalasztasat, a feladat pontos megfogalmazasat, a feladat
megoldasara alkaimas mddszer, ill. mddszerek helyes megvalasztasat, a sziikséges €s a
rendelkezésre 4llé szellemi és anyagi er6k helyes felmérését tekintjik a sikeres és
hatékony kutatas legfontosabb feltételeinek. Ez a munka a témavezetOkre harul. A
jelenlegi helyzetiinkben, amikor né a népgazdasag igénye a miszaki kutatassal, illetve
eredményességével szemben, a rendelkezésre alld szellemi és anyagi lehetdségeinket
ennek megfelelden kell hasznositani. Ez azonban nem jelentheti, hogy ad hoc-szeriien
felvet6do rovid lejarata részfeladatok megoldasara forditsuk kutatoi kapacitasunkat.

A kutatocsoport allomanyaba tartozok fofeladata a hosszabb tavra szolo,
nagy fontossagn problémak kutatasa, amelyhez szervesen kapcsolodik még oktatasi és
ipari megbizasbol adodo feladat.

Az orszag jelenlegi gazdasagi helyzetében kiilondsen aktualis a két évvel ezelott
létrehozott Muszerfejlesztési Bizottsagunk munkajanak intenzivebbé tétele. E
bizottsag munkajaban részt vesznek mindazok, akik a miszeres méréseket, illetve a
kutatasainkhoz szikséges korszerli méréstechnikai modszerek, illetve rendszerek
kialakitasat végzik. Koziilik tobben a kézelmultban, a kutatasainkhoz sziikséges
egyes célmuszereket sajat maguk fejlesztették ki. Indokolt, hogy a jovOben az ilyen
jelleghl tevékenységet az eddiginél jobban segitsiik és elismerjik.

Végezetiil kutatdink felkésziiltségérol és tovabbfejlodésiikrol néhany szoban.

Miszaki Tudomdny 61, 1981
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Kutatéink idegen nyelvi ismerete jo. Mindannyian jol tudjak, hogy az mind a
nemzetkdzi szakirodalom eredményes tanulmanyozasanak, mind a nemzetkozi
kapcsolataik alakitadsanak fontos feltétele.
A meglévd jo szakmai felkésziiltség a kutatdink egy részénél sem tanulmanyok-
ban, sem tudomanyos fokozatban nem tiikrézddik kelloképpen. Néhany kutatonk
eredményei azt mutatjak, hogy 6k a kozeljovoben feljebb lépnek a tudomanyos
fokozatok lépcsdjén. A jelentésebb eredményeket eléré kutatdinknak az atlagosnal
tobb tamogatast adtunk az elmult években és igy szandékozunk tenni a jovOben is.
Befejezésiil koszonetet kell mondanunk
— a témavezetOknek az éveken at végzett jelentds munkajukért, akik sok esetben az
elért eredmények kovacsai voltak;

— az llésszaki kiadvany tanuimanyai szerzéinek és az (lésszaki el6adoknak
eredményes munkajukért, valamint

— azoknak, akik az ilésszak elSkészitésének és lebonyolitasanak szertedgazo
munkajaban kézremilkodtek.

The research work of the Research Group for Applied Mechanics. — The paper deals with the range of
action of the Research Group, and gives a review on the results of the research work with special respect to
the practical applications. The development of international relations of the Research Group and finally the
factors of its efficiency are discussed.

Uber die Tiitigkeit der Arbeitsgruppe fiir Technische Mechanik. — Der Aufsatz befaBt sich mit der
Tiitigkeit der Forschungsgruppe. Zuerst wird ein Uberblick von den Versuchsergebnissen mit spezieller
Riicksicht auf die praktischen Anwendungen gegeben. Ausfithrlich beschéftigt sich das Referat mit der Lage
und Entwicklung der internationalen Verbindungen, endlich beriihrt es einige Fragen der Wirksamkeit der
Forschungsarbeiten.

Miiszaki Tudomdny 61, 1981
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