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EMLÉKEZÉS SZABÓ GUSZTÁVRA 
( 1 8 7 9 - 1 9 6 3 ) 

T E R P L Á N Z É N Ó 

A MŰSZ. TUDOMÁNYOK DOKTORA 

1979. február 5 -én volt 100 éve annak , hogy S Z A B Ó Gusz táv Győrö t t 
megszü le t e t t . 1963. j ú l i u s 4-én h u n y t el Budapes t en . Az e lmúl t másfél évt ized-
ben a Magyar S z a b v á n y ü g y i H i v a t a l és a Mezőtúr i Fe l sőfokú T e c h n i k u m 
ál l í to t t emléket a neves p rofesszornak , de átfogó é le t ra jza még nem je len t meg. 
Ez t k í v á n j a részben pó to ln i ez a megemlékezés . 

D r . S Z A B Ó G u s z t á v professzor sokoldalú, k iemelkedő gépészmérnök 
egyéniség volt , aki a gépészet sz in te minden ágáva l kapcso la tba ke rü l t . 
Gazdag t u d á s á t magas sz ínvonalon a d t a elő a Budapes t i Műszaki E g y e t e m e n 
és a n n a k jogelődjein, vo l t mai é r t e l emben kar i vezető , m a j d a t öbb , ma már 
önálló egye temet a k k o r összefogó i n t é z m é n y r ek to ra . Az á l ta lános gépészetből 
először a géprajz, a gépelemek, az a lka lmazo t t mechan ika és a mechan izmusok 
kérdéseivel fogla lkozot t , m a j d a v a s ú t i gép tan és a mezőgazdasági gépek 
le t tek a tárgykörei . Mérnökgenerác ióka t nevel t a mérnök i kr i t ika i érzékre, 
a mérnöke t iká ra . M u n k a t á r s a i t n a g y o n jól v á l a s z t o t t a meg, t ö b b e n le t tek 
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2 EMLÉKEZÉS SZABÓ GUSZTÄVRA 

közülük egyetemi professzorok és az ipar vezetői . N a g y o n sok szakmai t á r sa -
da lmi tevékenysége közül k i eme lhe tő a Magyar Mérnök- és Ép í tész Egylet 
f ő t i t ká r i t i sz tsége, a m a g y a r szabványos í t á sé r t végze t t n a g y o n eredményes 
m u n k á j a és a m é r n ö k t o v á b b k é p z é s vezetésében be tö l tö t t t i sz tsége. 

Egyik n a g y a p j a építész vo l t , ap ja pedig á l ta lános m é r n ö k és ábrázoló 
geometr iá t o k t a t ó t a n á r a m a i győri Réva i Miklós G imnáz ium joge lőd jében . 
S Z A B Ó Gusz táv is ide j á r t és i t t é re t tségizet t jeles e r edménnye l 1896-ban. 

Gépészmérnöki oklevelet a budapes t i Műegye temen szerzet t 1900-ban. 
MÁV ösz töndí jas lévén t e rmésze t e s , hogy végzés u t á n azonna l az á l l amvasú thoz 
ke rü l t á l lásba, ahonnan 17 évi szolgálat u t á n t á v o z o t t , amikor k inevez ték 
professzornak. A MÁY-nál először a mozdonyszerkesz tés mérnöke , m a j d 
főmérnöke , később a kísérlet i és t a n u l m á n y i osztály veze tő je . 

Gépészmérnökha l lga tókén t a t anu lá s mel le t t a n y á r i szünidőkben az 
Észak i F ő m ű h e l y b e n g y a k o r n o k , fe lsőbbévesként pedig a ma i szóhaszná la t ta l 
demons t r á to r vo l t K . J Ó N Á S Ö d ö n professzor mel le t t a IY. Gépszerkezet tani 
(gépra jz i és á l ta lános gép tan i ) Tanszéken. Végzés u t á n — vasú t i mérnöki 
főál lásával p á r h u z a m o s a n — először t aná r segéd , m a j d a d j u n k t u s le t t ugyan-
ezen a t anszéken . Apjá tó l is t a n u l t ra jzszere te te , r a j z t ehe t sége m i a t t profesz-
szora a Gépra jz c. t a n t á r g y o k t a t á s á t te l jesen r áb íz t a , ő t a r t o t t a éveken á t 
az e lőadásokat is, a g y a k o r l a t o k a t is. 

1908-ban k i tün te téses minős í tésű műszak i egyetemi dok to r i c ímet nyer t 
el „ A vasú t i j á r m ű v e k m o z g á s á n a k elemzése t e k i n t e t t e l a n y u g o d t j á r á s fel-
t é t e le i re" c. értekezéssel . 1910-ben pedig egyetemi m a g á n t a n á r i c ímet k ap o t t , 
és C S E H H Á T I J e n ő professzor v á r a t l a n halála u t á n őt b íz ták meg a Lokomot ívok 
c. t a n t á r g y e lőadásával . 1911-ben megpá lyáz ta a megüresede t t I I . Gépszer-
keze t t an i (gépelemek) T a n s z é k e t , erre azonban H E R R M A N N Miksát nevez ték ki. 

1 9 1 7 - b e n e lhuny t L Á Z Á R P á l professzor, a Mezőgazdasági gép tan i Tan-
szék vezetője . E k k o r m á r a Műegyetem vezetői ké r t ék S Z A B Ó Gusz távo t , 
hogy pá lyázzék. 1918. j ú n i u s 5-én ki is nevez ték professzornak (akkori szó-
haszná l a t t a l műegye temi n y i l v á n o s rendes t a n á r n a k , ami e g y ü t t j á r t a t a n -
székvezetői megbízással , és, az ő esetében, még a t anszékhez t a r t o z ó Mező-
gazdasági Gépkísérlet i I n t é z e t vezetésével) . Mivel S Z A B Ó Gusz t áv professzor 
évt izedeken á t vol t ennek a t a n s z é k n e k a veze tő je , é rdemes az 1971-ben k iado t t 
B M E Gépészmérnöki K a r á n a k cen tenár iumi emlékkönyvébő l , a Mezőgazdasági 
Gép tan i Tanszék t ö r t éne t é t idézn i : 

, ,Dr. S Z A B Ó Gusz táv veze tése a la t t a t anszék ok t a t á s i p r o g r a m j a a mező-
gazdasági t e rmelés enc ik lopédikus i smer te tésével és a v a s ú t i gépészet ok ta -
t á s á v a l bővü l t . A tanszék a mérés techn ika i o k t a t á s r a is egyre n a g y o b b gondot 
fo rd í t . A t anszék az első v i l ághábo rú u t á n főleg t r ak to rv i z sgá l a tokka l foglal-
kozik, l abo ra tó r iumi felszerelését is ilyen i r á n y b a n fej leszt i t o v á b b . Az 1925 — 
30. évek közö t t h a z á n k b a n leza j lo t t öt nemzetköz i s zán tóve r seny összes 
műszaki t eendő i t a t anszék bonyo l í t j a le. Az 1930-as évek elején a tanszék 
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3 EMLÉKEZÉS SZABÓ GUSZTÄVRA 

a t r ak to rv iz sgá la tok me l l e t t cséplőgépek fej lesztésére i r á n y u l ó k u t a t á s o k a t is 
végez. E u r ó p á b a n elsőnek h ív ja föl a f i gye lme t a t a l a j p u s z t u l á s veszé lyére , 
és az ellene való védekezés lehetőségeire. 

A t a n s z é k gépá l lománya az első v i l ághábo rú u t á n intenzíven f e j l ő d ö t t 
az ipa r ra l k ia lakul t jó kapcso la t k ö v e t k e z t é b e n . A 30-as években a t a n s z é k 
gép tá ra t és g é p b e m u t a t ó t e r m e t l é t e s í t e t t . Rendszeres g y ű j t ő m u n k a ered-
ményekén t a t anszék — a második v i l ágháború elején — E u r ó p á b a n ú g y -
szólván egyedülál ló eke ko rmány lemez g y ű j t e m é n n y e l rende lkeze t t . 

A másod ik v i l ágháború végén a t a n s z é k helyiségei csaknem t e l j e sen 
e lpusz tu l t ak , g é p p a r k j á n a k nagy része megsemmisü l t , a műsze rá l lomány és 
a t öbb ezer kö te t e t k i t e v ő k ö n y v t á r j e l en tős részét a z o n b a n sikerült m e g m e n -
teni . A t a n s z é k helyiségeinek helyreál l í tás i munká i 1949-ben fe jeződtek b e . " 

Mindez S Z A B Ó G u s z t á v professzor vezetésével t ö r t é n t egy á l landóan vál-
tozó, kis l é t számú t a n s z é k i okta tó i és kisegí tő személyzet te l . K i e m e l h e t ő 
t o v á b b á , hogy a 30-as évek közepétől k b . másfél év t izeden át az А, В és С 
t agoza t r a t agozódó gépészmérnökképzés i szakosodásban S Z A B Ó Gusz táv pro-
fesszor v e z e t t e és i r á n y í t o t t a а С je lű, mezőgazdasági gépészet i t agozat o k t a -
t á s á t , amel lyel m e g t e r e m t e t t e azt az a l a p o t , amellyel a fe l szabadulás t k ö v e t ő 
gazdasági t e rvekben a h a z a i mezőgazdaság gépesítési p rog ramjához m a g a s 
képze t t ségű szakemberek á l l t ak rendelkezésre . 

A kinevezésekor 39 éves professzor t az első é v e k b e n sok m i n d e n n e l 
b íz ták meg , min t „ f i a t a l " t a n á r t . A Tanácsköz t á r s a ság idején pl. a Nép-
gazdasági T a n á c s t u d o m á n y o s műszaki b i zo t t ságának vo l t a t ag ja . 1922-ben 
a Gépészmérnöki Osztá ly (akkor így nevez t ék a mai K a r t ) d é k á n j a . Ezt a t i s z t -
séget h á r o m t anéven á t l á t t a el közmegelégedésre . A v e s z t e t t háború, a meg-
dön tö t t f o r r ada lom u t á n zű rzava r volt t ö b b e k közöt t a b u d a p e s t i Műegye temen 
is. S Z A B Ó G u s z t á v emberséggel , jog t i sz te le t t e l , de a szá rmazásukér t v a g y 
baloldali néze te ikér t m e g t á m a d o t t ha l l ga tóké r t való kiá l lással , szerzett j o g a i k 
megvédésével o ldot ta m e g nehéz f e l a d a t á t . 

Közben 1921-ben rész t vállal t a M a g y a r Szabványos í tás i Bizot tság meg-
szervezésében. 

É r d e k e s epizód, hogy a 20-as évek végén egyik m u n k a t á r s á t , B A R T Ó K 

Pá l t — egy Grazban t a r t o t t e lőadását köve tően — m e g h í v t á k a S z o v j e t -
unióba. S Z A B Ó Gusz táv h a t á r o z o t t t á m o g a t á s á v a l végül is l é t re jö t t az u t a z á s , 
í gy a Mezőgazdasági gép t an i Tanszék e l sőkén t j u t o t t in formációkhoz , t a p a s z -
ta la tokhoz a Szovje tun ió mezőgazdaságának gépesítéséről, és t a lán az egye t l en 
olyan hazai szak tanszék vo l t , amely a Szov je tun ióban k i a d o t t orosz n y e l v ű 
szakkönyvekke l , s z a b v á n y o k k a l , ok t a tó f a l i t áb l ákka l r ende lkeze t t a ké t v i lág-
háború közö t t i i dőszakban . 

1925 — 37 közöt t a Műegyetemi A t l é t i k a i és Fu tba l l Club (MAFC) t a n á r -
elnöke l e t t . Soka t f á r a d o z o t t a műegye t emi sportélet fe l lendí téséér t , és az ő 
j a v a s l a t á r a veze t t ék be a budapes t i Józse f Nádor Műszak i és G a z d a s á g -

1» Műszaki Tudomány 56, 1978 



4 EMLÉKEZÉS SZABÓ GUSZTÁVRA 

t u d o m á n y i E g y e t e m e n , a h a z a i többi e g y e t e m e t megelőzve, a később á l t a -
lánossá vá l t , egye temi köte lező tes tnevelés t . 1935-től t a g j a l e t t az Országos 
Testnevelési T a n á c s n a k . 

S Z A B Ó G u s z t á v professzor ú j t u d o m á n y t e r ü l e t é n , a mezőgazdasági gépe-
s í tésnek le t t m á r a 30-as é v e k elején m a g a s s z i n t û p ropagá ló j a . Az 1931-ben 

t a r t o t t Magyar Országos Mérnökkongresszus az ő j a v a s l a t á r a foga lmaz ta m e g 
ha t á roza t a i k ö z ö t t , hogy: 

1. A traktorok h a z á n k b a n elsősorban a nehéz műve le t i t a l a jokon hasz-
ná l andók , s ezé r t a nehéz m ű v e l é s ű t a l a jon gazdá lkodók részére kedvezményes 
kölcsönök engedélyezésével könny í t sék m e g t a r t o r o k beszerzését . 

2. A kapálógépek n a g y a r á n y ú k i t e r j e sz tése k ívánatos a k a p á s n ö v é n y e i n k 
t e r m é s á t l a g á n a k növelésére. 

3. G a b o n a t e r m é s ü n k mennyiségének és minőségének versenyképes foko-
zására a kévekötő aratógép h a s z n á l a t á n a k szé leskörű bevezetése a l egha tásosabb 
és legbiz tosabb eszköz. Ma m á r az egész v i l á g géppel a r a t , a minőségi v e r -
senyben biz tos l emaradás t j e l e n t az a r a t ó g é p mellőzése. 

Az 1936/37-es t anévben az 1935-ben megszerveze t t Józse f Nádor Műszak i 
és G a z d a s á g t u d o m á n y i E g y e t e m rektora , 1937/38-ban p r o r e k t o r a . P r o r e k t o r -
k é n t viszont az őt követő T E L E K I Pál r e k t o r miniszterré t ö r t é n t k inevezésé t 
követően, ü g y v e z e t ő rek tor i t eendőke t l á t o t t el, amit az is bizonyí t , h o g y e 
t a n é v le te l tével , másodszor is S Z A B Ó G u s z t á v t a r t o t t a A szokásos r e k t o r i 
beszámolót . 

A r e k t o r i székfogla lókban akkor az v o l t a szokás, h o g y a h iva ta lába lépő 
egyetemi v e z e t ő sa já t t u d o m á n y t e r ü l e t é r ő l vá lasz to t t a beszédének vezér -
fona lá t . S Z A B Ó Gusz táv r e k t o r ezt A l ehe tőséget is f e lhaszná l t a A hazai mező-
gazdaság gépesí tésének szorga lmazására . É r d e m e s idézni a Technika c. s zak -
folyóirat 1936. évi 8. s z á m á b ó l ,,A M ű e g y e t e m m e g n y i t á s a " c. összefoglalót : 

, ,Dr. S Z A B Ó Gusz táv r ek to r i székfogla ló ja átfogó célki tűzés n e m c s a k 
a műegye tem belső életét i l le tő t u d o m á n y o s és i n t é z m é n y i ké rdésekben , 
hanem m é l y r e h a t ó f e l t á r á sa a magyar népgazdaság l eg fon tosabb k é r d é -
seinek. E f e l a d a t o k a mezőgazdaság e rő fo r rása i , a föld t e rmelőképességének 
megta r t á sa és fokozása , a t e r m é n y b e t a k a r í t á s s a l e g y ü t t j á r ó gazdasági, t á r s a -
da lmi és köz jó l é t i köve te lménye i k iegyensúlyozása . 

A szé lerőnek h a z á n k b a n sajnos n incs általánosabb je lentősége, m e r t 
a szél gyakor i sága és a szél sebessége alul es ik azon a h a t á r o n , amelynél k ihasz -
nálása a géperőné l olcsóbb. A vil lamoserő a lka lmazása , n o h a a mai á l l apo thoz 
képest nemze tgazdaság i s zempon tbó l e lőnyösebb lenne, a m a g a s á ram egység-
á rak mia t t n e m versenyképes . A magyaror szág i csapadékviszonyok me l l e t t 
különös f o n t o s s á g ú a csapadékvíz helyes t á r o l á s a . E köve t e lmény te l jes í tésére , 
amin t azt a m e r i k a i min ta u t á n végzett i t t h o n i kísérletek igazol ták , k i v á l ó a n 
megfelel a csapadékvíz l e fo lyásá t meggát ló sáncolás. Ez oly fontos f e l a d a t , 
hogy ezen a t é r e n az á l l a m n a k kell jó p é l d á v a l elöl járni . Mezőgazdaságunk 
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egyik legsúlyosabb f e l ada ta a g a b o n a a r a t á s . A kézi a r a t á s sem népjó lé t i , sem 
pedig nemze tgazdaság i s zempon tbó l m a m á r nem i n d o k o l t , mer t az előálló 
n a g y veszteség és minőség r o m l á s az a r a t á s egész köl tségénél n a g y o b b k á r o k a t 
okoz. A kézi a ra tássa l j á ró tú l e rő l t e t é s n é p ü n k életerejét és egészségét ássa a lá . 
A s t a t i s z t ika bizonysága szer in t nincs a l a p j a annak az á l l í t á snak , h o g y a 
munkané lkü l i sége t a mechan izá lá s okozná , sőt a s t a t i s z t i ka azt b i zony í t j a , 
h o g y a géperőre való á t t é rés növel i a m u n k á s kereseté t . A m í g milliók szűköl-
k ö d n e k , add ig nem lehet t ú l t e r m e l é s . 

A m ű e g y e t e m mezőgazdaság i o sz t á lyának fe j lődésére csak jó h a t á s s a l 
l ehe tnek azok a kapcso la tok , amelyeke t f e l ada ta inak e lőbbrevi te le v é g e t t 
a t echn ika i t anszékekke l lé tes í t . A m ű e g y e t e m e t á t h a t j a az a meggyőződés , 
hogy a m a g y a r nép jó lé té t c sak a m a g y a r mezőgazdaság l áb raá l l í t á sáva l és 
versenyképessége fel té te le inek meg te r emtése árán lehet b iz tos í tan i . E h h e z 
a m ű e g y e t e m is hozzá aka r j á r u l n i n e m c s a k a t an í t á s sa l , h a n e m a l e g j o b b 
e lvek, e l j á rások és eszközök f e l k u t a t á s á v a l i s . " 

Ezek az akkor i gazdaságpol i t ika i i rányelvekhez k ép es t k e m é n y szavak 
v o l t a k , de — min t k ö z t u d o t t — nem is l e t t ha t á suk . A h a z a i mezőgazdaság 
gépesí tése a fe lszabadulás u t á n o ldódo t t meg az á l lami gazdaságokban és 
a t e rmelő szöve tkeze tekben . 

1939-től a fe l szabadulás ig MÉP-be l i országgyűlési képviselő vo l t . 
De a m ű e g y e t e m t á j é k o z t a t ó i b ó l a 40-es években a m á r i s m e r t e t e t t egye temi 
és t á r s a d a l m i megbízásain k ívü l m é g a köve tkezők o lvasha tók a neve me l l e t t : 
,, . . .a Műegye tem Épí tés i B i z o t t s á g á n a k elnöke, a D a r á n y i Ignác Agrá r -
t u d o m á n y o s Társaság rendes t a g j a , a M. K i r . Kúr ia s z a b a d a l m i ü lnöke , 
az Országos Fe l sőokta tás i T a n á c s , az Országos T e r m é s z e t t u d o m á n y i T a n á c s , 
az Országos Ösz tönd í j t anács , a Mezőgazdasági Kísér le tügyi T a n á c s , az Ál landó 
T a l a j j a v í t ó Bizot t ság , az Országos Közlekedésrendészet i B izo t t s ág , az Energ ia -
Vi lágkonferencia Magyar N e m z e t i B i zo t t s ágának t a g j a , a B u d a p e s t e n szer-
veze t t vezetőgépészi vizsgáló b i zo t t ság t a g j a , a Széchenyi T u d o m á n y o s T á r -
saság s zená tu sának t a g j a , az Országos M a g y a r Gazdasági Egyesü le t e lnöki 
t a n á c s á n a k és i g a z g a t ó - v á l a s z t m á n y á n a k t a g j a , v a l a m i n t műszak i szak-
osz t á lyának elnöke, a Magyar S z a b v á n y ü g y i Egyesület e lnöke , az Országos 
Gőzkazánvizsgáló Egyesüle t a le lnöke, a M a g y a r Mérnök- és Épí tész E g y l e t 
t a n á c s á n a k t a g j a , a Magyar Anyagvizsgá lók Egyesüle te , a K i r . Magyar Ter -
m é s z e t t u d o m á n y i Társu la t és a Magyar Meteorológiai T á r s a s á g v á l a s z t m á n y á -
n a k t a g j a , a Magyar K ine to t echn ika i T á r s a s á g e lnöke." Fé le lmetesen széles-
kö rű és f á ra sz tó t á r s ada lmi e l fogla l t ságot j e l en te t t mindez S Z A B Ó G u s z t á v 
s z á m á r a , mer t ő ezeknek a megb ízásoknak és f e l a d a t o k n a k mindig eleget is 
k í v á n t t enn i . 

H a z á n k fe lszabadulása u t á n — számos előző t á r s a d a l m i e l foglal tsága 
megszűnvén — elsősorban a ha rcok során nagyon megsé rü l t t anszékének 
ú j j áép í t é sén f á r adozo t t . Vál la l ta t o v á b b á az Ipa rügy i Min i sz té r iumban meg-
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a laku l t Mezőgazdasági Gépb izo t t s ág elnöki t isz tségét . Az ő vezetésével i ndu l t 
m e g a szakos í to t t mezőgazdaság i gépgyár tás Magyaro r szágon . 

1945 őszén előadást vá l l a l t a Mérnöki T o v á b b k é p z ő I n t é z e t K i n e m a t i k a i 
T a n f o l y a m á n . „ A k i n e m a t i k a i módszerek a lka lmazása csuklós gépszerkezetek 
kö rébő l " c., h a t órás nagysze rű előadása osz ta t l an s iker t a r a t o t t . Ez t a t é m a -
k ö r t később, az 50-es é v e k b e n kü lön is e lőad ta M U T T N Y Á N S Z K Y Ádám profesz-
szor társa kérésére a B M E Műszaki Mechanikai T a n s z é k é n e k ok ta tó i e lő t t . 
Te rvez te ér tékes fe l jegyzéseinek sa j tó alá rendezését , de kéz i ra ta i az 1956-os 
e l lenfor rada lmi p u s z t í t á s o k n a k estek á ldoza tu l . 

1949-ben a Mezőgazdasági Géptan i Tanszék veze tésé t R Á Z S Ó I m r e aka-
démikusnak a d t a á t , ő ped ig megszervezte a mai Yasi í t i J á r m ű v e k T an szék e 
joge lődjé t , a Vasú t i G é p t a n i Tanszéke t , ame lye t 73 éves korá ig , n y u g a l o m b a -
vonulásá ig veze t e t t . 

Mint n y u g a l m a z o t t professzor a h a z a i s zab v án y o s í t á sn ak még soka t 
segí te t t . Az 1951-ben m e g a l a k u l t Magyar S z a b v á n y ü g y i H i v a t a l t öbb á l l andó 
b i zo t t s ágának le t t az e lnöke , és ezeknek a f e l a d a t o k n a k csaknem a ha lá lá ig 
eleget is t e t t . 

Kétszer k a p o t t k i t ü n t e t é s t a f e l szabadu lás e lő t t . 80 éves k o r á b a n 
a Munkaé rdemrendde l t ü n t e t t e ki a Magyar N é p k ö z t á r s a s á g Elnöki T a n á c s a 
, ,a mérnöknevelés te rén k i f e j t e t t t öbb évt izedes t evékenységéér t és a szab-
ványos í tás t e r é n elért e r e d m é n y e i é r t " . 

T u d o m á n y o s p á l y a f u t á s a egy nagyszerűen megí r t és ma is he ly tá l ló 
megá l lap í t ásoka t , végköve tkez te té seke t t a r t a l m a z ó d o k t o r i disszertáció meg-
í rásával kezdődö t t . F o l y t a t ó d o t t egy ugyancsak e l i smer t s zabada lommal , 
a Halász —Szabó-előmelegítővel. A többször i t á r g y v á l t á s , m a j d az egye temi 
és közéleti f unkc iók megsokszorozódása , a haza i mezőgazdaság gépesí téséért 
f o l y t a t o t t ha rc , később a mérnökpol i t ikus i szerepvál la lás a fe lszabadulás ig 
szét forgácsol ta m i n d e n n a p i m u n k á j á t , és így ma is h i ányo ln i kell a dok to r i 
értekezéséhez hasonló é r t é k ű t o v á b b i t a n u l m á n y o k a t , ame lyek csak szóban 
h a n g z o t t a k el. 

Ezzel szemben ál l t á l l andó igazságkeresése n e m c s a k az a l k a l m a z o t t 
t e r m é s z e t t u d o m á n y o k t e r é n , hanem az élet minden m á s v i szony la t ában , 
háborúk , f o r r a d a l m a k , e l l en fo r rada lmak f o r g a t a g á b a n , m a j d idősebb k o r b a n 
a szocialista é p í t ő m u n k a f o l y a m á n . 

Egye t l en , nagyon r ö v i d nekrológ j e l en t meg h a l á l a u t á n . E n n e k egy 
szép gondo la t a áll jon i t t befejezésül , S Z A B Ó Gusz t áv professzor é l e t m ű v é t 
tömören je l lemezni k í v á n v a : 

„ N e m z e d é k e k e t t a n í t o t t meg a l eg fon tosabbra , a m i t az egyetem n y ú j t -
h a t : a m ű s z a k i gondolkodás ra , de nem vol t é r t ék t e l enebb ennél az a pé lda-
m u t a t ó ember i m a g a t a r t á s sem, amely á t p l á n t á l ó d o t t ró l a mindazokra , ak ik 
tőle t a n u l h a t t a k , vele do lgozha t t ak . K a t e d r á j á n és m i n d e n m u n k á s s á g á b a n 
t á n t o r í t h a t a t l a n híve vol t a h a l a d á s n a k . " 
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A PÓRUSOKBAN URALKODÓ VÍZ- ÉS LÉGNYOMÁS 
MÉRÉSE A TRIAXIÁLIS NYOMÓKÍSÉRLETEKBEN 

K É Z D I Á R P Á D * 

AZ MTA RENDES TAGJA 

és 

H O R V Á T H GYÖRGY** 

[Beérkezett 1979. március 7-én] 

A másodlagos porozitással rendelkező talajokban pórusvíz és póruslevegő-
nyomás egyaránt fellép. Ezek k i h a t n a k az ilyen rendszerek nyírószilárdságára és visel-
kedésére. Á szerzők egy készüléket szerkesztettek, mely alkalmas arra, hogy a komp-
resszió első fázisában mérje a ny í l t rendszerben fel lépő póruslégnyomást és a második 
fázisban, amikor a talaj már kvázi - te l í tet t , a pórusvíznyomást . K é t kísérleti eredményt 
m u t a t be a dolgozat, az első ese tben a teher fokozatosan növekedett , s meghatározásra 
került a kritikus állapot és a pórusnyomások mértéke; a másodikban a hányóképzés 
tényleges feltételei kerültek tanulmányozásra. 

1. Bevezetés 

A másodlagos porozi tással rende lkező t a l a j o k b a n (1. K É Z D I , 1 9 7 0 ) , h a a 
t a l a j egyedi szemcséinél sokszorosan n a g y o b b hézagokban levegő és v íz 
e g y a r á n t j e len tkez ik , a zár t r e n d s z e r ű kompressz ió során pórusv íz - és pó rus -
levegő n y o m á s egya rán t fellép. H a a külső erők — vagy az ö n s ú l y — h a t á s á r a 
a r endsze rben egy a d o t t jellegű, i z o t r o p vagy an izo t rop konszol idációs f o l y a m a t 
j á t s zód ik le, akkor a tömörödésse l j á r ó fázismozgások több je l legzetes fáz ison 
m e n n e k á t . A „másodlagos s z e r k e z e t ű " t a l a j o k b a n (1. ábra) k is t e h e r h a t á s á r a 
csak a levegő á raml ik — a nagy másodlagos hézagokban erre m e g v a n a lehe-
tőség —, a víz va lami lyen m ó d o n , kapi l lá r i sán , vagy kisebb fe lüle t i kö tések 
m i a t t még rögz í te t t . Az összenyomódás fokozódásáva l a k isebb hézagok vízzel 
t e l í tődnek , a levegő pedig a n a g y o b b hézagokban gyűlik össze, v a g y k i smér ték-
ben a v ízben oldódik. Még t o v á b b növelve a t e r h e t , az összefüggő l ég já ra tok 
megszűnnek , a t a l a j kváz i - te l í t e t t é vá l i k : a levegő nem alkot összefüggő f áz i s t , 
h a n e m a hézagoka t egy ös szenyomha tó , a levegőt f i noman e losz lo t t an — v a g y 
o ldo t t an — t a r t a l m a z ó víz-levegő keverék t ö l t i ki . Ha ez a k r i t i kus á l l apo t 
m á r beköve tkeze t t , akkor a t o v á b b i összenyomódás során a t a l a j b ó l — n y i t o t t 
r endsze rben — m á r ez a keverék sa j t o lód ik ki . 

Ez a f o l y a m a t j á t szód ik le p é l d á u l külszíni fe j tések h á n y ó i b a n . A h á n y ó r a 
kerü lő a n y a g fo lyama tosan é rkez ik , s így az a l sóbb ré tegekre időben egyen-
letesen növekvő t ehe r fog m ű k ö d n i . A rendszer kezdetben — a hányó felszí-

* Prof. Dr. Kézdi Árpád, 1012. Budapest , Lógodi u. 9. 
** Dr. Horváth György, 2092. Budakesz i , Arany J . u. 9. 
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nén — jel legzetesen másod lagos po roz i t á sú ; ha a m e d d ő a n y a g k ö t ö t t t a l a j , 
akkor az eredet i fázisos összetétellel rendelkező agyagrögök a h á n y ó b a n 
úgy he lyezkednek el, h o g y közö t tük n a g y , másodlagos hézagok m a r a d n a k . 
A hányóképzés során, h a a terhelés egyenle tesen növeksz ik , a h á n y ó b a n a fent 
leírt f o l y a m a t j á t szód ik le. Minthogy a pórusvíz- és a póruslevegő nyomás 
semleges feszültség, növekedésük a h a t é k o n y feszül tség értékére k i h a t . H a ez 
a h a t é k o n y feszültség, a 

о = a — uv — U[ 

összefüggés szerint z é r u s r a csökken, a k k o r a nyí rósz i lá rdság megszűn ik és 
a h á n y ó b a n csúszások, rogyások , megfolyósodások k ö v e t k e z h e t n e k be . Ez a 
jelenség gyakor la t i s z e m p o n t b ó l igen j e l en tős , ennek v izsgála tához vol t szükség 
olyan kísér le t i módszer k idolgozására , m e l y a lka lmas e pó rusnyomások méré-
sére, a te rhe lés egyenletes növelése ese tén . 

2. A mérőberendezés 

Mint eml í t e t tük , a másodlagos porozi tássa l b í ró anyagból a tömörödés 
során ny í l t r endszerben először a levegő nyomódik k i , ma jd egy kr i t ikus 
te l í te t t ség elérése u t á n az o ldot t , vagy f i n o m a n eloszlott levegőt t a r t a l m a z ó víz. 

A vizsgála to t egy pórusv íznyomás mérésére a lka lmas há romtenge lyű 
nyomókészülékkel v é g e z t ü k . A t r i ax iá l i s cella egy á t a l ak í to t t , Wykeham 
Farrance Engineering L t d g y á r t m á n y ú készülék volt (az á t a l ak í to t t berendezés 
részletes le í rását 1. K E Z D I , Á . — H O R V Á T H , G Y . , 1 9 7 9 ) , mellyel tengelysz im-
met r ikus feszü l t ségá l l apo tban , kü lönfé le feszü l t ségpá lyák a lka lmazásáva l , 
különböző terhelési sebességek mellet t végezhetők k ísér le tek . A főfeszül tségek 
(а г ; a2 = cr3), a pó rusv íznyomás , az a l ak és t é r foga tvá l tozások mel le t t a készü-
lékkel a 2. á b r á n b e m u t a t o t t eszközzel a pórus légnyomás értékei is mérhe tők . 
E r r e a z o n b a n csak a k í sé r le t elején, a k r i t i k u s t e l í t e t t ség elérése, a kváz i - t e l í t e t t 
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á l l apo t bekövetkezése előtt v a n szükség, ha ez t e lé r tük , a készü léke t pórusvíz-
nyomásmérés re k a p c s o l j u k á t s a t o v á b b i a k b a n zár t r endsze rben u„ é r t éké t 
m é r j ü k . 

A 2. áb rán a t r iaxiá l is készü lék В t a l p á t is f e l t ü n t e t t ü k , melyhez az ú j 
eszköz csat lakozik . A 4 je lű c sap ra szere l jük az A pórus l égnyomásmérő t . 

2. ábra. A pórusvíz- és póruslevegőnyomásmérésére szolgáló készülék (А; В — triaxiális nyomó-
cella) 1 — cellatalp; 2 — a függőleges főfeszültség mérésére szolgáló nyomásmérő cella; 3 — a har-
madik főfeszültség mérésére szolgáló miniatűr cella; 4 — a póruslevegőnyomást mérő berende-
zéshez vezető csap; 5 — pórusvíznyomást mérő készülékhez vezető csap; 6 — szűrőkőgyűrű; 

7—10 — a póruslevegőnyomást közvetve mérő berendezés 

A 7 —10 jelű csövek összekö t te tésben ál lnak egymássa l , a 8, 9 és 10 j e l ű ek 
vízzel t ö l tö t t ek . A 9 je lű csőben és a 10 je lű v í z t a r t á l y b a n l evő szabad víz-
felszínre a külső l égnyomás h a t . 

H a a t a l a j m i n t a pórus levegőjében n y o m á s jön létre, a k k o r a 7 j e l ű 
csőben a t é r foga t nő s ezért a 8 j e l ű mérőcsőben a vízszint e lmozdul . Az elmoz-
du lá s t a 10 jelű t a r t á l y lefelé va ló mozga t á sáva l köve t jük , mindadd ig , m í g 
a 8, 9 és 10 jelű c sövekben a v ízsz in tek azonosak n e m lesznek. A levegőtér foga t 
m é r t ér tékéből a pó rus l evegőnyomás a köve tkezőképpen s z á m í t h a t ó : 

[(Vl-AV) + V p \ P l 
Ui — — • 

(V,-AV) 
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A fenti összefüggésben: 

Vi a fázisos összetétel teljes levegőtérfogata (cm3); 
AV — a térfogatcsökkenés (cm3); 
Vp — a ki nem nyomódot t légtérfogat (cm 3 ) ; 

p ! — külső légnyomás (100 kN/m2). 

A mérés t addig f o l y t a t j u k , míg el n e m ér jük a k r i t i kus t ö m ö r s é g i álla-
po to t , a m i k o r már a v í zben is m é r h e t ő pórusv íznyomás a lakul k i . E k k o r 
az összefüggő l égcsa to rnák e lzáródnak, a min tából v íz távozik el és a rend-
szerbe víz kerül . Ha ez bekövetkez ik , a 4 jelű c sapo t elzárjuk és az 5 je lű 
csapot k i n y i t j u k , ahol egy minia tűr n y o m á s m é r ő cel lával a t o v á b b i a k b a n 
zárt r endsze rben a pó rusv íznyomás t m é r h e t j ü k . 

3. A kísérlet eredménye 

E g y kísér let i e r e d m é n y t a 3. á b r a m u t a t be. A m i n t a magassága 22 ,5 cm 
volt . A rögös agyagot egy 10 cm belső á t m é r ő j ű f o r m á z ó hengerbe l a z á n betöl-
t ö t t ü k és enyhe n y o m á s s a l t ö m ö r í t e t t ü k . A t a l a j a d a t a i t — és a kísérlet 
e redménye i t — az 1. t á b l á z a t b a n f o g l a l t u k össze. A m i n t a t ehá t másodlagos 
porozi tássa l bír . A t e rhe lés t zár t r e n d s z e r b e n egyenle tes terhelési sebességgel 
(4 kN/m 2 / pe rc ) növe l tük . E z a sebesség megfelel a hányóképzés á t lagos döntés i 
sebességének. A a 1 első főfeszültség t e h á t az idővel a rányosan növeksz ik • 

1. Táblázat 

Triaxiális kísérlet eredményei 

"s a' Ah V« 
% 

S i и 
kN/m* kN/m* mm % 

V« 
% % % % S kN/m' 

0 0 0 0 8,4 30,0 29,8 40,2 0,43 0 
7,3 10 33,8 15 9,9 35,4 35,1 29,5 0,54 7 

23,7 27 41,9 18,6 10,3 36,8 36,6 26,6 0,58 14 
48,7 39 50,4 22,4 10,8 38,6 38,3 23,1 0,62 23 

100 63 60,1 26,7 11,4 40,7 40,5 18,8 0,68 29 
134,6* 81 64,6 28,7 11,8 42,1 41,8 16,1 0,73 34 

149,4 91 66,4 29,5 11,9 42,5 42,2 15,3 0,74 25 
169,1 105 67,5 30,0 12,0 42,9 42,6 14,5 0,75 55,6 
192,6 118 68,9 30,6 12,1 43,2 43,0 14,0 0,76 89,4 
213,6 130 69,5 30,9 12,1 43,4 43,1 13,5 0,76 113,8 
235,8 145 69,8 31,0 12,2 43,6 43,2 13,2 0,77 140,0 
259,3 163 70,0 31,1 12,2 43,8 43,3 12,9 0,77 158 

Talajnem: sárga agyag; l p = 42% 
* Kritikus terhelés 

3. ábra. Példa a póruslevegőnyomás mérésére, a — az időben egyenletesen növekvő függő-
leges főfeszültség és az oldalnyomás összefüggése; b — a póruslevegő és a pórusvíznyomás 
értéke az első főfeszültség függvényében; с — a fajlagos összenyomódás az első főfeszültség 

függvényében 
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ugyancsak egyenletes a er3 főfeszültség növekedése , a cr3 = К0<т1 összefüggés 
szerint . A kísér le tben K0 = 0,6 érték a l a k u l t ki. A 3a á b r á n a a1 és er3 f e szü l t -
ségek összefüggését t ü n t e t t ü k fel, m i n t h o g y azonban a terhelési r á t a á l l andó , 
az ábra a feszül tségek időbel i v á l t o z á s á n a k is t ek in the tő . A 3b ábra a semleges 
feszül tségek m é r t ér tékei t t ü n t e t i fel. A k r i t i k u s ál lapot beköve tkez té ig a rend-
szer, m i n t l á t t u k , nyí l t , a levegő el t u d t á v o z n i . A k ísér le t kezdetén a fázisos 
összetétel a 4a ábra sze r in t i ; a 4b és 4c ábra az a l k o t ó k a t k ü l ö n v á l a s z t v a 
ábrázol ja , m é g pedig a 4b á b r á n külön az eredet i t a l a j és a másodlagoshézagok 
t é r foga t a l á t h a t ó , a 4c á b r a pedig az e l t é rő ha lmazá l l apo tú fázisok t é r f o g a t á t 
kü lön-kü lön t ü n t e t i fel. E z t e h á t a k i i ndu lá s i á l lapot . A terhelés növeléséve l 
a fa j lagos összenyomódás n ő (3c ábra) ; az 1 jelű p o n t b a n t ehá t — a k r i t i kus , 
á l lapot elérése előtt —, a m i k o r egy b i zonyos levegőmennyiség már e l t á v o z o t t , 
és a r endsze r ös szenyomódot t , a fázisos összetétel az 5. ábra szer in t i lesz. 
Ugyancsak i lyen lesz az összetétel a k r i t i k u s á l l a p o t b a n , amikor m e g i n d u l 
a víz k i n y o m ó d á s a . E z u t á n a rendszer t l e z á r j u k s a t e rhe l é s t t ovább n ö v e l j ü k ; 
ekkor t e h á t elvileg a t é r f o g a t n a k nem v o l n a szabad csökkennie, de b i zonyos 
csökkenés (3c ábra) mégis beköve tkez ik , mer t a víz- levegő keverék , a m i a 
másodlagos hézagokban m é g bent v a n , n e m összenyomhata t l an . A pó rusv íz -
nyomás vá l tozásá t a k r i t i k u s állapot á t l épése u tán a 3b ábrán t ü n t e t t ü k fel. 

..0" 

4 + 5 5 

1 + 2+3 

+ 4 + 5 ». » 3 

1 + 2 + 3 > 1 2 Z > 

Я 

4. ábra. A másodlagos hézagtérfogattal rendelkező talajminta a kísérlet kezdetén (a „0" 
ponban). a — a teljes talajminta; b — az eredeti talaj és a másodlagos, vízzel, ill. levegővel 
kitöltött hézagok; с — a talaj részei (1 — szilárd szemcsék; 2 — az elsődleges pórusokban 

levő víz, ill. 3 — levegő; 4— a másodlagos pórusokban levő víz, ill. 5 — levegő) 

„2" 

Z X A h I - — Л Ah, 

4 + 5' 
f 

4 + 5 ; 
Л ' 

4 + 5 " 

1+2+3 1+2+3 1+2+3 

4 óh" 

5. ábra. A minta összetétele az 1, 2 (kritikus), ill. 3 pontokban 
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1,0 

0,5 , 

100 
% 

50 _ 

100 Dicrit . 200 300 
6, kN/m2 

100 200 
6, kN/m2 300 

6. ábra. a — a telítettségi fok, ill. b — a fázisos összetétel változása az első főfeszültség függ-
vényében. p — a csak elsődleges hézagokat tartalmazó talaj telítettsége 

A 3 jelű pontban tehát a fázisos összetétel az 5. ábra szerint fog alakulni, 
mert a kritikus állapot átlépése után a térfogat változik, és ezt a változást 
a víz -f- levegő keveréknek a pórusfolyadék-nyomás hatására való össze-
nyomódása és nem a kinyomódása hozza létre. 

A minta telítettsége a 6a ábra szerint változik, mely S értékét АГ függ-
vényében tünteti fel. A kritikus állapoton túl a változás már valóban csekély. 
A 6b ábrán a fázisos összetétel változását látjuk. 

A következőkben egy magas, sávszerűen döntött laza meddőhányó 
anizotrop konszolidációjának (Kn állapot), tömörödésének vizsgálatát mutat-
juk be. A talaj rögös és a döntés után jelentős másodlagos hézagtényezővel 
rendelkezik. A terhelést — a valóságos körülményeket utánozva — a 7a ábra 
szerint növeltük; a fajlagos összenyomódást a 7b ábra mutatja. A pórusvíz 
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7. ábra. A pórusvíz-, ill. póruslevegőnyomás változása az a ábra szerint változó terhelés 
hatására, b — a fajlagos összenyomódás változása; с — a pórusfeszültségek a fajlagos össze-

nyomódás függvényében 

és a l evegőnyomás ér tékének vál tozásá t u g y a n c s a k a 7. á b r á n l á t h a t j u k 
(c görbe), a f a j l a g o s összenyomódás függvényében . 

A f o l y a m a t o s terhelésű k í sé r le t során m é r t főfeszül tségek és a k i a l a k u l t 
semleges feszü l t ség , és az a l a k - és t é r foga tvá l tozások i s m e r e t e alapján k é p e t 
a l k o t h a t u n k a háromfázisú h á n y ó viselkedéséről, a hányó feszü l t ségá l lapo tá ró l , 
a feszültségek és a lakvá l tozások alakulásáról . 
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Measurement of Pore Air and Pore Water Pressure in Triaxial Testing. Soils having se-
condary porosity display both pore air and pore water pressures which inf luence the shear 
strength and the behavior of such systems. Authors constructed a device which can be used 
to measure — in the first phase of the compression — the pore air pressure in an open system, 
and, in the second phase, when the soil became quasi-saturated, the pore water pressure. Two 
test results are given: in the first, the load increased gradually, the critical s ta te and the pore 
pressures have been determined; in the second, real conditions of dumping h a v e been simu-
lated. 

Messung von Porenluft- und Porenwasserdriicke in dreiachsialen Druckversuchen. Erd-
stoffe mit sekundären Porosität weisen Porenluft- und Porenwasserdrücke auf, die die Scher-
festigkeit und das Verhalten von solchen Systemen beeinflussen. Die Verfasser konstruierten 
ein Messgerät, zur Messung des Porenluftdrucks in offenem System — in der ersten Phase der 
Kompression; in der zweiten Phase, als der Erdstoff bereits quasi-gesättigt wurde, den Poren-
wasserdruck. Zwei Versuchsergebnisse sind vorgelegt: im ersten Versuch nahm die Belastung 
gleichmässig zu, es wurde der kritische Zustand ermittelt und die Porendrücke gemessen, im 
zweiten Versuch wurden reale Verhältnisse einer Kippe simuliert. 
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A HÉJAK MEMBRÁNÁLLAPOTÁNAK LÉTEZÉSI 
ÉS EGYÉRTELMŰSÉGI FELTÉTELEIRŐL 

I . H I P E R B O L I K U S H É J A K 

T A R N A I TIBOR* 

[Beérkezett 1977. június 1-én.] 

A dolgozat azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy egy tetszőleges megoszlású függő-
leges irányú erőkkel terhelt héj peremein milyen megtámasztási feltételeket kell, ill. 
szabad előírnunk ahhoz, hogy a héj statikailag határozott módon membránállapotban 
legyen. A inembránhéj-egyenlet megoldásának létezési és egyértelműségi feltételeit 
különböző peremfeltételek mellett a parciális differenciálegyenletek elmélete alapján 
állapítja meg. A dolgozat jelen része a hiperbolikus héjak köréhen végzet t vizsgálatok 
eredményeit tartalmazza. 

1. Bevezetés 

Az i roda lomból ismeretes [11], hogy a m e m b r á n h é j a k belső erőit és a lak-
vá l tozása i t á l ta lános esetben 3 s t a t ika i , 3 geomet r i a i és 3 f i z ika i egyenlet í r j a 
le. A h é j a k m i n d e n peremszakaszán ké t peremfe l té te l adha tó meg . Ezek közü l 
lehet 

a ) m i n d a k e t t ő geometr ia i , 
b) az egyik geometr iai , a másik s ta t ika i , 
c) mind a k e t t ő s ta t ika i fe l té te l . 
A s ta t ika i lag ha t á rozo t t m e m b r á n h é j a k n á l a belső erők megha tá rozásá -

hoz elegendőek a s t a t ika i egyenle tek és a s t a t i k a i peremfel té te lek . Ekkor a 
geometr ia i és a f iz ikai egyenletek, v a l a m i n t a geometr ia i peremfel té te lek f igyel-
men kívül h a g y h a t ó k . 

S ta t ika i l ag h a t á r o z o t t m e m b r á n h é j a k n á l t e h á t pe remszakaszonként v a g y 
nulla, vagy egy, v a g y ké t peremfe l té te l t lehet előírni. Kérdés a z o n b a n : ahhoz , 
hogy a hé j egyér te lmű m e m b r á n á l l a p o t b a n legyen , hogyan a d h a t ó k meg ezek 
a peremfel té te lek , milyen fe l té te leke t kell kielégí teni a pe remgörbéknek , a h é j 
középfe lü le tének és a hé j külső t e rhe inek? 

A do lgoza tban ezt a ké rdés t v izsgál juk. A vá lasz t a parciá l is differenciál-
egyenletek e lméletének a segítségével igyekszünk m a j d megadn i . A különböző 
esetek á t t ek in téséné l nem t ö r e k s z ü n k tel jességre, annál is kevésbé , mivel a 
parciális di f ferenciálegyenletekkel kapcso la tban t ö b b probléma még m a t e m a -
t ika i lag sincs kellően t i sz tázva . 

* Dr. Tarnai Tibor, 1037 Budapest, Kolostor u. 17. 
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Vizsgálatainkat a szemléletesség kedvéér t a m e m b r á n h é j a k Pucher-féle 
differenciálegyenletén végezzük. Bár n é h á n y esetben a héjak felületi , görbe 
vonalú koord iná ta rendszerben felírt s ta t ika i differenciálegyenlet-rendszere 
( [ 1 1 ] 1 0 6 . old. ( 2 . 1 . ) , [ 2 1 ] 2 2 . old. ( 1 . 2 3 ) ) e redményesebben a lka lmazható , de 
az i lyenkor szükséges t ranszformációk, ill. a komplex interpretáció a közvet len 
szemléletet leront ják . Megjegyezzük, hogy az egyenletrendszer segítségével 
tör ténő vizsgálat m a t e m a t i k a i a lap ja inak kidolgozása elsősorban W . H A A C K , 

G. H E L L W I G és I . N . V E K U A nevéhez fűződik (lásd pl. [ 1 4 ] és [ 2 0 ] i rodalom-
jegyzékét) . A do lgoza tunkban t á rgya l andó problémáról a héjak differenciál-
egyenlet-rendszerére vona tkozóan K A Y A S A Y A R [ 1 4 ] ad rövid á t t ek in té s t . 

A vizsgálataink so rán csak olyan hé jakka l foglalkozunk, amelyeke t csu-
pán függőleges külső erők terhelnek, és amelyeknél a középfelület Gauss-görbü-
letének (szorzatgörbületének) előjele a hé j a laprajzi t a r t o m á n y á n a k minden 
p o n t j á b a n azonos. 

2. A Pucher-féle differenciálegyenlet 

A függőleges erőkkel terhelt m e m b r á n h é j a k egyensúlyát leíró Pucher-
féle differenciálegyenlet az xyz derékszögű koordinátarendszerben a következő 
alakú: 

Э2* d2F „ 92z 92 F 92z 92 F 
J-í = 2 1 = — g , (1) 

9у2 дх2 дхду дхду дх2 ду2  

ahol z = z(x, y) a héj középfelületének az egyenlete, 

d2z 9 2
 2 d2z 9 2 , 9 2 Z Э 2 

9у2 дх2 дхду дхду дх2 ду2 

a Pucher-féle operátor, g = g(x, y) a z tengellyel pá rhuzamos (függőleges) irá-
nyú külső teher intenzi tás-függvénye, F(x, y) pedig az ismeretlen feszültség-
függvény, amelyből a r e d u k á l t metszeterők az alábbi módon szá rmaz ta tha tók : 

_ _ _ _ 92F d2F 
nx — — , nXy — nvx — , Tly — . 

ду дхду Э*2 

H a a középfelületnek függőleges ér in tős ík ja i v a n n a k , akkor a Pucher-féle 
differenciálegyenlet megoldása és a tényleges membráne rők az érintési pontok-
ban közvetlenül nem á l l í tha tók elő. E z e k e t csak ha t á ré r t ékben lehet számítani . 

Az (1) membránegyenle t jellegét egy (x, y) p o n t b a n az egyenlet 

= d2z d2z  

Э*2 9У2 
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diszkr iminánsának ezen pontbel i előjele ha tá rozza meg. A D d iszkr imináns 
előjelétől függően az (1) egyenletet há rom osztályba lehet sorolni: 

1) D <[ 0 hiperbolikus, 
2) D = 0 parabol ikus , 
3) D ]> 0 elliptikus egyenletek osz tá lyába . 
Mivel k ikö tö t t ük , hogy a középfelület Gauss-görbületének előjele a kö-

zépfelület minden p o n t j á b a n ál landó, ezért az (1) egyenlet d iszkr iminánsának 
előjele, és így az (1) egyenlet jellege is a héj teljes alaprajzi t a r t o m á n y á b a n 
állandó. 

Az (1) egyenlet karakter i sz t ikus görbéit vagy röviden karak ter i sz t iká i t a 

JÙL d f + 2 J ^ - d x d y + ^ - d x 2 = 0 
9y2 дхду дх2 

közönséges differenciálegyenlet megoldásai szolgál ta t ják. Hiperbol ikus t ípusú 
egyenleteknél ké t valós karakter iszt ika-sereg, parabol ikus egyenleteknél egy 
valós karakter iszt ika-sereg létezik, elliptikus egyenleteknél azonban nincse-
nek valós karakter i sz t ikák . 

A középfelületnek azokat a vonala i t , amelyeknek az xy s íkra v e t t ve tü-
lete karak ter i sz t ika , asz imptot ikus vona laknak nevezzük. 

Н а Q^/őy2, d2zjdxdy és Q2zjdx2 kétszer folytonosan differenciálható, azaz 
ha z(x, y) négyszer folytonosan differenciálható és z(x, y) másodrendű der ivál t ja i 
egyidejűleg nem nullák, akkor az € operátor , ill. az (1) egyenlet ű j f , t] vál tozók-
kal kanonikus a lakra hozható egy (x0,ya) pon t valamely környezetében ([17] 
54. old.). Megjegyezzük, hogy a | ( x , y), r/(x,y) kétszer fo lytonosan differenciál-
ha tó t ranszformációs függvények szoros összefüggésben v a n n a k a karakter isz-
t ikákka l (a I = konst., ill. ?] = konst. görbék maguk is karak te r i sz t ikák) . 
A tovább i akban olyan hé j aka t vizsgálunk, amelyeknél ez a kanonikus t ransz-
formáció a hé j teljes a laprajz i t a r t o m á n y á b a n inver tá lha tó módon létezik. 

Jelölje n a héjperem alaprajz i vetüle tének külső normál isá t a perem egy 
P p o n t j á b a n , t pedig ugyanezen p o n t b a n a peremgörbe ér in tő jének i r ányá t 
(egységvektorát) (1. ábra). Az n i r ányú nn = d2Fldt2 normálerő és t i r ányú 
nnt = —Q2Fldndt nyíróerő közül egyiket vagy másikat , vagy a ke t t ő valami-
lyen kombinác ió já t , vagy esetleg mind a ke t t ő t megadva a perem egyes sza-
kaszain, keressük az (1) egyenlet — konstans tó l és lineáris t agoktó l e l tekintve 
egyértelmű — kétszer fo lytonosan differenciálható megoldását . 

Az (1) Pucher-féle egyenletnél az a lapvető probléma az, hogy a metszet-
erőkre ado t t peremfel té te lek a kereset t függvény másodrendű der ivá l t ja i ra 
vona tkoznak . E n n e k a p rob lémának két oldala van . Az egyik az, hogy a par -
ciális differenciálegyenleteknek másodrendű derivált peremfel tételek mellet t i 
vizsgálata még meglehetősen kidolgozat lan terüle t . Az ilyen jellegű felada-
tokra elliptikus egyenletek esetében néhány irodalmi h iva tkozás t pl. [16]-ban 

3* Műszaki Tudomány 56, 1978 



2 2 TARN AI T I B O R 

1. ábra. A peremvonal normális irányú és érintő irányú egységvektora a peremvonal egy 
pontjában 

lehet t a lá ln i (235. old.). A másodrendű de r ivá l t ak ra felír t peremfe l té te lek 
csak n é h á n y egyszerűbb ese tben r e d u k á l h a t o k e lsőrendű, ill. nu l l ad rendű de-
r ivá l t ak ra , amelyek mel le t t a másodrendű parciális d i f ferenciá legyenle tek elmé-
lete m á r ki v a n dolgozva. A probléma más ik oldala az, hogy sok ese tben n e m 
ismer t a z oknak a nul lád- v a g y elsőrendű de r ivá l t ak ra vona tkozó peremfel té -
te leknek a s t a t ika i je lentése , amelyekre be v a n b izony í tva a hé jegyenle t meg-
o ldásának egyér te lmű létezése. 

T e k i n t s ü k át mos t a másodrendű der ivá l takró l a lacsonyabb r endű re re-
d u k á l h a t ó egyszerűbb peremfe l té te leke t . A t o v á b b i a k b a n , ha peremről be-
szélünk, akkor a héj tényleges p e r e m v o n a l á n a k az xy s íkra v e t t a lapra jz i 
ve tü le té re gondolunk. A h é j tényleges p e r e m v o n a l á t S-sel, az a lapra jz i ve tü -
letét pedig S-sel je lö l jük . 

2.1. A peremtartó csak függőleges irányban van megtámasztva 

E k k o r a héj pe r emvona l a a p e r e m t a r t ó r a l eadódó erők köté lgörbéje . 
A feszül t ségfüggvény a pe remen F — ax -j- by(x) -f- с a lakú, ahol a, b, с állan-
dó, у = y(x) а perem egyenle te ; azaz a f eszü l t ségfüggvénynek a pe remen fel-
v e t t ér tékei s íkgörbét h a t á r o z n a k meg. Mivel a feszül t ségfüggvény l ineáris és 
kons tans t agokka l b ő v í t h e t ő anélkül, hogy a hé j feszül tségál lapota megvál-
tozna , ezér t e se tenkén t az F = ax -j- by(x) -f- с he lyébe a peremen F = О 
ál l í tha tó [4]. 

Megjegyezzük, h o g y a p e r e m t a r t ó függőleges i r ányú m e g t á m a s z t á s a 
á l t a lában akkor b iz tos í t j a a héj , ill. a p e r e m t a r t ó egyensú lyá t , h a a pe remvona l 
zár t köté lgörbe , vagyis amikor a feszü l t ségfüggvénynek a peremen f e lve t t ér té-
kei zár t s íkgörbét a d n a k . H a a kö té lgörbe- tu la jdonság a pe remvona lnak csak 
egy szakaszán tel jesül (a peremszakasz nyí l t kötélgörbe) , akkor a pe remta r tó -
szakasznak min t kö té lnek az egyensúlyban t a r t á sához a függőleges meg támasz -
táson k ívül olykor szükségesek lehetnek a peremszakasz végpon t j a iban m ű k ö d ő 
koncen t rá l t erők is, ame lyek a peremgörbe é r in tő jének i r ányába m u t a t n a k . 
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2.2. Egyenes peremszakasz mentén adott a normálerő értéke 

E k k o r a pe remen 
Э2 F 

nn = —- = <p(s) , (2) 
dt2 

ahol (p(s) a d o t t f üggvény és s a peremszakasz ívhosszparamétere . I n t e g r á l j u k 
(2)-t kétszer a p e r e m mentén s szer int . í g y a feszül t ségfüggvényre a pe remen az 
a lábbi összefüggést n y e r j ü k : 

F = 1 ( \ q)ds) ds -}- as -(- b, 

ahol a és 6 állandó. Ha az egyenes peremszakasz o lda lnyomásmentes , azaz 
nn = <p(s) = 0, akko r a pe remen F = as b adódik, azaz a feszül tségfügg-
v é n y a pe remen l ineárisan vá l toz ik . Ha a p e r e m t a r t ó csak függőleges i r á n y b a n 
v a n m e g t á m a s z t v a , akkor a pe remen az F = as -)- b he lye t t olykor a 2.1.-beli 
F = 0 fe l té te l t l ehe t megadni . H a azonban a h é j n a k h á r o m n á l t öbb egymáshoz 
csa t lakozó o lda lnyomásmen te s egyenes peremszakasza v a n , és a p e r e m t a r t ó k 
a függőleges m e g t á m a s z t á s o n t ú l a sa j á t s í k j u k b a n tö r t énő vízszintes e l tolódás 
ellen is meg v a n n a k t á m a s z t v a (pl. a peremszakaszok csat lakozási p o n t j a i b a n 
koncen t rá l t e rők lépnek fel), akko r az összes peremszakaszon m á r n e m í rha tó 
elő az F = 0 fe l té te l [6]. E b b ő l következik , hogy há romná l t öbb oldalú poli-
gon a lapra jz f e l e t t i hé j ese tében a peremvona l kötélgörbesége és a pe rem oldal-
nyomásmentessége nem u g y a n a z t jelenti . Az előbbi az u tóbb inak speciális 
ese te . 

2.3. Egyenes peremszakasz mentén adott a nyíróerő értéke 

E k k o r a pe remen 

82 F 
nnt = = y) ( s ) , (3) 

dndt 

ahol yi(s) a d o t t f ü g g v é n y és s a peremszakasz ívhosszparamétere . I n t e g r á l j u k 
(3)-at a perem m e n t é n s szerint . í g y a peremen a 

d F Г л 
= —l xp ds a 

д n J 

összefüggéshez j u t u n k , ahol a ál landó. H a az egyenes peremszakasz nyíróerő-
mentes , azaz nnt = y>(s) = 0, akkor a pe remen QF/Qn = a adódik. H a a héj-
n a k t öbb ny í róerőmentes egyenes peremszakasza van , akkor lineáris t agok 
hozzáadásáva l á l t a l ában csak k é t szakaszon é rhe tő el, hogy QF/Qn = 0 tel jesül-
j ö n . 
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2.4. Köríves peremszakasz mentén adott a nyíróerő értéke 

Az r, z h enge rkoo rd iná t ákban a r eduká l t ny í róerő t az a lábbi kifejezés a d j a 
meg ([1] 113. old.) : 

1 9 F 1 9 2 F 
nrt = • 

r2 9# r 9 r9# 

Legyen a kör ív sugara r = R, és a z t enge ly m e n j e n á t a kör ív c e n t r u m á n . H a 
t e h á t a kör íven a d o t t a nyíróerő, 

" r í = z W » (4) 

ahol s az ívhossz-paraméter , akkor (4)-et s = Rß szerint in tegrá lva a p e r e m e n 
az 

— F — — = f yJ? + a 
R 9n J 

kifejezéshez j u t u n k , ahol a állandó. Н а а kör íves peremszakasz ny í róerőmen-
tes , akkor ezt a t é n y t a peremen az 

— F = a, a = ál landó 
R 9 n 

összefüggés fejezi ki . 

2.5. Egyenes peremszakasz mentén mindkét metszeterő adott 

Legyenek ezek nn = cp(s) és nnt = yi(s). P e r e m men t i in tegrálással a 2.2. és 2.3. 
a l a p j á n az 

F = J ( J cpds) ds + as + b, 

9 F Г л I 
= — I ip ds -f- с 

9 n 

kifejezéseket k a p j u k , ahol a, 6, с á l landó. Lineáris és kons t ans t agok hozzá-
adásáva l elérhető, hogy a = b = с = 0 legyen. H a az egyenes peremszakasz 
szabad , akkor o t t az F = as -)- b, dF/Qn = с, i l letve ezek he lye t t o lykor az 
F = 0, dFjdn = 0 fe l té telek í r h a t ó k elő. E k k o r a feszültségfelület a pe rem 
m e n t é n ér int egy s íkot , amely lehet az xy koord iná tas ík is. 

2.6. Szabad perem. 

A 2.5. szakasz utolsó állí tása s ima görbe pe rem esetére is á l t a l ános í tha tó [5]. 
E z esetben a peremfel té te lek : 

9 2F 9 2 F nn = — - = 0, nnt = = 0, 
912 dndt 
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melyekből 
9 F 9 F = a, -—- = b 
дх ду 

következ ik , ahol a és b á l landó. E fel tételek he lye t t — a feszü l t ségfüggvény 
lineáris és k o n s t a n s tagokkal t ö r t é n ő addi t ív bővítésével — a peremen ese-
t e n k é n t az F = 0, dFjdn = 0 fe l té te lek vehe tők . 

Kérdés l ehe t , hogy a 2.1. — 2.6. peremfel té te lekben szereplő integrációs 
á l l andóka t h o g y a n lehet megha tá rozn i , ill. azok mikor t e h e t ő k nul lává . Az 
integrációs á l l andók megha tá rozásáná l abból kell k i indu lnunk , hogy a pereme-
ken a feltételi függvények á l ta lános , á l l andóka t is t a r t a l m a z ó a l a k j á t í r juk fel. 
E k k o r a kü lönböző peremszakaszok v é g p o n t j a i b a n c sa t l akoz t a t j uk a perem-
szakaszokon m e g a d o t t feltételi f üggvényeke t . (Ha pl. ké t egymáshoz csat la-
kozó S j és S 2 peremszakaszon az F feszül tségfüggvény ér tékét í r j u k elő, akkor 
az S ^ e n és az S 2 - n megadot t f ü g g v é n y é r t é k e k n e k a csat lakozási p o n t b a n azo-
n o s a k n a k kell l enn iük , hiszen az F feszül tségfüggvény fo ly tonossága ezt meg-
követel i . Vagy h a előírjuk pl. S j -en az F é r t éké t , az S 2 -n pedig az F é r téke 
mel le t t a d F j d i (i ^ t) i r ánymen t i der ivál t é r t éké t is, akkor az és S 2 csat-
lakozási p o n t j á b a n az F folytonosságából a függvényér t ékek azonossága köve t -
kezik, az F fo ly tonos dif ferenciálhatóságából pedig az, hogy az Sj -en m e g a d o t t 
f üggvény csa t lakozás i pontbel i de r ivá l t j a azonos azzal az i r á n y m e n t i der ivál t -
t a l , amelyet a csat lakozási p o n t b a n , az S 2 -n m e g a d o t t függvényekbő l az 
é r in tő jének i r á n y á b a n lehet számí tan i . H a az u t ó b b i pé ldában Sj -en F he lye t t 
az F - n e k va l ami lyen i r ányment i de r ivá l t j á t a d j u k meg, akkor ennek az i rány-
m e n t i de r ivá l tnak az ér tékét a csat lakozási p o n t b a n az S 2 -n m e g a d o t t függ-
v é n y e k megha tá rozzák . ) E z u t á n a feszül tségfüggvényhez h o z z á a d h a t u n k egy 
tetszőleges ax -f- by с l ineáris a lakot . Az o, b, с á l landók a lka lmas megvá-
lasz tásával e lérhető , hogy a pe remfe l té te lekben szereplő á l landók közül t ö b b 
(esetleg mind) nu l la legyen. (Megjegyezzük, hogy egy lineáris a lakka l t ö r t é n ő 
add i t í v kiegészítés ha t á sá t az összes peremszakaszon egyidejűleg kell vizsgál-
ni . Nem lehet ugyan i s úgy e l járn i , hogy minden peremszakaszhoz vá l a sz tunk 
külön-külön egy olyan lineáris a l ako t , amely az a d o t t szakaszon az á l l andóka t 
e l tün te t i , és így az összes peremszakaszon nu l l ának vesszük az á l l andóka t , hi-
szen egy ú j a b b lineáris alak hozzáadása a feszül t ségfüggvényhez azt eredmé-
nyezhe t i , hogy egy peremszakaszon, ahol k o r á b b a n már nu l l ává t e t t ü k az 
á l l andóka t , ezeknek az á l l andóknak az ér téke i smét nullától különböző lesz.) 
Az elliptikus egyenle tek n é h á n y peremér ték- fe lada táná l az integrációs állan-
dók közöt t i kapcso la to t az ún . kompat ib i l i t á s i fe l té te l szabályozza. Előfor-
d u l h a t , hogy az integrációs á l landók közül n é h á n y a t a rendelkezésre álló ada-
t o k b ó l és fe l té te lekből nem t u d u n k megha tá rozn i a lineáris a lakkal t ö r t é n ő 
kiegészítés el lenére sem. Ezeket az á l landókat a t o v á b b i a k b a n m i n t szabad 
pa ramé te r eke t kell kezelnünk. 
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A m e m b r á n h é j a k különböző s t a t i ka i f e l ada ta iná l az (1) egyenle tnek 
olyan megoldásai t keressük , amelyek kielégítenek az nx, ny, nxy r e d u k á l t met-
szeterőkre nézve b izonyos peremfel té te leket , amelyeke t á l ta lánosságban a kö-
ve tkező függvénykapcso l a t t a l f e j ezhe tünk ki: 

ahol és cp1 ado t t f üggvények . 
A peremfel té te l i függvények pe rem men t i in tegrá lása révén (5) az alábbi 

á l ta lános a lakot veszi fel : 

ahol av a2, . . ., am az integrációs á l landók. H a az (1) egyenletnek a (6) fel tétel 
mellet t , az av . . . , am á l landók minden szóba jöhe tő , rögzí te t t é r tékére van 
megoldása , akkor ez az t jelenti , hogy az (1) egyenlet az (5) fe l té te l mel le t t 
megoldha tó , és a hé j m e m b r á n á l l a p o t b a n van . H a a (1) egyenle tnek a (6) 
fe l té te l mel le t t nincs megoldása az ox , . . . , am á l l andók egyetlen szóba jöhe tő 
rendszerére sem, akkor ez azt jelent i , hogy az (1) egyenle t az (5) fe l té te l mel le t t 
nem o ldha tó meg, és a hé j nincs m e m b r á n á l l a p o t b a n . 

H a az (1) egyenle tnek a (6) fe l té te l mellet t , az a x , . . . , am á l landók minden 
szóba jöhe tő , rögz í te t t é r tékére egy és csakis egy megoldása van , és az av . . ., 
am á l landók mindegy iké t sikerül a f e n t i c sa t l akoz ta tás i , ill. kompat ib i l i t ás i 
fe l té te lek kielégítésével és az ax by с l ineáris a l akka l való add i t ív kiegé-
szítéssel nu l lává t e n n i , ill. megha tá rozn i , akkor a hé j m e m b r á n á l l a p o t b a n 
van , és a m e m b r á n á l l a p o t egyér te lmű, azaz az (5) peremfel té te lek egyér te lmű-
en megha tá rozzák a h é j belső erőit . A hé j ekkor s ta t ika i lag ha t á rozo t t . H a az 
av . . ., am á l landók közül csak k-t (k < m) t u d u n k megha tá rozn i , akkor (6)-
ban к — m szabad p a r a m é t e r m a r a d . I lyenkor , ha az ( l ) -nek a (6) fe l té te l mel-
le t t az a15 . . . , a m á l l andók minden szóba jöhe tő é r tékére van megoldása, akkor 
a héj m e m b r á n á l l a p o t b a n van , de a m e m b r á n á l l a p o t n e m egyér te lmű, azaz az 
(5) peremfel té te lek mel le t t a héj belső erői nem egyér te lműek. E k k o r a hé j 
s ta t ika i lag h a t á r o z a t l a n . 

A dolgozatban azt fogjuk megvizsgálni , hogy az (1) egyenle tnek a (6) 
fe l té te l mel le t t , rögz í t e t t av . . . , am é r tékekre mikor létezik egyet len megol-
dása, és mikor h a t á r o z h a t ó meg v a l a m e n n y i (6) fel tételbel i av . . ., am á l landó; 
azaz mikor létezik a h é j n a k egyér te lmű m e m b r á n á l l a p o t a . 

Most pedig t e k i n t s ü k á t a f o n t o s a b b f e l a d a t o k a t . Mivel a f e l ada tok az 
(1) egyenlet jellegétől függően igen el térőek lehe tnek , ezért célszerű a t á rgya -
lást aszer int csopor tos í tani , hogy az (1) egyenlet hiperbol ikus, parabol ikus 
v a g y elliptikus-e. 

(5) 

f2 F, , = <Pi (ax, a2, . . . , am) , 
dx 8 y J 

(6) 
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Megvizsgál juk, hogy az (1) egyenle t re vona tkozó f e l ada tok mikor kor-
rek tek . E g y fe lada to t akko r nevezünk kor rek tnek , ha ([2] 176. old.): 

1) lé tezik megoldása, 
2) a megoldás egyér te lmű, 
3) a megoldás fo ly tonosan függ az ada tok tó l . 
Először a hiperbol ikus hé j ak ra v o n a t k o z ó f e l a d a t o k a t fogjuk á tnézn i , 

mielőt t a z o n b a n a t á r g y a l á s b a kezdenénk, meg k í v á n j u k jegyezni az a lábbia -
k a t . 

Az (1) egyenlet k a n o n i k u s a lak ja hiperbol ikus ese tben a köve tkező: 

8 2 F 
~g(*> У) • (?) дхду 

E n n e k az egyenle tnek az á l ta lános megoldása л; és у szer int i in tegrálással : 

F(x,y) = cp^x) + <p2(y) — J J g (x, y) dx dy. 

Ahhoz, hogy F kétszer fo ly tonosan di f ferenciá lható legyen, azaz az nx, nxy, ny 

metsze te rő- függvények fo ly tonosak legyenek, az szükséges, hogy a g(x, y) 
t e h e r f ü g g v é n y fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó legyen, t o v á b b á a peremfel té te lek-
ből megha t á rozandó cp1 és <p2 i smeret len függvények ké tszer fo ly tonosan diffe-
renc iá lha tók legyenek. H a a (7)-nek csak fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó (szaka-
szonként ké t szer fo ly tonosan differenciálható) megoldásá t keressük, akko r 
csak az szükséges, hogy g(x, y) folytonos, cp1 és cp2 egyszer fo ly tonosan d i f feren-
c iá lha tó legyen. A köve tkezőkben a m a t e m a t i k a i i roda lom a lapján az (1) 
egyenletre vona tkozóan o lyan f e l ada toka t fogunk á tnézni , amelyeknek a meg-
oldása egyszer folytonosan differenciálható. (Ha a t á r g y a l a n d ó f e l a d a t o k n a k 
kétszer folytonosan differenciálható megoldásá t keressük, a k k o r a f e l a d a t o k b a n 
levő t ehe r függvény tő l meg kell követelni , hogy egyszer fo ly tonosan d i f feren-
c iá lha tó legyen, a peremfel té te lekben levő függvények tő l ped ig azt, hogy ké t -
szer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tók legyenek. A peremgörbék tő l is meg kell 
követe lni , h o g y kétszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tók legyenek. Ezek szükséges 
fel tételek.) 

3. Kezdet iér ték-fe ladat hiperbolikus esetben (Cauchy-fe lada t ) 

A ké t ka rak te r i sz t ika - se reg megkülönbözte tésére h a s z n á l j u k az I . és I I . 
je lölést . Je lö l j e t o v á b b á S a hé j egy A és В pon tokka l h a t á r o l t pe remszakaszá t 
a lapra jz i v e t ü l e t b e n (az xy s íkban) , és legyen ado t t az S pe remgörbe m i n d e n 
p o n t j á b a n egy i i rány (egységvektor) . Az S peremen az F f e szü l t ségfüggvény 
vegyen fel egy ado t t 99 f ü g g v é n y által m e g h a t á r o z o t t é r t ékeke t , az F f ü g g v é n y 
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i i rány m e n t i de r ivá l t j a ped ig vegyen fel egy a d o t t xp f ü g g v é n y által m e g h a t á -

rozo t t é r t ékeke t . Ekkor az 

£ F : -ë 

P\s = <P. 
Э F 

9 i 
— V 

(8a) 

(8b) 

Cauchy- f e l ada tnak létezik megoldása , és az egyér te lműen m e g h a t á r o z o t t az A 
és В p o n t o k o n á tmenő l - e s és I l -es ka rak t e r i s z t i kák á l t a l ha tá ro l t A D B C 
„ n é g y s z ö g b e n " (2a. ábra) , h a te l jesülnek az a lábbi fe l té te lek: 

a) az S pe remgörbe a (8a) egyenlet ér telmezési t a r t o m á n y á b a n fekszik, 
b) m i n d az l-es, m i n d a I l -es sereghez t a r tozó ka rak t e r i s z t i kák legfel-

j e b b csak egy p o n t b a n me t sz ik az S pe remgörbé t , és S -e t a k é t seregből egye t -
len ka rak te r i s z t i ka sem ér in t i , 

c) S k é t s ze r fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó , 
d) az i i r á n y fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó módon vá l toz ik S m e n t é n , 
e) az i i r á n y az S pe remgörbe egy p o n t j á b a n sem p á r h u z a m o s az S 

ugyanazon pon tbe l i é r in tő jéve l , 

f ) У) folytonos, 
g) (p ké t sze r , xp egyszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó , 
h) z(x, y) négyszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó . 
A h ) fe l t é te l a l ap ján (8a) kanon ikus a lakra t r a n s z f o r m á l h a t ó , miköz-

ben (8b) is t r ansz fo rmá lód ik , de az a)—g) fel té te lek t o v á b b r a is é rvényesek 
m a r a d n a k . K a n o n i k u s a l a k r a a fent i t é t e l b izonyí tásá t l ásd pl. [3] 165. old. 
Megeml í t jük , hogy a (8b) fel tétel lel ekv iva lens , ha dF/Qx és 9F/dy é r t é k é t 
a d j u k meg az S peremen és F é r tékét a p e r e m egy p o n t j á b a n . A Cauchy-fela-
da to t ilyen fe l té te lekkel t á r g y a l j a pl. [12] 114. old., [10] 870. old., [2] 313. o ld . 

2. ábra. a) A kezdetiérték-feladat megoldási tartománya, b) Hiperbolikus paraboloidhéj sza-
bad peremszakasszal. (Г) szabad peremszakasz, © teljesen megtámasztott peremszakasz 
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Az u tóbbi az S peremgörbétő l csak fo ly tonos di f ferenciá lhatóságot , a 3 F/dx, 
d F / d y parc iá l i s der ivá l tak tó l pedig csak fo ly tonosságot köve t e l . Megjegyezzük 
még, hogy a megoldás egyér te lműségéhez elegendő, ha az S peremgörbe csak 
szakaszonkén t folytonosan d i f fe renc iá lha tó , azaz az S pe r emgörbének véges 
sok t ö r é s p o n t j a lehet ([3] 162. old.). 

Az e lmondo t t akbó l köve tkez ik , h o g y a fent i a) —ft) fe l té te lek te l jesülése 
esetén a h é j c sak akkor l ehe t egyér te lmű m e m b r á n á l l a p o t b a n , ha a h é j S - e n 
kívüli pe remszakasza i te l jes egészükben v a g y az ABC, v a g y az ADB „ h á r o m -
szög" t a r t o m á n y o n (2a. á b r a ) belül, v a g y a n n a k h a t á r án v a n n a k . Ezek a pe-
remszakaszok azonban m o s t m a t e m a t i k a i l a g nem t e k i n t h e t ő k p e r e m e k n e k . 

A je len esetben t e h á t egy peremszakaszon két f e l t é t e l t lehet m e g a d n i , 
a többi peremszakaszon v i s zon t nem í r h a t ó elő feltétel . 

A m e g a d h a t ó két peremfel té te l le l e lő í rha tó például, h o g y S legyen sza-
b a d pe remszakasz . Ha u g y a n i s cp =ip == 0 és i = n, akkor az (5b) fe l t é te lek a 
következők lesznek: F | s = 0, 3 F / 3 n j s = 0. Megjegyezzük egyébként , hogy 
az i = n f e l t evés most mel lőzhe tő is, mive l az S peremgörbére és az i i r á n y r a 
t e t t k ikötések mellet t az F | s = 0, 3 F / 3 í | s = 0 fel té telekből 3 F / 3 n | s = 0 m á r 
következ ik . E g y ilyen s z a b a d pe remszakaszú hiperbol ikus p a r a b o l o i d h é j a t 
m u t a t be a 2 b . áb ra . 

H a S egyenesszakasz, a k k o r o t t m e g a d h a t ó az nn és nnt r eduká l t me t s ze t -
e rők n a g y s á g a is. A 2.5. s zakasz é r t e lmében ez a fel tétel a peremen F - f e l és 
dF/Qn-nel f oga lmazha tó meg . A fenti peremfe l té te lek me l l e t t a héj belső erői 
egyér t e lműek . 

4. Peremér ték- fe lada tok hiperbolikus esetben (Goursat - fé le fe ladatok) 

Jelöl je Sv ill. S2 a h é j k é t , egymáshoz csatlakozó p e r emszak aszá t a lap-
r a j z i v e t ü l e t b e n , melyeket az A és Б , ill. az A és С pon tok h a t á r o l n a k . J e lö l j e 
t o v á b b á S az S1 és S2 egyes í tésé t : S = Sj^USj. Az S p e r e m e n egy <p f ü g g v é n y 
szerint legyen a d o t t az F f e szü l t s ég függvény értéke. Ha te l j esü l , hogy 

a) az S peremgörbe a (9a) differenciálegyenlet ér te lmezési t a r t o m á n y á -
b a n fekszik, 

b) Sx és S2 fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó görbék, 
c) g(x, y) folytonos, 
d) <p f o ly tonos , az S x és az S2 g ö r b é n külön-külön fo ly tonosan d i f fe-

renc iá lha tó , 
e) z(x, y) négyszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó , a k k o r az 

p e r e m é r t é k - f e l a d a t n a k a k ö v e t k e z ő h á r o m esetben létezik egyér te lmű meg-

(9a) 

(9b) 

oldása ([17] 125. old.): 
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4.1. Az Sĵ  pe remszakasz azonos egy, az l -es sereghez tar tozó k a r a k t e -

r iszt ika AB szakaszával , az S2 peremszakasz pedig azonos az A ponton á t m e n ő 

I l -es ka rak te r i sz t ika A C szakaszával . E k k o r a (9a, b) f e l a d a t n a k létezik e g y -
ér te lmű megoldása az S15 S2, va l amin t а В p o n t o n á t m e n ő I l -es ka rak t e r i s z -
t ika és а С p o n t o n á t m e n ő l -es ka rak te r i s z t i ka által köz rezá r t ABDC „ n é g y -
szögben" (3a. ábra ) . 

3. ábra. a) A peremérték-feladat megoldási t ar tománya karakterisztikák mentén m e g a d o t t 
peremértékek esetében, b) Torznégyszög alakú hiperbolikus paraboloidhéj, ® teljesen m e g -

támasztott peremszakasz, (3) függőlegesen megtámasz to t t peremtartójú peremszakasz 

4.2. Az S j pe remszakasz azonos egy , az l -es sereghez tar tozó k a r a k t e -
risztika AB szakaszával , az A pontból k i indu ló S 2 pe remszakasz pedig o l y a n , 
hogy minden l -es sereghez t a r tozó ka rak t e r i s z t i ka legfe l jebb egy p o n t b a n 
metszi S 2 - t , és Sj-e t és S 2 - t n e m vá l a sz t j a el egyetlen I l - e s sereghez t a r t o z ó 
ka rak te r i sz t ika sem, t o v ó b á az S 2 görbe С v é g p o n t j á n á t m e n ő I l -es k a r a k -
ter iszt ika metsz i Sj-e t (4a. áb ra ) . E k k o r a (9a, b) f e l a d a t n a k létezik egyér te l -
m ű megoldása az S1 és S2 végpon t j a in á t m e n ő ka rak te r i sz t ikák á l ta l köz re -
fogot t ABDE „ n é g y s z ö g b e n " (4a. ábra) . 

4.3. A közös A k e z d ő p o n t ú és S 2 p e r emszakaszoka t nem v á l a s z t j a el 
ka rak te r i sz t ika . Az S x gö rbé t minden I l - e s sereghez t a r t o z ó ka rak te r i s z t ika , 
ill. az S2 gö rbé t minden l - e s sereghez t a r t o z ó ka rak te r i s z t i ka legfel jebb egy 
p o n t b a n metsz i , és az S j görbe В v é g p o n t j á n á tmenő l -es ka rak te r i sz t ika m e t -
szi S 2 - t , ill. az S 2 görbe С v é g p o n t j á n á t m e n ő I l -es ka rak te r i sz t ika me t sz i 
Sj -e t . E k k o r a (9a, b) f e l a d a t n a k létezik egyér te lmű megoldása az Sĵ  és S2 

végpon t j a in á t m e n ő ka rak te r i s z t ikák á l t a l m e g h a t á r o z o t t AEDF „ n é g y s z ö g " -
ben (5a. áb ra ) . 

Megjegyezzük, hogy e három pe remér t ék - f e l ada to t P E T R O V S Z K I J a b b a n 
az esetben emlí t i , amikor a (9a) egyenlet kanon ikus a l a k ú . Az e) fe l té te l azon-

b. 

У 
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4. ábra. a) A peremérték-feladat megoldási tartománya egy karakterisztikán és egy görbén 
megadott peremértékek esetében, b) Hiperbolikus paraboloidhéj. © teljesen megtámasztott 

peremszakasz, © függőlegesen megtámasztott peremtartójú peremszakasz 

5. ábra. a) A peremérték-feladat megoldási tartománya két görbén megadott peremértékek 
esetében, b) Hiperbolikus paraboloidhéj. © teljesen megtámasztott peremszakasz, @ függő-

legesen megtámasztott peremtartójú peremszakasz 

ban b iz tos í t j a azt, h o g y a (9a) egyen le te t kanon ikus a lakra lehessen t ranszfor -
málni . Mivel a k a n o n i k u s t r ansz fo rmác ió az a)—d) fe l té te lekben rögz í t e t t t u l a j -
donságoka t megőrzi, ezé r t a [17] 125. oldali á l l í tások az ál ta lunk megfogalma-
zot t á l t a lánosabb f o r m á b a n is é rvényesek m a r a d n a k . A fent i peremér ték- fe la -
da tok részletesebb t á r g y a l á s á t [12] t a r t a lmazza (119. és 123. old.) . 

A h é j m i n d h á r o m esetben a k k o r lehet e g y é r t e l m ű m e m b r á n á l l a p o t b a n , 
ha az S - e n kívüli peremszakasza i az ABDC „ n é g y s z ö g " t a r t o m á n y b a n vagy 
annak h a t á r á n fekszenek . Ezek a peremszakaszok a Cauchy- fe lada thoz hason-
lóan ma tema t ika i l ag m o s t sem j e l en tenek peremeket , hiszen i t t n e m lehet fel-
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t é t e l eke t előírni. F iz ika i lag ez azt j e l en t i , hogy az eml í t e t t p e r e m e k e n a t áma-
szoknak minden me t sze te rő t fel kel l venn iük . 

Az S pe remen , vagyis az és S2 peremszakaszokon e l ő í r h a t j u k az F 
feszü l t ségfüggvény é r t éké t . í gy p é l d á u l k i k ö t h e t j ü k , hogy legyen F | s egyet-
len s íkgörbe, amely m i n t ismeretes, a z t jelent i , h o g y a hé ja t szegélyező perem-
t a r t ó függőlegesen v a n m e g t á m a s z t v a , és i lyenkor a peremvona l a p e r e m t a r t ó r a 
leadódó erők kö té lgörbé je lesz. 

A f en t i esetekre az i t t eml í t e t t m e g t á m a s z t á s t négyszög-a lapra jzú hiper-
bol ikus pa rabo lo idhé j on szemlé l t e t jük (3b., 4b., 5b . ábra) . H a a peremszaka-
szok egyenesek, akko r a 2.2. szakasz szer int e lőí rható a peremen az nn r edukál t 
no rmá le rő nagysága . E z e n peremfe l té te lek mel le t t a hé j m e m b r á n á l l a p o t b a n 
v a n , és a m e m b r á n á l l a p o t egyér te lmű, azaz a hé j belső erőit a peremfe l té te lek 
egyér t e lműen megha tá rozzák . 

A 4.2. f e l a d a t t a l kapcso l a tban [15] megemlí t i , hogy az a f e l a d a t is kor-
r ek t , amelynél a 4a . á b r a szerinti görbén az F é r t éké t , míg az S 2 görbén az 
<x(dFldn) -f- ßF, (a2 + ßz ^ 0) l ineár is kombináció é r t éké t í r juk elő. H a « ^ 0, 
akkor még azt is meg kell köve t e lnünk , hogy az S 2 görbé t egyet len karakter i sz-
t i k a se ér intse. 

E n n e k a l ap j án az pe remszakaszon e lő í rha tó , hogy a p e r e m t a r t ó csak 
függőleges i r á n y b a n legyen m e g t á m a s z t v a (2.1. szakasz) , míg az S 2 peremsza-
kaszon — ha az egyenesszakasz, ill. kör ív — e lő í rha tó a nyíróerő é r téke (2.3., 
ill. 2.4. szakasz). H a az S x egyenesszakasz , akkor azon előírható a normálerő 
é r t éke is (2.2. szakasz) . I ly módon, h a az S x is és az S 2 is egyenesszakasz, akkor 
a hé j S 1 pe remszakasza o lda lnyomásmentessé , míg az S 2 pe remszakasza nyíró-
e rőmentessé t ehe tő . 

A peremfe l té te leknek az és az S2 pe rem csat lakozási p o n t j á b a n tör-
t énő egyeztetése a l a p j á n megá l l ap í tha tó , hogy a metsze te rőkre vonatkozó 
f e n t i vegyes peremfe l té te lek me l l e t t a héj m e m b r á n á l l a p o t a á l t a l á b a n csak 
akko r egyér te lmű, h a az és S2 peremszakasz merőlegesen csa t lakoz ik egy-
máshoz . Kivé te l t képez az az ese t , amikor m i n d az S15 mind az S 2 egyenes. 
E k k o r ugyanis a h é j egyér te lmű m e m b r á n á l l a p o t á h o z nem szükséges a k é t 
peremszakasz merőleges kapcso la ta 

5. Kezdet i - és peremér ték-fe ladatok hiperbolikus ese tben 

5.1. Két szakaszból álló perem 

H a a 4.3. szakaszban t á r g y a l t Sj^ és S2 pe remszakasz t ka rak te r i s z t i ka 
v á l a s z t j a el, akkor az egyér te lmű megoldáshoz a m e g a d o t t f e l t é t e l ek kevésnek 
b izonyu lnak . Az egyik pe remszakaszon kezdet i é r tékeke t kell megadn i ([12] 
121. old., [17] 125, 126. old.). 
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Q. b. 

У 

6. ábra. a) Két görbére vonatkozó kezdeti- és peremérték-feladat megoldási tartománya, 
b) Háromszögalaprajzú hiberbolikus paraboloidhéj. ® szabad peremszakasz, @ teljesen meg-

támasztott peremszakasz, (3) függőlegesen alátámasztott peremtartójú peremszakasz 

Legyen és S2 közös k e z d ő p o n t ú görbeszakasz és a lka lmazzuk az 
S = S 1 U S 2 jelölést . Legyen t o v á b b á adot t az S2 minden p o n t j á b a n egy i 
i r ány (egységvektor) . Legyen m e g a d v a az F f e szü l t ségfüggvény é r téke az S 
peremen egy rp f üggvénnye l , az F - n e k az i i rány m e n t i der ivál t ja az S2 peremen 
pedig egy гр f üggvénnye l . Az 

kezdeti- és pe remér t ék - fe l ada tnak létezik egyér t e lmű megoldása az és S , 
végpon t j a in á tmenő ka rak t e r i s z t i kák ál tal m e g h a t á r o z o t t CDEF „négyszög-
b e n " (6a. ábra) , ha S - e n te l jesülnek a peremér ték- fe lada t ra v o n a t k o z ó , S 2 -n 
pedig ezen tú lmenően a kezde t ié r ték- fe lada t ra v o n a t k o z ó fe l t é te lek . Ezek a 
köve tkezők : 

n j az S pe remgörbe a (10a) egyenlet é r te lmezés i t a r t o m á n y á b a n fek-
szik, 

b) az S j és S2 peremszakasz t e lválaszt ja egy , a Il-es sereghez ta r tozó 
ka rak te r i sz t ika , 

c) az S j és S 2 pe remszakasz t a I l -es sereghez tar tozó ka rak t e r i s z t i kák 
csak egy p o n t b a n metsz ik , az S 2 p e r e m s z a k a s z n a k ezen t ú l m e n ő e n az l-es 
seregbeli ka rak te r i s z t i kákka l is c sak egy me t szé spon t j a van, és az S x perem-
szakasz В v é g p o n t j á n á t m e n ő l -es ka rak te r i s z t i ka metszi S 2 - t , t o v á b b á S 2 - t 
egyet len ka rak te r i s z t i ka sem érinti , 
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d) fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó , S2 ké t szer folytonosan differenci-
á lha tó , 

e) az i i rány fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó m ó d o n változik S2 mentén , 
f ) az i i rány az S2 peremgörbe egy p o n t j á b a n sem p á r h u z a m o s az S2 

ugyanazon pontbel i ér in tőjével , 
g) g(x,y) f o ly tonos , 
h) <p fo lytonos S - e n , ezen felül egyszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó Sj-en 

és ké t sze r fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó S 2 -n ; ip egyszer fo ly tonosan differen-
ciá lható S 2 - n , 

i) z(x, y) négyszer folytonosan d i f fe renc iá lha tó . 

5.2. Három szakaszból álló perem 

H a az 5.1. s zakaszban tá rgya l t pe reme t úgy egész í t jük ki egy S 3 perem-
szakasszal , hogy S s egy ik végpon t j a legyen azonos az S 2 pe remszakasz 6a. 
ábra szer in t i С v é g p o n t j á v a l , és S 2 - t válassza el S 3 - t ó l a C-n á t m e n ő I i rányú 
ka rak te r i sz t ika , akko r a (10a, b) kezde t i - és pe remér ték - fe lada t az ú j S = 
= S 1 U S 2 U S 3 peremre is egyér te lműen mego ldha tóvá tehe tő . Az S 3 - n a k ugyan-
olyan t u l a j d o n s á g o k k a l kell rendelkeznie , mint S j - n e k , kivéve S x - n e k az 5.1. 
szakasz c ) pontbel i t u l a j d o n s á g á t . S 3 - t ó l ugyanis a z t kell megkövete ln i , hogy 
az l -es sereghez t a r t o z ó ka rak t e r i s z t i kák S 3 -a t csak e g y pon tban messék , és az 
S3 pe rem D v é g p o n t j á n á tmenő I l - e s ka rak te r i s z t i ka messe S 2 - t v a g y Sj-et. 
Az görbénél is megenged jük , hogy а В v é g p o n t j á n á tmenő l-es karakter i sz-
t ika S 2 he lye t t S 3 - a t is metszheti . H a t e h á t az S j és S3 peremen a d u n k meg 
F-re fo ly tonosan dif ferenciá lható pe remér t ékeke t és az S2 p e r e m e n kétszer, 
ill. egyszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó kezdeti é r t ékeke t , akkor a (10a, b) 
f e l a d a t n a k létezik egyér te lmű mego ldása a há rom peremszakasz v é g p o n t j a i n 
á tha l adó k a r a k t e r i s z t i k á k ha tá ro l t a EFGH „négyszögben" (7a. á b r a ) , ([12] 
125. old.). 

A h é j csak akko r lehet egyér t e lmű m e m b r á n á l l a p o t b a n , ha az S - e n kívüli 
peremszakasza i az 5.1. szakaszbeli e s e t b e n a 6a. á b r a szerinti ACDB „négy-
szögben" , ill. az 5.2. szakaszbeli e s e t b e n a 7a. á b r a szerinti ACDEB „ötszög-
b e n " v a n n a k . Ezeken a peremszakaszokon — a korább iakhoz hason lóan — 
semmiféle fel tétel n e m szabható. 

Az S = S j U S 2 , ill. az S = S 1 U S 2 U S 3 p e r e m e n előírható, h o g y az S2 

peremszakasz legyen szabad , az S1 5 ill . az Sx és S 3 peremszakasz p e d i g függő-
legesen a l á t á m a s z t o t t , azaz a p e r e m g ö r b e a p e r e m t a r t ó r a leadódó e rők kötél-
görbéje legyen. (Az így m e g t á m a s z t o t t héjra m u t a t pé ldá t a 6b. és 7b . ábra.) 
Ezeknek a s ta t ika i fe l té te leknek a h á r o m szakaszból álló perem esetében az 
F\s, = 0, dF/дп |Ss = 0, F | S i = a1 + bxx + q y ^ x ) , F |Sj = a3 + b3x + c3y3(x) 
m a t e m a t i k a i fe l té telek felelnek meg, aho l av bv cv a3, b3, c3 állandó, y = y3{x), 
ill. y = y3(x) pedig az Sv ill. a S 3 p e r e m egyenlete. 
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7. ábra. a) Három görbére vonatkozó kezdeti- és peremérték-feladat megoldási tartománya, 
b) Ötszögalaprajz feletti hiperbolikus paraboloidhéj. ® szabad peremszakasz, ® teljesen 
megtámasztott peremszakasz, (D függőlegesen megtámasztott peremtartójú peremszakasz 

Az Sx és az S3 peremek A és С végpontjában az F feszültségfiiggvény 
értéke, valamint az Sx és az S3 görbék érintőjének irányába mutató iránymenti 
deriváltja nem írható elő tetszőlegesen az F | S j = 0, 9F/9ra|Sj = 0 feltételek 
miat t . Ezek a feltételek az av bv cx és az a3, b3, c3 állandók közül kettőt-kettőt 
meghatároznak. Ha az és az S 3 perem görbe, akkor az és az S 3 perem 
menti feltételben egy-egy állandó tetszőleges marad, ami azt eredményezi, 
hogy a héj ugyan membránállapotban van, de a belső erőket a peremfeltételek 
nem határozzák meg egyértelműen. Ha azonban az is és az S3 is egyenes, 
akkor az F|Sj = 0, QF/Qn jSi = 0 feltételekből a1 = bj = cí = a3 = b3 -- c3 = 0 
következik, és a héj egyértelmű membránállapotban van. Hasonló a helyzet 
a 6a. ábrán vázolt esetben is. 

Az 5.2. szakaszban tárgyalt eset (7a. ábra) az alábbi feladat általánosí-
tásának tekinthető. Legyen az (1) egyenlet kanonikus alakú. Legyen az S 1 

perem az (x = 0, y = b), (лс = a, y ~ b), az S2 perem az (x = 0 , y = 0), (x - 0, 
y = b), az S3 perem az (x = 0, у — 0), (x = а, у = 0) pontok által meghatá-
rozott egyenesszakasz. (Ilyen lehet pl. egy nyereg alakú hiperbolikus para-
boloid (8. ábra)). Ekkor az S2 peremen előírva az F | S j = 0, 9F/9a;|Si = 0 felté-
teleket, az Sv ill. S3 peremeken pedig az = 0, ill. F\st = 0 feltételeket, 
elérhető, hogy a héj és S3 pereme oldalnyomásmentes, az S2 pereme pedig 
szabad legyen. Az S2-veI szemközti peremen nem adunk meg feltételt. I t t a 
peremtartónak a héjról leadódó minden erőt fel kell vennie. Az S2 és S3 pereme-
ken ekkor az F feszültségfüggvény értékét írtuk elő, azaz az első peremérté-
keket adtuk meg. 

Az S1 és S3 peremszakasz mentén (8a. ábra) F helyett megadható dF/dn = 
= <-jF/ду, azaz a második peremérték, ill. a(gF/9n) -)- ß F , (a2 + /32 ф 0), azaz 
a harmadik peremérték is ([17] 123. old., [18] 95. old.). Ha az és S 3 pereme-
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a. b. 

У 

8. ábra. Nyeregalakú hiperbolikus paraboloidhéj. a) A héjfelület alaprajza, b) A héjfelület. 
(T) szabad, peremszakasz, @ teljesen megtámasztott peremszakasz, @ függőlegesen meg-

támasztott peremtartójú peremszakasz 

kenjelőírjuk dFjdy értékét: dFjdy |Si = cv dFjdy [Sl = c3 (az F | S j = 0 feltétel-
ből: cx = c3 = 0), akkor elérhető — azon túl, hogy S2 szabad — az is, hogy az 
Sx és S2 perem nyíróerőmentes legyen. A peremfeltételek vegyesen is megad-
hatók ([19] 43. old.). így pl. előírhatjuk F értékét az Sx peremen, dF/dy érté-
két pedig az S3 peremen. Legyen F|S i = axx, gF/9y|si = c3 (az F | S j = 0, 
dF/dx\st = 0 feltételekből: ax = c3 = 0). Ezzel biztosítható az S2 szabad pe-
remszakasz mellett az Sx perem oldalnyoniásmentessége és a S3 perem nyíró-
erőmentessége. A fentieken túl még bonyolultabb peremfeltételek is előírhatók 
([19] 44. old., [12] 182. old.). A 8a. ábrán vázolt alaprajz feletti hiperbolikus 
héj a fenti esetek mindegyikében egyértelmű membránállapotban van. 

Megjegyezzük, hogy az 5.1. szakaszban tárgyalt feladat tulajdonképpen 
egy 3. szakaszbeli kezdetiérték-feladatból (2a. ábra) (melynek megoldási tar-
tománya a 6a. ábra szerinti AFCG „négyszög") és egy 4.2. szakaszbeli perem-
érték-feladatból (4a. ábra) (melynek megoldási tartománya a 6a. ábra szerinti 
AGDE „négyszög") tevődik össze. 

Hasonlóképpen, az 5.2. szakaszban tárgyalt feladat (7a. ábra) egy — 
AGCJ megoldási tartományú — 3. szakaszbeli kezdetiérték-feladatból (2a. 
ábra) és két — AJKF, ill. CHEK megoldási tartományú — 4.2. szakaszbeli 
peremérték-feladatból áll (4a. ábra). Ha az S1 és S3 görbék elhelyezkedése 
olyan, hogy а В és D végpontjaikon átmenő karakterisztikák nem metszik 
S2-t, akkor a feladat több részfeladatra bontható, amelyek között a 4.1. sza-
kaszbeli peremérték-feladat (3a. ábra) is szerepel. 

Megemlítjük, hogy a téglalap tartományra (8a. ábra) megfogalmazott 
második, harmadik és vegyes peremérték-feladat a 7a. ábrán levő tartományra 
is kiterjeszthető [15]. Eszerint a 7a. ábrabeli S2 peremen elő lehet írni F és 
dF/dn értékét, valamint az Sx peremen az x1 (dF/dn) + ßxF, (x\ + ß\ ^ 0), 
az S3 peremen pedig az x3(dF/dn) -j- ß3F, (a3 -j- ß\ ^ 0) lineáris kombináció 
értékét. Ezek a feltételek megfelelő xv ßv x3, ß3 együtthatók mellett magukba 
foglalják az első, második, harmadik és a vegyes peremértékeket is. Ameny-
nyiben x1 0 és x3 0, akkor még meg kell követelnünk, hogy az Sx és S3 

Mi-szaki Tudomány 56, 1978 



A H É J A K MEMBRÄNÄLLAPOTÄNAK L É T E Z É S I F E L T É T E L E I R Ő L 3 7 

peremgörbé t ne é r in t se egyet len ka rak te r i s z t i ka sem. í g y — a fen t iek és a 2. 
szakasz a lap ján — az S 2 perem szabaddá t e h e t ő , ill. h a az S 2 egyenesszakasz, 
a k k o r megadha tó az nn és nnt r e d u k á l t me t sze te rő nagysága . U g y a n a k k o r az 

és S3 perem n e m c s a k függőlegesen m e g t á m a s z t o t t lehet , h a n e m ha ezek a 
p e r e m e k egyenesek, akkor o t t e he lye t t e lő í rha tó az nn v a g y az nnt r e d u k á l t 
me t sze te rő ér téke is. Az nnt r e d u k á l t nyíróerő ér téke akkor is m e g a d h a t ó az 

és S3 pe remeken , ha azok kör ívek . Vegyes pe remér ték - fe l ada t esetében az 
S x l ehe t pl. függőlegesen m e g t á m a s z t o t t p e r e m t a r t ó j ú pe rem, míg az S3 — h a 
az p l . körív vagy egyenes — lehe t ny í róerőmentes perem. H a a fen t i f e l ada tok -
b a n a függőlegesen m e g t á m a s z t o t t p e r e m t a r t ó j ú perem n e m egyenes, akko r 
a h é j m e m b r á n á l l a p o t a nem egyér te lmű. 

Az á t t e k i n t e t t kezde t ié r ték- , peremér ték- , v a l a m i n t kezdet i - és pe rem-
ér ték- fe lada tok e g y m á s mellé épí tésével t o v á b b i f e l a d a t o k a t lehet kons t ruá ln i . 
Az i lyen összetet t f e l ada tok F megoldása fo ly tonos . A metsze te rő- függvények-
nek azonban szakadása ik l ehe tnek . 

6. A zár t peremgörbe p rob lémája 

A 8a. áb rán f e l t ü n t e t e t t t é g l a l a p t a r t o m á n y há rom peremszakaszán össze-
sen négy fe l té te l t ke l le t t megadn i ahhoz, hogy a Pucher- fé le hé j egyenle tnek 
lé tezzen egyér te lmű megoldása. Látszólag t e rmésze tesnek t ű n h e t egy olyan 
ó h a j , hogy az S 2 pe remen m e g a d o t t ké t fe l té te l egyikét á the lyezve az S 2 -ve l 
szemköz t i peremszakaszra— és így a t a r t o m á n y t ha tá ro ló négy peremszakasz 
mindegy ikén egy fe l té te l t m e g a d v a — keressük a membránegyen l e t megol-
d á s á t . Sajnos, általános esetben a hiperbolikus egyenletnek zárt peremgörbén előírt 
peremértékek mellett nem létezik megoldása. E r r e u ta l [10] a 946. oldalon, és ezt 
á l l a p í t j a meg [13] is ( 4 6 6 - 4 7 1 . old.) . 

Most nézzük meg néhány ese tben kicsit k o n k r é t a b b a n ezt a p rob l émá t . 

6.1. Zárt peremgörbe melletti kezdetiérték-feladat 

H a a 3. s zakaszban t á r g y a l t kezde t ié r ték- fe lada tná l az S pe remgörbe 
t e l j es í t i az o t t e lőír t a, b, с f e l t é te leke t , akkor a perem lehet zá r t görbe is. E z t a 
t é n y t az alábbi p é l d á n szemlé l t e the t jük . T e k i n t s ü n k egy álló helyzetű , 

y2 2+2 
—- -j- — — = 1 egyenle tű 
a2 b2 c2 

egyköpenyű h iperbolo idot . Legyen ez az egyszerűség kedvéé r t forgáshiperbolo-
id (a — b). Legyen az S perem (a lapra jz i ve tü le tben) egy ké tszer fo ly tonosan 
d i f ferenciá lha tó , ö n m a g á t nem metsző , zár t görbe. Az S görbe ál tal h a t á r o l t 
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t a r t o m á n y t a r t a l m a z z a azt az a suga rú T k ö r t a r t o m á n y t , amely nem t a r t oz ik 
a membránhé j - egyen le t (ill. a forgáshiperboloid) ér telmezési t a r t o m á n y á h o z 
(9. áb ra ) . Az S pe remgörbé t m i n d e n ka rak te r i sz t ika csak egy p o n t b a n messe. 
H a a f e l ada to t a t e l j es hiperboloid-fe lüle ten t e k i n t j ü k , akkor a hiperboloid-
fe lü le te t megadó f ü g g v é n y ké té r t ékűsége m i a t t az l -es és I l - e s karak te r i sz t i -
k á k fedésbe kerü lnek . Ez azt e redményez i , hogy a k a r a k t e r i s z t i k á k n a k látszó-
lag k é t m e t s z é s p o n t j u k van az S z á r t görbével (9. áb ra ) . Va ló j ában azonban 
csak egy v a n . Jó l m u t a t j a ezt, ha a ka rak t e r i s z t i kák és az S pe remgörbe felü-
le t i megfelelői t , az a sz impto t ikus v o n a l a k a t és a hé j tényleges S peremgörbé-
j é t t e k i n t j ü k . Az asz impto t ikus v o n a l a k (a hiperboloid egyenes alkotói) 
u g y a n i s mindig csak egy p o n t b a n metsz ik S-e t (10a. ábra ) . K i k ö t j ü k , h o g y az 
a sz impto t ikus v o n a l a k nem é r in the t ik a hé j tényleges S pe remgörbé j é t . 

A te l jes S pe remgörbén í r j u k elő a 3. szakaszbeli kezdet i fe l té te leke t . 
Az így k a p o t t kezde t i é r t ék - fe lada t megoldásáná l i n d u l j u n k ki az S p e r e m egy 

и 

10. ábra. A forgáshiperboloid kezdetiérték-feladatának megoldási tartománya, a) nyílt 
peremgörbe, b) zárt peremgörbe 
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t e t szőleges A p o n t j á b ó l és h a l a d j u n k az S görbe e g y В pont já ig . E k k o r létezik 
a f e l a d a t n a k egyér te lmű megoldása az A és В p o n t o n á tmenő ka rak t e r i s z t i kák 
á l ta l m e g h a t á r o z o t t négyszögben (9. és 10a. á b r a ) . T o v á b b h a l a d v a az S gör-
bén a megoldási n é g y s z ö g t a r t o m á n y egyre i n k á b b elfajul , k iny í l ik és kezdi 
be t e r í t en i az xy s íko t . Az A p o n t b a visszaérkezve a megoldási „négyszög-
t a r t o m á n y " a te l jes sík lesz — m e l y e t most ké t r é t egűnek kell t ek in ten i —, 
k ivéve a z t a T t a r t o m á n y t , ahol a felület nincs ér telmezve, és az A ponton 
á t h a l a d ó ka rak te r i s z t ikák által h a t á r o l t ket tős s z ö g t a r t o m á n y t , amelynek a 
belse jé t kell t ek in ten i , ha a ka rak te r i sz t ikákon a T körön levő é r in tés i pon t juk-
tól az A pon t felé és azon túl h a l a d u n k , és a k ü l s e j é t , ha az é r in tés i pon t juk-
tól az előbbivel e l lentétes i r á n y b a haladunk. A szemléletesség kedvéért a 
megoldásból k i m a r a d ó t a r t o m á n y t a 10b. ábrán m a g á n a középfelüle ten tün-
t e t t ü k fel axonomet r ikusan . Az á b r á n ez a t a r t o m á n y a p a l á s t CAD, ill. 
EAF része, amelyeke t te rmésze tesen végtelen k i t e r j edésükben kel l tekinteni . 
Min thogy ekkor a megoldás az A ponton á t h a l a d ó két ka rak te r i sz t ikán is 
egyé r t e lműen megha tá rozo t t , a l k a l m a z v a a 4.1. f e l a d a t o t , az köve tkez ik , hogy 
a megoldás a te l jes h iperboloidfe lü le ten , ill. a l a p r a j z b a n a t e l j e s értelmezési 
t a r t o m á n y b a n lé tez ik és egyér t e lmű . (Megjegyezzük, hogy mive l a forgáshi-
perboloid ké té r t ékű függvény , ezé r t az értelmezési t a r t o m á n y t ké t ré tegűnek 
kell t ek in ten i . ) Kiegészí tésképpen megeml í t jük m é g , hogy a T t a r t o m á n y t ha-
tároló körvona l m e n t é n a megoldás az £ F = — g d i f ferenciálegyenlete t csak 

h a t á r é r t é k b e n fog ja kielégíteni, m ive l i t t a fe lüle t függőleges s íkmetszete inek 
függőleges érintői v a n n a k . Ezér t e k ö r mentén a metsze terők t ény leges nagy-
sága is c sak h a t á r é r t é k b e n s z á m í t h a t ó . 

A t á rgya l t f e l a d a t során l ényegében két ese t re m u t a t t u k m e g a megoldás 
e g y é r t e l m ű létezését . Az egyik a h é j n a k az S p e r emgörbe fe le t t i , másik az S 
pe remgörbe alat t i részére vona tkoz ik . A gyako r l a tban a héj ké t részéből min-
dig csak az egyiket veszik f igye lembe . 

K e z d e t i f e l t é t e l ekkén t az F | s = 0, 9 F / 9 n | s = 0 fel té teleket előírva elér-
hető , h o g y az e g y k ö p e n y ű h iperbolo idhé j teljes S p e r e m e szabad legyen. A héj 
m e m b r á n á l l a p o t á h o z szükséges m é g egy zárt p e r e m , melynek a f e l a d a t értel-
mezési t a r t o m á n y á b a n kell f e k ü d n i e (és az á l t a l a ha tá ro l t t a r t o m á n y n a k 
t a r t a l m a z n i a kell a T t a r t o m á n y t ) , de ezen a p e r e m e n már semmifé le fel-
t é t e l t n e m lehet előírni , ennek a peremnek t e l j e s m e g t á m a s z t á s ű n a k kell 
lenni, azaz a t á m a s z o k n a k a hé j ró l leadódó m i n d k é t m e m b r á n e r ő t fel kell 
v e n n i ü k . 

H a az S zárt p e r e m e t úgy v e s s z ü k fel, hogy az ál tala h a t á r o l t t a r t o m á n y 
nem t a r t a l m a z z a az értelmezési t a r t o m á n y h o z n e m ta r tozó T k ö r t a r t o m á n y t , 
akkor a ka r ak t e r i s z t i kák , ill. az a sz impto t ikus v o n a l a k — az é r in tés i pontokat 
l e számí tva — két p o n t b a n metszik az S görbét, ill. az S tényleges peremvona-
la t . E z á l t a l a f e l a d a t t ú l h a t á r o z o t t á és így m e g o l d h a t a t l a n n á vá l ik . Ezért 
van az, hogy egy hiperbol ikus hé j a pa lás t j án levő szabad szegélyű nyílással 
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n e m lehe t m e m b r á n á l l a p o t b a n . A k ö v e t k e z ő szakasz szerint a z o n b a n a héjnak 
még peremgyűrűve l szegélyezet t n y í l á s a sem lehet , h a a gyűrű c s a k tengely-
i r á n y ú erőknek ellenálló. 

Tek in t sük a 4 .3 . szakaszban t á rgya l t pe r emér t ék - f e l ada to t . Ennek a 
f e l a d a t n a k mindig lé tez ik egyér te lmű megoldása, h a az és S 2 peremszakasz 
В és С végpon t j a kü lönböző (5a. á b r a ) . А В és С p o n t tetszőleges mér tékben 
megközel í the t i egymás t , de egybe n e m eshet ([13] 466. old.). H a ugyanis a 
В és С p o n t azonos, a k k o r a f e l a d a t t ú l h a t á r o z o t t á vá l ik . Ez k ö n n y e n belát-
h a t ó pl . a köve tkezőképpen . Legyen В = С, és b o n t s u k fel részekre a felada-
t o t az és S2 ál tal h a t á r o l t t a r t o m á n y b e l i te tszőleges L pon ton á t m e n ő ka-
r ak te r i s z t ikák segítségével. Az első részben az S x - n e k csak az AH1 szakaszát , 
S 2 - n e k pedig az AGX szakaszá t v e g y ü k f igyelembe, a második r é s z b e n az Sx-

nek csak a CJV az S 2 - n e k pedig a CK1 szakaszát (11. ábra) . E k k o r a 4.3. fela-
d a t megoldása egyér t e lműen m e g h a t á r o z o t t az AHLG, ill. a CKLJ „négy-
szögben" . H a az L p o n t b a n a ké t f é l e megoldás azonos, akkor a megoldás 

11. ábra. Zárt peremgörbe melletti peremérték-feladat részfeladatokra bontása 

t o v á b b fo ly t a tha tó , mive l a f ü g g v é n y é r t é k most m á r adot t lesz a GL és KL, 

ill. a HL és JL ka rak te r i sz t ika szakaszokon. í g y 4 .1 . jel legű f e l ada tokhoz ju to t -
t u n k , amelyeknek a GLKF, ill. az EJLH „négyszögekben" létezik egyértelmű 

megoldásuk . Ezér t a megoldás megha t á rozo t t az Sĵ  görbe H X J X , ill. az S 2 

görbe G1K1 szakaszán is. Köve tkezésképpen az F függvény é r t é k e i t ezeken 
a szakaszokon nem í r h a t j u k elő. H a mégis ezt t e s s z ü k , akkor a f e l a d a t túlha-
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t á r o z o t t á vál ik. H a az L p o n t b a n a kétféle m e g o l d á s különböző, akkor i t t a 
f e szü l t ségfüggvénynek szakadása v a n , melyről t u d j u k , hogy a karak te r i sz t i -
k á k m e n t é n t o v á b b t e r j e d . Ez ese tben t ehá t n e m lé tez ik olyan megoldás , amely 
a v izsgál t t a r t o m á n y b a n fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó volna, azaz röviden: a 
ke rese t t megoldás n e m létezik. 

Most pedig t é r j ü n k rá a r r a a p rob lémára , amelyről a 8. á b r a kapcsán a 
6. szakasz elején szó l tunk , csak a hé j a l ap ra j z i k o n t ú r j á t ne négyszögnek, 
h a n e m egy sima görbének v e g y ü k . A hiperbol ikus egyenlet kezde t i - és perem-
ér ték- fe lada ta iná l megengede t t , hogy az a pe remszakasz , a m e l y e n kezdet i 
é r t ékeke t adunk m e g és az a szakasz , amelyen pe remér t ékeke t adunk meg, 
úgy csat lakozzon egymáshoz , h o g y a csa t lakozás i pontban közös ér in tő je 
legyen a két pe remszakasznak és a csat lakozási p o n t o n á t m e n ő egyik ka rak -
te r i sz t ikának ([10] 880. old., [13] 467. old.). ( E k k o r te rmészetesen nem í rha tók 
elő te l jesen te tszőlegesen a kezdet i - és pe remér tékek . ) így e lé rhe tő pl., hogy 
az 5.2. szakaszban t á r g y a l t f e l a d a t n a k (7a. á b r a ) akkor is legyen egyér te lmű 
megoldása , ha a pe remszakaszok va lamenny i v é g p o n t b a n ér in t ik a végponto-
kon á tmenő megfelelő ka rak te r i s z t ikáka t (12. á b r a ) . Csat lakozzon érintőlege-
sen az S 1 és S3 pe remszakaszok végpont ja ihoz a h é j a t f izikailag lezáró S4 pe-
remszakasz (12. á b r a ) . T u d j u k , h o g y az S4 é s S 3 peremeken p e r e m é r t é k e k e t , 

12. ábra. Kezdeti- és peremérték-feladat megoldási tartománya sima peremgörbe 
mellett 

az S 2 peremen ped ig kezde t i é r t ékeke t előírva, az +S4 peremen a feszül tségfügg-
v é n y értékei egyé r t e lműen meg v a n n a k h a t á r o z v a . H a az S 2 p e r e m e n az egyik 
fe l té te l t e lhagy juk , és helyet te az Si peremen í r u n k elő fel té te l t , akkor az így 
előálló fe lada t á l t a l á b a n nem lesz kor rek t fe lá l l í t ású ([13] 467. old.) . 

Mégis van egy hé j t ípus , a m e l y zárt p e r e m e n előírt F | s = 0 feltétellel , 
ké tvá l tozós po l i nommal megado t t függőleges t e h e r r e membráná l l apo tban v a n . 
Ez a hé j az ellipszis a lapra jz f e l e t t i h iperbol ikus paraboloid, me lynek a sze-
gélye körben függőlegesen van m e g t á m a s z t v a [8, 9 ] (13. ábra). Megoldás csak 

У 
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a k k o r n e m létezik, h a fa = K j f b , a h o l Kt m e g h a t á r o z o t t á l l a n d ó k a t je lent , 
fa fb P e < i ig A k é t í v m a g a s s á g (13. á b r a ) . 

A z t , hogy mi o k o z z a az e m l í t e t t f e l a d a t m e g o l d h a t ó s á g á t — az ál talá-
nos e s e t t e l e l l en t é tben —, pon tosan m é g nem t u d j u k . F e l t é t e l e z h e t ő e n döntő 
f o n t o s s á g ú ennél a f e l a d a t n á l a p e r e m g ö r b e speciális a l a k j a ( a n a l i t i k u s görbe), 

a p e r e m g ö r b e v i s z o n y a a k a r a k t e r i s z t i k á k h o z és a t e h e r po l inom ( a n a l i t i k u s 
f ü g g v é n y ) vo l t a , ill. a fenná l ló s z i m m e t r i a . 

A f e l a d a t é rdekességé t fokozza , h o g y H A D A M A R D ( [ 1 3 ] 4 6 9 . o l d . ) éppen 
egy el l ipszis a l a k ú t a r t o m á n y e s e t é b e n m u t a t o t t egy p é l d á t , a m i k o r a 
d 2 FI (dxdy) = 0 e g y e n l e t n e m o l d h a t ó m e g , ha az e l l ipsz isvonalon k ö r b e n elő-
í r j u k F é r t é k é t . 

E h h e z a f e l a d a t h o z nagyon h a s o n l í t a r o m b u s z a lapra jz f e l e t t i , oldal-
n y o m á s m e n t e s p e r e m ű h iperbo l ikus p a r a b o l o i d - ( n y e r e g - ) h é j , a m e l y egyenle te -
sen megosz ló t ehe r r e m i n d i g m e m b r á n á l l a p o t b a n v a n [7]. I l yenko r a p e r e m e n 
k ö r b e n m e g kell a d n i az F f e s z ü l t s é g f ü g g v é n y é r t é k é t , mégpedig ú g y , hogy 
r o m b u s z o l d a l a n k é n t l ineá r i san v á l t o z z é k . 

I l y e n jel legű — b á r az e m l í t e t t e k n é l spec iá l i s abb — az egyen le t e sen 
megosz ló t e h e r n e k k i t e t t t o r znégyszög , ill. a n o r m á l t í p u s ú n y e r e g h é j [1, 8], 
me ly m e m b r á n á l l a p o t b a n t u d l enn i ú g y , hogy a p e r e m e k e n c s a k ny í róe rők 
é b r e d n e k . A t o r z n é g y s z ö g h é j n á l is és a no rmá l t í p u s ú n y e r e g h é j n á l is a pere-
m e n k ö r b e n s z a k a s z o n k é n t az F = as + b fe l té te l t e l j e sü l . 

M e g e m l í t j ü k m é g , hogy a h i p e r b o l i k u s h é j a k n á l nem k o r r e k t az olyan 
p e r e m é r t é k - f e l a d a t , a m i k o r a h é j n a k k é t , közös p o n t t a l nem r e n d e l k e z ő pere-
m é n í r u n k elő f e l t é t e l e k e t . Ezé r t a 10 . á b r á n f e l t ü n t e t e t t e g y k ö p e n y ű hiper-
boloid s e m lehet e g y é r t e l m ű m e m b r á n á l l a p o t b a n , h a az alsó és f e l s ő végét 
p e r e m g y ű r ű v e l szegé lyezzük , és m i n d k e t t ő t függő legesen t á m a s z t j u k m e g , azaz 
ha az a lsó és a felső p e r e m e n a f e s z ü l t s é g f ü g g v é n y t ú g y a d j u k m e g , h o g y azok 
s í k g ö r b é k legyenek . 

z 

13. ábra. Ell ipszis alaprajz f e l e t t i hiperbolikus paraholoidfelület 
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7. A szabad peremű hiperbolikus membránhéjak 
szerkesztésére vonatkozó néhány megjegyzés 

7.1. Esz té t ikus megjelenése m i a t t kedve l t hé j fo rma a hiperbol ikus felület-
ből a l ak í t o t t eikkelyes hé j (14. ábra ) . Minden egyes c ikkelynél a szomszédos 
c ikkelyekkel közös oldalak tel jes m e g t á m a s z t á s ú a k , míg a cikkely h a r m a d i k , 
külső oldala te l jesen szabad (15. ábra ) . A cikkely szabad peremének a l a k j á t a 
3. s zakaszban fog la l t aknak megfelelően kell felvenni. H a pl. a e ikkelyes hé j 
középfe lü le té t h iperbol ikus parabolo idfe lü le tből á l l í t juk elő, akkor a c ikkely 
А, В v é g p o n t ú szabad pe r emszakaszának kellően s i m á n a k és o l y a n n a k kell 
lenni, hogy minden ka rak te r i sz t ikus egyenes csak egy p o n t b a n messe. Ezé r t 
a szabad pe rem görbé jének az A és В p o n t o k o n á tmenő ka rak te r i s z t i kus egye-
nesek á l ta l ha t á ro l t A C B s z ö g t a r t o m á n y o n belül kell f eküdn ie , m i k é n t a 15. 
á b r á n az (D je lű görbe. H a a szabad p e r e m görbéjének v a n n a k p o n t j a i az A C B 
s z ö g t a r t o m á n y o n kívül (ilyen pl. a 15. á b r á n f e l t ü n t e t e t t (jj) je lű görbe) , akkor 
v a n n a k o lyan ka rak te r i sz t ikák , amelyek a peremgörbé t k é t p o n t b a n is metsz ik . 
Ez a t é n y a f e l ada t t ú l h a t á r o z o t t s á g á t e redményezi , ami a z t jelent i , h o g y a héj , 
ame lynek a szabad pe reme i lyen görbe, n e m lehet m e m b r á n á l l a p o t b a n . 

7.2. A kezdet ié r ték- , ill. a kezdet i - és pe remér ték - fe l ada tokná l az S 2 

kezdet i görbén meg lehet adn i úgy a Cauchy-féle kezde t i fe l té te leket , h o g y a 
görbe m e n t é n a hé j egy v a g y t ö b b szakaszon szabad p e r e m ű legyen. H a az 

0 
x 

У 

14. ábra. Cikkelyes hiperbolikus héj 

С 

15. ábra. A héj egy cikkelyének alaprajza, (l) szabad peremszakasz, @ teljesen megtámasztott 
peremszakasz 
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S2 peremnek csak egy szakasza szabad , akkor o t t e lőírható az F = 0, dF/dn=0 
fe l té te l . Ha k e t t ő v a g y több s z a b a d peremszakasz is van S 2 - n , és két s zabad 
peremszakasz t m i n d e n esetben egy ha rmad ik , n e m szabad peremszakasz k ö t 
össze, akkor a s z a b a d peremszakaszok közül c sak egyen í r h a t ó elő az F = 0, 
dF/dn = 0 fe l té te l , míg a t ö b b i n á l ta lában n e m . I lyen pl. az az eset, amikor az 
S 2 kezdeti g ö r b é n e k van egy közbülső egyenesszakasza . E z e n m e g a d j u k az 
nn, nnt pe r emerőke t , az egyenesszakaszhoz csa t l akozó görbeszakaszokon ped ig 
megköve te l jük , h o g y a perem legyen szabad. Az egyenesszakaszon az nn és nnt 

erőkre még ki kel l kö tn i , hogy fo ly tonosak l egyenek és a szakasz v é g p o n t j á b a n 
az é r tékük nul la legyen. E k k o r az egyik s z a b a d pe remszakaszon megadha tó az 
F — 0, dF/dn = 0 feltétel . H a az emlí tet t közbü l ső szakaszon azt í r j uk elő, 
h o g y nn = nnl = 0 legyen, azaz ez a peremszakasz is szabad legyen, akkor az 
egész S2 perem egyet len pe remszakasznak minősü l , és ezen végig előírható az 
F = 0, dF/dn = 0 fel tétel . 

Ha a h iperbo l ikus h é j n a k ke t t ő vagy t ö b b szabad peremszakasza v a n , 
és azok nem i l leszkednek egy o l y a n görbéhez, amelye t m i n d e n ka rak te r i s z t i ka 
legfel jebb egy p o n t b a n metsz, a k k o r a héj á l t a l á b a n nem lehet memb rán á l l ap o t -
b a n , ill., ha lé tez ik is a h é j n a k m e m b r á n á l l a p o t a , az nem egyér te lmű. H a lé te-
zik ugyan az e m l í t e t t görbe, de a szabad pe remszakaszok k ö z ö t t i pe remszaka-
szokon nem s i m á n csat lakozó kezde t i é r t ékeke t , hanem pe remér t ékeke t a d u n k 
meg , akkor a hé jegyenle t megoldása nem lesz egyér te lmű. Ezen á l l í tása ink 
helyessége a 3. és 5. szakaszban m o n d o t t a k b ó l köve tkez ik . 

Az egyenle tesen megoszló erőkkel t e r h e l t , négyszög ta r tomány f e l e t t i 
nyereghéj , a m e l y a t e rheke t a k é t szemközti peremén vá l lnyomássa l h o r d j a , 
míg a másik k é t pe reme szabad , különleges e se tnek számít . E z a hé j más — pl . 
a szabad p e r e m e k vona láva l pá rhuzamos i r á n y b a n vá l tozó — teherre m á r 
nincs m e m b r á n á l l a p o t b a n . 

A 3. szakasz szerint a kezde t i é r t ék - fe l ada tnak akko r létezik b i z tosan 
megoldása, h a a peremgörbe ké t sze r fo ly tonosan d i f ferenciá lható . Ebből azon-
b a n nem köve tkez ik az, h o g y h a a pe remgörbe nem di f ferenciá lha tó ké t sze r 
fo lytonosan, a k k o r nem létezik megoldás. H a a hé jnak v a n k é t szabad pe rem-
szakasza, ame lyek tö ré spon t t a l csa t lakoznak egymáshoz , és a ké t peremszakasz 
olyan, hogy kü lön-kü lön ké t s ze r fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , és a ké t pe rem-
görbéből előálló görbé t m i n d e n ka rak te r i sz t ika legfeljebb egy pon tban metsz i , 
akkor létezik fo ly tonos megoldás , és az e g y é r t e l m ű is az egyes í te t t pe remgörbe 
végpon t j a in á t h a l a d ó ka rak te r i s z t ikák á l ta l ha t á ro l t „négyszögben" . E k k o r 
n e m szükségszerű, hogy a csat lakozási p o n t o n á tmenő ka rak te r i s z t ikák men-
t é n a megoldás — ha a g(x, y) t ehe r függvény folytonos — fo ly tonosan diffe-
renciálható l egyen . Ugyanígy n e m szükségszerű, hogy h a a g(x, y) t ehe r függ -
v é n y fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , akkor a megoldás ké tszer fo ly tonosan dif-
ferenciá lható l egyen . Ez ped ig azzal a köve tkezménnye l j á r h a t , hogy a h é j b a n 
a metszeterők n e m fo ly tonosak . 
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Az e l m o n d o t t a k a t egy pé ldán i l lusz t rá l juk . T e k i n t s ü n k egy g = állandó 
megoszló erővel t e rhe l t h iperbol ikus pa r abo lo idhé j a t . Legyen a középfelüle t 
egyenlete 2z = — x • y. A h é j a lapra jz i i d o m á t h a t á r o l j á k egyenesszakaszok 
(16. ábra) . Legyen az AO és ОС peremszakasz t e l j e s m e g t á m a s z t á s ú , az AB és 
ВС peremszakasz szabad . Az ABC szabad p e r e m v o n a l n a k а В pont t ö r é s -
p o n t j a . Ekkor a f e l a d a t Pucher - fé le dif ferenciálegyenlete a köve tkező : 

92F 
дхду 

(11) 

Peremfe l t é t e lkén t pedig e lő í r juk , hogy az F f e szü l t ség függvény az A p o n t b a n 
legyen nulla , t o v á b b á az d F / d x és dF/dy, parc iá l i s de r ivá l t ak az ABC t ö r ö t t -
vona l men tén legyenek nul lák , azaz 

a F 
F( 0, d ) = 0 , Л £ _ 

dx 
= О , 

9 F 

ABC 9 J 

0 . (12) 
ABC 

A fe ladat megoldása h á r o m részből tevődik össze. Az megoldás az ABD 
háromszögben, az F2 megoldás а ВСЕ há romszögben , az F3 megoldás ped ig 
az ODBE t ég l a l apban v a n ér te lmezve. A mego ldáskén t k a p o t t feszül tségfügg-
vények a köve tkezők : 

Fx = g 

F2 = g 

ad2 

2(d - b) 

bc2 

2(c — а) с 

dx H 

cb 

da -y — 
d 

-X -\- cy — 

2 a 

b 

2 (d—b) 
У — xy 

= g -
ad + bc 

dx cy 

2 (c - a) 

d - b , 

2b 
-У — xy 

с — a 

2a 2b 
-У — xy 

16. ábra. a) Szabad szegélyű hiperbolikus paraboloidhéj alaprajza. Az ABC szabad perem-
vonalnak а В pont töréspontja, b) A héjfelület 
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A r e d u k á l t metszeterők az A BD h á r o m s z ö g b e n : 

a m d — b , 
-g, re«> = g, ra<» = g . 

а ВСЕ há romszögben : 

с — a 
g, nf - — g, n™ = g, 

az ODBE t ég la l apban ped ig : 

' g , riß' = g, nxy 
a (3) _ _ d - h „ „(3) 

Az Fv F2, F3 f üggvények az ér te lmezési t a r t o m á n y u k belsejében vég te len 
sokszor fo ly tonosan d i f ferenciá lha tók. A BE és EB k a r a k t e r i s z t i k á k m e n t é n , 
azokra merőlegesen azonban csak egyszer d i f fe renc iá lha tók fo ly tonosan . Ebbő l 
az köve tkez ik , hogy ha az Fv F2 és F3 f üggvényeke t m i n t egyetlen f ü g g v é n y t 
t e k i n t j ü k , a k k o r az kielégíti a (11) egyen le t e t és a (12) fe l té te leket , de n e m lesz 
az egész A B C O négyszögben kétszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó . E z é r t a 
BD és ВС ka rak t e r i s z t i kák men tén a k a r a k t e r i s z t i k á k k a l p á r h u z a m o s metsze t -
e rő - függvényeknek szakadásuk van . í g y pl. a BD k a r ak t e r i s z t i ka m e n t é n 
цО' ф n ^ és az ВС karak te r i sz t ika m e n t é n n ^ ^ n^K 

H a a szabad perem kétszer f o l y t o n o s a n dif ferenciálható , a k k o r a gya-
k o r l a t b a n előforduló elég s ima t ehe r függvények mellet t a metsze terő- függvé-
nyeknek n e m lesz szakadásuk . Ezér t a gyakor l a tban szabad pe remű hiperbo-
likus h é j a k n á l célszerű a szabad p e r e m v o n a l esetleges t ö r é s p o n t j a i t megfelelő 
lekerekítéssel kiküszöbölni . 
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On the Existence and Uniqueness Conditions of the Membrane State of Shell Structures — 
I. Hyperbolic Shells. The paper deals with the question whether on the edges of a shell 
loaded by vertical forces of optional distribution what kinds of support conditions should 
or might be prescribed in order to obtain a statically definite membrane-state of the shell. 
The existence and uniqueness conditions of the solution to the membrane-shell equation are 
established for different boundary conditions on the basis of the theory of the partial differen-
tial equations. The present part of the paper contains the results obtained on the investigations 
of hyperbolic shells. 

Über die Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen des Membranzustands der Schalen-
konstruktionen — I. Hyperbolische Schalen. Die Abhandlung erörtert die Frage, welche Unter-
stützungsbedingungen an den Rändern einer mit in senkrechter Richtung wirkenden Kräften 
beliebiger Verteiling belasteten Scahle vorgeschrieben werden sollen oder dürfen, um einen 
statisch bestimmten Membranzustand der Scahle hervorzurufen. Die Daseins- und Eindeutig-
keitsbedingungen der Lösung der Membranschalengleichung werden bei verschiedenen Rand-
bedingungen aufgrund der Theorie der partiellen Differetialgleichungen festgestellt. Der vorlie-
gende Teil der Abhandlung enthält die im Bereich der hyperbolischen Schalen erhalteneu 
Untersuchungserbegnisse. 
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MEGJEGYZÉS A FELTÉTELES KINEMATIKAI 
KAPCSOLATOKKAL RENDELKEZŐ RÚDSZERKEZETEK 

SZÁMÍTÁSÁHOZ 

P Á C Z E L T I S T V Á N * 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

H E R P A I BÉLA** 

[Beérkezett 1979. február 14-én] 

Jelen munka a belső és külső feltételes kinematikai (geometriai) kapcsolatokkal 
rendelkező rúdszerkezetek szilárdsági viszonyainak számítását — elsőrendű elmélet 
alapján — a végső ismeretlenek tekintetében különböző kvadratikus programozási 
feladatra vezet i vissza. Síkbeli szerkezeteknél feUépő belső feltételes kinematikai kap-
csolatok osztályozása után a rúdszerkezet geometriai mátrix rangjának figyelembe-
vételével elemzi az elmozdulás és erőmódszerre alapozott programozási feladatokat. 
Kimutatja, h o g y az elmozdulásmódszer alkalmazási köre szélesebb mint az erőmód-
szeré, mivel ez utóbbival csak statikailag határozatlan rúdszerkezetek vizsgálhatók. 
Végezetül az elmozdulásmódszerre alapozott programozási feladatra — belső feltételes 
kinematikai kapcsolat esetén számszerű példákat mutat be. 

1. Bevezetés 

Az épí tészet , gépészet egyes szerkezeteinek (berendezéseinek, gépeinek) 
szi lárdsági v i szonya i t jól n y o m o n k ö v e t h e t j ü k a szerkezet r údsze rkeze tkén t 
t ö r t é n ő modellezésével . 

A szerkezetek egy része 
I . rugalmas-sz i lá rd a lapon, t ámaszokon nyugszik oly m ó d o n , hogy az 

a l ap tó l a terhelés h a t á s á r a el is vá lha t i k , azaz k ö z t ü k a kapcso la t egyoldalú ; 
m á s i k részüknél 

I I . a szerkeze t néhány e leme között gyá r t á sbó l , szerelésből adódóan 
kezde t i hézag is v a n , illetve 

I I I . k a p c s o l a t u k kor lá tozot t t eherb í rású . 
Ezeket az ese teke t á l t a l ánosabb megfoga lmazásban de f in i á l t rúdszer-

keze t ek közé s o r o l h a t j u k . Neveze tesen az o l y a n rúdszerkeze te t , amely iken 
a r u d a k kapcsolódás i helyeinek legalább e g y i k é n az oda b e f u t ó rúdvégek 
e lmozdulásai és szögelfordulásai k ö z ö t t egyenlőt lenségi fe l té te lek í rha tók fel , 
belső feltételes k i n e m a t i k a i (geometr ia i ) kapcso la tokka l rende lkező — v a g y 
belső feltételes kinematikai kapcsolatú — rúdszerkezetnek nevezzük (pl. a I I . eset) . 

Amenny iben a belső fe l té te les k inema t ika i kapcsola tokon k ívü l a meg-
t ámas z t á s okná l is fe l í rhatok e lmozdulásra és szögelfordulásra vona tkozó 

* Dr. Páczeit István, 3531 Miskolc, Győri kapu 37, III/3. 
** Dr. Herpai Béla, 3529 Miskolc, Kulich Gy. u. 13, IV/5. 
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egyenlőt lenségek, úgy belső és külső fe l té te les k i n e m a t i k a i kapcso l a tú vagy 
egyszerűbben feltételes kinematikai kapcsolatú rúdszerkezetről beszélünk. 

Az o lyan rúdsze rkeze te t , amelyen csak a meg támasz tá sokná l í r h a t ó k fel 
e lmozdulásra és szögelfordulásra v o n a t k o z ó kor lá tok , feltételes külső kinema-
tikai kapcsolatú rúdszerkezetnek. nevezzük (pl. az I . ese t ) . 

Az o lyan rúdsze rkeze te t , ame lyen a m e g t á m a s z t á s n á l (vagy a belső 
rúdkapcso la tokná l ) ( v a g y mindke t tőné l ) a t ámasz tóerőrendszer re ( v a g y a 
belső erőkre) (vagy m i n d k e t t ő j ü k r e ) egyenlőt lenségi korlátok í r h a t ó k fel, 
fel tételes külső (vagy belső) (vagy külső és belső) dinamikai (szi lárdsági) kap-
csolatú rúdszerkezetneí nevezzük ( I I I . ese t ) . 

Amikor a rúdsze rkeze ten k i n e m a t i k a i és d i n a m i k a i kor lá tok is szere-
pelnek, feltételes kapcsolatú rúdszerkeze t rő l beszé lünk . 

A f e n t i szerkeze tek szilárdsági v i szonya inak t i s z t ázása a m a t e m a t i k a i 
p rogramozás módszere inek fe lhaszná lásáva l t ö r t é n h e t i k . 

Az egyoldalú kapcso la tokka l rende lkező rúdszerkeze tek k v a d r a t i k u s 
p rogramozássa l t ö r t é n ő megoldásával foglalkozó első munkák a 60-as évek 
végére t e h e t ő k [1 — 3]. A k u t a t ó k m i n d a mai n a p i g f igyelmet f o r d í t a n a k 
e t e rü l e t r e (lásd az i r oda lomjegyzékben [4], [5] a l a t t fe lsorol takat s t b . ) egy-
részt elvi, másrész t s zámí tá s t echn ika i p rob l émák t i s z t á z á s a cél jából . í g y pél-
dául : ko r l á tozo t t t e h e r b í r á s ú kapcso la tokka l rende lkező szerkezeteket vizsgál 
a [6] m u n k a ; a nagye lmozdulások h a t á s á t v izsgál ja — másodrendű elmélet 
fe lhaszná lásáva l — a [7] t a n u l m á n y . 

J e l e n m u n k á n k b a n fe l té te lezzük, hogy a szerkezet anyaga l ineár isan 
ruga lmas , sz i l á rdság tan i viszonyai k is e lmozdu lásokka l és a l akvá l tozásokka l 
számoló ún . e lsőrendű elmélet tel [8] l e í rha tók . 

A I I . t í pusú f e l a d a t o k k a l e l sősorban gépészeti szerkezeteken p l . szer-
számgépeken t a l á l k o z h a t u n k . Á l t a l á b a n ezek a berendezések ideá l i san-rugal -
mas a n y a g ú n a k t e k i n t h e t ő k , t o v á b b á a terhelés h a t á s á r a fellépő e lmozdulások , 
deformációk k ics inyek. A szerkezeti e lemek közö t t i kezdet i hézag n a g y s á g a 
befo lyásol ja a sze rkeze tben k ia lakuló feszül tségi á l l apo to t , az egyes elemek 
de fo rmác ió j á t , az e lemek együt t do lgozásá t , a szerkezet d inamikai v i se lkedésé t . 

Az a l á b b i a k b a n a terhelést s t a t i k u s n a k t e k i n t j ü k , az egyoldalú kapcso-
la tokka l rende lkező rendszer d i n a m i k á j á n a k kérdése ive l csak egy későbbi 
t a n u l m á n y b a n f o g n u n k foglalkozni . 

2. A rúdszerkezetek alapegyenlete 

Az ideál isan r u g a l m a s anyagú , fe l té te les kapcso la tok nélkül i rúdszer -
kezet a lapegyen le te [8] a l ap ján 

0 G* u + ч = 0 (1) 

G F s t 
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a l a k ú , ahol q — a c s o m ó p o n t i t e rhek , t — a r ú d m e n t i k inema t ika i t e rhek 
v e k t o r a , u — a csomópont i e lmozdulások , s — a r u d a k belső erőinek v e k t o r a , 
G — a szerkezet geomet r ia i m á t r i x a , F — a szerkezet ha j l ékonyság i m á t r i x a . 

Az (1) egyenlet első so ra a c somópon tok e g y e n s ú l y á t , a másod ik sora az 
e lmozdulások k o m p a t i b i l i t á s á t fejezi ki . 

Az u , q vek to rok koo rd iná t á i a v iszonyí tás i (globális) k o o r d i n á t a -
r endsze rben az s, t — a r u d a k h o z k ö t ö t t helyi k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n értel-
m e z e t t e k . 

K ö n n y e n m e g g y ő z ő d h e t ü n k arról , hogy az (1) a l apegyen le t e t a 

i 7 1 = l s * F s + s * t | G * s + q = 0 J (2) 

kvadratikus programozási feladatként is tárgyalhatjuk, azaz keressük a 
П х = U f s ) minimumát a 

G*s + q = 0 (3) 

mellékfeltétel , i l letve korlátozás mellett. 

A programozási fe ladathoz tartozó Lagrange-féle függvény 

Lx = Lfs, u) = Щs) + u*(G*s + q), (4) 

míg a minimum feltételből adódóan a 

9u 
egyensúlyi egyenlethez, 

9 Lx 

9 V 0 = G*s + q (5a) 

9s 

kompa t ib i l i t á s i egyenle thez j u t u n k . 

0 = G u + Fs - f t (5b) 

3. A programozás i fe ladat megfoga lmazása 
feltételes k inemat ika i kapcsolatok ese tében 

3.1. A mellékfeltételek 

Amin t m á r az e lőzőekben eml í t e t t ük , külső és belső fe l té te les k i n e m a t i k a i 
kapcso la tokró l beszélünk. 1 

3.11. A K F K k a p c s o l a t o k a t lényegében két o s z t á l y b a lehet sorolni. 
Az első ese tben a t á m a s z o k a t , a szilárd a l apo t merevnek t e k i n t h e t j ü k a rúd-
szerkeze thez képes t , míg a másod ik ese tben r u g a l m a s n a k . Mivel az (1) egyenle t 

1 A továbbiakban használni fogjuk az alábbi jelöléseket 
Külső feltételes kinematikai kapcsolat = K F K kapcsolat; 
Belső feltételes kinematikai kapcsolat = B F K kapcsolat. 
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o l y a n rúdszerkeze t re érvényes, a h o l a terhelés c s o m ó p o n t o k b a n ha t , a ruga l -
m a s alap h a t á s á t , a n n a k a rúdsze rkeze t t e l va ló együ t tdo lgozásá t csak közelí-
tő l eg , diszkrét p o n t o k b a n a f e l a d a t t e rmésze tébő l k ö v e t k e z ő k i t ü n t e t e t t 
i r á n y b a n (pl. az egyik test no rmá l i s a ) vesszük f igyelembe. 

Ehhez egyrész t a t a r t ó s z e r k e z e t r u g a l m a s a lappal é r in tkező részén 
f i k t í v c s o m ó p o n t o k a t veszünk fe l , másrészt a ruga lmas a l a p elmozdulás-
á l l a p o t á t leíró d i f fe renc iá legyenle te t , in tegrá legyenle te t v a g y va lami lyen 
var iác iós elv a lka lmazásakor a szóban forgó funkc ioná l t is d i szkre t izá l juk , 
a t a r tószerkeze t kérdéses t a r t ó s z a k a s z á n meg ta l á lha tó va lóságos és f i k t í v 
c somópon tok f igye lembevé te léve l . Fe l té te lezzük , hogy a t a r tó sze rkeze t és 
az a lap közöt t a súrlódás e lhanyago lha tó , í gy k ö z ö t t ü k c sak normál i s i r á n y ú 
n y o m á s jön lé t re . A t á m a s z o k a t is minden e se tben súr lódásné lkü l inek t e k i n t j ü k . 

A rúdszerkeze t és a r u g a l m a s alap v a g y a t ámaszok k ö z ö t t te rhe le t len 
á l l a p o t b a n kezde t i hézag, rés lehetséges . 

Je löl je a hézag é r téke ibő l a lko to t t v e k t o r t a g lobál is rendszerben 
h* = [hj, . . ., Лдг], ahol N a r u g a l m a s alap és a rúdszerkeze t közö t t i kölcsön-
h a t á s t f igye lembe vevő p o n t o k s z á m á n a k és a t á m a s z o k n á l je len tkező kor lá-
t o z á s o k s z á m á n a k összege. Megeml í t j ük , a h vek to r e lemei nemcsak t ávo l -
ságok , hanem szögek is l ehe tnek , így a kezdeti hézagot , m i n t az ( l ) -ben szereplő 
u e lmozdulás t , s belső erőt — á l t a l ános í t o t t é r t e lemben kell h a s z n á l n u n k . 

Mellékfel tételek (kor lá tozások) felírása cél jából v i z s g á l j u k meg az 1. 
á b r á n vázol t szerkezete t . A 2 j e lű ruga lmas t a l a j és rúdsze rkeze t k ö z ö t t 
az ér intkezés-elválás fe l té te lé t 7 db p o n t b a n el lenőrizzük. A rúdszerkezet 
8, 9, 10 je lű p o n t j a i , ke resz tmetsze te i a t e rhe lés ha tásá ra a f e l t ü n t e t e t t m e r e v 
t á m a s z o k r a is t á m a s z k o d h a t n a k . A 8 je lűnél a ke resz tme t sze t ea i rányú el to-
l ó d á s a és szögelfordulása egy, i l l e tve két i r á n y b a n van k o r l á t o z v a , a 9 j e lűné l 
az éj, i r ányú e lmozdulás van k o r l á t o k közé szor í tva , míg a 10 jelű keresz t -
me t sze tné l a n n a k vízszintes i r á n y ú e lmozdulásá ra í r h a t u n k fel k o r l á t o t . 
Az egységvektorok által m e g h a t á r o z o t t i r á n y t kitüntetett iránynak f o g j u k 

nevezn i . 

I kitüntetett irány 

1. ábra. Külső feltételes kinematikai kapcsolatokkal rendelkező rúdszerkezet. 1 — rúdszerke-
zet, 2 — rugalmas talaj, — merev támasz 
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Je lö l j e a rúdszerkezet 1 — 7 j e lű pon t j a inak ez i r á n y ú e lmozdulásá t w , 
míg a ruga lmas a lap azonos k o o r d i n á t á j ú p o n t j a i n a k ugyanezen i rányú 
e lmozdulásá t w(2), (w{1)* = [«#>, . . u/,1'] (1) « (2)). 

A támaszoknál levő keresz tmetsze tek ej ( j = 8, 9, 10) i r á n y ú elmoz-
dulásá t , i l letve a ő-as keresz tmetsze t i rányú szögelfordulását vektor 
foglal ja magába . A w l d(1> vek to rok a rúdszerkezet e lmozdulásál lapotát 
jel lemző u csomóponti e lmozdulásvektorból megfelelően vá lasz to t t A" , Ad 

m á t r i x o k segítségével 

w (1) = А ш и , d(1) = A d
+u (6a, b) 

összefüggéseken keresztül számolha tók . 
I ly módon a rúdszerkezet 

k ( 1 >= w<4- = 

d(1) 

A u (7) 

vek tora iva l jel lemzett e lmozdulásai ra kell felírni az egyoldalú kapcsolatokból 
származó mellékfel té teleket , ko r l á toka t . Mint látni f o g j u k , a fel írható kor lá tok 
száma a k(1) vektor mére t é t m e g h a l a d h a t j a . 

Vegyük sorra ezeket . 
A rugalmas alap és a rúdszerkezet között az i j e lű pontban ér intkezés 

lép fel, h a 

gr = w?) - wW + h? = 0; рГ^О (8a) 
és rés van, ha 

g7 = « 4 4 - ">?> + ЛГ > 0; P?= 0, (8b) 

vagyis, bármely pontban áll a 

p7g7 = 0, i = 1, . . ., 7, (8c) 

feltétel , ahol pY — a rúdszerkezet és az alap közöt t fellépő ér intkezési erő. 
Bevezetve a re la t ív hézagok g", a kezdeti hézagok h1", továbbá pu érint-

kezési erők vektorá t , a (8a—c) fel té te leket tömörebb f o r m á b a n is f e l í r ha t j uk : 

(2) (1) I 1» ч л 
g = w w — wv ' -j- h j> 0; 

(9a—с) 
U> ^ n U>* 1V П V ' 

p Л 0; p g = 0 , 
ahol 

g""* = [g7, • • -, g7], pw* = [pv • • ••> p ? ] stb-

Merev t ámaszoknál (lásd 1. ábra ) a 8 jelűnél az e8 i rány elmozdulásra , 
—e8 i r ányú reakcióerőre 

gs = К — da> 0; F* ^ 0; g8 • F8 = 0 ( l O a - c ) 

összefüggések írhatók fel. 
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Az ef i r á n y b a n egyrészt 

gl+ = cp+ _ dl ^ 0 ; Mg+ ^ 0 ; gt • M8
+ = 0 ( l l a - c ) 

+ j e l ű kor lá tozások , másrészt 

gV = n + d8 ^ 0 ; Ms ^ 0 ; gi • Mg- = 0 ( 1 2 a - c ) 

— j e l ű kor lá tozások f o g a l m a z h a t ó k meg. 
A 9 je lűnél e9 i r ányban e g y r é s z t 

g+ = ht - d 9 ^ 0 ; F f ^ 0 ; g f • F9
+ = 0, ( 1 3 a - c ) 

m á s r é s z t 

gV = hj + d9^> 0 ; F9 ^ 0 ; • Ff = 0, ( 1 4 a - c ) 

m í g végezetül a 10 jelűnél 

gio = Ko - «*ю ^ 0 ; F 1 0 ^ 0; g 1 0 • F 1 0 = 0 ( 1 5 a - c ) 
í r h a t ó . 

I t t F g , . . ., F 1 0 a t á m a s z o k n á l keletkező reakc ióerőke t , n y o m a t é k o k a t 
j e l e n t i k . Ezeket a -f- indexnél v a g y index nélkül i esetben a k i t ü n t e t e t t i r ánnya l 
e l len té tesek , míg — indexnél a z o n o s i r ányúak . Def in iá lva 

r + * = [F8 , M g , F + , F 1 0 ] ; r * = [M8", F 9 "] (16a, b) 

r * — [r ] r - * ] (17) 

támasztóerők vektorát , a 

g+ = [fc, g í , giol; g - = W " , gl] (18a, b) 

g r* = [g? ; gl*] (19) 
re lat ív hézag, t ovábbá 

h ? = [h8, <pt, К , A10]; hl* = [<p8-, hi] (20a, b) 

h r * = [hr
+* \ЪГ*] (21) 

kezdet i hézag vektorokat, a 

d<?* = [d8, d l d9, d 1 0 ] = u* Ad
+*; (22a) 

dl»* = [dg, d9] = u* Al* (22b) 
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e lmozdu lá svek to roka t , a (10a—15c) fe l t é te lek helyet t t ö m ö r f o r m á b a n 

= hr — A r u 0, (23a) II 
kM

 

Г r 1 g+ = К — А<П 
Г 

. 8 - . h i - A i 

r ^ O ; r* g r = 0 (23b, c) 

a l a k b a n í r h a t ó k . 
I l y m ó d o n a r u g a l m a s a lappa l és merev t á m a s z o k k a l rendelkező rúd -

szerkeze t re vona tkozó kor l á tozások 

g = h w 

hr 

A w 

A r 

u + 
(2) 

^ 0 , 

= h — Au + w ;> 0, 

[pw* ! r*] ^ 0, p*g' = 0 

(24a) 

(24b, c) 

a l a k b a n í r h a t ó k fel. 
Megjegyzés 1. A m e n n y i b e n m i n d e n t ámaszná l -j- és — jelű kor lá tozások 

l épnek fe l , úgy A Í = A Í . 
Megjegyzés 2. H a a t á m a s z o k r u g a l m a s a k , akkor (23a) he lye t t 

r 
g = h i 

h i d i — A 

u = hr + dr - A ' u ^ O (25) 

ál l , ahol d i , d i — a -(- és — jelű t á m a s z o k elmozdulása a k i t ü n t e t e t t i r á n y b a n . 
3.1.2. BFK kapcsolatok. Ezeknek a kapcso la toknak k é t osz tá lyá t külön-

b ö z t e t j ü k meg. 
1. A kapcsolódási helyre egye t len olyan rúd f u t be, amely kezde t i 

hézagga l i l leszkedik. 
2. A kapcsolódási helyre t ö b b egymás tó l függet len o lyan r ú d f u t be, 

amely kezde t i hézaggal i l leszkedik. 
S íkbel i szerkezetet fe l té te lezve, a hézaggal i l leszkedő r ú d ( t o v á b b i a k b a n 

2-es r ú d ) s zempon t j ábó l az a lábbi kapcso la toka t f o g j u k megkü lönböz te tn i . 
1.1. Vezeték I. O l y a n hézaggal i l leszkedő veze ték -hüve ly pá r ró l v a n 

szó, a m i k o r a d á t m é r ő j ű veze téken a D i> d belső á t m é r ő j ű hüve ly kor lá to-
zot t m é r t é k b e n e lcsúszhat ik , i l letve a veze ték £ hossz tengelyére merőlegesen 
rj i r á n y b a n meglevő Ar] = D — d j á t é k m i a t t A<p = + Ar]llim nagyságú szög-
elfordulás i j á t ékka l is e l fo rdu lha t , m iközben n y o m a t é k o t n e m visz á t . Ez az 
i f ő c s o m ó p o n t b a b e f u t ó m „ s z a b a d v é g ű " rúdná l A(pym = kezdet i szög-
elfordulás i hézagot okoz (2a ábra) . 
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2. ábra. Vezeték I és a kezdeti hézag értelmezése, a) i — vezeték, m — hüvely, b) A<j> értel-
mezése, c) Vezeték I kapcsolat mechanikai sémája, d) a hüvely tengelye ip° szöget zár be 
a í tengellyel: Arpfm, Acpjm értelmezése, e) Vezeték I kapcsolat sémája <p° Ф 0 esetében 

A Ar\ a l apú és í,-m m a g a s s á g ú tégla lap 2b ábra sze . in t i bevona lkázásáva l 
(melyeket merevnek t e k i n t ü n k ) a szögelfordulási j á t é k jó l é rzékel te the tő . 
Az r) i r ányban ezen há romszögeke t egymástó l —Arjfhi t ávo lságra e l to lva , 
m a j d a k a p o t t AB s zakasz t merevnek fe l té te lezve, t o v á b b á az i főcsomó-
pontokná l a | i r ányú e g y m á s t ó l A£fm -f- A^Ym t ávo l ság ra l evő (háromszögekkel 
jelölt) С és D ko r l á toka t az azok közé képzel t merev r ú d b ó l felépítve, az i és 
m pontok ( rúdke resz tme t sze t ek ) közöt t i Vezeték I t í p u s ú fel tételes k inema-
t ika i kapcso la to t jelölő (érzékel tető) s e m a t i k u s áb rához j u t u n k (2c á b r a ) . 
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A m e n n y i b e n a h ü v e l y tengelye n e m pá rhuzamos a Í tengellyel , k ö z ö t t ü k 
<p° szög v a n , akkor a 2d ábra a l ap j án fe l í rha tó kezdet i szögelfordulási hézag 

. , . , / Incosff l" 
A<Pim = - 9» + 

hm 

Л _ « - /LÎ7 COS FFI° 
^ = 9>° + 

hm 
ahol 

D—d 
Ar; = 

cos 9?° 

A £ és r] tengelyek i r ányába eső z l f * , kezdet i hézagok a Vezeték I 
típusú kapcso l a t 2e á b r á n vázolt s e m a t i k u s á b r á j á t e redményezik . 

A 2c és 2e áb rákon levő Vezeték I-nél f e l t ü n t e t e t t kezdet i hézagok pozi-
t ívak . N e g a t í v n a k ( tú l fedésnek akkor t ek in t endők , amiko r a k o t t á z á s n á l 
a nyíl h e g y e a „ t a lp vonáshoz k é p e s t " az áb rán szereplőtől el lentétes i r á n y b a 
m u t a t el. P l . Arjtm esetén, amenny iben •*— he lye t t —»• k o t t a áll, úgy Arjtn 0 - n a k 
t e k i n t e n d ő . Ez azt je len t i , hogy a 2e á b r á n szereplő CD rúdszakaszhoz k ö t ö t t 
£r] koord iná ta rendszer az A pon t tó l ba l r a helyezkedik el. 

A je len modellezésben, a veze ték és a hüvely az i főcsomópont (kereszt-
metszet ) , környeze tében a k inema t ika i fel tételek fel í rása s z e m p o n t j á b ó l 
merevnek t e k i n t e t t . E b b ő l adódóan Ai, At] köve tkezésképpen zlçj-nek mind ig 
poz i t ívnak kell lennie bá rmi lyen Ai~j~m, . . ., А<рЛ kezdet i hézag kombinác ióná l . 
A veze ték és hüvely közö t t i ruga lmas deformáció f igye lembevéte le a t é rbe l i 
r uga lmasság tan i fe ladat megoldásá t is igényelné. Mivel a r u d a k hosszmérete i -
hez képes t a most t á r g y a l t veze ték-hüve ly méretei , i l le tve a később iekben 
t á rgya l t kapcso la tok geometr ia i mérete i lényegesen k isebbek , a r u d a k kapcso-
lódását m e r e v n e k t e k i n t e t t szerkezeti e lemek előzetesen nem ismert e g y ü t t -
dolgozásával k íván juk modellezni . A b e m u t a t o t t módszerek , á l t a l ános í tha tók 
a jóva l bonyo lu l t abb ese t re is. 

A kapcso la tban szereplő merev e lemek köve tkez t ében , a fellépő k a p -
csolati e rők és n y o m a t é k a kezdet i hézag el tűnése u t á n b á r m e k k o r a é r t éke t 
f e lvehe tnek . Je len ese tben az m je lű r ú d v é g r e á t adódó i,r\ és y i r á n y ú Tm, 
Nm, Mym e rők és n y o m a t é k a 

Ï = ii — Ím, V = Vi — Vm, 

9 = <Pi — <Pm 

függvényében a 3a áb ra szerint v á l t o z n a k ( M y m — Мут{ф) esetén А<рЦ 0 
előfeszítést v e t t ü n k fel.) 
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3. ábra. Jelleggörbék, a) Ideálisan merevedő kapcsolatnál fellépő belső erők (nyomaték) 
I = — f m elmozdulás (szögelfordulás) <p = у,- — qpm diagramok (i — főcsomópont, m — 
befutó rúdvég jele, Tm (stb.) az m-re ható erő (stb.) a 2. ábrán vázolt |t)y koordináta-
rendszerben). b) Ideálisan rugalmas-merevedő kapcsolat belső erő-elmozdulás diagramja 

Ezeke t a kapcso la t i e rő -e lmozdu lás d i a g r a m o k a t ideá l i san m e r e v e d ő 
(bezáruló) k a p c s o l a t o k h o z t a r t o z ó j e l l eggö rbéűnek nevez i az i roda lom [6] . 
A m e n n y i b e n a kapcso lódó sze rkeze t i e l emek b i zonyos m é r t é k ű r u g a l m a s s á g g a l 
r ende lkeznek , ú g y az e lőbbi d i a g r a m o k h e l y e t t a 3b á b r á n f e l t ü n t e t e t t i deá l i san 
r u g a l m a s - m e r e v e d ő k a p c s o l a t o t leíró j e l l eggörbék t a r t o z n a k . E z u t ó b b i szá-
m í t á s á v a l j e l e n m u n k a Melléklet c ímű r é s z é b e n f o g l a l k o z u n k . 

A 2. á b r a a l a p j á n f e l í r h a t ó k i n e m a t i k a i f e l t é t e l ek , k o r l á t o k egyrész t 

gtim = I i + ML - l m Л 0 , 
(26a, b ) 

g(im = — l i + Mim + lm Л 0 + 

gnim — Vi + Mim — Vm j> 0 » 
(27a, b ) 

gr,im = — Vi + Mim + Vm 0 > 
másrész t 

gtim = 4>i + Mtm — <Pm> 0, 
(28a, b ) 

g fim = —<Pi + Mim + ?>m ;> 0 , 
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a h o l 
= и,- s i n a , + Wj c o s a , , 

(29a, b) 

r j i = u , c o s « i — Wj s i n a , , 

f m = Mm s i n ОС,- 4 - wm c o s a , - , 
(30a, b) 

f im = M m c o s а,- — w m s i n а , , 

И,-, to,-, Ç), (UM, WM, cpm) az i (MI) j e lű csomópontok vízszintes és függőleges 
e l tolódása, illetve szögelfordulása a 2. ábrán f e l t ü n t e t e t t pozitív i rányokban . 

1.2. Vezeték I I . Nyoma téko t is á tadó hézagnélkül i vezeték, amelynél 
a hüve ly mozgása kor lá tozo t t (4a áb ra ) . Fel írható fel té telek (26a, b), t ovábbá 
a Ar}?m = Arjßn = 0-ból követően 

Vi = Vm, <Pi = (Pm • (31a, b) 

A (31a, b) fe l té te leket célszerű a csatolt rendszer , vagyis a G előállítá-
sánál már f igyelembe venni . 

a. b. 

Megjegyzés 3. A Vezeték I . és I I . t ípusoknál lehetséges o lyan eset is, 
amikor a csúszkának tengely i rányú mozgása csak egyik i rányban v a n korlá-
tozva . Ebben az ese tben értelemszerűen a (26a, b) közül va lamelyiket nem 
kell szerepeltetni ko r l á tkén t . 

1.3. Csúszka I. A 2-es rúd a t ö b b i rúdhoz csúszkán keresztül illeszkedik, 
a csúszka mozgása kor lá tozot t . A 4b ábra a lapján k inemat ika i kor lá tokként 
a (26, b), (31a) szerepelnek. 

1.4. Csúszka I I . A csúszka a vezetékben j á t é k k a l illeszkedik, mozgása 
kor l á tozo t t (5. ábra) . Kinemat ika i kor lá tokként egyrészt a (26a, b) a la t t i aka t , 
más rész t a (27a, b) a l a t t i aka t í r h a t j u k fel. 

1.5. Csúszka I I I . A csúszka a vezetékben nincs rögzítve, mozgása korlá-
tozo t t (6. ábra) . A (26a, b) és a (27b) egyenlőtlenségek a k inemat ika i korlátok. 

1.6. Csúszka IV. A 2-е s rúd v é g p o n t j á b a n a kezdeti hézag „el-
t ű n é s e " u t á n kele tkező rúderő, nyomóerő . A nyíróerő tetszőleges, a hajl í tó-
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n y o m a t é k zérus. í g y k inemet ika i k o r l á t k é n t a (26 b), (31 a) a l a t t i a k szere-
pe lnek (7. ábra) . 
(31a) szerepelnek (7. ábra ) . 

2.1. 1.1 —1.6 a l a t t i ak kombinác ió i . 
2.2. Vezeték I I I . Az á tmenő t enge ly hézag n é l k ü l i l leszkedik, vezetékbel i 

e lmozdulása I k o r l á t o z o t t 
k e t i r a n y b a n J 

Az é rvényben levő kor lá tok ( f ^ ' £ ) ) a v i z s g á l t c sa t l akozásnak 
[ (26a , b), (31a, b)J 

megfele lően. 
2.3. Vezeték IV. Hézaggal i l leszkedő á tmenő t enge ly , vezeték i r á n y ú elmoz-

egy i r ányban 

a 
8. á b r a 

1 
b 

dú lása 

a 9. íf 

kor lá tozo t t . A fe l í rha tó k o r l á t o k í ^ ' Ь ) ' ( 2 8 a ' b ) l 
| (26a 28b) k é t i r á n y b a n 

áb rán vázo l t csa t lakoznak megfelelően. 

5. ábra. Csúszka II 6. ábra. Csúszka III 

Д5[г 

7. ábra. Csúszka IV, a) szerkezeti kialakítás, b) Nm = jVm(|) rúderő függvény 

1 

/ Ф С 
w ' u 

m 5 
> 

m 5 

Д5Г, Д Sim Д51г 

8. ábra. Vezeték III 
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V 

i , E 

1 
F- 
< 

r m i 

Д5Гт, | F* < 

b. 

Д5Гг 

Д5, 

9. ábra. V e z e t é k I V 

L á t h a t ó , hogy p á r o n k é n t a Vezeték I I . és I l I -ná l , i l l e tve a Veze ték I . 
és IV-nél f e l í rha tó kor lá tok egy és u g y a n a z o k . Szerkezetbel í kü lönbség a 
csat lakozási he lyre be fu tó r u d a k s zámában v a n , t ovábbá a szerkezeti e l emek 
i, m je leinek felcserélésében. 

A v izsgála t fo ly t a t á sa cél jából v e g y ü k a Vezeték 1-еt, mint a l e g t ö b b 
kor lá tozás t előíró csa t lakozás t . 

Beveze tve a (28a, b) a l a p j á n a csa t lakozás ún. f ő c s o m ó p o n t j á h o z 
(i je lű) t a r t o z ó 

T j = sin а,-

cos Xi 

0 

cos а, 

— sin а, 

0 

(32) 

t r an sz fo rmá ló m á t r i x o t , a 

Û* = [fi Vi <pi], u* = [«1 Wi <Pi] (i 

elmozdulás v e k t o r o k a t a 

hf+* = [AitnAptmAcptm], 

im grjim g<pim ] 

kezde t i és r e l a t ív hézag v e k t o r o k a t , 

a (29a—30b) he lye t t 

û, = T^u„ ú„ T^u, 

a (26a—28b) he lye t t 

gím = g'A 

g ím . 

J+Л 

J— 

-Ti 

I "m , 

Ti] 

m) 

T{ - T j 

í r ha tó . 

(33a, b) 

(34) 
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Más t í p u s ú csa t lakozásokná l a (34) egyenlőt lenség természetesen a fel-
í rha tó k o r l á t o k n a k megfele lően módosul. Amenny iben az i je lű c somóponthoz 
(csat lakozási helyhez) t ö b b f a j t a csa t lakozáson keresztül f u t n a k be a r u d a k , 
úgy összegyű j tve a k o r l á t o k a t egy vektor egyenlet -egyenlőt lenségbe, f o r m a i l a g 

g? = h f - A f u ^ 0 (35) 

í rha tó fel, ahol u az összei l lesztet t rúdsze rkeze t (csatolt rendszer) e lmozdulás-
vek to ra . 

Merev csa t lakozásná l a rúdvégek e lmozdulása i n y i l v á n azonosak, a csa t -
lakozások n é h á n y f a j t á j á n á l az el tolódások k ö z ö t t fennál ló l ineáris kapcso la tbó l 
következően az egyik r ú d v é g i eltolódás va lamely ik k o o r d i n á t á j a m á r n e m 
szerepel az u - b a n , a m e g m a r a d ó k igen. (P l . a (31a) sze r in t i feltételnél az i és 
m c somópon tok esetén az u vek to rban u,, и?,, um szerepelnek, wm m á r n e m , 
hiszen az (29b), (30b) a l a p j á n wm függ az előzőektől.) 

Végezetül az egész rúdszerkeze t re v o n a t k o z ó belső kapcso la tokból szár-
mazó k i n e m a t i k a i kor lá tok a (34) fe lhaszná lásáva l a k ö v e t k e z ő alakot n y e r i k : 

g ; = h ; 0 . (36a) 

Hason ló megfonto lásbó l , mint a 3 .1.1. p o n t b a n l á t t u k , a re la t ív hézag 
el tűnése a r u d a k közöt t i y, e rő keletkezését v o n j a m a g a u t á n , azaz 

vagyis 

g j j i = 0 i = 1 , . . . , B , 

g J = 0 , i V = o , 

( 3 6 b , c ) 

ahol j — az egyoldalú kapcso la tokná l ke le tkező belső erők vek to ra , В — a belső 
kor lá tok s z á m a . 

I ly m ó d o n a K F K és B F K kapcso la tokka l rende lkező rúdszerkezet éknél 
fe l í rható k o r l á t o k 

Г W -1 g = b w 
— - A w " u + Г (2) 

г 
g h r A r d r 

V . h y . 0 

0 , (37a) 

t o v á b b á 

g = h — A u + d 0 , 

Р* = [ P
H V , j 4 ^ o * , P *g = o. (37b, с) 
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3.2. A programozási feladat felállítása 

L á t t u k , hogy a (2) p rogramozás i f e l a d a t megoldása az (1) egyen le t -
rendszer mego ldásá t szo lgá lha t j a . A B F K és K F K kapcso la tokbó l a d ó d ó a n 
az ( l ) -ben a q he lye t t q — A*p szerepel, vagy i s a rúdsze rkeze t c somópon t -
j a i n a k egyensú lyá t az a lapró l , t á m a s z o k r ó l á tadódó egyelőre i smere t l en 
t á m a s z t ó e r ő k , a belső kapcso la tokná l ke le tkező belső erők f igye lembevé te léve l 
kell k e r e s n ü n k , miközben a (37a—c) fe l t é t e leknek is f enn kel l állniuk. 

Té te lezzük fel, hogy i s m e r j ü k a /7" = П'с' (p" ), Пг
с = Пг

с(т) k v a d r a t i k u s 
a l a k o k a t , az a l ap és a r u g a l m a s t á m a s z o k kiegészítő ene rg i á j á t . E k k o r a 
Cast ig l iano- té te l é r te lmében g77"/opu = w<2), дПЦдт = dr , mivel a t e s t r e 
h a t ó pu , (r) egybeesik w'"', (dr) pozi t ív i r á n y á v a l . 

Tétel 1. A (37a—c) fe l té te lekkel j e l l emze t t K F K és B F K k a p c s o l a t ú 
rúdszerkeze t e lmozdulás m e z e j é t és feszül tségi á l lapotát a 

min {П2 = Я , + П? + nr
c + p*h I G*s = q - A*p = 0, p ^ 0 } (38) 

k v a d r a t i k u s p rogramozás i f e l a d a t megoldása szolgál ta t ja . 
Bizonyítás : A (38) f e l ada thoz rendel t 

L2 = L2 ( S , U , P ; > 0) = / 7 , ( 8 ) + n?(P
w) + nR

C(R) + 

+ p*h + u*(G*s + q - A*p) 

(39) 

Lagrange-fé le függvényből k i indu lva (u — Lagrange-féle mul t ip l iká to r ) a 
m a t e m a t i k a i p rogramozás K h u n — T u c k e r t é t e l e ér te lmében [9] a 

9L2 

3s 
Gu + Fs + t = 0 (40) 

kompa t ib i l i t á s i egyenlethez, a 

э l 2 _ 
"dü ~ 

G*s + q — A*p = 0 (41) 

egyensúlyi egyenlethez, a 

Э L 2  

Эр 
= h — Au + 

э щ 

Эр"' 
э Щ 
Эг 
о 

Эр 

Р ;> о , (42а—с) 
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egyoldalú kapcso la to t k i f e j ező egyenlőt lenség-egyenlőséghez j u t u n k , a m e l y e k 
egybeesnek a feltételes k i n e m a t i k a i k a p c s o l a t ú rúdsze rkeze t á l lapotá t leíró 
egyenlet-egyenlőt lenségi rendszer re l . Q. e. d . 

3.3. A (39) programozási feladat megoldása elmozdulásmódszer segítségével 

Az e lmozdulásmódszer a lka lmazásához fel kell t é t e l e z n ü n k , hogy az F 
ha j l ékonyság i m á t r i x n e m e l fa ju ló : de t F т 4 0, azaz a rúdszerkezet m e r e v 
r u d a k a t nem t a r t a l m a z . E k k o r a (40)-ből k i f e j ezhe t j ük a belső erők v e k t o r á t 

s = — F - 1 Gu — F - 1 1 , 

m a j d a k a p o t t ér téket (41)-be betéve és á t r endezve a 

Ku — q — A*p 

egyenlethez j u t u n k , ahol 

К = G* F - 1 G ; q = q — G * F - i t 

(43) 

(44) 

(45a, b) 

a rúdszerkezet merevségi m á t r i x a , r eduká l t terhelési v e k t o r a . 
A (44), (42a —c) a l a p j á n fel írható megoldandó egyenle t -egyenlőt lenségi 

rendszer a 

К A*- u + q " + о - — о -

- A 0 P h 
9 Пс 

L Эр J g 

0; 

g ^ O ; p ]> 0 ; g*p = 0 ; 

( 4 6 a , b ) 

(46c—e) 
ahol 

9 Пс 
* 

CD * 
ö I I c Г i о* j 

[ Эр j 9p""' э г j ! 
, M° — 

pozi t ív szemidef in i t m á t r i x . 
A K h u n — T u c k e r - f é l e fe l té te lek fe lhaszná lásáva l k ö n n y e n meggyőződ-

h e t ü n k ar ró l , hogy a (46) f e l a d a t az a l á b b i programozás i fe ladatból is szár-
m a z t a t h a t ó : 

min I Пр I g = h — Au + 
Э Д . 

^ 0, p I> о (47) 

p — — u * K u — u*q — a rúdszerkezet potenciális energ iá ja . A (47)-hez ahol Я , 

t a r tozó Lagrange-fé le f ü g g v é n y 

L3 = L 3 (u, p ^ 0) = Пр(и) - ЯЛр"0 - П[(r) - P * ( h - Au), 
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a m i n e k a p rog ramozás i f e l ada t m e g o l d á s a f o l y a m á n a n y e r e g p o n t j á t ke ressük 

Э L , dLs _ ft
 9 L 3 

9u Эр 
p* 

Эр 
= 0 , 

vagy i s a m i n i m a x f e l a d a t 

min m a x ( Я „ ( и ) - I7?(pw) - П[{г) - p*(h - Au) j . 
u p^O 

(48) 

Mielő t t t o v á b b l é p n é n k , v i z s g á l j u k meg, hogy а К m á t r i x n a k mi lyen 
t u l a j d o n s á g o k k a l kell rende lkeznie a h h o z , hogy az e l sőrendű e lmé le t a lkal -
m a z h a t ó legyen a (46) f e l ada t m e g o l d á s á r a , a n n a k ellenére, hogy a szóban 
forgó f e l a d a t o t ezen e lméle t segí tségével é p í t e t t ü k fel . E r r e a k é r d é s r e а К 
m á t r i x r a n g j a és s t r u k t ú r á j a (az a l á b b i a k b ó l k ide rü l mi t fogunk ezen ér teni) 
ad f e l e l e t e t . 

А К merevségi m á t r i x £>(K) r a n g j á t a G geome t r i a i és F h a j l é k o n y s á g i 

m á t r i x r a n g j a h a t á r o z z a meg: 

e (K) = p(G * F _ 1 G ) = m i n (g(G), e ( F " i ) ) . 

Mivel F n e m e l fa ju ló , ú g y 

<?(K) = e(G), 

vagy i s а К i n v e r t á l h a t ó s á g á t G r a n g j a d ö n t i el. 
H a g(G) = m i n (m, n) — ahol m, n a G m á t r i x sora inak , o sz lopa inak 

s z á m a , t o v á b b á m = n, akkor s t a t i k a i l a g h a t á r o z o t t szerkezet rő l , i l letve 
m > n e s e tben s t a t i k a i l a g h a t á r o z a t l a n szerkeze t rő l beszélünk. E z e k b e n az 
e s e t e k b e n К i n v e r t á l h a t ó . (Lásd pl . a 10a, b á b r á k o n vázol t s ze rkeze teke t . ) 

H a g(G) = m i n (m, n) és m < n a szerkezet s t a t i ka i l ag t ú l h a t á r o z o t t . 
E b b e n az ese tben a K F K kapcso l a tú r ú d s z e r k e z e t n é l ( lásd pl. 1. á b r á n vázol t 
s ze rkeze te t ) mindig k i v á l a s z t h a t ó a K - b ó l o lyan l egnagyobb m é r e t ű e lnem-
f a j u l ó m á t r i x , ame lyhez t a r t o z ó f i k t í v t á m a s z o k k a l rendelkező a l apsze rkeze t 

\ 
Т Г 

i 
"ТГ 

10. ábra. Rúdszerkezet a) statikailag határozott, b) statikailag egyszeresen határozatlan 
c) statikailag túlhatározott 
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merev tes t sze rű mozgás t nem végez. Vagyis egy és ugyanazon szerkezethez 
á l t a l ában t öbb a lapszerkezet r ende lhe tő . 

A B F K k a p c s o l a t ú rúdszerkeze tné l (lásd pl . 10c ábrán vázo l t a t ) lehe tnek 
o lyan esetek is a m i k o r p(G) < min (m, n). H a a B F K kapcsola tok nem vol-
n á n a k „ b e é p í t v e " a rúdszerkeze tbe , akkor a szerkezete t m á r csak másod-
r e n d ű elmélet tel l ehe tne megoldani [7]. A m e n n y i b e n a kapcso l a tban szereplő 
kezde t i hézagok m é r t é k e nem h a l a d j a meg a rúdszerkeze tné l fel lépő u elmoz-
dulások mér t éké t (amelyekről e leve fe l t é te lez tük , hogy kics inyek a rúdszer-
keze t hosszmérete ihez képest) , ú g y a p rogramozás i fe ladat mego ldásának 
megkeresésére a b b a n az ese tben sor t lehet ker í ten i , ha a rúdszerkeze te t 
a k inemat ika i kapcso l a tokban f e l v e t t f i k t ív t á m a s z o k k a l s t a t ika i l ag ha tá ro -
zo t t vagy h a t á r o z a t l a n a lszerkezetekre lehet b o n t a n i . A f ik t ív t á m a s z o k t ény -
leges e lmozdulásá t — mint v a l a m e l y i k rúdvég e lmozdulásá t — a p rogramozás i 
f e l ada t megoldásából n y e r j ü k . Í g y pl. a 11a á b r á n vázolt szerkezet a 10c 
á b r á n vázol thoz t a r t o z ó A és В j e lű a l szerkeze teket t ü n t e t i fel, amelyek rendre 
s t a t ika i l ag — h a t á r o z a t l a n (A), i l le tve — h a t á r o z o t t (B) szerkezetek . A 11b 
á b r á n vázol t szerkeze te t a je len t a n u l m á n y b a n tá rgya l t módszer re l meg-
oldani m á r nem t u d j u k , mivel а В álszerkezet s t a t ika i l ag t ú l h a t á r o z o t t . 

Természe tesen a K F K -(- B F K kapcso la tú rúdszerkeze tné l a f en t i esetek 
bá rmely ike e lő fo rdu lha t . 

A fen t i ekbő l következően a B F K kapcso la tú szerkezetnél a p rogramozás i 
f e l ada t f e lá l l í t á sának t ehá t csak a k k o r van é r t e lme , ha а К s t r u k t ú r á j a bizto-
s í t j a azt , hogy a K-bó l k ivá l a sz tha tó olyan i n v e r t á l h a t ó rész, amelyen kívül i 
oszlopok — j o b b r ó l tö r ténő szorzás esetén — a B F K kapcso l a tokba b e f u t ó 
szabad- , vagy lega lábbis az e lmozdulás némely k o o r d i n á t á j á b a n szabad — r ú d -
végek ( f ik t ív t á m a s z o k ) e lmozdulása ival v a n n a k szorozva. A K F K -f- B F K 
kapcso la tú rúdsze rkeze tné l a m e n n y i b e n а К m á t r i x szóban forgó oszlopai az 
e lőbbiekben m e g b a t á r o z o t t e lmozdulásokon k í v ü l a külső t á m a s z o k k a l ér in t -
kező vagy a t e rhe lés ha t á sá ra m a j d a n é r in tkező álszerkezet merev tes t sze rű 
e lmozdulásá t leíró csomópont i e lmozdulás k o o r d i n á t á k k a l v a n n a k szorozva, 
a programozás i f e l a d a t megoldásá t meg lehet kísérelni . A k v a d r a t i k u s progra-

Q. b. 

\ i 

11. ábra. Alszerkezetek felhasználása a szilárdságtani feladat megoldására, a) 10c ábrán 
vázolt tartószerkezet felbontása A és В alszerkezetre. b) Példa a lineáris elmélettel meg nem 
oldható szerkezetre (a fiktív támasszal ellátott В álszerkezet statikailag túlhatározott) 
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mozás elméletében bizonyí to t t , hogy ha a f e l ada tnak van megoldása, akkor 
csak egyetlen megoldás létezik [9]. A megoldás létezésére а К m á t r i x r ang ja , 
s t r u k t ú r á j a nem ad feleletet, az a rúdszerkezetre ható erőrendszertől , és a 
fel tételes kapcsola toktól függ. E lőfordu lha t , hogy a K F K és B F K kapcsolatok 
á l ta l megengedet t erők, nyoma tékok a külső erőrendszerrel nem képesek egyen-
súlyi erőrendszert alkotni. E k k o r a f e l ada tnak nyilván nincs megoldása. 

Ezek u t á n t é r j ü n k vissza a (47) programozási fe ladat , vagyis a (46) 
egyenlet-egyenlőtlenségi rendszer megoldásának vizsgálatához. A megoldást 
ké t fé le módszerrel keressük. 

I. módszer 

Az u e lmozdulást egyrészt két pozitív vek to r kölönbségeként ál l í t juk elő 

u = u+ - u - , u + > 0 , u - ;> 0, (49) 

m a j d (46a) az egyenletet vele egyenér tékű ké t egyenlőtlenséggel helyette-
s í t j ü k és az egyenlőséget pótlólagosan bevezete t t g + j> 0, g~ j>0 vál tozókkal 
á l l í t juk helyre. 

Másrészt, mivel 

9 Пс 
• дЩ ! * ; 19 Щ » : 

0* 
. 9p . U p - " ) 1 Эг 

» : 
0* 

= [pu'* H(2)u; + f(2)w* \ r* H(2)r + f (2)r* 10*] = p* H(2) + f ( 2 )* (50) 

a l akban fe l í rható, ahol H<2) = H<21* — ha t á smá t r i x , f ( 2 ) — az alapra és a 
ruga lmas t ámaszokra működő külső ismert terhelésből származó, a feltételes 
kapcsolatok k i t ü n t e t e t t i r ányába eső elmozdulás, a (46a, b) he lye t t 

- К К - А * ' u + —Ч — V = о, 
к - К А* u - ч 
А - А - Н ( 2 > -P - h + f ( 2 ) . - g -

М1 
X 1 Ь1 У1 

í rha tó , azaz 

у ! = b1 - M ^ ;> 0, X1 0, хг* у1 = 0, ( 5 1 a - с ) 

ahol M1 negatív szemidefini t m á t r i x , vagyis a 

min {^(x1) = X1* y' I xi ^ 0. yi = b1 - MN1 ^ 0 } (52) 

programozási f e lada t kvadra t ikus , aminek megoldása , ha létezik, különféle 
modi f iká l t szimplex eljárással — végesszámú báziscsere elvégzése u tán — 
megkapha tó [9]. 
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I I . módszer 

A eset : de t К =И= О 
А (46а) egyenletéből kifejezett u - t , behelyet tes í tve a (46b) egyenletbe , a 

g = (h - f'1») + H " p Г « , 8 Пс 

Эр 
О, (53) 

összefüggést kap juk , ahol Н ( 1 ) = A K - 1 А * = < H ( 1 ) l v | H ( 1 ) r j H ( 1 ) / > - kvázi 
diagonál felépítésű — pozi t ív définit — ha tásmát r ix , f(1* = A K - 1 q — a fel-
tételes k inemat ika i kapcso la tokban külső terhelésből származó elmozdulás: 

F0)* <1)W* ; «.(l)r» j-pURP* : fi Mi* 

E k k o r az (50) f igyelemhevéte lével , a (46c —e) és az (53) a l ap j án meg-
foga lmazha tó programozási feladat 

min z(p) (54) 

mivel 

I p * ( H ( 1 ) + H ( 2 » ) p + p * ( h + f<2> - fO) I p 0 } , 

g = (H ( 1 ) + H(2))p + h + f (2) - f*1* ^ 0 , 

p > o , g*p — o . 
В eset : de t К = 0 

Legyen а К má t r ixbó l k ivá lasz to t t legnagyobb méretű e lnemfaju ló 
má t r ix K u . Ekkor (46a) egyenlet az a lább i alakra í r h a t ó á t : 

K u K12 

K21 K22 

U i q i — 

U F q n 

A)1'* Aí* A{* 

An* Ait A n . 

J 

0 . 

(55) 

A k a p o t t mátr ixegyenle t első sorából k i fe jezet t U[-t, behelyet tes í tve 
a második sorába, n y e r j ü k az u F e lmozdulással kapcsolatos csomópontok 
( f ik t ív támaszok) egyensúlyá t kifejező egyenletet 

Du , G*f p — q/ = о , 
ahol 

D — K2 2 — K 2 l К ц 1 K 1 2 , 

G* = A*[ — K 2 1 Kn 1 A f , 

4/ = qn — K 2 1 K n ' q i . 

(56) 

(57a) 

(57b —c) 

I t t D u f — a belső erőkből, G* p — a feltételes k inemat ika i kapcsolatok-
ból, míg q F az i smer t külső terhelésből származó erőt jelenti. Amennyiben 
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nem a K F K kapcso la tokná l (csomópontoknál ) vesszük fel a f i k t í v t á m a s z o k a t , 
úgy A n = An = 0, t o v á b b á , h á B F K kapcso la tná l u F n e m t a r t a l m a z z a 
a csa t lakozás fő c s o m ó p o n t j á b a b e f u t ó szabad r ú d v é g e lmozdulásá t (ahol 
f i k t í v t á m a s z is l ehe tne , lásd 11a á b r a ) , akkor A j j is zérus m á t r i x . 

A megmaradó (46b) egyen le tbe az u F -n ke resz tü l k i fe jeze t t u - t he lye t -
t e s í t j ü k . E r e d m é n y ü l k a p j u k : 

ahol 

— h a t á s m á t r i x o k 

- G F u F + Hp + tF = g ^ 0 , 

H = H(1 > + H ( 2 ) , H(1) = А, КП1 Af 

t F = h + f<2> - f(1>, f<9 = А . К Л ч . 

(58) 

(59a, b) 

(59c, d) 

i smer t e lmozdulások. 
Vagyis a (46a, b ) helyet t a 

D G* u F + - q p — 0 

- G F H P G . g . 

(59e) 

egyenle t í rható , t o v á b b á az I. módszernél t e t t á t a l a k í t á s o k a t megismételve 
a p rogramozás i f e l a d a t 

min (<p(x) = x*y | x 0, y = b — Mx j> 0 ) , (60) 

ahol 

M = - D D - G J T b = - q F 

D - D G *p q f 
G F - G f - H . t F 

Lényeges a gyakor l a t i s zámí tások elvégzése s z e m p o n t j á b ó l é sz revennünk 
azt , h o g y az M n e g a t í v szemidef in i t má t r ix m é r e t e kisebb, m i n t az (52) fel-
a d a t b a n szereplő M1-é, azaz a m o d i f i k á l t sz implex a lgor i tmus a lka lmazása 
most e lőnyösebbnek m u t a t k o z i k a kevesebb s zámú ismeret len m i a t t . A (60)-as 
fe lada t h á t r á n y a k é n t r ó h a t j u k fel a КП* má t r ixon keresztül k i fe jezhe tő m á t -
r ixok, vek torok e lőá l l í tásá t . A m e n n y i b e n K n a számí tógép m e m ó r i á j á b a n 
t á r o l h a t ó , úgy az M és b e lőál l í tása nem okoz n a g y p r o b l é m á t , el lentétes 
ese tben a [10] m u n k a 1.3. p o n t j á b a n le í r tak szer int j á r h a t u n k el, vagyis sorra , 
pl. Gauss-fé le el imináció segítségével megoldjuk a 

K n В — K12, K n C = Af , K u l = q (61a—c) 
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egyenle teke t — (61a, b) ese tben t ö b b j o b b oldallal — m a j d a k a p o t t meg-
o ldásoka t r endre megszorozzuk K2 1-el, a D, G*, q m í g A r e l a H('», f ( 1 ) elő-
á l l í tásáná l . 

A (60)-as p rogramozás i f e l ada t megoldásáva l az (55)-be t ö r t é n ő vissza-
he lye t tes í tés u t á n 

Új = — Kn 1 A* p -f Kjj1 q, — Kn 1 K 1 2 u F 

vagyis (61a—c) f igye lembevéte léve l , 

U[ = —Cp -f- 1 — Búj? 

míg a te l jes e lmozdulás 

u = Ul - - C P - В UP + 1 

u ; 0 - E 0 

összefüggéssel s z á m í t h a t ó . I t t E egységmát r ix . 
L á t h a t ó , hogy Ё , С m á t r i x o k és 1 vek to r e l r ak t á rozásáva l a progra-

mozási f e l ada t megoldása u t á n a r u g a l m a s rúdszerkeze t á l t a l ános í to t t csomó-
p o n t i e lmozdulása a K u m á t r i x ú jbó l i inver tá lása né lkü l igen k ö n n y e n szá-
m í t h a t ó , vagyis a j a v a s o l t módszer igen h a t é k o n y n a k b izonyu l konkrét 
s zámí tá sokkor . Mivel a p rogramozás i fe lada tbó l a p a u t o m a t i k u s a n „ k i j ö n " , 
n incs szükség előjelének i sméte l t ér te lmezésére , а С m á t r i x m á r eleve „ t u d j a " 
az t . 

3.4. A (39) programozási feladat megoldása erőmódszer segítségével 

A módszer a lka lmazásához fel kel l t é t e l eznünk , hogy p(G) = min (m, n), 
m n; vagyis a lka lmazás i lehetőségei szűkebbek, m i n t az e lmozdulásmódszeré . 

Legyen a G m á t r i x b ó l k i v á l a s z t o t t e lnemfa ju ló m á t r i x G15 a megmaradó 
rész t jelölje G2. E n n e k megfelelően f e l b o n t j u k az F má t r ixo t és t vek to r t is. 

E k k o r a (40), (41) he lye t t az t í r ha t j uk , 2 hogy 

G . u + F . s 1 + t1 = 0 , 
1 (62a, b) 

G 2 u + F 2 s 2 + t2 = 0 , 
i l le tve 

G* s 1 + G2*s2 + q - A*p = 0. (63) 

A (63)-ból k i fe jeze t t s l - t behe lye t tes í tve (62a)-ba az u e lmozdulás t s2 

és p függvényekén t k a p j u k meg, m a j d az e lmozdu lásnak (62b)-be tö r ténő 
helyet tes í tésével a köve tkező összeférhetőségi egyenle thez j u t u n k 

Ss2 - Q*p + t = 0 , (64) 

2 s', t' (£ = 1, 2) vektoroknál i indexként szerepel nem hatványozásra utal. Ez a jelölési 
szabály a továbbiakban is érvényes. 
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ahol 

S = F2 + G 2 G , ^ ^ f G 2 , 

G 2 G T 1 F 1 G f - 1 A * 
(65a, b) 

t = t2 - G2 G f 1 ( t l - F , Gf - 1 q) , (66) 

t o v á b b á (42a) egyenlő t lenség h e l y e t t az (50) k i fe jezés t is f e l h a s z n á l v a 

- Q s 2 + H p + h - g = 0 (67) 

í r h a t ó . I t t 

H = fi(1) + H ( 2 ) , H(1> = A G f 1 F , Gf - 1 A* 

h = h -f A G f V - F , Gf ~1 q) + f<2) . 

(68a, b) 

(69) 

Vagyis a (40) —(42a — c) he lye t t a m e g o l d a n d ó egyenle t -egyenlő t lenségi 
r endsze r 

S - Q * 

- Q H 

s2 + t — 0 

p h g 

= 0 

azaz k e r e s s ü k a 

min 

P ^ o , g ^ O , p*g = о , 

[ s 2 * ! p * ] [ | b [ s 2 * î p * ] * + [ t * j h * ] p ^ o 

(70a , b) 

(70c—e) 

(70f) 

p r o g r a m o z á s i fe lada t mego ldá sá t . 
A mego ldás kereséséhez t i s z t á z z u k а В m á t r i x dé f in i t v o l t á t . 
B e v e z e t v e az 

R = G f 1 F , G f 1 

m á t r i x o t , a m e l y az F , , G, el nem f a j u l ó m á t r i x o k m i a t t pozi t ív d é f i n i t , a 
(65a, b) a l a t t i m á t r i x o k 

S = F 2 + G2 R Gf , 

Q* = G, R A* , 

i l le tve a (68b) kép l e t s zám a l a t t t a l á l h a t ó H ( l ) h a t á s m á t r i x 

H (1 ) = A R A* 

a l a k b a n í r h a t ó k fel. 

(71a, b) 

(71c) 
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í g y 

В = 
F 2 

0 " + " G 2 - R [ G £ j - A * ] 

0 H ( 2 ) - A 

(72) 

Mivel a G2, A mát r ixok e l f a ju lok , t o v á b b á x * F ( 2 ) x > 0, x* H ( 2 ) x > 0 b á r -

mi lyen X 0 -nál , ú g y А В m á t r i x pozi t ív dé f in i t . Ezek u t án v izsgá l juk a (70f) 
f e l a d a t megoldásá t . 

I. módszer. Fe lbon tva s2 v e k t o r t ké t poz i t ív vek to r különbségére , 
g2 = s2+ _ s 2 - , S2+ ;> 0, S 2 - ;> 0, i l letve a (70a) egyenletet az (52) fel-
a d a t n á l t e t t á t a l ak í t á sokhoz ha son lóan egyenlőt lenségekkel behe lye t t e s í tve 
az a lábbi p rogramozás i fe ladat f o g a l m a z h a t ó m e g . 

min ( 0 ( y 2 ) = x 2 *y 2 I y2 ^ 0, x2 = b2 - M2y2 ^ 0 } , 

ahol 

- S S Q* 

S - S - Q * 

Q - Q - H 

(73) 

M 2 = 

"s 2 + • 

, x2 = 
a  

s" 

P . 

y2 = 
г 2+ -, g , b2 = t 

2— „ 
g — t 

- g - h 

(74) 

(75) 

I I . módszer. Fe lhaszná lva , hogy S poz i t ív déf ini t m á t r i x , a (70a)-ból 
s2 k i fe jezhető 

S2 = S - ! Q * p - S - ! t , 

és (70b) he lyet t 

H P - f = g ^ 0 , 

í r h a t ó , amihez (70c — e) f igyelembevéte lével a 

min{co(p) = p*g i p ^ 0 , g = H p - f ^ 0 } 

programozás i f e l a d a t rendelhető , ahol3 

H = H — Q S _ 1 Q*, f = h + Q S - 1 t . 

(76) 

(77a, b ) 

3 Igazolható, hogy H pozitív définit (lásd (70)—(72)), írhatjuk, hogy 

0 < J ' B Ï = [x1* x2*] 

Legyen bármilyen x esetében 

vagyis 

azaz állításunkat igazoltuk. 
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(70a) egyenlet — p = 0-nál — a rúdszerkeze t erőmódszerrel t ö r t énő 
mego ldásának végső klasszikus egyen le te . 

K o n k r é t s zámí tá sokná l az I . és I I . módszer közö t t i v á l a s z t á s b a n a (73) 
és (76) f e l a d a t b a n szereplő i smere t lenek száma n y ú j t t á m p o n t o t . A (76) fel-
a d a t o t e lőnyben kell részes í tenünk a (73)-mal s zemben , annak e l lenére , hogy 
az S m á t i i x i nve t t á l á sá r a is szükség van , mivel az i smeret lenek száma a 
(76)-ban a szerkezet s t a t ika i ha t á roza t l anság i f o k á t ó l függően lényegesen 
kevesebb lehet , m in t a (73)-ban. 

* 

A fen t iekben megfoga lmazo t t programozás i f e lada tok összehasonl í tá-
sából l á t h a t ó , hogy az e lmozdulásmódszer a lka lmazása lényegesen egyszerűbb-
nek t ű n i k , mint az erőmódszeré . Az u tóbb iná l j ó v a l t ö b b számítás u t á n érünk 
el ahhoz a p rogramozás i fe lada thoz , amelyre m á r a modi f iká l t sz implex-fé le 
módszerek előnyösen a l k a l m a z h a t ó k . 

Á l t a l ános é r v é n y ű tanácso t nehéz adni, m e l y i k módszer a lka lmazása 
az e lőnyösebb; ezt egyrész t be fo lyáso l j ák a s t a t ika i l ag h a t á r o z a t l a n rúdszer-
kezet u és 82 v e k t o r a i n a k méretei , m á s r é s z t a végső kvad ra t i kus p rogramozás i 
f e l a d a t b a n szereplő ismeret lenek s z á m a , a p rogramozás i feladat f e lá l l í t á sának 
számí tás igénye . 

N y i l v á n az összehasonlí tás é r v é n y é t veszti, a m i k o r a szerkezet geometr ia i 
m á t r i x á n a k rang ja k i sebb , mint osz lopa inak v a g y sora inak száma . Mint lát-
t u k , b izonyos ese tekben a fe l té te les k inemat ika i kapcsola tú rúdszerkeze t 
e lmozdulása és feszül t ségál lapota , e lmozdulásmódszer a lka lmazásáva l az (52), 
(54) v a g y (60) a la t t i k v a d r a t i k u s programozás i f e l a d a t megoldásán keresztül 
h a t á r o z h a t ó meg. A m e n n y i b e n az (52) és (60) f e l a d a t felál l í tásához а К rang-
j á n a k és s t r u k t ú r á j á n a k t e k i n t e t é b e n megfoga lmazo t t szükséges fe l té te lek 
nem te l j esü lnek , ú g y a fe ladat mego ldásá ra a másod - vagy h a r m a d r e n d ű 
e lméle te t kell fe lhasználni . 

4. „Vezeték I" kapcsolat ta l rendelkező B F K kapcsolatú 
síkbeli rúdszerkezetre vonatkozó n é h á n y példa 

Gépészet i berendezésekben egy ik l eggyak rabban előforduló kapcsola t 
a „Veze ték I " . Vizsgál juk a 12 á b r á n vázol t szerkeze te t . A 12a á b r á n levőnél 
B F K kapcso la t nincs , míg a 12b és 12c áb rákon f e l t ün t e t e t t szerkezetnél 
az 1 je lű főcsomópont és a 6 jelű „ s z a b a d " rúdvég, i l le tve az 5 jelű főcsomópon t 
és a 8 j e lű „ s z a b a d " r ú d v é g közöt t í r h a t ó k fel a k i n e m a t i k a i f e l t é te lek . 

A 12b ábrán f e l t ü n t e t e t t szerkeze t К m á t r i x á n a k rangja megegyezik 
so ra inak (oszlopainak) számával . A 12c ábrán l evő szerkezet 6 — 8 csomó-
pon tú r ú d j a merev tes t szerű e lmozdulássa l is rendelkez ik és így К merevségi 
m á t r i x á n a k rang ja , k i sebb so ra inak számánál . Nevezetesen, s íkbel i alak-

5* Műszaki Tudomány 56, 1978 



7 4 PÁCZELT ISTVÁN— HERPAI BÉLA 

12. ábra. Állványszerkezet. A függőleges oszlopok keresztmetszeteinek geometriai adatai: 
felület A = 3000 mm2 , y tengelyre számított tehetetlenségi nyomaték I y = 3 • 106 mm4 , 
a vízszintes rudaknál A = 5000 mm2, IY= 5 • 10e mm4. Rugalmassági modulus E = 2,07 • 105 

N/mm2 . Terhelő erő F = 200 kN. a) Feltételes kapcsolat nélküli rúdszerkezet, b) BFK kap-
csolatú, álszerkezet nélküli rúdszerkezet, c) BFK kapcsolatú, 6 —7—8-as csomópontú merev-

testszerű mozgást végző alszerkezettel rendelkező rúdszerkezet 

vá l tozásoka t fe l té te lezve , az e lmozdulásvek tor c somópon tonkén t há rom koor-
d i n á t á v a l rendelkez ik , vagyis К (24,24) t ípusú m á t r i x , míg r a n g j a 21. 

A 13. áb ra a B F K kapcso la tokná l f e lve t t Í r j koord iná ta rendszereke t , 
a kezdet i hézagoka t t ü n t e t i fel a b b a n az ese tben, amikor a veze ték hüvelyének 
t enge lye nem p á r h u z a m o s a v e z e t é k f t enge lyéve l . 

A 12a á b r á n vázol t s t a t i ka i l ag h a t á r o z a t l a n szerkezet e lmozdulásál la-
p o t á t és h a j l í t ó n y o m a t é k i á b r á j á t a 14. ábra t a r t a l m a z z a . (A h a j l í t ó n y o m a t é k i 
á b r a a szerkezet a lakvá l tozás e lő t t i középvonalához viszonyí tva a t a r tószakasz 
h ú z o t t oldalán he lyezkedik el.) 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



MEGJEGYZÉS RÚDSZERKEZETEK SZÁMÍTÁSÁHOZ 75 

13. ábra. A vezeték 1-е s kapcsolat az 1-е s és 5-ös főcsomópontoknál; a hlG és Л58 vektor elemeinek 
értelmezése 

14. ábra. 12a ábrán vázolt szerkezet elmozdulási és hajlító nyomatéki ábrája 
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4.1. A 12b ábrán vázo l t szerkezetnél az e lmozdulásvektor 

u* = [uf , u j , . . ., u?] 
(3,21) 

(78) 

míg az l - e s f őc somópon tba elhelyezett i r j koord iná ta rendsze r t f i g y e l e m b e 
véve, a (32) szer in t i t r ansz formác iós m á t r i x 

Ti-
(3,3) 

"0 1 0 " 

1 0 0 

0 0 1 

(79) 

i l letve a (34), (36a)-ra va ló t e k i n t e t t e l 

T{ 0 0 0 0 
A7 = 

(6,21) 

T{ 0 

T{ 0 0 0 0 - T ( 0 

t ovábbá a k e z d e t i hézag v e k t o r a 

ahol 

h7* = [hí,*, Ы Г ] = h*e, 
(1.6) 

(80) 

(81a) 

(81b) hie* = [ Ä Ar]u, Acpís], 

hi8* = [0; 0,7 m m ; - 0 , 0 5 r a d ] 

hie* - [0,5 m m ; —0,5 m m ; 0,1 i a d ] . 

Mivel a rúdszerkezet csak B F K - v a l rendelkezik, ú g y (37a—c) szer in t 

g = h — Au ^ 0, h == h7, A = A7, 
(6,1) 

t ovábbá 
(82) 

A f e l a d a t megoldására az e lmozdulásmódszer t vá l a sz tva a (47) a l a t t i 
p rogramozás i f e lada to t a 3.3 p o n t a la t t i a I I . módszer A esete szerint o l d h a t j u k 
meg, hisz а К merevségi m á t r i x nem e l f a ju ló . 

í g y f i gye l embe véve, hogy (53)-ban дЯс/бр = 0 (hisz ruga lmas a lá-
t ámasz tás h iányz ik) , az (54) a la t t i p rogramozás i f e l ada t he lye t t a 

min z ( j ) = } j * H ( 1 ) j + j * ( h - f ( 1 ) ) j ^ O (83) 

fe ladat f o g a l m a z h a t ó meg, ahol 

H (1 ) = A K - ' A * h a t á s m á t r i x , 
(6,6) 

f(1* = A K _ 1 q — terhelésből s z á r m a z ó elmozdulás . 
(6.1) 
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A (83) a l a t t i fe lada t megoldásából n y e r t , j belső fel té tel i kapcso la tokban 
ébredő erők i smere tében a (46a)-ból kife jezet t 

u = — K - ! A * j + K - ! q (84) 

csomópont i e lmozdulás vek to r számí tha tó , m a j d ennek a l a p j á n a ta r tószer -
kezet de fo rmálódo t t a lak ja megra jzo lha tó . Ez u tóbbi t a h a j l í t ó n y o m a t é k i 
á b r á v a l együ t t a 15. ábra t ü n t e t i fel. 

45,82 

15. ábra. A 12b ábrán vázolt B F K kapcsolatú rúdszerkezet elmozdulási és hajlító nyomatéki 
ábrája 

Az 1 — 6 csomópontná l kele tkező kapcsola t i erő 

j* = [41,81 k N ; 0; 41,11 kN • m ; 0; 9,24 k N ; 0] , 

míg a relat ív hézag 

g* = [0; 0,2 m m ; 0,5 m m ; 0; 0,05 rad] 

é r tékű , vagyis ténylegesen fenná l l a g*j = 0 fe l té te l , t o v á b b á a j-ben szereplő 
= 41,11 k N m n y o m a t é k a 6-os csomópontbel i ha j l í t ónyomatékka l kel l , 

hogy megegyezzék. Ez u tóbb i t a (84) alat t k i számol t u segítségével h a t á r o z t u k 
meg. L á t h a t ó a ké t mennyiség azonossága. 

A j v e k t o r b a n szereplő kapcsola t i e rőket és n y o m a t é k o t az egymástó l 
e l távol í to t t 1-е s és 6-os csomópontokra fe l ra jzo lva a 16. áb rához ju tunk . 

A b e m u t a t o t t példa jól érzékelteti , hogy a „Vezeték I " k ia lakí tásából 
adódó negat ív kezdet i hézagok (túlfedések) erőte l jes befo lyás t gyakorolnak 
a rúdszerkezet elmozdulási és feszültségi á l l apo tá ra . A sz immetr ikus te rhelés 
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49,81 к N 

M 
41,11 kN m 

9,24 kN 

49,81 kN 
41,11 kN m 

16. ábra. Az 1-е s és 6-os csomópontokra ható kapcsolati erők, nyomatékok 

ellenére a szerkezet p o n t j a i n a k egyo lda lú vízszintes i rányú e lmozdulása 
je lentős . 

4.2. E z e k u t án t é r j ü n k át a 12c á b r á n vázolt szerkezet s z á m í t á s á r a . 
Az u e lmozdulásvek tor (1,24) t ípusú. 

Az 1 és 5 jelű főc somópon tokban f e l v e t t koord iná ta rendsze r (13. ábra) 
és a (32) a l a p j á n 

(85a, b) 

0 1 0" " 0 —1 0 " 

H
 II 1 0 0 rpj _ 

» — - 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 

i l letve a (34), (36a) f igye lembevé te léve l az 1—6, 5—8 c somópontok közöt t i 
kapcso la tbó l adódóan 

mivel 

" - T i 0 0 0 0 Tí 0 0 

AJ = 
Ti 0 0 0 0 -T{ 0 0 

AJ = 
(12,24) 0 0 0 0 - T i 0 0 Ti 

0 0 0 0 Ti 0 0 - T i 

[ Ai I A i , ] , 
(12,21) (12,3) 

U : 
(1,24) 

K , . . ., u j ] 
(1,21) (1,3) 

A kezdet i hézag vek tora 

(86) 

(87) 

h * = [ h í A hr.*, h+s*, Ks*], 

ahol h je, hjj; (lásd (81b) a l a t t ) . 
H a s o n l ó a n é r te lmezhe tő a h58, h ^ is . Ismétel ten a sz i lá rdságtan i f e lada t 

megoldására az e lmozdulás módszert vá lasz tva , a 3.3. pont II módszer В 
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esetében leír tak sze r in t , az (55)-ös egyenletben p" = r = 0-t f e lvéve 

Г K u K j 2 " I + q i — M* j = 0 ( 8 8 ) 
(21,21) (21,3) ( 2 1 , 0 (21 ,0 (21,12) ( 1 2 Д ) 

K 2 1 K 2 2 U F q n 
\J* 

A I I 
_ (3.21) (3,3) _ _ ( 3 , 1 ) _ _ ( 3 , 1 ) _ ( 3 , 1 2 ) _ 

egyenle thez j u t u n k , ahol det K u 0. Jelen ese tben u F a 8 j e lű csomópont 
e lmozdulásának felel meg. E z e k u t á n az (56) — (59d) f igye lembevéte léve l , 
a (60) a la t t i p rogramozás i f e l a d a t fe lépí thető. 

A 6—7—8 c somópon tű В j e l ű álszerkezet vá l a sz to t t f i k t í v megtámasz-
t á s á b ó l adódóan D = 0-ra a d ó d i k , s így az (56)-os egyenlet az álszerkezet 
egyensú lyá t fejezi k i . Természe tesen , ekkor a G F m á t r i x az (57b)-től el térő 
m ó d o n , egyszerű ve tü l e t i és n y o m a t é k i egyenletek fe l í rásával — közvet lenül 
e lőá l l í tha tó . 

A (60) f e l a d a t b a n szereplő x és y vek torok (18,1) t í p u s ú a k . 
A csomópont i e lmozdulások (61d)-vel a p = j he lyet tes í tésse l áll í t-

h a t ó k elő. 
A fe ladato t ké t fé le h v e k t o r felvételével s z á m o l t u k ki. 
A 17a áb rán levő e lmozdulások és h a j l í t ó n y o m a t é k o k h* = [hf6, h*8], 

h*« = [0; 0,7 m m ; —0,05 r a d ; 0,5 mm; —0,5 m m ; 0,1 r a d ] , 

h?8 = [0,5 m m ; 0,7 m m ; 0 ,1 r a d ; 0; - 0 , 5 m m ; —0,05 r a d ] (89) 

m e l l e t t nyer tek m e g h a t á r o z á s t , m í g a 17b á b r á n szereplők 

h*e = [0; 0,1 m m ; 0,05 r a d ; 0,5 mm; 0,1 m m ; 0,05 r a d ] , 

h*8 = [0,5 m m ; 0,1 mm; 0 ,05 r a d ; 0; 0,1 m m ; 0,05 r ad ] (90) 

kezde t i hézag vek to rhoz t a r t o z n a k . 
A 17a ábrabe l i esetben a kapcso la t i erők v e k t o r a i 

jfe = [100 k N ; 49,05 k N ; 433,09 k N • m ; 0; 0; 0], 

j * = [0; 49,05 k N ; 0; 100 k N ; 0; 433,09 k N • m] , 

a r e l a t í v hézag v e k t o r a i 

gf6 = [0; 0; 0 ; 0,5 mm; 0,2 m m ; 0,05 r ad ] , 

g5*8 = [0,5 m m ; 0; 0,05 r a d ; 0 ; 0,2 mm; 0] 

é r t é k ű e k . 
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17. ábra. A 12c ábrán vázolt szerkezet elmozdulási és hajlítónyomatéki ábrája, a) (89) alatti 
h-nál, b) (90) alatti h-nál 

Érdemes megjegyezni , a n n a k e l l e n é r e , hogy a 6 — 8 r ú d hossza terhelet len 
ese tben 1 mm-rel hosszabb vol t , m i n t az 1—5 csomópon tok közöt t i távolság, 
az eml í t e t t rúd a te rhe lés és a h - b a n szereplő Aip± szögelfordulási kezdeti 
„ h é z a g " okozta a l akvá l tozás u t á n n e m n y o m o t t , h a n e m húzo t t l e t t . 

A b e m u t a t o t t pé lda jó l érzékel te t i , hogy a szerkezet i e lemek között i 
szerelésből származó hézagok , tú l f edések a szerkezet á l l apo tá ra o lyan mér tékű 
h a t á s t gyakoro lha tnak , amelye t előzetesen nem l á t h a t t u n k . 
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A kapcsola t i e rők a 4.1. a l p o n t b a n i smer t e t e t t ek szerint k ö n n y e n fel-
r a j z o l h a t ó k az 1—5 f ő c s o m ó p o n t o k b a , illetve а В je lű álszerkezet 6-os és 
8-as c s o m ó p o n t j a i b a . 

A 17b ábrán f e l t ü n t e t e t t e se tben 

j * = [100 k N ; 0; 0; 0; 23,45 k N ; 0], 

Í58 = [0; 0; 0; 100 k N ; 23,45 k N ; 0], 

míg 

g* = [0; 0,2 m m ; 0,066 r a d ; 0 ,1 m m ; 0; 0,034 rad ] , 

g*8 = [0,1 m m ; 0,2 m m ; 0,034 r a d ; 0; 0; 0,066 rad ] , 

vagyis az 1 — 6 és 5 — 8 csomópontok közö t t i kapcso la tná l n y o m a t é k nem lép 
fel, a h ü v e l y a veze tékre nem feszül r á . 

Az á l lványszerkeze t terhelési- és a kapcsola tokbel i kezde t i hézagok 
s z i m m e t r i á j a mia t t , m i n t vá rha tó v o l t , s z immet r ikusan de fo rmálód ik . 

5. Következte tések 

Fel té te les k i n e m a t i k a i kapcso la tú rúdszerkeze tkén t a gépészet , építészet 
számos berendezése modellezhető. í g y pl . gépészetben szerszámgépek, külön-
féle mechan izmusok szilárdsági és deformációs á l l apo t ának p o n to sab b nyomon-
követése könnyen e lé rhe tő a fe l té te les k inemat ika i kapcsolatok k v a d r a t i k u s 
p rogramozás i f e l a d a t k é n t való kezelésével . 

A megfoga lmazo t t p rogramozás i fe lada tok összevetéséből köve tkez ik , 
hogy az e lmozdulásmódszer a l k a l m a z á s a szélesebb mint az e rőmódszeré , 
ugyanis az e lmozdulásmódszer t a merevség i m á t r i x s t r u k t ú r á j á n a k bizonyos 
fe l té te le mel le t t (lásd 3.2. pont) a b b a n az esetben is a l k a l m a z h a t j u k , amikor 
a m á t r i x r a n g j a k i sebb sorainak s z á m á n á l . Erőmódszer re a l apozo t t k v a d r a -
t ikus p rogramozás i f e l a d a t azonban c s a k s ta t ika i lag ha tá roza t l an szerkezetné l 
f o g a l m a z h a t ó meg. 
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MELLEKLET 

Az (59e) egyenlet struktúrája kettőnél több álszerkezet esetében 

M. 1. Vizsgáljuk az M.l. ábrán vázolt szerkezetet. A 3—10, 7—12, 2 — 13, 8—15 
csomópontok közötti vezeték I típusú B F K kapcsolatból adódóan a szerkezetet А, В, С jelű 
alszerkezetre bontjuk. 

Az elmozdulásmódszer (46a) egyensúlyi egyenlete a választott szerkezetre konkreti-
zálva, az (M.l) képletű egyenlethez vezet. 

Ku + A*j - q = 0 ( 4 6 a ) — 

111 0 0 

0 0 (E2+E1KaE1) = S A 

( 2 7 2 7 ) 
0 0 

0 0 1 N 

0 

0 

KB 

12 0 

0 
K21 KB 

22 

0 

0 

0 Kii <2 
0 

0 
K2

C2 

T 

лА# . K ' i A f ] 

л с* 
(Ml.) 

Az 1 és 9 csomópontbeli kinematikai peremfeltétel következtében az A alszerkezetre 
vonatkozó a kinematikailag lehetséges elmozdulásmezőhöz tartozó egyensúlyi egyenlet 

E J ( K A U A A A j ) О 

alakú. Itt E[ olyan diagonális mátrix, amelynek főátlójában — az adott elmozdulási koordi-
nátákhoz tartozó helyeken zérus áll, míg a többi tag egységnyi. Egy E2 — E — E, mátrix 
bevezetésével, az u A = Еи Д azonosság felhasználásával, illetve az E2u tagnak az egyenlet 
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M.l. ábra 

mindkét oldalához való hozzáadásával az előbbi egyenletből az (M. l ) -ben feltüntetett 

( E 2 + EJ К Л E , ) U A = ( E , - EJ KA E , ) U a + E,(qA - AA* j) 

egyenlethez jutunk, amelyben 
q-4* = [0*, qj4*, 0*]; (E2 — E ,K A E 2 )u A = 0 

az 1 és 9 csomópontok (rúdszerkezetek) merev befalazása miatt. 
Megjegyezzük, hogy az (M. l ) egyenlet A* mátrixában csak a besraffozott b lokkok 

különböznek zérustól. 
Amennyiben az (M.l) mátrixegyenlet (55) alatt i felbontását végeznénk el, úgy ehhez 

az együtthatómátrix sorainak és oszlopainak felcserélését kellene végrehajtani. Mivel a K A , K C 

mátrix blokkok felett zérus mátrixok állnak, úgy az átalakításra valójában nincs szükség, 
hisz az ui elmozdulásvektor elemei alszerkezetként egymástól függetlenül kifejezhetők. 

Vagyis az (M. l ) egyenletből, az A jelű statikailag határozatlan rúdszerkezet elmozdulás-
vektora 

(M.2) 

{B - C). 

и л = — [S ] - 1 A * j + [ S A ] - l q * 

összefüggéssel számolható, míg 

uВ = - ( K j B J - 1 KB U« - [ K B l ] - t A f * j + [KBJ- iqB 

Az (M.3) alatti U^-T (В — C) behelyettesítve az (M.l) egyenlet 3. (5.) blokksorába, 
а В (С) alszerkezetre vonatkozó (56) típusú egyensúlyi egyenletekhez jutunk: 

G f j - = 0, ( B - C ) 
ahol 

DBUB 

(M.3) 

(M.4) 

DB = KB - KB [Kß] - 1 KB, 
(3,3) 

GB» = AB* - K ß [ K B ] - 1 Aß* ( В » С) 
(3,12) 

qB = q B _ K B [ K B ] - 1 , « 
( З Д ) 

Az érintkezés-elválás (58)-as kinematikai egyenletében szereplő H hatásmátrix 

(M.5) 

H = 
HB + в л в " в с 

H-4  
" с в HC H-4 

CC 

(M.6) 
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felépítésű, ahol 

il letve 

A geometriai m á t r i x 

HA = 
(24,24) 

A a [S AI - I A A * = 
нйв Чс 1 12 

нсс . 12 

12 12 

H « = Af* [ K f , ] - » A B * . ( B ~ C ) 

4 = 
(6,24) 

GB* 0 

0 GС* 

12 12 

(M.7) 

(M.8) 

(M.9) 

míg a kezdeti h hézagtól és terheléstő l függő v e k t o r 

t F = h - AA [SA] - 1 qA - AB [ K B ] - 1 qB - A f [ K f J - 1 qf . 

Ily m ó d o n az (59e) egyen le t az alábbi s t r u k t ú r á j ú 

DB 0 GB* 0 

0 DC 0 GC* 

- ч 0 
H 

0 ! - G с 
H 

míg a (46c —e) a lapján 
j*g = 0, j > 0 . g > 0 . 

ч + 0 

ч 0 

j g 

o, 

(M.10) 

(M.lla) 

( M . l l b - d ) 

A f ent iekből a (60)-as kvadrat ikus programozási feladat már könnyen e lőá l l í tható . 
M.2. A K B invertálását, i sméte l ten a (61a — c) egyenletek analógiája alapján k ö z v e t e t t 

úton célszerű e lvégezni . A m e n n y i b e n а В álszerkezet a 12-es c somópont jában f ikt ív t á m a s z t 
(befalazást) h e l y e z ü n k el, ennek a statikailag h a t á r o z o t t szerkezetnek kell megkeresni a m e g -
oldását. A f i k t í v támasznál zérus elmozdulást a 

KB i 0 - r u f - = Г - П 
0 j 11! _ o J 

egyenlet mego ldása szolgáltatja. 
Így a (61a —c) szerint a D ß , GB*. qB e lőál l í tásához a 

Г KB  

(6,6) 
0 

(6,3) 

0 
L (3,6) U l 

U 

28 

- K B A в* ; яР * 6 

0 0 0 3 

3 24 1 

(M.12) 

(M.13) 

egyenletet kell megoldani. H a s o n l ó a n járunk el а С alszerkezetnél is. A z A alszerkezetnél már 
az (M.l)-ben fe l tünte te t t S A m á t r i x felvételével biztosítottuk az 1 és 9 c somópontokban 
a befalazás á l ta l előírt peremfeltételeket . 
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M.3. A bemutatott példából következik, hogy a B F K kapcsolatok esetében az ( M . l l a ) 
egyenletben szereplő mátrixokat, vektorokat, alszerkezetként, az egymástól függet lenül 
jelentkező egyensúlyi egyenletnek az álszerkezet valóságos vagy f ik t ív megtámasztásánál 
levő kinematikai peremfeltételt kielégítő megoldása révén célszerű meghatározni. 

Látjuk, hogy a merevtestszerű elmozdulással bíró alszerkezetek esetében a D kváz i -
diagonál mátrixként jelenik meg, mivel a felírható (M.4) egyenletek száma, megegyezik a 
merevtestszerű elmozdulással rendelkező alszerkezetek számával. Az (M.l la) egyenlet 3. 
és 4. blokksora az А —В, А — С alszerkezetek között i B F K kapcsolatok kinematikai v iszo-
nyait írja le. 

A blokksorokban szereplő egyenletek száma, a felvételezett Vezeték I típusú kapcsolat 
miatt kapcsolatonként 6 db, azaz összesen 24. 

M.4. A (60)-as kvadratikus programozási feladatban szereplő j és up mennyiségek 
különböző mértékegysége miatt, a számítás fo lyamán célszerű j = j/.F°-el számolni, azaz 
H helyett H • F°-at, D В helyett D B / F ° - a t továbbá qj? helyett qS/F">-at ( ß « С) venni, ahol 
F° az up, j-ben szereplő mennyiségek dimenziójától függő nagy szám, pl. ha hosszúság m m - b e n : 
erő N-ben szerepel, akkor F° = 108 — 109. Ezáltal elérhető, hogy a Gp, H • F", D / F ° mát -
rixok, a q p/F° és tp vektorok, sőt maga az • up, j °* ] vektor is közel azonos nagyság-
rendű tagokat tartalmaznak. Ez a szimplex típusú algoritmusnál jelentkező kerekítési hibák 
csökkenését okozza, ami végsősoron a számítás pontosságának növekedéséhez vezet. 

Contribution to the Calculation of Frame Structures Including Conditional Kinemat ic 
Connections. In this paper the strength calculation of frame structures, having both internal 
an external conditional kinematic (geometric) connections, is reduced with the aid of the f irst 
order theory to quadratic programming problems differing from each other with respect to 
the final unknown values. After classifying the internal kinematic connections occurring in 
the case of inplane structures, the programming problems based on the method of displacement 
and on the method of force are analysed by taking into account the geometric matrix degree 
of the frame structure in question. I t is pointed out that the field of application of the m e t h o d 
of displacement is larger than that of the method of force, considering that with the aid of 
this latter only statically undetermined frame structures can be investigated. In conclusion, 
numerical examples are presented for the case of the internal conditional kinematic connect ion 
to the programming problem based on the method of displacements. 

Beitrag zur Berechnung von Rahmentragwerken mit bedingten kinematischen Ver-
bindungen. In der Abhandlung wird die Festigkeitsberechnung der innere und äußere be-
dingte kinematische (geometrische) Verbindungen besitzenden Rahmentragwerke aufgrund 
der Theorie erster Ordnung auf das Problem der im Hinblick auf die in den endgültigen Un-
bekannten verschiedenen quadratischen Programmierungsaufgaben reduziert. Nach der Klassi-
fizierung der bei den ebenen Konstruktionen auftretenden inneren bedingten kinematischen 
Verbindungen werden die auf die Verschiebungsmethode oder auf d e m Kraftgrößeverfahren 
beruhenden Programmierungsaufgaben unter Berücksichtigung des Ranges der geometrischen 
Matrix des Rahmentragwerks analysiert. Es wird nachgewiesen, daß der Anwendungsbereich 
der Verschiebungsmethode breiter als das Kraftgrößeverfahren ist, da mit dem letzteren nur 
statisch unbestimmte Rahmentragwerke untersucht werden können. Zuletzt werden numerische 
Beispiele für die auf dem Verschiebungsverfahren beruhende Programmierungsaufgabe für den 
Fall der inneren bedingten kinematischen Verbindung vorgeführt. 
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PERTURBÁCIÓS MÓDSZER A CSAVARÁSI MEREVSÉG 
KÖZELÍTŐ ÉRTÉKÉNEK SZÁMÍTÁSÁRA 

ECSEDI ISTVÁN* 

Ez a tanulmány a heterogén anyagú prizmatikus rudak de Saint-Venant-féle 
csavarási feladatával kapcsolatos. Egy perturbációs módszert javasol a csavarási 
merevség közelítő értékének meghatározására. 

x, y derékszögű koordináták, 
e x , ey egységvektorok, 
G — G(x, y) csúsztató rugalmassági modulus, 
S = g G У) = !/G(x, у), 
So = So(xi У), У = y(xi У) a r "d anyagának heterogenitását jellemző ismert (adott) függvények, 
e kis paraméter, 
и = u(x, y) feszültségfüggvény, 
T x, у síkbeli egyszeresen összefüggő, rektifikálható határgörbéjű korlátos tartomány, 
ЭТ T határgörbéje, 
n = nxex -(- nvev a i)T határgörbe normális egységvektora, 

9 9 

V = -g— ex -j—g ey Hamilton-íéle differenciáloperátor, 

, , • " két vektor skaláris szorzatának jele, 
S a prizmatikus rúd de Saint-Venant-féle elmélet alapján meghatározható csavarási 

merevsége, 
0(e*) „kis ordó ek" az e olyan függvénye, melyre 0(e*)/e 0 midőn e 0. 
Egyéb mennyiségeket, változókat a szöveg értelmez. 

I s m e r e t e s , hogy az 1. á b r á n vázo l t tömör k e r e s z t m e t s z e t ű h e t e r o g é n , 
d e izot rop , l i neá r i s an r u g a l m a s a n y a g i p r i z m a t i k u s r ú d de S a i n t - V e n a n t - f é l e 
c s a v a r á s i f e l a d a t a a k ö v e t k e z ő p e r e m é r t é k p r o b l é m á r a veze t ( [1] , [2]): 

A fenti egyenletekben 
u = u(x, y ) a csavarási feszültségfüggvény, 
g = g( x ' У) = 1 /GG У), 

G = G(x, y) a rúd anyagának csúsztató rugalmassági modulusa. 
* Dr. Ecsedi István, 3531 Miskolc, Vászonfehérítő u. 24. IV/1. 

Fonlosabb jelölések 

1. Bevezetés 

V - ( g V « ) + 2 = 0 ( х , у ) £ Т , 

u = 0 (х,у)£дТ. 

(1) 

(2) 
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A p r i z m a t i k u s r ú d d e Sa in t -Yenan t - fé le elmélet a l a p j á n m e g h a t á r o z h a t ó 
S c savarás i merevségét az 

S = 2 f udT (3) 
T 

fo rmula a l a p j á n t u d j u k m e g h a t á r o z n i ( [1] , [2]). 
A levezetések so rán még a l k a l m a z z u k az a láhbi egyenlőt lenségi relá-

ciót [2]: 

- J g ( v ü ) 2 d T + 4 J ü d T , (4) 
T T 

ahol û = ü(x, y) a T -j- dT zá r t t a r t o m á n y b a n fo ly tonos , T -ben szakaszonkén t 

fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , a 9T h a t á r g ö r b é n zérus é r t éke t fe lvevő egyébkén t 
tetszőleges ké tvá l tozós f ü g g v é n y t jelöl . 

A t a n u l m á n y b a n a v izsgála to t o lyan esetre ko r l á tozzuk , amelyekben 
a r ú d a n y a g á n a k he te rogen i t á sá t j e l lemző g — g(x, y) f ü g g v é n y 

g = g(x, У) = go(x, У) + ey(x, y) (5) 

alakú. Az (5) egyenletben g0 = g0(x, у), у — y(x, y) a d o t t f ü g g v é n y e k , e pedig 
az ún. k i s p a r a m é t e r . 

A t a n u l m á n y t á r g y a az (5) egyenle t a l ap ján a köve tkezőképpen jelöl-
hető k i : 

a g0 = g0(x, y) f ü g g v é n y n e k k ics iny ey(x, y) m é r t é k ű m e g v á l t o z t a t á s a 
mi lyen módon h a t a csavarás i merevség ér tékére . 
A köve tkezőkben fe l té te lezzük , h o g y a csavarás i p rob léma megoldása 

ismert , h a a r ú d a n y a g á n a k he t e rogen i t á sá t a g0 = g0{x,y) f ü g g v é n y jel lemzi , 
azaz a 

V • (g0 V u 0) + 2 = 0 (x,y) (ET, (6) 

u0 = 0 (x,y) Ç BT (7) 

1. ábra. Tömör keresztmetszet 
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egyenle tek á l ta l ki je löl t ke r i i l e t é r t ékfe lada t , az ún . alapfeladat u0= u0(x,y) 
megoldása a d o t t n a k t e k i n t e t t . H a a rúd a n y a g á n a k a he t e rogen i t á sá t ey(x, y ) 
m é r t é k b e n m e g v á l t o z t a t j u k , a k k o r a csavarási fe lada t и = u(x , у ) feszültség-
f ü g g v é n y e , t e k i n t e t t e l az (1), (2) egyenle tekre a 

V • [ ( g 0 + еу)чи] + 2 = 0 (x,y)£T, (8) 

u = 0 (x,y)ddT (9) 

ke rü l e t i ér ték p rob l éma mego ldásáva l á l l í tha tó elő. 

2. Per turbációs módsze r 

R. D. S H I L E és R . L. S I R A K O W S K I e l j á r á sá t [1] k ö v e t v e fel tesszük, h o g y 
a (8), (9) egyenle tek által k i je lö l t kerület i é r t ék fe l ada t и = u(x , у ) megoldása 
az e kis p a r a m é t e r anal i t ikus függvénye , s í g y e lőál l í tható 

и = u(x,y) = u0(x,y) + eu^x, y) + e2u2(x,y) + . . . (10) 

a l a k b a n . E n n e k megfelelően a (3) képlet a lka lmazásáva l a z t kap juk , h o g y 

S = P 0 + e P 1 + e
2 P 2 + . . . , (11) 

aho l 

P 0 = S 0 = 2 \u0dT, (12) 
f 

P , = 2 J UjdT, (13) 
r 

(i = 1, 2 , . . .). 

A csavarás i merevség elsőrendű közelí tésének az 

= S 0 + e P 1 5 (14) 

k é p l e t a lap ján m e g h a t á r o z h a t ó mennyisége t L e i n t j ü k . Az [1] t a n u l m á n y 
szer in t 

u(x,y) = U0(x,y) + eujx, y) + 0(e2) , (15) 

í g y ny i lván 

S - ^ + O í e 2 ) . (16) 
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A (10) a l akú megoldásnak a (8), (9) egyenle tekbe v a l ó behelyet tes í tésével 
— ismer t módon ([1], [3], [4]) az e g y ü t t h a t ó k összehasonl í tásának az elve 
a l a p j á n — a 

V • ( g 0 V u í + 1 ) + V • ( y v u , ) = 0 ( i , y ) f T , (17) 

Ui+i = 0 (x,y)ÇdT, (18) 

( i = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

egyen le teke t k a p j u k . A k ö v e t k e z ő k b e n b e b i z o n y í t j u k , hogy a csavarás i 
merevség elsőrendű közel í tése az u0 = u0(x,y) i smere t ében közve t l enü l 
e lőá l l í tha tó . 

A szorza t függvény der ivá lás i s z a b á l y á n a k a lka lmazásáva l a 

g 0 V « 0 • Vu1 + u 0 V • feoViíj) = V • ( u 0 g 0 V u 1 ) , (19) 

g 0 V u 0 ' V « i f " i V • ( g 0 V u 0 ) = V • K g o V U o ) (20) 

egyenle tekhez j u t u n k . I n n e n , h a a lka lmazzuk a Gauss-fé le in tegrá lá ta lak í t ás i 
t é t e l t és t e k i n t e t t e l v a g y u n k az 

u0 = wx = 0 (x,y) £ 9T 

homogén peremfe l té te lekre , az t t a l á l j u k , h o g y 

U o V u o • V u y d T + f u 0 V • ( g o V u ß d T = 0 , (21) 
F T 

j g 0 V i t 0 • V U i d T + J MxV • ( g 0 V u 0 ) d T = 0 . (22) 
R T 

A (21) és (22) egyenletek k ivonásáva l , v a l a m i n t a (6) és a (17) egyenle tek 

f e lhaszná lá sáva l az a lábbi egyenle te t n y e r j ü k : 

2 J updT — j u 0 v • (yvu0)dT = 0 . (23) 
T R 

A 

J V • (u0y V u0)dT = f y( V u 0 ) 2 dT + j u0 V • (yu0) dT, (24) 
T T T 

J V • {u0y V u 0) dT = f (u0y VU0) • nd(dT) (25) 
T Э'т 

azonosságok fe lhaszná lásáva l k ö n n y e n ver i f iká lha tó a (23) egyenlet a l a p j á n , 
hogy 

2 § UldT = — § y(vu0)2dT, (26) 
r T 
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azaz a csavarás i merevség S1 e l sőrendű közelítése közvet lenül k i f e j ezhe tő 
az u0 = u0(X, y ) i smere tében , hiszen a (14) és a (26) kombiná lásáva l az 

S 1 = S 0 - e \y(vu0)2dT, (S0 = 2 J u0dT) (27) 
f T 

f o r m u l á t n y e r j ü k . 
F e l v e t ő d i k az a ké rdés , hogy mi lyen viszony v a n az S csavarási merevség 

és az SL e l sőrendű közel í tés közöt t . B e b i z o n y í t j u k , h o g y fennáll az 

S Л S i (28) 

egyenlőt lenségi reláció. 
A (4) egyenlőt lenségi reláció a l a p j á n ui. azt í r h a t j u k , hogy 

S > - J ( g o + ey)(vu0)4T+ f 4 u 0 d T = - f go{vu0)2dT + 
T T T 

+ 4 J u0dT - e f y{vu0)2dT. (29) 

T T 

I s m e r t e r edményekbő l következ ik , h o g y [2] 
\g0(Vun)2dT-2\u0dT. (30) 

t f 

A (12) a (27) és a (30) egyenle tek , v a l a m i n t a (29) egyenlőtlenségi re lác ió kom-
b iná lásáva l a b i zony í t andó (28) egyenlőt lenségi re lációt nyer jük . 

3. Egy példa 

T e k i n t s ü k a 2. á b r á n vázolt t ö m ö r körkeresz tmetsze te t . A p é l d á b a n a 
mér t ékegységek f e l t ün t e t é sé tő l e l t e k i n t ü n k . Legyen 

g = g(x,y) = 0,5 + 0,3*2. 

Ny i lván je len f e l a d a t b a n 

go = 0 ,5 , y(x,y) = x2, e = 0 , 3 . 

I smer t e r edményekbő l következ ik , h o g y 

S 0 = n , u0(x, y) = 1 — X2 — y2 . 
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2. ábra. Kör keresztmetszet 

A t a n u l m á n y (27) képlete szer int 

Sx = ti — 0,1л: == 0,9л. 

А (28) egyenlőt lenségi reláció a lka lmazásáva l a z t í rha t juk , h o g y 

S > 0,9л. 
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PÁRHUZAMOSAN KAPCSOLT ELEMEK 
FÁRADT TÖRÉSÉNEK ÉS ÉLETTARTAMÁNAK 

NÉHÁNY KÉRDÉSE 

MATOLCSY TAMÁS* és MATOLCSY M Á T Y Á S * * 

A MATEMATIKAI TUD. KAND. A MŰSZAKI TUD. KAND. 

[Beérkezett 1978. augusztus 2-án] 

A szerzők azt a kérdést vizsgálják, hogy párhuzamosan kapcsolt szerkezeti 
e lemek törési fo lyamata hogyan írható le a sztochasztikus folyamatok e lméletével . 
Az elemek egyenkénti törése befolyásolja a megmaradtak t o v á b b i viselkedését. B i z o n y o s 
feltételekből kiindulva meghatározható a rendszer egyes ál lapotainak valószínűsége, 
i l letve az egyik állapotból a másikba történő átmenet valószínűsége. Általános érvényű , 
rekurzív formulák írhatók fel a fenti foga lmak meghatározására. 

1. Bevezetés 

A m ű s z a k i élet igényei n a p j a i n k b a n sok te rü le ten t ú l h a l a d t á k a klasz-
szikus anyagv iz sgá la tnak az t a g y a k o r l a t á t , amely egyed i p ró b a t e s t ek en 
k imér t szi lárdsági je l lemzők a l ap j án í tél i m e g az összetet t szerkezetek sz i lárd-
sági t u l a j d o n s á g a i t . Szerkeze te inkben együt tdolgozó e l emek , a lkatrészek eredő 
t e h e r b í r á s á t , é l e t t a r t a m á t a k ö z t ü k levő kapcso la t is a l a p v e t ő e n d e t e r m i n á l j a . 
Ezen a fel ismerésén a l a p u l t a k a „fai l s a f e " és a „safe l i f e " tervezői g y a k o r -
l a tok . K o r á b b a n F R E U D E N T H A L és m u n k a t á r s a i már t á r g y a l t á k ezt a p r o b l é m á t 
r epü lőgépszá rny f ő t a r t ó k k a l k a p c s o l a t b a n [1], m u n k á j u k n a k n a p j a i n k b a n is 
é rvényes e redményének főleg a p rob léma felvetését t e k i n t h e t j ü k . 

Ez az a n y a g elmélet i ú t o n közelít i m e g a p á r h u z a m o s a n kapcsol t szer-
kezet i e lemek é l e t t a r t a m á t . É rdemes emlékez te tn i a r r a , ez a megközel í tés 
nemcsak tényleges szerkezeteknél a l k a l m a z h a t ó , hanem az anyagv i z sgá l a tban 
közve t l enü l is. Sokszor v e t ő d i k fel igény a vizsgálatok gyors í tására , a m i n e k 
egyik egyszerű mód ja a p á r h u z a m o s a n t e r h e l t p r ó b a t e s t e k v izsgá la ta ; ezen 
k ívü l csak u t a l u n k i t t M A J U M D A R és M O R R O W m u n k á j á r a , akik a f á r a d t 
repedés t e r j e d é s é t a r epedés csúcsánál elképzelt , p á r h u z a m o s a n kapcso l t 
a n y a g r u d a c s k á k (próba tes tek) egymás u t á n i törésére v e z e t t é k vissza [2]. 

Az i roda lomban t i s z t á z a t l a n a m e c h a n i k a i szerkezetekre , a lka t részekre 
v o n a t k o z t a t v a a p á r h u z a m o s kapcsolás foga lma . Teherv ise lő szerkezeteknél 
nagyon g y a k r a n tesznek egyenlőségjele t a s ta t ika i lag h a t á r o z a t l a n és a pá r -
h u z a m o s a n kapcsol t szerkeze tek közé. Az nyi lvánvaló , hogy minden , pá r -

* Matolcsy Tamás, ELTE-Anal íz i s II. tanszék 1088-Budapest, Múzeum krt. 8. 
** Matolcsy Mátyás, Autóipari Kutató Int . 1115 Budapest, Csóka u. 15. 
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huzamosan dolgozó elemeket t a r t a lmazó szerkezet s t a t i k a i l a g ha t á roza t l an , 
d e ennek a f o r d í t o t t j a nem ál l . A köve tkezőkben teherv i se lő szerkezeteken 
az elemek, a lka t részek p á r h u z a m o s kapcso lásán a köve tkező feltételek egy-
i d e j ű te l jesülését é r t jük : 

— a v izsgá l t külső t e r h e l é s elviselésében mindegyik elem részt vesz . 
Mindegyik szerkeze t i elem u g y a n a z o n a terheléselosztó szerkezeten (e lemen) 
keresztül k a p j a a terhelést . Minden szerkezet i elem azonos t ípusú és i r á n y ú 
igénybevéte l t k a p a terhelése losz tó szerkezet tő l . 

— Az egyes elemek részesedése a külső terhelésből merevségük a r á n y á t ó l 
és a terheléselosztó elem merevség i v i szonyai tó l függ. 

— E g y szerkezet i elem t ö r é s e á l ta lában n e m okozza a szerkezet egészének 
t ö n k r e m e n e t e l é t , de az e lem kiválása köve tkez t ében a m e g m a r a d o t t a k b a n 
á t rendeződik , n ő az igénybevé te l . 

— A p á r h u z a m o s a n k a p c s o l t e lemekből álló teherv ise lő szerkezet végső 
törésé t mi j iden elem el törése je lent i . Á l t a l á b a n bizonyos számú szerkezet i 
e lem fárad t t ö r é s e u tán a m a g m a r a d t e lemek már nem képesek a külső t e r -
helés t elviselni és egyidejűleg e l törnek. 

2. Kiindulási fel té telek 

A köve tkezőkben r ö g z í t j ü k azokat a fe l té te leke t — sok esetben egyszerű-
s í tő fe l tevéseket —, ame lyeke t m u n k á n k s o r á n f e lha szná lunk : 

1. A v izsgá l t t eherv i se lő szerkezet, m i n t m ű k ö d ő k é p e s mechan ika i 
egység 1, 2 . . . i, . . . n s z á m ú alkatrészből ál l . 

2. A szerkeze te t s t a c ioná r iu s M(t) kü l ső terhelés éri, a m e l y e t az elemek ki -
f á r a d á s a s z e m p o n t j á b ó l egyé r t e lműen je l lemez a középér téke és a m p l i t ú d ó j a . 

3. A k ü l s ő terhelésből m e g h a t á r o z h a t ó az i-edik a lka t rész re az a á l la-
p o t b a n j u t ó M,(x) terhelés, i l l e tve annak f en t eml í t e t t je l lemzői . (Az á l l apo t 
ér telmezését l á s d a 9. p o n t b a n . ) 

4. Az egyes a lka t részek kifáradási f o l y a m a t a i függe t l enek egymás tó l 
egészen addig , amíg v a l a m e l y i k alkatrész el n e m tör ik . 

5. Az egyes a lkat részek k i fáradás i f o l y a m a t á b a n a repedés te r jedés igen 
gyors, i d ő a r á n y a a repedés k ia laku lásához v iszonyí tva e lhanyago lha tó . Más 
szóval az a l k a t r é s z é l e t t a r t a m a (törése) j e l l emezhe tő a k r i t i k u s repedésmére t 
k ia laku lásáva l . (Ez a fe l té te l a gyakor l a tban rendszer int n e m teljesül.) 

6. Az 1. áb ra jelöléseivel ismert m i n d e n alkatrész é le t t a r t amelosz lása 
a terheléstől függően , azaz 

F,(M,t) = Sfi(M,s)ds (1) 
о 

az i-edik a lka t résznek az M t e rhe lés h a t á s á r a t időpont ig bekövetkező tö rés -
valószínűsége. 
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7. A d o t t az a lka t részek médián k i fá radás i görbéje a terhelés függvényé-
hen az 1. áb r a szerint , a következő függvény f o r m á j á b a n : 

M = Я м + AI [coshlg (T - B , ) ] - i , (2) 

ahol К/,, a k i fá radás i h a t á r , Ai és В, anyagá l landók [3]. 

1. ábra. Az 

8. Minden a lka t résznél a r ideig ha tó M terhelésszintnek az M ' j> M 
szinten megha t á rozha tó a r ' egyenér tékű „ h a t á s s z i n t j e " . A terhelés-egyen-
értékúségi függvénykapcso la t a következő összefüggéssel a d h a t ó meg az i -edik 
a lkat részre : 

t'í(M,t,M')= Г ' ( М ) т . (3) 
T I ( M ' ) 

9. A szerkezet tönkremene te l i f o lyama tá t az a lkat részek egymást k ö v e t ő 
törése je lent i . E f o l y a m a t o n belül a szerkezet egy-egy á l lapotá t az e l tö r t 
a lkatrészek egy-egy h a l m a z á v a l je l lemezzük. A lehetséges összes á l lapotok 
száma 2". A kezdeti á l l apo to t , amikor még egyetlen a lkatrész sem t ö r t el, 
0-val je lö l jük . 

10. Bizonyos a lka t részek , vagy azok kombinác ió inak törése a szerkezet 
üzemképtelenségéhez veze t . H a t e h á t a szerkezet bizonyos á l l apo tokba 
— jelölje ezek összességét V — kerül , végleg t ö n k r e m e n t n e k , üzemképte lennek 
t ek in t j ük . V nyi lván o lyan , hogy ha az a á l lapot benne v a n , és ha ß o lyan 
ál lapot , amely mint ha lmaz t a r t a lmazza a - t , akkor ß is benne van F - b e n . 

3. A feladat megfogalmazása 

A f e l ada t a szerkezet tönkremenete lének , i l letve é le t ta r tamelosz lásának 
megha tá rozása , vagyis megha tá rozn i annak a valószínűségét , hogy a szerkezet 
t időpont ig e l ju t egy F-bel i á l lapotba . H a Pa{t) jelöli annak a valószínűségét , 
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hogy a szerkeze t t i d ő p o n t b a n az a á l l a p o t b a n van , akkor a kerese t t é l e t t a r t a m -
eloszlás: 

P V ( t ) = 2 P * ( t ) . (4) 
«6 V 

Legyen Pit]...m{t) annak a valószínűsége, hogy a t i d ő p o n t b a n a szerkezet 
az {i, j . . . m} á l lapotban v a n és az a lka t részek a számozás so r r end jében 
t ö r t e k el. A n n a k a valószínűsége t e h á t , h o g y t időpont ig a szerkezet a m o n d o t t 
á l l apo tba k e r ü l , a fent i va lósz ínűségeknek az { i , j . . . m} h a l m a z összes lehet-
séges s o r r e n d j é r e tö r ténő összegzésével á l l í t ha tó elő: 

P[i,j...m){t) = ^ Pv{i,j...m}(t), ( 5 ) 
a 

ahol a egy sor rendet (pe rmutác ió t ) je löl . A fe lada to t t e h á t v i sszaveze t tük 
a Pi,j.,4m(t) á l lapot -valósz ínűségek megha tá rozásá ra . 

4. Az ál lapotvalószínííségek megha tá rozása 

Az á l lapotva lósz ínűség á l ta lános f o r m u l á j á n a k levezetéséhez célszerű 
az egyszerűbb á l lapotokból k i induln i és lépésről lépésre ha l adn i a bonyo lu l t abb , 
t ö b b t ö r ö t t a lka t rész t t a r t a l m a z ó á l l apo tok felé. 

a ) Ki indu lás i á l lapot , amikor még n incs t ö rö t t a lka t rész . A 4. fe l tevés 
a l ap ján a tú lé lés valószínűsége: 

P0(t) = f i [ ! - J Á ( M , ( 0 ) , r) dr]. (6) 
1 = 1 о 

b) Az első töréssel k a p c s o l a t b a n a köve tkezőke t m o n d h a t j u k . Je lö l je 
лi(s, t) a n n a k a valószínűségét , hogy: 

— az s időpont ig n e m tö r ik el s e m m i , 
— az i -ed ik a lka t rész az s i d ő p o n t b a n tö r ik el, 
— az s és t időpontok közö t t nincs t o v á b b i törés . 

E k k o r 
t 

Pi(t) = P[i)(t) = G) 
о 

K é t ese te t k ü l ö n b ö z t e t h e t ü n k meg. E l s ő k é n t azt , ha i b e n n e v a n F-ben , 
t e h á t az i - e d i k alkatrész tö réséve l a szerkeze t üzemkép te lenné vál ik . 

A 4. f e l t é te l , a függe t l en valószínűségek szorzási s zabá lya a l ap j án ebben 
az ese tben: 

*Y(s, t) = / / [ 1 - f / m [ M m ( 0 ) r ] d r ] / , ( M , ( 0 ) , s). (8) 
m=1 0 
тф\ 
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A más ik eset az, h a {i} nincs benne V-ben, t e h á t a szerkezet t o v á b b 
üzemel . E k k o r az m-edik a lka t részre az s időpont ig Mm(0) terhelés h a t , e t tő l 
kezdve a 3. fe l té te lnek megfelelően a terhelés á t r endeződ ik , az m-edik a lka t -
részre j u t ó része növeksz ik , azaz Mm(0) < Mm{i). A 8. fe l té te lben levő t e r -
helésegyenér tékűségi összefüggés a l a p j á n az Mm(0) te rhe lés s ideig t a r t ó h a t á s a 
egyenér t ékű azzal, hogy az Mm{i} te rhelés 

r , .„ (») := rm[Mm{i}; s; M m (0 ) ] (9) 

ideig h a t . A : = jelölés def iniáló egyenlőségre u ta l . T e h á t annak a va lósz ínű-
sége, hogy a t i dőpon t ig az i -ediket kivével a t ö b b i a lka t rész nem t ö r i k el, 
fe l téve, hogy az i -ed ik az s időp i l l ana tban t ö n k r e m e n t , a 4. fe l té te l a l a p j á n 

n fi,m(S)+í—S 
у / [ 1 - J fm(Mm{i},r)dr]. ( io ) 

m=1 Ô 
тф 1 

E z t megszorozva a fe l té te l / , (М, (0 ) ; S) valószínűségével , m e g k a p j u k 
a kerese t t л,(s, t) va lósz ínűségét . 

с) Vizsgál juk m e g ké t a lka t rész tö résének ese té te . Je löl je 7tij(s, z, t) 
a n n a k a valószínűségét , hogy : 

— az s időpont ig s emmi sem tö r ik , 
— az s i d ő p o n t b a n az i-edik a lka t rész el tör ik, 
— az s és г i d ő p o n t o k közöt t megin t nincs tö rés , 
— az i d ő p o n t b a n el törik a j - ed ik a lka t rész , 
— a z és t i d ő p o n t o k közöt t nincs ú j a b b törés . 
A (7) összefüggéshez hasonlóan í r h a t j u k , hogy 

t t 
P i j ( t ) = [ f л i j { s , z , t ) ds d z . ( 1 1 ) 

ó s 

A szerkezet egészét t ek in tve h á r o m eset lehetséges : először az, hogy 
m á r az i -ed ik elem tö réséve l a V h a l m a z b a t a r tozó á l l apo tba kerül t a rendszer , 
ekkor :Zij(s, z, t) — 0. Másodszor , ha {ij- még nem, de az {i, j} á l lapot m á r bele-
t a r t oz ik V-be, akkor az előző gondo la tmene thez hason lóan l á t h a t j u k , a n n a k 
a valószínűsége, hogy a z i d ő p o n t b a n j -ed ik a lkat rész e l tör ik , fe l té telezve, hogy 
az i -edik az s i d ő p o n t b a n t ö n k r e m e n t : 

Л ri.j(ß)+z—,S 
/ / [1 - f fm(Mm{i}, r)dr]fj(Mj{i}, Tij(s) + Z - s) . (12) 

m=l 0 
mytij 

E z t megszorozva a fe l té te l 

f,(M,(0); s) (13) 

valószínűségével , m e g k a p j u k a kerese t t 3t,y(s, г, t) valószínűséget . 
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A h a r m a d i k lehetőség, h a az i és j a lka t részek tö rése u t á n is t o v á b b 
üzemel a sze rkeze t ; a törések köve tkez t ében az m-edik a lka t rész re Mm{i,j) 
te rhelés j u t , a m i r e az előző te rhe léssz in tek h a t á s á t az egyenér tékűségi össze-
függés segítségével v isszavezetve úgy v e h e t j ü k , m in tha ez az ú j terhelés 

T i j ,m(s, 2) := r m [ M m { i , j } ; r / m ( s ) - f z — s; Mm{i}] (14) 

ideig h a t o t t v o l n a a z ideig v a l ó b a n h a t ó te rhe lés he lye t t . A kerese t t való-
színűség az add ig i gondo la tmene t szer int : 

71 m 

71 ij{s, z, t) = 7 / [1 - j fm(Mm{i,j}, r) dr] X 
m=1 0 

X fj(Mj{i} ; x,Js) + z - s ) fi(Mi{0), s). (15) 

d) Az e lőzőekhez te l j esen hasonlóan t á r g y a l h a t j u k az t az esete t , amikor 
h á r o m a lka t rész tö r ik el egymás u t á n . A riijk(s, z, v, t) valószínűség megha tá ro -
zásához meg in t há rom esetet kell f igye lembe vennünk . E l s ő k é n t , ha {i, j} 
ál lapot benne v a n a F h a l m a z b a n , akkor 7iijk{s, v, z, t) = 0. H a {i, j} u g y a n 
m é g nem, de a há rom a lka t rész törésé t leíró {i,j,k} á l l apo t m á r beleesik 
F-be , akkor 

" Tííi m(s, z) + V Z 
niJk(s, z, V, t) = J'[ [1 — f fm{Mm{i,j), r)dr]fk(Mk{i,j), XiJlk{s, z) + v — z)x 

m=1 0 
тф1],к 

X / ; (M y { i} , T,-y(s) + Z - s ) / , (M,{0} , s) . (16) 

Végül, h a r m a d i k esetként , h a {i,j,k} á l l apo t sincs benne F -ben — t e h á t 
a há rom e l tö r t a lkat rész u t á n is t o v á b b üzeme l még a szerkezet — a kerese t t 
valószínűséget a következő f o r m á b a n a d h a t j u k meg: 

n rijm(SlZ,V) + t-V 
7tiJk(s,z,v,t) = JJ [1 — J fm{Mm{i,j,k}, r)dr]fk(Mk{i,j), гij,k(s,z) + v—z)x 

/71 = 1 
тФ j 

xfj{Mj{i}; Xu(s) + z - s) fi(Mi{0}, s), (17) 

ahol a t e rhe lésegyenér tékűségi függvény segítségével: 

r:jk,m{s, V, z) : = Xm(Mm{i,j, к); x,7>m(s, z) + v — z; Mm{i,j} (18) 

ej A f e n t i e k a lap ján m á r l á t h a t ó k a tö rvényszerűségek , és fe l í rha tok 
az ál talános f o r m u l á k az i2, ... ij a lka t rész e g y m á s u t á n s15 s2, . . . Sj idő-
p o n t b a n beköve tkező törésére . Azt a ny i lvánva ló esetet l e számí tva , amikor 
ez a tö réssor rend nem lehetséges , mer t a szerkezet m á r h a m a r á b b üzem-
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kép te l enné vá l t , összetör t , k é t ese t van . Az első, amikor az i x , i2, • • • ij á l lapot 
t a g j a a V h a l m a z n a k , t e h á t az iy-edik a lka t rész törésével a szerkezet üzem-
kép te l enné vá l ik . E k k o r 

Tí1ít...ítm(®i, s25 • • • sk) : = = 

:= r m (M m { i x . . . , ik}, Tq... ,i_1, m ( s x , . . . sk_x) + sk_i — sk_u Mm{iu . . . Í a_ i} ) (19) 

rekurz iós fo rmula fe lhaszná lásáva l 

n .. (/Si- • .s l j_ i) + s,-s,_ I 

...S],t)= / / [1 - f / m ( M m ( i 1 . . . £y_i); r ) d r ] x 
/77 = 1 0' 

ij 
J 

x I I • • • G - l } , T , J s x , . . . sk_x) + sk — sk_i) (20) 
A=1 

a h o l {i0} : = 0. 

A második eset az, a m i k o r az ix , i2 . . . ij á l lapot nem t a g j a а V ha lmaz-
n a k , azaz az i - ed ik a lkat rész törése u t á n is t o v á b b üzemel a szerkezet . 
E k k o r 

^. . . / . (S i , . . . » ! , . . . Sj, t) = J J [1 — ) /m(M m { i x , . . . ij} ; r) dr] x 
m = 1 0 

m^if-ij 
j 

x П • • • A f c - i } ' T í „ . . . i » ( « b • • -, SA- i ) + Sk — sk_i). ( 2 1 ) 
A=1 

5. Példa 

P róbá l juk m e g a lka lmazn i a levezete t t összefüggéseket egy n a g y o n 
leegyszerűs í te t t ese tben . Ál l jon a szerkezet a 2. áb rán l á t h a t ó há rom p á r -
h u z a m o s a n t e r h e l t a lkat részből , amelyek kezde tben egyenlő a r á n y b a n része-
s ü l n e k az M kü l ső terhelésből . Az ábrán m e g a d t u k az üzemképte lensége t 

Mo 
M,J M2 M31 

V = ({1,2}; {2,3}; (1,2,3)} 
M,(0) = M2(0) =M3(0) = 4-M0 

МДОвМ^ЕМ^}« -yM0 

м2{1.3) = м0 

2. ábra. Egyszerűsített , három elemű szerkezet 
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j e l e n t ő V ha lmaz elemeit is: h a az 1. és 2, i l letve 2 és 3 j e lű a lka t részek e g y ü t t 
t ö r ö t t e k . Természetesen m i n d h á r o m a lka t rész törése is a végső t ö n k r e m e n e t e l t 
j e l en t i . Az ábra jelzi az egyes p r ó b a t e s t e k törése u t án i t e rhe lé sá t r endeződés t is. 

A g y a k o r l a t b a n igen e l t e r j ed t en a lka lmazzák a Weibul l - fé le eloszlást 
a f á r a d t törések é l e t t a r t ame losz l á sának le í rására : 

F(Mx) = 1 — e x p 
x - x0{M) 

(M) 
(22) 

ahol x 0 ( M ) a törési küszöb — ha x x 0 , a törési valószínűség nu l l a — és 
x(M), v a l a m i n t со az eloszlás t o v á b b i k é t pa ramé te re . A köve tkezőkben vezes-
sük be a köve tkező egyszerűs í tő t r a n s z f o r m á c i ó t : 

x0(M) 
x(M) ) T0(M) 

(23) 

ahol T 0 ( M ) a v á r h a t ó é l e t t a r t a m o t jelöli , ami a med iánbó l a köve tkező össze-
függésse l s z á r m a z t a t h a t ó : 

T„(M) = T (M)( ln 2 ) " 1 . (24) 

A f en t i egyszerűsí tésnek megfelelően — ami t csak a p é l d á b a n b e m u t a t o t t 
elemzés számí tása inak egyszerűsí tése é rdekében v e z e t t ü n k be — az é l e t t a r t a m -
eloszlások sű rűségfüggvénye a köve tkező : 

/ ( M , t) = — e x p [ ) . (25) 
T0(M) 1 T0(M) ] 

T o v á b b i egyszerűsí téssel é l h e t ü n k a k i f á radás i görbe 2. összefüggéssel meg-
a d o t t a l a k j á t i l letően. H a a szerkezet i e lemre j u t ó t e rhe lés a l a t t a m a r a d a 
m a r a d ó a lakvá l tozás t okozó te rhe lésnek ( t ehá t az elem á l ta lános viselkedése 
r u g a l m a s anyag tö rvénnye l í r h a t ó le), akkor a t a p a s z t a l a t szerint T B, , így 
В, я^ 0 fel tételezés jogos. H a T > 5 • 104, akkor a , , cosh" összefüggés is , 
egyszerűs í the tő , és n é m i á t r endezés u t á n a (2) és (24) összefüggésekből az 
é l e t t a r t a m v á r h a t ó é r tékére a köve tkező egyszerűs í te t t egyenlet a d h a t ó meg: 

T0(M) = 1,44 
M - R k i 

2 A, 

- 2 , 3 
(26) 

Az egyszerűség kedvéér t j e lö l jük a kü lönböző terheléssz intekhez t a r t o z ó vár-
h a t ó é l e t t a r t a m o k a t a köve tkező m ó d o n : 

T 0 ( M , ( 0 ) ) = : a - i (i = 1, ,2, 3), 

T 0 ( M , { 2 } = : 6 - i (i = 2, 3), (27) 

T 0 (M 2 { 1 , 3 } = : c - h 
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A terhe lés-egyenér tékűségi függvénykapcso la tbó l a (27) egyenlőségek fe lhasz-
ná lásáva l ezt í r h a t j u k : 

Ti,m(s) = T " 8 ' ( i , m = 1 , 2 , 3 ; i ^ m ) 
B 

Tij,z{s, «) = s + z — s j ( i , j , = 1 , 3 ; i Ф j ) . ( 2 8 ) 

Az i n t eg rá lásoka t , levezetéseket mellőzve, m e g a d j u k a s zámí to t t va lósz ínű-
ségeket. Először a tú lé lés valószínűségét , azaz a n n a k a valószínűségét , h o g y 
egyik a lka t rész sem tö r ik el, a (7) egyenlőség a l a p j á n : 

P 0 ( t ) = e x p ( - 3 o i ) . (29) 

E n n e k a l aku lá sá t a 3. á b r a szemlél tet i . Kezde tben nő a csak egy a lka t rész 
törésének valószínűsége, m a j d egyre k isebb a valószínűsége a n n a k , hogy csak 
egy a lka t rész t ö r t el. E z t a 4. ábra m u t a t j a . 

4. ábra. Egy alkatrész törésének valószínűsége 

Ezek u t á n h a t á r o z z u k meg a végá l lapo tok beköve tkezésének valószínű-
ségét. A (12) és (13) k i fe jezések a l ap ján az 1 és 2, i l le tve 3 és 2 elemek tö rése 
á l ta l j e l ze t t t ö n k r e m e n e t e l valószínűsége: 

P { 0 ( t ) = ~T7 ( e x p ( - 2 6 1 ) - exp ( - 3 a t ) ) , i = 1, 2, 3 (30) 
3 - — 

A 
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5. ábra. Három alkatrész törésének valószínűsége 

ahol i = l , v a g y 3. Mindhá rom alkat rész törésével való végá l l apo tba kerülés 
valószínűsége: 

— -Рз1г(г) — 
e x p ( — e t ) — exp( - 3at) e x p ( — 2 bt) — exp( — 3at) 

h i ) 3 - . - Î 
a - i l h f (31) 

E n n e k l e f u t á s á t az 5. áb ra m u t a t j a . Végül a t önk remene t e l te l jes valószínű-
sége a (4) összefüggés a l a p j á n : 

PV(t) = p12{t) + p 2 1 ( t ) + p 2 3 (0 + P32(«) + Pi32(«) + P s u W - (32) 

6. ábra. A szerkezet üzemképtelenné válásának valószínűsége 

E n n e k l e f u t á s a a 6. áb rán l á t h a t ó . A szerkezet t önk remene te l ének valószínű-
sége l -hez konvergá l , m iközben az idő a végte lenhez t a r t . Vagyis minél t ö b b 
idő múl ik el, anná l va lósz ínűbb , hogy a szerkezet t ö n k r e m e n t , és b iz tosan 
t ö n k r e m e g y va lamikor . 
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Some Questions an Fatigue and Endurance of Parallel Elements. The authors investi-
gate how the fracture phenomena of parallel structural e lements can he described applying 
the theory of stochastic processes. Individual fracture of t h e elements influences the further 
behaviour of the remaining ones. Starting out from certain conditions the probability for the 
states of the system, respectively, for the transition from one state to another one can be deter-
mined. Generally valid recursion formulae can be established for defining the above notions. 

Einige Fragen des Ermüdungsbruches und der Lebensdauer von parallel geschalteten 
Elementen. Die Verfasser untersuchen wie der Bruchvorgang von parallal geschalteten Kon-
struktionselementen mi t der Theorie der stochastischen Vorgänge beschrieben werden kann. 
Der einzelweise Bruch der Elemente beeinflußt das weitere Verhalten der Verbliebenen. Aus-
gehend von gewissen Bedingungen kann die Wahrscheinlichkeit für bestimmte Zustände des 
Systems, bzw. die Wahrscheinlichkeit für den Übergang v o n einem Zustand in den anderen 
best immt werden. Für die Bestimmung der angeführten Begriffe können allgemein gültige 
Rekursionsformeln aufgeschrieben werden. 
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REPÜLOGÉPSZÁRNYAK DINAMIKAI TERHELÉSE 

GAUSZ TAMÁS* 

[Beérkezett 1978. szeptember 11] 

Aeroelasztikus jelenségnek nevezzük azt a folyamatot, amelynek során a vizsgált 
szerkezeti elem — többek között a repülőgép szárnya — a légerőterhelések hatására 
megváltoztatja az alakját, és ez a megváltozott alak módosítja a légerőket. A cikk célja 
elsősorban az aeroelasztikus jelenségek elvi alapjainak összefoglalása, valamint néhány 
olyan kiegészítés közlése, amelyek az e tárgyban végzett hazai munkákból adódtak. 
A repülőgépszárnyak dinamikai terhelése egy alesete az aeroelasztikus jelenségeknek. 

1. Az aeroelasztikus jelenségek alapegyenlete 

Repülőgépek v izsgá la takor , a l egá l ta lánosabb e s e t b e n olyan d e f o r m á l -
h a t ó s íkkal he lye t t e s í t j ük a vizsgált szerkezet i egységet , amelynek merevség i 
v iszonyai , tömegeloszlása , v a l a m i n t a r a j t a keletkező e r ő k azonosak az e rede t i 
szerkezet i elemével. 

A v izsgála ta inkhoz j e lö l jük ki az a l ább i derékszögű k o o r d i n á t a r e n d s z e r t : 
t enge ly : legyen vízszintes , m u t a s s o n a r epü lőgép haladási i r á n y á b a n 

előre; 
„ y " t enge ly : legyen függőlegesen felfelé m u t a t ó ; 
, , z" t enge ly : legyen vízszintes és alkosson az e lőző ké t tengellyel j o b b -

rendsze r t . 
He lyezzük az origót a zavarás e lő t t i , stacioner á l l apo tban r e p ü l ő gép 

s ú l y p o n t j á b a . 
Terhele t len á l l apo tban a s zá rnya t helyet tes í tő de fo rmá lha tó s ík víz-

szintes sík fe lüle t . Fe l t é t e l ezhe t j ük , h o g y azonos az , ,x — 2" tenge lyek á l ta l 
m e g h a t á r o z o t t síkkal. A te rhe le t len t ö r z s e t jellemző v o n a l a t pedig az „x" 
t enge lyen f ekvőnek t e k i n t h e t j ü k . 

Repülőgépek v iz sgá la t akor a l egnagyobb gondot a szárnyra f o r d í t j u k , 
éppen ezér t , a t o v á b b i a k b a n mi is a s z á r n n y a l fog la lkozunk . Az e rede t i mód-
szer azonban a l k a l m a z h a t ó más szerkezet i elemekre is . 

A s z á r n y helyzetét egy m e g h a t á r o z o t t p i l l ana tban az alábbi f ü g g v é n n y e l 
j e l l e m e z h e t j ü k (1. ábra ) : 

У = / ( * > 

* Gausz Tamás, 1111 Budapest , Budafoki út 9 — 11. 
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Létezik t o v á b b á minden szerkezethez e g y olyan f ü g g v é n y , amely a n n a k 

merevségét j e l l emzi : 

C(x, z, 1 , 1 7 ) . 

Ez a f ü g g v é n y megad ja a (£, ÍJ) helyen h a t ó , egységnyi te rhelés h a t á s á r a 

az (x, z) he lyen bekövetkező deformáció t . I d ő b e n ál landó terhelés ese tében 
a szárnysík de fo rmác ió ja : 

y{x, 2 ) = F J C(x, 2, ÍJ) py(Ç, r])dÇdr], 
'(A) 

ahol Py(l, rj) — a megoszló terhelés; 
A — a szárny területe. 

A d o l g o z a t b a n többször s íkot eml í tünk , holot t a s z á r n y a t he lye t tes í tő 
fe lü le t görbül t . E n n e k oka a z , h o g y a szak i roda lomban a szárnyfe lü le t m á s t 
j e l e n t . 

A t e r m é s z e t b e n l e j á t szódó fo lyamatok á l t a l ában i d ő b en vál tozóak, ezér t 
f igye lembe kel l venn i a t ehe t e t l enség i e rőket is . Ekkor a s z á r n y he lye t tes í tő 
s í k j á n a k de fo rmác ió j a : 

y(x, 2, t ) = í \ C(x, 2, I , 7]) íj, t) — ÍJ, t) q(I, í j ) ] d | d í j , ( 1 ) 
(Aj 

•ahol p/Jí, rj, t) — az időben változó, külső terhelés; 
y ( | , rj,t) — a szárnydeformáció idő szerinti második deriváltja; 

rj) — a szárny megoszló tömege. 

Az aeroelasz t ikus j e l enségek legá l ta lánosabban a t ö m e g e r ő k , a belső 
r u g a l m a s e rők , va lamint az ae rod inamika i erők közöt t i összefüggésekkel 
fog la lkoznak . E b b e n az é r t e l e m b e n az ( l ) - e s in tegro-dif ferenciá l egyenle t 
a l k a l m a s ké td imenziósra idea l i zá l t szerkezetek aeroelasz t ikus jelenségeinek 
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v i z s g á l a t á r a . G y a k o r l a t i l a g , t e k i n t e t t e l a r r a , hogy a s z á r n y i r á n y ú m é r e t e i 
a l ig v á l t o z n a k , ez az egyen l e t t e k i n t h e t ő az ae roe l a sz t i kus j e l enségek a lap-
e g y e n l e t é n e k . 

E g y d i m e n z i ó s v á l t o z a t a : 

y(z, t) = J C(z, rj) [pk(v, t) — y(r), t) Q(v)]drj, 
s 

a h o l s a s z á r n y t e r j e d t s é g e . 

2. Az a lapegyenle t á t a l a k i t á s a 

A l e n g é s t a n b ó l i smere t e s , h o g y egy l e n g ő m o z g á s t végző t e s t n e k v a n n a k 
s a j á t l e n g é s e i . E g y va lóságos gépe lem k o n t i n u u m s z á m o s s á g ú p o n t b ó l áll, 
ezé r t vég te l en , k ü l ö n b ö z ő s a j á t l e n g é s e v a n . E z e k a s a j á t l e n g é s e k , a m e n n y i b e n 
be lső s ú r l ó d á s n incs , o r t o g o n á l i s a k . Az á l t a l ános l e n g é s k é p e t a s a j á t l e n g é s e k 
s z u p e r p o z í c i ó j á v a l á l l í t h a t j u k elő: 

y(x, z,t) = J? <pi(x, z)xfi(t), (2) 
( = 0 

ahol <fj{x, z) — az i-edik sajátlengéskép; 
y)j(t) — az i-edik sajátlengés időbeni változását leíró függvény. 

A s a j á t l e n g é s e k r e igaz az a l á b b i k é t egyenlőség : 

I I q>i(x, z) Q(X, z)dxdz — 0 ; 
(A) 

és: 
j f cpi(x, z) cpi(x, z) Q(X, z)dxdz = 0, h a i = j . 

(Aj 

Az első egyenlőség a s ú l y p o n t t é t e l t , a m á s o d i k a s a j á t l e n g é s e k o r t o g o n a -
l i t á s á t fe jez i ki . F e l t é t e l e z h e t j ü k t o v á b b á az t is, h o g y : 

Wi = o>l V>i, 

ahol со/ — az i-edik saját-körfrekvencia. 

Ezze l ( l ) -bő l a s a j á t l e n g é s k é p e k e t m e g h a t á r o z ó a lább i e g y e n l e t h e z 
j u t u n k : 

col f j" C{x, z, f , r]) q{Í, rj) <pi{i, rßdidr) = g?,(*, z) — g>,(0, 0). 
(A) 

K ü l ö n ki kel l e m e l n i a n u l l a d i k s a j á t l e n g é s k é p e t — j e l en tő ségé re a 
k é s ő b b i e k b e n még r á m u t a t u n k —, a m e l y n e k é r t é k e de f in í c ió s z e r i n t : 

9o(x, z) = 1 és ft)0 = 0 . 
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M e g j e g y z e n d ő , hogy a f e n t i t u l a j d o n s á g ú s a j á t l e n g é s k é p e k csak b e l s ő 
s ú r l ó d á s né lkü l i sze rkeze t i e l e m e n l é t eznek . 

Vezessük b e az a lábbi j e l ö l é s e k e t : 

Mi — f f (P2,{x, z) Q(X, z)dx dz 
(A) 

az i - ed ik á l t a l á n o s t ö m e g , és 

Ot = ) ) Pk(xi zi t) f { x s z)dxdz 
(A) 

az i - ed ik á l t a l á n o s erő . 
E z e k k e l az egyszerűs í tő j e lö l é sekke l [1] s ze r in t az (1) e g y e n l e t az a l á b b i 

f o r m á b a n í r h a t ó : 

M i f i + an M i f i = в i, о <; i < oo. (3) 

A s a j á t l e n g é s k é p e k m e g i s m e r é s e t ö b b f é l e m ó d o n l e h e t s é g e s : m é r h e t j ü k , 
s z á m í t h a t j u k ő k e t . H a a z o n b a n m á r r e n d e l k e z é s ü n k r e á l l n a k , a k k o r a f e n t i 
e g y e n l e t r e n d s z e r vég te l en t a g ú , m á s o d r e n d ű , i n h o m o g é n l ineá r i s d i f fe renc iá l -
e g y e n l e t - r e n d s z e r k é n t áll e l ő t t ü n k , ame lybő l véges s z á m ú t a g o t (2—4) f i g y e -
l e m b e véve g y a k o r l a t i l a g is h a s z n á l h a t ó e g y e n l e t r e n d s z e r t k a p u n k . 

M e g j e g y z e n d ő , hogy a g y a k o r l a t b a n a (3) e g y e n l e t r e n d s z e r egyd imenz iós 
a l a k j á t a l k a l m a z z á k e l t e r j e d t e n . E k k o r csak a s z á r n y ha j l í t ó l engése i t s z á m í t -
h a t j u k , az ese t l eg kapcso lódó csava ró lengés m á r nem v e h e t ő f i g y e l e m b e . 
E z a közel í tés m e g e n g e d h e t ő a k k o r , ha az egyes s z á r n y m e t s z e t e k s ú l y p o n t j a i 
a m e t s z e t e k a e r o d i n a m i k a i k ö z é p p o n t j a i , i l l e tve a r u g a l m a s t e n g e l y e lő t t 
h e l y z k e d n e k el. 

3. T a r t ó ha j l í tó l engése 

E b b e n a p o n t b a n i smé t a (3) e g y e n l e t r e n d s z e r t k í v á n j u k l eveze tn i , 
a z o n b a n t e l j e sen speciá l isan o l y a n t a r t ó r a , a m e l y e t egy v o n a l l a l he lye t t e s í t -
h e t ü n k , f e l r u h á z v a ezt a v o n a l a t a t a r t ó t ö m e g é v e l , h a j l í t ó merevségéve l és 
megosz ló t e rhe lé séve l . 

A r u g a l m a s s á g t a n h ó i i s m e r t az a l ább i összefüggés : 

9z2 
Í E - ^ j =p(z,t)-Q(z)y(z,t). (4) 

B o n t s u k fel i s m é t a te l jes l e n g é s k é p e t az e l ő b b i e k b e n m e g h a t á r o z o t t vég te l en 
f ü g g v é n y s o r o z a t összegére: 

y ( z , t ) = f £ f i ( z ) f i ( t ) . 
í=o 
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E g y — egy sa já t l engés re fe l í rva a (4)-es egyenle te t , azt k a p j u k , hogy 
2 э V 

I E ^ r f I = - e (* )Ví?>f 
ö 

-IFI — 
dz2 dz2 

A sa já t l engésképek időtő l függő részére igaz az a lábbi összefüggés: 

V - — W/Ví. 

A (3) egyenle t rendszer , megfelelő, i-edik t a g j á t m e g k a p j u k , h a a (4) 
egyen le tbe fent ieket b e h e l y e t t e s í t j ü k , у,-vei, az i-edik s a j á t l engésképpe l meg-
szorozzuk és a s zá rny t e r j ed t s ég m e n t é n in t eg rá l juk : 

Miipt + w) M i f i = 6>„ о <; i < oo, 
ahol 

Mi = J ?>?(*) e{z)dz, 
s 

és 

= J Ы 2 ' 0 • 
s 

í g y va lóban a (3) egyenle t rendszer egydimenziós t a r t ó r a é rvényes 
(speciális) f o rmá jához j u t o t t u n k . 

4. Repülőgépszárny dinamikai terhelése 

A repü lőgépszá rnyak d inamika i terhelését a (3) egyenle t rendszerből 
s z á m í t j u k , legtöbbször a n n a k speciális, egydimenziós t a r t ó r a felírt f o rmá-
jából . 

A sa já t l engésképek m e g h a t á r o z á s á v a l nem fog la lkozunk , i smer tnek 
t e k i n t j ü k őke t . 

P r o b l é m á t je lent az, hogy a (3) egyenle t rendszernek egydimenziós t a r -
t ó r a é rvényes fo rmá ja sz igorúan véve csak akkor a l k a l m a z h a t ó , ha a ha j l í t ó 
és csavaró lengés nem kapcsolódik . Az ehhez szükséges fe l t é te l t a 3. pon t beve-
ze tő jében vázo l tuk , p o n t o s a n a [6]-ban t a l á lha tó meg. 

A köve tkezőkben a (3) egyenle t rendszer 3. p o n t b a n l eveze te t t f o r m á j á r ó l 
lesz szó. Megfelelő számú (2 — 3) sa j á t l engéskép és a h o z z á j u k t a r tozó s a j á t -
f r ekvenc ia i smeretében a (3) egyenle t rendszer t megoldva , m e g k a p j u k a s a j á t -
lengésekhez ta r tozó i d ő f ü g g v é n y e k e t . Ezzel f e l í r h a t j u k az eredő megoszló 
t e rhe l é s t : 

n 
py(z, í) = pk(z, t) — q(z) 

( = 0 

A megoszló terhelés i smere tében s z á m í t h a t j u k a v izsgál t elem (szárny) 
génybevé t eleit . 
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5. A külső megosztó terhelés 

A külső megoszló t e rhe lés magában fogla l ja a súly, a légerő, és esetleg 
a belső súrlódás okozta megoszló terhelést : 

Pk(z, О = Pg(z, t) + Pf(zi t) + ps(z, t). 

Ezzel a belső súr lódás h a t á s a számí tha tóvá vál ik ennek az egyenletrendszernek 
a keretein belül . Ha a belső súrlódást a differenciálegyenlet bal oldalán akar-
n á n k f igyelembe venni , akko r az (1) egyenletből nem j u t n á n k el a (3) egyenlet-
rendszerig, mivel közben többször k ihaszná l tuk a sa já t lengések megfelelő, 
speciális tu la jdonsága i t . 

Akkor azonban , ha a belső súrlódást „ k ü l s ő " te rhe lésként fogjuk fel , 
nem ütközünk különösebb nehézségekbe. 

5.1 Súlyerő terhelés 

Pa(z,t) = q(z) • g, 

ahol o(z) — a repülőgép szárny terjedtség mentén elosztott tömege. 

Nyilvánvalóan igaz az a lább i állítás: 

GR = g í eiz)dz • 

s 

5.2 Légerő terhelés 

pF(z, t)=^V2Cy(z, t) h(z), 
ahol g — a levegő sűrűsége; 

V — a repülési sebesség; 
Cy — felhaj tóerő-tényező; 
h — a szárny húrhossza. 

A fe lha j tóerő- tényezővel kapcsola tban t ö b b megjegyzés t kell t e n n ü n k : 
— a repülőgépszárny dinamikai terhelését okozha t j a például széllökés. 

A számítási összefüggéseinkben a repülőgép hossztengelyének elfordulásából 
következő ál lásszögváltozást nem t u d j u k f igyelembe venni , azonban a meg-
fúvás i i rány vá l tozásá t t e k i n t e t b e kell venn i ; 

— a szá rny deformációs sebessége is módosí t ja a megfúvási i r ány t , 
ezt is f igyelembe kell venni ; 

— a d inamika i t e rhe lés t instacioner aerodinamikai jelenségek kísérik 
— a lehetőségekhez képest ezt is f igyelembe kell venni . 

A fen t i ha t á soka t k o n k r é t a n az [1], [7], [8] és [9] szerint v e h e t j ü k 
figyelembe. 
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5.3 A belső súrlódás megoszló terhelése 

I t t csak egy p róbá lkozás t m u t a t u n k be, lehetséges, hogy gyakor la t i 
j e l en tősége csekély. 

A l a p v e t ő koncepció az, hogy a belső súr lódás t a fo lyadékcs i l lap í táshoz 
vesszük hasonlónak, az anyagot r u g ó k k a l összekötöt t molekulák h a l m a z á n a k 
képze lve , ahol a mo leku lák közti t e r e t fo lyadék tö l t i ki . 

I l y e n k o r a sú r lódás — kis sebességek ese tében — az e g y m á s mel le t t 
e lmozduló részek r e l a t í v sebességével arányos. K é t , szomszédos metsze t 
sebessége: 

A súrlódó erő: 

d d 
m d 2 

dt dz ) dt l dz ! 

d E s = - к 
d ' 9у 

dz 
dz. 

dt 

Végü l a megoszló terhelés: 

' Qy , ч dFs , d 
dz dt 9 z 

A belső súr lódási tényező [10] szerint m i n d e n sa já t l engésképhez más . 
E n n e k szem előtt t a r t á s á v a l t é r j ü n k á t a sa já t lengésképekre : 

ps(z,t)= - ki xp\ . 
,=o dz 

A nulladik sa já t l engésben , a m e l y vo l t aképpen a merev tes t sze rű elmoz-
dulás, te rmésze tesen n incs belső sú r lódás . A nul ladik sa já t lengésre az t í r h a t j u k 
t e h á t , h o g y 

d<Po _ Q 
dz 

E z , hacsak k 0 - á t végtelenre n e m vá l a sz t j uk , b iz tos í t j a , h o g y va lóban 
ne l egyen belső súr lódás akkor , a m i k o r nincs deformáció . 

6. A differenciálegyenlet megoldása 

A különböző megoszló t e rhe lések fel í rásakor többfé le közel í tés t alkal-
m a z h a t u n k . Ha pé ldáu l az á l lásszögvál tozást az alábbi , egyszerű formá-
ban í r j u k : 

У Ах p o n t o s a n : zla = a r c t a n 
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a k k o r ebben a v o n a t k o z á s b a n a di f ferenciá legyenlet l ineáris m a r a d . Ál ta lában , 
megfelelő közel í tésekkel b i z t o s í t h a t j u k (3) l i nea r i t á sá t , és ezzel a zá r t a lakú 
megoldás lé tezését . 

A t echn ika i g y a k o r l a t b a n azonban nem mind ig szükséges a vizsgált 
f o l y a m a t o t leíró f ü g g v é n y i smere te . I lyen ese tben a l k a l m a z h a t j u k a differen-
ciá legyenletek v a l a m e l y n u m e r i k u s megoldó módsze ré t . 

A lineáris rendszer kezde t i fel tételeiből a megoldás egyes kons tansa i t 
inhomogén l ineáris a lgebrai egyenle t rendszerből h a t á r o z z u k meg. Az á l ta lunk 
végze t t számí tások t a n ú s á g a szer int — már h á r o m sa já t lengés t ek in t e tbe 
vé te le esetében is — a l ineáris egyenle t rendszer e g y ü t t h a t ó - m á t r i x a gyengén 
kondic ioná l t lesz. E b b e n az ese tben a zár t a lakú megoldás megkeresése m a j d -
n e m lehete t len , i l le tve egyá l t a l án n e m célszerű. 

A [9]-ben összehason l í to t tunk — két sa já t l engéskép f igye lembevéte-
lével — zár t a l akú és n u m e r i k u s megoldás t . E r e d m é n y ü l azt k a p t u k , hogy 
a zár t a lakú megoldás sokkal munka igényesebb és p o n t a t l a n a b b , mint a 
n u m e r i k u s megoldás . A zár t a l akú megoldást s zámí tó számí tógépi program 
körü lbe lü l kétszer o lyan hosszú min t a numer ikus megoldás p r o g r a m j a . 

A numer ikus megoldás t o v á b b i előnye, hogy pontossága és ezzel a szá-
m í t á s h ibá j a jó l becsülhető . 

7. Az aeroelaszt ikus jelenségek á l ta lános keretei 

A jelenleg szokásos g y a k o r l a t b a n az aeroelasz t ikus je lenségeket külön 
v á l a s z t j á k a d inamika i s tab i l i t ás v izsgála tá tó l . 

Az 1. p o n t b a n beveze t e t t (1) in tegro-dif ferenciá legyenle t — az , , y " 
i r á n y ú mére tek vá l tozásá tó l e l t ek in tve — a lka lmas repülőgépek komplex 
v izsgá la tá ra . 

A megfelelő f o r m á b a n fel í r t és behe lye t t e s í t e t t pk (külső megoszló te r -
helés) segítségével nemcsak a ha j l í tó -csavaró lengésekről k a p h a t u n k felvilágo-
s í t á s t , hanem így s z á m í t h a t j u k egy ruga lmas repü lőgép viselkedését különböző 
repülési he lyze tekben . 

Az y(x, z, t) f ü g g v é n y je l lemzi az egész repü lőgép e lmozdulásá t és a szárny 
de fo rmác ió j á t is. Ezzel egyrészt s zámí tha tó a d inamika i te rhelés , másrészt 
a repülőgép mozgása . Az egész gép mozgásának i smere te pedig egyenér tékű 
a d inamika i s tabi l i tás i t u l a j d o n s á g o k ismeretével . 

Ez a számí tás t e rmésze tesen rendkívü l bonyo lu l t , csak n a p j a i n k b a n , 
az e lek t ronikus számí tógépek megjelenésével m u t a t k o z i k r e m é n y sikeres 
elvégzésére. 
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D y n a m i c Load of Aircraft Wings. I n the first place the paper aims at discussing and 
resuming t h e theoretical bases of the aeroelast ic phenomena and publishing s o m e comple-
ments b a s e d on Hungarian work. This k n o w l e d g e is resumed for the benef i t of Hungarian 
aeronaut iv specialists. 

Dynamische Belastung von Flugzeugtragflügeln. Ziel der Arbeit ist in erster Reihe Dis-
kussion u n d Zusammenfassung der theoret i schen Grundlagen der aeroelast ischen Erschei-
nungen, sowrie einiger aufgrund einheimischer Arbeiten mögl ichen Ergänzungen. Es wird 
angestrebt diese Kenntnisse für die ungar ischen Fachleute auf d e m Gebiet der Flugtechnik 
zusammenzufassen. 
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CSŐHÁLÓZATOK OPTIMÁLIS TERVEZÉSE 
EGÉSZÉRTÉKŰ PROGRAMOZÁSSAL 

G R Ó S Z MIKLÓS* 

[Beérkezett 1978. szeptember 16-án] 

Jelen dolgozatban már m e g l e v ő vízhálózatok bővítésével és új hálózatok terve-
zésével foglalkozunk. A csőhálózatok problémakörének fentemlített optimális meg-
oldására egy nemlineáris egészértékű programozási modellt muta tunk be. E modell 
annyiban különbözik az irodalomból ismertektől, h o g y a) a csőátmérők csak diszkrét 
értékeket vehetnek fel, b) a források által betáplált vízmennyiségek n e m előre megadott 
konstansok, hanem hálózattól f ü g g ő paraméterek, t o v á b b á с) a beruházási és üzemel-
tetés i költségek minimalizálását tűz i ki célul. 

1. Bevezetés 

J e l e n do lgoza tunkban már meg levő v ízhá lóza tok bőví tésével és ú j háló-
za tok tervezésével fogla lkozunk. Az u t ó b b i n é h á n y évben igen sok i lyen i rányú 
cikk j e l e n t meg az i roda lomban , a m i a p rob léma gyakor la t i szükségességét 
t ük röz i . 

Az elért e redményekrő l jó á t t e k i n t é s t ad C E N E D E S E és M E L E [ 3 ] . A szer-
zők egy része a be ruházás i kö l t ségek csökkentése céljából csak az elméleti 
c sőá tmérők megha tá rozásá t tűzi k i célul [2, 8, 13]. Más szerzők m á r diszkrét 
v á l t o z ó k n a k té te lez ik fel a c sőá tmérőke t , és a be ruházás i kö l t ségek [1, 3, 11] 
mel le t t az üzemel te tés i költségek min imal izá lásá ra is törekszenek [5] . A szerzők 
többsége azonban n e m veszi f i g y e l e m b e a fo r rások (víztorony és sz iva t tyú) 
á l ta l b e t á p l á l t v ízmennyiséget , h a n e m ezt k o n s t a n s n a k tek in t i . 

E b b e n a do lgoza tban a csőhá lóza tok op t imá l i s te rvezésére egy olyan 
lehetséges nemlineár is egészértékű programozás i model l t m u t a t u n k be , amely-
ben a c sőá tmérők csak diszkrét é r t é k e k e t vehe tnek fel (vagyis c s a k a rendel-
kezésre álló csövekből v á l o g a t h a t u n k ) , és f igye lembe vesszük a f o r r á s o k tény-
leges be táp lá lás i mennyiségei t . Az egészér tékű programozás i m o d e l l a lkalma-
zása azé r t vá l t szükségessé, mer t a fo ly tonos mode l l e redményei a gyakor la t 
igényei t n e m elégítik k i . 

Csőhálózat op t imál i s t e rvezésén a köve tkezőke t é r t j ü k : Keressük az 
a d o t t vona lveze tésű hurkol t v a g y suga ra s há lóza t ágához t a r t o z ó azon cső-
á t m é r ő k e t , amelyeke t adot t csőá tmérő-kész le tbő l vá lasz tunk ú g y , hogy a 

* Grósz Miklós, 1025 Budapest, Csalit u. 9. 
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1 1 6 GRÓSZ MIKLÓS 

beruházás i és az üzemel te tés i köl tségeik min imál i sak legyenek, és az áramlás-
t an i fe l té te lek te l jesü lésén kívül a c somópont i n y o m á s o k r a vona tkozó korlátozó 
fe l té te lek is t e l j e sü l j enek . A do lgoza tban nem fog la lkozunk a csőhálóza t nyom-
vona l a inak op t imal izá lásáva l , az ú j hálózat k iép í tésének ütemezésével , a 
fogyasz tás prognoszt izá lásával , v a l a m i n t a k a r b a n t a r t á s i költségek f igyelembe-
vételével . A prob léma megfoga lmazásá t azonban o l y a n á l ta lánosan kísérel jük 
meg, hogy az a v í zhá lóza tokon k í v ü l más há lóza t i probléma megoldására is 
a lka lmas legyen. 

2. A hálózati p rob léma megfoga lmazása 

I k t a s s u n k be a há lóza tba egy f i k t í v c s o m ó p o n t o t [9], és kös sük össze 
ezt a fo r r á s - c somópon tokka l ( f ik t ívágak) . A f i k t í v csomóponton a be táp lá l t 
mennyisége t t együk egyenlővé a há lóza t összfogyasztásával . Az így beveze te t t 
f i k t ív csomópont l e h e t ő v é teszi a v íz to rony és a s z iva t t yúk á l t a l lé tes í te t t 
valóságos be táp lá lás i mennyiség f igye lembevé te l é t . Ez annyi t j e l e n t , hogy 
nem kel l rögz í t enünk előre az egyes források á l t a l lé tes í thető be t áp l á l t víz-
mennyisége t , h a n e m a z o k v á l t o z h a t n a k . A s z i v a t t y ú je l leggörbéjé től függően, 
i l le tve t ö b b v í z to rony esetében az azokban k i a l aku ló vízszintek s zámí tha tók . 

A t o v á b b i a k b a n a v ízhálóza to t egy D(K, I) összefüggő g r á f n a k t e k i n t j ü k , 
ahol К a gráf éleinek ha lmaza , I a gráf c s o m ó p o n t j a i n a k ha lmaza . 

A D gráf élein v e g y ü n k fel te tszőleges i r á n y o k a t (1. ábra) . Vezessük be 
a 2. á b r a szerinti c somópont i e lője lszabályt is. í r j u k fel a k é t Kirchhoff -
t ö r v é n y t : 

Pi — pj=fk(dk) • qk • \qk\, (k = 1, . . m; i,j = 1, 2, . . . , n), (1) 

^ Vk — ^ 4k = (i = 1, 2 , . . ., n), (2) 
kZKÍ ke Ki 

ahol 
Pl — a csomóponti nyomás az i-edik csomópontban, 
qk — a száll í tott (áramló) vízmennyiség az (i, j ) é len (irányítás szerint előjelezve), 

dk — az (i , j ) élhez tartozó csőátmérő, 
K'I, К/ — az i-edik csomópontba bemenő, illetve k imenő élek halmaza, 
тк — érdesség, 
lk — az ( » , / ) él hossza, 

— fogyasztás az i-edik csomópontban, 
n = III, 
m = |K| . (A I • I je l a halmaz számosságát, a halmaz elemeinek számát jelenti.) 

Most f o g a l m a z z u k meg a há lóza t i p r o b l é m á t az él-csúcs incidencia 
m á t r i x segítségével: 

G = {*«} 
0, h a a fc-ik él n e m tar toz ik az i - ed ik csomóponthoz , 
1, h a a k-ik él az i -edik c s o m ó p o n t b a megy be , és 

— 1, h a a fe-ik él az i -edik c somópon tbó l megy k i . 
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7 

Щ viztorony, Hl. adott nyomású csomópont 

@ szivattyú 

1. ábra 

Ezzel lényegében egy csomópont i e lő je lszabályt de f in iá l tunk . 
A há lóza t i fo lyamok elméletéből i s m e r t [7], h o g y a G má t r ix m é r e t e 

m 4 (n — 1). Ugyancsak ismeretes , hogy a G má t r ix m i n d i g teljes oszlop-
rangú , ami azt je lent i , h o g y a csomópont i t ö r v é n y t e legendő n — 1 c somó-
pon t r a fel í rni . 

A k é t K i r c h h o f f - t ö r v é n y és a k o r l á t o z ó fe l té te lek má t r ix f o r m á b a n : 

G • p — s, (3) 

G1 • q = a, (4) 

_ \ min /f-\ 
p>p , (5) 

ahol 
s = {s ,} = {fiqi qiI}, 
a — a csomóponti fogyasztások vektora, 
p""n — a csomópontokon megengedett minimális nyomások vektora. 

U g y a n c s a k a há lózat i fo lyamok e lméle téből i smert [7], hogy a G m á t r i x 
nemszingulár is r é s z m á t r i x á n a k egy összefüggő fa felel m e g és ford í tva . A f á k 
száma a D g rá fon a köve tkezőképpen a d h a t ó meg: 

t = det | G r • G |. 
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Ezekből a f á k b ó l egyér te lműen fe lép í tünk egy összefüggő minimális f á t . 
összefüggő min imá l i s fán az t é r t j ü k , hogy a D gráf te tszőleges c s o m ó p o n t j a 
a fa mentén legrövidebb ú t o n érhető el a legközelebb eső for rásból . 

A min imá l i s fa felépí tésére azért van szükség , mert az üzemel te tés i kö l t -
ségeket min imal izá ln i t ö r e k s z ü n k úgy, h o g y a v ízmennyiségek többségének 
száll í tása l ehe tő leg a l egrövidebb úton t ö r t é n j é k és az á t m é r ő k vá l a sz t á sáná l 
ez t f igye lembe vesszük. Ez a ki indulás a z o n b a n az op t imal izá lás e r e d m é n y é t 
n e m befo lyáso l ja . Másrészt a minimál is fa i smere t ében két r é sz re pa r t i c ioná l juk 
a G má t r ixo t és ennek megfele lően í r juk á t a (4) egyenlete t : 

[GRT GST] X = a, 

amelyből a f a ágaihoz t a r t o z ó száll í tot t mennyiségeke t k i f e j ezve azt k a p j u k , 
hogy 

q' = [GRT]-4a - GST • q"). 

Részletesen k i í r v a egy k o m p o n e n s : 

ti = ßi~ 2 «й • ч" (ií В) (6) 
I £ JV 

ahol 
[ G R r ] - l « = T m ( i t в ) 
[GS • GR-1] = {<*/(} ( i € ß , t g N) 
N — a minimális fához n e m tartozó élek indexeinek halmaza (illetve a megfelelő q't 

vá l tozó indexeinek halmaza), 
В — a f ának megfelelő q[ változó indexeinek halmaza. 

A (6) egyen le t azt m u t a t j a , hogy a f a komplemente réhez t a r tozó v íz-
mennyiségek a f ához t a r tozó v ízmennyi ségeke t egyér te lműen m e g h a t á r o z z á k . 

A k ö v e t k e z ő fe jeze tben m u t a t u n k b e a minimális f a felépítésére egy 
lehetséges e l j á r á s t . 

3. A minimális f a felépítése 

Minimális f a felépítésére haszná l juk fe l az i rodalomból i smer t l egröv idebb 
ú t probléma mego ldásá t . 

A gráf m i n d e n éléhez hozzá van r e n d e l v e egy-egy z,y távolság, a m e l y e k 
csak pozit ív é r t ékeke t v e h e t n e k fel. H a t á r o z z u k meg a legrövidebb u t a k a t 
az i-edik c s o m ó p o n t b ó l az összes többi c s o m ó p o n t b a . E z e k u t á n a D u j k s t r a -
fé le a lgor i tmus segítségével fe lép í tünk e g y olyan f á t , a m e l y t a r t a l m a z z a 
az összes l eg röv idebb u t a t az i-edik c somópon tbó l a gráf t ö b b i c somópon t -
j á b a [7]. Az i - e d i k c somópon to t a fa gyökerének nevezzük. 

A f i k t i v élhez hozzárende l t z,y é r t é k é t nul lának vesszük , gyökerének 
pedig a f i k t í v csomóponto t v á l a s z t j u k . A Di jks t r a - f é l e a lgor i tmussa l f e l é p í t e t t 
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f a e g y ú t t a l m i n i m á l i s f a is, m i v e l egy t e t sző leges c s o m ó p o n t a f i k t í v csomó-
p o n t b ó l l e g r ö v i d e b b ú t o n é r h e t ő el a f a m e n t é n és u g y a n a k k o r a f i k t í v él hossza 
e g y e n l ő n u l l á v a l . 

A m i n i m á l i s f a m e g h a t á r o z á s á h o z s z ü k s é g ü n k v a n az é lekhez r e n d e l t 
Zjj é r t ékek re , ezé r t t é r j ü n k v i s sza a z,y p a r a m é t e r e k m e g v á l a s z t á s á r a . S ík 
t e r e p e n t e r v e z e n d ő h á l ó z a t e s e t é n a z,y p a r a m é t e r a c s o m ó p o n t o k k ö z ö t t i 
t á v o l s á g g a l (lk) egyenlő . D o m b o s t e r e p esetén az z,y p a r a m é t e r m e g h a t á r o z á s á n á l 
v i s z o n t f i g y e l e m b e kel l v e n n i a k é t c s o m ó p o n t k ö z ö t t i m a g a s s á g k ü l ö n b s é g e t . 

A min imá l i s f a f e lép í t é séhez haszná l t D i j k s t r a - f é l e a l g o r i t m u s m i n d e n 
e g y e s lépésben egy t o v á b b i él t c sa to l a f ához . Mie lő t t e l d ö n t j ü k , hogy a ké r -
déses él h o z z á t a r t o z i k - e a f á h o z v a g y sem, k i kel l s z á m í t a n u n k az összes o l y a n 
é l Zjj p a r a m é t e r é t , amel lye l a f a f o l y t a t h a t ó : 

ahol 

Zjj = Xij(Ahjj)lk, 

Ahjj — geodéziai magasságkülönbség az i és j csomópont között, 
1 ^ « ij <. 2, ha Ahjj ^ 0 
0 <; aij < L ha Ahjj < 0 

a t j lAhj j ) = 

Az Xjj p a r a m é t e r v á l a s z t á s a gyako r l a t i t a p a s z t a l a t a l a p j á n t ö r t é n i k és 
b e f o l y á s o l j a a m i n i m á l i s f a f e l ép í t é sé t , de a p r o b l é m a m e g o l d á s á t n e m be fo lyá -
s o l j a , mivel a m i n i m á l i s f a c s a k egy j ó köze l í t é s t segí t e lőá l l í t an i . 

Ezzel a m i n i m á l i s f a fe lép í téséhez m i n d e n szükséges i s m e r e t t e l r ende l -
k e z ü n k és á t t é r ü n k a p r o b l é m a m a t e m a t i k a i m o d e l l j é n e k a t á r g y a l á s á r a . 

4. A p r o b l é m a m a t e m a t i k a i mode l l j e 

A min imá l i s f a és megfe le lően a G m á t r i x f e l b o n t á s á n a k i s m e r e t é b e n 
í r j u k á t a (3) K i r c h h o f f - t ö r v é n y t : 

GR - p = s', (8) 

GS • p — s ( 9 ) 

A k k o r (8)-ból e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z h a t j u k a c s o m ó p o n t i n y o m á s o k a t , 

p = GR'1 • s \ (10) 

é s b e h e l y e t t e s í t j ü k (9)-be 

GS • GR'1 • s' = s". (11) 

A (11) e g y e n l e t r e n d s z e r n e m más , m i n t a h u r o k t ö r v é n y . A (11) k i fe jezés t 
í r j u k á t ú g y , h o g y b e h e l y e t t e s í t j ü k q' é r t é k e k e t a (6)-ból 

2 * « • Ж ) • Viißi - 2 = № ) • q 1 - \ q'l I ( t € N ) , ( 1 2 ) 
í€B I f N 
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ahol 

Yt = s i g n ißi — x'i4t) • 
tíN 

T e h á t k a p t u n k egy nemlineár is egyenle t rendszer t , ame lyben m á r csak 
a fa komplemen te réhez t a r t o z ó él m e n t é n szál l í tot t v ízmennyiségek és a te l jes 
gráf éleihez t a r tozó c sőá tmérők az i smere t l enek . 

Most p róbá l juk fe l í rni az (5) k o r l á t o z ó fe l té te leket ugyanezen ismeret le-
nek segítségével . A (10) egyenlet m e g a d j a a csomópont i nyomáseséseke t , ezért 
a megengede t t l egnagyobb csomópon t i nyomásesés i smere tében az (5) fe l té te l 
így í r h a t ó fe l : 

GR-4' <, Apmax, 

v a g y 

2 uy • Yj • f j ( d j ) • (ßj - 2 <. V " (i <E I \ J ) (13) 
je в ttN 

ahol 
G R - * = {utj} (i,jr = 1 , . . . , n — 1) 
J — olyan csomópontok halmaza, ahol forrás van elhelyezve, 
Дртах — a z i-edik csomóponton megengedett legnagyobb nyomásesés. 

A (13) fe l té te l t csak a fo r r á s t n e m t a r t a l m a z ó c somópon tokon lehet 
é r te lmezni , azonkívül n e m okve t lenü l mindegyikre kell fel írni . 

A p rob léma megfoga lmazásáná l m á r eml í t e t t ük , hogy op t imá l i s cső-
á t m é r ő k e t keresünk egy a d o t t csőá tmérő-kész le tből . Ahhoz , hogy ezt ma te -
ma t ika i l ag egyszerűen fel t u d j u k í rni , vezessünk be egy XN v á l t o z ó t : 

Íl , ha az i -ed ik él m e n t é n a jr-edik csőá tmérő t ípus szerepel és 
0, ellenkező ese tben 

Mivel minden él m e n t é n egyide jű leg csak egy csőá tmérő t ípus szerepelhet , 
ezért az Xjj vá l tozókra a köve tkező fe l t é t e lnek kell t e l jesü ln ie : 

2 xij = 1 (i£K). (14) 
j=1 

Az Xij vál tozó segítségével í r j u k fel a dt és az /,(</,) f ü g g v é n y t : 

j* 
di = = 2 • Xij, 

J= i 

№ ) = ht 2 ^ - , 
j-1 <5?j 

ahol 
ón — az i-edik él mentén megengedett j-edik csőátmérő. 
hi = 8,27 • 10' • rf • l h 
j* — a megengedett csőátmérők száma. 
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Ezek u t á n t é r j ü n k á t a cé l függvény fe l í rására . A há lóza t beruházás i 
kö l t sége C E M B R O W I C Z szerint [ 2 ] 

2 2 li • c< • ôuw • хи> (15> 
iíK j=l 

ahol 

i <; -Á- <; 1.5 w 
Cj — a i-edik átmérőjű vezeték telepítésének folyóméter költsége (Ft /m). 

A hálózat t e l j es üzemel te tés i költsége ké t tényezőből t evőd ik össze: 
a s z iva t tyúá l lomások üzemel te tés i költségéből és a há lóza t e l lenál lásának 
leküzdésére i r ányu ló energiaveszteség költségéből. Az első t é n y e z ő a s z iva t t yú 
ü z e m i n y o m á s á n a k és a b e t á p l á l t v ízmennyiségnek szo rza t áva l a rányos , 
a másod ik t ényező pedig a nyomásesések abszolú t é r tékének összegével. 

Ezek u t án a C(x, q") cé l függvény a há lóza t te l jes üzemel te tés i és be ruhá -
zási köl tségének (15) f igyelembevéte lével : 

j* _5 J* 
Я") = ki 2 2 h'(ßt — 2 Л«Я")2 • díj xu + ky 2 2 hi • (q")2 • dij Xjj + 

iíB j = l tiN i€N j= 1 

+ h 2 (ßt - 2 ««rf) • BM") + К 2 2 li • а • ôuw • *u - • (16> 
1 € Kaz tiN iZK]= 1 

A kor lá tozó fe l t é te lek pedig az előzőek a l a p j á n : 

2 2 h f Yi • «uißt - 2 *« 9")2 • «5J5 • Xjj = 2 h ' • я1 \я"\ • M5 • *tj Я) (17) 
iíB j= 1 <£N J=1 

2 2 »'* ' Yk • hk • (ßk — 2 ««#)" ôkfxkj ApTax (i € I \ J ) (18) 
kíBj=1 tíN 

2 x ' j = 1 ( i € K ) (19) 
y - t 

q'i < ?Г Х (i£Ksz) (20) 
ahol 

fcj, k2 és k3 — súlyozási paraméterek (konstansok), 
gmax — a szivattyú maximál is betáplálása, 
Bj(qí) — a szivattyú jelleggörbéje alapján kapott polinom. 

A súlyozási p a r a m é t e r e k n a g y s á g r e n d j é t ő l függ , h o g y a t e rvezendő 
h á l ó z a t b a n a be ruházás i v a g y az üzemel te tés i költségek csökken tésé re f ek -
t e t ü n k - e n a g y o b b sú ly t . 

A cé l függvény első és m á s o d i k t ag j a a nyomásesések abszo lú t é r tékének 
összegét r ep rezen tá l j a a fához és a f a komplemen te réhez t a r t o z ó élek m e n t é n . 
A h a r m a d i k t a g a s z iva t t yúá l l omások üzemel te tés i köl tségét , a negyedik ped ig 
a be ruházás i kö l t ségeke t a d j a m e g . 
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A minimál is fa fe lépí tése é r t e lmében a f i k t í v élek a fához t a r t o z n a k . 
A f i k t í v élek lk hosszát n u l l á n a k vesszük , s így a megfele lő hk = 0. T e h á t a cél-
f ü g g v é n y első t a g j á n á l az összegezést elegendő a B \ K $ Z ha lmazon elvégezni. 

A (17) fe l té te l a h u r o k t ö r v é n y t í r j a le a q" (i £ N) és s í y vá l t ozók függ-

v é n y é b e n . A (18) és (20) fe l té te l m e g a d j a a megengede t t nyomásesések és meg-

felelően a s z iva t tyú b e t á p l á l á s á n a k a felső h a t á r é r t é k é t . 
T e h á t egy vegyes neml ineár i s p rogramozás i f e l a d a t o t k a p t u n k , melyben 

a d i szkré t vá l tozók Xjj c sak , , 0 — 1 " é r t ékeke t v e h e t n e k fel , a fo ly tonos vál to-
zók pedig q" s a fe l té te lek száma 2m, az i smere t lenek s z á m a pedig m • j* + 
-f- m — n -)- 1. 

5. A probléma megoldásának módszerei 

A (16) — (20) f e l a d a t megoldásá ra ké t módszer t l ehe t javasoln i . 
Az első módszer egy ké t lépésből álló a lgor i tmus . E b b e n a lépésben vala-

mi lyen heur isz t ikus e l j á rássa l meg kell ha tá rozn i egy megengede t t megoldás t , 
vagyis egy olyan á t m é r ő - k o m b i n á c i ó t , amelyre t e l j e sü lnek a (17) — (20) fel-
t é t e l ek . A heur isz t ikus e l já rás a köve tkező e lgondoláson alapszik: i smerve 
a minimál is f á t és e l indu lva mindenho l a legkisebb megengede t t csőátmérővel , 
m e g o l d j u k a (17) neml ineár i s egyenle t rendszer t . A k a p o t t q" vá l t ozókra ellen-
őr izzük a (18) és (20) f e l t é t e l te l jeslését (a (19) fe l té te l a u t o m a t i k u s a n te l jesül) . 
H a a (18) fe l té te l v a l a m e l y c s o m ó p o n t b a n nem te l jesü l , akkor a fa gyökeré tő l 
( for ráshe ly) a c somóponthoz vezető legrövidebb ú t o n k ivá l a sz tunk egy másik 
c sőá tmérőkombinác ió t . A kombinác iók s zámának csökken tése és a cé l függvény 
minimal izá lása é rdekében fe l té te lezzük, hogy a z,y é lhez rendel t p a r a m é t e r e k 
a l a p j á n k ia l ak í to t t f á h o z t a r t o z ó élek men tén n a g y o b b a vízszál l í tás , mint 
a fa komplemen te réhez t a r t o z ó élek m e n t é n . Ezzel az t p ró b á l j u k elérni , hogy 
a kezde t i becslés minél j o b b legyen. 

H a va lame ly s z i v a t t y ú r a nem te l j e sü l a (20) f e l t é t e l , akkor csökkenten i 
p r ó b á l j u k az ehhez a c somópon thoz csa t lakozó élek m e n t é n a c sőá tmérőke t . 
T e h á t mérnök i meggondolások a l a p j á n heur isz t ikus e l j á r á s segítségével, véges 
s z á m ú lépés u t án v a g y k a p u n k egy megengede t t mego ldás t , v a g y k iderü l , 
hogy a fe l té te lek nem kompa t ib i l i sek (ilyen fel tételek me l l e t t nem lé tezik meg-
oldás) . H a v a n megengede t t megoldás , akkor második lépésként a leszámlálási 
a lgor i tmus segítségével [6] ( implicit enumera t ion m e t h o d ) p r ó b á l j u k csök-
ken ten i a cé l függvény é r t é k é t (ki induló kor lá tkén t f e lhaszná lva a megengede t t 
megoldás cé l függvényér téké t ) . 

Mivel a kombinác iók száma egyenlő (j*)m és n a g y m é r e t ű f e l a d a t n á l 
ez az a lgor i tmus gyakor l a t i l ag nem haszná lha tó i lyen f o r m á b a n , ezér t egy 
egyszerűs í t e t t leszámlálási a lgor i tmus t célszerűbb i t t a lka lmazn i , amely megint -
c sak a minimál is fa i smere t é re és a vele kapcsola tos e lvekre t á m a s z k o d i k . Ezzel 
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az algori tmussal véges számú lépésben és gyakor la t i lag e l fogadha tó időn belül 
k a p u n k egy lokál is op t imumot . 

A második módszernél első lépésben folytonos v á l t o z ó n a k t e k i n t j ü k 
a csőátmérőket . E b b e n az ese tben a (16) — (20) fe lada to t célszerű a következő-
k é p p e n át írni : 

F(d, q ) = k, 2 4ßi - 2 ««gí)2<*r5 + *i 2 M?")2 • dr5 + 
; £ В teN ieN 

iVw 

( P F ) 

К 2 (ßt - • B,(q") + k3 2 h • Ci • dl'w - min 
ieKsz teN ieKsz 

2 *« • Yi • 4ßi - 2 • á r 5 = К . q"t 1 q"t\ • d f 5 (t£ N) 
iee teN 

2 Ui, • Yi • hjißi - 2 «Jtiï) • df < A P r x (i <e I \ J ) 
je в teN 

d?a* > d f n (i £ K) 

(ßi - 2 *u4!) < 9.max (i£Ksz) 
teN 

Az ily módon fe l í r t (PF) f e l a d a t b a n jelentősen csökkent az ismeret lenek száma 
(2m — n -(- 1). A (PF) f e l a d a t b a n mind a célfüggvény, m i n d a megengedett 
megoldások h a l m a z a ál talános esetben nem-konvex , ezért n e m garantá l t 
a globális o p t i m u m elérése, és így csak lokális opt imumról beszé lhe tünk. 

Az első lépésben megha tá rozzuk a (PF) fe ladat lokális op t imumát , h a 
egyá l ta lán létezik ilyen. E h h e z a büntető függvények módsze ré t (penal ty 
func t ion) a lka lmazzuk, s így visszavezet jük f e l ada tunka t o l y a n feltétel nélkül i 
szélsőérték f e l ada tok sorozatára , amelynek megoldására m á r ha tékony mód-
szerek ismertek az irodalomból [4]. E módszerek ha tékonyságának növelé-
séhez egy becsült á tmérőrendszerből indulunk ki , és megold juk a nemlineáris 
egyenle t rendszer t . Az így nye r t á tmérőkből és a q" (t£ N) vá l tozókból k a p j u k 
a második lépéshez a kiinduló megoldást . 

Abban az esetben, ha a ( P F ) feladat lokál is o p t i m u m á n a k környékén 
a (16) — (20) f e l a d a t n a k nincs egyet len egy megengedet t megoldása sem, ez még 
n e m jelenti az t , hogy a (16) — (20) fe lada tnak egyáltalán n incs megoldása. 
I l y e n esetben heuriszt ikus e l j á r á s segítségével próbálunk keresni egy meg-
engede t t megoldás t . Ha ez az e l j á r á s sem vezet eredményre, a k k o r a (16) — (20) 
f e l ada tnak nincs megoldása, e l lenkező esetben a leszámlálási a lgori tmus segít-
ségével keresünk egy lokális o p t i m u m o t . 

A második lépésben az op t imál i s megoldásból kapot t á t m é r ő k e t próbál-
j u k „d iszkre t izá ln i" , vagyis ke re sünk egy o lyan megoldást, ame lyben az á tmé-
rők már csak az ado t t készlet d iszkrét értékeit vehet ik fel. E b b e n a számítási 
szakaszban is a minimális f á r a és a vele kapcsola tos elvekre t ámaszkodunk . 

9* Műszaki Tudomány 56, 1978 



124 GRÓSZ MIKLÓS 

A ( P F ) fe ladat op t imá l i s megoldásából kapo t t á tmé rő -é r t ékeke t aszer int 
d i szkre t izá l juk , hogy a megfelelő él hozzá ta r toz ik -e a minimális f á h o z vagy 
sem. H a hozzá ta r toz ik , a k k o r azt a c sőá tmérő t v á l a s z t j u k ki a kész le tből , 
amely legközelebb esik a k a p o t t é r t ékhez . H a nem t a r t o z i k a minimál is fához, 
akkor a készle tben t a l á l h a t ó azon ké t á t m é r ő közül, m e l y e k közé esik a k a p o t t 
ér ték , v á l a s z t j u k ki a k i sebb ike t . Az így k ivá lasz to t t á tmérőso roza t r a meg-
o ld juk a nemlineár is egyen le t r endsze r t , m a j d k i s z á m í t j u k a cé l függvény és 
grad iensének ér tékét . Az u t ó b b i a k a t c sak az ismeret len á tmérők re s z á m í t j u k ki. 
A gradiens L vektor komponense i közü l k ivá la sz t juk a legnagyobb abszolút 
é r tékű és az előjel f igye lembevé te léve l a készletben t a l á l h a t ó megfelelő szom-
szédos á t m é r ő r e cseré l jük a gradiens e komponenséhez ta r tozó c sőá tmérő t . 
E z u t á n ú j b ó l mego ld juk a nemlineár is egyen le t rendszer t és ellenőrizzük a kor-
lá tozó fe l té te leke t . H a az u t ó b b i a k t e l j e sü lnek , akko r k i s zámí t j uk a célfügg-
v é n y é r t éké t . A cé l függvény é r t ékének csökkenése esetében k i s z á m í t j u k 
a gradienseket és meg i smé te l jük a f e n t le í r t e l járást . H a a kapo t t cé l függvény-
ér ték n e m csökkent , a k k o r k ihagyva az előző lépés v á l t o z t a t á s á t , a nagyság 
szerint i sor rendben k ö v e t k e z ő abszolút é r tékű grad iens-komponensse l ismé-
t e l j ük m e g a fen t eml í t e t t v izsgá la to t . 

Ezze l a leszámlálás i a lgor i tmussa l véges s z á m ú lépésben (maximál i -
san 2m) k a p u n k egy lokál i s o p t i m u m o t , amely b á r n e m mindig a globális 
o p t i m u m ) , a gyakor la t sze r in t megfelelő megoldást szo lgá l t a t . L á t h a t ó , hogy 
az u t ó b b i módszer segí tségével az á tmérő -kombinác iók s zámá t (y*)m-ről 2m-re 
s ikerül t csökkenteni . 

A köve tkező f e j e z e t b e n a második módszer a l g o r i t m u s á t í r j uk le . 

6. Az a lgor i tmus leírása 

1. A b ü n t e t ő függvények módszerével mego ld juk a ( P F ) fe lada to t . 
2. H a a ( P F ) f e l a d a t n a k létezik mego ldása , akkor a z t (d°, g°)-val je lö l jük 

és a З . -nál f o l y t a t j u k , ellenkező e se tben a 18.-nál. 
3. E lőá l l í t j uk a megfelelő diszkrét á t m é r ő k o m b i n á c i ó t : 

a) h a az i-edik él a minimál is f ához t a r toz ik és 

à i h < , d ° < ö íU ( i ç K ) 
a k k o r 

d°i — ôiji < ô— d" e se t ében d) = <5y , 

el lenkező e se tben dj = ô,^ ; 

b) h a az i-edik él n e m ta r toz ik a minimál is fához , a k k o r 

d] = d,7i . 
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4. к = 1 és T = К (T ha lmaz azonos а К halmazzal ) . 
5. Az e lőál l í tot t c sőá tmérő-kombinác ió ra mego ld juk a nemlineár is egyenlet-

r endsze r t , k i induló megoldásnak a (d'\ q°) v e k t o r t vesszük. A megoldás t 
j e lö l jük yk = (d k , gfc)-val. 

6. Н а у к-ra nem t e l j e sü lnek a kor lá tozó fel té te lek, akkor a 9.-nél, el lenkező 
ese tben a 7.-nél f o l y t a t j u k . 

7. K i s z á m í t j u k a Cfc = F(dk, q) cé l függvény ér téké t yk p o n t b a n . 
8. Н а к = 1, akkor Z = Cx, el lenkező ese tben a 9.-nél f o l y t a t j u k . 
9. H a Ck Z, akkor a 10.-nél f o l y t a t j u k , ellenkező esetben a 15.-nél. 

10. K i s z á m í t j u k a cé l függvény grad iensé t d vá l tozóra yk p o n t b a n 

V E , ( d V ) (Í e T ) . 

11. Megkeressük a 

max I V Fi(dk, qk) \ = tf 
iíT 

é r t é k e t . 
12. T = T\{i*}. 
13. H a dk = d y , akko r d f + 1 = d y , el lenkező esetben dk+1 = dy^ 
14. к = к + 1, T = K \ { i * } és v i s s za t é rünk az 5.-re. 
15. T = T\{i*}. 
16. H a T ^ 0 (nem üres) , akkor a 12,-nél, ellenkező esetben a 17.-nél foly-

t a t j u k . 
17. H a T # 0 és n e m sikerül t egy d i szkré t á tmérő-kombinác ió t t a l á l n i , akkor 

a 18.-nál f o l y t a t j u k , ellenkező ese tben a Z k o r l á t n a k megfele lő meg-
e n g e d e t t megoldás a (16) — (20) f e l a d a t n a k egy lokális o p t i m u m a és a 
20. -nál f o l y t a t j u k . 

18. Heur i sz t ikus e l j á rás segítségével ke resünk egy megengedet t megoldás t . 
H a s ikerül t i lyen t ta lá ln i , a k k o r a 19.-nél f o l y t a t j u k , el lenkező ese tben 
a (16) — (20) f e l a d a t n a k nincs mego ldása és a 20.-nál f o l y t a t j u k . 

19. Az egyszerűs í te t t leszámlálási a lgo r i tmus segítségével keresünk egy lokális 
o p t i m u m o t . 

20. Vége. 
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Optimal Design of Tube Networks by Integer Programming. In the paper the author 
deals with the extension of existing water networks and the design of new ones. For the opti-
mal solution of these problems a nonlinear integer programming model is presented. It differs 
from models known from literature inasmuch as a) the tube diameters can assume only discrete 
values; b) the water quantities fed in from the source are not constants given beforehand, but 
parameters depending on the network; c) minimalisation of the investment costs and the 
operating expenses has been aimed at. 

Das Entwerfen von Rohrnetzen mittels gangzzahliger Programmierung. In der vor-
liegenden Arbeit beschäft igt sich der Verfasser mit der Erweiterung vorhandener Wasser-
leitungsnetze und der Projektierung v o n neuen Netzen. Für die optimale Lösung dieser 
Probleme wird ein ganzzahliges nichtlineares Programmierungsmodell vorgestellt, welches 
sich von den aus dem Schrifttum bekannten insofern unterscheidet, als a) die Rohrdurch-
messer nur diskrete Werte annehmen können; b) die v o n den Quellen eingespeisten Wasser-
mengen nicht vorgegebenen Konstanten, sondern v o m Netz abhängige Parameter sind; 
c) die Minimalisierung der Investitions- und der Betriebskosten zum Ziel gesetzt wird. 
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JAPÁN EREDMÉNYEK A DINAMIKUS HATÁSOKNAK 
KITETT YASRETON SZERKEZETEK TERÜLETÉN 

L E N K E I P É T E R * 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

[Beérkezett 1978. december 20-án] 

E tanulmány célja a japán kutatási-fejlesztési eredmények ismertetése a dina-
mikus hatásoknak alávetett vasbeton szerkezetek területén. 

1. Helyzetismertetés 

Az 1968. évi Tokachi -Oki fö ldrengés során beb izonyosodo t t , h o g y a vas-
be ton szerkezetek merevsége a ká rosodások k ivá l tó oka lehet — m i n t azt 
Y a m a d a (Kobe- i E g y e t e m ) vizsgála ta i a l a p j á n előre l á t t a — és ezér t a j a p á n 
k u t a t á s o k s ú l y p o n t j á b a a kisciklusú i smé te l t t e rhe léseknek a l áve te t t va sbe ton -
szerkezetek a lakvál tozóképességének v izsgála ta k e r ü l t . Ennek e redménye-
képpen m a j d minden s zámot t evő j a p á n egyetemi l abo ra tó r ium és k u t a t ó -
in téze t rész t v e t t a vasbe tonosz lopok d inamikus ny í ró t ehe rb í r á sá t m e g h a t á -
rozó koord iná l t k u t a t ó m u n k á b a n és a „ d u k t i l i t á s " vizsgálatok a 70-es évek 
második felében k i t e r j e d t e k m a j d m i n d e n f a j t a v a s b e t o n szerkezetre és szer-
kezet i elemre. N a g y összegeket f o r d í t o t t a k ú j l abo ra tó r iumok épí tésére és 
a régiek korszerűs í tésére , komoly szellemi k a p a c i t á s t k o n c e n t r á l t a k erre 
a t e rü l e t r e . T ö b b nemze tköz i t u d o m á n y o s e g y ü t t m ű k ö d é s is k i a l a k u l t ezen 
a t e rü l e t en j a p á n részvétel lel . 

2. A j a p á n vasbetonépítéssel kapcsolatos k u t a t á s o k főbb i r ánya i , 
különös tekintet tel a földrengésálló építkezésekre 

A t a r tósze rkeze tek ok t a t á sa , k u t a t á s a és fe j lesztése , v a l a m i n t építése 
t e rü l e t én J a p á n b a n elég élesen e lha t á ro lódnak a magasépí tésse l és a mély-
építéssel (mérnöki lé tes í tményekkel ) kapcsola tos t e r ü l e t e k . Az előbbiek építész-
mérnöki , az u t ó b b i a k á l ta lános mérnök i f e l ada tkén t j e len tkeznek . Azonban 
bá rmi lyen célú szerkezetről legyen is szó, a szerkezeti a n y a g n a k , a v a s b e t o n n a k 
a viselkedése a lapve tően azonos, ezért a k é t te rü le t k ö z ö t t i kapcsolat az u tóbb i 

* Dr. Lenkei Péter, 1119 Budapest, Szakasits Á. u. 4. 
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i dőbe n egyre szorosabb . A k u t a t ó m u n k á b a n a következő közös i r ányok 
f igye lhe tők meg: 

— a be ton t a r t ó s és i smé t lődő teher a l a t t i viselkedésének k u t a t á s a , 
kü lönös t e k i n t e t t e l az o lda l i r ányban gátolt e lmozdulású b e t o n a lakvál tozás-
képességére; 

— n y o m o t t va sbe ton osz lopok vizsgála ta ismétel t d i n a m i k u s nyíró és 
részben nyomó igénybevé te lekre ; 

— vasbe ton ha j l í t o t t t a r t ó k képlékeny méretezése kü lönös t ek in t e t t e l 
a d inamikus h a t á s o k r a ; 

— alacsony és magas hőmérsék le t h a t á s á n a k k i t e t t vasbe tonsze rkeze tek 
( a tomreak to rok egyes részei, s tb . ) viselkedése d inamikus t e r h e k r e ; 

— vasbe ton ke re tek merev í tése ny í ró fa l akka l , andráskeresz tekkel löké-
sek ellen, a ny í ró fa l ak „ d u k t i l i t á s a " ; 

— a j a p á n á l ta lános mére tezés i előírások tökéletes í tése a valószínűségi 
e lvek a lap ján ; 

— a földrengéssel kapcsola tos előírások tökéle tes í tése ; 
— a szerkeze tek „ d u k t i l i t á s á t " biztosító szerkesztési e lvek kísérleti alá-

t á m a s z t á s a ; 
— a szerkeze tek c s o m ó p o n t j a i n a k fö ldrengésbiz tonságát növe lő szerkesz-

t é s i elvek tökéle tes í tése ; 
— az acé lbe té tek kor róz ió jának vizsgálata különös t e k i n t e t t e l a fesz í te t t 

(h íd , vasút i al j , s t b . ) acé lbe té tekre ; 
— az össze te t t (öszvér) szerkeze tek v iz sgá la t a ; 
— a kísérlet i módszerek és berendezések fej lesztése; 

3. A j apán egyetemi és kuta tó in téze t i szerkezetvizsgáló l abora tó r iumok 

A m e g l á t o g a t o t t 9 egye temen és 8 á l lami , magán és egye temi k u t a t ó -
in t éze tben szerzet t t a p a s z t a l a t o k egyér te lműen megvi lág í t j ák a laborfe j lesztés i 
i r á n y o k a t J a p á n b a n . 

Az összes k u t a t ó i n t é z e t és a legtöbb e g y e t e m l abo ra tó r iumi épüle te i 
az u tóbb i 10 —12 é v b e n épül tek és az épí tkezések ma is f o l y n a k . 

A szerkezetvizsgáló l aborépü le teke t úgy a l a k í t j á k ki, h o g y legalább egy 
n a g y , minimál isan 5000 MN (500 tonna ) t e h e r b í r á s ú , korszerűen vezérelhető 
a n y a g - és szerkezetvizsgáló gép, k isebb v a g y n a g y o b b m é r e t ű vízszintes és 
függőleges te rhe lő lemezek és egy rázóasz ta l elhelyezésére a l k a l m a s a k legyenek. 

Az ú j o n n a n beál l í to t t anyagvizsgáló gépek e lekt ronikus vezérlésűek. 
A te rhe lő lemezekhez c s a t l a k o z t a t h a t ó h id rau l ikus berendezések á l t a l ában 
szervoszelepes vezér lésűek. A rázóasz ta lok v a g y szervo-h idrau l ikus vagy e lekt-
romágneses r endsze rűek . A gépek és berendezések j a p á n g y á r t m á n y ú a k , t ö b b 
cég v a n a piacon hasonló berendezésekkel . 
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Megemlí the tő , h o g y a szervo-hidraul ikus berendezések „sz íve" , a szelep 
J a p á n b a n is, akárcsak szer te a vi lágon Moog t í p u s ú (amerikai g y á r t m á n y ) . 

A szakemberek többségének vé leménye szer int a vízszintes d i n a m i k u s 
h a t á s o k n a k k i te t t v a s b e t o n szerkezetekkel végzet t k ísér le tekben a j ö v ő a te r -
mészetes l ép tékű szerkezeteké , amelyeke t függőleges te rhe lő lemez segítségével 
v izsgálnak. A rázóasz ta lon végzett model lkísér le tek je lentősége csökkenni fog. 

A mérőberendezések az ismert és á l t a lánosan haszná l t a u t o m a t a rend-
szerekből á l lnak, j a p á n g y á r t m á n y ú a k . A modern l abora tó r iumok mérőköz-
pon t j a i sok száz, egyes esetekben ezres nagyság rendű mérőhely kiszolgálását 
képesek elvégezni. A mérési ada tok regisz t rá lása a u t o m a t i k u s , sok ese tben 
a számí tógépes csa t lakozás azonnali ada t fe ldo lgozás t tesz lehetővé. 

A régebbi épü le tekke l rendelkező egyetemi l aborok vizsgáló gépei á l ta-
lában régebbiek, egyes helyeken inég a 30-as évekből szá rmaznak , a mérő-
berendezések azonban modernek . K i sebb l abo rokban sok a készen vásá ro l t 
és he lyben gyá r to t t e lemekből házi lag összeáll í tot t vizsgáló berendezés és 
mérőrendszer . A régebbi laborépüle tek zsúfol tak , m indenü t t fog la lkoznak 
építési t e rvekke l . 

A l abo ra tó r iumok az érdekesebb kísérleti p róba t e s t eke t v izsgála t u t á n 
is hosszabb ideig t á r o l j á k , ami lényegesen megkönny í t i a laborok m u n k á j á v a l 
való i smerkedés t . 

Az á l lami és m a g á n ku t a tó in t éze t ek viszonylag könnyen se le j teznek ki 
10—15 éves épüle teke t , berendezéseket és á l l í tanak be ú j , modern felszerelést . 
Az egye temek már k i sebb anyagi lehetőségekkel rendelkeznek, mer t k u t a t á -
saikat á l t a l á b a n a köl tségvetésből f inansz í rozzák . 

Az ú j nagy l é t e s í tményeke t az elképzelések szer int t öbb intézet közösen 
fogja haszná ln i . E n n e k az e g y ü t t m ű k ö d é s n e k a gyakor l a t i megvalósulásáról 
azonban megfelelő a d a t o k egyelőre n e m ál lnak rendelkezésre . Viszont t ö b b 
olyan berendezés l á t h a t ó , pl. a H i rosh ima E g y e t e m 30 000 MN (3000 t o n n a ) 
t ehe rb í r á sú sa j tó j a , az egyik tűzá l lósági l a b o r a t ó r i u m oszlopvizsgáló ke-
mencéje , amelyek még egyál ta lán n e m , vagy csak nagyon r i tkán ke rü l t ek 
fe lhaszná lás ra . 

A l abo ra tó r i umok kiszolgálását csak k is lé tszámú „ t ö r z s " végzi á l landó 
jelleggel. Az egye temeken a ha l lga tók , a k u t a t ó i n t é z e t e k b e n a megrendelők 
egészítik ki szükség szer in t a személyzete t . 

Japanese Results in the Field of R. C. Structures Subject to Dynamic Effects. The aim of 
this paper is to report on the Japanese research and development results concerning the r.c. 
structures subject to dynamic load. 

Japanische Ergebnisse im Bereich von dynamischen Einwirkungen unterzogenen Stahl-
betonkonstruktionen. Es wird über japanische Forschungsergebnisse im Bereich von dynami-
schen Einwirkungen unterzogenen Stahlbetonkonstruktionen berichtet. 
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A TREFFTZ-FICHERA MÓDSZER ALKALMAZÁSA 
HAJLÍTÓ LENGÉST VÉGZŐ RÚD 

SAJÁTKÖRFREKVENCIÁINAK JAVÍTHATÓ 
BEHATÁROLÁSÁRA 

R I C H L I K G Y Ö R G Y * — T Ó T H GYÖRGY** 

[Beérkezett 1979. január 31-én] 

A numerikus kísérletek azt mutat ják , hogy az e g y f a j t a lengést végző rudak 
ese tében a sajátfrekvenciák javí tható közrefogásához nem fel tét lenül célszerű a funk-
cionálanalízis általános érvényű módszereinek alkalmazása a nagy numerikus m u n k a -
igény miatt . A t a n u l m á n y célja, hogy a hajlító lengéshez tartozó sajátkörfrekvenciák 
j a v í t h a t ó alsó korlátainak számítása kapcsán igazolja a Trefftz — Fichera-eljárás 
hatékonyságát . A közrefogáshoz szükséges felső korlátok a Poincaré — R a y l e i g h — R i t z 
módszer segítségével határozhatók meg. A Trefftz —Fichera módszer alkalmazásához 
az eredetileg szereplő vá l tozó együt thatós differenciál operátor invertálása szükséges . 
Az invertálást a do lgozat a disztribúció e lmélet fe lhasználásával hajtja végre, s e g y b e n 
összefoglalja az ál talános elmélet v o n a t k o z ó elemeit. 

1. Bevezetés 

R u g a l m a s , k o n t i n u u s szerkezetek rezgési s a j á t f r ekvenc i á inak j a v í t h a t ó 
közrefogása többféle m ó d o n lehetséges. Sok el járás közös jel lemzője, h o g y 
a Po incaré—Rayle igh — R i t z módszerrel s a j á t f r ekvenc i a felső ko r l á toka t szá-
m í t a n a k , m a j d ezek i smere tében a funkcionálanal íz i s különböző módszere i 
a lka lmazásáva l h a t á r o z n a k meg alsó k o r l á t o k a t . Neveze tesen WEINSTEIN, ill. 
B A Z L E Y és F o x az ű n . közbenső ope rá to rok segítségével [ 1 ] , [2], B O S Z N A Y 

a Fichera-fé le or togonál is invar iánsok módszerével ad alsó kor lá tok m e g h a t á -
rozására e l j á rás t [3], [4]. A közbenső ope rá to rok módszerének B O S Z N A Y á l t a l 
t ö r t é n t továbbfe j l e sz tése lehetőséget ad vá l tozó je l lemzőkkel bíró r u d a k b ó l 
fe lép í te t t szerkezet s a j á t k ö r f r e k v e n c i á i n a k j a v í t h a t ó beha tá ro l á sá ra [5]. (Ez 
u tóbb i módszer nem h a s z n á l j a a Po inca ré—Rayle igh—Ri tz - f é l e e l j á r á s t . ) . 

Szerzők numer ikus kísérleteik a l a p j á n azt t a l á l t á k , hogy ezeknek az 
á l ta lános módszereknek egyet len, ha j l í t ó lengést végző r ú d esetére t ö r t é n ő 
közvet len a lka lmazása n e m célszerű, m e r t mind az alsó, m i n d a felső k o r l á t o k 
megha tá rozása viszonylag sok numer ikus m u n k á t igényel . 

Szerzők ezért azt a célt t űz t ék ki , hogy megvizsgá l ják az ugyanezze l 
a f e l a d a t t a l kapcsolatos alsó kor lá tok számí tásá ra a T r e f f t z — Fichera e l j á r á s 
numer ikus h a t é k o n y s á g á t . Fel té telezik, hogy — pé ldáu l a Poincaré — R a y -

* Richlik György, 3534-MiskoIc, Fazola H. u. 7. 
** Tóth György , 1016-Budapest , Gellérthegy u. 20-22 . 
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l e igh—Ritz módszerre l n y e r t — elegendő s z á m ú és pon tos ságú felső ko r l á t 
m á r rendelkezésre áll. 

A f e l a d a t megoldása d i f fe renc iá loperá to r i nve r t á l á sá t igényli, ennek 
módszeres v é g r e h a j t á s á r a szerzők a d isz t r ibúcióelméle te t a lka lmazzák . A 
köve t e t t e l j á r á s közvet lenül az ún . m a g f ü g g v é n y t ál l í t ja elő, s nem fel tételezi 
a Green- függvény (és t u l a j d o n s á g a i n a k ) i smere té t . E lőkész í tésképpen ezért 
szerzők b e i k t a t t á k a disz t r ibúcióelmélet idevágó elemeit . A t á rgya l á smód 
a [0, 1] i n t e r v a l l u m r a kor lá tozód ik , ami a z o n b a n az 

x = a + ( b - a ) I , « 6 [а, Ь] Л 16 [ 0 , 1 ] 

t r ansz fo rmác ióva l tetszőleges, véges [a, í>] in t e rva l lumra k i t e r j e sz the tő . 

2. A Tref f tz—Fichera-módszer 

Legyen а 3C 1 valós, s z immet r ikus , poz i t ív szemidef in i t , te l jesen fo ly-
tonos in tegrá l operá to r a [0, 1] i n t e rva l lumon ér te lmezve a 

i 

о 
Sí'^v = j K{x, t) v ( t ) dt ( 1 ) 

összefüggés sze r in t a K(x, t) — K(t, x) m a g g a l . H a ő£ - 1 s a j á t é r t é k e i t (melyek 

nega t ívok n e m lehetnek) jU,-vel és a megfelelő s a j á t f ü g g v é n y e i t t>,-vel j e lö l jük , 
a k k o r [6] a l a p j á n 

«(*,») = t). (2) 

( E /лi s a j á t é r t é k e k lengés tani é r te lmezhetőség esetén (28)-nak megfelelően 
a s a j á t k ö r f r e k v e n c i a négyze tek reciprokai.) 

Tegyük fel , hogy a s a j á t f ü g g v é n y e k o r tonormál t r endsze r t a l k o t n a k , 
azaz 

0, h a i =A= j J , (3) 
1, h a i = j 

i 
v,(x) Vj(x) dx = 

va lamin t t é t e l ezzük fel, а . . ., első к darab s a j á t é r t é k h e z rende l t 

Pl > PÍ > • • • > Pk (4) 

a lsó kor lá tok i smere té t . H a m o s t n < k, a k k o r (2) és (3) a lka lmazásáva l 

1 n—1 n—1 к 
j K(x, x) dx = 2 p- = 2 + z7« + 2 & ^ 2 ^ + ^ + 2 P' • 

0 1 = 1 1 = 1 1=11 + 1 Í=1 í = n + l 
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Felhaszná lva (4)-et 
1 к 
1 Щх, x) dx ;> 2 P'Í + t*n — p'n » 

0 Í=1 
azaz 

1 к 
Pn<.Pn + i Щх, x) dx — 2 p'i • (5) 

0 Í=1 

(Érdemes megjegyezni , hogy (5) speciális esete az űn. F i che ra - fo rmulának [3].) 
Tehá t a (4) alsó kor lá tok és a K(x, t) m a g i smere tében az (5) egyenlőt len-

ség segítségével felső k o r l á t o k a t a d h a t u n k a in teg rá l operá tor első к 
d a r a b [ij s a j á t é r t é k e számára . (Az egyenlőt lenséget s a j á tkö r f r ekvenc ia négy-
ze tekre megfoga lmazva az alsó és felső je lzők szerepet cserélnek.) 

Az i s m e r t e t e t t e l járás fe l té te lezi , hogy a K(x, t) mago t explici te i s m e r j ü k . 
(Megjegyezzük, hogy olyan ese tekben , ame lyekben a m a g f ü g g v é n y nem á l l í t -
h a t ó elő explicit a lakban , az ű n . közbenső Green- függvények módszere a lka l -
m a z h a t ó [6], [7].) A köve tkezőkben azzal a kérdéssel fog la lkozunk, h o g y 
m i k é n t lehet közönséges, l ineár i s di f ferenciál -operátor inverzének magfügg -
vényé t e lőál l í tani . Ehhez e lö l j á róban megeml í tünk n é h á n y , a t o v á b b i a k b a n 
fe lhasználásra kerü lő foga lmat a disztr ibúciók t á rgykörébő l . 

3. Disztribúcióelméleti a lapfoga lmak 

Je löl je ® az űn. teszt függvények t e ré t , legyen t függe t l en valós vá l t ozó . 
Teszt f ü g g v é n y e k n e k nevezzük az olyan va lós é r tékű , megfelelő sokszor 
d i f fe renc iá lha tó f ü g g v é n y e k e t , amelyek a [0 ,1 ] i n t e rva l lumon k í v ü l 
zérussal egyenlők. Disz t r ibúc ióknak nevezzük a @-n é r t e lmeze t t fo ly tonos , 
l ineáris funkc ioná loka t [8], ame lyek teré t ® ' - v e l fogjuk je lö lni . 

Lokál isan in tegrá lha tó f ( t ) függvény a 

</, Ф) = <№, Ф(Ф = j 7 ( 0 Ф(') dt, 0(t) <E ® (6) 

konvergens in tegrá l la l @-n az / reguláris d isz t r ibúciót é r te lmezi . (Lokál i san 
in tegrá lha tó f ( t ) , ha minden egyes véges in t e rva l lumon L E B E S G U E sze r in t 
in tegrá lha tó . ) A nem regulár is disztr ibúciót sz ingulár isnak nevezzük. Szingu-
láris disztr ibúció például az ű n . d disztr ibúció, amelynek ér te lmezése: 

< d , Ф ) = Ф ( 0 ) , Ф £ ® Л < 5 £ @ ' . ( 7 ) 

A t o v á b b i a k b a n az f ( t ) je lölést f og juk használni , a k á r reguláris, a k á r 

szinguláris d isz t r ibúció f £ ahol t a tesz t függvények függe t l en v á l t o z ó j á t 
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jelenti . Az f ( t ) jelölés csupán kényelmi okokból vá lasz to t t szimbólum; a szin-
guláris disztr ibúció esetében nem jelent szokásos ér te lemben vet t f üggvény t . 
A ô funkc ioná l esetében pé ldául használni fog juk a ô(t) sz imbólumot . Az ezzel 
a lkoto t t 

J ő(t) 0(t) dt = Ф(0), Ф(06® 

kifejezésnek az értelmét az összefüggés j o b b oldala a d j a . Az irodalom a szin-
guláris disztr ibúciót jelölő f ( t ) sz imbólumot gyakran nevezi szimbolikus 
függvénynek [8]. 

Az / , g £ S)' disztr ibúciók között az egyenlőséget az 

</,Ф> = <£,Ф>, Ф(»)€®. 

az összeadást az 

</+£,Ф> = </,Ф> + <£,Ф>, Ф(»)€® 

összefüggés; az disztr ibúció A valós számmal t ö r t é n ő szorzását a 

<¥,Ф> = </,ЯФ>, Ф(»)€® (8) 

egyenlőség def iniá l ja . 
Az ű n . eltolás műve le té t az 

</(t - г), ф( |)> = </(t) , 0(t + T » , 0(t) <E ® 

összefüggés értelmezi, a h o l / ( t ) az disztr ibúciónak megfelelő szimbolikus 
függvény, г ado t t valós szám. A z / ( t — r ) szimbolikus függvény t maga a defi-
níció értelmezi . 

A ô disztribúció esetében, bevezetve a 

ÔT = <5(t — T) 

jelölést 

< ő r , Ф ) = < « 5 ( t ) , 0(t + r ) > = Ф ( т ) . ( 9 ) 

Legyen ip(t) elegendően sokszor differenciálható függvény , akkor f £ 

esetében 

<у/ ,ф> = < / , у ф > , Ф(ое®. (ío) 

Bizonyí tha tó , hogy a f en t i t u l a jdonságú y(t) és tetszőleges 0(t)Ç_® esetében 
гК»)Ф(0€® [8]. 
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Az / (; d isz t r ibúció d i f ferenciá lásá t az 

< / ' , ф > ^ < / , - ф ' ) , Ф ( о е ® ( i l ) 

szabá l lya l é r te lmezzük , amely regu lá r i s f ese tében a közönséges szorzat diffe-
renciálás i szabályából következik . 

A 
0, ha t < 0 
1, ha t > 0 

h(t) = 

f ü g g v é n n y e l é r te lmezzük a h Heav i s ide d isz t r ibúciót , amellyel a 

hT = h(t — T ) 

jelölés bevezetésével (7), (8) és (10) a l ap j án te tszőleges <2>(t) £ @ ese tében 

<K, Ф} = -<ftT, Ф'} = - f h ( t ) 0 ' ( t + T) dt = 

= - [ V ( t + T) dt = Ф(т) = < Ő R , Ф ) . (12) 
о 

Legyen Ф/t) és y(t) e legendően sokszor d i f ferenciá lha tó függvény . 
Akkor az eddigiek a l a p j á n 

< Á R , у,Ф} = гр(т) Ф ( т ) = У ( Т ) <<5T, Ф > = < Ó R , V ( T ) Ф > , 

azaz a (10)-et is fe lhasználó 

(гр0г,Ф} = (гр(т) 0Г,Ф> 

összefüggés, v a l a m i n t a d i sz t r ibúc iókra v o n a t k o z ó egyenlőség definíciója 
a l a p j á n 

V»(l) ó{t - т) = xp(T) ő(t — r ) . (13) 

Legyen g Ç ado t t d i sz t r ibúc ió és ke res sük a p r imi t ív függvényé t 
(sz imbol ikus é r t e l emben véve). E z megál lapodásszerűen a 

< * ф > = < / \ Ф > , ф ( 0 е ® 

egyenle t megoldásá t je lent i / - r e ; / £ a ke rese t t pr imi t ív f ü g g v é n y . Bizo-

n y í t h a t ó , hogy a p r im i t í v f ü g g v é n y e k csak a d d i t í v k o n s t a n s b a n té rnek el 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



136 RICHLIK GYÖRGY—TÓTH GYÖRGY 

egymás tó l [9]. Beb izony í tha tó az is, hogy te t szőleges 0(t) Ç ® esetében 
fennál ló 

</',ф> = <0„ ф) = (К, Ф) 

összefüggésből ôr p r i m i t í v függvényé re 

f ( t ) = h(t — r ) -(- kons t . (14) 

adódik , hz p r imi t ív f ü g g v é n y é t pedig az 

< / ' , Ф > = <hT, Ф) 

egyenlőségből az 

f ( t ) = (t — r ) h(t — r) + k o n s t . (15) 

fo rmula szo lgá l t a t j a . 
Végezetül m e g e m l í t j ü k a későbbiekben fe lhaszná lás ra kerü lő , s a h(t) 

függvény def in íc iójából közvet lenül b e l á t h a t ó 

x x 
f h(t — r) f ( t ) dt = h(t — t ) J f ( t ) dt (16) 

o" T 

összefüggést , ahol ip(t) tetszőleges fo ly tonos f ü g g v é n y és t, т,х£ [0, 1]. 

4. Inverz operá torok és a d f ü g g v é n y 

Legyen a SC közönséges, l ineáris differenciál operá to r a v(x), x £ [0, 1] 

függvények te rében ér te lmezve . A v(x) f üggvények ЭС-лак megfelelően sokszor 
d i f ferenciá lha tó , v a l a m i l y e n peremfe l té te leke t k ie légí tő f ü g g v é n y e k . S í " 1 

je löl je SC inverzé t oly m ó d o n , hogy SCSC-1 = SC-13C = $ és $v = v [10]. 
Fe l té te lezzük, h o g y SC - 1 in tegrá l operá tor a 

i 
Sí-ív = (' K(x, t) v{t) dt (17) 

ó 

összefüggés szerinti K(x, t) maggal . (17)-ből f o rmá l i s an 

i 
v(x) = j 3ÍK(x, t) v{t) dt, (18) 

o 

mer t SC x v o n a t k o z á s á b a n je lent d i f ferenciá lás t . 
Mivel a v(x) f ü g g v é n y e k te l jes í t ik a teszt f ü g g v é n y e k r e t e t t k ikö téseke t , 

azért (9) és (18) összevetéséből 

3ÍK(x, t) = ô{x - t ) . (19) 
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Végeredményben t e h á t a K(x, t) mag függvény t (19)-bôl h a t á r o z h a t j u k 
meg úgy , h o g y elvégezzük a 

K(x, t) = Sí'1 ö(x - t) (20) 

összefüggésben S í - 1 á l t a l ki jelöl t i n t eg rá l á soka t , szem e lő t t t a r t v a az előző 
p o n t b a n összefogla l taka t . Az in tegrá lások során fe l lépő kons t ansoka t a v(x) 
f ü g g v é n y e k r e kiszabot t pe remfe l té te lek segítségével h a t á r o z h a t j u k m e g . 

Köze lebbrő l v izsgálva ezt a k é r d é s t , t ek in tsük a 

3 í v = f , §v = 0 (21) 

peremér t ék p rob lémát , a h o l / te tszőleges függvénye x £ [0, l ] -nek, § a v — v(x) 

f ü g g v é n y e k r e k i ró t t pe remfe l té te leke t k i je lö lő lineáris ope rá to r . (21)-ből 

Sv = 83i~1f = 0, 
azaz a 

i 
[ ®K(x, t ) f ( t ) dt = 0 

o' 

összefüggésből f(t) tetszőlegessége m i a t t 

§K(x, t) = 0 (22) 

köve tkez ik . T e h á t a K(x, t) mag, m i n t x függvénye, k i kell, hogy elégítse 
a i>(x)-ekre t e t t megkötéseke t . 

5. A dinamikai p rob l éma megoldása 

A bevezetésben e m l í t e t t p rob l éma mozgásegyenletének, a b e n n e sze-
replő f i z ika i mennyiségek je lentésének részletes i smer te tése helyett (ezek meg-
t a l á lh a tók [4] 37 — 38. o ldala in) k i indu lásu l vá lasz t juk a fe ladat 

(«Л - осЩ v = 0 (23) 
operá toros egyenle té t , aho l 

<Av = —— [p 
dx2 1 

d2 l (Pv 
dx2 

(24) 

Siv = qv . (25) 

A (23) —(25)-ben alkalmazott jelölések: 

а а sajátkörfrekvencia, 
V = v(x) az amplitúdó eloszlás függvény, 
p = p(x), q = q(x) a rúd geometriai és anyagi jellemzőit magukban foglaló, pozitív, 

elegendően sokszor differenciálható függvények, a [0, 1] intervallumon belül 
sehol sem egyenlők nullával, 

x a független vál tozó a rúd tengelye mentén. 
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Figyelembe v é v e , hogy [0, 1], a (23) egyenle thez t a r t o z ó peremfel té te l -
r endsze r : 

v(0) = 0, t / ( 0 ) = 0, (26) 

v'{l) = 0, г '"(1) = 0 . 

(Vesszővel i t t és a későbbiekben «-szerinti d i f ferenciá lás t j e lö lünk . ) 
A (24), (25)-ben def iniá l t сЯ és áB o p e r á t o r o k l ineárisak, pozi t ívak, sz im-

met r ikusak , s аЯ egyben ö n a d j u n g á l t d i f fe renc iá loperá tor is . Következés-
k é p p e n a (23) és (26) egyenle tekke l m e g h a t á r o z o t t s a j á t é r t é k f e l a d a t n a k meg-
számlá lha tóan vég te len sok i zo lá l t pozitív s a j á t é r t é k e van , és ezek a végesben 
n e m t o r l ó d h a t n a k [5]. A s a j á t é r t é k e k e t n a g y s á g u k szer in t r endezhe t jük , 
a többszöröseket megfelelő sokszo r véve: 

«1 fÇ <4 < • • • < a,2 ^ - - - - (27) 

Bevezetve ezek u tán a 

S f - 1 ^ с Я - 1 ^ , (28) 
oc2 

jelöléseket , a (23)-as egyenlet a 

SC - 1 (29) 

a l a k o t veszi fe l , ahol SC -1 egy K(x, t) maggal (1) szerint é r t e lmeze t t in t eg rá l 
ope rá to r . (27)-ből a (28) helyet tes í téssel élve 

Ml > • • • /"<• • • • • ( 3 0 ) 

F e l a d a t u n k a (30) s a j á t é r t ékso roza t s zámára felső k o r l á t o k a t számítani a 
T r e f f t z —Fichera módszer segí tségével , ha fe l té te lezzük, h o g y rendelkezünk 
к d a r a b 

Mi /4 > • • • f*íc 

[4]-ben i s m e r t e t e t t módon m e g h a t á r o z o t t alsó kor lá t ta l . 
Először (19) a lap ján e lőá l l í t j uk a K(x, t) m a g o t . Az o p e r á t o r o k ér te lme-

zésé t , va lamin t (13)-at f i gye l embe véve a 

U ) d 2 K ^ 
Л2 =q(t)ô(x-t) 

axL 1 axí 

egyenlethez j u t u n k . A (14) összefüggés t ek in te tbevé te léve l 

~ \p(*) d2K{x;t] I = q(t) h(x - t) + ßßt) , (31) dx | dx2 
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m a j d ú j a b b in tegrá lás t végezve (15) a lka lmazásáva l 

d i K } x : l ) = q(t)h(x ß1(t)-f- + ß M - L . (32) 
dx2 p(x) p(x) p(x) 

A (16) összefüggés fe lhaszná lásáva l (32)-t m é g kétszer i n t e g r á l v a 

K(x, t) = q(t) h(x — t) j J S f ds du 

t t 

X И XU 

+ ~ ßi(t) Г Г - f - d s d u + ß2(t) ( T — ^ - d s d u F ß3(t)x + /S4(t), (33) 
JJ P(«) JJ p(s) 
о 0 

aho i ß f t ) , ßi(t) te tszőleges függvények , amelyeket (21), (22)-nek m e g -
felelően (26) segítségével h a t á r o z h a t j u k meg. í g y K ' " ( l , t) = K"(l, t) = 0 -bó l 
(31) és (32) a l a p j á n , mivel h ( l — t) = 1 

ßi («)=-«(*). ß2(t) = tq(t). (34) 

K'(0, t) = К(0, t) = 0-ból (33)-a t , (34)-et és h(-t) = 0-t a l a p u l véve 

ß*(t) = Ä W = 0 (35) 

köve tkez ik . (34)-et és (35)-öt (33)-ba he lye t t e s í tve 

K(x, t) = q(t) h(x — t) ( f - -dsdu + q(t) I í -dsdu 
J J p(s) J J pis) 

(36) 

t t 

0 
X 

p(») J p{») 0 
X 

v( x) = f * ( s ) ds, Цх) = f f(s) ds 
о 0 

függvények bevezetésével (36) a 

^ ^ J i í O N * ) - « « ) ] . * < < ( 3 7 ) 

W ) [*»z(0 - X f ( t ) + t f ( t ) - t 2 x ( t ) + trj(t) — |(t)], X>t 

a l a k b a í rha tó . Az x t e se te t t o v á b b v izsgá lva , a szögletes zárójelben l e v ő 
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kifejezést x r/(t) — £(t) e g y i d e j ű hozzáadásáva l és l e v o n á s á v a l az 

xr,{t)-:(t) + ( x - t ) i («) 

f o r m á b a í r h a t j u k , ahol 

I ( t ) = t X ( t ) - V ( t ) - r , ( t ) . (38) 

A (38) egyen le t e t t szerint d i f ferenciá lva 

dè , . t t . , 
"Г = X(t) H—— —— — X{*) = 0 ' 
dt p(t) p(t) 

amiből I(t) = konst . k ö v e t k e z i k te tszőleges t£ [0, l ] - r e . A konstans é r t é k e 

1(0) = 0 m i a t t zérussal egyen lő , és így (37) a 

G(x, t) = t Ф) — £(*) 7 X < * 

XT](t) — C(t), X>t 

sz immet r ikus függvény bevezetésével a 

K(x, t) = q(t) G{x, t) (40) 

egyszerű k i fe jezés t n y e r j ü k . (Megjegyezzük, hogy G(x, t) a (26) peremfel té te lek 
mel le t t az o% operátorhoz t a r t o z ó Green- függvény [11], [12], [15].) 

(29)-ből (40) segí tségével 

i 
q(t) G(x, t) v(t) dt — pv(x). 

Az egyenle te t beszorozva ]/g(a;)-el és a w(x) = ][q(x) v(x) he lyet tes í tés t a lka l -
mazva [13], [14], az 

I" V q(x) q(t) G(x, t) w(t) dt = pw(x) (41) 
о 

egyenletet k a p j u k . Az így végze t t t r ansz fo rmác ió során a p s a j á t é r t ékek n e m 
vá l toznak , v iszont az ríj 

K*(x, t) = Yq(x) q(t) G(x, t) 

m a g sz immet r ikus és így a lka lmazha tó a Treff tz — Fichera-módszer , azaz a 

K*(x, x) = K(x, x) 

egyenlőség m i a t t (5) közve t l enü l f e lhaszná lha tó . 
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6. Számpélda 

A b e m u t a t o t t e l j á rás gyakor la t i haszná lha tóságá t i l lusz t rá landó, legyen 
egy körkeresz tmetsze tű , 1 m hosszú r ú d á tmérő je 

d(x) = ax + b, 

ahol a = —1(T 2 , 6 = 4 - l O " 2 m. E k k o r 

лЕ(ах + 6)4 

p(x) = 

q(x) = 

64 

лд(ах + 6)2 

I t t E = kons t . a ruga lmasság i modulus és q = konst . a sű rűség . Ezeke t p a r a -
m é t e r n e k hagyva , az 1. t á b l á z a t m u t a t j a a számítások e redményei t az első 
öt s a j á tkö r f r ekvenc i á r a v o n a t k o z ó a n . 

1. táblázat 

» = 1 i = 2 i — 3 i = 4 i = 5 

ci- Q 1,0284 • Ю - 3 4,327 • 1 0 - 2 3,062 • 10 - 1 1,143 3,217 

„ 2 , e «ш
 £ 1,0283 • 1 0 - 3 4,311 • Ю - 2 2,986 • 10- ' 1,045 2,545 

A t á b l á z a t első s o r á b a n a Po inca ré — R a y l e i g h — R i t z módszerrel szá-
mol t felső ko r l á toka t , m á s o d i k sorában a Tre f f t z—Fichera -módsze r re l meg-
h a t á r o z o t t alsó ko r l á toka t t a l á l j u k . A felső korlátok számí tá sához szükséges 
n u m e r i k u s m u n k á t az MTA SZTAKJ С D С 3300 t í p u s ú számí tógépen 
végez tük . Alsó kor lá tok számí tásához kézi ka lku lá tor h a s z n á l a t a is elégséges-
nek b izonyu l t . 
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Application of Trefftz—Fichera's Method for the Corrective Delimitation of the Natural 
Angular Frequency of a Beam Subject to Flexural Oscillation. The numerical experiments sug-
gest that in case of beams subject t o some kind of oscillation it is not necessarily reasonable 
to apply to corrigible delimitation of the angular eigenfrequency the method in general use 
for the functional analysis due to the laboursome numerical calculation work. The purpose 
of the paper is to justify the ef f ic iency of the Trefftz — Fichera's method in connection with 
the calculation of the corrigible lower limits of the angular eigenfrequencies associated with 
flexural oscillation. The upper l imits needed for the delimitation might be determined by the 
Poincaré —Rayleigh —Ritz's method. To the application of the Trefftz — Fichera's method the 
invertation of the differencial operator of variable coefficient, originally entering in the calcu-
lations, is needed. The paper carries out the invertation by making use of the theory of distri-
bution and, at the same time, summarizes the respective elements of the general theory. 

Anwendung der Trefftz—Ficheraschen Methode zur korrigierbaren Eingrenzung der 
Eigenkreisfrequenzen des Biegeschwingungen durchführenden Stabes. Die numerischen Ver-
suche zeigen, daß im Fall der einerlei Schwingung durchführenden Stäbe zur korrigierbaren 
Eingrenzung der Eigenkreisfrequenzea die Anwendung der allgemein geltenden Methoden 
der Funktionalanalysis nicht unbedingt zweckmäßig ist. Das Ziel der Abhandlung ist die 
Wirksamkeit des Trefftz —Ficheraschen Verfahrens im Zusammenhang mit der Berechnung 
der korrigierbaren unteren Grenzen der zur Biegeschwingungen gehörigen Eigenkreisfrequen-
zen zu beweisen. Die zur Eingrenzung benötigten oberen Grenzen können mit Hilfe der 
Poincaré — Rayleigh — Ritzschen Methode ermittelt werden. Zur Anwendung der Trefftz — 
Ficheraschen Methode ist die Invertierung des ursprünglich vorgekommenen Differential-
operators von veränderlichem Koeff iz ient nötig. Die Invertierung wird mit Hilfe der Distri-
butionstheorie durchgeführt und die betraffenden Elemente der allgemeinen Theorie werden 
zusammengefaßt. 
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SZEKRÉNYTARTÓS HIDAK ERŐJÁTÉKA 

SZIDAROVSZKY JÁNOS* 

A MŰSZAKI TUDOMÀNYOK KANDIDÁTUSA 

A tanulmány a szekrénytartót egy zérus sarokmerevségű csuklós szekrény" 
tartóból és sűrűn egymás mellé helyezett zárt keretekből összeépített szerkezettel 
helyettesíti és az erőjátékot azon határozza meg az elemi szilárdságtan szokásos mód-
szereinek segítségével. Az antimetrikus terhelés okozta csavaró nyomaték egy részét 
a szekrénytartó, mint csavart rúd, a másik részét a két függőleges fal és övek alkotta 
főtartók veszik fel. A nyomaték megosztása azonban nem csak a tartó merevségi viszo-
nyaitól, hanem a terhelés mikéntjétől is függ. A nyomaték megosztása és a helyettes í tő 
főtartók hajlító merevsége meghatározására egyszerű képlet szolgál. 

1. Bevezetés 

Szekrénykeresz tme t sze tű h í d t a r t ó k , az űn. szekrény ta r tós h idak leg-
egyszerűbbje , az egycellás szek rény ta r tó ( l a . ábra) t u l a j d o n k é p p e n n é g y 
— két vízszintes és ké t függőleges s íkú — síkbeli t a r t ó b ó l áll ( l e . áb ra ) , 
amelyekből úgy van összeépí tve, hogy a csa t lakozásoknál a t a r tók közt sem 
rela t ív e l tolódás , sem r e l a t í v elfordulás nem lehetséges ( l b . ábra) . Az é r i n tkező 
felületeken a helytől f ü g g ő három (Px, Py, Pz) erő és h á r o m (Mx, My, Mz) 
n y o m a t é k v e k t o r ha t . Az ismeret lenek száma t ehá t csa t lakozási f e lü le t enkén t 
6—6, összesen 24 v e k t o r f ü g g v é n y ( l d . áb ra ) . Ezeknek az ismeretlen f ü g g v é -
nyeknek a s z á m á t — bizonyos összefüggések ismerete iben — le lehet csökken-
teni , de az m é g így is t ú l n a g y ahhoz, hogy a gyakor la t számára h a s z n á l h a t ó 
el járás a l a p j á t képezze. 

A szek rény ta r tó egyik fa la s í k j ában terhelő lefelé h a t ó Q erőt s z immet -
r ikus és an t ime t r i kus összetevőkre b o n t j u k . A sz immet r ikus összetevő a m i n d -
két függőleges fal s í k j á b a n terhelő Q/2 — Qj2 lefelé h a t ó erőkből, az a n t i -
met r ikus összetevő v iszont az egyik fa l s ík j ában t e rhe lő Q/2 lefelé h a t ó és 
a másik fa l s ík j ában t e rhe lő Qj2 felfelé h a t ó függőleges erőkből áll (2. á b r a ) . 
A sz immet r ikus összetevők, azaz a sz immet r ikus terhelés h a t á s á r a ébredő erő-
j á t é k á l t a l ában az elemi sz i lárdságtan módszereivel a m é r n ö k i számítás cél jai-
nak megfelelő pontossággal megha t á rozha tó . Az a n t i m e t r i k u s terhelés h a t á s á -
n a k vizsgála ta nem ilyen egyszerű és ezért különböző egyszerűsí tő f e l t evéseke t 
vezet tek be. A javaso l t módszerek h á r o m t ípusba so ro lha tók . 

* Dr. Szidarovszky János, 1089—Budapest, Bíró L. u. 42. 

9* Műszaki Tudomány 56, 1978 



144 SZIDAROVSZK.Y JÁNOS 

szimmetr ikus ant imetr ikus ж 
terhelés terhelés 2 ' 

2. ábra 

Az egy ik l eggyakrabban a lka lmazot t módszer e lhanyago l j a a keresz t -
metszet e l to rzu lásának h a t á s á t , vagyis fe l té te lezi egyrészt az t , hogy a keresz t -
metszet t e l j e s a lak ta r tó , más rész t azt, hogy az an t ime t r ikus te rhelés t a t a r t ó 
csavaró el lenál lása veszi fel. E módszer a lka lmazásáná l a gyakor l a t a szekrény 
keresz tmetsze t e l torzulásának ha t á sá t úgy veszi f igyelembe, hogy a sz immet-
r ikus te rhe lésre k a p o t t feszül tségeket — érzés a lap ján — 5 -j- 20%-ka l meg-
növeli. 

Egy m á s i k módszer a t a r tó rács ana lóg iá jábó l indul ki , és a keresz t -
elosztást v i z sgá l j a ; vagyis az t az a r ány t h a t á r o z z a meg, h o g y az egyik függő-
leges fal, v a g y i s az egyik t a r t ó s ík jában h a t ó függőleges t ehe r milyen a r á n y b a n 
terhel i a ké t függőleges t a r t ó t . Ez az e l j á rás a s zek rény ta r tó t középen hossz-
i r ányban e l v á g v a képzeli, és az o t t fellépő hossz i rányú t megoszló erők h a t á s á t 
hanyagol ja el (3. ábra) . Ez az el járás t e h á t kompat ib i l i t ás i fe l té te leket nem 
elégít ki. 

A h a r m a d i k t ípus a c s a v a r ó n y o m a t é k o t osz t ja meg. E g y i k része az a lak-
t a r t ó ke resz tme t sze tű s zek rény ta r tóná l c s a v a r á s t idéz elő, a másik része a 
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f a l a k a t képező t a r t ó n y a l á b o t t e rhe l i . Ez u tóbbi v izsgá la táná l t e t t e lhanyago-
lások a kompa t ib i l i t á s fe l té te le inek ki nem elégítését v o n j á k m a g u k u t án . 

J e l e n t a n u l m á n y a s z e k r é n y t a r t ó t a fa lakból , mint önál ló t a r t ókbó l 
összeépí te t t szerkezete t vizsgálja és — egyszerűsí tő fel tevések bevezetése u t án 
— ezen a t a r tón v izsgál ja az e r ő j á t é k o t . 

2. Egyszerűsí tések 

A v iz sgá la tunkná l beveze te t t egyszerűsítő fe l tevések az a l á b b i a k : 
1. A vizsgálat az elemi sz i l á rdság tan összefüggései a l ap j án végezhető. 

E n n e k köve tkez t ében érvényes a szuperpozíció elve és a Navier—Bernoul l i 
féle h ipotéz is (aminek köve tkez t ében az egyes f a l ak s ík j ában , vagy i s függő-
leges és vízszintes i r á n y b a n a feszültségeloszlás l ineáris) . 

2. Az egyes f a l a k vas tagsága hosszukhoz és szélességükhöz v iszonyí tva 
kicsi és ezér t az egyes fa lak csavarómerevsége e lhanyago lha tó . 

3. A normál e rőknek a l akvá l tozás t módosí tó ha t á sa e lhanyago lha tó . 
4 . A szek rény ta r tó fa la inak tengelye derékszögű négyszöget képez 

( l b . á b r a ) . 
5. A szekrény ta r tó k é t t á m a s z ú . 
6. A szek rény ta r tó tengelye merőleges az egy oldalon levő a l á t ámasz t á s 

t enge lyére (merőleges elrendezésű). 
7. A szek rény ta r tó két végén levő a l á t ámasz tásná l szerkezet i megoldás 

b iz tos í t j a , hogy o t t a ke resz tmetsze t m e g t a r t j a eredet i a l ak j á t a te rhelés u t á n 
is a s a j á t s ík jában , de n e m akadá lyozza az arra merőleges i rányú a lakvá l tozás t . 

8. A szek rény ta r tó keresz tmetsze tének függőleges sz immet r i a tengelye 
van ( l b . ábra) . 

9. Az egyes f a l a k derékszögű négyszög ke re sz tme t sze tűek ( l b . ábra) . 
A vizsgálatnál az öblösödés g á t l á s á n a k h a t á s á t nem vesszük f igye lembe. 
A felsorolt fe l t evések ese tében a s zek rény ta r tónak a t enge lyére merő-

leges s íkmetsze te i a lakvá l tozás u t á n n e m m a r a d n a k síkok, de — ha másod-
rendű ha tá sok tó l e l t ek in tünk — a s íkmetsze tben a függőleges és vízszintes 
(vagyis a fa lak tenge lyéve l p á r h u z a m o s ) egyenes a lakvá l tozás u t á n is egye-
nesek m a r a d n a k . 
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A szek rény ta r tó t képező n é g y fa la t erős í tsük egymáshoz , ú g y mint a 
t ény leges s zek rény ta r tóná l v a n azzal a különbséggel , hogy az egyes fa lak egy-
máshoz képest s z a b a d o n e l fo rdu lha tnak . Ez t a t a r t ó t nevezzük a következők-
ben csuklóstartóaak. 

A relat ív e l fo rdu lás t l ehe tővé t evő csuklókat a feszül tségek súlyvonalá-
b a n helyezzük el (4. áb ra ) . A feszül tségek sú lyvona lá t később ha t á rozzuk meg. 

4. ábra 

A csuklós ta r tó ra h a t ó függőleges és vízszintes erők h a t á s á r a a csuklós-
t a r t ó keresz tmetsze te de fo rmálód ik , azaz a t a r t ó tengelyére merőleges sík-
me t sze tben az u g y a n a z o n f a l akon levő csuklókat összekötő egyenesek a lkot ta 
z á r t kere t szögei — amelyek te rhe le t l en t a r t ó ese tében derékszögek — meg-
v á l t o z n a k . A s z e k r é n y t a r t ó t enge lyére merőleges s íkban kényszer n y o m a t é k o k 
l épnek fel a csuklós t a r t ó csuklói he lyén . Ezeknek a kényszer n y o m a t é k o k n a k 
a s ík j a a t a r t ó t enge lyére merőleges s íkban fekvő z á r t kere t s í k j áva l egyezik. 
I l y m ó d o n ezek a k é n y s z e r n y o m a t é k o k a s zek rény ta r tó ke resz tmetsze té t képező 
síkbeli zár t ke re t ekben ébrednek . E zár t ke re teke t a t o v á b b i a k b a n támasztó-
kereteknek nevezzük . A t á m a s z t ó k e r e t b e n ébredő kénysze rnyoma tékok elő-
á l l í tha tók a kere t k é t szembenlevő s a r o k p o n t j á t t e rhe lő -\-Pk és —Pk nul l 
é r t é k ű erőpárral (5. ábra ) , amelyek vízszintes és függőleges összetevői a H és 
V e rők. A háromszögek hasonlóságából 

~H~~k 
amiből 

(2.1) 

V=H— (2.2) 

A szekrény ta r tó fe l fogha tó egy olyan c suk lós t a r tókén t , ame lye t csuklói-
ná l sűrűn elhelyezet t t á m a s z t ó k e r e t e k t á m a s z t a n a k alá (6. áb ra ) . A t ámasz tó -
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h 

к 

5. ábra 

támasztókeret 

= 7 1 

csuklós szekrény-
tartó 

M 
ml 

6. ábra 

keretek összetartozó H, V erőket a d n a k á t a csuklóstar tónak. A külső anti-
metr ikus terhelés és a H, V erők h a t á s á r a a csuklóstar tó csuklóit összekötő 
f ikt ív kere t eltorzulása és a t ámasz tókere t sa rokpont ja i t összekötő ke re tnek 
a H, V e rők ha tására bekövetkező el torzulása megegyezik (4. ábra). E n n e k az 
összefüggésnek az a lap ján lehet a H, V erőket meghatározni . 

A csuklós tar tóban a hosszirányú feszültségek a kereszt i rányú deformáció 
köve tkez tében a t ámasz tókere t a lakvál tozásá t is maga u t á n v o n j á k , ha a 
Poisson szám nem zérus (vagyis v ^ 0). Hasonlóképp a t ámasz tókere t elemei-
nek ha j l í tó merevségét a hosszirányban gátol t a lakvál tozás módos í t j a . A to-
vább iakban a ha rán t i r ányú alakvál tozás h a t á s á n a k vizsgálatára nem t é r ü n k ki. 

A szekrény ta r tó t helyet tesí tő t a r t ó a 2. §-ban részletezettek a l ap j án 
egy csuklós szekrénytar tó , amit a négy sa rkán támasz tókere tek t á m a s z t a n a k 
meg (7. ábra ) . A támasz tókere tek egységnyi vas tagságúak és szorosan egymás 
mellett v a n n a k . 

H a a ké t oszlopa a l a t t meg támasz to t t keretet felső vízszintes e lemének 
tengelyében P vízszintes erő t á m a d j a meg, a keret vízszintes elemeinek közép-
pon t j a függőleges i r ányban nem tolódik el, ugyanot t inflexió is van (8. ábra) , 
t ehá t a ha j l í t ónyomaték értéke zérus. 

1 1 * Műszaki Tudomány 56, 1973 
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7. ábra 

H a a [h0 ( F j / 2 ) ] ' mennyiség mel l e t t a F j /8 é r t éke t , v a l a m i n t a 
[Л0 + (Uj/2)] 3 mel le t t a F 2 /8 é r tékét e lhanyago l juk , az e = 1 cm-es elmoz-
dulás t előidéző H = A k megoszló erőre az 

AK = 

2Eu, 
к — v3\2 к — Гц 

V? l'9 

AJ 
/l2l>? 

h _J_ 2 
* 0 + 7 , 

f i 
+ FE — V , 2 К + (к -

3v\ v\ 

(3.1) 

összefüggést v e z e t h e t j ü k le. Az A k vízszintes erő h a t á s á r a a kere t s a r o k p o n t j a i t 
összekötő képzele tbel i kere t e l torzulását a 

MO — 
l e m 

k(cm) 
(3.2) 

szögváltozás ha t á rozza meg. H a a kere t re h a t ó vízszintes megoszló erő H , 
úgy a szögvál tozás 

= J L . J _ (3.3) 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



SZEKRÉNYTARTÓS HIDAK E R Ő J Á T É K A 1 4 9 

H a a t a r t ó n kiékelések v a n n a k és a ke resz tme t sze t lényegesen eltér a 
7. á b r á n f e l t ü n t e t e t t ke resz tmet sze t tő l , vagy a csuklós t a r tó f a l a i n a k feszült-
ségi sú lyvonala és a t á m a s z t ó k e r e t elemeinek középvonala lényegesen e l tér 
egymás tó l , úgy a z á r t kere t Ak keresz tmerevsége — a (3.1) kép le t a lka lmazása 
he lye t t — va lami lyen közismert módszerrel h a t á r o z h a t ó meg. 

4 . Az an t ime t ikus terhelés h a t á s a 

A külső a n t i m e t r i k u s te rhe lés t a 2. ábra t ü n t e t i fel. A csuklós szekrény-
t a r t ó r a még az 5. á b r á n f e l t ü n t e t e t t H és V e rő rendszer is ha t . í g y a csuklós-
t a r t ó r a (Ql2 — V) n a g y s á g ú függőleges irányú és H nagyságú vízszintes i r ányú 
an t ime t r i kus terhelés h a t (9. á b r a ) . 

9. ábra 

A keresz tme t sze tnek függőleges sz immetr ia tengelye v a n , t ovábbá a 
terhelés an t ime t r ikus , így a függőleges sz immet r ia tengelyben a keresz tmet-
szetre merőleges a feszül tségek n e m ébredhe tnek . A keresz tmetsze t minden-
vízszintes egyenesében a a feszül tségek a tengelyre tükröződnek . Az egyszerű-
sítő fe l tevésekben az 1., 4., 6. és 8. pon tok a la t t i részletezet tek a l a p j á n a 

a = a • y • z (4-1) 
összefüggés áll f enn . 

A (4.1) alat t i kép le tnek megfele lő feszül tségeket a 10a. á b r a t ün t e t i fel . 
A feszültségi ábra a 10b. és 10c. á b r á k szerinti feszül tségi ábrák összegeként is 
e lőál l í tható. 

a . b. c. 
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A 10b. ábrán f e l t ü n t e t e t t húzó , ill . nyomó feszül tségek e r edő j e a -\-S, 
ill. —S e rők , a 10e. á b r á n a nyomó, il l . húzó feszül tségek eredője a — N és 
+ N e rők. 

A -(-S és —S e rők Srx erőpárt , a — N és -\-N e r ő k a —Nr 2 e r ő p á r t képe-
zik. Min thogy a terhelés an t imet r ikus , a ke resz tmetsze t re ható a feszül tségek 
eredője zérus , így 

Srx — Nr2 = 0 (4.2) 
amiből 

— = ^ (4.3) 
N rx 

Az rx és r2 mennyiségek a t e rhe lés nagyságá tó l függet lenek, c s a k a szek-
r é n y t a r t ó ke resz tmetsze t i méretétől f ü g g n e k , így az S/N a rány is csak a kereszt-
metszet mére té tő l függ . í g y ha S a d o t t , az N é r t éké t is megha tá rozza és vele 
együt t megha tá rozza a vízszintes nu l l tengely he lyé t is. 

í g y megá l l ap í tha tó , hogy a n t i m e t r i k u s függőleges és vízszintes terhelés 
esetében a a feszültségi null tengely h e l y é t a csuklós szekrény ta r tó kereszt-
metsze t i mére te i h a t á r o z z á k meg, az á l landó sze lvény esetében szelvényről 
szelvényre nem vá l toz ik és függet len a terheléstől . 

A csuklós szekrény ta r tó ra h a t ó terhelés [(Q/2) — V] függőleges anti-
met r ikus terhelés és H vízszintes a n t i m e t r i k u s te rhe lés szuperpozíc iójaként is 
kezelhető (1. a lat t i fe l tevés) . 

5. Ant imetr ikus függőleges te rhe lés 

Te rhe l j e a t a r t ó t csupán a n t i m e t r i k u s függőleges terhelés. 
A t a r t ó bá rmely ik ke resz tme t sze té t is v izsgál juk, a a feszül tségek ábrá ja 

u g y a n o l y a n alakú, c s u p á n az ér tékek m á s o k . Ezér t k é t egymástól Ax távolság-
ban levő ke resz tme t sze tben fellépő <r feszültségek Aa különbsége is hasonló, 
vagyis az t is a lakhelyesen tün te t i fe l a 10a. ábra . 

A 2. feltevés köve tkez tében egyes függőleges f a l a k a csuk lókná l Py víz-
szintes e rőke t ( ld . á b r a ) nem t u d n a k á t a d n i a v ízsz intes f a l aknak , így a víz-
szintes fa l nem kap vízszintes i r ányú te rhe lés t , t e h á t a Ax va s t agságú szeleté-
nek á t a d o t t Aa feszül tségekkel a függőleges fal csa t lakozásánál fel lépő Px 

i r ányú t nyíróerők t a r t a n a k egyensú ly t (11. ábra) . 
A ve tü l e t i té te l a l ap j án a két függőleges falról á t adódó nyí ró e r ő k nagy-

sága egyenlő, i r ányuk ellentétes. 
A n y o m a t é k i egyensúly a l a p j á n pedig 

tk = 2 
s , s 

— Act,  
2 к 

— — =— До, (5.1) 
3 2 6к 
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amiből a 

Д б ь 

11. ábra 

t = Aa, 
6 k2 (5.2) 

összefüggés veze the tő le, ahol az egyes mennyiségeke t a 11. á b r a magyarázza . 
I t t к még ismeret len. U g y a n e k k o r a t erő adódik á t k é t b1 széles Aa1 feszültség-
különbséggel t e rhe l t s z i m m e t r i k u s a n elhelyezett lemezről is, azaz 

t = b1 Aav 

a h o n n a n (5.2) fe lhaszná lásáva l a helyet tesí tő lernez szélesség 

(5.3) 

*>! = 
6k2 

(5.4) 

A fent iek a l a p j á n igénybevéte l s zempon t j ábó l az s széles fej lemez ké t 
bx széles fej lemezzel he lye t t e s í the tő . 

Ugyanez é r v é n y e s a t a lp lemezre is, ahol 

J 3 

6 fc2 
(5.5) 

A még i smere t len к mennyiség az alábbi g o n d o l a t m e n e t a l a p j á n határoz-
ha tó meg : 

A t nyíró erő a függőleges f a l b a n ébredő Aa feszül tségek e redő jének függő-
legesében ha t . í g y a 12. ábra szer in t a bal oldal i f a l r a ha tó Aa feszültségek 
eredője 

1 d . d 
t = -Aa,— 

2 к 2 

I d — 2v„ . d — 2r, 3 Aa2 —L 

J L i : 
4 к 

Ав0 

2 к 

1 ( D - 2V,Y 
Aa2, (5.6) 
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azaz 

12. ábra 

| = *»(«* — рз) ^ 
/с 2 

(5.7) 

A Zlff feszül tségek n y o m a t é k a a keresz tmetsze t sz immetr ia tengelyére 

M = (<* - + («1/3) ( 5 8 ) 2 I d ' , 2 1 (d — 2v3)3 

2 
3 4 к ' 3 4 к 

De a t nyíró erők n y o m a t é k a 

к 

M = KT = K V * { D - V 3 ) АО2 

к 2 

a Zlo feszül tségek n y o m a t é k á v a l egyenlő , és így 

v\ 
к = d — v3 ' 

(5.9) 

3(d - v 3 ) 

A függőleges fa l he lye t t e s í t he tő egy 

. d — v3 

/ з = H 1 
к 

v a s t a g egyenletes feszül tségű fal lal , m e r t az 

F Z ^ I 

eredő va lóban a t (5.7) a la t t i é r t é k é t a d j a . 
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A vízszintes f a l r a h a t ó külső h a j l í t ó n y o m a t é k k a l a feszül tségekből és a 
t c súsz ta tó erőkből álló (a, t) erőrendszer t a r t egyensú ly t . A he lye t tes í tő tar tó-
nál a (a, t) erőrendszer az előbbivel azonos . Ezér t f en t i ek a lap ján függőleges 
an t ime t r i kus terhelésre az igénybevéte lek s z e m p o n t j á b ó l a csuklós t a r t ó két 
olyan t a r t ó v a l he lye t t e s í the tő , melynél a fej , b2 a t a l p szélessége és f3 a gerinc 
vas t agsága (13. ábra) . 

A függőleges síkii h a j l í t ó n y o m a t é k ha t á sá r a fellépő feszül tségi ábra 
null t enge lye a he lye t t e s í tő t a r tó v ízsz intes sú lyvona la lesz (13. á b r a ) . 

b, 

b2 

13. ábra 

A a és T feszül tségek konvencionál is módon h a t á r o z h a t ó k m e g . 
A vízszintes (nem terhel t ) f a l b a n ébredő r feszül tségek is megha tá roz -

h a t ó k . 
A függőleges f a lbó l á t adódó c súsz t a tó erő (5.2) a lap ján a vízszintes fal 

egy me t sze tén 

t = -^-Aav (5.13) 
Oft2 

A Aa feszültségek összege a fél f a l r a a l l . á b r a a l ap ján 

Aax — — = — Aa,. (5.14) 
fc 4 4fc 

A k e t t ő különbsége a d j a középen a csúsztató e r ő t : 

t l = - f i — £ l = *2<3fc - 2*> ^ « i * ^ , . (5.15) 
4fc 6 fc2 12fc2 2s 

A te l jes csúsz ta tó e rő a függőleges falról 

t = R j , (5.16) 

ahol S a függőleges fal övének s t a t ika i nyoma téka . 
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í g y a vízszintes fal közepén a csúsztató e rő 

3k - 2s „ S 

és a ny í ró feszültség 

R 
2 s I 

ЗА; — 2s n S 
т, — — R 

2 s I V l 

(5.17) 

(5.18) 

Hason lóképpen a nyaknál a c súsz t a tó erő a függőleges fal csa t lakozásáná l 

s s к 
T, = Л А,  

1 к 4 4 

v a g y (5.16) a l ap j án 

И 
3 К 

2s 

s2 — к2 . ЗА 
/Iff, = -— 

4/с 2s 

1 
s2 / 

1 - * 1 
«2 

(5.19) 

A c súsz ta tóerő t а 14/а. á b r a t ü n t e t i fel. 

b. a . 

14. ábra 

Minthogy a terhelet len v ízsz in tes fal nem k a p vízszintes e rő t a függő-
leges fa lak tó l , a v ízszintes fal hossztengelyére merőleges m e t s z e t b e n a kereszt-
me t sze t i eredőnek n incs nyíró komponense . í g y 

T dy dz = 0 (5.20) 

s z a v a k k a l : függőleges an t ime t r ikus terhelés e se t én a vízszintes f a l akban a 
c súsz ta tóe rők összege zérus. 

Egész hason lóan , vízszintes an t ime t r ikus te rhe lés esetében a függőleges 
f a l a k b a n a csúsz ta tó erők összege zérus. 
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6. Antimetrikus vízszintes terhelés 

Vízszintes i r ányú an t ime t r ikus terhelésre a csuklós t a r t ó a <7 feszültségek 
szempont jából ké t vízszintes tenge lyű ta r tóva l he lye t tes í the tő . 

A t a r tó vízszintes terhelése a t ámasz tókere t rő l á tadódó H erő (4. ábra ) . 
A H erő ha tására fellépő igénybevételnek szempont jábó l a fe j lemez helyettesí t-
hető e g y / j ger incvastagságű és C1 övszélességű, a talplemez ped ig egy/„ gerinc-
vastagságú és C2 övszélességű t a r t ó v a l (15. és 16. ábrák). 

m, 

m, 

15. ábra 

S 

16. ábra 

m 

Az (5.10) képlethez hasonlóan a vízszintes fa lak feszültségi nulltengelye 

h, = m, 1 4-
2 1 2 

I f 2 . Л, = m9 F 2 
f l 

12 ТПо 

(6.2) 

összefüggések a l ap ján ha tá rozha tó meg. 
A függőleges falakról a vízszintes falak feszültségi null tengelyében á t -

ado t t nyíróerők: 
AA1 

2h1h 
(6.3) 
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Aa x 

2hxh 
r 2 + h x + r? 

í r i " A l 

ahol (17. á b r a ) 
r i = RNI ~ VV 

17. ábra 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

A függőleges f a l a k a t he lye t t e s í t ő övlemez szélességek: 

es 

m e r t 

es 

C i = 

c 2 = 

2/tf t j 

1 

Í L - V + HJ + r! r2 — h2 

2h hn 

— r x — hx 
3 

y r2 + К 

CX AAX = tx  

С2Лг2 = C2^-Aax = t 2 . 

К 

V é g ü l a ké t h e l y e t t e s í t ő f a l v a s t a g s á g (5.11)-hez hason lóan 

mx - (vJ2) f i = vi 

i l letve 

Á = v ' . 
m2 — (V2) 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 
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7. A falak eltolódása 

A tömörsze lvényű t a r t ó el tolódására é rvényes (18. á b r a ) az 

rrx M rx T 
77= - I I — dxdx+\ —dx-\-q>Q?c=r)0 (7.1) 

összefüggés, aho l íj0, ill. cp0 a t a r t ó l eha j l á sa , illetve e lőfordulása az x = 0 
helyen, M a h a j l í t ó n y o m a t é k , T a ny í róerő , E a ruga lmasság i tényező, G a 

18. ábra 

nyí rás i ruga lmasság i tényező, I ill. A a t a r t ó ke resz tme t sze tének tehe te t lenség i 
n y o m a t é k a , ill. he lye t tes í tő t e rü l e t e és x az abszcissza, t o v á b b á 

F 
A = — . (7.2) 

ahol F a t a r t ó ke resz tmetsze t i területe és g egy alaki t é n y e z ő . 
Ha a k é t t á m a s z ú t a r t ó keresz tmetsze te állandó, a (7.1) képlet t o v á b b 

egyszerűs í the tő , és az 

V — —(I -^—dxdx-1———|- q>,jc (7.3) 
JJo Ее GAe 

összefüggést k a p h a t j u k az e l tolódás megha tá rozásá ra . 
Ha a t a r t ó t terhelő q terhelést s inus Four ie r sorba f e j t j ü k , az egyes 

Four ie r - t agokra a 

1 = (7-4) 
i=i í=i » 

egyszerű összefüggést k a p j u k . 
Legyen a terhelés 

4i = 4iо sm — — . (7.5) 

11* Műszaki Tudomány 56, 1973 



158 SZIDAROVSZK.Y JÁNOS 

E k k o r 
rri l in* Ti = - 9 / 0 — c o s — ' ( ' - 6 ) 

m l 

P . Í71X 
Mt = 9/-Т-Г8Ш~7" (7-7) 

es 
e P . inx 

= 9 / o - ^ - r S l n — • ( 7 - 8 ) 
j UJT2 t 

(7.5) —(7.8) f e l ha szná l á sa és a k i je lö l t i n t e g r á l á s elvégzése u t á n az e l t o l ó d á s r a az 

összefüggés t k a p j u k , ahol 

— • (7 .10) 
GA P 

A (7.9) k é p l e t záró je les részében — h a c s a k i é r t éke n e m túl n a g y — a m i 
a g y a k o r l a t i s z á m í t á s o k b a n n e m f o r d u l e lő — az első t a g ér téke m e l l e t t a 
másod ik t a g e l h a n y a g o l h a t ó . Í g y : 

1 P 

F e 12тг2 

A s z e k r é n y t a r t ó n e m t e r h e l t f a l án a n y í r ó erő h a t á s a mindig e l h a n y a g o l -
h a t ó , m e r t — m i n t az 5. p o n t b a n l á t t u k — az egyes f a l a k n á l a c s ú s z t a t ó e r ő k 
összege z é r u s . 

8 . A szekrény e l to rzu lása 

A k é t függőleges f a l r a h a t ó a n t i m e t r i k u s 

9 / = 9/o s i n (8.1) 

(4. ábra) t e r h e l é s h a t á s á r a fe l lépő a f e s z ü l t s é g а К p o n t o n 

h1 P . inx 
ffKi = 9/0 — u r - r s i n — , (8 .2 ) 

jl3 Рл2 l 

ahol / 3 az 5. p o n t b a n t á r g y a l t h e l y e t t e s í t ő függőleges f a l n a k a t e h e t e t l e n s é g i 
n y o m a t é k a . 
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A ké t függőleges fal r e l a t í v e l tolódása (7.11) a lap ján 

és a k é t v ízszintes f a l re la t ív e l t o lódása 

2 P l К 

Ek Pn ( hx 

A v ízszintes f a l a k r a ha tó 

2 P h 
a K i . (8.4) 

Ek Pл2 hj 

Hj = Hi0 sin • (8.5) 

vízsz in tes terhelés h a t á s á r a é b r e d ő a feszül tség а К ponton 

к P . 1лх 
°кг = H t о — "ТГТ s m — Г " . (8-6) 

2ij Рл1 I 

ahol I x a felső v í z sz in te s fal 6. p o n t b a n t á r g y a l t he lye t tes í tő t a r t ó j á n a k tehe-
t e t l enség i n y o m a t é k a . 

A vízszintes te rhe lés h a t á s á r a a két függő leges fal r e l a t í v e l tolódása 

( 8 -7 ) 

a k é t vízszintes f a l r e la t ív e l t o lódása pedig 

Vu = • ( 8 8> 
Ek Рл hx 

A s z e k r é n y t a r t ó e l torzulásá t k i fe jező Ayt r e l a t í v szögvál tozás (19. áb ra ) 

A y , = T? f l + T?<3 + V i 2 + r , u • (8.9) 
k h 

Vagy i s ha a t e rhe lésben csak i - ed ik Four ie r t a g szerepel, a s z e k r é n y t a r t ó 
e l t o r zu l á sában is c s a k i-edik F o u r i e r t a g szerepel, így a H erőnél is csak i-edik 
F o u r i e r t a g lép fe l . 

V a g y (8.1) — (8.8) f e lhaszná lá sáva l , ha a v ízsz in tes megosz ló t ehe r H , , 
és a függőleges megosz ló teher 

„ h 
4i — Hí—= 

k 
i i o - H i o — h i n — (8.10) 
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Л1 + T h 

.J-

n 2
+ 

19. ábra 

(8.3) és (8.7), i l le tve (8.4) és (8.8) a l a p j á n 

es 

2 l2 

Vn + VÍZ = — ~ 
Eh1 i2jr 

2 P h . 
Vu + Vu = "ТГГ VTT ~7~yaKi ~ ffK2h 

Ek i2n2 

m i n t h o g y a q és H e r ő k h a t á s a e l l en t é t e s . 
D e (8.1), (8.2), (8.5) és (8.6) a l a p j á n 

akl — ffk2 = 

V a g y m á s a l a k b a n 

[ h - 4 
h \ TT k 

~z WÍ0 21, 

/9 " 
2 . mx 

sin 
i2n2 l 

akl ~ ak2 — 3ÍO — Я , о 
k hhl  

2Î7 kl3 

l2 . mx 
- sin 

/ 

í g y (8.9) és (8 .11) —(8.13) a l a p j á n 

4 
Ay, = 

Eh,k 
4ío— Hi о 

J 9 

k hhA' 

2 1 / k l j 

í4 . ITT« 
• sin • 

l 

(8.11) 

(8.12) 

(8.13) 

— . (8.14) 

(8.15) 

A leveze te t t k é p l e t e k a l a p j á n a t ehe t e t l enség i n y o m a t é k o k k ö z t i össze-
f ü g g é s e k is k i o l v a s h a t ó k . 
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A feszültségi súlyvonalak ta lá lkozásánál a Hi erők h a t á s á r a ébredő 
feszültségek — (8-6) fe lhasználásával — a felső sarokponton 

к l2 . ijtx 
°f=Hioe)T 2 sin — - , (8.16) 

21 1 ъЫ* l 
az alsó sa rokponton 

„ к l2 inx ,n , 
z i , líní l 

De a 13. és 15. áb ra a lapján 
aí _ AL 

így 

(8.18) 

/ 2 = / Д . (8.19) 
Л2 

А 4. §-ban t á rgya l t ak a l ap ján a feszültségi ábra mind a vízszintes, m ind 
az an t imet r ikus terhelés ha tá sá ra hasonló, m in thogy a feszültségi nul lpont 
helye nem függ a terheléstől. 

Je lö l jük ezt az an t imet r ikus vízszintes, i l letve függőleges terhelést H * , 
ill. H*-al, amely ugyanaz t a a* feszültséget okozza. A a* feszültséghez t a r tozó 
el tolódások: r]*, r/*, rj* és rj*. 

A H* és V* erők munkái (8.11) és (8.12) felhasználásával 

L „ = H*(nt + (8.20) 
Ek h1 i2nl 

és 
2 l2 Lv = V*(r,* + v t ) = V* 

Ehl i2n2 

Minthogy a H* és V* terhelés ha tására ugyanaz a feszül tségábra a lakul 
ki , a belső m u n k á k egyenlők, így 

LH = Lv . 

Behelyet tes í tve , a (2.1)-el egyező 
И* к 

— = — (8.21) 
V* h 

összefüggést k a p j u k . 
A (8.13) a la t t i összefüggésben (qi0 — Hi0 h/k) (hjI3) he lyébe F*(A1/J3), 

f/ í 0(fe/2J1) helyébe Н*(А/2/х) mennyiségeket helyet tes í tve a cr feszültség és 
vele együ t t (8.15) a lap ján a Ay szögváltozás akkor lesz zérus, h a 

(8.22) 

2 h k x
 3 V ' 
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E z az összefüggés a d j a meg a v ízsz in tes és függő leges t e n g e l y ű fa lak 
he lye t t e s í t ő t e h e t e t l e n s é g i n y o m a t é k a köz t i ö s sze függés t . 

(8 .22)- t (8Д5)-Ье í r v a , a 

, 4 
Ayi = 

kEI3 

2 h 
Ii о — Hio~r 

к 

14 • Í 7 l X /О 09\ 
s in (8.23) 

i4TÏ4 I 
összefüggés t k a p j u k . 

(3.3) a l a p j á n az ös sze ta r tozó H é s V t e rő r endsze r h a t á s á r a a t á m a s z t ó -
kere t s a r o k s z ö g p o n t j a i t összekötő képze l e tbe l i k e r e t sa rokszöge inek v á l t o z á s a 

Hi0 1 . inx 
Ayi = — X — sin —— . (8.24) 

Ak n l 

E z a szögvá l tozás (8 .23) -a l egyező, a m i b ő l a 

Я<° = iW kEI3 , 2h (8-25) 

4 h Ahl4 К 
kife jezés v e z e t h e t ő le . 

H a a ny í róe rők h a t á s á t az a l a k v á l t o z á s o k m e g h a t á r o z á s á v a l n e m h a n y a -
gol juk el, hasonló leveze tésse l a 

(8.26) 1 
[ 1 + i + A ( 1 + W î „ ] 

1 
г 4 я 4 kEI3 h A J 

2 h Akl* к 

összefüggés t k a p j u k . T ö m ö r s z e l v é n y ese tében a m e n n y i s é g e k k ic s ik , így a 
(8.25) a l a t t i kép le t te l s z á m o l h a t u n k . 

H j 0 i s m e r e t é b e n a a és т f e szü l t ségek m á r a s z o k á s o s s z i l á rdság tan i e l já rás-
sal h a t á r o z h a t ó k m e g . 

A (8.14) és (8.26) a l a t t i össze függések e lemzése bizonyos v o n a t k o z á s b a n 
igazol ja a levezetés he lyességé t . 

H a Ak — 0, v a g y i s a t á m a s z t ó k e r e t e k n e k n i n c s merevsége , ú g y (8.23) 
a l a p j á n 

Hio = 0, (8.27) 

vagy i s a k é t függőleges f a l veszi fe l a t e rhe lés t , a h o g y a n a csuklós szekrény-
t a r t ó r a v o n a t k o z ó a n a z 5. § t á r g y a l j a . 

H a Ak = oo, v a g y i s a t á m a s z t ó k e r e t e k v é g t e l e n merevek , a szekrény-
t a r t ó k e r e s z t m e t s z e t e a l a k t a r t ó és (8 .24) a l a p j á n 

Ay = 0. (8.28) 
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E n n e k (8.15)-be t ö r t é n ő he lye t tes í tése u tán k i f e j eze t t Hi0 é r t é k é t 
(8.14)-be he lye t tes í tve 

° k l - a k i = 0, (8.29) 

vagyis a l a k t a r t ó ke resz tmetsze t esetében helyesen k a p j u k azt, hogy a híd 
tengelyére merőleges i r á n y ú a feszültségek n e m ke le tkeznek — ha az öblösödés 
gá t lása i ra és a nyíró erők okozta a lakvá l tozás ra n e m v a g y u n k t e k i n t e t t e l . 

A (8.25) a la t t i összefüggésben az i -ed ik Four ie r - t agná l a ke re tmerevség 
i4-nél osz to t t ér tékkel szerepel . í gy a m a g a s a b b Four i e r tagoknál — h a c s a k 
nem végte len merev a ke re t — a H és V erők a r ány lag kisebbek. 

H a a végső keresz tmetsze tek n e m tel jesen a l a k t a r t ó k , akkor a felső 
vízszintes lemeznek az alsóhoz való r e l a t í v eltolódása a végső ke re t ek Ayk 

el torzulása köve tkez tében megnöveksz ik , és így a (8.23) alat t i Ay é r t é k e a 
Ayk mennyiséggel megnövelendő. E n n e k köve tkez tében (8.25) számlá ló ja is 
megvál toz ik . 

H a a keresz tmetsze t te l jesen a l a k t a r t ó , akkor (8.21) a lapján a 

(8.30) 
«?/2) — V h 

összefüggés áll f enn . (8.30)-ból 

= (8.31) 

ami ar ra m u t a t , hogy a kü lső terhelés o k o z t a csavaró n y o m a t é k egyen lőképp 
oszlik meg a vízszintes és a függőleges f a l ú a k közt . (8.30) a l a p j á n a [Q/2) — V] 
függőleges és H vízszintes e rők eredője p á r h u z a m o s a m á s i k két c somópon to t 
összekötő á t lóva l . 

A l a k t a r t ó ke resz tmetsze t esetében az egyes f a l a k b a n nem é b r e d n e k 
a feszül tségek, és így egy-egy fal m a g a s s á g á b a n a r feszül tségek sem vá l toz -
h a t n a k meg, t e h á t az egyes f a l akban a n y í r ó folyam á l l a n d ó . A 14a. és 14b. 
á b r á k összerakása is ezt igazol ja . 

A H és a [(Ql2) — V] ny í ró erők к i l l e tve h hosszon oszlanak meg. í g y az 
egységnyi hosszra eső c súsz t a tó erők 

к 
i l letve 

t t = m ~ V (8.33) 

lesznek. (8.30) f e lhaszná lásáva l a 
(8.34) 
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egyenlőség igazo lha tó , ami t i s z t a csavarás e se t ében a nyíró folyam állandóságára 
érvényes i s m e r t t é te l t m o n d j a ki. (Természetesen a f a l a k csa t lakozásáná l 
z a v a r ó h a t á s o k lépnek fel.) 

A lak t a r tó ke resz tmetsze t esetében (8.25) a lapján 

Я - Н . (8.35) 
4 h 

a m i (2.2) f e lhaszná lásáva l a 

V = Q - (8.36) 

összefüggésre v e z e t . Vagyis t e l j e s e n a l ak t a r tó ke resz tmetsze t esetében a f ü g g ő -
leges fal s í k j á b a n ha tó a n t i m e t r i k u s terhelés h a t á s a a fe lére csökken. 

A H e rő i smere tében m e g h a t á r o z h a t ó az az 

My = V • к + Hh = 2Hh (8.37) 

csavaró n y o m a t é k , amit a ke resz tmetsze t m i n t a lak tar tó ke resz tme t sze t vesz 
fe l és az az 

Mo = Q-k — M,=Q-k — 2 Hh=^-k — 2Vk= 10-— 2V 
' 2 2 2 2 

к (8.38) 

csavaró n y o m a t é k , amit a csuklós- ta r tó k é t függőleges f a l a mint h a j l í t o t t 
t a r t ó vesz fe l . 

A külső csavaró n y o m a t é k egy részét t e h á t a t a r t ó m i n t csavar t r ú d , 
más ik részét m i n t csulós- tar tó veszi fel. A csavaró n y o m a t é k i lyenér te lmű 
szé tosz tásánál a t a r t ó mére te in k ívül a c s a v a r ó n y o m a t é k o t okozó an t ime t r i kus 
terhelés mi lyensége is lényeges szerepet j á t s z i k . 

Min thogy a b e m u t a t o t t e l já rás t u l a j d o n k é p p e n a c s a v a r á s ha t á sá t vizs-
gá lva azt á l l a p í t j a meg, h o g y a csavaró n y o m a t é k b ó l m i l y e n a rányt visel a 
ke resz tmetsze t , m i n t csőszerű csavar t t a r t ó és milyen a r á n y t a csuklós t a r t ó , 
az e redmények — közelítőleg — ferde h i d a k méretezésénél is f e lhaszná lha tók . 

9. Alkalmazás több cellás szekrénytar tós h i d a k r a 

Több cel lás s zek rény ta r tó s hidak e se t ében a „csuklós s z e k r é n y t a r t ó " - n á l 
függőleges f a l a k a t csuklósan kapcsol juk a vízszintes f a l a k h o z (20. á b r a ) . 
E z esetben az 1. a la t t i f e l t evés ér te lmében a vízszintes és függőleges f a l a k b a n 

24. ábra 
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a cr feszültségi áb ra egya rán t l ineáris jellegű, bá rmi lyen vízszintes v a g y függő-
leges an t ime t r ikus terhelés esetében a a feszültségek nu l lpon t j a u g y a n a z , és 
a feszültségi á b r á n a k csak a nagysága vál tozik , az a lak ja nem (21. ábra) . 

An t ime t r i kus függőleges te rhelés esetében a t e rhe l t t a r t ó övlemezeinek 
he lye t tes í tő szélessége az (5.4), (5.5), ill. (5.10) képle tekkel h a t á r o z h a t ó meg, 
a függőleges fal he lye t t es í tő -vas tagságá t a függőleges szimmetr ia t enge ly egyik 
o lda lára eső függőleges fa lak egyenkén t i he lyet tes í tő szélességének súlyozot t 
összege a d j a meg (22. ábra) : 

fi3 = 2 Í v J s - ^ Ч - г M 
J—l kj kj 

Ant ime t r ikus vízszintes terhelés esetében a függőleges f a l a k n a k (mint 
a vízszintes t a r t ó öveinek) he lye t tes í tő szélessége a (6.8) és (6.9) kép le t ek alap-
j á n h a t á r o z h a t ó meg . A vízszintes t a r t ó t ö b b övű t a r t ó v a l he lye t tes í the tő . 

A sz immetr ia tenge lyben levő függőleges fal h a t á s a a s zámí t á sban nem 
szerepel. 

A t á m a s z t ó k e r e t kere tmerevsége , vagyis az 1 cm-es re la t ív el tolódást 
előidéző erő a 23. á b r á n levő Viereendel - ta r tó a l a p j á n ha t á rozha tó meg. I t t 
a sz immetr ia t enge lyben levő függőleges fal ha t á sa n e m esik ki a számí tásban . 

22. ábra 

V . F J N I T, ^ V. IJ^^F 

23. ábra 
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Számpélda 

Határozzuk meg a 4. ábrán fe l tüntetett keresztmetszetű l = 15 m nyílású szekrény-
tartó jellemző helyen ébredő feszültségeket, ha a 

, , „ 1ЛХ . 17TX 
p = l m - 1 Mp sin —j— = Zq0 sin —̂ — 

teher az egyik függőleges fal feszültségi súlyvonalában hat. 
A főbb adatok: 

j = 860 cm, d = 460 cm, m = 90 cm, = 21 cm, o2 = 15 cm, v3 = 46 cm. 
a) Szimmetrikus terhelés esete 

Középen a hajlító nyomaték 

I = 47,9 • 106 cm4  

К = 0,64 • 106 cm 3 

72 1 Ç2 
M m a x = 2q0 — = 1 — - = 22,8 m Mp = 2,28 • 10e cm k p , 

az alsó szélső szálfeszültség 
2,28 • 106 

g = 0 , 6 4 - 1 0 « = 3 ' 5 6 k p / c m i -

b) Antimetrikus terhelés esete 
3.1) alapján számítva a tartó 1 cm-es hosszára a keretmerevség 

Ak = 5,2 • 1 0 - 4 cm • Ek, 

ahol E k a támasztókeret rugalmassági tényezője 
Függőleges terhelés 

(5.10) alapján 
46-' 

fc = 460 — 46 - f 

(5.4) alapján 

(5.5) alapján 

(5.12) alapján 

61 = 

6 , = 

3(460 - 46) 

860 3 

6 • 415,72 

460 3 

6 • 415,72 

- = 414 + 1,7 = 415,7 c m , 

= 613,4 c m , 

= 93,9 cm, 

414 
46 . . . _ = 45,9 cm. 

415,7 

A helyettesítőtartó tehetetlenségi nyomatéka 

J3 = 9,64 • 106 cm4 . 

S r 860 

ív, =21 

Уз _ h=9( V3=46 
о  

d =460 
v2 =15 

24. ábra 
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A súlyvonal 
m2 = 67,9 cm, m, = 9 0 - 6 7 , 9 = 22,1 cm. 
Felső szélső szálfeszültség meghatározásához a keresztmetszeti tényező 

9 64 • 106 

K3 - - X T — P L = 0,435 • 10« cm3 , 
22 1 

(6.1), ill. (6.2) alapján 
ftt = 14,8 cm, h2 = 60,7 cm, h = 75,5 cm. 
Feszültségi súlyvonalra vonatkozó keresztmetszeti tényező 

9 64 • 10e 

K3 = 7. „ - = 0,65 • 10G cm3 . 3 14,8 
Vízszintes terhelés 

(6.8), ill. (6.9) alapján 
Cl = 32,0 cm, C2 = 15,3 cm 
(6.12), ill. (6.13) alapján 
/ , = 16,5 cm, / 2 = 14,9 cm 
A vízszintes tartók tehetetlenségi nyomatéka (8.19) és (8.22) alapján 
/ , = 747 • 10e cm4, I? = 181 • 106 cm4 

A kijelölt (feszültségi súlyvonalak metszéspontján levő) pontra a keresztmetszeti tényező 

I 747 
K - = ^ = 4 l W = 3 ' 6 - 1 0 6 C m 3 ' 

(8.25) alapján (i = 1, Q0 = 0,5 Mp i n - 1 = 0,5 • 1 0 - 2 • Mp cm" 1 ) 

__ 0,5 • Ю - 2 M c m - 1 1 M 

JE я 3 • 9,64 • 415,7 • 10« • 1 cm 2 • 75,5 ~ E ~ " С Ш  

E k 4,9 • 5,2 • Ю - 3 • 1,5 • 1 0 " cm 415,7 ' E k
 + ' 

EIEk = 0 feltételezésével a keret végtelen merevnek lenne felfogható. Ez esetben 

Я = 1,37 • Ю - 2 M p c m - 2
 = 1 > 3 7 Mp/m, 

(2.2) alapján 
75,5 

415,7 
1,37 - 0,25 Mp lm. 

2q0 — 1 Mplm esetén a hajlítónyomaték 2,28 • 10e kp • cm, 
így Я = 1,37 Mplm-ből 

MH = 2,28 - j ^ - 10е = 3,13 • 106 cm kp, 

q„ — V = 0,5 - 0 , 2 5 = 0,25 Mplm-ből a nyomaték 

M 
A <7 feszültségek 

0 25 
My = 2,28 = 0,57 • 106 cm kp. 

Ez utóbbi ellenkező értelmű, így a tartón feszültség nem lép fel. 
Ha E = Ek, úgy 

H - -WM = X'24 • M" / m -

V = k 2 4 = 0,225 Mp/m. 415,7 и 

q0 - V = 0 , 5 - 0 , 2 2 5 = 0,275 Mplm. 
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A nyomatékok 
1 24 

Mн = 2,28 - y g - 10« = 2,83 • 106 cm kp, 

0 273 
Mv = 2,28 ~ y ô ~ 106 = ° ' 6 2 6 ' 1 0 6 c m V 

és a a feszültségek 
2 83 • 10« AH = з ; 6 . 1Q6 = 0Л85 ftp/m2, 

0,626 • 10« 
g y = 0,65 • 10« = ° ' 9 6 5 k P l c m • 

A tényleges tr1 feszültség 

О! = 0 , 9 6 5 - 0 , 7 8 5 = 0,18 kp/cm2. 

Az alsó szélső szálfeszültség a függőleges fal feszültségi súlyvonalában 

o . = <7, = 0,18 4 L ! = 0,83 feD/cm2" 
/ij 14,8 ^ 

Így azáltal, hogy a keresztmetszet nem alaktartó, a függőleges fal feszültségi súlyvonalában 
ébredő feszültségek 

"max = 3,56 + 0,83 = 4,39 kp/cm2, 
és 

(7min 3,56 - 0,83 = 2,73 кplcm2 . 
A z eltérési %-ban 

0,83 
3,56 

e % = 100 = 23,3 %. 

Stress Pattern in Box Girder Bridges. The box girder is replaced b y a construction built 
up of a hinged box girder as a bar, subjected to torsion without angle rigidity and of closed 
frameworks closely put near each other. The stress pattern is determined on this construction 
wi th the aid of the usual methods of elementary theory of elasticity. The one part of the tor-
sional moment caused by the antimetric load withstands the box girder as a bar torsioned, and 
the other, the main girders composed of the two vertical walls and of the flanges. However, 
the division of the moment does not depend only on the stiffness conditions of the girder but 
also on the load pattern. A simple formula serves for the calculation of the division of the mo-
ment and of the bending stiffness of the replacing girder. 

Spannungsverteilung in Kastenträgerbrücken. Der Hohlwandträger wurde durch eine 
aus einem gelenkigen Kastenträger ohne Ecksteifheit und aus dicht nebeneinander gesetzten 
geschlossenen R a h m e n zusammengesetzte Konstruktion ersetzt, und die Spannungsverteilung 
wurde auf derselben unter Benützung der üblichen Methoden der elementaren Festigkeitslehre 
ermittelt. Einem Teil des durch die antimetrische Belastung hervorgerufene Verdrehungs-
moments widersteht der Kastenträger als ein verdrehter Stab, und dem anderen Teil der aus 
den zwei senkrechten Wänden und aus den Gurten bestehende Hauptträger. Jedoch hängt 
die Aufteilung des Moments nicht nur von den Steifheitsverhältnissen des Trägers, sondern 
auch vom Lastschema ab. Zur Ermitt lung der Momentenverteilung und der Biegefestigkeit 
der Ersatzträger dient eine einfache Formel. 
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A HÉJAK MEMBRÁNÁLLAPOTÁNAK LÉTEZÉSI 
ÉS EGYÉRTELMŰSÉGI FELTÉTELEIRŐL 

I I . P A R A B O L I K U S H É J A K 

T A R N A I TIBOR* 

[Beérkezett 1977. június 1-én] 

A dolgozat azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy egy tetszőleges megoszlású, függő-
leges irányú erőkkel terhelt héj peremein milyen megtámasztási feltételeket kell, ill. 
szabad előírnunk ahhoz, hogy a héj statikailag határozott módon membránállapotban 
legyen. A szerző a dolgozat korábban megjelent első részében a membránhéj-egyenlet 
megoldásának létezési és egyértelműségi feltételeit a hiperbolikus héjakkal kapcso-
latban vizsgálta. A dolgozat jelen, második része az említett vizsgálatokat a para-
bolikus héjak körében folytatja. 

1. Bevezetés 

A m e m b r á n h é j a k egyensú lyá t az xyz derékszögű koord iná t a rendsze r -
ben az 

„ „ 92z 9 2 F „ d2z d2F , 92z 9 2 F 
£ F = = 2 — + • = —g (1) 

9y2 дх2 dx dy dx dy dx2 dy2 

egyenlet í r j a le, ahol z = z(x, y) a héj középfe lü le tének az egyenle te , 

92z o2 92z a 2 a2z o2 

^ .. „ T - : г • 9y2 Эл;2 дхду дхду dx2 dy2 

a Pucher- fé le operá tor , g = g(x, y) a z tengel lyel p á r h u z a m o s (függőleges) 
i r ányú külső t e h e r in tenz i tás - függvénye , F(x, y) pedig az i smere t len feszül tség-
függvény , amelybő l a r e d u k á l t metsze te rők a köve tkezőképpen s z á r m a z t a t -
h a t ó k : 

9 2 F 9 2 F 9 2F 
Tly = 

dy2 dx dy dx2 

A dolgozat k o r á b b a n megje len t első részében [9] azt v izsgá l tuk , hogy 
a függőleges erőkkel t e rhe l t , az ér telmezési t a r t o m á n y m i n d e n p o n t j á b a n 
hiperbol ikus m e m b r á n h é j (1) egyenle tének milyen fe l té te lek mel le t t lé tez ik 
egyet len megoldása . A dolgozat je len részében meg fog juk nézni , hogy az (1) 

* Dr. Tarnai Tibor, 1037 Budapest , Kolostor u. 17. 
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egyenletnek mikor van egyér te lmű megoldása, ha a hé j az a laprajz i i d o m á n a k 
minden p o n t j á b a n parabol ikus , azaz a 

_ Э 2z 92z 
дх2 ду2 

д 2z 12  

дхду) 

diszkr imináns mindenü t t nul la . 
A parabol ikus differenciálegyenlet megoldha tóságának vizsgálatával 

abban az esetben, amikor a kereset t függvény első de r ivá l t j a i nem szerepelnek 
az egyenletben, a m a t e m a t i k a i i rodalomban jó fo rmán egyál ta lán nem foglal-
koznak. í g y például a parabol ikus egyenleteket igen részletesen tá rgyaló [5] 
monográf ia sem tesz emlí tés t erről az egyenletről . E n n e k oka fe l tehetően 
az egyenlet igen egyszerű felépítésében rej l ik . A 

Э2" ft \ 

kanonikus a lakú parabol ikus egyenlet á l ta lános megoldását x-szerinti kétszeres 
integrálással lehet előáll í tani , és így az a következő f o r m á t ölti: 

" ( b j ) = J [J / ( * : y) dx] dx + Cy(y) • x + C2(y), 

ahol C1(y) és C2(y) az integrációs függvények . 
Olyan megoldásokat keresünk, amelyek kétszer folytonosan differen-

ciá lhatók. Ehhez az szükséges, hogy az f(x,y) függvény a vizsgált t a r t o m á n y 
minden (x, y ) p o n t j á b a n folytonos, t o v á b b á az у vál tozó szerint kétszer foly-
tonosan differenciálható legyen. A C J y ) és C2(y) függvényeknek szintén két -
szer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tóknak kell lenniük. 

H a az f(x,y) függvényrő l az x vál tozó szerint folytonosságot , az у vál tozó 
szerint pedig szakaszonként i kétszer folytonos differenciálhatóságot , t o v á b b á 
a Cj(y) és C2(y) függvényekrő l szakaszonként i kétszer folytonos differenciál-
hatóságot té te lezünk fel, akkor a 92u/8x2 és d 2ujdxdy folytonos lesz, а Э2u/ íy2 

parciális der ivá l tnak viszont szakadásai lehetnek. Н а и = F és f = —g, 
akkor a (2) egyenlet a z = y2 /2 egyenlet te l megado t t dongahéj egyensúlyát 
í r j a le. Ez a héj az eml í t e t t feltételezések mellett membráná l l apo tban van , 
mivel az ny és nxy fo ly tonos , az nx-nek viszont véges sok y = konstans a lakú 
egyenes mentén szakadása lehet. Az i lyen t ípusú szakadások a belső erők 
egyensúlyát nem befolyásol ják . 

A tá rgya lás során, ha peremről beszélünk, akkor a hé j tényleges perem-
vona lának az xy síkra v e t t a laprajz i ve tü le té re gondolunk. A héj tényleges 
peremvonalá t S-sel, az a lapra jz i ve tü le té t pedig S-sel je lö l jük. 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



A HÉJAK MEMBRÁNÁLLAPOTÁNAK LÉTEZÉSI FELTÉTELEIRŐL 171 

2. Kezdetiérték-feladat parabolikus esetben (Cauchy-féle feladat) 

E l ö l j á r ó b a n megeml í t j ük , hogy az i roda lomban pa rabo l ikus egyenle t 
Cauchy-féle f e l a d a t á n á l t a l á b a n nem azt a f e l ada to t é r t ik ([7] 278. o.), a m i t 
kvázi l ineáris egyenle tek ([3] 134. o.), v a g y hiperbol ikus egyenle t ese tében. 
Mi a Cauchy- fe lada t e lnevezést pa rabo l ikus egyenle teknél is u g y a n a b b a n 
az é r te lemben haszná l juk , m i n t pl . a h iperbol ikus egyenle teknél . 

Vizsgál juk először a kezde t i é r t ék - fe l ada tok közül a legegyszerűbbet . 
Legyen J egy ax, o2 v é g p o n t ú i n t e rva l l um az y t enge lyen . Keressük a (2) 
egyenlet o lyan kétszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó u(x, y) megoldásá t , 
amelyre 

u(0, y) = y f y ) , ax<.y<^a2, (3) 

ax<.y<,a2, 

ahol cpx és cp2 a d o t t , kétszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó függvények . K i k ö t j ü k 
még, hogy a (2) egyenle tben az f(x,y) fo ly tonos , y szerint ké t szer fo ly tonosan 
d i f fe renc iá lha tó legyen. 

A (2) egyenle tnek ekkor létezik megoldása a (3) fe l té te lek mel l e t t . 
I n t eg rá l j uk u g y a n i s (2)-t ké t szer az x vá l tozó szer in t : 

o o . 

Az in tegrá lások u t á n azt k a p j u k , hogy 

u(x, y) = u(0, y ) + + J ( 7 ( 1 , y ) dt dr . 
ах о о 

Helye t t e s í t sük be ide a (3) fe l té te leke t . E k k o r a kerese t t megoldás : 

и ( * , У ) = <Px(У) + * • + f i ' / ( f , У ) dt dr. (4) 
о ö 

A megoldás az у = ux és у = a2 egyenesek közö t t i végtelen s á v b a n van ér te l-
mezve . 

A megoldás egyér te lmű. H a ugyanis lenne egy ux és egy u2 f ü g g v é n y , 
amelyek kie légí tenék a (2) egyenle te t és eleget t ennének a (3) fe l t é te leknek , 
a k k o r ezeknek (4) a l a k ú a k n a k kell l enn iük . K i v o n v a egymásból az ux-re és 
it2-re felírt (4) a l ako t , ux — u2 = 0, m a j d ebből ux = u2 adódik . 

A megoldás fo ly tonosan függ a kezde t i fe l té te lektől . Rögz í t e t t y - r a 
ugyanis a (2) egyenlet közönséges l ineáris d i f ferenciá legyenle t , mely vissza-

12* Műszaki Tudomány 56, 1978 



172 TÁRNÁI TIBOR 

veze the tő egy lineáris d i f ferenciá legyenle t - rendszerre ([8] 136. o.). Ez a diffe-
renciá legyenlet - rendszer fo ly tonosan f ü g g a kezdet i é r t ékek tő l ([8] 178. o.). 
A fe lada t t e h á t ko r rek t . 

Ál ta lános í t suk mos t ezt a f e l ada to t . A kezdet i é r t ékeke t ne az y t enge lyen 
levő d j és a2 végpon tú J i n t e rva l lumon , h a n e m egy o lyan görbén a d j u k meg, 
amelynek v é g p o n t j a i az y = ax és y = a2 egyeneseken v a n n a k , és a m e l y 
y függvényében egyér t e lmű . A görbét úgy k í v á n j u k megadn i , hogy az ú j 
kezde t ié r ték- fe lada t v i sszaveze the tő legyen az eredet i re , azaz ha a görbén 
egy, az ívhossz szerint ké t szer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó f ü g g v é n y t a d u n k 
meg, akko r ez a f ü g g v é n y kétszer f o l y t o n o s a n d i f fe renc iá lha tó legyen az y vá l -
tozó szer int is. Je löl je s az í vhossz -pa ramé te r t . Legyen a pe remgörbe egyen le te 
h = h(y), és legyen a d o t t ezen a görbén egy cp(s), s szer int kétszer fo ly tonosan 
d i f fe renc iá lha tó f ü g g v é n y . Azt a k a r j u k , hogy cp(s(y)) y szer int ké tszer fo ly to -
nosan d i f fe renc iá lha tó legyen . Az ívhossza t az i smer t 

s = J f í + h(rj)'2 drj 
ai 

képlet a d j a , ahol a vessző az y szer in t i der iválás t jelöli . De r ivá l juk mos t 
g>(s(y))-t ké t sze r y szer in t . E k k o r a köve tkező t k a p j u k : 

ds2 j/1 + h'2 ds 

Ebben az összefüggésben h' és h" is szerepel . Ahhoz t e h á t , hogy (p az y vá l tozó 
szerint is ké tszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó legyen, szükséges, hogy h(y) is 
kétszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó legyen . E k k o r t e h á t a h ' -nek is végesnek 
kell lennie , azaz a h — h{y) görbének n e m lehe tnek o lyan p o n t j a i , ame lyben 
az ér in tő az x tengel lyel pá rhuzamos . Ah — h(y) görbének egyébkén t azér t 
sem lehet az x tengel lyel p á r h u z a m o s é r in tő je , m e r t ha a görbén m e g a d j u k 
и é r téké t , akkor ezzel а ди/дх é r t éké t is egyér te lműen m e g a d t u k az ér in tés i 
p o n t b a n . í g y i t t a dujdx der ivá l t é r t éké t n e m lehet te tszőlegesen előírni. 

H a a középfelület z = z{x, y) f ü g g v é n y e négyszer fo ly tonosan di f feren-
ciálható, akko r t u d j u k , hogy van o lyan kétszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó 
t r ansz formác ió , amely az (1) egyenle te t kanon ikus a l ak ra hozza ([7] 54. o.). 
Ha egy f ü g g v é n y ké t szer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , akkor ezt a t u l a j d o n -
ságát a k a n o n i k u s t r ansz fo rmác ió u t á n is m e g t a r t j a . 

A f e n t e k a lap ján m e g f o g a l m a z h a t j u k az (1) egyenle t re vona tkozó á l ta -
lános í to t t Cauchy-féle f e l a d a t o t ar ra az esetre , amikor (1) parabol ikus . 

J e lö l j e S a héj egy A és В p o n t o k k a l ha t á ro l t pe remszakaszá t a l ap ra j z i 
ve tü l e tben (az xy s íkban) , és legyen a d o t t az S pe remgörbe minden p o n t j á b a n 
egy i i r á n y (egységvektor) . Az S p e r e m e n az F f e szü l t ségfüggvény vegyen fel 
egy a d o t t cp függvény á l t a l m e g h a t á r o z o t t é r t ékeke t , az F f üggvény i i r á n y 
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m e n t i d e r i v á l t j a pedig v e g y e n fel egy a d o t t ip függvény á l t a l m e g h a t á r o z o t t 
é r t ékeke t . E k k o r az 

S F = - g , 

F U - f . f -
o i 

= V 
s 

(5a) 

(5b) 

•Cauehy-fe ladatnak létezik ké t sze r f o l y t o n o s a n d i f fe renc iá lha tó megoldása , és 
az egyér t e lműen m e g h a t á r o z o t t az A és В pontokon á t m e n ő ka rak t e r i s z t i kák 
á l t a l h a t á r o l t végtelen s á v b a n ( l a ábra) , h a tel jesülnek az alábbi f e l t é t e l ek : 

a) az S peremgörbe az (5a) egyenlet értelmezési t a r t o m á n y á b a n feksz ik , 
b) m i n d e n ka r ak t e r i s z t i ka legfel jebb egy pon tban me t sz i az S p e r e m -

görbé t , 
c) egye t l en ka rak t e r i s z t i ka sem é r i n t i az S pe remgörbé t , 
d) S k é t s ze r fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , 
e) az i i r á n y az S p e r e m g ö r b e minden p o n t j á b a n é r in t i a ponton á t h a l a d ó 

k a r a k t e r i s z t i k á t , 
f ) g(x, y) fo lytonos és k a r a k t e r i s z t i k á k r a merőleges i r ányban ké t sze r 

fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , 
g) qi és ip kétszer f o l y t o n o s a n d i f ferenciá lha tó , 
h) z(x, y) négyszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó . 
A héj t ö b b i pe remszakaszának e k k o r az A és В p o n t o n á tmenő k a r a k -

te r i sz t ikák közö t t i , S-től j o b b r a vagy b a l r a levő fé lsávba kell esnie. E z e k e n 
a pe remszakaszokon a z o n b a n m á r s emmi fé l e feltétel n e m í rha tó elő. I t t a 
t á m a s z o k n a k a héjról l eadódó mindkét me t sze t e rő t fel ke l l venniük . 

Enné l a f e l ada tná l az i i r á n y ment i de r i vá l t helyett a pe remen m e g a d h a t -
j u k az n n o r m á l i s ment i d e r i v á l t a t is. A k é t ada t azonban n e m te l jesen ekvi -
va lens . E n n e k az az oka, h o g y mivel F a peremen ké t sze r fo ly tonosan dif fe-
renc iá lha tó , ezér t az é r in tő m e n t i dF/dt der ivál t csak egyszer fo ly tonosan 
d i f fe renc iá lha tó . A c), d) és e) fe l té te lek köve tkez tében a dF/dn n o r m á l -
der ivá l t k i f e j ezhe tő a dF/dt és dF/di d e r ivá l t akka l , de m i v e l dF/dt csak egy-
szer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , dF/dn is csak egyszer fo ly tonosan d i f fe ren-
c iá lha tó lesz. Ekviva lenc ia a k k o r áll fenn az F\s, dF/di\s f e l t é t e l e k é s az F\s, 
•dFjdn f e l t é t e l ek közöt t , h a F a p e r e m e n háromszor fo ly tonosan d i f fe ren-
c iá lha tó . 

Az (5a, b) f e l ada tban e lő í rha t juk , h o g y legyen a p e r e m szabad, h iszen 
ekkor F\s = 0, dF/dx\s = 0, dF/dy\s = 0 , ebből pedig dF/di\s = 0 k ö v e t -
kezik . í g y az (5b) fe l té te lben cp == 0, гр = 0 helyet tes í téssel előírható, hogy 
a perem legyen szabad. E g y i lyen szabad peremszakaszú p a r a b o l a d o n g a h é j a t 
és egy kúpfe lü l e tbő l k i a l a k í t o t t fü lkehé ja t m u t a t be az l b és l c ábra . 

Ha az S p e r e m egyenes , akkor o t t m e g a d h a t ó k a n o r m á l i s és t angenc iá l i s 
metsze te rők is [9]. Ezeknek mos t f o l y t o n o s a n d i f fe renc iá lha tóknak kel l len-
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1. ábra. a) A kezdetiérték-feladat megoldási tartománya, b) Parabola vezérgörbéjű dongahéj 
szabad peremszakasszal, c) Kúpfelületből kialakított fülkehéj, (Î) szabad peremszakasz, 

® teljesen megtámasztott peremszakasz 

n i ü k . A héj m i n d k é t ese tben egyér te lmű m e m b r á n á l l a p o t b a n van. A m e t s z e t -
erőkre vona tkozó peremfe l t é te lek a héj belső metsze terő i t egyér te lműen m e g -
ha tá rozzák . 

A héj akko r is m e m b r á n á l l a p o t b a n m a r a d , ha a d), f ) és g) f e l t é t e l ekben 
levő függvények tő l a ké t szer folytonos d i f fe renc iá lha tóság he lye t t csak s z a k a -
szonként ké t szer fo ly tonos d i f fe renc iá lha tóságot k ö v e t e l ü n k meg. (Az u t ó b b i 
esetben is szükséges, hogy a függvények fo ly tonosan d i f ferenciá lha tók l egye -
nek.) Ekkor a k a r a k t e r i s z t i k á k i rányába m u t a t ó no rmá le rőknek s z a k a d á s a i k 
lesznek az azon pon tokon á tha ladó ka rak t e r i s z t i kák m e n t é n , a m e l y e k b e n 
az eml í te t t f üggvények másod ik de r i vá l t j a i nak s zakadása i vannak . H a az 
eml í te t t f ü g g v é n y e k bá rme ly iké tő l ennél kevesebbet (pl. szakaszonként e g y -
szer fo lytonos d i f fe renc iá lha tóságot ) k ö v e t e l ü n k meg, a k k o r a héj á l t a l á b a n 
m á r nem lehet m e m b r á n á l l a p o t b a n . 

Szemlél tessük az e l m o n d o t t a k a t egy egyszerű p é l d á n . Legyen a h é j 
középfelülete a z — y2 /2 függvénnye l m e g a d o t t pa rabo ladonga . Te rhe l j e a 
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h é j a t g = állandó egyenletesen megoszló e rő . Legyen a h é j S pereme s z a b a d . 
Ál l jon az S p e r e m két , egymáshoz csat lakozó S j és S2 görbeszakaszból . K e r e -
sendő ekkor a 

8 2 F ( f . \ ~ 8 (6a) 
Эл:2 

F\s = 0, 
9 F 
Эх 

= 0 (6b) 

Cauchy- fe l ada t megoldása. (A héj S-en k í v ü l i AD és DC pe remszakasza i 
(2. és 3. ábra) t e l j e s meg támasz tásúak . ) 

2.1. Legyen először az S = SjUS 2 perem szakaszonként egyszer folyto-
nosan differenciálható. Az S1 és S2 görbe В csatlakozási p o n t j a legyen t ö r é s -
p o n t . Az egyszerűség kévéér t az S 4 és S2 pe remszakasz l egyen egyenesszakasz 
(2. ábra) . Az S1 egyenlete: 

* = — ( y — «L 
a — b 

míg az S2 egyen le t e : 

b — с 
( y - b ) + d. 

A (6a, b) f e l a d a t megoldását [2] alapján á l l í t j u k elő. E sze r in t a feszül tség-
f ü g g v é n y egyen le t e az S4 pe remszakasz A és В végpon t j a in á tha ladó , у = a 
és y = b egyen le tű ka rak te r i sz t ikák között i s á v b a n : 

F i 
g_ 
2 (у — a) + лс 

2. ábra. A szabad peremszakaszú dongabéj alaprajza. A szabad peremszakasz alaprajzi 
vetületét az S 4 és S2 egyenesszakaszok alkotják 
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az S2 peremszakasz В és С végpont ja in á thaladó, у 
karak te r i sz t ikák közöt t i s á v b a n pedig: 

b és у = с egyen le tű 

(y - b) - d + X 

A redukál t metszeterők az szakaszt t a r t a l m a z ó s á v b a n az alábbiak: 

7<1) : 

,(1) -lxy — 

,C1) -

Э2F, _ 

a2F, 
дхду 

9 2F 

g 

g 

дх2 —g. 

а — b 

d 
a — b 

az S2-t t a r t a l m a z ó sávban pedig: 

™ 3 2F9 

I<2> = lxy  

7.(2) = 

дхду 

9 2 F 2 

g 

g~ 

b - c 

e 

dx2 

K ö n n y e n megál lap í tha tó , hogy ctZ CS Tl̂ y e rőknek az y = b egyenes 
mentén szakadásuk v a n . Az nxy s zakadása miat t a be lső erők nem lehe tnek 
egyensúlyban , és így m a g a a héj sem l e h e t membráná l lapo tban . 

É rdemes megemlí teni , hogy a s z a b a d peremű, a peremén t ö r é spon to t 
t a r t a lmazó hiperbolikus hé j esetében a hasonló v izsgá la t azt eredményezte , 
hogy a hé j a peremen levő töréspont ellenére membráná l l apo tban v a n [9]. 

2.2. Legyen az S = 5 ^ 5 2 perem szakaszonként kétszer folytonosan diffe-
renciálható. E k k o r — m i n t t u d j u k — szükséges, hogy a peremgörbe egyszer 
fo ly tonosan di f ferenciá lható legyen. Csat lakozzék mos t az 

a — b ( y ~ a ) 

egyenletű peremszakaszhoz érintőlegesen, tö réspont nélkül az S2 perem-
szakasz. Legyen pl. az S2 peremszakasz az Sj-et а В pontban é r in tő körív 
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3. ábra. A szabad peremszakaszú dongahéj alaprajza. A szabad peremszakasz alaprajzi 
vetületét az S, egyenesszakasz és az S2 körív alkotja 

(3. ábra) , me lynek c e n t r u m a az x tengelyen v a n . Ennek a kö r ívnek az egyen le t e 
a köve tkező : 

x = 

Az Sy pe remszakasz t t a r t a l m a z ó s á v b a n a feszül t ségfüggvény a z o n o s 
a 2.1. esetbeli F y f üggvénnye l . Az S2 körív В és С v é g p o n t j a i n á thaladó k a r a k -
te r i sz t ikák k ö z ö t t i s ávban a feszü l t ségfüggvény a k ö v e t k e z ő lesz: 

f 
b2 + ^ ( a - b ) 2 - y 2 + d - - ^ ( a - b ) 

Az F2 kifejezés bonyolul t v o l t a mia t t a r e d u k á l t me t sze t e rőke t nem í r j u k fe l 
az S2 szakasz t t a r t a l m a z ó s á v b a n , hanem csak az у — b csat lakozási egyenes 
m e n t é n . Ezek az a l ább iak : 

= + ( * - d ) d V 
L (a — by b(a 

ьу d2 

b)3 

nxy\y=b= g 
a — b 

L á t h a t ó , hogy a r e d u k á l t metsze terők közül c supán az rex-nek v a n sza-
k a d á s a az y = b k a r a k t e r i s z t i k a mentén , d e az x = d h e lyen , vagyis az Sy 
és S2 pe remgörbék csa t lakozás i p o n t j á b a n nx is fo ly tonos . Az nx s z a k a d á s a 
ellenére a belső erők egyensú ly t t a r t a n a k , a h é j t ehá t m e m b r á n á l l a p o t b a n v a n . 
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2.3. Legyen az S = S^USj perem kétszer folytonosan differenciálható. 
E z az eset pl . a k k o r köve tkez ik be, ha az peremet , me lye t mos t is egyenes -
szakasznak v e s z ü n k , а В p o n t b a n egy h a r m a d - vagy m a g a s a b b f o k ú p a r a b o l a 
— min t S2 gö rbe — érinti. E k k o r a Cauehy- fe lada t á l ta lános megfoga lmazása -
k o r t e t t k ikö té sek te l jesülnek, és v a l a m e n n y i metszeterő fo ly tonos lesz. E r r ő l 
az előzőkhöz hasonló, egyszerű számítással m e g g y ő z ő d h e t ü n k , de ezzel m o s t 
n e m fog la lkozunk . 

Megjegyezzük, hogy a h iperbol ikus h é j a k h o z hasonlóan ([9] 7.2. s zakasz ) 
a parabol ikus h é j a k n á l is m e g a d h a t ó k az S pe remen a k e z d e t i fel tételek ú g y , 
h o g y a h é j n a k az S peremen t ö b b , közös résszel nem rende lkező szabad p e r e m -
szakasza l egyen . H a a h é j n a k t ö b b szabad peremszakasza v a n , de ezek n e m 
i l leszkednek egy olyan, szakaszonkén t k é t s z e r fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó 
görbéhez, a m e l y r e te l jesülnek a b) és c) fe l té te lek, a k k o r a héj nem l e h e t 
m e m b r á n á l l a p o t b a n . Ha v a n u g y a n ilyen gö rbe , de a s z a b a d pe remszakaszok 
közö t t i görbeszakaszokon n e m simán c sa t l akozó kezdeti é r tékeke t , h a n e m 
csak pe remér t ékeke t í runk elő, vagy n e m í runk elő s e m m i t , akkor a h é j 
m e m b r á n á l l a p o t b a n van, de a m e m b r á n á l l a p o t nem e g y é r t e l m ű . 

3. Peremér ték-fe ladatok parabol ikus esetben 

T e k i n t s ü k ismét a (2) k a n o n i k u s a l akú egyenletet . Ez a parciális d i f f e ren -
ciálegyenlet m i n d e n rögzí te t t у-та egy közönséges differenciálegyenlet té v á l i k , 
me lynek a mego ldása 

u(x) = k(x) -)- Cpc -f- C2 

a l a k ú . I smere t e s , hogy ebből az egyenletből a Cx és C2 á l l a n d ó k a t akkor l e h e t 
egyér te lműen megha tá rozn i a kerület i fe l té te lekből , ha a fel tételek a l a p j á n 
a C1 és C2 i smere t lenekre f e l í r t lineáris egyen le t rendszernek van egyé r t e lmű 
megoldása . E z pedig akkor lé tez ik , ha a rendszer d e t e r m i n á n s a nem n u l l a . 
H a létezik egyé r t e lmű megoldás , akkor az fo ly tonosan f ü g g a pe r emér t ékek tő l , 
mive l a pe r emér t ék fe l ada tok megoldása k é t l ineárisan f ü g g e t l e n kezde t i é r t ék -
f e l ada t -mego ldás lineáris kombinác ió j ábó l t e h e t ő össze. A kezdet ié r ték- fe l -
a d a t o k mego ldása pedig a 2. szakaszbel i h i v a t k o z á s a l a p j á n fo ly tonosan f ü g g 
a kezdet i é r t ékek tő l . Ekkor a f e l ada tok k o r r e k t fe lá l l í tásúak. 

T e k i n t s ü k á t a f o n t o s a b b lehe tőségeke t . 
I . A d o t t u(x) értéke k é t különböző x = a és x = b p o n t b a n . E k k o r 

az egyenle t rendszer de t e rminánsa 

l a 1 

j b 1 

n e m nulla. E n n e k a pe r emér t ék - f e l ada tnak t e h á t van e g y é r t e l m ű mego ldása . 
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I I . A d o t t u(x) értéke az x — a pon tban és du/dx ér téke az x = b p o n t b a n . 
E k k o r az egyenlet rendszer d e t e r m i n á n s a 

1 01 
= — 1 . 

E n n e k a p e r e m é r t é k - f e l a d a t n a k is van megoldása , és az e g y é r t e l m ű . 
I I I . A d o t t du/dx ér téke k é t különböző x — a és x = b p o n t b a n . E k k o r 

az egyenle t rendszer d e t e r m i n á n s a 

! 1 0 

I 1 о 
= 0. 

E n n e k a f e l a d a t n a k t ehát n e m létezik egyér t e lmű megoldása . 
IV. A d o t t az a.x dujdx -+- ßxu lineáris kombinác ió é r t é k e az x = a p o n t -

b a n és az a 2 du/dx -f- ß2u l ineár is kombináció é r t é k e az x = b p o n t b a n . E k k o r 
az egyenle t rendszer d e t e r m i n á n s a : 

«1 + aßi ßi 
Ж2 + bßl ßi 

= (а — b) ßxß2 + xxß2 — <x2ß1. 

E n n e k a f e l a d a t n a k tehá t c s a k akkor l é tez ik egyér te lmű megoldása, h a 
(a - b) ßxß2 + « А - a A ^ 0. 

Az I . , I I . és bizonyos m é r t é k i g а IV. e s e t b e n а Cx és C2 á l l a n d ó k a t minden 
r ö g z í t e t t y - r a m e g lehet h a t á r o z n i és ezzel a f e l a d a t megoldásá t — mely x sze-
r i n t kétszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , h a f(x,y) f o ly tonos — elő l ehe t 
á l l í t an i . 

Tek in t sük az x = a és x = b egyenesek у = ax és у = a2 pon tok közö t t i 
szakaszá t . Legyen a (2) egyenle tbel i f(x,y) f ü g g v é n y fo ly tonos és az у vá l tozó 
szer in t kétszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó . K ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy ha a (2) 
egyenle t kerese t t u(x, y) f ü g g v é n y é n e k é r t é k é t rögzítet t x — a, ill. x = b 
mel l e t t ügy a d j u k meg, hogy az az у változó sze r in t kétszer fo ly tonosan d i f fe-
r enc i á lha tó legyen, akkor a mego ldásban szereplő Cx(y) és C2(y) függvények 
is ké t szer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tók lesznek. 

H a t e h á t e lő í r juk az u(x, y) függvény é r t é k é t az x = a és x — b egyene-
seken az [у = ax, у = o2] i n t e r v a l l u m o n úgy, h o g y az у vá l tozó szerint ké tszer 
fo ly tonosan di f ferenciá lható l e g y e n , akkor a (2) egyenletnek egyetlen o lyan 
mego ldása lé tezik, amely az x = a és x = b egyenesek [у = ах, у = a2] in te r -
v a l l u m á n a m e g a d o t t é r tékeke t veszi fel. 

Hasonló á l l í t ás igaz a r r a az esetre is, a m i k o r az egyik in te rva l lumon 
a f ü g g v é n y é r t é k e t , a másikon a f ü g g v é n y x v á l t o z ó szerinti pa rc iá l i s de r ivá l t j á t 
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(vagy az х(ди/дх) -{- ßu l ineáris kombinác ió t ) a d j u k m e g , m i n d k e t t ő t úgy, 
hogy az у vá l tozó szer int kétszer f o l y t o n o s a n d i f fe renc iá lha tó legyen. 

E k é t (ill. három) f e l a d a t a kezde t i é r t ék - fe l ada thoz hasonlóan á l t a l áno-
s í tha tó a b b a n az é r t e l emben , hogy a pe remér t ékeke t n e m egyenesszakaszokon, 
h a n e m görbéken í r juk elő. E n n e k a l a p j á n ped ig megfoga lmazha tók az (1) egyen-
letre v o n a t k o z ó á l t a l ános í to t t pe remér ték- fe lada tok . 

3.1. A parabolikus Pucher-féle differenciálegyenletre 
vonatkozó első peremérték-feladat 

Áll jon az S perem (a lapra jz i v e t ü l e t b e n ) két , közös pon t t a l nem rendel-
kező S x és S2 görbeszakaszból . Az F f e szü l t ségfüggvény az S x peremen vegyen 
fel egy cp függvény , az S2 peremen egy y> függvény s ze r i n t i é r tékeket . Kere-
sendő ekkor az 

£ F = - g j (7a) 

F\Si = <p, = V j (7b) 

pe remér ték - fe l ada t mego ldása . 

A (7a, b) f e l a d a t n a k létezik egyé r t e lmű , kétszer fo ly tonosan d i f feren-
ciá lható megoldása a pe remgörbék v é g p o n t j a i á l ta l megha t á rozo t t ABCD 
„ n é g y s z ö g b e n " (4a áb ra ) , h a te l jesü lnek a következő fe l t é te lek : 

a) az Sx és S2 p e r emgörbe a (7a) egyenlet é r te lmezés i t a r t o m á n y á b a n 
fekszik, 

b) a k a r a k t e r i s z t i k á k mind az S1 5 m i n d az S2 p e r e m g ö r b é t l egfe l j ebb egy 
p o n t b a n metsz ik , 

c) sem az Sx, sem az S2 görbét n e m érinti egye t l en ka rak te r i sz t ika sem, 
d) S j és S2 ké tszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tók , 
e) az és az S2 g ö r b é k megfelelő végpon t j a i (A és D, ill. В és С) ugyan-

azon a ka r ak t e r i s z t i kán v a n n a k (4a á b r a ) , 
f ) g(x, y) fo ly tonos és a ka rak te r i s z t ikák ra merő leges i rányban ké tszer 

fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó , 
g) cp és ip kétszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó , 
h) z(x, y) négyszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó . 
A h) fe l té te l b i z to s í t j a , hogy a (7a) egyenletet k a n o n i k u s alakra lehessen 

t r ansz fo rmá ln i . A k a n o n i k u s t r ansz fo rmác ió során a t á rgya lá sban szereplő 
f ü g g v é n y e k n e k a f e l t é t e l ekben rögz í te t t t u l a jdonsága i m e g m a r a d n a k . E z u t á n 
a pe remgörbéknek a [4] 947. oldalán a lka lmazot t t r a n s z f o r m á c i ó j á v a l a fel-
ada to t k a n o n i k u s a l a k b a n egy tég la lap t a r t o m á n y o n l e h e t értelmezni. E n n e k 
a f e l a d a t n a k pedig — a h o g y azt a 3. szakasz beveze tő jében , az I . p o n t a la t t 
e lemeztük — létezik egyé r t e lmű mego ldása , mely a f e l t é t e l ek a lap ján kétszer 
fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó . 
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A hé j A és D, ill. В és С p o n t o k a t összekötő, k a r a k t e r i s z t i k á n f ekvő 
peremszakasza in t e rmésze te sen már semmifé l e fel tétel t n e m lehet előírni . 

Az S x és S2 p e r e m e n m e g a d h a t j u k ú g y az F f e szü l t ségfüggvény é r t éké t , 
hogy az legyen s íkgörbe. T u d j u k : f i z ika i l ag ez azt j e l e n t i , hogy az S x és S2 

peremeken a p e r e m t a r t ó k függőlegesen v a n n a k m e g t á m a s z t v a . A h é j AD és 

ВС peremszakasza in a p e r e m t a r t ó k n a k a héjról l eadódó minden erőt fe l kell 
venn iük . Az így m e g t á m a s z t o t t hé j ra pé lda lehet a 4 b ábrán f e l t ü n t e t e t t , 

4 ábra. a) A peremérték-feladatok megoldási tartománya, b) Parabola vezérgörbéjű kúpbéj 
alaprajzban íves peremszakaszokkal. © teljesen megtámasztott peremszakasz, ® függőle-

gesen megtámasztott peremtartójú peremszakasz 

parabola vezérgörbéjű kúphéj. Ha az Sx és S2 peremek egyenesszakaszok, akkor 
előírható a peremeken a normálerő értéke is. Ez speciálisan lehet nulla is, és így 
az Sx és S2 peremek oldalnyomásmentessé tehetők. A héj membránállapota 
azonban a fenti esetek egyikében sem egyértelmű. A peremfeltételek nem 
határozzák meg egyértelműen a héj belső erőit. Ennek az az oka, hogy — bár 
a (7a, b) peremérték-feladatnak minden rögzített peremérték mellett egy-
értelmű a megoldása — a peremfeltételekben szabad állandók maradnak, 
amelyeknek az értéke tetszőleges lehet. így végtelen sok megoldáshoz jutunk. 
Kivételt csak olyan esetek képezhetnek, amelyeknél az Sx és S2 görbéknek van 
közös pontjuk és ott F folytonos. 

Fontosnak tartjuk megemlíteni — mint ahogy azt a Cauchy-feladat 
tárgyalásánál is tettük —, hogy a parabolikus héj membránállapotban lehet 
akkor is, ha a karakterisztikák irányába mutató normálerő függvényének 
véges sok karakterisztika mentén szakadása van. Ezért megengedhető, hogy 
a d), f) és g) feltételekben szereplő függvények csak szakaszonként legyenek 
kétszer folytonosan differenciálhatók. (Ehhez természetesen szükséges, hogy 
egyszer folytonosan differenciálhatók legyenek.) 
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3.2. A parabolikus Pucher-féle differenciálegyenletre 
vonatkozó második peremérték-feladat 

Ennek a fe lada tnak , a m i k o r is az és S2 peremeken (4a ábra) az F 
feszül tségfüggvény karak te r i sz t ikák i rányába m u t a t ó i r á n y m e n t i der ivá l t ja i t 
a d j u k meg, á l t a l ában nem lé tez ik megoldása, és ha létezik is, n e m egyérte lmű. 
Ál l í tásunk helyessége a kanon ikus t ranszformáció után a 3. szakasz bevezető-
j ének I I I . p o n t j á b ó l következik. 

Egyébkén t s ta t ikai megfontolásokból is könnyen b e l á t h a t ó , hogy ez a 
f e l ada t nem k o r r e k t . Tek in t sünk egy olyan hengerhé ja t , a m e l y e t az a lko tókra 
merőleges és S2 egyenes p e r e m zár le (5. á b r a ) . 

a. b. 

Az S j és S2 peremen í r j u k elő а feszül tségfüggvény x i r ányú (karak te -
r iszt ikus i r ányú) der ivál t ja i t . Legyen 

Э F 

DX S, 
8 F 
Ьп 

= 0 , 
Э F 
Ъх 

8 F 
дп 

= 0, 
s, 

Amin t t u d j u k , ezek a fe l té telek az S1 és S2 p e r e m nyíróerőmentességét b iz to-
s í t j ák . Az Sy és S2 peremeken t e h á t a külső te rhekből csak normálerők ébred-
he tnek . Az i lyen megtámasz tás lehetővé tesz i , hogy a hé jpe remek p o n t j a i y 
i r ányban e lmozdul janak , és ezzel a héj nyűlásmentes a lakvál tozás t végez-
zen [6]. A nyűlásmentes a lakvál tozásra képes hé j azonban á l t a l ában nem lehe t 
m e m b r á n á l l a p o t b a n . 

3 .3 A parabolikus Pucher-féle differenciálegyenletre 
vonatkozó harmadik peremérték-feladat 

Ezt a f e l ada to t nem f o g j u k á l ta lánosságban vizsgálni, má r csak azé r t 
sem, mivel c supán egyetlen o lyan görbét i smerünk , amelyen értelmezni t u d j u k 
az x(dFjdn) + ßF alakú, h a r m a d i k peremfel té te l t . Ez a görbe az R suga rú 
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kör ív , melyen egy ^ f ü g g v é n n y e l m e g a d h a t j u k a n y í r ó e r ő ér tékét . E z t a fel-
t é t e l t az a l ább i a lakban l ehe t megfoga lmazni [9]: 

OF 1 

ahol s a kör ív ívhossz -paraméte re , с ped ig ál landó. H a a köríves pe rem nyíró-
e rőmentes , akko r ezt a t é n y t a 

9 F 1 „ 
1 F — с 

On R 

képle t j u t t a t j a kifejezésre. 
Olyan esetet v izsgá lunk , amikor a kör ív normál i sa i a ka rak te r i sz t ikák 

i r á n y á b a m u t a t n a k . T e k i n t s ü n k egy k ú p o t (nem szükséges , hogy egyenes 
k ö r k ú p legyen), amelynek csúcsa a z t enge lyen van . V e g y ü k ennek a kúp-
fe lü le tnek egy olyan részé t , amelynek v e t ü l e t e az xy s í k o n egy Rx és Rn suga rú 
kör ívekkel és az ezek v é g p o n t j a i n á t m e n ő sugarakka l (ka rak te r i sz t ikákka l ) 
h a t á r o l t k ö r g y ű r ű szektor (6a ábra) . L e g y e n e k a köríves pe remek pl. ny í róerő-
men tesek . E z t az esetet a 6b ábrán — az egyszerűség kedvéér t — egyenes 
kö rkúp fe lü l e tű héjon szemlé l t e t jük . 

6. ábra. a) A kúphéj alaprajza, b) Egyenes körkúpból kialakított héjfelület. © teljesen meg-
támasztott peremszakasz, (4) nyíróerőmentes peremszakasz 

Keressük ekkor az 

Z F = - g , 

Q F 4. 1 f \ 
1 t = С J 

On Rx Si 

9 F 1 „ 
+ F 

On R., 

f e l ada t megoldásá t . A mego ldás t — ané lkü l , hogy az egyenle te t k a n o n i k u s 
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a l a k r a t r a n s z f o r m á l n á n k — ka rak t e r i s z t i ká ró l k a r a k t e r i s z t i k á r a haladva h a t á -
r o z h a t j u k meg. Most nézzük m e g , hogy a f e n t i f e l ada tnak l é t ez ik -e megoldása . 
T e k i n t s ü k azt a k a r a k t e r i s z t i k á t , amely az x tengellyel f e d é s b e n van . E z e n 
k a r a k t e r i s z t i ka men tén — m i v e l ekkor y = 0, és ebből köve tkezően az (1) 
egyenle tben d 2 F / d y 2 és g2 .F/9«9y e g y ü t t h a t ó j a nul la —, a 3. szakasz beveze-
t ő j é n e k IV. p o n t j a szerint, a k k o r létezik a f e l a d a t n a k e g y é r t e l m ű megoldása , 
h a (a — b) ßfl2 -f- aj/?2 — ^ E s e t ü n k b e n x, = a 2 = —1, ß, = 
ß2 = l/í?2' a = b = -Rj. E z e n értékek behelye t tes í tése u t á n azt k a p j u k , 
h o g y a h i v a t k o z o t t feltétel n e m teljesül, m i v e l a m e g a d o t t kifejezés é r t é k e 
n u l l a lesz. E z é r t a vizsgált k a r a k t e r i s z t i k a m e n t é n a m e g o l d á s nem lé tez ik . 
Hason ló e r e d m é n y t kapunk a t ö b b i ka rak te r i sz t iká ra is, m i v e l a koord iná ta -
rendszer z t e nge ly körüli f o r g a t á s á v a l e lérhető, hogy a v izsgá l t ka rak te r i sz t ika 
az X tengellyel összessék. Vége redményben t e h á t azt m o n d h a t j u k , hogy a f en -
t i e k b e n megfoga lmazo t t h a r m a d i k pe remér t ék - f e l ada tnak n e m létezik egy-
é r t e lmű mego ldása , a héj n e m lehet egyé r t e lmű m e m b r á n á l l a p o t b a n . V a g y 
n e m létezik m e m b r á n á l l a p o t , v a g y ha lé tezik is, á l t a lában n e m egyér te lmű. 

Ha a k ö r í v e k no rmá l i s a inak i ránya n e m esik egybe a k a r a k t e i i s z t i k á k 
i r ányáva l , a k k o r az ismeret len integrációs függvényeknek a h a r m a d i k p e r e m -
fe l té te lekből v a l ó m e g h a t á r o z á s a ál talános ese tben egy l ineá r i s inhomogén 
dif ferenciá legyenlet - rendszer mego ldása ú t j á n tö r tén ik . E n n e k a differenciál-
egyenle t - rendszernek a mego ldha tósága d ö n t i el a pe remér ték - fe l ada t meg-
o ldha tó ságá t . E n n e k a p r o b l é m á n a k a v izsgá la táva l a z o n b a n nem fogla l -
k o z u n k . 

3.4. A parabolikus Pucher-féle differenciálegyenletre 
vonatkozó vegyes peremérték-feladat 

Álljon az S perem ( a l a p r a j z i ve tü le tben) ké t , közös p o n t t a l nem rende l -
kező és S2 görbeszakaszból . Az S2 görbe minden p o n t j á h o z legyen hozzá-
rendelve egy i i r á n y (egységvektor) . Az S, p e r e m e n legyen a d o t t egy rp f ü g g -
vénnye l az F f e szü l t ség függvény értéke. Az S2 peremen p e d i g legyen a d o t t 
e g y ip f ü g g v é n n y e l az F f e szü l t ség függvény i i rány m e n t i de r ivá l t j ának az 
é r t éke . Keresendő ekkor az 

ZF = -g, 

P I D F 

w 
s, 

(8a) 

(8b ) 

p e r e m é r t é k - f e l a d a t megoldása. 
A (8a, b) f e l ada tnak l é t e z ik egyér te lmű, kétszer f o l y t o n o s a n d i f fe ren-

c iá lha tó mego ldása a p e r e m g ö r b é k v é g p o n t j a i által m e g h a t á r o z o t t A B C D 
„ n é g y s z ö g b e n " (4a ábra), ha t e l j e sü lnek a 3.1. szakasz a)—h) fel tételei , t o v á b b á 
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az i i r á n y az S2 p e r e m g ö r b e m i n d e n p o n t j á b a n érinti a p o n t o n á tha l adó k a r a k -
t e r i s z t i ká t . 

A h) f e l t é t e l a l a p j á n ugyan i s a (8a) egyenle t k a n o n i k u s a lakra t r a n s z -
f o r m á l h a t ó . E z e n t r a n s z f o r m á c i ó u t á n az i i r á n y az x t enge l lye l p á r h u z a m o s 
lesz. Az í g y k a p o t t f e l a d a t n a k a 3. s z a k a s z b e v e z e t ő j é n e k I I . p o n t j a é r t e l -
m é b e n l é t ez ik e g y é r t e l m ű megoldása . A megoldás k é t s z e r fo ly tonosan d i f f e -
r enc i á lha tó , m e r t a k a n o n i k u s t r a n s z f o r m á c i ó a f e l t é t e l e k b e n szereplő f ü g g -
v é n y e k d i f f e r enc i á lha tó ság i t u l a j d o n s á g a i t n e m v á l t o z t a t j a meg. 

A h é j A és D , ill. В és С p o n t o k a t összekötő, k a r a k t e r i s z t i k á n f e k v ő 
p e r e m s z a k a s z a i n nem í r h a t u n k elő f e l t é t e l e k e t . Ezeknek a p e r e m s z a k a s z o k n a k 
te l jes m e g t á m a s z t á s ú a k n a k kel l lenni. 

V i s sza t é rve a 3.2. s z a k a s z b a n e m l í t e t t h e n g e r h é j p é l d á r a (5. á b r a ) , az 
F \ S l = 0, 9 F / 8 * U , = 9 F / 9 » | S , = 0 p e r e m f e l t é t e l e k m e l l e t t a h e n g e r h é j 
pe r eme n o r m á l e r ő m e n t e s , az S2 p e r e m e ped ig n y í r ó e r ő m e n t e s lesz. Mive l 
a p e r e m e k egyenesek , az Sy pe remen elő l e h e t í rni a n o r m á l e r ő , az S2 p e r e m e n 
ped ig a n y í r ó e r ő é r téké t is, m e l y k ü l ö n b ö z h e t nul lá tó l . E z e k a p e r e m f e l t é t e l e k 
a hé j belső e rő i t e g y é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z z á k . A hé j m e m b r á n á l l a p o t a t e h á t 
egyé r t e lmű . 

A 3.3. s z a k a s z b a n t á r g y a l t k ú p h é j - f e l a d a t (6. áb ra ) k o r r e k t f e l á l l í t á s ú v á 
vá l ik , ha p l . az S t p e r e m e n a h a r m a d i k p e r e m é r t é k h e l y e t t az első p e r e m é r t é k e t 
a d j u k meg. í g y egy vegyes p e r e m é r t é k - f e l a d a t h o z j u t u n k . Az emlí te t t k ú p h é j 
d i f fe renc iá legyen le tének az 

F l s ^ a i í W ^ + hy + c,, 

I 9n R2 jSi 

fe l té te lek m e l l e t t , m i n d e n rögz í t e t t o15 cx , c2 á l l andóra létezik e g y é r t e l m ű 
megoldása . E k k o r az Sy p e r e m p e r e m t a r t ó j a függőlegesen m e g t á m a s z t o t t , 
az S2 p e r e m p e d i g n y í r ó e r ő m e n t e s lesz. Megjegyezzük , h o g y az S2 k ö r í v e n 
nu l l á tó l k ü l ö n b ö z ő n y í r ó e r ő é r t é k e k is e l ő í r h a t ó k . E n n e k a f e l a d a t n a k a z é r t 
l é tezhe t m e g o l d á s a , m e r t a pe r emfe l t é t e l ek m i n d e n k a r a k t e r i s z t i k á n k i e l ég í t i k 
a 3. szakasz b e v e z e t ő j é n e k IV. p o n t j á b a n szereplő f e l t é t e l t . Most u g y a n i s 
a 3 = 0, a 2 = - 1 , ß1 = 1, ß2 = l / t f 2 , a = Rv b = fí2. í g y (a - b) ß,ß2 + 
+ Xyß2 — a2/?j = (R1 — R2)/R2 -j- 1 = R3/R2. A f e l a d a t n a k — a f o r g á s s z i m -
m e t r i k u s e s e t t ő l e l t e k i n t v e — csak a k k o r nincs b i z t o s í t v a minden t e h e r r e 
a m e g o l d h a t ó s á g a , ha Ry = 0, azaz a k ú p c súcsa is az é r t e lmezés i t a r t o m á n y h o z 
t a r t o z i k . Meg jegyezzük , h o g y ennél a f e l a d a t n á l az S j g ö r b e a kör ívtől k ü l ö n -
böző a l akú is l e h e t . 

E n n é l a f e l a d a t n á l Ry 0 esetén a k ú p mindig m e m b r á n á l l a p o t b a n 
l ehe t , a be lső e rőke t a z o n b a n a p e r e m f e l t é t e l e k nem h a t á r o z z á k m e g egy-
é r t e lműen . A h é j m e m b r á n á l l a p o t a n e m e g y é r t e l m ű . 
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Ha m e g e n g e d j ü k , h o g y a k a r a k t e r i s z t i k á k i r ányába m u t a t ó n o r m á l -
erőnek véges s o k ka rak te r i s z t i ka mentén s zakadása legyen, akkor az Sx, S2 

görbéktől , a cp és xp f üggvények tő l , v a l a m i n t a g t ehe r függvény tő l a ké t s ze r 
folytonos d i f fe renc iá lha tóság he lye t t e l egendő csak azt megkövete ln i , h o g y 
szakaszonként ké tszer fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tók legyenek . 

4. A z á r t peremgörbe problémája 

A h ipe rbo l ikus hé j akhoz hasonlóan a parabol ikus h é j a k n á l is g y a k r a n 
a fe lada tok t ü l h a t á r o z o t t s á g á h o z vezet, h a z á r t pe remgörbén í runk elő fel-
té te leke t . V a n n a k azonban e se t ek , amikor z á r t peremgörbék mellet t is l é tez ik 
megoldás. 

T e k i n t s ü k a héj középfe lü le tén f e k v ő , önmagát n e m metsző, k é t s z e r 
fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó z á r t görbék k ö z ü l azokat , ame lyeke t a f e lü l e t 
a sz impto t ikus vona la i (ezeknek az xy s íkra v e t t vetületei a ka rak t e r i s z t i kák ) 
minimális s z á m ú pon tban metszenek . Az i l yen görbék a l apve tően ké t f é l ék 
lehetnek. Az e g y i k t ípusba a z o k a görbék t a r t o z n a k , a m e l y e k e t a f e lü l e tnek 
n e m minden a sz impto t ikus v o n a l a metsz, d e h a a görbét m e t s z i a sz imp to t ikus 
vonal , akkor — az érintési pon tok tó l e l t e k i n t v e — p o n t o s a n két p o n t b a n 
metszi. A m á s i k t ípusba azok a görbék t a r t o z n a k , amelyeke t minden asz imp-
to t ikus vona l pon tosan egy p o n t b a n me t sz . E z utóbbi t í p u s csak zárt vezér -
görbé jű henge rekné l és k ú p o k n á l létezik. 

4.1. Zárt peremgörbe melletti kezdetiérték-feladat 

Ha az S peremet az első t ípusú z á r t görbe a l ap ra j z i vetüle te képez i , 
akko r — m i v e l n e m tel jesül a 2. szakasz b) és c) feltétele — az (5a, b) kezde t i -
é r t é k - f e l a d a t n a k nem létezik megoldása. E z é r t van az, hogy az olyan h e n g e r h é j 
vagy k ú p h é j , amelynek a p a l á s t j á n szabad szegélyű nyílás (á t törés) v a n , n e m 
lehet m e m b r á n á l l a p o t b a n . 

Ha az S peremet a m á s o d i k t ípusú g ö r b e a laprajz i ve tü l e t e képezi , és 
te l jesülnek a 2. szakasz e) — h) feltételei is, akkor az (5a , b) kezde t i é r t ék -
f e l ada tnak l é t e z ik egyér te lmű megoldása. í g y pl. egy z á r t k ú p h é j (7a á b r a ) 
az egyik v é g é n — a 2. s zakasz fe l té te le inek megfelelő — szabad t é r g ö r b e 
peremmel e g y é r t e l m ű m e m b r á n á l l a p o t b a n l e h e t . A héj m á s i k peremén t e r m é -
szetesen m á r n e m lehet e lő í rn i fe l té te leket . A p e r e m t a r t ó n a k i t t minden m e t -
szeterőt fel ke l l vennie. A 7 a ábrán a fe lső perem szabad és az alsó t e l j e s e n 
m e g t á m a s z t o t t , de lehet f o r d í t v a is: a f e l ső perem t e l j e s e n m e g t á m a s z t o t t 
és az alsó s z a b a d . Ha a középfe lü le t - függvény ké tér tékű ( m i n t pl. fekvő h e n g e r 
vagy k ú p ese tében) , akkor a 2 . szakasz b) és c) feltétele l á t szó lag nem te l j e sü l . 
A ka rak t e r i s z t i kák két p o n t b a n metszik, a kontúron l evő ka rak t e r i s z t i kák 
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Q. b. 

7. ábra. a) Zár t vezérvona lú k ú p h é j . b) Zá r t vezérvonalú hengerhé j . © szabad perem, © tel jes 
meg támasz t á sú perem 

pedig ér in t ik a pe remgörbé t (ve tü le tben) . A b) fe l té te l oly m ó d o n elégí thető ki , 
h o g y a felület alsó és felső p o n t j a i t kü lön keze l jük . E k k o r a pe remgörbének 
az alsó, ill. a felső fe lület részre eső szakaszá t a k a r a k t e r i s z t i k á k csak egy 
p o n t b a n fogják metszen i . A c) fe l té te l he lye t t pedig a köve tkező t kell meg-
k ö v e t e l n ü n k : a hé j tényleges (a középfe lü le ten fekvő) S pe remgörbé jé t n e m 
é r i n t h e t i egyetlen a sz impto t ikus vona l sem. E fe l té te lek azonban még nem 
elegendők a héj m e m b r á n á l l a p o t á h o z . A héj csak olyan t e r h e k r e (a jelen ese tben 
ezek függvénye is ké t é r t ékű ) viselkedik m e m b r á n k é n t , amelyekre te l jesül , 
hogy az alsó és a felső héjrész csat lakozási vona la (ka rak te r i sz t iká j a ) m e n t é n 
a k é t héjrész ny í róerő i és gyűrű i r ányú normálerő i egyensú lyban v a n n a k . 
Ez a fe l té te l pl. h enge rhé j akná l (7b ábra) mindig kielégül, ha a csat lakozási 
ka r ak t e r i s z t i ka m e n t é n a g t e h e r f ü g g v é n y az első de r ivá l t j a iva l e g y ü t t kor lá tos . 
N e m kor lá tos t e rhek (pl. önsúly) ese tében a Pucher - fé le egyenlet nem a lka lmas 
a n n a k eldöntésére , hogy létezik-e m e m b r á n á l l a p o t . E k k o r célszerű a r e d u k á l t 
me t sze t e rők he lye t t a tényleges me t sze te rőke t t ek in t en i és a p rob lémá t ter-
mésze tes koord iná ta rendsze rben vizsgálni . Ezzel azonban mos t nem fog-
l a l k o z u n k . 

4.2. Zárt peremgörbe melletti peremérték-feladatok 

4.2.1. Az első peremérték-feladatnál k i k ö t ö t t ü k , hogy az S x és S2 pe rem-
görbék , amelyeken a fe l té te leke t e lő í r tuk , nem rende lkezhe tnek közös p o n t t a l . 
Ez a k ikö tés azért vo l t szükséges, hogy az S x és S2 pe remgörbéken egymás tó l 
függe t l enü l lehessen a pe remér t ékeke t megadni . H a ugyan i s a ké t perem-
görbének v a n közös p o n t j a , akkor ez a pon t a k a n o n i k u s t r ansz fo rmác ió u t á n 
is közös marad . í g y az ezen pon ton á t m e n ő ka rak te r i s z t i ka m e n t é n a 3. szakasz 
beveze tő jének I . p o n t j á b a n levő de t e rmináns é r téke nu l l a , ami azt j e len t i , 
hogy ebben a p o n t b a n , ill. a r a j t a á t m e n ő ka rak t e r i s z t i kán v a g y nem lé tezik 
megoldás , vagy ha lé tez ik is, nem egyér te lmű. E b b ő l a megfonto lásból az köve t -
kezne , hogy a 4a á b r á n levő megoldási t a r t o m á n y A és D, ill. В és С p o n t j a 
vég te l enü l közel ke rü lhe t egymáshoz , de nem eshet egybe . A fe lada t meg-
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o ldha tósága é rdekében k i k ö t ö t t ü k t o v á b b á , hogy a pe remgörbéke t n e m érint-
h e t i ka rak te r i s z t ika . A fen t i ek szer in t , ha a pe remet az elsó t í p u s ú zár t görbe 
a l a p r a j z i ve tü l e t e a lko t j a , a k k o r az F f e szü l t ségfüggvény é r t éké t a görbén 
az érintési p o n t o k kivéte lével l ehe t előírni (8a ábra) . 

A g y a k o r l a t b a n e lőforduló f e l a d a t o k n á l azonban kissé más a he lyzet . 
A feszül t ségfüggvénytő l fo ly tonosságo t köve te lünk meg a pe remen is, ezért 
az Sx és S2 közös p o n t j á b a n a p e r e m é r t é k e k n e k azonosaknak kell lenniük. í g y 
a közös p e r e m p o n t o n á t m e n ő ka r ak t e r i s z t i k a m e n t é n lé tezik megoldás , de a 
közös p e r e m p o n t kivéte lével a megoldás n e m egyér te lmű. E n n e k azonban 
az á l t a lunk vizsgál t f e l a d a t r a nézve semmi köve tkezménye nincs, hiszen mi 
a pe remgörbék á l ta l h a t á r o l t kor lá tos t a r t o m á n y b a n keressük a megoldás t , 
és s z á m u n k r a te l jesen közömbös , hogy a megoldás e t a r t o m á n y o n k ívül 
hogyan viselkedik. I l y m ó d o n n e m érdekes, hogy v a n o lyan ka rak te r i sz t ika , 
ame ly m e n t é n a megoldás egy p o n t kivéte lével nem egyér t e lmű . Az is meg-
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engede t t , hogy az S x és S2 pe remgörbéke t a közös p o n t j u k b a n k a r ak t e r i s z t i k a 
ér intse . E k k o r az F f eszü l t ségfüggvény fo ly tonos d i f ferenciá lhatósága a l a p j á n 
c supán azt kell megkövete ln i , h o g y az Sx és S2 görbén m e g a d o t t pe remér t ék -
f ü g g v é n y e k de r ivá l t j a i a közös ér intés i p o n t b a n azonosak l egyenek . Ha ké t sze r 
fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó megoldás t ke r e sünk , akkor azt kel l megkövete ln i , 
hogy az eml í t e t t függvények első és második der ivá l t ja i is azonosak legyenek 
a közös ér intés i p o n t b a n . 

í g y az ellipszis a l apra jz fe le t t i , f e k v ő pa rabo lahengerhé j függőleges 
t ehe r r e egyé r t e lmű m e m b r á n á l l a p o t b a n van , h a a peremen k ö r b e n az F \ s = 0 
fe l té te l t í r j u k elő [1] (8b ábra) . 

A héj p e r e m e ál lhat ké t , közös résszel n e m rendelkező, második t í p u s ú 
zá r t görbéből is. H a te l jesü lnek a 3.1. szakasz feltételei — a pe remgörbékre 
vona tkozó 4.1. szakaszbel i kiegészí tésekkel —, akkor a héj z á r t pe remgörbék 
mel le t t is me inb ráná l l apo tban lehe t . í g y p é l d á u l a 7. á b r á n levő henger és 
k ú p m e m b r á n á l l a p o t b a n van , h a az ® és © - v e i jelölt p e r e m e i t gyűrűszerű 
zár t p e r e m t a r t ó szegélyezi, és ezek függőlegesen v a n n a k m e g t á m a s z t v a . 
T u d j u k , hogy i lyenkor a feszü l t ség- függvény ér téké t a p e r e m e k e n úgy kel l 
előírni, hogy külön-külön s íkgörbé t a lkossanak . A kúpná l t u l a j d o n k é p p e n 
az alsó pe rem v a n m e g t á m a s z t v a , de a felső pe remen is kell m ű k ö d t e t n i bizo-
nyos függőleges e rőke t , hogy a fe lső p e r e m g y ű r ű a reá ha tó e rők köté lgörbé je 
legyen. A felső pe remgyűrű szélső esetben egyet len p o n t t á , a k ú p csúcsává 
zsugorodha t össze. Ez t a már t öbbszö r idéze t t 3. szakasz I . pontbe l i de te r -
mináns n e m nul la vo l ta b iz tos í t j a . í g y pé ldául m e m b r á n á l l a p o t b a n lehet egy 
függőleges t enge lyű k ú p poligon a l ap ra j z fe le t t is (9. ábra), ha a poligon s a r k a i 

9. ábra. N é g y s z ö g a l a p r a j z f e l e t t i k ú p h é j 

le v a n n a k ke rek í tve és a zár t p e r e m t a r t ó függőlegesen v a n m e g t á m a s z t v a . 
Ezekné l a h é j a k n á l a m e m b r á n á l l a p o t á l t a l á b a n nem egyé r t e lmű , inert a 
pe remfe l t é t e l ekben szabad á l l andók vannak . 

4.2.2. A második peremérték-feladatnak és a harmadik peremérték-feladat 
á l t a lunk vizsgál t esetének zár t peremgörbék mel le t t nem lé tez ik egyér te lmű 
megoldása . 

4.2.3. A vegyes peremérték-feladatoknak z á r t görbe p e r e m e k esetén is 
á l t a l ában létezik megoldásuk. Tek in t sük az 5a ábrán f e l t ü n t e t e t t henger-
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a lap ra j zo t . Rögzí tsük az S2 peremet . Az S} pe remet ped ig vegyük fe l úgy, 
hogy a v é g p o n t j a i l egyenek közösek az S2 v é g p o n t j a i v a l (10a ábra) , t o v á b b á 
minden ka rak te r i sz t ika legfe l jebb csak egy p o n t b a n messe és legyen ké tszer 
fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó . Az S1 g ö r b é n í r juk elő az F feszül t ségfüggvény 
ér téké t , az S 2 egyenesen ped ig a dF jdx no rmá lde r ivá l t ér tékét . E n n e k a fel-
a d a t n a k lé tezik egyé r t e lmű megoldása, m e r t a 3. s zakasz I I . p o n t j á b a n levő 
de te rmináns egyetlen k a r a k t e r i s z t i k á r a sem lesz n u l l a . í g y e lőírható , hogy 

BiC 
10. ábra. A hengerhéj. a) Alaprajz, b) Axonometrikus nézet. ® függőlegesen megtámasztot t 

peremtartójú peremszakasz, © nyíróerőmentes peremszakasz 

az p e r e m legyen függőlegesen m e g t á m a s z t o t t p e r e m t a r t ó j ú , az S2 pe rem 
pedig nyí róerőmentes , és a h é j m e m b r á n á l l a p o t b a n lesz (10b ábra). A m e m b r á n -
ál lapot a z o n b a n a pe remfe l té te lekben m e g m a r a d ó s z a b a d állandó m i a t t á l ta -
lában n e m egyér te lmű. Egyé r t e lműség csak akkor á l l h a t fenn, h a és S2 

az egyik végpon tban merőlegesen csa t lakoz ik egymáshoz . Az S2 p e r e m e n 
egyébként m e g a d h a t j u k a nyíróerő é r t é k é t úgy is, h o g y különbözzön nu l l á tó l . 

Hason ló fe ladat f o g a l m a z h a t ó m e g kúphé j r a is. Tek in t sük a 6a áb rán 
f e l t ü n t e t e t t k ú p - a l a p r a j z o t . Rögzí tsük az S2 p e r e m e t , m a j d az S1 p e r e m e t 
vegyük fel az előzőekben leír t módon. E k k o r a 11a á b r á n vázolt a l a p r a j z o t 
n y e r j ü k . Az S j görbén í r j u k elő az F é r t é k é t , az S2 k ö r í v e n pedig a 

- 2 L + J . F 
9 n R 2 

lineáris kombinác ió é r t é k é t . Ennek a f e l a d a t n a k is lé tez ik egyér te lmű meg-
oldása, m e r t a 3. szakasz IV. p o n t j á b a n megado t t de te rmináns egy k a r a k -
te r i sz t ikára sem nul la , hiszen most x1 = 0, x2 = —1, ß1 — 1, ß2 = 1 /Л2 , 
а = a, b = R2, és (a — b) ßjl2 + хф2 — x2ß1 = ajR2. Az a\R2 h á n y a d o s azon-
ban a s zóba jöhe tő é r t éke i re , így a — R2-re sem lesz nu l l a . Ennél a f e l a d a t n á l 
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is e lőírható, hogy az p e r e m p e r e m t a r t ó j a legyen függőlegesen m e g t á m a s z t v a , 
az S2 p e r e m pedig legyen ny í róerőmentes (11b ábra) . Az S2 peremen n u l l á t ó l 
különböző ny í róe rőér tékek is m e g a d h a t ó k . A peremfe l té te lben levő s z a b a d 
állandó m i a t t a m e m b r á n á l l a p o t á l t a l ában mos t sem egyér te lmű. E g y é r t e l -
műség csak akkor á l lha t f enn , ha S, és S2 az egyik v é g p o n t b a n merőlegesen 
csat lakozik egymáshoz . 

11. ábra. A kúphéj. a) Alaprajz, b) Axonometrikus nézet. (3) függőlegesen megtámasztott 
peremtartójú peremszakasz, ф nyíróerőmentes peremszakasz 

A 3.4. szakaszban megfoga lmazo t t vegyes pe remér t ék fe l ada t zár t vezér -
vonalú hengerekre , ill. k ú p o k r a is k i t e r j e sz the tő . E k k o r a héjfelület t ény leges 
S, és S2 pe remeinek (ezek ve tü l e t e az xy s íkon az S, és S2 görbe) olyan ké t s ze r 
fo ly tonosan d i f fe renc iá lha tó zár t gö rbéknek kell lenni , amelyeket m i n d e n 
a sz impto t ikus vonal csak egy p o n t b a n metsz , és amelyeke t nem érint egye t l en 
a sz impto t ikus vonal sem. 

A 6a á b r á n f e l t ü n t e t e t t k ú p - a l a p r a j z o t te l jes k ö r g y ű r ű v é k iegész í tve 
— az i t t m o n d o t t a k és a 3.4. szakaszban rögz í t e t t ek é r t e lmében — e lő í rha tó , 
hogy a k ú p S, pereme függőlegesen legyen a l á t á m a s z t v a , az S 2 pereme ped ig 
legyen ny í róe rőmentes . A 3. szakasz IV. p o n t j á b a n szereplő de te rmináns é r t é k e 
ugyanis m i n d e n ka rak t e r i s z t i ká ra R,/R2 lesz, amely n e m nul la . Nulla csak 
akkor , ha R, = 0, azaz h a nem csonkakúpró l , h a n e m te l jes kúpról v a n szó. 
Ezér t egy k ö r a lapra jz f e l e t t i tel jes kúp , ame lynek csúcsa a lapra jz i v e t ü l e t b e n 
azonos a kö r k ö z é p p o n t j á v a l , és amelyet függőleges erők te rhe lnek , nem t a r t -
ha tó egyensú lyban a p e r e m e n m ű k ö d t e t e t t normál is i r á n y ú (alkotó i r á n y ú ) 
erőkkel. T u d j u k , hogy egyensú ly csak a b b a n a kivételes esetben létezik, h a a 
külső erők eredője á t m e g y a k ú p csúcsán. E k k o r azonban a fe ladat á l t a l á b a n 
s ta t ika i lag h a t á r o z a t l a n , az egyensúlyi á l l apo t , ill. a h é j m e m b r á n á l l a p o t a 
nem egyér te lmű. E g y é r t e l m ű megoldás csak akkor lé tezik, h a a k ú p is, a kü l ső 
teher is és e n n e k megfelelően a feszü l t ségfüggvény is fo rgássz immetr ikus . 
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membrane-shell equations have been investigated in connection with hyperbolic shells. In the 
second part at hand, the investigations mentioned are proceeded in connection with the para-
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Über die Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungeii des Membranzustandes der Schalen-
konstructionen —II. Parabolische Schalen. Der Autor befaßt sich mit dem Problem, ob und welche 
Unterstützungsbedingungen man für eine an den Rändern eines durch beliebig verteilte, 
senkrechte Kräfte belasteten Flächentragwerks vorschreiben sollte bzw. dürfte, um die Schale 
in einen statisch bestimmten Membranzustand zu bringen. Im früher erschienenen ersten Teil 
der Abhandlung wurden die Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen der Lösung der Mem-
branschalengleichung in Zusammenhang mit den hyperbolischen Schalen untersucht. Im vor-
liegenden zweiten Teil der Abhandlung werden die erwähnten Untersuchungen in Zusammen-
hang mit den parabolischen Schalen fortgesetzt. 
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EGY EGYENLŐTLENSÉGI RELÁCIÓ 
AZ ALAKVÁLTOZÁSI ENERGIÁVAL KAPCSOLATBAN 

ECSEDI ISTVÁN* 

[Beérkezett 1978. május 18-án] 

E tanulmány a homogén, izotrop, lineárisan rugalmas anyagú test alakváltozási 
energiájával kapcsolatban egy egyenlőtlenségi relációt ismertet. Á bizonyított egyen-
lőtlenségi reláció alkalmazását példa szemlélteti. 

Fontosabb jelölések 

x, y, z derékszögű koordináták, 
ex, ву, ez egységvektorok, 
r = xex -f- уву -j- zez helyvektor, 
и = u(r) — u(r) ex + v(r) ey гc(r) ez elmozdulásvektor, 
£ = fi(r) alakváltozási tenzor, 
T = T[r] feszültségi genzor, 
V térbeli tartomány, 
А а V tartomány határoló felülete, 

9 9 3 
V = -g^- ex -|—g— e,y -\—— ez Hamilton-féle differenciáloperátor, 
,, • " skaláris szorzás jele, 
,, : " kétszeres skaláris szorzás jele; 
p = p(r) = px ex py ву A- pz ez felületi terhelés, 
q = q(r) térfogati terhelés, 
й = ü(r) adott elmozdulásvektor; 
( u v ) , ( V u ) az и és V vektorok diadikus szorzatai, 
G csúsztató rugalmassági modulus, 

m = — Poisson-féle szám, 
V 

К negyedrendű szimmetrikus pozitív définit tenzor, 
I másodrendű egységtenzor, 
Ap, Au komplementer felületszakaszok ( A u -f- Ap = A), 
T feszültségi tenzor első skalárinvariánsa, 
£ az alakváltozási tenzor első skalárinvariánsa, 
U alakváltozási energia, 
U n , U12, U n , W u , W2i energia, illetve munka jellegű mennyiségek, 
n felületi normális egységvektor. 

Egyéb mennyiségeket, változókat a szöveg értelmez. 

2. Bevezetés, rugalmasságtani alapok, egyenlőtlenségi reláció 

E t a n u l m á n y t á r g y a az 1. áb rán vázo l t homogén , izotrop, l ineár i san 
ruga lmas a n y a g ú k o n t i n u u m elasz tosz ta t ika i p e r e m é r t é k f e l a d a t á r a v o n a t k o z i k . 
Az ado t t t e s t kijelölt e lasz tosz ta t ika i p e r e m é r t é k f e l a d a t á n a k megoldásához 

* Dr. Ecsedi István, H-3531 Miskolc, Vászonfehérítő u. 24. IV/1. 
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rendel t a lakvá l tozás i energ iáva l kapcso l a tban egy egyenlőt lenségi relációt 
b izonyí t a do lgoza t . 

A t a n u l m á n y az e lasz tosz ta t ika szokásos fel tevéseit ha szná l j a (az a lak-
vá l tozások és az e lmozdulások kicsik, é rvényes a Hooke - tö rvény , a szuper-
pozíció elv, a hőha tá sok e lhanyago lha tók , s tb . ) . 

Je lö l je a vizsgált k o n t i n u u m qx = qx(r) t é r foga t i te rhe léshez , px = px(r) 
felületi t e rhe iéshez és űx = üx(r) k i n e m a t i k a i előíráshoz t a r t o z ó elasztoszta-
t i k a i p e r e m é r t é k f e l a d a t á n a k megoldásá t az ux = "1(1") e lmozdulásmező, 
£х == ex(r) a lakvá l tozás i t enzormező , Tx = Tx(r) feszültségi t enzormező . T u d v a -
levő, hogy az u x = ux(r), ex == ex(r), T x = Tx(r) az a lábbi mezőegyenle tek és 
peremfe l té te lek ál tal k i je lö l t ke rü le té r t ék f e l ada t megoldásából á l l í tha tók 

1. ábra. Rugalmas anyagú test 

elő ([1], [2]): 

T x . V + qx = 0 r £ V, ( 1 ) 

(2) 

( T X = T X : I ) , 

2 e 1 = ( v u 1 ) F ( u 1 v ) r £ F , 

Ti • n = Pi r £ Ap, 

Ux = ux r £ Au. 

(3) 

(4) 

(5) 

A tes t a l akvá l tozás i ene rg iá j á t az 

[ 7 x = i f T x : e x d F = i f T x : К : T x dV 
А у Ay 

(6) 

fo rmuláva l é r te lmezzük ([2], [3]). 
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Megjegyzendő, hogy a (3) mezőegyenletben és a (6) fo rmulában szereplő 
negyedrendű К tenzor szimmetrikus és pozitív définit az a l á b b i ér telemben [5]: 

1. b á r m e l y sz immetr ikus másodrendű X és Y t enzorokka l f enná l l az 

X : К : Y = Y : К : X (7) 
azonosság, 

2. b á r m e l y sz immetr ikus másodrendű X tenzorral t e l jesü l az 

X : К : X ;> 0 (8) 

egyenlőtlenségi reláció és t o v á b b á 

X : К : X = 0 (9) 
csak akkor , h a X = 0. 

Külső erőrendszer m u n k á j á n a k kétszeresé t a 

Wy = j • UydV+ j c e • n) • uy dA = j qx • ux dV + (10) 
V A V 

+ I Py • Uy dA -f j (Tx • n) • üy dA 
Ap Au 

fo rmu la a l a p j á n számol juk. 
Célszerűnek látszik beveze tn i az a l á b b i mennyiséget : 

Uyy = 2 U y . (11) 

Legyen T2 = T2(r) egy te tszőleges L-ben folytonosan dif ferenciá lható szim-
metrikus másodrendű t enzor , legyen t o v á b b á 

m — 1 

{T2 = T2 : 1 ) . 

= | K : T 2 , 

A T2 = T2(r) tenzormező alapulvéte lével a következő mennyiségeket def i -
n iá l j ul : 

Ű22 = $T2:ë2dV = j f 2 : K : T 2 d L , (13) 
V V 

& 1 2 = j " T y : e 2 d V , f j 2 1 = j £ l : f 2 d V , (14) , (15) 
V V 

Чг = Ш = - ( t 2 - v ) r Ç V, (16) 

p2 = j2.n re A, (17) 

W2y = f q2 • Uy dV + j (T2 • n) • Uy dA . (18) 
V A 
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A negyedrendű К tenzor s z i m m e t r i á j á n a k köve tkezménye az alábbi e g y e n -
lőség: 

Ű12 = Ü21. (19) 

A szorza t függvény deriválási szabá lyának és a Gauss-féle i n t eg rá l á t a l ak í t á s i 
t é te lnek az együ t t e s a lka lmazásáva l a 

J T 2 : (u1 v ) dV = j T2 : dV (20) 
v v 

azonosságból k a p j u k az 
U21 = W21 (21) 

egyenlőséget . 
A b b a n a speciál is esetben, m i k o r T2 = T2(r) a vizsgált k o n t i n u u m egy e lasz to-
sz ta t ika i p e r e m é r t é k f e l a d a t á n a k megoldása , vagyis miko r is a 

( V û 2 ) + ( Ù 2 V ) = 2ёг rev (22) 

parciális d i f fe renc iá legyenle tnek létezik az ü2 = ű2(r) vek to rmező re e g y é r t é k ű 
folytonos megoldása , é r t e lmezhe tők az a l á b b i mennyiségek is : 

^ 1 2 = Í9i • ü2dV+ J (Tx • n) • ü2dA, (23) 
V A 

^22 = f 92 • й2 dV + j (T2 • n) • й2 dA . (24) 
V A 

K ö n n y e n k i m u t a t h a t ó , h o g y ekko r 

W 1 2 = Ü 1 2 , (25) 

W22=Ü22. (26) 

A t a n u l m á n y cél ja beb izony í t an i azt, hogy fennál l az 

UnÜ22^(W21) (27) 
egyenlőt lenségi reláció. 

A (27) egyenlőtlenségi re láció az i roda lomból jól i s m e r t 

UnU22^(W12f (W12=w21) (28) 

egyenlőt lenségi reláció á l t a l ános í t á sának t ek in t endő , ahol í / l x , U22, W12 = JV21 

a vizsgált r uga lmas tes t statikailag és kinematikailag e g y a r á n t lehe tséges 
( t ehá t ténylegesen megvalós í the tó) á l l apo ta iva l kapcso la tos energet ikai és 
munka je l l egű mennyiségeket je lölnek [6]. 
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2. A ( 2 7 ) egyenlőtlenségi reláció b izonyí tása 

Az a lakvál tozási energiával kapcso la tos (27) egyenlőtlenségi reláció 
s z á r m a z t a t á s á h o z t e k i n t s ü k az alábbi Ф = Ф(А) f ü g g v é n y t : 

Ф = Ф(А) = J (Tx - AT2) : (T, - AT2) d V. (29) 
V 

A (29) egyenle tben e lvégezve a ki je löl t kétszeres ska lá r i s szorzást, t a g o n k é n t 
in tegrá lva — tek in te t t e l a (6), (13), (14), (15), (19) egyenle tekre , a köve tkező 
e r e d m é n y r e j u t u n k : 

ф = ф(A) = Un - 2 C/12 A + Ű22 A2. (30) 

А Ф = Ф(А) függvénnyel k a p c s o l a t b a n a következő megjegyzéseke t t e h e t j ü k : 
a ) Ф — Ф(А) a A v á l t o z ó m á s o d f o k ú racionális egész függvénye, m i n d e n 

valós A-ra ér te lmezet t , 
b) Ф = Ф(А) nem n e g a t í v , azaz Ф(А) 0 b á r m e l y A-ra, 

c) Ф(А) = 0 csak a k k o r lehetséges, ha T2 = pT x , ahol p egy zérustól 
kü lönböző egyébként te t szőleges valós á l l andót jelöl. 

А Ф = Ф(А) f ü g g v é n y b) és c) t u l a jdonsága a b b ó l következik , hogy 
а К t enzo r negyedrendű pozitív définit szimmetrikus t enzor a (7), (8), (9) 
egyenletek á l ta l adot t é r te lmezéseknek megfelelően. A z a) és b) t u l a j d o n s á g 
köve tkezménye , hogy а Ф(А) = 0 egyenle t D d i szkr iminánsa nem pozitív, azaz 

D — 4 [(Ű12)2 — u n í /2 2] <; 0 . (32) 

A (32) egyenlőt lenségből köve tkez ik , h o g y 

UnÜ22^(Ű12)2. (33) 

A (33) egyenlőtlenség és a (19), (21) egyenletek kombiná l á sáva l k a p j u k a 
b i zony í t andó (27) egyenlőt lenségi re lác ió t . A (33), i l l e tve a (27) egyenlőt len-
ségi re lác ióban az egyenlőség jele csak a k k o r érvényes а Ф = Ф(А) f ü g g v é n y 
c) t u l a j d o n s á g a mia t t , h a T2 = ptv 

3. P é l d a 

Az a l ább i pé ldában a (27) egyenlőtlenségi reláció a lka lmazásáva l alsó 
kor lá to t a d u n k az egyensú ly i erőrendszerre l terhel t ruga lmas t e s t a lak-
vál tozási energ iá já ra (2. á b r a ) . 
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I =xex+yey+zgz 

/p r f iA • /q,.dV=0 
A V 

J r x £ r dA + Jl*91-dV =0 

2. ábra. Egyensúlyi erőrendszerrel terhelt rugalmas t e s t 

A felület i és térfogat i t e r h e l é s t i smer tnek tételezzük f e l . Természetesen 

$ P l d A + 0 , (34) 
À V 

$тХрхс1А+ \rXqxdV=0. (35) 
А V 

L e g y e n 

T,=/I, (36) 

a h o l / zérustól különböző te t sző leges skalár á l l andót jelöl. A t a n u l m á n y (13), 
(18) formulái sze r in t 

1 ~ 2 v -PV, (37) U. 22 
2(1 + v)G 

&21 = f j n - u 1 d A = f $ v • u1dV = f j e 1 d V . (38) 

A z irodalom r o v a t b a n [4] a l a t t emlí tet t m ű 447. oldalán t a l á l h a t ó (42) f o r -
m u l a szerint 

J1Jtlr(5b-rJV + S*-rdA)-
V 6 ( 1 + V)G V A 

(39) 

A (7) egyenlőtlenségi reláció és (37), (38), (39) egyenle tek kombiná lásáva l 
k a p j u k az a l á b b i alsó k o r l á t o t az Un s z á m á r a : 

U 
l — 2v 

i l 18(1 + v)G V 
(\q-rdV + $p-rdA)2. (40) 
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Eine Ungleichheitsrelation in Zusammenhang mit der Verformungsenergie. E s wird 
eine Ungleichheitsrelation in Zusammenhang mi t der Verformungsenergie der homogenen, 
isotropen Körper aus linearelastischem Material beschrieben. D ie Anwendung der nach-
gewiesenen Ungleichheitsrelation wird anhand eines Beispieles demonstriert. 
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BESZÁMOLÓ 

AZ EUROMECH 112 

K O N T I N U U S S Z E R K E Z E T E K S A J Á T F R E K V E N C I Á I N A K B E H A T Á R O L Á S A ' 
C. NEMZETKÖZI KOLLOKVIUMRÓL 

A szóban forgó kollokviumot az MTA Műszaki Mechanikai Kutatócsoport rendezte. 
Az MTA Műszaki Tudományok Osztálya az előkészítő, megszervező és lebonyolító munkával 
az IUTAM Magyar Nemzeti Bizottságot bízta meg. Az E U R O M E C H Bizottság az MTA 
egyetértésével a kollokvium elnökéül BOSZNAY Á d á m egyetemi tanárt, a műszaki tudományok 
doktorát jelölte ki. A kollokvium titkára POPPER György, a műszaki tudományok kandi-
dátusa volt, gazdasági felelőse KOVÁCS Miklós tudományos munkatárs. A szervezésben közre-
működtek még BAGI István egyetemi adjunktus és SZERVÁNSZKY György tudományos 
munkatárs. 

A Kollokvium az MTA mátrafüredi üdülőjében 1979. február 21—23. között került 
lebonyolításra. A hazai résztvevők száma 25, a külföldieké 34 volt. A külföldiek megoszlása: 
1 amerikai egyesült államokbeli, 4 angol, 2 belga, I bolgár, 1 csehszlovák, 5 francia, 9 német 
szövetségi köztársaságbeli, 1 nyugat-berlini, 5 olasz, 5 lengyel. 

Sajnos, az MTA által meghívottak közül 20 személy (3 amerikai egyesült államokbeli, 
3 angliai, 1 ausztráliai, 1 francia, 1 hong-kongi, 2 német szövetségi köztársaságbeli, 1 nyugat-
berlini, 4 olasz, 2 szaúd-arábiai, 2 szovjet) az utolsó hetekben személyes akadályok miatt 
lemondta a részvételt. 

Az MTA-n kívül a Kollokviumnak az I K A R U S Karosszéria és Járműgyár is — amely 
a Kollokvium témáit magához közelinek érezte — anyagi támogatást nyújtott. Ez lehetővé 
tette a program gazdagítását, i l letve a részvételi díj mérséklését. 1 olasz résztvevőt (Fichera 
professzort) a Kollokvium vendégül látott. 

A tudományos program 33 előadást tartalmazott , valamennyit angol nyelven adták 
elő. Az öt tudományos ülés közül négy áttekintő jellegű volt, ezekre kb. 50 percnyi idő jutot t , 
a többi előadás egyenkint kb. 20 percnyi időt igényelt. A szervezett v i t a előadásonkint került 
megrendezésre. Igen élénk és mélyreható viták alakultak ki; a tudományos kritikai meg-
nyilvánulásokkal kellemes, v idám, segítőkész és baráti hangulat párosult. A viták, kapcso-
latok kialakítása, különnyomatcserék a szabadidőben is tovább fo lytak. 

A téma főbb eredményeinek ismeretében szervezőbizottság egyik alapelvnek tekintette , 
hogy matematikusokat is bevonjon a munkába. N a g y örömöt okozott , hogy sikerült meg-
nyerni G. Ficherát, M. A. Sneidert, N. Bazleyt, W. Foxot , G. Riedert, W. II. Wittricket és 
további olyan személyeket, akiknek eredményei világszerte ismertek a Kollokvium téma-
körében. Matematikusok, elméleti beállítottságú mérnökök és f iz ikusok, és mérésekben is 
járatos mérnökök kölcsönös szellemi megtermékenyítő hatást gyakoroltak itt egymásra. 

A múlt év december 15-ig beérkezett előadásösszefoglalókat a résztvevők megérkezé-
sükkor füzet alakjában kézhez kapták. 

A Kollokvium fő témái az alábbiak voltak: 
1. A Poincaré — Rayleigh — Ritz-módszer, a közbenső operátorok módszere, az ortogo-

nális invariánsok Fichera-féle módszere újabb változatai , továbbfejlesztései, újabb alkalma-
zásai, vagy hasonló célra szolgáló más módszerek, 

2. sajátértékekkel kapcsolatos optimizálások, 
3. adott tartománybeli valamennyi sajátérték meghatározását célzó eljárások. 

Az előadók nagy része azt az intuitív utat is bemutatta, amelyen járva a később bebi-
zonyított tételeket megsejtették. 

Mód volt gazdag társadalmi program szervezésére is. 
A résztvevők nyilatkozatai, majd az azóta érkezett leveleik mind szakmai, mind 

általános szempontból igen kedvező benyomásokról tanúskodnak. 
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Egyértelműen megállapítható, hogy a kollokvium mind hazai, mind nemzetközi szem-
pontbél előmozdította a témakör és a kutatók szellemi gazdagodását. 

A Kol lokvium sikere több személy gondos munkájának köszönhető; valamennyiüket 
e helyen is köszönet illeti. Meg kell köszönni továbbá az MTA Műszaki Tudományok Osztályá-
nak, az IUTAM Magyar Nemzeti Bizottságának és az MTA Műszaki Mechanikai Kutató-
csoport vezetőségének megértő támogatását. 

Dr. Bosznay Ádám 
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MEGEMLÉKEZÉS KERPELY ANTAL 
TUDOMÁNYOS ÉS NEMZETGAZDASÁGI 

MUNKÁSSÁGÁRÓL 

V E R Ő J Ó Z S E F * 

AZ MTA RENDES TAGJA 

[Beérkezet t 1978. április 14-én] 

Kerpely Anta l t az MTA 1877-ben vá lasztot ta a tagjai sorába. H a t évi üzemi szol-
gálat után 1868-ban a Selmecbányái bányászati-kohászati akadémia újonnan alapított 
kohászattani tanszék első v e z e t ő j e lett. Kísérlet i -kutató munkájának tárgya főleg az 
acél késztermékek, elsősorban a v a s ú t i sínek minőségének, é le t tartamának javítása vo l t . 
Ezek eredményéről az MTA Természe t tudomány i Osztálya előtt, s zámol t be. Ismerte 
azonban a hazai és a külföldi vasgyárakat; összehasonlításuk r é v é n meggyőződöt t 
arról, hogy a magyar vaskohászat üzemeinek felszerelése nagyon e lmaradott , működé-
sük pedig gazdaságtalan. A h e l y z e t megjavítása céljából i sméte l ten kifejtette vé lemé-
nyét , javas latokat is téve a h e l y z e t megjavítása érdekében. Javas la ta i t 1881 után, m i n t 
az állami vaskohászat központ i igazgatóságának vezetője, a század végéig mind meg-
valósí totta , beleértve a v a j d a h u n y a d i nagy ál lami vasgyár tervezésé t és fe lépítését . 

Az Akadémia tagjává választása és annak előzményei 

K E R P E L Y A n t a l t a M a g y a r T u d o m á n y o s Akadémia az 1 8 7 7 . évi köz-
gyűlésén levelező t a g j á v á v á l a s z t o t t a , alig 40 éves korában . A kobász szakmá-
n a k nemcsak első, hanem t ö b b évt izeden keresz tü l egyedüli képviselője vo l t 
az Akadémia t a g j a i sorában. 1877 őszén meg is t a r t o t t a székfoglaló előadá-
s á t [1]. Megválasztásakor a r á n y l a g f ia ta l ko ra ellenére m á r o lyan tevékeny-
ségre és e redményekre h i v a t k o z h a t o t t , amelyek valóban m é l t ó v á t e t t é k az 
a k a d é m i a i t agságra . Tekinté lye nemcsak i t t h o n , hanem egész E u r ó p á b a n is 
n a g y vol t . Szakmai , i rodalmi és ok ta tó i tevékenységéről részle tesen beszámol 
a kéz i r a tban f e n n m a r a d t öné l e t r a j zában [2]. 

K o r á n á rvaság ra j u t v á n , m á r 16 éves k o r á b a n kényte len vol t a kenyeré t 
megkeresni . 19 éves korában Bécsbe kerül t az Osz t rák-Magyar Ál l amvasú t 
T á r s a s á g igazgatóságára , t i t k á r k é n t . I t t t a l á l t olyan p á r t f o g ó k r a , akik évi 
300 F t ösztöndí j ja l Se lmecbányára kü ld ték t ö b b éves szabadságra , hogy o t t 
a bányász—kohász t a n f o l y a m o t elvégezze. 1862 n y a r á n k i t ű n ő végbizonyí t -
v á n y á v a l j e len tkeze t t Bécsben a m u n k a a d ó j á n á l . E z u t á n h a t évet t ö l t ö t t 
kü lönböző kohóte lepeken, először Aninán, végü l pedig a zólyombrézói vas-
g y á r i kerület főnökének he lye t t e sekén t . A n i n á n a termelés s i ra lmas körü lmé-
n y e k közöt t fo ly t , o t t tö l tö t t k é t esztendő mégis nagyon hasznos vol t s zámára . 
, ,Minden szabad időmet a r enge t eg sok nehézséggel küzködő vaso lvasz tók kőrő l 

* Prof. Dr. Verő József , 1021 B u d a p e s t , Széphalom u. 3b. 
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t ö l t v é n , m e g i s m e r h e t t e m a va so lva sz t á s m ű f o l y a m a t á t m i n d e n f á z i s á b a n , azu-
t á n k e r e s t e m a ká ros j e lenségek oka i t t u d o m á n y o s e l v e k a l a p j á n és a z o k n a k 
fe l i smerése u t á n u t a t és m ó d o t a m e g s z ü n t e t é s ü k r e . " 

Ü z e m i s z o l g á l a t á n a k m á r első éve iben szak i roda lmi t e v é k e n y s é g é t is meg-
k e z d t e . H a z a i l ehe tőség h í j á n megf igye lése i t , t a p a s z t a l a t a i t a n é m e t Berg-
und Hüttenmännische Zeitungban közö l t e . I t t je lent m e g az a k é t k ö z l e m é n y e , 
a m e l y b e n a n y e r s v a s kén t e l en í t é sé re t e t t j a v a s l a t o t ; e z t a j avaso l t m ó d s z e r t 
k é s ő b b s z a b a d a l o m m á fe j l e sz t e t t e . A z u t á n , hogy 1 8 6 8 - b a n P É C H A n t a l a 
Bányászati és Kohászati Lapokat m e g i n d í t o t t a , e n n e k szerzői k ö z ö t t is gyak-
r a n t a l á l k o z u n k a nevéve l ; n é h á n y é v m ú l v a a lap sze rkesz tésé t is e lvá l l a l t a . 

K ö z l e m é n y e i t , az a z o k b a n t e t t j a v a s l a t a i t i t t h o n is, főleg a z o n b a n kül-
fö ldön n a g y el ismeréssel f o g a d t á k . F e l b á t o r o d v a , 1 8 6 6 - b a n m e g j e l e n t e t t e a 
v a s k o h á s z a t 1864. évi f e j l ődésé t i s m e r t e t ő m ű v é t [3]; e z u t á n egészen 1896-ig 
m i n d e n é v b e n í r t egy-egy hason ló t á r g y r ó l szóló i s m e r t e t é s t , összesen 30 
k ö t e t b e n . 

Ü z e m i m u n k á j a s o r á n r a n g b a n egyre e lőbbre j u t o t t és n a g y o b b felelős-
séggel j á r ó f e l a d a t o k a t l á t o t t el, de n e m e lég í te t te ki . „ R é g e n az vol t v á g y a i m -
n a k n e t o v á b b j a , t a n á r r á l enn i az a k a d é m i á n . I r o d a l m i t é r e n va ló t e v é k e n y -
ségre is ez ö s z t ö n z ö t t . " 1868 őszén ez a v á g y a t e l j e sü l t : k i n e v e z t é k a k e z d e m é -
nyezésé re a l a p í t o t t k o h á s z a t i t a n s z é k első veze tő j évé . 14 éves Se lmecbányái 
t a n á r s á g á t t ö b b neveze te s ú j í t á s a t e t t e emlékezetessé . A z e l ő a d á s o k n a k addig i 
n é m e t n y e l v é t e l sőkén t v á l t o t t a fel m a g y a r r a l . E h h e z m e g kel le t t t e r e m t e n i e 
a m a g y a r kohász s z a k n y e l v e t is. „ ö n á l l ó , s z a b a d e l ő a d á s a i m n a k megszerkesz-
tése és b e g y a k o r l á s a e le in te n a g y f á r a d s á g o m b a ke rü l t , de megvol t az az elég-
t é t e l e m , h o g y t a n í t v á n y a i m m e g k e d v e l t é k e l ő a d á s a i m a t és ennek k ö v e t k e z t é -
b e n t a n á r t á r s a i m is j ó i n d u l a t o t t a n ú s í t o t t a k i r á n y o m b a n . " A m a g y a r szak-
n y e l v b i r t o k á b a n á t v e h e t t e a Bányászati és Kohászati Lapok szerkesz tésé t és 
m e g k e z d h e t t e egy t ö b b k ö t e t r e t e r v e z e t t m a g y a r k o h á s z a t i t a n k ö n y v í r á s á t 
is; k é t k ö t e t e 1874-ben j e l e n t m e g [4]. 

Más ik ú j í t á s k é n t a k o r á b b a n S e l m e c b á n y a k ö r n y é k é n levő ü z e m e k b e 
i r á n y u l ó t a v a s z i t a n u l m á n y u t a t messzebbre , először K r a s s ó - S z ö r é n y m e g y é b e , 
m a j d kü l fö ld re , főleg Szi léz iába v e z e t t e és m e g k í v á n t a , h o g y azokon m i n d e n 
h a l l g a t ó j a r é sz t vegyen . 

T a n s z é k é n a k ísér le tezés , v izsgá lódás lehetőségei t is b ő v í t e t t e . H a z á n k -
b a n ő végez t e az első m i k r o s z k ó p o s v i z s g á l a t o k a t , és e rősen m a r a t o t t s ínek 
k e r e s z t m e t s z e t é r ő l is s zámos fe lvé te l t k é s z í t e t t . 

A z o k a t az ü z e m e k e t , m e l y e k b e n k o r á b b a n do lgozo t t és azoka t , ame lye -
k e t a t a n u l m á n y u t a k s o r á n m e g i s m e r t , n a g y o n e l m a r a d o t t n a k , ko r sze rű t l en -
n e k és g a z d a s á g t a l a n u l m ű k ö d ő n e k i s m e r t e fel. Az 1870. évi nyá r i s z ü n e t e t 
a r r a h a s z n á l t a fel, h o g y m e g i s m e r j e v a l a m e n n y i n e k , fő leg a z o n b a n a t íz 
k i n c s t á r i ü z e m n e k m ű s z a k i és gazdaság i he lyze t é t . T a p a s z t a l a t a i t és a he ly -
z e t ü k j a v í t á s á t célzó j a v a s l a t a i t m a g y a r és n é m e t n y e l v e n is közzé t e t t e [5]. 
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, ,A magya r vasgyárak s a j á t o s v i szonya i t , n e m k ü l ö n b e n h iányai t leplezetlenül 
t á r t a m fel, j a v a s l a t o k a t t éve a h i á n y o k megszünte tésére , va l amin t vas ipa-
r u n k korszerű fej lesztésére, á t a l ak í t á sá ra . J a v a s l a t a i m n a k egy része alig egy 
évtized a l a t t , másik, köl tségesebb része tőkeh iány m i a t t a század vége felé 
gyakor la t i lag mind megva lósu l t . " 

Avva l , hogy az e lőadások nyelve magya r r á l e t t , veszélybe kerü l t az aka-
démia addigi jó h í rneve : e lakadt az addig f o l y t a t o t t k u t a t ó tevékenység . 
„Évek ig — igaz, csak m a g a m m u n k á l k o d t a m ez i r á n y b a n — de az el ismert 
e r edmény buzdí tó lag h a t o t t egyes t a n á r t á r s a i m r a s a 80-as évek felé m á r töb -
ben vo l tunk , kik u g y a n a z o n czélzat tal m u n k á l k o d t u n k . " 

1877-ben ú j a h b n a g y m u n k á j a j e l en t meg [6]. A megvizsgálandó a n y a g -
m i n t á k összegyűjtésével , azok v izsgá la táva l és az e redmények összefoglalásá-
val a T e r m é s z e t t u d o m á n y i Társu la t b í z t a meg. „ A vegyelemzéseket és kísér-
le teket nagyobbrész t m a g a m végeztem. K é t éven á t minden szabad ó r á m b a n 
m a j d n e m kizárólag ezzel fog l a lkoz t am." A művet a M a g y a r T u d o m á n y o s Aka -
démia 1882-ben Marczibányi-dí j ja l t ü n t e t t e ki. 

Azt , hogy ezt a [6] a l a t t eml í t e t t művé t , a t ö b b i nagyobb í r á sművéhez 
hasonlóan nemcsak m a g y a r , hanem n é m e t nyelven is közzéte t te , a köve tkező-
képpen m a g y a r á z z a : „ a k k o r i b a n m a g y a r s z a k m u n k á r a sem kiadót , sem vevő t , 
de még olvasót is alig l e h e t e t t t a l á ln i " . A német k i a d á s sokszor a s a j á t költsé-
gén j e l enhe te t t meg, és n e m egyszer j e l en tős veszteséggel j á r t ; egy i lyen súlyo-
sabb ráf ize tés felet t i elkeseredésében fogad ta el a Freibergi bányásza t i és 
kohásza t i akadémia megh ívásá t az o t t a n i vaskohásza t i tanszékre . Végül azon-
b a n mégsem men t ki Fre ibergbe . 

Akadémia i k iadványban megjelent értekezései 

Székfoglaló e lőadásának szövege 1878-ban j e l en t meg n y o m t a t á s b a n [1]. 
E b b e n o lyan kérdés t i s z t ázásá ra t ö r e k e d e t t , amelynek akko r nagy vol t a gazda-
sági je lentősége, de a m e l y csak sok m u n k á v a l és nehezen volt e lvégezhető . 
A világ v a s ú t v o n a l a i n a k hossza a k k o r i b a n 294 000 k m volt , és a zokban a 
h a s z n á l h a t a t l a n n á vá l t s ínek helyébe évenk in t 1,6 mill ió t onna ú j s ín t kel le t t 
beépí teni . A világ acél termelése u g y a n a k k o r évenkin t csupán 14,5 millió t o n n a 
vo l t , ennek t ö b b min t t í z százalékát ke l le t t a s íncserékre ford í tan i . A t é m a 
k ido lgozásának nehézsége egyrészt a b b ó l adódo t t , h o g y a sínek a n y a g á n a k 
elemzését csak hosszada lmas nedves módszerekkel végezhet te , másrész t meg 
abból , hogy a keménység mérésére á l t a lánosan e l fogado t t módszer még n e m 
vol t i smeretes . 

A t é m a k ivá l a sz t á sának e lőzménye is volt . 1876-ban az érdekel t minisz-
t é r i umok egy b izo t t ságot hoz tak lé t re , hogy az v izsgá l ja meg és lehetőleg 
derí tse fel, mi lehet az oka annak , h o g y a sínek é l e t t a r t a m a r endk ívü l t á g 

1* Műszaki Tudomány 56, 1978 
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h a t á r o k köz t vál tozik . A b i zo t t s ágnak K E R P E L Y nem volt u g y a n tag ja , a 
b izo t t ság v izsgá la ta inak e redményé t azonban a lka lma volt megismerni . Ez vol t 
ind í téka az előadás címében megneveze t t f e lada t vál la lásának, m e r t mint í r j a 
„ fö lö t t e hasznosnak lá t szo t t , ezen e redményeke t t u d o m á n y o s szempontból 
bőví teni és a lapos t a n u l m á n y o z á s t á r g y á v á t e n n i " . 

Vizsgála ta ihoz 21-féle, haza i és osz t rák üzemekben készü l t s ínpróbá t 
g y ű j t ö t t össze; Volt k ö z ö t t ü k k a v a r t vasból hengere l t nagyon l ágy sín, vo l t 
acélfejű sín és n é h á n y konver te racé lból készül t sín is. Összeté te lükből í télve, 
v a l a m e n n y i s ínp róbá ja a mai f o g a l m a k szerint l ágy volt ; C - t a r t a l m u k 0,12 — 
0 ,45%, S - t a r t a l m u k pedig 0,03 — 0 , 1 3 % közö t t vá l tozo t t . 

A minisz té r iumi b izot t ság t ö b b e k közö t t a megvizsgált s ínek keménysé-
gének mérésével is fogla lkozot t : „egyszerű empir icus módszer t rög tönzö t t e 
czélra, de a m i n t később meggyőződtem, kevés sikerrel. Ugyanis vasveze tékek 
közöt t j á r ó 5 kgr . súlyú vaskolonczot h ú z a t t a k fel zsinórral 1 mé te r re , s azu-
t á n leesni h a g y t á k egy, a sín fölibe á l l í to t t aczélszegecsre. A sín fe jén t á m a d t 
mélyedés á tmérő j e , mely mik rométe r segélyével mére te t t , képez te a kemény-
ség f o k á n a k m é r t é k é t . " 

E he lye t t a rög tönzö t tnek minős í t e t t mérőmódszer h e l y e t t , amely a 
később k i fe j lődö t t és á l ta lánosan e l t e r j ed t keménységmérő eszközök e lőfu tárá-
n a k t e k i n t h e t ő , K E R P E L Y egy „e l ec t romagne t i cus " el járás me l l e t t d ö n t ö t t . 
Azt az erőt mér te , amellyel egy Bunsen-e lem, később pedig egy termooszlop 
á r a m á v a l t á p l á l t indukciós tekercs a sín fe jéből esztergált hengeres p ró b á t 
magába h ú z n i t ö rekede t t ; a p róbá t anal i t ika i mérleg egyik k a r j á r a akasz to t t a . 
A mér t húzóe rő elég kicsiny vol t , alig n é h á n y g r a m m , és te rmésze tesen csak 
szűk h a t á r o k közt ingadozot t . A l egkeményebb , 0 , 4 5 % C- t a r t a lmú próbán m é r t 
húzóerőt 1000-nek ve t t e , a többi , k isebb húzóerő t pedig a nagyságukka l a rá -
nyosan k isebb s z á m ú n a k ér tékel te . A sínek a d a t a i t összegező t á b l á z a t á b a n az 
„e l ec t romagne t i cus" módszerrel k a p o t t keménység értékei 1000 és 930 közö t t 
vá l toznak , amiből az következik , h o g y a p r ó b á t behúzó erő legfel jebb 7 % - o t 
i n g a d o z h a t o t t . 

E v v e l a döntésével Kerpe ly t évedésbe ese t t . N e m t u d h a t t a , hogy a ferro-
mágneses t u l a j d o n s á g o k az a tomi szerkezet tő l függnek , a keménysége t viszont 
a f émkr i s t á lyok szerkezete ha t á rozza meg. E z é r t a mágneses t u l a j d o n s á g o k 
és a keménység összefüggése csak k ö z v e t e t t és laza lehet, ha u g y a n van egyál-
ta lán i lyen összefüggés. E m i a t t K E R P E L Y méréseinek e redménye n e m is lehet 
elég rendszeres , ami vi lágosan k i t űn ik az e r edményeke t f e l t ü n t e t ő d iagramok-
ból. E l ő a d á s á b a n ezt ki is m o n d j a : „Gyengeség volna azt á l l í tani , hogy a 
d i ag rammokbó l a keménység és az egyes a lka t részek közöt t i v o n a t k o z á s o k a t 
első p i l l an tás ra és fe l té t len szabatossággal ki lehet magya rázn i . " 

E r e d m é n y e i lényegét négy p o n t b a n foglal ja össze: 1. a réz, a mangán és 
a foszfor az ingotvas és ingotacél (folytacél) keménységét fokozza ; 2. a szilí-
c ium és a kén azok keménységét csökkent i ; 3. a réz és a foszfor , ha m a n g á n 
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nincsen jelen v a g y ha a r éz t a r t a lom csekély, a k a r b o n b a n viszonylag szegény 
kovácsvasa t ( k a v a r t vasa t ) keményebbé tesz i ; 4. a kén a k a v a r t v a s a t is 
l ágy í t j a . E l ő a d á s a szövegében említi u g y a n , az összefoglalásból azonban i sme-
re t len okból h iányz ik a n n a k megemlítése, h o g y a keménysége t l e g j o b b a n a 
ka rbon növeli . 

Leg fon tosabb köve tkez te tésé t a k a v a r t vasból és fo ly tvasból hengere l t 
sínek összehasonl í tása a l ap ján a k ö v e t k e z ő k é p p e n fogalmazza meg: „ H o g y az 
úgy neveze t t ingots inek (Bessemer- és Mart in-aczélsinek) sokkal t a r t ó s a b b a k , 
m i n t a f o r r a sz to t t , szemcsés f e jű vagy aczélfe jű sinek, az minden k é t e l y t 
kizáró, beb i zony í to t t t ény . E k ö r ü l m é n y t természetesen oly s zembe tűnően 
elő nem t ü n t e t h e t i sem d i a g r a m m u n k , s em fen tebbi fe j tegetése im, és ped ig 
azon egyszerű okná l fogva, mer t a sinek t a r tó s sága n e m egyedül a k e m é n y -
ségtől f ü g g . " 

Ez a l egu tóbbi megál lapí tása K E R P E L Y e lőadásának egyik jelentős t a n u l -
sága. Helyesen előre l á t t a a vasú t i sínek a n y a g á n a k v á r h a t ó g y á r t á s m ó d j á t 
az o lvadt á l l apo tban csapolt acélban, b á r azokban az években a fo ly tacé l 
g y á r t á s á n a k módszerei külföldön is, i t t h o n is még a kezde t i nehézségekkel 
küzdö t t ek , és m é g évtizedekig t a r t o t t , amíg a sínné henger lendő acélt a k í v á n t 
minőségben és kellő biztonsággal gyá r t an i t u d t á k . K E R P E L Y a vé l eményé t a 
k a v a r t vasból , acélból készül t sínek belső h ibá i r a a lapozza: „ A vassínek v a g y 
aczélfejű sínek mind külön-külön rudacsokbó l r ako t t és összeforrasz tot t cso-
magból készülnek , a for rasz tás pedig k ö n n y e n megnyí l ik ." 

A megvá lasz tásá t köve tő n é h á n y esz tendőben K e rp e ly sokat ígérő gya-
korisággal szerepel t a T e r m é s z e t t u d o m á n y i Osztály ülésein. Beszámolói t n e m 
személyesen a d t a elő, h a n e m az osztály egy ik rendes t a g j a , Nendtv ich K á r o l y 
m u t a t t a be . 

P á r h ó n a p p a l a székfoglaló e lhangzása u t á n röviden ar ró l számolt b e [7], 
hogy az egyik alsósajói , faszénnel j á r ó o lvasz tó jából a csapolás cél jából m á r 
m e g v é k o n y í t o t t dugón keresztül sónemű a n y a g fúvódo t t ki o lvadt á l l a p o t b a n . 
A kohón k ívü l megdermed t ugyan , de a r á fo lyó salak ú j r a gőzzé v á l t o z t a t t a . 
A kohótól ebből a sónemű anyagból v izsgá la t céljából n é h á n y kg-ot k a p o t t . 
Elsősorban a n n a k összetételét , mibenlé té t k í v á n t a megál lapí tani ; de nehézsé-
gekre b u k k a n t . Amikor lúgzással el a k a r t a vá lasz tan i a sót a hozzákeve rede t t , 
vízben n e m o ldha tó idegen részektől , sa lak tó l , tűzálló anyag tó l , erős a m m ó n i a 
fe j lődést t a p a s z t a l t . A só t e h á t b o m l é k o n y n a k lá tszot t . A rendelkezésére álló 
l abo ra tó r iumi felszereléssel a sót n e m is s ike rü l t bomla t lan , eredeti összetételé-
ben elkülöní tenie . Az elemzés főkén t k á l i u m , vas és cián, kisebb mennyiség-
ben még t o v á b b i n é h á n y elem je lenlétére u t a l t . A só képződésének kö rü lmé-
nyei t n e m kísérel te felderí tenie, de megvizsgál ta , menny i re gyakori a c ián-
vegyüle tek képződése nagyolvasz tóban . T ö b b , különböző vasolvasztóból szár-
mazó sa lakot vízzel lúgzot t , az o lda to t c i án ra megvizsgálva, csak k e t t ő b e n 
ta lá l t n a g y o n gyenge, kétséges c i á n n y o m o k a t . 
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A köve tkező je lentős t a n u l m á n y á b a n [8] az akkor iban már haszná la tos , 
k ivéte l né lkü l szobahőmérsékle ten végze t t v izsgála tokra , a szakító k í sér le t re 
és technológiai p róbák ra h iva tkozva , k i fe jezés t ad a n n a k a vé leményének , 
hogy „ r o p p a n t hordere jű h i b á k a t k ö v e t h e t ü n k e l" , ha acél t a szokásos m ó d o n 
végzet t v izsgá la tok e r e d m é n y e a lap ján m i n ő s í t j ü k . Akkor m á r ismeretes vo l t , 
hogy a kovácsvasnak neveze t t k a v a r t vas t ö r e t e és mechan ika i t u l a j d o n s á g a i 
megvá l toznak , főleg a t ehe rb í rá sa csökken, h a t a r tós r á z k ó d t a t á s v a g y hosz-
szasabb melegítés előzte m e g a minősítés cé l jából végze t t vizsgálatot . E z e k e t 
a köve tkezményeke t a n n a k t u l a j d o n í t o t t á k , hogy a r ázkódás vagy i s m é t l ő d ő 
mechanika i igénybevéte l , va l amin t a hosszas melegítés m e g v á l t o z t a t j a „ a 
tömecsek r akodás i és cohäsiobeli v i s zonya i t " . A vál tozás oka pedig az a k k o r i 
felfogás szer int az, hogy „ a v a s n a k legkisebb részecsei mozgásban , i nd í to t t álla-
p o t b a n vo l t ak . A vas- és aczélrészecsek e tömecsbe l i vá l tozások a la t t i á l l apo tu -
k a t i nd í to t t á l l apo tnak nevezem, holot t n y u g a l m a s á l l apo tban levőknek mon-
dom, h a f o k o z o t t a b b meleg s em közvet lenül , sem mechan ika i igénybevéte l a l ak -
j á b a n be n e m foly r á j u k . " Akkor iban t e h á t n e m t e t t ek még különbséget a m a 
fá rasz tó igénybevé te lnek neveze t t f o l y a m a t és a nagyobb hőmérsékle t k ö v e t -
kezményei k ö z ö t t , h a n e m minden ilyen v á l t o z á s t az acéllal közölt m e c h a n i k a i 
vagy t e rmikus energia köve tkezményének t a r t o t t a k . Az acéllal közölt ene rg ia 
mindké t ese tben m e g v á l t o z t a t j a az acél t ö r e t é t is. „ E vá l tozások ké t ség te lenné 
teszik, hogy a va snak legkisebb részecsei mozgásban v o l t a k " , míg a v izsgá la t 
szokásos szobahőmérsék le tén „ te l jes n y u g a l o m b a n v a n n a k " . 

Ebbő l a he lyze tképből ki indulva, az t j avaso l j a , h o g y az acél minős í tése 
cél jából m á r szokásos v izsgá la tok so roza t á t egészítsék ki meleg á l l a p o t b a n 
végzet t t ö rőp róbáva l . „ A meleg tö rőpróba felvilágosít b e n n ü n k e t a molecula-
ris vá l tozások felől, ame lyeknek a megvizsgál t aczél ki v a n téve, ha részecsei 
izzáson alul a l egmagasabb f u t t a t ó szín hőmérsék le te á l ta l i n d í t t a t n a k . " E z a 
f u t t a t ó szín a kék, amely röv id idő a la t t m i n t e g y 300 °C-on jelenik meg . 

J a v a s l a t a he ly tá l lóságának igazolása cél jából 30-féle, magyar , o s z t r á k , 
német , f r anc ia , angol és svéd üzemekben készü l t acélból g y ű j t ö t t össze p r ó b a -
anyagot . K ö z t ü k minden akkor iban j á r a t o s acélgyár tó módszer t e rméke kép-
viselve vol t ; vol t k ö z ö t t ü k fr isstűzi acél, k a v a r t vas és acél, cementacé l , 
tégelyacél, konve r t e rben , v a l a m i n t SM-kemencében készül t acél is. V a l a m e n y -
ny inek közli az összetételét és kép táb lákon azo k n ak hideg és meleg t ö r e t é t . 

N e m volna ér te lme, hogy a p róbák tö re t ének le í rásá t megisméte l j em, 
m a is érdekes azonban , h o g y a n hozta összefüggésbe a meleg töret t i s z t a és 
repedés v a g y rés nélküli v o l t á t az acél összetételével és g y á r t á s á n a k m ó d j á v a l , 
csak hozzávetőlegesen i smer t hőmérsékle tével . Anélkül, h o g y t udomása lehe-
t e t t az acél ox igén ta r t a lmáró l , anuak zá rványképző ha tásá ró l , különleges 
je lentőséget t u l a j d o n í t az acél mangán- és sz i l í c iumta r ta lmának . Azt t e r m é -
szetesen t u d t a , hogy a fo ly tacé l mindig m a g a s a b b hőmérsékle ten készül, m i n t 
a fr isstűzi v a g y k a \ a r t acél; erre a lapoz ta az t a köve tkez te tésé t , h o g y „ a 
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m a n g á n és silicium v i s sza t a r t á sának elsősorban a magas hőmérsék kedvez . 
Fr i ss tűz i aczélban legkevesebb v a n a ké t elemből, va lamive l t ö b b van belőlük 
a kava r t aczé lban , a z u t á n köve tkez ik a Bessemer-fr issí tés, t o v á b b á a gázzal 
fülő aczélolvasztópestek és végü l következik a tége lyekben való másod-
o lvasz tá s . " 

Ezzel a kü lönböző m ó d o n gyá r to t t a cé l f a j t ák dezoxidá l t ságának sor-
r e n d j é t á l l ap í to t t a meg helyesen, anélkül, hogy az oxid- és szu l f idzá rványok 
l é t r e jö t t ének körülményei rő l t u d o m á s a l ehe te t t volna. Száz évvel ezelőt t a 
m a n g á n és a szilícium szerepét és h a t á s á t legfel jebb s e j t h e t t é k . Ez t K E R P E L Y 

a köve tkezőképpen fe jez te k i : „ A silicium és m a n g á n befolyása kevésbbé köz-
ve t len , min t i n k á b b k ö z v e t e t t . " A két elem j ó t é k o n y h a t á s á r a mintegy fél 
évszázadda l később derül t f ény , amikor az acél o x i g é n t a r t a l m á n a k megha tá ro-
zására a lka lmas készülékek és a k é n t a r t a l o m n a k (Mn, Fe) S a l ak j ában va ló 
megkötö t t sége ismeretessé v á l t . 

A szilícium- és m a n g á n t a r t a l o m n a k az acél minőségét j av í tó h a t á s á r a 
h iva tkozva , a t o v á b b i a k b a n t a l á n elsőként fogalmazza meg a jó acél gyá r t á -
s ának ma is é rvényes , lényeges fe l té te lé t . ,,A meleg tö rőp róbábó l következ te -
tések v o n h a t ó k a frissítés a l a t t i hőmérsék befolyására , a m ű f o l y a m a t mikép i 
l e fo lyásá ra . " Kiemeli , hogy — mai kife jezéseket haszná lva — jó minőségű 
acél t heves dekarbonizáló f o l y a m a t , erős fövés e r edményeképpen k a p h a t u n k . 
„ E körü lménybő l t ű n i k ki l eg inkább , hogy mié r t a lka lmasabb a heves frissí-
tésből , t e h á t tú l izz í to t t koksz-nyersvasból készülő Bessemer- te rmék a lakos 
öntésre , nem különben , hogy mié r t a lkalmas e czélra a heves kezelés mel le t t 
készülő lángpestaczél , mely a tégelyaczél t pó to ln i l eg inkább v a n h i v a t v a . " 

KERPELYnek ezek a következtetései messzire előremutatók. Egyszerű 
eszközökkel, időt rabló sok elemzés eredményéből jutott el idáig. Kísérleti 
módszereit ma pontosabb műszerekkel végezhető mérések, vizsgálatok pótol-
ják. Kéktörőpróbája ma is használatos, néhány éve pedig szabványos vizsgáló 
módszer. 

Selmecbányái t a n á r i működésének éveiben többször is fogla lkozot t a 
v a s ú t i sínek minőségének kérdésével ; kísérleteinek e r e d m é n y é t nem mindig 
a k a d é m i a i k i a d v á n y b a n j e l en t e t t e meg [9], a r ra s zámí tva , hogy n a g y o b b 
o lvasó tábor ra ta lá l . De egyik akadémia i köz leményében is v isszatér t erre az 
akkor iban je lentős kérdésre, mos t a sínacél g y á r t á s á n a k oldaláról köze l í t ve 
az t meg [10]. G y a k r a n t a p a s z t a l t á k ugyanis , hogy az egy SM-adag a n y a g á b ó l 
hengerel t sínek, amelyeket egyfo rma minőségűnek vél tek , az á tvéte l i v izsgá-
l a tko r nagyon különböző m ó d o n vise lkedtek: egy részük károsodás né lkü l 
elviselte a d inamikus ha j l í t ó kísérletet , más részük pedig az első ütésre r ide-
gen k e t t é t ö r t . 

A re j té lyesnek látszó ü g y felderítése cél jából hazai SM-üzemekben készül t 
négy adagból hengerel t s ínekből szerzet t a ha j l í t ó v izsgála thoz elegendő hosszú 
d a r a b o k a t . Az egyik adag anyagábó l négy, h á r o m t o v á b b i adagéból ped ig 
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ké t -ké t p r ó b á t ve t e t t alá a ha j l í tó v izsgá la tnak ; az a l á t ámasz t á s köze 1 m 
vol t , az igénybevéte l t pedig 7,5 m magasból lezuhanó 500 kg súlyú kolonc 
ke l t e t t e . A hazai Mart in-acél g y á r t ó k n a k ekkor még n a g y o n kevés t apasz t a l a -
t u k vo l t , különösen a végső kikészítés m ó d j a egészen kezdetleges vo l t . 

A sínek vizsgálata a v v a l az e redménnye l j á r t , hogy az első a d a g négy 
p r ó b á j a közül ket tő , a t ö b b i há rom a d a g próbái közül pedig egy-egy az első 
ü tés re r idegen el tört , a t öbb iek azonban legalább az első ü tés t elviselték, 
némely ik még a második ü té s re sem t ö r t ke t t é . 

A négy adagból szá rmazó p róbák fele t e h á t kellően szívósnak, azok másik 
fele pedig r idegnek b izonyul t . A b a j oká t az összes p róbák a n y a g á n a k elemzésé-
vel t ö r e k e d e t t felderí teni . Va lóban je len tős különbséget t a l á l t még az egy 
adagból kész í te t t sínek összetétele, e lsősorban azok f o s z f o r t a r t a l m á b a n . Az egy 
adagból származó négy s ínpróba fo sz fo r t a r t a lma például 0,13 és 0 , 20% közö t t 
vá l t ozo t t , de még a k é n t a r t a l m u k is 0,04 és 0 ,13% közö t t . 

A t o v á b b i a k b a n helyes m a g y a r á z a t á t ad ja , hogy a 3—4 t sú lyú , kis 
adagok összetétele miér t lehet ennyire különböző. „Az acélkemencék olvasztó 
tere ugyan i s szokott módon lej tős lévén a csaplyuk felé, ennek t á j á n a meg-
ömlöt t aczél sokkal v a s t a g a b b ré tegben gyűl össze, m i n t a szemben fekvő, a 
m u n k a a j t ó h o z közel eső oldalon; amaz t e h á t az a j t ón v a g y annak oldalrésein 
beömlő l égá ram oxydáló h a t á s a elől b iz tonságban van , ho lo t t az utolsó, épen 
vékony ré tegű ömledék fo ly ton ama h a t á s a la t t áll. Carbon , silicium, m a n g á n , 
kén , phospho r mind k i sebb-nagyobb és vá l tozó mér t ékben vál tozásokon men-
nek keresztül , a mint az egyes fémré tegek közelebb v a g y t ávo l abb esnek a 
m u n k a a j t ó t ó l . A kész t e r m é n y t közve t lenü l a m i n t á k b a f o l y a t j á k , melyek a 
csap lyuk a l a t t hosszi rányosan elhaladó szekeren á l lanak. E csapolásmód hiá-
nyos v o l t á t m á r régen fe l i smer ték és az á l ta l s zün te t t ék meg, hogy az előbb 
jól megkever t kész t e r m é n y t üs tbe ereszt ik és csak az üs tbő l önt ik a körben 
vagy hosszi rányosan fe lá l l í to t t m i n t á k b a . " A leírásból k io lvasha tó j a v a s l a t o t 
h a m a r o s a n minden hazai acé lműben meg is va lós í to t ták , ezért a leírt nehézség 
az i roda lomban ezután n e m is merül t fel . 

Év t izedekke l később derü l t ki, hogy a nagyfokú r idegség okozójá t helye-
sen i smer te fel a foszforban. E z t jó megf igyelő készségének köszönhet te . A sín-
p róbák anyagából ve t t forgács o ldásakor ugyanis észrevet te , hogy a szívós 
sínek a n y a g a a h íg í to t t s a l é t romsavban s imán tel jesen fe loldódot t , a r ideg 
sínek a n y a g á n a k oldásakor viszont ü ledék marad t , amely csak nehezen oldó-
do t t . E z t az üledéket kü lön megvizsgálva, azt foszforvasnak ta lá l ta . 

Nehezebb , K E R P E L Y ide jében mego ldha ta t l an f e l ada t le t t volna meg-
magyarázn i , hogyan és mié r t kerül a r ideg sínek anyagába foszforvas. K E R P E L Y 

úgy gondol ta , hogy kétféle foszfor is lehet a sínek a n y a g á b a n . Egyik vá l toza t a 
az adag be té t anyaga iva l kerü l a kemencébe és a kész acélba, másik része 
pedig a m u n k a a j t ó k o n beá ramló levegővel ér intkezve, oxidálódik, az tán i smét 
r eduká lód ik . A ridegséget a foszfor u tóbb i vá l toza ta okozha t t a . Ma azonban , 
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min thogy i smer jük a F e — С — P ötvözet rendszer egyensúlyi d i a g r a m j á t [11], 
a jelenség m a g y a r á z a t a sokkal egyszerűbb. 0 ,1%-ná l t ö b b foszfor t t a r t a l m a z ó 
acél aus ten i t j ének á t a l a k u l á s a F e 3 P foszf idnak a k r i s tá lyok h a t á r á n való kivá-
lásával kezdődik meg, és a k r i s tá lyok h a t á r á n r ideg há lóza tkén t jelenik meg. 
Ez A foszf idháló az acé l t is r ideggé teszi. K E R P E L Y s ínjeinek jelentős része 
0 ,15%-ná l több, a fosz f idhá ló l é t re jö t t éhez bőven elegendő mennyiségű fosz-
for t t a r t a l m a z o t t . E z e k mindenképpen ridegek v o l t a k . A 0,1 — 0 ,15% foszfor-
t a r t a l m ú acélok a u s t e n i t j e vagy n e m volt elég d u r v a szemnagyságú, v a g y a 
lehűlés sebessége vol t a rány lag gyors és ezért foszf idhá ló v a g y egyál ta lán n e m 
vagy csak szakadozo t t a lakban j ö h e t e t t lé tre . Az i lyen sínek sz ívósaknak 
b izonyu l tak . 

A kincstári vasgyárak központ i igazga tóságának vezetője 

1 8 8 1 elején K E R P E L Y é letének ú t j a ú j a b b f o r d u l a t o t v e t t . Feb ruá r 3-án 
az u r a lkodó aláírta k inevező o k i r a t á t a k incstár i vaskohásza t központ i igaz-
ga tóságának vezetőjévé. P á r n a p m ú l v a az illetékes minisz ter e szavakkal a d t a 
á t neki a kinevezést : „Mos t már t ehe t sz minden t , a m i t j ó n a k találsz, de pénz t 
ne k é r j . " 

A kinevezés e lőzménye egy előző évi k o r m á n y h a t á r o z a t vol t . É p p e n 
K E R P E L Y kr i t ikus szemmel ír t műve ibő l ismeretes vol t az ál lami v a s g y á r a k 
e lhanyagol t , siralmas á l lapota és t evékenységük gazdaság ta lan vol ta . A hely-
zet meg jav í t á sa , az üzemek korszerűsí tése é rdekében egy központ i i r ány í tó 
szerv létesí tése l á t szo t t célszerűnek, minden szükséges in tézkedés megté te lére 
a lkalmas, nagy ha tá skör re l . E n n e k a központ i igazga tóságnak megszervezését 
és t o v á b b i i r ány í t ásá t K E R P E L Y An ta l r a k í v á n t á k bízni. H ó n a p o k a t v e t t e k 
igénybe az előzetes t á rgya lások , K E R P E L Y részéről pedig a t anakodás , vá l la l ja-e 
a megbízás t . „B iza lmasa immal Se lmeczbányán t a n a k o d t u n k és végre a r ra a 
meggyőződésre j u t o t t a m , hogy a k i t ü n t e t ő megbízás t okvet lenül el kell fogad-
nom, m e r t ha v i sszau tas í tom, én, aki annyi ra k ike l t em a kincstár i v a s g y á r a k 
gazdálkodása és e lmarado t t s ága ellen, jogosan az t a g y a n ú t kell, hogy felkel t -
sem, m i n t h a nem éreznék bá to r ságo t a gyakor la t t e r én megvalósí tani a papí ro-
son t ö b b ízben h a n g o z t a t o t t r e f o r m o k a t . " 

A döntés főleg azért eshetett nehezére, mert az új megbízás elvállalása-
kor természetesen le kellett mondania a Selmecbányái tanszékről, az ott kiala-
kított kísérleti-kutatási lehetőségről, munkásságának egészen új irányba kel-
lett fordulnia. „Az igazgatóság megszervezése, a hatáskör megszerkesztése, a 
személyzet összeválogatása és kinevezése április l -re megvolt és az igazgatóság 
működése megkezdődött ." 

Terve i t még a kinevezés m e g t ö r t é n t e előtt k idolgozta , azoka t a minisz ter 
teljes egészében j ó v á h a g y t a . A nyi lvánosság e lőt t ezeket a t e rveke t a M a g y a r 
Mérnök- és Építész E g y l e t kassai vándorgyűlésén 1881 őszén i smer te t te . 
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A t e r v e k végreha j t á sához ha l adék ta l anu l hozzá lá to t t , mihe lye t az ú j 
igazgatóság m ű k ö d n i kezde t t . Első t eendő jének az t t a r t o t t a , hogy a t íz állami 
üzemben r e n d e t t e remtsen . Zólyombrézón megszűnt a v a s ú t i s ínek gyár tása , 
helyet te l é t r ehoz ta a Monarch ia első hengere l t és v o n t csöveket g y á r t ó üzemét . 
Diósgyőrt nyersvassa l e l lá tó tiszolci nagyo lvasz tóka t j o b b fúvógépekke l és 
légheví tőkkel l á t t a el és ezzel a t e rmelésüke t je lentősen fokoz ta . Kisga ramon 
(Róniczon) megszün te t t e a nye r svasgyá r t á s t , az üzemet ön tődévé a lak í to t t a 
á t ; i t t készü l tek Magyarországon először l ágy í to t t , v a l a m i n t zománcozo t t önt-
vények. K u d s i r o n tégelyacél t gyá r tó ü z e m létesül t ; innen l á t t a el később a 
diósgyőri tégelyacél üzeme t szakmai lag képze t t munkásokka l . K é t üzemet , 
amelynek sem érce és tüze lőanyaga , v a l a m i n t vasú t i összeköt te tése nem volt , 
nevezetesen a f ehé rpa t ak - t r ebusa i és a sebeshelyi üzemeket , megszün te t t e . 

A l eg több f igyelmet a gyalár i vasé rc tömeg mielőbbi hasznos í tására for-
d í to t t a . A V a j d a h u n y a d r a t e lep í tendő kohóüzem tervezésével m á r 15 évvel 
ko rábban is foglalkozot t . A végleges t e r v azonban csak most készül t el és annak 
minden j e len tős gondolata K E R P E L Y agyából születe t t . Gyalár ró l a vasércet 
d ró tkö té lpá lyán szál l í to t ták a kohóte lepre ; Az e rdőkben t e r m e l t faszenet 
ugyancsak d ró tkö té lpá lyán Gya lá r ra j u t t a t t á k , onnan pedig az é rcpá lyá ján 
V a j d a h u n y a d r a . „1882-ben m á r tel jes f o l y a m a t b a n vol t az építés úgy a kötél-
pá lyán és az i p a r v a s u t a k o n , mind pedig a v a j d a h u n y a d i vasgyár telepí tése és 
a többi k incs tá r i vasgyárak korszerű á t a l ak í t á sa körül . Az ú j kohóte lepen az 
első, faszénnel j á r ó vasolvasz tó 1884-ben, a második 1885-ben kezde t t ter-
melni. Az ország azonban m é g ezu tán is je lentős mennyiségű nye r svas behoza-
ta lá ra szorul t , ezért 1891-ben egy h a r m a d i k , 1895-ben pedig egy j ó v a l nagyobb , 
koksszal j á r ó nagyolvasz tó épí tésére ke rü l t sor. 

A v a j d a h u n y a d i gyár építéséhez K E R P E L Y nagyon kevés á l lami pénz t 
k a p o t t ; a n n a k jelentős részét ké t hazai b a n k t ó l 25, i l letve 35 évi törlesztésre 
k a p t a kölcsön. A negyedik nagyolvasz tó építésére például százezer for intot 
k a p o t t az á l lamtól . „Bele is ke rü l t a kokszolvasztó te lepe közel egy millió 
for in tba . Meg is ér t ennyi t , m e r t nem csak csökkente t te a külföldi nyersvas 
beözönlését és e l lá t ta a diósgyőri á l l amvasú t i aczélgyárat a n n y i nyersvassal , 
amennyi t csak aka r t , h a n e m a k incs tár i vaskohásza t veszteségeit is egy csapás-
sal te temes és t a r tó s nyereséggé v á l t o z t a t t a á t . " 

A te rmelés növelését célzó in tézkedésekre nem a legszerencsésebb időben 
kerül t sor: egy bécsi b a n k b u k á s a n y o m á n ké t -há rom évig t a r t ó gazdasági vál-
ság söpört végig Európán , a szokásos kísérőjelenségekkel, t ö b b e k k ö z ö t t a vas-
es acéltermelés á tmene t i csökkenésével és az á rak lemorzsolódásával . Ellen-
felei ezt is fe lhaszná l ták ellene, hogy gáncsot vessenek elsősorban a va jda -
hunyad i v a s g y á r építésének ú t j á b a . „Sok keserűség, sok bosszúság ér t azon 
körü lményné l fogva, hogy A N D R Á S S Y Manó gróf gömörmegyei vasolvasztó-
műve i t f é l t e t t e az ú j k incs tár i o lvasztóktól . A pénzügyi b i zo t t s ágban többször 
felszólalt a k o h ó k építése ellen, s k e m é n y t á m a d á s o k a t in t éze t t ellenem, én 
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sem enyhén m o n d t a m el czá fo la t a ima t és a n a p i l apokban meg indu l t , m i n d j o b -
b a n e lmérgesedet t polémia u t á n színleg k i b é k ü l t ü n k azon fe l té te l a l a t t , hogy 
t ö b b ú j o lvasz tó t n e m é p í t e k . " H a t - h é t évvel később a v i t a a jelek szer int 
n e m ú ju l t fel. 

A két súlyos h iányokka l küszködő üzemnek , a f e h é r p a t a k i n a k és sebes-
helyinek megszünte tése ellen a b á n y a h a t ó s á g o k ve t t ék fel a ha r co t . „Az egyes 
bánya igazga tóságok becsület- v a g y tek in té lybe l i dolognak t e k i n t e t t é k , lehető-
leg sok gyár fe le t t rendelkezni s ezért alig vo l t rá eset, h o g y az igazgatóság 
kerü le tében v a s g y á r a t v a g y h á m o r t önszán tábó l megszün te t e t t volna . Ez az 
1881-ben é le tbe l ép t e t e t t közpon t i vasműigazga tóságnak vo l t f e n n t a r t v a . Eré -
lyesen el is j á r t m e g b í z a t á s á b a n . " 

K E R P E L Y a vé leményét , á l l á spon t j á t mindig meg t u d t a védeni és azok 
védelmében semmiféle f á r a d t s á g o t nem i smer t , tervei t pedig ha tá sköréné l fogva 
meg t u d t a va lós í tan i . Ez szerencsés dolog vol t , mer t elgondolásai , t e rve i u tó-
lag mindig helyesnek b izonyu l tak . Azokra a t á m a d á s o k r a és el lenvetésekre, 
amelyeket az 1882—83. évi gazdasági vá l ság ürügyén sokan h a n g o z t a t t a k , a 
[12] köz leményben ado t t kielégítő vá lasz t . Fe lhasználva az 1882. évi, m á r pon-
to san i smer t a d a t o k a t , té te l ről té te l re sor ra veszi az ország vas- és acélszükség-
le té t , f igye lembe véve a te rmelésnek 1883-ban v á r h a t ó növekedésé t , a k iv i te l t 
és behoza ta l t ; a r r a az e redményre j u t , h o g y a következő években „172,300 
t o n n a vas- és aczélszükségletünk fedezéséhez 125,000 t o n n á v a l fogunk a leg-
közelebbi években hozzá já ru ln i és hogy nyersvasszükségle tünk addig, amíg 
ócska sínek á l lnak rendelkezésünkre és a gépipar nagyobb fe j lődésnek n e m 
indul , s a j á t o lvasztóink á l ta l fedezhe tő lesz. E szerint körülbelü l 47,000 t o n n a 
vas és aczél ezentú l is külföldről fog behoza tn i és ennek n e m is v e h e t j ü k elejét 
e g y h a m a r , s em ú j va sművek építése, sem a meglevőknek kibőví tése á l ta l ; de 
m e g g y u g t a t á s u n k r a szolgál, hogy vasgyá ra ink jól el lesznek foglalva a köve t -
kező években i s . " 

Külön kiemeli, hogy a k incs tár i g y á r a k „nemcsak , h o g y versenyre n e m 
kelnek magán ipa runkka l , h a n e m összes vas- és gép ipa runknak t a g a d h a t a t l a -
nu l k i tűnő szolgála tokat t e t t e k a m ú l t b a n és je lenben, és a j ö v ő b e n sem f o g j á k 
megérdemelni azon szemrehányásoka t , melyekkel egyesek t á j ékoza t l anságbó l 
v a g y önérdekből u tóbb anny i e lőszeretet te l i l l e t ték ." 

Olyan v á d ellen is védekeznie kel le t t , hogy az ú j vaso lvasz tóka t faszénnel 
j á r a t j a . „ N a g y befolyású egyének, kik, m i n t mindenben úgy a v a s i p a r b a n is 
szakér tőknek t a r t j á k m a g u k a t és f á j d a l o m sokaktól el is i smer t e tnek , az t 
h a n g o z t a t j á k , hogy tú l v a g y u n k azon időn, melyben növény i tüzelővel v a s a t 
készíteni s zabad . Ezen u r a k vé leménye szer int t ehá t faszénnel tüzelő vasf ino-
mí tó inka t le kellene r o m b o l t a t n i és v a s i p a r u n k a t szomszéd u r a i m é k n a k p rédáu l 
á t engedn i . " 

A védekezésében f e lve t e t t gondola tok annak idején he ly tá l lóak vo l t ak , 
m a ny i lván ő maga sem f o l y a m o d h a t n é k azokhoz. Négy millió ka tasz te r i hold 
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e rdő te rü l e tünk van , ennek t ö b b , min t fele csak t üze lőanyagkén t f e lhaszná lha tó 
bükkös . Sok e rdőnk a v a s ú t v o n a l a k közelében van , a v a s ú t pedig a f á t o lyan 
olcsón szál l í t ja , hogy a Szepes és Gömör megyei o lvasz tók akár U n g v a g y 
Zemplén megyéből szerezhet ik be a t üze lő jüke t . í g y „ a z évt izedeken á t te l jes-
séggel pa r l agon hever t és éppenséggel s emmi t sem jövede lmeze t t r enge t eg 
erdőterü le tek jövede lmeznek a b i r tokosa iknak és az á l l amnak , adóképessé t é v e 
a szegény, eddig kenyérkerese t nélküli lakosságot . A faszénnel tüzelő vas -
olvasztók ezek u t á n a n e m gáncsolást , h a n e m minden szakér tő és j ó h a z a f i 
t á m o g a t á s á t érdemli m e g . " Röviden még említ i a faszénnel o lvasz to t t nye r svas 
jó minőségét és ke rese t t vo l t á t . 

A k k o r t á j t kokszot külföldről , legközelebbről Sziléziából kellet t vo lna 
behozni . A szállí tás költségei m i a t t ez a tüze lőanyag legfel jebb az ország észak-
nyuga t i h a t á r a közelében levő üzemek számára j ö h e t e t t szóba, az erdélyi k o h ó k 
távol esvén, r á vo l t ak u t a l v a a faszénre. 

1867 u t á n Magyarország gazdasági fe j lődésnek i n d u l t ; 1885-ben elérke-
ze t tnek l á t szo t t az idő, hogy az elért e r edményeke t a nyi lvánosság előt t Orszá-
gos Kiá l l í táson m u t a s s á k be. Mint fon tos ipa rág , a vaskohásza t a k iá l l í táson 
előkelő he lye t foglal t el, és a r ra is lehetőséget ado t t , hogy a K E R P E L Y vezetése 
a la t t m ű k ö d ő központ i igazgatóság is b e m u t a s s a a négy év a la t t v é g r e h a j t o t t 
intézkedései hasznos köve tkezménye i t . A kiál l í táson a hagyományos t e rméke-
ken k ívül a négy év f o l y a m á n meghonos í to t t t e rmelő ágaza tok t e rméke i is 
b e m u t a t á s r a ke rü lhe t t ek . A kiállí tás vas ipar i részéről K E R P E L Y szakszerű 
i smer te tés t közölt [13], hangsú lyozván , a megvalósul t r e fo rmok hasznosságá t . 
Közleménye azér t is je lentős , mer t 11 évvel később, a mi l lennium évében ren-
dezet t nemzetköz i Bányásza t i , Kohásza t i és Geológiai Kongresszuson t a r t o t t 
e lőadásában a va skohásza t t ovább i fe j lődését az 1885. évi helyzet tel össze-
hasonl í tva é r téke l te [14]. 

[13] köz leménye az akadémia i k i a d v á n y o k b a n megje len t í rásművei k ö z ö t t 
az utolsó; az akadémia k i a d v á n y a i n a k szerzői sorában ezu tán már nem ta lá l -
kozunk a nevével . A to l la t azonban még n e m t e t t e le. 1896 szep temberében 
nagyrészt külföldi szakemberek előtt t a r t o t t e lőadásában v a s k o h á s z a t u n k 
akkori he lyze té t i smer t e t t e . Ér tékelésé t a köve tkező szavakka l foglal ta össze: 
„ Igaz ugyan , hogy azon szak tá r sa inkra , k ik az iparországok t ízszerte v a g y 
húszszor ta n a g y o b b te rmelésekhez v a n n a k szokva, m i n t t isztel t vendége ink 
nagyobb része, az i t t közöl t magyarországi termelések n e m fognak mély benyo-
más t gyakorolni , de lia fe lh ívom becses f i gye lmüke t azon ha ladásokra , amelye-
ket csak az u tóbb i 10 év a l a t t t e t t ü n k , lehe te t len , hogy még közönyösek m a r a d -
j a n a k fe j tege tése inkkel s z e m b e n . " 

Még a 80-as évek gazdasági válságához kapcsolódik egy tovább i j e len tős 
és hosszú életű a lko tása : az 1885-ben m e g k ö t ö t t ún . vasegyezmény . A vá l ság 
köve tkez tében ugyanis „ a vas ipar Európasze r t e válságos helyzetbe j u t o t t és 
a hazai va sgyá rak , úgy m i n t az oszt rák gyá rak é le t -halá lharczot v ív t ak egy-
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mással . A kölcsönös verseny f o l y t á n a vasgyár i t e r m é k e k árai o lyan a lacsonyra 
sü lyed tek , hogy k isebb, tőkeszegény gyárak j o b b n a k l á t t á k az üzemet v a g y 
szűk kor l á tok közé szor í tani vagy te l jesen megszün te tn i . " 1885 elején a haza i 
vá l l a la tok közül a R i m a m u r á n y — S a l g ó t a r j á n i V a s m ű RT a l egnagyobb osz t rák 
vá l l a la tokka l t á rgya l á soka t k e z d e t t az á lda t lan ál lapot megszünte tése céljá-
ból. Sok fondorkodás és k e m é n y v i t á k végén egy kartel lszerződés te rveze te 
j ö t t l é t re . Ekkor a z o n b a n a m a g y a r ál lami v a s k o h á s z a t n a k is je lentős szerepe 
volt a vaspiacon. A szerződéshez az ál lami vaskohásza t képvisele tének, vagyis 
K E R P E L Y A n t a l n a k is hozzá ke l le t t j á ru ln ia . A ha tásköre erre is k i t e r j ed t . 
Fe l i smerve a szerződés v á r h a t ó kedvező köve tkezménye i t , c sa t l akozo t t ahhoz 
és az á l lami vaskohásza t nevében a lá í r ta . A szerződés há rom évre szólt, h á r o m 
é v e n k é n t m e g ú j í t o t t á k . 

A szerződés legfontosabb k ö v e t k e z m é n y e k é n t megszűnt a tú l te rmelés , 
és ezzel nemcsak a hazai , hanem az oszt rák v a s g y á r a k n a k öldöklő versenye is. 
Az egyes v a s f a j t á k minimális árai n a g y bün te t é sek te rhe a la t t kötelezők vo l t ak 
a szövetkeze t m inden t ag j á r a . N é m i b o n y o d a l m a t csak a vidéki p iacokra szán t 
á r u k fuvarkö l t sége okozot t , de a szerződés véde lme a la t t még a k isebb üzemek 
is zava r t a l anu l t e rme lhe t t ek . , ,A h a t a l m a s t ő k é j ű nagy v a s g y á r a k versenye 
t ö b b é n e m z a v a r h a t t a ő k e t . " 

Ezzel a most idéze t t m o n d a t t a l zárul K E R P E L Y Anta l öné le t ra jza , m i u t á n 
megemlí t i , hogy az 1885-ben k ö t ö t t vasegyezmény az utolsó sorok leírásakor , 
1905 jú l iusában is é rvényben v a n . M a j d n e m k é t évvel a halá la e lőt t fe jezte be 
kézzel í ro t t é l e t ra jzá t . Annak közlését [2] B A R L A I Béla a köve tkező szavakka l 
vezet i b e : „ K E R P E L Y Anta l élete korszakot j e len t a magya r vas ipa r tö r téne té -
ben. Pusz tu ló v a s k o h á s z a t u n k a t ő men te t t e meg, ő t e r e m t e t t e ú j j á , ő t e t t e 
m a g y a r r á . " 

I R O D A L O M 

1. KERPELY A.: A v a s chemiai alkata és keménysége közöt t i vonatkozások. Ért. a term. tud. 
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2. Krassai lovag Kerpe ly Antal önéletrajza. Közli Dr. BARLAI Béla. BKL I (1916), 197 és II 
(1916), 228 

3. KERPELY A.: Berichte über die Fortschrit te der Eisenhüttentechnik im Jahre 1864. Fo lyta-
tó lag még 29 kö te t 1896-ig. Leipzig, 1866—1896 

4. KERPELY A.: A vaskohászat gyakorlat i és elméleti kéz ikönyve . Se lmecbánya 1864 
5. KERPELY A.: Magyarország vaskohászata , annak jelene és jövője . BKL S (1872). U g y a n a z 

német nye lven , Leipzig 1872 
6. KERPELY A.: Magyarország vaskövei és vasterményei , különös tek inte t te l a vas legfőbb 

chemiai és physikai tulajdonságaira. A Term. tud. Társ. megbízásából , az O M B K E ki-
adásában, B u d a p e s t 1877 

7. KERPELY A.: F o l y é k o n y cyánsó vas-nagyolvasztóból . Ért. a term. tud. köréből 8 (1878), 9 
8. KERPELY A.: Az aczél megkülönbözte tő jelei ( indított tömecsü ál lapot, meleg törőpróba). 
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10. KERPELY A.: A d a t o k a Martin-aczél tulajdonságainak ismertetéséhez. Ért. a term. tud. 
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12. KERPELY A.: A magyar vasipar jövője a legközelebbi tíz évben. Ért. a nemzetgazd. köréből 
2 (1884), 5 

13. KERPELY A.: Magyarország vasipara az országos kiállítás idejében. Ért. a nemzetgazd. köré-
ből 3 ( 1 8 8 5 ) 

14. KERPELY A.: Vaskohászatunk a millennium idejében. Előadás az Ezredévi Bányászati , 
Kohászati és Geológiai Kongresszuson 1896 szeptemberében. L. BKL Kohászat 111 
(1978), szeptember. 

Über die Tätigkeit des Hüttenmannes A. v. Kerpely. Beginnend seine Laufbahn als 
Betriebsingeniur, wurde er zum ersten Professor des neu errichteten Lehrstuhles für Hütten-
kunde im Alter von kaum 30 Jahren ernannt. Seine Forschungsarbeiten bezogen sich meist auf 
die Verbesserung der Stahlerzeugnisse, insbesondere die Verlängerung der Lebensdauer von 
Eisenbahnschienen. Da er auch alle namhaften Eisenwerke Europas gut kannte, konnte er den 
veralteten Zustand der ungarischen, vor allem der staatseigenen Werke und ihre unwirtschaft-
liche Tätigkeit klar erkennen. U m die Verhältnisse in wünschenswerter Kichtung zu ändern, 
hat er öfters Pläne und Vorschläge veröffentlicht. Diese konnte er später, nach dem Jahre 
1881 als Leiter der Zentralverwaltung der staatlichen Eisen- und Stahlwerke restlos verwirkli-
chen. Eine derzeit grosse Leistung war das Planen und Errichten eines vier Hochöfen und ein 
Siemens—Martin-Stahlwerk umfassenden Werkes in südöstlichen Teil des damaligen Ungarns. 
Durch seine zielbewussten Massnahmen wurde die ungarische Hüttenindustrie vom zugrunde-
gehen bewahrt. 

On the Activities of A. v. Kerpely as a Metallurgist. At the age of 40 he was elected a 
member of the Hungarian Academy of Sciences. Having finished his studies at Selmecbánya 
in 1862, he spent six years in various Hungarian ironworks. Only six years later, in 1868 he 
became the first professor of metallurgy at Selmecbánya. His experimental researches prima-
rily were directed to improve the quality of steel products, chiefly the lifetime of rails. He was 
also acquainted with most European metallurgical works and based on comparison with them 
he stated more than once his views on the miserable conditions to he found in Hungarian, 
especially in the state-owned works. Repeatedly he wrote on plans and propositions to improve 
these conditions. He was able to realise his plans after 1881 as the chief of the central direction 
of the state-owned ironworks within the coming two decades. The greatest achievement was 
planning and the erection of a great steel work at Vajdahunyad in the south-eastern part of 
Hungary, consisting of four blast furnaces and an open-hearth plant. B y the reforms he intro-
duced, the Hungarian metallurgical industry has been saved from perishing. 
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CSONKA JÁNOS ÉS A PRECÍZIÓS GÉPIPAR 

V A J D A P Á L * 

[Beérkezett: 1978. március 14-én] 

Csonka János gépészmérnök, fe l találó, a magyar precíziós gép és motorgyártás 
megalapítója , a karburátor társfeltalálója, az első magyar gázmotor tervezője és készí-
tője (1879). Nevéhez fűződ ik az első, k e t t ő s tüzelésű gáz- és petró leummotor elkészítése. 
Csonka-motorral indult m e g a v i lágon elsőként a magyar P o s t a rendszeres gépes í tet t 
postai szolgálata. E cél t szolgálta a század elején a Pos ta részére kész í te t t t öbb postai 
csomagszál l í tó gépkocsi . Nevéhez fűződik a szabványosítás és t ipizálás magyarországi 
bevezetése . Számos anyagvizsgáló gépet tervezett . Idős korában — saját műhelyében — 
kéthengeres k é t ü t e m ű „boxer"-motorokat gyártott . 

C S O N K A J ános neve a szélesebb k ö z t u d a t b a n elsősorban a benz inmotorok 
porlasztója révén i smer t . Az é le t ra jzok , i smere t te r jesz tő í rások mel le t t meg-
emlí t ik a haza i a u t ó g y á r t á s és a gépgyártás terén szerzet t é rdemei t . 

E m e l l e t t azonban hangsúlyozni kell azt a szerepet , ame lye t C S O N K A János-
a későn kibontakozó hazai precíziós gépgyártás megteremtésében játszott. N e m hagy-
h a t j u k emlí tés nélkül , h o g y CsONKÁnak, min t t e rvezőnek min t vá l la lkozónak 
fontos szerepe volt az önál ló magyarország i ipar meg te remtésében is. Tevé-
kenysége — ha nem is t u d a t o s a n — ha tássa l vol t a haza i t á r s a d a l o m fej lődé-
sére. J e l en tős érdeme, a m e l y u g y a n c s a k fontos volt a magyarország i gépipar 
szempont j ábó l , hogy m a g a s szintű o k t a t á s t t e t t lehetővé a Műegye tem műhe-
lyében. Egyes rész le tekben a budapes t i Műegyetem e t é r en fe lü lmúl ta a hasonló, 
külföldi in téze teke t is. 

É l e t ú t j a 

C S O N K A J ános 1852. j a n u á r 22-én születet t Szegeden, iparos csa lád-
ban . A p j a T S O N K A Vince akkor iban i smer t nevű „gépész" vol t , ak inek m ű -
helyében még a régi ko rok pa t r i a rká l i s szelleme u r a l k o d o t t . Ez a szellem alig-
h a n e m befolyásol ta C S O N K A J á n o s későbbi nézetei t , m i n t ahogyan i t t sa já t í -
t o t t a el t echnika i és gépipar i i smere te inek a lapja i t is. Tö rekvő a p j a az elemi 
iskola elvégzése u t á n g imnáz iumba í r a t t a , m a j d műhe lyébe ve t t e . A t á r sada lmi -
lag és gazdasági lag e l m a r a d o t t kö rnyeze t e t azonban rövidesen szűknek érezte, 
bá r az Al fö ld—Fiumei V a s ú t szegedi műhelyében (1871), m a j d a MÁV b u d a p e s t i 
f ű t ő h á z á b a n (1873) m á r k o r á n a k korszerű gépészetét is megismerhe t te . E z é r t 
hosszabb külföldi t a n u l m á n y ú t r a i n d u l t (1874): hosszabb-rövidebb ideig Bécs-

* Dr. Vajda Pál, 1123 Budapest , A lkotás u. l / a 
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Csonka János (1852—1939) 

ben , K o r n e u b u r g b a n , St. Pö l t enben , Zür ichben, 1875-ben Pá r i z sban dolgozott . 
Pár izs i t a r t ózkodása dön tő fon tosságú volt s zámára , mer t i t t i smerkede t t meg 
az akkor iban e l t e r j ed t Lenoir-féle gázmotorral. E z u t á n angliai u tazás követke-
ze t t , m a j d ú j b ó l F ranc iaországba t é r t vissza, végül 1876-ban Zür ichen, Milánón 
és Bécsen á t t é r t haza . 

Bár ez a t a n u l m á n y ú t sok nélkülözéssel, á ldoza t ta l j á r t , főkén t ennek 
köszönhet te , hogy a budapes t i Műegyetem 32 je lentkező közül őt , a legfiata-
l a b b a t — késve beado t t k é r v é n y e ellenére — 1877. f eb ruá r 11-én kinevezte a 
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gépiparműtani tanszék tanműhelyének művezetőjévé. C S O N K A azonnal nek i l á to t t 
a t a n m ű h e l y fej lesztésének. Az anyag i nehézségek á th ida lásá ra j avaso l t a , hogy 
a m ű h e l y b e n s a j á t költségén 5 — 6 szakképze t t m u n k á s t a lka lmaz, és ennek 
fe jében kér te , hogy a gépeket szabad ide jében s a j á t cél jaira használhassa . 

K é t év h í j án fél évszázadig veze t t e a Műegye tem t a n m ű h e l y é t . 
C S O N K A J á n o s vol t az, aki a gépgyár tás fo r r ada lmi á t a l aku lá sának küszö-

bén n e m c s a k szóval h i rde t te , h a n e m a gyakor l a tban valósággal is beigazol ta , 
hogy a korszerű műhelyvezetésre az empír ia n e m elegendő, h a n e m ahhoz a 
t echn ika i t u d o m á n y o k k a l szi lárdan mega lapozo t t , speciális felkészültség el-
engedhe te t lenü l szükséges. Annak , hogy a gépipar mind a technika i használ-
ha tóság , mind pedig az ár t ek in t e t ében is versenyképes á r u t t u d j o n produká ln i , 
és hogy g y á r t m á n y a i v a l helyét a v i lágversenyben is megál lhassa, a műhe ly i 
m u n k a precizi tása szigorú köve te lmény . R á m u t a t o t t a szabatos műhe ly i kal-
kuláció mel lőzhete t len vol tá ra , a n n a k sokszor a vál la la t ra nézve sorsdöntő 
fon tosságára . H a n g o z t a t t a , hogy a gépészmérnök tudása érvényesí tésének n e m 
csupán a ra jzasz ta l , n e m is az í róasz ta l az egyedülálló munka te rü l e t e , h a n e m 
a gyár t á s , az üzem szervezése — a lap ja a vállalkozás p rosper i t á sának — is. 

Mindezek a t a n o k ma közismertek , maguk tó l é r te tődők , sőt minden rész-
l e tükben t u d o m á n y o s a n is fel v a n n a k dolgozva. Ma már a gépműhely i t a n u l t 
s zakmunkás ság is t u d j a , átérzi , hogy kva l i f iká l t m u n k á j á n a k i r ány í t ásá ra és 
ellenőrzésére a gépészmérnöki s zak tudás e lengedhetet len, és hogy csupán az 
együ t tműködésse l lehet jó e redményeke t elérni. C S O N K A J á n o s 60 esztendős 
m u n k á s s á g á n a k ér téke éppen a b b a n van , hogy ezt az á t a l aku lás t ő kezdemé-
nyezte , évt izedeken á t szorgalmazta és végül meg is va lós í to t t a . 

N y u g a l o m b a vonulása előt t ö t kisebb szerszámgépet kész í te t t m a g á n a k 
(esz te rgapadot , maró- , fúró- , fűrész- és gyalugépet) . Ezekből 1924 végén a 
X I . B a r t ó k Béla ú t 31. sz. ház a lagsorában egy kis műhe ly t r endeze t t be , min t 
f ia Csonka Pá l í r j a : , , . . . minden anyag i tőke nélkül , de anná l nagyobb erkölcsi 
t ő k é v e l " . I t t a j av í t ó m u n k a mel le t t rövidesen á t t é r t kedves munka te rü l e t é r e , 
a m o t o r g y á r t á s r a . A 30-as évek közepén az üzem bővítése a Buda fok i ú t o n 
t ö r t é n t . É le tének utolsó évében, 1938-ban j u t o t t odáig, hogy gyár a lap í tásá ra 
gondol jon . A mérnök- és m u n k á s g á r d a lé t száma ekkor már elérte a h á r o m -
százat . Á m az ú j gyár f e l ava tásá t n e m érte meg, 1939. október 27-én, ké the tes 
betegeskedés u t á n e lhuny t . Az 1941-ben üzembe helyezet t „Csonka J á n o s Gép-
gyára R . T . " és az ennek u t ó d a k é n t m ű k ö d ő „ K i s m o t o r és G é p g y á r " azonban 
ma is az a lapí tó h a g y o m á n y á n a k jegyében f o l y t a t j a tevékenységét . 

Gáz- és pe t ró leummotorok 

Csonka J á n o s m á r f i a ta lon fel ismerte , hogy a gép iparban a belsőégésű 
m o t o r o k r a — min t h a j t ó szerkezetekre — n a g y jövő vá r . Az 1878-as párizsi 
v i lágkiá l l í táson 32 cég 75 különböző t ípusú gázmotor t á l l í to t t ki. Ezek közül 
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azonban csak elenyészően kevés vol t fe j lődésképes. A műszaki lag életképes 
belsőégésű mo to rok őse a Lenoir-féle kompresszió nélküli moto r vol t 1860-ban. 
E z t köve t t ék a különféle ( H U G Ó N , B I S S C H O P , O T T O — L A N G E N , A I M Ü L L E R , 

G I L L E S ) hasonló elvű, vagy a tmoszfé r ikus gépek. Mindezek a kompresszió nél-
kül i gépek e l avu l t aknak vo l t ak t ek in the tők , amidőn megje len t az első kompresz-
szióval m ű k ö d ő moto r . Ez t B R A Y T O N (USA 1873) szerkeszte t te . Az első kor-
szakalkotó n é g y ü t e m ű motor O T T O (1877) m o t o r j a vol t . A pe t ro l eummoto r 
— ahogyan a b b a n a korban a benz inmoto r t nevez ték — csak a 90-es évek 
elején kezde t t e l te r jedni . C S O N K A a Műegye tem t a n m ű h e l y é n e k energia ellá-
t á s á t biztosító vízoszlop-gépet előbb egy Langen—Otto - fé le a tmoszfér ikus gáz-
moto r r a , m a j d egy Swidorski rendszerű p e t r ó l e u m m o t o r r a cserélte fel. C S O N K A 

soka t t anu l t ezek szerkezetéből, de főkén t h ibáikból . Ezek a lap ján 1879-ben 
s a j á t tervei a l a p j á n elkészí te t te az első magyar gyártmányú gázmotort. E z a 
m o t o r nemcsak tervezői s iker t j e l en te t t , h a n e m kivitelezői t e l j e s í tmény t is, 
hiszen az elkészítéshez csak igen kezdetleges eszközök á l l tak rendelkezésre.-
C S O N K A t ehá t a benz inmotorok t e rén a legelső ú t t ö r ő k egyike vol t . 

C S O N K A köve tkező a lko tása , a kettős tüzelőanyagú — világítógázzal és 
pe t ró leummal e g y a r á n t m ű k ö d t e t h e t ő — moto r m á r nemcsak kivi te lében, 
h a n e m elgondolásában is C S O N K A J á n o s eredet i megoldása vol t . Az 1882-ben 
t e rveze t t (és a köve tkező esz tendőben elkészült) 3 lóerős moto r ra 1884. novem-
ber 26-án j e l en t e t t e be — első — szabada lmi igényét „gáz- és p e t r ó l e u m m o t o r " 
c ímen. A Csonka-motor lényeges előnye és ú j í t á sa , hogy kizárólag szelepeket 
a lka lmazo t t . E z belső égésű mo to rokná l olcsóbb, j obb , sokkal könnyebben 
j a v í t h a t ó , m i n t a t o l a t t yú . N e m kell (és n e m szakad) olajozni , főleg pedig 
nagyobb kompressziót tesz lehetővé . A szívó- és k ipufogó szelepes vezérlés 
k i t ű n ő . Csak m é g D A I M L E R é r t e t t e ezt meg; a többi korabel i moto ron pl. 
O T T O és B E N Z is részben még a gőzgép m a r a d v á n y á t : t o l a t t y ú k a t a lka lmaz tak , 
melyek csak az évt ized végén m a r a d o z n a k el. 

A vil lamos megszakí tó g y ú j t á s vezérel t megszakí tóval vol t megoldva . 
A későbbi Bosch -gyú j tó persze célszerűbb vol t . E b b e n az időben azonban a 
vi l lamosság gépészek részére még oly idegen t e rü le t vol t , hogy mégis meg kell 
d icsérnünk ezt a kissé t ú lkompl iká l t szerkezetet . Rendszeres t i sz togatás és 
k a r b a n t a r t á s mel le t t k i fogás ta lanul m ű k ö d ö t t . A Csonka-motor szabályozása 
centr i fugái -szabályozóval , a tö l tésmennyiség vá l t oz t a t á sáva l t ö r t é n t , ami 
egyenletes j á r á s t b iz tos í to t t . 

A Csonka-motor ké t csap e l forga tásával gáz- és benzinüzemre volt átállít-
ható. E z t a k ipufogó gázokkal f ű t ö t t benz in t a r t á ly t e t t e lehetővé. A gáz a b b a n 
az időben főleg vi lágí tási célokra szolgált és n a p p a l a szolgál ta tás sokszor leállt . 
K ivá ló előnyt j e l en t e t t t e h á t , hogy a gázüzemről könnyűszerrel á t l ehe te t t 
állni benzinüzemre . Ez a lehetőség csak a Csonka-motorná l vol t meg. A többi 
korabel i motor v a g y csak gáz, v a g y csak benz inüzemre vol t a lkalmas. E tu la j -
donságával t e h á t va l amenny i t ö b b i t megelőzte. A hangsú ly azon van , hogy 
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könnyűszerrel l e h e t e t t egyik üzemről a más ik ra á t térni . Elvi leg minden gáz-
m o t o r fo lyékony üzemanyagga l is haszná lha tó vo l t , megfelelő pá ro log ta tó beik-
t a t á s á v a l . Már L E N O I R gépét 1862-ben l ehe te t t olaj jal j á r a t n i — de körü lmé-
nyesen és megb ízha t a t l anu l ! Renge teg ilyen „e lgázos í tó" szabada lom volt be-
j e l en tve . A gyakor l a tban azonban ezek nem v á l t a k be. 

H a a Csonka-motor t összehasonl í t juk a korabeli mo to rokka l , megálla-
p í t h a t j u k , hogy a k é t ü t e m ű gépek közöt t a l e g j o b b a n sikerült vo l t . A k é t ü t e m ű 
Csonka-motor a z o n b a n megáll ta he lyé t a korabeli négyü temű gépek mel le t t is . 
A kétüteműség problémáját C S O N K A teljesen önálló módon oldotta meg, úgyszintén 
a gáz- és benzinüzem egyszerű átváltásának lehetőségét. K ü l a l a k j á b a n ez a szele-
pes gép a l eg jobban közeledett a később k ia laku l t belsőégéű gépek f o r m á j á h o z . 

C S O N K A m u n k á s s á g á n a k képe csak akkor tel jes, ha még n é h á n y szóval a 
korabe l i műszak i v iszonyokat je l lemezzük. A műi t század utolsó h a r m a d a 
rendk ívü l i p rosper i t ás időszaka vo l t Magyarországon, mikén t egész E u r ó p á -
b a n . De a m a g y a r gépesítet t i pa r még csak gyermekkorá t él te . Az 1884. évi 
ipa r s ta t i sz t ika n y ú j t néhány je l lemző ada to t . A K á r p á t o k á l ta l övezte ország-
b a n csak 3414 ipa rvá l l a l a tnak v a n erőgépe, ebből 9 2 % gőzgép 64 ezer lóerővel 
(F ranc iaországban 683 ezerrel, Néme to r szágban több m i n t egy millióval). 
A t ö b b i 8 % h idrau l ikus és hő légmotor , benz inmoto r t egyá t a l ában nem emlí-
t enek . Csak 12 ezer munkás dolgozot t gépesí te t t üzemben, a l akosságnak csak 
5 ,4%-a iparos. E z e k közül 6 3 % segéd nélkül , 33 ,7% 1 — 5 segéddel és csak 
2 , 5 % dolgozik t ö b b mint 5 segéddel . Az időnkén t 20 munkássa l dolgozó m ű -
egye temi gépműhe ly t ehá t már tekinté lyes ü z e m n e k számí to t t , és CsONKÁnak 

2 * 

A 10 L E - s C s o n k a - f é l e f e k v ő m o t o r 
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tautevékenysége elvégeztével teljesen szabad keze volt . Mégis, ha meggondol-
juk, hogy még manapság is mennyi kollektív körültekintést, fáradságot igényel 
egy új belsőégésű motortípus megtervezése és kivitelezése, értjük meg, hogy 
milyen szívós szorgalomra volt szükség, amikor C S O N K A egymaga végezte mind-
ezt — járatlan utakon. A munkásokat CsONKÁnak személyesen kellett betaní-
tania, az öntvények nagyrésze házilag készült. 

A Bánk i—Csonka-moto r és a -por lasztó 

C S O N K A J ános neve, ekkor iban m á r kezde t t a haza i szakkörökben i smer t t é 
válni . í g y t ö r t é n t , hogy a Ganz-gyár vezér igazgató ja , M E C H W A R T András 
1887-ben fe lkér te , hogy m ű k ö d j é k közre a „Leobersdor f i Gépgyár" megvásár -
lásakor b i r t o k á b a j u t o t t motorok á tszerkesz tésében. E z t a m u n k á t B Á N K I 

Donát , a Ganz-gyár f i a t a l mérnöke kezd te meg, de sokáig nem ért el s z á m o t t e v ő 
e redmény t . A helyi nehézségek mia t t M E C H W A R T hozzá j á ru l t , hogy a kísérlet i 
mo to roka t a Műegye tem műhelyébe szál l í tsák. Az e g y ü t t m ű k ö d é s s ikeresnek 
bizonyul t és az á tszerkesztés mellett t ö b b közös szabadalmat is e r edményeze t t . 
Ezek a gáz- és pe t ró leumgépeken a l k a l m a z o t t ú j í t á s o k r a és a v e z é r m ű szer-
kezetére v o n a t k o z t a k . 1888. j an . 19. s z a b a d a l m a z t a t t á k : Új í tások gázgépeken 
címen (Levél tá r Vd. X X I I . 1 8 8 9 . szám) C S O N K A J á n o s és B Á N K I D o n á t szaba-
da lma; 1 8 8 8 . ápr . 1 1 . elsőbbséggel B Á N K I és C S O N K A s zabada lma: Ú j í t á sok 
gáz- és p e t r ó l e u m m o t o r o k o n (Levél tár Vd . X X I I . 2 2 1 4 ) ; ma jd egy év múlva 
1 8 8 9 . márc . 1 4 . (Levé l tá r V e - 1 X X I I I . 1 5 8 1 ) Vezérmű négyü temű moto rok 
számára , és ugyanez n é m e t szabadalmi védelemmel ( D R P № 5 1 8 5 4 . 1 8 8 9 . 

ápr . 11.). 
Ezek a motorok Ganz-motor néven kerül tek fo rga lomba (nem azonosak 

a későbbi Bánk i—Csonka elnevezésű motor ra l ) , de a mo to r t áb l án f e l t ü n t e t t é k , 
hogy azoka t a Bánk i—Csonka- szabada lom szerint g y á r t o t t á k . 

A Ganz -gyá rnak ezek a mo to r j a i vo l t ak az első iparszerűen g y á r t o t t 
magya r motorok . 

A motorok n é g y ü t e m ű , vízhűtéses , Ot to - rendszerű motorok v o l t a k és 
1—8 lóerő t e l j e s í tménnye l fekvő, 6 — 30 lóerővel pedig álló e l rendezésben 
készül tek. A m u n k a h e n g e r középvonala n e m m e t s z e t t e a fo rga t tyű tenge ly 
közepét , amivel az expanz ió a la t t i n a g y o b b d u g a t t y ú - p a l á s t n y o m á s t csökken-
te t t ék . A motorok szelepesek vol tak . E z bizonyos fok ig ú j í tás vol t akkor iban , 
mer t a gőzgép rokonsága kapcsán az első belsőégésű mo to roka t i n k á b b to la ty-
t yúva l vezérel ték és csak fokozatosan szor í to t ta ki a t o l a t t y ú t a szelep. 

F e k v ő gépeknél 6, kéthengeresre állógépeknél 16 lóerőig önműködő , ezen 
felül vezérel t szívószelepet a lka lmaz tak . A kipufogószelepet Bánki — Csonka 
szabada lmá t képező, egyszerű megoldással vezérel ték. A keverék g y ú j t á s á r a 
elsőnek a lka lmaz tak gyúj tócsöve t , ame ly 1 lóerőig önműködő , azon felül vezé-
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re i t vol t . Az üzembiztos , zá r t gyúj tócső f o n t o s ú j í t á s vol t , és az e lektromos gyú j -
t á s tökéletesí téséig m o n d h a t n i kizárólagos gyúj tóeszköze l e t t a belsőégésű m o t o -
r o k n a k . A motorok üzembiz tos gépek vo l t ak és fogyasz tásuk k b . a Langen— 
Ot to -moto réva l vol t egyenlő és min tegy 20%-ka l j obb vol t az akkori külföldi 
O t to -moto rok fogyasz tásáná l . 

B Á N K I és C S O N K A a gáz- és pe t ró l eummotor nagy égési nyomásá t kala-
pács működ te tésé re is f e lhaszná l ták . A gondola to t a Robson-féle gázkalapács-
tó l ve t t ék , de anná l töké le tesebb gépet a lko t t ak . Ez a gép ke t tős f e l ada to t 
l á t o t t el: nemcsak a műegye t emi műhe ly t ranszmissz ió já t h a j t o t t a meg, h a n e m 

Lokomobi l , 10 LE-s , f e k v ő elrendezésű Bánki—Csonka benzinmotorral 
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kovácsolásra is haszná lha tó vol t . Amíg a bonyolu l t szerkeze tű külföldi gyár t -
mányok h a m a r e l tűn tek a piacról, a Ganz-gyár ( m a j d a Berl in Anhal t i sche 
Maschinenbau A. G.) Bánk i—Csonka gázkalapácsa i év t izedeken á t kerese t t 
gépek m a r a d t a k . 1888-ban készült el az első 2 lóerős pe t ró leumka lapácsuk , 
amely a Műegye tem gépműhe lyében 22 évig vol t h a s z n á l a t b a n . A ka lapácso t 
2—10 lóerős kivi telben ugyancsak a Ganz-gyár kész í te t te , de Németo r szágban 
is g y á r t o t t á k . 

Az eredményes m u n k a u t án B Á N K I és C S O N K A nek i l á to t t , hogy s a j á t 
elképzelésük szerint egy, a kisipar és mezőgazdaság céljait szolgáló, k i smoto r t 

A Bánki—Csonka-fé le gáz- és petró leum kalapács (1888) 
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k o n s t r u á l j a n a k . C S O N K A a közös t e r v e k a l a p j á n kész í t e t t egy 3 / 4 L E - S kísér le t i 
g é p e t , a B á n k i — C s o n k a - m o t o r ősé t . 

1942-ben hosszada lmas keresés u t á n Cséven, t i z e n k e t t e d i k g a z d á j á n á l , 
egy asz ta losmes te rné l még m ű k ö d é s b e n e lőkerü l t C S O N K A 3/4 L E kísér let i 
m o t o r j a az e rede t i lánggal f ű t ö t t gyű j tócsőve l és a világ első karburátorával. 
E gépnek ö n t v é n y e i részben azonosak az első p e t r ó l e u m k a l a p á c s ön tvénye ive l . 
1890 elején m á r ü z e m k é p e s vo l t . E n n e k az 1890-ben b e m u t a t o t t első mode l lnek 
t o v á b b f e j l e s z t e t t p é l d á n y a i t e r j e d t e k el „Bánki—Csonka-motor'', elnevezéssel . 
A z á r t m o t o r h á z ú , ál lóhengeres gépek ny í l t l ángú izzócsöves g y ú j t á s s a l m ű k ö d -

Kéthengeres, 20 LE-s álló gázmotor 
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t ek . K é s ő b b ezt a gyú j tó rendsze r t „ a u t o m a t i k u s c s ő g y ú j t á s " v á l t o t t a fel. 
Az 1893-ban b e m u t a t o t t gép nagy s iker t a r a t o t t , a „ B á n k i — C s o n k a " - m o t o r o k 
országszer te e l te r jed tek és fél évszázadon á t vol tak haszná l a tban . Korabe l i mél-
t a t ó j u k ezt í r j a : „ . . . a mo to r m a g y a r t a l á lmány , mégpedig oly k i t ű n ő talál-
m á n y , ame ly a legnevesebb külföldi hasonló gépek bármely ikével fe lvehet i 
a v e r s e n y t . " 

A Bánk i—Csonka-moto rokon k e r ü l t először a lka lmazásra a k é t a lkotó 
leg ismer tebb t a l á lmánya , a porlasztó, ame ly az 1893. február 11-én b e n y ú j t o t t 
szabada lmi leírásban szerepel, egy pe t ró l eummoto r ra vona tkozó le í rásban. 

f 

Álló elrendezésű, 3 LE-s Bánki—Csonka-motor 
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ö n á l l ó s z a b a d a l o m k é n t is be je len te t t ék , 1893. október 18-án. Ez u tóbb i r a h iva t -
kozva t ö b b nyuga t - eu rópa i t echn ika tö r t énész W . M A Y B A C H O Í t a r t j a a por-
lasztó fe l t a lá ló jának , annak 1893. augusztus 18-i szabadalmi ké rvénye a l ap j án . 
V a l ó j á b a n , min t l á t j u k , a magyar szabadalom fél évvel korábbi és t é n y az is, 
hogy a por lasztót B Á N K I és C S O N K A m á r 1891-ben használ ta . 

C S O N K A J á n o s egyik még 1941-ben élő, vol t m u n k a t á r s á n a k , G L A T Z 

M á r t o n n a k t a n ú s á g a szerint a k a r b u r á t o r t ö b b , min t másfél éves kísérletezés 
u t á n végleges f o r m á j á b a n a benz inn ívó t szabályozó úszóval e g y ü t t 1891 őszén 
teljesen készen volt. E z t az i d ő a d a t o t azér t t u d t a emlékezetből i lyen pon tosan 
megadni , mer t 1891 őszén vonu l t be k a t o n á n a k és akkor már a k a r b u r á t o r -
k ísér le teket befe jez ték , s a gyúj tásk ísér le tek fo ly t a t á sa felé fo rdu l t a f igyelem. 

Az 1893. f e b r u á r 11-i, elsőbbséggel bíró szabadalom, min t l á t j u k , t a r t a l -
mazza a mai n a p is sok millió p é l d á n y b a n haszná l a tban levő k a r b u r á t o r elvi 
le í rásá t , az áb rák pedig a még m a is haszná la tos elrendezést m u t a t j á k . 

A Ganz-gyár sajnos elmulasztotta fizetni a szabadalmi díjat, így a sza-
badalmi védelem megszűnt és mások már az évszázad utolsó éveiben (a francia 
autóipar részére) tízezrével, az évszázad első két évtizedében százezer számra 
gyártották a karburátort, ma az évi szükséglet több millió darab. BÁNKinak 
és CsONKÁnak ebből már semmi haszna nem volt . 

Fél évvel B Á N K I és C S O N K A után: 1893. augusztus 17-i elsőbbséggel 
M A Y B A C H francia szabadalmat jelentett be (Brevet n° 232,230), melyben a 
karburátor ugyanazzal a jellemzéssel van leírva, mint B Á N K I — C S O N K A február 
17-i szabadalmában. A nemzetközi irodalomban sajnos MAYBACHot tartják a 
karburátor feltalálójának — mert B Á N K I — C S O N K A fél évvel régibb szabadalma 
ismeretlen maradt. 

A B á n k i — C s o n k a - k a r b u r á t o r 
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C S O N K A első (1884) m o t o r j a óta óriásit f e j lődö t t a motorok elmélete 
(főleg B Á N K I e redményeivel) és gyakor la ta is. Az érdeklődés főleg a benzin-
moto rok felé f o r d u l t . Németo r szágban egyedül 25 gyár készí te t t a 90-es évek 
elején „ p e t r ó l e u m m o t o r t " . A moto rok á r jegyzéke iben a kanóc né lkül nem 
gyulladó, t e h á t veszélytelen v i lág í tópe t ró leumot h i rde t t ék , de tényleg mind 
benzinnel j á r t . Most m á r nem vol t elegendő, m i n t t íz év előt t , hogy a motor 
i smét lődő megál lás nélkül üzembiz tos és szabá lyozha tó volt , és ne t ú l sokat 
fogyasszon — m e r t benzinnel , t a n u l a t l a n (mezőgazdasági) m u n k á s á l ta l is 
k ö n n y e n kezelhető, gazdaságos fogyasz tású és e lpusz t í t ha t a t l an , j av í t á s r a n e m 
igen szoruló gépeke t l ehe te t t csak eladni . A Bánk i—Csonka-moto r az óriási 
külföldi konkur renc ia és a k i t ű n ő német gépek ellenére első vona lban ha l ad t , 
ső t GANZ egyik á r jegyzéke azzal dicsekszik, hogy a legjobb. De t ö b b kedvező 
kö rü lmény is vo l t , ami ezt lehetővé t e t t e . B Á N K I elméleti e redményei első kéz-
ből á l lo t tak rendelkezésre és ezeket C S O N K A b á m u l a t o s gyorsasággal va lós í to t t a 
meg, a rohamos ha l adás ellenére így elsőnek é rkeze t t be. Tovább i óriási előnye 
a k a r b u r á t o r vo l t , a konkur rens gépek még évekig többé-kevésbé p r imi t ív 
megoldásokkal kísér le teztek. 

Motoros j á r m ű v e k , a u t ó k 

A századforduló idején C S O N K A J á n o s érdeklődése ú j i r ányba f o i d u l t . 
A Magyar Posta 1900-ban ve r seny tá rgya lás t h i r d e t e t t 22 da rab , h á r o m k e r e k ű 
pos ta i szá l l í tó já rmű elkészítésére. Vége redménykén t 20 da r ab ra a „Velodrom 
Automobi lga rage" , ke t tő re a Ganz-gyár k a p o t t megbízás t . U tóbb i cég C S O N K A 

m a g y a r k o n s t r u k c i ó j á t és g y á r t m á n y á t m u t a t t a be . A Csonka-féle motoros 
tr iciklik ké t év t izeden á t t e l j e s í t e t t ek jó szolgála tot . Ezekkel a j á r m ű v e k k e l 
indu l t meg a világ első rendszeresen gépesített postai szolgálata. 

Megjegyzendő, hogy C S O N K A J á n o s és B Á N K I D o n á t előbb e g y ü t t , m a j d 
kü lön is soka t fogla lkozot t a pos ta i j á r m ű v e k kérdésével . C S O N K A 1902-ben 
m á r hozzákezdet t n é h á n y kéthengeres , v ízhűtéses m o t o r ú kocsi készí téséhez, 
de az au tomobi lokka l n e m volt megelégedve, és csak a mo to roka t é r tékes í te t t e . 
Amikor azonban a P o s t a 1904-ben ve r seny tá rgya lás t h i rde te t t pos ta i gép-
kocsikra, a győri Magyar Vagon és Gépgyár Rt. és Rock István gyára e g y a r á n t 
C S O N K A te rvei t m u t a t t a be. A P o s t a ezeket minős í te t t e , a h a t külföldi pályázó-
va l szemben, a l ega lka lmasabbnak , így az első nyolc posta-autó C S O N K A t e rve i 
— és részben az ő kivi te le — szer int készül t el. Az első p r ó b a j á r m ű v e t a nyolc 
napos , 2000 k m t á v ú p r ó b a f u t t a t á s u t á n a Pos t a a lka lmasnak ta lá l t a , és 1906. 
j a n u á r 15-én á t v e t t e . Ezek u t á n a pos ta ú j a b b 90 db Csonka-féle au tomobi l 
beszerzését h a t á r o z t a el. A Csonka-féle pos ta i csomagszál l í tó gépkocsik, kisebb-
n a g y o b b módosí tássa l negyed évszázadig vo l t ak h a s z n á l a t b a n . Nagy f igye lmet 
ke l t e t t akkor iban a Csonka-motorokon a Bosch-féle nagyfeszül tségű g y ú j t á s 
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A Csonka-féle levélgyűjtő motoros tricikli (1900) 

alkalmazása. Ezeket sok szakember alkalmatlannak találta, a fejlődés azonban 
BosCHt és CsONKÁt igazolta. 

A későbbiekben CSONKA tervei szerint más postai gépjárműveket is készí-
te t tek, sőt a pécsi Zsolnay-cég számára is készült egy 24—28 LE-s autó 
1906-ban. CSONKA ezután kisautók tervezéséhez fogott (1909), első, egyhenge-
res gépkocsijából — amelyeket két ember felemelhetett — három példány 
készült. A későbbi, négyhengeres, vízhűtéses motorral ellátott t ípus már 
Kanadába is e l jutot t . 

A Posta megrendelésére két darab, 16 LE-s gépkocsi is készült Röck 
Is tván gyárában. Ezek részt vet tek az 1909-es „Prinz Heinrich T ú r á n " ahol 
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Csonka-féle postaautó 

Csonka k isautó , 8 LE-e motorral 

az egyik h ibapon t n é l k ü l f u t o t t , helyezést és plakettet kapott, a másik pár m é t e r -
rel a cél e lőt t k ieset t , de h ibapon t né lkül f u t o t t . Mindez megnövel te a haza i 
ipar önbiza lmát , é p p e n úgy, min t 1912-ben B E N Á R D Ágoston sikeres szerep-
lése a Nemzetközi Kiskocs iversenyen, C S O N K A egyik négyhengeres k is -
kocsi jával . 
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Csonka János 1905-ben készül t egyhengeres kisautójában ( A f e lvé te l 1935-ben 
a M ű e g y e t e m kertjében készült) 

Szabványosí tás és anyagvizsgálat 

É r d e m e s kiemelni az t a t é n y t , hogy CSONKA J ános messzemenően beve-
ze t t e és fe lhasznál ta az a lka t részek szabványosítását és tipizálását. A P o s t a 
s z á m á r a t e rveze t t ötféle gépkocsi t ípusná l egyönte tűen egy 16 LE-s m o t o r t 
t e r v e z e t t és szabványos í to t t . Ugy te rvez te meg az alváz szerkezeté t , hogy ez 
m i n d az 5 t ípusná l közös és szabványos legyen. Azonos vo l t a mellső ke rék 
gumi j a és kerékszerkezete , a mellső tengelye, a k o r m á n y m ű v e , t ovábbá a t en -
gelykapcsoló és a differenciál bo lygóműve , t o v á b b á a d i f ferenciá l és l ánckerék 
tengelyei , a ka rdánkö tések , a ha j tó l ánc , va l amin t a h a j t o t t lánckerék. 

A szabványos í to t t m o t o r o k n a k , f őda raboknak és a lka t részeknek csere-
szaba tos kivi te lben kel let t készülniük, hogy a gyors j a v í t á s lehetővé vá l j ék . 

Különösen fontos vol t ez az 1914—18-as v i l ágháborúban , amikor a t á b o r i 
pos taszolgála t egy részét is a C S O N K A t e rvez te postai gépkocs ikkal végezték. 

Nemcsak ismer te a mérés és mér ték fontosságát a gép iparban , h a n e m 
kivá ló érzéke is vol t e p r o b l é m á k i rán t . Nagyon jellemző, h o g y amikor nyug-
d í j azása előt t , idős fej jel m a g a állt neki, hogy szerszámgépeket építsen s a j á t 
műhe lye számára , eredet i és h i te les í te t t ősmér tékek (e ta lonok) h i ányában eze-
k e t is maga ál l í tot ta elő. Amiko r a z u t á n sor kerül t gépe inek ellenőrzésére, 
k ide rü l t , hogy ezek teljesen kielégítik a német szabványok tűrési határait. 

Számos anyagvizsgáló gépet t e rveze t t és készí tet t a műegye temi tanszé-
kek számára . Különösen az a papír- és szövetszakító gép v á l t nevezetessé, ame-
lye t R E J T Ő Sándor egyetemi t a n á r r a l e g y ü t t kons t ruá l t . Anyagvizsgáló beren-

MÍUzaki Tudomány 56, 1978 



234 VAJDA PÄL 

Bánki D o n á t és Csonka János k ö z ö s munkásságát bemutató tabló (GEBAUER Ernő m ű v e , 
m a az Országos Műszaki Múzeumban) 

dezései e l j u t o t t a k a Mértékhi te les í tő I n t é z e t b e és a MÁV l abo ra tó r iumokba . 
A Műegyetem, a Közlekedési Múzeum és más kiáll í tások részére sok gépmodel l t 
is készí te t t t a n m ű h e l y é b e n . 

Az első v i lágháború de rékbe t ö r t e a szépen indu ló hazai gépkocsiipar 
fej lődését . Motor tervezői t ehe t ségé t a z o n b a n C S O N K A k é s ő b b is ér tékes í te t te . 
Idős k o r á b a n , m á r sa já t műhe lyében k e z d t e gyár tan i a kéthengeres, kétütemű 
, , boxer" m o t o r o k a t . Ezek igen jól bevá l t ak , hordozha tó v í z sz iva t tyú és á r am-
fej lesztő gépcsopor tok működ te t é sé re , t o v á b b á mint m o t o r c s ó n a k k i i lmotorok . 
Utolsó megbízása , 88 éves ko rában , a t ö r ö k k o r m á n y t ó l egy igen k ö n n y ű , 
há t i z sákban hordozha tó m o t o r r a v o n a t k o z o t t . Ennek te rvezése közben ér te a 
halál , m u n k á j á t már t a n í t v á n y a , T O P E R C Z E R Pál fe jez te be . 

Szellemi hagya téka m a m á r hazánk és az emberiség közkincse. 
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HABSÁNYI L.: Csonka János (1852—1939) munkássága és a szabványosítás. Szabványosítás 
( 1 9 7 2 ) 1 5 2 — 1 5 3 . 

CSONKA P.: Egy magyar gyár bölcsőjénél — Ifj. Csonka János és Csonka Béla: „Útban a szo-
cializmus felé ! A Csonka Gépgyár önéletrajza" című kézirata n y o m á n készült vissza-
pillantás Auto-Motor (1975) 2. sz. 10—11. 

VAJDA P.: Alkotó magyarok — Creative Hungarians, Budapest 1975, 40—41. 
VAJDA, P.: Selected Bio-Bibliography Creative Hungarians in Mathematics, Astronomy, Phy-

sics, Chemistry, Technical Sciences and Industry. Technikatörténeti Szemle XI (1979) 
4 5 , 4 6 . 

LIPTHAY J.: Csonka János a motortechnika úttörője (kézirat) 

János Csonka and the Precision Engineering. János Csonka,inventor, mechanical engineer, 
is the founder of Hungarian Precision Engineering and Machine Building, co-inventor of the 
carburettor, designer and builder of the first Hungarian gas engine (1879). To his name is con-
nected the manufacture of the first gas- and paraffine engine for alternative working. The 
Hungarian Post was the first in the world to start a regular mechanized postal service. This 
aim was served by several postal parcel ones made for the Post at the beginning of the century. 
The name of Csonka is connected with the introduction of the Normalization and Typization 
in Hungary. He designed numerous material testing machines. In his later years he produced, 
in his own workshop, two-cylinder two-stroke boxer engines. 

János Csonka und die Präzisionsmaschinenindustrie. János Csonka, Maschineningenieur, 
Erfinder ist der Begründer der ungarischen Präzisionsmashinen- und der Motorenerzeugung. 
Miterfinder des Vergasers, ist er der Projektant und Hersteller des ersten ungarischen Gasmo-
tors (1879). An seinen Namen knüpft sich die Anfertigung des ersten Gas- u n d Petroleummotors 
für wahlweise Kraftstoffversorgung. Als Welterster startete die ungarische Post einen regel-
mäßigen mechanisierten Postdienst und zwar mit Csonka-Motoren. D i e s e m Zweck dienten 
mehrere zu Anfang dieses Jahrhunderts für die Post hergestellte Pakettransport-Automobile. 
A n Csonkás Namen knüpft sich die Einführung der Normung und Typisierung in Ungarn. E r 
projektierte zahlreiche Materialprüfmaschinen. In vorgeschrittenem Alter fertigte er — i n 
seiner eigenen Werkstätte — Zweitakt-Zweizylinder-»Boxer«-Motoren. 
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ÉRINTKEZÉSI FELADATOK TÁRGYALÁSA 
VARIÁCIÓS ELVEKKEL* 

PÁCZELT ISTVÁN** 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

[Beérkezett 1979. március 22-én] 

Jelen beszámoló a rugalmas súrlódásnélküli érintkezési feladatok megoldására 
alkalmas variációs elvekről ad áttekintést , majd további kutatásokra alkalmas aktnál is 
t émákat javasol . 

Bevezetés 

A műszak i g y a k o r l a t b a n gyakran f o r d u l n a k elő o lyan szerkezetek, ame-
lyek — v a g y a lko tó elemeik — é r in tkeznek egymással . Velük kapcso l a tban a 
m e c h a n i k á n a k feleletet kell adnia olyan kérdésekre , mi lyen a tényleges é r in tke -
zési t a r t o m á n y a l a k j a , mekkora a n n a k nagysága , hogyan oszlik meg f e l e t t e az 
ér intkezési feszültség, min t az ér in tkezésben álló t es tek közö t t , a szóba j ö h e t ő 
ér intkezési t a r t o m á n y o n kialakuló, fe lü le ten megoszló belső erőrendszer sű rű-
ségvektora , az ér in tkezésben álló tes tek elmozdulási és feszültségi á l lapota meg-
felelnek-e a szerkezet működéséből a d ó d ó köve te lményeknek , d inamika i l ag 
megfelelően viselkednek-e. 

A t e s t ek közö t t i kapcsola tok l ehe tnek egy-, ill. ké to lda lúak . E g y o l d a l ú 
kapcso la tokná l az érintkezési feszültség csak a tes tbe m u t a t h a t , míg ideális-
n a k t e k i n t e t t ké to lda lú kapcsola t ese tében az érintkezési feszültség i r á n y á r a , 
nagyságára nincs kor lá tozás . A nem ideális ké toldalú kapcso la tokka l r a g a s z t á -
soknál t a l á l k o z h a t u n k . Amíg az ér in tkezés i feszültség ér téke nem b a l a d j a 
meg a ragasz tás á l ta l b iz tos í to t t maximál i s „adhéziós feszül tséget" , a kapcso-
la t ké to lda lú m a r a d , nagyobb feszül tségeknél a tes tek k o r á b b a n e g y ü t t m o z g ó 
p o n t j a i m á r e lvá lnak egymástól . 

Egyolda lú kapcso la tokná l súrlódásos és súrlódás nélkül i eseteket kü lön-
b ö z t e t ü n k meg. 

Á t t e k i n t v e a t é m a k u t a t á s á n a k t ö r t é n e t é t és gazdag i rodalmát , a z t l á t -
j u k , hogy a t e s t ek közö t t i érintkezési kölcsönhatás t i sz tázása már r é g ó t a a 
k u t a t á s k ö z p o n t j á b a n áll a mechan ikában . Az első H E R T Z á l ta l e lvégzet t vizs-
gálat ó t a [1] közel egy évszázad te l t el. A H E R T Z á l t a l kidolgozott e lméle t 
az ér intkezési t a r t o m á n y kis mére té t té te lezi fel a tes t t ö b b i méretéhez k é p e s t . 

* A Műszaki Mechanikai Bizottság 1979. február 21-i ülésén elhangzott beszámoló . 
** Dr. Páczeit Is tván, Nehézipari Műszaki Egyetem, Mechanikai Tanszék, E g y e t e m -

város, 3515 Miskolc 
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E n n e k ellenére, számos, gépészet i p rob l émáná l jelentkező érintkezési f e l ada t 
t i sz tázására n y í l t lehetőség [2], [3]. 

Az ér in tkezés i f e l ada tokka l kapcsola tos ú j a b b keletű k u t a t á s o k a 30-as 
években k e z d ő d t e k el. í gy S T A E R M A N N [ 4 ] , G A L I N [ 5 ] , L U R J E [ 6 ] , M U S Z H E L I S -

V I L I [7] j e l en tősen előrevit ték a térbeli és síkbeli ruga lmasság tan problémái-
n a k megoldásá t . 

A r u g a l m a s s á g t a n b a n t a l á l j uk a legkidolgozot tabb érintkezési f e lada to-
k a t . J ó v a l k e v e s e b b munka szü le te t t az ér intkezéssel kapcsola tos pe remér ték-
fe lada tok megoldásá ra a k é p l é k e n y s é g t a n b a n , a v i sco- ruga lmasság tanban , 
éppen az a n y a g bonyolul t t ö r v é n y e k szer int i viselkedése m i a t t . 

A különfé le t ípusú ér intkezési f e l ada tok megoldására szolgáló módszerek-
ről ad igen részle tes átfogó k é p e t az 1976-ban megjelent , az i rodalmi jegyzék-
ben [8] a l a t t i monográ f i a . 

Széles k ö r ű a lkalmazásra t a l á l t ak a k o m p l e x változós függvényekre a lapo-
zo t t módszerek [5], [7], a szinguláris in t eg rá l egyenletek, Wiene r—Hopf - fé l e 
módszer [9], a duá l in tegrálegyenletekre veze tő el járások [10], a különfé le 
asz impto t ikus módszerek [11], és végezetül a vegyes pe remér ték f e l ada tnak vég-
te len számú a lgebra i egyenlet rendszeren k e r e s z t ü l tö r ténő megoldási módszerei . 

Amíg a H E R T Z ál tal pub l iká l t m u n k a 1 8 8 2 - b e n j e l en t meg, addig az 
érintkezési f e l a d a t t a l kapcsola tos variációs elvet S I G N O R I N I csak 1 9 5 9 - b e n 

foga lmaz ta m e g [12]. Fel té te lezte , hogy a r u g a l m a s test , fe lü le tének egy szaka-
szán merev t e s t t e l , súrlódás né lkü l úgy é r in tkezhe t ik , hogy az emlí te t t felüle-
t ek a terhelés h a t á s á r a el is v á l h a t n a k egymás tó l . Ez t az e lméle te t F I C H E R A fe j -
lesz te t te t o v á b b [13], aki a ruga lmas súr lódás nélküli ér intkezési f e lada tmeg-
oldás lé tezésének és egyér tékűségének b i zony í t á sá t is elvégezte. A Coulomb-
féle súrlódás fel tételezésével meg foga lmazha tó érintkezési f e l ada t t a l e lsőként , 
a D U V A T — L I O N S szerzőpáros ál tal írt k ö n y v foglalkozik [ 1 4 ] . Megad ják a 
megoldás u n i c i t á s á t és ex i s tenc iá já t a b b a n az esetben, amikor az ér intkezési 
feszültség ér intőleges összetevő abszolút é r t ékének felső h a t á r a (a n o r m á l -
feszültség súr lódás i tényezővel tö r t énő szo rza ta ) előzetesen i smer t . Úgy t ű n i k , 
nincs k idolgozva olyan var iációs elv, ame ly eme korlátozással nem számolna . 

A v isco- ruga lmasságtan i érintkezési f e l ada tok megoldásának lé tezését , 
egyér tékűségét D U V A T [ 1 5 ] és B O U C H E R [ 1 6 ] b izonyí to t ták . 

A f e n t i e k b e n emlí te t t m u n k á k a p r o b l é m á t a funkcionálanal ízis eszközei-
vel t á r g y a l j á k , n e m té rnek ki ar ra az ese t re , amikor az ér intkezésben álló 
m i n d k é t t e s t ruga lmas , t o v á b b á nem fog la lkoznak a variációs elvekre a lapo-
zo t t s zámí tás t echn ika i módszerek rea l izá lásának kérdéseivel. A ruga lmas tes-
t ek közöt t i no rmá l i s (súrlódás nélküli) é r in tkezés i fe lada tok megoldására szol-
gáló variációs elvekkel a [17—21] m u n k á k foglalkoznak. 

Az ér in tkezés i f e lada tok osztá lyozásáról , megoldat lan problémáiról a d n a k 
á t t ek in té s t KALKER m u n k á i [22], [23], m í g normális ér intkezési f e l a d a t o k 
közelí tő mego ldásáva l kapcsola tos m u n k á k r ó l a [19] m u n k a ad á t t ek in tés t . 
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1. A pe remér t ék fe l ada t m e g f o g a l m a z á s a 

V i z s g á l j u n k e g y k é t r u g a l m a s t e s t b ő l (e lemből) f e l ép í t e t t s z e r k e z e t e t . 
A Ve t é r f o g a t ú e j e lű t e s t e t Se fe lü le t h a t á r o l j a . M i n d e n ü t t a Ve t é r f o g a t o n q 
t é r f o g a t o n megoszló t e rhe lés , az Se

p f e l ü l e t en a d o t t p° sű rűségű fe lüle t i t e rhe l é s 
m ű k ö d i k , míg Se

u f e lü le ten i smer t az u° e lmozdu lás . Az Se felület m e g m a r a d ó 
részén az e je lű t e s t a szomszédos t e s t t e l é r i n t k e z h e t i k . A felület ezen r é szé t 
je lö l je Se

c, a m e l y e t a t o v á b b i a k b a n az e-ik t e s t szóba jöhető érintkezési tartomá-
nyának. f o g u n k nevezn i . 

K i s e l m o z d u l á s t és a l akvá l t ozá s t f e l t é t e lezve az ér intkezés — rés (e lvá-
lás) f e l t é t e l é t a n n a k f igye lembevé te léve l , h o g y az Se

c (e = 1, 2) fe lü le tek t e r h e -
le t len á l l a p o t b a n a v i szonyí tás i k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n közel azonos f ü g g v é n y -
nye l j e l l e m e z h e t ő k , az a l ább iak szer in t f o g a l m a z h a t j u k meg. 

A z é r in tkező t e s t e k Se
c f e lü le tén l evő p o n t j a i t p á r b a á l l í t juk (a p á r t a 

t e s t e k egy-egy p o n t j a a lko t j a ) , m a j d ezen p o n t o k e lmozdu lásá t v a g y a n n a k 
b i zonyos (pl. n o r m á l i s i r á n y ú ) k o m p o n e n s é t s zemlé l jük az a l akvá l tozás fo lya -
m á n . A t o v á b b i a k b a n fe l té te lezzük , h o g y e p o n t o k az a lábbi s zabá ly sze r in t 
v a n n a k p á r b a á l l í t v a : 

Az l - e s t e s t S] f e lü le tén levő Qx p o n t n a k a 2-es t e s t en levő Q2 p o n t b e l i 
p á r j á t , a Qj-ben v e t t n 1 fe lü le t i no rmál i s á l t a l a 2-es t e s t S? fe lüle téből k i d ö f ö t t 
p o n t a l k o t j a . Mivel az S] és S? fe lü le tek p o n t j a i e g y m á s n a k megfelelői , a je lö-
lések egyszerűs í t ése é r d e k é b e n az Se

c f e l ü l e t e k e t egysze rűen fí-val f o g j u k je lö ln i . 
Az a l a k v á l t o z á s u t á n az Se

c (e = 1, 2) 1 f e lü le tek közö t t i n 1 i r á n y b a n m é r t 
t á v o l s á g 

y(*) d=t? u%(x) - ub(x) + h(x) x Ç Q (1.1) 

összefüggéssel j e l l e m z e t t , ahol 
= (1.2) 

h(x) — a Qv Q2 p o n t o k k ö z ö t t i t á v o l s á g o t , a k e z d e t i h é z a g o t jelöli, x = (xx, x2, я 3 ) 
ped ig t é rbe l i k o o r d i n á t á t jelöl . 

É r i n t k e z é s l ép fel , h a áll az 

У=0 x(íQp (1.3) 

geomet r i a i f e l t é te l , és rés v a n je len , h a 

y ( * ) > 0 . x d Q 0 (1.4) 

Az e lőzetesen n e m i s m e r t Qp é r in tkezés i és Q0 r és t a r t o m á n y o k k ie l ég í t ik az 
Q — Qa -f- Qp f e l t é t e l t . I t t meg kell j e g y e z n i , h o g y az Q t a r t o m á n y o n k ívü l i 

1 Az e index a továbbiakban 1 és 2 értéket vesz fel. A vektorokat, tenzorokat kövér 
betűvel, a skaláris és vektoriális szorzást ,, • " , ,, x " - a l jelöljük. 
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p o n t o k b a n y ( x ) > 0 i Ç Û fel té te lnek kell te l jesülnie. Ez a feltétel az ér intke-

zési feladat megoldásakor az Q „szóba j ö h e t ő érintkezési t a r t o m á n y " helyes 
kijelölésének ellenőrzésére ad lehetőséget. 

Egyoldalú kapcsolatnál az l -es testre h a t ó érintkezési feszültség rés eseté-
ben zérus, vagyis 

p(x) = 0 , X g Q 0 (1.5) 

míg ér intkezéskor 
p(x) = - р л г п 1 + p r x ^ Q p (1.6) 

összefüggéssel je l lemzet t , ahol p м 0 ér intkezési nyomás, p r a p vek to r 
érintőleges összetevője. 

Abban az esetben, ha 

Pr — 0 > (1-7) 

akkor súrlódás nélküli ún. normális érintkezési feladatról beszélünk. 
Súrlódás esetében, amennyiben az l -es t e s t pont ja inak a 2-es-hez képest i 

sebessége 
v(x) sa 0, p T ( x ) ^ 0 , x£Ű (1.8) 

teljes adhézióról beszélünk. 
Coulomb-féle súrlódásnál, y(x) = 0, v(x) = 0 esetében az adhéziós ta r -

t o m á n y t t a l á l j uk , ahol 

IPr(*)l x i Ü a (1.9) 

míg y(x) = 0, v(x) Ф 0-nál csúszás lép fel, amikor is 

p r (* ) = - ppN(x) - Ä - x £ Í2S. (1.10) 
I v(x) I 

I t t Qp = Qa + Q s, illetve az y{x) 0 esetében az Q0 rés t a r t o m á n y t k a p j u k 
meg. Vagyis súr lódás esetében az Q t a r t o m á n y csúszási, adhéziós és rés t a r -
tományokra boml ik fel, míg súrlódás nélküli esetben érintkezési és rés tar to-
mányoka t kü lönböz te tünk meg. Mivel m i n d k é t f a j t á j ú érintkezésnél az emlí-
t e t t t a r t o m á n y o k előzetesen ismeret lenek és á l ta lában bonyolult a lakúak, a 
klasszikus megoldási módszerek megha tá rozásukra a lkalmat lanok. 

Az ér intkezési feladat megoldásakor t e s t e n k é n t három, egymással kap-
csolatban álló mezőt keresünk: az ue elmozdulási , a Te, A1 feszültségi és alak-
változási tenzormezőket . 

A feszültségi tenzormező köteles kielégíteni a 

V Tc + q* = 0 , X £ Vе (1.11) 
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egyensúlyi egyenle te t —, az 

n ' • T ' = p° , x £ S e
p (1.12) 

d inamika i peremfe l té te l t , az e lmozdulásmező az 

k inema t ika i peremfe l té te l t ; t o v á b b á fennál l az 1 

* £ S< (1.13) 

A' = I (Vu ' + u 'V) = A ' T , x £ Ve (1.14) 
2 

geometr ia i egyenlet , a 

r = C ' . . A ' ; A ' = C ' - 1 . . T ' (1.15) 

anyagegyen le t , ahol Ce — az anyagá l l andók 4 - r e n d ű tenzora . Az Q t a r t o m á n y -
b a n a t e s t e k közö t t i kapcsola t f a j t á j á t ó l függően fenná l lnak : 

Kétoldalú kapcsolatnál az 

n 1 • T 1 - f n2 • T2 = 0 , 
x £ Q , (1.16a, b ) 

u 2 - u1 + h = 0 

d inamika i és k inemat ika i illesztési egyenletek (h — az e lmozdulásmezőben 
fennál ló szakadás pl. tú l fedésből adódó), egyoldalú kapcsolatnál, súrlódás nélküli 
ese tben a normál feszültségek v o n a t k o z á s á b a n 

Одг = n 1 • T 1 • n 1 = — pN 0 * £ S £ , 

<r% = - n 1 • T2 • n2 = - p N ^ 0 * £ S ? , 
azaz 

= c r ^ O , < 7 ^ 0 , x ç û (1.17) 

a d inamika i illesztési fel tétel , míg a súr lódás hiánya m i a t t az ér intőleges 
i r á n y ú feszül tségek 

pf = T ' - n ' i ^ n ^ O , r ' ^ l p ' r U l e = 1 (1.18) 
\e= 2 

A k inemat ika i illesztési fe l té te l 

x í Q j (1.19) 

1 T felső index a transzponálás jele, V-Hamilton-féle differenciáloperátort, „ • • " két -
szeres skalárszorzást jelöl. 
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ami a z t a t é n y t fejezi k i , h o g y a t e s t e k e g y m á s b a a k a d á l y t a l a n u l n e m hato l -
h a t n a k b e . U g y a n a k k o r , h a az Q t a r t o m á n y t e t sző leges p o n t j á b a n é r in tkezés 
lép fel, a k k o r 

У(х) = 0 , pN{x)> 0 , х ( Й р , (1 .20a, Ь) 

és ha rés v a n , akkor 
Рдг(ж) = 0 , r e ß 0 , (1 .21a , b) 

vagyis 

y(x)pN(x) = 0 , xÇÛ, (1.22) 

ahol Q = Q 0 -j- Qp, Q 0 , i l l e tve Q p t a r t o m á n y o k e lőze te sen nem i s m e r e t e s e k . 
Az é r in tkezés és r é s t a r t o m á n y á t az 

y{x) = 0 , pN(x)^ 0 , x<iQ'p (1 .23a, b) 

y{x) > 0 , pN(x) = 0 , x^Q'0 (1 .24a , b) 

fe l té te l le l is m e g a d h a t j u k . A z u tóbb i a b b a n k ü l ö n b ö z i k az előzőtől, h o g y az 
é r in tkezés i és rés t a r t o m á n y o k h a t á r á t ( у = 0, p ^ = 0) az elválási t a r t o m á n y -
ról az é r in tkezés i t a r t o m á n y h o z c s a t o l j a . T e r m é s z e t e s e n i t t is igaz , hogy 
Q = Qó + ß p . 

Coulomb-féle súrlódás ese tében az (1.9) — (1.Ю) a l a t t i fe l té te lek á l l n a k f e n n . 

2. Variációs elvek a lka lmazása normális érintkezési fe ladatok megoldására 

A var i ác iós e lveke t o l y módon é p í t j ü k fel, hogy f e l t é t e l ezzük : 1. a kere-
se t t mezők t e s t e k k é n t , i l l e t v e azon belü l e g y m á s t ó l f ü g g e t l e n e k ; 2. a v á l a s z t o t t 
e lvtől f ü g g ő e n k ö v e t e l j ü k m e g e l ő r e — „ a p r i o r i " — a p e r e m - , illesztési — f e l t é -
te lek és mezőegyen le t ek k ie légí tésé t ; 3. a T s és A" t e n z o r o k s z i m m e t r i c i t á s á t 
eleve a d o t t n a k vesszük. 

H a a m e z ő kielégíti a n e k i megfelelő m e z ő e g y e n l e t e t (ME) v a g y a p e r e m - , 
illesztési f e l t é t e l t (PF) , ( I F ) a k k o r kötöttnek nevezzük , e l l enkező ese tben s z a b a d -
n a k a ME, PF és IF v o n a t k o z á s á b a n . R ö v i d e n szabad egyenletnek f o g j u k 
nevezni m i n d a z o k a t a ME—IF-ket, a m e l y e k „ a p r i o r i " n e m vo l tak k ie lég í tve . 

I s m e r e t e s , hogy e g y e t l e n elemből á l ló szerkezet e s e t é b e n (IV = 1) a sza-
bad, egymástól független T és u mezőkre a l a p o z o t t s z á m í t á s n á l a 

n R = n R ( T, u) = 2 
e=l 

I [ T . . A(u) — U(T) — q • u] dV 
Jv 

f p° • udS - Г n • T • (u — u°) dS ) 
J Sp J Síi J 

(2.1) 
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Reissner-féle funkc ioná l s tac ionar i tása szükséges és elégséges fe l té te l a meg-
felelő szabad egyenletek „e lőá l l í t ásá ra" , és az azoka t kielégítő mezők valódi-
ságára . I t t Í 7 ( T ) = — T . . C - 1 . .T = — A . .C. . A = U(u) az a lakvál tozás i ener-

2 2 
giasűrűség. 

A ME és d inamika i PF s z e m p o n t j á b ó l kö tö t t T mező esetében a 

tfc = tfc(T) = J H f U(T)dV — Г u» T n dS 
e=l (Jv» J s t 

(2.2) 

kiegészítő energiára a lapozot t m i n i m u m elv, míg k inemat ika i P F s z e m p o n t j á -
ból k ö t ö t t e lmozdulásmező esetében a 

Пр = Пр( u ) = J j í [ U ( u ) - q . u ] d V - \ p° • u d S 
С — I I D V J S I 

(2.3) 

potenciál is energiára a lapozot t m i n i m u m elv segítségével á l l í tha tó elő a 
megoldás. 

K é r d é s k é n t merül fel, hogyan kell módosí tani a f en t i klasszikus variációs 
e lveket a normál is ér intkezési f e lada tok megoldása s z á m á r a ? A kérdés re ado t t 
vá lasz t az a lábbi gondola t ta l v e z e t h e t j ü k be. 

Először is t i sz tázzuk , mikén t módosul a Reissner-féle elv akkor , h a súrló-
dás nélkül i ké to lda lú kapcsola to t t é t e l ezünk fel az Q t a r t o m á n y m e n t é n , m a j d 
megkeressük azoka t a variációs fe l té te leket , amelyekkel ugyanez a funkc ioná l 
b i z tos í t j a az (1.17), (1.20) —(1.22) ér intkezési—elválási fe l té te leket . H a az egy-
oldalú kapcsola tból származó kor lá tozás t e lve t jük , akkor a k a p o t t funkc ioná l -
n a k b iz tos í tan ia kell a már eml í te t t ké to lda lú kapcsola thoz ta r tozó ér intkezési 
f e l ada t megoldásá t is. Lá tn i fog juk , hogy a b e m u t a t á s r a kerülő modi f iká l t 
Reissner-féle elvből a mezőkre k i ró t t kö tö t t ségek mér téké tő l függően számos 
más elv k ö n n y e n levezethető. 

2.1 Érintkezési feladat tárgyalása súrlódás nélküli kétoldalú kapcsolat esetében 

Kéto lda lú kapcsola tná l у = 0, x £ Í2. Ez t a fe l té te l t , az elmozdulás-

mezőre k i ró t t megkötés nélkül , Lagrange-fé le mul t ip l iká tor (LM) segítségével 
k í v á n j u k f igye lembe venni . K ö n n y e n meggyőződhe tünk arról, h o g y a (3.1) 

funkcioná lhoz a — A • j ( u ) dS i n tegrá l t hozzáadva a kapo t t 
Ja 

L = L(T, u, Я) = nR(T, u) - Г kydS (2.4) 
Ja 

funkc ioná l s tacionér helyzete szo lgá l ta t j a az összes szabad egyenle te t . 
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Valóban , a 
ÔL = ÔtL + Ô.L + ÔXL = 0 (2.5) 

egyenle t é r t e l m é b e n , ahol <5X — az x mező sze r in t i első va r i ác ió t je len t i , a z t 
k a p j u k , hogy 

« 5 x L = Í j f ( T . . C - 1 - A ( u ) ) . . Ő T dV 
e=l I Jv" 

(Hooke - tö rvény ) , 

+ j n • ÔT • (n° - u)dS J = 0 (2.6a, b) 

(k inemat ika i P F ) , 

ô ' L = 2 \ - f ( V - T - q ) - ő u dV 
e-l ( J v 

(egyensúlyi egyenle t ) , 

+ f (n • T — p°) • du dS 
)s% 

(d inamika i P F ) , 

j TÔuTdS j 

( súr lódásmentesség fel tétele) , 

+ f X)ôu1
NdS 

Js' 

- Г (a2
N + X)ôu2

NdS = 0 (2.6с—g) 
Jsí 

(d inamika i illesztési fe l té te l ) , 

&XL = - Г ДХ(И% - U2
n + h)dS = 0 (2.6e) 

Ja 

(kétoldal i kapcso la t geomet r ia i fe l té te le 
s ú r l ó d á s m e n t e s esetben) , 

a h o n n a n az egyes in t eg rá lokná l szereplő mezők egymás tó l függe t l en var iá lá -
sokból adódóan n y e r j ü k a zá ró je lbe í r t egyen le t eke t , f e l t é te leke t . L á t h a t ó az 
is, h o g y az (1.16a) vek to regyen le t normál i s i r á n y ú ska lár egyen le te h e l y e t t a 

oj , + A = 0, <J2
n + A = 0 (2.7a, b ) 

egyen le teke t k a p t u k , vagyis а A m u l t i p l i k á t o r , m i n t normál feszü l t ség , á tv i t e l i 
szerepet tö l t be а feszül tségek k ö z ö t t . 
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2.2 Módosított Reissner-féle variációs elvek alkalmazása 

2.2.1 Első elv 

Az egyolda lú k a p c s o l a t b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y 

Mivel а сглг* a T* t enzorbó l á l l í t j u k elő, és e n n e k előjelét n e m egyszerű k ö z v e t -
lenül b iz tos í t an i , i smé t az Q t a r t o m á n y fe le t t é r t e lmeze t t Lagrange- fé le szor-
zót a l k a l m a z z u k . E z t , a n e m nega t iv i t á s i k ö v e t e l m é n y e k e t k ie légí tő m e z ő t , 
a m i az é r in tkezés i n y o m á s n a k felel meg , a t o v á b b i a k b a n pN h e l y e t t p -ve l f o g -
j u k jelölni . I l y módon a (2.4) h e l y e t t az 

ISR = ISR(T,u,p) = I I R - ( P-y(u)dS, 0 , xdQ (2.8) 
Ja 

f u n k c i o n á l r a a lapozva ú j var iác iós e lv f o g a l m a z h a t ó meg. A tényleges T6 , u e 

mezők és az á tv i te l i szerepe t b e t ö l t ő p kielégí t ik az a lábbi va r i ác iós egyenle -
t e k e t —egyenlőt lenséget 

à i L p = 0, <5nL& = 0, ô p L ? ^ 0 (2 .9a—c) 

azzal a fel té tel le l , hogy p 0, v a g y i s r ö v i d e b b e n 

ÔLPr < ^ 0 , p ^ 0-nál . (2.10) 

A (2.9a)-ból köve tkez ik (1.13), (1.15), [(2.6a, b ) ] ; (2.9b)-ből X = p he lye t t e s í -
téssel (2.7), (1.11), (1.12), (1.18) [2 .6c—g]; míg (2.9c)-ből 

ÔpL*r= - j j p • y dS^ U 

a l a p j á n , p > 0 esetén dp te tszőleges (p -f- dp > 0) és у = 0, míg p = 0 
ese tében —*• dp 0 és у 0, vagyis 

P>о, у ^ о , py = о « e ß . 

azaz m e g k a p t u k az (1.20) — (1.22) é r in tkezés i—elvá lás i f e l t é t e l eke t . 
B i z o n y í t h a t ó , h o g y a s z a b a d e g y e n l e t e k n e k a (2.6) a l a t t f e l t ü n t e t e t t 

va r i á l t mezőkke l való szorzása és a z o k n a k t é r f o g a t o n , i l letve megfelelő fe lü le -
t e n v e t t i n t eg rá l j a a dTLR = 0, daLR = 0 egyenle te t a d j a . 

Az (1.20a), (1.21a) a l a t t i t a g o k a t dp-vel megszorozva és a z o k a t az Ü p és 
Q 0 f e lü le t eken in t eg rá lva , a r r a a k ö v e t k e z t e t é s r e j u t u n k , h o g y ezek az i n t e g -
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rálok nem lehe tnek n e g a t í v a k , mivel Q p fe le t t dp tetszőleges é r téke t (p 
+ ôp j> 0) v e h e t fel, míg Q0 felett dp > 0, a p-re v o n a t k o z ó fel tételből adó-
dóan . Összegezve ezeket az in tegrá loka t a — ÔPLR <[ 0 egyenlőtlenséget 
k a p j u k . 

Vagyis a ôLR 0 f e l t é t e l szerint v e t t var iáció p 0, x Ç Q mel le t t , 
szükséges és elégséges f e l t é t e l t ad a megfelelő egyenle tek valódiságára . 

K ö n n y e n meggyőződhe tünk arról, hogy ha a t ényleges mezőkhöz t a r tozó 
funkcionál é r t éké t LP

R = LRT(T, U, p 0)-vel j e lö l jük , akkor a T = T -F-
-f- ŐT, u* = u -f- du, p = p -}- ôp lehetséges mezők ese tében az LR funkc ioná l 
ér téke az a l ább i egyenlőt lenséget elégíti k i 

ЩТ, u , p > 0) < LP
R

T = ЩТ, u*, p ^ 0 ) , 

vagyis az LR funkcionál a T és p vona tkozásában , m a x i m u m m a l rendelkezik 

a T, u, p p o n t b a n , míg t ény leges T és p 0, x £ Q mezők esetén az u* lehet-
séges mezőnél az LR é r t éke azonos a tényleges mezőkhöz t a r tozó ér tékkel . 

2.2.2 Második elv 

Az Q t a r t o m á n y f e l e t t ér te lmezet t t e s t ek közö t t i y rés mezőnek, min t 
mul t ip l iká tor mezőnek a fe lhasználásával egy ú j var iác iós elv foga lmazha tó 
meg. Nevezetesen (2 .8)-ban p - t he lye t tes í tve — o>/-e 1, m a j d hozzáadva 

í ya%dS in tegrá l t , aho l y ]> 0 — mul t ip l iká tor , az 

Щ = и, у) 

nR(T, u) + 
1 crjv • (u% - u $ + h - y)dS 

0% • ("n — «îv + h — y) dS 

(2.11a, b) 

/Й 
funkcionál 

ôiLy
R = 0 , ôuL

y
R = 0 , (2.12a—c) 

y ]> 0, x £ Q mellett i va r i ác ió j a szo lgá l t a t j a a s zabad egyenle teke t : (1.13), 

(1.15), y = и% — uN + h; (1.7), (1.11), (1.12), ojv = t o v á b b á (2.12c) fel-
tételből a d ó d ó a n 

ha y = 0 , akkor d y ^ O - ^ ^ O x Ç, Q'p  

ha y >• 0 , akkor ôy tetszőleges (y -f- ôy > 0) —»- <fN = 0 x £ Q'0 

vagyis 

y Одг 0 , y<fN = 0 

azaz m e g k a p t u k az (1.22) — (1-24) a la t t i ér intkezési-elválási fe l té te leket . 
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Igazak a következő egyenlőtlenségek is: 

ЩТ, u , y ^>0) ^ Щ 
T, u, y* > 0) 

= ЩТ, u \ y ^ 0 ) 

A fen t i ké t elvnél, az érintkezési-elválási fe l té te lekben szereplő egyen-
lőtlenségeket, pótlólagos — az eredeti peremér ték- fe lada tban nem szereplő — 
mezők felvételével, közve te t t ú ton e légí te t tük ki. 

Alka lmazásukat , approx imálásuk egyszerűsége teszi indokol t t á . Ezeke t 
az elveket módosí to t t Reissner-féle hibrid variációs elveknek nevezhe t jük . 
Amennyiben pótlólagos mezőket n e m vesszük fel, úgy két lehetőség kínálko-
zik az érintkezési feladat t á rgya lására . Első esetben a Te mezőktől köve te l jük 
meg az Q t a r t o m á n y o n a ov 0 vagy 0 fel tétel kielégítését, a második 
esetben az u l elmozdulás mezőknek az У = идг — UN h 0 fel tétel t kell 
kielégíteniük. 

2.2.3 Harmadik elv 

A kérdéses funkcionál az első elvnél a lkalmazot tból oly módon veze the tő 
le, hogy a p he lyet t — (7%-et í runk, vagyis 

L°R = L°R(T, u) = 

f «hydS 
Ja 

nR(T, u) + 

I ' 
(2.13a, b) 

a 2
NydS 

A (2.13)-ra alapozott variációs elvnél, a variálás szabálya 

ôaL°R = 0, ÖtL°r<, 0 a l ^ f l 
I o n ^ 0 

, X £ Q feltétel mel le t t . 

Érdekes t énykén t jelenik meg, hogy egyidejűleg a ON és (Tn nega t iv i tásá t 
és azok egyenlőségét nem kell előírni. 

A tényleges mezőkhöz ta r tozó megoldás környezetében áll 

ЩТ, U) <; L"r = Lr{T, u*) , Í2.14) 

vagyis a T, и pon tban az Lß elfa jul t t í pusú nyeregpont ta l rendelkezik. 
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2.2.4 Negyedik elv 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy a m e n n y i b e n a = &n — On <1 6, x £ Q fe l -

t é t e l t b i z tos í t an i t u d j u k , úgy a (2.13) a l a t t i f u n k c i o n á l b ó l k i i ndu lva , a b e n n e 

szereplő T . . A ( u ) d F t é r f o g a t i i n t e g r á l Gauss —Osz t rogradszk i j - fé le té te l le l 

t ö r t é n ő á t a l a k í t á s a r é v é n n y e r t 

nR = nR( T, u ) = 

= - Я Д Т ) - 2 ( Í (V • T + q) • u d F - Г • u'rdS -
e= l U V J a 

- Г (n • T — p°) • u d s ) + í oNhdS (2.15) 
Js«p ) Ja 

f u n k c i o n á l <5n/7F = 0, ó T / 7 # 0 egyen le t -egyen lő t l enségek szer in t i v a r i á c i ó j a 
csakis és csakis a k k o r áll f enn , ha a T e , u e mezők a t ény leges mezők . E b b e n az 
ese tben is é r v é n y b e n v a n a (2.14) a l a t t i egyenlő t lenség . 

2.2.5 Ötödik elv 

A (2.11)-ben m e g k ö v e t e l v e az у — u% — u ^ + h j> 0 fe l té te l t e l j esedé-
sét, az ér in tkezés i f e l a d a t mego ldásá t а Пр(T , u) f u n k c i o n á l 

<5T#* = 0 , ô a n R ^ 0 , y > 0 , x e Q , (2.16) 

szabá ly szer in t i v a r i á l á s a szo lgá l t a t j a . A tényleges mezők kielégí t ik a (2.16) 
egyen le te t és egyenlő t lensége t . 

E b b e n az e s e t b e n 

nR(T, u) < nR < IJR(T, u*) (2.17) 

vagyis a T, u pon t , n y e r e g p o n t . 
A f e n t i e lvekről a d összefoglaló á t t e k i n t é s t az 1. t á b l á z a t . 1 

2.3 Módosított kiegészítő energiára alapozott variációs elvek 

A f e n t i e k b e n b e m u t a t o t t e lvekből k i i ndu lva a I e mezőkre k i r ó t t k ö t ö t t -
ségektől f ü g g ő e n az a l á b b i variációs e lvek f o g a l m a z h a t ó k meg. 

1 Ennél és a többi táblázatnál is, a táblázatban fe l tüntetett mezők a lehetséges mezők. 
A jelölések egyszerűsítése céljából elhagytuk a T, u* stb. jelöléseket. Mindazok a lehetséges 
mezők, amelyek kielégítik az ehhez tartozó variációs egyenlet-egyenlőtlenségeket, egyúttal 
tényleges mezők. 
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1. táblázat 

Normális érintkezési feladatok megoldására szolgáló módosított Reissner-féle variációs elvek 

ELV Funkcionál Mezők és azok kötöttségei Variációi egyenletek—egyenlőtlenlégek 

1 LPr = n R ( T , u) - p(u% -uh+ h)dS 
P ^ O 

dTLíf = 0 

2 Ly
R = n R ( T , u) + J o'N(u% - u h + h - y)dS 

- l i 

TC, ue y^> 0 

« е й 
<5 a L/?=0 6'уЬЪ ^ 0 

3 L"r = Щ(Т, u) + J o'N(uh - uh + h)dS 

- l i 

A e = Í - ( V u e + u'V) 

e = 1, 2 
- l i 

<5„L£ = 0 ÔTLr <, 0 

4 nR = -ЩT) - i j j v < (V • T + q) • u dV 

- j ^ V r d S - ^ í n . T - p O j u d s j + J ^ b d S 

o R = o h 
= o h < 5 „ i 7 Ä = 0 д n R < . о 

5 Я / К Т , U) 

UN — u)f 

x£Q 

Ô T n R = 0 <5„ЯЯ ^ 0 
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2.3.1 Hatodik elv 

A (2.8) a l a t t i f unkc ioná l t Gauss—Oszt rogradszk i j - fé le integrál á t a l ak í t á s i 
t é t e l segítségével á t a l a k í t v a , m a j d megköve te lve T^-től az egyensúlyi egyen-
le t , a d inamika i PF és az (1.18) a la t t i fe l té te l kielégítését , a 2. t á b l á z a t LQ 
funkc ioná l j áboz j u t u n k , ame lyben w' — a normál is i r á n y ú e lmozdulásoka t 
he lye t tes í tő Lagrange- fé le mul t ip l iká to r mező . 

A tényleges mezők kielégít ik a t á b l á z a t b a n f e l t ü n t e t e t t variációs fe l té te -
l eke t az o t t fe lsorol t mezőkre vona tkozó kö tö t t s égek mel le t t . 

2.3.2 Hetedik elv 

Előző e lvben a feszül tségek n e g a t i v i t á s á t a p mezőn keresztül biztosí-
t o t t u k . Az L p ana lóg iá ja a l ap j án , a on mezők nega t i v i t á sá t у mező segítségével 
b iz tos í tva , a 2. t á b l á z a t Ly

c f unkc ioná l j á ra a lapozo t t variációs elvhez j u t u n k . 

2.3.3 Nyolcadik elv 

A.z ér intkezési nyomás poz i t iv i tásá t a Te t enzorok tó l megkövete lve , a p , 
i l letve у mu l t ip l iká to rok feleslegessé v á l n a k . E k k o r , ha on és a% azonosságá t 
„ a p r io r i " n e m te l j e s í t j ük , úgy az L c f u n k c i o n á l b a n az u to lsó t ag e lhagyásáva l 
k a p o t t Lc (lásd 2. t áb láza t ) funkc ioná l ra a lapozva t i s z t ázha tók az ér intkezési-
elválási t a r t o m á n y o k , t o v á b b á leveze the tők a szabad egyenletek. 

2.3.4 Kilencedik elv 

Amenny iben ON = ON = CTN <[ 0 fe l té te l t b iz tos í tan i t u d j u k a nyo lcad ik 
elvnél megfoga lmazo t t akon kívül , úgy az ér intkezési f e l ada t megoldása során, 
keressük a 

Пс = - Л е (Т ) + Г öNhdS (2.18) 
Ja 

m a x i m u m á t a <5T/7C 0 egyenlőt lenség á l t a l m e g h a t á r o z o t t pon tban a y - l * - f 
+ qe = о, x Ç Vе, n r = p ° , x£ Sp, öjv = йдг = 0дг <Ç 0, т = 0, * £ Q 

fe l té te lek „ a p r i o r i " kielégítése mel le t t , mivel áll a 

ад < ; ад (2.19) 
egyenlőtlenség. 

2.3.5 Tizedik elv 

G y a k r a n lehetőség kínálkozik a Green- függvény pon tos előáll í tására : a 2-es 
j e lű testnél , a d o t t t ámaszok mel le t t , míg az l - es tes tné l , — amely merev te s t -
szerű mozgást is végezhet — az D t a r t o m á n y t ó l t ávo l i kis felületen h a t ó f ik t ív 
t á m a s z mel le t t . 
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2. táblázat 

Normális érintkezési feladattal kapcsolatos módosított kiegészítő energiára alapozott variációs elvek 

Funkcionál Mezők és azok kötöttségei Variációs egyenletek—egyenlőtlenségek 

Lp
c = -ЩT) - f [ph - w'(p + crk) + w2(p + dS 

L í = - ПС(Т) + Ja [a'N h + (ah- ahW - y ah] dS 

( e = h j = 2) 
U = 2 , j = l ) 

ЯС(Т) + [ah h + ( a h - a h ) W
J ] dS 

( 6 = 1 , j = 2] 
l e = 2 , j = 1) 

Я с = - nc(T) + ^ a N h dS 

Tc, we 

Hooke törvény 

V • Te + q' = 0, 

xÇVe 

n e - T e = p " , xÇS' p 

те = 0, 

e = 1, 2 

x(:Q 

10 LÎC = - y 10 P H(*, *')p' dS'dS + J f l P ( / 4 - f - h ) d S 

- > F • F ( p ) - • M ( p ) 

Hatásfüggvény fel-
építhető. 

kp, ÁЛ1 

p ^ O 

У ^ О 
r f û 

• - { i 
x£Q 

on = °N 
= oh 

Ï Ç Û 

p ^ o 

I f ß 

őTLc = 0 

ôwLà=0 

ôwLc = О 

<5pL£ ^ О 

<5yl£ ^ О 

ôTL°ç <, О 

<5 Т Я С ^ О 

ôpLp
K^0 
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Az n 1 i r ányba eső pon tbe l i egységnyi erőből szá rmazó x pon tbe l i n1 

normál is i r á n y ú e lmozdulás t H e (x , x')-el, a m e g t á m a s z t o t t tes tekre h a t ó ismert 
erőrendszerből származó normál i s i r á n y ú elmozdulást f*-el jelölve, az érintke-
zési f e lada t v izsgála tára a lka lmas funkc ioná l 

UK = Щр, XF , XM) = 

— — ~ Г í p(x) *') + *'))/>(*') № dS + 
2 J a J a 

+j*PdS - XF • F - XM • M , (2.20) 

aho l t = f1 — f 2 — h; XF , Хм az l -es t e s t merev tes t szerű e lmozdulásá t megha tá -
rozó az origóval egybeeső p o n t j á n a k elmozdulás- és szögel fordulás-vektora , 

F = F ° - í n 1 ' pdS, (2.21a) 
Ja 

M = M° - J R X vJp dS, (2.21b) 

[F°, M°] — az l -es t e s t re h a t ó i smer t erőrendszer or igóbel i r eduká l t vektor-
ke t tőse . 

Az LP
K funkc ioná l ra a l apozo t t var iációs elv á l l í t j a , hogy a tényleges 

ér intkezési nyomásmező és а XF, Хм merevtes t szerű e lmozdulás v e k t o r o k kielé-
gí t ik a 

àpVK^ 0 , à\r M LP
K — 0 (2.22) 

variációs egyenle teket a p 0, x £ ü fe l té te l mellet t . (2.22) é r t e lmében fenn-

á l lnak az (1.20)—(1.22) a l a t t i fe l té te lek, t o v á b b á a (2.21) a l a t t def in iá l t F = 0, 

M = 0, vagyis a merev tes t sze rű mozgással bíró l -es t e s t egyensú lyban van. 
A megfoga lmazo t t elv [26] a [24], [17] féle variációs e lvek á l t a lános í tásának 
t ek in the tő , mivel [24]-ben XF = Хм = 0 -nak , [17]-ben fe — 0-nak, t o v á b b á 

Хм a d o t t n a k volt fe l té te lezve. 

2.4 Módosított potenciális energiára alapozott variációs elvek 

Az a n y a g t ö r v é n y t , geomet r ia i egyenle te t a d o t t n a k véve, az u mezőktől 
a k inema t ika i PF kielégítését megköve te lve az LR-bői k i indu lva , az ér intkezési 
f e lada t v izsgá la tá ra a lka lmas funkc ioná lok a 2.2 — 2.3 p o n t b a n t e t t gondola-
t o k n a k megfelelően leveze the tők . Ezeke t , és a hozzá juk t a r tozó 11. —13. jelű 
variációs e lveket a 3. t á b l á z a t t a r t a l m a z z a . 
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3. táblázat 

Normális érintkezési feladatok vizsgálatára alkalmas módosított potenciális energiára alapozott variációs elvek 

ELV Funkcionál Mezők és azok kötöttségei Variációs egyenletek—egyenlőtlenségek 

11 L?> = tfp( n ) - ^p(uh-ul
N + h)dS 

ue 

uc = U° X € Su 

A f = i - Í V u ' + u'V) 

T e = C e . . A c 

e= 1, 2 

P ^ O 
x £ £) 

öuLp= 0 

ôpL
pp^0 

12 I/P = Я р (и) - Q — uh + h — y)dS 

•- I ! 

ue 

uc = U° X € Su 

A f = i - Í V u ' + u'V) 

T e = C e . . A c 

e= 1, 2 

о 

öuLp= 0 

ó y b f e 0 

13 Пр( а) 

ue 

uc = U° X € Su 

A f = i - Í V u ' + u'V) 

T e = C e . . A c 

e= 1, 2 2 1 илг — ujv 

+ 0 0 „ Я р ^ 0 — 

I 
H 

! 
.S 
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2.5 Érintkezési feladatok megoldása ,,variációs elvek kombinálásával'''' 

G y a k r a n a p e r e m f e l t é t e l e k l ehe tővé t e sz ik az egy ik t e s t e lmozdulás i és 
feszül tségi á l l a p o t á n a k p o n t o s m e g h a t á r o z á s á t . Té t e l ezzük fel , hogy a 2-es t e s t 
H2(x, X'), G r e e n - f ü g g v é n y e , a te rhe lésből s z á r m a z ó n 1 i r á n y ú f2 e l m o z d u l á s a 
i smer t . 

E k k o r a t e s t k iegész í tő ene rg i á j á t (2.20) a l a p j á n a 

Щ(р) = - Г Г pH2(x, X')p' d S ' dS + Г PpdS + const (2.23) 
2JoJa Jo 

összefüggéssel s z á m o l h a t j u k . F igye lembe v é v e , h o g y p o n t o s m e g o l d á s n á l 
i7 2 (p ) = — П2

с(р), k ö n n y e n k o n s t r u á l h a t o k ú j a b b va r i ác iós elvek, a m e l y e k 
az é r in tkezés i n y o m á s p o z i t i v i t á s á t a f e l v e t t p j> 0, x Ç Q mezőn k e r e s z t ü l 
b i z t o s í t j á k . A szóba j ö h e t ő e lvek az 1, 6, 11-ből , a 10-nél is a l k a l m a z o t t v a r i á -
lási s zabá ly f i g y e l e m b e vé te léve l s z á r m a z t a t h a t ó k le . í g y például a s z a b a d 
u 1 és T1 m e z ő k ese tében az 

V » = L £ " ( T \ u \ p ) = 

= WR(T\ vd) - Щ(р) + f p « - h) dS (2.24) 

f u n k c i o n á l 

ôr,uLp
R

H = 0, ôpLP» ^ 0 , p ^ O , xtQ 

szabá ly sze r in t v e t t v a r i á l á s á v a l j u t u n k a mego ldáshoz , míg u 1 k i n e m a t i k a i -
l ag lehetséges e l m o z d u l á s m e z ő esetében az 

LpH = LPp"(u\p) = 

= Щ(u1) + П%р) - íj p(h - uY) dS (2.25) 

funkc ioná lbó l az a l ább i s z a b á l y szer int n y e r h e t ő k a s z a b a d egyen le tek : 

ôuLPp" = 0, ôpLÇP <, 0 , p ^ O , x£Q, (2.26) 

u ! = uo , x e s i . 

A j a v a s o l t e lvek e lőnyösen a l k a l m a z h a t ó k a n n a k t i s z t ázá sá r a is, h o g y 
é p í t m é n y e k , kü lönfé le t í p u s ú á g y a z a t a i m i k é n t do lgoznak e g y ü t t , m i v e l az 
á g y a z a t o k k iegész í tő e n e r g i á j a , g y a k r a n G r e e n - f ü g g v é n y segítségével elő-
á l l í tha tó [34] . 
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2.6 Merev elemeket tartalmazó rendszer vizsgálatára alkalmas variációs elvek 

Téte lezzük , hogy az l - es t es t a merev . A variációs elvek s z e m p o n t j á b ó l 
h á r o m eset kü lönböz t e the tő meg: 

1. I smere tes az l - r e m ű k ö d ő kü l ső erőrendszer (merev tes t szerű mozgása 
ismeret len) ; 

2. 2-es t e s t az 1 je lű m o z d u l a t l a n merev t es t re t á m a s z k o d i k ; 
3. Az l - e s tes t merev tes t sze rű mozgása ismer t . 

Az 1. esetben az l - e s t e s t egyensú lyának ér te lmében a (2.21) a l a t t i F = 0, 
M = 0, fe l té te lnek kell te l jesüln iük . E z e k e t a fe l té te leket az funkc ioná l t -
ná l t e t t e k h e z hasonlóan XF , k M mu l t ip l iká to rokka l vesszük f igye lembe. I ly 
módon , egyik lehetséges variációs elv, az első elv módos í t ásáva l az 

Щ = L ^ T 2 , u2 , kF,kM,p) = 

= П%(Т, u ) - Г p(u*N + h) dS - XF • F - Х м • M (2.27) 
Jo 

f u n k c i o n á l r a t ámaszkod ik . B izony í tha tó , hogy a tényleges mezők kielégí t ik a 

= ( 5 P I # < 0 , P ^ > 0 , (2.28) 

egyenle teket—egyenlőt lenségeket . 
A f en t i ekben b e m u t a t o t t á t a l ak í t á s analógiá ja a l a p j á n a t öbb i elvből is 

k ö n n y e n leveze the tők a megfelelő funkc ioná lok [25]. 
A 2. esetben megfoga lmazha tó var iációs elvekhez t a r t o z ó f u n k c i ó n á l o k a t 

az 1. e se tben k a p o t t f unkc ioná lokban szereplő XF • F -f- Хм • M t a g e lhagyásá-
val k a p j u k meg. 

A 3. esetben, mivel XF , Хм ismere tesek az Q t a r t o m á n y o n , az l - e s t e s t 
UN e lmozdulása az i smer t 

"ÍV = (*F + ^ X R ) • n 1 

összefüggéssel számí tha tó . Behe lye t t e s í tve ezen ér téke t az LR s tb . funkc io -
ná lba , i l le tve T 1 = A 1 0 - t véve, m e g k a p j u k az ér intkezési f e lada t var iációs 
elvek fe lhasználásával t ö r t é n ő megoldásához szükséges funkc ioná loka t . 

3. Variációs elvek számí tás technika i real izálásának n é h á n y kérdése 

3.1 A A variációs e lvekben szereplő mezők approx imá lásá ra , a gyakor -
l a t b a n szereplő, a bonyolu l t fe lépí tésű és terhelésű szerkezet i elemek m i a t t 
célszerű lokál is approx imác ió t , vagyis a végeselemes módszer t a lka lmazni . 

3.2 A t á rgya l t variációs elvekre a lapozva , a variációs egyenle tek—egyen-
lőt lenségek révén, k v a d r a t i k u s p rogramozás i f e lada t f oga lmazha tó meg. 
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Az egyenlőtlenségi rendszer mére te inek csökkentése cél jából célszerű a „szuper-
elem t e c h n i k á t " a lka lmazni . 

Az 1., 6. elvnél a ôTL% = 0 (A = K, C) egyenle t megoldása u t á n , i l letve 
11. és 13. elvnél közvet lenül , a diszretizálásból szá rmazó programozás i f e lada t 
formai lag 

— u T K u - u T q | A u - Ь ^ о ) (3.1) 
2 

a lakban í r ha tó fel, míg a 2. és 7. elvnél a 

(3.2) - z r C z - zT j I у > 0 , z T = [uT , y T ] 
2 

fe lada thoz j u t u n k [25]. I t t К és С pozit ív szemidef in i t má t r i xok , u — csomó-
pon t i e lmozdulásokat , у — rés diszkrét pon tbe l i é r téke i t t a r t a l m a z ó vek torok . 
A 10. és 11. e lvekre a l apozo t t kvad ra t i kus p rogramozás i f e l ada t felál l í tásával 
a [26], [27] m u n k a részletesen foglalkozik. 

A (3.1), (3.2) a la t t i , ,p r ímái f e l ada t " -o t a nemlineár is p rogramozásban 
használa tos K u h n — T u c k e r - f é l e tétel fe lhaszná lásáva l [28] vissza t u d j u k 
vezetni , o lyan „ d u á l i s " programozás i f e l ada t r a , ame lyben az i smeret lenek 
száma lényegesen lecsökken. Ismeret lenek az ér intkezési n y o m á s vagy rés 
diszkrét pon tbe l i értékei , i l le tve a merevtes t szerű mozgás t végző tes tnél a 
merev tes t szerű e lmozdulás t l ekö tő e lmozdulás -koord iná ták . 

Az 5. és 13. elvnél a lak i lag a (3.1) f e l ada thoz j u t u n k , azonban az 1. és 
11. elvnél k a p o t t A és b m á t r i x o k nem lesznek azonosak az 5. és 13-nál kapo t -
t akka l . Az 1. és 11. elvnél, ér in tkezés—elválás fe l té te lé t kis a l t a r t o m á n y o k 
fe le t t , in tegrál é r te lemben ellenőrizzük le, míg az 5. és 13-nál diszkrét pon tok-
b a n . A 2., 7. elv realizálása t ö b b számítás t igényel min t az 1. és 11-é. A 9. 
és 13. elvnél fenná l l a 

ПС{Т) <: ПС(Т) = np(u) ^ np(u*)) 

egyenlőtlenség, vagyis a k é t e lv segítségével f e lép í t e t t megoldás révén lehetőség 
nyíl ik a megoldások kor l á tok közé szorí tására . 

3.3 A „ d u á l i s " p rogramozás i fe ladat e lőál l í tását csak akkor végezhe t jük 
el racionálisan, h a az á t a l a k í t á s n á l je lentkező egyenle t rendszereke t t öbb j obb -
oldallal s ikerül megoldani . I l y módon az ér intkezési f e l a d a t o k megoldására 
a lkalmas e f fek t ív számítógépi p rogramok n a g y m é r e t ű gépeket igényelnek. 

4. Megjegyzések 

4.1 A f en t i ekben a h á r o m m é r e t ű tes tekre megfoga lmazo t t variációs elvek 
természetesen érvényesek egy- , ké tmére tű t e s tekre , i l letve azok kombináció-
j á r a (rugalmas közegre t á m a s z k o d ó t a r tó , lemez s tb.) , sőt á tv ihe tők a fel té te-
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les geometriai (k inemat ika i ) kapcso la toka t t a r t a l m a z ó rúdszerkezetek vizs-
gá la t á ra is. 

4.2 Amenny iben a rúdszerkeze t p r i zmat ikus r u d a k b ó l v a n felépítve és az 
a c somópon tokban van te rhe lve , úgy a feszül tségál lapot megha tá rozásá ra szol-
gáló variációs elvek, i l letve az azokhoz kapcsolódó k v a d r a t i k u s programozási 
f e l ada tok levezetésére célszerű a S Z A B Ó J . - féle t á r g y a l á s m ó d o t felhasználni 
[29]. Nagy elmozdulások h a t á s á t — másodrendű elmélet fe lhasználásával — 
[30] m u n k a vizsgál ja , míg elsőrendű elmélet tel kapcsola tos eredményekről a 
[31] ad á t t ek in t é s t . Kor l á tozo t t teherbí rású kapcso la tok vizsgála tára [32] a 
f e n t i variációs elvek a lka lma t l anok . 

4.3 A d inamika i ér intkezési fe lada tok v izsgá la tá ra a lka lmas funkcioná-
lok a kváz i s t a t ikus esetbeJj 1 — 4 . , 11., 13. elveknél k a p o t t a k b ó l a Hami l ton— 
Osztrogradszki j - fé le variáció- elv modif iká lásával veze the tők le. 

Bevezetve a 

T = T ( u ) = l J f e ú w (4.1) 
2 e=lJv 

kine t ikus energiá t , 1 ahol g — a sűrűség, t o v á b b á а Ax = p, A2 = y, A3 = <TN, 
= <Tи, As

 : 0, LRr = LR, Lrг = Ly
R, LrЗ = Lr, Lr4 = UR, Lr5 — IIR jelö-

léseket , a d inamika i f e l ada tok a 

HRi = HR!{T, u , A,) = j'* [T(ú) - LRi] dt (4.2) 

funkc ioná l segítségével t á r g y a l h a t ó k . I t t tv t2 tetszőleges vá l a sz to t t időinter-
v a l l u m h a t á r o k . Fe l té te lezve , hogy az u mező a tl és t2 i dőp i l l ana tokban előírt 
f e l t é te leke t kielégíti , igazolható , hogy mindazon T, u, A, mezők, amelyek 
kielégítik a 

duHRJ = 0 , ( j = 1 , . . . , 4 ) ; <5T HRk = 0 , (к — 1, 2, 5) ; 

6 „ H R S ^ [ 0 , u ^ - u j v + A ^ O , x i Ü , 

Ô T H r s < 0 , < f N ^ 0 , « £ ß , « = ! 1 í 3 

I 2 s = ; 

°lN = 0*N<b U 

ÖPHR1^ 0 , p ^ 0 , X 6 ß ; < 5 ; H ß 2 ^ 0 , y > 0 , x f f i , (4.3) 

var iác iós egyenle t—egyenlő t lenségeket tényleges mezők. E n n e k f o r d í t o t t j a is 
igaz . Tényleges mezők ese tében fenná l lnak a (4.3) a l a t t i ak . 

1 A t idő szerinti deriválást = n jelöli. 
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H a s o n l ó a n n y e r h e t ő k a k i n e m a t i k a i l a g k ö t ö t t e lmozdu lá smező t fe lhasz-
n á l ó va r i ác iós elvek is. í g y pl. a 

HP1 = ffPl(u) = f " [t(ú) - ff»] dt 
Jh 

(4.4) 

f u n k c i o n á l b ó l I 
ô a H P 1 ^ 0 , + 0 , x £ Q (4.5) 

egyenlő t lenségek f enná l l á sa e se t ében l eveze the tő az összes s zabadegyen l e t , 
vagy i s az az u* mező, a m e l y kielégí t i a (4.5) fe l té te l t , t ény leges mező . 

A f e n t i mod i f iká l t H a m i l t o n — O s z t r o g r a d s z k i j - f é l e e lvekből l eveze the tő 
e g y e n l e t e k : mezőegyenle tek , pe rem- és il lesztési fe l t é te lek . A d i n a m i k a i fel-
a d a t megoldásához t e rmésze t e sen a t — 0 időp i l l ana thoz t a r t o z ó kezde t i fel-
t é t e l e k r e is szükség v a n : 

и = u ( 0 ) ; V = v ( 0 ) . (4.6) 

A d i szkre t izá lásból s z á r m a z ó f e l a d a t ff r í , HR 5, ffpi e se t ében fo rma i l ag 

min Á u T K u - u T ( q - Mü) I A u - Ь ^ 0 J (4.7) 

a l a k b a n í r h a t ó fel. M i n t h o g y az ü n e m ismere tes , így a (4.7) f e l a d a t megold-
h a t ó s á g a é rdekében az t megfelelő időlépés fe lvéte lével d i f f e renc iamódsze r a lap-
j á n kell közel í teni , h i szen a t e s t e k k ö z ö t t i kezdet i hézag m i a t t — per iod ikus 
ge r j e sz tő e rő ese tében s e m lesz a r e n d s z e r mozgása pe r iod ikus . I l y m ó d o n ezen 
t í p u s ú r u g a l m a s r endsze rek d i n a m i k a i v ise lkedésének n y o m o n köve tése az ü 
a p p r o x i m á c i ó j á t ó l f ü g g ő e n v e t t i d ő p o n t o k b e l i k v a d r a t i k u s p r o g r a m o z á s i fel-
a d a t o k e g y m á s t k ö v e t ő m e g o l d á s á t k ö v e t e l i meg, a m i n e k e f f e k t í v v é g r e h a j t á s a 
n a g y k a p a c i t á s ú s zámí tógépek n é l k ü l m á r n e m képze lhe tő el. 

A t á r g y a l t d i n a m i k a i k e z d e t i - p e r e m é r t é k f e l a d a t m e g o l d h a t ó oly m ó d o n 
is, h o g y az e lmozdu lásmező időszer in t i d e r i v á l t j á t , a v sebességet , az и mező tő l 
f ü g g e t l e n ü l a p p r o x i m á l j u k , sőt az I i m p u l z u s t is f ü g g e t l e n ü l ves szük fel . E k k o r 
pl . a H R i h e l y e t t az 

hi = U: h V, I) = 
Г 2 

= P - T(v) + Lm - £ Г I • (ú — v) dV 
Jt, l e=lJv' 

dt (4.8) 

v a g y a 

JRÍ = JRÍ(T, и , А,-, I ) = 

= C'\T{1) + L R Í - ' 2 [ I U dV 
Jh L e=lJv 

dt , (4.9) 
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vagy a 
KRi = KRi{T, u, Af, v) = 

r 2 

= ['\T(V) + L r í - 2 Í вУ-ádV 
J t , L e - l J v 

dt (4.10) 

funkcioná lokban a v és I szerint v e t t variációkhoz t a r tozó kifejezéseket zérus-
sal egyenlővé téve, i l letve a (4.3) a l a t t i variálási fel tételeket b e t a r t v a , az összes 
szabad egyenlet levezethető. A H p r n é l tá rgyal t szabad egyenleteken kívül 
ú j a b b t ípusú egyenletek is megjelennek. A korábbi mozgásegyenlet érvényét 
veszíti és helyette J F , -né l az I = y • T -j- q mozgásegyenlet jelenik meg, továbbá 
I == QV, ù = v összeférhetőségi egyenletek vannak érvényben, J F , - n é l az előbbi 
mozgásegyenlet és í = gú összeférhetőségi egyenlet , végezetül K F i -né l gv = 
= V-T q mozgásegyenlet, ù = v összeférhetőségi egyenlet veze the tő le. 

Mivel a (4.8) — (4.10) funkcionálokra alapozot t számításnál nyer t egyen-
let—egyenlőt lenségekben az u, i l letve v mezők időszerinti első der ivá l t j a szere-
pel csak és ezeknek közelítése pon tosabban elvégezhető mint a másodrendű 
der ivá l také , így a n n a k ellenére, hogy az összismeretlenek száma megnő, 
a lka lmazásuk előnyös. 

4.4 Rugalmas-képlékeny tes tek esetében a potenciális energia min imuma 
elvét (13. elv), illetve a módosí tot t kiegészítő energia m a x i m u m a elvét (9. elv) 
á l lapotvál tozásokra fel írva, keressük azokat a sebességmezőket, amelyek az 
érintkezés-elválás fel tételén tú lmenően kielégítik a képlékeny t a r tományok-
ban érvényes 

f = 0 , / = • % • • T ^ O 
J ЭТ 

mellékfeltételeket is. I t t / — folyási függvény, T — feszültségi sebességi tenzor-
mező [33]. Ezek a fe lada tok is kvadra t ikus programozási f e l ada t ra vezetnek. 

5. Kuta tás i témák 

Az érintkezési fe lada tokkal kapcsolatos, numer ikus módszereket felhasz-
náló ku ta t á sok Lazánkban a szerző ismerete szerint a BME és NME-re kor-
lá tozódnak . Célszerű volna a k u t a t á s o k a t olyan i r ányba szélesíteni, amelyek 
hozzáj á ru lnának 

1. a többrétegű tes tek érintkezési fe ladata inak, 
2. a rugalmas-képlékeny alakí tás i technológiával kapcsolatos érintkezési 

feladatok megoldásához, 
3. a vékonyfalú elemek merevtes tekkel t ö r t énő érintkezési viszonyainak 

pontosabb t isztázásához, 
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4. a t e rhe lés -á tadássa l kapcsola tos számos opt imal izációs f e l ada t , 
5. az ütközéssel , rezgéssel párosuló d inamika i ér intkezési f e lada tok , 
6. i l letve a nagy e lmozdulásokka l kapcsola tos ér intkezési f e l ada tok meg-

oldásához. 
7. T o v á b b kellene fe j leszteni az anal i t ikus és számítógépi módszereket , 

különös t e k i n t e t t e l a d inamika i súr lódásnélkül i , i l letve súrlódásos 
érintkezési f e l a d a t o k megoldására . 
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EGYENES TENGELYŰ, 
A HOSSZA MENTÉN VÁLTOZÓ JELLEMZŐKKEL BÍRÓ, 

HAJLÍTÓ LENGÉST VÉGZŐ RÚD 
SAJÁTKÖRFREKVENCIÁINAK 

JAVÍTHATÓ KÖZREFOGÁSA 

I I . R É S Z 

BOSZNAY ÁDÁM* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

és 

R I C H L I K GYÖRGY**—TÓTH GYÖRGY*** 

[Beérkezett: 1979. május 8-án] 

A dolgozat a címbeli feladatot a Poincaré—Rayleigh—Ritz-módszer és a Fichera-
féle eljárás segítségével oldja meg, s felhívja a f igyelmet a nnmerikus megoldás kapcsán 
előadódó néhány problémára. 

1. Bevezetés, célkitűzés 

A f e n t i címmel meg je l en t előző t a n u l m á n y [1] t ö m ö r e n összefoglalja a 
címbeli f e l a d a t egy lehetséges megoldásá t , nevezetesen a j a v í t h a t ó felső kor lá-
t o k a t a Po inca ré—Rayle igh—Ri tz - fé le f in i t izá lással s z á m í t j a , m a j d b e m u t a t j a 
a F ichera- formula h a s z n á l a t á t j a v í t h a t ó alsó kor lá tok megha tá rozásá ra . A gya-
kor la t s z á m á r a való hozzáférhetőség e lőmozdí tása vége t t szerzők szükséges-
nek t a r t j á k , hogy számpé lda kapcsán f e lh ív j ák a f i gye lme t néhány , az alkal-
mazás so rán előforduló p rob lémára . A t o v á b b i a k b a n [ l ] - e t jelen t a n u l m á n y 
I . részének t e k i n t j ü k , és az erre t ö r t é n ő h iva tkozások ese tén az il letékes egyen-
le t szám e lő t t az I . jelölést a lka lmazzuk. 

2. A példa 

Vizsgá la tunk t á r g y a : egyik végén be fogo t t , más ik végén szabad, a hossz-
tengelye m e n t é n l ineár isan vál tozó á t m é r ő j ű , körsze lvényű rúd , melyről fel-
té te lezzük, hogy homogén tömegeloszlású és ruga lmasság i modulusa á l landó. 
A r ú d „ s a j á t koo rd iná t a r endsze ré t " és megha tá rozó geometr ia i p a r a m é t e r e i t 
az 1. á b r á n t ü n t e t t ü k fel . Ezek segítségével a d á tmérő , az A ke resz tmetsze t i 
terüle t és a keresz tmetsze t i s íkidom i t t szükséges I 2 másod rendű n y o m a t é k a : 

d { x ) = j [ L R - { R - r ) x ] , (1) 

* Prof. Dr. Bosznay Ádám, 1123 Budapest , Győri út 12. 
** Richlik Gvörgy, 1073 Budapest, Akácfa u. 59. 

*** T ó t h György, 1016 Budapest, Gellérthegy u. 2 0 - 2 2 . 
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>4 
1. ábra. A rúd saját koordináta-rendszere és meghatározó geometriai paraméterei 

Ezen f ü g g v é n y e k , v a l a m i n t g = áll. és E = áll. i smere tében az I . (4)-ben defi-
niá l t ope rá to r sz imbólumoka t m e g h a t á r o z t u k . Az I . (6) peremfel té te l rendszer 
jelen ese tben a 

v{o) = 0 , v'(o) = 0 (4) 
geometriai és 

v"(L) = 0 , v"'(L) = 0 ( 5 ) 

dinamikai peremfe l té te lekke l egyenér tékű . (Vesszővel x-szer int i d i f ferenciá lás t 
je lölünk.) 

3. A <pn(x) báz is függvények megválasztásáról 

Az a l á b b i a k b a n csak az t a r é szp rob lémá t vizsgál juk e kérdés kapcsán , 
hogy elegendő-e pé ldánkban ezeket a f ü g g v é n y e k e t a megengede t t (a perem-
fel té te lek közü l csak a geomet r i a i aka t kielégítő) függvényosz tá lyból vá lasz tan i . 

E b ő v e b b függvényosz tá ly a lka lmazha tóságához elégséges, ha a f e l ada t 
egy speciális defini tségi fe l t é te lnek [2] tesz eleget, melyet COLLATZ az elv fel-
fedezője , K A M K E nevének kezdőbe tű j é rő l K-def in i t ségnek neveze t t [4]. 

A K-de f in i t s ég f enná l l á sának v izsgá la tához ese tünkben elegendő a R a y -
le igh-hányados számlá ló jában szereplő (аЯср, <p) skalárszorzat v izsgála ta . 

Ké tszeres parciális in tegrá lássa l 

adódik , ahol 

a Dirichlet-féle pe remtag . 
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K A M K E [2] szerint e def in i t ség v izsgá la tá ra p é l d á n k b a n a z u t á n ke rü lhe t 
sor, ha (7)-b61 az (5) a la t t i d inamika i peremfel té te lekkel k i l ehe t küszöbölni 
a második és h a r m a d i k de r ivá l t aka t . E s e t ü n k b e n a ?>"(0)-t és rp"'(0)-t t a r t a l -
mazó t agok (5)-tel n e m küszöbölhe tők ki, így а К def ini tség vizsgála tára sor 
sem kerü lhe t . 

P é l d á n k b a n t e h á t a Kamke- fé l e elv a l a p j á n nem lehetséges a megenge-
d e t t f üggvények a lka lmazása . A q>n f ü g g v é n y e k e t (lásd I.-et) ezér t a k o m p a r a -
t í v függvények ha lmazábó l f o g j u k vá lasz tani . 

4. Az a lka lmazot t rpn függvények 

Numer ikus kísér le teink szerint p o n t o s a b b kor lá toka t k a p u n k , ha H e r -
mi te-pol inomok he lye t t a (4) és (5) peremfe l té te lekke l e l lá to t t d4/(dx)4 ope rá to r 
s a j á t függvénye ive l dolgozunk. Hasonló f e l a d a t b a n M I C H L I N is ezeket a lka l -
m a z t a [3]. E z e k : 

<Pn = "in sin ßnX + «2П cos ßnX + «3П s inh ßnx + aln cosh ßnx, 

ahol a ßn-eк а 

n = 1 , 2 , . . . , 

cosh ßL • cos ßL + 1 = 0 

(8) 

(9) 

t r anszcendens egyenlet pozi t ív ß gyökei, ау„-пек ( j = 1, 2, 3, 4) pedig ki kell , 
hogy elégítsék a (4), (5) peremfel té te lekből köve tkező 

0 1 0 1 

ßn 0 ßn 0 

- ß* sin ßnL - ß2 cos ßnL ß*n s i n h ^ L ß% cosh ßnL 

- ßn cos ßnL ßlsin ßnL ßPn cosh ßnL ß% sinh ßnL 

<hn 

<h n 

= 0 

egyen le t rendszer t . I t t az e g y ü t t h a t ó m á t r i x r a n g j a 3, mer t pl . a bal alsó sa-
rokelemhez t a r t o z ó h a r m a d r e n d ű a lde te rmináns 

ß% cosh ßnL + ß% cos ßn, 

i l letve a (9) ka rak te r i sz t ikus egyenle te t is f igye lembe véve 

/Sdcosh ßnL-
cosh ßnL 

é r t ékű , ami csak ßn = 0 esetében zérus, ezt az esetet v iszont az előzőekben 
k i rekesz te t tük . 
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E n n e k köve tkez tében az o7„-eк közü l egy s z a b a d i smere t l enünk v a n ; 
egy lehetőség például az ai„ = 1 vá l a sz t á s ; egy másik lehetőség az, h a pé ldául 
az (аЯ<рп, <Pn) = 1 előírással no rmá l juk <pn-et. í g y számol pl . M I C H L I N [3]. 

Az a nyi lvánvaló t é n y , hogy a s a j á t k ö r f e k v e n c i á k r a így n y e r h e t ő felső 
ko r l á toka t a szabad i smere t l en vá l a sz t á sa nem befo lyáso l ja , n u m e r i k u s vizs-
g á l a t a i n k b a n is t ü k r ö z ő d ö t t . Számí t á sa inkban mi az ain — 1 vá lasz tássa l 
é l tünk, s így 

a2n = — a i n = — 1 , 
va l amin t 

cos ßnL + cosh ßnL 
sin ßnL - j sinh ßnL 

~>. Alsó ko r l á tok számítása 

Alsó ko r l á toka t az I . (12) fo rmula segítségével s z á m í t h a t u n k , h a előze-
tesen az I . (13) or togonál is i nva r i ánsban szereplő in tegrá lok é r téke i t meg-
h a t á r o z t u k . Ehhez először i smernünk kel l az I . (14)-ben definiál t operá to ro-
k a t . K o n k r é t ese tünket t e k i n t v e , az 

Ea = E, Qa = Q 

Aa = A(L) = a r , Iza' = IZ(L) = ^ (10) 
4 

ál landók megadásáva l def in iá l t „alsó a l a p f e l a d a t " (eredet i f e l a d a t u n k geo-
metr ia i peremfel té te le i t kielégí tő, p r i z m a t i k u s olyan körsze lvényű r ú d , amely-
nek á t m é r ő j e az eredet i f e l a d a t u n k b a n szereplő r ú d legkisebb á tmérő j éve l 
egyenlő, v a g y annál k i s ebb , és eredeti r ú d u n k k a l azonos anyagje l lemzőkkel 
rendelkezik) b i r tokában az аЯа, е00, Qa és сЯ1а ope rá to roka t az I . részben közöl t 
összefüggések szerint f e l í r h a t j u k . A ope rá to r az „a l só a l a p f e l a d a t " Green 
függvényéve l , mint magfüggvénnye l k é p z e t t in tegrá loperá tor . A m a g f ü g g v é n y 
előál l í tásához [4] i n d u l j u n k ki az 

Vei*) = <h ± N + («2 ± h)x + («з ± Ь3)х? + (a 4 ± 64)*3 (11) 

függvénybő l , ahol a j e l van é rvényben , ha x a , , — " jel v a n é rvény-
ben, ha x ]> I és x, I Ç [0, L]. Az ж-től függe t l en o„ 6, ( i — 1, 2, 3, 4) menny i -
ségeket a (4), (5) peremfe l té te lek segí téségvel h a t á r o z h a t j u k meg, h a t ek in -
te t t e l v a g y u n k arra, hogy az x = £ he lyen r]a(x), r]'a(x), r]"(x) fo ly tonos , r]a'(x)-

nek pedig l/E I2a ugrása v a n . (Mechanikai lag az így k o n s t r u á l t Green-függ-

vény az „a l só a l a p f e l a d a t " r ú d t enge lyének ж = f , f £ [0, L ] t á m a d á s p o n t ú , 

у tengellyel pá rhuzamos v e k t o r ú egységnyi erő h a t á s á r a tetszőleges x £ [0, L ] 
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helyen l é t r e jö t t e l to lódását a d j a meg.) F igyelembe véve, hogy az a „ 6, (i = 
= 1, 2, 3, 4) mennyiségek közö t t lesznek f - tő l f ü g g ő k is, rja{x) he lye t t Ga{x, f ) 
jelölést haszná lva e se tünkben 

Ga(x, í ) = 

—— (3Çx2 - x3), h a x<,£ 
6 E I z a

 V 

(12) 
— — ( 3 | > * - f » ) , h a 
6 EIza 

(12)-ből l á tha tó , hogy tetszőleges L hosszúságú r ú d esetében u g y a n e z a Green-
f ü g g v é n y érvényes . Az I . (14)-ben szereplő h a t á r o z o t t in tegrá lok ér tékének 
k i számí tása , v a l a m i n t a kijelölt m á t r i x inve r t á l á sok számítógéppel elvégez-
he tők , amenny iben az o t t szereplő r]s(x) (s = 1, . . . k J és f((a;) (í = 1, . . . 1%) 
l ineár isan függe t len rendszereke t előzetesen megvá l a sz t j uk . (Megjegyezzük, 
hogy n e m szükséges k é t l ineár isan függet len függvényrendsze r t kons t ruá ln i , 
ső t fe lhaszná lha tó a (8) függvényrendszer is.) E z u t á n m á r l . (13) konk ré t szám-
ér ték f o r m á j á b a n rende lkezésünkre áll, és így I . (12)-ből n s z á m ú alsó kor lá t 
nye rhe tő . 

összegezve az eddigieket , m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy számí tógépre jól adap-
t á l h a t ó a lgor i tmus áll rendelkezésünkre v á l a s z t o t t f e l a d a t u n k sa j á tkö r f r ek -
venc iá inak j a v í t h a t ó közrefogása számára . I . (12) a l ap ján k ö n n y e n be lá tha tó , 
hogy csak a tényleges megoldás t jól közelítő felső kor lá tok fe lhaszná lásáva l 
r e m é l h e t ü n k elegendően jól közel í tő alsó k o r l á t o k a t . (A fokozo t t pontossági 
előírás elsősorban az első n é h á n y felső kor lá t ra vona tkoz ik . ) 

6. Számpélda 

A vázol t módszer h a t é k o n y s á g á n a k érzékel te tésére az 1. t á b l á z a t b a n 
közöl jük konkré t geometr ia i p a r a m é t e r e k (R = 20 mm, r = 15 mm, L = 
= 103 mm) esetében k a p o t t e redménye inke t , ö s szehason l í t á sképpen a t áb l á -
za t OLadi — -vei, i l le tve a ^ , — -vei jelölt so ra iban közöl jük a 2r , illetve 2 R 

E E 
á t m é r ő j ű p r i zma t ikus r u d a k megfelelő ada t a i t . 

Számí tása ink során azt t a p a s z t a l t u k , h o g y a Po inca ré—Ray le igh—Ri tz -
módszer t a lka lmazva , a báz i s függvények s z á m á n a k 5-ig t ö r t é n ő növelésével 
j a v u l t a felső k o r l á t o k ér téke. A báz i s függvények számának ö tné l nagyobbra 
t ö r t é n ő vá lasz tása esetében az I . 9 s a j á t é r t é k f e l a d a t b a n az e g y ü t t h a t ó k 
má t r i xához rende l t de te rmináns ér téke gyorsan közeledet t a zérushoz, s ezzel 
e g y ü t t az e r edményü l k a p o t t s a j á tkö r f r ekvenc i ák négyzeteire nega t ív számok 
is a d ó d t a k . 
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i = 1 i = 2 i = 3 i . 4 i = 5 

i 1,235 • Ю-3 4,851 • Ю-2 3,807 • Ю-1 1,462 3.997 

1,029 • Ю-3 4,327 • Ю-2 3,062 • Ю-1 1,143 3,217 

г.Л в 

~Ё 1,017 • Ю-3 2,983 • Ю-3 7,305 • Ю-2 8,857 • Ю-2 9,317 • Ю-8 

2 Q 
<*adi -jy 6,948 • Ю-4 2,730 • Ю-2 2,140 • Ю-1 8,232 • Ю-1 2,248 

1. táblázat 

Az alsó kor lá tok számí tásáná l a ky = = 1, v a l a m i n t az rj(x) = f(x) = 
6л;2 — 4л;3 -j- x4 vá lasz tásokka l é l tünk a kor lá tozo t t gépóra lehetőségeink mia t t . 
Vizsgá la ta ink azt m u t a t t á k , hogy az , ,alső a l a p f e l a d a t " megfelelő vá lasz tásáva l 
az alsó kor lá tok számí t á sako r j e l en tkező numer ikus h ibák c sökken the tők . 
A ki je lö l t i n t eg rá lásoka t módos í to t t Romberg-e l j á rás segítségével végez tük . 
Az I . 14-ben kijelölt i nve r t á l á sokra a kx = fej = 1 vá lasz tás m i a t t n e m volt 
szükség. 

A gépi munkát a MTA SZTAKI CDC 3300 típusú számítógépén végeztük. Az elkészült 
programrendszer váza SIMULA 67 programnyelven íródott. A (9) transzcendes egyenlet , vala-
mint az 1/9 sajátérték feladat megoldását dupla gépi pontosságú F O R T R A N nye lvű program 
segítségével kaptuk meg. 
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ANYAGTUDOMÁNY, ANYAGTECHNOLÓGIA, 
ANYAGTULAJDONSÁGOK* 

P R O H Á S Z K A JÁNOS** 

AZ MTA LEV. TAGJA 

[Beérkezett: 1979. május 15-én] 

Az anyagtudomány eredményeit széles körben hasznosítja a technológiai gyakor-
lat. A dolgozat elsősorban azt mutatja meg, hogy a reális rácsszerkezetekre vonatkozó 
elméleti ismeretanyag milyen sokféle lehetőséget kínál az előírt anyagtulajdonságok 
elérésére. Ebből egyenesen arra a következtetésre jut a szerző, hogy a sokféle lehetőség 
közül az adott feladatnál a rendelkezésre álló eszközök figyelembevételével a technoló-
giai megoldásnak olyan gazdasági opt imuma létezik, mely csak az adott feltételekre 
érvényes. A feltételek megváltozásával a gazdasági opt imum is más lesz. Ezért az 
anyagtudomány és elsősorban az anyagtulajdonságokat változtató technológiai művele-
tek szoros kapcsolata és az ismereteknek szakadatlan fejlesztése és gyakorlati haszno-
sítása tudja a termelés gazdaságosságát biztosítani. A dolgozat több példát hoz állításai 
igazolására. 

A címben szereplő h á r o m megnevezés közül az a n y a g t u d o m á n y meg-
lehetősen ú jke l e tű a m a g y a r nye lvben , o lyannyi ra , h o g y a magya r n y e l v ű 
l ex ikonokban és s z ó t á r a k b a n — be leér tve az 1978-ban k i ado t t Magyar Nye lv 
É r t e lmező Szó tá rá t is — ilyen címszó n e m ta lá lha tó . Az u tóbb i n é h á n y évben 
az angol Mater ia l Science egyenes f o r d í t á s a k é n t k e z d t é k használni és úgy 
tűn ik , l a ssan po lgár jogo t nyer a m i n d e n n a p i magya r szóhaszná la tban . H o g y a 
köve tkezőkben egyér te lmű haszná la ta gondo t ne okozzon, ál l jon i t t egy o lyan 
megha tá rozás , mely lehe t , hogy sok v i t á r a ad a lka lmat , mégis hasznosnak t ű n i k , 
a fé l reér tések elkerülése érdekében. 

Az a n y a g t u d o m á n y célja és f e l a d a t a , hogy az a n y a g kémiai összetétele , 
szerkezete , hőmérsékle te , nyomása és t u l a jdonsága i közö t t i összefüggéseket 
megál lapí tsa és a k ö z ö t t ü k fennál ló t ö r v é n y e k e t — azok érvényességi h a t á r a i -
val e g y ü t t — le í r ja és értelmezze. A korszerű anyag ismere t , a n y a g t u d o m á n y , 
a ko rább i , e lsősorban t apasz t a l a t i összefüggéseket , egyre inkább t e rmésze t -
t u d o m á n y o s — m a t e m a t i k a i , f izikai , kémia i — a lapokon nyugvó ér te lmezé-
sekkel v á l t j a fel, me ly a k u t a t ó k és a fe lhasználók s z á m á r a világos, k ö n n y e n 
á t t e k i n t h e t ő mérlegelést tesz lehetővé a megfelelő t u l a j d o n s á g ú anyagok k ivá-
lasz tásához . Sőt egyre i n k á b b azt is b i z tos í t j a , hogy ú j a n y a g o k a t á l l í t sanak elő 
eddig n e m létező, de a gyakor la t i fe lhasználás számára fon tos t u l a jdonságok-
kal (ma te r i a l taylor ing) . 

* Elhangzott az MTA III. , VI. és VII . Osztályainak közös rendezésében 1979. május 
7-én „Anyagtudomány és Gyakorlat" címmel tartott ülésén. 

** Prof. Dr. Prohászka János, 1118 Budapest , Rozmaring u. 9. 
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Az anyagtechnológia v a g y egyszerűen technológia , közkele tű kifejezés. 
Ér te lmezése u g y a n sok m a g y a r nye lvű s z ó t á r b a n és l ex ikonban megta lá lha tó , 
de az egyes ér te lmezések sok mindenben e l t é rnek egymástól . Ezér t ú j meg-
ha tá rozás t a d u n k a technológia fogalmára , m e r t az eml í t e t t ek nem fedik a 
m a i elnevezés m ö g ö t t rejlő t a r t a l m a t . Ezek szer in t — a technológia a t e rmé-
szet nye r sanyaga inak , v a l a m i n t a fé l t e rmékeknek emberi fogyasz tás ra v a g y 
fe lhasználásra a lkalmassá v a g y a lka lmasabbá té te lére szolgáló el járások tudo-
m á n y a és g y a k o r l a t a [1]. Ide te rmészetesen be leér tendő minden olyan ismeret -
a n y a g és t a p a s z t a l a t is, mely a művele t során felhasznál t gépekre , eszközökre, 
készülékekre és szerszámokra vona tkoz ik . 

A fen t iek szerint a m a g y a r szóhasználat a technológiát ke t tős ér telem-
b e n használ ja , részben a te rmelés i f o lyama tok és eszközök összességére, rész-
b e n pedig a technológia i t u d o m á n y o k rövid megjelölésére. 

A műszak i nyelvben a technológiá t n a g y o n sokféle jelzővel összekapcsolva 
is használ ják . I lyenek a gépipar i technológia, a gyár tás technológia , a kémia i 
technológia, a mechanika i technológia , az anyagtechnológia , a text i l technoló-
gia , a forgácsolás-technológia s t b . Ez a sor m é g nagyon sok egyéb, a technoló-
g iá ra vona tkozó elnevezéssel bőv í the tő . 

A technológiához t a r tozó jelzők hol i p a r á g r a (gépipari technológia) , hol 
f o l y a m a t r a v a g y el járásra (forgácsolástechnológia) , hol a n y a g r a ( text i l techno-
lógia) u t a lnak . A különböző e l já rásokra , műve le t ek re vona tkozó rendszerezés 
a t echno lóg iában is — min t b á r m e l y más t e rü l e t en — n a g y o n sokféle meg-
gondolás szer in t , sokféleképpen végezhető el. Ú g y tűnik , az alapdefinícióból 
k i induló rendszerezés a l eg jobb , és ez ad j a a legmegfelelőbb képe t a techno-
lógiához t a r t o z ó fogalmakhoz. Mivel a technológia fe lada ta az anyagok és fél-
kész te rmékek fogyasz tás ra a lka lmasabbá t é te le , és ennek megfelelően a techno-
lógia az anyagok tu l a jdonsága i t v a g y azok a l a k j á t , vagy m i n d k e t t ő t megvál toz-
t a t j a , önkén te lenü l adódik, h o g y a l akvá l t oz t a tó és t u l a jdonságvá l toz t a tó cso-
po r tokba so ro l juk a technológiai művele teke t . E művele tek megvalós í tásához, 
lehetővé vá l á sához sokszor k iegészí tő tevékenységre , száll í tásra, mérésre, ellen-
őrzésre, szerelésre s tb . is szükség van . Mindazoka t a műve le teke t (és a hozzá-
j u k tar tozó eszközök összességét), melyek sem az alakot , sem a t u l a jdonságo t 
n e m v á l t o z t a t j á k meg, de az a n y a g o k k ö n n y e b b fe lhasználásához vagy célszerű 
megmunká l á shoz szükségesek, kiegészítő t echno lóg iáknak nevezzük. í g y az 
alapdefiníció sze r in t a f e n t e m l í t e t t há rom technológiai e l járáscsopor t kü lön-
böz te the tő m e g : 

t u l a jdonságvá l toz t a tó 
a l a k v á l t o z t a t ó 
kiegészítő 

technológiai műve le t ek . 

A t u l a j donságvá l toz t a tó technológiai műve le t ek sora a mai i smere tek 
szer int te l jesen zá r t , azaz ú g y t ű n i k , hogy a m a ismert t u l a j donságvá l toz ta tó 
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művele tekeu k ívül más el járás fel ismerése valószíuűt leu . Ez köve tkez ik az 
auyag ismere tbő l . Ugyan i s miuden olyan műve le t , mely az anyag t u l a j d o n s á -
gait m e g v á l t o z t a t j a , ezt annak révén éri el, bogy a technológiai művele t h a t á -
sának e r e d m é n y e k é p p e n megvál tozik az a n y a g n a k a szerkezete és a t e r m o d i n a -
mikai á l l apo ta . Ez a szerkezetvál tozás és á l lapotvá l tozás tükröződik az a n y a g 
t u l a j d o n s á g a i n a k a megvá l tozásában . Mivel az anyag szerkezetének a meg-
v á l t o z t a t á s á t csak kémia i összetétel vá l toz ta tássa l , hőkezeléssel, besugárzássa l , 
kép lékeny a lakí tássa l és mechanika i rezgetéssel é r h e t j ü k el, ezeken k ívü l más 
módszer a t u l a j d o n s á g o k megvá l toz t a t á sá r a sincsen. Ugyanez igaz a t e r m o -
d inamika i á l lapotvá l tozásra is, ha a hőmérsékle t és a nyomás megvá l tozása 
k izár t . E z az oka a t u l a j donságvá l toz ta tó technológiai sor tel jességének. 

Az a l a k v á l t o z t a t ó és kiegészítő technológiák száma azonban á l l a n d ó a n 
bővül . Az ember k i fogyha ta t l an leleményességgel törekszik á l landóan a r r a , 
hogy m u n k á j á t megkönnyí t se és a d o t t f e l ada ta i elvégzéséhez szükséges m u n k a -
ide jé t lerövidí tse . E z é r t az a l akvá l toz t a tó és a kiegészítő technológiák s z á m a 
á l landóan nő . 

Az 1. t á b l á z a t , a bá rom technológiai műve le tc sopor t r a ad meg n é h á n y , 
a g y a k o r l a t b a n sokszor előforduló műve le t e t , melyek közül a k o r á b b a n emlí-
t e t t e k m i a t t az egyik tel jes , a másik k e t t ő pedig nem. 

1. táblázat 

Alakváltoztató Tulajdonságváltoztató Kiegészítő 

technológiai műveletek 

Képlékeny alakítás Kémiai összetétel változtatás Tárolás 
Forgácsolás Hőkezelés Szállítás 
Darabolás Besugárzás Szerelés 
Köszörülés Képlékeny alakítás Mérés 
Hegesztés Rezgetés Csomagolás 
Forrasztás stb. 
Öntés 
stb. 

A m e g a d o t t fe lsorolásban minden f o l y a m a t t u d o m á n y o s a n mega l apozo t t 
i smere tekre t á m a s z k o d i k , annál n a g y o b b m é r t é k b e n , minél hosszabb idő ó ta , 
minél t ö b b e n fogla lkoznak vele. Az ú j a b b a n fontossá vá ló vagy beveze tés re 
kerülő t echnológ iákná l , min t amilyen a rezgetés, besugárzás vagy t á ro l á s , 
sokkal kevesebb az információ és a t u d o m á n y o s a n mega lapozot t összefüggés, 
min t pl . a hőkezelésnél vagy a hegesztésnél , hiszen az u t ó b b i e l já rásoka t hosszú 
évszázadok ó ta haszná l j ák . 

Egy-egy technológiai művele t többé-kevésbé hasonló részletből t e v ő d i k 
össze, függe t l enü l a m e g m u n k á l a n d ó anyag tó l , bá r lá tszólag nagyon e l té rőek 
a külső fe l té te lek v a g y a szerszámok. A forgácsolásnál pl. a szerszámok a l a k j a 
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és a m u n k a d a r a b h o z v i szony í to t t sebessége n a g y o n sok el térő, de u g y a n a k k o r 
sok hasonló v o n á s t is m u t a t , függe t lenül a t t ó l , hogy acélt , a lumín iumot , f á t 
v a g y m ű a n y a g o t s tb . forgácsolnak . 

A forgácsolásnál f e lhaszná l t s ze r számoka t és mozgásuka t , v a l a m i n t a 
forgácsolandó a n y a g mozgásai t azonos a lape lvek szerint t e rvez ik meg és m ű k ö d -
t e t i k v a l a m e n n y i anyagnál . E z jelenti az egyes technológiai műve le tek jó l 
kö rü lha tá ro l t t u d o m á n y o s i smere te i t , me lyeke t még távolról sem t e k i n t h e t ü n k 
te l jesen i s m e r t n e k . 

Az előzőek szerint az a lapdef iníc ió r é v é n a technológiai műve le tek egy-
ér te lműen besoro lha tók a megfele lő c sopor tba . Ezekből azonban h iányz ik és 
ebben a csopor tos í tásban n incs is helye pl . a k o r á b b a n eml í t e t t gépgyár t á s -
technológiának v a g y a t ex t i l t echnológ iának . A technológiai f o l y a m a t o k n a k a 
besorolása a z o n b a n a m e g m u n k á l a n d ó a n y a g o k szerint is lehetséges. í g y te l je -
sen zárt t u d o m á n y t e r ü l e t n e k t e k i n t h e t j ü k az a lábbi anyagféleségekre v o n a t -
kozó t echnológ iáka t , mint ami lyenek pl. a 

text i l technológia 
bőr technológia 
a lumíniumtechnológia 
acél technológia 
szil íciumtechnológia 
germániumtechnológia 
papí r technológia 
s tb. 

A felsorolt t echnológ iák mindegy ike egy-egy zá r t t u d o m á n y t e r ü l e t i smere t é t 
k í v á n j a a d o t t technológiai f e l a d a t megoldásáná l . Ezeke t a t u d o m á n y t e r ü l e t e -
k e t zá r tnak t e k i n t h e t j ü k m é g akkor is, h a egyik-másik sok hasonlóságot is 
m u t a t egymássa l . í g y pl. az acél képlékeny a lak í t ása nagyon hasonl í t az alu-
míniuméhoz, a t t ó l azonban mégis különbözik többek közö t t azér t , m e r t az 
acélok t ú l n y o m ó többsége p l . ké t fáz isú és e n n e k köve tkez tében g y o r s a b b a n 
keményed ik az a lumín iumná l . H a azonban az előáll í tásuk f o l y a m a t a i t v e t j ü k 
össze, lényeges el térések je l lemzik azokat . 

Az t e rmésze tes , hogy e másod ik fe lsorolás t az első te l jesen á t fedi . í g y e 
második c sopor tbó l bá rmely ik technológia, p l . a Si-technológia minden rész-
le te az első fe lsorolásban meg ta lá lha tó . Va l ami lyen vegyüle téből á l l í t j ák elő 
úgy , hogy a n y e r s a n y a g (a k i indu ló érc v a g y vegyüle t ) kémia i összetétele meg-
vál tozik . M a j d e z u t á n öntés, i l le tve kr i s tá lyos í tás révén a k í v á n t a l a k j á t nye r i 
el. H a még a t o v á b b i feldolgozást is f igye lembe vesszük, pl . d iódát kell belőle 
készíteni, a k k o r lapokká szeletel ik, m a j d e n n e k ha t á sá t e lkerülve m a r a t j á k 
és hőkezelik. A félvezető t u l a j d o n s á g o k b iz tos í t á sá ra fe lü le tének környeze té -
b e n ú j ra m e g v á l t o z t a t j á k a kémia i összeté te l t , és ezu tán szerelésre kerül , 
í g y egy-egy a n y a g r a vona tkozó technológiai művele tsor az első felsorolásból 
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nagyon soka t t a r t a l m a z . De u g y a n í g y az első felsorolás mindegyik műve le t e 
ez u tóbb ibó l t a r t a l m a z t ö b b e t is. P l . a kémia i összetétel vá l tozásá t v a l a m e n n y i 
anyag techno lóg iában k ihaszná l ják a t u l a j d o n s á g o k j av í t á sá ra . 

A f en t i k é t felsorolást t u d o m á n y o s a n mega lapozo t tnak és z á r t n a k t a r t -
j u k , m e r t minden egyes műve le tnek (első besorolás) , vagy minden a n y a g r a 
v o n a t k o z ó technológiai i smere tnek (második felosztás) m e g v a n n a k a m a g a 
t u d o m á n y o s a lapja i , t u d o m á n y o s i smerete i . Ezzel szemben azok a technológiák , 
me lyeke t iparághoz v a g y t e rmékhez rende lnek , t u l a j d o n k é p p e n hasznossági 
igényeke t t ük röznek , önálló t u d o m á n y n a k v a g y t u d o m á n y t e r ü l e t n e k n e m 
t e k i n t h e t ő k , hiszen a mindenkor i ipa rág i v a g y termékelőál l í tás i é rdekek sze-
r in t a l aku lnak . Ez n e m jelent i az t , hogy a gépgyá r t á sban v a g y a fé lveze tők 
te rmelésében a technológiai műve le tek t u d o m á n y o s a lapja i né lkü lözhe tők , de 
ezek v a g y az alaptechnológiai v a g y az anyagtechnológia i i smere tekhez t a r -
t oznak . E z képezi a l a p j á t is a n n a k a rendezési elvnek, mely szer int az a lábbi 
csopor tba soro landók azok a technológiák , melyeke t a mindenkor i iparpol i t iká-
nak megfelelő célki tűzés hív életre. I lyenek pl . : 

gépipar i technológia 
konzerv ipar i technológia 
élelmiszeripari technológia 
gyár tás technológ ia 
e lek t ronika i technológia 
r u h a i p a r i technológia 
k ö n n y ű i p a r i technológia 
s t b . 

De u g y a n í g y szerepel a mindennap i műszak i nye lvhaszná la tban a g y á r t m á -
nyok ra vona tkozó megjelölés is, m in t pl . : 

fé lveze tő technológia 
i zzómlápa technológia 
konzerv technológ ia 
s t b . 

A technológ iának , ill. az anyag techno lóg iának a f en t i ekben m e g a d o t t 
def in íc ió jából közvet lenül s z á r m a z t a t h a t ó az a szoros kapcsola t , mely az anyag-
t u d o m á n y és anyagtechnológia k ö z ö t t fennál l . E n n e k oka az, hogy m i n d az 
a n y a g t u d o m á n y n a k , mind az anyag techno lóg iának a legfontosabb t á r g y a az 
anyagok t u l a j d o n s á g a , ill. t u l a jdonságvá l tozása . A két t u d o m á n y t e r ü l e t közö t t i 
lényeges különbség az, hogy amíg az a n y a g t u d o m á n y a miér t re keres, addig 
az anyag technológ ia a hogyanra ad vá lasz t . P l . az a n y a g t u d o m á n y válaszol 
a r ra a kérdésre , hogy miér t nő az e lek t romos vezetőképesség, ha a f é m b e n v a g y 
ö tvöze tben a szennyező komponenseknek a koncent rác ió ja csökken, u g y a n -
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akkor a technológia m o n d j a meg, hogy hogyan kell a szennyezők koncent rác ió-
j á t csökkenteni , és ezzel a vi l lamos vezetőképességet növelni . 

A fen t i ekbő l köve tkez ik , hogy az a n y a g t u d o m á n y és az anyagtechnológia 
egymássa l n e m c s a k szorosan összetar tozó és a t u l a jdonságokon keresz tü l lép-
t e n - n y o m o n kapcsolódó, h a n e m te l jesen egymás ra u t a l t t u d o m á n y t e r ü l e t e k is. 
Az a n y a g t u d o m á n y minden e redménye csak az anyagtechnológ ián keresz tü l 
hasznosu lha t a népgazdaságban . U g y a n a k k o r az anyagtechnológia csak az 
a n y a g t u d o m á n y e redménye i re a lapozva t u d j a te l jes í teni azt a f e l a d a t á t , hogy 
az előírt minőségű anyag , ill. a lkat rész előál l í tására olcsó és gazdaságos techno-
lógiai e l j á rás t í r j o n elő a t e rmelő üzemek s z á m á r a . Ez a kölcsönhatás és egy-
más ra u t a l t s á g indoko l t a ennek az a n y a g n a k az összeáll í tását is. 

Az a n y a g t u d o m á n y az u tóbb i év t i zedekben olyan rohamosan f e j lődö t t , 
hogy ma az anyag techno lóg iában fe lve tődő kérdések csaknem mindegyikére 
az anyag techno lógus t kielégítő válasz t t u d adni . í g y a r ra is, hogy mi az oka 
a n n a k , hogy a t u l a j donságvá l toz t a tó technológia i műve le tek során miér t vál-
toz ik — makroszkópos szemmel — fo ly tonosan , bizonyos ko r l á tok közö t t a 
szilárd tes tek t u l a j d o n s á g a . A technológiai műve le t ek m e g v á l t o z t a t j á k az anya-
gok szerkezeté t , és ezzel azok t e rmod inamika i á l l apo tá t is. Teszik ezt a n n a k a 
lehetőségnek a k ihaszná lásáva l , hogy a szi lárd t e s t ek nagyon sokféle t e rmo-
d inamika i á l l a p o t b a n hosszú időn á t is képesek megmaradn i . 

A gázok t u l a j d o n s á g a i t pl . a kémiai összetétel , a hőmérsékle t és a n y o m á s 
egyér te lműen megszab ja , e l t ek in tve azoktól a röv id ideig t a r t ó á t m e n e t i álla-
po tok tó l melyek pl. egy hi r te len nyomásvá l t ozá s t köve tnek . Ezzel szemben a 
szilárd t e s t ekben az ilyen á t m e n e t i á l lapot az ún . me tas tab i l á l lapot , hosszú 
évezredekig is f e n n m a r a d h a t , anélkül , hogy észrevehető vá l tozás m e n n e 
végbe b e n n ü k . 

Az ideális t e r m o d i n a m i k a i egyensú lynak megfelelő t e rmod inamika i álla-
p o t b a n a t es t Gy s z a b a d e n t h a l p i á j a minimál is . Ez az á l lapot a szi lárd tes tek-
nél nem va lósu lha t meg a b e n n ü k mindig je lenlevő — az egyensúlyi tól e l té rő 
koncen t rác ió jú — rácsh ibák s zabaden th a lp i á t növelő ha t á sa m i a t t . I lyen meg-
foga lmazásban r ác sh ibának t e k i n t e n d ő a szi lárd t e s t ek felülete is. 

A technológia i műve le tek során t e h á t a m u n k a d a r a b ki induló 

G0 = U0 - TS0 + p F 0 = E 0 - TS0 (1) 

s z a b a d e n t h a l p i á j a va lami lyen 

Gy= Uy-TSy + pVy = Hy-TSy (2) 

é r t ékűre vá l toz ik . ( I t t U a belső energiát , S az en t róp iá t , V a f a j t é r f o g a t o t , 
H pedig az e n t h a l p i á t jelöli. A 0, ill. 1 indexek az á l lapotokra u t a lnak . ) 

A 
AG0-y = Gy-G0 (3) 
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pozi t ív és nega t ív é r t ékű is lehet , de a 

ÁG,-R = GR- G,, ( 4 ) 

a reális t es t és az ideális egyensúlyi á l l apo tú tes t szabaden tha lp ia kü lönbsége 
csak pozi t ív , a 0- tól el térő ér ték lehet . 

Ahogy m á r eml í t e t t ük az a n y a g n a k a s zabaden tha lp i á j a a technológia i 
műve le t e lőt t és u t á n nem azonos, azaz a t e r m o d i n a m i k a i ál lapotai is e l té rők , 
kell, hogy a t u l a jdonsága i is eltérőek legyenek, mer t a t u l a jdonságoka t a t e rmo-
d inamika i á l lapot szab ja meg. Ez az anyagtechnológia t u l a j d o n k é p p e n i jelen-
tősége, hogy az a n y a g t u d o m á n y ad ta i smere tek b i r t o k á b a n a t e r m o d i n a m i k a i 
á l lapotok és ezzel a tu l a jdonságok megvá l t oz t a t á sá r a képes . 

A tu l a jdonságok megvá l toz ta t á sá ra a technológia nagyon sokféle mód-
szert i smer . Az a l ább i akban egy igen egyszerű példán b e m u t a t j u k , hogy mi lyen 
sokféle lehetőség kínálkozik egy tu la jdonság je lző p a r a m é t e r előírt megvá l toz-
t a t á s á r a . 

Az 1. áb ra egy t i sz ta , ö tvözet len a l u m í n i u m egykr is tá ly p róba t e s t alakí-
t ásához szükséges feszültséget , az ún . f o l y á s h a t á r t m u t a t j a az a l akvá l tozás 
függvényében , v a l a m i n t azt is, hogy a n y ú j t á s során h o g y a n vál tozik a p róba -
tes t s z a b a d e n t h a l p i á j a . Az alsó görbe j o b b oldalán a d o t t az az i n t e r v a l l u m is, 

1. ábra. A tiszta, ötvözetlen < 1 1 0 > orientációjú alumínium egykristály alakításához szükséges 
feszültség a fajlagos alakváltozás függvényében (alsó ábra) és az alakítás hatására bekövetkező 

szabadenthalpia növekedés 
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melyen belül a k ivá lasz to t t t u l a j d o n s á g v á l t o z t a t h a t ó . (A p róba te s t tengelyé-
vel , a húzófeszül tséggel az [110] k r i s t á ly i r ány vol t pá rhuzamos . ) 

A p r ó b a t e s t fo lyásha tá ra azér t nő t t m e g a képlékeny alakítás során, m e r t 
az anyagban a g diszlokációsurűség is m e g n ő t t . A fo lyásha tá r és a diszlokáció-
sűrűség közöt t i kapcso la t ra az a lábbi összefüggés jó közelítéssel érvényes [2, 3 ] : 

<tk = к р ь Г е - (5) 

I t t а К t ényező 0 , 4 > 1 , 0 közö t t i állandó, p a csúsz ta tó rugalmassági modu lus , 
Ь a diszlokáciők Burgers-féle v e k t o r á n a k abszo lú t értéke. 

A diszlokáció-sűrűségből eredő AHd en tha lp ianövekedés 

AHd = 3 p V q . (6) 

E z gyakor la t i lag a teljes szabadentha lp ia-növekedésse l , a ZlGd-vel egyenlő, 
m e r t a diszlokáciők ent rópiá t növe lő ha t á sa enné l az ér téknél sokkal k isebb [4]. 

A két u to l só egyenletből következik az, hogy 

= о 

és így akár a szerkeze tvá l tozás t , akár a t e r m o d i n a m i k a i á l lapotot t e k i n t v e , 
egyér te lmű a vá l tozás oka. A fen t i fo lyásha tá rvá l tozás t az anyag v a l a m e n n y i 
t u l a j d o n s á g á n a k a vál tozása kíséri . 

A t u l a j d o n s á g o k , és így a fo lyásha tá r vá l tozására is a technológia nem-
csak a kép lékeny a lakvá l tozás t k ínál ja . H a pl . az a fe lada t , hogy a <x0 kezde t i 
fo lyásha tá r t cTj-re kell megnövelni , akkor ez az 1. ábra szerint fa j lagos n y ú j -
tássa l elérhető, melyhez a m e g a d o t t a k szer in t megha tá rozo t t рг diszlokáció-
sűrűség, ill. va l ami lyen AG1 s zabaden tha lp i a -növekmény t a r toz ik . 

A szi lárdságnövelés egy másik lehetséges mód ja a hőkezelés, me lynek 
az a lényege, h o g y az anyag T hőmérsék le té t valamilyen T(t) hőmérsékle t -
időprogram szer in t v á l t o z t a t j á k . í g y pl. ha a m á r emlí te t t a lumín ium h ő f o k á t 
a 2. ábra szer int v á l t o z t a t j u k , azaz egy T hőmérsék le tű és t ide jű izzítás u t á n 
gyorsan — vízbe edzéssel — l e h ű t j ü k , megnő a szilárdsága. A 3. ábra m u t a t j a 
egy, az e lőzőkben leír tak szer int hőkezelt és egy kemencével együt t h ű l t Al-
kr is tá ly keményedés i görbéjé t [5]. Az á b r á b a n az egykr is tá ly or ientációja is 
a d o t t . Az áb ra szer int ez a műve le t min tegy 10-szeresére növeli a f o l y á s h a t á r t . 

A leírt hőkezeléssel a pon t sze rű h ibák , az üres rácshelyek (vacancies) és 
a s a j á t f a j t á j ú intersztíciós a t o m o k koncen t rác ió ja növekszik meg. A d o t t T 
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idő 
2. ábra. Egy hőkezelés T(l) hőmérséklet időprogramja 

3. ábra. Az alumínium egykristály alakítási feszültsége edzett és lassan hőit, közel egyensúlyi 
állapotban 

heví tés i hőmérsékle ten az egyensúlyi koncen t rác ió juk a köve tkező összefüg-
gésből adódik [6]: 

= exp ^ z Q - . (8) 
N kT 

Ezzel m i n d k é t p o n t h i b a f a j t a koncen t rác ió ja s zámí tha tó , csak üres rácshelyek 
esetén az egy üres rácshely keletkezéséhez szükségges energiát , az intersztíciós 
a t o m o k n á l pedig a nek ik megfelelő energiaér téket kell a Q helyére beírni . 

Az üres rácshelyek több le tkoncen t rác ió jábó l e redő szabadentha lp ia -növe-
kedés j ó közelítéssel a 

AGü^nüQü + кТпйЫий ( 9 ) 
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kifejezésből s zámí tha tó , ahol N az összes r ácspon tok száma, n ü az üres rács-
he lyek mennyisége, к a Bo l t zmann- fé le ál landó. 

A fent i hőkezeléssel a sz i lá rdság növelhető, ha a T hőmérsék le t nő, hiszen 
azzal a (7) szerint a p o n t h i b á k koncen t rác ió ja is nő. A gyors h ű t é s következté-
ben ui. a T izzítási hőmérsék le thez t a r tozó nagy pon th iba koncen t rác ió szoba-
hőmérsékle ten is megmarad . 

Hőkezeléssel a t i sz ta a l u m í n i u m szilárdsága másképpen n e m növelhető, 
de képlékeny a lakvál tozás és hőkezelés kombinác ió jáva l n a g y o n sokfélekép-
pen v á l t o z t a t h a t ó . E n n e k a sokféle hőkezelési var iác iónak a mérlegelésére i t t 
n incs lehetőség, c supán m e g e m l í t j ü k , hogy pl. a kép lékeny a lakvál tozás mér-
téke , a hevítési hőmérsékle t , a heví tés i idő és a heví tés i sebesség, melyek vala-
menny ien m e g v á l t o z t a t h a t j á k az e redmény t , sz inte kor lá t lan lehetőséget kínál-
n a k még az i lyen egyszerű a n y a g t u l a jdonsága inak a megvá l toz t a t á sá r a is. 

A fo lyásha tá r megnöve lhe tő az anyag kémia i összetételének a megváltoz-
t a t á s á v a l is [7]. í g y pl. ha az a l u m í n i u m b a Mg-t, Si-t v a g y Cu- t ö tvözünk, az 
is sz i lárdságnövekedést okoz. Az ötvözés szi lárdságnövelő h a t á s á t a 

összefüggés a d j a meg. I t t az e a fa j lagos a t o m m é r e t , 

С pedig az ö tvöző a n y a g koncen t r ác ió j a [8]. A (10) összefüggés csak akkor hasz-
ná lha tó , ha az ö tvöző a t o m o k szi lárd oldatot képeznek az a l ap fémmel . Tegyük 
fel, hogy az előírt f o lyásha t á r -növekményhez az oldhatósági h a t á r n á l kisebb 
koncent rác ió elégséges. I lyenkor a szabadentha lp ia -növekedés híg o ldatokra a 

kifejezéssel s zámí tha tó . I t t R a gázál landó, T az abszolút hőmérsék le t és H ö 

egy a t o m oldódásával j á ró e n t h a l p i a n ö v e k m é n y . Természe tesen ebben az eset-
ben is a szabaden tha lp ia és a szerkezetvál tozás az az eredeti ok, mely a szilárd-
ságnövekedés t l é t rehozta . 

I t t érdemes az t megjegyezni , hogy ugyano lyan szi lárdságnövekedéshez 
n e m ta r toz ik ugyano lyan s zabaden tha lp i a -növekmény , hiszen az e2C szorzat-
n a k az ál landósága b iz tos í t ja a fo lyásha tá r azonos növekedésé t . Ugyanakkor 
kis koncentrác ió ér tékeknél az In С nagyon é rzékenyen vá l toz ik , míg a H ö 

sokka l kisebb m é r t é k ű vá l tozás t m u t a t annak köve tkez tében , hogy az ötvöző 
f a j t á j a más. Az is nagyon lényeges , hogy különböző AG é r t ékekhez t a r t ozha t 
ugyano lyan zlcr sz i lárdságnövekedés . 

Gö = pe2C (10) 

AGg ezt CHg + RT С In С (12) 
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Ötvözéssel még úgy is megnöve lhe tő , a szi lárdság, hogy az ö t v ö z ő ato-
m o k második fáz i s t képeznek az a l a p f é m m e l vagy egymással . Ez háromféle-
képpen va lós í tha tó meg, eu tek t ikus ö tvöze t k ia lak í tásáva l , kiválásos keményí -
téssel és diszperz részecskékkel. I t t ú j r a m i n d h á r o m lehetőség többfé le ötvöző-
kombinác ió t k ínál . T e h á t az ötvözés is sokféle lehetőséget ad a t echno lógusnak 
a szi lárdságnövelésre. Azt azonban az eddigieken kívül meg kell jegyezni , 
hogy azonos szi lárdságnövelés mel le t t a t ö b b i t u l a j d o n s á g á l t a lában más-más 
m é r t é k ű vá l tozás t m u t a t . í g y pl. ha a szi lárd oldat k ia lakulása okozza a folyás-
h a t á r n ö v e k e d é s t , akkor meglehetősen n a g y az e lektromos vezetőképesség csök-
kenése. H a pedig u g y a n a z t a sz i lá rdságnövekedés t diszperz részecskék hozzák 
lé t re , a vezetőképesség csökkenése sokkal kisebb. Az előzőkhöz hasonló módon 
az a n y a g t u d o m á n y értelmezést ad a t ö b b i tu la jdonságvá l tozás ra is. 

Szi lárdságnövelést okoz az is, h a a p róba t e s t e t nagyenergiájú részecskék-
kel bombázzák [9]. A besugárzást n e u t r o n o k k a l , ionokkal végzik, de k i smér t ékű 
növekedés rön tgensugárzás ha t á sá r a is l é t re jön . A szi lárdságnövekedés a felü-
le tegységre becsapódó részecskék számá tó l és az egyes részecskék energ iá já tó l 
függ . Bá r ez a szilárdságnövelési mechan izmus ipar i gyakor la tban mechan ika i 
t u l a j d o n s á g o k v á l t o z t a t á s á r a gazdasági okok m i a t t ma még h a s z n á l h a t a t l a n , 
m i n t technológia lehetőség létezik, és pl . a fé lvezetők előáll í tásánál ipa r i beve-
zetésre is ke rü l t . 

Végül u to l sónak m a r a d t a mechanikai rezgetés [10] sz i lárdságnövelő 
h a t á s a . H a egy jó l k i lágyí to t t f éme t mechan ikus rezgetésnek tesznek ki , a n n a k 
szi lárdsága megnő, annak ellenére, hogy a rezgések á l ta l ke l t e t t r uga lmas 
feszül tség n e m h a l a d j a meg a makroszkóposán m é r t fo lyásha tá r t . 

A fen t i felsorolás teljes képe t ad a tu l a jdonságvá l tozás t előidéző techno-
lógia műve le tek csoport ja i ról . Mai i smere te ink szerint 

a kép lékeny alakvál tozás 
a hőkezelés 
a kémiai összetétel megvá l toz t a t á sa , az ötvözés 
a nagyenerg iá jú részecskékkel való bombázás és 
a mechan ikus rezgetés, 

azaz öt technológiai művelet , mellyel az előírt t u l a j donságvál tozások biztosí t -
h a t ó k . A n n a k ellenére, hogy a m ű v e l e t f a j t á k száma csupán öt , ezeken a cso-
p o r t o k o n belül is s zámta lan lehetőség kínálkozik, ahogy azt k o r á b b a n pl. az 
ötvözés tag la lásakor már eml í t e t t em. Óriás i ra növekszik a lehetőségek száma 
akkor , ha az egyes művele tcsopor tok kombinác ió i t is f igyelembe vesszük. 

A technológia fe lada ta azonban n e m csupán a t u l a jdonságok és a meg-
felelő a lakú t e r m é k e k előállítása, h a n e m , hogy az előírt t u l a j d o n s á g o k a t és 
a lakot a lehető legkisebb emberi m u n k a , nye r sanyag és energia r á fo rd í t á s sa l 
b iz tos í tsa . Ez u t ó b b i köve t e lmény é p p e n olyan fon tos , m i n t a minőség 
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biz tos í tása . A technológusnak t e h á t a rendelkezésre álló lehetőségek közü l 
— melyek m a m á r szinte á t t ek in the t e t l enü l megsokasod tak — az a n y a g t u d o -
m á n y ad t a i smere tek fe lhasználásával a legolcsóbb el járást kell k ivá lasz tan ia 
v a g y ú j a k a t keresnie . Ez szabja meg ugyan i s elsősorban az egész te rmelés 
gazdaságosságát . N é p g a z d a s á g u n k jelenlegi f e l a d a t a i n a k megvalósí tása , véle-
m é n y ü n k szer int , a t e rmelékenység gazdaságos növekedésén nyugszik , ez pedig 
elsősorban a technológia i sz ínvonal tól függ. E z ad ma különös fon tosságot a 
t echnológ iának és az a n y a g t u d o m á n y o k n a k . E z t a fontosságot növeli az a t é n y , 
hogy h a z á n k b a n a fog la lkoz ta to t t ság tel jes, a h a g y o m á n y o s n y e r s a n y a g o k b a n 
és energiában n e m bőve lkedünk . 

A technológia i színvonal népgazdasági fon tos ságának az i l lusztrá lására 
vessünk egy p i l l an t á s t a 2. t á b l á z a t r a . 

Ez a kap i t a l i s t a országok öt l egnagyobb gördü lőcsapágy-gyárának 1977-re 
vona tkozó te rmelés i ada ta i t m u t a t j a [11]. E z e k e t az ada toka t azért vá lasz to t -
t a m ki, mer t ny i lvánva ló , hogy v a l a m e n n y i vá l l a l a t azonos, v a g y közel azonos 
á ron vásáro l ja a n y e r s a n y a g o k a t , és t e rméke ik f a j t á i b a n és minőségében sem 
lehet lényeges e l térés a piaci verseny m i a t t . í g y — vé leményem szerint — 
gazdasági m u t a t ó i k a t elsősorban és dön tő m é r t é k b e n a technológiai sz ínvonal 
szab ja meg. Gazdaságossági m u t a t ó k é n t az ö töd ik oszlopban a d o t t s zámoka t , 
az 1 dolgozóra é v e n k é n t j u t ó eladási é r téke t t e k i n t j ü k . Ezekből az ad a to k b ó l 
k i tűn ik , hogy a m í g Angl iában egy főre é v e n k é n t csupán 17 939 dollár j u t , 
addig egy n y u g a t n é m e t dolgozó ennek 1,5-szörösét, egy svéd közel 1,8-szoro-
sá t , az amer ika i 2,35-szörösét és egy j a p á n 3,56-szorosát, évenkén t 63 863 
dollár eladási é r t é k e t állít elő. A f en t i ada tok egyér te lműen m u t a t j á k a t echno-
lógia szerepét az é r ték te rmelésben és a t e rmelékenységben . 

2 . t á b l á z a t 

Vállalat Ország 
Eladási érték 
millió dollár Létszám 

Fajlagos érték 
dollár/fő Hányados 

S K F S v é d 1 8 0 3 5 7 2 0 9 31 5 1 6 1 , 7 6 

T i m k e n U S A 9 7 4 2 3 0 8 9 4 2 1 8 4 2 , 3 5 

F A G N S Z K 6 4 5 2 3 8 6 7 27 0 2 4 1 , 5 

N S K J a p á n 5 6 2 8 8 0 0 6 3 8 6 3 3 , 5 6 

R H P A n g l i a 1 7 2 9 5 8 8 17 9 3 9 1 

A te rmelékenység és a technológiai s z ínvona lnak az á l landó j a v u l á s á t 
szemléltet i a 4. á b r a is. Ez azt m u t a t j a , hogy a veze tő kapi ta l i s ta ipari ha t a l -
m a k acé l iparában mikén t a laku l t az 1 t o n n a acél előállí tásához szükséges 
munka idő . L e g n a g y o b b a fej lődés a j a p á n acé l ipa rban . O t t 10 esztendő a l a t t 
az emberi m u n k a e r ő rá ford í tás közel a t izedrészére csökkent . Az is érdekes, 
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hogy amíg a h á r o m nagy európai kap i t a l i s t a acél ipar 10 évvel eze lő t t közel 
azonos munka rá fo rd í t á s sa l t e rmel t , 10 év a l a t t n a g y különbségek a laku l tak 
ki k ö z ö t t ü k . 

A d i ag ram egy-egy ország te l jes i pa rá ra vona tkozó á t lagos ér tékeket 
m u t a t . Az é len já ró vá l la la tok e redménye i még ezekhez a kiváló á t lagokhoz 
képes t is k iugró e redményeke t érnek el. í g y pl. amíg a l eg te rmelékenyebb USA 
vál la la t 1 t o n n a acélt 3,6 óra m u n k a i d ő a l a t t állít elő, addig az é l en já ró j a p á n 
vá l la la tná l 2,1 óra a l a t t t e rmelnek 1 t o n n a acélt [12]. 

B á r a fe j lődés szinte h ihe te t len gyorsaságú, még korán t sem é r t el lehető-
ségeinek kor l á t a i közelébe. Az a n y a g t u d o m á n y az esetek többségében világo-
san m e g m o n d j a , hogy mi t kell t enn i . A technológ iában azonban c sak r i tkán , 
és rendszer in t sorozatos közelítéssel l ehe t az egyér te lműen kijelölt célt elérni. 
E z t vi lágosan szemlél tet i a fémek — és így a vas- v a g y az acé lgyár tás előállí-
t á s á n a k p r o b l é m á j a . 

Minden szobahőmérsékle ten s tab i l vegyüle t — fémoxid , f émklor id vagy 
fémszul f id is — heví tés ha t á sá r a va lami lyen TE egyensúlyi hőmérsék le ten 
s p o n t á n elbomlik. Az i lyen a n y a g o k n a k a s zabaden tha lp i á j á t a hőmérsékle t 
f üggvényében — egy elvi váz la ton — az 5. ábra m u t a t j a . E n n e k megfelelően 
pl. va lami lyen M n O m f émoxid f o l y a m a t o s heví tés során T Tg hőmérsékle-
t e n önkén t e lbomlik. Je lenleg a v a s a t az ox id ja i tó l a T F -né l jóva l a lacsonyabb 
hőmérsék le ten r eduká ló közegben b o n t j á k meg és így á l l í t ják elő a n a g y szén-
t a r t a l m ú nye r svasa t . Az acélgyár tás f e l ada t a , hogy ebből a nagy s z é n t a r t a l m ú 
anyagból a felesleges szénmennyiséget e l távol í tsa és összetételét e k ívánság-
n a k megfelelően biztosí tsa . 

4. ábra. A tömegegységnyi acél előállításához szükséges munkaidő változása néhány ipari 
országban, az idő függvényében 
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b 
<5 Mem 0 n m M e + n / 2 0 z < 

E 2 T 

5. ábra. A szabadenthalpia elvi változása a hőmérséklet függvényében egy oxidációs reduk-
ciós folyamatra 

Az a n y a g t u d o m á n y szerint sokka l egyszerűbben és kevesebb energiával 
l ehe tne acélt egy lépésben gyár tan i , a nyersvas előállítás megkerülésével úgy , 
hogy a vas ox id ja i t a T^-nél n a g y o b b hőmérsék le t re hevít ik. Sa jnos az egyen-
súlyi hőmérsékle t sokszor többezer fokos nagyság rendű . I lyen n a g y hőmérsék-
le te t a ma i smer t t üze lőanyagokka l n e m lehet elérni . 

A fen t i megoldás azonban n e m u tóp isz t ikus álom, melynek nem t ú l 
távol i megvalósu lásá t b iz tos í t ja az a t é n y , hogy a m a már széles kö rben e l t e r j ed t 
p lazmaégőkben a többt ízezer fokos hőmérsékle t elérése nem okoz gondot , 
hiszen az t a fémszórásná l , hegesztésnél , fémek vágásáná l , fe l rakásánál és olvasz-
t á sáná l n a p o n t a hasznos í t j ák . De nemcsak a fe l té te lek ado t t ak , a megvalósu-
lás t b izony í t j a , h o g y a Bet lehem Steel Co. m ű k ö d t e t egy olyan p lazmaberen-
dezést , mely ércekből közvet lenül áll í t elő acélt , melynek jel lemző szennyezői 
С = 0 ,01%, S = 0 , 0 1 % , P = 0 , 0 0 5 % , Si = 0 , 0 1 % és Cu = 0 , 0 1 % . A kémia i 
összetétel ö n m a g á é r t beszél [13]. 

Még ennél is t ö b b e t mond az a kísérlet, me lynek során az egyik legerő-
sebb kö tésű vegyü le tbő l , az Al 2 0 3 -bó l az eml í t e t t módon Al-t s ikerül t előállí-
t an i . B á r ez csak laborkísérlet [14] szintű, egyér te lműen b izony í t j a a model 
helyességét és úgy vé l jük , n é h á n y évt izeden belül ilyen bontóberendezéseke t 
üzembe helyeznek. 

A p lazmatechnológ iá t fe lhaszná lva az N D K - b a n szov je t—német együ t t -
működés kere tében kidolgozták az acélolvasztás és gyár tás ú j módszeré t . Elő-
ször egy 10 t o n n á s kemencé t a l a k í t o t t a k á t — a m i t a mi Kohásza t i Gyárép í tő 
Vá l l a l a tunk szá l l í to t t — úgy, hogy az olvasztáshoz szükséges hőmennyisége t 
szolgál ta tó p l azmaégő t a Szov je tun ióban fe j l esz te t t ék ki [15]. E z t köve t t e 
egy 30 tonnás kemence üzembe helyezése. Az eddigi e redmények a módszer 
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számos előnyét b i zony í to t t ák . Különösen a lka lmasnak bizonyul a p l azma-
technológiai e l járás k iváló minőségű, ö tvözö t t acélok előáll í tásánál. 

Visszatérve a mai f e l ada ta inkra , a technológia k u t a t á s a és fe j lesztése 
h a z á n k b a n az egyik legfontosabb, ha nem a legfontosabb fe lada t . A k o r á b b a n 
b e m u t a t o t t t áb l áza t a d a t a i egyér te lműen m u t a t j á k , hogy a technológiai szín-
vonal növelésével milyen mér t ékben növelhe tő az egy főre j u t ó termelési é r t ék , 
még azonos t e rmékszerkeze t mellet t is. Különösen fontos ez, mer t u g y a n a b b ó l 
a nyersanyagból korszerű technológia mel le t t sokkal é r tékesebb t e rmék áll í t-
h a t ó elő. A köve tkezőkben néhány pé ldá t m u t a t u n k be a r ra , hogy azonos össze-
té te lű a n y a g n a k hogyan lehetne a t u l a jdonsága i t meg jav í t an i és é r t é k ü k e t 
megnövelni jól k ivá lasz to t t és kidolgozott technológiai fo lyamatokka l . 

H a z á n k b a n jelenleg évenként min tegy 70 000 t o n n a a lumín iumot gyár -
t u n k . E n n e k jelentős része elektromos veze tő huza lkén t kerül felhasználás-
ra . A veze tékhuza lok minőségét az e lektromos vezetőképesség és a sz i lá rd-
ság együt tesen szab ják meg. E ké t t u l a j d o n s á g n a k a j av í t á sa egymásnak 
e l len tmondó köve te lmény , mer t minden olyan művele t , mely az e lek t romos 
vezetőképességet j a v í t j a , a szilárdság csökkenését okozza. A szilárdság növe-
lésének m ó d j a i — á l t a l ában — az elektromos ellenállást is növelik. Van azon-
ban a veze tékanyagok a l a k j á b a n rejlő olyan lehetőség, mely biz tos í t ja a szi-
lárdságnövelés t a vezetőképesség csökkenése nélkül . Ez az ún . t ex tú raképzés . 
T e x t ú r á s n a k nevezünk egy anyagot akkor , h a benne va lamely [u v w] kr i s tá ly-
i r ány a huza l tengelyével pá rhuzamos . 

Az e lekt romos vezetőképesség a k r i s t á ly i rányoktó l függet len . A szi lárd-
ság azonban n a g y m é r t é k b e n függ az or ientációtól [16]. E z t m u t a t j a a 6. á b r a 
az a lumín ium szakí tószi lárdságára . Eszer in t , ha sikerül o lyan huzal t készí-
teni , melynek a tengelye az <(111) i r ányok va lamelyikével pá rhuzamos , a k k o r 
annak a szi lárdsága nagyobb , anélkül , hogy az e lektromos tu l a jdonságok r o m -
lo t t ak vo lna . A 7. áb ra m u t a t j a váz la tosan , hogy milyen á l lásúnak kell lennie 
az elemi cel láknak az i lyen t e x t ú r á s huza lokban . Már a szilárdságnövelés is 
je lentős e redmény , de az ilyen nagyobb szi lárdságú a n y a g n a k le j jebb l ehe t 
szorí tani az idegena tom t a r t a l m á t , mely a vezetőképesség jav í tásához veze t . 
Ez nemcsak a minőség jav í t á sban fontos , h a n e m az energiafe lhasználás t is 
csökkent i . A veze tékeken ugyanis az I 2 R t energia a környeze te t melegí tve 
elvész. Csupán mérlegelés kérdése, hogy m e k k o r a energ iamegtakar í t ás é r h e t ő 
el j obb vezetőképességű anyagok fe lhasználásával , ami t az <(111) h u z a l t e x t ú r a 
b iz tos í tana . 

Ez a t e x t ú r a pedig nem elérhetet len. A m a g y á r t o t t huzalok k ö b t a r t a l -
m á n a k min t egy 4 0 4 - 5 0 % - á t i lyen or ientációjú kr iszta l l i tok töl t ik ki. Megfonto-
landó, hogy mennyi k u t a t á s i r á fo rd í t ás t é rdemel ennek a f e l ada tnak t echno-
lógiai megoldása. 

A ferro- és fer r imágneses anyagok sok, a műszaki gyakor la t s z á m á r a 
fontos t u l a jdonsága is n a g y különbségeket m u t a t a kr i s tá ly i ránytó l függően 
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6. ábra. Az alumínium alakítási feszültségének orientáció függése 

<111> 

7. ábra. Az alumíniumhuzalok maximális szilárdságához tartozó ideális textúra 

[17, 18]. A 8. á b r a m u t a t j a pl . azt , hogy a t r ansz fo rmá to r l emezkén t haszná l t 
Fe—Si ö tvöze tben az ún. Goss- tex túrás , v a l a m i n t az izo t róplemezeknek а В 
indukciója h o g y a n változik a H térerősség függvényében . 

A Goss- tex túrás l emezben a hengerlési i ránnyal a [001] k r i s tá ly i rány 
pá rhuzamos , a lemez s íkja ped ig a (110) s íkka l esik egybe, úgy ahogy azt a 9. 
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BIT) 

0 50 100 150 ( A / m ) 

8. ábra. A Fe—Si transzformátorlemezek indukciójának változása a térerősség függvényében, 
textúrás (Goss) és izotróp anyagokon mérve 

ábra szemléltet i . E n n e k a lágymágneses a n y a g f a j t á n a k az az előnyös t u l a j d o n -
sága, h o g y ha a hengerlési i r á n y b a n mágnesezik, a vesztesége jóva l kisebb, 
min t a t e x t ú r á l a t l a n izotróp lemezeké. Ezzel e g y ü t t j á r az is, hogy a permea-
bil i tás ér tékei nagyok . A 10. áb ra a lemez s í k j á b a n fekvő különböző i r á n y o k b a n 
mér t veszteséget , i l letve a permeabi l i t ásoka t m u t a t j a . B á r a Goss- textúrás 
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t r ansz fo rmá to r l emezeknek a minősége — éppen a 10. áb ra m u t a t t a mér t ék -
b e n — sokkal j o b b , min t az an izo t rop lemezeké, az ideális megoldást az ú n . 
k o c k a t e x t ú r á s a n y a g szolgá l ta t ja . E b b e n a lemezben a hengerlési i rány a [001] 
k r i s t á ly i ránnya l pá rhuzamos , míg a lemez s ík ja a (100) s íkkal esik egybe. 
A Csepel F é m m ű b e n s z a b a d a l m a z t a t t a k technológiai e l j á rás t az ilyen lemezek 
előáll í tására. 

Az azonos a lapanyagból j o b b minőségű és n a g y o b b é r t ékű t e rmékre igen 
szemléletes pé ldá t szo lgá l ta tnak az ún . Alnico keménymágnesek . Ez az ö tvöze t -
t í pus mintegy 4 0 % ún . s t ra tég ia i nye r sanyago t (Co, Ni, Cu) t a r t a l m a z [17]. 
Tu la jdonsága i k r i s t á ly i r ányfüggők . A 11. áb ra h á r o m különböző tu l a jdonságú , 
de azonos kémiai összetételű a n y a g ún . lemágnesezési görbéi t és a (BH) energia 
szorzat ér tékeit m u t a t j a . Az 1 görbe az egyszerű ö n t ö t t a n y a g B(-H) és B.H(B) 
függvénye i t m u t a t j a . A 2 görbe ugyanennek az a n y a g n a k a t u l a jdonsága i t 
szemléltet i , de úgy , hogy ezt az anyago t a lehűlés során a Curie-hőmérséklet 
közelében az a n y a g koerci t ív e re j é t min tegy 4-szeresen meghaladó erősségű 
mágneses t é rben h ű t ö t t é k le. Ezze l a viszonylag egyszerű technológiai fogással 
a (BH) energia szorzat m a x i m u m a — mely a d o t t mágnes t ípuson belül az egyik 
legfontosabb minőségi jel lemző — közel a d u p l á j á r a növelhe tő . 

A két megeml í t e t t a n y a g b a n a krisztal l i tok or ientációja s ta t i sz t ikus elosz-
lású . Ennek az a n y a g t í p u s n a k is a legjobb tu l a jdonsága i a [001] i r á n y b a n 
mérhe tők . E g y nagyon szellemes megoldással a kr is tá lyosodás úgy i rány í t -

10. ábra. A Goss-textúrás lemezen mért veszteség és permeabilitási értékek változása az irány 
függvényében 
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11. ábra. Három különböző technológiával előállított alnikó keménymágnes lemágnesezési és 
energiaszorzat görbéje. 1. öntve, 2. öntve és mágneses térben hűtve és 3. kristályirányítottan 

megszilárdulva és mágnestérben hűtve 

ha tó , hogy a kr isz ta l l i tok többsége a k í v á n t i r á n y b a áll jon be. E z a techno-
lógia abból áll, hogy az ö tvözet ömledéké t olyan f o r m á b a ön t ik (lásd a 12. 
áb rá t ) , melynek alsó része vízzel, v a g y levegővel h ű t ö t t rézlap, oldala pedig 
egyszerű homok , vagy va lami lyen , a homokhoz hasonló keverék , melynek 
hőveze tő képessége elenyésző a rézéhez képest . E z é r t hőmennyiség gyakorla t i -
lag csak a rézlemez i r á n y á b a áraml ik , ahogy a ny i l ak m u t a t j á k . A 12. áb ra 
a részlete m u t a t j a az ö n t ő f o r m a metsze té t . A beön téskor a h ideg rézzel érint-
kező anyag egy vékony ré tege azonnal megszi lárdul , me ly a gyors hű tés követ-
keztében rendk ívü l apró, rendszer te lenül eloszló i r ány í to t t s ágú kr isztal l i tokból 
t evődik össze, ahogy ezt a b részlet váz la tosan szemlél te t i . 

A köbös f émekben a kr is tá lyok növekedésének a maximál is sebessége a 
[001] i r ányba m u t a t és ezér t ebből a rendezet len or ien tác ió jú kr isz ta l l i tha lmaz-
ból azok nőnek a l eggyorsabban , me lyeknek [001] i r á n y a p á r h u z a m o s a hőel-
vonás i r ányáva l . E z t szemlél tet i az áb ra с részlete. Minél j o b b a n megvalósul 
az a fel tétel , hogy hőmennyiség csak a réz lap i r á n y á b a távozzék , a n n á l nagyobb 
h á n y a d á t teszik ki a [001] or ientác ió jú kr iszta l l i tok a teljes t é r foga tnak (d 
részlet) . Az i lyen k e m é n y m á g n e s tu l a jdonsága i t m u t a t j a a 11. á b r a 3. görbéje. 

A fenn t iek h á r o m olyan pé ldá t m u t a t t a k be, amelyek mindegyike az t 
az a n y a g t u d o m á n y fe lder í te t te t é n y t hasznos í t j a , hogy a műszak i gyakor la t -
b a n fontos minőség-, ill. t u l a jdonság je l ző p a r a m é t e r e k a kr is tá lyor ientációtól 
is függnek . A b e m u t a t o t t pé ldákhoz t a r tozó technológiai e l j á rásoka t megvaló-
sí tani és kézben t a r t a n i n e m könnyű , de a költséget és f á radságo t bőven kár -
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pótol ja az az é r t ék több le t , ami ezekben az a n y a g o k b a n a jobb minőség követ-
k e z m é n y e k é n t megtes tesül . Az i lyen és hasonló pé ldák — melyek felsorolása 
k o r á n t s e m tel jes — a z é r t különösen fon to sak , mer t ú j a b b anyagok felhaszná-
lása né lkü l csupán a technológiai sz ínvona l növekedésével h o z n a k létre ú j 
é r tékeke t . N e m kell hangsúlyozni , h o g y ez különösen h a z á n k b a n mi lyen fontos . 

A fen t i eken kívül te rmésze tesen v é g e l á t h a t a t l a n azoknak a lehetőségek-
nek a sora is, melyekben a technológia a k r i s tá ly i rányok szándékos megvál toz-
t a t á sa n é l k ü l is jobb minőségű t e r m é k e t állít elő ugyanabbó l az anyagból . 

A k i s szén ta r t a lmú (C 0 ,14 -0 ,2%) ötvözet len szénacélból é v e n k é n t óriási 
mennyisége t haszná lunk fel. Ennek az acé l t ípusnak a szilárdsági t u l a jdonsá -
gait az u t ó b b i időben az érdeklődés e lőterébe á l l í to t ta az a t é n y , hogy a gép-
kocsi i p a r — mely ebből az acél t ípusból rendkívül soka t fe lhasznál — a kocsi-
súly és az üzemanyagfe lhasználás csökkentése m i a t t , nagyobb szi lárdságú 
anyago t igényel . 

A k u t a t ó k két i r á n y b a n keresik a j obb megoldás t . Az egyik kis mennyi-
ségű ö t v ö z ö k fe lhasználásával , a más ik hőkezeléssel növeli a szi lárdságot . A 13. 
ábra ba l oldali része egy olyan ún. gyorshőkezelő e l já rás T(t) hőmérsék le t—idő 
p r o g r a m j á t m u t a t j a , melyné l a hev í t é s r e az anyagon á tveze t e t t e lekt romos 
á r am h ő h a t á s a szolgál. E z egyrészt l ehe tővé teszi, hogy (I) a fe lheví tési idő 
rendkívü l i módon le rövidül jön (44-2 sec) és (II) az energiafe lhasználás ha tás -
foka 9 0 % - n á l nagyobb legyen. (Az összehasonlí tás é rdekében megjegyezzük, 
hogy a hagyományos e l já rásná l 5 0 % - o s energiahasznosí tás m á r k i t ű n ő ered-
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13. ábra. A 0,1% C-et tartalmazó acél hőkezeléséhez tartozó T(t) hőfok—idő görbék (bal oldali 
görbék) és a Fe—Fe 3C állapotábra hozzá tartozó részlete 

m é n y n e k számí t . ) A d i a g r a m b a n a hőmérsék le t i m a x i m u m o t 2 sec a l a t t é r t ü k 
el az e l ek t romos á r a m megfele lő vá l a sz t á sáva l . A 2 sec-ig t a r t ó heví tés u t á n 
a d a r a b o k a t levegőn (a görhe) , v a g y v ízsugár ra l (b görbe) h ű t ö t t ü k le. 

Az á b r a j o b b oldal i része a F e — F e 3 C á l l a p o t á b r a vasoldal i részét , а С 
p o n t h o z t a r t o z ó függőleges ped ig a p r ó b a t e s t e k s z é n t a r t a l m á t ( 0 , 1 % ) m u t a t j a . 
A kü lönböző t é r foga t egység re j u t ó t e l j e s í t m é n y f e l v é t e l f ü g g v é n y é b e n a 14. 
á b r a m u t a t j a a hőkezelés u t á n i t u l a j d o n s á g o k a t . Az a hőkezeléshez t a r t o z ó 
t u l a j d o n s á g o k a t a s z a g g a t o t t , a b-hez t a r t o z ó k a t t e l j e s vona l jelzi . A v a s t a g o n 
k i h ú z o t t v o n a l szer int i a n y a g a m a i s m e r t l eg jobb minőségű ú n . k ö t ö z ő a n y a g -
n á l is j o b b . A n é h á n y szóval leír t e l j á r á s réz le te i rő l más he lyen b ő v e b b e n 
b e s z á m o l u n k . 

A m i n ő s é g j a v í t á s u to l só p é l d á j a k é n t o lyan t echno lóg iá t i s m e r t e t e k , m e l y 
az t m u t a t j a , h o g y egy-egy nehéz f e l a d a t mego ldásáná l mi lyen k i f i n o m u l t fogá-
sok veze tnek az egyszerű és gazdaságos e r e d m é n y r e . А I I . r í pusú s zup raveze tő 
a n y a g o k egy ik je l legzetes képvise lő je az Nb 3 Sn v e g y ü l e t . 18,1 K - o s k r i t i kus 
hőmérsék le t e a v i szonylag egyszerű f e lhaszná lá s t is l ehe tővé teszi . A ß-volfrám 
t í p u s ú k r i s t á lysze rkeze te m i a t t v i szon t v é k o n y h u z a l k é n t i e lőá l l í tásá t nehezí t i 
az, hogy az i l yen a n y a g o k kép l ékenyen egyá l t a l án n e m , v a g y csak n a g y o n kis 
m é r t é k b e n a l a k í t h a t ó k . E z é r t az i lyen a n y a g o k b ó l á l t a l á b a n pá ro log ta tá s sa l 
h o z n a k lé t re kis k e r e s z t m e t s z e t ű , hosszú , e l ek t romos á r a m veze tésére alkal-
m a s t e r m é k e k e t . 

Az e m l í t e t t r e n d k í v ü l szellemes és gazdaságos technológia szer in t egy 
n iob csőbe m i n t e g y 7 5 % n iobo t és 2 5 % ónt t e sznek , gondosan összekever t 
p o r a l a k b a n . Az a d o t t po rkeve rékke l m e g t ö l t ö t t n iob csőből a g á z o k a t gondo-
san l e sz iva t t yúzzák , m a j d a csövet m i n d k é t végén lehegeszt ik . Az így elkészí-
t e t t a n y a g b ó l a h a g y o m á n y o s m ó d o n , v é k o n y h u z a l t kész í tenek . Ez i lyen 
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14. ábra. A 13. ábrán bemutatot t hőkezelési program szerint készült próbatestek mechanikai 
tulajdonságai 

á l l apo tban semmi nehézséget nem okoz, hiszen m i n d a niob, m i n d az ón jó l 
a l ak í tha tó . A megfelelő á t m é r ő elérése u t á n a huza l t 970 4-1400 °C hőmérsékle t -
t a r t o m á n y b a n izz í t j ák , ahol k ia lakul az Nb 3 Sn szupraveze tő . 

A felsorolt , t ávo l ró l sem te l jes minőségjaví tás i lehetőségek u t á n azt is 
meg kell említeni, h o g y a technológiával az anyagok minősége el is r o n t h a t ó . 
Er re k i t ű n ő példát szo lgá l t a tnak a mágneses tu l a jdonságok . A 15. áb ra m u t a t j a 
ké t lágymágneses a n y a g n a k a hiszterézis görbéjé t . Az egyik, a k isebb t e rü le te t 
bezáró, a jó l e lőkészí te t t , megfelelő minőségű a n y a g r a vona tkoz ik . Ugyanez 
az a n y a g képlékenyen a lak í tva sokka l nagyobb veszteséget okoz pl. vasmag-
ként . Mivel a lágymágneses a n y a g o k a t lemezként szál l í t ja az előállító, a vas-
m a g n a k megfelelő a l a k ú da raboka t a b b ó l ki kell vágni . Ez a k ivágás a széle-
ken m i n t e g y 2 4-4 m m szélességben megnöveli a rácsh iba-koncent rác ió t [20]. 
E n n e k köve tkez tében n ő a veszteség és a koerci t ív erő, csökken a perméabi l i -
tés és az indukció. N a g y m é r e t ű v a s m a g o k n á l ez az e l ronto t t minőségű sáv az 
egész berendezés működésé t , ha t á sos ságá t nem z —arja. A z o n b a n k i smére tű 
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B ( T ) 

15, ábra. Egy jó (1) és egy rossz (2) technológiával készült lágymágneses anyag hiszterézis 
görbéje 

vasmagokná l , melyeknél a lemez szélessége a de formál t s ávná l kevesebb, v a g y 
csak alig valamivel t ö b b min t a kétszerese, az egész egység működésé t tönkre -
tehe t i . í g y pl. a n a g y hanghűsége t (Hi-Fi) biztosí tó e lek t ron ikus berendezé-
sekben a hangf rekvenc iás egységekben a va smagoka t pe rmal loy lemezekből 
készí t ik . Az ezekben a készülékekben haszná l t vasmag- lemezek szélessége o lyan 
kicsi, hogy az egész lemez teljes tömegére k i t e r j ed a k i v á g á s n a k a minőséget 
ron tó h a t á s a . Mivel a k ivágás e lkerülhete t len , u t á n a a k i smére tű v a s m a g o k 
t u l a jdonsága i t megú j í t ó hőkezeléssel helyre kell á l l í tani . 

Összefoglalás és következtetések 

A fent iek azt sze re t t ék vo lna igazolni, hogy az a n y a g t u d o m á n y és az 
anyagtechnológia a t u l a j d o n s á g o k ismerete inek megszerzése, ill. hasznos í tása 
révén egymással n e m c s a k szorosan kapcsolódó, h a n e m egymás ra u t a l t t udo-
m á n y t e r ü l e t is, mer t az a n y a g t u d o m á n y i e redmények csak az anyag techno-
lógián keresztül hasznosu lha tnak a népgazdaságban . Az anyag techno lógus szak-
emberek pedig csak a korszerű a n y a g t u d o m á n y i e r edményekre t á m a s z k o d v a 
t u d n a k kiváló minőséget biztosí tó, korszerű, gazdaságos technológiai e l járáso-
k a t kidolgozni és megvalós í tani . 

Az anyagtechnológia a termelés i el járások közben az a n y a g t e rmod ina -
mikai á l l apo tá t szinte fo ly tonosan képes megvál toz ta tn i , és mivel a d o t t t e rmo-
d inamika i ál lapothoz a tu la jdonság je lzű pa ramé te rek is a d o t t a k , az a n y a g 
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t u l a jdonsága i t a technológia — bizonyos kor lá tok közö t t — a k ívánságoknak 
megfelelően t u d j a vá l t oz t a tn i . 

Az anyagtechnológia éppen azért , m e r t a t u l a j d o n s á g o k a t megvál toz-
t a t j a , a t e r m é k minőségét n e m c s a k j a v í t j a , h a n e m g y a k r a n r o n t j a is. Ezeke t 
a ha tásoka t a gyár tás i f o l y a m a t kellő helyén b e i k t a t o t t műve le tekke l lehet és 
kell megszünte tn i . 

A tu l a jdonságok m e g v á l t o z t a t á s á r a á t t ek in th e t e t l en ü l sok technológiai 
e l járás , ill. azok kombinác ió ja létezik. A technológus f e l ada t a , hogy ezekből a 
lehető l eg jobba t és leggazdaságossabbat válassza ki. 

A technológia , éppen az előző szakaszban megfoga lmazo t t fel tételek 
m i a t t , r endk ívü l fontos gazdaság i tényező, mely minden t e r m é k n e k a gazda-
ságosságát j e len tős m é r t é k b e n megszabja . Ugyanaz a t e r m é k korszerű, a fel-
té te lekhez i l leszkedő technológiával gazdaságos, míg e l m a r a d o t t vagy a fel-
té te leket f i gye lmen kívül h a g y ó technológia csak ráfizetéssel , gazdaságta lanul 
termel i azt [21]. 

A technológia u g y a n a b b ó l az anyagból nagy é r t ékeke t képes létrehozni, 
ezér t h a z á n k b a n különös f i g y e l m e t érdemel. 

A haza i a n y a g t u d o m á n y i k u t a t á s o k n a k j o b b a n f igye lembe kell venniök 
a hazai technológia i fe l t é te leke t . Egy ú j k u t a t á s i e r e d m é n y t — ha azt nép-
gazdasági hasznosí tásra s z á n t á k — csak akkor szabad be fe j eze t tnek tekin teni , 
h a a hozzá ta r tozó gazdaságos technológia i smer t és kézben t a r t h a t ó . 
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Material Science, Material Technology, Material Qualities. The results of Material Sciences 
axe widely used in the practice of Technology. The paper shows that the theoretical knowledge 
of real grid structures enables us to attain a wide range of prescribed material qualities. There-
from the author directly concludes that from amongst the many possibilities for the given prob-
lem, taking into consideration the available means, there exists an economic optimum valid 
only for the given conditions. Changing the conditions the economic opt imum will change too. 
Therefore close connection between material science and first of all the technological operations 
changing materiel characteristics and the incessant development of knowledges and their prac-
tical application can secure the economics of production. The paper proves this statement by 
several examples. 

Werkstoffwissenschaft, Werkstofftechnologie, Werkstoffeigenschaften. Die technologi-
sche Praxis verwendet weitgehend die Ergebnisse der Werkstoffwissenschaft. Die Arbeit zeigt 
in erster Linie, wieviele Möglichkeiten zur Erreichung der vorgeschriebenen Materialeigenschaf-
ten die auf die realen Gittereigenschaften bezüglichen theoretischen Kenntnisse bieten. Hieraus 
k o m m t der Verfasser direkt zu dem Schluß, daß für eine gegebene Aufgabe unter den verschie-
denen Möglichkeiten unter Berücksichtigung der verfügbaren Mittel ein solches ökonomisches 
Optimum existiert, welches nur für die gegebenen Bedingungen gültig ist. Mit Änderung der 
Bedingungen wird auch das ökonomische Optimum ein anderes. Deswegen kann ein enger 
Kontakt zwischen der Werkstoffwissenschaft und in erster Reihe den die Werkstoffeigenschaf-
ten ändernden technologischen Operationen, und die unaufhörliche Entwicklung der Kennt-
nisse und ihre praktische Nutzung die Wirtschaftlichkeit der Produktion sichern. Die Arbeit 
bringt mehrere Beispiele um die Richtigkeit der Behauptung zu beweisen. 
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KOMBINÁLT TALAJMODELL ALKALMAZÁSA 
SÍKALAPOK VIZSGÁLATÁRA, A TÉRBELI 

FESZÜLTSÉGÁLLAPOT FIGYELEMBEVÉTELÉVEL 

P E T R A S O V I T S GÉZA* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

és 

S O L T É S Z P É T E R * * 

[Beérkezett 1980. február 26-án] 

A tanulmány újszerű ta lajmodel l t és egy ezen alapuló számítás i eljárást m u t a t 
be nagypane los épületek alapjainak méretezésére. A szerzők i smertet ik a modell lénye-
ges tulajdonságait , és ezek alapján arra a következtetésre j u t n a k , h o g y a model l az 
eddig a lkalmazott — rugalmas féltér, i l letve a Winkler-féle ágyazás i e g y ü t t h a t ó s — 
model lekhez képest a va lóság jobb közel í tésének tekinthető . Gyakorlati esetekre 
a lka lmazot t számításokkal igazolják, h o g y a kombinál t ta la jmodel len alapuló mére-
tezési eljárással l ényegesen kisebb a laptest igénybevéte lek , i l letve sül lyedéskülönbségek 
adódnak. Végül a kombiná l t ta lajmodel l f iz ikai hátterének jobb megvi lág í tása és para-
métereinek laboratóriumi meghatározása céljából érdekes analógiákra m u t a t n a k rá 
a model l és a függőlegesen vál tozó rugalmassági modulusú félterek közöt t . 

Bevezetés 

A t a n u l m á n y b e m u t a t j a a Repnyikov-féle t a l a jmode l l a lka lmazását 
a t a l a j r a helyezet t hosszirányban ruga lmas gerendák süllyedésének és igénybe-
vételeinek számítására , té rbel i feszültségállapot feltételezése esetén. 

A model l elvi a lapja i R E P N Y I K O V [1] r a k t a le, míg a Repnyikov-féle 
modell és a függőlegesen vál tozó rugalmassági modulusú te rek közti pár -
huzamok fe l tárásánál elsősorban B A R V A S O V [ 5 ] , [ 6 ] m u n k á i t emelhe t jük ki. 

Dolgozatunk főbb cél jai : 
— Az ál ta lunk hazai bevezetésre javasol t modell a lka lmazhatósági 

körének ki ter jesztése térbel i feszültségállapot esetére azzal a meg-
szorítással, hogy az a laptes t kereszt i rányban tel jesen merevnek 
t ek in the tő . Ezzel az esettel n y ú j t o t t alapok — sávházak — esetében 
ta lá lkozunk. 

— A Bepnyikov-féle modell és a függőlegesen vál tozó rugalmassági 
modulusú (inhomogén) fé l terek közöt t i analógiák b e m u t a t á s a a 
model l -paraméterek labora tór iumi meghatározási lehetőségeinek fel-
t á r á s á r a . 

* Prof . Dr. Petrasovits Géza, 1092 Budapes t , I f júmunkás u. 20. 
** Dr. Soltész Péter, 1083 Budapes t , T ö m ö u. P / l . 
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1. A Repnyikov-modell vizsgálatakor kapott összefüggések elemzése 

A Repnyikov-model l a két legel ter jedtebben a lka lmazot t ta la jmodel l , 
a Winkler-féle rugós á g y a z a t és a rugalmas (homogén, izotrop) féltér űn. pá r -
huzamos kombinác ió jának t ek in the tő (1. ábra ) ; azaz n e m más, mint rugókkal 
átszőtt ruga lmas fél tér . Pa raméte re i : E0 rugalmassági modulus , v0 Poisson-
tényező, К ágyazási t ényező . 

Az eddigi vizsgálatok alapján e lmondható , hogy ez a modell sa já tos 
módon egyesít i a két eml í t e t t klasszikus e l járás pozi t ív tu la jdonsága i t , miköz-
ben megszünte t több azokná l meglevő a n o m á b á t és t o m p í t t ö b b szélsőséges 
tu la jdonságot . Ezért úgy t e k i n t j ü k , hogy a javasol t modell az eddigieknél 
jobb közelítése a va lóságnak . Ezt a meggyőződésünket fokozza, hogy igen 
érdekes kapcsola t m u t a t h a t ó ki a Repnyikov-féle modell és a mélységgel 
— később t á rgya landó m ó d o n — növekvő rugalmassági modulusú fél terek 
között . E p á r h u z a m vizsgá la ta hozzájárul a modell f iz ikai t a r t a l m á n a k j o b b , 
többoldalú megvi lágí tásához. Ezt a p rob lémát külön fe jezetben t á rgya l juk . 

F o n t o s n a k t a r t j u k hangsúlyozni eddigi vizsgálata ink egyik lényeges 
következte tésé t , mely szer in t a kombinál t modellre helyezet t a lap tes tekben 
adódó igénybevéte l a hagyományos el járásokhoz képest jelentős mér tékben 
csökken, ami gazdaságosabb alapozási e l járás kidolgozását teszi lehetővé. 

B e m u t a t u n k n é h á n y eddig nem t á rgya l t o lyan model l tu la jdonságot , 
amely a Repnyikov-model l a lkalmazását nagymér t ékben indokol ja . 

Tek in t sünk síkbeli rugalmassági f e lada to t . Ruga lmas fél tér esetében 
a süllyedések és a terhelések közti összefüggést pontszerű terheléskor a jó l 
ismert F l aman t - fo rmula a d j a : 

у . А М ь А < u > 
лЕ0 г 

Ttt E 0 v0 a talaj rugalmassági modulusa és Poisson-tényezője. (Síkbeli deformációk esete . ) 
г a P erő támadáspontja és a vizsgált pont közti távolság, 
d határozatlan állandó. 

(1.1) szerint d a zérus sül lyedésű pont t ávo lságá t a d j a az erő t ámadáspon t -
já tó l . Ha mos t integrálással á t t é rünk va lamely egyenletesen terhel t szakasz 
esetére, akkor a ha tá roza t l an állandó vá l toza t lanul jelen van , ami lehetet lenné 
teszi az abszolút süllyedések számítását . Továbbá a rögzí te t t d mellett r-rel 
végtelenhez t a r t v a a „ sü l lyedés" végtelen kiemelkedéshez t a r t . Ez az abszur-
dum lehetet lenné teszi egymás tó l távoleső pon tok re la t ív e lmozdulásának valós 
vizsgálatát . (2a. ábra). Ezekke l szemben, ha a Repnyikov-model l síkbeli vá l toza-
t á t pontszerű erővel t e r h e l j ü k , m e g m u t a t h a t ó , hogy r ->- oo esetében a felszín 
elmozdulásai zérushoz közelednek. Továbbá , egyenletesen terhel t szakasz 
esetében a ha tá roza t l an á l l andó eltűnik, mivel d-vel, azaz a zérus-süllyedésű 
pont ta l oo-hez t a r tva a t e rhe l t szakasz a la t t i süllyedések véges ér tékhez 
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— — — — —> Elvi siilyedéskép a rugalmas fétsík esetében 

— — Elvi sülyedéskép a Repnyikov-modell esetében 

2a. ábra. Elvi sül lyedéskép а rugalmas félsík ese tében: ; E l v i sül lyedéskép a Rep-
ny ikov-mode l l ese tében: 

— — — Rugalmas féltér 

Repnyikov- modell 

26. ábra. K o n k r é t számpélda sávteher alatti süllyedésképre. Repnyikov-model l : : 
Rugalmas féltér: 
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Rugóállandó : К Poisson tényező : 

1. ábra. Rugókkal átszőtt féltér (Repnyikov-modell) 

közelednek. Gyakor la t i szempontbó l is fon tos , hogy ez a konvergencia igen 
gyors. Másrészt ez a je lenség f izikai s zempon tbó l is igen je len tős . T u d j u k , hogy 
a ruga lmas végte len fé l t é ren alapuló számí tásokná l az a lap tes t széltől kifelé 
t ávo lodva a süllyedések lecsengése igen lassú, ami e l len té tben áll a t a p a s z -
t a l a t t a l . Ezzel szemben a Repnyikov-model l ese tében az a lap szélétől kifelé 
t ávo lodva a süllyedések gyors csökkenése f igye lhe tő meg, ami jó megegyezést 
m u t a t a t a p a s z t a l a t o k k a l . E z t a jelenséget ké t s zámpé ldán — két E 0 , К p á r r a 
a 2b. áb ra m u t a t j a . Mivel a terhelés a la t t i sül lyedések a Repnyikov-mode l lné l 
te rmészetesen kü lönböznek , azér t az összehasonl í tha tóság vége t t úgy vá lasz-
t o t t u k meg a t e rhe léseke t , hogy a maximál i s süllyedések megegyezzenek, 
összevetés cél jából i t t is f e l ve t t ük a t i s z t án ruga lmas féls íkra adódó sül lye-
dési görbét , amelye t önkényesen közös p o n t b ó l i n d í t u n k . 

T o v á b b á előnyös t u l a j d o n s á g a az á l t a lunk j avaso l t model lnek, hogy míg 
a klasszikus model leknél a lka lmazo t t p a r a m é t e r e k nem kel lőképpen t ü k r ö z i k 
a t a l a j tényleges t u l a j d o n s á g a i t , addig az ű j t a l a jmode l l e l a tényleges t a l a j -
pa r amé te r ek j o b b a n köze l í the tők . (Pl . mélységgel vá l tozó a lakvá l tozás i 
modulus számí tásba vétele .) 

Ezeknek a lehe tőségeknek a kidolgozásához n y ú j t a n a k segítséget azok 
a modellek közöt t i kapcso la tok , melyeket a 3. f e j eze tben m u t a t u n k be. 
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2. Kombinált talajmodellre helyezett, keresztirányban merevnek 
tekintett lemez (gerenda) vizsgálata 

2.1. Az alkalmazhatóság feltételei, az eljárás érvényességi körének behatárolása 

A modell elvi a lapjai t és az erre épülő síkbeli rugalmassági p rob lémát 
fel tételező e l já rás t a [2] cikk m u t a t j a be. Az o t tan i feltételezés azt je len t i , 
hogy az a laptes t hossztengelyén á tmenő függőleges s íkban síkbeli a lakvál tozást 
t é te lezünk fel. Ennek a nagy fokú egyszerűsítésnek t ö b b ismert oka v a n . 
Mindenesetre n a g y alapszélesség esetében a feltételezés gyakor la t i szempontból 
n e m áll messze a valóságtól és ezzel a nemzetközi szakirodalomban közöltek 
szerint a b iz tonság j avára t e szünk elhanyagolást . 

A modell továbbfej lesztésének i rányát a gyakor la tban felvetődő problé-
m á k szabták meg. Rendszeresen ta lá lkozunk a hazai gyakor l a tban 2a/2b = 3/1-
nél nagyobb oldalarányú ún . sávházzal. Ezen épületek síkalapozásánál a 
t a l a j b a n síkbeli rugalmas á l lapot feltételezése már indokola t lan , és a nemzet -
közi szakirodalom alapján megál lapí tható , hogy lényeges túlméretezéshez 
vezet . Függet lenül attól, hogy az eltérés a biz tonság j a v á r a szolgál, a síkbeli 
modell haszná la ta elvileg indokola t lan . E z t a jelenséget a Repnyikov-féle 
modell esetében később konkré t példán m u t a t j u k be. Mivel célunk az, hogy 
javaso l junk a hazai gyakor la t számára egy, a valóságot j o b b a n közelí tő és 
az eddigieknél gazdaságosabb tervezés lehetőségét biz tosí tó t a l a jmode l l t , 
azér t szükségesnek m u t a t k o z o t t az eljárás kidolgozása — az alapok hosszá-
b a n — térbeli feszül tségál lapotot előidéző sávházakra . 

Hangsúlyozzuk, hogy a térbeli rugalmassági f e l ada t megoldásánál 
keresz t i rányban merev a lap tes te t vizsgálunk. E feltétel teljesülését elősegíti, 
hogy a nagypaneles lakóépületek harán t fa las rendszerűek. 

Mindemellet t szükséges, hogy a fen t i követe lmények teljesítése érde-
kében az e lőregyár tot t s íka lapok méreteinek megválasztása oly módon tör -
t én j ék , hogy a nagypanelek csatlakozási helye minél t á v o l a b b essék az előre-
gyá r to t t sávalapelemek csat lakozási helyétől . 

További feltétel , hogy az alapgerenda tehetet lenségi nyomatéka á l landó 
legyen. Így lehetőség van a Gorbunov-Poszadov-féle félanali t ikus e l járás 
a lka lmazására . 

Tapasz t a l a tunk szerint gyakran előfordul, hogy olyan nagy „merevségű" 
a lapokat te rveznek , amelyek számítására a rugalmas t a r t ó , illetve gerenda 
elmélete nem a lka lmazható . Ezér t mérőszámot adunk a gerendaalap ún . 
re la t ív merevségére, amit í-vel jelölünk: 

лЕ0а3Ь 
2(1 — Vq) EbI ' 
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I t t E0, t>0 a t a l a j klasszikus r u g a l m a s s á g i a n i pa raméte re i , Ebi a gerenda merev-
ségi je l lemzője , 2o a hosszabb, 26 a röv idebb oldal mére te . H a a t < 1 egyen-
lőt lenség te l jesül , akkor a ge renda hossz i rányban abszolú t merevnek t ek in -
t endő . Az á l t a lunk k idolgozot t e l járás i lyen hossz i rányban abszolút m e r e v n e k 
t e k i n t e t t ge rendára nem a l k a l m a z h a t ó . E r r e az esetre a köve tkező e l j á rá s t 
j a v a s o l j u k . Legyen a merev a lap tes t hosszabbik mére te 2a , а röv idebb 26, 
az egyenletesen megoszló te rhe lés p. A model l jel legéből következ ik , hogy 
a merev a l ap esetében a p terhelés — egyelőre i smere t len — A-szorosa, 
0 <( Я <[ 1 j u t a Winkler-féle ágyaza t i e lemre, (1 — Я) szorosa pedig a r u g a l m a s 
fé l tér re . 

A r u g a l m a s fél tér sül lyedését az 

УЕ — ß 2 6 (1 — A) p 
E 0 

képle tből k a p j u k , ahol Q egy, az a/6 a r á n y t ó l függő szorzó. A Winkler-féle 
komponens süllyedése def iníció szer in t : 

Яр 
Ук- — -

A ké t sül lyedésnek meg kell egyeznie egymássa l ; ebből Я m e g h a t á r o z h a t ó : 

1 
A = 

1 + E ° 
KÜ( 1 - vg)26 

E z u t á n s z á m í t h a t ó az a l ap t e s t igénybevéte le . A Winkler- fé le komponens re 
j u t ó Яр terhelés egyenletes t a lp feszü l t sége t hoz létre, t e h á t ebből a részből 
igénybevé te l n e m származik . 

N y o m a t é k o k csak a r u g a l m a s fé l té r esetében ke le tkeznek . E r r e az 
esetre vona tkozó lag a t a lp feszü l t ség és n y o m a t é k számí tása jól i smer t , csak 
je len mode l lünk sa já tossága m i a t t mos t (1 — Я)р c sökken te t t külső terheléssel 
kell számolni . 

2.2. A számítási eljárás leírása 

Legyen a gerenda hossza: 2a és szélessége: 26. Szokás szer int ha szná l j uk 
az X = X/a; у = У/6 d imenzió nélküli k o o r d i n á t á k a t . A fen t iekben előír t 
fe l té te leknek megfelelően a ge renda у i r á n y b a n merev, t e h á t ebben az i r á n y b a n 
a sül lyedéskülönbségek e lhanyago lha tók . 

E m l é k e z t e t ü n k rá, hogy az a lap tes t a l a t t k ia lakuló ta lpfeszül t ség m i n d e n 
p o n t b a n k é t részre b o n t h a t ó : a ruga lmas fé l t é rkomponensre , ill. a Winkler-féle 
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komponens re j u t ó részre. A megoszlás a r á n y a a hely és a t a l a j p a r a m é t e r e k 
függvénye , és a megoldás so rán ismeret len. 

Legyen р ( х , y ) ké tvá l tozós függvény az ismeret len ta lpfeszül t ség . Mivel 
y i r á n y b a n az a lapgerenda t e l j e sen merev, azé r t a 

p{x) = b J p{x, y) dy 
í 

1 
í 

kép le t t e l á t t é r h e t ü n k egyvál tozós t a lp feszü l t ségfüggvényre . Megford í tva , 
p(x,y) s z á r m a z t a t h a t ó p(x) -ból a köve tkező m ó d o n : 

л Ь \ [ l - f ' 

a m i összhangban van a ke resz t i r ányban m e r e v sávalap a l a t t i feszül tségekre 
vona tkozó i smer t képlet te l . E z u t á n keressük az ismeret len ta lpfeszül tséget 
a köve tkező egyvál tozós po l inom f o r m á j á b a n : 

10 

p ( x ) = 2 biX1. (2.2) 
( = 0 

E z összhangban áll G O R B U N O V - P O S Z A D O V e redményével , ame ly azt á l l í t j a , 
hogy a ta lpfeszül t ség h a t v á n y s o r á t — a gyakor la t i pon tosságo t szem e lő t t 
t a r t v a — elegendő 10-ed, eset leg 12-edfokú polinomig bezáró lag f igye lembe 
venni . Szerepelnek a sor fe j tésben a p á r a t l a n fokszámú t a g o k is, lehetővé t é v e 
az asz immet r ikus terhelés és az ebből ke le tkező ferdülések f igye lembevé te lé t , 
ill. s zámí t á sá t . 

A ta lpfeszül t ségnek a r u g a l m a s fé l té r -komponensre j u t ó részét je lö l jük a, 
i smeret len e g y ü t t h a t ó s po l inommal : 

10 

qE(x)=2a'xí- <2-3) 
l-O 

í g y qK = p — q' j u t a Winkler-fé le komponens re . Legyen a terhelés m e g a d v a 
sz in tén egyvál tozós — t e h á t у i r ányban összegzett — 10-edfokű pol inom 
a l a k j á b a n : 

10 

f ( x ) = 2 f ' x ' - (2-4a) 
1 = 0 

Legyenek i smer t ek a köve tkező p a r a m é t e r e k : 

E g l = a gerenda merevsége, 
E0, v0, К = a t a l a j m o d e l l pa raméte re i , 
F j — a terheléspol inom e g y ü t t h a t ó i , 
2a = а gerenda hossza. (2.4b) 
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Az F i t e rhe l é segyü t tha tók és az i smere t len 6, t a lp fe szü l t s ég -együ t tha tók 
segítségével fe l í rható a ge renda re la t ív beha j l á sa , amelye t a páros és a p á r a t l a n 
f o k s z á m ú t agokbó l szá rmazó részt szé tvá lasz tva célszerű rendezni : 

a* í Ml . 
У — Уо = * + 

EbI [ 2a2 

bo 
24 

Fo д.4 , V 

+ 
5040 

6 „10 ж10 + 

6 a 120 

+ 
7920 

11880 

x5 + 

F, 

Л 9-12 Ж12 + "10 

24 024 

360 

-1° ж14 

1680 
A „ 8 ж8 -f 

EhI 
tg f 0 x + 

840 
* 7 + 

3024 
A „9 ж + 

1 7 1 6 0 
— ж13 

(2.5) 

ahol y 0 = a gerenda k ö z é p p o n t j á n a k e lmozdulása , 
ÇJ0 = a gerenda e l fordulása szöge a gerenda k ö z é p p o n t j á b a n 
M g = a gerenda k ö z é p p o n t j á b a n ébredő n y o m a t é k , melyre 

M 0 = -
b0 — F0 b2 — F2 b 4 ~ F 4 , b, - F e , b10 10 

10 12 
(2.6) 

Q0 = a gerenda k ö z é p p o n t j á b a n h a t ó nyíróerő, melyre 

Qo = a bi - F x + • 
4 

+ • + 

bi - F 7 

8 
+ 

12 
. (2.7) 

Az y 0 , ç>0 mennyiségek i smere t lenek . 
A t a l a j süllyedését , mive l a ké t ágyaza t i k o m p o n e n s sül lyedésének meg 

kell egyeznie egymással , m e g k a p h a t j u k a (2.3) fo rmula szerinti a l a k b a n fel-
ve t t , a ruga lmas fé l t é r -komponensre j u t ó ta lpfeszül tségrész f igye lembe-
vételével a Bouss inesque- formulának a gerenda felületére való in tegrá lásáva l . 
Az y i r á n y ú merevség i t t is egyszerűsí tés t e redményez , és a sü l lyedésfüggvény 
sorfe j téséből ismét 10-edfokú pol inomot meghagyva , az со(ж) = со0(ж) -f- со1(ж) 
pá ros -pá ra t l an fe lbontás ra az 

со0(ж) = 2(1 Fg) 
л Е 0 ц=о u=o 2i — 2u 

«Vu 

+ (In4a- d2u)a2u ж2», (2.8) 

il letve 

*>!(*) = 2 (1 2 1 2 + 4 a - d2„+ 1) «2U+1 л En и—о lf=o 2i 2и 
i¥=u 

r2u + l 
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kép l e t e t k a p j u k , aho l 

A ^ 1 a 

s-l s b 

A síkbeli ruga lmassági fe lada t tó l e l térően i t t ab szo lú t e lmozdulásoka t k a p u n k , 
ezér t t o v á b b i fe l té te lek előírása né lkü l s z á m í t h a t ó a lemez de fo rmác ió jáná l 
i smere t l enkén t szerepel t y 0 és cp0 elmozdulás, i l le tve elfordulás é r t éke : 

2(1 - vl) 
У о = 

л а Е 0 
J - ^ + Mo I n d a ) , 

^ 21 ' (2.9) 

tan n = З Ц ^ - ( i i ï ± L + a l ( l n 4a - 1)1 . 
л а Е 0 ( í i 2i # j 

A (2.8) fo rmulából adódód со = cou -j- Wj sü l lyedés függvénynek meg kell 
egyeznie a Winkler- fé le ágyaza t süllyedéseivel, ami t az erre a komponensre 
j u t ó qK = p — qE feszültség idéz elő. I t t megeml í tendő , hogy a polinomos 
kezelés relat ív egyszerűsége és j ó á t t ek in the tősége azzal a h á t r á n n y a l j á r , 
hogy az ágyazat i komponensek süllyedésének megegyezését csak az a lap tes t 
a l a t t t u d j u k b iz tos í tan i . E b b e n az i rányban e g y á l t a lánosabb modell segít-
ségével lehet t o v á b b lépni, amiről je len cikkben n e m szólunk. T e h á t a Winkler-
féle ágyaza t r a vona tkozó lag : 

qK = -Km. 

I d e (2.8)-ból behe lye t tes í tve az со süllyedést, m e g k a p j u k qK é r t é k é t az isme-
re t l en a, e g y ü t t h a t ó k k a l k i fe jezve. Mivel 

p=qE + qK, (2.10) 

és a q , qK f eszü l t ségfüggvények együ t tha tó i az e, i smere t lenek függvényei , 
azér t a 6,-, p - e g y ü t t h a t ó k is k i fe jezhe tők az a,- i smere t lenekkel . Í g y minden 
i smere t l en t az о,- e g y ü t t h a t ó k k a l fe jezhe tünk k i . Elegendő t e h á t az a, é r tékek 
megha tá rozása . E h h e z 11 egyenle t re van szükségünk . 

Tegyük egyenlővé a ge renda (2.5) a la t t i r e l a t ív e lmozdulása i t a t a l a j -
felszín (2.8) szer int i süllyedésével. A (2.5)-ben ha t á roza t l an zérus- és elsőfokú 
t a g o k t ó l e l tek in tve az 

у — у о = со — ft)0 (ft)0, az со zérusfokú t a g j a ) (2-11) 

egyenlőség az egyenlő fokszámú h a t v á n y o k e g y ü t t h a t ó i n a k összevetéséből 
9 egyenle te t ad . A (2.5)-ben szereplő M0 és Q0 é r tékek (2.6) és (2.7) szer int , 
a bi é r tékek pedig (2.10) szerint fe jezhetők ki az a, ér tékekkel . A tovább i k é t 
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egyenlete t a gerenda s t a t i k a i egyensú lyának fel té teleiből k a p j u k . A függőleges 
erők egyensúlyából 

i i 
j p{x)dx = j F{x)dx (2.12) 
—i —í 

adódik , ahol p(x) (2.10) szer int az a, é r t ékek függvénye . A n y o m a t é k i egyen-
súlyból ped ig 

i i 
j xp(x) dx = J x F(x) dx . (2.13) 
—i —í 

Végeredményben t e h á t (2.11), (2.12) és (2.13) szo lgá l t a t j a a szükséges 11 
egyenle te t . Megjegyezzük, hogy, m ive l a párox x - h a t v á n y o k e g y ü t t h a t ó i b a n 
csak pá ros indexű «,• e g y ü t t h a t ó k , a pá r a t l an x - h a t v á n y o k n á l p e d i g csak 
p á r a t l a n indexűek szerepelnek, a r endsze r egy 6 és egy 5 ismeret lenes rend-
szerre esik szét . Ez megkönny í t i az asz ta l i számítógépes megoldás t . 

Az o, e g y ü t t h a t ó k m e g h a t á r o z á s a u t á n a kép le t eken visszafelé ha ladva 
k a p h a t ó meg minden k í v á n t i s m e r e d e n . 

2.3. A bemutatott eljárás alkalmazása 

A számítógépre készül t p r o g r a m bemenő p a r a m é t e r e i a (2 .4b) alat t 
t a l á lha tók . A terhelési pol inom előál l í tása a p r o g r a m f u t t a t á s t megelőző fe-
ladat , ame lye t a te rhe lés i smere tében pé ldáu l a legkisebb négyzetek módszeré-
vel végezhe tünk el. 
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A prog ram m i n d e n fu t á sná l r a j z o t készít , a m i t a r t a lmazza a süllyedés, 
a n y o m a t é k , a ny í róerő és végül a t a lp feszü l t ség eloszlásának gö rbé j é t . A ta lp-
feszültséggel egy á b r á n pon tozo t t v o n a l jelöli a te rhe léspol inom g ö r b é j é t . 

A té rbe l i feszül tségál lapotot f igye lembe v e v ő p rog rammal k a p o t t ered-
m é n y e k e t 40 m hosszú és 10 m széles a lap tes t re m u t a + j u k be, m e l y n e k a tehe-
te t lenségi n y o m a t é k a 108 kN • m2 és az egyenle tesnek fe l té te lezet t lerhelés 
F0 = 103 kN/m. 

m = 0.50 s ÁTL.s 0,10 M 

S 8 8 » 8 

. 
- 
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1 P1 
(KN/M) 

0 1 ,00«10 Î3 

A = 
В = 
E« 1 
E0 = 
MU = 
К « 
N« 
TE = 
TK s 

2 .00 « 10 î 
5 ,00 »10 T 
1 ,00*10î 
7 ,32 « 10 î 
0,30 
5,0 0« 10 t 

12 
20,22 
0,08 

4. ábra 

M 
M 
KN«M î2 
KN/M t2 

2 KN/MT3 
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A mode l lpa ramé te rek — E0 és К — a d o t t á t lagsül lyedés esetében, 
gyakor la t i pé ldáró l lévén szó, i smer t ek . Ezér t az á t l ag süllyedési ér tékek egy 
egyenesen he lyezkednek el. (Lásd később a (3.1) fo rmulá t . ) Ez a megál lapí tás 
ko r l á tozo t t é r v é n y ű , ami a t e l j esen merev a l ap esetére m u t a t o t t e l járásnál 
a d ó d ó sül lyedésformulából köve tkez ik . (A Poisson- tényezőt 0 ,3-ban rögzí-
t e t t ü k . ) J e lö l jük a K / K max é r t é k e t m-mel, e k k o r három kü lönböző át lag-
sül lyedés ese tében az emlí te t t egyeneseket a 3. á b r a m u t a t j a . 

Megjegyezzük, hogy К = K m a x é r ték esetében t i sz ta Winkler-fé le ágyaza t -
t a l van dolgunk. A 4. ábra m u t a t j a a számítási e redményeke t a r r a az esetre, 
amiko r az m é r t éke 0,5, s = 10 c m (4. ábra ) . Megjegyezzük, hogy m — 0 
ese tében ruga lmas fé l tér ré vá l tozo t t a modell , m = l - r e , a Wink le r - ágyaza tnak 
megfelelő szélső — és ny i lvánva ló — esetről v a n szó. Az össze ta r tozó E 0 , К 
p á r o k közül a d o t t ese tben t e rmésze tesen a 3. f e j eze tben leírt v izsgá la tok alap-
j á n vá l a sz tha tó ki a megfelelő. Az 5. áb ra a max imá l i s n y o m a t é k o k a t m u t a t j a 
az m függvényében , s jól érzékelhető a Repny ikov modell n y o m a t é k c s ö k k e n t ő 
h a t á s a a ruga lmas fé l térmodel lhez képest (5. á b r a ) . A 4. á b r á n b e m u t a t o t t 
ese tnek megfelelő p a r a m é t e r é r t é k e k e t és n y o m a t é k o k a t a 3., ill. az 5. áb rán 
p o n t o z o t t vonal la l je lö l tük be. 

Most b e m u t a t j u k a síkbeli ruga lmassági fe lada ton a l apu ló számítási 
e l j á rás és a t é rbe l i feszül tségál lapotot fel tételező e l já rás összevetését egy 1 : 3 
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olda la rányú a lap tes t re vona tkozólag . Min t eml í t e t tük , ennél az a r á n y n á l 
ruga lmas fé l té r esetében elvileg indokola t l an a síkbeli p rob l éma fel tételezése, 
és az i rodalom szerint az igénybevéte lek túlbecsléséhez veze t . Ez, ha k i sebb 
m é r t é k b e n is — a Winkler- fé le komponens h a t á s a m i a t t —, de a R e p n y i k o v -
féle modellnél szintén é rvényes . A 6. á b r a m = 0,25 é r t é k mellett m u t a t j a 
a síkbeli, ill. a térbel i p rob lémáná l adódó igénybevé te leke t , jól szemlé l te tve 
a térbel i feszül t ségál lapot ra t ö r t é n t á t t é r é s szükségességét . 

Az 1. és 2. fe jeze tben az I rodalom r o v a t b a n [1], [2], [3], [4] a l a t t emlí-
t e t t t a n u l m á n y o k r a t á m a s z k o d t u n k . 

о — о — о — о — T é r b e l i d e f . á l l a p o t 

• - - S íkbe l i d e f . á l l a p o t 

6. ábra 

3. A model l f iz ikai há t t e rének további vizsgálata a mode l l -paraméte rek 
megha tá rozása cél jából 

3.1. Analógiák a Repnyikov-modell és a mélységgel változó rugalmassági 
modulusú félterek között 

A megelőző fe jeze tben a számítási módszer a lap jául vá lasz to t t R e p n y i k o v -
modell f iz ikai há t t e r ének j o b b megvi lágí tásához és a mode l l -pa raméte rek meg-
ha tá rozásához is nagy segítséget n y ú j t a n a k azok a kapcsola tok , ame lyek 
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a Repny ikov-mode l l és a v á l t o z ó ruga lmasság i modu lusú fél terek k ö z ö t t 
á l lnak fenn . 

Amin t i smeretes , a Repny ikov -mode l l egy konstans ruga lmasság i m o d u -
lusú ruga lmas fél tér és egy ú n . Winkler- fé le rugós á g y a z a t p á r h u z a m o s a n 
kapcsol t e g y ü t t e s e . A p á r h u z a m o s kapcsolás szóhasznála to t indokol ja pé ldáu l 
a merev l emezre fel í rható sü l lyedés függvény [2]: 

x — V 0 

ahol y = a süllyedés, 
p = a megoszló terhelés, 
v0 —a Poisson-tényező, 
E„, К = a modell-paraméterek, 
Q = az alap formájától függő szorzó. 

A (3.1) képle t a köve tkezőképpen í rha tó á t : 

У = P (3.1) 
i i + A ß 

I — + (3.2) 
у y(K) y(E0) 

E z m u t a t j a az e lektromos ana lóg ia jogosu l t ságá t . (Erre a BARVASovtól [5], [6] 
származó fel ismerésre még v i ssza té rünk . ) 

Függőlegesen változó ruga lmasság i modulusú f é l t e rek v izsgá la táva l 
K L E I N [7] fog la lkozot t . Egészen a lapve tő e redményeke t a d o t t az E(Z) = EnZ" 
függvény szer in t változó m o d u l u s ú fé l t e rekre vona tkozólag . I t t n é r t éke a 
t a l a jokná l 0 és 2 közé esik. A p rob lémát igen á l ta lánosan, a ruga lmasság t an i 
a lapegyenle tek megoldása felől közel í te t te meg . M e g m u t a t t a , hogy az EnZ" 
szerint vá l tozó rugalmassági modulusú fé l t é rben — P pontszerű t e rhe lés 
esetében — m e g a d h a t ó a feszül tségekre vona tkozó egyenle t rendszer z á r t 
a l akú mego ldása : 

APzA APZA~2T°-

2 nRA+i" 2л:RA+2 ' 

APZA~2R / 0 

(Tfl = 0 ' = ( 3 - 3 ) 

ahol г és z h enge rkoo rd iná t ák , míg R = Vr 2 + z2. A (3.3) fo rmu lák az a lak-
vál tozások fo ly tonosságá t k i f e j ező egyenle teke t csak a köve tkező А-га , r 0 - r a 
és n-re v o n a t k o z ó feltételek me l l e t t elégítik k i : 

A = n -f- 3 és vQ = , (3.4) 
2 + n 
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vagy 

A — n 4 - 2 és v0 = — . 
1 + И 

Tehá t a d o t t n és Poisson- tényező mellet t A é r t é k e (3.4) sze r in t rögzí te t t , 
t o v á b b á n és )'„ sem függet lenek egymás tó l . Ez a z t jelent i , hogy a (3.3) egzakt 
kép le tek csak a (3.4) á l t a l m e g s z a b o t t esetekben érvényesek. 

A (3.3) fo rmulábó l az i s m e r t módon s z á m í t h a t ó a sül lyedés minden 
tetszőleges Zq mélységben: 

Z. z„ 

y = J e(z)dz = j - A - [<tz v0ar] dz + F ( r ) . (3.5) 

A felszín süllyedése F ( r ) = 0-val és z0 = 0-nál adód ik . A (3.3) és a (3.5)-ből 
k a p h a t ó képletek az n = 0 esethez t a r tozó h o m o g é n ruga lmas fé l tér rc vona t -
kozó jó l ismert Boussinesque-féle képletek á l ta lános í tása i az n 0 esetre . 

A (3.5) pon t sze rű terhelésre vona tkozó sü l lyedés függvényből a süllyedés-
f ü g g v é n y a síkbeli feszül tségál lapot esetére megoszló terhelés esetében e g y 
végtelen sávra v o n a t k o z ó in tegrál la l számí tha tó (7. ábra) , míg a 2a, 26 oldal-
élű t ég la lapra va ló in tegrálással a térbeli feszü l t ségá l lapothoz és megosz-
ló te rheléshez t a r t o z ó sü l lyedésfüggvény k a p h a t ó (8. ábra) . 

Kiemel jük a köve tkezőke t : 

térbeli feszül tségál lapot esetében az n 1 esetben a t e rhe l t felület 
a la t t oo-süllyedések a d ó d n a k ; 
síkbeli feszül tségál lapot esetéhen csak az n = 0 (homogén fél tér) 
esetben v a n a sül lyedéseknek sz ingular i tása ; 
mindkét e se tben az n növekedésével erősödik a felszíni süllyedések 
lecsengése a te rhe l t fe lü le t tő l való t á v o l o d á s f o l y a m á n . 

A térbeli ese tnél adódó szingular i tások te rmésze tesen megszűnnek , ha a 
ruga lmasság i modu lus a felszínen nem zérus. Azonban ezekre az esetekre 
hason lóan ál ta lános anal i t ikus e l j á r á s nem i s m e r t . Ezér t K L E I N a következő 
kézenfekvő közelí tést j avaso l ja . Legyen a fé l tér rugalmassági modu lusá t leíró 
f ü g g v é n y 

F ( Z ) = F 0 + F 1 Z , (3.6) 

ahol az EX d imenziója [kN/m 3 ] ; Z dimenziója ped ig [m] . Té te lezzük fel, hogy 
v a l a m e l y E0 modu lusú ruga lmas fé l té r és v a l a m e l y EXZ l ineár i san vál tozó 
modu lusű féltér p á r h u z a m o s kapcsolásáról v a n szó. E k k o r a d o t t terhelés 
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x /21 

7. ábra 

esetében az y süllyedés a k o m p o n e n s e k süllyedéseiből a köve tkezőképpen 
s z á m í t h a t ó : 

Á X ) = ~ — -

+ 1 
(3.7) 

Уо(Х) ' J i (X) 

Ez a közel í tés a fent iek a l ap ján e lőá l l í tha tó . A közel í tő jelleg a b b a n áll, hogy 
i t t n e m pá rhuzamos kapcsolásról , h a n e m olyan e g y ü t t m ű k ö d é s r ő l v a n szó, 
ahol az e lemek süllyedése minden p o n t b a n megegyezik. A (3.7) k é p l e t alkal-
m a z á s á v a l t e h á t e lhanyago l juk a k é t fé l té r közöt t i belső kapcso l a toka t , azaz 
v a l ó j á b a n csökkente t t merevséggel dolgozunk. Ez a z o n b a n a t e r v e z e n d ő alap-
test igénybevételei s z e m p o n t j á b ó l mindenese t re a biztonság j a v á r a okoz 
e l térés t . 

T ö b b e k közöt t K L E I N m u n k á i r a t á m a s z k o d v a B A R V A S O V v é g z e t t ku ta-
t á s o k a t a t a la jmode l lek köz t i kapcso la tok fe l tá rására [5], [6]. A köve tkezőkből 
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8. ábra 

indu l ki . Legyen a t a l a jmode l l egy / 7 - t a r t o m á n y o n va l ame ly p(x,y) megoszló 
terhelésnek a láve tve . Ha v a n olyan J(r) f ü g g v é n y (r = У (я; — i)2 -f- (y — У)2), 
hogy tetszőleges (x, у ) p o n t b a n a felszínsüllyedés 

y(x,y) = ^p(Lv)J(r)M- dy (3.8) 
л 

a l a k b a n á l l í tha tó elő, akkor a J függvény t az a d o t t t a l a j m o d e l l magfüggvényé-
nek nevezzük. B A R V A S O V a k o m b i n á l t t a l a jmode l l ek magfüggvénye i t v izsgálva 
k i m u t a t t a , hogy azok a p á r h u z a m o s a n , i l le tve szorosan kapcso l t elemek m a g -
függvényeiből egyszerűen s z á r m a z t a t h a t ó k — a már é rzéke l t e t e t t e lek t romos 
analógián keresz tü l . I lyen m ó d o n sikerült előállí tani a Repny ikov-mode l l 
m a g f ü g g v é n y é t is. 

A modellek magfüggvénye inek v izsgá la táva l a k o m b i n á l t modellek és 
a függőlegesen vá l tozó ruga lmasság i modu lusú fél terek k ö z ö t t érdekes p á r -
h u z a m o k t a l á l h a t ó k . 

— Egyszerűen k i m u t a t h a t ó , hogy а К ágyazási t é n y e z ő j ű Wink le r -
ágyaza t és egy E(Z) = EtZ f üggvénnye l leírt ruga lmas fé l tér a 
К = 2Ex/3 összefüggés és i>0 = 0,5 mel le t t ekv iva lens ; magfüggvé-
n y ü k egybeesik. E j Z - v e l l ineárisan növekvő m o d u l u s ú féltér K L E I N 
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n y o m á n á l l í tha tó elő. Ez t az a l a p v e t ő e r e d m é n y t el térő ú t o n k a p t a 
m e g G I B S O N [ 8 ] . H a n g s ú l y o z z u k , hogy i t t t é r f o g a t á l l a n d ó — I>0 = 
= 0,5 — anyagró l v a n szó. 
E z e k u t á n a (3.6) fo rmuláva l l e í r t l ineárisan n ö v e k v ő , nem zérus tó l 
i n d u l ó rugalmassági modulusú fé l t é r , az o t t e l m o n d o t t a k szer in t egy 
h o m o g é n ruga lmas fé l tér (E0) és egy K = 2E x / 3 rugóá l l andó já W i n k -
le r -ágyaza t p á r h u z a m o s kombinác ió j a közel í tésének t ek in the tő . T e h á t 
v0 = 0,5 mellet t a Repny ikov-mode l l közel ál l egy E = E0 -f- E X Z 
m o d u l u s ú fé l té rhez , s mint a z t l á t tuk , a p á r h u z a m o s kapcsolás 
fel tételezése, t e h á t a Repnyikov-model l a lka lmazása a b i z tonság 
i r á n y á b a m u t a t ó e l térés t j e l e n t . 

— P L E V A K O [9] neml ineár i sán v á l t o z ó rugalmassági modulusú fé l te rek 
ana l i t ikus megoldása i t v izsgá l ta harmonikus függvények segítsé-
gével . Az E(Z) = E0( 1 -J- ez)1'' függvénnye l le í r t modulusú r u g a l m a s 
fé l te rekre v o n a t k o z ó v izsgá la ta iná l azt k a p t a , hogy a ß k i t e v ő és 
a v0 Poisson- tényező speciális összetar tozó é r téke iné l a ruga lmasság i 
f e l a d a t megoldása zá r t a l akban megadha tó . A legegyszerűbb — és a 
gyakor l a t s z á m á r a is fontos — eset a ß = 2 , v0 = 0,25 é r t ékekné l 
a d ó d i k . Erre az é r t ékpá r r a P L E V A K O e lőál l í to t ta a fé l térnek az elő-
zőekben már e m l í t e t t m a g f ü g g v é n y é t . Ez t az elméleti e r e d m é n y t 
fe lhasználva B A R V A S O V m e g m u t a t t a , hogy v0 = 0,25 ese téhen a 
Repnyikov-model l á l ta la e lőá l l í to t t mag függvénye gyakor la t i szem-
p o n t b ó l tökéle tes egybeesést m u t a t egy E(Z) = E u ( l -f- CZ)2 modu-
l u s ú féltér magfüggvényéve l , h a c s a k а с = 0,84 K / E 0 egyenlőség 
f enná l l . Ezzel ana lóg i á t k a p t u n k a Repnyikov-fé le modell és vá l tozó 
m o d u l u s ú r u g a l m a s fél tér k ö z ö t t v0 # 0,5 esetére is. Ez mind elmélet i , 
m i n d gyakor la t i szempontból igen fontos e r e d m é n y , amely t o v á b b i 
lehetőséget ad a Repny ikov-mode l l pa ramé te re inek l abora tó r iumi 
megha t á rozásához . 

Hangsú lyozzuk , h o g y a Repnyikov-model l p a r amé te r e in ek p o n t o s a b b 
megha tá rozásához szükség lenne kü lönböző mélységben elhelyezett nagy-
mére tű l emezek próbaterhelésére . A p a r a m é t e r e k megha tá rozásához jó l hasz-
ná lha tó é r t é k e k e t a d n a k : 

— a m á r elkészült l akóépüle tek te rhe lés - és sü l lyedésvizsgá la tának ered-
ményeiből való v isszaszámí tás , va lamin t 
a t á rgya l t model lanalógiák a lap ján v é g r e h a j t o t t l abora tó r iumi 
k ísér le tek . 

A b e m u t a t o t t Repny ikov-mode l l és a változó ruga lmasság i m o d u l u s ú 
fél terek k ö z ö t t i pá rhuzam lehetőséget n y ú j t arra, b o g y va lamely a d o t t talaj 
rugalmassági modulusának mélység szerinti változását ismerve, jó közelítéssel 
meghatározzuk a Repnyikov-modell paramétereit. 
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the Stress Distribution into Account. A new ground model and a calculation method based 
thereon are presented for the dimensioning of the spread foundations of large-size panel 
buildings. The significant properties of the model are described and the authors arrive to the 
conclusion that the new model, compared to those applied as ye t , as the elastic half-space 
or Winkler's subgrade coefficient method, m a y be considered as a better approximation of 
the reality. B y calculations applied to actual instances is proved that the use of the dimen-
sioning method based on the combined ground model yields much lower values for the stresses 
in the basement and for the differences in the settlements. Eventual ly , with the v iew of a 
better understanding of the physical background and of the determination by a laboratory 
procedure of the parameters of the combined ground model, interesting analogies are pointed 
out between the new model and the half-spaces having vertically varying moduli of elasticity. 

Anwendung eines kombinierten Bodenmodells zur Untersuchung Flachfundamente 
unter Berücksichtigung des räumlichen Spannungszustandes. Behandelt wird ein neues Boden-
modell und auf demselben basierendes Rechnungsverfahren zur Bemessung der Fundamente 
von Großtafelgebäuden. Die wesentlichen Eigenschaften des Modells sind vorgeführt woraus 
die Autoren die Folgerung ziehen, daß das behandelte Modell im Vergleich mit denselben, 
die bisher benutzt wurden, wie das Modell des elastischen Halbraums, bzw. der Winklerschen 
Bettungsziffer, für eine bessere Näherung der Wirklichkeit betrachtet werden kann. Sie bewei-
sen mit auf in der Praxis vorkommende Fälle angewandten Rechnungen, daß man mit Hilfe 
des auf dem kombinierten Bodenmodells basierenden Bemessungsverfahrens wesentlich kleinere 
Beanspruchungswerte und Setzungsdifferenzen für das Fundament erhält. Schließlich, um den 
physischen Hintergrund des kombinierten Bodenmodells klarzustellen und die Parameter 
desselben mit Laborversuchen zu ermitteln, werden interessante Analogien zwischen dem 
Modell und den Halbräumcn mit senkrecht änderlichen Elastizitätsmodulen vorgeführt. 
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PÉLDÁK A TÉVESEN HASZNÁLT ELMÉLETRE, 
MINT MŰSZAKI HIBAFORRÁSRA 

SZŐKE B É L A 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDATUSA 

[Beérkezett: 1979. február 4-én] 

A madarak ösztönszerű cselekvéseiken kívül saját tapasztalatukat is igyekeznek 
érvényesíteni. Az ember az elődök által kifejlesztett tudomány elméletének használatá-
nál néha megfeledkezik ennek határairól és téves következtetésre jut. Jelen tanulmány 
az utóbbira mutat be példákat. 

Minden élőlény az elődei és a s a j á t t apasz t a l a t a ibó l szerzett t ö rvény-
szerűségek szerint cselekszik. Az á l la toknál ösz tönnek , az embernél pedig 
e lméle tnek m o n d j u k a gyakor la tbó l leszűr t és az ősöktő l szerzett megszokot t 
m o z d u l a t o k a t . 

A m a d a r a k pl. fészke ike t elágazó galyakra r a k j á k . Az élelem megszerzé-
sében pedig olyan gondolkodásmód f igyelhető meg, amely a célszerűség és 
következetesség i smérvéi t re j te lmezi . E r r e vona tkozó lag e sorok í ró ja csupán 
egyik megfigyelését eml í t i fel: Az ére t len m a n d u l a s z e m zárt h é j á b a n erősen 
f ü g g a fa ágán , ebből a szemből úgy szedi ki a magot a m a d á r , hogy a mandu la -
szem oldalfelületén — t e h á t a leggyengébb helyén — vágdicsál egy l y u k a t és 
az üres h é j marad a f á n (1. ábra) . 

Tapasz t a l a tbó l t u d j a ugyanis , hogyha az é re t t szemet kezdené csőrével 
kopácsolni , az lehul lanék a földre. E z é r t egyetlen h a t á r o z o t t mozdu la t t a l 
csőrébe r a g a d j a azt és e l repül vele egy olyan fához pl. d iófához, amelyen meg-
felelő has í t éko t vagy gal lyelágazást l á t . Ezen a „ s a t u n a k k ivá l a sz to t t " f á n min-
dig úgy helyezi el a mandu la szeme t , hogy a hé j legerősebb — t e h á t legnehe-
zebben fe l tö rhe tő — része kerül jön a s a t u b a és a l e g v é k o n y a b b részén kell jen 
a l y u k a t kikopácsolnia . A 2. áb rán b e m u t a t u n k ké t épen m a r a d t és öt „ s a t u b a n 
f ú r t " m a n d u l a h é j a t . 

Az ember is megszoko t t elmélet a l ap ján végzi t evékenységé t . Foglalko-
zása közben annyiszor ismét lődik az elmélet törvényszerűsége , hogy olykor 
ennek kor lá ta i ró l meg s zok tunk feledkezni . 

E z é r t vá l t közmondássá , „Csak az téved, aki dolgozik" . Mint ahogy a 
m a d á r is a földre h u l l a j t olykor egy-egy mandu lá t , ú g y mi is e lköve tünk néha 
egy-egy „mel lé fogás t " . A műszaki k ivi te lben a z o n b a n fel tét lenül és könyör-
te lenül je lentkezik a te rvezés minden elméleti t évedése , és megfo rd í tva : a 
helyes tervezés t t évesnek ítélő b í r á l a tban k i m u t a t h a t ó a bírálat téves el-
mélete. 
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1. ábra. A madarak a zöld héjból az érőiéiben levő mandulabelet azzal a törvényszerűséggel 
szedik ki, hogy azon a helyen kopácsolják a termést, ahol a kemény héj a leggyengébb és a 

szárhoz közel esik, mert ekkor v a n erős tartása 

2. ábra. Az érett szemet hasonló kopácsolással leejtenék. Ezt elviszik olyan fához, melyen alkal-
mas hasítékot találnak, ebbe szorítják bele a magvat olyképpen, hogy megintcsak a kemény 

héj leggyengébb részét lyukaszthassák ki 
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E r r e a műszaki igazságra k í v á n u n k néhány p é l d á t emlí teni . 
Az első pé ldá t H O R V Á T H Á r p á d : „ K o r o k , Gépek, Fe l t a l á lók" c. k i tűnő 

könyvébő l vesszük, a m e l y elejétől végéig igen élvezetes és tanulságos olvas-
m á n y , n e m hiába g y ű j t ö t t e össze benne szerzője négy évt izedes m u n k á j a ered-
ménye i t [1]. 

E k ö n y v 125. o lda lán a „Techn ika i f u r c s a s á g o k " fe jeze tében l á t h a t ó egy 
kép , Malomhajtás emberi erővel, Jacob Besson 1595-ben megjelent művéből 
( 3 . ábra ) . E kép kapcsán a k ö n y v szerzője a köve tkezőkben ismer te t i B E S S O N 

m a l m á t : 
„ A gépek v i l ágának furcsasága iva l kö te teke t l ehe t megtöl teni . A sokféle 

öt le t közül egyet b e m u t a t u n k . Malom, ami t nem szél, v a g y víz h a j t , h a n e m az 
ember i erő. Nem taposómalomró l , v a g y kézi m e g h a j t á s r ó l van szó, dehogy. 

Az elmés szerző szer int a m a l o m b a n , malomlépcsőn felballagó zsákhordó 
emberek h a j t j á k a m a l m o t azál tal , hogy miközben t ehe r r e l a vá l lukon a gara t 
felé mennek , a kor lá tu l szolgáló köté lnél fogva felfelé h ú z z á k m a g u k a t . A köté l 
enged s közben nagy, függőleges moto l l á t forga t . Ahogy az emberek h a l a d n a k , 
k a r o k b a , kül lőkbe k a p a s z k o d v a segítik m a g u k a t felfelé és ezzel h a j t j á k a mal-
mot . 

T e h á t nemcsak azzal végeznek m u n k á t , hogy a t e r h e t felcipelik, h a n e m 
a felcipelést haszná l j ák t o v á b b i m u n k á v á . A t e r v J a c o b B E S S O N 1 5 9 5 - b e n 

megje len t művéből i smere tes . A leírás és kép m u t a t j a , hogy a régi szerkesztő 
mennyi re n e m l á t t a t i s z t á n a je lenségeket . Egy m a l o m k ő forga tásához és ahhoz, 
hogy őrölni t u d j o n , t ö b b lóerőnyi t e l j e s í tményre v a n szükség. E m b e r , a leg-
nagyobb megerőltetéssel s em t u d — egy percig — fél lóerőnél t ö b b e t teljesí-
teni . H a felfelé megy, s a j á t tömegének — sú lyának — felemelésével is m u n k á t 
végez, n e m nyer t e h á t s e m m i t azzal, hogy a kor l á tba kapaszkod ik . H a viszont 
a kor lá t elmozdul, n e m t u d j a fe lhúzni m a g á t . " 

A f r anc ia reneszánsz korabel i J a c q u e s B E S S O N m é r n ö k és m a t e m a t i k u s 
az 1972-es k iadású Mayers Lexikon szer in t Br iançon-ban szüle te t t 1535 körül 
és L o n d o n b a n hal t meg 1573-ban. A szóban forgó kézi h a j t á s ú malom r a j z á n a k 
értelmezése céljából gondo lnunk kell a geometria fe j lődés tör téne té re , f őkén t 
a r ra , hogy abban az időben az ábrázoló gemoetr ia alapelvei t megál lapí tó 
M O N G E Gaspard (1746 — 1818) még meg sem szü le te t t , és legfel jebb többé 
kevésbé csak a m a g y a r származású , Németo r szágba k ivándoro l t D Ü R E R Alb-
rech t (1471 —1528) á l ta l elméleti leg is kidolgozot t cent rá l i s pe rspek t ívá t ismer-
he t t ék . 

E n n e k a lap ján , m i n t h o g y a nézőpon t a r a j z r a merőleges középs íkban 
vol t , melybe a függőleges fő tengely is beleeset t , az e m b e r e k tes thosszából meg-
h a t á r o z h a t j u k a kép f ő b b mére te inek valódi hosszát . Az alsó lábszár hossza 
a k ö n y v á b r á j a szerint 8 m m a té rd és sarok közöt t mérve . A t e s tmagasságo t 
172 cm-nek felvéve az alsó lábszár hossza a té rdka láccsa l együ t t 55 cm. A kép 
lép téke t e h á t 8 : 550 = 1690. 
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3. ábra. Malomhajtás emberi erővel. Jakob Besson 1595-ben megjelent művéből 

A könyvbe l i kép egy hengeres belvi lágú ma lomnak az á tmérő jé t 7,3 
cm-nek t ü n t e t i fel, aminek a va lóságban 7,3 • 690 = 5037 c m = 5040 cm-nek 
felel meg. 

Az 5 m á tmérő jű ma lom fa lá tó l indul ki 14 lépcsőfok, melynél a t aposó 
felületek élei n e m p á r h u z a m o s a k , hanem a hengeres t e r e m középpon t j a felé 
i r ányu lnak . A legelső lépcsőfok e lőt t az alapzatból kinyúló függőleges rúdhoz 
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4. ábra. Az üres m a l o m vázla ta a f e l j á ró lépcsőkkel és kor lá t t a l . Ebből v i l ágosan ki tűnik, h o g y 
a ko r l á tok ké t vége rögzí te t t és úgy k ö v e t i k a lépcsőfokokat , hogy a t a p o s ó felület bal s a r k á t ó l 

a korlátig m é r t függélyes mindvég ig egyforma 

van rögzítve a korlát, amibe a teherrel felfelé haladó be lekapaszkodik , h o g y 
l á b á n a k emelő m u n k á j á t a k a r i z o m m u n k á j á v a l is segítse. E z a korlát t e h á t 
m o z d u l a t l a n és mindegyik lépcsőfok bal sarkától azonos méretű függélyesben 
a k i b ú v ó nyílásig követ i a f e l j á ró t (4. ábra) . 

Ugyani lyen védőkor lá t húzódik az emelet i fe l járó lépcsőzetének ba l 
o lda lán is, és i t t is a k ibúvó nyí lás ig t a r t j 

Mindké t kor l á t annak az emeleti mennyeze tnek az a lsó szint jében v a n 
rögz í tve , amelyre felvezet. A n a g y lendkerék pedig az első eme le t szintje f e l e t t 
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mozog. T e h á t mind a két z s á k o t cipelő e m b e r — a fö ldsz in t i is, az első emele t i 
is — a mozd í tha t a t l an k o r l á t b a kapaszkodva igyekszik felfelé. 

A m a l m o t kizárólag az a k é t ember h a j t j a , aki a mo to l l á s tengely j o b b és 
ba l oldali lendkeréknek f o r g a t t y ú j á t m o z g a t j a és ők k e t t e n könnyedén k i fe j te -
n e k 0,3 k W - o t (0,4 LE- t ) . 

A szerző még egy fé l r eé r t é sé t eml í t j ük meg. A k é p e n l á t h a t ó lendí tő kúp-
szerkezet m i n d h á r o m k e r é k k o s z o r ú j á n a k egyformán derékszögű négyszög a 
keresz tmetsze te . Egyiknek s incs a kötél s z á m á r a ho rony kiképzése, ső t a leg-
nagyobb ke réknek a koszorú külső és belső felületén is függőleges vona lkázás 
látszik. 

P o n t o s a n megf igyelhe tő a képen, h o g y a földszintről felfelé igyekvő ember 
j o b b kezével a görnyedő h á t á n levő z sáko t t a r t j a , ba l kezével pedig az álló 
kor lá tba kapaszkodva tö reksz ik l ába inak i z o m m u n k á j á t kézi e re jével is 
segíteni. 

Az első emeleti zsákcipelő t e s t t a r t á sábó l pedig az t ű n i k ki, hogy a víz-
szintes h a j t ó tengely a l a t t m i k é n t búvik á t , miközben m i n d k é t kezével a kor-
l á t o t fogva igyekszik t e s t é t a görbí te t t végű ha j t óke re sz t t ő l távol t a r t a n i . 

É r d e m e s n e k t a r t j u k megemlí teni , h o g y Jacques B E S S O N egyik k o r t á r s a 
[ 2 ] , A Sebenicoban szüle te t t V E R A N C S I C S Fausz tusz ( 1 5 5 1 ? — 1 6 1 7 ) „Mach inae 
N o v a e " c ímű m u n k á j á b a n ugyancsak e m b e r e k által h a j t o t t 2 őrlőkövet l á t u n k 
(5. ábra). 

I t t h á r o m ember t a p o s ó kerékkel f o r g a t j a az e g y f o r m a két ő r lőköve t , 
de f igyelemre mél tó meg jegyeznünk , hogy i t t is érvényesül az a törekvés , hogy 
a taposó emberek , miközben a lábukkal fe l fe lé lépnek, k a r j u k k a l felfelé n y o m -

5. ábra. Fogaskerekes malom taposókerék hajtással Verancsics F a u s z t u s z : Machinae N o v a e 
művé bő l 
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j á k a rögzí te t t vízszintes r u d a t . Az erőki fe j tés helyéről ezt í r j a : „A láza to san 
kérem, mennyive l n y o m n a k t ö b b e t emezek, min t a m a z o k ? " , amelyeknek nincs 
rögz í te t t vízszintes r ú d j u k . Joggal érezte, hogy N E W T O N Í ( 1 6 4 3 — 1 7 2 7 ) meg-
előzve gyakor la t i lag a lka lmaz ta a v i sszaha tás t ö rvényé t . Emberei a vízszin-
tes r ú d b a nemcsak fogódzkodha tnak , h a n e m azt k a r j u k k a l súlyemelők m ó d j á n 
felfelé n y o m j á k , és így testsúlyukon kívül m é g k a r j u k izomerejével is növel ik 
a v i sszaha tó erő t . 

Egy kétőr lőköves m a l o m B E S S O N m u n k á j á b a n is szerepel [3], m e l y a ké t 
őr lőkő el lentétes f o rdu l a t áva l szellemesebb megoldás, mint V E R A N C S I C S 

Fausz tuszé . 
B E S S O N motol lás m a l m á n a k képét megfigyelve, m é g egy kiváló mecha -

n ika i érzékét e m l í t h e t j ü k meg. A vízszintes tengelyt h a j t ó két ember kerék-
koszo rú j ának az ellensúlya 90°-kal el v a n to lva egymáshoz képest. A t enge ly 
egy körü l fo rdu la t akor t e h á t négyszer é rvényesül az ellensúly ha tása a t enge lyre , 
és ez megfelel a görb í t e t t végű ha j tóke resz t négyszeri f o r g a t ó n y o m a t é k á t a d á -
sának a k ú p u s lendkerékre . 

Azt hisszük, fen t i sorokkal s ikerült he ly re igaz í t anunk H O R V Á T H Á r p á d 
könyvének tévedését. 

Hasonló t évedés t k ö v e t e t t el az e lméle t tú lzot t érvényesí tésével S Z A B Ó 

Gusz t áv egykori főnöke, amiko r a t a r t ó t ehe rb í rásá t s zámí t á s nélkül egysze-
r ű e n magas í tássa l k í v á n t a nagyobb í t an i [4]. 

Ugyancsak t é v e d e t t a hírneves Carl K U T Z B A C H professzor , mikor E sorok 
szerzőjének egy fogszám különbséggel kész í t e t t kúpfogaskerekes bolygó h a j t á -
sá ra az vol t a vé leménye , hogy ez megold ja a kérdést , de k ú p k e r é k fogazó gépen 
n e m á l l í tha tó elő. 

É s t é v e d e t t e sorok szerzője is, m e r t csak egy fél évszázad m ú l v a t u d t a 
b izonyí tan i az el lenkezőjét [5]. 

Végül megeml í t ünk még egy őrléssel kapcsola tos problémát , me lye t 
G O M B Á S T ibor (1898. IV. 4. Nagykend , — 1968. V I I I . 30. Budapes t ) elbeszélé-
séből i smerünk [6], aki mie lő t t á t v e t t e a Ganz Vagongyá r Motorszerkesztési 
Osz t á lyának vezetését , k o r á b b a n , a 20-as évek közepe t á j á n a híres „ T " jelű 
malomhengerszék , v a l a m i n t a hozzávaló csere-fogaskerékrendszer számí tásá -
ban és szerkesztésében is dolgozot t . Felkérésére ebben a m u n k á b a n rész t v e t t e k 
H E R R M A N N Miksa professzor , t o v á b b á V I D É K Y Emil és P A T T A N T Y U S - Á . Géza 
akkor i m a g á n t a n á r o k is. 

E n n e k a malomhengerszéknek a gyor sabban forgó henger tengelyére ékelt 
kisebbik és a l a s sabban forgó henger t h a j t ó nagyobb ik fogaskerék is kéreg-
öntésű nyí l fogazású nyers öntés volt . A fogaskerékpár „ ö s s z e j á r a t á s á r a " kü lön 
b e j á r a t ó gépet c s iná l t a t t ak . 

A m a l m o k hengercsiszolás vagy rová tko lás cé l jából , időnként vissza-
kü ld t ék a hengereke t a gyá rba , ahol n a g y o n csodálkoztak , amikor a vissza-
kerü l t ke rekeken azt l á t t á k , hogy a b e j á r a t o t t fogoldalak épek m a r a d t a k , és 
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a kopási n y o m o k azokon a fogoldalakon j e l en tkez tek , me lyeknek az összecsi-
szolásával n e m tö rőd tek . 

Mivel a b b a n az időben m á r K O L O S T O R I József fe l a G a b o n a Tröszt K u t a t ó 
I n t é z e t i gazga tó j áva l együt t s o k a t fog la lkoz tunk a „v issza táplá lás" jelenségé-
vel , meg t u d t u k magyarázn i G O M B Á S T i b o r n a k , hogy normál i s üzemi terhelés-
ko r az őrlési zóna a hengerek k ö z ö t t energ iaközvet í tő súr lódó kapcsolás szere-
p é t tölti be. Mivel a gyorsan fo rgó henger k e r ü l e t i sebessége nagyobb, m i n t a 
kis fogaskerekén n e m a kis fogaskerék h a j t , h a n e m a henger felület . 

Amikor b izonyos mennyiségnél kevesebb őrlendő a n y a g j u t a hengerek 
közé, megszűnik az energia v isszatáplá lás , i lyenkor a kis fogaskerék v a l ó b a n 
h a j t ó v á vál ik . A működő fogo lda lak á t v á l t á s a erős fogütéssel j á r , mivel áll í t-
ha tóság cél jából n a g y a fogbézag . 
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Examples for a n Erroneously Used Theory as a Source of Technical Mistakes. Bes ides 
their instinctive ac t ios the birds s tr ive t o apply also the ir o w n experiences. Men sometimes for-
ge t the limits of sc ient i f i c theories deve loped by their ancestors arrive a t faul ty conclusions. 
T h e paper shows e x a m p l e s for this. 

Beispiele für fa lsch angewendete Theorien als Fehlerquelle. Die Vöge l bemühen sich bei 
ihren instinktiven Handlungen auch ihre eigenen Erfahrungen zur Ge l tung zu bringen. Der 
Mensch vergißt bei der Benützung der von den Vorgängern entwickel ten wissenschaft l ichen 
Theorien manchmal deren Grenzen u n d kommt zu fa l s chen Folgerungen. Die Studie bringt 
Beispiele für letzteres . 
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PEREME MENTÉN OSZLOPOKKAL ALÁTÁMASZTOTT 
KÖRSZIMMETRIKUSAN TERHELT KÖRLEMEZ 

M Á R K U S G Y U L A * 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

[Beérkezett: 1978. január 4-én] 

A dolgozat pereme mentén oszlopokkal alátámasztott körszimetrikusan terhelt 
körlemezekkel foglalkozik. A levezetett eredmények segítségével lehetőség van pereme 
mentén szakaszosan befogott körlemezek számítására. Az oszlopok és lemezek sarok-
merev kapcsolata részleges befogást is eredményezhet. 

D o l g o z a t u n k b a n olyan ál landó vas tagságú kö r sz immet r ikusan t e rhe l t 
kör lemezeket t á r g y a l u n k , amelyek ke rü le tük men tén egymás tó l egyenlő távol -
ságra levő oszlopokkal v a n n a k a l á t á m a s z t v a (1. ábra) . Az oszlopok és lemez 
kapcso la tá t s a rokmereveknek t e k i n t j ü k , ami azt je lent i , hogy a fe l t ámaszkodás i 
hosszakon nemcsak reakcióerőkkel , h a n e m befogási n y o m a t é k o k k a l is kell szá-
molnunk . Fel té te lezzük, hogy az osz lopta lpak közöt t sül lyedéskülönbségek n e m 
lépnek fel és a r eak t ív erők és n y o m a t é k o k egyenletesen megoszlóak. T u d o m á s u l 
vesszük, hogy a kompat ib i l i t ás i fel tételek (oszlop végének és a lemez pe remének 
azonos leha j lás t és e l fordulás t kell végezniük) csak az oszlopok tenge lyvona-
lának és a lemez középfelüle tének me t széspon t j ában elégülnek ki. E redménye ink 
annál j o b b a n megközelí t ik a valóságos helyzete t , menné l rövidebb lesz a fel-
fekvési hossz. A lemez terhelésével kapcso la tban csak a n n y i t kö tünk ki , hogy 
az körsz immet r ikus megoszlású legyen, ö s sz in t enz i t á sá t , azaz e redőjé t Ä-rel 
fog juk jelölni. 

Az á l landó vas t agságú vékony körlemez di f ferenciá legyenlete r, q> polár-
koord iná ta rendszerben az alábbi a l akban í rha tó fel: 

A fen t i egyenle tben w a lemez középfelüle tének merőlegesen mér t e l to lódásá t , 
r va l ame ly p o n t j á n a k a kezdőpont tó l m é r t t ávo lságá t , cp a kérdéses p o n t o t a 
középpon t t a l összekötő sugár és a kezdő i r ány közöt t i szöget , p(r, <p) a koordi-
n á t á k függvényében a felület i terhelést , К pedig az ún . lemezmerevséget j e l en t ik . 

* Dr. Márkus Gyula, 1112 Budapest, Süveg u. 4/a. 

1. Bevezetés 

2. Lemezelmélet 

P(V <P) ^ 
К 
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2. ábra. A körlemezből kivágott elemre ható metszeterők 
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U t ó b b i n a k é r téke 

K = 
EH3 

(2) 
12(1 - p2) 

ahol E a ruga lmassági modu lus , h a lemez vas tagsága, ц pedig a ke resz t i r ányú 
nyúlás i e g y ü t t h a t ó , azaz a Poisson-féle s zám reciprok é r t éke . 

A 2. áb ra a kör lemezből k ivágo t t elemi testre h a t ó pozitív előjelű met-
sze terőket t ü n t e t i fel. A w e l to lódásfüggvény i smere tében fel írhatok az elfor-
dulások (êr, éj), a n y o m a t é k o k (Mr, Mv, Mrq> = Mvr), a nyíróerők (Qr, Qj) és 
a t á m a s z n á l levő reakcióerő (V r) kifejezései : 

1 dw y 1 dw 1 dw 

a dg v r dcp ад Эtp 

1 Эм; 1 che 

Эг 

MR = — К 

К 

л2 

М 9 = - К 

Эг2 

8 е2  

1 8 w 

+ И 

п 

г Эг 

' 1 8м; 

+ 
Эф2 

G ДД 

1 с2и; 

1 <2w 

g2 dtp2 

8 }iv I 

г 8 г 

К 11 dw 

dtp2 

а" 
i 1 í 2 w i 

+ — т г г - H- V 

Эг2 I 

C2W 

g dg g2 dtp dg2 

M R F = M Y R = - ( L - P ) K — 
Эг 

1 dw 

r dtp 

= - d - M) 
К ' 1 с2м; 1 Эм; 1 

QR= — К 
Эг \ Эг2 

- _ Ц + 

g dgdtp g2 dtp ) 

c2w t 1 Эм; 1 c ^ 

Эг dtp2 

dg 3 

r dtp 

1 с2м; 1 cw f 1 d3w 2 o2m; I 

g 9g 2 g2 9 g g2 dgdtp2 g3 dtp2 ) 

o'w 

N3 

Эг2  

1 Э3и; 

1 Эм; 1 с2м; 

г2 dtp2 

g dg2 dtp 
+ 

г Эг 

1 82, cm ^ 1 d3w 

g2 dgdtp g-

Y , = 
dtp n 3 

d3w 

8 g3 

1 dw ^ 2 — p d3w 

3 dtp3  

1 

g dg2 

p d2w 

g2 dg dgdtp dtp2 

(3) 
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A (3) a l a t t i k i fe jezésekben a s ta t ika i mennyiségeket 

r 
q = - (4) 

A 

dimenzió nélkül i k o o r d i n á t á k k a l is fe l í r tuk. I t t a a körlemez peremének suga-
r á t jelenti . A Vr reakcióerő a k k o r pozitív e lője lű , ha alulról felfelé t á m a d j a a 
lemez szélét. 

3. A lemez terhelése 

A körlemez terhelése l ehe t 

felületen megoszló 
(jelölése dű l t kisbetű p l . : p ) , 
vonal mentén megoszló 
(jelölése dű l t n a g y b e t ű pl . : P, M) , 
koncentráltan ható 
(jelölése dű l t félkövér n a g y b e t ű pl . : P , M ) . 

A lemezre h a t ó körsz immet r ikus terheléssel nem fogla lkozunk, mivel 
az t a szaki rodalom [3, 4, 9, 10, 11, 15] bőven t á rgya l j a . F ő jellegzetessége az, 
hogy a t e h e r f ü g g v é n y <p-től függe t l en : p(r ) , р ( д ) . 

A lemez ke rü l e t e mentén h a t ó reakt ív e rők szakaszos je l legűek. Célszerű 
ezeket végtelen t r i gonomet r ikus sorral (Fourier-sor) előállí tani. A perem men-
t é n ható , 2e középpon t i szöggel definiált hosszon egyenletesen megoszló, к 
számú P v o n a l m e n t i erő s o r b a f e j t e t t a lakja az a lábbi (3. á b r a ) : 

2 kPe ( 1 - s in me ] 
PW>) = — + 2 cos mcp . (5) 

1 M=K,2K,... ТЕ I 

A sor fe l í rásánál fe l té te lez tük , h o g y a kezdő i r á n y á tmegy az egy ik oszlop t en-
gelyvonalán. E g y vona lszakaszra eső eredő erő 

2 Рае = P . (6) 

Helye t tes í t sük ez t be (5)-be: 

. kP 
PVP) - — 

ал 
1 , -Г-, s in me î 

— + 2 cos пир . (7) 
M=K,2/c,... ME 

Koncen t r á l t e rők esetén e — 0 és 

l i m J ^ = 1 . ( 8 ) 
ME 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



KÖRSZIMMETRIKUSAN TERHELT KÖRLEMEZ 3 2 7 

3. ábra. Körlemez szabad peremét szakaszos vonalerők t á m a d j á k 

E n n e k köve tkez tében (7) egyszerűbb alakú lesz: 

W 
а л (2 m=k,2k,... 

Az (5) m i n t á j á r a e lőá l l í tha t juk a p e r e m e n ható szakaszos sugá r i r ányú 
v o n a l n y o m a t é k (4. ábra) Four ie r -sorá t : 

1(99) = 
2 kMe (1 

T + 2 Л 1 2 M-K,2K,... ТЕ 

H a t á r o z z u k meg az egy t á m a s z r a eső M e r e d ő n y o m a t é k o t : 

- + « J+E 
cos 95 dg> = 2 Ma sin e . I n n e n 

He lye t t e s í t sük ezt be (I0)-be 

m(ç>) = 
kMe 

ал sin e 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

10* Műszaki Tudomány 56, 1978 
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4. ábra. Kör lemez szabad p e r e m é t szakaszos sugárirányú vona lnyomatékok támadják 

K o n c e n t r á l t sugár i rányú n y o m a t é k o k e se t ében ez a k i fe jezés (8) köve tkez tében 
egyszerűbb a lakot öl t : 

m(<p) - [ I c o s m J _ [X4) 
АЛ [2 M=K,2K,... 1 

A b e m u t a t o t t sorok <p minden é r t ékéné l konvergensek . Kivétel t képeznek 
a k o n c e n t r á l t h a t á s o k n a k (erű, nyomaték ) k i t e t t p o n t o k , mivel ezeken a helye-
ken a so rok divergensek. 

4 . A körlemez differenciálegyenletének á l ta lános megoldása 

A kör lemez (1) a l a t t i d i f ferenciálegyenletének w á l ta lános megoldása az 
inhomogén egyenlet egy par t ikulár i s , v a l a m i n t a h o m o g é n egyenlet A és В 
in tegrálás i á l landókkal b ő v í t e t t megoldásából áll. M i u t á n az előző f e j eze tben 
b e m u t a t o t t t e h e r f ü g g v é n y e k csak kosz inusz f ü g g v é n y e k e t t a r t a l m a z n a k : 

w = »00 + AO + b0 e2 + 

+ 2 ( 4 em + Bm Qm+2) cos m(P • (15) 
m=k 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



KÖRSZIMMETRIKUSAN T E R H E L T KÖRLEMEZ 3 2 9 

Az első sor a terhelés körsz immet r ikus , a második a periodikus részből ad ja meg 
a megoldás t . U g y a n i t t to00 a körsz immet r ikus fe lület i teherből szá rmazó par t i -
kuláris megoldás t je lent i . 

Az e l to lódás függvény i smere tében a (3) a l a t t i képletek segítségével h a t á -
rozzuk meg a s ta t ika i mennyiségek kifejezései t : 

A f en t i k i fe jezésekben a 00 láb index a par t ikulár i s megoldásra u t a l . 

Műszaki Tudomány 56, 1978 
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5. Kerüle t i feltételek 

A körlemez d i f ferenciá legyenle tének (15) a l a t t i megoldása ké t -ké t szaba-
don megvá lasz tha tó in tegrá lás i á l l andó t (A0, B0; Am, Bm) t a r t a l m a z . Ezeke t 
a pe rem men tén f e l í rha tó feltételi egyenle tekből h a t á r o z z u k meg. Az 5. áb rán 
m e g a d j u k a do lgoza tunkban előforduló perem meg támasz t á s i m ó d o k a t és a 
hozzá juk t a r tozó ke rü l e t i fe l té te leket (q = 1). Az integrálási á l l andók meg-
ha t á rozása a feltételi egyenle tek megoldásáva l t ö r t é n i k . 

M r = 0 ; (17) 

f>r = 0 ; (18) 

Vr = 0 ; (19) 

K = - P(<P) ; (20) 

Vr = 0 . (21) 

5. ábra. Körlemez peremének megtámasztási módjai , a kerület mentén támadó erők, valamint 
nyomatékok és a kerületi feltételek 

A következő f e j eze t ekben olyan l emez fe l ada toka t t á rgya lunk , amelyek-
nél a l emez pereme szakaszosan van a l á t á m a s z t v a . A példákon keresztül terv-
szerűen közel í t jük m e g a Bevezetésben k i t űzö t t cél t ; a sa rokmereven kapcsolt 
oszlopok esetét . 

6. Lemez ke rü l e t e mentén egyenletesen megoszló vonal teher 

A 6. ábra szerint i körlemez s z a b a d szélét (pe rem jelölése: — — ) 
R összintenzi tású egyenletesen megoszló vonalerő terhel i . A kü lső erővel к 
számú, 2ae hosszon (pe r em jelölése: ) egyenletesen megoszló reak t ív 
erő t a r t egyensúlyt . E n n e k megfelelően a peremre h a t ó erőrendszer végtelen 
t r igonomet r ikus sora (7) a lap ján : 

PÍ<P) = 
R 

2 an 
R 

an 

R 

~ sin me 
> cos mtp 

M=K ME 

™ sin т е 
> cos mtp 

an me 
( 2 2 ) 
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6. ábra. Pereme mentén szakaszosan alátámasztott körlemezen egyenletesen megoszló vonalerő 

E n n e k a t ehe r függvénynek nincs körsz immet r ikus t a g j a . Minthogy a lemez 
felülete terhele t len , jelenlegi f e l ada tunkná l a (15) és (16) k i fe jezésekben szereplő 
par t iku lá r i s megoldások el fognak tűnn i . Az ak t ív és r e a k t í v erők egyensúlyá-
ból következik , hogy к 2. 

A fel tétel i egyenle teket a (20) a la t t i kerület i fe l té te lek, v a l a m i n t a (16) 
a l a t t i kifejezések segítségével í r juk fel (g = 1): 

MR= 0 

- 2(1 + p ) B0 - 2 tt1 - i")m (m - VAm + 
m—k 

+ {m -f- 1) [m + 2 — p(m — 2)] Bm} cos mq) = 0, 

K = - P(<P) 
К ™ 

— Ут{—{1 — p)m (m — 1 )Am -f (m + 1) [4 — (1 — p)m]Bm} cos mq> = 
aA m=k 

R ~ sin т е 
= N cos mçp . 

ал m=fc me 

10* Műszaki Tudomány 56, 1978 
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Bevezetve a 

km = - (m + 1) 
rn + 2 — p(m — 2) 

(1 — /Л) M (m — 1) 
(23) 

AM — Bm 

je lölést és az azonos t r igonomet r ia i szorzókkal rendelkező egyenle teket megold-
va az alábbi in tegrá lás i á l l andóka t k a p j u k : 

B 0 = 0 ; 
R a l _ sin me (24) 

2 ( 3 + р ) К л m (m + 1) me 

A t ámaszok középvona lában (Q = 1; <P = y,) a lehaj lás zérus (15). Mint-

2л . 
cos тер — cos т у i = cos m i = 1 . 

K 

hogy 

tv = 0 - = A, 2(Am + BM) . 
m—k 

I n n e n a (24) a l a t t i integrálási á l l andók behelyet tes í tése u t á n 

AO = -

H a 2 
^ 1 + Aw sin me 

2 (3 -f- p) Кл m=k m(m -)- 1) me 
(25) 

Az integrálási á l landók segítségével (15) és (16) a lap ján í r j u k fel a s t a t i k a i 
mennyiségeket : 

Ra2 ~ -(- g2 sin me 
w = ^ o + 

Mr = 

M 

2 (3 + p) Кл m=k m (m -f 1) me 
gm cos my 

jRa ™ MXM + (m + 2) g2 sin ME  
> y—j— gm 1 cos mcp , 

2 ( 3 + р)Кл m ( m -f 1) me 

^ + g2 sin me . 
^ — gm 1 sin тер . 2 (3 f i ) Кл m=k m + 1 me 

/г 
1 — PI + 2 

1 sin т е 
ТЕ 

g " cos тер, 

/г 
т 2 (3 + pi) л n^k 

( i - r ) ( i - g - 2 ) + 

М = 
IrÁrV 

1 + /Л  

M 

R 

( i + e - 2 ) 
sin me 

me 
g ' cos тер 

2 (3 -f pi) л m=k 

sin me 

(1 - / * ) ( ! - e"2) -

- 2 1 + g e - 2 g sin my 

(26) 
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2R ~ sin т е . 
— - — 2 V 1 Т У , 
(3 + р)ал те 

( 3 - f - p ) a i t 
~ sin me _ , . 

^ Qm 1 sin mcp . 
M=K ME 

7. ábra. Kerülete mentén hat vonalszakaszon alátámasztott körlemez peremét egyenletesen 
megoszló vonalerő támadja, a) Lehajlások, b) Sugárirányú-, c) Érintőirányú-, d) Csavaró-

nyomatékok ábrái 
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H a t á r o z z u k meg к = 6 t ámassza l rendelkező körlemez fon tosabb s ta t i -
k a i mennyiségei t p = 1/6 és e = л/12 esetében. A számí tás e redményei t az 
I . t á b l á z a t b a n a d j u k közre. A lehaj lások és a n y o m a t é k o k vá l tozásá t a 7. áb ra 
szemlél tet i . 

Pon tszerű t ámaszok (8. áb ra ) esetében a (8) a la t t i h a t á r á t m e n e t , va la -
m i n t az a lábbi összefüggések fe lhasználásával a n y o m a t é k o k és nyí róerők 
egyszerűbb a lako t öl tenek: 

(27) 

8. ábra. Pereme mentén pontokon alátámasztott körlemezen egyenletesen megoszló 
vonalerő 
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II. táblázat 

6 

VI-

fi = 0 

1,0 
<p : 7i 

— oo 

0,9 

+ 632 
+ 14 618 
- 44 253 

0 

1 
H 

+ 1 598 + 1 553 
0 - 2 786 

+ 13 548 + 7 596 
- 15 351 - 1 5 858 

2 
12 

+ 2 521 
0 

+ 2 7 096 
0 

+ 2 236 
- 5 363 
+ 22 024 

0 

0,8 0,7 
j 

+ 1033 
+ 11 712 
- 2 3 596 

0 

+ 1514 
- 1 8 8 1 
+ 3 179 
- 1 3 608 

+ 1923 
- 7 453 
+ 16 554 

0 

+ 1271 
+ 8 359 
- 1 3 251 

0 

+ 1500 
- 735 
+ 1004 
- 9 730 

+ 1712 
- 6 851 
+ 11 199 

0 

0.6 

+ 1401 
+ 5304 
- 7 1 7 2 

0 

+ 1497 
— 200 
+ 242 
- 5 9 9 8 

+ 1590 
- 4 9 0 4 
+ 6686 

0 

0,5 

+ 1462 
+ 2918 
- 3 5 3 3 

0 

+ 1496 
— 38 
+ 43 
- 3 1 8 4 

+ 1530 
- 2 8 4 2 
+ 3448 

0 

0,4 0,3 0,2 0,1 0 1,0 

+ 1487 
+ 1326 
- 1 4 8 6 

0 

+ 1494 
+ 453 
- 482 

0 

+ 1496 
+ 94 
- 97 

0 

+ 1496 
+ 6 
- 7 

0 

+ 1496 
о 
0 
0 

+ 7913 

+ 1496 
- 5 
+ 5 
- 1 4 0 1 

+ 1496 
0 
0 

- 467 

+ 1496 
0 
0 

- 96 

+ 1496 
0 
0 
6 

+ 1496 
0 
0 
0 

937 

+ 1505 
- 1 3 1 6 
+ 1476 

0 

+ 1498 
- 453 
+ 481 

0 

+ 1496 
- 94 
+ 97 

0 

+ 1496 
- 6 
+ 6 

0 

+ 1496 
0 
0 
0 

- 4 3 5 9 



KÖRSZIMMETRIKUSAN TERHELT KÖRLEMEZ 3 3 7 

(28) 

Végezzük el az e lőbbi példa számí tása i t k o n c e n t r á l t erőkből álló t á m a -
szok ese tén . Az e r e d m é n y e k e t a I I . t áb l áza t t a r t a l m a z z a . 

7 . Lemezen körsz immetr ikus te rhe lés 

A 9. ábrán o lyan kör lemezt t ü n t e t t ü n k fel, a m e l y e t R összintenzi tású, 
körsz immet r ikusan megoszló teher t á m a d , kerü le te m e n t é n pedig egymás tó l 
egyenlő távolságra e lhelyezkedő oszlopokra t á m a s z k o d i k . A számí tás t ké t 
lépésben végezzük el. Először a fe lüle t i teher h a t á s á r a kerüle te m e n t é n szaba-
don fe l fekvő lemez ese tére megha tá rozzuk a me t sze t e rőke t és a lakvá l tozásoka t . 
Ekkor a t ámasz reakc ió 

= (29) 
2 ал 

t ehá t megegyezik az e lőbbi s zámpé ldában szereplő vona l t ehe r in tenz i t á sáva l . 
A másod ik lépésben az előző fe jeze tben közölt kép le t ekke l k i s zámí t j uk a szaka-
szos t á m a s z ha t á sábó l eredő s t a t ika i mennyiségeket és azokat h o z z á a d j u k az 
első lépésben k a p o t t e redményekhez . A kö r sz immet r ikusan te rhe l t , pereménél 
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szabadon fe l fekvő körlemezzel n e m foglalkozunk, mivel az a szak i roda lomban 
meg ta l á lha tó [3, 4, 9, 10, 11, 15]. 

A lemez te l jes felülete m e n t é n egyenletesen megoszló p t e h e r esetében az 
e redő 

R = ра2л . ( 3 0 ) 

E n n e k megfelelően p = 1/6 és e = л/12, va l amin t e = 0 esetére az előbbi feje-
zet ada t a inak fe lhasználásával k i s z á m í t o t t u k a lemez a lakvá l tozása i t és nyo-
m a t é k a i t . Az e redményeke t a I I I . és IV. t á b l á z a t b a n a d j u k közre . 

8. Körlemez kerülete mentén szakaszos sugárirányú vonalnyomaték 

Eddigi f e l a d a t a i n k b a n a lemez pereme te l jesen szabad, a t ámaszokná l 
pedig szabadon felfekvő volt . A t o v á b b i a k b a n f igyelembe f o g j u k venn i a t áma-
szoknál becsa t lakozó oszlopok befogás t biztosí tó ha t á sá t . A 4. áb ra szerinti 
kör lemez kerü le te men tén szakaszos sugár i rányú v o n a l n y o m a t é k o k ha tnak . 
A terhelés Four ie r - sorá t (13) a l a t t a d t u k meg. A kerület i fe l té te lek (21) a la t t 
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III. táblázat 

к= 6 

л = т 

12 

в 

<р : л ' ' -
1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0 1,0 

0 
0 
0 

+ 10 337 
0 

+ 3 718 
+ 16 541 
+ 21418 

0 

+ 7 303 
+ 28 346 
+ 3 1 759 

0 

+ 10 652 
+ 36 900 
+ 4 0 681 

0 

+ 13 693 
+ 4 3 561 
+ 4 7 853 

0 

+ 16 368 
+ 4 9 082 
+ 5 3 316 

0 

+ 18 630 
+ 53 760 
+ 57 281 

0 

+ 20 437 
+ 57 617 
+ 60 007 

0 

+ 2 1 756 
+ 6 0 539 
+ 61 743 

0 

+ 22 558 
+ 6 2 373 
+ 62 696 

0 

+ 2 2 828 
+ 62 999 
+ 62 999 

0 

+ 37 311 

1 
12 

+ 802 
0 

+ 33157 
—15 112 

+ 4 221 
+ 11970 
+ 38 827 
— 12 154 

+ 7 585 
+ 22 680 
+ 4 3 900 
- 9 162 

+ 10 792 
+ 3 2 1 2 9 
+ 4 8 376 

6 272 

+ 13 753 
+ 4 0 319 
+ 52 256 

3 826 

+ 16 389 
+ 4 7 249 
+ 5 5 538 
— 2 028 

+ 18 635 
+ 5 2 919 
+ 5 8 224 
- 892 

+ 2 0 438 
+ 5 7 329 
+ 60 313 
- 297 

+ 2 1 756 
+ 6 0 479 
+ 61805 

61 

+ 2 2 558 
+ 62 369 
+ 6 2 700 

4 

+ 22 828 
+ 6 2 999 
+ 6 2 999 

0 

+ 3 4 105 

2 
Т У 

+ 1605 
0 

+ 5 5 977 
0 

+ 4 725 
+ 7 399 
+ 56 236 

0 

+ 7 868 
+ 17 014 
+ 56 041 

0 

+ 10 933 
+ 2 7 358 
+ 56 071 

0 

+ 13 814 
+ 3 7 077 
+ 56 659 

0 

+ 16 411 
+ 4 5 416 
+ 57 760 

0 

+ 18 641 
+ 5 2 078 
+ 59 167 

0 

+ 20 440 
+ 57 041 
+ 60 619 

0 

+ 2 1 7 5 7 
+ 6 0 419 
+ 6 1 867 

0 

+ 22 558 
+ 6 2 365 
+ 6 2 704 

0 

+ 2 2 828 
+ 62 999 
+ 6 2 999 

0 

+ 30 899 



VIII. táblázat 

Q 
<р : л 

1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0 1,0 

0 

0 
0 

— оо 
0 

+ 4 051 
+ 26 588 
- 5 426 

0 

+ 7 816 
+ 34 392 
+ 20 304 

0 

+ 11 261 
+ 4 0 488 
+ 3 5 125 

0 

+ 14 352 
+ 4 5 623 
+ 4 5 084 

0 

+ 17 049 
+ 50 167 
+ 52 005 

0 

+ 19 320 
+ 54 245 
+ 56 738 

0 

+ 2 1 130 
+ 57 782 
+ 5 9 831 

0 

+ 2 2 450 
+ 60 573 
+ 61708 

0 

+ 23 252 
+ 6 2 375 
+ 6 2 693 

0 

+ 23 522 
+ 62 999 
+ 6 2 999 

0 

+ 42 018 

1 
12 

+ 1598 
0 

+ 46 705 
- 1 5 351 

+ 4 972 
+ 9 1 8 4 
+ 4 6 423 
- 1 5 858 

+ 8 297 
+ 2 0 799 
+ 4 7 079 
- 1 3 608 

+ 11 490 
+ 3 1 394 
+ 4 9 380 
- 9 730 

+ 14 448 
+ 4 0 119 
+ 52 498 
- 5 998 

+ 17 083 
+ 4 7 212 
+ 55 581 
- 3184 

+ 19 329 
+ 52 914 
+ 58 229 
- 1 401 

+ 2 1 1 3 2 
+ 57 329 
+ 6 0 313 

467 

+ 22 450 
+ 6 0 479 
+ 61 805 

96 

+ 2 3 252 
+ 6 2 369 
+ 62 700 

6 

+ 23 522 
+ 62 999 
+ 62 999 

0 

+ 33 168 

2 
12 

+ 2 521 
0 

+ 6 0 253 
0 

+ 5 655 
+ 6 607 
+ 6 0 851 

0 

+ 8 706 
+ 1 5 227 
+ 60 454 

0 

+ 11 702 
+ 25 278 
+ 59 575 

0 

+ 14 541 
+ 3 5 415 
+ 58 942 

0 

+ 17117 
+ 4 4 407 
+ 58 986 

0 

+ 19 338 
+ 5 1 603 
+ 59 700 

0 

+ 21 134 
+ 56 876 
+ 60 794 

0 

+ 2 2 450 
+ 6 0 385 
+ 6 1 9 0 2 

0 

+ 23 252 
+ 6 2 363 
+ 6 2 706 

0 

+ 2 3 522 
+ 6 2 999 
+ 6 2 999 

0 

+ 2 9 746 
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t a l á lha tók . E n n e k megfelelően a fe l té te l i egyenle tek a (16) szer int i kifejezések 
a l a p j á n : 

Mr = m(q>) 

kMe 
T+ 2-an sin e ( 2 m =f t me 

- cos тер 

К °° 
— ^ m { — ( 1 — [i)m (m — l ) ^ 4 m - f - ( m -f- 1) [ 4 — ( 1 — p)m]Bm } c o s тер = 0 . 
a 3

 m— 

Az egyenlet rendszer megoldása : 

KMAE 

4(1 j- р) К:г sin е 

кМа 4 — (1 — р)т sin те 
у±т = -

2(1 — р) (3 -f- р) Кл т(т — 1) m sin e 

k M a sin т е В т = 
2(3 + р) (т -f- 1) Кл m sin e 

A t á m a s z közepénél (q = 1; ер = y f ) a l eha j l á s zérus (15): 

A + B0 + 2 { A m + Bm) = 0 . 
m—k 

Innen a m á r ismert in tegrálás i á l landókkal : 

Г 1 2 ~ 

2 Кл sin e 2(1 + p) (1 - p) (3 + p) Ж m(m2 - 1) 

(31) 

kMa f 1 , 2 ^ (1 -f p)m + 2 sin me 
о 

ME 

(32) 

Helye t t e s í t sük h e az in tegrálás i á l l andóka t a (15) és (16) a la t t i kifeje-
zésekbe : 

9 Műszaki Tudomány 56, 1978 



3 4 2 MÁRKUS GYULA 

(33) 

Számí t suk ki k = 6, p = 1/6 és £ = я/12 ese tében a lemez leha j lása i t , 
peremelfordulása i t és n y o m a t é k a i t а <р/я = 0, 1/12, 2/12 keresz tmetsze tekben . 
Számí tá sa ink végeredményei t az Y. t á b l á z a t b a n á l l í to t tuk össze. 

Koncen t r á l t n y o m a t é k o k ese tében £ —>- 0 és ezér t a (33) a l a t t i kifejezések 

(8) köve tkez tében va lamive l egyszerűbbek lesznek: 

Műszaki Tudomány 56, 1978 
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A fen t i képle tekkel i smét m e g h a t á r o z t u k a kör lemez lehaj lásai t , peremé-
nek sugá r i r ányú e l fordulásai t és n y o m a t é k a i t к = 6 és p — 1/6 fel tételezésé-
vel . A k a p o t t e redmények а VI . t á b l á z a t b a n t a l á lha tók . 
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VIII. táblázat 

" = T 

fc= 6 

VI-

12 

10ei» : 

10« M r : 

lO'JWç : 

Ma 

M 
А 

M 
А 

M 

2sin(ir/12l 

1,0 

1 
12" 

0 
+ 1 9 3 1 8 5 2 
+ 711735 

О 

+ 19 454 
+ 965 926 
+ 965 926 

2 
12 

+ 38 909 
О 

+ 1 219 838 
О 

0,9 

+ 90 293 
+ 1 5 6 1 3 1 1 
+ 813 209 

О 

0,8 

+ 165 854 
+ 1 259 282 
+ 904 900 

О 

0,7 

98 108 + 
965 926 ! + 
965 926 + 
399 170 

168 483 
965 926 
965 926 
172 026 

+ 105 923 + 171 111 
+ 370 541 + 672 570 
+ 118 643 + 1 026 952 

О О 

+ 229 891 
+ 1 087 364 
+ 950 614 

О 

0,6 

+ 274 290 
+ 1 007 286 
+ 966 815 

U 

0,5 0,4 0,3 0,2 ОД 

230 578 + 284 394 
965 926 + 965 926 
965 926 + 965 926 

66 804 20 031 

+ 231 265 
+ 844 487 
+ 981 238 

О 

284 497 
924 566 
965 036 

О 

+ 329 943 
+ 976 046 
+ 969 964 

О 

+ 329 930 
+ 9 6 5 926 
+ 9 6 5 926 
- 3 027 

+ 329 917 
+ 955 805 
+ 961 888 

О 

+ 367 201 
+ 9 6 6 788 
+ 9 6 8 776 

О 

+ 396169 + 4 1 6 864 
+ 965 391 + 9 6 5 706 
+ 967 121 + 9 6 6 203 

О О 

+ 3 6 7 187 
+ 9 6 5 926 
+ 9 6 5 926 
+ 994 

+ 367 174 
+ 9 6 5 064 
+ 9 6 3 076 

О 

+ 396 165 
+ 965 926 
+ 965 926 
+ 865 

+ 396 161 
+ 966 461 
+ 964 730 

О 

+ 4 1 6 864 
+ 9 6 5 926 
+ 965 926 
+ 249 

+ 429 283 
+ 965 908 
+ 965 945 

О 

+ 4 2 9 283 
+ 9 6 5 926 
+ 9 6 5 926 

18 

+ 433 422 
+ 965 926 
+ 965 926 

О 

+ 433 422 
+ 9 6 5 926 
+ 965 926 

О 

+ 416 863 + 4 2 9 283 + 4 3 3 422 
+ 966145 + 9 6 5 944 + 9 6 5 926 
+ 9 6 5 648 + 9 6 5 907 + 9 6 5 926 

О О О 



VI. táblázat 

1 

к = 6 

л 

£ = 0 

Á 
- - tf'k - - Л/а 

0 1 У 
1 I T \ 
1 1 —"— 1 .„„„^ А/ 

/ \ \ / 
Ч Ч > w \ \ м г Х 

s h 
V. 

<0 ф 
1—1 

в 
<р : я 4 » . 

1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0 1,0 

0 

0 
-J- оо 
— оо 

0 

+ 112 549 
+ 2 585 893 
+ 920 090 

0 

+ 190 874 
+ 1 466 144 
+ 943 686 

0 

+ 255 165 
+ 1 139 833 
+ 957 665 

0 

+ 309 211 
+ 1 015 741 
+ 962 989 

0 

+ 3 5 4 394 
+ 969 745 
+ 962 451 

0 

+ 3 9 1 225 
+ 9 5 6 139 
+ 959 508 

0 

+ 4 1 9 858 
+ 954 090 
+ 956 796 

0 

+ 4 4 0 315 
+ 9 5 4 589 
+ 9 5 5 361 

0 

+ 4 2 5 292 
+ 954 902 
+ 9 5 4 959 

0 

+ 4 5 6 685 
+ 954 930 
+ 954 930 

0 

+ 456 685 
+ 954 930 
+ 954 930 

0 

-f- ОО 

1 
12 

+ 53 052 
0 

+ 1206 227 
0 

+ 125 891 
+ 593 482 
+ 1 006 455 

- 535 105 

+ 194 664 
+ 890 553 
+ 928 818 
- 281019 

+ 256 080 
+ 953 981 
+ 936 666 
- 108 525 

+ 309 335 
+ 957 743 
+ 949 060 
- 31740 

+ 354 368 
+ 955 788 
+ 953 728 

4 745 

+ 391 204 
+ 9 5 5 057 
+ 9 5 4 779 
+ 1 543 

+ 419 852 
+ 954 938 
+ 9 5 4 920 
+ 1343 

+ 440 315 
+ 954 930 
+ 9 5 4 929 
+ 386 

+ 4 5 2 592 
+ 9 5 4 930 
+ 9 5 4 930 
+ 29 

+ 4 5 6 685 
+ 954 930 
+ 954 930 

0 

+ 456 685 
+ 954 930 
+ 954 930 

0 

+ 729 426 

2 
12 

+ 73 583 
0 

+ 1 206 227 
0 

+ 136 672 
+ 274 126 
+ 1 147 384 

0 

+ 198 896 
+ 556 901 
+ 1060 673 

0 

+ 257 277 
+ 769 539 
+ 992 185 

0 

+ 309 531 
+ 888 366 
+ 958 762 

0 

+ 3 5 4 353 
+ 9 3 8 395 
+ 9 4 9 814 

0 

+ 391 183 
+ 953 465 
+ 950 653 

0 

+ 419 846 
+ 9 5 5 751 
+ 953 083 

0 

+ 440 314 
+ 955 270 
+ 9 5 4 499 

0 

+ 4 5 2 592 
+ 9 5 4 958 
+ 9 5 4 900 

0 

+ 4 5 6 685 
+ 954 930 
+ 9 5 4 930 

0 

+ 6 2 5 348 
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A m e n n y i b e n к = 2 (10. áb ra ) , a (34) a l a t t i k i fe jezésekben szereplő sorok 
összegei a (27) a la t t i összefüggések segítségével m e g h a t á r o z h a t ó k : 

Ma 
(3 + p) Кл 

w = Ar 

2(1 + p) 

Ma 

p + 4 In 2 

(1 — p) (3 + p) Кл 

1 - P 

1 - p 
e 2 -

/1 , Л 2p sin tp 
— (1 + p)Q sin tp arc tg — 4-

i — g2 

+ e COS tp ln 1 + ^ C 0 S f + ^ + In (1 - 2 g2 COS 2(J9 + g4) 
1 — 2g cos tp + g2 

M = K j i _ 2 ( i - M ) ( i - e ' H i + e 4 )cos2 tp - 2g2  

' a?t j (3 + p) (1 — 2g2 cos 2tp + g4)2 

+ 

M,= 

2(cos 2tp - g2) [2 + (1 + p ) t f ] 
(3 + p)(l — 2g2 cos 2<p + g4) 

M 

ал 
1 + 2(1 - p) (1 — g2) (1 + g4) cos 2tp - 2g2 

(3 + J u)( 1 - 2g2 cos 2<p + g4)2  

2(cos 2tp _ g2) [2 - (1 + p)çg]  

(3 + p)(l - 2g2 cos 2tp + g4) 

M r a = 
r f 

2 M sin 2 tp 
(3 + p)(l — 2 g2 cos 2tp + g4)aTi 

( l - ^ ) ( l - g 2 ) 2 ( l + e 2) 

1 — 2 g2 cos 2tp -f g4 

(35) 

Amenny iben ç) = 0, t o v á b b i egyszerűsí tések h a j t h a t ó k végre : 

w 
Ma 

(1 - g2) 
2(3 -f- p)kn l 1 + p 

+ (1 + p) In (1 + g) - 2 In 2] 

Mr = 
м И 1 + ? 

(3 -f- p) ал \ 1 — g2  

(1 - p)M . 

1 

M = 
(3 -f p) « я 

М Г , = 0 

Qr = 
8 M 

(3+/Х)«27Г ( l - g 2 ) 2 

Ha tp 
л 
2 

M 
[ ( l - g ) ln (1 - g ) + 

< ? , = о . 

(36) 
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10. ábra. Körlemez peremét egymássa l szemben egy-egy koncentrált sugárirányú n y o m a t é k 
támadja 

Ma 
W 

+ 
Mr = 

М , = 

2(3 + p)Kn [ 1 — p 

4 

4 - í—itiL Q a rc t g g + 4 — — (1 - e2) 
1 + P 

[2 ln 2 — In ( l + e * ) ] L 
1 - p 

(1 - p)M 1 - e2 \2 

(3 + p), í + <? 

M 5 + 3p + 2(5 - P) Q2 + (1 - p) Q4 

(3 + р)ал 

M r v = 0 ; <?r = -

(1 + (?2)2 

8 M g 
RTP 

Q = 1 ese tén: 

w = 

( 3 + , x ) a 2 7 t ( 1 - tff 

(37) 

M a 

(1 - p)(3 + р)Кл 

2 

1 + p 
л sin m — 

2 Ч9 1 2 ^ I • í ^ l • 
cos — ln cos 1- sím — ln s ím — 

MR= 0 ; MF — 

Q r = 

2 2 
4 M 

(3 -f р)ал 

2 M 1 

л а = 
2 М 

( 3 -f- /x)ajr 
ctgq? 

(3 -f- /х) а 2 я sin2 q? 

(38) 
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9. Szakaszosan befogott peremű körlemezen körszimmetrikus terhelés 

A 11. á b r á n olyan k ö r s z i m m e t r i k u s a n t e rhe l t kö r l emez t t ü n t e t t ü n k fel , 
amely peremei men tén e g y m á s t ó l egyenlő t ávo l ságra levő szakaszokon he v a n 
fogva (perem jelölése: ). Az ily m ó d o n terhel t és m e g t á m a s z t o t t lemez 
s ta t ika i mennyiségei t a 7. és 8 . fe jezetben fog la l t ak szuperponálásáva l ha t á roz -
h a t j u k meg. O l y a n in tenz i t ású szakaszos sugá r i r ányú v o n a l n y o m a t é k o k a t kell 
m ű k ö d t e t n ü n k a körlemez p e r e m é n , hogy h a t á s u k r a a 7. f e j eze t képletei a lap-
j á n számí to t t e lfordulások a t ámaszok t enge lyvona lában e l tűn jenek . 

H a t á r o z z u k meg к — 6, p = 1/6 és e = я /12 ese tében egy egyenletesen 
megoszlóan t e r h e l t körlemez a lakvá l tozása i t és n y o m a t é k a i t . A I I I . és V. t á b -
láza t e redménye i a l ap ján : 

37 311 • í o - 6 ^ — + 989 688 • 1 0 " e — = 0 . 
К К 

Innen a befogási n y o m a t é k : 

37 311 
M = ? pa3ж = - 0,037 700 ра3л . 

989 688 

A befogási n y o m a t é k i smere tében az e lőbb idézett t á b l á z a t o k a d a t a i n a k 
segítségével a s t a t i ka i mennyiségek s z á m í t h a t ó k (VII. t á b l á z a t ) . 

11. ábra. Körszimmetrikusan terhelt körlemez pereme szakaszosan befogott 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



VII. táblázat 

е 

<р : л 
1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 о д 0 1,0 

0 

0 
- 7 2 831 
- 1 6 495 

0 

+ 314 
- 4 2 320 
- 9 240 

0 

+ 1050 
- 1 9 129 
- 2 356 

0 

+ 1985 
- 4 094 
+ 4 843 

0 

+ 2 975 
+ 5 587 
+ 11404 

0 

+ 3 929 
+ 12 285 
+ 16 748 

0 

+ 4 787 
+ 17 312 
+ 2 0 758 

0 

+ 5 501 
+ 2 1 222 
+ 23 547 

0 

+ 6 040 
+ 2 4 132 
+ 25 317 

0 

+ 6 374 
+ 2 5 959 
+ 2 6 280 

0 

+ 6 488 
+ 2 6 584 
+ 2 6 584 

0 

0 

1 
12 

+ 69 
- 3 6 415 
- 3 261 

+ 522 
- 2 4 445 
+ 2 412 
+ 2 894 

+ 1233 
- 1 3 735 
+ 7 485 
- 2 677 

+ 2 099 
- 4 286 
+ 1 1 9 6 1 
- 3 753 

+ 3 031 
+ 3 904 
+ 15 841 
- 3 071 

+ 3 951 
+ 10 834 
+ 19 123 
- 1914 

+ 4 792 
+ 16 504 
+ 2 1 809 
- 929 

+ 5 503 
+ 20 914 
+ 2 3 898 
- 330 

+ 6 040 
+ 24 064 
+ 2 5 390 
- 70 

+ 6 374 
+ 25 954 
+ 2 6 285 
- 5 

+ 6 488 
+ 26 584 
+ 2 6 584 

0 

+ 2 892 

2 
12 

+ 138 
0 

+ 9 989 
0 

+ 732 
— 6 570 
+ 14 063 

0 

+ 1417 
— 8 342 
+ 17 325 

0 

+ 2 214 
- 4 479 
+ 19 078 

0 

+ 3 088 
+ 2 221 
+ 20 277 

0 

+ 3 973 
+ 9 382 
+ 21 497 

0 

+ 4 799 
+ 15 695 
+ 22 859 

0 

+ 5 505 
+ 2 0 604 
+ 2 4 249 

0 

+ 6 041 
+ 23 995 
+ 25 462 

0 

+ 6 374 
+ 25 949 
+ 26 289 

0 

+ 6 488 
+ 2 6 584 
+ 26 584 

0 

+ 5 784 
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10. Peremei m e n t é n sarokmerev oszlopokkal a lá támasz to t t kör lemezek 
körsz immet r ikus terheléssel 

A körlemezt a l á t ámasz tó d magasságú és 2ae szélességű oszlopok (1. 
ábra) alul lehetnek csuklóval m e g t á m a s z t o t t a k , v a g y befogot tak . Felső végü-
kön h a t ó M n y o m a t é k ha tásá ra (12. ábra) az oszlopokvégei az a lábbi elfordu-
lásoka t végzik: 

a) M - , 
3 El 

(39) 

b) 

' 4 El 

Ezekben a k i fe jezésekben az oszlop ine rc i anyomatéka : 

Ead3e 
1 = — — . (40) 

Sarokmerev oszlop és lemez kapcsola t ese tén az egymáshoz csat lakozó 
szerkezet i e lemeknek azonos nagyságú , de e l lenté tes előjelű e l fordulás t kell 
végezniük. Ebből a fel tételből m e g h a t á r o z h a t ó az M befogási n y o m a t é k . 

Számí t suk ki a ko rább i p é l d á i n k b a n már szereplő körlemez s t a t i ka i meny-
nyiségei t h a t (к — 6) d b alul be fogo t t oszlop e se tében egyenletesen megoszló 
p terhelés ha tásá ra p = 1/6 és e = зг/12 fel tételezésével. A szabadon felfekvő 
lemez és csuklósan m e g t á m a s z t o t t oszlopvég e l fordulása inak különbsége a ter-
helés és az egyelőre ismeret len M n y o m a t é k h a t á s á r a zérus. 

37311 • 989 688 • 1 0 - « — + - ^ - = 0 . 
К К 3EI 

а . b. 
M M 

•mm 
12. ábra. Alul csuklóval megtámasztott , i l letve befogott oszlop csuklóban végződő felső végét 

koncentrált nyomaték támadja 
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I n n e n a befogás i n y o m a t é k : 

, r 37 311 
Л! = ралл . 

106 IK 

- - W " - 9 8 9 1 6 8 8 

A (2), (40) v a l a m i n t p = 1/6 és e = я / 1 2 b e h e l y e t t e s í t é s e u t á n 

, , 37 311 
M = раАл . 

h3 I 
- 654 809 - я р 989 688 

D3 А 

A kép l e tbő l l á t h a t ó , hogy n a g y o n m e r e v oszlop (d —* со) e se tén a szaka-

szosan b e f o g o t t l emez e s e t é t k a p j u k . 

-M¥:pa2ji' 

jr 

-Mr:paJjí 

pa2tf t +Mrtp:pa2 

13. ábra. Kerülete mentén hat oszloppal alátámasztott egyenletesen megoszlóan terhelt kör-
lemez. a) Lehajlások, b) Sugárirányú-, c) Érintőirányú-, d) Csavarónyomatékok ábrái 
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VIII. táblázat со СЛ 
to 

" = T 

к = 6 

У ' = Т 

12 

Q 
<р : л 

1,0 0,9 0,8 0,7 ; 0,6 0,5 
1 

0,4 0,3 0,2 о д 0 1,0 

0 
0 

43 830 
- 5811 

0 

+ 1670 
- 1 8 882 
+ 2 968 

0 

+ 3 540 
- 225 
+ 11 229 

0 

+ 5 436 
+ 12 230 
+ 19 113 

0 

+ 7 243 
+ 2 0 708 
+ 25 918 

0 

+ 8 882 
+ 26 937 
+ 3 1 309 

0 

+ 10 299 
+ 31826 
+ 35 301 

0 

+ 11449 
+ 35 714 
+ 38 065 

0 

+ 12 298 
+ 38 629 
+ 39 822 

0 

+ 12 818 
+ 4 0 458 
+ 4 0 781 

0 

+ 12 995 
+ 4 1 084 
+ 4 1 084 

0 

+ 14 857 

1 
12 

+ 361 
— 21 915 
+ 11242 
-j- ОО 

+ 1995 
- 9 945 

+ 16912 
- 3 098 

+ 3 762 
+ 765 
+ 21985 
- 5 259 

+ 5 561 
+ 10 214 
+ 26 461 
- 4 756 

+ 7 301 
+ 18 404 
+ 30 341 
- 3 372 

+ 8 904 
+ 25 334 
+ 33 623 
- 1959 

+ 10 304 
+ 3 1 0 0 4 
+ 36 309 
- 915 

+ 11 450 
+ 3 5 414 
+ 38 398 
- 317 

+ 12 298 
+ 38 564 
+ 39 890 
- 67 

+ 12 818 
+ 4 0 454 
+ 40 785 
- 4 

+ 12 995 
+ 4 1 0 8 4 
+ 4 1 084 

0 

+ 15 321 

2 
12 

+ 722 
0 

+ 28 301 
0 

+ 2 322 
— 1008 
+ 30 856 
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P é l d á n k b a n legyen 
H3 I 1 

d3 a~~ 

E k k o r 
M = - 0,022 688 pa3n . 

E n n e k i s m e r e t é b e n a I I I . és V. t á b l á z a t o k a d a t a i n a k segí tségével s z á m í t h a t ó k 
a lemez a l a k v á l t o z á s a i és n y o m a t é k a i ( V I I I . t á b l á z a t ) . A s t a t i k a i m e n n y i s é g e k 
l e f u t á s á t a 13. á b r a is é rzékel te t i . Az e r e d m é n y e k az t b i z o n y í t j á k , h o g y a fél 
k e r ü l e t e m e n t é n osz lopokhoz kapcso lódó lemez részlegesen b e f o g o t t á v á l t . 
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Circular Plate Supported by Columns at its Boundary Subjected to Circular Symmetrical 
Loads. Circular plates supported by columns at their edges subject to circular-symmetrical 
load are dealt with. The results found permit the calculation of circular plates clamped at cer-
tain sections of their peripheries. The rigid connection between the columns and plate may also 
result in partial f ix ing . 

Am Rand durch Säulen abgestützte und durch kreissymmetrische Belastung bean-
spruchte Kreisplatten. Es werden am Rande durch Säulen abgestützte und durch kreis-
symmetrische Belastung beanspruchte Kreisplatten untersucht. Durch die Ableitung der 
Ergebnisse bietet sich eine Möglichkeit zur Berechung der am Rand unterbrochen eingespann-
ten Kreisplatten. Die ecksteife Verbindung der Säulen und der Kreisplatte kann auch eine 
partielle Èinspannung ergeben. 
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ADALÉKOK EGY BETONANYAGÚ TÖMEGCIKK 
GÉPSORÁBAN REJLŐ MŰSZAKI EEJLESZTÉSI 

LEHETŐSÉGEKHEZ 

CSUTOR J Á N O S 

[Beérkezett: 1978. január 23-án] 

A szerző előzőkben egy jelentős bazai exportcikk komplexen értelmezett mű-
szaki fejlesztésének néhány részeredményét mutat ja be. Komplex fejlesztésen m o s t 
azt érti, hogy a fejlesztés a gépsor egészére kiterjed, másrészt, hogy igyekszik felhasz-
nálni más területen (pl.: az automatizálásban, a beton- és a méréstechnikában stb.) 
elért hazai kutatási eredményeket. Harmadrészt, hogy így szükségszerűen kol lektív 
jellegű. Emiat t a fejlesztés olyan szintézisre való törekvést testesít meg, amely kap-
csolatot teremt az exportpiac és a belföldi ipari háttér között és stabilizálja ezt a 
kölcsönkapcsolat. Egyidejűleg mindkét területen sokrétűen ösztönző, mert az export-
piac mércéje — tőlünk függetlenül — mindig magasan áll. 

1. Bevezetés 

Közi smer t , hogy Magyarországon — az egyik ötéves t e rvpe r iódus ró l a 
a más ik ra — a fe l szabadu lás u t á n minden i p a r á g úgy f e j l ődö t t , hogy a f e j -
lődés i r á n y z a t a emelkedő , s ezt é rdemben á t m e n e t i s t agná lások vagy v issza-
esések sem befo lyáso l t ák . Bizonyí tan i lehet , h o g y azok az időszakok, a m e l y e k 
során egy-egy i p a r á g b a n (kívülről szemlélve) a s tagnálás jelei l á t s z h a t t a k , 
az esetek t ú l n y o m ó többségében a fej lődés t e r e m t e t t e ú j fe l té te lekhez v a l ó 
a lka lmazkodás f o l y a m a t a za j lo t t le. R e n d s z e r i n t ilyen időszakokban m e n t 
és megy végbe a t e rméksze rkeze t korszerűs í tése és a g y á r t á s t e c h n o l ó g i á k n a k 
fe j lődés t j e len tő vá l tozása is. 

N a p j a i n k b a n az ipar i fej lődés gyakor la t i l ag mindig a műszaki fejlesztés 
vál la la t i , iparági , v a g y ágazat i mére tű , á m mindenképpen tervszerű e redménye . 
A műszaki fej lesztés szoros kapcso la tban v a n a m o s t a n á b a n sokszor — széles 
körben — tag la l t ku ta t á s sa l , min t a t á r sada lmi - ipa r i ha ladás fontos e lemével . 
A k u t a t á s n e m azonos a műszaki fejlesztéssel . H a önkényes egyszerűsítéssel 
a k u t a t á s t eddig n e m ismert tö rvények f e l t á r á sá ra i rányuló t evékenységnek 
t e k i n t j ü k , akkor e t től a műszaki fejlesztés e lsősorban a b b a n különbözik, h o g y 
már f e l t á r t t ö r v é n y e k e t ( ismereteket) is hasznos í t , vagyis a t á r sada lmi fe j lődés 
szolgálatába á l l í t j a őke t . Ez t p o n t o s a b b a n is meg lehet fogalmazni , de m e r t 
mondan iva lónk n e m elvont , n e m lehet f e l a d a t u n k a k u t a t á s és a műszaki f e j -
lesztés különbségét az abszolút pontosság igényével definiálni . 

A pontos definíció ismeretében is sok pé lda állna azonban rendelkezé-
sünkre a kü lönbség fenná l lásának igazolásához. A t a l á lmányok , l icencek, 
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know-how-k megvásár lása v a g y eladása m a egyre gyakor ibb módja a műszak i 
fej lesztésnek, miközben ezek t a r t a l m a z h a t t a k — és t a r t a l m a z n a k is — közve t -
len k u t a t á s i e r edményeke t . Vagyis: e r edményes műszak i fe j lesztésnek n e m 
szükségszerű előfeltétele a k u t a t á s a s z ó n a k köznapi é r te lmében . 

Mindez t azért kel let t e lő rebocsá tanunk , mer t az ipar i fejlődés emelkedő 
i rányza ta s o r á n hazánkban is úgy ke le tkez tek ú j ipa rágak , hogy gyakor la t i l ag 
semmilyen belföldi e lőzményre nem t á m a s z k o d h a t t a k , v a g y ezek az előzmé-
nyek — f e j l e t t ipari országokhoz v i szony í tva — szerények vol tak. E z u t ó b b i 
fejlődési u t a t j á r t a végig az ál lami ép í tő ipar , amíg mai magas sz ínvonalú szer-
vezet tségét és műszaki fe j l e t t ségé t , szerepkörének sokré tűségét elérte. 

T é m á n k kötődése az á l lami ép í tő iparhoz és ennek fejlődéséhez a n n y i b a n 
sa já tos haza i vonás , hogy az i rányí tó t á r c a egy sor olyan — tágabb é r t e l emben 
— segéd- v a g y kiegészítő t evékenységnek is főhatósága , amelyek más orszá-
gokban n e m szükségszerűen á l lnak az ép í t ő ipa r t i rányí tó főha tóság fe lügyele te 
a la t t . A „ s e g é d " - v a g y a „k iegész í tő" je lzők csak az épí tő ipar i kivitelezés szem-
szögéből n é z v e i l lethetik ezeket , hiszen ö n m a g u k b a n önálló műszaki t e r ü l e t e t 
je lentenek. E l é g erre egye t len pé ldaként az üveggyá r t á s t említeni. 

Hason ló a b e t o n a n y a g ú tömegc ikkek gyári te rmelése vagy a szi l ikát 
bázisú üzemi előregyártás . H o g y ennek az ipar i t evékenységnek a megjelölé-
sére több e lnevezés t h a s z n á l u n k és h a s z n á l h a t u n k , a n n a k t ö b b oka v a n . Egy-
részt u ta l a fe j lődés olyan gyors ü temére , a m e l y mellet t a k o r á b b a n v i szonylag 
pontos megnevezéseke t je lzőkkel ke l le t t bőví teni , hogy a beton, vasbeton, 
feszített beton, könnyűbeton s t b . ka t egó r i áka t a műszaki gyakor l a tban egymás tó l 
megkü lönböz te thessük , más ré sz t a fém-, v a g y egyéb a n y a g ú előregyártón szer-
kezetek v a g y elemek fe lhasználása is m i n d e n n a p o s le t t az építőipari kivi tele-
zésben. E z é r t kell kiemelni a „szil ikát b á z i s ú " jelzőt . Az t hisszük a z o n b a n , 
hogy a „ b e t o n a n y a g ú t ö m e g c i k k " megjelölés a legá t fogóbb, k ikötve c supán , 
hogy ezen az elnevezésen a kav icsbe tonbó l g y á r a k b a n n a g y mennyiségben ter-
mel t c ikkeke t é r t j ük . 

Ha a f e n t i ér te lemben definiál t t ömegc ikkek p é l d á j a k é n t a csövek te l jes 
vá lasz téká t , a távveze ték i és világítási osz lopokat , a t ü b b i n g e t , a f a l p a n e l t és 
végül, de n e m utolsósorban az előrefeszí tet t vasú t i b e t o n a l j a t eml í t jük , akkor , 
a nagyon sok közül , n é h á n y o lyan cikket e m e l t ü n k ki, amelyek é rdemben eset-
leg több év t i zeden keresztül sem vá l toznak . Ezek t e h á t szoros é r te lemben v e t t 
b e t o n a n y a g ú tömegcikkek . Termelésük m a g a s műszaki sz ínvonala t képvise lő , 
sa já tos m ű s z a k i p rob lémakör t je lentő g y á r a k b a n folyik. 

2. A v a s ú t i betonalj k iemel t helye h a z á n k b a n a tömegcikkek közöt t 

N á l u n k a vasút i b e t o n a l j az eml í t e t t ipa r i fejlődés során több s z e m p o n t -
ból j á t szo t t és já tszik m e g k ü l ö n b ö z t e t e t t szerepet . Már a közönséges (nem 
feszí tet t ) a l j a k termelése is g y á r b a n fo ly t az 1940-es évek végén, a m i k o r — 
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ná lunk — ez a t e r m é k vol t az egyetlen v a s b e t o n tömegcikk . H a ehhez hozzá-
vesszük, hogy mind az a l j a t , mind a gyár tó -gépsor t haza i szakemberek és a 
hazai ipar h o z t á k létre , akko r ezt t e k i n t h e t j ü k az első t ényezőnek , a m e l y az 
al j k iemel t he lyze té t mo t ivá l j a . Azt mos t n e m rész le tezhe t jük , hogy e b b e n a 
MÂV-nak mi lyen ú t t ö r ő szerepe volt , csak u t a l u n k rá [2, 4, 9, 20]. A v a s b e t o n -
a l j aka t t e rme lő gépsor más hazai t ömegc ikkek gépsora inak k ia lak í tásához is 
min t áu l szolgál t . 

Az al j k iemel t he lyének második t é n y e z ő j e k é n t t e k i n t h e t j ü k azt a fo lya -
m a t o t , ame lye t az á tá l lás j e len te t t a közönséges v a s b e t o n a l j a k te rmeléséről 
az e lőrefeszí te t t a l j ak termelésére [4, 5, 6, 11]. Ez az a d o t t esetben szinte ideá-
lisan k ö v e t t e az ipar i műszak i fe j lesztésnek m a is é rvényes szabályai t . E n n e k 
megfelelően egyedi k ísér le tek során k i a l a k í t o t t á k az alj legfontosabb m é r e t e i t , 
a kísérleti a l j a k a t roncsolásos v izsgá la tokkal ellenőrizték és a kapo t t e r edmé-
nyek szerint m ó d o s í t o t t á k a méretezési s zámí t á soka t [1, .2 , 5, 16]. E z t köve-
tően kis gyár épül t , ebben 1950—54 k ö z ö t t félüzemi kísérleteknek számí tó te r -
melés fo ly t ; az i t t t e rme l t mennyiség seg í t e t t k ia lakí tani a MAY végleges állás-
foglalását [8, 9, 11, 15, 16]. Közben m ó d vo l t va l amenny i részművelet fo lya-
m a t o s fej lesztésére, amíg a technológiai f o l y a m a t gyakor la t i lag tel jessé n e m 
vá l t [1]. A t ö m e g g y á r t á s és a te rmék fe lhaszná lásának feltételei közöt t t a l á n 
egyet len m á s be tone lemnél sem kel le t t i lyen szigorú összhangot t e r e m t e n i 
[17, 18]. 

Sa j á to s az a k ö r ü l m é n y is, bogy a MÁV mindig csak vevője , de n e m ter-
melője az a l j a k n a k ; ez n e m magátó l é r t e t ő d ő állapot és n e m minden o r szágban 
van így. A t a p a s z t a l a t az t m u t a t j a , hogy h a a vasú t a vevő , az rendszer in t az 
a l j akka l szemben t á m a s z t o t t köve te lmények sz in t jének emelésével j á r . 

Az e redményes fé lüzemi kísérletek u t á n először egy á l t a lunk Bu lgá r i ának 
szál l í tot t gépsoron, m a j d 1959-ben i t t h o n is megkezdődö t t az e lőrefeszí te t t 
a l j ak nagyüzemi tömeggyártása; ez a m ű s z a k i fej lesztésnek — átmenet i leg — a 
befe jező szakaszá t j e l en t e t t e . 

Az e redményes a l jgyár tás i rendszer i r á n t (amely időben számos o r szágo t 
megelőzöt t ) széles körű nemzetközi é rdeklődés nyi lvánul t meg , s ez az 1959—77 
közöt t i i dőszakban n a g y a r á n y ú gépsor-expor thoz v e z e t e t t . Ez idő sze r in t k b . 
60 gépsorunk t e rmel kü l fö ldön és t o v á b b i a k szállí tása is f o l y a m a t b a n v a n . 
Az előrefeszí te t t v a s ú t i be tona l j k iemel t helyének így harmadik t é n y e z ő j e , 
hogy a gyár tó-gépsor expor tc ikké vá l t , egye t l enné e t e k i n t e t b e n a b e t o n a n y a g ú 
tömegc ikkeke t gyá r tó gépsorok közö t t . 

E g y 1972-ből szá rmazó s ta t i sz t ika i a d a t szerint a vi lág fesz í te t t -a l j ter -
melésének k b 6 5 % - á t a m a g y a r rendszerű technológiával és az á l t a lunk szállí-
t o t t gépsorokon á l l í to t t ák elő. Azóta ez az a r á n y csak j a v u l h a t o t t és ez j e l en tős 
hazai e r edmény . Másképpen : több ország v a s ú t h á l ó z a t á n a k építésénél m a g y a r 
e rede tű technológia i gépsorokon t e rmel t többszáz millió da rab a l ja t ha szná l -
t a k fel. 
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A legu tóbb i években a hazai gyár tás technológ ián cé l tuda tos műszak i 
fejlesztéssel o lyan módos í tásoka t h a j t o t t u n k végre, hogy fel ismert h iányossá-
gai t nagyrész t e lhár í to t tuk , másrész t t ö b b c é l ú v á t e t tük , miá l ta l — nagy va ló-
színűséggel — i smét a legkorszerűbb e l já rások közé t a r t o z h a t i k . A köve tkezők-
ben ennek a fej lesztésnek n é h á n y jel lemző sa já tosságá t és e redményé t szere t -
nénk m e g m u t a t n i . 

3. Az al jgyártási rendszerek 

Hogy a korszerűség és a többcélúság t é n y é t b izonyí t suk , az 1. á b r á n 
á t t e k i n t h e t ő m ó d o n összefoglal tuk a k i a l aku l t és műszaki lag reálisan lehetsé-
ges a l jgyár tás i rendszereket . Az összefoglalást egy absztrakció teszi egyszerűvé . 
A világon h a s z n á l t va l amenny i fővasút i a l j ugyanis nagyságrendileg azonos 
geometriai m é r e t ű és így egy pr iz inat ikus r ú d d a l modellezhető. Legyenek en-
nek a model lnek a méretei 0,3 X 0 , 1 8 x 2 , 5 m , ahol S = 0,3 m, a hasáb széles-
sége, H = 2,5 m , a hasáb hossza , m = 0,18 m pedig a magassága . Megjegyez-
zük, hogy az m magassági m é r e t a t o v á b b i a k b a n nem já tsz ik számot tevő szere-
pe t . T e k i n t s ü k S - t szélességi, H-t pedig hosszmodulusnak, akkor ezekből az 
M = SxH modulusszorzat a l ko tha tó . Ez az a l jgyár tás i e l já rások rendszerezé-
sében, je l lemzésében és összevetésében hasznos . 

Az a l j g y á r t á s i e l járások n a g y többségében az a l j aka t fo rmázó acélszer-
kezeteket (á l ta lánossá vál t és a t o v á b b i a k b a n használ t te rminológiával : a sab-
lonokat ) kapcsoltan (csoportosan) haszná l j ák [4, 14, 16]. E kapcsolások n e m 
önkényesek, h a n e m az utó- és előrefeszítés jellegzetességeivel, az egységgé k a p -
csolt sablonok súlyával , e m i a t t pedig a gyá r t á s i eljárással, i l le tve a gépsor egé-
szével, ennek és a termelés gazdaságosságának problémakörével függnek össze. 

I t t n e m lehe t elkerülni, hogy — köz i smer t vol tuk ellenére — az u tó- és 
előrefeszí tésnek néhány , t é m á n k s z e m p o n t j á b ó l lényeges t u l a jdonságá t m e g 
ne emlí tsük. Mivel ezek tömegcikkeke t é r in t enek , gyakran merőben más v o n a t -
kozásban f o n t o s a k , mint n e m tömegc ikkeknek számító fesz í te t t betonszerkeze-
t ek esetében. 

Az utófeszítéskor c s a t o r n á k a t kell k i a l ak í t an i a frissen t ömör í t e t t be ton -
b a n , ennek megszi lárdulása u t á n e c s a t o r n á k b a kell befűzni a feszí tőacélokat , 
végeiket megfogni , feszíteni és a feszí tet t á l l apo to t rögzíteni. A csa tornák és 
a feszítő acé lok á tmérő je sosem azonos; u t ó l a g minden ese tben c e m e n t h a -
barcsot kell a c sa to rnákba in jek tá ln i . Mindez nagyon munka igényes és a 
technológia egésze a művelet i fegyelemre az át lagosnál é rzékenyebb. I sme-
r ü n k olyan e l j á r á s t is, amelyné l az in j ek tá l á s végreha j t á sa érdekében m i n d e n 
d a r a b b a f u r a t o t kell fú rn i a megszi lárdul t b e t o n b a n . 

Az előrefeszítéskor a feszí tőacélokat k é t végükön meg kell fogni, az egyi-
ke t rögzíteni, a másiknál fogva feszíteni és a feszí te t t á l l apo to t rögzíteni. E z t 
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Sablonkapcsolási módok vasúti betonalj tömeggyártásához. 
Szélességi modulus: S = 0,30 m 
Hosszmodulus : H = 2,5 m 
Modulusszorzat : M=KSxnH 

1. ábra. Sablonkapcsolási módok vasút i betonalj tömeggyártáshoz 

követ i a be tonozás , m a j d a be ton megszi lárdulása u t án az acélok feszí te t t ál la-
p o t á n a k oldása . Mind az u tó- , mind az előrefeszítésnél a bebe tonozot t acé lok-
n a k az eredeti á l l apo tba való visszatérési t ö rekvése ad j a a b e t o n r a ható n y o m ó -
erőt . 

A g y a k o r l a t b a n agregát a gyártási r endszer , ha a s ab lon vándorol egy ik 
munkahe ly rő l a más ikra , míg sztend, ha a sablon h e l y b e n m a r a d és a m u n k a -
fáz isoknak megfelelő eszközök (gépek) h a l a d n a k munkahe ly rő l m u n k a h e l y r e . 
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E z t e lőrebocsátva célszerű az 1. á b r á n szimbolizált sablonkapcsolások-
n a k neve t a d n i , amelyek minden , gyakor l a t i l ag lehetséges sablonkapcsolás i 
módot fe löle lnek. így soros-agregát a r e n d s z e r , ha a s ab lon tagok csak e g y m á s 
u t á n k ö v e t k e z n e k , míg soros és párhuzamos agrégat, ha a sab lonok egymás u t á n i 
helyzetei m e l l e t t p á r h u z a m o s a k is e lő fo rdu lnak . A soros és párhuzamos agregá-
t o k a t csak , , p á r h u z a m o s a k " - n a k nevezni elégtelen lenne, erről az 1. á b r a köz-
vet lenül meggyőz . A sz tendrendszer l e h e t soros, vagy soros és párhuzamos. 

Az 1. á b r a az eddigiek tük rében közve t l enü l m u t a t j a , hogy az u tófesz í -
téshez szükséges c s a t o r n á k a t jól csak egy hosszmodulusnyi szakaszon l ehe t a 
t ö m e g g y á r t á s viszonyai k ö z ö t t megcs ináln i . Az utófeszí téshez az S x H , 
2SxH és a 3 S x H kapcsolás i variációk j ö h e t n e k számí t á sba . Már az Sx2H 
modu lus szo rza tnak megfelelő kb 5 m bos szú szakaszon sem lehet a f r i s sen 
t ö m ö r í t e t t b e t o n b a n , kis á t m é r ő j ű , e g y m á s t ó l bosszant e lvá lasz to t t , a l a k t a r t ó 
c sa to rnáka t üzembiz tosan (se le j tmentesen) kia lakí tani . 

H o g y m i é r t célszerű és gazdaságos a sab lon tagoka t kapcsolni , a n n a k leg-
fon tosabb o k a az, hogy sem a többrészes sablonokhoz szükséges anyag, s e m az 
egy-egy többszö rös sablonon v é g r e h a j t a n d ó szerelvény-szerelési m u n k a n e m 
lineárisan növeksz ik a k a p c s o l t s ab lon tagok számával . 

Az 1. á b r a vizsgálata érzékel tet i , h o g y minél n a g y o b b a H hosszmodulus 
szorzószáma, a n n á l v é k o n y a b b a feszí tőacél , illetve annál i n k á b b csak tekercs -
ből lecsévélhető huza l á tmérők jöhe tnek s z á m í t á s b a . Ez kü lönösen igaz a s z t e n d -
rendszer e se t ében , ahol pl. 30—40 db a l j v a n egymás u t á n egy sorban , s ez 
nagyságrendi leg kb 100 m hosszúságnak felel meg. Ilyen hosszúságban n a g y o b b 
á tmérők a lka lmazásának m é g a gondola ta is irreális. 

A z Sx5H, 3Sx2H é s 2SxSH v a r i á c i ó k a k a p c s o l á s o k n a k a z t a f e l s ő 

h a t á r á t j e l e n t i k , amelyek me l l e t t még a g r e g á t k é n t k i a l ak í t ha tó a gépsor. 

4 . A bazai gyá r t á s i eljárás és legfontosabb je l lemzői 

A l j g y á r t á s i e l j á r á sunka t az Sx5H modulszorza t je l lemzi , és amin t az 1., 
ill. 4. áb ra m u t a t j a , agregá t rendszerű. E l ő k é p e az angol Dow-Mac [3, 16] 
sz tendrendszer vol t , amelyből azonban c s a k a viszonylag nagyszámú v é k o n y 
feszí tőhuzal m a r a d t meg b e n n e . A Dow-Mac-el járás közve t lenü l 1945 u t á n , 
amikor a f e s z í t e t t alj fe lhaszná lásának előfel té telei ná lunk is egyrészt m e g é r t e k , 
másrészt egy a lka lmas technológia k i a l a k í t h a t ó v á vál t , m á r elég fe j l e t t vo l t 
ahhoz, hogy m i n t á u l szolgál jon. Ez idő t á j t azonban nem l e h e t e t t arra gondol-
ni , hogy a k o m p l e t t e l já rás t megvéve, az t i t t h o n real izál juk, ezért „ r ö v i d ü l t " 
és „ k e s k e n y e d e t t " a 2. p o n t b a n leírt m ű s z a k i fejlesztés e r edményekén t az 1. 
áb ra 4. e se t ének f e l t ü n t e t e t t modu lusszo rza túvá , miközben sztendből agre-
g á t t á a l aku l t . H o g y a vá l tozás miért éppen ez t az u t a t k ö v e t t e és n e m m á s t , 
a r r a a m a g y a r á z a t o t akkori kohásza t i a d o t t s á g a i n k b a n , ezé r t a fesz í tőhuzalok 

Műszaki Tudomány 56, 1978 



BETONANYAGÚ TÖMEGCIKK GÉPSORA 367 

megfogásának és rögzítésének viszonylag egyszerűen v é g r e h a j t h a t ó v o l t á b a n 
t a l á l h a t j u k meg. 

Az eredet i leg számí tásba v e t t és m i n d m á i g használ t 2,5 m m á t m é r ő j ű 
nagysz i lá rdságú acélhuzal (asz = 1,76 k N / m m 2 = 1,76 G P a ; cr02 = 1,57 k N / 
/ m m 2 = 1,57 GPa) ál landó jelleggel beszerezhető, ezért é r t h e t ő a kohásza thoz 
való kö tö t t ség . 

modulusszorzct : M = Sx5H 
feszitóhuzalok 
a magyar rendszerben : n = 5 

a sínleerősítés beépített elemeinek szimbóluma 

2. ábra. A magyar rendszerű aljköteg modellje, a feszítőhuzalok szét- , i l letve levágása e lő t t 

Az SXSH modulusszorza tú rendszer t o v á b b i fontos je l lemzői a 2. á b r a 
a l ap j án t á r g y a l h a t ó k . Ezek : 

4.1. Az acélszálak száma viszonylag n a g y , 60, mert a szá lá tmérő a l ehe t -
séges legkisebb. H a a szá lá tmérő 3 mm-re nő , a szálszám 40- re csökken. 

4.2. A vékony huzal m i a t t lehetséges csoportos megfogás t m u t a t j a a 
3. áb ra . 

4.3. I t t pusz t án az acélszálak felülete és a beton k ö z ö t t kialakuló a d h é -
zió révén s z á r m a z t a t h a t ó á t a feszí tőerő a be ton ra , ez az ú n . Hoyer - rendszer . 
E m i a t t a szálak felülete n e m lehet te l jesen s ima. Az e rede t i és sima f e l ü l e t ű 
2,5 4- 3 m m á t m é r ő j ű művi szá laka t a gépsor ún. hul lámosí tógépén kel l á t -
húzni , hogy m a r a d ó hu l lámok (bár a feszí téskor el lapulóak) kele tkezzenek a 
huza lokon . H a a hula l már eleve rová tko l t felületű, a hu l l ámos í tás e l m a r a d . 
A huza l csoportos megfogásának s z e m p o n t j á b ó l a 4 m m - e s á tmérő a fe lső 
h a t á r t je len t i . 

4.4. A 2. áb ra m u t a t j a a te l jes h hosszúságú acélszál k é t végén az t az c^ 
je lű szakasz t , amelyeknél fogva a p á s z m á t m e g lehet fogni , húzással fesz í ten i , 
i l letve a fesz í te t t á l lapotot rögzí teni . Az a2 j e lű aljközi szakaszoka t a d i a f r a g -
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12700 mm 

3. ábra. A magyar aljgyártási eljárás alapját alkotó acélsablon, modulusszorzata 5 í f x S , 
az eredeti megoldásban. 1: sablontest; 2: fejkamra a f i x befogófej számára; 3: fejkamra az el-
mozduló befogófej számára; 4—13/a : kiegyenlítő alátétek; 5—14: rögzítőékek; 6: oszlopok; 
7: alsó és felső járomlemez; 8: rögzítőanya; 9: alátét; 10: homlokkiképzés; 11: lamellák; 12: 

befogott buzalszálak; 13: feszítőcsavar; 14: rögzítőékek 
Az összeállított befogófej az eredeti ékes rögzítéssel. A fejlesztett megoldásban a 6 oszlopok 

felső vége menetes és a rögzítés csavaranyával történik 

m á k (13. á b r a ) teszik szükségessé. Két d i a f r a g m a l imi tá l ja egy-egy alj H hosz-
szá t . Ha n d b a l j követi e g y m á s t , akkor 

h = 2a t + (n — l)a2 + nH. (1) 

A 2a4 bosszúságú szálköteget le, az (n — l ) a 2 szakaszokat pedig át kell vági i i . 
Ez az acélveszteség a h hossz %-ában 

и = 2 a i + (n - l ) a 2 . 1 0 0 

2 a j + (n — l)a2 + nH 

H a az n d a r a b s z á m o t egy sab lonban n ö v e l j ü k , v csökken ugyan , de a sablon 
méretei t oly mér t ékben kell sz intén növelni , hogy ennek az egész gépsorra ki-
h a t ó ha tása m á r nem a r á n y o s a v csökkenésével . 
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4. ábra. A jelenlegi L X típusú előrefeszített vasúti betonalj a kizsaluzás után, mint hajlékony 
egészet alkotó köteg. Az első alj homlokfelületén az o, hosszúságú, még le nem vágott huzalok, 

tagolatlan oldalfelületek 

A V veszteség n e m h á t r á n y a a Hoyer- rendszernek másokhoz képest , 
m e r t az űn. véghorgonyzásos rendszerek esetében sok, a feszí tésben inak t ív 
acél t is be kell építeni , és ez sz in tén veszteségnek t ek in the tő . A gyár tás i rend-
szerek összehasonl í tásakor a fa j l agos acélfelhasználás fontos m u t a t ó [16, 24]. 

4.5. A sablon jelenleg ké t [ / -gerendából és a fenéklemezekből egyetlen 
egésszé összehegesztet t acélszerkezet . 

4.6. A be ton megszi lárdulása és a feszül tségoldás u t á n az (n — l)o 2 

hosszú, be nem be tonozo t t szakaszok visszatérése a feszí tet len á l l apo tba , más-
részt az nH összhosszúságú a l jak rugalmas l ineáris összenyomódása 8 + 10 
mm-es elmozdulással j á r a sablonhoz viszonyí tva . Az ezt k ivá l tó erő azonos a 
feszí tőerővel , ami 314 + 343 kN közö t t változik al j t í pusonkén t . Az elmozdulás 
m i a t t az adhézió a be ton és a sablon közöt t azonna l megszűnik és az a l jköteg 
k ö n n y e n kizsaluzható. H á t r á n y , hogy a nagy e lmozdí tó erő k izá r ja az alj külső 
s ík j a inak hirtelen (nem fokozatos) i ránytörésé t , a sab lonfa lakka l érintkező 
fe lü le teken. Azaz: az a l j az oldalfelületeken egyá l ta lán nem, vagy csak kis mér-
t é k b e n a fenéklemez m e n t é n lehet t ago l t . Ezzel szemben va l amenny i aljfelület-
nek n a g y szöggel j e l l emze t t i r ányvá l tozásá t , törésé t sok lényeges vasú t techni -
k a i szempont igényli. A jelenleg [18] szerint g y á r t o t t L X t ípusú a l j felületeinek 
viszonylagos t ago la t l anságá t m u t a t j a a 4. ábra . 
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5. A hazai gépsor és fejlesztésének néhány sajátossága 

5.1. A gyár tás technológia mode l l j é t az 5. á b r a m u t a t j a . Fő- és segéd-
műve le tekbő l áll; a főműve le t ek zá r t k ö r f o l y a m a t o t a lko tnak . Az á b r a fölösle-
gessé teszi a f o lyama t részletes l e í rásá t . A fejlesztés l egfon tosabb szempon t j a i t 
v a s ú t t e c h n i k a i igények s zab t ák meg . Az ezek kielégítésére i r ányu ló törekvés 
a l apo t j e l en t e t t a technológia egészében napfényre ke rü l t h ibák fokoza tos kija-
v í t á s ához is. A fej lesztés e redménye t e h á t komplex és egyú t t a l szintézis is. 

A vasú t t echn ika i köve t e lmények közöt t első, hogy az egyre t e r j e d ő sín-
hegesztés m i a t t — a s ínkivetődés meggát lása é rdekében — az a l j külsejé t 
lényegesen t ago l t abbá kel l tenni , m e r t a célszerűen t a g o l t a b b a lak az al j oldal-
i r á n y ú ellenállását az á g y a z a t b a n j e l en tékenyen növel i [25]. E z összefügg 
a v o n t a t á s i sebesség növelésével is, de más vágányép í t és i köve t e lmények is 
i n d o k o l j á k a t ago l t abb a lako t , a m i t — a kísérletek és más országok tapasz ta la -
t a i n a k t anúsága szer in t — ké t f o n t o s eltérés je l lemez a jelenlegihez képest . 
Ezek : 

5.2. Az alj ke re sz tme t sze t ének a hosszanti felezősíktól s z á m í t v a az alj-
végek felé növekvőnek kell lennie (ún . ke t tős legyezőalak) , ez m i n d a homlok-
fe lü le te t , mind a fe l fekvőfe lü le te t növel i . 

5.3. Az oldals íkokon ún. m i n t á z a t o t kell k ia lak í tan i . 
Ezeke t a t ago lá soka t hor izon tá l i saknak n e v e z h e t j ü k . A ver t iká l i s tagolt-

ság az acé l takarékos sínleerősítést , i l le tve a fel lovaglás megakadá lyozásá t cé-

5: Seqedműveletek 
51. kiszerelt szerelvények mosása 
52 szerelvények tárolasa 
53 sínleerősítő elemek tárolása 
54 szerelvények és a sínleerősítő elemek szállítása 

2 : Seqédmúveletek 
21. kiszállítás 
22 tárolótéri rakodás daruval 
23. tárolás és utókezelés 
24. elszállítás 

Б Seaédmuvetetek 
61 gőztermelés 
62. gőzszállítás és elosztás 

21 22 

} 
34 33 

.31 

Fóműveletek 
1. sablontisztítás 
2. sablonolajozás 
3. pászma behelyezés 
4. pászma kiegyenesítés 
5. szerelvények beszerelése 
6. feszítés 
7. betonadagolás 
8. tömörítés 
9. szerelvények kiszerelése 

10. betongőzölés _ 
11. feszültségoldás 
12. kizsaluzás 

3: Segédmüvetetek 
31. acéltárolás 
32. átcsévélés 
33. dobtároló huzal -

készítés 
(simafelületű huzalok 
esetén hullámosítással ) 

állvány 
34. huzalpászma 

5. ábra. A magyar rendszerű alj gyártás technológiai modellje 
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lozza. Hogy az al j középső keresz tmetsze te k i sebb lehet , m i n t a sín a l a t t i 
ke resz tmetsze tek , az t az üzem közben fellépő n y o m a t é k o k enged ik meg. 

E z e k az a l akvá l toz t a t á sok ellene m o n d a n a k a 4.6. a la t t e m l í t e t t e lmozdu-
lási kényszernek . Az e l len tmondás fe loldására ú g y kel le t t mego ldás t t a l á lnunk , 
hogy a többévtizedes tömeggyártási tapasztalatokat és a rendszer egyéb előnyeit 
maradéktalanul megtartsuk. Ez — f igye lemmel az expor t ra is — különösen 
n a g y h o r d e r e j ű köve te lmény . í g y j u t o t t u n k el a mozgóbetétes gyártósablonhoz, 
(6. ábra ) . E n n e k az a lényege, hogy az eddigi — egy darabból álló hegesz te t t 
sab lon t k é t részre b o n t o t t u k : a fesz í tőerő rögzí tésekor fellépő reakc ióka t fel-
vevő t ehe rho rdó kere tszerkezet re , és — a modulusszorza tnak megfelelően — 
ese tünkben öt fo rmázóbe té t r e (7. áb ra ) . í g y a feszí tőerő o ldásakor nem a 2. 
áb ra szer int i a l jkö tegnek kell e lmozduln ia a sablonhoz képest , h a n e m a formázó-
b e t é t e k n e k a t ehe rhordó kere thez v i szonyí tva . E m i a t t az e lmozdulásnak n in-
csenek a b e t o n t roncsoló köve tkezménye i , ho lo t t az alj o lda ls ík ja in számot te -

6. ábra. A mozgóbetétes gyártósablon teherhordó keretszerkezetből és a formázóbetétekből áll 
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7. ábra. A kísérleti, és a legújabb vasúttechnikai igényeket kielégítő aljtípus gyártásához készült 
mozgó formázóbetét 

8. ábra. A kísérleti alj. Mind a függőleges, mind a vízszintes síkban nagymértékben és célszerűen 
tagolt , a végei felé növekvő keresztmetszetű 
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vően mély mintázat van; az aljkeresztmetszet pedig a végek felé növekedő. 
A kísérleti alj a 8. ábrán látható, célszerűen a MÁY-igényeknek megfelelően. 
Száz db legyártása az L X jelű aljak termelésének legkisebb zavarása nélkül 
történt. 

A kísérlet egészével bizonyítottuk, hogy a hazai alj gyártási rendszer 
valamennyi előnyét megtartva 

— tetszőleges lehet az alj alakja, 
— a nyomtáv , 
— a tengelynyomás 

és 
— a sínleerősítés módja. 

Mindez — külföldön — tovább növeli a gépsor versenyképességét, mi-
közben elsődleges értelemben válik többcélúvá. 

6. A magyar gyártási eljárásban felhasznált feszítöhuzalok 
és a szálszám 

A magyar gyártási eljárással előállított L X típusú aljban 60 szál nagy-
szilárdságú patentírozott, 2,5 m m átmérőjű huzal van. Ezt a Hoyer-féle feszí-
tési rendszer hibájául rójják fel. Ezzel szemben áll a kevesebb szálszámot, de 
nagyobb szálátmérőjű acélokat alkalmazó eljárások elve. Bizonyítható, hogy 
nagyszámú huzal esetében az egyes szálakban fennálló feszítőerők szórása ked-
vezőbb, mint ha a szálszám kevesebb. 

Méretek cm-ben 

9. ábra. A magyar rendszerű gyár tás technológiával gyá r to t t L X t ípusú előrefeszítet t vasút i 
be tona l j legnagyobb és legkisebb keresztmetszete , a buza lpászmáka t burkoló tégla lapok és a 

magidomok relat ív helyzete. A méretek cm-ben 
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Hogy a „sok" és a „kevés" acélszál alkalmazásával kapcsolatos össze-
hasonlítás objektív legyen, vizsgáljuk ezt meg részletesebben! A 9. ábra az L X 
típusú alj legnagyobb és legkisebb keresztmetszetét mutatja, mérethelyes rela-
t ív helyzetben. Szükségünk van az alj keresztmetszet magidomjának ismere-
tére. Trapézok esetében ez túlzottan hosszadalmas, habár egyszerű képletekkel 
írható csak le. Helyettesítsük ezért a 9. ábra trapézait a 10. ábra c-d méretű 
téglalapjával. Kössük ki, hog} a betonminőség azonos, akár sok, akár kevés a 
ezálszám. Vizsgáljuk 2,5 4- 5 m m átmérőjű, nagyszilárdságú, patentírozott 
acélhuzalokat, valamint D !> 9 m m átmérőjű, középszilárdságú acélokat 
(CTs2 = 8,15 kN/cm2 = 8,15 GPa). 

Valóságos alj keresztmetszetben a szálszám csak páros szám lehet. A be-
tonfedések miatt az acélszálak számára A = (c — 2x) • (d — 2y), illetve A1 — 
— A — Cj • d felületet lehet számításba venni. A cv illetve cj2 szélességű felü-
letrészek szintén számításon kívül esnek a sínleerősítő elemek vagy üregek 

SB, = SB2 = d / 6 1 i 2 a bal , illetve a jobb oldali 

SC] = SC2 = c / 6 pászma burkoló idoma 

ж = y a szükséges minimális betonfedés a 
vasalás fölött. 

10. ábra. Az L X t í p u s ú al j átlagos ke resz tmetsze te és helyet tes í tése с • d mé re tű tég la lappa l 
A mére tek e m - b e n . x = y a szükséges minimál is be tonfedés a vasa lá s fölöt t 
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11. ábra. A feszí tő acélok re la t ív helyzetének elvi váz l a t a , az acélszálak á tmérő jének függvé-
nyében . a: a s ínleerősí tés m i a t t a keresz tmetsze tből kieső hol t t é r , Cj. b: a sínleerősítés a 

ke resz tme t sze tben o sz to t t ; Cj/2 

miatt. A 11. ábra a szálak elrendezésének elvét is mutatja. Az ábra valamennyi 
esete reálisan lehetséges, ezért annak is bizonyítéka, hogy az alj konstrukció-
jának megválasztása — bizonyos objektív kötöttségek határain belül, ilye-
nek pl. a kohászati adottságok — nem elhanyagolhatóan függ szubjektív 
tényezőktől is. A 10. ábrán feltüntetett viszonyokra épülő okfejtés azonban 
mindenképpen objektív. 

A c-d téglalap magidomjával számolunk, nem az átlagos trapézéval. 
Ideális esetben a feszítőacélokban keletkező feszültségek mind azonosak és 
eredőjük támadáspontja S. Ez az eset a tömeggyártás viszonyai között meg-
valósíthatatlan, akár „kevés" a szálszám, akár „sok". Ezért a feszültségek a 
szálakban egyetlen gyártási rendszerben sem azonosak, hanem egy, az eljárás 
sajátosságaitól, a technológiai fegyelem mértékétől, valamint az alj-egyedet 
éppen determináló anyagtulajdonságoktól függő, eredő szórással különböznek 
egymástól. Ebből következik, hogy minél kisebb a szálszám, a szálakban (ru-
dakban) a valóságos feszültségek kedvezőtlenebb eloszlást mutatnak, eredőjük 
döféspontja pedig nem esik S-be. Mi a feltétele annak, hogy az x tengely men-
tén az eredő feszítőerő a c/6 hosszon belül marad? Válaszunkhoz legyen a 
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jobb oldali és a bal oldali acélszál-csoport feszültségeinek eredője Fj, ill. Fb, 
ha a két oldalt e lválasztó sík az al jkeresztmetszet függőleges szimmetriasíkja. 
Ha továbbá Fb > Fj és Fe = Fb + Fj, akkor ahhoz, hogy a részeredők — 
határhelyzetként — a Cv ill. a C2 pontokba essenek, teljesülnie kell a követ-
kező nyomaték-egyenlőségnek: 

Fb + = Fj ( 
с 

2 7 (3) 

ezek u tán 
FJ - ^ - F b . xx ( 4 ) 

6 - Fe 

H a továbbá xx = x2 és Fb — Fj = AF, akkor 

с x^-AF „ 

6 ~ Fe 
(5) 

Az у tenge ly mentén analóg m ó d o n 

(6) 
6 Fe

 W 

H a az al jkeresztmetszetben n acélszál van, akkor az átlagos szálerő 

i—n 
2 F< 

(7) 

Ha s a szálakban ébredő erők szórása, akkor 

Fe = F - n = 2 F, + n • s . (8) 
í=i 

Ha Fit, és Ftj az al jkeresztmetszet bal , ill. jobb oldalán l evő acélcsoportban 
egy szál egyedi feszítőereje, akkor a bal, ill. jobb oldali részeredő 

i—n i—n 
2 F'b 2 F'i 

é s Fj = J = L — , ( 9 ) 

* Ez csak akkor lehetséges, ha a részeredőknek v a n y x , i lletve y., o r d i n á t á j a is, de ez a 
gondo la tmene t helyességét n e m befolyásol ja . Ugyanez vona tkoz ik (6)-ra is a másik k o o r d i n á t á t 
illetően. 
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es Így 

AF = — 
n 

í-n/2 i-n/2 
2 Fw - 2 F,J 
1=1 Í=1 

(10) 

A megfelelő helyettesítések után 

i-n/2 i-n/2 -I 
2x2 2 F'b- 2 F'J i-l í-1 

i-n/2 
2 F, ± n • s 
i = 1 

(П) 

Ez bizonyítja, hogy konstans с mellett növekvő re-nel a (11) kritériumot nagyobb 
valószínűséggel lehet teljesíteni, mint kisebbel. Ez az eredmény független az 
egyszerűség érdekében vizsgált téglalap alaktól és a trapézra is érvényes. 

Bizonyítható, hogy a pászmában levő szálak gyakorlatilag azonos hosz-
szűságúak és csak e lvétve fordul elő, hogy egy, vagy két szál szemmel látha-
tóan belóg a többihez képest. Ez, valamint a szabványnak az az engedménye, 
hogy a szálak 5%-a szakadhat el a pótlás kötelezettsége nélkül, ismét (11) 
érvényessége mellett szól. 

Érdemes még megvizsgálni a feszültségoldás után közvetlenül kialakuló 
egyensiílyi állapotot, mert ezt még a technológiával szorosan összefüggőnek 
tekinthetjük, szemben a beton zsugorodásából jóval az alj gyártásának idő-
pontja után bekövetkező és stabilizálódó állapottal; ezt az alj méretezésénél 
kell f igyelembe venni. 

A feszültségoldás művelete után a nyomóerővel terhelt alj értékkel 
megrövidül. Ha Xa az acél megnyúlása az F m a x feszítőerő hatására, akkor a 
feszültségoldás után bekövetkező egyensúlyi állapotban a tényleges feszítőerő 
(12. ábra): 

. F m a x . (12) 
«я 

F, = 

A rugalmas alakváltozás eredményeként bekövetkező elmozdulás még ténye-
zője a már tárgyalt adhézió-megszűnésnek. 

7. Néhány technológiai hiba kijavítása 

Az 1. és 2. ábrák érzékeltetik, hogy az aljakat elválasztó diafragmáknak 
jelentős szerepük van a hazai aljgyártási rendszerben, de minden к • Sxn • H 
modulusszorzattal jel lemzett rendszerben is, ha n 1. A jelenlegi nagyüzemi 
gyakorlatban a diafragma kettős lemez, 13. ábra, amelyet a teljes feszítőerő 
töredékével kiegyenesített huzalpászmára és a sablonra szerelnek. A diafragma 
függőleges rései vízszintesen, míg a két lemez között a sablonoldalakon levő 
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megnyúlás 

rövidülés 

X 

X a = Л е + Л ь 

12. ábra. A feszí tőerő ha t á sá ra m e g n y ú l ó acél és megrövidülő b e t o n t e s t egyensúlyi ál lapota 

furatokon keresztül dugott rendezőpálcák függőlegesen tartják a huzalokat 
előírt helyzetükben. E megoldásnak néhány hátránya van: a diafragma résein 
viszonylag sok cementhabarcs elfolyhatik és az aljvégek betonja cementben 
szegény marad. Mivel továbbá mind a diafragmákat, mind a rendezőpálcákat 
közvetlenül a beton tömörítése után ki kell szerelni a sablonból, némely acél-
szál (esetleg valamennyi) e lmozdul az aljvégeknél. Ez után az elmozdulás után 
az acélszálak körül tölcsérszerű, néhány cm hosszú mikrorés marad. Ez azért 
van , mert a megfeszített acélszál mindig húrja az ívvé deformálódott sablon-
nak, függetlenül attól, hogy a deformáció rugalmas, vagy maradó-e. A szálak 
i lyen elmozdulása káros, mert csökken a szál lehorgonyzódási hossza, a résekbe 
pedig befolyik a víz. 

Ezt a technológiai hibát hárítja ez az új kétrészes diafragma, 14. ábra. 
Első részét — a magot — körülfogja a korábbi kettős lemezű köpeny. A mag 
és a köpeny meggátolja a cementhabarcs bármi mértékű káros kifolyását az 
aljvégeken. Mivel továbbá a magot csak a beton megszilárdulása után kell 
kiszerelni a sablonból, a szálak függőleges elmozdulása eleve lehetetlen. Ha a 
magokat egymás után rendre 180°-kal elfordítva szereljük be, lehetetlenné 
válik a vízszintes elmozdulás is. Az így készített alj vége kifogástalanul tömör, 
a huzalok pedig igen nagy pontossággal tarthatók előírt helyükön (15. ábra). 
I t t a huzalok még a mérés miat t nincsenek közvetlenül az alj homlokfelülete 
mentén átvágva. 
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13. ábra. A régi rendszerű d i a f r agma 

14. ábra. Az ú j — magból és köpenybő l álló — d i a f r a g m a . amely csak a huza lok helyét h a g y j a 
szabadon 
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15. ábra. Az ú j d ia f ragmáva l kész í t e t t alj homlokfe lü le te k i fogás ta lanul tömör és a huza lok 
± 0,5 m m eltéréssel elméleti he lyükön v a n n a k . A homlokfelület mel le t t a d i a f r a g m a mag ja 

8. A gépsor egyéb felhasználhatóságának lehetősége 

Az aljak felvevőpiaca — legyen szó bármely országról is — fokozatosan 
telítődik. Ezt elsősorban a fejlett ipari országokban lehet közvetlenül érezni, 
a SZU-t egyelőre kivéve. A telítődés után az aljmennyiség a fenntartási mun-
kákhoz szükséges mértékűre csökken. Ez nagyságrendekkel kisebb, mint az 
új pályák aljigénye. A felvevőpiac telítődése, vagy akár a még nem telítődött 
piac felvevőképességének ingadozása is (ami összefügghet az új vágányok 
építésének ütemét befolyásoló számtalan tényező akármelyikével), úgy hat 
vissza az alj gyártó gépsorra, hogy annak folyamatos termelését akadályozza. 

Legyen egy országban a vasútépítés tervezett felső határa N km vágány; 
ez az új és a felújított vágányhosszt együttesen jelentse. Legyen továbbá a 
távlati fejlesztés tervezett időtartama я1 év. Tételezzük fel, hogy a vágányhossz-
fejlesztés évenként egyenletesen megoszló alj mennyiségeket igényel. Legyen 
az ország aljgyártó potenciálja L km/év. Ha a fajlagos aljigény | db/km, akkor 
az ország éves aljtermelése P = f • L db/év. A termelés és a felvevőpiac között 
egyensúly akkor van, ha N/x1 = L. Legyen az alj átlagos élettartama x2 év, 
akkor mindig igaz, hogy x1 x2. Az egyensúlyt elvileg x1 évig lehet fenntar-
tani, bár közben elkerülhetetlenül előfordul, hogy átmenetileg N/x1 < L , s ez 
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az aljgyártás egyenletességére nézve mindig hátrányos. A piac fe lvevőképes-
sége azonban л̂  év után rohamosan csökken, s ez az aljgyár lé té t fenyegethet i . 
Ezt hárítja el, ha az aljgyártó gépsor másodlagosan is többcélú, a korábban 
eml í te t t elsődleges többcélűsághoz képest. A másodlagos többcélúságot i l letően 
támasztot t követe lmények kielégítésére a hazai gépsor éppen modulusszorzatá-
nál fogva alkalmasabb más eljárásoknál. Az 1. ábráról látható ugyanis, h o g y 
a rúdalakú, betonanyagú tömegcikkek köréből — a mozgóbetétes gyártósab-
lon és kiegészítő gépegyedek révén — az 5 ( S x H ) , l ( S x 5 H ) , l ( S x 4 H ) , 2 ( S X 
X 2 , 5 H ) , vagy 1(S X 2H) + 1(S X 3H) modulusszorzat-összegekkel je l lemzett 
variációk mind gyárthatók, még úgy is, hogy H1 = p • H, ahol 1 p <T 4. 

A kiegészítő gépegyedek az 5. ábrán lá tható 2, 3 és 5 je lű segédművele-
teknél lépnek be az aljgyártás egyes gépegyedeinek a helyébe. A kiváltott 
gépek mindaddig n e m dolgoznak, amíg a termékváltásra ismét sor nem kerül, 
ez a termelés szempontjából mindig hosszabb időtartam. 

16. ábra. U g y a n a b b a n a teherhordó k e r e t b e n kicserélt fo rmázóbe té t t e l kész í t e t t kísérleti előre-
fesz í t e t t távvezetéki oszlop, véghorgonyzásos feszítéssel 
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A másodlagos többcélúság elérésére folytatott sok és mindig eredményes 
kísérleteink közül a távvezetéki , vagy világítási előrefeszített oszlopok termék-
családját mutatjuk be. Ha az oszlop hossza /, akkor 3 H <[ / < 5H hossztarto-
mányon belül lehet a gépsort a sablonbetétek cseréjével és a betonacél-feldol-
gozás módosításával oszloptermelésre átállítani. A 16. ábra egy 10 m hosszú 
kísérleti oszlopot mutat a kizsaluzás előtt ugyanabban a teherhordó keretben, 
de saját formázóbetétjében. A 17. ábra a kitűnő eredményeket adott hajlító, 
illetve roncsolás-vizsgálatok egy fázisát mutatja. 

A másodlagos többcélúság a piaci ingadozásoktól úgy mentesíti a gép-
sort, hogy a beruházásban jelentkező többletköltségek biztosan és gyorsan 
megtérülnek. 

17. ábra. Az elsőosztályú kísérlet i távvezetéki oszlop ha j l í tóv izsgá la ta . A 10 m hosszú oszlop 
csúcsának ki térése a képen 0,7 m. Ekkor j e l en tkez t ek r a j t a az első hajszál repedések. A képen 

l á t h a t ó terhelés megszünte tése u t á n még kiegyenesedet t 
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Contributions to the Possibil i t ies for Technical Development of a Production L i n e for 
Mass Articles f r o m Concrete. The a u t h o r presents s o m e par t ia l results of t h e technical deve lop-
m e n t of an i m p o r t a n t expor ta t ion ar t icle . Complex deve lopment means here tha t the deve lop-
m e n t ex tends t o t h e whole of t he l ine, t h a t i t t r ies t o use the H u n g a r i a n results a t t a i n e d in 
o ther fields (e.g. au tomat i za t ion , concrete t echn ique , measuring t echn ique ) , and f ina l ly t h a t 
necessarily it. ha s collective cha rac t e r . Therefore t h e development is such a sytheses wh ich 
creates a re la t ionsh ip between t h e expor t marke t a n d t he inland i n d u s t r i a l background a n d 
stabilizes this m u t u a l relation. A t t h e same t ime i t s t imu la t e s both f ie lds , because the r equ i r e -
m e n t s of the e x p o r t marke t are — independent f r o m us — always h igh . 

Beiträge zu den Entwicklungsmöglichkei ten e iner Maschinenst raße fü r Massenware aus 
Beton. Der Ver fasse r stellt einige Teilergebnisse d e r komplex a u f g e f a ß t e n technischen E n t -
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wicklung eines bedeutungsvol len heimischen E x p o r t a r t i k e l s vor. U n t e r komplexer E n t w i c k -
lung wird hier v e r s t a n d e n , daß sich die Entwicklung auf die Masch inens t raße als Ganzes bez ieh t , 
andererseits, d a ß sie sich b e m ü h t die auf anderen Geb ie ten (z. B. Automat i s ie rung , B e t o n - u n d 
Meßtechnik, u sw. ) erzielten be imischen Forschungsergebnisse zu b e n ü t z e n . Dri t tens, h a t die 
Entwicklung notwendigerweise kol lekt iven Cha rak t e r . Deswegen v e r k ö r p e r t sie ein de ra r t iges 
Bestreben n a c h Synthese , welches einen Z u s a m m e n h a n g zwischen d e m E x p o r t m a r k t u n d dem 
einheimischen industr ie l len H i n t e r g r u n d schaf f t u n d diesen wechselseit igen Z u s a m m e n h a n g 
stabilisiert. Zugle ich wirkt dies au f beide Gebiete v i e l f ach s t imul ierend, denn der M a ß s t a b des 
E x p o r t m a r k t e s i s t — von uns u n a b h ä n g i g — i m m e r hoch. 
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A HÉJAK MEMBRÁNÁLLAPOTÁNAK LÉTEZÉSI 
ÉS EGYÉRTELMŰSÉGI FELTÉTELEIRŐL 

III. E L L I P T I K U S H É J A K 

T A R N A I T I B O R * 

[Beérkezet t : 1977. jún ius 1 - é n ] 

A dolgozat azzal a kérdéssel foglalkozik, h o g y egy tetszőleges megoszlású függő-
leges i rányú e rőkke l terhel t hé j peremein mi lyen megtámasz tás i f e l t é te leke t kell, ill. 
s zabad e lőí rnunk ahhoz, hogy a h é j statikailag h a t á r o z o t t módon m e m b r á n á l l a p o t b a n 
legyen. A szerző a dolgozat k o r á b b a n megjelent k é t részében a m e m b r á n h é j - e g y e n l e t 
megoldásának létezési és egyér te lműségi feltételeit a hiperbolikus és a pa rabo l ikus h é j a k -
ka l kapcso la tban vizsgál ta . A do lgoza t jelen, h a r m a d i k része az e l l ip t ikus hé jak körében 
végze t t v izsgála tok eredményei t t a r t a lmazza . 

az 

1. Bevezetés 

A membránhéjak egyensúlyát az xyz derékszögű koordinátarendszerben 

b2z Э2 F n 62z 9 2 F , 92z 9 2 F 
xr = 2 1 = — g (1) 

9y2 Эх2 dx 9y dx dy dx2 Oy2 

egyenlet írja le, ahol z = z(x, y) a héj középfelületének az egyenlete, 

M 9 2 Z Б 2 „ 9 2 Z G 2 ^ 9 2 Z G2 9y2 9x2 dx dy dx dy dx2 dy2 

a Pucher-féle operátor, g = g(x, y) a z tengellyel párhuzamos (függőleges) 
irányú külső teher intenzitás-függvénye, F(x, y) pedig az ismeretlen feszültség-
függvény, amelyből a redukált metszeterők a következőképpen származtat-
hatók: 

c 2 F 92 F d2F 
nY = 

dy2 ' dx dy dx2 

A dolgozat korábban megjelent első [22], ill. második [23] részében a par-
ciális differenciálegyenletek elmélete alapján azt vizsgáltuk, h o g y a függőleges 
erőkkel terhelt, az értelmezési tartomány minden pontjában hiperbolikus, ill. 
az értelmezési tartomány minden pontjában parabolikus membránhéj (1) 

* Dr . Tarnai T ibor , 1037 B u d a p e s t , Kolostor u. 17. 
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egyenletének milyen feltételek mellett létezik egyetlen megoldása. A dolgozat 
jelen részében azt fogjuk tárgyalni, b o g y az (1) egyenletnek milyen esetekben 
van egyértelmű megoldása, ha a héj az alaprajzi idomának minden pontjában 
elliptikus, azaz a 

diszkrimináns mindenütt pozitív. 
Az elliptikus egyenletek tulajdonságai lényegesen eltérnek a hiperbolikus 

és a parabolikus egyenletekéitől. Ez különösen két dologban szembetűnő: 
1. A hiperbolikus és parabolikus egyenletek kezdetiérték-feladata kor-

rektül feláll ított feladat. Létezik egyértelmű megoldása, a megoldás folytonosan 
függ a kezdeti értékektől, és a karakterisztikák segítségével pontosan körül-
határolható az a tartomány, ahol a megoldás meg v a n határozva. Ezze l szem-
ben az elliptikus egyenleteknél a kezdetiérték-feladat nem mindig korrekt. 
A feladatnak nem mindig létezik megoldása, és ha létezik is, nem mindig függ 
folytonosan a kezdeti értékektől. Továbbá , ha létezik a feladatnak megoldása, 
akkor általában nem jelölhető meg előre az a tartomány, ahol a megoldás meg 
van határozva. 

2. A hiperbolikus egyenletekre vonatkozó peremérték-feladatoknak 
nyílt peremgörbe mellett létezik egyértelmű megoldásuk. Zárt peremgörbe 
esetén a feladatok általában túlhatározottak, és így n e m oldhatók meg. A para-
bolikus egyenletek peremérték-feladatainak is elsősorban nyílt peremgörbékre 
van egyértelmű megoldásuk, de ezek a peremérték-feladatok számos esetben 
zárt peremgörbék mel let t is megoldhatók, és a megoldás egyértelmű [23]. 
Az elliptikus egyenletek peremérték-feladatainak azonban csak zárt perem 
mellett létezhetik egyértelmű megoldásuk. Nyílt peremgörbe esetén a feladatok 
határozatlanok, a megoldás nem egyértelmű. 

A tárgyalás során ha peremről beszélünk, akkor a héj tényleges perem-
vonalának az xy síkra v e t t alaprajzi vetületére gondolunk. A héj tényleges 
peremvonalát S-sal, az alaprajzi ve tü le té t pedig S-sel jelöljük. 

2. Kezdetiérték-feladat elliptikus esetben (Cauchy-féle feladat) 

Az elliptikus egyenletekre vonatkozó Cauchy-féle feladattal a matema-
tikai irodalom jóval kevesebbet foglalkozik, mint a különböző peremérték-
feladatokkal. Ennek egyrészt az az oka, hogy az elliptikus egyenletek Cauchy-
féle feladata — mint ahogy már eml í te t tük — nem mindig korrektül felállított 
feladat, másrészt az, h o g y szűk azoknak a fizikai problémáknak a köre, amelyek 
elliptikus egyenletekre vonatkozó Cauchy-féle feladatra vezetnek. A membrán-
héjak körében azonban jelentős csoportot képviselnek a szabad szegélyű fülke-
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héjak, amelyeknek a belső erőjátékát, mint ismeretes, egy Cauchy-féle fe ladat 
megoldása útján lehet meghatározni. Ez indokolja, hogy a Cauchy-féle fe ladat 
megoldhatóságával, a megoldás egyértelműségével és a megoldásnak a kezdeti 
feltételektől való folytonos függésével kissé tüzetesebben foglalkozzunk. 

Mielőtt a tárgyalásba kezdenénk, definiáljuk az analitikus függvény 
fogalmát. Az u(x, y ) kétváltozós függvény analitikus х , y -ra valamely tarto-
mány (ж0 ,у0) pontjában, ha ennek környezetében (x — x 0 ) , (y — y 0 ) szerint 
haladó hatványsorba fejthető. Az u(x, y ) függvény analitikus egy tartomány-
ban, ha annak minden pontjában analitikus. Ebből a definícióból következik, 
hogy az u{x,y) abban a pontban, ahol analitikus, végtelen sokszor differenciál-
ható. Az analitikus függvény fogalma hasonlóképpen értelmezhető egyváltozós 
esetben is. 

Ezek után tekintsük az (1) elliptikus parciális differenciálegyenletre 
vonatkozó általánosított Cauchy-féle feladatot. 

Legyen az xy síkban fekvő S peremgörbe minden pontjában adott egy i 
irány (egységvektor) (1. ábra). Legyen továbbá adott az S peremen az F 
feszültségfüggvény értéke, <p, és az F függvény i irány ment i deriváltjának ér-
téke, гр. Teljesüljenek az alábbi feltételek: 

a) az S peremgörbe a (2 a) egyenlet értelmezési tartományában fekszik, 
b) az S peremgörbe „elég sima", úgy hogy a rajta végzet t transzformáció, 

mely az S görbét a £0 = 0 egyenesbe, az i irányt pedig a £„ = 0 egyenes nor-
málisába viszi, az eredeti változókat az új változók analitikus függvényeiként 
adja meg; azaz az S görbe analitikus ([18] 37. o.), 

c) az i irány „elég simán" változik az S görbe mentén, úgy, h o g y a b) 
feltételben szereplő transzformáció létezik, azaz az i irányfüggvény analitikus 

d) az S görbe egy adott pontjához rendelt i irány n e m érinti ugyanebben 
a pontban az S görbét, 

([18] 37. o.), 

У 

f 

\ 

\ 

\ 
\ 

\ / 
\ / 

X 

1. ábra. A kezde t ié r tck- fc lada t megoldási t a r t o m á n y a 
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e) g(x, y) analitikus, 
f) cp és if analitikus, 
g) z(x, y) analitikus. 

Ekkor a Cauchy—Kovalevszkaja-tétel értelmében az 

£ F = - g , 

F\s = cp, 
Э F 

01 
y> 

(2a) 

(2b) 

kezdetiérték-feladatnak az S görbe valamely környezetében (1. ábra) létezik 
egyértelmű analitikus megoldása ([18] 37. o.). Hogy ez a környezet mekkora, 
a tétel nem mondja ki. 

Megjegyezzük, hogy ha a (2a, b) fe ladatban szereplő függvényektől nem 
követelünk meg analiticitást, akkor a (2a, b) feladat megoldásának egziszten-
ciája általában n e m teljesül, az unicitása azonban egy elég tág függvényosztály-
ra fennáll. H a a feladatnak létezik megoldása úgy, hogy a z(x, y) középfelület-
függvény kétszer differenciálható és a második parciális deriváltak Lipschitz-
folytonosak, továbbá az S peremgörbe differenciálható és a derivált Lipschitz-
folytonos, akkor a megoldás egyértelmű ( [16] 19, II. tétel). Egy u(x, y ) két-
változós f ü g g v é n y akkor Lipschitz-folytonos egy tartományban, ha létezik 
úgy egy с konstans, hogy a tartomány bármely két (xx, yx), (x2, y2) pontjára tel-
jesül az alábbi egyenlőtlenség: 

I " ( * + YI) - u{x2,y2) I < С [ ( X j — x 2 ) 2 + ( y x - y 2 ) 2 P . 

A Lipsc/ntz-folytonosság hasonlóképpen értelmezhető egyváltozós esetben is. 
Jelölje n az S görbe normálisát (egységvektorát) az xy síkban. Legyen 

i == n, és a (2b) feltételben F\s = 0, dF/dn |s = 0 szerepeljen. Ezzel előírtuk, 
hogy az S perem legyen szabad. Elliptikus héjaknál szabad peremszakasz tehát 
akkor biztosítható, ha a héj középfelülete, a teherfüggvény és a peremgörbe is 
analitikus. Ha az S görbe nyí l t , akkor a görbe jobb és bal partja közül egyik 
sincs kitüntetve, így a megoldás az S görbétől jobbra és balra is meg van hatá-
rozva. Ismeretes ([5], [19] 98. o., [21] 207. o.), hogy ha az S görbe egyenes, 
akkor az S-en átfektetett függőleges síktól jobbra és balra eső fülkehéj egy-
aránt membránállapotban van . Az általánosított Cauchy-féle feladatnak a 
(2a,b) feladatra való, fentiek szerinti alkalmazása lehetővé teszi, hogy a 
membránállapotú fülkehéjak körét kiszélesítsük. A fülkehéj nemcsak akkor 
lehet egyértelmű membránállapotban, ha a szabad perem a középfelületen 
függőleges síkú görbe (2. ábra), hanem akkor is, ha a héj tényleges pereme tet-
szőleges felületi térgörbe, amelynek vetülete az xy síkon analitikus. Az ilyen 
általánosított fülkehéjra mutat példát a 3. ábra. 
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2. ábra. F ü l k e h é j a k függőleges s íkú peremmel , ф szabad pe rem; (2) te l jesen m e g t á m a s z t o t t 
pe rem 

Megemlítjük, hogyha az S görbe egyenes, akkor S mentén előírható a 
normálerő és a nyíróerő nagysága is [22]. Természetesen ezeknek is analitikus 
függvényeknek kell lenniük. 

A héj alaprajzát fizikailag lezáró, S-hez csatlakozó peremszakasz a fel-
adat megoldási tartományában kell, hogy feküdjék. Itt már semmiféle feltételt 
nem lehet előírni, hanem a peremtartóknak minden metszeterőt fel kell ven-
niük. 

Ha tehát az elliptikus héjnak már van egy szabad peremszakasza, akkor 
a héj többi peremszakaszán már nem írható elő feltétel. Jól szemlélteti ezt egy, 
a matematikai elmélettől függetlenül végzett vizsgálat. A későbbiekben látni 
fogjuk majd, hogy egy elliptikus héj membránállapotban van, ha a peremén 
körben előírjuk a feszültségfüggvény értékét pl. úgy, hogy folytonos és perem-
szakaszonként lineárisan változó legyen. Egyenes peremszakaszok mellett , 
mint tudjuk, ez oldalnyomásmentességet jelent. Így a négyszögalaprajz feletti 
elliptikus paraboloidhéj a 4a. ábrán vázolt esetben mindig membránállapotban 
van. A négyszög minden oldalán egy feltételt adtunk meg. B E L E S és S O A R E [ 2 ] 

1 2 * Műszaki Tudomány 56, 1978 
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a . 

n Y = 0 n v = 0 n y = 0 n y = 0 

n y = 0 n y = 0 

4. ábra. Az el l ipt ikus héj a lapra jza és peremfeltételei a) mind a négy oldal oldalnyomásmentes; 
b) egy oldal szabad, két oldal oldalnyomásmentes , egy oldal te l jesen megtámasz to t t 

megvizsgálta, mi történik akkor, ha a feltételt az egyik oldalról átvisszük a 
szemközti oldalra, és így az összes feltételek számát nem változtatjuk meg. 
Mivel a szemközti oldalon az oldalnyomásmentesség elő volt írva, ezért az 
itteni hasonló feltétel fejében a szemközti peremen még előírjuk a nyíróerő-
mentességet is, azaz a peremet szabaddá tesszük (4b. ábra). í g y végeredmény-
ben a négyszög egy oldalán az F = 0, dF/dn = dF/dy = 0 feltételeket, a hozzá 
csatlakozó két oldalon az F = 0 feltételt írtuk elő, a szabad peremmel átellenes 
oldalon viszont nem írtunk elő feltételt. Tudjuk [22], hogy pl. egy nyereg alakú 
hiperbolikus paraboloidhéj ezekkel a feltételekkel egyértelmű membránállapot-
ban van. Ennél a feladatnál azonban a szerzők azt találták, hogy a héj nincs 
membránállapotban. A felhasznált végtelen sorok divergálnak. 

A (2a, b) feladatban szereplő függvények analiticitási feltétele miatt, ha 
az S peremnek egy szakasza egyenes, akkor az S peremnek végig egyenesnek 
kell lennie, továbbá ha a cp és f függvények az S perem egy szakaszán eltűnnek, 
azaz az S peremnek ez a szakasza szabad, akkor a tp és %p függvények értékének 
az S peremen végig nullával kell egyenlőnek lenni. A hiperbolikus és a parabo-
likus héjakkal ellentétben, az elliptikus héjaknál az S peremen nem váltogat-
hatják egymást olyan peremszakaszok, amelyeken a peremerők nagysága azo-
nosan nulla, és olyan peremszakaszok, amelyeken a peremerők nagysága nul-
lától különböző. 

Ha a héj teljes peremét egyetlen, önmagát nem metsző zárt görbe alkotja, 
akkor úgy tűnik, nincs korlátozva, hogy a szabad perem a teljes peremnek 
hányadrésze legyen. A szabad perem terjedelmét azon túl, hogy a szabad perem-
nek nyílt görbének kell lennie, csupán szilárdsági szempontok korlátozzák. 
Elvileg lehetséges ugyanis, hogy a héj teljes megtámasztású peremszakasza 
végtelen kicsi legyen, és a héj egyensúlyát e végtelen kis szakaszon működő 
végtelen nagy erők biztosítsák. Megemlítjük, hogy hasonló esetben a hiperboli-
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kus és a parabolikus héjaknál a szabad perem és a teljes perem hosszának ará-
nya n e m lehet tetszőlegesen nagy. A szabad perem terjedelmét a karakterisz-
tikák korlátozzák [22, 23]. 

Az a) — g) feltételek teljesülése esetén a (2a, b) Cauchy-féle feladatnak 
akkor is létezik egyértelmű megoldása az S perem környezetében, ha az S 
perem önmagát nem metsző zárt görbe [17]. Jelölje Q az S görbe által határolt 
korlátos tartományt. Az S peremnek az a környezete, ahol a megoldás létezik, 
két részből áll. Az egyik rész az Q tartományon kívül, a másik az Q tartomá-
nyon belül helyezkedik el. Az említett környezetnek az a része, amely az Q 
tartományon belülre esik, nem ölelheti fel a teljes ü tartományt. 

A teljes Q tartományban a feladatnak általában nem létezik megoldása, 
mert a teljes tartományban a feladat tűlhatározott. A teljes Q tartományban 
a (2a) egyenlet megoldásának létezéséhez és a megoldás egyértelműségéhez 
ugyanis elegendő, ha az S peremen csupán egy feltételt írunk elő, pl. az F 
feszültségfüggvény értékét, vagy a dF/di iránymenti derivált értékét. Ezért 
korlátos, egyszeresen összefüggő tartomány felett egy elliptikus héj körben 
szabad szegéllyel általában akkor sem lehet membránállapotban, ha egyébként 
egyensúlyban lenne. Az S görbén kívüli, nem korlátos tartomány felett azon-
ban már igen. Az utóbbi esetben, a feladat fizikai természetéből következően, 
a nem korlátos tartománynak mindig csak egy véges részét vesszük figyelembe. 

Az r, fi hengerkoordinátákat alkalmazva, a 

AF(r, fi) = 0 , 

9 F 

or = m 
r=R 

(За) 

(ЗЬ) 

Cauchy-féle feladat megoldásának létezését T O L O T T I [ 2 5 ] bizonyította be arra 
az esetre, amikor fx és f2 2л szerint periodikus analitikus függvények és A a 
Laplace-operátor, 

A - — 4- 1 9 4- — — 
~ 9r2 г Эг г2 Ш ' 

A bizonyítás általánosabb alakban, poliharmonikus függvényekre történt. 
A (3a,b) kezdetiérték-feladat homogén egyenletre szól, inhomogén kezdeti fel-
tételekkel. Ehhez kapcsolódik az a feladat, amely inhomogén egyenletre vonat-
kozik homogén kezdeti feltételek mellett: 

or 
= о , 

r=í? 

(4a) 

(4b) 

ahol g(r, fi) 2л szerint periodikus analitikus függvény. A matematikai irodalom-
ban nem találkoztunk olyan munkával, amely ezt a feladatot külön tárgyalta 
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volna. A függvények analiticitása alapján azonban a Cauchy—Kovalevszkaja-
tétel biztosítja a (4a, b) feladat megoldhatóságát és a megoldás egyértelműségét. 
A (4a, b) kezdetiérték-feladat megoldása olyan forgásparaboloidhéj membrán-
állapotát írja le, amelyen centrikus elhelyezkedésű, szabad szegélyű környílás 
van. Az 5. ábrán azt az esetet tüntettük fel, amikor a felső, kisebb R sugarú 

5. ábra. Szabad pe remű forgásparabolo idhé j . ф szabad pe rem; ® teljesen m e g t á m a s z t o t t 
p e r e m 

perem szabad, és az alsó nagyobb R, sugarú perem teljesen megtámasztott . 
Lehet azonban fordítva is, a kisebb R sugarú perem teljesen megtámasztott , 
és a nagyobb R, sugarú perem szabad. Az utóbbi esetben a (4b) feltételekben R 
helyébe R,-et kell írni. 

A g teherfüggvénynek nem kell körszimmetrikusnak lennie. Ennyiben 
a (4a, b) feladat általánosabb annál a már ismert feladatnál, amikor a g teher-
függvény is körszimmetrikus [6]. A szabad szegélyű nyílás lehet teljesen általá-
nos elhelyezkedésű is a héj felületén. E I B L [ 1 1 ] pl. kidolgozott egy példát arra 
az esetre, amikor egy gömbhéjon excentrikus elhelyezkedésű, szakad peremű, 
köralaprajzú nyílás van. 

Ha a héjon két vagy több szabad peremű nyílás van, akkor a héj általá-
ban nem lehet membránállapotban. Ez abból következik, hogy n e m létezik 
olyan analitikus transzformáció, amely két vagy több, közös ponttal nem 
rendelkező zárt görbét kölcsönösen egyértelműen egyetlen egyenessé képezne le. 

Megemlítjük, hogy ha a héj szabad pereme zárt görbe, akkor a héjat 
fizikailag lezáró másik peremnek olyan önmagát nem metsző zárt görbének 
kell lenni, amely a megoldási tartományban fekszik és nem metszi a szabad 
perem vonalát. A két peremvonalnak együtt egy korlátos, kétszeresen össze-
függő tartományt kell határolniuk. 
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Most pedig térjünk rá a megoldás kezdeti értékektől való folytonos függé-
sének a problémájára. Csak olyan esettel foglalkozunk, amikor a Cauchy-féle 
feladatban szereplő függvények analitikusak, és így tudjuk, hogy létezik meg-
oldás és az egyértelmű. Ha ezeken túl a megoldás még folytonosan is függ a kez-
deti értékektől, akkor a Cauchy-féle feladat korrekt módon van kitűzve. A be-
vezetőben azonban már említettük, előfordulhat, hogy az elliptikus parciális 
differenciálegyenletekre vonatkozó Cauchy-féle feladat nem korrekt felállítású. 
Esetünkben, amikor tehát létezik egyértelmű megoldás, a feladat nem korrekt 
módon való felállítása abban jelentkezik, hogy a megoldás nem folytonosan 
függ a kezdeti értékektől. Azt, hogy ez miként lehetséges, egy, HADAMARD-tól 
származó ([13] 40. o.) és sokak által idézett példa (lásd pl. [1], [18] 73. o.) 
segítségével fogjuk megmutatni. 

Tekintsünk egy, a felületén terheletlen, fülke alakú forgásparaboloidhéjat 
(6. ábra), melynél a héj középfelülete a 

egyenletű felületnek az y = 0 egyenletű síkkal való kettémetszése révén áll 
elő. A metszetvonal legyen a héj szabad pereme. A héjban uralkodó feszültség-
állapotot a (2a, b) Cauchy-féle feladat megoldása útján lehet meghatározni. 
Ez a feladat most a következő alakot ölti: 

0 2 F 8«F _ 
i ~ „ ^ ' 8л:2 9у2 

F(x, 0) = 0 , 8F<«'0> = 0 . 
dy 

(5a) 

(5b) 

6. ábra. Fülke alakú forgásparaboloidhéj . ф szabad pe rem; @ teljesen megtámasz to t t pe rem 
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Az (5a, b) feladatnak a Cauchy—Kovalevszkaja-tétel értelmében létezik egy-
értelmű megoldása, mégpedig: F{x,y) = 0. Ebből a redukált metszeterők: 

6 2F 9 2F б2 F 
nx = = 0 , nxy = = 0 , ny = = 0 . 

9y 2 дх ду dx2 

Ez az eredmény egyébként nyilvánvaló, hiszen terheletlen héjban nem ébred-
nek belső erők. 

Most közelítsük meg az (5b) feltételek közül az elsőt az alábbi alakú kife-
jezéssel: 

F(x, 0) = — s i n m x , (6) 
m a 

ahol a 2 állandó és m > 0 egészszám. Ha m —>- oo, akkor (6) egyenletesen 
tart az F(x, 0) = 0-hoz. Ezért tetszőlegesen kicsi e j> 0-hoz van úgy egy M 
szám, hogy ha ш > M, akkor 

—— I sin m x I < e . (7) 
ma 

Rögzítsük az e értékét, és válasszunk hozzá egy m számot úgy, hogy (7) telje-
süljön. Ezek után keressük az (5a) Laplace-egyenlet megoldását az 

F(x,0) = — s i n m * , 8 F ( * ' ° ) = 0 (8) 
ma 9y 

feltételek mellett. A Cauchy—Kovalevszkaja-tétel értelmében létezik egyér-
te lmű megoldás, mégpedig a következő: 

F(x, y) — — s i n m x • cosh my . (9) 
ma 

A (9) feszültségfüggvényből az alábbi redukált metszeterőket kapjuk: 

d2F 1 
nx = = — sin m x • cosh m y , 

ду2 ma~2 

d2F 1 
- cos m x • sinh m y , 

дхду m a—2 

d2F 1 
п., = = — — sin m x • cosh m y . 

y 9*2 mG-2 

Látható, hogy bár a (8) kezdeti feltételek az (5b) feltételektől csak kismérték-
ben (e-nál kevesebbet) térnek el, a (9) megoldás és a belőle származtatott redu-
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kált metszeterők mégis jelentős mértékben különbözhetnek nullától az x tengely-
akármilyen kicsi környezetében. Az (5a, b) feladatnál tehát a kezdeti értékeket 
kicsit megváltoztatva, a megoldás megváltozása igen nagy lesz. Ez a feladat 
tehát nem korrekt felállítású. 

Az említett példa önmagában még nem sokat mond, mivel a gyakorlatban 
terheletlen szabad peremű fülkehéj feszültségvizsgálata sohasem fordul elő. 
A példa jelentőségét az adja, hogy ugyanilyen okoskodással mutatható ki a 
Cauchy-féle feladat nem korrekt volta, ha a fülkehéjra felületi terhek is hatnak, 
vagy ha a felületén terheletlen fülkehéjnak az előző példában szabad peremén 
adott nagyságú normálerő és nyíróerő működik. Először nézzük az utóbbi ese-
tet. H o g y létezzen a feladatnak egyértelmű megoldása, kikötjük, hogy a perem-
erők megoszlását leíró függvények analitikusak legyenek. A héj belső erőit 
megadó feszültségfüggvényt a 

o*F 82F _ 
i „ _ — " ' 8*2 Эу2 

F(x, 0) = <p(x) , 9F<*'°> = y ( s ) , 
9y 

(10a) 

(ЮЬ) 

Cauchy-féle feladat megoldása szolgáltatja, ahol cp(x) a perem menti redukált 
normálerőfüggvény kétszeres, f(x) pedig a perem menti redukált nyíróerő-függ-
vény egyszeres x szerinti integrálja. Legyen ez a megoldás az F0(x, y ) függvény. 
Ekkor a (10a) egyenletnek az 

F(x, 0) = f(x) + -J— sin m. x, 0) _ ^ ^ 
ma dy 

(11) 

kezdeti feltételek melletti megoldása az 

Ffxsy) = F0(x,y) 
m" 

- s in m x • cosh т у (12) 

függvény lesz. A (lOh)-beli q>(x) és f(x) kezdeti függvényeknek kis megválto-
zása, amely a (8)-beli függvényeknek a cp(x) és f(x) függvényekhez való hozzá-
adásából származik, az у = 0 peremvonal tetszőlegesen kicsiny környezetében 
is a (12) megoldás igen nagy megváltozását eredményezheti. 

Az elmondottak akkor is fennállnak, ha a héj felületi terhe, g(x, y), n e m 
nulla és analitikus. Legyen ugyanis a 

g2 f d2F 

8*2 9y2 — g 

F(x,0) = ф ) , = 
dy 

(13a) 

(13b) 
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kezdetiérték-feladat megoldása F2(x, y). (A cp(x) és xp(x) függvények értéke nulla 
is lehet, és ekkor a héj y = 0 egyenletű pereme szabad.) 

Könnyen meggyőződhetünk arról, hogy ekkor a 

32 p ^ d2F 

dx2 9y2 

m / ч , 1 • dF(x, 0) h (x, 0) = cp(x) -| sin m x, 2 = ip(x) 
ma 8y 

(14a) 

(14b) 

kezdetiérték-feladat megoldása az 

F 2 ( x , y ) + -
„a-2 

sin m x • cosh my 

függvény lesz, mely a korábbiakhoz hasonlóan az y = 0 perem tetszőlegesen 
kicsiny környezetében is igen nagy értékeket vehet fel. 

Az itt tárgyaltaknak elsősorban számítástechnikai szempontból van 
jelentőségük. Előfordulhat ugyanis, hogy a számítás során a kezdeti feltétele-
ket nem sikerül egzaktul kielégíteni, és ezért közelítéshez vagyunk kénytelenek 
folyamodni. A kezdeti feltételeknejt tetszőleges pontosságú megközelítéséből 
azonban — ahogy láttuk — nem következik szükségszerűen, hogy a megoldást 
is ugyanilyen mértékben megközelítettük. 

3. Peremérték-feladatok elliptikus esetben 

Mindenekelőtt definiáljunk néhány fogalmat. 
1. Legyen az xy síkban Q egy korlátos tartomány, S peremmel. Ekkor az 

Q tartomány felett értelmezett u(x, y) függvényről azt mondjuk, hogy X-Hölder-
folytonos í2-ban, ha van úgy egy с konstans, hogy minden £>-beli (xx, yx), 
(x2, y2) egymástól különböző pontra teljesül az 

I u(xv Ji) — «4*27 у2) I ̂  c {e[(*i7 Ji)i (*27 j 2 ) ] }д » о < / <; i 

egyenlőtlenség, ahol p[(xx, yx), (x2, y2)] az (xv yx) és (x2, y2) pontok távolságát 
jelöli ([16] 1. о.). A л-Hölder-folytonosság hasonlóképpen értelmezhető egyvál-
tozós függvényekre is. Ha A = 1, akkor a Hölder-folytonos függvény Lipschitz-
folytonos. A Hölder-folytonosság többet jelent a közönséges folytonosságnál, 
de kevesebbet jelent a differenciálhatóságnál. 

2. Az xy síkban fekvő S görgét Ljapunov-féle görbének nevezzük ([24] 
375. o.), ha 

a) az S görbének minden pontjában van meghatározott normálisa (érin-
tője); 
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b) van olyan d pozitív szám, hogy az S görbe bármely P pontjához tar-
tozó normálissal párhuzamos egyenesek legfeljebb egy pontban metszik az S 
görbének azt a S'p részét, amely a P középpontú, d sugarú körön belül esik; 

c) a P , P' pontokhoz tartozó np, np> normálisok által bezárt y(P, P') = 

= (np, np-) szögre teljesül, hogy 

y(P, P') < A g \ 

ahol g a P és P ' pontok egymástól való távolsága, A egy állandó és О <Г A <C 1. 
Az ilyen t ípusú zárt görbék más alakban történő értelmezését lásd pl. 

[16] 3. o., vagy [4] 13. o. Az S görbe Ljapunov-tulajdonsága többet jelent an-
nál, hogy S egyszer folytonosan differenciálható, de kevesebbet annál, h o g y S 
kétszer folytonosan differenciálható. 

3. Legyen az Q korlátos tartományt határoló S peremgörbe minden pont-
jához hozzárendelve egy i irány (egységvektor) úgy, hogy az az í2-ból kifelé 
mutasson. Ekkor az i irányt az S görbe konormálisának nevezzük és r-vel 
jelöljük, ha az az (1) egyenlet kanonikus transzformációja után a peremgörbe 
n normálisába megy át. A konormális általánosabb értelmezését, amely abban 
az esetben is jó, amikor pl. az említett kanonikus transzformáció nem létezik, 
lásd pl. [4]-ben a 17. oldalon. 

A peremérték-feladatokat általános esetben a következőképpen fogjuk 
értelmezni. Legyen adott az xy síkban egy korlátos, összefüggő Q tartomány 
S peremmel. Legyen adott az S perem minden pontjában egy, az S peremgörbét 
abban a pontban nem érintő, az Q tartományból kifelé mutató i irány. Legyen 
továbbá adott az S peremen egy « és egy ß (a2 -f- ß2 0), valamint egy q> függ-
vény. Ekkor keressük az Q tartományban az (1) egyenlet olyan megoldását, 
amely az S peremen kielégíti az 

3 F 
a — + ßF=cp (15) 

Ol 

feltételt, ahol dFjdi az F függvény i irány menti deriváltját jelöli. 
A továbbiakban a (15) általános peremfeltétel melletti peremérték-fel-

adat négy speciális esetével fogunk foglalkozni. 
Első peremérték-feladatról vagy Dirichlet-feladatról akkor beszélünk, ha 

(15)-ben a = 0, ß = 1, azaz adott a peremen az F feszültségfüggvény értéke. 
Második peremérték-feladaton azt a feladatot értjük, amikor (15)-ben 

a = 1, ß = 0, azaz adott a peremen az F feszültségfüggvény i irány menti deri-
váltjának az értéke. Ha i = v, vagyis az i irány megegyezik a v konormálissal, 
akkor Neumann-feladatról van szó. 

Harmadik peremérték-feladat maga a (15) feltétel melletti feladat. 
A vegyes peremérték-feladatról akkor beszélünk, ha (15)-ben a v a g y ß 

eltűnik az S perem egy-egy szakaszán anélkül, hogy a vagy ß a teljes peremen 
azonosan nulla lenne. 
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Megjegyezzük, hogy az egyes fe ladatok elnevezésében az irodalom nem 
egységes. í g y pl. az általunk harmadik peremérték-feladatnak nevezett fel-
adatot — i = v esetén — M I R A N D A [16] Neumann-feladatnak, S C H I F F E R [3] 
Robin-feladatnak, B I T S A D Z E [4] pedig — az i = v feltétel nélkül — Poincaré-
feladatnak nevezi . 

3.1. Az első peremérték-feladat (Dirichlet-feladat) 

Legyen az xy síkban Q egy korlátos tartomány, S peremmel. Vegyen fel 
az F feszültségfüggvény az S perem mentén egy tp függvénnyel megadott érté-
keket. Ekkor az 

Z F = - g 

F\s = <P 

(16a) 
(16b) 

Dirichlet-feladatnak egy és csakis egy megoldása van az Q tartományban, ha 
teljesülnek az alábbi feltételek ([16] 21, I. tétel): 

a) Az Q tartomány az S peremmel együtt a (16a) egyenlet értelmezési 
tartományában fekszik, 

b) Q egyszeresen összefüggő tartomány, 
c) az S perem Ljapunov-féle zárt görbe, 
d) g(x, y) folytonos Q-n és S-en, továbbá Л-Hölder-folytonos Q-n, 
e) tp folytonos S-en, 
f) z(x, y) háromszor differenciálható Q-n és S-en, és a harmadik parciális 

deriváltjai Л-Hölder-folytonosak. 

Megjegyezzük, hogy a c) feltétel mindig teljesül, ha S kétszer folytonosan 
differenciálható, a d) feltétel mindig teljesül, ha y) folytonosan differenciál-
ható Q-n és az f ) feltétel mindig teljesül, ha z(x, y) négyszer folytonosan diffe-
renciálható ß - n és S-en. 

A fenti feltételek teljesülése esetén a megoldás integrál-operátorok segít-
ségével (potenciál-alakban) állítható elő. Megemlítjük még, hogy ha a (16a,b) 
Dirichlet-feladatnak létezik megoldása anélkül, hogy a fenti feltételek teljesül-
nének, akkor ez a megoldás egyértelmű ( [16] 5, I. tétel). 

A körben függőlegesen megtámasztott zárt (gyűrűszerű) peremtartóra 
támaszkodó héj egyértelmű membránállapotát az F\s = 0 peremfeltétel biz-
tosítja. Ez a feltétel mindig előírható, és a peremvonal a rá ható erők kötél-
görbéje lesz. 

Ismeretes, hogy a megoldást előállító potenciálok létezéséhez nem szük-
séges, hogy az S peremgörbe görbülete az S minden pontjában véges legyen 
([24] 375. o.) . Ennek alapján a Dirichlet-feladatnak akkor is létezhetik megol-
dása, ha a c) feltétel nem teljesül, azaz az S perem nem egyetlen Ljapunov-féle 
zárt görbe, hanem véges sok, egymáshoz törésponttal csatlakozó Ljapunov-féle 
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görbeszakasz egyesítése. Ekkor azonban előfordulhat, hogy a megoldás a törés-
pontokban szinguláris, azaz a töréspontokban végtelen nagy metszeterők jelen-
nek meg. Közismert az a szingularitás, amely a négyszögalaprajz feletti, függő-
legesen megtámasztott peremű elliptikus paraboloidhéj sarokpontjaiban je-
lentkezik (lásd pl. [14] 142. o.). Ennél a feladatnál a sarkok akármilyen kis 
(de nem nulla) sugarú lekerekítésével a c) feltétel kielégíthető, és így a szingu-
laritás megszüntethető. 

Ha az S perem egyenesszakaszokból áll, akkor az egyes peremszakaszokon 
előírhatjuk a normálerő értékét ([22] 2.2. pont) . í g y pl. egy, a felületén terhe-
letlen, derékszögű négyszögalaprajz feletti elliptikus héj (7a. ábra) mindig 
membránállapotban lesz, ha az egyik peremét valamilyen f(x) megoszlásban 
normálerő terheli, és a héjat úgy akarjuk egyensúlyban tartani, hogy a peremén 
körben csak nyíróerők ébredjenek (7b. ábra). (A peremek függőlegesen és a 
peremtartók síkjában bekövetkező elmozdulások ellen is meg vannak támaszt -
va.) Ennek a feladatnak mindig van megoldása, de a megoldás — általános 
esetben — nem egyértelmű, azaz a feladat statikailag határozatlan. Ez abból 
adódik, hogy általános esetben az F feszültségfüggvénynek a peremen f e lve t t 
értékei az AB oldal (7b. és 8. ábra) kivételével egy térbeli négyszöghöz illesz-
kednek. Lineáris és konstans tagok hozzáadásával azonban e térbeli négyszög-
nek csak két oldala tehető nullává, pl. a CD és a DA szakasz feletti oldala. 
Ekkor а В csúcs felett a feszültségfüggvény értéke még tetszőlegesen előírható. 
Mivel a Dirichlet-feladatnak bármely В pontbeli F érték mellett létezik egy-
értelmű megoldása, ezért az eredeti fe ladatnak végtelen sok megoldása van. 
A megoldás egyértelműségéhez további feltételre van szükség. A feladat meg-
oldása egyértelmű pl. akkor, ha a megfelelő koordinátasíkokra a héj közép-
felülete is, a peremek is és az f(x) függvény is szimmetrikus, és ennek alapján 
a megoldástól is szimmetriát követelünk meg. Ha az előbbi feladatot tetsző-
leges háromszög alaprajz feletti elliptikus héjra fogalmazzuk meg (9. ábra), 

a . D. 

X 
D 

r i y =0 
С 

У 

n x = 0 
X 

n y = f( X ) 

7. ábra. aj El l ip t ikus héj . b) A hé j a l a p r a j z a és a peremfel té te lek 
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8. ábra. Az F feszültségfelület peremgörbéje 

a . D. 

9. ábra. a) H á r o m s z ö g a l a p r a j z fe le t t i elliptikus h é j ; b) A há romszög ta r tomány és a p e r e m -
fel tételek 

akkor a megoldás egyértelmű. Négynél t öbb oldalú sokszögalaprajz esetén 
azonban — a négyszögalaprajz esetéhez hasonlóan — a megoldás létezik ugyan, 
de nem egyértelmű. 

Az elmondottakhoz hasonló megállapításokra jutunk abban az esetben 
is, amikor a felületén terhelt, sokszögalaprajz feletti elliptikus héj valamennyi 
peremszakasza oldalnyomásmentes [7], v a g y a peremen körben előírjuk a nor-
málerő értékét. 

Gyakorlati fontosságuk miatt tegyünk külön említést a derékszögű négy-
szögtartomány feletti transzlációs héjakról. Ezeknél a héjaknál, ha a peremen 
körben előírjuk a redukált normálerő értékét, akkor ez a feltétel a héj belsejé-
ben egyértelműen meghatározza az nx, ny redukált normálerők értékét. Az nxy 

redukált nyíróerő értéke azonban csak egy additív állandótól eltekintve egy-
értelmű. A héj ügy van membránállapotban, hogy a héjban a nyíróerő elosz-
lása végtelen sokféle lehet. Ez annak a következménye, hogy ilyenkor az F 
feszültségfüggvény a lineáris és konstans tagok mellett egy xy-os taggal is 
kiegészíthető úgy , hogy a differenciálegyenlet és a peremfeltételek továbbra is 
kielégüljenek. 

Legyen ugyanis a középfelület egyenlete z — z f x ) z2(y) és legyenek a 
négyszög oldalai az x és az y tengellyel párhuzamosak. Ekkor az (1) egyenlet 
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a következő alakot veszi fel: 

d2Zo ci2 F , d2z. b2F 
+ — = - £ • (1 6 c ) dy2 Эх2 dx2 by2 

Határolják a négyszögtartományt az x = és az у — f^b egyenletű egyene-
sek. Az egyszerűség kedvéért legyen a héj oldalnyomásmentes. Ezt a kívánal-
mat az 

Э 2F 
x — / a egyeneseken az rex = ^ g = 0 , 

d2F 
az x = Azb egyeneseken az ny = ^ g = 0 

(16d) 

peremfeltételek juttatják kifejezésre. Ezek a peremfeltételek kiintegrált alak-
ban is megfogalmazhatók, miszerint F értékei a peremen egy térbeli négyszöget 
adnak. Könnyen igazolható, hogy ha F kielégíti a (16c) egyenletet és a (16d) 
feltételeket, akkor az Fx — F + C4 -f- C2x -f- C3y C4xy függvény is kielégíti, 
ahol Cv C'2, C3, C4 tetszőleges állandók. Az is látszik, hogy az F-ből és az F4-ből 
számított nxy redukált nyíróerő a C4 állandóban különbözik egymástól. A C4, 
C2, C3, C4 állandók szabad megválasztása lehetővé teszi, hogy a peremen F 
értékét körben nullává tegyük. Ez azonban semmit nem változtat azon a 
tényen, hogy az nxy redukált nyíróerő csak egy additív állandótól eltekintve 
van egyértelműen meghatározva. Ugyanez a helyzet, ha a peremen körben 
úgy írjuk elő a redukált normálerő értékét, hogy különbözzön nullától. 

A redukált nyíróerő fentiekben ismertetett sokértékűsége hasonló a 
derékszögű négyszögtartomány feletti dongahéjak esetéhez, ha a tartomány 
egyik oldala párhuzamos a karakterisztikákkal és adott a redukált normálerő 
értéke a karakterisztikákra merőleges oldalak mentén [23]. 

A (16a,b) Dirichlet-feladatnak akkor is létezik egyértelmű megoldása, 
ha az Q tartomány többszörösen összefüggő. Álljon az S perem m -f- 1, közös 
résszel nem rendelkező zárt görbéből, azaz legyen 

m 
s = и Sj, 

0 

ahol Sj (jf = 0, 1, 2, . . ., m) kétszer folytonosan differenciálható, és az S0 

görbe által határolt korlátos tartomány tartalmazza a többi m db. Sj görbét 
(10a. ábra). Adjuk meg az Sj görbéken az F feszültségfüggvény értékét, legyen 
ez cpj ( j = 0, 1, 2, . . ., m). Ha folytonos, akkor a (16a, b) feladatnak létezik 
egyértelmű megoldása. M I H L I N ([15] 138. o.) a megoldás előállítását arra az 
esetre mutatja meg, amikor a (16a) egyenlet kanonikus alakú és homogén. 
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Szegélyezze a többszörösen összefüggő tartomány felett i elliptikus héj 
minden peremét csak húzásnak és nyomásnak ellenálló szegélygerenda (10b. 
ábra). Ha a feszültségfüggvény értékét minden egyes Sj zárt peremen úgy írjuk 
elő, hogy ott a feszültségfüggvény zárt síkgörbe legyen (minden egyes perem-
nél más-más állású síkban), akkor ilyen feltétel mellett a héj membránállapot-
ban van és elérhető, hogy a szegélygerendákban mindenütt csak húzás-nyo-
más ébred, azaz a peremgörbék a rájuk ható erők kötélgörbéi lesznek. Ekkor 
azonban a peremtartókon megfelelő eloszlású függőleges irányú külső erőket 
kell működtetni, hogy a héj, ill. a peremtartók egyensúlya és a peremtartók 
tengelyvonalának „kötélgörbesége" a térben is biztosítva legyen. Ha a feszült-
ségfelület peremsíkjai adottak, akkor a héj feszültségállapota, és ebből a pere-
meken működtetendő függőleges erők eloszlása és nagysága is meghatároz-
ható. Ha peremfeltételként csak azt írjuk elő, hogy a peremek peremtartóira 
csupán függőleges irányú külső erők működjenek (a peremgörbék a rájuk ható 
erők kötélgörbéi legyenek), akkor a héj membránállapotban van, de a membrán-
állapot nem egyértelmű, mivel a feszültségfelület peremgörbéinek a síkjai tet-
szőlegesek lehetnek. (A héj rögzített felületi terhelés esetén többféle perem-
teher mellett is membránállapotban lehet. A héj feszültségállapota ennek meg-
felelően többféle lesz.) Minthogy a héj ilyen peremfeltétel mellett statikailag 
határozatlan, előírható még pl. a héj belső peremein az ott működő függőleges 
élteher átlagos nagysága. Az élteher megoszlásfüggvénye azonban nem lehet 
tetszőleges, és így azt nem lehet előírni, mivel összefüggésben v a n a peremtartó-
ra ható membránerőkkel. (Ezt az összefüggést pl. forgásparaboloidhéjon levő 
köralaprajzű felülvilágító nyílásra lásd a [9] tanulmányban.) Kétszeresen 
összefüggő tartomány esetében ilyen típusú héjat vizsgál pl. C S O N K A [8]. 
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Hasonló feladatot tárgyal a fentiektől némileg eltérő feltételek mellett pl. 
[10, 11]. 

A többszörösen összefüggő tartomány feletti membránhéjak vizsgálatá-
val VEK.UA is foglalkozott [26, 27]. Vizsgálatai azonban nem a Pucher-féle 
egyenletre épülnek, és tárgyalásmódjának alapját a komplex analízis képezi . 
Vizsgálatai szerint a feladat egyértelmű megoldhatósága és a peremértékek 
jellege a feladat ügynevezett indexszámával is kapcsolatban van, de ezzel mos t 
nem kívánunk foglalkozni. Eredményeire a 4. szakaszban fogunk röviden 
kitérni. 

3.2. A második peremérték-feladat 

Legyen az xy síkban Q egy korlátos tartomány, S peremmel. Az S perem-
görbe minden pontjához legyen hozzárendelve egy, az ß - b o l kifelé mutató i 
irány (egységvektor) (1E ábra), és legyen adott az S peremen az F feszültség-
függvény i iránymenti deriváltja egy <p függvénnyel . Tekintsük ekkor az 

Z F = - g 

9 F 
~дГ 

= у 

(17а) 

(17b) 

második peremérték-feladatot. 
A (17a, b) második peremérték-feladatnak létezik megoldása, és az egy 

additív állandótól eltekintve egyértelmű, ha teljesülnek az alábbi feltételek 
([16] 5, IV.; 22, I.; 23, I.; 23, VII. tételek): 

a) az Q tartomány az S peremmel a (17a) egyenlet értelmezési tartomá-
nyában fekszik, 

11. ábra. Egysze r e sen összefüggő k o r l á t o s t a r t o m á n y 
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b) Q egyszeresen összefüggő tartomány, 
c) az S perem Ljapunov-féle zárt görbe, 
d) az i irány nem érinti az S görbét abban a pontban, amelyben az i 

irány meg v a n adva, 
e) az i irány A-Hölder-folytonosan változik az S görbe mentén, 
f) g(x,y) folytonos Q-n és S-en, t o v á b b á A-Hölder-folytonos Û-u, 
g) y fo lytonos S-en, 
h) z(x, y) kétszer differenciálható Q-án és S-en, és a második parciális 

deriváltjai A-Hölder-folytonosak, 
i) teljesül a 

- J [ g(x,y)dxdy - j y(s)ds = 0 (18) 

Q S 

kompatibilitási feltétel, ahol s az S görbe ívhosszparaméterét jelöli. 
A fenti feltételek teljesülése esetén a megoldás integrál-operátorok segít-

ségével (potenciál-alakban) állítható elő. 
Megjegyezzük, hogy az e), f) és h) feltételek mindig teljesülnek, ha ben-

nük A-Hölder-folytonosság helyett fo lytonos differenciálhatóságot tételezünk 
fel. 

Jelölje n az S perem tetszőleges P pontjában az ß - b o l kifelé mutató nor-
málist (egységvektort), t pedig az S perem P pontbeli érintőjének az irányát 
(egységvektorát) (12. ábra). Legyen i = n. 

Tekintsünk egy tetszőlegesen megoszló függőleges felületi tehernek kitett , 
sokszögalaprajz feletti elliptikus héjat (13a. ábra). Legyen a sokszög m-oldalú, 

У 

X 

12. ábra. A p e r e m v o n a l normál is i rányú és é r i n t ő i rányú egységvektora a pe remvona l egy 
p o n t j á b a n 
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oldalhosszakkal (13b. ábra). Támasszuk meg a héjat úgy, hogy 
az 

m 
s j ( j = 1, 2, . . ., m); S = U Sj 

l - i 

peremszakaszai körben nyíróerőmentesek legyenek. Tudjuk, hogy egyenes 
peremszakasz nyíróerőmentességét a dF/dn = állandó feltétel biztosítja [22]. 
Esetünkben tehát a peremfeltétel a következő lesz: 

Э F  
9 n 

- bj , bj = állandó ( j = 1, 2 , . . . , m). (19) 

Az F feszültségfüggvény egy Ax + By alakú kifejezéssel, ahol A és В állandó, 
kiegészíthető anélkül, hogy a héj feszültségállapotát ez befolyásolná. A és В 
alkalmas megválasztásával a bj állandók közül kettő nullává tehető. Legyen pl. 
ftj = fc2 = 0. Ekkor a (19) feltétel helyébe az alábbi kerül: 

dF 
dn 

= b j ft y = 0 , h a j = 1 ,2 , 
si ' l bj — állandó, ha j = 3, 4 , . . . , 

(20) 

A (17b) feltételben szereplő <p függvény most egy lépcsős függvény lesz, amely-
nél az ugrások helye az S perem töréspontjaiba esik. í g y az S perem töréspont-
jaiban sem a c) sem a g) feltétel nem teljesül. Ezért elég kicsi e sugarú körökkel 
lekerekítjük a sarkokat, és megszüntetjük a cp függvény szakadásait úgy , 
hogy a körív végpontjaiban levő bj és ftJ+i függvényértékeket egy, a körív 
mentén lineárisan változó szakasszal összekötjük. Ily módon kielégíthetők az 

Q. b. 

13. ábra. a) A peremein normál is i r á n y b a n m e g t á m a s z t o t t , sokszögalapra jzú ell iptikus h é j . 
b) A sokszögalakú t a r t o m á n y 
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a)—h) feltételek. (Az eredeti feladat megoldását majd e —>- 0 határátmenettel 
értelmezzük.) Ki kell azonban még elégíteni a (18) kompatibilitási feltételt . 
Ez most az alábbi formát ölti: 

Látható, hogy m > 3 esetén a (21) feltétel végtelen sokféleképpen kielégíthető, 
hiszen a bj értékeket egy kivétellel szabadon megválaszthatjuk. A bj állandók-
nak minden, a (21)-et kielégítő rendszere egy meghatározott (17b) feltételt 
determinál, amely mellett a (17a, b) peremértékfeladatnak létezik megoldása, 
és ez a megoldás egy additív állandótól eltekintve egyértelmű. Mivel a bj állan-
dóknak végtelen sok, a (21)-et kielégítő rendszere van, ebből az következik, 
hogy feladatunknak végtelen sok megoldása van. m = 3 esetében a bj állandót 
a (21) feltétel egyértelműen meghatározza, így a (17b) feltétel is egyértelmű, 
ami azt eredményezi, hogy a feladatnak, egy additív állandótól eltekintve, 
csak egyetlen megoldása van . Az additív állandónak azonban — mint tudjuk — 
nincs befolyása a héj feszültségállapotára. 

A fentiek alapján végeredményben azt mondhatjuk, hogy egy sokszög-
alaprajz felett i elliptikus héj mindig membránállapotban lehet, ha a pereme 
körben nyíróerőmentes. H a az alaprajz háromszög, akkor a feladat statikailag 
határozott, és a héj csak egyféleképpen lehet membránállapotban. Ha azonban 
az alaprajz négy- vagy többoldalú sokszög, akkor a feladat statikailag határo-
zatlan, és a héj sokféleképpen lehet membránállapotban. 

Az elmondottakkal teljesen analóg az az eset, amikor a héj peremén kör-
ben előírjuk az nnt redukált nyíróerő értékét. 

A matematikai elmélet alapján kapott eredményeink statikai megfonto-
lások alapján is kikövetkeztethetők. Tekintsük az előzőkben tárgyalt nyíróerő-
mentes peremű héj alaprajzát (13b. ábra). Legyen a héjat terhelő g(x, y) felü-
leti erők eredőjének támadáspontja alaprajzi vetületben a P pont (14. ábra)-

14. ábra. A perem inenti r eduká l t normálerők oldalankénti részeredőinek hatásvonalai 
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Nem szükséges, hogy P a sokszögön belül legyen. Mivel az egyes peremszaka-
szokon csak normálerők működnek, ezért e normálerők eredője szakaszonként 
merőleges az adott sokszögoldalra. Ugyanakkor a héj külsőleg, mint merev 
test, pl. úgy lehet egyensúlyban, ha a peremszakaszokon működő normálerők 
eredőinek hatásvonalai a külső teher eredőjének hatásvonalán, egy pontban 
metszik egymást. Alaprajzban ez úgy jelentkezik, hogy az említett részeredők 
hatásvonalai mind átmennek a P ponton (14. ábra). Annak a lehetősége, hogy 
a részeredők a térben is egy pontban messék egymást, azáltal van biztosítva, 
hogy egy elliptikus felület függőleges síkmetszete soha nem egyenes és így a 
metszetgörbén mindig megadható olyan normális irányú erőrendszer, amelynek 
eredője egy megkívánt z magasságban döfi a görbét kialakító metszősíkot. Mivel 
térbeli közös metszéspontú erőknél egy erő csak akkor egyensúlyozható, egy-
értelmű módon adott hatásvonalú erőkkel, ha a hatásvonalak száma három, 
ezért csak a háromszögalaprajz feletti, nyíróerőmentes peremű elliptikus héj 
lehet egyértelmű membránállapotban. 

Legyen az xy síkban Q egy korlátos tartomány S peremmel. Az S perem-
görbe minden pontjához legyen hozzárendelve egy, az fí-ból kifelé mutató i 
irány (egységvektor) (11. ábra), és legyen adott az S peremen egy a, ß és qp 
függvény úgy, hogy az S perem minden pontjában a > 0 legyen. Tekintsük 
ekkor az 

harmadik peremérték-feladatot. Teljesüljenek a következő feltételek: 

a) az Q tartomány az S peremmel a (22a) egyenlet értelmezési tartomá-
nyában fekszik, 

b) Q egyszeresen összefüggő tartomány, 
c) az S perem Ljapunov-féle zárt görbe, 
d) az i irány nem érinti az S görbét abban a pontban, amelyben az i 

irány meg van adva, 
e) az i irány iránykoszinuszai differenciálható módon változnak az S 

mentén, úgy hogy a deriváltak A-Hölder-folytonosak, 
f ) g(x, y) folytonos í2-n és S-en, továbbá A-Hölder-folytonos Q-n, 
g) ß folytonos S-en, 
h) qp folytonos S-en, 
i) z(x,y) háromszor differenciálható í2-n és S-en, és a harmadik parciális 

deriváltjai A-Hölder-folytonosak. 

3.3. A harmadik peremérték-feladat 

- g , (22a) 

l 
(22b) 
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Ekkor — mivel az £ Pucher-féle operátor önadjungált ([16] 12. o.) — a 
(22a, b) harmadik peremérték-feladatra a következő alternatíva áll fenn ([16] 
22, I.; 22, III . , 23, I., 23, II.; 23, VII. tételek): 

A (22a, b) feladathoz tartozó 

£ F = 0 , 

= 0 
9 F 

(23a) 

(23b) 

homogén feladatnak vagy csak egyetlen megoldása van, és ez az F = 0, és 
ekkor a (22a,b) feladatnak tetszőleges g és cp függvényre egy és csakis egy meg-
oldása van (ez integráloperátorok segítségével állítható elő); vagy van a (23a,b) 
homogén feladatnak p lineárisan független Fv F2, . . ., Fp megoldása, és ez 
esetben a (22a,b) feladat akkor és csak akkor oldható meg, ha minden Fj-re 
( j = 1, 2, . . ., p) teljesül az alábbi kompatibilitási feltétel: 

- J J « ( * . У) Fj(x, y) d x d y - j cp(s) • Fj(s) ds = 0 , (24) 

ahol s az S görhe ívhosszparaméterét jelöli. Ha a (24) feltétel minden Fy-re 
( j = 1 , 2 , . . . , p) teljesül, akkor a (22a, b) feladatnak végtelen sok megoldása 
van, és ha F0 egy ezek közül, akkor az összes többi F 0 Fej Fj alakú, ahol cy 
tetszőleges állandó. Ha ß >> 0, akkor a (22a,b) feladatnak egy és csakis egy 
megoldása van. 

A harmadik peremérték fizikai jelentését körtartományra ismerjük. Le-
gyen i = re, ahol re az S körvonal külső normálisát jelöli. Jelölje R a kör suga-
rát. Ha a peremen körben előírjuk az nnt redukált nyíróerő értékét egy y függ-
vénnyel, akkor ez a következő alakú feltételhez vezet [22]: 

= + (25) 
К an 

ahol s a körív ívhossz-paramétere, a pedig állandó. Ha a perem nyíróerőmentes, 
akkor ezt a tényt az 

(26) 
R 9re 

összefüggés juttatja kifejezésre. Azt, hogy egy köralaprajz feletti elliptikus héj 
a (25) vagy (26) peremfeltétel mellett membránállapotban lehet-e, és ha igen, 
akkor a héj belső erői ezen peremfeltételek által egyértelműen vannak-e meg-
határozva, a fenti alternatíva-tétel alapján dönthető el. 
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Nézzünk erre egy egyszerű példát. Tekintsünk egy, a felületén függőleges 
erőkkel terhelt forgásparaboloidhéjat. A középfelületének egyenlete legyen 
z = (X2 + y2)/2. Legyen a héj x2 4~ J 2 = R2 egyenletű pereme nyíróerőmentes. 
Ekkor a héj a külső terheket a peremén csak normálerőkkel egyensúlyozza 
(15. ábra). A peremfeltételt most a (26) összefüggés jelenti. Ezt az egyenletet 
szorozzuk meg — 1-gyel, hogy a z « > 0 feltételt is kielégítsük. í g y a következő 
peremérték-feladathoz jutunk: 

d2F + 3 2F 
3*2 3y2 g • 

(dF — f ) 
\ 3 n R I = — a , 

(27a) 

(27b) 

ahol a = állandó. A (27b) feltételben a = 1, ß = —1/R. A g teherfüggvénytől 
megköveteljük, hogy elégítse ki az f ) feltételt. í g y az alternatíva-tétel vala-
mennyi előfeltétele teljesül. Vizsgáljuk meg, hogy a fenti héj mikor van memb-
ránállapotban. Ha ß >> 0 lenne, akkor a (27a,b) feladatnak létezne egyértelmű 
megoldása. Esetünkben azonban ß < 0, ezért az alternatíva-tétel szerint kell 
eljárnunk. 

Térjünk át az 

X = r • cos ft , y = r • sin ft (28) 

transzformációval polár koordinátákra (16. ábra). Ezzel a (27a, b) feladat az 
alábbi alakot ölti: 

3 2F 
3r2 r 3r 

Í 8 F 1 

3r ~ 7 

1 dF 1 3 2F 

r2 dft2 g• 

— a. 
r-R 

Tekintsük most a (29a,b) feladathoz tartozó 

3 2F 1 dF 1 32F 

3r2 + 
3r 

3r r 

Г2 dft2 

= 0 

0 , 

r-R 

(29a) 

(29b) 

(30a) 

(30b) 

homogén feladatot. Behelyettesítéssel könnyen meggyőződhetünk arról, hogy 
a (30b) peremfeltételnek minden F = r • f ( f t ) alakú függvény eleget tesz. 
Helyettesítsük be F-et a (30a) egyenletbe. Ekkor a 

dft2 
+ / = o (31) 
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közönséges differenciálegyenlethez jutunk, amelynek lineárisan független meg-
oldásai: fy = sin # és / 2 = cos ê . í g y a (30a,b) feladat két lineárisan független 
megoldása a következő: 

Fj = r • sin 0 , F 2 = г • cos % . (32) 
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Most nézzük meg, hogy teljesül-e a (32) függvényekre a (24) kompatibilitási 
feltétel. Mivel esetünkben tp ——a (a = állandó), ezért az Fj-nek, ill. az F2-
nek a (24) egyenletbe való behelyettesítése után, a (28) összefüggések f igyelem-
bevételével az alábbi egyenleteket nyerjük: 

^g-ydxdy = 0, j j g - x d x d y = 0 . (33) 

a a 

A (33) egyenletek azt fejezik ki, hogy a g felületi tehernek mind az x, mind az y 
tengelyre vet t nyomatéka nulla tartozik lenni. A felületi terhek G eredőjének 
tehát át kell mennie a koordinátarendszer kezdőpontján, azaz az alapkör cent-
rumán, azon a ponton, amely a perem menti redukált normálerők hatásvonalai-
nak közös metszéspontja. Ekkor a héj membránállapotban van, de a belső 
erők nincsenek egyértelműen meghatározva. A feladat ekkor statikailag hatá-
rozatlan. 

Ha a g teherfüggvényre a (33) egyenletek nem teljesülnek, azaz a g 
teher eredője nem megy át az alapkör centrumán, akkor a héj nem lehet memb-
ránállapotban. 

A (33) kompatibilitási feltételek tulajdonképpen a héjnak mint merev 
testnek az egyensúlyi feltételei. A vizsgált héj csak akkor lehet egyensúlyban, 
ha a g felületi teher G eredőjének hatásvonala átmegy a perem menti normál-
erők hatásvonalainak a közös metszéspontján (17. ábra). Ha a felületi teher 
eredője nem megy át ezen a közös metszésponton (a 17. ábrán az eredőnek ezt 
a helyzetét a G' vektor mutatja), akkor a héj nem lehet egyensúlyban, és ebből 
következően membránállapotban sem. 

Megemlítjük, hogy az alkotóirányban megtámasztott kúpoknál hasonló 
a helyzet [23]. 

Az ebben a szakaszban vizsgált megtámasztási mód különböző eseteivel 
G O L ' D E N V E J Z E R is foglalkozott ( [ 1 2 ] 1 8 6 . és 2 0 2 . O . ) . 

3.4. A vegyes peremérték-feladat 

Mint ahogy a 3. szakasz bevezetőjében említettük, az (1) egyenletre 
vonatkozó vegyes peremérték-feladaton az olyan feladatot értjük, amelynél az 

Я F 
ot^r + ß F = <p (34) 

Öl 

peremfeltételben, az S perem egy-egy szakaszán eltűnik az a vagy a ß anélkül, 
hogy a vagy ß a teljes peremen azonosan nulla lenne. 
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Ha az Q korlátos tartomány egyszeresen összefüggő, és az S perem néhány 
szakaszán ß = 0, akkor ennek a vegyes feladatnak a megoldhatósága a 3.3. 
szakaszbeli alternatíva-tétel alapján dönthető el. 

Jóval bonyolultabb ennél az a feladat, amikor az Q korlátos tartomány 
egyszeresen összefüggő, és az S perem néhány szakaszán a = 0. Az ilyen t ípusú 
vegyes peremérték-feladat megoldhatóságára vonatkozóan [16] tartalmaz 
néhány irodalmi utalást (lásd az idézett mű 233 — 235. oldalait). 

Ha az Q kétszeresen összefüggő korlátos tartomány, melyet az és S2 , 
közös résszel nem rendelkező peremek határolnak (S = SX U S2 , f | S2 = 0), 
és a keresett F függvény adott az SX peremen, a (34) összefüggés pedig az S 2 

peremen (feltéve, hogy i = v), akkor F-e t potenciál-alakban lehet felírni, és 
ennek alapján lehet megvizsgálni, hogy a feladat megoldható-e ([16] 233. o.). 

í g y pl. a kanonikus alakú (1) egyenlet mindig megoldható a 18. ábrán fel-
tüntetett tartományon, ha az S4 peremén F , az S2 peremén pedig DF/DN érté-
kei vannak előírva [20]. Ennek alapján egy sokszögalaprajz feletti forgáspara-
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18. ábra. a) Ké t sze resen összefüggő t a r t o m á n y , b) Há romszöga lap ra j z fe le t t i ell iptikus h é j 
felülvi lágí tó nyí lással . @ csak húzás -nyomásnak el lenál ló peremgerenda, @ nyí róerőmentes 

perem 

boloidhéj felülvilágító nyílással mindig membránállapotban lehet, ha a felül-
világító nyílást csak húzás-nyomásnak ellenálló peremgerenda szegélyezi, és a 
héj külső pereme nyíróerőmentes. A felülvilágító nyílás peremén természetesen 
most is megfelelő függőleges élterhet kell működtetni . Egy i lyen héjat szemlél-
te t a 18b. ábra háromszögalaprajz esetén. 

4. Peremfeltételek az elliptikus membránhéjak egyensúlyi 
egyenletrendszere esetén 

Vizsgálatainkat a membránhéjak Pucher-féle differenciálegyenletének 
segítségével végeztük. Végezetül — ha csak utalásszerűén is — ejtsünk szót a 
tárgyalás másfajta lehetőségéről. 

A membránhéjak tárgyalásának másik módja, ha a metszeterőkre felírt 
differenciálegyenlet-rendszert alkalmazzuk ( [12] 106. o.). Ezekben az egyenle-
tekben a metszeterők az ismeretlenek, így a peremfeltételeket közvetlenül a 
metszeterők kifejezéseivel lehet megadni. Tekintsük egy elliptikus héj érintő-
síkját a héj S peremének egy P pontjában. Jelöljük ki az érintési pontban az 
érintősíkba eső, a peremgörbére merőleges és a peremgörbét érintő irányt . 
A merőleges irányba mutató normálerőt jelöljük JV„-nel, az érintőirányba mu-
ta tó nyíróerőt Nn,-ve 1. Adjunk meg továbbá az érintési pontban egy, az érintő-
síkba eső i irányt, amely a normális irányhoz ff(r) szög alatt hajlik (19. ábra). 
Ekkor a peremgörbén általános esetben az alábbi peremfeltételt lehet előírni 
([12] 201. o„ [26] 81. o.): 

Nn cos O-(T) -f- Nnt sin с (т) — y(t), r Ç S . (35) 
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19. ábra. A p e r e m g ö r b é h e z ta r tozó k i t ü n t e t e t t i rányok a h é j é r i n t ő s í k j á b a n 

Ez a feltétel magában foglal két fontos esetet: 

1) ha a(x) = 0 , akkor N„ — y(r) , 

2) ha <r(r) = — , akkor Nnt = y(r) . 

í g y tehát előírható y(x) = 0 esetén, hogy a héj pereme legyen oldalnyomásmen-
tes, ill. nyíróerőmentes. 

A membránhéj peremérték-feladata egyszeresen és többszörösen össze-
függő tartományokra is értelmezve van . Ezen belül természetesen a vegyes 
feladat is. Legyen például a héj kétszeresen összefüggő. Álljon a S perem két, 
közös résszel nem rendelkező görbéből: S = Sx (J S2. Ekkor előírható, hogy 
legyen Nn = yx( r) Sx-en és Nnt = у2(т) S2-n. 

V E K U A [26, 27] a fent i feladatok megoldhatóságának feltételeit komplex 
interpretációban adja. Külön foglalkozott azzal az esettel , amikor a héj pere-
mén előírjuk az Nn normálerő eloszlását. Vizsgálatai szerint ilyen peremfeltétel 
mellett egy elliptikus héj egyszeresen összefüggő tartomány felett csak akkor 
lehet membránállapotban, ha teljesülnek bizonyos ( [18] alakú) integrálfelté-
telek. Hasonló a helyzet kétszeresen összefüggő tartomány esetében is. Ha a 
tartomány háromszorosan vagy ennél többszörösen összefüggő, akkor a héj 
mindig membránállapotban van. A héj membránállapota azonban n e m egy-
értelmű, mert ha a tartomány m + 1-szeresen összefüggő, akkor a metszeterők 
kifejezésében 3m — 3 valós állandó szerepel, melyeknek az értéke tetszőleges. 
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order to bring the shell i n to a s ta t ical ly de te rmina ted m e m b r a n e state. In t h e t w o first pa r t s of 
t h e paper published ear l ier the exis tence a n d uniqueness condi t ions of the so lu t ion to the m e m -
brane-shel l equa t ions h a v e been inves t iga t ed in connec t ion with hyperbo l i c and parabol ic 
shells. I n the th i rd p a r t a t hand , the resu l t s of the inves t iga t ions carried o u t in connection w i t h 
ell iptic shells are dea l t wi th . 

Über die Exis tenz- und Eindeut igkei tsbedingungen des Membranzus tandes von Schalen-
kons t ruk t ionen — III. Elliptische Schalen. Die Abhandlung b e f a ß t sich mi t d e m Problem ob u n d 
welche Un te r s tü t zungsbed ingungen m a n f ü r eine an den R ä n d e r n einer d u r c h beliebig vertei l te , 
senkrech te K r ä f t e be la s t e t en Schale vorschre iben sollte b z w . dürf te , u m die Schale in einen 
s t a t i sch bes t immten M e m b r a n z u s t a n d zu bringen. I m f r ü h e r erschienenen e r s t en und zweiten 
Teil der Abhand lung w u r d e n die E x i s t e n z - und E indeu t igke i t sbed ingungen der Lösung der 
Membranscha lengle ichung in Z u s a m m e n h a n g mit den hyperbol i schen u n d parabol ischen Scha-
len un te r such t . I m vorl iegenden d r i t t e n Teil der A b h a n d l u n g werden die Ergebnisse der in 
Z u s a m m e n h a n g mi t den elliptischen Schalen du rchge füh r t en Un te r suchungen dargelegt. 
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AZ ÖNTVÉNYMINŐSÉG JAVÍTÁSÁNAK 
TERMÉSZETTUDOMÁNYOS ALAPJAI* 

P R O H Á S Z K A J Á N O S * * 

AZ MTA LEV. TAGJA 

[Beérkeze t t 1979. m á j u s 15-én] 

A do lgoza tban az ö n t v é n y g y á r t á s fő f e l ada t a inak 1. nagysz i lá rdságú 2. m é r e t -
pon tos és 3. gazdaságos t e r m é k e k n e k az e lőál l í tásával kapcso la tos a n y a g t u d o m á n y i 
i smere tanyago t á l l í to t ta össze a szerző. A szilárdságnövelés v a l a m e n n y i , a diszlokációs 
elméletből i smer t m e c h a n i z m u s a említésre k e r ü l , mérlegelve a z t , hogy a kü lönböző 
ö n t v é n y a n y a g o k n á l melyek a k ö n n y e n és jó l fe lhaszná lha tók . A mére tpon tosságo t a 
lehűlés során bekövetkező f a j t é r foga tvá l t ozá s s z a b j a meg. F a j t é r f o g a t v á l t o z á s r a veze t 
a fáz i sá ta laku lásokon kívül a hőmérsékle t és koncen t rác ióvá l tozás mindenkor , h a az 
n e m egyenletes és azonos m é r t é k ű a termék m i n d e n p o n t j á b a n és minden időben. A jó 
ön the tősége t az ömledék v iszkozi tása szabja meg . A dolgozatban b e m u t a t á s r a k e r ü l n e k 
azok a ké ta lko tós ö tvöze t rendszerek , me lyeknek a viszkozi tása a dermedés so r án 
v iszonylag kevese t vál tozik . 

Az öntvénygyártás feladata, hogy 

a ) nagyszilárdságú 
b) méretpontos és 
c ) olcsó 

termékeket állítson elő. Az anyagtudomány (material science) és a fizikai fém-
tan (physical metallurgy) fejlődése már el jutott arra a fokra, hogy minden 
olyan kérdésre, amely a fenti feladatok megoldásával kapcsolatban felmerül, 
többé-kevésbé egyértelmű választ tud adni, bár gazdaságossági kérdésekben 
sokkal inkább a tapasztalati , a gyakorlati ismeretek dominálnak. Ezért az 
öntvénygyártás gazdaságossági problémáival nem foglalkozunk, bár annak 
jelentősége szinte felbecsülhetetlen éppen annak következtében, hogy a gép-
iparra, egyik legnagyobb termelési ágazatunkra megszabó módon rányomja 
bélyegét . 

A következőkben az anyagismereti eredmények alapján megkíséreljük 
összefoglalni azokat az alapelveket, amelyek utalást adnak a szilárdságnövelés 
és a méretpontosság fejlődési irányaira. Mindenekelőtt meg kell említeni, hogy 
minden elméleti eredmény ezen a területen bizonyos mértékig csak kiegészíti 
azokat a korábbi tapasztalati eredményeket, amelyek a fémekkel és ötvöze-
teikkel kapcsolatban már évezredek óta felhalmozódtak és mennyiségük növe-
kedése mind a mai napig tart. 

* A I X . ön tőnapokon , Kecskemé ten 1979. ápri l is 26-án m e g t a r t o t t előadás. 
** Prof . Dr . P rohászka J á n o s , 1118 Budapes t , Rozmar ing u . 9. 
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A szilárdságnövelés — ú g y vél jük — va lamenny i lehetséges m ó d j á t a 
diszlokációs elmélet m e g h a t á r o z t a [1]. N a g y o n va lósz ínűt lennek t ű n i k , hogy 
a közel jövőben ú j lehetőségeket t á r n á n a k fel a ku ta tók . A lehetséges szi lárdság-
növelő módszereke t a ké sőbb iek során röv iden á t t e k i n t j ü k . 

2 0 30 40 

s ú l y % C r 

5 0 60 70 8 0 9 0 

0 10 2 0 30 40 5 0 60 70 8 0 9 0 100 
Fe Cr 

a t o m % Cr 

1. ábra 
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A méretpontos öntvények előállításának a feltételeit tudomásunk szerint 
még nem foglalták össze. Nagyon egyszerű lenne azt kijelenteni, hogy az önt-
vényeket olyan ötvözetekből kell készíteni, amelyek a megdermedés után 
egyfázisúak és bennük második fázis sem allotrop módosulatváltozással, sem 
kiválással, sem egyéb módon nem keletkezik. Az i lyen öntvények méretei az 
ismert hőtágulási együtthatók alapján minden különösebb nehézség nélkül 
számíthatók és megtervezhetők. 

A Fe—Cr ötvözetrendszerben (1. ábra) a 1 3 - f - 2 5 Cr súlyszázalék-tarto-
mányba eső ötvözetekben teljesül az a feltétel, hogy bennük, a megdermedés 
után nem megy végbe fázisátalakulás. Ezért bennük a későbbiek során pl. 
hőmérsékletváltozás hatására maradó térfogat-, ill. méretváltozás nem követ-
kezik be. Természetesen a hőtágulásból eredő méretváltozást elkerülni nem 
lehet. Azonban, ha hőmérsékletkülönbségek az öntvényben nem alakulnak ki, 
akkor az öntvény hőmérsékletének növelése vagy csökkenése csak a már emlí-
tet t számítható méretváltozást okozza. 

A méretpontosság biztosításának érdekében azonban a szilárd halmaz-
állapotban végbemenő fázisátalakulás elkerülése nem elégséges, további szigo-
rításra is szükség van. A második fázis megjelenésének a kizárása nem elégsé-
ges, még azt is el kellene érni, hogy a megdermedés úgy menjen végbe, hogy az 
ömledék megszilárdulása során ne keletkezzék kémiai koncentrációkülönbség 
az öntvényben. Ez a különbség ugyan kiegyenlítő (homogenizáló) hőkezeléssel 
eltüntethető, de az 

«ô = «A + («в — а,а) С ( ! ) 

Vegard [2] szabálynak megfelelően a kiegyenlítődés, а С koncentrációkülönb-
ségnek az eltűnése a kristályszerkezet rácsparaméterének a megváltozásával 
jár, ami elkerülhetetlenül helyi fajtérfogatváltozásra és rendszerint az öntvény-
nek az elhúzódására, a méretek megváltozására vezet. 

Ebben az egyenletben ad az öntvény, ал az egyik, а в pedig a másik 
alkotó rácsparaméterét, С pedig az ötvözet koncentrációját jelenti. A 2. ábra 
néhány vasötvözet rácsparaméterét mutatja [3] a koncentráció függvényében. 
Állításunkat nagyon szemléletesen mutatja a Fe—Ni ötvözetek példája. 
Tegyük fel, hogy a Ni tartalom 40% és a megdermedésnél 30 -F 60% között i 
koncentrációegyenlőtlenség alakult ki. Mind a 30%, mind a 60%-hoz közeli 
koncentrációknál a rácsparaméter a koncentráció kiegyenlítődésnél megnő [ 4 ] 
és ez az öntvény duzzadását okozza. 

A legnagyobb gondosságot követeli a szilárd állapotban végbemenő, 
fázisátalakulásokkal járó térfogatváltozás. Először tekintsük az olyan fázis-
változásokat, melyek az öntvény teljes térfogatában egyenletesen mennek 
végbe. Tegyük fel, hogy az öntvény olyan kétalkotós ötvözetrendszerhez tar-
tozik, mint amilyent a 3. ábra mutat. 
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« Fe -S i 

2,78 
20 40 60 80 100 

o ldo t t a t om Ere % 

2. ábra 

ót F e - V 

На ebből az ötvözetből C0 koncentrációjú öntvény készül és annak 
alakja olyan, mint amilyent a 4. ábra mutat , valamint, ha sikerül betartani 
azokat a feltételeket is, amelyeket a korábbiakban említettünk, akkor az ilyen 
öntvényben nincsenek koncentráció inhomogenitások. 

Addig, amíg a lehűlésnél a T, hőmérsékletet az öntvény el nem éri, méret-
változásra is csak annyira kell számítani, amennyit a 

A\= • AT (2) 

összefüggés megad. Itt a A1 az öntvény valamilyen l0 méretének a változását 
jelenti ugyanolyan mértékegységben, mint az l0, a az ötvözet hőtágulási együtt-
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3, ábra 

hatója, amely azt mutatja meg, hogy 1 °C hőmérsékletkülönbségre az egységnyi 
hosszúságú anyag mennyire húzódik össze, AT pedig a Tm dermedési hőmérsék-
let és а Ту második fázis megjelenésének hőmérsékletéhez tartozó hőmérséklet-
különbség. Ez a méretváltozás az öntvény minden részére érvényes, és ha az 
öntvényben a lehűlés során nem alakulnak ki hőmérséklet-különbségek, akkor 
az öntvény alakját megtartja, csupán az említett mértékben egyenletesen 
zsugorodik. 
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Ha azonban az öntvény mint, legtöbbször — és ebben a példában is — 
különböző falvastagságú, akkor a különböző részek hőmérséklete is különböző 
lesz. Ez már maradó méretváltozásokra vezethet . A maradó méretváltozás 
megindulásának a kritériuma az, hogy a termikus különbségekből adódó feszült-
ségek elérik-e a darabnak az adott hőmérséklethez tartozó folyáshatárát. 
Ugyanis a 

— = a AT=aE ( 3 ) 
/ 
'o 

összefüggés szerint az l0 hosszúságú vékonyabb falban a húzófeszültség ébred, 
amely képlékeny alakváltozásra vezet , ha ez a szóban forgó hőmérséklethez 
tartozó folyáshatárt meghaladja. í g y tehát a falvastagságok függvényében 
megadható, hogy mekkora AT/T hőmérséklet-különbséget engedhetünk meg a 
lehűlés során annak veszélye nélkül, hogy az öntvény maradó alakváltozást 
szenvedne. Ha a hőmérséklet-különbség a falakban a kritikusnál nagyobb, akkor 
a vékonyabb rész maradóan megnyúlik, majd a teljes lehűlésnél ez a rész, 
ennek következtében hosszabb a vastagabb rész hosszánál, ami részben a külső 
részt nyomásra, a vastagabb részt pedig húzásra terheli. Ez már elhúzódásra 
vezethet , a külső rész pl. kihajolhat, az 1 és 2 felület pedig meggörbül. 

Ha a T, hőmérsékletig nem következett be méretváltozás, és sikerül az 
öntvény minden részében ugyanazt a hőmérsékletet egyenletes lehűléssel fenn-
tartani, akkor a fázisátalakulás megindulása a Tx hőmérsékletnél nem vezet 
méretváltozásra, annak ellenére, hogy az öntvény anyaga kétfázisúvá válik, és 
a két fázis fajtérfogata nem azonos. 

Ha az a fázis fajtérfogata Ua , a ß fázisé Vß, akkor az ötvözet fajtérfogata 

V„ = U^x + Vp{l - x ) = Va—b—~ + ( 4 ) 
a + b a + b 

I t t a és b az a, ill. а ß fázishoz tartozó állapotábra metszéseket jelenti a mérleg-
szabályhoz. Ez abban az esetben nem okoz faj térfogatváltozást, ha az a és а ß 
fázis szilárd oldat, és érvényes az ötvözetre a Vegard-szabály. Sajnos, ez az 
arányossági törvény szigorúan nem érvényes, az átmeneti fémeket, a periódu-
sos rendszerben a I I I B — Y I I B és V I I I oszlopaiba tartozó elemeket (Fe, Co, 
Ni, Ti, Cr, Mo, W stb.) is tartalmazó szilárd oldatokban nem teljesül, sőt 
attól lényegesen eltér (1. a 2. ábrát). í g y a szilárd oldatként kiváló második 
fázis is okozhat méretváltozást (bár ez sok esetben elhanyagolható). 

A második fázis megjelenése, ha az vegyület (mint pl. a cementit az Fe—С 
ötvözetekben), mindig térfogatváltozással jár. Ugyancsak térfogatváltozást 
okoz az is, ha az új fázisnak a kötéstípusa eltérő. Ez következik be akkor, 
amikor pl. grafit kristályosodik ki az öntöttvasban. Ha ez a fázisváltozás egy 
homogén koncentrációjú, egyenletes hőmérsékleteloszlású öntvényben megy 
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végbe, akkor torzulást nem, csak homogén méretváltozást okozhat. Ezzel 
szemben az egyenlőtlen hőmérséklet, v a g y koncentrációeloszlás elkerülhetet-
len fajtérfogatváltozást okoz az öntvényben és, hogy ez a külső méretek meg-
változásával és torzulással jár-e, vagy csupán maradó feszültségeket ébreszt, 
az attól függ, hogy mekkora vol t az inhomogenitás. Erre az inhomogenitásra 
ugyanolyan kritériumot szabhatunk, mint amilyent az egyfázisú rendszer hő-
mérséklet-különbségének kritikus értékére tettünk. Azt i tt érdemes megjegyezni, 
hogy a fázisváltozással együt t járó erőteljes atommozgás a folyáshatár nagy-
mértékű csökkenésére vezet , és így a fázisátalakulásnál sokkal kisebb térfogat-
változást, maradó alakváltozást eredményez, mint az egyfázisú rendszerekben 
az a fajtérfogatváltozás, amit a hőmérséklet-különbség okoz. 

Sajnos az esetek tú lnyomó többségében nem tudjuk a fázisátalakulások-
kal járó mérettorzulást elkerülni. Annak oka, hogy ez mégsem okoz selejtet, 
sokkal inkább az, hogy a mérettűrést eleve úgy adjuk meg, hogy beleférjenek 
az ebből adódó méretváltozások, semmint az, hogy ilyen méretváltozások nin-
csenek. 

A fentiek alapján ú g y tűnik, hogy az öntvények méretpontosságát 
rontja, ha 

1. a kritikusnál nagyobb hőmérséklet-különbségek és 
2. koncentrációkülönbségek keletkeznek a lehűlés során, valamint ha 
3. fázisátalakulások mennek végbe az anyagban. 

Külön említést érdemel az a tény, hogy az öntvények méretének a megválto-
zására vezethet még szobahőmérsékleteken is részben a metastabil állapotból 
következő bármilyen átalakulás. í g y pl. az alacsony hőmérsékletű anyagokban 
a kiválás, v a g y a belső feszültségeknek az eltűnése. Ez különösen fontos az 
állandó rezgéseknek kitett gépállványoknál, melyeknek belső feszültsége éppen 
a mechanikus rezgetés következményeként csökken. Ha ez a belső, vagy maradó 
feszültségállapot aszimmetrikus, vagy maga az öntvény aszimmetrikus, akkor 
csaknem biztosak lehetünk abban, hogy a méretváltozás előbb-utóbb bekövet-
kezik. 

Szilárdságnövelés 

A szilárdságnövelésre szolgáló technológiai lehetőségek száma meglehe-
tősen csekély. Mindössze öt olyan műveletet ismerünk, mellyel a fémek és 
ötvözetek tulajdonságait és így a szilárdságot is változtatni lehet, ezek: 

I. a kémiai összetétel megváltoztatása 
II. a hőkezelés 

III . a képlékeny alakítás 
IV. a nagyenergiájú részecskékkel való besugárzás, bombázás és 
V. a mechanikus rezgetés. 
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Ügy véljük, hogy a felsorolás a közeljövőben nem bővül új lehetőségekkel, 
mert a diszlokációs elmélet egyértelműen felderítette a fémekben azokat a 
mikromechanizmusokat, amelyek a szilárdságot növelik és kizártnak tűnik az 
újabb mechanizmusok létezése. 

Mit mond az elmélet a folyáshatárnövelésről? A folyáshatár az a terhelő 
feszültség, amelynél a diszlokációk irreverzibilis mozgásnak indulnak. Ezt ész-
lelik makroszkóposán a képlékeny alakváltozás megindulásának. 

Ebből a definícióból egyenesen következik az a feltétel , hogy a folyás-
határt vagy úgy lehet növelni, hogy olyan anyagot állítunk elő, mely 1. nem 
tartalmaz diszlokációkat, v a g y 2. az anyagban a megdermedéskor keletkező 
diszlokációk mozgását megakadályozzuk. 

Az 1. követelmény, sajnos, jelenlegi technológiai ismereteink szerint 
csupán az ún. tűkristályok(whiskers)nál biztosítható. Ezeknek a mindössze 
3 — 5 p vastagsággal kristályosodó, mintegy 54-10 cm hosszú egykristályoknak 
a folyáshatára megfelel az ún. elméleti folyáshatárnak, melynek értéke 

Q 
° e l m = • ( 5 ) 

Я 

Itt G az anyag csúsztató rugalmassági modulusa. Ez az elméleti szilárdság a 
vasnál 2500 kp/inin2, az Al-nál 850 kp/mm2 és a Cu-nál 1200 kp/mm2 . Bár eze-
ket az anyagokat az említett szilárdsággal nagy mennyiségben olcsón elő lehet 
állítani, technológiai ismereteink szerint a műszaki gyakorlatban szokásos 
méretekkel előállítani mindeddig senkinek sem sikerült. A technológus számára 
csupán a második lehetőség marad: a diszlokációk mozgásának az akadályo-
zása. 

Vegyük a kémiai összetétel-változásból eredő lehetőségeket sorba. Az 
alapanyagtól különböző idegen atomok kétféleképpen vesznek részt az ötvö-
zetben: 

1. szilárd oldatban vannak jelen, vagy 

2. második fázist képeznek az alapanyaggal. 

A szilárd oldatban a GC-koncentrációjú idegen atomfajta 

Aa = G e2 С (6) 
folyáshatárnövekedést okoz. I t t G a csúsztató rugalmassági modulus, e pedig 
az ún. fajlagos atomátmérő-különbség, 

da 

aliol da az alapfém atomjainak, d, pedig az idegen atomoknak a helyigénye. 
I t t azt érdemes megjegyezni, hogy Cm a x = 0,5 lehet. Ebben az esetben azonban 
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a Hume—Rothery-szabály értelmében a z s ^ 12% és így a maximális növek-
mény a G-nek 6 • 10~2-szorosa lehet. Ha az s > 15%-nál, akkor a C-érték 
kicsi. Nyi lván az intersztíciós oldatok adják a nagy fajlagos szilárdságnövek-
ményt, de ezek oldhatósági határa meglehetősen kicsi. Az a-vasban pl. a szén 
csupán 0,02%-ban oldódik az eutektoidos hőmérsékleten. í g y hiába nagy az e 
értéke (közel egységnyi), а С elhanyagolhatóan kis értéke miatt a ferrit szilárd-
ságnövelésében nem játszik szerepet. 

Ha az ötvözök második fázisként vannak az anyagban, akkor a szilárd-
ságnövekedés négyféleképpen valósulhat meg. Ezek 

1. kiválásos keményedés, 
2. diszperziós keményedés, 
3. eutektikus szövet második fázisaként és 
4. rendezettrácsú szilárd oldat komponenseként növelhetik a folyás-

határt. 

A kiválásokként jelenlevő második fázis szilárdságnövelő hatása az elmé-
let szerint 

Aa = 2GeC . (8) 

Ez első pillanatra is nagyobb lehetőséget biztosít, mert az e, mely 1-nél kisebb 
szám, az első hatványon szerepel. Ezen kívül a 2-es szorzó is a növekvő hatást 
mutatja. Azt érdemes megjegyezni, hogy az e itt a fázisok fajlagos helyigé-
nyét jelenti. A maximális szilárdságnövekedés kb. 2-+10-szerese lehet az oldott 
atomok által okozottnak. Ha az ötvöző atomok diszperz második fázisként 
vannak az ötvözetben, amelyeknek egymástól mért átlagos távolsága l, akkor 
az ötvözet szilárdságát a 

0 p = ~ r { 9 ) 

egyenlet adja. Itt b a legközelebbi szomszédok távolsága, amit gyakran atom-
átmérőnek neveznek, egyébként a diszlokációknak űn. Burgers-féle vektora, 
l pedig a kiválások átlagos távolsága. Ennek lehetséges szélső értéke azonos 
lehet a szilárd oldatban levő idegen atomok hatásával. 

Két megjegyzést még ezzel kapcsolatban tenni kell. Először, a nemzet-
közi irodalomban diszperz fázisnak azt nevezik, amelynek mennyisége a hőmér-
séklettől független. Pl. az Al-ötvözetekben az MgSi2 második fázis mennyisége 
a hőmérséklet növekedésével csökken. Ezt kiválásnak nevezi az irodalom. 
Ezzel szemben az Al-ban az A1203 részecskéket, melyek kötése olyan erős, 
hogy azt a hőmérsékletnövelés ebben a rendszerben megbontani nem tudja és 
ezért mennyisége függet len a hőmérséklettől, diszperz részecskéknek nevezzük. 
Második megjegyzésünk arra vonatkozik, hogy bár az ilyen ötvözetek előállí-
tása bonyolultabb, mint az ugyanilyen szilárdságnövelést biztosító szilárd olda^ 
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té, mégis széleskörűen felhasználják azért, mert az ilyen diszperzis keményedés 
a hőmérséklettől csaknem független. Ennek megfelelően nagyobb hőmérsék-
leten, főleg statikus terhelésnél a szilárdsága, terhelhetősége messze megha-
ladja a szilárd oldatok és a kiválásosan keményíthető ötvözetek szilárdságát. 

Az eutektikus fázisban jelenlevő ötvözök szilárdságnövelő hatásáról csak 
akkor tudunk valamit mondani, ha az eutektikum mindkét fázisa képlékenyen 
alakítható. Ebben az esetben az ötvözet , az eutektikum szilárdsága a 

07 = / « ( ' • , + f ß < * ß ( 1 0 ) 

összefüggés szerint számítható. I t t az eutektikum két fázisból, az a és ß fázi-
sokból áll, / a az egyik, fß a másik fázis mennyisége, míg az a fázis folyáshatára 
Oa, a ß-e pedig Oß. Ezenkívül természetes, h o g y / a -|- fß — 1. Egyébként a peri-
tektikus ötvözetekben a folyáshatár ugyancsak a fenti összefüggésből számít-
ható. 

Az ötvözőatomoknak negyedik szilárdságnövelő mechanizmusa a rende-
zettrácsú szilárd oldat kialakulásánál játszik szerepet. í gy pl. a sárgarézben 
a térben középpontos köbös ß fázisnak alacsony hőmérsékletű kristályaiban 
a Cu-atomok az elemi cella sarkain, a Zn-atomok pedig a testátló középpontjá-
ban foglalnak helyet. 

A rendezettrácsú szilárd oldatok folyáshatárának a meghatározására a 

("> 

egyenlet használható. I t t y az ún. antifázishatár felületi energiája, / pedig a 
rendezett tartomány átlagos mérete. A szilárdságnövelésnek ez a mechaniz-
musa — értékére nézve — nagyjából hasonló a szilárd oldatok hatásával. 

Az eddigiekben az idegenatomokkal az ötvözés révén elérhető folyás-
határnövekedési mechanizmusok mindegyike sorra került, van azonban még 
egy olyan lehetőség, amelyben az ötvözésnek igen fontos szerep jut . Ez a mar-
tenzites átalakulás. I t t azonban más fontos eredmények is megszabják a folyás-
határnövekedést, és ezért előbb ezeket kell megemlíteni. 

A krisztallithatárok a diszlokáciők mozgását akadályozzák, és ezt a hatá-
sukat a jól ismert Petch-egyenlet fejezi ki: 

с r = 0 o + K d ~ 2 (12) 

I t t cr0 egy, az anyagra jellemző érték, amely tulajdonképpen az egykristályok-
ban a diszlokáciők mozgását megindító és fenntartó külső feszültség, К egy 
állandó, d pedig a krisztallitok átlagos átmérője. A krisztallithatárokhoz ha-
sonló folyáshatásnövekedést okoznak az ikerhatárok és a rétegződési hibák is. 
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Végül utolsó lehetőségként az egyik leghatásosabb mechanizmus, a képlé-
keny alakítás maradt és ez a kovácsolható öntvények szilárdságnövelésére 
nagyon jól felhasználható. A képlékeny alakváltozásnál a diszlokációk q sűrű-
sége nagymértékben megnő, és mivel a diszlokációk egymás mozgását is nehe-
zítik, a diszlokációsűrűség növekedésével a folyáshatár a 

e = Gbp Гя (13) 

egyenlet szerint változik. I t t p egy az egységhez közel eső számérték. Ennek 
a mechanizmusnak a hatása a kiválásos keményedés hatásával mérhető össze. 

Most már valóban az összes lehetőség szerepelt és az 1. táblázat tartal-
mazza, hogy az egyes mechanizmusokkal milyen maximális folyáshatárnövek-
mény érhető el. Ebből kitűnik, hogy ha csak a folyáshatárnövekmény szabja 
meg a választást, akkor a legnagyobb hatás a kiválásos keményedéssel és a 
képlékeny alakítással érhető el, feltéve, hogy a szilárdságnövelést csak egy 
mechanizmus okozza. 

A már említett martenzites átalakulás során azonban több mechanizmus 
együttesen hat és néhány ötvözetben, elsősorban az acélokban, ez a hatás igen 
nagyfokú. Mai ismereteink szerint ez a leghatásosabb szilárdságnövelő lehető-
ség. Vegyük sorra, hogy egy ilyen átalakulásnál milyen mechanizmusok mek-
kora szilárdságnövekedést okoznak. 

A szilárdságnövelő eljárás Folyási batár 

Elmélet i 3 • 10 - 2 G 3 • Í O - ' G 

Az oldot t a tomok ha tása 10 - 3 G 

A kivál t szemcsék ha tása 10 - 2 G 

A diszperz szemcsék ha tása 10 " 3 G 

A rendezet t rácsú szilárd oldat h a t á s a 10 " 3 G 

A szemcseméret ha tása 10 - 3 G 

A képlékeny alakí tás okozta keményedés 10 - 2 G 

A martenzi tes á ta lakulás ha tása 10 - 2 G Í O - ' G 

A martenzites átalakulást gyakran diffúzió nélküli átalakulásnak is neve-
zik, mert az így keletkező szilárd oldatnak a kémiai összetétele ugyanolyan, 
mint azé a fázisé, amelyből keletkezett. Ez azért okoz nagy szilárdságnöveke-
dést, mert a 6. 

Act = G e2 С 

összefüggésben az e közel 1 az acélban a szénre és a nitrogénre, а С pedig 
0,89, ill. 1% is lehet. Ez egy nagyságrenddel nagyobb, mint ami a szubsztitúciós 
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szilárd oldattal elérhető. Ehhez járul még az a hatás, ami az ausztenit és a 
martenzit megszabott kristályorientációs kapcsolatából ered. Mivel a kristály-
orientáció adott , egy martenzitkrisztallit n e m nőhet túl az ausztenit határán, 
sőt az újonnan keletkező martenzitkrisztallitok egymás növekedését is aka-
dályozzák, ezért átlagos krisztallitméretük a d legalább 1 nagyságrenddel 
kisebb, mint azé az ausztenité, amiből keletkeztek és így szilárdságnöveke-
désük a (12). 

<r0+Kd 2 

összefüggés miat t is nagyon megnő, nem beszélve arról, hogy a martenzit krisz-
tallitokban rendkívül sok az ikerhatár is. 

Végül az ausztenit és a martenzit fajtérfogat-különbsége miatt maradó 
alakváltozás is végbemegy az átalakulás során és ez a diszlokációsűrűséget a 
becslések szerint 1012 cm _ 2 -re növeli. Így a martenzites átalakulás során az egy-
más mellett végbemenő hatások az ilyen anyagok folyáshatárát 6000 MP 
(600 kp/mm2) értékre is felemelik (maraging acélok). 

Joggal vetődik fel ezek után az a kérdés, hogy mit lehet ezekből az önt-
vénygyártásban hasznosítani. Már a ma járatos öntvényeknél is sokat, de még-
inkább majd azokban az anyagokban, melyek a jövőben ismertté válnak a 
kutatások során. Ezek rendjéről is mondhatunk valamit. Ebből azonban még 
az önthetőséget is meg kell említeni. 

Az öntvények anyagától jó önthetőséget követelünk, ami tulajdonkép-
pen egyrészt a viszkozitás lehető legalacsonyabb értékét jelenti, másrészt pedig 
azt, hogy a viszkozitás ne változzék addig, amíg az ömledék a formát ki nem 
töltötte. A viszkozitási együtthatót , az rj-1, a 

T = 7 J — (14) 
d 

összefüggés határozza meg, ahol egy newtoni folyadékban az egymástól d 
távolságra levő két párhuzamos, és egymáshoz képest v sebességgel elmozduló 
felület között т feszültség ébred. Minél kisebb az r], annál könnyebben mozdul-
nak el egymáson a folyadékrétegek, illetve a folyadék részecskéi és annál job-
ban önthető a folyadék, annál gyorsabban kitölt i a rendelkezésre álló formát. 

Mit mond ez az anyagtechnológus számára? Azt, hogy pl. a lehető leg-
apróbb egységekből kellene állnia a folyadéknak. Ebből rögtön következik, 
hogy a hőmérsékleti intervallumban megdermedő anyagok nem önthetők jól . 
Persze nagymértékű túlbevítés hatására ez javulható, de az egyrészt energia-
többlet felhasználását igényli, másrészt a lassúbb megdermedés miatt durva-
szemcsés öntvényt eredményez. 

A folyadékok röntgenvizsgálata azt mutatja, hogy az olvadásponton azok 
nem teljesen rendezetlenek, mert a felvételeken interferencia vonalak jelennek 
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meg. Ezekből arra következtetnek, hogy a folyadékokban — legalábbis az 
olvadáspont közelében — a koordinációs szám alig különbözik a kristályokra 
jellemző számtól. í g y pl. a f.k.k. kristályban, pl. az ausztenitben, a rézben és 
az alumíniumban a legközelebbi szomszédok száma 12, míg az i lyen anyagnak 
a megolvadása után a folyadékban 11. Ez a szám a hőmérséklet növekedésével 
folyamatosan csökken és a forrásponton tűnik el. Minél nagyobb a koordinációs 
szám, annál nagyobb a folyadékokban a többé-kevésbé összetartozó részecs-
kéknek a mérete, ami úgy fogható fel, hogy ezek mozdulnak el egymáson az 
ömledékben. Ezt jól szemlélteti a víz, melyben 4 °C-on megindul a fajtérfogat-
növekedés, amely bizonyos mértékig a jégre emlékeztető részecskék megjele-
nésére utal. Ez a viszkozitás hőmérséklet-függésének egy igen egyszerű értel-
mezése. 

Az eutektikus ötvözeteket tartjuk ma jól önthetőnek, elsősorban azért, 
mert az ötvözetrendszer legalacsonyabb hőmérsékleten megdermedő ötvözetei. 
Ezzel kapcsolatban nézzük meg az 5. ábrát, amely két öntöttvasra és egy acélra 
tünteti fel a viszkozitást a hőmérséklet függvényében. Az ábra egyértelműen 
mutatja, hogy az eutektikus ötvözet viszkozitása jóval nagyobb ugyan, mint 
a kisebb С tartalmú ötvözeteké, ezzel szemben mégis az eutektikus anyag tölti 
ki könnyebben, jobban a formát. Ennek az az oka, hogy nem egyedül a viszko-
zitás a jó önthetőség megszabója. A jó viszkozitás mellett még az is követel-

11 J 

10 J 
9 

8 -

7 . 

6 -

5-

4 

1000 

eut. (c = 4,23 % ) 

1200 1400 1600 1800 T [C° ] 
5. ábra 
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mény, hogy az anyag egyetlen hőmérsékleten dermedjen meg. Ugyanis az 
eutektikus ötvözet, ha AQ melegmennyiséget vonunk el az időegység alatt, 

ideig azonos viszkozitású.* Ugyanakkor a hőmérséklet-közben megdermedő 
ötvözet viszkozitása a liquidus hőmérsékleten ugrásszerűen megnő, és el kell 
érni, hogy a formát az ilyen ötvözet a liquidus hőmérséklet elérése előtt ki-
töltse. Ez pedig lehetet len, hacsak n e m hevítjük fel magát a formát nagy hő-
mérsékletre. Ebből e g y általánosabb megfogalmazás adható a jól önthető 
ötvözetről. Azok az anyagok önthetők ui. jól, amelyeknek szabadságfoka a meg-
dermedésnél nulla. Ebből azonnal következik, hogy — az egyszerűség kedvéért 
kétalkotos rendszereket tekintve — három olyan ötvözett ípus van, amelynél ez 
a feltétel teljesül (6. ábra). 

T 

A В 

T T 

A В A В 

1. ábra 

* I t t L az ömledék r e j t e t t hője. 
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Az ilyen feltételt teljesítő ötvözetek közül ma elsősorban az eutektikus 
rendszereket ismerjük. Azt is tudjuk, hogy pl. az öntöttvasakban Si és P adago-
lással érhető el, hogy az ötvözet eutektikus legyen anélkül, hogy túl sok szenet 
tartalmazzon. Ehhez hasonló módon — úgy véljük — a jövőben megjelennek 
majd azok a jól önthető ötvözettípusok, melyeknél a 0 szabadságfokot o lyan 
ötvözök adagolásával érik el, amelyek biztosítják az alacsony olvadáspontot 
és a nagyszilárdságot a könnyű önthetőség mellett. Ilyen ötvözeteket már ma 
is ismerünk a kétalkotos ötvözetrendszerek között is. 

Sajnos, ezeknek az ötvözeteknek az ára legtöbbször túlságosan nagy. 
Ennek ellenére néhányat bemutatunk, nem azért mintha azt hinnők, hogy ezek 
mindegyikéből kereskedelmi öntvények lehetnének a közeljövőben, hanem azért, 
mert meggyőződésünk az, hogy a fejlődésnek az útja az, h o g y a jelenlegi, járatos 
ötvözettípusok minőségének állandó javítása mellett o lyan új típusok kidolgo-

súly % Zn 

8b. ábra 
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zására is kell gondolni, amelyek sokban hasonlítanak azokhoz az ötvözetekhez, 
melyeket most bemutatunk, de az áruk vetekszik a mai ötvözetekével. 

Mindenekelőtt megemlítendő a sárgarézötvözetek családja. Ezek között 
tulajdonképpen a szabványos SrÖ60 majd hogy nem ideálisnak tekinthető 
ötvözet, bár az ötvözetrendszerben (7. ábra) a D pontnál a szabadságfokra t e t t 
kikötésünk nem teljesül, mégis rendkívül szűk az a hőmérsékleti intervallum, 
amelyben az ötvözet megdermed. A 454 °C-on végbemenő rendeződési fo lyamat 
pedig megfelelő hőkezeléssel biztosítja a nagy szilárdságot, ahogy azt a szilárd-
ságnövelési mechanizmusoknál megbeszéltük. Sajnos az antifázishatások jelen-
létével járó nagyon nehéz diszlokációmozgás ezeket az ötvözeteket rideggé 
teszi, ha bennük a ß rendezettrácsú szilárd oldatnak a részaránya túl sok. 

о О 
0) J* 

-a, u) -О) E =о -С 

50 60 

atom % Au 

s ú l y % A u 

• RHINES, BOND, 
RUMMEL, REF32 

(80) 

(Cu, Au) 

8b. ábra 
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10. ábra 

Talán a legideálisabb öntvénytípusnak az olyanok felelnek meg, mint 
amilyenek a 8. ábrákon, valamint a korábban bemutatott 1. ábrán láthatók. 
Ezekben a 0 szabadságfokú ötvözetek alacsony olvadáspontúak, kitűnően önt-
hetők, és az alacsony hőmérsékleten végbemenő fázisátalakulási fo lyamatok 
kézben tartásával a szilárdság hőzekelés révén széles határok között változtat-
ható. 

Nagyon jónak tűnik a Mn — Ni ötvözetrendszer is (9. ábra). Ebben a 0 
szabadságfokú, jól önthető anyag szintén alacsony hőmérsékleten olvad és a 

14* Műszaki Tudomány 56, 1978 



430 PROHASZKA JÄNOS 

MnNi intermetallikus vegyület kiváláskénti megjelenése kitűnő lehetőség a 
szilárdság növelésére. 

Egy jellegében eltérő, de véleményünk szerint nagyon jó öntvénytípust 
képvisel az olyan ötvözetrendszer, mint a Cu — Al (10. ábra). Itt a 0 szabadság-
fokú ötvözet biztosítja a jó önthetőséget és az 565 °C-on végbemenő ß í^ a y2 

fázisátalakulás magában is nagymértékű szilárdságnövelést biztosít, de annak 
martenzites átalakulása és a rákövetkező martenzitbomlás szinte beláthatatlan 
tulajdonság-változatokkal kecsegtet. 

A fentiekben néhány példán keresztül szerettük volna azt bemutatni, 
hogy a modern anyagtudomány, vagy fizikai fémtan gyakorlatilag minden 
technikai problémára, ha nem is ad közvetlen megoldást, azt mindenesetre már 
ma tudja, hogy a fejlődésnek és a kutatásnak az irányát kijelölje. 
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w a n d l u n g e n f ü h r e n zur Ä n d e r u n g des spez i f i schen V o l u m e n s die Ä n d e r u n g de r T e m p e r a t u r 
u n d der K o n z e n t r a t i o n i m m e r d a n n , w e n n diese lben f ü r j e d e n P u n k t des E rzeugn i s ses u n d j e d e n 
Z e i t p u n k t n i c h t g l e i chmäß ig u n d v o n gle ichem A u s m a ß s ind. Die g u t e G i e ß b a r k e i t b e s t i m m t 
die Viskos i tä t d e r Schmelze . I n de r A r b e i t w e r d e n j e n e Leg i e rungs sys t eme aus zwei B e s t a n d -
te i l en gezeigt, d e r e n Viskos i t ä t w ä h r e n d des E r s t a r r e n s s ich v e r h ä l t n i s m ä ß i g w e n i g ä n d e r t . 
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MÁTRIX-ANALITIKUS MÓDSZER SZIMMETRIKUS 
HÁLÓZATI RENDSZERŰ RÁCSHENGER 

ERŐJÁTÉKÁNAK VIZSGÁLATÁRA 

H E G E D Ű S ISTVÁN* 

[Beérkezet t : 1979. V I I I . 23-án] 

A do lgoza t mát r ix -ana l i t ikus módszer t m u t a t be szabályos gyf i rűpol igonokból , 
sz immet r ikus összekötőrudakkal k ia l ak í to t t egyré tegű rácshenger rúde rő inek számí tá -
sára és az e r ő j á t é k sa já t sága inak v izsgá la tára . Á vizsgálat e redményeiből k i tűn ik , h o g y 

számos egyezés mellet t — a l apve tő el térések v a n n a k a rácsszerkezet és egy analóg 
terhelésű ill. geometriai k ia lak í tású m e m b r á n h e n g e r erőjá téka közö t t , ezért a m e m b -
ránhenger n e m tek in the tő a vizsgál t rács he lye t t es í tő k o n t i n u u m á n a k . A dolgozat be-
m u t a t j a az t a szerkezetet is, mely e r ő j á t é k á n a k sa já tságai a l ap ján v a l ó b a n a vizsgál t 
rács he lye t t e s í tő k o n t i n u u m á n a k t ek in the tő . A dolgozat célja a v izsgála thoz haszná l t 
má t r i x - ana l i t i kus módszer h a t é k o n y s á g á n a k i l lusztrálása, va l amin t az, hogy fe lh ív ja 
a f igye lmet a r ra a veszélyre, ame lye t az egyré tegű térbeli rácsok és a m e m b r á n h é j a k 
e rő j á t éka köz t i hasonlóság n e m kellő körül tekin tésse l való a lka lmazása m a g á b a n r e j t . 

1. Bevezetés 

A statikailag határozott térbeli rácsok vizsgálatára igen sok példa talál-
ható a műszaki irodalomban. Ezek nagyobb része a térbeli rács hálózatának 
specialitásai alapján adható egyszerűsítéseket mutatja be. Viszonylag kevés 
olyan eljárás ismert, amely az erőjáték kvalitatív vizsgálatára is alkalmazható. 
Ezek egyik csoportja a rács csomóponti egyensúlyi egyenletrendszerének sajá-
tos struktúrája alapján ad az erőjáték jellemzőiről általánosításra is alkalmas 
képet [1—4], a másik csoport pedig a membránhéjak és az egyrétegű térbeli 
rácsok erőjátéka közti hasonlóság intuitív vagy részletes vizsgálatokon alapuló 
feltételezésével a rács erőjátékát egy hasonló alakú és terhelésű membránhéj 
metszeterői alapján vizsgálja [5, 6]. 

Az itt bemutatásra kerülő vizsgálat a rúderőrendszer kvalitatív vizsgála-
tára alkalmas módszerek említett első csoportjába sorolható. 

A kialakult gyakorlatnak megfelelően feltételezzük, hogy a szerkezet 
rúdjai ideális csuklókkal kapcsolódnak egymáshoz, az alakváltozások elhanya-
golhatóan kicsinyek, a rácsrudak nem hajolnak ki, a terhek a szerkezet csomó-
pontjain működnek. A vizsgálati módszer bemutatásához ismertnek feltéte-
lezzük a szorzásban felcserélhető blokkokból álló hipcrmátrixok analízisének 
alapelveit és módszereit [7]. A vizsgálathoz végzett mátrix-analitikai levezeté-

* Dr. H e g e d ű s I s tván 2083 Solymár , Váci Mihály u. 10. 
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seknek csak a menetét és eredményeit közöljük, az egyes lépések részletezé-
sére részint azok viszonylagos műszaki érdektelensége, részint terjedelmessége 
miatt nincsen lehetőség. 

2. A rácsos henger rúderőinek egyenletrendszere 

A vizsgált rácsszerkezet hálózati rendszerét az 1. ábra mutatja. A csomó-
pontok egy r sugarú henger palástjain fekszenek úgy, hogy az azonos szinten 
fekvő csomópontokat összekötő rudak egy-egy n oldalú szabályos sokszöget 
alkotnak. Az egymás alatti sokszögek h nagyságú tengelyirányú eltolással és 
<p = л/п elforgatással hozhatók egymással fedésbe. Hasonló elmozdítással hoz-
hatók fedésbe a legalsó rúdpoligon csúcsai azokkal a pontokkal, melyekben a 
szerkezet az aljzathoz kapcsolódik. 

Ha az egymás feletti rúdpoligonok számát m-mel jelöljük, a szerkezet 
úgy is felfogható, mintha m darab egymás fölé épített olyan rácskoszorúból 
állna, amelyek mindegyike egy n oldalú rúdpoligonból és ezt az aljzathoz kap-
csoló kétszer n darab, szimmetrikus helyzetű összekötő rúdból tevődik össze. 
Annak, hogy a szerkezetet a továbbiakban ilyen rácskoszorúkból összeállított-
nak tekintjük — ritmikus ismétlődések egyszerű figyelembevételén túl — az 
a magyarázata, hogy az összekötő rudak alsó végein rögzített rácskoszorú 
éppen kielégíti a statikai határozottság szükséges feltételeit, és amennyiben a 

1. ábra 
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statikai határozottság valóban fennáll, a rúderők meghatározása tetemesen 
egyszerűsíthető. 

Az egyszerűsített számítás elve a következő: 
A legfelső rácskoszorú rúderőit a rácskoszorú statikai határozottsága ese-

tében a csatlakozó szerkezetrésztől függetlenül meghatározhatjuk. Ezt elvé-
gezve, a rácskoszorút gondolatban eltávolítjuk, természetesen az ismert rúd-
erőkkel helyettesítve az elhagyott rudak hatását. Az így módosított szerkezet 
legfelső rácskoszorújának (vagyis az eredeti rács második rácskoszorújának) az 
erőjátéka most az előzőhöz hasonlóan meghatározható. Az eljárást m lépésben 
végrehajtva a teljes erőjáték birtokába juthatunk. 

Vizsgáljuk először egy rácskoszorú erőjátékát. A rácspoligon csomópont-
jait 1-től n-ig futó számokkal azonosítjuk. Minden csomóponthoz három teher-
komponens és három róderő rendelhető hozzá (2. ábra). A PXi, P2 , és P3 , teher-
komponensek közül Рц a henger tengelyére merőleges, P2 , és P3, pedig az 
i jelű csomópontba befutó két összekötő rúd síkjában fekszik. Az alkalmazott 
komponensekre bontás előnye, hogy egyszerűvé teszi a rácskoszorű csomóponti 
egyensúlyi egyenletrendszerének felírását. A hipermátrix-együtthatós vektor-
egyenletként felírt egyenletrendszer független és függő változóiként a teher-
komponenseket és a rúderőket egy-egy p, ill. s hipervektorba foglaljuk, mely-
nek n skálaelemű px, p2, p3 , ill. 8j, s2 , s 3 hiperelemei а Рц, Рц, Рц, ill. az 
«in s2i, s3, teherkomponenseket, ill. rúderőket tartalmazzák a csomópontok 
sorrendjében. 

A csomóponti egyensúlyi egyenletrendszer az alábbi: 

Ks = ~ (E + ft*) sin (p 8i Pi = p> 

(— E + ft*) cos cp — E sin Ô E cos ô S2 P2 (1) 

0 E sin Ô E cos b _ S 3 _ _ Р з _ 

ahol ô a kapcsolórudak egymással bezárt szögének fele, E az n-ed rendű egység-
mátrix, ft pedig az re-ed rendű primitív ciklus permutáló mátrix [7], amelynek 
minden eleme zérus, kivéve az első jobb oldali mellékátló elemeit és a bal alsó 
sarokelemet, ahol 1 található. 

i -1 Q. 
4 1 

S A 4 Sai s2j 

i+1 n 

2. ábra 
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К felcserélhető b lokkokbó l álló h i p e r m á t r i x , ezért de te rminánsa 

d e t К = det D e t К = — sin У • sin 20 • de t (E + Sl*) . 

Mivel 
d e t (E + Sl*) = 1 + ( - 1)" + 1 

értéke n = 2k esetében zérus , a páros c s o m ó p o n t s z á m ú rácskoszorú csomó-
pon t i egyensúlyi egyenle t rendszere szinguláris . A rácskoszorú t ehá t csak p á r a t -
lan csomópontszám esetében ha tá rozo t t s t a t ika i lag . A t o v á b b i a k b a n ezér t fel 
kell t é t e l eznünk , hogy a há lóza t ilyen k i a l ak í t á sú . 

A rácskoszorú rúde rő inek megha t á rozásá t az (1) egyenle t rendszer inver -
tá lásáva l végezzük . Az inverz má t r ix egyszerűen megha tá rozha tó , ha k ihasz-
n á l j u k a b lokkok felcserélhetőségét : 

H olyan fe rdén sz immet r ikus ciklikus m á t r i x , melynek első sora (0,1, — 1 , 1 . . . 
1, - 1 ) . 

Je lö l jük p ( 1 ) , ill. s1 ' h ipe rvek tor ra l a legfelső rácskoszorúra ható t e r h e k , 
ill. a rúderők v e k t o r á t . 

(1) és (2) a l ap ján a legfelső rácskoszord rúderői : 

e(1> = Lp ( 1 ) . 

Az e lö l já róban i s m e r t e t e t t számítási elképzelés szer int a következő fel-
a d a t u n k az első rácskoszorú e lhagyásával módosuló szerkezet legfelső rács-
koszorújára h a t ó t e rhek megha tá rozása . 

Némi b o n y o d a l m a t okoz, hogy az első rácskoszorú 1 je lű c s o m ó p o n t j á n 
á tha ladó a lko tó ra nem il leszkedik csomópont , csak a h a r m a d i k , ö tödik s t b . 
rácskoszorúban . 

K e z d j ü k ezér t a másod ik rácskoszorú c s o m ó p o n t j a i n a k számozását az 
első rácskoszorú 1 jelű p o n t j á v a l á te l lenben fekvő a lko tón ta lá lha tó csomó-
pon t t a l , m e g t a r t v a az eddig a lka lmazot t kö rü l j á r á s i i r á n y t . 

A másod ik rácskoszorú c somópon t j a i r a h a t ó külső t e rheke t jelölje p^2\ 
Az s(2> v e k t o r b a foglalt m á s o d i k szinti r ú d e r ő k megha tá rozásakor f igye lembe 
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К - ' = Ь = : Г а ( Н + Е ) 0 0 ~ 

6H - cE d E 
(2) 

- b H cE dE 

ahol 
a = 1/(2 sin y) , 6 = 1/(2 t g y • sin Ô) , 

с = 1 / ( 2 sin ő ) , d = 1 / ( 2 cos Ô), 

H = (E - fí*)(E + Í 2 * ) - 1 . 
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kell vennünk p(2)-n kívül az elhagyott első rácskoszorúról leadódó erőket is, 
ezért s (2 )-t a következőképpen módosított tehervektor alapján kell számolnunk: 

S(2> = L(p№ + Ms(1>) 

Az M hipermátrix az alábbi lesz: 

M = " 0 — еФ - еФ*~ 

0 _ / ф / Ф * 

_ 0 ёф g** _ 

( 3 ) 

(4) 

ahol 

es 

e = 2 sin Ö • tan — , / = sin Ö , g = cos Ô 
2 

n+i 
2 Ф = Л 2 . 

Az (1) —(4) egyenletek ismételt felhasználásával az egész rács megoldható: 
p(,í»-val jelölve a fe-adik rácskoszorú csomópontjaira ható terhek vektorát, 
s^'-val pedig ugyanennek a rácskoszorúnak a rúderővektorát, 

s№> = Lp(fc) + LMs ( / í_1) к = 2 , . . . m . ( 5 ) 

Ha a k-adik rácskoszorú terheletlen, rúderőit az LMs^"1» tag szolgáltatja. 
Az LM szorzatmátrixot szerepe alapján rácsrúderő-átviteli mátrixként értel-
mezhetjük. Bevezetve az LM = N jelölést, az (5) rekurzív képlet alapján az 
alábbi képletet kapjuk: 

ahol 

továbbá 

8(*> = 2 Ak 'J ( L p « ) , 
J= i 

N = Г 0 - a(E + Н)Ф - <x(E + Н)Ф* 

0 — /5НФ -f- Ф — /ШФ* 

_0 / З Н Ф * + Ф * 

а = sin й/(1 + cos <р) , ß = tan — • cot cp 
2 

(6) 

А (6) képlet mutatja N átviteli mátrixnak és hatványainak központi szerepét 
a rúderőrendszer alakulásában. A rűderőrendszer sajátságainak vizsgálatát is 
N és hatványai mátrix-analízisével célszerű elvégezni. 

Műszaki Tudomány 56, 19781 



4 3 6 HEGEDŰS ISTVÁN 

3. A rúderőrendszer sajátságainak vizsgálata 

A rács rúderőrendszerével kapcsolatos első igen lényeges megállapítás, 
mely a (6) képlet szerkezete alapján nyilvánvaló, hogy egy tetszőlegesen kivá-
lasztott rácskoszorű rúderőinek a nagyságát nem befolyásolják a rácskoszorú 
alatti csomópontokon működő terhek, viszont minden magasabban fekvő cso-
mópont terhei hatással lehetnek az erőjátékra. Az erőjáték részletes vizsgálata 
úgy tehető áttekinthetővé, ha követjük a rácskoszorú-erőjáték „terjedését" 
egyetlen, külső terhekkel terhelt rácskoszorú erőjátékából indulva. Az egysze-
rűség kedvéért vegyük azt az esetet, amikor p(1) ^ 0, p(2) = p(3) = . . . p(m) = 0. 
Ez esetben az egymást követő rácskoszorúk rúderővektorai 

eW = L • p(D , 

g(2) = N . g(l) 5 

8 ( 3 ) = N 2 8 ( l ) 5 

80> = Ny-i 8( i ) 5 

8(m) _ pjm-l8(l) _ 

Ha az N átviteli mátrixnak van egynél nagyobb abszolútértékű sajátértéke, 
és kezdőszinti rúderővektor nem ortogonális a legnagyobb abszolútértékű 
sajátérték invariáns alterére, akkor elegendően nagy m érték esetében az erő-
játék terjedésében feltételenül dominánssá válik a legnagyobb abszolútértékű 
sajátértékhez tartozó, átvitelenként legerősebben növekvő sajátvektor-kompo-
nens rúderőrendszere. 

Meg kell tehát vizsgálnunk az N mátrix sajátértékeit. A karakterisztikus 
polinom unitér transzformációra invariáns, ezért először £2 komplex elemű 
modáljaiból [1, 7] egy З п х З п nagyságú hiper-diagonál alakú unitér mátrix-
párt alkotunk, ezek felhasználásával N unitér transzformációval diagonál elemű 
blokkokból álló hipermátrixba vihető át. Ennek karakterisztikus determinán-
sát kifejtve, a karakterisztikus egyenletet közvetlenül első- és másodfokú gyök-
tényezők szorzataként írhatjuk fel. A végeredményben valós együtthatójú, 
Зге-edfokú karakterisztikus egyenlet az alábbi alakot ölti: 

ад - 7 / a { A ' - 2 ( - i ) * c o s 2 % + c o s y я + i 
fc=i [ cos kcp( 1 + cos cp) 

= 0 (7) 

Az egyenlet minden gyöke valós. A sajátértékeket célszerű i = 1 , 2 , 3 , 
к — 1, 2 , . . ., n kettős indexezéssel azonosítani. Ezt alkalmazva: 
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V = o , 

. __ (— 1)л (cos2 kcp -)- cos cp) sin kcp ]/cos2 cp — cos2 kcp 
Ag к — 

cos kcp( 1 - f - cos cp) (8) 

. _ ( — l) fc (cos2 kcp -f cos cp) — sin kcp j/cos2 cp — cos2 kcp 
Лд k . 

cos kq>( 1 - f - cos cp) 

A poligon-oldalszám páratlan, ezért ( - 1)" = - ( - I)""*, továbbá 

cos kcp = — cos (n — k)cp és sin kcp = sin (re — k)cp . 

Ezek alapján belátható, hogy 
К — Á3 ( n _ w , к < re . 

Mivel ugyanakkor 
Á2,n = Á3j„ = 1 , 

minden sajátérték legalább kétszeres multiplicitású. 
A (7) egyenlet struktúrájából következik, hogy 

Á2,fc ' Á3ifc = 1 , 

vagyis minden sajátértéknek a reciproka is sajátérték. 
Az említett két 1 abszolútértékű sajátértéken — Я2)П-еп és Я3>п-еп kívül — 

csupán négy további 1 abszolútértékű sajátérték v a n : 

^2,1 = Á3il = (n—1) = Ág,(„-l) = — 1 , 

ezért az átviteli mátrixnak n > 3 esetben feltétlenül van egynél nagyobb 
abszolútértékű sajátértéke. A részletes vizsgálat megmutatja, hogy a leg-
nagyobb abszolútértékű sajátérték к = (re -)- l ) /2 , i l letve к = (re — l ) /2 felvé-
telével adódik. A legnagyobb abszolútértékű sajátérték abszolútértéke re növe-
kedtével a 2ге/я értékhez tart. Ez az érték az esetek többségében igen nagy, 
ezért a leggyorsabban növekvő sajátvektorkomponens — amennyiben szere-
pel a kiinduló rúderő-vektorban — többnyire néhány átviteli lépésen belül 
dominánssá válik. Az egymást követő rácskoszorúk rúderő vektorainak nor-
mája ezután nagy kvociensű mértani sorozat szerint növekszik. 

Az átviteli mátrix struktúrája azt is lehetővé teszi, bogy viszonylag 
egyszerű eszközökkel meghatározzuk N minimálpolinomját. A ( — 1) kivételé-
vel a minimálpolinom minden gyöke egyszeres gyök. A kétszeres multiplicitású 
(—1) gyök miatt azonban N nem egyszerű struktúrájú mátrix, ezért a rács-
rúderő terjedésében nem kizárólag mértani sor szerint változó normájű saját-
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vektor komponensek szerepelnek. Az elemi osztók elméletével végzett struk-
túravizsgálat azt mutatja, hogy a ( — 1) sajátértékek a mátrix kanonikus alak-
jában található két másodrendű Jordan-blokkban fekszenek. Ebből követke-
zik, hogy a (—1) sajátértékhez tartozó, a sajátvektorokhoz hasonló szerepű 
két-két fővektor közül az egyik az átvitel során egy előjelváltáson kívül válto-
zatlan marad, tehát a sajátvektorokkal megegyező módon terjed, a másik 
pedig úgy változik meg, hogy az előjelváltáson kívül minden átvitelnél meg-
növekszik az előbbi, csupán alternáló előjelű fővektor értékével, vagyis az 
előjelváltástól eltekintve, az átvitelek számának lineáris függvénye szerint 
növekedve terjed. A sajátvektorok és a fővektorok együtt alkotják azt a 3n 
dimenziós lineáris teret, melynek minden pontjához egy rácskoszorú erőjáték 
és — L regularitása miatt — egy külső teherrendszer rendelhető hozzá. 

Nagyon szemléletadó a különböző sajátértékekhez tartozó — különböző 
terjedési tulajdonságot mutató — sajátvektorok, illetve az ezekhez tartozó 
külső terhek mechanikai értelmezése. 

А Л = 0 sajátértékhez tartozó, nem terjedő sajátvektorok olyan rács-
rúdrendszert jelölnek, amelyeket a rácspoligon síkjában működő olyan erő-
rendszer kelt, amelynek a rácspoligon kötélpoligonja. Olyan erőrendszer tehát, 
amelyet a rácspoligon csuklós rúdláncként elviselhet. 

А Я = 1 sajátértékhez tartozó, változatlan értékkel terjedő két rúderő-
vektor a rácshenger központos nyomása, ill. t iszta csavarása által keltett rúd-
erőrendszert írja le. Figyelemre méltó, hogy a központosán nyomot t — azaz 
a legfelső rácspoligon minden csomópontján azonos nagyságú alkotóirányú 
teherrel terhelt — rácshenger vízszintes síkban fekvő rúdjai n e m feszültség-
mentesek. 

А Я = — 1 sajátértékhez tartozó két fővektor-pár a rácshenger rúdszerű 
nyomatéki-nyírási erőjátékát írja le. A terjedésben mutatkozó előjelváltások 
magyarázata az, hogy az egymás alatti rácskoszorúk azonos sorszámú rács-
pontjai egymással átellenben találhatók. Az előjelváltástól eltekintve, válto-
zatlan terjedést mutató fővektorok a keresztmetszeti nyíróerő két egymásra 
merőleges komponensének megfelelői, míg az átvitelszám lineáris függvénye-
ként változó vektorok konstans része a két egymásra merőleges hajlítási sík-
ban értelmezhető „tiszta nyomatéki erőjáték", vál tozó része pedig a nemzérus 
nyíróerőhöz tartozó „nyomatéki növekmény erőjáték". A fizikai értelmezés 
így egyértelmű magyarázatot ad N átviteli mátrix nem egyszerű struktu-
ráltságára. 

Az u-től függő sajátértékekhez tartozó sajátvektor-erőjátékok rács-
koszorúként egyensúlyi erőrendszert alkotó, az elsoroltaktól lineárisan függet-
len tehervektorok által keltett erőjátékokat írnak le, mégpedig oly módon, hogy 
a henger tengelyével párhuzamos irányú erőcsoportok által keltett rácskoszorú-
erőjátékok az I Я I 1 sajátértékek alterében maradnak, a tengelyre merőle-
ges komponenssel is rendelkező erőből álló erőcsoportok által keltett rács-
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koszorú-erőjátékok viszont az | A | >• 1 sajátértékek alterében található kom-
ponenssel is rendelkeznek, amennyiben a terhek vízszintes komponenseiből 
alkotott vektorok nem a rúdlánccal felvehető terhek vektorterébe esnek. 

Mind a sajátvektorok, mind pedig a sajátvektorok által leírt rácskoszorú-
erőjátékot keltő csomóponti terhek vektorai olyan vektorok, amelyek elemeit 
a vektorokhoz tartozó sajátérték a (8) képletekben értelmezett к indexének, 
ill. az elemnek az s, ill. p vektorok n méretű s l 5 s2 , s3 , ill. px , p2, p3 minorvektorai-
ban elfoglalt helye sorszámának a szorzatától függő trigonometrikus függvény-
ként lehet megadni. Az egyre nagyobb abszolútértékű sajátértékéhez tartozó 
sajátvektorok elemei egyre erősebben változnak az elem-sorszám függvényé-
ben, ezért pl. a legnagyobb abszolútértékű sajátértékhez tartozó sajátvektor 
egymást követő elemei rendre ellentétes előjelű, közel azonos nagyságú számok. 
Viszonylag egyenletes eloszlású külső teher olyan rácskoszorú-erőjátékot kelt, 
amely elsősorban az l -hez közeli abszolútértékű sajátértékekhez tartozó saját-
vektorkomponensekből tevődik össze, de amennyiben a rúderővektor nem töké-
letesen ortogonális a gyorsan növekvő sajátvektorokra, ezek hatása előbb-
utóbb dominánssá válik az erőjáték terjedésében. Lényeges megállapítás, hogy 
az egyetlen csomóponti erőből álló külső teher keltette rácskoszorú-erőjáték 
vektora csak abban az esetben nem tartalmazza az erősen növekvő terjedésű 
sajátvektorokat komponensként, ha az erő a henger alkotóival párhuzamos 
irányú. 

A rúdszerű igénybevételekkel analóg sajátvektor-erőjátékok mintájára 
az il-tői függő sajátértékek sajátvektorait is értelmezhetjük általánosított rúd-
szerű igénybevételek analogonjaiként. Az exponenciális terjedés is csak első 
pillanatban ad értelmezési nehézséget: a gátolt csavarás vizsgálatánál beveze-
tet t általánosított rúdszerű igénybevételek — a delirációs nyomatékok — pl. 
szintén a csavart rúd hossztengelye mentén exponenciális függvény szerint 
változnak. 

4. A rácsos henger pontosított helyettesítő kontinuuma 

Az ismertetett vizsgálat eredményei alapján megállapítható, hogy a vizs-
gált rácshenger erőjátéka számos olyan sajátsággal rendelkezik, amelyek nem 
hozhatók összhangba az egyrétegű rácsfelületek és a membránhéjak erőjátéka 
közti rokonság alapján kialakítható elvárásokkal [5]. Az eltéréseket a követke-
zőkben foglalhatjuk össze: 

— A csupán alkotóirányú erőkkel terhelt rácshengernek a gyűrűirányt 
képviselő poligonrúdjai nem feszültségmentesek még az egyenletes teherrel 
statikailag egyenértékű külső teher működtekor sem. 

— A rácshenger terheletlen szakaszán a rácsrúderő-rendszer egyes kom-
ponensei a tengelyirányú koordináta (diszkrét) exponenciális függvényeként 
változnak. 
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Leszögezhetjük tehát, hogy a vizsgált rácshenger helyettesítő konti-
nuuma nem membrán körhenger. Az erőjáték sajátságainak ismeretében azon-
ban nem nehéz meghatározni azt a szerkezetet, amely a diszkrét, illetve a 
folytonos matematikai modellű szerkezetek erőjátéka közti elkerülhetetlen 
különbségektől eltekintve éppen a vizsgált rácstípus erőjátékának sajátosságai-
val rendelkezik. Ez a szerkezet egymáshoz hajlékony peremtartók közvetítésé-
vel csatlakozó olyan membrán forgáshiperboloidok sorozata, melyek egyenes 
alkotóinak seregébe a rácskoszorúk ferde összekötőrúdjai éppen besorolhatók 
(3. ábra). A szerkezet külső terhei a peremtartókon hatnak. 

A hiperboloid-sor erőjátékát a rácséhoz hasonlóan, a legfelső hiperboloid-
nál kezdve lépésenként határozhatjuk meg. A gyűrűirányban változó terhek 
hatásának f igyelembevételét megkönnyít i , ha a teherfüggvényeket Fourier-
sorba fejtjük, a peremtartók igénybevételét és a hiperboloid membrán-metszet-
erőinek peremértékeit hasonló Fourier-sor formájában keressük. 

Az erőjáték vizsgálata azt mutatja, hogy a Fourier-sorok egyes tagjai 
által leírt erőjáték-komponensek héj-elemenkénti változása éppen a (8) kép-
letben felírt sajátértékeknek megfelelő kvociensekkel jellemezhető növekvés, 
stagnálás vagy lecsengés. Kézenfekvő és részletes vizsgálattal igazolható is a 
következtetés , hogy az egyes teherharmonikusok által keltett és szintenként 
újra és újra megjelenő „saját-erőjátékok" éppen a rácskoszorúk sajátvektor-
erőjátékainak folytonos megfelelői. 

Megtalálható és teljes az analógia fővektorok és a hiperboloidsor nyoma-
téki-nyírási erőjátéka között is. 
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Mivel tehát a peremtartókból és a hiperboloidokból álló szerkezet „saját-
erőjátékai" — a 0, 1, . . . , (n — 1) Fourier-tagokig — közvetlenül megfelel-
tethetők a rácskoszorúk sajátvektor-erőjátékainak, a membrán henger helyett 
ez a hiperboloid sor használható arra, hogy a rácsrúderők meghatározásánál 
helyettesítő kontinuumként alkalmazzuk. 

Ennek a „felfedezésnek" közvetlen számítástechnikai előnnyel járó 
haszna nyilvánvalóan nincs, jelentősége mégis nagy az egyrétegű térbeli rácsok 
és az analóg geometriájú és terhelésű membránhéjak erőjátékának összevetése 
szempontjából. 

5. Az általánosítás lehetőségei, következtetések 

A dolgozatban ismertetett módszer lényegtelen módosításokkal alkal-
mazható olyan rácskúpra, ahol az egymásra épülő rácskoszorúk arányos 
nagyítással, ill. kicsinyítéssel egybevágókká tehetők. Az ilyen szerkezet erő-
játéka ugyanolyan értelemben tér el a membránkúp erőjátékától, mint a 
bemutatott rácshengeré a membrán hengerétől. Lényegesebb módosítás szük-
séges, ha szimmetrikus hálózati rendszerű, de tetszőleges vezérgörbéjű rácsos 
héjra alkalmazzuk a módszert. A számítás alapelve ugyan nem változik, de 
L, M és N skalár együtthatóit minden rácskoszorú, ill. átvitel számításakor 
módosítanunk kell. Az erőjáték terjedését ezért ilyen szerkezeteken nem egy 
konstans átviteli mátrix hatványai, hanem a rácskoszorúként módosuló átvi-
teli mátrixok szorzatai szabják meg. Szemben az ismertetett vizsgálattal — az 
ilyen hálózatú rácsok számítása már nem feltétlenül végezhető kézi számítással 
gazdaságosan. Kivételnek tekinthetjük az olyan szimmetrikus hálózatú forgás-
hiperboloid rácsot, amelynek villarúdjai a hiperboloid egyenes alkotóira illesz-
kednek. Az ilyen rácshiperboloid számítására igen hatékony kézi számítási 
módszert biztosít a bemutatott mátrix-analitikus eljárás módosítása. 

A vizsgálatok gyakorlati szempontból való értékelése egyébként arra a 
konklúzióra vezet, hogy — е8У'е8У kivételes esettől eltekintve — a szélsősége-
sen kedvezőtlen erőterjedési mechanizmusban rejlő veszélyek miatt, a rácsfelü-
letek szimmetrikus rendszerű hálózata nem javasolható sem konkrét mérnöki 
szerkezetként, sem pedig membránhéjak helyettesítő számítási modelljeként. 
Térbeli keretszerkezetek megoldására alkalmas módszerrel végzett vizsgálatok 
azt mutatják, bogy ha a csomópontok nyomaték felvételére alkalmas kapcso-
lattal vannak kialakítva, a bemutatott erőterjedési mechanizmus lényegesen 
kedvezőbbé válik, ilyenkor a hálózat kedvezőtlen hatása a szélsőséges rúderő-
eloszlás helyett többnyire csak abban jelentkezik, hogy a szerkezet bizonyos 
elrendezésű terhek működtekor a vártnál lényegesen nagyobb alakváltozáso-
kat szenved. 

A bemutatott vizsgálatok keretében nem vállalkoztunk annak a tisztá-
zására, hogy milyen feltételeket kell állítanunk ahhoz, hogy ne léphessen fel 
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az egyrétegű térbeli rácsok és a hasonló alakú, analóg terhelésű membránhéjak 
erőjátéka közt a bemutatotthoz hasonló je l legű anomális eltérés. Számos jelen-
ség arra enged következtetni, hogy a kérdés gyökere a rácsozás háromszög-
lapjainak egymással bezárt szögeivel kapcsolatos vizsgálatokkal közelíthető 
meg. Ha a rácshenger rácsozását olyan formán módosítjuk, hogy az egyik 
villarúd a henger alkotóinak irányába essék, a rácsháromszögek csak a forgás-
tengely felől konvex szögtöréssel csatlakoznak egymáshoz, ezzel egyidőben az 
összes megf igyel t anomáliák megszűnnek. Ugyancsak minden szempontból a 
várakozásnak megfelelő az egyezés az egyköpenyű forgáshiperboloid membrán-
erői és egy o lyan rács szimmetrikus hálózati rendszerű rúderői közt, amelynek 
csomópontjai a hiperboloid felületen fekszenek, villarűdjai pedig a hiperboloid 
egyenes alkotóira illeszkednek. Ebben a hálózatban a rácsháromszögek ugyan 
konvex és konkáv szögtöréssel is csatlakoznak egymáshoz, de ez a sajátság 
egybe esik azzal, hogy a forgáshiperboloidon is kijelölhetünk a forgástengely 
felől szemlélve homorú és domború metszésgörbéket, melyek rendre az egy-
mást metsző egyenes alkotók által kijelölt szögszektorok egyikében vagy mási-
kában futnak. 

Amennyiben megfogalmazhatók a hálózat és az analóg héj ismert saját-
ságai alapján az anomáliák elkerülhetőségének feltételei, ezek megtalálása rend-
kívül fontos feladat, ugyanis a feltételek ismerete nélkül nemcsak az egyrétegű 
rácsfelületek és a membránhéjak közti analógia elve, hanem a membránfelada-
tok egyes finitizáláson alapuló megoldásmódszerei sem használhatók kellő biz-
tonsággal és általánossággal a szerkezetek tervezésében. 
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der of geometr ical shape a t t acked by analogous load; therefore , the m e m b r a n e cyl inder canno t 
be considered as t he subs t i tu t ing c o n t i n u u m of the la t t i ce cons t ruc t ion inves t iga ted . Also t he 
cons t ruc t ion is p resen ted which, due to t he par t icular i t ies of i t s stress d is t r ibu t ion , m i g h t r ead-
ily be considered as t h e subs t i tu t ing c o n t i n u u m of t he la t t ice s t ruc tu re in quest ion. The pur -
pose of t h e paper is t he demons t ra t ion of t he eff iciency of the ma t r ix -ana ly t i ca l me thod used 
to t he inves t iga t ion , as well as to d r a w the a t t en t ion t o the danger which is involved in t he 
app l i ca t ion wi thou t d u e caut ion of t he resemblance be tween the singl-layer space la t t ice s t ruc-
tu r e s a n d membrane shells. 

E i n e matr ix-analyt ische Methode zur Unte r suchung der Kräftespiel eines Gitterzylinders 
von symmet r i schem Netzwerk. E in mat r ix -ana ly t i sches Ver fahren zur Berechnung der S tab-
k r ä f t e eines aus regelmässigen Bingpolygonen mi t symmet r i schen Bindes täben hergestel l ten 
e inschicht igen Gi t te rzyl inders wird behande l t . Aus den Untersuchungsergebnissen erweist 
sich, d a ß es — neben zahlreichen Ü b e r e i n s t i m m u n g e n — zwischen den Kräf tesp ie len eines 
Gi t t e rwerks und eines geometr isch ausges ta l te ten , analog be las te ten Membranzy l inders g rund-
legende Unterschiede gibt , weshalb k a n n der Membranzy l inder n icht als ein E r s a t z k o n t i n u u m 
f ü r das un te r such te Gi t t e rwerk b e t r a c h t e t werden. A u c h eine derar t ige K o n s t r u k t i o n wird 
vorgelegt , die a u f g r u n d der E igenar t igke i ten des Kräf tesp ie l s t a t säch l ich als das Ersa tzkon t i -
n u u m des behande l t en Gi t terwerks b e t r a c h t e t werden k a n n . Der Zweck der A b h a n d l u n g ist 
die E f f e k t i v i t ä t des ma t r ix -ana ly t i schen Ver fahrens nachzuweisen sowie auf die Gefahr hinzu-
d e u t e n , welche die unvors icht ige A n w e n d u n g der Ähnl ichkei t der Krä f t eve r t e i l ungen von e in-
schicht igen räuml ichen Gi t te rwerken u n d Membranscha len in sich schließt. 
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ALSÓ ÉS FELSŐ KORLÁT A VÁLTOZÓ 
VASTAGSÁGÚ KÖRTÁRCSA HÚZÁSI MEREVSÉGÉRE 

E C S E D I I S T V Á N * 

[Beé rkeze t t : 1979. ápri l is 3 -án] 

A vá l tozó v a s t a g s á g ú üreges, kö r a l a k ú t á r c s a húzás i merevségére v o n a t k o z ó 
k o r l á t o k levezetése az e l a sz to sz t a t i ka k é t m i n i m u m t é t e l é n e k az a l k a l m a z á s á v a l t ö r t é -
nik. A t a n u l m á n y a p ro f i l o s s ík fe l ada tok fe l t evése i t a l ka lmazza . 

A változó vastagságú, homogén, izotróp, lineárisan rugalmas anyagú kör-
tárcsát sugárirányban az r = a és az r = b sugarú körhenger felületek határol-
ják (1. ábra). A tárcsa vastagsága a h = h(r) függvény szerint változik, a z = 0 
koordinátával kijelölt sík a tárcsa középsíkja és egyben szimmetria síkja. 
A tárcsa belső palást felületén levő pontok nem mozdulnak el, az r = b koordi-
nátával kijelölt külső palást felületen pedig a körvonal mentén egyenletesen 
megoszló F = Nr(b) terhelés (feszültségi eredő) működik, melynek hatására a 
külső palást felületen levő pontok u(b) értékkel radiális irányban elmozdulnak. 

Az elasztosztatika szokásos feltevéseit elfogadva, írhatjuk, hogy 

A fenti képletekben 
S — a körtárcsa húzási merevsége, 
H — a körtárcsa húzási „hajlékonysága". 

H és S mennyiségek közötti kapcsolatot az ( lc) egyenlet adja meg. 
A saját síkjában terhelt változó vastagságú vékony tárcsák elméleti tár-

gyalását általános esetre V O C K E végezte el, kidolgozván az ún. profilos síkfel-
adatok elméletét. A jelen tanulmány a profilos síkfeladatok általa bevezetett 
feltevéseit alkalmazza [1]. 

Az ( la ) egyenlet által értelmezett húzási merevség pontos (szigorú) érté-
kének meghatározásához általában változó együtthatójú másodrendű közön-
séges differenciálegyenletet kell megoldanunk, melynek explicit alakú megol-
dását igen sok esetben nem tudjuk előállítani. 

1. A megoldandó feladat 

Nr(b) = Su(b), u(b) = HNr(b) , 

H • S = 1 . 

(la, Ь) 

(lc) 

* D r . Ecsed i I s t v á n , 3531 Miskolc, Vászonfehé r í tő u . 24. IV/1. 
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1. ábra. Vál tozó vas tagságú, kö ra l akú üreges t á rcsa 

Nr(b) = F 

A h = állandó esetben a H együtthatóra a saját síkjában terhelt állandó 
vastagságú, vékony rugalmas tárcsák elméletének [3] a felhasználásával a 

Я — ! (1 - v)(b2 -
2G (1 + i>)62 + (1 - v)a2 h 

eredményt tudjuk levezetni, ahol G a lemez anyagának csúsztató rugalmassági 
modulusa, v pedig a lemez anyagának Poisson-száma. A tanulmány célja alsó 
és felső korlátok levezetése az ( la) és az ( lb) képletek által értelmezett S húzási 
merevség és H „hajlékonysági" együttható számára. A korlátokat kifejező 
képleteket csak a H — l/S hajlékonysági együttható számára írjuk fel. 

2. Alsó korlát 

Bármely, az e < r < 6 intervallumban folytonos és szakaszonként foly-
tonosan differenciálható 

f(a) = 0 (3) 
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homogén peremfeltételt kielégítő / = f(r) függvénnyel fennáll a 

H>2/(b) - --J^-Í'pr r 2 ( / / ) 2 + / 2 + 2vff']hdr (4) 
(1 - V)b Ja l Г J 

egyenlőtlenségi reláció. A (4) képle tben/mértékegysége m 2 / N v a g y m2/kp. 

3. Felső korlát 

Bármely, az a ^ r b intervallumban folytonos és szakaszonként foly-
tonosan differenciálható 

g(b) = 1 (5) 

feltételt kielégítő g = g(r) függvénnyel fennáll a 

я ^ . I f ^ ± M t W r á r ( 6 ) 
2G(1 + v)b Ja h 

egyenlőtlenségi reláció. 

4. A korlátok bizonyítása 

A potenciális energia és a kiegészítő energia funkcionálokkal kapcsolatos 
minimum tételeiből kapjuk a (4), (6) egyenlőtlenségi relációk igazolását. 

A potenciális energia funkcionállal kapcsolatos minimum tételből az 
û = Ff(r) alakú kinematikailag lehetséges elmozdulás mezővel számolva, kap-
juk a (4) egyenlőtlenségi relációt, ha felhasználjuk, hogy a tényleges megoldás-
nál a potenciális energia funkcionál értéke 

Пр = — F2 я ЬН . (7) 

A kiegészítő energia funkcionállal kapcsolatos minimum tételből az 

Nr=Fg(r), (8) 

Nf = F(rg(r))' (9) 

alakú statikailag lehetséges „feszültségmező" alkalmazásával a (6) egyenlőt-
lenségi relációt nyerjük, ha felhasználjuk, hogy a tényleges megoldásnál a 
kiegészítő energia funkcionál értéke 

Пк — F2nbH . (10) 

Megjegyzendő, hogy g dimenziótlan mennyiség. 
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5. Példa a korlátok képzésére 

Legyen / = / (r) = C(r — a). A (4) egyenlőtlenségi relációból rövid szá-
molással a 

Я ^ 2C(6 - a) - 4G C 2 ] ^ 1 + v)r + y- - i 1 + v)a^hdr (11) 

eredményt kapjuk. A (11) képlet jobb oldala a „C állandó" függvénye, a jobb 
oldal maximális értékénél lesz a (11) alakú korlát a legélesebb. Ennek meg-
felelően a (11) alakú korlátot az optimális С értékkel képezve, jutunk a 

Я ^ 
(b - af 

(1 

(12) 

alsó korlátra. 
A felső korlátot a g(r) = r/b alakú függvénnyel képezzük a (6) egyenlőt-

lenségi relációból. Elementáris számolással a 

(13) 
5 - 4 , p ^ 

2G(1 + v)b3 Ja h 
eredményt nyerjük. 

A 2. ábrán vázolt lineárisan változó vastagságú köralakú tárcsára a 

1,432 • 10 - 3 ^ Я ^ 1,622 • 1 0 - 3 

eredményt tudjuk levezetni a (12), (13) formulák alapján az alábbi értékek 
felhasználásával: 

a = 4, 6 = 1 0 , h(r) = 1 6 ~ T , G = 600, v = 1/3 . 

2. ábra. Lineárisan vá l tozó vastagságú t á r c s a 
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A számpéldában a mértékegységek feltüntetésétől eltekintettünk. 
Hajl í tott változó vastagságú körlemezzel kapcsolatban hasonló problé-

mát R E I S S N E R oldott meg [ 2 ] . 

I R O D A L O M 

1. VOCKE, W . : D e r p ro f i l - ebene S p a n n u n g s z u s t a n d . ZAMM 4 1 (1961) , 257—261 
2. REISSNER, E . : U p p e r a n d L o w e r Bounds f o r t h e S t i f fness of T r a n s v e r s a l y Ben t C i r c u l a r P l a t e s 

Journ. Appl. Mech. (1959) , 1 4 2 - 1 4 3 
3. TIMOSHENKO, S.—GOODIER, I . N . : T h e o r y of E l a s t i c i t y . 2nd E d . (1951), p. 59 

Low er a n d Upper L i m i t s t o t he Tension S t i f f n e s s of a Ci rcu lar Disc of Var iable T h i c k n e s s . 
T h e l imi ts of t h e t ens ion - s t i f fne s s l imits of a h o l l o w circular d i sc of var iable t h i c k n e s s are 
d e d u c e d b y t h e app l i ca t i on of t h e two m i n i m u m t h e o r e m s of t h e e las tos ta t i c s . The a s s u m p t i o n s 
of t h e i n p l a n e p rof i l e p r o b l e m s a re used in t h e p a p e r . 

U n t e r e u n d obere G r e n z e n f ü r die Z n g s t e i f i g k e i t einer Kre i ssche ibe von v e r ä n d e r l i c h e r 
Dicke . Die G r e n z e n de r Zugs t e i f igke i t von H o h l k r e i s s e h e i b e n m i t ve rände r l i chen D i c k e n wer-
d e n d u r c h A n w e n d u n g der zwei M i n i m u m t h e o r i e n de r E l a s t o s t a t i k abgele i te t . Die A b h a n d l u n g 
w e n d e t die V o r a u s s e t z u n g e n de r p ro f i l ebenen A u f g a b e n an. 
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KÖNYVISMERTETÉS 

G. Franz (szerkesztő): 

B E T O N - K A L E N D E R 1978 

TASCHENBUCH FÜR BETON-, STAHLBETON- UND SPANNBETONBAU, SOWIE DIE VERWANDTEN FÄCHER 

Ver lag v o n Wi lhe lm E r n s t u . Sohn , Be r l i n—München—Düsse ldo r f 1978 

A Beton-Kalender, a b e t o n s z a k m a k é t k ö t e t e s s t a n d a r d zsebkönyve , i m m á r 67. k iadás -
b a n áll a v a s b e t o n s z a k m a műve lő inek rende lkezésére . 

A z s e b k ö n y v első kö t e t e 1165 oldal t e r j e d e l e m b e n 12 f e j e z e t e t foglal m a g á b a n . E z e k 
rész le tesen f o g l a l k o z n a k t ö b b e k köz t a v a s b e t o n a l a p a n y a g a i n a k t u l a j d o n s á g a i v a l (P ro f . J . 
BONZEL, W . SCHUMACHER), a h á r o m és n é g y o l d a l t f e l fekvő , v a l a m i n t a t ö b b t á m a s z ú lemezek 
e r ő j á t é k á v a l ( P r o f . F. CZERNY), a s z i l á r d s á g t a n n a k a mérnök-ép í t é sze tben f o n t o s f e l a d a t a i v a l 
( P r o f . N . DIMITROV), a rúdsze rkeze t ek s z á m í t á s á v a l (H. AHRENS, P ro f . H. DUDDECK) a vas-
b e t o n s z e r k e z e t e k k u r r e n s mére tezés i s zabá lya iva l (E . GKASSER), A ka rcsú sze rkeze t i e lemek 
mére tezés i p r o b l é m á i v a l (Prof . K . KOHDINA, P r o f . U . QUAST), v a l a m i n t a f e sz í t e t t be tonsze rke -
z e t e k kérdése ive l ( P r o f . H. RÜSCH, P ro f . H . KUPFER). 

A k ö n y v m á s o d i k k ö t e t e 1006 oldal t e r j e d e l m ű . E n n e k m i n t e g y a fe lé t az N S Z K - b a n 
é r v é n y e s épí tés i s z a b v á n y o k és s z a b á l y z a t o k k i m e r í t ő i smer t e t é se fog la l ja el ( H . GOFFIN). 
I g e n r é sz l e t eze t t ek a k é t i r á n y ú feszül tségi á l l a p o t b a n levő lemezszerkeze tek ( t á b l á k ) számí tá -
s á t , ( W . SCHLEEK) v a l a m i n t a b e t o n ú t é p í t é s ké rdé se i t t á r g y a l ó f e j eze tek ( J . SCHLUMS, P ro f . 
D . S C H W Ä R ) . 

Az ú j k i a d á s a régebbi k i a d á s o k b ó l á t v e t t f e j eze t ek gyökeres á tdo lgozásá t t e t t e szüksé-
gessé. E r r e f ő k é n t az a d o t t oko t , hogy az N S Z K - b a n 1978. j a n u á r 1- től kezdve a r é g e b b i mér t ék -
egységek h e l y e t t az ú j S l - m é r t é k e g y s é g r e n d s z e r t v e z e t t é k be, ami e g y ú t t a l egyes anyage lneve -
zések m e g v á l t o z á s á t is m a g a u t á n v o n t a . 

A k ö n y v előszava melegen emlékezik m e g a 88 éves korban elhunyt magyar származású 
Prof. E. RAUSCHról, a zsebkönyv „Gépalapok" c ímű fejezetének kiváló szerzőjéről. Az új 
kiadásban ezt a tárgykört a széllökések rá földrengések okozta igénybevételekre való mérete-
zés problémáival k ibőví tve F. P. MÜLLER tárgyalja . 

Ú j a zsebkönyvben a holland vasbetonszabályzatot részletesen i smertető fejezet is. 
V é g i g t e k i n t v e a z s e b k ö n y v gazdag és igen vá l t oza to s a n y a g á n , e g y é r t e l m ű e n megál la-

p í t h a t ó , hogy a k ö n y v neves szerkesz tő je , P r o f . G. FRANZ h í v e n ő r k ö d ö t t a j ó l b e v á l t hagyo-
m á n y o k o n : az ú j k i a d á s — a régiekhez h a s o n l ó a n —- k i t ű n ő e n szolgál ja a b e t o n é p í t é s z e t érde-
k e i t , és m i n t i lyen , hasznos segí tséget n y ú j t a b e t o n é p í t é s z e t t e l foglalkozó s z a k k ö r ö k n e k messze 
az ország h a t á r a i n t ú l is. 

Dr. Csonka Pál 

Gábor László: 

É P Ü L E T S Z E R K E Z E T T A N IV. K Ö T E T 

T a n k ö n y v k i a d ó , B u d a p e s t 1979, 302 oldal , 234 á b r a , szak i roda lmi j e g y z é k 

E z a k ö n y v GÁBOR László professzor é l e t m ű v é n e k — az É p ü l e t s z e r k e z e t t a n c ímű q u a d -
r i lóg iának — negyed ik , i m m á r befe jező k ö t e t e , ame ly az a j t ó k , a k a p u k , az a b l a k o k , az üveg-
f a l a k , a p o r t á l o k , a f é n y z á r ó k és á rnyéko lók , a b e é p í t e t t s zek rények , a p a d l ó k és f a l b u r k o l a t o k 
célszerű szerkeze t i mego ldásá t i smer te t i . Cél ja e szerkeze tek épí tészet i és sze rkeze t t e rvezés i 
e lve inek k r i t i k a i t á r g y a l á s a és je l legzetes k iv i te l i pé ldá inak b e m u t a t á s a . 

A k ö n y v t a r t a l m á t i l le tően m e r ő b e n ú j s z e r ű ; az é p ü l e t e k kiegészítő s ze rkeze t e i t hasonló 
részletességgel és t u d o m á n y o s igénnye l t á r g y a l ó s z a k k ö n y v n e m ismeretes s e m h a z a i , sem n e m -
zetközi v i s z o n y l a t b a n . E n n e k a szerte ágazó , s o k r é t ű a n y a g n a k az ö s szegyű j t é séé r t , rendszere-
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zéséért , kr i t ikai é r tékeléséér t a szerzőt a haza i é p í t é s t u d o m á n y és épí tőipar részéről elismerő kö-
szönet illeti meg. Műve a hazai építészet s zámára biztos ú t m u t a t á s t , az egye temi és főiskolai 
o k t a t á s részére a l apve tő segítséget je len t . 

A könyv szövegrésze minden részletre k i te r jedő gondossággal , de amel le t t kellő m é r t é k -
t a r t á s sa l ismertet i a kü lönfé le kiegészítő szerkezetek cé l já t , elrendezését , a célt szolgáló fe l té te -
lek legalkalmasabb t e l j e s í t é smód já t . N e m mulasz t j a el m i n d u n t a l a n felhívni a f igyelmet a fel-
a d a t t a l kapcso la tban kielégí tendő épí tésrendészet i , sz i lá rdságtani , anyag tan i , szellőzéstechni-
kai , tűz- és za jvéde lmi , v a l a m i n t egyéb f iz ikai és kémia i fe l té te lekre , a gyár tás technológia i , 
egészségügyi és szépészeti köve te lményekre . Ál landóan f i gye lmez te t az ok és okozat i összefüg-
gésekre. a tar tóssági és gazdaságossági szempontokra , a n é h a nem is egy i rányba m u t a t ó , sőt 
éppen el lentétes igények ér te lmes egyezte tésének szükségességére. 

Különleges é r t éke a könyvnek a pé ldaszerű gondossággal , szakszerű pontossággal meg-
ra jzo l t igen gazdag á b r a a n y a g és annak ízléses, igen d e m o n s t r a t í v e lőadásmódja , mely k i t ű n ő e n 
hasznos í t j a a ké t színnel va ló ábrázolás technika n y ú j t o t t a lehetőségeket . E t e k i n t e t b e n k ü l ö n 
is r á kell m u t a t n i az ab lakszerkeze teke t b e m u t a t ó á b r á k vi lágos á t t ek in the tő vol tá ra , a m i t 
csakis a kétszínnel va ló ábrázolásmód t e t t lehetővé. 

Mindent egybeve tve , megál lap í tha tó , hogy G á b o r László professzor könyvének je len 
negyedik köte te az előző h á r o m köte thez hason lóan a m a g y a r műszaki i roda lom jeles t e rméke , 
amely mé l tón koronázza be szerzőjének az épü le t sze rkeze t t an terü le tén egy életen á t végze t t 
ér tékes t u d o m á n y o s m u n k á s s á g á t . 

Dr. Csonka Pál 

T. Kallard: 

E X P L O R I N G L A S E R L I G H T . Optosonic Press, 1977. 

Ez a k ö n y v célki tűzései t t ek in tve a lézerek a lka lmazásáva l foglalkozó, n e m fe l té t lenül 
lézeres a lapismeretekkel rendelkező, de a klasszikus o p t i k á b a n j á ra tos szakembereknek, k u t a -
tóknak és o k t a t ó k n a k szól. 

A szerkesztő s ikeresen o ldot ta meg az t a fe lada to t , h o g y ne csak egy szűk o lvasó tábornak 
készí tsen erről az igen é rdekes , s egyre n a g y o b b érdeklődést k ivál tó terüle t ről kéz ikönyvet , 
h a n e m egy jóval szélesebb kö rnek ír az egyszerű i smere t te r jesz tésnél többe t n y ú j t v a , a részle-
tesebb információkra t ö b b m i n t 200 h i v a t k o z á s b a n uta ló m ű v é b e n . Külön eml í tés t igényel a 
j avaso l t segédanyagok jó csoportosí tása (a fe jeze tek végén m e g a d o t t h iva tkozások összegzése, 
azok szerzők és tárgy szer in t i csoportosí tása) , va lamin t egy röv id a jánlás a f on to sabb lézeres 
berendezéseket és op t ika i eszközöket gyá r tó cégek m e g a d á s á v a l . További segítséget n y ú j t a 
szerkesztő azzal is, hogy m e g a d j a a szak te rü le t te l foglalkozó lényegesebb fo lyói ra tok jegyzékét . 

A k ö n y v t a r t a l m á t t e k i n t v e l abora tó r iumi gyakor la tok és előadás demons t rác iók f o r m á -
j á b a n közli azokat a k lassz ikus i smere teket és a legfrissebb k u t a t á s i e redményeke t , amelyek 
alapul szolgálhatnak a hé l ium-neon lézerek a lkalmazási pé ldá ibó l k i indulva egy jóva l szélesebb 
mérés technikai és eszközfejlesztési igénnyel je lentkező o lvasóré teg számára is. 

A k ö n y v jellegét t e k i n t v e hézagpótló szerepet tö l t be a t u d o m á n y o s mélységű publ iká-
ciók és a m á r főleg k i f e j l e sz t e t t eszközöket i smer te tő lézeres a lka lmazás technika i k ö n y v e k 
közö t t . 

A k i a d v á n y 298 o lda lon , 276 i l lusztrációval 112 t é m a k ö r t emel ki az op t ika terüle téről , 
s minden t é m á t o lva smányosan , ugyanakkor o lyan mélységig t á r fel, hogy az o lvaso t t ak a l ap j án 
a szükséges eszközökkel és a lapismeretekkel rendelkező olvasó rekons t ruá ln i t u d j a az egyes 
vizsgálati e l j á rásoka t , s az i rodalmi u ta lások a l a p j á n bá rme ly t é m á b a n t o v á b b t u d j o n lépni az 
egyszerű demons t rác ión . P é l d a k é n t eml í the tők ilyen c ímszavak , m i n t „op t ika i p a d és ta r tozé-
k a i " , „ t ü k r ö k görbüle tének mérése" , „op t i ka i m i k r o m é t e r " , „Michelson, Mach-Zender és 
J a m i n in t e r f e romé te rek" , „ lézeres Doppler-féle sebességmérés" , „ t ö r é s m u t a t ó m e g h a t á r o z á s " , 
„360°-os ho lográ f ia" s tb . 

összegezve megá l l ap í tha tó , hogy a k ö n y v éppen hézagpó t ló jellege m i a t t kereset t m ű 
lesz a lézerek és az op t ika i r á n t érdeklődő olvasók számára . 

Dr. Bitó János 
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Palotás László: 

M É R N Ö K I S Z E R K E Z E T E K A N Y A G T A N A , I. 

ÁLTALÁNOS ANYAGISMERET 

Akadémia i Kiadó, B u d a p e s t 1979. 

Régi és sü rge tő igényt e légí te t t k i Pa lo tás professzor , a Magyar T u d o m á n y o s Akadémia 
és az Akadémia i K i a d ó , amikor ezt a k ö n y v e t meg je l en t e t t e . Szerző É p í t ő a n y a g o k című, az 
Akadémia i K i a d ó gondozásában 1959—61 évben pub l iká l t k é t kö te tes m u n k á j a ui. néhány 
é v e n belül k i f o g y o t t . 

Az ú j , h á r o m köte tes m ű első kö te t e h á r o m főfe jeze t re tagozódik. 
Az első főfejezet az anyag tan i a lap ismere tek és a mérnöki szerkezetek t ö m ö r összefogla-

lása u t á n a szerkezeti anyagok fe j lődését t á r g y a l j a az ősi és az ókori k u l t ú r á k t ó l nap ja ink ig . 
Meggyőző a d a t o k k a l , számos áb ráva l és pé ldáva l m u t a t j a be, hogy az épí tés á l t a l ában , külö-
nösen pedig az ép í tőművésze t és a mérnöki szerkezetek fejlődése e lvá la sz tha ta t l an az anyagok-
tó l : az anyagok vá l a sz t ékának bővülése , az anyagokró l szerzet t i smeretek elmélyülése megha t á -
r o z t a az építési m ó d o k a t és fe j lődésüke t . Ez a fő fe jeze t i smer te t i az anyagelméle t k ia laku lásá t , 
fe j lődését , az a n y a g felépítését és az anyagi tes t szerkezeté t , ér intve és m a g y a r á z v a azoka t a 
h a t á r t e r ü l e t e k e t , amelyek ismerete nélkül az a n y a g o k k u t a t á s á v a l vagy fe lhaszná lásáva l fog-
lalkozó mérnökök mindennap i f e l a d a t a i n a k megoldása m a már szinte e lképzelhete t len . 

A második főfejezet a szerkezeti anyagok kémia i , f izikai és szilárdsági t u l a jdonsága i t 
fog la l j a össze, t o v á b b á a mérési módszereket , a mér tékrendszereke t és a mér tékegységeke t , 
világos képe t a d v a az anyag, a mérőeszköz, a vizsgáló személy és az a n y a g t u l a j d o n s á g o k dialek-
t i kus egységéről. K ü l ö n értéke e fe jeze tnek , ahogyan szerző a l ineárisan ruga lmas , a l ineárisan 
ruga lmas- l ineár i san fe lkeményedő, a l ineárisan ruga lmas- töké le tesen kép lékeny , a merev-
tökéle tesen kép l ékeny és a merev-l ineár isan fe lkeményedő anyagmodel leket szé tvá lasz t ja , 
magya rázza és a lka lmazásuk lehetőségei t f e l t á r j a , n a g y segítséget adva ezzel a kü lönböző célú 
mérnöki szerkezetek méretezőinek a megfelelő igénybevételek és feszül tség-alakvál tozási 
modellek k ivá lasz tásá ra . 

A harmadik főfejezet a szerkezeti anyagok szilárdsági v izsgála tának és ér tékelésének mód-
szereit foglal ja össze. Részletesen i smer te t i a s t a t ikus , a ta r tós , a fá rasz tó és a d inamikus vizs-
gá la tok m ó d j a i t és elveit , a szükséges berendezéseket , ezek mérési t a r t o m á n y á t , pon tosságá t , 
a l ka lmazha tóságá t . A mérnöki szerkezetek t eherb í ró képességét a lapve tően h a t á r o z z á k meg a 
feszül tség-alakvál tozás i á l lapotok, az a lakvál tozások mechanikai ér tékelésének m ó d j a , az ezzel 
összefüggő törése lméle tek . Szerző e t é r en végzet t a l k o t ó m u n k á j á t a fe jezet h íven tükröz i és a 
mé rnökö t k i t ű n ő e n t á j é k o z t a t j a arról, hogyan lehe t biztos következ te téseke t levonni az alak-
vá l tozás mérési eredményeiből a szerkezet feszül tségál lapota i ra . Ehhez nagy segítséget ad a 
m a t e m a t i k a i ér tékelés , amelyet szerző e főfe jezet zá rá sakén t részletesen tá rgy al, kü lönös t ek in -
t e t t e l a ma temat ika i - s t a t i s z t ika i módszerekre . 

A k ö n y v egésze b izonyí t ja , hogy az é p í t m é n y e k ta r tósságának és gazdaságosságának 
a lapve tő fe l té te le a megfelelő minőség, mind a fe lhaszná l t anyagban , mind a tervezési , k iv i te -
lezési és f e n n t a r t á s i m u n k á b a n . A jó minőség e lengedhete t len fel tétele az anyag i smere t és a 
fo lyamatos ellenőrzés, vizsgálat. Szerző ö tvenesz tendős okta tói , t u d o m á n y o s és ipari t evékeny-
ségének bőséges t apasz t a l a t a i t , gazdag t u d o m á n y o s és ipari e redményei t k ö z r e a d v a az Akadé-
miai Kiadó a m a g y a r m é r n ö k t á r s a d a l m a t i smét n a g y o n hasznos, korszerű, magas színvonalú 
könyvve l a j á n d é k o z t a meg. 

Dr. Újhelyi János 

Perényi Imre: 

T O W N A N D E N V I R O N S . 

RECREATION IN TOWN PLANNING 

Akadémia i K iadó B u d a p e s t , 1978. 

Már megszok tuk , hogy a városrendezés t eo re t ikus kérdéseire é lénken reagáló PERÉNYI 
I m r e professzornak mindig v a n s z á m u n k r a m o n d a n i v a l ó j a még akkor is, ha u g y a n a b b a n a t é -
m á b a n m á r szólt , e lmondta vé leményé t , j a v a s l a t a i t , vagy leírta s zakmaformá ló nézete i t . 
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A Town and E n v i r o n s c. könyve is i lyen „ t ö b b l e t " , ú j a b b kiegészítés ahhoz, ami t k o r á b -
ban már megismer te t . Ez a k ö n y v lényegében véve azonos a szerzőnek a Város, ember, környezet 
(Műszaki Könyvk iadó , B u d a p e s t , 1976.) c. m u n k á j á v a l , de mégsem csupán annak angol n y e l v ű 
kiadása , m e r t a tőle megszoko t t módon ebben is továbbfe j l e sz t i gondolkodásmódot a l ak í tó 
j avas la t a i t , k r i s tá lyosabb ha lmazá l l apo tba sűrít i á l ta lános é r v é n y ű következte tése i t . T ö b b e t 
n y ú j t ebben annál , hogy egyszerűen nemzetközi kö rben lehetőséget t e r e m t érzékelni a m a g y a r 
urbanisz t ika elméletének — a t e l epü lés tudománynak — reagá l á sá t a világ egyik l egak tuá l i sabb 
urbanisz t ikai p r o b l é m á j á r a : az ember és a környeze t v i szonyára . 

A kö rnyeze tünkke l szemben t á m a s z t o t t igények élénkülésére érzékeny reagálóképessé-
gével nemcsak a város rendezésben felgyorsult t e m p ó k ö v e t k e z m é n y e i t és elméleti köve te lmé-
nyeit t a p o g a t j a le, h a n e m közvet lenül a gyakor la t s z á m á r a a lka lmazha tó köve tkez te t é seke t 
állít fel. Többször h a l l o t t u k , o lvas tuk tőle a város morfológiai t ago l á sának elveit, a te lepülés-
szerkezet szervezésének megha t á rozó jel lemzőit . Ezek k ö z ö t t azoka t a köve te lményeke t is, 
amelyeket az ember á l l andó környezetével szemben t á m a s z t a n i kell, s amelynek kielégítése 
jórészt a városrendezés eszközeivel b iz tos í tha tók . E b b e n a m ű v é b e n ú j t a r t a lommal tel í t i az 
á l ta lános e lveket , közelebb hozza , közvet lenül érzékelhetővé teszi a városrendezés kö rnyeze t -
alakító szerepét . 

PERÉNYI Imre a v á r o s t a t á r s ada lomnak megfelelő, de a benne élő emberre fo rmá l t m ű v i 
környeze tnek tekin t i , a m i b e n az ember egészséges k ö r n y e z e t b e n élhet , dolgozhatik, p ihenhe t , 
kényelmesen közlekedhet ik , a szükséges és lehetséges m é r t é k b e n szolgál ta tásban — e l l á t á sban 
részesül. E b b e n a r endsze rben vizsgál ja az ember és a város — az ember és környezete — viszo-
nyá t . A vizsgálódás során e l j u t azoknak a k r i t é r i u m o k n a k az összegezéséhez, amelyek a m a i 
ismeretek szerint a város rendezés köve te lménye ikén t h a t á r o z h a t ó k meg. 

PERÉNYI Imre m ű v é b e n o lyan kérdésben foglal á l lás t , amely még különböző szakmai 
helyeken elég g y a k r a n h o m á l y o s a n kerül megfoga lmazás ra . K i m o n d v a — ki nem m o n d v a — 
véleményt a lkot abban , hogy a környeze te t o t t kell védeni , ahol a r ra káros , romboló h a t á s 
érvényesül , de mindenhol a l ak í t an i keíl, ahol az ember — a város lakó közösség — é le tkörü lmé-
nyei t szükséges formáln i . H a m a j d nemzetközi — egyetemleges ke re tek közöt t a kö rnyeze t -
védelem eléri cél já t és az e m b e r közvet len és t á g a b b kö rnyeze t é t sem tuda tos , sem g o n d a t l a n -
ságból veszély nem fenyege t i , a környeze ta lak í tás szükségessége és jelentősége akkor sem csök-
ken, h a n e m az u rban izác ióva l fokoza tosan növekszik. Az t va l l j a , hogy az ember kö rnyeze t é t 
— a város t — a benne lakó e m b e r cél ja inak leg inkább a lka lmas m ó d o n kell a lakí tani , f o rmá ln i , 
hogy az u rban izá l t közösséget a vál tozó igények közö t t szolgálni t u d j a . 

A k ö n y v alcíme — rekreáció a városép í tésben — társadalmi-gazdasági fon tosságú , 
annál is i nkább , m e r t tú l j u t azon a körön, amihez leg inkább kapcso l juk . PERÉNYI I m r e k ö n y -
vében a rekreáció nemcsak a város lakó ember felfr issülését , fe lüdülésé t , erejének ú j r a a l ak í t á sá t 
jelenti , h a n e m á tv i t t é r t e l e m b e n a városra m i n t á l l andóan vál tozó , á ta lakuló t á r sada lmi lag 
lé t rehozot t o rganizmusra is i gaznak lehet e l fogadni . E z t a t ö rekvésé t igazolja a k ö n y v IV. f e j e -
zete, amiben a város m e g ú j h o d á s á v a l , a városrekons t rukc ió kö rnyeze ta l ak í tó reagálásával fog-
lalkozik. E b b e n az á l t a l ános í t á sban nem m a r a d meg „ i n t r a m u r o s " a városon belül, h a n e m a 
városnak a környeze té t — a környeze t „ k ö r n y e z e t é t " is boncolás alá veszi. Kü lön fogla lkozik 
a budapes t i agglomeráció k ia laku lásáva l és fe j lődésének tendenc iá iva l . Ez a rávezetés t ö b b e t 
is mond, m i n t amenny i t a m ű te r j ede lmében és a szűkre ko r l á tozo t t fe jeze tben fe l tá rn i lehe-
t e t t . E r r e pedig m i n d i n k á b b élednek az igények, mivel a vá ros és az agglomerációja közö t t i 
környezet i v i szonyha tás m e g h a t á r o z z a a benne élők környeze t i je l lemzőit . A budapes t i agglo-
merációnak — a főváros k ö r n y é k é n e k — pedig k iemelkedően fon tos szerepe v a n a város és az 
e térségben szimbiózisában együ t t é lő települések lakó inak — az ember , település és kö rnyeze t 
— egymás raha t á sában . Az e b b e n ke l te t t h iányérze te t pó to l j a a k ö n y v egyéb i rányú komplex i -
tása , a város lakó ember s z á m á r a jelentős környeze tnek ökonómia i , ökológiai, esztétikai köve te l -
mények a l ap j án fe l tá r t ér tékelése . 

Ez a m ű ú j a b b hi teles közvet í tő je i t t h o n és h a t á r o n kívül a m a g y a r urbanisz t ika i gon-
do lkodásmódnak , pub l ikác ió ja elért e redményeinknek és to lmácsoló ja a hazai városrendezés 
környeze ta lak í tó célki tűzéseinek. 

Dr. Pongrácz Pál 
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Perényi Imre: , 

V Á R O S É P Í T É S T AN 

A VÁROSÉPÍTÉS TÖRTÉNETE ÉS ELMÉLETE 

T a n k ö n y v k i a d ó , B u d a p e s t , 1978. 626 o. 

Haza i városépí tésünk művelésének k iemelkedően je len tős á l lomása e n a g y m é r e t ű , vas-
kos és t a r t a l m a s , sok képpe l és áb ráva l gazdag í to t t könyv . T a r t a l m a , időszerűsége, ú j , helye-
sebben m e g ú j í t o t t vol ta m i a t t számot t a r t h a t külföldi érdeklődésre , fe lhasználásra is. 

M e g ú j í t o t t vo l tá t azér t eml í t j ük , mer t j e len tős , immár k é t évt izedes előzményei v a n n a k . 
Ugyanis a k é t fő részből — a városépí tés t ö r t é n e t e és a városép í tés elmélete — álló k ö t e t máso-
d ik része „Település tervezés" c ímmel és „Városép í t é s tan I I . k ö t e t " alcímmel első ízben 1958-
b a n je lent meg . Je lentőségét , szükségességét b i zony í t j a az, h o g y ezt követően még k é t ízben 
— 1963-ban és 1972-ben — ú j r a kiadásra k e r ü l t , mindkétszer továbbfe j lesz tve is, de ugyan-
ezzel a c ímmel . Első része „ A városépítés t ö r t é n e t e " címmel és „Városépí tés tan I . k ö t e t " al-
c ímmel pedig egy ízben j e l en t meg, 1961-ben. A fo rd í t o t t k i adás i sorrendet i n d o k o l h a t t a az, 
hogy a te lepüléstervezést t á r g y a l ó kö te t köz readása sürgős és f o n t o s volt az akkor ú j r a megin-
duló, máig t a r t ó és r o h a m o s a n növekvő várostervezési , városépí tés i fe ladatok korszerű meg-
oldása s zámára . 

A m o s t , egybekapcso l tan és immár logikus sor rendben szerkesztve ú j r a meg je l en t ké t 
rész, k o r á b b a n ké t kö te t , l ényegesen több, i l le tve je lentősebb, m i n t amilyen kü lön-külön is vol t . 
Egységbe fog la l j a ugyanis t e l j e s t a r t a lmá t , a m i b e n a városépí tés tö r téne te és az abból levon-
h a t ó t a p a s z t a l a t o k , t anu l ságok nagy m é r t é k b e n megalapozzák je lenünk, sőt j ö v ő n k városépí-
tési f e l a d a t a i t , azok á t fogásá t és részletezését. Diszcipl ínájá t a d j a — részben a szerző k u t a t á s a i 
a l ap ján is — enciklopédikus teljességgel a városépí tésnek, ami h a z á n k b a n mind növekvően és 
a k ö z t u d a t b a n is növekvő jelentőséggel , fokozódó igényekkel fo ly ik . 

T ö b b azonban a k o r á b b i kiadásokhoz képes t azál ta l is, h o g y számos fe jeze t je lentősen 
bővül t . F ő k é n t olyanok s z á m á r a , akik az előző kö te t eke t i smer t ék , érdemes jelezni , hogy töb-
bek közt b ő v ü l t az első rész I . fe jezete Amer ika ókori k u l t ú r á j á n a k á t tekintésével , I I . fejezete 
a f ranc ia középkor i városépí téssel , va lamin t az iszlám országok városépítésével , I I I . fejezete 
ugyancsak t ö b b e k közt az ango l ipari f o r r ada lom időszakának városépí tésével és a szociálutó-
pis ták városépí tészet i eszméivel , a második v i lágháború u t á n i városépí tés jel legzetes európai 
vonása iva l , TV. fejezete a magyarországi városép í tés je lentős bővítésével , illetve mos t önálló 
f e j eze tkén t . A második rész I . fejezete bővü l t a népgazdasági tervezés , a terüle t fe j lesz tés és a 
te lepülés tervezés összefüggéseivel, menetével , I I . fejezete a városhálóza t i rendszerekkel és a 
városépí tés ökonómiai ve tü le te ive l , V I I . f e jeze te a szabadidő és a pihenés-üdülés környeze te , 
az üdü lő te rü le t ek k ia lak í tása t émáiva l . 

Az első rész egészét i l le tően érdemes kiemelni , hogy a városépí tés jelenségeit , indí tékai t 
n a g y m é r t é k b e n a t á r sada lmi , gazdasági a lakulás , fejlődés a l a p j á n , azokkal való összefüggései-
ben i smer te t i . A második rész esetében pedig különös hangsú ly t ad a legidőszerűbbé vá l t prob-
l é m á k n a k , m i n t többek k ö z ö t t a települések rekons t rukc ió ja , a lakóterüle tekkel és az ipar ra l 
kapcso la tos rekons t rukciós fe lada tok , a vá rosközpon tok a l ak í t á sa , illetve r ekons t rukc ió j a . 
E k i r a g a d o t t t émák is m u t a t j á k , hogy a k ö n y v , de főkén t m á s o d i k része nagy m é r t é k b e n a 
jelenlegi és jövőbeli t á r s a d a l m i fe lada tokhoz és a gyakor la t i tevékenységekhez k ö t ö t t , helye-
sebben azokra irányul . 

Ezzel kapcsola tosan k é t kérdés v e t h e t ő fel a k ö n y v c ímé t , t a r t a lmá t , tö rekvése i t ille-
tően, s m i n d k e t t ő megválaszolásra érdemes. Az egyik: mié r t „ v á r o s é p í t é s t a n " a c íme, s ennek 
megfelelően t ú lnyomóan a t a r t a l m a is, amikor i m m á r közel húsz éve a korábbi szűkebb é r t e lmű 
vá rosép í t é s t an h a z á n k b a n is u rban i sz t ikává t águ l t , számos m á s t u d o m á n y á g a t , i smere tanya -
got fogo t t á t vagy ke rü l t ve lük interdiszcipl ináris kapcso la tokba , vezető t u d o m á n y á g a k é n t 
pedig m á r t ö b b mint negyed évszázada t e l epü lé s tudomány a neve . Úgy vél jük , jogos a szerző 
vá lasz tása , c ímadása . Az u rban i sz t ika egészét t ek in tve m é g t águ lóban v a n , h o v a t a r t o z á s a , 
ha tá ra i imbolyognak, v i t a t o t t a k . Kisebb m é r t é k b e n ez a he lyze t a t e l epü lé s tudomány t ille-
tően is. He lyes t ehá t m i n d k e t t ő n e k az e rede t i és szolid a l a p j a i n , vagyis az épí tésén, t á g a b b 
é r te lemben a műszaki a l a p o k o n maradni , m é g h a a ko rább iná l j óva l t ágabb k i tek in tésekke l is 
a t ávo labb i összefüggésekre. Az pedig közmegegyezéssé v á l t , hogy a t é m á n a k csak c ímében 
m a r a d t megha tá rozóvá a „ v á r o s " szó, m e r t m i n d i n k á b b be leé r t endők á l ta lában a te lepülések, 
s kü lönösképpen az országosan fokozódó urbanizác ió . Az is közmegegyezéssé v á l t — kül fö ldön 
he lyenkén t n e m így v a n —, hogy a t ágabb regionális, t e rü le t i tervezés az ú n . vá rosép í t é s t an 
szerves része, az egyes te lepülések kapcso la ta inak , miként i fej lesztésének, a l ak í t á sának egyik 
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fő a lap ja . E z t a vé l emény t nem csupán a r r a a lapozzuk, hogy e könyv t a n k ö n y v , he lyesebben 
az is, s m i n t t a n t á r g y h a t á r o z o t t ke re t eke t igényel , b a n e m a r ra is, hogy t a r t a l m á v a l , i smere t -
anyagáva l ennél jóva l szélesebb k ö r b e n lehe t hasznos, in fo rmác ióka t adha t , sőt h a t á s t ke l the t . 

A más ik kérdés , ami fe lve the tő s vá l a sz t igényel: mié r t „ a városépí tés e lméle te" a máso-
dik rész c íme, ho lo t t e rész k o r á b b a n önálló k ö n y v k é n t s m i n d h á r o m előző k i a d á s á b a n a „Tele-
pü lés te rvezés" c ímet viselte. A válasz er re elméletileg is nehezebb, de u g y a n e z é r t még inkább 
szükséges. I n d o k o l h a t ó lehet azzal, hogy a tervezés k a p c s á n a könyv bőséges és szerteágazó 
i smere teke t , megalapozó i smere teke t közöl a városépí tés fo lyamata i ró l , ind í téka i ró l , feltételei-
ről és lehetőségeiről . E m í g y vo l t aképpen a tör téne lmi m ú l t t a l már mega lapozo t t t á r sada lmi , 
gazdasági összefüggéseket r a j zo l j a meg. De ez t a l án még n e m volna elég, s m a r a d a veszélye 
annak , a m i t a közeli múl t ig t a p a s z t a l h a t t u n k , hogy a városép í tés ügye t ú l z o t t a n tervezéscent-
r ikus vol t . Ma m á r ez o ldódot t , és e c ímvá l t oz t a t á s ezért is helyes. De l eg inkább azért helye-
selhető, m e r t b á r a tervezés ö n m a g á b a n szakasz, fon tos szakasz a városépí tés f o l y a m a t á b a n , 
mégis l eg több e lemében, különösen számszerűségeiben és no rma t ívá iban rész in t t apasz ta l a to -
kon , részint k u t a t á s o k o n alapuló, •— he lyesebben : m i n d k e t t ő n alapuló t e ó r i á k b a n gyökerezik. 
A tervezés t e h á t m á r á t m e n e t az e lméle tekből a gyako r l a tba , fon tos ú t szakasz a végső, a meg-
valósuló gyakor l a t i e redményekhez i r ányu lóan , mögöt te széles és n a g y m ú l t ú elméleti h á t t é r 
áll. Al ighanem ezt k í v á n t a szerző e c ímadássa l jelezni, s e rész t a r t a l m á t is i lyen i r á n y b a n 
bőví teni . 

A vá rosép í t é s t an -— máskén t szólva a t e l epü lé s tudomány — nem m i n d e n már létező, 
i nkább csak lebegő, éppenséggel még m e g a l k o t a n d ó t e ó r i á j á t t a r t a lmazza , t a r t a l m a z h a t j a e 
könyv . Viszont a l apoka t a d h a t ahhoz; h o g y tovább i és szükséges teór iák jöhessenek létre , 
t i s z t ázód j anak , esetleg v á l t o z t a t v a is a je lenlegieken, de azoka t m i n d e n k é p p e n t ág í tva . S fő-
k é n t a l apoka t a d h a t ahhoz — ami n e m egyszer t a p a s z t a l h a t ó ez idő szerint — , hogy p a r t t a l a n 
teoret izá lások tú l ságosan el ne t e r j e d j e n e k , mégha gondola tke l tők , emígy g y a k r a n hasznosak 
is. Másként szólva, a l apoka t a d h a t ahhoz , hogy az i lyenek szorosabban a gyakor la thoz , a való-
sághoz k ö t ő d j e n e k . Mert a városépí tés végső soron a t á r sada lmi valóság s z á m á r a nagy, egyre 
n a g y o b b je len tőségű gyakor la t i t evékenység , ami t t apa sz t a l a tokka l és e lméle tekkel egya rán t 
megalapozni kell . A k ö n y v egészében ezt a cél t szolgálja, megközelí tését elősegíti . Fő jelentősé-
géi ebben l á t j u k . 

Végül k é t bírálni va ló t eml í tünk . Az egyik , hogy az egyébkén t csaknem m i n d e n lényeges 
mai t é m á r a k i t e r j edő k ö n y v nem, il letve alig foglalkozik az építési t echnikáva l és az építésügyi 
igazgatással , h o l o t t m i n d k e t t ő n e k ez idő szer int dön tő je lentősége v a n a vá rosép í tés tel jes folya-
m a t á b a n . Mentsége lehet az, hogy a t e l epü l é s tudomány e t é ren mindmáig alig l é p e t t előre, illet-
ve e lőrehaladása lassúbb, m i n t az építési t e chn ika fejlődése, s emígy erről szólni mega lapozo t t an 
kevéssé lehe t , az i g a z g a t á s t u d o m á n y és a t e l e p ü l é s t u d o m á n y kapcsolatai pedig kevéssé t isztá-
zo t t ak . A más ik bírá lni való nem a szerző, h a n e m a k iadás ügye , nevezetesen a f o t ó k ha lovány-
sága, ho lo t t szép, fontos , helyénvaló fo tók . E n n e k viszont mentsége az lehet , hogy egyrészt a 
fo tók emígy is é r the tőek , másrész t igényesebb n y o m t a t á s s a l a k ö n y v jóval t ö b b e ke rü l t volna. 
Jelenlegi á ra mére te ihez , gazdag anyagához képes t igen mérséke l t . S ez t a l á n a r r a jó , ami m á r 
elvi s ide t a r t o z ó t é m a , hogy szélesebb k ö r b e n t e r j e d h e t el, erre pedig nagy szükség v a n s alig-
h a n e m igény is v a n . Mint m á r u t a l t u n k r á , e k ö n y v a városépí tés szűkebb szakkörénél jóva l 
szélesebb körhöz szólhat , t u d o m á n y o s mega lapozo t t ságga l to lmácsoló jává v á l h a t i k a városépí tés 
ügyének . Hiszen t u d o m á n y o s é le tünk egészének fontos , időszerű törekvése az, h o g y eredményei 
szélesebb k ö r ű e n is i smer tekké v á l j a n a k , i n fo rmác ióka t a d j a n a k . Sőt, i t t más ró l , többről is 
v a n szó, m i n t információról . Mert a minél szélesebb t á r s a d a l m i há t t e re t a városép í tés ügye 
n a g y m é r t é k b e n igényli , m u n k á j a , e redménye i csak azzal e g y ü t t vá lha tnak v a l ó b a n értékessé, 
m a r a d a n d ó v á . 

Dr. Granasztói Pál 

Műszaki Tudomány 56, 1978 
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