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ő decentralizált gazdaságirányítási rendszer zöld utat nyitott a matematika
gazdasági alkalmazása előtt, mert a vállalatok nagyobb önállósága és felelős
sége magában hordja a tudományos tervezés szükségességét és lehetőségét is.
Hiszen a vá.lllatct már nem mutatószámok igazgatják, ezeket a dinamiku
san változó körülményekhez való rugalmas alkalmazkodás, a felelős gazdál
kodás helyettesíti. A vállalat követi a piaci kereslet változásait, ami meg
határozza, a termelés összetételét, a gyártmányfejlesztés irányát, az egység
árakat, és így tovább. A piaci tendenciák ösztönzik vagy fékezik a termelő
kapacitások bővítését. A fejlesztés mikéntjéből eltűnik a mennyiségi szem
lélet, előtérbe kerül a belső tartalékok aktiválása, a termelőeszköz piac meg
ismerése és X leggazdaságosabb beruházási kombináció keresése.

A vállalat már nem szállító és átvevő, hanem kereskedelmi partner, aki
 ; d! és elad, minőséget vizsgál, összehasonlít, latolgat, árengedményt kér
vagy" tesz, kockázatot vállal, megválaszthatja partnereit, tehát döntési joggal
felruházott és döntéseiért felelős szerv. Ilyen helyzetben az eredményes gaz
dálkodás tervezése és szervezése korszerű módszereket kíván. A korszerű
módszerek egyik eszköze a vállalat standard matematikai modellje. .

Olyan modellről van szó, amely /My m / Mh wt á r o z o tt vállalat gazdálkodásának
minden lényeges és tartós összefüggését visszatükrözi, hazai számítógéppel
megoldható, változói és feltételei viszonylag stabilak, paraméterei kidolgoz
hatók, amely támpontot tud adni a termelés összetételére, az export és import
Iokötésérc. a kapacitások fejlesztésére, pénz és valutagazdálkodásra és így
tovább.

A tsndard modell tehát lényegében egy tervező-apparátus, amely aktuális
paraméterek mellett rövid és középlejáratú terveket képes szolgáltatni, de
,L pillanatnyi stratégia követésére is nyújt információkat, ha meghatározott
OjR:(őcXí vezérlik.

Ilyen standard modellt dolgoztunk ki egy híradástechnikai gyár számára
X KGM 3p wr Mwz 8ws á Mi I <z á m í t á s t / +h n i k wi é s <z / r v / z é s i 3r u é z / t é n / k p megbízá
sából.

A vállalat vezetősége igen &ó alanynak bizonyult. A modell nem született,
hanem kifejlődött, ahogyan a közgazda, a kereskedő, a műszaki tervező, az
anyagguedálkodó, "k pénzügyes, a beruházó, a kalkulátor stb. hozzátette a
maga gondolatait, megbírálta az addig elkészült részt, újabb kapcsolatokra
hívta fel ,L figyelmet, vitára késztette munkatársait. Így fejlődött spirálisan

1 16Júf l m' g Zh ül Húp ú R Módszer-tani útmutató a KGM IV. ötéves tervének rnate
rnatil ai programozasnhoz. KG:i\f 1SZSZJ. 1968. (Sokszorosítás.)
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a modell, mert az új gondolatok gyakran mődosltották a, már véglegesnek
tűnő részeket. Engedjék meg, hogy bemutassam a, modell kialakulásé.t.
A rnoclellt 1975-re időzítettük.

1. Termékjegyzék és termelés

ÖsszeáJ!ítottuk a vállalat 1975. évi terrnékjcgyzékét, A jegyzékbe felvettük
a jelenleg gyártott termékek közül azokat, n.mclyck közben nem avulnak el.
továbbá olyan ú & termékeket, amelyek kifejlcsztóso addigra befejeződik
vagy licencia vásárlássa] honosításra kerül. 18 termék került a jegyzékbe:
.L~J jj j ,TJS.

A felsorolt termékek telefonkapcsolat létesltéséro 8:Wlg,í,ló berendezések
(központok), amik az egyidejűleg Iótoslthctó tclcfonka.pcsolatok (vonalak)
számával jellemezhetők. A termékek mindegyike több diszkrét vonalszámra
ópít.hctő. Egy termék vonalszáma egyenesen nrnnyi)s a, lótrchozásra Iclhnsz
nált cinyagi-műszaki stb. erőforrások mennyiségével. l~z lehetővé tette a
18 termék bontásnélküli kezelését. Bovczcttük ,tz l Oüü-vonalas, központ
fogalmát X tervezés egységeként.

az 1975-ben gyirtásrn kerülő telefonközpontok számát. !%dS megközelítés
ben úgy tűnt, hogy x

1 
w%Xjíé! ú Wéó &áj " csak 11 vállala.t üzemi Cb°XWé"ú dXjé és ,1

külső anyagellátás lehetőségei ÓW=%í] á d%í&áC j Tcrvczóei model I éé n k feltétel L 

rendszere tehát

(1) 

volt, ahol At és A~ uz !OOO-vonalas központok =Rk&íJ"I %d ü ! Ww6 é í4 ° "kWé"á dl j 
illetve anyagnorma-m{Ltrixn,i. a b1 ó, "~ vektorok pedig nz l H75-bcn folhasz
nálható oröforrásmonnyiségokct jclülik.

2. Termékeladás és norncnklaturabővités

'  á íí6jíX" monopolhelyzetet c'ivcz lwlf'iildiin, dn a,;; W/ °%w"&wé6wl%6 korlá.to
zottak a lehetőségei. uj é vel 11g_y,1naz a toicfon kiiz pont. Ill R."éé ,iron 1'rtökcsíthetí5
belföldön, szoeiali8ta <'H íw6° é"XíéL%"JL °éRkO· %6J azfrt Cééíéé6 cxportv;'dtozóka,t
vezettünk he.

y: O.· T y1-vel &Wíééí"kéC 

termékek szocialista, és lrnpit,Liist,L c xpnrbjú.t I D7 ő-ho LL <'H 

X! export-korlátokat.
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Az (l) modell feltételi rendszerét kibővítettük a
0 ~ y} < b3,

(2)
t < yf O b1 

fel tételekkel.
Az értékesítés vizsgálatakor derült ki, hogy X termékek egyes alkatrészei

keresett cikkek az exportpiacon. 7 olyan alkatrészt jelöltünk meg, amelyek
önálló exportja szóbajöhct; A 1, ... A;·

A termékjegyzéket bővítettük a felsorolt alkatrészekkel. Az alkatrészek
termelési- és export-változóit

x2, y} és frvel

jelöltük. Az alkatrész-exportot nem korlátoztuk, mert a kereslet nagyobb
a vállalat termelésénél. (A fejlődő országok importalkatrészekből gyirtanak
központokat.) A változók 100 (A1, A2, A3), illetve 1000 darabot jelentenek.

A modell (l) feltételeit módosítja az alkutrész-cxport.:

i Á1X1 + A:h1 +y~) ~bl, 

Á2X1. } ' Jé:0L } ] K( < h2'
y} :?'. 0. yj FR 0, 

ahol A3 és A4 az alkatrészek (100, 1000) gyártásához felhasznált üzemi- és
anyag-normáka,t jelölik (A termékben szereplő alkatrészek erőforrás-felhasz
nálását együtt kezeltük.}

3. Hazai szükségletek

A vállalatnak ki kell elégítenie a belföldi keresletet. A konkurencia vizs
gálatára import.tevékenységet tételeztünk fel nyugati relációból.

zt-vel

jelöltük ,lz import-központok számát {1000 vonal).
A be! földi fogyasztás elemzésekor feltűnt, hogy a 18 termék 5 csoportra

von ható ösazc (helyettesítő termékek), 6s a hazai megrendelések is összevontan
jelentkeznek.

Célszerűnek látszott a központokhoz külön hazai kereskedelmi változókat
rendelni.

h5-el (s = 1, FJ jjj J E( 

jelöltük az egy csoportba, tartozó központokból a, hazai eladásra. tervezett
mennyi,;égeket.

Így a, (2) é,; (3) föltételek mell ,tt, terrnókmérlcgekkcl hangoltuk össze a
termelést és az importot az exporttal és ,L hazai fogyasztással:

( 4) X1 + z{ = ] í + YI h; (h = [h1, ... , h5]*), 

I* b5 = bg; (s= 1, 2, ... , 5),

h~O, 

ahol bJ az összevont tcrmékigényt jelöli.

I*
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4. Belső arányok és alkatrész-import

A termékek x1 és alkatrészek x2 vektorai nem függetle_nek. A legtöbb alkat
rész minden központnak eleme, de az elemek száma és összetétele központ
típusonként változik. A szóbanforgó alkatrészeket beszerezhetjük kapitalista
piacról is.

z~-vel

jelöltük az alkatrész-import 100, illetve HJ00 darabját. A vállalatnak ki kell
elégítenie a hazai fogyasztók n.lkatrészutánpótlási igényét is, amint b6-a1 je
löltünk.

A (2), (3) és (4) feltételek megoldáshalmazát módosítottuk az (5) alkatrész
mérlegekkel:

:E( 

11h01 A5 a központok fajlagos alkatrész-tartalmát jelöli (1000 vonalhoz szük-
séges 100, ill. 1000 darab alkatrész ). ·

5. Kiilso arányok

Az alkatrész-exportot eddig nem korlátoztuk. Az árak összehasonlításakor
észrevettük, hogy előnyösebb Jenne a.lka.trószexporbta.l foglalkozni, mint kész
terméket eladni. Ez a megoldás mégsem célravczctö, mort a vállalat elveszí
tené késztennékpiacait, ugyanakkor az a.lkatrész-cxport lehetősége már csök
kenő tendenciát mutat.

A vállalat előzetes döntése alapján az alkatrész-exportot a késztermék
export 10%-a ,tlá szorítottuk a következő (6) feltétellel:

(6) a1* y1 } · af1' y~ ~ 0,1 (af* yl } af* yt), 
ahol a* az alkatrész- Ó8 termékáraka.t jelöli forintban (az oxportárukat forin
tosítottuk).

6. A termelő-kapacitás tervezése

Az (1) feltételben állandónalc tekintettük ,1 tormoló-kapacitáat, <1,m1 nem
felelt meg a valóság követelményének .

Feltettük ezért, hogy az 1!)75. évi kapacitá» nem állandó és három rész
ból áJI:

l. az l968-as kn.pacitás 1975-hen i,ci működő része (nem kerül selejtezésre),
amit h1-el jelöltünk,

2. az l. kapacitás tartaléka, ami két műszak bevezetésével nyerhető ,.t7-
uralkodó 1,5 műszak Ielett, ezt 1,7-ol jelöltük,

:~.·az 1975-ig, saját oröbői rnegva,lósítlrntö bernházá8ok kanpoitásn.
1-2., A h1 és b7 kupacitás reális becsléséhez bontást kellett alkalmazuunk.

Részletesen elernezt.ük a termelési Iolyu.rnatolort, majd. felbontottuk a válla
latot műszaki egységekre. A műszaki egységeket úgy választottuk meg, hogy
egymás tevékenységét nem helyettesíthetik. Így egy műhely töbh műszaki
egységet is rnagában fogla.lhat, de több műhely is alkothat egy egységet.
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Kiválasztottuk minden műszaki egységben azt a kapaoitáshordozót (szer
számgép, szcrelőszalag, beállító lakatos stb.), amelyik meghatározza az egység
profilját. A műszaki egységek kapacitását ezek összesített technológiai idejé
vel azonosítottuk. A számolást egy évre az érvényes műszakszám alapján
végeztük. Az összesítés összeadást jelentett, ha az egység kapacitás-hordozói
egyenlő teljesítményűek voltak. A különböző teljesítményű kapacitás-hordo
zóknál norrnalizáltuk a kapacitásokat egy kitüntetett kapacitás-hordozóra
(a kétszer, háromszor termelékenyebb gépek technológiai ideje kétszer, három
szor több a kitüntetett gép technológiai idejénél). Az 1975-ig elavuló kapa
oitás-hordózókat .figyelmen kívül hagytuk. Nem számoltunk a profilokat
kiegészítő berendezések (köszörűgép a forgácsoló üzemben stb.) kapacitásaival
sem.

A fenti számítások alapján h1 és h7 vektorokat óra/év-ben kaptuk meg
(a vektorok m elemszáma a felvett műszaki egységek számával egyezik).

A műszaki egységek szerepe a termelésben különböző:
Lj a központok (x1) gyártásával kapcsolatos,
2. az alkatrészek (x2) · gyártásával kapcsolatos,
3. az alkatrészek és központok gyártásával is kapcsolatos.
A kapacitás adott éretelmezésc miatt a :n( feltételeket a következő :- ( fel

tételekre módosítottuk:

(7)

Á11X1 :S: bll } b7]•

A12X2 < h12 + h72,

A13 x1 + Ann(y} } yJ) :s;: hLRn } bn és

A2 8L } A4 :] ő } ] K( < bz,

ahol An és A13 a központok, A12 az alkatrészek (100, ill. 1000), A33 pedig
az export-alkatrészek időnormáit jelöli (Aa3 kisebb a központokba szerelt
alkatrészek normálnál, amik A13-ban szerepelnek összevontan).

3. A beruházási tervet is a műszaki egységekhez kapcsoltuk. Számbavettük
a kapn.citáe-hordozók piaci kínálatát és felvettük teljesítmény, ár, helyfog
lalás, kiszolgáló létszám, kapcsolódó berendezések stb. jellemzőiket. Beve
zettük a,

W = [11·,j]

beruházási változók ·mátrixát, ahol i a műszaki egységet, j pedig a piaci vál
~ozatot, (P}· Vcré5cz~-, ,~ct 2-, Auman- stb. rendszerű tekercselőgép) jelöli,
cs a mertckegység orn/ev.

A modell kapacitás mérlegeit (7) helyett (8)-al fejeztük ki.

:T( 
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7. Pénzügyi feltételek

Nem szerepeltettük a modellben azokat a beruházásokat, amelyek a műszaki
egységeinken kívül estek. (Szociális és kulturális létesítmények, energiarend
szer korszerűsítése, festő és galvaniz:iló berendezések modornizúlása stb.)
Ezek várható költségeit levontuk a7, 1975-ig számított beruházási keretből,
és igy egy b8 maradékkal számoltunk. Mivel a

wf-1

kapacitások n termelési terv és /18 fiiggvényei, bevezettük a

:A( 
m 

J; ; w· X.é3RRDDRú n 
éSi 

feltételt, amelyben al az i-edik műszuki cgyHég kupacitáe-hordozó változatai
nak fajlagos beruházási költsége. A fa,:jlagmi költségeket a7, évi 1 kapacitás
órát teljesítő ,,eszmei" kapacitás-hordozók beruházási költségével azonosl
tottuk, miáltal a különböző termelékenység is érvényre jutott az árak mellett.
A beruházási költségek között felszámoltuk a közvetlen kapcsolódó, kicgészító
borondezósek költségeit is.

' (9) feltétel paramétereit forintban számoltuk, jóllehet a kínálat hazai,
szocialista és kapitalista piacokon jelentkezett. Olyan kombinációnk is volt,
ahol a kapacités-hordozót szocialista piacon, kicgészltő berendezését nyugaton
találtuk, é8 költséges felszerelésüket itthon végezhetnék.

Mivel a, vállalat önellátó katogóriúJrn, turtozik a deviza-gazdálkodást illctő
en,? függővé kellett tennünk a W elemei közötti válaHztúHt a vállalat cpxort
tevékenységétől. Bevezettünk egy nem-negatív rubolegyculcgct és olyan dollár
egycnlegct, amely tartalmaz egy bA nagy8ágt'.1 dovizatermelést, amelyből a
modellen kívül beruházások dollárk iudásaif fedezhetik:

"'a:* Yi+ a1* Yi J.,' ef W a{u FR t Ó g 
i I

:Lt ( 

. ahol XKk és ai2 a beruházási  á í"%! X"%C ú1jlagos rubel-, ill. dollár-tartalma
az ai;" és a~; pedig a termékek és a.lku.trészck importára a kn.pita.lista piacon.

8. A fejlesztés hely- és létszám feltétele

A műszaki egységek kétirányú fej lcsztésób a pénzügyi feltételek mellett
megakadályozhatja a munkaerőhiány is. A vállalat már korábban elhatározta
az első 5 műszaki egység vidékre telepítését. A kitelepítés holy- és munkaerő
fedezetét előzetesen biztosította, ezért modellünkben csak a további fejlesz
tés szerepel (b7 és W). Mivel b7 műkörltctésóhez is létazű.rnot kell biztosítani,

'Időközben a dcvizagozdé.tkodási kötöUR1igok rnegszüntok.
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de előre nem tudhatjuk, hogy a termelési terv milyen mértékben aktiválja
azt, bevezettük a k7 változót, amely ~ tartalék-kapacitás kihasznált óra
számát méri, aminek h7 a felsőkorlátja. Igy a (8) feltételeket a (11)-re módo
sítottuk.

: LL( 

Allxl ~ h11 } k71 } wl · 1, 

A12X2 < bl2 } k72 } W2. 1,

A13 X1 } Aiy} 0 K( < h13 } k73 } W3 · l, 
0 :S: k71 :::_::: b71, 0 :::_::: k;2, :::_::: b721 0 :::_::: k73 < b73 és

A2 X) } ' JL:0 L } ] K( RRR3RRR b2.

Felmértük az k7 és W fejlesztéseknél felhasználható munkáslétszámot vidé
ken, é g Budapesten (felszabaduló munkaerő, tanulóképzés stb.) és bf, b'il-vel
jelöltük.

A szá.mított bf olyan kevésnek adódott, hogy rp főnyi vidéki toborzást is
figyelembe vettünk, amit azonban előre nem ismerünk.

A modell tehát két munkaerő-mérleggel növekedett:

: LF( 
5atL kJ+ I,' c'(Waj2 :::_::: b~- é JlD 

éSi 

m 
a;1 kf + J; e'( Wa~2 :::_::: bf } <p , 

i=6

.~liol X.(DL ".· d a;1 X tartalék. XÓF é:-; a~2 pedig Rk beruházással nyert Jbpaeitásol,
mű kiid tctésénck fajlagos ICts;,.,ím fedezete, Fajlagos ícdezcten az ,,es?.mei"
kapacit,iscg_y:-;ég működtetéséhez szüksógcs dolgozók ,;zámát értettük (ebben
benne van ,L kiHcgítö berendezések igénye is).

Az említett k itclcuitésscl felszabadul Budapesten <L0 m2 alapterület. Vidé
ken ú D H11d.LJJl'8tL'n is épitésscl kell számolnunk az új kapacitás-hordozók fel
szcrr-Iéséhcz rp-r é Rlé rr JJ in'! csarnok ö11ítésút terveztük. Az építés pénzügyi ki ha
bí,;,1,i miatt, módoaitn.n i kellett a (<J) feltételt (13)-rn.

m 

;!,' e'( Wa(1 } GíwJL <PT+ XnK Cf'n <t«.
i I

ahul nr,1 és XjRJ2 ng_v 111~ L· RléXw6%C á "í6JI w6J <.'·píté:-;i kiilt;,ége vidéken és Posten.
A fójle:-;ztéH mértéke (;S vú.ltoza.ta.i függnek attól is, hogy mekkora terület

igénnyl'l lépnek fel.
' modell tehát íJ: í  ééí" a :ílLl ( "; wl ü í; "l4 é wíWI wlC kol:

: L, ( 
E 

2.,' ef Wa~ RERR.jR 'Tr é wlD 
i I

Ill

l,' e'! Wa1\ :S. br,, } lfB ,
i--)

ahol a8 é DJ a~ az i'1j ka.paci táxhordozók fajbigos területigénye.
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9. A ,,Standard modell" feltételi rendszere

A vállalati gazdálkodás legfontosabb összefüggéseit kifejező cs igy a válla
lat konzisztens döntéseit körülhatároló lineáris egyenlőtlenségrenclszer a kö
vetkező formát nyerte:

a) Változók:

amik nem lehetnek negat.ívak.
b) Terrnékrnerlegek (4):

xl } zf = y[ } ] = } h, 

l* hS = b;' 8 --= i. jjj . E j 

r:) l~xportlrnrlátok (2):
L <' h ' .,, ✓ IY1. ,_'>, :l :~iJD Yi üJJ 11 ·

d)A[katrészmérlegck :E(R 

A5xt } y~ +Yi+ hu = x< } z1. 

e) Kapacitásmérlegck ( 11): 

Aux1::::;: h11 } k7l +WI.· I, k71::::;: h71,

A12x2::::;: b1~ ·+ k72 + W2 · l, k72::::;: h72, 

A13Xl } A3(y1 } yJ) ::::: h1;1 } k7;i } w,i · I, k73::::: b73 és

Á2X1 } A.1M + yj) / h2 ·

/) Exportarány :P(R 

aY Y1 } ai* Yi::::= 0, l(al* Yi } af* yf) ·
y) A beruházás pénzügyi mérlege (1:3)

m 
J; ef Wa:\ + a:;1 rp,,-+ a~i rps::::= hR
í=I 

h) Devizamérlegek ( 10):
111 

al*y: + al*y}--,1: cfWa:h2:0 és
i~l

i) Munkacrőrnérlegck (12):
.5

aé:\ kf + FjJ. ef W a02 ::::;: bJ' és
i=I

m 
11;1 kf } J; cf Wa~2 ::::;: bf -+ cp . 

i=6
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k) Torületmérlegek · ( 14):
E 

I) et Wa~ < cp7 és
i=l

m 

I) er Waó < bfo +TE.
Í=6

A leírt modell, mint mondottuk, az 1975-ig terjedő időszakot veszi figyelem
be. Nem ütemezi a tennivalókat, csak azt mondja meg, hogy 1975-ig milyen
termelési tevékenységre kell felkészülni, milyen technikai - műszaki megol
dásokat kell alkalmazni, és ha a felkészülés megtörtént, akkor 1975-ben mit
és mennyit kell termelni és azt hogyan kell értékesíteni. (1975 helyett 1970 is
írható.) A modell alkalmas a középtávú terv lebontására is.

10 . Célfüggvény

A vállalati gazdálkodás eredményességének kifejezésére a fedezeti nyeresé
get választottuk, amit a termékek piaci árának és szűkített önköltségének
különbözeteként definiáltunk." A vállalat maximális fedezeti nyereségre törek
szik, amit a (15) függvénnyel fejeztünk ki:

(15) cfh } cf*xl } cf* YI+ e!* y~ · } c~*yj - dfzr - dtz1 ⇒max'

n.hol e* a termékek és alkatrészek fedezetét (1000 vonal, 100, ill. 1000 db)
jelöli, d* pedig import árkülönbözetet (pozitív és negatív is lehet).

11. A modeJI paraméterei

A paraméteres modell megalkotásakor már figyelembe vettük az adatszol
gáltttt6k jelzéseit a paraméterek becsülhetőségét illetően, ami a jelenlegi
,,hagyományos" tervezés függvénye.

A bJ paramétereket a M:agym· Posta IV. ötéves tervéből vettük (munka
közben megváltoztak).

A b3 és b1 exportkorlátokat a BUDAVOX Külkereskedelmi Vállalat piac
kutatási csoportja és a gyár kereskedelmi csoportjának tájékoztató adataiból
vettük (közben több céggel alakultak ki kapcsolatok, amit előre nem lehetett
látni). A korlátok stabilitását a vásárlók ama viselkedésére építettük, hogy
nem szívesen térnek át vegyes telefonközpont-rendszerre.
A;; a termékek alkatrészrnéelege, amit a műszaki tervekből kalkulátorok

gyűjtöttek ki. A termékjegyzék vagy a termékek áttervezése esetén A5 változik,
de mindig meghatározható.

h6 clörcbecsléséhez az alkatrészek meghibásodási valószínűségei és az
1975-re belföldi használatban levő központok alkatrésztartalma adott meg
felelő alapot.

n LADÓ-DELI: Optimális akcióvaltozat kiválasztáaa költség- és nyereség-fedezeti.
Számítással. Mérnöki Továbbképző Intézet kiadása, Budapest, 1967. Sokszorosítás.
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h1 é;; h~ meghatározását korábban részleteztük. 20 műszaki egységet külön
höztettünk meg összesen (JV[1, ... , ~11120). Aw A12 és A13 a termékek és alkat
részek előállítás,ihoz és egyes műszaki egységek kitüntetett kapacitáshordo
zóján szükséges óraszámok. amiket elő- és utókalkulációs adatok számtani
közepeiként becsültünk. és azokat évi 2%)-os termelékenység-növekedési
tényezővel korrigáltuk. A1i hocslése hasonlóan történt az A12-höz.

A2 a termékek Lt t t vonalának ,tnyagszükségletc. 12 olyan X6] bI %" vettünk
fol (ezüst, platina, Elie szalag stb.), amelyek korlátozott volta nem a gazda
ságirányítási rendszertől függ. Az A2 és A1 adatait ismert anyugnormák éH
műszaki rajzok alapján kalkulálta ;1z unyagoazté.ly. A 1l2 meghatározása, az
1968. előtti tíz óv fejlődési sorából türtónt, anyagonként eltérő, átlagos fejlö
dési mutatókkal.

a}, , a1 árak középtávon stabilnak tekinthetők, ezért ;1 tónylegcs üzlet-
kötések elért árait fogadtuk el a hagyományos termékeknél. Az új terméke],
/u·át viszonyítási alapon becsültük.

Az a~ adatait szárnítottu k. Ismertük az ú & kapacitás-hordozók .i.ra.it forint
ban, rubelben, v,tgy dollárban kifejezve. A rubelt és it dollárt forintra szá
moltuk át, 40-es, illetve 00-as szorzószúmmal. A szerelési költségeket azono
sítottuk korábbi hasonló szerelési munkák költségeivel, u.mikct árindexszel
korrigáltunk. Ismertük termelékenységüket, amit viszonyítottunk l1 kitün
tetett kapacitás-hordozókólioz. A viszonyt jelölje ==lz · Ha pl, 4000 techn.
órát teljesít egy kitüntetett ka.pacitás-hordozó, akkor ;1 j-edik változat

(I.?; · 4000 órát teljesíthet.

a.\1; · 4000

hányado8 az ,,eszmei ku.pacitás beruházási fa:jlagofla lesz, lm Kij a beszerzési
és fölszerelési költségek összege.

Az afn é8 ai2 adatokat a~ mintájára számoltuk, dc /(;rnek csak a rubel
('8 a dollár-tartalmát vettük aiapu I.

Az aEk és aEF paramétereket =k+ Í◄Ku j típusköltsógvctósoihöl útln,goltuk.
A b8 beruházási keretet X váll,d,tt ,,h:tgyományrn-;" c,-,zki\zöl<lrnl kidolgozott

tervéből vettük át.
Az XwJk és a,1 vektorok n h, kapacitás működtetéséhez f--zülrnége1:1 Iótszúmok

6s a h, megfelelő kompoucnsoinck ,1rányaként adódtak.
Az a~2 ó1 at2 adatok a{1 mintáj{l,l'/L készültek, csnk f(rt :L lrnpaeitú,H-horclo

zókat két műszakos kiszolgáló Rztd{- és segédmunkások ;;zám:1 hclyct.tcaitcttc.
A bJ. és bf a vidéki és budapesti munkncrők inúlu.tot jolonti, melyeket ,L

személyzeti csoport kalkulált a vidéki tanács jelzésére támaszkodva, illetve
Budapesten ;,1 szakmunkásképzés, a, fluktuáció, a, nyudgíjaz:isok, viLlamint
a kapacitások kitelepítése és l'észler,es szanáláHrL afapj{rn.

Az a~ és a& adatokat szintén af1 szerint nyertük, ahol /(,"J helyett, n lmpa
c_itás-horclozóhoz és rneJlék-herendezésoihez szükség<.'f-- aliLp- és kiszolgáló-
terület m~ száma, szerepelt. ·

bf0 a kitelepítésre kerülő müszaki egységek álta,I f'elszabtLdított terület,
amit folrnértLink. Ez fL terület csak ésszerfi átc;zervozésscl válik a bővíté,-,
eszkhzévé. Az :itszervezók költHégcit nem tekintettük heruhádtRi költségnek.
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12. A numerikus modell

A paraméterek számszerűsítésekor derült ki, hogy több változó és feltétel
kiesik: nem minden termék adható el mindhárom piacon; egyes termékekre
nincs exportkorlát ; nem minden műszaki egységnél van tartalék-kapacitás;
bizonyos kapacitás-hordozóknak csak egy változata ismert vag? jöhet szóba,
és így tovább.

A numerikus modell részletezése nélkül bemutatunk néhány konkrét fel
tételt (x1 = [x1, ... , x18]*, x2 = [x19, ... , x25]* és a kapcsolódó változók
indexe megegyezik). Pl. :, 

4.3. A T3 termékből annyit kell termelni, amennyit a piac felvesz, tehát

X:i - y} - Y5 - hJ = t j 

e!, 15. Az első termékcsoportból rendelt mennyiséget biztosítani kell X bel
földi fogyasztónak,

hl+ h2 + h3 = 2.
2.4. A TLn-hól lcgfoljchb 15 ezer vonal adható le szocialista piacon,

YL < 15.
D°B jPj Az ' 6-ból annyi darabot kell termelni, amennyi fedezi a 1\, ... , m10

és .í~1 termékek szükségleteit, valamin a kétirányú exportot és a 135 OOO db-os
után pótlást, vagyü;

X~4 = 15,2 X4 } jjj } 11,356 8Lt } 9,662 X11 } Y~4 } Y~1 } 135'
hi 15 200, ... db A,3 épül be egy 1000 vonalas T 1, ... termékbe.

l LjTj A sajtoló üzem (rn űszaki egység) termelési tevékenysége minden ter
mékre, továbbá 11z A1, A2, A5 és A6 alkatrészek export-volumenére terjed ki.
Ennek megoldására 187 200 órás aktív, 48 OOO órás tartalék, továbbá az S1, ....

85 márkájú gépek megfelelő számú beszerzésével további

w* • 1 órás

u,1 ka.paoitás áll rendelkezésére, tehát

1237:x1 } j j } 2346x18 } 208y}9 } jjj + 47y~4 <
S 187 200 + k8 + w~ + w~ + w~ + wi + w~ és lc8 S 48 OOO,

lm 1237, ... , 2346 óra sajtológép-munkát ad a ,,sajtoló" műszaki egységnek a
1l\, ... , 1\8 termékek 1000 vonala, 208, ... , 47 órát a szocialista exportra
kerülő alkatrészek 100, ill. 1000 darabja. (Egyenlőséget nem írunk elő, mert a
187 200 óra lehet bő keresztmetszet is.) ,

11.32. Az összes termékek és oxportalkatrészek gyártásához felhasználható
forrasztóanyag egy évre 7029 · 1,02T kg, tehát

35 x1 } j j + 60x18 } 0,5 yl9 } jjj } 2y~4 ü 7929 · 1,028,

ha :35, ... , 60 kg forrasz.tőanyag szükséges egy 1000 vonalas T1, . , T18
termék és 0,5, 2 kg XRLJ alkatrészek 100, ill. 1000 darabjának gyártásához.

'A 4.:l., 4.15. st.b . szi\jnok első száma a faltétclosoport.ru, a második a feltétel számára.
vona.tkozik.
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13. l. Az új beruházások összköltsége nem lépheti tú I ,1 13 keretet,

ű 1 } (6,7w1 + 15,5 101 } 63,2 w:\l + } (16,7 wá } 125,6 wl } 71,6 wJ } 
} 255,.'5 wt+ 81 wt) } jjj } 125 w20 } 3200 cp-1 } 2400 cp8 ::s;; B,

ahol pl. 6,7; 15,5; 63,2 egy magyar, egy orosz és egy francia tekercselőgép
. ,eszmei" kapacitásának beruházási költségét jelenti forintban.

12.2 A budapesti fejlesztés csak 200 helybeli és cp számú, vidékről tobor
zott munkavállalóval számoihat, tehát

0,00055 kr, } jjj } O,(l00G w6 } jjj + 0,0005 wt } 0,00033 w~ + 0,00102wJ +
} } 0,0006 w20 :_s;; 200 } (f), 

ha 0,00055, ... , 0,0006 fő működtethet egy-egy ,,eszmei" órakupacitast az
Jlfv .. , M Ft műszaki egységekben. ( PL 20 OOO órás kapacitás aktiválódása
esetén 11 főt kell munkába állítani az ML;-rnÍ,l.)

14.1. Az {1j kapacitás-hordozók számára (vidéken] építeni kell egy (f)r alap
területű épületet, de

0,00175 wt+ 0,00125 w} + 0,00083 w~ + 0,00025 w] } jj j } 0,00075 w4 RdDD (f)r, 

ha 0,00175, ... , 0,00075 m~ az ,,eszmei" kapncitások területigénye (pl. 100 OOO
évi kapacitásórát teljesítő kapacltáe-hordozók elhelyezéséhez és kiszolgálásft
hoz 175 m~ területet koli biztosítani az Jll/1 esetében).

15.l. A vállalat fedezeti nyeresége:

1415,8 h1 + 1415,8 vt + ,Jfü vi+ ... + 943 Ii 11 + :320:1 yl7 + 5603 yf1 +
} jjj + 68y~1 + 100 0"é l (2080 zrn + ... + 170,G ziF( = max,

ahol pl. !)43 Ft, 3203 rubel-forint és 5603 _%ííá wl=%wé6" a fedezeti nyereséget
jelöli egy 1000 vonalas T17 terméknél (1000 forintban számoltunk), vagy 08 éf,,
100 az A6 alkatrész 1000 darabjánál, míg 2080 a .L1

Ln-om terméket hclycttesító
import termék 10()0 vonalához tartozó árkülönbözet (pl. .í~n huzui ára 2000,
importára 4080 forint, veHztcség 2080 forint.)

13 . A modell korrigálása

Numerikus modellünk 86 föltételt és 112 változót tartalmazott. Első meg
oldása GIER ."í °bdú számítógéppel történt. A számítási idő 3,25 óra volt.
A kapott optimális megoklást kielemeztük és elégedetlenek voltunk, mert

a) A számítás: eredmények pontatlanok voltak, és hoaszúnak tűnt a számi-
táH ideje.

b) A célfüggvény nem tn,lrnréko8koclott a bcruházáai kerettel.
e) A szocialista export.változók nern értókcsültok.
dJ A T15 tennék lefoglalta a vállalat kapa,cit(Lflának mintegy 70 száza.lékri.t,

és a terméket kapitalista exportra javasolta a modell.
Az elemzés kiterjedt az okok megállapítására és kiküszöbölésér« is. Az a)

probléma abból adódott, hogy a modell numerikus paraméterei 10-E l í:(éí 
nagyságrend között változtak :X számítógép homogén nagyságrendű adatok
kal gyorsabban és pontosabban számol). Ezt a hibát bizonyos föltételek 10n-e1
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való beszorzásával és egyes változók definíciójának megváltoztatásával szün
tettük meg (k és W változók mértékegységét 1000 óra/évre változtattuk az
óra/év helyett, miáltal együtthatóik 1000-el szorzódtak).

A b) probléma a célfüggvény konstrukciós hibájából eredt. A modell ugyan
.. elköltötte" a teljes beruházási keretet, de nem hozta működésbe a keletkező
kapacitások egyikét (1600 db fúrógép maradt kihasználatlanul). Ennek az volt
az oka, hogy több anyagkorlát kimerült az optimális programban. A kialakult
termelési terv nem tudta kitölteni a beruházási keret által biztosított kapaci
tásokat. Mivel a keret tartalékolása nem növelte volna a program fedezeti
nyereségét, ezért az a számítások során keletkező legutolsó szűk kereszt
metszeten ragadt (ez következik a szimplex módszer logikájából). A problémát
az anyagkorlátok ,,kiiktatásával" próbáltuk feloldani. Ezzel lehetővé tettük
a vállalat belső lehetőségeinek teljes kihasználását, mert csak a beruházási
keret maradt fix korlát (bizonyos exportváltozók még nem korlátozottak).
A ,,kiiktatást" az anyagkorlátok megháromszorozásával oldottuk meg, mert
így nem' kellett újra ,,lyukasztani" a modellt (javító szalaggal dolgoztunk).
Az így átalakított modell méri az optimális program anyagszükségletét, is,
és takarékoskodik a beruházási kerettel is, mert az anyagkorlátok elérhetet
lenül magasak, a többi korlátfajták pedig legalább egy-egy mozgó korláttal
rendelkeznek, így a fedezetnövekedés egyetlen eszköze a beruházási keret
optimális felhasználása, lesz. A e) probléma okát a devizaszorzókban találtuk,
amit a 40-es, illetve 60-as szorzószámok módosításával vagy bizonyos termékek
állami dotációjának fenntartásával lehetne feloldani.

Ad) problémát fontos prognózisként értékeltük. A T15 ugyanis a vállalat
áltn.l kifejlesztett, korszerű, nyomtatott áramkörös termék, amire szabad
exportot terveztünk. lió paraméterei alapján az első helyre került a termelés
ben és a kapitalista exportban is. Tehát valódi exportlehetőségeket kell terem
teni ( megfelelő reklámmal) a termék számára. A vállalat kérésére exportkorlá
tokat állítottunk be, remélve a e) probléma megoldását is.

A fölsorolt módosítások után újra megoldottuk a mostmár 86 feltételt és
1.12 változót tartalmazó modellt. A számítási idő mintegy 35 százalékkal
csökkent, és a megoldás pontossága is elfogadható volt (az egyenlőségek telje
sültek, az egyenlőtlenségek 0- 2%-os eltérést mutattak).

A 1\5 termékre felvett exportkorlátok alapvctócn módosították a termelési
struktúrát. A megoldás értékelése sok fontos információt nyújtott a vállalatnak.
A modell ab) és e) szempontból nem felelt meg a várakozásnak, ezért újabb
módosításoknak vetettük alá.

A e) probléma megoldására minden termék kapitalistu exportját korlá
toztuk.

Ab) probléma pedig a célfüggvény módosítására vezetett. (Az clőhbi meg
oldás azért nem vált be, mert a megváltozott termelési struktúra kimerített
egy ,,elérhetetlenül magas" anyagkorlátot).

Bevezettünk néhány, a fedezeti nyereséget csökkentő tényezőt és ezek
iisszegét

m 
o:*k } ;E /J;e'J' Wa3 } y(a51 cp7 } a52 cp8) } o · q;-vel

i vi 

jelöltük. Az o:* k az a költségtöbblet, ami a kapacitás-hordozók intenzívebb
kihasználásával jár (javítási, karbantartási költségtöbblet). A
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J; {J1e7 Wai+ y(a511pr + a:,21p8) 
i~l

11, beruházások egy év alatt megtérülő része, ahol /J; és y '-" berendezések é:-:
épületek élettartamától függú állandók (fJ1j is szóbnjöhot.). A a · er a toborzott
munkaerő egyévi utaztatás! vagy letelepítési költsége volt.

A móclosísott cólfüggvén,v tehát a következő alakot nyerte:

cf· h + e} y} + cf YI + c~ Yi -1- ej y~ - ( di' zf + d~ zi) --
m 

- L-x* k + 2,' {J1e7 Wa'.3 + y(a51 rp7 + ·D32 cp8) + orp] ⇒ mux
i~l

A módosított modell 94 föltételt és 120 változót tartnlmazott, A számítások
elvégzése után megállapítottuk, hogy a rnodoll korrektül működik, és - a
gazdaságpolitikai kérdéseket Icszámftva - , minden kérdésre válaszolni tud .

.Pl.:'
1. Milyen termékeket termeljen a vú.lla.lat; 1975-bcn'?
A modell 9 terméket nem javasolt termelésre, amelyek árnyékára.il: alapjáu

sorrendbe állíthatók vcsztoségcsségi.ikot illetííen.
2. Hol kell a termékeket értékesíteni?
A modell megnevezte a tcnnékcsoportokban azt ,L terméket, amellyel a

hazai keresletet ki kell clégítcn i, ÓR - a korlátokon bclü I - kijclölto n tormé
kok szocialista és kapitrtlista exportját is.

3. Milyen mennyiséget kell beszerozn! ,1 nycreunyugokból? J~zt az m1yag
korlátok és a hiányvá.ltozók kiilönlJségcként számítot.tul; ki.

4. Milyen kapacitások működését kell biztosítani? Moly műszuki egységek
kapacitását milyen módon, milyen változat fclhasznűlásávn.l kell bővíteni?
Erre a következő n1eg0Jdást nyertük:

'I'ercezeü lacpacüúsok (óra/úv)

I

-- -- -
Mfü:;zaki

b7 k,

I
ei WI 'l'.irlal6k

egy st;~ "I 1'7&-IJCll 

111, 27 l 800
Mt ~ l 82~
i\·13 10 /JOO 2:rn 04.2
'\,] I LO OíJIJ 4k2 fJ4H
\15 10 ()()0 10 0()() J:lJ [tj;J
i\l,; :iuo 0011 2,Vi sso :;,, /i/i:l
M1 I 112 G02
.ills 4<i OOO xn o,;x tlli 1)()0

.M" l'.!0000 li'.l 4S7 :,7 :ii 2
M,o 21 120 21 120 :37 2(iX
M,l 21 78() 21 78() 101. :\77
ill]~ :íl 11()/i
]\'I IS 12 210
i\l,, 23 7Gfi
M,s 13 X2X
M,,. 110 ()(jíJ :n, !l44 XI OG!í
J\•I 17 !líi ()()0 !H\ OOO Dl!l 81 G
M,A 2:'il 74-(i
111,,, !J ()XI
Jvfui I SG 'ii5 I
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A táblázatból leolvasható, hogy csak ott aktiválódott a (b7) tartalék, ahol a
(h1) kapacitás szűknek bizonyult, és új beruházás is csak olyan mértékben
keletkezett, ahogyan a termelés kívánta, (nincs 1975-ben tartalék), bár itt
NI8 kivételt képez, ami az új kapacitás-hordozók csekély munkaerőigényéből
adódik (a munkaerő letelepítése pénzbe kerül, ami rontja a fedezetet). Az ef W
változatait nem részleteztük a táblában, de az érdekesség kedvéért megjegyez
zük, hogy minden esetben a korszerűbb, automatizált, termelékenyebb
gépeket választotta ki it modell. Az 1975. évi tartalékok egyes műszaki egysé
g;eknél igen magasak. Célszerűnek látszik ezeket b7-bcn szerepeltetni, és az
általuk lekötött létszámot (s területet a rncdell megfelelő kr rláí aihoz adni
(69 és bv1), ugyanakkor a célfüggvényt megterhelni ft kkötött eszközök megfelelií
járadékával.

5. Milyen építési és munkaerő-toborzási tevékenységet kell folytatni?
A megoldás Budapesten javasolt erőteljes fejlesztést, ami építéssel és tobor
zással jár. Felvetődött azért továLhi műszaki cgyE:égd{ vidékre telepítése is.

6. Milyen nagyságú rubel- és dollár-levétel é1 het ö el 1975-ben?
7. Milyen fedezeti nyereséggel számolhat a válla lat? stb.

14. A standard modell használata

A próbaszámítások során korrigált modell tekinthető a vállalat standard
modelljének, E modellt a vállalat rendelkezésére bocsájtottuk a következő
tanácsok kíséretében:

a) A modell szerkezete megfelel a vállalat tervezési követelményeinek, de
a változók és feltételek száma nem állandó.

b) A modell összes paramétere 1975-rc érvényes. Megváltoznak a paraméte
rek, ha rövidtávú tervet számolunk. Változhatnak a paraméterek 1975-re is,
ha korszerűbb technológiákat alkalmaznak és jobb a munkaszervezés. A para
métereket tehát időnként pontosítani kell.
c ) A belső paraméterek (anyag- és kapacitás-normák) lényeges megváltozása-

kor két programot kell kiszámítani:
l. Export- és anyagkorlátok néllcul mi lenne az optimális terv?
2. A valóság korlátai mellel/ mi az optimális terv?
Az első arról tijékoztrtt, amihez a fol tételeket kellene megteremteni, <1, máso

dik pedig arról, hogy n, feltételek változatla.nsága mellett mit kell tenni.
d) A távlati terveket a tcrvidöszak utolsó évére kell programozni.
e) Az éves tervek fejlesztési döntéseit 1.1 következő évi szükségletek, de az

adott év pénzügyi lchotőségei alapján célszerű programozni.
/) Ha új terméket fejleszt ki a válla.lat v1.tgy licenciát óhajt vásárolni,

meg koli vizsgálni, anyng és export.korlátok nélküli modellel, hogy heillcszke
d i k-e a, termék az optimális megoldásba ( paramétereit a sorozatgyártas foltéte
lei hez kell előrebecsülni). Figyelembe kell venni az új termék beruházási igé
nycit (célgépek, stb.) is.

o) Nagyobb üzletkötések clótt meg kell vizsgálni a szóban forgó termék
árpararnétorét, hogy milyen alsó határnál nem lehet további engedményt tenni,
mert a termék már nem illeszkedik be az optimális programba.

h) A standard modell numerikus adatait ős aktuális bázisának inverzét,
valamint gépi progrnrnját tárolni kell, hogy mindig működésképes munka
eszköz, valóban standard modell lehessen.

(Beérkezett: 1969. március JJ.) • 
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l~::3TAJ3LJ::3HJ NU THE 1:'HOG.RAMMING MODEL OF A FIRM IN THE
TELECOMMUNICATION ENGINJ~EIUNG

The article follows up t.he generation of the medium-term planning model of an indus
trial enterprise, the trial computations, tho analysis of the solutions, the modifications
of the model, and gives in conclusion advice concerning the manner of continuous appli
cation.

In paragraphs 1 to 8, the variables representing the fjrm's activities arc introduced.
Thus, x1 denotes the production variables of the product, x2 Lhose of tho parts, y'•"
tho two-directional export variables, z2 the one-directional import variable, and h the
variable of domestic supply. The variables k7 and W rncaauro tho increases in produc
tive capacity; k7 denotes the increment due to the extension of the daily operation
Lime of existing capacities, and the row vectors of W those brought about by invest
ment, taking ulso into account Lho possible tochnieul, financial and other alternati
ves. The cp variables represent the lubour und construction roquirerncnt.s of tho deve
lopment activities. Parallel with the in trod uetion of t.hc variablos we also write up the
oond it.ions of the moclc-l which will ch11ngu in Lhc course of acquiring an ever morn
profound knowledge of the internal and external relationships of tho firm's realities.

In paragraph 9, the system or· const.rairu.s of tho firm's planning model is surveyed,
which includes tho bulnncos of pro.Iuct« (/;), parts (cl), cupuc ity (e), Iinunces (g), foreign
exchange (h), m11npowur ('i) and ureu (k), Logdher with the constraints concerning LhC'
volume of exports (e) and Lhoi r composition (f).

Jn pantgrnph 10, the objcct.ivo J'unetion of the firn, is founulutcd, which measures
the sales rut.u rns less d ircct. costs lor a your'.

J n paragraph 11, tho esti, na.tes of the model's pu.ramct.ors, Lite nri,;ing problems, and
some cond it.ions of tho riumcricul morlol (l2) aro su rvoyod,

In puragraph 1:1, tho lessons to ho drawn from the Lriu.l cornputut.iona arc summed up,
together with the modifications that havo become noc,r:i,;sary in or·d,,i· Lo rrndor iJw
roprcsent.at.ion o l' reality morc uccuruto.

Finally, in paragraph l4, Lite possibi Ii Ly of tho con tin uous appl icat.ion of tho "Standar<l
Model" is described and it1o use is out.lined in oonncct.ion wiL11 Lho work ing out of unnual

·and five-yn1r plans as well as ol' Lim Jong Lonn orio11L11Lio11. and I.ho everyday policy.
The described model can lJe appliod in fil'rns of' serial productioa which operate wi1J1

eroductive eapaeities that cnn be convertud f'or produeLion of sovürnl products. The
author and J,is co-worlrnrs have 11sed LhM rnodol wiLlt <:onsidcrablo suecoss in sevo1·al
engineering, vehicle u,nd Lolcconurninioation worlu;, t.11l<i11g the Rpecii'ie locul conditions
iuto considoraLion.

nOCTPOEHl1E MO,[(EJlvl nPOf'PAMMvlPOBAHvlrl 11PE,[(nPJ!l51TvlrJ TEXHkll{vl
CB5l'.3vl

13 crarbe il13Tüp npC).\CTaOJ15lCT IIOCTJ)OCIIIIC MOHCJIII CpC).\l!CCpo•11101·0 IIJ1aJ1H()OOa111u1 1(011-
1,pCTIIOl'O npOMUll!JlCHl-101"0 Jl()C).\rlJ)H)lllJH, npoucpo•1111,1c IIC'IJICJJCJIJl51, a11arn1:1 pCI!ICI-IHií M0/\11·
1llHl(ill\HIO MO)~CJIII H, IIJl(OIICI\, )\ilCT COIJCTl,I OTIIOCJ.l'l'CJll,11() cc rrCpMaHC!ITH()J'() 11p11MCl!Ci·IH51.

no), ny111<Ti1MH 1-8 BBO,l()ITC)J ncpCMCIJlll,IC, IJ[lC)(CTiiBJIHIOlllllCC51 /(C}ITCJibllOCTH l!()C/\JIJ'll!)l'l'M)I
B 06nacn1 IIJ!illlll(JODa111-1,1. Tai, HanpliMCp, x, 0Go:.i11a'l,ICT 11píl11<lD0/(CTOClllll,IC ncpCMűllllhiC
npop_yi<L\Hll, .1 X2 - nenrnci-i; y'·" - IICJ}CMClllll,IC éli(CIIO])Ta p,r:jJJJl'lllblX llélll()ilBJICHMi-i, z2 -
llM!lüpTa 0/\1101'0 11,Ul()illlJICI-IM51, ii h -- OT'l(;•JCCTIJClll!Ol'O CllilU)J(Cllll)I. flocpC)(CTUOM 11CpCMCll
flblX, k7 11 W' 11:.l,\1Cp5!C'l'C51 YBCJlll'ICIIIIC 1'1fl01131.10/(CTIJCllllhlX MOll(IIOCTeii, flJ)\l'ICM, k7 Ofi031·1J'i<lCT IIX
11p11pOCT 13 pe3yJ1t,Ta'J'C B11yTp11CyTO'lll(ll"() Y/\JIIIIICllll51 JJ()CMCIIII :11,C11J1ya·raq111r l1MCIOll~HXC)I
MOUjllOCTci'r, él üCIZTOJ)b[-CTJ)Ol(II W B pc:1yJrhl'ilTC l(élflllTaJrOIIJIO)l(CIIIIÍÍ, C OHHOBJ)CMClllll,IM
YlfCTO,\\ IJO:JM())l(lfblX TCXIIH'ICCJ{IIX, (jJllll<lliCOBblX 11 T, fl, aJlbTCJ)llill'llll. rlcpcMe11111.,1C 06031fö'lillOT
CBH3ili1HbiC C pa3BIJTIICM flOTpC611oc·rn B '111CJICI-IIIOCTM II C'l'j)OMTCJii.,CTn llap.1JIJICJILIIO C IIBCJJ.C·
l·JJJeM llCJ)C.\lCllll!,!X Or!MCbiíl<llOTC51 II YCJIOIIM)I MO/\CJIM, M:/MCW11()11(1iCC51 co nee 60JICC OCIIÜ13ilTCJ!b
HblM 1103fülllf!CM B1ryTpe111rnx H IJIICIUI-JIIX B3allM03illlHCHMOCTCií pcam,11oií )~C5l'l'C/lbli0CTH 11pC).l,
npHHTH51.

non nyHKTOM 9. o6o6u(aCTC5] CHCTCM:r yCJIOllflii MO)\CJIH 11m.11111p0Bam151 ll()C).l,ll()ll)l'l'H51, B
l(OTO()OlÍ (!Juryp11py10T 6anaHCbl npO/:\YKUHH - (b), /.\CTaJJCii - (ct), MOU~HOCTCi-í - (e), c!JHl-JaHCO
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Bb!X cpencrs - (g), BaJJIOTbl - (h), paöoxeü CHJ!bl - (i) H reppnropaansaue öanaacsr - (k)
napany e ycnOBI,f,JMH OTHOCHTCJibHO o6'eMa (e) H CTPYKTYPbl 31(CD0pTa (f).

Flon nyHKTOM 10. lpüpMynnpyeTC51 nenesaa cjlyHl{ljH51 npe,[1np1151TH51, H3MCp5110I..Qa51, T. H.
(<l!Oi{pb1Ba10n1y10 npnűurn,» (supy-uca MHHYC np:;rMb!C sarparu), peanaayeayro B peaynsrare
ro,UOBOH ):\C,lTCJibHOCTH npe,[1npH51TH51.

IIon nyHKTOM 11. J,[3JiaraIOTC51 opHCHTHpOBO'-IHOC onpe):\CJlCHHC napaaerpon MO,[\CJll1, B03HH
IW101..QHC npoűnewst 11 HCl(OTOpbiC KOHKpCTHblC YCJJOBH51 1-IyMepwieCKOH MO):\CJIH (12).

Ilon nymZTOM 13. 06061..QalOTC:;r BblBO)],bT, BblTCI(alOI..QHC H3 npoaepo-msrx HC'-IHCJICI-IHH, H H3MC
HCJIH51, Tpe6yIOll.lHCC51 B mrrepecax öo.nce AOCTOBCpI-IOro 0Tpa)l(CHH51 ,[\CHCTBHTCJibHOCTH.

Haicoaeu, non nyHKTOM 14 nOI(a3blBaIOTC51 B03M0)1(1-10CTH 11 HC06XO,[\HMOCTb nepMaHCHTJ-IOrO
npHMCHCHH51 noJ1ycre11HOH TaKHM o6pa30M (<CTaH,[lapTJ-IOH MO,UCJIH>) npn pa3pa60TI(C fOAOBblX H
IT5fflfJICTHHX nnaIIOB, a Ta!OJ(C OpHCIHHpOBOLll-fblX nJJaHOB H aKTyaJibHOH crpareraa.

npe,[1CTaBJICHHi151 3).J;CCb MO,[\CJ!I, npHMCl·IHMa [( npe,a;npH5ITH5IM, B KOTOpb!X npOHCXO,[\HT cepaü
HOC npOH3BOACTBO H npOH3BO/WTBCHl!blC MOU~HOCTH l(OTOpbIX npnronnst ,[\JI51 npOH3B0,[\CTBa
paana-mux BHAOB npOtlYKL\HH. ABTOp H e1·0 COTPYAHHl{H e Y4CTOM MCCTI-JOH cneljH<fJHKH ycrremao
npHMCH5110T ee B ]}51,[\C M3lliHI-IOCTpOHTCJibHblX npe11npH5ITHH, Ha npe,[1npH51TH51X TCXHHKH CB51311
Ha rrpenrrpaarunx no nponaaoncray cpencrs r'pancnopra.

2 Szigma
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CPM/TIME-a1goritmusok 
korlátozott kapacitások esetén 

Bevezetés 

A hálótervezési módszerek közül lcgiamertcbb és legelterjedtebb a kritikus
ú d módszere, a CP.M/TIME. Tekintsük át röviden e módszert.

Az egy kezdő- és egy végponttn,] rendelkező, irányított, körútrnentcs, véges
gráf (hálózat) minden ívéhez (tovékeny;égólwz) hozzárondclünk egy nem nega
tív számot, a tevékenység időtruta.rrui.t. l~zek scgitségévol a csomópontokhoz
(eseményekhez) hozzá.rendelhetjük ,L legkorábbi és n legkésóbhi bekövetkezési
időket a következőképpen.

Az általánosság megszorítása nólkül feltehetjük, hogy ,t kezdő eseménynek
,L legkorábbi bekövetkezési ideje zérus. Tetszőleges i esemény legkorábbi be
követkozési ideje a kezdő eseményből az i-1,e érkező utak hálótervczéai érte
lcrnben vett (axaz a tevékenységek idötartarnu.innk összegeként képzett) hosz
szainak maximuma. A liálówt befejező eseményének legkorábbi bekövetkezési
idejét a hálózat teljes tervezési idejének nevezzük, s Jc-vnl jelöljük. Tetszölegc»
j esemény legkésőbbi bckövot.kczéai ideje a .1c-nak és aj-b61 a befejező cseruóny
he érkező leghosszabb út hossz.i.nu.k a ki.ilönhi:;ége.

Minden tovékenységhoz két esemény (a tevékenység kezdő é:, bofojező i Oyt 

rnénye), így négy időpont tartoz ik: n, Icgkorúbbi és legkésőbbi kezdés, vala
m int a legkorábbi és legké.-;c'íbbi. befejezés id(ípontjai. A tevékenység időtarta
lóka a legkorábbi é8 a Icgkésóbbi kezdési időpontok különbsége. A kezdő e;.;e
ményből a végcsomőnybo vezető utak lcgl1088zabJ,ikát C3X több van, úgy ezek
mindegyikét) kritikus útnak nevezzük. P kri tikus 1'1t hossza nyilván k Az iB
ismeretes, hogv a kritikus út tevékenységeinek és csuk ezeknek az időtarte.lé
kuk zérus. A CPM/TJM E algori.trnu8ok kis7,,irnítj{dc a tcvőkcnyaégekhcz tn.r
tozó nég~r időpontot. 6s megjelölik L, kr-itiku« ú d tovékcnvségoit.

A túlterhelési probléma megfogalmazása 

.-\ termelésben gy,Lkrnn olófordul, hogy tiiiJli azonos típusú műveletet (tevé
kenységet) kell egy.iclfílwn elvégezni, mint u.mcnny i L, rendelkezésre á KzCz ter
melési eróforrások (lrn,pnc·itú;.;ok) BogítBógével elvégezheW. J\lhpítsuk rncg, rneh·
műveleteket hagyjuk ké;.;6bl1ro yg0 n1onnyivd, hogy a \'C'gtermék nl(í;'dlít,í.,-m
minél kiHebb mértéklJen kés:-;en.

Oper[iciókutatási terrninolögi(dmn a kiivetkezőképpen fogcdrnazzuk meg ,L

problém{tt. Legyen advn egy font <lefini[dt húlózat, tevékenységi időtartamok
kal ellátva. A tevékenységek osztályát diszjunkt csoportokra, ún. azono8
lrnpaeitást terhelíí (röviden :czonos) tcvékenység-esoportokrn osztjuk. Minden
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csoporthoz tartozzon egy e > 1 természetes szám, a kapacitás mértéke, mely
azt mutatja meg, hogy legfeljebb hány tevékenység végezhető egyidőben.
Amennyiben van olyan tevékenység-csoport, melyből kiválasztható e ' p 
)p > 1H számú tevékenység úgy, hogy legkorábbi kezdési és legkésőbbi be
fejezési időpontjaik által alkotott idöintervallumaik I metszetének mértéke
pozitív, akkor túlterhelésről beszélünk. Nem okoz zavart, ha a tevékenység
időintervallumát röviden tevékenységnek is nevezzük. Az I intervallumot túl
terhelési helynek nevezzük. A dolgozatban olyan algoritmusokat adunk meg,
melyek a hálózat túlterheléseit megszüntetik.

A későbbiekben a következő fogalmakra lesz szükségünk.
A tevékenység felezőpontja a legkorábbi kezdés és a legkésőbbi befejezés

számtani közepe.
A tevékenység lényeges része az időintervallumnak és az időtartaléknak a

különbsége.
Két tevékenység idötartalékaival metsz egymásba, ha a közös metszet nem

nagyobb egyik tevékenység időtartalékánál sem. ,
"Egyik tevékenység idótartalékával metsz a másik tevékenység lényeges

részébe, ha a közös metszet kisebb az egyik tevékenység időtartalékánál, de
qXüyö ee a másikénál.

Két tevékenység lényeges részeivel metsz egymásba, ha a közös metszet
mindkét tevékenység idótartalékánál nagyobb.

Egyik tevékenység balról (jobbról) metsz a másik tevékenységbe, ha a két
tevékenység egymásba metsz, és az előbhi tevékenység felezőpontja nem na-
gyobb (nem kisebb) az utóbbiénál. .
Az A tevékenység megelőzi a B tevékenységet (A balra van B-től).

lm A végpontjából a hálózat élei mentén az irány ításnak megfelelően ha
ladva, elérhetünk B lrezdöpontjábu. Ekkor B követi az A-t (B jobbra van
A-tól).

Az A tevékenységet jobbra (balra) toljuk, ha, lcgkorűbbi vn,gy legkésőbbi
idöpontjait egyenlő mértékben növeljük (csökkentjük).

Az algoritmus 

J. A hálózatra végezzük cl a CPM/TIME algoritmust, azaz ,1 tevékenységek
l1ez tartozó négy időpontot számítsuk ki. Menjünk a 2. ponthoz.

2. Keressük meg a túlterhelési helyeket. Ha ilyen nines, menjünk a 8. pont
hoz, különben menjünk a 3. p0nthoz.

3. A túlterhelési helyek ba.loklali végpontjaik közül ,t Iegkiscbbikhez (ha
több van, ezek bármelyikéhez) tartozó tt'.tltcrholé.·i hollvcl menjünk ~t 4. pont
hoz.

4. A túltcrhclésbo belcjátszó tevékenységeket állítsuk legkorábbi kezdési
idöpontja.ik szerint növck vó n.igvság szerinti sorrendbe, és az elsó e ' _l számú
tovékcnységgcl menjünk az 5. ponthoz.

5. Ha van két olyan tevékenység, melyek csak időtartalélrniklrnl metszenek
0gyrnnsLn,, menjünk a 7. ponthoz. ·

Ha van két olyan tevékenység, melyek egyike idótartalékával metsz a másik
tevékenység lényeges részébe, menjünk a 6. ponthoz.

Vá,la,sszuk ki a tevékenységek legkésőbbi kezdésoi közül a, legnagyobbikat
(t1) és fL második legna,gyohhat )f l .- továbbá, a legkorábbi befejezési időpontok
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közül a legkisebbet (I'i) és a második legkisebbet )T i .- Ha t1 és T 1 ugyanazon
tevékenységhez tartoznak, akkor vegyük

I n = min (T1 - t2, '1; - t1)-hoz tartozó 1';, ill. tI 

időpontokat, s jelöljük T, ill. /-vcl; különben tL = t, U, = T. A t-hez tartozó A 
tevékenység legkorábbi és legkésőbbi kezdési időpontját toljuk ol '11 ídőpontbu.
Ezáltal az A-va,l közös úton, A-tól jobbra eső tovókenységek kezdési időpontjai
rendre egy-egy közös pontba, jobbra eltolódnak, és keletkezik egy A-t közvet
lenül megelőző ún. várakozási (vagy idő-) tevékenység (time-activity). A'l'-hcz
tartozó B tevékenység JcgkésőlJbi időpontjnit pedig toljuk el balm az időtarta
lék mértékével, miáltal a B-től balm levő. vele azonos úton fekvő tevékenysé
gek legkésőbbi időpontjai is balra tolódnak. Keletkezik a B tevékenységet
közvetlenül követő várakozúsi tevékenység. Menjünk a 2. ponthoz.

6. Ha van olyan A tevékenység, melynek időtartaléka balról metsz egy te
vékenység lényeges részébe, akkor a lényeges részbe történő met8ZÓR mérté
kével balra toljuk az A tevékenység legkésőbbi időpontjait (ezáltal A-tól balra,
levő tevékenységeknél is ugyanez történik), és az A-tól jobbra most is fellép
egy várakozási tevékenység. Menjünk a 7. ponthoz.

Kiválasztjuk azokat a tevékenységeket, melyeknek idötartalókai mctsze
nek más tevékenységek lényeges részeibe. Ezek közül kiválasztjuk azt a tevé
kenységet, melynek időtartalékából a metszetet elvéve, a legnagyobb maradék
időtartalókhoz jutunk. Ezen tevékenység legkorábbi időpontjait jobbra toljuk
a metszet mértékével (miáltal előtte egy várakozási tevékenység keletkezik),
és a tőle jobbra álló tevékenységek is jobbra tolódnak. Menjünk a 7. ponthoz.

7. A balról metszó tevékenységek közül kiválasztjuk azt, amelyiknek idő
tartalékából kivonva a rnctszct-iutervullurnot, a legnagyobb időtartalék marad.
Ezen tevékenységnek a legkésőbbi időpontjait a metszet mértékével balra
toljuk (miáltal a tőle balra lévő tevékenységekkel is ugyanez történik). Jtt is
keletkezett egy várakozási tevékenység. Menjünk a 2. ponthoz.

0h Lépjünk ki az algoritmusból.

1. Megjegyzés 

Nyilvánvaló, hogy a túlterhelések megszüntetésének egyetlen módja a tevé
kenységek időbeli eltolása. Sz immet.riai okokból azonban világos, hogy két
tevékenység vizsgálata esetén az egyik tovékcnységot ugyanannyival kell előre
tolni, mint a másikat hátratolni, azaz a,7. előre- és hátratolás a teljes tervezési
idő szempontjából equivalens. Lényeges részek metszése esetén azonban csal,
a hátratolás alkalmazható, ugyanis elörctolás alkalmával a túlterhelési helytől
balra felléphetne újabb túlterhelés, ami azt eredményezheti, hogy az eljárúR
végtelen ciklusba ugrik. Időtartalékok csökkentése esetén természetesen mind
két eltolás alkalmazható, hiszen ekkor újabb túlterhelé8 nem léphet fol a te
vékenységek idóintervallumamak csökkenése miatt.

l - Tétel: A túlterhelési holy jobb oldali végpontjá.től balra az filgoritmus fo
lyamán nem lép fel újabb túlterhelés.

Bizonyítás: 
A hálózattal, a tevékenységekkel az algoritmus folyamán a következők tör -

ténhetnek:
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a) A túlterhelésbe belejátszó egyik tevékenységnek és a. tőle balra (követ
kezésképpen -a túlterhelési helytől még inkább balra) levő néhány tevékeny
ségnek a legkésőbbi időpontja balra tolódik (legfeljebb a megfelelő legkorábbi
időpontig), miáltal az említett tevékenységek időintervallumainak jobboldali
végpontjai nem növekednek. Tehát ekkor nem lép fel újabb túlterhelés.

b) A túlterhelésbe belejátszó egyik tevékenység legkorábbi időpontjai
vagy legkésf:íbbi időpontjai (esetleg minden időpontja) jobbra tolódik, miáltal
fellépő újabb túlterhelési hely baloldali végpontja nem lehet balra az említett
tevékenység eredeti jobboldali végpontjától, annál inkább nem lehet balra az
eredeti túlterhelési hely jobboldali végpontjától.

e) A túlterhelési helybe belejátszó egyik tevékenységtől jobbra (tehát a túl
terhelési hely jobboldali P végpontjától még inkább jobbra) levő tevékenységek
jobbra eltolódnak. Ezáltal a P ponttól balra természetesen nem )ép fel túlter
helés.
d) Várakozási tevékenységek keletkeznek, melyek egyetlen azonos kapaci

tást terhelő tevékenység-csoportba sem tartoznak, következésképpen nem
okoznak újabb túlterhelést. ' 

A fenti meggondolásokból a tétel igazsága következik.

l. Következmény 

Eljárásunk lépéseinek véges voltából, tl hálózat, a túlterhelések végességéből
az Lh tétel felhasználásával azt kapjuk, hogy az eljárás minden túlterhelést
megszüntet (balról jobbra haladva, amit az eljárás 4. pontja biztosít). Követ
kezésképpen eljárásunk nem ugorhat végtelen ciklusba, tehát algoritmus.

2. Megjegyzés 

Az algoritmus folyamán keletkező várakozási tevékenységeket nem adhat
juk hozzá sem az előtte, sem az utána álló tevékenységek időtartalékaihoz,
ugyanis ellenkező esetben az eljárás végtelen ciklusba ugorhatna. Ugyanezen
ok miatt nem végezhető el egyik tevékenységeltolás után sem a CPM/TIME
algoritmus. Pontosabban mondva, ha egy tevékenységet jobbra (balra) eltolunk,
úgy az eltolást csak az őt követé> (megelözö) tevékenységekre kell elvégezni.
A vég- (kezdő-) esemény megváltozott időpontjai szerint nem szabad a fenn
maradó tevékenységek időpontjait is megváltoztatni, mert különben ugyanaz
a túlterhelés újra felléphet, vagy más, újra fellépő túlterhelés miatt ugrik az
eljárás végtelen ciklusba.

2. 1'étel 
Az algoritmus 5. pontjának egyszeri alkalmazása a teljes tervezési időt a

lehető legkisebb mértékben növeli meg.

Bizonyítás 
Világos, hogy. az 5. pont alatti eljárás egyszeri elvégzésekor a teljes tervezési

idő a (T - t) időtartam mértékével növekszik meg. A (T - t) konstrukoiójá
hól következik, hogy a (e ' 1) számú tevékenység közül bármelyik kettő lé
nyeges részeinek metszete nem kisebb ('/.1 -- t)-nél. Tehát a túlterhelés megszün
tetésére irányuló, 5. pontban leírt eltolás minimális, )T n t) mértékben növeli
meg a teljes tervezési időt,
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(Az 1. megjegyzés alapján a teljes tervezési idő növekedése a hálózat be
fejező eseménye bekövetkezési idejének )T n t . mértékben történő késése út
ján valósul meg az algoritmus minden olyan szakaszában, amikor az 5. pont
alatti eljárást alkalmazzuk.)

3. J.lf egjegyzés 

Hálózatunk általánosítása a i p j rendszerben tárgyalt hálózatoknak. Utób
biak ugyanis az előbbieknek olyan speciális esetei, amikor nincs túlterhelés,
v~gy egé,sz ~gyszerűen minden tevékenység-csoportnál e majorálja a tevékeny
segek számát.

4. Megjegyzés 

Bár algoritmusunk a túltcrheléscket oly módon szünteti meg, hogy az 5.
pont egyszeri alkalmazása esetén ), minimális mértékben növekszik meg, még
sem tarthat igényt az ,,optimális" elnevezésre. Ennek oka az, hogy az egyik
túlterhelés megszüntetése Itatással lehet az illető túlterhelési helytől jobbra
levő túlterhelésekrc. ,

Ezt a hiányosságot .igyekszik csökkenteni az algoritmus következő módosí
tása.

Mivel a teljes tervezési. idő csalt olyan túlterhelések megszüntetésekor nö
vekszik, melyek a tevékenységek lényeges részeinek egymásba metszése útján
állnak elő, az algoritmust csak ilyen esetben módosítjuk. E célból szükségünk
lesz a csökkenési és a növekedési mérték fogalmára.

Ha egy A tevékenységet lényeges részével jobbra, oltolunk, az A-tól jobb
ra lévő tevékenységek is eltolódnak. Ezek az eltolódások hatássa] lehetnek
a tűlterholésekre: kevesebb vagy több azonos időben ütemezett tevékenység
kerülhet a túlterhelésekbe. Túlterhelési csökkenési (il]. növekedési) mérték
nek nevezzük valumely A tevékenységnek, és ezáltal az A-tól jobbra lévő
tevékenységeknek lényeges résszel történő eltolásakor fellépő tú ltcrhclés-csök

.kenések (ill. túlterhelés-növekedések) hossz-összegét az összes tevékenység
csoportokra vonatkozóan.

Az algoritmus módosítása 

Az olyan túlterholésekct, melyeket időtm:talékok metszeteként kaptunk,
eredeti algoritmusunk szerint sz üntctj Lik meg. A lényeges részek egymásba
metszése által keletkezett túlterhelési helyeket baloldali végpontjaik növekvő
na~ysági sorrendje szerjnt, rendezzük sorba, Az clsó túlterhelést C3X több ilyen
van, úgv mindegyiket) vizsgálat a.Iá vesszük. Mcgnézziik, hogy ezen túltorhe
lésbe (ill. ezen túltcrhclésekbe) bclcjátszó tevékenységek olyan jobbra tolásai,
melyek 11 túlterhelésből a tevékenységeket ,,kis;r,abadí.tják", milyen mértékű
túlterhelési csökkenést és növekedést idéznek elő a tevékenység-csoportok
összességében. Azt tt tevékenységeltolást alkalmazzuk, melynél a

(1) 
túlterhelési csökkenési mérték - túlterhelési növekedési mérték

az eltolás mértéke
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kifejezés maximális. (Ha több ilyen van, úgy ezek közül azt alkalmazzuk,
melynél az eltolás mértéke a legkisebb.)

Ezt az eljárást addig folytatjuk, míg a túlterhelések meg nem szűnnek.

5. Megjegyzés 

Könnyen belátható, hogy a módosított eljárás is algoritmus, hiszen a tevé
kenységek, így a túlterhelések száma is véges, továbbá az 1. tétel ebben az
esetben is érvényes.

ő. Megjegyzés 

Módosított eljáráeunkna.k az eredeti, általunk megadott algoritmus speciális
esete abban az értelemben, hogy ott az (1) kifejezés maximalizálása csupán a
pillanatnyilag tekintetbe vett túlterhelésbe belejátszó tevékenységekre vo
natkozott.

7. 111 egjegyzéö 
A módosított modellben lehetőség van arra, is, hogy a különböző tevékeny

ség-csoportok esetén a túlterhelési növekedési (és csökkenési) mértékeket az
(1) kifejezésben súlyozva vegyük figyelembe.

Erre szükség lehet, ha
a ) 11 túlterhelések közül néhányat elhanyagolunk, másokat a leggyorsabban

meg kell szüntetnünk (ugyanannak a hálózatnak más-más időszakban történő
iitornezése esetén};

IJ) :t túltcrhcléseket fontossági sorrendjük szerint vesszük figyelembe;
r:) ,t kapacitások sztochasztikus jellegűek.

l~z nagymértékű általánosításu. rt módosított modellnek is.
Lehetőség van továbbá arra is, hogy a, növekedési (csökkenési) mértékek az

i(lő függvényében is súlyozva legyenek. Erre több, egymástól független háló
z:tt esetén lehet szükség, ha néhány hálózat határidős termékelőállltásra vo
natkozik.

( Beérkezett, 1 D(i9 I. 7.) 
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due regard to the source constraints, in an optimal mariner, in the sense that the final
event occurs at the earliest point in time. Following the CPM/TIME scheduling carried
out without taking into account the source constraints, the algorithm modifies the time
points of the events in a way that the number of activities scheduled for tho samo time
should not exceed the given constraint in the case of any activity group (relying on tho
same source). The author then proves the finite and optimal oharactor of the algorithm

AJlfOPHTM CETEBOro nJ1AHv!POBAHvl51 (CPM/TIME) B CJ1Y4AE
orPAHl14EHHblX PECYPCOB

B crari.e naercs 06ll.lCC npHMCHC!-IHC MCTOAa ccrcnoro nnannponanan B CJ·JCTCMC CPM/TIME
(TO CCTb .MCTOl],a l{!)l!TH'JCCJ(Orü IlY'l'I!). ABTOp npcnno.narncr npu 3TOM, '!TO B OTf!OUJCHHH J~CY(
TeJJbHOCTe/:i pa3JJWIHOl"O rnna HMC!OTCYI orpa11w1CHHbl0 pccypcu, MOU\IIOCTM. Ül! ll])CACTaBJJY(CT
anropurv, rrpu nuaounr J(OTOporo C Y'lCTOM pccypcon Kai( orpa1111•1eJJ11H MO)l(110 IlOJJY'IMTb
0IlTHM3JJbHbll1 CCTCBOH rpaqnnc C sanöonec 6JJH3lü!M Cp01(0M KOIJC'IJ·IOf'O C06b!Tl151. AnropHTMOM
cporca co6b1T11/:i cercnoro rpaóaxa, no.nyvaeaoro npu noMOUIH MCT0;1a CPM/TIME 6e3 yvera
pecypcos 1(31( orpanaxeuaű, KOppC!(THpyIOTCYI TaKHM o6pa30M, 'IT06bl l(OJIH'ICCTBO /~CY!TCJJb
J-JOCTdí, npHXOA5lll.lllXC51 Ha TOT )l(C orpeaorc B!)CMCHH, !JC npenumano aanaiurue orpaHW-ICHl15!
HH no OAHOH rpynne ll,C}lTCJlbHOCTCH (HC!10Jlb3Y!Oll(HX TO)l([l,CCTBCHHblC pecypcu). Flocne 3TOro
aerop A01(il3bIBaeT l(OHClJHOMepHOCTb 11 OílTHMilJlbHOCT!, anroprrraa.



KovÁCS JÁNOS

A munkaerő társadalmi újratermelésének tervezéséhez

A munkának, amelyet itt röviden ismertetek, eredeti célja egy olyan oktatási
modell elkészítése volt, amely az iskolarendszer különböző fokozataiba és
típusaib,1 való beiskolázási előirányzatok meghatározásához nyújt segítséget.
Ahhoz azonban, hogy meghatározhassuk a különböző szakképzettséget nyújtó
iskolatípusokba való beiskolázási igényt, szükség van a népgazdaság szak
emberszükségletének becslésére. Ez a jövő termelési struktúrájára vonatkozó
ismereteket tételez fel. A termelési modellnek viszont tartalmazniok kell a
várható fogyasztásra vonatkozó hipotéziseket. é z eddig ismert termelési mo
dellek a munkaerő és a fogyasztás közötti kapcsolatot a termelésen keresztül
teremtik meg. Ez fontos, de nem egyedüli kapcsolat, és e vonatkozásban nem is
a legfontosabb. Legalább ilyen fontos kapcsolat - a munkaerő és a fogyasztás
között - a kereset, jövedelem és fogyasztás kapcsolata. E sokrétű összefüggés
szükségszerűen egyszerűsített ábrázolása az itt leírt modell vagy inkább
modellrendszer célja. Egy másik lényeges szempont a számíthatóság. Ez indo
kolja, hogy a számítástechnikailag kipróbált modelleket lehetőség szerint
építőelemként felhasználjuk.

l. Termelés és munkaerőfelhasanálás

A szakmunkaerő-szükségletet a tervperiódus végpontjában különböző típusú
modellekkel kaphatjuk meg. Leginkáhb ismertek - és úgy tűnik, jelenlegi
feltételeink között legalkalmasabbak - a Lcontief-típusú és a lineáris programo
zási modellek. E modelleknek a munkaerőszükséglettel kapcsolatos problémáit
most a zárt dinamikus Leontief-rnodellen [4] vizsgáljuk, azzal, hogy ennek
tapasztalatai analóg módon érvényesek a lineáris programozási modellekre is.

Ennek formája:

x = é x } ls x 
hol
ax = P termelési szintek vektora
A = a folyó ráfordítások mátrixa
s = az cszközlekötéai mátrix
é = a maximális növekedési ráta.
Itt a A olyan maximális növekedési ráta, amelynek elérérése ahhoz P feltétel

hez lenne kötve, hogy
a b minde~; ágazat az optimális struktúrára való beállás után azonos ütem

ben no.
b b minden jövedelem a modellbe felvett ágazatokból származik.
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'I'ermészotesen a valóságban egyik feltétel sem teljesül, nem is kívánatos
teljesülése, ezért a ). soha nem érhető el. [2]

Az é és a s mátrix legközismertebb formájukban csupán a termelés anyagi
folyó ráfordítása.it, illetve a termeléshez szükséges eszközlekötést tartalmazza.

Kiegészíthető azonban az A mátrix a termelés fajlagos munkaerőszükségle
tét tartalmazó sorokkal, a munkaerő célszerű kategóriánkénti bontásában. Ez
esetben a s mátrix sorai értelemszerűen a modell által tartalmazott ágazatok
munkaerőlekötését tartalmazzák, mégpedig ugyanolyan módon, ahogyan a
lekötött eszközöket. Ha a lekötött eszközök az eszköz-formában lekötött tár
sadalmi munkát jelentik, akkor a s mátrix megfelelő munkaerő-sorai a munka
erő formájában lekötött társadalmi munkát tartalmazzák. Ez alatt azt a
társadalmi munkát kell érteni, amit a munkaerő megfelelő szakképzettségének
megszerzésére a munkába lépést megelőzően kell fordítani. A köt mátrix meg
felelő soraiban ilymód.on az ágazatok fajlr1gos munka.ráforditása.i, illetve mun
kalokötései kerülnek.

J,.;nnek következtében a:,,; A ÓB t1 B mátrix munkaerő-oszlopaiba értelem
szerűen az egységnyi megfelelő kategóri{1jú munkacrö újratcrrncléaóhoz szük
séges . .folyó ráfordítások", illetve ,,e8zküzlekötós" kell, hogy kerüljön.

I~ folyó ráfordítások, illetve csxközlckötés mi bcnléténok meghatározása
azonban egyáltalán nem problérnn.mcntos.

2. A fajlagos fogyasztás problémája

iV[ár korábbun, több ja.vaalu.t hangzot_t cl (többek közöt.t e dolgozat szerzője
részéről is [5]: A munkaerő újratorrnoléséhoz 1ozülrnéges folyó ráfordítások a
fogyc.1sztá8lmn öltenek testet; szerepeljen 8C<ú 8 az .JI in,í.trix megfelelő oszlopai
ban a fogyasztás. A rnuukucró újrn.tcrmclósébcn lekötött eszközöket viszont
az oktatásban és egészBt'.'gLigyben lekiitütt eszközök jelentik, szerepeljenek tehát
a s mátrix megfelelő oszlopaiban ezek.

Amíg modelljei nkbcn egyetlen egységes mun kaerfit szcropcltctü 11 k, ez
viszonylag egyszerűen mcgoldho.tó

: ~ 1) H D é kb ) :1; ) Jc ( s l b k ~ y1) 
Xm ·- , ak..l 0 :1'
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ltt az/ fogyasztási vektor a l a k o 1w í g m 11n lmegy,-;ógrc jutó átln,gos fogyasztás{1t
jelenti a vektor elemei á.lta! megadott tcrruókckből éH szolgúlt,1táBoldJól, míg l :1
rnunlrnegységre jutó azokat az eszközöket, amclvckct n, munkaerő újratcrmc
lú,ét szolgáló szektorban kötöttek Jc.

(:Vlár itt is felmerül Pz Dy] 3]I Ú ,.tz 11 k(nl(s, hogy mit tekintsünk n munkucrő
újra.terrncléséhcn lekötött e8zküz1wk? (),.1,k nz okt.a.tásbn.n lekötött cszkőzcikct:
vcµ:_yük hozzá az egészségügyben lckötöttokct vc.1g_v óppen a lukóépületckct i8.
a korn m unál is ellátást szolgáló borcndczésckct i;.;?) l~z uzoriha.n még csnk '"
könnyebbik része a clolognnlc, <·s ad()tt eset!Jen :1 sz:'lmitás cóljá,mk meg
felelően eldönthető.

A probléma ott kezdódik, amikor nem egyetlen, egyBéges rnunlrnerő-folhasz
nálással számolunk, hanem a munlmerőt lcategóriákra bontjuk.

Kézenfekvő a fogyasztáBt is rtn nyí réteg fogyasztáBára bontani, r1hány
munlrner61rntegóriát alkalmazunk, és ezek fogya,Bztását n,z A mátrix utol8ó
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oszlopaiként beilleszteni. A B mátrix munkaerő-soraiba a munkaerőtípuson
ként lekötött fajlagos társadalmi munka (,,szellemi beruházás") kerül, a B
mátrix urolsó oszlopaiba pedig a típusonként megkülönböztetett munkaerő
újratermelési szektorokban lekötött eszközök kerülnének.

Ez esetben ha m munkaerő-kategóriát és n ,,termelési" ágazatot tüntetünk
fel. akkor

x = A *x + }. B*x

P<j [ 

X = ( ::) A*= (A{ Af s 
Af At 

B* = (Bf B1 [ 
Bf Bt, 

x1 n elemű vektor, a ,,termelő" ágazatok outputja
x2 m elemű vektor, az ezekhez szükséges munkaerő
Af n R n-es mátrix az ÁKM ismert technológiai mátrixa
At n X m-es mátrix az egységnyi munkaerő újratermelésére jutó fogyasz

tás kocfficienseinek mátrixa, termelési ágazatok és szakképzettség szerint
bontva

A~ m x n-es mátrix a, termékek egységének termeléséhez felhasznált munka
erő kooffioienseinck mátrixa, n kategória szerinti bontásban

A4 rn x n-es mátrix, a fogyasztási szolgáltatásokban felhasznált eleven
munka koeíficienseinek mátrixa.

/Jf n X n-es mátrix, P termelés eszközlekötési koefficienseinek mátrixa
+a n xm,-cs mátrix, Db munkaerő-újratermelés eszközlckötési kocfficienseinek

mátrixa
B; 1n x n-es mátrix, a termelés mumkaerőlelcótési mátrixa
B! m xm-es í á8 Dy i P munkaerő-újratermelési szektorok 1n1tnlcaerőle!cötési

mátrixa.
A rendszer egy megol<fasát

( :i;;)
x* = .. •

x~

fogja jelölni
(l';z a mátrixogyenlet megoldható [2], csupán (a stc1tisztikai nehézségekről

itt nem beszélve) el kell dönteni, hogy köigazdaságibg mit helyes az egyes
elemek számszerű értékeként fel vonni. J!;s itt nehézségekbe ütközünk. ·

A legnehezebb problémát az A* elemeinek meghntározása, jelenti. Fogyasz>
tása ugyanis nem va.lumilyen meghatározott lrntegóriájú munkaerőnek van,
mint egyednek. A Iogyasztaeí egység a család. A különböző kategóriájú keresők
jövedelmei a családban családi jövedelemmé tevődnek össze, és a családi jöve
delem határozza meg (egyéb itt nem vizsgált tényezőkkel együtt) 11yi család
fogya.sztását.

3. Kereset és családi jövedelem

Különböző mu nkaerókategóriába tartozók meghatározott valószínűséggel
lépnek egymással életközösségre és alapítanak családot.

Jelöljük k;rval annak valószínűségét, hogy egy i kategóriájú (aktív) kereső
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egy j kategóriájú keretövel életközösségre lép. Az így adódó életközösségi
lehetőségek a következő táblázatban ábrázolhatók:

. ·m,

.,

'ln

k'!.m

-------1- ·-- -- 

A táblázat átlójában annak valószínűsége szerepel, hogy egy meghatározott
kategóriájú kereső saját kategóriájából választ élettársat vagy egyáltalán nem
választ.

Így egy meghatározott i = h kategóriájú kcresóre!
m 

LJ°k,,j = I.
Iyxö • 

Legyen az i kategóriájú keresők száma N1 és átlagkeresetük b1• 

A h kategóriájú keresőknek a különböző típusú családokban kialakuló egy
főre jutó átlagkeresete:

b,,=
n,», r Z s.u,»,

i,fah 

N,, r Z N1lc11i 
i,fah 

Ahhoz, hogy ebből az egy keresőre jutó átlagkeresetből egy családtagra jutó
családi átlagjövcdcicmhez jussunk, ezt még cl kell osztanunk az egy keresőre
jutó családtagok átlagos számával, és meg kell szoroznunk az egy keresőre
jutó kereseten felüli jövedelmek arányával.

b* = b,.,th
h Ch ' 

ahol
t11 a kereseten fölüli jövedelmek és a kereset összegének aránya a keresethez

képest
e,, az egy keresőre jutó összes családtagok aránya

1 E mátrix elemeinek ulakulaaa a társadalmi 1iLrétegoződó,, szempontjából érdekes
szociológiai eredményekre vezethet önmagában is.
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4,1 A fajlagos fogyasztás meghatározása

Az egy főre jutó jövedelem kiszámítása után már megbecsülhető a hozzá
tartozó fogyasztás a háztartásstatisztika segítségével. Az alacsonyabb jöve
delemkategóriába tartozók fogyasztása a saját háztartásstatisztikából határoz
ható meg olymódon, hogy feltesszük: jövőbeni magasabb jövedelmük olyan
fogyasztási struktúrát vált ki, mint amilyennel a jelenbeli magasabb jövedelmi
kategóriákba tartozók rendelkeznek. A magasabb jövedelműek jövőbeni
fogyasztásáról föltehetjük, hogy a gazdaságilag fejlettebb országok megfelelő
jelenlegi fogyasztási struktúrájához közelálló lesz a fogyasztásuk.

Az egy főre jutó jövedelem függvényeként tehát meghatározható az egy
főre jutó fogyasztás kategóriánként, legyen az f (bi,) és hogy meglrnphuk az A* 
mátrix h kategóriájához tartozó fogyasztási vektort, ezt meg kell szoroznunk
az eltartott-kereső aránnyal (pontosabban ennek eggyel növelt számával).

a~n+ll = c,J(bi,) = fi.1 
1£zután megoldjuk At= Ji'* mellett az

(Xi) =A*(~l) r J.B*(~l)
Xz 11[iz Xz 

egyenletet és a belőle kapott munkaerőszükséglettel megismételjük az egy
keresőre jutó családi átlagkeresetre vonatkozó számítást

X21, b,, +}; X2; k,,, b,. 
ó}, = i#'h 

X211 r }m X21 lc,1,
i#'h 

majd ebből

a~,11+1, = fi,1 
• ezámítássorozatot addig ismételjük, míg az r-edik iterációban kapott jöve
delcmértékek eltérése az előző sorozatban kapottaktól kisebb nem lesz egy
rnoghatérozott küszöbszámnál.

b':-'-~el/-1
l

:yx 1,2, ... m)

5 . Kereseti arányok

A b1 kereseti arányokat az eddigiekben kívülről, ha úgy tetszik, gazdaság
politikailag meghatározottnak vettük. Ennek van jó és rossz oldala. Előnye,
hogy megmutatja egy adott bérpolitika (keresetpolitika) fogyasztási konzek
venciáit. Ez a modell maga azonban nem ad támpontot a bérpolitika kialakí-

faisához. A modell duálisának (p = p A* r J.pB* ahol p = (::}) megoldása

ugyanie semmiképpen sem ad bérarányokat1Kétségtelen ugyan, hogy a modell megoldása amellett, hogy becslést ad a
fogyasztás várható alakulásáról, egyúttal a p. elemei révén hasznos információt
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szolgáltat arról is, hogy végső soron mibe kerül a népgazdaságnak a család
struktúra transzformációján keresztül a számított munkaerőstruktúra fenn
tartása ~ adott fogyasztáspolitika, illetve inkább a várható fogyasztási szoká
sok mellett. A p. azonban nem kereseti vagy bérarányokat ad.

Van azonban egy másik megoldás is az A* utolsó ni számú vektorának kezelé
sére. Nevezetesen tekintsük ezeket a különböző szakképzettségi szakembereket
létrehozó ágazatok ráfordítási vektorainak, azaz, az n + h -adik oszlop azt
mondja meg, hogy ah -adik kategóriájú munkaerő egységének létrehozásához
milyen társadalmi ráfordításai vannak a h -adik szakképzési szektornak. Itt
a h -adik szektort úgy kell érteni, amely magában foglalja az oktatási (szak
képzési) rendszernek nemcsak ah -adik típusú szakembert kibocsátó fokozatát,
hanem az oktatási rendszer mindazon fokozatait, amelyeken keresztül kell
menni a h -adikig való eljutásig.

Az ily módon felfogott modell duálisának megoldás». támpontul szolgálhat
11, bérarányok becsléséhez.

p = p A** r ) JJ B* _ i 

ahol

A!* = K a ,,kiképzéR" társadalmi ráforditása.it tartalmazza
pf* = Y8 termékek termelési ára
p;* = 88 munkaerő ,, termelési ára"

és az első modellben szerepló b;-kro

b; = l; pf*, 
ahol l; bérpolitikai paraméter.

Az r-edik iteráció végén így kapott x. megadja iyi szükségea munkacró
struktúrát. Ha Daz összes munkaerőforrás, akkor ebből a tényleges termelési
szinteket (volumenben)

D
:;l;V = --X*

e' x;
adja

és a h-adik katcgóriáj t'.1 munkacröszü kségl.et

A fogyal:lzt(u, pedig

Az elmondottakból egyértelműen következik, hogy iyi két modellben külön
bözik a B2 tartalma is. Az első modellben Bf-ban szerepelnek az ö Í Í z 4Í l'.lg_y
nevezett lakossági beruházások, míg a BJ*-ban csupán a munkaerő termelési
szektorának eszközlekötései, A két fogalmi kör között persze igen sok átfedés
van, a Bf* azonban a gyakorlati céloknak megfelelően leválasztható B;-hól.
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6 . A szakemberszükséglet kielégítése az oktatási rendszeren keresztül

Amennyiben a számítások T tervezési periódusra vonatkoznak, az x~ adja
a tervezési periódus végére várható szakemberszükségletet, m kategóriára
bontva.

Nevezzük ezt a továbbiakban srnek.
Legyen s0 = (s01, s0 2 ... , s0111), a bázisévben rendelkezésre álló munkaerő.

Vegyük ennek életkor szerinti bontását. (sg1,) A h kategóriájú és le életkorú
munkaerő számát jelöljük sg,,"-val (le= 15, 16 ... )

Legyen továbbá gr,1, a h-adik kategória összetett gazdasági továbbélési való
színűségét korbontásban tartalmazó vektor:

l,,,1,+T '
g,,1, = -- W11 k-1-Tz,,,,, .

ahol l,, 1, a demográfiai továbbélési rend ah kategóriájú és le korú
' vonatkozóan

emberekre
'w,,,1,+r a gazdasági aktivitási útmutató a bázisévben meglevő h kategóriájú

és a bázisévben le életkorú dolgozókra vonatkozóan.
Képezzük az s~11 vektorokból az

0
~a 
uo2 

0
mátrixot.

Hasonlóképpen a g,, = (!71115, g1,16 ... ) vektorokból (ahol 15 év a munkaképes
életkor alsó határa) a G mátrixot.

(J ...

gz .. -
0 ..

G'S0 = sJ = (só)
,;1\ diagonális mátrix, amelynek diagonális olcmeiböl képezzük az s8 ,,tovább
óltotett." bázisévbeli munkaerő-létszámot tartalmazó vektort. Azaz s8 adja
meg azt a létszámot, amely a tervezési időszak végén rendelkezésre fog állni
a bázisévben meglevő 1n különböző típusú munkaerőből.

sy--88 = s0 az a szakombcrszükséglct, amelyet a 1' időszak alatt, ki kell
képe7.ni.

Ábrázoljuk a szakemberszükségletct mcgícloló struktúrában kielégító okta
tási rendszert egy olva.n O = [o,1] mátrix-szal, amelynek o,j eleme annak való
;drn'.ísógét adja meg, hogy - egyik oktatási évről a másikra - milyen való
színűséggel kerülnek ;1 tanulók a rendszer i-edik helyéről a y"-eclikre.

Az O mátrix három részből áll, Az első rész (X) az oktatási rendszeren belüli
belső mo7,gás0Jmt írja le, a második rész ( Y) az oktatási rendszernek a munka
oró-csatornákba való kibocsátásait, míg a harmadik (Z) a gazdaságilag inak
tívvá válás (mortalitás, háztartásba való visszavonuláa) arányait tartalmazza,

0 = (X Y Z) 



j(l/ i

Az O egyes elemei (bukás, lemorzsolódás, egy adott iskolatípuson belül egyik
osztályból a következőbe való átkerülés, mortalitás, és bizonyos mértékig a
háztartásba való visszavonulás) a gazdcLsági társadalmi fejlődés adott szintjén
és az oktatás adott színvonala mellett statisztilrnilag adottnak tekinthetők.
Döntési változók viszont az alacsonyabb iskolai fokozatból magasabb foko
zatba, való átmenet, a továbbtanulás a.rányai.

Jelentse X;uJ j(i,) az l-edik iskolatípusban tanulók továbbt.anulási arányát a
/~-adik iskolatípusban, i(l) az l-edik iskolatípus utolsó osztályfLt, j(k) a k-adik
iskolatípus cls6 osztályát.

(h :r;(1),i(k) =

,L110I

/'1c az az arány. amelyben k-adik iskolatípus kielégíti n k-adik SZtLk
emberszükségletet

v1(i),J(k) az az arány, amelyben k-adik iskolatípus olsö osztályának hallgatói
között az l-edik iskolatípusban végzett tanulók szerepelnek

sR az s0 h-adik eleme és
h1 végigmegy mindazokon az iskolat.lpuaokon, amelyek fölé a le iskola
típusnak olágazáaa van
h2 pedig azokon, amelyek felé az l iskolatípusból /c-n kívül föirány
vezet

(h a tervezési időszakban az iakolarcndszcrból kibocsátott k kategóriájú
munkaerő átlagos összetett gazdasági továbbélési va.lósz.ínűségc a
tervidőszak végéig.

Ez a megoldás akkor igaz, ha az. egymást követő fiatal korosztályokból a
továbbtanulási arányok változatlanok. Ha azonban a gazdasági fejlődés a
képzettségi színvonal emelkedését igényli, csúszó torvczéssel kombinálva az
e ljárás elég jó közelítést ad.

*

E dolgozat;kísérletet tesz a társadalmi újruterrnolési folyamat humán oldal
ról való megfogalmazására. Nyilvánvaló, hogy ez csak egyik közelítése a prob
lémának és más fajták is lehetségesek. Széles körben ismert pl. R1.CHARD
STONE prognosztilrni jellegű és JJ~AN :BENARD tervezési modellje. Ez utóbbi
nak rokonságát az itt leírtakkal még fokozza, hogy a francia tervezésben való
felhasználásra készült, és nagyon erősen hangsl'.ilyozza az oktatás szerepét.
'.\'fi. viszont a magyar tervezési tapasztalatokat vettük figyelembe, és annak
igén:veit szeretnénk kielégíteni. Részben ebből következnek az eltérések is
(más az oktatás, a jövedelem, a Iogyaszbás megközelítése és ebből következően
közgazdaságilag a terrnelésé is).

Elgondolásaink vázlatosnak tűnhetnek - és bizonyos tekintetben azok is.
Számos közgazdasági vonatkozás csak implicite van bennük -- kiolvashatóan
vagv kikövetkeztethetően. Egyes részproblémákat, Ila azokat különálló kér-

" Az oktatási rendszer dön l:.é;c;i IJMaméLereit, vulójabun og,v iterűciós algoritmussal
határozzuk meg. fG]
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déseknek tekintjük, mélyebben kell vizsgálni. A jövedelem-átlagok szerepel
tetése pl. éppen hogy megkívánja jövedelem-eloszlási modellek kidolgozását.[7]
Mindennek részletes kifejtése azonban egy cikk keretein túlmenő tanulmányt
igényel.

( Beérkezett: 196'9. aiunisztu« II.)
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ON THIL .PLANNJNG OF 'l'.HE SOCIAL .11EJ'EWDUCTION OF LABOUR

The author employs for tho planning of the pat.torn of labour and consumption the
dosed dynamic Leotief model

wher>
x1 = tho volume of production (in n branches);
x2 = tho volume or labour employed in production (broken down into m categories);
A1= tho technological matrix;
A2= tho consurnption cocf'Iicicnts of Jabour employed in production;
A3= tho Iabour input coefficients of production;
A 4 = t.he labour input cooff'ioicnt.s of consumer services;
B1 =· the matrix of ussots tied up in production;
B2= tho matrix of assets tied up in Lho social reproduction of labour;
B3= tho matrix of Jabour tied up in production;
B4= the matrix of labour tied up in consumer services.
The relationship between consumption and labour is established with the aid of a

matrix which conte.ins the probabilit.ics of persons belonging to different categories of
Jabour living together. With the help of thcso, tho earning aro transformed into family
mcomcs.

ln determining the earnings, tho author relies on tbc solution of the dual of a Leontieff
model with modified contents where
A2 contains only tho cost of bringing into existence the labour, and
B2 contains o.nly tho assets tied up in the sectors of labour reproduction.
The labour requirements: established in this way should be satisfied by means of a

model of education planning.

I{ OJIAHv!POBAJ-lvUO O131l(ECTBEHHOro BOCnPOl-13BO~CTBA PAl3O4EYI CHJibl

AnTOp npHMCH}lCT /.\IIHaMH<1ecKy10 MOACJ!b Jleorrn.eaa l( TTJ1aHHposa1rn10 crpyrcrypsi paöoueü
CHJlhl H rroTpC6JlCHH5l:
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rne
X1 J6'eMbl npOAYIU.\11H (B n OTpac1151x)
X2 ucnom-aosauuuii B npOH3B0J[CTBe o6l,eM pa60,1e/,í CHJlbl (13 ílOJ\]J.:13)_\CJICH11H Ila m 

«areropuü)
A1 rexnonoru-tecrcan MaTp11ua
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A,1 K03rjJcpHuueHTbl ucnorn.aonaaan pa60'ICi1 c11J1b1 D 11pc110Tai:u1c111-111 ycnyr n0Tpe6J1CHJJ5l
Bl M3Tpuua l!CílOJl63YCMblX B npOH3B0i-\CTl3e cpencru
B, 1\lJTp11ua cpencru, ncnOJJt<JyC,l\'11.,IX B ofiu,CCTIJCIIHOM nocnpouanoncruc pafioue íi CJIJihla: MaTpHua ncnom.ayewoü B npOH3Ll0/[CTIJe pa(JO'ICÍÍ CJJJ]l,]
B ,, Mé1Tp1-1ua pa60'ICÍ1 CfJJlbl, HCrlOJIL3YCMOi-í Ll I 1pC/lOCTi,11JJICIIIJH y CJIYI' noTpC6JICHJl5l
13:ia!IMOC8)13L, MC)l(/lY n0Tpe6J1e1-IHCM H paÚO<JCii CIIJ10ii1 aurop YCTéHlélBJIHBaCT upu IIOMO!llll M,J-
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3apa60TJ(H Tél!OIM o6pa30M 11pco6pa3yJOTC)l HM IJ CCMCii111,1C ).\OXO/ll,I,

TTpn onpcne.ncnun 3i1pa6oT1<0B aarop 01111paCTC51 11;1 /lBOÍÍCTf3C/IIIOC J)CUICllllC MO/\CJlll flCOI/TL,C
Bél e MOW-iilllll--lllf)O[lalll-lblM COJlCp)l(élHIJCM, LI l(()TOpoi,i

A, COJ1CJ))l(IIT JIJII/lb :JaTp~ITLI C03Jíéllll151 paÚO'ICií CHJlbl, ;1 B, - Jli,[UIJ, CpCJ[C'l'l!iJ, HCll0Jlh3Y011,JC
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paőn-ie ii CIIJIC Yll013JICTB0p5110TC)l MO/\CJILIO llJia11Hpü1Jé\llllíl 06y•1CIIHíl,



MARTOS BÉLA

K. vadratikus programozás kvázikonvex célfüggvénnyel 

Gazdasági optimálási problémák gyakran nem modellezhetők valósághűen
lineáris programozási feladatként, dc megfogalmazhatók oly módon, hogy a
korlátozó feltételek lineárisak lcuyenek, míg a célfüggvény nem lineáris. Ennek
egyik Jcgegyszerübb esete az, amikor a célfüggvény kvadratikus, vagy
leg::.Llábbis olyan típusú függvény, amely kvadra.tikussal jól közelíthető. Így
érthető, hogy a kvadratikus programozás iránti érdeklődés viszonylag régi
keletű és Et témának kiterjedt irodalma, van. [2], [4], [7], [11], [12] Ezek a
vizsgá.latok, amelyek számos hatékony algoritmust eredményeztek, megegyez
tek abban, hogy feltételezték a minimála.ndó célfüggvény konvexitását. E cikk
ben megmutatjuk, hogy a korábban kidolgozott módszerek egyike, éspedig
FLUNK és \VOLFE [6] módszere, alkalmazható abban az esetben is, ha a cél
függvény nem konvex, dc a változók nem-negatív értékére kvázikorrvex.

IVfogjcgyzcndő azonban, hogy ez esetben az eljárás általában nem véges,
míg a konvex lcvadratikue programozási módszerek legtöbbje véges számú
lépósben eljut az optimális megoldáshoz. Viszont egy példán meg fogjuk
mutn.tni, hogy a véges algoritmusok közül az egyik legismertebb, WOLFE [12}
módszere, az általunk vizsgált esetben már csődöt mond. ~ cikk l. fejezetében
a nom-ncgatív ortánsba.n kváz ikonvex függvények néhány fontos tulajdonsá
givu,I foglalkozunk. A 2. fejezetben leírjuk .FRANK és WOLFE algoritmusát,
.ihogyan az erre a foggvénytípusra, alkalmazható, és bizonyítjuk az eljárás
konvergenciáját. A 3. fejezet cgv példát tartalmaz és az imént említett ellen
péld1ít.

l. A nem-negatív ortánshan kvázikonvex kvadratikus függvények 

Tekintsük a
] ]_ n n n 

q;(x) = -"-J:'C:r + p'»: =-- ~ ,:ic,)xi:1.·1 + ;;f P;X; 
2 2 i 1 j=I i=l 

kvudratikus függvényt, ahol x = [x1, ... , x11J és .
J! = [JJ,, ... , JJnJ' n elemű vektorok és C = [c/J] egy valós szimmetrikus n · n-cs
m.i.trix. Iv';_ = {x E ./!J11 Ix> O} az n dimenziós euklideszi tér nem-negatív
ortánsát jelöli.

Ismeretes, hogy egy diffcrenciá.lható v;(x) függvény az Xe E11 konvex hal
mazon akkor és csak akkor konvex, ha, minden x1, x~ E X-re

(l) 

(2) 
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ahol

a 1P(x) függvény x1 pontbeli gradiense.
Hasonlóképpen 1P(x) akkor és csak akkor kvázilconvex a X halmazon, [l] ha

x1 x2EX J' ⇒ (xi - x2)'171J1(:1:l) > 0 
1p(xL) > 1p(x2) J - 

(2) és (3)-ból közvetlenül látható, hogy ha 1p(x) konvex, akkor egyben kvázi
konvex is X-en.

Ha (2)-t, ill. (3)-at az (1) alatti kvadratikus függvényre alkalmazzuk, némi
számolással a következő kritériumokat kapjuk:
A cp(x) kvadratikus függvény akkor és csak akkor konuex a konvex X e En 
halmazon, ha minden xt, x2 E X-re

(3) 

(4) (x1 -- x2) 'C(x1 -· x2) > O;

valamint akkor é8 csak akkor kvázi/convex, ha

x1 x2 EX}' ⇒ (x1 - x2)' (Cx1 + p) ~ 0. 
cp(xl) ::2:: cp(x2) . 

Máe itt látható, hogy amíg a kvadratikus függvény konvexitása csak a C 
mátrixtól függ, addig kvázikon voxitás» n lineáris rész p koefficiensvektorá
tól is.

Annak megmutatáaára, hogy létezik olyan kvadratikus fö.ggvóny, amely
egy konvex halmazon kvázikonvex, de nem konvex, tekintsük a kétváltozós

(5) 

cp(::e, y) = -- xy 

függvényt E~. -01.1. Itt

0=[_~ -~]
71' = [O, OJ

és nyilván [xt, yLJ = [O, OJ; [x2, 7;2J = [l, l j-ra

[-1, -1] l-~ --~a=~J= -2 < 0

ellentétben (4)-gyel, tehát. q;(x, y) nem konvex /j)~_-on. Viszont ha xl, x2, y1,

y2 ~ 0 és

azaz

akkor

-::i;l yl ....,. -;i;2 :l 
x2 y2 > xi ?./ 
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tehát (5) áll, rp(x, y) kvázikonvex Et-on. 
A következő két állítás viszonylag könnyen belátható:
a) Ha rp(x) konvex E'j.-ban, akkor konvex E11-ben is
b) Ha rp(x) kvázikonvex E11-ben, akkor konvex is E11-ben
E tételeket nem használjuk fel, ezért itt nem is bizonyítjuk, viszont moti

válják azt, hogy a következőkben olyan kvadratikus függvényekkel foglal
kozzunk, amelyek E~t- -ban kvázikonvexek, de nem konvexek. Ezt készíti elő
a következő tétel: ·

I
1. TÉTEL A cp(x) = -x'Cx + p'x függvény akkor és csak akkor kvázi-

2 
konvex E~t-on, ha minden v E E11-re áll:

(6) relv' Cv < 0 = l v ~ 0
p'v .. 

(ahol _;; azt jelenti, hogy vagy :2: va,gy S:, tehát az (n + 1) 
vektornak nincs két ellentétes előjelű komponense).

Bieonsjuás: Legyen x1, x2 E E+ és rp(x1) > rp(x2), azaz

1 ,, [ Cv] eemu p'v , 

(7) (x1 - x2)' [: C(x1 + x2) + p] :2: 0 . 

rp(x) pontosan akkor kvázikonvex E'j.-on, ha

(8) (x1 - :r2)' (Ox1 + p) ;',2 0.

Elér7ségesség Azt bizonyítjuk, hogy ha (6) áll, akkor (7) ⇒ (8). Először tegyük
fol, hogy x1, x2 > 0

1 ' 
a) Ha - (x1-:.i:2)' C(x1-x2) ::2: 0, akkor ezt (7)-hez adva (8)-at kapjuk.

2

b) Ha~ (x1-x2)' C (x1-x2) < 0, akkor (6) alkalmazásával:
2 

[
C(xl - x2)l ~o
p'(xl - xz) "" , 

úgy hogy C(x1-xi) T- 0. Továhbá (7) némi átalalútásával

(9) 

[
I ] [0(x1

- x2)j-(x1+x2)',l • . ::2:0.
2 p'(xl __ x2)

Itt az első tényező egy pozitív vektor, a másodiknak pedig van legalább egy
O-tól különböző komponense és nincs két különböző előjelű komponense. De
O-tól különböző komponensei nem lehetnek negatívak, mert akkor a szorzat is
negatív lenne. Tehát (9) csak abban a változatban állhat, hogy •

Í (} (x, - x2) ·1 > 0. 
p'(x1 - :ri) -
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Ezt balról az [xv, l] nem-negatív vektorral szorozva (8)-at kapjuk. Így
<p(x) kvázikonvex E~- belsejében, tehát a folytonosság miatt kvá,zikonvex
E'!-on.
Sz-r;ükségesség Azt bizonyítjuk, hogy ha van olyan v = v0, amelyre (6) nem áll,
akkor van olyan x1, x2 E E~l-, amelyre (7) áll, de (8) nem. Tegyük fel tehát,
hogy

(10)

.de [C vo l-nak van két ellenkező előjelű komponense.
p'vO . 

Ekkor azonban van olyan (n + 1) elemű poaitív

[~o]>o
[ 0' ] [ Cv

0
] O y 'rJ - p'vO = - .

0 
Itt r; > O-val az első tényezőt osztva és :i:0 = y -t téve, valamint a tényezők

'Y/ 

vektor hogy

sorrendjét felcserélve azt kapjuk, hogy

( 11) VO' ( 0 XO + p) = Ü . 

0 
Emlékezve arra, hogy :c0 = y > 0, van egy olyan kicsiny a> 0 szám, hogy

'Y/ 

és

1
x1 = x0 + -- a v0 .;;:., 0 

2

Ix2 = x0 - _ _:_ a v0 .:;;;: 0 . 
2,

Így

Ix0 =-(xi.+ x2) 
2

és (10)-ből, ill. (11)-bői

( 12) a2 v01 Cv0 = (x1 - x~)'C (x1 - x2) < 0

(13) a v0'(Cx0 + p) = (x1 - :i;~)' [ ~ O(x1 + x2) + p] = 0.

(13) szerint (7) áll, de (12) ]:_-szeresét (13)-hoz adva azt kapjuk, hogy
2 . 

(x1 - x2)' (Ox1 + p) < 0, 

azaz (8) nem áll. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.
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Megjegyzés: A tétel alapján, p = O-t téve, könnyen belátható, hogy ha ,:p(x) =
= !:_x' Ox+ p'x kvázikonvex E:-on, akkor a Q(x) = !:_ xO» kvadratikus

2 2
forrna is az, Továbbá azt is tudjuk, hogy ha ,:p(x) nem konvex, akkor Q(x) sem
az. Ez a megjegyzés lehetővé teszi, hogy a további tételek bizonyításában
felhasználjuk a szubdefinit mátrixoknak [9]-ben részletesebben kifejtett és
bizonyított tulajdonságait.

2. T ÉTEL, H[L a ,:p(x) = !:_ x'Ox + p' x függvény kvázikonvex E"t -on, de nem
2 

konvex, akkor a O együtthatómátrixról és a p vektorról a következőket
mondhatjuk:
a) Os, 0, O ,~ 0,
ti) O-nek pontosan egy (egyszeres) negatív sajátértéke van, ez a saját

érték domináns,
1) a domináns sajátértékhoz tartozó sajátvektornak nincsenek különböző

előjelű komponensei,
_</,) p < 0,
e) Oe1 = 0 = p,. = 0. (e1 = az i-ik egységvektor)

!Jizonyítás: A tétel a), b) és e) alat.ti állításainak bizonyítását [9] Theorem 1-
lion találhatjuk.
d) Az a) állítás és (ü) következtében

{ 
v'Ov < 0} 

V > 0 = = p'» < Ü 
C» ;:;:: 0, Ov # 0 =

\1ivül ez minden u > O-ra áll, következik p :S: U. 
e) Legyen<'= [ l, l, ... , L]' és u =e+ t3e1, t3 /e 0. Ekkor

{
l''Ou =- «e- < () }

=> p'» =;!'e+ t3JJ, < 0 
Cc · Ce ·-:::: /J, / 0

Oe,. ~- 1\ 

111 i ndcn /J ,,.. O-ra,. 'l'cliát p1 = ().
A~. Tétel e) állítás{Lt :1 következóképpcu ÍH megfogalmazhatjuk: Ha valame 

lyik ::i:1 változó a cp(.1:) fiiggvény kvadratikus részében nem lép fol, akkor a függ
vényben egyáltnl,'u1 nem Jép fol (azaz minden koefficiense 0). Az ilyen változó
kat irreleoáms v{dtozcík11,.1k nevezzük. a többit reieoánsnalc. Most már bizo
nvltani tudjuk ,L kövct.kcző tételt:

:l. 7'É,'7'/~L. Ha rr(x)--= 1 x'C'.r + p'»: kváxikon vt-x /r)''.-on. Jc nem konvex
2 

és .r m inclr-n ko mpononso rclováns, akkor

( 14) 
(;rl 

Bizonyílá8: Nlásutt (lflJ, Theorem 2) már bizonyítottam, hogy ha rp(x) eJeget
tesz e· ttStcl fcltétoloinck. akkor minden 11 E /JJ-ro

(15) 

(ahol ~ azt jelenti, hog:v > vag:v < ).
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ct} Ha__!_ (x1-x2)' C (x1-x2) > 0, akkor ennek (- !)-szeresét az
2 

(x1-x2)' (Cx1 + p) S: 0 egyenlőtlenséghez hozzáadva átrendezés után
<p(x1) :S: <p(x2)-t kapjuk. Tehát (14) áll.

b) Ha 1/2 (x1-x2)'C (x1 - x2) < 0, akkor (15) szerint

(16) 

Ha most C(x1--x2) > 0, akkor x1 > 0, xt =fa O-ra, tekintettel

(x1-x2)'0 x1 > 0.

Másrészt (6) szerint

(xl-x2)'p 2 0. 

E kettőből (x1-x2)'(Cx1 + p) > 0, feitcvésünkkcl ellentétben.
Ha pedig

(17)

akkor (6) miatt

(18)

C(x' -- :r2) < o 

(17)-et__!_ (x1 + x~)-vel megszorozva és (18)-hoz adva, rnegfolelő átrondezés
2 

után <p(x1) ;S;; <p(x2)-hez jutunk, ,tzaz (14) ez esetben i;-; áll . .11}1,zel ~1 tételt bebi
zonyítottuk.
Megjegyzés: A (14) implikáció, mint (2) és (8) alapjá» könnyen látható, az
2; előjelének minden megkötése nélkül áll, ha cp(x) konvex B''-cn. A tétel
valójában azt fejezi ki, hogy az adott feltételek mellett rp(x) pszoudokonvcx
[8) az E: - {O} halmazon (a szcmipozit.ív ortánsba.n).

A gradiens módszerek alkalmazriaa szempontjából .-da,pvctc'í rL :l. Tételből
levonható alábbi korolláriurn:
4. korollárium: Legyen Xe JI)~- konvex, tp(x) eJégítHe ki a. :t Tétel feltételeit
Ha x* EX, :r:* ~"" 0 minden 2: E X-rü kielégíti az

(19) (x* -· :r:)'(Cx'' + 71) < ''
egyenlőtlenséget, akkor :r;* optimális megoldása a 111111 {cp(:i:) I :r; EX} prog
ramozási föladatnak.

Mivel (19) azt fejezi ki," hogy rp(:.r) függv6nynolc minden, az x* pontból
kiinduló megengedett irány menti deriváltja e pontban nem negatív, való
jában optimalitási kritériumhoz jutottunk a :l. Tételben körülínt fiiggvönyelno.

2. A Frank-Wolfc-algol"Ítmus 

Tekintsük a kövotkezfí kvadratikus programozási foladatot ((JP): Keressük a

l
<p(x) = -- x' Cx + p'x 

2 

kvadratikus függvény minimumát az
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.Ax+ By= b 
X > 0, y> Ü 

lineáris korlátozó feltételek mellett. Itt x a célfüggvény szempontjából releváns,
y az irreleváns változók n ill. k elemű vektora, .A egy m · n, B egy m · k 
méretű mátrix, b egy r11, elemű vektor. A

L= {z/[A B]z=b, z::2:0}
jelölés bevezetésével a feladat

QP: min {ip(x) I z EL}
alakban is írható. (L-et megengedett halmaznak nevezzük)

(Továbbiakban az azonos jelzéssel vagy felső indexszel ellátott z, x, y 
vektorok összetartoznak, pl. x0, y0 a z0 részvektorai.)

Mint már említettük, számos módszer, éspedig az alábbinál hatékonyabb
módszerek is rendelkezésre állnak a QP feladat megoldására, ha <p(x) konvex.
Ezért a továbbiakban a nem konvex esetre szorítkozhatunk. A következő

. feltevésekkel élünk:
.A. rp(x) kvázikonvex E~·-on, de nem konvex.
B. L korlátos.1
A FRANK-WOLFE-algoritmus lényegében abból áll, hogy kiindulva egy

megengedett bázismegoldásból, olyanból, amelynek x részvektora nem 0,
felváltva egy lineáris programozási feladatot és egy egyváltozós kvadratikus
szélsöőrtékfeladatot oldunk meg. Az LP feladat célfüggvény koefficienseit
mindig <p(x)-nek az előző kvadratikus feladatot megoldó pontban vett gradiense
azolgá.lta.tju, azaz a <p(::c) célfüggvényt e pontban vett lineáris közelítésével
helyettesítjük. Az egyváltozós kvadratikus feladat megoldásakor a <p(x) cél
függvényt rninimáljuk egy egyenes szakasz mentén, amely az előző LP feladat
megoldásának megfelelő csúcspontot és az előző kvadratikus feladatot meg
oldó pontot köti össze.

Az alooriimu» részletes ieiráea 

l. fázis. Kiindul6 megoldás keresése 
Oldjuk meg a következő lineáris programozási feladatot

LP(O): min{- e'xlz EL}. e=[l,l, ... ,lJ

a) Ha min (-e'x) = 0, állj ! Minden megengedett megoldás optimális, <p(x) =
= 0 célfüggvény-értékkel.

b) Ha min (-e'x) < 0, legyen egy optimális bázis-megoldás 2°' = [:i:0'. y0'].

Tegyük z1 = 2° és térjünk át a 2. fázisra.

2. fázis. r-ik iteráció 
1. lépés: Legyen r = 1 és oldjuk meg a következő lineáris prograrnuzfióii

feladatot

1 Ez a feltétel regnlarizálásRal [fi I min<.lig teljesn.hető. •
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LP(r): min {x'(Cxr + p) I z EL}
i,:g.v optimális bázismegoklást jelöljön

z'' = [xr'. y''] 
o,) Ha

«' = (xr ::í/)'(0:;;' + p) = 0 

állj ! zr optimális megoldás.

b) Ha ar > 0, áttérünk a 2. lépésre
2. lépés: 

ri) Ha 

legyen
(Jr= (:fr - x')'(CS:1 + p) < ()

Zr+I _ :.r -,e

/J) Ha fF > 0. legyen

zr+I -= l_ (a' Zr+ /J,. zr). 
!Xr + /Jr 

Tegyük r helyébe r + 1-et és térjünk viasza az L lépóaro.

Az algoritmus koncerqenciájúnalc bizonyítása 

A bizonyítás több Iópésból Ml. Bebizonyítjuk , hogy a.z algoritmusban
szerepló LP (r) feladatoknak van optimá.iia rncgoidása (1 °) és hogy az adott
mogúllá,;i szabályok helyesek (2°, 5°) . .M.egmut1.itjuk továbbá, hogy a z' sorozat
megengerlett pontokból áll (3°), úgy hogy xr .;4 0 (4°) és <p(x,.) szigorúan mono
ton csökken (6°). Végül bebizonyítjuk, hogy zr I-L rninimumhcly [z', z']-en (711) 

('S hogy az eljárás konvergens (8°).
1° A QP feladattal kapcsolatban tett 13) feltevés miatt a,íl DP(r), 

r = 0, I, 2, ... foiudatoknak van optimális bázis111cgolclása.
2° Ha min (-e':e) = 0, akkor minden megengedett c-nek az x rószvok tora 0.

Tehát <p(x) = 0 minden megengedett pontban. !~zzcl ig,.1,zo.ltuk ILíl 1. f.i:1,iR
a) esetének megállási ;.;z:tbály{tt. Ellenkező esetben (új eset) olyan z1 -~ z0 
kiinduló megoldáshoz jutottunk, amelyben xl = j;O e/e 0.

3° Könnyen beláthatjuk, hogy a z ', z~, ... sorozn.t megengedett pontokból
áll. Abból ugvanis, hogy zr opt.imális rnegold1isa LP(r)-nek, következik, hogy
«' > 0, minden r-re. zl-= zO EL éfl zl, z~, ... Zr is megengedettek. Tegyül,
fol, hogy z' EL, ekkor zr•H is az, mert hit ~t 2. íúzis 2. lópós a) esete xzcrin],
képozt.ük, akkor ?.::r+i =z,. EL, lm pedig ab) eset szerint képeztük, akkor
a,.> 0, (V > 0, tehát zr+t E [zr, zr] e L. Így teljes indukcióval beláttuk, hogy
az algoritmus egy megengedett pontsorozutot gencri'd.

4° Bebizonyítjuk továbbá, hogy :r/ # 0, r = J, 2, ... Láttuk, hogy :.i:1 .F 0.
Tegyük fol, hogy xs ,/4c ü. l~kkor is = O-ból következnek a" = x" (C xs + J!) :2:
> 0. De mivel O ~ 0 és p :_s;: 0 (2. Tétel), rx5 < O, tehát rx5 = 0. Ekkor zs-t 1 

képzésére az 1. lépés a,) szabálya szerint nem kerül sor. Tehát ha zs+ 1-et
<:g.váltalán képezzük, akkor 5;s =;L= 0, és mivel z5 t-1 E [zS, z5], tehát xs+1 .F n. 
Igy teljes indukcióva.l hclúttuk, hogy :;;' -fa 0, r = J, 2, :~
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5° Tegyük most fel, hogy

(I.'= (x' - xr)'(C x' + p) = O 

Mivel zr optimális megoldása LP(r)-nek

(x' - x)'(C xr + p) < o minden z E L-re.
F~ kettő összegéből.

(x' - x)'(C x' + p) < 0 minden z E L-re.

Ebből - tekintve, hogy x minden komponense releváns és hogy x'•# 0,
- a 4. korolláriurn alkalmazásával adódik, hogy z' optimális megoldása QP 
nck. Ezzel igazoltuk~• 2. fázis 1. lépés a) megállási szabályát.

11:dcligi megállapitásainkat összefoglalva: az algoritmus vagy véges számú
lépésben eljut az optimális megoldáshoz, vagy egy végtelen megengedett pont
sorozatot állít elő, amelynek minden z' tagjára áll: x' # 0, és a.r > 0.

6° Most bebizonyítjuk, hogy e pontsorozaton haladva a célfüggvény értéke
,;zigorúan monoton csökken. Ugyanis, ha zr+i_et a 2. lépés a) szabálya szerint
képezbük, akkor (némi számolással)

qJ(;J./) - rp(x'+l) = rp(:rr) - rp(xr) = 2_ ((1.1 - (3') > 0 
2 

mi vcl a.1 > 0, (3' < 0. Ha, pedig b) szabályt alkalmaztuk, akkor

q;(x') -· q;(xr+l) = q;(x') -- q; ((Xr x' + (3' x'.) = (rx'TI, > 0 
, rxr + /3' 2(rxr + (3r) 

mivel (1.
1 > 0, (3' > 0. Tehát mindkét esetben

(20) rp(xr) > ip(xr+l) 

azaz a z' sorozaton cp(x') szigorúan monoton csökken.
7° 'I'ovábbá bebizonyítjuk, hogy zr+i minimumhelye a rp(x) függvénynek,

,L Lz', z,.] szakaszon, Tekintsük ugyanis az egyváltozós

ip(,l.) = q;[ki;r + (1 - Jc) z"]

t'üggvónyt. Ekkor, némi Hzámolássa,I:

d'lf! = Jc(3r - (1 - Jc) rx,. 
dJc 

d2'1fJ = rxr + (3". 
s» 

M d1p O [ l T 1 ' . . , t ível a.'> 0, ha (3' < 0, akkor - < a 0, l] szakaszon. ehát mmunuma •
= d?, 

a A. = I, z = i,r = z1+1 helyen veszi fel. (2. lépés a) eset.) Ha viszont /3' > 0,

akkor d
21

P > 0, így IJl(A) a, minimumát ott veszi fol, ahol d'lfJ eltűnik, azaz a
dJc2 dA 

)_ = rxr , z = zr+J helyen. Mindkét esetben
'Xr + 13r 
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(21) rp (x'+i) S: rp(x), ha z E [zr, z'] 
8° Következik annak bizonyítása,2 hogy az algoritmus előállít egy, az opti

mális megoldáshoz konvergáló pontsorozatot. Tekintve, hogy L korlátos,
rp(x) alulról korlátos L-en, tehát a monoton csökkenő rp(x') sorozatnak van véges
határértéke. Legyen

w = lim rp(x').
r-e-co 

Ekkor azonban tt {z'} sorozatnak van konvergens részsorozata (ennek index
halmazát jelölje R), ügy, hogy

z'-+ Z EL, ha, r ER, r -• =
és rp(z) = (J) 

Bebizonyítjuk, hogy w a célfüggvény minimuma és z egy optimális meg
oldás. E célból válasszunk ki R-ből egy olyan k réazhalmazt., hogy

;.;~----+ z, ha r E il és z' = z minden r E é.,« 

Ilyen Íl részhalmaz létezik, mivel L csúcspontjainak száma véges, tehát
l.egalább egyikük a z' sorozatban végtelen sokszor ismétlődik. Egy ilyet jelöl
tünk z-vel. 
Következésképp ?; optimális megoldása minden f,P(r)-nek, ha r E Í?, azaz 

(:t·-x)'(Cx,. + p) ~ 0, minden r E 1~, ::.; E L-re,

és ha zT -► z:
(22) (x-x)'(Cx + p) ~ 0, 

Legyen most 8, r E Ú és s > r. l~kkor (20) miatt

(23) 

és (21) miatt

(24) 

(23) és (24)-ből:

minden z E L-re.

rp(x5) :::;;; rp(x'+l) < rp(x') 

rp(x'+1) S: rp[).x + (1 -- ).) x'']. ha o::;; ). :s:; 1. 

<p[).x + (l-A) x'] :2: rp(x5), ha O :S:). _:s;; 1,

<)S így 

<p [E+ (l - A) x'] - rp(x') , rp(x5
) - rp(x') 

). ~- -~-- ha O <). :S:: l.

Ha most r é1:, s tarf ft + =-he½, akkor x' és xs tart x-hez, tehát

rp[).x-f-(1-.A.)x]-rp(x) ~O, ha ü<).<J.
). 

'Vö. [:l]
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}, -+ 0 határátmenettel

(25)

(22) és (25)-ből

(x - x) 'v<p(x) = (x -- x)' (Ox+ p) > o 

(x - x)'(Ox + p) > o minden z E L-re. 

Tehát a 4. korollárium értelmében x optimális megoldása QP-nek, hacsak
x # 0. Ez a feltétel azonban fennáll, hiszen

<p(X) < <p(X1) _::::;: 0.

3. Két példa 

Példa FRANK és WOLFE módszerére 

Minimáljuk a
1 

cp(X1, X2, X3) = - 2 [(x1)2 + 4xl X2 + 14X1 X3] - 50xl

függvényt a következő feltételek mellett

2x1 + X2 + x3;;;;;;; 16

X2 + 2x3 :S: 12 \

Xi, x2, x3 < 0 

A célfüggvény nyilván nem konvex, de az 1. tételt alkalmazva belátható,
hogy x1, x2, x3 2 O-ra kvázikonvex. Irreleváns változót nem tartalmaz. A meg
engedett halmaz korlátos és így a FRANK-WOLFE algoritmus alkalmazható.
Az eljárás egyes lépéseiben kapott megoldásokat az alábbi táblázat tartalmazza:

x, x, I ~'"•_I_ :i:1 x, :i, a r, q;(x) 

0 2 12 0
1 2 12 0 8. 0 0 408 -156 -150
2 8 0 0 5 0 6 162 SJ. -432
3 6 0 4 8 0 0 0 -486

gz esetben tehát az eljárás véges számú lépésben eljutott az optimális [6, 0, 4]
megoldáshoz.

Ellenpélda WOLFE módszeréhez 

WOLFE [12] véges algoritmust adott a konvex kvadratikus programozási
feladat megoldására. Ez azon alapszik, hogy az

Ax= b 
Ox+ Au+ p :;2; 0 

. x :2; 0, u előjelben nem korlátozott
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föltételekkel meghatározott poliódrikus halmaz olyan csúcspont.ja.i, amelyek
kielégítik az

x'O x + p'« + b'u = ()
komplementaritási föltételt, eg_vben megoldásai 11

min {<p(x) = : x'Ox + p'x JA'.!· = b, x > 0} progrtimozási feladatnak is. J£zért

mesterséges változók bevezetésével és a IJ[izisb:t való belépés sza.bályainuk
olyan korlátozúsáva.l, amely ,t komplcmontaritési feltétel állandó kielégítésöt
biztosítja, szimplex módszerrel mcgolja a feladatot. Ugyanezek :.1 KUHN 
Tucnan-fcitétclck szükségesek és elégségesek az g,i-on k váxikonvcx kvadrati
kus függvöny m inimúlásá.n, j,-; (lásd [I] l. tétel). h,1 az x--= 0 pontot k izárjuk.
fi:nnok ellenére \Vol íc módszere a kváz ikonvcx esetben nem biz toaitja e feladat
megoldását, A továbbinkhan :t módszert isrncrtuck tételezzük fol, ,1z eredeti
publikációból VO::i87.ük n jelölésmódot Ó8 ,1 ,,riivid. for·rnát" u.lkalmazzuk." .Az
ellenpélda az előbbi példától csak abban különbözik, hogv n eólf'üggvény
lineáris tagj:H elhagyjuk éf, a korlátozó feltételekben cgyenl(5sógct írunk nl{í.
Az így keletkező

rnin {- t [(xY+'±'.t:1:i:·z-t- l4::c1xJ J 2:c1+x2+2:3+ lG; :.c2-/-2::ra = 12;2:1,::r2,x:1 ~ 0}

Ioludat optimális megoldása [5, 0, G] é;-; tl cc\lf'üggvény minimuma (-222,5).
Az induló táblázat:

I 
bv. I 

bcizis fa'téke I x, x, x, 

)(;
12

2 
0 

l
2 

Zt () -I --2 - 7 --1 
Z2 0 -2 () 0 --l 
Z3 () -7 () () --1 

2 0 
l l 
l 2

házi~ 
b v. 

I I értéke X1 x~ X:i v, v~ v, :t,L "':i ''•s 11, 11,

I 
I x, 2 () -- 1/2

xt J 2 I 0 l 2
I_ 

·>(; -1 I 
z, () () - 7/2 -J I I ' 2 ()

7.:! I -" I () I) -I -1 l I
'1.3 I ,J II I) -- 7/2 -·-1 J 2 

3 Ezt lehetővé tosz i, hogy JJÓlrliinkban r> = 0.
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Itt u1 és il2 előjelben nem korlátozott Lagra.nge-szorzók, ·w1 és w2 pedig mester
séges változók. Ezeket x1 és x2 változókkal felcserélve a következő, megenge
dett táblát kapjuk:
A két utolsó oszlopot, mint feleslegest elhagytuk és így fogunk tenni a további
akhan az Ui, il2 előjelben nem korlátozott (bázis) változóknak megfelelő sorok
kal és oszlopokkal is. Most ugyanis (z1 + z2 + z3)_-at minimáljuk és e célból .-z1
ill. z2 helyett 'U1 és ii2 lesznek a bázisváltozók, !gy a következő táblázathoz
jutunk:

bázis 
I 

bv. 

I értéke X1 Xz x, v, y'.! v, '1.1 7,:! z;J 

----

Xl 2 I l. () - -1/2
X2 12 I (/ J 2 0 0 
-----

19 0
13

2 
1 --2z 0 -1 l~ 4 2 2

-- -

Hl
13 l l

-3 0 (j 2 -1 (J

4 2 2

Jtt v2 a WOLFE-algoritmus szabálya. szerint nem vonható be a bázisba, mivel
x2 bázis változó, a többi változó bevonása pedig vagy a J; z1 célfüggvény növe
kedéséhez vagy meg nem engedett megoldáshoz vezetne. Az algoritmus tehát
megáll, mielőtt l,'z1 = O-t, illetőleg az optimális megoldást elértük volna.
Az utolsó táblázatban szereplő [2, 12, OJ megoldáshoz tartozó függvény
érték: (-50).

(Beérkezett: l 9G9. augusztus 5.) 
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QUADRATIC PROGRAMMING WITH QUASICONVEX OBJECTIVE FUNCTION

The linearly construined quadra.tic programming problem can be solved by the method
of !".RANK ami WOLFE not only if the objective function is convex but also if it is only
quaaioonvex in the nonnegative ortha.nt.

In the proof of the con vergenco of the algorithm (Chap. 2) some properties of the men tio
ued class of functions 'ind application, these properties are also discussed here at first
(Chap. l).An example illustrates the application of the method and an other shows that
WOJ.FE's quadratic simplex method is inappropriate for this kind of problems. (Chap. 3.)

l{BA)lPATML!HOE CTPOfPAMMv!POBAHME ílPvl IlOMOLl..(H l-{BA311BblnYI{JIOC1
UEJIEBOH <J:JYHl{Uvlvl

3al(aLJél l(Bal(paTH<JHOfO nprpaaaupouanun C JIHHÚÍH6IMM yCJIODH,lMH 1(31( orpa1m•1CHII51MH 
MOJ-KCT 66116 peurcua MeTOAOM ct>pa1ma H B0116(lie He TOJI61CO B cny-iac B6my101olí 1.1c11eBoi1 
qiy1-Il(l(HH, HO Ii CCJJH ucnenan ljJyHI(l.\H)I YIBJIH€TC5I J(!),13MllblllYIUIOj:J 8 HCOTpm,aTCJ16HOM OpTC. 

4T06bI ).(Ol(33é1Tb tcouacprcuumo 3Jil'Ol)HTMi.l (rnana 2), anrop HCJJ0Jlb3yCT HCJCOT0p61C Cl1Cl(H 
tj:Jw1ccl(HC qepTbl PilCCMaTpHDaCMOl'O tcnacca (py11I(lllIH, 113Jléll'aCMb[C T3[0I(C nncpnue B r~aHJ-IOH 
CTaTLC (rnaua 1). TTp11MCHCH!IC MeTO!(a J'IJ)C/.(CTa111meTC}l na npnwepe, 1-1<1 rwyroM )I(C npuvepc 
[101G.l3bIBaCTC>i, 'ITO MCTOJ~ 1(133/WaTHLIIIOro Cl1Mr1J1Cl(CHO!'O nporpaaaaposauan Bom,ljJC uenpuro 
J~NI i\Jl5l pciucnast rarcor-o pona 11po611eM (rnana 3).
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Lineáris programozás több paraméterrel a jobb oldalon 
vagy a célfüggvény-koefficiensekben 

E dolgozatunkban célul tűztük ki a többparaméteres lineáris· programozas1
föladat egy megoldási módszerének megadását, amely numerikus megoldásra
alkalmas és gépi programozáshoz is alapot szolgáltathat.

I. A többparaméteres johboldal esete 

I. l. " ?8=M•é 5 > 5 36z =6=•5 >3áÍ =s 

Keresendő a

(I.], ) J g H = 1 { 

fiiggvény maximuma az

(l.l,2) 

-hO J ,:3)

A::e = Me +Ji')., 

Ö~Ög 1 

feltételek mellett, ahol .A Dn (a\ ... , ~ö11) = (aiJ) egy m X P mátrix, cT = (cv 
sss ] 8]Pa] ú e -= (bf, ... , M;]08 konstans vektorok. Megköveteljük, hogy 5 < P 
Ö • A S55CüHN) m legyen. }, = ().) N OOO N " 8)T vektorpararnétor, Ji' = mS4a adott
5] X Í mátrix. A mn.ximáiás az W vektorra történik.

A jobb oldali vektor· számára bevezetjük az alábbi rövidített jelölést:

( r. ?N. J 

Jelöljük l-= {i:i --=I, ... , m}, 0 = wüÖü = 1, ... , n}. Tetszőleges, az A 
3 á ?S~½ ai., .... aJ,,,. osxlopvektorai által alkotott bázis esetén a e=[j) N • • • ,.J111] 

halmazt a bá:,;i;; indexnek nevezzük. A bázismát.rixra a pB = iai», ... , >45 a 
jelölést használjuk. Minthogy ZCB reguláris mátrix, létezik a 3BáZ = (0A1,

... , 0A111) inverz mátrix. Legyen 30Z y 0 az összes bázisváltozó indexének a
hulmnza, QJC e 0 pedig az összes nem bázis változó indexének a halmaza.
Természetesen y2) ua.; ( = 0 és ő0Z 5 V ( = 0. Jelöljük továbbá 'P =
{ k: · áí] I, ... , s }-el az összes paraméter indexének a halmazát.

A OB bázishoz tartozó szimplex táblát a következő módon írjuk fel:

(l.1,5)

{l.1,6) 

ahol

z F acT2; = � ?g" F <- JN 

T" W = 7züéÜ~ F TMe] 

..j Szigrna
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(I.1,7)

(I.1,8)

( 1.1,9)

Qb(),) = TMe + ° v 0ss = QB-ZMm0ssa] 

pMm"a = (0bl(J..), . - . , 0M111ma~aanés 
QCT = CT 0" á CT 9pT = CT pZZZ s]]m]ú]a = ('T pMe mA é mA Ü ö✓ I(! • 

Itt c0 n, bázisvektorok indcxoihcz tartozó célfüggvény együtthatók által al
kotott vektort jelenti.

Tetszőleges rögzített 0ss E \ Í vektor esetén az (I.1,1) - (I.1,3) föladat a
szimplex módszerrel megoldható. Ebben a cikkben a célfüggvény optimális
értékét mint n, } vektor-paraméter függvényét fogjuk vizsgá.lni, mégpedig
azokra 1t pararnótcrértúkekre, amelyekre

(J.1,10) Q).::;; cl. 

Itt G = (gii,) konstans r x 8 mátrix, d = (d1, •.• , d,)1' konstans vektor. Azok
nak a ) E - Í vektoroknak ,L halrnazú.t, arnclvck (l.1,10)-ct kielégítik, M-mel
fogjuk jelölni.

Célun knak n, követ.kcző feladat megoldását toki ntj ük: l. Határozzu k meg
a ). vektorpararnétcrck azon Am e M ta.rtomá.nyá.t, melyre fonnáJJ,hogy minden
). E/( vektorra az (I.l,J) - (Ll,:3) loladatnuk létezik végcfi optimális meg
oldása,}. E .ZZ á uO esetén viszont a7, (J.J,l) - (J.1,3) Ieladutnak nincs végefi
optimális megoldása. 2. Találjunk véges sok nem üres : 3]] sss ] : 3]] tartományt

p 
a;,;;,;al ti tulajclorn,ággcd, hogy U _é3· = Q] <ifi minden /e = l, . , ? esetén

I< I
létezik olva.n 1 ·B bázis, hogy tetszőleges " E } 3]s voktorra ú B az (l.1,1) - (I.1,3)
feladatnak opt.imá.lis báz isa. :t Írjuk le a 0'/J()), z\~~Jx().) függvényeket minden
N

T
]s tartománvon.

L 2. " + >•>?y3S4Pí 8]4ó · 4fÍ öé ö3•3.3 

ZsC]Zs öé ö3•ú Tegyük fol, hogy egy bizonyos ÜsT E •Sa5 vektorra létezik a,,;
(Ll,l) - (I.1,3) feladat véges maximuma. l~kkor tetszőleges }, E 00Z~- Í vok
torra vagy létezik az (1.1,l) - (J.1,3) íoludat véges optirnri.lis megoldása, vagy
,1, feladatnak nincs megengedett mcgold{u-m.

B4+=PÍüí öáÍú Kéazítsük cl az (J.l,l) - (1.1,3) fcladab du,Uis(1,t:

(J. 2, l) 

lcltévc, hog_v

( I. 2,2)

Abból ,1, lcltcvósből, hogy }.0-riL létezik az adott fcludat »ptimuma, a duu.litáai
tétel szcriut. következik, hogy lm ). =- ).0, akkor ,1,z ( 1.2;]) - (l.2,2) foladut
n.i.k is létcz ik egy � 0 E /,)"' megengedett rnegoldúsrL. Mivel a,,,; (1.2,2) feltétel
rendszer nem függ )-túl, 'tl0 a,z ( I. 2,]) - ( I. 2, 2) feladat megengedett rnogol
dása tetszőleges }, E /C5 vektorra, Mm,t a;,; ( 1.2,1) - ( 1.2,2) folada,tra mjnt,
prim{dra a,lkidmazvn, a dualitás tdclt tctszc'.íleges }. E M efoetén, nyerjük a;,;
r. 2. l. t6tcl Oy lí tását-.

•sC]Zs y3S4Pí~ 4ó ú \1inclazolrnt ,L ). E JVl e IC-~ vektorokat, amelyekre létczjk
,1,;,; (T. l, l) (l.1.3) föladat véges optimális megoldása, megengedett vektor-
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paramétereknek nevezzük. Az összes megengedett vektorparaméter zárt
tartományát K-val fogjuk jelölni.

' 3\üw\ V+é Íú Ha legalább egy ). E ZZZ vektorra létezik egy véges optimális
megoldás, akkor az I.2,1. tétel szerint Q azonos mindazon .:l EM vektorok
halmazával, melyekre az (I 1,1) - (I.1,3) feladatnak létezik megengedett
megoldása.

ZsCsCs öé ö3•ú Q konvex poliedrikus halmaz E8-ben.
B4+=PVí öá Íú Legyen \B valamely az " mátrix oszlopvektorai által alkotott

reguláris (m X m) mátrix. Azon " E - Í vektorok halmazát,1 amelyekre az
(I.1,1) - (I.1,3) feladatnak v B (primális) megengedett bázisa, az alábbi fel
tétellel adhatjuk meg:

(I.2,3) 2 B-Zb(),) > 0 ,

azaz

(I.2,4)

Az összes olyan " E - 5 vektor halmaza, amelyekre az (l.1,1) - (I.1,3) feladat
nak létezik megengedett bázisa, véges sok (I.2,4) típusú konvex poliedrikus
halmaz egyesítése. Ezt a halmazt Q 1-el jelöljük.

Megmutatjuk, hogy K1 konvex halmaz.
Legyen .A.1, " w E K1 két különböző vektor. Ekkor léteznek olyan WZ] WC E - p 

vektorok, hogy

" WZ = Me + v ]v ] 

(J.2,5) 

x1 > 0, Ww > 0.

Legyen • E (0, l) valós szám. .Ielöljük

ús81 = (l - /)x1 + öW2~ 

Jel= (J - t)}.I -/- 02.
(I.2,6)

( f.2,5)-Ml következik, hogy

(f.2, 7)
" W1 = h* + /?J.1, 

:.i.;'>O.

t<:z azt jelenti, hogy a }, = }.' vektorra :i:1 az (1.1,1) - (J..1,3) feladat meg
engedett megoldása, úgy hogy }.t E Q v 

A 1(1 e \ Í halmaz tehát konvex poliedrikus halmaz, mert konvex, és ki
lehet fejezni véges számú konvex poliedrikus halmaz egyesítéseként. Követ
kezésképpen um = J11 n Kt szintén konvex policdrikus halmaz." Qu.c.d.

ZsC]Xs öé ö3•ú Zmax(Jc) konkáv függvény a Q e v0! halmazon.
I~ tétel bizonyítását CHARNt~s és Coor un és később NYKOWSKI [25], [26]

közölték.

' Természetesen ez a halmaz üres is lehet.
'l:lallgatóla.gosan feltettük, hogy [( nem üres halmaz. Ekkor az ] .2, I. definícióhoz

fűzöt.t, megjegyzés miau írható 0O = 0NuK n. K,. A K = f} ,esr'f. énlnkU•IL,n, egyébként akkor
a tötol tr-ivié.lisnn igaz.

*e 
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ZsC]Cs y3S4Pí ~4ó ú A 3B bázist optimális bázisnak nevezzük, ha létezik olyan
). E K, melyre mA B primálisan és duálisan is megengedett.

' 3\ü3\ V+é Íú A 3B bázis primálisan megengedett, ha az (l.2,3) vagy (I.2,4)
feltétel teljesül, és duálisan megengedett, ha a

(I.2,8)

feltételt kielégíti.
Tetszőleges OB optimális bázishoz hozzárendelünk egy : 0 e Q zárt tarto

mányt, amelyet a

(l.2,9)

(I.2,10)

feltételekkel definiálunk. B3 tehát azon megengedett vcktorpararnóterek
halmaza, amelyekre ü B az (1.1.1) -- (J.1,3) föladat optimális bázisa.

usC]Xs y3S4Pí ~4ó ú Legyen 3]B és 0]ZX két különböző optimális bázis. Ha
1. létezik ).* EK úgy, hogy 3]B és ~]ÜX mindegyike a7, (I.1,1) - (Ll,3)

feladat optimális bizisa ). = ).* esetén, és
2. a � ]B bázisból a 0]B bázisba (vagy fordítva) át lehct_monni egy duális

szimplex algoritmus lépéssel,
akkor a 3]B és a TCB bázisokat szornazéd kízisoknak nevezzük.

ZsC]*s y344P4~4á ú Ha az BT] és _ T] tartományoknu.k megfelelő bázisok szom
széd bázisok, akkor az : 0, és : � ] ta.r-tornányokat azomszód turtomá.nyoknak
nevezzük.

A fonti dofiníciókból nyilvánvaló, hogy az BT] és : T] szomszéd tartomá
nyokra fennáll

(I.2,11)
I

•sC]*s •é ö3Aú Ha : 0, és : 3] szomszéd tartományok, akkor ,1,1 \ Í tér ellen-
tétes féltoreibon helyezkednek cl.

B4+=PVí öá Íú Jelöljük =]B és e,JJ-vcl a:,; 4öá3] és : ü ] tartományok hoz hozzá
rendelt optimális b(1zisokat. A mcgfcloló szimplex tr'd>lák:

(I.2,12)

(I.2,13)

3]" W = =]Süéas + 3]u0e] 

3] Bú ááá + -1- 3]~ú8 W = =]?np0]] -j- z(e,l,

=]" W = 3]?Ü] +- o,/J*.

Legyen 3]>;]0] a kulcselem (pivot) "':,; 3]" mátrixban a 3] 13 bázisból a 3]zX 
bázisba való átmenetnél. Ez az elem feltevés szerint negatív. Az ( l.2,13)
rendszer ·i0-ik sorát az (I.2,12) rendszer i0-ik sorának 3é>;]Z]á=• való osztásával
kapjuk." Ennélfogva

(I.2,14) sgn t>1b;J.A.) -= - san =]ú · (Jc)h ,,

3 Feltesszük, hogy a két rendszernél a sorok sorrendje ugyanaz, abban az értelemben,
hogy az egyik bázisból a másik bázisba vc1J6 átmenetnél nem kell 6ket átszámozni.



f,IN .EL<\RIS PlWGRA}lúZ ..\8 TÜBB PARAililLTERREL 217 

minden }, E - Í · vektorra. Mivel ? E : 01 esetén 9 • M;]ma]a > 0, }, E : 0, esetén
pedig TCM;." a >- 0, azaz (l.2,14) szerint 01b;0(}c) :S: 0, megkaptuk a tétel állí
tását.

" + optimális bázisok halmazának szerkezetét. jól le lehet írni a gráfelmélet
segítségével. A továbbiakban az (8, ga szimbólum egy irányítatlan gráfot
fog jelenteni, ahol ! a csúcsok vagy másszóval csomópontok halmaza, ué 
pedig egy többrétű leképezés, amely minden 7 E S csomóponthoz a szornszé
dm, csomópontokat rendeli hozzá, azaz olyan csomókat, amelyeket e-val él
köt össze.

ZsC]cs y3S4Pí ~4ó ú " + (l.1,1) - (I.J,3) feladathoz hozzárendeljük a következő
(S, Fa gráfot:

1. " + (S, l') gráf minden csomópontja egy 3( KÜp1, ... ,jmJ halmaz," ahol
a, J;-k különböző pozitív egész számok, 1 :S: 0; ú!ú n. 

2. e E ! akkor és csak akkor, ha 0B az (1.1,1) - (I.1,3) feladat optimális
bázisa. 1

3. ei, (h E S, e1 # eC esetén 12C E l'(et) (egyúttal e1 E T(eCaa akkor és csak
.akkor, ha 0]B és 3]B szomszédok.

usC]cs öé ö3•ú Legyen Ü0] Ü]w E }( két tctsz őlcges megengedett vektorpara
méter és legyen e1 E S olyan, melyre i0 E R0,. Ekkor az (S, T) gráfban léte
zik olyan { Q1, ... , e"} út, hogy 0sw E : >· · 

B4+~5Íü� á Í ú Fejezzük ki parametrikusan a )1, },C pontokat összekötő sza
kaszt:

(J.2,15) )(t) =},I.+ t()C · áá }J), 

I( konvexitása miatt },(t) E K minden ö E [0, 1] értékre. }, helyébe a )(t) 
kifejezést helyettesítve a;1, (l.1,1) - (T.1,3) feladatban, egy egyparaméteres
Iincária progra,mozási feladatot ka.punk a ö paraméterrel. Elvégezzük e fel
adatra, u, 0 ~ ö úá 1 intervallumon 11 s;1,iszternatilrns parametrizációt úgy, hogy
,1 3] 1J bázisból k iindulvu folyamatosan átmegyünk további optimális bázisok
hoz ;.L duális szimplex algor.itmw-; segítségével. Eredményül egy olyan bázis
sorozatot fogunk kapni, amely megfelel a keresett útnak az (S, T) gráfban.

ZsCst s öé ö3•ú Legyen (80, ué0) az m, ] ga gráf egy tetszőleges komponense."
l~kkor fennáll U s: 3 = K. 

e ES,
n0]4]+=Pőí• •Í , ú Az cl6ző tételből közvetlenül következik :1z állítás.

! .3. 44 öö úM?>8>5 é ö383, ü=.0M =•y>•4 ő3· ö=8 Í+4Í+435 >•4· � Í ?>8>53 ö843á ~4=üá 5 >•~ 
5 á yÍ+383 8ös •4P3á8 4Í ?8=68>5 =+á ÍM>Í4 

Az J.2.G. tétel azt mutatja, hogy a7, J.l. szn.kaszban kitűzöt.t parametrikus
probléma megoldása tulajdonképpen a,7, (8, T) gráf egy tetszőleges (S0, I'0)
komponense összes csúcspontjának meghatározását jelenti.

Eo-y (}o E 8 szögpont választásával egyértelműen meghatározott az az
(80, ./'0) l ornponons, amelyre 3= E ST• Az (ST] TTa gráf összes csomópontjainak
meghatározására hatékony módszernek látszik a, következő algoritmus.

4 Különbövö csornólmak természetesen különböző m elemű halmazok felelnek meg.
5 Az, (8, I') gráf egy komponensén lelszőlcges olyan összefüggő részgráfot értünk,

amely nem részgráfja (S, I') más összefüggő részgráfjainak.
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I.3,1. Algoritmus az összefüggő (S0, I'0) gráf összes csomópontjának meqkere
sésére.

Az algoritmus során két jegyzéket konstruálunk, melyek egyike a már
megtalált csomópontok regisztrálására szolgál, a másik pedig az összes, az
előző jegyzékben még nem szereplő, szomszédos csomópontot tartalmazza.

A) Választunk egy r?o E S0 csomót.
B) Elkészítjük a

halmazokat (jegyzékeket).
0) Tegyük fel, hogy az algoritmus k-ik lépése során megkaptuk a r?,,_1

csomót és a V1c_1, W1c_1 jegyzékeket. Leírjuk most a (k + 1)-ik lépést:
C.l. Ha W1r-i = 0, akkor a7, eljárás véget ér mert az (S0, I'0) gráf összes

csomópontját feljegyeztük a V1c_1 jegyzékben ..
C.2. Ha W"_1 =/= 0, választunk egy (!" E W1c-i csomót. A választást

- amennyiben lehetséges - úgy végezzük, hogy (!Ir E W,,_1 n I'((!!c_1) Jegyen.
Egyébként arra törekszünk, hogy e,,_1 és e" minél közelebb legyenek egymás
hoz.

C.3. Elkészítjük a

(I.3,1,1) 

(I.3,1,2) 

v" = V1r_1 u {e"},

w1, = wl<-J. u F(c1r) - V1r 
halmazokat. Ezután áttérünk az algoritmus (le+ 2)-ik lépésére.

A fenti algoritmus véges számú lépésben célhoz vezet. Bizonyítása meg
található a [22] munkában.
I.3,2. Az algoritmus alkalmazása az adott problémára.
Lássuk, mit jelentenek az algoritmue egyes lépései az adott probléma

esetén.
Először egy bizonyos eo E S elemet kell meghatározni, ami azt jelenti,

hogy meg kell találni az (I.1,1) - (l.1,3) feladat egy optimális bázisát. Ezt
a következő módon fogjuk megtenni:

1 ° Meghatárnzzuk az

(I.3,2,1) 

(I.3,2,2) 

(I.3,2,2a)

Ax - J;'). = b*,

G). + 17 = d, 

X > 0, 1J ~ 0
rendszer egy (x0, J,0) megengedett megoldását. (). előjelhen nem korlátozott
változó.) Ha az (I.3,2,l) - (I.3,2,2) rendszernek nincs megoldása, akkor
I( = 0, és így nincs mit megoldani.

2° Az (I.1,1) - (T. l,3) feladatba a ). = ;,,o vektort holyettesítjük és meg
oldjuk '-"
(I.3,2,3) 

(I.3,2,4)

max z = cTx, 
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feladatot. Ha ennek a feladatnak nincs véges optimuma, akkor az I.2.1.
tétel szerint K = 0. Ellenkező esetben létezik az (I.3,2,3) - (I.3,2,4) feladat
nak egy optimális e,B bázisa, amely egyidejűleg az (I.1,1) - (I.1,3) feladat
optimális bázisa az I.2,2. definíció értelmében. Emellett },0 E Re, e K és
o-, az S halmaz keresett eleme.
~ · Bővebb magyarázatot igényel még a C.3. pont is.

Itt feltételeztük, hogy a lc-ik lépésben elkészítettük a Vk-l és Wk-I jegyzé
keket. A V1c-i jegyzék tartalmazza azon optimális bázisok (és megfelelő tar
tományok) indexeit, amelyeket már teljesen le tudunk írni. Ismerjük az
Be,, ... , R0._1

tartományok meghatározó feltételeit és a feladat megoldását
ezeken a tartományokon.

A W1c_1 jegyzék azon Re tartományok indexeit tartalmazza, amelyeknek
meghatároztuk a létezését az előző lépések folyamán, de nem ismerjük a
teljes leírásukat.

A (h E W"_1 elem választása után átmegyünk a Ok-,B bázisból a s-B bá
zisba. Megkapjuk a

s 
_J;1.1,a1JXJ - _J;ekf 1i },1 = e,bi,
JE} l=I 

(1.3,2,5)

s 
.J: Ok(l,m j X J - .J: 0'/ml A1 = e,bt,,
JE] l=I 

x1 ~ o, j EJ
rendszert.

(L.3,1,2) clőáJlítható

(l.3,2,6)

alakban, ahol

(C~,2,7)

Most W,,_1 n Q,, = 0, a Q,, halmaz tehát éppen azokat ::t csomókat tartaJ
mazza, amelyeket a W,,_1-he7, kell csatolni. (Azután már csak a e,, csomót
kell áthelyezni a Wk-i jegyzékből a V,, jegyzékbe.)

A Q,, halmaz meghatározáBán1 alkalmazobt módszer könnyebb leírása cél
jából bevezetjük a következő definíciót.

l.3,2,1. definíció: Az R tartománynak (e E S) az i-edik fal szerint (i E I)
szomszédja van, ha át leh6t menni egy szomszéd tartományba az i-edik bázis
változónak, xh-nok a bázjshól való kidobásával az (I.3,2,5) rendszerben.

Megjegyzés: A bázisváltozók sorrendjét az (I. 3, 2,5) rendszer sorainak sor
rendje határozza meg. A falak számozása tehát függ a rendszer leírásának
módjától, vagyis egy transzformáció sorozattal van megadva, amellyel az
(I.3,2,5) rendszert megkapjuk az (I.1,1) - (I.1,3) rendszerből.
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Az Re tartománynak van tehát szomszédja az i-eclik fal szerint, ha

l' ekaij < O legalább egy j E ekJ 2-re,
2' létezik ).0 E RQk úgy, hogy e,b;(A0) = 0.

A Q" halmaz konstrukcióját az alábbi terv szerint végezzük:
1 °0 Mcgh::1tárczzuk a (!le csomó potenciális nt ... , n\' szomszédait, vagyis

azon duálisan megengedett bázisok indexeit, amelyekhez át lehet menni egy
duális szimplex algoritmus lépéssel.

Az ily módon nyert csomók közül egyesek már bent lehetnek a W1c-i vagy
V1._1 jegyzékekben.

2°0 Jelöljük P( e J)-vcl az Bek tartomány azon falai indexeinek a halma
zát, amelyekről még n~m tudjuk, hogy létezik-e szerintük szomszéd tarto
mány. (Nem tudjuk, toljesü 1-e a 2' feltétcl.)

3°0 Elkészítjük a

(1.3,2,8)

l; = e,b,;, -- (_Q1.Ji') ?, 

17 = d - G}., 

l; > 0, Y/? 0,

vagyis i1

s 
é_ - Ukb°'!'_ - ~·( - Uk/.·)). 
~ ! - l _£../ lj j ' 

J=I
'Í = ], ... ,m,

(l. 3,2,ü)
s

l/1 = d1 - 2' Ütj ),) ,
J~I 

t=l ..... r,

~i > 0, 'r/1 ?. 0
rendszert és keressük (; minimumát az (J.3,2,ü) feltételekre nézve minden
egyes i E P indexre.

4°0 Legyen p azon ,i, EP indexek halmaza, amelyekre min~,::..::. 0 (oz
(I.8,2,ü) feltételek mellett).

5°0 A Qk jegyzékhez hozzácsapjuk az Rck tartomány összes, eddig nH.\g
nem regisztrált azon falak szerinti azomszéda.it, melyek indexeit a P ha lmaz
tartalmazza."

Az algoritmus használatához a szimplex algoritmuson néhány fontos, dc
egyszerű módosítást kell végrehajtani. Ezekkel itt helyszűke miatt nem fog
lalkozunk, hanem az ]£lwnornidrn Matcmat.icky Obzor című Iapbun való
publikálásra előkészített kéziratra [24] utalunk.

II. A célfüggvény együtthatóinak lineáris paramctrizációja 

II. l. A probléma megfogalmazása, ala.ptélelelc és de/iníciólc

A jobb oldali vektor J,i,neáris paramctrizáoiójának az I. részben tárf!yalt
módszere bizonyos módosításokkal használható a célfüggvény cgyi.itthatóina.k
(az árvektornak) lineáris pararnetrizációjára is. Mivel az egész eljárás analóg,

6 Egy fal szerint több szomszéd is létezhet, ha a kulcselem választása nem egyértelmű.
a megfelel6 sorban. ·
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nem fogjuk részletesen leírni. Csak azokkal az eltérésekkel kívánunk foglal e

kozni, amelyek a definíciókat, vagy a számítás technikáját érintik.

A feladat most a következő:

(Il.1,1)

feltéve, hogy

(Il.1,2) 

(Il.1,3)

max w =(e*+ Hvfx,

Ax= b,

x> 0.

Itt A konstans m X n mátrix, H konstans n X s mátrix, v E E8 vektor pa,ra
méter, e* E En, b E Em konstans vektorok. Jelöljük

(Il.1,4) c(v) = e* + Hv,

A parametrizációt most is egy Me E5 halmazon végezzük, melyet a

(II.1,5)

egyenlőtlenségrendszer definiál, (G és d ugyanaz, mint az I. részben.)
A feladatot most célszerű a következő ekvivalens alakba átírni:

(Il.1,6)

(Il.1,7)

(Il.1,8)

(Il. l, \))

(H.l,10)

max w = vTy + z,

Ax= b,

z - c*Tx = 0,

A vektorparamétert továbbra is (Il.1,5)-el korlátozzuk. y EE8 változó vek
tor, z skalár változó.

Mivel y komponensei és z elöjelbcn nem korlátozott változók, végig a
bázisban maradnak, így a (11.l,G) - (U.l,10) feladat bázisait karakterizálni
lehet az x vektor komponensei közé tartozó bázisváltozók indexeivel.

A e= [j1, ... ,jm] bázis indexet É8 a hozzá tartozó 0B bázist ugyanúgy
értelmezzük, mint az I. részben. A (Jl.J,7) - (II.1,10) rendszer, a "B bázisba,
traszformálva, a következő alakot ölti.

(Il.1,11)

(Il. l,12)

(Il.1,13)

(II.1,14)

ahol

(Il.1,15) eA = 0B-1A, 0b = 0B-J b,
továbbá, He-val H-nak aet a részét jelölve, amely H-nak a-bázisváltozókhoz
tartozó soraiból áll,

0Ax = 0b,

!J + oHTx = óq, 

z + ec*Tx = zC0>, 
w = -(e/ív + gc*)7 J; + vT oq + zfo>,
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(II. 1,16)

(II. 1,17)

QJJT = H; eB-1 A -- JJT, uc*T = c;r eB-1 A - c*T'

eq = H{ "b , z(u) = c:Tab .

A eB prirnál megengedett bázis azokra a 1! E M e /1}5 voktorparaméterekre
optimális, melyekre ec(v) > 0 vagyis

(IL 1,18)
és ezenk ívül

(II. l, rn) a- ~d. 

A (II.1,18) és (II.1,19) feltételek meghatározzák a 0B bázishoz tartozó Re e Es
tartományt. 0B tt (II.1,1) - (II.1,3) föladatnak (vagyis a (ll.l,G) - (lI.1,10)
feladatnak) optimális bázisa, ha Re =/= 0. A megengedett vcktorparamétert
ug_vn,núgy definiáljuk, mint az l.2,1 definícióban (A helyébe v-t téve).

.Ielöljük most iB K-vtd az összes megengedett 11 E /!)5 voktorparamóter
ha.lmazát. 1( r1,1 összes optiuui.lis uB h1hiBl1oz tartozó R0 halmazok egyesítése.

A,1 J. 2, l. tétellel anulóg a következő tétel.
lJ.1,1. tétel: Tegyük fol, hogy egy bizonyos v0 E /t5 vektorra létezik véges

optimum. Ekkor a (II.l,l) - (lJ.1,3) feladatnak tetszőleges v E Es esetén
van megengedett megoldúsa, tehát tetszőleges v E /Cs esetén vagy létezik
véges optimum, vagy pe(lig a foladatnn.k nem korlátos rncgoldása van.

Változás nélkül fennáll az J.2,2. tétel. Az J.2,a. tétel a,nalógja. a következő:
A w,m,Jv) függvény konvex a /( e J;'s hn.lmnzon.
II.] ,1. rtefiníc'ÍÓ: A e, IJ, r, 8 optirn{d is h{1,z i:-mlc,tt szomszéd bázisoknak nevez
ziik, ha

l. létezik v* E/{ úg_v, lwg.v e,JJ ÓH u,IJ n, (11.1,1) (IJ.1,3) ícludat optimális
bázisai v = i·* esetén, továhbá

2. a e, R házisból a, e,JJ bázis1Ja, (vagy Conlítv:L) (Lt lehet menni egy prirnál
szimplex algoritmus lópéssol.

Változto.tés nélkül érvényesek ,l,,, J.2,4., 1.2,5. definíciók és az T.2,4. - l.2,6.
tételek (természetesen f1, ), és v vektorok r·seréjé{el).

Ll. 2. Az eijárás

Az (8, 1') gráf egy (80, I'I)) komponense összes csomópontjának megkere
sésére ismét az előző részben ismertetett algoritrnu8t fogjuk használni. Most
is tüzetesebben meg fogjuk vizsgálni ,t e, IJ optim,'Liis bázis meghatározásá
nak (azaz az 80 ha.lrnaz e1Hé5 eleme mcgtal{d:ísúnnk) mórljűt, továbbá a szom
sződok megadásánál követett módszert.

A a,J_J optimális bázil, kcrcsésúhcz
l * Mogha.tározzuk az

(Jl.2, l)

- Ov ~ -d

rendszer egy (-u0, v0) megengedett megoldását. A (] 1.2,1) rendszert duálisan
oldhatjuk meg az ,.
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Ax = b,
y - HTx - QTv = 0,

z - c*Tx + dTv = 0,

X > 0, V > 0

rendszer duálisan megengedett megoldásának keresése útján. Ha a (II.2,1)
rendszernek nincs megoldása, akkor K = 0.

2* A (II.2,1) rendszer megoldásával kapott v0 vektorparamétert behelyet
tesítjük (II.1,1) be és megoldjuk a

(II.2,2)

(ll.2,3)

(Il.2,4)

föladatot, ahol

(Jl.2,5)

max w = cT(v0)x,

Ax= b,
X :2; 0

c(v0) = Ih0 + e*.

Ha ennek a feladatnak van megengedett megoldása, akkor létezik a (II.2,2) -
(TJ.2,4) feladat e,B optimális bázisa, amely a (II.1,1) - (Il.1,3) feladatnak is
optimális bázisa minden v E Reu vektorra.

Az algoritmus általános lépésénél keressük a (h csomó még nem regisztrált
(azaz szabad) szomszédait. A potenciális szomszédokat most természetesen
mindazon primál megengedett bázisok között keressük, melyekhez át tudnuk
menni a OkB bázisból :t primál szimplex módszer egy lépésével.

II.2,1. de/iníc-ió: A:,,; Ruk tartománynak létezik szomszédja a j-edik fal
szerint, ha át lehet menni egy szomszéd tartománylm, a j-edik nem bázis vál
tozónak a bázisba való bevonásával a (IL I,] 1)- (11.1,13) rendszerben, azaz ha

I" e;aiJ > 0 lega.lább egy i E I-re,
2" létezik v0 E n.; úg5r, hogy o;.:c1(v

0) == 0. 

A Q,, halmaz mcghaté.rozására az első részben leírt módszerrel analóg eljá
rú::;t alkalmazunk . Most. a

(U.2,6) 'YJ = d - Gv,

f :2; 0, 'YJ ~ 0

rendszert tanulmányozzuk, ahol $ E ]!)11-m, 'YJ E Er. UkJIN a a,J1 mátrixnak azt
a részét jelöli, amely rkH-nak a nem bázis változókhoz tartozó soraiból áll,
hasonlóan a a,c*N vektor a a,-c'1' vektornak a nem bázis változókhoz tartozó
komponensei által alkotott része. A Q,, halmazba berendeljük az .RQk tartomány
összes, eddig még nem regisztrált azon falak szerinti szomszédait, melyek in
dexére min $1 = 0 (j E QkJ2).
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III. Illusztrációs példák 

III. I. A jobb oldali 'Vektor parametrizációja,

Tekintsük a következő feladatot:

max z = 3x1 + 2x~ 

'.l'1 + x,, 20

-Xl + X2 > 4

:i;1 + 2x3 ;S; 12 + Ai. 

X1 > 0, X2 > Ü

feltételek mellett, továbbá a A vektorparamótm-t korlátozó

Al+ A2 ~ 10

Al+ ).2 + A,1 2 20
mellékfeltételek mellett.

Az adott feltételrendszert átírjuk az (I.:l,2,1) -- (J. :\,2,2) rendszernek
felelő alakba:

mevc,

X 1 - Jc1 -- 2Jc2
:x2 + ).1 - A~

:,;I+ X2 

--Xl + X2 

::t:1 + 2x2 -- A1 

+ },2

-1- X3

-1- X4 

+ x,,

= 10 

=--= 20

A1 + A2
},l -f- >2 + A3

17 I

-- ½

+ JJ1

--= 12
= JO

-1- P2-=- 20

Az induló szimplex táblát az 1,1 táblázat tartulmazza. .A Ao megengedett
vektorparaméterhcz az 1,2-1,4 táblákon kcrcsz.tűl jutunk . .A,; 1,4 táblából
már a szimplex algorrtmue egyetlen lépésével (a .P2 mesterséges változó helyett
11 Jc2 változót helyezve n, bázisba) át lehet menni. a, megengedett megoldásra,

(
10 4 4Ü) Tamely a ), 0 = - , - - , - vcktorpararnétort 8:t,olgáJtatji1.
3 3 3 . - 

A ,= A "-nak a kitűzött fol adatba való behelyettesítésével kapott új feladat
nak egyetlen lépéssel (2. ->- I. táblázat) megkapjuk egy optimális megoldását.
Végrehajtottuk egyúttal a -Ji' mátrix és a b* vektor transzforrnáoióját.
A f!o = (1, 3, 4, 5, 6] bázis indexhez tartozó R0, tartományt tehát a
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- 2?c2 - ?ca< - 2,
A1 - },2 ~ 2,

A1 + ),2 - ?ca< 8'
(III. I, I) A1 - 2),3 < -16'

-Al + Aa :S: 12,

A1 + Az < 10'
A1 + l.2 +. },3 > 20,

feltételrendszer definiálja. Az Re, halmazon a célfüggvény maximumát és
az optimális megoldást a következő függvények adják meg:

z~0Jx(},) = 36 + 3A1

x1().) = 12 + ?c1
x2(?c) = 0,

(III.1,3) 

1:,,(A) =
X,;(A) =·

2 - ?c1 + Jc2,

8 - Al - ;,2 + },3,

,c6 (A) =- - 16 - ;i 1

X7(}c) = 0.

Az A algoritm us szerint most meghatározzuk a potenciális szomszé
dokat. P = {l, :3, 4}, tehát a potenciális szomszédok n2 = [l, 2, 4, 5, 6],
n2 = LI, :I, -'le, 6, 71 és ng =-a [l, 2, 3, 4, 5]. Ezután a 3°0 pontnak megfelelően
elvégezve a t1, ta, t4 változók minimálását, (I.1-I.6 táblázatok) azt talál
juk, hogy csak a negyedik fal szerint létezik szomszéd, vagyis P = {4}. Így
tehát megkaptuk, hogy VI)= {[l, 3, 4, 5, 6]}, W0 = {[I, 2, 3 ,4 ,5]}, és át
térhetünk az algorit.mus második lépésére.

e, = [l, 2, 3, 4, 5] választása, most kötött. Az x6 változó helyett bevonva,
a bázisba az x2 változót, e~ TL. táblé.t kapjuk. Itt negatív együtthatók az l., 
2., 3. és 4. sorban vannak. Mivel a negyedik fal szerinti, még nem regisztrált
szomszéd most nem Ichotaéges, elég a következő potenciális szomszédokat
tekinteni:

nl == [l, 2, 4, !'í, üJ, n1 = [l, 2, 3, 5, 7], nfi = [l, 2, 3, 4, 7].

Az előbbivel azonos módon kapjuk, hogy P~= {2},

tehát V, = { [l, 3, 4, 5, 6], ['1, 2, 3, 4, 5]},

w, = {[J, 2, 3, 5, 7]}.

Az algoritmus következő lépésére térve, vesszük a e2 = [l, 2, 3, 5, 7] indexet.
A hozzátartozó szimplex tábla a III. táblázat. Megismételve a szokásos eljá
rást, újabb szomszédot már nem kapunk, tehát az algoritmus végetér. Végül
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V2 = {[1. 3, 4, 5, 6], [l, 2, 3, 4, 5], [l, 2, 3, 5, 7]},

W2 = 0.

A II. és Hl. tábla alapján könnyen felírhatók az Ru, ill. Ru, tartományok meg
határozó feltételei, valamint a z,m,xP.) és X;(A) függvények e tartományokon.

JII. 2. Az árvelctor parametrizár:iója

'I'űzzük ki a

<;:: 10,

feladatot. (Az cgyszerCiség kedvéért kihagytuk i.1 mcllékfcltételeket, így !It 
most azonos az /j)5 térrel.)

Az x4, x5 maradékváltozók bevezetésével a foltétclrcndszcr

1:1 - 2x2 -- X;i -/- X,1 = 11,
Xi + X2 + x, =:::: lO, 
xj > 0, j = l, 2, ... , 5.

A kiinduló szimplex tábl,1 ft 3. táblázatban van. Mivel az induló mcgoldá»
duálisan nem megengedett, a táblázatot kibővítjük a 7>

1
, p2 duál mcstorsógos

változókka.l.
A Pt+ ]J2 függvényt a duűl algoritmw, i,ugít8égévcl minimálva, folya.mn

tosan elimináljuk a mosterségcs változókat, és végül :.1 IV. táblázathoz jutunk.
amely a eo = [2, 4] bázis indexhez tartozik. Alkalmazva ,t dolgozat első rószé
ben közölt t1,lgoritrnust, annak egyes lépései aorán a

110 = {12, 41}, W0 = {l'l, 2]};

v1 = {[2, 41, LI, 2J}, w1 -- {[t, :q};

V2 = {l2, 41, [l, 2], j'I, :11}, FV~ v,

halmazokut kapjuk. A megfelelő táblázatokból most ifl fel tudjuk írni ay;
R H. . B,0 tartománvok megrhatározó foltételeit, vulamint az optimáli-.eo' et, ._2 ~
megoldást ÓH nz optimumot megadó függvényeket e turtományokon.

( Beérkezett: 1969 január JG.) 
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TÁBLÁZATOK 

1.J. tábla

X1 X2 XG Á1 J,2 }.3 T/2

X3 1 0 0 -1 -2 0 0

X,i 0 1 0 1 --1 0 0

X5 1 l 0 0 J 0 0

P, --1 l -1 0 0 I 1 I 0

X7 1 2 0 -1 0 1 0

1)1 0 0 0 1 1 0 0

P2 0 0 0 l l l -1 

~: P; l --1 L --1 -1 -2 I
i=I

10
2

20 

4

12 

IO 

20 

-24

l .2. L á b la

J,l I
x, X2 XG l•2 1/z

-- -
X3 l 0 0 -1 -2 0 10

x, 0 1 () I l I -1 0 2

X5 1 1 0 0 l 0 20

Á3 --1 I -1 0 0 0 4

X 2 l I --1 () 0 87 

11, 0 0 0 1 l 0 10

P2 1 -1 1 l 1 -1 16

2 -I -Iü:E Pi -1 I - L -] I
i=I

t.s. Lá bl a

x, X2 x,: X,1 i; n« 
----- ----- - - ----

X3 IJ ---3 0 12

J,1 I) () -I 0 2

x, I) 0 0 20

?,3 -) -] 0 0 0 4

X7 2 '.l 11 I -I 0 10

1/J ú -I ü -1 2 0 8

Pt -2 -1 2 -1 14
--- -- -- -·-----

2
- ,. P; -1 '! -I -2 l -14

i=l
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1.4. tábla.

X1 X2 X7 X4 Az r12
--- ---------·· ----- --

X3 1 1 0 1 -3 0 12 
},l 0 l 0 1 -1 0 2

X5 1 1 0 0 l 0 20

).3 l 3 l 1 -1 0 14

XG 2 2 l l -] 0 10

r/1 0 -1 0 -1 2 0 8'·

P2 --1 -4 --1 -2 13-1 -1 ,1
1-

---·
2_,, P; l ,i 2 --3 _,j.

i--;;:t 

2. t á b La

xi

-~~ --1
},l /42 A3 b* b(JU)

X3

; I

--1 -2 0 JO Hl

X Ii l -1 0 2 0_,

X;, 0 0 20 !íG/3
X -1 0 0 -I -~ :341;,, "
X7 l-1.J 2 -1 0 J 2 ()

----· ----•--
-3 -2 0 0 () () ()

I. 1":ib la

X7 x~ ?-1 Az ?-3 C!olJ*(},) U•IJ(AO)
---~ -- - --

X3 ---1 -2 0 -2 --1 -2 1ű
X () -1 () 2 ()4

X5 -l --I l l -1 8 56/3
Xe - -J l-31 l 0 --2 -lli 34-/3
x, 2 -1 () I 12 ()
----~- - -----·

3 4 --a () 3 313 ()
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I.l. tábla. I.2. tábla 

}.l ).2 Ág I ¢2 Li .:la
--1

qi 0 -2 -1 I -2 ¢1 0 -2 -1 -2 
I

¢: 1-1 I -] 0 I 2 J.l l --1 0 2 I .1 '
¢s J -1 8 ¢a -1 2 -1 6

e;. 0 -2 -16 t. -] 1 -2 -18
-1 0 l 12 ¢s 1 1--1 . 1 14¢s -=-~I

'h 0 10 r7, -I 2 0 8

'7% -1 -] -1 -20 ½ --2 -1 -18

1.3. tii b I a 1.4. t, iÍ, bl a
I
l2 ' J,8 I

¢2 ¢5_J s1, 'h·-I ---·------ -
i:j -2 -2 -3 ' -30 t -1 () -1 J(lS 1

?., (J --1 -I -12 Á J /3 -l/3 -1/3 10/3I
t 2 34 ¢3 2/3 4/3 l /:1 50/3""
éil 0 -] -4 ¢4 l/3 1-1 -1/3 34/31:'V-1!.
i,t -I -I -14 ;.2 -2/3 -l/3 --·1/3 4/3
,7, l 2 ~ so 111 l/3 2/:l 2/3 H\/:l

½ --1 -·2 1-3; --4.6 J.3 I /3 2j:{ -l/3 46/3

l.G. Ló. b I l'l, LG. Láb la

¢i f, ½ "11 i:, ½

t -I 0 -1 JG ¢1 5 -2 8 20'L 

A1 2/5 1/6 ·-2/ú 28/5 A1 -2 l -2 4
¢s 2/!í -4/fi '.l/5 48/5 ¢3 -2 0 -1 8

¢6 l/5 3/5 --1/5 3-í/5 ¢5 -1 --] (j

),, -3/5 1/5 -2/.5 18/5 ),2 :J -1 2 6

'l, [~~I -2/ú 4/.5 4/5 ¢2 5 -2 4 4I
tJ. I 1/5 -2/5 -1/5 ;,4/5 ),8 -l 0 -1 10 

G Szigma
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II. t áh la

X7 x6 A1 A2 J.3 Gtb(A)
---- ---~---

X3 -1/3 -2/3 -2/3 -2 l/3 26/3
x. J-1/3J 1/3 4/3 -1 -2/3 -10/3
X5 -2/3 -1/3 2/3 l -1/3 40/3
X2 1/3 -l/3 -1/3 0 2/3 16/3
Xl 1/3 2/3 -1/3 0 -1/3 4/3

--~
5/3 4/3 -5/3 0 1/3 44/3

ILI. tábla II.2. t á b I 11

,1.1 ).2 Aa /,I r12 Aa
---~--

E;, -2/3 -.2 1/3 26/3 [;I 4/3 -2 7/3 l4ü/3
[;2 4/3 -1 -2/3 -10/3 [;2 7/3 -] l/:l 50/3
[;8 2/3 l -1/3 4.0/3 t -J/:3 1 -4/3 -20/3S;i

!;4 -1/3 0 2/3 16/:3 E; 4 1-1/:.iJ 0 2/3 Hl/3
/;5 -1/3 0 -1/3 · 4/3 [;6 -1/3 0 -1/:} 4/:l
1/1 l l 0 JO n. () 1 -1 -10

'r/2 -1 j-11 -1 -20 Áz --1 20

II.3. tábla

¢4 'f/2 A3 

t1 4 -2 5 70

fi 7 -1, 1~1 54

¢3 -I 1 -2 -12
).1 -3 0 -2 -16

t5 -1 0 -1 -4

'f/1 0 l -1 -10

Á2 3 -1 3 30

II.4. tábla

ti 'r/2 ¢2

ti -3 -1 -1 16

A3 7/5 -1/5 1/5 54/5

ta 9/5 3/5 2/5 48/5

Á1 -1/5 -2/5 2/5 28/5
¢r, 2/5 -1/5 1/5 34/5

'T/1 7/5 4/5 I I/5 J 4/5
,1.2 -6/5 -2/5 -3/5 18/5
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II.5. t á b I a

<;4 T/2 n,

!, 4 3 5 20 

l.a 0 -1 -1 10 

<;3 -1 -1 -2 s
/..1 -3 -2 -2 4

<;5 -1 -1 -1 6

!2 7 4 1 4

?,2 3 2 3 6

III. tábla 

X4 Xr, ?.1 Az ).3 ~2b(J,)

X3 -1 -1 -2 -1 1 12 

X7 -3 --1 -4 3 2 10 

X5 -2 -] -2 :3 l 20 

Xz 0 1 -J. 0 2

XI l -1 -1 -2 
---- - --------

5 3 5 -!5 -3 ---2

IU.l. tábln nu. tábla 

),1 J,2 J.3 r, ?.2 ?.a
-- -----

!1 -2 -1 12 !1 2 -3 1 16 

!2 -4 3 2 10 <;2 4 j-11 2 18 

~3 -2 3 l 20 $3 2 1 1 24

/:l l . .!:_I -1 0 2 ;., 1 -1 0 2 
): -1 --1 --2 <;5 -1 0 -1 -4 ,5

T/1 l. 0 10 ?/J. -1 2 \0 8

172 -1 -1 --1 --20 172 1 -2 -1 -18

5* 
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III.3. tábla HL4 tábla 

¢4 ¢2 ).3 ¢4 ¢2 '1]4

¢1 -10 -3 -5 -38 ' -3 l -1 16 s1

A2 -4 -1 -2 -18 ),2 -ö/5 -1/5 -2/5 18/5

/;3 6 l 3 42 " 9/5 -1/5 3/5 48/5<:a
).1 -3 -1 -2 -16 ).I -1/5 -1/5 -2/5 28/5
,t -1 0 -1 -4 ¢5 2/5 2/5 -1/G 34/5,5

r1i 7 2 4 44 1'/t 7/5 1~151 4/G 4/5

r12 -7 -2 l-51 -54 Ji" 7/:i 2/5 -1/5 54/G

III.5. tábla III.G. t á b I a

¢4 'f/1 '172 ¢2 '1)1 ·172
---- ----- - -- ----- -

¢1 -13/2 -5/2 -3 14 /;1 1:3/7 JG/7 4/7 124/7

).2 -1/2 1/2 [) 4 ).2 1/7 1\/7 2/7 :30/7

¢3 5/2 1/2 10 t -G/7 -9/7 -:3/7 (i0/7S;J 

).1 1/2 1/2 0 fj }.) -1/7 J/7 -2/7 40/7

~5 -1 -] -1 fi ¢5 2/7 -2/7 -·3/7 4(1/7

¢2 7/2 15/2) 2 2 $J 2/7 G/7 4/7 4/7

Aa 0 -] -1 IO ?,3 (j -1 -·l 10

:i. t á bl a

(t13) (ll.1} ( 115)

X1 X2 X;i 

- ---~·~ -
(u1) X --2 --1. 4'
(u2) X5 () 10
- -- ---

l'1 --~ () ()

1'2 --2 .] 1 () 

2 - I -1 (I
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3a. tábla

(u3) (u,1) (us)

X1 x~ X3

(u1) x4 
~2 -1 4

(uz) Xs 0 10 
--~- ---

P1 0 0 0

P2 0 0 0
~·--- -- ~--

V1 -2 0 0

l'z -2 -1 0

2 -] -1 0

3.b. tábla

X1 P, Pe

x, 1 2 1

Xi; l -1 0
--

Xz 0 I 0

X3 0 () l

Vi -2 -l 0

V2 -2 1 -I

2 l l

2
~'p,

í=I

4 3 -

10 -1

0 I

0 l

0 -1
0 0

0 2

4. t, á bl a

2
X1 X P2 :::..,' Pi5

i=l

x,, 3 2 24 1

X2 1 l 0 10 0

X3 0 () 0 l

VI -3 -1 0 -10 0

)J:.! -1 -I 1.0 -1

3 1 1 10 1
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IV. t á b 1 a

2. 

'-----•---

--1

-1

3

0 --lO

lO

--1 

2 0

lO

zo

IV.I. t á bl 1.1

-VJ 1\=! 

~J a 1 3
<;'!. I --1 

¢3 0 j-11 -I

IV.2. L 11 b I IJ.

1:3:1 l
----J. 

0 --l 

2
2

V. L ,\, b I tt

X X5 X:i1 

X1 l/3 2/:t --1/3 8

x, - I /:l I /:3 PTil 2
- -----·-

VI 14

Vt J/3 ,,;:i 2/'.l 18

--1 () -14

J.V.:L tábla

¢1 ¢3
-- ---

·v1 1/3 J/3 2/:-l
l:2 -1/:l -4/3 4/:-l
V2 0 ---1

V.J. I; ft bl 11 V.2. L ,í, 1, I i\ vx L ,i b I a

-I
1,l 1\? t

''i I
t

~3 ½ J "I
- --

/; 1 l~J -1/3 --l 'j/1 -I 1/3 "1 --2/3 1/3 2/:J

¢i I -l -5/3 -I /;2 -I 4/;l () t -7/3 -4/3 4/?.'2-1 l::i ' 11 --1 v:! --1
/;3 i -2/3 () - I
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VI. t á b 1 a

X X5 X24

Xl 0 l 1 10

X3 -1 3 6 

111 0 2 3 20

"z 1 l -2 14

-1 --J 0 -1,4

VU. tábla VI.2. tábla VI.3. tábla

1\ 112 111 ti <;3 ,;1
---- ----- ---
t 01-11 -1 Yz 0 -1 -1 V2 0 -1'I
t -2 -1 -l <;z -2 -] 0 <;z -2/3 -7/3 4/3,,
!:, -3 2 () i:3 1~-31 2 -2 Y1 -1/3 -2/3 2/3
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MULTI-PARAMETRIC LJNEAR PRO( :HAMJVUNG ON TH.IE HIGilT-HANlJ sn»:
OR JN TllE OHJE;CTlVE l.1'DNCTION COEFl<'J:CJfi:NTS

Tho problem of multiparamotrio linear prognunming hmi boon sLuclied aud solvud
in several works on ti high thoornLical level. '.l.'ho application howovor, requires the know
ledge not only of thoorntical rnlati.ons, but also of' methods which can bo used in praLical
work.

The purposo of tho work undor rnview is Lo pt·esonL ri, method of rnultipurumoLric
linear programming of the righthand siclo vector, or Lhu vector of priccs, which may be
found convoniont for nrnnorical compuLa1,ion, and, honco, for tho oonsLruotion of cones
ponding computer programmos. An example illu.stratos 1,ho applicabil.iLy of Lhe method.

Tho multiparametrie li.noar progrumrning problem can be written down as follows·
Maximize

subject to
Ax= IJ(,1), ,e :2; 0

where A is an m by n rnatrix of constant cooffieionts, r;, x:, 0 E E\ ,1 E lJJ5 is a vecLor
parameter, IJ(,1) E E"'. Further:

b(,1) = b* + F',1,

where Fis an m by s rnatrix of constant entries.
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Or: Maximize

subject to

where
Ax= b, x ~ 0,

c(v) = e* + Hl', 

and His an n by s matrix of constant coefficients, v E E5 is a vectorparameter.
The structure of the matrix, F, or His closely connected with the analysis of a specified

system, and its environmental interrelations. The economic interpretation of the coeffici
ents of the vectorparameters is not discussed here.

The method of multiparametric linear programming is based upon a method for
finding all vertices (extreme points) of a convex polyhedron, which works with the aid
of the theory of graphs.

ln deriving the method of multiparametric linear programming the simplex algorithm
had to be slightly modified.

Jll1HEHHOE nrorPAMMl1POBAl-ll,-IE e HEG{OJ1bl{l1Ml1 nAPAMETPAMl1 HA
nPABOVÍ: CTOPOHE 11m1 B l{OE<l>(J)l1Ul1EHTAX UEJ1EBOYI (J)YHI{Lll1!1

Flpofincwa MIIOf'OnapaMCTJJWICCi(OrO Jll1HC!1HOl'O nporpaMM11JJOBaHIUI (nanee TOJll(O MLP)
fü,IJla H3y01e11a H f)CUJCHa B HCl<OTüpb!X 11ayYHblX paöorax Ha DUCO!(OM TeopeTH01eCKOM yposue.
,UJ15l npauruuccxoru 11cnom,3013aHM5l 3TOl'O MCTOl-\a He 5ll3Jl5lCTC5l )].OCTaTQl!HblM 8HaTb TOJlbKO
TCO()CTJl'ICC1<1·1C COOTHOIUCIIMH, 110 1-IY)l{HÜ MMCTb MCTO)l, KOTOf)UM MO)KHO fl0Jlb30BaTbC5l neno
cpcncrucuno 11a npaicrarcc.

UCJIOii npcncrauncunoü paöoru }113Jl5lCTC5l paapaöorica MCTOJ~a JlMHd'urnií napaaerpnsanaa
JJCl(TOpa npanux CTOpOll, IIJHI l<034J(jll1l~HCl·l'rax L\CJICIJOH (jJy1-m!.(HH, npMMCHCHHC xoroporo
rlJ)Hl'O)_\CII )_\Jl5l HYMCJ)ll'ICCl(MX BblCIJ,!CJlCHMt'i 11 pa31~a60Tl(M )].Jl,1 3BM. 8 «onye CTaTbl1 npen
CTilUJIHCTC}l MCTOH 11a IIJIJIIOCTpaTJl[JHOJ\\ npnwcpe.

ílpOGJICM ML p M())IOIO CljJOJJMYJIIIJ)OflélTb IG\I( CJlC/.(YIOLLlYIO sana-ry:
Mal(CIIMJI:niponaTb 1j1y111,111111

11p1t ycnouunx
l'/\C A MélTf)III.FI Tllll,I

,[(,IJICC

;: ~ crx (max)

A~., -= /J(?,), X ,,; o,
(Ill, 11), e x, 0 E /:'11/J (-1) E l:'111, A EJ:' ackrop-napaacrp.

b (},) = h* + F Jc,
1'/lC fi' A1,1Tj)Hl\il nocrosuuu.rx :rnCMCIITOl.l Tllílil (m, s).

v!Jlll »ce: Mill(CIIMll311jll>llé1Th 1j1y111(l(Hl·l

z=cT(J1)1· (max)
Íl]lll ycriouunx

rne

Ax ~ /J, X ~ Ü,

e(,,) = e* + I-/ 11 

II / / MaTf)blll.l IIOCT()}J I II ll,IX :u1CMCI IT(JB Tllllil (n, s), 1' E l:s BCKTOp-napiiMCTf),
!{011c-rpy1<Llll)I :u1C,\ICIITOn AlélTj)blll 1" 11 /-/ TCCI'IO CB513aHa C a11aml30M 1,a1-1HOJ:'1 8KOHOMM'JCCI(OH

CIICTCMl,1 H C u:w11MOCll/lTIIOIIIClll15IMJ.I cc cpenoü. '1l(OHOMM'ICCl(HM HCTOJll(ODaHHCM nOMOLl.1113JJe
MCIITOíl IJCl(TOp-napaMCTjlOB 13 paüorc auropu 11e '..l<IH11Mé110C5l.

MCTO)'\ M L p OCHOll:111 ua MCTOi\C 11;1XO}l()~CIIH5l nccx uepurun uunyromro 1,mororpaHIIHKél;
llJlll rIOMO!lll·I 11:-1 TCOJ)Jfll rpaqnucou

,UJI5l IJbll3CJlCHH51 CO(lTUeTCBy1ou111x COOTHOLUCHHii MCTO/_\a M L p HY)t<Hbl 1-ICKOTOpbiC MOJ\11-
(j)lll(<iljfHI CI-IMIIJ!Ci,C MCTO!lél.



FOGALMAK ÉS M-ÓDSZEREI( 

KONDOR GYÖRGY

Leképezés fix pontjának és a gazdaság egyensulyi 
helyzetének numerikus approximációja Scarf 

módszereivel 
(Első rész)*

E dolgozat célja felhívni a figyelmet ScAR!T két nevezetes [18], [Hl] dolgo
zatára, amelyek a versenyzői egyensúlyi helyzetek megközelítését tárgyaljáJc

Versenyzői egyensúlyi modellekkel számos dolgozat foglalkozik, a legjelen
tősebb műveket megemlítem az irodalomjegyzékben. E dolgozat _LL ÓH 111. 
fejezetében feltételezem az ogyensúlyolrnélct Jegfontosabb fogalmainak isme-
retét. '

Az egyensúly létezésének kimutatásához álta.lábun; dc nem mindig, a fix
pont tételeket használták fol. A fix pont tételektől többnyire közvetlenül
juthatunk el az egyensúlyi árak és helyzetek (egyensúlyi termelési és fogyasz
tási struktúrák) létezéséhez; ezeknek a bizonyításoknak azonban az a fő há.t
rányuk, hogy nem konstruktívak, vagyis, hogy nem adnak módszert ilyen
helyzetek kiszámításához illetve megközelítéséhez.

Scarf lD67-ben megjelent [18] munkája konstruktív bizonyítást ad. Elégg('•
különös, annak ellenére, hogy az utolsó két évtizedben rt matematikai köz
gi:.tzdaságtan oly sokat fejlődött, az egyensúlyi helyzet kisd,mításárn Scarf
szóban forgó dolgozatáig nem vált más módszer ismertté. Ez rószbcn annak
tudható be, hogy többnyire a gazdaság termelési oldalát érintő modolokkol
foglalkoztak és figyelmen kívül hag,vt{tk az oltörtí hasznoss:',gfüggvónyckkel
rendelkező fogyasztók szerepét.

Az ismertetésre kerülő dolgozatok ma.tcmu.tikui lényege kót tétel. \z első
a Sperner lcmrnával rokon, é8 a.hhoz hasonlóan hasznúlható f'el folytonos lekép
zés fix pontja létezésének k imutatáaához. A tétel hizonyít(isához Scarf megad
egy ..dgoritmust, amelyről kimutatja, hogy véges és hogy segítségével meg
lehetősen hamar juthatunk el egy közelítő fix ponthoz. l~n;ffl 1,1, kérdésröl ,1
tová.hbiakban részletesen lesz 1-:,zó. A második tótci szintén folhaszrnílhrttó a,
Brouwer tétel bizonyításé.ho», amikor egy az.im plcxtől különböző korlri.tos
poliédrikus konvex halmazt képezünk lo fmját magábu, E tétel segítségével
elégséges feltételeket kaphatunk arra, il-l, hogy ogy n-szemólyes játék nrngja,
ne legyen üres [20]. Végül eredményesen ulku.lmazha.tó a később bcmutat.ásr»
kerülő közgazrlasági probléma megoldása is. Bár n tárgyaJAsból nem tűnik ki
közvetlenül, Scarf algoritmusai közvetlen kapcsolatban állnak n L1,:~11rn
Howsox [13] és Lrrnnrn [14] dolgozatában publikált eredményekkel.

Az ismertetendő dolgozatok k:i)zgazclasági lényege az, hogy nu merik w;
módszert kapunk két, eltérő tulajdonságokkal rondclkcző (,d>sztmkt) gazda
ság egyensúlyi helyzeteinek megközolttésére.

* A cikk befojezó második niszét kö vot.kozó számunkban közöljük.
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Mielőtt rátérnék Scarf dolgozatainak ismertetésére, hangsúlyozni szeret
ném, hogy Scarf eredményei minden bizonnyal egyéb területeken is alkal
mazhatók.

Először a matematikai tárgyalásra kerül sor. Ezt követi a matematikai
eredmények közgazdasági alkalmazása és a numerikus példák bemutatása.

E dolgozat első és második fejezete túlnyomórészt Scarf [18] munkáján
alapszik. Az első fejezetben olyan folytonos leképzést vizsgálunk, amely egy
szimplexet sajátmagába képez le. Scarf szóban forgó dolgozatának utolsó,
hetedik fejezetét nem ismertetem teljes egészében. Bár [18] hetedik fejezeté
nek 2. tételét e dolgozat első fejezetének végén részletesen tárgyalom, a 3.
tételt - amelyik zárt korlátos poliéder sajátmagába való folytonos leképe
zésével foglalkozik - elhagyom, mert egyrészt e dolgozat főcímében jelzett
problémát nem érinti.! másrészt e dolgozat lehetséges terjedelme is erre kény
szerít. A 2. tétel bizonyításának alapját és a harmadik fejezet lényegét Scarf
(19] dolgozata adja. ·

I. Folytonos leképezés fix pontjának megközelítése 

Legyen az S szimplex S: { 1t I L'1=1 ni= l; n1 ~ O}, ahol 1t = (n1, ... , n,,).
A szimplex önmagába való folytonos leképzését az f' (1t) = (/1(1t), ... , 
/,,(rc)) folytonos vektor-vektor függvény adja, amelyre tehát E7=i/,(1t) = 1 é8
f,(1t) ~ 0, i = 1, ... , n. Brouwer tétele azt állítja, hogy létezik olyan
ic, it E S vektor, amelyre f' (it) = it. 
A tétel a Sperner lemma néven ismeretes kombinatorikai eredmény segít

ségével bizonyítható be( [ 10 ], [21 ]). Scarf kifejtésének megértéséhez hasznos
<'zt áttekintenünk.

Legyen 1t1, ... , 1t!< önkényesen kiválasztott, egymástól eltérő pontok 1:,oro
iata az S szimplcxen. Összekötve 1t1-et Sn számú csúcsa mindegyikével.
S-nek n számú a.lszimplexbe való felbontásához jutunk (lásd az l. ábrát).
l~kkor összekötjük rc~-t azon alszimplex n darab csúcsával, amelyhez tartozik
és folytatjuk ezt a szukcesszív finomítást f1 1t3, ... , rt1' pontok mindegyikével.
~redményül S-nek egy specifikus felbontását kapjuk, amelyhen a 1t1, ... , 1tk 
sorozat megfelelő kiválasztásaiva! az alszimplexck maximális átméréíjét önké
nyesen kicsivé tehetjük.

Mindegyik 1t csúcsnak megfeleltetünk egy olyan indexet, amelyre n; :::.--, U
és /;(re):;;;;;: n1• Világos, hogy mindig található legalább egy ilyen index. A pcrner
lemma azt állítja, hogy a felbontásnak legalább egy alszimplexében az összes
csúcs különféleképpen van indexelve. Más szavakkal, a leképzéshez található
olyan alszimplox, amelyben az n csúcs mindegyikénél egy egymástól külön
bözö koordináta nem növekszik.

Újabb csúcsok hozzáadásával a felosztás finomítható úgy, hogy a felosz
tásban szereplő alszirnplexek maximális átmérője zéróhoz tartson. Mindegyik
(elosztás tartalmaz olyan alszimplexet, amelynek összes csúcsa különfélekép
pcn van indexelve. Ebből már következik, hogy található az alszimplexeknek
olyan sorozata, amelyek csúcsai egy re ponthoz konvergálnak. Mivel a leké-

1 Zárt korlátos halmaz (nem feltétlenül poliéder) sajátmagába való folytonos lek épv
zésével - az erre vonatkozó Brouwer tétellel - magya,r nyelven SzÉP .JENŐ [21) könyve
foglalkozik. Lásd: Id. mű 472-477.
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pezés folytonos /lit) ~ i TT; minden i-re, amiből - tekintettel arra, hogy
L?=di (1t) = 1 - következik, hogy f;(n) = TT; i = 1, ... , n, vagyis hogy it
a, leképezés fix pontja.

Scarf a it fix pont numerikus approximációjaként egy olyan 7t vektort
fogad el, amelynek képe kevesebb, mint egy adott y > 0 távolságra van
sajátmagától. Válasszuk az II x II normát max {I x1 I, ... , I xn l}-nek, és két
vektor távolsága mértékéül vegyük a két vektor különbségének e normáját,

3

l. ábra.

vagyis a kü!önbségvektor legnagyobb abszolút értékű komponensének abszo
lút értékét. Belátható, hogy a Spomer lemma felhaaxnálhn.tő f (1t) fix pont
jának ilyen értelmű megközelítésére.

Ehhez mindenekelőtt vegyük tekintetbe azt, hogy az f(1t) függvény folyto
nos egy korlátos és zárt halmazon. Ezért adott c > 0 számhoz található o
lyan a =;:: o(c), hogy II f(1t') - f'(rr") II ~ e, ha II 1t' - 1t11 II ~ ö. Lemma . Ha
n felosztásban szereplő olsziniplexek: maximális átrnérője kisebb vagy egyenlő
mint ö, akkor bármely 1t pont egy olyan alsziniplexben; rnnelimek: csúcsai külön
hiizőlcéppen oamnalc indexelve, ki for;ja elégiteni az

II f(1t) - 1t II~ (n - 1) (D + ö) ( f.l) 

egyenlőtlenséget és ezért n fix pont ilyen értelrníí 1tpproxinuíc·iójalcénl szolgltI
.Ielöljük ugyanis 1ti-kol i = 1, ... , n annak n.11 n.lsz irnplexnck csúcaait.'

arnel vro

i = 1, ... , n. (.L2)

Legyen 1t tetszőleges pontja a szóban forgó alszirnplcxnok, továbbá legyen
,1, 1t' vektor 1t o sugarú környezetében. Ekkor

II 1t - 1t' II~ ö és így II f(1t) - f(1t') II ~ i;

Ebb/51 1t' = 1t;-re:

I=l. .. ,1'1,

(L:3)

(I.4)
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és így (I.2) és (I.3) alapján

/1(rc) <ni+ s < n1 + ö + s i = 1, ... , n
másképpen

/1(rc) - n1 < ö + s

Vegyük most figyelembe, hogy

~7=if,(rc) = ~7=1 n, ( = 1) 
és ezért

i = 1, ... , n.

1,'?=i (/1(rt) - n1) = 0

Tekintsük a bal oldal valamelyik i = i0 tagját. Nyilvánvalóan

f,0(rt) - n,0 = - ~i#i, (/,(rt) - n,) .

(I.5)

(I.6)

(I. 7)

(I.S) 

Vizsgáljuk meg, hogy (I.S) bal oldala abszolút értékének mi a maximális értéke.
Ha /1.(rt) - n10 > 0, akkor (I.5)-ből a maximális érték a + e. Ha azonban
/1/rt) - n10 < 0, a jobb oldali szumma pozitív értékű és (I.5) alapján az nem
lehet nagyobb, mint (n - 1) (ö + s).

·1£z :1zt jelenti, hogy

J /,/rt) - n10 J :C:::: (n - 1) (ö + s) (I.9)

Tekintettel arra, hogy az i0 index megválasztása tetszőleges volt, ezzel a
1cm ma állításához jutottunk.

A levezetésből kitűnik, hogy az f(rt) és a rt vektorok távolságára jobb becs
lés nem adható, de egyben az is látszik, hogy ilyen eltérés csak rendkívül
s11eciál is esetben fordulhat elő. Erre mutatnak a későbbi számpéldák is.
A y kellő pontosságot biztosító felosztáshoz úgy juthatunk el, hogy n konkrét
értékének figyelembevételével s és ezzel együtt c5 = ö(s) értékét elég kicsire
választjuk (ö nem lehet kisebb, mint a maximális átmérőjű alszirnplex).

A Sperner lemma nem ad ötletet ahhoz, hogy hogyan lehetne a fix pontot
másként megközelíteni, mint addig vizsgálni az alszimplexeket, amíg egy
olyat találunk, amelyben az összes csúcs különbözőképpen van indexelve.
1£ közelítésnek azonban komoly gyakorlati akadálya van. Még n szerény értékei
esetén is azoknak a, csúcsoknak a száma, amelyeket egy elég kis átrné
rőjű felosztásban kell meghatározni, rendkívül nagy. Ha a csúcsoknak a
(lc1/D, ... , k11/D) rácspontokat választjuk, ahol a le, nem negatív egész számok
kielégítik a I7=1 k, = D összefüggést, akkor n = 7, D = 200 esetén körül
belül 800 milliárd csúcs függvényértékének kiszámítására volna szükség, és
11 felosztásban szereplő nlszimplexek száma ennél még nagyobb.

Scarfnak a továbbiakban bemutatásra kerülő kombinatórikai tételét
Brouwer fix pont tétele bizonyításához is felhasználhatjuk. Ez a tétel a
Sperner lemrnához hasonlóan az S szirnplexen levő finom felosztású ponthal
maz létezéséből indul ki. A Sperner lemmától abban a hatásos algoritmusban
tér el, amely a megvizsgálandó pontok sorozatának meghatározására használ
ható fel. Mielőtt azonban ennek tárgyalásába kezdenénk, mégegyszer érdemes
kitérni arra, hogy milyen értelemben is közelíti meg Scarf a fix pontot. A szó
ban forgó approximáció olyan rt pontot illetve pontokat eredményez, amelyre
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az II f{n) - n II egy előre adott kis pozitív számot nem halad meg. A gyakorlat
szempontjából egy ilyen tulajdonságú n pont bizonyára sok esetben betölt
heti a fix pont szerepét. Nincsen azonban arra biztosíték, hogy a fenti n 
pont valamilyen kis környezetében található legyen í•alódi fix pont is, vagyis
amelyre f'(rr) = n. 

Az az y = f(n) folytonos függvény, amely a [0,1] intervallumot sajátmagába
képezi le, mindenképpen rendelkezik fix ponttal (ábránkon n1). Az f(n) függ-

y 
y= 1T 

1r2

2. ábra.

vény n~ pontbeli értéke azonban megközelítheti a n2 értéket a y hibahatáron
belül, anélkül, hogy a függvény az y = n egyenest n2 kis környezetében
metszené:
Ilyen esetben - a tárgyalt approximáció értelmében - n2 is betöltheti egy
közelítő fix pont szerepét. 'Természetesen azon ban, l1ogy ha az előírt y elég
kicsi, az approximáció csak a n1 értékhez tarthat. ·

I. L A primitív halmaz fogalma és egy !combinatórilcai tétel

Tekintsük E'"-ben a n\ ... , n'1, ... , n1' vektorokból álló véges P1r halmaz t.
A nk f-1, ... , nk vektorok az 8 : { TT I l,'í1= 1 n; = l; n1 >- 0} szi mplcxböl vannak
önkényesen választva. Az első n vektorról feltesszük, hogy az alábbi alakú:

n1= (0, M1 ... , M1)

(l.JO)

•• '1 O)

ahol az M1, ... , 111n számok egymástól különböznek és,.na.gyobbu.k l-nél.
~:zek a vektorok tehát nincsenek az S szimplcxon.

Def'iníció. Az n elornböl álló ní'r, ... , til» vektorhahnazt f·\-ba,n primití11

halmrtznak nevezzük, lm nincsen olva.n 11) vektor P,,-han, amelyre
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n{ > min [:rz:{1, ••. , :rz:{n]
(1.11}

nh > min [:n:n, ... , nk]

A primitív halmaz geometriailag könnyen interpretálható. Legyen 1th, ... , 1tÍ 
egy n elemből álló halmaz P"-ban és tekintsük S-nek azt az alszimplexét,
amely a következőképpen van definiálva:

n;::2:min[:rz:{1, ... ,n;{n] i= 1, ... n
és

n
}; n1 = l ; n1 > O .
i=I 

(1.12) 

Abban az esetben, ha az alszimplex élén elhelyezkedő 1th vektorok primitív
halmazt alkotnak, vagyis, ha a szóban forgó alszimplex P" egyetlen vektorát

3 

2 

a. ábra

sem tartalmazza belsejében, az alszimplexet primitív alszúnpleinek nevezzük.
A szóban forgó alszimplexek eltérnek azoktól, amelyekről a Sperner lemma

kapcsán volt szó. Az (I.12} által definiált alszirnplexeket - függetlenül attól,
hogy azok primitívek-e vagy sem - az S szimplexben fekvő, a koordináta
tengelyekre merőleges (a koordináta hipersíkokkal párhuzamos) és a 1tit vek
torokat metsző egyenesek határolják.

A 3. ábrán a 1t4, 1t5 és 1t6 vektorok egy primitív halmazt alkotnak, mivel
nincs olyan 1ti EP,, vektor, amely a 1t4, 1t5 és 1t6 által meghatározott alszimplex
belsejében feküdne. Amint látható, a 1t2, 1t9 és 1t11 szintén primitív halmazt
alkot, mivel P,,-ban nincs olyan vektor, amely a n:0, 1t11 és S azon éle által

! SCARF [20]-ban az ,,ordinális bázis" terminológiát használta, hogy felhívja a figyel
met a primitív halmaznak vagy másképpen primitív alszimplexnek a lineáris programo
zásban szereplő ,, bázis" -sal való kapcsolatára.
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meghatározott alszimplex belsejében feküdne, amelyen a második koordi
náta zéró.

Azt hiszem, elégséges az előző ábrára hivatkozni, mert ennek alapján is
világosan látható, hogy az alsziniplexet generáló 1th velctorolc nem [ekiulhetnek.
az alsziniplexek csúcsain kívül. Ha például az előző ábrán a n-6 vektor a rajta
keresztülmenő egyenesen ELZ alszimplex bal csúcsától balra feküdne, akkor
második koordinátája kisebb volna, mint 1t4 második koordinátája és így 1t4 

nem generálhatná az alszimplex egyik oldalélét adó - a második koordináta
tengelyre merőleges-korlátozó egyenesét. Ekkor 1t4, 1t5 és 1t6 közül 1t6 határozná
meg az alszimplexnek a második és harmadik koordinátatengelyre, míg 1t5 az el
ső koordinátatengelyre merőleges élét. Ez esetben 1t6 az alszimplex egyik csú
csát alkotná és 1t4 a 1t5 és 1t6 által meghatározott alszimplex belsejében volna.
Ekkor tehát 1t4, 1t5 és 1t6 már nem adhatna primitív halmazt. Ha a 1thi = 1, ... , n
vektorok primitív halmazt képeznek, úgy, hogy a 1ti1, ••• , til» vektorok
közül az egyik - mondjuk a 1th - az általuk meghatározott alszimplexnek
egy csúcsában van, akkor kell lenni közöttük legalább egy olyan másik 7ri,, 
i0 # 1 vektornak is, amelyikkel a 1t11 vektor annak valamelyik koordinátá
jában megegyezik. Ilyenkor fordulhat elő az az eset, hogy a 7ri, i = 1, ... , n
vektorhalmaz ugyanazt a primitív alszimplexszet determinálná, mint ugyanez
a halmaz 1t1,, nélkül. Ebből következik, hogy ha kizárjuk azt, hogy P,, bármely
két elemének lehessen azonos i-edik i = 1, ... , n koordinátája, akkor kizár
tuk azt az esetet is, hogy egy primitív alszirnplexet generáló primitív halmaz
valamelyik eleme a primitív aJszimplex csúcsában legyen és így a primitív
halmaz előállításához mindi,q P1c n elemére van szükség.
A degenerációmentesség feltétele: Nincs két olyan vektor P1c-ban, amelyeknek

valamely 'i = 1, ... , n koordinátájuk azonos volna. Ezzel a feltétellel biztosít
juk azt, hogy a korlátozó felülete/e mindegyike a primitív halmaznak: pontosan
egy vektorát tartalmazza. Nevezetesen azt a vektort, amelyben a megfelelő
koordináta a legkisebb. Ha a primitív halmaz i ~ n-re tartalmazza 7ti-t,
akkor a primitív alszimplex egyik korlátozó felületét S megfelelő határfelülete
adja és e felületen az i-eclik koordináta zéró. {Többek között a degeneráció
mentesség biztosításához kellett feltennünk, hogy P" első n vektorának nem
zéró koordinátái nagyobbak legyenek az egységnél. Ha az M,- értékek egynél
kisebbek is lehetnének, akkor előfordulhatna például az, hogy M 2 = nf volna,
és ez ellentmondana a degencrációmentesség feltételének. Ha M 2 < :n~ lehetne,
akkor TI~, 1t9 és 1tn már nem ulkotnak primitív halmazt, mivel eredetileg e
primitív halmazban 1tu első koordinátája volt a legkisebb első koordináta,
mint ahogyan ez a 3. ábrán is látható. Mivel továbbá, az olyan primitív a.lezimp
lexeket, amelyeknek egyik oldalát S egyik korlátozó hipersíkja determinálja,
- ilyen többek között a 1t9, 1t11 és az S szóban forgó élc által meghatározott
alszimplex - nem volna célszerű a primitív halmazok sorából kizárni, ezért
Pk elsőn vektorát - és így a 1t2 vektort is - Scarf" úgy definiálta, hogy annak
szerepeltetése valam ely n elemű halmazban kizárólag csak az S szimplex élét
reprezentálja. Az JYI,- értékeknek (I.10)-nél jelzett megválasztása - M, > I,
i = l. ... , n - eleget tesz ennek a célnak.)
A P1c vektorhalmaz elemei mindegyikének folcltessük meg az l, 2, ... , n

egészszámokból kiválasztott egy-egy indexet. A. megfeleltetés - a vektor
lista elsőn tagját kivéve - önkényes. Afeglcöveteljiilc, hogy 1t1-nek az 1, 1t2-nek
a 2, ... , 1t11-nek az n index feleljen meg. J~zekután kimondható az alábbi
kombinatorikai tétel:
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1. Tétel. Létezik olyan primitív halmaz, amelynek mindegyik vektora különböző
képpen van indexelve

E tételt - belátása után - alkalmazhatjuk a Brouwer tétel bizonyítására.
Ekkor a 1tn+1, ._ .. , nk_ vektorok mindegyikének olyan i indexet feleltetünk meg,
amelyikre /;(n1) ~ n{, j= n + 1, ... , k. j > n-re, minthogy J;;1=1 /;(1t) == J:;1=1 n1 ( = 1), nyilvánvaló, hogy van ilyen i index.

Egy olyan primitív halmaz, amelynek 1th vektorai mind különbözőképpen
vannak indexelve, tartalmazhat néhány vektort az első n-ből is. Legyen I
ezen vektorok indexeinek a halmaza. A primitív halmaznak megfelelő alszimp
lexet i E I-re an; = 0 élek korlátozzák. Ebből következik mármost, hogy egy
olyan alszimplexben, amelyre mint primitív halmazra a fenti tétel áll, mind
egyik i-hez található olyan 1t vektor, amelyre /1(1t) :2; n;.

4. ábra.

Kiválasztható a 1tl, ... , 1t1< vektorok olyan sorozata, hogy k-+ oo esetén
a primitív alszimplexek maximális átmérője nullához tartson. Ezért talál
ható a tételben leírt tulajdonságú primitív alszimplexeknek olyan sorozata,
amely egyetlen it vektorhoz tart. Kihasználva /(1t) folytonosságát, láthatjuk,
hogy /;('it) ~ i,;1 minden i-re, úgyhogy it-nek a leképzés fix pontjának kell
Jonnie.
Segédlétel Legyen 1ti,, ... , ti!» egy primitív halmaz és legyen rd= ezekből a vek
torokból az egyik . Ekkor, eltekintve egy kivételes esettől, egyetlen olyan 1t1 E P1c;
1tj # tx!« vektor létezik, ameluikre 1th, ... , 1tja-,, ti', td=», ... , td» primitív
halmazt ad. A kivételes eset akkor áll elő, amikor az n - 1 darab 1th i # a
vektort I\ első n vektora lcozúl választjuk. Ez esetben helyettesítés nem lehetséges.
A segédtétel azt állítja, hogy eltekintve a, kivételes esettől, ha egy tetszőleges

vektort kivesszünk egy primitív halmazból,csak egyetlen olyan helyettesítése
lehetséges, amellyel a vcktorhalmaz ismét primitív halmazt ad. Ekkor a

(j Szigma
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1tia-t helyettesítő 1tj-t egyszerű geometria,i szerkesztéssel kaphatjuk meg.
Ahhoz, hogy illusztráljuk ezt a szerkesztést, tegyük fol, hogy

n{i = min [n{1, ••• , n{n] i = l, ... ,n (I.13) 

vagyis, hogy n;ii a primitív alszimplexnek azon a felületén van, amelyen az
i-edik koordináta konstans. Tegyük fel továbbá, hogy n;Í,.et vesszük ki a hal
mazból. (Ezekkel a feltevésekkel az általánosság megszorítása nélkül élhe
tünk.) n; i*-gal jelöljük a primitív halmaznak azt a vektorát, amelynek
az első koordinátája a második legkisebb értékű, Ahhoz, hogy olyan vektort,
találjunk, amelyik n;h-et helyettesíti, a n;ii*-ot tartalmazó felületet magával
párhuzamosan elmozgatjuk, csökkentve az i*-odik koordinátát, egészen addig,
amíg az először metsz át egy P,,ban levő 1ti vektort ügy, hogy

n{ > n{, minden i =/= l, í* -ra és nf. > n{,• 

uayy am·íg az S szimplex azon felületével fog egybee,mi, amelyre n;• = 0.
Az új primitív halmaz fenti előállítását matematikailag a következőképpen

fogalmazzuk meg: Ha a primitív halmazból 1ti1-et zárjuk ki (amelynek az első
koordinátája a legkisebb a n;h ·i = l, ... , n vektorok első koordinátái között)
és ha rch* az a vektor, amelynek első koordinátája a, második legkisebb, akkor
1th vektor helyett a primitív halmazba, az a rc1 E I\ vektor lép be, amelyre

max n{. = n). 
l~j~k 

n{. < n{1.*
n{>nf
ni> n{' minden i =/= 1, i*-ra 

(I.14) 

(I.15) 

(I.16) 

(I. l 7)

Mint az előző ábrán látható, az ott felrajzolt megoldás az (I.14-17) relációk
nak eleget tosz. A 1:,egédtétol pontos kimutatásához azonban egyrészt azt kell
bebizonyítani, hogy az (I.14--17) relációkkal leírt feladat a kivételes esettől
eltekintve tetszőleges elhelyezkedésű és méretű vektorok esetén egyértelműen
megoldható, másrósxt azt, hogy a rd= ( = rch) vektor helyottcsítósóre más
lehetéíség nincs.

Vegyük mindenekelőtt figyolornbe, hogy t1 1th' vektor i,'' indexe nagyobb
n-nél, mert ha nem, akkor a kivételes esettel állunk szemben. Ha ugyanis
rch' P" elsőn eleme közül volna az egyik, akkor - mivel feltételezésünk szerint
rch" első koordinátája a második legkisebb és így az nem lehet zéró - szük
ségképpen nagyobb volna az egységnél. Ekkor azonban - színtén a 1tji*vek
tor első koordinátájáru kirótt foltevés alapján - minden egyes rch i = 2, ... , n
vektor clős koordinátája is egynél nagyobb volna. Ez vagy éppen azt
jelentené, hogy a segédtételbcn említett kivételes esettel van dolgunk, vagy
azt, hogy a rch i = J., ... , n vektorhalmazt I-\ első n vektora adja. Utóbbi
esetben azonban ez a halmaz csak akkor lehetne primitív, ha, P1, csupán a
szóban forgó n vektor halmaza volna (le= n), mivel ezek (I.13)-ban éppen
az S szirnplexet generálják. Ettéíl az esettől nyilván eltekinthetünk.

Az elmondottakból következik, hogy a kivételes esettől eltekintve a 1th'
vektor j,• indexe nagyobb n-nél, így mindegyik koordinátájára: 0 < n{•* < l; 
i = l, ... , n. (Itt kihasználtuk a degeneráció-mentességre tett kikötést.)
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Ebből azonnal következik, hogy a lcivételes esettől eltelcintve az (I.15- 17)
egyenlőtlenség,-endszernelc mindig van megoldása, például a

i*

1t;• = (JJf;., .•. , M;., 0, JJf;., ... , M;.)

vektor. A degeneráció-mentesség kikötéséből folyik az is, hogy az (I. 14-17)
feladatnak egy és csak egy megoldása van. Könnyen látható, hogy így primitív
halmazhoz jutunk.

A lciuételes esetben - könnyű belátni - helyettesítés nem lehetséges. A fentiek
ben használt, az általánosságot meg nem szorító jelölések mellett ekkor a 1th
i = 2, ... , n vcktorha.lmaz azonos a 7t; i = 2, ... , n vektorhalmazzal, míg
1th =;£= 1t1. (Ha 7c > n, akkor 1ti1 = 1t1 esetén 1t; i = l, ... , n nem szolgáltatna
primitív halmazt.) Ekkor 1th kirekesztésével azért nem kaphatnánk ismét
primitív halmazt, mivel az újabb 1t1, 1t~, ... , 1t11 halmaz 1th-et belsejében
tartalmazná.

A scgédtétel pontos kimutatásához még be kell bizonyítanunk, hogy nem
található az (I.14)-ben szereplő r.1-től lcülönuöző olyan vektor, amelyet 1tii' lwlyére
írva szintén. primitív halmazhoz j1ünánlc.
A bizonyítást két lépésben végezzük cl. Először is megállapítjuk, hogy:

1. [Ia re', rd», ... , td» egy primitív halmaz, akkor minden. i; i =,£= l, iv-ra a 1th 
vektor az új alszinvplexnek azon a korlátozó felületén lesz, amelyik i-edik koordi
nátqja konstans. Ha e primitív alsz.implexnck azon a korlátozó felületén,
amelyen az i; ·i # I, i* koordinúta konstans nem a, 1th vektor feküdne, akkor
(I.] 3)-ra tekintettel ezen szükségképpen 1t1 volna rajta. Mivel ekkor azon a
korlátozó felületen, amelyen az első koordináta konstans csak rr:i<* foküd
hetnc, azt a korlátozó felületet, amelyen az ·i*-odik koordináta konstans csak
egy tih, i # J, i* vektor határozhatná meg. Ez azonban lehetetlen, mert (II.12)
i = 'i*-ra. is vonatkozik

E megfigyelés folyományaként látható, hogy az új primitív halmazra:

n{1=min[n!,n{2, ••• nH minden i=/==l,i*-ra

Ez a reláció egyben azt is igazolja, hogy a primitív halmaz új elemének ki kell
elégítenie az (I.17) egyenlőtlenséget.
A maradó két koordinátára két alternatíva állhat fenn. Vagy 1t1 van a kons

tans első koordinátájú és 1th* a konstans i*-odik koordinátájú felületen, vagy
fordítva.

A következő 2. lépésben azt bizonyítjuk be, hogy ha a 1t1, 1th, ... , 1ti" pri
mitív halmazban n1 =;£= 1th, akkor 1t1-nelc kell lenni az iíj primitív alszimplex
konstans i* koordinátájú felületén és 1th* van azon a felületen, amelyen az első
koordináta állandó.

Ha ez nem volna igaz, akkor az előzőek alapján bármelyik i = 2, ... , n-re
a 1th vektor volna az új alszimplexnek azon a felületén, amelyiken az i-edik
koordináta konstans. Ekkor azonban nt1 < nl esetén a régi alszimplex tar
talmazná belsejében n1-t és így az nem Jett volna primitív, vagy ni< n{1

esetén az új alszirnplex tartalmazná belsejében rtket és ezért ez nem volna
primitív. Ellentmondáshoz jutottunk, tehát indirekt feltevésünk hibás. Ez
azt jelenti, hogy rr/-nek kell azon a felületen lennie, amelyiken az i* koordi
náta konstans. Így nyilvánvaló az is, hogy a 1th* vektor (amelynek első
koordinátája a második legkisebb volt az eredeti primitív halmazban) lehet

6*



248 KONDOR GYÖRGY

csak azon a felületen, amelyben az első koordináta konstans. Ez azonban azt
jelenti, hogy 1t1 eleget tesz az (I.15- 17) relációknak j = l-re és nyilvánvaló,
hogy (I.14)-nek is fenn kell állnia ahhoz, hogy primitív halmazt kapjunk.
Ezzel a segédtétel bizonyítását befejeztük.

Most térjünk rá az 1. tétel bizonyítására. Mindenekelőtt emlékeztetünk
arra, hogy a Pk halmaz mindegyik vektorának megfeleltetünk egy, az 1, ... , n
számok közül választott indexet. A tételben nincs szó arról, hogy ezt a meg
feleltetést hogyan végezzük, ez önkényes, eltekintve attól, hogy j= 1, ... , n-re
1tj-nek a J indexet feleltetjük meg. (A tételnek a Brouwer tétel bizonyítá
sához való felhasználásánál - mint ahogyan arról a tétel kimondásánál már
szó volt - az indexek kiválasztása függ a Ieképzéstól, azokat nem választ
hatjuk meg tetszés azerint.)

Az a célunk, hogy egy olyan primitív halmazt határozzunk meg, amelynek
elemei különbözőképpen vannak indexelve. Erre egy végoa rdgoritmust muta
tunk be az alábbiakban. Az algoritmus egy olyan primitív halmazzal kezdődik,
amelynek mindegyik tagja eltérően van indexelve azmJ a lehetséges kivétellel,
hogy egyetlen vektorpár rendelkezhet azonos i ndexcléssel.

Tekintsük a 1t2, ... , 1t'I, 1tl* vektorhalmaxt., ahol 1tl* az első n vektor
után következőkből van kiválasztva úgy, hogy maximálja a,z első koordiná
tát. Világos, hogy

min [n{', nf, ... , :rrí'] (I.18)

i = l-re n{*-gal egyonW (s zéró i> l-re. l~z a voktorhalmaz (az (].11) defi
níció alapján) primitív, mivel nincs olyan vektor /\-ban, u.melynek ősszca
koordinátái nagyobbak lennének, mint a (nf;', 0, ... , 0) vektor koordinátái.

Ha a 1tÍ* vektort az l-es indexnek Iololtcttük volna meg, akkor a probléma
már meg volna oldva, mivel ez esetben a primitív halmaz ÖS8i10R eleme külön
bözé.í indexszel rendelkezne. Általában nem oz ft helyzet, és ilyen esetben rtÍ*-nak
ugyanaz az indexe, mint a rt\ ... , 1t" vektorok vu.larnclyikénck. Az algorit
mus mindegyik lépésében (kivéve a vógáll,tpotot) olyan primitív halmazunk
lesz, amelynek indexei a következ6 tu la,jclonsággn,1 rendelkeznek.

(i) Az 1 index egyik vektornak som fog mcgtclolui.
(ii) A primitív halmaz mindegyik vektora különbözően lesz indexelve, kivéve

egy vektorpárt, amelyek azonosan.
k: algoritmus a két azonos indexszel rendelkező vektor ogyikét hagyja ki

a primitív halmazból. Ezáltal v..tgy kap egy ug_yaniJyen tulajdouságú új pri
mitív halmazt, "vagy befejeződik az algoritmus azzal, bogy a, primitív halmaz
mindegyik vektora különbözőképpen lesz indexel vo. Ez esetben megkaptuk
a kívánt megoldást. Eltekintve a, kiinduló és a ~,ógsö helyzcttól, az algoritmus
mindegyik lépésnél tehát ,1 közös indexű két vektor egyike került éppen
bevezetésre, hogy a, konkrét helyzetbe jussunk. Az algoritrnua azza] megy
tovább, hogy kirekeszti [t pár másik tf1gját.

Ami a kezdeti primitív halmazt illeti, abból csak ogy olyan 7tj (j = 2, ... , n) 
vektor hagyható ki, amelynek ugyanaz az indexe, mint 1tl*-nak. A második
lehetőség, vagyis 1tj* kizárása annak a kivételes esetnek felel meg, amelyről
a segédtételben volt szó.

Világosan kell Iátni, hogy az algoritmus sohasem térhet vissza egy előző pri
mitív halmazhoz. Ellenkező esetben ugyanis, ha az első visszatérés a kezdeti
primitív halmaztól eltérőhöz vezetne, akkor ettől az ,,előző" primitív hal-
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maztól az algoritmus folytatásának három (és nem két) módja volna. Ha az
első visszatérés a kezdeti primitív halmazhoz vezetne, akkor ebből a halmaz
ból az algoritmus folytatására két mód állna rendelkezésre és nem egy.

Az algoritmus csak akkor áll le, ha egy olyan primitív halmazhoz jutott,
amelynek összes vektora különbözőképpen van indexelve. Ha ilyen tulajdon
ságú primitív halmaz nem létezne, az algoritmus végtelenné válna, miközben
mindegyik lépésben más-más primitív halmazt állítana elő. Mivel azonban a
különböző primitív halmazok száma véges, ez nem fordulhat elő. Ez a tény,
amikor bizonyítja a kívánt tulajdonságú primitív halmaz egzisztenciáját, arra
is rávilágít, hogy ilyen primitív halmazhoz az algoritmus véges számú lépésben
jut el. Ezzel tételünk bizonyítását befejeztük.

A II. fejezet elején volt arról szó, hogy a Sperner lemme garantálja olyan
alszimplex létezését, amelynek minden csúcsa különbözőképpen van indexelve.
A Sperner lemma azonban nem ad más ötletet ahhoz, hogy hogyan találjunk
egy ilyen tulajdonságú alszimplexet, minthogy sorra vizsgáljuk az alszimplexe
ket, amíg egy kívánt tulajdonságút nem találunk. Scarf eljárása ennél többek
között azzal nyújt többet, hogy nála elégséges olyan alszimplexet sorra venni,
amelyben csupán két csúcs indexe lehet azonos, és így a szükséges számítások
mennyiségét igen nagy mértékben csökkenti.

l.2. A számítási technikáról

Az algoritmus programozásakor mindenekelőtt azzal a feladattal találko
zunk, hogy hogyan válasszunk ki egy megfelelő P1c vektorhalmazt. Az algorit
mus mindegyik lépésében ezekből a vektorokból kiválasztott n tagból álló
primitív halmazzal van dolgunk. Ezekből az egyiket kihagyjuk a primitív
halmazból és helyére egy másik vektort helyettesítünk, azáltal, hogy meg
határozunk egy a vektort és egy i* koordinátát, majd megvizsgáljuk P1, azon
összes vektorát, amelyre n~ > a; i # i* és azt a vektort választjuk ki, amely
nek i*-odik n{o koordinátája 11, Iegm1gyobb, de kisebb, mint n{i.•. Az a vektor
első koordinátája - a 3. ábrával lraposolatos jelölések esetén (lásd az (I.13) 
és az (I.15-17) relációkat) - n{i•, az 'i-edik (i # i*) n{1, míg az i*-odik koor
dinátája érdektelen.

A P1, halmazt hasznos úgy megkonstruálni, hogy a primitív halmazba belépő
új vektorokat P" összes vektorának megvizsgálása nélkül tudjuk kiválasztani.
Például, hal\ vektorait (eltekintve az első n-től) a (k1/D, , kn/D) szám n-esek
összes lehetséges kombinációi adják (ahol k; > O; k1 + + le" = D), to-
vábbá, ahol ü le, és a D számok egészek), akkor az előbb említett vektor kom
ponensei egy egészszámuak és D-nek hányadosai lesznek. Az új belépő nj 

vektor komponensoit ekkor vagy
I

n{ =a;+ 1/D (i =f= i*) ; n{. = l -- J,';cfai• (a;+ I/D) 
adja, va,gy ha nem. akkor P11 első elemének egyike.3

(I.19) 

"Tegyük fol, hogy f.1, folyLonosság definíciójában szerepló ó = Ö(s) függvény e > 0-hez
i•s tetszölegca rr : ti E S-lwz olyan maximális ö környezetet rendel, amelyre II f(n') - 
- f(rr") II _s;; e ha II t:' - rr" Ii _s;; Ö. Tegyük fel továbbá, hogy létezik a ó = ó(s) föag

vény inverze is. Mivel ekkor Ö választható az S felosztásában szereplő alszimple;ek
maximális átmérőjének, ez a fenti felosztásban 1/D-vel egyenlő. A ó = ó(s) függvény
ínverzéből meghatározható a ö0 = 1/D értékhez tartozó minimális e0• Az approximáció
h ibé.ját. 8 fenti felosztása P,wtén (I. I) alapján y = (n - I) (1/D + s0) adja meg.
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Ha tehát Pk-nak megvan ez a speciális szerkezete, akkor igen egyszerű szá
mítással kaphatjuk meg a mindenkor belépő új vektorokat. Megjegyzendő
azonban, hogy a P1; halmaz fenti megválasztása nem elégíti ki az előző pont
ban, a degenerációmentességre tett feltevést (miszerint P,,-ban nincs olyan
két vektor, amelyeknek valamely i-re koordinátájuk azonos lenne). Ez pedig
egy olyan kikötés, amely elengedhetetlen a segédtételben leírt szabály alkal
mazásához. A célból, hogy Scarf elkerülje a degeneráció okozta nehézséget,
az algoritmus mindegyik lépésnél megkonstruál egy

0 ... Mn :ntbl ;nU 
l

Ml 
(1.20)

M" 0 nn-11 nf, l /)

mátrixot, amely tartalmazza P1, elsőn elemét és még azokat, amelyek előzőleg
kerültek bevezetésre a primitív halmazba. A sorrend a bevezetés sorrendje.
Ekkor, ha a mátrix valamely két oszlopának komponensei egy i sorban meg
egyeznek, akkor az előzőt tekintjük nagyobbnak. Hasonlóan, ha a mátrix'
valamely vektora, és egy mátrixon kívüli vektor valamely eleme azonos, akkor
is az előbbit tekintjük nagyobbnak. Belátható, hogy ez az eljárás véges algo
ritmust eredményez.

A belépő 1tj vektor meghatározása céljából csak azokat a vektorokat kell
megvizsgálni, amelyeket valamely clözö lépésben már felhasználtunk; ezen
kívül csupán egyetlen számítás szükséges. E szerint azoknak a. vektoroknak
a száma, amelyeket kifejezetten meg kell vizsgálni, nem lehet nagyobb, mint
az iterációk száma plusz n. Ha az iterációk száma viszonylag kicsi, ez a viza
gálat könnyen elvégezhető. (Az ilyen nehézségek feloldására. más módszere],
is lehetségesek. Ezek között valószínűleg olyanok is találhatók, amelyek még
kevesebb számítást igényelnek.)

Az algoritmus egy olyan primitív halmazzal fejeződik ho, amelynek vektorai
mind különbözőképpen vannak indexelve. A primitív a.lszimplcxnck bármely
pontja a fixpont approximációjaként szolgál."

A célból, hogy e kívánt tulajdonságú a0 alszimplex pontjai közül egyetlen
pontot válasszunk ki, célszerű ezt (1gy tenni, hogy ezzel minimalizáljuk az

llf(n:J-1tll (J.21) 

normát - e gy a közelség valamely más mértékét a 1t E a0 pontokra.
A számítás megkönnyítése érdekében - dc a kívánt pontosságot meg

követelve - általában megengedhető és célszerű csupán az /1( 1t) függvények
lineáris közelítését - Taylor soruknak első két tagját - figyelembe venni.
Ha a a0 alszimplex csúcsait a 1th ·i = J., ... , n vektorok adják, akkor cél
szerű a sorbafejtést az 1/n J;?=t 1th vektor körül elvégezni. -Ielöljük az /1(n:) 
i = 1, ... , n függvény lineáris közelítését rpi( 1t) -vel, okkor a foladatun kat
az alábbiak szerint fogalmazhatjuk meg:

1 Lásd az (l. l) egyonlőtlonségot, vagy a 3. lübjogyzetet.,
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Keresendő az 1:1 y0 érték, melyre

miny = y0 
alávetve a következő feltételeknek:

-y < rp;(1t) - n1 < y

és 1t E o0, vagyis (1.12) alapján:

n; ~ min [;-i:{1, .•. , nÍ"] 
valamint

-i, = 1, ... , n

·i = 1, ... , n

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(l.22-25) egy lineáris programozási feladatot ad. E feladat mindig meg
oldható és nagyban fokozza az (L 1) relációval jelzett értelmű approximáció
pontosságát.

I. 3 . .l!Jgy érdekes tétel

Az előző fejezetben ismertetett algoritmus alapgondolatát nemcsak az
előzőkben megkívánt tulajdonságú primitív halmaz megkeresésére használ
hatjuk fol, hanem egy általánosabb probléma megoldására is. Ahogyan az előző
fejezetben, legyen a 1t"+1, ... , 1tk vektorhalmaz az S szimplexon, és a 1t1, . , 1t1c 

vektorok legyenek szintén az előzőkkel azonosak.
Tekintsük :1 

Bz = w

egyenletrendszert, ahol B egy n X k mátrix

(1.26)

h,,,11+1 · · · bn,1.-

és w egy szigonían pozitív vektor. A (]J. 1) egyenletrendszer megengedhető
bázisának - u, lineár.is progm1nozásb}1ll használl:ttos értelemben - az n
számú j1, ... , j,, oszlopból álló voktorrendszert nevezzük, ha azok lineárisan
f'üggetlenk és ha :1

i =l, ... ,n (1.27)

egyen lctrendszcr mugol< láH,t nemnegatív.
2. 'I'étel. Ha az (J.2G) rendszer nemnegatív megoldásainak halmaza korlátos,
akkor létezik olyan TTj', ... , 11),, primitív haimaz, hogy a, B mátrix ji, ... , i;
oszlopai megengedhető bázist alkotnaic.
Bizony-ítás. Tekintsük a rr~, ... , rt", 1tj~- vcktorhalmazt., ahol a rrf~ vektor Pk
első n vektora után kövctkezőkbéíl úgy 'van kiválasztva, hogy ezek között rri* 
első koordinátája a legnagyobb. Ez a halmaz primitív mint ahogyan azt az
(L 18) relációval kapcsolatban már megállapítottuk.

Az 1, ... , n oszlopok á B mátrixnak megengedhet6 bázisát alkotják. Hajt
Hunk végre egy elemi bázistranszformációt azáltal, hogy a, j*-nak megfelelő
oszlopot vezetjük be. Nincs továhhi probléma, ha ezzel az ]-es oszlop marad
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ki a bázisból, mivel 2, ... , 'fl,, j* primitív halmaz és a Bz = w rendszernek is
egy megengedhető bázisa. Általában nem ez lesz a helyzet és valamely más,
nem az első sozlop marad ki a bázisból. Az algoritmus következő lépése abból
áll, hogy a primitív halmazból eltávolítjuk azt a vektort, amelyik annak az
oszlopnek felel meg, amelyet éppen kivettünk a Bz = w egyenletrendszer
megengedhető bázisából.

Az algoritmus alternál a B mátrixra vonatkozó lineáris transzformáció és
a primitív halmazon végzendő analóg operáció között. B megengedhető bázi
sába belevesszük annak a 7');, vektornak megfelelő oszlopot, amelyiket éppen
belevettünk a primitív halmazba; ezt követően kivesszük a primitív halmazból
azt a 1th1 vektort, amelyik annak az oszlopnek felel meg, amelyiket éppen
elhagytunk B megengedhető liázisából. ·'•
A számítás bármelyik közbülső lépésében B megengedhető bázisa az l-es

oszlopot és n - I másikat, mondjuk a j2, .•. , }11 oszlopokat tartalmazza,
amíg a primitív halmaz a nit, ti!», ... , tii» vektorokból áll, ahol j1 # 1. Az
algoritmusra végig érvényes az az ö1:>szefüggés, hogy a primitív halmaz vek
torainak és a bázisban szereplő oszlopoknak indexei között n •- I azonos.
Ez azért van így, mert mindu] leél lehetséqes operáció egyikét hajtjuk vér;re.
Ha a B mátrix bázisán hajtunk végre elemi transzformációt, akkor az e bekez
désbeli jelölések szerint a j1 oszlopot kell bevezetnünk a bázisba, míg ha a
primitív halmaz egy elemét helycttes.ítj ük, akkor nil-et kell kizárni. Eltekintve
attól a kezdeti helyzettől, amikor a primitív halmazt 1t2, ... , re", 1tj* adja
és a megengedhető bázis az első n oszlopból áll, mindkét operáció alkalmaz
ható. Kezdeti helyzetben csak egy operáció hajtható végre, mivel rtj* kizárása
azt a kivételes helyzetet teremti meg, amiről az el.éíz/í fejezet segédtétclében
volt szó.

Az algoritmus mindegyik közbülső lépésében két folytatás lehetséges. Vissza
térünk az előző állapotba -- amit nyilván kizárunk - vagy az cl<'.íző bekez
désben tárgyaltak alapján a másik lehetséges operációt hajtjuk végre. Ebből
következik, hogy az algoritmus nem lehet ciklikus. Ellenkező esetben ugyanis,
ha az első állapot, amelyre az algoritmus visszatér, nem a kezdeti helyzet,
akkor ebből a helyzetből három és nem két folytatásnak kellene lennie. Ha
az első olyan állapot, amelyikhez az algoritmus visszatér, a kezdeti helyzet,
akkor ebből két és nem egyetlen folytatáai lehetőségünk volna.

Mivel az· algoritmus nem ciklikus és a lehetséges helyzetek száma véges, az
algoritmusnak be kell fejeződnie, ami csak akkor történhet meg, ha a konkrét
1th, ... , rd» halmaz primitív halmazt. alkot és ugyanakkor a tételben meg
adott módon felel meg a Bz = w megengedhető bázisának. l~zzel a 2. tétel
bizonyítását befejeztük.
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BRÓDY ANDfü\S: f,;·1-t<!k ls új1'ale1·111.e/r:s 
- Kisérlet n mar.ci értékelmélet 6s újrruer 
melési elmélet nuüematikai. mod elijénet: nwr; 
foqaimazására. 13udapt·sL, l 9li9. hJizg(tz< Ju
sági ÓR Jogi Kö11yvkiudú, :1G8 p.

13r6dy új könyve i111pozú.11,; 11n111lm. Ma
gus színvonalou íoglalkovik u küzguzdusú.g
Lu loműny egyik közpout i kórdősóvr-l, az
érLék- és ároltnólct.Lcl. J\ z olvasóru nagy
hatást gyakorol u munka mélysége, Hok
részének Jogilmi l,iszLru.;ága, a mat.omut.iku.
appurú.L11s kifino1111dt.si'Lgu és IJiztos k<·w
Iéso, u ;;zurzö HZIÍ,11H)s J'igyl'lnrnn· 111,'.lf.ó
öt.lcto.

Bródy évr-k c'>t,t_ J'oglulkoz1k az 11q,11L
out.put-unu.lfv.issr-I () volt. u Looul.iof-mo.!cl
lck első prnpag,il.rn·u M ugy1J.1·01·Hz.úgo11. I )e·
sohuscm ulóg<'< 1,•LL 11H•g nz•1.nl, hogy cgysz.o
rűen át.ii II cs,;011 ldi I f'üld i tupaszl;nlat.uk1.tl, a
magyar I alaj ba IHi1· <''l, mag,í.ba11 is lius,.:
nos tevékenység lel I volna. KuzdntLöl
fogva az i npu í.-out JHtL-Leehuilm tovúbh
fojlosvbósérc türckccl,·I L. Az olsűk kiiziiLL.
vizsg1i1La az ágm:al i lrnp<,solHLi in<;rlngok
ponLossúgának prob lónuiit.. l•:11u·llvl I, lioHz
szt't óvok óta l'ogl,tllcozlnl.Lúk o li,el111ilrn
d111ólol i i.ilkalmazás,inak 1,·lwl.6sógci. l•:p
pon <'z a tovókcnységr. kulm i rui.l t, 11HJHL t'1j
köuvvébcn . 

.,;\ tuft ogyik ort-ji-: az. £1n•dt•I i:-;i~g. I~ i 111\rn 
l,q>oHol I, ösvényol«.n jár; kmidi ,L ki;1111y1•n
c·ll'ugudli,1Ló, ,lo unulrn,u; igazsiígolrnl.. :-:nj,í.
t os :-s-1.ínl, kóp\'iscl n 11mgynr küzgazd11s,ígi
irodulornl>un; eg~1idoj(íl<'g polit.ilrni gnzcl11,
súgt1111i 1'.,; nwt t•mnLilrni küzga·1.cl11H1í.gi
1111111kn.

A ,-;zp1·z(í or/í;; 1tlJ,;zlrnhálú kúp,·ssógé11 kí
viil 1uogmuLutko,.ik sokolcl,tlt't n,íívi,lh-;úg,·
is ..Járr1Lns mind a llll.L1·xi,-;l.,t, mind a 1H·r11-
mi.irxisl.a iro<lúloinb,.i1, l.ájúkozc,I.L a nupi
guzriasúgpolitikúhan. :'II íívt>ILs '·gó11ek c,.;yik
6nlckos iisszctovője: Lt"rrnószol, L, 1110111,í.11 y i
ó,; inűszttki ismcrcl.ci, nnwlyck no,n is c,gy
szor insrirálják közgazdasági gonclolttLttiL.
]\'I.ég egy fontos erény: 11 künyv Rt.í11,sa,
amely világos, logikus, jól küvot.hoUí. Llr1-

,-;onlatai
ologáns.

J,; l'C(:Cllzióbau négy Lónúval foglalkozom
1·óBzl,1t<·HoiJbcn. H.ószbon Bródy rncgállapí
t,1í.:-miL isrncrtcLoin, hozzáfűzve néhány sajiit
gondo](L(,orn11t, amelyckec a könyv inspirált.
l{ú:-;-;;[>011 pedig viLáb11 szálln6k n. szerző
c•gyik-11,ásilc clgondolá,;ával.

Lalálóuk, fogalmazása HZÍnes,

I. ,I sta.t,ilc-w; ~i a d i n o m i k u c. m o cl e l / 
viszony((. 

lk{" ly alapjú.b,:1n vóv,· kél fúlo rnodellol
dolgozik. J\z ogyik ngy zúrL ;;1111 ilrns Luon-
1 i.d'-111odoll: nz csuk 11 folyó ní.forcl íLúsok
1)()1;;/í 1í.m111lásál, írja Ir,. A 1111í.Hik ogy zúrL
rlinw11ik11s rnorloll, u,111nly rokon Nn11111nnn,
l,<Jonl,iuf' 1iH Lango dinu.rnilrns 1110,l.,JljtJ.ivol;
sz.,'Ln,bavév() 11<J1ncst1k 11 folyó n.í.f'onlít.iiso
lrnL, lrnno111 az oHzki;z/ik lnküLésóL is. ULóbbi
111<•gszol'i{(•szL6sokol' Bródy fonLos fogalrni
Lisz.Láz1Í.HI, vógoz, fi non I d iszLi 11 l«:iúkkal
11ll•gvilúgíl,vn Ít Líílrnlokiil {•:-;, Líílw11u·gLúrü
l<í,-; és 1'tll,wszküz-i':lnLL11rLu1n kiizLi visz.ony-
/11,Lolrnt.. ·

lfrórly ngyik 1rníly !ÍH f'igyolr•1111·,· 111é!Ló
"011dolttl u: 1·olrn11s(Lgol, 11111ln.l, ki c•gyld6l
a HLtLI ik11H éH di111u11ik11s modnllp,ís, 111ás
l't•l{íl IL 1n111·x.i go11clol1tLl'o1Hl;;zm ki\vcLlrnzíí
lrni,vgúr·in-p:'trj,.ti kiiziil.L: ('gysztll'ÍÍ ,,s IJ/\\'Í
ll'I t. <ijraL,•rnwl,',,;, tll'L1;k c·s l,<'rnw/(\;,;i 1\,1·.

1,;Js{í nlvuHÚH1'11 a rok<111s,í.g, ,tz annlógia
:-<'1,0,·os,,,tk Líí11ik. A kiinyv lngkc11'f•lrnbh,
logilmilag l,;gi11k,í.bl1 zArL ós b,·i'l'j<·z.dL f'<·jo
z<·l,·i {·ppon 1.tzok, u,111olyt'k o k(l.1'{,it' 1110clollL
lr•ír·j,í.k, s a nrnrxi logalo111-p,í.1·oklrnl vulcí
a1mlr',gi,íj11lrnL l'lo111zik. A könyv il.L l'crnLos
1't_j , .,.,., I 111tí11yukd, Lu.rl.alrn11z. ,J <·Ion U\Hon
r,l/\rnlöp IL 11w,r·xi i'wlök- és n·p1·0,l11k,·ió,-;
1•111\Öl\'I, 111,LL011mi,ilrn,i rnodnll<·zé;;óbon, folül-
111(,lva nlya11 nlkoLók, 111inL Os<'1Lr Lnng1·,
Ny<·n1esi11nv, ,Jr,l,u,11so11, l\lnrishima lwní,IJ!Ji
kíH<Í1·l<·Lt•iL.

J,;gy L11dc11111i11yo,-; oltnélcL 11mgas szín
vn11ttl,í.11ak <'gyi k gyakori i::;mcrl d6jPlo (bár
111,in ok vcLIPn iii ,iz.ü lrnógos fol L,',Lolc) uz
r-gyHzc1:ÍÍR{:g, I i)111i)r·i,;6g. Rzirnn1('Ll'iUr. N(•t1- 
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mann János kifejezésével: a tudományos
elméletnek is van esztétikuma. Dródy mun
kájának oz a része valóban szép; a gondo
lat világos ritmusának, kerekségének örö
mét szerzi meg az olvasó számára.

Hadd valljam meg azonban őszintén:
kialakult bennem sokféle rossz tapasztalat
alapján egy előítélet minden szép, mond
hatnám, megveszLegető gondolatrnenettel
szemben. Minél kerekebb és szebb, annál
kótkedőbbé válok. Ez a kételkedés kész
tetett ismételt olvasásra, s végül is úgy
tűnb: .Bródy gondolatmenetében vannak
vitatható pontok.

Mindenekolőt.t 81 kell gondolkodnunk a
stat.ikus ós a d inarnikus modell egymáshoz
való viszonyán. A tradicionális Marx
intorprot.ációk mindig hangsúlyozzák, hogy
az értókelmélet tlCJYJ csupé.n gazdaságtörté
neti, vagy d irlu.kt.ikai megfontolások alap
ján elő-.ci.· meg a tennelési ár clrnéleLét,
hanem az Ól'lékclniólet a politikai gazda
ságtan iilLulános clmólot.i alapja. Eszerint
fl 'I'őko I. kötetének kell rncguduia az á!Lulá-
110s clmélot.ct., rníg a U., és Iöképp a 111.
kütot.nok u spcciá.l is elméletet. Bródy ozze]
nc-m sziill v itúba, do amikor a formuliv.á.l t.
modollcl dolgou1i kczd , tulajdonképpen az
cllonkozőjét, bizony ít.ja. A l:Jródy-féle dina 
mikns modetl a.-: általários modell, s u statilcu s 
model] a.~ clűiJIJ,in,1.;/.;; cs'UJJÚn speciális esete.

Amur 110111-r•uzakL definíciókkal opera
lu nk , ~0111 clii17L11ol{í ol ogyórLelm(ípn az
,i,lLa.lúnos és spceiúlis viszonya. A Jorma.li
zúlús egyik huszuu ubban úll, ltogy cgyérLul-
111,í,m mogiillapW1u,L6: vulurnoly modell
spcciál!s esete-e c'gy másik, ált.alé.nosuhb
n ror lol lnck vugy sum. Nyilvánvulóun orről
v1.1,11 8zó, ha egy modr-Il ro jollr-ruző paramé
L,•rok u·1, lilt,,lános osctbcn Lág11l,b, a spce1á
lis c•sc·Lbo11 viszont. csuk Hzűk,·bb l1üb1rok
ldizöLL l1olyozlrnd hotnolc ni. lfrórlynúl Öppon
orról vtin szó . .Ui 1111milrns rnodolljóben a
H m,Hrix Pgyi·1ulw,Lói no1n-11cgaLívak, sLa
Likw, modclljób,)11 viRzonL okveL.lunül zórók.
JJinw11ilrns 11wdolljól,cn a folyó nlJorditá
sok 1n{1Lrix,inalc lugnagyobb su,júL úrLóke
lcJH'L n,wyobb, e"ycnlő, vaay ki,;cl,b J.-nél,
111íg sl,aLil<us rnocf-:;lljóbcn óvpcn ugyenlő11ck
kcll Jcnnio 1-gyel. jgy Lchü.L a slaLilrns mo
dell lohuL ogy u dinrnnilrns rnodollcl fon1m
lizúlL Liirló11clmi ko1·szakoL nw,.;-olőző kor
szak r,·p1·ozenLiinsn. Ll'ilcL ijgyus didakl ikai
fogás, az egy,-;zorí'tlJI> sLuLik11s 1nodl'llcl kcz
doni a rnagyarú·1,aLoL Do a sl.uLikus rno'.:le,11,
s az crTu (Ípi.ilő úrLékelrnóleL netn 1n1nor,1t
hető a Bnídynál loírL rep.-odukciós 1,A,n
álLaliÍnos elméleti ml'galapoziisának.

2. A munlcu s:-:ere7,c 
Egy toviibbi lényeges ])l'Obléma: t, mun

ka szerepe a modollbC'n. Bródy a zárt

Neumann-Leon tief-modellek tradíciójának
megfelelően egy (esetleg több) munkaerő
szektort épít be a modellbe. A folyó ráfor
dítások körében a munkaerő ráfordítása a
fogyasztás, kibocsátása pedig a munka.

Bródy ugyanúgy - az adott mátrixra
nézve - rögzített, konstans együtthatók
kal jellemzi a munkaorő-szektor ráfordítási
együt~h_atói_t, mint akár a vegyipari, vagy
a textilipari szcktorét. Ez a szemlélet két
ségkívül nem idegen az angol klasszikusok
és Marx gondolataitól. Eszerint a munka
erő is áru, amelynek értékét az előállításá
hoz tlirsadahnilag szükséges ráfordítások
határozzák meg. Bródy itt tudatosan mar
xista; de joggal állapították rneg rnal'xisttt
é~ nem-marxista elmélettörténészek egya
rant, hogy tulaJclonképpen már Neumann
is, zárt modelljének megalkotásakor, a
munkaerő-szektornak a fentiek szerinti
kezelésével, öntudatlanul is rnarxistaként
járt el. ·
. Miközben azonban egyfelő!J3ródymodell
Jui Lénylegc,scn lalálóan formalizálják a
munkaórtökclmóletnek a fentiekben jelzett
gonclolatáL (az[tz a munkaerő is úru, amely
nek ráfordításai va,nnak), másfelől ugyan
ebben a forrnali;,,musban elsikkad a munku,
erő-áru ki.ilönleges jellege, kitünteLeLL szf'.
rope. A inarxizmus szerint a mnnlrn,,,r,,
ugyan áru, de nem küzönsóges, li,mern ;,
többiektől lényegesun különböú.í 1íru. };7.
zcl szemben a N oumann-Lcontief--nród,.
félc zárL modellekben közönséges úrn, ,; fi
lik; cgyszcriíen egy a sokféle szektor közüJ.

J~nnek megfoJ,,J<íen a Brödy-rnodcllukből
lcvozetc-LL ú1·1·cnds;,,erek - akúr a staLiku;.;
rnorlcllböl nyert ,,értékarányos árak", akár
~ di:;amikr!s mode,llből nyert ,,lerrnelési
arak - vegerudrnenyben 110111 kapesolód
nu,k a miiLrixok ogy kiti.intuLcU soiához,
illetve oszlopához, a 1nunkacr(í-szel.dorhoz,
ha,nem u máLrixok cgószébéíl, azok minden
ekrnéböl együttesen kerülnek luvezctésre.

Bródy egyik legszcllcmcsubb, leginkább
P;•:cdnL1, u maLernaLilrn,i közgazdaságtanban
UJ, s ttlkotó gondolata: az órtól...:r.1,ninyos ár
rcn_dszert, mcgkaphaLjuk, mint a r-áfordí
Lás1 ugyiiLLl 1atómú Lrix legnagyobb sajátér
tékél 1ez Lu rLozó po;,,iLi v sajátvoktort. De eb
ben a gon<lolaLmeneLbon t,eljcson clLűni, c1

munka<:rő-szektor bármiféle mcgkülönböz
LeLeLt ,ident<'íségc; az egyszerűen ('gyike <L
mátrix sorui1mk, illetve oszlopainak.
_ A problérrn:it nyilviin a, szurzö is érzékeli.
.f.;zól't a kiivctke;,,őképpcn érvul tt munkaerő
kitünLuLeLt, szerepe incllett: a gazdaság
ogye,-; részeit, az kapcsolja össze, hogy va,la
rnunnyi rn1rnkaerőt vesz igénybe. lV[ásszó
val: a munkaerő-sorban minden elein po
zitív, s ez a biztosítéka annak, hogy a mál;
rix ne legyen red ucibilis. Ez az érvelés num
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tűnik meggyőzőnek. Ha erősen aggl'ogált
modellel dolgozunk, akkor a többi sorban
sem lesznek nullák. Minden szektor hasz
nál pl. villamosenergiát, s mégsem építhető
erre egy általános érték- és árelmélet.

Ha viszont dezaggregált rnodellol dolgo
zunk, akkor indokolt a munkaerő-szektort
is dczaggregálni, pl. szakmák szerint. Eb
bon az esetben viszont mindjárt megjelen
nek nulla koefficiensek számos speciális
munkaerő-sorban.

Mint említctLem, már Bródy előtt, illutvo
Lőle függetlenül is történtek kísérletek a
marxi politikai gazdaságtan egyes gondo
latainak matornat.iku.i modellezésére. Né
hányan úgy vélték megközelíteni a munka
értékelmélet problémáját, hogy az eleven
munka fölhasználásának minimálásé.t ad
ták meg célfüggvényként, s ezzel különböz
tették meg a rüforditáenuk ezt a kategóriá
ját minden egyéb, a modell feltételi rcnrl
szcrébon azámhavot.t ráfordítástól. Meg
vallom, ez a kísérlet sem tűnik meggyőzőbb
nek Bródy próbé.lkozásáné.l.

Nemcsak értékelméleti oldalon, do az
újratermelés oldalán is problemat.ikus a
munka szerepének tárgyalása. Eppen ibt.,
a gazdasági fejlődésről szólva vűlik leg
inkább nyilvánvalóvá, hogy a növekedés
alapvető korlátja a termelésben résztvcnni
képes és akaró eleven emberek száma <ÍS
tcljositöképeseégo: szorgalma, szaktudása,
kultúrája. A Bródy-Iéle zú rt modellek
azonban képtelenek kifejezésre juttatni 01,t
a korlátot: a munkaerő-szektor akadály
talunul bővülhet ugyanabban az ütemben,
amelyben a többi, közönséges szektor tor
jeszked ik.

Mindenesetre azt koli megmondanunk:
oddig még nom sikerült olyan matematikai
elméleti modellt alkotni, ami logikus és
konzisztens lenne, s ugyanakkor minden
tckin tot.bon tükrözné Marx elgondolásai t
és sejtéseit, ezen belül a munka kit.üntotot.t
szerepét a gazdaság folyamatában. Bródy
munkűssiiga fontos elörelépés, bátor in tol
loktuó.lis vállalkozás o feladat mogoldásárn
- de a feladat ezután sem tok in thutő
valóban elvégzettnek.

3. Dualitás 

Bródy könyvének egyik leginkább gon
dolatébresztő témája: a dualitás. Nem
tudom, hogy a dualitás fogaJm{mak adha
tunk-e teljesen általános érvényű definíciót.
A kérdésről kialakult hazai vitában némi
fogalomzavar mutatkozik. A magam részé
ról mindenesetre most megelégednék lazább
körührássul. Dualitésról akkor szok tunk
beszélni a matematikai közgazdaságtan-

ban, ha egy ma.temut.ikui foladatpár jelleg
zetes szimmetriájával van dolgunk. Egy
adat-együttes kétféleképpen rendezhető el;
kétféle egyenlet.rendszer alakítható ki belő
lük. Az ugyanazon adategyüttesrn épülő
kót.Iélo ogyonletronclszor megoldásai között
mcghu.tározot.t összefüggések állnak fenn.

Bródy áttekinti és rcndszcrozi az általa
vizsgált modellek dua.litási tulajdonságait ..
Ezek cgyrésze közismert. Tudjuk, hogy 11
Neumann-modell ogyszol'nJ szolgáltat egy
felől termelési szinteket, és növekedési
rátát, másfelől áral'ányokat és kamatlábat.
Tudjuk, hogy a Lcoru.icf-modcllokböl leve
zothctök termelési svintck és árn'ndszerC'lc
Ugyancsak ismeretes, hogy a mutcmatikai
programozási feladatok szúrnot.Lovő részé
ben van primális és duális megoldás, azaz,
tovélrnnységi szintek és árnyúkiirrondszn
rok.

13ró<ly az isrur-rL dualitási összofüggésc
kot kiogés1/.Íti odd ig nom-isnwrLckkul is.
A rntl.trixok sajátvoktominak, illotvu Raját
órtókoinuk acl közgazdasági int;el'protiieióL,
s ezek segítségével jut ol Lt ráfordítások és
kibocsátások rnátrixa.ihoz tartozó, a·,:okkal
konform órtökclési rondszornkhoz, vagy ha
úgy tetszik, tl.rronrlHzorcklioz. Amint azL
már az clőbbickbon is hang. úlyo1/,Lü,rn: m.
könyvének egyik új, fonto,;, erndcti hozztl.
járul{1sa a matematikai kijzgazdaságtudo
rná11yhoz.

Bródy figyolormo méltó ós elgondolkod
tató módon rnutat rtí an-n, hogy rokonsú,g
van gyfolől a munlmórtókulmélot haszná
lati órtök-é1·ték fogalompárja, músfol/'íl a
matemati lmi-közgtt1/.,d asiLgi egyem leirond -
szornk dualitási összefüggései között. A ta
nulmány kol'ábbi kritikusai rán1utat,tak:
lelwL,. hogy Bródy eltúlozza az,t a pluszt;,
arnit Marx LuloLL éppen ezen a Lori.ileton
elődeinek, Srnithn •k és H,ieanlo1111k az
olmólotéhoz. Az is lohoLsóges, hogy kissé
túl111óretozi Marx prioritá,;úuak hangs(tlyo
zását a szorosalJb Ól'l;elombon votf, rlualitás
folforlozésói,en. Tr.'dmtil'otozi, mert, - mint
említ0Ltc1,1 - a d11alitiís fogtdmn a legtöbb
közgu,zcl,ii-;z Ludiüában ki l"ojozoLLon mute 
mritikwi ogyon lctronclszol'Ok szi111nwtria
tultLjclonsAg,.Lihoz lmpcsolódik. Meggyőzőbb
1011110 primiltl.s helyett szollonü ollff11Lárstíg
ról bl:Hzöln i; tL hm1zn1ílu.Li órLék-órtók fogu
lompál' ós a modrn-n d11alil.ií.si téLolok azo
nossága l1elyoLL osupt'Ln eszmei l'Okonságot,
anD,lógiúL emlegetni. Ht azonban inkább
fogalmaz1ísi 1ír-ny1tlatokról van szó, s 13l'ócly
rizuroLi tú loxponál ni gondola,tai t. Ami a
lónyogot; illoLi: Bdxly logalábbis ongom
moggyőziiLL arról, hogy erős unu.lógia áll
fenn; a szellemi rokonság szoro,i.

Hadel tegyem azonban n indjál't hozzá:
éppen Bródyt olvasva viL gosoclott meg
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számomra, hogy az ismert dualitás-tételek
nem válhatnak egy valósághű árelmélet
formális modelljeinek gerincévé. Tudom,
hogy ezzel a kijelentéssel egyszeriben egy
igen széles áramlattal találom magam szem
közt. Bródytól Kantorovicsig, Neumann
tói Arrow-ig és Dobreu-ig. Mégis szeretném
kifejteni ellenérveim lényegét, mégpedig
Bródy' modelljein illusztrálva.

Bródy primális modelljeiben kizárólag
strulcturálás egyenletek jelennek meg. Meg
határozott outputokhoz meghatárnzott in
putok szükségesek. Hadd hanyagoljam el
ennek kapcsán azt a kérdést, vajon a
Bródy-Iéle egyenletek jól vagy rosszul tük
rözik-e a szóban forgó strukturális össze
függéseket. Nyilván nem nagyon jól, de
nem is nagyon rosszul. A modell zártsága,
a kívülről adott korlátoktól, szűkösségek
töl, kiinduló állapotoktól való tökéletes
elvonatkoztatás bizonyára erős megszorí
tó.st jelent, az árelmélet, a racionális gaz
dasági elöntésre való orientáció szemszögé
ből is. Hadd tekintsek azonban most el a
Bródy-modelleknek ettől a tulajdonságától,
mert további érvelésem szempontjából
nem lényeges. Nyugodtan kiindulhatok
akár abból is, hogy Bródy egyenletei meg
közelítésként elfogadhatóak, mint a gazda
ság !:!trukturális modelljei. Akkor is elmond
ható róluk: semmiképpen sen, vállalkoznak
másra, mint reálfolyamatok - termelés,
beruházás, forgalom, fogyasztás, felhasz
nálás - összefüggésein ok Iotrasara.

Első megközelítésben azt mondhatnánk:
ezek technikai és természeti összefüggések
ábrázolásai. Persze, ellene vethető, hogy
nem ,, vegytis'.IOtán" 1teohnikai relációk;
végeredményben emberek döntenek a tény
legesen alkalmazott technológia megválasz
tásáról. Ráadás1;l a Brócly-Iéle zárt modell
munkacrö-azcktoré.nak rriford ítáai kocffi
cicnseibon emberek fogyasztási szokásai,
életkörülményeik, kulturális színvonaluk
t.ü krözódi k.

Annyi azonban bizonyos: a Bródy-féle
egyenletrendszer nem is törekszik a gazda
sági döntéshczók, a gazdasági életben sze
replő, csolekvó személyek, emberek, csopor
tok, kollektívák, rétegek. osztályok jelleg
zetes viselkedési szubé.lyosséga.inak leírá
sára. A modollbon nincsenek i ntézrnénvck.
Nem ábrázolja az emberek érdekeit, a· kü
lönböző érdekű emberek konfliktusait és e
konfliktusok megoldásait. Nem írja lo a
gazdaság szereplőinek reakcióit az őket érő
impulzusokra: válaszait a kapott infor
mációkra. Nem ábrázolja a gazdaság in
formaoióérumlasnc. Röviden: nem tartal
maz ún. viselkedési egyenleteket. Ez ki.zá
rólag a gazdaséu reálszférájának modellje,
nem pedig a g czdaaég szabé.lyozási-infor-

mációs szférájának, mechanizmusának mo
dellje.

Márpedig minden valóságos árrendszer
valójában csupán egyik része, összetevője
egy sok részből, sok összetevőből álló
szabályozási-információs rendszernek.Nem
beszélhetünk arról, hogy egy árrendszer
,,jó" -e, ,,rossz" -e, vagy éppenséggel opt.i
mális-e, elősegíti-e a gazdaság szereplőinek
helyes orientációját, ésszerű viselkedését,
a folyamatok gazdaságosságát, ha kiszakít
juk környezetéből, a szabályozási rendszer
egészéből. Csakhogy Bródy dualitási tételei

akárcsak Neurnann-é, vagy Kuhn
Tuckor-é, ezt teszik.

Úgy gondolom, valóban létezik egy mé
lyebb, átfogóbb értelmű kettősség a gazda
ságban. A reálfolyamatok meghatározott
rendszerét csupán velük konform mechaniz
musok, információs és szabályozási rend
szerek képesek regulálni, működtetni. Utób
biaknak csak egyik, nem kizárólagos össze
tevője: az árrendszer. Reméljük, tudomá
nyunk minél előbb képes lesz majd formá
lis modellekkel is elemezni ezt a mélyebb,
átfogóbb kettősséget. Későbbi kutatások
majd kimutathatják, vajon az említett
kettősségek nevezhetők-e valamiféle szigo
rúbb matematikai értelemben vett duali
tásnak. Egyenlőre azonban ilyen modellek
még nem ismeretesek.

Ugy hiszem, Bródy itt bizonyos fokig
visszalép éppen Ma.rxhoz képest, holott ,1z
ő elméletét szeretné modellezni. Marx egyik
érdeme a közgazdasági elmélet történeté
ben, hogy szociológiai szemléletet v ir.t a
közgazdaaégtudomé.nybn. Hangsúlyozta,
hogy az ő politikai gazdaságtana nemcsak
a t.ermelöcrőkkol, hanem termelési viszo
nyokkal, emberi viszonyokkal foglalkozik.
Ezzel szemben egy Neumann-modell, vagy
egy Lcontief-moclell cle-szociologizált, de
humanizált modell. Kizárólag 11 termelő
erők modellje, s mint ilyen, jól használható
- nem pedig a termelési viszonyoké. Már
pedig az árrendszer embereket kapcsol
össze, emberekre hat, emberek döntéseit;
befolyásolja, - hatása tehát nem elemez
hető az emberi magatartás modellezése
nélkül.

Meggyőződésem, hogy a Bródy-föle mo
delleknek, akárcsak elődei - Neumann,
Leontiof, Lange, Kantorovics és mások -
modelljeinek, nem az árelmélet megalapo
zásában lesz számottevő szerepük, hanem a
gazdaság reálfolyamatainak elemzésében.

4. A modell és a tervezés 

S itt már el is jutottunk a negyedik vita
kérdéshez: mi a Bródy-modellek szerepe
a tervezésben. Ma már eléggé általánosan
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olfogadoLL nézet, legalábbis a higgadtabb
magyar matematikai tervezők között, hogy
nincsen egyedül üdvözítő modell. Modell
rendszerre van szükség. Részben egymást
kiegészítő modellekre, amelyek kölcsönösen
tolhaszuáljak egymás eredményeit, Rész
ben pedig egymással ,,versenyző" model
lokro, amelyek egymás kölcsönös ellenőrző
séro, korrekciójara alkalmasak.

Nem hiszem, hogy Bródy modelljeinek
cenl.rális szerepük lehet egy tcrvrnodcll
rendszerben. Feltevéseinek cgyrészo ugyuri
is igen erős. A leginkább megszorító felte
vések, amelyek éppen tervezési Iclhaszná
Iáaukat kor-látozzá.k: a technológiai válasz
tá ·ta modellen kívül kell elvégeu,i. A mo
r lel l t.eljcs zártsága, amint azt mái· hang
súlyozbam, azt jolont.i, l1ogy nincsenek
kívülről adott korlátok, szííkfo;sógek, k iin
d u ló állapotok, amoIyck bchatúrolné.k 11
gazdaság pé.lyújű.t. lgy az11l,ín u modell
ncrn alkul mas a guzdasúg szc-rlrnzeLi vál
t.ovúsainuk , input- és out.putatrukt.úrubcli
1 nó: lost, l,ümirn1k megL01·vezéHél'C.

Do e· nu-gszorítáeok ellenére is >1 modr.ll
hasznos elemzési, ollonőrzóai eszköz lchct.,
főképpen tL növokodéai ütemek mugLc11·vt:
zésébcn . Anrikor kiszú111íLja a mor lof l alu.p
ján lovczot.hctő mux imúf i« növekedési ró.VL
kat , ogyi'iUul nrngóvhaL torvczési n iu n kú.uk
egyik svok.isos hib.iját.ól, a növukr•d<'•Hi
üLP111 gyorsíbis,ínak túlbocsulésótö}.

Noha 111úg SZÜ,11108 lcórdést. órin t.hot.nók,
a IonLi négy p1·ol,lórna ft-I vet. 1so is ulégflúgos
annuk jclvéséro, mi íók- viLAkaL ind íthutnu
cl B1·ócly munkáju, A közguzdaf«igi in,
dalom kit, vun lapos 1.11í'1vokkcl, a,nelyok
azért rn·,n Lal,i,l11n,k t•llc11ó.ll,isn.t uz olvasó
tudatában, 1,H'l'L 11inescn bennük ogyoLl,,n
.ingerlő gonclolut sem. Bródy órd,·nw, hogy
izgató, gondolkodiisrn üszLönz6 (H/\L vulr'1-
;;ággal kónyszcríUí) rroblómiiko,L vl'l, f',,J;
prnvok,il a szó logjobiJ órloln1ób,•11. l•:zúrt.
ó1:domol fig~'L'inioL (-,-; alupoi:l Ltw1tl1111.inyo-

Ko1tNAI .f,\NOH

J)1~K1,;Ll!.\l'H, \V:, ',,,1,Ú/'Ínitéitsmwl,;sen Ull(l
7mrar,iet1·i1wh" J>rurpwm,iicrwiy. (l~;.zókony
sógi. vizsgó,lutok Ó:, parnmól,1•1·0;; progmmo
zás.) Herl in, I (J(j !)_ 8p,·i11g,,,. Verlag, I !)O p.

A könyv azt a kérdúst Luki11Li ,ii,, lwgynn
fLlirnlmazz11k tLZ érzókenyRógi vizsgúluLolmL
dii11téi;i modtollek felállít,isám ó;; 111,·gold1í
sál'a.

Az ols6 fojozeL a dö11tósi modell fogttlnui
nak elernzósével, dofiníoi6jávul kezdődik,
ozt követi a modellok csoporLosíL,.ísa. M.og
ki.ilönböztoL statikus rnodclloket 0gy oúl-

függvénnyel (bizonyosság, bizonytalanság,
illetőleg kockázat mellett hozott elöntések),
dinamikus moclellekeL (determinisztikus
döntési folyamatok), és végül statikus mo
delleket több cólfüggvénnyol. A másoclik
f jezct a, szük értelemben vett érzékeny
ségi vizsgálat fogalmát ismerteti és magya
rázza meg gazcfosági példákon. A harma
cl ik a lineáris programozás alapjairól szól.

I!; bevezető fejezetek után kezdődik a
lineáris programoziisban alkalmazha,tó érzó
konységi vizsgál11tok tárgyalása. A kérdé,;
az, hogyan viselkedik a programozási fola
daL opLimális bázis111egoldása, ha az egyes
kodlieiurlRuk változnak. (4. fejezet.) lgy
vizHgálja u jobboldtdi korláLvokLor-, a oél
fiiggvélly-koolTieicnsek ós a mndswr 1mH
ri xa cgy1,s olornoi nck válLoztisáL. l\fogoldú,;i
rn6,18zcrl, ad urra az escLrc, ha pótlólagmm11
,'i,j vúltozóL vw,eLiink be, vagy új korlátozó
f'oltótolL rnmLol11nk IL 111odellho;,,. A küvoL
kc.z{í fojuzot a pummóLel'CS lineáris prog
n,mozás prnblónuijával foglalkozik,· na
gyobbik n'>szc a skalárparnrnóLul' fJSotévol.

11;J(,;;zü1· t:H1.Lk kiiliin-kiilün vezet bo egy
pununól,tll'L n, jol)boldnli korláLvokLor-ba, a
cúll'iii:;gvúny-l<0t'ITieionsl,kbo, illoUílcg tt
k()(•ffiuion,-;-,rn\,Lrixlia, 11111,jd kiLér arra, ha
cgyidejíílog ,Lz omlíLel,l, összes kodTiciemm
lrnL ogy pttm1néLmL6l függ6nok LokinLjük.
/\ l',:jeznL ogy r,ísze a Löbbpa,·améL(•n•,-;
( vnld,01vnn1111éLnrns) csoLcL L,'Lrgyalja, a kor
ltiLvt:ld,o,· ÓR a (:(,IJi'1ggvóny-vukL01· vonn.L
kozit.~a-U,a.11. 

Legónlr•l«·solihnek az c1Lolsó, huLodik fr
jowL l,íínik. 1,;z l,Úl'gyulj11 >L Lübb cúlJiigg
vény .,s, ·Lc\L ós ,1z dTit,ions rncgoldáH kóL
kiilii11biiz{i l'og11l111árn, L,i,nuszkodik. /\'/,
ngyik a Cl11Lr11t•,; ,\s Coopt,r 1.í,ll,1.1,I liuvuzoL('LL
K-ofTieinnoiu, tL ,n,í;;ik tL f"11nkciorniliH offici
orieia. Nagyon (1·rlulws az, amiL a szcl'zŐ 1.L
rníl l'iiggv{,nyok ;;1'1 lyozá1<1Íl1nk 11robló1rnijúról
í,·: ,, I La I i',hh 01·,·duLi <:ól 1.'i'oggvúny st'i lyoz,ísá
vnl olt11illó (riil{•rnnd,•IL) <:úll'i'oggvónyt, nmxi-
111tl,l1111k, 1L ktLpol I, 111ugoldii~ bizonyos frlLú
t,,,tr•k rnolltd,L olli1:ic•11s Josz rnirnlun <·gyt·H
1:1·t•,it:1,i c<'·ll'iiggvény vo1mLkoziisúbu11. Csak
obl,ííl 11 ,;z1•n1prrnLbúl jogrnrnlL 1.1, nélok kü,
'/.iiUi konl'likLw,olml, súlym.,íHsul 1Hhidttlni.'"
( I G!J. o.) I la viHzo11L a cóll'i.iggvónyok közül L
lrnnrlikl,11;; vun, 1Lz11,z, az 0111líLoLL ldLóLl'lok
11illcH011c•k kiolt'.,gíLvo, nkko1· IL dü11Lési n-10-
d,·I I Lu lnjclnnHo(ppo11 IH'lll l,t" !ja n 1egold1tn i
a prnhló1111il,. l<:l're az <'S<'Lrn az {il'zókeny;;égi
vi'/.Hg,ílrLt. l'oltulnl.,'.tL tt Hze1·ző u kiiveLkoz{í
képpon liig,.Llmnzza 1110g: ,.l~gy Lübb cól-

. fiiggvénnycl 1·p1Hkllrnzö dönLési modell
ogyól'tol1n(lo11 nwgrvll111Lj1.L az egye;; c.ílfügg
vónyok k,-,ziiLLi összof'iiggósokeL, llH'g lohoL
állapíL£Lni, hogy og~· cólf'i.iggvény szerinti
maxirnál,iH ogy tnáHik cóll'Liggvény tnaxirnu
mt\,r11.d, nlérósóL be folyásolju-o ÓR ha igou,
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milyen erős ez a kölcsönhatás. Más szavak
kal: milyen érzékeny az egyik célfüggvény
valamelyik másikra vonatkozólag. Ebben a
vonatkozásban a paraméteres programozás,
mint az efficiens megoldások meghatározá
sának számítástechnikai segédeszköze mű
ködik." (31. o.)

Az egyes témakörök megértését jól segíti
a könyv fejezeteinek egymáshoz hasonló
szerkezete. Mindegyik a matematikai alap
gondolat kifejtésével (definíciók, tételek és
bizonyítások) kezdődik, ezt illusztratív
numerikus példák követik. A példák máso
dik csoportja kevés változóval rendelkező,
de gazdaságilag is értelmezett feladatokból
áll.

A közgazdasági problémák elemzésében
a szerző nem hatol túlságosan mélyre, és

így könyve nem bizonyítja a paraméteres
programozás széleskörű használhatóságát
olyan erővel, mint lehetne. Hiányolható az
is, hogy a bemutatott algoritmusok csak
a kézi számítás igényeinek felelnek meg,
a számítógépi vonatkozások a szerző figyel
mén kívül maradtak.

Érdeme a műnek, hogy megközelítően
teljes, átfogó képet ad az érzékenységi
vizsgálatokkal kapcsolatos jelenlegi tudá
sunkról, beleértve ebbe azt is, ami a szerző
saját eredménye. Korszerű matematikai
tárgyalásmódja, pontossága és világos elő
adása hasznossá teszi mindazok számára,
akik döntési modellek tanulmányozásával
és megoldásával foglalkoznak.

TüMÁS GÁL
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A KGM-vállalatok IV. > éves tervjavaslatának 
kidolgozása 

A KGM Ipargazdasági, Szervezési és
:'izárnítústechnikai Intézetét (a továbbiak
ban: lntézet) bízták meg azzal, hogy a
KGM va llalatui IV. 5 éves torvjavuslatát
matematikai módszerek kel kidolgozza.

Az első lépésben készülő vá.llulat.i model
loknck a vállalati optimumot kellett k ife
jczniök. A modellek összekapcsolásával
végzett további számítások má,r az alága
zati, ágazati és részben népgazdasági opti
mumra irányuló központi döntéseket készí
tik elő.

Annak érdekében, hogy két gépipari és
egy kohásza.ti ágazati modellt RZOL'kcszLhcs
sünk , 70 KGM vállalatot kellett volna a
munkába bevonni.

A részvétel önkéntes volt, és így a java
solt vállalatok közül ,JO bojelcrrtet.to, hogy
nem kapcsolódik boa munkaba. Ezek közül
különösen sajnálatos az Aprilia 4. Gépgyár,
a Ganz Villamossági Művek, a M.OM, az
Orion, a Videoton, a Gamma és a Telefon
gyár kimaradása.

· A 30 kimaradó vállalattal szemben 11 új
vrillalut. jelentkezett, v így végiH >ef vállalat
matcmnl.ikai modelljét kész ítot.Lük cl.

v tervezett módszer a l ap g o n d o la t a az
volt, hogy a távlaLi tervezés hagyományos
módszere és a m a t e m a t ik a i módszer kiegé
szítse egymást, Iel.ctőleg azonos információ
báz.isru épüljön. A kidolgozott modellekkel
szinte valamennyi lényeges döntési prob
léma megoldható;

tcnnclési
értékesítési

efp j le;;ztési
és a guzdúlkodással kapcsolatos egyéb
tlön1 ési problémákat vizsgálhut.unk.

Az alkalmazott modellek szerkezeti felépítése 

Valamennyi modell lineáris programozási
feladat volt, numoi-ikus megoldásukra
GIER-típnsú számítógépet haeználtunk.

A modell változói 

a r 'I'orrnclóai változók - an11 a kérdésn
adnak választ, hogy a termékek közül
molyikhől mennyit termeljünk 197G
bon.

b r Export változók - arm adnak választ,
hogy a tcrrnókckből mennyit oxport.ál
j unk Ö W melyik piacra.

e r 'Import, változók - arra adnak választ,
hogy mennyi. és milyen versenyző t.or
mókot importáljunk 1975-ben.

d r Beruházási változók - a termékek z.ár t t 
ciklusos gyártáHa osctén alks.lmazt.nk,
ha a bllrnházást; egy bizonyos termék
termelése érdekébe» hajtjuk vógrc.Arru
ad váb:iszt, hogy hány egységuyi ,,í,j"
tennék érdekében kell ·f beruhdznst
végrchujtuni.

e r Kapuciuíefcj lcsztö változó - a tcrm«
kok műhely rcndazorű gyártása ei;ot.én
alkalmazzuk. v rra adnak választ, hogy
melyik gépi kapacitásfaj tt'Í,L (homogén
gépcsoport) milyen mért.ék bnn kell 1J6ví
tcni.
fe Extonzív fojlns:Hő változók: - aw

nos í.ulujdonxágokkul roudclkoznok,
mint a rnoglcvő gópi kapacitások.

2. J11t<·n•1,ív Iojlosztő vó.Ho,,ók: - úo rr f w  
lókonyebb gép(lket úJlíLanuk be, m11n
káL t.111.mrílr.ma.k rnog.

j) Kooperációs válLozók - gépi lrnpacit,iAt
ö s létsz,imot Lalrn,rfLana.l n,pg; o t b b · r u  
h,izfts vorsonytársai.

g r HiLclnyújt.ási változók -- o t beruházúsi
korot('kc·n Lt'ilmonő igények kiológít<ísérc
Rzolgiilnak.

h r TúlLoljoRíl.éRi v{llLozók -- a folté!nli
1·cndsmrho tilsó kod,iLI al boépítot,(; eél
függvé:uyck Lo'ill.eljesíLéRÓL mulatjó.k.

A fcntiuk n.z iilLalú11osságl.mn nlknl111azoLL
változók. Ezeken kívül egyes cf.letokben
allmlrno.zLunk még:

összegező változólmL
anyao;-allrn,Lrész beszerzési v,il Lozókut,
anyag helyettesítő viillozólrnL, és
lótszlirn-toborzó váltm,ólmt.
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A korlátozó feltételek rendszere 

a) Termékmérlegek - előírják, hogy a ter
mékek 1975. évi termelése és importja
az export és a belső felhasználás levonása
után fedezze az Hl75. évi extern szükség
letet.

b o Meglevő termelőberendezések kapacitásá
nak korlátai - lehetőség szerint homogén
gépcsoportokra bontva fejezik ki az 1975.
évben rendelkezésre álló kapacitásokat.

e o Létszámkorlátok - lehetőség szerint szak
mánkénti bontásban tartalmazzák az
1975. évi rendelkezésre álló munkaerőt.

d o Beruházásokra vonatkozó korlátok - az
igénybevehető különféle beruházási erő
források felhasználását szabályozzák.

e) Fedezeti nyereség, szocialista deviza-egyen
leg, tőkés deviza-egyenleg, mirit korlátozó
[eltetelek: - a ha.gyornányos úton terve-
7.ett összegeket alsó korlátként írtuk elő,
vagy az optimálás ezek túlteljesítését
célozta.

g) ]Egyedi korlátok
termékcnkónt az ex.port., irnport.,
termékenként a beruházási változók,
fajtánként a kupacitásfcjlosztések,
az igénybcvchetö hitelek.

A célfüggvények 

Az elsődleges célfüggvény }1 fo, lczoLi nye
reség maximálása volt. A nyereség tömegé
nek alakulásn.ru a következő tényezők ha
tottak: a programozási egység állandó költ
ségekkel. növelt 1975. évi nyeresége, a kül
kereskedelmi icvékonységh<'ll származó
~ö~blet-nycrcség ( veszteség), u.z intenzív
toJles½tés lineárisan változó költségcsökken
tő hatása és a boruházűai hitel törlesztése.

. További célfüggvények v o l tak ö 11 tőkés
dovizamérlog vagy 11 es zo ci a l i s t ea eRo v i z um · 
mérleg egyen logénclc max irnál1í,s1:1,.

A számítások néhány eredménye 

A rnatcmat.ikni program ,Utal elért ered
ruónyekeL a vállulat hagyományos úton
készült tervében hasonlítottuk. Néhány
v1íllalat többlotnyorouége:

Csepeli Csőgyár
Metallochémia
Qualitál
13';1-dapesti Vegyipari Gépgyrü·
Lang Gépgyár
Hajtómű- és Felvonógyár
Csepel Autógyár
Vörös Csillag Traktorgyár

26%
13%
12%

:10,1%
4:l%
49%
19%
:17%

Elektroakusztikai Gyár
Remix
Mechanikai Művek

S~o,
I /0

42%
26%

A modell és az eredmények használható
sága a szerkezeti felépítéstől, a koefficien
sek és a korlátok ,,jóságától" függ. Ameny
nyiben a későbbiek folyamán kiderül, hogy
az egyes Iajlagosok, korlátok megállapítása,
nem volt tökéletes, vagy pedig időközben
az értékek megváltoztak, akkor az adatok
módosításával újabb számítésokat kell
végeznünk.

A modell tehát a vállalatoknak egy olyan
alapdokumentumot nyújt, amely időközi
javítások, módosítások és kiegészítések
után - ismételt futtatással - ,,hónapra
kész" állapotban mutathatja a vállalati
optirnumot .

A modell újraszámításával egyes újabb
problémákat, döntési lehetőségeket is érté
kelni lehet. Itt elsősorban kereskedelmi
tárgyalésokra gondolunk, már a tárgyalá
sok előtt rnegállapíthatj uk, hogy egy ter
méket milyen határig érdemes eladni, vagy
vásárolni akár a vállalat jelenlegi kapaci
tása mellett, akár további fejlesztéssel.

Néhány általános tapasztalat 

A számítási eredményeken kívül a mun
lm legnagyobb hasznának azt tartjuk, hogy
a vállalatok megismerkedtek a matemati ·
kai programozás alkalmazásával. A számi
tások értékelése után az a vélemény alakul
hatott ki, hogy a modell módosításával egy
sor más, őket érdeklő kérdésre is feleletet
kaphatnak.

Fény derül 1:1,z információs rendszer
hiányosságaira is. Nemcsak a matematikai
tervezéshoz szükséges adatok hiányoztak,
hanem móg a ha,gyományos tcrvkészítés
hez szükséges adatok is csak hézagosan
állnak a vállalatok rendelkezésére.

Néhány vállalat már meg is bízta az
Intézetet, információs rendszerének meg
szervezésével.

A következő lépés I 9 t ágazati, alágazati
összevont modellek olkószttése lesz a kohá
szati ágaza,tra, a gépek, gépi berendezések
és a közlekedési eszközök gyártására. A jár
műipari modell jellegzetessége, előnye a
gépgyártóipari és kohászati modellel szem
ben az, hogy a vállalati modellek majdnem
100%-osan reprezentálják az alágazatot.

A vállalati tervek ágazati, alágazati
összehangolásánál a következő főbb célokat
tűztük ki:

a) a vállalatok termelési kooperációjá
nak összehangolása;

b) az ágazattal szemben támasztott nép
gazdasági követelmények kielégítése;

7 Szigma
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e) a más ágazatoktól származó és korlá
tozottan rendelkezésre álló erőforrások el
osztása.

Az ágazati szintű feladat megoldására a
következó módszerok egyikét fogjuk kivá
lasztani:

a) Direkt megoldás
b) Kicsinyített modell megoldása
e) Dekompozíciós módszer
d) Közelítö módszer.

VEÉR BALÁZS

Az Országos Tervhivatal Számítástechnikai Központja 

1968. október l-el az Országos Terv
hivatalban Számításteehnikai Központ
alakult. Feladata a korszerű tervezés s;cá
rnításteehnikai munkáinak ollé.tása, makro
ökonómiai modellek megoldása. Saját gép
pel a Központ még nem rondolkoxik, dc
felkészül a később beszerzendő gúp foga-

dásárn. A közbeeső időben idegen gépeket.
vesz ig,1nybe. Rész.t.vosz annak a nagymérc
t.ű matcmat.ikai programováei modellnek a
megoldásában is, amelyet az OT Közgaz
dasági B'őOS1/,tálya és a Tervgazdasági Inté
zet a negyrnJilc ötéves terv szúm itásaihoz
kidolgozotr..

Az Econometric Society II. világkongresszusa 

, Az EeonomeLric ::-.ooicLy 1970. szoptorn
bor 9-14 között Lartja J [. világkongrosz
szusát az angliai Cambridge-ben. A rn£tgyar
részvétel olőrnozd ítására ,1 lVJa,gyu,· Köz
gazdasági Társaság MaLornatikai-Közgaz
dasági Szukoszté.lyrinak vewtősóge ·11Ul[!!JW" 
intézőbizottságot alukft.ot.t. A hizoLLs,ig Lug
jai: .KORNAI JANOS, ( :VfTA Közgi;,zd1.1ság
tudományi Intézet) aki a IL világko11grCR7.
szus prograrnbizott.sdqánuk is Lugjtt, Ko-

vAcs J LON,,, (MTA Kö1/,gazdaságtudományi
.f,ntózet) a Szakos;,,tály t.itké.ru, MARTON
ADÁM, (Köv.ponti Stut.iazt.ika.i Hivutul) n
Society ,nagyarn.-szági képviselője (';s
ÍiZAKOLCZAI GYÖltC:Y (.INF.ELOit).

A 13izoLLság luí.-i miuriuzokut., akik u
kongrnsS1/,USOn ol{íudást szcrctnénok tar
tau i, küldjék ol előadásuk oímót; ós rövid
angol nyolvíí tarLa,li_ni kivonatát 1970.
ju.nuűr 15-ig Murton Adámnak.

Pályázat 

A1/, J<'.eonornetrie /',oeiot,y ós a Magyar
l(özgazdasági Társu,;ág ol{ír·tJliithaLóun fe
dezni tudju két-három magyar rnutcmat.i
kai közgaz.dá,,z szé.mé.ra az l!J70. évi Cam
bridge-i világkongrosszuson való részvétel.
költségeit. [~lőnybcn részesülnek azok, akik
a kongresszuson elő ulást tartanak. A kong
resszus magyar intb.őbizott;sága atru törek-

s;cik, hogy a k üldöt.t.ok k/i1/,ÖU lcgulé.bb <)gy
Iiul.ul lm t.at,ó lugyrn.

J>iiJ.yiizaLoL liirdul,ii11k mindazok számárn,
akik ü1/,I; a kiküldoL,ísi lohot6sógot, igényb,·
kívánják vonni. A pályázók rövid t.udorná
nyos élotrnjzukat,, továbbá a kongrcsszusrn
szánt előadásuk oírnót és rövid kivon11LáL
J,sLil.djók meg 1970. j£Lnuá1· 15-ig MARTON
AuAMNAK (Központi RtaLisztikai Hivatal).
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Az Econometric Society 1969. · évi európai 
konferenciájára meghirdetett pályázat eredménye 

A SZIGMA 1969. évi 1. számában a
Magyar Közgazdasági Társaság Matema
tikai - Közgazdasági Szakosztálya pályá
zatot tett közzé egy vagy két matemati
kus - közgazdász szakember részvételének
biztoaítására az Econometric Society 1969.
évi konferenciáján.

FORGÓ FERENC, a Marx Károly Köz
gazdaságtudományi Egyetem Mcaematikai
Tanszékének tanársegéde volt az egyet.len
pályázó és ő el is nyerte a kért deviza
támogatást a brüsszeli konferencián való
részvételre.

A SZIGMA olvasóinak ankétja 

A Magyar Közgazdasági Társaság mate
matikai-közgazdasági szakosztálya és a
SZIGMA szerkesztősége 1970 január hó
18.-án, csütörtökön d. 11. :J órakor olvasói

ankétot rendez a Kossuth Klubban (VIII.
ker. Muzeum utca 7. sz.)

Minden olvasónkat szívesen látjuk.

7* 
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