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VARGA JOZSEF

Egy hirad4stechnikai vallalat programozasi modelljének
kialakitasa

A decentralizalt gazdasagiranyitasi rendszer zold utat nyitott a matematika
cazdasigi alkalmazdsa el6tt, mert a véllalatok nagyobb onallosaga és felelds-
sége ma(rab,m hordja a tudoményos tervezés szitkségességét és lehet&ségét is.
Hiszen a valllatot méar nem mutatdészamok igazgatjik, ezeket a dinamiku-
san viltozé koriilményekhez val6 rugalmas alkalmazkodds, a felelds gazdal-
kodds helyettesiti. A vallalat koveti a piaci kereslet valtozasalt, ami meg-
hatdrozza a termelés osszetételét, a gyartmdanyfejlesztés iranyat, az egység-
arakat, ¢és igy tovabb. A piaci tendencidk osztonzik vagy fékezik a termels-
kapacitisok bévitését. A fejlesztés mikéntjébél eltiinik a mennyiségi szem-
1élet, elGtérbe keriil a belss tartalékok aktivilisa, a termelSeszkoz piac meg-
ismerése és a legoazdasigosabb beruhdzdsi kombindcié keresése.

A vallalat mar nem szallité és atvevs, hanem kereskedelmi partner, aki
vesz 6s elad, mindséget vizsgél, Osszehasonlit, latolgat, drengedményt kér

vagy tesz, kockdzatot véllal, megvélaszthatja par tncrelt tehat dontési joggal
felruhdzott és dontéseiért felelds szerv. Tlyen helyzetben az eredményes gaz-
dilkodds tervezése és szervezése korszerfi médszereket kivdn. A korszerfi
modszerek egyik eszkoze a villalat standard matematikai modellje.

Olyan modolh 6l van sz6, amely egy meghatdrozott vallalat gazdalkodasanak
minden lényeges és tartds osszefiiggdsét visszatiikrozi, hazai szamitégéppel
megoldhatd, valtozoi és feltételei viszonylag stabilak, pammeteru kidolgoz-
hatok, amely tdémpontot tud adni a termelés o%/etctdcrc, az export és Import
lekotésére, a kapacitdsok fejlesztésére, pénz és valutagazdilkoddsra és gy
tovabb. )

A tsndard modell tehat lényegében egy tervezG-apparatus, amely aktudlis
paraméterek mellett rovid és kozéplejaratt terveket képes szolgéaltatni, de
a pillanatnyi stratégia kovetésére is nyujt informdciokat, ha meghatarozott
céllal vezérlik.

Ilyen standard modellt dolgoztunk ki egy hiradastechnikai gyar szimdara
a KGM Ipargazdasdgi, ;S”‘rmulasmhml.az és Szervezési Inlézetének' megbiza-
sabol.

A vallalat vezetGsége igen jo alanynak bizonyult. A modell nem sziiletett,
hanem kifejlédiott, ahogyan a kozgazda, a kereskedd, a miszaki tervezd, az
anyageazdilkodo, a pénziigyes, a beruhdzé, a kalkuldtor stb. hozzitette a
maga gondolatait, meghiralta az addig elkésziilt részt, Gjabb kapcsolatokra
hivta fel a figvelmet, vitdra késztette munkatdrsait. [gy fejlédott spirdlisan

LMLep — Tarpos — BENE: Modszertani itmutaté a KGM IV. 6téves tervének mate-
matikai programozdsihoz. KGM ISZSZI. 1968. (Sokszorositas.)

I Szigma
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a modell, mert az 4j gondolatok gyakran modositottak a mar véglegesnek
tlinG részeket. Engedjék meg, hogy bemutassam a modell kialakuldsat.
A modellt 1975-re idozitettivk.

1. Termékjegyzék és termelés

Osszedllitottuk a vallalat 1975. évi termékjegyzékét. A jegyzékbe felvettiik
a jelenleg gyartott termékek koziil azokat, amelyek kozben nem avulnak el.
tovabbd olyan Gj termékeket, amelyek kifejlesztése addigra befejezddik.
vagy licencia visdrlissal honositisra keriil. 18 termdk keriilt a jegyzékbe:
P 5 o Ligs

1 v L1s

A felsorolt termékek telefonkapesolat Iétesitésére szolgialo berendezésck
(kbzpontok), amik az egyidejlileg létesithetd telefonkapesolatok  (vonalak)
szamdval jellemezhetGk. A termékek mindegyike tobh diszkrét vonalszdmra
épithets. Egy termék vonalszima egyenesen ardnyos a létrehozisra felhasz
nalt anyagi-mfiiszaki sth. eréforrasok mennyiségével. Kz lehetévé tette a
18 termcék bontasnélkiili kezelését. Bevezettitk az  1000-vonalas  kozpont
fogalmat a tervezds egységeként.

x; = [@, ..., 23]*-al jeloltik

az 1975-ben gydrtisra keriils telefonkozpontok szamdt. Elsé megkozelités
ben gy tint, hogy x, realizicidjit csak a villalat iizemi kapacitdsai ¢és a
kiilsé anyagellitis lehetdségei befolyisoljik. Tervezési modelliink  feltétel:
rendszere tehdt

x, >0,
(1) Ax, by,

Ax; < b,
volt, ahol A, és A, az 1000-vonalas kozpontok fajlagos iizemi kapacitis-.

illetve anyagnorma-métrixai, a b, és b, vektorok pedig az 1975-ben felhasz-
nalhatd eréforrdsmennyiségeket jelolik.

2. Termékeladis és nomenklaturabGvités

A villalat monopolhelyzetet élvez helfoldon, de az exportpiacon korlato-
zottak a lehetGségei. Mivel ugyvanaz a telefonkozpont mis dron Crtékesithetd
belfoldon, szocialista ¢és kapitalista pincon, azért kiilon exportviltozokat
vezettiink be.

yi ¢s yl-vel jeloltik
termdékek szocialista ¢s kapitalista exportjat 1975-ben ¢s
b,, b,-cl
; :

az export-korlitokat.
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Az (1) modell feltételi rendszerét kibovitettiik «
0<"yi<hy,

(2)

feltételekkel.

Az értékesités vizsgdlatakor deriilt ki, hogy a termékek egves alkatrészei
keresett cikkek az cxportpm('(m. 7 olyan alkatrészt ]f\loltunk meg, amelyek
onallé exportja szobajohet: 4, .. .. A,

A termékjegyzéket bdvitettitk a felsorolt alkatrészekkel. Az alkatrészek
termelési- ¢és export-valtozoit

0<yi<b,

1 &5 yivel
Y3 E8L Yo VO

jeloltiitk. Az alkatrész-exportot nem korlatoztuk, mert a kereslet nagyobb

a villalat termelésénél. (A fejlédd orszdagok importalkatrészekbdl gydrtanak

kozpontokat.) A valtozok 100 (4,, A,. A,), illetve 1000 darabot jelentenek.
A modell (1) feltételeit mddositja az alkatrész-export:

CAx 4 Agys +y2) < by,
(3) Ax, + A+ 32 <y,
L =0, vi =0,

ahol Ay és A, az alkatrészek (100, 1000) gyartasihoz felhaszndlt tizemi- és
anyag-normikat jelolik (A termékben szerepld alkatrészek erdforrds-felhasz-
nalisit egyiitt kezeltiik.)

3. Hazai sziikségletek

A vdallalatnak ki kell elégitenie a belfoldi keresletet. A konkurencia vizs-
galatdra importtevékenységet tételeztiink fel nyugati relaciobol.

zi -vel

jeloltiik az import-kozpontok szamdt (1000 vonal).

A belfoldi fogyasztds elemzésekor feltiint, hogy a 18 termdék 5 csoportm
vonhat6 ossze (helyettesitd termdékek), és a hazai megrendelések is 6sszevontan
Jvl('ntl\('yn(‘k

Célszertinek latszott a kozpontokhoz kiilon hazai kereskedelmi viltozékat
rendelni.
h%el (s=1,2,...,5)

jeloltitk az egy csoportba tartozd kozpontokbdl a hazai eladdsra tervezett
mmm_visé(r(-k( t

f“‘v a (2) ds (3) feltételek mellett, tmnu'km(‘rlcgckkvl hangoltuk oOssze a
t(lmvl(-st és az importot az expor ttal és a hazai fogyasztiss: l.]:
R L 2 . o 57k
(4) x,+z=yi+yi+h (h=[h!,... b%),
FEh#==0g " (Si== 1424 « 51D
h>0,

ahol b$ az Osszevont termékigényt jeloli.

| *
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4. Belsg aranyok és alkatrész-import

A termékek x, és alkatrészek x, vektorai nem fiiggetlenek. A legtobb alkat-
rész minden kozpontnak eleme, de az elemek szama és Osszetétele kozpont-
tipusonként viltozik. A szébanforgd alkatrészeket beszerezhetjiik kapitalista
piacrél is.

z3-vel

jeloltiik az alkatrész-import 100, illetve 1000 darabjit. A vallalatnak ki kell
elégitenie a hazai fogvasztok alkatrészutanpotlisi igényét is, amint bg-al je-
l6ltiink.

A (2), (3) és (4) feltételek megolddishalmazit médositottuk az (5) alkatrész-
mérlegekkel:

(5) Asx +ys+yi +by=x, +2; 25>0,

ahol A; a kizpontok fajlagos alkatrész-tartalmat jeloli (1000 vonalhoz sziik-
séges 100, ill. 1000 darab alkatrész).

5. Kiilsg aranyok

Az alkatrész-exportot eddig nem korlatoztuk. Az drak Gsszehasonlitisakor
észrevettiik, hogy elényisebb lenne alkatrészexporttal foglalkozni, mint kész-
terméket eladni. Kz a megoldds mdégsem célravezetd, mert a vallalat elveszi-
tené késztermékpiacait, ugyanakkor az alkatrész-export lehetGsége mar esok-
kené tendenciit mutat.

A vallalat elSzetes dontése alapjan az alkatrész-exportot a késztermdék-
export 10%,-a ald szoritottuk a kovetkezs (6) feltétellel:

6 al*yh -+ a3*y3< 0,1 (al* yl + al* yd),
B Yh h b4 04

ahol a* az alkatrész- ¢és termdékarakat jeloli forinthban (az exportiarakat forin-
tositottuk).

6. A termelé-kapacitas tervezése

Az (1) feltételben dallandonak tekintettiik a termelG-kapacitist, ami nem
felelt meg a valésig kovetelményének.

Feltettiik ezért, hogy az 1975, ¢évi kapacitas nem dlland6 és harom rész-
bal All:

1. az 1968-as kapacitis 1975-ben is miikods része (nem keriil selejtezdésre),
amit b -el jeloltiink,

2. az 1. kapacitds tartaléka, ami két miiszak bevezetésével nyerhetd az
uralkodé 1,5 miszak felett, ezt by-el jeloltiik,

3. az 1975-ig, sajat erdébdl megvaldsithaté beruhidzisok kaapeitdsa.

1-2., A b, és b, kapacitis redlis becsléséhez bontast kellett alkalmaznunk.
Részletesen elemeztiik a termeldsi folyamatokat, majd felbontottuk a valla-
latot miiszaki egységekre. A miiszaki egységeket gy valasztottuk meg, hogy
egvmis tevékenységét nem helyettesithetik. foy egy miihely tobb miszaki
egyséeet is magdban foglalhat, de tobb mihely is alkothat egy egységet.
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Kivilasztottuk minden miszaki egységhen azt a kapacitdshordozot (szer-
szamgép, szerelGszalag, bedllité lakatos sth.), amelyik meghatdrozza az egység
profiljat. A miiszaki c«r\’begek kapamtdmt ezek Gsszesitett technolégiai idejé-
vel azonositottuk. A szdmoldst egy évre az érvényes mfiiszakszam alapjin
végeztiik. Az isszesités Osszeaddst ]elcntctt ha az egység kapacitas-hordozdi
cgyenlo teljesitményfick voltak. A kiilonboz6 teljesitmény(i kapacités-hordo-
z6knal normalizdltuk a kapacitdsokat egy kitiintetett kapacitdas-hordozéra
(a kétszer, haromszor termelé¢kenyebb gépek technolégiai ideje kétszer, harom-
szor tobb a kitiintetett gép technoldgiai idejénél). Az 1975-ig elavul6é kapa-
citds-hordézokat figyelmen kiviil hagvtuk. Nem szdmoltunk a profilokat
kiegészitG berendezdsek (kiszortigép a forgdaesold iizemben sth.) kapacitdsaival
sem.

A fenti szdmitdsok alapjin b, és b, vektorokat oéra/év-ben kaptuk meg
(a vektorok m elemsziama a felvett miiszaki egységek szamaval egyezik).

A miiszaki egységek szerepe a termelésben kiilonbozs:

1. a kozpontok (x,) gyartasival kapesolatos,

2. az alkatrészek (x,) gydrtdsival lmpc.solatos

3. az alkatrészek és kozpontok gyartasaval is kapesolatos.

A kapacitis adott éretelmezése miatt a (3) feltételeket a kovetkezd (7) fel-
tételekre maodositottuk:

Ko 4 Bl B

(7) Az s bis + by
Ay Xy + Ag(ys + ¥3) <
A, x, + A, (y2 +y3) < b,

by + by és

ahol A, és A, a kozpontok, A, az alkatrészek (100, ill. 1000), A,, pedig
az export-alkatrészek idGnormait jeloli (A,, kisebb a kozpontokba szerelt
alkatrészek normdindl, amik A ,-ban szerepelnek Osszevontan).

3. A beruhdzdsi tervet is a miszaki egységekhez kapesoltuk. Szambavettiik
a kapacitas-hordozok piaci kindlatat és felvcttuk teljesitmény, ar, helyfog-
lalds, kiszolgdld létszam, kapesolédd berendezések sth. Jvll(‘mmnkct. Beve-
zettitk a

W = [wy]
beruhézisi viltozok ‘matrixat, ahol i a miszaki egységet, j pedig a piaci val-
tozatot (pl. Verdezy-, Jet 2-, Auman- sth. rendszerii tekercselGgép) jeloli,
és a mértékegyséy Ora/év
A modell kapacitis mérlegeit (7) helyett (8)-al fejeztiik ki.
Apx, < b, + by + W, - 1,
(8) S Apxy by, + by + W, - 1,

A x, “f‘A(V"+Y)." 13+ by + Wy 1 és
Ax + Ay +y2) < b,
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7. Pénzigyi feltételek

Nem szerepeltettiik a modellben azokat a beruhdzasokat, amelyek a miiszaki
egységeinken kiviil estek. (Szocidlis és kulturdlis 1étesitmények, energiarend-
szer korszer(isitése, festd és galvanizdlé berendezések modernizélisa sth.)
Ezek varhatd koltségeit levontuk az 1975-ig szdmitott beruhdzisi kerethdl,
és igy egy by maradékkal szamoltunk. Mivel a

wi-1
kapacitasok a termelési terv és by fiigevényei, bevezettiik a
m

(9) > ef Wal < by
i l

feltételt, amelyben al az i-edik miiszaki egység kapacitas-hordozé viltozatai-
nak fajlagos l)uuh.vdsl kisltséue. A fajlagos koltségeket az évi 1 kapacitds-
orat teljesité | eszmei” kapacitds-hordozok beruhdzisi koltségével azonosi-
tottuk, midltal a kiillonboz6 termelékenység is érvényre jutott az drak mellett.
A beruhdazasi koltségek kozott felszamoltuk a kizvetlen kapesolddo, kiegészita
berendezések koltségeit is.

A (9) feltétel paramétereit forinthan szamoltuk, jollehet a kindlat hazai,
szocialista és kapitalista piacokon jelentkezett. Olyan kombinacionk is volt,
ahol a kapacitds-hordozét szocialista piacon, kiegészité berendezését nyugaton
taldltuk, és koltséges felszerelésiiket itthon végezhetnék.

Mivel a vallalat onellité kategoriaba tartozik a deviza-gazdalkodast illets-
en,? fiigeévé kellett tenniink a W elemei kozotti valasztast a vallalat epxort-
tevékenységétol. Bevezettiink egy nem- nvgutiv rubelegyeuleget és olyan dollar-
cgyenleget, amely tartalmaz egy by nagysigh devizatermelést, amelybdl
modellen kiviil beruhdzasok dollirkiaddsait fedezhetik:

m
WRT R e g a2 6
!
(10) al*yi 4 a3*yi-— aii*z} — af}, 2z} —

n
v a¥ i
2 et Way, by,

i=1

ahol al, és al, a beruhdzisi viltozatok fajlagos rubel-, ill. dollar-tartalma
az a¥¥ ¢s aj¥ pedig a termékek és alkatrészek importara a kapitalista piacon.

8. A fejlesztés hely- és létszamfeltétele

A miiszaki egységek kétirny fejlesztését a pénziigyi feltételek mellett
mcvakadaly()/hatja a munkaerdhidny is. A vallalat méar korabban elhatirozta
az elsé 5 miiszaki egység vidékre telepitését. A kitelepités hely- és munkaerd-
fedezetét (‘l()/(,tc.scn l)l/t(mt()tta ezért modelliimkben csak a tovabbi fejlesz-
tés szerepel (b, és W). Mivel b, miikodtetéséhez is létszamot kell biztositani,

* [d6kozben a devizagazdalkoddsi kotottségek megsziintek.
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de elére nem tudhatjuk, hogy a termelési terv milyen mértékben aktivéljn
azt, bevezettiik a k, valtozot, amely a tartalék-kapacitds kihasznalt o6ra-
szamat méri, aminek b, a fclsokorl&t](t I;_rv a (8) feltételeket a (11)-re modo-
sitottuk.

Apxg by +kyy + W, - 1L
(11) Ax, <b, +ky+ W, 1,
Apx 4+ Ay(ys +33) < b+ kyy + Ws-1,
0<k,, <b;,0<k;, <by, 0 <k;; < by 68
A, x, + Ay(y +y3) <b,.

Felmértiik az k, és W fejlesztéseknél felhasznalhaté munkaslétszamot vidé-
ken, és Budapesten (felszabadulé munkaerd, tanul6képzds sth.) és bI, b5-vel
jeloltiik.

A szamitott bF olyan kevésnek adddott, hogy ¢ f6nyi vidéki toborzast is

figyelembe vettiink, amit azonban elére nem ismeriink.
A modell tehat két munk:un'(’i—nu'\rlvggl'l novekedett:

(12) ah kT +

i

efWal, < bl ¢és

_[v_ &

m

at kP + X ef Wab, < b + ¢,
1 il

ahol a%, ¢és a%, o tartalék, aj, és al, pedig a beruhdzassal nyert Rapacitdasok
mikodtetésének  failacos 1¢ tszamfedezete. Kailagos fedezeten az ,.eszmei”
kapacitasegysée mikodtetéséhez sziikséges dolgozok szamat értettiik (ebben
bhenne van a kisegité berendezdésck igényve is).

Az emlitett Kitelepitéssel felszabadul Budapesten /),” m* alapteriilet. Vidé-
ken ¢s Budapesten is épitéssel kell szamolnunk az Gj kapacitids-hordozok fel-
szereléséhez g ¢s g m* csarnok épitését terveztiik. Az épités pénziigyi kiha-
tasal miatt modositani kellett a (9) feltételt (13)-ra.

m
(13) 2 erWal + as ¢ 4 ay g < by,
=1
ahol wg, ¢és ay, egyv m® esarnok datlagos ¢épitési koltsége vidéken és Pesten.

A fejlesztés mértéke és viltozatai fiiggnek attdl is, hogy mekkora teriilet-
igénnyel Iépnek fel.

A modell tehat bhaviilt a (14) teriilet-mérlegekkel:

(14) D e*Wal < g, és

ahol al és a) az 0] kapacitishordozok fajlagos teriiletigénye.
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9. A ,,Standard modell” feltételi rendszere

A vallalati gazdalkodas legfontosabb osszefiiggéseit kifejezs és igy a valla-
lat konzisztens dontéseit koriilhatdarol6 linedris egyenléGtlenségrendszer a ko-
vetkez§ format nyerte:

a) Valtozdok:

Xy, Xy, Y1, ¥i0 Y5, Y5, 2, 7, b, ko, W, g, 97 9,
amik nem lehetnek negcativak.

h) Termékmerlegek (4):

x, +zi=yi +yi+h,
Fhe =102, 81,445
¢) Exportkorlatok (2):
yi<"b; és yi b,
d )Alkatrészmérlegek (5):
Asx; +ys + yi + by = x, + 23
e) Kapacitasmérlegek (11):
Apxy <byy + kg + Wy o 1 kyy < by,
Apxy < by + kyy + Wy o 1, kgy < by,
Appx, + Ag(ys + y3) by + kg + WL, kyg <Thyy és
A,x, + Ay(ys +y3) < h,.
f) Exportarany (6):
al*yl + aj*y: < 0,1(aj*y} + af*yi) .
¢) A beruhizis pénziigyi mérlege (13)

m

T a¥ [{ i
,-E' ef Way +- a;, 97 + a;, 95 < by
!

h) Devizamérlegek (10):

m
1 o1 1%l A, ' A
a’ty; + a7y, “~, ef Way, 0 ¢s
=
m
Dy ) 9 > 2 2 2 o v [
ai*y? 4- at*y? ajtzy + aj} z3 -+ 2_,] e} Waj,! >0,
=

i) Munkaerémérlegek (12):

5
af ki + D e Wal, < bl és
i-1

m
* LB ' ek Wal
a¥ kP _2/6 ef Waj, < b!? + .
{==
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k) Teriiletmérlegek (14):
5 -
Tk i La
21 ef Wal < ¢ és
=

m . B

* 1
z;ei Wa, < bij, + 95 -
=
A leirt modell, mint mondottuk, az 1975-ig terjedd idGszakot veszi figyelem-

be. Nem iitemezi a tennivaldkat, csak azt mondja meg, hogy 1975-ig milyen
termelési tevékenységre kell felkésziilni, milyen technikai — mfiszaki megol-
ddsokat kell alkalmazni, és ha a felkésziilés megtortént, akkor 1975-ben mit
¢és mennyit kell termelni és azt hogyan kell értékesiteni. (1975 helyett 1970 is
irhat6.) A modell alkalmas a kozéptavia terv lebontdsdra is.

10. Célfiiggvény

A villalati gazdilkodds eredményességének kifejezésére a fedezeti nyeresé-
get vilasztottuk, amit a termékek piaci drdnak és sziikitett onkoltségének
kiilonbizeteként definidltunk.® A vallalat maximélis fedezeti nyereségre tirek-
szik, amit a (15) figgvénnyel fejeztiink ki:

(15) cth + el*x} 4 ei* y? + ei*yl 4 e3*ys — dfz} — d¥z2 = max,

ahol ¢* a termékek és alkatrészek fedezetét (1000 vonal, 100, ill. 1000 db)
jeloli, d* pedig import arkiilonbézetet (pozitiv és negativ is lehet).

11. A modell paraméterei

A paraméteres modell megalkotasakor mar figyelembe vettiitk az adatszol-
gialtatok jelzéseit a paraméterek becsiilhetdségét illetGen, ami a jelenlegi
. hagyomanyos”  tervezés fiiggvénye.

A bf paramétereket a Magyar Posta IV. 6téves tervébdl vettiik (munka
kozben megvaltoztak).

A by és b, exportkorlitokat a BUDAVOX Kiilkereskedelmi Villalat piac-
kutatdsi csoportja és a gyar kereskedelmi csoportjanak tdjékoztat adataibol
vettiik (kozben tobb cégeel alakultak ki kapesolatok, amit elére nem lehetett
litni). A korlitok stabilitisiat a visirlok ama viselkedésére épitettiik, hogy
nem szivesen térnek at vegyes telefonkozpont-rendszerre. ‘

A; a termékek alkatrészmérlege, amit a mfiszaki tervekbdl kalkuldtorok
gyljtottek ki. A termékjegyzék vagy a termékek attervezése esetén A; viltozik,
de mindig meghatdarozhato.

b, elGrebecsléséhez az alkatrészek meghibdsoddsi valésziniiségei és az
1975-re belfoldi haszndlatban levs kézpontok alkatrésztartalma adott meg-
felelG alapot.

* Lap6 —Dprr: Optimdlis akcidoviltozat kivdlasztisa koltség- és nyereség-fedezeti
szamitdssal. Mérnoki Tovabbképzs Intézet kiaddsa, Budapest, 1967. Sokszorositis.
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b, és b. meghatdrozasat kordbban részleteztiik. 20 miiszaki egységet kiilon-
boztettiink meg dsszesen (M, ..., Mo). Ay, A, és Ajy a termékek és alkat-
részek elGallitasahoz és egyes miiszaki egységek kitiintetett kapacitdashordo-
zojan szitkséges Oraszamok. amiket eld- és utdkalkulacids adatok szdmtani
kizepeiként beesiiltiink, ¢s azokat ¢évi 29%-0s termelékenység-novekedési
tényezdvel korrigdltuk. A, beceslése hasonléan tortént az A, ,-hoz.

A, a termcékek 1000 vonalinak anyagsziikséglete. 12 olyan anyagot vettiink
fel (eziist, platina, Elfe szalag sth.), amelyek korldtozott volta nem a gazda-
sdgirdnyitasi rendszertdl fiige. Az A, és A, adatait ismert anyagnormdk és
miszaki rajzok alapjan kalkuldlta az anyagosztily. A b, meghatdrozisa az
1968. elGtti tiz év fejlédési sordbdl tortént, anyagonként eltérs, atlagos fejld-
dési mutatokkal.

al, ..., a3 drak kozéptiavon stabilnak tekinthetSk, ezért a tényleges iizlet-
kitések elért drait fogadtuk el a hagyomanyos termékeknél. Az aj termékek
arat viszonyitdsi alapon becsiiltiik.

Az al adatait szamitottuk. Ismertiik az G kapacitias-hordozok drait forint-
ban, rubelben, vagy dollirban kifejezve. A rubelt és a dollart forintra szi-
moltuk at, 40-es, illetve 60-as szorzoszammal. A szerelési koltségeket azono-
sitottuk korabbi hasonlé szerelési munkdk koltségeivel, amiket Arindexszel
korrigdltunk. Ismertiik termelékenységiiket, amit viszonyitottunk a kitiin-
tetett kapacitds-hordozokéhoz. A viszonyt jelolje «f. Ha pl. 4000 techn.
ordt teljesit egy kitiintetett kapacitds-hordozo, akkor a j-edik viltozat

afi - 4000 orat teljesithet.
Kzek alapjan
k.
ol - 4000

hinyvados az ,eszmei kapacitis beruhdazdisi fajlagosa lesz, ha K a beszerzési
és felszerelési koltségek osszege.

Az ai, és al, adatokat al mintdjira szimoltuk, de K;-nek csak a rubel
és a dollar-tartalmat vettiik alapul.

Az ag, és a,, paramétereket az M. tipuskoltségvetéseibdl dtlagoltuk.

A by beruhizasi keretet a villalat | hagyomdnyos™ eszkozokkel kidolgozott
tervébdl vettiik At.

Az ag, és a,, vektorok a b, kapacitds miikidtetéséhez sziikséges 1étszamok
¢és a b, megfeleld komponenseinek ardnyaként addodtak.

Az af, és aj, adatok aj mintdjira késziiltek, esak K-t a kapacitis-hordo
zokat két miszakos kiszolgdld szak- és segédmunkisok szima helyettesitette.

A bl és bF a vidéki és budapesti munkaerékindlatot jelenti, melyeket a
személyzeti esoport kalkulalt a vidéki tandces jelzésére tamaszkodva, illetve
Budapesten a szakmunkdsképzés, a fluktuicio, a nyudgijazisok, valamint
a kapacitdasok kitelepitése és részleges szandlasa alapjin.

Az al és aj) adatokat szintén aj szerint nyertiik, ahol K;; helyett, a kapa-
citds-hordozohoz és mellék-berendezéseihez  szitkséges alap- és kiszolgalo-
teriilet m* szama szerepelt.

b8 a kitelepitésre keriills mfiszaki egységek dltal felszabaditott teriilet,
amit felmértiink. Kz a teriilet csak ésszerli dtszervezdssel valik a bovités
eszkizévé., Az dtszervezés koltségeit nem tekintettiik beruhéazisi koltségnek.
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12. A numerikus modell

A paraméterek szamszerisitésekor deriilt ki, hogy tobb valtozé és feltétel
kiesik: nem minden termék adhaté el mindhérom piacon: egyes termékekre
nines exportkorlat; nem minden miszaki egységnél van tartalék-kapacitds;
bizonyos kapacitas-hordozéknak csak egy valtozata ismert vagy johet szdba,
és igy tovabb.

A numerikus modell részletezése nélkiil bemutatunk néhany konkrét fel-
tételt (x; = [x5, ..., 5 ]%, X5 = [®yy, ..., To5]*¥ és a kapesolédd véaltozok
indexe megegyezik). PlL:*

4.3. A T, termékbdl annyit kell termelni, amennyit a piac felvesz, tehat

@y — Yy —Y;—h,=0
4.15. Az elsG termékesoporthdl rendelt mennyiséget biztositani kell a bel-
foldi fogyasztonak,
hy + by + by = 2.
2.4. A T ,-bol legteljebb 15 ezer vonal adhaté le szocialista piacon,
Yis < 15.

5.6. Az Ag-bol annyi darabot kell termelni, amennyi fedezi a 7'y, ..., Ty,
és T, termékek sziitkségleteit, valamin a kétiranyt exportot és a 135 000 db-os
utanpotlast, vagyis

Tyy = 15,22, + . . . + 11,356 2,4 + 9,662z, + y}, + v3, + 135,
Fa 15200, ... db A, épiil be egy 1000 vonalas 7', ... termékbe.

11.8. A sajtold iizem (miiszaki egység) termelési tevékenysége minden ter-
mdékre, tovabbd az A,, A,, A; és Ay alkatrészek export-volumenére terjed ki.
Ennek megolddsdra 187 200 6rds aktiv, 48 000 éras tartalék, tovabbda az S,, . . ..

. 2 ? 1
Sy markaja gépek megteleld szamu beszerzésével tovabbi
w¥. 1 Oras
uj kapacitas all rendelkezésére, tehat

1287, + . . . + 234625 + 208yl + . . . + 4795, <

< 187 200 + kg + wh + wk + wd + wh + wi és kg < 48000,

ha 1237, ..., 2346 6ra sajtolégép-munkat ad a ,,sajtolé” miiszaki egységnek a
7, ..., T, termékek 1000 vonala, 208, ..., 47 6rdt a szocialista exportra

keriil6 alkatrészek 100, ill. 1000 (L‘LI"ll)j‘L (EgyenlGséget nem irunk eld, mert a
187 200 6ra lehet ba kemvtm(*tw/et is.)

11.32. Az osszes termékek és exportalkatrészek trvmt(ts(th(m felhasznalhato
forrasztéanyag egy évre 7929 - 1,028 kg, tehat

352, + ... + 602, + 0,59} + ... + 2y3, < 7929 - 1,028,
ha 35, ..., 60 kg forrasztéanyag sziikséges egy 1000 vonalas 7', ..., Ty
termék és 0,5, ..., 2 kg az alkatrészek 100, ill. 1000 dar: wbjanak gyartisihoz.

VA 4.3, 4.15. sth. szdimok elsé szdma a feltételesoportra, a masodik a feltétel szdamadra
vonatkozik.
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13.1. Az 4j beruhdzisok Gsszkoltsége nem Iépheti til a B keretet,

wy + (6,7Twy + 15,5 wi + 63,2 w}) 4 ... + (16,7 w} + 125,6 wi + 71,6 wi 4
+ 2555wl + 81wd) + ... + 125wy + 3200 ¢, + 2400 g < B,

ahol pl. 6,7; 15,5: 63,2 egy magyar, egy orosz és egy francia tekercselGgép
weszmei’” kapacitasinak beruhdzisi koltségét jelenti forintban.

12.2 A budapesti fejlesztés csak 200 helybeli és ¢ szami, vidékrsl tobor-
zott munkavillaléval szamolhat, tehat
0,00055 ky + ...+ 0,0006 05 ...+ 0,0005 w! + 0,00033 w2 £ 0,00102u3 +

E ... 40,0006 w,, << 200 4 ¢,

ha 0,00055, ..., 0,0006 f6 miikodtethet egy-egy eszmei’ orakapacitdst az
My, ..., M, miszaki egységekben. (Pl. 20 000 6rds kapacitdas aktivalodasa

esetén 11 f6t kell munkaba dllitani az M -nal.)
14.1. Az 4j kapacitds-hordozdk szémdra (vidéken) épiteni kell egy g alap-
teriilet épiiletet, de

0,00175 2, 4-0,00125 w} + 0,00083 w§ + 0,00025 w3 | ... + 0,00075 w, < g,
ha 0,00175, ..., 0,00075 m* az ,,eszmei’” kapacitisok teriiletigénye (pl. 100 000

évi kapacitasorat teljesitd kapacitds-hordozék elhelyezéséhez és kiszolodldsa-
hoz 175 m? teriiletet kell biztositani az M, esetében).
15.1. A vallalat fedezeti nyeresége:

1415,8 hy + 14158y} - 491 i + ... + 943 hy, + 3203 yl, 1 5603 g2, -
+ ... + 68y, + 100 y3, — (2080 2% + ... + 170,6 22,) = max,

ahol pl. 943 Ft, 3203 rubel-forint és 5603 dollar-forint a fedezeti nyeresézet
jeloli egy 1000 vonalas 7'; terméknél (1000 forinthan szimoltunk), vagy 68 és
100 az A alkatrész 1000 darabjindl, mig 2080 a 7',,-om termdket helyettesits
import termék 1000 vonalihoz tartozé arkiilonbozet (pl. T, hazai dra 2000,
importéra 4080 forint, veszteség 2080 forint.)

13. A modell korrigalasa

Numerikus modelliink 86 feltételt és 112 valtozot tartalmazott. Elsg meg-
oldisa GIER tipusi szimitogéppel tortént. A szamitési id6 3,25 éra volt.
A kapott optimdlis megolddst kielemeztiik és elégedetlenek voltunk, mert

a) A szimitdsi eredmények pontatlanok voltak, és hosszinak tiint a szami
tias ideje.

b) A célfiiggvény nem takarékoskodott a beruhézdsi kerettel.

¢) A szocialista exportviltozok nem értékesiiltek.

d) AT; termék lefoglalta a villalat kapacitdsinak mintegy 70 szdzaldékit,
¢és a terméket kapitalista exportra javasolta a modell.

Az elemzdés kiterjedt az okok megdllapitdsira és kikiiszobolésére is. Az )
probléma abbdl adodott, hogy a modell numerikus paraméterei 10-5 — 108
nagysagrend kozott viltoztak (a szamitégép homogén nagysigrendii adatok-
kal gyorsabban és pontosabban szamol). Ezt a hib4t bizonyos feltételek 107-el
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valé beszorzasaval és egyes valtozok definicidjanak megvaltoztatdsaval sziin-
tettilk meg (k és W valtozék mértékegységét 1000 6ra/évre valtoztattuk az
ora/év h(,lyett midltal egytitthatéik 1000-el szorzddtak).

A b) probléma a célfiiggvény konstrukeids hibajabdl eredt. A modell ugyan
.elkoltotte’” a teljes beruhdzasi keretet, de nem hozta miikodésbe a keletkezé
kapacitasok egyikét (1600 db frégép maradt kihasznalatlanul). Ennek az volt
az oka, hogy tobb anyagkorlat kimeriilt az optimalis programban. A kialakult
termelési terv nem tudta kitolteni a beruhdzasi keret altal biztositott kapaci-

tasokat. Mivel a keret tartalékoldsa nem novelte volna a program fedezeti
nyereségét, ezért az a szamitdsok sordn keletkez$ legutolsé sziik kereszt-
metszeten ragadt (ez kivetkezik a szimplex médszer logikdjabdl). A problémét
az anyagkorlatok , kiiktatdsaval” prébaltuk feloldani. Ezzel lehet6vé tettiik
a vallalat belsé lehetdségeinek teljes kihaszndlasat, mert csak a beruhdzési
keret maradt fix korlat (})I/OI’]VOb exportvaltozok még nem korlitozottak).
A | kiiktatast” az anyagkorlatok meghdromszorozasav al oldottuk meg, mert
igy nem kellett tjra , lyukasztani’” a modellt (javité szalaggal dolgoztunk).
Az igy atalakitott modell méri az optimdlis program anyagsziikségletét is,
és takarékoskodik a beruhdzasi kerettel is, mert az anyagkorlitok elérhetet-
leniil magasak, a tobbi korlatfajtik pedig legalabb egy-egy mozgé korlattal
rendelkeznek, igy a fedezetnovekedés egyetlen c*s'zk()/c a beruhdzisi keret
optimalis fe lhasznéldsa lesz. A c) pmblcma okat a devizaszorzékban talaltuk,
amit a 40-cs, illetve 60-as szorzoszamok modositisaval vagy bizonyos termékek
allami d()t(wm_l(umk fenntartasdaval lehetne feloldani.

A d) problémdt fontos prognézisként értékeltiik. A 7', ugyanis a véllalat
altal kifejlesztett, korszer(i, nyomtatott dramkords termdk, amire szabad
exportot terveztiink. Jé paramdéterei alapjin az elsé helyre keriilt a termelés-
ben és a kapitalista exportban is. Tehdt valodi exportlehetdségeket kell terem-
teni (megfeleld reklimmal) a termék szimara. A villalat kérésére exportkorlé-
tokat dllitottunk be, remélve a ¢) probléma megoldasit is.

A felsorolt mdédositasok utin Gjra megoldottuk a mostméar 86 feltételt és
112 viltozét tartalmazé modellt. A szimitdsi id6 mintegy 35 szdzaldkkal
csokkent, és a megoldas pontossidga is elfogadhaté volt (az egyenlGségek telje-
siiltek, az egyenlGtlenségek 029 -0s eltérést mutattak).

A T, termékre felvett exportkorlitok alapvetGen médositottik a termelési
struktarat. A m(‘;_s()l(]as értékelése sok fontos informéciét nyajtott a vallalatnak.
A modell a b) és ¢) szemponthSl nem felelt meg a virakozasnak, ezért Gjabb
maodositasoknak vetettiik ala.

¢) probléma megoldisira minden termdék kapitalista exportjat korld-
toztuk.

A b) probléma pedig a célfiigevény médositisira vezetett. (Az el6bbi meg-
oldis azért nem valt be, mert a m(.‘gv(tlt()/,ntt termelési struktura kimeritett
egy ,clérhetetleniil magas” anyagkorlitot).

Bevezettiink néhany, a fedezeti nyereséget csokkentd tényezdt és ezek
Osszegdét

m .
a*k + 3 fief Way + p(as, ¢r + @55 ¢p) + 0 - @-vel
i=1

jeloltiik. Az «* k az a koltségtobblet, ami a kapacitas-hordozok intenzivebb
kihaszndlasdval jar (javitdsi, karbantartisi koltségtobblet). A
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m

VB ok Wal
"\"1 o7 Wag + (a5, 97 + a5, ¢p)
=
a beruhdzisok egy év alatt megtérild része, ahol p; és y a berendezések ¢és
épiiletek dlettartamatol fiiges illandok (B is szobajohet). A 0 - ¢ a toborzott
munkaers egyévi utaztatdsi vagy letelepitési koltsége volt.

A médosisott célfiiggvény tehat a kovetkezs (L]almt nyerte:

cf-h+elyl +elyl +elyl + eiys — (df 2} + d} z3) —
m "
- [x*k -+ -); pief Way -+ p(as, pr + 95 @p) + dp] = max
e

A modositott modell 94 feltételt és 120 valtozot tartalmazott. A szamitdsok
elvégzése utan m(‘(r1]L1p1t0ttul\, hogy a modell korrektiil miakaodik, és — a
vazdasdgpolitikai kérddseket leszdmitva —, minden kérdésre valaszolni tud.
Pl.:

1. Milyen termékeket termeljen a vallalat 1975-ben?

A modell 9 terméket nem javasolt termelésre, amelyek darnyékdaraik alapjan
sorrendbe allithaték veszteségességiiket illetGen.

2. Hol kell a termékeket értékesiteni?

A modell megnevezte a termékesoportokban azt o terméket, amellyel a
hazai keresletet ki kell eléeiteni, és — a korlatokon beliil kijelolte a termé-
kek szocialista és kapitalista exportjat is.

3. Milyen mennyiséget kell beszerezni a nyersanyagokbdl? Kzt az anyag-
korlatok ¢és a hianyviltozok kiilonbségeként szamitottuk ki.

4. Milyen kapacitisok miikiodését kell biztositani? Mely miszaki egységek
kapacitasat milyen mdédon, milyen vdltozat felhaszndlisaval kell béviteni?

rre a kovetkezd megoldast nyertiik:

Tervezett kapacitasok (6rafév)

. Tartalék

|
it ] |
\\l::::k‘ b; ? L I Pl | ivisben
M, | ‘ | L 271800
M, | - . | 41824
M, ‘ 10 000 | 236 942
M, ‘ 10 000 | 482 048
M, 10 000 | 10000 | 131163
M, | 300000 | 245336 54 663
M, | ‘ | 1112502
Mg ‘ 165 000 89 068 16 000
M, 120000 | 62487 ‘ - 57 512
My, | 21120 | 21 120 37 268 i
My | 21780 | 21 780 101 577
l“l:.' [ { 1406
My, | l ‘ 12 210
M, | | 23 756
My » 13 828 "
My, | 110000 | 28 944 - S1.055
M,, 96000 | 96 000 919 815 -
M, | — | 251746
VLY - { 9 081
M, | | . | 185541
| I
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A téblazatbdl leolvashatd, hogy csak ott aktivalodott a (b;) tartalék, ahol a
(b,) kapacitds szliknek l)l/(m\fult ¢s 10j beruhdzds is csak olyan mértékben
keletkezett, ahogyan a termelés kivénta, (nincs 1975-ben tartalék), bar itt
M kivételt képez, ami az 0 kapacitds-hordozok csekély munkaerdigényéhdl
adddik (a munkaerd letelepitése pénzbe keriil, ami rontja a fedezetet). Az ef W
viltozatait nem részleteztiik a tdblaban, de az érdekesség kedvéért megjegyez-
ziik, hogy minden esetben a korszeribb, automatizdlt, termelékenyebb
”G])(‘]\Ct véalasztotta ki a modell. Az 1975. évi tartalékok egyes miszaki egysé-
veknél igen magasak. Célszertinek latszik ezeket b,-ben szerepeltetni, és az
altaluk lekitott 1étszdmot ¢s teriiletet a medell n.cgkklo kerlataihoz adni
(/)( (s b,y), ugyanakkor a célfiiggvényt megterhelni a lekitott eszkszik megfeleld
;ar' adékaval.

Milyen épitési és munkaerd-toborzési tevékenységet kell folytatni?
A megoldds Budapesten javasolt erdteljes fejlesztést, ami ¢épitéssel és tobor-
zassal jar. Felvetddott azért tovabbi miiszaki egyedgek vidékre telepitése is.

6. Milyen nagysdga rubel- ¢s dollar-Levctel érhetd el 1975-ben?
Milyen fedezeti nyereséggel szdmolhat a vallalat? stb.

14. A standard modell hasznalata

A probaszamitasok sordn korrigdlt modell tekinthetd a véllalat standard
modelljének. B modellt a vallalat rendelkezésére bocsdjtottuk a kivetkezd
tandcsok kiséretében:

a) A modell szerkezete m(gf( lel a viéllalat tervezési kivetelményeinek, de
a viltozok és feltételek szdama nem dllandé.

b) A modell dsszes paramétere 1975-re érvényes. Megvaltoznak a paraméte-
rek, ha rovidtavi tervet szdmolunk. Valtozhatnak a paraméterek 1975-re is,
ha korszer{ibb technoldgidkat alkalmaznak és jobb a munkaszervezés. A para-
métereket tehdt idénként pontositani kell.

¢) A belsG paraméterek (anyag- és kapacitis-normék) Iényeges megvaltozasa-
kor két programot kell kiszamitani:

1. Export- és anyagkorlatok nélkil mi lenne az optimalis terv?

2. A valdsig korlatai melleit mi az optimilis terv?

Az els6 arrdl tijékoztat, amihez a feltételeket kellene megteremteni, a méaso-
dik pedig arrdl, hogy a feltételek véltozatlansdga mellett mit kell tenni.

d) A tavlati terveket a terviddszak utolsé évére kell programozni.

¢) Az éves tervek fejlesztési dontéseit a kovetkezd évi sziikségletek, de az
adott év p(‘nyiirrvi lehetdségei alapjan célszert programozni.

f) Ha 0j termdket I(Jlmyt ki a vallalat vagy licenciat Shajt vasdrolni,
meg kell vizsgdlni, anyag és exportkorlatok nélkiili modellel, hogy beilleszke-
dik-e a termdk az ()ptnndlls megoldasba (paramétereit a sorozatgy artis feltéte-
leihez kell elérebecsiilni). Figyelembe kell venni az Gj termék beruhdzdsi igé
nyeit (célgépek, sth.) is.

g) Nagyobb iizletkotések el6tt meg kell vizsgalni a széban forgé termék
arparaméterét, hogy milyen alsé hatar nal nem lc}wt tovabbi engedményt tenni,
mert a termék méar nem illeszkedik be az ()ptmmhs programba.

h) A standard modell numerikus adatait és «thlmllh bézisanak inverzét,
valamint gépi programjat tarolni kell, hogy mindig miikodésképes munka-
eszkoz, valoban standard modell lehessen.

(Beérkezett: 1969. mdrcius 13.)
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ESTABLISHING THE PROGRAMMING MODEL OF A FIRM IN THE
TELECOMMUNICATION ENGINEERING

The article follows up the generation of the medium-term planning model of an indus-
trial enterprise, the trial computations, the analysis of the solutions, the modifications
of the model, and gives in conclusion advice concerning the manner of continuous appli-
cation.

In paragraphs 1 to 8, the variables representing the firm’s activities are introduced.
Thus, x,; denotes the production variables of the product, x, those of the parts, y'?
the two-directional export variables, z* the one-directional import variable, and h the
variable of domestic supply. The variables k, and W measure the increases in produc-
tive capacity; k, denotes the increment due to the extension of the daily operation
time of existing capacities, and the row vectors of W those brought about by invest-
ment, taking also into account the possible technical, financial and other alternati-
ves. The ¢ variables represent the labour and construction recquirements of the deve-
lopment activities. Parallel with the introduction of the variables we also write up the
conditions of the model which will change in the course of acquiring an ever more
profound knowledge of the internal and external relationships of the firm’s realities.

In paragraph 9, the system of constraints of the firm’s planning model is surveyed,
which includes the balances of products (0), parts (d), capacity (e), finances (g), foreign
exchange (£), manpower (¢) and area (k), together with the constraints concerning the
volume of exports (¢) and their conposition (f).

In paragraph 10, the objective function of the firm is formulated, which measures
the sales returns less direct costs for a year.

In paragraph 11, the estimates of the model’s parameters, the arising problems, and
some conditions of the numerical model (12) are surveyod.,

In paragraph 13, the lessons to be drawn from the trial computations are summed up,
together with the modifications that have become necessary in order to render the
representation of reality more accurate.

Finally, in paragraph 14, the possibility of the continuous application of the “Standard
Model” is deseribed and its use is outlined in connection with the working out of annual
‘and five-year plans as well as of the long term orientation and the everyday policy.

The described model can be applied in firms of serial production which operate with
productive capacitics that can be converted for production of several products. The
author and his co-workers have used the model with considerable success in several
engineering, vehicle and telecommunication works, taking the specific local conditions

=1

into consideration.

MOCTPOEHHWE MOIAEJIM [MPOI'PAMMHUPOBAHMST  TIPEIATNPUSITHS TEXHWKH
CBYI3N

B cratbe aprop npejCTaBisieT MOCTPOCHUC MOJCHH CPEJHECPOUHOI0 TUIAHHPOBAHHS KOH-
KPETHOTO HPOMBILIICHHOTO NPEANPHSITHS, TPOBEPOUHBIC HCUHCACHIHST, AHAJIH3 PCIICHHIT MO/H-
(PUIKALIMIO MOJICIIH M, HAKOHEIL, JIACT COBCTHI OTHOCHTCIILHO €€ IEPMAHCHTHOIO IIPHMEHCHHS,

[ojt nynkTamu 1—8 BBOASITCS MEPCMEHHLIC, TPEJCTABISIOUMCCS JACATCABHOCTH NPENPHITHSI
B o0unacTh manuposannd. Tak wanpumep, x, 0003HAUACT TPOHSBOJACTBCHHBIC NECPCMCHHBIC
UPOAYKIHH, 4 X, — JeTajeii; y"? — NEePEMCHHBIE OKCHOPTA PASJIHUYHBIX HANPABJICHMI, 2z* -
HMITOPTa 0JIHOT0 Hanpas/eHust, a h orTucuecTseHnoro cHabcenust. TocpejcTsom nepemen-
HbIX, Kk, 1 W HsMepsieTes yBesinienue uponssojcTBeHHpix motnocteii, npiuuem, k, obosnavaer nx
HPHPOCT B Pe3yJILTaTe BHYTPHCYTOUHOIO YUIMHCHHST BPEMEHH OKCILUIYATALI HMCIOIHXCH
MOIIHOCTCIT, a4 BEKTOPLI-CTPOKH W B PE3YILTATE KANHTAJIOBIOKCHHIH, € 0JHOBPCMCHHBLIM
YUETOM BOZMOYKHBIX TEXHHUCCKHX, (PHHAHCOBLIX H T, 11, ajbrepuarns. [lepemennsie 0003HaUAI0T
CBSBAHHBIC C PASBHTHEM NOTPeOHOCTH B UHCICHHOCTH 1 cTpouTesberse. Tlapajuiesnho ¢ speje-
HHEM NEPEMEHHBIX OMHCHIBAIOTCS 1 YCJI0OBHS MOJICIIH, HBMCHSIIOIHECsT CO BCE H0JIE¢ OCHOBATEIIb-
HBIM TO3HAHHEM BHYTPEHHHX H BHCIIHHX B3aHMO3ABHCHMOCTCH PEAJILHOI JICATCALHOCTH 11peji-
NPUATHS.

[Tog nynxTom 9. oGo0u@aercs CHCTEMa YCJIOBHI MOJICJIH TUIAHHPOBAHKST NPEIIPHITHS, B
KOTOPOit Gury pupyioT dastancol npogykunn — (b), gerancii — (d), momnocrteit — (), (pHHAHCO



BGY HIRADASTECHNIKAI VALLALAT PROGRAMOZASI MODELLJENEK KIALAKITASA 181

BbIX CpeacTB — (g), amoTel — (h), paboueii cuibt — (i) 1 TeppuTopHanbHbie GanaHcel — (K)
Hapsily € YCJIOBUSIMH OTHOCHTE/IbHO 00’ema (C) M cTpyKTYy pbl 9KcnopTa (f).

[Mox nynkrom 10. dopmyaHpyercs neseBas (QYHKUHs NPEANPHSTHs, U3MEPSIOWIAsi, T. H.
«IOKPHLIBAKONLYI0 NPHOBLIb) (BHIPYUKa MHHYC NPSIMBIC 3aTPATH), DEAJH3YEMYl0 B DE3yJbTare
I'0JIOBOI1 ICSATCILHOCTH NPEJINPHSTHS.

Mo myHicrom 11, H3araiTCsi OPHEHTHPOBOYHOE ONPEJICIeHHE NapAMETPOB MOJEIH, BO3HH-
Kaouue npobaeMpl H HEKOTOPHIE KOHKPETHBIC YCII0BHsT HyMepHUecKoil mogenu (12).

Moyt nynikrom 13. 00001aK0TCs BLIBO/IBI, BEITEKAIOUINE U3 TPOBEPOYHBIX HCUMCIICHHH, H H3Me-
HEHHMs1, TPEOYIOLHEcs B HHTepecax 6oJiee JJOCTOBCPHOI0 OTPAyKCHH JAeIiCTBHTEILHOCTH.

Hawonren, noj nyHrom 14 1okagnisaloTest BO3MOYKHOCTH M HEOOXOAUMOCTD [€PMAHEHTHOIO
NPHMEHEHHsT TT0JIYUEHHOH TaKuM 00pa3om «CTaHAAPTHON MOJeJHy IpH pagpaboTKe TOI0BLIX H
HATHJICTHAX TJIAHOB, & TAKOKE OPHEHTHPOBOYHLIX MIIAHOB H aKTYaJIbHOH CTPATerHH.

[IpepcraBieHHas 3/1CCh MOJICIIb HIPUMEHUMA K NPEANPUSATHSIM, B KOTOPBIX IPOHCXOHT CEPHUii-
HOE MPOU3BOJICTBO M TIPOHU3BO/ICTBEHHBLIC MOIMHOCTH KOTOPLIX HPHIOJHBIL JIsI IPOM3BO/CTBA
PAa3IHYHBIX BH/IOB NPOAYKIMH. ABTOD H €ro COTPYHHKH C YUeTOM MECTHOH CrieLU(UKH yCIIeHo
IPUMEHSTIOT €€ B Ps1JIe MAIUMHOCTPOUTEILHBIX NPEPUSITHIT, HAa NPENPUSATHAX TEXHUKH CBSSH
HA TIPEANPHATHIX 110 NPOU3BOACTBY CPEJCTB TPAHCIIOPTA.

2 Szigma
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CPM /TIME-algoritmusok

korlatozott kapacitasok esetén

Bevezetés

A halotervezési modszerck koziil legismertebb és legelterjedtebb a kritikus
it modszere, a CPM/TIME. Tekintsiik at roviden e mddszert.

Az egy kezdi- és egy végponttal rend :lkezd, iranyitott, kordatmentes, véges
graf (halézat) minden ivéhez (tevékenyséuzéhez) hozziarendeliink egy nem nega-
tiv szamot, a tevékenység idGtartamat. Kzek segitségével a esomdépontokhoz
(eseményekhez) hozzarendelhetjiik a legkorabbi és a legkésdbbi bekovetkezdési
idéket a kovetkezdképpen. :

Az altalinossag megszoritiasa nélkil feltehetjiik, hogy a kezdd eseménynek
a legkorabbi bekovetkezési ideje zérus. Tetszileges @ esemény legkorabbi he-
kivetkezési ideje a kezdd eseménybdl az i-be érkezd utak hildtervezési érte-
lemben vett (azaz a tevdkenységek idGtartamainak osszegeként képzett) hosz-
szainak maximuma. A hialdzat befejezd eseményének legkoriabbi bekovetkezdsi
idejét a halozat teljes tervezési idejének nevezziik, s A-val jeloljiik. Tetszdleges
J esemény legkésGbbi bekovetkezdési ideje a A-nak és a j-bdl a befejezs esemény-
be érkezé leghosszabb (t hosszanak a kiilonhsége.

Minden tevékenységhez két esemény (a tevékenysée kezdd és befejezo ese
ménye), igy négy idépont tartozik: a legkordbbi és legkésGbbi kezddés, vala
mint a legkoribbi és legkdésabbi befejezés idGpontjai. A tevékenység idGtarta-
I¢ka a legkorabbi és a legkésGbbi kezddsi idGpontok kiilonbsége. A kezd§ ese
ményhdl a végesemdénybe vezetd utak leghosszabbikat (ha tobh van, gy ezek
mindegyikét) kritikus itnak nevezziik. A kritikus Gt hossza nyilvin 4. Az is
ismeretes, hogy a kritikus 1t tevékenységeinek és esnk ezeknek az idGtartalé
kuk zérus. A CPM[TIME algoritmusok kiszimitjik a tevékenységekhez tar
tozd négy idépontot, és megjelolik a kritikus Gt tevékenységeit.

A talterhelési probléma megfogalmazasa

A termelésben gyakran elGfordul, hogy tobh azonos tipusa miiveletet (tevé
kenységet) kell egyiddben elvégezni, mint amennyi a rendelkezésre 4llo ter
melési erdforrasok (kapacitasok) segitségével elvégezhetd. ;(H:Lpl’t,suk meg, mely
miiveleteket hagvjuk késGbbre és mennyivel, hogy a végtermcék elGallitisa
minél kisebb mértékben kdssen.

Operdciokutatisi terminologiiban a kovetkezéképpen fogalmazzuk meg a
problémit. Legyen adva egy fent definidlt haldzat, tevékenységi idGtartamok
kal elidtva. A tevékenységek osztalyat diszjunkt csoportokra, Un. azonos
kapacitist terhels (roviden azonos) teviékenység-csoportokra osztjuk. Minden
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csoporthoz tartozzon egy ¢ = 1 természetes szdm, a kapacitds mértéke, mely
azt mutatja meg, hogy legfeljebb hany tcvekcnyserr végezhets egyiddben.
Amennyiben van olyan tevékenység-csoport, melyhdl kl\/alaSLthdtO c+p
(p > 0) szdmu tevékenység gy, hogy legkorabbi kezdési és legkés6bbi be-
fejezési idGpontjaik dltal alkotott iddintervallumaik I metszetének mértéke
pozitiv, akkor tdlterhelésrdl beszélink. Nem okoz zavart, ha a tevékenység
idGintervallumat roviden tevékenységnek is nevezziik. Az I intervallumot tul-
terhelési helynek nevezziik. A dolgozatban olyan algoritmusokat adunk meg,
melyek a halézat tdalterheléseit megszuntctll\.

A késébbiekben a kovetkezd fogalmakra lesz sziikségiink.

A tevékenység felezGpontja a 1(‘”1(()]‘1')])1 kezdés és a legkésGbbi befejezés
szamtani ]\ozepo. ,

A tevékenység Iényeges része az idGintervallumnak és az idGtartaléknak a
kiilonbsége.

Két tevékenység idGtartalékaival metsz egymadsba, ha a kozos metszet nem
nagyobh egyik tevékenység idStartalékdndl sem.

Egyik tevékenység idGtartalékival metsz a misik tevékenység lényeges
részébe, ha a kozos metszet kisebb az egyik tevékenység idGtartalékandl, de
nagyobb a maisikénal.

Két tevékenység lényeges részeivel metsz egymdasba, ha a kizios metszet
mindkét tevékenység idGtartalékandl nagyobb.

Egyik tevékenység balrdl (jobbrdl) metsz a mésik tevékenységbe, ha a két
tevékenység egymisba metsz, és az el6bbi tevékenység felezGpontja nem na-
gyobb (nem kisebb) az utdbbiéndl.

Az A teviékenység megelzi a B t(\,\'(’*konvs(xgct (A balra van B-t6l),
ha A végpontjibol a hdlézat élei mentén az iranyitisnak megfelelGen ha-
ladva, elérhetiink B kezdGpontjiba. Ekkor B koveti az A-t (B jobbra van
A-t6l).

Az A tevékenységet jobbra (balra) toljuk, ha legkordbbi vagy legkésébbi
idépontjait egyenld mértékben noveljiik (esokkentjiik).

Az algoritmus

A hidlozatra végezzik el a CPM[TIME algoritmust, azaz a tevékenységek-
hez tartozé négy idGpontot szamitsuk ki. Menjiink a 2. ponthoz.

2. Keressiik meg a tilterhelési helyeket. Ha ilyen nines, menjiink a 8. pont-
hoz, kiilonben menjiink a 3. ponthoz.

3. A tulterhelési helyek baloldali végpontjaik koziil a legkisebbikhez (ha
tobb van, ezck barmelyikéhez) tartozo talterhelési hellyel menjiink a 4. pont-
hoz.

A tilterhelésbe belejitszo tevékenységeket allitsuk legkorabbi kezdési
idGpontjaik szerint novekvs nagysag szerinti sorrendbe, és az elsé ¢ -~ 1 szamu
tevékenységgel menjiink az 5. ponthoz.

5. Ha van két olyan tevékenység, melyek csak i(l(it:u-t:blél\'uikkatl metszenek
egymisba, menjiink a 7. ponthoz.

Ha van két olyan tevékenység, melyek egyike idGtartalékaval metsz a masik
tevékenység lényeges részébe, menjimk a 6. ponthoz.

Vilasszuk ki a tevékenységek legkésdbbi kezdései koziil a legnagyobbikat
(¢;) és a misodik legnagyobbat (1,). tovibba a legkorabbi hefejezési idépontok

I~
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koziil a legkisebbet (7)) és a mdsodik legkisebbet (7). Ha ¢; és T| ugyanazon
tevékenységhez tartoznak, akkor vegyiik
m =min (T, — t,, 1}, ~ ¢,)-hoz tartozé T, ill. ¢

idépontokat, s jeloljiik 7', ill. /-vel; kiilonben ¢, =, T\ =1T'. A t-hez tartozo A
tevékenység legkordbbi és legkésGbbi kezdési idGpontjat toljuk el 7" idGpontba.
Ezaltal az A-val kozos uton, A-t6l jobbra esd tevékenységek kezdési idépontjai
rendre egy-egy kozos pontba, jobbra eltolédnak, és keletkezik egy A-t kozvet-
leniil megel6zG un. viarakozasi (vagy id6-) tevékenység (time-activity). A T-hez
tartozé B tevékenység legkésébbi idGpontjait pedig toljuk el balra az idGtarta-
6k mértékével, midltal a B-t6l balea levd, vele azonos Gton fekvs tevékenysé-
cek legkésGbbi idGpontjai is balra tolédnak. Keletkezik a B tevékenysdget
kozvetleniil kovets varakozdsi tevékenység. Menjiink a 2. ponthoz.

6. Ha van olyan A tevékenység, melynek idGtartaléka balrél metsz egy te-
vékenység lényeges részébe, akkor a lényeges részbe torténé metszés mérté-
kével balra toljuk az A tevékenység legkésébbi idSpontjait (ezdltal A-t6l balra
levi tevékenységeknél is ugyanez torténik), és az A-tél jobbra most is fellép
egy varakozasi tevékenység. Menjiink a 7. ponthoz.

Kivalasztjuk azokat a tevékenységeket, melyeknek idGtartalékai metsze-
nek mas tevékenységek lényeges részeibe. Ezek koziil kivalasztjuk azt a tevé-
kenységet, melynek id6tartalékabol a metszetet elvéve, a legnagyobb maradék-
idstartalékhoz jutunk. Ezen tevékenység legkorabbi idpontjait jobbra toljuk
a metszet mértékével (midltal elGtte egy varakozisi tevékenység keletkezik),
és a t6le jobbra all6 tevékenységek is jobbra tolédnak. Menjiink a 7. ponthoz.

7. A balrél metszi tevékenységek koziil kivdlasztjulk azt, amelyiknek id6-
tartalékabol kivonva a metszet-intervallumot, a legnagyobb idGtartalék marad.
Fzen tevékenységnek a legkésébbi idGpontjait a metszet mértékével bil][:él
toljuk (midltal a téle balra 1évi tevékenységekkel is ugyanez torténik). Itt is
keletkezett egy véarakozisi tevékenység., Menjiink a 2. ponthoz.

8. Lépjink ki az algoritmusbdl.

1. Megjegyzis

Nyilvanvald, hogy a talterhelések megszimtetésének egyetlen modja a tevé-
kenységek idébeli eltolisa. Szimmetriai okokbdl azonban vildgos, hogy két
tevékenység vizsgilata esetén az egyik tevékenységet ugyanannyival kell elGre-
tolni, mint a masikat hatratolni, azaz az eldre- és hitratolds a teljes tervezdsi
idé szempontjabol equivalens. Lényeges részek metszése esetén azonban esak
a hatratolis alkalmazhaté, ugyanis elGretolds alkalmaval a talterhelési helytdl
balra felléphetne djabb tialterhelés, ami azt eredményezheti, hogy az eljiras
végtelen ciklusba ugrik. Idgtartalékok esokkentése esetén természetesen mind-
két eltolas alkalmazhatd, hiszen ekkor ajabb tidlterhelés nem léphet fel a te-
vékenységek idGintervallumainak csokkendse miatt.

1. Tétel: A tilterhelési hely jobb oldali végpontjatsl balra az algoritmus fo-
lyamén nem 1ép fel tjabb tulterhelés.

Bizonyitds :

A halézattal, a tevékenységekkel az algoritmus folyamén a kivetkezdk tor
ténhetnek:
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a) A thlterhelésbe belejitszé egyik tevékenységnek és a téle balra (kovet-
kezésképpen -a tulterhelési helytl még inkdbb balra) levé néhany tevékeny-
ségnek a legkésdbbi id6pontja balra tolédik (legfeljebb a megfelelS legkorabbi
idGpontig), midltal az emlitett tevékenységek idSintervallumainak jobboldali
végpontjai nem novekednek. Tehdt ekkor nem Iép fel Gjabb tdlterhelés.

b) A talterhelésbe belejitszé egyik tevékenység legkordbbi idSpontjai
vagy legkésébbi idSpontjai (esetleg minden idGpontja) jobbra tolédik, midltal
felléps tijabb talterhelési hely baloldali végpontja nem lehet balra az emlitett
tevékenység eredeti jobboldali végpontjatol, annal inkabb nem lehet balra az
eredeti tulterhelési hely jobboldali végpontjatol.

c) A talterhelési helybe belejitsz6 egyik tevékenységtol jobbra (tehdt a til-
terhelési hely jobboldali P végpontjatol még inkdabb jobbra) levd tevékenységek
jobbra eltolédnak. Ezédltal a P ponttdl balra természetesen nem lép fel tualter-
helés.

d) Varakozdsi tevékenységek keletkeznek, melyek egyetlen azonos kapaci-
tast terhel§ tevékenység-csoportba sem tartoznak, kovetkezésképpen nem
okoznak ujabb tulterhelést.

A fenti meggondolédsokbdl a tétel igazsiga kovetkezik.

1. Koveltkezmény

Eljarasunk lépéseinek véges voltabdl, a halézat, a tilterhelések végességébdl
az 1. tétel felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy az eljards minden tulterhelést
megsziintet (balrdl jobbra haladva, amit az eljirds 4. pontja biztosit). Kovet-
kezésképpen eljardsunk nem ugorhat végtelen ciklusba, tehat algoritmus.

2. Megjegyzés

Az algoritmus folyamdn keletkez$ virakozdsi tevékenységeket nem adhat-
juk hozz& sem az elGtte, sem az utdna all6 tevékenységek idStartalékaihoz,
ugyanis ellenkezd esetben az eljirds végtelen ciklusba ugorhatna. Ugyanezen
ok miatt nem végezhets el egyik tevékenységeltolds utdn sem a CPM[/TIME
algoritmus. Pontosabban mondva, ha egy tevékenységet jobbra (balra) eltolunk,
Ggy az eltoldst esak az 6t kovets (megeldzd) tevékenységekre kell elvégezni.
A vég- (kezdd-) esemény megvéltozott idépontjai szerint nem szabad a fenn-
maradé tevékenységek idGpontjait is megvaltoztatni, mert kiilonben ugyanaz
a tulterhelés Gjra felléphet, vagy mds, Gjra fellépd thlterhelés miatt ugrik az
eljardas végtelen ciklusba.

2. Tétel

Az algoritmus 5. pontjinak egyszeri alkalmazdsa a teljes tervezési idét a
lehetd legkisebb mértékben noveli meg.

Bizonyitds

Vildgos, hogy az 5. pont alatti eljiras egyszeri elvégzésekor a teljes tervezési
id6 a (T ¢) idGtartam mértékével novekszik meg. A (T - t) konstrukei6ja-
b6l kivetkezik, hogy a (¢ + 1) szamt tevékenység koziil barmelyik ketts 1é-
nyeges részeinek metszete nem kisebb (7' - ¢)-nél. Tehdt a tdlterhelés megsziin-
tetésére iranyuld, 5. pontban leirt eltolds minimadlis, (7' - ¢) mértékben néveli
meg a teljes tervezési iddt.
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(Az 1. megjegyzés alapjan a teljes tervezési id6 novekedése a halézat be-
fejez6 eseménye bekovetkezési idejének (7' — ¢) mértékben torténd késése at-
jan valdsul meg az algoritmus minden olyan szakaszaban, amikor az 5. pont
alatti eljarast alkalmazzuk.)

3. Megjegyzés

Hélézatunk altalanositasa a CPM rendszerben targyalt halozatoknak. Utob-
biak ugyanis az el6bbieknek olyan specidlis esetei, amikor nincs talterhelés,
vagy egész egyszeriien minden tevékenység-csoportnal ¢ majordlja a tevékeny-

3

ségek szamat.

1. Megjegyzés

Bir algoritmusunk a talterheléseket oly médon sziinteti meg, hogy az 5.
pont egyszeri alkalmazdsa esetén 2 minimalis mértékben novekszik meg, még-
sem tarthat igényt az ,,optimilis” elnevezésre. Ennek oka az, hogy az egyik
talterhelés megsziintetése hatdssal lehet az illetd talterhelési helytél jobbra
levé tulterhelésekre.

Ezt a hidnyossigot igyekszik csokkenteni az algoritmus kovetkez6 médosi-
tasa.

Mivel a teljes tervezési idG csak olyan talterhelések megsziintetésekor ni-
vekszik, melyek a tevékenységek Iényeges részeinek egymdsba metszése atjan
allnak eld, az algoritmust csak ilyen esetben médositjuk. K eélbél sziikségiink
lesz a csokkendési és a novekeddsi mérték fogalmdira

Ha egy A tevékenységet lényeges részével jobbra eltolunk, az A-tdl jobb-
ra léve teviékenyséeek is eltolédnak. Ezek az eltolodasok hatissal lehetnek
a tulterhelésekre: kevesebb vagy tobb azonos idében iitemezett tevékenység
keriilhet a talterhelésekbe. Tulterhelési esokkendési (ill. novekedési) mérték-
nek nevezziik valamely A tevékenységnek, és eziltal az A-tél jobbra 1évG
tevékenységeknek lényeges résszel torténd eltolisakor fellépé talterhelés-csok-
kenések (ill. talterhe [és-nivekeddsek) hossz-osszegét az Osszes tevékenység-
csoportokra vonatkozoan.

Y Az algoritmus modositasa

Az olyan tuilterheléseket, melyeket idGtartalékok metszeteként kaptunk,
eredeti algoritmusunk szerint sziintetjitk meg. A lényeges részek egymédsba
metszése thltl keletkezett tulterhelési helyeket baloldali végpontjaik novekvd
nagysagi sorrendje szerint rendezziik sorba. Az elsé tulterhelést (ha tobb ilyen
van, ugy mindegyiket) vizsgalat ald vessziik. Megnézziik, hogy ezen talterhe-
lésbe (1ll ezen tlllt(lhc](,bl‘l\l)() belejiatszo tevékenységek olyan jobbra toldsai,
melyek a talterhelésbdl a t(:V(l(cnys(-,g(rkot s kiszabaditjak”, milyen mértékii
talterhelési esokkendst és novekeddést idéznek el a tevékenység-csoportok
osszességében. Azt a tevékenységeltolast alkalmazzuk, melynél a

(1 tultCl‘llLlLSI csokkendsi mérték — tultuhclvm nuvckulwl mérték

az eltolds mérteke
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kifejezés maximalis. (Ha tobb ilyen van, tgy ezek koziil azt alkalmazzuk.
melynél az eltolds mértéke a legklsebb)
Kzt az eljardst addig folytatjuk, mig a tulterhelések meg nem sziinnek.

3. Megjegyzés

Kénnyen belathato, hogy a mddositott eljairés is algoritmus, hiszen a tevé-
kenységek, wy a tilterhelések szdma is véges, tovabbd az 1. tétel ebben az
esetben is érvényes.

Megjegyzés

Modositott cljz'mhunknak az eredeti, altalunk megadott algoritmus speciélis
esete abban az értelemben, hogy ott az (1) kifejezés maximalizilisa csupan a
pillanatnyilag tekintetbe vett talterhelésbe belejatszé tevékenységekre vo-
natkozott.

7. Megjegyats

A mddositott modellben lehetdség van arra is, hogy a kiilonboz6 tevékeny -
ség-csoportok esetén a tulterhelési n()vckc(losl (és csokkenési) mértékeket az
(1) kifejezésben sulyozva vegyiik figyelembe.

Krre sziikség lehet, ha

a) a talterhelések koziil néhanyat elhanyagolunk, masokat a leggyorsabban
meg kell sziintetniink (ugyanannak a halézatnak mas-mas idGszakban torténd
iitemezdse esetén);

h) a talterheléscket fontossdgi sorrendjiik szerint vessziik figyelembe;

¢) a kapacitisok sztochasztikus jellegflick. '

Kz nagymdértéki dltalinositisa a modositott modellnek is.

Lehetdség van tovabba arra is, hogy a novekedési (esokkenési) mértékek
idé fiiggvénycéhen is sulyozva ]mfv('mk [rre tobb, egymastol fiiggetlen halo-
zat esctén lehet sziikség, ha néhdny haldzat hataridds termékelGallitasra vo-
natkozik.

( Beérkezett: 1969. 1. 7.)
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THE CPM/TIME ALGORITHM IN THE CASE OF LIMITED SOURCES

The paper generalizes the CPM/TIME network planning (i.e. eritical path) method in
the following manner:

It is assumed that in the case of the various types of activity groups the sources and
capacities are limited. The author gives an algorithim which carries out scheduling, with
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due regard to the source constraints, in an optimal manner, in the sense that the final
event occurs at the earliest point in time. Following the CPM/TIME scheduling carried
out without taking into account the source constraints, the algorithm modifies the time
points of the events in a way that the number of activities scheduled for the same time
should not exceed the given constraint in the case of any activity group (relying on the
same source). The author then proves the finite and optimal character of the algorithm

AJITOPHUTM CETEBOI'O IJIAHMPOBAHMWS (CPM/TIME) B CJIYUAE
OI'PAHHUYEHHDbIX PECYPCOB

B crarbe jaercsi oiee NPUMEHEHHE METoIa CCTeBOro rmianuposanust B cucreme CPM/TIME
(T0 eCTb METOAA KPHTHUYCCKOTO MYTH). ABTOP NPEANOIATACT IPH 9TOM, YTO B OTHOWEHHH JICsI-
TEJLHOCTEH PA3JHYHOI0 THIA MMEIOTCS OrPAHHYCHHBIC pecypent, mouHocT. OH npeacrasisier
QJrOPHTM, IPH TOMOLH KOTOPOr0 € YUeTOM PECYpPCOB KAk OrpAHHYCHUIT MOMCHO TOJYUHTL
ONTUMAJIbHBIH ceTeBoii rpaduik ¢ nanbosee GAU3KHM CPOKOM KOHEYHOI0 COOBITHS. ANrOPHTMOM
CcpokH CcoOBITHH ceTeBOro rpadua, nosyuaemoro npu nomomu meroga CPM/TIME 6e3 yuera
PECYPCOB KAK OFpPaHHYCHHH, KOPPEKTHPYIOTCS TaKHM 00pa3oMm, 4T0OBI KOJIHUECTBO JESATEIIh-
HOCTEH, NPHXOASIIMXCST HA TOT Y€ OTPE30K BPEMEHH, HE IPEBHIIAJIO 3a/JAHHBIC O PAHHYUCHMS
HH 110 0JIHOI TPYMIe JAesITeabHOCTEH (MCIONL3YIOIMX TOXJICCTBCHHBIE pecypenl). Tlocsie aToro
ABTOP [A0KA3bIBAET KOHEYHOMEPHOCTH H ONTHMAJILHOCTL AJIFOPHTMA.



Kovics JANOS

A munkaerd tarsadalmi Gjratermelésének tervezéséhez

A munkanak, amelyet itt roviden ismertetek, eredeti célja egy olyan oktatdsi
modell elkészitése volt, amely az iskolarendszer kiilonb6z6 fokozataiba és
tipusaiba valé beiskolézasi eldirdnyzatok meghatdrozdsahoz nyuajt segitséget.
Ahhoz azonban, hogy meghatdrozhassuk a kiilonbozd G szakképzettséget nyajto
iskolatipusokba valé beiskoldzdsi igényt, sziikség van a népgazdasig szak-
embersziikségletének becslésére. Ez a jovs termelési strukturajara vonatkozé
ismereteket tételez fel. A termelési modellnek viszont tartalmazniok kell a
varhat6 fogyasztisra vonatkozoé hipotéziseket. Az eddig ismert termelési mo-
dellek a munkaerd és a fogyasztis kozotti kapesolatot a termelésen keresztiil
teremtik meg. Kz fontos, de nem egyediili kapcsolat, és e vonatkozésban nem is
a legfontosabb. Legaldbb ilyen fontos kapesolat — a munkaerd és a fogyasztas
kozott — a kereset, jovedelem és fogyasztas kapesolata. E sokréti osszefiiggés
szitkségszerlien egyszer(isitett abrazolasa az itt leirt modell vagy inkabb
modellrendszer célja. Egy maésik lényeges szempont a szamithatdésig. Ez indo-
kolja, hogy a szamitdstechnikailag kiprébalt modelleket lehetdség szerint
épitdelemként felhasznéljuk.

1. Termelés és munkaertfelhasznalas

A szakmunkaerd-sziikségletet a tervperiodus végpontjéb(m kiilonbozd tipusa
modellekkel kaphatjuk meg. Leginkabb ismertek — és Ggy tiinik, jelenlegi
feltételeink kozott legalkalmasabbak — a Leontief-tipusa és a linedris programo-
zisi modellek. £ modelleknek a munkaerdsziikséglettel kapesolatos problémait
most a zart dinamikus Leontief-modellen [4] vizsgaljuk, azzal, hogy ennek
t;apcm/'mlatm analég médon érvényesek a linedris programozési modellekre is.

Ennek formaja:
z = Ax + ABz

hol
ar = a termelési szintek vektora
A = a foly6 raforditdsok matrixa
B = az eszkozlekotési matrix
A = a maximdlis novekedési rata.
ltt a 4 olyan maximalis novekeddési rata, amelynek elérérése ahhoz a feltétel-

hez lenne kotve, hogy
a) minden dgazat az optimalis strukturira val6 bedllds utdn azonos iitem-

ben nd.
b) minden jovedelem a modellbe felvett agazatokbdl szarmazik.
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Természetesen a valdsagban egyik feltétel sem teljesiil, nem is kivanatos
tcljesulebc ezért a 7 soha nem érhetd el. [2]

Az A4 és a B matrix legkizismertebb formdjukban csupan a termelés anyagi
foly6 raforditasait, illetve a termeléshez sziikséges eszkozlekotést tartalmazza.

Kiegészithetd azonban az A métrix a termelés fajlagos munkaerdsziikségle-
tét t‘u‘talm(uo sorokkal, a munkaerd célszer(i kategériankénti bontasaban. Fz
esetben a B matrix sorai értelemszertien a modell altal tartalmazott agazatok
munkaerdlekotését tartalmazzak, mdégpedig ugyanolyan maddon, (Lho(rv - a
lektott eszkozoket. Ha a lekotott eszkozok az eszkoz-formaban lekotott tar-
sadalmi munkat jelentik, akkor a B matrix megfeleld munkaerd-sorai a munka-
erG formajaban lekotott tarsadalmi munkat tartalmazzak. Ez alatt azt a
tarsadalmi munkat kell érteni, amit a munkaerd megfelels szakképzettségének
megszerzésére a munkaba [épést megelGzien kell forditani. A két méitrix meg-
felels soraiban ilymdodon az dgazatok fajlagos munkaraforditasai, illetve mun-
kalekotései keriilnek.

Ennek kovetkeztében az A és a B matrix munkaerG-oszlopaiba értelem-
szerlien az egységnyi megfelels kategoriaji munkacrd Gjratermeléséhez sziik-
séges | folyd raforditasok” | illetve | eszkizlekotés™ kell, hogy keriiljon.

E folyd raforditasok, illetve eszkozlekotés mibenlétének meghatiarozisa
azonban egviltalin nem problémamentes.

2. A fajlagos fogyasztas problémaja

Mar korabban, tobb javaslat hangzott el (tobbek kozott e dolgozat szerzije
részeérdl is [5]: A munkaers ajratermeléséhez sziikséees folyd raforditiasok a
fogyasztisban dltenek testet; szerepeljen tehat az A matrix megfeleld oszlopai-
ban a fogyvasztis. A munkaerd Gjratermeléséhen lekotott (h/k()/()]\(t viszont
az oktatdshan és egészsée ciigyben lekotott eszkozok jelentik, szerepeljenek tehat
a B matrix megfeleld ()M,In,ntllum ezek.

Amig modelljeinkben  egyetlen egységes munkaerGt  szerepeltetiink, ez
viszonylag egyszertien megoldhato

e
LT \m 0] | Xy, h o T

1tt az f fogvasztasi vektor a lakossdg munkacgyséere jutd atlagos fogyasztasiat
jelenti a ve ktor elemei altal megadott termdé tkekbl és .\/,nlg(llt.LLahnl\lml, mig L a
munkacgyséore juté azokat az eszkozoket, amelyeket a munkaerd ajraterme-
1ését szoleald szektorban kotottek le.

(Mar itt is felmeriil azonban az a kérdés, hogy mit tekintsiink a munkaero
ajratermelésében lekotott eszkoznek? Csak az oktatdasban lekotott eszkozeiket:
vegyiik hozzi az cgészséoiioyben lekototteket vagy éppen a lakdépiileteket is,
a kommundlis ellatdst szolgdlé berendezéseket is?) Kz azonban még csak a
konnyebbik része a dolognak, ¢és adott esetben a szamitias céljanak meg-
felelGen eldonthetd.

A probléma ott kezddGdik, amikor nem egyetlen, egységes munkaeri-felhasz-
nalassal szamolunk, hanem a munkaerét kategoridkra bontjuk.

Kézenfekvi a fogyasztist is annyi réteg fogyasztasira bontani, ahany
munkaerdkategoriat alkalmazunk, és ezek fogyasztasat az A matrix utolsé



A MUNKAERO TARSADALMI UJRATERMELESENEK TERVEZESEHEZ 191

oszlopaiként beilleszteni. A B matrix munkaerd-soraiba a munkaerdtipuson-
ként lekotott fajlagos tdrsadalmi munka (,szellemi beruhazas”) keriil, a B
matrix urolsé oszlopaiba pedig a tipusonként megkiilonboztetett munkaerd-
Gjratermelési szektorokban lekotott eszkozok keriilnének.

Ez esetben ha m munkaerd-kategériat és n ,,termelési’” dgazatot tiintetiink
fel. akkor

x = A*x + 1 B*x

ahol

z
:(

Ty )

o) [A; A;‘} sl (B;" B}
Ay A3 B3 B}

733

x, n elem@ vektor, a , termelé” dgazatok outputja
xy melemi vektor, az ezekhez sziikséges munkaerd
* nxm-es matrix az AKM ismert t(-cllnologml matrixa
* p o om-es matrix az egységnyi munkaerd Gjratermelésére juté fogyasz-
tas koefficienseinek matrixa, termelési dgazatok és szakképzettség szerint
bontva
A m xn-es matrix a termékek egységének termeléséhez felhasznalt munka-
erG koefficienseinek matrixa, n kategdria szerinti bontasban
A¥ mxn-es matrix, a fogyasztdsi szolgaltatdsokban felhasznalt eleven
munka koefficienseinek matrixa.
B¥ nxn-es mitrix, a termelés eszkozlekotési koefficienseinek matrixa
B¥ nxm-es matrix, a munkaerd-tjratermelés eszkozlekitési koefficienseinek
matrixa
B¥ m X n-es matrix, a termelds munkaerdlekitési matrixa
B* mxm-cs matrix, a munkaeré-tjratermelési szektorok munkaerdlekotési
matrixa.
A rendszer egy megoldisat

fogja jelolni

Kz a matrixegyenlet megoldhaté [2], esupan (a statisztikai nehézségekrdl
itt nem beszélve) el kell donteni, hogy kozgazdasigilag mit helyes az egyes
elemek szamszerd értékeként felvenni. Bs itt nehézs séoekbe iitkoziink.

A legnehezebb problémat az A* elemeinek 1]1(’”1]:11;11‘()7:’1\‘:1 jelenti. Fogyasz-
tdsa ugyanis nem valamilyen meghatirozott kategéridju munkaerdnek van,
mint egyednek. A h)g‘\"ts/‘tam eoység a csalad. A kiilonbozs kategoriaju keres6k
jovedelmei a esalddban esalddi jovedelemmdé tevédnek Ossze, és a esaladi jove-
delem hatdrozza meg (egyéb itt nem vizsgilt tényezikkel egyiitt) a csalad
fogyasztasat.

3. Kereset és csaladi jovedelem
Kiilonb6z6 munkaerdkategoriaba tartozok meghatarozott valdszintséggel

lépnek egymassal életkozosségre és alapitanak csaladot.
Jeloljiikk £;-val annak valésziniiségét, hogy egy @ kategoriaja (aktiv) keresd
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egy j kategoriaja keretével életkozosségre 1ép. Az igy adddo életkozosségi
lehetGségek a kovetkezd tablazatban dbrazolhatok:

1 2 m
1 kg keyy ! Eym
KLY W S
2 ky kg | . Ko
i
|
m Km Ky K mm

A tablazat atléjaban annak valészinfisége szerepel, hogy egy meghatdrozott
kategdridju keress sajat kategoriajabol vilaszt élettarsat vagy egydltalin nem

valaszt.
Igy egy meghatdrozott i — h kategéridji keresGre!

o
2 kyj= 1.
i

Legyen az i kategériaji keresGk szama N, és dtlagkeresetiik b;.
A & kategéridja keresSknek a kiilonbozdé tipust csaladokban kialakuls egy
fére jut6 dtlagkeresete:
Npby+ 2Nk by
i#h LA

Eh == - i e B :"*""’ 5
Nh +2/ Ni/fih
i#h

Ahhoz, hogy ebbdl az egy keresére jutod dtlagkeresetbdl egy csaladtagra juto
csalddi dtlagjovedelemhez jussunk, ezt még el kell osztanunk az egy keresdre
juté csalddtagok dtlagos szdmdaval, és meg kell szoroznunk az egy keresire
juté kereseten feliili jovedelmek ardnydval.

ou__ Ont
bY = - !'.,_L"
Cn
ahol
l, a kereseten feliili jovedelmek és a kereset Osszegének ardnya a keresethez

képest
¢y az egy keresOre jutd dsszes csalddtagok ardnya

LE madtrix elemeinek alakuldsa a tdrsadalmi dtrétegez6dés szempontjibol érdekes
szociologiai eredményekre vezethet onmagdban is.
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41 A fajlagos fogyasztas meghatarozasa

Az egy fére jutd jovedelem kiszdmitdsa utdn mdr megbecsiilheté a hozza
tartozé fogyasztds a haztartdsstatisztika segitségével. Az alacsonyabb jove-
delcmlmt(‘gomal)a tartozék fogyasztasa a sajat héztartdsstatisztikdbol hatdroz-
haté meg olymédon, hogy feltessziik: jovébeni magasabb jovedelmiik olyan
f()“‘VdS/tdﬂI struktarat valt ki, mint amilyennel a ]Ll(‘]l])ell magasabb jovedelmi
!mtwrouakba, tartozok rendelkeznek. A magasabb jove edelmiick jovébeni
f()rrv(ls/tas arol feltehetjiik, hogy a gazdas: wllag fejlettebb orszagok megfteleld
]b](‘)ll(“"l fogyasztisi struktumjdhoa kozeldllé lesz a fogy (LS/tdsul\

Az egy fore jutd jovedelem fiiggvényeként tehat meghatérozhaté az egy
f6re jut(’) fogyasztas kategorianként, legyen az f (bf) és hogy megkaphuk az 4*
matrix A kategéridjahoz tartozo i()gydsztasx vektort, ezt meg kell szoroznunk
az eltartott-keresd arannyval (pontosabban ennek eggyel novelt szamdaval).

“‘f nt+h = Cpf(O}) = ﬂ;}

Kzutin megoldjuk A% —— F* mellett az

1'1} = A*
Xy
egyenletet, és a belSle kapott munkaerdsziikséglettel megismételjiik az egy
keresére juto csaladi dtlagkeresetre vonatkozd szamitast

Tan bh 2 Lo k ih b

f Sl
FSEE T g i

Lap + 2/ m)(l‘fh

5 AB*(“‘

Ty

Ty

majd ebbdl
* < ft
a.,rH Wi /h
A szamitdssorozatot addig ismételjitk, mig az r-edik iterdciéban kapott jove-
delemértékek eltérése az el6zG sorozatban kapottaktél kisebb nem lesz egy
meghatarozott kiiszobszamnal.
,
bi
7
t

<e (I="12,55..'m)

5. Kereseti aranyok

A b; kereseti ardnyokat az eddigiekben kiviilrdl, ha tgy tetszik, gazdasig-
politikailag meghatdrozottnak vettiik. Ennek van j6 és rossz oldala. Elénye,
hogy megmutatja egy adott bérpolitika (keresetpolitika) fogyasztési konzek-
vencidit. Ez a modell maga azonban nem ad tdmpontot a bérpolitika kialaki-

tdsdhoz. A modell dudlisinak [p = p A* 4 ApB* ahol p = {p ¥
Y2

]) megoldasa
ngyanis semmiképpen sem ad bérardnyokat.

Kétségtelen ugyan, hogy a modell megolddsa amellett, hogy becslést ad a
fogyasztds varhaté alakuldsardl, egytttal a p, elemei révén hasznos informiciét
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szolgaltat arrdl is, hogy végsé soron mibe keriill a népgazdasignak a csaldd-
struktira transzformécidjan keresztiil a szamitott munkaerdstruktira fenn-
tartdsa — adott fogyasztaspolitika, illetve inkdbb a varhaté fogyasztdsi szoka-
sok mellett. A p, azonban nem kereseti vagy bérar anyokat ad.

Van azonban egy masik megoldds is az A4* utols6 m szamu vektoranak kezelé-
sére. Nevezetesen tekintsiik ezeket a kiilonboz6 szakképzettségi szakembereket
létrehozd dgazatok rdaforditdsi vektorainak, azaz, az n -+ h -adik oszlop azt
mondja meg, hogy a h -adik kategéridji munkaerd egységének létrehozasdhoz
milyen tars adalmi réforditdsai vannak a h -adik szakképzési szektornak. Itt
a h -adik szektort gy kell érteni, amely magdban foglalja az oktatdsi (szak-
képzési) rendszernek nemesak a £ -adik tipust szakembert kibocesaté fokozatat,
hanem az oktatdsi rendszer mindazon fokozatait, amelyeken keresztiil kell
menni a A -adikig valé eljutasig.

Az ily médon felfogott modell dudlisanak megoldisa tampontul szolgdlhat
a béraranyok becsléséhez.

p =P A*¥* + Lp B**,

ahol = it
pr*

Ayt — K a | kiképzés” tarsadalmi raforditdsait tartalmazza
pi* = a termdékek termelési dra
p¥* — a munkaerd | termelési ara

ds az elsé modellben szereplG bi-kre
. * ok
b=l 1%,

ahol /; bérpolitikai paramdter.

Az r-edik iterdcié végén igy kapott a, megadja a sziikséges munkaerd-
struktarat. Ha D az 6sszes munkaerdforrds, akkor ebbdl a tényleges termelési
szinteket (volumenben)

D e :
¥ = —— x* ad ja

7 ¥k

G

és a h-adik kategdriaji munkaerdsziikséglet

PUSATRE A"
(04 92 g Xop -
“ H =
ey
A fogyasztias pedig
f= Apa

Az elmondottakbol egyértelmien kovetkezik, hogy a két modellben kiilon
bozik a B, tartalma is. Az els6 modellben B¥-ban symnp(lnck az 0sszes ugy-
nevezett lakossigi beruhdzdsok, mig a B¥*- ban csupan a munkaerd termelési
szektordnak eszkozlekotései. A két i()gwlnn kor kozott persze igen sok atfedés
van, a B¥* azonban a gyakorlati céloknak megfelelGen levialaszthaté B3-hol.
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6. A szakembersziikséglet kielégitése az oktatasi rendszeren keresztiil

Amennyiben a szdmitdsok 7' tervezési periddusra vonatkoznak, az af adja
a tervezési periédus végére virhaté szakembersziikségletet, m kategéridra
bontva.

Nevezziik ezt a tovabbiakban sp-nek.

Legyen s, = (851, 8o - - -» Som), & bazisévben rendelkezésre 4ll6 munkaerd.
Vegyiik ennek életkor szerinti bontdsat. (s§,) A A kategériaju és k életkort
munkaer§ szamat jeloljiik s&,,-val (£ = 15,16 ...)

a __ o
Son = (Son13 Sonter+ - +) -

Legyen tovabba g, a h-adik kategdria Osszetett gazdasigi tovabbélési valo-
szin(iségét korbontasban tartalmazo vektor:

l
hk+T
Gnie = Whk+T
"h,k
ahol {, ;. a demografiai tovabbélési rend a 2 kategériaja és & kort emberekre

vonatkozoan,
Wy epr @ gazdasdgl aktivitasi atmutato a bazisévben meglevd A kategériaja
és a bazisévben £ életkora dolgozdkra vonatkozdan.
Képezzitk az s§, vektorokbdl az

s 0 0

Sy,=]0 5, O matrixot.
0.0 SHe
Hasonloképpen a g, = (515, ig - - -) vektorokbdl (ahol 15 év a munkaképes
dletkor alsé hatara) a ¢ matrixot.
gy 0% 0
G=|0"g5... 0O
[0 LR e Sy

'8, = &) = (5>

,
sy diagonalis matrix, amelynek diagondlis elemeibdl képezziik az sg ,,tovabb-
éltetett” bazisévbeli munkaerd-létszamot tartalmazé vektort. Azaz sp adja
meg azt a létszamot, amely a tervezdési iddszak végén rendelkezésre fn(r allni
a bazisévben meglevs m kiilonhizs tipusi munkaerdhél.

sp—sp = 8% az a szakembersziikséglet, amelyet a 7' iddszak alatt ki kell
képezni.

Abréizoljuk a szakembersziikségletet megfelel§ struktaraban kielégits okta-
tisi rendszert egy olyan O = [o;;] matrix-szal, amelynek o,; eleme annak valo-
szintiségét adja meg, hogy — (\«rwk oktatdsi évrdl a mdsikra — milyen valé-
szinfiséggel keriilnek a tanuldk a rendszer i-edik helyérdl a j-edikre.

Az O matrix harom részhdl all. Az elsé rész (X) az oktatdsi rendszeren beliili
belsd mozgasokat irja le, a masodik rész (V) az oktatdsi rendszernek a munka-
erG-csatornakba  vald kiboesatasait, mic a harmadik (Z) a gazdasigilag inak-
tivva valas (mortalitds, haztartdsba vald visszavonulds) aranyait tartalmazza.

0'= (X X"Z)
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Az O egyes elemei (bukas, lemorzsolodas, egy adott 151{()lat1pubon beliil egyik
osztalybol a kivetkezdbe valé atkeriilés, mortalitds, és bizonyos mér tékig a
haztartdsba valé visszavonulds) a gazdasagi tarsadalmi fejlédés adott szintjén
és az oktatds adott szinvonala mellett statisztikailag adottnak tekinthetdk.
Dontési valtozok viszont az alacsonyabb iskolai fokozatbdél magasabb foko-
zatha valé dtmenet, a tovabbtanulds ardanyai.

Jelentse wy ;4 az l-edik iskolatipusban tanulok tovabbtanuldsi ardnyat a
L-adik lhk()[d,tl])lh})dn 1({) az l-edik iskolatipus utolsé osztalyat, j(k) a fe-adik
iskolatipus elsG osztalyat.

1l
B Viay, jooy Sk 2 7../ P Vick), jin) St

P00 =
1y, juosk 87+ 7,/In. ik, ,(/,,)v*»,,1 n 7_,,:,,, 0, j(hz)éh,

ahol

1y az az arany. amelyben k-adik Nk()l(btlpus kielégiti o k-adik szak
embersziikségletet
iy, o 8% az arany, amelyben k-adik iskolatipus elsé osztdlydnak hallgatoi
kozott az [-edik iskolatipusban végzett tanuldk szerepelnek
sf az s h-adik eleme ¢és
h, végigmegy mindazokon az iskolatipusokon, amelyek felé a £ iskola-
tipusnak elagazisa van
hy pedig azokon, amelyek felé az [ iskolatipushol k-n kiviil fGirany
vezet
i a tervezési idGszakban az iskolarendszerbdl kibocesitott £ kategdriaja
munkaerd atlagos osszetett gazdasigi tovabbélési valdszinfisége o
terviddszak végéig.
iz a megoldds akkor igaz, ha az egymdst kovets fiatal korosztalyokbol a
tovabbtanuldsi aranyok valtozatlanok. Ha azonban gazdasigi fejlédés
képzettségi szinvonal emelkedésél ieényli, csGsz6 tervezdéssel kombindlva az
cljards elég jo kozelitést ad.

154

I dolgozat®kisérletet tesz a tarsadalmi Gjratermelési folyamat huméan oldal-
rol valo rnwlonalnmmsa a. Nyilvinvalo, hogy ez csak egyik kozelitése a prob-
lémdnak és mas fajtdk is lehetségesek. Széles korben ismert pl. RicHarp
StoNE prognosztikai jellegli és JuAN BENARD tervezési modellje. Kz utébbi-
nak rokonsdgit az itt leirtakkal még fokozza, hogy a francia tervezésben valo
felhasznaldsra késziilt, és nagyon erdsen hangstlyozza az oktatds szerepdt.
Mi viszont a magvar tervezési tapasztalatokat vettiik figyelembe, és annak
igényeit szeretnénk kielégiteni. Részben ebbdl kovetkeznek az eltérések is
(mds az oktatds, a jovedelem, a fogyasztds megkozelitése és ebbdl kovetkezdben
kozgazdasigilag a termelésé is).

Elgondolasaink véazlatosnak tiinhetnek — és bizonyos tekintetben azok is.
Szamos kozgazdasagi vonatkozds csak implicite van henniik — kiolvashatdan
vagy kikovetkeztethetGen. Egyes részproblémdkat, ha azokat kiilonallo kér-

* Az oktatdsi rendszer dontési paramétereit valdjaban egy iterdeios algoritmussal
hatdrozzuk meg. [6]
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déseknek tekintjiik, mélyebben kell vizsgalni. A jovedelem-atlagok szerepel-
tetése pl. éppen hogy megkivanja jovedelem-eloszlasi modellek kidolgozasét.[7]
Mindennek részletes kifejtése azonban egy cikk keretein tilmend tanulményt
igényel.

( Beérkezett: 1969. augusztus 11.)
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ON THE PLANNING OF THE SOCIAL REPRODUCTION OF LABOUR

The author employs for the planning of the pattern of labour and consumption the
closed dynamie Leotief model

(ml) (Al A._,) (a:l)“ /1(81 By (;vl
&y Aq ed ) Ny By By )\wy

where
2z, = the volume of production (in n branches);
@, = the volume of labour employed in production (broken down into m categories);

A, the technological matrix;
A,= the consumption coefficients of labour employed in production;
Ay the labour input coefficients of production;

A~ the labour input coefficients of consumer services;

Blv the matrix of assets tied up in production;

B, the matrix of assets tied up in the social reproduction of labour;
B — the matrix of labour tied up in production;

B,— the matrix of labour tied up in consumer services.

lhu relationship between consumption and labour is established with the aid of a
matrix which containg the probabilities of persons belonging to different categories of
labour living together. With the help of these, the earning are transformed into family
incomes.

In determining the earnings, the author relies on the solution of the dual of a Leontieff
model with modified contents where

A, contains only the cost of bringing into existence the labour, and

B, contains only the assets tied up in the sectors of labour u,ploductlon

The labour requirements established in this way should be satisfied by means of a
model of education planning.

K TVIAHUPOBAHUIO OBUECTBEHHOI'O BOCITPOM3BOJCTBA PABOUENM CWUJIbI

ABTOP NPHMCHSIET JHHAMHYCCKYI0 MOJICIb JICOHTLEBA K TIAHHPOBAHHK CTPYKTYPLI paboueii

CHJIBL M TOTpeDIeHIS:
ER T Az] (rl) (B, Bz) x, ]
[.vg) o (A:, Ay ) \zy Lt Bs . B; (12

3 Szigma
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20’emMbl MPOAYKLHH (B m 0TPaCJIsiX)

HCITOJIL30BAHHDBII B NPOM3BOJACTBE 00BbeM paboueii cuibl (B MOAPA3ACICHUH HA 7
KaTeropuii)

TEXHOJIOTHYCCKAsT MaTPHIA

Ko3(uImeHTsl oTPeOIICHNsT HCITOJIL30BAHHOI B TPOU3BOJICTBE paboyeii CHibi

KOS (HUHEHTBI HCITOJIL30BAHMs PACOUCHT CHIIBI B ITPOU3BOJICTBE

KOG (PHIHCHTBI HCMOBL30BAHUST PAGOUCH CHIIBI B ITPC/IOTABICHHN YCIIYT TOTPEOIICH IS
MaTpHLA HCNOJIL3YEMBIX B HPOH3BOJICTBE CPEJICTB

MATpHLA CPeCTB, HCIOJL3YEMDBIX B 001CCTBCHHOM BOCHIPON3BO/ICTBE pi]ﬁ()‘lcii CHJIbI

MaTpHuIa HCIMOJIL3YEMOil B IPOUSBOJICTBE paloucii CHibl
MaTpHua padouei CHIIbL, HCITOJIL3YEMOI B IIPCJLOCTABJICHHH Y CIYT OTpehIeHms

Baaumocssisb Mexy 1rorpetsieHuem 1 patoucii CHIIo aBTOP YCTAHABIHBACT HPH IIOMOIIH M-
TPHIBI, COACPIALIEH BEPOSTHOCTH OBITOBOTO MOJOMKCHIST PaO0uCii CHIILL PASIHYILIX KATCroOpHii,
3apatoTkn Takum 00pazom npeoipasyloTes UM B CCMCITHBIC JIOXO0/IbI.

I pu onpejeseHun 3apadoTKOB aBTop ONHPACTCs Ha JIBolcTBCHHOE perenme mojean Jleonne-
B ¢ MOJAHOHUHPOBAHHLIN COJEPHAHHCM, B KOTOPOI

A, COICPHUT JIHIL 3ATPATLL Cozjlating paGoueii Cuinl, a By, — JHUIL CPEJICTBA, HCHOJIL3Y CMBIC
B CCKTOPAX BOCHPOM3BOACTBA paboucit cuint. TTonyuaempie Taknm o0pagom morpedHoCcTH B
paboueii cHiie yJ0BJICTBOPSIIOTCS MOJICABLIO IWIAHHPOBAHHS 00YUCHHSI.
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Kvadratikus programozas kvazikonvex célfiiggvénnyel

Gazdasagi optimdldsi problémak gyakran nem modellezhetSk valésdghtien
linedris programozasi feladatként, de megfogalmazhaték oly madon, hogy a
korlitozo feltételek linedrisak legyvenck, mig a célfiiggvény nem linedris. Ennek
egvik legegyszer(ibb esete az, amikor a cdlfiiggvény kvadratikus, vagy
legaldbbis olyan tipusa fiiggvény, amely I\\(ulmtll\usml jol kozelithetd. Ig
érthets, hogy a kvadratikus programozds irdnti (l(lol\l()dos viszonylag régi
keletii és a témanak kiterjedt irodalma van. [2], [4] I, [117, [12] Ezek a
vizsgilatok, amelyek szimos hatékony algoritmust m(.‘(lm(..nyezt(,l\, megegyez-
telk abban, hogy feltételezték a minimdlandd célfiiggvény konvexitasit. K cikk-
bhen megmutatjuk, hogy a kordabban kidolgozott mddszerek egyike, dspedig
I'rank és WoLre [6] mddszere, alkalmazhaté abban az esetben is, ha a cél-
fiiggvény nem konvex, de a viltozok nem-negativ értékére kviazikonvex.

Megjegyzends azonban, hogy ez esetben az eljirds altaliban nem vdéges,
mig a konvex kvadratikus programozisi modszerek legtobbje véges szamu
lépéshen eljut az optim('llis megoldashoz. Viszont egy példin meg fogjuk
mutatni, hogy a véges algor itmusok kiziil az egyik legismertebb, Worre [12]
madszere, az dltalunk vizsgilt esetben mar esGdot mond. K cikk 1. fejezetében
a nem-negativ ortdnsban kvizikonvex fiigevények néhiny fontos tulajdonsa-
cgaval foglalkozunk. A 2. fejezetben le n]ul\ FrANK és WoLFE algoritmusit,
ahogyan az erre a fiiggvénytipusra alkalmazhato, és }n/(mvlt]uk az eljaras
konvergencidjit. A 3. fejezet egy példat tartalmaz és az imént emlitett ellen-

példat.

1. A nem-negativ ortansban kvazikonvex kvadratikus fiiggvények

Tekintsiik a

l n n n
sas P & P P e i Y, Y A " | \ Py
(1) p(x) »—»2‘1 Cr 4 p'e = 9‘:2( xx; + P
a j=] j=1 =1l
kvadratikus fiiggvényt, ahol x = |2, ..., és
55 1 u

P |/;,, L3 .,p,,] n (*lemu w,]\tmok éC = [c /](-tw valos szimmetrikus n - n-es
mitrix. B% = {x€ E"|x >0} az n dimenziés euklideszi tér nem- negativ
ortinsiat _](,,I()h.

Ismeretes, hogy egy differencialhato y(x) fiiggvény az X < E" konvex hal-
mazon akkor és csak akkor konvexr, ha minden x', 2*> € X-re

(2) plat) — p(a®) < (@' —2%) py(et)
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op(x op(x op(x
ahol Fw(xt) = [-I-(~) ey sl —L)—] !
ox, oz, 0%y s
a p(x) figgvény 2! pontbeli gradiense.
Hasonloképpen y(x) akkor és esak akkor Evdzikonver a X halmazon, [1] ha
L, x2e X I
pat) = (e |
(2) és (3)-bol kozvetleniil lathato, hogy ha p(x) konvex, akkor egyben kvazi-
konvex is X-en.
Ha (2)-t, ill. (3)-at az (1) alatti kvadratikus fiiggvényre alkalmazzuk, némi
szamolassal a kovetkezd kritériumokat kapjuk:
A ¢(x) kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor konvexr a konvex X < K"
halmazon, ha minden «!', 2? € X-re

(4) (2" — a?) "C(x* — 2?) > 0;

= (¢! — 2?)py(al) = 0

(3)

valamint akkor és csak akkor Lvdzikonvex, ha

al, x?c X . ~
1= (at —a?) (Ox! +-p) = 0.
P(2') = p(a®)

Mir itt lithatd, hogy amig a kvadratikus fiiggvény konvexitasa csak a ¢
matrixtél fiige, addig kvizikonvexitisa a linedris rész p koefficiensvektord-
tol is.

Annak megmutatisira, hogy létezik olyan kvadratikus fiiggvény, amely
egy konvex halmazon kvizikonvex, de nem konvex, tekintsiik a kétviltozds

(5)

p(x,y) = — zy
tiggvényt K% -on. Itt
( -1
c=| "
1 0

e = 0510 ]
és nyilvan [z!, '] = [0, 0]; [22%, %] =[1, 1]-ra
2T TN i R S, N
Y
MU <N 1 o fioit

ellentétben (4)-gyel, tehit @(x, y) nem konvex F£%-on. Viszont ha ', 22 y',
Y2 > 0¢és

-zt yt = - y?
azZaz x® gyt ok gt
akkor

o S, I TR o
[xt—2a?, yl—y ][ 0 l] [‘l = zly® + 2%yl — 2 alyl >

—1 0] [yt
> 2 Valatylyt — 2yt = 2 |2y (Ja%? — [alyl) > 0,
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tehat (5) all, p(z, y) kvazikonvex £?%-on.

A kovetkezd két allitds viszonylag konnyen belathato:

a) Ha @(z) konvex E%-ban, akkor konvex A"-ben is

b) Ha g(x) kvazikonvex A"-ben, akkor konvex is £"-ben

E tételeket nem hasznéaljuk fel, ezért itt nem is bizonyitjuk, viszont moti-
valjak azt, hogy a kovetkezSkben olyan kvadratikus fiiggvényekkel foglal-
kozzunk, amelyek B -ban kvazikonvexek, de nem konvexek. Kzt késziti el
a kovetkezd tétel:

1. TETEL A ¢(x) =—a'Cx -+ p'x fiiggvény akkor és csak akkor kvizi-
P :
konvex A" -on, ha minden v € E"-re all:

(6) v’Ov/\n—_»[CU] =0
po|

/

(ahol Z azt jelenti, hogy vagy > vagy =, tehat az (n + 1) elemi [ 'v]
pv

vektornak nincs két ellentétes elGjelit komponense).

Bizonyitds: Legyen ', a* € B és q(x') > @(2?), azaz

7) @~y | 0w a0 +p |20

¢(x) pontosan akkor kvazikonvex K" -on, ha
(8) (a1 — 22 (Cat +p) 2 0.

Elégségesséy Azt bizonyitjuk, hogy ha (6) all, akkor (7) = (8). Elgszor tegyiik
fel, hogy «!, 2 > 0

a) Ha %(xl— a?)’ C(x'—a?) > 0, akkor ezt (7)-hez adva (8)-at kapjuk.

b) Ha -; (x'—2a?)" C (x'—a®) < 0, akkor (6) alkalmazisaval:

Tl o2
(9) ¢ie “]zn,
p(at — 2% |
tgy hogy C(ax!'—a?) 4 0. Tovabba (7) némi atalakitasdval
1 1 [ C' (2t — 22)
[—(fv‘ sl lJ =0.
2 1 p'(xt— a2?)

Itt az elsd tényezd egy pozitiv vektor, a masodiknak pedig van legalabb egy
0-t6] kiilonbozG komponense és nines két kiilonboz6 elGjelti komponense. De
0-t61 kiilonbozé komponensei nem lehetnek negativak, mert akkor a szorzat is

negativ lenne. Tehdt (9) esak abban a viltozatban allhat, hogy |
pl(-"" — x2) — WV
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Kzt balrél az [2V, 1] nem-negativ vektorral szorozva (8)-at kapjuk. lgv
e i = & : A > ¢ i) 24

p(x) kvazikonvex K7 belsejében, tehdt a folytonossig miatt kvazikonvex

£ -on.

Szitkségesség Azt bizonyitjuk, hogy ha van olyan v — 9°, amelyre (6) nem 4ll,

: Iy1u)! 2) 0Ly JLe D) .
akkor van olyan ', 22 € K%, amelyre (7) all, de (8) nem. Tegyiik fel tehat,
k ) i 2 gy
ogy

(10) WO < 0,

C° : PRRE SNt

de -nak van két ellenkezs elGjelti komponense.
P

Ekkor azonban van olyan (n 4 1) elemfi pozitiv

'.1/"] 14
n 1"

(]?,0'
07 f—
[1/ ’ 77] [ 7),170 I =0.

vektor hogy

5 W e be M y° & 5 5 o
Itt n > 0-val az els6 tényez6t osztva és 20 — il -t téve, valamint a tényezdk
] 7 .

sorrendjét feleserélve azt kapjuk, hogy

(11) W (Cx® 4 p)=0.
240
Emlékezve arra, hogy a — Y > 0, van egy olyan kicsiny « > 0 szdm, hogy
Ui
1
l=a% 4+ —a2? >0
2
3 ; |
és ?2=a— —a0>0.
2
f;:y oY = gt — 2
1
20 = = (@ & a?
5 )
és (10)-bal, ill. (11)-bsl
(12) a2 O = (2} — 220 (a* — 2*):< 0
1 : ;
(13) o (020 + p) = (2! — 22) —2— C(x! 4 x?) + pJ =0.

(13) szerint (7) all, de (12) l—szercsét (13)-hoz adva azt kapjuk, hog
2 »

(2t — 2?) (Cz* 4+ p) < 0,

azaz (8) nem all. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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Megjegyzés: A tétel alapjan, p = 0-t téve, konnyen belathatd, hogy ha ¢(x) =

— ; o’ Cx -+ p’x kvazikonvex K"-on, akkor a @Q(z) :é «'Cx kvadratikus
forma is az. Tovabbd azt is tudjuk, hogy ha ¢(x) nem konvex, akkor @Q(x) sem
az. Kz a megjegyzés lehetGvé teszi, hogy a tovabbi tételek bizonyitasaban
felhasznaljuk a szubdefinit matrixoknak [9]-ben részletesebben kifejtett és
bizonyitott tulajdonsigait.
. TETEL. Ha a ¢(x) = ]) x'Cx + p'x fuggvény kvazikonvex £ -on, de nem
¢
konvex, akkor a C egyiitthatéomatrixrél és a p vektorrdl a kovetkezSket
mondhatjuk:
a) 0< 0, C=£0,
h) C-nek pontosan egy (egyszeres) negativ sajatértéke van, ez a sajat-
érték domindns,
¢) a domindns sajatértékhez tartozd sajatvektornak nincsenek kiilonbozd
elGjelti komponensei,
d) p < (l
e) O¢; =0 = p, = 0. (¢; = az i-ik egységvektor)
Diz rml/zl((.s A tétel (1) b) és ¢) alatti dllitdsainak bizonyitasat [9] Theorem 1-
ben talalhatjuk.
d) Az a) allitas és (6) kovetkeztében
Wl a
B0 i = o< 0

<0, Cv==0

Mivel ez minden ¢ > O-ra all, kovetkezik p - 0.

e) Legyen e =[1,1,...,1] és v = e + fe;, B = 0. Ekkor
v'Co eCe < () [ ) , : B
(e () == > p'v = ple+ pp, < 0

v Ce <0, 20

minden 8 # O-ra. Tehat p, = 0.

A 2. Tétel e) dllitasat a kovetkezdképpen is megfogalmazhatjuk: Ha valame
Ivik x; valtozo a ¢(x) fiiggvény kvadratikus részében nem 1ép fel, akkor a fligg-
\r'(~11_\'ht n egviltalin nem Iép fel (azaz minden koefficiense 0). Az ilyen v altoz6-
kat irrelevans viltozoknak nevezziik, a tobbit relevansnak. Most mar bizo-
nvitani tudjuk o kovetkezd tételt:

5 1 % .
3. TETEL. Ha ¢(x) (e + p'x kviazikonvex K" -on, de nem konvex
D} 2

és o minden komponense relevans, akkor
zl, x* 0, 21 £ 0 " ,
(14) e , > @t) = g
(2t — 22 (Cat 4+ 9) < 0
Bizonyitas: Masutt ([9], Theorem 2) mar bizonyitottam, hogy ha g(x) eleget
tesz ¢ tétel feltételeinek, akkor minden » € K-re
(15) 0y <0 =0Cv=0

(ahol = azt jelenti, hogy > vagy <).
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1
w) Ha— (x1—2?)" C (a'—2a?) > 0, akkor ennek (—1)-szeresét az
2

(2t —a®) (Cat + p) << 0 egyenl6tlenséghez hozzdadva dtrendezés utan
p(z!) < @(2?)-t kapjuk. Tehat (14) all.
b) Ha 1/2 (x*—2a?)'C (2t — 2?) < 0, akkor (15) szerint

(16) Clal—x?) = 0
Ha most C(xz'—2?) > 0, akkor ' > 0, a! >« 0-ra tekintettel
(2t —22)'C 21 > 0.
Mésrészt (6) szerint
(@ a2 p = 0.

E kett6bol (x!—a?) (Cat + p) > 0, feltevésiinkkel ellentéthen.
Ha pedig

(17) Clx'—22) < 0
akkor (6) miatt
(18) p'(xt—a?) < 0.

(l7)—ct~;— (x! + a?)-vel megszorozva ¢s (18)-hoz adva, megfelels atrendezés
utan @(x!) << p(a®)-hez jutunk, azaz (14) ez esetben is dall. Kzzel a tételt bebi-
zonyitottuk.
Megjegyzés: A (14) implikacio, mint (2) és (3) alapjin konnyen lathatd, az
x elGjelének minden megkotése nélkiil 4ll, ha gp(z) konvex [K"-en. A tétel
valojaban azt fejezi ki, hogy az adott feltételek mellett ¢(x) pszeudokonvex
[8] az £7 — {0} halmazon (a szemipozitiv ortinsban).

A gradiens modszerek alkalmazisa szempontjabdol alapvets a 3. Tételbdl
levonhaté alabbi korollarium:
4. korollarium : Legyen X < K" konvex, g(x) elégitse ki a 3. Tétel feltételeit
Ha ¥ € X, 2% 4 0 minden « € X-re kielégiti az
(19) (™ ) (Ca* 4 p) < 0
egyenlStlenséget, akkor x* optimalis megolddsa a min {p(x) |« € X} prog
ramozasi feladatnak.

Mivel (19) azt fejezi ki, hogy ¢(x) fiiggvénynek minden, az x* ponthol
kiindulé megengedett irdny menti deriviltja ¢ pontban nem negativ, valé
jaban optimalitasi kritériumhoz jutottunk a 3. Tételben koriilirt fiiggvényekre.

2. A Frank-Wolfe-algoritmus

Tekintsiik a kovetkezd kvadratikus programozisi feladatot (QP): Keressiik a

p(z) = —i 2’ Cx + p'x

&

kvadratikus fiiggvény minimumit az
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Az + By = b
#2092 0

linearis korlatozé feltételek mellett. Itt a a célfiiggvény szempontjibil relevins,
y az irrelevins valtozok = ill. £ elemi vektora, 4 egy m - n, B egy m - k
méretli matrix, b egy m elemfi vektor. A

ai

L ={z|[4 Blz=1b, 220}
jelolés bevezetésével a feladat
QP min {¢(x) |z € L}

alakban is irbatd. (L-et megengedett halmaznak nevezziik)

(Tovébbiakban az azonos jelzéssel vagy fels§ indexszel ellitott z, ». y
vektorok osszetartoznak, pl. z9 »° a 20 részvektorai.)

Mint mar emlitettiik, szdmos mddszer, éspedig az aldbbindl hatékonyabh
médszerek is rendelkezésre dllnak a QP feladat megoldédsara, ha ¢(x) konvex.
Ezért o tovabbiakban a nem konvex esetre szoritkozhatunk. A kovetkezd
feltevésekkel éliink:

A.  g(x) kvazikonvex K, -on, de nem konvex.

B. L korlatos.!

A FranNk —Worre-algoritmus lényegében abbdl all, hogy kiindulva cgy
megengedett béazismegoldasbél, olyanbdl, amelynek « részvektora nem 0,
felvaltva egy linedris programozisi feladatot és egy egyvaltozds kvadratikus
szélsGértékfeladatot oldunk meg. Az LP feladat célfiiggvény koefficienseit
mindig ¢(x)-nek az el6zd kvadratikus feladatot megoldé pontban vett gradiense
B/()l(fﬁl.ltu.t]d, azaz a p(x) célfiigevényt e pontban vett linedris kzelitésével
helyettesitjiik. Az egyvialtozés kvadratikus feladat megoldasakor a ¢(x) cél-
fliggvényt minimdljuk egy egyenes szakasz mentén, (uncly az el6z6 LP feladat
megoldasdnak megfelel csticspontot és az el6zd kvadratikus feladatot meg-
oldé pontot koti ossze.

Az algoritmus részleles letrdsa
L. fazis. Kvindulo megoldds keresése
Oldjuk meg a kovetkezG linedris programozisi feladatot
LP(0): min {— ¢’z |z € L}. (A [ A el i

a) Ha min (—e'x) = 0, 4llj ! Minden megengedett megoldas optimalis, ¢(x) =
= 0 célfiiggvény-értékkel.

b) Ha min (—e'z) < 0, legyen egy optimalis bazis-megoldds 2 — [2", ¢
Tegyiik 2! = 20 és térjiink 4t a 2. fazisra.

7]

2. fazis. r-ik iterdcio

1. lépés: Legyen r = 1 és oldjuk meg a kovetkez§ linedris programozisi
feladatot

' Ez a feltétel regularizalassal [5] mindig teljesithetd.
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LP{r) s min {&'(Ca’ + p) |z €L}

Egyv optimalis bazismegoldast jeloljon
2 = &, §"]
@) Ha
of = (2" — &")(Cx" + p) = 0
allj I 2" optimdlis megoldis.

b) Ha o« > 0, attériink a 2. lépdsre

lépeés :
) Ha
BT = (& — a)(C + p) < 0
legyen
~r 41 or
h) Ha p" > 0, legyen
gl iy - (" 2" 4 B 2")
+ pr

Tegviik » helyébe r 4 1-et és térjiink vissza az 1. 1épésre.

Az algoritmus konvergencidjdanal: bizonyildsa

A bizonyitis tobb lépéshol all. Bebizonyitjuk, hogy az algoritmusban
szerepls LP (r) feladatoknak van optimdlis megolddsa (1°) és hogy az adott
megallasi szabialyok helyesek (2°, 5%). Megmutatjuk tovibbd, hogy a 2" sorozat
megengedett pontokbdl all (3°), dey hogy @ -« 0 (4°) és ¢(a) szigorian mono-
ton esokken (6°). Végiil bebizonyitjuk, hogy 2" minimumhely [27, 2" ]-en (79)
és hogy az eljaras konvergens (89).

10 A QP feladattal kapesolatban tett B) feltevés miatt az LP(r),
r=0,1, 2, ... feladatoknak van optimilis bazismegolddsa.

2% Ha min (- ¢'x) — 0, akkor minden megengedett z-nek az x részvektora 0.
Tehat ¢(x) = 0 minden megengedett ponthan. Kzzel igazoltuk az 1. fhzis
@) esetének megillisi szabdlyit. Ellenkezs esetben (b) eset) olyan z' — 20
kiindulé megoldashoz jutottunk, amelyben a! — &0 .~ 0.

3% Konnyen belathatjuk, hogy a z', 2%, ... sorozat megengedett pontokhal
all. Abbol ugyanis, hogy " optimilis megolddsa LP(r)-nek, kovetkezik, hogy
%" - 0, minden r-re. z! 20 €L és 2 2 00 2T is megengedettek. Tegyiik
fel, hogy 2" € L, ekkor z't! is az, mert ha a 2. fizis 2. I¢ ‘pés ) esete szerint
k('\p("/tiik akkor Z'H — 2 € L, ha pedig a b) eset szerint képeztiik, akkor

> 0, 7 > 0, tehat a1 €[, 2] © L. Igy teljes indukeiéval beldttuk, hogy
az .Ll(rnntmus egy megen w(\d(-tt p()ntsmn/atnt generil.

19 Bebizony ltJllI\ tovftl)lm, hogy #" 52 0, r = 1, 2, ... Léttuk, hogy x! 5« 0.
'l'ogyiik fel, hogy 25 -4 0. Ekkor 25 - U bol k(ivotk(-',n('l\' of = ¥ (0 2° 4 p) >
> 0. De mivel C <20 és p <0 ( ‘étel), of < 0, tehdt of = 0. Ekkor z5t!

képzésére az 1. lépés a) szabilya sxumt nem keriil sor. Tehdt ha 2*+l-et
egyaltalin képezziik, akkor & -~ 0, és mivel z5+1 € [25, 28], tehdt a5+! = (.

Vi

lgv teljes indukciéval belittuk, hogy " = 0, r 1. 28



KVADRATIKUS PROGRAMOZAS KVAZIKONVEX CELFUGGVENNYEL 207

5% Tegyiik most fel, hogy
o' = (o — @D)(C 2F +p) =0
Mivel 2" optimdlis megoldasa LP(r)-nek

(@ —2)(Ca" +p) <0 minden z € L-re.
kettd osszegébdl. :

(ar — 2)(C 2" 4+ p) < 0 minden 2z € L-re.

libbol — tekintve, hogy @ minden komponense relevans és hogy a'5= 0,
— a 4. korollirium alkalmazisival adddik, hogy 2" optimalis megolddsa () P-
nek. Bzzel igazoltuk a 2. fizis 1. 1épés @) megallasi szabélyit.

Eddigi megallapitas: unk w osszefoglalva: az algoritmus vagy véges szdmi
lépéshen eljut az optimdlis l]l(’tf()l(ld,\h()/ vagy egy végtelen metrcngcdctt pont-
sorozatot allit eld, amelynek mmden 2 tagjira d;ll. a:’ £ 0, és a" > 0.

69 Most bebizonyitjuk, hogy e pontsorozaton haladva a célfiiggvény értéke
szigortian monoton csokken. Ugyanis, ha 2" -et a 2. 1épés a) szabalya szerint
képeztiik, akkor (némi szamoldssal)

glan) — (et = gla) — (@) =; (@ — ) >0
mivel a" > 0, 7 << 0. Ha pedig b) smbz’tlyt alkalmaztuk, akkor
v, G
@(x") — (') = p(x') — @ — >
p(a’) — @(x™) = g(a') - @ 2 4 )

mivel o > 0, p" = 0. Tehat mindkét esetben

(20) p(a) > plar+)
azaz a 2 sorozaton g(x') szigortian monoton csokken.

7% Tovabba bebizonyitjuk, hogy z'*1 minimumhelye a ¢(z) fiiggvénynek,
v |27, 2" szakaszon, Tekintsiik ugyanis az egyviltozos

p(2) = @[22" + (1 — 2) 27] 1
fiigevényt. Ekkor, némi sziamoldassal:
W g
d2
(l 1/) r r
= + .
i
! - dy . 1 ,
Mivel o > 0, ha g <2 0, akkor —- < 0 a [0, 1] szakaszon. Tehat minimumat

v

a =1, z=2 = 2't1 helyen veszi fel. (2. 16pés a) eset.) Ha viszont f" >

d*y dy
akkor *‘g' = 0, igy p(4) a minimumdt ott veszi fel, ahol —- 3 P eltiinik, azaz a
g .
A= —, z = 2't! helyen. Mindkét esetben

o |- ﬂrv
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(21) p (") < p(x), ha z €[2", 27]

80 Kovetkezik annak bizonyitdsa,> hogy az algoritmus el8allit egy, az opti-
mélis megolddshoz konvergilé pontsorozatot. Tekintve, hogy L korlatos,
p(x) alulrdl korldtos L-en, tehit a monoton esokkend g(x") sorozatnak van véges
hatarértéke. Legyen

o= lim ¢(z’) .

r—>ow

Ekkor azonban a {2} sorozatnak van konvergens részsorozata (ennek index-

halmazat jelolje R), Ggy, hogy

Z—ZClL, ha r €R, r— oo
s p(Z) = o

~

3ebizonyitjuk, hogy w a célfiiggvény minimuma és Z egy optimdlis meg-
oldds. E célbdl valasszunk ki R-b6l egy olyan R részhalmazt, hogy

#,—7Z, ha r € R és 2" =2 minden r € R-re.
llyen R részhalmaz létezik, mivel L cstcspontjainak sziama véges, tehat
legalabb egyikiik a 27 sorozatban végtelen sokszor ismétlédik. Egy ilyet jelol-
tiink z-vel. y
Kovetkezésképp = optimdlis megoldisa minden LP(r)-nek, ha r € R, azaz

(x—2z)(Cx" + p) > 0, minden r € R, z € L-re,

és ha - %:

(22) (x—2z)'(CZ + p) = 0, minden z € L-re.
Legyen most s, 1 € R és s > r. Ekkor (20) miatt

(23) pla®) < plartt) < g(a)

és (21) miatt

(24) pett) <elAz + (1 — 2], ha 0AL L

(23) és (24)-bol:

P[AF + (1-2) 2] = p(a*), ha 0 A<,

¢s gy
@Az 4 (1 — A '] — @(x") _ p@°) — p() fs 48 7 et
3 = : ] > AU

Ha most r és s tart a 4 oco-hez, akkor a” és x° tart ¥-hez, tehat

p[2% 4 (1 —HT] — ¢(F) >0, ha 0<A<1.
? , <

2Vi. [3)



KVADRATIKUS PROGRAMOZAS KVAZIKONVEX CELFUGGVENNYEL 209

A — 0 hataratmenettel
(25) @ —®)'pg(@) = @ — ) (CF + p) = 0
(22) és (25)-bdl
(x —Z)(CZ +p) =0 minden z € L-re.

Tehat a 4. korollirium értelmében ¥ optimalis megolddsa @P-nek, hacsak
¥ -« 0. Bz a feltétel azonban fennill, hiszen

(@) < p(z') < 0.

3. Két példa
Példa Frank és WOLFE mdodszerére
Miniméaljuk a
Py, Ty, X5) = — é[(xl)2 + 4, 2y + 142, 2] — 502,
fiiggvényt a kovetkezd feltételek mellett
2z) + x5 + 23 < 16
Ty + 25 < 12
Xpy Loy 0= 0

A célfiiggvény nyilvan nem konvex, de az 1. tételt alkalmazva beldthato,
hogy z,, €,, @3 > 0-ra kvazikonvex. Irrelevéns valtozot nem tartalmaz. A meg-
engedett halmaz korlitos és igy a FRANK —WoLFE algoritmus alkalmazhato.
Az eljaras egyes lépéseiben kapott megoldasokat az alabbi tablazat tartalmazza.:

r Ty z, Ty \ % l Zy 8, ‘ o B ' @(z)
|
M R s ‘ A2
0 ol £511 [N T 19 0 Gl ) i
1 2 | 12 o | 8 0 0 | 408 —156 150
2 8 0 0 5 0 6 162 81 432
3 6 0 4 s | o 0 0 o 486
| | |

Kz esethen tehdt az eljards véges szamu lépéshben eljutott az optimalis [6, 0, 4]
megoldéashoz.
EBllenpélda WOLFE mddszeréhez

Wouwre [12] véges algoritmust adott a konvex kvadratikus programozisi
feladat megoldaséra. Ez azon alapszik, hogy az

Az = b

Cx+ Au+p >0
x>0, u elGjelben nem korlatozott
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feltételekkel meghatdrozott poliédrikus halmaz olyan csespontjai, amelyek
kielégitik az
2Coe+ px -+ bu=20

komplementaritasi feltételt, egvben megoldisai a
min lp(x) = —a'Ca + p'x | Ax = b, x > 0! programozisi feladatnak is. Kzért
. , =

mesterséges viltozok bevezetésével és a bazisba vald belépds szabalyainak
olyan korlitozasiaval, amely a komplementaritisi feltétel allandé kielégitését
biztositja, szimplex maodszerrel megolja a feladatot. Ugyanezek o Kunn
Tuerur-feltételek szitkségesek és elégségesek az £"-on kvazikonvex kvadrati-
kus fiiggvény minimildasara is (lasd [1] 1. tétel), ha az @ — 0 pontot kizdrjuk.
Ennek ellenére Wolfe madszere a kvazikonvex esethen nem biztositja e feladat
megoldasat. A tovabbiakban a madszert ismertnek tételezziik fel, az eredeti
publikaciobol vessziik a jelolésmodot és a jrovid format” alkalmazzuk.? Az
ellenpélda az elébbi példatol csak abban kiilonbozik, hogy a célfiiggvény
linearis tagjat elhagyjuk ¢és a korlitozo feltételekben egyenldséeet irunk eld.
Az igy keletkezd

8

. 1 . .
min { — — [(2,)2+ 42,0, + 142,25 ] | 20,425+ 234 16; 254225 = 12;2,2,,05 = (ll
2
feladat optimalis megoldasa [5, 0, 6] és a célfiiggvény minimuma (—222,5).
Az induld tablazat:

‘ |
i | DY, l
bizis brtéke | Xy X, Xg Vi Yi's W Zy %y Ty ‘ u o u, Wy W,
I | [
W 16 2 1 1
Wi 12 O Ty %2 1
\ ‘ . ‘
NG
zp |0 | =l =2 =7 | ==l I 2 0
%5 ‘ 0| —2 0 0 -1 1 Ie, )
zg | ] -7 0 0 -1 1 1 2
|
| | {
|
- bv. | |
bazis I értéke | X, X Xy vy v Vs | % % 7 | u
| | | |
| | |
% 2 B ok a=yaed !
X 12 NG RN AR 1
\ |
Zy 26 0 0 —172 | —1 L 2 0
z, | 4 0 Ot i 1 1 11
2, 14 0 0 —172 | I L4 18
|

4 Bzt lehet6vé teszi, hogy példinkban p = 0.
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Itt u, és u, elGjelben nem korlatozott Lagrange-szorzok, w, és w, pedig mester-
séges valtozok. Ezeket o, és x, vi altozokkal feleserélve a ]\()VCt]\LA() megenge-
dett tablat kapjuk:
A két utolsé oszlopot, mint feleslegest elhagytuk és igy fogunk tenni a tovabbi-
akban az u,, u, c]o]elb(,n nem korlitozott (l)a/ls) valtozoknak megfeleld sorok-
kal és oszlopokkal is. Most ugyanis (2, + 2z, + z,)-at minimaljuk és e célbél z,
ill. z, helyett u, és u, lesznek a bazisvaltozok. fgv a kivetkezs téblazathoz
jutunk:

bézis k‘:l!l)gl.((‘ ' X5l X X5 Vi Va ¥ { 7 z 2y
f
X 2 | 1 1] 1/2 |
X, 12 U] 1 2 | ) O
13 1 1
( ) i} 9 = —
Zs 19 SR L 5 2 I B 2 1
‘ 13 1 1
o | il ol
19 i 0o 0 1 } 3 2 1 9 3 0
|

Itt v, a WoLrge-algoritmus szabdlya szerint nem vonhaté be a bazisba, mivel
o bazisvaltozo, a tobln villtozé bevondsa pedig vagy a >'z; célfiiggvény nove-
kedéséhez vagy meg nem engedett megoldishoz vezetne. Az algoritmus tehdt
megdll, miel6tt »'z; = 0-t, ‘illetdleg az optimdlis megoldist elértiik volna.
Az utolsé tablazatban szerepld [2, 12, 0] megoldashoz tartozé fiiggvény-
érték: (—50).

( Beérkezett: 1969. auguszius 5.)
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QUADRATIC PROGRAMMING WITH QUASICONVEX OBJECTIVE FUNCTION

The linearly constrained quadratic programming problem can be solved by the method
of Fraxk and WoLFE not only if the objective function is convex but also if it is only
(quasiconvex in the nonnegative orthant.

In the proof of the convergence of the algorithm (Chap. 2) some properties of the mentio-
ned class of functions ‘ind application, these properties are also discussed here at first
(Chap. 1). An example illustrates the application of the method and an other shows that
Worre’s quadratic simplex method is inappropriate for this kind of problems. (Chap. 3.)

KBAJIPATUUHOE [TPOI'PAMMMPOBAHUE [TPKM TIOMOIM KBA3UBbBIITYKJION
LEJIEBON ®YHKIIMH

3ajava KBaApaTHUHOTO NPrpamMMHPOBAHNS € JMHEHHBIMH YCIIOBHAMH KAaK OrpAHHYCHHSIMH
MoyKeT Opllb penieHa merogom Mpabka n Bosb(e HE TOJLKO B CJydae BbHIYKJIOH LeeBoii
PYHKIHH, HO H CCJIH 1eJeBast (PYHICUHS sIBJISICTCH KBA3UBBITYKJIOH B HEOTPHIATEIILHOM OPTC.

YroObl JI0KA3aTh KOHBEPIEHIHIO asiropuTma (ri1asa 2), aprop HCIOJIL3YET HEKOTOPBIC CHICIH-
(PHUECKHE YEPTBl PACCMATPHBAEMOrO KJAcCa (PYHIIHI, H3JIAIAEMBIC TAIOKE BICPBbIC B JAHHOH
crarpe (rnasa 1). [pumeHenue MeToja npejicTaBisieTcsr Ha NPUMEPE, Ha JPYTOM HKE NpuMepe
NOKAZBIBACTCST, UTO METOJ| KB[PATHIHOI0 CHMILICKCHOTO NPOrpaMmupoBanust BoJbje Hernpuro-
JeH JUIst PEILCHHS TAaKoro poja rnpoduiem (riasa 3).
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Linearis programozas tobb paraméterrel a jobb oldalon
vagy a célfiiggvény-koefficiensekben

E dolgozatunkban célul tliztiik ki a tobbparaméteres lineéris programozasi
feladat egy megolddsi médszerének megadisat, amely numerikus megoldésra
alkalmas és gépi programozishoz is alapot szolgaltathat.

I. A tébbparaméteres jobboldal esete
I.1. A probléma megfogalmazdisa

Keresendd a

(@:1;1) 2z == gt
fliggvény maximuma az .
(1.1,2) Ap="bx5=F WA
(L:1,8) % =0

feltételek mellett, ahol A (al, ..., a") = (ay;) egy m X n métrix, cT = (c,,
L e,), b — (bF, ..., b%)" konstans vektorok. Megkoveteljiik, hogy m < n
és A rangja m legyen. 2 = (4, ..., )" vektorparaméter, F = (f;;) adott
m ¥ s matrix. A maximalas az x vektorra torténik.

A jobb oldali vektor szimara bevezetjiik az alabbi roviditett jelolést:

(1.1,4) b(2) = b* + FA.

Jelsljilk I = {ixi=1,..., m}, J = {jij=1, ..., n}. Tetsz8leges, az 4
matrix ajr, ..., ain oszlopvektorai dltal alkotott bézis esetén a p=[7,,....5ml
halmazt a bézis indexnek nevezziik. A bizismatrixra a ¢B = (ah, ..., ain)
jelolést haszndljuk. Minthogy ¢B reguldris mdtrix, létezik a B! = (24,

., 2A,,) inverz matrix. Legven ¢/, < J az Osszes bazisvaltozé indexének a
halmaza, ¢/, pedig az Osszes nem béazis valtozé indexének a halmaza.
Természetesen ¢/, U%, =J és N, = @. Jeloljik tovabba 7' =

’

(ki =1, ..., s}-el az Osszes paraméter indexének a halmazat.

A 2B bazishoz tartozd szimplex tablat a kovetkezé modon irjuk fel:

(I.1,5) z + ecTx = epT) + 2©,
(I.1,6) cAx — °F) 4 ob*
ahol

4 Szigma
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(L.1,7) 4 —eB14, ¢F —eB-1F, ¢h* — ¢ B—lp*,
(L1,8) oh(2) = ob* 4 eF} — *B—h(3),

B(A) = (By(4), . .., B(D)T,
(1.1,9) ¥ = ol o4 —¢7, 2T = ¢l °F, 29 = ¢ B¥.

Itt ¢, a bazisvektorok indexeihez tartozé célfiiggvény egyiitthatok dltal al-
kotott vektort jelenti.

TetszGleges rogzitett 4 € ES vektor esetén az (1.1,1) — (LI.1,3) feladat a
szimplex maédszerrel megoldhatd. Ebben a cikkben a ((,liu;z( vény optimélis

értékét mint a 2 vektmpamm( ter filiggvényét fogjuk vizsgialni, mégpedig
azokra a paramdéterértékekre, amelyekre

(1.1,10) N < d.

Itt @ = (g,,) konstans r x s matrix, d = (d,, ..., d,)" konstans vektor. Azok-
nak a 2 € £ vektoroknak a halmazat, amelyek (1.1,10)-et kielégitik, M-mel
fogjuk jelolni.

Célunknak a kovetkezd feladat megoldasat tekintjiik: 1. Hatdrozzuk meg
a A vektorparaméterek azon K< M tartomdnyat, melyre fennall,hogy minden
) € K vektorra az (1.1,1) — (I.1,3) feladatnak létezik véges optimdlis meg-
oldasa, A € M — K esetén viszont az (1.1,1) (1.1,3) feladatnak nines véges

optimalis megoldasa. 2. 'I':lleiljunk véges sok nem iires R, ..., R, tartominyt
azzal a tulajdonsiggal, hogy J B, = K, ¢s minden £ — 1, ..., p esetén
k

Iétezik olyan ¢ B bazis, hogy t(‘t&/()l(“'(h A € R, vektorra¢B az (1.1,1) — (1.1,3)
feladatnak optimalis bézisa. 3. il]lll\ le a 24h(1), 2 (1) fligevényeket minden
R, tartomanyon.

1.2. Az alapdefiniciol: és tételek

1.2,1. tétel: Tegyiik fel, hogy egy bizonyos A° € K° vektorra létezik az
(1.1,1) — (I.1,3) feladat véges maximuma. Kkkor tetszéleges 4 € M c B¥ vek
torra vagy létezik az (l.l,l) (I1.1,3) feladat véges optimalis megoldasa, vagy
a feladatnak ninces megengedett megolddsa.

Bizonyitas: Készitsiik el az (I.1,1) — (1.1,3) feladat dudlisit:

(I.2,1) min w — uTh(})
feltéve, hogy
(T.2,2) ATu > ¢.

Abbol a feltevéshdl, hogy A%-ra 1étezik az adott feladat optimuma, a dualitisi
tétel szerint kovetkezik, hogy ha 1 —= 2° akkor az (1.2,1) — (1.2,2) feladat-
nak is létezik egy v € E™ megengedett megoldasa. Mivel az (1.2,2) feltétel
rendszer nem fiige 2-tol, «° az (1.2,1) — (1.2,2) feladat megengedett megol
dasa tetszéleges 2 € BS vektorra. Most az (1.2,1) — (1.2,2) feladatra mint
primdlra alkalmazva a dualitds tételt tetszéleges 2 € M esetén, nyerjiik az
[.2.1. tétel Aallitasat.

1.2,1. definicié: Mindazokat a 1 € M c K vektorokat, amelyekre 1étezik
az (I.1,1) (I.1.3) feladat véges optimdlis megoldisa, megengedett vektor-
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paramétereknek nevezziik. Az Osszes megengedett vektorparaméter zart
tartomanyat K-val fogjuk jelolni. ‘

Megg-gyzés: Ha legalabb egy 2 € M vektorra létezik egy véges optimélis
megoldids, akkor az 1.2,1. tétel szerint K azonos mindazon A2 € M vektorok
halmazdval, melyekre az (I1,1) — (I.1,3) feladatnak létezik megengedett
megoldasa.

1.2.2. tétel: K konvex poliedrikus halmaz E°-ben.

Bizonyitds.: Legyen °B valamely az 4 matrix oszlopvektorai altal alkotott
reguldris (m X m) matrix. Azon 1 € B° vektorok halmazit,! amelyekre az
(I.1,1) — (1.1,3) feladatnak °B (primdlis) megengedett bézisa, az alabbi fel-
tétellel adhatjuk meg:

(1.2,3) eB-1h(3) >0 ,
AZAazZ
(1.2,4) o) < b,

Az bsszes olyan A € B vektor halmaza, amelyekre az (1.1,1) — (1.1,3) feladat-
nak létezik megengedett bdzisa, véges sok (1.2,4) tipusti konvex poliedrikus
halmaz egyesitése. Ezt a halmazt K,-el jeloljiik.
Megmutatjuk, hogy K, konvex halmaz.
Legyen A, 22 € K, két kiillonbhozé vektor. Ekkor léteznek olyan a1, x* € E"
vektorok, hogy
Axt = b* + FAL,
(12,5) sz e /)* *i* 1”)‘2,
a' >0, 22> 0.
Legyen ¢ € (0, 1) valés szam. Jeloljiik
2t = (1 — t)x! + t2?,
A= (1 — A 4 A%
(I.2,5)-bdl kovetkezik, hogy
Art = b* + FIE,

b = (),

(1.2,6)

(1.2,7)

Ez azt jelenti, hogy a 4 — A" vektorra 2 az (1.1,1) — (L.1,3) feladat meg-
engedett megolddsa, gy hogy A" € K.

A K, ¢ E* halmaz tehdt konvex poliedrikus halmaz, mert konvex, és ki
lehet fejezni véges szama konvex poliedrikus halmaz egyesitéseként. Kovet-
kezésképpen K — M N K, szintén konvex poliedrikus halmaz.? Qu.e.d.

1.2,3. télel: z,,(4) konkav fiiggvény a K < E° halmazon.

£ tétel bizonyitdsit CHarNges és Coorrr és késébb Nykowskr [25], [26]
kozolték.

' Természetesen ez a halmaz tires is lehet.

? Hallgat6lagosan feltettiik, hogy K nem iires balmaz. Ekkor az 1.2,1. definiciéhoz
flizott megjegyzés miatt frhaté K = Mo K. A K — @ eset érdektelen, egyébként akkor
a tétel trividlisan igaz.

§4*
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1.2,2. definicié: A °B bézist optimdlis bazisnak nevezziik, ha létezik olyan
A € K, melyre ¢B primalisan és dudlisan is megengedett.

Megjegyzés: A B bizis primdlisan megengedett, ha az (1.2,3) vagy (1.2,4)
feltétel teljesiil, és dudlisan megengedett, ha a

(L.2,8) ec > ()
feltételt kielégiti.
Tetszbleges ¢ optimalis bazishoz hozzarendeliink egy R, < K zirt tarto-
mdanyt, amelyet a
(1.2,9) e F'2 < ob*,
(L.2,10) GA =< d

feltételekkel definidlunk. £, tehdt azon megengedett vektorparamdéterek
halmaza, amelyekre B az (1.1,1) — (1.1,3) feladat optimalis bdzisa.

1.2,3. definicio: Legyen @3 és B két kiilonbozé optimalis bazis. Ha

1. létezik 2* € K dgy, hogy aB ¢és B mindegyike az (1.1,1) — (I.1,3)
feladat optimdlis bazisa 4 = A* esctén, és

2. a 2B bazishdl a B bazisba (vagy forditva) at lehet menni egy dudlis
szimplex algoritmus lépéssel,
akkor a @B és a 2B bazisokat szomszéd bazisoknak nevezziik.

1.2,4. definicio: Ha az R, és R, tartomanyoknak megfeleld bazisok szom-
széd bazisok, akkor az R, ¢és R, tartominyokat szomszéd tartomdnyoknak
nevezziik.

A fenti definfciékbdl nyilvanvald, hogy az B, ¢és R, szomszéd tartomd-
nyokra fennall

(L.2.11) i B, Ry, 5= .
2.4, tétel: Ha R, és R, szomszéd tartomianyok, akkor az K5 tér ellen-
1.24. tétel: Ha R, B, L tart k, akl 1S tér elle
tétes féltereiben helyezkednek el.
wonyitas : Jeloljitk @B és eB-vel az R, és R, tartomanyokhoz hozzi-
Bizonyitds: Jeloljiikk @B ¢és e B-vel fiey R, tart yokl I
rendelt optimalis bazisokat. A megfeleld szimplex tablak:

(I.2,12) aB: gz 4 aeTy = apT] | 2,
U'A.'U — @ l"’A + Q./)*,
(I.2,13) aB: 2z 4 el == apT) | 2,

eAx — G} | ah*,

Legyen @a;j a kulcselem (pivot) az @4 matrixban a @188 bizishdl a @B
bazisba valé atmenetnél. Ez az elem feltevés szerint negativ. Az (1.2,13)
rendszer i,-ik sorat az (I.2,12) rendszer i,-ik sordnak 2'a;j-el valé osztisival
kapjuk.? Ennélfogva

(I.2,14) sgn @b; (A1) = sgn %b; (1)

# Feltessziik, hogy a két rendszerndl a sorok sorrendje ugyanaz, abban az értelemben,
hogy az egyik bdzisbol a mésik bdzisba valé dtmenctnél nem kell Gket dtszémozni.
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minden 4 € £% vektorra. Mivel 4 € R, esetén %b; (1) >0, 2 € R, esetén
pedig eb; (1) > 0, azaz (I1.2,14) szerint @b, (1) < 0, megkaptuk a tétel alli-
tasat.

Az optimalis bazisok halmazidnak szerkezetét, jol le lehet irni a grafelmélet
segitségével. A tovdbbiakban az (8, I") szimbdlum egy irdnyitatlan gréfot
fog jelenteni, ahol S a cstcesok vagy mdasszéval esomdpontok halmaza, 17
pedig egy tobbréti leképezés, amely minden p € S csoméponthoz a szomszé-
dos csomépontokat rendeli hozzd, azaz olyan csomdkat, amelyeket p-val él
kot dssze.

1.2,5. definicio: Az (1.1,1) — (1.1,3) feladathoz hozzirendeljiik a kovetkezd
(S, I") grafot:

1. Az (S, I') graf minden (:som(’)p(mtju egy 0 = [j1, - - -, Jm] halmaz? ahol
a ji-k kiilonboz6 pozitiv egész szamok, 1 << j; << n

2. p €8 akkor és csak akkor, ha B az (1.1,1) — (I.1,3) feladat optimédlis
hézisa.

3. 05, 00 €85, 1 5% py esetén p, € ['(p,) (egytttal p, € I'(p,)) akkor és csak
akkor, ha @B és B snm&/(d( k.

1.2,5. tétel: Legyen A', #* € K két tetezlleges megengedett vektorpara-
méter és legyen p, € 8 ()IV'm melyre A € R, Ekkor az (S, I') grafban léte-
zik olyan {o,, ..., g,} Gt, hogy 7* € Ry

Bizonyitds: Fejezziik ki parametrikusan a 21, 2® pontokat sszekoté sza-
kaszt:

(1.2,15) At) = AL+ 422 — A, 0<t<1.

K konvexitisa miatt A({) € K minden ¢ € [0, 1] értékre. A helyébe a A({)
kifejezést helyettesitve az (1.1,1) — (I.1,3) feladatban, egy egyparamdéteres
linedris prog ':Lmnyeiqi feladatot kapunk a ¢ paramdéterrel. Flv(’ucuiik e fel-
adatra a 0 <7 ¢ <7 1 intervallumon a szisztematikus parametrizdciot ugy, hogy
a 0B bazisbol kiindulva folyamatosan dtmegyiink tovdbbi optimdlis bézisok-
hoz o dudlis szimplex algoritmus segitségével. Eredményiil egy olyan bézis
sm‘nzzl‘tnt fogunk kapni, amely megfelel a keresett utnak az (S, I') gjrzi'['lmn.

[.2.6. tétel: Legyen (S, I,) az (S, I") graf egy tetszGleges komponense.®
EKkkor fennall v la N

0€ES,
Bizonyitds: Az el6zd tételhSl kizvetleniil kovetkezik az allitds.

1.3. A tibbparaméteres jobb oldali veklor sziszlematikus parametrizdcicjdanak
mddszere @ linedris programozdasban

Az 1.2.6. tétel azt mutatja, hogy az I.1. szakaszban kit(izott parametrikus
probléma megolddsa tulajdonképpen az (S, I') graf egy tetszéleges (Sq, 1)
komponense dsszes cstespontjinak meghatirozasit jelenti.

Bey 0, €8 szigpont vdlasztisival egyértelmiien meghatdrozott az az
(S,, 1) komponens, amelyre p, € S,. Az (S, I') grif dsszes esomépontjainak
meghatdrozisdira hatékony modszernek latszik a kovetkezd algoritmus.

1 Kiilonboz6 esomdéknak természetesen kiillonbozé m elem(i halmazok felelnek meg.
Az (N, I') graf egy komponensén tetszéleges olyan Osszefiigg részgrdfot értiink,
amely nem részgrdafja (S, I') mds Osszefiiggd részgrdfjainak.
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I 3,1, Algoritmus az osszefitggo (S, 1) graf osszes csomopontjanak megkere-
sésére.

Az algoritmus soran két jegyzéket konstrualunk, melyek egyike a mar
megtaldlt csomoépontok regisztralisira szolgal, a misik pedig az Osszes, az
el6z6 jegyzékben még nem szerepld, szomszédos csomépontot tartalmazza.

A) Valasztunk egy o, €S, csomoét.

B) Elkészitjiik a

Vo = {Qo}: W, = {I‘(Qc)}

halmazokat (jegyzékeket).

C) ,'J_‘egyiik fel, h(:;_;y az algoritmus A:—i}( lépése soran mcgknp,tu’k & Op_q
csomét és a V,_,, W,_, jegyzékeket. Leirjuk most a (k + 1)-ik 1épést:

(J.l}. Ha .E/V,‘, 1= @, akkoraz eljirds v,égo.t ér mert az (S,, [,) graf osszes
csomopontjat feljegyeztiik a V,_, jegyzékben..

C.2. Ha W,_, -+ @, vélasztunk egy o, € W,_, csomét. A valasztést
— amennyiben lehetséges — gy végezziik, hogy o, € W,_, N 1(p,_,) legyen.
Egyébként arra toreksziink, hogy p,_, és p, minél kizelebb legyenek egymais-
hoz.

C.3. Elkészitjiik a
(L.3,1,1) Vie = Vi U {o}
(I.3,1,2) W,=W,,UI)—V,

halmazokat. KEzutin attériink az algoritmus (b - 2)-ik lépésére.

A fenti algoritmus véges szami lépésben célhoz vezet. Bizonyitisa meg-
talalhaté a [22] munkdban.

1.3,2. Az algoritmus alkalmazisa az adolt problémdra.

Lassuk, mit jelentenck az algoritmus egyes Iépései az adott probléma
esetén.

El6szor egy bizonyos p, €S elemet kell meghatérozni, ami azt jelenti,
hogy meg kell talilni az (I.1,1) — (L.1,3) feladat egy optimdlis bézisat. Kzt
a kovetkezd modon fogjuk megtenni:

1° Meghatirozzuk az

(1.3,2,1) Az — Fi = b*,
(1.3,2,2) Gr 4y =d,
([.3‘2,2&) 0 /7' 0, n 3 > ()

rendszer egy (2%, %) megengedett megoldasat. (1 elGjelben nem korlitozott
valtozo.) Ha az (1.3,2,1) — (1.3,2,2) rendszernck nincs megolddsa, akkor
K — @, és igy nincs mit megoldani.

2° Az (I.1,1) — (I.1,3) feladatba a 2 — A° vektort helyettesitjiik és meg-
oldjuk a

(L.3,2,3) max 2z = ¢z,

(1.3,2,4) Ax — b(19),

x>0
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feladatot. Ha ennek a feladatnak nines véges optimuma, akkor az I.2.1.
tétel szerint K — @. Ellenkez6 esetben 1étezik az (1.3,2,3) — (1.3,2,4) feladat-
nak egy optimdlis @B bazisa, amely egyidejlileg az (1.1,1) — (1.1,3) feladat
optimalis béazisa az 1.2,2. definici6 értelmében. Emellett 2° € B, < K és
0. az S halmaz keresett eleme.

B&vebb magyarazatot igényel még a C.3. pont is.

Itt feltételeztiik, hogy a k-ik lépésben elkészitettik a V,_, és W,_, jegyzé-
keket. A V,_, jegyzék tartalmazza azon optimalis bazisok (és megfelels tar-
toméanyok) indexeit, amelyeket mar teljesen le tudunk irni. Ismerjik az
R,, ..., R, , tartominyok meghatdroz6 feltételeit és a feladat megoldasat
ezeken a tartomanyokon.

A W, jegyzék azon R, tartoményok indexeit tartalmazza, amelyeknek
meghatdaroztuk a létezését az el6z6 1épések folyaman, de nem ismerjiikk a
teljes leirasukat.

A p, € W,_; elem vilasztdisa utdn atmegyiink a @B bazishél a %B ba-
zisha. Megkapjuk a

§
z -+ 2' m{]j Xj — > o, Ay = 2
jeJ =1

s
Nk o Yor ok
2y i — 3ok, Ay = %b¥,
ieJ =1

S
¥ - v — or]y*
.i\_ll Ox”'"'/"'/ | IZ m/ml '1[ —= m,’m-
1

JE
>0, § €J
rendszert.
(1.3,1,2) elgallithato
(1.3,2,8) W,= W, U@ — {0}
alakban, ahol
(1.3,2,7) e T8 o Vi ks 20,

Most W,_, N @, = @&, a @, halmaz tehdt éppen azokat a csomokat tartal-
mazza, amelyeket a W,_,-hez kell csatolni. (Azutdn mdr csak a g, csomét
kell dthelyezni a W, | jegyzékbdl a Vi jegyzékbe.)

A @, halmaz meghatirozisdira alkalmazott mdédszer kénnyebb leirdsa cél-
jabol bevezetjiik a kovetkezd definiciot.

1.3,2,1. definicio: Az R, tartomdnynak (o € S) az i-edik fal szerint (¢ € 1)
szomszédja van, ha 4t lehet menni egy szomszéd tartomanyba az i-edik bazis-
valtozonak, aj-nek a bazishol valé kidobasdval az (1.3,2,5) rendszerben.

Megjegyzés: A bézisviltozok sorrendjét az (1.3,2,5) rendszer sorainak sor-
rendje hatdrozza meg. A falak szimozdisa tehat fiige a rendszer leirdsdnak
modjatol, vagyis egy transzformicié sorozattal van megadva, amellyel az
(1.3,2,5) rendszert megkapjuk az (1.1,1) — (I.1,3) rendszerbdl.
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Az R, tartomanynak van tehdt szomszédja az i-edik fal szerint, ha

1" erq;; < 0 legaldbb egy j € o/ ,re,
2" létezik A° € R,, gy, hogy @b;(1°) = 0.

A @, halmaz konstrukciéjat az alabbi terv szerint végezziik:

1°° Meghatdrezzuk a g, csomé potencidlis xf, ..., af szomszédait, vagyis
azon dudlisan megengedett bazisok indexeit, amelyekhez 4t lehet menni egy
dudlis szimplex algoritmus Iépéssel.

Az ily médon nyert csomok koziil egyesek mar bent lehetnek a W, _, vagy
Vi1 jegyzékekben. '

2°° Jeloljiik P(c [)-vel az R,, tartomany azon falai indexeinek a halma-
zat, amelyekr6l még nem tudjuk, hogy létezik-e szerintiitk szomszéd tarto-
miny. (Nem tudjuk, teljesiil-e a 2" feltétel.)

3°° Elkészitjik a

&= ab* — (—af)),

(1.3,2,8) n=d— GA,
E >0, n =0
vagyis a
S
& =obf — Z(—af,) 4, JECTH SR
J=
S
(1.3,2,9) Ny = dy — '2"1'(/{/ 2 L=l S,
J=

=20, 20

rendszert és keressiik & minimumdt az (1.3,2,9) feltételekre nézve minden
cgyes ¢ € P indexre.

4°° Legyen P azon i € P indexek halmaza, amelyckre miné; = 0 (az
(1.3,2,9) feltételek mellett).

5°° A @, jegyzékhez hozzacsapjuk az R, tartomany osszes, eddig mdég
nem regisztralt azon falak szerinti szomszddait, melyck indexeit a P halmaz
tartalmazza.

Az algoritmus hasznilatihoz a szimplex algoritmuson néhany fontos, de
egyszert médositist kell végrehajtani. Ezekkel itt helysziike miatt nem fog-
lalkozunk, hanem az Ekonomicko Matematicky Obzor cim{ lapban vald
publikalisra el6készitett kéziratra [24] utalunk.

II. A célfiiggvény egyiitthatéinak linedris parametrizicioja
I1.1. A probléma megfogalmazisa, alaptételel: és definiciok

A jobb oldali vektor Imedris parametrizdicidjinak az I. részben targyalt
modszere bizonyos mdédositdsokkal haszndlhat6 a célfiiggvény egyiitthatoinak
(az drvektornak) linedris parametrizicidjara is. Mivel az egész eljards analdg,

6 Key fal szerint tébb szomszéd is létezhet, ha a kulcselem vilasztdsa nem egyértelmi
a megtelelé sorban. ‘
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nem fogjuk részletesen leirni. Csak azokkal az eltérésekkel kivanunk foglal-
kozni, amelyek a definiciékat, vagy a szdmitds technikajit érintik.

A feladat most a kovetkezs:
(IL.1,1) max w = (¢* + Hv)Tz,
feltéve, hogy
(11.1,2) Axi=H,
(IL.1,3) 2 =0}

Itt A konstans m X n matrix, H konstans n X s matrix,» € £ vektor para-
méter, c* € K", b € ™ konstans vektorok. Jeloljiik

(I1.1,4) c(v) = c* 4 Hy.
A parametriziciét most is egy M C ° halmazon végezziik, melyet a
(11.1,5) Gv < d

egyenlGtlenségrendszer definidl. (G és d ugyanaz, mint az 1. részben.)
A feladatot most célszer(i a kovetkez$ ekvivalens alakba dtirni:

(I1.1,6) max w = Ty + z,
(IL.1,7) Az = b,
(IL.1,8) ¥ 2,
(11.1,9) 2z —c¥lg == 0,
(I1.1,10) x> 0.

A vektorparamétert tovabbra is (I11.1,5)-el korlatozzuk. y € E¥ valtozé vek-
tor, z skalar valtozo.

Mivel y komponensei és z elGjelben nem korlitozott viltozok, végig a
bdzisban maradnak, igy a (11.1,6) — (11.1,10) feladat bdzisait karakterizalni
lehet az z vektor komponensei kozé tartozd bazisviltozdk indexeivel.

A o =14 ..., Jm] bazis indexet é8 a hozzd tartoz6 ¢B bézist ugyanigy
értelmezziik, mint az 1. részben. A (11.1,7) — (I1.1,10) rendszer, a ¢B bézisha
traszformélva, a kovetkezé alakot olti.

(I1.1,11) edx — b,

(I1.1,12) y + eHTz — ¢,

(I1.1,18) 2 4 ec*Ty = 2O,

(IL1,14) w = —(Hy 4 °%*)Tx + vTogq + 2O,
ahol

(I1.1,15) ed — eB-14, ¢h — eB-1p,

tovabbé, H -val H-nak azt a részét jelolve, amely H-nak a bazisviltozokhoz
tartoz6 soraibdl 4ll,
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(11.1,16) CHT = HT*B2 4 — HY, %*T == 3TeB1 4 — ¢*T,
(IL. 1,17) O =HJ ¥, 29 =%,

A 2B primal megengedett bazis azokra a » € M — E° vektorparaméterekre
I geng
optimalis, melyekre ¢c(v) > 0 vagyis

(IT.1,18) —2Hy < %¢*
¢s ezenkiviil
(I1.1,19) Gy < d.

A (IL.1,18) és (11.1,19) feltételek meghatarozzak a ¢ B bazishoz tartozo R, ¢ £°
tartomanyt. ¢85 a (l[.l,l) — (IL.1,3) feladatnak (vagyis a (11.1,6) — (11.1,10)
fe Lulatn(tl\) optimdlis bazisa, ha R -~ @. A megengedett vektorparamétert
ugvanagy definidljuk, mint az l.u,l definicioban (A helyébe »-t téve).

lolol]ul\ most is K-val az Osszes megengedett v € BS vektorparaméter
halmazit. K az osszes optimdlis ¢85 bizishoz tartozé R, halmazok egyesitése.

Az 1.2,1. tétellel analég a kovetkezd tétel.

[1.1,1. tétel: Tegyiik fel, hogy egy bizonyos ° € /% vektorra létezik véges
optimum. Ekkor a (LL.1,1) — (I1. 1 ,3) feladatnak tetszéleges » € B¥ esetén
van megengedett megoldiasa, tehat tetszdleges » € £9 esetén vagy 1étezik
véges optimum, vagy pedig a feladatnak nem korlitos megolddsa van.

Vialtozds nélkiil fenndll az 1.2,2. tétel. Az 1.2,3. tétel analdgja a kovetkezs:
A () fiiggvény konvex a K £¥ halmazon.

[1.1,1. definicio: A » 3, B optimalis bazisokat szomszéd bazisoknak nevez-
ziik, ha

1. 1étezik »* € K agy, hogy @B és =B a (11.1,1) (IT.1,3) feladat optimalis
bazisai » = »* esetén, tovabba

2. a @ bazishol a B bazisba (vagy forditva) 4t lehet menni egy primdl
szimplex algoritmus Iépéssel.

Vialtoztatas nélkiil érvényesek az 1.2,4., 1.2,5. definicidk és az 1.2,4. 1:2.6.
tételek (természetesen a 4 és v vektorok ('H(‘l‘("j(l‘,é(‘l).

LI.2. Az eljards

Az (S, 1) graf egy (S, 1) komponense Osszes esomdépontjanak megkere-
sésére ismét az el6zo részben ismertetett algoritmust fogjuk hasznilni. Most
is tiizetesebben meg fogjuk vizsgilni a @B optimdlis  bazis meghatirozisa-
nak (azaz az S, halmaz elsé eleme megtalilisanak) modjat, tovabbd a szom-
szédok megadasiandl kovetett modszert.

A o optimdlis bazis kereséséhez

1* Meghatarozzuk az

(llg,l) ‘,1 T'IL II'I’ e o
iy d

rendszer egy («° ") megengedett megoldasat. A (11.2,1) rendszert dudlisan
oldhatjuk meg az £
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Ax = b,
y — H'x — GTv = 0,
2 —c*¥Tx 4+ dTy = 0,

v =05 v 22 0
rendszer dudlisan megengedett megoldasanak keresése atjan. Ha a (11.2,1)
rendszernek nines megoldasa, akkor K = &.
2% A (I1.2,1) rendszer megoldasaval kapott »* vektorparamétert behelyet-
tesitjilk (I1.1,1) be és megoldjuk a

(11.2,2) max w = ¢! (¥%)z,
(11.2,3) Az = b,
(I1.2,4) x>0

feladatot, ahol

(11.2,5) (@) = Hyo + c*.

Ha ennek a feladatnak van megengedett megolddsa, akkor létezik a (11.2,2) —
(11.2,4) feladat ¢ B optimdlis bdzisa, amely a (11.1,1) — (IL.1,3) feladatnak is
optimdlis bdzisa minden » € R, vektorra.

Az algoritmus dltaldnos 1épéséndl keressiik a g, csomé még nem regisztralt
(azaz szabad) szomszédait. A potencidlis szomszédokat most természetesen
mindazon primdl megengedett bazisok kozott keressiik, melyekhez at tudnuk
menni a /3 bazisbol a primdl szimplex modszer egy 1épésével.

11.2,1. definicio: Az R, tartomianynak létezik szomszédja a j-edik fal
szerint, ha 4t lehet menni egy szomszéd tartomianyba a j-edik nem bézis val-
tozénak a bazisba val6 bevondsaval a (11.1,11) — (11.1,13) rendszerben, azaz ha

1" ey = 0 legaldbb egy 4 € I-re,
2" létezik +° € R, ugy, hogy ¢, (v) = 0.

A @, halmaz meghatirozisira az elsé részben leirt modszerrel analdg elja-
rast alkalmazunk. Most a

2 (’A-(',*N == ( .L'A-]]N) P,

(IL.2,6) n=d— Qv,

&0 220

rendszert tanulmanyozzuk, ahol &€ K" 5 ¢ K. elN a ex]{ matrixnak azt
a részét jeloli, amely %/f-nak a nem bdazis viltozokhoz tartozé soraibél all,
hasonléan a ec*V vektor a %c* vektornak a nem bézis viltozokhoz tartozéd
komponensei dltal alkotott része. A @, halmazba berendeljiik az R,, tartomany
Osszes, eddig még nem regisztralt azon falak szerinti szomszédait, melyek in-
dexére min &; = 0 (j € /).
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11 Miasztraciés példak
LY. A jobb oldali vekior parametrizicidja

Tekintsiik a kivetkezs feladatot:

, 210 4 A, + 24,

Ty < 2— A 4 A,

z, -+ x, < 20 Koy
—x, + Xy > 4 Ay
2y + 2w, < 12 4 4, Aoy

%, =0, &, =0

feltételek mellett, tovabbd a 1 vektorparamdétert korldtozo
bl 10
}“1 s 22 T )n'; 2 20

mell¢kfeltételek mellett.
Az adott feltételrendszert dtirjuk az (1.3,2,1) — (1.3,2,2) rendszernek meg
felel6 alakba:

% A — 24, + 24 10
o 1 /‘1] }2 A" Xy = 2
A A + 4, + @, = 20
I 7 Ay Ly v 4
x, + 2z, — A, F A, + @, =112
AL+ Ay -+ 14 10
A+ Ay + Ay Ha + P, 20

220, 5=1,...,7 1, 05 2 0; Py, Py = 0.

Az induld szimplex tablat az 1,1 tablizat tartalmazza. A 19 megengedett
vektorparaméterhez az 1,2—1,4 tdblikon keresztiil jutunk. Az 1,4 tdblabdl
mar a szimplex algoritmus egyetlen 1épésével (a p, mesterséges viltozé helyett
a A, valtozét helyezve a bazisba) 4t lehet menni a megengedett megoldésra,

: 10 4 46)\T : i
amely a A% = ('g ) ,‘;,, -v.—; vektorparamétert szolgaltatja.

A = A%nak a kitlizott feladatba vald behelyettesitésével kapott dj feladat-
nak egyetlen lépéssel (2. — 1. tablazat) megkapjuk egy optimalis megolddsit.
Végrehajtottuk egyuttal a —# mdtrix és a b* vektor transzformdicidjdit.
A o, =11, 3,4, 5, 6] bazis indexhez tartozé I, tartomanyt tehat a



LINEARIS PROGRAMOZAS TOBB PARAMETERREL 225

— 2%, — A3 < — 2,

A — 2 =50 9

)'1 + }‘2 W )‘3 g 8 ’

(ITL.1,1) A — 21, < —16,
=y wR il ()

A+ A SO [

o i Sleesl Yoy

feltételrendszer definialja. Az R, halmazon a célfiggvény maximumat és
az optimilis megoldast a kovetkezd fiiggvények adjak meg:

20 (4) = 36+ 31, oV
()= 124+ A — 2,
wy(4) = 0,
(111.1,3) Z4(A) 2 + 24, + 24
Jr"()‘) 2 — A+ Az
-"5(}-) 8 — A] Ay -+ )3,
g(A) = —16 — 4 - 224,
TofA) = 0

Az A algoritmus szerint most meghatirozzuk a pntcn('izilix SZOMSZEC-
dokat. P = {1, 3, 4}, tehat a potencidlis szomszédok a9 = [1, 2, 4, 5, 6],
7y = [1, 3, 4,6,7] és a) = [1, 2, 3, 4, 5]. Ezutdn a 3°° pontnak megklclb’cn
elvégezve a &, &,, &, valtozék minimalasat, (I.1—1.6 t:il)]ziz:LtQk) azt tulz’ml»
juk, hogy csak a negyedik fal szerint létezik szomszéd, v:wvi% = {41, 1
tehdt megkaptuk, hogy V, = {[1, 8, 4, 5,61}, W,={[1,2,3 4 ,()J}, és at-
térhetiink az algoritmus masodik 1épésére.

= [1, 2, 3, 4, 5] vdalasztdsa most kotott. Az g valtozo helyett bevonva
a bazisba az x, valtozét, a I/1. tiblat kapjuk. Itt negativ wviitt}mt(')k az 1.,
2., 3. és 4. sorban vannak. Mivel a negyedik fal szerinti, még nem regisztralt

szomszéd most nem lehetséges, elég a kivetkezd potencidlis szomszédokat
tekinteni:

mp /= BB 4, 5,6], b == 1,93, 56{ T], &k = [1,2,9 47}
Az el6bbivel azonos mdédon kapjuk, hogy P = {2},
tehat Vi= {11,848 6],01,3 3, 4 5]},
W, = 411,286, 7]}
Az algoritmus kovetkezs 1épésére térve, vessziik a p, = [1, 2, 3, 5, 7] indexet.

A hozzatartoz6 szimplex tabla a I11. tabldzat. Megismételve a saokasos eljé-
rast, ajabb szomszédot mar nem kapunk, tehdt az algoritmus végetér. Végiil
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Ve=4{[1, 8, 4;5,6], [1, 2,3, 4,5 [1,2;8,5; 7]},
W, =g

A 11 és L11. tabla alapjan konnyen felirhatok az R, ill. R, tartomanyok meg-
hatarozé feltételei, valamint a z,,.(4) és 2,(A) fiiggvények e tartomanyokon.

L11.2. Az arvektor parametrizicija

Tlhzzik ki a

max z = (—2 + 2v, 4+ 2v,)x; 4+ (1 v+ vo)x, -+ (1 — v,)2,

v, — 2%y — Xy < 4,
L, + = 10,
2y = 0 25 20, 25 20

feladatot. (Az egyszerliség kedvéért kihagytuk a mellékfeltételeket, igy M
most azonos az [° térrel.)
Az x,, x; maradékviltozok bevezetésével a feltételrendszer

x; — 2@, — Xy -+ @, 4,
X+ @, + x5 = 10,
%>0,j=12...,5

A kiindul6 szimplex tabla a 3. tablizatban van. Mivel az indulé megoldis
dudlisan nem megengedett, a tablazatot kibdvitjik a p, p, dudl mesterséges
valtozokkal.

A p, + p, figgvényt a dudl algoritmus segitségével minimdlva, folyama-
tosan elimindljuk a mesterséges valtozdkat, és végiil a IV, tiblizathoz jutunk,
amely a o, — [2, 4] bazis indexhez tartozik. Alkalmazva a dolgozat els részé-
ben kozolt algoritmust, annak egyes lépései soran a

Vo = {[2 41}, W, = {[1, 21};
v, = {[2 4] [L 2]}, W, = {1, 3]);
v, = {[2 4], [1,2] [1,3]}, W,

halmazokat kapjuk. A megfelelé tablazatokhol most is fel tudjuk irni az
R, B, B, tartomdanyok meghatirozo feltételeit, valamint az optimdlis

megoldast és az optimumot megado fiiggvényeket e tartomdanyokon.

( Beérkezett: 1969 janudar 16.)
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2
N\ Py

TABLAZATOK
1.1. tabla
X1 Xy Xg 79 Ao A3 T2 i
(ORI T R 10 i 10
0 1 0 1=t |0 .8
1 Ty 5 003 o 1 -0 20
|—1 1 —1 o o [1] o 4
N R R o 1R 0 (S R IR o o
0 0 0 1 1 0 0 10
0 0 0 1 1 1 —1 20
Yo (o= T ey g feety S G,
1.2. tdbla
S a0 K| oAy Ay 1a
Tiw,, 07 L0 S s 0 10
0o 1L 0 i 1"] iy 0 2
1 10 0 1 0 20
5} (11" D] 0 0 0
9 1 140 =2 0 0 3
0 0 0 1 1 0 10
T ) 1 1 1, et 16
] 1 ] L =) ] RS
1.3. tabla
Xy Fy XKy Xy Joy UM
1 1 0 1 3400 12
gl e g 9
] | T 1 0 20
1 1) ] 0 | 0 0 4
g AR A LT 10
0 1 Ok ol 9 0 3
1 2 (= g =i 14
1 2 1 iy At SR 14

227
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14. tdbla
Xl X?. X7 X4 ‘
1 1 0 X
0 1 0 1
1 1 0 0
1 3 1 I
L 2 1 1
0 —1 0 —1
-1 4 —1 -2
Pi | 4 1 2
2. tdbla
< Xy Ay Ay A
| " -
e S R VR
; 0 I X —1 0
|1 1 g ik
1 1 0 0 —1
| 1 2 —1 0 1
‘ -3 —2 0 0 0
I. tdbla
l Xy Xy A As Ay
1 —2 0o —2 —1
0 1 1 -1 0
—1 —1 1 1 —1
] T O b
| 2 -1 0 1.
3 ‘ 0
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Ay T
—3 0
—1 0
1 0
—1 0
—1 0
2 0
|8 | —1
3 1

b*

10

2

20

4

12

0
L’o[‘*(/v)

9

9

o

16

12

36

20
14

8

12

“b(2°)

16
0
56/3

34/3
0

0
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I.1. tdbla
"R TR I\
A S |
] —1 0
1 I |
1 g | =
L 0 1
1 1 0
T
13. tdbla
& & Ay
2 N9
0 -1 1
I 2 1
0 =
L. Al 1
i 2 9
1 S T

[.b. tdbla

Szigma

—20

—30

i1
36
—-46

&

&
&
&
Th

T2

S S Na dn
~ 3 @

®

229
I12. t4bhla
& A A
Bl e —2
) 0 9
e 9, el 6
e ih || e —18
1 I:l ] 1| 14
e 9 0 | 8
1o e —=18
I14. tdbla
G2 & T2
e e
- 0., =1 16
/3 —1/3 —1/3|  10/8
23 43 1/3|  56/3
— |
Y3 58] —1/3 34/
23 13 —13| 43
1/3 213 23| 16/3
13 23 —1/3 ‘ 46/3
1.6. tdabla
i |
U Sq 2 I
) 3 | 20
~B 1 g 4
=5 07— 8
] 1 el 6
gi FLly 2 6
AR S [ 4
4 IR (a A [
|
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11,
X, Xg
X5 —1/3 —2/3
X, |T1L3| 1/3
g —913,' =13
X, /3 =1/3
x, 1/3 23
5/3 4/3
IT.1. tdbla
|
A A, A ‘
& S 7 ST L ’ 26/3
£, 43 —1 —2[3 f —10/3
& 913 1 —1/3 40/3
& —1/3 0 23 t 16/3
& —1/3 0 —1/3 | 4/3
7 1 1 0 | 10
s -1 [=1] —1 ‘ —20
II.3. tdbla
& M2 g
& &1 0L 5 70
. i i et [3' 54
&, 8| =29 412
A —3 Opni—2 —16
& L (5 o
m 0 Tty 10
As gl ey 3 30

tabla
Aiie Ay “1b(4)
I i 13| . 263
418 — ., 93l -10/3
2 Ty N 40/3
—1/8 © 2/3 16/3
—1f/3 0 —1/3 4/3
-5/3 0 1/3 44/3
I1.2.' t4bla
Ay Ny As
& [ 48" =2 73 146/3
& 18 st e 50/3
& —1/3 1 —4/3 | —20/3
& | =18 0 23 16/3
& —1/8 "0 —1/3 4/3
7 0 o =210
Ay T T KA 20
IT4. tdbla
& e Gz
& N 16
Ay U5 —1/5  1/5|  54[5
&, 95 8/5 2/5 48/5
M —1/5 —2/5 25| 28/5
& 2/5 —1/5 1/5| 34/5
7 U5 4f5 |15 4/5
A —6/5 —2/5 —3/5 18/5
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II5. tdbla

& M2 )
£ 4 3 5 20
Ay g Al ) 10
& R
Iy e gl i
& ME R LS, 6
& 7 1 4
Ay 3 2 3 6
III. tédbla
TR N P R R T 0
X, i 0TRSO T e S | 12
A SRR AN, 8 | 3 2 10
Xg ] S0 PN R 3 1 20
X, : 1 S L 0 2
xyin Dt 1 ML =2
QF-Sa bR § TR R e )
1.1, tdbla TIL2. tdbla
2 Ay ‘g l & Ay Ay
S | el e R
e Ly 1 12 & %' =28 1 16
—4 3 2 10 & 4 |=1| 2 18
—2 3 1 20 & 2 1 1 24
1| —1 0 2 A R 0 2
Lois el ety ~ g ket 0 el oy
1 1 0 10 " =t 2 \0 8
55 T, (Rt -20 s S TP S I
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III.3. tabla
A & g
—10 -3 -5 | —38
O (RPN — 8
6 1 3 42
T e O Sy
— TR T
7 2 4 44
- A \~5! —54
III.5. tdbla
& 1 N2
—13/2 —5/2 —3 14
—1/2 12 0 4
52 12 1 10
2 12 0 6
I, TP [, | 6
772 Wz] 2 2
O a2l 10
| Xl
(u)xy |1
(1y) x; 1
vy 2
Vo 2

3.

tdbla

Xp X
2 1
I 0
1 0
1 I
1 1

I1T.4.

II1.6.

-
(=

(X}

13/7

1/7
5/1
147

27

27

0

tabla
& M
1 —1
—1/5 —2/5
—1/5 3/5
—1/5 —2/5
25 —1/5
ofs| 45
25 —1/5
tabla
T a2
15/7 47
67 27
917 37
I —9j7
217 —3J7
511 447
| 1

16
18/5
48/5
985
34/5

405
54/5

1247
30/7
60/7
40/7
46/7

47
10
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3a. tabla
(ug) fuy)  (uy)
Xy X, b e

(uy) x4 L s=2 =] 4

(uy) x5 1 1 0 10

P 0 1 0 0

Pa 0 0 0

v, —2 1 0 0

vy —2 ~1 0

2 -1 —1 0

3.b. tabla
2
\N'n.
Xy Pi Pz = Pi
X, 1 2 1 4 3
Xg 1 -1 0 10 —1
b. 0 1 0 0 1
Xg 0 0 1 0 1
7 —2 1 0 0 =1
vy —2 1 -1 (] 0
2 I 1 0 2
4. tdbla
2
X X; o2 >0
i — — ' l ——

X, 3 2 1 24 1
X, 1 1 0 10 0
X5 0 0 1 0 |
” —3 1 0 b =10 0
Vs —1 1 —1 10 —-1
3 1 1 10 1
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IV. tdbla

%% |
X, i3] 2 1 ! 24
x, | 1 [ B Ao
EROLRE, nan SIS -SRI, W
v, -3 I 0 10
v, 2] I 1 10
3 1= 10
@l () ) 2 0 20
!
IVl té bl V2, tdabla IV.3. tdbla
\ v vy | ’ v S G &y
ey A g ¥
& ‘ 31 3 & : .;] 1 2 v, 13 13| 2/3
&, S & R &, ' LA 2 & | —1/3 —4/3| 4/3
£, ‘l 0 |=1f| —1 % | 01 [ v, S S o
V. tdabla
Xs 3 x3
X 13 23 —1/3] 8
Xy “13 | 1/3] 2
v l 1 1 14
v, 18  5/3 23 18
I | 0 14
Vil t4bla V.2 tédbla V.3. tabla
o £ | % p
| % Yy i St Mo ‘ S1 S3
| sy -
& | | 1] —1/3 § 1 " I /3 | 1 v | ~—2/3 13 | 2/3
& | —1 —5/3% ] & 1 —43 | 0 &, 78 —4(3 | 4/3
S o £s [ 3}l <] vy 1 -1 !
g Nk =23 0 i ol
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VI. tabla

X, b X,y
x, 0 1 1 10
X3 —1 1 3 6
¥ 0 2 20
¥, i 1o 14
LO M 0 14
VI.I. tdabla VIZ2. tabla VI.3. tébla
1
‘ LS i vy 51 | 53 51
e | —— S s B PESEECISEEL LI, [Iea— DRSS SISRSUNTECREY (a——
£ 0=1]| —1 ¥, l 0 —1 |—1 v, O3kl 1
&, P, Y 1 e | & ] e 0 & | —2/3 —73| 4/3
£ =251 mo Y & 1|-3 2| -2 v | —1/3 —2/3| 2/3
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MULTI-PARAMETRIC LINEAR PROGRAMMING ON THE RIGHT-HAND SIDI
OR IN THE OBJECTIVE FUNCTION COEFFICIENTS

The problem of multiparametric lincar programming has been studied and solved
in several works on a high theoretical level. The application however, requires the know-
ledge not only of theoretical relations, but also of methods which can be used in pratical
work.

The purpose of the work under review is to present a method of multiparametric
linear programming of the righthand side vector, or the vector of prices, which may be
found convenient for numerical computation, and, hence, for the construction of corres-
ponding computer programmes. An example illustrates the applicability of the method.

The multiparametric linear programming problem can be written down as follows:

Maximize .

v =clx (max)
subject to

Aw = blh), 2= 0

where 4 is an m by » matrix of constant coefficients, ¢, @, 0 € K", 2 € I° is a vector-
parameter, b(2) € K. Further:

b(A) = b* + Fa,

where /7 is an m by s matrix of constant entries.
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Or: Maximize

subject to

where

c(v) = c* 4+ Hv,

and H is an n by s matrix of constant coefficients, » € I° is a vectorparameter.

The structure of the matrix, /7, or f1 is closely connected with the analysis of a specified
system, and its environmental interrelations. The economic interpretation of the coeffici-
ents of the vectorparameters is not discussed here.

The method of multiparametric linear programming is based upon a method for
finding all vertices (extreme points) of a convex polyhedron, which works with the aid
of the theory of graphs.

In deriving the method of multiparametric linear programming the simplex algorithm
had to be slightly modified.

JIMHEMHOE TIPO'PAMMHUPOBAHUWE C HECKOJIbBKMMWU TTAPAMETPAMM HA
IIPABOM CTOPOHE MJIM B KOEG®OUIIMEHTAX IEJIEBOM OYHKITUU

[TpoGiiema MHOrONAPAMETPHUYCCKOr0 JIMHEHHOr0 mnporpammupoBanus (majee Tojxko MLP)
ObLJIA U3YUYEHA M PEHIEHA B HEKOTOPLIX HAYUHBIX Pa00TaX Ha BBHICOKOM TEOPETHYECKOM YypOBHE.
JLUIst IpaKTHUCCKOro MCIOJIB30BAHHS 9TOI0 METOJA HE SIBJISIETCST JIOCTATOYHBIM 3HATh TOJILKO
TEOPETHUCCKHE COOTHOMIEHHS, HO HY)KHO HMETb MCTO/I, KOTOPLIM MOXKHO TOJbL30BaTLCST HEIO-
CPEJCTBCHHO HA MPAKTHIKE,

Llestoit npejicraBiaennoil padoTel siBJsiercst pazpaboTka MeToja JimHeHHoH napameTpusaluy
BEKTOPA TPABLIX CTOPOH, 1M KOd(pQUIIeHTax 1eseBoil QyHKIUM, NpUMeHeHHe KOTOPOro
HPUFOJCH JUISI HYMEPHUCCKHX BBhIYHCIeHM 1 pagpadorki uist OBM. B Kkonye crarbu npej-
CTABJISICTCST METO/] HA MIJLIOCTPATHBHOM TIpUMeEpe.

[TpoGuem M L P MO3KHO ¢QOPMYJTHPOBATD KA CJCAYIOILYIO 3aj1auy

MaKCHMH3HPOBATL (Y HIKIHI

cx (max)

HPH YCIIOBHSIX Az = by, x =0,
11e A MATPHILA THITA (m, ), ¢ x, 0€I"b(A)€ ST €L BEKTOP-NIAPAMET].
Jlanee b (A) = b* + F A,

e Fovarpuna nocTosiHHbIX 9JeMeHTOB THIA (11, S).
it sre: makeumusipoBath (yHKIH

2 ('T(V)J' (max)
[pu yenosusix
Ax f, x. =i,

e c(») = ¢* + Hy

i MATPLILA HOCTOSIHHLIX DJeMenToB Tna (1, s), v € £ BCKTOP-NIapamerp.

Konerpyuns saementos Matpoit /' 1 H TeCHO CBSI3aHA ¢ aHAJIH30M JIAHHOI 9KOHOMMYCCKOMH
CHCTEMBL H € B3AHMOCOOTHOMICHHSIMIL €€ CPEJLI0iil. DKOHOMHUYCCKHM HCTOJIKOBAHHEM TTOMOLLH 9J1e-
MEHTOB BEKTOP-NIAPAMETPOB B padOTe aBToOPbl HE 3AHUMAI0CsT.

MeTor M L P ocHOBAH HA METO/IC HAXOMICHHS BCEX BEPUIHH BLITYKJIOT0 MHOIOPPAHHHKA;
HPH TOMOULH H3 TCOPHH FPAGHEOB.

JUist BBIBEICHUST COOTBETCBYION{X COOTHOWEHUIT MeTojga M L P Hy»<HBI HEKOTOPBLIC MO/IH-
PHKAIIHH CHMITIICKC METOJLA.



FOGALMAK ES MODSZEREK

Konbpor GyOray
Leképezés fix pontjanak és a gazdasag egyensulyi
helyzetének numerikus approximaciéja Scarf
modszereivel
(Elsé rész)*

E dolgozat célja felhivni a figyelmet Scary két nevezetes [18], [19] dolgo-
zatira, amelyek a versenyzdi egyensilyi helyzetek megkozelitését targyaljak.

Versenyz8i egyensulyi modellekkel szimos dolgozat foglalkozik, a legjelen-
tosebb miiveket megemlitem az irodalomjegyzékben. I8 dolgozat I1. és 111
fejezetében feltételezem az egyensilyelmélet legfontosabb fogalmainak isme-
retét.

Az egyensuly létezésének kimutatasihoz altaliban, de nem mindig, a fix
pont tételeket hasznaltak fel. A fix pont tételektél tobbnyire kozvetleniil
juthatunk el az egyenstlyi drak és helyzetek (egyensilyi ter melési és fogyasz-
tasi strukturak) létezéséhez; ezeknek a bizonyitiasoknak azonban az a {6 hit-
ranyuk, hogy nem konstruktivak, vagyis, hogy nem adnak moédszert ilyen
helyzetek kiszamitdsihoz illetve megkozelitéséhez.

Scart 1967-ben megjelent [18 ] nmnk(l,]a, konstruktiv bizonyitist ad. Kléggdé
kiilonos, annak ellenére, hogy az utolsd két évtizedben a matematikai koz-
gazdasdgtan oly sokat fejlédott, az egyensilyi helyzet kiszimitdsira Scarf
szoban forgo dolgozatiig nem valt mas maodszer ismertté. Kz részben annak
tudhatd be, hogy tobbnyire a gazdasig termelési oldalat érinté modelekkel
foglalkoztak és figyelmen kiviil hagytik az eltérd hasznossdgliiggvényekkel
rendelkezi fogyasztok szerepét.

Az ismertetésre keriild dolgozatok matematikai Iényege két tétel. Az elsé
a bp(*mcr lemméaval rokon, és ahhoz hasonléan hasznalhaté fel folytonos lekép-
z¢s fix pontja létezésének kimutatésihoz. A tétel l)ll(mwtd\.lh()/ Scarf megad
egy algoritmust, amelyrdl kimutatja, hogy véges ¢ hogy segitséuével meg-
lehetésen hamar juthatunk el egy kozelitG fix ponthoz. Errdl a kérdésrdl a
tovabbiakban részletesen lesz sz6. A misodik tétel szintén felhasznalhaté a
Brouwer tétel bizonyitisihoz, amikor egy szimplextdl kiilonhozd korlitos
poliédrikus konvex halmazt képeziink le sajit magaba. I tétel segitségével
elégséges feltételeket kaphatunk arra ig, hogy egy n-személyes j«Li(‘l( magja
ne legyen iires [20]. Végiil eredményesen alkalmazhaté a késGbb bemutatiasra
keriils kozgazdasigi probléma megoldasa is. Bar a targyalisbol nem tiinik ki
kozvetleniil, Scarf algoritmusai kozvetlen kapesolatban allnak a Lewke
Howsown [13] és Leuke [14] dolgozataban publikilt eredményekkel.

Az ismertetendd dolgozatok kozgazdasigi lényege az, hogy numerikus
modszert kapunk két, eltérd tulajdonsagokkal rendelkezd (absztrakt) gazda-

sag egyensilyi helyzeteinek megkozelitésére.

A cikk befejezé mdsodik részét kivetkez6 szamunkban kbzoljiik.
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MielStt ratérnék Scarf dolgozatainak ismertetésére, hangsulyozni szeret-
ném, hogy Scarf eredményei minden bizonnyal egyéb teriileteken is alkal-
mazhaték.

KEl6szor a matematikai tdrgyalasra keriil sor. Ezt koveti a matematikai
eredmények kozgazdasdgi alkalmazdsa és a numerikus példak bemutatdisa.

E dolgozat els6 és masodik fejezete tulnyomoérészt Scarf [18] munkdjan
alapszik. Az elsd fejezetben olyan folytonos leképzést vizsgdlunk, amely egy
szimplexet sajatmagaba képez le. Scarf széban forgé dolgozatianak utolso,
hetedik fejezetét nem ismertetem teljes egészében. Bar [18] hetedik fejezeté-
nek 2. tételét e dolgozat elsé fejezetének végén részletesen targyalom, a 3.

tételt — amelyik zart korlatos polidder sajatmagdba val6 folytonos leképe-
zésével foglalkozik — elhagyom, mert egyrészt e dolgozat f6cimében jelzett

problémét nem érinti,' masrészt e dolgozat lehetséges terjedelme is erre kény-
szerit. A 2. tétel bizonyitdsanak alapjat és a harmadik fejezet lényegét Scarf
[19] dolgozata adja.

I. Folytonos leképezés fix pontjanak megkozelitése

Legyen az S szimplex S : {w |27, m; = 1; @; > 0}, thoI 0 b AR 5
A szimplex 6nmagiba valé folyton().s leképzését az ) = (&

/(7)) f()lyton()s vcktor vektor fiiggvény adja, amelyre tchat 20 fiw) =1 6s
fi() >0, ¢ =1, ..., n. Brouwer tétele azt allitja, hogy létezik olvan
n, ® €8 vektor, amelyre f (7t) = 7.

A tétel a Sperner lemma néven ismeretes kombinatorikai eredmény segit-
ségével bizonyithaté be([10], [21]). Scarf kifejtésének megértéséhez hasznos
ezt attekinteniink.

Legyen =, ..., w* onkényesen kivilasztott, cgvma%tol eltéré pontok soro-
rata az S Hmmpl(‘\en Osszekotve wl-et Sn szdmi cstesa mmdogwkvvc
S-nek n szdmi alszimplexbe valé felbontdsihoz jutunk (lisd az 1. dbrat).
Kkkor (isszek(.itjiik n>-t azon alszimplex n darab estesdval, znnelyhoz tartozik

,\/

és folytatjuk ezt a szukeessziv finomitdst a ww®, ... «k pontok mindegyikével.
Eredményiil S-nek egy specifikus felbontdsdt kapjuk, amelyben a =, ..., =«

sorozat megfelel§ kivilasztasaival az alszimplexek maximalis .Ltmom]et onké-
nyesen kicsivé tehetjiik.

Mind(*gvik 1t cstcsnak megfeleltetiink egy olyan indexet, amelyre z; 0
¢s fi(m) << ;. Vilagos, hogy mindig t @ldlhat() legaldbh egy ilyen index. A perner
lemma, azt alht]a hntr\ a felbontésnak leg: libb egy alszimplexében az Osszes
esties kiilonféleképpen van indexelve. Mas szav: wkkal, a leképzéshez taldlhato
olyan alszimplex, amelyben az n csics mindegyikénél egy egymdastol kiilon
hozG koordinata nem novekszik.

Ujabb estcsok hozzdaddsdval a felosztds finomithaté ugy, hogy a felosz-
tasban szerepl alszimplexek maximdlis &tmérdje zérohoz tartson. Mindegyik
felosztas tartalmaz olyan alszimplexet, amelynek osszes csicsa kiilonfélekép-
pen van indexelve. Ebbdl mar kovetkezik, hogy talilhaté az alszimplexeknek
olyan sorozata, amelyek csucsai egy 7t ponthoz konvergdlnak. Mivel a leké-

! Zart korldtos halmaz (nem feltétleniil poliéder) sajatmagiba valo folytonos leképe-
zésével — az erre vonatkoz6 Brouwer tétellel magyar nyelven Szgp JuENG [21] kényve
foglalkozik. Lésd: Id. mii 472—477.
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pezés folytonos f(m) < ; &; minden i-re, amibél tekintettel arra, hogy
27 fi(w) =1 — kovetkezik, hogy fi(n) = =, ¢ = 1, ..., n, vagyis hogy 7

a leképezés fix pontja.

Scarf a r fix pont numerikus approximdcidjaként egy olvan w vektort
fogad el, amelynek képe kevesebb, mint egy adott y > 0 tévolsigra van
sajatmagatol. Valasszuk az || x| norméat max {| x|, ..., |2, |}-nek, és két
vektor tavolsidga mértékéiil vegyiik a két vektor kiilonbségének e normdjat,

ﬂ'5

1. dbra.

vagyis a kiilonbségvektor legnagyobb abszolit értékii komponensének abszo-
lat értékét. Belathaté, hogy a Sperner lemma felhasznalhaté f () fix pont-
janak ilyen értelmi megkozelitésére.

Ehhez mindenekelGtt vegyiik tekintetbe azt, hogy az f () fiiggvény folyto-
nos egy korlitos és zart halmazon. Ezért adott & > 0 szimhoz talalhato o-
lyan & = d(¢), hogy [[f(n’) — f(n")|| < e, ha || n' — n"| <. Lemma. Ha
a felosztasban szerepls alszimplexel maximdlis dlmérdje kisebb vagy egyenls
mint 8, akkor barmely w pont eqy olyan alszimpleaxben, amelynek csiicsar kiilon-
hizbképpen vannak indexelve, ki fogja elégitent az

|
[ f(m) — = || < (n — 1) (¢ 4 9) (L.1)
equenlitlenségel és ezirt a fix pont ilyen értelmii approximdcidjaként szolgdal’
Jeloljitk ugyanis w'-kel 7 =1, ..., n annak az alszimplexnek csiesait’
amelvre
filn) <af i=1,...,n (1.2)

Legven m tetsziGleges pontja a széban forgd alszimplexnek, tovabbd legyen
a 1’ vektor 7 o sugara kornyezetében. Ekkor

|70 — =" || <o és igy || f(m) — f(w') || < e (I.3)

Ebbdl w' = wi-re:

fi(m) < fixwt) 4 ¢ =l W ) (1.4)
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és igy (L.2) és (1.3) alapjan

fim)<aite<m+d+e t=1,...,n
masképpen
filw) —m;, <d+e 1=1,...,n (1.5)
Vegyiik most figyelembe, hogy
i1 film) = Y17 (= 1) (I.6)
és ezért
S (fdm) — m) =0 (L.7)

Tekintsiik a bal oldal valamelyik ¢ = io tagjét. Nyilvanvaléan
fl'o(n) i = — zl?él (/( ni) . (18)

\ ms«ra]]ul\ meg, hogy (1.8) bal oldala abszolut értékének mi a maximalis értéke.
Ha f, (7 2 0, akkor (I.5)-bél a maximadlis érték 6 + e. Ha azonban
fi(m®) — J't,-“ { , a jobb oldali sz7umma pozitiv értéki és (1.5) alapjan az nem
lehet nagyobb, mint (n — 1) (0 + &).

Kz azt jelenti, hogy
i/,-(.(ﬂ) —m, | < (v —1) (0 + &) (L.9)

Tekintettel arra, hogy az i, index megvalasztasa tetszdleges volt, ezzel a
lemma allitasahoz ]11t()tt11111(.

A levezetéshdl kitiinik, hogy az f(m) és a 7w vektorok tavolsagara jobb becs-
lés nem adhatd, de egyben az is latszik, hogy ilyen eltérés csak rendkiviil
specidlis esethen fordulhat els. Erre mutatnak a késGbbi sz ampéldak is.
A y kell§ pontossigot biztosité felosztiashoz tigy juthatunk el, hogy »n konkrét
értékének figyelembevételével e és ezzel cgyutt 0 = d(e) értékét elég kicsire
vilasztjuk (0 nem lehet kisebb, mint a maximdlis dtmérdji alszimplex).

A Sperner lemma nem ad étletet ahhoz, hogy hogyan lehetne a fix pontot
masként megkozeliteni, mint addig vizsg’mlni az alszimplexeket, amig egy
olyat taldlunk, amelyben az Osszes estes kiilonbozSképpen van indexelve.
I8 kizelitésnek azonban komoly gyakorlati akadalya van. Még n szerény értékei
esetén is azoknak a esticesoknak a szdma, amelyeket egy elég kis dtmé-
rGjti felosztasban kell meghatarozni, rendkiviil nagy. Ha a cstcsoknak a

(kD ..., &,/D) "'L(:Hpont()knt vélasztjuk, ahol a k; nem neg: wiv egész szamok
kielégitik a D7 |k, = D oOsszefiiggést, akkor n = D =200 esetén koriil-

beliil 800 millidrd csdces fiigev cnvcrtckenck klsz(umtasam volna sziikség, és
a felosztasban szerepld (Llsmmple,\ck szdma ennél még nagyobb.

Scarfnak a tovabbiakban bemutatdsra keriil6 kombinatérikai tételét
Brouwer fix pont tétele bizonyitdsahoz is felhasznilhatjuk. Ez a tétel a
Sperner lemmahoz hasonléan az S szimplexen levs finom felosztasa ponthal-
maz létezésébdl indul ki. A Sperner lemmatél abban a hatésos algoritmusban
tér el, amely a megvizsgdlandé pontok sorozatinak meghatérozisira hasznal-
haté fel. Miel6tt azonban ennek targyaldsaba lxcydenenk mégegyszer érdemes
kitérni arra, hogy l‘IllIVbH értelemben is kozeliti meg Scarf a fix pontot. A sz6-
han forgd approximacié olyan 7t pontot illetve pontokat eredményez, amelyre
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az | f(m) — 7 || egy eldre adott kis pozitiv szamot nem halad meg. A gyakorlat
szempontjabdl egy ilyen tulajdonsdgi m pont bizonyara sok esetben betolt-
heti a fix pont szerepét. Nincsen azonban arra biztositék, hogy a fenti w
pont valamilyen kis kérnyezetében taldlhaté legyen valddi fix pont is, vagyis
amelyre f(m) = 7.

Az az y = [(z) folytonos fiiggvény, amely a [0,1] intervallumot sajitmagaba
képezi le, mindenképpen rendelkezik fix ponttal (dbrdankon =t'). Az f(x) fiigg-

YA

72

Y S

2. abra.

vény a* pontbeli értéke azonban megkozelitheti a #”* értéket a p hibahatdiron
beliil, anélkiil, hogy a fiiggvény az y =z egyenest n* kis kornyezetében
metszené:

Ilyen esethen — a targyalt approximdcié értelmében — z? is betoltbeti egy
kozelitd fix pont szerepét. Természetesen azonban, hogy ha az eldirt p elég
kiesi, az approximacié csak a z' értékhez tarthat.

1. A primitiv halmaz fogalma és eqy kombinatérikai tétel

Tekintsiik £%-ben a =, ..., ", ..., ®wl vektorokhdl all6 véges P, halmazt.
\ S s ’ ’ (1 I
A wktl, . wk vektorok az S : {w| 3 #w; = 1; m; >0} szimplexbdl vannak

onkényesen vilasztva. Az elsd n vektorrdl feltessziik, hogy az aldbbi alaki:
Tt = (B M )
nd == (M, 0, .0, M;) (1.10)

et (Mo M D)

ahol az M, ... M, szimok egymastol kiillonboznek ¢és nagyobbak 1-nél.
Ezek a vektorok tehat wincsenek az S szimplexen.

Definicié. Az n elembdl all6 wh, ..., qn vektorhalmazt P,-ban primitiv
halmaznak nevezzik, ha nincsen olyan m/ vektor P,-ban, amelyre
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7 > min [z, ..., al

: (1.11)
mh, >min [z, ..., 7]

A primitiv halmaz geometriailag kénnyen interpretalhaté. Legyen wwi, . .., 7t/
egy n elembdl 4ll6 halmaz P,-ban és tekintsiikk S-nek azt az alszimplexét,
amely a kovetkezSképpen van definidlva:

7t; > min [7, ..., 7win] te=1,...%
és
n
2 mi=1;m2>0. (I.12)
=1

Abban az esetben, ha az alszimplex élén elhelyezked§ /i vektorok primitiv
halmazt alkotnak, vagyis, ha a széban forgé alszimplex P, egyetlen vektorat

3. dbra

sem tartalmazza belsejében, az alszimplexet primitiv alszimpleanek nevezziik.

A széban forgé alszimplexek eltérnek azoktél, amelyekrdl a Sperner lemma
kapesan volt sz6. Az (1.12) altal definidlt alszimplexeket — fiiggetleniil attdl,
hogy azok primitivek-e vagy sem — az S szimplexben fekvd, a koordinita-
tengelyekre merdleges (a koordindta hipersikokkal pdarhuzamos) és a wi vek-
torokat metszG egyenesek hatdroljak.

A 3. 4brdn a mi, w® és m® vektorok egy primitiv halmazt alkotnak, mivel
nines olyan /. € P, vektor, amely a 74, ° és m® dltal meghatdrozott alszimplex
belsejében fekiidne. Amint lathatd, a m°, n® és w!! szintén primitiv halmazt
alkot, mivel P,-ban nincs olyan vektor, amely a =% =n'! és S azon éle altal

* ScARF [20]-ban az ,,ordindlis bizis” terminolégidt hasznélta, hogy ielhivija a figyel-
met a primitiv halmaznak vagy mdsképpen primitiv alszimplexnek a linedris programo-
zasban szerepld ,,bdzis”-sal valé kapcesolatéra.
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meghatdrozott alszimplex belsejében fekiidne, amelyen a mdasodik koordi-
nata zéré.

Azt hiszem, elégséges az el6z6 abrara hivatkozni, mert ennek alapjin is
vilagosan lathato, hogy az alszimplexet generdld wii vektorok nem fekiidhetnel:
az alszimplexek csiicsain kivid. Ha példaul az el6zG dbran a = vektor a rajta
keresztiilmend egyenesen az alszimplex bal estiesdtél balra fekiidne, akkor
masodik koordinataja kisebb volna, mint ©* mésodik koordinitdja és fgy m
nem generdalhatna az alszimplex egyik oldalélét adé — a médsodik koordinata-
tengelyre meréleges —korlatozé egyenesét. Kkkor !, 7w és =8 kziil m® hatdrozna
meg az alszimplexnek a masodik és harmadik k()(n(lm(Lt‘Lth(rclylc mig m° azel-
s0 koordxnataten(rclyr(‘ merolcges élét. Kz esetben m® az alszimplex cgylk csu-
csdt alkotnd és mwt a wo és w® dltal meghatarozott alszimplex belsejében volna.

Ekkor tehat wtt, 7t° és 8 mar nem adhatna primitiv halmazt. Hoawiic =1, ..., n
vektorok primitiv halmazt képeznek, tgy, hogy a wi, ..., wir vektorok

koziil az egyik — mondjuk a 7/t — az altaluk murhuté,ro/ott alsnmplcxnck
egy cstcsaban van, akkor kell lenni kozottik leg: ébb egy olyan masik /i
1, # 1 vektornak is, amelyikkel a o/ vektor Ll]ll«Lk vwlamclylk koordinata-
jaban megegyezik. Ilyenkor fordulhat elé az az eset, hogy a mhii =1, ..., n
vektorhalmaz ugyanazt a primitiv alszimplexszet determindlnd, mint ug,y(mw,
a halmaz w/enélkiil. Ebbél kivvetkezik, hogy ha kizdrjuk azt, hogy P, barmely
két elemének lehessen azonos i-edik 7 = 1, , n koordindtaja, akkor kizér-
tuk azt az esetet is, hogy egy primitiv d,l'i/lmpl(“\('t generald prlmltlv halmaz

valamelyik eleme a primitiv alszimplex csiucsaban legyen és gy a primitiv
halmaz eléallitasahoz mindig P, n elemére van szitkséy.

A degenerdciémentesséy feltétele: Nincs két olyan vektor P,-ban, amelyeknek
valamely ¢ = 1, ..., n koordindtajuk azonos volna. Hzzel a feltétellel biztosit-
Juk azt, hogy a korlitozé felilletek mindegyike a primitiv halmaznak pontosan
egy vektordt tartalmazza. Nevezetesen azt a vektort, amelyben a megfelelG
koordinata a legkisebb. Ha a primitiv halmaz ¢ << n-re tartalmazza wi-t,
akkor a primitiv alszimplex egyik korlitozé feliiletét S megfelels hatarfeliilete
adja és e feliileten az i-edik koordinata zéré. (Tobbek kozott a degenerdcid-
mentesség biztositasihoz kellett feltenniink, hogy P, elsé n vektordnak nem-
z6r6 koordinatai nagyobbak legyenek az egységnél. Ha az M, értékek (‘gvnél
kisebbek is lehetnénck, akkor el6fordulhatna példaul az, h()gy ﬂ[z == n, volna
és ez ellentmondana a degenericiémentesség feltételének. Ha M, <=z} lehetne,
akkor m? m® és m" mar nem alkotnak primitiv halmazt, mivel eredetileg e
primitiv halmazban 7w elsé koordinataja volt a legkisebb elsé koordindta,
mint ahogyan ez a 3. abran is lathatdé. Mivel tovibba az olyan primitiv alszimp-
lexeket, amclyel\nek egyik oldalat S egyik korlatozé hipersikja determindlja

— ilyen tobbek kozott a w? m't és az S széban forgd éle dltal meghatirozott
alszimplex — nem volna célszerd a primitiv halmazok sorabdl kizdarni, ezért
Py els6 n vektorit — és igy a m® vektort is — Scarf tgy definidlta, hogy annak
szerepeltetése valamely » elemii halmazban kizarélag csak az S szimplex élét

reprezentalja. Az M; értékeknek (1.10)-nél jelzett megvalasztisa — M, > 1,
1 =1...,n — eleget tesz ennek a célnak.)

A P, vektorhalmaz elemei mindegyikének feleltessiitk meg az 1,2, ..., n
egészszamokbdl kivilasztott egy-egy indexet. A megfeleltetés — a vektor-
lista els6 n tagjat kivéve — onkényes. Meglkiveteljik, hogy mw'-nek az 1, w*nek
a 2, ..., w'nek az n index feleljen meg. Ezekutdin kimondhaté az aldbbi

kombinatérikai tétel:
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1. Tétel. Létezik olyan primitiv halmaz, amelynek mindegyik vektora kilonbizi-
képpen van indexelve

E tételt — belataba utan — alkalmazhatjuk a Brouwer tétel bizonyitdsara.
Ekkora "+, . .., a* vektorok mmdegylkenek olyan i indexet feleltetiink mcg
amelyikre fy(n)) >al, j=n+1,...,k j > n-re, minthogy i, f(m) =
= 3 o (=.1); nylh anval6, hogy van ilyen ¢ index.

Egy olyan primitiv halmaz, amelynek m/i vektorai mind kiilonbozéképpen
vannak indexelve, tartalmazhat néhany vektort az elsd n-bdl is. Legyen 1
ezen vektorok indexeinek a halmaza. A primitiv halmaznak megfeleld al%/nnp-
lexet @ € I-re a ; = 0 élek korlatozzak. Ebbdl kovetkezik marmost, hogy egy
olyan als7implexben, amelyre mint primitiv halm(um a fenti tétel 4all, mind-
mrylk i-hez talalhat6 olyan m vektor, amelyre f,(m) > n,.

4. dbra.

Kivalaszthaté a =w!, ..., wh vektorok olyan sorozata, hogy k-— oo esetén
a primitiv alszimplexek maximdlis d4tmérSje nulldhoz tartson. Ezért taldl-
hat6é a tételben leirt tulajdonsdgt primitiv alszimplexeknek olyan sorozata,
amely ('(rvctlon 7t vektorhoz tart. Kihasznalva () folytonossdagat, lathatjuk,
hogy fi(®) > @, minden i-re, ugyhogy 7-nek a leképzés fix pontjinak kell
lennie.

Segédtétel Legyen wh, . .., min egy primitiv halmaz és legyen i ezekbol a vek-
lumkb(ﬁl az eqyik. Iyﬁﬂor eltelintve egy kivéleles esetldl, egyetlen olyan € Py;
w4 qix vektor létezik, amelyikre wh, ..., ;e qui, qian, .. qin pmmzlu

halmazt ad. A kivételes eset alkkor dll clo, (Linzkor az n — 1 afamb i b £ o
veltort P, elsé n veltora kizil vdlaszljuk. Kz esetben helyellesités nem lehetséges.

A segédtétel azt dllitja, hogy eltekintve a kivételes esettdl, ha egy tetszileges
vektort kivessziink egy primitiv halmazbdél,csak egyetlen ()lydn hLlthtLSltLbc
lehetséges, amellyel a vektorhalmaz ismét primitiv halmazt ad. Ekkor a

s

¢ Szigma
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m/x-t helyettesité m/-t egyszerli geometriai szerkesztéssel kaphatjuk meg.
Ahhoz, hogy xlluwtraljuk ezt a szerkesztést, tegyiik fel, hogy

= min[mh, ..., 7] i=1,...,n (I.13)

ragyis, hogy 7/i a primitiv alszimplexnek azon a felilletén van, amelyen az
1- edlk koordindta konstans. Tegyiik fel tovabb4, hogy m/i-et vessziik ki a hal-
mazb6l. (Ezekkel a feltevésekkel az dltalanossdg megszoritdsa nélkiil élhe-
tiink.) 7 *-gal jeloljiilk a primitiv halmaznak azt a vektorit, amelynek
az elsé koordmatlmJ.L a masodik legkisebb érték{i. Ahhoz, hogy olyan vektort
talaljunk, amelyik m/i-et hcl_yettemtl, a /ot tartalmazd felilletet magdval
parhuzamosan elmozgatjuk, esokkentve az i*-odik koordinatat, egészen addig,
amig az el6szor metsz At egy P,-ban levd w/ vektort Ggy, hogy

i > ali minden i1,9% -raés af > e

vagy wmu/ az S szimplex azon felilletével fog egybeesni, amelyre mp — 0.

Az ) primitiv halmaz fenti elGallitdsat matematikailag a kovctkuoképpcn
fogalmazzuk meg: Ha a primitiv halmazbdl wi-et zirjuk ki (amelynek az elsd
koordinitdja a legkisebb a wii i = 1, ..., n vektorok elsé koordinatai kozott)
és ha mi az a vektor, amelynek elsd koordinataja a mdsodik legkisebb, akkor
n/t vektor helyett a primitiv halmazba az a = € P, vektor lép be, amelyre

max wh, = nl, (I.14)
1<j<k
wthe < it (L.15)
] > nlt (1.16)
) >nk minden @ 551, 8% (L.17)

Mint az el6zé dbran lathato, az ott felrajzolt megoldds az (1.14—17) reldcidk-
nak eleget tesz., A segédtétel pontos kimutat: is&hoz azonban egyrészt azt kell
bebll,(mylt(ml, hogy az ([.14 -17) reliciokkal leirt feladat a kivételes esettdl
eltekintve tetszGleges elhelyezkedésii és méretii vektorok esetén egyértelmiien
megoldhat6, mdsrészt azt, hogy a 7= (= mh) vektor helyettesitésére mds
lehetGség nincs.

Vegyiik mindenekelGtt figyelembe, hogy a m/i® vektor j. indexe nagyobb
n- m‘l mert ha nem, akkor a kivételes esettel allunk szemben. Ha ugyanis

* P, elsG n eleme kiziil volna az egyik, akkor — mivel feltételezésiink szerint
n"' elsd koordinatija a méasodik legkisebb és fgy az nem lehet zéré — sziik-
(wrl\(,ppvn nagyobb volna az (ur).swrn(l Ekkor azonban — S/mtvn a Titvek-
tor elsé knm(lnmtajan kirott feltevés alapjin — minden egyes i @ = 2, ..., n
vektor elGs koordindtdija is egynél nagyobb volna. Kz vagy éppen azt
jelentené, hogy a segédtételben emlitett kivételes esettel van dolgunk, vagy
azt, hogy a wii =1, ..., n vektorhalmazt P, elsd n vektora adja. Utébbi
esetben azonban ez a halmaz csak akkor lehetne primitiv, ha P, csupian a
széban forgé n vektor halmaza volna (k = n), mivel ezek (I.13)-ban éppen
az S szimplexet generaljak. Kttdl az c%tt()l nyilvin eltekinthetiink.

Az elmondottakbol kivetkezik, hogy a kivételes esettél eltekintve a 7/
vektor j. indexe nagyobb n-nél, igy mindegyik koordinatajara: 0 << #j* < 13
==l S e klhawnaltuk a degenerdcié-mentességre  tett klk()test)

)
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Ebbél azonnal kovetkezik, hogy a kivéleles eseltdl eltekintve az (1.15—17)
eqyenlitlenségrendszernek mindig van megolddsa, példaul

i*
TC" = (11'[[., » 8 ¥ A[it’ (\)l, ﬂ[,‘o, P ,ﬂli.)

vektor. A degenerdcio-mentesség kikotésébdl folyik az is, hogy az (1.14—17)
feladatnal egy és csak egy megolddsa van. Konnyen lathatd, hogy igy primitiv
halmazhoz jutunk.

A kivételes esethen — konny(i belatni — helyettesités nem lehelséges. A fentiek-
ben hasznalt, az dltalanossigot meg nem szorité jelolések mellett ekkor a i
¢t = 2, ...,n vektorhalmaz azonos a w' i = 2, ..., » vektorhalmazzal, mig
i o~ wl'. (Ha kb > n, akkor 7/ — w' esetén m' i = 1, ..., » nem szolgéltatna
primitiv halmazt.) Ekkor wh kirekesztésével azért nem kaphatnink ismét
primitiv halmazt, mivel az ajabb =!, =* ..., ®" halmaz wni-et belsejében
tartalmazna.

A segédtétel pontos kimutatdsiahoz még be kell bizonyitanunk, hogy nem
taldlhats az (1. 14) -ben szerepld w-161 kilonbizd olyan velor, amelyel  th herc
irva szinlén primiltv halmazhoz julndank.

A bizonyitast két lépésben végezziik cl. Elszor is meg: tll'L])ltJuk hogy:
1. Ha w!, wh, ... ®in eqy primitiv halmaz, akkor minden i; @ += 1, i¥-ra a i
veklor az ij ulszzm plexnek azon a korldtozd felitletén lesz, amelyil i-edik koordi-
ndlaja konstans. Ha e primitiv alszimplexnek azon a korlidtozdé feliiletén,
amelyen az i; @ »¢ 1, ¢* koordindta konstans nem a /i vektor fekiidne, :kaor
(I.13)-ra tekintettel ezen szitkségképpen =l volna rajta. Mivel ekkor azon a
korlatozo feliileten, amelyen az elsé koordinata konstans csak w/i* felkiid-
hetne, azt a korlatozo felilletet, amelyen az i*-odik koordindta konstans csak
egy w1 £ 1, i¥ ve ktor hatdrozhatnd meg. Kz azonban Iehetetlen, mert (11.12)
2 = i*-ra is \'()]hlt]\()/.ll\

4 megfioyelés folyomanyaként lathatd, hogy az Gj primitiv halmazra:
(- i = o o O

ah = min [af, #l2, .. 7l] minden i1, i%-ra

Kz a reldci6 egyben azt is igazolja, hogy a primitiv halmaz 4j elemének ki kell
elégitenie az (1.17) egyenlGtlenséget.

A maradé két koordindtira két alternativa dllhat fenn. Vagy n! van a kons-
tans elsG koordinataja és mwii* a konstans ¢*-odik koordindtdja feliileten, vagy
forditva.

A kovetkez6 2. 1épésben azt bizonyitjuk be, hogy ha a w!, wh, ..., 7w pri-
mitiv halmazban =n! o= wh, akkor w'-nek lkell lemu az uj primitiv alszimplex
konstans v* koordindldji felulclr'n és I van azon « [elileten, amelyen az elsé
koordindta  dllando.

Ha ez nem volna iga/ akkor az el6zGek alapjin barmelyik i — 2, ..., n-re
a 7t/ vektor volna az Gj alszimplexnek azon a feliiletén, dmdvlkon az 1-edik
koordindta konstans. Ekkor azonban zlt < 7l esetén a régi als'ﬂmp](‘\ tar-
talmazna l)('l%]eb(,n ntl-t és igy az nem lett volna punutlv vagy @l < aft
esetén az Gj alszimplex tartalmaznd belsejében mi-et és ezért ez nem Volna
primitiv. Ellentmonddshoz jutottunk, tehdt indirekt feltevésiink hibds. Kz
azt jelenti, hogy w'-nek kell azon a feliileten lennie, amelyiken az i* koordi-
ndta konstans. fgy nyilvdnvalé az is, hogy a mivt vekfor (amelynek elsé
koordindtdja a mdsodik legkisebb volt az eredeti primitiv halmazban) lehet

6*
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csak azon a feliileten, amelyben az els§ koordindta konstans. Ez azonban azt
jelenti, hogy = eleget tesz az (I.15—17) reldcidknak j = I-re és nyilvanvald,
hogy (I.14)-nek is fenn kell 4llnia ahhoz, hogy primitiv halmazt kapjunk.
Ezzel a segédtétel bizonyitdsat befejeztiik.

Most térjiink rd az 1. tétel bizonyitdsira. MindenekelStt emlékeztetiink
arra, hogy a P, halmaz mindegyik vektoranak megfeleltetiink egy, az 1, ..., n
szamok koziil vdlasztott indexet. A tételben nincs sz6 arrdl, hogy ezt a meg-
feleltetést hogyan végezziik, ez onkényes, eltekintve attél, hogy j=1, ..., n-re
m-nek a j indexet feleltetjiik meg. (A tételnek & Brouwer tétel bizonyité-

sahoz valo felhaszndldsandl — mint ahogyan arrél a tétel kimonddsdndl méar
sz6 volt — az indexek kivilasztdsa fiige a leképzéstdl, azokat nem vdlaszt-

hatjuk meg tetszés szerint.)

Az a célunk, hogy egy olyan primitiv halmazt hatdrozzunk meg, amelynek
elemei kiilonbozoképpen vannak indexelve. Erre egy véges algoribtmust muta-
tunk be az aldbbiakban. Az algoritmus egy olyan primitiv halmazzal kezdddik,
amelynek mindegyik tagja eltéréen van indexelve azzal a lehetséges kivétellel,
hogy egyetlen vektorpar rendelkezhet azonos indexeléssel.

Tekintsiilk a 72 ..., 7!, @* vektorhalmazt, ahol m* az els§ n vektor
utan kovetkezSkb6l van kivalasztva gy, hogy maximilja az elsé koordiné-
tat. Vilagos, hogy

min [#}',n}, ..., "} (1.18)

i = l-re aj*-gal egyenld és zérd i > 1-re. Kz a vektorhalmaz (az (1.11) defi-
nicié alapjin) primitiv, mivel nines olyan vektor P,-ban, amelynek osszes
koordinatai nagyobbak lennének, mint a (z{*, 0, ..., 0) vektor koordindtdi.

Ha a /¥ vektort az 1-es indexnek feleltettiik volna meg, akkor a probléma
mar meg volna oldva, mivel ez esetben a primitiv halmaz sszes eleme kiilon-
biz6 indexszel rendelkezne. Altaliban nem ez a helyzet, és ilyen esetben w/*-nak
ugyanaz az indexe, mint a 7 ..., ©" vektorok valamelyikének. Az algorit-
mus mindegyik lépésében (kivéve a végillapotot) olyan primitiv halmazunk
lesz, amelynek indexei a kivetkezd tulajdonsiggal rendelkeznek.

(i) Az 1 index egyik vektornak sem fog megfelelni.
(it) A primitiv halmaz mindegyik vektora kiilonbozden lesz indexelve, kivéve
egy vektorpart, amelyek azonosan.

Az algoritmus a két azonos indexszel rendelkezé vektor egyikét hagyja ki
a primitiv halmazbol. Ezaltal vagy kap egy ugyanilyen tulajdonsigt aj pri-
mitiv halmazt, vagy befejezidik az algoritmus azzal, hogy a primitiv halmaz
mindegyik vektora kiilonbozSképpen lesz indexclve. Ez esetben megkaptuk
a kividnt megolddst. Eltekintve a kiinduld és a végsd helyzettsl, az algoritmus
mindegyik 1épésnél tehdt a kozos indexi két vektor egyike keriilt éppen
bevezetésre, hogy a konkrét helyzetbe jussunk. Az algoritmus azzal megy
tovdbb, hogy kirekeszti a par mdsik tagjat.

Ami a kezdeti primitiv halmazt illeti, abbdl esak egy olyan 7/ (j = 2, ..., n)
vektor hagyhaté ki, amelynek ugyanaz az indexe, mint s/*-nak. A mésodik
lehetGség, vagyis m/* kizdrdsa annak a kivételes esetnek felel meg, amelyrdl
a segédtételben volt sz6.

Vildgosan kell 1atni, hogy az algoritmus sohasem térhet vissza egy el6z6 pri-
mitiv halmazhoz. Ellenkez§ esetben ugyanis, ha az elsé visszatérés a kezdeli
primitiv halmaztdl eltéréhoz vezetne, akkor ettSl az ,,el6z6” primitiv hal-
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mazt6l az algoritmus folytatasidnak harom (és nem két) médja volna. Ha az
els@ visszatérés a kezdeti primitiv halmazhoz vezetne, akkor ebbdl a halmaz-
bol az algoritmus folytatdsara két méd allna rendelkezésre és nem egy

Az algoritmus csak akkor 4ll le, ha egy olyan primitiv halmazhoz jutott,
amelynek osszes vektora kiilonbozGképpen van indexelve. Ha ilyen tulajdon-
sdgh primitiv halmaz nem létezne, az algoritmus végtelenné vélna, mikézben
mindegyik lépésben mas-més primitiv halmazt allitana el6. Mivel azonban a
kiilonbozd primitiv halmazok szama wvéges, ez nem fordulhat el6. Ez a tény,
amikor bizonyitja a kivant tulajdonsagta primitiv halmaz etr?iszten(‘iéjé,t arra
is rdvildgit, hogy ilyen primitiv halmazhoz az algoritmus véges szamu lépéshen
jut el. Ezzel tételiink bizonyitasat befejeztiik.

A 1I. fejezet elején volt arrdl szé, hogy a Sperner lemme garantéilja olyan
alszimplex létezését, amelynek minden csicsa kiilonboz8képpen van indexelve.
A Sperner lemma azonban nem ad més otletet ahhoz, hogy hogyan taldljunk
egy ilyen tulajdonsigu alszimplexet, minthogy sorra vizsgéljuk az alszimplexe-
ket, amig egy kivint tulajdonsdgiat nem taldlunk. Scarf eljardsa ennél tobbek
kozott azzal nyjt tobbet, hogy ndla elégséges olyan alszimplexet sorra venni,
amelyben csupin két csties indexe lehet azonos, és igy a sziikséges szamitdsok
mennyiségét igen nagy mértékben csokkenti.

A szamitast technikdrol

Az algoritmus programozisakor mindenekelGtt azzal a feladattal talalko-
zunk, hogy hogyan vélasszunk ki egy megfelels P, vektorhalmazt. Az algorit-
mus mindegyik lépésében ezekbdl a vektorokbdl kivalasztott » taghdl 4llé
primitiv halmazzal van dolgunk. Ezekbdl az egyiket kihagyjuk a primitiv
halmazbdl és helyére egy misik vektort helyettesitiink, azdltal, hogy meg-
hatirozunk egy a v ektort és egy ¥ koordindtat, majd m(‘ﬁvwwél]uk P, azon
osszes vektordt, amelyre 7} > a; i+~ ©* és azt a vektort vélasztjuk ki, amely-
nek i*-odik @ie koordindtdja a ](‘«rmwv()bl) de kisebb, mint 7l . Az a vektor
elsé kom(lnmta‘] L a 3. abr ‘wal luL[)(‘S()l(Lt()‘a Jclulc.seh esetén (lasd az (1.13)
¢s az (1.15—17) relacidkat) — zfi*, az i-edik (i = i*) 7i, mig az i*-odik koor-
dindtdja érdektelen.

A P, halmazt hasznos Ggy megkonstrualni, hogy a primitiv halmazba belépé
uj vektorokat P, osszes vektoranak megvizsgdldsa nélkiil tudjuk kivélasztani.
Példdul, ha P, vektorait (eltekintve az elsd n- t(’il) a(k,/D, ..., k,/D)szdm n-esek
osszes lehetséges kombindcidi adjak (ahol k; > 0; k, —|~ + k, = D), to-
vabbd, ahol a k; és a D szimok egészek), (ka()r az el¢ l)b unlltett vektor kom-
ponensei egy egészszamnak ¢és D-nek hanyadosai lesznek. Az 1j belépd w/
vektor komponenseit ekkor vagy

|

S'!‘,’- = @; - ]/]) (l. :]E L*) y 57{:« =] — 2’[;&,‘# (“i —+ I/D) (119)

adja, vagy ha nem, akkor P, elsé eclemének egyike.?

" Tegyiik fel, hogy a folytonossig definicidjaban szerepl6 o = 0(¢) fliggvény ¢ > 0-hez

és t-tszélvqu TIT .\ lu/ ~olyan maximalis & kornyezetet rendel, amelyre || f(w’) —

”) |<ehal|n 7" || < 0. Tegyiik fel tovdbbd, hogy 1(‘t071k a d = d(g) fugg-

vé ny inverze is. anl vkkm 6 vilaszthat6 az S felosztdsaban szereplS alszimplexek

maximdlis dtmérGjének, ez a fenti felosztdsban 1/D-vel egyenld. A 6 = d(¢) fliggvény

inverzéb6l meghatdrozhaté a 6° = l/l) értékhez tartoz6é minimidlis €. Az approximdcid
hibdjat S fenti felosztdsa esetén (1. 1) alapjdn y = (n — 1) (1/D -~ %) adja meg.
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Ha tehat P,-nak megvan ez a specialis syerkemte, akkor igen egyszer(i sza-
mitassal l«.clphat]uk meg a mindenkor belépG 0j vektorokat. Megjegyzendd
azonban, hogy a P, halmaz fenti megvalasztisa nem elégiti ki az el6z6 pont-
ban, a de(rener1010multcs‘~;eure tett feltevést (mlwelmt P-ban nincs olyan
két vektor, amelyeknek V(Llamcly i-re koordindtajuk azonos lenne). Ez pedig
egy olyan kikités, amely elengedhetetlen a segédtételben leirt szabély alkal-
mazasahoz. A célbdl, hogy Scarf elkeriilje a degenericié okozta nehézséget,
az algoritmus mindegyik lépésnél megkonstrual egy

D M e e s B

M,

. . (1.20)
M, 0 ani 8

matrixot, amely tartalmazza P, elsé n elemét és még azokat, amelyek el6zdleg
keriiltek bevezetésre a primitiv halmazba. A sorrend a bevezetés sorrendje.
Ekkor, ha a matrix valamely két oszlopanak komponensei egy @ sorban meg-
egyeznek, akkor az elGzét tekintjiik nagyobbnak. Hasonléan, ha a métrix
valamely vektora és egy matrixon kiviili vektor valamely eleme azonos, akkor
is az el6bbit tekintjiik nagyobbnak. Belathatd, hogy ez az eljaris véges algo-
ritmust eredményez.

A belépé =/ vektor meghatarozasa céljabdl esak azokat a vektorokat kell
megvizsgalni, amelyeket valamely el6z6 1épésben mar felhasznaltunk; ezen-
kiviil csupdn egyetlen szdmitds gziikséges. B szerint azoknak a vektoroknak
a szama, (llIlC]}CkLt kifejezetten meg kell vizsgdlni, nem lehet nagyobb, mint
az iteraciok szama plusz n. Ha az itericiok szama viszonylag kicsi, ez a vizs-
calat konnyen elvégezhetS. (Az ilyen nehézségek feloldasara mas médszerek
is lehetségesek. Kzek kozott valdsziniileg olyanok is talalhatok, amelyek még
kevesebb szamitast igényelnek.)

Az algoritmus egy olyan primitiv halmazzal fejezédik be, amelynek vektorai
mind kiilonbozdképpen vannak indexelve. A primitiv alszimplexnek barmely
pontja a fixpont approximiciéjaként szolgal.t

A célbdl, hogy e kivant tulajdonsagi o alszimplex pontjai koziil egyetlen
pontot valasszunk ki, célszerii ezt gy tenni, hogy ezzel minimalizdljuk az

f(m) — = (1.21)

normat vagy a kozelség valamely mdas mértékét — a 7w € o® pontokr:
A szamitas megkonnyitése érdekében de a kivant pontossigot meg-

kovetelve — altalaban megengedhetd és célszerii csupan az f,(w) fiiggvények

linedris kozelitését — Taylor soruknak elsé két tagjat — figyelembe venni.

Ha a ¢° alszimplex cstesait a ww/ i — 1, ..., % vektorok adjdk, akkor ((l

szeri a sorbafejtést az 1/n X7, it vektor korill elvégezni. Jeloljitk az f,(m

i —= 1, ..., n fiiggvény linearis kozelitését ¢ (w) -vel, “ekkor a fel Ldatunkat

az alabbiak szerint fogalmazhatjuk meg:

! Lasd az (L.1) egyenl6tlenséget, vagy a 3. labjegyzetet.
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Keresend6 az a y, érték, melyre
min y = y, (I.22)
alavetve a kovetkezd feltételeknek:
—y < @i(w) —a; < y Pl 1 L om0 (193)

és m €0°% vagyis (1.12) alapjan:

7; > min [7h, ..., 7] 1=1,...,n (L24)
valamint
2iam=1;m2>0; y >0 (1.25)

(1.22—25) egy linearis programozasi feladatot ad. E feladat mindig meg-
oldhaté és nagyban fokozza az (I.1) relicioval jelzett értelm approximacid
pontossagat.

1.3. Egy érdekes tétel

Az el6zG fejezetben ismertetett algoritmus alapgondolatat nemcsak az
el6z6kben megkivant tulajdonsigt primitiv halmaz megkeresésére haszndl-
hatjuk fel, hanem egy altalinosabb probléma megoldaséara is. Aho;,yan az el6z6
iejc',etl)cn, legyen a !, .. ., w¥ vektorhalmaz az S szimplexen, ésa w!, ..., o<
vektorok legyenek szintén az elézikkel azonosak.

Tekintsiitk a

Bz — w (1.26)

egyenletrendszert, ahol B egy n > b mdtrix

[—] 5s M) /),,,,x,"'bl’l( »

(RS /)“,” 1 bn‘h |

s w egy szigortan p()zitiv vektor. A (1L.1) egyenletrendszer megengedhetd

bazisinak — a linedris programozisban haszndlatos értelemben — az n
szama j,, ..., j, oszlophdl 4ll6 vektorrendszert nevezziik, ha azok linedrisan

fiigeetlenk és ha a

"m ~
.:)’ 1 l)l'/l‘ ~Jv 0]

ie=01,s b (127)

!

egyenletrendszer megolddasa nemnegativ.
2. Tétel. Ha az (1.26) rendszer nemnegativ megolddasainak halmaza korldtos,

alkkor létezik olyan wh, ... i primitiv halmaz, hogy a B mdtriz j,, ..., Jn
oszlopai megengedhel bdzist alkotnak.
Bizonyitas. Tekintsiik a w®, ..., w", w* vektorhalmazt, ahol a 7/* vektor P,

elsé n vektora utdn k()vetkcynklml Ggy van kivilasztva, hogy ezek kozott nf*
elsé koordindtdja a legnagyobb. Kz a halmaz primitiv mint ahogyan azt az
(I. 18) relaciéval k:ch%()LLtbun mar megallapitottuk.

Az 1, ..., n oszlopok a B matrixnak megengedhetd bézisat (leOtJdk Hajt-
sunk végrc cgv elemi bazistr tmyim'nmcmt (xzaltal hogy a j*-nak megfelelé
oszlopot vezetjiik be. Nincs tovabbi probléma, ha ezzel az 1-es oszlop marad
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ki a bazisbol, mivel 2, ..., n, 5% primitiv halmaz és a Bz = w rendszernek is
egy megengedhets bizisa. Altaliban nem ez lesz a helyzet és valamely més,
nem az elsé sozlop marad ki a bazisbdl. Az algoritmus kovetkezs 1épése abbdl
all, hogy a primitiv halmazbdl eltavolitjuk azt a vektort, amelyik annak az
oszlopnek felel meg, amelyet éppen kivettiink a Bz = w egyenletrendszer
megengedhetd bazisabol.

Az algoritmus alternal a B mdatrixra vonatkozd linedris transzformacié és
& pumltlv halmazon végzends analdg operacié kozott. B megengedhetd bdzi-
séba belevessziik annak a e vektornak megfelels oszlopot, amdvlkct éppen
belevettiink a primitiv halmazba; ezt kivetGen kivessziik a primitiv halmazbél
azt a 7le vektort, amelyik annak az oszlopnek felel meg, amelyiket éppen
elhagytunk B megengedheté bazisabol. =

A szamitas barmelyik kozbiilsé lépésében B megengedhets bazisa az 1-es

()szl()[)ot és m — 1 mdsikat, mondjuk a j,, ..., 7, 03/,1()[)()1“),1: tartalmazza,
amig a primitiv halmaz a wh, @iz, ..., «wi vektorokbdl 4ll, ahol j, - 1. AA

algoritmusra végig érvényes az az Osszefiiggds, hogy a primitiv halmaz vek-
torainak ¢és a bazisban szereplé oszlopoknak indexei kozott n — 1 azonos.
Bz azért van igy, mert mindig két lehelsiéges operdcio egyikél hajljuk végre.
Ha a B mitrix bizisin hajtunk végre elemi transzforméciot, akkor az e bekez-
désbeli jelolések szerint a j, oszlopot kell bevezetniink a bézisba, mig ha a
primitiv halmaz egy elemét helyettesitjiik, akkor ww/i-et kell kizarni. l1 Itekintve
attol a kezdeti hcly/,ettol, amikor a primitiv halmazt =% ..., =k 7/* adja
és a megengedhetd bizis az elsé n oszlopbdl 4ll, mindkét operdciéd alkalmaz-
haté. Kezdeti helyzetben csak egy operdcié hajthaté végre, mivel ww/* kizdrds:
azt a kivételes helyzetet teremti meg, amirdl az el6zé fejezet segédtételéhen
volt sz6.

Az algoritmus mindegyik kozbiilsé Iépésében két folytatas lehetséges. Vissza-
tériink az el6z6 Allapotba —— amit nyilvin kizirunk — vagy az el6z8 bekez-
désben targyaltak alapjin a masik lehetséges opericiot hajtjuk végre. Kbbé]
kovctkemk hogy az algoritmus nem lehet ciklikus. Ellenkezd esetben ugyanis,
ha az elsd dll:bp()t amelyre az algoritmus visszatér., nem a kezdeti helyzet,
akkor ebbdl a helyzethdl harom és nem két folytatisnak kellene lennie. Ha
az elsé olyan allapot, amelyikhez az algoritmus visszatér, a kezdeti helyzet,
akkor ebbdl két és nem egyetlen {i)lytnt{wi lehetGségiink volna.

Mivel az algoritmus nem ciklikus és a lehetséges h(‘ly/ctvk szima véges, az
algomtmubnnk be kell fejezGdnie, ami esak akkor torténhet meg, ha a konkrét
woi, ..., ®/ halmaz primitiv halmazt alkot és ugyanakkor a tételben meg-
adott mddon felel meg a Bz — w megengedhets bizisdnak. Kzzel a 2. tétel
bizonyitasat befejeztiik.
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BrRODY ANDRAS:  Eiték és  ajratermelés

- Kisérlet a marai értékelmélet és djrater-
melési elmélet matematikai modelljének meg-
Sfogalmazdsara. Budapest, 1969, Kozgazda-
sagi és Jogi Konyvkiadao, 358 p.

Brody uj konyve impozins munka. Ma-
cas szinvonalon foglalkozik a kozgazdasig-
tudomdny egyik kozponti kérdésével, az
érték- és drelmélettel. Az olvasora nagy
hatast gyakorol a munka mélysége, sok
részének logikai tisztasaga, a matematikai
apparatus kifinomultsiga és biztos keze-
lése, a szerzé szamos figyelemre mdélto
otlete.

Brody évek ota_foglalkozik az input-
output-analizissel. O volt a Leontief-model-
lek els6é propagitora Magyarorszigon. De
sohasem elégedett meg azzal, hogy egysze-
riien atiiltessen killfoldi tapasztalatokat a
magyar talajba bir ez magiban is hasz-
nos tevékenysés lett volna. Kezdettél
fogva az input-output-technika tovabb-

fejlesztésére torekedett. Az elsék kozott

vizsgilta az dgazati kapesolati mdérlegek
pontossdginak problémdit. Kmellett hosz-
szt évek Ota foglalkoztattik o technika
elméleti alkalmazasinak lehetdségei. Fp-
pen ez a tevékenysége kulmindlt most )
kinyvében.

A mii egyik ereje: az eredetiség. Ki nem
taposott dsvényeken jir; keriili a kinnyen
elfogadhato, de unalmas igazsigokat. Saj
tos szint képvisel a magyar kozgazdasigi
irodalomban; egyidejiileg politikai gazda-
metematikai  kozgazdasdag

sagtant  ¢és
munka.

A szerzé erés absztrahdlo képességién ki-
vill megmutatkozik sokoldalt miiveltségee
is. Jdratos mind a marxista, mind a nem-
marxista irodalomban, tijékozott a napi
gazdasdgpolitikiban. Miiveltségének ezyik
érdekes Osszetevoje: természettudomanyi
és miiszaki ismeretei, amelyek nem is egy-
szer inspirdljik kozgazdasdgi gondolatait.
Még egy fontos erény: a kinyv stilusa,
amely vildgos, logikus, jol kivethetd. Ha-

sonlatai  taldloak, fogalmazisa  szines,
elegdns.

IS recenzioban négy témaval foglalkozom
részletesebben. Részben Brody megdllapi-
tdsait ismertetem, hozzaftizve néhdny sajit
gondolatomat, amelyekre a kinyv inspirdlt.
Részben pedig vitdiba szdllndk o szerzé

egyik-masik elgondolasdval.

1. A statikus és a dinamikus modell

vISZONIYt

Brody alapjiban véve kétféle modellel
dolgozik. Az egyik cgy zirt statikus Leon-
ticl-modell: ez esak a folyd riforditdsok
belsé dramliasat frja le. A mdsik egy zdrt
dinamikus modell, amely rokon Neumann,
Leontief ¢s Lango dinamikus modelljeivel;
szambavéve nemesak a folyd raforditdso-
kat, hanem az cszkozok lekdtését is. Utobbi
megszerkesztésckor Brody fontos foealimi
tiszlazast.  végez, finom  disztinkeidkkal
megviligitva a t6kelokdtés, tékemegtérii-
165 ¢s dlloeszkoz-clottartam kozti viszony-
latokat.

Brody egyik mdély és figyelemre mélto
gondolata: rokonsdigot mutat ki egyfelsl
a statikus és dinamikus modellpdr, mids-
felol o marxi condolatrendszer kivetkezo
kategoria-pirjai kozobt: egyszerii és hovi-
tett Gjratermelés, értdk és termelési dr.

16186 olvasdsra o rokonsig, az analdgia
szorosnak  tlinik. A kinyv  legkerckebh,
logikailag leginkabhb zirt és befejezett feje-
zetel éppen azok, amelyck e kétféle modellt
leirjilk, s a marxi fogalom-piarokkal vald
analégidjulkat clemzik. A konyv itt fontos
(j credménycket  tartalmaz.  JelentGsen
elérelép o marxi értdk- és reprodukeios
clmdélet matematikai modellezéséhen, feliil-
miilva olyan alkoték, mint Osear Lange,
Nyemesinov, Johansen, Morishima kordabbi
kisérleteit.

gy tudominyos elmdélet magas szin-
vonalinak egyik gyakori ismertetGjele (bar
nem  okvetleniil  szitkséges  feltétele) az
cgyszeriisée, tomorség, szimmetria. Neu-
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mann Janos kifejezésével: a tudomdnyos
elméletnek is van esztétikuma. Brody mun-
kajanak ez a része valdéban szép; a gondo-
lat vildgos ritmusinak, kerckségének 6ro-
mét szerzi meg az olvasé szdmadra.

Hadd valljam meg azonban Gszintén:
kialakult bennem sokféle rossz tapasztalat
alapjan egy elditélet minden szép, mond-
hatndém, megvesztegetd gondolatmenettel
szemben. Minél kerekebb és szebb, annal
kétkedGbbé valok. Kz a kételkedés kész-
tetett ismételt olvasdsra, s végil is ugy
tiint: Brody gondolatmenetében vannalk
vitathaté pontok.

Mindenekel6tt el kell gondolkodnunk a
statikus és a dinamikus modell egymdshoz
valé  viszonydan. A tradiciondlis  Marx-
interpretiaciok mindig hangsilyozzik, hogy
az értékelmélet nem esupdn gazdasdgtorte-
neti, vagy didaktikai megfontolisok alap-
jan el6zi meg a termelési dr elméletét,
hanem az értékelmélet a politikai gazda-
sdgtan dltalinos elmdleti alapja. Kszerint
a'Toke 1. kotetének kell megadnia az altald-
nos clmdletet, mig a I11., és f6képp a 111,
kitetnek a specidlis elméletet. Brody ezzel
nem szall vitdba, de amikor a formalizalt
modellel dolgozni kezd, tulajdonképpen az
ellenkezGjét bizonyitja. A Brody-féle dina-
mikus modell az altalanos modell, s a statikus
modell az eldbbinek csupan specidlis esete.

Amig nem-cgzakt definiciokkal operd-
lunk, nem donthetd el egyértelmiien az
altalinos és specidlis viszonya. A formali-
zilds egyik haszna abban dll, hogy egyértel-
miien  megdllapithaté:  valamely  modell
specidlis esete-e egy masik, dltalinosabb
modellnek vagy sem. Nyilvanvaloan errél
van sz6, ha egy modellre jellemz6 paramé-
terek az dltalinos esctben tagabb, a specii-
lis esethben viszont esak sziikebb hatdrok
kozott helyezkedhetnel el Brodyndl éppen
errdl van sz6. Dinamikus modelljében a
B mitrix egyiitthatoi nem-negativals, sta-
tikus modelljében viszont okvetleniil zérok.
Dinamikus modelljében a foly6 rdaforditi-
sok matrixdanak legnagyobb sajat értéke
lehet nagyobb, egyenld, vagy kisebb 1-nél,
mig statikus modelljében éppen egyenlének
kell lennie 1-gyel. gy tehat a statikus mo-
dell lehet egy a dinamikus modellel forma-
lizalt torténelmi korszakot mezrel6zi kor-
szak reprezentdansa. Lehet figyes didaktikai
fogds, az egyszer(ibh statikus modellel kez-
deni a magyardzatot. De a statikus modell,
s az erre ¢pild értékelmdlet nem mindsit-
heté a Brodyndl leirt reprodukeids tan
altalinos elméleti megalapozasinak.

2. A munka szerepe

Egy tovabbi lényeges probléma: a mun-
ka szerepe a modellben. Brody a zart

Neumann-Leontief-modellek tradicidjsnak
megfelelden egy (esetleg tobb) munkaers-
szektort épit be a modellbe. A folyé réfor-
ditdsok korében a munkaerd rdaforditdsa a
fogyasztds, kibocsdtdsa pedig a munka.

Brédy ugyanigy — az adott métrixra
nezve — rogzitett, konstans egyiitthatok-

kal jellemzi a munkaer6-szektor rdforditdsi
egyiitthatéit, mint akdr a vegyipari, vagy
a textilipari szektorét. Bz a szemlélet két-
ségkiviil nem idegen az angol klasszikusok
és Marx gondolatait6l. Eszerint a munka-
erd is dru, amelynek értékét az elodllitdss-
hoz tirsadalmilag sziitkséges rdforditdsok
hatdrozzak meg. Brody itt tudatosan mar-
xista; de joggal dllapitottdk meg marxista
és nem-marxista elmélettorténdszek egya-
rdnt, hogy tulajdonképpen mér Neumann
is, zdrt modelljének megalkotdsakor, a
munkaeré-szektornak o  fentick szerinti
kezelésével, ontudatlanul is marxistaként
jart el

_ Mikdzben azonban egyfelsl Brédy modell-
Jei ténylegesen taldloan formalizéljik a
munkadrtékelméletnek a fentickben jelzett
gondolatdt (azaz a munkaerd is dru, amely-
nek raforditdsai vannak), médsfelél npyan-
ebben a formalizmusban elsikkad a munla

erd-dru kiilonleges jellege, kitiintetett sz

repe. A marxizmus szerint a minkaero
ugyan dru, de nem kozonséges, | anem a
tobbickt6l 1ényegesen kiillonhozd dra. 1y

zel szemben a Neumann — Leontief
féle zart modellekben kézénséges dri ]

lik; egyszeriien egy a sokféle szektor kiziil.

Ennek megfelelden a Brody-modellekbéi
levezetett drrendszerek — akdar a statikus
modellbél nyert ,,értékardnyos drak’, akdr
a dinamikus modellbSl nyert | termelési
drak’ — végeredményben nem kapesoléd-
nak a matrixok egy kitiintetett sordhoz,
illetve oszlopdhoz, a munkacré-szektorhoz,
}nmm‘n i matrixok egészébdl, azok minden
vlmnu'l)(')l cgyuttesen keriilnek levezetésre.

”l'()(.l‘\’ egyilk legszellemesebb, leginkdbb
(-I:(s(!('l.r, a matematikai kézeazdasdgtanban
uj, s alkotd gondolata: az értckaranyos dr-
rendszert. megkaphatjuk, mint a rifordi-
tast egyiitthatomdtrix legnagyobb sajatér-
tékéhez tartozo pozitiv sajitvektort. De eb-
ben a gondolatmenetben “teljesen elt{int a
munkaerds-szektor barmitéle meglkillonboz-
tetett jelentdsége; az egyszerfien egyike a
midtrix sorainak, illetve oszlopainak.

A problémdt nyilvan a szerzé is érzékeli.
[zért a kvetkezdképpen érvel a munkaerd
kitiintetett szerepe mellett: a gazdasdg
egyes részeit az kapesolja Ossze, hogy vala-
mennyi munkaerdt vesz igénybe. Mdsszo-
val: a munkaerd-sorban minden elem po-
zitiv, s ez a biztositéka annak, hogy a mat-
rix ne legyen reducibilis. Kz az érvelés nem

Braédsy
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tlinik meggy6zének. Ha erdsen aggregilt
modellel dolgozunk, akkor a tobbi sorban
sem lesznek nullik. Minden szektor hasz-
ndl pl. villamosenergidt, s mégsem épitheto
erre egy dltaldnos érték- és arelmélet.

Ha viszont dezaggregdlt modellel dolgo-
zunk, akkor indokolt a munkaeré-szektort
is dezaggregdlni, pl. szakmdk szerint. 1Sh-
ben az esetben viszont mindjart megjelen-
nek nulla koefficiensek szamos specidlis
munkaerd-sorban.

Mint emlitettem, méar Brody el6tt, illetve
téle fiiggetleniil is torténtek kisérletek a
marxi politikai gazdasdgtan egyes gondo-
latainak matematikai modellezésére. Né-
hdnyan tgy vélték megkozeliteni a munka
értékelmdélet problémajit, hogy az eleven
munka felhaszndlisanak minimédlasit ad-
tak meg célfiiggvényként, s ezzel killonboz-
tették meg a raforditdsnak ezt a kategorid-
jat minden egyéb, a modell feltételi rend-
szerében szambavett rdaforditastol. Meg-
vallom, ez a kisérlet sem tiinik meggzy6z6bb-
nek Brody prébélkozdsdndl.

Nemesak crtekelmelo(l oldalon, de az
Gjratermelés oldalin is problematikus a
munka szerepének tirgyalisa. Kppen itt,
a gazdasdgi fejlédésrél szolva vilik leg-
inkdbb nyilvanvalévd, hogy a nivekedds
alapvet6 korldtja a termelésben résztvenni
képes és akar6 eleven emberek szdma és
teljesitoképessége: szorgalma, szaktuddsa,
kultirdja. A Brody-féle zirt modellek
azonban képtelenek kifejezésre juttatni ezt
a korldtot: a munkaerd-szektor akaddly-
talanul béviilhet ugyanabban az titemben,
amelyben a t6bbi, kozonséges szektor tor-
jeszkedik.

Mindenesetre azt kell megmondanunk:
eddig még nem sikeriilt olyan matematikai
olméleti modellt alkotni, ami logikus és
konzisztens lenne, s ugyanakkor minden
tekintetben titkrézné Marx elgondoldsait,
és sejtéseit, ezen beliill a munka kitiintetett
szerepét a gazdasig folyamatdban. Brody
munkdssiaga fontos elérelépds, bator intel-
lektudlis vallalkozds e feladat megolddsdra
— de a feladat ezutdn sem tekinthetd
valoban elvégzettnek.

3. Dualitas

Brody konyvének egyik leginkdabb gon-
dolatébreszté  témdja: a  dualitds. Nem
tudom, hogy a dualitds fogalmanak adha-
tunk-e teljesen dltalanos érvény i definiciot.
A kérdésrdl kialakult hazai vitdban némi
fogalomzavar mutatkozik. A magam részé-
rél mindenesetre most megelégednék lazdbb
koriilirdassal. Dualitdsrél akkor szoktunk
beszélni a matematikai kozgazdasigtan-
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ban, ha egy matematikai feladatpar jelleg-
zetes szimmetridjaval van dolgunk. Egy
adat-egytittes kétféleképpen rendezhetd el;
kétféle egyenletrendszer alakithaté ki bels-
lilkk. Az ugyanazon adategyiittesre épiil6
kétféle egyenletrendszer megolddsai kozott
meghatdrozott osszefigeések dllnak fenn.

Brody dttekinti és rendszerezi az altala
vizsgdlt modellek dualitdsi tulajdonsdagait.
Ezek egyrésze kozismert. Tudjuk, hogy a
Neumann-modell egyszerre szolgiltat egy-
felsl  termelési  szinteket, és novekedési
ratat, masfel6l arardnyokat és kamatidbat.
Tudjuk, hogy a Leontief-modellekb6l leve-
zethetdk termelési szintek és drrendszerek.
Ugyancsak ismeretes, hogy a matematikai
programozdsi feladatok szimottovd részé-
ben van primalis és dudlis megoldds, azaz,
tovékenységi szintek ¢s drnyckarrondsze-
rek.

Brédy az ismert dualitdsi 6sszofiiggése-
ket kiegdszitt eddig nem-ismertekkel
A miitrixok sajitvektorainak, illetve :«m)ut-
értékeinek ad kozgazdasigi interpreticiot,
8 ezek segitségével jut el a raforditisok ¢s
kibocsatasok matrixaihoz tartozo, azokkal
konform értékelési rendszerekhez, vagy ha
gy tetszik, arrendszerckhez. Amint aat
mar az el6bbickben is hangstlyoztam: ez
konyvének egyik 1j, fontos, eredoti hozzi-
jaruldisa a matematikai kozgazdasigtudo-
ményhoz.

Brody figyelemroe méltd és elgondolkod-
taté modon mutat ra arra, hogy rokonsig
van egyfel6l a munkaértékelmélet hasznd-
lati érték-érték fogalompdirja, méisfelél a
matematikai-kozgazdasigi  egyenletrend-
gzerek dualitdsi osszefiiggdsel kozoth., A ta-
nulmany kordbbi kritikusat ramutattalk:
lehet, hogy Brody elttlozza azt a pluszt,
amit, Marx adott éppen ezen a teriileton
el6deinek, Smithnek és  Ricardonak az
elméletéhez. Az is lehetséges, hogy kissé
tulmdéretezi Marx prioritdsinak hangsilyo-
zasdt a szorosabb értelemben vett dualitds
felfedezésében. Tialmdéretezi, mert mint
emlitettern — a dualitds fogalma a legtobb
kozgazddsz tudatdban  kifejezotton mate-
matikai  egyenletrendszerek  szimmetria-
tulajdonsigaihoz kapesolédik. Moggy6z6bb
lenne prioritds helyett szellemi el6futdrsdg-
r6l beszélni; a haszndalati érték-értcék foga-
lompir ¢s a modern dualitasi tételek azo-
nossdga helyett esupin eszmei rokonsigot,
analogiat emlegetni. [ttt azonban inkabb
fogalmazisi drnyalatokrol van sz6, s Brody
szereti  talexpondlni gondolatait. Ami a
Iényeget illeti: Brody  legalibbis  engem
megeydzott arrdl, hogy erés analdgia dll
fenn; a szellemi rokonsdg szoros.

Hadd tegyem azonban n indjirt hozzd:
éppen Bréodyt olvasva vil gosodott meg
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szamomra, hogy az ismert dualitds-tételek
nem valhatnak egy valdésdghii drelmélet,
formadlis modelljeinek gerincévé. Tudom,
hogy ezzel a kijelentéssel egyszeriben egy
igen széles dramlattal taldlom magam szem-
kozt. Brédytél Kantoroviesig, Neumann-
tol Arrow-ig és Debreu-ig. Mégis szeretném
kifejteni ellenérveim lényegét, mégpedig
Brédy modelljein illusztralva.

Brédy primédlis modelljeiben  kizdrdlag
strukturalis egyenletek jelennek meg. Meg-
hatdrozott outputokhoz meghatdrozott in-
putok sziikségesek. Hadd hanyagoljam el
ennek kapesdan azt a kérdést, vajon a
Brédy-féle egyenletek jol vagy rosszul tiik-
rozik-e a szoban forgd strukturdlis éssze-
fiiggéseket. Nyilvdn nem nagyon jol, de
nem is nagyon rosszul. A modell zirtsdga,
a kiviilr6l adott korldtoktol, sziikosségek-
t6l, kiindulé dllapotoktol vald tokéletes
elvonatkoztatdis bizonydra erés megszori-
tidst jelent, az drelmélet, a raciondlis gaz-
dasdgi dontésre vald orientiacid szemszdgé-
b6l 1s. Hadd tekintsek azonban most el a
Brédy-modelleknek ett6l a tulajdonsdgdatol,
mert tovdbbi érvelésem  szempontjabol
nem lényeges. Nyugodtan kiindulhatok
akdr abbdl ig, hogy Brody egyenletei meg-
kozelitésként elfogadhatéak, mint a gazda-
sig strukturdlis modelljei. Akkor is elmond-
haté réluk: semmiképpen sem véllalkoznak
mésra, mint redlfolyamatok — termelds,
beruhdzas, forgalom, fogyasztdis, felhasz-
nilds — osszefiggéseinek leirdsdra.

Els6 megkozelitésben azt mondhatnédnk:
ezek technikai és természeti dsszefiiggdsek
dbrdzoldsai. Persze, ellene vethets, hogy
nem  vegytisztdn’’ technikal reldciok;
végeredményben emberck dontenek a tény-
legesen alkalmazott technolbgia megvilasz-
tasdrol. Rdaddsul a Brody-féle zart modell
munkaer6-szektordnak rdaforditdsi koeffi-
cienseiben emberek fogyasztasi szokdsai,
életkoriilményeik, kulturdlis szinvonaluk
titkrozédik.,

Annyi azonban bizonyos: a Brédy-féle
egyenletrendszer nem is torekszik a gazda-
sagi dontéshozdk, a gazdasdoi életben sze-
replé, eselekvo személyek, emhberek, esopor-
tok, kollektiviik, rétegek, osztilyok jelleg-
zetes viselkedési szabdlyossdgainak lefrd-
siira. A modellben ninesenck intézményelk.
Nem dbrdzolja az emberek érdekeit, a kii-
16nboz6 érdekii emberek konfliktusait és e
konfliktusok megolddsait. Nem irja le a
gazdasig szereplGinek reakeidit az Gket éré
impulzusokra; vdlaszait a kapott infor-
méaciokra. Nem dbrdzolja a gazdasig in-
formdcidiramldasat. Roviden: nem tartal-
maz in. viselkedési egyenleteket. Ez kizd-
rolag a gazdasdiy redlszférdjinak modellje,
nem pedig a guzdasdg szabdlyozdsi-infor-

médcids szférdjanak, mechanizmusdanak mo-
dellje.

Miérpedig minden valdsdgos drrendszer
valdjdban csupdn egyik része, dsszetevije
egy sok részbdl, sok Osszetevéhsl dlld
szabdlyozdsi-informdeiés rendszernek. Nemn
beszélhetiink arrdl, hogy egy drrendszer
,»J67-e, ,,rossz’’-e, vagy éppenséggel opti-
malis-e, el6segiti-e a gazdasig szerepldinek
helyes orientdcidjit, ésszer(i viselkedését,
a folyamatok gazdasdgossdgdt, ha kiszakit-
juk kornyezetéb6l, a szabdlyozési rendszer
egészébol. Csakhogy Brody dualitdsi tételei
— akdresak Neumann-é, vagy Kuhn-
Tucker-é, ezt teszik.

Ugy gondolom, valéban létezik egy mé-

lyebb, dtfogébb értelmii kettdsség a gazda-
sdgban. A redlfolyamatok meghatirozott
rendszerét csupdn veliik konformmechaniz-
musok, informdcids és szabdlyozdsi rend-
szerek képesek reguldlni, miikédtetni. Utéb-
biaknak csak egyik, nem kizdrélagos ossze-
tevéje: az drrendszer. Reméljiik, tudoma.-
nyunk minél elébb képes lesz majd formé-
lis modellekkel is elemezni ezt a mélyebb,
dtfogdbh kettésséget. Kdésébbi kutatdsok
majd kimutathatjik, vajon az emlitett
kettdsségek nevezhetdk-e valamiféle szigo-
rabb matematikai értelemben vett duali-
tasnak. Egyenlére azonban ilyen modellek
még nem ismeretesek.
Ugy hiszem, Broédy itt bizonyos fokig
visszalép éppen Marxhoz képest, holott az
6 elméletét szeretné modellezni. Marx egyik
érdeme a kozgazdasigi elmélet torténeté-
ben, hogy szocioldgiai szemléletet vitt a
kozgazdasigtudomanyba.  Hangsilyozta,
hogy az 6 politikai gazdasigtana nemesak
a termelGerdkkel, hanem termelési viszo-
nyokkal, emberi viszonyokkal foglalkozik.
Kzzel szemben egy Neumann-modell, vagy
egy Leontief-modell de-szociologizdlt, de-
humanizalt modell. Kizardlag a termels-
er6k modellje, s mint ilyen, jol hasznalhaté
— nem pedig a termelési viszonyoké, Mdr-
pedig az drrendszer embereket kapesol
Ossze, emberekre hat, emberck dontéseit
befolydsolja, — hatdsa tehdt nem elemez-
heté az emberi magatartds modellezése
nélkiil. ]

Meggy6z6désem, hogy a Brody-féle mo-
delleknek, akdresak el6dei — Neumann,
Leontief, Lange, Kantorovies és masok -
modelljeinek, nem az drelmélet megalapo-
zasaban lesz szamottevd szerepiik, hanem a
gazdasdg redlfolyamatainak elemzéséhen.

4. A modell és a tervezis

S itt mér el is jutottunk a negyedik vita-
kérdéshez: mi a Brédy-modellek szerepe
a tervezésben. Ma mdr eléggé dltaldnosan



elfogadott nézet, legalabbis a higgadtabb
magyar matematikai tervezék kozott, hogy
ninesen egyediil idvozité modell. Modell-
rendszerre van sziikség. Részben egymdst
kiegészité modellekre, amelyek kolesonosen
h‘lhusmm,ljnk egymas eredményeit. Rész-
ben pedig egymassal ,,versenyz3” model-
lekre, amelyek egymads kolesonos ellenérzé-
sére, korrekeidjara alkalmasak.

Nem hiszem, hogy Brédy modelljeinek
centralis szerepiik lehet egy tervmodell-
rendszerben. Feltevéseinek egyrésze ugyan-
is igen erds. A leginkdbb megszoritd felte-
visek, amelyek éppen tervezési felhasznd-
lisukat korlatozzik: a technoldgiai vilasz-
tast a modellen kivil kell elvégezni. A mo-
dell teljes zartsiga, amint azt mar hang-
stilyoztam, azt jelenti, hogy nincsenek
kiviilrol adott korlitok, sziikosséeek, kiin-
duld allapotok, amelyek behatarolndk a
gazdasiy palydjat. gy azatin a modell
nem alkalmas a gazdasig szerkezeti vil-
tozasainak, input- ¢s outputstruktirabeli
modosulisainak megtervezésére.

De e megszoritasok ellendére is a modell
hasznos elemzési, ellenérzési eszkoz lehet,
foképpen a novekeddési titemek megterve-
zésében. Amikor kiszamitja a modell alap-
jan levezethetd maximdlis novekedési rata-
kat, cgyuttal megovhat tervezési munkink
eoyik szokidsos hibdjatol, a novekedési
iitem gyorsitasanak talbeesiilésétol.

Noha még szamos kérdést érinthetndk,
a fenti négy probléma felvetdse is elégséges
annak jelzésére, miléle vitdkat indithatna
el Brody munkdja. A kozgazdasigi iro-
dalom tele van lapos miivekkel, amelyck
azért nem taldlnak ellendllisra az olvasd
tudatdaban, mert ninesen benniik egyetlen
ingerld condolat sem. Brody érdeme, hogy
izgatd, condolkodidsra Osztonzé (s6t valo-
sagoal kényszerit) problémdkat vet fel;
provokil a sz legjobb értelmében. Bzért
érdemel figyelmet és alapos tanulmanyo-
zast.

KorNAT JANOS

DinkrersacH, W : Sensitivititsanal ysen wnd
parametrische Programmierung. (Krzékeny-
ségl vizsgdlatok és paraméteres programo-
zas.) Berlin, 1969. Springer Verlag, 190 p.

A konyv azt a kérdést tekinti dt, hogyan
alkalmazzuk az érzékenységi vizsgialatokat
dontési modellek felallitdasara és megoldi-
sdra.

Az elsé fejezet a dontési modell fogalmii-
nak elemzésével, definiciojaval kezdédik,
ezt koveti a modellek csoportositiasa. Meg-
killonboztet statikus modelleket egy cél-

figgvénnyel
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fiiggvénnyel (bizonyossag, bizonytalansag,
illetGleg kockdazat mellett hozott dontések),
dinamikus modelleket  (determinisztikus
dontési folyamatok), és végiil statikus mo-
delleket tobb cdlfiiggvénnyel. A maisodik
fejezet a sziik értelemben vett érzékeny-
ségi vizsgdlat fogalméat ismerteti és magya-
razza meg gazdasdgi példdkon. A harma-
dik a linedris programozis alapjairol szol.

[£ bevezets fejezetek utdn kezdddik a
linedris programozisban alkalmazhaté érze-
kenységi vizsgdlatok targyaldsa. A kérdés
az, hogyan viselkedik a programozisi fela-
dat optimdlis bazismegoldasa, ha az egyes
koefficiensek valtoznak. (4. fejezet.) Igy
vizsgdlja a jobboldali korlitvektor, a cél-
fliggvény-koefficiensek és a rendszer mit-
rixa egyes elemeinek viltozdasat. Megolddsi
modszert ad arra az esotre, ha potlolagosan
0 valtozot vezetiink be, vagy j korlitozo
feltételt. esatolunk a modellhez. A kovet-
kez fejezet a paraméteres linedris prog-
ramozias  problémdjival foglalkozik, na-
gyobbik része a skalirparaméter esetével.
Kl6szor esak  kilon-kiillon  vezet be egy
paramétert a jobboldali korlatvektorba, a
colfiigeviény-koelficiensekbe, illetéleg  a
koefficiens-médtrixba, majd kitér arra, ha
cgyidejiileg az emlitett 6sszes koefficiense-
ket egy paramdétertol fiiggének tekintjiik.
A fejezet egy része a tobbparamdéteres
(vektorparamdéteres) esetet targyalja, a kor-
latvelktor és a célfiiggvény-vektor vonat-
koziasaban.

Legérdekesebbnek az utolsd, hatodik fe-
jezet tinik. Kz targyalja a tobb cdlfiigg-
viény esclét és az efficiens megoldds két
kiilonbozo  fogalmira  tamaszkodik., Az
cgyik a Charnes és Cooper dltal bevezetett
K-efficiencia, a masik a funkciondlis effict
encia. Nagyon dérdekes az, amit a szerzo a
célfiigeviények stilyozisinak problémidjirol
ir: ,,Ha tobb eredeti célfiiggvény silyoziasi-
val elGalld (folérendelt) edlfiiggvényt maxi-
malunk, a kapott megoldds bizonyos felté-
telek mellett efficiens lesz minden egyes
credeti eélfiiggviény vonatkozdasiban. Csak
ebbdl a szemponthol jogosult a célok k-
zottl konfliktusokat stlyozissal dthidalni.”
(159. 0.) Ha viszont a célfiiggvényck kozott
konfliktus van, azaz, az emlitett feltételek
nincsenck kiclégitve, akkor a dontdési mo-
dell tulajdonsod¢ppen nem tml]n Y g()l(laun
a problémit. Iorre az esetro az érzdékenységi
vizggrilat - feladatat a szerzé o kovetkezo-
képpen  fogalmazza meg: ,, Koy tobb cdél-
rendelkezé  dontési modell
coyértelmiien megadhatja az egyes célfiige-
vények kozotti osszefiiggéseket, meg lehet
allapitani, hogy egy célfiiggvény szerinti
maximdilis egy mdsik eélfiiggvény maximu-
miénak elérdését bofolydsolja-e ds ha igen,
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milyen erds ez a kdlesonhatds. Mds szavak-
kal: milyen érzékeny az egyik célfiiggvény
valamelyik mésikra vonatkozélag. Ebben a
vonatkozdsban a paraméteres programozds,
mint az efficiens megolddsok meghatédrozé-
sdnak szémitdstechnikai segédeszkéze mii-
kodik.” (31. o.)

Az egyes témakorok megértését jol segiti
a konyv fejezeteinek egymdshoz hasonld
szerkezete. Mindegyik a matematikai alap-
gondolat kifejtésével (definiciok, tételek és
bizonyitdsok) kezd8dik, ezt illusztrativ
numerikus példdk kovetik. A példak mdso-
dik esoportja kevés vdltozéval rendelkezs,
de gazdasdgilag is értelmezett feladatokbdl
all.

A kozgazdasdgi problémdk elemzésében
a szerzG nem hatol tulsdgosan mélyre, és
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igy kdnyve nem bizonyitja a paraméteres
programozds széleskorii haszndlhatésdgdt
olyan erével, mint lehetne. Hidnyolhat6 az
is, hogy a bemutatott algoritmusok csak
a kézi szdmitds igényeinek felelnek meg,
a szdmitégépi vonatkozdsok a szerzé figyel-
mén kiviil maradtak.

Erdeme a miinek, hogy megkozelitéen
teljes, datfogé képet ad az érzékenységi
vizsgdlatokkal kapesolatos jelenlegi tudé-
sunkroél, beleértve ebbe azt is, ami a szerzé
sajdt eredménye. Korszerfi matematikai
tdrgyaldsmodja, pontossdga és vildgos els-
adasa hasznossd teszi mindazok szdméra,
akik dontési modellek tanulmédnyozésdval
és megolddsdval foglalkoznak.

TomAS GAL



A KGM-viallalatok IV. 5 éves tervjavaslatanak
kidolgozasa

A KGM Ipargazdasigi, Szervezési és
Szdamitdstechnikal Intézetét (a tovdbbiak-
ban: Intézet) biztdk meg azzal, hogy a
KGM viallalatai 1V. 5 éves terviavaslatat
matematikai médszerekkel kidolgozza.

Az elsé lépésben készilé vallalati model-
leknek a vallalati optimumot kellett kife-
jezniok. A modellek Gsszekapesolasdval
végzett tovabbil szdmitdsok mar az aliga-
zatl, dgazati és részben népgazdasdgi opti-
mumra irdnyul6 kézponti dontéseket készi-
tik eld.

Annak érdekében, hogy két gépipari és
egy kohdszati dgazati modellt szerkeszthes-
siink, 70 KGM vdllalatot kellett volna a
munkédba bevonni.

A részvétel onkéntes volt, és igy a java-
solt villalatok koziil 30 bejelentette, hogy
nem kapesolddik be a munkdba. Ezek kiziil
kiilonosen sajndlatos az Aprilis 4. Gépgyar,
a Ganz Villamossdigi Miivek, a MOM, az
Orion, a Videoton, a Gamma ¢s a Telefon-
gyar kimaraddsa.

A 30 kimaradé vallalattal szemben 11 1j
villalat jelentkezett, s fgy végiil 51 véllalat
matematikai modelljét készitettiik el.

A tervezett modszer alapgondolata az
volt, hogy a tdvlati tervezés hagyomidnyos
modszere és a matematikai médszer kiegé-
szitse egymdst, lehetdleg azonos informédeio-
bédzisra épiiljon. A kidolgozott modellekkel
szinte valamennyi lényeges dontési prob-
léma megoldhaté;

— termelési

értékesitést

fejlesztési

¢s a gazdilkoddssal kapesolatos egyéb
dintési problémékat vizsgilhatunk.

Az alkalmazott modellek szerkezeti felépitése

Valamennyi modell linedris programozds i
feladat  volt, numerikus megolddsukra
GIER-tipust  szdamitégépet haszndltunk.

A modell valtozoi

a) Termelési valtozok — arra a kérdésre
adnak vilaszt, hogy a termdkek koziil
melyikbd! mennyit termeljink 1975-
ben.

b) Export viltozok — arra adnak valaszt,
hogy a termdékekbdl mennyit exportdl-
junk ¢s melyik piacra.

¢) Import viltozék — arra adnak vdlaszi,
hogy mennyi és milyen versenyzé ter-
mdéket importaljunk 1975-ben.

d) Beruhdzasi viltozok — a termékek zirt
ciklusos gydrtdsa esetén alkalmaztuk,
ha a beruhdzdst egy bizonyos termdék
termelédse érdekében hajtjuk végre. Arra
ad vialaszt, hogy hény egységnyi )"

termdék  érdekében  kell a  beruhdzdst
végrehajtani.
¢) Kapacitasfejleszté viltozé — a termé-

kek mfihelyrendszer(t gydrtdsa esetén

alkalmazzuk. Arra adnak vilaszt, hogy

melyik gépi kapacitasfajtat. (homogén
gépesoport) milyen mértékben kell bovi-
teni.

1. Kxtenziv fejleszté valtozok: az0-
nos tulajdonsigokkal rendelkeznek,
mint. a meglevé gépi kapacitdsok.

2. Intenziv fojleszté valtozdk: — terme-
lékenyebb gépeket dllitanak be, mun-
kit takaritanak meg.

[) Koopericios viltozok — gépi kapacitist
ég 1étszamot takaritanak meg; a beru-
hdzds versenytarsai.

g) Hitelnytjtast viltozdk — a beruhdzisi
kereteken tilmend igényck kiclégitésére
gzolgdlnak.

k) Tualteljesitési  valtozok a feltéteh
rendszerbe alsd korlittal bedpitett eél-
fiiggvényck talteljesitését mutatjik.

A fentick az dltaldnossiaghban alkalmazott

viltozok. Ezeken kiviil egyes esetekben

alkalmaztunk még:
Osszegezd valtozokat
anyag-alkatrész beszorzési valtozokat
~ anyag helyettesité valtozokat, és
— létszim-toborzé vialtozokat,



HIRADO

A korlatozé feltételek rendszere

a) Termékmérlegek — elbirjék, hogy a ter-
mékek 1975. évi termelése és importja
az export és a belsé felhaszndlds levondsa
utén fedezze az 1975. évi extern sziikség-
letet.

b) Meglevs termelbberendezések  kapacitdsd-
nak korldtai — lehet6ség szerint homogén
gépesoportokra bontva fejezik ki az 1975.
évben rendelkezésre 4116 kapacitdsokat.

¢) Létszamkorldatok — lehetéség szerint szak-
mankénti bontdshan tartalmazzik az
1975, évi rendelkezésre dll6 munkaerot.

d) Beruhdzasokra vonatkozd korlatok — az
igénybevehet6 kiilonféle beruhdzdsi erd-
forrdsok felhaszndldasdt szabdlyozzdlk.

¢) Fedezeti nyereséy, szocialista deviza-cgyen-
leg, tékés deviza-eqyenleg, mint korlatozo
feltételek — a hagyomdnyos tton terve-
zett Gsszegeket alsd korlatként irtuk eld,
vagy az optimdlds ezek tulteljesitését
célozta.

Q) Bgyedi korlatok

- termékenként az export, import,
termékenként a beruhdzdsi valtozok,
fajtanként a kapacitasfejlesztések,
az igénybevehetd hitelek.

A célfiiggvények

Az elg6dleges célfiiggvény a fedezeti nye-
roség maximdldsa volt. A nyereség tomegé-
nek alakuldsdra a kivetkezd tényezok ha-
tottak: a programozisi egység dllandé kolt-
ségekkel novelt 1975. évi nyeresége, a kiil-
kereskedelmi  tevékenységhGl — szdrmazo
tobblet-nyereség (veszteség), az intenziv
fejlesztés linedrisan valtozo koltségestkken-
t6 hatdsa és a beruhdzdsi hitel torlesztése.

Tovabbi célfiiggvények voltak: a t6kés
devizamérleg vagy a szocialista deviza-
mérleg egyenlegének maximilisa.

A szamitasok néhany eredménye

:/\ matematikai program altal elért ered-
menyeket a vallalat hagyomdnyos titon
készilt tervéhen hasonlftottuk. Ndéhdny
villalat tébbletnyeresége:

Usepeli Cs6gydr 26%
Metallochémia 13%
Qualita] 129%,
Budapesti Vegyipari Gépgy:ir 30,19%
Ling Gépgydr 43%
Hajtémii- és Felvonigydr 499,
Csepel Autogyér 199
Voros Csillag Traktorgydr 37%

{ Szigma
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Elektroakusztikai Gyér 87%
Remix 429
Mechanikai Miivek 269,

A modell és az eredmények hasznalhato-
sdga a szerkezeti felépitéstél, a koefficien-
sek és a korldatok ,,josdgdatol” fiigg. Ameny-
nyiben a kés6bbiek folyamsén kideriil, hogy
az egyes fajlagosok, korlatok megédllapitdsa
nem volt tokéletes, vagy pedig id6kézben
az értékek megvaltoztak, akkor az adatok
moédositdsival djabb  szdmitdsokat kel
végezniink.

A modell tehdt a vdllalatoknak egy olyan
alapdokumentumot nyujt, amely id6kézi
javitdsok, mddositdsok és kiegészitések
utdn — ismételt futtatdssal — ,,honapra
kész”’ dllapotban mutathatja a véllalati
optimumot.

A modell Gjraszamitdsdval egyes tjabb
problémaikat, dontési lehetGségeket is érté-
kelni lchet. Itt elsGsorban kereskedelmi
tdargyaldsokra gondolunk, mér a targyald-
sok el6tt megallapithatjuk, hogy egy ter-
mdéket milyen hatdrig érdemes eladni, vagy
vdsdrolni akdr a vallalat jelenlegi kapaei-
tdsa mellett, akdr tovabbi fejlesztéssel.

Néhany altalanos tapasztalat

A gzamitdsi eredményeken kiviil a mun-
ka legnagyobb haszndnak azt tartjul, hogy
a villalatok megismerkedtek a matemati-
kai programozis alkalmazdasival. A szdmi-
tdsok értékelése utdn az a vélemény alakul-
hatott ki, hogy a modell médositdsival egy
sor mas, dket érdekls kérdésre is feleletet
kaphatnak.

Fény deriil az informdeiés rendszer
hidnyossdgaira is. Nemesak a matematikai
tervezéshez szilkséges adatok hidnyoztak,
hanem mdég a hagyomdnyos tervkészités-
hez sziikséges adatok is csak hézagosan
dllnak a vallalatok rendelkezésére.

Néhdny villalat médr meg is bizta az
Intézetet, informdeiés rendszerének meg-
szervezésével.

A kovetkezb Iépés az dgazati, aldgazati
osszevont modellek elkészitése lesz a kohé-
szati dgazatra, a gépek, gépi berendezésok
68 a kozlekeddsi eszkozok gydrtdsira. A jar-
mfipari modell jellegzetessége, elénye a
gépgydrtoipari és kohdszati modellel szem-
ben az, hogy a véllalati modellek majdnem
1009, -osan reprezentéljik az aldgazatot.

A vidllalati tervek dgazati, aldgazati
osszehangoldsandl a kovetkezo f6bb célokat
tliztiik ki:

a) a véllalatok termelési kooperacidjé-
nak osszehangoldsa;

b) az dgazattal szemben tdmasztott nép-
gazdasdgi kivetelmények kielégitése;
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¢) a mas dgazatoktol szdrmazoé és korld-
tozottan rendelkezésre allé erdforrdsok el-
osztdsa.

Az dgazati szintii feladat megolddsdra a
kovetkezd modszerek egyvikét fogjuk kivd-
lasztani:

HIRADO

a) Direkt megoldds

b) Kicsinyitett modell megolddsa
¢) Dekompozicios modszer

d) Kozelité maédszer.

VeERrR BAvAzs

Az Orszagos Tervhivatal Szamitastechnikai K6zpontja

1968. oktober l-el az Ovszigos Terv-
hivatalban  Szamitdstechnikai  Kozpont
alakult. Feladata a korszer(i tervezds szd-
mitastechnikal munkdinak ellitdasa, makro-
okonomiai modellek megoldisa. Sajat gép-
pel a Kozpont még nem rendelkezil, de
felkésziil a kés6bb beszerzends gép foga-

désdra. A kozbeest id6ben idegen gépeket
vesz igénybe. Résztvesz annak a nagymére-
tii matematikai programozdisi modellnek a
megolddgiban is, amelyet az OT Kozgaz-
dasigi Féosztalya és a Tervgazdasigi Inteé-
zet o negyedik 6téves terv szimitdsaihoz
kidolgozott.

Az Econometric Society 1. viligkongresszusa

Az Econometric Society 1970, szeptem-
ber 9— 14 kozott tartja 11, vildgkongresz-
szusdt az angliai Cambridge-ben. A magyar
részvétel elémozditdsdra o Magyar Koz-
gazdasigi Tarsasig Matematikai- Kozgaz-
dasdgi Szakosztalyinak vezetdséee magyar
intézobizottsagot alakitott. A bizottsig tag-
jai: Kornar JAnos, (MTA Kozeazdasie-
tudoményi Intézet) aki a 1. vildgkongr
szus programbizottsiginak is tagja,

vAcs Trona, (MTA Kézgazdasigtudomdnyi
Intézet) a Szakosztdly titkdra, MArRTON
ApAm, (Kézponti Statisztikai Hivatal) a
Society  magyarorszigi  képviselGje  és
Szakornezar Gyoray (INFIELOR).

A Bizottsig kéri mindazokat, akik a
kongresszuson  elGadast  szeretnének  tar-
tani, kiilldjék el cléaddasuk eimdét és rovid
angol nyelv(i tartali kivonatit 1970.
janudr 15-ig Marton Addmnalk.

Palyazat

Az Ieonometric Nociety ¢és a Magyar
Kozgazdasdgl Tarsasag elGreldthatdoan fe-
dezni tudja két-harom magyar matemati-
kai kozgazddisz szamdra az 1970. évi Cam-
bridee-i vildgkongresszuson vald rdszvétel
koltségeit. Elonyben részesiilnek azok, akik
a kongresszuson eldaddst tartanak. A kong-
resszus magyvar intézobizottsdga arra torek-

szile, hogy a kitlldottek kozott legaldbb egy
fiatal kutatod legyen.

Péalyazatot hirdetiink mindazok szamara,
akik ezt a kikiildetdsi lehotdséget igénybe
kivinjik vonni. A palydzok rovid tudomi-
nyos életrajzukat, tovabbd a kongresszusra
szant eldaddsuk cimét és rovid kivonatdt
kiildjék meg 1970, janudr 15-ig MARTON
ApAMNAK (Kozponti Statisztikai Hivatal).
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Az Econometric Society 1969. évi eurdpai
konferencidjara meghirdetett palyazat eredménye

A SZIGMA 1969. évi 1. szamdban a Forcd FereNC, a Marz Karoly Kiz-
Magyar Kozgazdasdgi Tdrsasag Matema-  gazdasigiudomdnyi Egyetem Matematikas
tikal — Kozgazdasdgi Szakosztalya palyd-  Tanszékének tandrsegéde volt az egyetlen
zatot tett kozzé egy vagy két matemati- palydzé és 6 el is nyerte a kért deviza-
kus — kozgazddsz szakember részvételének — tdmogatdst a briisszeli konferencidn valé
biztositdsara az Econometric Society 1969.  részvételre.
évi konferencidjdn.

A SZIGMA olvasoéinak ankétja

A Magyar Kozgazdasdgi Tdrsasdg mate-  ankétot rendez a Kossuth Klubban (VIIL.
matikai-kozgazdasigi  szakosztdlya és a  ker. Muzeum utca 7. sz.)
SZIGMA szerkesztésége 1970 janudr ho
18.-6n, esiitértokon d.u. 3 orakor olvaséi  Minden olvasénkat szivesen ldtjuk.
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