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GLATTFELDER PÉTER - VÁCZI PÁL

Egy algoritmus input-output sémák előrehecslésének
korrekciójára

Az utóbbi néhány évben világszerte számos cikk, tanulmány jelent meg
az input-output táblák, ezeken belül is alapvetően a koefficiensek előrejelzése
tárgyában.1

A nagyfokú érdeklődést a közép- és hosszútávú tervezés matematikai mód
szereinek előtérbe kerülése indokolja, valamint az a körülmény, hogy az input
output táblákat ma már nemcsak elemzési célra használják, hanem azok alap
köveivé váltak egy sor olyan (például optimalizálási) modellnek, melyekkel
az előrejelzés illetve a tervezés tovább finomítható, újabb oldalakról köze
líthető.

Az input-output analízissel kapcsolatbuu a leggyakoribb ~L bruttó és a nettó
output-vektoroknak, valamint a technológiai matrix elemeinek a vizsgálata.
A folyó tervezés egyik alapkérdése, hogy mekkora ágazati össztermelés (bruttó
output) szükséges a nemtcrmelő fogyasztás, vagyis a nettó output kiboosátá
sához a közvetlen éH a közvetett ráfordítások figyelembevételével, hogyha
ismeretes (vagy előre meghatározott) a nettó output tervévi volumene és
öw,zctétele. A választ közismert módon a ráforditási szerkezet, a technikai
fcjlékléR addigi változása is befolyásolja és így a jól ismert

X=AX + 1·

ö ·Rzefüggésben <.LZ Y vektort tekintjük adot.tnak, az X vektort és az A matrixot
pedig ismeretlennek. Az is clöfordu I, hogy az Y-ra nyert előrejelzéseinket
éppoly pontatlannak tekintjük, mint az alapösszefüggés másik két összetevőjét,
s így mindhárom tényezőt ismeretlenként kell kezelni. Dolgozatunk alapkérdé
Hét tehát az egyedi becslések konzisztenciájának biztosítása jelenti, vagyis egy
olyan eljárás kidolgozása, amely ezeknek a becsléseknek egy, a Leontief-féle
alapegyenletet is kielégítő korrekcióját szolgáltatja. Feltételezzük, hogy ren
dolkczésünkre állanak az előzőek során kapott A', Y' és X' előrebecslések,
,; keressük az ezekhez legközelebbi A-t, Y-t és X-et, melyekre már fennáll
az X = AX + Y összefüggés. A továbbiakban ennek a feladatnak a· meg
oldására adunk egy numerikus algoritmust.

Tegyük fel, hogy A1(t), A2(t), A3(t) ... A,(t) kétindexes tenzor-skalár,
X1(t), X2(t), X3(t) ... Xs(t) vektor-skalár függvényértékei t = tk (k = 1, 2 ... -m)
pontokban ismert matrixok illetve vektorok és eleget tesznek az

1 Lásd például [:J], [5).

l Szigma
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P\[A1(t), Ajt), A,(t); X1(t). X2(t) X,(t)J ll 

P\[Á1(t), A2(/.), A,(t); Xt(t), X2(t) Xs(t)] '°'" () 
Fp[A1(t), A2(t), A,(t); X1(t), X2(t) Xs(t)] - O 

p>O, r2-0, s2-0, r+s> 1
feltételeknek. Meghatározandók e tenzor-skalár illetve vektor-skalár függvé
nyek extrapolált (interpolált) értékei a l = tq pontban.

Nevezzük az ilyen típusú feladatokat feltételes vektor illetve tenzor extra
polációs (interpolációs) feladatnak, vagy röviden feltételes extrapoláoiónak
(interpolációnak). A dolgozat keretében a feltételes extrapoláció (interpoláció)
általános elméletével no m foglal kozunk, csupán a dolgozatban felhasznalásru ke
rülő extrapolációs feladat kapcsán mutatunk leh0t.c:6gcs megoldáRi módszereket.

A konkrét esetben r - 1, s = 2, p =--=- 1.
Legyen

/i\ [A1(t), X,(t). X2(1)] = A1(t) X1(t) 
Alka.lmazzuk az

A1(t) = A(t) 
X1(t) = X(t) 
X i(tl -= Y(t) 

jelöléseket, s jelöljük a. tenzor- illetve· vektorkomponenaeket a mogfoleló kis
betűkkel.

Feladatunk az A(t"), X(tq) és Y(tq) matrix illetve vektorok mcghatáro'.láHa.
úgy, hogy
(l.l) A(tq) X(tq) :-: V(tq) 
teljesüljön. ahol tq valamilyen, a t1, t2, ... , lm alappontoktóí különböző (idó-jpout .

Egy lehetséges megoldás a következő. Határozzuk meg az x;(t ) és y1(tq) 
vektor- illetve az aii(tq) matrixelemekef legjobban közelítő x/(lq}, y/(tq) éR 
a;/(tq) vektor- illetve matrixelerneket az ismert x;(t1J, !J;(l1,), aiJ(l,J (k e. 
= 1, 2, ... m) vektor- illetve matrixclcmek segítségével vulamilyen skalár
extrapolációs módszerrel. Ha az lgy nyert X'(tq), Y'(lq) illetve A'(tq) kielégít-ii,
(1.1)-et, akkor a feladatot megoldottnak tekinthetjük, egyébként olyan meg
oldást kell keresnünk, melyre (1. 1) teljesül, dc jól közelíti a vesszővel jelölt
értékeket is. Gyakran előfordul, hogy az X'(tq), Y'(lq) vektorok illetve A'(tq) 
matrix valamelyikét kötelezően el kell fogadni, ezért n gya,lrnrlatban lt feladut
alábbi részfeladatainak megoldása. válhat saükségcasé:

<t) az előrebecsült X(tq), Y(tq) és A(t,iJ vá.ltozók egyike sem rögzített.
b) Y(tq)= Y'(tq); Y' rögzített;
e) X(tq) = X'(tq); X' rögzített;
cl) A(tq) = A'(lq); A' rögzített.

A továbbiakban a vektorok és mat.rixok t,
1 
argumcntume.it elhagyjuk. VezcHHiik 

be i.L következő jelöléseket:

HL(A, A') J,' (a;j aí1f 
íj 

H2(X. X') = ,I: (x; x;)~ 
i
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Vizsgáljuk ezután külön-külön az elózőekben jellemzett négy esetet.

a,) Könnyen belátható, hog> a;1, X', Y' é8 A' elörebecsléseket jól közelítő,
(1.1)-nek eleget tevő komponensek meghatározása az alábbi szélsőérték
számítási feladatra vezet:

H =-= H1(A, A')+ H2(X, X') + H3(AX, Y') - minimum!

A megoldhatóság szükséges és esetünkben elégséges feltétele is, hogy

1 nH 
- a,.Jtr 

2 aa,cr «; -:- J1
1 

(1,;,"J XjX, 
i 

1 í_;}f 
:-ch .e;, + z a,,, 2; a,,) Xj 1,' U;1, y; '-~ 0 

; j 

teljesüljön. lHcgoldamló tehát a.z

(Ld) 

(l.a.2)

A(E + XQX) e== A' V'OX 
(E + ATA) X cc- X' + AT Y' 

vektor-matrix egyenletrendszer, ahol AT-vel a;,; A matrix transzponá.ltjá.t
jelöltük, a O pedig a vektorok diadikus szorzatának műveleti jele.

Az (La.I), (L1.2) egyenletek iteratív eljárással oldhatók meg. Az iterációra
,1,z előzőnél alkalmasabb aln.k :

(l.a.:1)

(l.a.4)

X (E+ ATA)-l (X' + AT Y') 

A ( A' -1 v' o x) (E - _L . x o x)
I. xx 

Az utóbbi egyenlet levezetésénél felhasznált uk azt a mátrix-elméleti azonossá
got-, amely szerint M. iuvi-rtálandó 

R - S+ VQIF

matrix in vorz«

l- ---- -- s--1 v o ws-1

+ (W s-·1 V) 

alakba írható, feltéve, hogy ..iz S matrix is invertálható; (L. pl. [l].) 
Az (1.a.3) -(1.a.4) egyenletekkel definiált iterációs eljárás a kísérleti szární

tások során gyorn konvergenciát eredményezett.

(L1.5) n.-1 s-1

b) Ebben az esetben, vagyis amikor a,z V rögzített, a szélsőértékszámítási
friladatot A -1-re célszerű. felírni, mivel, mint látni. fogjuk, A kiszámítáaa ígv
különösen o~y8zerűvé válik. Keressük tehát a, 

ff=·' f/1(A-1, A'-1) + H2(A-1 Y', X') -+ minimum!
ezélsóértöl, ,;zámítá8i feladat megoldását. Képezve a parciális deriváltakat.

l ,1//
,_ fl1,-/ 

2 r!!li~r l
x~y~ = O 

1*
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adódik. ami átrendezve illetve matrix-szimbólumokkal felírva azt jelenti,
l10gy az

{l.b.l) A-1 A'-I + A-1 Y' 0 Y' - X' 0 Y' = 0 

egyenletet kell megoldanunk. Szorozz.uk (l .b.1)-et bah-ól A-val és rendezzük
az egyenletet, aminek eredményeként a,-,

A(A'-1 -1- X' 0 Y') = E+ Y' 0 Y' 

összefüggéshez jutunk. Ebből (1.Et.5) felhasználásával kapjuk a keresett ered
ményt, a korrigált A matrixot:

(1.b.2) A= (E+ Y' 0 Y') A' (E ---
1

X' 0 Y'A') 
1 + Y'A'X' 

Ezután az X vektor meghatározása az ( J .1) alapján már egyszerű feladat.

e) Most az X előrebecsült értékét tekintjük konstans vektornak és olyan
A mátrixot illetve Y vektort akarunk meghatározni, amelyek kielégítik ( 1.1 )-et
és ugyanakkor A'-től illetve Y'-tfíl való eltérésük minimális. Vagyü1 a

II = H 1(A, A')+ f/1(A X', V') -► minimum!

feladatot kell' megoldanunk. Ebből a megfelelő deriválás után a7.

l BB a,., afc, + 2,' a1.rc;x; y( x;. ·· r,
.I 

azaz
A A'+AX'OX' V' 0 X' =, 0 

formulához- jutunk, melvből (l .a.5) folhaszuálásá.va! azt kapjuk, hog_v

(l.c.l) A - (A' + f' 0 X') (E _L_x'o x') +xx_ 
- A'+ l__ (Y' A' X') 0 X' 

l + X'X' 
ami már a keresett megoldás. Az V vektor meghatározása ugynncHu,k a,-, ( J .1) 
alapján történik.

d) Abban n,,-, esetben, ha ,1,-, A-ra vonatkozó előrejelzést rög:dLjük, akkor
az X meghatározáeá.ra szolgáló szélsőórtékfcladut

a.melvnek megoldásához az

l BH --- x,. 
2 ÍiX1c 

og_vcnlet, azaz

X - X' + A'T A' X A11 Y' - 0 
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kell hogy teljesüljön. Ebből

(1.d.l) X = (E + A'T A')-1 (X' + A'T Y') 
Az Y vektor meghatározása itt is az (1.1) felhasználásával történhet.

Ha a fenti eredményeket input-output számításokban akarjuk alkalmazni,
az A matrix szerepét értelemszerűen az E - A matrix veszi át.

Megemlítendő, hogy az input-output analízis egyik alapkikötése a techno
lógiai koefficiens-matrix nem negativitása. Ezzel a kérdéssel az algoritmus
kidolgozásánál nem foglalkoztunk, lévén, hogy az ágazati kapcsolati mérlegek
előrebecslésére való alkalmazást amúgy is csak mint speciális esetet tekin -
tettük. Az egyes fajlagos mutatók időbeli monoton csökkenése közismert
jelenség, s a trendszámítás eszközei mellett egy idő múlva ezek az értékek
feltétlenül nem-pozitívvá kell hogy váljanak. A közgazdasági gyakorlat ez
esetben negatív koefficiensek helyett zéróval szokott operálni.

Egy nurnerilcu« alkalmazás 

Példánk realitása érdekében a KSH illetve a;,; OÁH 1959-1966 évekre
készült 15 szektoros változatlan áras (1965) nettósított és azonos szerkezetre
hozott ágazati kapcsolati mérlegeiből indultunk ki.2 

Ezt a mérlegsort vontuk össze 5 X ő-ös méretűvé (ipar, építóipar, mezőgazda
Rág, közlekedés, kereskedelem) s az így nyert bruttó és nettó outputokat,
valamint technológiai matrixokat extrapoláltuk. Az elörebecslés ,,ex post"
jellegű volt, vagyis az 1959-65-ös adatok alapján történt 1966-ra. (Mely évre
tehát tényadatunk is volt.) Az alapadatok prognózisa lineáris és exponenciális
trendek alapján történt, s lévén, hogy mind az előrejelzések, mind redig azok
konzisztenciájának biztosítása vonatkozásában egymáshoz igen közel álló
eredményt kaptunk, itt csupán a lineáris előrejelzés eredményét ismertet
jük. 

Bruttó termelés (.X) 1966-ban (1965-ös áron)

Ágw,at

Ipar
Ep!tőipar
Mezőgazdaság
Közlekedés
Kereskedelem

m Et

Liueáríaan Feltételesc» ex t.rapolált 
'I'ényadat extrapolált

iterált röirnftP.t,t, r rögzített A

296 418 297 233 296 844 2%%3 296 81 7
44964 42 37) 42 431 41 8/l2 42 431
78 34tl 74 495 74 :137 74 l!íll 74 324
?3 497 23 767 ?3 929 23 856 23 9:~4
21 173 21 598 21 521 21 201 21 5] 7

2 Az alapadatok ebben a formában megtalálhatók f7J-ben. A szóban forgó ökono
metriai modell koefficienseinek elörebecslési, pent om bban konzisztencia-keresési mód
szertana nem azonos az itt ismertetésre kerülő eljárással.
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Nettó outputok (Y) 1961\-b».11 (19fl!í-ü~ áron)

Ágazat

Ipar 
Epítőipar
Mezőgazdaság
Közlekedés
Kereskedelem

rn Ft

I 
--~--

Líueérisan U'eltételesen extrapolált

I Tényadat extrapolált
iterált rögaített X rögzített A 

154 71\3 160 936 161 574 161 845 161 619
37 625 33 864 34 061 34 010 34 080
28 816 26 250 26 í\07 21\ í\80 26 63fí

7 ]95 7 99] 7 974 7 809 7 984
lfí 011 l!í 294 lG 463 15 !>29 15 47G

Ipar fajlagos (hazai) anyagfelhasználása (A) 19G6-ban (1965. évi áron)

Feltételesen extrapolált
.Ágazat Tényadat Exteapolált

iterált rög-'1tott X rög',.Jt<Ott 1·

Ipar
Építőipar
Mezőgazdaság
Közlekedés
Kereskedelem

0,3489
0,0101\
0,0870
0,0203
0,0123

0,3324
0,0142
0,0885
0,0195
0,012!!

0,3326
0,0143
0,0887
0,0195
0,0130

0,3327
0,0142
0,0887
o.orss 
0,0Ul0

0,3367
0,0137
0,0911
0,0204
0,0l?H

Építőipar fajlagos (hazai) anyagf,·lhn,znúlá8a {A) l 9GG-han ( Ul65. évi áron)

Fultótelesen cxtrnpolúlt
'.l.'ónyadat llxtrnpol/,lt 1--

itorált rög,.ított X rög'tített I'

iar 0,3900 0,38()}) 0,3805 0,38(\i) o,:i12::;
pítőipar 0,0217 0,0l78 0,0178 0,0178 0,0160

Mezőgazdaság 0,0070 0,0000 0,0011 0,0000 0,0000
Közlekedés 0,0859 0,085(i 0,ú85ű 0,08!íG 0,0843
Kereskedelem 0,0171\ 0,0144 0.0141 0.0144 0,013!í

Mezőgazdaság fojl11gos (h11z,-1i) ,,nyagfolhas·,.nó.l{i.oa (A) 19fl6-bm1 ( I i)(\:.-öH ó.ron)

·--- - ------w--
l-ultételesen oxtrnpolúlt

Ágazat 'Iúnyndnt, l•: xtrupolált ··- ----
itcrúll rögiftoU X rög1,ított l'

-----

iar 0, 1483 0,1459 0,1400 0,14!>0 0,1414
pítőípar 0,0100 0,0117 0,0LL7 0,0117 o.ou l

Mezőgazdaság 0,2953 o,~821 0,2827 0,2827 0,281:,
Közlekedés 0,0020 0,0021 0,002 l (J,00ZI 0,0018
Kereskedelem 0,0158 OJ) 15G 0.0157 0.0157 0,0153
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Közlekedés fajlagos (hazai) anyagfelhasználása (A) 1966-ban (1965-ös áron)
-----~-~-- -1 ------~~-

I Feltételesen extrapolált 
Ága.at Tényadat Extrapolált 1-----

I iterált rögzített X rögzített Y 

:ar 0,2810 0,2853 I 0,2S53 0,2854 0,2723
pítőipar 0,0710 0,0797 0,0797 0,0797 0,0783

Mezögazdaság 0,0079 0,0111 0,0112 0,0112 0,◊073
Közlekedés 0,0135 0,0264 0,0264 0,0264 0,0251
Kereskedelem 0,0125 0,0108 0,0108 0,0108 0,0100

Kereskedelem fajlagos (hazai) anyagfelhasználáaa (A) 1966-ban (1965-ös áron)

Feltételesen extrapolált
Ágnmt Tényadat Extrapolált

iterált rögzített X rögzí tett y 

Jpar 0,1167 0,1132 0,1132 0,1132 0,1124 
Építőipar 0,0324. 0,0282 0,0282 0,0282 0,0281
Mezőgazdaság 0,0042 0,0055 0,0055 0,0055 0,00IS3 
Közlekedés 0,2802 0,2663 0,2663 0,2663 0,2662
Kereskedelem 0,0082 0,0079 0,0079 0,0079 0,0078

Mint látható, a feltételesen extrapolált értékek, vagyis melyek az
X =-: · AX + Y egyenletnek is eleget tesznek, igen közel állnak az egyedileg
becsült értékekhez. Tapasztalatunk szerint a legjobb közelítést általában az
iterált, a legrosszabbat pedig a rögzített Y-nal történő számítás adja. A tény
adatoktól való eltérés, a szórás nagyságrendje a feltételesen extrapolált érté
kckre általában nem rosszabb, mint az egyszerű becslés esetében.
( Beérkezett: 1970. május 15.) 
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AN ALGORITHM FOR THE CORRECTION OF THE :FORECAST
OF INPUT-OUTPUT SCHEMES

ln this paper the authors try to find a solution to the following problem.
Let us assume the vectors X' and Y' (originating mainly from estimates), as well

as the matrix A' given and let us determine the vectors X, Y, and the matrix A in a way 
hat rho cquat.ion

AX= Y 
should be satisfied and that the sum of the component's square in the differences
A' - A, X' - X and Y' - Y should he minimum. Tho main result of the paper is an
iterative procedure, solving the non-linear sirnultaneous equations equivalent to tbc
above-mentioned extremmn problem. Although there is no theoretical convergence proof
in the paper, the procedure proved convergent when applied to practical numerical
problems. The authors deal also with a special case of the problem, i.o. with the appli
cability in the input-output analysis, for which the solution can be written down expli
citly.

AJlfOPMTM .r:i:m=i l{OPPEI{Uv!M llPE,[(BAPHTEJ!bl-lb!X OUEHOI-{ INPUT-OUTPUT
CXEM 

B H3CT05lll1e~í paüore anropu t1111YT peurennc CJlC/WJOI.L(C~Í 11p'o6J1e~11,i: Flyers p:aHbl (ofü~YHO 
norryvarorcn as oueao«) BCKTOj)bl X' 11 Y', Mi1Tpm1a A', H onpC/:\CJlHM BC1n-op1,1 X, Y IJ MaTp1-11.1y 
A TaKHM o6pa30M, 4T06bl BblflOJlH.ílJlOCb ypaeneuue

AX=, Y 

H lJTQfbl cyMMa KBappé1TOB 1(0A11'10HC!ITOB paannu A'- A, X' - X H Y '- Y ŐhlJía MHIHIMaJlbfül51 
rnaEHhlM pe3yJlbT3TOM pafiors: .ílBJ15leTC51 HTCpaTHBllblli MCT0/-1, C flOMOlllbJO «croporo aaropr, 
peuiaror HCJlHHCtlHYIO CHCTCMY YP3BHCHHÍ1, 31(1Jt1Banewrny10 ynOM51HYTOH 31(CTpC1VlaJlbHOIÍ 3a 
P.3'1CH. XüT5l B paüore HC llOCTélBJICI-Ja npammnuaru.nan 1<pwrcpt151 KOHBCprCHUHJ-1 B CJlY'i3c! 
npaKTH'ICCl<HX HyMepHtJCCHHX 3apa4 MCTO/.( IGl3élJJOCb CXO)J.HMblM. Anropu 3aHtJMé\JOTC,íl OCOÚCl·I 
HblM c.nyvaew npo6J1CMbl, E03MO)l(1!0CTblO ynoTpe6JreHH.íl ll input-output aH3JIH3C, pcureuue 
xoroporo MO)KBO H3DHCaTb B 51BHOM nune. 



PILLIS PÁL

A termőföld optimális hasznosítása

Az ipari fejlődés elkerülhetetlen velejárója a mezőgazdasági hasznosítású
földek területének csökkenése. E jelenség figyelhető meg Magyarországon is.
Az 1920-as években 13 millió kh mezőgazdasági és 9,73 millió kh. szántóterü
létünk volt. Ma a mezőgazdaságilag művelt terület és szántó kereken 1 .millió
kh-val kevesebb. Magyarországon nincs mód új földek művelésbe vételével
kompenzálni a nem mezőgazdasági jellegű. hasznosítás növekedését. Az ország
népsűrűsége is nagy, a világátlag ötszöröse és 20%-ka,l haladja meg Európáét.

Más oldalról viszont olyan folyamatot láthatunk, hogy növekszik a lakosság
fogyasztása és a mezőgazdasági termékek exportja, Vagyis csökkenő tenden
ciát mutat a művelés alatt álló termőföld területe és növekvő tendenciát a
mezőgazdasági termékek iránti igény. Ezen ellentmondás megoldása többféle
módon megy végbe, nevezetesen:

J. Közgazdasági eszközökkel korlátozzuk egyrészt a földek nem mezőgaz
dasági jellegű igénybevételét, másrészt a gazdasági mechanizmus során olyan
szabályozókat hoztunk működésbe, amelyek a mezőgazdasági üzemeket a
földdel való takarékos gazdálkodásra set kentik. ·

2. Évről évre jelentős ráfordításokat végzünk a földek termőképességének
megóvására és fokozására.

3. Korszerű agrotechnikai eljárásokkal, új bőtermő fajták létrehozásával,
vagy honosításával növeljük a hozamokat.

4. Adminisztratív úton szabályozzuk a termőföldek rendeltetésszerű hasz
nálatát, törvényt hoztunk a mezőgazdasági földek védelméről (1961. évi
VJ. törvény).

A ,,kevesebb földről több termék" ellentmondás megoldásaiban több eljárás
is optimalizálható, például:

I. a talajjavításra rendelkezésre álló erőforrások optimális elosztása,
2. a rendelkezésre álló termőföldek optimális hasznosítása.
Mindkét említett témakör - a feladat természetétől függően - többféle

modell alkalmazását igényli. ·
A továbbiakban csak a földhasznosítás optimalizálásáról lesz szó.

A földhassnnaitás optimalizálásának lényege

A mezőgazdasági termelésben sok évszázad tapasztalata alapján kialakult
egy bizonyos értékítélet arra nézve, hogy a különböző minőségű földeket
milyen módon célszerű hasznosítani. Régóta ismerik az egyes növényeknek
a termőtalajjal szembeni igényeit. Ismeretes az is, hogy egyes növényféleségek-
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kel mekkora termelési értéket, nyereséget (vagy veszteséget) lehet különböző
talajokon elérni. A szélső értékek között igen jelentős a különbség. Például a
Kertészeti Egyetem Tangazdaságában a gyümölcstermesztés a leggyengébb
talajokon 12-14 OOO,- Ft, a legjobb talajokon 70-80 OOO,- Ft termelési
értéket ér el. A leggyengébb termőföldeken a kukoricatermesztés veszteséges,
a legjobbakon nyereséges.

3M _tern:2őföldek hasznosításában eddig kialakult gyakorlat két elgondolás
együttes alkalmazására épült:

Y' alapvetően biológiai szemléletből kiindulva arra törekedtek, hogy a nö
vényeket olyan talajféleségeken termeljék, amelyeken a növények megkapják
mindazokat a feltételeket, amelyek a legnagyobb, legjobb minőségű terméshez
szükségesek,

2. gazdaságoasági nézőpontból kiindulva olyan elhelyezést tartottak kívá
natosnak, amely mellett a vállalat nyereséggel gazdálkodik.

Egyik elgondolás sem és mindkettő együtt sem jelenti a termőföld ontirnális
hasznosítását.

Az optimális földhasznosítás üzemi modeUje

Kétféle eljárás közül választhatunk:
Y' A földhasznosítás optimalizálásának beépítése a vállalatfejlesztés komplex

modelljébe.
2. Az adott és már optimalizált vállalatfejlesztési megoldás eredményeit

feltételként beépítjük egy sajátos földhasznosítási modellbe.
Az első eljárás leírását itt mellőzhetjük, annak lényege megtalálható a

Szigma 1969. évi 4. számában. (Csáki Csaba: Egy mezőgazdasági vállalat
fejlesztési terve.)

A második megoldás sémája az alábbi.

x"' G x"' l

111 El

I*
)7+ O* 

llz

O* 

e d 

O* 
I* 

O* 
O* 

O* I* 

e d e*
E jelek értelme:

xf vektorhoz tartozó tevékenységek egy meghatározott talajon folyó tevé-
kenységet jelentik - pl. a leggyengébb minőségű talajokat képviselik,

x~ a jobb talajokat,
x~ pedig a legjobb talajokat,
u1 vektorhoz tartozó feltételek már optimalizált modell eredményeit tar

talmazzák, s ezek kerülnek a programba, mint kötelező termékkibocsátás
b1-ben,
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u2 vektorhoz tartozó feltételek összegező és nullvektorokat tartalmaznak,
és a különféle talajoktól rendelkezésre álló mennyiségeket jelentik.

A feladat feltételei:
xi, x;, ... ,x~ > 0 
E1x1 m E2x2 m '' ' H6 ü6 = h1

I* f 7 

} * X2

I* f 6 

A célfüggvény:
Y = e* x1 m e* x2 + ... +e* xm--+ max/

Feltűnő e feladat hasonlósága a szállítási feladatokhoz. A szállítási program
szokásos sémája átültethető egy föld-elosztási programba, mégpedig az aláb
biak szerint:

)G+ 

Xa X e 

I
1 xx 

',
1 

1

l .

0 n 

I ...

1 1

ü a ó ó ó óó ü c ü d üf Cm

Mint szálUtási feladat a )G+ alatt jelzett modell homogén termékek szét
osztását jelenti. A föld - bár igen eltérő minőségű - mégis homogénnek
tekinthető abból a szempontból, hogy azon (a programba felvett) valamennyi
termék előállítható.1

Ezek szerint:
:t:0-tól Xc-ig futó sozlopok nemcsak egy feladóhelyről több átvevőhelyre való
szállítást jelenthetnek, hanem egy talajféleségen előállítható többféle terméket
is. Ebben az értelemben a x0t t ó l Xc-ig futó oszlopok az első feladóhely helyett
uz egyik talajfélét - mondjuk a leggyengébbet, xd-től x r i g futó oszlopok
és másik talajfélét, míg az utolsó blokkban futó oszlopok a legjobb talajfélét
jelentik.

1 A célgéppel ellentétben a szó igazi értelmében nincs ,.<'élföld".
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Az a0-0t t ó l ue-ig futó sorok azt írják elő, hogy mit kell elszállítani vagyis
mit kell a földeken előállítani, az u ri t t ó l u,,-ig futó sorok pedig korlátozzák az
egyes átvevőhelyek átvevőképességét - azaz korlátozzák az egyes talajféle
ségekből rendelkezésre álló mennyiségeket.

Mint szállítási feladat, feltételei azonosak H7. (l) aJatt jelzett modell felté
teleivel, mert

xi/ tzttt 0 ugyanaz, mint xj', xt ... x,~, > 0 
azaz negatív eredmény nem kerülhet a megoldások közé akár negatív mennyi
ség szá.llításáról, akár negatív földterületen való termelésről legyen szó;

g 
J; xiJ - h = ugyanazt jelenti, mint
j ma 

!- En, X111 = b1 

azaz meghatározott mennyiséget kell szállítani, vagy meghatározott módon
kell az egyes talajokat hasznosítani, vógü!

n 
l,' x,) - bj ugyanaz, mint

i mh 

1 E x1
l * x2 

L* ü6 

mert mindkettő korlátokat jelent, az előző az átvovöhelyek átvevőképeaségét.
az utóbbi a földek korlátozott voltát.

De ebből következik, hogy fenn kell állni a
g n 
l,' b, = J; b1, feltételnek éppen )7\ Vx mint a
Í z k mh 

feltételnek, mint a maradék nélküli elosztás feltételének is.
Vagyis az (1) alatt jelzett modellben.
a feltételek mind kivétel nélkül egyenlőségeket tartalmaznak,
a mátrixban csak O és 1 értékek szerepelnek,
a felosztandó föld kétszer fordul elő a korlátok között (b,. és b,,) 
a matrix blokkokra osztható fol, mégpedig felső és alsó blokkokra, a felső
blokkok mindegyike egy-egy egységmátrix, az alsó blokkok mindegyike
egy összegező vektorból és több O vektorból :ill
a felső blokkok száma annyi, mint az alsó blokkokban levő sorvektorok
száma - ez szükségszerű, mert egy-egy felső blokk egy-egy talajféleségct
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jelent, az alsó blokkok sorai pedig a talajtípusból rendelkezésre álló terü
letet képviselik.

A szállítási feladattól való eltérés abban áll, hogy p»» a célfüggvénynek
nem a minimális, hanem maximális szélső értékét keressük.

Ez az eltérés egyébként teljesen érthető, mert a termőfölddel való ésszerű
gazdálkodás maximális termelési értékkel (vagy nyereséggel) indokolt.

Üzemi szintű számítások készültek a Kertészeti Egyetem Tangazdaságának
modellje alapján. A legfontosabb, gyakorlatban alkalmazható következteté
sek az alábbiak :G 

-- Határozott tendencia mutat.kozik arra, hogy u..._területegységenként leg
nagyobb termelési értéket vagy nyereséget adó növényfajtákat a legjobb
'termesztési körülmények között, r.t legjobb minőségű talajokon kell ter
rnelni, a kisebb értékűeket pedig a, gyengébb talajokon.

E,.; 11 következtetés ellentmond a kialakult gyakorlatnak, de ez érthető.
A gyakorlati szakemberek a termőföldek hasznosításában egy-egy növény
fajta igényéből indulnak ki, szemléletük agronómiai-biológiai beállítottságú.
J-:7.zel szemben az optimalizálás közel sem jelenti azt, hogy minden növény
egyenként a neki megfelelő elhelyezést kapja.

Kialakul a növények rangsora abban, hogy a termőhelyi adottságok rang
sorában a növények hol helyezkednek el. A két rangsor párhuzamosan fut:
legértékesebb növények ct legjobb földeken.
A vizsgált talajok között nemcsak talajminőség, hanem öntözött és öntö
zés nélküli művelés szerint is különbséget tettünk. Az öntözött terület
változása, mint paraméter, lehetőséget adott az öntözés és a termelési
érték, valamint az öntözés és a, nyereség kapcsolatának jellemzésére

Néhány ilyen regressziós görbe:
a termelési érték ( Y) növekedése az öntözött terület (X) függvényében

Y = :1,19 + 0,5496 X
ami azt jelenti, hogy az öntözés ha.tására, a, termelési érték mintegy 50%-kal
növekszik, vagy ug_vancz ,t nyereségre nézve

Y=l7,79-j íl,DS~lX

ami azt jelenti, hogy a7, öntözés hu,tú,,;'tra. a nyel'üség ( Y) nagyjából megkét
szereződik."

Az említett számításokat. a g;.1zdac;:tg jól hasznosította, s <t korábban defi
cites gazdálkodást évi 10 mi I lió »• 1»x nyereség váltotta fel.

L-\;,,; (1) alatt jelzett modell fold minimalizálási feladattá alakítható át.
Ilyen típusú feladat megoldására akkor van szükség, ha

a termékkibocsátási kötelezettség a.dott, s azon számottevően nem lehet
változtatni pl. szerződési kötelezettség, népgazdasági szükséglet miatt,
ezen adott kihocsárús! mini mMis földterület igénybevételével célszerű
megoldani.

"HL csak a tormőföld JJ:tf-zno1;ít,ú.sár:l vonat.kozó kövctkez tetések szerepelnek.
"Ugyanezen összefüggést pontosabbun - bár kevésbé szemléletesen fejezi ki a hat

ványfüggvény görbéje (Y ~ «X; 11h01 0 <ÍJ< l) s eszerint O} említett két összefüggés
függvénye:

lug Y ~ 0,3639 m 0,867299 log X

Jog Y -, 0,5ll59 m 0,78619 log X 
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E feladat gazdasági értelme: a termelés koncentrációjával megtakarítás
érhető el különböző költségekben, " ha van többlet kapacitás, a, megtakarított
föld is hasznosítható.

A föld minimalizálási modell ay; a.láhhi:

x* 1

,: + 1

1 *
0''

ll2 )

l o;

x! x~,

Áz A,,,

0'' O* 
l'' O* 

l*

I*.

~;bben a modellben xt xt ... x;, értelme ugyanaz, mint a (I) 11latt jelzett.
modellben, valamint u1, b1, u~ és h:! jelölések is megegyeznek az ottani val.
Az A matrixok azonban eltérnek.

Az A-k most diagonális mátrixok, melyeknek koeff'ioiensei m:t mutatják,
hogy az egyes növények az egyeB talajokra mekkora. átlagtermést; adnak.

Ez a modell is mutat bizonyos hasonlóságot a szállít{u:Ji folada.thoz. ftt is
szigorú mennyiségi összefügg/S:-; [ OQ a sor- é o oszlopvektorok között: a1111yi
A matrix van, Oeá QV összegező vektor szerepe] az u~ feltételrendszerben (a,z
alsó blokkokban annvi oU>· [ C »Q> v:111, ahány felső blokk van).

A feladat feltételei:
xf, x"', . . x::i .2: 0 

aza» a progrum a termőföld fölhn:-,,,rnil{u,ám nem adha.t nog,Lt,ív eredményt

Aix1 XXY A.!x~ XY ' ' ' m A111x,,, = b1 

a· feltételek ,L kötelezi) termékkiLo(;Hát,Í,Ht. tar-talmuzzák ,

l* XJ 

l* X2 

l* x,,,

b.! 

azaz a felhasznált föld nem haladha tja meg xk talaj lé lék szerint rendelkczősr«
álló mennyiségeket.

A feladat hasonló a szálJit{u;i foladathoz , de nem azonos azzal. Ugyanii-;
h1 értékek és h 2 értékek egészen eltérőek.

Az előbb mint kibocsátási kötelezettség terméktömeget, súly vagy érték
mennyiséget, az utóbbi viszont területet jelent. Vagyis:

l *bl y· r *h~
összefüggés áll fenn.
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3 f'dfüggvény azt tartalmazaa, hogy az

A1x1 + A2x2 m '' ' m Amxm = h1

egyenlőségben megfogalmazott kibocsátási köti,Jezettséget hogyan lehet mini
mális földterületen teljesíteni, azaz

Y = -(1 * x1 m 1 * x2 m '' ' m P xm) XXm max!
1;_; modellhez még a következő megjegyzések szükségesek:

- Az A matrix nem minden esetben szabályosan diagonális, ugyanis lehetsé
ges, hogy valamelyik talajcsoportban néhány termék nem szerepel.
Valamilyen meggondolásból kiindulva szükségessé válhat még olyan ki
kötés, hogy előírjuk az elérhető föld-megtaka.rítást egy meghatározott
talajféleségre. Nyilvánvalónak látszik ugyan, hogy a, program a megtakarí
tást a leggyengébb minőségű földeken fogja kimutatni, de ugyanakkor
lehetséges, hogy o talajcsoporthoz tartozó területen van már valamilyen
létesítmény, vagy a fekvése kedvező és ezért nem kívánatos, hogy éppen
p»» keletkezzék mcgtakarítáa

Egy népgazdasági szintű földminimalizálási kísérleti modell

3 (2) alatti modellhez hasonló számítások készültek a ,,Népgazdasági prog
ramozás 1966-70'' három szektor-modelljének átalakítása és összekapcsolása
révén. E számítások és a vele kapcsolatos vizsgálat célja az volt, hogy egyrészt
tisztában lássuk a három szektor (zöldségtermesztés, szőlőtermesztés, gyümölcs
termesztés) termékeinek a jobb minőségű földekért- folyó versenyét: melyik
termék melyik földről, melyik terméket szorítja ki, másrészt, hogy mekkora,
mértékű a megtakarítás a, termőföld használatában, végül, hogy egyáltalán
lehetséges-e az eredeti modellek átalakításával és összekapcsolásával olyan
modell konstruálása, amely alkalmas arra, hogy más kapacitások - pl. szer
ves és műtrágyák, egyéb vegyszerek, gépek, bérek és munkaerő stb. optimális
eloszlását kutassa.

A népgazdasági programozás említett három szektorának modellje egysze
rűaítve és blokkokra bontva az alábbi volt:

x* Y.i rt z: z*k 
A .-E :-E E E hl
B 0 0 0 0 h2 
e 0 0 0 0 b3 
0 E 0 0 0 b,I 

)=+ 0 0 E 0 0 hs
0 0 0 E 0 ho
D 0 0 0 0 b7 
O* d* O* d"' O* bss - I

O* O* d; O* -~df b9
------------
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E jelek értelme:
x':' O termelési változók vektora
yf szocialista export változók vektora,
y;: tőkés export változók vektora,
zf szoc. import változók vektora
z! tőkés import változók vektora
A belső ellátási feladat matrixának együtthatói
B anyagfelhasználás mátrixának együtthatói
C földfelhasználás matrixának együtthatói
D gép és építési felhasználások matrixának együtthatói
E és -E egységmatrixok
0 nullmatrixok
df és -d: szocialista export és importvektor
di' és -di tőkés export és importvektor
O* nullvektor
h1 belső ellátási feladat vektora
h., anyagfelhasználások korlátainak vektorab: földfolhasználások korlátainak vektora

_ b4 szocialista export korlátainak vektora
bs tőkés export korlátainak vektora
b6 szocialista import korlátainak vektora
h7 gép és építési felhasználások korlátainak vektora
bÍ szocialista dcvizamérleg
bi tőkés deviza.mérleg

Mivel a földhasznosítás vizsgálata csak azl, »k problémát állította előtérbe,
hogy a már előzetesen, szektoronként optimalizált termelési előírást (belső
ellátás és export együtt) lehetséges-e kevesebb föld igénybevételével teljesí
teni, nyilvánvaló, hogy nincs szükség a )=+ alatti modell valamennyi blokk
jára és vektorára. A három szektor modellből (jelöljük a továbbiakban Z., 
8z., Gy-vol) ki kellett venni O} A blokkot (A2 Asz AGY) továbbá az ezekhez
tartozó hf hf és hay korlátvcktorokat, továbbá a C2 esz és cay földfelhassnálá
si blokkokat, valamint a hozzájuk tartozó h~ llf' és h¥Y,., földfolhasználá.si kor-
látvektorokat ·

A vizsgálat két uélfüggvónnyel történt: egyszer mint földminimalizáláai,
s egyszer mint termelési érték maximulizálási fehidnt;. Er. utóbbihoz szüksé-
volt még a d?, vektorra, a célfüggvényben. ·

A három modell összekapcsolása során azonban nem arról volt szó, hogy
a három eredeti matrix egyes blokkjait átalakitás nélkü I lehetett volna, össze
kapcsolni, mert az eredeti. Ó Í az ösazckapcsolt modell struktúrája eltért egv
mástól.' Az összekapcsolt modellben a C blokk a,z alábbi

I* O* O* -
O* 1 * ... O*

C= 

O* O* . . I*
· 7 A három szektor-modell a földfelhasználáai koefficienseket l t termék kiboosátásá

hoz szükséges földrnennyiségbcn adta, az összekapcsolt modellben viszont 1 egység föld
termékkibocsátása szerepelt.

.i 
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vagyis azonos az (l} és (2) alatti modell alsó blokkjaival. Ennek megfelelően
a következő modellt kaptuk:

x*Z x*Sz XGy

AZ 0 0 bz
1

0 ASZ 0 bSz
1

0 0 AGY boy
1

)* + ...
e e>m ! T1m biY

ahol ct a, földminimalizálási célfüggvény, ahol

c'i= -F 
c1 pedig termelési érték maximalizálási célfüggvény, ahol

I

"'~ = [d*z d*sz d*GYJ~~ t , r x r 

A:,,, (5) alatti modell hosszú, szalagszerű mátrixot adott; méretei: 26 feltétel,
84 változó (segédváltozók nélkül).

A föltételek közül a termékkibocsátási mérlegek száma 19, a földkorlátoké
7, az előzőek tGt· az utóbbiak :S: relációban szerepeltek. A földkorlátok
hfi m h1{ m b<q összegezése azt jelenti, hogy megengedett az egyik szektor
földjének másik általi igénybevétele.

Az 1966-70. évi népgazdasági terv szerint a három szektor összesen 565,7
ezer kh területet kapott. Ugyanezen terméktömeg azonban a földek optimális
olosztásával 31,7 ezer kb-dal kisebb területen is előállítható, s ez igen tekin
télyes mennyiség.

A két célfüggvény szerint optimalizálás eredménye a termékek elhelyez
kedése szempontjából nem mutatott eltérést: a e; célfüggvény hasznosította
a ct célfüggvény eredményében megtakarított földet.

Mindkét optimumban kimutatható a termelés talajfélék szerinti koncent
rációjának előnye, valamint tendencia arra nézve, hogy mely termékeket
milyen feltételekre célszerű koncentrálni:

a borszőlőt, ha homoktalajokra kerül, ajánlatos területének kereken 1/7
részén öntözni,
a zöldségfélék a jobb minőségű középkötött talajokra kerültek,
az összes paradicsomtermő területnek 87%-át ajánlatos az optimális meg
oldás szerint öntözni,
kívánatos, hogy a gyümölcstermesztés is átcsoportosuljon a jobb minő

c;é!!ű földekre.
Az (5) alatti modell csak kísérletül szolgált egy nagyobb terület optimális

foldhasznosításának vizsgálatához. Ugyanis a termelés ilyen mértékű kon
centrációja az egyes talajféléken rendkívüli egyenlőtlenséget idéz elő a jövedel
mekben és a foglalkoztatásban az ország egyes tájai között. Hogy ezen a prob
lémán hogyan lehet segíteni, ezt kutatta Bács-Kiskun megye modellje.

•) ' ' 
.... ,bZl(.!lllH
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Egy megyei modell

Megyc.i modell szerkesztése rendkívül sok problémába ütközik. Ezek
mindjárt a számításokhoz szükséges adatok összeállításánál kezdődnek. A 
három szektor-modell is és általában az üzemi méreteket meghaladó szintű
programozás többéves munkát és sok szakértő közreműködését igényli.
Köziemert, hogy a jelenlegi statisztikai adatszolgáltatás eredménye alig hasz
nálható fel közvetlenül a. számításokhoz, mert az adatgyűjtés, feldolgozás,
csoportoaltás és összesítés nem olyan szempontok szerint, történik, mint ame
lyeket a kutatás követel.

Mellőzve 1:t nehézségek okát és természetét," a. megye területét 12 részre
bontottuk és 17 növénycsoportra vonatkozóan első közelítésként az (3) alatti
moddllel számoltunk, vagyis a föladat tartalma kötelező termékkibocsátás
volt ;a termőföld minimális igénybevétele mellett. A modell adatai: 29 fel
tétel, 179 változó.

A kapott eredményeket nagyjából előre sejtettük. Változatlan termésmeny
nyiség Tí= ezer kh termőföld megtakaríféeával iR előállítható. Ez a megye
termőterületének 15%-át teszi ki!

Az optimális megoldásban a, termékek területi elhelyezkedése természete
sen f•u;rszen eltér a, hagyornányoetól. A ,,megtakarított" 54 ezer kh földterület
természetesen hasznosítható, bár meg kell jegyezni, hogy ezek a földek éppen
a legrosszabb minőségűek .

.tt z ismertetett modell csak kísérleti jel lcgű vulí.. Re1.1,lizálása lehetet.len ,
mert a termelés olyan erős koncentrálását ajánlotta, amely mellett meg
oldhatatlan a munkaerő közelitően egyenletes foglalkoztatása, tovább óriási
különbségeket hoz létre a jövedelmekben a megye egyes tájai között.

A megyei vizsgálat lényegéi a következő modell alkotta:

x*m x* x: 1

rr r Al A2

I* O* 
O* I* 

Uz
(6) ·t

O't O* 

\ K, O* 
0 K2

"e

Am

O* 
O* 

l*

O* U%x 

0 0 ... K,,,

z b .. 

e* 

;; A megyei vizsgálat során kitűnt, hogy a s;,,ükséges koefficiensek összeállítása sokkal
nehezebb, mint a modell megszerkAA1.téR0. hojry az előbbi ráadásul hálátlanabb munka,
nem .,mntató,;". mrrt tiil)i> hónapi ,s1.Ú1:tnlúR r•l'f•d111r',ny,· r•t;yr:l'l,-11 :-<'.l>llll.
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]~ modell felső (ui és u2 föltételeket magában foglaló) blokkja. W} WWUX ~t
(3) a.lat.ti modellel, azonos Ox megyei vizsgálat első, kísérleti részében alkal
mazott modellel. Ez egészült ki az u, feltételekkel, amelyeket ,,korlátok között
mozgó jövedelemkiegyenlítő feltételeknek" - röviden egyenlítő feltételeknek
neveztük el, amelyeknek eleget kell tenni a következő egyenlőtlenségeknek:

%tttr 
K R• he

Km f 6 x 

A K mátrixok együtthatói a, különböző termékek terűletegységenként.i
hozamát jelentik.

Az ,,egyenlít6 feltételek" természetesen nem azt kívánták, hogy a megyé
ben valóban egyenlő jövedelmek jöjjenek létre. De korlátozni kellett a jöve
delmek óriási egyenlőtlenségét. E feltételek hiányában ugyanis az első számítás
szerint <L legjobb földekkel rendelkező járásokban koncentrálódott például
a kertészeti termelés nagy része is, itt a termelési érték a korábbinak több
mint kétszeresére emelkedett, más járásokban viszont a réginek a felét sem
érte el.

Az ,,egyenlítő feltételek" korlátvektora b, vektor alsó korlátokat adott,
s ezzel lehetővé tettük, hogy a jövedelem az egyes járásokban legfeljepb
5';fo-kal csökkenjen - miközben más járásokban ennél nagyobb mértékben
növekedhet. A növekedésnek felső határt nem adhatunk.

Az ,5% jövedelemcsökkenés elviselhető nagyságnak tűnik. Mivel az előzetes
kísérleti program már dég biztosítékot nyújtott arra, hogy a jövedelmek csök
kenése Ox leggyengébb földekkel rendelkező területeken fog bekövetkezni, ez
ösztönözni fogja a mezőgazdasági keresőket arra, hogy ott vállaljanak munkát,
ahol jobb földek vannak.

Az ,,egyenlítő feltételek" számszerű. meghatározása nem egyszerűen köz
gazdasági probléma, hanem elsősorban politikai, szociálpolitikai téma, amelyet
rendkívül sok körülmény határoz meg. Például az érintett népesség mozgása,
szaporodása, mezőgazdaságon· kívüli jövedelmek szerzésének lehetőségei stb.

A megyei modellből fakadó legfőbb következtetések:
1. Az ,,egyenlítő feltételek" megakadályozták azt, hogy a leggyengébb

földekkel rendelkező területeken a jövedelem 5%-nál nagyobb mértékben
csökkenjen, de az egész megye termelési értéke mégis kereken 125 millió Ft-tal
növekedett.

2. Ra az ,,egyenlítő feltételekbe" kevésbé erős korlátokat engedünk - pl.
5%-nál nagyobb mértékű jövedelemcsökkenést - az egész megye termelési
értéke még nagyobb mértékben nő.

3. Az előzőkhől következik, hogy nincs megoldva a gyenge talajok haszno
sítésé.nnk problémája.

(Beérkezett: .7970 . ll . 70.) 
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OPTil'"WUM UTILIZATION OF ARABLE LAND

Increasing yield from a diminishing area of arable land is a necessary concomitant of
Hungarian agricultural development. In this process the optimum utilization of disposable
arable lands plays great part.

In the study three optimization subjects ure reviewed.
1. Agricultural plant model.
There are two possible procedures, viz. optimization of land exploitation in the frame

work of a complex enterprise development model, or an already optimized product
pattern as output obligation built into a land "distribution" model. The latter is similar
to the general transport problem with maximum objective function. The calculations
reveal the tendency that it is advisable to produce tho plants yielding the highest value
or profit per area unit on the best soil. This model can also be converted into an area
minimization model.

2. Area minimization model on economy-wide level.
The model constructed by linking tho land utilization constraints of the 3 agricultural

sectors of an economy-wide program, showed a saving of more than 40 thousand acres
in vine, vegetable and fruit growing area.

3. County model.
The county model was constructed in two phases. In tho first phase, as an arca minimi

zation model it saved 15% of the county's arable land but brought about extremely
wide differences in income lcvols between the counry'a different regions. In the second
phase the admissible income differences were restricted. The model allowed at most 5%
decrease of incomes in some districts with a 125 million forint increase in production
for the county as a whole.

onnIMAJlbl-lOE v!CnOJlb30BAl·lk!E OGPAGOTAHHOvl: 3EMJlvl

,I:\JJ.R BCHrepCKOro 3I<OHOMHllCCI(0l'O pa31JHTH5l xaparcrcpuo /\0CTH)l(C!-IHC B03paCT310lllCf0 K0JlH
llCCTBa npOAYKTOB C y6hl0310LQCro yvacnca :JCMJlli. B 3TOM np0i.lCCCC HMCCT 60JlbU10C 3H3'ICJIHC
onTHM3JlbH0C 11CnOJ1b30BiHIHC IIMCIOll(HXCf] 3CMCJil,HblX Ylf3CTl(OB.

8 CT3TbC H3JlO)KCHbl TJ)H TCMbl onTHM3JIH33Jlfll1.
l. OpOH3BOACTBCHHbl.C 1110).{CJlH.
11MCIOTC5l ABa 803M0)1(Hl.,lX MCT0/.\3: OflTMMJJ1M:~a111-15l HCn0JJb30UaHH513CMJIH fl paarcax K0MnJICl(C·

HOH MO)].CJlH pa3BHTIHI npeAnpH51TH51, HJlll y>I(C 0IITI-IM3J11-1311fl003Hlf351 crpyicrypa npOAYl<TOU,
Bl(JlJOll!!HHafJ a MOAeJJb «pacnpcncnenun» 3CMJ1H 1(31( 06513/JTCJlbCTBO no BJ.>1nyc1Cy np0JWKTO0.
3Ta fl0CJ1C,[(H5151 noxoxca Ha 06uw10 -rpa11cnopnIy10 33/\él'IY e Méll(CHMYM0/11 8 l\CJlCOOH 1>YHl(l\HH.
PactJl:!'11:,1, ynoTpe6J1CHHblC B npaxrince, 1"101(33bllJalOT Till(YIO TCll/~CIIJ.\1110, lJT0 paCTCI-IH51, xoropue
A3IOT HaH60Jlb111YIO CT011MOCTb HJlH 11a116om,11Jy10 npHfüJJlb, L\CJICC006pam-10 aupauntaan, 113
1-1aHJ1ytJ111HX r1aCTKaX. Vl3J10}1(CllliYIO M0/\CJlb MO)l(IIO npcoőpaanuars I) M0J.\CJ!h 111HJ-IHMaJIIJ3'.II\lll!
3eMJ1H. B 3TOM cnyxac A0CTH>l<HMa 31{0H0MH5l 3CMJ1H.

2. MOACJlb MHI-IHM3J1H3ill111113CMJIH 1-1<1 yp0DHC naponnoro X035]!1CTDa.
TpexCCKTOPH<HI M0J\CJlb nporpawaupocannn naponuoro X03HÍÍCTBa, CJ\CJ1a1rna51 C 06·Le1w

J-1CIHICM ycJJ0OHH no HCrIOJJb30BilllHI0 3CMJHI, noicaaana noaM0)I(IJ0CTb 31(0110MHH 17 TblCH'I re«
Tap0B Ha JIJI0LQMH, npC/IH331JélllCIIII0(I /lJlíl ououicü, IJHII0l'Pél/\él .II cjipywron.

3. O6JJaCTH351 MO).ICJlh.
O6JlaCTHaf] M0).ICJlb CJ:(CJJa!la 113 )lBYX cryncucü, Ha ncpuoi1 CTYllCI-IH l(éll( MO!lCJlb MHHHM3JJH33-

.l\HH 3CMJ1H C31(0H0MHJIa 15%-oa rrnoruzutu II0CCBlll,IX y-racricon OUJl3CTH, 110 C03J:\aIIa orpoauue
paCXO)l(J(CHH51 8 AOXO).\aX paana-uu,rx xpaén 06JtaCTl1, llil !.lTOJ)0H )J(C CTync1-1I1 B03HHIOiOBCJ-IHC
B03M0)1(Hb!X paCXO}l(ACHHrí B AOXOJJ,ax 0l'j)élHJ.l'IHJl0Cb. M0J:\l.:Jlb 8 OT).\CJibHblX paüonax nonycrana
YMCHblJlCHW! AOXOAOB 11a 5%-on H npH 3T0M B 06J1aCTH I\ Jllfl(0M np0H:3DOJ~CTBO yoCJlHlJHJlOCh Ha
125 MHJlJlHOH0B 4>0Pl1HTOD.



HOD PÉTER

Egy további matematikai modell a hosszútávú tervezés
összefoglaló munkáihoz

ű e v e z e t é s 

Az elmúlt évek során több matématikai modell került nálunk kidolgozásra
azzal a céllal, hogy a hosszútávú (15--20 éves) népgazdasági tervezés centrális,
összefoglaló munkájában felhasználásra kerüljenek [ l ] A [2], [3].

Ezek a különböző modelljavaslatok sok tekintetben egymástól eltérő módon
közelítik meg céljukat. Különböznek a tevékenységek megragadásának mód
jában, a folyó termelés és a fejlesztés (beruházási tevékenység) összekapcsolá
sának formáiban, a szűkebb értelemben vett újratermelési szféra és a ,,kül
világ" közötti kapcsolatok mikénti megteremtésében, stb. Ugyanakkor ter
mészetesen sok a közös, vagy legalábbis közös nevezőre hozható vonásuk.
Ez szükséges is, hiszen valamennyi azonos célra irányul; ti. a jelenleg folyó
hosszútávú terv munka makroökonómiai számításokkal való alátámasztására.
Ilyen okok miatt az összes említett modell valamilyen formában támaszkodik
és kell iR, hogy támaszkodjék ,L hosszútávú tervezés kialakított általános meto
dikájára és megszervezés alatt levő egységes adatbázisára.

Ismeretes, hogy a népgazdasági tervezés minden fokán komoly elvi és gya
korlati problémát jelent a népgazdaság egyes konkrét részterületeinek fejlesz
téséro irányuló tervező munka olyan koordinálása és összefoglalása, amely
aiapján kialakítható a, népg,1zda.ság egéRzónek egy konzisztens és hatékony
fojlcsztéai útvonala.

A népgazdasági tervezés eddigi tapasztalatai alapján ma már alig képzeli
valaki azt, bogy ilyen terveket lehetséges lenne kizárólag a központi tervező
apparátus munkájára támaszkodva kidolgozni. Kialakításra került ezért a
ü9VwBú Uá Pú tervezés egy sajátos szervezete. A matematikai modellezésnél
mindig helyes arra törekedni, hogy a lehetőségek határai között a tényleges
folyamatot mode llezzü k és ezt úgy tegyük, a.hogy azt az ,,élet" teszi. Ez a mi
vonatkozásunkbun annyit jelent, hogy a hosszútávú népgazdasági tervezés
modellrendszere maga is vissza kell, hogy tükrözze azt a körülményt, hogy
a hosszútávú terv nem egyszerűen n központi tervező szervek ,,agyából"
pattan ki.

Valamennyi említett modell éppen ezért valamilyen formában gondoskodik
arról, hogy uz ún. ágazati és az ún. központi tervező munka közötti kommu
nil ációt biztosítsa. E kommunikáció alapjában jelenleg úgy kerül realizálásra,
hogy az ágazati fejlesztési koncepciók szolgáltatják majd a központi jellegű
számítások céljait szolgáló modellek részére a paraméterek számszerűsítéséhez
szükséges információkat. Míg a központi modellek megoldásai támpontokat
adnak majd az ágazni.i koncepciók módosításához.

Ugyanakkor meg kell azonban állapítani, hogy ez a közlekedési lehetőség
erősen áttételes. (Jlyan feltevéseket implikálunk az ágazati információk makro-
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ökonómiai célú számításokuá] történő integráJá,~akor, amelyek realitása ,iCJk
tekintetben vitatható. A," összefoglaló modellek ugyanis nem magukat a
konkrét ágazn.ti koncepciókat veszik alapul, hanem azok különböző :itlagait.
Ez rt fogyatékosság mindenekelőtt az összefoglaló modelleknek azzal a közös
sajátosságával függ őssze. hogy valarucnnyi kizárólue; folytonos tcvékenvségi
változókat Latt a.l maz .

A modellek folytonos jellege nagyo11 mcglleÜezíLi olyan alternatív ágazati
koncepciók mípgaz<lasági szin tcn törtónó összehaaonlító elemzését, amelyek
{'gyrnás1· kizáró jelleggel versengenek. Norn érzékenyek mcgíelelöen modell
jeink a ,,növekvő hozadék" lehetőségeire JlC<lig feltehető, houy egy hosazútávú
terv keretei között az ilyen jellegű koncepciókna.k nagv j<:lentfü,égük lehet.
Nem nyújtanak modelljeink elég teret arra, hoi.sy ,t;,, olyan alternatív lehető
ségeket egymással szernbcállitauk. amelyek lónycgélien a 15 öv [LiaLL egészében
ugyanoda. viszik a 116pµ:n.zdasúgo1, Ii<' ,L kiinduló álhpo( hói a. vógáJlap,11 bu más
úton jutnak eJ.

Célszerűnek í.űnik ezért, liugy a rneglev1i {,-; jelenleg kipr(,bá,Jási 1itúdi11rnl>,:t11
levő modelljeink sor.'tL mcgkísöreJjüi< bővíteni olyan további modellekkel,
amelyek a fent jehPU szempontok szerinL inús( ös többet is tudnak, mint
a meglevő}. Nem feloslegos talán hangsúlyoz.ni. l,og,v 110m arról van iÜ most
szó mintha a korábl.au ki.tl~tkíLotL modr-llck t!mlított fog_rnLúkosHágai nem
lettek volna min: lj.uL kezdet hen i.-,;inereLe,;(•k I-ht, urlot.L km I k r·ót, feladut mez
olcl(isám készíl.ün k mutcma.tikai modclkkct; c(;J.,zoi:íí 111i11dig számoL vt'L;~i
a megoldhatóság és ,1zárnítlia!/1sr'1g té11_ylogcRc11 n·11<lnlke,.éf;re {dió Jrnnkr6L l<·hn
tőségoivel. EL>l,<'íJ ;i sze1np<11111,(,1 (<js 110m (•;-;ak el>b{í\) a IIH><loll<''.l,ÓFi 111i11di/!
kompromi,,sz1m 1u;-; jcllegtí. /\ rn i kor a t.'tvbt,i tc1·v0,zóH céljaim szolu(d6 első
rnodelljejnkc( kialakítolLuk, ,1,/JIJ(d i11duJ1u11k hi, l10gy kizúnílag a li11du·.i:
progr:amo7.ás /'egy vc-rzetó vcJ Lud un I, rlolgoz, 1 i. l·h urrn v úr Lu 11 k volna, ho/fy
it biztonságo1mn foll1usz11:W1at6 fogvvcr-L.'1r rni'u· ;tz induláskor .'-31/,ÓlesehiJ kgy{'n
--- évekre cl knllc!L volna linluszkt11i ,1 111unlrn 111l'gl«·zdését,.

Az elrnCd! 1'-vek 1-Jod1n tt ki,z,ti számít;iHlecli:rik,ti \(d1r•Vísógek jel<·1lic'í,.;c;1
11,)vckcdlok {,::, :t jövfüo vornttk0z1ía11 a. kil:'tLások l011_\í'c\<'Sc11 bizL,,t6l>lml,, 111i11!
kót-liárorn év,ct e7,(:\őtt. l:£z ,1, ki.i1·Lilrnó11y bú.Lor-it arra, hogy in<'g 1róhálj11nk
0Jy;_t11 ícjlctLel,b <·l<·111eke! mnrkll_jci11\..:k l>cóp.ÍL<'11i, ,Llllclyoi, róv611 az r;lcmz(Í::,
lehetű;.1ógeí IJÖviilnek ~'likiizbC!l lovMibra sem vagynnk lmjl.111d.ók pus;,,t{\,11
azórL, mert'rnodclljeí11k Lcrrnb,.etcsen továbbra is komprn1nis8zumoo jellegííok
rnarnclnak kucká;,,titlni a niogoldhaLÓH:Í.g é1; Jw;,,ellwWsóg reális lehetéífi6geit.

A továhbia,kha11 .ismerLe1h,rn koriilő inodcll,iava,,;ln,L intugnr vúltod>k igé 1) bc
,·ótelóvel igyekszik ,L pn,L>léin{.1,k egy johl; kií;•.<·líL<):-,,jt, ad11i. Az i11Log<·r vá.ltozók
scgítHégül vÓL('k 11mtoma,Liku,i közgazdasú,gi modcllckbe11, ennek ha1;zw1, Ófi
lehetőségei u, m;.1,Leniatilwi progrn.moz:'tsi ii-11dalomh6l Íf-lmerLck G. H . .DanLzig
l'4] 6zt a kérdést m{Lr LiilJIJ mint, tÍí; óvo tiszb't:da (J:, e;,. ma 111ú.r cgyotcmoi11kcn
tananyag. Amikor mos! elHéí ízben jn.vaflOillnk egy i11leger vúJtozók,..t; is Lu,r
lalma7.Ú modcll1·ondsz0t·l allrnlrnaz11i ,t 11ópgazdasúgi tcrvczós}w11. ,1 Hze:·,:ií
lm11gRúlyoz11i szerotné, liogv e;,, mársok mind ·nki,wk lwdLbban is csz6Lo jutott.
A;,, O. 'l'. távhtti Lerve;,,é.yi főosztály rmtternatilmi modellek o,,,,,tályá11nk meg
alakulásakor löalalútotL progrn.mji'Lban mi11rlj:tt·L c;wrepolt, hogy fol kell
készülni integer változókat, is tart,nlma;,,ó modellekkel va.16 rnunkánt. E cél
kiUízésok realizálása irányában S7.Crctnénl- most Jépni cg_veL ÓH ezért n, szerző
itt a maga szerepét csak ábbrm látja, hogy koníhha11 kidolgozott modelljét
az alábbiak szerint továhhfejleR7.ti illetvP kih6víti
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n m o d e ll l e í r á s a 

A modell matematikai szempontból egy több periódusra vonatkozó, foly
i.onos és { 0, r} egész értékű változókat tartalmazó, lineáris feltételekkel és
lineáris célfüggvénnyel működő programozási feladatra vezet. Azzal a kiegé
szítő megjegyzéssel, hogy bizonyos paraméterei (meghatározott változók
együtthatóvektorai) nem megadott számértékek, hanem ezek az együttható
vektorok egy lineáris feltételrendszerrel megadott konvex poliedrikus halmaz
ból szabadon választhatók. A modell ebben a vonatkozásában a WoJfo-féle
ún. általánosított lineáris programozási feladatok családjába esik [5].

n modell abból az alapszituációból indul ki, hogy hosszútávú ágazati ter
vezés folyik és a tervező ágazatok egymástól függetlenül fejlesztési koncep
ciókat dolgoznak ki. Minden ágnza.t homogén (nem szükségképpen termelő)
tevékenységet folytat. Az ágazatok két csoportba vannak sorolva: kombinál
ható fejlesztési lehetőségekkel rendelkező és kizárólag alternatív fejlesztési
lehetőségekkel rendelkező ágazatokra. Az ágazatok száma: n és n terv N 
egyenlő hosszírnágú periódusra oszlik.

Az ágazatok kiinduló helyzetét a tervidőszak elején ,1, bruttó tevékenyHégi
:-;zi ntj ükro vonutkoztató kapacitásaik: k0 és a népgazdaság induló készletei
jellemzik: s0.

Az ágazat.i fejlesztési koncepciók: teljes tcrvidőszakra szóló fejlesztési elő
i rá.nyzatok. Feltételezzük, hogy minden porióduahan, minden koncepció alap
jáu , olyan íejioszté« történik, amelynek !L hatás» '" következő periódusban
ku.pacitásnövekcdós é:➔ (illetve) technológiai változás formában azonnal
életbe lép. Minden e~yes fcjlesxtési koncepció az ú,gazati tervezés keretében
kidolgozott alábbi adatokkal kerül jellemzésre:

a) a teljes tervidőszak a.lat.t a koncepció ulapján I ,dép{i új kapacitások nettó
, 111gysága (belépő-selejtezett kapaci tások}:

b) az a,) ahtU- t.ervc;1,cLt ku.pacitásnövekcdés idííhcni lefutásának előirány
·,mLai:

e) ,t különbözd időszakokra, a) Ó8 b) szerint tervezett fejlesztési intézkedések
egyszeri ráfordításigényei :

d) az {tgrozati tevéken ység;iek a lrnneepció a.lapján mu taí.kozó folvó ráfor
.litási ogyüLL!rn,Lói minden cg_ycH tcrvpcriódushn.n.

Az ágaz:Lli tervvariánaoknt a modell J<izár<Ílag fejlesztési koncepcióként
fogjtt fel fL1111ak ellenére, hogy ,t:,,ok kidolgoz:isal«ll" a tt',·él,enységek mérete
if, megtervezésre kerül.

A modell változókként kezeli ,L tevékenységek szfnvouulát miudcn egyes
Lu,·vpcriódush:w, valamint dönt az ágazati koncepciók elfogadását illetően.
Az ága,zati variinsok ún. ,,keverhet(-;" osztályában a kom:opciók teLszőlegcs,
nem negatívan súlyozott átl,tga is leheb;égcs, bc.leértve valamennyi elvetését.
Az egymást kizáró variánsok közül azonb[t17. a modell legfeljebb egy alterna~tív
variámi érvényesülését engedi meg. Ez utóbbi esetben ,L megvalósuló variá,rn
teljes egészében rncgvnJósftásra kerül az ágazat flzerinti időbeni ütemezésnek
megfelelően. A modell ilyen ala.pon történő megoldása után a nyert optimális
niegoldás programja szerint rögzítjük az egész értékű változók értékeit. Azok
inegszí.ínnek a továbbiakban ismeretlenek lenni - ezzel szemben ismeretle
neknek tekintjük a keverhető koncepciók időbeni lefutására vonatkozó terv
előirányzatokat és megvizsgáljuk, hogy nem lehet-e, azok megengedett határok
között történő módosítása révén, a tervet tovább javítani. Mjvel a modellben
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ágazatként szerepelnek nem termelő tevékenységű területek is - ez a vizs
gálat a gazdaságpolitikai koncepciók elemzésének hasznos eszköze lehet.

A modell feltételrendszere sok tekintetben azonos a [2] alatt leírt model
lünkével, A külön bség főként a fejlesztés kezelésében van. Ott folytonos ágazati
fejlesztési változók fejezik ki minden időszakra a kapacitás bővítését: ezek
egyetlen átlagos típusú fejlesztésnek felelnek meg, és az átlagolás a modellen
kívül történik. Ebben a modellben az átlagolást, illetve a kiválasztást az opti
malizálási eljárás végzi el. Mivel a különböző fejlesztési variánsok - feltevé
sünk szerint - különböző technológiai következményekkel járnak - a modell
ben a tevékenységi változók is technológiánként meg vannak különböztetve.
Így ebben a tekintetben modellünk hasonlít a [RJ alat tihoz, amelyben szintén
több technológiai alternatíva szerepel.

Ebben a cikkben nem ismételjük meg azokat a megállapításokat, amelyeket
a hosszútávú népgazdasági tervezésben alkalmazható modelekkel kapcsolat
ban különös tekintettel a felhasználás jellegére a [2] alatti cikkünkben kifej
tettünk. Az ott mondottakat továbbra is teljes egészükben fenntartjuk és itt
csak utalni szeretnénk ismét rá, hogy természetesen ez a modell is a gazdaság
politikai kísérletezés eszköze és nem célozza a népgazdaság valamiféle egy
értelműen ,,optimális" hosszútávú programjának kiszárnítását., mert ilyen
program létezésében a szerző maga nem hisz.

n m o d e  fo r m á l i s i s m e r t e t é s e 

A modellben N periódusra vizsgáljuk ,t népgazdaság homogénnek tekintett
n ágazata, megvalósítható, konzisztens fejlesztési lehetőségeit: ága.7.f1ti kon
cepoiók alapján.

Minden ágazat KT, Kf', ... Kt1 fejlesztési variárn,t dolgoz ki.

j EJ= {1,2, ... ,n}
Az ágazatok egy részében (J" E ./1) a különböző koncepciók tetszőlegesen kever
hetők. A többi ágazatban (j EJ 2) a:,,; alternatív koncepciók egymást kizárják.
Feltesazük, hogy

J r "'r- </); J 2 "'r- <f>; Jl LJ J 2 = J és J l n J á = </) 

Ezek a feltevések célszerű ágazati agrcgációval mindig biztosíthatók.
Adott á.ga.zat K,'1) koncepcióját 11 modellben a ~J"> változó reprezentálja.

E~re .
(1)
valamint

0 · "E.t <'. L; .i EJ éR l-.::: 1, 2 .... , kj, 

(2)•

A j-ik ágazaL összes variánsát a S/ k1 elemű vektor fejezi ki. Az alkalrnazot t.
szimbólumok számának csökkentése érdekében jelölje Kt q:iyúHal azt az
új nettó kapacitást, amely legkésőbb az N-ik periódusban e]]. észül, ha a Kj' 
fejlesztési variáns teljes egészében megvalósításra kerül, vagyis, ha: !:.1/1 =· 1.
Az ágazat megadja egy x<j': N elemű vaktorral, hogy teljes kivitelezés esetén
a t-ik (t = 1, 2, ... , N) periódusban milyen méretű fejlesztést szándékozik
megvalósítani. A xy> vektor tehát abszolút nagyaágoka.t tartalmaz. A vektor-
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nak lehetnek zérus elemei is, de mindenképpen teljesülnie kell az

(3) l*,_(/) - K(I)
''} - j 

azonosságnak (ahol l* a megfelelő méretű összegező vektor); valamint a
xyi ~ 0 egyenlötlenségnek, mert ágazati szinten való visszafejlesztés nem
látszik indokoltnak és így nem érdemes a nem negativitástól eltekinteni.

A xt_ vektor minden eleméhez egy n elemű egyszeri ráfordítási mennyisé
geket kifejező vektor tartozik: b?(t).

Ez a vektor nem fajlagos ráfordításokat tartalmaz, hanem a szóban levő
KT koncepció teljes kivitelezése esetén a t-ik periódusban lekötésre kerülő
eszközök volumenét. A j-ik szektor valamennyi fejlesztési variánsára kialakí
tott vektorok minden periódusban egy (n X k1) méretű matrixot alkotnak:

(4)

Mig a népgazdaság egészére periódusonként az alábbi beruházási matrix áll
össze:

(5)

A beruházási ráfordításokat a ,,keverhető" alternatívák osztályában a tény
Ieges kivitelezési szintekkel arányosaknak tekintjük, a, nem ,,keverhető"
altematívák esetében ez a kérdés nem merül fel.
A fejlesztési akciók eredményeként létrehozott kapacitásokon, akár csak

a tervidőszak kezdetén meglevő induló kapacitásokon ágazati tevékenység
folyik. A t-ik periódusban a j-ik ágazat x)° méretű tevékenységet fejt ki,
ahol xJ'I : k1 komponensű vektor. E tevékenységek alapján a, szektor teljes
bruttó tevékenysége a t időszakban

(6) l*x)'l

ahol l" megfelelő rendű összegező vektort jelöl. Az xT vektor különböző
komponensei a KY>; 1{}'; ... Kt1' variánsoknak megfelelő kapacitásokon meg
valósuló, különböző technológiai szerkezetű, de azonos outputú tevékenysé
peknek felelnek meg. Mindezekhez az azonos outputú tevékenységekhez
geriódusonként különböző ráfordítási együtthatók tartoznak, amelyek szintén
az ágazati tervezés során kerülnek meghatározásra. Jelöljük az ezek alkotta
(n X k) méretű matrisokat

(7) Ayl) = [a;1)(t); a)2>(t); ... aY'il(t)]

-val, A t-ik periódusra vonatkozó szektormatrixoka.t egyesítve nyerjük a nép
gazdaság folyó tevékenységi szerkezetét tükröző technológiai matrixot:

(8) A(I) = [A~); A~>: ... AW] 
A változók kényelmesebb jelölése érdekében vezessük be a következő össze

foglaló változókat:

(9)
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n 
Látható, hogv a fenti vektorok rendre S ki komponenst tartalmaznak.

J=l

Használni fogjuk a következő operátort:

[

If O? O* ... O*] 
O''' _11 o·:, .. o_* ._ E-= 
o·•. O* O* . . 1~

méretű matrix, amelyben az lj szimbólum k1 elemű összegező vektort jelöl.
Tekintsük az összes xy>: (j = 1, 2, ... , n); (l = l, 2, ... _lc1) vektort. Válasz

.-z11k k i valamennyi l-ik komponensét (t = 1, 2, ... N) é8 foglaljuk össze

(10) (n X j• 1c1) 
/=I

n
ezeket az elemeket egy KY, vektorban. E:;r, ,t vektor 2,' lc1 komponenst tartalmaz

j=l

é8 komponenseit az E vektor megfelelő komponenseivel szorozva megkapjuk(/. + 1)-ik periódusban belépő különböző új kapacitások nagyságait. A meg
telelő műveletek elvégzéséhez Eí',ülrnégünk van a K11> vektorokból képezhető
dingo11áliR matrixokra: (KJ!).

Alkalmazzuk még a kövct.kező váitozóku.t 11g_yn11ügy, mint a [2] alatt
ismertctctf modcllbeu :

yw: a Iakosság fogyas:,,,L{rna. 1. z-ik jH.iriódusbn.n ; zW: közületi fogyasztás u. t-ik
periódusban; s10· évvégi záró készletek a l-ik pcri6dusl,an; e1>; ej)>; i1>; it:
külkereskedelmi tevékenységek a l-ik per-iőduaha».

Az eddigiekben bovozotctt jelölések segítségével most nár megfogalmaz
l.atjuk a. társadalmi újratcnuelés legfontosabb bols{í összefüggéseit kifejező
mérlegrcndszei-L minden periódusra:

( 11 ) s(1 1 > + f~ X(I) -= A(I) X(I) + Jl(I) 2 + i11l ·+- i);l cVl - e)/> + yU) + z(t) + s(/)

(I = 1, 2, ... , N) 

,-\ Lársacl,d rn i termék mórlegek nok ez ;1 legogyHzerűbh formájuk. Szükségünk
lesz azonban egy olyan alakjukra is, amelyben it koncepciók időben lefutását
nwgfmt,'~rozó 1 n1-ai11Óll'n'k «xplicit. Iorruában is Rzorcpelnok. l1:z1 a l,övctlrnz{5
11HÍ(1011 érhetjük <'I:

(1~)
ahol
(13) J3(1) - Jl(/) (K(I)) I

T1:tricdmilag ez annyit jelent, hogy a beruházási mat.rix ból is fajlagos i:l\'_viiU
ható matrixot készíbün k. IEzál.ta.l a termékmérlegben

(14)

jelenik meg

( l 5)

helyett.

B<tlS:
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A terrnékmérlegnek ezt a módosított alakját használjuk majd akkor, ha a
keverhető tevékenységű szektorokban a xy> elemeit változókként fogjuk
kezelni,

Tételezzük fel, hogy az egymással keverhető kapacitások összegezhetők és
együttesen képezik az ágazati tevékenységek korlátait. Ez a, feltevés nem
teljesen kifogástalan, hiszen minden koncepciós variáns alapján tulajdon
képven más és más technológiával folyó termelés valósul meg. Azonban minden

11 

kapacitás különváló] kezelése esetén periódusonként. 2' ki darab kapacitás-
.. }=1. 

mérleggel kellene számolni, amit ,L fenti feltevéssel periódusonként n egyenletre
szorítunk le...:-'\ t-ik periódus kapacitásmérlcgc a következő:

(JG) . . (t-1 ) E XUl + v<1) = k0 + E J; (Ki) 2
l=I

;,l1nl v11, : n clumií; vektor a ki nem használt á;mzati kapacitások összegét
:jelöli.

A szektorvuriúnsokra R, következő feltételek állanak fenn:

(17) 

A modell feltételrendszerének legfontosabb elemei ezzel ÖSHze vannak állítva.
/\ korábbi modellünkhöz hasonlóan itt is szükség van még bizonyos további
feltételekre, amelyek a szűkebb értelemben vett újratermelési szférát a, kül
világ modeller I kí vü I becsült adottságaival köti össze. Ilyen korlátok a perió
dusonként megadoLt fizetési mérlegek és az ún. külsö feltételekre vonatkozó
6s szintén pcriódueonként definiált feltételek. Ezekrő! azonban itt nem érdemes
tovább beszélni, mert működésük teljesen azonos a [2] alatt ismertetett modell
beli működésükkel. Ezekben a feltételekhen ugyanis fejlesztéssel kapcsolatos
változók nem szerepelnek és ezért jelenlétük semmiféle külön problémát som
jelent :., méretek nővckr-rlésén kívül.

A modell .mííkötlése

A modell lényeg<.! ;1 leltétclrondszer ..Minden e rendszernek eleget tevő meg
oldás egy-egy népgazdaR{t!!iln.g knm;iRztenR realizációja bizonyos ágazati kon
cepciók összességének.

Az ilvcn értelemben lw11zi:-;ztens tervvariánsok ,!eneráJása különböző cél
függvények alapján történő optimalizálással megy 'Zréghe, miközben n korlát
paramétereket iR változtatjuk. Technikailag pontosan úgy járunk el, mint
a [2] alatti modell esetében

-Iclen esetünkben azonban nem egyszerűen egy lineáris programozási fölada
tot kell ismételten megoldanunk, hanem egy folytonos és kétértékű {O, l}
változókat tartalmazó modellt. A modellben periődusonként szerepel

2,' k1 termelési változó
J,) 

2n fogyasztási változó
4n külkereskedelmi változó
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n készletváltozó
n kapacitáskihasználási változó

Ezen felül J; k1 számú O és 1 között korlátozott változónk van még, amelyek
jEJ 

közül J; k1 folytonos és J; k1 diszkrét értékű. A változók teljes száma tehát
}EJ, }EJ, 

(pót- ér; mesterséges változók nélkül)

( " I "N Bn -1-- J; !c1 + J; k1 
}= 1 , J=l

A modellben minden időszakra

2n + rn + ~
feltétel szerepel (ha m, jelöli a ,,külső" korlátok számát}. Ezeken kívül n fel
tételt jelentenek a (17) alatti korlátok és J,' k1 (1) típusú felső korlát szerepel

t e ], 

még. A feltételek száma összesen

N(2n+1n-+ 2)+n+ I,' k, 
}EJ, 

A hosszútávú tervezés jelenleg kialakult agregációe szerkezete szerint n - 40.
Ha 10 olyan szektort tételezünk fol, amelyekben nem keverhetők a koncepciók
és szektoronként átlag 4 tervkonccpoióval számolunk, akkor 40 kétértékű
változónk lesz. A modell teljes méretét alapjában N dönti el. Ha minden
évet reprezentálni akarnánk, akkor a modell a jelenlegi számltástechnikai
lehetőségeinket biztosan meghaladja. N = 4 mellett a méretek kezelhetőnek
tűnnek, ha rendelkezünk olyan gépi kóddal, amely a 40: {O, l} típusú változót
- amelyek 10 változó caoportban úgy vannak korlátozva, hogy minden CRO

portban a változók összege legfeljebb 1 - , megfelelően figyelembe tudja vonni
Ilyen típusú feladat megoldására alkulmus gépi kódok kidolgozás alatt állnuk.

Nehezebb számitástcchnikai problémát jelent a modell második fázisbn,n
való működtetése. Amikor is azt vizsgálnánk, hogy a különböző ágazati terv
javaslatok időbeni ütemezésének módosítása milyen további tartalókokat rejt
magában. Ezt a vizsgálatoL az kszi lehetővé, bogy az ütemezést adó xy> para
méterek kizárólag a ~T változó együtthaw osz.lopvektorában (Pt) jelennek
meg. Más szóval, ~T együt thatói a xT vektorN számú komponensének lineáris
függvényei. Minden xf vektorhoz meg Ie hct adni olyan korlátokat. amelyek
a gazdaságilag és műszakilag megvalósítandó követelményeket fejezik ki
a szóban levő variáns időbeni kivitelezésével összefüggésben. Ezek a feltételek
Py> számára egy konvex poliedrikus halmazt. határoznak meg él:l (3}-nak min
denképpen teljesülnie kell ezért Py> egy konvex poliéderból szabadon
választható. Ezzel azonban egy [ 5] alatt ismertetett ún. ,,általárimiÍtott
lineáris programozási" feladatra jutunk. Ha azt mondjuk, hogy I .J1 I~ 30.
akkor a {O, l} változók értékének rögzítése után kb. 30 szubprogramot kell
a feladathoz csatolni. Bár ezek kisméretű feladatok - az egész rendszer gépi
megoldási algoritmusának n, kidolgozása további feladatot jelent. Megjegyez
zük ugyanakkor, hogy a népgazdasági programozáRi célokra felhasználásra
kerülő lineáris programozási gép kódokat ,l jelen modell igényeitől föggetleniil
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is érdemes alkalmassá tenni arra, hogy képes legyen változónak tekintett
együtthatókkal is dolgozni. Mint ezt [5]-ben megmutattuk - ezáltal számos -
a jelenlegi modelljeinkben elnagyoltan megoldott - probléma válik jobban
megközelíthetővé.

( Beérkezett: 1970. június 1.) 
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A .FURTHER MATHEMATICAL MODE:L FOR THE COMPREHENSIVE
WOR.K OF LONG-RANGE PLANNING

In the past fow years several mathematical models have been worked out in Hungary
for use in the comprehensive work of long-range (15 to 20 years) economy-wide planning
[I], [2), [3].

In this article the author presents an improved version of his model described under [2].
Also this model is to serve as a means for the working out and for the comparative ana
lysis of the different consistent long-range plan variants of national economy.

The model represents the activity of n (not exclusively producing) sectors of the
national economy during N plan periods of equal lengths. The most important inner
and outer conditions of enlarged reproduction are expressed in every period by n activity
balances, n capacity balances, a certain number of bounds affecting outer resources,
and by two balaucos of payment. Tbc conditions work with coefficients assumed as
constant over time.

The model sturts on the assumption that in the course of sectoral planning each sector
works out different perspective development variants for its own activity. The model
divides the sectors iu two Iarge groups: those sectors whose development variants may
be combined with each other and those whose development variants compete for being
accepted ex:cludin~ the others. Accordingly, in all sectors the variants are represented
by a so-called development variable, each. The latter are such non-negative variables
whose value rangos between O and 1. For each Rector the sum of the development variables
cannot surpass the value 1. The non-cornbina.tive development variables must take
integer values, i.o. 0 or 1. 

Development variables concern the whole of the sectoral development propositions.
l~very development variable is accompanied by a schedule vector given by the sector,
which will show the proportion of the planned development to be realised in each plan
period. The activities outside the Jevelopment (production, consumption, foreign trade,
storing, capacity idling, eto.) are described in the model by continuous variables defined
for each period.

ln this way the model can be treaLeJ as a linear programming problem containing
boLh continuous and 0-1 integer variables. In the basic calculations parameters are
cousidered given. In the course of further calculations the components of vectors express
ing the schedules of sectoral development variables will be considered unknown, instead
of given and these can be freely changed subject to linear constraints. In this form the
tnodcl is a sort of Wolfe's ,,generalized linear programming" problem and can be solved
accordingly.
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.[\AJ1bHE0iJJArl MATEMATvl4EC!{A,l MO,[\t::Jlb !{ CBO,[\HblM PA5úTAM
.[\OJH"OCPOL!HOrO nJJAHvlPOl:\AHMB

13 TC<iCfíHL r:(JC!!é~\HIIX ;,,e'] Ii Be1-1rp1m llbipa6aThlB3Jlii HeC!(OJ]J.,J(O i\1,1TCN.3TH'IeCl-(HX 1110/l,CJtCii
)l.Jl,i ynorpcőnennn B CBONlblX fliiÓfJTilX )~OJlrOCpOYHOr'O (15-20 JJCT) napO,'l,IIOXf.:rnCTBCl!IIOT'O
fW,liíHflOBaH!:51 (!), (2), (3).

B nacrosuneii crarse aBTOP uanaracr yconepmcucruouauauü napaaar caoei11'.lO/].CJlH, ony6J1H
"UB3HiJOÍÍ B (2). UC.fJb!O H 31'0!1 MO,[\CJl!I ílBJlliCTC51 TO, •rrü6hl e cö flOMOUJblO B03MO)KHO Ol,IJl(J
BL1pa60T3Tb H cpaBHHTCJlbHO aHaJ1H3HpOB3Tb pa3JJJ1'!HblC 13:JpHilHThl CXO,[\HMOl'f) f\OJfl'OCpO•ll!OHl
HapO,[\HOX035111CTBCmJOro nnana.

Mo11e.11b npeJKT<IBJl5)CT coüon )(Cl1TCJJbHOCTI, II (Heo6m1aTCJibll() TUJlbKO 11fJOH3BO/l,l1Tt:!lbH(ll'O)
cexropa Hilj)ONIOro xoanilcrua fl TC'iCIHIC N 0/\HH<il<O!!Of'O 11ep110/\él l"IJ!iiHHJ)OB:JHHíl. Ha116011ec
Ba)t-HbiC Bl-ly'TflCHHHC II BHCll(HIIC yCJJOBH51 paCUlHpCHH()r() BOCIIJ)OH3U(J/{CTUa n J(a}KAOM rrepnonc
Bblf),Di,310'fC51 B ll lÍ,1Jl:!IICé1X j~e,rrem,HOCTH, B 11 6a11a11c;ix MO!l(HOC'i'l-l, H 1-!CCJ(OJ]bl(IIX YCJIOBH51X !-1,!
8HCUIIIHX llCTO'IHHKax 1-1 U nuyx [)3JlaHCax nnarcnca. YCJlOBHll ;1riíCTBYIOT C 1(03(j'.l)lllllHCHTaMII,
l<OTOJ)biC c-nrrarcrcn rlOC'J'05JJIHbl~\l1 rvrn J(a)l(J:(01'0 ncpnona.

Mo;.JCJlb llCXO/-\!IT H3 flCJ)/mOJiO:,i(CHHJI, •JTO H/.\CT OTJ)i\CJICIJOC JIJliWHJ)OB~IHl!C II hél}{(,[\él,J OT{)i.lCJII,
B!,1pa6aTb1UilCT J)il3JlH'WblC uapaarrru /WJii'OCp04JIOl'O paaarrrnn OTHOCHTCJ!bHO csoeü ne,1TCJ1b
HOCTH. MOJ:(CJlh pa3J:(CJlílCT OTpaCJ!II 13 nsc 60JiblUl1C rpynnu: 11a OTpaCJIH, napaanru pasmrra»
KOTOphlX M0:>1(1-10 ocyuiecrairn, KOMOlJ!HIJ)Y}l HX MC)K/W coöoü !1 m1 OTpaCJIH, napaanru p33llHTIUI
KOTOpblX copCBHYIOTCí! 3a rIJ)HllílTHC, HCl(Jll(JL[351 npyr npyra. B COOTIJCTCTIJHH C l'lTJlM D MO/J.CJ1Ji
KmKi\blii B3J)llaHT 1(3}1{/(0H orpncnr: npcucrannncr T,H( 11:i~H,ll!élCMl,JC iJCJ)CMCJlllh!C J)ii::IUHT!lí].
nepCNCJIHbiC pil3BHTll51 í]IJJIHJOTC51 Till{l-!Mll !IC 11craTHlllfö!Mlf l!CJ)CMCl·lll/_,I/\IH, 31-lél'ICill!C l(OTOJ)b!X

,VIO)KCT MCHí]ThCíl OT Ü AO 1. ,[lJI51 !Gl)l(/1,0i'í O'i'J)3CJIII cyMMil JICJ1CMCHlll,IX pa:JBI-ITHíl, COOTIJCTCTHy
JOU(JIX HMM aapua1-lTar.111, HC MO)l{CT Őb!Th ŰOJlbUJC l-1,1 . .Q11r1 ncpCMCI-IHblX pö3BHTH51 TCX uapuau
TOB, I\OTOpbiC ll('Jlb35I l{()MŐHHMpOBi!Th TIPY'" C npyro«, l(püMC aroro c111e crauirrcs: ycnoeuc J(CJ!ll-
1111CJ1CHHOCTH.

nepCMé!IHhiC pa3DJITW1 OTIIOC51TC51 1<0 BCdi CHCTCMC o-rpaCJJCBh\X nap11aJ1TOIJ Péi:lBHTHíl. ,QJi)I
IZél}h:/.\OiÍ rrepeMCHHO?i pa3BHTHíl HMeCTC5l l!Cl(TOJ) TCMl!<I, l(OTOJ)hlH :1;111a rcn COOTBCTCTBy10111cií OT
pacrn.io II l(OTOflblH norcaaunacr, 11TO U OT/\CJlblll,IX 11ep1-101iax IIJl,lllil!)OBaHHH l(<il(3íl xacrt, una-
11HpycMoro pa:JfülTJl}I ocyuJCCTBHJJaCb 61,1. ,QCílTC)JbHOCTH, i(!)OMC pa31JHTl1H (11po11:mO)lCTBO,
ilOTpC6J1CH1-1C, BHCUHl51)1 roprounsr, JJal(011JlCI-IHC aanacou, JIC/\OC'l'<l'l'O'IHOC HCD0Jlb301ltll-lHC MOLJI
HOCTH H T. J\.), MOACJ!b onncuuacr l!CrI()Cpb!UHblMH nepCMCHHblMII, l(OTO!)blC ()l!!)C)\CJi}ll0TC$1 B
J(a)j(.[(OM ncpaonc.

Ta!UIM o6pa30M MO,U,CJ!l, MO)l(CT Úb!Ti, y110Tpe6J1e1-ia l<i.11( :lé\J(il'l:I JIMIICHIIOI'O nporpawaapoua
Hll51, conepacauia» 1-1enpCpbiBIILIC 11JII! f.1CJi04HCJJCJ11,iblC (co :lllil'ICI IHCM O HJIH 1) ncpcaenuuc.
8 npCAB< ptrre.m.nux pac-rérax c-urracxt, lJT(J napaaerpu n,OACJlH ll:JBCCTllh!C. 8 llOCJlC/(YIOII\HX
pacuérax l((JM!lOHCHThl IJCl<TOpOB IT1,1pa)1<a1ou111x TCMílbl OTpi.!CJICJJblX uapnauron pil3AHTIIH,
}(OTOpblC C'llfT3JlHCb HCnpCphillf-lLIMM - ílMCCTO sanauuux BCJIM'!i111 C'IHT:JCM HCl-l3BCCTHb1Mll,
«oropue, unyrpa 1-JCl(OTOPhlX orpaHH4e!IHH, 3élf\.lHl-ib!X Oilf)C/(CJICHI-II,IMH JlHHC111il>IMH ycJJODIU!Mll'
CBOŐOAHO MO:>i<HO H3MCHí1Tb. J3 3TOl·Í cnoei-í (!lopMC MO/jCJH, mrn51CTC51 Till( l-!a3hilltJCAlOÍÍ ,,0606iqc1-1-
HOií 3a1.,a4CH m11-1eih1oro nporpar-nmpoaamm", aaf1,a•1cl-í BoHLr!ia 11 n co0Tncrno1-111 e Toil M0>1<110
pe1I111T1, ce_
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Az ERALL-2 hálótechnikai algoritmus

I. ; e v e z e t é s 

l hálótechnikai módszerek alkalmazása rohamosan terjedt el az egész
világon, elsősorban nagy vállalkozások szervezésénél és egyedi termékek, így
építőipari termékek gyártásának programozásánál. Már kezdetben nyilvánva
lóvá vált, hogy a hálótechnikai módszerek a naptári ütemtervek készítésénél,
a koordinációs kapcsolatok felderítésénél a műszaki és gazdasági vezetésnek
könnyen elsajátítható é rA hatékony eszközei.

A kezdeti alkalmazásoknál ugyanakkor kiderült, hogy nem elegendő a
hagyományos g Öí r illetőleg Öhv b matematikai apparátus használata.
A műszaki kritikus út mellé belépett a gazdasági kritikus út fogalma. Egyálta
[ában nem bizonyos, hogy figye.lmünket a műszaki kritikus útra kell fordítani,
azaz arra, az útra, amelyen a feladat megkezdésétől a, feladat befejezéséig
összességükben ,t leghosszabb időigényű tevékenységek feküsznek. Amennyi
ben feladatunkat korlátos erőforrásokkal kell megvalósítanunk -- és ~~ gyakor
latban mindig oz a helyzet - , nagyon gyakori, hogy a műszakilag párhuza
mosan végezhető tevékenységeknek csak egy részét tudjuk egyidejűleg - vagy
a kívánt intenzitással erőforrásokkal kielégíteni és figyelmünket a műszaki
kritikus útról 4 domináló gazdasági kritikus 1í X"4 kell fordítani. A gazdasági
kritikus út a műszakitól időről időre eltérhet, hol az egyik erőforrás, hol
a másik válik szűkössé.

Akár arra keresünk választ., hogy szűkő« erőforrásaiukkal mikorra tudjuk
feladatunkat teljesítcn ·. akár arra, hog_v mikor és milyen erőforrásokat kell
kibövítenünk a befejezés elörehozatalához, az erőforrások korlátossága erő
sebben hathat ki tervünkrc, mint ,1 műszaki krit.ikux ú X r 

Különösen fontos tehát a;,: eróíorrásoh matematikai kezelése munkaerő
hiánnyal küzdő táraadnlmunkban. De világszerte egyre nagyobb figyelmet
fordítanak erre a kérdésre, és ez vezetett az erőforrásokat allokáló módszerek
kidolgozásához. Az eddig kidolgozott módszerek mind hálótechnikára támasz
kodó heurisztikus eljárások és még nem ismerünk olyan matematikai mód
szert, amely e kérdést n gyakorlatban egzaktul megoldaná.

Mi ennek az oka? A probléma elméletileg egzakt algoritmussa,l is meg
oldható, algebrai struktúrákként felírható. Miért alakultak ki mégis az egzakt
matematikai módszerek helyett heurisztikus, illetőleg szimulációs eljárások?
Két okot említhetünk:

l ó _ feladat típusát tekintve nem ismerünk olyan egzakt módszert, mely
közös feltételekkel összekötött, de gazdasági célkitűzéseiben eltérő optimálási
feladatokat old meg egyidejűleg. Pl. egy építőipari vállalat termelésének átfogó
programozásánál közös feltételrendszert képeznek az erőforrások. Ugyanakkor
[ vállalat töhh v «wEÍr« termékénél más-más gazdasági célt tűzhet ki. mint például
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egyes objektumok rohamütemben készüljenek,
egyes objektumok az előírt befejezési határidőre készüljenek el,
egyes objektumok minimális költséggel létesüljenek,
egyes objektumok egyenletesen vegyék igénybe az erőforrásokat.

2. l másik ok, ami miatt heurisztikus eljárásokat dolgoztak ki, gazdasági
természetű. Többek között:

a) l memóriaigény kérdése.
Heurisztikus algoritmus esetén kevés információból eldönthető, hogy a

lebegéssel bíró tevékenységek elhelyezhetők-e és ezért kicsi a memóriaigény.
Egzakt eljárás esetén az összes lehetséges elhelyezési variánst, illetőleg azok

képzési szabályait inputként kellene kezelni. Ennek amúgy is nagy memória
igénye még többszöröződik a megvalósítási intenzitások variánsaival is.

b) l számítási idő kérdése.
Heurisztikus eljárásoknál az iterációk száma előre jól meghatározható,

és általában egyenlő a programozási időegységek számával.
Egzakt eljárásoknál az iterációk száma nehezen becsülhető, de az bizonyos,

hogy sok nagyságrenddel nagyobb.
Bár összehasonlításra a gépidő-szükséglet szempontjából - tudomásunk

szerint - még nem került sor, nyilvánvaló, hogy ha rendelkeznénk is egzakt
eljárással, alkalmazása nem lenne gazdaságos.

Ilyen heurisztikus módszer az ERALL-2 nevű eljárás, melyet elsősorban
az építőipar számára dolgoztunk ki. Ez matematikailag egy azélsőértékszární
tási feladat, melyben a tevékenységek olyan ütemezését (az erőforrások időbeli
elosztását) keressük, amelyik minimálissá teszi a teljes átfutási időt és egyben
figyelembe veszi az adott szervezet erőforrásainak korlátozottságát. Az eljárást
a gyakorlatban már hosszabb ideje alkalmazzák, de eddig csak a speciális
gépi program korlátainak figyelembevételével publikáltuk [3].

Felmerült az igény az eljárás olyan leíráaárn, moly a föladat matematikai
modelljét és megoldó algoritmusát a gópi megoldástól függetlenül ismerteti.

Ezzel foglalkozunk cikkünk további részében.

2. Hálóteclmikai bevezető

l háló fogalma az algebra elemeiből jól ismert. l 9j E RALL-eljárás a hálók
egy speciális osztályára épül, ezért Iegclöazör ennek ismertetésével foglal
kozunk.

2.1. Legyen P' egy ;[ t Ij-olernű részben rendezett halmaz, s jelöljük
ennek elemeit a 0, 1, ... , n számmal, azaz r x {O, l, ... , n}. l részleges
rendezést megszabó relációt nevezzük ,,közvetlen megelőzési reláció" -nak;
legyen a jele: ~- E közvetlen megelőz6Ri reláció a következő három tulajdon
ságnak tegyen eleget:

2.1.1. Semelyik w hÖE elemre nem igaz a, következő két állít~fl egyike sem:
7" ~ 0, n ~ w j 

2.1.2. Bármely w ¥= 0 (w hÖET elemre igaz, hogy
vagy O ~ w,
vagy létezik egy vagy több w ) elem ; w · hÖETr hogy O ~ ... ~ w · ~ jj j ~ w ! 
és hasonlóan bármely w ¥= n ; w hÖEp elemre igaz, hogy vagy w ~ n, vagy
létezik egy vagy több w 0 elem RYr. h P'). hozv ) ) A ~ jj j < ur, <1f: ... ~ n.
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2.1.3. Egyetlen w EP' elemhez sem találunk olyan w,, ; w )5 EP') elemeket,
hogy w ~ ... ~ w" ~ ... ~ w fennálljon.

2.2. A 2.1.1.-2.1.3. feltételeket kielégítő P' halmazt ,,kaszkádszerű háló"
nak, elemeit eseményeknek nevezzük.

Válasszuk meg i-t és>c$ (i hÖEr > hÖET úgy, hogy i ~> esetén ·i < j legyen.
Könnyen belátható, hogy a 2.1.1.-2.1.3. teljesülése esetén ez (nem feltétlenül
egyértelműen) mindig megvalósítható. e« ily módon két különböző számhoz
tartozó < reláció tranzitív és így a hálóaxiómák teljesülnek.

Legyen · EP', > EP', továbbá · ~ >j Tekintsük az ;0!>~ alakú elempárok
halmazát; legyen ez P. (P-re tehát áll: P 6ÖE{ ÖE.T P elemeit tevékenysé
geknek nevezzük. Az (i,j) és (j, k) tevékenységekhez az i ~j, j ~ k relációk
összekapcsolása egy (i, >~ ~ ;>! T~ részben rendezési relációt definiál. A

L, = L1 /2 .P
halmazt , .hálóterv" -nek nevezzük. Egy hálótervet tehát az események és
tevékenységek olyan halmaza képez, melyben minden tevékenységet egyértel
műen meghatároz két esemény és fordítva, minden esemény egyértelműen
megadható két vagy több tevékenység segítségével.

2.3. A 3.-ban leírt ütemezés lényegét nem érinti, de egy további fontos
kapcsolat is fennállhat az egyes tevékenységpárok között. A (h, i) és ;10! j)
között ugyanis olyan kapcsolat is lehetséges, hogy az (i, >~ tevékenység gya
korlati megvalósításának nem előfeltétele a (h, i) tevékenység teljes meg
valósítása, vagyis 4 ;] ! i) ~ (i, >~ kapcsolat nem áll !\ 77 szükségszerűen .Viszont
a ;] ! i) tevékenységet egy 40T$ív ] , esemény segítségével felbonthatjuk egv
(h. h•) és ;] • ! i) tevékenységpárra ú • ür hogy

RNr ] • ~ ~ RNar ·0~ j 

(h, y0,~~ (i,j),

e lehetőséget azonban az ütemezés során nem kötelező kihasználni (míg a köz
vetlen rákövetkezés relációját minden esetben érvényesíteni kell I). E kapcso-
latot átlapolásnak. nevezzük, és a ~ jellel jelölj ük.

e ;] ! i) -- ~ (i, >~ reláció is részleges rendezést valósít meg, egyes elemek
összehasonlíthatók, mások nem.

e« átlapolás a továbbiakban csak a Cl)M időszámítás lépéseit módoaítja,
ennek részlete» taglalásával a [21-ben trLlálkozlrn.tunk.

3. A modell változói és paraméterei, a feladat megfogalmazása

H.J. l 2.-bcn bevezettük azt a L ~ 1 halmazt, melyen értelmezzük a feladatot.
p• a gyakorlatban egy tényleges szervezet (pl. építésvezetőség) munka
végzéseit jelenti: a tevékenységek az egyes munkák (pl. falazás), az események
pedig a munkák bizonyos mennyiségének befejezése utáni állapotot (pl. pince
födém elkészülte) jelentik. Most a L r1 elemeihez hozzárendelünk néhány,
a további tárgyaláshoz szükséges paramétert és változót. Először is legyen
a feladat független változója az idő: t, ahol is

t = 0, z. 2, ...

:{ Szigma



198 ...:..Z.\.l~Ó L'TV_\~--~ZOLNOKY ,\_t.;'l'.:.\J ..

Legyen értelmezve a feladatban egy vége:-; l halmaz, mc-Iynek a E l elemeit
erőforrásoknak nevezzük.

Minden (i. >~ E P tevékenységhez hozzárendeljük a következő konstunsokat :

3.1.1. (k = I, ... , K(i, >~~! 

ahol R; i, >~ megmutat.ja, hogy az ( 0! >~ tevékenységhez ténylegesen hány
elemet rendeltünk j/ s l halmazból. Rh • ü elemet esetleg többször Ü, hozzá
rendelhetünk); ct) ! a k-ik hozzárendelt erőforrás (a1,- E l ~j 

Minden M'iJ -ra

oxx>1o : U,

~tJtl71 neve: nwnkwnennyi8é(! .. Ielentósc: .'.dtalú,l;a.11 az cg_y,;égnyi erótorrás (1 fú.
l gép) által ,L tevékenység elvégzéséhez szüksége:-; ·65úí (mnnlmóra/fö sl.h
jellegű mennyiség).

' .z.: . 

ezen értékeket (I/só, illct.vc fel.sö lokális erőforrríslcnrlríto/nirtk nevezzük, é,-;
fennúll, hogy

--,.C/j

Ezek jelentése: r/ « (i,, >~ t.evékenységhe» egy-egy időegy,;égben n /c-iknak hozzá
rendelt 7j) ! cröforrásból allokálható minimális, ill. maximális mennyiség.

3.2. A 3.1.1. 3.1.2.-ben bcvczctetf ruonnyiségckröl feltesszük, hogy RETZwÖ v « 

számok. Legyen XO] á ~~á értelmezve _ ·7>\ 7 a h A \ 5\ _ N\ « Pg_v

H° RXT 

\ á.ltozó: amelyre érvénves. hogy

64RúTrAir _ 4{ Cfj,

(ahol a az erőforrás fajtájára: 'uta-1), e mennyiség ii-; egész;izámú változó, 7\ ] "iw 
globális erő/orráskorlá xj 

3.3. A 3.1.1.-ben bevezetett jE ·) értékek szcrin í. n.:,. ; · 0! >~ tevékenységeket
: csoportra O?«X.UK� w 

4.?.·. 

3.3.2.

R;0!>~ 
}! 1 E ·) !!jj H A 

x0" y 

o;;0!>~ 
"\-. M" O ~ x> = .

5cxZ 

Ez utóbbi esetben vegyünk R ;0! >~ •jjjjj L-el, és ;\,.-, (i, >~ EJ> tevékenységhez
hozzárendelünk még 8dy konstans cgé:-;zérLékíí (; ::2;: 0 mennyiséget (ez a te, é  
kenység elvégzéséhez szükséges idő mennyiségét jelenti). v ezzel ,t 3 3.2-b011
felsorolt tevékenységek ismét 2 csoportba oszt.hatók:

3.3.2.l. tD = 0; ez esetben a7, (i, j) E P tevékenységeket üíf8;;altevékenyslqek
nek nevezzük; jelöljük ezek halmazát R1_-lel.

3.3.2.2. () > O; az ilyen tevékenységeket idótevé/cenységeknek (time-
aetivity] nevezzük; jelöljük ezek hulrnazát; R.,-vel. Érvényes, ] Qdy 

< )j íl R; - 0.
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' .Í . A tevékenységek adatainak átalakítása
Az egységes kezelés végett minden rcvékonységhcz vezessük be az NJ;

értéket a következőképpen:

A
1E$! ha ;0!>~=Lc;< 1\ < 0j~ 

0' ha
t')j, ha

(i, j) h a/ 
;0! j) h B1

I
Az értelmezésből következik, hogy Uyo értéke is egész szám; neve: ,,rnódosított
munlcamenmsjieéq", Ennek segítségével elértük, hogy az < / és Rr halmazok
nem mutatnak különleg<>s sajátságot a továbbiakban. Tegyük még meg,
hng_v ha

akkor I•j2 !) xi e,; = l értéket veszünk (1( ( 0! >~ " " I miatt a felső i ndexrc nincs
;,zülrnég.) A 3.8-ban husznált képlet szerint ekkor ugyanis a tevékenység
tartama éppen C,!lyenléí lesz a 3.3.2.2-ben hozzárendelt tartammal, és ezzel
e képlet e tevékenységekre Ui közvetlenül érvényes lesz.

:t5. Lcg_ven [ fcladnt változója (a.kcióparaméterc)

RE·. UT h P ; le = l, ... , J( ( i, >~ 

cgé8;,:értélrű függvéll_v: képezzük ennek nq.~ítségén-1 az .H'.';(t) Lill. ,,a.ktii.ális
1111111krm,r'11-n.1ri8f,r;''-d a kövcí kezóképpc-n:

zi i z 

2A á ú) ;$1~ 
zExH E 

:-LG. Az eddig elmondottuk ·cgítségével a P halrnnzt Ieloszt.juk az alábbi,
időcgy"égenl,ént páronként diszjunkt részhulmazokra:

3.6.1. g H(t); e l1:Lln1a,, clemr-inck neve: [ Q9bá x tevékenységek. Ezek üteme
zésekor a hozzát aruozó zV"=!"LXb á ·iAO� em;mrí8tól f'iiu11etlrm-iil kerü lnck ütemezésre.
Érvöm M1g j hogy

val.unint . hn I ./ CJ, akkor

li'.u(t) wxT l'o(ü} ·

(Megjegyzés: kt ( ·r >~ E g B l':-', /, ( i, j0~ j- ) j akkor ( i, _j)-i Zú 9] u0z 7bQu te·vélcenység
nek is novczzük.)

3.6.2. R) (konstans), n halmaz elemeinek neve: lroheren« tevékenységek.
Ha ;0! >~ E u; akkor fenn kPII á5 577·4. hogy

Nii.
--'-' minden Tcb [k ~ I, ... , R;0! j)l
('i't

azonos érték; azon 5íÍu ül e hulrnuz elemeire jellemző, hogy ha valamely (
időpontban egy Tcb á) ~ ;$1~ > 0, akkor az fennáll minden lc-ra is. ;T =
= zr ... r R;0! j)), aza,. a koherens tevékenységeknél az összes hozzárendelt
erőforrás Pgy'i11tesen kerül ütemezésre.

:l*
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3.6.3. < k (konstans): e halmaz elemei az ún. soros tevékenységek. Jellem-
zőjük, hogy ha valamely Tcv« á fL 1~ L 0, .rhol k E { l, . , K(i, j)} · akkor
ugyanezen A1 idősznkban

X'i) ;$1o · O 
é.wE "y" yj 

/c'E{l, .... K{i:,j)}
azaz: a soros tevékouységeknél a megadott, sorrend szerint minden időszakban
csak 1 erőforrás kerül ütemezésre (a soros tevékenység tehát tulajdonképpen
egy tevékenységbe összefogott lánc).

3.6.4. R' {t): \ halmaz elemei az {111. alternatív tevékenységek. Ha ;10! j) E R::(t')
úgy, hogy

de
E$;$1 + zT r..r.i )) --j>>{x1~ ! 

akkor minden /'' > l'-re

;0! _j) ~ <•;411~ ! 

; 0! j) E HHRRET • 

E tevékenysége], ütemezése tehát, a hozzárendelt erőforrások vatameiyikével
történik, s ha egyszer az ütemezés elkezdődött valamelyik a E A erőforrással,
akkor végig ezzel ütemezünk, mint n normál tevékenységeknél.

3.6.5. U4 (konstans}: e halmaz elemei :-tz R·7. hclyszínentartó tevékenységek.
Ha

;0!>~ h 3 4•

akkor

M'i) ;$~ · rj) ° M>) ; jj 5} >~ 

T === J., ... , R;0!>~ 

E tevékenységek ütemezése a megadott c;) értékkel történik az első i-ből
kiinduló tevékenység ütomczésének mogl«,;,;dósóWJ n .f esemény bekövetke
zéséig.

3.6.6. Megkívánjuk. hogy e hal mazok rn, nőzve bií.rrne1_,, időszakban a.
következő legyPn érvényes:

· Z 
m < 2!;$~ L ! 

S=Ü 

azaz minden tevékenység ezen halmazok valamolyikébc beletartozzék (de csak
egyikbe).
3. 7. Különleges kikötések alkalmazása

Bármely (i, >~ EP tevékenységre különleges kikötések tehetők, a lehetséges
eseteket. az alábbi halmazokkal határozzuk meg:
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3.7.l. R+(t): az ún. megszakíthatatlan tevékenységek halmaza.
R6(t): az azonnal folytatandó tevékenységek halmaza.
Ha valamely t' időpontban

á o>;$1~ L 0, és 2r!í XET L á o>;$1~ 

j(i, >~ h < ' ;$1~! 

akkor ugyanezen ;0!! >~ tevékenységre

X½(t' t zT > o,
és

Ha pedig

de

;) •! j) h < h(t' t zT . 

: E M½;(t') = H r 
(11,i)EP

(h,i)<(i,j)

k = l, ... ,K(h, i),

K(i.j)
};' 111Mt')>0

xI" y 
4� � O" 

R;0!o~ 
: E X½(t') > H . 

xI" y 

Azaz: a, megszakíthatatlan tevékenységek ütemezésük megindulása után
minden következő időperiódusban is ütemezésre kerülnek, míg munkamennyi
ségük cl nem fogy, de az ütemezés kezdetével várhatunk; míg az azonnal
folytatandó tevékenységek ütemezését azonnal el kell kezdeni, mihelyt az elő
feltételek teljesültek (az i esemény bekövetkezett).

Érvényes még, hogy R~ e R' ;$~! vagyis a helyszínentartó tevékenység
mindig megszakíthata.tlan.

' . ) .: . R7(t1, t2): a tevékenység bizonyos időintervallumban nem iltemezhető,
azaz ;0!>~ h v 7(l1, ) 2) esetén

3. 7 .3. R8(t1, t2): az időszakosan csökkentett intenzitású tevékenységek halmaza:
e halmazok minden elemére R;0! j) = 2; és ha

$ c t1 vagy t2 c t ,
akkor

ák;$~ = H y~ 1 

N4 pedig $) c••1 y •ccc t: r akkor
á ~>;$~ = I 

v 8(t1, t2) \ v 0RHT r 

aeaz ilyen kikötést csak a normál tevékenységekre tehetünk.
Értolemszerüen érvényes továbbá a következő két összefüggés:

< 0;$1, t2) 7 R8(t1, t2) = 0,

Rs(t) • 1: )-re mindig érvényes:
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és
[R7(t1 t2) U < í (t)) t2)] íl g * cr O;

mivel az időszakos tilalom ellentmond annak, hogy a tilalmi időben ütemezni
lehessen, s mindkettő ellentmondásban van a helyszínentartással (adott ese
mények közt a helyszínentartás nem szünetelhet).

3.8. Ezután minden (i, >~ EP tevékenységhez hozzárendelünk egy d;j? 0
ún. ,,rohamtartam" -ot (crash du ration) a következőképpen:
legyen

N!'-
(i, j) E R0(0) U R1max ___!}_ ha

T e''· '!) 

«o.» N\1
ha (i, j) E < 2ctt = ~7'

k=I Cij

N'.'min 2222A}2 ha ;10! 1) E R3(0).
le 81Ij 1 

rJ
0, ha (i, j) =< ~ 

és ebből
6) i = -- [ - 6)>s! 

entier függvény jele (azaz minden 611 értékét egészekre felkere-ahol [ ] az
kítjük).

A nemnegativitás ténye az N'ij és 5ú) -ra adott feltételekbői adódik (3.1.1. 
és 3.1.2.). A 3.6. értelmében így minden (i, j) E L tevékenységhez egyetlen nem
negatív egész d,j érték tartozik.

3.9. A 3.8-ban meghatározott dij tartamok segítségével végezzük el a
CPM/TIME számítást, s határozzuk meg minden i EP' eseményhez a t\t �! 
ill. [í1> legkorábbi és legkésőbbi bekövetkezési értékeket (lásd [l] és [2]).

Képezzük ezután minden (i, j} EP tevékenységhez :L következő értéket:

E;i = tJ1> - d;i .
::uo. Tegyük 3.8-ban mindenütt U0x helyébe M'i) (l), R0(0} és H3(0) helyébe

R0(t) és B3(t) értéket, s nevezzük az így kapott 6-o;$~ értéket ,,a.ktuális roham
tartarn"-nak. Ennek segítségével n, 3.H-hez hasonló módon értelmezzük /t1/t)
értékét a következőképpen:

l!Jij(t) = t}'> -- 50!0;$~ j 
3.11. Végül jelöljük T,-ve.1 azt,~ legkisebb (logkorábl») $ idéípontot,, amelyre

érvényes:
X;; ] !0~ 

}; L,, }; X~\)(t') "c" 
;] !0~=;Lc< !~ yI " I )1I· ) 

/((11,i).._, ~• Nie.
jj•j! jj•j! '"'(/1.i)E(P-l?,) T" • I

de
/((i./)

l,' };' áú1o;y~ 0,
;0!>~=L Ir= I

(h, i) ~ ;10!!>~ 
azaz: az (i, j)-t közvetlen megeléíző tevékenységeket már ütemeztük (átlapolás
esetén annak megfe.lclő mértéke szerint), de az (i, j) ütemezését- még nem
kczrlt.ük el.
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Nevezzük ezen T;-t az i EP' esemény ,,tényleges bekövetkezési időpontjá" -
nak.

3.12. Ezek után az ütemezési feladatot a következőképpen fogalmazhatjuk
meg:

adva a 2.2-ben definiált P halmaz a tevékenységekre meghatározott ~'
ill. - ~ relációval.

Feladat a P halmaz (i, >~ elemeinek időbeli elrendezése (ütemezése), azaz
annak megállapítása, hogy valamely t időpontban az egyes (-i,, j) tevékenysé
gekhez mekkora x 0;$~ értékeket rendeljünk. Ezt az ütemezést úgy végezzük,
hogy Tn --+ min ! legyen, betartva a relációkat, az egyes tevékenységekre
fennálló különleges kikötéseket, és hogy minden (rögzített) t időpontra telje
süljön:

J; X;/t) S: Mt ;$~ j 
(i,j)EP

(*) 

4. Az ütemezési feladat megoldása

(ERALL-2 algoritmus)

4.1. l. lépés: at időperiódusban ütemezhető tevékenységek kiválasztása:
Egy (i, j) EP tevékenységet akkor nevezünk a t időperiódusban iüemezhe

lőnek, ha
R;] !0~ 

J; J; .M/;;(t) = 0'
(11,i)E(P-R,) k=l

dc

;] ! i) ~ (i,j) EP,
x;] ! i) -~ (i,j) esetén a 2.3-ban ismertetett ] , ! segítségével hasonlóképpen
értelmezhető az ütcmezhetőség fogalma.]

Azuz egy tevékenység ütemezhető, ha a megelőző tevékenységeket már
ütemeztük (munkamennyiségük ,,elfogyott"), de az illető tevékenységen még
van ütemezhető erőforrás (melynek munkamennyisége pozitív szám).

-Ielöljük a t időperiódusban ütemezhető tevékenységek halmazát Q(t)-vel.
Jelöljük továbbá az ütemezés során a t periódusban már beütemezett

tevékenységek halmazát Q'(t)-vel, azaz

(i,j) EQ'(l),
ha

K(i,j)
(i, >~ E Q(t) és J; á ~ 1>;$~ > o.

k=I

Mármost egy adott $ időperiódusban az ütemezhető tevékenységek kiválasz
tása - Q(t) megalkotása - után a tevékenységeket az alábbiak szerint vonjuk
be sorban Q'(t)-be:
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először az < 6;$~ összes ;0! >~ elemét, és ha at időperiódus ütemezésének beíeje
zésekor

;$;$~ e ;~;$~ ! 

vagyis még van ütemezhető, de be nem ütemezett tevékenység, akkor
min = ·>;0~! majd az i, ill. ezen belül j értékek növekvő sorrendjében járunk el.

-L2. 2. lépés: a tényleges ütemezés:

á·1>;$~ 
megállapítása, az eddig előrebocsátottak segítségével a következóképpen tör
ténik (a továbbiakban feltétel, hogy (i, j) E Q(t) legyen, amit értelemszerűen
nem írunk ki):

4.2. l. Legyen először is ('Í, j) E B6;$~j Ekkor a megoldhatóság szükséges
feltétele, hogy

J,' g_0 :· 57;$~ ;7 E l ~ 
(i,j)ER,(I)

legyen. Vagyis: a globális eröforráskorlát ne Jegyen kisebb, mint az azonnal
indítandó tevékenységek alsó lokális erőforráskorlátainak összege, és ne álljon
fenn az időszakosan nem ütemezhetőség követelménye.

Ezek nem teljesülése esetén n, megoldás nem elégítheti ki a 3.12. (*) feltételt,
az ütemezést azonban mégis elvégezzük [az (i, >~ E Rh;$~ előírás tehát ,,erősebb",
mint bármelyik másik l], éspedig az I. Láblázattal megadott módon (tehát
a (*) feltételtől függetlenül!):

yj $ú { xá w x 

I
I

min pI8 )>! )))j $ (t)] R0(t) UR, 1

;0! J) k' Egyéb Ioltétcl

. /e' k/ 
mm ['elj, M.1 > ;$~s 
---- ---·---- -

l < 8;$~ 1xjx> 

---
M·> e. 

0 u. 

(Jak Y' e"- "-' _ij
;0!o~ E Q'(t)

T s ~/} > 0
(i,j) EQ (tJ-Q' (t)

O7 k
k - I}2 o> < 0

minden k-n~
(·i, 0~ E Q'(l)

Megjegyzés: cot arra utal, hogy ~,on [ T 8 .1 er6forrJl•ról rnn s·1,6, amely ;0! j) tevókenyBi,gcn éppen k-ik.nak van !J01,z{1r
rendelve: más tc""ékeny~égn/.J , ,. ii,~,. 1· ppPn n k-ik, bÖt leuet , hn:.;:r 1J.l.Cl8 u,,·flkeny,.;(•qh1!Z norn Í!í uu'tozik Lo·1.·1.6.



AZ ER.,\LL-2 H.ÁLÓTEOBNIKAI ALGORlTMDS 205

4.2.2. 1:la valamely í időperiódusban Q'(t) = B6(t) és Q(t) ::::, Q'(t), akkor
Q'(t) további bővítését - amennyiben a feltételek lehetővé teszik -, a 4.1-ben
megadott módon végezzük, hiszen az R6(t) halmazra vonatkozó (4.2.1-ben
adott) feltétel már teljesült. A következőkben tehát feltételezzük, hogy
az (i, j) E R6(t) tevékenységek fenti módon való ütemezése megtörtént.
A további ütemezés során mégsem élhetünk az (i, j) ~ R6(t) feltevéssel, hiszen
a már beütemezett tevékenység a min Eip) kritérium szerint újból sorra
kerülhet. A következőkben az ütemezést -- a leírás egyszerűsítése végett -
tevékenységtípusonként tárgyaljuk.

A könnyebb tárgyalásmód kedvéért azonban még bevezetünk egy újabb
mennyiséget, za(t)-t, nevezzük ezt ,,erőforrásmamdék"-nak:
legyen

Zo(t) = oa(t) - },' Xű(t) [a EA].
(i,j)EQ'(I)

A továbbiakban za és k együttes előfordulásakor mindig olyan k értéket
értünk az (i, j) tevékenységhez, amely az a erőforrásra utal.

4.2.3. Legyen ( i, j) E [R5(t) íl R7(ti, t2)].
Ha mármost t1 -:- t .---- 12, akkor nyilván

Xt(t) = 0.
Ha t > t2, akkor az ütemezést ugyanúgy végezzük. mint

(i,j) E {R5(t) íl [P - R7(t1, t2)J}
esetében, amelyet a továbbiakban megadunk. Végül, ha/,< t1, akkor 11,z üte
mezést a 2. táblázat mutatja.

:2. túbtúzai

0

p H~

J•:gyéb Jeltételck

Mk
1 ij(t,) (--/(-· ti

rij
t) > N~--

-- I]'

k k
J/Jij(t) NIJ.--k->·~,

,;lj Cij
k aÜ/j -;$ z (t) _;

k
MiJ(t) · (t t) < N11;

k I
IJ.it
k

Mij(t) (t t)---, rl·-•-k- I - ,a;;. I]
Cij 

k *k _f<
!21} < Cij ~ Cij



3. táblázat NJ
0
0,---- - - - - ·---------- ----

«.» Egyéb feltétel

vagy
P - [ll6(t) U R8(t1, t2)]

R7(ti, t,) íl lp -s~5Rs(t)]
-----

Rs(ti, 1.,) za(t) ~ ,:7j;
t < t1 vagy t2 < t

---- --~------------------ 
za(t) ~ c;}j;
t, :s; ts; t2

k a kM;J(t) ~ Z (t) < 9.lj

I:_7',fij(t)
6
U R5(t) U R~,t1, t2) U [I' - R8(t1, t,)]

S=5 
M}j(t) ~ za(t) < IJ.1i;
t < t1 vagy t, < t

6
U R,(t) U R1(t1, t2) U [P - R8(t1, t2)]

s=5 
M}j(t) ;S; za(t) < ai;

I < t, vagy t2 < t

---------------- ------
. -k k . k k a k ·mm [ Cij - c;J; Nl;j(t) - !;;j; Z (I) - <;:.ij] R6(t) íl [p -

5
~

7
R,(t,, t2)]

R6(t) n R7(t1, t:)

R6(t) n R8(t1, t2)

MT1(t) ;;,;; za(t) < 9.TJ;

I 1 ;S; t ;;,;; t2

k . -k k a~ii < mm [cu, Mij(t), Z (t)]

t < t1 vagy t2 < t

t < t1 vagy t2 < t és k = I vagy
t1 :S: t s; t2 és k = 2

0 egyéb esetekben



4. táblázat
-------- ---- -

X}i(t) «» 771 Egyéb feltétel

k kmin {min [M;J (t), m. i:;.;j, za(t)]}
k

- --------------------1-------------- -- --

R7(t,, t~) íl [P - R6(t)]

k -k
m•Qij$C;j;

(m ..1...1)-Qt >ct

(m 

-i--

k _I(
l)•Cij > Cij

0 

I< t1 vagy
t2 < t;
za(t) ~ 1J1

------------------ 
k a kM11(t) $ Z (t) < 9-_;j

k = l, .. ,K.(i,j)
mindegyike, ,

M11(t) ~ za(t) < c)j
k = 1, ... , K.(i,j)
t < /,1 vagy t2 < t

·----1----------1-----------

k <-km•C;j _ C/j;

(m + l),cf1 > ct
--------------------1-----·----------------1--------- 

egyébként
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JJf~j(t)Ha ('i, j) E R2, akkor helyett
c}j

K(i,j) lld/i.(t)
~~
k=1 Ci}

értékét vesszük (mindig a megfelelő Cj1-val - ~;,e*, e - ), s az ütemezést ugyan
így végezzük.

4.2.4. Legyen most ('i, _j) E R0(t) és a 4.2.3-ban tárgyalt esetek egyike se
álljon fenn.

Ekkor az ütemezést a, 3. táblázat mutatja.
4.2.5. Legyen (i, j) E R1 (és a 4.2.3-ban tárgyalt eset no álljon fenn). Ekkor

a 4. számú táblázat mutatja az ütemezést.
4.2.6. Legyen (i, j) E R2 (a 4.2.3-ban tárgyalt eset ne álljon fenn). Ekkor

az ütemezést az 5. táblázat mutatja.
4.2. 7. Legyen (i, j) E R3(t). Ekkor ütemezés előtt a következő számítást

végezzük el:
ha minden k-ra a hozzátartozó za(t) < 0..½, akkor

XJ1(t) == o;
ellenkező esetben viszont határozzuk meg ezen /c-kra

[N"-1min ~ Ii
elf,

I} .

értékét, és a tevékenység tartalmát átalakítjuk a,;,; alábbi módon:

Mt(t) = {N1í, ah. ol le'= min k: {~~x [min(NJ1, za(t)) ]}J
0 , ha k =/= le'

és az ütemezés a 3.6.4. alapján azonos a 4.2.4:-fJen Ieírttal.
4.2.8. Legyen végül (i, j) E R4•

Ekkor

XJ1(t) = {cJ1, ha 1'; :': t -::_~ r{'i'
0, ogyébként.

4.3. 3. lépés: t helyébe t* "' t + l értéket helyettesítünk. Ekkor vissza
térünk az l. lépésre.

Fenti lépéseket mindaddig ismételjük, míg

2' J; .M'fn(t) = O
(/,n)EP I<

nem lesz." :Ezzel az ütemezés végetért.

1 Ez azt jelenti, hogy kiválasztjuk a legulébb i,;,½ mennyiséggel ütemozhotó tevékeny
ségek közül a legkisebb átfutási időt-igénylő erőforrások mel..lett a legkevésbé szűk kereszt
metszetüt, ill. több ilyen közül a sorrendben legelőbb hozzárendeltet, R azután már az
l erőforrású normál tevékenységként kezeljük (és ütemezzük).

2 Vagyis: míg az összes tevékenységet beütemoztük. (i, n) jelenLi az n (záró) esemény
LPn ve(!zőrl/1 IP\'Plrnnységr-kr I.



5. táblázat
- ------ - ---------- ----------------------------

i, j Egyéb feltétel

---- - - -,--
k' kmin [M;j(t}, Cfj, za(t)]

-.- ~ - -i----------

k'Mij(t)

, k' k' a k' -k' k'mm [Mu(t) - eu: z (t) - ~íj; Cjj - C:.i}] R6(t) íl Q'(t)

r 1-1 k" /e"
le: ,E X11(t') = N tj,

l'=l
W'<k)

1-1 - ]
~ X71(t1

) < N?1
1'=1

------- ---------- ----- ---· ~

t < t1 vagy t, < l

Mk' za k1. ij(t) ;;;;; (t) < C:.ij

k~ . k' r.. a -k'C:.1j<mm[M,'j,Z (t),c11]

0 egyébként 
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Mivel minden tevékenység egyszer ütemezésre kerül (N~1, K( i, j) is véges),
ezért ez véges számú lépésben bekövetkezik. A kapott megoldás jóságát
az eddigi tapasztalatok is mutatják, erről az 5.-ben számolunk be röviden.

5. Gyakorlati tapasztalatok

Noha az ismertetett módszer a heurisztikus eljárások közé tartozik, a gya
korlatban igen jól bevált és rendszeresen alkalmazzák nemcsak az építő
iparban, hanem más területeken is.

A módszer hatékonyságát az okozza, hogy a gyakorlati életből vett szerve
zetckre (építésvezetőség, kihelyezett munkahely, föépítésvezetőség, koordináló
vállalatok, stb.) épül és a tevékenységtípusok, valamint az algoritmus heurisz
tikus lépései e szervezetek sajátosságait jól tükrözik. Különösen a tevékeny
ségek megszakíthatósága, valamint a változtatható erőforrás intenzitás nagy
ban növeli hatékonyságát más hasonló eljárásokhoz képest.

Össze is hasonlították más módszerekkel: a KGST Építésügyi Állandó
Bizottságában a csehszlovák delegáció kidolgozott egy közös számítási fel
adatot. Ezzel több tagország 5 hasonló programjának hatékonyságát hasonlí
tották össze. Itt az ERALL-eljárás bizonyult leghatékonyabbnak, amennyibon
átfutási ideje (Tn) 30 nappal rövidebb volt, mint a második legjobb programé.

A gyakorlati credrnénvek ről már 1iihh ismertetés és cikk ü, jelent meg
[4], (5], [6]. (7].

(Reérkrzeü: J.G(j.rJ, nooember /0.)

I 1:1 ll l:\ LO:\!

l. l{ELLEY, JAMES E. ,J 1i.: ( :,•iLiuul. l 'ul,11 l'l,inning 1.u1d ::Se!, dnlinp : rnat.homu: icu.l basi«.
Operut icnsHescarcb. l!H.iJ. 9j:l. pp. 2.'.H1-:,20.

2. SZABÓ, I.: Atlapoló t ovékenységt ípusok IH•zpksc· u, h1í.iót cchnikai ül,-moző el júrúsokbun.
Informéció-cElekt.roniku, ID(i9. 4. HZ. >:07- :112. ,,.

3. SZABÓ, I.: Az EHALL-2 ,·lj,:í,ní:s mut r murikui ldrúPn. Infcumáció J<:lnklronil-:n Jrl(i7.
2. sz. 98-102. 0.

4. PVC gytíregység-bfívíLés bcruháv.us! l<:v0konysúg-ok EHALL-2 módsvorrol számított,
koordinricióa JJ!'0/2Tf.lrnju J - JJ JT I. (n11dnpcsL - Knv.incbn.rciku, I \l(ií GR.) BVI<
ÉM. SZAM.GE.l'.

5. ,,Rálókrvozési módszerek.". (4., fi .. (\. f'oj<'ZPI: l•:r,'\fornis 1dlnk1íei<ís módsvorok. Az
'E;RALL-módszor. Gyakorlat L I u.puH1/.I ulat.olc. I G8 - 2:l2.) B11dapc,;I, I !)GS. Ors:oígoH
Ugvvitelgéposltési Fl'I i'1gy\·l1,1.

6. SZABÓ, I.- SZOLNOKY, A.: Az úpíLőip>1ri l01·nll'l/·HHz<wvuzús húlót.cchnikű.n alapuló lllÓd.
szereinek 11166. évi tupusvt ulat ai. H11d111>0HL, 19ti7. l~M, RZAM<ntl'. ,

7. SzAHÓ, J. - SzoLNOKY, A.: Hál◄1L1·1:hnilrn i rn.-ldAz1•1·,·k n 1ryn.lrnrlnlbn.11. 1Vlag,vn ,. l~píUí
ipar: I !lfl7. 7. !'<7.. 4 2rl 4:l:l. o.

Tl-JI,; 1rn,Al,L-:< Nl•:TWOl.tK ALUOIU.THM

Tho introductory port.ion or: I li1J .ut.iclo /)l'ovidoH roforoncen and j11i:;Lifie1iLiun ul' wh-,:
the heuristicnl algoriLhms, ono of whid1 is tho 1,:JtALL-2, aro gonorn,lly applied in rnodorn
network procedures which deal with the allocation or rnsourcos. Following this, it eon
taiHs tL short doscripLion of tho matherno,Lieu,I foundation of tho notwork lccl,niquo, intro
duces the concept of overlapping, and Lhon Lho malhcma(,ioal mo11ol of Lhe problem is
constructed, and Lhe 1,ask its lf defined. Hern t,ho arLiele discus~•Js certain special acti
vities handled hy the modul (nonna.l, colwn•nl., ~nriPR, altcrnat,ivo, lrneping on-t.he-spoL),
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constraints and variables of the problem, its paramotcos, and certain special stipulations
(uninterruptable or immediate activities, assumptions dependent on time), and here it
gives the method for calculating the time data also needed for the classic CPM technique
(based on the values already given).

In solving the problem, the detailed mathematical description of the ERALL-2 algo
rit.hm is given in 1,he next chapter, where we can find the method of allocation and
sched uling.

Tho conclusion eontains a brief review on the study of tho offect.ivity of the procedure,
,mr! on the oxporienoos gained with it so far. The reference list contains previous reports
011 the procedure and 011 prat ical results already published.

AJlí'OPl1TM CETEBOíl TEXHvll-{l1: 3PAJlJl-2

BnO/.l,fü\51 'laCTb CTaTbH noxasusaer H OÓ5lCH5)eT TOT, 'iTO 13 c01,peMCHHblX MeTo)l,ax CCTCBOH
TCXHl-lhl1, l(OTOpb!C 3élHH~\él!OTC5l pacnpCACJ!CIH!CM, Ta!{T!-lpOBaHHCM HCTO'IHHl{OB, COOTBCTCTB)'IO
ruux ;,eHCTBHflM, l104CJI\Y 11pHMCH51IOTC51 0Őb!4HO reypMCTH4CC!{HC arrrcpa'rau, K l{OTOpb!M
OTHOCHTCfl 11 3PAnJl-2. ,aan1,we paöora naer l(paTI<OC onacannc MaTeMaTl!4CCl{HX OCHOB CCTC·
llOH TCXHHl{H, BBO/\HT nOH51THC nepexpurnn 11 flOCJJC sroro COCTaBJl5lCTC5l MélTCMaTH'ICCKa51
MO/.(eJ11, 3ap_at1M H O(jJOj)MJ15lCTC5l sanaua. 3p_ecb 3élHHMaCTC5l CT3TMI HCl{OTOpblMH oco6eHHblMH
THflélMl1 AC5lTCJlbHOCTCh, J{OTOpb!C BKJll04310TC5l B MOACJ1b, orpaHH'ICHH5lMH, nepeMCHHblMH
33/~a'lH, rrapaaerparan 11 T8101<C HCKOTOpb!MH OCOÚCl-ll·lblMH orpallll'-JCHH5lMH (nesrrensnocra,
l{OTOJ)blC HCJ!b351 ncpepunars HJ1H HCMC/~JJ€HHO 1-13/\0 npononxcars, orpaHH4CHH51, 3aBHC51ll.lHCCJ'l
OT llfJCMCIIH), Ji 3).\CCJ, p_aeT MCTOA Bbl'IIICJICIHl51 HY)!Ofü!X A3HHblX BJlCMCHH, rcoropue HY)l<Hbl H K
l{JILICC!l4CCl{Oi1 TCXIIJIKC KpHTH4CC!(OIÍ ny'nr (no sapaxce 3a/~8HHblM BCJJH41-1HaM),

np1-1 pcwe!:ii·ICM '.l3)\il'IH, noapoönoe MaTC)l-13TH'!CCl<OC OllHC,IHHC aJlí'OjJI-IT/,18 3PAJIJ1-2 naercs
B CJ!C/lYIOU.\CM mane, rne Mb! HaXOAHM MCTOA BblnOJJHeHirn pacnpene.nenun H Tal{THponaHH51 BO
npCMCIIII, rpyn11HpOBaI·IHO no OT,'\CJlbHblMH THllilMII /~C5lTCJ1bHOCTCH.

<l)OpMyJJbl 11<1!1\C ncero conpOBO)!(/VIJOTC.51 1(0p0Tl(HM OfrbHCIJCHl-!CM, OCOÓCHHO OTHOCHTCJlbHO
HCl,OTOpblM !IOllbJM IWH51Tl-15lM.

B 3;urn10,1e1mc l,OpOTKO onncunaercs HCflh!TilHHC 31Jtj)Cl{'J'J1lJHOCTH MeTO/_\a H 1-!MCIOUIHHC,1
Ollh[T HCllbITMlll51, a B, CflHCl(C JIIITCpaTyp1,1 HaXOA5lTC~ C OAHOJ1 croponu Y)l(C HMCIOU)HCCfl
OíIHCilHHH MCTO/U.\, a e ,upyroií CTOpOHhl CíIHCOI( J11ITCf);rryp1,1 onyűnnxonauuux pC3Yl1bTaTOB
npi11(Tl-!!(II.
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Megjegyzés egy kvadratikus szélsőértékfeladathoz*

1. Bizonyos közgazdasági problémák (l. alább) a következő szélsőérték
feladatra vezetnek: határozzuk meg az

1cx I f x c · ' » 
2

:I~I l 

kvadratikus függvény
:I~f l AI x = F 
feltételt kielégítő minimumát, ahol

· adott n T n-cs szimmetrikus pozitív definit matrix,
q= adott n-dimenziós (sor-) vektor,
tf»» adott n 9 X n c3s matrix, »ln ~ n i 
/ adott m-dünenziós (oszlop-) vektor és
:r a változók n-dimenziós vektora!

( ) *-guJ mátrixok és vektorok transzponáltját jelölj ük; oszlopvektorok transz
ponáltja sorvektor és viszont: A dolgozatban kizárólag valós skalárokkal,
1 ektorokkul illetve mátrixokkal foglalkozunk.

/\z (1.1) kifejezéssel éti az (1.2) egyenlőséggel meghatározott szélsőérték
íoludat megoldható pl. a Lagrange-multiplikátorok klasszikus módszeré
vel [1 ]; a megoldást feltéve, hogy az Őf"= matrix rangja mi a következő
formula szolgálí.atja.:

:U~•*l :]/ s bŐŐ1-~f;{-t(-:ri~;-:10~t~-°"--~J- --- ŐŐ]ŐŐŐŐŐ]I lr*/ :~]/ 
a hol }, 11z ún. Lagrange-fél e multiplikátorok rn-dimenziós ( oszlop-) vektora.

Ebben a dolgozatban egy, a későbbiek során említett kivételtől eltekintve
fcitosszük, hogy (l.l) a következő alakba írható:

:7~ü<l 
;; 

}z : zEBz c · ]ló 
Z8; 

" A,. ebben u tarjulrruiuybau közüli, orodményokot, megulapovó kutatómunkát az
Onmigos Anyag- és Arhivat.al megbizásából az INFELOH, Rendszertechnikai Vállalatnál
a,, árt.ervozós ökonornot.riai modelljének clökész ítése során végeztem. M. L.

' llangsulyozzuk, hogy ebben a dolgozatban kvadratikus függvények lineáris egyen
letrcudszcrrel korlátozott minimálásának problémáíával foglalkozunk. és nem kvadrati
kus programozűsi feladatoklcnl. A korlátozó feltételek között nem szerepelhetnek tehát
lineáris ogyenlöt.lonségok, belcért.vc ezekbe a nemnegaöivitési feltétc'eket is.
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ahol az I=1 1JZ = 1, 2, ... , ±i mennyiségek pozitív súlyok, •H~•1 (i = J, 2, .... n)
pedig az x vektorváltozó i-eclik komponenséhez tartozó célkitűzés, az 2Gz kom
ponensnek rendszerint valamilyen clőrebecsült értéke. Ily módon az előzőek
ben ismertetett feladatnak egy fontos speciális esetéhez jutunk, amelynek
például az ágazati kapcsolatok mérlegéből képzett technológiai együttható
mat.rixok konzisztens előrebecslésével kapcsolatban van közgazdasági jelen
tősége. Ezeknek it konzisztens olörebecsléseknek az esetében az a feladatunk,
hogy az egyes elemek jövőben várható alakulására vonatkozó, trendszámítás
sal vagy más módszerrel kapott elörcbccslőseket olyan konzisztens rendszerré
fogjuk össze, amely rendelkezik az ilyen technológiai együttható mátrixok
közismert tulajdonságaival, és ugyanakkor u, lehető legjobban megközelíti
az eredeti, egymástól független clőrebecslések eredményeképpen kapott érté
keket. Ebben az esetben ( l. la) az eredeti, egymástól független előrebeoslésckböl
álló rendszer közötti különbségek minimálásának követelményét írja fel,
(1.2) pedig az együttható matrix közismert konzisztencia-feltételeinek rend
szerével azonos.f 

(l .l) és (J .Ja) egybevetéséből világos, hogy esetünkben

:tt - Ü\ 

:« r• f v 
=:]rf J:/ g l 

0

és

(US) · I •f :űé •b= : mBz i sis é ziins 

Mivel az •H•1-k 111.Lgyságrendje últulában - például technológiai együtthutó
matrixok konzisztens előrebecslésének esetében is - különböző, az :I~al képlet
alkalmazása egymással egyenlő, például egységnyi súlyok esetén azt ered
ményezi, hogy bár az (I.la) kiícjczés értéke kielégítően kicsi lesz, egyes kis
abszolút értékű x;-khcz relatíve nagy j_A nn Bz 7 eltérés üEő tartozni. Ezt
a jelenséget oly módon igyekeznek elkerülni, hogy kis abszolút értékű x ; cél
kitűzéshez nagy abszolút értékű [ A súlyt rendelnek, és viszont. 'Természetesnek
tűnik, hogy a súlyokat a következőképpen válasszuk :

(l.6) l
1= ]••r7= 

1:l-;

feltéve, hogy x i ~ O. Jgy jutunk ahhoz. :1 kérdéshez, hogy ± 1 8nn 0 cseténvála,szt
hatjuk-e az [ A súly értékét +=-ne]d A következőkben látni fogjuk, hogy
bizonyos feltételek mellett < válasz igenlő, és ilyen esetekben az x ' ) cé 0,
s ; = = egyenlőségek maguk után vonják az. _A =- - egyenlőséget.

2. Tegyük fel, hogy ± I b 0, i = 1, 2, ... , ±) Akkor az t A súlyokat választ
hatjuk az :I~, l képletnek megfelelően és í őS :I~Xl figyelembevételével a 0-1

matrixra a

~ l\llegjegyezzi.ik, hogy a dolgozatban ismertetoí.t eljárás uz AI mátrixra és £ Ii = 0 vektorra
vonatkozó további feltevések nélkül nem biztoaítju azt, hogy nemnegaUv x ; célkitűzések
esetén a számított x ; értékek feltétlonül nemnegatívok legyenek; ezzel a problémával
azonban Ahlwn 8 tnn,1!111,;n:,:h,\Jl 1w111 1·1,:c:l,!l!,111.t111k.
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(2.1)

összefüggés adódik. Észrevéve, hogy (2.1) jobb oldala értelmes marad akkor is,
ha egy vagy több i-re Bz = 0, önként kínálkozik a gondolat, hogy a szélsőérték
feladat megoldását ebben az esetben is az (1.3) képlettel értelmezzük, hi zen
(1.3) jobb oldala csak 0-1-től függ, 0-től független. Ezzel az értelmezéssel C<5 
csolatba.n a következő két probléma vetődik fel:

l. Milyen függvény veszi át (I.la) szerepét a minimálásnál? Célszerűtlen
lenne ugyanis olyan .,kvadratikus függvény" minimálásárúl beszélnünk,
amelynek együtthatói között a J oo is szerepel.

2. Milyen értelmet tulajdonítsunk az (1.3)-ban szereplő 1í =· n; l9őnc; kiíoje
zésnek, ha '' YnJn szingularitása" (vö. (2.1)) maga után vonja az í =· n, í 
matrix sziugularitásút ?

� két kérdés közül a másodikra könnyebb feleletet adni. Reguláris matrixok
inverzének közvetlen általánosítása tetszőleges (nem szükségképpen négyzetes)
mátrixok Moorc-Penrose-féle általánosított inverze [2], [3], amely a közön
séges inverzek sok tulajdonságát örökli, pl. lineáris egyenletrendszerek meg
oldására hasonlóképpen alkalmazható. Emlékeztetünk ennek a fogalomnak
az értelmezésére.

ó G49n 939ó s Tetszőleges m X n cGs 1 matrix Moorc=-Penrose-féle általánosított
inverzén azt az egyetlen � ( matrixot értjük, amely kielégíti az

(2.2a)
(2.2b)

(2.2c)
(2.2d)

)� � ( �) = � 
� ( � )� ( = � ( 

1� � ( i=8 � � ( 
1� ( � i = = )� ( � 

egyenleteket
Az idézett forrásmunkákban megtalálható annak bizonyítása, hogy a (2.2)

egyenleteknek tetszőleges, zérustól különböző � matrix esetén egy és csak egy
megoldása van, azaz, tetszőleges, zérustól különböző mátrixnak van M.-P.
Iéle általánosított inverze és az egyértelmű.

Az elmondottak alapján nyilvánvaló, hogy esetünkben az (B*0-1E)-1

kiíojezés helyén egy általánosított inverz fog szerepelni.
Másrészt, az I~ problémával kapcsolatban vegyük észre, hogy (1.3) szerint

_ A zérusnak adódik, ha 0-1 helyébe egy olyan diagonális matrixot helyette
sítünk, amelynek ·i-edik fődiagonáleleme 0. Ez a körülmény azt mutatja,
hogy valamely x ic = - célkitűzés esetén az x 'n változó értéke a célkitűzéssel,
tehát zérussui lesz cgycnlü, ha az SA súly értékét plusz végtelennek választjuk;
vö. (2.1 ). Mi'Ls szóval, ha Bzi rs Bzm = ... = x zi = 0, és az összes többi cél
kit.iízéi-; O-tól különliöz/: akkor az ;[ 'n

;
' s z

-
' • • • ' s zi súlyok alábbi választása

s;1 sr s ; ef ss = ~~ ss SA' ss J uTé 

annyit jeleni, hogy az x zii _Ami • s• i x zi változókat O értékkel rögzítettük.
~fogától értetődő tehát, hogy (l.la) helyett a következő célfüggvényt fogjuk
tekinteni:

_,,,
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~ ( A )') ,~ I . )''
~ SA _ A n _A n = ~ --;:- 1_ A n _ ; · 

.t;i'O x,,-,o 7· ] 7 
ahol az összegzést mindazokra az i indexekre kell elvégezni, amelyekre±;¥= 0.

Felvetődik mármost az a további probléma, hogy a változóknak milyen
részrendszereihez lehet zérusértékű célkitűzést, és ezekhez végtelen értékű
súlyt rendelni úgy, hogy az (1.3) módosításával nyert képletből számított x 
vektor az :I~f l egyenletnek megoldása legyen. Világos, hogy F ¥8 - esetén
egyidejűleg valamennyi SA nem lehet egyenlő plusz végtelennel, mert ekkor
az x megoldás is zérusvektornak adódnék.

3. Az előzőekben felvetett kérdésekre < 4. pont 2. tételével fogjuk megadni
< választ. Ennek a tételnek a bizonyítása egy olyan újabb problémát vet fol,
amelynek megoldása önrnagáhan véve is érdekes és hasznos. Tekintsük ismét <G 

1
(1.1) -x* Cx -- b*x

2

:f ~al 

kvadratikus függvény ös az
:I~f l /i)*x :.::.. (

lineáris egyenletrendszer által meghatározott feltételes szélsőértékfeladatoí.:
ebben a pontban C tetszőleges azimmctrikus pozitív definit matrix lehet.
Az :I~al formula alkalmazhatóságának szükséges és elegendő feltétele, hogy
,1, · matrix pozitív definit, j· JnJ rangja 8 <TH má.lia, j· = sorainak száma pedig
oszlopai számánál nem nagyobb legyen. Gyakorlat! szempontból is feltehető
a kérdés: mit állíthatunk akkor, ha az }j}* matrixra vonatkozó feltevéseket
elejtjük, illetve azzal u gyengébb feltevéssel pótoljuk, hogy az (1.2) egyenletnek
van megoldása? A válasz ü*= következő.

1. tétel. k e g y e n C p o z H t í v ° e ü H n i t n1 a k r H x, ó 8 7 e g y e 11

az :I~f l e g y o n lo t ro n d s z c r m o g o l d h u t ó. Akkor az :I~I l 
C vadra t í C us függvén y az :I~f l ü o 7 U= ó to I U kielégít Bí 
egyértclrníí minimumát <G 

:a~I l _y srrrr c-; b {én;) F;1ŐZ"C· nO""i i ( 1j· =M I Í · 0l 

pontban veszi fel.

A (3. I) formula ( 1.3)-tóJ usak ,ÜJ1mn különböz ik, hogy az I· =Xn1 O· matrixná.l
közönséges inverz helyett Moore l?cnrnso-föle iltalúnosílot1, inverz szerepel.

Rizonyitás. Az (l.2) egyenlet.re vonatkozó feltevésünk azt jelenti, hogy
- a sorok esetleges fclcscrólésévol az / C matrix ós az F vektor következő-

képpen 5<brUH_HEj á *Í <Uó • 
I /1'* * :a~f l /IJ* *üBt*Ő]Hl]t 

:a~al I 1Z)I' J; " 
ahol E; m1xn-cs (m1:::;: ±Zi matrix, a.niclyuck a r,111gJa 1111, /1 m1-dirnenzió.·
oszlopvektor, H" pedig egy olyan (m m1) x n-ee matrix, amely :I~f l utolsó
« nn m1 egyenletének az első mI eg_vc-nlcttől D<*ó fi.iggósmóclját adja meg.
Az :I~I l kvadratikus függvény az
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(1.2') fí ~ x = /,
egyenletrendszerrel együtt már egy olyan kvadratikus szélsőértékfeladatot
határoz meg, amelyre (1.3) alkalmazható. Bizonyítani fogjuk, hogy a (3.1) 
képlettel definiált x X vektor azonos ennek az utóbbi feladatnak az egyértel
műen meghatározott megoldásával; ebből a tétel állítása már következik.

Felhasználva, E* :a~f l <*<UUH előállítását, egyszerű számítással belátható,
hogy az

és az

matrixok, ahol 1 m1-dimenzjós egy,-,égrnatrix, teljesítik a (2.2) egyenleteket,
tehát A+ az í =· n1~ matrix általánosí.tott inverze. Ennek a részeredménynek
és F (3.3) alatti előállításának alknlmuzásával egvszerű számítás útján belát
ható, Í EőS :a~I l jobb oldala egyenlő áU 

c-1 ~ Xn1 í u1í t V· n1»J' t 1 :z ü_rr= 11 ü=* 
vektorral, <8 u*S (1.3) szerint azonos az (1.1)--(l.2') feladat (egyértelmű)
meg-oldásával. Tételünk bizonyítását ezzel befejeztük. ·

Az J. t(Lol med Int ,L következőkben sziiksé:~ünk lesz még az alábbi segédtétel
re is:
LEMMA (L'cnrosc ka*l ~ 1,Pgyun 1+ k éA m= e s . V pedig m X n-es
8áU r i x , ('S legyen

U*U\I -_:: :7• 
;1 k kor s.,, ii já))e1' =U~] k ,, 55:t 11

uv ---e 0.

U*UVx r__ O

x*V*O*UVx -"' ü,

111ás szóvul, ,L k-d imenzi.is UVx vektor hoszza egyenlő zérussal. Ebből x tetsző
lcgcsségc folytán Uk lemma. [dlításn közvetlenül következik.

4. Térjünk vissza •k kiindulópontként szolgáló problémához. lflvvel kapcso
latbun a kövct.kcző r-rcdményt rnondha.tjuk ki:

2. tétel. L A· g y u II 

: X~/ l 
:

(THH R~°~ 
Y n 0 1x21

:l - 



.,\ k k o r a z
(4.2) Ff"=· Ff}1"GŐJt JÖ { i n'))I ~ f
e g :v en lő s 6 g sz ii ks . g (~ s é R elege 11 d 1'í a Ii l1 (• z, hog _1· a

):' _J_ 1eu ' n x Ai- 
~uli,I

k v a d ra tik u s íü aa v é u v

(2.3)

{ J .2) " · =)V !
feltételt ki c l é gí t ó ru in i m u m á t az
(4.3) x X8° · » n· \ 1f· =Ö "; i( 1f;i =o q -f)
pontban vegye fel.

(2.3)-ban az összegzést ,c:;,okra az i i11rloxd.:r-,· kell d1·ége7.11i, .unelyckrc
(r; b 0.

Bizonyítás. A tétel hizonyftáaá.t k6t lépésben vé_i!f·zzül<: a7. elsóhcu kimutat
juk, hogy (4.2) szükséges és elé(rségcs ahhoz, hogy a (,t:3) képlettel definiált x0
(1.2)-nek megoldása leg_ve11, a másod ikhn.n pC'di.~ .az x0 vektor minimum
tulajdonságá.t igazoljuk.

A (4.:{} 0g:v('niőR1Íg mindkét oldnhít hHll'(\I /1}*-gal SZ01'07.V,I,

(-U)

adódik. Kimutatjuk, hogy a job)J oldal ofr,{j kd l;tgjá.1wl( iiss'/,egc 0 ..Iclötjük
Q-val azt a diagonális mn ui xot , umclvbcn a J<Vitló -i-rclil, f'l\•111(' i/ I X;J: nvil
+ánvaló, hoev (j*Q-= 15 ·J Akkr»: (2.~n) ,w'l'int

t u =BJeJBF1 n JJJ*Ö M(/C*C ; ~ Zn; " ~ J=B=\' Zu ) 
.A Penrose-fék- lemma szerint (U ·'" 7" XJ' r ll- FŐ}• e'á'Ií} 1Őá"=h j"} i n;nJé=i e'/, az
!-',!£: c'1,]fü,ég maga 1.1 tán vonja ft'/,

/iJ*Q':, - tV8M 8( FŐiÖ" I'i i 1 /','*(!"

cgyenl{;ségd is. 1%1i{íl. jobbról Q-\':11 szorozv» (;,, (4-A)-hc (('.n·, k.ipjuk , hogy

!1*xo =- k";JXv"1It' JJe'V N)'; I' 

tehát (1.2) akkor és csak akkor áll fenn, ha {4.2) teljesül.
A második résszel kapcsolatban }1,z ált.alánm,ság mcgszorítúsa nélkül Iol-

i ehetjük, hogy Ofőátl2ján,dc első á :=-: ± eknll' zi:rn;-;tól különhö'/,ő. ; ; á eleme
pcdip- 0, más szóval. · kövot kozőképpcn part icionálható:

C "(Ci OJ
0 0 '

ahol 01 r-diruenziős ne1w-:zi11gulárü, di,~gon:\li:-i ruat.rix. Legyen /1*, FQeJJ és .c0
mogfelf'lő part icionúláar, rr-ndro

/J* (61' 0),

}f" = · (/Cf, /Cf) ,

_ y ~ n 1ei n 1~ i ' 
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ahol b~ és u r-dimonziós sor- illetve oszlopvektor. E~ és E; pedig m x r-es,
illetve m »; (n-: r)-es matrixok. Ezeknek a jelöléseknek a felhasználásával
(4.3) a következő alakba írható:

Xo = (:) = (~J ~) (;) -

(0
1 0) (E1) r" Et) (Ö' 0) (E1)) r ((Et, h'#) rOJ OJ (b1)

0 0 l E2 0 0 E2 ' 0 0 0

-' (O~b1) _ ([j10El) (EtG1liJi)+(EfG1b1 -f).

-f)

és ez az összefüggés az J. tétel alapján azt mutat.jn , hogy a,;: r-dirnr-nzió« 1l

vektor :1,
j ,. ]2; -. (·u; - - xS - ,:E--.--(11; .i:;f

xdO lx; I i=l lx;!
kvudra t iln s fü!!;.(Vén:v (-;-; az

(4.5)

(4.6)

fcltótelrcndszcr :'.dUtl moghn.tározoí.t szé1Ri5értékfol,vh1t mcgoidása. A 2. tétel
bizonyítását ozzcl befojeztük.

Me(!jeJj,IJZések.:.. l. Az álLn1[1,1108Hot t, i 11 vcrzek (2 .2a) és (2.2c) tulajdonság.. ;,;z(:
rint IC*CJJJ (fiJ*CE)+ az l!J*CE mátrix oszlopvoktora.inak terére vonatkozó Her
mitikus projekció. Másrészt, i1, Pcnrosc-félc lemma alkalmazásával belátható,
hogy liJ*ŐE oazlopvcktorainak terc megegyezik azzal az altérrcl, amelyet az E*
má.tr.ixnak olyan oszlopai Icszitcnek ki, amely oszlopoknak megfelelő változók
hoz zérustól különböző cólkitüzés tartozik. Ezek szerint (4.2) pontosan azt je
lenti, hogy nz :(1, x2, •.. , x11 változók tetszölege: olyan :i:;

1
, x12, ••• , x1,._,

részrcndszcréhcz rcndolhctünk zérusértékű cólkitűzést és ezekhez += értékű
sú lyokat., amely részrendszer mellett az / vektor elöállítható az E* matrix
nem töröli (azaz. zérustól különböző :Í-; dlkitűzé~ekhez 1n.rtozfi) oszlopainak
lineáris kombinációjaként.

11. A 2. tétel állftáHn, bizonvos szr·mpo11Lból lriviítli,m..tk t űnhet. Hogy ez
nincs így, u.zL kövctk zöképpcu lút lurtjuk bv. Tegyük kl. liogy az (].l,1,)
kvadrat ikus fiiggvónvrwk az (1.2) i'f'lt(,tel mcllct í i minimu mút keressük. <LIJOI

x; ./2 o és .s; 1, 2, .... 11. l{ö~zít,~ük ,iz 11tolH6 n r változöt

kővotkczőképpen:
X,, 1 · X,, l, X,+2 = i,+i, . , . , X11 = .i;,,,

és jelöljük E* utolsó n r oszlopát - mint az előzőkben is - JiJ;-gal, a rög
zített komponensekből á.lló oszlopvektort pedig v-vel. Tegyük fel továbbá,
hogy az f E;v vektor előállítható E* első r oszlopának lineáris kombiná
ciójaként. Akkor a (4.5) kvadratikus függvénynek az

( 4.6a,) ss « =f- Eft•
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feltétel melletti minimuma általában nagyobb lesz, mint az eredeti íeladaté.
A két feladat minimuma. közötti eltérés annál kisebb. minél kisebb a rögzített
:r,.,., ..r,.1 ,, ... , ::i:n változók abszolút értéke.

0. Befejezésül az elózőekben mondottakat néhány numerikus példával
[llusxtráljuk. A korábbiakban bevezetett jelölésekkel élve, legyen

. l

E*~ ( ,'. 2 ~ ~ ~I))'
l l 0

és

és t ok in t sük az

(5.1) lv*c1· - I
egyenlctrefüfazert. Bnnek olyan megoldását akarjuk meghutérozni, amelynek
bizonyos előre adott (x1, x2, x3 x.1, :i:5)* célkitűzéatől való eltérése a lehető
legkif-'Phh abban az órt elomben, hogy ogy

I.~f· I x~I- (:1:; · ±y

n.lakú nég_yzctöHs,mgot miuimá.l,
:VCegfigyelve, hogy az f vektor elóálltt.hutó E* első három ot-Jzlop}Ínak linc.ui«

kombinációjaként például a 0, O.fí és 0,5 együtt.hutók i,cgítHégével nz :i:1
és x5 célkitűzések értékét vri.laszt hutjuk zérusnak. a. tn(\gfolelí, súlyok értékét
pediµ +c--v-nek.

Tekintsük például az

(XI ' :i:2 , :i:3 • ,i:4' X5)'!' ·- (2, I, 1,0,0)*

c·élkit.(ízé:H,k reudszc-rét . (ÍH l0gyc·n

n
() (I 0 (I

l () ()

Í/ je 0 1 I) () '
0 I) 0 ()

() () () () ()

ú* ( I . I . J , (), f)).

K.iinn_ve11 cllenőrizhetd. hogy

(~ () !J ( ö35 
50 "' l( /f7*Ö /i)) I J2 = :u,\ l2 - .'50 170 .w

2 4 2 !).') 40 ..f5
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továbbá
, 10

E*CR(E*CR)+f =cc /1 (-1
3

A 2. tétel alapján az

-1
10

:1

11
0

:1·0 = Cb - CE (E*GliJ)+ (E*Cb-f) = 1
0
0

vektor a,

(5.2)
3 l 
y (x --1:1 ,.i=l X,

')'' I. ( . ")i + ( 1)'' + ( l)l-· X; - = ·- X1 - ;,; - X,, -- - X.l -
2 - .

kvadratikus fiig~vény (5.1) feltételt kielégítő minimumának helye; a minimum
értéke 1,5.
Tekintsük most a célkitűzéseknek egy olyan rendszerét. amelyben mindegyik
d·lkitűzéfi zérustól különböző. Legyen példán!

l l. ) *(2, I. l,~-, - .
2 2 

Akkor a

2(x1 --- o,.5)~ + 2(x5 - o,r:,f
kvadratikus függvény az (5.1) feltétellel együtt, egy olyan feltételes szélsőérték
feladatot alkot, amelyre az (l.3) képlet alka.lmazha.tó. A részletek mellőzésével
közöljük, hogy a minimum helyéül az

1 :"> l l)--,-,-,-
() ü 3 3

v.-k tor adódik, u hozzátartozó minimum értéke pedig 2. Most vizsgáljuk meg,
hogy mi történik akkor, ha ebben a feladatban egy va,gy több, alkalmasan
választott változó értékét rögzítjük, és a minimálást a nem rögzített válto
zókra, vonatkozóan próbáljuk elvégezni. Rögzítsük például az x4 és x5 vál
tozókat

illetve
.1'4 -- i,1 = 0,5

értékkel. Ezt megtehetjük, mert ekkor (5.1) az
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XJ + 2:z·t = 1 0,5 = 0,5
-x1 + x2 + 3x~ = 2 -- 2. 0,5 = 1

X~ + X:: - 1 - 0,5 = 0,5

egyenletrendszer-e redukálódik, amely megoldható: egy megoldása például
x1 = 0,5, x3 = 0, x:1-= 0,5. Vegvük észre, hogy (5.la) jobb oldala azonos

(5.la)

l

2 f-fel, továbbá x1 = x,1 é~ 1;5 =- .i\ miatt (5.3) egybeesik (5.2)-vel, és hogy

ily módon feladatunk visszavezethető az előző feladatra, amelyet a 2. tétel
alapján oldottunk meg. Felhasználva, az ott kiszámított (fiJ*OE)+ matrixot,
azt az eredményt találjuk, hogy az

-0,25
0,75
0,5
0,5 J

vektor az (5.1) egyenletrendszernek olyan megoldása, amelyre vonatkozóan
x~ = x,1, :r~ = x5, éH az (5.2) kvadratikus függvény értéke minimális. Azonban
- összhangban rtz előzó pont IT rnegjcgyzésévol ormok a minimumnak

a,1 értéke

x'=

L
- ( I
')

~)2 + ( -0,25 lf + (0,7G l f - = 2, I 25,

1 ellát nagyobb. mint, 2, mely érték a szok vá.nvo» (LB) eljárás a.lkalrnazáaával
adódott.

( Beérkezett : 7970. á prilis 28.)
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COMMfmT ON A (~UADl{A'l'I() 1;;x'1'1tt~MI~ VAUrn l:'t.WBLH:M

Th« puper ox Lends the problem of minimizing the weighted sum of' squares of tho form
11

2; s1(x1 - x1)
2

i=I
subject Lo linear cquulit.y constrainte, so t,hat eortnin s1 weights are allowed Lo Lake the
value + oo , Then it '$ives also an explicit solution Lo the generalized problem with the
aid of the Moore-Penrose generalized inverse of matríoea. A weight s1 = oo cannot be
assigned but to such x1 variables, to which a ü-valued x; (called target) belongs in which
case this assignement entails also the relations x1 = 0. In other words, assignement of
an infinitely large s1 weight to an x1 variable means to fix the variable in question auto-
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rnat.ically aL the value 0. The paper gives the necessary and sufficient conditions as lo
which sub-systems of the x; variables may be fixed at O value. The formula (4.3) yielding
the explicit solut.ion of the problem contains, as a special case, the formula which results
from the Lagrange multiplier method in the case of finite s; weights.

The theoretical results are illustrated ov numerioal examples. The paper indicates
alao !;he poasibilitv of economic n.pplioation.

3AMEYAHJ/IE B Cl3r!311 C 1{13A,I(PATl1YECJ{Ol1 3l(CTPEMAJlbHOi1 3A.[{AL!El1

Paőora pacnnocrpauaer 11po6JJeMy hlHHHMaJJH3al(HH B,lBCilJClldhiX Cyilrn KB3).(paTOB
II

}; 8;(X; - i;f
i=I

npu JIHHdÍl·IOH Cl1CTe1\ILI Ol'j)31!J1llCIHJH, T31<HM oöpaao«, 'ITOŐLI /\Jl}l l!el{OTOJ)b!X uecon S; ŐhlJlO
p_onyCTJIMO 3Ha'le1rne + 00' ,l\3JlbUJC e nosioun,to 0606u~e1-11-1oi1 00p:.m-1oj,í MaTpHl.(bl Tima Mop
Ilcnpoc, ,(\3CT 5JBHOC pcureune /1)151 060611\Cl-!HOH npo6J1e,\1b!. Tom.ico K TOH nepezaemroii X1 MO)l{HO
npHJ.\3U3Tb uecu S;= oo, KOTOpoi1 COOTBCTCTBYCT rare lia3bIBaeMa5l J~CJICBa5l ycrauoarca X; = 0,
M rorna sro npnnauae nncuer aa co6oi,í CB513b X[ = 0, ,wyrJIMI! CJl0B3M11, npanaaars !(3I(OH-TO
nepeMemroi'r X; GeCl(Ol·fC'IHO 60JlbUJOÜ DCC 81, 3H3'111T sapauee 33KpCnl1Tb P,aHHYIO nepeaeuayro
pa BJ lblM HYJIJO. Paöora !(3CT fJCOOXOJ~l1MOC 11 /WCT3TO'IHOC YCJJOBHC Toro, '!TO l{31{HCnO.[(Cl1CTCMbl
nepCMCIIHblX X; MO)l{li0 3al(pCnBTb co 3!JaL1e1meM 0. (j)OpMyJJa (4.3), AaJOIJ~a51 5lBHOC pemenne
npo6JleMbr, mouosaer B ce6c, 1(3l( oco6CHHblH cnyvaü, (jlopMyny, f(OTOpa51 110JIY'l3CTC5l 113 MeTO)J;a
MYJlbTMDJlH1(3TO()OB Jlarpanxca B cnysae 1,0HC'll-!b!X BCCOD 8[,

TeopCTJ1lfCCf01C pcayrn-raru IIJlJl!OC'I'pH[)O!JélHl,I HyMC!)l-l'lCCKil,\I 3J·fél'JCHHC~l.
P.:160Ta OO!{él~lhlB3('T B0:1A10)f(H0CTb ,)!(01·101\\M'ICCi;OI'() npHMl'f·l<'l!HH rl))OŐJJCMl,f.
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Egy közelítő eljárás lineáris programozási feladatok
megoldására

A lineáris programozási feladatokat numerikusan általában a szimplex mód
szer valamelyik változatával oldják meg (bár ismeretesek egyéb módszerek is).
JEz természetesen nem véletlen. A szimplex módszernek sok előnyös tulajdon
.·ága van: véges (és gyakorlatilag elfogadható) számú lépésben megadja mind
a primál, mind a duál optimális megoldást (vagy jelzi, hogy a feladatnak
nincs megoldása), nem igényli a feladat egy lehetséges megoldásának isme
retét, és igen hatékony olyan számítássorozatok esetén, ahol az egyes feladatok
«sak kismértékben különböznek egymástól.

Van azonban a szimplex módszernek egy olyan tulajdonsága, amely nagyobb
méretű feladatok esetén már nehézségeket okozhat: a feltételek számával
megegyező rendű inverzsorozat1 kiszámítását igényli, ahol 6 sorozat egyes
tagjait a megelőző tag felhasználásával számítjuk ki. Nagyobb méreteknél"
egyetlen inverz kiszámításához is igen sok műveletre van szükség: ez a kere
kítési hibák felhalmozódásához vezethet. Fokozza 6 problémát, hogy az egy
mást követő inverzck számítási módja miatt bármelyik inverz hibáját ,,öröklik"
uz utána következő invcrzek.

- kerekítési hibák felhalmozódásának kivédésére sok módszer ismeretes:
duph pontosságú műveletek alkalmazása, újrainvertálás, stb. A nagyobb
pontosságnn.k természetesen ára van: megnő az időigény, dupla pontosságú
műveletek alka.lmazása esetén nagyobb lesz a memóriaigény. Igy a feladat
méreteinek növekedésével elérünk cg_v olyan határhoz, amelvcn túl már e
módszerek fölhasználása sem segít.

Ezért indultak meg és folynak jelenleg is olyan kutatások, amelyek
célja az, hogy bizonyos (a gyakorlatban gyakran előforduló) feladat.típusokra
ezek speciális szerkezetét kihasználó, a feltételek számánál lényegesen kisebb
méretű inverzét (vagy inverzeket) alkalmazó algoritmusokat szerkesszenek.
Igy születtek meg a különböző dekompozíciós eljárások és az ezek speciális
esetének tekinthető egyedi és általánosított folsőkorlát-technikák. (Ez utób
biak igen hasznos módszereknek bizonyultak. Kevésbé mondható cl ugyanez
,tz általános dekompozíciós eljárásokra: ezek n, gyakorlati tapasztalatok szerint
nagyon sok itor;Í,eiót igényelnek. emiar.t a kerekítési hibák felhalmozódnak.)

'A gyakorluLbtLJl ,í1L11lábu11 ,t módosü.ot.t szimploc-módszor külőnböző vál t.ozu.t.ai t,
ni kalrnazzé.k.

2 Hogy mek koru feladatot. tokint.ünk ,,n11!.()'l1ttk", (~z viszonylagos. A felhasználandó
"ép jellemzőitől függ: a belső- és rl hattórmemóriák kapacitását.ól, az elérési időktől.
" mííveleti sebességtől. A hazánkban jelenleg t.alálható legjobb gépeket, alapul vévr-
11 .. közepes" ÓR ,,no.g_v" Iolndatok hu.t ára kb. 700 ~ R00 feltvi.elnél KC b 
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Végső soron azonba n ezen eljárások esetében is a;,; inverz méretei lm t,ározz~.k
meg a megoldható feladat naµy,ágát.

Ezért elképzelhető, hogy nagyméretű feladatok esetén a HZÜDJ1lex módszerrel
eredményesen verseuyczzcncl. olyan eljárások, amelyek nem alkalmaznak
inverzét és kevésbé érzékenyek a kerekítési hibákra. Különösen előnyösek
az utóbbiak, ha ki tudják használni, ha e matrix nagyon ,,üres", és azt ÍR,
ha rendelkezésre áll egy, az optimálishoz viszonylag közel cső, kiinduló pro;.t
mm. A gyakorlatban mindkét eset gyakran előfordul.

Az Országos Tervhivatal egyik kidolgozás alatt levő modelljének" mogoldá
sára széleskörű kutatómunka folyik. Enne], keretében H öbb ilyen algoritmus
611 ,!;épi kipróbá.lás alatt. Ez<>k közé tartozik 11z 6Má UU= e1jáds is.

A feladat

ü9MMd egyszerűbb tárgyalás kedvéért csak olyan lineáris programozási felada
tokkal foglalkozunk, ahol minden feltétel llhÉ alakban van előírva (cgyetleii
feltételnek sem kell egyenlőségre teljesülnie). Ismeretes, hogy bármely lineáris
programozási feladat megfogalmnzható ilyen forruában.

Megoldandó tehát 6µ 

{l) .
J A::i: S: ú 

l }ux max

r; -
Cl ő 
: ; X 

('II 

feladat. (Az esetleges nemncgaí.ivitási feltételeket nem kezeljük megkülönböz
tetett módon, ezek ÍR benne RTPMdbdXRKHK6M az {l) feltételi rendszerét alkotó iLm c 
egyenlőtlenségben.)

A továbbiakban (1) lehetséges C<PTMXá G6=KK• _6MK\ 6fbá Hb X áGµ<Ml TqH=C á MB» 
megoldásainak halrnazá.t pedig Xr -Ial jclöljül .

Szükségünk lesz még (1) <hiálistím is:

(la) Í u iLi~ Á ~ d. 
lu* j ► m in

Jelöljük {la) lehetséges üK~PTMXiFácK=K6• _lXC6fb=,bv iLáóKMl optimális üKTPTMXú  
sainak halmazát Ur -lal.

A kozelitf feladat

(1)-hez a következő ,,közelítő feladatot" rendeljük:

n: m <P5(X) - 1:*x -- s rp*(x) rp(x) ""max ,

a Lásd: Báger-Morva-fh1.1hó: 1\ ki.\zérl.,jri,rnt.ú KB=qP\Wbl llrn,ígi I erv programo,;ú;sa,
Ki,zgrtzrla,c::L'-'.Í f:z('nti,·, l d=ücKl · c ,· S/..
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ahol: s megfelelően nagyra választott pozitív k o n s t «n s i továbbá

[

rp1n3m M l «t x h ő1 ha «_x h őL: y 
cp(x)= : . , ahol rr1(x)= , _, , ; i=],2, ... rn. 

<rm(X) 0 egyébként

(2) optimális megoldásainak halmazát, Xr -lal fogjuk jelölni.
Könnyen belátható, hogy <Ps(x) konkáv és mindenütt folytonosan differcn

r-iálható függvénye x-nek, továbbá

(2a)

(3) 

Egyébként E11-nekJ minden olyan poliedrikus tartományában, amelyben
Ax - b egyetlen komponense sem vált előjelet, (})5(x) kvadratikus függvénye
x-nek. Ezen tartományok száma, véges (legfeljebb 2m), teljesen lefedik . iiht és
két ilven tartomány legfeljebb a határán érintkezik egymással.

Összefüggések az eredeti és a közelíto feladat között

Az eljárás lényege: ;1,z n\m föltételes szélsőértékfeladat helyett a (2) feltétel
nélküli feladatot oldjuk meg. (Tehát egy SU:MT típusú eljárásról" van szó.)

A közelítés jogosságát a következő (itt nem bizonyított) tétel igazolja:
p t é t gl E Tegyük fol, hogy [ 0 nem üres és korlátos. Tekintsünk egy szigorúan

monoton növekvő, végtelenhez tartó, pozitív { >nik 1 sorozatot. Eklwr
l\ m [ nk ¥= r (le= \ l : l b , bml 

továbbá tetszőleges S - {xs.,} sorozat esetén "x s i * 3clLl 
b) c*:r," :C, r:*::rs,.\ l és lím ('*:r,, =- c*:c ( nddür E Lr ml 

ú"hsoo 

<) q iu"Er s ÁÍ q(1·s,) ~ <7 :né "Er s iÍ q.(:rs,,,,) és [Iim q·*(::rzJ 'i (:rs,J = r l 
iű áh ro 

J) 8-nek Iegalább egy torlódási pontja van, és UáüC ~MS torlódási pontja
opí.imália megoldása (l )-nck.

A tétel speciális esctkén (, következik lVI cConn ick és Fiacco nemlineáris
feladatokra vonatkozó tóteléből ((3], 104. o.).

E tétel alapján [3] u következő eljárást ajánlja (55. o.): k = l-től kezdve
oldjuk meg a "kJ5k(x) áhá max feladatokat. Haladjunk ilyen módon addig, amíg
a kapott megoldás elég jól közelíti (1) megoldását. (A korábbi feladatok meg
oldásából kövctkcztctn i tudunk a következő feladat megoldására.)

McCormick és Fiacco egy véges eljárást is ad (2) megoldására, ([3], 180. o.),
amelynél során a, vá ltozók szárnáva] megep:vező rendű inverzekkel kell
dolgozni.

' R11-nol az n-dimenziós ouk lideszi teret jelöljük.
b Ldsd: [2], [3] és [4]. Ezek az eljárások bizonyos matematikai programozási (feltételes

szélsőérték-számítási) feladatok közelítő megoldására alkalmasak. Lényegük: képezünk
egy olyan függvényt, amelynek feltétel nélküli szélaőértékhelye közelítő megoldása lesz
az adott programozási feladatnak. Ennek a függvénynek az egyik tagja a megoldandó
feladat célfüggvénye, másik tagja pedig azt méri (valamilyen mérték [,,segédfüggvény"J
szerint), hogy ,,milyen messze" vannak az egyes programok a, lehetséges megolilnF<ok
h,ilm,tz:in,,k M=KMlí lülí MR=Mb 
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A dolgozat egyrészt az \b tétel általánosításával foglalkozik, másrészt olyan
összefüggésekkel, amelyek lehetővé teszik, hogy bizonyos információk birto
kában egyetlen feltétel nélküli feladat megoldásával előre adott pontosságú
közelítő megoldást kapjunk (1)-re. Tárgyal továbbá egy (általában véges),
invertálást nem igénylő eljárást (2) megoldására, végül rámutat arra, hogy
a dualitást felhasználva (1) megoldására több hasonló eljárás alkalmazható.
A továbbiakban gyakran fel fogjuk használni a következő lemmát ([3],

gob o.):
ns l gm m «E x s . [ ~ akkor és csak akkor, ha 2 s }p "x s Í EU
/ Ázo n y í t á s E Minthogy énC"x Í konkáv és differenciálható, g5"x s Í = o szükséges

és elégséges ahhoz, hogy x5 EX~ fennálljon. Ebből (3)-at és (2a)-t felhasználva
6 lemma közvetlenül következik.

t s t é t glE n: m megoldhatóságának szükséges és elégséges feltétele, hogy { 110
legyen üres.

/ Áz o n y { á s E A szükségesség az l. lernmából következik. Az elégségesség
belátásához tekintsük a

n" m {
1 x hhy :S: ő 
c*x - ) y uy áhá max

föladatot. Mivel

({)5(x) == max {c*x -·· ) y uy 0 Ax - y :S: UÍ l 
y 

nyilvánvaló, hogy X~ akkor és csak akkor nem üres, ha (4)-nck van optimális
megoldása. (4) célfüggvénye kvadratikus, ezért n z optimum létezéséhez elég
séges a célfüggvény korlátossága. Szorozzuk be ( " m fel tételi rendszerének
mindkét oldalát egy tetszőlegúf, n E U-val. Ekkor az

nzm 
ü c*x - u uy < ml lmEmő 

lc*x · - sy*y->- max

feladathoz jutunk. Minthogy u > o i n\Bm bármely lehetséges megoldása Jehet
séges megoldása lesz (5)-nek is. Így nzm optimális oólfüggvényórtóko (ha létezik)
legalább akkora, mint (4)-é•. Viszont nzm b(1rmely lehetséges mcgoldáaá.ra font
áll, F10gy

rEux h s y uy ELhh~ m«uő t u uy h ) y uy EEE C63 { u uő t u uy sy*_IJ} = n uő t u iuhÁÁ_mJLLs 
y 

A továbbiakban fol fogjuk használni a fenti bizonyításból következő

nj m <P5(:r) < u*b ' ll*n/48 (n * Em 

('gyc1ilőtlenségeL.
as t é t glE Ha (Ll-nck van optimális mogold{Lffö. .ik kor

nf m 2s }p u"x s Í q i"[ s Í :S: c*x.· c*x11 s srp':'(xJ rp(xsl t u,o,:,,11,0/4 s,

alto! :i.:., * I Dl x o * Xo és u o * U0 
/ Áz o n y í tá s E Felhaszná.lvu ,,z \b lemmát kapjuk , hogy

nom r,*x., - c*x0 - : w ip*(x_,) (Ax., AxoÍ h 2s r p u"x 5) [(A.e, h) t (IJ Ax0)l
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Minthogy (2.a) miatt ip*(x5) (Ax., - b) = cp*(xs) cp(xs), (8)-ból következik, hogy

2s tp*(xs) tp(xs) < CXs - cx0.

A második egyenlőtlenség bizonyításához tekintsük (6)-ot. Legyen it= u0; 

így b*1t0 = c*x0, és

ngm 

amiből állításunk már következik.
{7)-et a következőképpen is megfogalmazhatjuk:

12s cp*(xs) cp(Xs) :=;;: c*x5 - c*x0 :=;;: - 1,i0'",u0,
2s 

n\r m 

ami nyilvánvalóan igaz, mivel (7) alapján

s cp*(x5) cp(x5) :=;;: __!_ u0*u.0•
48

4. tétel: Ha (Ij-nek van optimális megoldása, akkor

1 12s cp*(x5) b - u0•b :=;;: - n°*n° - s q;,*(Xom <p(X5) ::( - u0*it0. 
4s 4s 

(ll)

Bizonquá«: Felhasználva, hogy

: G cp*(xs) b = 2s cp*(xs) [Ax5 - <p(x.s)] = r;*:i;, - 2s <p*(x5) q;,(xs) ,\ 

(9) alapján állítá,sunk következik.

A közelítö feladat megoldása

Mivel (2) megoldása nem más, mint egy differenciálható konkáv függvény
föltétel nélküli maximum-helyének meghatározása, kézenfekvőnek látszik
valamilyen grandiens-módszcrt a.lkalrnazui. Mivel s2 o(x) ta.rtományonként
kvadratikus, hasznos eszköz lehet :i. kvadratikus függvények feltétel nélküli
Hzélsőérték-helyének meghatározására szolgáló ún. ,,konjugált gradiensek
módszere"? egy, az adott függvény természetének inegfeJeWen módosított
változata.

Az egyik lehetséges változat vázlatosan a következő:
] . iteráció: tetszőleges x0 E En-ből kiindulva x1-nek a

max {<J.is(X) [ X = X0 + t g5(x0)}

feladat 1·0-boz legközelebb eső optimális megoldását választjuk.

j Lásd: [l], 19G-:W0. o., vagy [G]. A konjugált gradiensek módszere iteratív algo
ritmus, amely tetszőleges x~ kezdőpontból indulhat, és egyre jobb függvényértékeket
szolgáltató pontokon keresztül haladva véges számú lépésben eléri egy konkáv kvadra
tikus Q(x) függvény maximumhelyét. xrvel jelölve az i-edik közelítést, xi+cet az x; t ld;
egyenes legjobb függvényértéket, adó pontjaként határozza meg, ahol d0 = gr l és d; =
- u,* t (g,*g,/gt--1 g,__,) d1--1 (g; ~ grad Q(x;)). • 

R= :;,,igm,,
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Áttérve az i + 1-cdik iterációra (i-::. 1, 2 ... ):
i + J-edik iteráció: :ri+,-nek a

max {@s (x) Ix-= X; + t di}
feladat .ci-hez kgkiizelebb eső optirnália megoldását választjuk, ahol:

j g_,(x,) + gt(x,) (Js(X,l d,_ i ' ha
g;(x,-1) ot(:i:, i)

d -
1

- I (aj :i;, b1) (uJ x, _ 1 b1)? 0 m inden

u$(x) egyéukr'nt

Tehát tulajdonképpen arról van szó , hogy valahányszor <J>5{x) új kvadratikus
függvény alakját ölti fel, újra kczdjuk (most már az új függvényre) a konjugált
gradieni- módszert. Az cljáráa monoton ÓR (J)5(x) egy maxirnumhelyéhez kon
vergált. ha X~. # 0.

Az eljárás végr-s, ha nj:i: / '11 (_j I, 2, ... , rn), ahol: :i- - lirn xi. Ekkor
i->-c:-..> 

11g,va II ÍH létezik .i·-nek olyn n K(x) környezetc, hogy

(l 2) c/)_,(x) = r;*::i.; r-; 2,' (aft - b1)2 ha x E K(x), 
•P;(x) .·0

tehát ezen »-ekrc <P,(x) egyr-;,1,eríí k vadrat.i kus függvény; továbbá lét cxik olyan
.,/Ir/" küszöbszám, hogy «. E K(i), ha i > .M. 

Igy a fent vázolt nJgoritmw-i i z M esetén megegyezik ,t (12)-re alkalmazott
konjugált gradien1-; módszcrrrl. Ez 11z nlj{tnÍH pcdiµ; végei-, ,;zi:ímí1 (legfeljebb n) 
lépésben ncl eredményt.

j-rc, és 1'' cpi(xi) > 0,
}=I

Az eljárás néhány változata

A Icnr iek alapján többfále elj,ü·(u-; ké pzclhet ő ('l linoú ris programo,r,ási
feladatok megoldására.:

l. A legegyszcr(íbbnek a, következő megoldás lú,tHzik: ,L mcgoldundó feladat
duálisából indulunk ki, erre írjuk fol éi, oldjuk meg ,1 közclltő feladatot.

A gy11,korlntba11 mindig tudunk mogbíz.ható folHő becslést adni ,.L prirnál
feladat opt imá.lia megoldásának og_yei-; komponenseire, Így (] l) al,tpjá11 s meg
válaRílth:.üó úgy, hogy <tz adott ponLosr-;ág biztosltvu Jegyen. Az l. lemma és
a 4. tétel alapján az cljár1ír-; olyan lchctf-·.ógcs niegoklást szolgálLaL a primál
feladatra, amelynek rélfiiggvény-értéke lcgfoljehb eléírn mcga<lott nagysá/!gal
tér cl az optimálistól. Ezt a v(dtozatoL akkor célxzcrG idlmlma,zni, ha meg
tudunk a<lni t'gy, a duáli:; feladat opLirnálir-; r:negoldású,tól nem túl mc:;sze cR6
kiinduló megold{u;t. (Ennek ,~cm kell lehetséges rnegoldás1rnk lennie.)

2. Ha meg tudunk adni rgy, '"" pl'imúl felada,t optirnálj;; n1egoldár-;ától nem
iúl rncs:;zc es6 kiinduló mrgold1í,d, al·! or a. primál feladatra, oldjnk rnl'g ,L

közclítéí feladatot.
Amennyiben a, duáli~ feladatra vonu,tkozó megfelelő informá0i6k rendel

kezésre állnuk, a (10) ösr-;y,cfüggér-; nlapjú.11 H előre megadható úgy, hogy a kapott
közelíW primál mogol<lás mind a célfüggvény-értéket, mind ~1z egyes feltételek
megr-;értésének mértékét tekintv,, t'lcv.et tf'gyen az előre megadott pontossági
követelményeknek.
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Ha ezen túlmenően még lehetséges megoldást is akarunk a primal feladatra
kapni, a következőképpen járhatunk el: megoldjuk rt primál feladatra vonat
kozó közelítő feladatot: ezután a feltételi rendszert bővítjük egy, a célfüggvény

(10)-ből vagy (11)-ből meghatározott alsó korlátját előíró feltételle,
r; helyébe pedig O-t írunk. és erre a felada.tra oldjuk meg a közelítő feladatot.
Ehhez a, korábban kapott közelítő megoldás jó kiinduló megoldást szolgáltat.

3. Ha sem a prirnál, sem a duál feladatra nem állnak rendelkezésre meg
Jelelő információk (ez a gyakorlatban általában nem fordul elő), akkor tetsző
leges s mellett megoldjuk a közelítő feladatot mind a prirnál. mind a duál
feladatra. Ha ft pontosság nem kielégítő, nagyobb s-sel megismételjük az
eljárást. A (10) és (JI) összefüggések biztoaítják, hO!£:V így előbb-utóbb elérjük
,i megfelelő pontosságú megoldást.

4. Megadható olyan eljárás is, amelv a prirnál, illetve duál feladat optimális
1 nego]clás(dwz kon veruál: a

-x< U
Á X :s~ l1
~- «< (I

- A*u s r
(:'~x + b*n ~ ()

(•gyenWtlenség-1e1idc;;.,;erliez a (J;_L)-hoz hasonló módon mogkonstrué.ljuk ,1

1i(:i;: u) függ\'énvol,<'t. é;;; megoldjuk a,
qi"'(:i;; ·11,) C,J(x; ·n) .._.. min

ieladatoí.. Amennyiben ,tz op tirnális célfüggvényértéli: 0, megkaptuk a primál
t;s duál feladat. egy-egy optimális megoldását.

A 2. változat gépi kipróbálás». folvn.ma.tb.m van. A kísérletek erodmőnyőröl
másutt szá.molunk majd hú.

I l(tlilr\LOi\l
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r\N APJ.'IWXLMATLON Ml~THOD l<'Ol~ TJ-rn ::iOLUTION
OF LLNf,;AH, l'IWGRAMMTN<"': PFWBLf!:MS

_ I 11 our cuunt.ry " wido-rungc l'Ocit:11.l,reh work is going on with the aim to work out algo
nlhmR <1nd computer· progmmnws onablmg 1.hc solution of large linear programming
problems. Tho procedure described in the article belongs to those attempts which expect
to overcome tho compuLaLional difficu!Lies involvcrl in i.lie treatment of a large inverse
hy employing algoril,hrns of ,.non-Rirnplcx" typ<'.

5*
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The essence of our procedure is that instead of the linear programming problem (l)
we solve the unrestricted extreme value problem (2). For the solution of (2) we can
apply gradient methods, whereby the rounding-off errors cause less difficulty than in
the case of the simplex method. A version of the method of conjugate gradients can also
be applied solving (2) generally in a finite number of steps. The procedure yields an appro
ximation to the solution of (1) and (la). Tho formula (10) and (11) [in which x0, ii0 and Xs 
are the optimal solutions to (l ), (la) and (2)] enable us -- to change s so that, a prescribed
accura!)y be ensured, if we can estimate tho primal or dual optimal solution's components.

A computer programme has been propared for the procedure and tho trial compu
tations are under way.

nPvl6flv!}f{EHHOE PEWEHl-1E ,aJl5I 3A,aALJ fll-'ll--Jl:SIJ--!Oro, nPOrPAMMvlPOBAHl-151

8 naureii CTpaHC B H3CT051111CC Hj)C,',UI upoucxomrr UJIJJ)OKOC HCCJreµ_osa1-111e Jl.JUl uupaűorxn
anroparva Ii M3UJHH!lbfX nporpaaw, xoropue 11a10T B03M0)1(110CT!, pennrn, 3aJ],a•rn JTl1HCi-ÍHOro
nporpaMMHj)ODaHH51 Gom,rnoro paawepa. MeTOA, H3JJaraeMi.lÍ1 Ll CT3TbC, OTHOCHTC51 K TOH rpynne
IICCJfCAOBallHfl, KOTOpa51 113/-ICCTC51 pCUIHTb npo6,1CMl,I pacuera B CB513lt C 06pa1.1.1e11HCM o6paTHOÍÍ.
.'1aTpm-1eü ÖOJlbllJOfO pa3Mepa, C 110MOll.\bl0 aJirOJ)JITMOU ~11c-c1mr1J1C!(C~ xapaicrepa.

Cyll.\HOCTb MCTO)la COCTOHT fl TOM, 'ITO RMCCTO 3a)l34H ilHHCHHOfO nporpaMMHJ)OBaHH51 (1) pc
uraer 3KCTJ)CM3JlbHYIO sanauy 6C3 orpa!IH'!Cl·fHH (2). ,a;l}J pemCHH~I 3aA3'1H (2) MO)KCM ynorpe
ÖJ151Tb rpa)l.HCHTIIL,[C MCTO)l.bl, TaKHM o6pa:lOM OU!Hfü(H orcpyrncnnn nusunaior MC!lb!UC npoűnew,
'ICM npn CHMllJlCl<C MCTOAOM. Mü)KHO ynOTj)CÓJ151Tb raxoü Bap11a11T •MCTOAa co11pm1<i!11HblX rpa
)-IHCIITOB*, l(OTOpb!H peuracr aanary (2) 06bl'IIIO u l{QHC'IIIOM •rnCJlC uiarou, 3TOT MCTOA naér
npHÖJllf)!(eHHOC peureunc :Ja)la'J (l) H (la). <l>OJ)MYJlh/ (10) H (11) (B l(OTO{)blX x0, u0 II Xs HBJIH
IOTC5I OllTHMaJJbllblM J)CWCIH!CM '.iil/ta•1 (I), (Ia) H (2)) naior ll03M0)1(HOCTb, 3Ha51 lf0j)51)101( l(OM
llOHCHTOB J)CUICHH51 rIJ)}lMOfi IIJJH )\BOHCTBCIIMOH 33/(él'III, 1!3MCHHTb lí Ti!KHM 0Őp;-t30M, CJTOÖbl
aapasee aa)laHHa51 T04HOCTb fü,u1a oöecneseua.

Ha 3TOT MCTO)I COCTrlRJICl-la M,lllllflHli\)l llJ)íll'J)3MMa, JIJ\YT IIJ)C)(Hilf)HT~JH,lll,lr pacuéru.
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Kovxcs L. ; É ' M1 A diszkrét proqran.ozás 
t.ombinatorilcus módszerei. Budapest, 1969.
llólyai .János Matematikai Társulat.

Az egészértékű programozásról az utóbbi
években igen sok cikk jelent meg, azonban
egyetlen összefoglaló, rendszerező munka
som. ,J clon könyv viszont ilyen t.ípusú :
u tómában jé.rtas és az abban t{ijékozatlan
olvasónak is új, hozzáférhető ismereteket
nyújt. A könyv nyolc fejezetben tárgyalja
< kombinatorikus meggondolásokon ala
puló megoldási módszereket.

Az első Iejczoí.ben a témakörben júrat
lanubb olvasót vozet.i közelebb a problé
múkhoz, gazd1tSúgi példákon keresztül
mu tabju meg az ogészértékű programozás
linsznú,lhat;óságiH 11 gyakorlatban. Az iro
•.lo,lornból jól ismert hátizsák-probléma,
n hujórakodria, tiz utazó-ügynök és a gyár
t n l ~p í tó s prohh'•mái min, J megfogalmazha
t ók dis·,.kr0, prog-r·amoz,isi Ioluda.tként..

A második Icjezet a munka matomat.i
ku.ilng logogys{·gesebb része. A Rzerző rcn
, tvt; t.oremt.ot.t u sokféle, alig k ülönböző,
, lo jolölóaeikbon Óf! n10.~·fogalmuzúsukb,in
l,oLerogón lcsz.unldlúsi módszerek z.űrz.ava
nUmn. E:gyHúgcs jelölésrendszert vcz ot.ctt,
be, és tömören rncgfogu.lmazta azt ttz alap
n i vol, arrnilyrn o z~ k az algoritmusok épi'd
nok. ,.\ luszá,mlálá.si módszerek tiszti'rn
korn biu.uori k, ,s mogoldüsokon alapul na.k.
yf i vol a diszkrét. halmaz, umolyon egy eél
l'i',ggvóny o pt si m u m <t í keressük, legtöbb
ször v6grn< is, minden Plemel egyszer· 6R
<:H11,:( egy,,;z,•r llWgvizsgálva biztosan elju-
o u n k az opLi111,l.!i,, megulcláshoz. M ~él a
l1•l1<"i:,6gl'S rrwgoldú,.9ok olyan sorbaren.lo
,.,íH,', n.rnclyn(·I u lohctó legkevesebb 111eg
old.if<t kell cx plicitc megvizsgiilni. A szerző
mcgrulju u.nnn.k a7, algoritmusnak a vázúL,
itrncly <l/;y Lots,.ől .gos véges hulrnaz lesz,irn-
1,iln.si'. r11. :11 lu.dmaH. U/!,Vanakkor tág 1,er-et
l,,tg_v a probl6ma specialitáslinak fo,:vo-
1,•rnh,·vételóre t'ip;y, hogy különféle teszt,eket
,·czot br;. A Lcs,.tek annuk uldönLósóre szol
gálnu.k, hogy a rnegengetlnU Jialmazt
hogyan R'!.Ííldtlol'tjiik kiRebh. ,lo az opLi-

mális megoldást még tartalmazó halmazzá.
Az tilgoritmusok hatékonysága attól függ,
milven jó teszLeket alkalmazunk. A könvv
nai.y sogíLséget nyújt rendszerezésükben
és ért6kolésükben.

A második fejezet eredményeire épülnek
!1.Z öti.idik ós a hatodik fejezetben részlete
sen lcítt algoritmusok.

Az ötödik fejezet Glover többfázisú duál
a.lgoritmusát ismerteti. Ebben a lineáris
diszkrét programozásban használatos csak
nom vt1larnennyi teszt-típus megtalálható.
Nérnolyildik eléggé munka,igényes és hasz
nálaLu k akkor célszerű, ha segítségükkel
jelentősen szűkí.tbet,jük < vizsgált halmazt.
A foladn,t jellegétől és méreteitől függ,
melyiket célszerű választani.

A hatodik fojezet Balas additív algorit
musát, Lál'(ryalja. Megmutat.ja, hogy a
második fejezetben adott algoritmus-vázba
hogyan illeszkedik he BuJasnak az eddi
giektől láLszólag eltér6 leszámlálása és
t,csztjoi.

·1,:1nagyoltabb, és az operációkuttttáslrnn
júruLlt1nabb olvasó ;iz,.í.mr\.r.-:L nelrnzcbben
érthető a hannu.Jik és a negyedik fejezet,
t1hol a korlútozús és sz,;tválasztás mód
szereit (Branch and Bound) és a dinamikus
prográmozásL al lmlmazza egészértók(í prob
lt'·mák megoldására. A Branch and Bound
múrh-;zcr lelr:isa szükségleloniil elválik } o 

leszámltilási algoriLn1uHoktól: < második
fejezet alapján megfogalmazható lenne egy
alig általánosabb algoritmus, melynek spe
<!iális eseteként; megkaphatók mind < 
lc\Bz,,rnlálúsi, mind a Branch and Boi,ml
clj,ír·,í.sok.

[~z a ka1iosOJat, jobban kitünik ' t nyol
cadik f'ejczotlion, amely Ba.las filter mód
szeréL ismerteti a könyv egységes jelölés
rendszerében álf'ugalmazva. Ez az algoril -
rnns u. rnegold1i,«,knak a korlátozás és szél
választás elvt'•n alapuló implicit leszám
láltís1ít. ] . v í o i ki <· koráblmn megismert
Lesztckkel.

• í éé uz eddig tárgvalt módszerek tisztn
cgészértúkü probhímlik megoldására vonat -
kozl·.ak. n lwLPdik fejezet vegves egész-
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értékü feladatokat. kirgyal. A módszer
Benner dekompozíciós algorit.m11,;án1 t;'i,.
rnaszkodik úgy, hogy folytonos feladatok
és tiszta egPszt'.rtékí.í feladatok sorozutűt
oldja meg.

!G kell emelni a munka mai emut.ikni
igényossógét és azt, hogy a szerző ügyes
kézzel válogatta ki az ismertetett, egy-egy
típust jól reprezentáló algoritmusoJml,
nem feledkezve rneg az értékelésü loúi,
bíralat.ukról sem. A fejezetek végén jól
szemléltelő, kidolgozott numerikus pél• lák
találhatók. A könyv végén bőséges iroda
lomjegyzék áll rendelkezésre. \(01:,ic,; L.
Béla munkája a témakör Íl"IÍnt érrloklő
dőknek, matematikusoknak és nem mu.to
matikusoknak cgycr.int. husznos kb.ikiú,yv.

JATI K. S1rnGOP'.rA-.K,1.RL 1\. \,'ox: l•Jr:r1- 
nomic .1.n,ilysis arui Oricv.uior.« li csrarc}«: 
Optimization ToehniqueR in
Q u a n tit a. t, iv o 1,; e o n o rn i u 1\/1 o
d el s. (Gazdasági elemzés és opcrució
kut.atúa: Optirnálúsi módszerok rt kvuut.i
tat ív gazdasági mo.Iellekbcn.) Nori h-1 Iol
Iand l'L1bl. Co. ArnsLordam London. I \Jli\l.

A könyv különböző opt.imálási módszc
rek gazdasági (olaősorbun mikroökonó
miai) alkal111,.1·1.1ttJLtnuk g1w.dur,- v,í.limzLékáL
nyújtja. A cím hosazúaáaa mrir jelzi ,, rníí
intordiszciplinűris jollevót;

A szerzők ~t kvaní.it.u.Iv gaz,lti,súgi poli
t,ikát az operéciókutatűs és a lcözg1w,dasági
elmélet, közöt.t i híclkc\nt; jellemzik, majd u
könyv clso felél az al kalmuzot.L n1ódR1/,c,1·c,k
szerint csoport.osft.jűk. Al iucé.ris progrnrrw
zási módszerek és áltaUnoRításaik u lineáris
tört-progrumozűst, 1tz c•gés1/. értékíí lineáris
pro6t•ütn01/,ÚSL, a .lekompoz.Iciós oljá.rűsokat
és a rekurz ív prngramozásL if' nu.tg11kl>n11
fogblják. 1,: mórlr;zcrck g11zdw,úgi tt,llrn,lina
zúRáL tL kiivcLlrnző pél.dfllwn m11LaLják I.Ju:
a nomzol.i jövedclom niiv,:lcuclr;si r{Ll,újá1111k
max.im,í.l(tsn; ,,ulső it bizLonság" ül v al kfll
m11zása a JrnokM.aLi programou1sbnn; allo
kációs prnblémák; torvozeLok köziiLl.i válo
gatús; fölclhasznosít,ás; toclinológi{d, közl.i
válaszL,i:;; sLtLl,isztikai bocsléK. A Df\1"11

lineáris és dinamikus programo·1.,h1sul lúg
lai kozó fojozot kit{, r vari,ici 6-s·/,1írn f Liisi
problém{dml. 6s ,1zabályozásolmúh1Li rnodol
lelne·is és ezeket iparfojlcsztósi, lrnpaciLás
növelési problémákra 11lkalmu,-.za, vala
mint a termelés időbeni üLomozéséro és egy
m!1kroökonómiai növekedési modollm. A
következő két téma: érzókenys,Sgi vizsgá
latok és vnlószíníísóisi programoztis. Mind-

kott.őL ogy muzőgazdu~úgi iiwm t.cnnék
sLruktúró.jttnR,k rószloles 11unwríirns vizsg,i
laL:'tm haszrníJjúk, fo\l,él,dezvo, hogy a,.
ámk vélotlenszeríku vúll.oznuk.

A künyv rnú.sodik fele olyan gazdasétl'.·
[>olitikai probl,fo1ákaL L,ir6yal, i:tmelyoknPk
111egolclása az clőz61cg bevezetett (és esoLlu;.:
l,ovábhi) módszerek kombinációját igényli.
A vfülalati mo.gu.La.1·hi" rno,ldljoi közi"u "
tonnclési-kés1,leLr•zési és a kapacitúsfojleiv-
1 éfli fuladaLok j,:í,ts1.,í,k a vezet6 szcrcpeL.
do so,·lmnúllüsi !11dLit·lluk {,s Cl'M-l'E1~T
rnócl,;·1.urok is hnlyoL Jrnpnak. Az oktatrí.;;i
intóz111é11yok l,orvczósövel és eröforrása.irmk
:11lok,foiójrív1.tl foglalkozó rnodcJlokbea vá.l
LozuloR móds;,,ornk szolgúl.n11k ,1 Lanári lrnr
1,uoszLúsíimd,, u heiAkolúzíisi politikúnnk
és a1/. int.<\zmt'-ny 11iivdwrlést'1tok 1,ervczt'·
~•Írn. A ki lioc:sáLús mórésóro vonatkoz6
11wgf"ontolriAok, r1mol_n,k olőw1,i,r oz okt.a
Lúsi inLézményoknél lcípnr-,k fol, az uLolsó
fojnzntben kiLurjednck olyan 1ilLalánosabb
I tí.rs,.ul11l,11i fonn,iciókra. Ltmulyok rnaguk
bnn foglal no.le mind piaci, mind nem piacr:i
dolgozó i.nt,t\zrnényul<ot. Az utolsó olőt ii
fojoznt dokornpozfciós rnodollekeL allmlmn1.
1:gyrríH·1.I. kiRlwrnslcocJclrni víilli.lntok ktilö11-
biiző vorsony-RziLuó.eióinak olomzésér,·.
111étsrüszt f.1 110;11wi, guzdn9Ú;,i polilík1í.ján11k
,·,,gionálifl folbo11t,áHár,1.

'.11int r.L fonl-i fölsorolás mut.aLja, a szo,
zlllrnuk sikerült olyan kiinyvoL frniol,.
,u,wlybon vi.t!ó~t,gos g,izd,.,súgi ·problém,ik
opLi,nú.lás o'1Ljú11 való nwg(lldü.sám t.örnk
~zcnok ,.íci 1Hl111 11·1,I ,~ szok,ísoH 11LaL járják.
hogy 1.11. opl.i1mil,u,i rnórhwrekct cgyszerií
,,(1.ol (, nurnurikuH póld,íklwl vagy kiagyn.11
rnorlellc,kln'l ill11H1.l,n\lj,í.k. I•'. Loki11"0Lb('n
i111po11,ili, ,.e s·Mw1.lik tt\Lul ÖR81,ogyCíjlhLL <'·H
liivaLkozoLL 1rnyitg, l",lo<írl.vo s11j1íL kuLaLt\,;i
crodn ,ónyoi kul. is. Nitgyon 11já11ll11.tLó n
könyv mínduzoknak, tlkik gu.zdasó,gi model
lok rn0gfonnrd,íz,ísúvul ,;;.; t,t,,m·1.,'-;;óvol fo;,'.
lallrnznnk, tlflnok 1ni,d;szc•1·nil okL11,t,ják v>t.1-(,1
Lurntlj,'dc

,\ künyv U1/,0td111.11 11,·111 11yt'ijLj11, J,uiw111
i II kább Cd t,,;Lolo,:i az 11llwl111azol.l, rnttl , ..
mfL(,ik,1i módr;z,:n,k i:"11 ,moLét;, ollcnl,óLb<'"
az olőHzÓvti!, amely HwrinL a szor,,ők ogyik
rő (:(,Jjtt 11.1, ,·ol(·., hogy ,,a .közgazd1\.s1.ok.ut
rnogiHmorCr:"so 1w.okk11l ttz oporáció-kulat,ó,,-:i
tnódszeroklwl, 111.nclyok gn.zdn.ságilu.g lény,··
gof:lC'k". A 1111.1.LemaLilrni ~zoniponLböl énr'·
kon,v olvusóL a szövPghou olőfordu16 rnul<··
,uuLilmi lo111poc1R,íg, f.1 po11latlru1 kijr-lt-11!1·
sok, ogyes gon,lolulnH'nol ck iiRszofiiggéts
Lnlunsógo i8 1nogliökko11tik, 110111 bcszélv•·
a jnliilésro1Hh;z.or é:-; :l L<·nnino]úgir~ kövnl ·
kc,wtlonflégoiről, 1.1,rn<:lyr,k a niegói:t,ésL is
gyakntn ncl1nzít.ik.

kl. If. 



TUDOl\iÁNYOS ÉLET

Az ENSZ Európai Gazdasági Bizottságának r , .
szemmarruma 

Az ENSZ Európai Guzdasúgi Bizottsága Várnában 1970. szeptember 28 és október 10
között rendezte meg a k ö z é p t á v ú n é p g a z d a s á g i m o d e ll e k k e l foglalkozó szemináriumot.
A szeminárium célja az volt, hogy az egyes országok tervezéssel foglalkozó testületeinél
és kutatóintézeteinél működő gazdasági és statisztikai szakemberek ismertessék azokat
a tapasztalataikat, amelyeket az európai országokban a középtávú tervmodellek alkal
mazása során az utóbbi években szereztek.

A szeminárium programja szerint a 4 szakosztályban a következő előadások hang
zottak el:

A. 1. MORVA TAMÁS és BÁGER GUSZTÁV: u z 1971-75. évi ötéves terv programozási
modelljének fő jellemző vonásai;
R. ÜCENAiíEK és L. TRCKA (Csehszlovákia): A középtávú modellek kompuí.o
rizálásának kutatása;
S. SPURKLAND (Norvégia): A többszektoros növekedési modell (MSC) mint
2 hosszútávú tervezés segédeszköze;
V. NrKIFOROV (Bulgária): A Bolgár Népköz.térsaság makroökonómiai fej
lesztési modellje;

Fl. !l r ' E. B. Jmasov (Szovjetunió): A középtávú dinamikus modell alkalmazásánúJ
szerzett tapasztalatok és néhány - az alkalmazással kapcsolatban felmerült, -
probléma;

C. 1. P. SEVALDSON (Norvégia): A ,,MODIS"-modell alkalmazása a tervezésben;
C. 2. - R. CouRJJIS (Franciaország): A naturűlis-pénzügyi (FIFI) modell;
C. 3. 13. JsszAJEV (Szovjetunió): Egy közLársaság általános naturális-pénzügyi

mérlogo;
I r U. VAN y v PAS (Hollandia): A holland gazdaság rnakromodellje;
M. AoLIETTA (Franciaország): Egy nagy szimulációs modell alkalmazásáról
(franeiaorszügi tapasztalatok);
KORNAI JANos: A matematikai tervezés helye a gazdasági rendszerek irány í

tásában.
A szemináriumon -· az említeLL előadókon kívül - Magyarország-ró] ifj. Krekó Béláné

(OT Távlati Tervek Főosztálya) és Patyi Károly (OT Tervgazdasági Intézet) vettek részt.

A. 2.

n r l. 

B. 2.

e r 4.
D. 1.

D. 2.

ol s vaás 

Közlemény 
A Magyar Közgazdusági Társaság Matomat.iks.i-Közgazdasági Szakosztályának vezető
sége Hl70 oktoberl 4--én ülést. tart.ot.t. Az ülésen leköszönt dr. Bod Péter a Szakosztály
elnöke. Az elnöki t.ísztségct az alelnök dr. Szakolczai György vette át.

Az alapszabály értelmében a vezetőség a Szakosztály elnökét és alelnökét két év1·e
választja meg, amelynek lejártával az elnöki tisztséget automatikusan az _alE;lnök veszi
át. Tekintettel a Társaság l!l71-ben sorrakerülö tisztújitására az alelnöki tisztséget a
Szakosztály jelenleg betöltetlenül hagyta és felkérte dr. Bod Pétert, hogy ebben az
időszakban legyen segítségére az elnöknek a Szakosztály irányításában.



Az Egyesült Izzó optimális termékösszetételének 
meghatározása 

Az Eg yesült Izzóban napirendre került. u korszerű rnatomatikui módszerek felhasz
nálása a vállalati vezetésben és tervezésben. A cél olyan matomut.ikai módszer (model)
keresése volt, moly a vállalati tervezés és vezetés szűmára információkat nyújt és saját
elektronikus gépparkjával megoldható.

Mivel olyan módszert igyeksziink al kalmuz.ni, amely felhasz.nálhutő nyoreségtecvc
zésre, a feladat rnegoldúsút jelentős mórtékben nehezíti 11z a körülmény, hogy jelenleg
a nyereségtervezés módszert.ana még kialakulatlan. A feladat újazerűségo és bonyolult
sága miatt a kísérleteket több lépcsőben kell elvégezni. Ezért, a vállalaton belül kiemel
tünk először egy ágazatot, - a rádióeA6g_vúrhíst - és arra vonat.kovóan teljeskörű kísér
leti számítást végeztünk.

Jelen cikkben az alkalmazot.t rnaLontaLilmi-lciizgazJusúgi modellt. és az alkalmazás
során szerzet! főhh LapasztalaLoln1t t·,ekint.ji.,k át,.

aái » i o d e l / l ci rá s « 

Mivel a rádióes0gy1:U-Lússul kupcsolutos termelési művolol.ok olegoí, Lesznek a linearitás
kövotelmén «iinck, az opt imáli« t.orrnókősszcí.ótol 11wgl111Ltírozásúrn ulkulmas ka Iineűvis
programozási módszer.

A modell 20 tennék - vozórt.ípua Lcn111;IÚ<1Jl, progrnrnozztt h,1,zai ,í,; kiilf(lldi piacra.
Ennek megfelelően a modell válLuzi,i:

- termelés hazai piacra,
termelés rubclolszé.mohisú piucru,
termelés dollúrolszámolású piacra.

Arni a korl.uozó foltóLolrnndszorL illoL.i, nz 1tllml11111zoLI l"líhl, /'oll,ríLolLípusok a köv1·l
kozők:

-- kapuoitriskorl.u.ok,
kereskedelmi korlritolc.

A kapacitáskorlát.ok oly módon épüluok be a mo.Iollbo, hogy ,iz ogyos vezért.ípusok
termelése szúmé.ra ig,ínybuvehoLö ir lőalu.po l, munkaórúbun vagy g,',póal,b0,11 Iojozzük ki.
A kapacitás értéke lehú,t, a ní:lir',csőg_vúrtú~rt1 rondolkczőaro ,'.dl/, idlíalapot jelenti.

A modellben a korcskcdelrni korlűt.ok az "l,1dh1.1,l,óság haL1irniL vr-zórt.ípusoriként. ,·,s
érLékosítési viszonyl11Lo11k6nL haLároaúk 111O,u;. Bolfiildi vorH.11,koziislmn - mivel az órLó
kesítéssol foglalkozók a hazai piu,coL vi,;·1.onylag állandónak aEarg f'ollr'•I luniil kiológítendönd{
ítélték meg - a modell e tennókv(Liw,zl,ékot sz.igort't ng_yonl<'S;Híggnl íri.a elő.

Rubolelszárnolású viszonylaLb,tn pinci folHÖ korl,í,L Kzor:opolt, u · os oludht1tósúg fohiő
értékét a k i i I koroskedolrni szakt',rUík na Icon Li 11go11r,ok f'igyoloinhovótc-1-.ívL'I 1,aL,írnzták nreg.

A dollúrolszt'unolúsú piacra Liil'té,nő t'•r-Lúkr•síl<':-l ,·i;.;z.onylac; t-t'Lgan mogudoU liat,árok
között mozoghaLott. A minirnum-lwrl{LL egy n1.ugliuLÍLl'ozol,L időponti rondelósúllomány
volt, amely főleg a fiókhúlózo,l, rnndol,",suit, L,11·L11lnJU,ZZf.t. Az 6rlékrsíLéil fol,;/.\ haLáraiL
kifejező korlátokat a piaci vi::1·1.ortyok m '.rlogolJ;;<, alftpj,ín haVLro·1.tuk rnog.

Ami a cólfü~gvényt illot,i: opLi1rn11nkrik:ri111nkc,11L nz árl,c,v,'1,el ós a nyorcsúg (fcdozoti
rés) maximalizálúsrit hasÚl.1tlL11k. Az uLr',bbil1m, a ,.,\ICiiggvé11_v kooffieionsoket oly módon
számítoLtuk ki, hogy nz úr ós ,1 Hz(íldt.otL ii11kiilLs-ig kiilönbsóg,ít, k;'•pozLiik. Amennyibeu
a nyereség és a Ce! norn o. zLlmLó kii I LRég Lonr1ókro v 0111.1tkozóun rnórhoW Ion no, úgy nz
optimalizálás köz,·rLleniil a Rziík,ihh c'r·Li,loml1on voLt nyr:rnségr1· irnuy,dhatnu.

A vázolt modell a rádiócsőgyri,-Lás nsot.<-hon 10:1 sorból ÖR 5{i oszlopból srn. L modell
iis:-<z,,1í.llításút, 11 m u n lm mngR·1,1·rvo·1,,··.-<6L 11 ó i i z hEriI az rl n s .Eirg i T s z l { ao_ a· s 1.1 gópi f m í m í · rs o l m * 
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pedig a rendelkezésre álló könyvtári prngram alapján a ,·,illalat Számít.ásteohnikui és
Módszertani Csoportja 1·P!I<'"h-' t>l.

A legfontosabb eredmény kétségtelenül az , hogy bebizonyosodot.t: a kidolgozott modell
hasznos információkat adhat. a~. optimális termékösszetétel kialakításához. Az eredmények
értékelésekor a két célff1gg1·ény szerinti optimalizálás közel azonos eredményt hozott.

A kapott eredmények más oldalról történő értékelésével Iehctöség nyílt annak meg
vizsgálására is, hogy hogyan javítható a program a kapacitások esetleges bővítésével,
s hogy melyek azok a vertikumok, ,,melyek kapacitása alapvetően korlátozza a gyártható
volumen nagyságát. A szóbau forgó kapacitás szűk keresztmetszetéröl a rádiócsőgyártás
vezetőivel történt, megbeszélés alapján is egyöntetű kép alakult, ki.

Ezután érzékenységi vizsgúliu.ot végeztünk oly módon, hogy a beállítandó berende
zések éves kapacitésúvs.l megnöveltük az eredeti ka.pacit.ást. és az így módosított feladatot
újra lefuttattuk. A kapott eredmény választ, adott m'J'1t, hogy a beruházás milyen ter
melési és bevételi erc.hnénnyol jár. Mivel a szóban forgó fejlesztés a rádiócsőgyártáson
kívül eső beruházást igényel, a módszer lehetőséget ad arra, hogy a kapacitások kihasz
nálását ellenőt-iz.ni lehessen, valamint arm, hogy ha kapacitásbővítésaol növeljük a ter
melést, akkor ennek hatú,sát, valamennyi vert.ikumon keresztül ki tudjuk fejezni.

Egy másik <'1l"z:ólrnnységi vizsgálat azt kut.att.a, hogy a modellbe paraméterként bevitt,
árak vál tozúsa hogyan hat u termékösszetétel alakulására. Az eredmények közül példa
ként megemlítjük, hogv az iirak bizonyos inu-rvallumban történő változása nem érinti
az optimális t.ermokösszctétol alakuláaá.t.

A programozási 87,iirnít,ások információa búzilsát illetően a. ,;,,ük,;égef.l adatok általában
nem álltak a kív.i.nt. formában rondelkczésro, az adatokat át, kellett csoportosítani,
hclyonkónt pedig teljesen új mérósckkol kcllet.t megállapítani. l<:zért fontos tapasztalat,
hogy a munka. folyt u.tdse. megk ívé nje. a.z információs rendszer bizonyos fokú átalakítását.

A linoú.ric1 pro1~rnmw.,ís folh,iRználáRúban v,í,llahit".tmlrn,U a. tovú.bblépés feltételeinek
tneg-f.,pr·p1nV:f-H, vn.n sor-011. 

_ r s kí i n kl e r O'!lörgy 

Felhívás 
A Noun1111111 .I.i nos :-;zúmit,ógéptmlom,inyi Túrsas,ig Uperációkutatási
Szukosz.Lűlyu op<'1·11eiókut,aLúRi sz.akbibliogrüf'iú t, kíván készíteni,
amelynek <Jt•lja, hogy iiRr:;zefn~Ja.lj11 Ltz wldip; elért, hazui ereJrnényeket,

-X-

Kr.í1-jiik ,i I. Oi, nsól. hogy urnennyibcu a,: opcr.iciókut.a.uíe területén
p11blikációi ,·11gy limulrnúnyai ,·annak, közölje nevét f\s címét a

~:wkosz1úll_1·nl. a, kapcsolat.ok folv,'-tole ci\lj,\.ból.

*
.-\, l pl'rúuiókut.111,ási S,.a.kni;zt{dy eirne:

.\!IT J•:i;1/, :-;,,1m1am1 ,Jj nos Szárnítógéptuclományi 'fá1·sMiág
Operáeiók11 t11tási Szakosztálya

811, bpest VI., Anker köz l.

Tel: 222-093



I 971-től évi két kötetben (8 szám) jelenik meg az

ACTA OECONOMICA, 
a MTA idegen nyelvű kö:z:go:zdo.ságtudományi folyóirata. Az

ACTA OECONOMICA 
továbbra is közöl cikkeket a politikai gazdaságtan - a mate
matika közgazdasági alkalmazása a szocialista tervezés
-- a gazdasági reformok a magyar népgazdaság tárgy
köréből. Az

ACTA OECONOMICA 
1971-től kiszélesíti világgazdasági rovatát, amely felöleli a
világgazdaság új jelenségei - a kelet-nyugati kereskedelem
- a szocialista integráció a fejlődő országok kérdéseit. Az.

ACTA OECONOMICA 
olyan világhírű közgazdószokal tekinthet szerzőjének, mint
Jan Tinbergen Ragnar Frisch Erik Lundberg - Robert
Triffin. Az

ACTA OECONOMICA 
cikkei angol. or-csz , francia vogy német nyelven jelennek
meg.

Szerkeszti: Földi Tamás

Kötetenkénti e/őfrzetési díja 120, Ft
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