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Dekompoziciós eljárás a szén termelésének 
és elosztásának optimalizálására* 

I. Bevezetés 

A széntermelés és elosztás optimalizálásának modellje a következő feltéte
lekkel fogalmazható meg [2]:

(1) Xij 8 0; Yk 8 0

(2)
n 

E: h,j x,j = b,- 
1-1 

ki - 
m 
I: x,-i +r1:;;; Yk ai 
l=l

(i = 1, ,m) 

(k=l, ,t)
(j =WkA5S-

1
••• _WkA-o 1) 

k r - y,, I (k = 1, ... , t) 

m n l 
kn- E_j 2,'cifxu+ I,' ykd1,-+min. 

1-1 }=I le-I 

ahol x1i jelöli az i felhasználóhoz juttatott j szénfajta mennyiségét (szén
fajtáknak a minőség és előfordulási hely tekintetében különböző szeneket ne
vezzük), h11 e viszonylatban egységnyi szén felhasználásával járó igénykielé
gítés mértékét (hatásfok), c1i pedig a megfelelő szállítási költséget. brvel i 
fogyasztó igényét, arvel aj szénfajtából maximálisan termelhető mennyisé
get, rrvel pedig e szén fajtából minimálisan termelendő (az ,,invariábilis",
rögzített szénfajtákut használó fogyasztóknak jutó) mennyiséget jelöltük.
E fogyasztók igényei nem szerepelnek a modellben, a szén hozzájuk való szál
lításával kapcsolatos költség nyilvánvalóan konstans. A bányákban termelt
szenet az osztályozókban választják szé.. a kereskedelmi forgalomban levő
mennyiségeknek megfelelő csoportokra, az azonos osztályozókban ,,termelt"
szénfajták mennyiségei közötti arányok rögzítettek. y,, jelöli k osztályozó ter
melési szintjét (azaz, hogy teljes kapacitásának hány százalékáig dolgozik),

/( 
j<0> = 1, jU<) = E t1 , 1, ahol l,, a k oszté.lyozúban termelt szénfajták száma,

i=l
d1c pedig a k osztályozó teljes kapacitással való termelése esetén felmerülő, a

* Az OEGH in gbízta az INFELOR Rendszertechnikai Vállalatot a széntermelést és
elosztást optirnahzálő mo.lelle k kialakításával és a modellek alapján való számítások el
végzésével. Az O!i;GH részéről Erdősi Pál, Füredi Tamás és Ligeti Pál vett részt a kuta
tásban. A cikk e kutatások eredményei alapján készült. A számításokat az INFELOR
M[N3Z K-2 típusú számttőgépén végezték.

1 < z fHXYú 
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termelés mértékével arányos (változó) termelési költség, s1c az osztályozó
termelési szintjének alsó korlátja, amelynek értékét (3) feltétel határozza
meg. A felesleges kg- feltételt a további tárgyalás egyszerűsítése érdekében
szerepeltetjük.

Világos, hogy az azonos osztályozóban termelt szénfajtákhoz azonos y tar
tozik, a modell azonban nem írja elő a megtermelt szén felhasználását is, tehát
előfordulhat, hogy valamely szénfajta kitermelése esetén nem kerül felhasz
nálásra (ha a vele együtt termelt szénfajták kedvező tulajdonságai miatt ez
a gazdaságos megoldás). Ugyanakkor a modell a termelési költséget az osztá
lyozó működéséhez kapcsolja, így nincs szükség annak szénfajták közötti
- csak önkényesen megvalósítható - felosztására.

Az kS-5kn- feltételekkel megadott feladat duálisa:

ka- p1 ~ b : w1, OzOO b : z1, > + 

k4- 

k7- 

(i = l, _C - 

(j = 1, , n)

(k =I, ,t) 

m n l i 

kS+- 1,'it,-b1+ 1,'rjpJ- ~•w"+ 1,'s1,z"-+max
f5S J-1 k-i fM~ ő 

Mint ismeretes, ennek optimális megoldásában szereplő u1 a fogyasztók
egységnyi energiaigénye kielégítése minimális költségét adja, p1 a szénfajta
egyensúlyi ára, wk a k osztályozó pozitív, z1, pedig negatív járadékát jelöli.
(wk • z1c = 0). A (8) feltétel jobb oldalai ekkor a fogyasztó egységnyi energia
igénye kielégítésének költségeit (a különböző szénfajták esetén) mérik, a (9)
feltétel pedig azt biztosítja, hogy az egyes osztályozókhoz tartozó szénfajták
árai fedezzék a termelési költség és a járadék összegét. A járadék a kötelező
termelési feladat (invariábilis fogyasztók) miatt negatív is lehet.
A dualitási tételekből következik, hogy azokra az osztélyozókra vonatko

zóan, amelyeket az optimális program teljesen kihasznál, a járadék nem
negatív, az alsó és felső korlát között használt osztályozók járadéka pedig
zérus. Mivel pedig a (8) egyenlőtlenség csak az optimális program viszonylataira
vonatkozóan teljesül egyenlőség formájában, a p1 árakat valóban egyensúlyi
árnak tekinthetjük, ugyanis ilyen árak mellett a fogyasztók választásai nem
lesznek ellentétesek az optimális program döntéseivel. p1 értékeinek megha
tározásakor tehát nem csak az egyes szénfajták különbözeti járadékát kapjuk
meg, hanem a modell ,,elosztja" a termelési költségeit is az egyes szénfajták
között. Ha azonban a termelési költség valamilyen szétosztasáhól indulunk
ki - tehát meghatározunk olyan lc1 értékeket, hogy

J'k)_J 

1,' a1 lc1 = a; 
E5WvA5v- 

akkor a v1 = p1-k1 formulával különbözeti járadékhoz jutunk. Világos, hogy
n t 

LJ~ a;v1 = 1,' (w1, , z1J 
} 0ő S_5S 
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Ha az osztályozók termelési szintje rögzített, akkor {l)-(6) feladat általá
nosított szállítási, illetve a h;i = tif; feltevés esetén szállítási feladatként haté
kony módszerekkel oldható meg {[2]). Mivel a szénbányászatban a termelési
szerkezet nem változtatható meg máról holnapra, éves tervezés esetén az y 
értékeket rögzítettnek tekinthetjük, ekkor a modellnek csak elosztási kérdé
sekről kell döntenie. Hosszabb távon azonban - amikor a modell feladatának
tekintjük az optimális termelési szerkezet meghatározását is - ezek az
egyszerű modellek már nem használhatók, a modell méretei (mind a fogyasz
tók, mind a szénfajták száma többszáz, így a változók száma legalábbis több
tízezer) pedig nem teszik lehetővé a lineáris programozás általános megoldási
módszereinek használatát.
A következőkben egy speciális dekompozíciós eljárást ismertetünk (1)-(6) 

feladat megoldására, melynek alapgondolata lényegében a Benders-féle dekom
pozíciós elv [l], majd ennek az adott modellre történő alkalmazásával és a 
számítások eredményeivel foglalkozunk.
A leírás során ismertnek tételezzük fel a lineáris programozás elméletét,

és a szállítási feladattal kapcsolatos, ma már elfogadottnak tekinthető ter
minológiát.

2. A dekompozíciós eljárás 

Az {l)-(6) feltételekkel megfogalmazott feladat

(11) X, y ~ Ü

{12)

(13)

·(14)

A1x + A2y = a 

By= b 
ctx + c!y -+ min

formában írható.
Feltesszük, hogy

(J 5) Y = {y j By= h, y O} #- 0 és korlátos, és hogy

{lő) minden y E Y esetén létezik min {c:x j A1x = a -A2y, x >- 0} 
(Feladatunk esetén ezek a feltételek teljesülnek.)

Legyenek a P = {p* I p* A1 ~ e} konvex poliéder extremális csúcsai p1, p2, 
... , PL• extremális irányai q1, (b, ... , qN. Mint majd látható, ezek explicit
előállítására a (11)-(14) feladat megoldása során általában nincs szükség.

Legyen y E Y esetén c1 (y) = min { ctx I A1 x = a - A 2y, x :2: 0}. Minthogy
(16) szerint a min { ctx I A1x = a - A2y, x > O} feladatnak minden y E Y 
esetén van optimális megoldása, tehát fJ~(a - A2y):;;;;: 0 tetszőleges n-re és
y E Y-ra és így

c1(y) = max {p1(a - A2y)} = min {u I u > pi*(a - Ay); l = I, 2, ... , L}.
l 

A (11)-(14) feladat nyilván ekvivalens a

By= b} (17) · · c1(y) + c.!y _,. min
y >- 0 

1•
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feladattal, azaz a

u > pf (a - A2y)

By= b 
y:2::O

(18)
(l = l, ... 'L)l

u + c;y-+ min

feladattal.
Nyilvánvaló továbbá, hogy tetszőleges p~, p;, ... esetén a (18) feladatot a

(19) (i = 1, 2, ... )

feltételekkel kiegészítve is az előzővel ekvivalens feladathoz jutunk.
Legyen y1 E Y és legyen c(y1) = p<l)*(a - A2y). 
Ha már meghatároztuk y1, y2, ... , y1,-t és p(l>, p<2>, ... , p<kl-t, akkor oldjuk

meg a

(20) u + c;y ->- min.
u ~ p<k)*(a - A2y) 

By= b 
y :2: 0 

feladatot. Ha ennek u = pU<h(a - A2y) optimális megoldása, akkor oz
optimális megoldása nyilván a (17) ekvivalens föladatnak is, míg ellenkező
esetben az optimális megoldásból nyert Y1c+1-hez határozzuk meg p(l<+Il*-t
c(y1c+1) = p<1<+1J* (a - A2 Y1c+il alapján és folytassuk az eljárást. p(1c+1>*-t most
mint a min { c:tx / A1x = a - A2yH1, x :2:: O} föladat duálisának optimumát
kapjuk. Az eljárás nyilván módosítható oly módon, hogy minden lépésben
a (20) feltételeket további ji* E P-knok mogfelclőekkol bővítjük (lásd 19).

Az eljárás nylivánvalóan véges, hiszen az extremális p*-k száma is az.
Az így konstruált feladatok optimumértékei monoton nem csökkenő soro

zatot adnak, mindegyik érték alsó becslés az eredeti föladat optirnumára.
Ha egy (20) alakú feladat megoldása során a (17) ekvivalens feladat optimális

megoldásához jutunk, a (11)-(14) feladat optimális megoldása (x,0 y"), ahol
X1c optimális megoldása a min { crx I A1x = a - Á2Y10 X ~ O} feladatnak.
A (ll)-(14) feladat .

p*A1 ~ C1} p*a + •t*b-+ max
p*A2 + q*B > C2 

duálisának megoldása

(21)

p = t* p 

q = q* 

ahol P a szóbanforgó (20) alatti p-kből alkotott mátrix, (t*, c1*) pedig a (20)
feladat dué.lisának optimális megoldásai.
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3. A dekompozíciós eljárás alkalmazása 

Az eljárást a h;j = f;tj feltevés mellett az U;j = tixti változó bevezetésével
az alábbi átalakított feladaton mutatjuk be.

'Uij ~ 0 Yk > 0
n 
J; U;; = b;' 
j=I

(22)

m 
J; u11 < y1, a'i -- r1 i=l

m n t 
J; J; CÍJ U;j + J; Y1< d,, -'-'" min
i=l J=I k-i 

(aí, Vi, r1 és c;j) az eredeti feladat megfelelő értékeiböl Z, és lj felhasználásával
egyszerűen átszámított értékek.)
l. y-okat választunk úgy, hogy

(23)

Ez a feltétel biztosítja, hogy teljesüljön (16), a szállítási feladat megoldá
sára használt eljárás ugyanis ilyen esetekben mindig ad megoldást. Ugyan
akkor előfordulhat, hogy a kapott megoldás az eredeti feladatnak nem lesz
megoldása, (a szállitási feladat ugyanis tiltott helyekre is programozhat),
ezért szükség esetén további feltételekkel kell biztosítanunk, hogy a kapott
y-k mellett (16) teljesüljön. Így szükség esetén pl. előírhatjuk, hogy az egyes
szénminőségekből az összes termelés legyen nagyobb a csak az adott szén
minőséggel kielégíthető igények összegénél, stb.)

2. Meghatározzuk az

(24) 

J;u;j = bí 
j 

"' ; I I ..::., u- • <._ y1 a 1 - r. I l} ~ < J 

,.,. ,, , .
..::.,1~ C1·U··-'-'"IDln. ' . J I} 
l } 

feladat duálisának néhány megoldását.
Kezdetben esetleg célszerű az optimális duális megoldás helyett közelítő

megoldásokkal megelégedni, az eljárás így valószínűleg gyorsítható. Nagy
méretű szállítási föladat megoldása során ugyanis általános tapasztalat, hogy
a számítás első felében a célfüggvény gyorsan csökken, majd viszonylag hosszú
számítási idő után jut el az optimumig és ebben a szakaszban a célfüggvény
értéke már nem lesz lényegesen kisebb. A számítás során időnként kiíratott
aktuális célfüggvényérték vizsgálata alapján a feladat ismeretében meglehetős
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biztonsággal eldönthető, hogy várható-e még a célfüggvény lényeges csökken
tése. A szállítási feladat aktuális ,,potenciáljaiból" könnyen konstruálhatunk
lehetséges duális megoldásokat. Mi a következő módon jártunk el: legyenek
ui, illetve Vj az aktuális potenciálok.

a) v1 < 0 esetén a megfelelő v1 értéket O-ra emeljük,
b) ha ezután valamennyi cirre c;j > U; - vi 

teljesül, megoldásunk már lehetséges duális megoldás, ellenkező esetben
vagy U; értékét csökkentjük addig, míg c;1 = u,,. - vi teljesül, vagy vi értékét
növeljük ennek a feltételnek megfelelően.

Ily módon, ha k olyan C;J érték van, amelyre c;j < u; + v1, 21c számú duális
megoldáshoz juthatunk. Legegyszerűbb ezek közül azt a két megoldást meg
kapni, amelyekben valamennyi esetben urt csökkentjük, ill. vrt növeljük.
A duális célfüggvényérték alapján képet kaphatunk a közelítés mértékéről is.

3. Megoldjuk az

(25)

(26)

. ?J,,,:;;; 1

(27)

(28)
I 

'U + 2'' y,, d,,-+ min
le I

lineáris programozási feladatot.
Valamennyi duális megoldásból származtatunk egy (26) típusú feltételt.
4. Az eljárást a 2. ponttól folytatjuk, a (25)-(28) feladat eredményeként

kapott y értékekkel megoldva a (24) feladatot. Az eljárást mindaddig folytat
juk, míg (25)-(28) az előző lépésben adódott értékek esetén legsz optimális,
ekkor ezek az y-ok és (24) megoldása, szolgáltatják (22) optimális megoldását.

A (22) feladat duálisa a következő lesz:

(29)

(j = l, , n)
UC:= 1, , l)

(i = 1, , m)

U= 1, ,n)

(k= J, ,n)

m 11 I I 
J; u..b, + 2;'JJjVJ + J; s11z,, - 2''w1,->-max.
i-1 }-I l<=l l<=l

(29) megoldását (24) és (25)-(28) duálisának megoldásából származtathatjuk.
(24) duálisának u1, v1 megoldásai ugyanis kielégítik a v1 ~ 0, u,1 - vi~ c1i 
feltételeket, és ezek a VJ és u1 értékek szerepelnek (25)-(28) feltételeiben.

(25)-(28) duálisa a következő lesz:
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(30)

[r (24) figyelembe vett duális megoldásainak a száma)
j(kLJ r j(l)_!

t }; a1 +}; t1 J; a1 vi+ zk - wk::::: d" 
i=I'":', l=l i=I'":" 

(k = 1. ... , t)

Könnyen belátható, hogy a (30) megoldásából kapott

(31)
r 

PJ = J;t1V11+ y, 
1=!

·r 
U; = St1 U;1 + y, 

l=l 

w1,, z,, értékek (29) lehetséges megoldásai, és így (25)-(28) optimális megoldá
sához tartozó (30)-beli megoldásokból képzett (31) megoldások az optimális
duális megoldást adják.

Végül megjegyezzük, hogy mivel (24) duálisnak lehetséges megoldásai a
jobb oldaltól függetlenek, a jobb oldal (a szállítási feladat ,,peremei") változása
esetén a korábbi duális megoldásokat továbbra is felhasználhatjuk a (26)
típusú feltételek képzésénél.

4. A számítás eredményei 

Két föladatot oldottunk meg, (B és C modell), a feladatok paraméterei a
b vektor (fogyasztói igények) és a költségmátrix egyik oszlopa kivételével
azonosak voltak. I

Előzőleg megoldottunk egy feladatot, amelyben nem vettük figyelembe az
azonos osztályozóból kikerülő szénfajták közötti kötött arányokat (A modell),
tehát a (22) feladatban az

m 
J; u,i $. '!fk a1 - r1 feltétel

1=1

m 
l l tt "' / / /10 ye, - az ..::., iiii _:-::,, a 1 -r1 i=l

feltételt alkalmaztuk, és a termelési költségeket szétosztottuk az egyes szén
fajták között:

A modell egyéb feltételei azonban nem tértek el lényegesen a B modell fel
tételeitől. An modell megoldása során az induló y vektort az A modell árnyé
kárai ismeretében választottuk. Az A modell (u,, v1-) árnyékáraiból az
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1. sz. tábla

y vektorok ci B modell megoldása során 

Iteráció
Osztályozó

1 ó

1 1 1 I 1 
2 1 1 I 1
3 1 1 1 1
4 1 I I l 
5 I I l 1
6 1 1 1 1
7 1

I
1 I 1

8 1 I I I
9 1 1 1 l 

10 1 l I I
11 1 I I l
12 1 1 1 I
13 1 l 1 1 
14 1 l I l
15 I I l I
16 1 I I 1
17 l 1 0,952 l
18 0 l 0 0
19 1 I 0 1
20 0 l 0 0
21 1 1 l l
22 0 0 0 0
23 0,01 1 0,00035 1 
24 1 1 1 l
25 l 1 1 l
26 0 l 0 l
27 1 1 1 l
28 0 0 0 0
29 1 l 0,07 1
30 0 0 0 0
31 0,15 0,27 0,12 0,12
32 l l I l
33 l 1 l l
34 I I I I
35 I 1 1 l
36 0,01 1 0,006 0,006
37 I 0,047 0,947 0,947
38 l 1 1 I I
39 1 l l 1
40 I I 1 I I

41 I 1 1 1
42 1 1 1 1
43 1 1 I 1
44 I l l l 
45 1 1 1 l 
46 0 0 0 0.07
47 I l I I
48 1 l l 1
49

I
l I 1 1

50 I 1 1 I

1
I
1
1
1
1
1
1
1
l
l
I
1
1. 
1
1
I
0
I
0
l
0

0,40
1
I
l
l
0
1
0

0,12
I
1
1
I

0,006
0,947

1
1
1
1
1
1
1
l
1
1
1
1
1
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(i = I, , m)

(j=l, ,n)

(k=l, ... ,t)

formulákkal a B modell lehetséges duális megoldásaihoz jutunk. Az u, és Pi 
értékekkel megoldhatjuk a (26)-(28) feladatot és így az eljárást innen foly
tathatjuk. A gyakorlatban egyszerűbb módon jártunk el: a számított wk 
értékek nagysága alapján választottuk y-kat, úgy, hogy már az 5 legkisebb
pozitív wk esetén is Yk = 0 legyeri.

A továbbiakban az eljárást a leírásnak megfelelően folytattuk.
A B modell megoldása során hat iterációs lépést végeztünk. Az I. sz. táb

lában és az alábbiban összefoglaljuk a számítás főbb mutatóit.

_I
Termelési Szállítási Összes

A célfüggvény
Iteráció alsó korlátja

költség

l. 722 953 84 741 807 694 744 157
2 744 157 62 913 807 070 776 213
3 71 l 233 116 830 828 063 797 871
4 73G 906 66 510 802 416 799 009
5 7:38 461 62 777 801 238 800 948

Az eljárást itt befejeztük, bár a pontos optimumot nem értük el, de az
eltérés 0.1 %-nál kisebb, így a megoldás gyakorlatilag optimum. A következő
lépésre egyébként egyetlen y érték, a 23. osztályozóhoz tartozó 0.4 változott
volna 0,33-ra.

A fogyasztók és a szénfajták árnyékárai a 4. és az 5. lépés szállítási felada
tának súlyozott átlagai, a súlyok 0,511 ill. 0,489.

AC modell megoldása során lényegében a B modell optimális termelési szer
kezetével kezdtük az eljárást, egyedül a 23. osztályozó termelése tért el a
B modell-bcli értéktől. (A B. modellben az ötödik iterációban ugyanis ez az
érték 0,58 lett volna, ezt az értéket szakértői becslés alapján csökkentettük
0,4-re.) Hat iterációs lépést végeztünk, a legjobb eredményt az ötödik lépésben
kaptuk, az optimumtól való eltérés ismét 0,1 százalék alatt maradt.
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2. sz. tábla

y vektorok a C modell meqoldása során 

I
Iteráció

Osztályozó ---~l---~---~--
4
-~----

5
::~=1--_--

2 I
3
4
5
6
7
8
9

10 
11
12
13 
14
15
16
17
18
1D
20 
21 
22 
23
24
25
26
27
28
20 
30
31
32
33 
34
35
36
37 
38
39
40
41
42
43
H
45
46
47
48 
49
so

l
1.
1
1
I
l
l
l
l
1
l
l
l
I
1
1
1
I)
l
0
l
0

0,58
l
l
l
l
0
l
0

0,12 
l
1
l
l

0,006
0,947

1
1
1
I
l
l
l
l
1
l

l
1
l
l
l
I
l
l
l
l
l
l
1
1
l
1
1
0
l
0
1
0

0,0003G
l
l
l
l
0
l
1
l
I
l
J

0,15
0,006
0,947

L
I.
I
l
l

1
1
l
1
l
1
l
1
1
1
l
l
l
]
I
l
I
0
I
n
l
0

0,00035
1
I
l
l
0

0,5 l
1
l
l

0,006
0,947

I
l
l
1
l
l

1
l
I.
1
l 
l 
1 
1 
1
1
1
l
l 
l
1
l
l
0
l 
0
l
0

0,0003:,
l 
l 
I
l
0
1
l
l 

0,613
I
l 

0,M
0,000G
0,!)47

J
J
l
l
l
l
J
I
l 
1 
l
l
l

I
1
l
1
J
1
1
l
1
1
I
l
l
1
l
l
1
0
1
0
l
0

0,00035
l
l
I
I
0
l

0,3.5,~
l

0,8
l
l

0,78
0,00G
0,947

1
1
I.
I
l
1
1
l

1
1
1
l
1
1
1
l
1
l
1
1
l
l
1
l
l
0
l
0
1
0

0,000%
l
1
l
l
0

0,262
l

0,896
l
1

0,612
0,006
0,947

l
I
1
I
I

l
1
l
.I
1
l
l
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A 2. számú es az alábbi táblázatban, a B modellhez hasonlóan, össze
foglaljuk a C modell számítási eredményeit.

Termelési Szállítási Összes A célfüggvényIteráció alsó korlátja
költség

l 739 932 66 664 806 056 804 687
2 742 944 63 928 806 872 804 779 ·
3 732 728 63 151 805 879 804 924
4 741 937 63 647 805 584 804 924
5 741 418 63 716 805 134 804 951
6 740 968 64 328 805--296

Látható, hogy valamennyi iterációs lépés az optimumhoz közeli értéket
adott, ugyanakkor a célfüggvény alsó korlátja csak lassan nőtt. Mindkét
jelenség ellentmond a B modell megoldása során szerzett tapasztalatok
nak, ugyanakkor a kellő pontosság eléréséhez szükséges iterációk száma mind
két esetben lényegében azonos volt.

A C modell esetében a fogyasztók és a szénfajták árnyékárai az 1., 2. a 4.
és 5. lépés szállítási feladatának súlyozott átlagai, a súlyok rendre 0. 760,
0.005, 0.113, 0.122.
(Beérkezett: 1970. I. 5.) 

rn,ODALOM

[l] BENDEllS J. F.: ,,Partitioning procedures for Solving Mixed-Variables Programming
Problems'.', Num. Math., 4. (1962).

[2] KOVÁCS A.: Az éves azénelosztás optimalizálása. Információ Elektronika, 1967/3. Sz.

DRCOMJ>OSI'I'ION METHOD FOR THE OPTIMI7,ATION OF COAL lVITNING AND
DISTRIBUTION

The purprnfü of tho model is to determine a production and transport program to
satisfy a fixed demand of coal consumers with minimum cost. The solution of the
dual problem enables to work out prices for each coal type, such that the consumers
choice based on their own economic interest will not be contradictory to tho optimum
program.

The model is a linear programing problem

x, y 2, O
A1x + A2y-= ,1

By= b 
cí I + c2 y - min

chaructcrized by tho fact that the number of variables x (delivery directions) is a multiple
of that of variables y (production Jovel o[ coal breakers).

This study presents a decomposition method for the solution of the problem and deals
with its application to the model. The idea underlying the decomposition method is the
Benders decomposition principle and in the case of the model under discussi.on,the
procedure consists in solving a series of transport problems where the constant terms of
the constraints come from the solution of a small-size linear program.

Some results of the actual calculation are also presented.
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.[IE l-{ OM TT03IB...\ 110HHhlfl METO.[I PEW EHl1 51 M O.[IEJl l1 onTl1MAJlvl3ALl l1 11
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KOVÁCS ÁLMOS -STAHL JÁNOS

Llensio MOJJ:em1 51BJl5JeTC5l onpenerieane nporpawau npOH3BO/~CTBa H rpaacnopra, no xoropott
e MHHHMaJJbHOH 3aTpaTOH YJJ:OBJJeTBOp5110TC51 ycTaHOBJJCHHb!e noTpe6HOCTH norpeönrenett yrJl5).
Peurenne JJ:BOHCTCBHOH 3aJJ:a'IH Il03B0JJ5JCT ycTaHOBHTb rarore ljCHbl Ha OTJJ:eJJbHb!C BHJJ:bl yrns, npa
KOTOpblX Bh!60pb1 norpeüarenea, OCHOBaHbl Ha HX 31(0HOMH'leCKHX HHTepecax, He öynyr npo
THBOilOJJO)!{HblMH C perneHH5)MH 0IlTHM3JlbHOií nporpaMMhl.

MOJJ:CJJb

x, y 2 0
A1 x = A% y = a 
By= h 
cí x + c2 y -+ min

5JBJJYICTC51 3aJJ:a'!eit JJHHeÜHOT'O nporpaewnpouauasr, P,JJ5l l(OTOpoi-i xapaicrepno, '!TO 11HCJJO nepe
MeHHblX x (aanpaaneinrn rpaucnopra) BO MHOro pas 60JJbWC 'IHCJ!a nepexreumax y (yposan
npOH3BOACTBa cenaparopoa).

B CTaTbC H3JJaraeTC51 JJ:Cl<OMil03HljHOHHblH MeTOA AJJ51 peurernra 3TOtÍ 3a11a1m, nanee 3aHHMa
eTC51 npHMCHCHHCM 3TOro MCTOJJ:a I( MO/\CJJH. ÜCHOBHblM 3aMbJCJIOM JICl(OMil03HljHOHHOro MCTOAa
51BJl51CTCíl ACKOMil03HljHOHHblH npmruan Beunepca H 11 cnysae aanoraewoü MOJJ:eJJH MCTOJJ: co
CTOHT 113 pemeunn cepaa rpaucnoprnsrx 33JJ:a1r, l'JJ:C orpa~m•ICHH51 AJIJI rpancnoprnsrx 3aJJ:a'I
A3IOTC51 B pernemrn HC60JlblllOi-i 33/l:311H JIHHCHHOrO rrporpasompoaaans.

l13JJal'3IOTC5l TatOl(C nercoropue peaynsrarsr xoincpernoro pacsera.



BRÓDY ANDRÁS

Átlagos késleltetés a gazdaságban
Megjegyzés W. Leontief tanulmányához

W. Leontief tanulmányában1 fontos módszert dolgozott ki az adott végső
fogyasztáshoz szükséges elsődleges ráfordítások teljes idősorának kiszámítá
sára. E módszer segítségével megválaszolhatjuk azt a kérdést is: átlagosan
mennyivel korábban kellett e ráfordításokat eszközölni, mielőtt a kívánt
hatást, a kibocsátást, kiválthatták volna. A ráfordítások bizonyos hányada
ugyanabban az évben szükséges, amikor a kibocsátás is megtörténik, másik
része egy évvel, harmadik része két évvel, három évvel stb. korábban. Ha
e hányadok ismeretesek, akkor - súlyozott átlagként - kiszámíthatjuk azt,
hogy átlagosan hány évvel előzi meg a ráfordítás a kibocsátást. Így például
válaszolhatunk arra, hogy a ma exportált termék átlagosan hány évvel ezelőtt
importált termékből készült, vagy hogy a ma fogyasztott létfenntartási cik
keket átlagosan hány évvel korábbi munkával termeltük meg s.i.t.
Nem más ez, mint a népgazdaságon belüli anyagcsere, termékáramlás átlagos
átfutási idejének, a ráfordítások és a kibocsátás közti átlagos késleltetési
időnek a kiszámítása. S valóban az említett tanulmányban szereplő (4) inverz
alapján ez az érték meghatározható, ha az inverz általános oszlopának segít
ségével megfelelő módon súlyozott átlagot számítunk.

Az egyes években ráfordítandó mennyiség az idézett (4) képlet alapján táb
lázatba foglalva:

Ráíordítundó
mennyiség

Q-1
RG-1 
mo-: 

_I 
! 

A. kibocsátást 
megelőzve

0 évvel
1 évvel
2 évvel

n évvel

Itt G = I - A +Bés R = o-1B, ahol A a folyó ráfordítás, Ba tőkelekötés
mátrixa,

1 A dinamikus inverz. iS½igma., 1969. 4.. sz.
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Feltéve, hogy a táblázatban szereplő sor konvergens,2 az összes ráfordítás
is és az egyes évek megfelelő ráfordításaival szorzott (súlyozott) átfutás kép
lete is kijelölhető, sőt - némi közbenső számítás árán - igen egyszerű alakot
ölt. 

I. Az összes ráfordítás, Q, a táblázatban szereplő ráfordítások egyszerű
összege:

(1) Q = (1 + R + R2 + ... + R" + ... ) a-1 = (1 - H,)-lQ-l =
= [G(l - R)J-t = {(l - Á + B)[l - (l -A+ B)-1BJ}-1= (1 -A)-1=Q 
vagyis egyenlő a nyílt statikus Leontief-inverz értékével. Ez tisztán közgaz
dasági megfontolásokból is nyilvánvaló, hiszen a dinamikus inverz lényegében
nem más, mint a statikus inverz időbeli dezaggregációja.

2. A ráfordításokkal szorzott átfutási idők összege:

I= (R + 2R2 + .. : + nRn + ... )Q-1 = R(l - R)-2Q-1. 

A fenti összegképlet a hasonló skaláris sor összegképletének matrix-változata.
Figyelembe véve azt, hogy (]) alapján (1 - RJ-1Q-1 = Q kapjuk, hogy

I= R(l- R)-1Q = (1 - A+ B)-1B[l - (1 - A+ B)-1BJ-1Q. 

Mindenünnen kiemelve (1 - A)-1 = Q értékét, végülis

(2) I= (l + QB)-1QB[l - (1 + QB)-1QBJ-1Q = QBQ 

ahol figyelembe vettük, hogy a QB matrix felcserélhető racionális függvényé
nek (1 + QB)-1-nek matrixával.

Ennek alapján az átlagos átfutási időket a I és az Q matrixok megfelelő
elemeinek hányadosaként kapjuk, az i. szektorból a k. szektorba való átlagos
átmenet idejét, R11, értékét tehát a

(3) 

hányados adja, ahol Q1• az inverz i.-edik sora, Q.1, pedig k.-adik oszlopa .

• 
Ugyanennek a (3) képletnek a felépítését egy - látszólag eltérő - szem

léletnek alapján is elvégezhetjük.
Ismeretes, hogy a B tőkclokötési matrix bn, elemei felfoghatók úgy is,

mint az A folyó ráfordítási matrix a//, elemeinek és a t11, megtérülési időnek
szorzatai:

(4) 

Kézenfekvő mármost, hogy e megtérülési idők összegezésével kíséreljük meg
kiszámítani az átlagos lekötési időt, amelyet akkor szenved cl a termék, amikor

2 Lcontief csak azt bizonyítja, hogy az időegység mcgváltoz.tatúsával a sor mindig
konvergenssé tehető. Számításai, valamint az azóta megjelent magyar számítás is (l<SH:
Kísérlet a,z első magyar dinamikus AKM ösezcátlításé.ra, Bp. 1969.) konvergensek voltak.
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az i. szektorból a k. szektorba áramlik át - részben közvetlenül, részben
pedig közvetve, több (1, 2, ... , n, ... ) más szektor közvetítésével.

Közvetlenül csak a;k mennyiség áramlik át, s ez persze megtörténik ta< idő
alatt. Az a;1; mennyiséggel súlyozott idő itt tehát a;1c t;,0 s ez megegyezik a B 
matrix elemeivel. Hátra van azonban a több vertikumon keresztül áramló
termékek időszükséglete, amelyeket természetesen ismét a megfelelő mennyi
ségekkel beszorozva kell figyelembe venni.

Ha az egy közvetítő szektoron keresztül történő átáramlásokat vesszük
n 

figyelembe, akkor ezek mennyiségét a J; a;1ah nagyság adja meg - az A2 

}=I 
matrix i.-edik sorában és k.-adik oszlopában álló elem. Azonban ezeknek az
áramlatoknak az időszükséglete már két részből összegeződik: míg eljut k-ből
.f-be, azaz t;1, majd míg átjut j-ből k-ba, azaz tp" A súlyozott időszükséglet
tehát

n n n 
,J; aiJaJ!, (tii+ tJI<) -_J;' aiJt;Jaik + . .J: a;1ajktjk = (BA);k + (AB)ik• 
}=I J=I J=I

ahol az utóbbi jelölésnél már figyelembe vettük a ( 4) képlet adta összefüggést.
Ugyanígy a két közvetítő szektoron történő átáramlás mennyisége

Az időszükséglet itt három részből tevődik össze: a tiJ + tJ1 + t1k időkből.
Az összidőszükséglet ez esetben, megfelelően súlyozva

n n n n 
,J; ,J;a/Jai1a11<(t/J+tj1+t1k)=,J; ,J; aiJtiJajla1k+ 
l=l }=1 1=1 j=l

n n n n + ,J; ,J; a/Ja11t11a1k + ,J; ,J;a;Ja11a11<t11, = (BA2);1c + (AB.A);1, + (A2B)0,.
1=1 /=I l=l l=) 

Folytathatnánk a gondolatot három, négy, ... , n ·s. i. t. szektoron keresztül
követve az, egyre növekvő időszükségletet s az egyre csökkenő mennyiségi
súlyokat. Ugy vélem azonban a képzési szabály már világos. S ha megfelelő
formában írjuk fel a QBQ = (1- A)-1B(l - A)-1 kifejezés hatványsorát,
szabatosan megkapjuk az egymás után álló oszlopokban a fenti 1, 2, három
és n. lépcsős átmenetek súlyozott időszükségletét. QBQ ugyanis így írható fel:

B +BA+ BA2 + BA3 + + BA11
-
1 + BA" + 

AB+ ABA + ABA2 + + ABA11-2 + ABA11-1 + . 
A2B + A2BA + + A2BA11-3 + A2BA11-2 + . 

A3B + + A3BA11
-4 + A3BA11-3 + . 

A11-2BA + A11-2BA2 + . 
An-in + An-IBA + . 

A11B + . 
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Itt az első három oszlop sorra a közvetlen, egylépcsős, kétlépcsős átmenet
súlyozott időszükségletét adja az előbb számítottal egybehangzóan . Feltün
tettük még a három lépcsős, n - 1 lépcsős és n lépcsős átmeneteket is. E szer
kesztési módból világos, hogy az összes súlyozott időszükségletet a QBQ 
matrix elemei adják meg, a súlyok összegét, az összes átáramló mennyiséget
pedig a Q matrix, a teljes ráfordítási matrix elemei. Az átlagos átfutási idő tehát
e két matrix megfelelő helyen álló elemeinek hányadosa, mint ahogy azt már
a dinamikus inverz képleteiből is azonosan levezettük.

Megjegyzendő azonban, hogy a második levezetés nem kívánt meg újabb
feltételezést a benne szereplő sor konvergenciájával kapcsolatban. A
Q = (1 - A)-1 = 1 + A + A2 + ... A" + ... sor konvergenciája és pozitív
volta régóta bizonyított, ebből közvetlen folyik QBQ véges pozitív volta.
Érdekes az is, hogy két eléggé eltérő szemlélet - a B matrixnak a megtérülési
idők alapján történő, lényegében a marxi elméletre visszanyúló s először
0. Lange-nál megtalálható értelmezése egyrészt, másrészt W. Leontief növe
kedési differenciaegyenlete, amely ugyanezt a, matrixot csak a bővítés tőke
lekötési szükségleteként értelmezi - szabatosan azonos eredményre vezet.

*

Néhány befejező szó helyénvaló az átlagos átfutási idők, a népgazdaság e
strukturális késleltetési idői, a nyugati irodalom rnűszavával ,,lag"-jai konkrét
nagyságrendjét illetően.

Ha zárt modellel dolgozunk (ahol tehát a munkaerő, ktilkcreekedelem,
amortizáció, állami szektor stb. is szerepel a:7, A és így a Q és .B ma.trixokban),
meglehetősen nagy átfutási időket fogunk kapni . .Áthgosan - mivel a (3)
képletnek megfelelően számolunk - a QB matrix legnagyobb pozitív saját
értékének megfelelő számot kapunk: ennyi óv az átlagos késés. Mivel e saját
érték az átlagos növekedési ráta (átlagprofitráta) rcoiprokra, ezért pl. az évi 
5-6%-kal növekvő Maayarorsaág esetében átlagosan 16-20 éves késleltoté
sekre készülhetünk fol. Példaképpen álljon itt az 106 l. évi adatokból számított
5 szektoros modell késleltetési éveinek száma:3 

Ipar
Mezőgazdaság
Egyéb
Külkereskedelem
Munkaerő

. Ítl,.1,:10.s átfutrísi »is 

Mo·,ő- J,:gy61J Kill koros-

I 
!Ví11nko.eró Lpar ga.id1\SfLg kednlem 

14 2:i 29 18 24- 
18 6 27 18 20 
17 18 ü 18 19
19 24 32 7 27 
21 20 213 22 17 

8 Az ulapadatokére Horváth Józ.9efnek, Madaráez Aladárnak: és Spitzer Györgynek kell
köszönetet mondani, a számítás Székely Béla és Spitzer Györqy munkája. Felesleges emlí
teni. h()gy mivel lénvegében kísérleti számítás történt, felelősséget csak a módszerért és
nagyságren-Iekérf vállalhatunk, nem az - egyelőre igen durvának érzett - konkrét
számadatokért.
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Valószínűleg az erős aggregáció következménye, hogy az adatok szórása
igen csekély. Figyelemreméltó és elgondolkoztató azonban, hogy milyen hosz
szúak az átfutási idők: a népgazdaság hatásmechanizmusa sokkalta lassúbb,
mint azt véltük, vagy hinni szeretnénk. Átlagosan is 20 évnyi kihatása van
minden gazdasági cselekedetünknek, amikor terveink egyelőre csak az 1-5
éves távot fogják át, s azt sem mindig kielégítően

Persze, ha a modell nem zárt - ha tehát a számított adatok nem ölelik fel
a munkaerő szektorában elszenvedett igen jelentős késleltetéseket - akkor jó
val rövidebbek az átlagos átfutási idők. Utóbbi rövidebb tartamok közelebb
állanak a közgazdászok hagyományos és szokásos nagyságrendi becsléseihez.
Az átlagos átfutási idő azonban még így - csonlútottan számbavéve - sem
mondható rövidnek. Mivel az ismert nyílt, statikus Q Leontief-inverzek osz
lopösszegei 2 körül mozognak, s a tőke/termelés hányados, azaz a B matrix
átlagos oszlopösszege 3 körüli, ezért az átlagos késleltetés mintegy 2x3 = 6 év
lesz. Azoknak a tervezési és elemzési feladatoknak tehát, amelyek eltekinte
nek a munkaerő (és a külkereskedelem) szektorában keletkező visszahatások
tól, s csupán a szorosan vett termelés területén elszenvedett késleltetéseket
veszik számba, a 16 -20 éves átfutási idő helyett 3-7 éves késleltetésekkel
kell számolniuk. A számítás teljesen azonos képletek segítségével történik,
csak a B és Q (illetőleg A) matrixok által felölelt szféra lesz kisebb, kevésbé
,,zárt" és teljes.

( Beérkezett: 1970. Ill. 18.) 

AVlfüAC:1~ LAU IN THI~ .ECONOMY

The average lag can bo calculated from the dynamic Leontief inverse, as the weighted
moan value of the eornponenta in an (inCini.te) column of the inverse. So we have the

value (QB Q)i/, , whore Q is t.lic Lcontief inverse urul I:J is the investment matrix.
Qik . 

The same v11lt10 can bo calculated otherwise, too, starting with the bu, = l;knik reprnsen
tution of B, where a;k is an en trv of tho technology matrix and /,ii, its turnover time.
This approach avoids a eonvi,rgn11c:c' condit.ion wh icl: was n.-ccssa.rv when using the
dynamic inverse.

CPE.QHEt:: 3AnA.Q6/BAI--H1E 13 3l{OHOMl,1~{E 

Cpe,t\HCC BpCM5l 3alla3,[1,b!Béll-lH5l M0)l<H0 BbI'111CJIHTb 110 /lHl·lélMH4eC1(0H o6paTH0H MJTpHl.(C 
Jlconrseua. !{31( B:3BCIUCJ-1Ha5l cpe,L1,11a5151 3JlCMCHT0B 0/l,H0f'O (6C3KOHC4HOro) CT0n6J1a o6paTH0H 

1,amrraJlbHblX BJl0)l(CHHit 
TO)l(C CaMy10 BCJll,l'IMHY M0)l(H0 no.ny-urn, APYl'MM OY'feM, HCX0A5l H::1 npC,[!,CTaBJlCHHH MaTpHl.(bl 

u Bll,[1,C b;k = lu/Ji/o rAC aik - 3JlCMCHT TCXHl14CCK0Í-Í MaTpHL\b!, M t; k - C00TBCTCTBYIOlQHC 
cpoior OJ<ynaCM0CTH. np11 TaK0M np116Jlll)l(CHHH, MO)l(H0 nponycnm, 0,[l,H0 YCJI0BHC CX0,[l,HM0CTH, 
K0T0poe 6b[Jl0 HC06XO/l11MOC npu HCnocpC,Ll,CTBCHH0i':í HC00Jlb30BaHHH AHHaMWICCl(0M o6paTHOH 
MaT pausr. 

2 Szigma 



KÉRI GERZSON

Módosított ,,stepping-stone'" algoritmus 
a szállítási probléma megoldására 

1. r 4Ő4z 4?é P g szállítáei probléma egyik megoldási módjául szolgál a
,,8tepping-stono" algoritmus, vagy más elnevezéssel disztribuciós eljárás.
Ez lényegében a lineáris programozás szimplex módszere, de nagymértékben
kihasználja a szállítási probléma sajátos szerkezetében rejlő egyszerűsítési
lehetőségeket. (Az utóbbi tény indokolja a külön elnevezést.) A ,,stepping
stone" algoritmus szokásos tárgyalásmódja a módszer kézi számolás esetén
előnyös leírását tartalmazza. Dolgozatom célja kettős: egyrészt a ,,stepping
stone" módszernél alkalmazható további egyszerűsítésre kívánom felhívni a
figyelmet, másrészt olyan irányban szándékozom kidolgozni az algoritmust,
amely a szállítási táblától elszakadva. kézi számolás helyett a gépi megoldás
szempontjait helyezi előtérbe. Ezenkívül kidolgozott példával illusztrálom
a módosított ,,stepping-stone" módszer mindkét (kézi, ill. gépi megoldásra
szánt változatát.

A fonti szakaszban említott egyszerűsítésre az a felismerés vezetett, hogy
a ó/J = zi i ö 1;1i számok minden báziscsere alkalmával ügy transzformálód
nak, hogy bizonyos sorokhoz hozzáadódik, egyúttal bizonyos oszlopokból
levonódik l1gyanaz a szám, mégpedig a bázisba bevonandó cellához tartozó
s, szám.

2. í 4Áö Áé P4& é a \ 4?q0q2q2« k A szri.llítási probléma, matematikai megfogid-
mazásban:

ITI I! 

min 1,' 1,' c,1 x/J 
ésH üsH 

(1) 
I/

)ó~, ;öqkölki Fl 
f=I 

] 
u- ·ik · l· = 8k·h 

k H 

(i = I, 2, . . , 1n) 

(j=l,2, ... ~OJ 

x · i > 0 (i = 1, 2, . , m; h = 1, 2, ... , 01 

A szállítási tábla, rn · n téglalap alakban elrendezett cellából áll. Az (i,j) 
cellához hozzá d@O rendelve a ?·· célfüggvényegyüttható és @ szállítási prob
léma máte-ixának

oszlopvek tora.

2*
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Cellagráf: Az m · n cella halmazának tetszőleges részhalmazát kiválasztjuk.
Ezek a cellagráf pontjai. E részhalmaz két celláját akkor és csak akkor kötjük
össze éllel, ha vagy egy sorban vagy egy oszlopban vannak. Az egy sorban levő
cellákat összekötő éleket vízszintes, az egy oszlopban levő cellákat összekötő
éleket függőleges vonalaknak képzeljük el.

Egyszer'ÍÍ út: olyan cellagráf, amely merőlegesen csatlakozó élekből és ezek
végpontjaiból áll, továhbá minden sorból és minden oszlopból legfeljebb két
cellát tartalmaz.

Egyszeríi Iiurok: olyan egyszerű út, amelynek kezelő és végpontja azonos,
kezdő és végéle pedig merőleges egymásra (fg,v lényegtelen, hogv melyik
cellát tekintjük kezdő és egyúttal végpontnak.)

1:i:gy cellagráf összefüggő, ha az m · n-e8 tábla minden sorában és minden
oszlopában van hozzá tartozó cella, és a cellagráf bárrnclv ©ó N cellája, össze
köthető egyszerű ú ttal.

Egy cellagráf fa, ha hurokrnontes é8 öss:wfogg<'.5
3. A szimplex módszer alkalmazása. larnert.nck tekintj ük @ következő fon

tosabb eredményeket:
A szállítási probléma mátrixának bizonyos cxu osz lopvoktorai akkor és csak

akkor alkotnak bázist, lm a megfelelő (i,y'} cellák a szállítási táblában olyan
cellagráfot alkotnak, amely /@) Így egy ccllarcndszcrt báeiecellarendezernek
nevezi.ink, ha @ cellagráfja /@) 

Ha egy báz.iscellarendszert kibővíbünk egy további oclláva.l, akkor a kibő
vített cellarendszer gráfjf1 tarta.lrnaz egy és csak egy hurkot. T~z a hurok
egyszerű és áthalad az újonnan bevont cellán.

A szimplex módszer alkalmazása során adot.t l>áziscellnrundszer .osotéu min
den (i, y') cellához hozzárendelünk cgv

O;j -- Z;; (;ij 

számot a következő módon: Ha (i,y') báeiscclta, akkor bu= 0. BgyéukénL
tekintsük azt az egyszerű hurkot, amely áthalad az (i,y') cellán és rajta kívül
csak báziscellákon halad át. Legyenek e burok pontjai sorrendben

' óJ (i,j} = (i1,_j1), (i1,.f~), (ii,_j2), (Í2,J°~}, · , (i1<-1,.f1rJ, (Í1n.f11) - (i,y').

Ekkor

' t J H ' _ ik-1 , }k 

Ha most az aciot t bázisccllarondszerbő] elhn.~yj11k ,1:;,;

(i1,_j2), ('Íi,fJ, · · ·, Ci1r-1>,71<)
cellák valarnelyikéL,k mondjuk az ('i,,.J,-+kJ cellát, és bevonjuk helyette az
(i,j} cellát, akkor újabb báaisrcndszerbce jutunk. A stopping-stone algoritmus
során mindig ilyen báziecsorékot végzünk A báz isba bevonandó cella tetsző
leges olyan (i, j) cella lehet, amelyre a rnogfcloléí ö,.; szám aktuális értéke pozi
tív. Ha öii:;:: 0 minden (i, _j) párra, akkor az op Li mái is mogoldftsnól vagyunk.
A báziából kilépő cella (i,, J°r+i.l koordinátáit az

' f J . min
} -~Bü~)knk n kj R-_á-H$ nk X;,_ i, H~ 

k Itt csak @K (i, .i) cellától @ hozzá tartozó hurok kOMkkNó O pál'atlan t.1volságn.1, lcvéí
báziscellák jöhct11ok szóba, 1.nhát. ,.1 (2) alat.ti c,(,Jlúk ki,ziil 1nindf'n má.Rodik Rzm·opPl.
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kritérium jelöli ki, ahol x~r az (a, /3) báziscellához tartozó bázisváltozó aktuális
értéke. A bázisváltozók a báziscsere után a következő értékeket veszik fel:

I

Xi,. Js+1 = Xi,,Ja+1 - Xir,Ír-1-1 

' ( J 

(s=l,2, ,r-J,r+l, ... ,k-1, 

'R = 2, 3, , k -- I),

és x~p = :r,p minden más (a, /3) báziscellára.
f ) A Ö;J számok megadása duál változók segítségével. Tekintsük az

'3J u,+vp=C,p

egyenleteket minden olyan (a, /3) párra, amelyre (ex, /3) báziscella. Legyenek az
U;, vJ számok (i = 1, 2, ... , rn; j = l, 2, ... , n) a (6) rendszer egy tetszőle
ges megoldása.

Ismeretes, hogy ekkor

' : J 

( ) A öiJ számok transzformációja a báziscserék során. Legyen H egy bázis
cellarendszer. Tekintsük a H-hoz tartozó u;, vJ, Ö;J számokat, és legyen u;, v1, o;i
ezek új értéke a 3. szakaszban leírt báziscsere után, másszóval a H' bázis
cellarendszerben, amely abban különbözik H-tól, hogy az ( i,, J,+1) cella
helyett az (i1, j1) cellát tartalmazza.

Definíáljuk a bizonyos sor-, ill. oszlopindexekből álló C és D halmazokat
I.L következőképpen: .

ct) Ha az i,-edik sorban H csak az ( i,, j,+1), azaz H' csak az ( i1, j1) bázis
cellát tartalmazza (r = 1 szükségszerűen), akkor legyen C = { i,}, D = 0 _

b) Ha a u~11-edik oszlopban H csak az 'éOu~1kJ báziscellát tartalmazza,
akkor legyen C = {I, 2, .. , m}, D = {l, 2, ... ~u~11 - 1, u~1k 1 1, ... , n}.

e) Ha az ('i,. u~11l cella sorában is, oszlopában is van további báziscella,
akkor tekintsük azt a csak H celláiból álJó maximális összefüggő H1 cella
gráfot, amely az (inj,) ceJlát tartalmazza, de az (i,,J,+1) cellát nem. Legyen
most C és D @ 111 halmaz két vetülethalmaza, azaz

e= { i : (i,j) + Hl valamely j-re },

D = {j: (i,j) + H1 valamely i-re}.

Bebizonyítjuk, hogy az

'4J 

/ { u,u,=
U1 

ha iEC
ha i 4 C, 

számok az

' XJ 

rendszer egy megoldását alkotják.

ha jED
ha j~D

(a, /3) +9 , 
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A bizonyítás az a) esetben nagyon egyszerű. (i,j) E J-1 O H' esetén ugyanis
i "F in tehát i 1 0, j ~ D, így '4J és '3J miatt ,Né,-1 v1 = u1 + v1 = c11, az
új (i1,J1) báziscellára pedig il = i, E e, i. ~ D, tehát (8) és (7) miatt it;l +
+ v)! = 'W-Q n oÍt,/l) +VJ,= cit,i,.
A b) eset bizonyítása analóg. Végül ,~ e) esetben ('i,j) + H O H' típusú

új bázisceJlákm (i,j) + 9 1 esetén i +6 ésj +7 ~ így ' 4J és ' 3J miatt u; 1 v1 == (u1 - Ö;,,Jt) 1 (v; 1 Ö1iJJ = u1 1 v1 = cu, (i,j) ~ 111 esetén viszont a H1 
gráf maximál-tulajdonsága miatt az (i, j) cellának sem a sorában, sem az osz
lopában nem lehet 1-l,-hcz tartozó cella, így i 1 0, j E D, továbbá ismét
(8) és (6) miatt u; 1 v; s u, 1 v1 s c11. Belátandó még, hogy u;, 1 VÍt s 
= cit,Jt' Mivel az (i1,jJ cellát Il , tartalmazza, il E 0. Másrésztj1 ~ D Tegyük
fol ugyanis ennek ellenkezőjét, vagyiR azt, hogy j1 + D. ]Ekkor azt a követ
keztetést vonhatjuk le, hogy az il-edik sorban is, a }1-edfü oszlopban is van
/11-hez tartozó báziscclla, (ik,jkJ 4 J-/k rniatt ezek egymástól különbözőok.
Ill összefüggő volta miatt összcköthotök egy csak Hl cclláin áthaladó úttal.
Vegyük hozzá ehhez az úthoz az (i1, }kJ cellát. Ekkor olyan hurokhoz jutunk,
amely az (i1~ü1) cellán k ivü l csak JJ-beli báziscoliáka.t tarta.lmaz, dc az (i,,Jr+1) 
cellát nem tartalmazza. Ez ellentmond az (i1,jl) cellán és ezenkívül csak
báziscellákon áthaladó hurok egyértelműségének Következésképpen )1 4 D,
továbbá '4J éH ' : J miatt u;l + ví, = (u1, - Öii,J) + vit = c1N~\ 

Beláttuk, hogy '4J tekinthető az u;, VJ duál változók transzformációs for-
11111 Iáinak. következésképpen a ö,1 számok transzformációját -k~ 

r\1 Ö;J l1cL i + O és ) + n, 
vagy i4 O l'S )4D,

' kaJ r\1 Ö;i ö ' /é@ i + O (\S j 4 /J,l H~ Jk 

ö;I Ö;J nnü <\,,, \ @ i 4 o '  á j + f)

formulák adják meg
Végül a7. olvasóra \ @GYMe annak @ bizonyíiáHát, QéWGY @ U, U halmazok

az a), b), e) esetek bármolyikéb •n clkészithctők ,L következő algoritmikus
úton: Jelöljük meg először az ik-cdik sort és az ik-edik sorban levő (i,., )r-1-1)-től
különböző báziscellák oszlopait. Az általános lépés során jelöljük meg a köz
vetlenül clözőleg megjelölt oszlopokban levő l>áziHcellák sorai köz ül azokat,
amelyek még jelöletlenek, majd a most rnogjeJölL sorokban levő (in),-1-k)-től
különböző házisceJlák oszlopai közül azokat, amelyek még jelöletlenek. Az
eljárás véget ér, hu már nem tudunk ily módon újabb sort vagy újabb 087.IOJlOt
megjelölni A végeredményben rncgjcliilL sorok, ill. oszlopok indexei fogják
alkotni a O ill D halrriazN) 

6. induló bázi« keresése. A szokáHn8 módszernek ogy o QY an változu.tát alkal
mazom, amelynél a báziHccllálrnt úgy dá )Q@RK tjuk meg, hogy ,L hozzájuk tar
tozó c;1 értékek lehetőleg kicsik legyenek. Az 111, v1 duál változók és a Ö;; szá
mok kezdeti értékének moghatározűsa nz induló bázis cclláim~k és a bázis
változók értékének megadásával szimultán történik.

7. Az algoritmus. Újabh vagy az eddigiektől eltérő joliilésok: a bázisccllák
regisztrálása az A1, B1 halmazok srgítségévcl történik, ahol

A1 s {.j: (-i,j) báziscclla} (i s 1, 2, .. , m) 

éH Bi= {i: (i,j) báziscella} (.j = I, 2,. , n)
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A bázisba bevonandó cella koordinátáit (r, s), a hozzátartozó hurok pontjait

(r, s)= (a:1, /J11), (a:1, /31), (0:2, /31), (a:2, /Jz), · · ., (a:11, /311)

fogja jelölni; (a:10, /310) a bázisból kilépő cella. A kezdeti oij értékek megha
tározására szolgáló duál változók jelölésére elég két változó : u és v. A C1, D1 
halmazok sorozata a hurokkeresési eljárás számára szolgál.

Most következzenek az algoritmus lépései, az utasításokat zárójelen kívül,
a magyarázatokat és megjegyzéseket szögletes zárójelek közt megadva.
Más típusú zárójelek használata értelemszerű.
IO [Báziskeresés és a o1i szárnak kezdeti értékének meqhauirozáea: r, s, C és D 

itt csak segédváltozók, a báziscserék során más, lényeges célra fogjuk
használni ezeket a betűket.]

A1 = 0 (i = 1, 2, .. , rn), Bi= 0 (j = 1, 2, ... , n) 

c,.5 = min {e,; : i = 1, 2, ... , rn; j = 1, 2, ... , n} [r és s kijelölése szá
mára. Ha. a minimális cij nem egyértelmű, akkor mindegy hogy a lehetsé
ges (r, s) párok közül melyiket választjuk.]
C = {r}, D = {s}, Ar= {s}, B, = {r}
cií s a1 (i s 1, 2, ... , rn), b1 s bi (j = l, 2, ... , n) 
o'ij = --c11 (-i = 1, 2, ... , ·m; j = I, 2, ... , OJ 
x,'J = 0 ('i = I, 2, ... , m; j = 1, 2, ... , n) 
U = a~ V = Crs

2° i = ] ' j = ]
3° j = n esetén folytassuk 7°-nál, egyébként 4°-nél.
4° a;< ú; esetén folytassuk 6°-nál, egyébként 5°-nél.
,')o Xrs = b;

a;.= a;- b;
Ohs= i51,s + v (k = I, 2, ... , rn) 
j=j+J 
crs = min {err: l E pk~ 2-, ... , n} - D} [r a régi, de s eddigi értéke tör
lendő, az utasítás s új értékének kijelölésére szolgál. Ha evvel s értékét
nem egyértelműen jelöljük ki, akkor a lehetséges s-ek bármelyikét választ
hatjuk l
D s7 U {s}
Ar=A, U {s}, B5= B, U {r}
V = Crs - it
Térjünk vissza 3°n\ MK 

',éM Xrs = a;
&; =&;-a;
Orr= o,.1 + it (t = 1, 2, ... ~OJ 
i=i+I
Crs = min {c1<s: k E {I, 2, ... , rn} - C} [s a régi, de r eddigi értéke tör
lendő, az utasítás r ú .l értékének kijelölésére szolgál.]
e= e W {r}
Ár=ArU {s}, Bs=B5U {r}
U = c,5 - V
Térjünk vissza 3°-hoz.

7° i < rn esetén folytassuk 6°-nál, egyébként 8°-nál.
t a Xrs = a;
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ó,1 = o,i 1 it (l = k~ ó~ )) ~ n) 
01.5 = Dks V (le= 1, 2, ... , m) 

9° [A bázisba bevonandó cella meghatározása.]
o,5 s max { Ö;j: i s l, 2, ... , m; j s 1, 2, ... , n} [r és s kijelölésére]
o,5 < 0 esetén menjünk 34°-hez, egyébként 10°-hez.

10° [Hurokkeresés és a bázisból kilépö cella meghatározása.]
C1 = {r}
D1 = A, 
l = ó 

kk ° Ci = W {Bj :j + D1-d - C1-1
Di= U {A;: i +6 ~ű n 7 kB1
s E D, esetén folytassuk l 3° nál, egyébként 12°-nél.

12° l = l + I
Térjünk vissza kk °-hez.

13° l0=l, l1=l [Értékük legfeljebb rnin{rn,n}.J
fJ1 = 8
a1 E BfJ1 íQ C1 [Ez @ metszet mindig egy elemből áll.]

14° l = l esetén folytassuk 17°-nél, egyébként 15°-nél.
15° l = l - 1

/Ji + Aai+, íQ D,
«. E Bf3, O Ci [Ezek is szükségképpen egy elemű halmazok.]
xa,,(3 ~S Xa,,,p1, esetén folytassuk 14°-nél, egyébként 16°-nál.

16° 1a = l ·
Menjünk vissza 14°-hez.
[A keresett hurok (r, s)= '@é~ /31,), '@QS 'k 1), 'P2, {Ji), ... ,, '@11, {311), a bázisba
bekerül az (r, s) cella az (a10, 'k 10) cella helyett.] ·

17° [A o,) számok transzformációja.]
l0 =;6 1 esetén folytassuk 20°-nál, egyébként 18°-nál.

18° A, =;6 p/u1} esetén folytassuk 27°-nél, egyébként 19°-nél.
19° ö,j= ö,j- o,s U= 1, 2, .. ,n)

Menjünk 32°-höz.
20° l0 =;6 l1 esetén folytassuk 23°-nál, egyébként 21 °-nél.
21 ° B5 =;6 { a1.} esetén folytassuk 23°-nál ,egyébként 22°-nél.
22° 0;5 = 0;5 - Ö,5 (i = I, 2, ... , rn)

Menjünk 32°-höz.
23° C s C1, D s Dk 

l = ó 
24° c =cu e,

l = 10 esetén folytassuk 25°-nél, egyébként 26°-nál.
25° C' = C, 

Menjünk 28°hoz
26° D s7 U Di

l = l + I
Térjünk vissza 24°-hez.

27° C = {r}, C' = {r}, D = a ~ 
28° D' s U po-_ i +6 ,ű n '7 U {{310})

D' = a esetén folytassuk 31°-nél, egyébként 29°-nél.
29° D =DUD' 

C' = U p B, : j + 7 ,ű n 0 
C' = a esetén folytassuk 31 °-nél, egyébként 30°-nál.
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30° e = e W C' 
31° 

32°

33°

Térjünk vissza 28°-hoz.
b;j = D;j - s., (i + G, j ~ D) s., = b,1 1 b,s (i ~ C, j + 7 J 
[A báziscellák új rendszerének elkészítése.]
A,.,,= A,.,, - {~10}, Bp1, = Bp1, - péP10}
A,= A, U {s}, B, = B, U {r}
[Az X;J változó/e új értéke.]
Xa,,/3, = Xa,,fJ, - Xo.,.,/31, (l = 1, 2, , l0 - 1, l0 1 l,, .. , Z1)
x,.1+,,/Ji = x,.,.;-,,/3, 1 x,.10,/3,, (l = l, 2, , l1 - l}
X,5 = Xo.1,fJi, 
Xo.1,,flz, = a 
Térjünk vissza 9°-hez

34° Az algoritmus vége.
[xu (i = 1, 2, . ., rn; .i = I, 2, .. , n) az optimális megoldás.]

8. Példa a módosított stepping-stone algoritmus alkalmazására. Tekintsük @K 
(I) szállítási problémát a következő adatokkal:

m = f ®1 = 14 ! 11 = 10 c21 = 1
n = 7 b? = 30 ckó = 15 c22 = 5b; = 22 C13 = 3 C23 = 21

b4 = 27 c11 = 4 c24 = 12
b5 = 13 c15 = 0 Ci5 = 12
b6 s 2 ck3 s 13 cóa s 14
b7 s 18 ck: = 13 có: s 15

a1 = ] 7
a2 = 29
a3 = 30
a4 = 50

6 t k = f 
6 t ó = t 
c33 = 24
6 t f = 7
6 t ( = I
c36 = 23
6 @: = 1

cfk = 1
C,12= ó 
! 43 = 22
! ff = f 
C15 = kk 
c46 = ( 
6 f : = 6

Az algoritmus 1 ° -9° részét alkalmazva az

A1 s {3, 5}, A2 = {1, 3}, A3 s {4, 6, 7}, A4 s {l, 2, 4},
5 1 s {2, 4}, B2 s {4}, B3 = {l, 2}, B4 s {3, 4}, 5 5 s {l}, B- = {3},
B7 = {3}
halmazokat és induló szállítási táblaként az k) táblát kapjuk. Itt a bekere
tezett számot tartalmazó

C) tábla

-27

z 
a 

-31 a 
-3 ® 

2

-8 

o@

a 

20

-11 H -33

3 

a 
15

-17

® 
-8 

17 

29 

30 

( a 

14 H 30 H 22 H 27 H 13 H 2 i 18 H 126

cellák alkotják az induló bázisceJJarendszert, a házisváltozók értékével a körök
belsejében. A cellák jobb felső sarkában a D;1 értékek találhatók. A bázis
cellákhoz tartozó Du számok és a bázison kívüli cellákhoz tartozó X;j számok
értéke természetesen 0. A C;J célfüggvényegyüttbatókra ezentúl már nem lesz
szükségünk.
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9°-nél folytatva az algoritmm,t, max b;1 = 20 = h:1.;· tehát r-= _u~ 8 = 5.
Most O~ 10- l :~a közötti lépéseket elvégezve

01 = pt ű~ 7Qs p· /~ ö ~ : ű~ 

C~ = {4}. D~ = pH~ 2}.
C:; s p óű~ D~ s p t ű~ 

6 1={J}, Hu1={5}

Láthatjuk, hogy 0 4 lJt, D2, D:p de s E vu1 így tk = 4-, /~4 = :), es _P4 =-- l ·
A 14-17° lépéseket alkalmazva.

vu_é - 3, °':1 - 2, Xi~ - 18 ',
X1 S - H _t miatt marad I - 4, ,/ W 

/32 = k~ a i - f ~ X41 - 3 ,/ X1;; - 1:i e é@NN l - 2,
a 

/J 1 - 4, 6' j - 3, :r34 - ka > X41 - :-1 miatt marad ' ~ - ó) 

Következik a C, D halmazok elkészttéso a 17-29° lépések szerint. l
0 
fal 

és l
0 

=fa !1 miatt 23°-hm; ugorhatunk. A 2!5°-höz érés pillanatában
QsH~ 

C = U C1-= 8A U 02 pt~ 4},
QsQ 

l=l'- H 
fJ ,--- W /)I /) k {4, (i, 7},

vsH 

ezután 25° é8 28-29° szctint C'-=-- {4}, majd D' = póű~ vJ = {2, 4, ö, 7} é -- 
C' = a) Végeredményben C = {3, 4} és D = (2, 4. G,'7} Mo8l :t 31-3:1°
u taaítások formái szerint clkészftjük az

A,= p@~ 5}, Ai= pH~ _Qű~ A:k na {4, fi, ü ~ 7}, A4 sn {2, 4},

B k sn p ó ű , B ~ :-- { f ű ~ U:1 - { H ~ ó ű ) /J H {:l ' f ű ~ /J j - { H ) :q ,
B0 = {3}, B, = {3}

halmazokat és az új ;;zállítá8i Ná QSQá~ C ' ó) tábla)
i. túbln

-27 nHH H a  é z 
121z J7 z (j

H 
20 ,. ~o a H a 

Hu H nHiA 

 W a

a z 
lú -8 21 C  é -13

A következő bázisbu bevonandó cella ,L (2, 6) cella, a hozzá tartozó hurok a

(2, 6), (2, 3), (l, 3), (], 5), (3, 5), (:l, 6)

cellákból áll. A bázisból kilép a (3, 6) cella, amely egyetlen báziscellája a
6-ik oszlopnak. Eszerint C = {l, 2, 3, 4}, D = {L 2, :3, 4, 5, 7} és következik
a 3. szállítási tábla.
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:1. tá.bln

-27 

z 
-20

nOé a_ ó
k ® H 

-17 -13

11 z H 12 6 © 3
--1----- ------

2 -20 H ® '7 -26 z -- ·-1-- ------
-20 z -21 H z l -13 -11 / -s

A bázisba bevonandó (2, 2) cellához tartozó hurok a
(2, 2), (2, 3), (l, 3), (1, 5), (3, 5), (3, 4), (4, 4), (4, 2)

cellákból áll. A bázisból kilép a (3, 4) cella. A (3, 4) cellát nem tartalmazó,
de +C (3, 5) cellát tartalmazó háziscellákból álló maximális összefüggő Hk 
Cf'llagráf u

(3, 5), (3, 7), (l, .5), (1, 3), (2, 3), (2, 1), (2, 6)

cellákból áll, tehát C = {I, 2, :3} és l) = pu~ 3, 5, 6, 7}.
Az ú ü@®® szállít-áRi tábla  C 4. tábla.

 n N ábl».
-

'27 nó9 z I nQ vBaB -17 -13
H ---
I

z a a H n_~ H 3 © t 

 nn -- ---
néQQ k( -~O -17 z -26 z 
--:l H - --

@) -4 z 
~- 

fl

H H H -
:Vlost bejön ,1 bázisba ~C (4, 7) colla $N_$k (J, 5) cella helyett. AC és D halma

zoknak a jelölési algoritmussal való elkészítéséhez elsőként az 1. sort és a
3. oszlopot koli megjelölnünk Ezután a 2. sort és az 1., 2. és 6. oszlopot, majd
a 4. sort és a 4. oszlopot fogjuk megjelölni Mivel újabb sort már nem tudunk
megjelölni a kritériumunk alapján, végeredményben C = {I, 2, 4}, D =
=-{l,2,3.4,fl}. Következik az !"i. tábla

· -27 

z 
-11

-3 

5. Ná ®Q@ 

--~8 ® -15 -o H -17 -22

--
® a -5 -3 © -0 

-

na H nkk 

y nunBn-né (.;:;\7

nH CBB 

-x z 
-5 

-17 ® 
60 

Most a bázisba csak a (4, 6) cella vonható be, a (2, 6) cella helyett. C =
= {1, 2, 3, 4}, D = pk~ 2, 3, 4, 5, 7}. A következő 6. tábla már az optimális
megoldáshoz tartozó szállítási tábla.
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G. tábla

z 
-11

-3 

® 
-0 

® 

a -5 

-9 

-3 

-23

-ö

-22

n'é 

-11 -8 z -23 ® 
~-----~~-

-41 ® _,I ®~0

[Beérkezett: 1970. lfl 24.)
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JkakuuQ$,QQ uu i:->TKPJ>lNU-;:lTONJ•; oC8 0 HU,Q,QQD TO á0 Cúu$- ,TW T_ 
{ moh 4k,akp{o{ H0 h Q,H° CHC+D 

It is possible Lo reduce the amount of courpuLut.ioue in Lho ;;teppi11g stone algorithm
(or distribution procedure) which is ono of tho methods to solve the well known trans
portation problem, if in the course of tho lml:liB changes tho Lrunsforrnnbion of figllros
ölj is carried out as follows: Lot H bo kk basis coll system. Lot us consider figur·cs ölj belong
ing to Hand let Öjj bo their now value uf'tor drawing coll (i1, ji) into and withdrawing
cell ('i0, j0) from the basis. Lot 11fl /MTe sots C and D composed of" cortain row and column
indexes in tho following algorithmic way: Let 11s first 11111J"k row ,,;, and the columns of
basis cells in row ·é~ which differ from (i0, i0) In tho course of LIH, gnnm·ul stop, QöQ- us mark
thoso rows of the basis cells in the @QTMOTNY rn1trkcd col.1111111R which are not yot markod,
and now in tho newly marked rows í.h» l,ai,i,; ! MQQ oulunms which diffor from (i0, j0) which
are not markod.

Tho procedure comes to an end whuu iL iA no longer possible to made a new row or a 
new ! MQWTOO in this way, and in the final TORWQ N) tl,c indices of tho rnu.rk cd rows and columns
will form tho o· R C @O· D. Tho Q-TOOo/MOTe NéMO of /éGTéT· MR 13/j n.ro us follows:

ö';; ó;1 if i E O and i E /.J 

oriqOancJfqJJ,

ö'u = '511-ö1111 é/ iEO und jq I.J, 

ó'IJ = öu \ öi1.j,. ü/ i q O and i E JJ. 

The author sets the above-described method of transformation of figures 13;1 inLo a
detailed algorithm.
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Bvl.[{Ovl3MEH EHHblvl ,,STEPPING - STONE"
AJlrOPYITM .[{fül PEWEHY15I TPAHCOOPTHOH 3A.[{A411

8o3MO}KHO COKpau1eH11e pacnöron npn acnonsaoaasnn stepping stone anropmpaa (mm 110
npyrowy: AHCTp116yQ11omrnro MCTOJsa) JIJT51 peureinra rpancnopraoü sa]la,m, ecnn nprr saMette
6a3HCOB npeoűpasoaauae l./HCCJl öu rrpOH3B0AHM CJICJIYIOU\HM o6pa30M.

OyCTb H CHCTCMa 6aaHCHbIX 3JlCMCHTOB. PaCCMOTpHM tJHCJia öij, npnnannexcaume MHO)l{CCTBY
H H nyers Ó/j HX HOBb[C aHa,1e1rn51 nocne Bl{JIIO'ICHH513JlCMCHTa (ii, jl) B 6a3HC H nocne Bb!BO,!W H3 
6a3HCa 3JJCMCHTa (io, jo)- OoCTpOHM MHO)l{CCTBa CH D, COCT05lll\HC 113 Kal(HX-TO HH]ICl(COB csipo
l.fCI( H CTOJI6Q0B, no CJICJIYIOU\CMY ilJJrOpHTMy: ÜTMCTHM caanana crpo-ucy iv 11 s CTpOpKC jl
CTOJJ6Qbl 6aaHCHblX 3JICMCHT0B, OTJlH11HblX OT (io, io), Ha 06I11CM ware OTMCTHM B TOJ!bKO l./TO OT
MC<JCI-IHbIX CTOJJ6QaX TC 6aaHCHbiC 3JlCMCHTbl, I(OTO!)b[C eure HC OTMC'ICHbl, AélJICC BO BHOBb OTMC
l.fCHHb!X CTpOtJl(aX TC CTOJI6Qbl fütaHCHb[X 3J!CMCHTOB, l{0T0!)blC euie HC 0TMCtJCHbl.

MCT0A l(OH'JaCTC51, CCJIH TaKHM cnocoöoa Y)l{C HC MO}l{CM 06031Ial.fHTb H0BYIO CT!)0l.fKY HJIH
HOBbJi.Í CT0JI6CQ, 11 B pcaynxrarc Hl·IACKCbl 0TMCl.fCHHblX CTp0K 11 CT0J16!~0B naror MH0)l{CCTBél
e 11 o.

<PopM)'Jlbl npeoöpasoaasus LIHCCJI Ő;{

,5'ij = Ö;j CCJlH i E O 11 i ED

HJIH 'Í 4 0 11 i 4 D 

ö'ij = öu - b;,,ji CCJIH i E O u j ED

j'ij = Ö;j -I Ö;J,}1 CCJIH i 4 0 H j 4 D 
ABTOp BCTélBJJ5lCT H3JIO)KeHHblH cnoco6 npco6pa30BaHH51 'IHCCJI B 110,1\pü6HO paapaőoranasrfi
anropHTM.
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VITA LÁSZLÓ

A faktoranalízis
közgazdasági alkalmazásának lehetőségeiről

U faktoranalízis a többváltozós elemzéseknek mintegy 5-6 évtizedes
múltra visszatekintő ága. Kidolgozása Charles 1'.J;>ilJ1rman és Karl Pearson
nevéhez fűződik. Mivel a faktoranalízis számos modelljét különböző pszicho
lógiai elméletekre építve dolgozták ki, a faktoranalízist sokáig - igen tévesen
-- speciális pszichoiógiai módszerként tartották számon. E nézet téves voltát
éppen a módszer széleskörű, egyre több területre kiterjeszkedő alkalmazásai
bizonyítják A faktoranalízis tehát nem speciális pszichológiai, hanem igen
széles körben alkalmazható Qµ' µ·QMµ·C' · mó · sze1,·~

Mivel a faktoranalízis leglényegesebb ·eÍeme-; jelenségek közötti bonyolult
összefüggések minél egyszerűbb formában történő leírása, különösen olyan
tudományokban alkalmazható sikerrel, mint a közgazdaságtudomány. A tár
sadalmi-gazdasági jelenségek igen bonyolultan, kölcsönösen összefüggö rend
szere ugyanis szinte kimeríthetetlen tárháza a faktoranalízis alkalmazási
lehetőségeinek Annak ellenére, hogy közgazdasági alkalmazásai viszonylag
újkelctűck , a faktora.nalízi» igen hasznos segédeszköze lehet a közgazdasági
jelenségeket mélyebben megismerni nk.n-ó, azokat modellezni kívánó közgaz
dászoknak

Mivel eddig - tudomásom szerint - nem jelent meg részletes magyar
nyelvű ismertetés a, faktoranalízis módszereiről, e cikk első részében az ezekkel
kapcsolatos legfontosabb tudnivalókat foglalom össze, a, második részben
pedig az első részben ismertetett. módszer legördekescbb közgazdasági alkal
mazási Jchctöségeire térek ki vázlatosan.

MielőU azonban rátérnék magának a módszernek az cgzt1kt matematikai
tárgyalás{m1,, célszerűnek tartom egy olyan példa, eléíreboesátá.,;át, ami egy
részt képet ad az ezután ismertetendő módszer lényegéről, felveti annak teljes
problematikáját, músrészt megkönnyíti az ezután következő matematikai
modell megértését. is.

Tekintsük feladatunknak bizonyos -- mondjuk ; . számú ország ,,gaz
dasági fejlettség" szerinti nmgsorolásáL. E feladat megoldása során az okozza
:-1, legfőbb nehézséget, hogy a ,,gazdasági fejlettség" rendkívül bonyolult, össze
tett, közvetlenül nem mérhető jelenség. Bonyolultsága elsősorban abban jut
kifejezésre, hogy bár számtalan olyan tényező adható meg, amely többé
kevésbé szoros kapcsolatban áll a ,,gazdasági fejlettséggel", s ugyanakkor
mérhető is, de ezek egyike sem azonosítható teljes mértékben azzal. Ezért a
kitűzött rangsorolási feladat megoldásakor vagy úgy járunk el, hogy egyetlen,
általunk a ,,gazdasági fejlettség" szempontjából a legfontosabbnak ítélt
mérhető tényező (a továbbiakban: változó) alapján végezzük el az ; ország
rangsorolását, vagy valamilyen ,.komplex mutató" alapján kíséreljük meg azt.



128 VITA LÁSZL(>

Míg az első esetben hallgatólagosan feltételezzük, hogy a ,,gazdasági fejlettség"
teljes mértékben azonosítható a kiemelt változóval, és ezzel nyilvánvalóan
lemondunk a feladat megoldásához rendelkezésre álló információ egy részéről,
addig a második esetben egy olyan mutatószám meghatározását tartjuk cé
lunknak, ami a rendelkezésre álló információ minél nagyobb hányadát hasz
nálja fel a rangsorolási feladat megoldásához. A gyakorlatban mindkét fajta
megoldással találkozunk.

Az ; ország ,,gazdasági fejlettség" szerinti rangsorolása a faktoranalízis
segítségével a másodiknak említett módon végezhető el. Gyűjtsük össze mind
azokat az ..KiJ 2, ... , _} .mérhetö változókat, amelyekről feltételezhető,
hogy sztochasztikus kapcsolatban állnak az általunk mérhetővé tenni kívánt
,,gazdasági fejlettséggel";' Ezek az eddigi tapasztalatok szerint különböző
ellátottsági és demográfiai mutatók ([2] és [7]). Ha megvizsgáljuk az így
összegyűjtött változók különböző országokra vonatkozó értékeit, akkor álta
lában azt tapasztaljuk, hogy az egyes változók értékei nem egymástól függet
lenül alakulnak. Ha tehát ismerjük pl.. az első változó különböző országokra
vonatkozó

értékeit, akkor ennek ismeretében néhány más, esetleg akár a;1, összes többi
változó országonkénti alakulására következtethetünk. E következtetéseink
természetesen nem lesznek egyértelműek, hanem csak sztochasztikus jellegűek
lehetnek.

Az összegyűjtött változók egymástól való függése azonnal magyarázatot
nyer, ha arra gondolunk, hogy a vizsgálatba vont változók maguk is vala
milyen változók függvényei lehetnek. Az összeg,yűjtötL .Xj, H; p kk p X11 vál
tozók egymástól való függősége tehát azzal magyarázható, hogy e változók
mindegyike, vagy egy része egy vagy több, számunkra méz e yelőrc ismeret
len-közös tényezőtől függ, amelyeket Cö Mö Q P'oCµI oooIC,}' {0o nevezünk. A közös
faktorok tehát olyan 8·#IµRµ·CFQ Yá {µI Mu{0f amelyek 0Q' C Cö MYRµRµµ 7 u+I}f a
vizsgálatba vont változókra vonatkozó megfigyelések elemzése útján szám
szerűsíthetők, s jelenlétükre csak ' Y·MQ<á {µ Yá {µI Mu{0 R<G} áQ µu{ 2 --f{u Pü <<é Qé •ó { 
következtethetünk.

Ezzel el is érkeztünk a faktoranalízis kiindu 16 hipotésiséhez, mely szerint
a vizsgálatba vont változók maguk is további változók, az ún. közös faktorok
lineáris függvényei, azaz

(1)

Xi= ' l j -l l- fl1~K2 + · · · + {l 7 \ 7 

_,\\ = Y;V8 V + n n 8 ~ + ... + Y~ lll s-ffl 

Az eredeti változóknak itt természetesen nem a pontos, hanem csak ,.t becslés
szerű előállításáról van szó, amire az ..X1, X2, .. , ~Y.11 jelölések is felhívják a

1 ítt elvonatkoztat.unk a változók ö11s·,.eg~rííj tésénél fellépő problémá.k tól.
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figyelmet.2 A változók e felírásában szereplő Yj p együtthatók egyik meghatá
rozási módszerét az 1.4 alpontban ismertetem.

Ha meghatározzuk a fonti sémában szereplő Yj p együtthatókat, akkor
azt tapasztaljuk, hogy találhatók olyan közös faktorok, amelyekre minden

_yjtozó előállít;;í._9.siho~ szükség van.. (azaz az adott közös faktor minden egyes
változóhoz tartozó együtthatója nul1ától különböző), dc találhatók olyanok
is, amelyek egynél több, de n~ összes változó előállításához szükségesek.
Az clőbb~cli:::ct ~ {µ' {á } üS ~ az ut~bbiakat UQI #V~ {r~ {+I IP,} ~ {0 nevczzü)c ,

Eredeti Ieladtrttmk megoldása szerúpontjából nyilván az a kérdés, hogy
léteznek-e a ,,gazdasági fejlettség"-gcl kapcsolatban álló Xi, X2, •.. , _} 
változóknak általános faktorai és ha igen, akkor mennyi ezeknek a száma,
Nyilvánvaló ugyanis, hogy abban az esetben, ha csak egy általános faktor
létezik, akkor ez a ,,gazdasági fejlettség" egy komplex mérőszámának tekint
hető, u az egyes országokra vonatkozó értékei alapján elvégezhető az országok
rangsorolása. Ennek az a magyarázata, hogy eleve olyan változókat vontunk
be a vizsgálatba, melyekről feltételezhető, hogy valamilyen kapcsolatban
állnak a ,,gazdasági fejlettséggel", s így az az Xi, X2, ••• , \ m változók egy
általános faktorának tekinthető.

Az a kérdés, hogy a ,,gazdasági fejlettség" az X1, X2, .•. , _} változók
R<GRµ{R} általános faktora-e, már jóval bonyolultabb az előbbinél, s vagy az
összegyűjtött változók logikai vizsgálata, vagy az (1) sémában szereplő együtt
hatók vizsgálata alapján válaezolható rneg.3 Mivel az eddigi kutatások nagy
mértékben valószínűsítik ezt, a továbbiakban feltételezzük, hogy az Xi, X2,

ooo f \m változók egyetlen általános faktora a ,,gazdasági fejlettség". Tegyük
fel, hogy ez az (1) sémában a K1-gyel jelölt faktor. Ezen kívül természetesen
lehet az összegyűjtött változóknak egy vagy akár több csoportIaktoras is,
ezeknek azonban feladatunk megoldása szempontjából nem tulajdonítunk
jelen tőségct. - --·· - ::-)

Mivel az eredeti feladatunk megoldásához végső soron al K1 általános faktor/
eJőállílására van szükség, az eddigi gondolatmenetet mcgfürérífvaaztá!Iíf}uk,
hogy ha minden egyes változó előállítható } közös faktorok - s köztük a
K1 általános faktor - felhasználásával, akkor az egyes közös faktorok is
előállíthatók kell hogy legyenek a ténylegesen megfigyelt változók segítségével.
Legyen ez az előállítás a K1 általános faktor esetében a következő:

kp = 0:1X.1 + o:2X2 + • • · + O,}_ ft 

melynek részleteire a 2.1 alpontban térünk ki.,
Tekintettel a Í - 1 előállításában szereplő változók mérhetőségére, egy ere

detileg nem mérhető változót - a ,,gazdasági fejlettséget" - egy mérhető
változóval közelítettünk, amelynek értéke minden egyes országra nézve meg
határozható, s ezek alapján elvégezhető az országok ,,gazdasági fejlettség"
szerinti rangsorolása.

! A modell pontosabb megfogalmazására. az l.l. alpontban térek ki.
3 Mug~ az (J) séma megoldása ugyanis nem tételezi fel feltétlenül a közös faktorok

előzetes ismeretét. Itt csak a megértés megkönnyítése érdekében indultunk ki a. változók
között.i kapcsolat logikai elemzéséből.

• Például: hasonló földrajzi adottságok, hasonló demográfiai helyzet stb.

3 Stigma
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Uz előbb vázolt eljárással szemben természetesen felmerülhet egy olyan
- egyébként teljesen jogos - ellenvetés, hogy hogyan tulajdoníthatunk köz
gazdasági tartalmat egy olyan mesterséges változónak, amely esetleg a leg
különfélébb jellegű változók lineáris kombinációjaként áll elő. E kérdéssel a
2.1 alpontban foglalkozom részletesebben.

1. A módszer rövid ismertetése

I. I ü P' CµI ' } ' {í M·Q 7 I +R{{SR é Q ' {' #r I <' {7 ' · 

Tegyük fol, hogy egy ; elemből álló statisztikai sokaságot egyidejűleg
} számú valószínűségi változó" (mennyiségi ismérv) szerint vizsgálunk. Ha
az egyes változókat Xrvel Kj = I, 2, ... , n) jelöljük, akkor az előbbi megfo
galmazás azt jelenti, hogy a vizsgált statisztikai sokaság minden egyes egy
ségére vonatkozóan feljegyezzük az _ · változók _ ·V (i = I, 2, ... , ; X értékeit,
és ezek felhasználásával végezzük el a sokaság elemzését.

A további tárgyalást és formulákat nagymértékben leegyszerűsíthetjük
azzal, hogy az eredetileg megfigyelt _ ·· értékek helyett a

(I.I.I) (
~: 1, 2, .. : , n J 
i-1,2, .. ,N 

ún. Qµ' }+' +·Má {µ é µé CRCCR{ dolgozunk, ahol

_ = I -~ _ .. 
l ; i;;'l ,, .

az _ · változó átlaga,

-Sg 1,2, ... ,n)

Ql = e I uPKx }S JJJ _Xc 
; l=l

pedig az HV változó szórása. A z VV értékeket fölvevő változókat Mm.Y0{ jelöljük,
és Qµ' }+' +·Má {µ Yá {µI Mó C}' C nevezzük. E standardizalt változók átlaga nulla,
szúrása pemg egy. -f A faktoranalízis abból a hipotézisből indul ki, hogy minden egyes standar;f dizált változó további hipotetikus változók, az ú } oőrjjf {0µI I {- lineáris függvé

! nyeként írható fel. Ez a hipotézis matematikailag a
K P Jk l I ll - I.1.2) z=kf=A,,k+Auu (}

(j = 1, 2, ... , n)

lineáris modell segítségével írható fel ahol

z = [z1, z2, ••• , M}En -[a standardizált változók oszlopvektora,

k = [K1, K.2, ,rKmJ* az ún. Cö Mö Q P' CµI I {0 oszlopvoktora,

u = [=·f =~ f f =}En . az ún. R<GR+· P' CµI I C oszlopvektora,

u 1 valószínűségi változók együttes eloszlására, vonatkozőnn nem teszünk ~mmiféle
megkötést. A további tárgyalás során az cgyszedlség kedvéért mindig e valószínűség
eloszlás empirikus jellemzőit használjuk 11 megfelelő elméleti jellemzők helyett.
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A,,= [a1p] (j = 1, 2, .. , n; p = l, 2, ... , rn) - a közös faktorokra vonat
kozó együtthatók - az ún. közös faktorsúlyok
- n X m típusú matrixa,

A,, = < u1, a2, ... , a11 ) - az egyedi faktorokra. vonatkozó együtthatók
diagonális matrixa,

A= [A,,, Au] ; f = [k, u]*, 
rn :r_>edig a közös faktorok száma.

Ezt a lineáris modellt [aktorsémámak 1s szokás nevezni, a benne szereplő
A matrix pedig az ún. Jtém.amatr.ix.
--Az (1.1.2) modellt egy zj változóra részletesen felírva a

(1.1.3) (j= 1,2, ... ,n)

alakú speciális regressziós egyenletekhez jutunk. E regressziós egyenletek
specialitása egyrészt abban áll, hogy a bennük szereplő független változók
olyan közvetlenül nern mérhető standardizált változók, melyekről csak közvetve
- az általunk megfigyelt Zj változókra vonatkozó z1i megfigyeléseken keresz
tül - nyerhetünk információt, s így az (1.1.3)-ban szereplő ismeretlen a1P
és a1 faktorsúlyok nem határozhatók meg a regressziós elemzés szokásos mód
szereivel. Másrészt itt olyan regressziós egyenletekről van szó, amelyek az
ún. maradéktagot (hibatagot) önálló változó, az ún. egyedi faktor formájában
tnrtalmaezák, tehát melyekre nézve 11, többszörös korrelációs együttható
értéke egy.

A faktoranalízis modellje még egy másik szempontból is eltér az ún. regresz
sziós modellek tő]. Míg ugyanis a regressziós modellek egy-egy realizác,iója
az (]. l.2)-höz igen hasonló.

y=Xb+e

formában írható fol, addig a faktoranalízis (1.1.2) modelljének egy realizációja

(1.1.4)

alakú, ahol

z -::: A F = A,. K + All u

Z11 Zu ... Z1N

Z21 Z22 · · · Z2N

az n számú standardizált változónak a vizsgált sokaság egyes egységeinél
megfigyelt zii értékeit tartalmazó n X N méretű matrix, amit a továbbiakban
a megfi[!'1Jelések matrixának nevezünk,

pedig a közös, illetve egyedi faktoroknak a sokaság egységeire vonatkozó

3*
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K p,· illet.ve UJi értékeiből álló m X N, illetve n X N méretű matrixok" és F =
[K, U]* Az (1.1.2) modell egy (1.14) rcalizációjának ZJ; eleme részletesen

kiírva tehát a következő:

(j=l,2, .,n;
i= 1,2,. ,N)

A faktoranalízis modelljének (1.1.2) felírásából látható, hogy az abban
szereplő faktorok két nagy csoportba sorolhatók. A modellben egyrészt sze
repelnek olyan faktorok, amelyek egynél több változó leírásához szükségesek,
másrészt. olyanok is, amelyekre csak egy változó leírásához van szükség
Az előbbieket Lozos [aktoroknalc (Kp), az utóbbiakat egyedi faktoroknak (D1)
nevezzük. Az egy változó lcíráeához szükséges közös faktorok számát az adott
változó koniplexiiásánalc nevezzük, ami az adott változó bonyolultságának
kifejezője. A modellben szereplő közös faktorok számáról (m) feltesszük, hogy
az jóval kisebb a megfigyelt változók számánál (n). Részletesebb vizsgálatára
a következő alpontban térek ki.

A közös faktorok újabb két csoportba sorolhatók. Az első csoportba azok
a közös faktorok tartoznak, melyekre minden egyes változó lineáris előállí
tásához szükség van. Ezeket általános [aktoroknalc nevezzük. A másik cso
portba az egynél, több, do nem az összes változó előállításához szükséges,
csoport/aktoroknak nevezett közös faktorok kerülnek.

A faktoranalízis modelljének ismeretében már megfogalmazhaLjuk a faktor
analízis feladatát, célját. A faktoranalízis föladata koí.tős: az egyik a köz.ijs
faktorokra vonatkozó c:,/r közös faktorsúlyok becslése, a másik pedig maguk.nak
a faktoroknak az eWállí1.ása. Ez utóbbi feladat természetesen csak az A"
matrix ismeretében old ható meg. .-"\

' Mielőtt áttekintenénk a faktoranaiízi kéJJ alapfeladatának megoldásura
szolgáló módszereket, meg kell ismcrkcdnürrk a faktoranalízis alapíogalmni
val és az (1.1.2) modell legfontosabb_!u!~jd<;>2;sárraival [s.

Könnyen belátható ([6 ], l 3. old.), hogy a J-cclik standardizált vÍlLozó
a}tel jelölt szórásnégyzete az (l.1.2) modell alapján a következőképpen írható
fel:

a2=aj<I>a1 

ahol aj az A teljes séma.matrix j-edik sora, a1 pedig ugyftnez oszlopvektor
formában felírva, és

(1.1.G) <I> = [<I>,, OJ
0 E,, 

ahol ..<1>,, = [rKvK•] a közös faktorok rn-edrendű korrelációs matrixa.?
A <I> matrix azért írható fol az(] .J .6) módon, mert az U1 egyedi íaktorokról

minden esetben feltesszük, hogy egymással is és a közös faktorokkal is páron
ként korrelálatlanok, azaz r.KpUJ = 0 és r u.u, = 0, ha i =;/4}. A közös faktorok
ezzel szemben lehetnek egymással korreláltak éR páronként korrelálatlanok is

• A K és U mat.rixok elemei természetesen nem figyelhetők meg közvetlenül.
7 En itt az n-edrendű cgységms.trixot jelöli.
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Ha a közös faktorok páronként korrelálat lanok, akkor az (1.1.5) kifejezés
a következőképpen egyszerűsödik:

(1.1.7) (j=l,2, .. ,n),

mely eredmény a. következőképpen értelmezhető. Minden változó szórás
négyzete két részre bontható: az egyik rész az adott változó szórásnégyzeté
nek a közös faktorok által együttesen megmagyarázható része, amit az adott
változó Ii 01mnunolitásának (h]) nevezünk, a másik rész pedig az adott változó
szórásnégyzetének az egyedi faktor által megmagyarázható része (a7), amit
az adott változó egyediségének szokás nevezni. Csak utalni kívánok rá, hogy
ez utóbbi részt - általában becslésszerűen - további két részre: a modell
adott megválasztásából, specifikációjából származó specifikációs hibára, és
a mérési pontatlanságokból adódó maradék hibára szokás felbontani. Mivel
minden Z; standardizált változó aj szórásnégyzetének értéke 1, (1.1.7) fel
írható a ,

hj +a;= 1
módon is. Rz a tény a, magyan'l.zata annak, hogy n, megoldás során elegendő
csak a közös fuk torsúlyokat meghatározni.

A faktorana.lizisben fontos szerepet játszik a
n

VP= };aJp
j=l

mennyiség is, ami azt mutatja, hogy a. p-edik közös faktor milyen mértékben
járul hozzá az összes vií:sgált változó szórásnégyzetéhez.

Bizonyos esetekben - elsősorban a faktorok elnevezésének megválasztása
kor, ami a kapott megoldás értelmezésének fontos mozzanata - szükség van
az egyes változók és a faktorok közötti korrelációs együtthatók, azaz az

(1.1.8) (p = I, 2, ... , m)

s1P = rz1J<p (j = l, 2, n;

p = I, 2, m)

és az rz1u1 értékek ismeretére. Ezeket az értékeket struktúra-együtthatóknak,
a belőlük felépülő

S = [S,,, Su]= Su 812 · · · 81m
821822 · · · Szm

al Ü Ü
0 a2 0

_Sn1Sn2· · -Snm Ü Ü ··.an_

mátrixot perug sruktúramatrixnak nevezzük, amely az A sémamatrixhoz
hasonlóan két részből: a közös faktorokra vonatkozó struktúraegyütthatókat
tartalmazó S,, blokkból, és az egyem faktorokra vonatkozó együtthatókat
tartalmazó Su = Au blokkból tevődik össze.

Bebizonyítható ([6], 32-34. old.), hogy az S struktúramatrix és az A séma
matrix között az

(1.1.9)
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összefüggés áll fenn, ahol <I> az (1.1.6) korrelációs matrix. Ebből az is látható,
hogy páronként korrelálatlan közös faktorok esetén

S= A,

mivel ebben az esetben "1> = En+m . Ebből az eredményből látható, hogy
abban az esetben, ha a megoldás páronként korrelálatlan közös faktorokból
áll, elegendő csak az A sémamatrixot meghatározni. Ezzel szemben, ha a
modellben korrelált közös faktorokat is megengedünk, akkor a megoldásnak
mind a sérna-, mind a struktúramatrixot tartalmaznia kell. Röviden össze
foglalva: a, séma a változóknak a faktorokból való össztevődését mutatja,
a struktúra pedig a változók és a faktorok közötti korrelációs együtthatókat
tartalmazza.

Az (I.1.2) modell, illetve annak (1.1.4) realizációja alapján nemcsak az
egyes változók szórásnégyzetének felbontására nyílik lehetőség, hanem lehetővé
válik az egyes változók közötti ún. reprodukált korrelációs együtthatók meg
határozása is, melyek alapján megvizsgálható a faktoranalízis modelljének
valósághűsége. Mielőtt megadnánk a reprodukált korrelációs együtthatók
definícióját, néhány új fogalmat kell bevezetnünk.

Ismeretes, hogy a megfigyelt változók közötti korrelációs együtthatókból
felépülő korrelációs matrix (R), a vizsgált változókra vonatozó megfigyelések
felhasználásával az

(I.I.IO) R = -1-zz*
N

módon állítható elő.8 Ezt a továbbiakban teljes korrelációs nuurixnalc nevezzük.
Ha a teljes korrelációs matrix diagonális elemeiből rendre levonjuk az egyes
változók egyediségét, akkor a,7. /

(Lf..Ll.] R,, = R - Az, I

redukált korrelációs nuürixhoz 'jutunk. A redukált korrelációs matrix (l.l.11}
doTirnciőjából jól lá€hát6, hogy annak diagonáli« elemei éppen az egyes vál
tozók kornmunalitásai.

Tegyük fol azután, horry a vizsgált változók halmazára nézve helyes az
(1.1.2) módon megfogalmazott hipotézis. l~z egyben azt is jelenti, hogy

(l.U2) Z = A"K + Au U

áll fenn, Ez az összefüggés természetesen csak az A" matrix ismeretében írható
fel. Helyettesítsük ezután (1. L.12)-t (]. l. 10)-bo fgy a következi'> eredményre
jutunk:

(1.1.13)
]

R, = N (A,, K+Au U} (A11 K + A,, U)* -

KK* KU* UU*= A,,--At + 2 A,,--AII + A,,--·-A,,
N N N 

8 Ez a tény egyszerűen a korrelűciós ogyiitthat<,k definíciájáb61 és a vizsgált változók
stundardizálteágából következik.
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KK* UU*
Vegyük most figyelem be, hogy N, illetve N nem más, mint a közös,

illetve egyedi faktorok korrelációs mátrixa, KU* pedig a közös és egyedi
N

faktorok közötti korrelációs együtthatókból álló matrix . Mivel azonban az
egyedi és közös faktoroktól, illetve az egyedi faktorokról is feltettük a páron
kénti korrelálatlanságot (1.1.13) az

I

(1.1.14) R, =Al<~* At+ A~= Akcf>kAt --j- A~+ Acf>A* •
I

alakba megy át, ahol cf> az (1.1.6) korrelációs matrix. Az Rr-rel jelölt matrix
az ún. reprodukált lcorrelácuis matrix. Elnevezését az indokolja, hogy az (1.1.14)
és az (TTTIT egyenlőségek teljesülésének egyaránt az {l.1.2) hipotézis helyes
sége a feltétele, itt tehát a teljes korrelációs matrix {l.1.2) modellen keresztüli
visszaszámolásáról, reprodukálásáról van szó.

Ezek után kézenfekvő az {l.1.2) modell valósághűségének ellenőrzése is.
Képezzük ugyanis uz

(1.1.15) R = R - R,
rezuiuális matrixnalc nevezett különbséget. Mivel az R = R, egyenlőség tel
jesülésének feltétele az (1.1.2) s következésképpen az (1.1.12) pontos teljesü
lése, a reziduális matrix elemeinek nagysága lehetővé teszi a faktoranalízis
kiinduló hipozézise valósághűségének vizsgálatát.

A gyakorlatban általában - később ismertetendő okokból - megelégszünk
a redukált korrelációs matrix (Rh) reprodukálásával is. Ilyenkor az (1.1.14)
nek csak a közös faktorokra vonatkozó

(1.1.16)

részét tekintjük, ami (1.1.9) felhasználásával az

Rrih = S,, At = A,, St
módon is felírható. Ha a közös faktorok páronként korrelálatlanok, akkor
(1.1.16) az

(l.l.l 7) Rr1t, = A/( At 
alakba megy át, amit a faktorunalízis '1.'hilrstone-féle alaptételének szokás
nevezni.

Az egyedi faktorok figyelmen kívül hagyása esetén a reziduális korrelációs
matrix természetesen a redukált korrelációs matrix és -Rrlh különbségeként
adódik.

Sajnos annak megítélésére, hogy a reziduális korrelációs matrix elemei
szignifikánsan különböznek-e a nullától, nem állnak rendelkezésre minden
megoldási módszer esetén alkalmazható statisztikai próbák. Ehelyett külön
böző, gyakorlati tapasztalatokon alapuló kritériumokat szoktak adni ennek
eldöntésére. Egy ilyen kritérium például a következő w 

(1.1.18) a,;.< v~ ,
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ahol a,; a reziduális korrelációs matrix fj!, (j, k = ] , 2, ... n) elemeiből számí
tott szórás. Az (I.I.IS) teljesülése esetén elfogadjuk az (1.1.2) formában kife
jezett hipotézist, ellenkező esetben pedig elvetjük azt, és új modell szám
szerűsítésével kísérletezünk.

l . 2 A. kommumalitáeolcroi

Ebben az alpontban egyrészt a kommunalitások és a közös faktorok szá
mának kapcsolatával, másrészt pedig a komrnunulitások becslésével foglal
kozunk.

A [aktoramaiizis feladata úgy is megiogalmazható, hogy minél kevesebb
számú közös faktor segítségével írjunk le egy adott változóhal muzt: Ennek
érdekében minden egyes eredetileg megfigyelt változót két egymással korre
Iálatlan változó összegére bontjuk fel a

(1.2. I)

módon ahol
Zj = ZÍ -j-- ·z'J (j = J, 2, .. ,n)

zí = C/,jlj{l + C/,}2[(2 + ' .. + aj,,,Km és z'í :-: ajuj (j =: l, 2, ... , n)

és eltekintünk a z1 változók z''.í kornponensétöl. A z1 változók z'i komponenseit
a továbbiakban redukált változóknak, az azokra vonatkozó megfigyeléseket
tartalmazó

(j = ·1, 2, ... , 11, i := l, 2, ... , N)

mátrixot pedig - melynek elemei tcrméazctcscn nem figyelhetők meg közvet
lenül - a rnegfigyeléselc redul. ált mairixámolc nevezzük. Könnyen belátható,
hogy a redukált váltoxók korrclációe rnatrixa a:,: (l J .l l) redukált korrelációs
matrix, ami felírható a:,:

(1.2.2) R1, - -~Z'Z'* 
N

módon is. Az (1.2.2) alapjan az t is mondhatjuk, lwgy 1.1 minél egyszerűbb
faktoranalitikus megoldás eléíállítása érdekében lemondunk az eredetileg meg
figyelt zi változók szórásnégyzotének, vagy más k ifojozóssol élve a zi változó
által tartalmazott inlormációmonnyisőg egy részéről." A z1 változók szórás
négyzetének e figyelmen kívül hagyott része az aj egyediség.

Ez a magyarázata annak, hogy a kommunu.litások értéke és a, közös faktorok
száma között szoros kapcsolat van, aminek pontosabb mogfogalrnazásár·a
csak az (1.1.2) modell gcomctriu: i ntotprotúc-iójá.nak megadása után térhetünk
ki.

A megflgyclésck Z ma.trixának

z~ = [zjl> Z1-~• ... , Z;N) (.j -== l, :;, .. , ?I)

sorai az N-dimenziós euklideszi tér (jelölése [t,N) n pontjáuak tekinthotók.
Ezt az N-dimenziós teret, melynek koordinátatcngolyci a vizsgált statiszt.lkai
sokaság (mintu) egy-egy elemét reprezentálják, mintatérnelc szokás nevezni.

•> Amennviben a z1 változó á.l tu.l 1;,irtalmazoLt infonnúoi,í,nnnnyiR<Í!:!;nl n.nna k rr2 R'I. ráa
négyzetével mérjük.
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Az is nyilvánvaló, hogy e pontok egy a mintatérbe beágyazott legfeljebb
n-dimenziós altér, az ún. változótér pontjainak is tekinthetők. Ez a szemlélet
annak felel meg, hogy most a megfigyelések matrixának oszlopait tekintjük,
a változótér dimenziójára vonatkozó megállapítás pedig egyszerűen abból
következik, hogy a Z matrix rangja legfeljebb n, hiszen általában n ~ N
teljesül. A változótér koordinátatengelyei az egyes ZJ változóknak felelnek meg.

Ha a z1 változók lineárisan /iiggetlenek, azaz a Z matrix sorai lineárisan
függetlenek, akkor a változótér n dimenziós, minden más esetben n-nél kisebb
dimenziójú. A változók ilyen értelemben vett lineáris függetlensége azonban
nem zárja még ki azok páronkénti korreláltságát. A változók páronkénti
korreláltságából viszont az következik, hogy legalább egy változó közelítőleg
előállítható az összes többi lineáris függvényeként. Másképpen fogalmazva
a változók páronkénti korreládtsága esetén legalább az egyiküknek az összes
többire vonatkozó többszörös korrelációs együtthatója elég nagy. Geomet
riailag ez annyit jelent, hogy a változótér pontjainak helyzetét kisebb-nagyobb
mértékben megváltoztatva elérhetjük azt, hogy mind az N megváltoztatott
helyzetű pont egy n-nél kisebb dimenziósszámú altérben helyezkedjen el.
A Iaktoranal ízis feladata tehát geometriailag fogalmazva az, hogy megkeresse
azt a legkisebb dimenziószámú ún. közös [aktorterct, amely még a változótér
minden módosított helyzetű pontját tartalmazza. E módosított helyzetű
pontoknak a változótér koordinátatcngelyeire vonatkozó koordinátáit a meg
figyelések redukált rnatrixának oszlopai, az egyes változóknak a közös faktor
tér közös faktorokat reprezentáló koordinátatengelyeiro vonatkozó koordinátái
pedig az A,. sémamatrix soraiból olvashatók ki. Míg a változótér dimenzió
számát a Z matrix rangja, addig a közös faktortér dimenziószámát, melyet
a továbbiakban m-mel jelölünk, a Z' matrix rangja határozza meg.

Eddigi fojicgctéscinkct a megfigyelések Z rnatrixára alapoztuk. Mivel azon
ban a faktoranalízis alupad,itaii. a, legtöbbször a vizsgált változók között
megfigyeli korrelációs <'gyiiltl111tök képezik. ezután kövr-tkoző állít:ísainkaL
cflf,zerííl1l1 a í oIjcs, illet vn redukált korrelációs matrixru alapozni. Ennek
lclw(i;s,;<~d ,1,, adja meg, hogy mind a teljes, mind a redukált korrelációs
matrix {1n. Gram-föle matrix, melynek rangj11 megegyezik a '/.., illetve Z' 
matrix rangjával. ([JO], ]24. old.)

Mielőtt megfogalnrnznánk rt közös fak tortér dirncnziószárnára vonatkozó
tételt, megjegyezzük, liogy a faktoranalízis és ,t konuponenselcmzée'" egységes
tárgyulhatósága. érdekében ,t továbbiakban a teljes korrelációs matrixot
speciális redukált korrelációs matrixnak, a, megfigyelések matrixát pedig a
megfigyelések speciálisan redukált mátrixának tekintjük.

A közös faktortór dimenziószáma (m) az alábbi tétel alapján határozható
meg:

Ha a redukált korrelációs matrix rangja 111, akkor ;-1 benne szereplő korrelá
ciós cgvütthatókut teljes mértékben reprodukáló, lineárisan független közös
faktorok legkisebb száma m, azaz a közös faktorok terc legalább 1n dimenziós
([61, 64. old.)

Mivel a redukált korrelációs matrix rangja a kommunalitások alkalma,'>
megválasztása esetén kisebb a teljes korrelációs matrix rangjánál, tételünk
azerint a közös faktorok számára nézve mindig teljesül az

l :..: ·in< n
1" A komponr-nsolr-mzós ,nodnlljM, az l .'.l alponthirn ismr-rtr-tr-m.
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egyenlőtlenség. A közös faktorok számára vonatkozó hipotézis helyessége az
(1.1.18) kritériummal ellenőrizhető, bár egyes faktoranalitikus megoldásokra
vannak ennél jóval egzaktabb kritériumok is [16].

Annak, hogy az (1.1.18) kritérium nem teljesül, két oka lehet. Az egyik
az, hogy kevés közös faktort vettünk be (1.1.2) modellünkbe, a másik pedig
az, hogy nem igaz az (1.1.2) modellbe foglalt linearitási hipotézis. Arról, hogy
a két ok közül melyik forog fenn, csak úgy lehet meggyőződni, hogy a közös
faktorok számát növeljük, és ismételten ellenőrizzük, hogy teljesül-e (1.1.18).

Mivel a később ismertetendő faktoranalitikus megoldási módszerek egy
része föltételezi a kommunalitások előzetes ismeretét, röviden foglalkoznunk
kell a kommunalitások becslésével is. Az eddig elmondottakból következik,
hogy elvileg olyan maximális kommunalitások meghatározása lenne a cél,
amelyek minimalizály'ák a redukált korrelációs matrix rangját azon feltétel
mellett, hogy Rh pozitív definit. Ez ugyanis annak a biztosítéka, hogy mini
mális számú közös faktorral magyarázzuk meg változóink szórásnégyzetének
maximális hányadát, azaz a változók minimális számú közös faktorral való
leírása minimális információveszteséggel járjon. E feltételes szélsőértékfeladat
azonban csak igen szigorú, a gyakorlatban szinte sohasem teljesülő feltételek
mellett oldható meg. Ezért a gyakorlatban csak ezen elvi optimumot közelítő
becslésekről lehet szó.
A kommunalitások részleges vagy teljes módon becsülhetők. Míg a részleges

becslések a teljes korrelációs matrix nem-diagonális elemeinek csak egy részét,
addig a teljes becslések a nem-diagonális elemek összességét használják fel.

A legegyszerűbb részleges becslési eljárás az, amikor a h7 kornmunalitásnak
a Zj változó és az azzal legjobban korreláló változó közötti korrelációs együtt
hatót tekintjük, azaz

(1.2.3) h7 = max r1iif,}

l<,;gy másik, ugyancsak e csoportba tartozó becslési eljárás 11

(1.2.4)

un. triádok alkalmazása, ahol a z1r és z1 a zrvel legjohban korreláló két változó.
Az egyik legegyszerűbb teljes becslés a következő:

{1.2.5) 
(

n )2s-;
Ji'!. = _r,_i _ k=l

I n nn -- I :;5' ,, .
...., ~ 71r1

k=l l=l

(le e;6_j; le# l)

Végül a, kommunalitások ,,lehető legjobb" becslésének az adott z1 változó
összes többi változóra vonatkozó többszörös korrelációs együtthatójának
négyzetét tekintik, ami az

(1.2.6) j·,n•j(n-1) = ]
1

rll

módon határozható meg, ahol rll a teljes korrelációs matrix inverzének _j-edik
diagonális eleme. Ennek az a magyari:í.zata, hogy Dwyer bebizonyította az



A FAKTORANALÍZIS KÖZGAZDASÁGI ALKALMAZÁSÁNAK LLHETŐSÉGEIR,ŐJ, 1;39

(I.2. 7) (j = 1, 2, . , n)

egyenlőtlenséget és azt, hogy (1.2.7) akkor teljesül egyenlőség formájában,
ha a redukált korrelációs matrix rangja minimális.11

1.3 .A faktoranalízis meqoldáei módszerei

A faktoranalitikus módszerek áttekintése előtt célszerű a [akioromalisis
és a komponenselemzés közötti kapcsolat tisztázása. A komponenselemzés a
faktoranalízis azon spceiális esete, amelyben minden egyes változó kommuna
Iitása egy. Ez azt jelenti, hogy minden változó teljes szórásnégyzetét meg
kívánjuk magyarázni a közös faktorokkal, azaz a redukált korrelációs matrix
helyett a teljes korrelációs mátrixból indulunk ki. Ez azt jelenti, hogy az
(1.1.2) modell helyett a

z= A,,·k
modellből indulunk ki, ami csak;-kö,,;ös faktorokat tartalmaz. E. módszer nem
a változók számának csökkentését, hanem olyan új változók bevezetését
tűzi ki célul, amelyen páronként ortogonálisak és egyre csökkenő mértékben
járulnak hozzá az eredeti változók szórásnégyzetéhez. Ez igen hasonló az
alapvető faktorok módszerének célkitűzéséhez, aminek részletes ismertetésére
a következő alpontban térek ki.

Az ezután következő rendszerezés csak a faktoranalitikus megoldásokra
vonatkozik. E megoldások két nagy csoportba, a-közvetlen megoldások cso
portjába és az ún. leszármaztatott megoldások csoportjába sorolhatók. Ez utób
biak az előbbiekből ortogonális transzformációval származtatott megoldások,
míg az előbbiek közvetlenül aredukáltkorrelációs matrix alapján határozhatók
meg. A leszármaztatott megoldásoknak az a céljuk, hogy egy valamilyen
közvetlen módszerrel már meghatározott A sérnamatrixból kiindulva egy
adott tulajdonságokkal rendelkező, többnyire az A-nál egyszerűbb szerkezetű
sémamatrixú megoldást szolgálta8sunak A 'I'hurstonc-féle ún. egyszcrú struk
túrák is i lyr-n leszármaztatott, megoldások, melyekre az jellemző, hogy séma
matrixuk a lehető legnagyobb számú zérust tartalmazza. Ilyen ,,egyszerű
struktúrákhoz" többnyire csak páronként korrelált közös faktorok mcgenge-,
désével lehet eljutni. A leszármaztatott megoldások léte azt bizonyítja, hogy
nem létezik egyértelmű faktoranalitikus megoldás, mert bármely adott meg
oldáson egy ortogonális transzformációt vérehajtva újabb megoldáshoz jutunk.
A közvetlen megoldások két szempont szerint rendszerezhetők. Az első

szempont a megoldás alapját képező modell változóinak komplexitása. Esze
rint egy-, két- stb. faktoros megoldásokról beszélhetünk.

A rendszerezés másik szempontja az, hogy a megoldás igényeli-e a kornmu
nalitások előzetes becslését vagy nem. A kommunalitások előzetes becslését
igénylő megoldások csoportjába tartozik az alapvető faktorok módszere (Principal
Factor Solution), melynek részletes ismertetésére a következő al ;,ontban térek
ki, valamint az ún. centroid módszer, mely az előbbihez közeleső eredménye
ket szolgáltat. E módszert eredetileg az alapvető faktorok módszerének nagy
számításigénye miatt dolgozták ki, jelentősége azonban az elektronikus számító-

11 Lásd: DWYER, P. S.: The Contribution ofAn Orthogonal Factor Solution to Multiple
Correlation (Psychometrika 4 (1939)).
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gépek megjelenése óta csökkent. E módszereket igen sok szerző csak előzetes,
kiinduló megoldásoknak tekinti, melyek aztán valamilyen leszármaztatott
megoldás alapját képezik. Végül e csoportba tartoznak az ún. többfaktoros
megoldások is, amelyek egymást ,,átfedő" csoportfaktorokat is tartalmazhat
nak, tehát egy változó leírásában egynél több csoportfaktor is szerepelhet.

A kommunalitások előzetes becslését nem igénylő megoldásokat csak a
megoldások rendszerezésének első szempontja szerint szokás megkülön
böztetni.

Ugyancsak a közvetlen megoldások közé tartozik a, faktorsúlyok Lawley-tó!
származó, maximum likelihood módszeren alapuló becslése, ami azonban
szigorúan véve nem tartozik a közvetlen megoldások egyik nagy csoportjába
sem.

Itt kívánom végül megjegyezni, hogy véleményem szerint nem sok értelme
van a páronként korrelált közös faktorokat tartalmazó megoldásoknak, mert
ez igen megnehezíti a kapott eredmények értelmezhetőségét. Részben ez az
oka annak is, hogy a fakt.oranalizis számos megoldási módszere közül csak az
alapvető faktorok módszerét ismertetem részletesen.

/ 1/-r (--->
l .4 Az aln-pvető [akiorok módszere

A faktoranalízis módszerei kétféle módon alkalmazhatók Az első esetben
rendelkezünk valamilyen előzetes, a priori modellel a vizsgált jelenségre
vonatkozóan, s ilyenkor a faktoranaiteis feladata e modell paramétereinek
becslése, s az a priori modellel felírt hipotézis hclyessőgének cllcnörzése. Ez
utóbbi célra részben az (l.J .18) kritérium, rőszbon pedig különböző matema
tikai statisztikai próbák állnak rondelkczéare. A második esetben nincs mi
féle elképzciésünk ·n:z á1tUlunk vizsgált jelenség modelljére vonatkozóan, s
eppen e mor e l 1ne1~kcrcsél:lére a Iaktorana.llzja célja. A fuk torunalízis megol
dási módszerei közül e célra véioményom szerint az alapvető faktorok mód
szere a lezalk almaenbb, s olsősorban ezért tartom sziikségPHnck e módszer
részletes ismertetését. F.:zL indokolja továbbá az elGz{í alpont végén említett
tény is, melyből számos a 2. részben ismertetendő előny származik.

Az alapvető faktorok módszere olyan kiizös faktorok meghatározását, tíízi
ki célul, amelyek

l. a lehe tó legnagyobh 1n1~r1fkhen járulnak hozzá az fo;szcs vá.ltozó

(1.4.1) }/2

teljes kornmunalitásáboz,
2. a lehelő legjobban meirközPlíLik a rcprodukálandó redukált korrelációs

matrixot (Rh-t), ó;
3. páronként ortogonálisak.
Mivel az cs:111 án következő eljárás lényege az lesz, houy a közös fak toroknt

egyenként, ~z ÜHioZC8 változó H2 tcljo« kornrnuualitúsáhc»: való hr:zzájárulásuk
nagyságá11a!, csökl.cnő b<-'I rcncljőbr-n hat.ározzuk mca, meg hell vi,:.,;g.;,fni azt,
hogy az Pgy1:s közös faktorok ruilycn szerepet játszanak az első két kritérium
teljesülésében. Nyilvánvaló, hogy ilyen szempont szerint az első kritérium 11z
(l.l.8)-cal definiált VP (p = l, 2, .. , m,) mennyiségek egyenkénti maximali
zálását jelenti.
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A második kritériummal kapcsolatban. először is azt jegyezzük meg, hogy
a redukált korrelációs matrix ,,lehető legjobb," megközelítésén a legkisebb
négyzetek módszere értelmében vett közelítést értjük. Ami az egyes közös
faktoroknak a második kritérium teljesülésében betöltött szerepét illeti,
könnyen belátható, hogy a faktoranalízis ( 1.1.17)-tel felírt Thurstone-féle
alaptétele felírható az

(1.4.2)
m rn

Rrlh = J; al' a; '-- J; Qp 
p=l p=l 

alakban is, ahol aP az A,, közös sérnamatrix p-edik oszlopa, és aP a~ = Qp• 
Ez a felbontás pedig éppen az egyes közös faktoroknak a redukált korrelációs
ma.trix-" reprodukálásában betöltött szerepét mutatja.

Mint látni fogjuk, a három icnti kritérium közül az első és az utolsó el is
hagyhntó, mert azok teljesülése ~i második ícljesüléséből automatikusan követ
kezik. Első lépésként ezért egy olyan K1 közös faktort keresünk, ami a lehető
legnagyobb mértékben résztvesz a redukált korrelációs matrix reprodukálá
sában, azaz amelyre nézve az

Tl n
Si--= Z .J: (rfl, - ail a,nl2

j=l fr=l

eltérés-négyzetösszeg minimális Az egyszerűség kedvéért írjuk fel S1-et az

(1.4.3) S1 = tr 1"(R1i -- a1ai) (RI, - a1af}] = tr(Ri) - 2afR1ia1 + (afa1)
2 

módon," ahol a1 az AI, közös sémamatrix első oszlopa.
Elvégezve (1 .4.3) a1 szerinti deriválását, és a deriváltat O-val egyenlővé

téve, majd az így kapott egyenletet rendezve:

(J.4.4)

ahol },1 = a~a1. Arra az eredményre jutottunk tehát, hogy a 2. kritériumnak
elcgcttevó a1 vektor az H1i matrix egyik sajátvektora. Az (I.4.4)-ből adódó

(1.4.5)

összefüggést figyelembe véve (] .4.3) az:

S1 = tr(Hl) -- J.f
alakba megy át. Tekintettel arra, hogy egy szimmetrikus pozitív definit, illetve
pozitív szemidefinit matrix sajátértékei pozitív, illetve nem-negatív valós
értékek, az S1 eltérés-négyzetösszeg csak abban az esetben lehet minimális,
ha ..1.1 az R,, matrix legnagyobb sajátértéke. Az a1 vektort tehát az R,, leg
nagyobb sajátértékéhez tartozó sajátvektorok halmazából kell kiválasztanunk,
amit az első kritérium figyelembevételével tehetünk meg. Ugyanis a maxima
lizálandó V1 mennyiség éppen ).1 gyel egyenlő, amiből az következik, hogy az

•~ Abban az esetben, ha kompouenselemzést végzünk, a redukált korrelációs matrix
szerepét a teljes korrelációs matrix veszi át. . .

18 A tr(A) jelölés az A kvadratikus matrix nyomát jelenti. Egy kvadratikus A matrix
nyomán az A matrix diagonális elemeinf}k összegét ért.jük. Szokásos még a matrix nyomá
nak Sp(A) jelölése is.
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első két követelménynek együttesen elegettevő a1 vektor az R1, matrix leg
nagyobb }.1 sajátértékéhez tartozó Vi\1 hosszúságú sajátvektor. Vegyük észre,
hogy az a1 ilyen megválasztása esetén a harmadik követelmény is teljesül,
mert a sajátvektor definíciója értelmében a1 = 0 nem állhat fenn.

Az Ak matrix második, a2 oszlopának meghatározása az a1 meghatározásához
képest azzal a különbséggel történik, hogy R1, szerepét az

(l.4.6)

ún. első rezuiuális korrelációs matrix veszi át. Az előzőekhez teljesen hasonlóan
belátható, hogy az első két kritériumot egyszerre kielégítő a2 vektor az R1
matrix },2 vel jelölt legnagyobb sajátórtékéhez tartozó y;.

2
hosszúságú saját-

vektor, ahol ,l.~ = at a2. Könnyen igazolható, hogy az így kapott a2 vektor
ortogonális az előbbi a1 vektorra.

Az A1, oszlopai tehát, most már általánosan fogalmazva, :t következőképpen
határozhatók meg. Definiáljuk az s-edik reziduális korrelációs matrixot 11z

(1.4. 7)
s s

Rs -, Rh - };' apa; = R,, --· J; Qp
p= l p=l

(s-= 0, 1, ... m - l)

előírással, ahol R0 = R,,. Az A,, matrix (s+ l l-cdik oszlopa ekkor M:

8s·f-l = tr [(Rs as+l af+il (R, Us+! at-1-1)]
(s=0,1,2, ... ,m-l)

eltérés-négyzetszöget minimalizáló as+l vektor. Az a1 megha,tározásáboz telje
sen hasonlóan eljárva belátható, hogy a5-1-1 az Rs matrix legnagyobb,
ils+i = a: +1 a5+1 sajátértékéhcz tartozó, V As+ 1 hosszúságú sajátvektor. Teljes
indukáciőval bebizonyítható, hogy az egymást követő

(l.4.8)

a1, a2, ... a111 

vektorok páronként ortogonálisak.
Az aP (p = J, 2, ... , m) vektorok páronkénti Ol'Logonalitására, támaszkodva

az is könnyen bebizonyítható, hogy az előbbi eljárás során adódó

}1 ?- A2 ~ · · · ~ i\,,,
sajátértékek mindegyike egyben ..iz ll.1, redukált korreláció· mutrixuuk is
sajátértéke, s így nincs szükség az eljárás során az egymást követő reziduális
korrelációs mátrixok meghatározására.

Az utolsó Rm reziduális matrixró] a sajátértékek négyzetösszegóre vonat
kozó ismert tétel ((I], 224. old.) felhasználásával bebizonyítható, hogy értéke
0, azaz a fonti eljárás teljes mértékben reprodukálja n, redukált korrelációs
matrixot.

Ezzel az általunk kitűzött feladatot matematikailag megoldottnak tekint
hetjük. Kaiser szerint az A,, közös sémarnatrixnuk csak az R11 matrix l-nél
nagyobb sajátértékeihez tartozó oszlopait érdemes meghatározni, mert az
ezekhez tartozó közös faktorok az egyes változók kommunalitását csaknem
teljes mértékben megmagyarázzák. Ily módon eljárva a közös faktorok száma
az eredeti változók számának általában 1/6- l /3-a.
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A faktoranalízis módszerét ismertető rész befejezéseként a páronként
korrelálatlan közös faktorokat tartalmazó faktoranalitikus megoldás meg
adásának szokásos táblázatos formáját ismertetem.

Sémaegyütthatók
-- -----------

Kommunalitás

ViltO'l.ú
(j)

l
2

n

Összesen

lli
Eredet.i

h~
J
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m
E ajµ

p-1 

Különbség
m

h)- .E ajµ
p-1 

xx anm -----'-"--'-----I--- ----1----1

X
A faktorok hozzá-

járulása ( Vpl a_~a~1_, __ a_;_a_2 _, , 

Az eredeti teljes
kommunalités
%-{iban

XXX 

2. A közgazdasági alkalmazás Iehetőségeirél

A Iaktorunalizis közgazdasági alkalmazásának lehetőségét elsősorban a köz
gazdasági jelenségek bonyolultsága, összetett volta adja meg. A faktoranalízis
alkalmazása ugyanis elsősorban olyan esetekben vezethet hasznos eredményre,
amikor a vizsgálatba vont változók szoros sztochasztikus kapcsolatban állnak
egymással, kölcsönösen függenek egymástól. Ellenkező esetben, tehát függet
len változók esetén csak egyszerűen arról van szó, hogy egy sor bonyolult
számítás után magukat az eredeti változókat kapjuk vissza közös faktorok
ként. Az ilyen felesleges számítások azonban a vizsgált változók korrelációs
matrixának előzetes vizsgálata alapján elkerülhetők.

A faktoranalízis legjellegzetesebb közgazdasági alkalmazásai az alábbi
három csoportba sorolhatók ([11]): 

l. a változók számának csökkentése,
2. oszt_á,lyozási (csoportosítási) föladatok megoldása,
3. indexsúlyozási feladatok megoldása.

Az egyes alkalmazási területekkel itt elsősorban elméleti szempontból foglal
kozom, a konkrét gyakorlati alkalmazásokkal kapcsolatban a téma egyre
jobban bővülő irodalmára utalok. Az egyes alkalmazási területek részletesebb
ismertetése előtt külön alpontban foglalkozom a faktorok értelmezésével.

2. I A faktorok előállitása és értelmezése

Ebben az alpontban először a faktorok változókkal történő előállítását
ismertetem. Ekkor célszerű az alábbi két eset megkülönböztetése.
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1. Kom/poneneelemzés : Ekkor a J, özös faktorok száma n. s azok egyértelműen
előállithatók a zi változók lineáris kombinációjaként a

(2.1.1)

formula alapján;" Mint az már ismeretes, a kornponenselemzés esetében
nincsenek egyedi faktorok.

2. Fuktoramalizis : Tekintettel arra, hogy ebben az esetben a megoldás
egyedi faktorokat is tartalmaz, nem lehet szó a faktorok egyértelmű előállí
tásáról. Itt a faktorok előállításának egyik legegyszerűbb módját, az ún.
regressziós modszert ismertetem. ((6] és fl 6]) Ebben az esetben - a. levezeté
sek mellőzésével

(2.1.2) f'=S*U-1z ---"ot>A*R-Lz,

ami páronként korrelálatlan közös faktorok esetén az

(2.l .3) f= A* R-1z

alakba megy át. Az Í' jelölés mindkét esetben arra utal, hogy itt a faktorok
egy lehetséges becsléséről van szó .

Mivel ezen előáJlítás egyértelműsége nem jelenti feltétlenül azt, hogy egy
faktor olöállításába.n csak egy változó szerepel, a faktorok értelmezhetőségének
problémáját célszerű mindjárt az ni < n esetre vonatkoztatva tárgyalni.

Ha a kapott eredményeket valamilyen jelenség közelítésére, előrejelzésére
kívánjuk fölhasználni, akkor nincs is feltétlenül szükség a kapott faktorok
értelmezésére. Ilyen volt a helyzet bevezető példánk esetében is, amikor első
sorban az általános faktorok számára. vonatkozó hipotézis helyessége bírt
döntő jelenséggel. Ennek eldöntése után már sz into ,,magától" adódott a
kapott eredmény értelmezése. Ugyanez a helyzet akkor is ha, a faktoranalízist
egy a priori modell helyességének ellenőrzésére kívánjuk fölhasználni. Más a
helyzet azonban akkor, ha a kapott eredményeket valamilyen jelenség köz
gazdasági elemzésére, mélyebb megismerésére kívánjuk felhasználni. Ekkor
ugyanis óhatatlanul szem bekerülünk a faktorok értelmezésének, interpretá
lásának problémájával. Ilyen esetek bcn döntő jelentőségű az, hogy sikerül-e
a kapott faktorokat valamilyen közgazdaságilag értelmezhető, esetleg közvet
lenül megfigyelhető változóval azonosítani.

A faktorok értelmczésé[Jck alapját a faktorok változók segitségével történő
(2.1.2) előállítása, és a megoldás azcrvcs részeként adódó ,strulltúramatri:p_
vizsgálata képezi. Ha a faktorok (2.l .2) előállítását mcgvizagálva azt tapasz
taljuk, hogy az egyes faktorok olyan diszjunkt változócsoportok lineáris
kombinációi, hogy az egyes csoportokba tartozó változóknak létezik valami
lyen lényeges közös jellemzője, s a különböző változócsoportok közös jellem
zői mind különbözők, akkor a faktorok rendre a hozzájuk tartozó változó
csoportok közös jellemzőivel azonosíthatók.

Ha ez a feltétel nem teljesül, akkor azt a tényt használhatjuk fol a faktorok
értelmezésére, hogy tekintettel a változók és faktorok stanclardizáltságára
az egyes faktoroknak a változókból való összctcvődését mutató szorzókonstan
sok nagysága éppen az egyes változók faktorok kialakításában játszott szere-

11 A7, ki:1 = Ak egyenlőség a közös fo.l~torok páronlcént i ortogonalitásából következik.
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pének fontosságát mutatják. Erre támaszkodva pedig kiválasztható az adott
faktor értékeinek alakulását a legdöntőbb mértékben befolyásoló változó,
amivel az adott faktor azonosítható.

Tekintettel arra, hogy itt már csak páronként korrelálatlan közös faktoro
kat tartalmazó megoldásokkal foglalkozunk ez az eljárás azzal egyenértékű,
hogy az adott faktort a vele legszorosabban korreláló változóval azonosítjuk.

Ha a, faktorok változókkal történő azonosításakor a faktorok 'és a változók
közötti korrelációs együtthatókat vesszük alapul, akkor sok esetben igen
hasznos lehet az alapvető faktorok módszerével kapott megoldást lriindul6
megoldásnak tekinteni, s abból egy ortogonális transzformáció segítségével
egy újabb megoldást származtatni. K. A. Schaffer véleménye szerint ([12])
erre a célra a Kaiser-tő! származó carimax-modezert érdemes alkalmazni. Az
e módszerrel kapott megoldás igen közel áll a már említett ,,egyszerű struktú
rához", ami sokszor igen megkönnyíti a kapott eredmények értelmezését.
A varimax módszer ismertetésére nem térek ki, részletes leírása pl. a [6]-han
található meg. ·

A kapott eredmények értelmezésénél fölmerülő nehézségek véleményem
szerint elsősorban a közelíteni kívánt közgazdasági jelenségek rendkívül bonyo
lult természetéből fakadnak. A faktoranalitikus megoldások éppen arra
mutatnak rá, hogy a közgazdasági jelenségek annyira összetettek, hogy csak
ún. összetett változók segítségével közelíthetők. Az értelmezésüknél fellépő
nehézségek ellenére úgy vélem, hogy a faktoranalízis egyrészt a közgazdasági
jelenségek modellezésének igen hatékony segédeszköze lehet, másrészt pedig
jól fölhasználható az egyes jelenségekre adott - sokszor igen semmitmondó -
definíciók pontosabbá, tételére is. A faktoranalízis ilyen jellegű alkalmazható
ságáról a következő két alpontban lesz szó.

2.2 A változó/e számának csölckentése

A közgazdasági elemzések során ma már egyre gyakoribb az ún. regressziós
modellek alkalmazásn. Ezek közül is a leggyakoribb az

(2.2.1) y=Xf3+E
lineáris modellek alkalmazása, ahol

Y = [y, Y2, · · ., YN]*
- az credrnónyvá.ltozóra vonatkozó N megfigyelést tartalmazó

oszlopvektor

X = [x;J], (i = 1, 2, ... , N, j = I, 2, ... , n)
- a modellben szereplő n magyarázó változóra vonatkozó meg

figyeléseket tartalmazó N X n méretű matrix

'3 [/Ji, /32, · · ., /Jn]*
- a modell ismeretlen paramétereit tartalmazó oszlopvektor

E = [s1, e2 ... eN]*
- az ún. hibavektor.

A modellben szereplő Y, X1, X2, ... , Xn változókról feltesszük, hogy azok
standardizált formában adott valószínűségi változók, melyek együttes elosz-

4 Szigma
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lásának sűrűségfüggvénvc /( Y, X 1, X 2, ..• ,X11), Y feltételes várható értéke
pedig

E( y I X1 = .C1, X l = Xi, ... 'x/1 = Xr,) = f(x1, Xz, ... , Xn, /J1, /J2, ' .. , (3,,)
alakú, ahol a /Jrk ismeretlen együtthatók, az xrk pedig az egyes valószínű
ségi változók rögzített értékei. A (2.2.1) modell ezen ún. elméleti regresszió
függvény lineáris közelítése.

A (2.2.1) modellben szereplő f3 pararnétervektor legkisebb négyzetek mód
szere szerin ti becslése,

h=(X*X)-1X*y
alakú, ami azt jelenti, hogy a (2.2.1) elméleti modellt az

(2 ..a.2) y = Xb + e

formában becsüljük, ahol e= y - X h. 
Könnyen belátható, hogy a /J1 rogressziós együtthatók e becsléseinek vari

anciája akkor lesz minimális, ha a magyarázó változók páronként korrelálat
lanok. Ez azonban a közgazdasági gyakorlatban csak igen ritkán teljesül.
Sokkal inkább jellemző a magyarázó változók páronkénti korreláltsága,
aminek következményét már az l.2 alpontban említettük. E jelenség az iro
dalomban rn'Ultilcollinearitás néven ismert.

A muJtikollinearitás fellépése azon ban nemcsak a regressziós együtthatók
hibáját növeli meg, hanem megnehezíti 11 magyarázó változók hatásának szét-

. választását is, ami már közgazdasági probléma. A magyarázó változók hatásá
nak szótválasz tha.tatlansága ugyanis azt jelenti, hogy nem, illetve csak erős
fenntartásokkal adható meg a regrcseeiós együtthatók szokásos értelmezése.
Minél erősebb fokú a multikollinearitás, annál inkább számolni kell a je
lenlétéből adódó káros következménnyel.

Ha, a modellben szereplő változókra vonatkozó megfigyelések adott száma
(N) mellett növeljük a modell változóinak számát, akkor ezzel párhuzamosan
egyre növekszik a mu ltikollincarités veszélye is. Éppen ezért a változók
számát ésszerűen kell megválasztani. A változók ésszerű, ,,optimál.is" számát
igen nehéz pontosan definiálni. Célszerű azonban optimalitási kritériurnnak a
többszörös determinációs együttható - a,többszorös korrelációs együttható
nögyz~ne1< - ertelmt Lek111fí.l-Ia azo11ba,;-a, tö szőrös dcterminaciotro:ryütt
ható értékét minden megkötés nélkül muximulizálnánk, akkor ez a változók
számának minden határon túli növelését igényelné, ami viszont a multikollí
ncaritás fokának növekedését i1::1 maga után vonná. Ezzo] szemben ha a több
szörös determinációs cgyLi.ttható értékét azon feltétel mellett maximalizáljuk,
hogy a modellbe kerülő magya,rázó változók páronként korrolálatlanok
legyenek, akkor a feltétel egyrészt gátat szab a magyarázó változók száma
minden határon túli növekedésének, másrészt a multikollinearitást is kikü
szöböli. Ez az opbimálitási kritérium igen hasonló az alapvető faktorok mód
szerénél alkalmazotthoz. Hangsúlyozni kívánom, hogy ez a kritérium csak
a változók optimális számához való közelítés egyik lehetséges módja, s koránt
sem oldja meg teljesen a. problémát. Mindenesetre a vázolt kritérium elég
ésszerűnek látszik.

Ha elfogadjuk az előbbi kritériumot, akkor kézenfekvőnek Játszik az a
gondolat, hogy a (2.2.l) modellben szereplő magyarázó változókat azok páron-
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ként korrelálatlan közös faktoraival helyettesítsük. Ez az alapgondolata az
M. G. Kendalltól származó ún. mesterséges ortogonalizálás módszerének.

Induljunk ki a modellünk szempontjából szóbajöhető maximális számú
magyarázó változóból, s jelöljük ezek halmazát X-szel. Tekintsük ezután
az X változóhalmaz

(2.2.3)

előállítását, ahol az alkalmazott jelölések pontosan megegyeznek az 1.1
alpontban használtakkal, v pedig az egyedi faktorok elhanyagolásából adódó
hibát jelenti. Ha a (2.2.3)-ban szereplő közös faktorokat az 1.4 pontban ismer
tetett alapvető faktorok módszerével határoztuk meg, akkor ez azt jelenti,
hogy a (2.2.1) modellben szereplő magyarázó változókat páronként korrelá
latlan mesterséges változókkal helyettesíthetjük. Fogalmazzuk meg ezután
a (2.2.1) modell

(2.2.4) y = K* a+ 6

módosított változatát, amit az eredeti modell reparametrizált alakjának ne
vezünk.

A (2.2.4) model1t ezután az

y= K*a + d
formában becsüljük, ahol

a = ( K K*) -1 Ky és d = y - K* a

és a m-elemű oszlopvektor.
Kihasználva azt a tényt, hogy a közös faktorok egyrészt páronként korre

Jálatlanok, másrészt a centrális határeloszlás tétele értelmében közelítőleg
normális eloszlásúak, reparametrizált modellünk paraméterei - amelyek nem
egyeznek meg az eredeti (2.2.1) modell paramétereivel, hanem azoknak lineá
ris függvényei - sokkal kisebb hibával becsülhetők, mint az eredeti modell
paraméterei, sőt azoknál sokkal megalapozottabban vizsgálhatók a szokásos
statisztikai próbákkal is.

Az ezután következő lépés a megoldásul kapott közös faktqrok, s ezt fel
használva a reparametrizált modellben szereplő paraméterekértelmezése. Ez
az előző alpontban elmondottaknak megfelelően történhet. Ha a közös fak
torok, s így a reparamctrizált modellben szereplő paraméterek'[végképp nem
értelmezhetők, akkor kénytelenek vagyunk a

{2.2.5)

transzformáció segítségével visszatérni az eredeti modell paramétereire. Ez
azonban azt jelenti, hogy eredeti feladatunkat csak látszólag oldottuk meg.
Itt ugyanis csak arról van szó, hogy az eredeti modell X magyarázó változó
halmaza által tartalmazott információ-mennyiség csökkentése után nyerjük
a paraméterek becslését, ami esetleg még az eredeti adatok alapján kapható
becsléseknél is bizonytalanabb lehet. Ennek ellenére a mesterséges ortogonali
zalás módszere sok esetben hasznos eredményre vezethet.

Az eddigiek során a faktoranalízisnek a m~ltikollinearitás kiküszöbölésére
vonatkozó alkalmasságát hangsúlyoztam. Mivel azonban a módszer ilyen
esetekre történő alkalmazása szinte minden esetben együttjár a magyarázó

4*
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változók számának nagymértékű csökkentésével, a faktoranalízis nemcsak
a multikollínearitás kiküszöbölésére szolgáló hatékony eszköznek tekinthető,
hanem sikerrel alkalmazható igen bonyolult közgazdasági jelenségek viszony
lag egyszerű, kevés számú változóval való közelítésére is. Ha ugyanis a fakto
rok változókkal való uzonosítását., interpretálását a 2.1. pontban elmondottak
nak megfelelően végezzük el, akkor a faktoranalízis alkalmas arra, hogy egy
regressziós modell szempontjából szóbajövő nagyszámú magyarázó változó
közül kiemelje a legfontosabb, közelítőleg páronként korrelálatlan változókat.
Ilyen értelemben tehát a faktoranalízis a modellalkotás igen hatékony segéd
eszközének tekinthető. Egy ilyen tá.rgyú konkrét alkalmazásra még egy későbbi
cikkben szeretnék visszatérni

A me__§j;cr~óg0s ertogorui I izó l;ís módszerét R. Stone alkalmazta először a
gyakorlatban, aki az USA bruttó nemzeti termékére, illetve nemzeti jövedel
mére ható 17 ténvezőböl indult ki, és arm az eredményre jutott, hogy a vizs
gált függő változók alakulása 3 közös faktor segítségével gyn,korlatilag teljes
mértékben (97,5%-ban ) mcgmagyauizható ([ll)).

A faktoranalízis ezen túlmenően jól Iclhasználható egy már adott regresz
sziós modell specifikációjának vizsgálatára is. Ha ugyanis a modell magyarázó
változóinak faktorelemzését elvégezve arra az eredményre jutunk, hogy a
magyarázó változóknak létezik egy lényeges általános [aktora, akkor ez nagy
mértékben valósz.íuűaiti a modell helyes specifikációját.

2.3 Osoportosüási feladatok

Igen sok esetben merül H az az igény, hogy egy N elemből álló sokaság
egységeit egy vagy egyidejűleg í öbb ismérv szerint olyan kisebb csoportokba,
részsokaságba soroljuk, hogy az egy csoportba tartozó egységek minél homo
génebbek legyenek a csoportképző ismérv(ck) szempontjából.

A fuktoranalizis ilyen területen történő alkalmazása két, esetben válhat
szükségessé. Az első eset az, amikor egy csoportképző ismérvet jelöltünk
ugyan ki, de az közvetlenül nem mérhető. Ilyen csoportképző ismérv lehet
például az ún. ,,városiassági fok", vagy ,,gazdasági fcjlct.tség". Mindkét példa
ként említett csoportképző ismérvre az jellemző, hogy nem lehetséges egyetlen
olyan mérhető változót kijelölni, amely teljesen azonosítható volna az adott
csoportképző ismérvvel, sőt éppen ellenkezőleg, mindkét ismérvünkre az
jellemző, hogy számtalan olyan mérhető tényező nevezhető meg, amely többé
kevésbé szoros kapcsolatban áll azokkal

Ilyen esetekben a következőképpen járhatunk cl. Gyűjtsiik össze mindazon
mérhető változókat, melyekről fcJtételczhotő, hogy valamilyen kapcsolatban
állnak a kiválasztott csoportképző ismérvvel. Legyenek ezek az X1, X 2, .•• , X n
változók, melyek között valamilyen többé-kevésbé önkényesen számszerű
sített minőségi ismérvek is szerepelhetnek, s melyekről feltesszük most, hogy
standardizált formában adottak. Határozzuk meg ezután a figyelembe vett
változók A sématnatrixát az alapvető faktorok módszerével, s ennek alapján
a (2.1.3) alapján állítsuk elő az első alapvető faktort. Tegyük fel, hogy ez a
eredeti változók

(2.3.1) K1 = a1X1 + a2X2 + ... + anXn
lineáris kombinációja.
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Ily módon eljárva a K1 az adott csoportképző ismérv olyan komplex mutató
jának tekinthető, ami magába sűríti az adott csoportképző ismérve ható
tényezők által tartalmazott információ jelentős részét. A gyakorlati tapaszta
latok ugyanis azt mutatják, hogy az első alapvető faktor a vizsgált változók
szórásnégyzetének 60-80%-át ,,megmagyarázzn", s a többi ala.pvető'faktor
csiili" feíentektelen mértekben Járul hozzá azokhoz. A (2.3.1)-ben szereplő rxj
skalárok olyan ,,értékelési rendszernek", pontszámrendszernek tekinthetők,
amelyek azt mutatják, hogy az egyes Xi változók milyen szerepet töltenek be,
milyen súllyal vesznek részt-a kiválasztott, közvetlenül nem mérhető csoport
képző ismérvvel jellemezendő jelenség kialakításában.

Ilyen jellegű gyakorlati alkalmazás pl. R. S. Thorn [12] cikkében található.
Ezután a sokaság minden egyes egységére nézve meghatározzuk az első

alapvető faktor Kli értékét a

(2.3.2)

módon, ahol ex= [ai, a1, ... , an]* a (2.3.1)-ben szereplő ai skalárokból fel
épülő n-elemű oszlopvektor, X pedig a vizsgált változókra vonatkozó meg
figyeléseket tartalmazó N X n méretű matrix. Ezen értékek alapján nedig
elvé ezhető a sokaság egységeinek rangsorolása, niaJa ennek felhasználásával
vi zony ag iomogen csopor o aförf.énö besorolása. Itt tehát a faktoranalízis
annyiban segít, hogy -- eltekintve magának a módszernek az önkényességétől
- ami azonban a matematikai statisztika szinte minden eszközével kapcso
latban elmondható -- kiküszöböli az ilyen problémák megoldására használt
módszerek nagyfokú önkényességét.

A csoportoeítási feladatok megoldására azonban akkor is szükség lehet
a faktoranalízis alkalmasására, amikor azt tűzzük ki célul, hogy a csoporto
sítás elvégzésekor minden egyes csoportképző ismérvet egyenlő súllyal vegyünk
figyelembe. Ilyen esetekben a kitűzött feladat a faktoranalízis alkalmazása
nélkül a legtöbbször meg sem oldható. A csoportképző ismérvnek kijelölt
változók ugyanis csak a legritkább esetben függetlenek egymástól. Ez a tény
pedig lehetetlenné teszi a csoportképző ismérvek egyenlő súllyal történő
figyelemhevétolét. Ha például négy olyan változó alapján kívánjuk elvégezni
a csoportosítást, melyek közül kettő szoros sztochasztikus kapcsolatban áll
egymással, akkor a négy változót a csoportosítás során egyenlő súllyal figye
lembe véve kettőt majdnem dupla súllyal szerepeltetnénk:. Ilyen esetekben
ezért sokkal célszerűbb a változók helyett azok közös faktorait figyelembe
venni a csoportosítás során.

2.4 Az index-probtérnríról

Ebban az alpontban a faktoranalízis ár- és volumenindexek meghatáro
zására történő alkalmazását ismertetem röviden. Ezen alkalmazás elméleti
kidolgozása H.1'heil nevéhez fűződik, első gyakorlati alkalmazói pedig T. Kloek
és G. M. de Wit voltak, akik cikkükben tovább is fejlesztik a H Theil által
kidolgozott módszert ([8] és [13]). 

Az ár- és volumenindex-számítás feladata az, hogy több különnemű, s így
közvetlenül nem összesíthető termék (árucikk) egységárának, illetve termelt
(eladott atb.) mennyiségnek együttes átlf!gos időbeni_változását vagy térbeni
különbözőségét mutassa ki. Az egyszerüség kedvéért a továbbiakban csak az
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időbeni összehasonlítással foglalkozom, de az ezután következő gondolatmenet
- értelemszerű módosításokkal -- térbeni összehasonlításra is alkalmazható.

Induljunk ki n számú termék ár11ci ) t számú időszakra vonatkozó egység
áraiból és termet (eladott stb.) mennyiségeiből. E kiinduló adatokat a köny
nyebb áttekinthetőség érdekében célszerű egy-egy t X n típusú ár-, illetve
volumenrnatrixba foglalni a

P -cc [JJ;;] és Q = [IJ,;]

módon, ahol P;; a j-edik termék (árucikk) i-edik időszakra vonatkozó egység
ára, q;J pedig a j-edik termék (árucikk) i-eclik időszakban termelt (eladott
stb.) mennyisége AP és Q matrixok segít:,,égével igen egyszerűen előállítható
az indexszárrritás alapját ké pező aggregát11mok

(2.4. l) V = - P Q* = [v1i]

z-cdrendű ma.trixa, amelynek V;J eleme a j-cd.ik időszak i-cdik időszaki egység
árak alapján meghatározott termelési értéke (eladási forgalma stb.). A V 
matrix elemeinek felírásakor az egyszerűség kedvéért eltekintettünk az egyes
termékekre (árucikkekre) utaló futóindex kiírásától.

Tekintsük ezután feladatunknak egy olyan pár-vektor és egy olyan q volu
menvektor meghatározását, amolyek segíL~vel az agregátumoJrf2.4..l)
rna.trixa a legkisebb négyzetek módszere értelmében ~t lohotö legjobban meg
közellthctö, reprodukálható, azaz amelyekre nézve a

(2.4.2) D V p 11*

ún. eltérésmutrix elemeinek négyzetös:,,zoge minimá.lis. J~z másképpen meg
fogalmazva annyit jelent, hogy minden Ep;?; alakú agregátumot egy az i-edik
időszakra jellemző ,,átlagár" (p,) és egy a j-edik időszakra jellemző ,,átlagos
mennyiség"(q;) szorzatával kívánunk közelíteni Az r-ltérésmn.trix elemeinek
négyzetösszege a legegyszerííbbcn a

(2.4.3) tr(DD1,*)-"°tr(VV*) 2p*Vq l-(p*p)(11*<J) 

módon írható fol. A szólsdértókszúrn itás azok ásoa módszerét alkadrnaz vu, s
az így adódó cg_venletcket kissé átalakí1Ní1 arm ,tz eredményre jutunk, hogy
:i, keresett

vektorok a

(2.4.4) {
[VV* ([.•*p)(q.*<1)E]p - 0 
[V* V - (p* p) (11* 11) E'j q ~ 0

egyenletek megoldásaként adódnak. A (2.4.4-) aJaUi egyenletek alapján belát
ható, hogy a (2.4.3) eltérés négyzotösszeget minimalizáló p árvektor, illetve
(J volurncnvcktor a VV*, illetve V*V matrix maximális,

).2 = (p* p) (q* 1() 
~•.

sajátértékéhez tartozó _:,,ajátvektora. Ha még azt is kikötjük, hogy mind a
p, mind a q vektor V-1 hosszúságú Jegyen, a megoldás egyértelművé válik.



.-1 I,',\ KTOIL-1 \ ALÍZIS K Ü1/,(ó.-\ZIJ.-IS.·Í(; I ALKA LMAZk-i.-Í 1'Ah Ll-;HETOsi;<:J-;111() I. 151

Az itt követett módszer technikailag igen hasonlít az alapvető faktorok
módszeréhez, bár nem teljesen azonos azzal. A legszembetűnőbb eltérés a
két módszer között az, hogy itt nem a korrelációs matrixból kiindulva végez
zük el a számításokat.15 Ennek ellenére Kloek és de Wit már idézett cikkük
ben a p árvektort a (2.4.1) matrix oszlopai első alapvető faktorának, a q volu
menvektort pedig a (2.4.1) matrix sorai első alapvető faktorának nevezik.

Az így kapott p és q vektorok elemei az egyes időszakokra jellemző ,,átlag
árak", illetve ,,átlagos" mennyiségek ~tai1jőSZQrosai, amelyek még nem
értehnezhetők közvetlenül iodexekkent. Ha az i-edik időszakot tekintjük
bázisidőszaknak, akkor maguk az indexek az

. ·11 . lIp e -- p J etve J!/ e.cc --q< p eiq
módon állnak elő, ,drnl e'f az i-cdjk z-elemű egységvektort jelenti sorvektor
ként felírva.

Két időszak esetén rnegrnutatható, hogy az ár (P)- és volumenindex (Q)
az alábbi közelítö formulák segítségével határozható meg:

(2.4.5)

Q2 ) ( p2p e:,,, p (1 + 'Yl
O ·11 Q Q 1 + 'Yl (I )

() 'I 1 + Qö ' J • e:,,, 0 '/ 1 +-P~ '
ahol P0, illetve Q0 a Laspeyres-féle ár-, illetve volumenindex, I-\ illetve QJ
pedig a. Puascho-féle ár-, illetve volumenindex, és

(2.4.6)

Ami az ily módon meghatározott indexek közgazdasági tartalmát illeti,
meg kell jegyeznünk, hogy kettőnél több időszak esetén igen nehéz annal,
megítélése. Ez részben matematikai korlátokba ütközik, részben pedig a
kapott eredmények nehéz értelmczhetőségén alapszik. Általánosságban csal,
annyit szögezhctünk le, hogy az a tény, hogy a fenti indexek egyes idősza
kokra vonatkozó ,,átlagárak.on'' illetve ,,átlagos mennyiségeken" alapulnak
nagymértékhen korlátozza. azok alkalmazhatóságát. Egy adott, időszakra vonat
kozó átlagár, illetve átlagos mennyiség meghatározása ugyanis csak olyan
esetekben indokolt.közgazdaságilag, amikor a P illetve Q ma ti ix egyes soraiban
álló elemek összegezhetők. (Ez a helyzet például akkor, ha azonos fajta termék
(árucikk) különböző minóségeiról van szó.) Azt is megállapíthatjuk, hogy a
fenti indexek állandó súlvozásúak, azaz az említett átlagárakra, illetve
átlagos mennyiségekre nézve

p = P cr illetve q = Q 13
ér~é11yer; Ehhez mindjárt hozzá kell tennünk azt is, hogy ez az ,,állandó'"
súlyozás bizonyos értelemben változó is. Ugyanis a fenti indexek legfőbb pozi
tívuma az, hogy mind az ár-, mind a volumenindex-számítás e módszere az
összes vizsgált időszak mennyiségi- és áradatát figyelembe veszi. Ez pedig azt

. '" Itt_jcgyezúik meg, hogy a fukt,0rar_i-alíz.is nr?n szükségképp~n a kor_relá?iós mat:ixb?i
indul ln. Egyes esetekben a korrelációs ma.tr-i x helyett. az un. va.riancia-kovariancia
rnatrix kPpP'l.i a íaktornnal!zis alapját.
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jelenti, hogy a vizsgált időszakot akár egy időszakkal kibővítve megváltozik
az egész indexsor, megváltozik az indexsor súlyrendszere. Ez pedig bizonyos
szempontból változó súlyozást is jelent.

Két időszak esetére az eddig elmondottakon kívül még az is igaz, hogy
mind az ár, mind a volumenindex a megfelelő Laspeyres-féle indexek körül
ingadozik, ami egyúttal arra is rávilágít, hogy a Laspeyres-féle ár-, illetve
volumenindexek bizonyos aszimptotikusan optimális tulajdonsággal is ren
delkeznek.

Ezzel a faktoranalízis közgazdasági alkalmazásának legfőbb lehetőségeit
- ha nagy vonalakban is - áttekintettük. Az eddig elmondottakból látható,
hogy a faktoranalízis igen érdekes, hasznos, bár korántsem problématnentes
módszer. Véleményem szerint a felsonolt alkalmazási lehetőségek közül a
2.2 és 2.3 alpontban ismertetettek a legérdekesebbek és legizgalmasabbak,
mert azok a közgazdasági kutatómunka igen hatékony segédeszközoivé
válhatnak.
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SZÉP JENŐ (szerkesztő): Döntési modellek 
I-II. Budapest, Hl67., 1969. Közgazda
sági és Jogi Könyvkiadó, 211 p., 253 p.

A Közgazdaságtudományi Egyetem Ma
tematika Tanszékének munkaközössége
azt a célt tűzte maga elé, hogy ebben a két
könyvben a gyakorlati téren dolgozó
közgazdászoknak, oporációkutatóknak ad
segédeszközt. Mint azt az előszóban írják,
a szakkönyvek többsége elsősorban a mate
matikai módszereket, technikákat ismer
teti és csak példákat. mutat be a gazdasági
életből. Ezzel szemben a szerzői munka
közösség valóságos gazdasági problémák
teljea modelljeit kívánja bemutatni, hogy
ezzel segítse elő h u s o r i l ó konkrét problémák
modellez isét, megoldását.

Mindkét kötetben kilen-kilenc tanul
mány szerepel. A liagtöbb (összesen öt ta
nulmány) beruhávási problérnákat . tár
gyal. Az első kötet második tanulmánya
- szerzője Varga József - egy erdőtele
pítési felauatot mutat be. Adott csemete
állomány, pénzügyi lehetőségek, erdőterü
let, vulamint tnlujviszonyok mellett kell
a tclepítendö Iufaj ták kombinációját mcg
hat á.rovni. A feladatot szimplex módszer
rel oldja meg. Több lehetséges célfügg
vényt vesz figvolernbe (az 50 éves erdő
várhnró Jaá.llománye., a területfelhasználás
miu imnl iválásn, az iuipor-tköltség mini
malizálása). Forgó Ferenc és Komoróczy
György írta az J/5 fojozetct, amely integer
programozási feladatban fogalmazza meg
a bcruhávási javuslatok opbimális varián
sának ösazoállítását., Megengedi a modell
a ,,tiibbszöriis és tört" terjedelmet is.
E111wk figyC'lcmbevétcle egyszerű transz
formációval t.öiténilc. A Halmai E1.·zsébet
Meszéna György-Szép Jenő által írt IT/1.
fejezet a kövct.kr-zó problémával foglalko
zik: egy adott, termelési program számára
kell ki választani azokat a beruházásokac,
arnclyckkul a program megoldható. Varga
J ózsof a II/2. fejezetben 87,toohasztikus be
rul1ázási modellt ír le. Egy öntözőművet

kell létesíteni. A folyó vízhozama és a csa
padék valószínűségi változó. Az öntözőrnű
nagyságát befolyásolják a termelési struk
túra és az öntözött terület nagysága is,
ugyanakkor az öntözőrnű visszahat a ter
melési struktúrára. Mekkora legyen a be
ruházás (prograsszíven növekvő költségek
mellett), hogy a terméshozamban realizáló
dó nettó nyereségtöbbletet ma.ximálizá.l
juk. Végül a II/3. fejezet, mely Bikics
Istvánnétól és Varga J ózsef'től származik
ipari beruházások telepítésének problémá
jával foglalkozik.

Három tanulmány foglalkozik szállítási
modellekkel. Gáspár László fejezete az
I/3, homogén anyagnak gépkocsikon tör
ténö szállítását fogalmazza meg modell
alakjában két változatban: egyetlen és
több rakodóhellyel. A szállítási irányokon
kívül a használt gépkocsitípust is meg
lehet választani. A célfüggvény a költséget,
minimalizálja. Az I/8. tanulmány, mely
nek szerzői: Bikios Istvánné-Meszéna
György Ac Szép Jenő, ásványolajtermékek
(benzin, gázolaj, fűtőolaj) elosztóhálozatá
nak megtervezését tárgyalja. A modell
segítségével u1eghatároz~ák az ellátási kör
zeteket, a körzeteken belüli szállítást és a.
telepek optimális tartálynagyságát. Me
gyeri Endre, Meszéna György és Szép
.Ienő az I/6. fejezetben a fenyőfűrószáru
forgulrnat optimalizálja; nevezetesen meg
határozza az import és a termelés elosztá
sát (figyelembe véve az átalakíthatóságot),
valamint a raktárkésvloteket. A feladatnak
az utóbbi részét, valószínűségi modellel írja.
le, ahol a meghatározható eloszlású való
színGségi változó a beérkező import.

A harmadik nagy témakör a raktár
készlet megl ra.tározása, amellyel három
tanulmány foglalkozik. Az I/4. fejezetben
- írta Denkinger Géza - a mr-goldandö
probléma egy adott üzem termékeinek
szétosztása olyan módon, hogy a felhasz
náló üzemek együttes költsége minimá.lis
Iegven, Az I/7. fejezetben MP-gyeri Endre,
Moszéna György és Szép Jen? négy diszk
rét és egy folytonos modellt ismertet gya-
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korlatilag ugye naira a prohlémá ru, dc
eltérő korlátozó feltételekkel, amel vek bi
zonyos esetekben egymást kiegésiítvo is
felhasználhatók. : modellek célja optimá
lis raktárkészletek kialakítása a felhaszná
lóknál és a készletezőknél, illetve azoknak
a. folhaeználóknak a kiválasztása, akiket,
közvr-t.lenül a tormr-ló lát ol. A célfüggvény
a költségeket m in imul izű.lja. Moszéna
György és Szép Ó onő a H/5. fcjozotben
igen nehéz kősvlctgazdá.lkodá.si problórnút.
ír Ill. Egy uagy kereskedelmi vú.llals.t op
timális készlotuagyságát halúrnz1.a meg
oly módon, hogy a fizetondií G'1/o-os 0Rzkö1.
Iekö tósi jú.ru lék és a bov ótcl ként julon tkoz6
ár és különbözete a legnagyobb legyen.
Mivel a vállalat- bevételei és a készletek
mennyiségo, értéke a véletlont.61 függenek,
valószínűségi változóknak kell őlrnt tokin
terii. A s:r.erzök nornom'afiku« kéHzlotga:r.
dá lkodúei rendszer-rel oldjú.k 1110g a kérdést.

~zoi-os értelemben vet.t termelési model!
caupán egy szerepel tt kél; kötct.lx-n , mely
nek s,.e1·:r.,,i Csáki Csabu és Húurori Miklós,
a I [/7. fejezetben. F>,. a t a k a i Am á n y tormo
lést., vásárlást és cserét optimalizálja együt
tesen. A mod ·Ht uz egyes befolyásoló tó
nyPzőknek n e6lfüggvónyre gyakorolt hutá
sát kirnu ta t ó órLék<'ny,iégvizRgálu,1-, og6-
szíti k i J 

Bod Pétc-r £ b kötc-Lok u toisó Luruilmt,
nyuiban ágazutí (élelmis·1,oripur') éR nép
gazdasúgi torvcvésscl f'oglallwzik. /\z 11L6bl,i
,1zt a kérdést boncolja, J,ogy u 1 inoúris
kupesolutok fdtétulezéso a iioH::1,.t'tlávú tor
vezésbun az c·gész mor lnl l r fikt ivvó tosz.i.
Fr-lvot.i unnak a lohctöséaót., hogy a,. ága
zati kapcsolatok mor lt-l ljébcn swrnplő koof
fioionsek a hm1rnl.és niórn1('it;6I f'üggonok.

A ll/4. 1·uj,'1.nt a f'ogy11H,.lúsi HLl'llkt,,·,n,1,
,·.iz~gú.!ttlámtk ''.}~1,to,matik1;ti m'.'>ds:r.omiré)I
h:LJOlw1.ta1-, s•1,01"1,11;u Szr•ntp,•l.1)1'r ~z11bolcs11u.
lfos,.li m1:rnő é ia Si.ép .fonó ,1, g tl i J l'njn
zelbl·n a l',,r-góoszközök It itelfinans:r.íro:r.áHa
és et kamaLpolitilrn kü-1,öUi ijsszelüggéRL
vá.i-;gálja. A szorzók olsfüiorhan LL kialakult
helyzotuL és ogyos dön1;ü,wk vár-Ito.tó ldivoi.
kounényoit· olcm:r.ik.

VégLil két, ta1wl111á11y nlrnéloti kénléflu
kl't tárgyal: a Krnkó !Jéla .'.dla! íri; f tlJ 
fojozetbon a szerz6 a J)anLzig- \.Vol.fo félo
rkkornpozíeiós móc!1:1zcrnok egy v{Li tozal{t.l
írja le, a Eorgó Ferenctől 1:1zánnaz6 I wtéJ 
fojr:zet pedig a konvox eélfüggvény linoá
ris kodú,tozó ldtótel.ek mollotLi Hmx-imali
zálásávtd foglalkozik.

A két kötetben közölt tanulrnányokról
összefoglalóan 'azt lehet mondani, hogy
a kezdő operációkutatók éR az olyan gya
korlati gazdasági szak ·rnborek számám
hasznosak, akik szeretnénok meggyőzőc!ni
a ga1.daságnit1L('t11atikai 1nodellok gyakor
latban történő allmlrntLzhatóságá,·61. Az

operÚ(:ióku tatfad,o.n rnár jádas szakmnher
viRzonlyo.g k,evesebl, újat talál bennük.

Muróti Lcísdó 

,Jos~:~' (J1tuH1;;1t: Ökonometrische J\1odelle 
elei; Cowles-Commission-'1.'yp8: Ba:u uncl 
lnterpretrttúm. (Cowles Commission-típust',
ökonometriai rn.odellok: felépítésük és értel
mezésük.) Hamburg ó /oi Bodin, l!:)lj8, Verlag
' 'au ' L'ar'<)y, H\ ák p J 

Az ölwnumut,1·ia Rold'óloképpuu \·ari,Ht, de
f.'iní.eiöi rnngogyoznok u.bhan, hogy az öko
no1notria l'nladata. a 1nate111atilrn,ilag meg
fogai rnazoU ki,zgazdasúgi 't i potézisrend
szernek statisztikai mogfigyc•lések alapján,
a stu.ti~ztilmi infornnciu. módRzorévol végrn
hajtotf, vnril'ikúláRa. A sokfólckóppc,n ár
uyalt, "" nagyjából azonos tart1,1,lmt'1 dcfi
nícifik túg luhot6ségot hagynak arro., hogy
ogyik vagy 111úsik H'1,orző rnily,·11 lürülete
lrnt sorol f,1,1. ükonornd,ria f!'1Jóráji'.d.m. NincR
azonbun eltól'éfl o titdorwiny rn(ívulői kö
zött abban u folfog,'.tsban, hogy az ökono
rnot,ri,.1 körébe, Rorolják az intordependens
(kiiliin.luget:1 uf<utbcn rnku1"1,iv vagy függet
lun) f;ztoohw,ztik11s ogyenluLold;/11 áll.ó rond
szurt, 11rn(dy11ok pn.rurllétoroil, inogfololő
staLiHz1;ilmi 111ódfw.1wok HogítRégóv(·! becsü
lik. J,;zokot a 111od<!llulwL m/ma linn,L1·iR vagy
llOlll I inoú.riH pr:ogntlll()'l.{Lsi (op Li II II !nlRZÚ·
111[1.úRi) 1r1údHzol'oldwl Hzomlwállítvn nevezi
n. Hzi;r;,l) ,,Co\ivluH Co1111niKsion-Up11H(1 tno 
dolluk11olc" ÓR ozok 111ódHzo1·la11á1111k és frl
l1nH·1,n{d,'iH>Lt1r.tk iH11t0rL<-V•,-;t'•1, Líí1.i ki könyvu
eólj(i1tl. , , . . , ,

A ,,(,owlnH -Crn1trll1Hs1<.,n-L111118tr rnodcl
lok" oll)nvc,,h.;!tm. val<'> n1g1.t;;·1,kodás l'gyói>
kónL jollog:r.uL0Hu1r vég.iglu'11.ódik u a kiinyviín.
A köny,· <,ÍnH\t<'\I kcmlv,· min,1\-iígig ez1-
fJl kifojezÖHL !tat:1:r.n{Llja r., R1.01·1.ő olyankor,
r1rnikor tLll,al{Ll,mu az ,,ökonornetriu.i modol
lok" v1igv ,,Hzűlrnlih Ör!.olernbo11 vutt öko
no1110Lriai 111odollok" kil'ojw.ós lwsznúlntos.
A1/, i',ko11011rnl,riai 11t0dollokrwk a. ,,Cowles -
Conu11iHsin11"-nal vr.tló ilyen szoroR usszo
oi{u:ióju n"rn 1,.,1<inthuW irn l{)kol lnuk. l(ét
fl óí g tJo lc n J hogy a ,,CuwlcR -Com111ission"

oz 11 I oki11télyc:-< a1nurilmi lm t.aLóin t,ózcl
kio11H•lkod6 lt0•1,1/,ájántlt'ti'<L nyr',jtoU o

cliRzeiplimt kidolgozúsálioz, do 11gyane111wk
,L ,,Cowl.os CornmiHsion ., -Lól r·üggot.l<1n Li I
rnáH fl o n t o g r'll,törői Ó g in,inl<á.su,i is vollak.

/\ z ökonomotrin.i morlellok készitósónok
rnódR·1.0t·<'Í csuk t,J,z tt Loisó hú.rom óvtizod ben
id11lrnltu.k ki, rna ÍR n gyorfl fejlődés fázisá
ban vannak, és osttpún uz 11t,olsó másfél
két évti.zec!ben jelont;ok mog az olsö rend
Rze1·es iikonometriai kézi- és tankönyvek.
(Főleg Tinbcrgen 1952, Tintncr 1952, Klein
l.!)[í:l, Theil 1958, Klein 19£i2, Johnston 19G:l.
<lold lwrg(,r I !Hi4, Christ, 196G, Theil 19G6,



K Ö N Y V J( lV Jt VJJ( 155

Fox 1968.) Ezeknek a kézikönyveknek a
sorozatában az egyik legújabban megjelent
mű Gruber könyve, amely kifejezetten
kezdők számára való bevezetés kíván lenni.
Gruber a következőképpen fogalmazza
meg könyvének speciális célkitűzését: a
jelenleg rendelkezésre álló ökonometriai
tankönyvek a Cowles-Commission-típuRú
modelleket csaknem kivétel nélkül a.z
utolsó részbv-i tárgyalják; méi; lm ezek
a könyvek kezdők számára, elfogadható
színvonalon is indulnak, a kőriyv végér«
olyan nehé1/.Ségi fokot érnek cl és olyan
szimbolikát fejlcsz.teru-k ki, amelyek a nem
specialistának lehetetlenné teszik az ilyen
típusú modellekkel való rnegismerkeuést
anélki.il, hogy a könyvek rnngclőző részeit
át ne tanulmányozzák; ez a kőnvv kizá
rólag a Cowles-c Commissin-ttpusú model
lek készítésével, vizsgálatával é,; alkalma
zásával kíván foglalkozni, minimális mate
matikai ismeretek alapján és az ökonomr-t
rirt más terülctr-inok bevonása nélkül.

A könyv a szcr1/.6 által k itűzőt.t. cél uu k
kiválóan rrwgfolr-1: a lehető Jegegyszerííhb
t'szkiiziikk ·I, 11g_n1nakkor logikai és 111a(,<'
ruat.ikai 1:,zigorrn I éR következetességgnl
nyújt o,z ükono111driai mot lel ick problerna-
1 ikájáról ,·end,v.,·n·K, teljes és a legújabb
iroilalmnJ ÍR lelijlnlií, diilaktiaki szempont
ból igeh értók(•R át.t.ukintó;;t,. Olvasása Rn111
közgazdasági .. <'Ill n1n.10111atika.i. va.lószf
níÍR<JgRzi'.trll ítú.Ri ,·ag_,. s111,( isztilmi nlöiRrrw
rn1 nt nem ÍgCÍnV1•J.

llr111Jor kőn v vr- ,1 Lé111ttról nomcauk rend
sze,·cs, hanem tcljos kópot iR acl. Az olvasó
,v. iikonornut,·iai mo.Iollok problomntiká
_já1111,k ugöszé1·iíl Imp á t.tok in téat., ,rwgiR
mor-kc.l ik tL1/. ng_vns kér.Iésok ngy1núslw,
ka.posofót lásá.vul ó;; u. problé,naki>r bár
melyik rés1/,évc•I t,n,lálko1/,ik olvaarnányni
,·agy kíséi-k-t ci, numkúja sorún , r ud n i fogju,
u kérdés jol,·11(6Régúl., s·1.ornpöt cí~ linlyó1
u. prohlórn11ki',ri',n holül. Air11'1111yib,"1 rész
lotcscbb 1·,ájékcl'1.ód,ísrn va» súilrnég,·, 1-,
l:lzerző 11z irodalmi u tulásokon ko1·miztül
1nogliízlrn,Lóa.n eligazítja.

Az Blőbbiuk 111ítr inil'likáljúk n kiin~rv
dicluktikai értékét. A könyvut a laik11R
olvasó nel1ézl:!ógok nólkiil kezdhoti olvasni
és n. Lo,·ábbiakb,u, mc•gbízható Övt,tosság
gal v0zotik U,1/. ogyRzer(ít,ól a lionyol11Habh
r •lé. l~gyotlen LPriilot v1tn, ahol m,t 111/.
nlvPt a sznrz<'lnek nem Hikcri.il teljes mór
tókbnn mogval.ósítani. A könyv a modBll
készft,ös menetóbnn túrgyalja 11 specifíká
ciót (az illc-mtifikáltság ké,·d<;sóvol együtt),
n. hocslési módszereket ós a modell jóságá
nak rncgíté.lésóre alkalmas módszereket.
Ezeket a részuket megelőzi azonban több
összefoglaló bevezető fejezet (tartalmi .iA
mertet,ésiiket l,Í,su alább), közöttük 1J,z
ökonometriai rnnd,·IIPk forrnái.val és t(pu-

saival foglalkozó. Ez utóbbi fejezet a
strukturális forma mellett olvan modell
formákkal és kérdésekkel is" foglalkozik,
amelyek létrehozása, illetőleg felmerülése
a gyakorlatban általában a becslés és a
rnodell jóságúnak ellenórzése után követ
kezik. Ezeknek a kérdéseknek tárgyalása
ebben az összefoglaló fejezetben logikailag
indokoltnak tekinthető, didaktikai szem
pontból azonban hátrúnyosan befolyásolja
11 könyv hatékonyságát.

A könyv első fejezete egyszerű ökono
nwtriai minta-modelleket mutat be és az
ökonometriai modell.ek ,,alkatrészeit" tár
gyalja, ezek között a változókat (késlel
totett és nem késleltetett, kvantitatív ós
kvalitatív, idősornkon és keresztrnetszeti
sorokon alr1puló, megfigyelt és nem meg
figyelt, magyarázott és magyarázó,endogén
és exogén, kölcsönösen összefüggő és prede-
1·.c;rminált, vala.mint látens válto?Cók, a
változók, megfigyelési hibája), a paraméte
rnkc·t és az egyenletek fajtáit.

l\laua-pság az ökonometriai kézikönyvck
nél szinto últ<tlánossá vált, hogy beve,1;ető
bell ,·11gy függelékben bemutatják a lineá
ris algebrának azokat a tételeit, összefüg
géseit, S1/,abályait, amelyek a tárgyalt téma
kü,·, illetőleg a könyv megértéséhez szük
''«igesek. J,;,mek a feladatnak tosz eleget
n könyv 2. fejezete.

A könyvnek viszonylag legnehezebb ré
,;,:o a :3. fojozet, amely az ökonometriai
ll10,follok formáival és típusaival foglalko-
1/,ik ..Jó rnnclszerczését adja a strukturális
lor,11,rnak (ezen belül foglalkozik az inter
dPpnndP11R, rok,1t·ziv, fiiggctlen, valamint
11 blokk-relrnrziv és blokk-független model
lekkel) és a redukált formának . .Késlelto
(.ntt multip.likátornk (Lag-M:ultiplikator)
e(rnszó alatt újszerű rr➔ndszerczését adja
1-,1/, 11ngols,.ász i rndalom ,,impact mul.ti
plierR", illet<'íleg ,,interim m11ltipliers" né
von ÍSlllert fogalmaiuak, amelyek az öko
no,nctria,i niodoll.ekkol való elő,·ebeosléR
leginog,LlapO'l.ottal,b búzis11it jelentik.

A 4. foj,;zot a1/, ökonometriai. modellek
spooiJikációjávtil foglalkozik. A modell
készítésnek ezt a fázisi'.tt, a specifikációt,
gyakran vélik tulajdo,iképpen közga,-,da
sági fogalrnazásm,k és 11lapjában ez a fázis
valóban ebböl a funkcióból indul ki. A
közgazdasági hipotézisek felállításában
azonban olyan módszertani kontroll tevé
lwnység kíséri, amelyet legjobban e fejezet
tartal111a világít meg. A könyv e fejezeté
ben a szerző a fola,datok következő sorával
foglalkozik: a magyarázott változók meg
határozása; a magyarázó változók meg
határozása (ennek keretében töbLek kö,1;ött
11 reprezentatív változók, a faktoranalízis,
az első differenciák, az elosztott késlel
tntósek alkalmazása); a magyarázó válto-
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zók osztályozása, vagyis a magyarázó
változók egymásközötti és a látens vál
tozókkal való kapcsolatának vizsgálata
a korrelációs kritérium, illetőleg a sztochasz
tikus függetlenség kritériuma segítségével;
a modell teljességének ellenőrzése; az egyen
letek identifiká!tságának ellenőrzése; a
becslési módszer kiválasztása; a statisztikai
adatok rendelkezésre állásának a vizsgá
lata; az egyenletek típusának a kiválasz
tása; a változók sztochasztikus tulajdon
ságai tekintetében felállított hipotézisek
kérdése.

Az 5. fejezet foglalkozik a becslés prob
lémakörével. A becslési módszerek ismer
tetése előtt a könyv általános ismertetést
ad a becslési függvények kívánatos tulaj
donságairól: a torzítatlanságr61,a hatékony
ságról, a paraméter körüli minimális máso
dik momentumról, az aszimptotikus tor
zitatlanságról, a konz.isz.tenciáról.

A könyv az ökonometriai modellek becs
lési módszerei közül a legkisebb négyzetek
klusszikus módszerét éH a legkisebb négy
zetek kétfokozatú módszerét ismerteti.
Mindkét módszert a hagyományos algebrai
eszközökkel és a mát.rí x algebra alkalma
zásával párhuzamosan mutatja be. A becs
lési módszerek tárgyaláaa a regressziós
együt,tbatóknak, azok var iancia-kovut-iun
cia mátrixának és a determinációs együtt
hatók kiszárnításán és elemzésén k ívül ki
terjed többek között a regressziós h ipersík
tulajdonságaira és a regressziós egyenletek
sztochasztikus tulajdonságainak a becslési
függvényekkel való összefüggéseire.

Bár a könyv további becslési módsze
rek tárgyalására nem tér ki, a tárgyalt
két módszer ismeretében, különösen a két
fokozatú módszer bizonyos vál tozutai vi
szonylag könnyűszerrel megismerhetők és
alkalmazhatók.

A 6. fejezet foglalkozik a modell jósá
gának megítélésére szolgáló módszerekkel.
A szerző itt is arra törekszik, hogy a tár-

gyalt kérdésről, bár vázlatos, de teljes
képet adjon. E fejezet keretében is átte
kinti valamennyi felmerülő módszer lénye
gét. Részletesebben a regressziós együtt
hatók módszertani elemzésével és a rezi
duumok autokorrolációjával foglalkozik,
az előző kérdés tekintetében főleg a stan
dardizált regressziós együtthatókkal (13-
koefficiensek), a t-próbával, az F-próbá
val, a második kérdés tekintetében pedig
a grafikus módszerek mellett a Durbin
Watson próbával és a von Neumann pró
bával.

Az ökonometriai modellkészftésnek sok
olyan problémáját lehetne említeni, amely
ekkel a szerző nem foglnlkozik, ha azonban
az intenciójának, a könyv terjedelmének és
a fentiekben ismertetett tulajdonságainak
tükrében nézzük ezt a tényt, nem kifogá
solhu.tjuk. Amellett, hogy az ökonometria
fejlődő, új tudomány, sok vonatkozásában
már nagy irodalma van, amelynek egy
kisebb terjedelmű kézikönyvben való össze
sűrttése lehetetlen. Főleg a becslési mód
szerekkel volt kénytelen 1.1, szerzö nagyon
takarékosan bánni. Így pl. ogváltatá.r. nem
foglalkozik a paraméterbecslési módszerek
legnagyobb részével, amilyenek pl. a kor
látozott információn alapuló módszerek kö
ziil a maximum-Iikclihood módszer, vu.gy
Theil k-ad és h-ad osztá.Ivú becslési mód
szerei; a teljes információn alapuló mód
szer-ck közül ugyancsak a rnaxirnum-Jikoli
hood módazor, a háromfokozatú legkisebb
négyzetek módszere stb. A nem tárgyalt
témák között vannak olyanok, nrnelyck
n kézikönyvek ismert fejezeteit képoz ik,
a szerző viszont azért rnellózi résv.lotesebb
té.rgyalúsuku.t, mert gye.korlati Iolhaszná
Iásuk alig fordul elő. ll_vcn pl. az idősorok
és korcsz.t.metszet.i adatok kombinációja,
vagy a szt.ochasz.tikua tug mellett n vál
tozók hibájának egyidejű figyelembevétele,

F-1 alalnck László 
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Az Építőipari Számítástechnikai és
Ügyvitelgépesítési Vállalat matematikai

közgazdasági kutatásai
A legrégebbi ágaza~i számítástechnikai

bázisok közé .t,artozó Epítöipari Számítás
technikai és Ugyvitelgépeeítési Vállalatnál
- az ügyviteli adatfeldolgozás mellett -
már megalakulásakor jelentős szerepet
kapott a matematikai módszerek közgaz
dasági alkalmazásának kutatása. Ma a vál
lalat kutatási osztályán olyan alap- és
alkalmazási jellegű kutatásokkal találkoz
hatunk, amelyek eredményei nemcsak a
hazai szakmai körökben, hanem külföldön
is ismertek. Az élénk hazai és nemzetközi
érdeklődés jelzi, hogy nemcsak az építő
iparban, hanem a népgazdaság más terü
letein dolgozó szakemberek számára is
hasznos segítséget nyújthatnak kutatá
saink.

A vállalatnál folyó alap- és alkalmazási
jellcgü kutatások szerves egységben van
nak egymással; az alapkutatások eredmé
nyeit a gyakorlatban is alkalrnazzuk.

Az elmúlt évben vállalatunknál kidol
gozták E. Balas ,,szitálási" algoritmnsának
egy továbbfejlesztett változatát, kiterjeszt
ve azt nugyrnéretű programozási feladatok
megoldására is. Az algoritmus felhasználá
sával a valóságot jobban leíró tervezési
modellek kidolgozása válik lehetővé.

Intenzív kutatás folyik a,z optimális fo.
lyamatok elmélete alapján az olyan algo
rit.mus kidolgozására, amely az erőforrá
soknak hálókban történő elosztását oldja
meg.

Az ágazat.i közóptávú tervezés módsze
rei kututásának a vállalatnál immár hagyo
mányai varrnak, mivel a korábbi években
a. ,,kéi.sz.intű" tervezés megulapozásában
és gyakorlati kivitelezésében több munka
tá rsunk míiködöt.t közre. Az elmúlt évek
ben céllrl tííztük ki, hogy a kétsz irrtű t.er
vcxós tapasvtalatait felhasvná.lva, valamint
a grtzdaRági reform követelményeit és az
ágazat sajátossága.it figyelembe véve olyan
matematikai modellt dolgozzunk ki, mely
nek üzemszerű használata biztosítja az
ágnzat.i sz int.ű elöntések rnegu.lapozását.

A kutat ás eredményeként két modell
típus született. Az egyik a 0-1-értékű és

folytonos változókat vegyesen tartalmazó
modell, a hozzá tartozó megoldási algorit
mussal, a másik pedig egy ágazati lineáris
programozási modellrendszer. A gyakor
lati igények sürgetése, valamint az előbbi
modellhez tartozó gépi program elkészülé
sének elhúzódása miatt először az utóbbi
modellrendszer kidolgozását kezdtük meg.
Segítségével egy olyan feladatot kívánunk
megoldani, amilyent a kétsz.intű tervezés
keretében kidolgozott ágazati (könnyűipari
és gépipari) programozások több-kevesebb
sikerrel megoldottak.

A modellezésnél alapvető követelmény
volt az ágazati irányítás részére szükséges
részletezet.tség és teljeskörűség, valamint
az, hogy az építő- és építőanyagipa.ri tor
melés és fejlesztés egysége, összefüggő rend
szert képezzen. Jgy a modellrendszer leho-
1 övé teszi különböző népgazdasági eljárá
sokhoz tartozó ágazati tervek kidolgozá
sát.

A modellrendszer három - egymással
szorosan összefüggő - részből áll.

Központi részében egy - a büntetéses
modellek családjába tartozó - lineáris
programozási feladatot oldunk meg, mely
ben a szóba jöhető magas- és mélyépítő
ipari technológiákkal, az építőipari gépe
sítéssel, továbbá az építőanyagok termelé
sének fejlesztésével és külkereskedelmével
kapcsolatos kérdések vizsgálhatók.

A központi feladat, oszlopszerkezetéhez
igazodva további két matrixot állítunk
elő. Az egyik az ún. nem korlátos feltételek
rnatrixa: olyan építőanyagipai-i termékek
vagy kiilső ágazat.okból szá.rmazó anyagok
alkotják somit, amelyekre nem lehet vagy
nem is szükséges korlátot előre megállapí
tani. A másik matrix dezaggregáló szerepet
tölt be. Ebben a központi feladatban össze
vontan kezelt erőforrások (pl. lét-szám,
anyagok) további specifikálása történik,
hogy lehetőség nyíljon a programmal össze
függő részletesebb tervek kidolgozására is.

A számítások két egymást követő fázis
ban végezhetők el. Az első fázis a központi
feladat opt.imálása, melynek eredménye a
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programvektor. A második fázisban - a
programvektor elemeinek felhasználásával
-- a nem korlátos és a dezaggregáló matrix
sorvektorainak skaláris szorzása történik,
amelynek eredménye az erőforrásigények
részlotokbo menő ismerete.

A modellhez szükséges adatokat három
forrásból merítjük:

- építőipari normatívákból, melyeket
az utóbbi években dolgozott ki a,: Epítés
gazclasági és Szervezési Intézet;

- iparági fejlesztési tanulmányokból,
melyek a hagyományos tervezéshez kap
csolórlv» készültek;

- prognózisokból, melyeknek kiclolgo
zása részben megtörtént, részben folyu
ma.t.ban van.

A modell számszcrűsítéei munká late.i
1970-ben kezdődtek. Segítség(:ivel megvizs
gáljuk 0, IV. ötéves terv záróévében az

építőipar termelési és elosztási szerkezetét;
éR. az ez;;e! ?sszef~üggő ipai:i hátteret. A
sza.mazerüsttés első szakaazában az emlí
tett normatívák mintegy 200 ezer adatát
dolgozzuk fel és gépi úton nyerj ük a modell
rendszer együtthatóit. Az ulapadatokat
tároló rendszer (adatbank) olyan feldol
gozási programja áll rendelkezésün kro,
amely automatikusan ol6állítja a tcrvozési
modellrendszer aggregáltsági fokának rnr,g
l"nlelö adatokat.

Vállalatunk nagy l"igyelrnot szoritel 111.
építő ipari ágazati kapcsolatok mértegé
nok kidolgozására is. A folyó rnunká.k arra
irányulnak, hogy az építői.par népgazdasági
össwl"iiggéseit az építő- és építőunyagipur!
szektorok résxlotos kibontásával vizsgál
hassuk.

l•'ontos feludu.t a telepítési problémák
matomatikai mó.Iszoroinok föltárása is. ;\,:
egyterrnélrns feladatok megoldására ,~ vál
lalat egzakt módszereket, kiizelítő oljá.rá
sokat, dotgovo tt ki. A többtermékes fel
adatok megoldására néhány algoritmufl ÍR
rendelkezésre áll. A lötostt.hotö kapucitáso
kat egyes oljá.rások folytonosan, mások
diszk rót módon kezel: k.

A modellekben ú.ltalábnu három kiiltsóg-
1,í fl( 1s szerepel:

- egyszer: be1·11házási köl tsógok, arno
lycknek egy évre vot.ított részével dolgo
zik a modell;

-- termelési költségek, amelyek a tolop
holytó] és a kérdéses kapecitásnagyságtó!
függő fix és lincárisun vá.lt.ozó költRégekel.,
tartalmazzák;
- szállítási költségek, amelyek a nyers

anyagnak és a készterméknek a termelő
helytől a fogyasztóltelyre történő szállítá
sainak költségeit ölelik fel.

Az alábbiakban - a teljesebb áttekin
tés kedvéért - eímszuvakban utalunk a
a vállalatnál kidolgozott telepítési model-

lekre : Egyetlen con trurn elhelyezésének
módszerei; Adott számú centrum elhelye
zése csak a szállítási teljesítmény figyelem
bevételével; Telepítés optimális diszkrét
kapacitásokkal és állandó kiiltségekkel;
A dinamikus programozás módszerein ala
puló egzakt telepítési optimalizálás csak
a telepítési költségek figyelembevételével;
Eg,,akt tel.epítési optimalizálási algoritmus
a telepítési, termelési és sz,állítási költségek
minimalizálására a Dantzig-W'olfe féle
felbontási elv és a dinamikus prngrnmozás
kombinált alkalmazásával; Kétfokozatú
szálHtási feladat megoldása szállítási al
programra alapozott, Dantz ig- Wolfe féle
felbontási algori1;rnussal; Rg,mkt algorit
mus többtermékes telepítési és szállítási
feladatok megoldására, az azonos időszakra.
veUtett összes beru.házási, üzemeltetési és
szállítási költség minimali-1álásával; Szimp
lex rnódszereu alap(tl.ó kiizelítő eljárás
tübbterrnékes telepítési feladatok megol
dására; Többtennékes telepítési problémák
megoldása szállítási feladatokon alapuló
közelítő eljárással..

Az ér,ítőipari vállalatok számára készült
a l)JVÁT1~11V (dinamikus vállalási terv
szám(tás) clncvczés(í program. JDzzt1l a
d iszkrót progran1ozáRi oljáráRsal olyan
vállalási tcrvok ttlú.kíl;hatúk ki, amelyek
lJen a lciitelo,:/\ 1nunkúk céls1,eríí idörondi
hosomláHn uUrn fonnnmraclt lmpacit,ásolml
a legol6nyii,iobh kivilelozé,ii 11u111kák lw
iitemm.és(,vnl kütik le.

A ber11házások irányításárn kidolgozott
1,:rtA LL (orMor,.·ás allokációs cljárúA) rnód
e,z,1ri-ol olyan kivitelozósi terv dolgozható
ki, urncly u, kooperáló vállalatok s·1.ámárn
biztosítja a horn liázások optimális mogva
lósítúsármk fol !;ételeit. A hálóteehnikán
alap11ló rnodoll RzámítúRi flrndményci ki
terjed nck:
-- a. tor·vezó~i ,ís bor(, h.úzúsi oót ho.tá,·

idői ro,
- a s,:állítási szur·ződések rnogki\tósére,
- ltz építmények, iizemrúszek kozdési

és befejezési határidöiro éA n tol.jesitésl10z
AziikAégo,i orf,lórn\s,r1,intok biztosítására,
i 11.utvo változLat.ásúrn,
- a Hzerolésro kéR,: úll.apot hat;áridőinek

1,eköv, ,tkozóséro.
A modell szárnítáHlm veszi az erőforrá

sokat, t• tevékenysrlgok tartalmát ós sebes
ségét, A azok öRszcfüggéseit az oeőforrások
lrnl, val.amint a környezot korlátait. A tet
sz6loges icl{Sléptékben kidolgozott terv
mind a beruházó, mind a kivitelező szer
vezetnek b.iztosítj11 az optirnál is megoldást.
A móclszor szinte minden szempontból
kedvoz6bb eredményt, adott, mint a lüi
lönbiiz6 külföldi lm tatóhclyeken kidolgo
zott lmsonló eljárások.

A hálóteohnikán o.lap(iló modellek osa-
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lácljába tartozik az összvállalati optimumot
kereső VOP (vállalati optimális program)
modell. Figyelembe veszi a létesítmények
kivitelezési szakaszainak műszaki-techno
lógiai követelményeit (sorrendiség, párhu
zamosság, előfeltételek, megszakítások és
tilalmak, munkasebesség, stb. és a határ
idős kikötéseket (kezelés, befejezés). Szá
mol a vállalat erőforrásainak korlátaival,
amelyeknél figyelembe veheti az egyes
irányítási szintek intézkedési lohotőaégeit.,
a lehetséges mozgáskörzeteket, a viszony
lag változatlan erőforrásszinteket, vala
mint, a kiegészítés-jellegű alvállalkozói lea-

pacitások lehetséges mértékeit. A modell
ben előírhatók az egyes kivitelezésekre vo
natkozó prioritási követelmények is. A
célfüggvény az erőforrások (élőmunka, gép,
üzem stb.) maximális kihasználását fejezi
ki, s így - bár közvetett módon - a
maximális nyereség elérését is biztosítja.
A modell típushálókból és speciálhálókból
épül fel. A hálók - az összefüggések figye
lembevételével - összevarrhatók, és ezu
tán egyetlen hálót alkotnak. A feladat meg
oldására kidolgozott gépi program gyors
alkalmazást tesz lehetővé.

Filep Györq,1 
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Az Európai Gazdasági Bizottság
szakértői értekezlete az összehasonlítható

input-output táblák felhasználásáról
1970 áprilisában az ENSZ Európai Gaz

dasági Bizottságának Titkársága nemzet
közi szakértői értekezletet tartott Genfben
az EGB országok gazdasági struktúrájának
összehasonlításáról az input-output (AKM)
táblázatok: alapján.

A konferencia elózményeihez tartozik,
hogy 1960-ben az EGB Gazdasági Tanács
adói Testületének javaslata alapján a,;
EGB Titkárságának irányftá.súval rncgkoz
dődöt.t az ún. MATHECO program végre
hajtása. A program célja a matematikai
módszerek és a sz á.rnítástcchniku közgaz
dasági alkalmazásának vizsgálata és elter
jesztése. A módszereket illetően a Titkár
ság - támaszkodva az input-output tech
nika kutatásának és felhasználásáno k ered
ményeire - részletes programot dolgozott
ki mind a kutatások, mind a gyakorlati
alkalmazások területére. Különös súlyt
helyezett a tagországok közötti összeha
sonlítható elemzések lehetőségeinek feltá
rására. Az input-output technika felhasz
nálását lehetővé tette az, a tény is, hogy
18 ország a Titkárság ösztönzésére lénye
gében azonos metodika alapján nemzeti
valutában input-output táblákat dolgozott
ki az 19fi0-as évek elejére. Közűlük hat
ors7ág' érdekelt intézetei a Titkárnággal
karöltve további munkával azonos szek
torokat alakítottak ki, véglcgcsítct.ték a
táblávatokat, majd az ENSZ New York-i
Számít ástechnikai Központja. e túblázu.tok
alapján elvégezte a szokásos input-output
számításokat.

A konferencián két fő kérdés volt napi
renden:

a kutatás további programjának
mcghutá.rovása,

- az árkérdés t.isztávása, pontosabbun
a nemzeti valuták iisszel,nsonlíthatóságá
nak elméleti <Ís gyakorlal'i kérdései.

Az input-output táblázatok összohason
Jításánál azzal uz egyébkén t ugyancsak
bizonyítási-a szoruló ldtcvéssel szoktuk
élni, hogy az azonos Iejlct.tsóui, iparosodási
szinten levő országokban az egyes iparágak
technológiája is hasonló. Igy a ráfordüási
táblázatok tanulmá.nvovása hasznos lchot
a gazdaság1!lrnt. fejleszteni kívánó országok
svá.má.rn., Ertherő tehát, ha a kutatási
program iránt nogy az érdeklődés mind az
EGB-ben, mind pedig · az ENSZ többi

gazdaságfejlesztéssel foglalkozó intézmé
nyeiben.

Magának az alapfelbevésnek a vizsgá
lata is érdekes, hiszen még nincs bebizo
n:yítva,. hogy a hasonló fejlődési szintet
elért országokban az alkalmazott techno
lógiák' közötti ,,tisztán technikai és mű
szaki" eltérések elhanyagolhatók. Nem
kevésbé izgalmas a ráfordttási együtthatók
közötti eltérések okainak vizsgálata. Ilyen
ok lehet u.~. is, hogy országonként eltérőek
lehetnek a hozzá.ado tt értékek, arnclvek
nagyban befolyásolhatják a ráfordítási
együtthatók nagyságát azonos technológia.
mellett is.

Az alupkórdósek ti:;·1.tázásával egyidejű
Jog - az ú.rkérdéscn kívül - két fő kuta
tási irányvonalban állapodott meg a kon
ferencia. Ezek a következők:

1. Az ipari struktúra összehrisonlító elem 
zése. E témán belül vizsgálnák:

- az ipari struktúrában levő hasonló
ságokat és hilönbözőségnkct;

- uz ipari strukti,rát befolyásoló ténye
zőket (a gazdaság rnéretót, termelési nagy
ságát, nyitott vagy zárt jellegét, a vógs6
felhaszná.lás struk+úráját stb.);
- a különböző tónyozók befolyását,

hogy fényt dorítsonok az input at.rukt.úrá.t,
irányító törvényekre és tondenciálcru.

2. A kereskedelem, clsösorbnn u. kúllce 
reskcdelem és a r;rizda8á11i stru ktúra kölcsö 
nös tcapcsouüámalc vúsuálata. E téma, magá
ban foglalná:

- uz import rendeltetésének elemzését
szektoronkén t, esetleg cikkcsoportonként;
- az import méretét, és rondeltetését

befolyásoló l,ényozők moghutá.rovását.;
- ha lehctségoa, a tényezők bnfolyásá

nak mórésót, hogy mogú.llu.pítbutól; legve
nok a gazdnAágok ko,.oskodclmi st,·ttktt'll'á
ját i r·ányító tondenciák 6s törvények.

A kon f'crencián níszt vovö szo.kórt6k
- kiizl;ük a mugyar dologá,,ió is - egy
hangt'ilag jrwasollák, hogy az i\sRzehason
líl.ó olernz,ísekct lohotőség szerint a log
változatosabb módszerok 1.1,la.pján végozzék
el. Tiibb javnsiat hang,:ott, el a s1.okl;orok
87.ámának növelésél'O. lTa ez norn is való
sHl,ató meg mind a hat országrn cgyüt,te
sen, n6hány ors1ágban elérhet6nck lát
szik. Ezek a.z országok a kutatás későbbi
szakaszában külön alcsoporlot képeznének.

' Ausztri.a, Csehszlovákin, Franciaország, T.engyolország, Magy1trorfzág, Norvégia.
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Az árkérdés - jelentőségénél és a prob
léma bonyolultságánál fogva - nagy fi
gyelmet és élénk vitát váltott ki a konfe
rencián. A vitára benyújtott tanu}rnányok
egyike - Dr. Cságoly Ferenc: ,,Arproblé
mák a nemzetközi input-output össze
hasonlításban" - úgy foglal állást, hogy
az összehasonlító elemzés értékes eredmé
nyeket hozhat akkor is, ha eltérő nemzeti
valuták alapján végezzük. Ugyanis az
adott értékviszonyok adott használati érték
viszonyokkal függnek össze, s egyikük
sem változtatható meg anélkül, hogy az
adott mérleg tükrözte összefüggések reali
tását ne veszélyeztetnék. Bár a kérdés el
méleti vitája korántsem zárult le, gyakor
latilag elfogadták azt az elvet, hogy az
elemző munka első szakaszában a nemzeti
valuták alapján számított rnntatókat hason
lítják össze.

A konferencia nagy érdeklődéssel fo
gadta az EGB Titkársága és a Bratislavai
Számítástechnikai Kutató Központ közös
tanulmányát: ,,Kísérletek az input-output
összehasonlításokban szereplő ártényező
értékelésének formalizált megközelftésé
re."2 A tanulmányban is felteszik, hogy
azonos fejlettségi szintet elért országok
technológiája azonos, így a ráfordítási mu
tatók eltérései az eltérő árakkal magyaráz
hatók. Ennek alapján olyan árvektorokat
képezhetünk, amelyek minimálisra csök
kentik a ráfordítási együttható mátrixok
közötti eltéréseket. A vita során bebizo
nyosodott, hogy a módszer konkrét ár
számításokra való felhasználása előtt to
vábbi kísérletre van szükség, de strukturális
vizsgálatokra minden további nélkül fel
haszná.lható. Ezért az eljárást a kutatási
konferencia felvette kutatási programjába,
és javasolta, hogy az érdekelt országok
használják fel a belső gr1zdasági struktúra
vizsgálatára.

Az árkérdés tanulmányozásánál a kon
ferencia javasolta a közvetett adózásban
és a profitrá.tában, valamint az országok
közötti kereskedelmi és szállítási határ
vonalakban fennálló különbségek torzító

hatásainak vizsgálatát. Ennek értelmében
az input-output táblákat átdolgoznák a
,,szabványos" adó és profitráták alapján,
valamint a kereskedelmi és szállítási ha
tárvonalak beépítésével. A feladat nem
az eltérő árkülönbségek indokolása, hanem
ezek hatásának értékelése lenne. A kon
ferencia reálisan megállapította, hogy e
téma részletes vizsgálatát a norvég tapasz
talatok feldolgozása után később kell majd
folytatni.

A konferencia felhasználásra elfogadott
két módszertani. javaslatot, amelyeket
dr. AUGUSTINOVICS MÁRIA vezetésével dol
goztak ki:

- DIAD-módszer, amely egy matrix
ortogonális faktorixációjá.n alapul, s így
alkalmas a matrixok belső struktúrájának
elemzésére, input-output táblák és idő
sorok összehasonlítására és értékelésére.
A módszer SZÉKELY BÉLA közreműködésé
vel készült.
- Standard Open Static (S.O.S.) elne

vezésű teljes input-output elemző program,
amely lehetővé teszi az árrendszerekben
levő különbségek megkerülését is. A mód
szert FöLSZ ATTILA. közreműködésével dol
gozták ki.

Az összehasonlító elemzés alapjául szol
gáló input-output táblákat az egyes orszá
gok statisztikai hivatalai által kidolgozott
1960. évi ténymérlegek alapján az EGB
Titkársága állította össze az illető ország
szakértőinek bevonásával. Jelenleg az
1965. évi tálbázatok összeállítása folyik,
és az 1968-70. évi táblák kidolgovásáü
is tervezik Az elemző munkában elsősor
ban az érintett országok tervezési, statisz
tikai és közgazdasági intézményei vesznek
részt. A számítástechnikai feladatokat
nagyrészt a Bra.tislavai Számítástechnikai
Kutató Központ végzi.

A tervek szerint az érdekelt intézmények
az EG-B Titkárságának irányításával közös
beszámolót készítenek az 1971-re tervezett
V. Nemzetközi. Input-Output Konferen
ciára.

Német Sándor 

' A módszer alapját, a probléma matematikai megoldását M. Hatnala, a. Bratislavat Ssámításteclmikai
Kutatási Központ munkatársa dolgozta kL

4 Szigma



CONTENT 

ÁLi\IOS KovÁcs-J,\NOS STAHL: Decomposition method for the optimization of
coal miniug and distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 

ANDRÁS BRÓDY: Average lag in the economy 109
GERZSON KÉl1I: Modified stopping-stone algorithm to solve the transportation

problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 

CONCEPTS AND lVfETHODS

LÁSZLÓ \Tl'.l.'A: Economic utilization possibilities for the factor analysis 127

BOOK REVIEWS

Jtrnő Szúr . Decision Models I-II. (László Maróti) 153
Jos1,;us ÜRU"J3'8B.: Econometric Models of the Cowles-Commission Type: Construction

and Jntcrprct atiou ([ászló llalobuk) . . . . . . . . . . . . . . 154

SCIENTIFIC LIFE

C:\"ÖHGY F11.1,t·: Research in Muthcmat.ical Economics within the Company for
Cornputut.ion an.] :'lfar111gernonL Mechanizat.ion in Construction 157

SiNDOR N:1~;111,;-r.JT: Expl'rL's Conference of U10 UN Economic Commission for Europe
on tho Uliliznl ion of Comparable Input-Output Tables lGO

COJJ,EPH{AHvlE

A JI M O Ill I{ 0 [!;] lJ- 51 If O Ill w T;] JI: )lCl{OMnO:lHl_\llOJll·lbllÍ MCTOJ~ pemCHH51 MoneJrn

OllTHM,lJJIJ:{illjJJII 11po11:llJ0/1CTIJ,l 11 p;1c11pC}\CJICIIH5l yr.nu 97 
A II )l pa !JI 5 p O I\ 11: CpC/\IICC :1a11;13/~hll3él1111C B 31(()110MI-ll(C . . . . . . . . . 109 
t C fl )1( 0 11 I{ C p 11: 1311)\0113MCIICllllbiií «stcppiug-stonce 3Jll'Op11TM ):(JJ51 pCUJCHIIH TJ)a!-IC-

110pT!IOii :.Iil)(él'll1 115

nor IHTkl51 vi METO,I\61

Jl ii e JI O B IJ Ta: 0 130:lMO)l(l!OCrnx :ll{Olff)Mll'ICC!{OrO ynü"1'1)C6J1e111151 3113JIH33 (jlill{TOJJOB 127

0 ~{f-lklrAX 

VI e II e C 3 11: Mo1(CJ111 pc111cH1151 1 I I (Jlau10 Mapomu ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
VI o 3 e 1p r p y 6 e p: 31<0110M1P1ccrz11c ~1011cm1, T.1111..1 Cowles-Commission 11x nocrpoeinre 

11 onncauuc (ttacno Xww/Jy,c) . . . . . . . . 154

HAYYHA5l )l{vl3Hb 

,I\ e p Ab <J) II JI en: 3J{Of10,\\CTJ)M'!CCl(IIC IICCJJCA01Ja111151 J!IHCTIITyTa PaC'ICTHOii TCXHHICH H

Mcxa111-13Jl_\1111 )',1cTa 13 CTJ)Ol!TCJlbCTJ!C . . . . . 157
lLI a HAO p H e Me T: 31ccnep-r1-1a51 auxcra Euponeücxoü 31(0llOMWICCI{O~Í !{OMHCCHH

06 HCflOJJb30fülllllll C0í!OCT3Bl!Mb!X \\C)J{OTJ)JCJlCBblX 6aJJélHCOB . . . . 160



Ára: 12,- Ft
Előfizetés egy évre: 40,- Ft I INDEX: 267931

TARTALOM 

KovÁCS ÁLMOS-STAHL JÁNOS: Dekompozíciós eljárás a szén termelésének és
elosztásának optimalizálására . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . \J7

BRÓDY ANDRÁS: Átlagos késleltetés a gazdaságban 109
KÉRI GERZSON: Módosított ,,stepping-stone" algoritmus a szállítási probléma

megoldására 115

FOGALMAK ÉS MÓDSZEREK

V1TA LÁSZLÓ: A faktoranalízis közgazdasági alkalmazásának lehetőségeiről .... 127

KÖNYVEIIBŐL

SzÉP JENŐ: Döntési modellek I-II. (11'lar6ti Lász/6) 153
JosEF GRUBER: Ökonometrische Modelle des Cowles-Commission-Typs: Bau und

Interpretation (H alabuk László) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

TUDOMÁNYOS ÉLET

FILEP GYÖRGY: Az Építőipari Számítástechnikai és Űgyvitelgópesítési Vállalat
matematikai közgazdasági kutatásai 157

NÉ:r.IETH SÁNDOR: Az Európai Gazdasági Bizottság szakértői értekezlete az össze
hasonlítható input-output táblák felhasználásáról . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

AKADÉMIAI KIADÓ, BUDAPEST


