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RENYI ALFRED
19211970

Rényt Alfrédra o nemzetkozi tudomdnyos élet mint a matematika legkidon-
bozobb dgainak kivald miwelbjére emlékezik. Munkdssdgdanalk nemzetkézi hatdsdt
sok mds mellett ma mdr a kilonbozd kilfoldi tarsulatok ilésein elhangzott meg-
emlékezéselbdl és a Lulfoldi folyoiratok hasabjain megjelent méltatdasokbdl is le tud-
Juk mérni.

A magyar tudomdnyos élet és a magyar matemalikai iskola tagjai Rényi
Alfrédban nemesak a kivalé matematilust vesztettél: el, hanem a nevelbt, a tudo-
mdnyos élet lelkes szervezijél és a matematika alkalmazdsdanak harcos képuvisels-
jét is.

Mdr fiatalkordban is sokat foglalkozott a kezdd matematikusok mevelésével és
a malematika népszeriisitésével, munkdssdgdnak ez az oldala az utébbi években
valt nemzetkozileg is elismertté. Népszeriisité konyveit, « Dialdgusokat
ésa Levelelkel szimos nyelvre lefordilollik, és ezek a miiwvei a magyaron
Ftvill mds nyelveken is a mdsodik, harmadik kiaddsndl tartanak.

A magyar tudomdnyos élet szervezésében 1949 dta (ekkor tért vissza Szovjetunio-
beli aspirantiirdjabdl ) vesz részt. Evelig dolgozik a Magyar Tudomdnyos Akadé-
mia L11. oszlalydnak titkdraként, tagja a Tudomdnyos Mindsité Bizollsdgnalk
és 20 évig igazgatdja a Magyar Tudomdnyos Akadémia Matematikai Kutato
Intézetének. Taldn nem volt az elmailt 20 évben olyan, a matematikai életet érinté
jelentisebb vita, amelyen ne vett volna részt és ne harcolt volna a matematika és
a matemalikusol érdelkeiért.

A matematika alkalmazdsaival kapesolatban [feladatdnalk azt tekintette, hogy
az alkalmazdasok szamdra az életnek egyre wjabb terileteit fedezze fel. Jelen woll
a magyar biometria megsziletésénél, aktiv érdeklédéssel kisérte a pszichomeltriai
¢s a matematikai nyelvészeti vizsgdalatokat. Elsok kozétt volt, akik Magyarorszdigon
valdszintiségszamitdsi modszereket alkalmaztak a kémiai kutatdsban. Orommel
latta, hogy grdafelméleti eredményei sikeresen alkalmazhatok a ldncmolekuldkkal
kapesolatos  kutatdasokban.

Azt is igen hamar felismerte, hogy a gazdasdgi élet vezelése akdr orszdgos, akdr
vallalati szinten elképzelhetetlen matematikai modszerek nélkil. Ennek bizonyi-
tasara elbszor raktdrozdsi problémdkkal foglalkozott ; megmutatta, hogy az dru-
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ellatas (arurendelés) matematikai modszerekkel iranyithato. Ezen eredményel:
értékelésekor nem szabad elfeledkezniink arrdl, hogy 1952-ben, amikor e kérdések-
kel foglalkozott, a matematika a tdarsadalomtudomdny és a gazdasdgi irdnyilds
teritletérdl szamiizve wvolt. ,,Igazi” matematikai-kozgazdasdgi dolgozatot Vs jéval
elobb publikdlt, mint barki mds Magyarorszigon. Elsé ilyen dolgozata 1956-ban
jelent meg ( Brédy Andrdssal kozosen) az drrendezés matematikai problémdirdl.

1970. februdr 1-én bekivetkezett haldla eredményekben gazdag életet tort derékba.
Félbenmaradt jegyzetei vildgosan mutatjak, milyen sok uj kérdéssel kivdnt még
foglalkozni mind az elméleti, mind az alkalmazolt matematika teriletén. (R. P.)



AUGUSTINOVICS MARIA

Egy hosszi tava tervezési modellsorozat

Bevezelé gondolatok

Hosszi tavi tervezésre azért van sziikség, mert sok mai gazdasdgi akcionk
évtizedekre sz616, meg nem mésithaté kovetkezményekkel jar. E kovetkez-
ményeket azonban éppen jovébeli kérnyezetiinkben kell felmérniink s ez
a kornyezet az akkori tarsadalmi-gazdasagi viszonyok dsszessége lesz. A hosszu
tava terv tehdt nem korlatozédhat a hossza dtfutdsu folyamatok, az ugy-
nevezett ,,dont6” akcidk részletesebben kidolgozott programjaira; ha csak
nagy vonalakban is, de figyelembe kell vennie a gazdasag egész Gsszefiiggés-
rendszerének alakuldsiat a maga teljességében. A hosszt tavia tervnek komplex,
makrodkondémiai tervnek kell lennie.

Nem képzelhetd el olyan matematikai-kozgazdasdgi modell, amely a hosszd
tava tervezés teljes kvantifikdcios feladatinak megolddsira alkalmas: minden
modell a gazdasagi folyamatok meghatarozott korét képes csak 4brazolni
meghatarozott absztrakeiok mellett. Nem egv, hanem sok hosszi ta4vi tervezési
modellre van tehdt sziikség. Sok, 6ssze nem hangolt modell, Gssze nem figeo
eredményeivel azonban inkdbb megzavarnd, mint segitené a tervezéket.
Osszehangolt hosszii tdvi tervezési modellek rendszerére van sziikség, amelyek
részben kiegészitik, részben ellendrzik egyvmés eredményeit.

Ezen a modell-rendszeren beliil kozépponti, szintetizalé szerep jut a kiz-
ponti tervezomunkat szolgild, viszonylag aggregilt makrookondmiai modellek
csalddjdnak. Ezeknek hérmas funkciét kell betolteniiik. ElGszor, legyenek
6ndlléan is életképesek, alkalmasak arra, hogy a tervezd kozpont a tervezés
kezdeti szakaszaban, a széles tervezGapparitus munkéjit megel6zve, elvégez-
hesse sajat kiindulé szdmitdsait, feltdrhassa azokat a kritikus pontokat, ame-
lyek vizsgalatdra a tervezGmunkat orientalnia kell. Mésodszor, ezek a modellek
legyenek alkalmasak arra, hogy a tervezés késGbbi szakaszaban befogadjak
az egyes részteriileteken folytatott tervmunka eredményeit, ellendrizzék és
foglaljak szintézisbe azokat: ebben az értelemben toltsenek be szervezd és
médszertani koordinal6 szerepet. Harmadszor, ezek a modellek legyenek Gssze-
kapesolhaték az egyes fontos részteriiletek tervezémunkéjat szolgalé tobbi
matematikati tervezési modellel, példaul egyes termels dgazatok (energetika,
vizgazddlkoddas, kozlekedés sth.) szektormodelljeivel; ebben az értelemben
alkossdk egy két- vagy tobbszint(i tervezési modellrendszer kiozponti magjat.

Nem bizonyos, hogy e harom funkcié betoltésére ugyanazok a modellek
a legalkalmasabbak. S6t, valészintileg mas modelleket kivan az els§, mint
a harmadik funkcié. Ezért beszéliink a kozponti, makroskonémiai modellek
csaladjarél — ennek is népes, gyarapodd csalddnak kell lennie. Feltétleniil
sziikség van azonban e csalddon beliil olyan modellekre, amelyek mindhdrom
funkeiéban alkalmazhatok és alkalmazdsra is keriilnek. Csak igy biztosithaté
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4 AUGUSTINOVICS MARIA

ugyanis a folytonossdg, a tervezé munka kiilonboz6 szakaszaiban keletkezd,
kiilonb6z8 forrdsokbdl szdrmazé eredmények osszehasonlithatdsiga.

Azok a modellek, amelyek ennek a kovetelménynek eleget tesznek, bizonyosan
sokszektoros modellek — egy-két szektoros novekedési modellek nem tilthetik
b+ a mésodik és harmadik funkcitt. Ugyanakkor nem igényelhetnek részletes
informéciét egy-egy szektor belsd, sajitos dontési problémdirdl — ilyen infor-
méacié nem all rendelkezésre akkor, amikor az elsG funkcioban kell szdmita-
sokat végezni. Olyan modellekr6l van tehdt sz, amelyek meghatérozott
részletezésben abrazoljik a népgazdasig egészét, amelyek népgazdasigi szintii,
stratégiai variansok kidolgozdsara alkalmasak tigy, hogy a gazdasigi struktira
valtozdsanak 6 tendencidit képesek nyomon kovetni.

Az aldbbiakban egy ilyen modellsorozatot probalok felvdzolni. A hosszi
tavi tervezés szaimara Magyarorszagon kidolgozott tobbi modelleket, amelyek-
kel ez a sorozat sok rokon vonast mutat, s amelyek — a gyakorlati tervezd-
munka sziikségletei mellett — inspirdltdk kidolgozdsat, az Irodalomjegyzékben
sorolom fel. Modellsorozatom mindegyiktdl eltér valamiben -- késébb, ha
az elsé szamitdasok mar lezajlottak, szeretném majd a magam szdméra is
ecészen pontosan tisztdzni, hogy melyiktsl miben, s hogy az eltérések koziil
melvek fejeznek ki lényegbevigs, szemléleti kiilonbséget, melyek csupdn
a gyakorlati tervezési sziikségletek mas megkozelitését.

Jelilések

® logikai szorzat: AQB = {a;;b}

© > diagonal matrix

1> egységmatrix

0 zérusmatrix

1* = [1,1,...,1] 6sszegez6 sorvektor

1 = [1,1,..., 1]* Osszegez6 oszlopvektor

1. A figyelembe veendd osszefiiggések
1.1. Hdarom rendszer kapesolatai

A gazdasig a természettel, a tarsadalommal és a vildg t6bbi részével kol-
csonhatdsban fejlodik. Modelliinknek a gazdasig belsS sszefiiggésrendszerén
kiviil ezeket a kiils¢ kapesolatokat is dbrdzolnia kell. Ezek koziil a termé-
szettel valé kolesonos kapesolatot modelliink nem tartalmazza, ez fogyaté-
kossdga.

A gazdasagot alapjdban véve mint az anyagi javak és szolgaltatdsok bévi-
tett djratermelésének rendszerét dbrazoljuk. Ebbol a rendszerbsl outputok
dramlanak a tarsadalom és a vildg tobbi része felé: a fogyasztdsra kerills javak,
illetve az export. A visszadramlé megfelels inputok: az eleven munkateljesft-
mény, illetve az import.

Modelliinkben a tdrsadalom és a vilag tobbi része |, fekete doboz”: belss
transzformécidjukat nem ismerjiik, csak kovetkezményeit észleljiilk. Nem
dbrazoljuk azt a sokrét(i fiziolgiai és tarsadalmi folyamatot, amelynek
inputja az anyagi javak fogyasztisa és outputja a munkateljesitmény; de
figyelembe vessziik, hogy nemcsak munka sziikséges a fogyasztishoz, hanem
fogyasztas is sziikséges a munkdhoz. Nem 4brdzoljuk, nem is ismerjiikk més
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orszagok ujratermelési folyamatat, amely inputként szivja fel exportunkat
és outputként bocsatja ki importunkat; de figyelembe vessziik, hogy nem
minden import fizethet6 ki minden exporttal, hogy a vildg bizonyos importo-
kért adott osszetételli exportot kivan. (Kiilkereskedelmi szakérték gyakran
és joggal kifogasoljak ennek a visszahatasnak a mell§zését; mas kérdés, hogy
eléggé ismerik-e torvényszeriiségeit, fel tudjak-e mérni konkrét, szdmszerti
formajat.)

ppen mert a tarsadalom és a viliggazdasig belsé transzformécidja isme-
retlen, ezek a rendszerek tulajdonképpen nem szerepelnek a modellben, csak
a gazdasagi rendszer veliik valé kétoldali kapesolatai. Viszont az a tény,
hogy figyelembe vessziik a befelé iranyul6 aramlas (a munka, illetve az import)
hatasat a kifelé irdnyuld dramlis (a fogyasztés, illetve az export) volumenére
és osszetételére, a modellt logikailag mégis tobbé-kevésbé zarttd teszi.

A modellben tehat a kovetkezd tevékenységek szerepelnek:

() = [2,(0), - - @i (), - 2y (O]
t) =[6,(8), ..., G (@), - . - tngy @))%
e(t) =[er (8, ..., 4 (8)s - v Eng e B]®
Wy=[L@), ... L), - .., by @]
fO=[Ht), -, i@y . fany O]

@j(t) = a j(x)-edik szektor termelése a /-edik évben

tip(t) = a j(i)-edik fajta import a f-edik évben (példaul a j(i)-edik import-
termék vagy példdul a j(i)-edik piacrél szdrmazd osszimport)

¢ (l) — a jle)-edik fajta export a f-edik évben (példdul a j(e)-edik orszagha
iranyul6, vagy példéul a j(e)-edik valutiért értékesitett export)

Li(t) = a j(l)-edik fajta munkateljesitmény a t-edik évhen (példdul a
j(l)-edik szakmdja, vagy példaul a j(/)-edik beosztasi kategéridba
tartozd, vagy példaul a j(/)-edik képzettségi fokozatti munkaerd
teljesitménye)

Sioptt) a j(f)-edik fogyasztoi esoport fogyvasztisa a (-edik évben (példdul
a j(f)-edik jovedelem-kategoriaba tartozo csaladok, vagy példaul
a j(f)-edik csoportba tartozd koziiletek fogyasztéisa)

E tevékenységek szinvonalit a kovetkezs osszefiiggések hatdrozzdk meg:

a(t) = Ga(t) + Gyzlt + 1) + ... +Galt + K) — Hit)+E et) + Ff&) (1)

i(t) = Gy(t) + Guae(t + 1) + ... + Ga(t + K) + F f(t) + (u) i(t) (2)
e(t) = W i(t) + (s) e(t) (3)
U(t) = La(t) + <vyl(t) (4)
J&) = DUt) + (=) ft) (5)



G = {Gi[m(z), j(=)]}
G = {Gi[m(i). j()]}

E = {E[m(x), je)]}
F = {F[m(x), j(f)]}
F = {F[m(i), j(H)]}
H = {H[m(z), j(2)]}
() = {Ujy }

W = {Wlmle), j()1}

() = {sia}

L = {L[m(l), j(x)1}
() = (o1}
D = {(D[m(f). j(O)]}

(= = {215y}

AUGUSTINOVICS MARTA

a j(x)-edik szektor ¢ + k-adik évi termelésével ard-
nyos produktiv felhasznalds az m(z)-edik termé-
kekbél (=0, ..., K)

a j(x)-edik szektor ¢ + k-adik évi termelésével ard-
nyos produktiv felhasznalias az m(i)-edik fajta
importbdl (& = 0, , K)

a j(e)-edik fajta export egységére jutd export
az m(x)-edik termékekbdl

egységnyi Osszfogyasztdsra jutd fogyasztis az
m(x)-edik termékekbdl a j(f)-edik fogyasztoi cso-
portban

egységnyi osszfogyasztésra juté fogyasztis az
m(i)-edik fajta importhdl a j(f)-edik fogyasztoi
csoportban

a j(¢)-edik fajta importnak olyan termékekbdl 4llo
hanyada, amelyeket a hazai termeléshen az m(x)-
edik szektor 4llit (vagy dllitana) els

a j(i)-edik fajta importnak az a hényada, amely
nem a hazai termeléssel, illetve fogyasztdssal ard-
nyos

a'j(i)—edik import egységének kifizetéséhez sziiksé-
ges m(e)-dik export

a j(e)-edik exportnak az a hdnyada, amely nem
szolgal import Kkifizetésére (hanem példaul mds
természetli fizetésekre vagy a devizakészletek
novelésére)

a j(r)-edik szektor egységnyi termelésére juté fel-
hasznélas az m(/)-edik fajta munka teljesitménybdl
a j(/)-edik munka teljesitménynek az a hényada,
amely nem a termeléssel arinyos

a j(/)-edik munka teljesitmény egységére juti
fogyasztdsi rendeltetésii jovedelem az m(f)-edik
fogvztvtm csoportban (példaul a j(/)-edik katego-
ridji munkdsoknak az m(f)- -edik fajta (quladb(m
él6 hanyada, szorozva e munkdsok dtlagos netto
keresetével)

a j(f)-edik fogyasztéi csoport fogyasztisinak szdr-
mazékos jovedelmekbdl finanszirozott hanyada

Az egyes Osszefiiggések tartalma a kovetkezd:

(1) A termelés egyenls: az ujmtu melés terméksziikséglete (ezt az 1.2. pont-
ban részletesen targyaljuk) minusz az import plusz az export plusz a fogyasztis.

(2) Az import egyenls: az Gjratermelés (lasd az 1.2. pontban) és a fogyasztis
importfelhasznilisa plusz egy ezektsl fiiggetlen hanyad. Az importnak ez
a kettds szerepeltetése lehetGvé teszi, hogy az importstruktirdt két oldalrsl
dbrazoljuk: az (1) osszefiiggéshen termékek szerint, a (2) osszefiiggéshen fel-
hasznaldk szerint.

(3) Az export egvenlG: az import ellenértéke plusz egy, egyéb fizetésekre
és a devizakészletek novelésére szolgaléo hanyad. A W matrix reprezentalja
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a vildg tobbi részében zajlé transzformacié hatdsat, azt, hogy a vildg bizonyos
importokért meghatiarozott exportokat kivan; az (s) pedig azt, hogy a kiil-
kereskedelmen kiviil mas, tobbek kozott hitel-kapcsolatok is fiiznek a vildghoz.

(4) A munkateljesitmény (f6ben vagy ordban kifejezve) egyenls: az tdjra-
termelés munkafelhaszndlasa plusz egy ettdl fiiggetlen hanyad.

(5) A fogyasztas egyenlS: a munkateljesitménnyel aranyos fogyasztas plusz
a fogyasztasnak a szarmazékos jovedelmekbél (pl. nyugdij, csaladi pétlék sth.)
finanszirozott hdnyada. A D matrix reprezentilja a tarsadalmon beliili
transzformécio kovetkezményeit, példaul a demografiai tényez6ket, amelyek
alapvet6en meghatdrozzak az egyes csaldd-tipusok fogyasztéasi szerkezetét.
Itt 4brazolédik az atlagkeresetek differencidltsagi fokdnak hatésa is. Végiil
a (z) matrix, ha nem is irja le, de végs6 eredményében képviseli a jovedelmek
ujraelosztasanak folyamatat.

Az (5) osszefiiggésben a munkaval arinyos fogyasztist a munkateljesit-
ményhezsziikséges raforditasnak, az é16 munka kibocséatas inputjanak tekintjiik.
Ez csak részben helyes. A valésidgban a fogyasztds egy része, nevezetesen
az oktatési, szakképzési és részben az egészségiigyi szolgaltatdsok ,,elfogyasz-
tédsa’ (s6t szélesebben értelmezve a gyermekek és tanulék egész termék-
fogyasztisa) nem a targyévi, hanem a jovSbeni munkateljesitmény inputja,
azaz nem is fogvasztas a szé szoros értelmében, hanem beruhazas. Ez a tényez6
kiviil marad az itt definidlt sszefiiggésrendszeren; csupan a t-edik évre vonat-
koz6 végeredmény jut kifejezésre az F és F matrixok szerkezetében, amelyek
természetesen tartalmazzdk ezt a — tulajdonképpeni beruhazési természeti —
fogyasztast is.

1.2. A gazdasigon belili transzformdcio

Az (1) Osszefiiggés szerint a gazdasig bels§ termékfelhaszndldsa egy adott
évben K -+ 1 egymést kovetd év termelési szinvonalatol fiigg. Bz a felhasznélds
a folyo dma(rlafordxt{xsbol a beruhdzisbh6l és a készletek novekedésébil
tevidik oOssze.

Gex(t) + ... + Gra(t + K) = a(t) + b(t) + c(t) (6)
Vegyiik sorra ezeket a tételeket.
a(t) = Ax(t) (7

)
A = {A[m(x), j(x)]} a jx)-edik szektor egységnyi termelésére jutd folyd
raforditis az m(x)-edik termékekbdl
Figyelembe vessziik, hogy a beruhdzasok kivitelezése maximélisan K évig
tart:

bO)={RQUO+RQUE+1)+ ... + By QUE+K—1)}1 (8)

U = {Ulm(x), j(x)](t)} a j(z)-edik szektorban a t-edik évben iizembe-
helyezendd, m(x)-edik szektor 4ltal kibocsatott
allétske javak értéke

R, = {R;[m(z), j(x)]} a j(x)-edik szektorban a t + & — l-edik évben

V) R K iizembehelyezendd, m(z)-edik szektorbodl szdrmazé
allotéke javak értékének az a hdnyada, amelyet
a f-edik évben kell beruhazni
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Tehat a beruhdzds egyenls: a tadrgyévi iizembehelyezésre teljesitendd utols6
hinyad plusz a kovetkezd évi lizembehelyezésre teljesitendd utolsé el6tti
hényad, és igy tovdbb, végiill a K—1 évvel kés6bbi iizembehelyezés elss
hanyada.

Az iizembehelyezést viszont a kovetkezGképpen hatarozzuk meg:

U(t) = Bzt + 1) — «(2)) + S(t) (9)

= {B[m(z), j(x)]} a j(z)-edik szektor egységnyi termelésére jutéd
alldeszkoz Allomény az m(z)-edik szektor 4ltal
kibocesatott allotékejavakbol
S(t) = {S[m(x), j(x)](¢)} a j(x)-edik szektorban a f-edik évben kiselejte-
zett, m(x)-edik szektorbdl szarmazd allotéke javak
értéke
Tehét iizembe kell helyezni a kivetkez6 évi termelésnovekedéshez sziikséges
alléeszkozoket plusz potolni kell a meglev allomanybol kiselejtezésre keriil§
alldeszkozoket. Kz utébbit a targyévi alléeszkoz alloméany szdzalékdban haté-
rozzuk meg:
S() = P ® Bla(t)) (10)
P = {P[m(z), j(z)]} a j(= ) edik szektorban az m(x)-edik szektorbdl szdr-
mazo allocszkomllomany selejtezési ratdja

Helyettesitsiik be (9)-et és (10)-et (8)-ba:
bt) = R, @ {Bla(t + 1)) — (B — P Q B)<z(t)> 1 +
3 1' R, @ {BCz(t +2)) —(B—PQ B){x(t + 1))} 1 +
(11)

+ By @ {Bx(t + K)) — (B— P @ B) (2t + K — 1))} 1
Rendezziik at z(f) szerint:
bit) = — {R, ® (B— P X B)}(t) + (12)
+ {RR®QB—R,RQB—PRB)}a(¢+1)+
- {I{2 ®B—R,Q(B—P®B)}alt+2) +

+ {Bx.,@B—Rc@B—PQB)}a(t+ K—1)+
+ {Bx @ B}a(t + K)
Ezzel kifejeztiik a f-edik évi beruhdzast a t-edik évi és a kovetkezS K évi
termelés fiiggvényében.
Végiil a készletvaltozds szintén a termelés novekedésétdl figg:
t) = O {a(t + 1) — x(t)} (13)

C = {C[m(x), j(x)]} a j x) edik szelsor egységnyi termelésére juté forgo-
eszkizallomany az m(x)-edik szektor termékeibdl
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Tay most méar pontosan definidlhatjuk az (1) Gsszefiiggésben szerepld G matri-
xokat, amelyek a gazdasigi rendszeren belilli transzformaciét jellemzik:

¢G=4A—R®B—-—PRB) —C
G,=RQB—R,QB—-PRQB)+C
G2:R2®B_R3®(B_P®B)

Gy =RBr @B — By @ (B—PQ B)
Gy =R ® B

Teljesen azonos médon kellene levezetni a (2) osszefiiggésben szerepld @,
matrixokat, a megfelels A, R, U(t), S(t), P, B és C matrixokbdl, ahol a feliil-
vonés jelzi, hogy importfelhasznéldsra vonatkoznak. Eppen a teljes azonossig
miatt ezt a levezetést mellGzziik.

1.3. Osszefoglalis

Az itt leirt Osszefiiggésrendszer legfontosabb sajitossigai, amelyek egy
szokasos formaban felirt input —output rendszertél megkiilonboztetik, hogy
explicit formaban szimol

1. egyes demografiai tényezdk, valamint a jovedelemeloszlas és tjraelosztis
hatdsdval a fogyaszfasi struktirara,

2. az importstruktira és az exportstruktura kozotti osszefiiggésekkel,

3. K éves beruhdzasi atfutdsi idGvel és az dlldeszkoz allomany megajitasit
szolgdlé selejtezéssel.

Az osszefliggésrendszer ilyen megfogalmazdisa azt a gyvakorlati célt szolgilja,
hogy a modell alkalmas legyen életszinvonalpolitikai, miiszaki fejlesztési és a
nemzethizi gazdasdgi kapesolatokra vonatkozé stratégiai tervvariansok szdm-
szeriisitésére, hogy képes legyen dbrazolni azokat a legfontosabh tényezdket,
amelyek egy-egy ilyen varidns gazdasdgpolitikai tartalmat meghatdrozaik.

Foglaljuk ossze a rend kedvéért, hogy milyen valdsigos osszefiiggések
hianyoznak még ebbdl, a szokasosnal dltalanosabb, rendszerbdl is:

1. Hidnyzik a gazdasig és a természeti kornyezet kozotti kolesonhatds.

2. Mivel a téarsadalom és a vilig tobbi része ,,fekete doboz”, hidnyzik e két
rendszerrel valé kolesonhatds dinamikus, idGbeli meghatdrozottsaga. Csak
a targyévi fogyasztis és munka, export és import koti ossze a harom rend-
szert; holott a valésighan e kapcsolatok adott évi nagysiga éppigy nem fiig-
getlen az el6z6 évek és a kivetkezd évek kapesolataitol, mint ahogy a termelés
nem fiiggetlen az el6z6 és a kovetkezd évek termelésétl. Espedig ez az idébeli
fiiggés nemesak a termelés oldalardl hatarozodik meg (amit figyelembe vesziink),
hanem a tarsadalom, illetve a vildggazdasig oldalarél is (amit nem vesziink
figyelembe).

3. Ha feltessziik, hogy az 4lldeszkozok élettartama adott — akdr a fizikai,
akar az erkolesi kopas altal meghatarozott —, akkor a valésidghan az 4ll6-
eszkoz allomany megtjitasa, a selejtezés, nem az dllomdiny nagységatol fugg,
hanem életkoratél, azaz multbeli felnévekedésének iitemétsl és egyenletes
vagy ciklikus voltatol.
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Mindezek a tényez6k nem maradnak feltétleniil figyelmen kiviil a modellel
végzett tervszamitasokndl, de ,kiviilr6l”, a paraméterek meghatarozisival
keriilhetnek csak bele — implicit médon — a szadmitdsba.

Egyelére azonban még csak egy osszefiiggésrendszert irtunk fel, nem
modellt. Ez az osszefiiggésrendszer tulajdonképpen egyszer(i azonossigokat
tartalmaz, amelyeknek a népgazdasig tetszdleges i-edik évi tényleges allapota
definicié szerint eleget tesz. A statisztikai elszdmoldsnal legfeljebb azzal
a ténnyel kell szembenézni, hogy a B és C tékeigényességi egyiitthaté-matrixok
nem maradtak valtozatlanok a f-edik évet kovets K -+ 1 éven keresztiil.
Ha véallaltuk volna azt a kényelmetlenséget, hogy minden egyiitthaté-matrix
mellé idéindexet irjunk, akkor olyan rendszert irtunk volna fel, amelyet min-
den népgazdasigi mérlegrendszer dbrazol - statisztikailag persze csak K - 1
év elmultaval fejezhetd be az elszamolas.

A jovére vonatkozé terveinknek is ki kell elégiteniiik ezeket az sszefiiggé-
seket. Bz a rendszer azonban énmagdban csupén tényeket ir le, tények rend-
szerezésére és elemzésére alkalmas. A tervezdnek valamilyen tovabbi feltevésre
van sziiksége, mert nem képes e rendszer minden egyes elemét kiilon-kiilon
megtervezni Ggy, hogy az osszefiiggések teljesiiljenek — még egyféleképpen
sem, nem hogy tobb valtozatban.

A feltevés elss része mindig ugyanaz: a tevékenységek jovibeli szinvonala
ismeretlen, a raforditasi struktirdk - az egyiitthaté-matrixok — azonban
valamilyen médon adottak, ismertek, s ezek meghatarozzik a tevékenységek
konzisztens szinvonaldt. A feltevés masodik, valtozé része a kritikus: hogyan,
milyen médon adottak, honnan ismertek a raforditdsi struktiarak? Ettdl figg
a modell matematikai forméaja.

2. Feltevések a struktirar6l: matematikai formak

A jobb attekintés kedvéért abrazoljuk igy az (1) —(5) dsszefiiggésekkel leirt
rendszert:

0| (6 |-H B | 7[00 G| (alt + b))

i) |&law| | |Fllio] %

ewy|=| | wlw a |+ 2 (15)
o0 S 7 O | i i

| /(2) D ¢z J| f®) &

2.1. Kdtott raforditasi struktira — zirt modellek

Feltessziik, hogy «a rdaforditisi struktirdik adottak és a t-edik év valamilyen
kornyezetében (a v kiovetkezs K évben mindenesetre) vdllozatlanok.

(Megjegyzés: nincs sziikségiink arra a feltevésre, hogy ezek a strukturdik
az id6ben orokké valtozatlanok. Megtervezhetjiik példdul az 1980-as évek
dtlagosan jellemz6 réforditdsi struktarajat, amely hatérozottan kiilonbozhet
az 1960-as és 1970-es évek struktirajatol — a megolddsbél levonhaté kovet-
keztetések dtlagosan, tendenciaszerfien jellemzlk lesznek az 1980-as évek
gazdasigara.)
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E feltevés mellett keressiik a (15) rendszer megolddsat.

Mindenek el6tt foglaljuk egybe azokat a tevékenységeket, amelyeknek
csak t-edik évi értéke szerepel valtozoként:

ot)
t
) = | 50
/@)
Gy
=y )
ZQ® =[—H,E,0,F] és Z{" = I
0
<u>! ”Jv | F
zgn = | WK»| |
R .
D ¢
(ék |
Z3N = Dby Lssnuvlt
0
[0 ]
Ezekkel a jelolésekkel a (15) rendszer igy frhaté:
a(t) = Gu(t) + Z§Dy(t) + Gya(t + 1) + ... + Gyt + K) (16)

i

y() = ZEVx(t) + ZEDy() + Z¢0at +1) + ...+ 2RVt + K)  (17)
(17)-b6l y(t)-t kifejezhetjitk — feltéve, hogy ((1) — ZZ?)~! létezik:
y(t) = (K1) — ZEA){ZGVx(t) + Z¢Ve(t + 1) 4 ... + ZE 2t + K)}  (18)
és behelyettesitve (16)-ba

z(f) = {Go L Zél,2)(<1\/~ . Z82,2))—1 Zg2,1)} z(t) +
+ {G, + Z{A(I) — Z@D) 1 Z@D) at + 1) +

(19)
+ {Ox + Z§P (K1) — Z§2) 1 ZEV} =(t + K)
Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a
@ = {(1) — Gy — 29 ((Iy — ZpP) ™ 2§V} s (20)

és
My = {Gy + Z§"® (1) — Z§¥) 1 Z@V} (21)
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jeloléseket, akkor feltéve, hogy @ létezik, (19)-et igy irhatjuk:
x(t) = QM@+ 1)+ ... + QMga(t + K) (22)
Végeredményben tehat — mivel a gazdasdgi rendszer kiilsé kapesolatainak

csak t-edik évi szinvonala szerepel az osszefiiggésekben — a (15) feladat a (22)
feladatta redukalddott.

21.1. K évi tevékenységi struktiara adott

Léathaté, hogy ha a ¢ + 1,...,t 4 K-adik évi termelési szinvonal adott,
akkor a t-edik évi termelés — s ezzel a kiilsé kapesolatok — szinvonala egy-
értelmiien meghatarozott. Természetesen ezzel mar a ¢ — 1, ¢ —2,... évi

szinvonalak is ad6dnak.

Az eljaras kényelmetlensége a tervezd sziamara, hogy igy az id6ben vissza-
felé kell haladnia; a terviddszak végét kell megterveznie, mielStt az elejét
— a malt és jelen adottsiagaibdl kiindulva — megtervezte volna. Nem teljesen
elképzelhetetlen ilyen tervezési szitudcié sem. Mindenesetre hasznalhato
azonban ez az Gsszefiiggés, mint elemzési eszkoz: ha mar van — més forrashél
szarmazo, méas modon kialakitott — elgondolds a tervidGszak végére, hasznos
lehet a széban forgd elgondolds szerint oda vezetS utat Osszehasonlitani
az onnan — a (22) szerint — visszafelé vezetd tttal. Végiil felhasznalhaté
ez az osszefiiggés egyszerii , statikus” elemzésre is. A (22) osszefiiggést inter-
pretalhatjuk ugyanis egyszeri nyilt input —output rendszerként, amelynek
,netté output’-ja {Max(t + 1) + ... + Myt + K)} 1, és hasznosithatjuk
a nyilt statikus input —output modell mar kialakult, gazdag elemzési fegyver-
tarat.

Kérdés, hogy haladhatunk-e elére is az aton? A (22) egyszer(i dtivdsa vild-
gosséd teszi, hogy a

(t) — QMa(t + 1) — ... — QMyx(t + K) =0 (23)

K-ad rendi, homogén linearis differencia egyenletrendszerrel van dolgunk.
E rendszer megolddsanak lehetGsége és modja az egyiitthaté-matrixok konkrét
tulajdonsagain mulik. Ha QM , reguliris, akkor inverzével balrél megszo-
rozva (23)-at, z(¢t + K)-ra egyértelmii megolddst kapunk, feltéve, hogy x(1), . . .

L, a(t + K 1) adottak. Ebben az esetben tehat K miltbeli év terme-
16sébdl kiindulva, tetszdleges szamu jovibeli év tevékenységi szinvonalat
hatarozhatjuk meg.

Mindenesetre akar a (22), akdar a (23) forma felhaszndlisarol van szo,
a kotott és valtozatlan raforditasi struktira feltételezése mellett még vala-
mit feltételeziink: azt, hogy K egymast koveté ¢év tevékenysdgi szinvonala
adott. A riforditdsi struktira nem egyediil, hanem a kezd6 vagy befejezd
tevékenységi struktiraval egyiitt hatdrozza meg a gazdasigi rendszer idGbeli
alakulasat.

Ezt az utébbi feltevést most elejtjiik, s egy mésikkal helyettesitjiik.

212 Egyenletes novekedés

Ha a gazdasiag minden szektora minden évben azonos iitemben névekedne,
vagyis ha
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2(t) = Ax(t — 1) (24)
lenne minden ¢-re, akkor a (22) osszefiiggés igy alakulna:
x(t) = QM, 2 z(t) + QMy 222(t) + ... + QM 2K 2(t) (25)
vagyis
(1—QM A —QM, 22— ... — QM 2K)z(t) =0 (26)

Kérdés, hogy melyik a lehets legnagyobb novekedési iitem, amely ezt a fel-
tételt teljesiti és milyen a hozzdtartozé termelési struktiira?
(25)-0t az alabbi alakban is frhatjuk:

QM QM,y, ..., QM) [x¢+1)] [«() " a(t + 1)
‘5 T o 0 ||x¢+2) ot + 1) x(t + 2)
: | o _; d (@)
0, 0, ... <D, 0 ]|z(t+ K) ot + K — 1)) (¢ + K)

s ebbdl lathato, hogy az egyenletes novekedés legnagyobb 4* rataja a (26)-ban
szereplé K -n(x) méretli matrix legkisebb abszolut értéki pozitiv sajit-
értékének reciproka. Ha ilyen van és szamitdstechnikailag lehetséges meg-
hatdarozni, akkor megtaliltuk az adott raforditasi struktira mellett lehetséges
legnagyobb egyenletes béviilési iitemet. A hozzd tartozé sajatvektor pedig
megadja az egyenletes boviilés dlland6 fenntartdasira képes termelési struk-
tarat.

Az egyenletes novekedés feltételezése tehat mintegy ,,idGtleniti” a problémét,
irrelevinssa teszi azt a kérdést, hogy az id6ben elére vagy hétra haladunk-e.
Ebben az esetben is kénnyebb azonban a helyzet szdmitdstechnikailag, ha
QM regularis, mert akkor a

A = (QM )1 (28)
jeloléssel (27) helyett az alidbbi formdt vizsgdlhatjuk:

MMy, AQM y_,, ...,  A| [zt + K —1)
D, 0 ,...., Ollit+EK—2

0, 0 ,... <D,0)lx@
ot + K) ] a(t + K — 1)]

2t + K — 1) a(t + K — 2)

2(t + 1) (1)



14 AUGUSTINOVICS MARIA

Ebben az esetben tehat egy K - n(x) méreti matrix legnagyobb pozitiv sajat-
értékét kell keresniink. Ha ez egyben a domindns sajatérték, akkor a (23)
differencia egyenletrendszer megolddsa is az ehhez tartozoé sajatvektorhoz fog
konvergalni, a gazdasig tetsz6leges kiindul6 dllapotbdl, onként atvezeti 6nma-
gat az egvenletes novekedés palyajara.

2.2. Részben szabad rdforditdsi struktira — optimalizaldsi modellek

A tovabbiakhoz irjuk a (15) osszefiiggésrendszert most ilyen formaban:

-6 H | —EF | 7 [ — G @ +0)
=G [d—w [ -F o] =G
| =wla-o | e |t 2] g
~1 | A—v) 771 M
| | =D -2 flim) |
(30)

Feltessziik, hogy a struktira egyes elemei adoltak, mds elemei azonban bizonyos
korldatok kozott tetszblegesen alakithatok.

Ezt az altalanos feltevést implikalja minden programozisi modell. Ezeket
a modelleket ugyanis a nekik megfelel§ zért modellbél az alabbi konkrét fel-
tevések tetszéleges kombindcidjaval lehet levezetni:

— bizonyos tevékenységek csoportokat alkotnak tgy, hogy a csoportba
tartozo tevékenységek outputjai a felhaszndlasban tetszdlegesen helyettesit-
heték egymassal (aggregaljuk a tevékenységek szinvonalat meghatérozé
egyenleteket anélkiil, hogy aggregilnink a tevékenységek szinvonalat repre-
zentalo valtozokat);

— vannak tevékenységek, amelyek outputja tetszélegesen oszthaté el méas
tevékenységek inputjaként (bevezetiink olyan véltozokat, amelyekhez nem
tartozik feltétel — ilyenek az tgynevezett indikdtor-véltozék, de ilyenek az
egyenlGségnek egyenlitlenségeé alakitdsival keletkez8 maradék-valtozok is);

— vannak tevékenységek, amelyek szinvonala nem fiigg a tobbi tevékeny-
ség szinvonaldtél (ezeket nem véltozéval, hanem konstanssal reprezentdljuk,
ilyenek az tgynevezett | kiilsG erGforrdsok’ is);

~ vannak raforditdsok, amelyek fiiggetlenek a felhasznilo tevékenység
szinvonalatol (ezeket a riforditdsokat nem egyiitthatokkal, hanem konstan-
sokkal reprezentdljuk).

Formalisan is igazolhat6, hogy mindezek a konkrét feltevések az emlitett
altalanos feltevést implikdljik, de ezt a levezetést ennek a cikknek a terjedelme
nem teszi lehet§vé.

Nyilvdnval6, hogy minden makroskonémiai programozisi modell | hiteles-
Sége”’, megolddsainak gyakorlati realizalhatésaga® két tényezén mulik: 1. figye-

LT6bb megoldasrol beszéliink, mert eleve alternativ jobb oldalakkal és alternativ cél-
fiiggvényekkel foly6 szdmitassorozatot tételeziink fel. Iz egyben azt is mutatja, hogy a
gyakorlati realizalhatosdg” kovetelményét nem azért allitjuk fel, mintha barmelyik
megoldast az egyediil iidvozits, optimdlis tervként realizdlandénak tarthatnink, hanem
azért, mert realizalhatatlan megoldasokat produkélé modellbdl elemz6 kivetkeztetéseket

sem lehet levonni.
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lembe veszi-e mindazokat a tényezdket, amelyek a programozott szférira
hatnak, vagyis milyen a neki megfelel§ zart modell; 2. valéban szabadon
alakithatok-e a struktirdnak azok az elemei, amelyeket szabadon alakithaté-
nak tételez fel, vagyis helyesen méri-e fel a zdrt kereten beliili cselekvési sza-
badsagot, redlisak-e a modell , kinyitdsdndl”’ bevezetett feltevések. Ennek
megitéléséhez mindenesetre célszer(i ezeket a feltevéseket pontosan meg-
fogalmazni.

Feltessziik, hogy

— a gazdasigi rendszer bels6 transzformaciéjanak egyik tényezéje, az 4116-
eszkozok cseréje fiiggetlenithetd az dllomany (s igy a termelés) szinvonalatol;
abszolit mennyisége szabadon meghatérozhatd, tehdt az dllomanynak tet-
széleges hanyada lehet;

— a gazdaségi rendszer, valamint a tarsadalom és a vildg tobbi része kozotti
aramldsoknak az a része, amely nem fiigg a termelés szinvonalatdl, fiiggetle-
nitheté az dramlasok szinvonalatol; abszolit mennyisége szabadon meghati.-
rozhatd, tehit az dramldsnak tetszéleges hdnyada lehet; s6t maga ez a meny-
nyiség adott minimum felett tetszGleges lehet.

221 A kotott struktira az idében valtozatlan

Az el6bbi feltevések értelmében a (30) Gsszefiiggésrendszert a kovetkezdvel
helyettesitjiik:

D =Gty H | =B |-F|ft)
—botve (<D | | =Fi)
—W|<I> e(t) s
—L || KD (U
|— D<) || ()
— Gt pi (2t + &) = |S@) 1
k| = Gt Vi = jit) + 5@)1
G 30 (31)
foma} | S Emm——— = e —
o L
L = B
t=1,...,T Vi=R,®P@B

= RI.'(X)]j@B

Természetesen, amikor a jobboldalon szerepls, “-al jelzett konstans mennyi-
ségeket valamely /-edik évre ,szabadon” meghatdrozzuk, a megfelels tevé-
kenységeknek valamilyen elképzelt, becsiilt szinvonalit tartjuk szem elstt.
De feltessziik, hogy ha e tevékenységeknek a modell dltal kialakitandé szin-
vonala ettl tetszGlegesen eltér, az eltérés valahogyvan dthidalhaté lesz. (Péld4ul
kétszer akkora dlléeszkozalloménybél is lehet ugyanannyit selejtezni. Példaul
kétszer akkora exportforgalmat is le lehet bonyolitani ugyanolyan deviza-
szaldéval. Példdul kétszer akkora dsszfogyasztas mellett is lehet a szarmazékos
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jovedelmekbdl finanszirozott fogyasztds ugyanakkora.) Az egyenlGtlenségek
esetében feltessziik tovabbd, hogy a minimum feletti tobblet szabadon elhe-
lyezhet6. (Példdul kétszer akkora devizaszalddt is hasznosan lehet kamatoz-
tatni vagy turistautakra kolteni. Példdul kétszer akkora, szdrmazékos jove-
delembdl finanszirozando, fogyasztdshoz is lehet taldlni megfelels jovedelem-
ujraelosztasi rendszert.)

A (31) dsszefiiggés jobboldalan szerepld konstansokat esak konkrét ¢ = 1,

., ' évekre hat(uo7ha,tjuk meg, kovetkezésképpen a megolddst is csa,k
ugyanezen évekre kereshetjiik. Ezzel az egész folyamat idébeli folytonossiga
megszakadt; a mualthol és a jovébdl eredd adottsigokat és kovetelményeket
a véges t = 1, ..., T idészakra , kiviilr6l”, pétldlagos feltételekkel kell érvé-
nyesiteni. Egyidejlilec hatarozatlannd valt a megoldds; ez médot ad arra.
hogy a lehetséges megoldasok kozotti valasztdsndl bizonyos preferencidkat
érvényesitsiink; ezek koziil egyet nem feltételként, hanem a valtozék maximé-
landé vagy minimélandé fiiggvényeként adunk meg.

A (31) rendszert tehat kiegészitjiik az aldbbiakkal:

(I*B) (1) <d (32a)
(I*B— I*(B, + ... + By) @ B) {=(k + 1) — z(k)} < (k) (320)
k=1,...,K =1
T+K D

2 I*a@t)— 3 pl*a(t) -0 (32¢)

t=T+1 t=T—K+1
z n, I* {e(t) — Wi(t)} =4 (32d)
I*f(t + 1) — wl*f(t) >0 (32¢)

t=1,...,T—1
T
> 0,1*f(t) — max! (33)
=1

A feltételek tartalma a kovetkezd:

. (32a) Az els6 évi termelés nem lehet nagyobb, mint amit az dlloeszkozok
d nyit6é dllomanya megenged.

(32b) Az elsé K évben a termelés novekedése nem lehet nagyobb, mint
amit a k-adik (£ = 1,..., K — 1) évi iizembehelyezésre megkezdett beruhd-
zasok (k) nyité allomdanya megenged.

(32¢) A tervidGszak utdni K év kumuldlt termelése (amelyhez a beruhdzai-
sokat még a tervidészakban meg kell inditani) nem lehet kisebb, mint a tervid6-
szak utolsé6 K évi kumuldlt termelésének p-szerese. Mas széval a tervidészak
végérdl 4thz6d6 beruhdzisok nem siillyedhetnek az ezt biztosité szinvonal
ala.

(32d) A tervidGszakbeli kumulilt devizaszaldé — a 7T'-edik évre felkamatolva
— nem lehet §-nél kisebb.

(32e) A fogyasztasnak legaldbb w évi rataval kell névekednie.

(33) A terviddszak alatti fogyasztdsnak az elsé évre diszkontalt osszértéke
legyen maximalis.
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222 A kotott struktira az id8ben véadltozik

Végiil feltessziik, hogy a raforditasi strukturak kotott elemei a terviddszak
folyaman megvaltoznak.

E véltozds iranyar6l és mértékérsl a tervez6 munka kezdeti szakaszdban
— amikor a modellek a BevezetSben emlitett elsé funkciét teljesitik — még
nem lehetnek megalapozott informacidink, progndzisaink vagy tervszamita-
saink, csupdan hipotéziseink. Valamilyen irdanyt és mértéket altaldnossdghan
valészintinek vagy Kkivanatosnak, vagy egyszertien tanulményozandénak
tarthatunk, de nem tudjuk differencidltan szamszertisiteni.

Ebben az esetben célszerii lehet a (31) rendszert az aldbbival helyettesiteni:

I — G+ Yot) H |—B |—F|fe0)]

—G+ Yt) (| | |=F]]i)
—Wi<a®y | et) [+

s RIRRN (SOt SRR . RS | 1.1

1 , |— DK || f(2)

— G+ Vi) | (et + B)

= 8@ 1
? __jk‘ "f_YL(t), = |4(@)
4 5 >3 | (34)
A = 0N
= |2
t=1,...,T
Yot) = —a) A4 — (R, —B*"HYRB)RB— I —»y*"»C+ R QPR B
Yy(8) = {(R, — (B*"DR)) — (By— (fH2>)R,)} ® B+ <1 —y"+">C+R,® P® B
Y(t) = {(B, — (BH5y By) — (Byyy — (rHVy Rln‘-i-l} ®B+RQP®B
Yy(t) = (R, — (") R)) @ B
K, =Rt 3 (B + Bx_y+ ... 4+ Byyy) e il v sl

Természetesen a (32a) és (32b) feltételeket is megfelelden 4t kell fogalmazni,
ennek felirasat azonban itt mellGzziik.

Modelliinket tehdt a kovetkezd paraméterekkel , kormdnyozzuk”, a jobb-
oldali konstansokon kiviil:

# = a beruhdzdsok maximdlis kivitelezési ideje években és az ennek meg-
felelen 4talakitott R, matrixok

(2) = {&yy} az m(z)-edik termékekre vonatkozé raforditdsi egyiitthaték
atlagos évi véltozasa

B) = Pmeyy 8z mz)-edik szektor altal kibocsatott 4llétSkejavakra
vonatkozé lekotési egyiitthaték dtlagos évi véaltozdsa

(7) = {Vme ) az m(z)-edik szektor &ltal kibocsétott forgétékejavakra
vonatkozé lekotési egyiitthaték atlagos évi valtozdsa

2 Szigma
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(0) = {omp} az m(i)-edik importtevékenység rugalmassiganak atlagos
évi valtozasa (o << 1 a fajlagos import né; o > 1 import-
helyettesités hazai termeléssel)

(o) = {0jpy a jle)-edik exporttevékenység devizakitermelési mutato-
janak atlagos évi valtozasa (o > 1 a mutaté javul)

(m) = {mjp} a j(l)-edik munkateljesitmény-fajta termelékenységének
atlagos évi novekedése

(p) = {pjny & j(f)-edik fogyasztéi csoportban a munkabél eredS jove-
delmek részaranyanak atlagos évi valtozasa

Sajnos, ha tobb mint egy paramétert valtoztatunk meg egyszerre, a modellt
ajra meg kell oldani. ,, Kormanyzasrol” tehat nem szémitastechnikai, hanem
kozgazdasagi értelemben beszéliink: @, (x), (), (o) és (m) megvalasztasival
— a jobboldalon szerepls S(t)-kel egyiitt — a technikai haladds altaldnos
irdnyaira, a miiszaki fejlesztés tempdjira vonatkozé hipotéziseket és straté-
giakat, (o) megvilasztisdval — a jobb oldali 5(¢)-kel és ¢g-val egyiitt — a nemzet-
kozi munkamegosztisba valé beilleszkedésre vonatkozé koncepciokat, (p)
megvalasztidsaval pedig — a jobboldali #(¢)-kel és Z(t)-kel egyiitt — életszin-
vonalpolitikai elgondoldsokat fejezhetiink ki.

Amikor a tervezé munka el6rehaladésival, a széles tervezGappardatus mun-
kdjdnak eredményeként — akar ,hagyomdnyos” jellegii tervezé munkabdl,
akar matematikai modellek megoldasaibél — megalapozottabb és differencidlt
informéaciok allnak rendelkezésre a valdszin{isithetd struktira-valtozasokrol,
akkor a (34) rendszert a kovetkezdvel helyettesitjiik:

@)~ G| HEY) |~ B0)| 0] [E0
—Gyt) | (D | | — Py |
M *"‘?TVBW (1 | e |+

—Ly | | I [ L0)
,\ | —D@y| <@ /)

G| (2t + &) — (S 1

=G, = i

+ > s (35)
k=1 > 'i'(t)
> 2(8)
t=1,...,T

Ennek a helyettesitésnek nem kell feltétleniil egy lépésben torténnie; lehet-
nek olyan tervezési szakaszok, amikor egyes blokkokban még az elGbbi, durva
médszert alkalmazzuk, masutt mar tervezett egyiitthatok szerepelnek.

Amikor a helyettesités befejezidik, akkor a népgazdaséagi szintfi, a rendszer
egészére vonatkozé stratégiak egyediili hordoz6ivéd ismét a (32) és (33)-ban
szerepl6 paraméterek, az id6-preferenciak kifejez6i valnak.
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3. Szamitassorozat

A 2. fejezetben leirt modell-sorozat lehetdségeit probalom bemutatni, fiigget-
lemiil attol. hogy jelenlegi szamitdstechnikai adottsagaink mellett egy-egy
tervezési szakaszban mennyi realizdlhaté ezekbdl a lehetGségekbdl. A leiras
csak a primdalis megoldasokat veszi figyelembe; nem targyalom a dudlis
megoldasokban rejlé elemzési lehet&ségeket.

Egyik modell egyik megoldasat sem tekintjiik tervjavaslatnak; a szamitas-
sorozatot elemzési céllal végezziik. Kovetkezésképp, ha egy modellnek adott
numerikus értékek mellett nincs megolddisa, vagy nines egyértelmii megoldasa,
a megoldds hidnyat okozd tényezik felderitése és elemzése a tervezd szamara
éppoly tanulsigos lehet, mint a megoldas. Az ilyen szituacié azonban mindig
nagyon konkrét, specidlis. A tovabbiakban tehat azt tételezem fel, hogy
a szoban forgd modellek matematikailag megoldhaték és a megoldast szamitas-
technikailag elé tudjuk allitani.

Szamitisaink mindig objektiv adottsigok és/vagy gazdasigpolitikai straté-
giak Osszehasonlité elemzésére iranyulnak. Az adottsagok és a stratégiak
mindig a raforditasi struktardkban (illetve a programozasi modellek néhany
paraméterében) fejezGdnek ki, 6sszehasonlité vizsgalatuk alapvetd szempontja
pedig az, hogy milyen tevékenységi (termelési, fogyasztési, kiilkereskedelmi)
szinvonalat, strukturat és novekedési iitemet eredményeznek.

Szamitasaink tehat nem kozvetleniil a raforditasi struktura megtervezését
vagy a gazdasagpolitikai stratégia kidolgozasat célozzak; ezeket készen,
LJkividlrol” kell kapniuk akar durva hipotézisek, akar kimunkalt tervelgondo-
lasok formajaban. Szamitasaink a lehetséges alternativak vizsgalatdval a meg-
alapozott dontést készitik els.

3.1. Adott struktura vizsgdalate

Onall6 jelentSségli a terviddszak kezdetén fenndllé tényleges, valamint
a tervidoszak végére tervezett struktiura vizsgialata. Az elébbivel kezdddik,
az utébbival fejezGdik be a hosszu tava tervezés egy adott munkaszakasza.
A ketts kozott szamos atmeneti alternativa vizsgilatdra keriilhet sor, mint
a valtozds elemzésének médszerére (lasd a 3.2. pontban).

Egy adott struktirat mindig meghatarozott idészakra értelmeziink, példaul
az 1960-as évek elejére vagy példaul az 1980-as évek kozepére. Ismerjiik
(a bazisidGszak esetében), vagy megterveztiik (a tervidészak végére tervezett
struktura esetében), vagy vélelmezziik (az 4tmeneti strukturik esetében,
azokkal osszhangban) a megfelel§ iddszakban K egymast kovetd év tevé-
kenységi szinvonalat.

Blsé lépés: a struktura egyes elemeinek tanulmdnyozasa. Tanulméanyozzuk
a (14) osszefiiggésben definialt ¢¢ matrixokat, amelyek a gazdasagi rendszer
belsg transzforméaciojat jellemzik. Tanulméanyozzuk a tarsadalommal és a
gazdasaggal fenndllé kapesolatokat: e kapesolatok rendszerét ,szabdlyos’”
nyilt, statikus input —output modellnek tekintve, a (18) osszefiiggés alapjan
vizsgiljuk e rendszer részeit, a rendszerben véghemend | halmozést” stb.
Tanulményozzuk a két rendszer oOsszekapesolédasat: egyiittesiiket ,nyilt,
statikus™ input —output modellnek tekintve, a (22) osszefiiggés alapjin vizs-
géljuk az egyiittes rendszer belsé ,halmozdsat”’, | hozzdadott értékének’ és
»Veégsd kibocsatdsanak” szerkezetét sth.

2%
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Mdasodik [épés: a struktiarahoz tartozé novekedési iitem és tevékenységi
szerkezet tanulmanyozdsa. Megoldjuk — ha felirhaté — a (29) sajatérték-
feladatot. (Ha nem, akkor a (27) feladatot; ebben az esetben azonban nem
mell6zhetjitk annak vizsgdlatdt: milyen konkrét kozgazdasigi jelenségek
titkrozédnek a QM matrix szingularis voltiban?) Van-e, ha igen, mekkora
a legnagyobb 2* novekedési rata? Vannak-e, ha igen, milyenek a ndla nagyobb
abszolut értékii komplex vagy negativ sajatértékek? (Ezek ugyanis befolyd-
solni fogjik a differencia-egyenletrendszer megoldasat.) Milyen a hozzé tartozo
sajatvektor dltal definialt termelési szerkezet? Kzt behelyettesitve (18)-ba,
milyen munkateljesitményi, fogyasztasi és kiilkereskedelmi tevékenységi szer-
kezet adddik? Hogyan tér el mindez a tényleges (tervezett, vélelmezett)
tevékenységi szerkezettsl?

Harmadik lépés: a struktura és adott K évi termelési szinvonal egyiittes
tanulményozasa. Megoldjuk a (23) differencia-egyenletrendszert. (Ha nincs
egyértelmi megolddsa — miért nines? Ebben az esetben a (22) osszefiiggés
alapjan iterdalunk.) A megoldast (18)-ba is behelyettesitjiik. A megoldis kon-
vergal, divergal, oszcillil? Milyen a termelés, munka és fogyasztds, export
és import idébeli alakulésa véges T' évnyi szakaszban? Milyen a dtlagos nove-
kedési iitem, kisebb-e vagy nagvobb, mint az el6bbi 2*? Kimutathatok-e
ciklusos tendencidk, ha igen, milyenek? Hogyan véltozik idében a tevékeny-
ségi szerkezet, tart-e a A*-hoz tartozé szerkezet felé, vagy tavolodik téle,
vagy koriilotte ingadozik?

Ha nem a nyité, tényleges struktirarol van sz6, a harmadik 1épést esetleg
megismételhetjiik a K évi termelési szinvonal alternativ sorozataival.

Negyedik lépés: a struktira kotottségeinek részbeni felolddsa mellett alter-
nativ stratégidk tanulményozisa. Megoldjuk a (31)—(32) —(33) osszefiiggé-
sekkel definidlt linedris programozisi modellt. ElGszor megkiséreljiik a jobb
oldali konstansokat a ¢/ = 1 évhez képest a misodik 1épésben nyert 2* iitem-
ben novelni, az idépreferencidkban szerepls u, o, y és 6 paramétercket ugyan-
csak A*-nak megfelelGen bedllitani. Van-e megolddsa ennek a , nyilt-zért”
modellnek; ha nines, milyen korlitokba iitkozik?

Ezutdin a konstansok és az idépreferenciat kifejezé paraméterek valtoztati-
sdval alternativ stratégidkat szdmszer(isitink és mindegyikkel megoldjuk
a modellt. A megolddsokkal kapesolatban ugyanazokat a kérdéseket tessziik
fel, mint a harmadik lépésben; a megoldasokat osszehasonlitjuk egyméssal
és a differencia-egyenletrendszer megoldasaval.

Otidik lépés:-a modell tovabbi , kinyitasaval” ijabb, itt le nem irt linedris
programozdsi modell-véltozatokat definidlhatunk. Kz akkor célszer(i, ha a
makrookonomiai tervezés keretében méas linedris programozisi modellek is
alkalmazdisra keriilnek, s a kiilonbozG modellek eredményeinek dsszehasonlitdsa
sordn részletesebben is fel kivanjuk tarni az eltérések okait. Ebben az esetben
ugyanis hasznos lehet az itt leirt, tulajdonképpen ,,majdnem zart” programo-
zasi modellt fokozatosan, 1épésrdl Iépésre kozeliteni a tobbi modellekhez és
lépésenként vizsgidlni a megolddsok eltéréseit.

3.2. A struktira-vdltozis vizsgdlata

Az id6beli struktira-valtozas vizsgdlatdara az itt leirt modell-sorozat kere-
tében kétféle mddszer kindlkozik:

— a kordbbi és a kés6bbi struktirat egyardnt megvizsgiljuk a 3.1. pontban
leirt médon ¢és az eredményeket osszehasonlitjuk;
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— megoldjuk a (34), illetve a (35) osszefiiggésekkel definidlt linearis progra-
mozisi modelleket, és a megoldast egybevetjiik az el6bbi, negyedik 1épésben
nyert eredményekkel.

Ennek a szdmitassorozatnak a mddszerbeli vonatkozésai az elmondottak
alapjan, gy vélem, vilagosak. Tartalmi, kozgazdasigi sajatossagait viszont
az adott tervezési munkaszakasz ismeretében, konkrét problémainak fiiggvé-
nyeként — és sajnos, a szamitastechnikai lehetéségek fiiggvényeként — kell
meghatarozni.

( Beérkezett: 1970. janudr 19.)
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A MODEL SERIES OF LONG-RANGE PLANNING

In the article a linear model series is described which lends itself for use in long-range
economy-wide planning.

The author defines the system of economic interrelations reflected in the models, a
system that embraces the extended reproduction of material goods and services as well
as the relationships which connect this system of production with the society and with
the rest of the world (labour and consumption, import and export). The system of inter-
relations takes into account — over and above the macro-economic relationship covered
by the usual models — also 1) an investment lag of K years and scrapping to serve the
reneval of the stock of fixed assets, 2) the effects of certain demographical factors and
of the distribution and redistribution of incomes on the consumption pattern, 3) the
interaction between the pattern of imports and that of exports.

This system of interrelations finds its expression — in accordance with the various
assumptions concerning the structural situation — in the form of various mathematical
models. The closed models include a homogeous linear difference equation system of
the K-th order as well as an eigenvalue —eigenveetor problem; the assumption of freedom
in forming the structure leads to linear programing models.

In conclusion, the article outlines the possibilities of planning calculations based
on the model series.

CEPHSI MOJAEJIEN JOJIMOCPOYHOIO MEPCIIEKTUBHOIO IIJIAHUPOBAHMS

B crarbe npeacrasisiercst cepust sHeHHbIX Mo1eel, MPUMEHSIEMBIX B 10JT0CPOYHOM MAK-
POIKOHOMHYECKOM TLTAHHPOBAHUH.

ABTOD JlaeT B CBOeil cTaThe OMpejiesienie 0TPAKEeHHOI B MOJEISIX CHCTeMb 9KOHOMUYECKIX
B3aumosasicimocreif, pacrnpocrpansiionieffcsi Ha pacmMpeHHoe BONPOH3BOJCTBO MaTepHab-
HBIX OJ1a1' M YCJIYT, a TAKyKe Ha B3aUMOCBSI3H 9TOH IIPOU3BO/ICTBEHHOI CHCTEMBI ¢ 001IECTBOM U C
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OCTAJIBHBIMI 4aCTAMH MHpa (TPYA M moTpediieHne, HMIOPT M IKCHOPT). [TOMHMO OOBIYHBIX
MOZEJIJIHPYEMbIX MAaKpPOIKOHOMHYECKHUX B3aUMO3aBUCHMOCTEH B CHCTEME B3aUMO3aBHCHMOCTel B
(opme SABHBIX QYHKIMIT yUUTLIBAIOTCS 1 B3AUMOJCICTBIS Mexly 1) 3anasapiBaHmnemM KaruTailb-
HBIX BJIOYKeHUH Ha K J1eT 11 00’'emMoM CriHchiBaeMbiX i 0OHOBJISIEMBIX OCHOBHBIX CPEICTB, 2) HEKO-
TOPBIMH /IeMOrpAUUeCKIMU (paKTopamMu W BIIMSIHHEM pPacrpe/iesieHust 1 IepepacnpeseneHist
A0X0/10B HA CTPYKTYPY NOTPed/IeH s, 3) CTPYKTY PO HMIIOPTA M CTPYKTYPOIt 9KCIopTa.

Jra cucrema B3aHMO3aBHCHMOCTEIl B COOTBETCTBHM C PASIMYHBLIMK TPEANOI0MKEHHSIMI 0THO-
CUTEJILHO CTPYKTYPHBIX YCJIOBHIT BRIpayKaeTcst B (JopmMe pasiiMuHbIX MaTeMaTHYeCKUX Mojesteil.
B uncne samkHyTHIX Moeseil (HUIYPHPYIOT CHCTEMa OHOPOAHBIX JIMHEHHBLIX PA3HOCTHDLIX
ypasHennii K-oif crernenn n 3ajiaua cOOCTBEHHBIX 3HAYEHMH — COOCTBEHHBIX BEKTOPOB; a Mpe/-
10J10KeHHe CBO00/bl B (POPMHPOBAHNK CTPYKTYPBI BeJIeT K MOJeJIsIM JIMHeHHOro nporpammpo-
BAHUSI.

B saxiouenye B CTathe KpPaTKO MPE/ICTABISIIOTCS BO3MOYMKHOCTH BBIMOJHEHIST 1AHOBBIX
pPACYeTOB MPH MOMOIIM JaHHOI cepun mogenei.



J. ABADIE

Egy elagaztatisi modszer
diszkrét valtozokat is tartalmazé nem-linearis
programozasi feladatok megoldasara

Bevezetés

Az elagaztatisi modszerek a diszkrét véaltozokra vonatkozé optiméldsi
problémak megoldasanal indokolt népszeriiségnek orvendenek. Ugyanakkor
még a legutébbi publikdciékban sem oldottdk meg; s6t nem is szenteltek kells
figyelmet annak a probléménak, amely az eligaztatisi médszerek keretében
definialasra keriil§ iranyitott, iiltetett fa (a tovdbbiakban csak fanak nevezziik)
méreteinek ellendrizhetetlen novekedésébdl szarmazik (Hervé, 1968; Roy,
Benayoun és Tergny, 1970). Ez a nehézség a szdmologépen csak kiilsg tarolok
révén hidalhat6 at. Ugyanekkor szimos, néhdny szdz (egész vagy nem egész
értékii) valtozét és hasonld nagysagrendi feltételt (amelyekhez a pozitivitdsi
vagy altalanosabban a véaltozék korlatossdgi feltételei csatlakoznak) tartal-
maz6 probléma mégis teljesen megoldhaté lenne a kizponti tdroléban, ha bizto-
sithaté lenne, hogy a fa hasznos része ne novekedjék bizonyos hatdron tul.

amdjon mondjuk N és 2N kozott, ahol N a diszkrét értékeket felvevd
x;-k szima (ami egyébként nincs kor]ato7va)

A fent jelzett nehézség egy sereg un. ,heurisztikus’ mddszer kibontakozisat
segitette el6. A jelen osszefiiggésben a |, heurisztikus”-t olyan mddszerek
elnevezésére hasznéljuk, amelyeknél semmi bizonyosat sem tudunk arrél,
hogy az optimdlis megoldas elérheté-e, de amelyek mégis az optiméli% meg-
olddst — pontatlanul szélva — ,,nagy valészinfiséggel megkozelits” pontokat
syolgbélmtnal\ Az idézdjelekbe tett szavak a legtobb esetben egyébként nin-
csenek is definidlva. Kzeknek a heurisztikus modszereknek van bizonyos
jelentdségiik, ugyanis meg kell elégedniink egy probléma , majdnem meg-
olddsdaval”, ha a megoldésa lehetetlen vagy nagyon koltséges. Idézziink hdrom
ilycn heurisztikus eljardst:

1. oldjuk meg a felvetett probléméanak megfelels | folytonos™ optiméldsi
problémat, azutén az igy kapott megoldésban 18 lehet6 legjobban” kerekitsiik
azokat a valtozdkat, amclyeknck egész értéklieknek kellett lennick (ebben
a tanulméanyban a , folytonos” gyakran ,,nem diszkrét”’-et jelent); ezt kovetSen
a nem egész értékd valtozokat tekintve optimalizdljuk azt a problémét,
amelyet az el6bbi problémabdl tgy nyeriink, hogy rogzitjiikk abban az eredeti
probléma egész értékii valtozdira elézden nyert értékeket (ez a rogzitett egész
értékekhez tartoz6 Gn. redukdlt probléma);

2. kezdjiik a fenti heurisztikus eljéréssal, azutén valtoztassuk meg egy egész
értékii valtozénak az értékét mégpedig gy, hogy noveljiik vagy csokkent jiik
1-gyel és oldjuk meg az ennek megfelel6 redukalt problémat; ismételjiik meg
ezt az eljardst ugyanezzel az egész értékii valtozéval mindaddig, amig a mini-
malizdland6 ¢(z) fiiggvény csokken, ezutdn véltoztassuk meg egy mésik
egész értékii valtozo értékét; dllitsuk meg az eljardst egy olyan ponton, hogy
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a kiilon valasztott egész értékii valtozok -4-1-gyel valé megviltoztatdsai ne
tegyék tobbé lehetévé a gp(x) csokkenését. Bz azzal a kockézattal jar, hogy
elhanyagoljuk azokat a szimultdn megvaltoztatiasokat, amelyek csokkent-
hetnék a @(x)-et, mar pedlfr ha N egész értékii valtozé van, akkor ezeknek a
megvéltoztata.soknmk a szama — ami 2N — nagyon nagy lehet;

3. ugy alkalmazzuk az elagaztatasi eljarast, hogy a fa tarolandé cstesainak
a szamat N'-ben korlatozzuk. Valahdnyszor a csuesok szama N’ -+ 1-re nd,
a ,,legrosszabb’ csucsot toroljilk; kockdztatva azt, hogy ez utébbi egy opti-
malis megolddshoz vezeté dgon van, amelyet ezaltal biztosan nem tudunk
majd megtalalni.

Egyéb, sokkal jobban kidolgozott heurisztikus eljardsokat is hasznédlnak.
Ezeket nem ismertetjiik, mert kifejtésiik hosszadalmas lenne. A jol hasznal-

haté heurisztikus eljardsoknak kozos tulajdonsé;_,uk hogy elég gvorsan adnak
egy olyan diszkrét megoldast, ami még ha nem is optimdlis, a ,,gyakorlatban
elfogadhat6”

Az egzakt médszcrekre vonatkozo eddigi tapasztalatok (ellentétben a heurisz-
tikus médszerekkel) kiilonosen a diszkrét linearis problémék teriiletérsl valok.
Azonban egy 4altalanos kisérleti kéd megadasdhoz feltétleniil tul kell 1épni
a linearis problémékon; ez tokéletesen megvalésithaté: Colville (1968) munkaja
mintegy harmince nem-linearis, folytonos optimalasi médszerre vonatkozé gépi
osszehasonlité tesztet tartalmaz (az emlitett problémakarrel foglalkoznak még:
Abadie (1967), (1969), (1970); Abadie és Carpentier (1966 és 1969), Abadie és
Guigon (1969)). Egyébként e tanulméany targyatol eltérd elagazgatisi modsze-
rek is léteznek, a nem-linedris programozisi feladatok megoldasianak dltaldnos
modszereivel vannak parositva (Carpentier (1969)), s6t vannak specidalis prob-
lémak szdmdara létesitett kodok is (Carpentier, Cassapoglou és mésok
(1968)).

Az az eldgazgatisi médszer, amelyet most leirunk (és amelyet mi a ,, Bounded
Branch and Bound” utin BBB-nek kereszteltiink el) egy rokon viltozata
annak a médszernek, amit Land és Doig (1960) javasoltak részlegesen diszkrét
valtozokat is tartalmazé linearis programozisi feladat megoldasara. A médszer
beletartozik a Hervé-féle axiomatikdaba, amely magdban foglalja az osszes
ismert elagazgatisi eljarist, beleértve a SEP (B. Roy) eljardst is. Rendelkezik
mindazokkal az ul(vact()' tulajdonsagokkal, amelyeknek, ugy hissziik, érzékel-
tettiik sziikségességét és lIlL,L’\'«Ll()‘ﬂlth«bt()sng it

1. a fa tarolandd cstcsainak a szima elenyészé (2. N —2, s6t néha N);

2. alkalmazhaté, ha a célfiiggvény és a feltételck nem linedrisak (tetszGleges
meglevé nem linedris programozasi gépi kédot haszndlhat szubrutinként);

3. rendelkezik a heurisztikus eljarisoknak azzal az — &mbér nem precizen
definidlt — alapvetd sajitossdgdval, hogy elég gyorsan ad egy ,.elfogadhat6”
diszkrét megoldast.

A kovetkezSkben jelbeszédet (sGt jeleket) fogunk hasznélni. A tanulméanynak
célja, hogy azok az olvasdk is megértsék, akik nem jaratosak az eldgaztatasi
eljarasokban. Mdédszeriinket egy teljes részletességgel targyalt numerikus
példaval illusztraljuk: nem azért vélasztottuk ezt a példat, hogy — az iterdcidk
szamat minimdlisra csokkentve — esillogtassuk modszeriink hasznalhatésdgat;
a latszat ellenére egy nehéz példardl van sz6. A legtobb heurisztikus médszer
nem ad réa ésszeriien j6 megoldast, a mi algoritmusunkhoz sziikséges iterdaciok
szama pedig abnormalis médon meg van benne emelve. A példa azonban olyan,
hogy illusztralja a legtobb el6forduld jelenséget.
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I. A P probléma és a hozzatartozé G graf

Tekintsiik a kovetkezd részlegesen diszkrét viltozokra vonatkozdé progra-
mozasi feladatot:
hatarozzuk meg a ¢(x) minimumét az aldbbi feltételek mellett:

zeK

ahol z az (x;);;; vektor, j = {1,2,...,n};
K az R" térnek egy részhalmaza;
E a J-nek egy részhalmaza; B' =J — E;

F; valés szamokbdl 4ll6 véges halmaz.

Ez a probléma megoldhaté — a ¢-re és K-ra vonatkozé hizonyos feltevések
mellett — maédszeriink segitségével. A moédszer bemutatdsa abban a specilis
esetben a legegyszeriibb, amikor a kovetkezs a probléma (megjegyezziik, hogy
az altalanos eset hasonl6képpen targyalhaté):

P: minimalizaljuk a ¢(x)-et az aldbbi feltételek mellett:

r€K (1)
x; egész, y,€E ; (3)

feltessziik, hogy az a; és b; egészek ;€ K. (Vagyis részlegesen egészértékii
feladattal van dolgunk.)

A bizonyitiasok egyszeriisége kedvéért feltessziik, hogy a (2) altal definialt
[T parallelotop korlatos (ami a gyakorlathban sohasem okoz zavart) és feltessziik,
hogy a ¢ fiiggvény szigortan kvazi-konvex a II-n. Emlékeztetiink arra, hogy
akkor mondjuk a ¢-t szigortian kvazi-konvexnek a /7-n, ha nines olyan /7-hez
tartozoé intervallum, amelynek belsé pontjiban a ¢ eléri a maximumat. Hogy
a legegyszeriibb példat idézziik, minden olyan konvex fiiggvény szigortan
kvézi-konvex, amely nem éri el tébb pontban a minimumat (specidlisan igy
van ez a nem azonosan konstans linedris fiigevények esetében). A K halmazrdl
feltessziik, hogy konvex.

Legyen A egy‘tetsz6leges részhalmaz A C E, és x5 = (v));ca az z-nek
egy olyan részvektora, amelynek komponensei az « azon komponensei, melyek
indexei az 4-bol valok. A kovetkezGkben az @ ,, &4, &, olyan x, vektorokat

jelolnek, amelyeknek a komponensei egészek és értékeik — a (2)-nek meg-
feleléen — vannak rogzitve.

Egy adott S = (4, &,) parnak megfeleltetjiik a kovetkezSképpen definidlt
P(S) problémat:
P(S): minimalizaljuk a ¢(x)-et az alabbi feltételek mellett:

z€K (1)
alz<b (2)

xj=2;, y;€d (4)
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Legyen #(S) a P(S) probléma megoldasa (amelyrél az egyszeriliség kedvéért
feltessziik, hogy egvértelmii) és legyen ¢g a ¢ minimalis értéke a P(S) problé-
méban, ahol a szokdsos megegyezés szerint g = oo, ha az (1), (2), (4) fel-
tételek ellentmondoak. Az el6z6kbdl kivetkezik, hogy #; = &,(S), p;€ 4.
Legyen E(S) azon j € E indexek halmaza, amelyekre ,(S) egész.

Tekintsiik a kovetkezGképp definidlt ¢ iranyitott grafot:

1. @ csuesai a fent definialt kiilonbozd S = (A4, &,4) parok.

2. Minden S csticshoz a ¢ értéke van hozzarendelve.

3. Amikor A iires, a megfelel§ csticsot a G S, gyokerének nevezziik.

4. Ha H(S) = E, akkor azt mondjuk, hogy az S = (4, &,) cstics végpont.

5. Minden S = (A4, &,) cstucsnak megfeleltetjiik az 6 ¢-el jelolt emeletét,
ami az A elemeinek a szdma (az emelet Roy (1969) terminolégidjaban a rend-
nek felel meg).

6. Tegyiik fel, hogy az S = (A4, £,) nem végpont és legyen € E(S) — A.

Definidljuk az S-nek f-ra vonatkozd egy ,magasabb emeleti” utédat
a kovetkezSképp:

T= (Brj.gB) ’
ahol:
B = A U{p}

g = 25 (A4)] vagy [#5(4)] + 1

(a [A] a szokdsnak megfelelGen a 2 valés szidm egész része). Az S-nek a f-ra vo-
natkozélag két utéda létezik.

7. Altalinosabban, ha adott az S — (4, #,) cstics és az nem végpont,
akkor a (fg + 1)-ik emelet csuesait definialjuk a kovetkezGképp:

BEE(S) — A

B~ AU{B)
& =%, p;€d
. Zp=[Tp(A)] + ¥
T = (B, %),
ahol y nulla vagy tetszéleges elGjeli egész szdm gy, hogy a (2) feltétel telje-

siiljon.

A y=0,—1, -2,...-nek megfelel§ csiacsokat egymds utani irdnyitott
élekkel (a tovabbiakban csak élt mondugk) osszekotjiik, ezek alkotjik a bal-
szarnyat, amelynek kezddpontja a y = 0-nak megfelel6 esics. Hasonl6képp
egymas utdni élekkel osszekotjiik a y = 1, 2, .. .-nek megfelel§ csticsokat,
ezek alkotjak a jobbszérnyat, amelynek kezdGpontja a y = l-nek megfelels
estics. A két szarnyat ellentétesnek és az S-bél keletkez6nek mondjuk.

Egy cstesnak szarnydban valé eltdvolodédsa [y [ a balszérnyra és y — 1
a jobbszarnyra.

Példa: Minimaliziljuk a

2w} + 25 + 23) — (@, + x, + 9,)
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kifejezést az aldbbi feltételek mellett:
z; egész, V,€E =J
Ha az 8 = (4, & 4) cstcsot az A = {1}, & = 2-vel definidljuk, akkor a P(4)
probléma megoldasa #(4) = (2; /;; 2).
A G-nek az S = (4, ©,)-bdl, ennek a f = 2-re vonatkozé 2-ik emeleti utoé-
daibél és a megfelels két ellentétes szarnybol all6 parcialis részgrifja az ladbran

lathaté (az la 4brat mindig az 1b 4bra szerint fogjuk rajzolni, ahol az élek
irdnyat mutaté nyilak odaértenddek).

la dbra
S
oO—0 0
L L Lk
1b dbra
A feltevések miatt:
T, = (B;, &),

ahol:
B;={1,2}, i=1,2,...,5

@L@)ZFZI—ﬂ,i=L2J
(2,i—3), i =4,5
T, és T, a két ellentétes szarny kezdépontjai. 7';-nek az eltdvolodéasa:
i—1, i=1,23
i1 —4, 1=4,5.

A @ grafban az ,,utéd” fogalmén kiviil (a 7' akkor utéd, ha az ST egy él;
az utéd ugyanazt jelenti, mint a ,koveté” (Roy (1969) terminolégidjiban)
még létezik a ,,leszarmazott” (Roy, 1969) fogalma is. A T az S-nek egy leszér-
mazottja, ha létezik az S-et a T'-vel 6sszekots irdnyitott ut (a késébbiekben
csak utat mondunk). Nyilvanvals, hogy egy utéd az egy olyan leszarmazott,
amelyet egyetlen élb6l alkotott ut hoz létre.
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1. Tétel. Ha T az S-nek egy leszirmazotlja a G-ben, akkor_¢pr > (g.

Bizonyitds. Vegyiik figyelembe a (7 definicidja 6. részében szerepl§ fogal-
makat és tegyiik fel, hogy a 7' az S-b6l kizvetleniil keletkez§ jobbszérnyhoz
tartozik. Az (s, T7) szakasz metszi az wg = [24(A)] + p hipersikot az 27
pontokban mégpedig ugy, hogy a ¢(z”) novekszik y-val. EbbSl mindenesetre
kovetkezik, hogy ¢ > @g, s ezérta bizonyitdst befejeztiik, ha y =1; ha
y > 1, akkor tekmt\e a (y — 1)-nek megfelel6 7"-t adédik: ¢ < ¢, azaz
a @ novekszik, amikor az eltdvolodds novekszik a jobbszarnyon. Hasonlé
okoskodas alkalmazhaté a balszarnyra is.

2. Tétel. A G grdafban nincs korit.

Bizonyitas. Egy csuces rendje csak novekedhet, vagy konstans marad. Csak
azokban a szdrnyakban marad konstans, amelyekben nines korit.

2. A médszer leirasa

Latni fogjuk, hogy a Land- és Doig-féle médszer (Land és Doig, 1960;
Balinski, 1967; Hervé, 1968) abban all, hogy szerkesztiink az el6z6 G grafban
egy olyan utat, amely az S| gyokeret a minimalis értékii végponttal kiti 6ssze.
Az alkalmazasok szempontjabol a Land- és Doig-féle konstrukcionak van egy
lényeges hibaja: nem lehet a priori megadni a fa esicsainak a szimara — a koz-
bees6 lépések tarolasihoz sziikséges —— megfelels korlatot. Egyetlen S csies
taroldsa — néhany egyséetil eltekintve — egyenértékii £(S) nyilvantartiasival,
ami n rekeszt igényel.

Nyilvanval6, hogy megelégedhetiink a (' végpontjainak a megvizsgilasiaval
és a kapott csticsok koziil elég a legkisebb értékiit megtnrtani (ha E =,
akkor ez arra vezet, hogy a (/(:) értékét a p — p, X Py X ... Xp, pontokra kell
kiszdmitani, ahol p;, = [b;, — «;], pl. p = 10", ha p, = 10 v,). Egyébként
lcteznek olyan esetek, amikor ez a Ietrjobh eljards (pl ha B = {1}, &, = 0,
by = 1, akkor a Land- és Doig-féle eljards, illetve a kovetkwokben leirt,
hé,rom optimalizacidra vezet; a végpontok teljes vizsgilata e harom koziil
csak kettdre).

A tovédbbiakban bemutatunk egy olyan iterativ mddszert, amely a G-ben
egy fat szerkeszt (Berge, 1958; Hervé, 1968; Roy, 1969); ebbdl benniinket
az érdekel, hogy a szerkesztett fa parcidlis részgrifja lesz G-nek. Tartalmazza
az S, gyokeret és az S, kivételével minden csiics egy és csak egy élnek a vég-
pontja lesz. A grifnak minden pontjihoz hozzarendeliink egy bizonyos szimu
jelet (1. az illusztrdalé példat).

Minden itericié kezdetén a fa egy bizonyos dllapotban van és van egy becs-
lésiink a ¢ P-ben valé minimdlis értékére. Kzt a becslést @p-nek nevezziik
(p = +oo az elsd iterdcid kezdetén, kivéve, ha ismeretes egy az (1), (2), (3)
feltételnek eleget tevi megoldas: ekkor a ¢ értékének az ismert megolddsnak
megfelel6 ¢ értéket vessziik).

Vizsgiljunk egy olyan S = (4, &) cstcesot, amely megoldéasa a P(S) problé-
manak, azaz:

vagy ellentmondéak a P(S) (1), (2), (4) feltételei és S-nek a ¢g = + oo
értéket adjuk;
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vagy #(S) a P(S) megoldasa és S-nek a ¢g = p(&(S)) értéket adjuk.

Egy S esticsot elutasitunk, ha ¢g > ¢, vagy ha az S minden leszdrmazott-
janak az értéke legaldbb ¢g. Az 1. tétel miatt egy elutasitott cstcs minden
leszarmazottja elutasitott lesz. Az elutasitott csticsokat nem taroljuk a tarlo-
ban (I. még késébb az Sz. 6 szabalyt).

A csucesok megvizsgilasa utdn minden cstces vagy elfogadott, vagy elutasitott
lesz. Mindannyiszor elfogadunk egy csiesot, amikor az nem elutasitott. Ez az
elfogadas ideiglenes, mivel a ¢ iterdciordl iterdciéra csokken, ami azt eredmé-
nyezi, hogy egy bizonyos iteracionél elfogadott csues egy késébbi iteraciénal
elutasitott lehet (maga az elutasitis végleges, mert nem lehet az eredeti
P probléma optimdlis megoldisa egyetlen olyan végpont sem, amely egy
elutasitott cstics leszdrmazottja). KEgy elfogadott csicsot mindig térolunk
a tdroloban, egészen az esetleges elutasitdsig.

A kovetkezo jelbeszédet fogjuk alkalmazni:

O, &t a [-ik emelet (ideiglenesen) elfogadott csucsa;

50k a t-ik emelet (az Gsszes leszarmazottaival egyiitt véglegesen)
elutasitott estiesa;

a t-ik emelet olyan (ideiglenesen) elfogadott csticsa, amely-
t nek a t-nél nagyobb sorszamu emeleteken levs leszarma-
zottal elutasitottak;

X—0 ¢ a (-ik emelet olyan (ideiglenesen) elfogadott csicsa, amely-
nek a — szdrnydban (itt a bal) lev6 — ndla nagvobb el-
tavolodasu leszdrmazottai elutasitottak;

o+=X ¥ jelentése hasonld (jobb szarny a bal helyett);

¢+ a (t+ 1)-ik emelet ugyancsak ideiglenesen elfogadott 7'
csucsa; a T estes az S egy olyan leszarmazottja a G-ben,
amely az S-bdl keletkezd balszarnyhoz tartozik (a 7'nem

7 EH feltétlen lesz az S utéda a G-ben); az ellentétes szarny

5 a (-ik emelet (ideiglenesen) elfogadott S csticsa, valamint
egyetlen csuesat sem vizsgaltuk meg;
3

jelentése hasonlé, de az ellentétes szarny elutasitott (va-

¢ lamint minden olyan cstcsnak a leszdrmazottja, amely
ebben a szdrnyban szerepel);
T t+

5 az S cstues (ideiglenesen) elfogadott a i-ik emeleten; a

T £ Két ellentétes szarny visszautasitott a (¢ 4 1)-ik emeleten.
t+!

A fa minden dllapotinak megfelel egy bizonyos grafikus séma. A kovet-
kezé példikban az emeletek szdma négy:
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So So S0
0. emelet
Q_L 1. emelet
| 2. emelet
3. emelet

2. dbra.

A legmagasabb emelet sorszdma, amelyet 7,-mel jeloliink, legfeljebb akkora,
mint az £ elemeinek a szaima. A séma minden elfogadott S = (A4, &,) csticsd-
hoz hozzatartozik az 6 ¢g értéke és a P(S) : (S) megoldasa; ezenkiviil tarold
rekeszek vannak fenntartva a ¢ és az (1), (2), (3)-nak — az el6zd iteraciok
soran kapott — legjobb @ megolddsa szdméra.

A javasolt algoritmushoz egy bizonyos szému szabdly tartozik. Ezeket
a szabéalyokat (Sz.1-t6l Sz. 6-ig) szukcesszive kell alkalmazni, sematikus
illusztraldsukat — a legmagasabb ¢,-ik emeletre vonatkozolag a 0,1, ...,9
allapotokra — 1. késébb. Minden emeleten, mint majd meglatjuk, csak két
elfogadott cstics lehet, és ha ketts van, akkor ezek a két ellentétes szarnyhoz
tartoznak.

Az algoritmus szabdalyai.

Sz. 0. Tekintsiik a legmagasabb ¢,-ik emeletet (az elsd iteraciondl ¢, = 0,
vizsgaljuk az S, kezdGpontot).

Sz. 1. Ha az S nal magasabb emelet leszirmazottai mind elutasitottak,

VEGE a probléménak: az (1), (2), (3) legjobb megolddséra fenntartott

tarolé rekeszek tartalmazzik a P megoldasat, ha kordbban ide (1), (2),

(3)-nak valamilyen megolddsa bekeriilt. Ha nem: (1), (2) és (3) ellent-

monddak.

Ha van a t,-ik emeleten olyan elfogadott 7' csics, amelynek felsGbb

emeletérsl valé leszdrmazottai kozott van nem elutasitott, akkor

vizsgaljuk a (1, + 1)-ik emeleten a 7' egy U utédat és fogadjuk el,

vagy utasitsuk el. Az emelet ¢, sorszima egy egységgel né (1, 2, 3, 4

allapotok).

Sz. 3. Ellenkez6 esetben, amikor ez lehetséges, vizsgaljuk a fn-et alkotd két
ellentétes szarny halmazaban azt a csiicsot, amelynek az eltavolodasa
a legkisebb és fogadjuk el vagy utasitsuk el (5, 6, 7, 8 dllapotok). Ha ez
az utébbi csiics ugyanazon szérnyban egy mésiknak az utéda, akkor
ez az utébbi torlédott (7, 8 dllapotok).

Sz. 4. Ha a t,,-ik (f, > 0) emelet két ellentétes szdrnya elutasitott, akkor
elutasitjuk annak az S esticsnak valamennyi fels6bb emelet(i utédat,
amelybél ez a két ellentétes szarny eredt. Az emelet £, sorszima egy
egységgeel esokkentends (9-es dllapot).

Sz. 5. Az iterdcié végén a kivetkezs 4ll:

@ uj, < ¢ régi.
Ha:

@ 4, << @ régi,

Sz.

o
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tekintsiik 4t a tdroloban tarolt valamennyi ¢g-t és utasitsuk el (a tdrolo
rekeszek torlésével) azokat az S csucsokat, amelyekre:
Ps = ¢ 4j.

Sz. 6. Ha @(S) minden j€ E-re egész, akkor az S-et elutasitjuk. Ha ezen-
kiviil ¢g <~ ¢, akkor @(S) a P jelenlegi legjobb megoldédsa és ez helyet-
tesiti az el6z6t az erre a célra fenntartott tarold rekeszekben, amikor is

¢ 1 = ¢g. Az ellenkez6 esetben, azaz ha ¢g — ¢, akkor az el6z8 legjobb
megoldas a helyén marad.

Az Sz. 1-—Sz. 4. szabilyok az utolsé emelet atalakuldsat irjak le, sematikus
abrazolasukat 1. a tovabbiakban. Az Sz. 5. és Sz. 6. szabdlyok lehet6vé teszik
a taroléban téarolt cstcsok szdménak csokkentését, ezeket nem dbrdzoljuk.
Az Sz.i. EIf. (Sz.i. Elut.) azt jelenti, hogy az Sz.i. szabdly alkalmazdsival
megvizsgalt cstcs elfogadott (elutasitott).

Magyardzatok. A T, T',T"" az Sz. 1-t6l az Sz. 4-ig terjeds szabéalyok alkal-
mazasa elétt elfogadott csticsok a ¢,-ik (4, > 0) legmagasabb emeleten.
A vizsgdland6 estcsot — ha van ilyen U — jeloli; amikor ez elutasitott,
akkor nem jeloljilk azért, hogy emlékeztessiink arra, hogy az elutasitott
csuesokat nem taroljuk a taroléban. A 7. és 8. dllapotokban U a T utéda;
ha ebben a két dllapotban az U elutasitott, akkor egy kiézbeess allapotot
a kovetkezSképpen dbrizoltunk:

gl fi’ %

ha pedig U elfogadott, a kizbeesd dllapot a kivetkezd:

r/ T/I Tl
F—l—ﬁx}—OU f—J—g——OU

Ez a tablizat végsé allapotaiba van kozvetleniil dtalakitva. Az S a f,-ik
emelet egyetlen (kozvetlen) elédjét jeloli (feltéve, hogy van ilyen). A ¢, : =
=ty + & (¢ =0,1 vagy —1) azt jelenti, hogy az Sz. 1-t6l Sz. 4-ig terjeds
szabdlyok alkalmazdsa el6tti legmagasabb emelet a f,-ik volt, alkalmazésuk
utdni pedig a (¢, + ¢)-ik. A 9-es allapotban olyan alesetek lehetnek a 7,,-re,
amelyek a (¢,, — 1)-ik emeletnek az Sz. 1-t6] Sz. 4-ig terjedd szabalyok alkal-
mazédsa elGtti allapotatol fiiggenek.

Egy dallapothol egy mdsikba vals dtmenet s

1. Ha a t,-ik emelet ¢,, sorszama egy egységgel né (1,2, 3, 4 sorszdmu
dllapotok), akkor az x, valtozénak megviltozik az értéke. Ha az &(7')-hél
kiindulva, az egyetlen g koordinita megvéltoztatésival nyert pont kielégiti
a feltételeket, ugy kit(ing kiindulé megolddsul szolgdl a P(U) feladat iterativ
megolddsdhoz. Ha ez a pont nem megengedett; még mindig j6 indulé meg-
oldast jelent, ha a P(U) feladat megolddséra ,,ponalés” modszerrel miikodo
algoritmust haszndlunk. Ha ezzel szemben olyan eljarassal dolgozunk, amely-
nél minden iterdlt pont megengedett kell hogy legyen; akkor egy elGkészits
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ElGtte Uténa
sorszam | Allapot ! emelet szabaly s:)rsz:im ‘l allapot 1 emelet,
5 « |
9.1 ”i . Sz. 4 0 So i | 0
S t,—1 5
9.2 X_jixl— m Sz. 4 6 bt = tp—1
tm
S t 1 05 X
9.3 &( m Sz. 4 i | tpt = thl
m X
i ¥
S =l i 5y 0
9.4 X—il;g p Sz. 4 8 | \ t,n: = lm’_'l
m <

fazisra van sziikség (amelyben természetesen magit ezt az eljardst haszniljuk
fel). Ha eldre gondoskodunk az el6készitd fazisrél, akkor egy automatikus
induldsi lehetGséget biztositottunk. Ugyanakkor a jelen esetben célszeriibbnek
véljitk a kovetkezG médon eljarni. Kiindulunk az #(7')-b6l és maximalizaljuk
(vagy minimalizdljuk) az agt, egészen addig, amig eléri a kivint értéket
(hogy ezt megtehessiik, (2)-t a kivint a értékkel megegyezd felsd vagy alsé
korlattal vessziik). Az xg ezen maximalizdldsdnak eredménye egy, a P(T)
korlatozasainak eleget tevs pont (ha van ilyen; ellenkezé esetben azt a kovet-
keztetést vonjuk le, hogy ¢ = -+ o0).

2. Ha a t,,-ik emelet 7,, sorszdma véltozatlan marad, akkor hasonléképpen
jarunk el, az S-bdl (5-6s allapot) vagy a 7"-b6l (5, 7, 8-as dllapotok) kiindulva.

3. Ha a ¢,-ik emelet 7, sorszama csokken (9-es dllapot vagy az Sz. 6 szabdly
alkalmazdsa), akkor nem meriil fel az a kérdés, hogy bizonyos feltételeknek
eleget tevé pontot kell kapni.

3. Elméleti eredmények

Megmutatjuk, hogy az algoritmus rendelkezik a tdarolé rekeszek szaméra
(4. tétel) és a konvergenciara (5. tétel) vonatkozé tételekben kimondott tulaj-
donsigokkal. ElGbb bebizonyitjuk a 3. tételt, amely éppugy hasznalhato
a két tovabbi tétel bizonyitdsdra, mint a médszer gépi programozdsanak meg-
konnyitésére.

3. Tétel. Az algoritmus alkalmazdsa sordn a legmagasabb emelet — minden
lerdcio kezdetén, a fenti 0-161 9-ig terjedd sorszamai dllapotok egyikében, az ala-
csonyabb emeletel: pedig a 0,1, 2,3, 4, 6, 7, 8-as dllapotok egyikében taldlhatdk.

Bizonyitas. Az Sz. 1 —Sz. 4 szabéalyok alkalmazasakor az 09 dllapotok csak
0—9 dllapotot hozhatnak létre. Az alsébb emeleteknek van egy elfogadott
pontjuk; szamukra az 5 és 9-es allapotok ki vannak zarva. Az Sz. 5 és Sz. 6
szabdlyok alkalmazdsa — az 1. tétel miatt — nem vdltoztat a helyzeten.

4. Tétel. A fa dllapota, bdrmely iterdciondl, legfeljebb 2 N — 1 elfogadott
csucsot vesz szdmildsba; N az egész értékii vdltozdk szamdt (azaz E elemeinek
a szamat) jelenti.

3 Szigma
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A 3. tétel miatt ez a szam legfeljebb 2 N + 1, ami az Sz. 6 szabalyt alkal-
mazva (2 N — 1)-re redukalédik.

Megjegyzések

1. Tekinthetjitk a fa csticsainak maximalis szamat (2 N — 2)-nek is meg-
jegyezve, hogy az S, gvokér feleslegessé valik, mihelyt megkezdjiik a két ellen-
tétes szarny vizsgalatat.

2. Ezt a maximdlis szamot elérjiik, ha ,, = N — 1 és az 1-t6l (N — 2)-ig
terjedd sorszamu emeletek a 4-es allapotban, az (N — 1)-ik emelet pedig
a 4-es vagy 8-as allapotban van.

5. Tétel. Véges szamai iterdcio utdn az algoritmus a P egy megolddsdt adja,
vagy kideril, hogy a P feltételei ellentmonddak.

Bizonyitds. Az iterdciék szama véges, mivel a G cstcsainak szama véges
és egyiket sem érintjilkk kétszer.

A két lehetséges befejezés a kivetkezd:

VEGE 1: 0 éllapot és ¢ <~ 4-co (a probléma meg van oldva),
VEGE 2: 0 éllapot és ¢ = f-oo (a korldtozdsok ellentmonddak).

Az elutasitott S = (4, &,) csucsokra vonatkozolag kétféle eset van: vagy
azért lettek elutasitva, mert azoknak a P(S) probléméknak felelnek meg,
amelyek korldtozasai ellentmondéak (ami azt jelzi, hogy &, nem lehet része
P egyetlen megengedett megolddsdnak sem) vagy azért, mert ¢g_> ¢ >
= min {p/ (1), (2), (3)}. Az 1.tétel miatt ugyanez all az S-bél leszarmazd
végpontokra is. Ebb6l kovetkezik, hogy a VéGE 1 és VEGE 2 a fenti jelen-
téssel bir.

Az az eset, amikor a P probléma konvex és differencialhaté

Tegyiik fel, hogy a ¢ fiiggvény konvex és differencialhaté a I/ parallelo-
tépon és hogy a K konvex halmaz a kivetkez§ egyenlGtlenségek dltal van
definidlva:

fila) < 05 € {1, 2554 053

ahol az f; fiiggvények konvexek és differencidlhatok a I7-n. Legven U — (B, &g)
a T = (B, xg) utéda az S = (A4, #,)-bol keletkezs valamelyik szarnyban.
Emlékeztetiink arra, hogy

B = AU{R}, ahol BE€E(S) — A4
¥==% =4, y;€4
Ty = [#5(8)] + v
Tp=15+ e
g {—{- 1 a jobb szarnyra
— 1 a bal szarnyra
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A P(T) megoldasa a A(T'), w,(T') multiplikdtorokat adja, amelyekre:
m af:
% ¢ SamA) —pym, ves -8

axk 7= 8$k T
AT =0, "W ET)=0, §i=1,2,...,m
wT) =0, ha o (T) = ay

y’k(T) g 0, ha :‘I:I.(T) ™ bk
tdT) = 0, ha a, <z (T) < by,

ahol a ( )y jelolés azt jelenti, hogy a zardjelben levs kifejezést « = &(T')-re
kell venni.
A konvexitas egyenl6tlensége:

1@#U) + 3 TIHD) Z9@T) + 3 AT 1(EHT) +

=Y a(p ’2 8/1 A -
+ 3 [22+ a2 (@) —wm) +
kéj—B\Bx, =1 oy )
op o 1 8/,-]
e l—= AT —
FRe T A
azt adja, hogy:
2 " dp m of; .
e |— Z’l T —_— = n
Pv 9¢r+ (axﬁ +é ( )axp),- P1

Kz az 6sszefiiggés lehet6vé teszi az U elutasitdsat akkor, ha ¢p > ¢, anélkiil,
hogy azt elézetesen megvizsgiltuk volna. Ha nem teljesiil az Gsszefiiggés,
akkor a T'-vel egyidejileg a @,-t is térolni fogjuk: mivel a ¢ csak csokkenhet,
lehetséges, hogy az U-t egy késGbbi iteracional fogjuk elutasitani.

Mésrészt, a P(S) probléma megolddsakor minden — a P(S) probléma meg-
olddsdra haszndlt — iterdciéndl — a konvexitds egyenl6tlenségeibil — a ¢gre
egy alsé korldt adddik, legaldbbis ha, amit mi feltesziink, egy olyan iterativ
modszert haszndlunk, amely a P(S) feltételeinek eleget tevé z* pontokat ad.
Legyen ¢" az a'-hoz tartozé alsé korlat. Ekkor:

4 @s, ha v—> + oo

Ha tehat @5 > ¢ (S elutasitandé), akkor a szdmitdsok ténylegesen ledllit-
haték, mihelyt ¢ > ¢.

A kétértékit valtozok esete

Lehetnek olyan egészérték( viltozok, amelyek csak két értéket vesznek fel
(a tovabbiakban ezeket kétérték(i valtozoknak nevezziik): feltessziik, hogy
az a két érték, amit felvehetnek a 0 és az 1. Ebben az esetben a moddszer
dltalanos leirdsdbol nyilvdnvalé, hogy @; = 0 és b; — 1 minden kétértéki x;
valtozéra. Megjegyezziik, hogy minden egyes — kétérték(i valtozénak meg-
felel6 — szarny a kezdépontjara redukaldodik.

3*
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Az a legérdekesebb eset, amikor mind az N egész értéki valtozd kétértéki,
mert ekkor a gépi-programozds egyszerlsodik, minthogy minden grafesticsnak
legfeljebb két utédja lehet. Joéval kevesebb tarold rekeszre lesz tehat sziikség,
mivel N bit elegendd az N db kétértékii valtozé tarolasara, s igy lehetivé
valik egy sereg ilyen tipusi probléma gyors megoldasa. Megjegyezziik, hogy
az altalanos eset is visszavezethetd erre aziltal, hogy az egész értéki valto-
zokat felirjuk a 2-es alapd szdamrendszerben:

nj
— N Ok g
Ty = a/+k210 2 Ll » ngjk;/; L
ahol az nj-t a b; hatdrozza meg. Kzen atalakitas elényeire és hatranyaira nem

fogunk kitérni. Mégis megjegyezziik, hogy konvex programokndl valdszinfileg
nem lépnek fel specidlis elutasitasok.

4. Ilusztralé példa

A kovetkezGkben teljes egészében targyaljuk a kovetkezG P problémdt:
P: minimalizaljuk a
¢ = (5 — 13) 4 15(1302 — 100y — 23)% - 30(20 & + 10y — 20z — 10)

fiiggvényt az alibbi feltételek mellett:

05, <6,j€6J={1,2,8} (2)
x; egész, JEH =J (3)

(a K konvex halmaz legyen a teljes R® tér). Konnyen lathato, hogy a ¢ fiigg-
vény konvex és differencialhato.

Ha a megoldandé problémik , kicsinyek”, az ésszerli megoldés, legalibbis
egy gép szamdara (az ember esetében ez nem igy van),az lenne, hogy teljes
leszamoldssal jarjon el, esetiinkben ez azt jelenti, hogy 7% = 343 ponttal
szamoljon.

A (3) elhanyagoldsdval kapott P( @) probléma (ami annak felel meg, hogy
a valtozékat nem egész értéklicknek tekintjilk, hanem valds véltozoknak)
megolddsa a kivetkez:

& @) = (2,6; 3,15; 3,7575), ¢(&(@)) = 0.
A P probléma megoldédsa pedig:
E=rln1), (d) =829
A fentiekbdl a | legjobb kerekitéssel” nyert megoldés:
z° = (3;3;4), ¢(x°)=067609.

Azon nyole pont koziil, amelyeket tgy nyertiink, hogy az #;(z) — ¢
(j = 1, 2, 3) barmely lehetséges médon kerekitettiik, a legjobb az:

ol = (3;4:4), plat)= 21219.
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fgy tehat a ..levJol)b kerekitéssel” kapott megoldas (67609) egyaltalan

nem kielégit”, s6t még ,,az osszes lehetséges kerekitések legjobbika’ (21219)
is alig jave solhaté. Ha az algoritmust az elsének taldlt megolddsnal meg-
allitjuk, akkor maéar alamivel jobb eredményt kapunk (17419 a harmadik
iterdcional), a masodszorra talalt egész pontnal valé megéllas pedig egy olyan
megkozelitést (934, a masodik iteracional) ad. amelynek az az érdeme, hogy
hasonlé nagysigrendii, mint az optimalis érték (829, a tizennegyedik itera-
(i()n:'Ll) Hérom kiegészits iterdci6 sziikséges, hogy meggy6zidhessiink: a mar

ordbban megkapott, optimdlis me<r()ldds tényleg a P probléma optimdlis
mcgoldasa

A szamitdsokat egy tizoszlopos tébldzat formajiban mutatjuk be.

1. oszlop: a faban megvizsgalt 7' = (B, @p) estics megnevezése (0,1, 2, . . .);
ez megegyezik az iterdcié sorszamdval.

2. oszlop: a B halmaz; az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy ez mindig
a kovetkezd négy halmaz valamelyike: @, {1}, {1,2}, {1, 2, 3}; nyilvdnvalo,
hogy egyéb szabdlyok is lehetségesek: miutdan az z,-et az &, egész értékkel
rogzitettiik, az a, rogzitése helyett rogzithetjiikk az x, és o, koziil azt, amely
a legmesszebb (vagy a legkozelebb) van egy egész szamhoz. |

Mindez osszhangban van az Sz. 2 szabalyban biztositott bizonyos fajta
szabadsaggal. :

3. oszlop: Az i.b jelolés azt jelenti, hogy a vizsgdlt csuces az i estes utéda
az G szirnyaban, ami a balszdrny; az i.fb jelolés azt jelenti, hogy a vizsgalt
esties az 1 kovetkezd emeleti utéda és hogy & egy balszarny kezd&pontja
(az 1§ és i.fj ugyanazt jelentik, csak a ,bal” a ,,jobb”-al helyettesitendd).

4., 5., 6. oszlopok: a P(T') optimilis megoldasinak a koordindtai az x,, x,, a4
értékek; az, hogy egy x; érték ald van huzva, azt jelenti, hogy egész értékre
rogzitettiik azért, mert j€ A; amikor ezen kiviil még egy csillag is van, ez azt
jelenti, hogy j — f; az a; = 6° csak annak a ténynek kifejezésére szolgdl,
hogy ;= 6 és igy az x; <~ 6 eredeti feltétel: hatékony; hasonldét jelent az
;= 07, zérd alsoé korlat esetén.

7., 8. oszlopok: a ¢p, ¢y, amiket mar elGzéleg definidltunk; a 7. oszlopban
aladhuzott szamnak a legjobb egész értéki pont felel meg.

9. oszlop: a fa dllapota a folyamatban levd iterdcid végén (a fa gyokerének
a megjelolését mellGztiik; minthogy a 9-es allapot a fa legmagasabb emeleté-
nek dllapota: kozvetleniil az dltala létrehozott 0, 6, 7, 8-as allapotok vala-
melyikébe megyiink).

10. oszlop: 1, a legmagasabb emelet sorszama.

Az &/(T), ¢r. ¢y értékei pontos értékek, kivéve, ha T = 9, ahol az értékek
(")-al vagy ()-al vannak jelolve. Az algoritmusnal a hdarom véltozoéra vald
Inl]]lnl(tllZdIdH utan 17 iteracio sziikséges; ebbdl két viltozora 5, egy véltozoéra 8
és a g(x) szamitasira 4 esik.

A bemutatott médszerrel szemben gvakran ajinlhaté heurisztikus eljardsok
alkalmazasa, feltéve, ha ezek egyszerlick és kevés szadmolisra vezetnek.
Az (1), (2), (3) egy & megoldasanak ismeretében, a P(S)-nek az S = (¥, &g)-
vel valé megoldasa valéban ad a ¢-re egy olvan értéket, amelyet elég kicsinek
remclhctunk ahhoz, hogy lehet$vé tegye a (7 elég sok esticsanak az elutasitdsat;
ez viszont azt adja, hogy minél klscbb a ¢, annal tobb olyan cstcsa lesz a G-nek,
amelyeket nem kell megvizsgilni. Nem mond ellent ezeknek az a tény sem,
hogy a jelen példdban a legtébb heurisztikus eljards cs6dot mond.
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1| = | [ | 5 6 | 7 | 8 9 | 10
‘ (D) { ?

T B 8 % i Xy ‘ x; | r | or a fa dllapota g
i | ‘ Kezdés

0| o 2.6 | 315 | 3.7575 0 o) 0

1 1 0.fj{ 3.* 3.67 4.5185 4 44 | ! : 1

y 1

21,2 1.fj | 3. 4.* 4.7 16 339 | 1156 379 2 2
. y :

31,23 2.fj| 3. 4. 5.% 17 419 3

]
4| 1,2,3 2.fb| 3. 4. 4.* 21 219 2
1

5/1,2 1. fb{ 3. ‘ 3% 4.15 67 339 1
[ 6 1 |

6 i 0.fb| 2.* 2.37 2.8035 9 39 1
l 6 1

1 1:;2 6. fb| 2. 2. 2.06 20 544 2
L | 6 1

8| 1,2 6. fj 2 ' 3.* 3.156 | 59 544 1

] |

Nevezziik 1. példanak az el6z6 példat, 2-nak pedig azt, amit ebbél gy ka-
punk, hogy elhagyjuk a (2) feltételeket. Nevezziik a fent kifejtett modszert M1-
nek és M2-nek a kévetkezs modszert: a térolt estesok koziil minden iterdcio-
nél tekintsiik azt az S csicsot, amelyen a g értéke a legkisebb és vizsgdljuk
a hdrom utédot (kett§ a felsGbb emeletrsl valé, egy az S szdrnydban van
— ez utobbi nem létezik, ha S a gyokér —, mivel az utéd a szérnyban mindig
a harmadik); alkalmazzuk a 2.§ elutasitdsi eljardsait és ha sor keriil rd,
a konvexitdshol levezetett elutasitdsi eljardst. Egyébként a Land- és Doig-féle
eljardsnak a nem-linedris programozisra valé kiterjesztett viltozatarsl van
§26. A szdmitdsokat nem fogjuk részletezni. Az érdekl6ds olvasé megkaphatja
ezeket a szerzotol.

Az osszehasonlitds a kovetkezd pontokra vonatkozik: az elss viltozé mini-
malizacidinak szdma (1. tdbla), a mésodik valtozé minimalizdcidinak szama
(2. tdbla), a tarolandé cstcsok szama (3. tdbla), az egészértékii optimalis
megoldésokat ado iterdciok szama (4. tdbla, ahol a zaréjelben levs szdmok
a g-nek a megfelelS értékeit jelentik).
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1| 2 | s | 4] s | s 7 8 | 9 | 10
[
T B | s - ] x, | X, ér or a fa dllapota o
ol 1.j | 4.%(4.9600+ | 6. 187+| 6 808~ i_i_g 1
10/ 1,2 | 9.6 4 | 5 6 934 %_Tﬁ* 9
6
11/ 1,2 | 9.fb| 4 4% 5.7 141 184 1
12| 1 Bub | LX) 107 1.0885 64 144 12 f 1
13| 1,2 | 12.6b 7. | 7. 1.05 799 | 21799 4 2
13
12
14| 1,2,3{ 13.f/b| 1. | 1 1% 829 13 3
1,2,3 13.fj 4
15| 11523 130e" 20 [ 2% 14 029 2
16/ 1,2 |.a2:4651 7 2.% 1.6 129 735 &Z l X 1
177 1 | 12.b| 0x| o° 0.° 11 104 i 0
S S VEGE
Megoldds: T = 14
ML M2 M1 M2 M1 M2
1. Példa ‘ 8 S ‘ ) b | 6 ! 3 8
N st T A R
2. Példa 24 | 26 | ’ 12 | 12 | 1] 3 | 15
I I T TN ety
1. tébla 2. tébla 3. tabla
M1 M2
1. Példa 3 (17 419), 10 (934), 14 (829) 11 (11 104), 12 (934), 15 (829)
2. Példa 3 (17 419), 11 (984), 19 (829) 21 (934), 40 (829)

4. tébla
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foy az adédik, legalabbis e példik lattan, hogy az M1-t6l az M2-hoz viszo-
nyitva a kovetkezd elényoket varhatjuk:

1. kevesebb a minimalizaciok szdma (1. és 2. tébla),

2. kevesebb a tarolandé cstes (3. tabla),

3. kevesebb idére van sziikség ahhoz, hogy ugyanazokat az egész meg-
oldasokat kapjuk (4. tabla) (ez az el6ny akkor all fenn, ha elhagyjuk a befejezés
el6tti szamitdasokat).

Mindezekhez hozzatehetjiik, hogy a tarolé rekeszek szimdnak maximuma
2N — 2 =4 az M1 mddszer esetében és ennél tobb az M2 mddszer (3. tabla)
esetében, ami ennél a mdodszernél a priori nem is korlatozhat6. Ez arra vezet,
hogy amikor az M2 mddszert alkalmazzuk, vagy fenntartandé N’ tdrold
rekesz a k(izponti taroloban és kell a kiilsG taroléban is tarolni, ha a tarolandé
csuesok szima N-nél nagyobb (my a programozis nehézkes és rendkiviil lassi
lesz), vagy amikor N’ +4 1 ecstes van, akkor el kell hagyni a legrosszabbat
(kockaztatva azt, hogy nem taldljuk meg a felvetett probléma optimdilis meg-

oldasat).

5. Az N csoportos elagaztatasi médszer

Néhany ,,nagy” problémdandl eléfordul, hogy a 2 N - 2 esues taroldsa is
tial sok rekeszt kovetel meg. Megmutatjuk, hogy hogyan kell irdnyitani
a miiveleteket ahhoz, hogy a 2 N — 2 helyett N legyen a sziikséges rekeszek
maximuma. Elég ha elérjitk azt, hogy az oOsszes ¢ <7 {,, sorszimu emeleten
egy és csak egy clfo«radott estces legyen, mikozben a ¢,-ik emelet (0 vagy 1
elfogadott estesot talt‘tlnmz (ha t,, = N, ez a szam a 0 lesz). E célbél elég,
ha az Sz. 3 szabilyt a kovetkezd Sz. 3a szabéllyal helyettesitjiik: !

Sz. 3a: Ha a f,-ik emelet a 6-0s vagy T-es dllapothban van, akkor vu:hga.ljuk

meg a7 utédat az 6 szarnydban és tog-ndjuk el vagy utasitsuk el (ez a 2,5

vagy 9 allapothoz vezet). Ha a t,-ik emelet az 5-6s dllapothan van, akkor
vizsgaljuk meg az ellenkezd szarny kezdGpontjit és fogadjuk el vagy uta-
sitsuk el (ez a 3 vagy a 9-es ‘Lllapotho/, vezet).

Most bu(myxtd.s nélkiil felsorolunk néhany tételt.

6. Tétel. Az algoritmus alkalmazisa sordn az iterdcick kezdetén a legmagasabb
emelet a 0,1, 2, 3, 5,6, 7,9 dallapotok: valamelyikében van és a kevésbé magas
emeletek a 0, 1, 2, 3 dllapotok egyikében vannak.

7. Tétel. Bdrmely iterdciondl a fa dllapota legfeljebb N elfogadolt csicsot
tartalmaz.

8. Tétel. Viges szimii iterdcié utdn a mddositolt algoritmus a P-nek egy
megolddsdt adja, vagy kideril, hogy a P feltételei ellentmonddalk:.

Erdemes megnézni, hogy mit ad a médositott algoritmus az el6z6é paragrafus
numerikus példdja esetén. Pontosan ugyanazokat a cstcsokat adja, de més
sorrendben. A csiicsokat ugyanigy ](,lolve mint ahogy ezt tettiik, ez a sorrend
a kovetkezo:

0,1,2,3,4,59,10,11,6, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 16, 17

(az alahizott csticsok az egész megoldasokat jelentik).
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A moédositott mddszer érdekes. Nines médunk azonban arra, hogy a tarolé
rekeszek szamanak a masodik paragrafusban megadott vizsgalatdval valo
osszevetésén kiviil egyéb szempontokkal is osszevessiik. Valoszin(, hogy elss-
sorban az a hatrinya ennek a mddszernek, hogy tulsdgosan megvizsgil egy
szérnyat, még mielétt az ellenkezd szdrny megvizsgalasat elkezdené.

Forditotta: Bardti Gyorgy
( Beérkezett: 1970. februdr 5.)
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A BRANCH AND BOUND METHOD FOR MIXED INTEGER NON-LINEAR
PROGRAMMING

The paper presents the ,,BBB algorithm’ (Bounded Branch and Bound), and illust -
rates it by mean of a numerical example. This algorithm possesses, with respect to other
Branch and Bound methods, the following advantages: (a) there exists an a priori upper
bound to the number of egdes of the tree to be memorized; (b) this bound is reasonably
small (2N-2, or even N, where N is the number of integer valued variables); (¢) ,,accep-
table’” solution are quicker to obtain (this advantage comes to work in the case where
computations must be stopped before completion). Proofs are given under quasi-con-
vexity hypothesis.
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METOI OTBETBJEHMUS JIS PEWEHWUS 3AOAY HEJIWHEWHOIO
I[MPOIPAMMHPOBAHMS, COOEPYKALLIMX JUCKPETHBIE IIEPEMEHHBIE

B cratbe npescrasisiercst «Meroa-BBB» («Bounded Brauch and Bound»), umioctpupyemsblif Ha
HYMepHYECKOM MpHMepe. ITOT MeTO] 10 CPABHEHUIO € IPYTUMH METOJaMH OTBETBJIEHUST HMeeT
clleyIolHe TIPeHMYILecTBa: (@) 4ico MonaJaomuX B MEMOPHIO BEPLIHH YIIPABIsIeMOro JepesBa
anpyuopu OrpaHUYeHO CBepxy; (0) orpaHuyeHHe SIBJISIETCS palMOHANBbHO MasbiM (2N-2 wiu
urorga N, rme N = YHCII0 11eJI03HAYHBIX TepeMeHHbIX); (B) MOXKHO OblcTpee MOJyYuTb IPH-
emsiemoe peruenue (IT0 siBiisieTcsl OJaronpuUSITHBIM B TOM Cjlydae, eCJM pacyerbl Clefyer
OCTAQHOBHTb TepeJl OKOHYaHHEM).

B noxasaresibCTBe MPeANoaraeTcst KBasu-BblyKI0CTb.



CHIKAN ATTILA

Tobbraktaras készletezési rendszerek
matematikai modelljei

A szocialista bévitett ujratermelés kiilonboz6 szférdiban — mindeniitt,
ahol a termelési folyamat egyes szakaszai térben vagy idében elszakadnak
egymdastol — elkeriilhetetlen és a folyamatok stabilitdsa szempontjabdl alap-
veté jelentdségli kiilonboz8 készletek tartasa. A készletek optimadlis szintje
igen jelentGs az egész gazdédlkodds hatékonysdga szempontjibdl. A készletek
novekedése vagy csokkenése rendszerint ellentétes iranyu koltségmozgasokat
eredményez a gazdalkodds kapesolédo egyéb teriiletein.

A megfelel6 nagysagua készletek mas eréforrasok felszabaditasaval jarhatnak,
ugyanakkor a készletek tulzott nagysidga — mivel lényegében inaktiv eszkoz-
lekotést jelent — egyértelmiien elénytelen. A raforditasok helyettesithetdsége
és kiilonboz6 hatésfoka sziikségessé teszi optimalizdldsi feladatok megfogal-
mazasit, és a korszerli matematikai eljarasoknak a készletgazdalkodasi dén-
tések elGkészitésében valé felhasznélasat.

A problémak modellizdlhatésagat jelentésen megkonnyiti az a tény, hogy

- véleményem szerint — a készletgazdalkodasnak ondllé tevékenységként
valé kezelése rendszerint elfogadhat6 absztrakei6. Ennek oka, hogy a készlet-
gazdalkodédsi dontések a gazdasdg mas szféraiban hozott dontésekhez képest
viszonylagos fiiggetlenséggel birnak: abban az értelemben, hogy a készlete-
zéssel kapesolatos koltségek csokkentése atlagos gazdasagi feltételek mellett
egyértelmiien célszeri.

A készletproblémanak egy altaldnos megfogalmazasat a kovetkezdképpen
adhatjuk meg [17]:

A készlet tgy definialhat6, mint valamely passziv forrds, azzal a feltétellel,
hogy ennek a forrdsnak gazdasigi értelemben vett értéke van. Ebbél kovet-
kezik, hogy kereslet jelentkezik iranta. A kereslet a készlethsl output atjan
elégitheté ki. A készlet helyredllitisa input utjan torténik. A termelés ilven
input és/vagy output folyamnak foghaté fel.”

ker eblct

input—| kevlet' output—

odt — a készlet-

Valamely készletezési lendw,er allapotat, illetve thtekonySdC

probléma fenti megfogalmazéasa esetén — mindenkor az
E = E{a(t), b(t), r(t)}
détiiggvény-halmazzal irhatjuk le, ahol

a(t): az input
b(t): az output
r(t): a kereslet az id6 fiiggvényében
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A b(t) és r(t) fiiggvények igen gyakran de nem mindenkor ckvivalensek.
Az a(t) és b(t) iumr\ ények a dontéshozé ellendrzése alatt dllnak és r(f) alakuldsat
is beiolxdsollntjdl\ (peldaul aralakitdssal).

Altaldnossdgban a készletezési probléma lényege abban 4ll, hogy meg kell
talalni azon a(t), b(t), r(t) figgvényeket, mnclvek maximalizaljak a rendszer
hatékonysdgat. Kzt az K-hez rendelt valamilyen mennyiséggel (pl. veszteség,
nyereség sth.) mérjiik. Az optimalizalandé fiiggvények rendszerint korldtozo
feltételeknek vannak alavetve.

Az ily médon értelmezett készletgazdalkoddsi modellek, mds dontési model-
lekhez hasonléan, négy szférabol allanak:

1. A déntési vdltozok halmaza, amelynek alapjin a dontéshozo megvalasztja
iizleti taktikajat. Készletgazdalkoddsi modellek esetében ilyen dontési valtozok
lehetnek példaul a kritikus készletszintek, a rendelendd mennyiség, a raktar-
kapacitds, a raktirak szima, elhelyezése sth. Természetes, hogy adott prob-
léma esetén ezen valtozoknak csak egy részhalmaza befolydsolja a dontést.

2. A feltételi rendszer, amely a véltozok halmazaban feltételezett empirikus
relaciok halmaza (,,korlatozo feltételek™). Készletezési problémik esetében
ilyen korlatozé feltételek példaul a kiilonbozé kapacitaskorlatok (termelés,
raktar, piac stb.), pénziigyi korlitok, szallitasi feltételek, idékorlitok sth.

3. A célfuggvény. Ez egy olyan, a dontési valtozok halmazin értelmezett
fiiggvény, amelynek V&LLLII’HIVCI} szélsGértéke a vizsgdlt rendszer egy kedvezl
allapotat fejezi ki. fgy készletezési modellekben a koltségek minimalis szintje,
a kereslet kielégitésének elérhetG maximélis mértéke vagy a készletvolumen
minimuma lehet példaul a dontéshozé szaimara kivinatos dllapot.

4. Végiil az alkalmazott szamitasi eljardsok, amelyek elemzik a dontési
valtozok alternativ értékeinek hatdasat a célfiiggvényre a modell feltételi
rendszerében. Ilven, a készletgazdalkodasi modelleknél gyakran alkalmazott
eljarasok példdul a klasszikus “sz6ls6érték-szhmités vagy az optimalis progra-
mozas egyes modszerei.

A fent altaldnossagban leirt modellek specidlis tulajdonsdgaik (az egyes
szférdk jellemzG vondsai) segitségével sokféleképpen csoportosithatok és szerte-
dgazé problémakiort dlelnek fel. Eppen a sokrétiiség miatt nagy je lvnt«)\vggvl
bir a felléps problémak és megoldasaik rendszerezése hiszen a térben és
idében szétszortan jelentkezé modellek, eljardsok, (-r(sdnu’-,nyvl\' megismerése
feleslegesen koti le a felhasznalasukkal foglalkozé szakemberek idejét és ener-
gidjat. Ennek tulajdonithatd, hogy az utébbi idében tobb olyan munka jelent
meg, amely a készletezési modellek rendszerezésével, altalinos leirasival,
elemzésével, osszehasonlitasaval foglalkozik. Ezen rendszerezések donts tobh-
\ege foként azokkal a modellekkel foglalkozik, amelyek a legnagyobb szamos-
shgt osztilyt alkotjik: egy, ritkdbban tobb termék egy raktirban torténd
készletezésének modelljeivel. Tlyen modellek rendszerezésére tobb  kit(ing
munka is ismeretes az irodalomban ( (pl.: [12], [17], [26]).

Viszonylag kisebb teret szenteltek azonban eddig egy nem kevéshé fontos
problémakérnek, a tobbraktaras modelleknek. Ez részben abban nyilvanul
meg, hogy kevesebb modellt ismeriink e targykorben, médsrészt pedig abban,
hogy sem a hazai, sem a kiilfoldi irodalomban nem talalkozunk valamennyire is
atfogé rendszerezésiikkel. Tobb ilyen modellt ismertet Hanssmany [17] és
FEBHARDT-SEELE [14], de Gk sem torekedtek tobbszemponta, atfogd kép
kialakitasara. A hazai irodalomban — amely ezen a teriileten egyébként is
meglehetdsen szorvanyos — pedig egyaltalan nem jelent még meg ilyen munka
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A tobbraktédras modellek tulajdonképpen egy 4ltalanositdst jelentenek és
kiemelt gyakorlati jelentGséggel birnak. Konnven beldthatd, hogy a nép-
gazdasig objektive csak tobbraktiras készletgazdélkodési rendszerként kezel-
hetd; ezt a termelés tényleges anyagi- ~mfiszaki osszefiiggései, valamint a vélla-
latoknak mint elkilontilt gazdalkodasi egységeknek a létezése implikaljak.
Ez a tény makrookonémiai szinten huzza ald a tobbraktaras rendszerek,
illetve modellek jelentSségét. Mikroszinten pedig a tobb gyéregységgel, iizem-
részleggel rendelkezd ipari nagyvallalatok készletgazdalkodasdnak korszerti
igényeket s a gazdasdgossig kovetelmenyelt kielégits, alapvets kritériumait
szem el6tt tarto irdanyitdsa alicha képzelhetd el llven modellek alkalmazisa
nélkiil. Emellett az j ga7da3<mgu dnyltabl rendszerben fokozédott a fogyasztok
jobb kiszolgalasinak igénye is, és az orszag egész teriiletét ellaté rendszer
(Thh \dlld,ld,t szervizhalézat) irdnyitasa .s7empont1abol nagy jelent@sége van
az olyan irdnyitdsnak, amely a rendszer egészére vonatkozé optimalizaldst
a komplex matematikai apparatust felhaszndlé tobbraktaras, esetleg tobb-
termékes modellek segitségével végzi, az egyes raktarak, egységek operativ
gazdilkodisat pedig egyszert kozelité eljardsok, példaul nomogramok fel-

hasznalasdval teszi eredményesebbé. Ezen a teriileten — bar mar torténtek
kisérletek — még jelentss fejlédésre szamithatunk.

A tobbraktiras készletgazdilkoddsi modellek jelentGségének felismerése
vezetett akkor, amikor egy hosszabb idére tervezett kutatémunka elsG fazisa-
ként feldolgoztam az idevonatkozé irodalmat. Béar teljességre nem toreked-
hettem (f6ként az irodalom egy jelentds részének hazai hozzaférhetetlensége
miatt), gy érzem, hogy az dttekintett modellek alapjan egyrészt képet nyer-
hetiink az operacickutatis e téren elért eredményeirdl, masrészt kiinduld alap
all rendelkezésiinkre tovabbi modellek, eljarasok konstrualdsara.

Azt, hogy a készletezésre vonatkozo vizsgilatunkat egy vagy tobb raktarra
terjesztjiik-e ki, a modellek ()S/t{xlvonimkor a valtozok kozti relaciok halma-
zénak tulajdonsdgai kizé sorolhatjuk. Ha e nézdponthél kiindulva kivénjuk
pontosabban koriilirni a tobbraktdaras modelleket, a kovetkezs definiciot
adhatjuk:

Tobbraktaras — készletgazddlkoddasi  modelleknek azon kozgazdasigi-mate-
matikai modelleket tekintjiik, amelyek készleteknek olyan rendszerekben
torténd elosztésival, dtesoportositdsdaval, felhaszndldsi és felajitasi politikaja-
val (illetve ennek optimalizdlasaval) foglalkoznak, ahol a rendszert alkoté rak-
tarak egymdssal input—output kapesolatban dllnak, vagy allhatnak.

A feldolgozis {6 eredményeit a kovetkezGkben megkisérlem ismertetni.
Sajnos a rendelkezésre 4ll6 terjedelem nem teszi lehetévé a részletes fejtegeté-
seket, igy csak igen tomoren, a lv«rl(\nycgcsel)blmk vélt jellemzdk felsorolasaval
ismertethetjiik a modelleket, és nem nyilik mdéd ezen a helyen az értékelés,
elemzés leirdsara sem.

A vizsgdlatba bevont modellek osztélyozasat tobb szempont szerint elvégez-
tem és végiil — a legalapvet&bbnek bizonyult jellemzdk alapjan — a kovetkezd
négy csoportot képeztem:

I. Adott kozpont koriil elhelyezett parallel raktarak elosztasi modelljei
1I. Tobbszintl raktarrendszerek elosztdsi modelljei.
1IT. Adott kozpont koriil elhelyezkedd parallel raktarak optimdlis készle-
tezési politikdja.
IV. Hierarchikus raktarrendszerek optimalis készletezési politikaja.
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Az alabbiakban a modelleket ebben a csoportositdsban tdrgyaljuk. A fenti
alapesoportokon beliil a modellek tulajdonsdgait még a kovetkezs f6 szem-
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pontok szerint vizsgaltam:

— id6horizont (statikus —dinamikus),

— a rendszerre vonatkozé ismeretek (determinisztikus—sztochasztikus),

— a termékek szama (egy —tobb termék),
— alkalmazott matematikai appardtus.

Ezek azonban maér inkabb az elemzés, mint a csoportositds szempontjai.
Természetesen a modellek egy jelentés részét nem lehet szepariltan egyik
vagy masik csoportba sorolni: a leglényegesebb jellemzik vizsgilata azonban

lehet6vé teszi az alapvets csoportok elvilasztdsat.

Tekintettel a felhasznaland¢ jelolések nagy szémédra, valamint arra a koriil-
ményre, hogy sok koziiliikk tobb modellben is el6fordul, célszeriinek latszik

osszefoglaldsuk. Emellett — amennyiben sziikséges — konkrét tartalmukra

az egyes modelleknél is utalunk.

Shape
Bao

veszteség egységkoltsége

segédvaltozo

koltségfiiggvény

koltségtényezd

szallitas volumentdl fiiggetlen koltsége
szallitdas linedrisan valtozo koltsége
raktarhalmaz

:a kereslet eloszlasfiiggvénye
: a kereslet siriségfiiggvénye

mmdex (f= 1;2. ..9q)

fiiggvénykapcsolat, rekurziv osszefiiggéseknél
fiiggvénykapesolat

valtozok halmaza

mdex (h=1,2'; ..J)

raktarban levé készlet

raktdrak indexe (1 =1, 2,...n)

index (j=1,2...m)

kapacitas

index (k= 1,2...7r), mashol az iterdcits 1épések szdma

fiiggvénykapesolat

varhato érték

valdszinliség

valészintiség

készletmennyiség

raktdrozas volumentdl fiiggetlen koltsége
raktéarozas fajlagos koltsége

a felhasznalt termékek raktarozasanak egységkoltsége
a felesleg utin fizetends raktarozasi koltség
kereslet (felhasznalas, sziikséglet)
id6tartam, idéintervallum

idétartam, mashol idG-index

valtozok felsé korlatja

valtozo
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hidny fix koltsége, mdashol hidnykoltség-fliggvény
hiany egységkoltsége

profit, nyereség

egységnyi termékre jutd profit, nyereség
valtozé, készletmennyiség

valtozo, készletmennyiség

kritikus készletszint

készletmennyiség, 4ltaldban a rendelés volumene
szorzokonstans; o > 1

szorzokonstans; 0 < f < 1

rendelés fix koltsége

rendelés egységkoltsége

kijelolé valtozé

novekmény, kiilonbség

parcialis derivalt jelolése

készletszint

hiany varhat6 értéke

visszautasitott rendelések varhaté értéke

index

valdszinliségi valtozo

egységnyi fel nem hasznélt készlet értékcsokkenése
SZOTas

idGtartam

fiiggvénykapesolat

fiiggvénykapesolat

valtozo

felesleg varhaté értéke

r__rr
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I. Adott kozpont koriil elhelyezett parallel raktarba torténd készletelosztas

A modelleknek ebbe a csoportjaba azokat soroltam, amelyek valamely
kozpont (gyérté mii, kozponti raktar) koriil elhelyezkedd, egyenrangt raktérak
kozotti optimalis készletelosztassal foglalkoznak. Ezen modellek dontd tobb-
sége egytermékes, statikus, sztochasztikus modell, de néhdny més tipust is
bemutatok.

Az elosztisi feladatok legdltalanosabb megfogalmazasit HANSSMANN-nél
taldljuk [17], mint az Gjsdgarus-probléma altalanositdsat. Az ujsdgarusnak @
mennyiségli t6kéje van, amelyet kiilonbozs ujsdgokba fektethet. Az egyes
ujsbgtipusokba (n-féle tipus van) val6 befektetés pénzértéke x;. Ha M (W (x;))
jeloli az egyes 1jsédgokbdl szdrmazé nyereség z-t6l fliigg6 varhato értékét,
akkor a feladat az aldbbi médon fogalmazhaté meg:

z; >0
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A megoldashoz konstans A novekményi befektetéseket feltételez és a diffe-
rencidlis nyereség rangsorolasdval adja meg az optimalis elosztdast. A médszer
egyszerlien l\lﬁGlJG&YﬂlCt() nem oszthato befektetésekkel (gépek, tervek stb.)
Lap( solatos elosztdsi probléméakra is. Az eltér6 megfogalmazas ellenére a fel-
adatnak készletelosztasi problémaként vald kezelhetésége evidens.

A hazai irodalomban DENKINGER GEzA modellje [10] foglalkozik ilyen
tipusa feladat megoldasaval. A modell alapjat képezd probléma betonacél-
készletek optimdlis elosztasaval kapcesolatban lépett fel és azt vizsgilja, hogy
egy adott ellito lizem hogyan ossza szét a feldolgozo iizemeknek az dltala egy,
adott idGszakban termelt félkésztermékek mennyiségét gy, hogy a feldolgozd
lizemeket egyiittesen a lehetd legkisebb koltség terhelje. Az ellat6 iizem minden
termékét szétosztja. A modellt a szerzo a feltételi rendszer kiilonbozi valto-
zataira irja fel, elGszor determinisztikus, majd sztochasztikus esetre. Az elsd
vz’mltozatban a feldolgozo iizemeket raktirozasi koltség csak a sziikségleten
feliili mennyiség tarolisival kapesolatban terheli, ezen mennyiség feliilrdl
korlatozva van.

Adott és konstans az egyes feldolgozé iizemekre vonatkozolag a sziikséglet,
a raktarkapacitds (a sziikségleten feliili mennyiségrel), a raktarozas és a hiany
egységkoltsége.

A fentiek alapjin a modell az ismertetett jelolésekkel a kiovetkezSképpen
irhato fel:

“f‘iil'[f}b‘i ‘}“ K[' (L. = lv2y~~"l)

.24' X, = (J

n n
=g o=Fw
A feladat megoldasat az iizemeknek a fajlagos koltségek szerinti sorba-
rendezésével konnyen megkaphatjuk, tekintetbe véve a szétosztand6 anyag
mennyisége és az igények kozt fenndllé nagysigrendi osszefiiggést.

A modellt tovabbi viltozataiban a szerzé az osszes raktarozasi koltség,
tovabbd a szillitasi koltség figyelembevételével bGviti — ez utébbi esetben
a modell egyszerii szillitasi feladatként fogalmazhaté meg. Leglényegesebh
tov abbfqlesztcse a modellnek az elosztandé mennyiség folytonos valészin{iségi
valtozoként valé kezelése, ahol a megoldast az el6zE esetekhez hasonld médon,
sorbarendezési eljirdssal nyerhetjiik.

Lényegében analég feladat megoldésat térgyalja BacLe [11]. A matema-
tikai modell leirdasa nclkul ismerteti esettanulmanyat, amely a Hawai-i Anandsz

max (0;8; —a;) + 7P max (0; min (K;x, — S,))}

Tarsasdg idénykészletének elosztasaval foglalkozik. Terméke — jellegének
megfelelGen kifejezetten idénytermék, amelyet konzervként szallitanak

az Egyesiilt Allamokban levs raktarakba. Minden raktér egy adott teriiletet
szolgal ki, amelynek ismert a kereslete. A tarsasig politikdja kizarja az egyes
raktarak kozti szallitds lehetGségét, valamint a készleteknek egy lk idényhdl
a masikba valé atvitelét. Az egyes raktarak kiilonboznek egymdstol a rakta-
rozasi koltségben, valamint az adézas id6pontjaban. Amikor egy szdllitméany
megérkezik a kontinensre, tigy kell elosztani, hogy a hidny és az ado koltsége
a mlmmallq legyen. Ha egy adott készletszinthez tartozo ]()V()b(,ll teljes rakta-
rozési koltség a készletszint négyzetével ardnyos, ebbil kivetkezik, hogy
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a raktérozas hatarkoltsége a készletszint linedris fiiggvénye. Mivel a készlet-
szintet a havi széllitdsok mennyiségével mérjiik, a hatarkoltségnek az adoézas
miatti megugrdsa az dbran lathaté médon beépitheté a rendszerbe.

s

%,
Keszletszint

esetenkeért;
hatdrkoltseg

N oo o= o o e o

[ havi szallitott mennyiségben ]

Ilyen dbrakat minden raktérra elkészithetiink, a hatarkoltségek egyenlvé
tétele utjan az optimdlis elosztds meghatdrozhaté. Az optimalis elosztés
operativ megszervezésére retrospektiv szimuldciés eljarist alkalmaztak.

Szintén szimuldciés médszerrel oldott meg elosztdsi problémat WEINSTOCK
[39], ismerteti [14]. Tartalékalkatrészt forgalmazé vallalat szétszort raktar-
hal6zata szamara hatarozta meg az optimalis elosztast, a kereslet és a beszer-
zési 1d6 valdszinliségeloszldsdnak szimuldldsdval. Tizezer hétre (200 év) jat-
szottdk le az 4tlagos heti kereslet kiilonbozd értékeit. Igy minden értékhez
egy olyan gorbét kaptak, amely a készlethidnybdl szarmazé veszteséget
mutatja a raktirkészlet nagysiginak fiiggvényében.

Raktarhalozat kezdeti készleteinek a sziikségleteknek megfelel6 tjra-
elosztdsat, dtcsoportositisat optimalizalja Riuzsikov [29]. Feltételezi, hogy
ismert a sziikséglet stirliségfiiggvénye minden raktarra nézve, adottak a rakté-
rakban levs kezdeti mennyiségek és azt vizsgdlja, hogyan kell dtesoportositani
a készleteket, hogy a szallitdsi és hidnykoltségek osszege minimdlis legyen.
Jelolje H'" azon raktirak halmazit, ahonnan elszallitunk, H— azokét, ame-
lyekbe szillitds torténik az tjraelosztds sordn. Ekkor a koltségfiiggvény
a kovetkez6 modon frhaté fel:

C= 3 v § S—L— 3 y)f8)ds+

G e e— i€eH

+ 2 v § S8—=ILi+ 3 Y, f(8)dS+
iEH*;“—:——y:l jEH—
i€EH—

Y o] k. .
-1 je%l 'e‘}i* d;jy;;— min.
- |

Ekkor az egyes raktdrakban levs optimélis készleteket az integralok alsé
hatédrai allitjak els. Az egyes relacickban torténé szallitdsok optimélis mennyi-
ségét (a modell tulajdonképpeni véltozéjat) a fiiggvény minimumpontjinak

4 Szigma
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a klasszikus szélsGértékszamitas segitségével torténé meghatarozasa tutjan
allithatjuk el6.

Hasonl6 djraelosztasi problémat abrazol dinamikus modell keretében
BermaN [5]. Olyan raktarrendszert vizsgal, amelyben a vizsgdlat elején adott
készletmennyiség egyenlGen van elosztva az egymastol ismert tavolsigra levs
raktarak kozott. A keresletet Poisson-eloszlastinak tételezi fel. Az atesoporto-
sitds késésideje allandé. A vizsgalatba bevonja a készletezett termékek rakta-
ranként kiilonboz6 értékesokkenését. Ekkor a t-edik idGszakban az egyes
raktdrak koltségfiiggvénye:

Cilsty=1II; 3 (Sy — g}t (Sy)

Sy=1i+1

Monte-Carlo-mddszerrel hatarozza meg az atcsoportositandd mennyiségeket.
Fiktiv idGperiédusokat vesz fel, minden idészakra meghataroz egy, a t-edik
idszaki szallitds (8y) egységkoltségének szdzalékdban kifejezett f, valtozot
(0 << B, == 1). Alternativ p, értékekre végzi el a szimuldciot, és a rendszer
varhato koltségeit kiszamitva minden esetre azt a 8-t vilasztja, amely a mini-
malis koltséget adja.

Minas és MitTeEN modellje [25], ismerteti [17] a gyakorlathoz kozelallo
kettds készletezési problémat fogalmaz meg: a termékek készletezésének
optimalizalasa mellett a szallitdshoz felhasznalt, adott nagysaga gépkocsi-
allomany lehets legjobb elosztasat is biztositani kell. A modell dinamikdja
a kereslet id6t6l fiiged voltdban, valamint a dontéseknek a jovire gyakorolt
kozvetlen hatdsdban rejlik. A modell elsGdlegesen a gépkocsik optimalis
elosztasat célozza, meglehetGsen Aaltalanos alakban felirva: a raktérozési,
szallitdsi koltségek teljes elhanyagolasival a hidnybdl és a gépkocsik iires-
jaratabol szarmazé veszteséget minimalizalja.

Erdekes attekintést ad az elosztési problémak néhany gyakorlati vonatko-
zasarol MAGEE [22]. Megoldashoz az esetek nagy részében felhasznalhatonak
tartja az ismert szallitdsi algoritmus valamely véltozatat. Emellett egy szel-
lemes grafikus kozelitG eljarast ismertet VipaLe [38] nyoméan. Ismerve a terii-
letegységenként jelentkezd igényeket, a forrasokbél (raktarakbdl) az egyes
teriiletegységek ellatdasanak koltségeit, ezeket egy koltségtérképpé dolgozza fel.
Koltségdifferenciagiorbék segitségével hatdrozhaté meg az egyes raktarak dltal
ellatand6 teriilet (és ezen keresztiil az egyes raktarakban tartandé készlet)
nagysaga.

Tobbtermékes, parallel raktdrak kozotti elosztasra szolgdlé modellként
kezelheté a HanssMaNN-nél [17] szerepld, repiilégépek elosztasanak optimali-
zélasdra szolgald eljaras. Kiilonbozd tipusurepiilégépek segitségével bonyolit-
hat6 le a forgalom tébb ttvonalon. Jelslje a .57 index a kiilonbozé tipusu
repiilégépeket, ,,i”" pedig a kiilonbozé dtvonalakat. Adott az egyes tipusi
repiill6gépek szadma (K ;) és a kereslet eloszlisa minden Gtvonalra. A keresletet
diszkrét eloszlast valdszin{iségi valtozoként kezeli, ahol az egyes keresleti
szintek (S,; A = 1, 2 .. .) feliilr6l korlatozzik a hozzdjuk rendelendd kapaci-
tdsokat (Ky). A 7" repiilégép kapacitdsa az ,i” Gtvonalon K, a szallitési
koltség d;;. Jelentse p,; az egyes keresleti szintek elérésének valGszin(iségét,
W, az i-edik utvonalon kielégitett egységnyi kereslet hozamdt, x,; pedig az
i-edik utvonalra kijelolt ,,5” tipusu repiilogépek szamét.
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Ekkor a feladat a kovetkezSképpen irhaté fel:

z;; >0 és egész!
n
2 % =K,;

=
m 1
2 Kiijij: 2 Ky
j=1 h=1

0 g Kh." g Slu’

1 m

2 Wi 3 o Ky~ 2 Zldijxr'j_’max

h=1 f=1 f=

II. Tobbszintii rendszerek; hierarchikus raktarrendszerek elosztisi
modelljei

A hierarchikus rendben egymast kiovetd raktarak rendszerével foglalkozo
modellek donté tobbsége az optimalis készletezési politika kialakitasaval is
foglalkozik. Ezeket késGbb fogjuk targyalni. Ebben az osztalyban olyan model-
leket ismertetiink, amelyek harom szinten (pl. gyértémi — kereskedelem
felhasznalo) torténd készletezéssel, optimalis elosztassal foglalkoznak — az
egyes szinteken paralell raktarakat is megengedve. Nyilvanvald, hogy ezek
a modellek az I. részben targyaltaknak dltalinositdsaként kezelhetdk.

Raktarhalézat —telepités problémét ismertet, a termeléssel és a szallitdssal
osszefiiggésben BAaumor és Worre [4]. Jelolje yy,; az f-edik gydrbol (f =
= 1,2...g) az i-edik raktdron at (i = 1,2,...n) a j-edik felhaszniléhoz
(j=1,2...m) széllitott mennyiséget. A gydrak és a raktdrak kapacitdsa
korlitozott és ismert a felhaszndldk igénye is. ay; (y) jeloli a szallitdstol
fiiggs raktarozandd mennyiséget. Ekkor a modell:

.7//:‘] >_ 0

n m
Z Z ?//f'j:K/
i=1 j=1

m

f2{ j;: @i (Ypig) < K,
o v
e
g n m
fg 2,: 121 Cyi; (Yyi;) = min

A megoldashoz a feladatot lényegében két szepardlt szallitdsi feladatra
bontja, a gyar — raktar és a raktar — felhaszndlé viszonylatokban.

A koltségfiiggvényt a két relacionak megfelelGen felbontja és a megoldast
rekurziv formula alkalmazdsaval dllitja elG.

4*
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Azonos problémén alapulé modellt ismertet JANDY Giiza [18]. Az el6z6ekben
hasznélt jelolésekkel a modell a kovetkezs:

n
Z: yjc g K[
o

m

2; .%‘ngi
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g
2> Y<K,

f=1
n

F Y= Sj
i=1
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n m
Z KIZ LSYI
i=1 j=1

Ysis Yij =0
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=3 Eauw+ § Byt 5 0] u|+ Zr |2 n)min

f=1i=1 i=1 j=1 =1 "= =1 |f=1
A koltségtiigevény négy tagja koziil az elsé kettd a gydr — raktar, illetve
raktar — felhaszndlé relaciékban torténd szallitds koltségeit fejezi ki (linedris
fiiggvények). A harmadik tag a termelés, a negyedik a raktarozis volumentdl
fiiggd koltsége — ezen két fiiggvény tipusdira nem tesz kikotést. Ha ezek is
linedrisak, akkor a feladat a linedris programozds mddszereivel megoldhato.
Ha ez nem teljesiil, akkor linedris programozisok sorozatéaval kozelithetiink.
Tobbtermékes modellt ad a harom raktarszint: a gyartémi, a nagykeres-
kedelmi véllalat és a felhaszndlo raktarai kozotti elosztdsra URBANEK [36],
a rendszer egészére feltételezve az osszefiiggések linearitdsat. Feltételezi, hogy
a raktdrak kapacitdsa, valamint az egyes termékek kereslete korlatozott.
Jelolje az ,.f” index a gyartémiivet, az ,i” a nagykereskedelmi vallalatot,
a,,j” a felhaszndlét, a £ (k= 1,2, ...r) a termékfajtit. Ekkor a modell a

szokdsos jelolésekkel a kovetkezoképpen irhaté fel:
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Az egységkoltségek a szallitdsi, raktarozasi stb. koltségeket tartalmazzéik.
Ilyen — elég erés — kikotések mellett a probléma egyszerfi linearis progra-
mozasi feladat alakjat olti.

III. Adott kozpont koriil elhelyezkedd parallel raktarak optimalis készletezési
politikaja

Bonyolultabb problémékkal taldlkozunk, ha a készletek elosztasan kiviil
a veliik kapesolatos egyéb miiveletek optimalis végrehajtasira is toreksziink.
A rendelési eljaras, az utdnpotlasi id6 megvalasztisa, a készleteknek egyes
raktarak kozotti atcsoportositdsara vonatkozé szabalyok és egyéb kritikus
értékek meghatarozasa az alkalmazott matematikai apparatust is bonyolitja.

A legdltalinosabban vizsgdlt eset: egy kozponti eloszté raktar és n korzeti
ellaté raktar optimalis politikdjanak kialakitdsa. Fontos megkiilonboztetés,
hogy a modellek megengedik-e (s ha igen, milyen feltételek mellett) az egyes
raktarak kozotti kozvetlen szallitdst.

Gross modellje [15] olyan rendszerre vonatkozik, amelyben egy kozponti
forras koriil elhelyezkedé raktéarak barmelyikébe elhelyezheté a vizsgalt
egyetlen termék. A raktirak kozvetleniil egymdsnak is szdllithatnak. A készle-
tezési politikdnak két alapvets esete lehetséges, 1. az egyes raktarak fiiggetlen
politikat folytatnak egyedi érdekeik szerint, 2. centralizaljdk a dontéseket
az egész rendszer igényeinek megfeleléen. Ennek kozvetleniil belathaté els-
nyei vannak. Idénként példaul bizonyos raktarak tulterhelédhetnek, mésok
iiresen m(nadhat]mk és ekkor az atszdllitds gazdasdigos lehet, és gyorsan
elvégezhets. Kzzel szemben viszont bonyolultabb készletezési politika és
nagyvobb ké?pontl apparatus sziikséges.

Az utébbi tipusnak megfeleld, sztochasztikus modellt alakit ki, amely mini-
malizdlja a rendszer egy idészakra vonatkozé osszes koltségét. Nines akadalya,
hogy az eljarist a legutébbi informéciok felhasznildsdval minden idészak
elején megismételjiik.

A modellt elGszor két raktarra irja fel. Jelolje ,i” a raktéarak indexét,
(i = 1, 2). Adott a rendelés elGtti készletszint (1,). Raktdrozasi koltség (r?)
csak az idGszak alatt fel nem hasznalt készletekkel kapesolatban meriil fel.
A rendelés fix koltsége elhanyagolhato, a volumennel linedrisan valtozé koltség
egysége y;. Ut mpotlésl id6 elhanyagolhato, viszontszallitds és a rendszerbdl
kilép6 egvség nincsen.

Ekkor a (*vlfug;,rvcnv a kovetkezdképpen irhaté fel: z; jelentse a rendelés
utani készletszintet, az y a raktdrak kozotti szallitdst (y > 0, ha 2 — 1 rel4-
cidban szallitunk, ellenkezs esetben y <= 0).

X+,
C == 1)+ py @y — 1) +dly |+ [ (@ +y—S)K(S)dS +

Foy | (8 —a—y) H(8)dS +

XLy

3

+&%?W%wy—mﬁWMS+wJ%S~%+wﬁwd8

=y

(ahol 2, = I,, x, = I, az indulaskor).
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A megoldashoz a klasszikus szélsGértékszamitast hasznélja fel. Két raktar
esetén a parclahs derivaltak segitségével meghatarozza a kiillonbozd lehetséges
esetekre (amelyek a rendelés elGtti és uténi “készletszinthez tartoznak) vonat-
koz6 ulpo[itikzik at és igy allitja ossze a rendszer egészének politikajat. A modellt
ezutan ,,n”’ raktar esetére boviti, és a koltségtiiggvény formalis atalakitasaval
(az egyes mkta ak altal rendelendd és az atesoportositandé mennyiségek fiigg-
vényében) iterdcios eljarast alkalmaz. Mindkét javasolt eljaras jol dttekinthets
és viszonylag egyszerlien végigviheto.

Nagy jelentdséggel bir Haprey és WaiTIN modellje [16]. Ev egylépess
készletezési modell 1 kozpontilag ellendrzott ellatéd raktarral. A beszerzést
az egész rendszerre vonatkozolag a kozpont végzi, amely folyt(mnnan infor-
malva van minden raktar készletszintjérGl. A kereslet az egves raktarakbol
elégithets ki. Ha a készlet nem elegendd, a kereslet elvész. Feltessziik, hogy
a kereslet minden raktarral szemben S; paraméteri Poisson-elosztisa valo-
szinfiségi valtozo, amely az idGvel nem véltozik. A telephelyek kozotti Gjra-
elosztasnak két modja van, gyors és lassu szallitas Gtjan torténhet. A modell
célja, hogy dontési szabalyt adjon:

1. mikor és mennyit kell rendelni,

2. a beszerzéseket hogyvan osszak szét,

3. mikor és mennyit osszanak Gjra az egyes raktirak kozott és melyik
(gyors vagy lassti) médon.

A ¢él a beszerzés, rendeléds, készletezds, a kozpontbdl a raktirba torténd
szallitds, a rendszer egészére és az egyes raktarakra vonatkozo hiany, valamint
a telepek kozotti tjraelosztis koltségeinek minimalizdlds:

Az optimumszimitist tobb lépesGben végzik el, 6t tipust védltozé mennyi-
séere vonatkozolag, ezek:

A rendszer osszkészletének kritikus szintje (z) (ahol a kézpont a rendelést
feladja).

- A kozpont altal rendelendd mennyiség (7).
Az egyes raktirak részesedése a kozpont készletébol.
Az dtesoportositas kritikus készletszintjei (gyors és lasst esetre) minden
raktarban.
Az egyes raktarak kozt szallitandé mennyiség.

Az elsS 1épéshen a z és Z meghatdrozdsihoz a rendszer egészére vonatkozo
koltségtiiggvényt irunk fel. Kihasznaljik azt, hogy = db Poisson-eloszldsi

valészinfiségi viltozoé 6sszege is Poisson-eloszlasi, amelynek paramétere meg-
egyezik az eredeti paraméterek osszegével gy nycnl a rendszer egészére
vonatkozo kereslet varhaté értékét. A volumentdl fiiggs koltségekre érdekes
kikotést tesznek: az idGszak alatt fellépd osszes mennyiséggel (amely éppen
az osszkereslettel egyenld) linedrisan viltozik, de a koltségszorzo értéke fiigg
az egyszerre rendelt mennyiségtél. A készletezés egységkoltsége a rendelés
egységkoltségének adott hinyada, és ez a koltség a hidny egységkiltségében
is megjelenik.

A miésodik lépése a modellnek, hogy dinamikus programozisi eljardssal
meghatdrozza az dtesoportositdsi szabdlyt. Minden iddszakban csak egy raktar
jut ezen az uton készletkiegészitéshez. Ennek a raktdrnak a koltsége az dteso-
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portositas sordn kapott készlet osszegétdl fiigg, a tobbi raktaré pedig a készlet-
érték és a szallitasi id§ fiiggvénye — a rendszer egészét terheli még a szallitdsi
koltség. Az eredeti modell analitikus részletezésben targyalja a koltségfiigg-
vényt — annak terjedelmes és komplex volta miatt e dolgozat keretében leira-
sdra nem véallalkozhattunk. Az elosztdsra vonatkozé eljards a megel6zd osz-
talyba sorolt modellekhez hasonlé elgondoldson alapul: a fentebb megallapitott
optimélis rendelt mennyiséget kell gy elosztani a raktdrak kozott, hogy
a készletezési és szallitasi koltségek oOsszege minimdlis legyen. Az elosztas
sordn természetesen tekintettel vannak a kereslet és a kritikus készletértékek
alakuldsdra. A modell a valdsaghoz kozeldlléan fogalmazza meg a problémat,
minden jelent«')'s tényezdt bevon a vizsgilatba — ennek ara viszont a szerke-
zetnek és megold6 algoritmusnak na,rrvfoku komplexitdsa.

Konnyebben kezelhet — de kevéshé komplex Stmpson [31] modellje. Egy
termék n raktdr kozotti elosztdsaval foglalkozik. O is feltételezi, hogy ha
a készlet egy kritikus z; érték ala csokl\en, a készletet siirgésen kiegészitik

a kiegészités koltscgukcnt egy konstans, és egy, a siirgds utanpétlas eseteinek
szamaval ardnyos tényezit ad meg.

Feltételezi, hogy helyes ga;*dalkodds esetén legfeljebb egyszeri kiegészitésre

van sziikség. I*eltutelczn, hogy az indul6 készlet az egyes raktdrakban 0,
és az idGszak sordn x; mennyiséget kap a raktar. Osszes elosztandé mennyi-
ség:

Fkkor az atesoportositias varhato teljes koltsége:

C=Dc¢PS;>x—2z),

=1
ahol
n
&y > 0685 2 =@
i1
tovabbd P (S; = x;, — z;) annak valosziniisége, hogy a sziikséglet az i-edik
raktarban al\kma hogy a készlet a kritikus szintre siillyed.

A feladat a C koltse(rfugrvenvt minimalizdlé és a feltételeket kielégits z;
értékek meghatarozisa. Bebizonyitja, hogy a minimalis koltségii elosztis
sziikség('s feltétele, hogy

- fi (@, — z;) konstans lcg ren, ahol f.(S,) a kereslet siirliségfiiggvénye.
iz nvnlvan diszkrét esetre is igaz, igy:

(! P(S = x; — 2;) = konstans az optlmum feltétele.

A feladatot hasonlé megfontolisokkal oldhatjuk meg a hiany megengedése
(cél: a veszendGbe ment kereslet vagy a varhaté hidny minimuma) esetén.

Egy sok raktdrral rendelkezd értékesitd szervezet szémdira dolgozott ki
a rendelési pontokat és mennyiségeket meghatirozé tobbtermékes modellt
Crark [6], ismerteti [15]. A forgalomrdl feltételezi, hogy olyan id6tél nem
fiigg elosztast kivet, amelyet hdrom paraméterrel adhatunk meg. Az eloszlas-
nak két maximuma van, mivel a vevik részben nagyvéllalkozék, részben
kisvallalkozok. A szallitdsi id6 nem-normalis eloszlasa véletlen véltozo.
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A rendszer jellegzetessége, hogy az esetek 909,-4ban, ha egy megrendelés
valamely raktarbol nem elégithets ki, a vevs var, amig

a) a szallitds a gyarbdl beérkezik,
b) valamelyik masik raktdr szillit.

A koltségfiiggvény (amelynek valtozoéi a rendelési id6 és a rendelt mennyiség)
minden cikk és minden raktar esetében kiilonb6zd minimumat kell meg-
hatéarozni.

Tetsz6leges szami felhasznal6 és gyartémi, valamint egy kozponti raktar
készletgazdilkoddsanak optimalizdlasat szolgdljidk MEGYERI— MESZENA —Szip
modelljei [24]. Négy véltozatot dolgoztak ki, amelycknek feltételrendszere
kisebb-nagyobb mértékben eltér egymdastol.

Az alapvaltozathban a kivetkez( feltételezésekkel élnek: Egy meghatirozott
cikk (a modell tulajdonképpen tobbtermékes: az egyes termékek készletezése
azonban egyméstol fiiggetleniil folyik, és csak a raktarkapacitds kitoltése
szempontjabol van szamitdsba véve a termdkek kiilonbozé volta), termelése
kiilonbozG helyeken telepitett tizemekben folyik, egy kozponti raktar készletez,
s a felhaszndlds is szétszort halozatban torténik. A sziikségletek kielégitésére
import is igénybevehets. A felhaszndlok ellitdsa egyarant torténhet a koz-
ponti raktirbol és kozvetleniil a gyarté miivekbdl. Adott a megrendelések
és szallitisok rendje mind a gydrté véllalatok, mind az import esetében.
Ismert a sziikséglet idGszakonként (minden idGszakot m kisebb egységre
bontanak) és korzetenként. Adott a kozponti raktir kapacitisa. A hidny
osszkoltsége a hiany dtlagos nagysigaval és idGtartamdval linedrisan valtozik.
A felhasznédlis az egyes véllalatoknal egyenletes.

Az els6 modellviltozat alapjin kiszdmithaté a kozponti raktarban és a fel-
haszndlokndl osszesen tartando készletek optimdlis nagysiga, majd a szerzik
annak kritériumat adjik meg, hogy mely felhasznalék kapjanak készletet
kozvetleniil a gydrté miibdl és melyek a kozponti raktéarbol. A széba johetd
varidciok nagy szama miatt ez nehéz feladat, de az alkalmazott mintavételi
eljaras szellemesen hidalja 4t a nehézségeket.

Diszkrét és folytonos viltozatban is kidolgoztdk a modell részletesebb vélto-
zatét, ahol szintén a mfivi és raktari ellitds minimalis koltségli kombindci6jat
hatéroztak meg. ElGszor a diszkrét viltozatot ismertetjiik. Ha osszesen n fel-
haszndlé van, és ebb6l & szamuat (k= 0,1,2,...,n) vonunk be a raktéari
ellitdsba, akkor n — £ felhasznalé részesiil kozvetleniil miivi ellitdsban.

Mivel a két ellitdsi mod egymdst kizarja, maximdlisan

B+@+ @+ @D =2

]ehet(’iség van. A feladat e lehetGségek koziil egy olyan k-ad osztdlyd kombi-
nici6é kivélasztdsa, amely a minimélis koltséget eredményezi. A célfiiggvény
ekkor

k n
Clh;v) = X &) fy 4+ 3 8,8, + (R + 778 4 »"Q(S) - S),
vj=0 J=k+1

ahol 7; a raktdri ellitds esetén az i-edik felhaszndld egységnyi koltsége (a raktar
koltségei nélkiil), 7; a mivi ellatds fajlagos koltsége, Ra kozponti raktar viszony-
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lag allandd, r" a forgalommal, '’ az 4tlagos készlettel linedrisan valtozd
koltség Q(S) az egységnyi forgalomra esé 4tlagkészlet, S; az i-edik raktar
forgalma, »; a k-ad osztély kombindciokba sorolt fogvasztékat jelenti, és

k
8= 38,
Jj=0

Igy az osszeg els tagja a raktari, masodik tagjaa miivi ellitds osszkoltsége,
harmadik tagja pedig a kozponti raktar koltsége.

A megolddshoz sorbarendezziik a fogyasztékat a miivi ellitdssal szemben
raktari ellitdssal elérhetd fajlagos (egységnyi felhaszndldsra es) megtakaritdsa
(7, — 1y;) szerint. A raktari ellitds bdvitésével a forgalom 6sszkoltsége mind-
addig csokken, mig a felhasznalokndl elérheté megtakaritds novekménye
meghaladja a kozponti raktar koltségeinek novekményét.

NADDOR és SALTZMANN azt vizsgélja, hogy egy ellité rendszer teriileti rak-
tarai idészakonként hanyszor rendeljenek és a készletezett termékféleségek
koziil melyiket, ha az egyszeri rendelés koltsége egy dllandé és egy, a rendelt
cikkfajtakkal linedrisan valtozé koltségtényezs osszege.

A kereslet az egész idszakra elGre ismert. Ez elég erds korlitozas — az
egyenletes felhasznédlis feltételezése azonban az dltaldnossig még enndl is
jelentésebb megszoritdsa. Ilyen kikotések mellett azonban a felhasznalando
algoritmus igen egyszeriivé valik. A modell szerkezetének megvaltoztatdsa
nélkiil bevezetheté azonban a véletlenszerien jelentkezd kereslet. Minden
koltségelem linedrisan valtoz6. A szerzGk altal javasolt politikdk koziil egy-
értelmfiien kivalasztani a legjobbat esak a konkrét koltségadatok alapjin lehet.
A vizsgdlt esetek tobbségében a probléma tulajdonképpen egyraktdras —
ugyanis az egyes raktarak egymdastol fiiggetleniil készleteznek.

FABrYCKY és BANKs [12] mésoktdl eltérd mddon, a beszerzés oldalarol
csoportositja a készletezési rendszereket. Azt vizsgaljiak, hogy adott terméket
(vagy termékeket) melyik raktdrbol (vagy raktdrakbol) célszerti beszerezni.
A fiiggdségi kapesolatot is a termékek és nem a forrdsok kozott tételezik fel
és igy a modellek tulajdonképpen visszavezethetGk az egy termék, egy forrds
esetre. Feltételrendszeriikben a forrds megvalasztasatol fiigg a késésidé, a tétel
és beszerzési koltség.

Szintén FABRYCKY és BANKS a [13] cikkében az elézéekben leirt alapallasban
kozol egy tobbtermékes, tobb forrds esetére kidolgozott determinisztikus
modellt. A modell célja, hogy meghatérozza a rendelési szintet, mennyiségeket
és forrdst, ugyhogy az idGszak osszes koltsége az egész rendszerre nézve mini-
mélis legyen. Feltételezik, hogy a j-edik termék egysége a raktar diszkrét
b; térfogategységét foglalja el. A maximdlisan felhalmozhaté készlet az egves
termékekhbdl K, az egész raktéarkapacitis K. Ekkor a cél az, hogy a kiovetkezs
fiiggvény minimumét adé beszerzési és készletezési politikat taldljuk meg.

O(Ky b5 Ky by; ... Kipb) = 91(K) 6y) + 95(Ky by) + . . + gin( K bm)
olyan feltételek mellett, hogy
K;b;>0(K; egész)

m
S Kb <K
Jj=1
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A rendszer készletezési politikdja abban all, hogy ha a készlet adott z értékre
csokken, utdnarendeliink Z-t.

A megolddshoz a koltségfiiggvényre tablazatot adnak, az optimumot dina-
mikus programozassal hatarozzak meg.

Kzen feladat spe(*i(ilix esetének foghatd fel az egy termék — tobb forras
modell: ekkor egylépesds dinamikus programozasi feladatot kell megoldani.

A fenti szerz6khoz hasonld javaslatot tesz a tobbraktaras rendszerek keze-
lésére STARR és MILLER [34]. Ramutatnak, hogy az dltaluk vizsgdlt feltételek
kozott a probléma visszavezethetG a tobb cikk — egy raktiar modellek meg-
oldasdra. Ha az egyes raktarak fiiggetlenek, a megoldas evidens, ha pedw
idGszakonként bekiildik igényeiket a kozponti raktirba, amely kozpontilag
intézi a rendelést, és az egyes raktdrak sziikséglete, koltségtényezéi eltéréek,
ez ugy foghatd fel, mint az el6z6 probléma (t6bb termék — egy raktar) meg-
forditasa: az el6zGekben az egyes cikkekhez rendelt koltségeket itt az egyes
raktarakhoz rendelik.

IV. Hierarchikus raktarrendszerek optimalis készletezési politikaja

Raktdrak egymast koveté elhelyezése esetén minden lépesG  (fokozat)
egvazon cél elérésére torekszik, amely cél a legutolsé lépesingl jelentkezik
kizvetleniil (pl. a kereslet luclcglt(,.s(,) — ezért ez a szint all az érdeklGdés
kozéppontjaban. A megelizi szintek készletei esak segédszerepet toltenek be.
Az ilyen tipust modelleknél megvalaszolandd két £6 kérdés:

1. Legyen-e készlet egy adott szinten?
2. Ha igen, mi legven ezen szint készletezési politikdja?

Igen otletes megkozelitése a problémanak az Gjsdgirus-probléma egy mdsik
altaldnomtdsa am(‘l\ et Hanssmany [17]ad meg. Egy adott idGszakban legyen
S kereslet F(S) sfir use"fug(r\ennvd valamilyen késztermékre vonatkozolag.
»\ termelési folyamat sordan négy szinten készleteznek: nyersanyag formaja-
ban (3), félkésztermék [()Hlldjd})d.n (2,1) és késztermékként (0). A fcl nem hasz-
nalt készletre vonatkozo egységnyi veszteség »? (i = 0,1, 2,3). Minden
kielégitett rendelés (az utolsd, 0 szinten) w egységnyi pmiltot eredményez
(w nem tartalmazza r?-t). Kielégitetlenség esetén csak a fogyasztok bizonyos
Y,-a hajlandé véarni. Amikor a 0- dik szinten elfogy a készlet, 3, %, kielégitetlen
vleslctct; tovabbitanak az 1. szint felé.

Innen tovébb (ha 1-en, illetve 2-n jelentkezik kielégitetlen kereslet) 3,9,
illetve 8,9, megy. Az a kereslet, amit a 3. szint sem tud kielégiteni, elvész.
A feladat annak meghatirozdasa, mekkora mennyisé;,(,t (@,) taroljanak az egyes
szinteken, hogy a vérhaté profitot maximalizaljdk. A megoldashoz a klasz-
szikus szélsGértékszamitast alkalmazzdk.

StmpsoN [32] egy olyan nagyvdllalat készletezési rendszerének modelljét
konstrudalta meg, amely egyetlen terméket hoz létre miiveletek sorozatdval.
A | befejezetlen” terméket minden mfivelet utan raktarozzak — ha a munka-
fazisnak — ez lehet egyszer(ien szdllitds is — vége, a raktarba viszik és onnan
megy tovabb. A folyamatot a kovetkezd abran lathatjuk.
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Gyartasi folyamat belsé raktarozéassal

: IfO | 7—1 ‘ t{ : Té lfz ] Tfl“/ léﬂ-/' 7/-7 | tn
M AT RO A B S
0O O— —O O—t—
Foguyasziohor
Al Kesztermek
rak;a'r rokiéar

a folyamat belso
raktarat

Az dbran a [ jelili a raktarakat, a O az egyes gyartasi (szdallitdsi) fazisokat.

Amikor valamely raktdrba rendelés érkezik (tehat kereslet van a ,befeje-
zetlen”” termékkel szemben is), ezt azonnal kielégitik, ha van készlet. Ha nincs,
tovabbitjik a rendelést az alacsonyabb szintek felé (legyartjak a terméket),
és az végigfut az egész rendszeren. A rendelést adott £, id6n beliil ki kell
elégiteni (azaz: mmdm szintrél tovabbitani kell a felette levo 1épesd szaméara).
Feltessziik, hogy az alapanyag és a végtermék iranti kereslet azonnal kielé-
githetd, azaz

t,=1t,=0,

mig a tobbi ¢; értékek a rendszer készletezési politikdjanak dontési valtozoi.

Egy rendelés (ebben a modellben minden szintre azonos értelemben tekint-
jilkk a kereslet fogalmdt) kielégitésének ]dbj(‘ két tényezGbdl tevodik ossze:
a megel6zG szint raktarabol valo széllitds és a megfeleld termelési fazis id6-
sziikségletébdl (ezek egyike vagy mindkettd lehet 0 is!). A maximdlisan
elfogadhaté késésidé a rendszer politikdjatol fiigg. Kritikus az egész folya-
matra nézve az az elhatdrozds, hogy mekkora maximdlis keresletre késziil-
jenek még fel (a hidnybol szirmazé veszteségeket nem veszik figyelembe)

a modell mo«rf()gulm(uasa t(,l_](xsen altaldnos, igy tetszoleges érték vehet6 fel.
A kereslet vérhato értékét és szordsat a kiszolgdldsi id6 fiiggvényében irja fel
és a varhatd raktdrozdsi koltséget (raktdranként kiilonbozé, linedris koltség-
tényezdvel szimolva) minimalizalja.

A legéltalanosabban HanssmMany [17] fogalmazza meg az eddigiekben tér-
gyalt pr()l)lomat hxmpsonhoz hasonléan felteszi, hogy a I]()I‘lﬂ&llS eloszlasu
kereslet varhaté értéke és szérdsa a maximalis ker eslet és a késésidd fiiggvénye.
Az elsé valtozatban, ahol csak egyetlen szinten lehet készletet tartani, a varhato
bevétel és kiadéds kiilonbségét maximalizdlja: el6bbi a legfelsé szinten torténd
eladdsbdl szarmazik, az utobbi az dtlagkészlet linedris fiiggvénye.

A profit varhaté értékét minden szintre kiszdmitja és a legnagyobbat
vélasztja — ez, miutdn itt csak hdrom szintet tételez fel, nehézség nélkiil
elvégezhets. Az 4ltaldnosabb esetben a dontési véltozé az egyes szinteken
tartandé készletek nagysdga, barmely szintet megengedve. A varhaté profitot
itt is a termelési folyamat id6sziikséglete és a szallitdsi késésids fiiggvényében
irja fel, normalis eloszldst keresletet feltételezve. A modell tovabbi kiterjesz-
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tése tetszéleges szamu terméknek a vizsgélatba torténd bevonasa. Feltételezi,
hogy a kereslet minden termékre nézve a maximalisan elérheté mennyiség
azonos szazaléka.

Az egymast kovets késésidk lancszert Osszekapesolodisa kovetkeztében
dinamikus programozassal hatdrozhaté meg a minimalis készletezési koltség,
amelynek alapjan maésodik 1épés a maximdlis profitot biztosité egyensily
elérése az eladasok bevétele és a készletezési koltségek kozott.

SiveLETON modellje [33] olyan raktarrendszerre vonatkozik, amelyben
minden idGszakban véletlen mennyiségii termék érkezik a rendszerbe. Ha az
1. raktarban a készlet Z, alatt van, a szallitmanyt elfogadjak a raktarkapacitas
(K,) mértékéig. Ha a készletszint magasabb Z,-nél, a szallitményt a 2. rak-
tarba iranyitjak. Ugyanez torténik a felesleggel, ha az elsd raktar csak a szdl-
litmany egy részét tudja atvenni. Az n-edik raktarba tehat akkor érkezik
a szallitmany vagy annak egy része, ha az el6z6ek méar telitettek. Feltételezi,
hogy a rendszeren valo atfutés idGigénye elhanyagolhaté az egész tekintett
idShorizonthoz képest, tovabba, hogv az egyes raktarakban jelentkezd kereslet
és az ideszallitott mennyiség eloszlisa kilesonosen fug,gctlcn

Jelentse S;; az i-edik raktarnal jelentkezd keresletet a j-edik idGszakban.
Ezek fuggetlcn(,k, azonos eloszlastak (mmdon J- re')f,(S) stirliségfiiggvénnyel.
A figgetlenség az egyes raktdarakra (minden i-re) is fenndll, és hasonléképpen
fiiggetlen a rendszerbe szallitott mennyiségeknek (ezek is valdszinlségi val-
tozok) z;nek a sorozatatol. Legyen G(x) az ,,x” eloszlasfiiggvénye.

Alapfeltétel a rendszer stabilitdsihoz (hogy a készletszint egyetlen raktdr-
lépesé esetében se tartson — oo-hez), hogy az dtlagos szillitott mennyiség,
@7 varhato értéke, M(x), meghaladja az atlagos keresletet, azaz

n -
,;1 nj Sf(S)dS <~ M(x).

Mivel a raktar csak akkor vesz at szallitmdanyt, ha készletszintje egy adott
véges értéknél kisebb, az atlagkészletszint nem tarthat - oco-hez. Ez akkor is
fenndll, ha az egyes raktarak kapacitisa + co.

Kimutathat6, hogy a feltételezett készlet-elfogadasi politika mellett a kész-
letszint staciondrius eloszlisa az elsG raktdrra nézve (F,(Q)) elGallithato.
Erre a tobbi raktar nincs befolyédssal — ez viszont hat az 6t kovets lépesGkre.
Ez a kiindul6 1épés. Bemutatja, hogy dltalaban, ha az F,(()) az i-edik raktarra
el6allithato, akkor a szdllitott mennyiség eloszlisa az (i -+ 1)-dik raktérra
nézve.

o [i+8 x+Ki+S—-Q
J oy | [(S)dGy(e) dF(Q)dS +

0 — 0
G, ) ®
(:+1)(1) + G (a) s j [(S)dF(Q)dS; ha x >0
0 L+S
,ha <0

dG:+1( )

%
hatérozhat6 az F, ., (@) a készletszint staciondrius eloszlisa a szallitds utén
az (i + 1)-edik raktarozasi lépesében. Az eljarast ily moédon végigvihetjiik
valamennyi raktdron.

Amennyiben f,(S)-t folytonosnak tételezziik fel, elGallithatd, és meg-
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Sajatos készletezési eljarast ad kétszintli raktarozas esetére Comms és
STEINBERG [9]. Az 1. raktar a 2-t6] kapja a készletet és vele szemben normélis
eloszlast kereslet jelentkezik. A készletezési politika az, hogy szabdlyos id6-
kozonként meghatarozzak az elméleti készletet (), amely a tényleges és a
méar megrendelt készletek osszege, és Osszehasonlitjak egy elére adott z; és
2 készletszinttel.

29— 2, =24>0

Ha z, < @ < z,, akkor a @ konkrét értékétdl fiiggetlen dlland6 x értéket
rendelnek (x lehet példaul az atlagos értékesités volumene).

Ha @ <z, a rendelés mennyisége = + (23 — @), ha @ > z,, akkor pedig
x — (@ — z).

A politika el6nye, hogy alkalmasan vélasztott z,, z,, x értékek mellett viszony-
lag stabil rendeléseket lehet leadni. A rendszerre a donts befolyast a sdv-
szélesség, a 2 /1 értéke gyakorolja. Ennek optimalizdlasara a rendszer egészére
vonatkoz6 forgokészletet minimalizdljdk (amelynek varhaté értéke az egyes
szinteken adddé forgékészletek véarhaté értékeinek osszege) gy, hogy a W
nyereségszazalék maximumat keresik a A fiiggvényében

B v 1 _“’(A_)’
(0)

ahol w(4) és w(0) a készletfelesleg varhaté értéke a tartoméanysav fiiggvényé-
ben.

CLARK és ScARF dinamikus modellje [7] kétlépesGs helyzetre vonatkozik.
Két raktar van (a rendszert igy jeloljiik: 2 — 1, a nyil a keszle’cmmgas ira-
nyara utal), a kereslet az 1-en jelentkezik, f(S) stirtiségfiiggvénnyel.

Kozvetleniil a rendelés el6tt legyen I, az elsd raktar készlete, I, pedig a két
raktarban levs, valamint a két mktz’xr kozott utonlevd készletek osszege.
A 2 — 1 szallitds késésideje legyen két periddus, a méasodik raktarba vald
beérkezésé egy periddus. i, jeloli a kovetkezd idGszakban az 1. raktarba szalli-
tandé mar kijelolt mennyiséget.

A rendszer dllapotat igy az I, 1,, y, mennyiségek irjak le, és az optimdlis
politikat a €, (1,; I,; y,) fliiggvény (minimalis varhaté diszkontalt koltség)
rekurziv meghatarozasaval allitjak eld, ahol m a vizsgdlt idGszakok széma.
— Az eljards els6 lépéseként elhanyagoljuk a 2. raktért, és kiszdmitjuk az opti-
malis politikdt az 1-re vonatkozdlag, eltekintve attél a lehetdségtdl, hogy
a 2-n fellépd készlethiany megakaddalyozhatja a politika érvényesitését. A kielé-
git(t]bll kereslet elvész. Igy az optimalis })()]1tlk‘b csak az 1. raktdrban készle-
tezett és rendelés alatt levd mennyiségtol fiige és a kovetkezd rekurziv ssze-
fiiggéssel hatirozhaté meg

Gp(u) = min{d, (I, — u) + 2 ; ‘ ou A

I,>u
— 8,) f(8,) f(8,) 8, dS, + B é Gy (I, — 8) f(8) dS

ahol d; a 2 — 1 szillitas egységkoltsége a varhaté idGszakonkénti készletezési
¢és hidnykoltség, mint az idGszak elején raktaron levd mennyiség fiiggvénye,
f pedig a diszkontfaktor és () (u) = G,(u) = 0.
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A G (u) és az elsG raktarral kapesolatos €, (1, ; ;) minimdlis koltségfiiggvény
kozott a kovetkezd kapesolat 4ll fenn:

Coldys Yy) = c,) + 8 ‘ CIy +y,— 8)f(8)dS + Gu(I, + Yy) -

Ha most (1) konvex, mint az altaliban feltehets, az optimdlis politika
az I® J® . kritikus értékek sorozatdval hatérozhaté meg tgy, hogy ha

I+ y, <IM

az u idGszak kezdetén, akkor a differencidt rendeljiik, ellenkez esetben
(I; + y, = I'™) nem rendeliink. Ha vizsgdlatunkat a teljes rendszer-készletre
kiterjesztjiik, akkor az I, <~ I'™ 6sszefiiggés fenndllasa esetén a fenti politika
nem alkalmazhaté. Ez esetben az osszes, a 2. raktdrban levs készlet az 1-be
szallitand6. Ha I, - I, akkor csak az a része, amely elegends az I, + y, —
= I reldcié teljesiiléséhez.

Héatra van még a 2. raktar szdmdra rendelendé mennyiség optimdlis érté-
kének meghatarozasa. Ez a dontés nem hozhaté meg az 1. raktarra gyakorolt
hatés figvelembevétele nélkiil. Az optimdlis politika lényeges jellemzéje, hogy
a rendelési dontés egyediil a rendszer osszkészlete (1,) alapjan meghozhato,
ha a koltségeket egy olyan additiv hianykoltséggel megnoveljiik, amely az
1. raktdarban jelentkezd kereslet ki nem elégitését biinteti.

Ha ezt a koltséget hozzdadjuk a készletezés és hidny , természetes” kiltsé-
géhez (legyen az (/(1,)), akkor a rendszer optimdlis politikdja a kovetkezs
fiiggvényegyenlet megoldasdaval oldhaté meg:

.’/m(l?.) i llli(l’){(](.l') —r ('(I_’) ET /lm(lz) T ﬂ ‘ .’/m—l(['.: + x S) /(S) '/S}
Xz

Egy mésik modelljében CLARK és SCARF [8] az el6z6 modellt egésziti ki egy,
a 2 — 1 szallitdsra vonatkozo rendelési koltséggel, és kizelitG megoldast mutat
az optimumra.

Ha (1)) konvexitdsa és a kielégitetlen kereslet elvesztése fennall, akkor
az optimdlis eljaras a (z; Z) tipust politika. I politikanal a kritikus értékek

- jeloljiikk Z,, és z,,-mel minden idGszakra meghatarozhatok a kovetkezd
fliggvényegyenlet segitségével:

Gn(u) = min {Dé([0 -u) + dy(Ly — u) +

1,>u
+ 82 () o, — 8, — 8,) f(8,) {(S,) dS, dS, +
+ B8 [ Gpy(u— S)(S) a’S} i

ahol

( axz=0
34} o ) ha-a
1 haz>0.

Belathato, hogy az additiv hidgnykoltség nem egyediil 1, fiiggvénye. Ezért
kozelité eljardsra van sziikség, amely az optimalis értékekhez rekurziv issze-
fiiggés felhaszndldsival vezet. Mindkét modell értelemszerfien kiterjeszthets
tobbszintiire is.

Lényegében az el6zGekben leirt eljards alkalmazdsat javasolja Kosszov
és ZSEMAJTAJTITE [21] makroskonémiai készletezési probléma megolddsira.
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Ha C(x) jelenti az x készletvolumen melletti orszégos szintii réaforditdsokat,
x;) pedig a j-edik véallalat vagy raktar raforditasait, akkor nyilvan

J
Olx) = X Ci=)),

JE€H

J

ahol H a vallalatok és raktirak szdma. A H halmazban van n raktirés H — n
vallalat, minden raktar (: =1, 2, ..., n) g; vallalatot lat el (g, = H — n).
Ekkor

— 3 (O

i=1

ahol CY (z;) az i-edik raktir Osszes raforditésai, beleértve a g; mennyiségii
vallalathoz kapesolédé raforditast is. Ha a raktarak fiiggetlenek, nyilvan
fennall a

min C(z Z min CY(x,)

i=

osszefiiggés.

ElGszor egylépess raktarozasi modellben abrazoljak a készletirdnyitas
sajatossagait, s ezutdn térnek vissza az eredeti problémahoz. A vizsgalt rend-
szer kétlépesds: elsd lépesd a vallalat, méasodik a raktar. Az optimalizalashoz
a Clark —Scarf-féle elsé modellvaltozat gondolatmenetét hasznaljak fel.

Scarr [30] dltalanosabban is megfogalmazza az elGzGekben leirt problémét,
a kvalitativ leirds mellett azonban alkalmazasként szintén csak két lépesire
irja le a modellt, amely jelentéktelen valtoztatiasokkal azonos a [27] modellel
(nem kozli a bizonyitdsokat és néhany jelolést egyszertsit). Ha n kiillonbozd
lépesdt tekintiink, és feltessziik, hogy a készlet az n-edik lépesében lép be
a rendszerbe, és atszallitjadk a rendszeren (n — (n — 1) —~ ... >3 > 2 — 1),
hogy az elsé raktarral szemben jelentkezd véletlen keresletet kielégitse.
A dinamikus programozas eljardsa (az optimdlis tételnagysag és szallitasi
szabaly meghatarozésa rekurziv osszefiiggéseket kielégité koltségfiiggvények
sorozatanak segitségével) akkor alkalmazhatd, ha a rendszer lehetséges alla-
potainak szdma nem til nagy. Az optimélis politika meghatarozasat a kovet-
kez6 feltevések konnyithetik meg jelentdsen:

1. Az egyes lépesGkbdl valé tovabbszallitdas koltsége ardanyos a szallitott
mennyiséggel.

2. A kielégitetlen kereslet elvész.

3. A véarhaté készletezési és hidnykoltségek (amelyek az idészak alatt
minden lépes6t terhelnek) az adott lépesGben elhelyezett készleteknek és az
alacsonyabb fokozatokon, valamint a szallitds alatt lev§ készletek osszegének
fiiggvénye.

V. A vizsgalt modellek sszefoglalé attekintése

Az ismertetett modellek természetesen még egvéb tulajdonsagaik szempont-
jabol is elemezheték. Néhany tanulsdg azonban e rovid dttekintés alapjan is
levonhato:
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— a modellek donté tobbsége statikus. A dinamikussa valo bévités tetszet s
igény, gyakorlatban azonban rendszerint az alkalmazott apparitus szabja
meg a korlatot — egyes modellek dinamizdldsa olyan egyéb, esetenként je-
lentGs feltételezések elhagvasat igényelheti, amely nem &ll ardnyban a di-
namizdlas nytdjtotta elényokkel,
— a legtobb modell sztochasztikus, kevés foglalkozik azonban a véletlennek
tekintett valtozok tényleges eloszlasaval. Rendszerint egyaltalan nem spe-
citfikaljak az eloszlast, ha igen, akkor Poisson- vagy normdlis eloszlast téte-
leznek fel,
talstilyban vannak az egy termékes modellek. Tobb koziiliik viszonylag
egyszerii modon atalakithaté tobb termékessé, de rendszerint azzal a —
gyakorlatilag tobbnyire elfogadhato — feltételezéssel él, hogy az egyes ter-
mékek raktirozasa egymastol fiiggetlen,
— a koltségfiiggvény oOsszetevdi altaldban a raktarozasi, szallitisi és a
hidny okozta koltségek, ritkdbban a rendeléssel, illetve az egyes raktdrak
kozotti atesoportositassal kapesolatos koltségek. Ezen altalanos mcgfogal-
mazisok mogott elég viltozatos tartalom rejlik. A tovabbi elemz§ vizsga-
latok egyik legfontombb szempontja éppen a koltségosszefiiggések feltara-
sa lehet.
— csaknem minden modell célfiiggvénye minimalizalandé koltségfiiggvény .
Ennek f6 oka, hogy ezdltal a vizsgilt készletezési rendszer zart rendszer-
ként kezelhetd, hiszen a felmeriils koltségekkel kapesolatban leginkabb felte-
heté az, hogy nem fiiggenek a rendszeren kiviili tényezGktol. Valamilyen
hozam maximédlisa esetén a készletezett egységek értékének realizdlasi
feltételeit is be kellene vonni a vizsgilatha ez azonban egyrészt bo-
nyolitja a problémat, f6ként pedig eltorzithatja a rendszer belsG Ossze-
fiiggéseirdl alkotott képet. Emellett jelentés tény az is, hogy a koltségek
minimalizildsa bdarmilyen tarsadalmi-gazdasagi kornyezetben célszer( egy
adott rendszer szamdra,
— a felhaszndlt matematikai appardtus igen valtozatos: az optimdlis prog-
ramozas kiillonbozé modszerei (kiemelt szerepe van a dinamikus programo-
zésnak) mellett f6ként a klasszikus szélsGérték szamitis és kiillonbozo
iterdcios eljardasok fordulnak elG. Mint mar emlitettiik, a megoldas algorit-
musa legtobb esethben korlitozza a modellek feltételrendszerének altalino-
sitasi l(‘hetosurelt Erdekes eredményeket hozhatna annak mélyrehatébb
elemzése, hngy ez a korlatozis mlly(m kivetkezményeket jelent az egyes
konkrét modellekre nézve, és esetleg hogyan oldhaté fel.
A készletezési tevékenységnek a (lolg()hmt elején emlitett viszonylagosfiig-
getlensége kovetkeztében a tékés és szocialista gazdilkoddsnak a termelési
viszonyok kiilonbozdségében gyokerezs eltérése vmmnyla,(.: kevéshé érezteti
hatdsat, mint az operdciokutatds alkalmazdsirak mas teriiletein. A polgari
irodalomban szereplé nagyszdma modell kozvetlen adaptalisa azonban igy
sem lehetséges. A lényegileg eltérs gazdilkoddsi célkitilizések mellett a szo-
cialista gazdasdgban masok a konkrét termelési feltételek, s azok a hipotézisek,
amelvck meghatarozé szerepet jitszanak az emlitett modelleknél (hogy csak
egyet emlitsek: rendszerint feltételezik, hogy a rendeld megszabhatja példaul
a szallitds iitemezését), hazai viszonylatban az esetek tobbségében nem telje-
siilnek. Ezért nagy sziikség van a specidlis hazai koriilményeket, a készlet-
gazdilkodas sajatos vondsait jobban figyelembe vevé modellek kidolgozasdra.
(Alapveto jelentGséglinek tartom ebbdl a szempontbdl azt az irdnyt, amelyet
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az ismert Prekopa—Ziermann modellesalad kijelol.) Az anyagban szerepld,
hazai gyakorlati feladatokon nyugvé modellek igazoljak, hogy a probléma
foglalkoztatja szakembereinket — a készletgazdalkodasi modellek hazai kuta-
tésa teriiletén azonban még nagyok a lehetdségek, és tovabbi jelentos fejls-
désre van sziikség.

( Beérkezett: 1970. janudr 5.)
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MATHEMATICAL MODELS OF MULTI-STORE INVENTORY SYSTEMS

The paper presents a general formulation of the inventory problem, where the stock of
goods is being considered as a passive resource and demand is defined as the motive
foree of the inventory system. The multi-store models represent an important category of
the storage models, since multi-store systems can actual by be met with both on the macro-
and micro-levels whereas the assumption of a single store is usually a simplifying hypo-
thesis.

Having defined the multi-store models, the author proceeds to outlining the results
of a systemizing work in the course of which he has surveyed the multi-store models
described in the literature on the subject. Investigation of the models and their classi-
fication according to various points of view have led the author to establish four basic
groups, namely

— the distribution models of parallel stores situated around a given centre;

— the distribution models of multi-revel storage systems;

— the storage-policy models of parallel stores situated around a given centre;

— the optimal storage-policy models of hierarchical storage systems.

The author bases the survey of the models on the above classification, describing
their main characteristics and mathematical formulation, with references to their
solution.
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MATEMATHMYECKHUE MOJEJIM OHPE)ZIEIIEHVIH OTITUMAJIbHBIX 3AITACOB
B CJIVYAE HECKOJIbKMX CKJIAOB

B crarbe jaercst oncadne oouieit Gopmy1poBKil NpooiieMbl ONTHMU3ALINN 3a11aCOB, BKOTOPOIH
3anacbl paccMarpHBAaIOTCSl KaK I1aCCHBHbIE PeCypehl, a ABUTaresieM CHCTeMbl 00pasoBaHUs
3anacoB siBjisieTcsi Cripoc. Mojenn ¢ HeCKOJIbKHUMH CKIajaaMH NpeCcTaBisiioT co00H o4yeHb 3Ha-
YHTEJIbHYI KaTeropiio MoJeaeil onTHMU3alil 3anacoB, Tak Kak B 1eHCTBUTEbHOCTH Kak Ha
MaKpo-, TaKk M Ha MHKPOIKOHOMHYECKOM YDPOBHE HaM BCTPEYAIOTCS1 CHCTeMbl C HECKOJIBKUMM
CKJIAJlaMH, a TIPeANoNoyKeHre OJHOr0 CKjaja MOTHBHDPYETCSI TOJBKO YIPOIIEHHBIM IOAXO0A0M.

IlaB onpe/esienne Mojesiel ¢ HeCKOJbKMMH CKJ1aaMi, aBToOp Npe/icTaBisier B CTaThe pesyJib-
TaThl CHcTEMaTH3Upylomed paboThl, B paMKax KOTOpoH oH 00padoTan Gurypupyomue B creny-
AJILHOM JIMTepaType MOJEIH C HeCKOJbKUMU CKJiajamMi. M3yuns U kBanu@uuupoBas 9TU MOjle/IH B
HEeCKOJIBKUX acleKTax, 0H 00pas3oBajl YeTbipe I'PYIIIb:

— MOjlesIN pacrpejesieHusi napajuiesIbHbIX CKJaJ0B, pacroiaraiimuxcsi BOKPYT JAHHOTO

1leHTpa;

— MOJIeJIM pacnpejiesieH|s MHOIOCTYIEHYAThIX CHCTeM CKJaa0B;

— MOJeJIM NOJUTHKK 00pa3oBaHMsl 3aracoB B napa’lileslbHbIX CKIajlax, pacrnosarariyxcs

BOKPYT JIAHHOI'0 IeHTPa;

—  MOJIeJM IOJUTHKH ONTHUMAIbHOr0 00pa30BaHMs 3aracoB lepapXHyecKiiX CUCTeM CKJIal0B.

ABTOp jaeT onucande 00padoTaHHBIX MOJiejell B BblllleyKa3aHHON KBaiu@uKanuu: X Hau-
0oJiee CyIIECTBEHHBIX XapAaKTEPHBIX YePT Maremariueckoil opMyaMpOBKH, a TakKe — B
001X YepTax — UX peuleHus.



FOGALMAK ES MODSZEREK

Koxpor GYORGY

Leképezés fix pontjanak és a gazdasag
egyensulyi helyzetének numerikus approximéacidja
Scarf modszereivel

(Mésodik, befejezd rész*)

II. Kozgazdasagi alkalmazas: az egyensilyi ar

I1.1. A feladat megfogalmazdsa

A matematikai kozgazdasdgtan egyik kozponti elméletét az egyenstlyi
llblylct(’kl(," az egyensulyi termelési és fogyasztési szerkezetekre és az egyen-
stlyi drakra vonatkozo ismeretek alkotjak. A cserét leirG altalanos gazdasagi
modellekben a figyelem gyakran k)fejuctten az egyensulyi arak v17sgalatar'
iranyul, mivel ezekbdl gyakran mar levezetheték az egyensilyi termelési és
fogyasztasi strukturak. E fejezetben az egvensilyi arak szerkezete és meg-
kozelitése lesz vizsgalatunk targya

Tegyiik fel, hogy a gazdasagban n arufajta szerepel és legyen m a gazdasagi
igynokségeknek, a fogyasztoknak, illetve azok képviselGinek és a termelési
egységeknek, illetve azok képviselGinek a szama. Feltessziik, hogy az ligynok-
ségek gazdasdgi tevékenységét a tobbletkeresleti gi(m) fiiggvények irjak le,
amelyek kizardlag a nem-neg: = (my, . . ., m,) drak fiiggvényei. Az r-edik
(r =1....,m) gazdasagi iigynokség gi(m) tobbletkeresleti fiiggvénye azt
mondja meg, hogy az adott drakon az r ligynokségnek az i drufajtabol mennyi-
vel nagyobb a kereslete, mint a kindlata. Ha gj(w) <~ 0, akkor az iigynokség
esokkenteni kivanja az @ arufajtabol rendelkezésre allé készleteit és novelni
akarja azt pozitiv gi(m) > 0 esetén.

1. Feltessziik, hogy a gj(m) fiiggvény zéréfoku homogén, vagyis feltessziik,
hogy a keresletet, illetve kindlatot (pontosabban a tobbletkeresletet) az arak
aranyai mar meghatirozziak. Ezért megengedhets, hogy csupan olyan
(er(,ndsymokot vizsgdljunk, amelyek rajta vannak az S szimplexen, vagyis

amelyekre ._' gy ="y 9v; > 04

i=1
2. Mindegyik tobbletkeresleti fiiggvény folytonos az S szimplexen Ez egy
meglehetésen szigoru feltevés, amelyre a tovébbiakban még visszatériink.
3. Altaliban feltételezik, hogy mindegyik r ligynokség elkolti jovedelmét,
vagyis vasarlasait eladdsaibdl fedezi®

7 gi(®) + . . .+ T gh(®) = r=1,...,m (IL.1)
A tovabbiakban azonban csak azt hasznaljuk ki, hogy a piaci osszkereslet-

nek tetszéleges aron vett Osszege megegvezik a kindlat arosszegével:

* A cikk els6 vésze a 11, évf. 3. szamdban jelent meg.
5 (I1.1) a Walras-térvény érvényét mondja ki.
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T g1(®) + ... Wy g(w) =0, (11.2)

ahol gim) = 3 gi(m) p==15 50l
r=1

és e fiiggvényt a piac tobbletkeresleti fiiggvényének nevezziik.
A @ arvektorrol akkor mondjuk, hogy egvensilyban van, ha ezeken a
®t = (7, . .., %,) drakon

g:(7) <0 VS A ) (IE:3)
€s
7 9:(%) =0 DR P (11.4)
(IL.3) azt mondja, hogy az egvensiilyi drakon egyik 4ru kereslete sem halad-
hatja meg kindlatdt. (11.4) szerint, ha egy dru kindlata egyensilyban meg-
haladja keresletét, akkor az dru egyensiilyi dra zéré, és ha egy dru egyenstlyi
ara pozitiv, akkor kereslete megegyezik kindlatédval.
A Brouwer-tétel segitségével egyszerfien kimutathat6, hogy a fentiekben
leirt modellben mindig létezik egyensulyi arvektor.
Tekintsiik ugyanis az S szimplexnek sajit magéra torténd alibbi leképzését:

7; + 4 max [0, g,(m)]
144 S‘ max [0, g,(7)]
v=]1

fi(m) = i=1,...,n (IL5)

ahol 1 egy kis pozitiv konstans.

Az mindenesetre vilagos, hogy a (I1.5)-ben definidlt f(r) = (f,(x), . . ., f,(w))
leképezés folytonos és hogy az § szimplexet sajét magira képezi le. Ebbél
kovetkezik, hogy a Brouwer-tétel alkalmazhaté és fgy létezik egy # fix pont.

n
Tegyiik fel, hogy 2 max[0, g,(#)] > 0. Ekkor, mivel f(#)= &, #; +
r=1

-+ Amax[0, g,(%)] = « y;‘ ahol « (II.5) jobb oldalénak nevezdje és igy el6zé
feltételiink alapjan « > 1. Ebbél azonnal kovetkezik, hogy ¢;(%) >> 0 minden
n

t-re. Figyelembe véve, hogy 2 7, =1és m; > 0i=1,...,n, eredményiink

i=1
ellentmond (I1.2)-nek, ezért e bekezdés elején tett hipotézisiink hibds. Ez azt
jelenti, hogy

n

Y max [0,g,(7)] =0

s
és ezzel igazoltuk a (II.3) reldciét. Figyelembe véve most mar (11.3)-at, és
hogy 7; > 0,i=1,... n (I1.2) alapjdn belathaté a (11.4) osszefiiggések
érvénye is.

Ha az elsé fejezetben ismertetett algoritmust alkalmazzuk a fix pont meg-

kozelitésére, akkor P, minden w/(j > n) vektordt egy olyan indexszel latjuk
el, amelyre fi(r/) > x} vagy (11.5) szerint, amelyre '

max [0, g,(n))] > 7 "\l‘ max [0, g (1) ] (11.6)
v=1l

(IL.6) alapjan az indexezést tgy is elvégezhetjiik, hogy megkeressiik azt az i
indexet, amelyre g;(7/ )/2} maximalis.
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Miel6tt ratérnénk néhany fiktiv numerikus példa bemutatdsdra, a mate-
matikai-kozgazdasigi irodalomban kevéssé jaratos olvasé kedvéért még néhény
sz0t szolunk arrél, hogy hogyan vezeti le a tradiciondlis iskola a fogyaszték
tobbletkeresleti fiiggvényeit, és hogy milyen erés megszoritast jelenthet e
fliggvények folytonossdgdra vonatkozé 2. kikotés.

A tradiciondlis iskola a tobbletkeresleti fiiggvényeket az individuumok
hozammaximélasi torekvéseibsl vezeti le. Eszerint mindegyik individuum
hasznossdgfiiggvényét kivanja maximalizélni és e térekvés egyetlen korlatjat a
pénziigyi mérleg adja. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a tradicionélis
iskola hogyan jut el a tobbletkeresleti fiiggvényekhez.

Legyen az r individuum hasznossigfiiggvénye

n
U = (Z a}i;ar kgi')]/ar (II7)
i=1
ahol k,; az r individuum kereslete az i drufajtabol, az a,, paraméter a kereslet
intenzitésat fejezi ki az i drufajta irdnt és a, a kereslet drrugalmassdgéval kap-
csolatos dllandé.

Tegyiik fel, hogy az » individuum az i drufajtdbol w,; mennyiséggel rendel-
kezik, amelyet a csere folyamén elfogyaszthat, illetve elcserélhet. Feltételez-
ziik, hogy az individuum annyit kélt, amennyi jovedelemre készleteinek eladé-
sédbol szert tesz. Vagyis az r individuum pénziigyi feltétele:

n n
2 Wy T = 2‘ kri T (IIS)
i=1 i=1

Maximalizaljuk a hasznossdgfiiggvényt a (I1.8) feltétel mellett. Az indi-
viduum L, Lagrange fiiggvénye:

= i 2
]‘r L ;ur(%-l Wy Ty — ié; kri 75[) (IIQ)

ahol u, a pénz hatdrtermelékenységét adja az » individuum szdméra.
Derivaljuk (I1.9)-et k£, ¢ = 1, . . ., n szerint. A derivaltat nulldval egyenlévé
téve és felhaszndlva a b, = 1/1 — a, helyettesitést az optimélis &,; keresletre

n
N ‘U,;b' ﬂrbr(‘z{ (I}l_'ar Sg;')l/ar a”. — 5”. (IIIO)
=
amelyet osszevetve (I1.8)-cal
n
21 W, 7T
- e — == b (I1.11)
(3 ategayie 3o, mit
e £
és igy (I1.10) és (II.11) alapjén
a,; 2/' wrvnw
§nilm) = —1=¢ - (11.12)

[
b 4
apr 3wl =t

¢ X hasznossdgfiiggvények konstans helyettesités-rugalmassdggal rendelkeznek. Ez azt
jelenti, hogy egy régzitett indifferencia feliileten mozogva (tehdt a jovedelemhatdstol
eltekintve) a kereslet drrugalmassdga konstans. Ertéke b, = 1/1 — a,.
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(I1.12) megadja az optimélis keresletet (keresleti fiiggvényt) az i arufajtabol.
Ha ebb6l levonjuk a rendelkezésre 4116 w,; készletet (ami kindlatot jelent sajdt
maga vagy més szdmdara), akkor jutunk a gi(m) tobbletkeresleti fiiggvényhez.

gi(T) = E(m) — 0y S (L1

A fenti, igen leegyszeriisitett modellben nem volt sz6 termelésrél, csupén
cserérél. Ha azonban a termelést is figyelembe kivanjuk venni modelliinkben,
és feltételezziik — mint ahogyan azt a tradicionalis iskola teszi — a termelGk
raciondlis magatartisat, akkor nem tekinthetiink el attol, hogy az arak a ter-
melésre is hatdssal vannak. A pénziigyi feltételek ilyen esetekben bonyolultab-
bak lehetnek, mert a kindlatot ad6 tényezdk artél fiiggsvé valhatnak. Ezek pe-
dig egyaltalin nem biztos, hogy az drak folytonos fiiggvényei. Ekkor a piaci
tobbletkeresleti fiiggvény levezetése nehézségbe iitkozhet és nem biztos, hogy
az algoritmus alkalmazisédhoz (elvileg) nélkiilozhetetlen folytonossagi feltétel
kielégiil. Ilyen probléma adédik példaul akkor, amikor a termelési egységek
(gazdasdgi ligynokségek) dltal vilaszthato eljarasokat olyan konstans input-—
output koefficiensek jellemzik, amelyek a kozonséges egyszerti linedris progra-
mozéasi feladatokban szoktak szerepelni. Az ilyen cseremodellek egyensily-
probléméi egészen mds kezelést igényelnek. Ilyet mutatunk majd be a II1. fe-
jezetben. Ez el6tt azonban néhdny egyszer(i cseremodellre alkalmazzuk Scarf-
nak az I. fejezetben bemutatott algoritmusét, illetve bemutatjuk az dltala
kapott eredményeket.

LL.2. Numerikus tapasztalatok. Fiktiv gazdasagi szdmpélddlk

Legyen n = 3, vagyis hdrom drufajta és m — 5, azaz ot individuum.
A tobbletkeresleti fiiggvények paraméterei

(1,0 3,0 10,0 1,0 2,0
(W, ]= 1,0 2,0 20,0 5,0 60|
(1,5 5,0 15,0 5,0 10,8
2.0 1,0 0,8 1,5 1,07
la,;] = 3,0 0,5 1,2 1,6 1.8
10,9 0,8 2,0 1,0 18]
0,9
b= |13]
0,8

A fenti tdblazatok segitségével felépithet6k a (I1.13) gi(m) fiiggvények,
majd ezekbdl (11.2) alapjén az f() vektor-vektor fiiggvény (I11.5) komponensei.
Ezek utdn még a P halmazt kell megadni.

A P, halmazt els6 6t elemétdl eltekintve — Scarf a (%, . . ., %40
vektorokkal definidlta, ahol a k; szdmok pozitiv egészek és osszegiik 160.
Koriilbeliil 0,26 x 10® ilyen vektor létezik. Az algoritmus azonban mér 158
iterdcio utan az alabbi primitiv halmazzal fejez6dott be:
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mh PLaE) Ttis s Ttis
101 102 103 102 103
13 12 13 13 12
6 6 6 6 6
25 25 25 24 25
15 15 14 15 14

ahol az oszlopvektorokat még 160-nal végig kell osztani.

A kovetkez§ 1épésbhen, hogy végiil is egyetlen 7 ponthoz jussunk, az (I.21)
kifejezést minimalizaljuk. (wt-vel a 7 kozelité értékét jeloljiik.) Eljarhatunk
Gigy is, ahogyan az (1.22 —25)-ben irtuk le. fgy kapjuk

x = (104,9 12,3 5,2 23,6 14,1)
és ez alapjan a piaci tobbletkeresletekre:
g(f) = (0,02 0,02 0,27 0,01  0,00).

7t képét (I1.5)-bdl szamithatjuk ki, miutan 7t fenti numerikus értékeit 160-nal
végigosztjuk. Az algortimus gyorsasagat 1 valasztasa is befolyasolja. Az app-
roximécio eredményességét — kozgazdasagi szempontbdl — a tobbletkeresle-
teknek a teljes kindlathoz ([w,;] oszloposszegeihez) valé viszonya mutatja.

ScArF [18] tanulmanydban harom numerikus feladatot ismertet. Masodik
feladatdban nyole drufajta n — 8 és 6t individuum m = 5 volt. A széba johetd
vektorokat (X1/y00s - - -, ¥8/500) adta meg. Az algortimus 640 iterdcié utdn ered-
ményezett csak primitiv halmazt. Részletes ismertetésétdl terjedelmi korlatok
miatt el kell tekinteniink, ezért mindjart a harmadik, legnagyobb méretii fel-
adat ismertetésére térek ra.

Scarf beszdamol arrél, hogy e feladat nagyvon gyorsan, meglehetsen jo
illeszkedéssel fejezédott be annak ellenére, hogy az el6z6nél nagyobb méretii.
Ez a feladat tiz arufajtit és 6t individuumot tartalmazott.

Scarf 3. példija

0,6 0,2 0,2 20,0 0,1 2,0 90 50 5,0 15,0
02 11,0 12,0 13,0 14,0 150 16,0 5,0 5,0 9,0
[w;]=] 04 9,0 8,0 7,0 6,0 5,0 40 50 170 120
1,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 50 80 3,0 17,0
| 8,0 1,0 22,0 10,0 0,3 0,9 51 01 6,2 11,0_

1,0 10 30 o1 01 1,2 20 1,0 10 0,7
Rl Ty SR 8 SUNE, 1 SR, 1 S % ¢ IR 0l TS s WO
[a,]= (99 01 50 02 60 02 80 10 1,0 02
1,0 20 30 40 50 60 7.0 80 90 10,0
(10 130 11,0 90 40 09 80 1,0 20 10,0_|
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2,0
1,3
b= 8,0
0,2
0,6

1
Scarf most a (“/y5, . . ., “1955,); X' k; = 250 vektorokkal hatérozta meg a P,
{=1

i=
halmazt. Koriilbeliil 0,87 % 101 ilyen vektor létezik. Az algoritmus 468 1épés-
ben fejez6dott be. A primitiv halmaz vektorainak — az el6z6khoz hasonls —
atlagoldsdval a kovetkezG drakat és tobbletkeresleti vektort kaptas:

T = (47,0 28,5 24,0 10,0 26,7 19,3 29,4 25,7 24,8 12,6)
63

g(m) = (0,07 0,04 0,03 0,00 0,02 0,00 0,02, 0,02 0,02 0,07)

Ebben a feladatban a tobbletkereslet vektora nagyon kozel van a nulla-
vektorhoz, ha azt a teljes kindlattal hasonlitjuk 6ssze.

A szdmitdsokhoz az IBM 7094-es szdmitégépet hasznaltdk fel. A gép a
hérom feladat megolddsdhoz osszesen 1 perc 36 mésodpercet vett igénybe.
Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az algoritmus és a programozés tovabb-
fejlesztésével a leképzés fix pontjanak approximéciéja valésziniileg nagyon
konnyen lehetséges 15— 20 dimenzids feladatok esetén is — frja Scarf.

III. Scarf médositott algoritmusa az egyensilyi ar és termelési vektor
meghatdrozasara, amikor a lehetséges termelési vektorok
halmaza konvex poliéder

II1.1. A kérdés felvetése

E fejezetben olyan termelési rendszerrel foglalkozunk, amelynek véges
szamu tevékenységét az

— 1 O 0 a],n-H DR al,m'
O=10f. . 10
Py (ITL.1)
0 ®... =1 Bppsg s Bpm

matrix oszlopai adjik meg. A felhaszndlast negativ, a kibocsdtdst pozitiv
szdmok jelolik. Az elsG n eljards az Gn. fel nem haszndldsi tevékenységeket
adja. A tovabbiakban ezek koefficienseit is az «;; szimbGlumokkal jeloljiik.
Tehat az elsé n tevékenységre, amelyet fel nem hasznéldsi tevékenységnek is
nevezhetiink: a; = —1, ha 1 = j és a;; = 0, ha i = j.

A fogyasztok aggregdlt (nem-negativ) piaci keresleti fiiggvényeit a

51(7{1, ...,nn) :E,(n) e ) (]IIQ)
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kifejezéssel jeloljitk. Legyenek e fiiggvények, amelyek csak nem-negativ drakra
vannak definialva, folytonosak és zér6foki homogének. Ebb6l kévetkezik,
hogy az éltalanossag megszoritdsa nélkiil kikéthetjiik, hogy az arak osszege
1 legyen.

A piacon a termelés és a csere szamdara rendelkezésre all6 drukészletek nagy-
sagat az w = (o, . . ., o,) vektor adja. Feltessziik, hogy a piac résztvevsinek
egyiittes fogyvasztasit jovedelmiik sszege hatdrozza meg, vagyis, hogy

@ &) 4. () =mo, +. .+ 7, 0, (I11.3)

Végiil feltessziik, hogy a vizsgdlatra keriil6 gazdasigot a keresleti fiiggvények,
az A technikai matrix és a termelésre rendelkezésre 4ll6 tényezdkészletek telje-
sen leirjak.

A fenti jelolés mellett akkor beszélimk versenyzé eqyensilyrdl, ha a w drvektor
és a tevékenységek alkalmazdsdnak nem-negativ x,, . . ., x,, terjedelmei kielégitik a
kovetkezo két kritériumesalddot:

1. A kindlat minden egyes termék piacian egybeesik a kereslettel, vagy mate-
matikailag

m
— 2 a;x; = 0 1=1,...,% (IIL.4)
=1

Ez természetesen csak gy igaz mindegyik piacra, ha a nem-sziiks druk esetén

a maradékvaltozokat is figyelembe vessziik.

2. Csak azokat a tevékenységeket hasznaljuk, amelyek a 7t 4ron nem vesztesé-
gesek, vagyis

n
2 wa; <0 GE=L ey 0 (I11.5)
=1

és az egyenliség jele encnyes ha z; = 0. E reldcié mar magéban foglalja azt a
kiovetelményt, hogy egy dru dra nulla, ha annak kereslete nem fedi annak
kindlatat (vagyis ha a maradékvaltozo pozitiv).

A fentiekben leirt egyensulyi helyzet (4r- és termelési vektor) meghatéroza-
sanak probléméjit nem lehet az egyensulyi drak meghatérozasénak feladatira
redukalni. Most sz6 van termelésrdl is (nemesak cserérél) és a lehetséges ter-
melési vektorok halmaza konvex poliéder. Ekkor az drak bizonyos halmazan a
tevékenység alkalmazdsa barmilyen terjedelemben kifizet6dd és az arak bizo-
nyos, mas halmazén a termelés nem fizetédik ki. A termelési egységek keres-
leti és kindlati fiiggvényei ilyen esetben nem folytonosak és igy a tobblet-
keresleti fiiggvények sem, ami pedig az el6zd fejezet egyik alapvets kikotése
volt. Megallapithatjuk tehat, hogy a széban forgé probléménk az elézs feje-
zetben targvalttol eltér, arra visszavezetni nem lehet.

Eddigi feltételeinken tilmenden kikotjiik még, hogy a tevékenységek ter-
jedelmeinek azon halmaza, amely noveli az drufajtik nem-negativ netté kina-
latait, legyen korliatos. Matematikailag: legyen korldtos az az x = (z;, . . .. Z)
vektorokbdél 4116 halmaz, amelyre

X @+ 0; >0, i=1,2...,n (IIL6)
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(Az A matrix konstrukeiéjabol kovetkezik, hogy ez a halmaz nem iires.)
Alkalmilag felhasznaljuk, hogy w; >0 minden i-re, habar ez a kikotés rea-
lisztikusabb feltétellel is helyettesithetd.

Hasonldéan, mint az el6z4 te]e/ctbcn, az egyensulyi arvektor kivalasztasanal
nem kel iil széba az S szimplex akarmilyen eleme. 1tt is kivélasztunk egy véges
Pl Sy ., ¥ vektorhalmazt és ezek koziil keressiik ki (wol\at ame-
lvek leg]obban kOIClltlk a kivant arvektort.

Miutan a w1, .. . wf vektorokat kivdlasztottuk, megkonstrudlunk egy B,
matrixot. B, elsé n oszlopat az egységmatrix adja. A B, matrix j oszlopat
n -+ 1<j < kraa =/ vektorral allitjuk kapesolatba, az alabbi szabédlynak

megfelelGen:
Legyen
O
Any

az A technikai matrixnak az a tevékenysége, amely a w/ drakon a maximalis
profitot adja. (Ha tobb ilyen van, akkor ezek kozott az egyik.)

1. Ha e profit pozitiv, akkor B, oszlopat per definitionem az alabbi vektor
adja:

t alr

—Qnt

2. Ha a w/ 4rakon elérheté legnagyobb profit zéré vagy negativ, akkor B, j oszlo-
pat definicié szerint

51(7‘j)

En(w))
alkotja. Igy tehat a P, halmazhoz rendelt B, métrix dltalinos alakja

ni T2
1ot O gtz e et 3log)
0

e PR A : (ITL.7)

i Sars ] (2%} 'Sn("j.',)

ahol a feliilirott i és /2 az drak és oszlop kozotti kapesolatot jelzi.
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Eltekintve a maradékvaltozokra vonatkozé els6 n oszloptdl, B, oszlopai
vagy az adott dron vett piaci keresletekbdl 4llnak, vagy azon tevékenységek
negativjaibdl, amelyek az adott drakon maximalizaljak a profitot. Elképzel-
het§ természetesen, hogy az A matrix egyes oszlopainak negativjai igen sokszor
szerepelnek a fenti métrixban. B, oszlopainak szdma altalaban igen nagy, és
szerencse, hogy sohasem sziikséges, hogy a B, matrix explicite tarolva legyen a
szamitégép memoriaegységében.

Szémunkra a B,z = w egyenletrendszer nem-negativ megolddsai lesznek
lényegesek. A rendszer egvenletel a kovetkez§ strukturaval rendelkeznek

Jitapnxi+ X&)y = o; &=L\ is ol O IILE)

Nyilvanvald, hogy az [ index j-t6l fiige és azokra a tevekenysegekre vonatko-
zik, amelyek a 7/ : P, dron maximalizaljak a profitot ugy, hogy a profit
pozitiv. A (ITL.8)-relacioban az ezeknek a tevékenységeknek megfelels z; val-
tozokat jeloljiik x;-vel, mig a mésodik szummdban y;-¢ irunk z; helyébe, hogy
hangstlyozzuk azt a kiilonbséget, amely a két oszlopfajta kozitt fennall.

A B, matrix (I11.7) konstrukcm]abol kovetkezik, hogy a kovetkezs ossze-
fiiggések teljesiilnek:

1. Ha valamely y; > 0, akkor 2. ma;, < 0 minden l-re (I =1, ..., m).
2. Ha barmelyik fel nem hasméldsx tevekenv.se«rtol eltéré | tevékenység pozitiv
; stllyal rendelkezik, akkor erre L ma;, > 0.
{=1

i=

Az egyensilyi drveklort és termelési tervet a Byz = w eqyenletrendszernel: olyan
nem-negaliv bazismegolddsdanak segitségével kivanjuk megkizeliteni, amely azzal o
tulajdonsdggal rendelkezik, hogy a ' drak mindegyike, amelyek pozmv x - vagy
y-kre vonatkoznak, kozel vannak egymdshoz és hogy a w/ draknak i koordindtdja
A()z(’l van zéréhoz, ha az v maradékvdllozé pozitiv.

P, valamely n elem(i w/t, . . . 7 halmazdnak elemeirsl akkor mondjuk azt,
hogy P,-ban kozel vannak (g,ymash(ﬂ ha azok primitiv halmazt alkotnak
A kivetkezSkben azt mutatjuk ki, hogy egy ilyen megoldds az egyenstlyi
arvektor kozelitésére szolgalhat, ha e primitiv halmaz dcgct tesz az 1.3-ban
targyalt 2. tétel allitdsanak.

1.2, Matematikai targyalds

A 2. tétel értelmében mindegyik P, felosztéasban létezik olyan =it, . . ., wi”
elem( primitiv halmaz, amelyhez taldlhaté B,-ban olyan bézis, amelyik
B, jy, . . ., jn0szlopaibol &ll. Jeloljiik a sz6ban forgd primitiv halmaz 4ltal meg-
hatarozott primitiv alszimplexet oy-lal. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy e primitiv halmaz els6 7, . . ., j; elemére vonatkozé tevékeny-
ség szdrmazik az A matrixbol és a tobbi n—s szdmu felel meg a (&, . . ., &,)*
oszlopnak. Nyilvanvald, hogy B, minden bazisdban az A maétrix tetszdleges
oszlopa legfeljebb egyszer szerepelhet, mert a bazisban az oszlopok linedrisan
fiiggetlenek.

(I11.8) helyére ekkor az alabbit irhatjuk:

—Z'auvuy)xw 3 Emi)y,=w; i=1,...,n (IIL9)

r=5+1
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ahol az elsé szumméaban az [, oszlopindex j, fiiggvénye és az a;,,) koefficien-
sek arra a tevékenységre vonatkoznak, amely a wivy = 1, .. ., s arrendszerrel
maximalja a profitot ugy, hogy a profit pozitiv.

A (II1.8) relécié utdn két megallapitast tettiink B, konstrukcidjaval kap-
csolatban. Figyelembe véve (I11.9)-et, 1. most igy fogalmazhaté:
1’. Ha valamely y, > 0, akkor

2':' 7 a; << 0 minden [-re (IIT.10)
=

(tehat nemcsak azokra, amelyek (111.9) elsé szummajaban szerepelnek).

Miel6tt 2.-t atfogalmaznank, vegyiik figyelembe a kovetkezst:

A B, mitrix konstrukeciojabol és a 2. tételbdl folyik, hogy (IT1.9)-ben akkor
és esak akkor szerepel egy fel nem haszndlasi tevékenység, ha a primitiv halmaz-
ban szerepel az annak megfelels 7t/ ; j << n. Emlékeztetsiil megemlitjiik, hogy a
fel nem hasznélési tevékenység alkalmazisianak terjedelmét mérik az x;mara-
dékvaltozok. Ha tehat a 2. tételt kielégits bazisban a fel nem hasznélasi tevé-
kenységnek megfelel6 z; > 0 (elégséges feltenni, hogy a fel nem hasznildsi te-
vékenység szerepel a {)zizisban), akkor a megfelel¢ primitiv halmazban van
olyan arvektor, amelynek i-edik koordinatdja zéré.

2'. A (II1.9)-ben szereplé barmelyik /, tevékenységre — beleérive a fel nem
hasznalasi tevékenységeket is

I .
2 W ity >0 pemly .. .8 (ILL. 11)
=1

ahol az egyenléség jele csak a fel nem haszndlasi tevékenységekre vonatkozhat.
Ha az [, tevékenység egy fel nem haszndldsi tevékenység, (I11.11) azt allitja,
hogy a széban forgd ) ar csak nem-pozitiv lehet. Osszevetve ezt az arak nem-
negativitasara tett kikotéssel, az adddik, hogy ez az 4r nulla.

Az alébbiakban kimutatjuk, hogy ha az S szimplex P, felosztdsa elég finom,
vagyis ha a primitiv alszimplexek maximdlis 4tméréjénél nem kisebb § elég
kiesi, akkor

a) legalabb egy y, > 0.

Ebbél (I11.10) és (I11.11) figyelembevételével kovetkezik, hogy az A métrix
mindazon tevékenységére, amely (IIL.9)-ben szerepel (vagyis mindenképpen
azokra, amelyekre z;, > 0):

n
])) ‘\_,; 7'[1(1”"(]”) ~ () 5 ﬂE g,
o

és az A matrix minden més tevékenységére
n
{.\_; wia;<0; TEo,

amin azt értjiik, hogy a tobbi tevékenység értékelése nem haladhat meg egy
nulldhoz kozeli értéket. Itt a = (n,, .. ., @,) vektorrdl csak azt tessziik fel,
hogy az a 2. tételben szerepls wi, .. ., wh vektorokkal generdlt primitiv al-
szimplexnek egy tetszéleges eleme. Kozgazdasigilag ez azt jelenti, hogy a
széban forgé bazismegoldasnak megfelels tevékenységek minden 7€ o)-ra k-
zelit6leg eleget tesznek a rentabilitias kivetelményének.
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Ezutdn be fogjuk latni, hogy ha az S szimplex felosztdsa elég finom, akkor

M:

c) Yo~z 1.

Ebbd6l egyszertien kivetkezik majd, hogy (I11.9) kozelit6leg biztositja a keres-
let és kindlat egyensulyat az Osszes aruk piacan. Vagyis a széban forgé primi-
tiv alszimplexnek barmely pontja kozelitSleg betilti az egyensulyi drrendszer
szerepét.

vsl

n
Legyen az S szimplexen _},1 7; w; alsé hatara o,. Ez pozitiv, mert «; >0
i=

n
f=1,..., 068 2.' 7; = 1. Jeloljiik A;-vel az A métrix koefficienseinek abszo-

it értékeibdl kep7ett matrix j-edik oszlopanak oszloposszegét.
A (I11.6) egyenlétlenségrendszert kielégité nem-negativ « vektorok halmaza

feltevésiink értelmében korldtos. Maximéljuk e halmazon a Z Ap; fiiggvényt

és ]eloljuk e fiiggvény maximumét K-val.
AE(m (&(m), . . ., &,(m)) vektor-vektor fiiggvény folytonossdga azt jelenti,
hogy tetszolev% & > 0-hoz létezik olyan 6 = d(¢), hogy

[&(m) — &(n") | < e t=1,... ,1
(IT1. 12)
hacsak | — | <6 te= 1 ansn®
Folytonos fiiggvény zart tartoményban felveszi maximumat. Legyen
max max &;(n) = &° (I11. 13)

i neS

Végiil megjegyezziik, hogy a tovabbiakban m-vel annak a primitiv alszimp-
lexnek egy tetszbleges elemét jeloljiik, amelyet az S szimplexen a wmh, . . ., 1t/
primitiv halmaz hatiroz meg.

Az a) dllitas beldtdsa

Legyen az S szimplex felosztdsa oly finom, vagyis ¢ és ezzel egyiitt a primi-
tiv alszimplexek maximdlis 4tmérdjénél nem kisebb 6 = d(e ) oly kicsi, hogy

pel (L. 14)
K

Ekkor van legaldbb egy olyan y,, amelyre y, > 0.
Tegyiik fel ugyanis az allitds ellenkez6jét. Ekkor (IT1.9) az aldbbi alakot
oltené:
N
b3y Aitjy) Ljp = O t=1,...,n (III 15)

i

Szorozzuk ezt az egyenlGséget végig mi-vel, ®€ o, és Osszegezziik i-re
n N n
v o . .
— 2 X Wiy T, = X W o;
i=1v=1 i=
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vagy masképpen

; i AL ; n
i .\‘1' xj”(;; TP Aitjyy) + p-3 (7l — 7)) ainy(yy ), = ;1 T 0;. (III. 16)
y= - sl im -

A 2. észrevételbdl kivetkezik, hogy a bal oldal elsé tagja nem-pozitiv, ezért
(ITI.16) bal oldala nem nagyobb, mint

0 ‘:s' xj, _\_n' \CL,‘[V(]'")[ =0 S’ A,-"xjvgtSK. (III 17)
y=1 i=1 v=1
Vagyis (II1.17)-bél
0K > _\: T W; => W, (IIT. 18)
i=1

(IT1.18) ellentmond (I1I.14)-nek, igy indirekt feltevésiink hibas. Kell tehat
pozitiv y,-nek léteznie.

A b) allitas igazolidsa

Az a) 4llitdsbol tudjuk mér, hogy ha az S szimplex felosztdsa elég finom, ha
(ITI.14) fennéll, akkor létezik pozitiv y,. Ezért (I11.10)-b6él minden /-re:

A n
X apay= XN ma;+ .‘.; (ml — 7)) ay <O
i

i=1 =

=

és igy, ha m€o, i
Lv T Ay g (514-1 (III. 19)
j=1

i=

Ehhez teljesen hasonléan kapjuk (IIL.11)-bél, hogy mindegyik bézisban sze-
replé /, tevékenységre
S mag,> — 04, (I1L. 20)
i=1

amibél (II1.19) alapjin mindegyik bézisban szerepls tevékenységre
n
I > n,-a“vl g(S[Ilv (ITIL. 21)
i=1

és minden més tevékenységre (I11.19) érvényes. Ezzel a b) éllitds fenndllisat
belattuk.

A ¢) dallitdas gazoldsa

Szorozzuk meg a (II1.9) egyenlSséget m;-vel és osszegezziik i-re.

n S n n n
— 3 Y mangyr,+ Y XN wmé(nh)y, =3 mao (I1L. 22)
i=1 v=1 =1 »=8+1 i=1
(IT1.21)-bél
n S s n S
3 3 My, =3 %, 3 o< S 2,04, <SK.  (IIL 23)
i=1 w=1 y=1 i=1 v=1
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Fontoljuk meg tovabba azt is, hogy
n

n ) n f} n \ rlv .
Y X aé(nk)y, = ('_2: 7, &) -—?\5;1?/") +[ .'§1 “in:‘;‘ (&i(mi) — &(m))w,
n

i=1 y=s+1 1

és igy (I1L.12)- és (II1.3)-bdl, tekintettel arra, hogy 3' ;=1

i=

!

n n n

(-—4' T; 0 — 8) .‘-' Y. g \v ‘1 T El(’r"u) Y, g
=1 y=5+1 i= 1 v= s+1
(S w6 Xy, (TIL. 24)
f=1 y=s+1
(IIL.23) és (II1.24) felhasznéldsdval (I11.22)-bél
n n n n
_6A+(\'1wl'”'e) > yvg-:'nlwlgaK’*‘(-\- 1iwi+8)2y
v=5+1 i=l1 i=1 ve=S4+1
amib6l most mar kapjuk, hogy
n n
> TIC()i——éK n _‘:’ n,-w,-—}—(sK
—1:7:,'11 7iag 24' .1/ v g lzln
S o+ e il 3700 ) S8
Pl i=1
vagy még inkdbb:
0K + ¢ it 0K 4 ¢ e
1— ey ,»—4%4.1 y, <1+ s (IT1. 25)
amibél
n
3 y-1|< et (111. 26)
y=5+1 Wy — &

Ez azt jelenti, hogy & és ezzel egyiitt 0 = d(¢) elég kicsire vélasztdsdval

n

2y, tetszileges kozel ,,vihetd” az egységhez, feltételezve, hogy a primitiv
vm=§+1
alszimplexek maximdlis 4tmérGje kisebb, mint & <~ %}{9 :

A fentiek segitségével azt kell még belatnunk, hogy ha S felosztésa elég
finom, akkor az a megoldds, amely (II1.9)-et kielégiti, kizelit6leg (IT1.4)-nek
is eleget tesz.

Mivel (IIL.9) baloldalinak mésodik szummdjdra:

n A\ n n 1 ) E
3 osmhy = 3 Emu et 3 (s —&m)y  @IL27)
ve5+1 v=5§+ y=§+
b =1, s W
ezért
n n . n .
(El(n) o 8) -\J Y, g 2 E"(n]") Y, g (El(n) + 6) 2 Y, p = 1) R
v=§+1 y=§+1 y=5+1

6 Szigma
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Vonjunk le mindegyik oldalbdl &,(x)-t:

(Ei(n) i E) Z Yy — Ez(n) T, 2 Ei(nh}) Yy — Sx(n’ =
v=g§+1 v=8+1
< (8(m) + ¢) Z}l?/u — &i(m) (I11.28)
V=8
amibdl (IT1.25) segitségével, tekintettel £° (ITL1.13)beli definicidjara:
0K a ) 0K +
— (=T e 3 gfmh)y, — &m) < (8 4 €) T2 4 o(TTT.29)
W, + ¢ v=s+1 Wy — &

A (I1I1.29) egyenl6tlenségbdl (IT1.9) alapjan azonban mér egyszeriien kovet-
kezik, hogy

s ok
Gyl 3 g %, — o S e 2T g (IILB0)
v=1 W, — &

amivel allitasunkat igazoltuk.

Megjegyezziik, hogy ha ¢ — 0 (és ezzel egyitt természetesen 6 — 0), akkor
az egyre finomabb felosztdsoknak és a 2. tételnek megfelel§ primitiv halmazok
végtelen sorozata nem sziikségképpen konvergens. Nyilvanvalé azonban, hogy
létezik legalidbb egy torlédéasi pont és igy a fentiek nemcsak az approximécié
pontossagira adnak becslést, hanem egyben azt is bizonyitjak, hogy a problé-
ménak van egzakt megoldasa is.

A fentiekben a 2. tételnek eleget tevd primitiv halmaz altal generalt o, primi-
tiv alszimplex tetszéleges pontja betoltotte a kozelitd egyensulyi ar szerepét.
Ahhoz, hogy végiil is egyetlen kozelit§ drrendszerhez jussunk, eljarhatunk pél-
daul agy, hogy a (I11.30) becslés pontossagat élesitjiik.

Az a p, érték keresendd, melyre

min . = 9 (T11.31)
alavetve a kovetkezd feltételeknek:
S S
—yp<LEm — J auyy—o; <y t=1,...,n (IIL.32)
¥=1

ahol a &(m) fiiggvény a &,(m) fiiggvény linedris kozelitését adja és y tetszile-
ges nem-negativ szam. (Feltessziik, hogy a &;(w) fiiggvény Taylor-sorba fejt-
het6 hasonléan az (I.22 -25) feladat f;(=) fiiggvényéhez.)
Es mivel a m vektort a széban forgé primitiv alszimplexbdl vélasztjuk:
m; >min [nh, ..., 7w i=1,...,n (IIL33)
valamint

3

It = A e Ve Ly Sl (III34)
1

i
LI1.3. Numerikus tapasztalatok
Az elsé fejezethez hasonléan vessziik fel itt is a Py halmazt. Feltessziik, hogy

P, elemeit (*/p, . . ., “[p) adja, ahol a k; szadmok pozitiv egészek és tsszegiik D.
Az 1.3-ban térgyalt algoritmus befejezGdése utan a primitiv halmazban sze-
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27,

replé vektorokat most is az el§z6khéz hasonléan édtlagoljuk. Scarf felteszi,
hogy a primitiv halmaz kornyezetében a keresleti fiiggvények jol kozelitheték
Taylor-soruk els§ két tagjéval, és itt azt a vektort valasztja, amely minimali-
zalja a kereslet és kindlat kozotti maximélis eltérést. (Lasd a (I11.31—34) fel-
adatot.)

Feladatunkban, amely csupan numerikus tapasztalatszerzésre valé és nem
akarja a valésag latszatat kelteni, hat darufajta szerepel:

. Téke, amely a folyé periédus végén all rendelkezésre (t. p. v.).
. T8ke, amely a folyé periédus elején all rendelkezésre (t. p. e.).
. Szakmunka (sz. m.).

. Szakképzetlen (szkl. m.).

. Nem-tartos jészagok (nt. j.).

Tartés joszagok (t. j.).

_03014\:40(\’)'—4

Az adott id6periédus alatt a termelés harom szektorban folyik. Az egyik
tartos fogvasztasi cikkeket, a mésik nem-tartés fogyasztdsi cikkeket gyért,
mig a harmadik a periédus végén rendelkezésre all6 t6két elGallité szektor.
Az elsG hat tevékenység a fel nem haszndlasi tevékenységekkel azonos.

A tartés fogyasztasi cikkek szektordt az alabbi két (hetedik és nyolcadik)
tevékenység irja le:

7 8
4 4
-5,3 —5
—2 —1
—1 —6
0 0
4 3,5

ahol az arufajtik sorrendje a fentiekben van megadva. E két tevékenység
koziil az els6 olyan eljé.ré,st ad, amely 4 egység tartos fogyasatési cikket allit
el6, mialatt 5.3 egység t6két, 2 egvaég szakmunkat és 1 egység szakképzetlen
munkat haszndl fel. Az 5,3 egység téke a hasznalat kovetkeztében a periédus
végére részlegesen elértéktelenedik és 4 egységre esokken. E szektor mésodik
tcvckenybegc a szakképzett és szakképzetlen munka helyettesitését teszi
lehetGvé.

A nem-tartos javak szektoraban hérom lehetséges tevékenység van: a kilen-
cedik, a tizedik és a tizenegyedik.

9 10 11
1,6 1.6 1.6
—2 —2 -2
—2 —4 —1
—3 —1 —8
6 8 7
0 0 0

6*
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Mint 1athaté, itt is a szakmunka és a szakképzetlen munka kiilonbozé mérték
helyettesitésére van lehetdség.

Végiil a tékejoszdg szektor az aldbbi hiarom tevékenységet tartamazza:

12 13 14
0,9 i 8
o, | 4 —5
0 - 2

0 o -8

0 0 0

0 0 0

ahol az elsé oszlop a téke értékesokkenésének ratajit adja meg, ha beruhdzdsba
nem fognak bele.

Hipotétikus gazdasdgunk ot fogyasztét is magdban foglal, amelyek kiilon-
bozé keresleti fiiggvényhalmazzal és kezdeti drukészlet-vektorral rendelkez-
nek. A kovetkez6 matrix irja le az 6t fogyaszté kezd§ készletét:

t. p. v. t. p. e. §%. 1. ‘ szkl. m. ‘ ot. j. ’ t. j.
1. fogyaszto 0 3 5 0,1 0 1
2. fogyaszto 0 0,1 0,1 7 0 2
3. fogyaszto 0 2 6 0,1 0 [ 1,5
4. fogyaszto 0 1 0,1 8 ‘ 0 | 1
5. fogyasztéd 0 6 0,1 ’ 0,5 | 0 | 2
| |

Mint lathato, a fogvasztok a periodus elején nem rendelkeznek sem nem-
tartos ]avakkal, sem olvan tokejoszaggal, amelyik a periédus végén all ren-
delkezésre. Az 5. fogyaszté rendelkezik a legtsbb tékével a periédus elején,
mig a kétfajta munkabdl és a kiilonbozs tartéssdgt fogyasztasi javakbél kiilon-
féle mértékben részesednek.

A keresleti fiiggvényeket Scarf konstans helyettesités-rugalmassagi hasznos-
sdgi fiiggvényekbdl vezette le, az el6z6 fejezet (11.8—13) reliciéinak meg-
felelGen. Az r fogyaszt6 keresletét az i drufajtabol a (11.12) képlet adta, amibsl
megkaphatjuk az i drura irdnyuld teljes keresletet:

) = ,2.?15"'(") (IT1.35)

w,; értékeit (a gazdasigi ligynokségek, illetve az individuumok tulajdonahdn
levé kezdeti készletek nagysagait) az el6z6 tahlamtbol olvashatjuk le. Az i dru-

fajtabol rendelkezésre 4ll6 Gsszes drumennyiséget 2, o, adja. A 1. fejezet-

ben, igy most is, a b, paraméterek adjik a fogv%ytok helyettesités- mg Umas-
sagait ésa,; méri azr fogyasztok keresleteinek intenzitdsait az i; i — 1,...,6
druk irant. Az a,; paraméterek numerikus értékeit a tiloldali tdblazatbol kapjuk.

Mint ahogyan lathaté, nincs olyvan fogyaszté, amelynek kereslete volna
tokébsl a periodus elején, de lehet kereslete az idGszak végén — fiiggéen az
idGszak draitél. Az idészak végén rendelkezésre all6 téke iranti keresletet mint
megtakaritdsi hajlamot interpretédlhatjuk. A szakmunka és a szakképzetlen
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| t. p. v. t. p. e. \ sz, M. szkl, m. nt. j. t. .
1. fogyasztd 4 0 \ 0.2 0 2 3,2
2. fogyaszté 0,4 0 \ 0 0,6 4 1
3. fogyaszto 2 0 0.5 0 2 1,5
4. fogyaszto 5 0 ‘ 0 0,2 5 4.5
5. fogyasztd 3 0 [ 0 0,2 4 2
I

munka oszlopainak adatait a fogyaszté sajat munkaidejének csokkentésére (a
szabadidé novelésére) iranyulé hajlamat fejezik ki.

Végiil a helyettesités-rugalmassidg konstans koefficienseit a kivetkezd téb-
lazat szolgéltatja:

Fogyasztd : b;
:
1 | 1.2
9 ‘ 1,6
3 ‘ 0.8
4 ‘ 0,5
5 { 0.6

A példa numerikus megolddsaban a P, halmaz n/ elemeirdl feltessziik, hogv
6
(“roos - -+ "figo)s £ k; =100 alakiak. Ezzel a szamitdsokhoz sziikséges
o
minden numerikus adatunk megvan.
Az algoritmus 913 primitiv halmaz megvizsgaldsa utdn fejezédott be.
Az IBM 7094-es gépen a szamitdsi idG alig haladta meg az egy percet. Ered-
ménye a kivetkezd primitiv halmaz:

Pl TU2 Tt/ Tt/ Ttls TUs
22 22 22 22 22 23
22 21 22 22 24 22
20 19 19 19 19 20

7 7 7 6 6 q
12 12 12 12 11 12
19 19 18 19 18 16

E hat vektor kolesonosen egyértelmii kapesolatban 4ll a B métrixnak olyan
hat oszlopaval, amelyek a Bz = w egyenletrendszernek megengedhetd bézisat
alkotjék. A fenti vektorok koziil az els6 négy a 9., 7., 10. és a 11. tevékenység-
hez kapesolodik, a leirds sorrendjében. A m/'s vektor az 6sszes tevékenység
esetében negativ profitot ad és ezért a keresletek (egyik) oszlopanak felel meg a
B matrixban. w/* a 13. tevékenységgel kapesolatos.

Végiil a hat vektort a linedris programozas segitségével oly moédon kozepel-
tiik, hogy a kereslet és kindlat kiilonbsége minimélis legyen [lasd a (ITI. 31— 34)
feladatot]. Eredményiil a kovetkezbket kaptuk: '

= (21812187194  T4.-122 1174).
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Teyékenység ‘ Terjedelem Profit
. |
 f 0,86 | —0,05
8 [ 0,0 —0,25
9 0,10 1 0,03
10 l 1,41 1 0,04
11 | 1,31 | —0,02
12 0,0 —0,02
13 0,47 0,00
14 [ 0,0 —0,33

A T-es és 8-as tevékenység tartozik a tartés fogyasztési cikkeket gyartéd
szektorba. A nem-tartés szektor harom tevékenysége a 9-es, a 10-es és a 11-es.
Végiil az utolsé harom alkotja a periodus végén rendelkezésre allo tékét els-
allité szektort. (Az elsé hat adja a fel nem hasznalasi tevékenységeket.)

Az utolsé oszlopban taldlhaté profitokat mar a normdlt arvektorral szami-
tottuk, ahol 7 gy van normdlva, hogy az drak osszege 1 legyen.

Viégss osszegezésként az ezekre az arakra szamitott piaci keresletet hasonlit-
suk ossze a netto kindlattal, amelyet a tevékenységek fenti terjedelmei és a
kezdeti arukészletek alapjian hatarozhatunk meg:

|
|

b Ds W ] t.p.e. | 83 m 1 szkl. m. 1 nt. j. t. §s
Kereslet [ 11,27 0,00 1,02 2,17 ' 21,08 | 10,08

Kindlat | 11,27 -0,01 1,01 92,14 | 21,06 t 10,96

Ugy tiinik, hogv a 7 drvektor és a fenti tevékenységterjedelmek a kereslet
és kindlat egyenstlyanak jo kozelitését nyajtjak. A profitok tekintetében azon-
ban, amelyeknek zérénak kellene lenniok olyan tevékenységek esetén, amelye-
ket felhasznalunk és nem-pozitivnak a tobbiekre vonatkozéan, lathatéan
kevéshé kielégitG az eredmény. Kz kétségteleniil annak tulajdonithato, hogy a
végs6 linedris programozédsi problémaban a kereslet és kindlat eltérését mini-
malizaltuk, és ez a cél a profitok tekintetében nem vezetett teljesen kielégits
eredményhez. De sok méas dtlagoldsi eljards is hasznalhaté és ezek behatébb
vizsgalatot érdemelnek, miel6tt nagyobb problémét prébalunk ki. Hangsilyoz-
nunk kell, hogy a végsd linedris programozési probléma szamitasi ideje alig
egy-két méasodperc, szinte elhanyagolhaté. Sok idé a kivant tulajdonsdgu
primitiv halmaz meghatérozésihoz kell. Kzzel a szdmitéssal kapjuk meg azt
a kornyezetet, amelyben a kozelité egyensilyi érvektor fekszik.

A példa vizsgalata sordn lathats, hogy a ma rendelkezésre 4ll6 téke azonos
azzal, amit ma kell fizetni a holnapi t6kéért, igy a valédi kamatlab természete-
sen zérénak veendS. Ez abban a tényben tiikrozédik, hogy a téke kezdeti
készlete a periodus végére 12,1 egységrél 11,3 egységre csokken, bar a 13.
tevékenység, a t6két termels tevékenység 0,47 terjedelemben kihasznélédsra
kertiil.

Osszehasonlitds kedvéért vezessiink be modellinkbe egy tovabbi termels
tevékenységet — a tizenstodiket — a tékejavakat termelé szektorban. A
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6,4
—3.,5
—1
—5

0

0

tevékenység 0,13 profitot hoz az eredeti modell normélt egyensulyi drain, azaz,
ha ez a tevékenység rendelkezésre 4ll, bizonyéra felhasznalasra is keriil. Esszert-
nek tiinik arra gondolni, hogy e tevékenység bevezetése a kamatlabat az el6z6
zéré szinvonalhoz képest novelni fogja.

Ha most is ugyanazzal az drrdcesal dolgozunk, mint az elébbiekben, a szé-
mitdas 1185 arvektor kiszdmitdsa utan koriilbeliil egy perc husz mésodperc
gépi széamitdsi id6 alatt fejezédik be az IBM 7094 szamitégépen. Atlagolds
utan a kiovetkezd arvektort és tevékenység terjedelmeket kapjuk:

7t = (18,8 22,0 19,6 Tl 13,4 19,1)

Tevékenység | Terjedelem Profit

7 0,69 —0,11

8 0,0 —0,30

9 0,0 0,06
10 1,79 0,08
11 0,76 0,04
12 0,0 —0,05
13 0,0 —0,22
14 0,0 —0,56
15 0,95 Soko

A kereslet ¢és kindlat kozotti Gj osszefiiggést az alabbi tablazat adja:

1 s Do -

| top.v | tope 1 sz. m. | szkl m. ' nt. j. At
: oo Sl I I TR
Kereslet . 12,98 0,00 1,03 2,41 19,73 10,29
Kinélat l 12,93 —0,01 1,02 2,40 19,68 10,28
\

Az 1j, 15. tevékenység elsGsorban a 11. tevékenység terhére 1ép be, amely-
ben nagymennyiség(i szakképzetlen munkéat hasznalnak fel nem-tartés cikkek
termelésére. Ezért a nem-tartés cikkek dra emelkedik és fogyasztasa csokken.
A kamatrita vart novekedése is bekiovetkezik a megtakaritds novekedésével
egylitt.

*

A térgyalt példik azt a sebességet és pontossdgot jelzik, amellyel az algo-
ritmus egy kozepesen nehéz feladatnal miikodik. Scarf dolgozata végén kifejti
meggy6z6dését, hogy ez mind sebességben, mind pontossigban finomabb
programozési technikdk segitségével még tetemesen javithato. fgy olyan
problémékat is megoldhatunk majd, amelyek tobb fajta drut tartalmaznak.

(Beérkezett: 1969. VI. 15.)
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E. Sz. VENTCEL: 4 dinamikus programozds
elemei. Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiado,
Budapest, 1969, 199 p.

Jelena Venteel konyve az els6 olyan
mii a hazai kényvpiacon, amely teljes ogé-
szében a dinamikus programozassal fog-
lalkozik.

A szerzé gyakorlati problémak révén
vezeti be a dinamikus programozassal
megoldhat6  leggyakoribb feladat-tipuso-
kat. Az elsé fejezetben bemutatott prob-
léma: bizonyos K alaptokét és dvente a
keletkez6 jovedelmet kell t5bh  vallalat
kozott szétosztani gy, hogy a tervezdsi
id6szak végére a viallalatok bevételének
Osszege maximalis legyven (ismerve az
egyes vallalatok részére juttatott eszkozik
feltételezett hatékonysagat minden egyes
évre vonatkozéan). A probléma szaka-
szonkénti optimalizilassal oldhaté meg.
lizzel a készletelosztasi feladattal olyan
folyamatra mutat be példat a szerzd, ame-
lyik természeténél fogva szakaszokra bont-
haté. Kitér arra a fontos koriillményre,
hogy e feladatok a szakaszonkénti optima-
lizalds megkeriilésével is megoldhaték, de
az ilyen kozvetlen megoldas legtobbszor
bonyolultabb, mint a dinamikus progra-
mozasi eljarasok. Vannak olyan feladatok,
ahol a szakaszokra bontést mesterséges
uton végezziik el. A szerz6 nem ad vélaszt
arra a kérdésre, mi donti el azt, hogy
egy feladatot érdemesebb-o szakaszokra
bontani és szakaszontkénti optimalizalds-
sal megoldani vagy valamilyen egyéh el-
jarast valasztani. FEnnek ellenére a kinyv
elolvasésa utdn kapunk bizonyos képet a
feladatoknak arrél a kérérdl, ahol a dina-
mikus programozas médszereinek igényhe-
vétele javasolhatd.

A méasodik fejezet nagyvonalakban is-
merteti a szakaszonkénti optimalizalas
elvét és a megoldas modszerét. A tovabbi
harom fejezet példakon mutatja be a konyv
elején elmondottakat. A 6. és a 7. fejezet
altaldnosan targyalja a dinamikus prog-

ramozds feladatat és megoldasat. A szaka-
szonkénti optimalizalas maédszere Sellman
tételén alapul, eszerint optiméalis politika,
csak optimdlis alpolitikdkbél allhat, 4m
ezt a konyv nem emliti. A szerzé az el6-
sz6ban hangsilyozta, hogy a bizonyitaso-
kat altaldban mell6zi, de talin ez a tétel
jelent6ségénél fogva helyet érdemelt volna
a munkiban. Bellman tétele a dinamikus
programozis gondolatmenetének igen fon-
tos lancszeme, és  bizonyitdsanak vagy
logalabb a ri val6 hivatkozasnak hianya
az igényesebb olvasé szimara logikai ug-
rasnak tiinik.

A szakaszok szimanak korlatlan néve-
lése (amellyel a feltételekben sokszor je-
lentkez6  elhanyagolisokat  kiiszobolhet-
Jitk ki) inkabb elméleti jelentGségii, amint
a szerz6 a 7. fejezet végén megdllapftja.
Gyakorlatilag o szakaszok szamat addig
noveljiik, amig az eredmények pontossaga
kérpotol a  szamfitasok megniovekedett
mennyiségéért.

A konyv tovabbi hat fejezete a készlet-
elogztasi feladatokkal foglalkozik, mivel a
gyakorlat szempontjabol ezek a legfonto-
sabbak a dinamikus programozissal meg-
oldhaté feladatok kiziil. A készletelosztasi
feladatokat harom csoportha sorolja: a)
készlotelosztas két termelGegység  kozioth
nem egynem(i szakaszok alapjan, itt utal
arra a specitlis esetre, amikor a koefficien-
sek o szakaszok kozott  valtozatlanok,
b) készlotfelhalmozési feladat (egy termelé-
egység o kiilonboz6 idészakokban eszlki-
zeinek mekkora részét tartalékolja és mek-
kora részét ruhfzza be), ¢) ketténél tobb
termeldsi dg  kozotti  készletelosztas  fel-
adata.

A 13. fejezetben olyan készletelosztasi
feladatokrél  van 26, amelyeknél egy
kordbbi lépés hatésa valamely kés6bbi
szakaszban  jelentkezik. A gyakorlatban
ennck azok a modellek felelnek meg,
amelyekben a beruhizas késéssel fejti ki
hatésit. A konyv ezeket a honyolultabb
feladatokat kovetkezménnyel jard kész-
letelosztasi feladatoknak nevezi.
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A 15. és 16. fejezet a dinamikus prog-
ramozas sztochasztikus feladataival fog-
lalkozik. Akar az egész konyv, az itt ko-
z6lt gyakorlati példak is azt a gondolatot
ébresztik, hogy a dinamikus programozast
els6sorban a kozgazdasigi tervezés és a
hadviselés tudoménya alkalmazhatja.

A szerzé stilusa vilagos, kozértheté és
szemléletességre torekszik. Az irodalom-
jegyzékkel kapesolatban megemlitends,
hogy Bellman hivatkozott kényve az 1957-
ben megjelent angol nyelvii m{i orosz for-
ditdsa, magyar forditasat is 6rommel 14t-
nank.

A Ventcel-mii forditéja idénként a vélt
szabatossagért f6laldozza a magyarossagot.
Nem valészinti, hogy elterjed nalunk az
olyan kifejezésmdd, mint ,,m 1épések”.

A konyv {6 érdeme az, hogy az olvasék-
nak a dinamikus programozas médszerérsl
¢s Jelent6ségérdl igen plasztikus képet ad.
lgy a gyakorlati szakemberek érdeklédését
felkeltheti a téma irant, a kutatékat pedig
a dinamikus programozas elméletével valo
mélyebb ismerkedésre 6sztonézheti.

Jakabffy Imre

VarGA  JOzsEF: Gyakorlati  programozds.
Tankényvkiado, 1969. 325 p.

»A tankényv a termelés tervezésének
¢és szervezésének a linedris és linedrisra
visszavezethetd programozési lehetéségeit
targyalja” — frja ajinlasaban a Tankonyv-
kiad6. A munka cime és a fenti ajanlé sor
alapjan mar képet is alkothatunk jellegé-
r6l, és egyben tampontot kapunk értéke-
léschez is. Krdekes lehet ebb6l a szemszig-
b6l két kérdés megvilaszolasa.

— Kgyrésat: kik hasznalhatjak, forgat-
hatjak eredményesen ?

— Masrészt: hogyan kapesolédik ez a
konyv a  linedris programozas magyar
nyelv(i irodalmahoz?

Annyit  mindenképpen leszogezhetiink
mar eldljiréban is, hogy a kényv gazda-
gitotta a még eléggé szlik skilaju magyar
nyelvii programozasi irodalmat. Az olkta-
tasban, tovabbképzésben j6l felhasznal-
haté munkék szima elég kicsi, s itt jelent
ez a konyv nem esak mennyiségi potlast.

A munka a tervezésben felhasznélhatéd
programozdsi eljirasokat, a linedris, illetve
linedrisra visszavezetheté modellek tipu-
sait, a modellek megoldési algoritmusait
21 fejezetre tagolva targyalja. Tartalmuk
nyers csoportosftasban harom nagy téma-
kérbe sorolhato.

— Az els6 fejezetek foglalkoznak a mo-
dell fogalméaval, definfci6javal, majd konk-
rétabban a lineéris programozési feladatok
megoldasi médjaival, a modellek felirasanal
felhaszndlt  egyszer(isité feltevésekkel és

a kiilonboz6 tipusi feladatok kolesonos
Osszefiiggéseivel.

— A konyv nagy része — a XVIII.
fejezetig terjeds rész — a programozasi
moédszereket targyalja. E rész kdzponti
témdja a linearis programozés szimplex
médszere, tovabba a szimplex médszer
néhany, a gyakorlatban is felhasznalt val-
tozata. Két érdekes témat emelnénk ki
még ebbdl a részbsl. Egyik a nem-linedris
modellek szimplex mddszerrel valé meg-
olddsénak, megoldhatésaganak problema-
tikdja, a masik pedig a kritikus 4t méd-
szere. I rész tartalmazza a szallitasi és a
vele rokon feladatok targyalasat is, s
tegylk hozzd, kell§ igényességgel.

— A munka harmadik {6 részét az utolsé
négy fejezet alkotja. Az tijdonsag erejével
haté fejezetek az iparban, a mezégazda-
sdgban, a kereskedelemben és a szallitas
teriiletén felvethetd és felvet6ds problé-
mékat targyaljak. A feladatok csoportosul-
nak aszerint, hogy milyen irnyitasi fokon
vetédtek fel (lizemi, véallalati, irdnyito-
szervi) és hogy milyen gazdasagi kérdéshez
kapesolddnalk  (eréforrasfelosztds, optimé-
lis technolégia, telepités stb.). Ttt mar
tulajdonképpen a gyakorlatban alkalma-
zott programozéasrél van szd.

A konyv szerkezeti-didaktikai felépitése
a kivetkez6: Az egyes fejezetek bevezetd-
jében a téma legfontosabb elméleti dssze-
fiiggéseinek tomér vazlatat kapjuk. A be-
vezet6t gyakorlati bemutatas kéveti. Ttt
a példak dltalaban egyszerfiek, csupan a
maddszer interpretalasira szolgalnak. Meg
kell jegyezniink, hogy a val6sig legtihb-
szor nehezebb, jabb fogasokat is kivetels
feladatok megfogalmazasara, kényszerit.
A példak egyszer(iségét azonban részben
indokolja, hogy tankonyvrél van szé,
tovabba az utolsé fejezetek amugy is kénr-
potolnak ebbeli hianyérzetiinkben. A kinyv
hasznalhatosagat noveli, hogy a jeldlés-
rendszer egységes és attekinthetd.

Az elmondottak nagyjabol alatamaszt-
jak azt a megallapitast, hogy ez a munka
az egyetemi oktatas hasznos segédeszkdze.
Ugyanigy hasznalhatjak azok is, akik tan-
folyamokon vagy éppen maganszorgalom-
mal tesznek kisérletet a programozasi isme-
retek elsajatitasara. Korantsem akarjuk
ezzel azt mondani, hogy elolvasasa és fel-
dolgozasa avatott gazdasagi programozasi
szakemberré teszi az olvasét.

A munka hasznosan béviti hazai iro-
dalmunkat. Felépitésében és targyalas-
moédjaban Kreké B.: Linedris programozas
¢. munkdjara épiil és kiegészitGje a Koz-
gazdasigi Egyetem oktatésaban felhasz-
néalt Bod P.: Bevezetés a gazdasigi prog-
ramozdsba c. jegyzetnek is.

Sivdk Jozsef
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Réviden 0j kiilfoldi kényvekr6l

Barczak, A., CEpiELEwska, B., Ja-
KUBCzYK, T., PawrLowskr, Z.: Model eko-
nometryczny  gospodarki  Polski  Ludowe;.
(Lengyelorszag gazdasiganak okonometriai
modellje.) Warszawa, PWN. 1968. 182 p.

A katowicei egyetemen dolgozé kutaté-
csoport évek ota az dkonometriai kutaté-
sok kozpontja Lengyelorszaghan. Ebben
a munkaban a korabbinil nagyobb, nép-
gazdasagi okonometriai modellt mutatnak
be. 17 egyenlethbol all, ezek koziil 5 egyen-
let  azonossag vagy mérleg-isszefiiggiés
tipusii. 17 nem-késleltetett endogén vil-
tozd szerepel benne, nevezetesen a foglal-
koztatas, a beruhizds, a nemzeti jovedelem
a mezdgazdasdgban és a nem-mezégazda-
sagi  dgazatokban egyiittvéve, a nem-
produktiv berubazisok, az import és az
export, a fogyasztasi hanyad, valamint a
realbér az iparban és az egych dgazatok-
ban stb. 14 el6re meghatarozott értéki
valtozé van a modellben, ezek koziil 8 az
el6bb emlitett endogén valtozdknak korabbi
id6szakra vonatkozo értéke, 6 pedig exo-
gén valtozd. Az utébbiak kizott szerepel
a munka termelékenysége az iparban és
a  buzaimport, valamint négy vAaltozo,
amely a beruhdzisi és a mez6gazdasigi
politikat jellemzi az adott évben és 0 vagy
I értéket kap attol fiiggden, hogy a kor-
manyzat a beruhézis novelésére vagy az
életszinvonal emelésére helyezett-e nagyobb
silyt, és hogy a mezbgazdasigi politika
hatésdra az egyéni gazdasigokban mek-
kora beruhdzisokat végeztek.

A modell paramétercit az 19501964,
id6szak adatai alapjan becsiilték részben
a klasszikus és a kettés legkisebh négyzetek
mébdszerével. Kozlik a modellnek struktu-
ralis és redukalt alakjat, elemzik az endo-
gén valtozdk trendjét és osszehasonlitjbk
a trendek és az 6konometriai modell alap-
jan kapott eredménycket.

A szerz6knek az a meggy6z6désiik, hogy
az dgazati kapesolatok mérlegei és az op-
timalisi modellek mellett a lefrt fajtéaja
dkonometriai modelleknek fontos szerepiik
lehet a szocialista gazdasig irdnyftasaban.

Brecusre, K.: Graphische Linearprogram-
mierung  als  Entscheidungshilfe = bei  der
landwirtschaftlichen Betriebsplanung.(A gra-
fikai linedris programozis mint déntési
segédeszkoz a mezbgazdasigi iizemi ter-
vezésben.) Hamburg. 1969. Verlag Paul
Parey. 162 p.

A grafikai linedris programozés ismer-
tetett médszere a programozas oktatéisé-
ban rendszeresen hasznélt grafikai prob-

léma-dbrazolas és megoldas tovabbfejlesz-
tése. Célja azonban elsésorban gyakorlati
problémak megoldisa és csak méasodsor-
ban az oktatas. Mezbgazdasigi {izemek
vezetdit és mezbgazdasagi tandcsadokat
kivan megtanitani arra, hogyan kell ter-
melési problémakat a programozés kate-
goridiban meglogalmazni és nagyon egy-
szerlien és szemléletesen megoldani.

A grafikai médszernek alapvets korldtja,
hogy csak igen kevés, két (legjobb esethen
hérom) valtozot lehet figyclembe venni,
ezért csak igen egyszer(i problémik keze-
lésére alkalmas. A szerz6 ezen a nehézségen
ugy kivan segiteni, hogy egyrészt erdsen
aggregdl, masrészt felbontja a problémakat
's lépésenként vesz figyelembe egy-egy uj
elemet.

Ugy tiinik, hogy a kinyv f6 haszna a
nagyon egyszerii iizemi problémdk meg-
oldésén tialmenén inkabb az lehet, hogy
kézelebb viszi, érthetébbé teszi a prog-
ramozast a mezégazdasigi iizemek vezet6i
szaméra. Mivel atmutatast ad a probléméak
megfogalmazisira, pdldaul a  korlatozé
feltételok megheeslésére a meglevs iizemi
adatok alapjan, valamint szemléletessé
teszi a megoldas logikai menetét, a kisebb
problémak végiggondolisin ¢s megoldésan
keresztiil felkeltheti az érdeklédést a bo-
nyolultabb probléméik megoldasira is al-
kalmas programozisi maodszerck alkalma-
zhsa irdnt.

GELBAUM, B. R.—MarcH, J. G.: Mathe-
matics for the social and behavioral sciences.
Probability, caleulus and statistics. (Mate-
matika a tarsadalom- és viselkedéstudo-
manyok sziméra. Valdszin(iségszamitas,
differencial- és integralszamitas, statisz-
tika.) Philadelphia. 1969. W. B. Saunders
Company. 337 p.

A konyv gyakorlati igénybél sziiletett.
A szerzék 1964-t61 kezdbd6en a ealiforniai
egyotem tarsadalom- és viselkedéstudo-
méanyi kardn matematikat, szamitiastech-
nikdt és matematikai tarsadalomtudomanyt
oktattak. Ugy lattak, hogy nem tudnak
e tarsadalomtudomény szakos hallgatok
kezébe megfelelé tankényvet adni. A be-
vezet6é  jellegli  tankonyvek ugyanis a
matematikénak azokat az elemelt helye-
zik el6térbe, amelyeket kiilonosen a fizikai
és a mérnoki probléméakban lehet eredmd-
nyesen alkalmazni. I2 konyvek példaanyaga
nem tartalmaz a téarsadalomtudoményok-
b6l vett problémékat.

A szerzOk {6 céljuknak tekintették,
hogy a tarsadalomtudoményokkal fog-
lalkozé hallgaték megtanuljak felismerni:
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milyen célokra lehet kiilénboz6 matemati-
kai moédszercket sajat tudoméanyteriiletii-
kon felhasznalni. Ezt segitik el nemecsak
a példak és feladatok, hanem a munka
felépitése is.

A valészinliségszamitasbél indulnak ki,
mert ugy latjak: a tArsadalomtudomanyok-
ban a valdszin(iségi modelleket lehet a
legeredményesebben felhasznalni. Elészor
a mintatér fogalmét vezetik be. Itt is, a
kovetkez6 fejezetekben is sokat alkalmaz-
zdk a halmazelméleti megfogalmazésokat.
A valdszinliségszamitas alaptételei utdn a
permutéciokkal és kombindcidkkal (mint
a mintatérben lehetséges megfigyelési érté-

kek szdménak meghatdrozisaval stb.), a
feltételes valoszinliséggel és a véges minta-
terekre vonatkoz6 valészintiségi valtozék-
kal foglalkoznak. Ezutin térnek r4 a hatar-
értékek, a differencialis és az integralas
targyalasira, hogy ennek alapjin bevezet-
hessék a folytonos valdszintiségi valtozo-
kat. Az utolsé két fejezet a becsléseklkel
és a hipotézisek ellenbrzésével foglalkozik.
A kényvet egy tovabbi kétet fogja ki-
egésziteni, amely hasonlé felfogisban tar-
gyalja a linearis algebrat, a differencia- és
differenciél-egyenleteket, valamint néhany

specidlis matematikai problémét.
A B
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Agazati elemzések a Nehézipari Minisztérium
Ipargazdasigi és Uzemszervezési Intézetében

A NIM Ipargazdasagi és Uzemszervezési Intézet a minisztérium megbizasabdl meg-
alakulasitol kezdve foglalkozik olyan kizgazdasigi-matematikai modellek  6sszealli-
tasdval, amelyek alkalmasak az dgazatok, az ipardgak és az dgazatok tevékenységét
jellemz6 fontosabb termékek kozgazdasagi elemzésére. A modellekkel szemben tamasztott
altalanos kovetelmény mindig az volt, hogy az anyagi termelést népgazdasigi ssze-
fiiggésekben vizsgdljak.

A gazdasagirdnyitasi ¢s elemzési munka eéljaira — modszertani szemponthbol —
elsésorban az input—output mérlegek és a lineéris programozasi modellek jottek szami-
tasba. Elsé lépésként a gazdasigi osszefiiggésck lefrasbra szolgdlé modell mellett dién-
tottiink s csak késébb — éppen az input—output modellek adataira tdmaszkodva — lehe-
tett attérni linedris programozasi modellokre.

A tarca vezet6i a kozgazdasigi-matematikai modellt alapvetéen az exportgazdasa-
gossagi szdmitasok megalapozasira, a vegyipari importigény népgazdasigi sziitkséges-
ségének bemutatasira, a devizamérleg elemzdésére kivantak felhasznélni, s ezt a célt a
mérlegmodell valéban jol szolgalta.

Az Intézet Kozgazdasigi osztilya az elmilt 6t év alatt hat modellt allitott tssze s
azok alapjan elemz$ sziunitasokat végzett. A mérlegek azokra az évekre késziiltek,
amelyekre a Kozponti Statisztikai Hivatal is kiadott dgazati kapesolati mdérlegeket,.

A kozgazdasagi elemzésekhez — a kiilonhoz6 irdny igénycknek megfelel6en — harom-
fajta mérlegmodell keriilt kidolgozasra:

— belf6ldi aras értékbeni,

— természetes mértékegységli és

— vilagpiaci dras mdrlegmodell.

A belfoldi aras értékbeni kombinalt mérlegmodell

A modellt vigy alakitottuk ki, hogy az ne csak a NIM tevékenységeinek egyméskozti
kapesolatdt tartalmazza, hanem lehetdséget nyajtson népgazdasigi szintii elemzések
végrehajtasahoz is. K céllal készitettiik el Magyarorszigon elGszir a terméktipusi
ipardgi kombindlt input—output modellt.

A modell f6bb sajatossagal a kivetkezélk:

— A leheté legnagyobb homogenitasra vald torekvés végett a kapesolatokat termdékek-
kel, termékesoportokkal abrazoltuk.

— A modell részletesen felsleli a nehézipar belsé Osszefiiggdseit, de szervesen kapesolo-
dik a népgazdasig egészére sszedllitott input-—output modellhez is. Kzaltal modelliink
népgazdasagi szint(i elemzésekre is alkalmassia valt.

A modell kiilonvilasztja a minisztérium iranyftasa ala tartozé véllalatok tevékeny-
8égét az azonos termékeket termelé NIM-en kiviili vallalatokétol.

Az 1961. évi adatok alapjin késziilt modell 98 szektort 6lel fol. A NIM termelétevékeny-
ségét 72 szektor reprezentalja, tovabbi 26 szektor a népgazdasag tobbi termeld agazatat.

Az 1965, évi mérleg mar 150 szektort tartalmaz; ebb6l 122 a NIM tevékenységét,
28 pedig a kiils6 népgazdasagi dgak tevékenységét reprezentalja. 16t kell megemliteni,
hogy 101 kiemelt termdékkel és termékesoporttal a NIM tevékenységének cgaknem 75
szazalékat sikeriilt atfogni.

Mivel a tarca gazdasagi és miszaki szakemberei részér6l erre igény meriilt fel, az
1965. évi input—output modell naturdlis valtozatban is elkésziilt.
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A modell szerkezeti felépitése a mérlegmodellek &ltalanos sémajat koveti és a szdmi-
tasi miiveletek is megfelelnek az 4ltalénos gyakorlatnak; ismertetésiikkel nem foglal-
kozunk. Csupin néhany f6bb kovetkeztetésre, illetve megoldasi moédozatra utalunk:

— Belsé négyzetek. A kombinalt mérleg felépitésébsl kovetkezik, hogy belle tébb
bels6é négyzet alakithat6 ki. Az els6 a NIM tevékenységek belsé négyzete, a masodik

a népgazdasag egészét — a NIM tevékenységeket részletesen, a tobbi népg azdasagi
dgakat Osszevontan — magéba foglalé belss négyzet. Mig az el6z6 két négyzetet csak

a hazai anyagfelhaszndlds alapjan kialakult kapcsolatokra értelmeztiik, addig a har-
madik belsé négyzet tovabbi anyagi osszefliggéseket tintet fel: az export, illetve az
importanyag-felhasznélés értékét relacionként, tovabba a beruhazdsok és az amortizi-
cid értékét.

— Inverzmatrizok. A harom belsé négyzetbél inverzmatrixokat is képeztiink, melyek
kiilonb6z6 szintii tartalmi vizsgalatok végzésére voltak alkalmasak. A NIM belsd kapcso-
latainak inverzmatrixa segitségével kimutattul, hogy a tarca altal felhasznalt anyagok
és egydb er6forrdsok milyen extern kiboesatési célokat szolgaltak. Elemeztitk azt is,
hogy a mezGgazdasagi és az élelmiszeripar fejlesztése milyen gépipari, kohaszati stb.
termékigényeket tdmaszt a minisztérium termelésén keresztiil. Halmozott, népgazdasagi
mutatok kiszamitasat a maésodik bels négyzeth6l nyert inverzmatrix tette lehetévé.
Segitségiikkel tartuk fel példaul az export és a NIM termelés dsszefiiggéseit, kivettiik
nyomon az exportstruktira valtozisanak hatdsait. A teljes mutatok szamitasanak alapja
a harmadik belsé négyzet volt, amely a nem-termeld fogyasztashoz szitkséges miniszté-
riumi termelést mutatta ki termékenként, illetve tevékenységenként. Vizsgalni lehetett
a fogyasztias energiaigényességét, vegyipari anyagsziikségletét és igy tovabb. E mutaték
a tervezésben is hasznos segitséget nytjtottak.

— Import anyagfelhasznalds. Az eddigi mérlegszadmitisok a kizvetett importanyag-
sziikségletet Osszevontan mutattak ki, A NIM mérlegszamitiasoknal megoldottulk, hogy
a kbzvetett szitkségletet importanyagfajtanként, illetve profilgazdanként lehessen fel-
mérni. Igy tételesen szamot tudtunk adni arrol, hogy a vegyipar altal felhasznalt kiilon-
béz6 nagyértékii importanyagok végsé soron milyen NIM-en kiviili termelési, illetve
végs6 felhasznalisi célokat szolgaltak. Ily médon megallapithatok voltak az importanyag
felhasznalas kizvetett csdkkentésének madozatai, illetve az, hogy az extern felhasznalék
termelése milyen kozvetlen és kézvetett igényeket tamaszt.

— Devizamérleg. Korabban a devizamérleg elsésorban a vizsgdlt egység kozvetlen export-
janak és importanyag-felhasznaldsanak kiilonbségét tartalmazta s nem vette figyelembe,
hogy az utébbinak egy része méas termeld dgazatok céljait szolgalja. Ezt a fajta ,, tiszti-
tast” az dgazati modellel végzett szamitasol segitségével végeztiik el, mikor azt vizsgdl-
tuk, hogy a végs6 felhasznalas milyen importanyagot igényel kozvetleniil és milyent
kbzvetve, mas dgazatok hazai anyagfelhasznilasan keresztiil. Az igy meghatérozott
importigénynek és az exportnak dsszevetésébdl adoda devizamérleg mar népgazdasagi
szinten mutatja ki, hogy az dgazat tevékenysége milyen hatast gyakorol a devizamérlegre.

A KSH és a NIM modellek és: chasonlithatésiga. Mar az alapadatokat tartalmazo
mérlegek kidolgozasanal is alapvetd szempont volt az 6sszehasonlithatésiag. Utaltunk ra,
hogy a NIM mérleg is tiikrozte a népgazdasigi Osszefiiggéseket, ardnyokat. A matrix-
algebrai szimitasok elvégzése utdan megvizsgiltuk a népgazdasag teljes osszefiiggésait
tartalmaz6 {6bh mutatokat, s megallapithaté volt, hogy a NIM modell értékei a KSH
mérleg értékeit altalaban 0,5—1,5%,-0s hibaval kizelitik. Bz az eltérés alapjaban a rész-
letesebb szektor bontdsnak tulajdonithaté. A NIM és a KSH mérlegének mutatéi tehat
Gsszehasonlithaték. Kzzel lehetévé valt a NIM tevékenységének népgazdasigi értékelése
és olyan mérlegrendszer kialakitésa, amely egymaéssal — kozgazdasagi-tartalmi szem-
ponth6l — Hsszhangban van,

A modell részletes lefrasat, az elemz6 szamitésok médszerés és a kapott eredmények
felhasznélasénak lehetéségeit részletesen a wNehézipari Minisztérium dgazati kapesolatai-
nak kizgazdasagi-matematikai modellje ; sszeallitds, felhaszndlhatésdg” c. kiadvanyban
ismertettitk. Az 1961-es, az 1965. évi modellek alapadatait és szamitdasi eredményeit a
fenti kiadvéany folytatasaként megjelend sorozatban adtuk kozre.

Naturilis mértékegységii kombinalt modeil

A naturdlis mértékegységii modell dsszedllitasa mellett a kivetkezs indokok szoltak:
— A kombinélt modell évenkénti dsszeallitasa, a gépi szamitasok évenkénti elvégzése
a jelenlegi adatforrasok (éves iparstatisztikai beszamold jelentések) mellett lehetetlen.
Egy év alatt csak a NIM modell belsé négyzetének kidolgozdsa lehetséges. Ezt a munkét



94 TUDOMANYOS BLET

az 1967. évre az 1965. évi szektorbontésnak megfeleléen el is végeztiik. Kombinalt ipar-
agi mérleg Osszeallitdsahoz — a tapasztalatok szerint. — két-harom év sziikséges.

— Az értékben kifejezett AKM-ek — még ha azonos szektorbontasban késziiltek is —
az arvaltozasok befolyasolé hatisa miatt alig-alig Gsszehasonlithatok. A termel6i és
fogyasztoi arak szinte minden valtozasa érinti a belsé négyzet, az alsé szarny és az oldal-
szarny értékeinek nagysagat és szerkezetét. Arindexek segitségével ugyan a mérlegeket
osszehasonlithatéva tehetjiik, de ezek esak durvan kézelité eljarasok.

Ha az arvaltozas modositja az alapmatrixot, médosul az inverzmatrix, a halmozott
és teljes raforditasi mutatok egyiittese is. Tehat olyan alapmatrix Gsszedllitisara kellett
gondolnunk, amelyre az arak valtozasa kevésbé hat. Kz a naturalis mért(kequégbon
Bsszeallitott matrix. A tércat reprezentélo naturalis alapmatrix adatainak 67,5 szizaléka
természetes mértékegységli, araktol figgetlen volumenekbdl all. Természetesen ebben
a matrixban is szerepelnek értékben kifejezett sorok, mivel a véllalatoknak esak a
kiemelt termékeit lehet természetes mértékegységhben kifejezni, a termelés tobbi részét
nem.

Az ilven naturalis modell mar alkalmasabb az dsszehasonlitasra. Kiilonosen hasznal-
haté a tarca termékértékesitésének és felhasznalasinak nyomonkovetésére és arszami-
tasokra, példaul tobbféle tervezett dras é8 devizadras mérleg készitésére. A termdéktipusi
mérlegek természetes mértékegységli fajlagosaival a tervezdés soran killonbozo elérebecs-
léseket végezhetiink.

A mérleg fajlagos anyagfelhasznalasai a miiszaki szakemberek részére bévebb atte-
kintést nyajtanak és el6segitik a modell szamitasi eredményeinek szélesebh korit fel-
hasznalasat.

A modell felépftése megegyezik az értékben dsszeallitott modell szerkezetével. Ezt
azért tartottuk fontosnak, mert az elsé naturalis modell alapjan nyert szimitdsi ered-
ményeket ossze kivantuk hasonlitani az azonos maédszertani elvek alapjan Gsszeallitott
értékbeni modell eredményeivel.

A természetes mértékegység(i modell a NIM 122 tevékenységéb6l 91 termdket, illetve
termékesoportot emel ki természetes mértékegységben. A tovabbi 31 az ipardgak egyéb
tevékenysegét Ft-ban tiinteti fel. A NIM-en kiviili dgazatok, valamint a modell alsé
szarnya — a nem anyag jellegii raforditasok — az értékbeni modellel megegyeznek.

A két modell felépitésében eltéré vonds, hogy a naturdlis modellhez kapesolodik egy
un. kiegészité matrix. Kz a matrix a NIM belsé négyzet 8 egyéb tevékenységébdl és 11
kiilsé agazathol szarmazo, mintegy 95 fajta jelentésebb felhasznélist részletez. linnek
a matrixnak azért van nagy jelent6sége, mert egyes nagyobb volumenti, a belsé négyzet-
ben ki nem emelt anyagok felhasznalasit reprezentilja. Ilyenek példaul az iparagak
sajatos anyagfelhasznaldsai, mint példaul a szénbanydszatban a robbantoszer, a binyafa,
a TH gyf{ir(i, a villamosenergia hal6zat szereléséndl a tavvezetéképitési elem, az elektro-
mos porcelanszigetelé, a gyogyszeriparban a felhasznalt makgabd.

E kiegészité mdtrixszal nyert NIM és népgazdasigi szint(i tartalommutatok értékes
tajékoztatiast nxu]tottak arrol, hogy a NIM szektorok extern kiboesatisat igényld dga-
zatok milyen mérvii anyagi er6forrfsok igénybevételét kivantik meg.

A modell alapjan végzett kiilonféle szamitasok hasznalhatésiga, de kiillondsen a nép-
gazdasigi tartalommutatok elemzése bizonyftotta, hogy a naturélis kombinalt modell
meghozta a vart eredményeket. Az értékbeni és naturdlis mérlegek tartalommutatoinak
tsszehasonlitasa és értékelése még folyik. A két modell népgazdasigi szinti mutatoi
szorosan megkozelitik egymast, s ebb6l — tobbek kozétt — azt a kovetkeztetést von-
hatjuk le, hogy a kn/gn/(lus{xgl elemzdésben mind a két modell 6nalléan is megallja a
helyét.

A naturdlis kombinalt mérlegrél, illetve az elemz6 szamitdsokrol folyamatosan a
wNehézipari Minisztérivm kiozgazdasdagi-matematikai modellje” c. kiadvanysorozat téajé-
koztat.

A vilagpiaci dras modell

Kiilsé piaci kapesolataink kiilonbsz6 hatasainak vizsgalatahoz késziiltek a szocialista
és nem-szocialista vildgpiaci 4rakkal valamint a kiilkereskedelmi drakkal adtarazott
agazati kapesolati mérlegek.

Az atarazéshoz az 1961. évi 54 szektoros, az 1965. évi 83 szektoros netto dras KSH,
valamint az 1965. évi 150 szektoros brutto ras NIM kombinalt mérlegeket hasznaltuk
fel. Az 4tarazott modellek matematikai elemzésével lehetévé valt, hogy Gsszehasonlitsuk
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a szocialista és a nem-szocialista piac arain Osszeallitott modell mutatéit egyméssal, és

mindkett6t a belfoldi Aras mérleggel.

A vilagpiaci aras modellekkel végzett elemzé szamitdsoknak kiilondsen harom ered-

ménye jelentés:

— a népgazdasig anyagi termelése alapjan mért rubel—dollar értékarany,

— a devizairas modellekkel szdmitott hatékonységi mutatok,

— a szocialista, a nem-szocialista és a belfoldi drardanyok Osszehasonlitasa.

A vilagpiaci 4ras input—output modellekkel végzett szamitasok tAmpontokat adnak
a kiils6 piaci drak és a bels6 arak jobb Gsszehangolésira, a nemzetkdzi munkamegosztis

hatékonyabb kihasznélaséra.

Eddig az alabbi — modelleket és elemzéseket ismertetd — kiadvanyok késziiltek el:
A KGST drmodell vilagpiaci drakon torténé dtdrazdsa” ; ,,A magyar népgazdasdg dgazati
kapesolatainak mérlege vilagpiaci darakon” ; ,,Vildgpiaci dras népgazdasdgi modell-elemz=és’.

Jelenleg az 1968. évi modell kiaddsa van el6késziiletben.

A tovabbi feladatokrol

A kozgazdasigi-matematikai modellek sszedllitisat és elemzését allandé feladatéanak
tekinti az Intézet. 1968. évre példaul mindharom meérlegtipus ésszeallitbsa szerepel
munkaterviinkben. Ezen kiviil még egy — a révid tavi tervmunkak koordinalasara és
elemzésére alkalmas — 1975. évi tervmérleg dsszeallitasat is tervezziik.

A tobb évre rendelkezésre 4ll6 mérlegek — ha sikeriil §sszehasonlithatésdgukat biz-
tosftani — hosszabb idészak elemzését is lehetévé teszik. Természetes, hogy ilyen vizs-
galatok végzésére is gondolunk. Munkénk kovetkezd jelentésebb fazisa azonban a tavlati

tervvaltozatok programozasa lesz.

Kiss Ferenc—Kéri Flemérné—=Szabé Aladar

Matematikai-Kozgazdasiagi Konferencia Varnaban

1969 decemberében a varnai Miiszaki-
Kozgazdasagi Foéiskola (BIHC) nagysza-
basu kozgazdasz és matematikus talalko-
z6t hivott dssze Varnaba. A 4 napos kon-
ferencian, melynek témija az operdcié-
kutatés ipari alkalmazésa volt, mintegy
750 hazai és kiilfoldi meghivott vendég
vett részt. Tobbségiik a gyakorlati életben
— els6sorban az iparban — dolgozé szak-
ember volt, de képviseltette magat Bul-
garia valamennyi egyeteme, f6iskolaja és
matematikai moédszereket alkalmazd ku-
tatointézete.

A konferencia célja altalanos tajékozta-
tas, illetve tajékozodas volt az operaci6-
kutatds ipari alkalmazésairél. Az elhang-
zott mintegy 40 el6adas értékét igy els6-
sorban nem a felhasznalt matematikai
modszerek jszer(isége, hanem az alkal-
mazasi teriiletek kivéalasztasa és bemuta-
tasa adta meg. Az alkalmazisok kozott
lattunk Monte-Carlo-mdédszerrel  vizsgélt
munkaid6-kihasznalasi probléméat, terme-
lési  folyamat szinkronizdlasat megoldé
modellt, matrixmodellt egy véallalat mun-
kaer6-sziikségletének el6rebecslésére, inte-

ger programot a sorozatnagysig megha-
throzasara, linearis programozasi modelle-
ket a kohaszati termékelosztasra, az épits-
ipari tevékenység tervezésére és {gy tovabb.

A konferencidn nagy szerepet kapott az
ipar vezetésének problematikéja, az infor-
méciok feldolgozéisa és a szamitégépek
szerepe a vallalatvezetésben. Az informé-
ciok és intézkeddsek Aramlasinak vizsgé-
latéra kiilonbozé CPM-modelleket és olyan
informéciorendszeri sémakat mutattak be,
melyek kozéppontjiban az elektronikus
szamitogép all.

Ezenkiviil egy-egy el6adas foglalkozott
a tobbvaltozés linearis programozési fel-
adatok grafikus megoldasaval, az elemi
dinamikus programozési feladat gépi prog-
ramjéval, az integer programozasi felada-
tok algoritmusaval stb.

Az el6adésokat bolgar nyelven tartot-
tak; a kiilf6ldi vendégek szaméra német és
orosz nyelvii tolméacsolas volt. A konfe-
rencia napi 7 6ras munkaprogramja estén-
ként jol szervezett kulturalis rendezvé-
nyekkel egészilt ki.

Varga Jozsef
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PALYAZATI FELHIVAS

A Magyar Kozgazdasdgi Tarsasdg Matematikai-Kozgazdasdgi Szakosztdlya és a
SZIGMA Szerkesztésége

palydzatot hirdet :

»Matematikal (operdciokutatdsi) médszerek konkrét felhaszndlisa viallalati gazdasdgi
dontések el6készitésében” cimmel.

Palydzati feltételek:

1. A palydzaton egyénileg vagy csoportosan bdrki részt vehet.

2. A palyamiivek terjedelme lehet6leg a 100 gépelt oldalt ne haladja meg. A felhaszndlt
irodalmat fel kell tiintetni.

3. Pdlydzni csak eddig nem publikilt palyamfiivekkel lehet; disszertdciés munkik
a palydzatbol ki vannak zarva.

4. A Birdl6 Bizottsag nem javasol jutalmazdsra olyan tanulményokat, amelyekben
kizarolag a szakirodalomra témaszkodd modellelképzelések és javaslatok taldlhatok és
és hidnyzik belSlitk a vizsgalt vallalat adottsdgainak a konkrét elemzése. A gyakorlatban
kiprobalt, bevilt és ténylegesen felhaszndldsra keriil6 moédszereket ismertets tanulmé-
nyokat el6nyben részesitjitk a kizdrélag elméleti értékii eredményeket tartalmazé tanul-
manyokkal szemben.

5. A pédlyamiiveket lezart boritékban jeligével ellitva, 3 példdnyban

1970. november hé 30-ig kell a SZIGMA Szerkeszt6ségéhez (Budapest, V., Miinnich
Ferene utea 7. I1. em.) eljuttatni. A boritékon felt{inGen meg kell jelolni: ,,Pdlydzat”.
A pilydzathoz jeligével ellatott lezdrt boritékot kell mellékelni, amely a szerz6 (szerz6k)
nevét, lakdseimét, munkahelyét és beosztdsat tartalmazza. A jeligés boritékokat a Birdld
Bizottsdg a dijak odaitélése utdn és csak dijazott vagy dieséretben részesitett palydzatok
esetén bontja fel.

6. A palyadijakat erre felkért Birdlé Bizottsig javaslatai alapjin a Matematikai Koz-
gazdasagi Szakosztdly vezetésége itéli oda, 1971, februdar hé 28-ig. Eredményhirdetésre
1971 maérciusdban, a Szakosztily nyilvdnos iilésén keriil sor.

7. A palyadijak a kovetkezdk:

[ dij: 10 000 It
I1 dij: 5000 Ft

A Szakosztily vezetésége a pdlyamfivek alkalmassdgitol fiiggéen tovabbi néhdny
pilydzatot dicséretben és 10002000 forintos jutalomban részesithet.

8. A dijazott palyamunkdkat szerzGik a pélydzat elbirdldasa utdn sajit belitdsuk szerint
publikdlhatjik. Kivdnsdgra a tanulmdnyokat vagy egyes részeiket a SZIGMA kilon
szerzO6i honordrium mellett kozli.

9. A pilydzat részleges sikertelensége esetére a Szakosztily vezetGsége fenntartja
magdnak azt a jogot, hogy a dijakat egydltalin ne, illetve csokkentett Osszegben vagy
mas megosztasban adja ki.

10. A pélydzattal kapesolatban szitkség esetén felvilagositdst nyujtanak Horvéth
Jozsef vagy Madardsz Aladdr, a Matematikai Kozgazdasigi Szakosztdly titkdrai (MTA
Kozgazdasdgtudomdnyi Intézet. Tel.: 127--294).

Magyar Kizgazdasagi Tdrsasdg
Matematikai- K dzgazdasagi
Szakosztaly
SZIGMA SzerkesztOség

A kiaddsért felel az Akadémiai Kiad6 igazgat6ja — Miszaki szerkesztG: Merkly Ldszlo
A kézirat nyomddba érkezett: 1970. III. 5 — Terjedelem: 8,4 (A/5) iv
70.69291 Akadémiai Nyomda, Budapest — Felelés vezetd: Berndat Gyorgy
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