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RÉNYI ALFRÉD 
1921-1970 

Rényi Alfrédra a nemzetközi tudomámqos élet mini a matematika legkülön­
bözőbb ágainak kiváló művelőjére emlékezik. Munkásságának nemzetközi hatását
sole más mellett ma már a különböző külföldi társulatok ülésein elhangzott meg­
emlélcezéselcből és a külföldi folyói'ratolc hasábjain megjelent méltatásolcból is le tud­
juk mérni.

A magyar tudományos élet és a magyar matematikai iskola tagjai Rényi
Alfrédban nemcsak a kiváló matematikust vesztették el, hanem a nevelőt, a tudo­
mányos élet lelkes szervezőjét és a matematika alkalmazásának harcos képviselő­
jét is.

Már fiatalkorában is sokat foglalkozott a kezdő matemcaikusok nevelésével és
a matematika népszerűsitéséoel, munkásságának ez az oldala az utóbbi években
vált nemzetlcözileg is elismertté. Népszerűsítő könyveit, a D i a l ó g u s o le a t
és a Lev el e le et számos nyelvre lefordították, és ezek a művei a magyaron
kívül más nyelveken is a második, harmadik kiadásnál tartanak.

A magyar tudományos élet szervezésében 1949 óta (ekkor tért vissza Szovjetunió­
bei; aspfrantúrájából) vesz részt. Évekig dolgozik a Magyar Tudományos Akadé­
mia III. osztályának titkáraként, tagja a 'I'udománqos M1·nő.sítő Bizott.ságnalc
és 20 évig igazgatója a Magyar Tudományos Akadémia Matematikai Kutató
Intézetének. Talán nem volt az elmúlt 20 évben olyan, a matematikai életet érintő
jelentősebb vita, amelqen. ne vett volna részt és ne harcolt volna a matematika és
ct matematikusok érdekeiért.

A matematika alkalmazásaival kapcsolatban főfeladatának azt tekintette, hogy
az alkalmazások számára az életnek egyre újabb területeit fedezze fel. Jelen volt
a magyar biometria megszületésénél, aktív érdeklődéssel kísérte a pszichometriai
és a matematikai nyelvészeti vizsgálatokat. Elsők között volt, akik Magyarországon
valószínűségszámítási módszereket alkalmaztak a kémiai kutatásban. Örömmel
látta, hogy gráfelméleti eredményei sikeresen alkalmazhatók a láncmolekulákkal
kapcsolatos kutatásokban.

Azt is igen hamar felismerte, hogy a gazdasági élet vezetése akár országos, akár
vállalati szinten elképzelhetetlen matematikai módszerek nélkül. Ennek bizonyí­
tására először raktározási problémákkal foglalkozott; megmutatta, hogy az áru-
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ellátás (árurendelés) matematikai módszerekkel irányítható. Ezen eredmények
értékelésekor nem szabad elfeledkezniink arról, hogy 1952-ben, amikor e kérdések­
kel foglalkozott, a matematika a társadalomtudomány és a gazdasági irányítás
területéről száműzve volt. ,,Igazi" maiemaiikai-közqaedaeáq! dolgozatot is jóval
előbb publikált, mint bárki más Magyarországon. Első ilyen dolgozata 1956-ban
jelent meg (Bródy Andrással közösen) az árrendezés matematikai problémáiról.

1970. február l-én bekövetkezett halála eredményekben gazdag életet tört derékba.
Félbenmaradt jegyzetei világosan mutatják, milyen sok új kérdéssel kívánt még
foglalkozni mind az elméleti, mind az alkalmazott matematika területén. (R. P.)
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Bevezető gondolatok

Hosszú távú tervezésre azért van szükség, mert sok mai gazdasági akciónk
évtizedekre szóló, meg nem másítható következményekkel jár. E következ­
ményeket azonban éppen jövőbeli környezetünkben kell felmérnünk s ez
a környezet az akkori társadalmi-gazdasági viszonyok összessége lesz. : hosszú
távú terv tehát nem korlátozódhat a hosszú átfutású folyamatok, az úgy­
nevezett ,,döntő" akciók részletesebben kidolgozott programjaira; ha csak
nagy vonalakban is, de figyelembe kell vennie a gazdaság egész összefüggés­
rendszerének alakulását a maga teljességében. A hosszú távú tervnek komplex,
makroökonómiai tervnek kell lennie.

Nem képzelhető el olyan matematikai-közgazdasági modell, amely a hosszú
távú tervezés teljes kvantifikációs feladatának megoldására alkalmas: minden
modell a gazdasági folyamatok meghatározott körét képes csak ábrázolni
meghatározott absztrakciók mellett. Nem egy, hanem sok hosszú távú tervezési
modellre van tehát szükség. Sok, össze nem hangolt modell, össze nem függő
eredményeivel azonban inkább megzavarná, mint segítené a tervezőket.
Összehangolt hosszú távú tervezési modellek rendszerére van szükség, amelyek
részben kiegészítik, részben ellenőrzik egymás eredményeit.

Ezen a modell-rendszeren belül középponti, szintetizáló szerep jut a köz­
ponti tervezőmunkát szolgáló, viszonylag aggregált malcroökonomiai modellek
családjának. Ezeknek hármas funkciót kell betölteniük. Először, legyenek
önállóan is életképesek, alkalmasak arra, hogy a tervező központ a tervezés
kezdeti szakaszában, a széles tervezőapparátus munkáját megelőzve, elvégez­
hesse saját kiinduló számításait, feltárhassa azokat a kritikus pontokat, ame­
lyek vizsgálatára a tervezőmunkát orientálnia kell. Másodszor, ezek a modellek
legyenek alkalmasak arra, hogy a tervezés későbbi szakaszában befogadják
az egyes részterületeken folytatott tervmunka eredményeit, ellenőrizzék és
foglalják szintézisbe azokat; ebben az értelemben töltsenek be szervező és
módszertani koordináló szerepet. Harmadszor, ezek a modellek legyenek össze­
kapcsolhatók az egyes fontos részterületek tervezőmunkáját szolgáló többi
matematikati tervezési modellel, például egyes termelő ágazatok (energetika,
vízgazdálkodás, közlekedés stb.) szektormodelljeivel; ebben az értelemben
alkossák egy két- vagy többszintű tervezési modellrendszer központi magját.

Nem bizonyos, hogy e három funkció betöltésére ugyanazok a modellek
a legalkalmasabbak. Sőt, valószínűleg más modelleket kíván az első, mint
a harmadik funkció. Ezért beszélünk a központi, makroökonómiai modellek
családjáról - ennek is népes, gyarapodó családnak kell lennie. Feltétlenül
szükség van azon ban e családon belül olyan modellekre, amelyek mindhárom
funkcióban alkalmazhatók és alkalmazásra is kerülnek. Csak így biztosítható
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ugyanis a folytonosság, a tervező munka különböző szakaszaiban keletkező,
különböző forrásokból származó eredmények összehasonlíthatósága.

Azok a modellek, amelyek ennek a követelménynek eleget tesznek, bizonyosan
sokszektoros modellek - egy-két szektoros növekedési modellek nem tölthetik
b · a második és harmadik funkciót. Ugyanakkor nem igényelhetnek részletes
információt egy-egy szektor belső, sajátos döntési problémáiról - ilyen infor­
máció nem áll rendelkezésre akkor, amikor az első funkcióban kell számítá­
sokat végezni. Olyan modellekről van tehát szó, amelyek meghatározott
részletezésben ábrázolják a népgazdaság egészét, amelyek népgazdasági szintű,
stratégiai variánsok kidolgozására alkalmasak úgy, hogy a gazdasági struktúra
változásának fő tendenciáit képesek nyomon követni.

Az alábbiakban egy ilyen modellsorozatot próbálok felvázolni. A hosszú
távú tervezés számára Magyarországon kidolgozott többi modelleket, amelyek­
kel ez a sorozat sok rokon vonást mutat, s amelyek - a gyakorlati tervező­
munka szükségletei mellett - inspirálták kidolgozását, az Irodalomjegyzékben
sorolom fol. Modellsorozatom mindegyiktől eltér valamiben -- később, ha
az első számítások már lezajlottak, szeretném majd a magam számára is
egészen pontosan tisztázni, hogy melyiktől miben, s hogy az eltérések közül
melyek fejeznek ki lényegbevágó, szemléleti különbséget, melyek csupán
a, gyakorlati tervezési szükségletek más megközelítését. ·

Jelölések

® logika.i szorzat: A®B = {alj bij}
< ) diagonál matrix
(1) egységmatrix
J zérusmutrix
1* [l, l, , l] összegező sorvektor
1 [l, .I, , l]* összegező oszlopvektor

1. A figyelembe veendő összefüggések

1.1. Három rendszer kapcsolatai

A gazdaság a természettel, a társadalommal és a világ többi részével köl­
csönhatásban fejlődik. Modellünknek a gazdaság belső összefüggésrnndszerén
kívül ezeket a külső kapcsolatokat is ábrázolnia kell. Ezek közül a termé­
szettel való kölcsönös kapcsolatot modellünk nem tartalmazza ez fogyaté­
kossága.

A gazdaságot alapjában véve mint az anyagi javak és szolgáltatáeok bőví­
tett újratermelésének rendszerét ábrázoljuk. Ebből a rendszerből outputok
áramlanak a társadalom és a világ többi része felé: a fogyasztásra kerülő javak,
illetve az export. A visszaáramló megfelelő inputok: az eleven munkateljesít­
mény, illetve az import.

Modellünkben a társadalom és a világ többi része ,,fekete doboz": belső
transzformációjukat nem ismerjük, csak következményeit észleljük. Nem
ábrázoljuk azt a sokrétű fiziológiai és társadalmi folyamatot, amelynek
inputja az anyagi javak fogyasztása és outputja a, munkateljesítmény; de
figyelembe vesszük, hogy nemcsak munka szükséges a fogyasztáshoz, hanem
fogyasztás is szükséges a munkához. Nem ábrázoljuk, nem is ismerjük más
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országok újratermelési folyamatát, amely inputként szívja fel exportunkat
és outputként bocsátja ki importunkat; de figyelembe vesszük, hogy nem
minden import fizethető ki minden exporttal, hogy a világ bizonyos importo­
kért adott összetételű exportot kíván. (Külkereskedelmi szakértők gyakran
és joggal kifogásolják ennek a visszahatásnak a mellőzését; más kérdés, hogy
eléggé ismerik-e törvényszerűségeit, fel tudják-e mérni konkrét, számszerű
formáját.)

Éppen mert a társadalom és a világgazdaság belső transzformációja isme­
retlen, ezek a rendszerek tulajdonképpen nem szerepelnek a modellben, csak
a gazdasági rendszer velük való kétoldalú kapcsolatai. Viszont az a tény,
hogy figyelembe vesszük a befelé irányuló áramlás (a munka, illetve az import)
hatását a kifelé irányuló áramlás (a fogyasztás, illetve az export) volumenére
és összetételére, a modellt logikailag mégis többé-kevésbé zárttá teszi.

A modellben tehát a következő tevékenységek szerepelnek:

x nt i = [x1(t), . , . , O7nx i (t), , O8nx i (t) ]* 
vnt i = [il(t), , Í 7nvi nt i e e in(i) (t)]*

_nti = [e1 (t), , _7n_i (t), , _8n e) (t)]*

l(t)=[ll(t), , o7noint i e e o8noint i~Í 

/(t) = [/l(t), , fj(f) (t), ,Ín(/) (t)]*

xj(x)(t) = a j(x)-edik szektor termelése a /-edik évben
v. nvint i = a j(i)-edik fajta import a t-edik évben (például a j(i)-edik import­

termék vagy például a j(i)-edik piacról származó összimport)
ej(e)(t) = ;t j(e)-edik fajta export a l-eclik évben (például a j(e)-edik országba

irányuló, vagy például a, j(e)-edik valutáért értékesített export)
o. noint i = ,1 j(l)-edik fajta munkateljesítmény a z-edik évben (például a

j(l)-eclik szakmájú, vagy például a j(l)-edik beosztási kategóriába
tartozó, vagy például a j(l)-eclik képzettségi fokozatú munkaerő
teljesítménye)

fj(J)(l) = a j(j')-cdik fogyasztói csoport fogyasztása a t-edik évben (például
a j(j)-edik jövedelem-kategóriába tartozó családok, vagy például
a j(f)-eclik csoportba tartozó közületek fogyasztása)

E tevékenységek szfnvonalát a következő összefüggések határozzák meg:

x nt i = ­ J x nt i + ­ Gx nt + 1) + ... + ­ úx nt + u i l AlA vnt i , W _nt i + f f(t) (1) 

vnt i = ­ 0x nt i + ­ 1x nt + 1) + ... + ­ eDx nt + K) + f /(t) + (u) i(t) (2)

_nt i = W i(t) + (s) e(t) (3)

ont i = · x nt i + <v) ont i (4) 

f(t) = H ont i + <z) /(t) (5) 
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­ Yk { ­ Qr nvie 7nx i~} 

Wk { Wzr nx ie7n_i~} 

f = { f zr nx ie7n7i~} 

f = {F[m(i),j(f)]}

a = { a zr nx i e j(i)]}

® = { ® zr n_ie7nvi~} 

· = { · zr ntie7nx i~} 

H = { Hzr n�ie7noi~} 

a j( x )-edik szektor t + k-adik évi termelésével ará­
nyos produktív felhasználás az m(x)-edik termé­
kekből nY = 0, ... , u i 
a j(x)-edik szektort + k-adik évi termelésével ará­
nyos produktív felhasználás az m(i)-edik fajta
importból no_ = 0, ... , ui 
a j(e)-edik fajta export egységére jutó export
az m(x)-edik termékekből
egységnyi összfogyasztásra jutó fogyasztás az
m(x)-edik termékekből a j(j)-edik fogyasztói cso­
portban
egységnyi összfogyasztásra jutó fogyasztás az
m(i)-edik fajta importból a j(f)-edik fogyasztói
csoportban
a j(i)-edik fajta importnak olyan termékekből álló
hányada, amelyeket a hazai termelésben az r nx i ­ 
edik szektor állít (vagy állítana) elő
a j(i)-edik fajta importnak az a hányada, amely
nem a hazai termeléssel, illetve fogyasztással ará­
nyos
a j(i)-edik import egységének kifizetéséhez szüksé­
ges m(e)-dik export
a j(e)-edik exportnak az a hányada, amely nem
szolgál import kifizetésére (hanem például más
természetű fizetésekre vagy a dev izakészletek
növelésére)
a j(x)-edik szektor egységnyi termelésére jutó fel­
használás az m(t)-edik fajta munka teljesítményből
a j(l)-edik munka teljesítménynek az a hányada,
amely nem a termeléssel arányos
a j(l)-edik munka teljesítmény egységére jutó
fogyasztási rendeltetésű jövedelem az m(j)-edik
fogyasztói csoportban (például a j(l)-edik kategó­
riájú munkásoknak az m(f)-edik fajta családban
élő hányada, szorozva e munkások átlagos nettó
keresetével)
a j(f)-edik fogyasztói csoport fogyasztásának szár­
mazékos jövedelmekből finanszírozott hányada

Az egyes összefüggések tartalma a következő:

(1) A termelés egyenlő: az újratermelés termékszükséglete (ezt az 1.2. pont­
ban részletesen tárgyaljuk) mínusz az import plusz az export plusz a fogyasztás.

(2) Az import egyenlő: az újratermelés (lásd az 1.2. pontban) és a, fogyasztás,
importfelhasználása plusz egy ezektől független hányad. Az importnak ez
a kettős szerepeltetése lehetővé teszi, hogy az irnportetruktúrát két oldalról
ábrázoljuk: az (1) összefüggésben termékek szerint, a (2) ö:-,szefüggésbcn fel­
használók szerint.

(3) Az export egyenlő: az import ellenértéke plusz egy, egyéb fizetésekre
és a devizakészletek növelésére szolgáló hányad. A W matrix: reprezentálja
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a világ többi részében zajló transzformáció hatását, azt, hogy a világ bizonyos
importokért meghatározott exportokat kíván; az (s) pedig azt, hogy a kül­
kereskedelmen kívül más, többek között hitel-kapcsolatok is fűznek a világhoz.

(4) A munkateljesítmény (főben vagy órában kifejezve) egyenlő: az újra­
termelés munkafelhasználása plusz egy ettől független hányad.

(5) A fogyasztás egyenlő: a munkateljesítménnyel arányos fogyasztás plusz
a fogyasztásnak a származékos jövedelmekből (pl. nyugdíj, családi pótlék stb.)
finanszírozott hányada. A D matrix reprezentálja a társadalmon belüli
transzformáció következményeit, például a demográfiai tényezőket, amelyek
alapvetően meghatározzák az egyes család-típusok fogyasztási szerkezetét.
Itt ábrázolódik az átlagkeresetek differenciáltsági fokának hatása is. Végül
a (z) matrix, ha nem is írja le, de végső eredményében képviseli a jövedelmek
újraelosztásának folyamatát.

Az (5) összefüggésben a munkával arányos fogyasztást a munkateljesít­
ményhez szükséges ráfordításnak, az élő munka kibocsátás inputjának tekintjük.
Ez csak részben helyes. A valóságban a fogyasztás egy része, nevezetesen
az oktatási, szakképzési és részben az egészségügyi szolgáltatások ,,elfogyasz­
tása" (sőt szélesebben értelmezve a gyermekek és tanulók egész termék­
fogyasztása) nem a tárgyévi, hanem a jövőbeni munkateljesítmény inputja,
azaz nem is fogyasztás a szó szoros értelmében, hanem beruházás. Ez a tényező
kívül marad az itt definiált összefüggésrendszeren; csupán a t-edik évre vonat­
kozó végeredmény jut kifejezésre az F és f matrixok szerkezetében, amelyek
természetesen tartalmazzák ezt a - tulajdonképpeni beruházási természetű -
fogyasztást is.

l.2. A gazdaságon belüli transzformáció

Az (1) összefüggés szerint a gazdaság belső termékfelhasználása egy adott
évben 1( + l egymást követő év termelési színvonalától függ. Ez a felhasználás
a folyó anyagráfordításból, a beruházásból és a készletek növekedéséből
tevődik össze.

G0x(t) + ... + G1<x(t + K) = a(t) + b(t) + c(t)

Vegyük sorra ezeket a tételeket.

(6) 

' nt i = mx nt i (7) 

mk { mzr nx i ]7nx i~} a j(x)-edik szektor egységnyi termelésére jutó folyó
ráfordítás az m(x)-edik termékekből

Figyelembe vesszük, hogy a beruházások kivitelezése maximálisan K évig
tart:

u · = { Czr nx i e j(x)](t)}

PG• = { PG,[m(x),j(x)]}
Yko] ]]]] u 

a j(x)-edik szektorban a t-edik évben üzembe­
helyezendő, m(x)-edik szektor által kibocsátott
állótőke javak értéke
a j(x)-edik szektorban a t + le - I-edik évben
üzembehelyezendő, m(x)-edik szektorból származó
állótőke javak értékének az a hányada, amelyet
a t-edik évben kell beruházni
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Tehát a beruházás egyenlő: a tárgyévi üzembehelyezésre teljesítendő utolsó
hányad plusz a következő évi üzembehelyezésre teljesítendő utolsó előtti
hányad, és így tovább, végül a K-1 évvel későbbi üzembehelyezés első
hányada.
Az üzembehelyezést viszont a következőképpen határozzuk meg:

Cnt i = B nx nt + 1) -- x nt i i + @nt i (9) 

B = { } zr nx ie7nx i~} a j(x)-edik szektor egységnyi termelésére jutó
állóeszköz állomány az m(x)-edik szektor által
kibocsátott állótőkejavakból

@nt i = {S[m(x),j(x)](t)} a j(x)-edik szektorban a t-edik évben kiselejte­
zett, m(x)-edik szektorból származó állótőke javak
értéke

Tehát üzembe kell helyezni a következő évi termelésnövekedéshez szükséges
állóeszközöket plusz pótolni kell a meglevő állományból kiselejtezésre kerülő
állóeszközöket. Ez utóbbit a tárgyévi állóeszköz állomány százalékában hatá­
rozzuk meg:

@nt i = S @B(x(t)) (10)

P = { Szr nx ie7nx i~} a j(x)-eclik szektorban az m(x)-edik szektorból szár­
mazó állóeszközállomány selejtezési rátája

Helyettesítsük be (9)-et és (10)-et (8)-ba:

b(t) = R1 00 { } nx nt + 1)) - (B - Sd B) (x(t)) 1 + 
+ R2d { } nx nt + 2)) - n} l S 00 } i (x(t + 1))} 1 + 

(11) 

+ Pud { } nx nt + K)) - n} l Sd } i (x(t + ]{ - l))} G 

Rendezzük át x nt i szerint:

b(t) = - {R1 00 (B - P 00 B)} x nt i + (12) 
+ {R1 d } l B2 00 n} l Sd } i } x nt + 1) + 
+ { Pv 00 } l Pg 00 n} l Sd } i } x nt + 2) + 

+ {RK-i 00 } l PAD 00 (B - Sd B)} x nt + u l 1) + 
+ { Pud } } x nt + ui 

Ezzel kifejeztük a t-edik évi beruházást a t-edik évi és a következő ]( évi
termelés függvényében.

Végül a készletváltozás szintén a termelés növekedésétől függ:

c(t) = J { x nt + 1) - x(t)} (13) 

J = {O[m(x),j(x)]} a j(x)-edik szeletor egységnyi termelésére jutó forgó­
eszközállomány az m(x)-edik szektor termékeiből
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Így most már pontosan definiálhatjuk az (1) összefüggésben szereplő Gk matri­
xokat, amelyek a gazdasági rendszeren belüli transzformációt jellemzik:

­ J = m l R1 00 n} l S 00 B) - [ 
G1 = R1 oo } l R2 oo n} l S oo B) + _ 
­ 1 = R2 00 } l R3 00 n} l S 00 B) 

(14)

GK-i = RK-i 00 } l PAn® n} l S (Z) B)
Gg = Rg OOB

Teljesen azonos módon kellene_levezetni a (2) 2-sszefüggésben szereplő Gk
matrixokat, a megfelelő me R,J Cnt i e @nt i e Se } és c matrixokból, ahol a felül­
vonás jelzi, hogy importfelhasználásra vonatkoznak. Eppen a teljes azonosság
miatt ezt a levezetést mellőzzük.

1.3. Összefoglalás

Az itt leírt összefüggésrendszer legfontosabb sajátosságai, amelyek egy
szokásos formában felírt input-output rendszertől megkülönböztetik, hogy
explicit formában számol

1. egyes demográfiai tényezők, valamint a jövedelemeloszlás és újraelosztás
hatásával a fogyasztási struktúrára,

2. az importstruktúra és az exportstruktúra közötti összefüggésekkel,
3. K éves beruházási átfutási idővel és az állóeszköz állomány megújítását

szolgáló selejtezéssel.
Az összefüggésrendszer ilyen megfogalmazása azt a gyakorlati célt szolgálja,

hogy a modell alkalmas legyen életszinvonalpolitikai, mííszaki fejlesztési és a
nemzetközi gazdasági kapcsolatokra vonatkozó stratégiai tervvariánsok szám­
szerűsítésére, hogy képes legyen ábrázolni azokat a legfontosabb tényezőket,
amelyek egy-egy ilyen variáns gazdaságpolitikai tartalmát meghatározaák.

Foglaljuk ö sze a rend kedvéért, hogy milyen valóságos összefüggések
hiányoznak még ebből, a szokásosnál általánosabb, rendszerből is:

1. Hiányzik a gazdaság és a természeti környezet közötti kölcsönhatás.
2. Mivel a társadalom és a világ többi része ,,fekete doboz", hiányzik e két

rendszerrel való kölcsönhatás dinamikus, időbeli meghatározottsága. Csak
a tárgyévi fogyasztás és munka, export és import köti össze a három rend­
szert; holott a valóságban e kapcsolatok adott évi nagysága éppúgy nem füg­
getlen az előző évek és a következő évek kapcsolataitól, mint ahogy a termelés
nem független az előző és a következő évek termelésétől. Éspedig ez az időbeli
függés nemcsak a termelés oldaláról határozódik meg (amit figyelembe veszünk),
hanem a társadalom, illetve a világgazdaság oldaláról is (amit nem veszünk
figyelembe).

3. Ha feltesszük, hogy az állóeszközök élettartama adott - akár a fizikai,
akár az erkölcsi kopás által meghatározott - , akkor a valóságban az álló­
eszköz állomány megújítása, a selejtezés, nem az állomány nagyságától függ,
hanem életkorától, azaz múltbeli felnövekedésének ütemétől és egyenletes
vagy ciklikus voltától.
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Mindezek a tényezők nem maradnak feltétlenül figyelmen kívül a modellel
végzett tervszámításoknál, de ,,kívülről", a paraméterek meghatározásával
kerülhetnek csak bele - implicit módon - a számításba.

Egyelőre azonban még csak egy összefüggésrendszert írtunk fel, nem
modellt. Ez az összefüggésrendszer tulajdonképpen egyszerű azonosságokat
tartalmaz, amelyeknek a népgazdaság tetszőleges t-edik évi tényleges állapota
definíció szerint eleget tesz. A statisztikai elszámolásnál legfeljebb azzal
a ténnyel kell szembenézni, hogy a Bés [ tőkeigényességi együttható-matrixok
nem maradtak változatlanok a t-edik évet követő K + I éven keresztül.
Ha vállaltuk volna azt a kényelmetlenséget, hogy minden együttható-matrix
mellé idöindexet írjunk, akkor olyan rendszert írtunk volna fel, amelyet min­
den népgazdasági rnérlegrendszer ábrázol - statisztikailag persze csak K + 1 
év elmúltával fejezhető be az elszámolás.
A jövőre vonatkozó terveinknek is ki kell elégíteniük ezeket az összefüggé­

seket. Ez a rendszer azonban önmagában csupán tényeket ír le, tények rend­
szerezésére és elemzésére alkalmas. A tervezőnek valamilyen továbbifeltevésre
van szüksége, mert nem képes e rendszer minden egyes elemét külön-külön
megtervezni úgy, hogy az összefüggések teljesüljenek - még egyféleképpen
sem, nem hogy több változatban.

A feltevés első része mindig ugyanaz: a tevékenységek jövőbeli színvonala
ismeretlen, a ráfordítási struktúrák - az együttható-matrixok - azonban
valamilyen módon adottak, ismertek, s ezek meghatározzák a tevékenységek
konzisztens színvonalát. A feltevés második, változó része a kritikus: hogyan,
milyen módon adottak, honnan ismertek a ráfordítási struktúrák? Ettől függ
a modell matematikai formája.

2. Feltevések a struktúráról: matematikai formák

A jobb áttekintés kedvéért ábrázoljuk így az (1)-(5) összefüggésekkel leírt
rendszert:

x nt i Go -H E F x(t) ­ AD nx nt + k)) 
---- -- G,,i(t) Go (ii) f vnt i K 

_nt i w (s) e(t) +~ (15) 
-- -- -- - oDkA l on t i l~---<v)_ ont i 

f(t) D (z) f(t)

2.1. Kötött ráfordítási struktúra - zárt modellek

Feltesszük, hogy a ráfordítási struktúrák adottak és a t-edilc év valamilyen
környezetében (a rá következő ]( évben mindenesetre) változatlanok.

(Megjegyzés: nincs szükségünk arra a feltevésre, hogy ezek a struktúrák
az időben örökké változatlanok. Megtervezhetjük például az 1980-as évek
átlagosan jellemző ráfordítási struktúráját, amely határozottan különbözhet
az 1960-as és 1970-es évek struktúrájától - a megoldásból levonható követ­
keztetések átlagosan, tendenciaszerűen jellemzők lesznek az 1980-as évek
gazdaságára.)
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E feltevés mellett keressük a (15) rendszer megoldását.
Mindenek előtt foglaljuk egybe azokat a tevékenységeket, amelyeknek

csak t-edik évi értéke szerepel változóként:

f 
i(t) l e(t)

y nt i = ont i 

f(t)

Z~•''~[-H,E,0,P] és z~,O ~ f I 1 
<u) f 

z~2,2) = w_ <s> --
<v) 
D <z)

ÍG/( l 
ZI' ,, ~ l g j k - I, ' ' '' K

Ezekkel a jelölésekkel a (15) rendszer így írható:

x nt i = ­ Jx nt i + Z&1
,
2>y(t) + ­ Gx nt + 1) + + ­ u x nt + u i (16) 

y nt i = z&2,1lx(t) + z X1e1oy nt i + Z\2,1)x(t + 1) + + z ~ eoi x nt + ui (17)

(17)-ből y nt i l t kifejezhetjük - feltéve, hogy ( <1) -- Zf2>)-1 létezik:

y nti = ( <1> - zf2>)-1 { z v1e
G=x nt i + y &1e

G=x nt + 1) + ... + y ~ · j=x nt + u i} (18) 

és behelyettesítve ( 16 )-ba

x nt i ={Go+ z&l,2)( <1) - z&2,2))-1 z&2,1)} x nt i + 
+ {G1 + Z&'·2l(<1) - z&2

,2>)-1 Z\2,1)} x nt + 1) + 
(19) 

+{GI(+ Z&'·2) ( (1) - z&2,2>)-1 Z~·')} x nt + K) 
Az egyszerűség kedvéért vezessük be a

és
Q = {<I> - Go - Z&'·2) (<I> - z~-2))-1 Z&2•1)}-1 és

Mk= {Gk+ Zb'·2> (<I> - Zf2>)-1Zf·')}
(20) 

' (21) 
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jelöléseket, akkor feltéve, hogy Q létezik, (19)-et így írhatjuk:

x nt i = QM1 x nt +I)+ ... + QMu x nt + K) (22)

Végeredményben tehát - mivel a gazdasági rendszer külső kapcsolatainak
csak t-edik évi színvonala szerepel az összefüggésekben - a (15) feladat a (22)
feladattá redukálódott.

2.1.1. K évi tevékenységi struktúra adott

Látható, hogy ha a t + I. ... , t + K-adik évi termelési színvonal adott,
akkor a t-edik évi termelés - s ezzel a külső kapcsolatok - színvonala egy­
értelműen meghatározott. Természetesen ezzel már a t - 1, t - 2, ... évi
színvonalak is adódnak.

Az eljárás kényelmetlensége a tervező számára, hogy így az időben vissza­
felé kell haladnia; a tervidőszak végét kell megterveznie, mielőtt az elejét
- a múlt és jelen adottságaiból kiindulva - megtervezte volna. Nem teljesen
elképzelhetetlen ilyen tervezési szituáció sem. Mindenesetre használható
azonban ez az összefüggés, mint elemzési eszköz: ha már van - más forrásból
származó, más módon kialakított - elgondolás a tervidőszak végére, hasznos
lehet a szóban forgó elgondolás szerint oda vezető utat összehasonlítani
az onnan - a (22) szerint - visszafelé vezető úttal. Végül felhasználható
ez az összefüggés egyszerű ,,statikus" elemzésre is. A (22) összefüggést inter­
pretálhatjuk ugyanis egyszerű nyílt input-output rendszerként, amelynek
,,nettó output" -ja { U 1 x nt + 1) + ... + M eDx nt + K)} 1, és hasznosíthatjuk
a nyílt statikus input-output modell már kialakult, gazdag elemzési fegyver­
tárát.

Kérdés, hogy haladhatunk-e előre is az úton? A (22) egyszerű átírí~sa vilá­
gossá teszi, hogy a

x(t) - QM1'JJ(t + 1) - ... - QMKx(t + K) = 0 (23)

K-ad rendű, homogén lineáris differencia egyenletrendszerrol van dolgunk.
E rendszer megoldásának lehetősége é::; módja az együttható-matrixok konkrét
tulajdonságain múlik. Ha QM,< reguláris, akkor inverzével balról megszo­
rozva (23)-at, x nt + K)-ra egyértelmű megoldást kapunk, feltéve, hogv x nt i ]]]] 
. . . , x(t + K - l) adottak. Ebben az esetben tehát K múltbeli év terme­
léséből kiindulva, tetszőleges számú jövőbeli év tevékenységi szín vonalát
határozhatjuk meg.

Mindenesetre akár a (22), akár a (23) forma felhasználásáról van szó,
a kötött és változatlan ráfordítási struktúra feltételezése mellett még vala­
mit feltételezünk: azt, hogy K egymást követő év tevékeny.ségi színvonala,
adott. A ráfordítási struktúra nem egyedül, hanem a, kezelő vagy befejező
tevékenységi struktúrával együtt határozza meg a gazdasági rendszer időbeli
alakulását.

Ezt az utóbbi feltevést most elejtjük, s egy másikkal helyettesítjük.

2.1.2. Egy en 1 et e s n ö v eked és

Ha a gazdaság minden szektora minden évben azonos ütemben növekedne,
vagyis ha
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x(t) = ?cx(t - 1) 

Jenne minden t-re, akkor a (22) összefüggés így alakulna:

x(t) = QM1 A x(t) + QM2 ?c2x(t) + ... + QMK J,.K x(t)

vagyis

13

(24) 

(25)

(26)

Kérdés, hogy melyik a lehető legnagyobb növekedési ütem, amely ezt a fel­
tételt teljesíti és milyen a hozzátartozó termelési struktúra?

(25)-öt az alábbi alakban is írhatjuk:

QMi, QJYI1e • • ] e 
Q~J(l

x(t + 1) x nt i l x(t+ 1) 
(1), 0, ... , x(t + 2) x nt + 1) x nt + 2)

J 1 
(27)- - -

?e

0, 0, ... '(1), x(t+K) x(t + K - 1)1 x(t + K) 

s ebből látható, hogy az egyenletes növekedés legnagyobb ?e* rátája a (26)-ban
szereplő A{ · 8nx i méretű matrix legkisebb abszolút értékű pozitív saját­
értékének reciproka. Ha ilyen van és számítástechnikailag lehetséges meg­
határozni, akkor megtaláltuk az adott ráfordítási struktúra mellett lehetséges
legnagyobb egyenletes bővülési ütemet. A hozzá tartozó sajátvektor pedig
megadja az egyenletes bővülés állandó fenntartására képes termelési struk­
túrát.

Az egyenletes növekedés feltételezése tehát mintegy ,,időtleníti" a problémát,
irrelevánssá teszi azt a kérdést, hogy az időben előre vagy hátra haladunk-e.
Ebben az esetben is könnyebb azonban a helyzet számítástechnikailag, ha
QMK reguláris, mert akkor a

·j]A = nBU GQl G 

jelöléssel (27) helyett az alábbi formát vizsgálhatjuk:

(28) 

A
·j]ABU ul ve ·ABU uZ2, ..• ,

(1) , 0 , ... , 

l 0 ' 0 

·A x(t+K-1)
0 x(t + A{ l 2)

, . . . (1), 0 x nt i 

x(t+K)
x(t+K-l}

x nt + 1) 

=A 

x nt + K - l)
x(t + A{ l 2)

x(t)

(29) 
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Ebben az esetben tehát egy K · 8nx i méretű matrix legnagyobb pozitív saját­
értékét kell keresnünk. Ha ez egyben a domináns sajátérték, akkor a (23)
differencia egyenletrendszer megoldása is az ehhez tartozó sajátvektorhoz fog
konvergálni, a gazdaság tetszőleges kiinduló állapotból, önként átvezeti önma­
gát az egyenletes növekedés pályájára.

2.2. Részben szabad ráfordítási struktúra - optimalizálási modellek

m továbbiakhoz írjuk a (15) összefüggésrendszert most ilyen formában:

r (1) ~Go H -E -F 
-Go (J -u) -F 

-W (1 - s)
l · (1-v)

-D (1 - z)

x nt i -Gk nx nt , o•i i 

i(t) u l ­ ee 
e(t) + ~-- 
-- k=l 
l(t)
f(t)

0 

(30) 

Feltesszük, hogy a struktúra egyes elemei adottak, más elemei azonban bizonyos
korlátok között tetszőlegesen alakUhatólc.

Ezt az általános feltevést implikálja minden programozási modell. Ezeket
a modelleket ugyanis a nekik megfelelő zárt modellből az alábbi konkrét fel­
tevések tetszőleges kombinációjával lehet levezetni:
- bizonyos tevékenységek csoportokat alkotnak úgy, hogy a csoportba

tartozó tevékenységek outputjai a felhasználásban tetszőlegesen helyettesít­
hetők egymással (aggregáljuk a tevékenységek színvonalát meghatározó
egyenleteket anélkül, hogy aggregálnánk a tevékenységek színvonalát repre­
zentáló változókat);
- vannak tevékenységek, amelyek outputja tetszőlegesen osztható el más

tevékenységek inputjaként (bevezetünk olyan változókat, amelyekhez nem
tartozik feltétel - ilyenek az úgynevezett indikátor-változók, de ilyenek az
egyenlőségnek egyenlőtlenséggé alakításával keletkező maradék-változók is);
- vannak tevékenységek, amelyek színvonala nem függ a többi tevékeny­

ség színvonalától (ezeket nem változóval, hanem konstanssal reprezentáljuk,
ilyenek az úgynevezett ,,külső erőforrások" is);
- vannak ráfordítások, amelyek függetlenek a felhasználó tevékenység

színvonalától (ezeket a ráfordításokat nem együtthatókkal, hanem konstan­
sokkal reprezentáljuk).

Formálisan is igazolható, hogy mindezek a konkrét feltevések az említett
általános feltevést implikálják, de ezt a levezetést ennek a cikknek a terjedelme
nem teszi lehetővé.

Nyilvánvaló, hogy minden makroökonómiai programozási modell ,,hiteles­
sége", megoldásainak gyakorlati realizálhatósága1 két tényezőn múlik: 1. figye-

1 Több megoldásról beszélünk, mert eleve alternatív jobb oldalaklrnl és alternatív cél­
függvényekkel folyó szá.mítássorozatot tételezünk fel. Ez egyben azt is mutatju, hogy a
,,gyakorlati realizálhatóság" követelményét nem azért állítjuk fel, mintha bármelyik
megoldást az egyedül üdvözítő, optimális tervként roalizálandónak tarthut.nánk, hanem
azért, mert realizálhatatlan megoldásokat produkáló modellből elemző következtetéseket
sem lehet levonni.
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lembe veszi-e mindazokat a tényezőket, amelyek a programozott szférára
hatnak, vagyis milyen a neki megfelelő zárt modell; 2. valóban szabadon
alakíthatók-e a struktúrának azok az elemei, amelyeket szabadon alakítható­
nak tételez fel, vagyis helyesen méri-e fel a zárt kereten belüli cselekvési sza­
badságot, reálisak-e a modell ,,kinyitásánál" bevezetett feltevések. Ennek
megítéléséhez mindenesetre célszerű ezeket a feltevéseket pontosan meg­
fogalmazni.

Feltesszük, hogy
- a gazdasági rendszer belső transzformációjának egyik tényezője, az álló­

eszközök cseréje függetleníthető az állomány (s így a termelés) színvonalától;
abszÓlút mennyisége szabadon meghatározható, tehát az állománynak tet­
szőleges hányada lehet;
- a gazdasági rendszer, valamint a társadalom és a világ többi része közötti

áramlásoknak az a része, amely nem függ a termelés színvonalától, függetle­
níthető az áramlások színvonalától; abszolút mennyisége szabadon meghatá­
rozható, tehát az áramlásnak tetszőleges hányada lehet; sőt maga ez a meny­
nyiség adott minimum felett tetszőleges lehet.

2.2.l. A kötött struktúra az időben v á 1 to z at 1 an

Az előbbi feltevések értelmében a (30) összefüggésrendszert a következővel
helyettesítjük:

<1)- ­ J, 170 fi l W l f x nt i 
------

-G\+110 <I> l f 
-----=----'--'=----1--'-----'- -- -- -- 

-W (J)------1--- ---- --
(J)

----1-- -- -- -- 
l H (J)

-L 

i(t)
_nt i + 
ont i 
f(t)

-Gk+ Vk nx nt + le)) = (S(t)_l __
K - ­ ee + 17,, ~ ú nt i + @nt io 

+~ 
k=J ----

J 

s;;_ önt i 
---> v nt i 

> z nt i 

(31)

t =I, ... ,T lh = R,, (l) P 00 B
GGee = Pee 00 S 00 W 

Természetesen, amikor a jobboldalon szereplő, · -al jelzett konstans mennyi­
ségeket valamely t-edik évre ,,szabadon" meghatározzuk, a megfelelő tevé­
kenységeknek valamilyen elképzelt, becsült színvonalát tartjuk szem előtt.
De feltesszük, hogy ha e tevékenységeknek a modell által kialakítandó szín­
vonala ettől tetszőlegesen eltér, az eltérés valahogyan áthidalható lesz. (Például
kétszer akkora állóeszközállományból is lehet ugyanannyit selejtezni. Például
kétszer akkora exportforgalmat is le lehet bonyolítani ugyanolyan deviza­
szaldóval. Például kétszer akkora összfogyasztás mellett is lehet a származékos
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jövedelmekből finanszírozott fogyasztás ugyanakkora.) Az egyenlőtlenségek
esetében feltesszük továbbá, hogy a minimum feletti többlet szabadon elhe­
lyezhető. (Például kétszer akkora devizaszaldót is hasznosan lehet kamatoz­
tatni vagy turistautakra költeni. Például kétszer akkora, származékos jöve­
delemből finanszírozandó, fogyasztáshoz is lehet találni megfelelő jövedelem­
újraelosztási rendszert.)

A (31) összefüggés jobboldalán szereplő konstansokat csak konkrét t = I, ...
. . . , T évekre határozhatjuk meg, következésképpen a megoldást is csak
ugyanezen évekre kereshetjük. Ezzel az egész folyamat időbeli folytonossága
megszakadt; a múltból és a jövőből eredő adottságokat és követelményeket
a véges t = I, ... , T időszakra ,,kívüfről", pótlólagos feltételekkel kell érvé­
nyesíteni. Egyidejűleg határozatlanná vált a megoldás; ez módot ad arra.
hogy a lehetséges megoldások közötti választásnál bizonyos preferenciákat
érvényesítsünk; ezek közül egyet nem feltételként, hanem a változók maxima­
landó vagy minimálandó függvényeként adunk meg.

A {31) rendszert tehát kiegészítjük az alábbiakkal:

< Z* } = x (1) ::;, d (32a)

<J*B- l*(R1 + ... + Peei (Z) B) {x(lc + 1) - x no•i} :S: únYi (32b)
le = 1, ... , K - 1

T+K
J;

t=T+I

T
l*x(t) - J; ft l*x(t)

l=T-K+I

T
Aej G+G l* { _nt i l ® vnt i} 
l=I 

(32c)

1*/(t + 1) - wl*/(t)
t = 1, ... , T - 1

:2: 0 

(32d)

(32e)

T
Aej ö,l*f(t) ->- maxi
l=I 

(33)

A feltételek tartalma a következő:
• (32a) Az első évi termelés nem lehet nagyobb, mint amit az állóeszközök
d nyitó állománya megenged.

(32b) Az első K évben a termelés növekedése nem lehet nagyobb, mint
amit a k-adik (k = 1, ... , K - 1) évi üzem behelyezésre megkezdett beruhá­
zások úno•i nyitó állománya megenged.

{32c) A tervidőszak utáni 1( óv kumulált termelése (amelyhez a beruházá­
sokat még a tervidőszakban meg kell indítani) nem lehet kisebb, mint a tervidő­
szak utolsó K évi kumulált termelésének µ-szerese. Más szóval a tervidőszak
végéről áthúzódó beruházások nem süllyedhetnek az ezt biztosító színvonal
alá.

(32d) A tervidőszakbeli kumulált devizaszaldó - a :P-edik évre felkamatolva
- nem lehet q-nál kisebb.

{32e) A fogyasztásnak legalább w évi rátával kell növekednie.
(33) A tervidőszak alatti fogyasztásnak az első évre diszkontált összértéke

legyen maximális.
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2.2.2. A kötött struktúra az idő b en v á 1 to z i k

Végül feltesszük, hogy a ráfordítási struktúrák kötött elemei a tervidőszak
folyamán megváltoznak.

E változás irányáról és mértékéről a tervező munka kezdeti szakaszában
- amikor a modellek a Bevezetőben említett első funkciót teljesítik - még
nem lehetnek megalapozott információink, prognózisaink vagy tervszámítá­
saink, csupán hipotéziseink. Valamilyen irányt és mértéket általánosságban
valószínűnek vagy kívánatosnak, vagy egyszerűen tanulmányozandónak
tarthatunk, de nem tudjuk differenciáltan számszerűsíteni.

Ebben az esetben célszerű lehet a (31) rendszert az alábbival helyettesíteni:

(1) - J0 + Y0(t) H -E -F x nt i 
------

l ­ 0 + Y0(t) ((/) -F i(t)
------

-W (al) e(t) +------
-L (n') ont i 

---- --
-D (qi) � nt i 

it
+~ 

k=l 

l ­ Y, wYnt i (x(t + le))
- Gk+ Yk(t)

l 

s(t) 1
:2 ú(t)
2 s(t) 
> v(t) 
~ z(t)

(34) 

t =I, ... ,T
wőnt i = nG l a.1·) m l (R1 - ([J1+1,)R1) 00 } l (1 - yl+l.) e+ R1 00 S /J) } 

Y1(t) = {(R1 - <fJ1+l.)R1) - (R2-<fJ1+2,)R2)} 1JJB+ <I - y G, G,)C+R2(l) Pfl)B
we•nt i = {(R1c - D�. o,Y ei Peni l (R1<+1 - D�. � ,oDllGlAe= R1<+1} nyi } + PoD,o 00 p nyi } 

w~ nt i = nP~ l D�. G,T=]= P~ i 00 } 

P I ~ f>= 1c+-(11.K+.1.1<_1+ ... +R~--1-1)
{ } 

k = 1, ... , {}

Természetesen a (32a) és (32b) feltételeket is megfelelően át kell fogalmazni,
ennek felírását azonban itt mellőzzük.

Modellünket tehát a következő paraméterekkel ,,kormányozzuk", a jobb­
oldali konstansokon kívül:

e�i = a beruházások maximális kivitelezési ideje években és az ennek meg­
felelően átalakított PAD mátrixok

(a)= {am(x)} az m(x)-edik termékekre vonatkozó ráfordítási együtthatók
átlagos évi változása

((J) = {f3mcx)} az m(x)-edik szektor által kibocsátott állótőkejavakra
vonatkozó lekötési együtthatók átlagos évi változása

(y) = {ym(x)} az m(x)-edik szektor által kibocsátott forgótőkejavakra
vonatkozó lekötési együtthatók átlagos évi változása

2 Szigma 
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<a) = {aj(e)}

< n) = {nj(I) } 

(<p) = {<pj(f)}

az m(i)-edik importtevékenység rugalmasságának átlagos
évi változása (e < 1 a fajlagos import nő; e> l import­
helyettesítés hazai termeléssel)
a j(e)-edik exporttevékenység devizakitermelési mutató­
jának átlagos évi változása (a > 1 a mutató javul)
a j(l)-edik munkateljesítmény-fajta termelékenységének
átlagos évi növekedése
a j(f)-edik fogyasztói csoportban a munkából eredő jöve­
delmek részarányának átlagos évi változása

Sajnos, ha több mint egy paramétert változtatunk meg egyszerre, a modellt
újra meg kell oldani. ,,Kormányzásról" tehát nem számítástechnikai, hanem
közgazdasági értelemben beszélünk: {}, (a), (/J), (a) és (n) megválasztásával
- a jobb oldalon szereplő S(t)-kel együtt - a technikai haladás általános
irányaira, a műszaki fejlesztés tempójára vonatkozó hipotéziseket és straté­
giákat, (e) megválasztásával - a jobb oldali s(t)-kel és q-val együtt - a nemzet­
közi munkamegosztásba való beilleszkedésre vonatkozó koncepciókat, (cp)
megválasztásával pedig - a jobb oldali v(t)-kel és z(t)-kel együtt - életszín­
vonalpolitikai elgondolásokat fejezhetünk ki.

Amikor a tervező munka előrehaladásával, a széles tervezőapparátus mun­
kájának eredményeként - akár ,,hagyományos" jellegű tervező munkából,
akár matematikai modellek megoldásaiból - megalapozottabb és differenciált
információk állnak rendelkezésre a valószínűsíthető struktúra-változásokról,
akkor a (34) rendszert a következővel helyettesítjük:

<I) - G0(t) I-I(t) - E(t) - P(t)

- G0(t) <I) -F(t)
- W(t) <1)

-

- L(t) <I>-
- D(t) <I>

::i;(t)
i(t)
e(t) + 
l(t)
/(t)

-G,1(t) (x(t + k)) = 8(t)l

- ő,1(t) ---- ú(t)
i)

..;;: 
+~ ~ s(t) (35) ~ 

k=I ---
2 l~(t)
;:_;; z(t)

t= 1, ... ,T

Ennek a helyettesítésnek nem kell feltétlenül egy lépésben történnie; lehet­
nek olyan tervezési szakaszok, amikor egyes blokkokban még az előbbi, durva
módszert alkalmazzuk, másutt már tervezett együtthatók szerepelnek.

Amikor a helyettesítés befejeződik, akkor a népgazdasági szintű, a rendszer
egészére vonatkozó stratégiák egyedüli hordozóivá ismét a (32) és (33)-ban
szereplő paraméterek, az idő-preferenciák kifejezői válnak.
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3. Számítássorozat

19 

A 2. fejezetben leírt modell-sorozat lehetőségeit próbálom bemutatni, függet­
lenül attól, hogy jelenlegi számítástechnikai adottságaink mellett egy-egy
tervezési szakaszban mennyi realizálható ezekből a lehetőségekből. A leírás
csak a primális megoldásokat veszi figyelembe; nem tárgyalom a duális
megoldásokban rejlő elemzési lehetőségeket.

Egyik modell egyik megoldását sem tekintjük tervjavaslatnak; a számítás­
sorozatot elemzési céllal végezzük. Következésképp, ha egy modellnek adott
numerikus értékek mellett nincs megoldása, vagy nincs egyértelmű megoldása,
a megoldás hiányát okozó tényezők felderítése és elemzése a tervező számára
éppoly tanulságos lehet, mint a megoldás. Az ilyen szituáció azonban mindig
nagyon konkrét, speciális. A továbbiakban tehát azt tételezem fel, hogy
a szóban forgó modellek matematikailag megoldhatók és a megoldást számítás­
technikailag elő tudjuk állítani.

Számításaink mindig objektív adottságok és/vagy gazdaságpolitikai straté­
giák összehasonlító elemzésére irányulnak. Az adottságok és a stratégiák
mindig a ráfordítási struktúrákban (illetve a programozási modellek néhány
paraméterében) fejeződnek ki, összehasonlító vizsgálatuk alapvető szempontja
pedig az, hogy milyen tevékenységi (termelési, fogyasztási, külkereskedelmi)
színvonalat, struktúrát és növekedési ütemet eredményeznek.

Számításaink tehát nem közvetlenül a ráfordítási struktúra megtervezését
vagy a gazdaságpolitikai stratégia kidolgozását célozzák; ezeket készen,
,,kívülről" kell kapniuk akár durva hipotézisek, akár kimunkált tervelgondo­
lások formájában. Számításaink a lehetséges alternatívák vizsgálatával a meg­
alapozott döntést készítik elő.

3 .1. Adott struktúra vizsgálata

Önálló jelentőségű a tervidőszak kezdetén fennálló tényleges, valamint
a tervidőszak végére tervezett struktúra vizsgálata. Az előbbivel kezdődik,
az utóbbival fejeződik be a hosszú távú tervezés egy adott munkaszakasza.
A kettő között számos átmeneti alternatíva vizsgálatára kerülhet sor, mint
a, változás elemzésének módszerére (lásd a 3.2. pontban).

Egy adott struktúrát mindig meghatározott időszakra értelmezünk, például
az 1960-as évek elejére vagy például az 1980-as évek közepére. Ismerjük
(a bázisidőszak esetében), vagy megterveztük (a tervidőszak végére tervezett
struktúra esetében), vagy vélelmezzük (az átmeneti struktúrák esetében,
azokkal összhangban) a megfelelő időszakban K egymást követő év tevé­
kenységi színvonalát.

Elsó lépés: a struktúra egyes elemeinek tanulmányozása. Tanulmányozzuk
a (14) összefüggésben definiált G matrixokat, amelyek a gazdasági rendszer
belső transzformációját jellemzik. Tanulmányozzuk a társadalommal és a
gazdasággal fennálló kapcsolatokat: e kapcsolatok rendszerét ,,szabályos"
nyílt, statikus input-output modellnek tekintve, a (18) összefüggés alapján
vizsgáljuk e rendszer részeit, a rendszerben végbemenő ,,halmozást" stb.
Tanulmányozzuk a két rendszer összekapcsolódását: együttesüket ,,nyílt,
statikus" input-output modellnek tekintve, a (22) összefüggés alapján vizs­
gáljuk az együttes rendszer belső ,,halmozását", ,,hozzáadott értékének" és
,, végső kibocsátásának" szerkezetét stb.

2*
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111ásodik lépés: a struktúrához tartozó növekedési ütem és tevékenységi
szerkezet tanulmányozása. Megoldjuk - ha felírható - a (29) sajátérték­
feladatot. (Ha nem, akkor a (27) feladatot; ebben az esetben azonban nem
mellőzhetjük annak vizsgálatát: milyen konkrét közgazdasági jelenségek
tükröződnek a QMK matrix szinguláris voltában?) Van-e, ha igen, mekkora
a legnagyobb J.* növekedési ráta? Vannak-e, ha igen, milyenek a nála nagyobb
abszolút értékű komplex vagy negatív sajátértékek? (Ezek ugyanis befolyá­
solni fogják a differencia-egyenletrendszer megoldását.) Milyen a hozzá tartozó
sajátvektor által definiált termelési szerkezet? Ezt behelyettesítve (18)-ba,
milyen munkateljesítményi, fogyasztási és külkereskedelmi tevékenységi szer­
kezet adódik? Hogyan tér el mindez a, tényleges (tervezett, vélelmezett)
tevékenységi szerkezettől?

Harmadik lépés: a struktúra és adott K évi termelési színvonal együttes
tanulmányozása. Megoldjuk a (23) differencia-egyenletrendszert. (Ha nincs
egyértelmű megoldása - miért nincs? Ebben az esetben a (22) összefüggés
alapján iterálunk.) A megoldást (18)-ba is behelyettesítjük. A megoldás' kon­
vergál, divergál, oszcillál? Milyen a termelés, munka és fogyasztás, export
és import időbeli alakulása véges T évnyi szakaszban? Milyen a átlagos növe­
kedési ütem, kisebb-e vagy nagyobb, mint az előbbi }, *? Kimutathatók-e
ciklusos tendenciák, ha igen, milyenek? Hogyan változik időben a tevékeny­
ségi szerkezet, tart-e a ?.*-hoz tartozó szerkezet felé, vagy távolodik tőle,
vagy körülötte ingadozik?

Ha nem a nyitó, tényleges struktúráról van szó, a harmadik lépést esetleg
megismételhetjük a K évi termelési színvonal alternatív sorozataival.

Negyedik lépés: a struktúra kötöttségeinek részbeni feloldása mellett alter­
natív stratégiák tanulmányozása. Megoldjuk a (31)-(32)-(33) összefüggé­
sekkel definiált lineáris programozási modellt. JWíször megkíséreljük a jobb
oldali konstansokat a t = 1 évhez képest a második lépésben nyert }.* ütem­
ben növelni, az időpreferonciákban szereplőµ, w, y és ö paramétereket ugyan­
csak },*-nak megfelelően beállítani. Van-e megoldása ennek a ,,nyílt-zárt"
modellnek; ha nincs, milyen korlátokba ütközik?

Ezután a konstansok és az időpreferenciát ki fejező paraméterek változtatá­
sával alternatív stratégiákat azárnszerűsítünk és mindegyikkel megoldjuk
a modellt. A megoldásokkal kapcsolatban ugyanazokat a kérdéseket tesszük
fel, mint a harmadik lépésben; a megoldásokat összehasonlítjuk egymásRal
és a; differencia-ogvonletrend. ·zer megoldásával.

Ötödik lépés: ·a modell további •,,kinyitásával" újabb, itt lo n m frt lineáris
programozási modell-változatokat definiálhatunk. Ez akkor célszerű, ha a
makroökonómiai tervezés keretében más lineáris programozási modellek is
alkalmazásra kerülnek, s a különböző modellek eredményeinek összehasonlítása,
során részletesebben is fol kívánjuk tárni az eltérések okait. Ebben az esetben
ugyanis hasznos lehet az itt leírt, tulajdonképpen ,,majdnem zárt" programo­
zási modellt fokozatosan, l ~Jiésről lépésre közelíteni a többi modellekhez és
lépésenként vizsgálni a megoldások eltéré.c;eit.

3.2. A struktúra-uáltozás vizsgálata
Az időbeli struktúra-változás viz8gálatára az itt leírt modell-sorozat kere­

tében kétféle módszer kínálkozik-
- a korábbi és a későbbi struktúrát egyaránt megvizsgáljuk a 3.1. pontban

leírt módon és az eredményeket összehason lítjuk;
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megoldjuk a (34), illetve a (35) összefüggésekkel definiált lineáris progra­
mozási modelleket, és a megoldást egybevetjük az előbbi, negyedik lépésben
nyert eredményekkel.

Ennek a számítássorozatnak a módszerbeli vonatkozásai az elmondottak
alapján, úgy vélem, világosak. Tartalmi, közgazdasági sajátosságait viszont
az adott tervezési munkaszakasz ismeretében, konkrét problémáinak függvé­
nyeként - és sajnos, a számítástechnikai lehetőségek függvényeként - kell
meghatározni.

(Beérkezett: 1970. január 19.)
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A MODEL SERIES OF LONG-RANGE PLANNING

In the article a linear model series is described which lends itself for use in long-range
economy-wide planning.

Tho author defines the system of economic interrelations reflected in the models, a
system that embraces the extended reproduction of material goods and services as well
as the relabionships which connect this system of production with the society and with
the rest of the world (labour and consumption, import and export). The system of inter­
relations takes into account - over and above the macro-economic relationship covered
by the usual models - also 1) an investment lag of K years and scrapping to serve the
reneval of the stock of fixed assets, 2) the effects of certain demographical factors and
of the distribution and rediatribution of incomes on the consumption pattern, 3) the
interaction between the pattern of imports and that of exports.

This system of interrelations finds its expression - in accordance with the various
assumptions concerning the structural situation - in the form of various mathematical
models, Tho closed models include a homogeous linear difference equation system of
tho K-th order us well as an eigenvalue-eigenvector problem; the assumption of freedom
in forming the structure leads to linear programing models.

In conclusion, the article outlines the possibilities of planning calculations based.
on the model series.

CEPl15I MO)lEflEvl nonroceo-moro ITEPCITEJ{T11BHOro nnAHvIPOBAHH5I 

B crarse npe,nCTaBJl5IeTC51 cep1,151 JJMllei1HblX MO,J,e;1eií, nplH'\eH51eMblX B ncnrocpo-moa M31{­ 
P03KOHOMM4e~cüM nnaHHpoeaHMM. 

Anrop naer B csoeü CT3Tbe orrpenenenne OTj)3)KeHHOl1 B MO,!\eJJ,TX CMCTeMbl 3KOHOMI1'IeCJUIX 
B33MM03aBHCHMOCTeJ';j, pacnpocrpa-onoureücs Ha pacumpemroe BOIT))0113B0,!\CTBO MaTep11aJJb­ 
H6JX önar J.I ycnyr, a Ta101ce Ha B3aMMOCBí1311 3TOH 11))011380,!l,CTBeHHOH CHCTeMbJ C o6mecTBOM 11 C 
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OCT3JlbHblM11 lJ3CTR\UI ,,rnpa (TPYJ:1 11 ITOTpe6JJeHHe, HMITOpT H 3KCITOpT). ITOMHMO 066IlJBblX 
M0):1eJIJJ11pyeMblX MaKp03KOHOMH4eCK11X B3311M03aBl1CHMOCTCH B Cl1CTeMe B3aHM03aBl1CHMOCTCÜ B 
(jlopMe 5!BHblX (jlymcm1ri Yllffl'blB310TC5! H IJ33HMOJ(Cl~ICTBH5! MC)l(J:lY 1) aanasnusaaae« KaITHTaJJb­ 
HblX BJIO)Kem1j;i Ha I{ JICT H o6"e,\IO,\\ CITHCblBaCMb!X H 06HOIJJJ5!CMblX OCHOBHblX cpencrn, 2) HCKO­ 
TOl)b!Mll J(CMOrpa(j)HlJCClülMl,J (jla1<TopaMH 11 BJ111,ll-!HCM pacnpeJ(CJJCHl15! H nepepacnpcneneana 
J\OXOJ\OB 1-1a CTPYKTY py norpeönem-a, 3) CTPYKTypot'l 11MnopTa 11 crpyrcrypoü axcrropra. 

3Ta CHCTCMa B3a11M033BHCHMOCTCH B COOTIJCTCTBl111 C pa3Jll1'lHblMl1 ITJ)CJ(ITOJIO)l(CH115lil\H OTI-10- 
CvlTCJlbHO crpykrypaux ycJJOBHH Bbipa,KaCTC5! B Q)OJ)MC pa3JJWIHbIX M3TCMaTl1'1CCKl1X MOJ(CJJei:'r. 
B lJHCJJe 3aMKHYTblX MOJ(CJJCÜ qmryp11py10T Cl1CTb\13 OJ(HOJ)OI\HblX Jll,IHC}IHblX pa3HOCTHblX 
ypaBHCHl1H l{-ori CTeITCHl1 11 aanaua co6CTBCI-lHblX 3H3'1CJ-111(! - co6CTBCHHb1X IJCKTOJ)OB; a ripen­
ílOJIO)f{CHJ-IC CB060I\bl B rpüpMHJ)OB3HHl1 CTJ)YKTYl)bl nener K MOT~CJ15!M Jll,IHCHI-IOT'O nporpaaapo­ 
BilHl15!. 

8 331(JJIOlJCHl1C B CT3TbC 1(1)3Tl(O ITJ)CI\CTaBJJ5!10TC5! B03MO)l(HOCTl1 Bbl[l0JIHCHll5! ITJl3HOBblX 
paC<ICTOB npn nonounr I\3!-ll-lOj:'r cepuu MOI\CJIC}I. 



J. ABADIE 

Egy elágaztatási módszer 
diszkrét változókat is tartalmazó nem-lineáris 

programozási feladatok megoldására 

Bevezetés 

Az elágaztatási módszerek a diszkrét változókra vonatkozó optimálási
problémák megoldásánál indokolt népszerűségnek örvendenek. Ugyanakkor
még a legutóbbi publikációkban sem oldották meg; sőt nem is szenteltek kellő
figyelmet annak a problémának, amely az elágaztatási módszerek keretében
definiálásra kerülő irányított, ültetett fa (a továbbiakban csak fának nevezzük)
méreteinek ellenőrizhetetlen növekedéséből származik (Hervé, 1968; Roy,
Benayoun és Tergny, 1970). Ez a nehézség a számológépen csak külső tárolók
révén hidalható át. Ugyanekkor számos, néhány száz (egész vagy nem egész
értékű) változót és hasonló nagyságrendű feltételt (amelyekhez a pozitivitási
vagy általánosabban a változók korlátossági feltételei csatlakoznak) tartal­
mazó probléma mégis teljesen megoldható lenne a központi tárolóban, ha bizto­
sítható lenne, hogy a fa hasznos része ne növekedjék bizonyos határon túl.
Maradjon mondjuk m és Rm között, ahol m a diszkrét értékeket felvevő
x ]ű száma (ami egyébként nincs korlátozva).

A fent jelzett nehézség egy sereg ún. ,,heurisztikus" módszer kibontakozását
segítette elő. A jelen összefüggésben a ,,heurisztikus"-t olyan módszerek
elnevezésére használjuk, amelyeknél semmi bizonyosat sem tudunk arról,
hogy az optimális megoldás elérhető-e, de amelyek mégis az optimális meg­
oldást - pontatlanul szólva - ,,nagy valószínűséggel megközelítő" pontokat
szolgáltatnak. Az idézőjelekbe tett szavak a legtöbb esetben egyébként nin­
csenek is definiálva. Ezeknek a heurisztikus módszereknek van bizonyos
jelentőségük, ugyanis meg kell elégednünk egy probléma ,,majdnem meg­
oldásával", ha a megoldása lehetetlen vagy nagyon költséges. Idézzünk három
ilyen heurisztikus eljárást:

1. oldjuk meg a felvetett problémának megfelelő ,,folytonos" optimálási
problémát, azután az így kapott megoldásban ,,a lehető legjobban" kerekítsük
azokat a változókat, amelyeknek egész értékűeknek kellett lenniök (ebben
a tanulmányban a ,,folytonos" gyakran ,,nem diszkrét" -et jelent); ezt követően
a nem egész értékű változókat tekintve optimalizáljuk azt a problémát,
amelyet az előbbi problémából úgy nyerünk, hogy rögzítjük abban az eredeti
probléma egész értékű változóira előzően nyert értékeket (ez a rögzített egész
értékekhez tartozó ún. ]q{7űá M4 probléma);

2. kezdjük a fenti heurisztikus eljárással, azután változtassuk meg egy egész
értékű változónak az értékét mégpedig úgy, hogy növeljük vagy csökkent jük
1-gyel és oldjuk meg az ennek megfelelő redukált problémát; ismételjük meg
ezt az eljárást ugyanezzel az egész értékű változóval mindaddig, amíg a mini­
malizálandó .p ex t függvény csökken, ezután változtassuk meg egy másik
egész értékű változó értékét; állítsuk meg az eljárást egy olyan ponton, hogy
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a külön választott egész értékű változók ±1-gyel való megváltoztatásai ne
tegyék többé lehetővé a .p ex t csökkenését. Ez azzal a kockázattal jár, hogy
elhanyagoljuk azokat a szimultán megváltoztatásokat, amelyek csökkent­
hetnék a ip ex tr3t N márpedig, ha m egész értékű változó van, akkor ezeknek a
megváltoztatásoknak a száma - ami VX r nagyon nagy lehet;

3. úgy alkalmazzuk az elágaztatási eljárást, hogy a fa tárolandó csúcsainak
a számát md-"qü korlátozzuk. Valahányszor a csúcsok száma md + l-re nő,
a ,,legrosszabb" csúcsot töröljük; kockáztatva azt, hogy ez utóbbi egy opti­
mális megoldáshoz vezető ágon van, amelyet ezáltal biztosan nem tudunk
majd megtalálni.

Egyéb, sokkal jobban kidolgozott heurisztikus eljárásokat is használnak.
Ezeket nem ismertetjük, mert kifejtésük hosszadalmas lenne. A jól használ­
ható heurisztikus eljárásoknak közös tulajdonságuk, hogy elég gyorsan adnak
egy olyan diszkrét megoldást, ami még ha nem is optimális, a ,,gylikorlatban
elfogadható".
Az egzakt módszerekre vonatkozó eddigi tapasztalatok (ellentétben a heurisz­

tikus módszerekkel) különösen a diszkrét lineáris problémák területéről valók.
Azonban egy általános kísérleti kód megadásához feltétlenül túl kell lépni
a lineáris problémákon; ez tökéletesen megvalósítható: Colville (1968) munkája
mintegy harminc nem-lineáris, folytonos optimálási módszerre vonatkozó gépi
összehasonlító tesztet tartalmaz (az említett problémakörrel foglalkoznak még:
Abadie (1967), (1969), (1970); Abadie és Carpentier (1966 és 1969), Abadie és
Guigon (1969)). Egyébként e tanulmány tárgyától eltérő elágazgatási módsze­
rek is léteznek, a nem-lineáris programozási feladatok megoldásának általános
módszereivel vannak párosítva (Carpentier (1969)), sőt vannak speciális prob­
lémák számára létesített kódok ü, (Carpentier, Cassapoglou és mások
(1968)). 

Az az elágazgatási módszer, amelyet most leírunk (és amelyet mi a ,,Bounded
Branch and Bound" után BBJ3-nek kereszteltünk el) egy rokon változata
annak a módszernek, amit Land és Doig (1960) javasoltak részlegesen diszkrét
változókat is tartalmazó lineáris programozási feladat megoldására. A módszer
beletartozik a Hervé-féle axiomatikába, amely magában foglalja az összes
ismert elágazgatási eljárást, beleértve a SEP (B. Roy) eljárást is. Rendelkezik
mindazokkal az alapvető tulajdonságokkal, amelyeknek, úgy hisszük, érzékel­
tettük szükségességét és megvalósíthatóságát:

1. a fa tárolandó csúcsainak a száma elenyésző (2 m -2, sőt néha N);
2. alkalmazható, ha a célfüggvény és a feltétel 'k nem lineárisak (tetszőleges

meglevő nem lineáris programozási gépi kódot használhat szubrutinként);
3. rendelkezik a heurisztikus eljárásoknak azzal az - ámbár nem precízen

definiált - alapvető sajátosságával, hogy elég gyorsan ad egy ,,elfogadható"
diszkrét megoldást.

A következőkben jelbeszédet (sőt jeleket) fogunk használni. A tanulmánynak
célja, hogy azok az olvasók is megértsék, akik nem járatosak az elágaztatási
eljárásokban. Módszerünket egy teljes részletességgel tárgyalt numerikus
példával illusztráljuk: nem azért választottuk ezt a példát, hogy - az iterációk
számát minimálisra csökkentve - csillogtassuk módszerünk használhatóságát;
a látszat ellenére egy nehéz példáról van szó. A legtöbb heurisztikus módszer
nem ad rá ésszerűen jó megoldást, a mi algoritmusunkhoz szükséges iterációk
száma pedig abnormális módon meg van benne emelve. A példa azonban olyan,
hogy illusztrálja a legtöbb előforduló jelenséget.



ELÁl'lAZTAT.'Í.SI MÓDSZER DISZKRf;T NEM-LINEARIS PROGHA:\-IOZÁSRA 25 

l. A P probléma és a hozzátartozó G gráf 

Tekintsük a következő részlegesen diszkrét változókra vonatkozó progra­
mozási feladatot:

határozzuk meg a rp ex t minimumát az alábbi feltételek mellett:

x GT 

x j G0 j N ! yGG 

+i r}}=Nx i . ?yN ! yGG-N 

ahol x az ex i t i Ny vektor, h = {l, 2, ... , n } = 
a az í ü térnek egy részhalmaza;
G a J-nek egy részhalmaza; G-P J - G= 
0i valós számokból álló véges halmaz.

Ez a probléma megoldható - a ip rt3 és K-ra vonatkozó bizonyos feltevések
mellett - módszerünk segítségével. A módszer bemutatása abban a speciális
esetben a legegyszerűbb, amikor a következő a probléma (megjegyezzük, hogy
az általános eset hasonlóképpen tárgyalható):

E� } minimalizáljuk a rp(x)-et az alábbi feltételek mellett:

x GT 

+i r}}==Nx i }}}=NN?yN ! yGy 

x i egész, ! y E ő \ 

(1) 

(2) 

(3) 

feltesszük, hogy az +i és ?i egészek ! y E GE (Vagyis részlegesen egészértékű
föladattal van dolgunk.)
A bizonyítások egyszerűsége kedvéért feltesszük, hogy a (2) által definiált

cM parallelotop korlátos (ami a gyakorlatban sohasem okoz zavart) és feltesszük,
hogy a .p függvény szigorúan kvázi-konvex a ll-n. Emlékeztetünk arra, hogy
akkor mondjuk a rp-t szigorúan kvázi-konvexnek all-n, ha nincs olyan ll-hez
tartozó intervallum, amelynek belső pontjában a .p eléri a maximumát. Hogy
a legegyszerűbb példát idézzük, minden olyan konvex függvény szigorúan
kvázi-konvex, amely nem éri el több pontban a minimumát (speciálisan így
van ez a, nem azonosan konstans lineáris függvények esetében). 1T halmazról
feltesszük, hogy konvex.

Legyen 1 cgy+tetszöleges részhalmaz 1 e GN és x 1 = ex yl yG1 az x-nek
egy olyan részvektora, amelynek komponensei az x azon komponensei, melyek
indexei az A-ból valók. A következőkben az x 1N x 1N i} 1 olyan x 1 vektorokat
jelölnek, amelyeknek a komponensei egészek és értékeik - a (2)-nek meg­
felelően - vannak rögzítve.

Egy adott . A (A, x 1 t párnak megfeleltetjük a következőképpen definiált
E� eYt problémát:

E� eYt} minimalizáljuk a rp(x)-et az alábbi feltételek mellett:

x GT 

+r}}=Nx }}}=NN " 

x i P x FN ! FG1 

(1) 

(2) 

(4) 
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Legyen x eYt a � eYt probléma megoldása (amelyről az egyszerűség kedvéért
feltesszük, hogy egyértelmií.) és legyen ip' a rEp minimális értéke a � eYt problé­
mában, ahol a szokásos megegyezés szerint rEp ' = +=, ha az (1), (2), (4) fel­
tételek ellentmondóak. Az előzőkből következik; hogy i\ = x jeYtN v j E 1E 
Legyen GeYt azon j E G indexek halmaza, amelyekre x KYt egész.

Tekintsük a következőképp definiált B irányított gráfot:
I. B csúcsai a fent definiált különböző Y = e1N x 1t párok.
2. Minden Y csúcshoz a ip' értéke van hozzárendelve.
3. Amikor 1 üres, a megfelelő csúcsot a B Yj gyökerének nevezzük.
4. Ha GeYt = GN akkor azt mondjuk, hogy az YP e1N x 1t csúcs végpont.
5. Minden S = (A, x 1 t csúcsnak megfeleltetjük az ő ts-el jelölt emeletét,

ami az 1 elemeinek a száma (az emelet Roy (1969) terminológiájában a rend­
nek felel meg).

6. Tegyük fel, hogy az YP e1N x 1t nem végpont és legyen f3 E GeYt r 1E 
Definiáljuk az S-nek (J-ra vonatkozó egy ,,magasabb erneletű" utódát

a következőképp:

ahol:
8 = 1 U{/3}
x j = x j N ! j G1 

x p = kx p (A)] vagy kx p e1t_ + l
(a[).] a szokásnak megfelelően a?, valós szám egész része). Az S-nek a (J-ra vo­
natkozólag két utóda létezik.

7. Általánosabban, .ha adott az YP (A, x 1 t csúcs és az nem végpont,
akkor a et ' + 1)-ik emelet csúcsait definiáljuk a következőképp:

eyGGeYt r1 

B =AU {,B} 
x j = x 1, ViEA

. xp= kx p e1t_ + y 
{ = e8Nx p tN 

ahol y nulla vagy tetszőleges előjelű egész szám úgy, hogy a (2) feltétel telje­
süljön.
A y = 0, -1, -2, ... -nek megfelelő csúcsokat egymás utáni irányított

élekkel (a továbbiakban csak élt monduak) összekötjük, ezek alkotják a bal­
szárnyat, amelynek kezdőpontja a y = O-nak megfelelő csúcs. Hasonlóképp
egymás utáni élekkel összekötjük a y = 1, 2, ... -nek megfelelő csúcsokat,
ezek alkotják a jobbszárnyat, amelynek kezdőpontja a y = T-nek megfelelő
csúcs. A két szárnyat ellentétesnek és az S-ből keletkezőnek mondjuk.

Egy csúcsnak szárnyában való eltávolodása / y / a balszárnyra és y - 1
a jobbszárnyra.

Példa: Minimalizáljuk a

Vex ­ + x ~ + x ~ t r (x1 + x V + 9x3)
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kifejezést az alábbi feltételek mellett:

- 2 < x F < 2, ! y EJ = {I, 2, 3}

x F egész, v FG E= J

Ha az Y = e1N x 1t csúcsot az 1 = {I}, x1 = 2-vel definiáljuk, akkor a � e1 t 
probléma megoldása x e1 t = (2; ¼; 2).

A G-nek az Y = e1 N xA)-ból, ennek a f3 = 2-re vonatkozó 2-ik emeleti utó­
daiból ésa megfelelő két ellentétes szárnyból álló parciális részgráfja az la ábrán
látható (az la ábrát mindig az lb ábra szerint fogjuk rajzolni, ahol az élek
irányát mutató nyilak odaértendőek).

la ábra

lb ábra

A feltevések miatt:

ahol:

B,={1,2}, i=l,2, ... ,5

(
•i -;)-{(2,1-i), i=l,2,3
X1, OV r • • 

(2, i - 3), i = 4, 5

'1.\ és { ~ a két ellentétes szárny kezdőpontjai. T;•nek az eltávolodása:

i - 1, i e:== 1, 2, 3

i - 4, i = 4, 5.

A G gráfban az ,,utód" fogalmán kívül (a T akkor utód, ha az ST egy él;
az utód ugyanazt jelenti, mint a ,,követő" (Roy (1969) terminológiájában)
még létezik a ,,leszármazott" (Roy, 1969) fogalma is. 1 { az S-nek egy leszár­
mazottja, ha létezik az S-et a T-vel összekötő irányított út (a későbbiekben
csak utat mondunk). Nyilvánvaló, hogy egy utód az egy olyan leszármazott,
amelyet egyetlen élből alkotott út hoz létre.



28 J. ABADIE

1. Tétel. Ha T az S-nek egy leszármazottja a G-ben, akkor:Tr> íp' E 

Bizonyítás. Vegyük figyelembe a G definíciója 6. részében szereplő fogal­
makat és tegyük fel, hogy a T az S-ből közvetlenül keletkező jobbszárnyhoz
tartozik. Az ex s N x bt szakasz metszi az Op = kx p e1 t_ + y hipersíkot az x U 
pontokban mégpedig úgy, hogy a .p ex Ut növekszik y-val. Ebből mindenesetre
következik, hogy rp7 > ­Kys N s ezért a bizonyítást befejeztük, ha y = l; ha
y > 1, akkor tekintve a ey r 1)-nek megfelelő { - -t adódik: e{y y - < "p y azaz
a cpy növekszik, amikor az eltávolodás növekszik a jobbszárnyon. Hasonló
okoskodás, alkalmazható a balszárnyra is.

2. Tétel. A G gráfban nincs körút.

Bizonyítás. Egy csúcs rendje csak növekedhet, vagy konstans marad. Csak
azokban a szárnyakban marad konstans, amelyekben nincs körút.

2. A módszer leírása 

Látni fogjuk, hogy a Land- és Doig-féle módszer (Land és Doig, 1960;
Balinski, 1967; Hervé, 1968) abban áll, hogy szerkesztünk az előző B gráfban
egy olyan utat, amely az Yj gyökeret a minimális értékű végponttal köti össze.
Az alkalmazások szempontjából a Land- és Doig-föle konstrukciónak van egy
lényeges hibája: nem lehet a priori megadni a fa csúcsainak a számára - a köz­
beeső lépések tárolásához szükséges - megfelelő korlátot. Egyetlen Y csúcs
tárolása - néhány egységtől eltekintve - egyenértékű x eYt nyilvántartásával,
ami n rekeszt igényel.

Nyilvánvaló, hogy megelégedhetünk a B végpontjainak a megvizsgálásával
és a kapott csúcsok közi.il elég a legkisebb értékűt megtartani (ha lE<y = yN 
akkor ez arra vezet, hogy a .p ex t értékét a p = p1 XpV X ... xp,, pontokra kell
kiszámítani, ahol � y = k?i r aF_N pl. p r 10'', ha p F = 10, vFtE Egyébként
léteznek olyan esetek, amikor ez a legjobb eljárás (pl. ha E]yy = {l }, a1 = 0,
b1 = 1, akkor a Land- és Doig-föle eljárás, illetve a következőkben leírt,
három optimalizációra vezet; a végpontok teljes vizsgálata e három közi.il
csak kettőre).

1 továbbiakban bemutatunk egy olyan iteratív módszert, a.melv a G-ben
egy fát szerkeszt (Berge, 1958; Hcrvé, 19G8; Roy, 1969); ebből bennünket
az érdekel, hogy a szerkesztett fa parciális részgráfja lesz G-nek. 'I'artalmazza
az S0 gyökeret és az S0 kivételével minden csúcs egy és csak egy élnek a vég­
pontja lesz. 1 gráfnak minden pontjához hozzárendelünk egy bizonyos számú
jelet (1. az illusztráló példát).

Minden iteráció kezdetén a fa egy bizonyos állapotban van és van egy becs­
lésünk a .p P-ben való minimális értékére. E:zt a becslést cp-nek nevezzük
eep = += az első iteráció kezdetén, kivéve, ha ismeretes egy az (1), (2), (3)
feltételnek eleget tevő megoldás: ekkor a "p értékének az ismert megoldásnak
megfelelő .p értéket vesszük).

Vizsgáljunk egy olyan YP e1 N x 1 t csúcsot, amely megoldása a � eYt problé­
mának, azaz:

vagy ellentmondóak a � eYt (1), (2), (4) feltételei és S-nek a ep ' = +=
értéket adjuk;
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vagy x eYt a � eYt megoldása és S-nek a Ts = p ex eYtt értéket adjuk.
Egy S csúcsot elutasítunk, ha Ts > .p N vagy ha az S minden leszármazott­

jának az értéke legalább f/Js· Az 1. tétel miatt egy elutasított csúcs minden
leszármazottja elutasított lesz. Az elutasított csúcsokat nem tároljuk a tárló­
ban (1. még később az Sz. 6 szabályt).

1 csúcsok megvizsgálása után minden csúcs vagy elfogadott, vagy elutasított
lesz. Mindannyiszor elfogadunk egy csúcsot, amikor az nem elutasított. Ez az
elfogadás ideiglenes, mivel a "p iterációról iterációra csökken, ami azt eredmé­
nyezi, hogy egy bizonyos iterációnál elfogadott csúcs egy későbbi iterációnál
elutasított lehet (maga az elutasítás végleges, mert nem lehet az eredeti
P probléma optimális megoldása egyetlen olyan végpont sem, amely egy
elutasított csúcs leszármazottja). Egy elfogadott csúcsot mindig tárolunk
a tárolóban, egészen az esetleges elutasításig.

1 következő jelbeszédet fogjuk alkalmazni:

0 t

X t

F t

½--0 t

()--?( t

s t Tit,/
s

..'. t{ t ­ 
s tIO xttt

a t-ik emelet (ideiglenesen) elfogadott csúcsa;

a t-ik emelet (az összes leszármazottaival együtt véglegesen)
elutasított csúcsa;

a t-ik emelet olyan (ideiglenesen) elfogadott csúcsa, amely­
nek a t-nél nagyobb sorszámú emeleteken levő leszárma­
zottai elutasítottak;

a t-ik emelet olyan (ideiglenesen) elfogadott csúcsa, amely­
nek a - szárnyában (itt a bal) levő - nála nagyobb el­
távolodású leszármazottai elutasítottak;

jelentésehasonló (jobb szárny a bal helyett);

a l-ik emelet (ideiglenesen) elfogadott Y csúcsa, valamint
a (t + 1)-ik emelet ugyancsak ideiglenesen elfogadott T
csúcsa; a T csúcs az S egy olyan leszármazottja a G-ben,
amely az S-ből keletkező balszárnyhoz tartozik (a T nem
feltétlen lesz az Y utóda a G-ben); az ellentétes szárny
egyetlen csúcsát sem vizsgáltuk meg;

jelentése hasonló, de az ellentétes szárny elutasított (va­
lamint minden olyan csúcsnak a leszármazottja, amely
ebben a szárnyban szerepel);

az Y csúcs (ideiglenesen) elfogadott a z-ik emeleten; a
két ellentétes szárny visszautasított a (t + 1)-ik emeleten.

A fa minden állapotának megfelel egy bizonyos grafikus séma. A követ­
kező példákban az emeletek száma négy:
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0. emelet
l. emelet

>--~- 2. emelet

3. emelet

2. ábra.

A legmagasabb emelet sorszáma, amelyet lm-mel jelölünk, legfeljebb akkora,
mint az E elemeinek a száma. A séma minden elfogadott S= (A, xA) csúcsá­
hoz hozzátartozik az ő � s értéke és a � eYt } x eYt megoldása; ezenkívül tároló
rekeszek vannak fenntartva a "p és az (1), (2), (3)-nak - az előző iterációk
során kapott - legjobb x megoldása számára.

A javasolt algoritmushoz egy bizonyos számú szabály tartozik. Ezeket
a szabályokat (Sz. l-től Sz. 6-ig) szukcesszíve kell alkalmazni, sematikus
illusztrálásukat - a legmagasabb tm-ik emeletre vonatkozólag a 0, 1, ... , 9
állapotokra - 1. később. Minden emeleten, mint majd meglátjuk, csak két
elfogadott csúcs lehet, és ha kettő van, akkor ezek a két ellentétes szárnyhoz
tartoznak.

Az algoritmus szabályai.

Sz. 0. Tekintsük a legmagasabb lm·ik emeletet (az első iterációnál t,n = 0,
vizsgáljuk az Y• kezdőpontot).

Sz. 1. Ha az 80-nál magasabb emelet leszármazottai mind elutasítottak,
VÉGE a problémának: az (1), (2), (3) legjobb megoldására fenntartott
tároló rekeszek tartalmazzák a P megoldását, ha korábban ide (1), (2),
(3)-nak valamilyen megoldása bekerült. Ha nem: (1), (2) és (3) ellent­
mondóak.

Sz. 2. Ha van a tm-ik emeleten olyan elfogadott T csúcs, amelynek felsőbb
emeletéről való leszármazottai között van nem elutasított, akkor
vizsgáljuk a (tm + 1)-ik emeleten a { egy c utódát és fogadjuk el,
vagy utasítsuk el. Az emelet lm sorszáma egy egységgel nő (1, 2, 3, 4
állapotok).

Sz. 3. Ellenkező esetben, amikor ez lehetséges, vizsgáljuk a lm-et alkotó két
ellentétes szárny halmazában azt a csúcsot, amelynek az eltávolodása
a legkisebb és fogadjuk el vagy utasítsuk el (5, 6, 7, 8 állapotok).\Ha ez
az utóbbi csúcs ugyanazon szárnyban egy másiknak az utóda, akkor
ez az utóbbi törlődött (7, 8 állapotok).

Sz. 4. Ha a tm-ik Um> 0) emelet két ellentétes szárnya elutasított, akkor
elutasítjuk annak az Y csúcsnak valamennyi felsőbb emeletű utódát,
amelyből ez a két ellentétes szárny eredt. Az emelet lm sorszáma egy
egységgel csökkentendő (9-es állapot).

Sz. 5. Az iteráció végén a következő áll:
"p új, :{. "p régi.
Ha:
rp új, < rj; régi,



ELÁGAZTATÁSI MÓDSZER DISZKRÉT NEM-LL.'fEÁRIS PROGRAMOZÁSRA 31 

Előtte

I sorszám!

Utána

sorszámj állapot emelet I szabály állapot emelet

0 Sa * 0 I Sz. 1 I 
vége
5a ? 1 So 0 0 Sz. 2 Elf. 2 u 1

0
Sz. 2 Elut. 5 5o ? 1

X
{ Sz. 2 Elf. { ? u tm: = tm+I2 tm 20 0 

Sz. 2 Elut. 5 { 9 tm: = tm+I>< 
3 { tm Sz. 2 Elf. 2 T ? u tm: = tm+I)( 0 0

{ 
~ Sz. 2 Elut. 5 X tm: = tm+I

T' { { 
4 

~ 
-0 tm Sz. 2 Elf. 2 ? u tm: = tm+I

0 
{ lSz. 2 Elut. 5

X tm: = tm+I
s

.~ 

s ? 5 tm Sz. 3 Elf. 3 Uo )( 
tm: = tm

s ?Sz. 3 Elut. 9 X )( tm: = tm

'T' u T' 
6
~ 

t/11 Sz. 3 Elf. 4 0
~ 

tm: = tm

Sz. 3 Elut. 7 X
~ 

t/11: = t/11

7 ~I Sz. 3 Elf. 3 u 
tm: = tmtm X 0

Sz. 3 Elut. 9 )( X tm: = tm

T' t' T' u 
8 

~ ~ 
lm I Sz. 3 Elf. 4

~ 
0 lm:= tm

T" 
Sz. 3 Elut. 7

~ 
)( tm: = tm

?s tm Sz. 4 0 ís I tm: = tm-1 
X X 
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tekiRtsük át a tárolóban tárolt valamennyi .p ' -t és utasítsuk el (a tároló
rekeszek törlésével) azokat az Y csúcsokat, amelyekre:

­� s > .p új.

Sz. 6. Ha xp,) minden j E E-re egész, akkor az S-et elutasítjuk. H~ ezen­
kívül .p s < rp, akkor ir eYt a � jelenlegi legjobb megoldása és ez helyet­
tesíti az előzőt az erre a célra fenntartott tároló rekeszekben, amikor is
(p : = ép' E Az ellenkező esetben, azaz ha Ts ~ .p N akkor az előző legjobb
megoldás a helyén marad.

Az Sz. 1-Sz. 4. szabályok az utolsó emelet átalakulását írják le, sematikus
ábrázolásukat l. a továbbiakban. Az Sz. 5. és Sz. 6. szabályok lehetővé teszik
a tárolóban tárolt csúcsok számának csökkentését, ezeket nem ábrázoljuk.
Az Sz. i. Elf. (Sz. i. Elut.) azt jelenti, hogy az Sz. i. szabály alkalmazásával
megvizsgált csúcs elfogadott (elutasított).

Magyarázatok. AT, 1'', 1'" az Sz. l-től az Sz. 4-ig terjedő szabályok alkal­
mazása előtt elfogadott csúcsok a t111-ik (tFFF > 0) legmagasabb emeleten.
1 vizsgálandó csúcsot - ha van ilyen c r jelöli; amikor ez elutasított,
akkor nem jelöljük azért, hogy emlékeztessünk arra, hogy az elutasított
csúcsokat nem tároljuk a tárolóban. 1 7. és 8. állapotokban c a { - utóda;
ha ebben a két állapotban az U elutasított, akkor egy közbeeső állapotot
a következőképpen ábrázoltunk:

ha pedig U elfogadott, a közbeeső állapot a következő:

~ u 

Ez a táblázat végső állapotaiba van közvetlenül átalakítva. Az Y a tFFFri k 
emelet egyetlen (közvetlen) elődjét jelöli (feltéve, hogy van ilyen). A t111 : =
= tFFF + e, (e= 0, l vagy -1) azt jelenti, hogy az Sz. l-től Sz. 4-ig terjedő
szabályok alkalmazása előtti legmagasabb emelet a t111-ik volt, alkalmazásuk
utáni pedig a etFFF + e)-ik. A 9-es állapotban olyan alesetek lehetnek a £111-re,
amelyek a (tFFF r 1)-ik emeletnek az Sz. l-től Sz. 4-ig terjedő szabályok alkal­
mazása előtti állapotától függenek.

Egy állapotból egy másikba való átrnene.{

1. Ha a tm-ik omelet lm sorszáma egy egységgel nő (1, 2, 3, 4 sorszámú
állapotok), akkor az Xp változónak megváltozik az értéke. Ha az :i:(T)-ből
kiindulva, az egyetlen Xp koordináta megváltoztatásával nyert pont kielégíti
a feltételeket, úgy kitűnő kiinduló megoldásul szolgál a � ec t feladat iteratív
megoldásához. Ha ez a pont nem megengedett; még mindig jó induló meg­
oldást jelent, ha a � ec t feladat megoldására ,,pönálós" módszerrel működő
algoritmust használunk. Ha ezzel szemben olyan eljárással dolgozunk, amely­
nél minden iterált pont megengedett kell hogy legyen; akkor egy előkészítő
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Előtte

I sorszám I 

Utána

sorszám I álfapot emelet szabály állapot emelet

9.1 1 0 Sz. 4 0 So* 01 

9.2
~ 

tm-1 Sz. 4 6 r- tm: = tm-1 
tm

9.3
~ 

tm-1 Sz. 4 7 ~ tm: = tm-1 
tm *

I 
s ,s' tm-1 I 

I r-i'9.4
~ 

I Sz. 4 8 lm: = tm-1 
t,n 'k

fázisra van szükség (amelyben természetesen magát ezt az eljárást használjuk
fel). Ha előre gondoskodunk az előkészítő fázisról, akkor egy automatikus
indulási lehetőséget biztosítottunk. Ugyanakkor a jelen esetben célszerűbbnek
véljük a következő módon eljárni. Kiindulunk az x(T)-ből és maximalizáljuk
(vagy minimalizáljuk) az x13-t, egészen addig, amíg eléri a kívánt értéket
(hogy ezt megtehessük, (2)-t a kívánt xp_ értékkel megegyező felső vagy alsó
korláttal vesszük). Az x13 ezen maximalizálásának eredménye egy, a P(T)
korlátozásainak eleget tevő pont (ha van ilyen; ellenkező esetben azt a követ­
keztetést vonjuk le, hogy g;T = + =). 

2. Ha a tm-ik emelet lm sorszáma változatlan marad, akkor hasonlóképpen
járunk el, az S-ből (5-ös állapot) vagy aT'-ből (5, 7, 8-as állapotok) kiindulva.

3. Ha a t111-ik emelet tm sorszáma csökken (9-es állapot vagy az Sz. 6 szabály
alkalmazása), akkor nem merül fel az a kérdés, hogy bizonyos feltételeknek
eleget tevő pontot kell kapni.

3. Elméleti eredmények 

Megmutatjuk, hogy az algoritmus rendelkezik a tároló rekeszek számára
(4. tétel) és a konvergenciára (5. tétel) vonatkozó tételekben kimondott tulaj­
donságokkal. Előbb bebizonyítjuk a 3. tételt, amely éppúgy használható
a két további tétel bizonyítására, mint a módszer gépi programozásának meg­
könnyítésére.

3. Tétel. Az algoritmus alkalmazáea során a leqmaqasabb emelet - minden
iteráció kezdetén, a fenti O-tól 9-ig terjedő sorszámú állapotok egyikében, az ala­
csonyabb emeletek pedig a 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8-as állapotok egyikében találhatók.

Bizonyítás. Az Sz. I-Sz. 4 szabályok alkalmazásakor az 0-9 állapotok csak
0-9 állapotot hozhatnak létre. Az alsóbb emeleteknek van egy elfogadott
pontjuk; számukra az 5 és 9-es állapotok ki vannak zárva. Az Sz. 5 és Sz. 6
szabályok alkalmazása - az 1. tétel miatt - nem változtat a helyzeten.

4,. Tétel. A fa állapota, bármely iterációnál, legfeljebb 2 N - 1 elfogadott
csúcsot vesz számításba; N az egész értékű változók számát (azaz E elemeinek
a számát) jelenti.

3 Szigma.
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A 3. tétel miatt ez a szám legfeljebb 2 N + I, ami az Sz. 6 szabályt alkal­
mazva (2 N - 1)-re redukálódik.

Megjegyzések

1. Tekinthetjük a fa csúcsainak maximális számát (2 N - 2)-nek is meg­
jegyezve, hogy az SO gyökér feleslegessé válik, mihelyt megkezdjük a két ellen­
tétes szárny vizsgálatát.

2. Ezt a maximális számot elérjük, ha tm = N - I és az l-től (N - 2)-ig
terjedő sorszámú emeletek a 4-es állapotban, az (N - Ij-ik emelet pedig
a 4-es vagy 8-as állapotban van.

5. Tétel. Véges számú iteráció után az algoritmus a P egy megoldását adja,
vagy kiderül, hogy a P feltételei ellentmondóak.

Bizonyítás. Az iterációk száma véges, mivel a G csúcsainak száma véges
és egyiket sem érintjük kétszer.
A két lehetséges befejezés a, következő:

VÉGE 1: 0 állapot és fp < += (a probléma meg van oldva),

VÉGE 2: 0 állapot és fp = += (a korlátozások ellentmondóak).

Az elutasított S= (A, xA) csúcsokra vonatkozólag kétféle eset van: vagy
azért lettek elutasítva, mert azoknak a P(S) problémáknak felelnek meg,
amelyek korlátozásai ellentmondóak (ami azt jelzi, hogy xA nem lehet része
P egyetlen megengedett megoldásának sem) vagy azért, mert <ps 2 ép 2 
~ min {rp / (I), (2), (3) }. Az I. tétel miatt ugyanez áll az S-ből leszármazó
végpontokra is. Ebből következik, hogy a VRGE I és VÉGE 2 a fenti jelen­
téssel bír.

Az az eset, amikor a P probléma konvex és differenciálható

Tegyük fel, hogy a rp függvény konvex és differenciálható a fl parallelo­
tópon és hogy a J{ konvex halmaz a következő egyenlőtlenségek által van
definiálva:

f;(x)-;:;, 0, i E {I, 2, ... , m}, 

ahol az/; függvények konvexek és differenciálhatók a fl-n. Legyen U = (B, x8) 
a T = (B, xB) utóda az S = (A, iA)-ból keletkező valamelyik szárnyban.
Emlékeztetünk arra, hogy

B = AU {,8} , ahol {3 E E(S) - A
xj = xj = xj, 171 E A
x/J = [xp(S)J + r
x/J= xp + t
t = {+ I a jobb szárnyra

- 1 a bal szárnyra
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A P(T) megoldása a .it1(T), µk(T) multiplikátorokat adja, amelyekre:

( 
8r:p m 8/; ) -+ ~ A;(T)- = µ1;(T), kEJ-B
8xk i=I 8xk r

A;(T)>O, A;(T)j;{(x(T))=O, i=l,2, ... ,m

µk(T) > 0, ha

µk(T)::;;;; 0, ha

xk(T) = ak

:c,,(T) = bk

µ,,(T) = 0, ha a,,< xk(T) < bk,

ahol a ( )-r jelölés azt jelenti, hogy a zárójelben levő kifejezést x = x(T)-re
kell venni.

A konvexitás egyenlőtlensége:
m m 

r:p(x(U))+ ~ A;(T)f;(x(U)):2:r:p(x(T))+ ~ ?c;(T)f;(:i:(T))+
i=I i=I

+ ~ ( ar:p + i A;(T) ~) (x(U) - x(T)) + 
kEj~B ax,, i=I axk T

+ s ( ar:p + i: A1(T) ~1
8xp i=I 8xp T

azt adja, hogy:
• ---,,. • ( 8r:p m , T 8/; J . (f}u.:;:..Tr+s -+ ~ "';( )- = Pr

axp ;-1 8xp T

Ez az összefüggés lehetővé teszi az U elutasítását akkor, ha ({Jr > ép, anélkül,
hogy azt előzetesen megvizsgáltuk volna. Ha nem teljesül az összefüggés,
akkor a T-vel egyidejűleg a ({)r-t is tárolni fogjuk: mivel a ép csak csökkenhet,
lehetséges, hogy az U-t egy későbbi iterációnál fogjuk elutasítani.

Másrészt, a P(S) probléma megoldásakor minden - a P(S) probléma meg­
oldására használt - iterációnál - a konvexitás egyenlőtlenségeiből - a efJ8-re
egy alsó korlát adódik, legalábbis ha, amit mi felteszünk, egy olyan iteratív
módszert használunk, amely a P(S) feltételeinek eleget tevő x" pontokat ad.
Legyen <p" az x"-höz tartozó alsó korlát. Ekkor:

cpv t ép5, ha V-+ + oo

Ha tehát ép8 > rp (S elutasítandó), akkor a számítások ténylegesen leállít­
hatók, mihelyt tp" > rp.

A kétértékű változók esete

Lehetnek olyan egészértékű változók, amelyek csak két értéket vesznek fel
(a továbbiakban ezeket kétértékű változóknak nevezzük): feltesszük, hogy
az a két érték, amit felvehetnek a O és az 1. Ebben az esetben a módszer
általános leírásából nyilvánvaló, hogy a1 = 0 és b1 = l minden kétértékű XJ
változóra. Megjegyezzük, hogy minden egyes - kétértékű változónak meg­
felelő - szárny a kezdőpontjára redukálódik.

3*
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Az a legérdekesebb eset, amikor mind az N egész értékű változó kétértékű,
mert ekkor a gépi-programozás egyszerűsödik, minthogy minden gráfcsúcsnak
legfeljebb két utódja lehet. Jóval kevesebb tároló rekeszre lesz tehát szükség,
mivel N bit elegendő az N db kétértékű változó tárolására, s így lehetővé
válik egy sereg ilyen típusú probléma gyors megoldása. Megjegyezzük, hogy
az általános eset is visszavezethető erre azáltal, hogy az egész értékű válto­
zókat felírjuk a 2-es alapú számrendszerben:

ahol az nj-t a b, határozza meg. Ezen átalakítás előnyei.re és hátrányaira nem
fogunk kitérni. Mégis megjegyezzük, hogy konvex programoknál valószínűleg
nem lépnek fel speciális elutasítások.

4. Illusztráló példa 

A következőkben teljes egészében tárgyaljuk a következő P problémát:
P: minimalizáljuk a 

q; = (5x - 13)2 + 15(130x - lOOy - 23)2 + 30(20 x + lOy - 20z - 10)

függvényt az alábbi feltételek mellett:

0 :S: Xj,:;, G , j EJ = {l, 2, 3}

xi egész, jE E= J
(2) 

(3) 

(a K. konvex halmaz legyen a teljes R3 tér). Könnyen látható, hogy a q; függ­
vény konvex és differenciálható.

Ha a megoldandó problémák ,,kicsinyek", az ésszerű megoldás, legalábbis
egy gép számára (az ember esetében ez nem így van), az lenne, hogy teljes
leszámolással járjon el, esetünkben ez azt jelenti, hogy 73 = 343 ponttal
számoljon.

A (3) elhanyagolásával kapott P( 0) probléma (ami annak felel meg, hogy
a változókat nem egész értékűeknek tekintjük, hanem valós változóknak)
megoldása a következő:

x( 0) = (2,6; 3,15; 3,7575), cp(x(0)) = o.
A P probléma megoldása pedig:

:t:=(l;l;l), q;(x)=829.

A fentiekből a ,,legjobb kerekítéssel" nyert megoldás:

x0 = (3; 3; 4), q;(x0) = 67609.

Azon nyolc pont közül, amelyeket úgy nyertünk, hogy az xj(0) - t
(j = 1, 2, 3) bármely lehetséges módon kerokítettük, a legjobb az:

x1 = (3; 4; 4), q;(x1) = 21219.
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Így tehát a ,,legjobb kerekítéssel" kapott megoldás (67609) egyáltalán
,,nem kielégítő", sőt még ,,az összes lehetséges kerekítések legjobbika" (21219)
is alig javasolható. Ha az algoritmust az elsőnek talált megoldásnál meg­
állítjuk, akkor már valamivel jobb eredményt kapunk (17419 a harmadik
iterációnál), a másodszorra talált egész pontnál való megállás pedig egy olyan
megközelítést (934, a második iterációnál) ad, amelynek az az érdeme, hogy
hasonló nagyságrendű, mint az optimális érték (829, a tizennegyedik iterá­
ciónál). Három kiegészítő iteráció szükséges, hogy meggyőződhessü:p.k: a már
korábban megkapott, optimális megoldás tényleg a P probléma I optimális
megoldása. · ·

A számításokat
1

egy tízoszlopos táblázat formájában mutatjuk be.
l. oszlop: a fában megvizsgált T = (B; xB) csúcs megnevezése (0, 'l, 2, ... );

ez megegyezik az iteráció sorszámával.
2. oszlop: a B halmaz; az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy ,ez mindig

a következő négy halmaz valamelyike: 0, {l}, ,{l, 2}, {l, 2, ~}; nyilvánvaló,
hogy, egyéb szabályok is lehetségesek: miután az x1 -et az x1 egész értékkel
rögzítettük, az x2

1rögzítése helyett rögzíthetjük .az :1:2 és :1:3 közül azt, amely
a legmesszebb (vagy a legközelebb) van egy egész számhoz. :

Mindez összhangban van az Sz. 2 szabályban biztosítotti bizo1yos f~jta
szabadsággal.

3. oszlop: Az i.b jelölés azt jelenti, hogy a vizsgált csúcs az i csúcs utóda
az ő szárnyában, ami a balszárny; az ifb jelölés azt jelenti, 'hogy a vizsgált
csúcs az i következő emeleti utóda és · hogy ő egy balszárny kezdőpontja,
(az i.j és i.fj ugyanazt jelentik, csak a ,,bal" a ,,jobb"-al helyettesítendő).

4., 5., 6. oszlopok: a P(T) optimális megoldásának a koordinátái az x1, x2, x3
értékek; az, hogy egy XJ érték alá van húzva., azt jelenti, hogy egész értékre
rögzítettük azért, mert _j E A; amikor ezen kívül még egy csillag is van, ez azt
jelenti, hogv j = f]; az XJ = 6° csak annak a ténynek kifejezésére szolgál,
hog_v XJ = 6 és így az XJ ;S; 6 eredeti feltétel: hatékony; hasonlót jelent az
.1_.J = 0°, zéró alsó korlát esetén.

7., 8. oszlopok: :t f-r, ép7, amiket már előzőleg definiáltunk; a 7. oszlopban
aláhúzott számnak a legjobb egész értékű pont felel meg.

9. oszlop: a fa á.llapota a folyamatban levő iteráció végén (a fa gyökerének
n megjelölését mellőztük; rn inthogy a, 9-es állapot a fa legmagasabb emeleté­
nek állapota: közvetlenül az általa, létrehozott 0, 6, 7, 8-as állapotok vala­
melyikébe megyünk).

JO. oszlop: tm, a legmagasabb emelet sorszáma.
Az xJ(11

), 'Pr, 'PT értékei pontos értékek, kivéve, ha T = 9, ahol az értékek
(+)-al vF.Lgy ( )-al vannak jelölve. Az algoritmusnál a három változóra való
minimalizálás után 17 iteráció szükséges; ebből két változóra 5, egy változóra 8
és a <p(x) számítására 4 esik.

A bemutatott módszerrel szemben gyakran ajánlható heurisztikus eljárások
alkalmazása, feltéve, ha ezek egyszerűek és kevés számolásra vezetnek.
Az (1), (2), (3) egy x megoldásának ismeretében, ,t P(S)-nek az S= (E, xE)­
vel való megoldása valóban ad a <p-re egy olyan értéket, amelyet elég kicsinek
remélhetünk ahhoz, hogy lehetővé tegye a G elég sok csúcsának az elutasítását;
ez viszont azt adja, hogy minél kisebb a r:p, annál több olyan csúcsa lesz a G-nek,
amelyeket nem kell megvizsgálni. Nem mond ellent ezeknek az a tény sem,
hogy a jelen példában a legtöbb heurisztikus eljárás csődöt mond.
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i I 2 s 4 I 5 6 7 8 9 10

Tl 
x(T) 

B s x, x, :r, ~T 'PT a fa állapota t,,,

Kezdés
0 0 2.6 3.15 3.7575 0 0 0

1 I o. fj 3.* 3.67 4.5185 4 44 9 1 l 0

116 379 i 1
22 1, 2 l. fj 3. 4.* 4.7 16 339 ? 2

0

~ 1
23 I, 2, 3 2. fj 3. 4. 5.* 17 419 ? r 3

X

~ 1
24 I, 2, 3 2. fb 3. 4. 4.* 21 219 9 )( 

5 1, 2 1. fb 3. 3.* 4.16 67 339 --Y l 

6 I 0. fb 2.* 2.37 2.8035 9 39
~ 

1

6 ~ 1
7 l, 2 6. fb 2. 2.* 2.06 20 544 ? * 2

X 

8 I, 2 6. fj 2. .1.* 3.15 59 544 t-½ l 

Nevezzük 1. példának az előző példát, 2-nak pedig azt, amit ebből úgy ka­
punk, hogy elhagyjuk a (2) feltételeket. Nevezzük a fent kifejtett módszert Ml­ 
nek és M2-nek a következő módszert: a tárolt csúcsok közül minden iteráció­
nál tekintsük azt az S csúcsot, amelyen a cp5 értéke a legkisebb és vizsgáljuk
a három utódot (kettő a felsőbb emeletről való, egy az S szárnyában van
- ez utóbbi nem létezik, ha S a gyökér - , mivel az utód a szárnyban mindig
a harmadik); alkalmazzuk a 2. § elutasítási eljárásait és ha sor kerül rá,
a konvexitásból levezetett elutasítási eljárást. Egyébként a Land- és Doig-féle
eljárásnak a nem-lineáris programozásra való kiterjesztett változatáról van
szó. A számításokat nem fogjuk részletezni. Az érdeklődő olvasó megkaphatja
ezeket a szerzőtől.

Az összehasonlítás a következő pontokra vonatkoz.ik: az első változó mi.ni­
malizációinak száma (1. tábla), a második változó minimalizációinak száma
(2. tábla), a tárolandó csúcsok száma (3. tábla), az egészértékű optimális
megoldásokat adó iterációk száma ( 4. tábla, ahol a zárójelben levő számok
a ip-nek a megfelelő értékeit jelentik).
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1 I 2 I 4 I 8 10 

s 

x(T) 

x, x, a fa állapota

9 1 l. j = 6. 187+ 6 sos- r--6 1

IO 1, 2 9. fj 4. Ii.* 6. 934 6 ? 9 2x Lx
11 I, 2 9. fb 4. 4.* 5.7 141 184 r 1

12 l 6. b l.* 1.07 1.0885 64 144 f2 ? 1
0 X

13 1, 2 12. fb 1. l.* 1.05 799 21 799

~ 
2J 

fl ~14 1, 2, 3 13. fb 1. 1. l* 829 13 2 X 3

*2 X

15 1,2,3 13. fj 1. 1. 2* 14 029 fl ! X 29)(

16 l, 2 12. fj 1. 2.* l.6 129 735 t--L 1

17 1 12. b O.* o.s o.s 11 104

*
0

VÉGE 
Megoldás: T = 14

Ml M2 Ml M2

l. Példa 8 I 8 5 6

2. Példa 24
I 

26 12 12

1. tábla 2. tábla

Ml M2

3 8

3 15

3. tábla

Ml M2

l. Példa

2. Példa

3 (17 419), 10 (934), 14 (829) 11 (11 104), 12 (934), 15 (8.!9)

3 (17 419), 11 (934), 19 (829) / 21 (934), 40 (829)

----~
4. tábla
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Így az adódik, legalábbis e példák láttán, hogy az Ml-től az M2-höz viszo-
nyítva a következő előnyöket várhatjuk:

1. kevesebb a minimalizációk száma (1. és 2. tábla),
2. kevesebb a tárolandó csúcs (3. tábla),
3. kevesebb időre van szükség ahhoz, hogy ugyanazokat az egész meg­

oldásokat kapjuk ( 4. tábla) (ez az előny akkor áll fenn, ha elhagyjuk a befejezés
előtti számításokat).

Mindezekhez hozzátehetjük, hogy a tároló rekeszek számának maximuma
2 N - 2 = 4 az Ml módszer esetében és ennél több az M2 módszer (3. tábla)
esetében, ami ennél a módszernél a priori nem is korlátozható. Ez arra vezet,
hogy amikor az M2 módszert alkalmazzuk, vagy fenntartandó N' tároló
rekesz a központi tárolóban és kell a külső tárolóban is tárolni, ha a tárolandó
csúcsok száma N-nél nagyobb (így a programozás nehézkes és rendkívül lassú
lesz), vagy amikor N' + I csúcs van, akkor el kell hagyni a legrosszabbat
(kockáztatva azt, hogy nem találjuk meg a felvetett probléma optimális meg­
oldását).

5. Az N csoportos elágaztatási módszer 

Néhány ,,nagy" problémánál előfordul, hogy a 2 N - 2 csúcs tárolása is
túl sok rekeszt követel meg. Megmutatjuk, hogy hogyan kell irányítani
a műveleteket ahhoz, hogy a 2 N - 2 helyett N Jegyen a szükséges'rekeszek
maximuma. Elég ha elérjük azt, hogy az összes t < lm sorszámú emeleten
egy és csak egy elfogadott csúcs legyen, miközben a tm-ik emelet 0 vagy I
elfogadott csúcsot tartalmaz (ha tm = N, ez a szám a 0 lesz). E célból elég,
ha az Sz. 3 szabályt a következő Sz. 3a szabállyal helyettesítjük: I 

Sz. 3a: Ha a tm-ik emelet a 6-os vagy 77es állapotban van, akkor vizsgáljuk
meg a T' utódát az ő szárnyában és fogadjuk el vagy utasítsuk el (ez a 2, 5
vagy 9 állapothoz vezet). Ha a tm-ik emelet az 5-ös állapotban van, akkor
vizsgáljuk meg az ellenkező szárny kezdőpontját és fogadjuk el vagy uta­
sítsuk el (ez a 3 vagy a 9-es állapothoz vezet). ·
Most - bizonyítás nélkül - felsorolunk néhány tételt.

6. Tétel. Az alqoritmue alkalmaeása során az iteráci6k kezdetén a legmagasabb
emelet a O, I, 2, 3, 5, 6, 7, 9 állapotok valamelyikében van és a kevésbé magas
emeletek a 0, 1, 2, 3 állapotok egyikében vannak.

7. Tétel. Bármely iteráci6nál a fa állapota legfeljebb N elfogadott csúcsot
tartalmaz.

8. Tétel. Véges számú iteráci6 után a mádosüoü algoritmus a P-nelc egy
megoldását adja, vagy kiderül, hogy a P feltételei ellentmondáak.

Érdemes megnézni, hogy mit ad a módosított algoritmus az előző paragrafus
numerikus példája esetén. Pontosan ugyanazokat a oaúosokat adja, de más
sorrendben. A csúcsokat ugyanúgy jelölve, mint ahogy ezt tettük, ez a sorrend
a következő:

0, 1, 2, Q, 4, 5, 9, 10, 11, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 16, 17

(az aláhúzott csúcsok az egész megoldásokat jelentik).
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A módosított módszer érdekes. Nincs módunk azonban arra, hogy a tároló
rekeszek számának a második paragrafusban megadott vizsgálatával való
összevetésén kívül egyéb szempontokkal is összevessük. Valószínű, hogy első­
sorban az a hátránya ennek a módszernek, hogy túlságosan megvizsgál egy
szárnyat, még mielőtt az ellenkező szárny megvizsgálását elkezdené.

Fordította: Baróti György
(Beérkezett: 1970. február 5.)

IRODALOM

ABADIE, J. (1967), eel. Nonlinear Programming, North Holland Publishing Company.
ABADIE, J. (1969), On the GRG method for nonlinear optimization and its application

to control problems, EDF Note HI 141/00 (to appear, slightly modified, in Abadie,
1970).

ABADIE, J. (1970), eel., Integer and Nonlinear Programming, North Holland Publishing
Company.

ABADIE, J. et J. C.rnPENTIEJ1 (1966), Généralisation de la rnéthode du Gradient Réduit
de Wolfe an cas des contraintes non-Iinéaires, pages 1047-1953 de Proceedings of
tl;1e Fourth IFORS Conference, D. B. Hertz and J. Mélése (editors), Wiley - Inters­
cience.

ABADIE .J., and J. CARPEN'l'IER (1969), Generalization of the Wolfe Reduced Gradient
method to the case of nonlinear contraints, in: Optimization, R. Fletcher (editor),
Academic Press.

ABADIE, .J., et J. Gurnou (1969), Gradient Réduit Généralisé, Note EDF HI 069/02.
BALINSJU. M. L. (19ü7), Some general methods in integer programming, Chap. IX of

Abadie, 1967.
BERGE, C. ( I 958), 'I'héorie des Graphes et ses applications, Du nod.
CARPENTrnR, J. (1969), Gtmeralized Reduced Gradient algorithm, combination with

integer programming, application to an electric power system problem (mimeographed),
paper presented to tho NATO Advanced Study Institute on Integer and Nonlinear
l'rograrnming, Bandel 8-20 June 1969.

CARPENTJKR,, J ., C. CASSAPOGLOU, ct. al. (1968), Une méthode générale de résolution
des problömcs de dispatching économique avcc variables en tióros, tenant compte des
coűts de marche a vide des groupes, paper presented at tile Lntemutional Conference
on Oporat.ional Research & Power Systems, Athens, 1968.

COLVILLE, A. H,. (19G8), A comparat.ivo study of nonlinear programming codes, IJ3l\{
NYSC Report :l20-2949.

H1mv1~, I'. ( L968), Les procedures arborescen tes d'optimisation, R. J. R. 0., 11, 69-80,
LAND, A, JL, and A.G. Dorn (19ü0), An automatic method of solving discrete prograrmn­

ing problems, Econometrica, 28, 497-520.
RoY, B. (1969), Algőbro modeme et théorie des graphes, Dunod.
ROY, B., R. J3ENAYOUN, and J. TERGNY (1970), From S.E.I.'. procedure to tho mixed

Ophélie programme, in Abad ie, 1970.
ROY, B., P. BERTIRR. et P. T. NonrnM (1965), Programmes linéuires en nombres entiers

ct procéduro :SEP. Metra, IV, n° :3, 1965.

A BRANCH AND 13OUNIJ M.ETHOD FOR MIXED INTl':<mR NON-LINEAR
PROGRAMMING

The paper presents tho ,, BBB algorithm" (Bounded Branch and Bound), and illust­
rates it by meun of a numerical example, This algorithm possesses, with respect to ot.her
Branch and Bound methods, the following advantages: (a) there exists an a priori upper
bound to the number of ogdes of the tree to be memorized; ( b) this bound is reasonably
small (2N-2, or evon N, where N is the number of integer valued variables); (e) ,,accep­
table" solution arc quicker to obtain (this advantage comes to work in the case where
computations must be stopped before completion) . Proofs are given under quasi-con­
vexity hypothesis.
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METO~ OTBETBflEHI1B ~nB PEWEHI1B 3A~A4 HEfll1HEAHoro
TIPOrPAMMI1POBAHI1B, CO~EP}l{AI.Ql1X ~l1Cl{PETHbIE TIEPEMEHHblE

B crarse npeACTaBJJ5leTC5l <•MeTOJJ.-BBB>> (<<Bounded Brauch and Bound»), 11n10cTp11pyeMbIH Ha 
HyMepwieCKOM npanepe. 3TOT .\leTOJ.\ no cpaBHeH111O C J.\PYrHMl1 MeTO)].aMl1 oraeraneaaa 11MeeT 
cne)].y101U11e npeuaymecraa: (a) 'lHCJJO nonanaroumx s MeMopu10 sepuraa ynpaanseaorn nepesa 
anpaopa orpamrseso caepxy; (6) orpaaaseuae 5lBJJ5leTC5l pau.11OHaJJbHO MaJJblM (2N-2 HJIH 
HHOf)].a N, rne N = '111CJIO ueJJO3Ha'-IHblX rrepexennax): (s) MO)KHO öucrpee IlOilYlJHTh rtpn­ 
eMJJeMOe peureaue (3TO 5lBJJ5leTC5l őnaronpaarasra B TOM cnysae, ecnu pacxeru cnenyer 
OCTaHOBHTh nepen OKOH'laHHeM). 

B J.íOKa3aTeJJbCTBe npennonaraercs KBa3H-BblilYKJIOCTh. 



CmK.Á.N ATTILA

T ö b h r a k t á r a s k é s z l e t e z é s i r e n d s z e r e k 
m a t e m a t i k a i m o d e ll j e i 

A szocialista bővített újratermelés különböző szféráiban - mindenütt,
ahol a termelési folyamat egyes szakaszai térben vagy időben elszakadnak
egymástól - elkerülhetetlen és a folyamatok stabilitása szempontjából alap­
vető jelentőségű különböző készletek tartása. A készletek optimális szintje
igen jelentős az egész gazdálkodás hatékonysága szempontjából. A készletek
növekedése vagy csökkenése rendszerint ellentétes irányú költségmozgásokat
eredményez a gazdálkodás kapcsolódó egyéb területein.

A megfelelő nagyságú készletek más erőforrások felszabadításával járhatnak,
ugyanakkor a készletek túlzott nagysága - mivel lényegében inaktív eszköz­
lekötést jelent - egyértelműen előnytelen. A ráfordítások helyettesíthetősége
és különböző hatásfoka szükségessé teszi optimalizálási feladatok megfogal­
mazását, és a korszerű matematikai eljárásoknak a készletgazdálkodási dön­
tések előkészítésében való felhasználását.

A problémák modellizálhatóságát jelentősen megkönnyíti az a tény, hogy
- véleményem szerint - a készletgazdálkodásnak önálló tevékenységként
való kezelése rendszerint elfogadható absztrakció. Ennek oka, hogy a készlet­
gazdálkodási döntések a gazdaság más szféráiban hozott döntésekhez képest
viszonylagos függetlenséggel bírnak: abban az értelemben, hogy a készlete­
zéssel kapcsolatos költségek csökkentése átlagos gazdasági feltételek mellett
egyértelműen célszerű.

A készletproblémának egy általános megfogalmazását a következőképpen
adhatjuk meg [17]:

,,A készlet úgy definiálható, mint valamely passzív ·qGGá Mn azzal a feltétellel,
hogy ennek a forrásnak gazdasági értelemben vett értéke van. Ebből követ­
kezik, hogy 8WGWMRW4 jelentkezik iránta. A kereslet a készletből output útján
elégíthető ki. A készlet helyreállítása ­_F»4 útján történik. A termelés ilyen
input és/vagy output folyamnak fogható fel."

-input-+! készlet I-output-I kereslet I

Valamely készletezési rendszer állapotát, illetve hatékonyságát - a készlet­
probléma fenti megfogalmazása esetén - mindenkor az

j h j { Nbt rS +e4ln Ge4l} 
dőfüggvény-halmazzal írhatjuk le, ahol

Nbt rW az input
+e4lv az output
Ge4lv a kereslet az idő függvényében
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y ] bt r és Ge4l függvények igen gyakran - de nem mindenkor - ekvivalensek.
y z Nbt r és ] bt r függvények a döntéshozó ellenőrzése alatt állnak és őbt r alakulását
is befolyásolhatják (például áralakítással).

Általánosságban a készletezési probléma lényege abban áll, hogy meg kell
találni azon Nbt rS ] bt rS őbt r függvényeket, amelyek maximalizálják a rendszer
hatékonyságát. Ezt az E-hez rendelt valamilyen mennyiséggel (pl. veszteség,
nyereség stb.) mérjük. Az optimalizálandó függvények rendszerint korlátozó
feltételeknek vannak alávetve.

Az ily módon értelmezett készletgazdálkodási modellek, más döntési model­
lekhez hasonlóan, négy szférából állanak:

l. ü / ö _4é M­ \ á R4q7ó 8 "[R<[7[n amelynek alapján a, döntéshozó megválasztja
üzleti taktikáját. Készletgazdálkodási modellek esetében ilyen döntési változók
lehetnek például a kritikus készletszintek, a rendelendő mennyiség, a raktár­
kapacitás, a raktárak száma, .elhelyezése stb. Természetes, hogy adott prob­
léma esetén ezen változóknak csak egy részhalmaza befolyásolja a döntést.

2. 5 ·WR4é 4WR­ GW_/ M7WGn amely a változók halmazában feltételezett empirikus
relációk halmaza (,,korlátozó feltételek"). Készletezési problémák esetében
ilyen korlátozó feltételek például a különböző kapacitáskotlátok (termelés,
raktár, piac stb.), pénzügyi korlátok, szállítási feltételek, idökorlátok stb.

3. 5 Yé R·ü ]] \ é _9u j 7 egy olyan, a döntési változók halmazán. értelmezett
függvény, amelynek valamilyen szélsőértéke a vizsgált rendszer ei:;y kedvező
állapotát fejezi ki. Így készletezési modellekben a költségek minimális szintje,
a kereslet kielégítésének elérhető maximális mértéke vagy a kész.let volumen
minimuma lehet például a döntéshozó szá.mára kívánatos állapot.

4. Végül az alkalmazott M7á G_­4á M­ WRZá Gá Mq4Yn amelyek elemzik ::t döntési
változók alternatív értékeinek hatását a célfüggvényre a modell feltételi
rendszerében. Ilyen, a készletgazdálkodási modelleknél gyakran alkalmazott
eljárások például a, klasszikus szélsőérték-azá.míűás vagy az ?5üw9 á ­wv progra­
mozás egyes módszerei.

A fent általánosságban leírt modellek speciális tulnjdonsága.ik (az ozves
szférák jellemző vonásai) segítségével sokféleképpen csoportosíthatók és szerte­
ágazó problémakört ölelnek /Q­( Éppen a sokrétűség miatt nagy jelentőséggel.
b ír a fellépő problémák és megoldásaik rendszerezése - hiszen a térben Ó8
időben szétszórtan jelentkező modellek, eljárások, eredmények megismerése
feleslegesen köti le a felhasználásukka.l foglalkozó 8zakemberck idejét és ener­
giáját. Ennek tulajdonítható, hogy az utóhbi időben több olyan ruunkn jelent
meg, amely a készletezési modellek rendszerezésével, általános leírásával,
elemzésével, összehasonlításával fogl.alkozi k. Ezen rendszerezések döntő több­
sége főként azokkal a modellekkel foglalkozik, amelyek a legnagyobb számos­
ságú osztályt alkotják: egy, ritkábba.n több tennék egy raktárban történő
készletezésének modelljeivel. Ilyen modellek rendszerezésére több kitűnő
munka is ismeretes az irodalomban (pl.: [12], [17], í2ü]).

Viszonylag kisebb teret szenteltek azonban eddig egy nem kevésbé /?cü?v 
problémakörnek, a többraktáras modelleknek Ez részben abban nyilvánul
meg, hogy kevesebb modellt ismerünk e tárgyl<örben, másrészt pedig abban,
hogy sem a hazai, sem a külföldi irodalomban nem találkozunk vulamcnnyire is
átfogó rendszerezésükkel. Több ilyen modellt ismertet HANSSMANN [17] és
GEBHARDT-SEELE [14], de ők sem törekedtek többszempontú, átfogó kép
kialakítására. A hazai irodalomban - amely ezen a területen egyébként is
meglehetősen szórványos - pedig egyáltalán nem jelent még meg ilyen munka
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A t.öbbraktáras modellek tulajdonképpen egy általánosítást jelentenek és
kiemelt gyakorlati jelentőséggel bírnak. Könnyen belátható, hogy a nép­
gazdaság objektíve csak többraktáras készletgazdálkodási rendszerként kezel­
hető; ezt a termelés tényleges anyagi-műszaki összefüggései, valamint a válla­
latoknak mint elkülönült gazdálkodási egységeknek a létezése implikálják.
Ez a tény makroökonómiai szinten húzza alá a többraktáras rendszerek,
illetve modellek jelentőségét. Mikroszinten pedig a több gyáregységgel, üzem­
részleggel rendelkező ipari nagyvállalatok készletgazdálkodásának korszerű
igényeket s a gazdaságosság követelményeit kielégítő, alapvető kritériumait
szem előtt tartó irányítása aligha képzelhető el ilyen modellek alkalmazása
nélkül. Emellett az új gazdaságirányítási rendszerben fokozódott a fogyasztók
jobb kiszolgálásának igénye is, és az ország egész területét ellátó rendszer
tT c , vállalat, szervízhálózat) irányítása szempontjából nagy jelentősége van
az olyan irányításnak, amely a rendszer egészére vonatkozó optimalizálást
a komplex matematikai apparátust felhasználó többraktáras, esetleg több­
termékes modellek segítségével végzi, az egyes raktárak, egységek operatív
gazdálkodását pedig egyszerű közelítő eljárások, például nomogramok fel­
használásával teszi eredményesebbé. Ezen a területen - bár már történtek
kísérletek - még jelentős fejlődésre számíthatunk.

A többraktáras készletgazdálkodási modellek jelentőségének felismerése
vezetett akkor, amikor egy hosszabb időre tervezett kutatómunka első fázisa­
ként feldolgoztam az idevonatkozó irodalmat. Bár teljességre nem töreked­
hettem (főként az irodalom egy jelentős részének hazai hozzáférhetetlensége
miatt), úgy érzem, hogy az áttekintett modellek alapján egyrészt képet nyer­
hetünk az operációkutatás e téren elért eredményeiről, másrészt kiinduló alap
áll rendelkezésünkre további modellek, eljárások konstruálására.

Azt, hogy a készletezésre vonatkozó vizsgálatunkat egy Yagy több raktárra
terjesztjük-e ki, a modellek osztályozásakor a változók közti relációk halma­
zának tulajdonságai közé sorolhatjuk. Ha e nézőpontból kiindulva kívánjuk
pontosabban körülírni a többraktáras modelleket, a következő definíciót
adhatjuk:

~ö ++<RY4á G[M 8é M7RW4][7/ á R8q/ á M­ <q/ WRRWRY_WRY azon közgazdasági-mate­
matikai modelleket tekintjük, amelyek készleteknek olyan rendszerekben
történő elosztásával, átcsoportosításával, felhasználási és felújítási politikájá­
val (illetve ennek optimalizálásával) foglalkoznak, ahol a rendszert alkotó rak­
tárak egymással input-output kapcsolatban állnak, vagy állhatnak.

A feldolgozás fő eredményeit a következőkben megkísérlem ismertetni.
Sajnos a rendelkezésre álló terjedelem nem teszi lehetővé a részletes fejtegeté­
seket, így csak igen tömören, a leglényegesebbnek vélt jellemzők felsorolásával
ismertethetjük a modelleket, és nem nyílik mód ezen a helyen az értékelés,
elemzés leírására sem.

A vizsgálatba bevont modellek osztályozását több szempont szerint elvégez­
tem és végül - a legalapvetőbbnek bizonyult jellemzők alapján - a következő
négy csoportot képeztem:

I. Adott központ körül elhelyezett parallel raktárak elosztási modelljei
II. Többszintű raktárrendszerek elosztási modelljei.

III. Adott központ körül elhelyezkedő parallel raktárak optimális készle­
tezési politikája.

IV. Hierarchikus raktárrendszerek optimális készletezési politikája.
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Az alábbiakban a modelleket ebben a csoportosításban tárgyaljuk. A fenti
alapcsoportokon belül a modellek tulajdonságait még a következő fő szem­
pontok szerint vizsgáltam:

időhorizont (statikus -dinamikus),
a rendszerre vonatkozó ismeretek (determinisztikus-sztochasztikus),
a termékek száma (egy-több termék),
alkalmazott matematikai apparátus.

Ezek azonban már inkább az elemzés, mint a csoportosítás szempontjai.
Természetesen a modellek egy jelentős részét nem lehet szeparáltan egyik

vagy másik csoportba sorolni: a leglényegesebb jellemzők vizsgálata azonban
lehetővé teszi az alapvető csoportok elválasztását.

Tekintettel a felhasználandó jelölések nagy számára, valamint arra a körül­
ményre, hogy sok közülük több modellben is előfordul, célszerűnek látszik
összefoglalásuk. Emellett - amennyiben szükséges - konkrét tartalmukra
az egyes modelleknél is utalunk.

a: veszteség egységköltsége
b: segédváltozó
C: költségfüggvény
e: költségtényező
D: szállítás volumentől független költsége
d: szállítás lineárisan változó költsége
E: raktárhalmaz
. bKrW a kereslet eloszlásfüggvénye
f(S): a kereslet sűrűségfüggvénye
/: index(/= Z. 2 ... ár 
J G függvénykapcsolat, rekurzív összefüggéseknél
g: függvénykapcsolat
1 G változók halmaza
h: index bo = Z. 2 ... }r 
J W raktárban levő készlet
i: raktárak indexe (i = Z. 2, ... 6r 
j: index (j = 1, 2 ... » r 
K: kapacitás
k: index b[ = Z. 2 ... őrS máshol az iterációs lépések száma
L: függvénykapcsolat
1-VJ: várható érték
P: valószínűség
p: valószírn'.íség
Q: készletmennyiség
R: raktározás volumentől független költsége
r: raktározás fajlagos költsége
7s­fG a felhasznált termékek raktározásának egységköltsége
őJ~ rx a felesleg után fizetendő raktározási költség
S: kereslet (felhasználás, szükséglet)
T: időtartam, időintervallum
üG időtartam, máshol idő-index
U: változók felső korlátja
u W változó
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v: hiány fix költsége, máshol hiányköltség-függvény
v: hiány egységköltsége
W: profit, nyereség
w: egységnyi termékre jutó profit, nyereség
KG változó, készletmennyiség
y: változó, készletmennyiség
z: kritikus készletszint
Z: készletmennyiség, általában a rendelés volumene
_ÖG szorzókonstans; _Ö > 1
f3: szorzókonstans; 0 Z f3 Z I
I': rendelés fix költsége
y: rendelés egységköltsége
ó: kijelölő változó
zí: növekmény, különbség
a: parciális derivált jelölése
/rG készletszint
l/\G hiány várható értéke
µ: visszautasított rendelések várható értéke
v: index
~: valószínűségi változó
II: egységnyi fel nem használt készlet értékcsökkenése
a: szórás
-r: időtartam
</>: függvénykapcsolat
<p: függvénykapcsolat
x: változó
w: felesleg várható értéke

I. Adott központ körül elhelyezett parallel raktárba történő készletelosztás

5 modelleknek ebbe a csoportjába azokat soroltam, amelyek valamely
központ (gyártó mű, központi raktár) körül elhelyezkedő, egyenrangú raktárak
közötti optimális készletelosztással foglalkoznak. Ezen modellek döntő több­
sége egytermékes, statikus, sztochasztikus modell, de néhány más típust is
bemutatok.

Az elosztási feladatok legáltalánosabb megfogalmazását HANSSMANN-nél
találjuk [ Zv ] . mint az újságárus-probléma általánosítását. Az újságárusnak Q 
mennyiségű tőkéje van, amelyet különböző újságokba fektethet. Az egyes
újságtípusokba (n-féle típus van) való befektetés pénzértéke =xg Ha Y bC xbx Srr 
jelöli az egyes újságokból származó nyereség X;-től függő várható értékét,
akkor a feladat az alábbi módon fogalmazható meg:

X;~O

n
};x;=Q

i=l

C bx 1, x 2, .•• , Xn) = c{ (i C xb=xrrgF max
oA_ 



48 CHIKÁ:-1 ATTILA.

5 n:iegoldáshoz konstans fm növekményű befektetéseket feltételez és a diffe­
renciális nyereség rangsorolásával adja meg az optimális elosztást. 5 módszer
egyszerűen kiterjeszthető nem osztható befektetésekkel (gépek, tervek stb.)
kapcsolatos elosztási problémákra is. Az eltérő megfogalmazás ellenére a fel­
adatnak készletelosztási problémaként való kezelhetősége evidens.

5 hazai irodalomban DENKINGER , É 1S modellje [ Z5] foglalkozik ilyen
típusú feladat megoldásával. 5 modell alapját képező probléma betonacél­
készletek optimális elosztásával kapcsolatban lépett fel és azt vizsgálja, hogy
egy adott ellátó üzem hogyan ossza szét a feldolgozó üzemeknek az általa egy,
adott időszakban termelt félkésztermékek mennyiségét úgy, hogy a feldolgozó
üzemeket együttesen a lehető legkisebb költség terhelje. Az ellátó üzem minden
termékét szétosztja. A modellt a szerző a feltételi rendszer különböző válto­
zataira írja fel, először determinisztikus, majd sztochasztikus esetre. Az első
változatban a feldolgozó üzemeket raktározási költség csak a szükségleten
felüli mennyiség tárolásával kapcsolatban terheli, ezen mennyiség felülről
korlátozva van.

Adott és konstans az egyes feldolgozó üzemekre vonatkozólag a szükséglet,
a raktárkapacitás (a szükségleten felüli mennyiségre!), a raktározás és a hiány
egységköltsége.

A fentiek alapján > modell az ismertetett jelölésekkel a következőképpen
írható fel:

n
Z x,=Q
wA­ 

n
0= 1: 

wA­ 

ne, = l,' {vi max
wA_ 

sh · S - x r -1- r(2) max (ü· min (IC x g Áff\ ' I I l 1 I 7 22 l I 

5 feladat megoldását az üzemeknek a faj Lagos költségek szerinti sorba­
rendezésével könnyen megkaphatjuk, tekintetbe véve a szétosztandó anyag
mennyisége és az igények közt fennálló nagyságrendi összefüggést.

5 modellt további változataiban a szerző az összes raktározási költség,
továbbá a szállítási költség figyelembevételével bővíti - oz utóbbi esetben
a modell egyszerű szé.llítási feladatként fogalmazható meg. Leglényegesebb
továbbfejlesztése a modellnek az elosztandó mennyiség folytonos valószínűségi
változóként való kezelése, ahol a megoldást az előző esetekhez hasonló módon,
sorbarendezésí eljárással nyerhetjük.

Lényegében analóg feladat megoldását tárgyalja " SC;p" l ZZ]2 A matema­
tikai modell leírása nélkül ismerteti esettanulmányát, amely a Hawai-i Ananász
Társaság idénykészletének elosztásával foglalkozik. Terméke - jellegének
megfelelően :- kifejezetten idényterrnék, amelyet konzervként szállítanak
az Egyesült Allamokban levő raktárakba . Minden raktár egy adott területet
szolgál ki, amelynek ismert a kereslete. A társaság politikája kizárja az egyes
raktárak közti szállítás lehetőségét, valamint a készleteknek egyik idényből
a másikba való átvitelét. Az egyes raktárak különböznek egymástól a raktá­
rozási költségben, valamint az adózás időpontjában. Amikor egy szállítmány
megérkezik a kontinensre, úgy kell elosztani, hogy a hiány és az adó költsége
a minimális legyen. Ha egy adott készletszinthez tartozó jövőbeli teljes raktá­
rozási költség a készletszint négyzetével arányos, ebből következik, hogy
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a raktározás határköltsége a készletszint lineáris függvénye. Mivel a készlet­
szintet a havi szállítások mennyiségével mérjük, a határköltségnek az adózás
miatti megugrása az ábrán látható módon beépíthető a rendszerbe.

esetenkénti
határköltség

~ 
I

.3

Készletszint
{ havi srálliid! mennyisegb?n)

Ilyen ábrákat minden raktárra elkészíthetünk, a határköltségek egyenlővé
tétele útján az optimális elosztás meghatározható. Az optimális elosztás
operatív megszervezésére retrospektív szimulációs eljárást alkalmaztak.

Szintén szimulációs módszerrel oldott meg elosztási problémát WEINSTOCK
[39], ismerteti [14]. Tartalékalkatrészt forgalmazó vállalat szétszórt raktár­
hálózata számára határozta meg az optimális elosztást, a kereslet és a beszer­
zési idő valószínűségeloszlásának szimulálásával. Tízezer hétre (200 év) ját­
szották le az átlagos heti kereslet különböző értékeit. Így minden értékhez
egy olyan görbét kaptak, amely a készlethiányból származó veszteséget
mutatja a raktárkészlet nagyságának függvényében.

Raktárhálózat kezdeti készleteinek a szükségleteknek megfelelő újra­
elosztását, átcsoportosítását optimalizálja Rüzsmov (29]. Feltételezi, hogy
ismert a szükséglet sűrűségfüggvénye minden raktárra nézve, adottak a raktá­
rakban levő kezdeti mennyiségek és azt vizsgálja, hogyan kell átcsoportosítani
a készleteket, hogy a szállítási és hiányköltségek összege minimális legyen.
Jelölje 1[+ azon raktárak halmazát, ahonnan elszállítunk, ' g azokét, ame­
lyekbe szállítás történik az újraelosztás során. Ekkor a költségfüggvény
a következő módon írható fel:

:: 

C = ;W v • / (S - I - }; y xgr f(S) dS+
j tlgcg n(+(kknrn c i " ' F c c 

11 . hk: Yii
i " J r 

:: . \É i x s (S-I;+ }; Y;j) /;(S)dS . 
w" J .nrn(k j ? ' LW 

Tt g hk: 8Vl 
w" Jr 

Ekkor az egyes raktárakban levő optimális készleteket az integrálok alsó
határai állítják elő. Az egyes relációkban történő szállítások optimális mennyi­
ségét (a modell tulajdonképpeni változóját) a függvény minimumpontjának

< Szigma
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a klasszikus szélsőértékszámítás segítségével történő meghatározása útján
állíthatjuk elő.

Hasonló újraelosztási problémát ábrázol dinamikus modell keretében
BERMAN [5]. Olyan raktárrendszert vizsgál, amelyben a vizsgálat elején adott
készletmennyiség egyenlően van elosztva az egymástól ismert távolságra levő
raktárak között. A keresletet Poisson-eloszlásúnak tételezi fel. Az átcsoporto­
sítás késésideje állandó. A vizsgálatba bevonja a készletezett termékek raktá­
ranként különböző értékcsökkenését. Ekkor a t-edik időszakban az egyes
raktárak költségfüggvénye:

pl nm bmmx t r = tt, +É bKy g mmr Tu bKy r 
Sy =11+ l

Monte-Carlo-módszerrel határozza meg az átcsoportosítandó mennyiségeket.
Fiktív időperiódusokat vesz fel, minden időszakra meghatároz egy, a z-edik
időszaki szállítás sÁMf egységköltségének százalékában kifejezett {]m változót
(0 :s;; {3m GvÉÉ 1). Alternatív (3m értékekre végzi el a szimulációt, és a rendszer
várható költségeit kiszámítva minden esetre azt a TcSgt választja, amely a mini­
mális költséget adja.

MINAS és MITTEN modellje [25], ismerteti (17] a gyakorlathoz közelálló
kettős készletezési problémát fogalmaz meg: a termékek készletezésének
optimalizálása mellett a szállításhoz felhasznált, adott nagyságú gépkocsi­
állomány lehető legjobb elosztását is biztosítani kell. A modell dinamikája
a kereslet időtől függő voltában, valamint a döntéseknek a jövőre gyakorolt
közvetlen hatásában rejlik. 5 modell elsődlegesen a gépkocsik optimális
elosztását célozza, meglehetősen általános alakban felírva: a raktározási,
szállítási költségek teljes elhanyagolásával a hiányból és a gépkocsik üres­
járatából származó veszteséget minimalizálja.

Érdekes áttekintést ad az elosztási problémák néhány gyakorlati vonatko­
zásáról MAGEE (22]. Megoldáshoz az esetek nagy részében felhasználhatónak
tartja az ismert szállítási algoritmus valamely változatát. Emellett egy szel- ·
lemes grafikus közelítő eljárást ismertet VIDALE [38] nyomán. Ismerve a terü­
letegységenként jelentkező igényeket, a forrásokból (raktárakból) az egyes
területegységek ellátásának költségeit, ezeket egy költségtérképpé dolgozza fel.
Költségdifferenciagörbék segítségével határozható meg az egyes raktárak által
ellátandó terület (és ezen keresztül az egyes raktárakban tartandó készlet)
nagysága.

Többtermékes, parallel raktárak közötti elosztásra szolgáló modellként
kezelhető a HANSSMANN-nél [17] szereplő, repülőgépek elosztásának optimali­
zálására szolgáló eljárás. Különböző típusurepi.ilőgépek segítségével bonyolít­
ható le a forgalom több útvonalon. Jelölje a SSía index a különböző típusú
repülőgépeket, ,,i" pedig a különböző útvonalakat. Adott az egyes típusú
repülőgépek száma b>xr és a kereslet eloszlása minden útvonalra. 5 keresletet
diszkrét eloszlású valószín(í.ségi változóként kezeli, ahol az egyes keresleti
szintek bKoSx o = l, 2 ... }r felülről korlátozzák a hozzájuk rendelendő kapaci­
tásokat b>oxrg A SSía repülőgép kapacitása. az ,,i" útvonalon >u S a szállítási
költség wlch Jelentse 0oG az egyes keresleti szintek elérésének valószínűségét,
W; az i-edik útvonalon kielégített egységnyi kereslet hozamát, x lc pedig az
i-edik útvonalra kijelölt SSía típusú repülőgépek számát.
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Ekkor a feladat a következőképpen írható fel:

xi1 k 0 és egész!
n

,J;x,1=K1
wA­ 

» } 
,S KiJxiJ = ,S Khi
\A_ zA_ 

O:'.S:::Khi~shi
n I n m

,S W; · ,S P11; · Kh, - ,S ,S d,1x,r-+ max
í A­ zA­ í A­bA_ 

__( Többszintíí rendszerek; hierarchikus raktárrendszerek elosztási
modelljei

A hierarchikus rendben egymást követő raktárak rendszerével foglalkozó
modellek döntő többsége az optimális készletezési politika kialakításával is
foglalkozik Ezeket később fogjuk tárgyalni. Ebben az osztályban olyan model­
leket ismertetünk, amelyek három szinten (pl. gyártómű - kereskedelem -
felhasználó) történő készletezéssel, optimális elosztással foglalkoznak - az
egyes szinteken paralell raktárakat is megengedve. Nyilvánvaló, hogy ezek
a modellek az I. részben tárgyaltaknak általánosításaként kezelhetők.

Raktárhálózat-telepítés problémát ismertet, a termeléssel és a szállítással
összefüggésben BAUMOL és WOLFE [4]. Jelölje 8cxc az J-edik gyárból (j =
= 1, 2 8f az i-edik raktáron át (i = 1, 2, ... 6r a j-edik felhasználóhoz
(j = 1, 2 m) szállított mennyiséget. 5 gyárak és a raktárak kapacitása
korlátozott és ismert a felhasználók igénye is. x TGG b8cxcr jelöli a szállítástól
függő raktározandó mennyiséget. Ekkor a modell:

Y111 k : 
n m

.J: .J: Yjij = K1
wA_ \A_ 

á » 

.Ja .Ja X1; (Y11 ) ~ K;I=' bA_ c c 

á n m
,S ,S ,S • TGGb8íGírg min
G+r wA_ i=t

A megoldáshoz a feladatot lényegében két szeparált szállítási feladatra
bontja, a gyár - raktár és a raktár ....,.. felhasználó viszony latokban.
A költségfüggvényt a két relációnak megfelelően felbontja és· a megoldást

rekurzív formula alkalmazásával állítja elő.

4* 
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Azonos problémán alapuló modellt ismertet +Á y L 3 , É 1S [18]. Az előzőekben
használt jelölésekkel a modell a következő:

m
+É Y;1:S::K;

J=I 

g
+É Y1; :S:: K; 
f=I 

n
+É YiJ= S1
i=I

6 ő6 
J; >xk J; - m 

i=I G+r 

YJ;; Y;J k : 

C = Tt } it d1;YJi . \B fÉ· d;JY,j . ft c1(i; Y1;] . iir; (}; Y;1)-- min.

A költségfüggvény négy tagja közül az első kettő a gyár-• raktár, illetve
raktár -► felhasználó relációkban történő szállítás költségeit fejezi ki (lineáris
függvények). A harmadik tag a termelés, a negyedik a raktározás volumentől
függő költsége - ezen két függvény típusára nem tesz kikötést. Ha ezek is
lineárisak, akkor a feladat a lineáris programozás módszereivel megoldható.
Ha ez nem teljesül, akkor lineáris programozások sorozatával közelíthetünk.

Többtermékes modellt ad a három raktárezint: a gyártómű, a nagykeres­
kedelmi vállalat és a felhasználó raktárai közötti elosztásra URJ3ANEK [36 ],
a rendszer egészére feltételezve az összefüggések linearitását. Feltételezi, hogy
a raktárak kapacitása, valamint az egyes termékek kereslete korlátozott.
Jelölje az ,,f" index a gyártóművet, az ,,i" a nagykereskedelmi vállalatot,
a ,,j" a felhasználót, a le b[ = I, 2, ... őr a termékfajtát. Ekkor a modell ~t
szokásos jelölésekkel a következőképpen írható fel:

ő 

VS: =mőm+ >c 
k=I 

ő 
.)a7 X1c; = K,­

lc=I 

ő 
J; x,,m = Km 
k=I 
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Az egységköltségek a szállítási, raktározási stb. költségeket tartalmazzák.
Ilyen - elég erős - kikötések mellett a probléma egyszerű lineáris progra­
mozási feladat alakját ölti.

III. Adott központ körül elhelyezkedő parallel raktárak optimális készletezési
politikája

Bonyolultabb problémákkal találkozunk, ha a készletek elosztásán kívül
a velük kapcsolatos egyéb műveletek optimális végrehajtására is törekszünk.
A rendelési eljárás, az utánpótlási idő megválasztása, a készleteknek egyes
raktárak közötti átcsoportosítására vonatkozó szabályok és egyéb kritikus
értékek meghatározása az alkalmazott matematikai apparátust is bonyolítja.

A legáltalánosabban vizsgált eset: egy központi elosztó raktár és n körzeti
ellátó raktár optimális politikájának kialakítása. Fontos megkülönböztetés,
hogy a modellek megengedik-e (s ha igen, milyen feltételek mellett) az egyes
raktárak közötti közvetlen szállítást.

GROSS modellje ]Z- ] olyan rendszerre vonatkozik, amelyben egy központi
forrás körül elhelyezkedő raktárak bármelyikébe elhelyezhető a vizsgált
egyetlen termék. A raktárak közvetlenül egymásnak is szállíthatnak. A készle­
tezési politikának két alapvető esete lehetséges, Z2 az egyes raktárak független
politikát folytatnak egyedi érdekeik szerint, 2. centralizálják a döntéseket
az egész rendszer igényeinek megfelelően. Ennek közvetlenül belátható elő­
nyei vannak. Időnként például bizonyos raktárak túlterhelődhetnek, mások
üresen maradhatnak és ekkor az átszállítás gazdaságos lehet, és gyorsan
elvégezhető. Ezzel szemben viszont bonyolultabb készletezési politika és
nagyobb központi apparátus szükséges.

Az utóbbi típusnak megfelelő, sztochasztikus modellt alakít ki, amely mini­
malizálja a rendszer egy időszakra vonatkozó összes költségét. Nincs akadálya,
hogy az eljárást a legutóbbi információk felhasználásával minden időszak
elején megismételjük.

A modellt először két raktárra írja fel. Jelölje ,,i" a raktárak indexét,
(i = Z. 2). Adott a rendelés előtti készletszint (I;)- Raktározási költség (r<7l)
csak az időszak alatt fel nem használt készletekkel kapcsolatban merül fel.
A rendelés fix költsége elhanyagolható, a volumennel lineárisan változó költség
egysége Y;- Utánpótlási idő elhanyagolható, víszontszállítás és a rendszerből
kilépő egység nincsen.

Ekkor a célfüggvény a következőképpen írható fel: =x jelentse a rendelés
utáni készletszintet, az y a raktárak közötti szállítást by > 0, ha 2 rr. 1 relá­
cióban szállítunk, ellenkező esetben y < 0).

pl +v l (' (S - X1 - y r f1(S) dS+xAy

(ahol x1 = 11, x2 = 12 az induláskor).
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A megoldáshoz a klasszikus szélsőértékszámítást használja fel. Két raktár
esetén a parciális deriváltak segítségével meghatározza a különböző lehetséges
esetekre (amelyek a rendelés előtti és utáni készletszinthez tartoznak) vonat­
kozó alpolitikákat és így állítja össze a rendszer egészének politikáját. A modellt
ezután ,,n" raktár esetére bővíti, és a költségfüggvény formális átalakításával
(az egyes raktárak által rendelendő és az átcsoportosítandó mennyiségek függ­
vényében) iterációs eljárást alkalmaz. Mindkét javasolt eljárás jól áttekinthető
és viszonylag egyszerűen végigvihet6.

Nagy jelentőséggel bír HADLEY és Wmrr» modellje [16]. Ez egylépcsős
készletezési modell ,,n" központilag ellenőrzött ellátó raktárral. A beszerzést
az egész rendszerre vonatkozólag a központ végzi, amely folytonosan infor­
málva van minden raktár készletszintjéről. A kereslet az egyes raktárakból
elégíthető ki. Ha a készlet nem elegendő, a kereslet elvész. Feltesszük, hogy
a kereslet minden raktárral szemben S; paraméterű Poisson-elosztású való­
színűségi változó, amely az idővel nem változik. A telephelyek közötti újra­
elosztásnak két módja van, gyors és lassú szállítás útján történhet. A modell
célja, hogy döntési szabályt adjon:

x( mikor és mennyit kell rendelni,
2. a beszerzéseket hogyan osszák szét,
3. mikor és mennyit osszanak újra a7. egyes raktárak között és melyik

(gyors vagy lassú) módon.

A cél a beszerzés, rendelés, készletezés, a központból a raktárba történő
szállítás, a rendszer egészére és az egyes raktárakra vonatkozó hiány, valamint
a telepek közötti újraelosztás költségeinek minimalizálása.

Az optimumszárnítást több lépcsőben végzik el, öt típusú változó mennyi-
ségre vonatkozólag, ezek:

A rendszer összkészlotének kritikus szintje (z) (ahol a központ a rendelést
feladja).
A központ által rendelendő mennyiség ]Z 02 
Az egyes raktárak részesedése a központ készletéből.
Az átcsoportosítás kritikus készletsz.intjei (gyors és lassú esetre) minden
raktárban.
Az egyes raktárak közt szállítandó mennyiség.

Az első lépésben a z és Z meghaté.rozásához a rendszer egészére vonatkozó
költségfüggvényt írunk fel. Kihasználják azt, houy n db Poisson-eloszlású
valószínűségi változó összege is Poisson-eloszlású, amelynek paramétere meg­
egyezik az eredeti paraméterek összegével - így nyerik a rendszer egészére
vonatkozó kereslet várható értékét. A volumentől függő költségekre érdekes
kikötést tesznek: az időszak alatt fellépő összes mennyiséggel (amely éppen
az összkereslettel egyenlő) lineárisan változik, de a költségszorzó értéke függ
az egyszerre rendelt mennyiségtől. A készletezés egységköltsége a rendelés
egységköltségének adott hányada, és ez a költség a hiány egységköltségében
is megjelenik.

A második lépése a modellnek, hogy dinamikus programozási eljárással
meghatározza az átcsoportosítási szabályt. Minden időszakban csak egy raktár
jut ezen az úton készletkiegészítéshez. Ennek a raktárnak a költsége az átcso-
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portosítás során kapott készlet összegétől függ, a többi raktáré pedig a készlet­
érték és a szállítási idő függvénye - a rendszer egészét terheli még a szállítási
költség. Az eredeti modell analitikus részletezésben tárgyalja a költségfügg­
vényt - annak terjedelmes és komplex volta miatt e dolgozat keretében leírá­
sára nem vállalkozhattunk. Az elosztásra vonatkozó eljárás a megelőző osz­
tályba sorolt modellekhez hasonló elgondoláson alapul: a fentebb megállapított
optimális rendelt mennyiséget kell úgy elosztani a raktárak között, hogy
a készletezési és szállítási költségek összege minimális legyen. Az elosztás
során természetesen tekintettel vannak a kereslet és a kritikus készletértékek
alakulására. A modell a valósághoz közelállóan fogalmazza meg a problémát,
minden jelentős tényezőt bevon a vizsgálatba - ennek ára viszont a szerke­
zetnek és megoldó algoritmusnak nagyfokú komplexitása.

Könnyebben kezelhető - de kevésbé komplex SIMPSON [31] modellje. Egy
termék n raktár közötti elosztásával foglalkozik. Ő is feltételezi, hogy ha
a készlet egy kritikus z; érték alá csökken, a készletet sürgősen kiegészítik
- a kiegészítés költségeként egy konstans, és egy, a sürgős utánpótlás eseteinek
számával arányos tényezőt ad meg.

Feltételezi, hogy helyes gazdálkodás esetén legfeljebb egyszeri kiegészítésre
van szükség Feltételezi, hogy az induló készlet az egyes raktárakban 0,
és az időszak során =x mennyiséget kap a raktár. Összes elosztandó mennyi­
ség:

n
J; =x = Q. 
wA_ 

Ekkor az átcsoportosítás várható teljes költsége:

11

� = J; C;P(S;2X;-Z;),
wA_ 

ahol

p =x I Ü és 2,' =x = Q, 
;~1

továbbá P bKx > =x g z;) annak valószínűsége, hogy a szükséglet az i-edik
raktárban akkora, hogy a készlet a kritikus szintre süllyed.

A feladat a � költségfüggvényt minimalizáló és a feltételeket kielégítő =x 
értékek meghatározása. Bebizonyítja, hogy a minimális költségű elosztás
szükséges feltétele, hogy

%x · f; bx S g z xr konstans legyen, ahol cxbKxr a kereslet sűrűségfüggvénye.
J<)z nyilván diszkrét esetre is igaz, így:

c;P(S; = = x g z;) = konstans az optimum feltétele.
5 feladatot hasonló megfontolásokkal oldhatjuk meg a hiány megengedése

(cél: a veszendőbe ment kereslet vagy a várható hiány minimuma) esetén.
Egy sok raktárral rendelkező értékesítő szervezet számára dolgozott ki

a rendelési pontokat és mennyiségeket meghatározó többtermékes modellt
C; Sg _Z [6], ismerteti [15). A forgalomról feltételezi, hogy olyan időtől nem
függő elosztást követ, amelyet három paraméterrel adhatunk meg. Az eloszlás­
nak két maximuma van, mivel a vevők részben nagyvállalkozók, részben
kisvállalkozók. A szállítási idő nem-normális eloszlású véletlen változó.
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A rendszer jellegzetessége, hogy az esetek 90%-ában, ha egy megrendelés
valamely raktárból nem elégíthető ki, a vevő vár, amíg

a) a szállítás a gyárból beérkezik,
b) valamelyik másik raktár szállít.

A költségfüggvény (amelynek változói a rendelési idő és a rendelt mennyiség)
minden cikk és minden raktár esetében különböző minimumát kell meg­
határozni.

Tetszőleges számú felhasználó és gyártómű, valamint egy központi raktár
készletgazdálkodásának optimalizálását szolgálják MEGYERI-ME Á1É y S rÁ1É í 
modelljei [24]. Négy változatot dolgoztak ~wn amelyeknek feltételrendszere
kisebb-nagyobb mértékben eltér egymástól.

Az alapváltozatban a következő feltételezésekkel élnek: Egy meghatározott
cikk (a modell tulajdonképpen többtermékes: az egyes termékek készletezése
azonban egymástól függetlenül folyik, és csak a raktárkapacitás kitöltése
szempontjából van számításba véve a termékek különböző volta), termelése
különböző helyeken telepített üzemekben folyik, egy központi raktár készletoz,
s a felhasználás is szétszórt hálózatban történik. A szükségletek kielégítésére
import is igénybevehető .. A felhasználók ellátása egyaránt történhet a köz­
ponti raktárból és közvetlenül a gyartó művekből. Adott a megrendelések
és szálJítások rendje mind a gyártó vállalatok, mind az import esetében.
Ismert a szükséglet időszakonként (minden időszakot » kisebb egységre
bontanak) és körzetenként. Adott a központi raktár kapacitása. A hiány
összköltsége a hiány átlagos nagyságával és időtartamával lineárisan változik.
5 felhasználás az egyes vállalatoknál egyenletes.

Az első modellváltozat alapján kiszámítható a központi raktárban és a fel­
használóknál összesen tartandó készletek optimális nagysága, majd a szerzők
annak kritériumát adják meg, hogy mely felhasználók kapjanak készletet
közvetlenül a gyártó műből és melyek a központi raktárból. 5 szóba jöhető
variációk nagy száma miatt ez nehéz feladat, dc az alkalmazott mintavételi
eljárás szellemesen hidalja át a nehézségeket.

Diszkrét és folytonos változatban is kidolgozták a modell részletesebb válto­
zatát, ahol szintén a művi és raktári ellátás minimális költségű kombinációját
határozták meg. Először a diszkrét változatot ismertetjük. Ha összesen n fel­
használó van, és ebből k számút b}% = 0, I, 2, ... , 6r vonunk be a raktári
ellátásba, akkor n - }% felha, .ználő részesül közvetlenül míivi ellátásban.

Mivel a két ellátási mód egymást kizárja, maximálisan

sö f . rn . (((( . m . (((( . c:l = 2"
1ehetőség van. A feladat e lehetőségek közül egy olyan k-ad osztályú kombi­
náció kiválasztása, amely a minimális költséget eredményezi. 5 célfüggvény
ekkor

[ ncu, vj) = Vx S,,m r,,m + Vx 8,,m r,,m . (R . rs . r"Q(S). Áfn 
~-0 )=k+l

ahol őx a raktári ellátás esetén az i-edik felhasználó egységnyi költsége (a raktár
költségei nélkül), őm a művi ellátás fajlagos költsége, Ra központi raktár viszony-
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lag állandó, r' a forgalommal, r" az átlagos készlettel lineárisan változó
költség j bKr az egységnyi forgalomra eső átlagkészlet, KG az i-edik raktár
forgalma, v í a k-ad osztályú kombinációkba sorolt fogyasztókat jelenti, és

[ 
s + J: s,.;

j=O 

Így az összeg első tagja a raktári, második tagja a művi ellátás összköltsége,
harmadik tagja pedig a központi raktár költsége.

A megoldáshoz sorbarendezzük a fogyasztókat a művi ellátással szemben
raktári ellátással elérhető fajlagos (egységnyi felhasználásra eső) megtakarítása
bőS1 - r,,;) szerint. A raktári ellátás bővítésével a forgalom összköltsége mind­
addig csökken, míg a felhasználóknál elérhető megtakarítás növekménye
meghaladja a központi raktár költségeinek növekményét.

NADDOR és SALTZMANN azt vizsgálja, hogy egy ellátó rendszer területi rak­
tárai időszakonként hányszor rendeljenek és a készletezett termékféleségek
közül melyiket, ha az egyszeri rendelés költsége egy állandó és egy, a rendelt
cikkfajtákkal lineárisan változó költségtényező összege.

A kereslet az egész időszakra előre ismert. Ez elég erős korlátozás - az
egyenletes felhasználás feltételezése azonban az általánosság még ennél is
jelentősebb megszorítása. Ilyen kikötések mellett azonban a felhasználandó
algoritmus igen egyszerűvé válik. A modell szerkezetének megváltoztatása
nélkül bevezethető azon ban a véletlenszerűen jelentkező kereslet. Minden
költségelem lineárisan változó. A szerzők által javasolt politikák közül egy­
értelműen kiválasztani a legjobbat csak a konkrét költségadatok alapján lehet.
A vizsgált esetek többségében a probléma tulajdonképpen egyraktáras -
ugyanis az egyes raktárak egymástól függetlenül készleteznek.

FABRYCRY és v 5 I >K [12) másoktól eltérő módon, a beszerzés oldaláról
csoportosítja a készletezési rendszereket. Azt vizsgálják, hogy adott terméket
(vagy termékeket) melyik raktárból (vagy raktárakból) célszerű beszerezni.
A függőségi kapcsolatot is a termékek és nem a források között tételezik fel
és így a modellek tulajdonképpen visszavezethetők az egy termék, egy forrás
esetre. Feltételrendszerükben a forrás megválasztásától függ a késésidő, a tétel
és beszerzési költség.

Szintén FABRYCRY és BANKS a [13) cikkében az előzőekben leírt alapállásban
közöl egy többtermékes, több forrás esetére kidolgozott determinisztikus
modellt. A modell célja, hogy meghatározza a rendelési szintet, mennyiségeket
és forrást, úgyhogy az időszak összes költsége az egész rendszerre nézve mini­
mális legyen. Feltételezik, hogy a j-edik termék egysége a raktár diszkrét
bí térfogategységét foglalj a el. A maximálisan felhalmozható készlet az egyes
termékekből >·S az egész raktárkapacitás >h Ekkor a cél az, hogy a következő
függvény minimumát adó beszerzési és készletezési politikát találjuk meg.

C(K1 • b1; K2 b2; ••• Km bm) = g1(K1 b1) . g2(K2 b2) + ... . gm(Km bm)

olyan feltételek mellett, hogy

sS ] íWW1W 0 b>í egész)

» 
~Kb<K.e., m mg 

j=I 
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5 rendszer készletezési politikája abban áll, hogy ha a készlet adott z értékre
csökken, utánarendelünk Z-t.

5 megoldáshoz a költségfüggvényre táblázatot adnak, az optimumot dina­
mikus programozással határozzák meg.

Ezen feladat speciális esetének fogható fel az egy termék - több forrás
modell: ekkor egylépcsős dinamikus programozási feladatot kell megoldani.

5 fenti szerzőkhöz hasonló javaslatot tesz a többraktáras rendszerek keze­
lésére STARR és MILLER [34]. Rámutatnak, hogy az általuk vizsgált feltételek
között a probléma visszavezethető a több cikk - egy raktár modellek meg­
oldására. Ha az egyes raktárak függetlenek, a megoldás evidens, ha pedig
időszakonként beküldik igényeiket a központi raktárba, amely központilag
intézi a rendelést, és az egyes raktárak szükséglete, költségtényezői eltérőek,
ez úgy fogható fel, mint az előző probléma (több termék - egy raktár) meg­
fordítása: az előzőekben az egyes cikkekhez rendelt költségeket itt az egyes
raktárakhoz rendelik.

IV. Hierarchikus raktárrendszerek optimális készletezési politikája

Raktárak egymást követő elhelyezése esetén minden lépcső (fokozat)
egyazon cél elérésére törekszik, amely cél a legutolsó lépcsőnél jelentkezik
közvetlenül (pl. a kereslet kielégítése) - ezért ez a szint áll az érdeklődés
középpontjában. A megel{jzfí szintek kész.íctci csak segédszerepet töltenek be.
Az ilyen típusú modelleknél megválaszolandó két fő kérdés:

x( Legyen-e készlet egy adott szinten?
I ( Ha igen, mi legyen ezen szint készletezési politikája?

Igen ötletes megközelítése a problémának a2 újságárus-probléma egy másik
általánosítása, amelyet HANSSMANN [17] ad meg. Egy adott időszakban legyen
K kereslet . bKr sűrűségfüggvénnyel valamilyen késztermékre vonatkozólag.
A termelési folyamat során négy szinten készleteznek: nyersanyag formájá­
ban (3), félkésztermék formájában (2,1) és késztermékként (0). 5 fol nem hasz­
ná.lt készletre vonatkozó egységnyi veszteség r\I a (i = 0, 1, 2, 3). Minden
kielégített rendelés (az utolsó, O szinten) Gv egységnyi profitot eredményez
bw nem tartalmazza ő~ 2Lgt rh Kielégítetlenség esetén csak a fogyasztók bizonyos
%-a hajlandó várni. Amikor 11, 0-dik szinten elfogy a készlet, (31 % kielégítetlen
keresletet továbbítanak az l. szint faló.

Innen tovább (ha 1-en, illetve 2-n jelentkoztk kielégítetlen kereslet) (3k3/o,
illetve {33) megy. Az a kereslet, amit a 3. szint som tud kielégíteni, elvész.
A feladat annak meghatározása, mekkora mennyiséget (Q,) tároljanak az egyes
szinteken, hogy a várható profitot maximalizálják. A megoldáshoz a klasz­
szikus szélsőértékszé.mitá ·t alkalmazzák.

SIMPSON [32] egy olyan nagyvállalat készletezési rendszerének modelljét
konstruálta meg, amely egyetlen terméket hoz létre műveletek sorozatával.
5 ,,befejezetlen" terméket minden művelet után raktározzák - ha a munka­
fázisnak - ez lehet egyszerűen szállítás is - vége, a raktárba viszik és onnan
megy tovább. 5 folyamatot a következő ábrán láthatjuk.
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Gyártási folyamat belső raktározással

59

to dm t, dG tk 
_ _ _ _ _ 
"" X as aZ fs 
_ _ _ _ _ 

_ d6gm t 6gm dxS t 6 ):( * ~( .._• 
_ _ _ _ 
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Az ábrán a□ jelöli a raktárakat, a O az egyes gyártási (szállítási) [ázisokat,

Amikor valamely raktárba rendelés érkezik (tehát kereslet van a ,,befeje­
zetlen" termékkel szemben is), ezt azonnal kielégítik, ha van készlet. Ha nincs,
továbbítják a rendelést az alacsonyabb szintek felé (legyártják a terméket),
és az végigfut az egész rendszeren. A rendelést adott t x időn belül ki kell
elégíteni (azaz: minden szintről továbbítani kell a felette levő lépcső számára).
Feltesszük, hogy az alapanyag és a végtermék iránti kereslet azonnal kielé­
gíthető, azaz

míg a többi tm értékek a rendszer készletezési politikájának döntési változói.
Egy rendelés (ebben a modellben minden szintre azonos értelemben tekint­

jük a kereslet fogalmát) kielégítésének ideje két tényezőből tevődik össze:
a megelőző szint raktárából való szállítás és a megfelelő termelési fázis idő­
szükségletéből (ezek egyike vagy mindkettő lehet O is!). A maximálisan
elfogadható késésidő a rendszer politikájától függ. Kritikus az egész folya­
matra nézve az az elhatározás, hogy mekkora maximális keresletre készül­
jenek még fel (a, hiányból származó 'veszteségeket nem veszik figyelembe)
- a modell megfogalmazása teljesen általános, így tetszőleges érték vehető fel.
A kereslet várható értékét és szórását a kiszolgálási idő függvényében írja fel
és a várható raktározási költséget (raktáranként különböző, lineáris költség­
tényezővel számolva) minimalizálja.

A legáltalánosabban HANSSMANN [17] fogalmazza meg az eddigiekben tár­
gyalt problémát. Sirnpsonhoz hasonlóan felteszi, hogy a normális eloszlású
kereslet várható értéke és szórása a maximális kereslet és a késésidő függvénye.
Az első változatban, ahol csak egyetlen szinten lehet készletet tartani, a várható
bevétel és kiadás különbségét maximalizálja: előbbi a legfelső szinten történő
eladásból származik, az utóbbi az átlagkészlet lineáris függvénye.

A profit várható értékét minden szintre kiszámítja és a legnagyobbat
választja - ez, miután itt csak három szintet tételez fel, nehézség nélkül
elvégezhető. Az általánosabb esetben a döntési változó az egyes szinteken
tartandó készletek nagysága, bármely szintet megengedve. A várható profitot
itt is a termelési folyamat időszükséglete és a szállítási késésidő függvényében
írja fel, normális eloszlású keresletet feltételezve. A modell további kiterjesz-
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tése tetszőleges számú terméknek a vizsgálatba történő bevonása. Feltételezi,
hogy a kereslet minden termékre nézve a maximálisan elérhető mennyiség
azonos százaléka.
Az egymást követő késésidők láncszerű összekapcsolódása következtében

dinamikus programozással határozható meg a minimális készletezési költség,
amelynek alapján második lépés a maximális profitot biztosító egyensúly
elérése az eladások bevétele és a készletezési költségek között.

SINGLETON modellje [33] olyan raktárrendszerre vonatkozik, amelyben
minden időszakban véletlen mennyiségű termék érkezik a rendszerbe. Ha az
1. raktárban a készlet Z1 alatt van, a szállitmányt elfogadják a raktárkapacitás
(K1) mértékéig. Ha a készletszint magasabb Z1-nél, a szállítmányt a 2. rak­
tárba irányítják. Ugyanez történik a felesleggel, ha az első raktár csak a szál­
lítmány egy részét tudja átvenni. Az n-edik raktárba tehát akkor érkezik
a szállítmány vagy annak egy része, ha az előzőek már telitettek. Feltételezi,
hogy a rendszeren való átfutás időigénye elhanyagolható az egész tekintett
időhorizonthoz képest, továbbá, hogy az egyes raktárakban jelentkező kereslet
és az ideszállított mennyiség eloszlása kölcsönösen független.

Jelentse KSG az i-edik raktárnál jelentkező keresletet a j-edik időszakban.
Ezek függetlenek, azonos eloszlásúak (minden j-re!) fmbKr sűrűségfüggvénnyel.
A függetlenség az egyes raktárakra (minden i-re) is fennáll, és hasonlóképpen
független a rendszerbe szállított mennyiségeknek (ezek is valószínűségi vál­
tozók) xrnek a sorozatától. Legyen Gi(x) az ,,x" eloszlásfüggvénye.

Alapfeltétel a rendszer stabilitásához (hogy a készletszint egyetlen raktár­
lépcső esetében se tartson - oo-hez), hogy az átlagos szállított mennyiség,
,,x" várható értéke, M(x), meghaladja az átlagos keresletet, azaz

n "' 
}S: T KTSbKr wK M(x) .
wA_ h 

Mivel a raktár csak akkor vesz át szállítmányt, ha kéezletezintje egy adott
véges értéknél kisebb, az átlagkészletszint nem tarthat . -hez Ez akkor is
fennáll, ha az egyes raktárak kapacitása +=-

Kimutatható, hogy a feltételezett készlet-elfogadási politika mellett a kész­
letszint stacionárius eloszlása az első raktárra nézve s01sj ff előállítható.
Erre a többi raktár nincs befolyással - ez viszont hat az őt követő lépcsőkre.
Ez a kiinduló lépés. Bemutatja, hogy általában, ha az Fmbj r az i-edik raktárra
előállítható, akkor a szállított mennyiség oloszlása az (i . 1)-dik raktárra
nézve.

"' h+S x+K,+S-QJ _j' J' TSbKrw2 kb%rw. í bj rwK . 
G(i+i)(x) = . 2 1bNr (/ S )És! f wmc:1bj r wKx ha x > 0

? h+S
0, ha x< 0

Amennyiben f,(S)-t folytonosnak tételezzük fol, dG;+i(x) előállítható, és meg-
dx

határozható az F1+1 bj r a készletszint stacionárius eloszlása a szállítás után
az (i . 1)-edik raktározási lépcsőben. Az eljárást ily mód.on végigvihetjük
valamennyi raktáron.
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Sajátos készletezési eljárást ad kétszintű raktározás esetére COMES és
STEINBERG [9]. Az x( raktár a 2-től kapja a készletet és vele szemben normális
eloszlású kereslet jelentkezik. A készletezési politika az, hogy szabályos idő­
közönként meghatározzák az elméleti készletet (Q), amely a tényleges és a
már megrendelt készletek összege, és összehasonlítják egy előre adott z1 és
zI készletszinttel.

U2 - Z1 = I ;+ > Ü 

Ha z1 Z Q Z zI n akkor a Q konkrét értékétől független állandó x értéket
rendelnek (x lehet például az átlagos értékesítés volumene).

Ha Q < z1 a rendelés mennyisége x . (z1 - Q), ha Q > z2, akkor pedig
= g (Q - Zz).

A politika előnye, hogy alkalmasan választott z1, z2, x értékek mellett viszony­
lag stabil rendeléseket lehet leadni. A rendszerre a döntő befolyást a sáv­
szélesség, a 2 fV értéke gyakorolja. Ennek optimalizálására a rendszer egészére
vonatkozó forgókészletet minimalizálják (amelynek várható értéke az egyes
szinteken adódó forgókészletek várható értékeinek összege) úgy, hogy a W
nyereségszázalék maximumát keresik a fV függvényében

C = I - 6 s;Gxf n 
w(o)

ahol w(LI) és w(O) a készletfelesleg várható értéke a tartománysáv függvényé-
•q( ( 

CLARK és SCARF dinamikus modellje [7] kétlépcsős helyzetre vonatkozik.
Két raktár van (a rendszert így jelöljük: 2-+ 1, a nyíl a készletmozgás irá­
nyára utal), a kereslet az ; rQc jelentkezik, f(S) sűrűségfüggvénnyel.

Közvetlenül a rendelés előtt legyen 11 az első raktár készlete, 12 pedig a két
raktárban levő, valamint a két raktár között útonlevő készletek összege.
A 2 rr. I szállítás késésideje legyen két periódus, a második raktárba való
beérkezésé egy periódus. y 1 jelöli a következő időszakban az 1. raktárba szállí­
tandó már kijelölt mennyiséget.

A rendszer állapotát így az 11, 12, y1 mennyiségek írják le, és az optimális
politikát a, C,,, (/1; 12; y1) függvény (minimális várható diszkontált költség)
rekurzív meghatározásával á.llítják elő, ahol m6 a vizsgált időszakok száma.
- Az eljárás első lépéseként elhanyagoljuk a 2. raktárt, és kiszámítjuk az opti­
mális politikát az l-re vonatkozólag, eltekintve attól a lehetőségtől, hogy
a 2-n fellépő készlethiány megakadályozhatja a politika érvényesítését. A kielé­
gítetlen kereslet elvész. Így az optimális politika csak az 1. raktárban készle­
tezett és rendelés alatt levő mennyiségtől függ és a következő rekurzív össze­
függéssel határozható meg

r ! 2) )s! 1) )sÁ2) wK1 wK2 . Tc O Gm-I (10 - Áf TbKr wK } S 

ahol d1 a 2 ---+ I szállítás egységköltsége a várható időszakonkénti készletezési
és hiányköltség, mint az időszak elején raktáron levő mennyiség függvénye,
Tc pedig a diszkontfaktor és , 1('u) A 2 k(it) A 0.
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A Gm(u) és az első raktárral kapcsolatos Om(11 ; y1) minimális költségfüggvény
között a következő kapcsolat áll fenn:

Om(li; Y1) = 0(11) + f3 + 0(11 + Y1 - S)j(S) dS+ Gn,(11 + Y1) ·
Ha most 0(1: f konvex, mint az általában feltehető, az optimális politika

az 1cXfn 1<4> ... kritikus értékek sorozatával határozható meg úgy, hogy ha

11 +Yi< 1<m)

az u időszak kezdetén, akkor a differenciát rendeljük, ellenkező esetben
(11 + y1 > J<ml) nem rendelünk. Ha vizsgálatunkat a teljes rendszer-készletre
kiterjesztjük, akkor az 1I < 1<m) összefüggés fennállása esetén a fenti politika
nem alkalmazható. Ez esetben az összes, a 2. raktárban levő készlet az I-be
szállítandó. Ha 12 > r», akkor csak az a része, amely elegendő az 11 . y1 =
= tv» reláció teljesüléséhez.

Hátra van még a 2. raktár számára rendelendő mennyiség optimális érté­
kének meghatározása. Ez a döntés nem hozható meg az l. raktárra, gyakorolt
hatás figyelembevétele nélkül. Az optimális politika lényeges jellemzője, hogy
a rendelési döntés egyedül a rendszer összkészlete (12) alapján meghozható,
ha a költségeket egy olyan additív hiányköltséggel megnöveljük, amely az
I. raktárban jelentkező kereslet ki nem elégítését bünteti.

Ha ezt a költséget hozzáadjuk a készletezés és hiány ,,természetes" költsé­
géhez (legyen az (J(f2)), akkor a rendszer optimális politikája a következő
függvényegyenlet megoldásával oldható meg:

g111(f2) = minJld(x) . 6(12) + !lm(12) . {3 J Om-3(12 . X 8) )s! f dS}
x~O 

Egy másik modelljében CLARK és SCARF [8] az előző modellt egéBzíti ki egy,
a 2 __,. 1 szállításra vonatkozó rendelési költséggel, és közelítő megoldást mutat
az optimumra.

Ha 0(11) konvexitása és a kielégítetlen kereslet elvesztése fennáll, akkor
az optimális eljárás a (z; Z) típusú politika. E politikánál a kritikus értékek
- jelöljük Zm és Zm-mel - minden időszakra meghatározhatók a következő
függvényegyenlet segítségével:

Gm(it) = min / Do(/0 - u) . d1(10 - u) +
1,~u l

. (P + J 0(10 - S1 - 82) f(S1) f(S2) ss, dS2 . 

. f3 \' Gm_1(u - 8) f(S) dSl ,. f
ahol

B
? ha x = : ő(x) =
1 ha x > 0.

Belátható, hogy az additív hiányköltség nem egyedül 1I függvéoye. Ezért
közelítő eljárásra van szükség, amely az optimális értékekhez rekurzív ö vvUQ­ 
függés felhasználásával vezet. Mindkét modell értelemszerűen kiterjeszthető
többszintűre is.

Lényegében az előzőekben leírt eljárás alkalmazását javasolja Kosszov
és ZsEMAJTAJTITE (21] makroökonómiai készletezési probléma megoldására.
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Ha C(x) jelenti az x készletvolumen melletti országos szintű ráfordításokat,
C/x) pedig a j-edik vállalat vagy raktár ráfordításait, akkor nyilván

ahol Ha vállalatok és raktárak száma. AH halmazban van n raktár és H - n
vállalat, minden raktár (i = I, 2, ... , n) g; vállalatot lát el (E g; = H - n).
Ekkor

n
C(x) = l: CZ=fsKÉfn 

wrx 

ahol C~0> (x;) az i-edik raktár összes ráfordításai, beleértve a g; mennyiségű
vállalathoz kapcsolódó ráfordítást is. Ha a raktárak függetlenek, nyilván
fennáll a

n
min CsKf = J; min � ZOasKÉf 

wrx 

összefüggés.
Először egylépcsős raktározási modellben ábrázolják a készletirányítás

sajátosságait, s ezután térnek vissza az eredeti problémához. A vizsgált rend­
szer kétlépcsős: első lépcső a vállalat, második a raktár. Az optimalizáláshoz
a Clark= Scarf-féle első modellváltozat gondolatmenetét használják fel.

ÁCSg0 (30] általánosabban is megfogalmazza az előzőekben leírt problémát,
a kvalitatív leírás mellett azonban alkalmazásként szintén csak két lépcsőre
írja le a modellt, amely jelentéktelen változtatásokkal azonos a [27] modellel
(nem közli a bizonyításokat és néhány jelölést egyszerűsít). Ha n különböző
lépcsőt tekintünk, és feltesszük, hogy a készlet az n-edik lépcsőben lép be
a rendszerbe, és átszállítják a rendszeren (n -• (n - 1)-.. ... rr. 3--+ 2--+ I),
hogy az első raktárral szemben jelentkező véletlen keresletet kielégítse.
A dinamikus programozás eljárása (az optimális tételnagyság és szállítási
szabály meghatározása rekurzív összefüggéseket kielégítő költségfüggvények
sorozatának segítségével) akkor alkalmazható, ha a rendszer lehetséges álla­
potainak .száma nem túl nagy. Az optimális politika meghatározésát a követ­
kező feltevések könnyíthetik meg jelentősen:

l. Az egyes lépcsőkből való továbbszállítás költsége arányos a szállított
mennyiséggel.

2. A kielégítetlen kereslet elvész.
3. A várható készletezési és hiányköltségek (amelyek az időszak alatt

minden lépcsőt terhelnek) az adott lépcsőben elhelyezett készleteknek és az
alacsonyabb fokozatokon, valamint a szállítás alatt levő készletek összegének
függvénye.

V. A vizsgált modellek összefoglaló áttekintése

Az ismertetett modellek természetesen még egyéb tulajdonságaik szempont­
jából is elemezhetők. Néhány tanulság azonban e rövid áttekintés alapján is
levonható:
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a modellek döntő többsége statikus. A dinamikussá való bővítés tetszetős
igény, gyakorlatban azonban rendszerint az alkalmazott apparátus szabja
meg a korlátot - egyes modellek dinamizálása olyan egyéb, esetenként je­
lentős feltételezések elhagyását igényelheti, amely nem áll arányban a di­
namizálás nyújtotta előnyökkel,
- a legtöbb modell sztochasztikus, kevés foglalkozik azonban a véletlennek
tekintett változók tényleges eloszlásával. Rendszerint egyáltalán nem spe­
cifikálják az eloszlást, ha igen, akkor Poisson- vagy normális eloszlást téte­
leznek fel,
- túlsúlyban vannak az egy termékes modellek. Több közülük viszonylag
egyszerű módon átalakítható több terrnékessé, de rendszerint azzal a -
gyakorlatilag többnyire elfogadható - feltételezéssel él, hogy az egyes ter­
mékek raktározása egymástól független,
- a költségfüggvény összetevői általában a raktározási, szállítási és a
hiány okozta költségek, ritkábban a rendeléssel, illetve az egyes raktárak
közötti átcsoportosítással kapcsolatos költségek. Ezen általános megfogal­
mazások mögött elég változatos tartalom rejlik. A további elemző vizsgá­
latok egyik legfontosabb szempontja éppen a költségösszefüggések feltárá­
sa lehet.
- csaknem minden modell célfüggvénye minimalizálandó költségfüggvény.
Ennek fő oka, hogy ezáltal a vizsgált készletezési rendszer zárt rendszer­
ként kezelhető, hiszen a felmerülő költségekkel kapcsolatban leginkább felte­
hető az, hogy nem függenek a rendszeren kívüli tényezőktől. Valamilyen
hozam maximálása esetén a készletezett egységek értékének realizálási
feltételeit is be kellene vonni a vizsgálatba - ez azonban egyrészt bo­
nyolítja a problémát, főként pedig eltorzíthatja a rendszer belső össze­
függéseiről alkotott képet. Emellett jelentős tény az is, hogy a költségek
minimalizálása bármilyen társadalmi-gazdasági környezetben célszerű egy
adott rendszer számára,
- a felhasznált matematikai apparátus igen változatos: az optimális prog­
ramozás különböző módszerei (kiemelt szerepe van a dinamikus programo­
zásnak) mellett főként a klasszikus szélsőérték számítás és különböző
iterációs eljárások fordulnak elő. Mint már említettük, a megoldás algorit­
musa legtöbb esetben korlátozza a modellek feltételrendszerének általáno­
sítási lehetőségeit. Érdekes eredményeket hozhatna annak mélyrehatóbb
elemzése, hogy ez a korlátozás milyen következményeket jelent az egyes
konkrét modellekre nézve, és esetleg hogyan oldható fel.
A készletezési tevékenységnek a dolgozat elején említett viszonylagosfüg­

getlensége következtében a tőkés és szocialista gazdálkodásnak a termelési
viszonyok különbözőségében gyökerező eltérése viszonylag kevésbé érezteti
hatását, mint az operációkutatás alkalmazásának más területein. A polgári
irodalomban szereplő nagyszámú modell közvetlen adaptálása azonban így
sem lehetséges. A lényegileg eltérő gazdálkodási célkitűzések mellett a szo­
cialista gazdaságban mások a konkrét termelési feltételek, s azok a hipotézisek,
amelyek meghatározó szerepet játszanak az említett modelleknél (hogy csak
egyet említsek: rendszerint feltételezik, hogy a rendelő megszabhatja például
a szállítás ütemezését), hazai viszonylatban az esetek többségében nem telje­
sülnek.· Ezért nagy szükség van a speciális hazai körülményeket, a készlet­
gazdálkodás sajátos vonásait jobban figyelembe vevő modellek kidolgozására.
(Alapvető jelentőségűnek tartom ebből a szempontból azt az irányt, amelyet
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az ismert Prekopa-Ziermann modellcsalád kijelöl.) Az anyagban szereplő,
hazai gyakorlati feladatokon nyugvó modellek igazolják, hogy a probléma
foglalkoztatja szakembereinket - a készletgazdálkodási modellek hazai kuta­
tása területén azonban még nagyok a lehetőségek, és további jelentős fejlő­
désre van szükség.

(Beérkezett: 1970. január 5.)
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MATHEl'vIATICAL MODELS OF MULTI-STORE INVENTORY SYSTl~MS

The paper presents a general formulation of the inventory problem, whore the stock of
goods is being considered as a passive resource and demand is defined as the motive
force of the inventory system. The multi-store models represent an important category of
the storage models, since multi-store systems can actual by be met with both on the macro­
and micro-levels whereas the assumption of a single store is usually a simplifying hypo­
thesis.

Having defined the multi-store models, the author proceeds to outlining the results
of a systemizing work in the course of which he has surveyed the multi-store models
described in the literature on the subject. Investigation of the models and their classi­
fication according to various points of view have led tho author to establish four basic
groups, namely
- the distribution models of parallel stores eituated around a given centre;
- the distribution models of multi-revel storage systems;
- the storage-policy models of parallel stores situated around a given centi-e;
- the optimal storage-policy models of hierarchical storage systems.
The author bases the survey of the models on the above classification, describing

their main characteristics and mathematical formulation, with references to their
solution.
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MATEMATl1YECl{vlE MOI(EJlvl Of1PEI(EJlEHföI Of1Tl1MAJlbHbIX 3ATTACOB
B CJlYYAE HECl{OJlbl{l1X Cl{JlAI(OB

B crarse naeTC51 onucanae 06meJ:1 cjJop,v1ym1posKH npoö.tewsr onTMMH3aUHH sanacoa, sxoropoü
sanacu paCCMaTp11BalOTC5! xa« naccasaue pecypcu, a ,I\BMraTeJJeM CJ1CTCMbl o6pa3oBaHl151
aanacos 51BJJ5leTc51 cnpoc. Monem, e HeCKOJJhKHMH CK.nanaMH npencraansnor co6olí o-4.eHh 3Ha­
lJHTeJJhHy10 xareropmo MO,l\eJJelí onTHMH3au,rn aanacos, ra« KaK B ,l\eHCTBHTeJJhHOCTH KaK Ha
MaKpO-, TaK H Ha Ml1Kp03KOHOMH4.eCKOM ypoaue J-taM BCTpelJalOTC51 CHCTeMbl C HeCKOJJhKHMH
CJ(JJa):laMH, a npennonoaceaae 0,1\HOro CKJJa)],a MOTl1BMpyeTC51 TOJlhKO ynpouiennsia TIO,I\XO,I\OM.

.Ilaa onpenenesne MOACJJelí C HCCl(0JlhKl1Ml1 cxnanaxm, aBTOp npencraanser B crarr,e pesyns­
raru CMCTeMaTH3HpyI-Omelí paöoru, B paaxax KOTOpoJ:1 OH 06pa60Ta,1 qrnryp11py1ow11e B cneuu­
aJJhHOH rnrreparype MOAeJJH C HeCKOJJhKHMH CKJJa):laMJ1. l13yq11s H KBaJJl1QJHU11pOBaB 3TH MOAeJJH B
HeCJ(OJJbl(l1X acnexrax, OH o6pa30BaJJ lJeTblpe rpynnst:

MOACfül pacnpenenenax napaJJJJCJ!hHblX CKJJaAOB, pacnonaraioumxcs soxpyr naanoro
ueurpa;
MO).(em1 pacnpeneneuas MHOrOCTyne1-14.aTb]X Cl!CTeM cxnanos:
MO)],e,rn norn1T111(11 o6pa3osa1-11151 aanacos s napaane.n.nux cxnanax, pacnonaraiouurxca
aoxpyr J:13!-IHOro ueurpa;
MO).(CJll1 llOJlHTHKl1 OTITHMaJlhHOro o6pa3oBaHH51 aanacos uepapX11lJCCJ{HX CHCTeM Cl{JJa):IOB.

ABTOP naer onucanue o6pa60TaHHblX MO,J:1e,1e11 B BbJWeyKa3aHHOJ1 l{BaJJ11cjJ11Kau1111: HX Ha11-
60J1ee cyuiecreenuux xapaxrepnux sepr MaTC,\l3TJ14CCKOJ:I QJOPMYJlHpOBKl1, a T310!(e - B
OŐl1(11X YepTaX - HX peweHJ151.

5• 



FOGALMAK ÉS MÓDSZEREK 
KONDOR GYÖRGY

Leképezés fix pontjának és a gazdaság 
egyensúlyi helyzetének numerikus approximációja 

Scarf módszereivel 
(Második, befejező rész.")

II. Közgazdasági alkalmazás: az egyensúlyi ár 
II .1. / !MUB_B} WMI!ÖI BUWBz á 8B 

A matematikai közgazdaságtan egyik központi elméletét az egyensúlyi
helyzetekre: az egyensúlyi termelési és fogyasztási szerkezetekre és az egyen­
súlyi árakra vonatkozó ismeretek alkotják. A cserét leíró általános gazdasági
modellekben a figyelem gyakran kifejezetten az egyensúlyi árak vizsgálatára
irányul, mivel ezekből gyakran már levezethetők az egyensúlyi termelési és
fogyasztási struktúrák. E fejezetben az egyensúlyi árak szerkezete és meg­
közelítése lesz vizsgálatunk tárgya.

Tegyük fol, hogy a gazdaságban · árufajta szerepel és legyen ma gazdasági
ügynök ·égeknek, a fogyasztóknak, illetve azok képviselőinek és a termelési.
egységeknek, illetve azok képviselőinek a száma. Feltesszük, hogy az ügynök­
ségek gazdasági tevékenységét a, többlet.keresleti g1(1t) függvények írják le,
amelyek kizárólng a nem-negatív 1t = (n1, ... , nn.) árak függvényei. / z r-ed.ik
(r = 1, ... , m) gazdasági ügynökség gí(1t) többletkeresleti függvénye azt
mondja meg, hogy az adott árakon az V ügynökségnek az i árufajtából mennyi­
vel nagyobb a kereslete, mint a kinálata. Ha g1(1t) < 0, akkor az ügynökség
csökkenteni kívánja az i árufajtából rendelkezésre álló készleteit és növelni
akarja azt pozitív oí(1t) 0 esetén.

1. Feltesszük, hogy a g}(1t) függvény zérófokú homogén, vagyis feltesszük,
hogy a keresletet, illetve kínálatot (pontosabban a többletkeresletet) az árak
arányai már meghatározzák. Ezért megengedhető, hogy csupán olyan 1t 
árrendszerekct vizsgáljunk, amelyek rajta vannak az 0 szimplexen, vagyis

11

amelyekre nu n; = 1; n; 2 0.
i~l

2. Mindegyik többlctkeresleti függvény folytonos az 0 szimplexen. Ez egy
meglehetősen szigorú feltevés, amelyre a továbbiakban még visszatérünk.
3. Altalában feltételezik, hogy mindegyik V ügynökség elkölti jövedelmét,

vagyis vásárlásait eladásaiból fedezi .5 

r = 1, ... , 1n (II.I)

A továbbiakban azonban csak azt használjuk ki, hogy a piaci összkereslet­
nek tetszőleges áron "M}} összege megegyezik a kínálat árösszegével:

"' A cikk első része a IL évf. 3. számában jelent meg.
8 (II.I) a Wah-as-törvény érvényét mondja ki.
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(Il.2)

ahol
m 

g,(1t) = n0 g;-(1t) 
r=l 

i = 1, ... á· 

és e függvényt a piac többletkeresleti függvényének nevezzük .
• A ~ árvek~orr~l akkor mondjuk, hogy egyensúlyban van, ha ezeken a
'Jt = m· . á n• n á · · g arakon

és
i= 1, á· 

i=l, ,n

(II.3)

(ll.4) 
(II.3) azt mondja, hogy az egyensúlyi árakon egyik áru kereslete sem halad­
hatja meg kínálatát. (II.4) szerint, ha egy áru kínálata egyensúlyban meg­
haladja keresletét, akkor az áru egyensúlyi ára zéró, és ha egy áru egyensúlyi
ára pozitív, akkor kereslete megegyezik kínálatával.

A Brouwer-tétel segítségével egyszerűen kimutatható, hogy a fentiekben
leírt modellben mindig létezik egyensúlyi árvektor.

Tekintsük ugyanis az S szimplexnek saját magára történő alábbi leképzését:

· 1 + ). max [O, g1(n-)J
f,(1t) = · 

I + A S max [O, gv(1t)] 
1/·=l

< = 1, ... , · (Il.5)

ahol /n egy kis pozitív konstans.
Az mindenesetre világos, hogy a (IL5)-ben definiált f(1t) = (f1(1t), ...á~· m.}gg 

leképezés folytonos és hogy az S szimplexet saját magára képezi le. Ebből
következik, hogy a Brouwer-tétel alkalmazható és így létezik egy fc fix pont.

" Tegyük fel, hogy u max[O, gv(n)] > 0. Ekkor, mivel /i(fc) = <<Jásá <Yás + 
•=l + A.max[O, gi(fc)] = IX · áá ahol IX (II.5) jobb oldalának nevezője és így előző

feltételünk alapján IX > 1. Ebből azonnal következik, hogy gi(fc) > 0 minden
· 

i-re. Figyelembe véve, hogy u n; = 1 és n1 2: 0 i = 1, ... , n, eredményünk
i=l 

ellentmond (II.2)-nek, ezért e bekezdés elején tett hipotézisünk hibás. Ez azt
jelenti, hogy

· 
S max [O, gv(fc)] = 0
V=l 

és ezzel igazoltuk a (II.3) relációt. Figyelembe véve most már (II.3)-at, és 
hogy ni 2: 0, i = 1, ... , n (II.2) alapján belátható a (II.4) összefüggések
érvénye is.

Ha az első fejezetben ismertetett algoritmust alkalmazzuk a fix pont meg­
közelítésére, akkor é £ minden rcj(j > n) vektorát egy olyan indexszel látjuk
él, amelyre j'{rr ') 2: ,r{ vagy (II.5) szerint, amelyre

. . n . 
max [O, g1(1tl)] 2: · {á S max [0, g.,(1tl)] 

V=l 
(Il.6)

(Il.6) alapján az indexezést ügy is elvégezhetjük, hogy megkeressük azt az i
indexet, amelyre g1mVY1 grsJV{ maximális.
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Mielőtt rátérnénk néhány fiktív numerikus példa bemutatására, a mate­
matikai-közgazdasági irodalomban kevéssé járatos olvasó kedvéért még néhány
szót szólunk arról, hogy hogyan vezeti le a tradicionális iskola a fogyasztók
többletkeresleti függvényeit, és hogy milyen erős megszorítást jelenthet e
függvények folytonosságára vonatkozó 2. kikötés.
A tradicionális iskola a többletkeresleti függvényeket az individuumok

hozammaximálási törekvéseiből vezeti le. Eszerint mindegyik individuum
hasznosságfüggvényét kívánja maximalizálni és e törekvés egyetlen korlátját a
pénzügyi mérleg adja. Az alábbiakban megmutatjuk, hogy a tradicionális
iskola hogyan jut el a többletkeresleti függvényekhez.

Legyen az V individuum hasznosságfüggvénye
· 

u = ( v al:-a, kGr)lfa, r ,.:;.; fl fl 
i=l 

(Il.7)

ahol £á: az V individuum kereslete az i árufajtából, az Báá paraméter a kereslet
intenzitását fejezi ki az i árufajta iránt és Bá a kereslet árrugalmasságával kap­
csolatos állandó.6 

Tegyük fel, hogy az V individuum az i árufajtából 9 á: mennyiséggel rendel­
kezik, amelyet a csere folyamán elfogyaszthat, illetve elcserélhet. Feltételez­
zük, hogy az individuum annyit költ, amennyi jövedelemre készleteinek eladá­
sából szert tesz. Vagyis az V individuum pénzügyi feltétele:

· · 
I; 9 án: · 1 _ },' £án: · 1 

i=l i=l 
(II.8)

Maximalizáljuk a hasznosságfüggvényt a (II.8) feltétel mellett. Az indi­
viduum L, Lagrange függvénye:

· · 
L, = 5á s µ,( Z 9 ánán· á s I; k,1· 1) 

i=l i=l 
(II.9)

ahol µ á a pénz határtermelékenységét adja az V individuum számára.
Deriváljuk (II.9)-et k,1 i = 1, ... , · szerint. A deriváltat nullával egyenlővé

téve és felhasználva a 4á = 1/1 - Bá helyettesítést az optimális !,; keresletre
.. 

_ µ-b, · Js4Vm áná al:-a, tar) 1/a, a . = } n 
r l .t::.J n ~n n ~n 

Í=l
amelyet összevetve (II.8)-cal

.. 

I,' 9áán· án 
i=l 4 -,-, ---=---n---- = «nJ t 

( J; a};--a, ~ml/a, J; a,; · ~ s4á 
i=l <c V 

és így (II.IO) és (II.11) alapján
r 

«, I,' » J 1t,, 
I: ( ) 11=1 tPV< 1t = ---,---

~ 4á Va c Us4á 
Jt,l £.I rv"t,v 

Jl=l 

(II.IO)

(II.11) 

(II.12) 

6 E hasznosságfüggvények konstans helyettesítés-rugalmassággal rendelkeznek. Ez azt
jelenti, hogy egy rögzített indifferencia felületen mozogva (tehát a jövedelemhatástól
eltekintve) a kereslet, árrugalmassága konstans. Értéke 4á = 1/1 - Bán 
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(II.12) megadja az optimális keresletet (keresleti függvényt) az i árufajtá.ból.
Ha ebből levonjuk a rendelkezésre álló 9 áá készletet (ami kínálatot jelent saját
maga vagy más számára), akkor jutunk a I <m.}g többletkeresleti függvényhez.

(II.13)

A fenti, igen leegyszerüsített modellben nem volt szó termelésről, csupán
cseréről. Ha azonban a termelést is figyelembe kívánjuk venni modellünkben,
és feltételezzük - mint ahogyan azt a tradicionális iskola teszi - a termelők
racionális magatartását, akkor nem tekinthetünk el attól, hogy az árak a ter­
melésre is hatással varrnak. A pénzügyi feltételek ilyen esetekben bonyolultab­
bak lehetnek, mert a kínálatot adó tényezők ártól függővé válhatnak. Ezek pe­
dig egyáltalán nem biztos, hogy az árak folytonos függvényei. Ekkor a piaci
többletkeresleti függvény levezetése nehézségbe ütközhet és nem biztos, hogy
az algoritmus alkalmazásához (elvileg) nélkülözhetetlen folytonossági feltétel
kielégül. Ilyen probléma adódik például akkor, amikor a termelési egységek
(gazdasági ügynökségek) által választható eljárásokat olyan konstans input­
output koefficiensek jellemzik, amelyek a közönséges egyszerű lineáris progra­
mozási feladatokban szoktak szerepelni. Az ilyen cseremodellek egyensúly­
problémái egészen más kezelést igényelnek. Ilyet mutatunk majd be a III. fe­
jezetben. Ez előtt azonban néhány egyszerii cseremodellre alkalmazzuk Scarf­
nak az I. fejezetben bemutatott algoritmusát, illetve bemutatjuk az általa
kapott eredményeket.

II.2. N5WMV<£58 }Ön«B8z <BUB<ÖUYn é <UY}í " I Bz _B8á I< 8z á · <«é U_á XJ 

Legyen · = 3, vagy.is három árufajta és W = 5, azaz öt individuum.
A többletkeresleti függvények paraméterei

[W,;] =

[a,;]=

[1,0 3,0 10,0 1,0 2,0] 
1,0 2,0 20,0 5,0 60
1,5 5,0 15,0 5,0 10'.8

[20 1,0 0,8 1,5 1,0] 
3,0 0,5 ] ,2 1,6 ] ,8
0,9 0,8 2,0 1,0 J ,8

[0,9] h= 1,3 .
0,8

A fenti táblázatok segítségével felépíthetők a (II.13) g1(1t) függvények,
majd ezekből (II.2) alapján az f(1t) vektor-vektor függvény (lI.5) komponensei.
Ezek után még a é £ halmazt kell megadni.
A é £ halmazt - első öt elemétől eltekintve - Scarf a (1'•/160, ... , "•/J6o)

vektorokkal definiálta, ahol a £: számok pozitív egészek és összegük 160.
Körülbelül 0,26 X 108 ilyen vektor létezik. Az algoritmus azonban már 158
iteráció után az alábbi primitív halmazzal fejeződött be:
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7tjl 7th 1tj• 7tÚ 7th

101 102 103 102 103
13 12 13 13 12 

6 6 6 6 6
25 25 25 24 25
15 15 14 15 14 

ahol az oszlopvektorokat még 160-nal végig kell osztani.
A következő lépésben, hogy végül is egyetlen ir: ponthoz jussunk, az (I.21) 

kifejezést minimalizáljuk. (it-vel a ic közelítő értékét jelöljük.) Eljárhatunk
úgy is, ahogyan az (I.22-25)-ben írtuk le. Így kapjuk

1t = (104,9 12,3 5,2 23,6 14,1) 

és ez alapján a piaci többletkeresletekre:

g(it) = (0,02 0,02 0,27 0,01 0,00).

<} képét (Il.5)-ből számíthatjuk ki, miután it fenti numerikus értékeit 160-nal
végigosztjuk. Az algortimus gyorsaságát J, választása is befolyásolja. A~ app­
roximáció eredményességét - közgazdasági szempontból - a többletkeresle­
teknek a teljes kínálathoz ([w,;] oszlopösszegeihez) való viszonya mutatja.

SCARF [18) tanulmányában három numerikus feladatot ismertet. Második
feladatában nyolc árufajta · = 8 és öt individuum W = 5 volt. A szóba jöhető
vektorokat m£. rESSá nnn á ka/200) adta meg. Az algortimus 640 iteráció után ered­
ményezett csak primitív halmazt. Részletes ismertetésétől terjedelmi korlátok
miatt el kell tekintenünk, ezért mindjárt a harmadik, legnagyobb méretű fel­
adat ismertetésére térek rá.

Scarf beszámol arról, hogy e feladat nagyon gyorsan, meglehetősen jó
illeszkedéssel fejeződött be annak ellenére, hogy az előzőnél nagyobb méretű.
Ez a feladat tíz árufajtát és öt individuumot tartalmazott.

0YBV! 3. «é U_á KB 

0,6 0,2 0,2 20,0 0,1 2,0 9,0 5,0 5,0 15,0-
0,2 ll,O 12,0 13,0 14,0 15,0 16,0' 5,0 5,0 9,0

[w,;] = 0,4 9,0 8,0 7,0 6,0 5,0 4,0 5,0 7,0 12,0
1,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 8,0 3,0 17,0
8,0 1,0 22,0 10,0 0,3 0,9 5,1 0,1 6,2 11,0-
1,0 1,0 3,0 0,1 0,1 1,2 2,0 1,0 1,0 0,7
1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0

óBá:Xc 9,9 0,1 5,0 0,2 6,0 0,2 8,0 1,0 1,0 0,2
1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0
1,0 13,0 11,0 9,0 4,0 0,9 8,0 1,0 2,0 10,0-



74 KONDOR GYÖRGY

2,0
1,3

4c 3,0
0,2
0,6

10 
Scarf most a (k1/250, .•. , "10/250); u £: = 250 vektorokkal határozta meg a é £ 

i=l
halmazt. Körülbelül 0,87 x 1016 ilyen vektor létezik. Az algoritmus 468 lépés-
ben fejeződött be. A primitív halmaz vektorainak - az előzőkhöz hasonló -
átlagolásával a következő árakat és többletkeresleti vektort kapta:

· = (47,0 28,5 24,0 10,0 26,7 19,3 29,4 25, 7 24,8 12,6)

és

g(it) = (0,07 0,04 0,03 0,00 0,02 0,00 0,02, 0,02 0,02 0,07)

Ebben a feladatban a többletkereslet vektora nagyon közel van a nulla­
vektorhoz, ha azt a teljes kínálattal hasonlítjuk össze.

A számításokhoz az IBM 7094-es számítógépet használták fel. A gép a
három feladat megoldásához összesen 1 perc 36 másodpercet vett igénybe.
Ebből arra következtethetünk, hogy az algoritmus és a programozás tovább­
fejlesztésével a leképzés fix pontjának approximációja valószínűleg nagyon
könnyen lehetséges 15- 20 dimenziós feladatok esetén is - írja Scarf

III. Scarf módosított algoritmusa az egyensúlyi ár és termelési vektor 
meghatározására, amikor a lehetséges termelési vektorok 

halmaza konvex poliéder 

III .1. A £é V_é 8 !MU"M}é 8M 

E fejezetben olyan termelési rendszerrel foglalkozunk, amelynek véges
számú tevékenységét az

~ _ ~ g a,.,,., . . . a,.mj 

0 0 ... -1 B· á· z .n BáááW 

mátrix oszlopai adják meg. A felhasználást negatív, a kibocsátást pozitív
számok jelölik. Az első · eljárás az ún. fel nem haaználási tevékenységeket
adja. A továbbiakban ezek koefficienseit is az B. . szimbólumokkal jelöljük.
Tehát az első · tevékenységre, amelyet fel nem használási tevékenységnek is
nevezhetünk: ai/ = -1, ha i = K és a/J = 0, ha i ==/= Kn 

A fogyasztók aggregált (nem-negatív) piaci keresleti függvényeit a.

~;(n1, ... , n11) = ~;(TT) i = 1, ... , · (III.2)

A= (III. I)
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kifejezéssel jelöljük. Legyenek e függvények, amelyek csak nem-negatív árakra
vannak definiálva, folytonosak és zérófokú homogének. Ebből következik,
hogy az általánosság megszorítása nélkül kiköthetjük, hogy az árak összege
1 legyen.
A piacon a termelés és a csere számára rendelkezésre álló árukészletek nagy­

ságát az w = (w1, ... , wn) vektor adja. Feltesszük, hogy a piac résztvevőinek
együttes fogyasztását jövedelmük összege határozza meg, vagyis, hogy

(III.3) 

Végül feltesszük, hogy a vizsgálatra kerülő gazdaságot a keresleti függvények,
az A technikai mátrix és a termelésre rendelkezésre álló tényezőkészletek telje­
sen leírják.

A fenti jelölés mellett akkor beszélünk versenyző egyensúlyról, ha a 1t árvektor
és a tevékenységek alkalmazásának nem-negatív Xi, ... , xm terjedelmei kielégítik a
következő két kritériumcsaládot:
l. A kínálat minden egyes termék piacán egybeesik a kereslettel, vagy mate­

matikailag

m 
1:.(1t) - ~ a-•X· = W· <,; I _,:;;.; If ] l 

1=1 
i = 1, ... ,n (III.4)

Ez természetesen csak úgy igaz mindegyik piacra, ha a nem-szűkös áruk esetén
a rnaradékváltozókat is figyelembe vesszük.
2. Csak azokat a tevékenységeket használjuk, amelyek a TT áron nem vesztesé­

gesek, vagyis
n

J; it;a;J ~ 0 
i=l

j =I, ... ,m (III.5)

és az egyenlőség jele érvényes, ha x1 > 0. E reláció már magában foglalja azt a
követelményt, hogy egy áru ára nulla, ha annak kereslete nem fedi annak
kínálatát (vagyis ha a maradékváltozó pozitív).

A fentiekben leírt egyensúlyi helyzet (ár- és termelési vektor) meghatározá­
sának problémáját nem lehet az egyensúlyi árak meghatározásának feladatára
redukálni. Most szó van termelésről is (nemcsak cseréről) és a lehetséges ter­
melési vektorok halmaza konvex poliéder. Ekkor az árak bizonyos halmazán a
tevékenység alkalmazása bármilyen terjedelemben kifizetődő és az árak bizo­
nyos, más halmazán a termelés nem fizetődik ki. A termelési egységek keres­
leti és kínálati függvényei ilyen esetben nem folytonosak és így a többlet­
keresleti függvények sem, ami pedig az előző fejezet egyik alapvető kikötése
volt. Megállapíthatjuk tehát, hogy a szóban forgó problémánk az előző feje­
zetben tárgvalttól eltér, arra visszavezetni nem lehet.

Eddigi fcltételeinken túlmenően kikötjük még, hogy a tevékenységek ter­
jcdelmeinek azon halmaza, amely növeli az árufajták nem-negatív nettó kíná­
latait, Jegyen korlátos. Matematikailag: legyen korlátos az az x = (x1, ... , xm)
vektorokból álló halmaz, amelyre

m
_J; aii xi + W; ~ 0,
J=l

i = 1, 2, ... , n. (III.6)
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(Az A mátrix konstrukciójából következik, hogy ez a halmaz nem üres.)
Alkalmilag felhasználjuk, hogy w, > 0 minden i-re, habár ez a kikötés rea­
lisztikusabb feltétellel is helyettesíthető.

Hasonlóan, mint az előző fejezetben, az egyensúlyi árvektor kiválasztásánál
nem kerül szóba az S szimplex akármilyen eleme. Itt is kiválasztunk egy véges
Pk : 1t1, ... , rt", ... , 1tk vektorhalmazt és ezek közül keressük ki azokat, ame­
lyek legjobban közelítik a kívánt árvektort.

Miután a 1tn+1, ... , 1tk vektorokat kiválasztottuk, megkonstruálunk egy B1c 
mátrixot. B1c első n oszlopát az egységmátrix adja. A B,, mátrix j oszlopát
n + I :S: j :S: k-ra a ni vektorral állítjuk kapcsolatba, az alábbi szabálynak
megfelelően:

Legyen

a,.,1 

az A technikai mátrixnak az a tevékenysége, amely a TTj árakon a maximális
profitot adja. (Ha több ilyen van, akkor ezek között az egyik.)

I. Ha e profit pozitív, akkor B11 oszlopát per definitionem az alábbi vektor
adja:

2. Ha a 1ti árakon elérhető legnagyobb prof-it zéró var;v negrttív, akkor Bk j oszlo­
pát definíció szerint

~71(1tÍ)

alkotja. Így tehát a P,, halmazhoz rendelt B1,' mátrix általános alakja

1th 7tJ2

1 0 0 --all ~1(1th)
0 ] 0

B,,= (III. 7)

0 0 1 --an, ~,,(1th)

ahol a felülírott 1tii és 1th az árak és oszlop közötti kapcsolatot jelzi.
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Eltekintve a maradékváltozókra vonatkozó első n oszloptól, Bk oszlopai
vagy az adott áron vett piaci keresletekből állnak, vagy azon tevékenységek
negatívjaiból, amelyek az adott árakon maximalizálják a profitot. Elképzel"
hető természetesen, hogy az A mátrix egyes oszlopainak negatívjai igen sokszor
szerepelnek a fenti mátrixban. B, oszlopainak száma általában igen nagy, és
szerencse, hogy sohasem szükséges, hogy a Bk mátrix explicite tárolva legyen a
számítógép memóriaegységében.

Számunkra a Bkz = w egyenletrendszer nem-negatív megoldásai lesznek
lényegesek. A rendszer egyenletei a következő struktúrával rendelkeznek

i =I, ... ,n (III.8)

Nyilvánvaló, hogy az l index j-től függ és azokra a tevékenységekre vonatko­
zik, amelyek a rtÍ : 1tjEP1c áron maximalizálják a profitot úgy, hogy a profit
pozitív. A (III.8)-relációban az ezeknek a tevékenységeknek megfelelő zj vál­
tozókat jelöljük xrvel, míg a második szummában yi-t írunk z1 helyébe, hogy
hangsúlyozzuk azt a különbséget, amely a két oszlopfajta között fennáll.

A B" mátrix (III. 7) konstrukciójából következik, hogy a következő össze­
függések teljesülnek:

n
I. Ha valamely y1 > 0, akkorZ' n{a;1 :::;;: 0 rninden l-re (l = 1, ... , m).

!=l 
2. Ha bármelyik fel nem használási tevékenységtől eltérő l tevékenység pozitív

n . 
x1 súllyal rendelkezik, akkor erre L' n{a;, > 0.

!=l 

Az egyensúlyi ároektort és termelési tervet a B1cz = w egyenletrendszernek olyan
nem-negatív bázismegoldásának segíts4-gével kívánjuk megközelíteni, amely azzal a 
tulajdonsággal rendelkezik, hogy a 1t1 árak rnindegyike, amelyek pozitív xr vagy
Yrkre vonatkoznak, közel vannak egymáshoz és hogy a 1t1 áraknak i koordinátája
közel van zéróhoz, ha az i maradélcváltozó pozitív.
P1r valamely n elemű rtÍI, ... , rr:J,,_ halmazának elemeiről akkor mondjuk azt,

hogy P1c-ban közel vannak egymáshoz, ha azok primitív halmazt alkotnak
A következőkben azt mutatjuk ki, hogy egy ilyen megoldás az egyensúlyi
árvektor közelítésére szolgálhat, ha e primitív halmaz eleget tesz az I.3-ban
tárgyalt 2. tétel állításának.

III.2 Matematikai tárgyalás

A 2. tétel értelmében mindegyik 1-\ felosztásban létezik olyan tt!», ... , 1tin
elemű primitív halmaz, amelyhez található Bk-ban olyan bázis, amelyik
B1, j1, .•. , jn oszlopaiból áll. .Ielöljük a szóban forgó primitív halmaz által meg­
határozott primitív alszimplexet a0-lal. Az általánosság megszorítása nélkül fel­
tehetjük, hogy e primitív halmaz első j1, ... , j5 elemére vonatkozó tevékeny­
ség származik az A mátrixból és a többin-s számú felel meg a (~1, ... , ~n)*
oszlopnak. Nyilvánvaló, hogy Bk minden bázisában az A mátrix tetszőleges
oszlopa legfeljebb egyszer szerepelhet, mert a bázisban az oszlopok lineárisan
függetlenek.

(III.8) helyére ekkor az alábbit írhatjuk:
s n

- I) ailvf.jv) Xjv + I) ~/n:Ív) Yv = Wi i = I, ... , n
•=l •=•+l 

(III.9)
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ahol az első szummában az l, oszlopindex i; függvénye és az a;1vUv) koefficien­
sek arra a tevékenységre vonatkoznak, amely a njv v = 1, ... , s árrendszerrel
maximálja a profitot úgy, hogy a profit pozitív.

A (III.8) reláció után két megállapítást tettünk Bk konstrukciójával kap­
csolatban. :Figyelembe véve (III.9)-et, 1. most így fogalmazható:
I'. Ha valamely s; > 0, akkor

n
1,' n{v ctu::;:: 0 minden l-re
i=l

(III.IO)

(tehát nemcsak azokra, amelyek (III.9) első szummájában szerepelnek).
Mielőtt 2.-t átfogalmaznánk, vegyük figyelembe a következőt:
A Bk mátrix konstrukciójából és a 2. tételből folyik, hogy (III.9)-ben akkor

és csak akkor szerepel egy fel nem használási tevékenység, ha a primitív halmaz­
ban szerepel az annak megfelelő ni; j :::;;: n. Emlékeztetőül megemlítjük, hogy a
fel nem hasznáiási tevékenység alkalmazásának terjedelmét mérik az x1mara­
dékváltozók. Ha tehát a 2. tételt kielégítő bázisban a fel nem használási tevé­
kenységnek megfelelő x1 > 0 (elégséges feltenni, hogy a fel nem használási te­
vékenység szerepel a bázisban), akkor a megfelelő primitív halmazban van
olyan árvektor, amelynek i-edik koordinátája zéró.
2'. A (III.9)-ben szereplő bármelyik l, tevékenységre - beleértve a fel nem
használási tevékenységeket is

V = 1, ... , 8 (III. 11)

ahol az egyenlőség jele csak a fel nem használási tevékenységekre vonatkozhat.
Ha az l,, tevékenység egy fel nem használási tevékenység, (III.11) azt állítja,
hogy a szóban forgó :n{ ár csak nem-pozitív lehet. Összevetve ezt az árak nem­
negativitására tett kikötéssel, az adódik, hogy ez az ár nulla.
Az alábbiakban kimutatjuk, hogy ha az S szimplex P,< felosztása elég finom,

vagyis ha a primitív alszimplexek maximális átmérőjénél nem kisebb ö elég
kicsi, akkor

a) legalább egy Yv > 0.
Ebből (III.IO) és (III.11) figyelembevételével következik, hogy az A mátrix
mindazon tevékenységére, amely (III.9)-ben szerepel (vagyis mindenképpen
azokra, amelyekre =, > 0):

b) 
n

E n; auv<.Jv) ~ O;
i=l

és az A mátrix minden más tevékenységére
n
:::.: n1 au$ 0 ; 

1=1

amin azt értjük, hogy a többi tevékenység értékelése nem haladhat meg egy
nulJához közeli értéket. Itt a 7t = (:n1, ... , :nn) vektorról csak azt tesszük fel,
hogy az a 2. tételben szereplő ni,, ... , rd» vektorokkal generált primitív al­
szimplexnek egy tetszőleges eleme. Közgazdaságilag ez azt jelenti, hogy a
szóban forgó bázismegoldásnak megfelelő tevékenységek minden 7t E a0-ra kö­
zelítőleg eleget tesznek a rentabilitás követelményének.
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Ezután be fogjuk látni, hogy ha az S szimplex felosztása elég finom, akkor

c)
n

:E u-r- 1.
P=S+l 

Ebből egyszerűen következik majd, hogy (IIl.9) közelítőleg biztosítja a keres­
let és kínálat egyensúlyát az összes áruk piacán. Vagyis a szóban forgó primi­
tív alszimplexnek bármely pontja közelítőleg betölti az egyensúlyi árrendszer
szerepét.

n
Legyen az S szimplexen :E n1 w1 alsó határa w0. Ez pozitív, mert w1 > 0

i=l
n

i = 1, ... , n és E n1 = 1. Jelöljük Arvel az A mátrix koefficienseinek abszo­
i=l

lút értékeiből képzett mátrix _j-edik oszlopának oszlopösszegét.
A (III.6) egyenlőtlenségrendszert kielégítő nem-negatív x vektorok halmaza

m 
feltevésünk értelmében korlátos. Maximáljuk e halmazon a ,E Á;x1 függvényt

·-1 
és jelöljük e függvény maximumát K-val. J- 
A !;(1t) = (;1(1t), ... , !n(1t)) vektor-vektor függvény folytonossága azt jelenti,

hogy tetszőleges s > O-hoz létezik olyan o = o(s), hogy

hacsak ln;-n'[f :S::ö

i = 1, ... , n

(III. 12)

i = 1, ... ,n

Folytonos függvény zárt tartományban felveszi maximumát. Legyen

max max ;1(1t) = ;o
i "E S 

(III. 13)

Végül megjegyezzük, hogy a továbbiakban rr-vel annak a primitív alszimp­
lexnek egy tetszőleges elemét jelöljük, amelyet az S szimplexen a ni,, ... , 1tjn
primitív halmaz határoz meg.

Az a) állitás belátása

Legyen az S szimplex felosztása oly finom, vagyis s és ezzel együtt a primi­
tív alszimplexek maximális átmérőjénél nem kisebb ö = o(s) oly kicsi, hogy

o<~
K

Ekkor van legalább egy olyan Yv, amelyre y,, > 0.
Tegyük fel ugyanis az állítás ellenkezőjét. Ekkor (III. 9) az alábbi alakot

öltené:

(III. 14)

s
:£ ail,,Uv) Xj,, = ú)i 

•=1
i = 1, ... ,n (III. 15)

Szorozzuk ezt az egyenlőséget végig nrvel, 1t E a0, és összegezzük i-re
n s n

- :E :E n1 au,,(J,,) Xj,, = :E n1 w1
i=l •=1 i=l
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s n s n n 
- :E XJv ( :S . .' n{• a,lvUv)) + 2.,' :E (n{v - n;) ailvUv) XJv = :E n; W;.

•=l i=l •=l i=l i=l
(III. 16)

A 2. észrevételből következik, hogy a bal oldal első tagja nem-pozitív, ezért
(III.16) bal oldala nem nagyobb, mint

(III. 17)

Vagyis (III.17)-ből
nst: 2 S n; W; 2 w0 

i=l
(III. 18)

(III.18) eUentmond (III.14)-nek, így indirekt feltevésünk hibás. Kell tehát
pozitív Yv-nek léteznie.

A b) állítás igazolása

Az a) állításból tudjuk már, hogy ha az S szimplex felosztása elég finom, ha
(III.14) fennáll, akkor létezik pozitív Yv· Ezért (III.10)-ból minden l-re:

n n
~r n1v ail == s 
i-1 i-1

n
n; a;1 + ~; (n{v - n;) ail:::;-;: 0 

i-1

és így, ha 1t E a0 n
:E n;au :::;-;: ÖÁ1
i=l

(III. 19)

Ehhez teljesen hasonlóan kapjuk (III.11)-ből, hogy mindegyik bázisban sze­
replő l; tevékenységre

ti

2,,' n; «u;2 - ó Áiv
i-1

(III. 20)

amiből (III.19) alapján mindegyik bázisban szereplő tevékenységre
nI ~ n; auv I :::;-;: ó A1v

1-1 
(III. 21)

és minden más tevékenységre (III.19) érvényes. Ezzel ab) állítás fennállását
beláttuk.

A e) állitás igazolása

Szorozzuk meg a (III.9) egyenlőséget nrvel és összegezzük i-re.
n s ti 11 n

- E ~; n; ailvUv) XJv + 2.,' 2.,' n1 ~1(1tiv) Yv = 2.,' n; W;
i-1 •-1 i=l •=s+l i-1

(III.21)-ből
n s s rt s 

;f; ::f.: n; ail,J.M XJv = E XJv ;E n;ail,J.Jv) :::;-;: S X]v Ó Á1v :::;-;: ss .
i-1 v-1 •-1 i=l •=l

(III. 22)

(III. 23)
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Fontoljuk meg továbbá azt is, hogy

E i• Tl; ~;(1tjv) s. = ( .E Tl; ~;(7t)) ( ;; Yv) + ( .E Tl;) i: (~;(1tjv) - ~;(7t)) v,
i-1 •=s+l i=l •=s+l i-1 •=s+l

n
és így (III.12)- és (III.3)-ból, tekintettel arra, hogy J; n; = l 

i=l 
n n n n 

( S TC; W; - é) 2,,' Y,, S :E :E n; ~;(1tjv) s. S
i =l •=s+l i=l •=s+l

n n
S ( £ :7t; ill; + é) ~ Yv •

i=l V=S+l 
(III. 24)

(III.23) és (III.24) felhasználásával (III.22)-ből

" ·-bK+(:::; :7t;W;-é)
i=l •=s+l

amiből most már kapjuk, hogy

" " n v, s :E n; W; s b J( + ( :E n; W; + .s) J; s.
i=l i=l •-s+l

" ~; 'i'l;W; - bl(
_,i-=-.=..l ,../

fl .:::::,,

~, TC;W; + 8 
i=l

n
" 2,' Tl; W; + s«

s Y,, s _i_=-1,,----- 
2,' n, W; - é 
i=l

vagy még inkább:

amiből
11 bK + .s/ :5: Y. - 1 / S --- . 

,·=s+ 1 m0 - .s

(III. 25) 

(III. 26)

Ez azt jelenti, hogy e és ezzel együtt b = b(.s) elég kicsire választásával
n

E Yv tetszőleges közel ,,vihető" az egységhez, feltételezve, hogy a primitív
•=s+l

alszimplexek maximális átmérője kisebb, mint b < mo •
I(

A fentiek segítségével azt kell még belátnunk, hogy ha S felosztása elég
finom, akkor az a megoldás, amely (III.9)-et kielégíti, közelítőleg (III.4)-nek
is eleget tesz.

Mivel (IlUJJ baloldalának második szummájára:
n
J; 

••=s t-1 
(III.27)

i = 1, ... ,n
ezért

i = 1, ... ,n

6 Szigm:i.
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Vonjunk le mindegyik oldalból tJn)-t:
n
J: gi(1tiv) u, - gln) ~

V=S-f-J

(III.28)

amiből (III.25) segítségével, tekintettel ~0 (III.13)beli definíciójára:

0 oK+ e-(g -e)---e~
w0 + 8

A (III.29) egyenlőtlenségből (III.9) alapján azonban már egyszerűen követ­
kezik, hogy

(III.30)

amivel álUtásunkat igazoltuk.
Megjegyezzük, hogy ha e---,. 0 (és ezzel együtt természetesen ó --,. 0), akkor

az egyre finomabb felosztásoknak és a 2. tételnek megfelelő primitív halmazok
végtelen sorozata nem szükségképpen konvergens. Nyilvánvaló azonban, hogy
létezik legalább egy torlódási pont és így a fentiek nemcsak az approximáció
pontosságára adnak becslést, hanem egyben azt is bizonyítják, hogy a problé­
mának van egzakt megoldása is.

A fentiekben a 2. tételnek eleget tevő primitív halmaz által generált o-0 primi­
tív alszimplex tetszőleges pontja betöltötte a közelítő egyensúlyi ár szerepét.
Ahhoz, hogy végül is egyetlen közelítő árrendszerhez jussunk, eljárhatunk pél­
dául úgy, hogy EL (III.30) becslés pontosságát élesítjük.

Az a Yo érték keresendő, melyre

min y = y0 

alávetve a következő feltételeknek:

(III.31)

- s
- Y ~ t,(1t) - J,;' ailvUv) - W1 -~ y i = 1, ... , n (III.32)

v=l 

ahol a [i(1t) függvény a t/1t) függvény lineáris közelítését adja, és y tetszőle­
ges nem-negatív szám. (Feltesszük, hogy a g1(1t) függvény Taylor-sorba fejt­
hető hasonlóan az (I.22-25) feladat f;(n) függvényéhez.)

És mivel a 1t vektort a szóban forgó primitív alszimplexből választjuk:

ni 2 min [n{', ... , n{,i] ·i = 1, ... , n (III.33)
valamint

n
I) n1 = 1 ; n1 2 0
i=l

i = 1, ... , n (III.34)

III.3. Numerikus tapasztalatok

Az első fejezethez hasonlóan vesszük fel itt is a Pk halmazt. Feltesszük, hogy
Pk elemeit t1fo, ... , k•fn) adja, ahol a k1 számok pozitív egészek és összegük D. 
Az I.3-ban tárgyalt algoritmus befejeződése után a primitív halmazban sze-
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replő vektorokat most is az előzőkhöz hasonlóan átlagoljuk. Scarf felteszi,
hogy a primitív halmaz környezetében a keresleti függvények jól közelíthetők
Taylor-soruk első két tagjával, és itt azt a vektort választja, amely minimali­
zálja a kereslet és kínálat közötti maximális eltérést. (Lásd a (III.31-34) fel­
adatot.)

Feladatunkban, amely csupán numerikus tapasztalatszerzésre való és nem
akarja a valóság látszatát kelteni, hat árufajta szerepel:

I. Tőke, amely a folyó periódus végén áll rendelkezésre (t. p. v.).
2. Tőke, amely a folyó periódus elején áll rendelkezésre (t. p. e.).
3. Szakmunka (sz. m.).
4. Szakképzetlen (szkl. m.).
5. Nem-tartós jószágok (nt. j.).
6. Tartós jószágok (t. j.).

Az adott időperiódus alatt a termelés három szektorban folyik. Az egyik
tartós fog,vasztási cikkeket, a másik nem-tartós fogyasztási cikkeket gyárt,
míg a harmadik a periódus végén rendelkezésre álló tőkét előállító szektor.
Az első hat tevékenység a fel nem használási tevékenységekkel azonos.

A tartós fogyasztási cikkek szektorát az alábbi két (hetedik és nyolcadik)
tevékenység írja le:

7 8 

4 4
-5,3 -5
-2 -1 
-1 -6 

0 0
4 3,5

ahol az árufajták sorrendje a fentiekben van megadva. E két tevékenység
közül az első olyan eljárást ad, amely 4 egység tartós fogyasztási cikket állít
elő, mialatt 5,3 egység tőkét, 2 egység szakmunkát és 1 egység szakképzetlen
munkát használ fel. Az 5,3 egység tőke a használat következtében a periódus
végére részlegesen elértéktelenedik és 4 egységre csökken. E szektor második
tevékenysége a szakképzett és szakképzetlen munka helyettesítését teszi
lehetővé.
A nem-tartós javak szektorában három lehetséges tevékenység van: a kilen­

cedik, a tizedik és a tizenegyedik.

9 IO II

1,6 1,6 1,6
-2 -2 --2 
-2 -4 -1
-3 -1 -8 

6 8 7
0 0 0 

6*
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Mint látható, itt is a szakmunka és a szakképzetlen munka különböző mértékű
helyettesítésére van lehetőség.

Végül a tőkejószág szektor az alábbi három tevékenységet tartamazza:

12 13 14 
0,9 7 8 
-1 -4 -5 

0 -3 -2 
0 -1 -8 
0 0 0
0 0 0

ahol az első oszlop a tőke értékcsökkenésének rátáját adja meg, ha beruházásba
nem fognak bele.

Hipotétikus gazdaságunk öt fogyasztót is magában foglal, amelyek külön­
böző keresleti függvényhalmazzal és kezdeti árukészlet-vektorral rendelkez­
nek. A következő mátrix írja le az öt fogyasztó kezdő készletét:

t. p. v. T t. p. e. sz. Dl. szkt. m. nt. j. t. j. 

1. fogyasztó 0 3 5 0,1 0 l
2. fogyasztó 0 0, L O,l 7 0 2 
3. fogyasztó 0 2 (l 0,1. Íj 1,5 
4. fogyasztó 0 1 0, l s (J l
(í. fogyasztó () G 0,l 0,:, 0 2

Mint látható, a fogyasztók a periódus elején nem rendelkeznek sem nem­
tartós javakkal, sem olyan tökejószággal, amelyik a periódus végén áll ren­
delkezésre. Az 5. fogyasztó rendelkezik a legtöbb tőkével a periódus elején,
míg a kétfajta munkából és a különböző tartósságú fogyasztéei javakból külön­
féle mértékben részesednek.

A keresleti függvényeket Scarf konstans helyettesítés-rugalmasságú haszno -
sági függvényekből vezette le, az előző fejezet (lI.8-13) relációinak meg­
felelően. Az r fogyasztó keresletét az i árufajtából a (H.12) képlet adta, amiből
megkaphatjuk az i árura irányuló teljes keresletet:

5
~;(1t) =}; ~r;(1t)

r=l 
(III.35)

w,; értékeit (a gazdasági ügynökségek, illetve az individuumok tulajdonában
levő kezdeti készletek nagyságait) az előző táblázatból olvashatjuk le. Az i áru­

s
fajtából rendelkezésre álló összes árumennyiséget .E w,1 adja. A II. fejezet-

r~1 
ben, így most is, ab, paraméterek adják a fogyasztók helyettesítés-rugalmns­
ságait és a., méri ELZ r fogyasztók keresleteinek intenzitásait az i; i = 1, ... , 6
áruk iránt. Azar; paraméterek numerikus értékeit a túloldali táblázatból kapjuk.

Mint ahogyan látható, nincs olyan fogyasztó, amelynek kereslete volna
tőkéből a periódus elején, de lehet kereslete az időszak végén - függően az
időszak áraitól. Az időszak végén rendelkezésre álló tőke iránti keresletet mint
megtakarítási hajlamot interpretálhatjuk. A szakmunka és a szakképzetlen
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t. p. V. t. p. e. sz. m. szkl, m. Dt. j. t. j. 

1. fogyasztó 4 0 0,2 0 2 3,2
2. fogyasztó 0,4 0 0 0,6 4 1
3. fogyasztó 2 0 o.s 0 2 1,5
4. fogyasztó 5 0 0 0,2 .5 4,5
5. fogyasztó 3 0 0 0,2 4 2

munka oszlopainak adatait a fogyasztó saját munkaidejének csökkentésére (a
szabadidő növelésére) irányuló hajlamát fejezik ki. 

Végül a helyettesítés-rugalmasság konstans koefficienseit a következő táb­
lázat szolgáltatja:

Fogyasztó b;

1
2 
3 
4 
5 

1,2
1,6
0,8
0,5 
0,6

A példa numerikus megoldásában a P" halmaz 7tj elemeiről feltesszük, hogy
6 

("
1
/100, . . .

1
''/100); E kj = 100 alakúak. Ezzel a számításokhoz szükséges

J=l
minden numerikus adatunk megvan.

Az algoritmus 913 primitív halmaz megvizsgálása után fejeződött be.
Az IBM 7094-es gépen :;i. számítási idő alig haladta meg az egy percet. Ered­
ménye a következő primitív halmaz:

1th 7th 1th 7tÍ< 7tÍs 7tÍo

22 22 22 22 22 23
22 21 22 22 24 22
20 19 19 19 19 20

7 7 7 6 6 7
12 12 12 12 11 12
Hl 19 18 19 18 16

E hat vektor kölcsönösen egyértelmű kapcsolatban áll a B mátrixnak olyan
hat oszlopával, amelyek a Bz = w egyenletrendszernek megengedhető bázisát
alkotják. A fenti vektorok közül az első négy a 9., 7., 10. és a 11. tevékenység­
hez kapcsolódik, a leírás sorrendjében. A 1t1• vektor az összes tevékenység
esetében negatív profitot ad és ezért a keresletek (egyik) oszlopának felel meg a
B mátrixban. 1tj• a 13. tevékenységgel kapcsolatos.

Végül a hat vektort a lineáris programozás segítségével oly módon közepel­
tük, hogy a kereslet és kínálat különbsége minimális legyen [lásd a (III. 31-34.).
feladatot]. 8redményü la következőket kaptuk: '

it= (21,8 21,8 19,4 7,4 12,2 17,4).
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Tevékenység Terjedelem Pro[it 

7 0,86 -0,ü.5
8 0,0 -0,25
9 0,10 0,03

10 1,41 0,04
11 1,31 -0,02
12 0,0 -0,02
13 0,47 0,00
14 0,0 -0,33

A 7 -es és 8-as tevékenység tartozik a tartós fogyasztási cikkeket gyártó
szektorba. A nem-tartós szektor három tevékenysége a 9-es, a 10-es és a 11-es.
Végül az utolsó három alkotja a periódus végén rendelkezésre álló tőkét elő­
állító szektort. (Az első hat adja a fel nem használási tevékenységeket.)

Az utolsó oszlopban található profitokat már a normált árvektorral számí­
tottuk, ahol it ögy van normálva, hogy az árak összege 1 legyen.

Végső összegezésként az ezekre az árakra számított piaci keresletet hasonlít­
suk össze a nettó kínálattal, amelyet a tevékenységek fonti terjedelmei és a
kezdeti árukészletek alapján határozhatunk meg:

__ L~ p. ,·. I t. p. o. I sz. m. I szkl. m.

Kereslet
Kínúlat

11,27
11,27

0,00
-0,01

1,02
1,01

2, 17
2,14

nt. j. t. j. 

21,0S
21,06

10,98
10,90

Úgy tűnik, hogy a it árvektor és a fenti tevékenységterjedelmek a kereslet
és kínálat egyensúlyának jó közelítését nyújtják. A profitok tekintetében azon­
ban, amelyeknek zérónak kellene lenniök olyan tevékenységek esetén, amelye­
ket felhasználunk és nem-pozitívnak a többiekre vonatkozóan, láthatóan
kevésbé kielégítő az eredmény. Ez kétségtelenül annak tulajdonítható, hogy a
végső lineáris programozási problémában a kereslet és kínálat eltérését mini­
malizáltuk, és ez a cél a profitok tekintetében nem vezetett teljesen kielégítő
eredményhez. De sok más átlagolási eljárás is használható és ezek behatóbb
vizsgálatot érdemelnek, mielőtt nagyobb problémát próbálunk ki. Hangsúlyoz­
nunk kell, hogy a végső lineáris programozási probléma számítási ideje alig
egy-két másodperc, szinte elhanyagolható. Sok idő a kívánt tulajdonságú
primitív halmaz meghatározásához kell. Ezzel a számítással kapjuk meg azt
a környezetet, amelyben a közelítő egyensúlyi árvektor fekszik.

A példa vizsgálata során látható, hogy a ma rendelkezésre álló tőke azonos
azzal, amit ma kell fizetni a holnapi tőkéért, így a valódi kamatláb természete­
sen zérónak veendő. Ez abban a tényben tükröződik, hogy a tőke kezdeti
készlete a periódus végére 12,1 egységről 11,3 egységre csökken, bár a 13. 
tevékenység, a tőkét termelő tevékenység 0,47 terjedelemben kihasználásra
kerül.

Összehasonlítás kedvéért vezessünk be modellünkbe egy további termelő
tevékenységet - a tizenötödiket - a tőkejavakat termelő szektorban. A 
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15 

6,4
-3,5
-1
-5 

0 
0 

tevékenység 0, 13 profitot hoz az eredeti modell normált egyensúlyi árain, azaz,
ha ez a tevékenység rendelkezésre áll, bizonyára felhasználásra is kerül.Esszerű­
nek tűnik arra gondolni, hogy e tevékenység bevezetése a kamatlábat az előző
zéró színvonalhoz képest növelni fogja.

Ha most is ugyanazzal az árráccsal dolgozunk, mint az előbbiekben, a szá­
mítás 1185 árvektor kiszámítása után körülbelül egy perc húsz másodperc
gépi számítási idő alatt fejeződik be az IBM 7094 számítógépen. Atlagolás
után a következő árvektort és tevékenység terjedelmeket kapjuk:

it = (18,8 22,0 19,6 7,1 13,4 19,l)

Tevékenység Terjedelem Profit 

7 0,69 -0,11
8 0,0 -0,30
9 0,0 0,06

10 1,79 0,08
11 0,76 0,04
12 0,0 -0,05
13 0,0 -0,22
14 0,0 -0,56
15 0,95 -0,12

A kereslet és kínálat közötti új összefüggést az alábbi táblázat adja:

t. p. v. t. p. e. sz. m. szkl. m. nt. j. t. j. 

Kereslet
Kínálat

12,98
12,93

0,00
-0,01

1,03
1,02

2,41
2,40

19,73
19,68

10,29
10,28

Az új, 15. tevékenység elsősorban a 11. tevékenység terhére lép be, amely­
ben nagymennyiségű szakképzetlen munkát használnak fel nem-tartós cikkek
termelésére. Ezért a nem-tartós cikkek ára emelkedik és fogyasztása csökken.
A kamatráta várt növekedése is bekövetkezik a megtakarítás növekedésével
együtt.

*
A tárgyalt példák azt a sebességet és pontosságot jelzik, amellyel az algo­

ritmus egy közepesen nehéz feladatnál működik. Scarf dolgozata végén kifejti
meggyőződését, hogy ez mind sebességben, mind pontosságban finomabb
programozási technikák segítségével még tetemesen javítható. Így olyan
problémákat is megoldhatunk majd, amelyek több fajta árut tartalmaznak.

(Beérkezett: 1969. VI. 15.)
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E. Sz. VENTCEL: A dinamilcus programozás 
elemei. Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó,
Budapest, 1969, 199 p.

J elena Ventcel könyve az első olyan
mű a hazai könyvpiacon, amely teljes egé­
szében a dinamikus programozással fog­
lalkozik.

A szerző gyakorlati problémák révén
vezeti be a dinamikus programozással
rnegoldható leggyakoribb feladat-típuso­
kat. Az első fejezetben bemutatott prob­
léma: bizonyos K alaptőkét és évente a
keletkező jövedelmet kell több vállalat
között szétosztani ú g y K hogy a tervezési
időszak végére a vállalatok bevételének
összege maximális legyen (ismerve az
egyes vállalatok részére juttatott eszközök
feltételezett hatékonyságát minden egyes
évre vonatkozóan). A probléma szaka­
szonkénti optimalizálással oldható meg.
Ezzel a készletelosztási feladattal olyan
folyamatra mutat be példát a szerző, ame­
lyik természeténél fogva szakaszokra bon l;­
hat6. Kitér arra a fontos körülményre,
hogy e feladatok a szakaszonkénti optima­
lizálás megkerülésével i s megoldhatók, de
az ilyen közvetlen megoldás legtöbbször
bonyolultabb, mint a dinarnilrns progra­
mozási eljárások. Vannak olyan feladatok,
ahol a szakaszokra bontást mesterségos
úton végezzük el. A szerző nem ad válaszf
arra a kérdésre, mi dönti el azt, hogy
egy feladatot érc.lemcsebb-e szukaszokrn
bontani és szakaszontkénti optimalizálás­
aal megoldani vagv valamilyen egyéb el­
járást választani. Ennek ellenére a könyv
elolvasása után kapunk bizonyos képet a
feladatoknak arról a köréről, ahol a dina­
mikus programozás módszereinek igénybe­
vétele javasolható.

A második fejezet nagyvonalakban is­
merteti a szakaszonkénti optimalizálás
elvét és a megoldás módszerét. A további
három fejezet példákon mutat.ja be a könyv
elején elmondottakat. A G. és a 7. fejezet
általánosan tárgyalja a d inamikus prog-

ramozás feladatát és megoldását. A szaka­
szonkénti optimalizálás módszere Sellman
tételén alapul, eszerint optimális politika
csak optimális alpolitikákból állhat, ám
ezt a könyv nem említi. A szerző az elő­
szóban hangsúlyozta, hogy a bizonyításo­
kat általában mellőzi, de ·talán ez a tétel
jelentőségénél fogva helyet érdemelt volna
a munkában. Bellmun tétele a dinamikus
programozás gondolatmenetének igen fon­
tos láncszeme, és bizonyításának vagy
legalább a rá V(ÚÓ hivatkozásnak hiánya
az igényesebb olvasó számára logikai ug­
rásnak tűnik.

A szakaszok szá.mának kortátlan növe­
lése (amellyel a feltételekben sokszor je­
lentkező elhanyagolásolrnt küszöbölhet­
jük ki) inkább elméleti jelcutőségű, amin t
a szorzó a 7. fejezet végén megállapítja.
Gyakorlatilag a szukoszok számát addig
növeljük, amíg az eredmények pontossága
kárpótol a számítások megnövekedett
mennyiségéért.

A könyv további hat fejezete a készlet­
elosztási feladatokkal foglalkozik, mivel a
gyakorlat szempontjából ezek a lcgfonto­
sabbak a dinumikus programozással meg­
old ható feladatok közül. A köszletelosztási
feladatokat. három csoportba sorolja: a,) 
készlctoiosvtá.a két termelőegység között
nem egyncmíí. szakaszok alapján, itt utal
arra a spec i á I i s esetre, amikor a koefficien­
sek a szakaszok között változatlanok,
b) készlotfe) halmozúsi feladat ( egy termelő­
egység f.L ki.i.lönböző időszakokban eszkö­
zeinek mekkora rószót tai-tn.lékolja és mek­
kora rószót rub ázz» be), e) kettőnél több
termelési ág közötti kószletelosztás föl­
adata.

A 13. fejezetben olyan késalotolosztéei
feladatokról. van szó, amelyeknél egy
korábbi lépés hatása valamely későbbi
azukaszban jolontkoz.ik. A gyakorlatban
ennek azok a modellek felelnek meg,
amelyekben a beruházás késéssel fejti ki
hatását. A könyv ezeket a bonyolultabb
feladatokat következménnyel járó kész­
letelosztási feladatoknak nevezi.
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A 15. és 16. fejezet a dinamikus prog­
ramozás sztochasztikus feladataival fog­
lalkozik. Akár az egész könyv, az itt kö­
zölt gyakorlati példák is azt a gondolatot
ébresztik, hogy a dinamikus programozást
elsősorban a közgazdasági tervezés és a
hadviselés tudománya alkalmazhatja.

A szerző stílusa világos, közérthető és
szemléletességre törekszik. Az irodalom­
jegyzékkel kapcsolatban megemlítendő,
hogy Bellman hivatkozott könyve az 1957-
ben megjelent angol nyelvű mű orosz for­
dítása, magyar fordítását is örömmel lát­
nánk,

A Ventcel-mű fordítója időnként a vélt
szabatosságért föláldozza a magyarosságot.
Nem valószínű, hogy elterjed nálunk az
olyan kifejezésmód, mint ,,m lépések".

A könyv fő érdeme az, hogy az olvasók­
nak a dinamikus programozás módszeréről
1s jelentőségéről igen plasztikus képet ad.
Igy a gyakorlati szakemberek érdeklődését
felkeltheti a téma iránt, a kutatókat pedig
a dinamikus programozás elméletével való
mélyebb ismerkedésre ösztönözheti.

Jakabffy Imre 

VARGA JózSEF: Gyakorlati programozás. 
Tankönyvkiadó, 1969. 325 p.

,,A tankönyv a. termelés tervezésének
és szervezésének a lineáris és lineárisra
visszavezethető programozási lehetőségeit
tárgyalja" - írja ajánlásában a Tankönyv­
kiadó. A munka címe és a fenti ajánló sor
alapján már képet is alkothuuunk jellegé­
ről, és egyben támpontot kapunk értéke­
léséhez is. Érdekes lehet ebből a szemszög­
ből két kérdés megválaszolása.
- Egyrészt: kik hasz.nálhatják, forgat­

hatják eredményesen?
- Másrészt: hogy11n kapcsolódik ez a

könyv a lineáris prograrnozás magyar
nyelvű irodalmához?

Annyit mindenképpen leszögezhetünk
már elöljáróban is, hogy a könyv gazda­
gította a még oléggé szűk skálájú magyar
nyelvű programozási irodalmat. Az okta­
tásban, továbbképzésben jól felhasznál­
J1at,6 munkák száma elég kicsi, s itt jelent
ez a könyv nem csak mennyiségi pótlást.

A munka a tervezésben felhasználható
programozási eljárásokat, a lineáris, illetve
lineárisra visszavezethető modellek típu­
sait, a modellek megoldási algoritmusait
EV fejezetre tagolva tárgyalja. Tartalmuk
nyers csoportosításban három nagy téma­
körbe sorolható.
- Az els6 fejezetek foglalkoznak a mo­

dell fogalmával, definíciójával, majd konk­
rétabban a lineáris programozási feladatok
megoldási módjaival, a modellek felírásánál
felhasznált egyszerűsítő feltevésekkel és

a különböző típusú feladatok kölcsönös
összefüggéseivel.
- A könyv nagy része - a X V I II j 

fejezetig terjedő rész - a programozási
módszereket tárgyalja. E rész központi
témája a lineáris programozás szimplex
módszere, továbbá a szimplex módszer
néhány, a gyakorlatban is felhasznált vál­
tozata. Két érdekes témát emelnénk ki
még ebből a részb61. Egyik a nem-lineáris
modellek szimplex módszerrel való meg­
oldásának, megoldhatóságának problema­
tikája, a másik pedig a kritikus út mód­
szere. E rész tartalmazza a szállítási és a
vele rokon feladatok tárgyalását is, s
tegyük hozzá, kellő igényességgel.
- A munka harmadik fő részét az utolsó

négy fejezet alkotja. Az újdonság erejével
ható fejezetek az iparban, a mezőgazda­
ságban, a kereskedelemben és a szállítás
területén felvethető és felvetődő problé­
mákat tárgyalják. A feladatok csoportosul­
nak aszerint, hogy milyen irányítási fokon
vetődtek fel (üzemi, vállalati, irányító­
szervi) és hogy milyen gazdasági kérdéshez
kapcsolódnak ( erőforrásfelosztás, optimá­
lis technológia, telepítés stb.). Itt már
tulajdonképpen a gyakorlatban alkalma­
zott programozásról van szó.

A könyv szerkezeti-didaktikai felépítése
a következő: Az egyes fejezetek bevezető­
jében a téma legfontosabb elméleti össze­
függéseinek tömör vázlatát kapjuk. A be­
vezetőt gyakorlati bemutatás követi. Itt
a példák általában egyszerű.ek, csupán a
módszer interpretálására szolgálnak. Meg
kell jegyeznünk, hogy a valóság legtöbb­
ször nehezebb, újabb fogásokat is követelő
feladatok megfogalmazására kényszerít.
A példák egyszerCí.ségét azonban részben
indokolja, hogy tankönyvről van szó,
továbbá az utolsó fejezetek amúgy is kár­
pótolnak ebbeli hiányérzetünkben. A könyv
használhatóságát növeli, hogy a jelölés­
rendszer egységes és áttekinthető.

Az elmondottak nagyjából alátámaszt­
ják azt a megállapítást, hogy ez a munka
az egyetemi oktatás hasznos segédeszköze.
Ugyanígy használhatják azok is, akik tan­
folyamokon vagy éppen magánszorgalom­
mal tesznek kísérletet a programozási isme­
retek elsajátítására. Korántsem akarjuk
ezzel azt mondani, hogy elolvasása és fel­
dolgozása avatott gazdasági programozási
szake1nberré teszi az olvasót.

A munka hasznosan bővíti hazai iro­
dalmunkat. Felépítésében és tárgyalás­
módjában Krekó B.: Lineáris programozás
e. munkájára épül és kiegészítője a Köz­
gazdasági Egyetem oktatásában felhasz­
nált Bod P.: Bevezetés a gazdasági prog­
ramozásba e. jegyzetnek is.

Sivák József 
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Röviden új külföldi kőnyvekrél
BARCZAK, A., CrEPIELEWSKA, B., J·A·
KUBCZYK, T., PAWLO\VSKI, Z.: Model eko­ 
nometryezny qospodarki Polski Ludoioej. 
(Lengyelország gazdaságának ökonometriai
modellje.) Warszawa, PWN. 1968. 182 p.

A katowicei egyetemen dolgozó kut.ató­
csoport évek óta az ökonometriai kutatá­
sok központja Lengyelországban. Ebben
a munkában a korábbinál nagyobb. nép­
gazdasági ökonometriai modellt mutatnak
be. 17 egyenletből áll, ezek közül 5 egyen­
let azonosság vagy mérleg-összefüggés
típusú. 17 nem-késleltetett endogén vál­
tozó szerepel benne, nevezrtcsen a foglal­
koztatás, a beruházás, a nernzeti jövedelem
a mezőgazdaságban és a nem-mezőgazda­
sági ágazatokban együttvéve, a nem­
produktív beruházások, az import ós az
export, a fogyasztási hányad, valamint a
reálbér az iparban és az egyéb ágazatok­
ban stb. 14 előre meghatározott értékű
változó van a modellben, ezek közöl 8 az
előbb említett endogén változóknak korábbi
időszakra vonatkozó értéke, 6 pedig exo­
gén változó. Az utóbbiak között szerepel
a munka termelékenysége az iparban és
a búzairnport, valamint négy változó,
amely a beruházási és a rn<szógazdasági
politikát jellemzi az adott évben és O vagy
l értéket kap attól függően, hogy a k01:­
mányzat a beruházás növeléséro vagy az
életszínvonal emelésére helyezett-e nagyobb
súlyt, és hogy a mezőgazdasági politika
hatására az egyéni gazJaságokban mek­
kora beruházásokat végeztek.

A modell parnrnéteroit az 1950-1964.
időszak adatai alapján becs Lil ték részben
a klasszikus és a kettős legkisebb négyzetek
módszerével. Közlik a modellnek scruktu­
rális és redukált alakját, elemzik az endo­
gén változók trendjét és összehasonlítják
a trendek és az ökonometriai modell alap­
ján kapott erodményoket.

A szerzőknek az a meggyőződésük, hogy
az ágazati kapcsolatok mérlegei és uz op­
timálisi modellek mellett a leírt fajtájú
ökonometriai modelleknek fontos szerepük
lehet a szocialista gazdaság irányításában.

BLECHSTEIN, K.: GraphischeLinerirprogram­ 
mieruruj als Entscheiclitngshitfe bei der 
lanclwirtscha/tlichen Betriebsplrinung.(A gra­
fikai lineáris programozás mint elöntési
segédeszköz a mezőgazdasági üzemi ter­
vezésbenj Hamburg. 1969. Verlag Paul
Parey. 162 p.

A grafikai lineáris programozás ismer­
tetett módszere a programozás oktatásá­
ban rendszeresen használt grafikai prob-

léma-ábrázolás és megoldás továbbfejlesz­
tése. Célja azonban elsősorban gyakorlati
problémák megoldása és csak másodsor­
ban az oktatás. Mezéígazdasági üzemek
vezetőit és mezőgazdasági tanáosadókat
kíván megtanítani arra, hogyan kell ter­
melési problémákat a programozás kate­
góriáiban megfogalmazni és nagyon egy­
szerűen és szemléletesen megoldani.

A grafikai módszernek alapvető korlátja,
hogy csak igen kevés, két (legjobb esetben
három) változót lehet figyelembe venni,
ezért csak igen egyszerű problémák keze­
lésére alkalmas. A szerző ezen a nehézségen
úgy kíván segíteni, hogy egyrészt erősen
aggregát, másrészt felbontja a problémákat
és lépésenként vesz figyelembe egy-egy új
elemet.

Úgy tűnik, hogy a könyv fő haszna a
nagyon egyszerí.i üzemi problémák meg­
oldásán túlmenőn inkább az lehet, hogy
közelebb viszi, érthetőbbé teszi a prog­
ramozást a mezőgazdasági üzemek vezetői
számára. Mivel útmutatást ad a problémák
megfogalmazására, például a korlátozó
feltételek megbecsléeéro a meglevő üzemi
adatok alapján, valamint szemléletessé
tosz.i a megoldás logikai menetét, a kisebb
problémák vógiggondolásán és megoldásán
keresz tül felkeltheti az érdokl ödést a bo­
nyolultabb problémák megoldására is al­
kalmas progrumozási módszerek alkalmu­
zása iránt.

GELBAUM, B. R.-MA.llCH, J. G.: JJ1athe­ 
rnatics for the social and behavioral sciences. 
Probability, calculus and statistics. ( Mato­
matilca a társadalom- ós viselkcdéstudo­
mányok számára. Valószínűségszámítás,
differenciál- és integrá.lszámítás, stut.iaz­
tika.) Philadelphia. 1969. "\V. B. Saunders
Company. :J:37 p.

A könyv gyakorlati igényből született.
A szorzók 1964-től kezdődően a, californiai
egyetem társadalom- és viselkedéstudo­
mányi kará,n matematiká.t, számítástech­
nikát éematorno.tike.i társadalomtudományt
oktattak. Úgy látták, hogy nem tudnak
e társadalomtudomány szakos lrnllgatók
kezébo megfelelő tankönyvet adni. A be­
vezető jellegű tankönyvek ugyanis a
matematikának azokat az elemeit helve­
zik előtérbe, amelyeket különösen a fizilmi
és a mérnöki problémákban lehet eredmé­
nyesen alkalmazni. E könyvek pélclaanyaga
nem tartalmaz a társadalomtudományok­
ból vett problémákat.

A szerzők fő céljuknak tekintették,
hogy a társadalomtudományokkal fog­
lalkozó hallgatók megtanulják felismerni:
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milyen célokra lehet különböző matemati­
kai módszereket saját tudományterületü­
kön felhasználni. Ezt segítik elő nemcsak
a példák és feladatok, hanem a munka
felépítése is.

A valószínűségszámításból indulnak ki,
mert ügy látják: a társadalomtudományok­
ban a valószínűségi modelleket lehet a
legeredményesebben felhasználni. Először
a mintatér fogalmát vezetik be. Itt is, a
következő fejezetekben is sokat alkalmaz­
zák a halmazelméleti megfogalmazásokat.
A valószínűségszámítás alaptételei után a
permutációkkal és kombinációkkal (mint
a mintatérben lehetséges megfigyelési érté-

kek számának meghatározásával stb.), a
feltételes valószínűséggel és a véges minta­
terekre vonatkozó valószínűségi változók­
kal foglalkoznak. Ezután térnek rá a határ­
értékek, a differenciálás és az integrálás
tárgyalására, hogy ennek alapján bevezet­
hessék a folytonos valószínűségi változó­
kat. Az utolsó két fejezet a becslésekkel
és a hipotézisek ellenőrzésével foglalkozik.

A könyvet egy további kötet fogja ki­
egészíteni, amely hasonló felfogásban tár­
gyalj a a lineáris algebrát, a differencia- és
differenciál-egyenleteket, valamint néhány
speciális matematikai problémát.

A. R. 
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Á g a z a t i e l e m z é s e k a N e h é z i p a r i M i n i s z t é r i u m 
I p a r g a z d a s á g i é s Ü z e m s z e r v e z é s i I n t é z e t é b e n 

1 N I M Ipargazdasági és Üzemszervezési Intézet a minisztérium megbízásából meg­
alakulásától kezdve foglalkozik olyan közgazdasági-matematikai modellek összeállt­
tásával, amelyek alkalmasak az ágazatok, az iparágak és az ágazatok tevékenységét
jellemző fontosabb termékek közgazdasági elemzésére. A modellekkel szemben támasztott
általános követelmény mindig az volt, hogy az anyagi termelést népgazdasági össze­
függésekben vizsgálják.

A gazdaságirányítási és elemzési munka céljaira - módszertani szempontból -
elsősorban az input-output mérlegek és a lineáris programozási modellek jöttek számí­
tásba. Első lépésként a gazdasági összefüggések leírására szolgáló modell mellett dön­
töttünk s csak később - éppen az input-output modellek adataira támaszkodva - lehe­
tett áttérni lineáris programozási modellekre.

A tárca vezetői £t közgazdasági-matematikai modellt alapvetően az exportgazdasá­
gossági számítások megalapozására, a vegyipari import.igény népgazdasági szükséges­
ségének bemutatására, a devizamérleg olom,.ösére kívánták felhas,.nálni, s ezt a célt a
mérlegmodell valóban jól szolgálta.

1 z Intézet Közgazdasági osztálya az elmúlt öt óv alatt hat modellt állított össze és
azok alapján elemző számításokat végzett. 1 mérlegek azokra az évekre készültek,
amelyekre a Központi Statisztikai Hivatal is kiadott ágazati kapcsolati mérlegeket.

1 közgazdasági elemzésekhez - a különböző irá.ny ú igényeknek megfelelően - három-
fajta mérlegmodell került kidolgozásra:

belföldi áras értékbeni,
természetes mértékegységű és
világpiaci árus mérlegmodell.

1 b e lf ö l d i á r a s é r t é k b e n i k o m b i n á l t m é r l e g m o d e l l 

A modellt úgy alakítottuk ki, hogy az ne csak a NIM tevékenységeinek egymásközt i
kapcsolatát tartalmazza, hanem lehetőséget nyújtson népgazdasági szirltíí elemzések
végrehajtásához. is. E cél lai késvítet.í.ülc el Magyarországon elöször a terméktípusú
iparági kombinált input---output modellt.

1 modell főbb sajátosságai. a követ.kozők:
N 1 lehető legnagyobb homogenitásra való törekvés végett a kapcsolatokut termékek­

kel, termékcsoportokknl ábrázoltuk.
- A modell 1·öszletosen felöleli a nehézipar belső összefüggéseit, de szervesen kapcsoló­

dik a népgazdaság egészére összeállítort input-output modellhez is. 8záltal modcl lűnk
népgazdasági szintű elemzésekre is alkalmassá vúlt.

A modell különválasztja a minisz térium irá.uyttása alá tartozó vállalatok tevékeny-
ségét az azonos termékeket termelő NIM-en kívüli. vá1lalatokétól. .

Az 1961. évi adatok alapján készült modell 98 szektort ölel fol. A NIM termelőtevökeny­
ségét 72 szektor reprezentálja, további 26 szektor a népgazdaság többi termelő ágazatát.

Az 1965. évi rnédeg már 150 szoktorf tartalmaz; ebből 122 a NIM tevékenységét,
28 pedig a külső népgazdasági ágak tevékenységét reprezentálja. Itt kell megernlíteni,
.hogy 101 kiemelt termékkel és termékcsoporttal a N I M tevékonységénok csaknem 75
százalékát sikerült átfogni.

Mivel a tárca gazdasági és műszaki szakemberei részéról erre igény merül t fol, az
1965. évi input-output modell naturális változatban is clkésxült.
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A modell szerkezeti felépítése a mérlegmodellek általános sémáját követi és a számí­
tási műveletek is megfelelnek az általános gyakorlatnak; ismertetésükkel nem foglal­
kozunk. Csupán néhány főbb következtetésre, illetve megoldási módozatra utalunk:
- Belső négyzetek. A kombinált mérleg felépítéséből következik, hogy belőle több

belső négyzet alakítható ki. Az első a NIM tevékenységek belső négyzete, a második
a népgazdaság egészét - a NIM tevékenységeket részletesen, a többi népgazdasági
ágakat összevontan - magába foglaló belső négyzet. Míg az előző két négyzetet csak
a hazai anyagfelhasználás alapján kialakult kapcsolatokra értelmeztük, addig a har­
madik belső négyzet további anyagi összefüggéseket tüntet fel: az export, illetve az
importanyag-felhasználás értékét relációnként, továbbá a beruházások és az amortizá­
ció értékét.
- lnverzmatrixok. A három belső négyzetből inverzmatrixokat is képeztünk, melyek

különböző szintű tartalmi vizsgálatok végzésére voltak alkalmasak. A NIM belső kapcso­
latainak inverzmatrixa segítségével kimutattuk, hogy a tárca által felhasznált anyagok
és egyéb erőforrások milyen extern kibocsátási célokat szolgáltak. Elemeztük azt is,
hogy a mezőgazdasági és az élelmiszeripar fejlesztése milyen gépipari, kohászati stb.
termékigényeket támaszt a minisztérium termelésén keresztül. Halmozott népgazdasági
mutatók kiszámítását a második belső négyzetből nyert inverzmatrix tette lehetővé.
Segítségükkel tártuk fel például az export és a NIM termelés összefüggéseit, követtük
nyomon az exportstruktúra változásának hatásait. A teljes mutatók számításának alapja
a harmadik belső négyzet volt, amely a nem-termelő fogyasztáshoz szükséges miniszté­
riumi termelést mutatta ki termékenként, illetve tevékenységenként. Vizsgálni lehetett
a fogyasztás energiaigényességét, vegyipari anyagszükségletét és így tovább. E mutatók
a tervezésben is hasznos segítséget nyújtottak.
- Import (tnyagfelhasználás. Az eddigi mérlegszámítások a közvetett importanyag­

szükségletet összevontan mutatták ki. A NIM mérlegszámításoknál megoldottuk, hogy
a közvetett szükségletet importanyagfajtánként, illetve profilgazdánként lehessen fel­
mérni. Igy tételesen számot tud tunk adni arról, hogy a vegyipar által felhasznált külön­
böző nagyértékű importanyagok végső soron milyen NlM-en kívüli termelési, illetve
végső felhasználási célokat szolgáltak. Ily módon megállapíthatók voltak az importanyag
felhasználás közvetett csökkentésének módozatai, illetve az, hogy az extern felhasználók
termelése milyen közvetlen és közvetett igényeket támaszt.

- Deoizamérleq. Korábban a devizarnérleg elsősorban a vizsgált egység közvetlen export­
jánalc és importanyag-felhasználásának különbségét tartalmazta s nem. vette figyelembe,
hogy az utóbbinak egy része más termelő ágazatok céljait szolgálja. Ezt a fajta ,,tisztí­
tást" az ágazati modeUel végzett számítások segítségével végeztük el, mikor azt vizsgál­
tuk, hogy a végső felhasználás milyen importanyagou igényel közvetlenül és milyent
közvetve, más ágazatok hazai anyagfelhasználásán keresztül. Az így meghatározott
irnportigénynr-k és az exportnak összevetéséből adódó devizamérleg már népgazdasági
szinten mutatja ki, hogy az ágazat tevékenysége milyen hatást gyakorol a devizamérlegre.

A KSH és a NL~rJ. modetlelc összelwsonlíthatósáqa. Már az alapadatokat tartalmazó
mérlegek kidolgozásánál is ulapvotó szempont volt az összehasonlíthatóság. Utaltunk rá,
hogy a NJJV[ mérleg is tükrözte a népgazdasági összefüggéseket, arányokat. A matrix­
algebrai számítások elvégzése után megvizsgáltuk a népgazdaság teljes összefüggés,út
tartalmazó főbb mutatókat, s megá.llapíbha.tó volt, hogy a NIM modell értékei a KSH
mérleg értékeit általában 0,5-1,5%-os hibával közelítik. Ez az eltérés alapjában a rész­
letesebb szektor bontásnak tulajdonítható. A NIM és a KSH mérlegének mutatói tehát
összehasonl íthatók, Ezzel lehetővé vált a NlJ\lf tevékenységének népgazdasági értékelése
és olyan mérlegrendszee kialakítása, amely egymással - közgazdasági-tartalmi szem­
pontból - összhangban van.

A modell részletes leírását, az elemző számítások módszerét és a kapott eredmények
felhasználásának lehetőségeit részletesen a ,,Nehézipari Minisztériiiin áqazati kapcsolatai­
nak közqu,,:rl asáqi-rna tematikai modellje ; összeállítás, f elhasená /hatóság'' c. kiadványban
ismertettük. Az 1961-es, az 1965. évi modellek alapadatait és számítási eredményeit a
fenti kiadvány folytatásaként megjelenő sorozatban adtuk közre.

Naturális mértékegységű kombinált modeil

A naturális mértékegységű modell összeállítása mellett a következő indokok szóltak:
- A kombinált modell évenkénti összeállítása, a gépi számítások évenkénti elvégzése

a jelenlegi adatforrások (éves iparstatisztikai beszámoló jelentések) mellett lehetetlen.
Egy év alatt csak a NIM modell belső négyzetének kidolgozása lehetséges. Ezt a munkát
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az 1967. évre az 1965. évi szektorbontásnak megfelelően el is végeztük. Kombinált ipar­
ági mérleg összeállításához -::- a tapasztalatok szerint. - két-három év szükséges.
- Az értékben kifejezett AILvI-ek - még ha azonos szektorbontásban készültek is -

az árváltozások befolyásoló hatása miatt alig-alig összehasonlíthatók. A termelői és
fogyasztói árak szinte minden változása érintia belső négyzet, a,. alsó szárny és az oldal­
szárny értékeinek nagyságát és szerkezetét. Arindexek segítségével 11gya.n a mérlegeket
összehasonlíthatóvá tehetjük, <le ezek csak durván közelítő eljárások.

Ha az árváltozás módosítja az alaprnatrixot, módosul az invorzmatrix, a halmozott
és teljes ráfordítási mutatók együttese is. Tehát olyan alapmatrix összeállítására kellett
gondolnunk, amelyre az árak változása kevésbé hat. Ez a naturális mértékegységben
összeállított matrix. A tárcát reprezentáló naturális alapmatrix adatainak G7,5 százaléka
természetes mértékegységű, áraktól független volumenekből áll. Természetesen ebben
a matrixban is szerepelnek értékben kifejezett sorok, mivel a vállalatoknak csak a
kiemelt, termékeit lehet természetes mértékegységben kifejezni, a termelés többi részét
nem.

Az ilven naturális modell már alkalmasabb az összehasonlításra. Különösen használ­
ható a·tárca termékértékesítésének és felhaszná.lásúnak nyomon követésére és árszá.mí­
tásokra, például többféle tervezett áras és devizaáras mérleg készítésére. A terméktípusú
mérlegek természetes mértékegységű fajlagosaival a tervczós során különböző clőrobecs­
léseket végezhetünk.

A mérleg fajlagos anyagfolhas,.nálásai a műszuki szukernberok részére bővebb átte­
kintést nyújtanak és elősegítik a moduli számítáRi eredményeinek szélesebb kör(í föl­
használását.

A modell felépítése megegyezik az értékben összoál lítot.t modell szerkezetével...Ezt
azért tartottuk fontosnak, mert az első naturális modell alapján nyert számítási ered­
ményeket össze kívántuk hasonlítani az azonos módszertani elvek aln.pjá.n összcá.llltot.t
vrtékben i modell eredményeivel.

A természetes mórtékegységű modell a NIM 122 tevékenységéből 91 torrnékct, illetve
termékcsoportot emel ki természetes mértokogységbon. A további 3 l az iparágak egyéb
tevékenységét Ft-ban tünteti fel. A NJ.M-en kívüli ágazatok, valamint a morir-l l alsó
szárnya. - a nem anyag jellegű ráfordítások - az értékbcni modellel megegyeznek.

A két modell felépítésében eltérő vonás, hogy a naturális modellhez kapcsolódik egy
ún. kiegészítő mátrix. Ez a mátrix a NIM belső négyzet; 8 egyéb tevékenységéből és 11
külső ágazatból származó, mintegy 95 fajta jelentősebb folhusználáet. részletez.. Lnnok
a mátrixnak azért van nagy jelentősége, mert egyes nagyobb volumenű, a bolsö négyzut­
ben ki nem emelt anyagok felhasználását ruprezontá.lja. Jlyonek póldánl az iparágak
sajátos anyagfelhasználásai, mint például r1 szén bé.nyásze.tbnn a robbuntósvcr, a bányufn,
a TH gyürü, a villamosenergia hálózat szerolésénél a túvvezctéképttési elem, az c-Ir-kt.ro­
mos porcelánszigetelö, a gyógyszoriparban a folhasznált mákgubó.

E kiegészítő mátrixszal nyert NIM és népgazdasági szintű tartalommntaMk értékea
tájékoztatást nyújtoobak arról, hogy a NIM szektorok extern kibocsátását igónylí\ ága­
zatok milyen mérvű anyagi eröfon-ások igénybevótolét kívánták meg.
- A modell alapján végzett különféle számítások használhatósága, de különösen 11 nép­
gazdasági tartalomrnutatók elemzése bizonyította, hogy a naturáfis kombinált modell
meghozta a várt eredményeket. Az órtékbeni és naturúlie mérlegek tn.rtalommutatóinak
összehasonlítása és értékelése még folyik. A két modell népgazdasági szintű mubatói
szorosan mr-gközelítik egymást, s ebből - többek között - azt a következtetést von­
hatjuk le, hogy £L közgazdasági elemzésben mind a két modell önállóan is megá.llja a
helyét.

A naturá.lis kombinált mérlegről, illetve az elemző számítáeokról foiyumatosan a
,,Nehézipari Miniszteriurn közr1azclasági-m(/,tematikrr:i modelije" e. kiaclványsoroza t, tájé­
koztat.

A világpiaci áras modell

Külső piaci kapcsolataink különböző hatásainak vizsgálatához készültek a. szocialista
és nem-szocialista világpiaci árakkal valamint a külkereskedelmi árakkal átárazott
ágazati kapcsolati mérlegek.

Az átárazáshoz az 1961. évi 54 szektoros, az 1965. évi 83 szektoros netto áras .KSH,
valamint az 1965. évi 150 szektoros brutto áras NIM kombinált médegeket használtuk
fel. Az átárazott modellek matematikai elemzésével lehetővé vált, hogy összehasonlítsuk
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a szocialista és a nem-szocialista piac árain összeállított modell mutatóit egymással, és
mindkettőt a belföldi áras mérleggel.

A világpiaci áras modellekkel végzett elemző számításoknak különösen három ered-
ménye jelentős:
- a népgazdaság anyagi termelése alapján mért rubel-dollár értékarány,
- a devizaáras modellekkel számított hatékonysági mutatók,
- a szocialista, a nem-szocialista és a belföldi árarányok összehasonlítása.
A világpiaci áras input--output modellekkel végzett számítások támpontokat adnak

a külső piaci árak és a belső árak jobb összehangolására, a nemzetközi munkamegosztás
hatékonyabb kihasználására.

Eddig az alábbi - modelleket és elemzéseket ismertető - kiadványok készültek el:
,,A KGST ármodell világpiaci árakon történő átárazása,"; ,,A magyar népgazdaság ágazati
kapcsolatainak mérlege világpiaci árakon''; , , Világpiaci áras népgazdasági modell-elemeés":

Jelenleg az 1968. évi modell kiadása van előkészületben.
A további feladatokról
A közgazdasági-matematikai modellek összeállítását és elemzését állandó feladatának

tekinti az Intézet. 1968, évre például mindhárom mérlegtípus összeállítása szerepel
munkatervünkben. Ezen kívül még egy - a rövid távú tervmunkák koordinálására és
elemzésére alkalmas - 1975. évi tervmérleg összeállítását is tervezzük.

A több évre rendelkezésre álló mérlegek - ha sikerül összehasonlíthatóságukat biz­
tosítani - hosszabb időszak elemzését is lehetővé teszik. Természetes, hogy ilyen vizs­
gálatok végzésére is gondolunk. Munkánk következő jelentősebb fázisa azonban a távlati
tervváltozatok programozása lesz.

Kiss Ferenc-Kéri Elemérné-Szabó Aladár

Matematikai-Közgazdasági Konferencia Várnában

1969 decemberében a várnai Műszaki­
Közgazdasági Főiskola (BII-IC) nagysza­
bású közgazdász és matematikus találko­
zót hívott össze Várnába. A 4 napos kon­
ferencián, melynek témája az operáció­
kutatás ipari alkalmazása volt, mintegy
750 hazai és külföldi meghívott vendég
vett részt. Többségük a gyakorlati életben
- elsősorban az iparban - dolgozó szak­
ember volt, de képviseltette magát Bul­
gária valamennyi egyeteme, főiskolája és
matematikai módszereket alkalmazó ku­
tatóintézete.

A konferencia célja általános tájékozta­
tás, illetve tájékozódás volt az operáció­
kutatás ipari alkalmazásairól. Az elhang­
zott mintegy 40 előadás értékét így első­
sorban nem a felhasznált matematikai
módszerek újszerűsége, hanem az alkal­
mazási területek kiválasztása és bemuta­
tása adta meg. Az alkalmazások között
láttunk Monte-Carlo-módszerrel vizsgált
munkaidő-kihasználási problémát, terme­
lési folyamat szinkronizálását megoldó
modellt, matrixmodellt egy vállalat mun­
kaerő-szükségletének előrebecslésére, inte-

ger programot a sorozatnagyság megha­
tározására, lineáris programozási modelle­
ket a kohászati termékelosztásra, az építő­
ipari tevékenység tervezésére és így tovább.
A konferencián nagy szerepet kapott az

ipar vezetésének problematikája, az infor­
mációk feldolgozása és a számítógépek
szerepe a vállalatvezetésben. Az informá­
ciók és intézke, lések áramlásának vizsgá­
latára különböző CPM-modelleket és olyan
inforrnációrendszeri sémákat mutattak be,
melyek középpontjában az elektronikus
számítógép áll.

Ezenkívül egy-egy előadás foglalkozott
a többváltozós lineáris programozási fel­
adatok grafikus megoldásával, az elemi
dinamikus programozási feladat gépi prog­
ramjával, az integer programozási felada­
tok algoritmusával stb.

Az előadásokat bolgár nyelven tartot­
ták; a külföldi vendégek számára német és
orosz nyelvű tolmácsolás volt, A konfe­
rencia napi 7 órás munkaprogramja estén­
ként jól szervezett kulturális rendezvé­
nyekkel egészült ki.

Varga József
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PÁLYÁZATI FELHÍVÁS

A Magyar Közgazdasági Társaság Matematikai-Közgazdasági Szakosztálya és a
SZIGMA Szerkesztősége

pályázatot hirdet :

,,Matematikai (openiciókutatási) módszerek konkrét felhasználása vállalati gazdasági
döntések előkészítésében" címmel.

Pá I y á z at i f e I tét e I e k:

l. A pályázaLon egyénileg vagy csoportosan bárki részt vehet.
2. A pályarnüvek terjedelme lehetőleg a 100 gépelt oldalt ne haladja meg. A felhasznált

irodalmat fel kell tüntetni.
3. Pályázni csak eddig nem publikált pályaművekkel lehet; disszertációs munkák

a pályázatból ki vannak zárva.
4. A Bíráló Bizottság nem javasol jutalmazásra olyan tanulmányokat, amelyekben

kizárólag a szakirodalomi-a támaszkodó rnodellelképzelések és javaslatok találhatók és
és hiányzik belőlük a vizsgált vállalat adottságainak a konkrét elemzése. A gyakorlatban
kipróbűlt, bevált és ténylegesen felhasználásra kerülő módszereket ismertető tanulmá­
nyokat előnyben részesítjük a kizárólag elméleti értékű eredményeket tartalmazó tanul­
mányokkal szemben.

5. A pályaműveket lezárt borítékban jeligével. ellátva, 3 példányban
1970. november hó 30-ig kell a i:>ZIGJYIA Szerkesztőségéhez (Budapest, V., Münnich

Ferenc utca 7. II. em.) eljut.tat.ni. A borítókon feltűnően meg koli jelölni: ,,Pályázat".
A pályázathoz jeligével elláLoLt lezári; borítékot kell mellékelni, amely a szerző (szerzők)
nevét, lakáscímét, munkahelyét és beosztását tartalmazza. A jeligés borttékokat a Bíráló
Bizottság a díjak odaítélése után és csak díjazott vagy dicséretben részoaített pályázatok
esetén bontja fel.

6. A pályadíjakat el'l"e felkért Bíráló Bizottság javaslatai alapján a Matematikai Köz­
gazdasági Szakosztály vezetősége ítéli oda, 1971. fcbrurir hó 28-íg. Eredményhirdetésre
1971 márciusában, a Szakosztály nyilvános ülésén kerül sor.

7. A pályadíjak a következők:

.T d,ij: 10 OOO Ft
.TI d4j: 5 UOO lrt

A Szakosztály vozetőségo a pályaművek ulkalmueségától függően további néhó.ny
pályázatot dícséretbon és 1000--2000 forintos jutalomban részesíthet.

8. A díjazott pályamunkáke.t szerzőik a pályázat elbírálása után sajáL belátásuk szerint
publikálhatják. Kívánságra a tanulmányokat vagy egyes részeiket a SZJGMA külön
szerzői honorárium mellett közli.

9. A pályázat részleges eikortolcnsége esetére a Szakosz té.ly vezetősége fenntartja
magának azt a jogot, hogy a díjakat egyáltalán no, illetve csökkontect összegben vagy
más megosztásban adja ki.

10. A pal yézat.tal kupcsolat.ban szükség' esetén felvilágosíLásL nyújtunak Horváth
József vagy Madarász Aludúr, a Matornat.ikai Közgazdasági Szukosztály tit.kárai (MTA
Közgazdaságtudományi Intézet. Tel.: l 27-294).

Nlagyar Rözga.zdasági 'Pársa.ság
Mcüemaiikai-K.özgazda ság'i

Szakosztály
8ZI.GMA Szerkesztőség

A kiadásért felel az Akadémiai Kiadó il(azgatója - Műszak! szerkesztő: l\Jcrkly .László
A kézirat nyomdába érkezett: 1070. ne. 5 - Terjedelem: 8,4 (A/5) ív

70.69291 Akadémiai Nyomda, Budapest - Felelős vezető: Bernát György
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