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[ z á lt a l á n o s g a z d a s á gi e g y e n s ú l y N e u m a n n  
m o d e ll j é n e k e g y j á t é k el m é l e t i m e g o l d á s a 

* e v e z e t é s 

Az ebben a dolgozatban ismertetésre kerülő modell Neumann János, magyar
származású amerikai matematikustól ered 1932-ből. A modell közeli rokonság
ban van a Walras-fele egyensúlyi modellek családjával, de bizonyítható a kap
csolata a Leontieff-modellekkel is. Ezekkel az összefüggésekkel részletesen
foglalkozik Bródy András doktori disszertációja [3].

A Neumann-modell csak a 60-as években került a közgazdasági kutatások
előterébe. Néhány év alatt a téma irodalma igen nagyra nőtt, a vizsgálatok
nagy része a Neumann-gazdaság feltételrendszerének és működésének köz
gazdasági-elméleti kutatására irányult. Itt csak az egyik legkorábbi, Kemeny
Morgenstern-Thompson-tól származó tanulmányra hivatkozunk [2].

A vizsgálatok másik, viszonylag szerényebb része a modell algoritmizálásával
foglalkozik, ezzel kapcsolatban Weil nevét említjük [4) [5). Az algoritmizálás
egyáltalán nem triviális feladat, sokáig csak a megoldás egzisztenciáját sike
rült bizonyítani. Az itt következő eljárás a kétszemélyes mátrixjátékoknak
a lineáris programzásból ismert tételeire épül és kidolgozott szimplex program
esetén igen könnyen gépesíthető.

I. [ m o d e ll i s m e r t e t é s e 

A modell matematikai felírása előtt vizsgáljuk meg azokat a főbb közgazda
sági feltevéseket, amelyekre a Neumann-modell felépül.
a) Legyen a vizsgált gazdaságban m termék, amelyet n eljárással, tevékeny

séggel állíthatunk elő. A gazdaság változatlan technológiai összefüggéseit
az A= {alJ}, B = {b11}, (i = 1, ... , m), (j = 1, ... , n) konstans, nem-nega
tív együtthatómátrixok fejezik ki, ahol aiJ a j-edik eljárás egységnyi anyag
felhasználását jelöli az i-edik termékből, biJ pedig azt fejezi ki, hogy a j-edik
eljárás egységnyi alkalmazása hány egységet termel az i-edik termékből.

b) [ gazdaságban, miután elérte az egyensúlyi állapotot, minőségi változás
nincs, a termelés változatlan struktúra mellett évről évre állandó ütemben nő,
az árrendszer változatlan.

e) A modell zárt, termékjegyzéke tehát mindazon javakat tartalmazza,
amelyeket a gazdaság valamilyen formában felhasznál, azaz elfogyaszt, így
tartalmazza a közvetlen munkaráfordításokat és a tőkejavak kopását is (pl.
ugyanazon, de különböző évjáratú gépek külön termékek lehetnek). A termelés
,,természetes tényezői", mint pl. a munkaerő mennyisége vagy a föld, ame
lyek nem építhetők közvetlenül a modellbe, az időben korlátlanul bővít
hetők.
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dJ A zártságból következik, hogy fogyasztása csak az adott eljárásoknak
van. Így külön eljárást képez a lakossági fogyasztás. Hasonló módon kell
beépíteni a külkereskedelmet a felhasznált illetve megtermelt jószágok, és az
ezeket előállító tevékenységek közé. Így a változatlan technológiai eljárások
mellett változatlan fogyasztási és külkereskedelmi struktúrát is feltételezünk.

e) Mivel a megtermelt termékek fogyasztása csak a modell keretein belül
folyhat, az improduktív fogyasztás is (a munkaerő kiképzésének ráfordíté.saival
együtt) szerepel a modellben, pl. a fogyasztással együtt, mint a munkaerő
újratermelésének anyagi alapja. Az adott szinten el nem fogyasztott termék
mennyiséget, mint ,,felesleget", azonnal a termelés további bővítésére fordítják,
azaz beruházzák.
f) A modellben szereplő minden ,,tágabban értelmezett tevékenység" egy

ségnyi időtartamú. Az ennél hosszabb tevékenységeket fel kell bontani, s az
így keletkező félkész termékek tovább növelik a termékek listáját.

g) Feltételezzük, hogy az eljárások tetszőleges terjedelemben alkalmazha
tók, ami egyenértékű a javak tökéletes oszthatóságával. Ugyanakkor a lineari
tásból következik, hogy a gazdaságban csak állandó hozadék létezik.

Jelölje továbbá az x = {x1} az egyes eljárások ismeretlen alkalmazási szint
jét, p = {p;} pedig legyen az egyes termékek ismeretlen ára (árindexe). Itt
és a továbbiakban mindenhol elhagytuk az i és j indexek mellől a fent meg
határozott teljes indexhalmaz részletes kiírását, ezek ,1z indexhatárok az összes
képletben értelemszerűen érvényesek.

Modellünk alapösszefüggése a következő egyenlőtlenségrendszer:

(1.1) o: i3J a;1 x1 s;: i3J b;1 x1 j j 

valamint

(1.2) 

ahol oc a gazdaság változatlan bővülési együtthatója,
fJ pedig a nyereség (kamat) tényező, (1 + a nyereségráta).

A fenti feltételek közgazdasági tartalma igen egyszerűen megfogalmazható.
o ly 1) azt fejezi ki, hogy egyetlen termékből sem lehet többet fogyasztani
- az oc bővülési együtthatót is figyelembe véve - mint amennyit az adott
termékből megtermelnek, (l.2) pedig nem jelent mást, mint hogy egyensúlyi
helyzetben egyetlen eljárás sem tartalmazhat több nyereséget, mint amennyit
a gazdaságra jellemző átlagos fJ nyereségtényező meghatároz.

[ modell további feltételei az előzőekMl következnek az alábbi közgazdasági
megfontolások alapján: amennyiben az 'i-edik termékből többet termelnek,
mint amennyit a bővítést is figyelembe véve felhasználnak, akkor az szabaddá
válik és ára zérus lesz, azaz:

( 1.3) o: 2 a,11;1 < 2 b,1 x1, j j 

a duális oldalon pedig, amennyiben valamely j-edik eljárás kevesebb nyere
séget eredményez a fJ által meghatározott átlagnál, akkor ezt az eljárást
a továbbiakban nem fogják felhasználni:

(1.4) ha fJ.J:auP,>.J:b,1p,, 
' ' 

ha akkor l), = 0 .. I ,

akkor
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Természetesen a termékek árainak, illetve a termelési eljárások szintjeinek
nern-negatívaknak kell lenniük, azaz

(1.5)-(1.6) 

továbbá könnven belátható, hogy amennyiben egy x illetve p' vektor meg-..,
oldása a modellnek, akkor bármely pozitív skalárral való szorzatuk is meg
oldás, ezért a további tárgyalás érdekében bevezethetjük a

(1. 7) 

valamint a

(1.8) l: JJ; = 1

normalizáló feltételeket.
Legyen most az Lx halmaz a pusztán technikailag megvalósítható, vagy

röviden a megengedett megoldások halmaza. Technikailag nyilván bármely x 
vektor megvalósítható, amely eleget tesz az (1.5) és (1.7) feltételeknek, mivel
minden ilyen megengedett x termelési struktúrához található olyan IX, amely
mellett teljesül { lyl s is. Az egyértelműség kedvéért a továbbiakban minden
xE Lx megengedett megoldáshoz tartozzon az a maximális IX, melyre teljesül
az (1.1), azaz

}; bijxi 
o: = min ~1-· -

}; a;i Xi 
j 

A fentiekhez hasonlóan definiálható a megengedett árvektorok LP halmaza,
melynek elemeire az (l.6) és (1. 7) feltételeknek kell teljesülnie, és tartozzon
valamely pE LP megengedett árvektorhoz az a minimális fl, amely még kielé
gíti (l.2)-t, tehát

}; b;iP; 
fl= max ; ,

j }; a;i P; 
i

Feladatunk azon x* ELx, p* ELp vektorpár, illetve az ezekhez tartozó IX* és
fl* moghatározása, amelyek kielégítik az (1.3) és (1.4) feltételeket is. [ z ilyen
[ x*, p*] vek torpárt l özgazdaságilag a modell egyensúlyi megoldásának is
nevezhetjük, hiszen (1.3) miatt az x* termelési szerkezet nem implikál p*-tól
eltérő árrendszert, és fordítva, (1.4)-ből következik, hogy a p* árrendszer nem
ösztönöz az x* termelési struktúra megváltoztatására. Természetes azonban,
hogy a megoldárvektorok említett egyensúlyi tulajdonsága csak a modell
által leírt gazda.<iág keretein belül igaz, s a modell egy konkrét megfogalmazása
esetén első ·orban a paraméterek közgazdasági interpretálásától függ.

Az (l .1)-(1.8) alatt megfogalmazott modell megoldásának egzisztenciáját
Neumann [ l s tanulmányában Brouwer fixponttételének egy általánosítása
segítségével bizonyította, továbbá kimutatta, hogy bármely [x*, p*] egyen
súlyi megoldáshoz tartozó cx*-ra és fl*-ra teljesül, hogy IX* = fl* és a megoldás
ezekre a változókra egyértelmű. A bizonyítás során felhasználta az együttható-

l g 
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mátrixokra vonatkozó következő megszorítást:

ail+ b,j > o. 
Kemeny, Morgenstern és Thompson a már említett [2] tanulmányukban bizo
nyították, hogy ez a feltétel egy gyengébb és közgazdaságilag is jobban értel
mezhető feltételpárra cserélhető ki:

(1.9.a) minden j-hez található legalább egy olyan i index, amelyre ai/ > 0,
azaz minden eljárásnak van pozitív anyagfelhasználása, és

(1.9.b) minden i-hez található legalább egy olyan j index, melyre b1i > 0,
tehát minden termék termelhető valamely eljárással.

A modell algoritmusának kidolgozásához a továbbiakban feltételezzük még,
hogy az együtthatómátrixokra teljesül a, 

(1.10) ü _:::;;: a;i; bi/_:=:;;: 1 

feltétel is. Könnyű belátni, hogy egy alkalmas szorzótényező segítségével ez
mindig elérhető.
A Nemann-gazdaság rövid ismertetése után szeretnénk felhívni a figyelmet

arra a szoros kapcsolatra, amely a modell és a játékelmélet között van - rész
ben azért is, mert a továbbiakban tárgyalt megoldási algoritmus éppen a két
személyes mátrixjátékok elméletének tételein alapul. Erre a kapcsolatra már
Neumann is rámutatott dolgozatában, hivatkozva egy a játékelmélettel kap
csolatos korábbi tanulmányára.

Legyen
},' ,Sbiip;x1 

<I> (x, p) = _i_.:,__i _ 

s s-.»,« 
i j 

Az (1.1) és (1.2) feltételek alkalmas átalakításával könnyen belátható, hogy
amennyiben az ( 1.1 )- ( 1.8) feladatnak van egyensúlyi megoldása, úgy

(1.ll)

valamint
a= <l>(x, p*) ~ <I>(x*, p*) s <l>(x*, p) = {J, 

a*= <I>(x*,p*) = {J*, 
azaz

a* = max ex, ha xELx 
{J* = min {J, ha pELp· 

Az (1.ll)-ből közvetlenül leolvasható, hogy a feladat nem más, mint egy
játékelméleti nyeregpont-probléma megoldása. Abban a speciális esetben, ha
az A mátrix minden eleme egységnyi, az (1.5) és (1.8) felhasználásával az ere
deti feladat az (1.11)-nek megfelelő

alakra hozható, ahol xl és P't a keresett egyensúlyi megoldások; és ez aprobléma
pontosan megegyezik a kétszemélyes mátrixjátékok feladatával.
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Az eddigiek alapján könnyen belátható, hogy modellünk a következő nem
lineáris programozási feladatnak felel meg:

»;> 0 

2Jx = I. J 
J 

2J s., xJ 
a-1 .:::;:::o 

2J ai/'J.:J 
j 

a max!

2JP; = I
i 

/3 min!

2. Megoldási algoritmus

Legyen algoritmusunk induló értéke az a0 = 0 és képezzük a következő
mátrixot:

(2.l.a)

ahol !X1 értékét az

(2.2)
1-1 

a1 = a0 + .I,' V; 
i=O 

képlet ha.tározza meg. Megjegyezzük, hogy a (2. l.a) még a következő alakban
is felírható:

(2.l.b) (1) _ (t-1) 
Cu - C;j - V1-1 aij. 

Tekintsük most azt a kétszemélyes mátrixjátékot, melynek együttható
mátrixa c~Y, A programozás elméletéből ismeretes, hogy a játékelméleti feladat
a következő lineáris programozási prirnál=-duál feladatpár megoldásának
felel meg: ·

::r;>-_O

(2.3) 

2J x1 = I
j 

V1,1 - 2J ej? X j .:::::: Ü 
J 

v1, 1 max!

P; >-_ O 

};p; = I
i

v~.1 - Z cWp; >-. 0 
;

v2,1 min!

A (2.3) feladatról ismert, hogy mindig van megoldása, s így a (t) jelölést
használva az optimális megoldásokra, felírhatjuk, hogy

v, = V1,t = V2,1 = Z Z e)? p\1
) xy). 

i j 

v1 ismeretében folytathatjuk az eljárást a (2.1) alapján cV/1l meghatározá
sával, Iterációnk minden lépésében tehát a (2.3) - lépésenként változó együtt
hatómátrixú - lineáris programozási feladatot kell megoldanunk.
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Az {1.1)-(1.8) által meghatározott eredeti feladatnak abból az említett
tulajdonságából, hogy a* = (3* és a megoldás egyértelmű erre a két változóra,
következik, hogy eljárásunk a modell megoldását szolgáltatja abban az eset
ben, ha az v1 sor konvergens. Ekkor ugyanis v1 zérushoz tart, s így (2.3) a
következő alakot ölti:

(2.4.a)

(2.4.b)

(2.4.c)

(2.4.d)

xi:::::::o 

}; xi= 1
J 

- l: ciixi S: 0 
j 

P,-:::2:0 
};p; = I
i 

- }; ci1Pi ::::2: 0 
i

A (2.4.a)-(2.4.b) egyértelműen megfelel az eredeti modell {l.5)-(1.8) fel
tételeinek, a (2.4.c)-ben levő egyelllőtlenségrendszer egyszerű átrendezéssel
az (1.1), illetve (1.2) alakra hozható, végül a hiányzó (1.3) és (1.4) feltételek
teljesülése a (2.4.d)-ből következik egyszerű megfontolások alapján.

3. Az eljárás konvergenciája

A kétszemélyes mátrixjátékok elméletének nyeregpont-tétele értelmében
igaz, hogy

(3.I) ,-. "'c'1>pV>x./ ,-. "'c(')p\l)x<I),,,,- ,-. "'c\l>p-x(t) 
,:;.., ,:;.., 'I} l '} _:::::,,:;.., ~ I} l j _:::,.,:;..,,:;.., I/ I J ' 
I J l J I J 

ahol a (t)-vel jelölt változók a z-edík iteráció (2.3) feladatának optimális meg
oldásai.

Vizsgáljuk meg először v0 értékét. Mivel a0 = 0,

Vo = }; }; b;i p\ol x~o) ' 
i j 

ahol p\0>, x;0> optimális megoldásai az
x1 :::2: 0 f xi= l

P,20 
l,'pi = I
i

v1,0 max! v2,0 min!

feladatpárnak. AB együtthatómátrixra tett (1.9.b) feltétel értelmében, amely
szerint B minden sorában van legalább egy pozitív elem, figyelembe véve v0 
maximális tulajdonságát, következik, hogy v0 biztosan pozitív.

Leg:yen most a fenti (3.1) egyenlőtlenségben x1 = x)'-1) és p; = p\1-1>, s így
(3.1) Jobboldala alapján a következő egyenlőtlenséget írhatjuk fel:

v ,,,,- v v eV> p<.t-1) x<t) = ~ v c<t.-1) p<t-l) x<.t> _ 
I_:::,.,:;.,~ I) l J ,:;.., ,:;.., '} I J 

' J , J (3.2)
- Vt "' ,., a.' p(l-1) x(I) < V ( 1 - ~ "'a .. p<t-l) x<.t>) -1,:;., ~ I) . l J ~ /-1 ,:;.., ,:;.., I} I J ' 

' J i j 
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(3.l) baloldala alapján pedig:

u, > J; J; cW P)t) xy-1) = J; J; cVj-1)p}t> xy-1) -
; j ; j 

(3.3)
- Vt-l};}; aij p)I) x~l-l) 2: V1-1 ( 1 - J; i aij p)t) xy-1>). , 

' ) ' ) 

(3.2)-ből és (3.3)-ból közvetlenül következik, hogy amennyiben valamely
v1 _ 1 = 0, akkor v1 értéke minden további lépésben zérus lenne, s így (2.4)
alapján o::1_1, xy-1), p\1-1J megoldása a modellnek. Ebben az esetben eljárásunk
tehát véges lépésben szolgáltatja az optimumot.

Vizsgáljuk meg most azt az esetet, ha o:: végtelen sorozatot alkot. Mivel
a fenti megfontolások alapján v0 biztosan pozitív - (1.10)-ből következik,
hogy a (3.2) és (3.3) kifejezésben levő szummák értéke O és 1 között van -
tehát v1 értéke bármely t-re pozitív, s így felírhatjuk, hogy

(3.4) 0 :S: I - J; J; a;1PV) xy-1> _:::;: ---3!..!_ :S: 1 - J; J; aijp)1-1) xJ> :S: 1. 
i j v1_1 i J 

v1 tehát monoton, nemnövekvő sorozatot alkot, ezért elegendő azt bizonyí-
1-1

tanunk, hogy a (2.2)-ben meghatározott v1 sor, vagy a megfelelő J; v1 részlet-
i=0

összeg-sorozat konvergens. Tegyük fel ennek az ellenkezőjét, azaz legyen

lim o::1 = oo.
1-00

Válasszuk meg ekkor t értékét úgy, hogy

(3.5) 

ahol n az

(3.6) 

1-1 n 
0::1 = O::o + J: V; > - ,

i=O aki 

együtthatómátrixok oszlopainak számát jelöli. Legyen továbbá

ak1 = min {ai/ I a;i > O}
i,j 

és képezzük a következő A' mátrixot:

{
a I ha a;i > 0 A'= {aíJl = ok 

ha a;J = 0.
(2.3)-ból ugyanakkor következik, hogy

v1 <- ~ c(t) x<1> = ~ b .. x<.1) - o::
1
,-. a-. x (I) ,.,.-

..:::,, ,.;_ I} J ,.;_ IJ J _.;, IJ J ~ 
J J J 

(3.7) 
_:::;: J; b;1x)" - o::1 J; a;ix~1>. 

j j 

Most figyelembe véve, hogy (1.9.a) szerint az A, s így az A' mátrix minden
oszlopában kell lennie pozitív elemnek, továbbá, hogy x<1> nem-negatív és
normalizált, következik, hogy léteznie kell valamely u sorindexnek, melyre

uE {l, ... , m}
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és fennáll, hogy

RÉTI JÁNOS

(3.8)

A (3. 7) reláció természetesen minden i-re fennáll, teljesülnie kell tehát erre
a bizonyos u indexre is:

_,,,.,.- '\' b (I) '\' , (/)v1..::o,.:::.., ujXJ -a1,,;;.,aujXJ. 
j j 

Ebből viszont (1.10), (3.5) és (3.81 felhasználásával azt kapjuk, hogy

n a1,1 v1 < I - - -- = 0.
a1c1 n 

Ez azonban nyilvánvalóan ellentmond (3.4)-nek, s így hibás volt kiinduló fel
tevésünk, mely szerint a1 értéke tetszőlegesen nagyra választható. Így a v

1 
sor konvergens, s biztosan zérushoz tart. Ezzel bebizonyítottuk, hogy a (2.1) 
(2.3) alatt megfogalmazott algoritmus konvergens és végeB vagy végtelen
lépésben a Neumann-modell megoldását szolgáltatja.

A kézirat lezárása után ismertem meg az [5]-ben közölt, szintén a kétsze
mélyes mátrixjátékokat felhasználó algoritmust. A két módszer közötti lénye
ges különbség, hogy a értékét nem egy végtelen sor, hanem egy intervallum
felezéses eljárás határozza meg. Az itt közölt eljárás fő előnye a közgazdasági
interpretáció lehetősége.

( Beérkezett : 197 2. január 19.) 
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A GAME TH.EORETJCAL SOLUTION TO THE NEUMANN MODEL
OF GENERAL ECONOMIC EQUILIBRIUM

The paper deals with a solution algorithm of the Neumann-model of general economic
equilibrium. In the model the unknown vector x denotes the levels of the applied pro
duction processes, the vector p denotes the prices of the products, ci: and {3 denote the
growth rate of the economy and its profit (interest) rate, respectively. The non-negative
constant coefficient matrices A and B mean the inputs and outputs of the unit appli
cation of activities from each product.

The solution algorithm of the model is built on the theory of two-person matrix games.
Let e.g., vectors x1 and p1 be the optimal strategies, belonging to the 01 matrix game,
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and v1 be the value of this game. Thus, in each step of the algorithm one must solve
a pair of primal-dual linear programming problems corresponding with the above matrix
game.

«i> 0 
};x =l. J 
J 

v11 - '}; c\}l xi< 0 
J 

v11 max!
Let us determine rna.trix Ct by means of

c\J = b;i - rx1aíJ, 
where

p;::?_O 

};p; = 1

V21 - }; cgip; 2 Ü 
i

v21 min!

f-1 
a1 = a0 + }; V; . 

i=0

It is easy to soc that this algorithm does solve the Neumann-model if the series v1 is
convergent. It can be ensured by the aid of a simple transformation that r1 should con
st.itute a monotone, non-negative sequence and the convergence of the above series of
partial sums can a.lso be proved.

PEWEHME HEv!MAH-MO,J.lEJll1 06W,Ero 31{0HOMH4ECl{Of0 PABHOBECl1B DPl-1 
DOMOW,11 TEOPl-111 nr P 

Tpyn 33HHM3eTC51 3Jll"Oj)HTMOM peureann HeHMaH-MOll,eJJH oöuiero 31{0HOMH'lCCJ{Oro paBHO 
BCCIHI. 8 MOJ\CJIH HCH3BCCTliblH BCl{'J'Oj) X 03HattaCT ypoana HCITOJlb30B3HHblX npoaasoncraea
HblX npoueccos, DCl{TOp P - UCHbl Ha rouapu, a a 11 fJ - HHJ\Cl{C pOCTa 11 (\laKTOp nptt6bJJHI (npo
UCH'ra) X03BHCTBa. A If B HC-OT))HL\3TCJlbHblC, ITOCTOBHHb!C M3Tj)11Ubl K03qJQll1L\l·ICHTOB, 03Ha 
t[3JOT 33T))3Tbl H BblílYCI{H no pa3JlU'lllblM nponyrcraa C/.\HHl·l'lHOro npHMCHCHl15l JlCBTCJlbHOCTeH. 

Oöpaöoraaauü aJirO))HTM j)CUICHHH MOl(CJlH 6a3HpyeTCB Ha TCO))HH J\BYX·s~H4HblX MaT!)H'• 
JlblX nrp. Ilyen, aercropu x, H pt - onn1MaJJbHble CTpaTel'HH, npnaannexcauuee I{ MaTpH4HOj;i 
urpe e,, a Vt - CTOHMOCTb 3TOJ:í arpu. 3Ha4HT Ha l(a)J{JlOM ware anroparwa Mbl l].OJ])!{Hbl peunrrs
napy 11p5lMblX naoücreenaux aanas n porpaMMHJ)OBaHHB, COOTBCTCTBYIOU_\HX BblCUJei;°J MaTJ)Hll· 
HOfÍ Hl'))C.

XJ2 0 

};x = I. J 
J 

v11 -- 1,; e)? xi~ 0 
v11 max

Onpenenna MaTp11uy cl C ITOMOLUblO 

cjj> = bij - a1aij 

l-l 

«, = rx0 + J; vi. 
Í=Ü 

v12 min!

MoH<HO nerxo llHACTb, llTO HaUI anropnrx naer peureane MOll,eJrn HelíMaHa, CCJlH ))HA Vt - cxo 
)].HTCB. e llOMOU(b!O npOCTOH -rpaHC<pOpMaUHH MO)l(HO oűecrresnra, lJT06bl Vt o6pa30B3Jl MOHO· 
TOHHy10 HC-OTpm(aTCJlbHYIO rJOCJle,l:\OBaTeJlbHOCTb H MO)l(HO A0Kél33Tb CXO.D:HMOCTb ITOCJlCJlOBa 
T€JlbHOCTH 1l3CTH'IHh!X CyMM. 
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Strukturális változások mértékének és irányának
vizsgálata'

A strukturális változások és eltérések vizsgálata a többváltozós problémák
esetében merül fel, ha valamely vizsgálati egység több adattal, vektorral
jellemezhető. Megoszlási viszonyszámokkal leírt strukturák mérésére számos
eljárás áll rendelkezésünkre, ezek között találkozunk információelméleti muta
tószámokkal is. E mérőszámok előnyös tulajdonsága, hogy megállapítható
az egyes komponensekben jelentkező eltéréseknek a teljes eltéréshez való
relatív hozzájárulása, ugyanakkor e mérőszámok nem szimmetrikusak, ami
véleményünk szerint a mutató közgazdasági interpretálásánál problémát
jelent, különösen jelentkezik ez abban az esetben, ha nem időbeli, hanem
térbeli vizsgálatokat végzünk.

Cikkünkben olyan mérőszámok bemutatására törekszünk, amelyek lehetővé
teszik a különböző struktúrák összehasonlítását és egyértelműen fejezik ki
e struktúrák közötti eltérések mértékét és irányát.

I. A mérhetőség általános problémái

Strukturális eltérések mérése csak akkor lehetséges, ha az adott struktúrák
számszerűen jellemezhetők.

Vezessük be a mérhető struktúra fogalmát:
Valamely ,,A" vizsgálati egység struktúrája akkor tekinthető mérhetőnek,

ha hozzárendelhető egy

a = r a, l etrukturáli« »eldor 
•

Két adott ,,A" és ,,B" vizsgálati egység struktúrája akkor tekinthető össze
mérhetőnek, ha az a és b strukturális vektorokra fennáll, hogy bármely i-re
az a/ L b; komponensek azonos tartalmúak, és a két vektor dimeneiója meg
egyezik. A továbbiakban meg kell különböztetnünk még az additív, kvázi
additív és a nem additív vektorokkal jellemzett struktúrákat.

Egy adott a strukturális vektor akkor additív, ha értelmezhető a következő

1 *a skaláris szorzat,

1 A II. Magyar ÁKl'\1 konferencián elhangzott előadás alapján, Siklós, 197 l.
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Ebben az esetben az egyes a - nii = I, ... , n ) értékek egyneműek és !9 megadott
formában összegezhetők, és összegük közgazdaságilag értelmezhető. Ez a hely
zet áll fenn pl. az értékben, főben stb. megadott (megoszlási viszonyszámokkal
is helyettesíthető) komponensekből álló vektorokkal jellemzett struktúrák
esetében.

Kvázi-additív struktúra esetében az adott ,,A" struktúrára jellemző vektorra
fennáll a következő

a = '  (=1 g egyenlőség, és értelmezhetők

az l*k és az l*g összegek.

Ebben az esetben az a vektor komponensei fő típusú viszonyszámokból állnak,
g és k additív vektorok. le

Kvázi-additívak az intenzitási viszonyszárnokból álló vektorokkal jellemzett
struktúrák. E vektorokat azért tekintjük kvázi additlvna.k, mert - bár az
elemek összege nem értelmezhető - az elemek egyneműek, és nem merülhetnek
fel a mértékegységek önkényes megválasztásából adódó problémák.

Nem additív struktúráról van szó, ha az a strukturális vektor sem additív
nak, sem kvázi-additlvnak nem tekinthető. Nem udditívak tehát a különböző
mértékegységekben k ifejezett mutatókból álló strukturális vektorok.

O strukturális eltérések mérőszámának bevezetése előt.t definiálnunk kell
az azonos struktúra fogalmát.

Az a és b vektorokkal jellemzett struktúrát akkor és csak akkor tekintjük
azonosnak, ha

b = « a ahol rx > 0
A strukturális eltérések mérőszámaival szemben - véleményünk szerint -
az alábbi követelményeket kell támasztani:

l. Az azonos struktúra definíciója ulapján - n, struk turális eltérésről alko
tott közgazdasági felfogásnak megfelelően - no mu tasson ki különbséget az a
és az aa« vektorokkal jellemzett struktúrák között, vagyis a, strukturúlis eltérés
valamely z mérőszámára érvényesüljön a következ 6 egyenlőség:

z(a, b) = z(cxa, b), (ex> · ( 
2. A mérés egyértelműsége érdekében mérőszámunk tegyen eleget ,t metrika,

követelményeinek, vagyis:
a) az mérőszám értéke akkor és csak akkor legyen zérus, ha a= ab, (rx > O)

egyébként
z z! 9 b ) . · 

b) a mutatószám legyen szimmetrikus, tegyen eleget n,

z nri L b ) = z nb L a ) egyenlőségnek,

e) teljesüljön az ún. háromszög egyenlőtlenség:

z na L b ) + z nb L e ) ~ z(a, / ( 

E követelményeket mérlegelve a következő két mérőszámot javasolhatjuk:
1. két strukturális vektor hajlásszögét,
2. két egységnyi hos zúságúra normált strukturális vektor távolságát.
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Két adott a ]_r 0 b ]_r 0 vektor hajlásszögén azt a cp szöget értjük, ami
eleget tesz a következő összefüggésnek:

a*· b
cos cp =

· ú a ú· Y b ú 
ahol: a*b a két vektor skaláris szorzata,

x! } ill. 1b l pedig az a ill. b vektorok hosszát jelenti.
Két vektor távolsága a következő kifejezés segítségével határozható meg:

d na L b) 2sa A b ú] [l, na - A b;)\Ő 
Két vektor távolsága tehát megegyezik a két vektor különbségének abszolút
értékével. Mivel két vektor távolságára nem érvényes az I; sz. feltétel, ugyanis a

d na L b ) = d na L rx« b ) 

egyenlőség csak abban az esetben áll fenn, ha:

rxL = I;

azért d na L b ) helyett a d ina L b ) mérőszámot vezetjük be:

vagyis az egységnyi hosszúságúra normált a és b strukturális vektorok távol
ságát.

Ebben az esetben könnyen belátható, hogy

d ina L b ) = d ina L rx« b ) 

mind a hajlásszög, mind a normált (egységnyi hosszúságú) vektorok távolsága
esetében célszerű kikötés,\ hogy a vektorokra fennálljon a z 0, b z 0 reláció.
A hajlásszögnél az a ]_r 0, b ]_r 0 nagyságrendi reláció érvényesülése is szük
séges.

Mind a hajlásszögre, mind az egységnyi hosszúságú vektorok távolságára
érvényesülnek a metrika követelményei.

A hajlásszög és a normált vektorok közötti távolság egymásra kölcsönösen
és egyértelműen leképezhetők. A két mutató között tehát elméleti alapon
nem lehet különbséget tenni.

A strukturális eltérések mérőszáma

xp esetében a [0, ; ] , ha a z 0, b z 0, és J; a / ]_r 0, J; b; ]_r 0,

d' esetében pedig a [O, 1/2], ha a z 0, b z 0

intervallumokban jelentkezik.

\ Ezt a kikötést azért tehetjük, mert a közgazdasági alkalmazások esetében a vektorok
elemeire általában teljesül a nem negativitás.
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Additív és kvázi-additív strukturális vektorok esetében a bevezetett mérő
számok egyértelműen jellemzik a strukturális eltérések mértékét.

Nem-additív struktúrák esetében felmerül a különböző mértékegységek
problémája is.

Mivel nincs és - véleményünk szerint - nem is képzelhető el a mérték
egységek olyan rendszere, ami e problémát kiküszöbölné; célszerűnek látszik
valamilyen - a mértékegységtől független - konvenció bevezetése.

Ez ! konvenció az eredeti komponensek dimenzió nélküli viszonyszámokkal
való helyettesítése lehet; hogy a strukturális vektorok közötti eltéréseket
kizárólag a vektorok rnegfelel6 komponensei közötti arányok determinálják.

E viszonyszámok bázisa lehet:
a) valamely kitüntetett vizsgálati egység strukturális vektora (kiválasztott

konvenció),
b) az adott vizsgálatba bevont egységek megfelelő adatainak átlagolása

(átlagolási konvenció).
A kiválasztott konvenció két szempontból sem látszik célszerűnek.
a) Minden vizsgálatnál új konvenció lenne szükséges a bázis meghatáro

zására.
b) E konvenciónál bázisul olyan strukturális vektort kellene választani,

amelynek nincs zérus eleme.
Az átlaqolási konvencióval kapcsolatban meg kell jegyeznünk, hogy az óha

tatlanul együtt jár azzal, hogy amennyiben új vizsgálati egységet vonunk be
az elemzésbe, az új viszonyítási bázis, új átlag számítását teszi szükségessé.
Ez azt jelenti, hogy a strukturális eltérések mérőszáma nem additív struktúrák
esetében mindig a vizsgálati egységek adott rendszeréhez kötődik.

Fel kell hívnunk azonban a figyelmet arm, hogy e strukturális eltérések
mérőszámai nagyon érzékenyek az aggregációra, ill. a komponensek számának
csökkentésére.

Az aggregáció, ill. a dimenziócsökkentés azonban módosítja mind ! hajlás
szöget, mind ad' távolságot. Mivel xp és d' kölcsönösen és egyértelműen meg
határozzák egymást, elegendő, ha a cos rp-re mutatjuk be ezt a módosulást.

Az aggregáció esetében az a és b vektor két-két komponensét, pl. az i-ediket
és a j-ediket vonjuk össze, s így n - I elemű vektorokat kapunk. E vektorok
hajlásszöge xp aggr na L b) és az eredeti a L b vektorok hajlásszöge között a követ
kező összefüggés mutatható ki ;"

arc wv S a g w (a, b ) = e arc cos na L b),
ahol:

a b / + a b 1 -1- -'- -1 .!
a*b

f1 = [(I +2a;a1) (1 +-2~b~;b~1A)j 112

Amennyiben az ,,A", ,,B" és ,,C" vizsgálati egységekre vonatkozó információk
inkompatibilitását csak valamelyik komponens, pl. az n-edik komponens
elhagyásával, tehát a dimenzió aggregálás nélkül csökkentésével érhetjük el,

l A~ összefüggést az egyszerűség kedvéért normált (egységnyi hosszúságú) vektorokra
mutatjuk be.
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a következőképpen módosul:

cos (an-v bn_1) = /l cos (a, b )L 

ahol an-v bn- r az n-edik elem elhagyásával kapott vektorokat jelöli, és
'

1 - an . bn
a* · b

'YJ = [(l - a -L) (1 - b;,)]112

Látjuk tehát, hogy cos tp, s ennek következtében d i is megváltozik a kompo
nensek számának akár aggregációval, akár aggregáció nélkül történő csökken
tésétől. Ennek konzekvenciáit fel kell mérni az elemzés előkészítő szakaszában.

2. A strukturális változások irányának vizsgálata

A strukturális elemzések egyik igen gyakori esete az, amikor az egyes vizs
gálati egységek megkülönböztetésére szolgáló csoportképző ismérvek mennyi
ségi vagy idősort ' alkotnak.

A tárgyalás lerövidítése érdekében a továbbiakban az idősort alkotó vizs
gálati egységek esetére szorítkozunk, a mennyiségi sorokra vonatkozó analó
giák ugyanis kézenfekvő módon adódnak.

Idősort alkotó vizsgálati egységek esetében a következő kérdéseket kívánjuk
vizsgálni:

1. A kezdőponthoz viszonyított strukturális eltérések milyen mértékben
képviselik a végső időpont struktúrájának vagy valamely normatív struktú
rának a megközelítését, vagyis mennyiben tekinthetők a strukturális eltérések /6 
irányába ható változásnak.

Az első kérdés végeredményben két oldalról is megközelíthető: Ha idő
sorunk strukturális vektorai az s/ L «• • s/ sorozatot alkotják, megvizsgálhat
juk, hogy milyen nagyságrendi relációk érvényesülnek a következő:

a) cp(s1, s2), cp(s1, s3), ... cp(s1, s1) vagy a d'(s1, s2), d'(s1, s3), ... d'(s1, s1) soro
zatban,

b) cp(s1, s2), cp(s2, s3), ... cp(s1_v s1) ill. a d'(si, s2), d'(s2, s3), ... d'(s1_1, s1),

sorozatban.

E két sorozat vizsgálata azonban csak a strukturális eltérések mértékére nyújt
felvilágosítást, és egyáltalán nem ad információt e változások irányára.

Idősorok strukturális elemzésénél azonban igen érdekes a második kérdés,
vagyis a fő irányba ható strukturális eltérések vizsgálata és mérése is.

Fő irány alatt a strukturális változásoknak azt az irányát értjük, ahová
a strukturális változásoknak vezetniük kellett volna, vagy ahová ténylegesen
vezettek. A fő irány megállapítására két lehetőséget látunk.

a) Valamely normatív (tervezett) struktúra irányába ható vagy (és)
b) az utolsó ténylegesen előállott struktúra irányába ható változásoknak,

mint fő iránynak elfogadását.

'Idősor alatt itt nem speciális sztochasztikus folyamatot, hanem időrendi sorrendben
rendezett, strukturális vektorokból álló sorozatot értünk.
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A továbbiakban a végső időszak struktúrájának megközelítését tekintjük
a strukturális fejlődés fő irányának. A bemutatott módszerek azonban nor
matív vizsgálatokra is könnyen kiterjeszthetők.

Pő iránynak tehát azt a vektort tekintjük, melynek a megf'igyelt első struktúra
oekiorácal alkotott eredője a végpont stritktúráját eredményezi.

Ha a fö irányt d i -vel jelöljük, akkor

s1 + d i = s/ L vagyis cl' = s/ A s1,

ahol s, (1: = I, ... t ) normált vektorok.
Fő irányba ható változás alatt pedig bármely: ns j A s 1) nj = 2, ... t) eltérés

vektornak e d' vektor irányába eső ortogonális vetületét (hosszát) értjük.
Ha ezt az ortogonális vetületet L1rvel jelölj ük:

ől i = cos (d', s1) d'(s;, s1); j = 2, ... t
A Ll; értékeket természetesen előjelesen kell figyelembe venni.

A L1i értékek a kezdő és a j-edik időpont közötti, a fö irányba eső távolságot
jelölik. Az egyes időszakokhoz tartozó (fő irányba megtett) távolság mérésére
pedig a következő mérőszámot definiáljuk:

j 2 2 .... t 

Könnyű belátni, hogy
I

l: L11 =Id' I= d i (81, d/ ) 
j 2z 

A fő irányba ható változás vizsgálatánál két kérdésre kívánunk választ adni:
a) Az egyes L1/ értékek milyen sorozatot alkotnak, vagyis az idősor folya

mán bekövetkezett strukturális változások milyen ütemben közelítették meg
a végső időszak struktúráját.

b) Összegezve az egész időszak fejlődését, az mennyiben tekintheti konzek
vensnek, vagyis a végső időpont struktúrája fokozatos megközeUtésének.

Az első kérdésre a ől i nj = 2, ... t ) sorozat diszkussziójával adhatunk fele
letet. A második kérdés megválaszolásához további mérőszámok adhatók meg:

Ilyen mérőszám lehet pl. a

cl'
Kl=-,---

l: I LJ'. I
}=2 j 

vagy a K2= LLp ns p s L) 

l: tp ns -L si_1)
}=2

mutatószám.

Mindkét mutatószárnra jellemző, hogy értékei

I t
l: J ől / J # O; X cp nd/ L 8;-1) # 0
/=2 /=2 

esetben (vagyis amikor ilyen vizsgálat szükségessége egyáltalán felmerülhet)
a (0, l j-ben jelentkeznek.

A két mutatószámmal kapcsolatban meg kell jegyeznünk, hogy egymást nem
helyettesítő, hanem egymást kiegészítő információtartalommal bírnak.

K 1 = I azt jelenti, hogy a vizsgált időszak alatt nem történt a fő iránnyal
ellentétes stmkturális változás, vagyis L1/ ~ O (j = 2, ... t )« 



STRUKTURÁLI S VÁLTOZÁSOK VIZSGÁLATA 113

K2 = 1 pedig azt fejezi ki, hogy minden változás teljesen a fő irányba történt,
és az összes s1 (j = 1, ... t) strukturális vektorunk - tehát d' is - ugyan
ab ban a síkban helyezkedik el. Meg kell jegyeznünk, hogy a K2 = I-ből egy
értelműen következik a K1 = 1 egyenlőség.

Mind a Ki, mind a K2 mutató akkor veszi fel a zérus értéket, ha d' = 0,
vagyis ha a vizsgált időszak egészére nézve nincs strukturális változás, tehát
az egymást követő több irányú strukturális változások az s1 struktúra vissza
állását eredményezik.

3. A dinamikus változások összetevökre bontása

Az eddigiekben a strukturális eltérések mértékének és irányának vizsgálat
módszerével foglalkoztunk.

Dinamikus vizsgálatok esetében azonban az a kérdés is felmerülhet, hogy
valamely két időszakot jellemző (nem normált) vektorok közötti különbség
milyen tendenciák eredőjeként jött létre. Itt a változás két összetevőjét kíván
juk megkülönböztetni: mégpedig a kiinduló időszak struktúrája irányába
mutató inerciális tendenciát - a továbbiakban nem strukturális hatást -
és a strukturális eltérések irányába mutató tendenciát - a továbbiakban
strukturális hatást. E két tendencia vizsgálatánál abból indulunk ki, hogy
mind a strukturális, mind a nem strukturális hatások időben egyenletesen
jelentkeznek.

Legyen:
d = s1 - s1,

ahol si a kiinduló időszak (nem normált) strukturális vektora,
s, pedig a végső időszak (nem normált) strukturális vektora.

Feltevésünk szerint:

d = V + w,
ahol v a, nem strukturális hatások és

w a strukturális hatások vektora.
A v és w vektorok bármely tetszőleges két időszak között egyértelműen meg

határozhatók, mivel a két vektor iránya adott:
v iránya szükségszerűen, a definícióból adódóan megegyezik (vagy ellen

tétes) a kiinduló időszak strukturális vektorának srnek az irányával.
w iránya pedig csak a j-edik és t-edik időszak közötti strukturális változá

soktól függhet: tehát megegyezik a strukturális változást kifejező, koráb
ban definiált

Az ismert paralellogramma szabály alapján a v és w vektorok koordinátás
alakja is előállítható.

w = {Jd',

ahol oc = ~ - 1, 
I SJ'

ahol fJ = [ s I I .
2 Szigma
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A v és a w vektorokkal voltaképpen - a fizikából vett analógiával - azt
a két erőt határoztuk meg, ami ad vektorral jellemzett teljes mozgást létrehozta.
Továbbmenve szükségesnek látszik összetevőire bontani azt a tényleges válto
zást, ami a d vektor irányában e két hatásra külön-külön létrejött. Ez azonos
a v és a w vektoroknak a d vektor irányába eső ortogonális vetületével.

Ezeket az ortogonális vetületeket dv, ill. dw szimbólumokkal jelölve:

dv+ dw= d

ahol dw a strukturális hatások következtében létrejött tényleges változások
vektora és

dv a nem strukturális (inerciális) hatások következtében létrejött tény
leges változások vektora.

E vetületek előjeles hossza

I dv I = cos (d, v) I v I
I dw I = cos (d, w) I w I természetesen:

I dv I + I dw I = I d I
1gy a két időszak között bekövetkezett teljes változáet jellemző d vektort kút
párhuzamos komponensre bontottuk fel.

A strukturális és nem strukturális változásoknak a teljes változásra gya
korolt hatás-intenzitása d ¥= 0 esetében

és a

I s; I
q,v=/dl

I dv I
qv=idl

hányadosok formájában fejezhető ki (ahol I dv I és I d111 I előjeles hosszakut jelen
tenek).

Az eddigiekben csak a kezelő és a végső időszak közötti változásokat fejez
tünk ki strukturális és nem strukturális hatások vektorainnk eredőjeként.
Ez a felbontás azonban több közbeosó idősz:ik esetére is kiterjeszthető; és rész
letesebb elemzésre is módot nyújt.

A bemutatott mérési módszereket az lD!5\J-68. évekre kid >lgozott ÁKl\1-ek
strukturális elemzésére alkalmaztuk 1:q Mivel számításaink célja elsösorhan
a _javasolt mérési eljárások illusztrárió[1 volt, ezért csupán az eredmények
vázlatos elemzésére törekeel tünk.

(Beérkezett: 1972. február 8.)

IRODALOM

l. Koszov V. V.: Az aggregációs probléma lehetséges megoldásai az ágazati kapcsolaLok
méri gében. Voproszi Ekonomiki 19G3/6.

2. LINNEMANN H.: An Econometric Study of International Trade-Flows. Amsterdam,
1066. North Holland Publishing Company.



STRUKTURÁ.LI S VÁLTOZÁSOK VIZSGÁLATA 115

3. FRIGYES E.-SDION B.: A strukturális eltérések mérhetősége és mérési módszerei.
OT. Tervgazdasági Intézet Közleményei, 1969/6.

4. THEIL H.: Közgazdaságtan és információelmélet. Budapest, 1970. Közgazdasági és
Jogi Könyvkiadó.

Tf-rn MEASUREMENT OF EXTENT AND DIRECTION
OF STRUCTURAL CHANGES

In the recent years several papers have been published that make use of certain ele
ments of classical vector calculus for the examination of structural deviations. It is a
general feature of these papers that they use the angle of inelination between the vectors
characterizing the examined structures as the index number of structural deviation.

a) The pap'r clarifies the basic concepts of structural examinations.
b) It determines the mathematical and economic requirements for the measurement

of structural deviations or changes.
e) It shows that the suggested index numbers, the angle of inelination and the index

number d (the distance between the standardized, unit, length vectors) are consistent
with the economic interpretation of structura.l changes and, at the same time, they meet
the mathematical requirements of metrics.

d) Besides precise and unambiguous measurement the suggested methods analyse also
the direct.ion of structural changes.

In case of Limo series of structural vectors the paper contains index numbers measuring
the consequence of changes. For the case of dynamic analysis, processes have been elabo
rated that. separate the main forces affecting the entire multidimensional variation,
(structural and inert.ial changes) and express their intensity numerically.

MCCJ1E,UOBAHME MEPbl l1 HAnPABm:Hl15=1 CTPYl{TYPHblX v13MEHEHMYI

8 TTQCjJe)lHl!e ro;,bl GL!JI onyűrnuconau P51Jl paöor, HCTTOJll,3YJO!l\HX nexoropue 3JICMCHTb!
l(JlaCCHYCCl<OJ'O nexropuoro a1-1aJIH3a J.V151 HCCJIC/,O!JaHH51 crpykrypnux pa3Jll111HH. Ü611\a5l
xapakrepuan 'IC[)Ta 3TJ!X pa60T, tJTO OHH HC!70Jlb3YIOT HaJ(JlOHa nexropon, xapaxrepuux ).\fül
HCCJIC/\YCMblX crpyrcryp, B «asecree ITOJ<a3aTeJJ51 crpyicrypnux pa3XO)l(J.lCHHH,

a) )la1-111aH crart.n Bbl51CHHCT OCHOBl-lbJC llOHHTHH, CIJ513a1rnb!C C lfCCJICL\OBaHHCM CTpyKTYP,
6) onpCJlCJ!HCT B03MO)l(HblC MaTeMaTJ.11JCC1rne H 31(0liOMH'-leCJ<He Tpe6ooaHH51 I( 1!3MepeHMIO

crpykrypxux pa3XO)l{)lCHHl1 HJI H H3MeHCIHll1.
a) 011 notcaauuaer, IJTO npennaraewr.re MH)lel(Cbl, yrnn HJl(JlOHa II noxasarens ~d)) (paccro-

51HHe MC}H/lY llOJ)MHpooaHHblMH OCl(TüpaMH C/.\HIHllJHOi'i J.lJIMHC) cornacyrorcs C 31(0!-IOMHlle
CJ(HM TOJlKOBmlHCM CTpy1<Typ1-11,1x 113MCIICJ-111H 11 ll TO )J{e opeMH OHi-i nuncmouor MaTeMaTH'!CCKHC
rpeöonaunn MCTpHl(H.

z) J{pOM TO•ll·lOrü II C].lHH031(atJHOl'O H3MC]1CIIM51, npennaraevue MeTOJ~bl aHaJ1113a nccnenyror
H Hanpa13JlCHHC CTpy1<Typ111,1x H3MCHCHHH.

Ornoc1ne116HO npeMCIJ!ll,IX ]151HOB crpyicrypnux BCJ.'.TOpOB TPYA CO!(Cp)HHT noxaaarenn ).\JIH
flOCJlC).\OOaTCJlb!lOCTII H3MCHCJ-lll/:J. Ta10J(C )].JIH L\MH3MH4CCJ(HX HCCJIC)lOBaHlll1 ŐblJlH TTO}.lrOTOBJICHbl
MCTO,Ll.bl a11a11113a [(Jl51 06oco6J1eH1iH rJJaBHl,IX CllJI (crpyrcrypuux H HHepTHblX H3MCHCBHH) H )].Jlf!
'-IHCJIOBOJ'O Bbl])a)KCHHH lfX HHTCBCIIBHOCTH.
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Néhány megjegyzés a RAS módszer elméletéhez 
. \ 

A RAS módszer az input-output sémák előrebecslésének egyik lehetséges
eszköze, melyet mind cambridgei kidolgozói,1 mind magyarországi alkalmazóip 

már több ízben felhasználtak elméleti és gyakorlati kutatásaikban. Az eljárás
- annak ellenére, hogy az algoritmus gyökere nem is Stone-éktól, hanem
W. E. Demingtől származik (lásd [l]) - ,,bestseller" lett az egész világon,
feltehetően logikus és egyszerű volta, több irányú felhasználhatósága követ
keztében. Továbbfejlesztésével is többen foglalkoztak már, P. legnagyobb vissz
hangra talált ilyen kiegészítés lényege az, hogy bizonyos nagy (,,súlyponti")
koefficiensek időbeli alakulását egyedileg vizsgálja, majd a RAS-algoritmust
a többi, az ,,irreleváns" koefficiensre kiterjesztve egyesíti a kétféle előre
becslés eredményeit.

Jelen dolgozatunkban a RAS módszer bizonyosfokú általánosítását kívánjuk
adni. Állítá1mnk a következő: A RAS módszer mint előrebecslési eljárás, hall
gatólagosan feltételezi a technikai koefficiensek exponenciális idő-függését.
Tekintettel arra, hogy a gyakorlatban semmi sem igazolja ezen feltételezés
helyességét (sőt bizonyos kutatások - így Szakolczaiék [9] eredményei is -
ennek határozottan ellene mondanak) célszerű a RAS, vagy az annak alap
gondolatát követő egyéb procedurákat azokra az esetekre is kiterjeszteni,
ahol az előrebecsülni kívánt koefficiensek időben lineáris változást (vagy
leginkább azt közelítő trendet) mutatnak.

Kutatómunkánk során sikerült egy olyan eljárást kidolgoznunk, mely szem
ben az eredeti Stone-Brown-féle variánssal, nem iteratív, hanem direkt
algoritmus és amely a kísérleti számítások során az eredeti RAS-nál nem
rosszabb eredményeket szolgáltatott.

Dolgozatunk három fejezetből áll. Az elsőben meghatározunk egy általános
matematikai feladatot, melyneksegítségével az ágazati kapcsolati mérlegek
technikai koefficienseit bizonyos feltételek megléte! esetén előrebecsül
hetjük. Ezek a feltételek általánosabbak, mint amit a RAS módszernél alkal
mazunk, bár azok által inspiráltak.
A következő fejezet ennek az általános rendszernek két speciális esetével

foglalkozik. Bizonyítjuk, hogy a technikai koefficiensek exponenciális idő-

1 Az ,,ősforrások": Stone, R.-Brown, A.: [6] és Stone, R.-Bates, J.-Bacharach, M.:
[7] alatti dolgozatai.

p Így például Németh, S. -Pór, A.: (5]-ben, Lipták, T.: [4]-ben, Kupcsik, J.-Rácz, A.: 
[3]-ban, Glattfelder, P. [2]-ben.
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függése esetén automatikusan a RAS módszerhez jutunk, míg a lineáris idő
függés feltételezése egy direkt (nem-iteratív) előrebecslési algoritmust szol
gált,at.
Az utolsó fejezetben egy olyan eljárást ismertetünk, mely a RAS módszer

iteratív algoritmusát egy direkt algoritmussal közelíti.

I. A feladat matematikai megfogalmazása 

Alkalmazzuk a következő jelölésrendszert. Kurzív betű vektort, illetve
vektor-skalár függvényt, félkövér pedig matrixot, illetve kétindexes tenzor
skalár függvényt jelent. A "" a diagonális matrix, az e az összegező vektor jele.
A dolgozatban szereplő indexes mennyiségek dimenziója n, és ha ezek az idő
függvényei, úgy ezt felső indexezéssel szemléltetjük (pl. A(t0) = A0), rögzített
időpont esetén.

Határozzuk meg A(t)-t, ha

I.
A0, a(t), b(t) 

ismertek,

II.
)b8b3 

)b8p3 

)b8} 3 

összefüggések igazak és

III.

)b8=3 

(l.5)

A(t) e= a(t) 

A T(t) e = b(t) 

a(t) e = b(t) e 

A(t) > 0 
a(t), b(t) > a 

relációk teljesülnek. (A relációk komponensenként értendők.)
Az I-III. feltételek általában nem határozzák meg egyértelműen A(t)-t. 

A megengedett A(t)-k számának csökkentése érdekében újabb megszorító fel
tételeket vezetünk be, melyek - mint látni fogjuk - nem rekesztenek ki
közgazdaságilag értelmes megoldást.

A II. feltétel 2n skalár-skalár (továbbiakban: skalár) függvény meghatáro
zását teszi lehetővé, melyek közül (1.3) miatt csak 2n - 1 független. A(t)-nck 
n sora és n oszlopa van, tehát a meghatározható 2n függvény közül n-et A(t) 
soraihoz, n-et A(t) osalopaihoz rendelünk hozzá, mivel semmi sem indokolja,
hogy sort (sorokat) vtLgy oszlopot (oszlopokat) kitüntessünk. Megkívánjuk
tehát a következő feltétel teljesülését:

IV. A(t) bármely komponensének alakja csak

)b8I 3 

lehet, ahol x;(t), Yit) az i-edik sorhoz ill. j-edik oszlophoz rendelt függvény.
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Nyilvánvaló, hogy A(t) nem függhet t0-tól, csak t - t0 és A 0-tól. Ellenkező
esetben ugyanis t1 # t0-ból kiindulva más A(t)-hez jutnánk, ami értelmetlen.
Másrészt A(t) úgy is előállítható, hogy először A 0, t1 - t0-ból meghatározzuk
A1-et, majd A1, t - t1-ből A(t)-t, ahol t1 = t0 0 A(t - t0); 0 ~A~ l. Ez mate
matikailag az alábbi függvényegyenlet alakjában fogalmazható' meg

(1.7) A(t) = A(A0, t - t0) = A{A[A0, A(t - t0)], (1 - A (t - t0)}.

Mivel t0 tetszőleges, válasszuk a t0 = 0 kezdeti időpontot.
Figyelembe véve IV-et, további megszorító feltételként kell hogy meg

követeljük:

V. A(t) bármely komponensének ki kell elégíteni az

)b8; 3 A;JA9j, gip)] = A,)AJA0, g;)At)], g;i(l - - 3 t)}
függvényegyenletet, ahol

(1.9)

A feladat tehát A(t) meghatározása I-V. feltételek mellett.

2. Lineáris és exponenciális (RAS) eset 

E fejezetben a feladat két megoldástípusával foglalkozunk.

Y3 

(2.1) 

h) 
(2.2)

Mint látni fogjuk az a) eset Aii(t) időfüggése szempontjából lineáris, ab) eset
pedig exponenciális.

Y3 Lineáris eset 

Az V. feltételben megfogalmazott (1.8) függvényegyenlet alakja most

(2.3) A;j[A?i + ll;it)] = A;1{Au[A?i + g;p.t)] + g;J(l - l) t]}. 
(2.3) megoldása a Függelék I. Lemmája alapján

(2.4)

ahol Yii konstans. Az A;/t) (2.4) szerinti előállításából eredően (1.1) és (1.2) 
csak akkor teljesülhet, ha a;(t), f ü3 lineáris függvény, azaz

(2.5)

)p8I 3 

a;(t) =a?+ u;t 

bp) = b~ 0 vit 
A továbbiakban tegyük fel, hogy (2.5), (2.6) teljesül. A IV. feltétel miatt
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(2.7)
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Yij = X; 0 YJ 

ahol xi, YJ konstans. Meghatározásuk érdekében helyettesítsük (2.7)-et {2.4)-be

(2.8)

majd helyettesítsük (2.5), (2.6), (2.8)-at (1.1), {1.2)-be.

(2.9)
n 
J; [A9i 0 (x; 0 y1) t] =a?+ u, t 
)=I 

)p8ba3 

n n 
mivel J; A?1 = a9 és J; A?í = b1 azt kapjuk, hogy

J=l i=l 

(2.11)
n 

nx;+ J;y1=u; 
J=l

(2.12)
n 
J; X; 0 nyi = vi 

i=I

Ha A a-nak zéruselemeí is vannak és azt akarjuk, hogy a zéruselernek ne
változzanak, akkor (2.11), (2.12) helyett

(2.11/a)
n 

n;x1 0 J; YJ = u, 
} ' b 
A11,l,0 

(2.12/a)
n 
J; x, 0 m1 YJ = v1 »' r 

A11¢0 

ahol

n 
n1 = J; 1 

}=I 
A1rt-0 

ll

mi= «: 1
i=I 

A11,éO

A (2.11) és (2.12) egyenletekből álló lineáris egyenletrendszer mátrixának
rangja 2n - 2, a (2.11/a) és (2.12/a) egyenletekből álló rendszer mátrixáé pedig
legfeljebb 2n - I, ezért az xi és Yi ismeretlenek közül minden esetben legalább
egy szabadon választható. Az így nyert X;, y1 konstansokat (2.8)-ba helyette
sítve kapjuk a feladat megoldását.
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f 3 Exponenciális vagy RAS eset 

(1.8) függvényegyenlet most

(2.13) A;JA?i · g;it)] = A,j{A;JA?i g;p.t)] · g[(l - J.) t]} 
(2.13) megoldása a Függelék II. Lemmája alapján

(2.14)

ahol Yu konstans. (2.14)-ből azonnal látható, hogy (1.1) és (1.2) csak akkor
teljesülhet, ha a;(t), bp) meghatározott exponensű exponenciális függvények
lineáris kombinációja, azaz

(2.15)
n 

a-(t) - ~ cx .. efi11t I - ~ lj 
s' r 

(2.16)

Belátható, hogy (1.1), (1.2) miatt ez csak akkor teljesülhet, ha

(2.17)

(2.18)

cxij = A9i 
{J;j = Y;; 

tehát A,)t) előállítása triviális.
Igen gyakran előfordul, hogy a;(t) és bp) értékét csak a t = 0 és t = t1

pontban ismerjük, (a?, at és bJ, bJ). Ebben az esetben is meghatározható A;p) 
IV. miatt most is

(2.19)

(2.19)-et (2.14)-be helyettesítve

(2.20) A;/t) = A9ie<x1+Y1)t 
ahol X;, Yi konstans. (2.20)-at (LI), (1.2)-be helyettesítve t = trre

(2.21)

(2.22)

Ha bevezetjük az

(2.23)

(2.24)

jelöléseket, akkor (2.21), (2.22)-ből a jól ismert RAS egyenletekre jutunk
(lásd [6)).

(2.25)
n 

_l; R;A~iSi = a} 
J=l
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(2.26)
n 
J; R; A?i Si = b} 
i=I

A RAS egyenletek megoldását egy iteratív algoritmussal, az ún. RAS módszer
segítségével határozhatjuk meg. A RAS módszer logikai vázlatát az alábbi
blokkdiagrammal szemléltetjük:

i.: = kívánt pontosság,
R',=Ű; minden i-re,s; =l; minden j -re

" 0J;A,iS;
j=l

minden i-re
Si=Sj miuden j-re

b\J

i=l

minden j-re

minden i-re

IR; -Ri I< e 
és JSi-s;l<e
mindeni, j-re

nem

R,, S1 ismeretében most már x;, Yi és A;it) könnyen nyerhető (2.23), (2.24) és
(2.20) segítségével.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

x1 = ln (R;)/t1 

yj = ln (S1)/t1 
Á·(l) = AQ, eln(R;S1)t/t, - A9,(R S)t/11 

I) I} - I) I j 
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Eredményeink azt mutatják, hogy a RAS módszer alkalmazása nem minden
a(t), b(t) esetén vezet helyes eredményre. Szükséges feltétele, hogy A;lt) az idő
(2.20) alakú exponenciális függvénye legyen.

Ha a RAS módszer alkalmazásának feltételei teljesülnek, akkor létezik egy
olyan direkt eljárás, mely a RAS eredményeit jól közelíti. A következő fejezet
ennek a módszernek az ismertetésével foglnlkozik.

3. A RAS-módszer lineáris közelítése 

Tegyük fel, hogy az I-IV. feltételek teljesülnek t = trre és a RAS módszer
alkalmazható. Jelöljük

(3.1)

(3.2)

Alkalmazzuk e jelöléseket t = t1 esetén (2.20)-ra.

(3.3) At= A?k; + 1) (s1 +I)= A?1(I + r; +s1) + r;A?1s1 
r, és s1 lényegében véve A?1 relatív változása a sor, illetve oszlop ,,hatás"
miatt. Ha ez a változás nem túl nagy (empirikus tapasztalatok alapján, gya
korlati példák esetén 10-2 átlagos nagyságrendű), akkor r; + srhez képest
r;SJ elhanyagolható. A direkt módszer ezen a felismerésen alapul, s alkalmaz
hatóságát is ez szabja meg.

Keressük AlJ-et 
(3.4)

alakban. (3.4)-et mátrix alakban írva

(3.5)

(LI) és (1.2) miatt a és e a következő egyenletekből határozható meg:

(3.6) a0 + A0a + pa0 = a1

(3.7) 6° + &6° + A0r e= b1 
mivel p és a diagonál mátrixok és e és a az ezekből képezhető oszlopvektorok,
(3.6) és (3.7)-et átírhatjuk

(3.8)

(3.9)
alakba. a és e az

AOa + aOe = al - ao 
'boa+ AOT (!=bl - bo 

(~080) (a)= (ai-ao) 
b? AOT (! bl - bO 

inhomogén lineáris egyenletrendszerből határozható meg. Az egyenletrendszer
mátrixának rangja kisebb mint 2n, ezért legalább egy e1, vagy a1 komponenst
szabadon megválaszthatunk.

A módszer előnye, hogy direkt eljárás, ugyanakkor az AO zéruselemeit
éppúgy érintetlenül hagyja, mint a RAS módszer.

(3.10)
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Függelék 

Tegyük fel, hogy /(a, x), g(x) folytonos, monoton függvények, 0 ~ A~ 1 és
a tetszőleges paraméterek, akkor

I. Lemma 

Az
(I.l} /(a, x) =/[a+ g(x)] = f {f[a + g(Ax)] + g[(l - A)x]} 

függvényegyenletet csak a

(I.2}

(I.3}

g(x) = rnx + b 

[i«, x) = a + g(x) - b = a + mx 

típusú függvények elégítik ki, ahol m, b tetszőleges konstansok.

Bizonyítás 

f(a, x) monotonitása miatt (I.1)-ből

(I.4) a+ g(x) =/[a+ g(..1x)] + g[(l - A)x] 
(l.4)-be J. = l-et helyettesítve

(I.5) f[a + g(x)] = a + g(x) - g(O) 

(Löj-ből határozzuk meg f[a + g(Ax)]-et é8 írjuk (I.4)-be

(I.6) g(x) = g[J.x + (1 - J.)x] = g(Ax) + g[(l - A)x] - g(O)

Az (l.6) függvényegyenletet egyetlen függvénytípuR elégíti ki (Jásd (8]). még
pedig

(I. 7) g(:i;) = mx + b 

ahol m, b tetszőleges állandók. (I. 7)-et (l.4)-be helyettesítve A = 1 esetén

(l.8) /(a, x) =a+ mo: 

Az (l.8} típusú függvények (I.1)-nek valóban megoldásai.

11. Lemma 

Az 
(II.I) /(a, x) = f[a · g(x)] = f · {f[a · g(..1x)] · g[(l - A)x]} 
függvényegyenletet a # 0 esetén csak a

(Il.2)

(II.3)

g(x) = bemx 

a /(a, x) = -g(x) = a emx 
b 

típusú függvények elégítik ki, ahol m, b konstansok b =r6 O.
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Bizonyítás 

(Il.5)

f(cx., x) monotonitása miatt (II.1)-ből

(II.4) cx.g(x) = f[cx. · g()x)] · g[(l - },)x] 

(lI.4)-be A = 1-et helyettesítve

/(ex. · g(x)) = ex. g(x) 
g(O)

125

(II.5)-ből határozzuk meg f[cx. · (Ax)]-et és írjuk (II.4)-be

(Il.6) g(x) = g[)x + (1 - A) x] = g(}.x) · g[(l - A) x] 
g(O) 

A (Il.6) függvényegyenlet egyetlen megoldástípusa a szakirodalom szerint
(lásd [8]):

(II.7) g(x) = te= 
ahol b # 0, m, tetszőleges konstansok. (II.7)-et (Il.4)-be helyettesítve, ) = 1 
esetén

(II.S) f («, x) = ae"? 

A (II.S) típusú függvények (Il.1)-nek valóban megoldásai.

(Beérkezett: 1972. janiiár 20.) 
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SOME COMMENTS ON TH8 THEORY OF THE RAS METHOD

The paper deals with the extension and generalization of the RAS method which was
elaborated by some representatives of the Cambridge econometric school (M. Bacharach,
J. Bates, A. Brown, and R. Stone). According to the basic theorem the RAS method that
makes coefficient-forecasts by means of the basic period coefficient matrix of input-
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output schemes, and plan period row- and column-sums, is based upon the implicit
assumption that the change of technical coefficient in time shows an exponential trend.
The authors prove that this assumption is implied, indeed, by the RAS method and they
examine the case when the coefficients of the technological matrix depend linearly on
time, this case being as likely as the former from a practical point of view. It is characte
teristic both for their solution elaborated for the latter possibility, and for their (,,simpli
fied") RAS algorithm, an approximate of the original.RAS procedure, that the fore
casted coefficient matrix does not result as a solution of a complicated iterative process
but that of a comparatively simple linear equation system.

In the first part of the paper the authors collect the above propositions, and they set
up a general mathematical problem for which the RAS method initiated by W. E. Deming
and elaborated by Stone's team is one of the possible solutions. In the second chapter
they deal with the linear and exponential cases of the above generalized problem. In the
third part of the paper the original HAS method, th algorithm supposing exponential
dependence on Lime, is approached by a linear method. It results in vectors which play
economically the same role as the diagonal matrices fl and S of the RAS method do.

In í.he Appendix mat.hematical formulation and proof of two Lemmas support the
above propositions.

HEl{OTOPblE 3AMETl{vl I{ TEOPvlvl METOL(A PAW

Tpyn 3JHl!MaeTC51 pacnpocrpancaac« H 0606u~e1mCM MCT0/.(3 PAW, oöpaűorauuoro HCl{0-
TOpblMl1 npeACTélBHTCJl51MII IJ11(0Jlbl 3!{0H0MCT))l11{11 B r. l{CMÖJ)l1/l)I( (M. Eaicapa«, vi. Bere, A.
Bpayn 11 P. CTOH). no HCX0/~HOMY fl0JJO}l{CHHIO MCT0/:( PAW, l(OT0J)bll·Í npornoaupycr 1(03ljHJH!l\11-
eHTbl C nowoun.ro f<09<jl<)lH!.(IICHT-MJTpH!(Ca B 6a3HCHOM nep110/(C H cyMM CTPO'ICI( H cyMM CTOJIÖl\OB
B nJJJH0B0/11 nepaone, K0CBeHH0 öasapy TC51 I-la npcnnonouceuun, 'IT() 113MCIICHIIC IJ0 BJ)CMCIIH
HCl(0T0J)blX TCXHl!'ICCKl1X 1<03Q)(jJH!.(11CHT01) noxaauuacr 3i{CrlOl!CJ-ll\llaJlbllblfÍ TJ)CII/\. ABTOJ)bl )l0-
}{a3b/Bél!OT, 'ITO 3T0 «ocaeauoe nper1n0JI0)J(CHHC cyu\CCTByCT llHYTJ)H PAW-a, it f!OT0M 01-111
11CCJ1CJJ.YIOT TOT CJJy'laH, xorna 1(0::l<ptlJHL(HCIITbl npa!(Tl1'1CCl(0f0 Ma'rpHl(Crl JIMIICiiH0 aanucsrr OT
apevemr. 8 TO »ce BJ)CM51 5l[JJ151eTC51 xapa1('repHblM «a« /V151 HX pc111c111151, oőpaöorauuoro /.\Ml
nocnenneü B03M0)1{H0CTH, T31{ H /~Jl/1 (eynpoutcnnorna) PAW anropurv», rrp1-16J11-t)f(i1!0lllCl'0
opurturansuyio P'Alll-rrponenypy, 'IT0 1<0:➔<IJ<pH!.(11C11T-MaTp111,c nnauupycwnro rona 1Iony4JCTC51
Ile B peayrn.rare CJlO)l(l·IOf0 npouccca HTCpa1.111u, a 0 pcayru.rarc J)CIUCl·IH5l 0TH0CllTCHbllO npo
CT0IÍ Jll1HCi-ÍH0H CHCTeMbl ypaaueuaü.

8 nepaoü 'laCTH TPYJlél asropu 110).(b!TO}IUIBalOT 1JblWCYII0M5lHYThlC yC'ra1101111Cll1!5l II 1-13JlaraioT
Ta1<y10 06ll(y10 MaTeMaT1111ec1<y10 aa).(a'ly, 1u151 1<0T0JJ0H MCT0/\ PAW, 1-111cm1poua111-11,1ii B. E.
,[{CMMlffOM 11 06pa60Téll·IHbiÍÍ rpynnoü Croua, 510M!CTC51 0/(IIHM 11:J D03MQ)l(lll,IX pc111c1111/i. Bo
BT0POH rnasc 0111-1 3aHl1MéllOTC5l JJ11Hettllb1Ml1 11 31(CIJ0IIClll.ll13Jlbll!,1Mll CJJy'la51Ml1 llbl!IICH, 0606-
ll(eHH0H 3é!Ail4H.

8 rperseü uacr« TPY/~a OIH! np11ÓJIH)J{é!IOT JJHl·ICJ.íllblM MCTO/\OM 0J)lll'Hllé!Jlbllhll•Í MCT0/\ PAW,
T. e. anroparv, npeanonarasouiaü 31(CflOl·ICHL(HélJlhllYIO 3al311CHM0CTb OT npCMCHH, Peayru.rar,
fl0JlytJCHHblii peureuaea, nacr IJCl{T0J)hl, «oropue B :11<01-10Ml1'ICCl(OM CMblCJIC Bbff!0Jlll5110T TY )l(C
POJlb, lJTO nuaronansuue Mé!TpH!.(bl B MCT0/.(e PAW. 

8 A0Öé!BJICHHH MaTeMaTH'ICCl(QC 113J10)t(Clll1C H /Wl{él~!élTCJlbCTBO nnyx JlC/IIM CJlY)KJT 110)1.TBCp
}l<AeHHCM 0b1Weyn0M51HyToro npC).(fl0J10)1{CHH5l.



KOVÁCS JÁNOS

A magyar életszínvonaltervezés egyszerűsített
konzisztencia-ellenőrzési modellje (,,MÉB alfa")

Az itt leírt számítási eljárás célja olyan egyszerű, gyors számítási módszert
adni, amelynek segítségével az életszínvonal tényezők alapvető mennyiségi
összefüggései gyorsan kiszámíthatók. Mindenekelőtt az a cél, hogy gyorsan
át lehessen tekinteni, vajon az életszínvonal különböző területein számításba
vett intézkedések gazdasági-pénzügyi kihatásai nem lépik-e túl a nemzeti
jövedelemből az életszínvonal területekre várhatóan fordítható részt, figye
lembe véve a nemzeti jövedelem feltételezett növekedési ütemét, a felhalmozás
és fogyasztás várható arányát, illetve ezek variánsait. Amennyiben pedig túl
lépik, milyen mértékben kell csökkenteni az egyes területek igényeit, egyes
területek preferálása mellett.

Ugyanakkor ezeket az igényeket itt úgy tekintjük, mint amelyek egymástól
többé-kevésbé függetlenül születnek meg, ahogyan ez a valóságban is történik
a tervezési munkacsoportokban, Nem vizsgáljuk pl. a munkaerőstruktúrának
az oktatási igénychkel való összhangját, de nem vizsgáljuk a munkaerő
struktúra és a népgazdasági újratermelési folyamat közötti összhangot sem.
Csupán egy et.től függetlenül számított várható foglalkoztatási szintből és
munkaeröstruktúrából adódó reálkeresetelrnek a jövedelemszínvonalra való
hatását és az oktatási rendszer fejlesztési variánsainak (folyó és egyszeri)
ráfordítási kihatásait, illetve ezeknek a különböző gazdasági fejlődési ütemek
és preferenciák mellett való teljesíthetőségét vizsgáljuk.

Nem elemezzük e módszer keretében az egyes intézkedések, fejlődési jelen
ségek mélyebb kihatásait sem. Pl. nem elemezzük az egyes munkaerő-kategó
riákon belüli jövedelemeloszlást, hanem csupán az egyes kategóriák várható
átlagos jövedelmével számolunk. Mind az előbbi, mind az utóbbi típusú vizs
gálatokat és elemzéseket külön modellekre hárítjuk át.

A modell a Munkaerő és Életszínvonal Távlati Tervezési Bizottságának
(MÉB) központi konzisztencia-ellenőrzési számításaira készült. Mint e bizott
ság minden munkája, ez is sok ember együttműködésének eredménye. Az
alkalmazandó módszer kialakításához elsősorban Hoch Róbert és Timár János
járult nagymértékben hozzá, valamint az OT Életszínvonal Osztályának a
számításokat végző munkatársai (Boldoczki János, John Ede, Alpár Ottó,
Monigl István, Mausecz Zsuzsa és mások). A számítási munkálatok során
12 életszínvonal-variáns közül végül is 4 maradt fenn a részletes számítá
sokra. E variánsok főként abban különböznek egymástól, hogy az élet
színvonal különböző tényezői közül melyeket preferálunk és milyen mértékben.
A számítás során felhasznált adatokat (elsősorban a koefficiensek számításához
szükséges adatokat) túlnyomórészt az életszínvonal egyes részterületeinek terv
variánsait kidolgozó munkacsoportok szolgáltatták, egy más részét az említett
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központi apparátus maga állította elő. A hosszútávú tervezés jelenlegi stádiuma
nem teszi lehetővé magának a számítási anyagnak a közlését, bizonyos azon
ban, hogy egy idő múlva erre is sor fog kerülni.

I. A számítás során figyelembe veendő tényezők

Az Egyszerűsített Módszerben mindig a nemzeti jövedelemmel számolunk el,
különös tekintettel a lakosság életszínvonalát érintő tételekre. Ezért az élet
színvonalat közvetlenül érintő tényezőket a kívánatos mértékben részletezzük,
a többit a lehetséges mértékben összevonjuk. Ennek megfelelően a következő
tényezőket gondoljuk számításba venni (ezek módosítása nem okoz prob
lémát):

ü +0c[ s s á _ "ö v }; }2}eQ 
A1 1. Kereset= munkateljesítménytől függő kereset (bér + prémium+

nyereségrészesedés + korpótlék). Mezőgazdasági dolgozóknál: munka
egység + bér + saját fogyasztás

A1 2. Családi pótlék
A3 3. Anyasági segély + gyermeknevelési segély
A9 4. Nyugdíj
A5 5. Oktatás+ Népművelés
Af 6. Egészségügy
A7 7. Lakásfenntartási szubvenció + kommunális szubvenció
A9 8. Bölcsőde - Óvoda + Napközi
At 9. Egyéb (szociális juttatás, üdültet6s, munkaruha, utazási térítés,

különélési pótlék stb.)

: +0c[ s s á _ >[_y 0s z t á s 

B1 1. Élelmiszer
: t 2. RuházatB; 3. Tartós fogyasztási cikkek
: 9 4. Közlekedés
: 5 5. Oktatás
: f 6. Egészségügy
BA 7. Lakás+ kommunális szolgáltatás
B9 8. Bölcsőde, óvoda, napközi
: t 9. Egyéb
B10 10. Megtakarítás

\ +0c[ s s á _[ t s z [2_á 2ó O}r u x á z á s 

01 1. Oktatási beruházás
01 2. Egészségügyi beruházás
Oa 3. Lakásépíté · + kommunális beruházás
0) 4. Egyéb

F , ö z ü 2}t  >[_y 0s ót á s 
D1 - D9: Lásd B Lakossági fogyasztás 1-9. tételei alatt
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E Közületi beruházás
E1 l. Építés
E1 2. Berendezés, felszerelés
E( 3. Egyéb

F Termelő felhalmozás
héŐ l. Beruházás
Ji'2 2. Készletnövekedés

II. Figyelemmel kisérendti alapösszefüggések

A tervezési periódus (1971-1985) minden t időpontjában (t = 1971,
1972, ... , 1985) teljesülnie kell a következő egyenlőségeknek:

(l) 

ahol 11 a z-edik évre becsült nemzeti jövedelem
J1 r r z-edik évre becsült fizetési mérleg egyenlege.

Szavakban:
A nemzeti jövedelem egyenlő a lakossági jövedelem, a lakosságot szolgáló

beruházások, a közületi fogyasztás, a közületi beruházás és a termelő felhal
mozás összegével, ha a lakossági jövedelemből levonjuk a lakossági megtakarí
tások összegét és a nemzeti jövedelmet korrigáljuk a fizetési mérleg várható
egyenlegével.

N12 

Szavak ban:
A lakossági jövedelemből levonva a lakossági megtakarítások összegét, meg

kapjuk a lakossági fogyasztás értékösszegét. Ezért:

N( 2 

Szavakban:
A nemzeti jövedelem egyenlő a lakossági fogyasztás, a lakosságot szolgáló

beruházások, a közületi fogyasztás, a közületi beruházás és a termelőfogyasz
tás összegével.

N) 2 

ahol G1 a t-edik évben a fogyasztási alap.
Szavakban:
A fogyasztási alap egyenlő a lakossági jövedelem és a közületi fogyasztás

összegével, mínusz a lakossági megtakarítás.

N52 

Szavakban:
A fogyasztási alap egyenlő a lakossági fogyasztás és a közületi fogyasztás

összegével.

N62 

ahol a; a széles értelemben vett lakossági fogyasztási alap.

3 Szigma 
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Szavakban:
A széles értelemben vett lakossági fogyasztási alap egyenlő a lakossági

fogyasztás és a lakosságot szolgáló beruházás évi összegével.

NA2 

ahol G;' a széles értelemben vett fogyasztási alap.
Szavakban:
A széles értelemben vett fogyasztási alap egyenlő a lakossági fogyasztás,

a lakosságot szolgáló beruházás és a közületi fogyasztás összegével.
Indoklásra szorul, hogy a széles értelemben vett fogyasztási alapba miért

vettük be a közületi fogyasztást, és a közületi beruházást miért nem: a közü
leti fogyasztás egy jelentős része alapjában véve lakossági fogyasztás (pl.:
a fegyveres erők élelmiszer-ruházati fogyasztása ,,tehermentesíti" a lakosság
fogyasztási alapját). Ugyanakkor a közületi beruházás túlnyomó része nem
csökkenti a lakosságot szolgáló beruházási igényeket (pl. a lakta.nyaépítés
nem csökkenti a lakásigényeket). Átfedések persze így iH vannak (pl. honvéd
ségi egészségügyi beruházások).

N92 C, +E,+ F, =H1 

ahol H, a felhalmozási alap.
Szavakban:
a felhalmozási alap a lakosságot szolgáló beruházások, a közületi beruhá

zások és a termelő felhalmozás összege.

N+2 

ahol H; széles értelemben vett ,,közösségi fogyasztási alap".
Szavakban:
A széles értelemben vett ,,közösségi fogyasztási alap"-ot a közületi fogyasz

tás, a közületi beruházás és a termelő felhalmozás összege adja.

(10)

ahol H;' a szűkebb értelemben vett ,,közösségi felhalmozási alap".
Szavakban:
A szűkebb értelemben vett ,,közösségi felhalmozási alap" a közületi beruhá

zásokból és a termelő felha.lmozáaból tevődik össze.
Felmerül az~ a kérdés, hogy szükség van-e a (6), (7), (0) és (10)-ben definiált

fogalmakra. Ugy érezzük, hogy az életszínvonal vizsgálatokban igen. Nem
elégedhetünk meg egyszerűen a fogyasztási alap, illetve annak várható növe
kedési üteme vizsgálatával. Ez ugyanis egyrészt nem tartalmazza a lakossági
életszínvonalát közvetlenül érintő, sőt azt nagymértékben meghatározó
,,lakosságot szolgáló beruházásokat" (gondoljunk csak a lakásproblémára).
másrészt magában foglalja a közületi fogyasztást, amelynek egy része ugyan
valójában a lakosság fogyasztásának részét képezi és így 6letszínvonal tényező,
de azt a lakosság nem érzékeli, még kevésbé méltányolja és csak a közvetlen
lakossági fogyasztást korlátozó hatását érzékeli. Szükség van tehát egyrészt
a lakossági fogyasztás és a lakosságot szolgáló beruházások együttes vizsgála
tára, másrészt a fogyasztási alap és a lakosságot szolgáló beruházások össze
gének elemzésére is. (Az elnevezéseket nem tartjuk túl lényegesnek, minden
jobb javaslatot szívesen veszünk.)
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Világosan látjuk, hogy az itt definiált fogalmak nem tiszta kategóriák.
Néhány példát már említettünk. De említhetnénk a közlekedési beruházások
problémáját - hogy tudniillik ebből mi tartozik a lakosságot (közvetlenül)
szolgáló beruházások keretébe és mi a termelő felhalmozásba? Ezek elhatáro
lása részben a rendelkezésre álló statisztikai-rendszer, részben pedig szubjektív
, ,egyszerűsítő'' elhatározások függvénye.

III. Növekedési ütem

A népgazdasági várható növekedési üteme alapvetően meghatározza a figye
lembe veendő tényezők vagy legalábbis azok együttesének felső növekedési
korlátját. Bár a növekedési ütem ritkán állandó egy 15 éves szakaszban, egy
szerűsítés céljából egy állandó növekedési ütemre kell feltevéseket tennünk.'
Így adódnak a következő összefüggések:

(11) G0(1 7 r)7 = Gr
ahol GO a bázisévi fogyasztási alap

Gr a tervperiódus utolsó évének fogyasztási alapja
r a feltételezett növekedési üteme a fogyasztási alapnak.

(12) G~(l 7 rY = Gr 
(13)

{14)

0;(1 7 r'Y = Gr 
Ho(l+qf=Hr

ahol q a felhalmozási alap feltételezett növekedési üteme.

(15) H~(l 7 q')7 = Hr 
(16) H~(l 7 q") = Hr 

(17) G0 7 HO = IJ
( 18) Gr 7 Hr = D; 
( 19) lő'(l +sf= 1t
ahol s a nemzeti jövedelem feltételezett növekedési üteme," és (11), (14) és
(18)-ból

N1\ 2 10(1 7 s)7 = \ \ (1 7 r)r 7 H0(1 7 q)7.
Ha tehát adva van egy becslés a nemzeti jövedelem s és a felhalmozási alap q 
növekedési ütemére, adott a fogyasztási alap várható növekedési üteme is.

1 Lehetséges és szükséges szakaszos növekedési feltevésekkel élnünk (pl. 5 éves sza
kaszok), amennyiben és amikor ezek már termelési oldali-ól megalapozottak. Ha pl.
a növekedés üteme szempontjából három szakaszt tételezünk fel, akkor (ll) így írható:

. 0Nr 7 r1)T' Nr 7 r2}7• Nr 7 rJT• = Gy

(Az első életszínvonal variánsok elkészítése megelőzte a termelési koncepció elkészítését.)
1 (I 9)-ben hallgatólagosan feltételezzük, hogy a pénzügyi mérleg szaldója vagy zérus,

vagy a nemzeti jövedelemnek konstansszorosa.

3*
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IV. A közvetlen életszínvonal-tényezök előállítása

Az I. fejezetben a nemzeti jövedelmet a vele való elszámolás lehetőségének
megteremtése céljából formailag 6, valójában - a lakossági jövedelem és
a lakossági fogyasztás azonossági összefüggése következtében - 5 részre
osztottuk. Ebből az életszínvonal-tervezésnek az első hármat terveznie, az
utolsó hármat az előbbi három tervezhetősége érdekében becsülnie kell.

A tervezés során felmerülő igények konz isz.tenciájának ellenőrzése során
ezeket a tényezőket magának az ellenőrző szervnek is elő kell állítania. A gyors
előállítás és nagyságrendi hibák vagy túlzások megtalálására legegyszerűbb
eljárás valamilyen normatív előállítás.

(21) A1 = }; }; a111 N,11 
i j

ahol a,Jt a lakosság _j-edik rétegének tervezett jövedelme az i-edik jövedelem
kategóriából (a z-edik tervévben) egy Iőro számítva,

N,ji az i-edik jövedelornfajtu szempontjából figyelembe vehető és a j-edik
kategóriába tartozó Iakossági réteg létszáma (at tervévben).

Az a,J normák nem függetlenek egymástól. Csaknem valamennyi függ pl.
az átlagkeresetektől. Ezeket az ös8zefüggéseket a tervezés során figyelembe
kell venni. Például a nyugdíjnál: a negyedik jövedelomfajtánál:

A-~•,-. N
) r 4 £..J,:., a4,j,(l-k) r 0W0Nt 4•2 

j le

és

>r 0é0Ni4r 2 = CX.1 al,j,(1-lc) 

ahol N4, 1, u-1c) 

a4, J, (1-·k) 

a i, J, (t-1<) 
«. 

a t tervév előtt nyugdíjba menők száma a j-edik munkaerő
kategóriából,
a /e évvel a t év előtt nyugdíjba ment j-kategóriájú dolgozó
nyugdíja,
ugyanezek átlagkeresete a nyugdíjba menetelkor,
a nyugdíjrendszertől és annak tervezett módosításaitól függő
paraméter.

V. A lakossági fogyasztás

A lakossági fogyaaztás várható a.lalculáaának becslése kétféleképpen tör
ténik:

1. A keresleti függvényekből kiindulva a ltd<0sHági összjövedelem szintjéhez
rendelünk hozzá annak egy olyan bontását adó vektort (amelynek összeget és),
amelynek komponensei megadják, hogy a Jalrn8ság jövedelmét milyen száza
lékos megoszlásban fordítja fogyasztási tényezőkre. (Természetesen ezzel
egyenértékű, ha ezt a lakosság egy főjére adjuk meg.) Azaz

Bu= lfluÁt

ahol Bu
A1 

az i-edik fogyasztási cikkesoportból a fogyasztás a t-edik évben,
a lakossági összjövedelem a z-cdík évben
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es
9 

h- ([J; = 1
i=l

Azaz a fogyasztás megoszlása a jövedelem függvénye.
2. Másrészről > fogyasztás felírandó fogyasztási fajlagosak segítségével 1s

ahol N11 az i-edik fogyasztási cikkcsoportot fogyasztók száma (pl. B., és
B8 esetében a megfelelő korú lakosság),

Pit az i-edik cikkcsoportból a becsült egy főre jutó fogyasztás,
p1 >z i-edik cikkcsoport ,,egységára" a bázisévben (minthogy válto

zatlan áron számolunk),
D'ft a közületi fogyasztásnak az i-edik cikkcsoportból a la,kossági

fogyasztá8t ,,tehermentesítő" része (főként élelem, ruházat).
Megjegyzendó, hogy a megtakarítást saját fogyasztási fajtaként számoljuk el
(Bio= <p10A). 

VI. A lakosságot szolgáló beruházások

T
l) C,1 = .2' Pt(KijT -- K,10) -+ J;PiJ KijO
!=I j j

az i-edik lakossági beruházásfajte j-edik típusából a tervidószak
végére tervezett kapacitás,
ugyanabból a bázisévi (és a tervidőszak végéig megmaradó kapa
citás),
az új kapacitás létesítési egységköltsége,
a régi kapacitás korszerűsítési egységköltsége.

(i=l,2,3,4)

ahol KiJT

VII. Közü1eti fogyasztás, közületi beruházás, termelő felhalmozás

D, E és F becslését elegendő (variánsonként) egyetlen tételben elvégezni.
Kivétel D, a közületi fogya.sztás, amelyet D1-kre kell bontani a lakosság
fogyasztással való összefüggések miatt. (Bevalljuk, hogy itt nem látjuk vilá
gosnak, hogy hogyan lehet a halmozódást elkerülni.)

Az egy tételben való becslés lehet egy konstans tétel becslése, vagy az,
hogy a nemzeti jövedelem konstans része. Ez utóbbi látszik jobbnak. (F-nél
ez nyilvánvaló.)

és

ahol J; 13; .= r 0 
i
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VIII. A preferenciák érvényesítése

l\lódszertanról lévén szó, itt most nem kívánunk beszélni arról, hogy milyen
életszfnvonal tényezőket kell preferálni.

Tegyük fel azonban, hogy adott nemzeti jövedelem növekedési variáns
mellett a tervidőszak végi lakossági jövedelmekre vonatkozóan benyújtott
(és egyébként jogos) igények nem teljesíthetőnek mutatkoznak (pl. mert mini
málisra becsült közületi fogyasztás, közületi beruházás és termelő beruházás
mellett is túllépi a variánsban becsült nemzeti jövedelem kereteit, figyelembe
véve egy ,,megváltoztathatatlannak" tekintett, tehát külön preferált lakossági
beruházást).

Jelöljük a benyújtott igényeket felső vonással, az adott variánsbun elfogad
hatónak látszó keretet alsó vonással

9
Ár=}.,' A;-r>Ar

éj } 

(l) Tegyük fel, hogy preferáljuk az egyik jövedelerntényezőre, például a
keresetekre bejelentett igény teljes teljesítését. A teljesíthető nagyságrendet
jelöljük felül két vonallal.

Á1r = A,r
Ha a többi igény arányos csökkentése mellett .xíöntünk"

• _ 4T - Á,.,. x
/+rr - -- . ./-1.;T
(i fal) J; Arr 

i ft I

Ez természetesen bármely k-adik igény preferálására igaz, ha Akr = A,a,
akkor tetszés szerinti é0 =;£, /c-ra,

Ar - Á,,r AAir = 444j4444J44 iT
1: Árr 
i,"/c

(2) Terrnészetcsen az é3· lehetséges, hogy nem egy, hanem több jövedelem
tényezőt preferálunk, pl. az első három tényezőt együtt:

AJT = AJT 

Akkor az összes többi tényezőre (i = 4, 5, ... , 9)
( 

.dr--1:A--r
= }=I J AT= __...,___ ÁT

} + } 

1: s ; 
} j ) J 

(3) Az egyszerű arányos csökkentés azonban nem mindig célszerű. Lehet
ugyanis az igényeknek egy olyan minimuma, amely alá nem látszik helyesnek
menni. Az arányos csökkentésnél lehetséges, hogy egyes nem preferált igények
ez alá a minimum alá mennének, miközben mások jóval fölötte maradnának
(miközben persze ezek is a ,,benyújtott" igények alatt maradnak). Ez esetben
az eljárás:

Először meghatározzuk a nem preferált tényezőkre a minimális igényeket,
majd ellenőrizzük, hogy a nem preferált igények minimuma alatta marad-e

j=l,2,3.
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keretből (4.r) a preferált (1, 2, 3) igények kielégítése után megmaradt résznek.
Ha

3 9 

Ar -- 2 Ar > h- min A r
j=l J j=4 J 

akkor a megmaradt keretet a minimális (és nem a benyújtott) igénvekarányá
ban osztjuk fel:

h:1 viszont

( 

4r - J: AjT
A;r = Wj t min A;r 

+ 
J; minA1rj=4

(i=4,5, ... 9)

3 9
4 - J,' Ajr < 2 min A;r

j=I j=4

akkor valamely preferált tényezőt nem preferált tényezővé kell tenni és csupán
minimumot kell számára megállapítani.

N) 2 a fogyasztási igények preferálása hasonlóképpen történhet. Célszerűbb
azonban - úgy tűnik - a jövedelemmel való összefüggésüket mindig figye
lembe venni. (Lásd V. l. pontját.)

N52 Megint másik lehetőség az, hogy adott növekedési variáns és egy pre
ferált lakossági fogyasztás mellett nem látszik kielégítőnek a lakosságot érintő
beruházások iránt támasztott - egyébként jogosnak ítélt - igény. Tehát
az n számú lakossági beruházási tényezőre (nomenklatúrában n = 4) T = 15
év alatt összesen támasztott igény nagyobb, mint a 15 év alatti lakosságot
érintő beruházási keret

4 15e= 2 2 Cu>Q
i=l l=I 

ahol Ca ,,benyújtott" összigény,
Q a ,,lehetséges" keret.

Preferáljuk például az l és k igény teljes kielégítését a többi meghatározott
minimuma mellett:

«> 
c,=C1

(azaz az l-edik benyújtott igényt elfogadjuk változatlanul) és

ck= ck
és ha

C = 2 C; > J; min C;
i=k,l i#k,I 

akkor a lakosaágot érintő minimális beruházási igényekhez hozzáadjuk a meg
maradt keretnek a minimális igényekkel arányos részét

Q- Z C;
i=k ,I min Q.

J; min C', '
i#k,1 

(Beérkezett: 1972. [ebruár 21.)
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THE SIMPLIFIED CONSISTENCY CONTROL MOD.l<JL
OF PLANNING LIVING STANDARDS IN HUNGARY (,,MÉB ALFA")

The paper describes a model that has been elaborated within the framework of long
term planning of living standards an I aims at the consistency test of plans for different.
factors. The model was supposed to be easy to handle, to survey and to fit the available
data.

The described model belongs to the family of systems of national economic balances.
Its essence is the account of national income by moans of a particular d ist.ribution of
national income which takes into consideration \n foll detail those fields of utilizing the
national income that directly influence living standards (consumption of the population,
infrastructural investments serving the population directly, a part of collective consump
tion releasing consumption of tho population). Tho model hand les in an aggregated
form those fields of ut.iliz ing the na Li on al income, which clo not, boar this character.
It approaches the problem of consistency from two sides: partly it examines how large
a, national income (and growth) .is neem,Rary for mooting given l:iving standards demand
and partly, how fost the the single factors of Jiving standards can be developed if national
income (growth) and living standards preferences arc given.

Several prospective variants of l.iving stundard« have boon claborato.l with the model.
The author expects that an opportunity for disclosing Lhorn will uriee.

YOPOWEHHAB MO~Eflb HOHTPOflB KOHCHCTEHUHH nnAHHPOBAHH~ 
}Kl13HEHHOrO YPOBHB B BEl-lrPk!H (<<M313 AJJ<l>A>>) 

CTaTb51 nanaraer MOJJ,eJlb, rcoropyro paaparíorann 8 pasucax /(0Jlf'OCp04HOf'O llJli.lllHJ)OBi.11·11151
)l{l-!3HCHHOro ypOBH51 /l,!151 TOl'O, 'ITOŐbl l(OIITJ)OJlJ-IJ)OfülTb l(OHCHCTCIH\1111 HaMC<JCIIHblX ucneü no
pi.13JlH'IHblM q>aKTOpaM. Flpennocsuucoa 6b1JIO, •-rrofö-,1 M0/.1,CJlb Őb!Jla 11a11pa1JJI51CMMi, 0603J1llMOl1
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Az indifferens programozási feladatokról

Az elméleti operációkutatási irodalom hosszú időn át viszonylag kevés
figyelmet fordított a gazdasági döntési Jeladatok modellezésénél jelentkező
érdek és célkonfliktusok elemzésére. Általánosan elterjedett, hogy kézi
könyvekben és tananyagokban döntési problémákat egyszerűen mint mate
matikai programozási feladatokat tárgyalnak.
Az utóbbi években fokozódott az érdeklődés az olyan matematikai progra

mozási modellek és eljárások iránt, amelyekben egyidejűleg több célt lehet
figyelembe venni. A kérdés aktualitását mutatja, hogy a 7-ik nemzetközi
matematikai programozási symposium (1970, Hága) külön szekciót szentelt
e téma vizsgálatának. B. Roy áttekintést nyújtó bevezető előadása a közel
múltban nyomtatásban is megjelent [l]. Jellemző, hogy a cikkben hivatkozott
66 tudományos dolgozat közül csak 16 jelent meg 1966 előtt.

A több, egyidejűleg ható érdek alapján való optimalizálás általában vala
milyen kompromisszumos döntésre kell hogy vezessen. Az itt alkalmazható
operációkutatési eszközök éppen ,,okos" kompromisszumok megkeresését kell,
hogy szolgálják. Ahol kompromisszumra van szükség, mert ellentétes érdekek
ütköznek, ott rendszerint nincs lehetőség arra, hogy a megengedett döntések
halmazán teljes rendezést vezessünk be. Meg kell elégedni részleges rendezéssel
és így az ú j E egzakt módszerek nem adnak egyértelmű megoldást, hanem
elvezetnek 6 megengedett döntések egy olyan halmazához, amelynek elemei
az a.lkalmazotf rendezési reláció alapján nem összehasonlíthatók.

Kézenfekvő ezek után az a kérdés, hogy léteznek-e olyan programozási fel
adatok, amelyekben egyértelmű megoldásokat nyerünk annak ellenére, hogy
nem teljes rendezési relációkkal dolgozunk; vagy másként fogalmazva: meg
adhatók-e olyan programozási feladatok, amelyekben az optimális megoldás
messzemenően független a célfüggvény konkrét megválasztásától.

A továbbiakban ennek a kérdésnek a megválaszolására szolgáló néhány
eredményt foglalunk össze.

1963-ban megjelent cikkemben [2] megmutattam, hogy az
J = {x I Ax< h; x :2: 0} 

Z= 

Ci X 
ct X 

= Cx-+max!
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lineáris vektormaximum probléma efficiens (tehát egy nem teljes rendezési
reláció alapján optimális) megoldásainak a halmaza (a változók célszerű átin
dexelése után) az alábbi egyetlen elemből áll:

_ [ Á.u.1 h1] Xo -- 
0 

ha 6 

B -[A110 .J 
A21 Em-r

olyan megengedett bázis, hogy

e= [ -C1Au\ C2 - C1Ai:t1A12J:::;: 0 
Könnyen belátható, hogy ha adva van egy fenti tulajdonságú vektor

maximum feladat, akkor a

Z = {e* A e*= p*C; p* 2 O*} 
halmazból tetszőlegesen választott paramétervektorral rendelkező lineáris függ
vény maximuma az L halmazon mindig felvétetik az x0 pontban. Vagyis olyan
lineáris programozási feladattal van dolgunk, amelynek optimális megoldása
jelentősen független a célfüggvény megválasztásától.

{ E Wintgen 1964-ben konkrét számítások tapasztalatai alapján észrevette,
hogy a statikus nyílt input-output modell alapján felírt

(E - A)x 2 h 2 0 
X 2; 0 

c"x mini

A20; l*A<I* 
minimalizálási feladat mindig ugyanazt az optimális programot szolgáltatja,
bármilyen nem negatív vektor is szerepel 6 célfüggvényben.
E jelenség alapján Wintgen bevezette a következő definíciót:

( 3):
Legyen ,8 a célfüggvények egy osztálya és g(x) egy leképezés Rn-bői R111-be.

Tekintsük az
L = { x A g(x) J O} 

megengedett, megolcláshalmazt és a

z zx ( +) max! z zx ( 4 , 
alakú optimatizálási feladatot: F.

XE indifferens programozási feladat a , függvényosztályra nézve, ha

íűx 04 L hogy z zx (í-íyy z zx 0): wy3x 4 L és wy3z zx (4 3-re.
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Wintgen fogalomalkotásának jogosságát éppen az a körülmény adta, hogy
sikerült előzetesen nem triviális indifferens feladatokat találni. Triviálisan
indifferens feladatok ugyanis könnyen definiálhatók:

Pl. - Ha egy programozási feladatban a megengedett megoldások halmaza
egyetlen elemből áll, akkor az minden célfüggvényre nézve indifferens.
- Minden véges optimummal rendelkező feladat indifferens a célfüggvény

monoton transzformáltjai által alkotott függvényosztályra.
Az alábbi elégséges feltételeket kimondó tételek Wintgentől származnak:
Wintgen l. tétele: Legyen L = {x(g(x) > 0} a megengedett megoldások

halmaza és

z(x) =

z: ,(x) _

komponensenként folytonos, az L halmazon felülről (alulról) korlátos 1.- elemű
vektor-vektor függvény, amelynek komponensei L-en a végesben felveszik
maximumukat (minimumukat).
A feladat indifferens a z(x) vektor minden

c*z(x) (e*~ o*) 

alakú nem negatív sulyokkal vett kombinációjára, ha x 4 L; J 4 L L( 

illetve

ahol:

z(x) P z(y)Ez(L) 

z(x) íw z zy (4 z(L) 

x Py L [max (xi, Y;)] 

X íw y = [min (X;, yJ] 

(max. feladat esetén)

(min. feladat esetén)

Wintgen 2. tétele: Ha a B mátrix minden sorában egy nem negatív elemet
tartalmaz és az összes többi elem nem pozitív, akkor hr 

Bx :2; b 
X J 0 

c*x-+ min! (e* ííJíí 0*) 
lineáris programozási feladat indifferens a nem negatív együtthr1tójú lineáris
függvények osztályára nézve.

Wintgen eredményeihez kapcsolódva, 1966-ban bebizonyítottam [4], hogy a

c*x--+ min! (e*> 0) 

xEL

L = {x/Ax = b; x > O} ¥= F 

A:(rnxn); e(A)=rn 
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feladat akkor és (degenerációmentes esetben) csak akkor indifferens a nem
negatív lineáris függvények osztályára nézve, ha az együtthatómátrix oszlop
vektorterének van olyan megengedett bázisa, amelyben valamennyi nem bázis
vektor koordinátái nem pozitívak.

Az utóbb említett két tétel nem-lineáris függvények osztályára nézve mondja
ki bizonyos típusú feltételrendszerek esetében az indifferenciát. Az alábbi
lemma figyelembevétele alapján azonban megállapítható, hogy az ilyen indif
ferencia egyenértékű azzal a ténnyel, hogy a megfelelő feladatok megengedett
megoldáshalmazaiban létezik ,,legkisebb" elem. Az Rn egy H halmazában
,,legkisebbnek" nevezünk egy xF4 JI elemet, ha

\:/XE JI 
Lernma: Ha x; y 4 Rn, akkor

x :s;: y [L0 c*x ~ c*y 

tetszőleges e* :2:; 0 mellett.

Bizonyítás: Ha x < y és e*~ O* = c*x ,:S: c*y. 

Ha c*x < c*y tetszőleges e* ~ 0* mellett, akkor válasszuk e* helyébe
az egységvektorokat (e;)- Vagyis:

efx ~ e;y zL 1,2, ,n)⇒

(i = I, 2, , n) ⇒

x_ y 

Ha tehát egy programozási feladatban a megengedett megoldások halma
zának van legkisebb eleme, akkor az indifferens a nem negatív lineáris függ
vények osztályára nézve; sőt, az indifferencia ebben az e ietben fennáll a min
den változójában azonos irányban monoton függvények osztályára nézve is.

Vagyis a fenti tételt úgy is lehet tekinteni, mint amely megadja a szükséges
és elégséges feltételeket ahhoz, hogy egy olyan konvex poliéderben legyen
legkisebb elem, amely kifejezhető, mint véges sok hipersík és a nem-negatív
ortáns közös része.
A közelmúltban Cottle és Veinott [5] azt vizsgálták, hogy miként jellemez

hetők általában az olyan poliéderek, amelyeknek van legkisebb elemük. Isme
retes, hogy minden konvex poliéder felfogható, mint véges sok zárt féltér
közös része, vagyis felírhatók

L = {x A Ax~ b} A : (rnxn) 

alakban.
Cottle és Veinott I. tétele: Egyenértékűek a következő állítások:
1. i legkisebb eleme L-nek;
2. iE L és létezik olyan nem negatív (n x m) méretű A+ ~ 0 mátrix, hogy

A+ A = E és A+ b = x. 
3. Létezik olyan (n X rn) méretű A+ mátrix, hogy az

y(c) LL c*A+ 
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vektor minden e* < O* mellett megengedett megoldása az

y*A = e* 

y* >O* 
y*b-, ◊ 6x u 

lineáris prograrnozasi feladatnak és optimális megoldás valamilyen pozitív
e* > O* esetén; és ezen felül A +h = i.

A fenti egymással egyenértékű állítások igazak akkor és - feltéve, hogy
az Ax - b vektornak legfeljebb n zérus eleme van - csak akkor, ha az alábbi
feltételek egyike teljesül:

; E x 4 L és x-t egy nem negatív inverzű bázis határozza meg;
5. x-t nem nega.tív inverzű bázis határozza meg és ez a bázis optimális

a z, ( alatti feltételben definiált lineáris programozási feladatban - valamilyen
e* > 0* mellett.
A fenti tétel valamilyen adott poliéder esetében mutatja meg annak a fel

tételeit, hogy legyen benne legkisebb elem. Azonban tekinthető az

Lb = {x A Ax > b} 

ha.lmazcsalád is. Hogyan jellemezhetők már most azok az A: (m f n) mátrixok,
amelyekre minden nem üres Lh halmaznak van legkisebb eleme. Erre a kér
désre válaszol

Cottle és V einott JE tétele: Egyenértékűek a következő állítások:
l. Minden b-hez, amelyre Lb# F létezik legkisebb elem Lb-ben: 
JE A-ban van olyan B bázis, hogy a c*B-1 > 0* egyenlőtlenségnek van

pozitiv megoldása (e* > o*) és minden ilyen bázis inverze nem negatív:
Ha a mondott feltételeken túl az A mátrix tartalmaz teljesen n-edrendű

egymásmátrixot, akkor
3. A'1' Leontief típusú mátrix.
Egy mátrixot szokás pre-Leontief típusúnak mondani, ha minden oszlopá

ban legfeljebb egy pozitív elem van. Egy pre-Leontief mátrix Leontief
típusú, ha

:ix ::?; 0 hogy Ax > 0 

Fenti tételek általánosítják az eddigi eredményeket és lezárják a problémát
konvex poliéderek legkisebb elemére vonatkozóan, illetve azzal a kérdéssel
összefüggésben, hogy lineáris programozási feladatok mikor indifferensek
valamennyi nem negatív lineáris függvényre.

A továbbiakban megmutatjuk, hogy a nem negatívan invertálható bázisok
létezése indifferenciát eredményez bizonyos típusú programozási feladatoknál
- bár e feladatok megengedett megoldásainak halmazában nincs legkisebb
elem, Nyilvánvaló azonban, hogy ilyen esetekben az indifferencia nem vonat
kozik a nem negatív lineáris függvények teljes osztályára, hanem annak csak
bizonyos alosztályára. Ezek a vizsgálataink az ún. intervallum programozási
feladatokhoz kapcsolódnak.

Az ún. intervallumprogramozás Charnestől és Ben-Israeltől származik [6].
Ők nevezték el intervallumprogramozási feladatnak az alábbi formában meg
fogalmazott lineáris programozási problémát:

c*x-,. max!
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xE: L
A: (mxn)

Az intervallumprogramozás legegyszerűbb feladata az, ha, A= En, vagyis

c*x--+ max!

xE L
L= {xla,Sx<h} 

Ennek a feladatnak az optimális megoldásait könnyű megtalálni a cél
függvény együtthatóinak közvetlen kiértékelése alapján. Minden olyan x0 
vektor, amelyre

la; ha e;< 0
(x0); = b; ha C; > 0

A;a;+(I-A;)b;(O~)-;~l) ha c;=O

nyilvánvalóan optimális megoldása a feladatnak
Rendeljünk minden lineáris függvényhez két indexhalmazt:

r: = { iE J = { 1, 2, , n} I C; > 0}

J-; = {iE J = {l, 2, , n} I e;< O}

J; és J-; alapján adódik: J~ = J - J; U J~ 
Legyen ,Se azoknak a lineáris függvényeknek az osztálya, amelyekhez tar

tozó J+ és J- halmazok rendre megegyeznek J;-vel és J-;-vel. Kimondható
a következő nyilvánvaló megállapítás: a feladat indifferens .8e-re.

Tekintsük ezek után azokat az intervallumprogramozási feladatokat, ame
lyekben az együtthatómátrix teljes sorranggal rendelkezik:

A: (rnxn); e(A) =m
Charnes és Ben-Israel hivatkozott cikkükben megmutatták, hogy amennyi

ben az ilyen típusú feladat megengedett megoldásainak halmaza nem üres és
a célfüggvény e halmazon korlátos, úgy az optimális megoldások halmaza
explicit módon megadható. A részleteket i lletöen az olvasó Gábor Győző
ebben a folyóiratban megjelent ismertető cikke [7] alapján is tájékozódhat.

Használjuk majd az alábbi jelöléseket:
Az A : (m X n) típusú műtrix képtere:

R(A) = {yE Rm I y = Ax; XE R"}
Az A : (m Xn) típusú mátrix magtere:

N(A) = {xE R11 I Ax= O} 
Olyan tetszőleges T : (n X m) méretű mátrix, amely eleget tesz az

ATA=A 

mátrixegyenletnek (minthogy e mátrixegyenlet megoldása általában nem egy
értelmű) a megoldások halmazát A{l}-gyel jelöljük és a halmaz minden eleme
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az A mátrix úgynevezett {I} tulajdonságú általánosított inverze. n: leképezés,
amely az Rm X Rm X Rm teret Rm-be képezi le.

rJ(u; v; w) = (r1;) (i=l,2, ... ,m)

!vi ha wi < 0
1'/i = vi ha wi > 0

. ),;u;+(I-A)v; ha W;=00<}.i:S::I

Igaz a következő állítás: A
c*x ~ max! (min!)

xE L
L = {x [ a < Ax < b} =fa 0
A:(mxn); e(A) = rn 

feladat indifferens az A* mátrix képterében fekvő, nem negatív együttható
vektorral bíró lineáris függvények osztályára (.8) nézve, ha létezik az A mátrix
oszlopvektorterének nem negatívan invertálható bázisa.

Minthogy a feladat megengedett megoldásainak a halmaza nem üres és
a célfüggvény együ tthatóvektora

cE R(A*) vagyis e ..L N(A) 

ezért minden szóba jöhető célfüggvény korlátos az L halmazon. Az optimális
megoldások halmaza így:

x0 = T r1(a; h; c*T) + y 

TE A{l}; yE N(A) 

Feltevésünk szerint az A mátrix oszlopvektorterének van nem negatívan
invertálható bázisa. Legyen ez - az egyszerűség kedvéért - az első rn oszlop.
Vagyis

és A:fi1:2:0

Ebben az esetben T = [ A
81 

] olyan (n X m) méretű mátrix, amelyre
on-m,m

[
A-1 ] ATA=[An;AN] 8 

. [An;AN]=E111[An;AN]=A
on-m, n

Vagyis TE A{I}. Válasszuk yE N(A)-ként a zérus vektort. Így tetszőleges
c*xE .8 célfüggvény alapján az

x0 = T r/[a; h; c*TJ 

vektor optimális megoldást jelent.

[
A-l ] Minthogy a e *T = e* 
0
8 szorzatban minden tényező nem negatív,
n-m, n 

maximum feladat esetén
x0 = T · h 
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minimum feladat esetén
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x0 = T · a 

optimális megoldások: bármelyik c*xE 8 célfüggvény is forduljon elő.
Zlobec és Ben-Israel a közelmúltban általánosította az intervallumprogrn

mozást olyan feltételrendszerek esetére is, amelyekben a rang kisebb mint
a sorok száma [8]. Az ilyen feladatok explicit megoldása is lehetséges bizonyos
körülmények között, de a megoldás során ,1, T mátrix korábbi szerepét egy

TAA+ 
alakú mátrix veszi át, amelyben A+ a mátrix ún. Moore=-Penrose-féle álta
lánosított inverze [9]. Ha tudnánk: milyen mátrixok rendelkeznek nem negatív
Moore-Penrose-füle általánosított inverzzel, további indifferens programozási
feladatokat tudnánk értelmezni.

(Tieérkezett : 1972. /ebruár 8.)
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ON TJ-{l,; JNDJFF1£1tl£NT Pl::,O(;ltAMMlNO PROIJLEl\lL'

Long tho professionals of opcrutions research havo paid lit.Llr- ul,Lcnt,ion to tho anolysis
of conflicts of interests and pul'posos ut, I ho moduli ing of oeonornic dnoisi,>118. la í.ho lust
yearn tho interest, has increasc.l for mu.thoma.í.icul j)l'Ogru.mrning models und procedures
where _more objoctivos cun be «onsidcrod al, Uit" ;.;an1u l,in10 I_L].

Opturnzat,on taking n101·1· inLorn;.;L;; into ac:<HJunL Himull.a11oow-dy, in gcnernl, loads Lo
dec1s1ons of e;ompromise. \.ViLI, Lliosc problcn>H, hom:u1Ro of i,l,n uunLradicLi11g i11tornsl8,
them is usu,1Jly no possihiliLy Lo tlie i11trodu0Lion of so111(; ki11rl of ,,eo,npleLo" ordering
on tho set of admissible dociHions. Ono must rnsL sttLisficrl wiLh the applic11l,ion of a
,,partial" ordering rehition. Owing to tliis, how,,vor, Lho optirnizo.tion pror·c<lurns fail
to yield a unique solution, but Lhoy lead to u subRot of Lhe fousiblo decisions,
the clements of which oa1rnot bo comparod ,:my morc by tlio appli<'d ordering relation.
Thornforc the question arises, if thorn arc prngl'o.'inn'ing problnmR in wliieli one oan rr•eoive
unique solutions in spite of th fact thf1t ono dow; not, work with oornpleto ordering
relat,ions. Or to put it another wo.y: eo.n programn,ing problomf't ho givPn such that Lhe
optimal solui:;ion is considerably i ndopcndont; on t,ho solee;tion of tho ohjocLi vc l'uncLion
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In the article we review some old and recent contributions to answer this question. They
come from Wintgen [3], Cottle and Veinott [5], as well as from the author [2, 4]. \

Finally, it is shown that the interval programming problem [6] which has a full row
rank is indifferent for a well determined class of linear functions if the column vector
space of the coefficient matrix has a basis that can be non-negatively inverted.

OE 11H,[(11<1>¢EPEHTHbIX 3A,[(AYAX nPOf'PAMM11POBAH11r!

)lonroe Bpe~rn pa60THHKH HCCJI8,'IOBJHl·151 onepaunü 06pau.1aJ1H cpaBHHTeJ1bHO l\lJJJO BHH
MilHJ-151 HJ axanns KOHQJJJHJ(Ta mrrepecoa 11 ueneü, B03HHKaIOmero npn MOJ.(eJJttp'oBaHHH 3KOHO
MJ-ILJ8Cl(HX pe weHHH.

B ITOCJle),IHHC fO/,lbl B03pacTaJJ mrrepec I( TaKHM MO,[(eJI5lM l1 M8TO,[(aM MaTeMaTH'l8CKOr◊ npor
paMMHjJOBaHH5l, I( KOTOpb!X MO)l(HO ITJ)HHHM3Tb BO BHHMJHHe 0/.(HOBpeMeHHO 60JJbWe ueneű [I].

ÜITTHMH33!..(H5l Ha OCHOBe HCC!(OJlbl(HX, 0,'IHOBJ)8M8HHO BJJH5l!Oll1HX urrrepecon B006U1e BC,'181'
I( KOMITj)OMHCCHblM peweHH5lM. Flpu Tal(HX 33),la'l3X, H3-3a flj)OTHBOHOJIO)!(Hb]X npyr npyry
nurepecoa soo6me HCT B03MO)KHOCTH conepunrn, KaKyIO-TO ((((OMfJJJCKCHYIO>) CHCTeMaTH3al..(HIO
Ha MHO)KCCTBe ;:i;onyCTHMblX pcureunü. Mbt )],0Jl)l(Hbl corJJaCHTbC5l Ha npHMCHeHHe (<'laCTH'!Hb!X>)
J)CJl3l..(HIÍ CHCT8~\aTf,f3éll..(HH. Ü,'IHaKO, H3-3a aroro ITJ)Ol..(8CCbl OITTHMaJlH3éll..(1111 HC naior C)],HH0-
3HaL(J-IOro petuennn, a BCAYT I( Téll(OMY f!O)],MH0)[(8CTBY AOITYCTHMblX peiuenaü, 3JJeMeHTbl l(QTO
poro y)I(e He COITOCTJBHMbte 1-13 OCHOBe ITj)HMeHeHHOH pe.nauan CHCTeM3TH3aL\11H,

no::iTOMY BOllj)OC 0'1CBH,[\8H: cyu.1ecTBYIOT JIH T3i(Me aanaun nporpaMMHpOB3HH51, B rcoropux
Mb[ ITOJJyLJaeM e/,HH03Hél'IHbJe peurenns. [•JeCMOTp5l Ha TO, 'ITO Mb! paöoraea C HeKOMITJJeKCHblX
pemll.lHH CHCTCMélTl13al,\HH. v!J111 no-npyrowy: MO)HHO JlH C03/WTb TaJ(He aana-ur nporpaaaapo
B31-ll15l, B 1(0Túpb1X onrnaam.noe petuenne 5lBJl51CTC5l cy1!..(eCTBeHHO He3aBHCHMb!M OT BbI60pKH
l..(CJJeBOM cjiy1-11<l..(HH.

B CTaTbC paCCMaTpHB3IOTC5l necuo.m.rco /\élBHHX 11 HOBeHmHX pe3yJ1bTaTOB OTBeTa Ha 3TOT
nonpoc. Oun OTHOC5!TC51 I{ BmITre1-1y [3], K Kor'rny H Be/.lHOTTY [5], a Ta!OI{e I( asropy [2, 4].
8 J(OH!..(e fl01{a3blBJeTC51, 'ITO l(a)l{,'1351 aanaua nporpaasorpoaaunn Ha HHTepaanax, HMe10ma51
ITOJJHYIO IIOCJICtWBaTCJlbHOCTb panron [6] 5lBJl5leTC5l HH/.(H(jl(jlepel•ITHOH I( xopomo onpene.meaoay
icnaccy JIMH8HHbIX (j1y111(l..(HH, eCJIH npoCTpaHCTBO Bel<TO))OB-CTOJ16L\OB MaTp1mca KO::lQJQJHL\HeH
TOB HMCCT He OTj}Hl..(aTeJibHO o6paTHMblH 6a3HC.

4 8zigrna 
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Nagyméretű feladatok megoldási módszerei

Az elmúlt évek során rendkívül gazdag irodalmi anyag halmozódott föl
a nagyméretű programozási feladatok megoldási módszereiről. G. Dantzig
és üp Wolfe 1960-ban publikálták gondolatébresztő tanulmányukat a lineáris
programozási feladatok megoldásának dekompozíciós elvéről [5]. Az azóta
eltelt években sok új javaslat látott napvilágot. Az új megoldási lehetőségek
keresését a rendelkezésre álló számítógépek kis kapacitásából származó nehéz
ségek áthidalása tette szükségessé. Felvetődött ugyanis az egyre nagyobb
méretű feladatok megoldásának igénye. Így születtek meg a különböző dekorn
pozíciós algoritmusok.

A számítógéptechnika gyors fejlődése - a harmadik generációs gépek meg
jelenése - révén lehetővé vált, hogy már több ezer feltételes programozási
feladatokat is felbontás nélkül megoldjanak. Az új megoldási lehetőségek
keresésének indítékát ezúttal a számítások idő- és költségigényének csök-
k entése adta. ·

Meg kell mondanunk, hogy az eredeti várakozások teljesülését nem mond
hatjuk egyértelműen jónak, az új módszerek nem mindig hozták meg a remélt
sikert.

A felhalmozódott Ismeretanyag, a körülbelül 60-féle új eljárás három szem
pontból vált hasznossá. l~lőször hozzájárult a számítástechnikai fogások
eszköztárának bővítéséhez, másrészt olyan megoldási fogások kifejlesztéséhez,
amelyek gyümölcsözőek az eddig nehezen kezelhető feladatok megoldásában
(pl. nemlineáris feladatok megoldása). Harmadsorban a javasolt eljárások
egy részének olyan közgazdasági interpretáció adható, amivel lehetővé válik
bizonyos közgazdasági - elsősorban tervezési - folyamatok absztrakt model
lezése, elemzése is.

Ebben a ikkben kísérletet teszünk arra, hogy a rendelkezésre álló irodalom
alapján áttekintést adju nk cm nagyméretű feladatok megoldási módszereinek
kutatásában eddig elért eredményekről, valamint utaljunk a további kutatási
irányokra. A cikk célja egyrészt az, hogy a témakörben kevésbé jártas érdek
lödöknek új ismereteket adjon, másfelől az irodalmi anyag bizonyos fokú
egyaégesítésével az avatottabbaknak rendszerezési szempontokat alakítsunk ki.
Valamely témakör egységesítése sok esetben erőszakolt egyszerűsitésekhez
vezet, amit ebben az esetben sem kerülhettünk el.

Az összefoglalás szempontjainak kiala.kításában a témakör klasszikusának
számító G. Dantzig néhány tanulmánya mellett elsősorban A. Geoffrion össze
foglaló cikkére támaszkodtunk [6], [7a] és [ll].

A cikk három részből áll. Az első részben a nagyméretű feladatok néhány
jellegzetes típusáról írunk. A második részben tárgyaljuk a megoldási mód-
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szereket. A tárgyalásban kitérünk a szimplex módszer továbbfojleszté-ét fel
használó módszerekre, majd az új megoldási algoritmusok főbb közös tulaj
donságaira. A harmadik rész a dekompozíciós algoritmusok egy lehetséges
közgazdasági interpretációjával foglalkozik. Az áttekintésben el akartuk
kerülni a túlzott részletezettséget. Alapvetően azt tekintettük célunknak, hogy
arra hívjuk fel a figyelmet, milyen módon kezelhetők az egyes algoritmusok.
A részletek mellett felhívjuk a figyelmet az eredeti pulikációkra.

1. A nagyméretű feladatokról

Ha valamilyen definíciót akarnánk adni arra, hogy milyen mérettől kezdve
nevezünk egy programozási. feladatot nagyméretünek, akkor bizonyára nehéz
ségeink lennének. A nagy méret önmagában viszonylagos fogalom. A uyakol'
latban É: nagy méretet sokszor tm feladat méretének és a rendelkezésre [d ló
számológép kapacitásának viszonyával fejezzük ki.

A nagyméretű feladatok megoldására tett törekvések alapvető célja ~1z,
hogy olyan lehetöségeket keressünk és találjunk, amelyek mellett a feladat
méretei nem jelentik a megoldás akadályát. Teljesen ért.hető, hogy ilyen <.;é[
mellett nem lehet csupán a feladat méretére korlátozni figyelmi.inket. Sziik
séges, hogy alaposan elemezzük a feladat szerkezetét is.

A következőkben néhány jellegzetes, a programozási feladatokban gyakrnn
előforduló speciális szerkezet alapján tipizáljuk 11 nagyméretű Ieladatokat.
A struktúra ebben az összefüggésben a feladat korlátozó feltételeire vorurtkozó
együttlmtórnátrix szerkezetére utal. Természetesen a, felsornltukon kíviil még
számos egyéb típus is lehet, de figyelmünket azokra irányítjuk, amelyek gya
koriak, fontosak és főképp ismert. eljárásokkal számítástochmkai célokra. fel
használhatók.

A 1mgyméretű feladatok az együtthntómátrix speciális szerkezete szem
pontjából két nagy csoportba sorolhatók. Egyik csoportba. tartoznak azok
a feladatok, amelyek speciális szerkezettel renclelkoznok, ..~ másik csoportbu
azok, amelyek nem rendelkeznek ilyen szerkezettel. A teljesség igénye nólkü l
néhány speciális típust ismertetünk. Ezek a köveLkez{ík:

dinamikus szerkezet,
többszektoros szerkezet,
blokkháromszögü szerkezet,
határolt blokkdiagoná.lis szerkezet,

A dina.m ikus szerkezet a többperiódusú 09RC7 8p"CUú "á OS felada.tok együtt / Éípó  
mátrixának jellegzetes formája. Az egyes évekre vonatkozó változók é.· fel
tételek elrendezése alapján lépcsős szerkezetnek is szok t á.k nevezni. A szem
léltetés megkönnyítésére a következő ábrát adjuk:

q~,
Ho~ o 

1. á Xö 
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Ilyen típusú modell 9"p [6 j-ban található. A többszektoros szerkezetet más
képpen blokkdiagonálisnak is nevezik. Ábrája a következő:

fmpn1 

o□~ 
2. á XPS 

A többszektoros elnevezés onnan adódik, hogy a diagonálishoz tartozó blok
kokat tekinthetjük ögy, mint egy gaedaság szektorait reprezentáló blokkokat,
É7 x"Fxv 8: feltételek egy részén keresztül egymással összekapcsolódnak
(központi blokk) '
A blokkcliagonális szerkezet egy speciális esete lehet az az eset, amelynél

az összekapcsolódó, ún. interszektorális kapcsolatok hiányoznak.
A blokkháromszögű és határolt blokkdiagonális szerkezetet ábrával szem

léltetjük:
fmpl 1 

□a. á XPSx 

Mint említettük a fenti szerkezettipueok a feladatok megoldása szempont
jából fontos specialitások A feladatok nagy csoportja nem rendelkezik ilyen
szerkezettel. ~:löfordul, hogy az adott föladatot át tudjuk alakítani valamelyik
speciális szerkezet mintájára, s ezzel valamelyik speciális szerkezetre kidolgo
zott algoritnrust alkalmazni tudunk.

A lineáris programozási feladatok megoldásában alapvető jelentőségű blokk
diagonális szerkezetet például könnyen elérhetjük a következő egyszerű meg
fontolással. Adott a következő lineáris programozási feladat:

fmpz1 (A) (b) l X < 1
/ ~ E Xsx 

f = Vx oo, 111,1,x
X 
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A feladatot a következő formában is megndhatjuk:

X1, X2 > 0 

fmpú1 

. x W E Ex2 = F 

CX1 + CX2 = 2/ o-o max
X 

Ugyanez az ötlet alkalmazható a feladat duálisára. A feladat együttható
mátrixa így blokkdiagonálissá vált. A fenti felbontást didadikus felbontásnak
nevezzük [23].

Az alkalmazás szempontjából szükséges lenne olyan eljárásokat ismerni,
amelyek É feladat speciális struktúráját felderítik. Ebben a kérdésben, vala
mint az ilyen struktúrák előállítására vonatkozó eljárások tekintetében agya
korlati készség ünkre vagyunk uta.lva., mivel ilyen algoritmusok nem állnak
rendelkezésre.

2. Megoldási módszerek

A nagyméretű feladatok ruegoldására tett kísérletek eredményeit tárg)'nl(,
irodalom rendkívül gazdag. A javasolt megoldási eljárások két részre h,gol
hatók:

mp Olyan eljárásokra, amelyek az ismert Ó + hatékony eljárásnak nevezhotó
szimplex módszer további finom ításárn irányulnak és céljuk .~ nagy
méretű feladatok speciális szerkezetóböl adódó lehetőségek felhasz.náláa«,
a számítástochnikai hatékonyság fokozására, Az e csoportba tartozó
eljárásokat a továbbiakban Xá z R\ö S\RRYu Lá · RF\ eljárásoknak nevezzük.

2. Olyan eljárásokra, amelyek célja az adott feladathoz tartozó ú 6 megoldás!
algoritmusok kidolgozása. Ilyenek pl. a üV_Föö FzR·Rá \ SL<FPRu u u \FL: 

np l . " á z R\ Eö SORYu Lá · Ró \ VL*á Pá \ F_ 

/ z e csoportba tartozó eljárások lénycue olyn.n lehetőségek koresése. ame
lyek felhasználásával a szimplex eljárás iterációi kisebb időigénnyel és ugyan
akkor kisebb memória-igénybevétellel elvégezhetők. l~nnek 1.1 e Inak az el 'rése
azáltal válik lehetségessé, hogy a feladatok nagy többsége sajátságo« szerke
zettel rendelkezik. Az egyil· adottság, amit itt kihasználba.tunk az, hogy
a nagyobb feladatok együttlrntómátrixának telítettsége alacsony. Nem szeren
csés ezzel kapcsolatban számszerű megállapítá8t tenni, de szem léltctésre
Dantzigot idézzük. ,,Például egy 200 egyenletet íÉ·íÉ"7 ÉUó feludat nál az
5%-os telített,Jég a tipikus; nagyobb Ioladatoknál a telítettség 0,5%-r,1, vagy
az alá esik." [6]. A másik adottság peclig a fcladutoknak az mp pontban említett
szerkezettlpusokkal való rokonsága.

Mivel a bázismanipulációs eljá.rások száma rendkívül nagy, arra teszünk
kisérletet, hogy csoportositáet készítsünk, majd az eljárások felhasználható
ságának lehetőségeire hívjuk fol a figyelmet. A problémakör áttekintésére
szolgáló tanulmányok Balinsk] [3J, Gomory [12] munkái (mag_rnr nyelven:
Prékopa-Majthay [21]).
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A bázismanipulációs eljárásoknak két csoportja van:
(1) oszlopgenerálási eljárások,
(2) bázisdekompozíciós módszerek.

2. l. l . z \ z LF YFVOVPá Ló VL*á Pá \F_ 

A szimplex módszernél minden egyes iterációban dönteni kell arról.melyik
nernbázis változót vonjuk be a bázisba. Ez megköveteli az ún. ,,redukált
költség" tényezők kiszámítását és azok vizsgálatát. Amennyiben a változók
száma nagy, e vizsgálat elvégzése nagy idő- és memóriafelhasználást igényel.
Ennek kiküszöbölése céljából született meg a szimplex algoritmus olyan
módosítása, amelynél a direkt számítás helyett a feladat speciális szerkezetéhez
igazodó algoritmus szabályozza a bázisba kerülő oszlopok sorrendjét. Innen
az oszlopgenerálás elnevezés. Az e területen született első eredmény Ford és
Fulkerson nevéhez fűződik, akik 1958-ban publikálták módszerüket [10].
Bizonyos közelítésben a Dantzig-Wolfe-eljárás is ügy interpretálható, mint
oszlopgeneráló módszer, hiszen itt is a bázisba kerülő új változók ,,sorsáról"
döntünk az alfeladatok felhasználásával. (Egyéb felhasználásukról 1. 9"p 
[10], [12].)

2. 1. 2. " á z R\üV_Fö YFz í· Ró \ VL*á Pá \F_ 

Az l. pontban vázolt szerkezettípusok figyelembevételével a programozási
feladatok szimplex módszerrel való megoldását úgy is megszervezhetjük, hogy
mind a számolási időigényt, mind a kapacitásigénybevételt csökkentjük.
Az aktuális bázis szerkezetének kihasználására irányuló fogásokat együttesen
Xá z R\üV_FöoYFz R· RFOS_ nevezzük.

A szimplex algoritmus alkalmazása esetén az aktuális bázis fontos sze
repet játszik. Jelöljük B-vel az aktuális bázisvektorokból képzett matrixot.
Ennek felhasználásával É: következő vizsgálatokat kell elvégezni:

meg kell határozni a bázismegoldást, azaz meg kell oldani a

" x " = X 
egyenletrendszert, ahol x 8 a bázismegoldás,
- meg kell határozni a bázisba épő vektornak a, pillanatnyi bázisra vonat

kozó koordináit, azaz meg kell oldani a

" üxx = Sb 
egyenletrendszert, ahol Sb a belépő vektor,
- meg kell határozni a bevonandó változót.
A fenti munkáknál az aktuális bázis inverzétkell megadnunk. A bázisinverz

memória.lekötése igen nagy lehet, mivel a ritka matrixok inverze általában
É 100%-os tömöttséghez vezet. Nézzünk egy egyszerű példát! Legyen a bázis
adott

(

4 1 1 1)
" ó 1100

I O I 0
1 0 0 I
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Ennek inverze:
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(

1-,1-1-1)
B-i= -1 2 1 1

-1 1 2 1
-1 1 1 2

Az ilyen típusú mátrixok sajé.tságos szerkezetét feltétlenül ki kell használni
az inverz meghatározásánál, E törekvések eredménye az inverz szorzatformás
tárolása, az ún. \ zF Pz SWo FPöá \ ROv VPz t A szorzatformában · való tárolás azt
jelenti, hogy az inverz mátrixok elemi mátrixok szorzataként ábrázoljuk.
Az elemi mátrix olyan mátrix, amely csak egy sorában vagy oszlopában külön
bözik az egységrnátrixtól. A fonti póklára alkalmazva:

A számitógéphen elegendő csupán az egyroógm{Ltrixtól. eltérő vektorokat
tárolni. Természetesen sole iteráció után az elemi mátrixok száma nagy lehet
és ez még stabilitási problémákkal is 9á ·0OZ"/ Éí: azonban ezek elkerülésére
alkalmas fogások állnak rendelkezésre, A szorzatformás inverz ,.tlk,dmazásának
alapos tárgy,Llá-;a Dantzig könyvében található f8 6p 

A tulajdonképpeni báziadokompozfció fog,1lmának azok 1.1z eljárások felelnek
meg, amelyeknél a bázist; bontjuk fol kisebb részekre. A bázis speciá.lia szer
kezete ugyanis megengedi, hogy kisebb részének és annak inverzének, vala
mint pótlólagos információknak a Iolhaszná.lásával tulajdonképpen :t teljes
inverzét meghatározhassuk. A bézisnak ezt a részét munkabáeisnak (,,working
basis") nevezzük, amely rendelkezik azza! az előnyös tulajdonsággal, hogy
egyszerűbben kezelhető mint ,.1 tényleges bázis. A munkabáxisaal kapcsolatos
átfogó tanulmány kdolgozá:-,a Dantzig nevéhez Fűződik [8].

A báaisdekompoz.íoió jól alkalmuzható:
dinamikus struktúrára. Dantzig l\l55-hon publikált cikkóhon már fog
lalkozik ezzel a kérdéssel [97, majd 10G3-ban írott cikke újabb módszert
ad arra vonatkozólag, hogyan lohot a;,: inverzét moghatá,rozni és az egyik
iterációról a másikra való á.t.tóréanól ezt 11 tulajdonságot megtartani [8].
Az ilyen struktúrára vezetnek a dinamilcus Leontiof-modoll és a Markov
folyamatok speciá.lis esetei,
blokkdiagonális szerkezotro [G], [81,
határolt blokkdiagonáljs szerkezetre [öl

A bázisdekompozíció megva.lósítása során a kövotkczö körülményeket kell
figyelembe venni:

a) Fel kell ismerni a báz CO speciális szerkezetét.
b) A szimplex iterációhoz szü kségcs feladatokat ol kell végezni.
c) Az iterációval biztosítan: koli, hogy a bázis szerkezete ne változzék.
A bázisdekompozfoiós eljárások legegyszerűbb alkalmazási területei 1.1z ún.

felsőkorlátos technikák ' ü d: [25]. A felsőkorlát technikák allrnlmazásának
tapasztalatairól beszámoló cikkek szerint e manipulációval a számítási időt
esetenként lényegesen csökkenteni lehet.
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2.2. v V_Fö YFz í · Ró \ SLyFPRWö u \F_ 

A dekompozíciós algoritmusok definícióját széles értelemben használjuk.
Nem csupán az eredeti feladat felbontás útján való megoldási módszereit
soroljuk a módszerek e csoportjába, hanem az azokkal rokon eljárásokat is.
Ez lehetővé teszi, hogy a megoldási lehetőségek tárgyalásában kitérjünk mind
a lineáris, mind a nemlineáris programozási feladatokra. Azt azonban kikötjük,
hogy csak véges számú változót és feltételt tartalmazó feladatokat vizsgálunk.
Az újabb kutatások kitérnek a nem véges számú változós feladatok keze
lésére is [ 4].

A következőkben először általános keretben szemléltetjük a dekompozíciós
elv lényegét, majd az ennek alapján kialakított optimalizálási módszerek
SLSYVLVö VERW tekintjük át. Az alapelemek feldolgozásával az a célunk, hogy
~t nagyBzámú eljárás lényeges jegyeinek kiemelésével rendszerezési szemponto
kat alakítsunk ki.

Tekintsük a következő feladatot:

(n,)

/ x ó X 

" x ó ü 

Vx E min
ahol :r O elemű vektor,

A m x n. méretű mátrix,
B Wx O méretű mátrix,
Vx X és ü megfelelő méretű vektorok.

Definiáljuk az O dimenziós térnek egy zárt, konvex, poliedrikus halmazát
it következőképp: C = { x L" x = üB x > o}. M.ivel x :2:, Fx ezért C = = + 11, 
ahol O poliedrikus konus, amelyet véges számú c1, c2, ... Vxt extremális irány
generál, azaz

,.
=ó { x L}B µ1· RB ft1>0}.

j=I

Hasonlóképpen Ji az Vix e2, ... Vb véges számú extremális pont konvex burka,
azaz

] ] 
Ii= { x {x ó }B / B ei; ).; :2: 0; }; A;= l}

i=l i=l

A fenti jelölések felhasználásával transzformáljuk az (a) feladatot:

i = 1, 2, , h 
* = 1, 2, ,r 

(b)
h P 
}B / B YB + }; µ 1 ri = X 
i=l i=l

h 
}B 0xB StB + }; µ 1 ~p1-. min
i=I * J.,µ, 
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ahol
é;; = cc! 

rj = Acj 

A transzformált feladatot master feladatnak nevezzük. Mivel ah és P álta.lában
nagy, a feladat nagyon sok változót tartalmaz. A dekompozíciós elv kialakítá
sánál abból indulunk ki, hogy e nagyszámú csúcspontból és irányból csak
annyit vegyünk figyelembe, amennyire szükségünk van.

Tegyük föl, hogy ismerjük az JI e { = {I, 2, ... h} és ; 1 e ; = {I, 2, ... ,r}
indexhalrnazokat, amelyekre adott a következő feladat:

/ Rj 0 iE JI 
µj'?:.,O *. ; 1 

(c) }B / R io + }; µ rj = X 
iEl' .iEJI { 

},' ;i.,.
W. i i 

}B / B SBe }B µ i fJr+- min
iE/1 jEJI 

Ezt a feladatot redukált master feladatnak fogjuk nevezni, m i vel formai lag
a master feladathoz hasonlít, de oszlopainak csak egy részét tartalmazza.
A redukált master feladatról feltesszük, hogy rendelkezik lehotsóges bázis
megoldással (azaz, m + I lineárisan független oszlopa van, valamint a meg
felelő / R és µ 1 értékek nem-negatívok). Feladatunk most már az, hogy e redu
kált master feladat megoldásának felhasználásával eljussunk az eredeti feladat
megoldásához. Ennek érdekében a következő megfontolásokat tesszük:

Jelöljük Jl,0 e JI és J1,0 e J1 szimbólumokkal a redukált feladat optimális
bázisindexeit, (n1, A1)-vel a duál megoldásokat. Ekkor

O1 YR + 01 = CX; 

n1 rl = o;B 
i E I'· 
jEJI, 

A (n1, ó1) szimplex együtthatókat felhasználjuk az egész feladat optirnalitásá
nak vizsgálatára. Keresünk olyan pi-Jrnt (iE { E {A-x amelyekre niYB + ó i > a; 
vagy olyan PLE_VW (jE J - J'), amelyekre O] • R > f]i t / C definíciója alapján
tehát olyan VRE_VW keresünk, amelyekre (n1A) VB + o1 > · V1 vagy cj-ket, ahol
(n1A) · L > VVLt Ehhez a következő kisebb méretű ún. alfeladatot oldjuk meg:

X 0 

(d)
s VE:« 

(e - O1/ -x + ö1 -• min
X 

A szimplex algoritmus ismert tulajdonsága alapján tudjuk, hogy a (d) meg
oldása során az alábbi esetek fordulnak elő:

1. A (d)-nek van optimális megoldása. Az optimális megoldás e1 lesz. Ebben
az esetben kiszámítjuk az / V1 vektort, amellyel mint új oszloppal a (c) feladatot
bővítjük és azt ismételten megoldjuk.
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2. / (d) célfüggvénye alulról nem korlátos xE CEPOt Ismeretes, hogy ekkor
létezik olyan cl?.: Fx amelyre . üó F és «V E (:irA)J d«; Ft Ebben az esetben
az Pi = / ü oszloppal bővítjük a (c) feladatot és megoldjuk.

3. A (d) feladatnak nincs lehetséges megoldása. Ebben az esetben az eredeti
feladatnak sincs lehetséges megoldása.

A fenti gondolatmenet szerint az (a) megoldáshoz egy iteratív folyamat
segítségével jutunk. Az iteratív folyamatban a redukált master feladat és
az alfeladat közötti információáramlásnak van döntő szerepe. A~ alfeladattal
elérhetjük, hogy az extremális csúcsok és irányok közül csak egyeseknek a meg
határozását kell elvégeznünk, míg eljutunk az (a) megoldásához.

Az eljárás különösen akkor hatékony, ha az A-nak kevés sora van, az " 
pedig speciális szerkezetű. Ilyen egyszerű eset az, amikor az " blokkdiagonális
szerkezetű.

A gondolatmenet kiterjeszthető olyan esetekre is, amelyeknél a C extre
mális pontjainak száma nem véges. Ezekkel itt nem foglalkozunk.

Az irodalomban fellelhető módszerek nagy részében felismerhetők a fenti,
általánosabban vázolt megoldási elemek. A következőkben szeretnénk a mód
szerek legfontosabb elemeit összefoglalni. Ehhez a módszerekben rejlő fő közös
tulajdonságok ismeretéből kell kiindulni.

A dekompozíciós algoritmusok legfontosabb közös jellemzői a következők:
az adott feladat alkalmas átalakítással könnyebben kezelhető formába
írható és ezáltal kisebb feladatok megoldására vezethető vissza. A fel
bontás eredményeképp kapjuk az ún. master feladatot, és az ún. alfelada
tokat. Ez a felbontás a tulajdonképpeni dekompozíció,
az átalakított feladathoz kereshető olyan megoldási fogás vagy stratégia,
amely az alfeladatok és a master feladat közötti kapcsolatot teremti meg,
az alfeladatok és EL master feladat között meghatározott információ
áramlás van,
az algoritmusok legtöbbször iterációk sorozatából állnak.

A fenti jellemzők kezünkbe adják a dekompozíciós eljárások csoportosítási
lehetőségének kulcsát. Az algoritmusok ugyanis jellemezhetők egyrészt az
átalakítási fogásokkal (gyakran dekompozíciós szabálynak nevezik), amelyeket
feladatorientá]t manipulációknak fogunk nevezni. Valamely manipuláció egy
megoldási stratégiával párosítva egy-egy algoritmust reprezentál. Az irodalom
ban ismert eljárások legtöbbje négy manipulációt alkalmaz. Ezeket tekintjük
át a következőkben, majd utána kitérünk a megoldási stratégiákra. A mani
pulációk célja

a feladat felbontása kisebb feladatokra (felbontás),
a feladat átalakítása olyan szerkezetűvé, amelyre könnyen kezelhető
algoritmus van (péládul vegyes nem lineáris feladatoknál a nem lineáris
rész kiküszöbölése) (izolálás),
a nem lineáris feltételek lineáris közelítése (közelítés).

2.2.1. v u SLRz á Lá \ 

A legegyszer(íbb fogás, amellyel valamely feladat egyszerűbb alakra bontható.
A szimplex algoritmus alkalmazásánál akkor használjuk, ha a sorok száma
az oszlopok számához viszonyítva nagy. A dekompozíciós módszerek irodal
mában Rosen-féle particiós módszer példázza ezt a manipulációt, ahol
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a Dantzig- \Yolfe-eljárásnál megismert blokkdiagonális szerkezet duálisából
indulunk ki [22].

A dualizálásnál a fő problémát a nem lineáris esetek kezelhetősége jelenti.
Az elmúlt években több cikk foglalkozik a nem lineáris problémák duálisának
kérdéseivel [11].

2.2.2. Belső linearizálás

Gyakorta használt manipuláció, amely elsősorban a nem lineáris programo
zásban lehet eredményes. Valójában a Dantzig-Wolfe-eljárás alapgondolata
ennek egy speciális esete, ezért részletesebben foglalkozunk vele.

Tekintsük a következő feladatot:

(2.1) (J;(x) ~ o 

/(x) -+ max

i = l, 2, ... , m 

ahol r;; és / folytonos függvények. Az egyszerűség kedvéért foltessz ük, liogy

s = n { .i; : g ;Cu) s: {)}
i

konvexhalrnaz. (Ha minden g1 kváz ikonvox, akkor S konvox.)
A 2.1 feladatot másképpen is felírjuk:

G(x) S: o 

f(x) ~ max

A (2.1) feladat egy nem lineáris programozási feladat. Spe(;iáli-, esetben
,~ (!; függvények lineárisak:

(2.2)

(2.3) o,(x) = J;a;1x1- b;
j

1:= 1.,2, ... ,m 

azaz
G(x) = Ax - b 

A továbbiakban megfontoJásainkat az általánosabb esetre tesszük.
Legyenek xt, :1;2, ... xr n-elernü vektorok. l~zen vektorok konvex burkának

valamely x pontja így

(2.4) 
T

X = }; a, :t:1 
l=I

ahol J; rx1 = 1 ó.-, rx1 ~ o 't:/ t esetre.
I

Valamely g(x) függvény e pontok konvex burkán a következő közelítéssel
l ineraizálható

(2.5)
T

g(x) = I,' a, g(x1) 
l=l

Ha a fenti problémában x és annak minden függvénye helyett a fenti (2.4)
és (2.5) reprezentációt használjuk, akkor a (2.1) feladat a, következő alakú
le. z:

(2.6) (i = l, ... m)
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at> o(vt)

J; rxtf(x1) - max
I

A (2.6) rx.1 változókkal adott lineáris programozási feladat. Legyenek ixv ix2, •.•

. . . , &.T értékek a megoldásai. Ekkor
. " .X =,,;;., a1X1 

t
(2.7)

az eredeti (2.1) feladat közelítő megoldása. Az, hogy ez a közelítés mennyire jó
függ egyrészt az x1 pontoktól, de függ az f és (Ji függvények természetétől,
valamint a {2.6) feladat kezelési módjától.

Ha a g, függvények konvexek, akkor a konvexitás miatt

(2.8)

azaz xE S.
Ha az / konkáv, akkor

azaz n, (2.G) feladat célfüggvénye az x-hez tartozó érték alsó korlátja. Világítsuk
meg egy példával a R2-bcn a fenti gondolatmenetet. Tekintsük a következő
ábrát (1. ábra):

s 

X.1
XI 

J. ábrn

Az S halmazt az x1, 1·2, X;i, :r4 pontok konvex hurkával közelítjük. A belső
Iinearizúlás azt jelenti, hogy az 8-et közelítő halmaz konvex poliéder, amelyet
véges számú lineáris egyenlőtlenség ír le. Az x1, x2, x.1, x4 pontokat bázisnak
nevezzük.

A konvex halmaz mintájára a konvex (konkáv) függvény is linearizálható !
A linearizálás jelentőségét növeli az a körülmény, hogy rugalmasan alkal

mazható mind a bázis megvála,sztását, mind a Iinearizálandó halmazt illetően.
A fenti kétdimenziós ábra viszonylag könnyűnek tünteti fel a dolgot, és ez

kevés változó esetén talán megfelel a valóságnak, de sok változó esetén kompli
káltabb. Nagy előnye abban áll, hogy a manipulációt csak implicite kell elvé
gezni, azaz a bázis pontjainak csak egy kis részét kell meghatároznunk. Való
jában a Dantzig-Wolfe-eljárás mögött húzódó gondolat ilyen természetű, ami
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lehetőséget ad a DW-eljárás nem lineáris verz.iójának kifejlesztésére. Abban
az esetben, ha maga az S halmaz konvex poliéder, akkor a belső linearizálás
elegánsan elvégezhető. Csupán az a teendő, hogy a szóban forgó bázis elemeit
a poliéder extremális pontjaival tesszük egyenlővé. Az extremális pontokat
csupán a kívánt mértékben kell meghatározni.

2. 2. 3. t:ülső linearizálás

A belső linearizálás azon az alapgondolaton épült föl, hogy az S halmazt
bizonyos pontjai konvex burkaként ábrázoljuk. A külső linearizálás pedig
úgy tekinthető, mint egy olyan közelítő eljárás, amely az S halrnazt félterek
halmazának közös részeként ábrázolja. Tartsuk meg továbbra is az S-re adott
definíciónkat. Szemléltetésre tekintsük az R2-ben adott konvex halmaz külső
linearizálását (2. ábra):

Xz 

2. ábra

Az S halmazt tehát a JJ 1 ... J-14 hipersíkok alkotta fél terek közös része által
definiált konvex halmazzal (konvex poliéder) közelítettük meg, ahol is a poli
éder tartalmazza S-et.

Az S halmaz közelítéséhez hasonlóan valamely / függvény ÍR közelíthető
szakaszonként lineáris függvénnyel (3. ábra).

f(tl 

x, 2 

3. ábra

X 

Az s függvényeket úgy definiáljuk, hogy adott xrnél rendelkezzenek azzal
a tulajdonsággal, hogy értékük sehol sem kisebb az /-nél (ha f konkáv) és
X; pontban s(x;) = f(x;)- Ha az f függvény differenciálható, akkor egy x-hez
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tartozó s függvény az elsőrendű Taylor-sorral adható meg, azaz

s(x) = f(x) + vf(x) · (x - x)

ahol v f(x) az f(x) x-beli gradiense, v f(x) = ({} f(x), ... , {} f(x)J
ffx1 ffx,., 

Az elmondottakat alkalmazzuk most programozási feladatra! Tekintsük
az eredeti (2.1) feladatot és tegyük fel, hogy adottak az Xi, x2,., . xT pontok,
amelyekhez i; indexet rendelünk 1 és 1n között. Minden t-re a g;,(x) > o fel
tételt a Taylor-sorral közelítsük, s ekkor a nem lineáris feladat a következő
feladatba megy át:

( 2.7) g;c!x1) + 'V g;.(:ct) (x - x1) < 0

f(::c)--->- max
X 

t = 1, ... T

Feltesszük, hogy minden g; konvex. Ebben az esetben minden S halmazbeli
pont kielégíti a (2.7) feltételt is, mivel a (2.7) baloldala sohasem nagyobb
g,-,(x)-nél. A (2.7) által definiált halmaz nagyobb S-nél.

A feladat megoldására gondolva látható, hogy a megoldás akkor lehet
hatékony, amennyiben a (2.7) az eredeti feladat megoldását anélkül adja,
hogy sok x1 meghaté.rozása válna szükségessé. A megoldás egy hatékony
módszerét Kelley dolgozta ki [14].

A fenti manipuláció hatékonysága a közelítő pontok gazdaságos generálásától
függ. A belső linearizálás alapgondolatához hasonlóan Kelley módszere olyan,
amelyben nem kell előre megadni explicite az x1 pontokat, csupán a kívánt
mértékben.

A külső linearizálás felvet egy természetesen adódó kérdést: vajon létezik-e
adott ponthoz tartozó ,,érintő". Az már bizonyított, hogy az 11,.,-ben adott
zárt konvex halmaz valamely határpontja legalább egy rajta áthaladó támasz
síkkal rendelkezik [11]. Ebből következik, hogy minden zárt konvex halmaz
a határoló félterek közös részeként reprezentálható.

2. 2.4. Vetítés

Tekintsük a. következő egyszerű feladatot:

( 2.8)

YE Y 
.x - g(y) = 0

h(x);;:;:; 0

rna.x f (x, y)
x,y

ahol a, h és g vektorfüggvények. A feladat y változóra való vetítésén a követ
kező feladatot értjük:

(2.9) lsupf(x, y)l-
max x 

YE Y h(x) >- 0, x = g(y)
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A kapcsos zárójelben levő supremumot v(y)-rnd jelölve

v(y) = { f[q(y), y)] ha h[g(y)J > 01
-= · ha h[q(y)] = 0

Bevezetve a V = {ylh[g(y)] > O} jelölést, a (2.8) feladat a következőképp
írható

(2.10)

yE V í1 Y 
v(y) -► max.

A fenti példa szemlélteti u vetítés vagy másképpen a particionálás lényegét
Látható, hogy a vetítéssel uz eredetinél egyszerűbb feladathoz jutottunk
azáltal. hogy a változók egy részét (az y változókat) átmenetileg rögzítettük.

A módszer általánosítását most már könnyen elvégezhetjük. Tekintsük most
az n.lábbi feladatot:

(2.ll)

(2.12) XE X 

YE Y 

u(x, y) ~ o

max f(x, y)

ahol Xe s«, Y ~ ]i;m és g egy vektorfüggvény. A (2.12)-nek tLZ y változók
terére eRŐ vetületét a következők szerint definiáljuk:

I g(x. y):?. o l1~1:~ ,',l:p j(x, ?J)

A (2.13) már csak y-ban változó feladat. Ha ,L kapcsos zárójelben levő kifeje
zést v(y)-nal jelöljük, akkor a feladatot átlrhatjuk. Ha valamely y esetén v(y)
nem megengedett, akkor v-t-= értékűnek tekintjük. Legyen V = {Ylu(x, y)?:,_
> 0, xE X}. A (2.13) feladat tehát

(2.14) YE V 

(2.13)

max v(y) 
yEY

A V halmazt az xE X és r;(1;, y) ?.;: O feltételek y terére eső vetületének nevezzük.
A. (2.12) és (2.14) közöt.ti nagyon fontos ö:;szef"i.iggé8t tt k övct.kozó tétel

írj ..i Je:
TÉTEL: A (2.12) akkor és csak akkor nem megengedett v:tgy nem-korlátos,

ha ft (2.14) is az Ha (y0y0) a (2.12) optimális megoklásn, akkor ?Jo
a (2.14) opbimá.lia megoldása. HtL?J11 optimális rncgoldúsa ,L (2.14)-nek
és x0 eléri az f(x, y0) supremumot az xE X é8 r;(x, y0) 2 0 mellett,
akkor x0 az y0-al együtt optimális megoldása :. (2.l 2)-nek.

A vetítés manipulációját alkalrnazhatjuk például ,1 következő feladat
esetén:

(2.15) X1cE X1c
YE Y 

k=l, ... ,I{
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G11(y) + g"(x,J < 0 (k = l, ... , K) 
K

max {F(y) + }; f11(xtJ} 
x,y k=I

ahol x11 n,, dimenziós vektor és G11, valamint g" ugyanazon méretű vektor
függvények. A feladat egy K szektoros modellként interpretálható, ahol az y
változók 11 központilag ellenőrzött tevékenységeket szimbolizálják, míg az X1r 

a szektorok változóinak vektora. Ha az y változókat átmenetileg rögzítjük,
akkor K független feladatot kapunk, amely az y-ra való vetítésnek felel meg:

K 
max [F(y) + }; v1,(y)] 
YE Y k=I

(2.16) ahol

A vetítés további alkalmazását a Benders-féle particiós módszer kapcsán
mutatjuk be [2.2.6 pont].

A fent bemutatott átalakítási fogások felhasználási körét a következő tábla
szemlélteti:

Fel bou tás Izolál ás I K özelí tés

1. Duulizulás
2. Belső linearizálás
:l. K ülső linearizálás
4. VctíLés

++ +

+ +

Érdeke,; annak összefoglalása is, hogy az ismertebb algoritmusok milyen
rnanipulác iókat alkal muznak.

---
Abadie -Williau1s [l] +Bonders 1_26] + +Da.nLzig-Wolfc [5] +
H,OSC'll [22 J + +Wc>iLzman [24-J + I

T
ten Kato Ll :l] ~

I

Dualtzálás I Belső I Külső I Yct,ílés, ::; lincari:1,iilás linea.riz.úlás 

2.2.5 . .Jfegoldási strat/,giák

Áttekintettük a, legfontosabb átalakítási fogásokat, amelyekkel elértük,
hogy az adott feladatot könnyebben kezelhető alakra hoztuk. Ehhez mindig
választható olvan megoldási stratégia, amelynek felhasználásával a feladatokat
egyszerűbb optimalizálási feladatok - ún. alfeladatok - megoldásának soro
zatával állítjuk elő. Amennyiben a feladat szerkezete valamilyen speciális

5 Szigma
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szerkezet-típusba tartozik, úgy az alfeladatok kialakítása során ezt a tulaj
donságot kihasználjuk.

A megoldási stratégiák száma rendkívül nagy, s ezek nagy része kiválóan
alkalmazható a nagyméretű feladatok megoldásában. Tekintsünk át röviden
néhány fontosabb megoldási stratégiát:

a) Relaxációs stratégia

A relaxáció olyan konvex feladatok esetén célravezető eljárás, amelyek sok
egyenlőtlenséget tartalmaznak. A módszer alapgondolata a következőképpen
foglalható össze. Megoldjuk az adott feladat egy olyan változatát, amelyet úgy
kapunk, hogy az egyenlőtlenségek egy részét (lehetőleg minél többet) nem
vesszük figyelembe. Ha az így kapott megoldás nem elégíti ki az elhagyott
feltételeket, akkor generálunk és a vizsgálati körünkbe vonunk egy ilyen
feltételt és az lgy kapott feladatot oldjuk meg. A bővített feladat megoldását
behelyettesítjük az ignorált feltételekbe. Ha a megoldás kielégíti a feltételeket,
akkor az eljárást befejezzük, ha viszont nem ez az eset áll fenn, akkor az előbbi
bővítést alkalmazva újra megoldjuk a feladatot. A lineáris programozási
feladatok megoldásában is ismert Lemke-föle duál módszer a relaxációs stra
tégiával ekvivalens.

A stratégiát a Kelley :iltal kidolgozott metszősík módszeren szemléltetjük.
A megoldandó feladat:

x~O 
Ax :S: b

g(x):::: 0
ex - ► min

ahol a g-ről feltesszük, hogy konvex és differenciálható az X = {:rlx ;2:; 0,
Ax :::: b} halmazon.

A külső linearizálást alkalmazva a feladat a következő feladattá alakítható:
xE X 

o(x) + V u(x):;;; 0 V x EX
ex -► min

A relaxációs stratégia lehetővé teszi, hogy kezdetben kerüljük a r; valamennyi
érintőjének meghatározását. Minden iterációban e feladat egy csökkentett.
változatát oldjuk meg. A csökkentett feladat egy x* optimális megoldása,
akkor és csak akkor megengedett az átalakított felndatba.n, ha g(x*) _:: 0.
Ha g(x*) $ 0, akkor a vo(x*) fölhasználásával olöállíthutó egy megsértett
feltétel, amelyet n, csökkentett feladathoz csatolunk. A stnttégin, alkalmazásá.t,
megkönnyíti az a körülmény, hogy t1 csökkentett lineáris programozási feladat.
módosítása után nem kell n számftásolrnt előlről kezdeni, hanem postoptirna.li
zációs technikával állapitlrntjuk meg n,;;, új megoldásokat.

b) Lépcsőzetes közelítés [11], [22]

A megoldá.oi stratégia rni~yméretű feladatok megoldásában elCszöt· .T. B. 
Rosen part.iciós módszerénél fordult e16 [22]. Altalában olyan feladatok meg
oldásánál előnyös, amelyek lényegesen egyszerűbbé válnak akkor, ha a bennük
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szereplő változók egy részét átmenetileg rögzítjük. Ilyen átmeneti rögzítést
tudunk elérni az értelmezési tartományok valamely változóra való veítétésével.
A később bemutatandó Benders-módszer erre is jó példa. Általánosságban is
igaz, hogy ez a stratégia a vetítéssel párosítható előnyösen. Eltekintünk a
további részletezéstől, a fenti irodalmi utalásokban részletes leírás található.

c) Restrikciós stratégi,a, [5], [10], [ll]
,

Olyan feladatok esetén, amelyeknél sok nem-negatív változóval kell dolgoz
nunk, hatékonyan alkalmazhatjuk. Valójában a lineáris programozás szimplex
módszere képviseli ezt a stratégiát. Most egy kicsit általánosabban értel
mezzük a lényegét: a változók egy részhalmazát átmenetileg O-val tesszük
egyenlővé és a csökkentett feladatot megoldjuk. Ha a kapott megoldás nem
elégíti ki az adott feladat optimumkövetelményét, akkor az előbb megkö
tött változók közül egyet vagy többet ,,felszabadítunk" - azaz megenged
jük a pozitivitást - és a most már kisebb kötöttséggel bíró feladatot meg
oldjuk. Az eljárást addig folytatjuk, míg az optimumkritérium teljesül. A meg
oldási stratégia alapgondolata a Dantzig-Wolfe-eljárásban megtalálható, ahol
a master feladat felírása során az extremális pontok nagy száma miatt nagyon
sok változós feladatot kapunk. A restrikciós stratégia kiváló tárgyalása talál
ható a [ll]-ben.

A bemutatott manipulációk, valamint a megoldási stratégiák párosítása
megteremti a kb. 60- 70 ismertetett eljárás osztályokba sorolásának keretét.
Valamely stratégia általában több manipulációval is párosítható. Ez magya
rázza a jelenleg meglevő nagyszámú algoritmust. Az osztályozási szemponton
túl az új algoritmusok kidolgozásának módját is megkapjuk ezzel a páro
sítással.

Nem célunk itt valamennyi eljárást osztályokba sorolni. Inkább néhány
közismert eljárást jellemzünk a manipulációk és stratégiák párosítása szerint.
A Dantzig-Wolfe-eljárás így a belső linearizálás és a restrikciós stratégia
párosításának felel meg. Benders módszere a vetítés és fokozatos közelítés
párosítását reprezentálja, ugyanígy Weitzman módszere is.

Vannak azonban olyan eljárások, amelyek nem feleltethetők meg valamely
párosításnak, mert nem a fenti átalakítási fogásokat alkalmazzák. Ilyen eset
ben a módszerek jellemzését úgy tehetjük teljessé, hogy az egyéb tulajdon
ságaikat is megadjuk. A master és az alfeladatok közötti iterációs kapcsolat
ban áramló információk alapján történő csoportosításról a 3. pontban írunk.

Összefoglalásképpen legszögezhetjük, hogy a dekompozíciós eljárások jel-
lemzését a következő ismérvek alapján végezhetjük:

1. a master feladat kialakításánál használt manipulációk jellege,
2. az alfeladatok megoldásában használt megoldási stratégiák
3. a master és az alfeladatok közötti információáramlás jellege.

2.2.6. Két példa

1. Benders módszere [26]

Megoldandó a következő feladat:
(2.17) x>O

yE y

5*
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Ax+ F(y):::;; b

ex + f (y) -, max
x,y

A feladat valójában egy szemi-Iineáris programozási feladat. Jó lenne
ha az y változókat átmenetileg rögzítenénk, mert úgy egyszerűbb feladathoz
jutnánk. Alakítsuk át ezért a (2.17) feladatot úgy, hogy az y-ra való vetítést
alkalmazzuk. Ekkor

(2.18) max {t(y) + sup [ex, Ax= b - F(y)]} 
YE Y x;.:o

A kapcsos zárójelben levő suprernum a következő lineáris programozási
feladatnak felel meg:

(2.19) X 0

Ax S: b - F(y)

ex-, max

A feladat y változásától függően jobboldalban paraméteres feladat. Feltesszük,
hogy legalább egy olyan y létezik, ahol véges optimuma van, ekkor a dua.litási
tétel értelmében igaz továbbá, hogy az

(2.20) 'l,l > Ü

uA :;>e
u[b - F(y)] _,. min

megengedett minden y-ra. Jelöljük (u1 ... 1.iP)-vel a (2.20) extremális pontjait
és (uP+l ... uPH)-val az extremális irányait. A dualitási tétel értelmében
igaz továbbá, hogy a (2.19) akkor és csak akkor megengedett, ha a (2.20)-nak
van véges optimuma, azaz, ha y kielégíti az

(2.21) j = p + l, ... 'p + q
feltételeket. Mivel a (2.18)-ban mindazon y-ok esetén -·= értéket tekintünk,
amelyre (2.19) nem megengedett, ezért a (2.21) feltételeket a (2.18)-hoz
tehetjük. A (2.18) helyett a dualitási tételen alapuló megfontolások alapján
a következőt írhatjuk:

(2.22) max {!(y) + min [iil(b - F(y))J}
yEY l<}<P

ul(b - Jí'(y)) :2: 0 (j = (p + 1), ... (p + q) 
Mivel ft minimum a legnagyobb alsó korlát, a feladat a következő lesz:

maximum /(y) + Yo
yEY;y,

(2.23) Yo<: u1(b - Ji' (y))

0 S: ul(b - F'(y))

j = l, ... ,p 

j = p + l, ... , p-\- q
Nézzük most meg a fenti megfontolások alapján kialakított feladat megoldási

algoritmusát. Az algoritmus lényege az, hogy a feladatot felbontjuk kisebb
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feladatok megoldására, s ezáltal elkerüljük, hogy kezdetben minden uLt 
ismerjünk.
l. lépés: meghatározunk egy (y0, y) értékpárt, ahol YE Y.
2. lépés: megoldjuk a (2.20) feladatot, amelynek eredményeképp kapjuk az u

megoldásokat. (A 2.20)-ban y helyére y írunk.)
3. lépés: Vizsgáljuk a következő relációt (optimumszabály)

Yo~ ui[b - F(y)] 
Két eset van:
(a) Yo~ iii[b - F(y)] 

Ebben az esetben (y0, y) optimális megoldása az induló feladatnak.
(b) Ha az (a) reláció nem teljesül, akkor előállítjuk a (2.23) egy meg

sértett feltételét, amellyel bővítjük a feladatot.1

2. Dantzig- Wolfe dekompozíciós eljárás [5]

A szerzők egy speciális struktúráju lineáris programozási feladatra alkal
mazták a dekompozíció elvét.

A feladat a következő:

(2.24)

x:?O 

Ax =a
Bx= b

ex-+ max

A Bx= b feltételek tartalmazzák az ún. közös feltételeket, az Ax= a fel
tételek az ún. speciális feltételeket akkor, ha az együtthatómátrixot blokk
diagonálisnak tételezzük fel. A következő megfontolásokon keresztül meg
világítjuk a dekompozíciós elv lényegét.

Definiáljuk a P = {x[A:1; = a, x ~ 0} poliédert. A kiinduló feladat ekkor
átírható:

(2.25) xE P
Bx= b
ex--+ max

A feladatot átalakítottuk. Föltesszük, hogy a P nem üres és korlátos, s extre
mális pontjait x1, ... Xp halmaz reprezentálja. A (2.24) a belső linearizálás
felhasználásával átfogalmazható

(2.26)

1 A kifejtésben szándékosan nem írtunk a halmaz természetéről. Szeretném ugyanis
kiemelni az eljárásnak azt. a jellemzőjét, hogy az Y definiálásától függően a módszer más
és más típusú feladatok megoldását teszi lehetővé. Ha az Y egy konvex poliéder integer
pontjaiból áll és /, F lineáris, akkor a (2.2:~) integer lineáris feladat. Ha rendelkezünk
ilyen feladat megoldására alkalmas gépi algoritmussal, akkor a Benders-módszer haté
konyan alkalmazható.
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p

2' a = 1
j=I J 

p
e( 2' aj xj)-+ max
j=l

A {2.24) feladat ekvivalens a {2.26)-tal. A feladat felírásához ismernünk
kellene valamennyi extremális megoldást. A belső linearizálás gondolatát
felhasználva elérhetjük, hogy nem kell valamennyi extremális pontot explicite
megadni. Erre szolgál egy olyan iterációs eljárás, amelyben a (2.26) tölti be
a master feladat funkcióját, míg az alfeladathoz a következő megfontolások
útján jutunk. Jelöljük a (2.26) feladat duál változóit (u, 'U0)-val, ahol u0 
a normalizáló feltételhez tartozó duál változó. A programozási feladat opti
malitási kritériuma szerint a redukált költségnek nem negatívnak kell lenni,
azaz
(2.27) it0 + uBx! - ex! ;2; O (j = 1, 2, ... p) 
amely ekvivalens az
(2.28) it0 + min (uB - e) xi> 0

l:C.j:C.p

vagy, mivel egy lineáris függvény a P halmazon csúcspontban veszi fel a
minimumát,
(2.29)

relációval.
A (2.29)-ből az

u0 + min (uB - e) x :2: 0
xEP 

X ;2; Ü

Ax= b
min (uB - e) x 

feladatot nevezzük alfeladatnak, amelynek alapvető szerepe van az algorit-

(2.30)

musban.
Az idgoritm us így a következő:

l. lépés: meghatározzuk a (2.26) egy lehetséges bázismegoldását és a kap
csolódó (u, u0) értékeket.

2. lépés: Megoldjuk a (2.30) feladatot.
3. lépés: Vizsgáljuk a következő relációt

u0 + min (uB - e) x _ 0
xEP 

Két eset van:
a) az egyenlőtlenség teljesül, ekkor elértük a kiinduló feladat opti

mumát
b) nem teljesül az egyenlőtlenség, ekkor bővítjük a feladatot a

következő oszloppal:

( t:.;,)
Az iterációt a 4. lépésnél folytatjuk.

4. lépés: A bővített feladatot megoldjuk és a 2. lépésnél folytatjuk az iterációt.
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3. A dekompozíciós eljárások felhasználása

Ha összefoglaljuk a dekompozíciós módszerek fő jellemzőit, akkor a mód
szerek érdekes közgazdasági interpretációjához juthatunk. A nagyméretű fel
adatot alfeladatokra bontottuk, valamint egy ún. master feladatra. A meg
oldási algoritmus egy iteratív folyamat a master és alfeladatok között,
amelyben meghatározott információk áramlanak az egyes feladattípusok
között. Az iterációs folyamatnak akkor van vége, amikor elértük a kiinduló
feladat globális optimumát. A dekompozíciós módszereknek ezt a leírását
rokonságba hozhatjuk a tervezési folyamatok egyszerűsített leírásával. A gaz
daságról feltételezzük, hogy egy központra és több szektorra tagozódik. Ater
vezési folyamat célja a gazdaság egészére vonatkozó optimalizálási feladat
megoldása. A központ nem képes egyedül megoldani a teljes feladatot. A szá
mításokat megszervezheti úgy, hogy a nagy feladatot felbontja (dekomponálja)
kisebb feladatokra, méghozzá a gazdaság szervezeti tagozódásának megfelelő
szektorfelaclatokra. A tervezési folyamatban a központ problémája ekkor az,
hogy úgy szervezze meg a szektorok és központ közötti információcsere folya
matát, hogy a szektorfeladatok optimális megoldásai az egész gazdaságra
vonatkozó optimumhoz konvergáljanak.

A fonti rokonság szemléltetésére tekintsük a következő feladatot:

K
J; g{(x;) < bb
i=I

(3.1) (j= 1, ... m)

K 
J: c;(X;)-+ max
i=I 

ahol az X; az egyes szektorok nk méretű vektorai, K a szektorok száma .
. Tételezzük fel, hogy a tervezési folyamat kezdetén a szektorok csak a saját

g{(x;) és c;(x;) függvényeit ismerik, de nem ismerik más szektorok ugyanezen
információit, valamint a bb-t. A központ viszont a b6-t ismeri, de nem ismeri
a szektorok technológiáit reprezentáló !7; függvényeket. (Egyelőre ne tegyünk
semmi kikötést a !7; és C; tulajdonságairól.)

A tervezési folyamatban a központ feladata a bl erőforrások olyan felosztása
amely felosztás a legnagyobb össznyereséget hozza. (Ha a célfüggvény nye
reségmaximálás.) A központ ezt a felosztást kétféleképpen szervezheti:

1. közvetlen korlátfelosztással,
2. közvetett korlátfelosztással.
Tekintsük a két esetet.
l. A közvetlen korlátfelosztás esetén a központ a bb egy lehetséges allo

kációját készíti el:

(3.2)
K . . 
J; b{ =bl
i=l

(j=l, ... ,m)

A b{ értékek ismeretében a következő feladat fogalmazható meg szektor
szinten:

(3.3) (j = 1, ... rn) 

c,(x,-) --+ max
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A szektor tehát csupán saját nyereségének maximálására törekszik az adott
lehetőségek mellett. A (3.3) föladatok megoldásával megkapjuk az x;(b;) 
primál és Ú;(b1) duál megoldásokat. A (3.1) globális optimuma akkor érhető el,
ha b{i felosztása optimális. Ennek az a feltétele, hogy az erőforrások árnyék
árait reprezentáló ú,(b;) értékek egyenlők legyenek minden szektorban, azaz

(3.4)

Ellenekző esetben a központ új felosztást csinál. A fenti egyszerűsített iterá
ciós folyamat tehát olyan tervezési rendszert képvisel, ahol a központ utasítá
sok formájában közli a szektorokkal, hogy milyen keretek mellett maximálják
nyereségüket, n szektorok pedig hatékonysági mutatókat jelentenek vissza
a központnak. (Feltételezzük torzításmentesen.)
A kérdés most már az, hogyan algoritmizálható egy ilyen iteratív folyamat.

Itt kapcsolódunk a dekompozíciós eljárások irodalmához. Az információ
áramlás szempontjából ilyen folyamat megvalósításához szolgáló algoritmusok
a ten Kate [13], a Kornai-Lipták [16] és a Weitzman [24] által kidolgozott
eljárások.
A másik felvetődő kérdés arra vonatkozik, vajon az árnyékárak egalizálódása

esetén tényleg elértük-e a globális optimumot. Sajnos ez csak szigorúbb kikö
tések mellett igaz (konvexitás), míg egyéb esetben csak a globális optimum
szükséges feltételeit teljesítettük (l. Kuhn-Tucker-tétel).

2. A közvetett korlátfelosz tás V[tgy árnyékármogállapító eljárás esetén
a központ határozza meg az erőforrásokért fizetendő árat új és megküldi
a szektoroknak. A szektorok most a következő feladatot oldják meg:

(3.5) max V; = c1(x;) - };újg{(x;) 
j

A c;(x;) szektornyereség és az igénybevett erőforrásokért fizetett költség
különbsége a maximalizálandó függvény. A feladat megoldásával az x1(új) 
megoldásokat kapjuk. A központi feladat globális optimumát akkor érjük el,
ha a központ olyan árakat határoz meg, hogy az alábbi két feltétel teljesül:

(3.6)

(3.7)

megengedettség: }; g{[x(uj)] :s;; b{i 
;

optimalitás: ul{b{i -- },' g{[x1(uj)J} = 0
i

A közvetlen felosztáshoz hasonlóan itt is rokonságot találunk a dekompo
zíciós algoritmusokkal. A klasszikus Da.ntzig-Wolfe-algoritmuson kívül egyéb
algoritmusok is ilyen folyamatként interpretálhatók (pl. Rosen [22] és az
Abadie-Willüims [l]).

Sajnos ezúttal is ugyanazok a kérdések problematikusak, amelyek az előző
pontban is problematikusak voltaic Csak Iineáris esetben igaz, hogy a (3.6)
és (3.7) feltételeket kielégítő szektoroptimumok egyúttal a kiinduló feladat
globális optimumát adják.

Bevezetőnkben már említettük, hogy a dekompozíciós módszereket alap
vetően a nagyméretű feladatok megoldásának igényéből kiindulva dolgoz
ták ki. Az elmúlt években egyre több cikk foglalkozott a különböző módszerek
közgazdasági interpretációjával is, a módszereknek a decentralizált tervezési
folyamatok elméletével való összekapcsolásával [19]. E két felhasználási irány
sajátságos fejlődési utat tett meg. A harmadik generációs gépek megjelenése
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a számítástechnikai nehézségek nagyfokú mérsékléséhez vezetett. Ebből követ
kezőleg a számítástechnikai felhasználás igénye is csökkent. Ezen túlmenően
az is bebizonyosodott, hogy a nagyméretű feladatok dekompozíciós algorit
mussal való megoldás több, előre nem várt nehézséget támaszt. Gyümölcsöző
nek látszanak viszont az algoritmusokban felismerhető megfontolások :.e nem
lineáris és egyéb nehezebben kezelhető feladatok megoldási lehetőségeinek
bővítésében [25].

Egy másik felhasználási terület az elmúlt egy-két évben egyre jobban kiraj
zolódik. A további kutatások szempontjából érdekesnek látszik 'a dekompozí
ciós eljárások kedvező, előnyös tulajdonságainak a kontrollelméletben való
felhasználása. Az elmúlt években megjelent cikkek közül kiemeljük Dantzig [7]
és Dantzig=-Van Slyke [h] munkáit. Ugyancsak további kutatásokra ser
kentő gondolat a dekompozíciós módszereknek a gazdasági rendszerelmélettel
való összekapcsolása [ 15].
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T(EMENY, J. G.-SNELL J . .L.-THOMPSON.
G. L.: A modern matematika alapja·i. 
Budapest, 197 l. 1\/füszaki Könyvkiadó.
498 o.

A három amerikai szerző művének ere
det.i címe: Introduction to finite mathema
tics. A mű első amerikai kiadása 1957
januárjában jelent meg. Az első kiadás
előszavából idézem a következőket:

,,A főiskolai tanulmányok matematikai
anyaga az első két évben rendszerint az
n nalfz is és az azt előkészítő anyagrészek.
A Dartmouth College matematikai tan
székei11 néhány évvel ezelőtt elhatároztuk,
hogy új típusú bevezető előadást kísérle
tezünk ki, arnelvet a hallgatók a hagyo
mányos előadások mellett választhatnának.

8,.ándékunk az volt, hogy n hallgatók
k orán nwgisrn,'1·lrndjenok a modern mate
ma.r.ika bizonyos alapfogalmaival. Bár
onn--k keretében elsősorban matematikát
akart.unk tanítani, elhatároztuk, hogy a
tunanyagba, biológiai és társadalomtudo
mányi 11.I ku.lmazáaokat is fel veszünk és így
olyan né,.őpontot biztosítunk, amely ti,
mat.emu.Lik n. alkalmuzása.it tckiru.ve külön
bözik 11 ~zokásostól, vagyis a.tt.ól, amely
olsősorban a, fi,.ikára van tekintot.tel.

1h. ÍGt fol vázolt előadás megtervezésekor
úgy láttuk, hogy erre nincs alkalmas i.an
könyv, ezért clha.tároztuk, hogy írunk ilyen
könyvet."

Sa;,jnálatos Lény, hogy ez a munka csak
l G évvel uz amerikai megjelenés után jutott
ol ,t magyar olvasó kezébe. Nyilvánvaló,
hogy a, t.,ir~ttrlalorntudományok materna
ti ka i problémáival foglalkozó szakirodalom
o másfél évtized alatt könyvtárnyi mennyi
ségíí kötettel bővült, s jelentős mértékben
fojlődülL a szakterület didaktikája is.
Éppen ezért az előszó utalása a könyv
újszerűségére - melyet idéztem. - az
akkori állapotot jellemzi, nem pedig a
jelenlegit. A munka szerencsés ősszeállítá
sáru., világos és sz.lnvona.las tárgyalásmód
jára jellemző, hogy hazai kiadása az emlí
tett késedelem ellenére még mindig aktuál.is

volt. Igaz ugyan, hogy hazai közgazdász
képzésünk ma már eléggé gazdag a külön
féle matematikai diszciplínákat (valósz ínű
ségszámítás, lineáris algebra, mátrixszé.mí
tás, gráfelmélet, stb.) ismertető szakiro
dalomban, szűkében vagyunk azonban az
olyan jellegű tankönyveknek, amelyek
összefoglalóan, színvonalasan és közérthe
tően tárgyalják a matematikának mind
azokat a fejezeteit, amelyekre a közgaz
dásznak, az operáeiókutatónak, vagy szo
oiológusnak szüksége lehet.

Nos, a Dartmouth College professzorai
által összeállított tankönyv éppen ilyen
munka és elsősorban a gyakorlati szak
emberek igényeit tartja szem előtt. Ezen
nem azt értem, hogy a közölt definíciók
és bizonyítások nem eléggé szigorúak,
hanem azt, hogy a könyv inkább a köz
érthető magyarázatok ra és a kidolgozandó
példákra helyez súlyt, nem pedig a csak
rnatematikust érdeklő tételekre és azok
bizonyításaira.
A könyv hét részből áll:

I. Osszetett kijelentések
U. Halmazok és részhalmazok

UI. Part.iciók és számlálás
IV. Valószínűségszámítás
V. Vektorok és mátrixok
VI. Lineáris programozás és játékelmé

let
VU. Alkalmazások társadalomtudomá

nyi problémákra
Az I. rész jó áttekintést ad a matema

tikai logika alapozó fejezetéről, a kijelentés
kal ku lusról.

A II. rész a halrnazalgebrába nyújt
bevezetést, feltárja a halmazok és kijelen
tések közötti összefüggést, ismerteti a
Venn-diagramok felhasználásának módját,
valamint a kettes számrendszer lényegét.
Egyik különösen érdekes fejezete e résznek
a ,,Szavazó koalíciók" című. Ebben a feje
zetben a szerzők a döntéshozó testületeken
belüli erőviszonyokkal, szavazásokkal fog
lalkoznak.

A UI. rész a partieiókkal, vagyis hal
mazok diszjunkt részhalmazokra való fel-
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osztásával foglalkozik, de az olvasó a kom
binatorika alapfogalmait: a permutációkat
és kombinációkat is megismeri ebben a
részben. Egy ,.Szavazási hatalom" e. feje
zetben újra visszatérnek a szerzők az előző
részben már említett problémára. L. S.
Shapley és .M. Shubik nyomán megadnak
egy módszert a szavazási hatalom mérésére.

A IV. részben betekintést nyerhetünk
a valósz ínűségszárnítés alapvető fogal
maiba. Megismerhetjük a valószínűség,
a klasszikus valószínűségi mérték, a fel
tételes valószínűség fogalmát, Bayes téte
lét, a nagy számok törvényét, a központ.i
határeloszlás-tételt. Külön fejezet foglal
kozik a szotachasztikus folyamatokban
nagy jelentőségű Markov-láncokkal.

Az V. rész bevezetést ad a mátrix
számításba. Különös érdeme a könyvnek,
hogy a vektorok és mátrixok fogalmát,
valamint az. ezeken értelmezett műveletek
fogalmát magától értetődő természetes
séggel vezeti be. A pormuté.ció-mát.rixok
kal foglalkozó két fejezet betekintést ad
a csoportelmélct.bo. A lineáris egyenlet
rendszerek megolclásával foglalk ozó fejezet
blokkdiagrarnot is bemutat és ozzol mint
egy előkészíti a számítógépi programozás
alapelveinek megértését.

A VI. rész igen szerencsés módon fog
lalja össze a lineáris programozás és a
játékelmélet kapcsolatát. Ez a részt azért
is figyelemre méltó, mert a magyar nyelvű
szakirodalomban kevés a játékelmélet gya
korlati alkalmazásaival foglalkozó mű.
Ennek a résznek lényegeshiányossága,hogy
nem mutatja be a lineáris prograrnoxési
feladatok szimplex módszerrel való meg
oldását, csupán lú.bjegyzet.bcn utal a szer
zőknck egy másik munkájára, arnoly bnn
ez megtalálható. Nem túlzás azt állít,ani,
hogy a lineáris programozás szimplex mód
szere minden rnás módszernél nlkulrnusubb,
hatékonyabb, tárgyr1lását ozérL az ily,·n
összefoglaló jellegű munkákban nem sz.e
rencsés mellőzn i.

A VíI. rész talan a lng6nl1,k<•R1•i>li.
mindcncser ro legközelebb áll a gy,1ko1fal,i
alkalmazá~oklioz. i\lo1<muLatja, hogy ho
gyan lehet hírköz.lési és szociomct.riai
problémákat. mátrix- és <>ráfnlméloti mód-
szerrel ( árgyalni. ,..,

A mátrixa.Jg bra biológiai alka.lmuzűsát.
mutatja be a ,,Sztochasztikus folyamatok
a gonet,íkában" című fejezet. Pszichológiai
alkalmazásba nyerünk betekintést az ERt,es
f~le tanulási modell k.apcsán. A permutá
ció-mátrixok egy szociológiai vonatkozását
mutatják be azok a fejezetek, amelyek
bizonyos primitív társadalmak házassági
szabályaival foglalkoznak. Két fejezet, a
Neumann-féle ,,bővülő gazdaságra" vonat
kozó modellel, valamint, a zazdeeági egyen-

súllyal foglalkozik. Az alkalmazásokról
szóló részt és egyben a könyvet egy szi
mulációval foglalkozó rövid fejezet zárja le.

Valamennyi rész végén feladatokat kö
zölnek a szerzők. Ezeknek megoldása a
tárgyalási részekben közölt mintafeladatok
figyelem.me! kísérése után az olvasónak
remélhetőleg nem okoz nehézséget. Ameny
nyiben több, hasonló elv alapján meg
oldható feladatot is közölnek a szerzők,
ezek közül legalább az egyiknek megoldá
sát is kőzl ik zárójelben. Ugyancsak minden
rész - a feladatok ut.án - irodalomjegy
zéket is közöl az illeLő témakörben elmé
lyülni szándékozó olvasó tájékcz.tat.ásé.ra.

A fordítás Varga Tamás főiskolai docens,
a lektorálás Urbán Janos egyetemi ad junk
tus jó munkáját dicséri. A fordító és a lek
tor Iabjegyvctoin kivül meg !o,11 r-miltcn i
Ruzsu Imrének a lV. részt kiegészítő láb
jcgyzeteit, melyek a mű értékét nem lobe
csülonrlő mértékben ornolik. Sajnos, a
könyv nem mentos a sajtóhibúktól , de
ezek nck szárnu nem jelentős.

A könyv fi0ltehetően jól fogja szolgú.lni
mind a sze1·voz.ott oktaL>is, mind l\7. egyéni
továbbkópzéR iigyét.

i"iCHVCK T'A!VlÁ.·

FORD L. R. JR.-FULK1•:1isoN D. IL Flows 
in networks. l:'rinooton, 1962. 1',·incl'LOn
University Pross.

A könyv a lirw1ii-is progrnm0zt\,s Hlrnó
loi,ének sok h,llyiit,L jól alkalmazhaLó, lilUó

·,.at,i folyamok vagy szállítási típusú föl
adatok névon iRmort fojuwtével foglalko
zik. Bár első kiu.dáRa 10 évvel ezolőU jolont
meg, e témáról logfeljobb eAo.k ezz<-1 ugyen
ér1.ókű könyvet; írtak az. azóLn el Lelt
időbon.

A ldinyv négy fojoz.ct.ből áll.
Az ulső r,-juz,·L a hAlózaLok és h{dózat,i

folyamqlrn.t vnnut,koz.6 logfont.oR,1 bb fogal
mak bovozuLói;;o után 11, n1a,xirn,í.lis folyam
r"·ol,lému. dualitási t;étclöL é;i ü rnogoldására
,.;,.olgáló r'm. c:ímké,.éRi f'ljú.,·ást, ,·,ilumint
11z ul11p111odell néhány 1•gyszei:(i kifi:jl'zését
Lárgyalj,,..

A második foji:z('t ol. 6 folé1wk t,óLoloi
Hziilrnógus és olégsóges foltétdeket 111.lm1.k
különfélu lineáris frltétclokot kielégítő
folyamok létezésére. (l'J. a hálózat bizonyos
pontjai ban levő adott, nagyRágú készletek
ből adot,t nagyAágú igényukeL kielógítő
fo]yam, vagy előírt alsó éA folső kodátokat
kielégítő áramlás létezésének vizsgálata.)
Kihasználva ttzt, hogy a.mennyiben C'gy
maximális folyam probléma pai:umétoro.i
egész számok, akkor van egészs,.ámokból
álló megoldás is, a fejezet második része
az eddigi eredmények alkalmazását Lár-
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gyalja klasszikus kombinatorikus problé
mákra. (Pl. a König-Egerváry tétel, rész
ben rendezett halmazok láncfelbontása,
egy halmaz adott részhalmazainak bizo
nyos feltételeket kielégítő reprezentáns
rendszerei.)

A harmadik fejezet különféle minimális
költ.ségű folyamok konstrukcióival foglal
kozik. Részletesen tárgyalja a szállítási
feladatot, az ún. általános minimális költ
ségű folyam problémáit, valamint az ,,out
of-kilter" algoritmust., Foglalkozik néhány
alkalmazási lehetőséggel is. (PL a kritikus
út módszernél a minimális költségnek az
átfutási idő függvényeként történő meg
határozása.)

A negyedik fejezet elsősorban elméleti
nek látszó témákat tartalmaz. Elsőként
arra ad választ, hogy mi annak a szükséges
és elégséges feltétele, hogy egy kétváltozós
függvényhez legyen olyan hálózat, hogy
a hálózatbeli lehetséges maximális folyam
értékek egybeessenek az adott függvény

értékeivel. A másodikként vizsgált kérdés,
illetve eredmény egy adott hálózat összes
maximális folyamértékeinek meghatáro
zása. A harmadik megoldott probléma:
olyan minimális költségű hálózat meg
határozása, amelynek az egyes pontjai
közötti maximális folyamok nagysága
alulról korlátozva van.

A könyvnek példamutatóan pontos és
világos tárgyalásmódja inellett legfőbb
érdeme, hogy megvalósítja az előszóban
kitűzött célt: a matematikai problémák
megoldására olyan konstruktív eljáráso
kat adni, amelyek hatékony szállítási eljá
rásokként realizálhatók. Bár az alkalma
zási példák jó része kézikönyv szintű, kézi
könyvnél ez megbocsátható.

A hamarosan magyar fordításban is
megjelenő könyv ismerete minden operá
ciókutatással foglalkozó szakember szá
mára hasznos lehet.

STÁHL JÁNOS
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A Magyar Közgazdasági Társaság Matematikai-Közgazdasági Szakosztálya
pályázatot hirdet

Oö v i d VÍ k ö z é p V é s h o s s z ú t á v ú v á ll a l a t i é s 
á g a z a t i t e r v e z é s m a t e m a t i k a i m ó d s z e r e k k e l 

címmel. A pályázatra olyan művek benyújtását kérjük, melyek a matematikai
módszerek konkrét alkalmazásával kapcsolatos tapasztalatokról számolnak be
vagy konkrét tervezési problémák megoldását teszik lehetővé és kozgazdasági
értékelést is tartalmaznak. A pályázati feltételeknek nem felelnek meg kifeje
zetten matematikai módszertani jellegü, az alkalmazás kérdéseivel és köz
gazdasági értékeléssel nem foglalkozó tanulmányok.

PályázaLi feltételek

js A pályázaton mindenki, egyénilng vagy csoportosan, egy vagy több pályamunkával
is részt vehet.

2. A pályaművck terjedelmo a 100 gépelt oldalt nem haladhatja meg.
:3. A pályaműveknek tartalmazniuk kell a felhasznált irodalom jegyzékét.
- S a pályázatra csak még nem publikált munkák nyújthacók bo.
5. a pályázatra egyetemi doktori, kandidűí.uai, vagy akadémiai doktori disszertációk

nem nyújthatók be.
G. A pályaműveket a 'I'érsaság Titkársága (Budapest V., Kossuth Lajos tér 4., 128-089)

veszi át. Beküldési határidő: rn n s március cn s 
7. a pályázat jeligés; az esetleg nem jeligésen érkező pályli:z.aLokaL a Bíráló BizoUsó.g

az értékelés során nem veheti figyelembe.
8. A Bíráló Bizottságot a Társaság Me.t.cuiu.tikai-Közgazduségi f-;zakosztályánalc veze

tösége jelöli ki.
9. a legkiemelkedőbb pályamunkák díjazására a Társaság a kövct.koző díjakn.t tűzi ki:

L db l. díj
2 db JI. díj

10 OOO,- FL
5 OOO,- j t 

10. A Bíráló Bizottság egyes pályadíjakat visazutn.rí.hat, mogosz th u, illetve összovonhut.,
11. Valamely pályadíj elnyerése nem érin Li a szorzói jogokat,

A pályázattal kapcsolatos felvilágosítást a Társaság Titkársága, továbbá
a Matematikai-Közgazdasági Szakosztály titkára (Grmós Zsolt, b 1. Gazdaság
kutató Intézet, Budapest II., KeleLi Károly u. 5/7., 159-240) adnak.

ő a g y a r ü ö z g a z d a s á g i ri; á r s a s á g 
ő a t e m a t i k a i áü ö z g a z d a s á g i 

Gz a k o s z t á l y 
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Az elektronikus számítógépek megjele
nése több tudományágnak új lendületet
adott. Számos gyakorlati probléma, ame
lyeknek megoldására kézi úton vagy asz
tali számítógép segítségével gondolni sem
lehetett, megoldhatóvá vált. Egymás ut.án
jöttek létre új számítási módszerek, hiszen
ezek alkalmazást nyerhettek az. elektro
nikus számítógépek segítségével. Ilyen
problémák és módszerek bőven találhatók
a fizikában, csillagészatban, és - a máso
dik világháború óta - egyre erőteljeseb
ben a közgazdaságtudományban is, Ezek
nek a gyukorlabi problémáknak a meg
oldási kísérletei azután visszahatottak ter
mészetesen magára a matcmat.iké.ra is, új
matematikai. fejezeteknek vetették meg az
alapjait. A matematika számos - ma már
k lasszikusnak tekintett - területe (d i ff e  
renciál- és integrálegyenletek elmélete,
a variációsxérnítás és magának a klasz
s zi k u s analízisnek nagy része) fizikai prob
lémákból nőtt ki, nem is beszélve a való
sz.ínűségsvrimítéeról és a matematikai sta
tisztikáról, amelyeknek gyakorlati jelentő
sége közismert.

A gyakorlat igénye azonban újabb és
újabb feladatok elé állította a szakembere
ket. Az utolsó 30-40 évben jött létre,
illetve van kifejlődésben a játékelmélet,
a lineáris és nem lineáris programozás
elmélete, a s t a tsi s z tsi k a si döntéselmélet, t t 
rendszerelmélet és több más kutatás, terü
let. Ezek hátterében már nem o, fizika,
hanem nagy súllyal a lcözgazdaságt.udo
rnány, és a közgazdasági gyakorlat prob
lémaköre áll.

Ma m á i · a közgazdászok számára í rt e 
magas szintíí materna.tikai eszközöket fel
használó, szakkönyv-irodalom egész könyv
tárat tölt ki, amihez hozzá kell vennünk
az évről évre bóvülő rnatematikai-közgf1z
dasági szakfolyóiratok sorát is. Egyre nehc
zebb át.tekiritést nyerni a különböző köz-

ga,z<lasági problémákról írt és komoly
matematikai eszközöket felhasználó cik
kekről és tanulmányokról.

Ha a közgazdászképzésben korszerű
matematikai programokat akarunk össze
állíte.ni, akkor a fenti általános képből kell
kiindulnunk.

Arni a közgazdaságtudományt illeti, a
matematikai eszközök használhatósága és
felhasználása tekintetében a következő
területek foglalkoztatják legjobban a kuta
tókat:

a) inforrnáoiószervez ési és rendszerszer
vezési problémakör,

b ö a modellalkotási problémakör,
e ö a modellek megoldásához vezető

matematikai módszertani terület és végül
d) a programtervezési terület, amely

lehetővé teszi, hogy az elkészült modellek
számítógépre kerüljenek és megoldhatók
legyenek.

A felsorolt területek egyike sem olyan,
hogy ott valamiféle ,,reoept"-gyüjtemény
nyel célhoz lehetne jutni. ( Ezeknek a
,,recepteknek" ugyanis se szeri se száma).

Ez azt jelenti, hogy a közgazdászképzés
ben a fent említett területek mindegyikén
mindenekelőtt olyan általános megalapo
zást kell adni, hogy a közgazdászok képe
sek legyenek olvasni és megérteni a munka
területükhöz tartozó szakirodalmat, fel
ismerjék azok alkalmazhatóságát a, saját
területükön, illetve képesek legyenek olyan
változtatásokat önállóan végrehajtani, ame
lyekkel használhatóvá válik a szóban forgó
modell, vagy módszer.

Csaknem valamennyi cikk és tanulmé.ny
a következő matematikai tárgyak alapos
ismeretét tételezi fel: lineáris algebra, ana
lízis. valósz ínűségszé.rrríté.s, differenciál
egyenletek. A matematikának ezek a feje
zetei. tehát nélkülözhetetlenek a korszerű
közgazdász alapképzésben. Ezeknek az
alapismereteknek az elsajátítása után k,,_

1 T cikkhez, amely a szerző és a szerkesztőség szerint nem merttct.te ki a témát,
várjuk az olvasó hozzászólását.
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rülhet, sor a lineáris és nem lineáris progra
mozás, a matematikai statisztika, a szto
chasztikus módszerek, a sorbanállási prob
lémák, a játékelmélet, a numerikus mód
szerek stb., azaz az alkalmazáshoz igen
közelálló fejezetek ismertetésére. Itt nem
térek most ki a szoros értelemben vett
számítástechnikai targyalcre., amelyek ok
tatása az említett matematikai tárgyakkal
nagyrészt párhuzamosan folyhat.

Világos azonban az, hogy nem egyforma
súllyal kell minden közgazdász hallgatónak
a felsorolt matematikai tárgyakat tanulnia.
Ez függ a választott szaktól, a szak mate
matika igényétől. Jelenleg a közgM.dász
hallgatókat (a, tanárszakosok kivételével)
két nagy csoportra osztjuk. Az első cso
portba a vállalati szakirányú képzést nyerő
ún. mikroszakos hallgatok sorolhn.tók, míg
a másikba a népgazdasági tervező-elemző
szakosok, az ún. rnakroszakos hallgatók.
a z előbbiek képezik a hallgatók nagy több
ségét. Az utóbbiak létszáma az elkövet
kező években várhatóan 100 körül fog
mozogni. A Marx Károly Köz.gazdaság
tudományi egyetemen kialakított képzési
koncepció szerint a népgazdasági tervező
eler.iző szak (amelyből a harmadik évben
Jedlik egy kislétszárnú matematikus-köz
gazdász szak, a többi képezi a gazdaság
politikai szakot) alkotja az egyetem mate
matikaigényes szakát 5 éves képzési idővel.
A mikroszukosok 4 éves képzési idejéből
az első két évben szerzik meg az előbbiek
nél lényegesen kisebb matematikai isme
reteiket. A második évtől kezdődően (ekkor
válnak el a rnikro- és makroszakosok)
a matematikai tanszék a két szak irány
számára erősen eltérő programokkal dolgo-

zik. Minthogy a vállalatok is egyre nagyobb
számban igényelnek matematikailag jól
képzett közgazdászokat, ezért a jövőben
a rnikroszakosokból (a második évtől kez
dődően) leválik egy kb. 20 fős csoport,
amelvik a matematikai és számitástech
nikaiképzésbcn a ma.kroszakosok program
jai szerint tanul.

A közgazdászképzésben a matematikai
oktatásnak kettős szerepet kell betöltenie.
Egyrészt meg kell adnia azokat az alapo
kat, amelyeket bármelyik közgazdaaági
szak korszerű tananyaga feltételez, más
rész t egyes szakok esetében (főleg a makró
szakokon) olyan mély rna.ternut.ika.i mód
szertani ismereteket kell nyújtania, ame
lyek a közgazdaság i modelltervezőknek,
számítástechnikai programtervezőknek
(kb. 5-10 évre előrcLekintve) nélkülözhe
tetlenek. Az pedig az -~gyetern Tovább
képző Intézetének egyik föladata lesz, hogy
a végzett közguzdáazok álta.lános és spe
ciáli» szak tudásé.t korszerű szinten tartsa.

Ha tehát a matornatika:i tansvék leg
alábbis tanunyagé.ban a nemzetközi szín
vonalon akar maradni, akkor a font kör
vonalazot.t alapon koli állnia.

A matematika helyének megít.élésc a
küzgazdászképzésiJen claősorba.n a közgaz
dászok föladata. E téren rné:->: - tudomá
som szerint - nem egységes az álláspont.
Egyet azonban világosan lehet látni: a
nagy LcljcRítményíí S1/,árnítógépok cltorjo
désévol a közga,,daságl,udomány is egy
erősen rn,·ggyorsult vúitczűson n,ogy át
és e bbe n a ma.Lernut.iku.i eszközük szerepe
napról napra fokozódik.
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A Számítástechnikai Oktató Központ
a számítástechnikai program megvalósításáért

Alig húsz évvel ezelőtt még csak öt,
ma viszont már több, mint 12-5 ezer szá
mítógép dolgozik a világon. Japánban fél
évenként 1000 számítógépet állítanak
üzembe. Hazánkban jelenleg mintegy 150
számítógép dolgozik. Az utolsó évben 30
számítógéppel növekedett az állomány,
s 1975-ben - a program szerint - számuk
eléri a 400-at.

A Minisztertanács ál.tal 1971 novemberé
ben jóváhagyott program a számítás
technika alkalmazását a IV. ötéves terv
időszakában 7 milliárd forint beruházással
alapozza meg. Az állami költségvetés - az
alkalmazás fejlesztéséhez - 1,4 milliárd
forint összeget bocsát rendelkezésre és
- a vállalatok saját erőforrásain felül -
4 milliárd forint hitelkeret áll rendelke
z ésre.

A komplex program, amely az 1971-85
közötti időszakra vonatkozik, tarte.lmazza
a hazai számítógépgyártás, alkalmazás és
kutatás feltételcit., továbbá a szocialista
integrációval és a szakemberek képzésével
kapcsolatos feladatokat. . .

A azamítástechnikai program a IV. öt
éves terv legjelentősebb központi fejlesz
tési programjai kö.r.é tartozik. A kormány
huté.rozat ,,zöld utat" nyitott a svá.mítúe
technikai eszközök és berendezések hazai
gyártásának meggyorsításához és szélesebb
körű al kalmazésához.

Számítástechnikai szakemberképzés

A szAmításto .hnikui program megvaló
sításának egyik legfontosabb föltétele - a
számflógépek gyártása és alkulmazásba
vétele mellett - a szellemi háttér biztosí
tása. Mivel a számítástechnikai program
fokozott követelményeket lámaszt a szak
emberképzéssel szemben, uz új számítás
technikai szakemberek (rcnriszerszervozőlc,
folyamatszorvozök, oporációkutatók, szá
mítógép kezelők, programozók, műszakiak)
tömegére van szükség. A szakemberek
hiánya egyrészt jelentős mértékben korlá
tozza a nagy erőforrásokat lekötő számító
gépek, berendezések hatékony felhaszná
lását és kihaszuálását., másrészt a fokozódó
kereslet következményeként túlzott mér
tékű munkacrővándorlást is eredményez.
Az állami költségvetésből a számítástech
nikai alkalmazás fejlesztésére előirányzott
1,4 milliárd forint összegnek mintegy felét
az oktatás fejlesztésére, a szakemberek
képzésére kell fordítani.

6 Szigma

A számítástechnikai szakemberképzés
- hazánkban éppenúgy.rnint világszerte -
intézményes oktatási rendszerben és tan
folyami rendszerű képzési formában folyik.
A szakember szükséglet fedezésére az
elmúlt évek folyamán mind az intézmé
nyes oktatás, mind a tanfolyami rendszerű
képzés területén jelentős erőt fordítottak.

Intézményes és tanfolyami rendszerű
számítástechnikai oktatás

A Művelődésügyi Minisztérium sokat
tett az intézményes számítástechnikai
oktatás beindításáért és kiszélesítéséért,
számítógépeket és egyéb eszközöket szer
zett be, oktatási bázisokat létesített.

A számítástechnikai program. tehát nem
hagy ta érintetlenül az intézményes (közép
és felsőfokú) oktatást. A szé.mitéetechnikai
oktatási koncepciót az intézmények széles
köre dolgozta ki. A koncepció kialakítása
kor figyelembe vették a számítástechnikai
oktatás céljait, a szóban forgó intézmények
oktatási rendszerét, szakterületét és ennek
megfelelően módosították a tanterveket.
A koncepció kidolgozását és a tantervek
módosítását természetesen szervezeti vál
tozások is követték. Számítástechnikai,
folyamatszabályozási, automatizálási, ki
bernetikai tanszékek alakultak, új tantár
gyakat ( szabályozásteeh ni lm, vezérléstech
nika, digitalis technika, számítógépek prog
ramozása), új tematikákat dolgoztak ki és
vezettek be.

E[\"yre több főiskola és egyetem (pl. a
Pénzügyi és Számviteli Főiskola, a Kandó
Kálmán Villamosipari Műszaki Főiskola,
a Bánki Donát Gépipari Műszaki Főiskola,
a Kecskeméti Gépipari és Automatizálási
Műszaki Főiskola, a Kazincbarcikai Felső
fokú Vegyipari Gépészeti Technikum, a
Marx Károly Közgazdaságtudományi Egye
tem, a Budapesti Műszaki Egyetem, a Sze
gedi József Attila Tudományegyetem) kap
csolódik be a számítástechnikai szakembe
rek képzésébe. A középiskolai számítas
technikai oktatás elsősorban a számítás
technikai kultúra megalapozását szolgálja.
A főiskolák számítástechnikai oktatása
alapvetően rendszerszervezők és számító
gépet üzemeltető, karbantartó üzemmér
nökök képzésére irányul. Itt az oktatási
programba elsősorban a mérnöki számítá
sok, a közgazdasági és ügyviteli adatok
számítógépes megoldását, feldolgozását,
továbbá a termelési műveletek paraméterei
nek számítógépes vezérlését, szabályozását
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és optimalizálását építették be. Az egye
temi oktatás viszont elméletibb jellegű
számítástechnikai képzést nyújt, amely a✓,

alapkutatásokra és a fejlesztési kutatásokra
irányul.

A tanfolyami rendszerű oktatás első
sorban valamely területen a gyakorlati
munka ellátásához szükséges számítás
technikai ismeretekkel látja el a hallgató
kat. Számítástechnikai tanfolyami képzést
elsősorban a Számítástechnikai Oktató
Központ (SZÁMOK), a Pénzügyminiszté
rium Szervezési Intézete és egyes Számító
központok folytatnak.

A SZÁMOK a számítástechnikai program
megvalósításáért

A két évtizedes múltra visszatekintő
tanfolyami képzés - a számítástechnikai
eszközök típusának, mennyiségének és
alkalmazási körének megfelelően - jelen
tős változáson, fejlődésen ment keresztül.
A hatvanas évek közepéig - az akkori
technikai szintnek és igényeknek meg
felelően - lényegében csak lyukkártya
rendszerű képzés (szervező, programozó,
gépkezelő, műszerész) folyt, amely kiter
jedt a7, országban üzemelő valam nnyi gép
típusra. (A középgépes szakemberek kép
zése korábban nem volt része az oktatási
programnak. Kezdettől - 1959-től -
fogva a Pénzügyminisztérium Szervexési
Intézete képezte a középgépes szakembe
reket.)

A lyukkártyagépes tanfolyamokat - az
első években - 250-:100 hallgató láto
gatta. Ez a szám az 1960-as évek elejére
már 800-1000-re növekedett. 1968-ig a
lyukkártyagépes szakemberképzés szerve
zetileg a Központi Statisztikai Hivatal
keretében működő Országos Ügyvitel
gépesítési Felügyelet (0 ÜF) Okt(Ll;ási Osz
tályához tartozott, s ebből az oazbályból
létesült az Oktató Központ.

Az Oktató Központ kezdetben 15-20
fős apparátussal dolgozott és 250 -:mo
óraadó számítástechnikai szakember segí
tette munkáját. Az oktatást gyakodatilag
a külső óraadók, elismert hazai. szakembe
rek végezték. Az apparátus - létszámánál
fogva - csak a tanfolyamokkal kapcso
latos előkészítési, szervozési és irányítási
teendőket, a vizsgáztatással járó feladato
kat láthatta el.

A számítástechnikai képzés iránti igény
- a számítógépek szélesebb körű elterje
désével - évről évre fokozatosan növeke
dett. Az ötvenes évek 250-300 fős hall
gatói létszámával szemben 1965/66-ban
már 1500 fő, 1969-70-ben 2200 fő,
1970/71-ben pedig 7280 fő fejezte be a

tanulmányait, az elmúlt oktatási ,évben
pedig 8153 hallgató látogatta a SZAMOK
tanfolyamait.

A tanfolyami rendszerű. szakemberkép
zés fejlesztése végett az Országos Műszaki
Fejlesztési Bizottság és a Központi Sta
tisztikai Hivatal oktatási koncepció, mód
szer és tananyag licencet vásárolt a Control
Data Corporation (CDC)-től. A licenc
vásárlás a számítástechnikai előadók kép
zését, oktatási segédletek (tananyagok,
könyvek és jegyzetek, továbbá filmek stb.)
biztosítását szolgálja. A szerződés hét évre
szól. A CDC ellátja az előadók folyamatos
továbbképzését, az átadott módszerek,
anyagok, demonstrációs eszközök világ
színvonalon tartását. Az Oktató Központ
szervezeti kereteit a megnövekedett fol
adatokat figyelembe véve 1970-bcn kibőví
tet.ték és 45 főállású előadót vettek fel.

Az előadók több hónapos (4-től 8 hóna
pig terjedő) k~1nést k_apta.k - ,az oktatási
licenc-szerződ es alapjé.n - fi rankfutban
a CDC-nól. A fiatal előadók az 1.971/72-es
oktatási évben már bekapcsolódtak a szá
mítástechnikai szakemberek képzésébe.

Az Oktató Központ fejlesztése, a főállású
előadók alkalmazása és 11z oktntáai licenc
vásárlása már érezteti haLó.s1tt a tanfolyami
roudszerű számítáetechuiku.i képzésben és
továbbképzésben.

A fiatal előadók - a CDC képzés és
anyagok felhasznüléaé.va.l -- kidolgozták
és továbhfejlesztotték 1.i tanfolyamok torna
t,ikáit. Az egységes képzést és korszerű
módszor-tan i elvek alkalmazéaé.t, biztoaító
előadói kézikönyvek összeállítása, oktatási
segédeszközök (diák, Irásképvctítési anya
gok stb.) kész ítéso pedig rnuglrnzdődött,.
E tevékenység eredményeként; az oktatési
rondszcr, az elóudások folépítöso és tar
talma egységesebbé vált. Az előző okta.tási
években - 250-J00 külső előadó alkal
mazása mellet.t - egységes oktató.Ai elvek
és módszerek tcrmészotezorűtcg kevésbé
érvönyeeülhebtck. (Megjegyo1/.zük azonban,
hogy a tanfolyami olctatás nyilvánvalóan
,l jövőben som nélkülözheti a legjobb gya
korlati szakemberek osot.onként.i alkalma
·,.1isát;.) Változott o. hullgatók vizsgáztatási
rendszere is, ezzel a hallgatók fellcész ül t
sógénck rcál isabb megítélésére és össze
hasonlító értékelésére nyílt lehetőség.

A számítástechnikai program és annak
végrehajtó.ea természetesen nem korláto
zódik Budapeatre. A tanfolyumi képzés
vidéki bázisai fokozatosan kiépülnek. Az
Oktató Központ irányítása ale.tt az elmúlt
oktatási évben hat városban (Miskolcon,
Debrecenben, Szegeden, Szolnokon, Pécsett
és Győrött) alakultak ki a Területi Oktatási
Egységek, amelyek a vidéki számítástech
nikai tanfolyamok előkészítésével, szerve-



TUDO}L-Í.NYOS ÉLET 179

zésével és lebonyolításával kapcsolatos fel
adatokat látják el. A regionális képzés nem
korlátozódik az említett hat városre.. Más
vidéki városokban (Ózdon, Dunaújváros
ban, Székesfehérvárott stb.) szintén folyik
számítástechnikai képzés az Oktató Köz
pont szervezése és irányítása alatt. A regio
nális képzés előretörését és méreteit jól
jellemzik a.z elmúlt év adatai. A 219 tan
folyami csoportból 98 (45%) és a 8153
hallgatóból :1250 (38%) vidéki városban
szervezett tanfolyamhoz tartozott.

Jelentős súlyuk van a vállalati meg
rendelés alapján szervezett tanfolyamok
nak. A szerződéses tanfolyamok száma az
előző évekhez viszonyítva jelentősen meg
növekedett. A vállalati tanfolyamok és hall
gatóik az összes tanfolyamok 49, illetőleg
37%-át képviselték. A szerződéses tan
folyamok iránti érdeklődés a számítás
technikai program végrehajtása kapcsán
(a számítógépek elterjedésével a népgazda
ság különböző ágazat.aibe.n) a jövőben
- várhatóan - még tovább növekszik.

A vezetők, a műszaki-gazdasági szak
emberek is egyre határozottabb érdeklődést
mutatnak a számítástechnikai ismeretek
megszerzése Í;'ánt. Néhány évvel ezelőtt
még kettő, a múlt évben már 15, ebben
az oktatási évben pedig 28 ,,S.r.ámítógép
és Vezetés" című tanfolyam szolgálta a
vezetők számítástechnikai továbbképzését.

Az 1972-es oktatási év tavaszi továbbképző
és speciális tanfolyamai

A számítástechnikai szakemberek kép
zését az oklevelet nyújtó tanfolyamok szol
gálják, melyek alapképzettséget adnak.
Habár a,z alupképzést nyújtó tanfolyamok
tematikájukban alkalmazkodnak a válto
zásokhoz, a fejlődéshez, az új módszerek
alkalmazású.hoz szükséges ismeretek széles
körű terjesztését a követelményeknek meg
felelő gyorsasággal nem szolgáltatják. Ez
a felismerés vezeti az Oktató Központot,
amikor a továbbképző és speciális tan
folyamok típusainak, számának növelésé
vel, színvonaluk emelésével oktatási prog
ramját gazdagítja.
. A továbbképző és speciális tanfolyamok
iránti érdeklődés a számítástechnikai szak
emberek körében egyre fokozódik. Ezt tük
rözi, hogy az elmúlt oktatási évben - az
előző évhez viszonyítva - 195%-kal emel
kedett a különböző továbbképző és spe
ciális tanfolyamok hallgatóinak száma.

Igen népszerűnek és színvonalasnak bi
zonyultak az elmúlt oktatási évben meg
rendezett továbbképző és speciális tan
folyamok. A számítástechnikai szakembe-

6*

rek továbbképzését 12 különböző témájú
tanfolyam szolgálta. _

A tanfolyamokon - a SZAMOK munka
társai mellett - elismert hazai és neves
külföldi szakemberek, világcégek képvise
lői tartottak előadásokat.

A számítástechnika legújabb eredmé
nyeit és módszereit a következőkben fel
sorolt Továbbképző és speciális tanfolya
mok ismertették:

Az automatizált adatfeldolgozás ellen
őrzése
Bibliográfiai adatok tárolása és feldol
gozása számítógéppel,
Digitális szimuláció,
Döntési táblázatok,
File-szervezés,
Halóstervezési módszerek gyakorlati
alkalmazása,
List processing
Operációkutatási eset.tan ulmányok,
Operációs rendszerek,
Számítóközpontok vezetése és szerve
zése,
Távadatfeldolgozás,
Time sharing.

Az Operációs rendszerek című tanfolyam
nak, amelyre több világcég (IBM, ICL,
CDC, SIEMENS, UNIVAC) elküldte kép
viselőjét, külföldön is kedvező visszhangja
volt. Az automatizált adatfeldolgozás ellen
őrzése című tanfolyam újszerű tematikájá
val lepte meg a szakembereket.

Az 1972. őszi program változatosságával
és újszerűségével minden eddigi sorozatot
felülmúl. A szakemberek megtalálhatják
az érdeklődési körükhöz tartozó tanfolya
mokat.

Szeptember 4. és november 24. között
a következő 11 továbbképző és speciális
tanfolyamot rendezi meg az Oktató Köz
pont:

Gz á m iit á s t e c h n i k a a z á l l a m i g a z g a t á s b a n Ai 
(IX. 4-5.). A tanfolyam - az államigaz
gatási információs rendszer fejlesztésével
összhangban - olyan számítástechnikai és
alkalmazási ismereteket, nyújt, amelyeket
a résztvevők mindennapi munkájuk során
hasznosíthatnak.

Gz á m í t ó g é p é s v e z e t é s (IX. 4-15 és IX
18-29.). A tanfolyam átfogóan ismertet.i
a korszerű számítástechnika bevezetésé
nek, alkalmazásának feltételeit és módsze-
reit a vezetésben. ·

( á o od ac j e l d o l o o z á s (IX. 4-8.). A tan
folyam betekintést nyújt a távadatfeldol
gozási rendszerekbe hardware és software
megközelítésben, továbbá széles körű is
mertetést ad a hazai felhasználási lehető
ségekről és eredményekről.

O o m o g r a m o k a l k a l ma z á s a a k ö z g a z d a s á g  
t a n b a n (IX. 6-8.). A tanfolyam átfogó
képet nyújt a, nomograrnokról, azok fel-
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használási lehetőségeiről és alkalmazási
területeiről.

Az automatizált adcüjeldoloozá« ellenőr
zése (IX. 11-22.). A tanfolyam az auto
matizált adatfeldolgozás ellenőrzési problé
máinak és módszertani alapelveinek ismer
tetésével foglalkozik.

Operációkutatási proqrarncsomaqolc (IX.
11-16.). A tanfolyam a Magyarországon
installált nagyobb számítógépek operáció
kutatási programcsomagjainak, valamint
e• nagyobb számítógépgyártó cégek operá
ciókutatási programcsomagjainak ismer
tetését, szolgálja.

Seániiástechriika a;; ríllamigazgatúsban .TI.
(IX. 25-29.). A tanfolyam átfogó képet
ad a számítástechnikai eszközök és mód
szerek alkalmazási lehetőségéről különös
t.okin tettel a Számítástechnikai Központi

Fejlesztési Program államigazgatási fel
adataira.

File-szervezés (X. 23-27.). A tanfolyam
a különböző típusú file-ok kezelésével és
szervezésével foglalkozik. Atfogó képet
nyújt az egyes file-szervezési eljárások cél
szerűségéről és feltételeiről.

Közvetlen mágneses adatrögzítési és optikai
leol-va.súsi eijártisok: (XI. 13-17.). A tan
folyam a hazánkban kevésbé ismert kor
szerű módszereket mutatja be, é8 isrnerteti
a hazai és külföldi gyakorlatot is.

Gazdaeáqi. rendszerrnodellezés (XI. 20-
24-.). A tanfolyam betekintést nyújt a
matematikai modellezésbe, a modellszer
kesztésbe és a szárnítógépes rendszorrnodel
lczésbe.
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