SZIGMA
Matematikai kozgazdasigi folybirat

A Magyar Kozgazdasagi Tarsasag Matematikai-Kozgazdasagi
Szakosztalydnak lapja

Szerkeszti:

MARTOS BELA

z

Tédrsszerkesztb6k:

ANDORKA RUDOLF, BAGER GUSZTAV, BOD PETER, PONGRACZ TIBOR

Szerkeszt6 bizottsdg:

AUGUSTINOVICS MARTA, BACSKAY ZOLTAN, BEKESI GABOR, BOD PETER, BRODY ANDRAS,
DOBO ANDOR, BELTETO ODON, FORGO FERENC, GANCZER SANDOR, GYIRES BELA,
HALABUK LASZLO, HEPPES ALADAR, HOSSZU MIKLOS, KADAS KALMAN, KORNAT JANOS,
KREKO BELA, MESZENA GYORGY, ORMOS ZSOLT, PREKOPA ANDRAS, SEBESTYEN JANOS,
SOLYOM CSABA, STAHL JANOS, SZAKOLCZAT GYORGY, SZEP JENGO, TARDOS MARTON (elndk),
THEISS EDE, TOTH JOZSEF, ZIERMANN MARGIT

E 8z6m szerzdi:

Axporka Ruporr, Kozponti Statisztikai IHivatal, Dancs I[stvAN, kandidatus, az
Orszdgos Tervhivatal Tervgazdasigi Intézete ondlld csoportvezetGje, FENvyes TAamAs,
kandidatus, az MTA Matematikai Kutatd Intézete fOmunkatfrsa, HuNnvapr LAszro,
Orszfigos Tervhivatal Tervgazdasigi Intézete, KApas SANDOR, egyetemi hallgaté
Marros Bfra, kandidatus, az MTA Kozgazdasiagtudoméanyi Intézete tudomdényos
csoportvezetje, SArt JOzsEr, a Magyar Nemzeti Bank Kozgazdasigi Féosztaly osztaly-
vezetGje, SimoNoviTs ANDRAS, az MTA Kozgazdasigtudomanyi Intézete tudoményos
segédmunkatirsa, SivAk Jozsur, az Orszigos Tervhivatal Tervgazdsagi Intézete el6ado-
ja, Szaxorczar Gyoray, az INFELOR = Rendszertechnikai Viallalat osztalyvezet6je,
Szeaepy MIkLos, a Kozponti Statisztikai Hivatal féeladéja.

SzerkesztGség: 1361 Budapest, Miinnich Ferene u. 7.

Terjeszti a Magyar Posta. El6fizetheté béarmely postahivatalndl, a kézbesitéknél, a

Posta hirlapiizleteiben és a Posta Kozponti Hirlap [roddnal (KHI 1900 Budapest V., J 6zsef

nador tér 1.) kdzvetleniil vagy postautalvianyon, valamint dtutaldssal a KHI. 215—96162

pénzforgalmi jelzbésziméra. Egyes példdnyok beszerezhet6k a 105656 Budapest V.,
Bajesy-Zsilinszky ut 76. sz. alatti hirlapboltban.

El6fizethets és példanyonként megvdsirolhatd: az AKADEMIAT KIADO-nél, 1363 Bu-

dapest V., Alkotmdany u. 21. Telefon: 111—010. Pénzforgalmi jelz6szdmunk: 215—11488, és

a AKADEMIAT KONYVESBOLT-ban, 1368 Budapest V., Vici utca 22. Telefon: 185—612.
Eléfizetési dij egy évre: 40, — Ft



K4ipas SANDOR— SzZAKOLCZAT GYORGY

A beruhizis és a technikai felszereltség optimalis
novekedési iiteme

Az a munka, melyrdl ez a tanulmany szamol be, szerves kapcsolatban all
az optimélis beruhézds probléméjival foglalkozé kiilfsldi eredményekkel,
ralamint sajit korabbi vizsgdlatainkkal.

Az emlitett kordbbi kilfoldi kutatdsok (vo.: [2] [3], valamint az ott megadott
irodalom) leegyszertisitett modellbdl indulnak ki. Feltételezik, hogy a termelés
és az alldeszkoz allomany azonos és az id6ben valtozatlan iitemben nivekszik,
aminek folytén a tékekoefficiens is konstans; hallgatélagosan feltételezik, hogy
a helyettesitési rugalmassig egységnyi, és igy a modell csak a Cobb —-Douglas
esetre vonatkoztathatd; a netté termelés elemzésébdl indulnak ki, vagyis elha-
nyagoljak az amortizdciét és a javitdsi koltségeket; végiil feltételezik, hogy a
miszaki fejlédés és a beruhdzas fiiggetlenek egymdastél, vagyis nem veszik
ficyelembe az un. megtestesiilt miszaki fejlédést, melynek érvényesiilése
tjabb alléeszkozok létesitését tételezi fel. Az eredmények ennek ellenére jol
kozelitik a valésagot, és a ])Cn/,iigrvi szabalyozérendszer konzisztens elméleti
megalapozdsit is lehet6vé teszik (vo.: [6] [8]). A valdsag és az elméleti eredmé-
nyek elég nagy mértéki osszhangja ellenére célszerfinek latszik a modell tovdbb-
fejlesztése, és a korlatozé feltételek legaldbb egy részének a felolddsa. Az ezzel
kapesolatos munka elsé eredményeit mdr kordbban publikdliuk [1] [7] [10].
Az ebben a koriabbi munkdiban alkalmazott modell szamolt az alldeszkoz-
allomany és a termelés novekedési iitemének eltérésével, és igy a tékekoefficiens
esetleges iddbeli csokkendsével vagy novekedésével. Lehetdvé tette az egység-
nwto] kiilonbozG, bar konstans helyettesitési rugalmassag figyelembevételét,
és ioy az elemzésnek a CES esetre valé kltOP]e&X?tLth A nett6 termelés helyett
az amortiziciét és a ](LVlt‘th koltséget is magaba foglald hozzaadott érték elem-
76s6bdl indult ki, és igy lehet&vé tette e tonywok hatasanak kifejezett figye-
lembevételét is. Ugy anakkor azonban tc]je\en elhanyagolta a mfiszaki fejlédés
és a beruhdzas koslesonos kapesolatait, vagvis abbdl a ]mllga,t(')]ag()s feltételezés-
b6l indult ki, hogy az Gin. megtestesiilt mfiszaki fejlédés iiteme zérus.

A modell felhasznalasaval bizonyitani lehetett, hogy ilyen feltevések esetén
az dlldeszkoz-allomdny novekedési iiteménel: minden redlis esetben egyértelmiien
meghatdrozhaté optimuma van, mely egy véges idGszak fogyasztisinak egyér-
telmtien meghatirozhaté maximumara vezet. A beruhazési folyamat optiméa-
lisa ezek szerint elvben tisztin gazdasiei kérdés, és nem a foly6 fogyasztis

! Bz a cikk az Orszagos Anyag- és Arhivatal, valamint az INFELOR Rendszertechni-
kai Vallalat kiaddsaban megjelent részletes t,anulm&ny [9] anyagin alapul. Az itt kifej-
tettek a szerz6k személyes nézetei, és nem sziikségképpen azonosak a fenti szervek 4llas-

pontjaval.
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ezzel jar6 korlatozasaval kapesolatos politikai, tarsadalmi vagy erkélesi meg-
gondolasok fiiggvénye A modellbdl a kiilonb6z6 novekedési tényezdk viszony-
lagos szerepére, az arpolitikira, és a fejlesztés finanszirozdsara vonatkozé
tovabbi kovetkeztetések voltak levonhatok.

A most ismertetett kutatds célja ennek a vizsgdlainak a tovabbfejlesztése: elsG-
sorban a miszaki fejlédés és a beruhdzds fiiggetlenségére vonatkozé feltevés
elejtése, és az un. dlldeszkozokben megtestesilt miiszaki fejlédés figyelembevétele.
A modell ezen feliil az amortizaci6 és a javitdsi koltségek dbrazolasat is valami-
vel kozelebb kivanja vinni a valésighoz. A tanulmany 1. része a modellt, 2.
része az ezen alapulé analitikus elemzést, 3. része pedig a numerikus szamitdso-
kat és ezek eredményeit ismerteti. A tanulmanyt az osszefoglalis és az irodalom-
jegyzék zarja le.

1. A modell és a feltevések

A modell mindenekelGtt feltételezi, hogy a b(t) beruhdzis * = y(b) konstans
exponencialis iitemben né az ld()b(,n, vagyis

(1.1) bt} = by = b, &%,

ahol b, a bazisidGszak beruhdzisi szinvonalat jeloli. A megtestesiilt miiszaki
fejlédés figyelembevdétele évjaratonkénti termelési fiiggvények (vo.: Solow
[4] [5]) felirdsat teszi sziikségessé.

Jelolje a tovabbiakban 7 az egyes évjaratokat, tehit azt, hogy a kérdéses
allbeszkoz a mindenkori futé idészakot (évet) megelGzGen hany idGszakkal
(évvel) jott létre. Jelolje tehat k(t, 7) a t idészakban 7 éves allbeszkozok dllo-
ményat. Erre az dllomédnyra vonatkozéan felirhatjuk, hogy

ey k(t, ) = b(t — T) = b, X,

vagyis hogy a mindenkori ¢ idGponthan 7 éves, azaz a v évjarathoz tartozo
alléeszkozok dllomanya éppen a 7 évvel azelGtti beruhdzissal egyenls. Feltéte-
lezziik tehét, hogy a javitisok az dlléeszkoz-alloményt folyamatosan éppen a
kiindul6 allapotnak megfelels technikai szinten tartjak, vagyis hogy az egyes
évjarathoz tartozé alléeszkozok dlloméanya a selejtezési idGpontjdig nem vélto-
zik.

A modell egyik legfontosabb célkitiizése a mar kifejtettek értelmében az n.
alldeszkozokben megtestesilt miiszaki fejlédés (e4) figyelembevétele. Kz a miiszaki
fejlédés az alldeszkoz allominy hatékonysidganak idGbeli novekedését irja le;
feltételezziik, hogy a hatékonysignak ez az idébeli valtozdsa konstans expo-
nencidlis iitemben megy végbe. Kz a miiszaki fejlédés azonban azt eredményezi,
hogy a kiilonboz6 idGpontban létrehozott eszkozok hatékonysdgi szinvonala
eltérd lesz, és ezért ezek az u-vko/,ok nem adhatok ossze kozvetleniil, hanem a
teljes k(l) eszkozillomdny csak :

()
(1.3) k(t) = (e k(t, v) dr

0
alakban definidlhatd, ahol 7'(¢) a ¢ idGszakban miikodd legrégebbi alldeszkoz
életkora. Ennek az egyenletnek az értelmében tehat az alléeszkozokben meg-
testesiilt miszaki fejlddés csak az egyes évjaratok létrehozasinak (1 — 7)
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id6pontjaig érvényesiil, és ettdl kezdve ezek az alléeszkozok ilizemeltetésiik
egész idGszaka alatt csak a létrehozdsuk idejének megfelels, valtozatlan mf-
szaki szinvonalon iizemeltethetk, tehat ezt a miiszaki fejlettségi szinvonalat
testesitik meg.

Az I(t) munkaeré-dllomanyrol feltételezziik, hogy a bazisidészak [ dlloméanyé-
b6l kiindulva p(/) konstans exponencidlis iitemben novekszik, vagyis hogy
fennall az
(1.4) i) = ;e
osszefiliggés.

A termelési osszefiiggések évjaratonkénti felirasara valé tekintettel sziikség
van az osszes ¢ idGpontban az egyes 7 évjaratokon dolgozé (¢, ) munkaerd-
aAllomény definidlasdra is, amit kés6bb adunk meg. Természetesen az Osszes
évijdraton egyiitt nem dolgozhat tébb munkaerd, mint amennyi a ¢ évben ren-
delkezésre all, vagyis

()

(1.5) Uty > { ut, 7)dr.

A t idSpontban a 7 évjirathoz tartozé alléeszkoz-allomany felhaszndlésdval
elérhetd (¢, t) termelés nagységit megadé termelési fiiggvény az eddigi jelolé-
sek bevezetése utin a

(1.6) ql(t, T):Fge‘l' [e“‘(l")/c(t, 7)) (et U1, ,()](l—ss)es

alakban irhaté fel, ahol &, egy kozgazdasagi jelentéssel nem biré konstans,
£, és £, & meg nem testesiilt, illetve a munkaer6ben megtestesiilt mfiszaki fejls-
dés atlagos évi iiteme, &, a termelés alléeszkozok szerinti elaszticitdsa a volu-
men konstans hozadéka esetén, és ¢5 a volumen hozadékdnak nagysigit meg-
adé paraméter.

Az ¢, paraméter a munkaerével kapcsolatos mindségi tényezik hatédséat
juttatja kifejezésre. A beruhdzési kérdések elemzése esetén szerepe nem kiilon-
bozik a meg nem testesiilt miiszaki fejlédés hatésitol. Bevezethetjiik tehat az

gg = & + &(1 — &) &5
jelolést, és a (1.6) termelési fiiggvényt a
(1.7) q(t, T) = eye s [eo=D k(¢, 7)]%%s I(t, 7)1 —ca)s

egyszeriibb alakra hozhatjuk.

Az évjdaratonkénti termelési fugguények bevezetése esetén a t iddszak teljes
alldeszkoz-allomanyén, teh&t az osszes évjarathoz tartozdé termelSeszkozon
elért termelés a

()
(1.8) q(t) = é q(t, 1) d

alakban irhato fel.

A megtestesiilt miiszaki fejlédés bevezetésének egyenes kovetkezménye, hogy
fel kell tételezniink: egy-egy adott évjdratra a munka technikai felszereltsége is
adott. Bz az utébbi feltevés teljesen indokoltnak litszik. Ha valamely gépegység
miiszaki szinvonaldt a beruhdzéds pillanatiban véglegesen meghatdrozottnak

l*
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tekintjiik, ami teljes mértékben redlis feltevés, akkor méginkdbb adottnak kell
tekinteniink az ezen a gépegységen, illetve az ennek az évjiratnak megfelels
t6kén dolgozé munka technikai felszereltségét, vagyis a t6ke —munka ardnyt.
Minden egyes munkahely ugyanis egy valamely adott t6ke munka ardnyt
testesit meg. Eppagy, ahogy a munkahely technikai szinvonala nem moédosit-
haté lényegesen a gépegység kiselejtezéséig, nem moédosithaté lényegesen a
munkahely értéke, és igy a t6ke—munka ardny vagyis a technikai felszereltség
sem — egészen a munkahely kiselejtezéséig. Kzek szerint tehat nem kovetiink
el nagy hibat, ha az egyes évjiratokhoz tartozé technikai felszereltséget adott
konstansnak tekintjiik.

Miés szavakkal, ez a feltevés tulajdonképpen a termelési fiiggvények szokdsos
feltevésrendszerébe tartozé korldtlan helyeltesithetdséy fellevésének az elvetését,
illetve mddositdsdt jelenti. A korlitlan helyettesithetdség feltevése azt jelenti,
hogy a téke ~munka ardny korlitlanul valtoztathaté, és ugyanaz a termelési
volumen szamos — vagy elvben végteleniil sok — téke -munka kombindcioval
allithato els. Bz a modell ezt a feltevést oly értelemben modositja, hogy a
korldtlan helyeltesithet6ség fennall ugyan, vagyis a téke —munka arany elvben
barmilyen értéket felvehet, ez azonban csak a méy meg nem valdsitott berwhdi-
sokra vonatkozik. A mdr megvaldsull beruhdzdsokon — tehit a mar létrehozott
termels berendezéseken —— ez a téke munka ardny mdr nem viltoztathaté meq,
hanem a berendezéseket iizemeltetésiik egész ideje alatt a Iétrehozdsuk ido-
pontjiban viégérvényesen meghatérozott technikai felszereltség vagyis téke -
munka ardny szintjén kell iizemeltetni (ez a feltevés természetesen nem telje-
sen pontosan, de elég jol kozeliti meg a valésigot), tehat
(1.9) €, 9 o il Rt == T)s

Iit,z) Ut — 7, 0)

Bzek szerint a f idészakban a 1 évjarathoz tartozé téke technikai felszereltsége
egyenlG a / — 7 idGszakban a zérus évjarathoz tartozo, tehit az abban az ido-
szakban beruhdzott tGke technikai felszereltségével, ami csak (&~ 7)-t6l fiigy:
ez a x(l — 7). Bz teljes mértékben érthetd is, mert a [ idGszakban v éves téke
fizikailag azonos a ¢ — v idGszakban 0 éves tékével.

Most egy eddigi feltevésrendszeriinkbe illG Gjabb feltevést vezetiink be: a
mindenkor tijonnan beruhdzott dlléeszkiozok technikai felszereltségre kontans
y(») — y exponencidlis iitemben né:

(1.10) A=

ahol », a bazisidGszakban megvaldsitott beruhizis technikai felszereltsége.
Ezeknek a jelsléseknek a bevezetése utin a f idGszak g(f) brutté fermelési
értékét a

(1.11) qlt) = () - blt) + dit) + r(0)
alakban is felirhatjuk, ahol ¢(t), d(t) és r(t) rendre a ¢ idGszak fogyasztasat, amor-
tizdcijat és javitasi koltségeit jeloli.

A t idGszakban a v évjarathoz tartozo dlléeszkozok utani d(¢, 1) amortizicic a

(1.12) d(t, ©) = (L, 1) k(l, 1)

egyenlettel adhatd meg, ahol §(f, 7) a megfelel koefficiens. Knnek értékére
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vonatkozoan kiillonbozd feltevéseket vezettiink be; ezeket a numerikus elemzés
soran fogjuk targyalni. A ¢ id8szak Osszes d(f) amortizdciéja innen a

T*

(1.13) dit) = [ d(t, r)dr

kifejezéssel irhaté fel, ahol 7'* az amortizacié szdmitas céljara felhasznalt,
konstansnak tekinthets élettartam.

Az amortizdcié ilyen médon valé kezelése a modell egyik kritikus eleme.
Az (1.3), (1.5) és (1.8) egyenletekben szerepld 7'(¢) élettartam ugyanis a szdmi-
tott optimélis élettartam, ezzel szemben viszont 7* az amortizicié szadmités
céljara hasznélt, becsiilt és konstansnak tekintett élettartam. Elvben akkor
jarndnk el a leghelyesebben, ha a kett6t azonosnak vennénk, ez azonban azért
nem biztosithat6, mert az amortizicids koltség az optimalis élettartam meg-
hatdrozéséinak egyik elem, és az amortizécié maga is az optimalis élettartamtol
fiigg. Az adott modell keretei kozott nem tudtuk megoldani, hogy ezeket az
értékeket szimultdn hatdrozzuk meg, és igy 7'(t) ésT'* értékét azonosnak vegyiik.

A most elmondottak ellenére ez a megoldds nem vezet nagyobb hibéra,
ugyanis biztositottuk, hogy az eszkozok értékét teljesen leirjuk, azaz a ¢ id6-
pontban beruhézott eszkoz (amely a ¢ id6pontban ¢ — ¢ éves) utdn miikodte-
tése soran évenként felszdmitott amortizacick osszege (integrdlja) kiadja a tel-
jes értékét:

1+T*
(1.14) {d@, v — t)ydt’ = ki, 0),
t
ahonnan
H—_’l“
(1.15) J o, —tdt’ =1,
t

¢s ahol ¢ egy integracios viltozo.

Feltételezziik, hogy az &lléeszkozok allandé karbantartisuk és felujitasuk
miatt egész kiselejtezésiikig eredeti teljesitGképességiik, miiszaki szinvonaluk
fenntartédsa mellett tizemeltethetGk.

A javitdsi koltségeket ugyancsak évjaratonként definialjuk az

(1.16) r(t, T) = k(t, 7) p, €%

egyenlettel, ahol g, és p, a javitési és all6eszkoz fenntartasi koltségek meghaté-
roz4sdhoz felhasznalt paraméterek. Innen a szokott médon, az

(1)
(1.17) r(t) = [ r(t, v)dx

0
kifejezéssel kaphatjuk meg a ¢ id6szak Gsszes r(t) 4ll6eszkoz fenntartasi koltsé-
gét.

Az (1.1), (1.7), (1.13) és (1.17) egyenleteket az (1.11) egyenletbe behelyette-
sitve kifejezhetjiik a ¢ id6szakhoz tartozé c(t) fogyasztés értékét. Ezt az értéket
a bézisidészak és a T befejez6 idGszak kozotti intervallumra dsszegezve és eset-
leg az 7 diszkonttényezdvel a bézisidszakra lediszkontdlva kapjuk meg a
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vizsgalt idészak Gsszes fogyasztasit, mely érték x és y szerinti maximuméanak
meghatdrozasa, vagyis a
T
(1.18) Clz, y) = [ e "e(t)dt - max
0

feladat megoldésa a vizsgilat célja. Az elemzés feltételezi, hogy a fogyasztisi
célra rendelkezésre 4116 termelés realizilisahoz sziikséges vasarléers folyama-
tosan rendelkezésre 4ll, és ezért a probléma a keresleti oldal mellézésével, csu-
pan a termelési oldal figyelembevételével elemezhetd.

Kzt a vizsgdlatot az el6z6 tanulmanyokhoz ([1], [7], [10]) hasonléan egyrészt
analitikus, masrészt numerikus moédszerekkel végeztiik el.

2. Analitikus elemzés

A C(z, y) 0sszes fogyaszlds maximdldsinak az (1.18) kifejezéssel definialt fel-
adatat az (1.11) egyenletbdl kiindulva oldjuk meg. Ebbél az egyenletbél a
c(t) fogyasztés értéke egyértelmiien meghatarozhaté, ha ismerjiik a g(f) terme-
lés, b(t) beruhdzas, d(t) amortizicié és r(t) javitasi és alléeszkoz fenntartéisi
koltségek nagysiagat.

A q(t, 7) termelési érték a k(t, v) dlléeszkozallomény és I(¢, t) 16tszam fiiggvé-
nye. k(¢, 7) értékét az (1.2) egyenlet egyértelmiien meghatarozza, I(t, 1) értéke
pedig az (1.9) egyenletbsl fejezhets ki. Kzeket a kifejezéseket az (1.7) ter-
melési fiiggvénybe behelyettesitve és felhaszndlva még az

fp == Ly .85 ¢

jelolést is, a termelési fiiggvény a
b;g ec5x(l~ r)

. (, T) = €y g‘ﬂl(gss(”’) J
(2 1) (]( ) £y [xo ({y(tﬁr) ](] —~€g)ep

alakba irhaté. Ha a jelolések egyszer(isitése érdekében az

&y bpp

Eipg = ——
10 Ao
jelolést is bevezetjiik, akkor a termelési osszefiiggést a
(2.2) gk, ) == &gy elestteo(t—0)] ges(t—0)[x—(1-eg)y)

képlettel fejezhetjiik ki. Kzt az (1.8) egyenletbe behelyettesitve kaphatjuk meg
a ¢ idGszak Osszes brutto termelését. Az integralds elvégzése utén felirhatjuk,
hogy

1 — e T(D(ey +eslx—(1—eg)y])
£qpele8toatestx—(1- gt o = T =

€9 + %ta; (1 93).7/]‘

2. b= J i
@ik} ha e + e[z — (1 — g)y] 4 0; és g, elssteotesx—A—caMl Py,

ha e + e[z — (1 — ggly] =0
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A javitdsi és alldeszkoz fenntartdsi koltségek meghatarozasat az (1.16) egyenlet-
bdl kiindulva targvaljuk. Ez az egyenlet az (1.2) egyenlet felhasznalasaval a

(2.4) r(t, T) = byeXt—" g, €227

alakra hozhat6. Innen az (1.7) egyenlet figyelembevételével és az integralas
elvégzésével felirhatjuk, hogy
1 — g~-e T

By g e
(2.5) e Tk z — g

b, o182 T(2) ha g, = .

ha g,

Az eddigiekbdl kitlinik, hogy mind ¢(¢), mind pedig r(¢) értéke az alléeszkozok
t idészakhoz tartoz6 optimalis 7'(t) élettartamdtdl fiigg. T(t) értékét gy kell meg-
hataroznunk, hogy ¢(?) értéke maximalis legyen az alabbi két feltétel mellett:

T(t) (1)
(2.6)  # J it w)de = J b 4l dr'< 1,48
%y Y9
0 0 ¢
illetve
(2.7) 2. T(t + At) <T(t) - At barmely ¢-re és At-re.

Az elsé feltétel értelmében a rendelkezésre 4116 munkaer6nél tébbet nem hasz-
nalhatunk fel, a masodik feltétel értelmében pedig a ¢ idSpontban kiselejtezett
gépet késGbb mar nem iizemeltethetjiik. Ez utébbi differencidlhaté 7'(t) esetén
ckvivalens a

feltétellel.
Ha most a tobbi valtozot adottnak tekintjiik, ¢(¢) és r(¢), ennek folytan pedig
c(t) esak T'(t) faggvénye. Az (1.11) egyenldség ennek folytan a

(2.8) o(T) = q(T) — r(T) — byeX — d(1)

alakban irhaté fel, ahol a jobboldal két utolsé tagjat adottnak tekintjilk. Ha
most bevezetjik a

Kz, y) = & + g5lz — (1 — g)y]
jelolést, akkor

1 e~ TG(x,y)

By eloet AN ——, ha G(=, y) = 0, és
(2.9) qT) =" Xz, y) (= y)
£qg L8O ha G(x, y) = 0;
illetve
ol (X —e)T
byo, e ¢ L hax= 0,: 68
(2.10) olTy % st

byo, e - T, ha x = g».
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Innen, figyelembe véve, hogy
ac(T)  aq(T)  or(T)

)

oT or orT

telirhatjuk, hogy
ac(T')

(2.11) - = gyq el HCENN y g=TCxY) _ b, o, e~ (x—eT
illetve, hogy
o2e(T) (e gl s 1 o
: ] =g ' C, Y)e A e — 0, )T
(2.12) - IUelss+ x»] Gz, y) e TGO b, 04(x 0,) eXte=(x—0s

Vezessiik most be a
H(z,y) = Gz, y) — (& — g,)

jelolést. Ekkor ¢(7') alakja a paraméterek, tovabba a, Yy, és t figgvényében az
aldbbiak szerint alakul.

e m
1. Ha H(z, y) 5= 0, akkor (2.11)-b8l kivetkezik, hogy a el

o

parcidlis deri-

C
valt értéke egyetlen 7', helyen lesz zérus, tehat a c(7') fiiggvénynek egyetlen
T, sz6ls6 érték helye lesz, melynek értékét a

In 10 | [ey + Gla, y) - @]t

‘ NERUNLL 1) S 5 | 5
(2.13) T, = 1, )

kifejezés adja meg. Ezt (2.12)-be behelyettesitve megfelels dtalakitisok utdn a

(1)

(2.14) —
().lu Tsz

—byo, H(x, y)

egyszerli eredményt kapjuk. 7', maximumhely, ha H(z, y) > 0, és minimum-
hely, ha H(x, y) << 0. A (2.13) a

In22 - ey + H(z, y) — 0,]t
‘ oo beey
(2.15) thg e Hix, y)

alakra hozhaté. Kénnyen belathaté, hogy — amennyiben H(x,y) 0
redlis paraméterértékek mellett a szdmlalé pozitiv lesz, és igy 2y >0,

Ez az Gsszefiiggés grafikusan is dbrazolhaté. Ennek értelmében hatdrozzuk
meg ¢(7') értékét a 7' = 0 helyen. (2.8) —(2.10) alapjan kénnyen beldthatd, hogy

c(0) = —bye* — d(t),

vagyis hogy ¢(0) értéke negativ. A H(x,y) >~ 0 és T',>0 esetet ennek meg-
felelSen az 2.1 dbra tiinteti fel.
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o(T)

2.1 abra

Ha H(z, y) < 0, akkor 7', elGjelérdl semmit sem tudunk. A gorbék alakjat
ez esetben a 2.2a és a 2.2b abra mutatja be.

1 c{T)

cln

2.2a abra 2.2b abra

ae(T ) N "
2. Ha H(z, y) = 0, akkor (——(T—) konstans, és ¢(7") monoton novek v, konstans,
d
vagy monoton csokkend linedris fiiggvény lehet (v6.: 2.3 dbra).

C(T)‘

2.3 dbra

A most elmondottak alapjin nyilvinvalé, hogy a paraméterektél, valamint
x,y és t értékétdl fugg, hogy c(T)-nak van-e szélsé értéke, és ha igen, akkor az
maximum-e. Vizsgéljuk most meg, hogyan alakul a munkaeré foglalkoztatdsa.
Ha a (2.6) kifejezésben (1.2) figyelembevételével k(Z, r) helyébe b,eX!~-t
irunk és elvégezziik az integralist, akkor

T(t) ZE
(2.16) J B ey g A by

[e—(x—y)’l‘(t) - 11510, e/t
% %oy — )
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Az egyenlet baloldalan levé kifejezést T' fiiggvényének tekintve felirhatd, hogy

b e(x—t 1
(2.17) LT) = 0"~ — [e~&-9T _ ),
%oy — )

aminek alapjan kénnyen beldthat6, hogy L(T) a T-ban monoton né. (2.16)
értéke ilyen koriilmények kozott kétféleképpen alakulhat.

1. Adott ¢ id6pontban 7T'(t) = T' nivekedésével az egyenlStlenség baloldala
— L(T) — egy pontban (jelslje ezt a pontot T',) tillépi az egyenldtlenség jobb
oldaldn allé értéket, tehat ennél régebbi dlléeszkizt ebben a ¢ idépontban a
munkaerd szlikossége miatt nem lehet iizemeltetni. Ekkor a (2.16) kifejezésben
az egyenlGség jele érvényesiil, és ekkor

1

——1In i, ol (y — x) eD+y-xt 4 11 ha y = z, és
y—z 20

(2.18) T, —

%
0 (L)t « s
2], erttt ha y = z.

0

2. Ha T — ~o, akkor a baloldal egy, a jobb oldalndl kisebb értékhez tart.
Ebben az esetben az lléeszkozok rendelkezésre 4116 mennyisége nem teszi
lehet$vé a teljes munkaerd kihasznaldsat, még akkor sem, ha a legrégebbi all6-
eszkozoket is iizemeltetjiik. Kkkor a (2.18) egyenletben

X

l
0 ’)”

(y — o) elHy=xlt L ] < @,

Kzt az esetet gy targyaljuk, hogy 7', nem létezik.

Reédlis paraméterértékek mellett csak a fenti 1. eset kivetkezik be, tehat 7'
értéke a rendelkezésre all6 munkaerd allomdnytol fiigg.

Most mar Gsszefoglalhatjuk a 7'(¢) értékére vonatkozo eredményeket.

1. Ha H(x, y) > 0, tehit ha ¢(7T')-nak van maximuma és 7', <~ T',, vagyis ha
az dlléeszkoz-dllomény optimélis élettartama a rendelkezésre all6 munkaerd
mennyiségétdl fiigg, akkor 1'(t) = T'|, ha viszont 7', - T',, vagyis ha a rendel-
kezésre 4ll6 alléeszkiz-allomany nem biztositja a munkaers teljes foglalkoz-
tatasat, akkor 7'(¢): = T',.

2. Ha H(x, y) < 0, tehdt ha ¢(7")-nak minimuma van és e(T,) — ¢(0), akkor
T(t): =T,, ha viszont ¢(T,) < ¢(0), akkor T(t): = 0.

3. Ha H(x,y) = 0, akkor monoton névekvd ¢(7') esetén T'(t): = T',, egyéb-
ként 7'(¢): = 0.

4. Irredlis paraméterek mellett el6fordulhat, hogy 7', nem létezik, s ekkor
H(x,y) <0, vagy H(x,y) = 0 és monoton novekvs ¢(T) esetén T'(t)-t nem
tudjuk értelmesen definialni.

Redlis paraméterek és z, y értékek mellett csak a fenti 1. eset kivetkezik be,
és még ezen beliil is az az eset, amikor T'(t) = T ,(t), vagyis a redlis esetben és
az itt bevezetelt feltevések mellett az dalldeszkoz-dllomdny élettartama a rendelkezésre
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allé munkaeré mennyiségétdl figg. Ekkor a T'(t) = T,(¢) fuggvény differencidl-
haté, és differencidlhdnyadosa 1-nél kisebb, vagyis belathatd, hogy

Iy 20 ALy ey=2U [W(L) + y — =]

0
(2.19) oyl M e o cb o ) Y
ot 1,290 (y — a) el#Dty—xit | ]
by

Redlis paraméterkombindcidk és x, y értékek esetén tehat T'(t) fiiggvényiink kielé-
giti a (2.1) — (2.7) egyenletekkel definidlt termelési osszefiiggéseket 1s.

Az eredmény az elmondottak értelmében attol fiigg, hogy milyen értéket
vesznek fel a beruhazasi politika parametrikusan kezelt valtozoi. Ezek viselke
désére és hatdsara vonatkozéan azonban a modell itt kozolt viltozata alapjin
nem sikeriilt egyértelmii analitikus eredményekre jutni. Az analitikus rész
ezért elsGsorban a numerikus rész elGkészitésének tekinthetd, és a legfontosabb
kovetkeztetések a numerikus részbGl vonhatdk le.

3. Numerikus elemzés

A probléma numerikus megkozelitése soran ugyanigy jartunk el, mint a
korabbi tanulményokban ([1],[7],[10]). Az egyenletekben szerepls paraméterek-
nek kiilonboz6 értékeket adtunk, és kiilonbozd paraméterkombindciék mellett
meghatéroztuk a le nem diszkontalt osszes fogyasztds egy bizonyos adott
intervallumon beliili szamitott értékét, majd a kiilonboz6 paraméterkombind-
ciokkal kapott értékek osszehasonlitdsa alapjan kovetkeztettiink az egyes
paramétereknek a le nem diszkontdlt osszes fogyasztds alakuldséra gyakorolt
hataséra. E szamitdsok soran kiindulé pontnak egy un. alapvdllozatot valasz-
tottunk, amelyben az isszes paraméternek az an. bazisértéket adtuk. A kiilon-
bozE numerikus valtozatok tehat az eredményeket ehhez a kiindulé paraméter-
kombindciéhoz viszonyitjik.

Kiilon kell foglalkoznunk az amortizicié kezelésével. Kétféle adott amortiza-
cids politikdt tételeztiink fel: linedris és linedrisan gyorsitott amortiziciét.
Az elsé esetben az dlléeszkoz beruhdazisitol kezdve Tp éven keresztiil minden
évben értékének 1/7* hanyadat irjuk le, azaz

(3.1) 8(t, 1) =0

Lanedrisan gyorsitott amorlizicié esetén viszont az évenként leirandé hdnyad

linedrisan csokken, azaz

a T
(3.2) o) = (1 -

(1.15) figyelembevételével ezt a fiiggvényt integrilva azt kapjuk, hogy a = 2.

A paraméterekbdl két alapvaltozatot dllitottunk dssze, az un. dsszehasonlithato,
és az an. redlis alapvdltozatot. Az elGbbiben a miiszaki fejlddés litemére vonat-
koz6 paramétereknek zérus értéket, a masodikban pedig megkozelitSleg redlis
értéket adtunk. Az els, tehat az dsszehasonlithaté véltozat ilyen médon meg-
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kozelitolegia korabbi vizsgélat ([1],[7],[10]) alapvéltozaténak felel meg, a redlis
valtozat viszont a feltételezett miiszaki fejlédési iitemek redlis szinten vals
megvilasztdsa folytan jobban kozeliti meg a valésigot. Az alapvaltozatok
paraméterértékei a kovetkezdk:

Kordabbi Osszehasonlithaté Redlis
alapvaltozat

|

Bl 8 =0 e, = 0,02
N | &y = gg=1
& = 0,25 &g = 0,25 g = 0.25
€y = 0 €4 = U F4 =0

gp== 1 gg =il gg =yl

tgl — gg=20 eg = 0,05
Eqt — & =10 &g =0
ls=1 bole=1 lg =l
b, by = 0,1 b, = 0,15
y(L) =0 (L) =0 y(L) = 0,01
d = 0,05 o= 0,05 d == 0,06

oy == 0,05 oy = 0,06 g; = 10,05
02 =0 02 =0 0: =0

1 =40 fi= 0 7 ==i0
wg== 111 ot ik e
V=420 Yez= .20 T =20

Természetesen az dsszehasonlithaté alapvdllozat sem felel meg pontosan a
kordbbi szimitdsok alapvdllozatdnak, mert a paraméterkészlet nem teljesen azo-
nos. Fel kell hivni a figyelmet arra is, hogy x, a kordbbi szdmitisokban a munka
er6 egészének atlagos technikai felszereltségét jelolte, ezekben a szamitdsokban
viszont a bézisidGszak zérus évjarathoz tartozé eszkozdllomdnydn dolgozé
munkaerd technikai felszereltségét.

A numerikus szimitisok eredményeit a mar idézett kiadvany [9] részletexi;
ezek kozott a keretek kozott csak a legfontosabb eredményeket lehet éssze-
foglalni.

Ennek a vizsgalatnak a legfontosabb célja a megtestesiilt miiszaki fejlédés
hatdsinak elemzése volt. A le nem diszkontalt osszes fogyasztdsnak a megtes-
tesiilt miszaki fejlddés litemétsl valé fiiggését a 3.1a) és a 3.1b) dbra mutatja
be.

Mindkét dbra a le nem diszkontalt ésszes fogyasztds alakuldsat dbrézolja
a megtestesiilt miiszaki fejlédés iitemének parametrikus kezelésével. Az elsé
dbra a beruhdzis novekedési iitemét tekinti fiiggetlen véltozanak, és a tech-
nikai felszereltség nivekedési iitemét a mindenkori optimdlis értékén rogziti,
a mdsodik dbra viszont a technikai felszereltség nivekedési iitemét tekinti
figgetlen véltozénak, és a beruhdzds novekedési iitemét régziti mindenkori
optimdlis értékén. Ezek az optimalis értékek természetesen a paraméterek
fiiggvényei, és igy a megtestesiilt mfiiszaki fejlédés més és més feltételezett
iiteméhez mas és méds optimélis értékek tartoznak. Ezek az értékek leolvasha-
tok az dbrékrél; a szdmtiblizatokat itt hely hidnydban nem lehet kizolni.

A 3.1a dbra all a legkizelebb a kordbbi vizsgilat eredményeir§l beszamols
publikéciékban ([1],[7],[10]) kézoltekhez. Alakja teljes mértékben megfelel a
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korabbi publikiciékban kozolt adbrakénak. A beruhdzds novekedési iitemének
egyértelmiien, meghatdrozott optimuma és a le nem diszkontélt osszes fogyasztas-
nak egvértelmiien meghatdrozott maximuma van akkor is, ha figyelembe vesz-
szitk @ meglestesill mitszaki fejlédést, s6t ennek gyors ilitemét tételezziik fel. Az
elérhets Osszes fogyasztds gorbéje az optimum pottdl jobbra meredekebben

19 ‘_r - ; Y L
|
\

. \
\\ \& = G050
s

iy \\e = 0026
\ég= 0
4] o= l
|
~Q08  -004 0 006 008 12 13 R e T g R —
% -008 -qo02 0 002 006 01 14

B.1a. dbra A le nem diszkontalt oOsszes 3.1b dbra A le nem diszkontalt osszes

fogyasztas fliiggdése a megtestesiilt miiszaki

fejlédés iitemétdl és a beruhézis nove-

kedési  {itemét6l  az  osszehasonlithato
alapviltozat esetén

fogyasztas fliggése a megtestesiilt miiszaki

fejlédés iitemétél és a technikai felszerelt-

ség novekedési titemétdl az dsszehasonlit-
hatéd alapvéltozat esetén

esokken, mint az optimumtol balra. Kzek szerint tehiat az a kordbbi eredmény,
hogy az alldeszkoz-allomany novekedési iitemének tisztan gazdasigi vilto-
z0ktol fiiggd optimélis értéke van, és hogv nem a politikai vagy tarsadalimi
szempontbol még megengedhetd maximalis beruhdzas az optiméalis, nem annak
a kovetkezménye, hogy elhanyagoltuk a megtestesiilt mfiszaki fejlédést, vaovis
a beruhdazas és a miszaki fejlédés kozotti dsszefiiggést. Bz az alapvetd kover-
keztetés a megtestesiilt miszaki fejlédés igen gyors, évi 10%,-0s iiteme mellett
is teljes mértékben fennall.

A 3.1b 4bra alakja nagymértékben hasonlé a 3.1a dbrdaéhoz, azonban mdégis
vannak lényeges kiilonbségek. A legfontosabb hasonlésig, hogy a technikai
felszerellség novekedési itemének is egyértelmiien meghatdrozhaté optimdlis értéle
van, mely a fogyasztas maximadlis értékére vezet. A beruhazas politika két fiig-
getlen véltozdéval,. tehdt a beruhdzds és a technikai felszereltség novekedési
iitemével valé abrazolasa tehat lényegében véve ugvanarra az eredményre
vezet, mint az egy fiiggetlen valtozés abrazolds, mely a beruhézasi politikat
az dlléeszkoz-allomany novekedési iitemével irta le.
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E megegyezés ellenére figyelemreméltok az eltérések. A miiszaki fejlédés
gyorsulasa esetén a technikai felszereltség optimédlis novekedési iiteme esokken.
Ez azt mutatja, hogy a miiszaki fejlédés és a technikai felszerellséy néivekedése
bizonyos mértékig egymdst kompenzilé névekedési tényez6k. Erdekes médon tgy
tiinik, hogy a miiszaki fejlédés gyorsabb iiteme csokkenti a technikai felsze-
reltség optimdlis novekedési iitemét.

Ez az els6 pillanatban meglepének tiing eredmény valojaban nagyonis meg-
felel a tényleges tapasztalatoknak. A legutobbi évtizedek viliggazdasiginak két
alapvetd fontossagu jellemzéje, hogy a miiszaki fejlGdés iiteme gyorsabb, mint
a XX. szdzad els6 évtizedeiben vagy azt megel6zien volt, ugyanakkor viszont
a technikai felszereltség novekedési iiteme mérséklGdott, és a tékekoefficiens
a vezetd ipari dllamokban inkdbb kissé esokken, mig szazadunk elsé évtizedei-
ben és azt megelGzben inkabb novekedett.

A logikai elemzés is azt mutatja, hogy ennek az osszefiiggésnek helyesnek
kell lennie. A gazdasigi novekedésnek nyilvanvaléan vannak korlatozé ténye-
z01. Amennyiben a gyorsabb miiszaki fejlédés onmagiban véve gyorsabb nove-
kedést tesz lehetGvé, ésszerii feltételezni, hogy a masik novekedési tényezinek,
a technikai felszereltség novekeddési iitemének kisebb értéke lehet optimalis.

19 ————

¢ y=y* it y**

i s s . SOk, |

- - 1 ——————— T

008 -004 0 004 008 /,zx Y 006 10 14y
3.2a. dbra A le nem diszkontalt Gsszes 3.2b. dbra A le nem diszkontélt osszes
fogyasztas fiiggése az amortizicié elsza- fogyasztas fiiggése az amortizicié elszé-
molasénak rendjét6l és a beruhfzis no- molésinak rendjétél és a technikai fel-
vekedési iitemétél az Gsszehasonlithatéd szereltség novekedési titemétdl az ossze-

alapviltozat esetén hasonlithaté alapviltozat esetén
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Végiil figyelemre mélté, hogy a 3.1b dbra gorbéi lényegesen laposabbak, mint
a 3.1a abran feltiintetett gérbék. Ez arra utal, hogy a technikai felszereltség
valtozasa kevéshé fontos paraméter, mint a beruhazas novekedési iiteme, ugyan-
is az optimadlis értéktdl vald eltérés kevésbé csokkenti az elérhetd Gsszes fogyasz-
tast

Az osszehasonlithaté alapvaltozat felhasznalasaval végzett tovabbi szdmi-
tasok azt vizsgaltdk, hogy a le nem diszkontélt sszes fogyasztés értéke hogvan
fiigg a meg nem testesiilt miiszaki fejlédés iitemétdl valamint a részesedési
paraméter értékétol. Az eredmények teljes mértékben parhuzamosak voltak
a kordbbi vizsgdlat ([1],[7],[10]) eredményeivel, tehdt a megtestesiilt miiszaki
fejlédés figyelembevétele ebbdl a szempontbél sem médositotta az Gsszefiigad-
seket. ‘

Figyelemreméltéak viszont az amortiziciés politika valtoztatisidnak hatésait
bemutatd szimitdsokboél levonhat6 kivetkeztetések.

Az eredmények értelmében mind az elérhetd sszes fogyasztds, mind pedig
az optimdlis beruhazisi politika nagymértékben fiigg az amortizdcié elszdmo-
lasanak modjatol. Az itt figyelembe vett négy konkrét valtozat a kovetkezd:
— 1: linearis amortizacio, leirdas husz év alatt;

— 2: linearisan gyorsitott amortizdcio, leirds 20 év alatt;

3: linedris amortizacio, leirds 10 év alatt;

— 4: linedrisan gyorsitott amortizdcié, leirds 10 év alatt.

A beruhdzds novekedési iitemére csak a A = 1 esetben kaptunk redlis érté-
ket; ez az amortizdcios politika egyébként teljes mértékben megfelelt a korabbi
szamitdsokban ([17,[71,[10]) kovetett eljardasnak, ahol azt tételeztiik fel, hogy a
leirds évenként az alldeszkoz dllomany 5 %-aval egyenld. Az Gsszes tobbi eset-
ben az alléeszkoz dllomany novekedési iitemének irredlisan alacsony értékét
kaptuk, Ggyhogy az optimalis értéket szamitdsi programunk nem is tudta meg-
hatarozni. Ezért szerepelnek az dbran az optimélis értéket jelzé a* és y* helyett
a kozelité optimum értéknek megfelels a** és y** jelolések. Az eredmények
értelmében tehdt — legaldbbis az osszehasonlithaté alapvaltozat esetében

az amortizicié barmilyen médon valé meggyorsitdsa nagymértékben csokkenti a
beruhdzis optimdlis novekedési iitemét, és eqgyben noveli az elérhetd Gsszes fogyasz-
tast. Ugy tiinik tehat, hogy az amortizicios politika megfelels megvalasztdsa-
nak nem csupén pénziigyi, elszdmoldsi szempontbdl van jelentsége, hanem
nagyon hatdrozottan befolydsolja a gazdasigi folyamatok alakuldsit is. Ez a
kérdés tehdt tovabbi alapos vizsgialatot igényel.

A technikai felszereltség optimalis novekedési iiteme mar lényegesen kisebb
mértékben fiigg az amortizicio elszimolasi rendjétél, mint a beruhazds néveke-
dési iiteme. A 3.2b dbra gorbéi nagyon kevéssé jellegzetesek, ami ismét azt
mutatja, hogy az elérhets Osszes fogyasztis csak csekély mértékben figg a
technikai felszereltség novekeddsi iitemétsl.

A redlis alapvéltozatbol kiinduld szamitdsainkban a megtestesiilt, a meg nem
testesiilt, valamint e kétféle miiszaki fejlédés kombindlt hatdsit vizsgaltuk.
A szémitdsok nem vezettek az eddigiektdl lényegesen eltéré eredményekre.
Azt minden esetre meg lehetett allapitani, hogy a gazdasigpolitika szabadség-
foka az egyes paraméterek értékének megvaltozésa tekintetében hatérozottan
novekszik akkor, ha a figyelembe vett paraméterek szama novekszik, vagyis
ha a gazdaségpolitikinak tobbféle eszkoz 4ll a rendelkezésére. Ugyanerre az
eredményre vezettek a részesedési paraméter értékével kapesolatos vizsgalatok
is.

|
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Végiil a javitdsi kollségeknek a le nem diszkontdlt sszes fogyasztas alakula-
sara gyakorolt hatisat elemeztiik. A szamitdsok eredményei értelmében a faj-
lagos javitdsi koltségek feltételezett novekedése parhuzamosan csokkenti az
elérhetd osszes fogyasztist, valamint a beruhdzas és a technikai felszereltség
optimélis novekedési iitemét. Az osszefiiggéseket a 3.3a és a 3.3b dbra tiinteti

fel.
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3.3a. dbra A le nem diszkontalt Osszes 3.3b. dbra A le nem diszkontalt Gsszes
fogyasztas fliggése a  javitdsi k(")]t.s'("gt-]f fogynsztas fliggése a Ju_vftflsi koltséoek
alakulasatél és a beruhazis noévekeddsi alakulfsatél és a technikai felszerveltséy
iitemét6l a redlis alapvaltozat esetén novekedési titemétél a realis alapval-
tozal esetén
Osszefoglalas

L. Az a kutatds, melyrdl ez a tanulminy szamol be, az alléeszkozalloméany
optimalis novekedési iitemével -kapesolatos kordabbi vizsgélatok szerves foly-
tatdsa. ElsGsorban annak tisztdzasira torekedett, hogy az Gn. meglestesiill
miiszaki fejlidés figyelembevétele mennyiben médositja az dsszefiiggéseket és
az optimdlis beruhdazdsi politikdval kapesolatban kordbban elért eredménye-
ket. Ennek a tényezOnek a figyelembevétele kapesolatot hoz 1étre a beruhdzdis
és a miiszaki fejlédés kozott, vagyis ilyen koriilmények kozott a miiszaki fejlodés
nagyobb mértékben érezteti hatdsat, ha tobb a beruhédzas. Feltehetd, hogy
ilven kériilmények kozott az alléeszkozallomdny eyorsabb novekedési iiteme
lesz majd optimélis.

2. A megtestesiilt miiszaki fejlédés figyelembevétele a modell nagymértéki
étd()loozasat tette sziikséuessé. A megtestesiilt miszaki fejlédés figyelembevé-
tele azt jelenti, hogy a berendezéseket létrehozdsuk idépontjanalk megfelels techni-
kai szinvonalon és techwikai Selszerellség mellett lehet csak dzemeltelni. Ennek
folytin az dlléeszkiz dllomany kiilonbozé idGszakokban létre hozott, tehat
kiilonbozs évjaratokhoz tartozé elemei mar nem adhatok ossze kozvetleniil.
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A termelés ilyen koriilmények kozott csak az egyes évjdratokra kiilon-kiilon
[elirt termelési fuggvényekkel dbrazolhato.

3. Ilyen feltevések mellett a modell és a beruhézasi politika kozponti vdliozdja
nem a homogénnek tekintett alldeszkoz allomény novekedési titeme, hanem
egyrészt a beruhdzds, masrészt pedig a technikai felszerellség idGben valtozat-
lannak tekintett novekedési itteme lesz. A vizsgalat soran e két novekedési titem-
nek azt a kombindciéjat prébaljuk meghatérozni, az amortizaciéra és a javi-
tasi, valamint az alléeszkoz fenntartasi koltségek elszdmoldsara vonatkozd
korabbi feltevések mellett, mely a fogyaszids maximumdra vezet. Az elemzést
analitikus és numerikus eszkozokkel bonyolitottuk le.

4. Az analilikus elemzés arra az eredményre vezetett, hogy a beruhazis és a
technikai felszereltség novekedési titemének parametrikus kezelése esetén az
elérhetd Osszes fogvasztas elsGsorban az dlldeszkozok optimdlis élettartamdtol
fiize. Redlis paraméterkombindciok esetén viszont ez az optimalis élettartam
nem tisztan gazdasigi valtozéknak, hanem elsGsorban a rendelkezésre all6
munkaeré-allomdnynak a figguénye. Az optimalis élettartam tehat e feltevések
keretei kozott az alldeszkoz-allomany illetve a 1étszdm viszonylagos sziikossé-
gének illetve béségének, és nem a miszaki fejlodés iitemének vagy egyéb tisz-
tin gazdasigi valtozdknak a fiiggvénye. ElsGsorban azért kaptuk ezt az ered-
ményt, mert az amortizdicios politikat adollnak tekintettiik, és nem hoztuk koz-
vetlen kapesolatba az optimdlis élettartam meghatérozdsaval.

5. A numerikus szdmildsok legfontosabb eredménye, hogy a meglestesiill
miiszaki fejlédés figyelembevétele nem mddositja lényegesen a kordbban kapott
eredményeket. A beruhizis novekeddsi iitemének hatdrozott és egyértelmtien
meghatirozhaté optimuma, az elérhetd osszfogyasztisnak pedig egyértelmiien
meghatarozhaté maximuma van akkor is, ha figyelembe vessziik a megtestestilt
miszaki fejlédést, vagyis a beruhazas és a miszaki fejlédés kolesonos kapeso-
latdt. A kordabbi modell alapjin kapott az az eredmény tehat, hogy nem a tar-
sadalmi és politikai korlitozo feltételek fiiggvényéhen elérhetd legmagasabb
beruhédzasi szinvonal az optimdlis, hanem a beruhdzdsnak tisztin gazdasdgi vdl-
tozok filggvényében meghatdrozhalé optimdlis értéke van, nem mdbdosul akkor, ha
ficyelembe vessziik a megtestesiilt miiszaki fejlsdést és évjaratonkénti termelési
fiiggvényeket irunk fel.

6. A numerikus szdmitésok egyéb eredményei koziil elsésorban az amortiza-
ci6s politikdhoz kapcsolédoknb kell megemliteni. Iizek értelmében az elérhets
osszes fogyasztas gyorsan né, és a beruhdzas optimalis novekedési iiteme gyor-
san csokken, ha barmilyen mdédon <ry0r31t]uk az amortizdciét. Ugy litszik
tehat, hogy az amortizicié tavolrdl sem csupdin pénziigyi—elszdmolastechnikai
kérdés, hanem nagy befolydssal van a nivekedési folyamat egészére. Feltétleniil
sziikségesnek latszik a modell olyan tovdbbfejlesztése, mely az optimélis élet-
tartamot és amortizacios politikat a beruhdzasi politika egyéb alapvéaltozoéival
egyiitt, és azokkal szerves egységben targyalja.

( Beérkezett: 1973. dprilis 16.)

2 Szigma
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THE OPTIMUM RATE OF GROWTH OF INVESTMENT AND CAPITAL-LABOUR
RATTO

The paper deals with the further development of the results of an earlier research work,
on the issues of optimal investment. It takes into consideration the relationship between
investment and technological development and includes embodied technological develop-
ment in the model. This leads to a large-scale transformation of the model, as the consi-
deration of embodied technological development makes it impossible to sum up directly
the fixed assets established at various points of time and representing different techno-
logical levels. Therefore vintage production functions shall be described for the explana-
tion of production on the fixed assets established at various periods. The two main vari-
ables of optimal investment policy model will be the rate of growth of investment and
capital-labour ratio, for under these conditions it is rational to suppose that the fixed
assets can operate only at a technological level and with a ca.pital-{ub()ur ratio corres-
ponding to the data of establishment.

The analysis carried out with the model has led to a result that the total consumption
available depends at the first place on the optimal lifespan of fixed assets, and lifespand
depends at the first place on the available manpower. The most important result of nu-
merical calculations is that the consideration of embodied technological development does
not alter the conclusion that it is not the socially and politically admissible highest in-
vestment level which is optimal. Even under these conditions optimum investment de-
pends on economic variables only, which leads to the maximum of the total consumption.
It was manifest too, that amortization exerts a great influence on the whole growth pro-
cess and therefore it is expedient to treat amortization together with the other basic
variables of investment policy and in an organic unity with them.
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OMNTHUMAJIBHOE TEMIIbl POCTA KAIUTAJIbHBIX BJIOYKEHWM
TEXHUWYECKOI'O CHABYXKEHMSI

CraThsl 3aHUMAETCsl AaJIbHEHIIHM Pa3BHTHEM pPe3yJbTaToB 0ojiee paHHEH HCCJIeI0BATEIb-
cKoii paborel. OHa o0OpalaeT BHUMaHHE Ha CBSA3b MEXKJly KallMTaJbHBIMH BJIOYKEHHSIMH H TeXHH-
YeCKHM MPOrPeCcCOM M BCTABJISIET B MOJENb BOIUIOIIEHHBIH TEXHHYECKHI 1porpecc. J10 BEUET
K NepecTpoiike MOJEJH, TaK KaK y4yeT BOIUIOIIEHHOI'0 TEXHHYECKOI'0 Iporpecca jejiaeT HeBos-
MO>KHBIM HENOCPeJICTBEHHOe CYyMMHPOBAaHHE OCHOBHBIX (DOHIOB, COSJAHHBLIX B PA3HLIX NEPHO-
JaxX M TAaKHM 00pa3oM NpeJICTaBJIsIIONIMX DA3HbIE TEXHHYECKHE YPOBHH. I103TOMY Ha Kaj<bli
roji ClieJlyeT HalHcaTh NPOU3BOACTBEHHbIC ()YHKIHH JUIsT 00bSICHEHHS JIQSTHYKHMOI0 TP OU3BOA-
CTBA HAa OCHOBHBIX (JOHAAX, CO3JAHHLIX B Pa3HLIX NepHoiax. JIByMsi IJIaBHBLIMH IlepeMEHHLIMH
MOJIEJIH ONTHMAJbHOH MOJUTHKH KaITUTAJLHBIX BJIOYKEHHI OyeT TeMn pocTa KanuTajloBJioyKe-
HHSI M TEXHHUYECKOe CHal)KeHHe, TaK KaK B 9THX YCJOBHMSX PAallMOHAIbHO MPEAINNJarartb, 4To
OCHOBHBIE (DOHJBI MOYKHO KCIIIYaTHPOBATDL TOJILKO HA TEXHHYECKOM YPOBHE, COOTBETCTBYIOIEM
NepHOJy CO3/IaHHsl, @ TAKOKE NIPH TEXHHUECKOM CHAOYKEHHH, ONPE/IEJIEHHOM B NEPHOJL CO3/JaHHs.

AHaNUTHYECKOE HCCJIeI0BAHME, CACJIAHHOE HA 0CHOBE MOJIEJIH, IIPHBEJI0O K TOMY pe3yJbTary,
4TO BCE JIOCTHICHMOE 10Tpe0JIeHHe 3aBHCHT B IIEPBYIO OUepPe/lb OT ONTHMAJILHOM TP O0DKHTENb-
HOCTH »<H3HH OCHOBHBIX (DOH[I0B, & NPOAOJDKUTEJILHOCTD YXH3HH 3dBHCHT B IEPBYI0 OYepe/b OT
Haan4yus padoueii cHitbl. CaMblii BaXXHBIX PE3yIbTAT UHCJIEHHBIX PACUETOB B TOM, YTO H B Ciydae
yueTa BOIJIOL[EHHOI'0 TeXHIYECKOro Nporpecca npaBUIIbHbIM SBJISIETCs TO OoJiee paHHee 3aKJI0-
YeHHE, YTO HE CAMBIH BBICOKHI YPOBEHb KANUTAJILHBIX BJIOM(EHHH, MOCTIXHMBIH KaK QYHKUHsA
001ECTBEHHBIX H TOJHTHYECKHX ONPAHHYMTENBHBIX YCJIOBHIl SIBJISIETCS1 ONTHMaJILHBIM. Kanu-
TaJIbHOE BJIOYKEHHE W NPH TAKHX YCJOBHSIX MMEET ONTHMAJIbHOE 3HAYEHHE, ONpeesisieMoe KaK
(QYHKIHST TOJBKO 9KOHOMHYECKHX TEPEMEHHBIX, KOTOPOE BEIEeT K MaKCHMaJbHOH CTOMMOCTH
BCEI'0 JIOCTHYKUMOT0 notpebsieust. CTajio siCHBIM H TO, UTO aMOPTH3alHsl umMeeT 6osiblioe BiHs-
HHE Ha BEChb MPOLECC POCTA H MMOITOMY 1esiecoo0pa3Ho paccMaTphiBaTh aMOPTH3ALMI0 BMECTE €
JIPYIHMH OCHOBHBIMH I1€DEMEHHBIMH ITOJINTHKH KallMTAllbHbIX BJIOXKEHHH M B OPraHHYeCKOM
€/IHHCTBE C HUMH.
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Készletjelzésen alapuld szabalyozas Leontief-tipusa
gazdasagban

Tanulmanyunk kozvetleniil kapesolédik Kornai J. és Martos B. Szigmdban
kozolt cikkéhez, amely varhatéan egy hosszabb kutatémunka kiindulépontja
lehet.! Természetesen e vizsgilatokndl kezdetben a sok egyszertisits feltevést
alkalmazé modellekbdl kell kiindulni és a tapasztalatok felhasznéldsival ha-
ladhatunk a bonyolultabb szabdlyozdsi — magatartési formdk elemzése felé.

Vizsgélatunkat az idézett cikkben kozolt, Leontief-tipusa gazdasigra adott
folytonos modellel kezdtiik. A modellt felirtuk differenciaegyenletek formaji-
ban is. A folytonos és diszkrét modell megolddsainak péarhuzamos elemzése
a készletjelzésen alapulé szabdlyozis érdekes 6sszefiiggéseire hivta fel a figyel-
met. Az eredmények elemzése egytttal a kiindulé modell tovébbfejlesztésének
lehetdségeire is utmutatdst adott. Az dltalunk vizsgalt tovabbfejlesztett modell
is viszonylag egyszer(i, azonban elemzése a kutatas szempontjabdl tanulsigos.

A tanulmiany hérom részbsl all. Az elsG részben a folytonos és- diszkrét
modell legfontosabb jeloléseit és feltevéseit foglaljuk ssze. A mésodik rész-
ben a kiindulé modelleket és az azokkal ekvivalens modelleket fogalmazzuk
meg ¢s elemezziik. A harmadik részben a folytonos és diszkrét kiindulé model-
lek tovabbfejlesztését végezziik el és e tovabbfejlesztett modellek megoldasat
adjuk. Targyaldsunkban parhuzamosan vizsgiljuk a folytonos és diszkrét
esetet, s ramutatunk az eltéré megkozelitésb6l adédé kiilonbségek lényeges
vondsaira. A vizsgdlatokban nem tériink ki a rendszer miikodGképességének
részletes elemzésére, inkdbb a magatartds stabilitdsdanak kérdéseit allitottuk
a kozéppontba. '

1. Jelolések és feltevések
1.1. Jelilések :

a) Altalinos jelslések

A kis betiik n elemfi vektorokat, a nagy betik mxn-es matrixokat jelolnek.
A vektorok komponenseinek jelolésére a kis betiikhoz irott egyszeres indexek,
a matrixok elemeinek jelolésére a kettés indexek szolgdlnak. A j-edik egység-
vektort ¢;, az Osszegez$ vektort e, az egységmatrixot E jeloli.

1 A Tervgazdasagi Intézetben miikod6 szeminariumon kezdtiink el egy vizsgélatot,
amelyen e tanulmény els6é véltozatat kidolgoztuk és megvitattuk. A vitdban elhangzott
és hasznosftott megjegyzésekért a Matematikai Médszerek Alkalmazdsi Osztalya munka-
tarsainak mondunk koszénetet. i i Ry
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H u(t) = u(t+1) eltoldsoperacié

Au(t) = u(t+1) —u(t) differenciaopericié

1 = komplex szam imagindrius egysége

® = specidlis matrix-szorzis jele. Ertelmezése:

B® [An Am] = [BAII Bsz)_

Ay Ayy BA, BA,,

b) Specialis jelolések

h1) Valtozok:

x = a termelés vektora; , — a j-edik dgazat termelése;

X = a termelési vektorbdl képzett diagondl-matrix, ahol &, =

u — a termelSi készletek vektora, u; = a j-edik Adgazat készlete sajit
termelésébil;

Y — a felhasznaloi vasarlasok matrixa; Y = a k-adik termels vasarlasa
a j-edik dgazat termékébdil; ’

V. = a felhasznal6i készletek matrixa; V, = a k-adik dgazatnal levé
készlet a j-edik termékbdl;

w — a fogyasztoi készletek vektora, w; — a fogyaszté készlete a j-edik
agazat termékébdl;

z = a fogyasztoi vasarlasok vektora, z, = a fogyaszté vasarlasa a j-edik
agazat termékébil.

b2) Adott mennyiségek:

g = g(t) > 0 a fogyasztdis vektora, g,(t) = a l-edik évbeli fogyasztis a
j-edik agazat termékébdl;

F — F(t) > 0 input-koefficiensek matrixa, F, — a k-adik dgazat egy-
ségnyi  termékének elGallitAsahoz felhasznalt j-edik Agazatbeli
termék.

u*, V¥ w* — a megfeleld készletek norma szerinti szintje.
Ismertek tovibba a valtozok kezdeti (f — O idGponthoz tartozd) értékei
(=°, u°, V°, Y°, w° és 2°) a folytonos és (x,, ue, V, Y, w, és 2,) a diszkrét
modellben.

1.2. Feltevések

12 A folytonos modell valtoz6i a ¢ > 0 tartomanyban folytonosan diffe-
rencidlhaték. Kezds értékiik a ¢ — 0 idépontban adott (20, «°, VO,
o 29,
20 Minden valtozé determinisztikus.
3° A gazdasigban egyetlen fogyaszté van.
4% A gazdasag redlszférija Leontief-tipusd, azaz:
- nincsenek kiils§ korlatos erdforrasok,
a j-edik terméket egyetlen termels allitja el, s ez a j-edik agazat.
Az elGallitds egy technolégidval torténik,
- a raforditisok a termelés linedris fiiggvényei.
3% Az F(¢t) matrix folytonosan differencialhaté, nem negativ és domi-
nans sajit értéke minden ¢ > 0-ra kisebb 1-nél. (A folytonossigi kikotés
csak a folytonos modellre sziikséges.)
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6° Az 2° indulb termelés folytathaté, azaz:
@l — 9% =0
70 A folytonos modellben g¢(¢) fiiggvény elégséges, azaz minden ¢ > O-ra
és minden j-re fennall:?

90 > |~ 3 Pyt — g

8% Az induld készletek pozitivak:
1l K9, w® >0

Az 5° — 8 feltételek a rendszer miikodGképességére mondanak ki lényeges
osszefiiggéseket, a tobbi feltétel a vizsgalt gazdasag szerkezetét jellemzi.
KEbben a cikkben — amint azt bevezeténkben is emlitettiik — a rendszer
miikodGképességét, annak feltételeit nem elemezziik. Az 5° -8° feltételeket
izy elsGsorban a [4]-ben térgyalt modellel valé szoros kapesolat miatt sorol-
tuk fol.

2. Leontief gazdasag egy folytonos és diszkrét modellje

2.1. Eredeti modellek

A modellek 2n*-4n skaldregyenlethdl 4ll6 rendszerek, amelyek egyik csoportja
alkotja a mérlegegyenletek rendszerét, a mdsik csoportba tartoznak a visel-
kedési egyenletek. A folytonos modell az idézett cikkben [4] targyalt modell
kissé egyszer(ibb forméja felirdsa, a diszkrét modell az ennek megfelel fel-

iras.

Folytonos modell [3] Diszkrét modell [2]
Mérlegegyenletek
u=x — Ye—=z du =2 — Ye—z
V=Y FX AV =Y — FX
W=2z-—-g dw=z-—¢g

Magatartési szabalyok

§= ¥ 44+ Clur — w) AX = A(Ye) + Az + C? [u* — u(?)]
V= FX+ FX + 02V V) AY = A (FX) + C2[V* — V()]
i+ Ct(w*  w) Az =Ag + C? [w* — w(t)]

A c j=a j-edik dgazat szabdlyozé paramétere,
C = a szabélyozé valtozokbdl alkotott diagondlis matrix,
tovabb4: a véiltoz6 szimb6luma f5lé tett pont az id6 szerinti derivalast jeloli.
A szabdlyozé paraméterek — mint az egyenletekbdl leolvashaté — azt
mutatjiék meg, hogy a termelés, a termeldi és fogyasztéi vasarlasok valtozasd-

8 Belathatd, hogy a diszkrét modell esetében/a rendszer miikdddképessége nem fel-
tételezi a kikotés létezését.
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ban milyen ,stllyal” szerepelnek a normalkészlettl valé eltérések. Masképpen
fogalmazva; hogyan véltozzék pl. a termelés nagysaga, ha a véltozasnal figye-
lembevessziik a norméalkészlettsl vald eltérést kifejezd informaciot.

Az egyenletek kozgazdasigi interpretaciéja viszonylag kénnyen megadhaté.
A folytonos modell esetében azonban a magatartisi szabalyok értelmezése elég
nehézkes. A diszkrét modell kategéridi egyszer(ibbek, hiszen itt a nehezen értel-
mezhet$ derivaltak helyett olyan vilagos fogalmak szerepelnek, mint készlet-
valtozds, termelésnovekmény stb. A magatartasi szabalyok értelmezése is egy-
értelmiivé valik.

2.2. Szdrmaztatott modellek

2.2.1 Folytonos szdrmaztatott modell
A modell 2n* + 4n skalaregyenletbdl all
a) Mérlegegyenletek:

U = x— Ye —=2
V=Y — FX
Ww=z—¢g

b) Magatartisi egyenletek:

i = Cu* — u)
V= C¥V*— V)
w = C?*w* — w).

A szarmaztatott modell és az eredeti modell kozotti kapesolat lényegét az
alabbi allitas adja:

TETEL: Az eredeti és a szérmaztatott modellek
ekvivalensek. A tétel bizonyitisa egyszer(i, s a formdlis ekvivalencia
mellett belathaté a tartalmi egyeziség is [3].

A szarmaztatott modell magatartisi egyenletei egy fizikai analégia lehetGsé-
gére mutatnak. A fizikai anal6gidk jelentdsége és a kozgazdasigi modellek
elemzésénél adédd hasznossiga mar altalinosan elfogadott. Jelen esetben a
formai hasonlésdg miatt a magatartisi egyenletek a rezgés jelenségeit leird
mésodrend{i — tobbnyire dllandé egyiitthatéjia — linedris differencidlegyenle-
tekkel hozhaték rokonsagba.

A fizikai példanal maradva tegyiik fel, hogy valamely mozgé testre olyan
er$ hat, amely azt egyensulyi dllapotba igyckszik hozni. Az ilyen erd nagysiga
aranyos az egyensilyi helyzettdl vald eltéréssel. Jeloljiik s-sel adott £ idGpilla-
natban az egyenstlyi helyzett§l vals tavolsiagot, az ardnyosségi egyiitthatot
w-vel, ekkor az er6 nagysaga w’s lesz. Tegyiik fel tovabba, hogy a mozgds vala-
milyen ellendllds jelenlétében megy végbe, s ekkor fellép az Gn. ellendllisi erd,
amelynek irdnya ellentétes a mozgds irdnydval, nagységa 2ks-al egyenld, ahol
2k ardnyosségi tényezs. Ha f(£)-vel jeloljiik a rendszerre hato kiilso zavard erét,
akkor a mozgis differencidl-egyenlettel irhaté le:

8 = —2ké — w?s + f(t).
Ha f(t) = 0, akkor szabad rezgésrél, egyébként kényszer rezgésrol van szo.
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A modellnél felirt magatartési egyenletek koziil tekintsiik pl. a kovetkezst:
@ = —cju; + cduf.

Ebben az egyenlethen az emlitett ardnyossigi egyiitthaténak a ¢ szabdlyozési
paraméter felel meg, az f(¢) ,.zavaré eré” a normalkészlethez valé igazodés
kényszerfisége.

A miésodik derivalt kézgazdasagi értelmezése igy szemléletessé tehetd. Az i,
jelenti a készletvdltozds sebességét. A magatartési egyenlet tehdt azt mondja ki,
hogy a készletvéltozés sebessége a normalkészlettsl vals eltéréstdl fiigg.

A fizikai analégia két szempontbél is hasznosnak tiinik: Egyfel6l a mérleg-
egyenletek és magatartisi egyenletek tisztabban elkiiloniilnek. Mésfell a meg-
oldas szemléletesebb menetben valdsithaté meg és belathatd, hogy a megoldas
soran nem sziikséges feltételeznniink, hogy a €' matrix diagonalis. (Az egysze-
riibb térgyalisméd és az eredmények konnyebb értelmezhetésége miatt a tar-
gyalisban a (' diagonalis matrixszal dolgozunk.)

2.2.2 Diszkrét szdrmaztatott modell [2]

A diszkrét modell ugyancsak 2n* - 4n skalaregyenletbdl all, azonban egy-
szer(i atrendezéssel redukalni lehet az egyenletek szdmat. Igy a szdrmaztatott
modell a kovetkezd lesz:
(a) Mérlegegyenletek
x = Ye+ g+ Adw + Au
Y = FX + 4V

(b) Magatartasi egyenletek
A = C?[u* — u(t)]
A2V = CV* — V()]
Aw = C?w* — w(t)]

Diszkrét esetben a folytonoshoz hasonlé médon lehet az eredeti és a szdrmaz-
tatott modell ekvivalencidjit belatni. Mig azonban a folytonos modell esetében
meglehetdsen nehéz a szarmaztatott modell értelmezése, a diszkrét modell ese-
tében taldn éppen a szarmaztatott modell az, amelynek érdekes kozgazdasdgi
tartalmat lehet tulajdonitani.

Mér elsé ranézésre megallapithat6, hogy ebben a felirdsban — amely tehdt
az eredeti felirasbél logikusan kovetkezik — a készletek autoném szabalyozéasa
figyvelheté meg, azaz valamely agazat jov6beli készletalakuldsat semmilyen
mas tényezé nem befolydsolja, csupdn a normativ készlettdl valé eltérés és a
szabélyozis hatékonysdga. Vizsgiljuk meg részletesebben példaként a A*u(t)-re
adott egyenletet | A baloldal kifejtése utan a kovetkezé formula adédik:

ult + 2) — 2u(t + 1) + ult) = Clu* — u(b)],
vagy dtrendezve:
wlt + 2) = ult + 1) + [ult + 1) — ()] + C2[u* — u(®)):
Még vildgosabbd valik a képlet tartalma, ha ¢ = ¢ — 1 helyen vizsgéljuk a
folyamatot. Ekkor ugyanis:

w(t +1) = u(t) + [wlt) — u(t — 1)] + C*[u* — u(t — 1)]
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adédik. A modell tehdt tgy hatdrozza meg a ¢ + 1 idGbeli készletet, hogy a ¢
idébeli készlethez hozzdadja a megelz6 idGszak készletvaltozasat (ezt nevezziik
a tovabbiakban mechanikus extrapoldciénak) és a szabalyozési tagot, amelyben
viszont az el6z6 idébeli készletnek a normatél valé eltérése szerepel. Ez a kés-
leltetett szabdlyozas (bar természetes, hiszen id6 sziikséges ahhoz, hogy a nor-
matél valé eltérést regisztraljik és ennek megfeleld intézkedéseket tegyenek)
stlyos problémék forrisa és az egész rendszer miikodSképességét veszélyezteti.
A modell folytonos véltozataban a szabdlyozist az i — C*(u* — u) egyenlet
irja le, ennél pedig a szabélyozas késleltetés nélkiil, a reakei6idd elhanyagolasa-
val koveti a normitél valo eltérést. Bz a magyarazata annak, hogy a kétféle
— a folytonos és a diszkrét megoldas gyokeresen kiilonbozik egymastol.

2.3. Szdrmaztatott modellek megoldisa
2.3.1 A folytonos modell megoldasa és a megoldas értelmezése

A megoldds soran tamaszkodunk az alabbi segédtételre.

(V)
c: 0

n

1. Segédtétel: A 7 — ( Z,. 2i(0) = L5,

alakd matrix differencidlegyenlet megoldasa:

0 E, »
R L [ cos Ct €V sin Ct
(A = & viewe’

('sinCt  cos Ct

( 7
ahol @ :( ) ﬁ”).

c? 0
A tetel bizonyitdsa a [3]-ben talalhato.

Tekintsiik most a V — O%(V* — V) rendszert: Kz atirhaté a kovetkezs rend-
szerré:

V=1V
V=0V* V)

Vi (0 If’[V +<[ 0
V] - o] VJ o2 V)
A differencidlegyenletek elméletébdl ismert médon kapjuk, hogy:
)= (50 - (7] (5] = (o o +
14 V(0) 0 0 Yo — Foxo 0
Ebbdl

( V — V* | (cos CE)Y(V® — V*) 4 (C~'sinCt)(Y® — F°X9) 8

aAzaz




KESZLETJELZESEN ALAPULO SZABALYOZAS LEONTIEF-TIPUSU GAZDASAGBAN 191

Hasonlé médon szamithatjuk ki az  és w valtozdk értékeit is, csak az #(0) és
w(0) értékek meghatarozasara kell iigyelniink. A megoldds menetét itt nem
kozoljiik, csak az eredményeket adjuk meg.

‘ w = u* - cos Ct(u® — u_*) + O~ (sin Ct)(z® — YVe - é") |

w = w* + cns.O’Vtr(Vi'(')“ m_;)*) + C;"il(sriril b’i)(;" jB)

Jzzel meghataroztuk az u, V és w valtozokat.
A tovabbiakban meghatarozhatjuk az x, ¥ és z valtozdk értékeit is.
Kezdjiik a z-vel:
Mivel w =z — g,

z2=g+ w=g — Csin Ct(w® — w*) + cos Ct(z" — ¢°).
Hasonlé mdédon meghatarozhatjuk az a és az V értékeit is. A 2z ismeretében
S

W= =¥l
V=Y FX
rendszerb6l a masodik egyenletet e-vel szorozva és dsszeadva az egyenleteket,
kapjuk, hogy
z= (K — F) YVe + % + 2).
Kbbdl
'ar = (B — F) g — C(sin Ct)(u® — u* + Ve — V*e 4 w® — 1*) L
+ (cos Ct)(2® — FOz° — g9)] ‘

(£ F) tlétezik, mert az F(¢) =~ 0 minden ¢ > O-ra, és dominans sajatértéke
kisebb l-nél.)
Az Y = FX -+ V rendszerbsl pedig

[¥ = FX  (@sin0O(V°  V¥) + cos CYO — FOX0) |.
A megoldds egy lehetséges értelmezéséhez tekintsiik az u vektor j-edik koordi-
nitijat, s ennek megfelelden a megoldésban szerepls tobbi valtozé megfelels
koordinatajat:

ko _
w; = uf + cos c;t(uf u}) + —sin  #(2® — 12,' Yig—d).

/
)

Felhaszndlunk egy konnyen beldthaté segédtételt.
2. Segédtétel: A (sin )b 4 (cos a)e
felirhaté a L
V62 4 ¢* sin(a + )
b e

formaban, ahol ¢ = arc co8 ————— = arec sin ——— .

V 2 s c2 l_’b? 4 2
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Alkalmazzuk ezt az eredményt az u; véltozéra:

u; = u¥ + L;sin(c;¢ + ¢°)
ahol

Lo + 2
Ly = ;l/cf-(u}’ — W) + (2 — %’Y}-’, -2
7
. u) — uf
@° = arc sin -4y
!

A fenti forma a harmonikus rezgésnél megismert oOsszefiiggéshez hasonlit.
Az L; illandét a rezgés (4ltalinosabban a mozgds) amplitGd6janak nevezziik,
a ¢; a mozgas frekvencidja, mig a ¢° a kezdd fazisa.

A mozgis képét az alibbi abra szemlélteti:

%9

Az u(t) fiiggvény értéke periodikus mozgds szerint valtozik. A mozgés {Gbb
jellemzdi a kovetkezdk:

19 a periodikus mozgés centruma az u* normélkészlet nagysiga. A gazdasigi
egyedek magatartidsiban tehat érvényesiil az a szempont, hogy a készletek
alakulisa a normdlkészlet szintjéhez igazodjdk.

2" A periodikus mozgés amplitud6jit az L, tényezs adja. Az amplitadé fon-
tos jellemzije, hogy nagysiga allandé és fiige a szabdlyozdsi paraméter
valamint az egyes viltozok kezdeti értékének nagvsigatol.

3% A mozgés periédusa is dllandé.

4% A kezdd6fazis meghatéroziasihoz a sin @® értdkeit kell tekin-

Mivel a sin ¢%ra adott kifejezésben a nevezd mindig pozitiv elGjeld, a
szog elGjelét az (uf — uf) kiillonbség hatdrozza meg. Ha 'a;y -uft >0,
akkor —z < ¢° <, amibdl megdllapithatd, hogy a girbe az w} f6lott metszi
az ) tengelyt.
A fenti értelmezés kiterjeszthets a tobb vdltozéra is. Az eredmények hason-
16ak lesznek. Erdekesebb viszont azt megvizsgalni, vajon a diszkrét esetben
milyen eltérések vannak a folytonos esethez képest.

2.3.2. A diszkrét modell megoldisa és értelmezése

A diszkrét modell megolddsa allandé egyiitthatéju linearis differenciaegyen-
let megolddsdhoz vezet. Itt most csupén példaként mutatjuk be az egyenlet
megoldasit a

APy = C%[u* — u(?t)]
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egyenletre. Atrendezés utin — mint mér lattuk — a kovetkezs formula adédik:
w(t 4+ 2) = 2u(t + 1) — u(t) — C?u(t) + C?u*
Melléirva az u(t + 1) = u(t 4 1) azonossigot a kovetkezd rendszer adddik:
u(t) _( 0 EJ( u(t) l ( 0
u(t -+ 1) — (B + C?) 2B) (u(t + 1)) C2y*

Ez egy inhomogén, elsérendd, linedris egyenletrendszer, melynek altalinos
megoldasa:

s(6) = Ats(0) + 4! A-e+f)

alakban irhaté fel, ahol 4 a feladat egyiitthaté matrixa, f(¢) pedig ismert id6-
fiiggvény. Esetiinkben az 4 matrix

0 E

0
az f(t) fiiggvény pedig
5 oy ) 10 Ty vl

konstans lesz.
2 %

Az dltaldnos megoldas pedig a megfelels atalakitisok utdn az

T L ol O R S
u(t—{—l),_A H_MJT(A B) I’OHu*,] (4 - B) l(mu*]

alakot o6lti.

A feladat kovetkezd lépése A! matrix meghatarozdsa.

Konnyen belathat6, hogv ha léteznek olyan P és P~ matrixok, amelyek
A-t diagondlis alakra hoztak, azaz A = P.B.P~ ' (B diagondilis matrix), akkor
A' = P.B! P~ 1 alakban irhaté, B' pedig kénnyen meghatérozhat6. Esetiink-
ben belathat6 és behelvettesitéssel igazolhaté, hogy ha

E—iC —E
(B i0) E

- (/«v i i I i i(') A S e
] (A Vi

K+ iC 0
0 Bl
Mivel B blokkonként diagondlis matrix, hatvinyai kinnyen eléallithatdk,
igy a komplex szimok trigonometrikus alakjinak felhaszndldsdval elGallit-
haté az A! matrix a kovetkezd alakban:

& B J , akkor az 4 = P.B.P. ! relicié teljesiil.

At — 1~ VE T+ O (EACYsin[¢—1)0] [ E + C¥sin (:9)
'E + C*' (B 4 C?)sin (t D) VE + ¢**'sin [(t + 1)@]
Konnyen belathato az is, hogy a megolddsban szereplé (4 — K)™ ' matrix
0 [ E — EJ
E+C* —FE

lesz, ¢s a megoldas dllandéja pedig

v : (2%
0 :6,,,259’ E ﬁ“ 0 }:02@( u

(i~ H)?
C*u® E+C* — B)C?u* -C2u*

u*
—A(u* .
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A fenti formulék felhaszndldsival méar konnyen el6allithaté u(t) explicit meg-
olddsa és hasonlé médon kaphaté V(t) és w(t) megolddsa is:

u(t)y=w*+C VW E+C? [sint®(u, u*) (JE+ C?) ‘sin (t—1) Dluy—u*)] |
1 ) 0

V(t)y=V*4-C Y ETCH [sintd(V, - V*) - (VEFC?) 'sin (t—1)B(V,— V)]

w(t)=w*4-C 1| E+C¥ [sin tD(w, —w*) —(JE+C?)™" sin (t— 1)P(w, — w*)] 1

A fenti egyenletekben a kezdeti értékek mellett szerepelnek a ¢ = 1 idében fel-
vett értékek (u,, V; és w,) is, amelyek meghatarozdsa a kivetkezs egyenletek-
bél torténik:

Uy = uy+ 2y — Yye — z,

. e
v Vo+ Y, - F X,
Wy = Wy + 2y — G-

Gzzel tehat megkaptuk a magatartdsi egyenletek teljes megolddsat.
A magatartisi egyenletek megolddsdnak ismeretében elvégezhetjiik a szar-
maztatott rendszer mérlegegyenleteinek megoldéasat is. Megoldandé tehat az

x=Ye+ g+ Adw-+ Au
Y - 117 '.'i: I" /lV

linedris egyenletrendszer, ahol csak a és ¥V ismeretlen. Egyszer( atalakitdsok
utdn kapjuk, hogy

J x=(H - F) g+ Au+ AV + Aw] |

| Y = F(E — F) \[g+ A4 + AV 4 Ab]+ AV

Ezzel el6éllitottuk a szidrmaztatott modell teljes megoldésat. Hasonléan a
folytonos modellhez, a diszkrét modellt is atalakitjuk az elemzéshez. A diszk-
rét modell j-ik magatartdsi egyenlete

wit) = uf + Mt) sin (o, + ¢°)

alakot 6lt, ahol 9° megegyezik a kordabban definidlttal, mig a masik két tényezd
eltér a folytonos modellben alkalmazottaktél. A kordbban bemutatottakhoz
hasonlé atalakitdsok utdn az adédik, hogy

M) = (V14 ¢) 'L,
<
0 == ot
s i ¢4
Lathat6, hogy a két megoldas kézott — a formai hasonlésagok mellett, — jelen-

tds kiilonbség van. Kz a megoldés is periodikus ingadozést abrézol, de 6 jel-
lemzG6i a kovetkezdk:
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19 A periodikus ingadozés centruma az uf lesz. Kz teljesen érthetd, hiszen
ez az a készletnorma, amelyhez a termel6k minden esetben torekednek.
Mivel a rendszer szabalyozdsinak egyik célja az, hogy ezt a centrumot
alakitsa ki, a .S/,abalvwab ebbdl a szemponthbdl ]()ndk tekinthetd.

2" Az ingadozds dhlplltll(lojdt az M(t) tag fejezi ki. Ismeretes, hogy c% - 0,
igv mivel ¢; 1 és L; konstans, az amphtudo t novekedésével korlatlanul
novekszik. Bz algl csak egy kivételes eset létezik, mégpedig az, amikor
mind %,;, mind pedig u,; megegyezik uf-gal, ez azonban egyszersmind a
periodicitdst is megsziinteti. Mivel a ‘szdmitdsok eredményeinek ez az
egyvik leglényegesebb pontja, kissé részletesebben ki kell térniink elem-
zésére.

Az, hogy a lcyfrumn/;_r s amplitidoja egyre novekvs és elég nagy ¢ esetén
barmilyen naggya véarhat, azt Jolontl hogy a mindenkori kewletnaav&afr igen
nagy értékekkel eltérhet a mozgds centrumatél mind pozitiv, mind negativ
irdanyban. A készletek tehat nem stabilak olyan értelemben sem, ahogv az a
fn]ytnnos modell esetén értelmezhetd volt, tehat gy, hogy a készletvaltozas
mindig bizonyos hatdron beliil maradt. Ez pedig azt _](,lentl, hogy a modell
dltal reprezentilt szabdlyozis nem elégséges, bizonyos id§ elteltével a rendszer
miikodésképtelenné valik. Ennek oka — mint azt mar a kordbbiakban is emli-
tettitk — az, hogy a szabdlyozis csak késéssel igazitja a készleteket, nem a pil-
lanatnyi, hanem egy korabbi készletnagysigot vesz alapul, igy egyre inkabb
eltér az eldirt szinttél. Megjegyzends, hogy a késleltetés — ami voltaképpen
me;_:f(,]el a reakeci6éidonek tetszés szerint kiesinek valaszthatd, hiszen ¢ ské-
lazdsdat is tetszds szerint vilasztjuk meg, lényeg csupéan az, hogy véges interval-
lumot tekintiink a szabdlyozis megval6sitdsira, ekkor Korébbi 4llitdsaink
érvényben maradnak. Természetesen a véltozok diszkrét kezelése mellett az
eredeti modellnek az a tétele, amely a rendszer miikodSképességét biztositja
az elébb elmondottak miatt nem dérvényes.

Vizsgiljuk meg, hogy az amplitidé nivekedésének mértéke mely tényezdk-
t6l fiigg. Az egyszer(iség kedvéért ismét esak egy komponensre irjuk fel az egyen-
let megfelelG tényezGjét:

V14 ¢

¢

2 O ) o =
i “7‘1/ i '”0/')2 i (:]'“-'(uoj - '“?‘)2

vagy ugyanezt attekinthetGbb formaba irva:

- r] [/ - (uy; 1(0]) + (uo; — uf)?

Ebbdl a formabél az aldbbi kovetkeztetések vonhatok le:
ha csak -t tekintjiik viltozénak, az amplitidé végtelenhez tart ¢ noveke-
désével
ha u,; = u,; = uf, akkor az amplitudé konstans és 0-val egyenld.
ha ¢t és t-t rogzitjiik, akkor az amplitad6 gy lesz nagy, ha a kiindulé
készletértékek nagy mértékben eltérnek a normaktsl. Ha a folyamat meg-
kozelitGen egyensilyi helyzetbdl indul az oszcillacié kisebb lesz.

3% A megoldésként kapott fiiggvény j-edik elemének hullimhossza 2—”

g
Mindenek el6tt megjegvzendd, hogy ez t-t6l fiiggetlen, azaz az oszcillacio
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allandé hullimhosszi. A hullimhossz csak g, illetve ezen keresztiil c;
fiiggvénye, tehat a szabdlyozds intenzitdsatdl fiigg. KErdekes kérdés az,
hogy ¢; megfelel§ értékével lehet-e olyan nagy hullimhosszot kialakitani,
amely esetén az oszcillicié mar nem domindl az aldbbi értelemben. Ha ot
elég kicsire véalasztjuk, a hullimhossz igen nagy lehet, ez azonban csak gy

/alésulhat meg, hogy ¢; is igen kicsi lesz, hiszen g; = arcsin —/CJ:.
1+ ¢t
Ha ¢; kicsivé vilik, akkor a |1 + ¢} kozel esik 1-hez, tehdt az amplitadé
kisebb mértékben névekszik, ugyanakkor abszolit nagysigit tekintve
igen nagy lehet a formula mdsodik tényezGje miatt. Bz tehat azt jelenti,
hogy gyengébb szabalyozist alkalmazva a hullimhossz és az amplitado
is megnd, ezért azt llithatjuk, hogy ily médon sem érheté el j6 szabélyo-

zds. Mivel fenndll a 0 <C p; <~ = egyenltlenség, csupdn érdekességként
= g 8 ¢

beldthat6, hogy a minimélis hullaimhossz 5 lesz (azaz nagyobb mint 4).
Bz azt jelenti, hogy tetszileges kiindulépontbdl legalibb 5 alkalommal
kell szabdlyozni a folyamatot, hogy az visszatérjen kiindul6 helyzetébe.
Tekintsiink erre egy példat | Kgy gazdasigban évente figyelik meg a kész-
leteket és éves terveket készitenek rajuk. A készlettervezés mechanizmusa
legyen a kovetkezs:

a tervezés harom informacion alapul, ezek: a bazisidoszaki készlet-
nagysio, a legutobbi iddszak készletvaltozisa, készletnormas;

— a bazisidGszaki készletnagysig és az el6z8 idGszak készletvaltozas:
alapjin meghatdrozza a spontan virhaté készletnagysigot (Ezt nevez-
hetjiik mechanikus extrapoliciénak, hiszen csupan a maltbeli fejlédési
tendencia jovobeni kivetitését jelenti)

— a terv azonban szabalyoz is, mégpedig abba az irdnyba, hogy a kész-
letek mozgdsa a norma koril torténjen.

Ha a terv emlitett két tényezGjéhdl a szabilyozisi elem a donto, akkor

kordbbi eredményeink azt jelentik, hogy a gazdasagban a készletek 4 5

éves ciklikus ingadozist fognak mutatni.

40 Roviden megemlitjiik, hogy az ingadozis fiziseltolédisat o, mutatja.
A mdr kordabban felirt formula részletes elemzése helyett ennek is csupén
néhany jellegzetes értékét mutatjuk be:

- ¢; valtozdsdval szabdlyozni lehet a fiziseltolodast: ha ¢; elég kicsi és
Wy ugj, akkor p; = 0 4 nm, azaz ninces faziseltolédas, ha viszont
7

¢; nagy, akkor g, — 5

ugyancsak nines faziseltolodas akkor sem, ha u,; —= uf, de ismét —
2
az eltolédds, ha w,; = u;
konnyen leolvashat6 a formularél, hogy amennyiben wug; - uf, azaz
a rendszer a normdilnal nagyobb készlettel indul, akkor 0 < p; < =,
y ha viszont wu,; < uf, akkor 7 < o, < 27,
Erdemes megemliteni, hogy a fdziseltolodds onmagéban még nem ad vilaszt
arra a kérdésre, hogy a kiindulépontbdl pozitiv, vagy negativ irdnyba indul a
folyamat.
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A fentiekben u(t) fiiggvény elemzését végeztiik el, teljesen hasonlé az elem-
7és és a kovetkeztetések mas készletek (V (1) és w(t) Jesetében is. Attérve a modell
tobbi valtozdjara belathatd, hogy a fogyasztéi vasarlasok — feltéve, hogy red-
lis g(¢) fogyasztasi fiiggvényt valasztunk - a készletek ingadozésa és a fogyasz-
tas viszonylagos stabil volta miatt szintén névekvé amplitidéju ingadozasokat
végeznek. Nem ilyen egyszerii a helyzet a termelés és a felhaszndlas esetében.
Ezeknél ugyanis a kiilonféle készletek linearis kombinacidi szerepelnek, azaz
a termelés és a felhaszndlds pélyaja tobb kiilonb6z6 hullimhossza, aplitudéja
és mas eltoldst fiiggvény ereddjeként adédik. Az ily médon kapott palyak
specidlis esetben lehetnek simdk, lehetnek szabalyosan oszcillilok, de Altala-
ban szabalytalan, hullimzé alakulast mutatnak.

Attekintve a fenti elemzéseket a kivetkezd osszefoglalé megallapitasokat
tehetjiik:

a) A két modellfelirds, bar formailag nagyon hasonld, feltételeiben jelentds
kiilonbséget tartalimaz. Kz az eltérés a szabalyozas megvalésitasdhoz sziikséges
id6 figyelembe vételét, illetve elhanyagolisat jelenti.

b) A feltételekben meglevd kiilonbségek miatt a két modell méas eredménye-
ket szolgdltat. Mis modellek elemzésénél is belathato, hogy a két felirds és meg-
old4si méd kozott jelentGs kiilonbség van, itt azonban éppen a szabalyozasi
idG bevezetésével a két modell egymdasnak ellentmondé kovetkeztetésekhez
vezet.

¢) A folytonos modell eredményei azt mutatjik, hogy a feltételezett szaba-
lyozas mellett a készletek allandé amplitadéju periodikus ingadozdst mutat-
nak, az oszcillacié hullaimhossza alland6. A diszkrét modell esetében viszont
az amplitidé nem dllandé, hanem id§ fiigevényében novekvd, a megkivant
készletszinttdl valé eltérések a végtelenbe tartanak. A hullaimhossz itt is
allando.

d) A folytonos modell megoldisdban viszonylagos stabilitds észlelhetd és
nem tul szigori megkstések mellett biztosithaté a rendszer miikodéképessége.
A diszkrét megoldds minden esetben ¢ novekedésével a rendszer miikodGképes-
ségének megsziinéséhez vezet, igy felveti azt a gondolatot, hogy az itt alkalma-
zott nem elégséges szabélyozas helyett egy tobb szabdlyozdval torténd szaba-
lyozast probaljunk modellezni. A tovabblépést — egy fizikai anal6gian keresz-
tiil ismét a folytonos modell biztositotta.

3. Tovabbfejlesztett modellek
3.1. Folytonos loviabbfejlesztett modell leirdsa és megoldisa

Mar utaltunk rd, hogy a tovabbfejlesztés egy lehetséges médjahoz a fizikai
analégia, valamint az eredmény értékelésébdl adédod tanulsig adott Gtletet.?

Alabb megfogalmazzuk az Gn. tovéabbfejlesztett modellt.

A tovabbfejlesztett modell az eredeti modellbdl kiindulva a kiovetkezGkép-
pen irhat6 fel:

3 Az altalunk folytonos tovabbfejlesztett modellnek nevezett modell specidlis esetét
dolgozta ki és miikodését elemezte Kornai J. és Martos B. Errdl, a jelen tanulmény szer-
z6inek munkéajatél fiiggetleniil kidolgozott modellrsl beszamold cikk az Econometricaban
jelenik meg [6].

3 Szigma
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(a) Mérlegegyenletek
t =z — Xe — =z
¥ =¥ — FX
Ww=z—g

(b) Magatartési szabalyok
d=Y + 2+ C2(u* — u) + 2D(u** — %)
Y = (FX) 4+ C(V* — V) + 2D(V** — V)
=g+ C*w* — w) + 2D(w** — w)

ahol az eddig hasznélt jelolések mellett az Gjak jelentése u**, V** és w** — g
megfeleld készletvaltozds kivénatos iiteme. D = szabélyozdsi paraméterek
matrixa.

Az 1. tétel alapjin felirhatjuk a tovibbfejlesztett modellt a szarmaztatott
modellbdl levezetett, formédban is.

Ertelmezzitk most a magatartési szabélyokat | Lathato, hogy az eredeti
modellhez képest médositottuk a szabélyok tartalmat. A fizikai példdhoz kap-
csolodva egyfajta csillapitast igyeksziink az w, V és w oszcillacidjiba vinni
azdltal, hogy ellenallisi ervel is szamolunk. A gazdalkoddsi egységek (dgaza-
tok) magatartdsi, alkalmazkoddsi torvényeire gondolva megdllapithatjuk,
hogy ez esetben a normélkészlethez valé alkalmazkoddson tdlmenéen meg-
koveteljiik a készletvaltozds egy adott szinthez valé alkalmazkoddsat is. A meg-
oldds értelmezésénél majd szemléltetjiik, hogy ez a szabdlyozis két tendencia
érvényesitését koveteli meg. Az egyik tendencidt a ¢, paraméterek hatérozzik
meg, a masik tendenciarél még nem tudjuk, vajon erdsiti-e ezt, vagy ellene hat.

A modell megoldasinak menete a mar megismert menethez 4ll kizel. A meg-
oldas sordn felhaszniljuk a kovetkezd segédtételt:

0 V)

3. Segédiétel: A 7 —
_¢r 2D

Jz, 2(0) = Hy,

matrix-differencidlegyenlet megolddsat

st B [€-PHRN(—D—R) + o-P+RYD _ R)
2R [( D+ R)ePHRM( D — R) 4 (—D — R)e-P-RY(D _ R)
(g( -D— R)f e(‘D‘* R)‘
(D — R)et-D=Rt _ (_ D | R)el~D+R)N
ahol

o R
202 2D

R =)D? — (-

(Feltessziik, hogy R -« 0. Ha B — 0, akkor az alabbi targyaldstol eltérs elem-
zés sziikséges, amit itt nem végziink el.) A tétel bizonyitésa [3]-ban taldlhaté.

* Levezetéseinkben az egyszer(ibb jelslés miatt esetenként tortalakban frunk matrixo-
kat, amit val6jaban a nevez6ben szereplé matrix inverzével valé szorzasként értelmeziink.
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Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:
V=V -
Vo= CNV* — V) + 2D(V** — V)

(5] - (—002 *Eﬂ?) [5] N (GzV* +02DV**)'

lV] - es‘H il (V* + 202 DV** " V* 4+ 202 DV**
Kb V(O)] 0 ” ( 0 )
Ebbdl kifejezve a V-t kapjuk:

azaz

Ebbél

— -

Rt _ ,—Rt Rt =Rt
V:e"D’[f2Fe_— ip g ke J(Vo x 20DV 4 {
- iy L py f
+ oDt “—21: ]+ (v* 422 V**J '

(A fenti szamitdsi menetben felhasznéltuk, hogy
o(~D-R} _ g~Dt . o—RI

fennall, mivel D és R diagonal matrixok.)

A V valtozénal megismert szdmitdshoz hasonléan kénnyen kiszadmithatjuk
az u 6és w valtozok, a szirmaztatott rendszernél mar megismert médon pedig
az x, Y és z értékeit is. Mivel az u, V és w értékeit és ebbdl azok derivaltjait
ismerjiik, a szdmitds elvégezhets. A nehézkes felirdsméd miatt most ezen vél-
tozok értékeinek leirdsatol eltekintiink.

3.2. Diszkrét lovabbfejlesztett modell leirdsa és megolddisa

Diszkrét esetben a tovabbfejlesztett modell — akdrcsak a szdrmaztatott
modell — mérlegegyenletekb6l és magatartési egyenletekbdl 4ll, hasonléan a
folytonos modellhez a kovetkezs:

(a) Mérlegegyenletek

=Ye+ g+ dw+ Au
Y= Fz + AV
(b) Magatartisi egyenletek
Au = 2D(u** — Au) + C?[u* — u(?)]
A2V = 2D(V** — AV) + C*[V* — V(t)]
Aw = 2D(w** — dw) 4 C*[w* — w(t)].

3*
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Ebben a modellben tehat két szabalyozas érvényesiil: nem csupan a készletek
nagysagat, de a készletviltozas nagysigat is szabdlyozzdk. (Ez utébbi tortén-
het gy, hogy a készletek stabilitasat tekintjiik kivanatosnak, azaz az elGirt
normativ készletvaltozas valamennyi készletre nulla.) A jobb értelmezhetSség
kedvéért alakitsuk at a magatartdsi egyenleteket; az dtalakitdst ismét csak
egy egyenlet példédjan mutatjuk be:

u(t + 2) — 2u(t + 1) 4 u(t) = 2Du** — 2DAuw + Cu* — Cu(t)
és atrendezésével a kovetkezd egyenletet kapjuk:
u(t + 2) =u(t + 1) + [£ — 2D][u(t + 1) — u(t)] — C?u(t) + C*u* 4- 2Du**,
vagy ismét ¢t — ¢ 1 helyen tekintve
u(t + 1) = u(t) + [B — 2D][w(t) - u(t — 1)] 4 C*(u* — w(t — 1)) + 2Du**

adédik. Kz a forma erGsen hasonlit a szarmaztatott modell értelmezésére felirt
formara. Az alapvetd kiilonbség a ketts kozott az, hogy ott az w(t) — w(l — 1)=
= Ju(t) tag egyiitthaté matrixa £ volt, mig itt (£ — 2D), Visszatérve korabbi
példankhoz ez a magatartdasi egyenlet olyan készlettervezési mechanizmust
abrazol, amely a bézisidGszaki készletnagysighoz nem egyszertien az utolsd
id6szak készletvaltozasat, hanem annak csak egy részét adja hozzi, s a normé-
t6l valo eltéréssel a korabban emlitett modon szabdlyoz. Ezt nevezziik az el6z6
,mechanikus extrapoléciéval’” szemben ,linedris extrapoliciénak”. Eltérést
jelent még az is, hogy a fenti, az w(/ + 1)-re adott formuliban szerepel egy
additiv konstans tag is (2Du**).

A megoldis modja hasonlé a korabban bemutatott szarmaztatott modellé-
hez. Kiragadva ismét csak egy magatartisi egyenletet vazlatosan mutatjuk
be a megoldist. Megoldanddé most tehat az

w(t - 2) =wult + 1) + (B — 2D)Au(t) — C*u(t) + C*u* 4 2Dw**

masodrendi linearis differenciaegyenlet.
Az elsG 1épésben ismét A" hatvanyt allitjuk elG a mar bemutatott {Gtengely-
transzformacio segitségével. Itt az adodik, hogy

A' = (2D — )@
(E--D+ | D*-C(E - D) D*—C*)+ (8- D - D* -C*(- B+ D D*-C2);

A )
(BE-D+VD* - C¥ + (8- DD - C?

Ve D DE Gy vl D VDGR D YD OB B4-D VD2
(B — D 4 VDF =08t (B — Dl LR
Ezutin meghatarozzuk a konstans tagot, amely ez esetben is akaresak a

folytonos modellnél — w* | 2C' 2 - Du** lesz. A keresett megoldis pedig

u(t) ) 4¢(“u u¥ — 2072 Dy**
1)

u* |+ 202 Du**
u(l u, — u* — 2072 Dy** [

u* 4 2072 Dy**

alakban irhaté. A részletes megolddst dltaldban az A' matrix bonyolultsiga
miatt nem irjuk fel; a kisvetkezd, elemzs részben csoportositjuk a megoldésokat,
és ekkor adjuk meg a pontos megolddst is.
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3.3. A folytonos tovdbbfejlesztett modell megolddsinak értelmezése

A fenti formaban adott megoldésok tovabbi diszkussziéja kivanatos. Az
elemzést az u valtozdra végezziik el, de analég médon a tobbi valtozéra is
elvégezhetjiik. A megoldésnél adott formuldban az R valés vagy komplex vol-
tato6l eltekintettiink. Az alabbiakban a D és C nagysagrendi relaciéja alapjan
két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: ‘b_(_a"l

Ekkor D? —C?< 0igy R = D> —C*>= (JC? —D? i =i - R ahol tehét
R =VC? — D? valés. -
Helyettesitsiik be R helyére az iR értékeket.
Gy T Lot iRt | ,—iRt
weenl|o 2 iy SE S

S By 0 g% 27y %
9 5 (u i 202Du**) +

+ e~0'['3—if“—,.i-ikiu(0)] 4 (u* + 202 Du*¥)
2R
w=e P {(sin Rt) - (DR-V)[(w® u* - 20°Du** 4 u(0)] +
F (cos RE)(u® — u* 202Du**)} + (u* + 2C~2 Du**).
Mivel
#(0) = 2% — Y% — 29
w=e¢ P {[(sin Rt)(DR)(u® wu* 202Du** 4 a0 Y0e¢ 29 +
+ (cosRt) (u®  u* 202 Du**)]} 4 (u* 4 202 Du**).

Az w véltozénak ebbdl a formdjabél mar kiolvashatjuk a tovabbfejlesztett
modell megoldisanak egyik nagyon fontos tulajdonsagdt. Lathat6, hogy az
eredeti modell oszcillilé megoldéasat sikeriilt csillapitanunk. Ugyanis ha ¢t — oo,
akkor e P! — 0 és ebbdl kovetkezben w — (u* | 20~ 2 Du*¥*),

Sematikus dbrdn szemléletes képet adhatunk a csillapodés formajarol:

ur't)

A tovabbfejlesztés otletét a fizikai anal6gia is segitette, s lithat6, hogy a
csillapitott rezgéshez hasonlé mozgéist kaptunk. Ezt a rendszert a kovetkezdk-
ben g yengén csillapitott rendszernek fogjuk nevezni.

Az eléggé nehezen dttekinthets felirds miatt most nem részletezziik az ampli-
tidé és frekvencia kiszdmitdsét. Eredményiink: a rendszer stabilla vélt.
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J6 lenne az u valtozé alakuldsanak kozgazdasigi hatterét is megadni. Ez
nem konnyfi. Emlitettiik mér, hogy a tovabbfejlesztett rendszerben két szabé-
lyozasi tendencia érvényesiil: egyrészt a normdlkészlethez valé alkalmazkodds,
masrészt a készletviltozas alkalmazkoddsa a kivant mértékii valtozdshoz. Az
6lébbi fejtegetésbdl kideriilt, hogy a rendszer nem az u* helyen valik stabilld,
hanem. u* - 20 2Du** helyen, azaz az w** is , belesz6l” a stabilitdasba. Ez az
érték magasabb az w*-ndl, ami azt sejteti, hogy a gazdilkod4si egység maga-
tartdsa, viselkedése erre a szabdlyozdsra sajitosan reagdl: ha megkivinjuk a
készletvaltozas kivanatos értékhez valé alkalmazkodasat, akkor ez a készlete-
zésben bizonyos ,,ratartasi’ tendencidt valt ki. Masképpen fogalmazva ez azt
i8 jelenti, hogy a kétféle szabalyozis (a készletnorma betartdsa, illetve a kész-
letvaltozas betartésa) ellentétes tendencidt fejez ki és emiatt az w*-nil maga-
sabb értéknél alakul ki a stabil helyzet.

Il. eset: | D > ()]. Mivel ez az elGbbivel ellentétes relaciot jelent, ezért ezt a
rendszer erdsen csillapitott rendszernek fogjuk nevezni. Ebben az esetben a

megoldas
(YD'=C* __ ,—tyD'-C 1Y D*—C* —tyD*-C* R
T e [g AZVD_Z EM(,., Sl M. 4——2—8 ———— (u®—u*—202 Du**) |4

et D'=C* _ ,—tYD'-C* il
21/1)2_,02- - 4(0) [ + (u¥* 4+ 202 Dy**).

e Dt

Lathat6, hogy ebben az esetben semmiféle oszcillacié (rezgés) nem torténik.
A ¢ novekedésével az u csokken, és ha ¢ — oo, akkor u — (u* 4 20 2Du**),
Ezt a mozgést a fizikaban tilesillapitott mozgésnak hivjik. A mozgis az alabbi

abraval szemléltethetd:

\ u(t)

¥
/‘_

u*+207pu**

Az emlitett eset megkiilonboztetéséndl feltételeztiik, hogy a két szabélyo-
zdsi matrix (C' és D) kozott értelmezhets a nagysagrendi relicié. Ha a nagysig-
rendi reldcié nem volna értelmezhets, akkor a megfelels diagondlis elemeket
hasonlitjuk 6ssze, amelyek kozott ugyancsak az el6bbi két relicio lehetséges.
Az elmondottak alapjéin beldthats, hogy a fenti szabalyozdsi forma rugalma-
san alkalmazhat6 a vizsgilt gazdasigra. Nem sziikséges, hogy a D és ' kozott
egyértelm{i nagysdgrendi relaci6 legyen. Kz kézgazdaségilag azt jelenti, hogy
nem sziikséges minden dgazatra ugyanazt a szabdlyozést alkalmazni. Egyik
dgazatndl megkivdnhatjuk, hogy a norméalkészlethez valé alkalmazkodas
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legyen a domindns a készletvaltozas iiteméhez valé alkalmazkodéds rovéséra,
mas dgazatoknal ennek a forditottja is megengedhets. Az egész rendszer stabi-
litdsa szempontjabol ez kozombos, csupan a csillapodds mértékében lesz kii-
lonbség.

3.4. A diszkrét tovabbfejlesztett modell megolddsanalk értelmezése

A diszkrét modell esetében ugyancsak a két szabilyozasi tag nagysigrendi
relacidja szerint targyaljuk a megolddsokat:

1. eset: :1) =0

Ekkor D* — (2 = — R?és || — R*= iR.
Jeloljiik tovabbéa az £ — D matrixot G-vel, akkor a kordbbi levezetésekhez
hasonléan belathaté, hogy a megoldéas ez esetben a kovetkezd lesz.

u(t) = R1YG* + R [sin t D(u, — u* — 202 Du**)
V@2 + R?sin(t — 1)® (u, — u* — 202 Du**) 4 u* + 202 Du**].

Az elsG megéllapitisunk az, hogy ha D-t O-nak vélasztjuk, ez visszaadja a szar-
maztatott modell megolddsat, tehat az ennek specidlis esete. A mésik fontos
megallapitds az, hogy a fiiggvény konstans része lényegesen bonyolultabb,
mint az el6z6 modell esetében. Az itt kapott konstans Ggy interpretalhato,
hogy a kettds szabdlyozas folytan a készletalakulés centruméat nemesak a nor-
mativ készlet, hanem a normativ készletvaltozas is befolyésolja. Az ingadozas
centruma e két norma linedris kombindciéjaként alakul ki, ahola , stlyokat”
a két szabélyozé egyméshoz viszonyitott ardnya hatérozza meg.

Tekintsiik most a kapott periodikus fiiggvény amplitidéjat és vizsgaljuk
meg, hogyan viselkedik az idé fiiggvényében. Az amplitudd tulajdonsiagai —
elhagyva most R~ 1-et és az dtalakitds sordn beléps egyéb konstans tényezdket

~ alapvetden a G* 4 R? tényezitdl fiiggnek. Visszahelyettesitve az eredeti
jeloléseket azt kapjuk, hogy

V&® + R* =|(E -Dp+C* - D¥=\E—2D + D*+ C* — D¥ =
=|C* + E —2D".

Az amplitidé jellegét a gyok alatti kifejezés nagysiga donti el:
(a) Az amplitidé ¢ novekedésével végtelenhez tart, ha

C*+ E — 2D > E, azaz C? > 2D.

Mivel a most vizsgalt esetben C* > D2 volt a feltétel, tehat
| C? > max (D2, 2D)
esethen a megoldasfiiggvény hasonlé lesz, mint a szarmaztatott modellnél.
A szarmaztatott modellnél egyébként D — 0, D* = 0, 2D = 0 volt, igy valé-
ban ott fennallt ez az egyenlGtlenség. Ez mésként azt jelenti, hogy ha a terve-
zésben a készletnagysig szerinti szabalyozds a domindns, dgy a készletek az
eléz6 modellhez hasonléan nivekvs amplitadéja ciklikus mozgést végeznek.



204 DANCS ISTVAN ~HUNYADY LASZLO —SIVAK JOZSEF

(b) Az amplitiidé ¢ novekedésével allandé marad, ha

C?+ K — 2D = E, azaz

C? = 2D és C* > D2|.

Kovetkezmény: Ha tekintjiik a szdrmaztatott modellt; de feltételezziik, hogy
a szabalyozds nem késik, azaz elhanyagoljuk a reakci6idét, a folytonos meg-
oldéshoz hasonléan éllandé amplitudéja periodikus fiiggvény adédik.
Bizonyitds: A szadrmaztatott modell

u(t + 2) = u(t 4 1) + Au(t) + C*u* — u(t))
egyenlete helyett irjuk fel ugyanezt nem késleltetett szabalyozdssal!
u(t + 2) = u(t + 1) + Au(t) + C[u* — u(t +1)].

Mivel itt csak egy szabalyoz6 van, D = 0, igy a feltétel masodik egyenlGtlen-
sége eleve teljesiil. Rendezziik 4t ezt az egyenletet a kivetkezé forméra:

u(t + 2) = u(t + 1) + (B — C?) + Au(t) + C?[u* — u(t + 1)],

Lathat6, hogy ez esetben a Au(t) tag egyiitthatéjaban az egységmatrix és az
(u* —u(t)) tag egyiitthatéjanak kiilonbsége szerepel, ez pedig nem més, mint az

wlt + 2) = w(t + 1) + [B — 2D JAu(t) — C*u(t) + C2u*

egyenlet 02 — 2D esetében. Igy ez esetben a megolddsfiiggvény amplituddja
alland6 marad, azaz az allitdst bebizonyitottuk.

Ez a kovetkezmény azért fontos, mert ez bizonyitja, hogy a diszkrét modell
novekvd amplitiddjat a rekeiéidd figyelembevétele, azaz a késleltetett szabd-
lyozés okozza. Mds megfogalmazisban tgy mondhatjuk, hogy amennyiben a
tervezés megfelels elGreldtdssal lehetséget ad az azonnali szabdlyozésra, a
szabdlyozis ilyen esetben hatékony lehet.

(¢) Az amplitad6 7 novekedésével 0-hoz tart, ha

C+ F — 2D < K, azaz C?* < 2D

Annak feltétele tehat, hogy a periodikus ingadozds csillapitotta viljék az,
hogy
Dii O << 2D

Ez a felirds egyébként megadja azt az intervallumot, amelyben D értékeit
véalaszthatjuk, hiszen D? < 2D csak akkor teljesiilhet, ha 0 < D < 2 4l
fenn. Ilyen szabélyozo-vilasztés mellett tehat a rendszer stabilizalédik olyan
értelemben, hogy a ciklikus kilengések egyre csokkennek.

I1. eset: ! C2 < D2 |

Ekkor D? — C* = R? és || R = R.
A teljes megoldas ekkor a kovetkezd alakot 6lti:

u(t) = 2R~Y((@ + R)' — (@ — R)(u, — u* — 202 Du**) — (G — R?) -
“(@+ BR)=' — (G — R)'™Y) « (w — u* — 202 Du*¥)) + w* + 202 Du**.
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Kz esetben a megoldds nem hozhaté olyan egyszeri, jol attekintheté alakra,
mint az el6bb, ezért az elemzést is két 1épésben végezziik.

(a) A megoldéas fiiggvény sima, azaz nem tartalmaz periodikus, oszcillalé
tagot, ha mind G 4+ R, mind G - R nem-negativ. Ha barmelyik kifejezés nega-
tivva valik oszcillacié 1ép fel.

(b) A megoldésfiiggvény ¢ novekedésével végtelenhez tart, ha

max { |G+ R|, |G —R|} > E
és konvergal az w* -+ 20~ 2Du** értékhez, ha
max{ |G+ R|, |G - R|} <K

Ezeknek az eredményeknek igen nehéz lenne kozvetlen értelmezést adni,
ezért itt esupdn azt hangsulyozzuk, hogy ilyen szabédlyozas mellett is lehetséges
a rendszer stabilizaléddsa.

Az elemzést a tovibbfejlesztett modellnek csak egy egyenletére végeztiik el.
Koénnyen belathaté, hogy V és w esetén teljesen analég médon jarhatunk el és
a kovetkeztetések is hasonléak lesznek. Mivel a tovabbfejlesztett modell és a
szarmaztatott modell mérlegegyenletei megegyeznek, az x-re és ¥ -ra ott adott
formuldk itt is megadjik a modell teljes megoldasat.

A toviabbfejlesztett modell megoldasa és elemzése alapjan az aldbbi osszefog-
lalé megéllapitdsokat tehetjiik:

(a) A tovabbfejlesztett modell felirasanak és elemzésének célja az volt,
hogy bemutassunk egy olyan szabdlyozast, amely megsziinteti az eredeti illetve
szarmaztatott modell egyes hianyossagait.

(b) A magatartési egyenleteket megfelelGen atalakitva egy kozgazdasigilag
is jol értelmezhet formét kaptunk: a készletek tervezésekor az el§z8 idGszak

készletvaltozasi tendenciajat nem lehet mechanikusan extrapoldlni. Ha ehelyett
ezt a készletviltozdst egy alkalmas szorzéval szorozzuk, elérhetd, hogy a kész-
letek ingadozdsa ne néjjon, sét az oszeillacié esillapithaté is.

(¢) Megfeleld szabalyozék vélasztisa akarcsak a folytonos esetben
esetén a készletek id6fiiggvénye konvergal, hatarértéke u* - 20 2Du** lesz.

(d) A megoldas elemzése soran bizonyithatéva valt, hogy amennyiben az
eredeti (és a szarmaztatott) modellben a szabdlyozis idSkésleltetés nélkiil
érvényesiil, a megoldasfiiggvény amplitidoja allandé lesz, és hasonléan visel-
kedik, mint a folyton's modell megoldasfiiggvénye. A modell felirdsabdl az
is lathat6, hogy egy szabalyozé esetén — megfelel§ el6relatist, elérebecslést
feltételezve — ugyancsak lehetséges a rendszer bizonyos stabilizalésa.

(e) A vizsgalatok bi/onvit()tt&k hogy az itt alkalmazott kettds szabalyozds
segitségével mind sima, mind pedig periodikus fiiggvény eldallithat6, s6t a
szabalyozok megfelels értékei mellett a hullimzds amplitidéja ndhet, csok-
kenhet és dlland6 is maradhat. Kz arra utal, hogy ez a fajta szabalyozas a
folyamat sszes fontos jellemzGjét képes bmbalymm igy a kordabbi helyett ezt
a kettds szabdlyozist megfelel6bbnek tekintjiik.

Osszefoglalas

1° Tanulmanyunkban egy meglevé modellbsl [4] indultunk ki. Alapvetd
célunk az volt, hogy ezt a modellt kiilonféle Gjabb feltételezésekkel, illetve
egyes feltételek felolddsaval tobb irdnyban édltaldnositsuk.
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2" A modszer logikdja az, hogy egyrészt fizikai analégidk alapjan egyre
bonyolultabb rendszert irjunk le folytonos modellek segitségével, masrészt
viszont a megoldott és elemzett folytonos modellekbdl azok diszkrét parja-
val a gazdasagi gyakorlathoz kozelebb 4ll6 modellekhez jussunk.

3% A kiindul6 modell és annak diszkrét valtozata kozt az alapvets eltérést a
szabalyozashoz sziikséges idG elhanyagolisa, illetve figyelembe vétele
okozza. Az elemzések f6 eredménye az, hogy véges szabilyozési (reakeid)
id6 esetén a kiindulé szabalyozasi rendszer nem miikodGképes.

4% A tovabbfejlesztett modell megolddsa mind folytonos, mind diszkrét eset-
ben hasonlé tulajdonsigt. Mindkét megoldds bizonyitja, hogy a bevezetett
kettds szabdlyozas megfelelébb, mind az eredeti, a szabalyozok megfelel§
megvalasztasaval stabil készletalakulas is létrehozhat6.

5% Befejezésiil szerenénk ramutatni arra, hogy a vizsgalt modell még sok
altalanositéasi és tovabbfejlesztési lehetdséget rejt magaban. Ezeket tovabbi
kutatdsaink sordan kivinjuk részletesebben vizsgalni.

( Beérkezett: 1973. mdrcius 26.)
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CONTROL BASED ON STOCK SIGNALS IN A LEONTIEF-TYPE ECONOMY

The article introduces some advances of a stock control model elaborated by Kornai-
Martos: The autonomous functioning of an economic system. SZIGMA 1971(1—2).

In the first part it introduces a derived model, equivalent mathematically to the origi-
nal one, and describes the discrete analogous variant thereof, too. [t presents and analy-
zes the solutions obtained.

The second part deals with the so-called advanced models. In these models it introdu-
ces an additional control term, the idea of which has been given by a physical analogue —
the damped oscillation. It presents the solution to the continuous and discrete models,
the interpretation and analysis of the solutions. On the basis of the results the next two
main consequence can be drawn.

— the basic deviation between the continuous variants of the original model is that
the continuous model neglects, and the discrete model takes into consideration the time
necessary for regulation. In case of the discrete model this means that the control system
is not viable in every case;

— the solution to the advanced model has similar features in the continuous as well
as the discrete case. Both solutions prove that the introduced double control is more
appropriate than the original one; stabilization of stocks can be achieved with an appro-

priate choice of regulators.
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PEI'YJIMPOBAHHUE HA OCHOBE CHUI'HAJIM3ALIMM PE3EPBOB
B 9KOHOMHMKE THIITA JIEOHTBEBA

CraTbs mpejcTaBlisieT co00H HEeKoTophie JasbHeimue paspadoTku moaean KopHan-MapTowa
110 peryJjMpoBaHHI0 pesepBoB (BereraTBHoe neiicTBHE 3KOHOMHMYECKHX cHCTeM, CUIMA,
1971/1—2).

B nepBoif yacTH H3naraeTcs T. H. 3aMMCTBOBAHHAs1 MojieJlb, KOTOpasi MAaTEMATHUECKH SKBH-
BaJIEHTHA OPHTHHAJILHOM MOJIEJIM M OIMCBLIBACT JHUCKPETHbIH aHAJIONMUHbI BAPHAHT MOJIEJIH.
IpejacTaBisiioTcs peuieHHst 000X BADHAHTOB M aHAJIM3HPYIOTCS MOJYUYEHHBIE PelIeHHs.

Bropast yacTh 3aHUMaETCsI T. H. PA3BHTLIMH MOJIEJISIMH. B PasBUTLIX,MOJIEJISIX BBOJMTCST 100a-
BOYHBIH PEryJjsiTop, ML KOTOPOro jaja (uaHyeckasi aHalorus — 3aryxawoulee KosebaHue.
Jra 4acTh 3HAKOMHT TAIOKe C PElIeHHEeM HErnpepbiBHOH M JHCKPETHOI pasBHUTOI MOJENH, aaer
00bSICHEHHE W aHAJIH3 PelIeHHH.

Ha ocHoBe mosiyueHHbIX pPe3yJbTaTOB MOYKHO CJIeJaTh JIBAa OCHOBHBIX BBIBOJIA:

—— OCHOBHOE€ PaCXO0KJICHHE MEX/1y HENPEPBLIBHBIM M IHCKPETHBIM BapHAHTAMH OPHIHHAJIBHOI
MOJIEJIH B TOM, YTO HernpepbIBHAsI MOJICJIb YITYCKAET, & AMCKPETHAsI MOJIEJIb YUYHTBIBACT HE00X 0 H-
Moe JUIst peryJIMpoBaHHs BpeMsl. B cilyyae JMCKpPETHOH MOJeIH 9T0 03HAYAeT TO, YTO NepPBOHA~
4yaJIbHAu4 CHCTEMa peryJIMpoOBaHHs He Bcerja cnocobHa K JIeiCTBHIO;

— peuieHne PasBUTOH MOJIEJIH HMEET MOX0XKHE CBOHCTBA H B HENPEPHIBHBIM H B JIHCKPETHOM
cayvasx. Oba pemeHus: I0KasbIBAIOT, YTO BBEEHHOE JBOIHOE peryjaHpoBaHue 6oJiee nojaxoas=
ujee, 4YeM OPHIHHA/ILHOE; COOTBETCTBYIOUHM BEIOOPOM PEryJIsITOPOB MOXKHO CO3/1aTh M CTaOHJIb-
HbI€ PE3EPBHL.



MAarTOSs Bfra

Megjegyzések Dancs—Hunyadi—Sivik cikkéhez'

1.

Az elsé kérdés latszolag terminoldgiai: mit nevezhetiink magatartasi szabaly -
nak ? Valéjaban azonban nem érdektelen terminologiai, hanem alapvetd modell-
szerkesztési kérdésrél van szé. Nem véllalkozom arra, hogy a ,,magatartds”
sz6 dértelmét definidljam, de szamomra értelmetlennek t{inik azt mondani.
hogy bizonyos fizikai targyaknak, termékeknek, készleteknek magatartdsuk
van. Magatartasuk, legalabbis a gazdasdgban, embereknek, embercsoportok-
nak esetleg intézményeknek van, azaz beszélhetiink a fogyaszté, a termels
villalat, a bank sth. magatartdsardl, feltételezve, hogy bizonyos impulzusokra
tobbé-kevésbé kovetkezetes médon reagilnak. (Péld4dul a Kornai -~ Martos és a
Dances  Hunyadi  Sivdk modellekben a készletcsokkendsre visdrlassal vagy
termeléssel.) Ezzel szemben a készleteknek azt a tulajdonsigat, hogy felhasz-
nalisuk esetén csokkennek, nem tekintem a készletek magatartdasanak. E fel-
fogés értelmében a szerzGk korrektiil alkalmazzdk a kifejezést a 2.1. és 3.1.
fejezetekben, de hibasan a 2.2. fejezetbeli igynevezett ,szdrmaztatott model-
lek’ esetében és hasonloképpen a 3.2 fejezetbeli |, diszkrét tovibbfejlesztett™
modell leirasaban. (Kozbevetsleg: az is vitathaté, helyes-e egy modellbdl azo-
nos atalakitdsokkal nyert aj format, 4j ,,szdrmaztatott” modellnek nevezni.)

Lényeges mondanivalomat a fogyasztéi magatartasi egvenlettel illusztra-
lom. A

2 =g+ C¥w* — w)
egyenlet vagy ennek diszkrét véltozata, leirjAk azt, hogyan véiltoztatja a
fogyaszté visdrlasait, fogyasztdsinak és készletei alakuldsanak fiiggvényében.
Kz tehat egyértelmtien magatartdsi szabaly. Ezzel szemben a fenti egyenletnek
és a realfolyamatot leird '
Ww=z—g
egyenlet kombinalisival nyert
W = CHw* — w)

mar nem mond semmit a fogyaszté magatartdsérdl, arrél, hogy hogyan reagdlt
az Gt ért impulzusra, hanem a fogyaszté magatartdsdnak és a redlfolyamatnak
kozos kivetkezményét irja le. A fogyaszté cselekedetei: vasdrlds és fogvasztis
ebben az egyenletben nem is szerepelnek, csak a készletek, amik e cselekedetek
hatdsdra jonnek létre. fgy az utébbit nem helyes magatartdsi egyenletnek
nevezi.

Ugyanezt a gondolatot a szabalyozéselmélet nyelvén is megfogalmazhatom.
A mérlegegyenletek a szabalyozott szakasz egyenletei, a magatartdsi egyenle-

1 E megjegyzések szerzijiik személyes nézeteit fejezik ki, 63 nem tekinthetSk a SZIGMA
allasfoglalastinak. (Szerk.)
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tek pedig a szabalyozé szakaszé. Kzzel szemben az, amit a szerzék a ,,8zdrmaz-
tatott modell”’-ben magatartdsi egyenletnek neveznek, az az egész szabalyo-
zasi kor (egyik) kimend jelének egyenlete.

2.

A szerzGknek tokéletesen igazuk van abban, hogy a késleltetésnek a model-
lekbe valé bevezetése noveli valésaghiiségiiket. Ennek ugyan nem egyetlen,
de egyik és nagyon célszerii eszkize a diszkrét id6 alkalmazdsa. fgy ki lehet
kiiszobolni a Kornai —~Martos modelleknek azt a fogyatékossdgat, hogy mind
a redlfolyamatok, mind az informdciés folyamatok id§ igénybevétele nélkiil
zajlanak le. A szerzGk ennek egyik felére véllalkoztak, nevezetesen az informéa-
ciés folyamatok idGigényének figyelembe vételére. Eddig a dolog rendben is
van.

Az elv kivetkezetes alkalmazdsa azonban azt koveteli meg, hogy minden
idéperiédusban csak olyan informéciét hasznalhatunk fel, ami az idGszak elején
mar rendelkezésre all. Kz az elv nem érvényesiil kivetkezetesen a szerzok diszk-
rét idds modelljeiben. Példaul a fogyaszté magatartdsi egyenleténél maradva
az eredeti modellben

Az = Ag + CHw* — w)
VA VA

2+ 1) =2() + gt + 1) — g(t) + C*[w* — w(?)].

Tehat a fogyaszténak ¢ 4 1 idGszakbeli vasarldsainak meghatarozisihoz
nem csak ¢ idGszakbeli adatokra van sziiksége, hanem a ¢ -+ 1 idGszakbeli
fogyasztasat is, tehdt egyidejlileg keletkezS adatot is, meg kell figyelnie.
Ugyanez a kifogas felhozhato a 3.2. fejezetbeli diszkrét tovabbfejlesztett modell
nek (a cikkben le nem irt, de konnyen rekonstrualhaté) magatartdsi egyenletei-
vel szemben is.

Nagyon is megértem, hogy a késleltetést korrektiil kezels

Az(t) = Ag(t — 1) + C*w* — w(t)]

alaki magatartdsi szabdlyok alkalmazésa megnehezitette volna a rendszer
megolddsat és elemzését. De gy éreztem, hogy e kivetkezetlenségrsl mar csak
azért is emlitést kell tennem, hogy a vizsgilatok egy lehetséges (és szerintem
sziitkséges) tovabbi utjat, a késleltetést kivetkezetesen alkalmazé magatartasi
szabalyok alkalmazisat, feltdrjam.

3.

A fenti megjegyzések ellenére azt a munkét, amit a szerz6k a diszkrét model-
lek kidolgozasdra, megoldésira és elemzésére forditottak eredményesnek és
tovabbi munkéra inspirdlénak tartom. Mindemellett sajndlom, hogy meg-
alltak a stabilitdsi kritériumok elemzésénél és nem terjesztették ki vizsgélatu-
kat a miikodGképességre is. gy e pillanatban még nem tudjuk, biztositani
lehet-e és milyen eldfeltételek mellett, hogy a termelés és a készletek a folya-
mat sorin pozitivak maradjanak.

Végiil kotelességemnek tartom megemliteni, hogy a 2. sz. megjegyzéshen
foglaltakra a cikknek egy magit megnevezni nem Ghajté lektora hivta fel a
figyelmemet.
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Nagy szervezeti rendszerek egy hitelfinanszirozasi
modellje

Nagy szervezeti rendszereken olyan komplexumokat értiink, amelyekben
az egyes szervek onallé jogi személyek, meghatarozott gazdasigi onallésdggal
rendelkeznek és az irdanyitast ellité cstesszerv dtcsoportosithatja a pénziigyi
forrasokat. Bar az egyes szervezeti egységek onallé pénzgazdialkodast folytat-
nak, nem dllnak kozvetleniil hitelkapesolatban a Bankkal, hanem az iranyitd
kozpont. A nagy szervezeti rendszerek korébe tartozhatnak termeld tevékeny-
séget és nem termeld tevékenységet folytaté komplexumok. Az elébbiek valla-
lati gazdalkodéast folytaté onallé szervekbdl tevédnek ossze (ilyenek pl. a
trosztok, egyesiilések), a mdasodik csoportba altaldban igazgatasi szervezetek
tartoznak, mint pl. az dllam és a koltségvetési szervek. Mindkét tipusi nagy
rendszerre jellemz3, hogy pénzgazdalkoddsuk folyamatszert és hiteligényiik
csak akkor keletkezik, ha a nagy szervezet egészében mutatkozik pénzhiany,
azaz a kiaddsok meghaladjik a bevételeket.

A modell felallitasaval célunk az, hogy kozgazdasagilag és matematikailag
leirjuk a nagy szervezeti rendszerek pénzfolyamatainak halmozott, végsé
eredményeit és ennek alapjin meghatarozzuk a hitelsziikségletet, a folydsita-
sok és torlesztések iitemét, mértékét. A feladat matematikai megolddséanak fel-
tétele, hogy a bevételek és a kiadasok fiiggvényekkel leirhatok legyenek; a koz-
gazdasigl kovetelmény pedig, hogy a mutatkozé pénzhidny pdétlisa a nép-
gazdasig pénziigyi egyensulyat ne veszélyeztesse. A jelen modelltdl fiiggetlentil
vizsgélandé ezért minden egyes idGszakban, hogy a népgazdasigi tervhbdl
adottan rendelkezésre dllnak-e a beszerezni vagy megfinanszirozni szandékolt
hasznélati értékek, és hogy a bankrendszer elegendd pénziigyi forrassal ren-
delkezik-e a hitelsziikséglet kielégitésére.

I. A hitelezés kozgazdasagi feltételeirdl

Vizsgaloddsainkat dontéen az dllami koltségvetésre, mint a lehetd legnagyobb
szervezeti rendszerre kozpontositjuk. Tessziik ezt azért, mert az allami koltség-
vetés az utébbi években rendszeresen hidnyt tervez és a ténymérlegben is
deficittel talalkozunk. Ezt a kiadasi hidnyt csak akkor képes az allami koltség-
vetés pénziigyileg fedezni, ha a bankrendszer (valamely pénzintézet) a kiilon-
bozetet hitel formdjiban rendelkezésére bocséatja. Tekintettel arra, hogy a szo-
cialista dllamok koltségvetésére hosszu idén keresztiil az egyensily ill. a bevé-
teli tobblet volt a jellemzd, ezért nem alakult ki olyan médszer, amely alkalmas
lehetne a hitel mértékének, illetve a kiad4sokhoz és bevételekhez val6 aranya-
nak meghatdrozésara. Vizsgaljuk meg ezért elészor, hogyan néz ki a tékés alla-
mok eladésodésa.
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A t6kés dllamok koltségvetésére hosszi idS 6ta jellemzo a deficites gazdélko-
das. A kiilonbozetet a miltban altaliban masként birdlték el, ha a foly6
koltséggazdalkodas bevételi hianyardl és masként, ha beruhézisok finanszi-
rozasarol volt szé. Az elGbbi esetben az dtmeneti likviditdsi zavart rovidlejarata,
lényegében bevételmegelGlegezési folyészamla hitellel sziintették meg, amit a
koltségvetési éven beliil, vagy nem sokkal azt kévetSen rendszerint vissza is
fizettek. Tényleges tartés hitelkapesolat tobbnyire csak a felhalmozasok
(beruhdzdsok) finanszirozasara jott létre, dontGen kitvénykibocesdtds formdja-
ban. Az utébbi id6ében tapasztalhaté — éppen a koltségvetési hidnyok 4ltald-
nossa és kronikussd valdsa kovetkeztében hogy forméalisan nem tesznek
kiilonbséget a folyé gazdalkodds és a  beruhdzisok pénziigyi hidnyva ko-
7zOtt.

Az egyes fontosabb tékdés orszigok hiteltartozasainak eltér§ mértéke szem-
betinG. 1968-ban pl. az NSzK allami adéssagallominya az éves brutté tarsa-
dalmi termék 219,-at és a koltségvetési tsszkiaddsok 729% -4t tette ki, ugyanez

Hollandiaban 60, illetve 1659%,; Anglidban viszont ahol a jelentdsebhb
/0 /O te] ¥
tokés orszagok kozott a legnagyobb az dllami eladdsoddis 98,59, és 245Y%,.

[1] Ha tehdt hazai gyakorlatunkban arra szeretnénk vilaszt adni, hogy a nem-
zetkozi tapasztalatok szerint mekkora hitelnagysig ill. mekkora torlesztési-
és kamatkotelezettséy tekinthetd az allami koltségvetés szempontjabél még
elfogadhaténak, nem tudnink egyértelmtien vilaszolni. Az adatokbdl tgy
tlinik, mintha a koltségvetés hiteligénybevételének lehetGsége korldtlan volna,
jollehet a kotelezettségek egy bizonyvos idG utin akkora terhet rénak az allami
peénzalapra, hogy a kamatot és a torlesztérészleteket méar csak Gjabb és wjabh
(¢és tegyiik hozzd, mind nagyobb) hitel igénybevételével tudjik teljesiteni. Mivel
pedig a koleson egy tekintélyes része pénzteremtd hitel formajaban keriil folyé-
sitdsra, a kiaramlo tobbletvasarlders arfelhajté tényezéként hat.

Célszer(i tehat, ha abbdl indulunk ki, hogy a nagy szervezeti rendszereknek
és igy az dllami koltségvetésnek is bizonyos idéintervallumban és hatarok
kozott - sajat bevételeikbdl kell fedezniok kiaddsaikat. A jovedelmet egy meg-
hatarozott varhato tobblet erejéig lehet meghitelezni és azt is esak bizonyos
véges idGtartamon beliil. A hitelnyjtis lehetGsége abbél adddik, hogy az
anyagi oldalon 1étrejonnek a népgazdasigi tervnek megfelelGen azok a hasznda-
lati értékek, amelyek realizildsianak egyetlen akaddilya, hogy a koltségvetés
még nem rendelkezik elegends pénzeszkozzel.

A tarsadalmi termék hasznalati értékébdl adodo fogyasztisi és felhalmozasi
alap figyelembevételével a nagy szervezeti rendszerek pénzgazdalkoddasat és
hitelfinanszirozisat is két részre célszerd bontani, mégpedig:

a foly6 gazdalkodasra, ahol a bevételek és a kiaddsok kiilonbségeként
mutatkozé pénzhidny poétlasa a rovidlejarata hitelezés szférajiba tartozik.
Feltételezziik, hogy az ilyen jelleg(i hiany csak dtmeneti, esetleges, és — bdvi-
tett ajratermelés esetén — a kovetkezd idGszakban varhaté bevételi novek-
mény fedezetet nyajt a rendezésre. Amennyiben ekkor sem pétolhaté az elGzs
évi hiany, akkor a deficitfinanszirozas mar nem a rovidlejaratd hitelezés kere-
tébe tartozik.

- A felhalmozisok teriiletén a hidnyok pétlasa — a dolgok természetébdl
kivetkezéen — tartés pénzigénnyel jar. Amennyiben a pénzsziikségletet hitel
forméjiaban elégitik ki, a visszafizetés is hosszabb id6 alatt torténik, ami méar
a kozép- és hosszilejarata hitelfinanszirozas szféraja. A tovabbiakban a tartés
hitelezés kérdésével kivanunk bdvebben foglalkozni.
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Béarmilyen szerv bank altal torténd meghitelezésének mindségi kritériumai
vannak. A jelenlegi gyakorlatban érvényes kritériumokat azonban elsGdlege-
sen a termels tevékenységet folytaté vallalati gazdalkodd szervekre dolgoztak
ki. A nem termel6 nagy szervezeti rendszerekre ezeket a feltételeket kozvetle-
niil alkalmazni — megitélésiink szerint — nem volna célszer(i. Vannak azonban
a hitelnek olyan altalinos érvényti sajatossagai, amelyek az adott hitelpolitiké-
t6l fiigeetleniil érvényesek. ElsGsorban ez utébbiak kozé sorolhaté az a feltétel,
hogy a hitelt meghatarozott idG alatt vissza kell fizetni.. Kovetkezik ebbdl,
hogy hitel csak olyan mértékben nyujthatd, amilyen mértékben visszafizethe-
tésége biztositott. A mésik ugyanilyen altalanos feltétel, hogy a bankhitelnek
redlis fedezete van. A fedezet szrosan Osszefiigg a hitel targyéaval. Esetiinkben
a felhalmozdsi eszkozok targyi megléte sziikséges kiilsé feltétel a fedezet szem-
pontjibol, de lényegét tekintve a nagy szervezeti rendszer varhaté jovedelmét,
pénziigyi bevételét hitelezik meg.

A véllalat esetében a beruhdzasi objektum vagy a felhalmozott készlet képezi
a konkrét fedezetet, s a folyamat mind tevékenységileg, mind hitelfinansziro-
zési szempontbol elére megallapitott idGtartam alatt megy végbe. A nagy
szervezeti rendszerekben azonban az egészet tekintve végnélkiilick a folyama-
tok, s a felhalmozasoknak nincsenek olyan értelemben vett kitiintetett ido-
pontjai, amelyek a kezdetet és véget jelolnék. Itt ugyanis allandé jellegii és
igen sok objektum finanszirozisarél van szé.

Tekintettel azonban arra, hogv a hitel lényegéhez tartozik a visszafizetési
kotelezettség, ezért esetiinkben is érvényes a szabdly, hogy a kolesonkapott
osszegeket az arra megallapitott hatdridén beliill kamatostdl vissza kell fizetni.
Ennek feltétele pedig, hogy a ma igénybe vett hitelekkel szemben a szervezet
egy meghatirozott idG alatt — olyan bevételi tobblettel rendelkezzék, amely
az adott idGszak tényleges kiaddsain tlmenden fedezetet nyujt a bankkal
szembeni kotelezettségekre is. Az elmondottak megvilagitasira tegyiik fel,
hogy a nagy szervezeti rendszer meghitelezési idGtartama kapesolédik a vélla-
latokndl szokdsos hosszilejaratt hitel idGtartamahoz, azaz 8 -10 év. Figye-
lembe kell venni azt is, hogy az elvégzett beruhdzésok, ill. felhalmozasok el-
késziildsi ideje atlagosan mekkora idGtartamot igényel. Azt az idGtartamot,
amely az dtlagos elkésziilési id6nek felel meg a mi adottsdgaink kozott atlago-
san 3 5 évre tehetjiik, kivetkezésképpen elGzetes elemzések alapjan lehet
donteni arrél, hogy a torleszté részleteket hanyadik évtél kezd6dben és hany
évig kell teljesiteni. Egyidejiileg vizsgilat targyava lehet tenni, hogy a torlesz-
6 egy-egy évben folyositott hiteleket illetGen — egyenld részletekben vagy
a varhat6 bevételek véltozdsi aranyaban torténjék-e.

A tényleges pénzhidny, vagyis a hitelsziikséglet meghatdrozasa céljabol a
torleszto részleteket és a kamatokat az eredeti kiad4sokhoz hozza kell adni,
mint kiaddsi tobbleteket, mert ezek az 6sszegek novelik az esedékes kotelezett-
ségeket. Tly modon a nagy szervezeti rendszerben id6ben és térben is Osszege-
z6dnek a folyamatok, amelyek eredményeként egyidejiileg keletkezik hitel-
igény és torlesztési kotelezettség anélkiil azonban, hogy ezt a jelenséget hitel-
prolongicionak tekinthetnénk.

A bevételek és a kiaddsok Ggy értelmezhetik, mint az 4llami kézponti pénz-
alap novekedése és csokkenése; az egyes szervek pedig ebbdl a pénzalabél kap-
jak meg kiadésaik fedezetére a sziikséges Gsszegeket. A kiadési tobblet miatti
pénzhidny a fiiggvényértékek kiilonbségeként mutatkozik, ahol a bevételek
rendszeres nivekedése lehetdséget ad — a hitelfolyésitds évenkénti mértékének

4 Szigma
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korlitozdsa ellenére is — vijabb és wijabb hitel felvételére, mert egy el6zéleg
nyujtott hitelnek mindig létrejohet a fedezete a bévitett wijratermelés kovet-
keztében keletkez6 jovedelmek novekményébdl. A korlatok szerepe az. hogy
a hiteltartozis (4llomédny) ne névekedjék olyan mértékben, ami veszélyeztetné
a visszafizethetGséget. Ily médon az évenként mutatkozé tartés pénzhidny
ellenére is biztositani lehet a hosszabb tavi dinamikus pénziigyi egyenstlyt.

A kérdés az, hogy ha a nagy szervezeti rendszer egy véges idGintervallumban
rendszeresen hidnyt mutat és az egyensily létrehozasa csak hitel igénybevételé-
vel lehetséges, meddig terjedhet annak hatdra? Erre vonatkozéan az alabbi
logikai megoldas latszik célszerfinek:

— Egy-egy konkrét évben a hitelsziikségletet a kiaddsok és a bevételek
kiilonbsége jelzi, amennyiben a kiaddsok 6sszege nagyobb. Ha a komplexum-
nak mar elézileg keletkezett hiteltartozisa allna fenn, a kiaddsokat a hitelek
torlesztG részlete ¢és a kamatkiotelezettség is noveli.

— Bovitett reprodukeié esetén a hitelsziikséglet folytonosan novekvd.
A modellben azt a halmozott pénzhifinyt tekintjiik maximum meghitelezhetd-
nek, amely egyenld a hitelnytjtds és az dtlagos hasznélatba vételi iddszak dvei
kozott mutatkozd bevételi tobblettel. Ez a hiteldlloményra felallitott mennyi-
ségi korlat azt szolgdlja, hogy csak egy bizonyos nagysidgrend{i jovébeli jove-
delem legyen elGre elkolthetd.

— A meghitelezés egy misik korlatjaként adddik, hogy a torlesztésckkel
és kamatokkal novelt éves koltségvetési kiadds ne haladja meg a felhalmozdsok
elkésziilte utdn varhaté éves bevétel nagysigit. Itt tehdt a bevételek teljes
osszegének mennyiségi korlatjaval taldlkozunk, amely egyben magéban fog-
lalja az el6zé korlatot is, ha az mar el6bb be nem kovetkezett volna.

II. A modell matematikai megfogalmazisa

A modellbdl elvileg a kovetkezd feltételezések adddnak:

— ha barmely n-edik nap kiaddsa £,, bevétele b,,, és véges idéintervallumra
feltételezhets, hogy £, > b,, akkor a hiiny pétlasira szolgdlé pénzsziikséglet
az aldbbiak szerint adédik egy évre vonatkoztatva

360
v

2k, —b,) = 0;

n=1

— ha a nagy szervezeti rendszer kezdd pénzkészlettel (P,) rendelkezik,
s annak dllandé fennallisa nem indokolt, akkor ez az dsszeg csokkenti a hitel-
igényt; ha viszont egy minimdalis pénzkészlet tartdsa rendszeresen sziikséges
(hiszen sok egység folyamatos pénzellatdsirdl van sz6), akkor a hitelsziikséglet
az elGbbiekben felirt kiilonbség;

— mivel (k, — b,) hénaprél-hénapra, évrél-évre a bévitett djratermelés
feltételei kizott novekvéen ismétlédik és ardnyos viltozést mutat a nemzeti
jovedelemmel, alakuldsa leirhaté trendfiiggvénnyel.

A fenti megillapitésok dltaldnos érvénytinek tekinthetSk és véges idGtarta-
mon beliil a foly 6 gazdélkodésra is vonatkoznak. A dimenziék b6vitésével lénye-
gében hasonléan jitszédik le a folyamat a felhalmozésokndl is. Ezt irjuk le a
folyamatos modellben, majd megadjuk a diszkrét modellt is a numerikus sz4-
mitdsok konnyebb elvégezhetSsége céljabol.
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1. A folyamatos (elméleti) modell

Ebben a pontban a nagy szervezeti rendszerek meghitelezésének matemati-
kai modelljét és annak megoldasat ismertetjiik. A folyamatot a t id§valtozé
0 <t < oo tartomdnyaban vizsgaljuk. A modellben szerepl§ kozgazdasagi
kategoridkat az alabbiak szerint jeloljiik. :

K(t) = az iddegységre es( Osszes kiadds, azaz K(t) 2‘ Kt
K'(t) = az idGegységre esG torlesztérészlettel és kanmttal novelt Osszes
kiadés
4
B(t) = az idGegységre es6 Osszes bevétel, azaz B(t) :j-f}f B(t)
H(l) = az idoegvscgre esO hitelfolydsitas
H,(t) = az idGegységre eso hiteltorlesztés
H(1) = teljes hitelallomany
i = kamatldb
n = hitellejarati id6
m — beruhazasok atlagos elkésziilési ideje
) = a nagy szervezeti rendszer egyes szerveinek a jele
k = a nagy szervezeti rendszerhez tartoz6 szervek szidma

A modell alaposszefiiggéseit az alibbiakban definialjuk:

(1) H(1) = K'(t) — B)
(2) K'(t) = K() + iH(0) + H,(0)
(3 AUB - FOR 47
dt
tv.m
(4) i eam. Ll J Hy(r)dv
n m
(5) H(t) < j‘LB(r +m)  B(r)]dv

A modellben a K(t) és a B(t) fuggvcnyeket empirikus alapon adottaknak
tekintjiik, Ggy szintén az ¢ kamatlabat is, amely 4llandé paraméter. Az id6ben
viltozé kamatlab sem teszi lényegesen bonvolu]tabba a modellt, de azzal nem
kivanunk foglalkozni.

A modell megoldasa:
(4) differencialasiabol adodik, hogy
dH (1) 1

(6) e b m[Hf(t m)  Hy(t— mn)].

Tovabba (1) és (2) alapjan K'(¢) kikiiszobolésével a kovetkezs kifejezést kap-
juk:

(7) Hy(t) = K() + iH(0) + H)  B).

4%
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Ezt (3)-ba helyettesitve a teljes hiteldllomanyra nézve fennall az alabbi ditfe-
rencialegyenlet

®) d—? iH(t) = K(t)  B()
A fenti (8) megoldasa:
(9) H(t) = H(0)e" +- et y[K B(t)]e-dx

ahol H(0) a megadott kezdeti érték.
Hatérozzuk most meg a folydsitott és torlesztett hitelt is. (3)-bél differen-
cidlassal:
d*H(t) dH(t) dH(t)

de? dt dt
K 5, (6)-ba helyettesitve és rendezve:
dH (t) 1 d?H (t)
10 — L _[Ht — m) — Ht — n)]=——
(10) 7 i m[ s ) / )] "

fgy a mar meghatdrozott teljes hitelallomanyt figyelembe véve — a foly6-
sitott hitelre egy differencia — differencialegyenletet nyeriink.
Kezdeti feltétel gyanint meg kell adnunk M, értékéta —n << ¢ <7 0 inter-
vallumban. Ezt a fiiggvényt jeloljiik HF(7)-vel, tohfit legyen
H}(t) = Hy(t) ha — n <t<"0
és HE(t) — 0 kiilonben
(10) megoldhaté pl. a Mikusinski féle operitorszamitas segitségével [2]. (10)

az aldbbi operatoros alakra irhaté at, ahol s a differencidloperdtort e~ ™,
e~ eltolasi operatorokat jelol.

s {H;} — Hy0) — [e-™s{H} + {H}t —m)} e "{H;} - {Hf{t—n)}]=

n
an _ [
_l dr?

[H/(0) = H%(0), mert H/(t)-nek nem lehet ugrdsa a ¢ = 0-ban].
A H; operatorira nézve egyszer(ien adodik, hogy

daz H(t)

11, 0) +{————[[1}¥(t ~m) — HH(

(12)  (H)= ,

S

(e=™ —e ~ns)
n m
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Ismert sorbafejtési tétel kovetkeztében
1 1

S 1 ms ___ ons =T
s — . (e=ms = g="8) s g1l (e ¢
n —m n—m b

(e— ms __ e—ns)h
k

loo
?%n

mellyel (12) figyelembevételével H,(t) operatorara az alabbi végsS kifejezést
nyerjiik.

Az operdtorszimbolika elemi szabalyainak figyelembevételével (13) kony-
nyen felirhat6, mint a t id6viltozo fiiggvénye. Megjegyezziik, hogy barmilyen
véges idsintervallumon a kapott végtelen sor az eltolasi operatorok sajatsdga
f()lyte’l.n véges sorrd redukdlodik. Ezek utdn mar csak a torlesztett hitelt kell
meghatdroznunk. Ez viszont kozvetleniil adédik a :

—ﬂl S

(H/(1)} *Hd‘d”( )}+ H,(0 )+{—1 HH —n) — H¥( — n)

n—m

oo (g—MS _ o—ns k
(13) . 2(‘,,, "
im0 (n } ”l)ksk-kl

dr(t)

H0) = H0) ~ =

osszefiiggdésbll a mar meghatdrozott I, és H ismeretében.

Megemlitjiik, hogy a K’(1) koltségfiggvény is kozvetleniil adédik a modell-
bél.

A fentebb leirt modell az idének abban az intervallumédban érvényes, mely-
ben a teljes hiteldllomany eleget tesz (5)-nek.

Definicio

Legyen T' az a legelsé id6pont, melyben a modellbdl szdmitott hitelallo-
méany eléri és meghaladja az (5) korlat dltal megadott értéket (feltéve, ha ilyen
létezik).

Amennyiben 7' létezik, legyen T'* az a legels§ id6épont, melyben a modell-
bél szamitott hltel"Llloménv ismét eleget tesz az (5) korldt kovetelményének
(feltéve, ha ez egydltalan létezik). R'L]zrban

:f ﬁ/m/.a/r/] Jar
x At/

Horlaton felili meg nem
ﬂml hitelezet! pehzszikseglet

N ————
i L B

¥ o

4
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AT < ¢ T* tartoményban a hitelezés modellje annyiban egyszeriibb.,
hogy ott a teljes hitelallomdnyra kozvetleniil fenndll a

H(t) = f [B(r+m) - B(z)]dt

kifejezés. Vagyis a teljes hitelallomany egyenls a korlattal. A torlesztésnek és a
folyésitasnak a hitelallomannyal valé kapesolata valtozatlan. Ezt tovdbbra
is a (10) sz. egyenlGség irja le.

Ha t > T*, akkor ismét a modell kiindulé egyenlGségei szerint torténik a
hitelezés.

2. Hgy diszkrét modell

Az elméleti modell altal helyesen leirt folyamat végss eredményeként mu-
tatkozé hitelallomdny a valésigban nem véltozik meg minden méasodperc
idédimenziéban, hanem diszkrét id6pontokban, nagyobb idSkézonként. A
kiadasok és a bevételek folyamatos valtozasabol adédé pénziigyi hidny pét-
lasa ugyanis nem torténik meg minden pillanatban tényleges hitelnyjtas
forméjaban, hanem csak egy-egy idGintervallum halmozott forintésszege alap-
jan, diszkrét idSpontokban. Hasonléan a torlesztéseket is nagyobb idGkozon-
ként (rendszerint negyedév, év) kell teljesiteni. [ly médon a hiteldllomany
valtozdsa egy-egy diszkrét idGpontban ugrasszer(i, bar alakulisa hosszabb
tavot tekintve hatirozott karakterli a kiaddsokat és a bevételeket leiré fiigg-
vényektdl determindltan [3].

A gyakorlati szakember szamara az aldbbiakban leirt diszkrét modell szol-
galhat a dontés alapjaul, ahol a t id6valtoz6 egységnyi hossza megegyezik a
pénziigyi mérlegek készitésének gyakorisigdval. Kz a feltétele egvrészt a jo-
“vébeni gazdilkodas varhaté pénzsziikségletel meghatirozasinak, masrészt a
lezart idGszakok tényleges pénziigyi lehetdségei elemzésének.

A diszkrét modellben K(t) és B(t) a kiaddsi és a bevételi fiiggvényeket jeloli;
mig H(t), H(t) és H () a hitelfinanszirozdssal kapesolatos id6tdl fiiggd valto-
z6k. Az i kamatlabrél itt is feltételezziik, hogy constans.

A modell miikodése az alabbi négy egyenlettel irhaté le

(1) H(t) = K'(t) - B(t)

feltéve, hogy a kezdd pénzillomény a teljes vizsgalati idGszak alatt allando,
azaz p(t) = p, = constans, ha ¢ >0

@ K'(0) = K@)+ il 1) | Hy0)

(3) () = Ht)  Hyt) > 1
H(0) = H,(0) — H(0)

(4) 1) PN SN - 1Yy

n—+1 - m;i=p
Ehhez jarul a hitelallomanyt korlatozé osszefiiggds, az
(5) H(t) < B(t +m) — B(t) = Byl 4 d&’')t™ - B, (1 +4d')

kifejezés.
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Ezattal feltételeztiik, hogy a kiadasokat és a bevételeket exponencialis
fiiggvény irja le, bar az barmely méas - empirikus alapon meghatarozott —
fiigevény lehet. E szerint:

(6) Kit)= K,1+d)} d>d
(7) B(t) = By(1 + d'}!
Megoldas
Az elsé két egyenleth6l K'(t) kikiiszobolésével adddik, hogy
(8) Hy(t) = K(t) + iH(t — 1) + Ht) — B(t).
A (8) és (3) kifejezésekbdl egyszerien adddik, hogy
(9) AH(t+ 1) —iH(@¢) = K@t 4 1) — B@g+1) ¢ >0.

fgy els6rendii inhomogén differenciaegyenletet nyeriink a teljes H 4llo-
méanyra, melyben marcsak a kamat, a kiaddsi és bevételi fiiggvények szere-
pelnek. (9) megoldésa

(10) H(t)=H(0) (1 + i)' +-kz"(1 4k 1[KE+1 k) - Be+1 k)]t>1

és H(t) = H(0) ha t = 0, H(0) = kezdeti teljes hiteldllomdny.
Amennyiben (9)-ben figyelembe vessziik (6)-ot és (7)-et, tgy:

(11) AH(t + 1) — iH(t) = Ko(1 +d) *1 — By(1 + d')t+!

is irhatd, mint (9) specidlis esete. (11) megoldasandl az alibbi eseteket kell
megkiilonboztetni.

I.d <1, d -« 1. Ekkor (11) megoldasa

12)  HO =0+ St By, >0

i i —d
o = B0} e el g AL EE
=il "
II.d=14,d i
‘ By(1 + d’ >
(13) Il(t):‘ll(ﬂ) - - ’05,'* .:l](l Fa)f + Kyt (1 4 ) B, (1+d’y+?
0 1 'od
II. ds%d, d =i
K,

Kol +d)”
0(—«1_~)J(1 F i) — Byt (1 + i) + —2-(1 4+ @) ™' t>0.
= d—1
Most meg kell hatdrozni a visszafizetett és folyédsitott hitelt (3)-bdl kikii-
szobolve H(t)-t és (4)-be behelyettesitve, majd rendezve kapjuk, hogy

H(t) = [11(0) .
(2

1 n—m

S H{t —n+k)=4dH@E) t>1.

(14) Hy{t) = —
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fly médon egy n-ed-rendii inhomogén differencia egyenletre jutunk, mely
a mér meghatdrozott teljes hiteldllomény ismeretében leirja a folydsitott
hitel idébeli valtozdsat. A megolddshoz ismertnek tételezziik fel a kezdeti
értékeket a — n 4+ 1 << ¢ < 0 intervallumban

HF' 0
0

} 1

~nr+1 kg g ?)

Nem tartjuk célszertinek (14) megoldisinak explicit alakban torténd els-
allitdsat ui. ez megkoveteli az osszes lehetséges n és m érték mellett a (14)-hez
tartoz6 homogén egyenlet karakterisztikus egyenletének megoldasit. EIGhh
célhoz jutunk, ha (14) megolddsat ¢ novekedd értékeire 1épdsrél-lépésre meg-
hatdrozzuk. (14)-bol kapjuk ugyanis, hogy

n-m
> Hi(k + 1 i)
n+1—mi= A

H/(1) = A H(1)

1[,(2) = A H(2) 4 : - ‘: Hi(k + 2 n)
n -+ 1 m fr=o

és igy tovabb. A folydsitott hitel értéke tehat barmely idGszakra kiadodik.

Megemlitjiitk, hogy (2)-bdl a K'(¢) koltségfiiggvény értékei is kozvetleniil
meghatdrozhaték. Amennyiben a szdmitott teljes hitelallomdny talhaladja az
(5) korlat altal definialt értéket, akkor a hitelallomanyt a

H(t) — Bt +m) — B(t)

kifejezéssel tekintjilk egyenl6nek. A torlesztés és folydsitds kiszamitasa
elvileg valtozatlan, oly mddon azonban, hogy /() korlitja egyidejiileg azo-
nos nagysigban esokkenti /(1) értékét is az (1)-hez képest. Tgy érvényben
marad a folydsitast leir6é (14) differenciaegyenlet is.

Amennyiben bizonyos id§ elteltével — a (10)-bél szdmitott hiteldllo-
mény ismét az (5) korlat ald esik, akkor ajbol az ismertetett kiindulé egyenld-
ségek segitségével torténik a hitelezés.

III. A modell gyakorlati alkalmazasa

Az ismertetett feltételek figyelembevételével numerikus szdmitdsokat vé-
geztiink a modell felhasznalhatésdganak ellen6rzése céljabdl. A szamitésoknal
relativ szimokbdl képzett fiiggvénnyel dolgoztunk és a fejlédésre elfogad-
hato novekedési iitemet vettiink figyelembe, redlisan adaptélva a hitel lejarati
és torlesztési idejét, valamint a kamatldbat. A szimuldcié alapjan kapott va-
ridnsok koziil két lehetséges esetet mutatunk be mdsfél évtizedes idGtartamra.
Ugy véljiik, ez az idGszak sziikséges a nagy szervezeti rendszerek pénzgazdal-
kodasi folyamatainak megismeréséhez, hosszabb idészak viszont méar nem l4t-
szik célszerlinek, mivel a gazdasigi adottsigok és a pénziigyi szabalyozdsi
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rendszer olyan mértékben mdédosulhat, amely az elfogadott feltételeket lénye-
gesen megvaltoztatja.

Szamitdsainknal abbdl indultunk ki, hogy a 0-dik idészakban a nagy szer-
vezeti rendszer pénzgazdalkoddsa teljesen egyensilyban van és hiteltartozasa
nem 4ll fenn. Feltételezziik, hogy a rendelkezésére 4llé indulé pénzallomany
a vizsgdlt id6tartam alatt éllandé és mindenkor biztositja a cstcsszerv ira-
nyitisa ald tartozé egyes szervek részére azt a minimdlis pénzmennyiséget,
amely a kotelezettségek folyamatos teljesitésére elegendd. Feltételezziik, hogy
a kiaddsok évenként atlagosan 6 9;-kal, a bevételek pedig 59,-kal novekednek
az elkovetkezendd idGszakaszban. A nagy szervezeti rendszerre az a jellemzé,
hogy valamely évben eszkozolt befektetés dtlagosan 3 év mulva keriil atadasra,
a pénziigyi hidny kiegészitésére szolgalé bankhitel lejarati ideje 8 év, amelyen
beliil az atadast kovets évtdl kezdédGen a lejdrati évig, mint utols6 idészakig,
egyenld nagysagu torleszté részleteket kell teljesiteni. A Bank évi utélagos
79,-08 kamatot szamit fel. Az adott feltételek alapjin végzett szdmitdsok
koziil két valtozatot ismertetiink, amelyekrdl tgy véljiik, jellemz&ek lehetnek
a valésigos helyzetre és egyben tanulsigos kovetkeztetések vonhaték le a
kapott eredményekbol.

Az egyik villozatndl feltételezziik, hogy a kiaddsi és a bevételi fiiggvény
exponencidlis fejlédést mutat és ilyen értelemben a kiaddsok mind gyorsab-
ban novekednek a bevételekhez képest, amineck kivetkeztében gyorsulva né
a hitelsziikséglet is. Ugyanakkor nagyardnyu kamatozdsi és torlesztési rész-
letek lesznek esedékesek viszonylag rovid iddn beliil. A fenti feltételek alapjan
végzett szamitasok szerint (ha a 0-dik id6szakban a kiadds = bevétel = 1),
azt az eredményt kapjuk, hogy a nagy szervezeti rendszer méar a 6. évben
olyan kiaddsi kotelezettségeket kénytelen teljesiteni, amidltal a hiteldllo-
many eléri az altalunk megéllapitott korlitot, vagyis a 3 év alatti bevételi
tobblet nagysagit. Ett6l az id6ponttdl kezdS6dGen tehdt mar nem a kiadési
fiicevény (a kamatokkal és a torleszts részletekkel novelve) hatdarozza meg a
felhasznéalhaté pénzmennyiséget, hanem a 3 év milva varhat6 bevételi tébblet,
amelyet a fennallé hiteltartozds fedezetének tekintiink.

E kritikus idGpont elérése utdn is tovabbnovekszik a hiteldllomany, vi-
szonylagos nagysaga azonban — a megadott korlitok miatt — hosszu éveken
at igen szlik hatérok kozott ingadozik (az éves bevételi dsszeg 15—169,-ka).
A folydsithaté hitelosszeg viszont erdsen korlitozddik, aminek eredményekép-
pen a nagy szervezeti rendszer nemesak, hogy nem tudja teljesiteni a hosszabb
tavra elSirdnyzott kiaddsait, hanem a hitelkotelezettségek (kamat és torleszté
részlet) novekménye miatt még akkora tényleges befektetést sem végezhet,
mint amekkora az adott évekre varhaté bevétele. Mint érdekességet emlitjiik
meg, hogy ebben a feltételrendszerben a 12. évig folytonosan novekszik a tor-
leszt$ részletek dsszege is (ekkor az éves kiadds 2,89 -ka), majd a 13. évben
esokkenés all be. Ettél kezdddGen azonban ismét novekedni kezd mind a fo-
lydsitdsi, mind a torlesztési osszeg. Ennek ellenére viszonylagos nagysiga
eléggé allandé (2,5 -2,7%,); Ggyszintén a kamatkoltség is, amely a kiaddsok
19%,-d4nak felel meg.

Végs6 kiovetkeztetésként azt lehet megéllapitani, hogy a feltételezett fej-
16dési tényezdk figyelembevételével a hiteldllomany, bar korldtozott iitemben,
de mégis végteleniil novekedhet; ennek a nivekedésnek azonban a nagy szer-
vezeti rendszer szimara nincs meg a kell§ hatékonysdga, miutdn egyidejtileg
rendszeresen nd a kamatfizetési kitelezettség és a torlesztd részletek nagysaga
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is. Az ilyen feltételti modellben tehat csak idéleges a hitel stimulalé szerepe.
Abban az esetben, ha a tovabbiakban is biztositani kivdnjak a nagyobb fel-
halmozdsi lehetdséget, az altalunk megszabott korlaton tilmend hitelnyajtési
igény jelentkezik, ami viszont mind nagyvobb kotelezettségekkel jar egyiitt és
egyidejlileg mind nagyobb ardnyuva valik az eladésodds mértéke.

A modell a.la,pjan végzett szamitdsok mdsik vdltozatdban feltételeztiik a
kiadasok linedris és a bevételek exponencialis névekedését. Ebben a feltétel-
rendszerben tehat a kiaddsok dlland6 oOsszegszerti novekedése viszonylagos
csokkend litemet tételez fel, mig a bevételeknél valtozatlanul gyorsitott
iitemet vettiink figyelembe. Ennek alapjan azt kaptuk a szintén relativ
szamok ala])]an wg/ett szamitasok segitségével —, hogy az évenkénti hitel-
igény a 7. évig nov ekszik, mig a teljes hlteld]lomanv a 8. évben éri el maxi-
muméat (az éves bevétel 11,4%:-a). A 9. évben mind a folyositasi sziitkséglet,
mind pedig a hiteldllomany csokkenni kezd, majd ettél kezdve rohamosan
megtorténik az el6zéleg felvett hitelek visszafizetése. S6t a 11. évben meg-
sziinik a tovabbi hitelfolyésitas sziikségessége is, mivel ekkor az évi bevételek
méar meghaladjik a kiaddsokat.

A két feltételrendszer  Osszehasonlitasabdl — arra  a kovetkeztetésre
jut}mtunk hogy ha a nagy szervezeti rendszer kotelezettségei az elsd feltétele-
7265 szerint alakulnak, tehdt idélegesen gyorsabb iitemben novekednek, mint
a bevételek, a hitelallomany novekedd sének elvileg nines hatdra, noha a hitel-
folydsitds osszege — a korlatok miatt  esetenként és .Itnwnetll('" csokkenhet
az eléz6 idGszakhoz képest. Eppen ezért mL;:\ubb idGkozonkent felvetédik a
hitelezési feltételek elsGsorban a mennyiségi korlatok modositasanak
szitkségessége. A mdsodik valtozat viszont arra hivja fel a figyelmet, hogy
ilyen feltételek kozitt megvan a redlis lehetdsége a hitel teljes visszafizethetd-
ségének. Ekkor a nagy szervezeti rendszer bovitett feltételek kozott teljesit-
heti feladatait, és egyv esetleges iitemvaltozis bekovetkezése utan ismét mod
nyilik az eredeti feltételek szerinti hitelnytjtasra, mivel a pénziigyi egyensily
helyredllitisa redlis célkitfizés.

A finanszirozasra sok mds feltételt is meg lehet allapitani mind a kiaddsok
és bevételek fejlodését, mind pedig a meghitelezési idGtartamot és a torlesztési
iddt illetéen. A véltoztatott feltételek azonban csak bizonyos néhdny éves el-
toloddast jelentenek az ismertetett eredményekhez képest, és nem véaltoztat-
nak azon a tényen, hogy a kiaddsok allandé jellegi nagyobb nivekedési iiteme
esetén a hitelképesség 5 10 év mulva kimeriil. Ugyanakkor a felhalmozdsok
még a foly6 évi bevételeket sem fogjak elérni, kivéve, ha a Bank a célszer(ien
elfogadhaté korldatokon feliil is nytjt hiteleket, mégpedig legaldbb olyan mér-
tékben, amely Osszegszeriien a torleszt§ részleteket és a kamatokat is magahan
foglalja. Szemléltetés céljabol mellékeljitk mindkét véaltozat grafikus abrajat.

( Beérlezett: 1973, aprilis 11.)
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A CREDIT FINANCING MODEL OF LARGE ORGANIZATION SYSTEMS

The aim of the authors is to describe mathematically the cumulated final results of
monetary processes of large organizational systems and to determine the credit require-
ments. In these systems the processes are endless, without starting or endpoints of invest-
ments, because the financing of many objects is considered. The study is concentrated
most part on the state budget, as the largest possible organizational system. The future
income of the state budget can be credited up to an expectable surplus income, within
a certain finite time horizon. In each year the credit requirement is indicated by the diffe-
rence of incomes and expenses, if the sum of expenses is bigger. At most the cumulated
money shortage can be credited, which equals the increase of incomes between the years
of crediting and of the establishment of the fixed assets.

The process is examined in nonnegative domain of the time variable by the aid of a
continuous (theoretical) and a discrete model. In the diserete model the per unit time equ-
als the frequency of financial balances. The authors nave carried out numerical calcula-
tions, too and they introduce two possible cases from among the variants obtained on the
basis of simulation for a period of one and a half decades. In one variant they presuppose
the exponential growth of incomes and expenses, and with the other one — the expo-
nential growth of incomes and the linear growth of expenses. They have cometo the con-
clusion that according to the first variant there is no theoretical limit of the increase of
credits, though the sum of granting credit decreases sometimes and temporarily — be-
cause of the constraints. In the second case, however, there is a real possibility to repay
the credit completely within a finite time.

MOLOEJIb ®MHAHCHPOBAHWST KPEAWUTA JUJI51 BOJILIIMX
OPI'AHW3ALIMOHHBIX CHUCTEM

Llesib aBTopoB, 4TOOLI MATEMATHYECKH OMHCATH HAKOTIJICHHBIC KOHEUHBIE Pe3YJILTATLI JICHE-
HBIX [1POLECCOB D0BLUIHMX OPIaHHZAUHOHDBIX CHCTECM H ONPEACIHTL NOTPEOHOCTL KpeanTa, B aTnx
CHCTEMAX Mpoiecchl 0ECKOHEUHDIC, H Y HAKOMJICHHS HET TAKHX CHEUHQHUHBIX CPOKOB, 0003HA-
YAWUMX HAYAJI0 H KOHCL, TaK KAK 3JeCh HACT peub 0 (PMHAHCHPOBAHHH JIOBOJILHO MHOIHX
00beKTOB. CBOH HCCJICJIOBAHMST ABTOPHI COCPEJOTOMHBAIOT B OCHOBHOM HA T'OCYAAPCTBEHHOM
010/UKeTe, KAK Ha camyio 00JIbIIYI0 BOSMOXCHYI0 OPraHu3anHoHHyo cHeremy. OHH HCXOJSIT 13
TOro, yro Oy Ay Uit 1ox0/1 O10/DKETa MOMCHO KPEJMTOBATD J10 CHJILL OUPEJICIECHHOI0 0XKH/IACMOT0
nepefopa BHYTPH ONPEIEJICHHBIX KOHEUHBIX CPOKOB. MHOIa B 0/IHOM KOHKPETHOM IOy 10T-
PeOHOCTL KPEHTA ONPEeJISIETCsl PASHUIL0IT PACXO0/I0B H JI0X0/10B, €CJIH CYMMA Pacxojos 6oble;
a MAKCHMAJbHO TOT HEJOCTATOK JICHET KPEJAHTOBATL MOXKHO, KOTOPLIi paBeH pocty poxoja
MY I'OJAMH KPEJIHTOBAHUST H CPEJHEro nepHojga o0pasoBanust 0CHOBHBIX (oHjl0B. ITponece
Heesieyer B 00J1acTH NepeMeHHOr0 BPEMEHH 0T HyJist /10 GECKOHEUHOCTH TIPH TOMOILH HENpepbis-
HOIT (TeopernuecKkoii) H JUCKPETHOIT MojieH. B JIMCKPETHOH MOJIesIN eMHHYHAST JUIHHA nepe-
MEHHOI'0 110 BPEMEHH PABHA YaCTOTE MIOTOBJICHHS1 PHHAHCOBBLIX 0aslaHCOB. ABTOPHI NIPOBEJIH H
YHCJEHHBIE PACUETDI, a4 M3 BAPHAHTOB, TOJIYYEHHBIX HA OCHOBE CHMYJISILIHH, OHH I10Ka3bIBAIOT
JIBA BOBMOXCHBIX CJTyudsi HA MATHAUATHIETHHI nepHo/. B 0JlHOM BapHAHTE OHH NP EAN0JIaraioT
9KCIOHEHIHAJILHOE PA3BHTHE PACXOJHOH H JIOXOAHOH (DyHKUMI, a B APYrOM — JIHHEHHLIH pocT
pPacxo/08 H 9KCMOHCHIHAIBHLIT POCT J0X0/0B. ABTOPHI NPHUUIM K BBIBOLY, YTO 110 NEPBOMY
BAPHAHTY B NPHHLHIIE HET I'PAHUILI POCTA HAJIMYHOCTH KPEIHTOB, XOTs1 CYMMa KPeJHTOBAHHS
— M3-32 OPAHHUYEHHH — B OTHEJILHBLIX CJYUAsiX H BPEMEHHO CHH)KACTCSI. A B JIPYIoM cJiydae
HMEeT peasibHast BO3MOXKHOCTL JUIsl TOJIHOH BBIIJIATHI KPEAHTa BHYTPH KOHEYHOro MepHojA
BPEMEHH.



SIMONOVITS ANDRAS

Megjegyzések a dinamikus AKM harmonikus
volumen- és 4drarianyainak meghatirozasaroél

Bevezetés

Tanulmanyom dr. Brédy Andras akadémiai doktori disszertacidjanak egyet-
len részkérdését vizsgalja: az egyensilyi-harmonikus volumen- és draranyok
meghatarozisara szolgald .soklcpeses el ]amsol\ szamitastechnikai tul(x]donsagat

Az olvasérél feltételezem, hogy ismeri Brédy [1] disszertaciéjat (,,Erték és
Gjratermelés’) és[vagy késGbbi (2] »Beszamol6ja”-t. Igyekszem elkeriilni az
ismétléseket, ennck megfelelGen jelsléseimben is teljesen kovetem Brédyt.
Egészen roviden osszefoglalom a problémat:

Brédy kimutatta, hogy a dinamikus dgazati kapesolatok mérlegével leirt
mx,/d(mw harmonikus volumen- és 4rar: my(ut valamint harm()mkub noveke-
dési utem(,t (s az ezzel egyezl dtlagprofitratat) csak korkorosen, linedris sajat-
vektor-sajatérték feladatként lehet megoldani. Ezért az értékrdl a termelési
arra nem egy, hanem végtelen sok ](,pesben lehet attérni; véges sok lépéssel
tetszilegesen jo ko/(‘lltw érhetd csak el. Altml(momb}mn Brédy ismétléses
eljardsa (iteracidja) bizonyos nem egyensulyi ardnyoktdél az egyen.sulw ara-
nyokhoz valé valamilyen dtmenetet illusztral. Mivel az eljards nem mondja
meg, hogy mi torténik az attérés folyaman jelenlevd feleslegekkel-hidnyokkal,
ez az eljards inkabb a gazdasig szerepléinek eszmei tevekenvseoelt (pl al-
kuit), modellezi, mint ténylegesen targyiasulé dontéseit. (E 7t Brodv is Kki-
mondja; Kornai Janos pedig tobb helyen, pl. az ,,Anti-equilibrium”-ban [5]
figyelmeztet tobb matematikus kozgazdész ilyen jellegli hibéajara.)

Tanulminyom a Bevezetésen kiviil hairom részt tartalmaz:

1. A Leontief-Brody modell harmonikus ardnyai és azok Brody-féle iterativ
meghatarozasa.

[I. A Brédy-féle szamitasi eljaras konvergencidja. Ebben a részben

1. megmutatom, hogy Brody bizonyitdsa elnagyolt, heurisztikus;

2. igazolom, hogy Brédy dllitisa helyes, ha feltessziik, hogy a kiindulési
aranyok elég kozel vannak a harmonikus ardnyokhoz;

3. kiterjesztem az el6z6 allitast két mésik, Brody 4ltal érintett eljardsra.

Mindhdrom esethen feltételiink tal erds. leoszmunck latszik, hogy egész
dltalanos feltételek mellett konvergensek az eljarasok, csak az gltalam adott
bizonyitds , koveteli” e megszoritdst, nem pedig az igazsig.

I11. Més tipust eljarast targyalok a dolgozat utolsé részében. Ez az eljaras
kozgazdasigilag szintén értelmezhetd, a konvergencia gyorsasigit nem isme-
rem, mindenesetre bizonyos hatékonysdgi fiiggvény monoton javul az eljaras
sordn. Az eljards talin atvihets az altaldnosabb Neumann-modellre is, szemben
Brody eljarasaval.

Koszonetet mondok Brody Andrasnak, aki e dolgozat korabbi véltozatat
gondosan 4tnézte, tobb hibéra és pongyolasagra mutatott ra. Természetesen
a dolgozat esetleges hibéiért minden felelGsség a szerzét terheli.
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I. A Leontief-Brédy modell harmonikus ardnyainak kiszamitasa és a Brody-
féle algoritmusok

L. A Leontief- Brédy modell

Brody konyvében az dgazati kapesolatok mérlegének dinamikus és zart
formdjat haszndlja: n termel$ dgazat van és az n+l-edik dgazat a munkaerd
termelése-fogyasztisa. A bévitett Gjratermelés ardnyait a folyé- és a lekotott
riforditisok A és Bmdtrixa irja le. Mindkét métrix (n+41) % (n-+1) dimenzids,
nemnegativ (elem), irreducibilis és primitiv matrix. A termeld dgazatok folyo-
és lekotott raforditdas matrixa A és B~ vagyis Brédy jelolési elveihez hasonld-
an, de ellentétesen a feliilhlzds az n dimenziés nyilt rendszerre utal! A meg-
felel6 matrixok kozitt a kovetkezd osszefiiggés all:

.4-:{AIJ é B = BQJ.
v 0O 2 A1)

Foltessziik, hogy a gazdasig képes novekedni, azaz van terméktobbletet
hozé volumenvektora: > 0, melyre Az < z . Ezzel egyenértékii, hogy léte-
zik értéktobbletet hozé drvektor: p > 0, melyre p4 <~ p. Mdsszéval, A maxi-
milis abszolatértékii (= domindns) egyébként pozitiv — sajitértéke (= spek-
tralsugara) kisebb mint 1 : p(4) < 1.

Ekkor létezik — az ardnyossigi tényez6tdl eltekintve egyetlen pozitiv
a0 oszlop- és p° sorvektor, valamint 2° pozitiv szdm, melyek kielégitik a kovet-
kezG egyvenleteket:

(1) (Asf A% B) o= 2"
(2) (A4 + A°B) = p°.

Konnyen belathaté, hogy a® jobboldali sajatvektor a marxi-leontiefi-
brédy értelemben vett egyensilyi termelés vektora, p° baloldali sajatvektor a
termelési ar vektora, A° sajatérték pedig a harmonikus fejlédési iitem, ill. az
atlagprofitrata.

2. A harmonikus ardnyok kiszimildisa
A harmonikus volumen- és drardnyok kiszimitdsa szokvanyos, ha rendel-

kezésre all a teljes 4 matrix Leontief-inverze: ¢ = (I —A) *. Ekkor ugyanis
(1) és (2) egvensulyi egyenletek a kovetkez’ alakra hozhaték:

(3) —I—J"’ = Q Bz’ és
70

(4) _l_ p® = p° BQ
e p :

Mindkét egyenlet a szokdsos domindns sajatvektor-sajatérték feladat,
amely feltevéseink mellett egyszer(i iterdciéval gyorsan és jol kozelithets.
(Részletesebben lasd 1I. 2. 2. Tétel.)

Természetesen ¢) meghatarozasa torzitja a szamitast, de ez nem lényeges.
Brody eltérd eljarasa inkabb azért érdekes, mert kozvetlen kozgazdasigi tar-
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talma van. z volumenvektor és p arvektor esetén a novekedési iitem jol be-
csiilhet6 Az, p) = p(I—A)z/pBx formuldval. E kozelités relativ hibdjardl
mutattam ki kordbbi [7] dolgozatomban, hogy lényegében kisebb, mint a
volumenvektor, ill. az arvektor relativ hibajanak kétszeres szorzata — alta-
lanositva Brédy ezen tételét [1, 239 242. o.]. Tovabba a volumenvektor ter-
meléséhez Az volumenvektor foly6 raforditas szitkséges, a bévitett termelés-
hez /(x, p)Bax volumenvektor lekotése sziikséges.
A fentieknek megfelelGen Brody a kiovetkezo iteraciot vezette be:

—a volumenvektorbél a ¢ fiiggvénnyel

7 A)x
(5) @z, p) = Az - e~ Bax 0j volumenvektort képezziik;
pBx
p arvektorbdl a y fiiggvénnyel
I— A4)1
(6) vz, p) = pA + !)'(‘H—)—x pB 0j arvektort képezziik.
pBx

Lényegében y és p leképzésekkel hiaromféle iterdcié képezhetd:

(1) Rogzitsiink valamilyven p fiktiv drvektort.

Valamilyen ' volumenvektorbél kiindulva

(5i) a!+1 = y(a', p) iterdciéval kiozelitjilk a° harmonikus vektort.

Hasonlé a helyzet
(61) Pt = y(x, p') iterdciéval.

, Kozgazdasagilag azonban legérdekesebbnek az a szamitasi (és igy elvont
gazdasigl) mechanizmus igérkezik, amely kiindulva az adott arakbdl médosit-
jaa termelési aranyokat, s e médosulis hatiasat figyelembeveszi az arak oldalan,
8. 1. t. Kz tulajdonképpen az el6bbi két kiilon-kiilon végezhets szamitas egyiit-
tes (ii), méginkdbb felvaltva (iii) valé végzése. Barmilyen fontos is ennek to-
vabbi vizsgilata, messze talmutat e dolgozat keretén s a gazdasigi mechaniz-
mus miikodési modelljeinek vizsgdlatdhoz, s a mechanizmus matematikai
vizsgdlatdhoz vezet. E kérdéseket itt nem targyaljuk.” (Brody [1]. 174 —
176. 0.) Képletben:

(ii) Bgyiittes alkalmazkodas:

(6ii) z!*1 = (2!, p') (6ii) pi*1 — yiat, p");

(iii) Valtakozé alkalmazkodas:
(Biii) &'t = y(a!, ) (6iii) '+t = p(a'tL, p) .
II. A Brédy-féle eljaras konvergenciaja
1. Brédy dllitasai

Brédy konyvében azt allitja, hogy (i) iterdcid konvergens. Val6jaban csak
azt bizonyitja, hogy py(x, p) = px, azaz az ,,iterdci6é sordn az . . . arosszeg . . .
valtozatlan marad.” Ebb6l még {z'} ; sorozat korlitossiga sem kovetkezik,
nemhogy konvergenciaja. Kés6bb Brédy is és a szerzd is észrevették, hogy a
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kalkulativ dr nem lehet tetszGleges pozitiv vektor. Ha pl. a bérek til magasak
az egyéb arakhoz képest, akkor A(x, p) negativvd valhat, ami a volumenek
negativitasaban jut kifejezésre — rogzitett drak mellett !

A tovabbiakban mindig foltessziik, hogy a kiinduldsul hasznélt arak vektora
értéktobbletet hoz: p > pA. Ekkor Az, p) pozitiv, tehat pozitiv x esetén
¢(x, p) is pozitiv, (5) miatt. Tehat {«'} sorozat a {px = pa!, z > 0} n-dimenzi-
6s szimplexben van, tehat korlditos. Ekkor Brédy éllitdsdnak egy része — a
korlatossag — helyes.

Brédy ,,Beszamolé”-jiban visszatér (i) iteraciéra. Ebben az irasaban egy
bizonyitasvazlatot kozol, amely azonban elnagyolt, heurisztikus és ellent-
mondasos ([2] 14. o.).

Réviden indokolom, mit tartok Brédy bizonyitdsdban helytelennek:

Sajat jeloléseimet hasznilva, Brédy kiinduldsa a kovetkezd: Legyen z!t! —
="' QBz" a kiindulé iterdci6, ahol A' értékét A, p)elbirdssal Ggy vdlasztottuk
meg, hogy pa't' = p@' legyen (Brédy). Valéjaban ez utébbi feltételt A —
= A&, p) = pa!|pQ B! vélasztés biztositja, amely altaliban kiilonbozik '
ol.

»A fenti iterdciobdl egyszerii és megengedett dtalakitédsokkal kapjuk az
Coatt = A - MBE R A — &) iterdciot. Mivel azonban az iterdci
konvergens, s igy &'*' — &' tart zérushoz, ezért az utolsé tag elhagyhato.
oy azonban éppen ...” (5i) ... ,iterdciéhoz jutottunk.” (Brédy) Eltekint-
ve attél, hogy A' 5« 2!, ha az iterdcié perturbéciés tagjat — A(att! — &f)-t
ethagyjuk, a konvergencia megsziinket.

Tanulmanyom tovabbi részében (i), (ii) és (iii) iterdcié konvergencidjit
bizonyitom — az alibbi erls megszoritds mellett: a kitnduldsndl haszndlt
(at, pb) legyen eléy kizel a célhoz, (°, p°)-hoz. Bz a megszoritds til erds ! Vals-
szinfi, bizonyitisom nem a legalkalmasabb, s ezért kényszeriiliink erre a meg-
szoritdsra. Kellemetlen, hogy még azt sem tudom megadni, hogy mennyi az
az ,.elég kozel”. A fejezet végén levd illusztricié szintén arra utal, hogy altald-
nos feltételek mellett is konvergens (i)itericio.

-

2. Néhdany fonlos konvergencia feltétel

Nem sikeriilt olyan konvergencia-feltételt taldlnom, amelybdl rogtion
kovetkezne a Brody iterdcié konvergencidja. Harom ismert konvergencia-
feltétel egyiittes alkalmazasdival bizonyitom eljardsunk konvergenciajit

Legyen U valamilyen halmaz az n dimenziés euklidesi térben, R"-ben.
Legyen f folytonos fiiggvény, amely U-t U-ba képezi le. A fix-pont (u° =
= f(u")) meghatirozisara a kovetkezs iterdciot szoktik alkalmazni: w!*!-
=f(u'). A f6 kérdés: milyen u' € U kezdGértékekre konvergal az iterdci6. Nyil-
vinvald, hogy ha konvergil az iterfci6, akkor valamilyen fixponthoz konver-
gdl; s ha fixpontb6l indulunk ki, akkor ott is maradunk.

L. Konvergencia tétel: Legyen f(u) kontrakei6 értelmezve U < R"-beli

o 1/0) 10

korlatos és zart halmazon: s = su J) i < 1. Ekkor egy és csak egy
wrct |Ju o] :

fixpontja van f-nek, s az iterdci6 tetszleges kiindulds esetén (= globélisan)
konvergens. (||« || u valamilyen, pl. euklidesi normdja.) [3; 9 12.2. 1 Tétel.]
2. Konvergencia tétel: Legyen f(u) — Cu - d linedris leképezés értelmezve
U = R"-ben és legven o(C) C linedaris transzformécié (métrix) spektralsugara.
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Az iteracio akkor és csak akkor konvergens globalisan, ha o(C) << 1. A fix-
pont — az ardnyossagi szorz6tél eltekintve — egyértelm( [3; 9 13.3. Tétel.].

3. Konvergencia tétel: Legyen f(u) = Cu homogén linearis leképezés R™-en.
Az iterdci6 globalisan akkor és csak akkor korldtos, ha o(C') < 1. Ha o(C) < 1,
akkor az iterdcié globdlisan konvergdl a nulla-vektorhoz. Ha o(C) = 1, akkor
az iteracié pontosan akkor konvergens, ha egyetlen domindns sajitértéke van.
Ha e dominans sajatértékhez egyetlen sajatvektor tartozik, akkor a fixpont
is egyértelmii — eltekintve a trivialis « = 0 fixponttol.

Ha O nemnegativ, irreducibilis és primitiv matrix (azaz van olyan hatvénya,
amely pozitiv), akkor a dominédns sajatvektor egyértelmii és minden nemnega-
tiv és nem zér6 u! esetén az iteracié ehhez konvergal [8].

Az 1. konvergencia tétel alapjidn bizonyitunk egy negyedik konvergencia
tételt, amely Ostrowskitél [6] szarmazik.

4. Konwvergencia tétel: Legyen f(u) leképezés valamilyen U tartomdnyt U
tartomanyba folytonosan leképezs fiiggvény, «° € U fixponttal. Tegyiik fol,
hogy f(u) folytonosan differencialhaté valamilyen V nyilt halmazon (u°€ V),
amelyet U tartalmaz; és f,(u) derivalt matrix spektral sugara a fixpontban
kisebb mint 1, azaz o {f,(«")} <~ 1. Ekkor van olyan W nyilt halmaz, melyet
V' tartalmaz, hogy minden u! € W-re az iteracié «°-hoz konvergil.

Bizonyltds-vizlat

A 4. Konvergencia tétel az 1. és a 2. konvergencia tétel részleges altalanosi-
tdsa, bizonyitdsa az 1. tételen alapszik. A bizonyitds lényege a kovetkezs: Ha
{ elég nagy természetes szdm, akkor f fiiggvény 7-adik iterdlt fiiggvényének a
derivdlt matrixa kontrakeié-métrix, alkalmas V halmazon. Tehdt az 1. Kon-
vergencia tétel értelimében mi-adik értékek sorozata konvergal w°-hoz, sth.

Részletezve:

t
[smert, hogy tetszéleges €' mitrix esetén po(C) = lim ||| CT]], (Varga

-
(9], 62.0 Theorem 3.2.) ahol |[[C || =sup{||Cul|[]|lu]}. Ezért, ha
u##0

0(C) < 1, akkor van olyan f természetes szam, hogy || Ct || < 1.
Legyen f(u) f leképezés t-edik iterdltja: fY(u) = f(u) és f*'(u) = f(f!(w)).
A lincszabily alkalmazisaval belathatd, hogy fiF(u) = [u(f'(w)) fi(u). A fix-
pontban e kifejezés egyszerlisodik: fit'(u®) = f,(u%) fi(u%), azaz fi''(u®) =
= fu(u®)'", ahol ¢ 4 1 hatvanykitevo, eltérden az eddigi iterdciés indexektdl !
Sziikségiink lesz Lagrange-kozépértéktételének kovetkezd altaldnositdsdra:
Legyen g(u) folytonosan differencialhaté fiiggvény V konvex tartoményban.
Ekkor minden « és » V-beli pontparhoz van olyan w pont az w, v szakaszon,
hogy teljesiil || g(u) - g(v) || < || gu(w) || - ||u - v egyenlétlenség.
Alkalmazzuk e tételt ¢ — f' fiiggvényre; ha ¢ elég nagy, akkor fi(u?) =
Suu®)t és o {f,(u")} < 1 miatt || f1(«°) || <~ 1. A norma folytonosan fiigg a
matrix elemeitél, a matrix elemei folytonosan fiiggnek wu-t6l V-ben, tehdt
Ju(u) folytonos fiiggvénye u-nak. Mivel ||f!(u% || <1, van olyan W gomb
V-ben, és s 1-nél kisebb pozitiv szam, hogy minden w € W-re || fi(w) || < s < 1.
Eszerint és az utolsé bekezdés szerint || fi(u) —fi(v) || < s||w-—v]|, ha u,
v€ W. — Vagyis f! kontrakcié W-ben.

D Szigma
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Elsfordulhat, hogy van olyan »!€ W, melyre {«'} nem minden eleme ma-
rad W-ben. Ezt elkeriilendd, szoritkozzunk olyan Wi-gombre, melynek koz-
pontja szintén u°, és sugara W sugardnak (1-—s)/s-szerese, ha s - 1/2, ill.
azonos W-vel, ha s < 1/2. [3; 9 12.2. B) feltétel]. al

Az 1. konvergencia tétel szerint minden u! € Wi-re {«™*+'} sorozat konver-
gél u%-hoz. Alkalmasan vélasztott W,-re minden «" € W,re f(u')€ W, és
{um™+7} sorozat konvergal u-hoz, 1 < r <Z {-ra. Tehat {u'} sorozat konvergél
u°-hoz, ha w'¢€ W, .

3. A DBrédy eljaras lokdlis konvergencidja

Az elGkésziiletek utin konnyen bizonyithatjuk:

1. TETEL. Ha a kalkulativ drvektor és a kiindulo volumenvektor elegendd -
kozel van a harmonikus dr- és volumenveklorhoz, akkor a Brody-féle (5i) iterdcio
konvergdal a harmonikus volumenvektorhoz.

Bizonyilds:

Ha p = p° akkor A(z,p°) = 49, tehat wy(z, p°) = (4 4 1°B)x . Ekkor
y(a, p°) linearis leképezds, amely kielégiti 3. konvergencia tétel utolsé bekezdé-
sének feltételeit.

Ha p -~ p°, akkor y(z, p) nem linedris, mert A(x, p) nem allandé, s6t nem is
linedris, hanem tort linearis fiiggvénye ax-nek. Tovabba pg(x, p) = px azo-
nossigbhdél  kovetkezben  po,(x, p) = p,  vagyis  p{p(x, p)} > 1, azaz
[lg(x, p)||>>1, igy nem tudjuk bizonyitani, hogy ¢ kontrakecié. (n=1 esetben
a Lagrange-kozépértéktétel szerint f(u) — f(v) = f,(w) (uw — v), ezért | f(u)| >
> 1-b6l kovetkezik, hogy f nem kontrakeié. Viszont n -1 esetén két ellen-
tétes irdnyu egyenlGtlenségiinkbGl nem kovetkezik semmi sem.)

At kell térni a bonyolultabb, nem-szimmetrikus inhomogén formulikra.
Legyen px = 1, ekkor egyszer(i szamolassal adodik (5)-bél

(5") §@ p) = Az + (1 — pa)f + A@ p) (Bx + (1 - px)g) .

Legyen A° = f + A%, és h¥*p=(h;p,)i" didd-méitrix. Kkkor ¢(z, p°) = (A4 +
+ 0B hO¥p0) x4 k0. Mivel g(x, p°) homogén leképezés globdlisan konvergens,
¢(z, p°) inhomogén linedris leképezés is globdlisan konvergens, emiatt a 2.
konvergencia tétel értelmében gy(z, p°) — A 4 A°B — h%*p° spektralsugara
kisebb mint 1. Folytonossigi megfontolisok miatt van olyan ¥V gomb 2°
koriil, hogy p € V esetén teljesiiljon {gx(2°, p)} < s <~ 1. Ekkor a 4. konver-
genciatétel szerint van olyan W (p-t6l fiiggetleniil, csak V-t6l fiiggben!),
hogy 7 € W esetén a Brédy-féle iteracié konvergens.

Megjegyzés:

A bizonyitdsban felhasznilt tételek elég lazan illeszkednek egyméshoz. Kz
tehet a f6 oka, hogy gyengébb eredményt (lokdlis konvergenciit) bizonyitot-
tunk, mint ami igaznak latszik és ami sziikséges volna. Tételiink csak arrél-
biztosit, hogy a harmonikus pontok stabilak.
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4. A keltos iterdcick lokdlis konvergencidjo

Az 1. rész végén bevezettiink még két mésik iteracids eljarast is, amelyeknél
mind az arak, mind a volumenek minden lépésben mddosulnak. Mind mate-
matikai, mind kozgazdasigi megfontolasok azt sugalljak, hogy ezek az itera-
ci6k gyorsabban konvergdlnak a harmonikus vektorokhoz, mint a fixdras
(vagy fix-volumenes) volumen- ill. ar-itericié.

Gondolatmenetiink teljesen hasonlé az el§z8hoz, ezért meglehetdsen rovidre
fogjuk a kifejtést.

II. TETEL: (ii) és (iii) kettés iterdcidk lokdlisan konvergensek.
Bizonyitds:

Megint az inhomogén formuldkra kell attérni, de kissé eltér formaban. Le-
gven x = (%, 2,.,,) és p = (P, Ppy1). Az el6z6 kikiiszobolés helyett most X —

= ¥|x,,, 68 P = p[p,,, ardnyokra tériink at.

Ekkor az (5ii) és (6ii) formuldkat inhomogén formuldk helyettesitik:

(a%y X=X, p) b {61 P =P (XL PY |

Tekintsiik a (@, V) leképezést, mely 2n dimenziés tyrtomanyt 2n dimenziés
Yy ‘l’p) -

Mivel @(X9, P) = X9, ®p(X°, P°) = @% = O. Hasonléan ¥% = 0.

. D% 0

Vagyis J° = (0 leu , 8 gy o(J°) = max {p(@%), o(¥D)}. Alkalmas V és W

P

gombok esetén tehat P € V és X € W esetén p{J(X, P)} < s < L.

(iii) egyetlen helyen tér el (ii)-t6l: (6'ii) helyett (6'ii) (XL, P =
=Y {® (X', P"), P} = W(X', P'). De a harmonikus (X° P°) pontban Jo=J°,
sth. —

tartomédnyba visz at. A derivalt matrix a kovetkezs: J(X, P) =

5. Hlusztracio: Kétszektoros modell

Mivel vizsgilatunk kozel sem befejezett, érdemesnek t{inik kitérni az egyet-
len megoldott esetre, amikor is egy termeld- és egy fogyaszté dgazat van:
n = 1. Ekkor 4 és B nxn dimenziés métrixok a és b skalarokka zsugorodnak
ossze. Hogy (i) iterdcié minden p kalkulativ 4r mellett linearis legyen, foltesz-
sziik, hogy g=2z=0. (Elhanyagoljuk a munkaerd bdvitett tjratermeléséhez
sziikséges tobbletfogyasztast és az druk bévitett Gjratermeléséhez sziikséges
tobbletmunkaerdraforditast 1)

Legyen p = (p, 1) és px = 1.

(5i) utolsé (itt mdsodik) sora: it — vaf, ahonnan behelyettesitéssel
@it — (1 — paf)/p iterdciét kapjuk, 0 <z, < 1/p korlattal.
Kénnyen lithaté, hogy
— az iterdcié globalisan konvergens, ha »/p < 1,
— az iterdci6é globalisan divergens (a végtelenbe osszcillal), ha vfp >1, és
— @' = 20 kivételével (fixpont) az iterdcié divergens (két érték kozott al-
terndl), ha vfp = 1.
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Osszehasonlitdsul jegyezzilk meg, hogy p° = 1/f; a bévithetdség feltétele
of < l-a; az ar értéktobbletet hoz, ha p >v/(1 —a). Vagyis még meglehetSsen
altalanos feltevésiink is, miszerint a kalkulativ ar értéktébbletet hoz, tul
erss, legalibbis ebben az esetben.

IIl. A harmonikus arinyok meghatdrozasa a ,tanulé médszerrel”
L. A lanuld” algoritmus rovid letrdasa

Célszertinek latszik az eljirds alapgondolatit el6re venni egyszerisége
miatt.

Induljunk ki valamilyen termelés (arany) vektorbél (ahol az elemek osszege
1). Vizsgaljuk meg az egyes dgazatok netté termelésének és felhalmozisiod-
nyének hinyadosdt. Nyilvianval6, hogy mennél kisebb a hényados, viszonylag
annal szlikosebb ezen dgazat termdéke. Ha az (egyik) legsziikebb dgazat ard-
nydtpu 0 ds 1 kozotti pozitiv - szammal noveljiik, az dsszes termék egyforma
ardnyu visszaszoritdsdval, akkor a legsz(ikosebb 4dgazat bdsége nd, a tobhié
csokken. Beliathaté, hogy e nivelési ardny megvélaszthaté Ggy, hogy a ki-
induldsnal legsziikebb, ill. legbGvebb termék bség-mutatija egyenlsvé viljon.
Ekozben a t6bbi termék bdsége ald is, 1616 is keriilhet a kozos értéknek, de
mindenképpen alatta marad a kiinduldsndl legnagyobb bdség-mutaténak.
Vagyis eljirdsunk fokozatosan csokkenti a legnagyobb béség-hanyadost, s
folytonossagi megfontolasokbdl fakadéan hatdrértékben a maximdlis egyin-
tetd novekedési iitemre csokkenti. Ekkor viszont az alsé értékek is ide kon-
vergdlnak alulrél (ha nem is monoton értelemben!), és a termelési ardnyok is
a harmonikus aranyokhoz konvergdlnak.

2. Matematikai tdrgyalis
Térjink ra a matematikai targyalasra.
Legyen
(7) M) = (v, ~ a;2)[b; 2
az i. dgazat viszonylagos szlikosség-(bGség-) mutatdja.' Ttt és a tovabbiakban
a; A matrix i. sorat jeloli, stb. Legyen é,"’ 2, =1 és p valamilyen 0 és 1

(=1
kozti szam. Jelolje A(x), ill. j(x) egyikét azoknak az indexeknek, melyre A,(x)
nmximé‘lisl,‘ ill. miniméu’lis: ).j(x)(ag) < ) g’l,,(x)(x), i = 1, . cam
Az el6zG pontban leirtak szerint a mddositott termelési ardnyokat

(8) & = ey + (1 — u)x
Osszofiiggés adja, ahol ¢; = (0, ..., 1, 0) a j-edik m dimenziés egységvektor.
e e

: ’ ” J ’ ¢ 4 9 4 Sk
A valtoztatasi tényezd megvalasztisa lényeges az iterdicié konvergencidja,
ill. konvergencia-sebessége szempontjabol. Célszeriitlennek latszik a jaték-

! Ebben a fejezotben mar csak a homogén (m —= n - 1 dimenziés) esetet, vizsgiljuk.,
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elméletbdl ismert Brown-Robinson-féle tanulé algoritmus [4] kovetése, amely

S 1
a-t6l fiiggetleniil, a t-edik 1épésben p, — — szorzét alkalmazza.
t

ElGszor utalnék arra az egyszer(i és kozgazdasagilag is kézenfekv§ tényre,
hogy A;(x, u, j) béség-mutaté rogzitett j esetén minden i = j-re szigortan
csokken p-vel, és 1 = j-re szigortian né. Nyilvan

: . N by —ay h
A, 0, 9) = A(z) és Az, 1, ) =4 V' 1 < m
ij
Vagyis A2, 1, () > 0> Ao, 1, j(®)), vagyis Az, u, j) folytonossiga
miatt van egyetlen egy olyan u(x) € [0, 1], melyre teljesiil

(9) Aol e (), §(@)) = Ao, u(@), j(x)) -

Mivel @ < j(x)-re l[(:r,,u,j(z)) szigortan monoton csokken, A(%) < Aix),
it 5= j(x).
Kovetkezésképp igaz

(]0) "th(;)(;ﬁ) = lh(x)(x) ’
az attérésnél a maximalis bdség-mutaté csokken, kivéve @ = 2 esetet, amikor
p@) = 0.

Rétériink az eljirds konvergencidjanak bizonyitdséra: (Az iterdcié t. 1é-
pése a = a' vektorbdl (8) és (9) szerint x = 2! vektort képezi, stb., t =
Lye 25 iur )s

m
Nyilvan 2! >0 és > «f= 1 fennall minden ¢ =1, 2, ...-re, vagyis
i=1
{a'} korlatos. Ezért kivélaszthaté bel6le (legaldbb) egy konvergens részsoro-
zat; jeloljiik ezt {«™}7_j-nel: lim 2™ — ¢ .

k= o
(10) értelmében 0 < Ayt +1y (2'+1) < Apety (2'), £ = 1,2, ..., tehdt létezik
(11) tlim Anety (&) = ill‘lf Anety (') .

Mivel Ay (z) folytonosan fiigg x-tél,
(12) %iln )‘h(x') (xt) = }*h(y)(?/) 2

Konnyen beldthaté (pl. [1]), hogy
(13) Ajo(®) < A0 < Apyy()

egyenlStlenség minden z-re fenndll, s6t egyenldség csak mindkét oldalon egy-
szerre teljesiilhet, méghozzé csak az a = 2° helyen. Tehat elegendd belatni,
hogy  2,,,(y) = A% hiszen ekkor minden konvergens {a%} részsorozat
a%-hoz tart, vagyis az egész {x'} korlditos sorozat is z°-hoz tart.
Indirekt bizonyftunk: A,y,(y) > A% (hiszen lim ,,(y) > 2° eleve kivet-
kezik (13)-bél).
’Ind’irekt feltevésiink szerint y = a°, azaz A;)(y) < Angy)(y), tehdt u(y) > 0.
Mésrészt (7), (8), (9) szerint {u(z*)}7_. Konvergens és lim u(z™) = u(y) .
k-
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Létezik legaldbb egy olyan j, index, melyre j(z*) = j, végtelen sokszor
teljesiil. Tegyiik fol, hogy a részsorozatba eleve csak ilyen tagokat vettiink be.
Ekkor o= u(x") ¢;, +[1 — p(x")] a'* osszefiiggésbol kovetkezden lim o™+

k-

létezik és = p(y)ej, + [1 — p(y)ly , azaz jo =jly) és lim k™l =7

Viszont (12), (11) szerint lim A, te+1y (2™ 1) —= 445y << A(y), hiszen indirekt

koo

feltevésiink szerint y -= 9. Mdsrészt (10) és (12) szerint lim A, ter1y(a®+1) =

= Aly), ami ellentmond az el6z5 egyenlGtlenségnek.
3. Szdamitdstechnikai megjegyzésel:
(7) és (8) osszefliggésbil adodik

2 @@+ p iy Ay — %t )

: bix + ubijy — bi )
Roviden: A,(x, p) — o_ciﬁ&’ ahol a;, f8;, v, & figgnek x-t6l. (9) figyelembe-
Vit pei
vételével — x indexet elha;;yvn,!

Brney— Byen) i+ (en e+ Buy; —xjen — Biyp+ any; —ojyn=20
masodfoka egyenletet kapjuk u-re.

Mivel Aa) = 20 | g lim dufert) == 282

7i(@) o
lim (o, y; — o;¥4) {x'} =0 é8 apy; — oy >0.

o
Vagyis a masodfoka egyenlet megolddsandl az dlland6tag egyre kisebb szere-
pet jatszik, és ha eleve elhagyjuk, akkor a keletkez$ linedris egyenlet »(z)
gyoke alul becsiili u(x)-et: 0 < v(x) <~ p(x), tehit lj(x)(.r, v(x)) < 1,,(x)(x, v(x)z.
E médositott eljards mindGségileg azonosan viselkedik az eredetivel: az eljaras
konvergencidja és a maximalis bGség monoton csokkendse analég mdédon
igazolhaté.

4. A két eljardas osszehasonlitdsa

A Brédy-féle algoritmus teljesen hasonld 1épésekbdl all, mig az dltalam java-
solt algoritmusndl mindig valtozhat a minimalis és/vagy maximéalis index:
jlat) ill. A(x'). Egyrészt az j eljardsban az indexekkel kiilon kell torddni,
86t A(x)-ek i-szerinti maximumat-minimumat is meg kell hatirozni, masrészt
a (8) x — & 16pés sokkal egyszer(ibb, mint az (5)-beli ¢ leképezés.

Eljardsom érdekes kozgazdasigi vondsa, hogy egyediil a primal feladatra
épiil, a dudlis drakrél sz6 sincs. Megemlitem még, hogy nemecsak hogy glo-
balisan konvergens, de bségmutatéja is monoton esokken az iterdcié sordn.
Viszont minden lépésben legfeljebb egy olyan tevékenységet hoz be, amely a
kiinduldsban nem szerepel, bar az optimélis megoldésban szerepel, ami nagy
feladatnal elénytelen.

Mésrészt ez a médszer nem érzékeny a legnagyobb, ill. a mésodik legnagyobb
abszolit érték( sajatérték hanyadosdnak 1-hez valé kozelségére, szemben a
Mises iteraciéval, ami médszerem mellett szél.

( Beérkezett: 1973. mdrcius 5.)
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NOTE ON THE DETERMINATION OF THE HARMONIC VOLUME AND PRICE
PROPORTIONS IN THE DYNAMIC INPUT-OUTPUT MODEL

I. The paper deals with the determination of equilibrium volume and price vectors of
a closed dynamic input-output model. In the paper A and B denote the matrices of current
and capital inputs, x and p — the volume and price vectors, A — the rate of growth and
the rate of profit which are equal. The quantities denoted by an ° refer to equilibrium
situation, which are determined by the equations (1) and (2) or the equivalent equations
(3) and (4) of the paper, uniquely up to a scalar factor. For their determination Andrés
Brédy in [1] and [2] has introduced a procedure, which differs from the well-known Mises
iteration, being economically interpretable and practically applicable. It is described by
equations (5) and (6).

LI. The paper points out that Brody has not proven the global convergence of his pro-
cedure in a proper way. The author succeeded in .correcting the mistake with a heavy
restriction only: he proves local convergence, despite that he agrees with Brédy that his
procedure must be convergent globally, too.

[TI. In the third part of the paper an algorithm is introduced, called ,,learning algo-
rithm” based on the well-known Brown-Robinson algorithm [4] of game theory. The
procedure is iterative, too, it decreases in each step the production of every sector, pro-
portionally so as to expand on this account the production of that sector which has the
loast ,,commodity surplus/capital input” quotient (the bottleneck sector). The realloca-
tion is carried out so that the indices of previously tightest and richest sectors became
dentical (see 7,8 and 9). It is easy to see that this procedure is globally convergent.

3AMEYAHHWST OB OINTPENEJIEHWMU TAPMOHHMYECKHMX LIEHOBbLIX U OB’ BEMHBIX
IMTPOMOPLIMA IUHAMMUUYHOI'O BAJIAHCA 3ATPAT W BbIITYCKOB

CTaTbsi 3AHHMACTCSA ONPEICJICHHEM BEKTOPOB 00'beMa M 11eHOBOH NMponopuuu 6ajanca 3aipbl-
TOIl JIMHAMHYHOI MOJICJIH 3aTpaT M BLINYCKOB. B cratbe A M B 03HayalT MaTpHIBI TEKYUHX
H CBSI3AHHBIX 3aTPAT, X H P — BEKTOPBI 00'bEMa M 1eHbl, A — TEMIT POCTa U paBHast ITHM HOPMY
npubbun. KonmuecTsa, oTMeueHHbIe °, KacaioTest moJioyeHus1 6ananca, KoTtopoe ONMpeiesisiioT
OJIHO3HAYHO ypaBHeHHsi craThi (1) M (2) MM 3KBUBAJIGHTHBIE UM YpaBHeHHs (3) U (4), HeCMOTPS
Ha ckansippie Koaduupent. Aunpam Bpoau B [1] 1 [2] BHeapui Bmecto usBecTHOH Musec-
HrepanuH Apyroi MeToj1, KOTOPbIH MOXKHO 00bSICHATD IKOHOMHYECKH H BaYKHBLIH B IPAKTHYECK O
pabore. 10T MeTOJ| ONHCLIBAKOT ypasHeHus (5) u (6).

Crartbst noxaswiBaer, uto Bpojir He noaxoasiium 00pa3om JI0Ka3biBaeT 2400aA6HY10 CX01U-
Moctb merofia. M apropy ynasioch uenpaBHTh OIMOKY TOIBKO € GOJIBIIMM OrpaHHYEHHEM: OH
NOKa3bIBACT A0KAALHYH) CXOHMOCTh, HECMOTPSI HAa TO, YTO OH Corjlamaercs ¢ Bpogu B TOM, 4TO
€ro MeToj1 JI0JKEH MMETh IJ100aJIbHYI0 CXOHMOCTD.

B rperbeii yacTH cTaThy aBTOpP 3HAKOMHT C HOBBIM QJI'OPHTMOM, OCHOBAHHLIM HA XOPOIIO
H3BECTHOM B TeopuH HUrp «yuebHOM anropurmey BpayHa-PoOuHcoHa. JaHHBIH METOX — TaloKe
HTEPATHBHLIH, OH CHIDKAET HA KAYKJIOM LIary rnpou3BO/ICTBO OTpacJieil B 0IHHAKO0BOIi P OMOPLIHH,
06k 0cBOGOAMBILYIOCS YACTD MOYKHO GbLII0 00DATHTH HA PACUIHPEHHE OTPACIH ¢ HAUMEHBLIHM
HaCTHRIM 0T M30bITKA NMPOLYKTOB Ha CBsI3AaHHBIE 3aTPaTHl (T. €. camoil cKyaHoil orpaciH). Cre-
HCHb neperpynnupoBKH BIGHPAEM TaK, YTOOBI TOKA3aTeNb CaMoii CKY/IHOH H caMoii 00HJIbHOM
OTpacisied mo neperpynnupoBiKH ObII HICHTHYHBLIM T10KasaTeno nocjie neperpynmnupoBiu (7),
(8), (9). Jlerko 3ameTHTDb, UTO METOL SIBJISCTCS 2100aAbHO CXO)AYUMCS.



KONYVEKROL

Kornal J.: Ante-equilibrium. A gazdasagi
rendszerck elméleteirdl és a kutatas feluda-
tawrdl. Budapest, 1971. Kozgazdasigi és
Jogi Konyvkiadé. 437 p.

Kornai Jénos kozgazdasigtudomanyi
munkdssdgdt az 0j utak, problémdk és
megolddsok merész keresése jellemzi. Akkor
vetette fel a gazdasdgi vezetés tulzott koz-
pontositdsinak kérdéseit, amikor az azéta
megvalésult magyar és mds szocialista
orszdgokbani gazdasdgi reformokat mdég
aligha lehetett el6reldtni. Tobb mint egy
évtizeddel ezel6tt foglalkozott a nyereség-
részesedési rendszer bevezetésének gazda-
sdgi hatdsaival. Az elgfk kozott volt, akik
a nagyméret{i programozisi modelleknek
az dgazati és orszdgos tervezdésben vald al-
kalmazdsi lehetGségeit kutatta. Az Anti-
equilibrium utdn irott legtijabb koényve, az
s Eréltetett vagy harmonikus novekedés”
tulajdonképpen tjabb fordulatot jelent
kutatdsi munkdjiban. Minden eddigi mii-
vénél merészebh villalkozds azonban az
Anti-equilibrium, mert az egész kozgaz-
dasdgtannak kétszdz éve kialakult foga-
lom rendszerét és alapfeltevéseit vonja
kétségbe,

Munkdssagdnak mdsik jellemzGje, hogy
problémafeltevései mindig a magyar gaz-
dasdgi valésdgh6l nének ki, a magyar
orszigi akut kérdésekre keresnek feleletet,
a magyar tapasztalatokat probaljak ossze-
gezni. A kordbbi gazdasdgirdnyitdsi rend-
szerb(l keresett kiutat, amikor a centra-
lizicio-decentralizacié optimdlis viszonydt
vizsgilta, a magyar gazdasdgi tervezés
egzaktabbd tételét és tudomdnyos meg-
alapozdsdt szolgdltdk a programozdsi mo-
dellekkel kapcsolatos kutatdsai, az ersl-
tetett novekedéssel szerzett kedvezbtlen
Magyar tapasztalatokat Osszegezte leg-
utébbi mfivében. A legkevésbé nyilvén-
val6 a kapesolat a magyar valésdg és Kor-
hal gondolkoddsa kozott az Anti-equilib-
Tlum  esetében. Val6jdban azonban ez a
kﬁpcsolat nem kevésbé szoros. Ebben a
kényvben Kornai tulajdonképpen azt fo-

galmazza meg, — akkor is, amikor kiil-
foldi kozgazdaszokkal vitatkozik, — hogy
a hagyomdnyos egyenstily elmélet alig ad
hasznalhaté gyakorlati tandcsokat, ftt-
mutatdisokat, amikor a jelenlegi magyar
gazdasigban miikod6 gazdasdgi egységek
viselkedését akarjuk elGrelatni vagy gaz-
dasdgpolitikai eszkozokkel befolydsolni.
Mds kérdés az, hogy kovetkeztetései dl-

taldnosabb érvényliek, déppen a konyv
kiilfoldi  fogadtatasabol  lathatéan més

orszagok eltérd gazdasdigi rendszerében is
némiképpen alkalmazhatdlk.

Kornainak ez a munkdja — amint jol
megvilasztott ,harcos” cime is jelzi —
forradalmat akar elinditani a kozgazda-
sdgtudomdnyban. Az eddigi kozgazdasdg-
tani ,,forradalmakat’ egy olyan gazdasdgi
és tdrsadalmi helyzet hozta létre, amely-
ben stlyos problémdk meriiltek fel, ame-
lyeket az addigi kozgazdasigtani elmélet
nem tudott megoldani. A sokat emlegetett
keynesi forradalom hatterét a nagy vi-
laggazdasdgi vilsdg adta, amelyben a
hagyomdnyos, neoklasszikus iskola gaz-
dasagpolitikai tandcsai (a béreket le kell
szallitani, takarékoskodni kell) teljesen
haszndlhatatlanoknak  bizonyultak. Az
utébbi években a keynesi elmélet ellen
megindult monetarista ellentémadds vagy
,,ellenforradalom” (Milton Friedman ve-
zetésével) abbdl indult ki, hogy a kapita-
lista orszdgokban jelenleg wuralkodd in-
flacids folyamatokat a Keynes féle elmélet
alapjan nem lehet megfékezni. (Ugy ldt-
szik, hogy a monetaristdk dltal javasolt
eszkozok még kevésbé eredményesek.)
Vajon lehet-e ilyen — illetve enndél su-
lyosabb — helyzetrél, az elmélet és a vals-
sdg igényei kozotti meg nem felelésrél
beszélni az Anti-equilibriummal kapcso-
latban ? Kornai hatdrozottan igenld vélaszt
ad, mert a konyv el6szavdban azt mondja,
hogy a magyar gazdasdgi reform el6ké-
szitésekor ,,mindazok, akik a munkdban
résztvettek, épithettek mindennapos ta-
pasztalatukra, a magyar és kiilfoldi gaz-
dasdgi rendszerek miikddésével kapeso-
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latos gyakorlati ismereteikre, jozan esziik-
re — de alig-alig tdmaszkodhattak a sz6
szigortibb értelmemében vett tudoméanyos
elméletekre” (11. p.). ,,Az elmélet alkal-
matlannak bizonyult a gyakorlati alkal-
mazisra — a tehetetlensége, munkakép-
telensége feletti elkeseredés sziilte konyve-
met” (12. p.).

Ez az elmélet az altalinos egyensily-

elmélet vagy matematikai egyenstlyel-
mélet, ahogyan azt Arrow ¢és Debreu

modelljeikben kifejtették. Kornai szerint
a  redltudomdnyok érettségénelk  hdrom
mutatéja van: 1. a verifikdltsig, 2. a
formalizdltsdg, 3. a teoretikus struktira
kialakultsdga. Az dltaldnos egyensily-
elméletnek a modern matematikai egyen-
sulyelmélet dltali megfogalmazdisa az egye-
diili gazdasdgi rendszerelmélet, amely az
utobbi két ismérvvel rendelkezik, de az
sem elégiti ki a redltudomdnyi elmélettel
szemben tdmasztott els6 és legfobb kive-
telményt, azt, hogy megdillapitdsait veri-
fikaltak, bebizonyitottik, hogy azok meg-
felelnek a gazdasdgi valésdgnak. [Kzért
csak gondolatkisérletnek lehet tekinteni.

Ha egy matematikai kozgazdasdgtani
modell nem megfeleléen irja le a valosigot,
86t ellentmond a valésdgnak (mint Kornai
mondja), akkor alapfeltevéseit kell meg-
vizsgdlnunk., Kornai Jdanos a konyv ele-
jén megfogalmazza azt a tizenként alap-
feltevést, amelyre az dltalinos egyen-
stlyelméletet felépitették, majd megjeldli,
hogy a konyv melyik fejezeteiben birdlja
azokat. Kzzel a példdsan vildgos felépi-
téssel nem csak az olvasénak, hanem a
recenzensnek ¢s  mindazoknak is meg-
konnyiti a helyzetét, akik az dltalinos
egyensulyelmélet  elleni  vitdjaban 4llist
akarnak foglalni. Vegyiik sorra az alap-
feltevéseket és birdlatukat !

1. Az AE (ahogyan Kornai az dltalinos
egyensulyelméletet roviditi) szerint a gaz-
dasdg statikus és stacioner, nem veszi
figyelembe, hogy dllandbéan fejlédik, a
gazdasdgi folyamatokat jellemz6 egyiitt-
hatok, elaszticitdsok stb. dllandéan vil-
toznak. A kordabbi egyensilyelmdéletoknek
éppen ez a hibdja valtotta ki az 1940-es
évektdl kezdve a névekedédselméleti irdny-
zat részérél kapott birdlatokat. Mind az
Anti-equilibriumbd6l, mind az ,,Eréltetett
vagy harmanikus novekedés”-b6l kitfinik,
hogy Kornai rokonsdgot érez dltaliban a
novekeddéselmélet irdnt és f6képpen annak
azon irdnyzatai irdnt, amelyok a niveke-
dést nemesak néhdny tényezs fliggvényé-
ben, hanem a gazdasdgi és tdarsadalmi
fejlédés egész Osszefiiggésrendszerében pro-
baljik vizsgdlni. Ezek az erésen inter-
diszeiplindris  jelleg(i  (szocioldgiai, poli-
tikatudomdnyi, pszicholégiai stb. szem-

pontokat is alkalmazd) irdnyzatok igérik
ma a legtobbet a kozgazdasdgtudomdny-
ban. ;

2. Az AE feltételezi a szervezetek hal-
mazdnak dllandosdgdt, mdsszoval els6-
sorban a gazdasdgi rendszerben miikodé
vallalatok szdmédnak és dllomdnydnak vél-
tozatlansdgat. Ténylegesen a szervezetek
nének, visszafejlédnek, tjak sziletnek,
régiek megsziinnek.

3. A gazdasigi rendszerben kizdrolag
termelGk és fogvasztok léteznek, és ezek
egysiégesen lépnek fel. Ténylegesen min-
denféle mds szervezetek is léteznek (pl.
minisztériumok), amelyek a gazdasagi
életben szerepet jatszanak, és féképpen
a termeld szervezeteken, villalatokon be-
liil erés érdekkonfliktusok fordulnak eld,
és a gazdasdgi dontések ezeknek az érdek-
konfliktusoknak az eredményeképpen
jonnek létre. Nem vitds, hogy az dltalinos
egyensilyelmélet jobban illik a 19. szdzadi
kapitalizmus lefrdsdra, amikor a villalatok
tobbnyire egy t6kés tulajdondban voltak,
fgy a dontéscket a tOkés hozta és csakis
sajat érdekeit vette figyelembe. A mai
kapitalista nagyvillalatokra é¢s még inkibb
a nemzetkozi oridsvallalatokra sokkal job-
ban alkalmazhatok az olyan modellek,
amelyek a dontéseket kiilonboz6 villalati
csoportok érdekkonfliktusainak eredmé-
nyeképpen {rjdk le. A szocialista villalatok
valosigos miikodését még kevésbé lehet
egy olyan modellel jellemezni, amely
gzerint a dontésekben kizdrdlag a nyereség
maximalizdlds szempontja érvényesil. Kb-
b6l a felismerésbdl indultak ki a vallala-
tok miikodésének kiilonbozb szociolbgiai
jelleg(i modelljei. Ezekrdl szintén el lehet
mondani, hogy a kozgazdasdgtudomdiny
legérdekesebhb  fejleményei  kozé  tartoz-
nak. 5

4. Az AlS feltételezi a termékek hal-
mazinak dllanddésdagit, vagyis a piacon
nem jelennek meg 0j termdékek. Ténylege-
sen a mai gazdasdgi fejlédést éppen az
jellemzi, hogy a termel6k j és (j termd-
keket hoznak piacra, a villalatok kozotti
verseny is nagy részben Ggy megy véghe,
hogy 1j, jobb min6ségi termdkekkel
probdljik a piacot elhoditani.

5. Az ALl a gazdasdg szimultdn mii-
kodését tételezi fel, vagyis a termelésre
vonatkozé dontés meghozdsa, a termeldés,
az éridékesités-megvisarlis és a fogyasztis
kozott nines idébeli eltolédds. Kz a fel-
tevés nyilvanvaléan nem redlis, sok ne-
hézséghez is vezet a kodzgazdasigtanban
(az id6beli eltoldédds okozta folyamatokat
frjgk le példdul a pokhdalémodellek), de
ezeket kiillonbozé  lag-ek  bevezetésével
viszonylag egyszertien lehet kezelni.

6. Az AL feltételezi a termelési hal-
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mazok konvexitdsdt, vagyis nincsenek
oszthatatlan termékek, oszthatatlan eré-
forrdasok, a raforditdsok és kibocsdtasok
kozotti osszefiiggések leirhaték folytonos
differencidlbaté fiiggvényekkel, nincs no-
vekv6é hozadék és a helyettesitési hatdr-
ardny nem novekedd. Valoban ezeknek a
részfeltételeknek egyike sem érvényes,
torténtek azonban kisérletek olyan AL
modellek kidolgozdsdra, amelyek ezeket a
részfeltételeket nem tartalmazzdk. Igy azt
lehet mondani, hogy a konvexitds felté-
telezéséb6l ered6 nehézségek az AE kere-
tében is lekiizdhetéeknek latszanak.

7. Az AE feltételezi, hogy a termelSk a
nyereségiiket akarjik maximalizalni.

8. Az AE feltételezi, hogy a fogyasztok
a haszonindex fiiggvényiiket maximéljdl.

E két feltevés elvetése esetén az AE
teljesen Osszeomlik. Maga Kornai is ki-
emeli, hogy kritikdja els6sorban ezek ellen
(6s a 6. feltevés ellen) irdanyul. A 7. fel-
tevés szerinte az AR eredend6 biine”,
mert val6jiban a véllalatok nem optima-
lizdldsra, a nyereségitk maximalizdlisdra
torekszenek, hanem bizonyos aspirdcids
szinteket akarnak elérni ¢és meghatdrozott
korlitokat nem akarnak tullépni. Ilyenek
példdul: a biztonsdgos fejlédés, a kozvé-
lemény elvdrdsai, a folérendelt szervek
véleménye, a vdllalaton beliil kiilonboz6
csoportok kivdnsdgai. A 8. feltevéssel
szemben Kornai azt hozza fel, hogy a
fogyasztok viselkedése nem mindig kovet-
kezetes, s6t tulajdonképpen nem is létezik
hasznossdgi fiiggvényiik. A két feltevés e
birdlata 1ényegében azt mondja, hogy sem
a termeldk, sem a fogyasztok nem visel-
kednek raciondlisan abban az értelemben,
ahogyan azt az AK elmdélet dllitja, mert
nem szitkségképpen az optimdlis alterna-
tivat keresik termelési vagy fogyasztisi
dontéseikndl.

Kornai Jdanosnak ehhez a megallapitia-
sdhoz két megjegyzést flzndk. Az egyik
az, hogy nem ad irdnymutatdst arra vo-
natkozoéan, hogy a gazdasigi egységek
kiilonboz6  helyzetekben hogyan fognak
viselkedni. Bizonyos mértékig korvonalaz-
za elképzeléseit azzal, amit az aspirdcios
szintekrsl, valamint az adaptdacios folya-
matokrdl ir, ez azonban mdg kordntsem
elég egy 1) kozgazdasigtani elmélet fel-
épitéséhez.

A miasodik megjegyzéssel azt szeret-
ném jelezni, hogy a racionalitds feltevésé-
nek elvetése kovetkeztében nemcsak az
dltaldnos egyensulyelmélet omlik 0Ossze,
hanem az elméleti kozgazdasdgtannak
Adam Smitht6l kiindulé egész fédramlata.
A klasszikus polgari kozgazdészok de-
duktiv tudomdnyként épitették fel a koz-
gazdasdgtant, néhdny axiomdbdl indultak
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ki, tobbek kozott a gazdasdgi egységek
raciondlis viselkedésének feltevésébdl, és
ezekb6l vezették le elméleteiket. A mate-
matikai kozgazdasdgtan megjelenése ezen
csak annyiban valtoztatott, hogy az
axiomdkat dés levezetéseket matematikai
képletekbe foglaltdk, ezzel vildgosabbd,
kénnyebben kezelhetékké tették. Kétség-
telen, hogy mas Lé.-‘rsada,lomtudomzinyok,
példaul a szociologia, lemondtak az ilyen
deduktiv elméletek készitésérsl, és az
okonometridval a kozgazdasigtudomany-
ban is egy egészen mds tudoméanyos kuta-
tasi stratégia jelent meg, amely a meg-
figyelheté tényekbdl indul ki és azokbodl
probal  lépésrél  lépésre haladva  egyre
inkdbb dltaldnosithaté torvényszeriisége-
ket megdllapitani. Az gy kidolgozott el-
méleti megallapitisok azonban meg sem
kozelitik az  dltaldnosithatésdg foka te-
kintetében a kozgazdasdgtan deduktiv
modelljeit. Ugy létszik, hogy Kornai Jé-
nos is ezt az utat ajinlja a kozgazdasdg-
tudomédnynak, mert — ha jol értem — a
vélaszfiiggvények  rendszerének — meg-
ismerése csak empirikus vizsgédlatok Gtjan
lehetséges, és egydltalin nem lehet fel-
tételezni, hogy az adott helyen és id6ben
megdllapitott vélaszfiiggvények mdshol
‘s médskor is érviényesek.

Az dltaldnos egyenstlyelmélet fenn-
maradé négy alapfeltevésére vonatkozo
birdlat fontossiga mér lényegesen kisebb.

9. Az AR feltételezi, hogy a termelési
és fogyasztdsi ha'mazok, valamint a pre-
ferenciarendezésck  dllanddk, tehdt nines
miiszaki fejl6dés, nincsenek kulturdlis és
tarsadalmi tényezék hatdsdra végbemend
viltozdsok. 1z dsszefiigg az 1. feltétellel.

10. Az AE szerint a gazdasdgi rendszer
szervezetei  kozott egyetlen  informécid
dramlik: az dr. A termdékeknek egy adott
idépontban egyetlen egységes druk van.
Bz a feltétel tobbé-kevésbé érvényes le-
hetett a 19. szdzadi kapitalizmusban,
amikor sok kisebb termels villalat ver-
senyzett egymdssal, de nyilvinvaldéan nem
érvényes sem a monopolkapitalizmus, sem
a tervgazdasig korillményei kozott. Az
utébbiban nagyon fontos informicid a
gazdasdgi terv is, mdég akkor is, ha az
nines részletesen lebontva. Emellett sze-
repet jatszanak a termelék egymds kozotti
kilonféle kozlései.

11. Az AE feltételezi a piaci kapcsola-
tok anonimitdsit, vagyis azt, hogy a ter-
mel6k és fogyasztok kozott nincsenek
egyéni kapesolatok, amelyek dontéseiket
befolydsolhatndk. Ez megint ceak érvé-
nyes lehetett a 19. szdzadban, de semmi-
képpen sem felel meg a mai gazdasdgi
valosdgnak, amelyben néhdny nagyvdlla-
lat 41l egymadssal ¢és a fogyasztokkal szem-
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ben a piacon. A tokéletlen verseny és a
monopolista verseny elméletei probaltik
ezt az ] helyzetet leirni.

12. Az AE-ben nincs bizonytalansig,
a val6sdgos gazdasdgi déletben viszont
éppen a nagyfoki bizonytalansig a jel-
lemz6. Roy Radner a budapesti 6kono-
metriai kongresszuson tartott eléaddsdban
vizsgalta, hogy a bizonytalansdg elisme-
résével hogyan lehet az A modelljét
redlisabbd tenni.

Az dltaldnos egyensilyelmélet mind a
tizenkét alapfeltevésének birdlatdban iga-
zat kell tehat adni Kornai Jénosnak.
A nagy kérdés azonban az, hogy ezek utéan
mit tegyen a kozgazdasigtudomdny, ha
nem akar a gazdasigi folyamatok egyszerii
leirdsdndl megmaradni. Az egyik lehetséges
kiut az dltalanos egyensilyelmdélet vala-
milyen fajta reformja, tovabbfejlesztése.
Ezt sokan probdljik, Kornai utal ezekre
a torekvésekre, de az a véleménye, nem
reformokra, hanem radikdlis fordulatra
van szitkség a kozgazdasdgtanban.

Az Anti-equilibriumban azonban nem
allit egy madasik kész elméletet az dltalinos
egyenstlyelmélet  helyére.  Krre, mint
mondja, egyediil nem is villalkozna, mert
hozzi tobb koézgazddsznemzeddék egyiittes
munkdjdra lenne sziikség. Khhez a munka-
programhoz szeretne konyvével kutatokat

toborozni. Ilyen értelemben  az  Anti-
equilibrium — mint maga is mondja —
félkésztermék.  Vitathatatlanul — nagyon

hasznos félkésztermék, mert hozzdisegiti
a magyar kizgazddszokat a kozgazdasig-
tan  kiilfoldi irodalmédban foly6  vitdk
megismerdéséhez, nagyon vildgosan Ossze-
foglalja, szintetizdlja ezeket a tobbnyire
részkérdésekrsl  folyd  vitdkat, segit a
fogalmak tisztdzdsdban ¢s gondolkoddsra
Osztonzé munkaprogramot  vizol fel.
Két része van a konyvnek, ahol Kornai
a rendszerezett birdlaton és a fogalmak
tisztdzdsan tallép: a gazdasdg vegetativ
miikodésének lefrdsa, és a nyomds-szivis
elmélet. Az el6bbi igen szellemesen mutat-
ja be, hogy egy gazdasig olyan primitfv
szabilyozisi rendszer szerint is miikodni
képes, amelyet a készletek dllomdnydnak
valtozasabdl kapott jelzések biztositanak.
Bér Kornai hangsulyozza, hogy ez nem
egy konkrét gazdasdgi rendszer modellje,
hanem minden gazdasdgi rendszerben szé-
mottev szerepet jatszanak hasonlé vege-
tativ folyamatok, mégis ohatatlanul fel-
meriil az olvaséban az a gondolat (Kor-
nai maga is utal rd), hogy a gazdasdgi
reform el6tti magyar gazdasig miikodésé-
ben sok volt a vegetativ elem. A nyomés-
szivés probléma viszont a mai magyar
gazdasdgpolitika nagy kérdése. Madsképpen
megfogalmazva azt jelenti, hogyan lehet
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az eladok piaca vagyis druhidny (szivas)
allapotdb6l a vev6k piaca vagyis drubé-
8ég (nyomds) dllapotdba dtmennyi. Egyet
lehet Kornai Jénossal érteni abban, hogy
a nyomés dllapota sok vonatkozdsban
kedvez6bb a gazdasdg hosszutdva fejls-
dése szempontjabol, mert ez meggyorsi-
tand a miszaki fejlédést, fokozna a ter-
mel6k kozotti versenyt. Az dttérés tény-
leges lebonyolitdsdhoz ajdnlhaté gazda-
sagpolitikai eszkozoket azonban nem rész-
letezi. Az ,,Er6ltetett vagy harmonikus
névekedésben” Gjra visszatért erre a kér-
désre.

Az Anti-equilibrium nem doéntétte el a
kozgazdasdgtan elmélete koriili vitdat. Le-
het gy érvelni, hogy a racionalitds vagy
optimalizdlds tendenciaszer{ien mégiscsak
érvényesiil a gazdasdgban, ezért a hagyo-
mdnyos elmélet egészét mégsem kell az
altalinos egyensulyelmdélettel egyiitt ki-
dobni. Misok az optimatizdldson alapul6
modelleknek normativ célokra valé  fel-
hasznéldsat fogjik hangsilyozni (ezt Kor-
nai is elfogadja). Végiil lehet tigy érvelni,
hogy egyszeriien didaktikai célokra, —
Kornai  kifejezésével:  gondolatkisérlet-
ként, — is érdemes az dltalinos egyen-
stlyelmélottel foglalkozni, mert hozzasegit
a gazdasigi egységek viselkedésének meg-
értéséhez. A problémidkon valé gondol-
kodds ¢s a vita meginditdsaval is nagyon
hasznos szolgdlatot tett Kornai Jdnos a
magyar kozgazdasdgtudomanynalk.

ANDORKA Rupory

NeméNy V.: Gazdasagi rendszerek iranyi-

tasa. A gazdasdgi  kibernetika alapjai.
Budapest, 1973. Kozgazdasdgi ¢s Jogi
Konyvkiado.

A rendszer meghatérozott modon Osz-
szekapesolt, egymadisra ok-okozati hatdso-
kat kifejté (ok-okozati hatdsok lincolatit
alkot6) elemek egyiittese, hdlozata. Bér-
mely gazdasdgi komplexum (népgazdasdg,
véllalat) valéban nem egyéb, mint inter-
dependens, kolestnisen osszefiiggd és egy-
masra hatoé elemek, valtozok egyiittese,
amelyben minden elem az azt_jellemz6 ér-
tékek vektordval kifejezhetd.” — irja a
szerz6 a konyv els6 fejezetében (majd egy
kés6bbi  fejezetben visszatér a definicid
analizigére), — és ha meggondoljuk, hogy
minden rendszer célszerii miikddésének
és eredményes irdnyitisinak megvannak
a maga sajatos torvényszerliségei, akkor
a konyv cfmében jelzett téma feldolgozisa
valéban nagyfoka és széles korti érdek-
16désre tarthat szdmot. Anndl is inkdbb,
mert bér szdmos konyv ¢s cikk jelenik meg
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kiilfoldon, és egyre tobb hazdnkban is,
amely ezt a témdt érinti, vagy valamilyen
aspektusban behatoan foglalkozik is az-
zal, de hazai viszonylatban ez az elsé olyan
kényv, amely arra torekszik, hogy az
utobbi évtizedekben kialakult rendszerel-
méleti és  kibernetikai fogalmakat koz-
gazdasdgi szempontbol vildgosan értel-
mezze, logikus rendszerbe foglalja, szinte-
tizalja és a hazai tényleges, szocialista
viszonyokra  vald  alkalmazhatdsdgukat
megmutassa. A konyv  jellegzetes profil-
Jat a szerzé igy domboritja ki: ,,Nagyon
élesen  fogalmazva azt is mondhatnank,
hogy ¢ munka a korszeri gazdasdgirdnyi-
tds  vagy vezetéstudominy kommentdlt
és szemldéltetett lexikona (tezaurusza) ki-
vin lenni.”

Az ¢ls6 fejezet a kibernetika alapfogal-
maival foglalkozik (a kibernetika fogalma,
szabdlyozdsi rendszer, a rendszer elemei,
alrendszerek, bemencti és kimeneti értdé-
kel, bemeneti értékek transzformdeidja.
informatika, jel, informdeio, dontés, fekete
doboz, a rendszer struktirdja sth., sth.)
ezzel o kés6bbieknek egy dltalinos képét,
keretét, alapvetését adva. Az dltalinos
fogalmak megtargyaldsa utin  konkrdt
jelentkezésiikrol  olvashatunk  egyrészt o
népgazdasig, masrészt a  villalat  mint
rendszer vonatkozisdban.

A midsodik fejezet részletesen szol a
rendszer elemeir6l (bemenet és kimenet, az
clemek tipusai, az elem miikddési modja,
o transzformdcio  tipusa). A fogalmak
illusztrdlasdara itt is gazdasdgi példak szol-
gilnak (épitdipari munka kivitelezésének
blokksémaja, a népgazdasig irdnyitdsi
rendszere, egy  villalat  anyagkonyvelése
sth.).

A harmadik fejezet azt vizsgalja, hogyan
épiil fel a rendszer az elemeibdl, milyen
reliciok kotik ssze a rendszer elemeit egy-
missal, vagyis a fejezet targya a rendszer
struktardja.  Itt mindenekel6tt sz6  van
magdardl a rendszerrdl, annak fajtdirél, az
alrendszerckrél, rendszerek elemzésérol és
szervezésérol. A fejezet tovibbi részeiben
a  struktardrol, annak tipusairél és az
elemek kapesoldsi modjairdl olvashatunk.

Miutdn az el6z6 fejezetek igen rvészle-
tesen ¢s szimos, az aktudlis gazdasdgi élet
koréhe vigo példaval megvildgitva ismer-
tették a gazdasigi rendszerckkel kapeso-
latos fogalmakat, a negyedik fejezethen
e kell6 elOkészités utdn sor keriilhet o
kinyv kozponti téméjinak, a rendszer
irdnyitdsdnak targyaldsdra. Ezen beliil sz6
van a vezérlésrol és szabdlyozdsrél mint
az  irdnyitds két formdjdrél, bonyolult
rendszerek vezérls alrendszerérél, a reak-
Cibegyenletrél mint a szabdlyozdsi rend-
Szer matematikai modelljérsl, a teljesit-

mény és megbizhatésdg, valamint az op-
timalizdlds kérdéseirdl.

Végiil az 6t6dik fejezet a rendszerszer-
vezés f6bb kérdéseivel foglalkozik, ezen
beliil az informdciérendszerrel és a déntési
rendszerrel.

A kbnyv olvasdsa utdn ugy tlnik,
hogy a szerzének sikeriil elérni a maga elé
tlzott célt, vagyis az olvaséval egy olyan
fogalmi gondolati rendszert kozolni, amely
els6sorban az olvasé szemléletmédjat ala-
kitja, gazdagitja, teszi hatékonyabbd.
Annak ellenére, hogy a konyvben felho-
zott  pdldaanyag zome konkrét gazda-
sdgi tartalommal rendelkezik, de az ab-
sztrakeionak azon a fokdn, amely megfelel
a szerz$ azon szdnddékdnak, hogy meg-
lehetdsen  dltalinos  érvényii  gondolat-
korben mozogjon, — tehdt a példaanyag
jellegének ellenére sem vdrhatd, hogy a
gyakorlati kozgazddsz receptszerien fogja
tudni alkalmazni a kényvben lefrtakat.
Maga a szerzé is ramutat erre, ¢és felhivija
a figyelmet, hogy epy valddi szitudcid
rengeteg specidalis probléma elé dllitja azt,
aki egy gazdasdgi rendszer irdnyitdsaban
vagy szervezésében vesz részt, ami szdmos
kérdés 6nalld megolddsit igényli az egyedi
sajiatossicok  figyeleinbevételével.

A szerzl azzal az igénnyel sem 1ép fel,
hogy a targyalt fogalmakat szigori defi-
niciok kozé szoritsa és merev  elmélettcé
bénitsa azokat az elképzeléseket, amelyek
vigsh soron gyalkorlati feladatok megoldd-
sdt hivatottak eldsegiteni, és amelyek a
fejlédés jelenlegi fokdn még sokszor spe-
kulativ jellegtinek litszanak és gyakorlati
ellenérzésre, kiprébdldsra szorulnak. Nem
a leirtak minden részletében vald vigso
kidolgozottsiga, hanem mint egésznek a
koncepcidja és problémafelvetdse a konyy
igazi tartalma dés értéke.

A fentick igazoljdk a szerzének azt n
alldspontjit, hogy nem térckszik a mate-
matikai eszkozok felhaszndldsdnak . eo-
zaktabbd” tételére, hiszen a hangstily a
kvalitativ fogalmakonés a szemléletmidon
van.

A szerzé nem esik abba o hibdba scin
hogy erdltesse a miiszaki és gazdasdg
rendszerek analdgidgjat, s6t alkalomadtsi
raimutat a koztik levd eltérésre.

A konyvet vildgos és konnyed tdrova-
lasmaéd jellemzi, ¢s béséges irodalomjes
zék egdsziti ki. Szrcepy Mikios

i
1

Pawvrowskl, 7Z.: Kkonometryczna analiza

procesw  produkcyjneqo. Warszawa, 19710,
PWN. 223 p.
Az okonometriai modszerek  vallalati

és részben dgazati szinti alkalmazdsit
mutatja be. Kézikonyv jellegii, hemutatjn
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és megmagyardzza a felhasznalhaté kép-
leteket, szampélddkkal szemlélteti a mod-
szereket. Igy azokat az Okonometriai
munkdban kissé jaratos villalati kozgaz-
dész minden tovabbi nélkiil fel tudja hasz-
nalni vallalata problémiinak elemzésére.

Il6szor az oOkonometriai moddszerek
véllalati alkalmazdsdnak dltalinos kérdé-
seit tdrgyalja. Az egyik probléma, hogy az
okonometriai elemzéshez felhasznalt sta-
tisztikai adatok szitkségképpen a multra
vonatkoznak, a kapott modellb6l pedig a
kozeljovore vonatkozod kovetkeztetéseket
akarunk levonni, amikor a maltheni Ossze-

fiigeések részben miar nem aktudlisak a
miiszaki, szervezési sth. feltételek meg-

viltozasa miatt. A szerzének az a véle-
ménye, hogy ha a viltozdsok nem nagyon
jelentdsek ¢és ha szabdlyszer(ick, akkor a
miultbeli adatok alapjian megbecsiilt 6ssze-
fiigeések felhaszndliasa nem okoz komoly
nehdézséget.

Az adatbdzis mds vonatkozisokban
lényegesebb problémikat olkozhat. Mivel
az adatok dltaldban a vdllalati gazdasigi
elszimolisb6l  és nyilvantartdsbol — szir-
maznak, tehdt nem okonometriai elemzdés
céljara gyljtotték dket, gyakran igen fon-
tos adatsorok hidnyzanak. llyenkor az
okonométer kétféleképpen jarhat el: vagy
teljesen kihagyja az elemzésbél a kérdéses
vialtozét (ami erésen problematikus el-
jaras), vagy keres egy misik adatsort,
amely a hidnyzéval feltehetGen erés korre-
licioban van, ¢és azt haszndlja helyette.
Misik nehézséget okoz az adatok esetleges
hibdja. A szerz6 bemutatja a viltozokban
levs hiba hatdsdnak kiszamitdsdira hasz-
nilhaté képletet.

Kzt kovetben a vallalati munka kii-
16nboz6 mutatdszamainak rovidtavia elére-
beeslésére haszndlhaté modszereket  tar-
gvaljn. Két mddszert mutat be: az egyik
egészen egyszerdi, csupdn a megfigyelt,
mutatoszam (példdaul a termelés) értékeé-
nek a multbani széréddsdn alapul; a mé-
sodik a Brown dltal kidolgozott exponen-
cidlis kiegyenlités médszere, amely a trend
értékb6l és az el6zé idészakbeli tényleges
értékb6l beesiil el6re.

A wvidllalati szint{i 6konometridban is
kozponti helyet foglal el a termelési fligg-
vények beeslése. Szemben a makroszint(i
termelési fiiggvényekkel itt tébb valtozot
lehet figyelembe venni (az alapveté nyers-
anyagokat, félkésztermékeket, az energia-
fogyasztast, a kiillonboz6 fajta gépeket és
berendezéseket, munkdkat, a termel6-
kapacitisok kihaszndldsit). A viltozék
szama novelésének a rendelkezésre &ll6
statisztikai megfigyelések szdma szab ha-
tart. Viszonylag rovid iddsorok esetén
nem lebet sokviltozos fiiggvényeket be-
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ceiilni. Némileg konnyebb a helyzet, ha
keresztmetszeti adatokat haszndlnak fel
tobb iizembdl. Kitér a termelési tényezik
komplementaritdsinak, illetve helyette-
sithet6ségének problémajdra ¢és képletet
javasol két-két tényezd helyettesithetGsé-
gének meghatdrozdsara.

Hosszasan foglalkozik a Cobb-Douglas
féle termelési fiiggvényekkel. Nem egé-
szen vildgos azonban az dlldspontja abban
a kérdésben, hogy nem-helyettesité ter-
melési  tényezék el6forduldsa  esetén  és
oszthatatlan termelési tényezék esetén is
lehet-e ilyen alakt fiiggvényt alkalmazni.
Roviden téargyalja a CES-tipust fiiggveé-
nyek é¢s a Koopmans féle miiszaki egyiitt-
hat6 vektorok alkalmazdsat tizemi szinten.

Hasonloképpen érdekes és a termelési
fiiggvényekkel osszefiiggh kérdds o mii-
szaki fejléddés mérése tizemi szinten. Meg-
kiillonbozteti a semleges (a munka tech-
nikai felszereltségdt nem valtoztatd) és a
helyettesité miiszaki fejlodést (amelynek
kovetkeztében a  felhaszndlt munka ¢és
tokedllomany ardny eltolodik).  Kiilon-
féle képleteket mutat be ezek mérésére,
kozottitk o Cobb-Douglas termelési fiigg-
vénynek a miiszaki fejlédést figyelembe
vevlh  tényezGkkel  kiegészitett  alakjdt.
Megemlit egy olyan lehetGséget is, hogy
a Cobb-Douglas fiiggvényben kiilon  té-
nyez6ként szerepeltetik —  természetesen
negativ kitevével a gépek és berende-
zések dtlagos dletkordt. A miszaki fej-
16dés mdérésének egy misik lehetésége a
termelési tényezék (munka, tokedllomédny)
hatvinykitevojében  bekovetkezo  vilto-
zdsok, trendek megfigyelése.

Okonometriai modszerekkel lehet mér-
ni az egyes munkdsok ¢s nagyobb munkds-
kollektivik munkatermelékenységét. A be-
folydsolé tényezdk lehetnek az elsé eset-
ben az déletkor, a munkdban toltott id6,
a nem, a munkahelyre utazds idétartama,
az iskolai végzettség és szakképzettség, a
munkahelyen kiviili lekotottség  (haztaji
gazdasdg megléte). Az gy kiszamitott
Osszefiigedsek felhaszndlhatok a szemdly-
zeti politikdban, valamint a munkater-
melékenység el6rebecslésére.

Az onkoltségelemzés az  Okonometriai
elemzés régi teriilete. Hagyomdnyosan a
termelds nagysigdnak fiiggvényében vizs-
giljak az onkoltség alakuldsdat, de figye-
lembe lehet venni méds miiszaki és gazdasa-
gi természet(i viltozokat is (pl. egy cukor-
gydrban a répa cukortartalmdat, a szallitdasi
tavolsdgot a termeldk és a gydr kozott, a
cukorrépa kampdny hosszat). Kiilonféle
gorbékkel lehet az onkoltség  alakuldsat
jellemezni att6l fiiggben, hogy a termelés
nivekedésével az 6nkoltség estkken, vagy
pedig bizonyos csokkenés utdn néni kezd.
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Az utolsé két fejezet a volumenhoza-
dék mérésének lehetOségét targyalja.
Figyelmet érdemel, hogy e konyv ta-
nulsaga szerint az operdciokutatdsi mod-
szerek utdn az Okonometria is utat taldlt
a lengyel villalatokhoz, és a szerzd, aki
kordbban szinte teljesen a makroprob-
lémdkra 6sszpontositotta kutatdsait, most
érdemesnek latja a vdllalati szint(i oko-
nometriaval valé foglalkozdst.
A R.

GoLpreELD, S. M. —QuanpT, R. K.: Non-
linear methods in econometrics. Amster-
dam—Tondon, 1972. North Holland Pub-
lishing Company. 280 p.

A valdsdgos gazdasigi életben szdmos
olyan jelenség és Osszefiiggés van, ahol
nyilvanvaléan nemlinearitdsok fordulnak
el6. Ezek lehetnek a paramdéterekben (bele-
értve a hiba strukturdjukat) el6forduld
nemlinearitiasok, a vdltozok nemlineari-
tdsai ¢s a becslé egyenletek nemlinearitdsa.
A nemlinearitdsok kezelésénelk gyakorlati
nehézségei tobb vonatkozasban korlidtoz-
tik az okonométerek munkdjit. Kgyrészt
lemondtak a maximum-likelihood és az
daltaldnositott legkisebb négyzetek maod-
szereinek alkalmazdsdarol ¢s helyettiik ke-
vésbé jo statisztikai tulajdonsdigokkal ren-
delkez6  becsléseket  add  modszerekhez
folyamodtak, mdsrészt igyekeztek a mak-
romodellek 6sszefiiggéseit linearizdlni, vé-
gil torekedtek olyan hiba struktardkat
specifikdlni, amelyek minél kisebb szd-
mitdsi nehézségeket okoznak. A szerzik
ebben a kinyvben a nemlinearitdsok keze-
lésének tokéletesebb mobdszereit keresik.
Nem tdrgyaljik kimeritGen a nemlineari-
tdsok teljes problémdjit, inkdabh egy-egy
problémakort ragadnak ki, amellyel 6k
maguk részletesebben foglalkoztak. (Ifel-
vettek a konyvbe egy fejezetet, amelynek
szerzGje 1. 1. Smallwood.)

Az els6 két fejezet dltalinosabb kérdé-
sekkel foglalkozik szisztematikusabb mo-
don. Az els6ben a nemlinedris fiiggvények
kiilonboz6 maximalizdldsi moédszereit tdr-
gyaljik és mutatjik be. Kzekhez a mdd-
szerekhez azért kell folyamodni, mert az
analitikus megoldéds rendkiviil nehéz. A
kiilénboz6 numerikus algoritmusok tulaj-
donsdgai eltéréek, igy kiilonbozé gyorsa-
8dgral konvergdlnak, némelyek hajlamo-
sak nem megfelels staciondrius pontokat,
Példgul nyeregpontokat kijelélni, némelyek
eSetében a konvergencia kritériumok Kki-
€légiilhetnek olyan pontokndl is, amelyek
“gydltaldn nem staciondrius pontok, végiil
eltérdek a szdmitogép szitkségletek. A kii-
16nboz6 moédszerek bemutatdsa és tulaj-
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donsdgaik elemzése utdn a szerzék szdm-
példékkal illusztraljdk azokat.

A mdsodik fejezetben a legkisebb négy-
zetek és a maximume-likelihood médszerét
hasonlitjdk 6ssze el6szor a linedris model-
lek esetében, majd az dltaldnosabb (nem-
linearitdsokat tartalmazd) esetben. Arra
a kovetkeztetésre jutnak, hogy az utébbi
moédszer sok szempontbdl igen kedvezd
tulajdonsdgokkal rendelkezik az olyan
esetek kezelésében is, amelyekre a legkiseb-
négyzetek modszere nem alkalmazhato,
ha az adatokat nagy mintédkbol lehet be-
csiilni. A kovetkezs fejezetek e modszer
alkalmazdsdt tdargyaljik egy-egy specidlis
esetben, ha a rendelkezésre dll6 minta
kicsi.

A harmadik fejezet a heteroszcedaszti-
citds problémadjdaval foglalkozik, vagyis
ha nem minden megfigyelési egységnél
azonosak a szérdsok. Kz a probléma kii-
Iondsen keresztmetszeti modelleknél for-
dul el6 gyakran, amikor a megfigyelési
egységek mérete kiillonbozik. Példaul kii-
16nbozé jovedelmii hdztartdsok hdztartds-
statisztikai adataibol, vagy kiillonbozé
nagysdgi villalatok beruhdzdsi adataibol
akarnak modellt becsiilni. A kozonséges
legkisebb négyzetek modszere heterosz-
cedasztikus zavarokat tartalmazé modell-
re alkalmazva nem ad jo becsléseket ds a
heteroszcedaszticitdas  jelenléte  érvény-
telenné teszi a statisztikai szignifikancia
teszteket. A szerzOk egy egyenletbdl &llo
linedris regresszios modell esetében irjak
és illusztraljik szampéldikkal a heterosz-
cedaszticitds kimutatdsit, a paraméterek
becslését és a helyeshités lehetdségét. A
maximum-likelihhod médszer szolgaltatja
a leghatékonyabb és kénnyen kiszdmit-
haté becsléseket, a heteroszcedaszticitis
kimutatdsdra a  chi-négyzet-likelihood
ardny teszt litszik a legjobbnalk.

A negyedik fojezet olyan regresszi6s
egyenletekkel foglalkozik, amelyekben a
fiiged viltozd egy olyan fiktiv vdltozd,
amely két értéket (0 és 1, igen és nem)
vehet fel. Ilyen egyenlet fordulhat elé pél-
ddul egy tartés joszdg keresletének vizs-
galatdban, amikor a hdztartds az adott
id6szakban a kérdéses joszdgot megvdsi-
rolja vagy nem visdrolja meg. Megvizsgdl-
jak a kiillonboz6 beeslési modszereket, ki-
ziilik a maximum-likelihood modszert
taliljak a legjobbnak. IEbben a fejezetben
is végeznek kisérleti szamitdsokart.

Az 6t6dik fejezetben olyan Cobb-Doug-
las tipusu fiiggvények becslésével foglal-
koznak, amelyekben additiv, illetve multi-
plikativ hibdk fordulnak el6, a hatodik
fejezet. pedig évjdrat tipust termelési
fuggvények becslését targyalja. Mindkét
esethen szdmitdsi példdkat is bemutatnak.
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Mig a Cobb-Douglas tipust fiiggvények
beeslése viszonylag  kénnyen megoldha-
tonak ldtszik, viszont az évjarat tipusi
futrgvt,nvc,km,l ahol egészen kiilonlegesen
bonyolult fajta nemlinearitdsok tételez-
heték fel a miiszaki fojlédés alakuldsdra
vonatkozban, nagyon nehéz problémédk
fordulnak el6.

A hetedik fejezet a szimultdn egyen-
rendszerekben  eléforduld  autokorreldcio
kezelését targyalja. Az ilyen modellekben
a szimultaneitdas ¢s  az  autokorrelicid
egvarant beeslési problémikat okoz, és az
okonomdéterek nagyrésze gy jat el — Gold-
berger tandcsat kovetve —, hogy csak az
egyik fajta problémit, amelyet nehezebb-
nek tekintenek, probiljak megoldani, és
a masikat (rendszerint az autokorreldciot)
elhanyagoljik, hogy a nagy bonyolultsd-
ot elkeriiljék. Kulonosen gyakori ez az
eljaras a makrogazdasigi  modellekben.
A szerzOk kdétségbevonjik ennek az el
jardsnak a helyességét. KElészor egy-egyen-
letes rendszerben, a legkisebb négyzetek
mdodszerének alkalmazasandl vizsgdljik az
autokorrelicid  hatdsdit, majd dttérnek a
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gzimultan rendszerekre ¢és mintavételi
szampéldakkal, kisérletekkel vizsgdljak a

kiillénb6z6 beeslési modszereket, valamint
a szimultaneitds és az autokorreldcid
okozta hibdk egymishoz val6é viszonydit.
Attol  fiiggben, hogy az autokorrelicié
milyen foku, kiilonbozé becslési mbodsze-
rek litszanak a legjobbnak.

A nyolecadik fejezet a szimultdn egyen-
letrendszerekben el6fordulé nemlinearitds
kezelését vizsgdlja kismintdk esetében, a
kilencedik fejezet pedig a paraméterekben
bekovetkez6 strukturdlis valtozdsok becs-
lésének lehetOségét targyalja.

A konyv mondanivaléjit gy lehet
dsszefoglalni, hogy a nemlinearitdsok dl-
taldban kezelhetGek és tobbnyire a maxi-
mum-likelihood maddszer litszik a legjobb
modszernek. Teljesen azonban nem szabad
ezt dltaldnositani, mert kitlonb6zd speeci-
4lis problémdkban esetleg mds modszere-
ket célszeriibb alkalmazni. Ezért semmilyen
modszert sem szabad automatikusan al-
kalmazni, hanem a lehetd legtobbet meg
kell tudni a probléma struktirdjardl.

A . R.

PALYAZATI EREDMENY

A Magyar Kozgazdasigi Tarsasig Ma-
tematikal — Kozgazdasdagi \/uk()'-;/,mlyn pn-
lydzatot hirdetett Riovid-, ki ,],_ és hosszi-
tavit vallalati és dgazate tervezés statisztikan
modszerekkel eimmel.

A beérkezett 7 palyamii felilbirdldisat a
Szakosztaly Klnoksége dltal megbizott, 3
taci (Meszéna Gyorgy, Szakolezai Gyorgy,
Tardos Mdrton) birdalobizottsig végezte.

A beérkezett palyamiivek a linedris prog-
ramozds, a regresszio szamitds és termelési
fiiggvényelemzdés érdekes gyakorlati alkal-
mazdsair6l szamoltak be.

A birdlé bizottsig A wdllalati tervezés
eqyes részmegolddsainak matematikai mod-
szerekkel valo megkozelitése c. ,Integraciod”
jeligéjti, dr. Bucsay Laszlo dltal készitett,
valamint Az optimdlis géppark és a techno-
logia matematikai tervezése eqy me ~m]u:rlu.«m-
gi vallalatban c. ,,Triumvirdtus’ jeligdéj(i,
dr. Acsay Ferenc, dr. Osaki Csaba, dr. Varga
Gyula dltal készitett pdalyamiivek kozott
osztotta meg ogyenld ardnyban az
elsé két dijat 7500 -7 500 K't. értékben.

Az ,,Integrici6” jeligéjli tanulmdiny jol
vendszerezi a villalati tervkdészités felada-

tait, részletesen ismerteti a prognozis ké-
szités — viszonylag egyszer — maodszereit,
kitér a termelési strukiara linedris maodsze-
rekkel  valé meghatdrozasira, valamint
vizsgilja a termék élettartam gorbék és a
migzaki fejleszidsi terv-gorbék élettartama
kozotti kapesolatot.

A Trinmvirdtus”  jeligéja palydazat a
mez6gazdasiol vallalat gépparkjanak osz-
szetételét, és a géppark kihaszndldsit vizs-
gidlja linedris programozéasi modszerekkel.
A programozisi feladatok alapjin  érzé-
kenységi vizsgdlatokat is w'-gn/((-k A ta-
nulmédny kitlonosen a szerkesziés és a gon-
dolatok vildgos kifejtése alapjian érdemel di-
cséretet.

A beérkezett palyamunkak kozil tovabl
kett6t A mdiszaki fejlidés és gazdasagi no
vekedés fobb dsszetevbinek hosszitavi terve-
wése a gépiparban c., (szerzék: Lovrencsics
Lstvdan, Marosvilgye I.vtvan, Szanto 1stvan)
valamint A KM -gépipar termeléberendezés
dallomdany és struktira hosszitavi tervezése
c., (szerzbk: Filep (lyiryy és Pasztor Ferenc)
a Kozgazdasigi Tdarsasig Klnoksége vigasz-
dijban részesitett.

A kiaddsért felel az Akadémiai Kiado igazgatoja

Miiszaki szerkesztl:
A kézirat nyomdaba érkezett: 1973. VI. 27 Terjedelen:
73.751%5 Akadémiai Nyomda, Budapest - Felelds vezets:

Sos Attila
T (AB) Iv
Bernit Gyorgy



CONTENTS

SANDOR KADAS—GYORGY Szarornczal: The optimum rate of growth of investment

and capital-GutPEE PABIO) v s sweselBRaEL b wrs Gusess iy s s e s o o8 e 165
IstvAN Dancs—LAszrd HuNvApi—JOzsEF SivAk: Control based on stock signals

in: b Tisontief-type SCOROMET: "« we s & 5 wre Lo vl e w5 s ool e w sy s wip § woe 30 s B8 185
BfrA MarTos: Comments on the paper by Danes—Hunyadi—Sivék ............. 209

TamAs FiNvyES—JOzsEF SARI: A credit financing model of large organization systems 211
ANDRAS SimoNoviTs: Note on the determination of the harmonic volume and price
proportions in the dynamic input-output model ...........cciiiiiiiiiiiiiien 225

BOOIK REVIEWS

JANo0s KorNAr: Anti-equilibrium (Rudolf Andorka) . ............ccccoviiiiinn.. 237
Vinmos NemiNy: Control of economic systems (Miklés Szegedy) ................ 240
7. Pawrowski: Ekonometryezna analiza procesu produkeyjnego (R. A4.) ......... 241
S. M. GorLprerp —R. E. QuanpT: Nonlinear methods in econometries (R. 4.) ... .. 243

CONEPXAHWNE

Mangop Kapam-Jdovepanb Cakoubian: ONTHMAIbHbBIC TCMIBI POCTA KaMH-

TANbHBIX BJIOYKECHHH H TEXHHUYECKOTO CHAGMKCHHMST .. .ovuvvimvsvmmsvemnenessascunse 165
Mmran Janu Jlacno Xyuaau—HMoxed I usak: PeryruposaHue Ha
OCHOBE CHI'DAJIM3AIHH PE3EPBOB H 9KOHOMHKE THHA JICOHTLEBA ...........o.ovnnnn. 185
Bena Maprom: 3ameyanns o crate Janua— XyHaqu—IuBaka ................ 209
Tamam ®enem—Moxed Uapmnu: Mojgens QUHAHCHPOBAHHS KPEAUTA a5t 60J1b-
IINX OPTAHUSAIMOHHBIX CHCTEM . ..o cvvtvvrnnseoesaaosnustssessanesessssosncssos
Annapam IWumonoBuu: 3ameuanus 00 ONpeeJEHHH TAPMOHHYCCKHX ILEHOBBIX
H 00BEMHBIX NPONOPIHIT JHamauHoro Oajanca 3aTpaT M BBHIMYCKOB ............... 225
0O KHUT'AX
gAunom Kopuan: AUTI-OKBHIHOPHYM (Pyoossd Anoopra) ..................... 237

Bunmom Hemenn: YnpabieHue 3KoHOMHUECKHMH cucteMamu (Murcaour Ceeedu) 240
3. [MaBaoBCKH: IKOHOMETPHYECKHIT aHAJIN3 NPOU3BOACTBEHHOr0 npouecca (P. A.) 241
C.M TI'onbapenn—P. 9. KBauTt: Henuneitnie meToapr B aoHomerpun (P. Al) 243



Ara: 12,— Tt

Elfizetés egy évre: 40,— Ft INDEX: 26793

TARTALOM
KAipas SANDOR—SzAROLOZAI GYORGY: A beruhfizds és a technikai felszereltség
optimélis névekedesi GHOmIB ..o o4 sis oo wim de S5d bl 3o v s s o s s s eve 4wt 166
Dancs IstvAN —HuNyaD! LAszLO—~SivAk Jozser: Készletjelzésen alapuld szabé-
lyozAs Leontief-tfpust gazdasfgban ...........coiciiiiiiee.ony ¥ o 3 s w5 s 185
Marrtos Bira: Megjegyzisek Danes Hunyadi Sivak cikkéhez ................ 209
Finves TamAs—SAri Jozser: Nagy szervezeti rendszerek egy hitelfinanszirozési
55730 5] 101 R e R AL SO M1 (0, VRS T B S SR S ST S T et I 211
SmmonoviTs ANDrAS: Megjegyzések a dinamikus AKM harmonikus volumen- ég fir-
aranyainak moghatfrozZasarol ...« vevssivsvivesiivivneios e siovscasonsssesvns 226
KONYVEKROL
KorNat JANos: Anti-equilibrivm (Andorka Rudolf) ........covviiiiiiiinnnennn, 237
NeméNy Viomos: Gazdaségi rendszerek iranyitasa (Szegedy Miklés) ............. 240
Z. Pawrowski: Ekonometryezna analize procesu produkeyjnego (4.R.) ......... 241

S. M. Gorprerp—R. B. QuaNDT: Nonlinear methods in econometrics (4.R.) ..... 243

()

& =/

AKADEMIAI KIADGO, BUDAPEST



