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KORNAI JÁNOS-JÖRGEN W. WEIBULL

A piac normál állapota hiánygazdaságban: 
egy sorbanállási modell 

1. Bevezetés 

Tanulmányunk tárgya egy olyan gazdaság, amelyre krónikus hiány és sor
banállás (az eladók piaca) jellemző. Ez a kelet-európai szocialista országok
gazdaságának számos területéről elmondható, de más gazdasági rendszerek
ben is megjelenhet a hiány, például a lakáspiacokon szabályozott lakbérek
esetén, vagy néhány fejlett tőkés ország egészségügyi szolgáltatásainál, vagy
a fogyasztói javak piacán a fejlődő országokban.

Növekvő az érdeklődés az olyan gazdaságok elmélete iránt, amelyek nin
csenek egyensúlyban a walrasi értelemben, sőt állapotuk messze esik attól.
(Lásd például a következő munkákat: L>D{ ~" (1965), . Ű""Dn1 "DÁÁ] Ű= (1971,
1974), . ~=ŰÁÁ» (1975), ú Ű>?=_Ű?<4 (1977). Cikkünkkel ehhez a kutatási irány
zathoz szeretnénk hozzájárulni. A téma nagyon tág és sok oldalról közelíthető
meg.1 Munkánk csak néhány kérdést érint, s jórészt mikroökonómiai szem
pontokat emel ki. Célunk az, hogy leírjuk egy piacot, amely nincs walrasi
egyensúlyban, és mégis stacionárius állapotú, alapvető jellemzőit folytonosan
helyreállítja. Bár eljutottunk matematikailag igazolható tételekhez, nem is
annyira ezeket tekintjük kutatásunk fő eredményének, mint inkább a probléma
~>~] *é Á? ] 64Tá <m vagyis azokat a speciális szempontokat, amelyek segítségével
a krónikus hiány közepette működő piacot leírjuk és elemezzük.

A cikk egy nagyon egyszerű modellt dolgoz ki, hogy elemzési módjába az
olvasót bevezesse. A későbbiekben fogunk olyan cikkeket publikálni, amelyek
feloldják a legszorosabb föltevések némelyikét és jobban tükrözik a feladat
összetettségét. (Egy készülő második cikkben tárgyalni fogjuk az árut kereső
vevő esetét, ún. ,,keresési modell" segítségével.) Itt csak egy dologról kell
említést tennünk, mégpedig a sorbanállási rendszerek determinisztikus, illetve
sztochasztikus modellezéséről. Más modellekkel szemben, amelyek sztochasz-

1 A szerzők egyike, / D"=Ű? Já,nos hosszabb ideje foglalkozik a hiány tanulmányozásá
val. A jelenlegi munka előzményei a Kornai (1971, 1974, 1977) művek. Kornai János
1977-ben előadássorozatot tartott a stockholmi egyetemen, ,,A hiány gazdaságtana"
címmel. Az előadások anyagának alapján könyv készül, amely a hiány elméletét több
különböző oldalról fejti ki majd. A J. >) ~?37>>Ű> közösen végzett kutatás, amelyet itt és
c,;y következő második cikkben adunk közre, így része a hiánygazdaságtan szélesebb
tanulmányozásánu,k.

Kornai János felhasználja az alkalmat, hogy kutatásai támogatásáért háláját fejezze
ki a Stockholmi Egyetem Nemzetközi Gazdasági Tanulmányok Intézetének (Institute
for International Economic Studies) és a svéd kollégáknak a tőlük kapott ösztönzésért.
Jörgen Weibull köszönettel tartozik a Swedish Council for Building Research támogatá
sáért, és a stockholmi Royal Institute of Technology matematikai osztályán dolgozó
kollégáinak az alkotó bírálatokért. . .

Mindkét szerző hálás Lars-Göran ú Ű<<ÁD==ŰQm Ingemar ( ŰÁ~>>=~Qm és Johan, Phihpnek
értékes javaalataikért és megjegyzéseikért. A cikket magyarra fordította h*Ű3D c74?<y 
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tikusak, ez a modell determinisztikus. Ez a megközelítés azt a meggyőződé
sünket tükrözi, hogy a krónikus hiánnyal jellemezhető helyzetekben a szto
chasztikus elem másodlagos a rendszert szabályozó kölcsönös összefüggések
hez és visszacsatolási mechanizmusokhoz képest. Bár egy általános modellnek
tartalmaznia kell a sztochasztikus jelleget is, egyes alapvető összefüggések
determinisztikus keretben is megmagyarázhatók.2

Még egy előzetes megjegyzésünk van. · ~í "ó elméletet adunk meg itt, és nem
foglalkozunk normatív kérdésekkel. A hiány és a sorbanállás az élet tényei.
Nem helyeseljük és nem is rosszalljuk őket - megértésükre törekszünk.

2. A modell: Általános leírás 

A modell determinisztikus stock-flow modell, és közönséges differenciál
egyenlet-rendszerként írjuk föl, két részletben. A 2. részben a modellt meg
lehetősen általános módon tárgyaljuk, inkább kvalitatív jellegű és mikro
szint ti fogalmakkal, a bernutatás ÓR az értelmezés kedvéért. A 3. részben térünk
ki a technikai részl tekre és megadjuk a teljes leírást.

t yvy J X?Űű Á*~"Q~*~<~ 

Egyetlen G á "7y piacát tanulmányozzuk. Ez lehet egy bizonyos áru vagy
lehet különböző aruk aggregátuma,. J * árut oszthatatlan egységekben visz.ik
piacra, egy vásárló egy vétel alkalmából csak egy egységet vesz. (Például egy
autót vagy egy hűtőszekrényt ... )

Egyetlen ~>Ű4á van. (Egy monopoliate., vagy az egyedi eladók aggregátuma.)
A vásárlók száma =y A vásá1·lók összességét részekre osztjuk, ezeket a vá

sárlók űÁDXD"<TŰ ?=ŰM~ nevezzük. Valamennyi csoportnak megvan a maga jel
lemző viselkedési módja a, piacon. J * i sorazárnú csoport reprezentatív tagját
i <·>X· <<Áú _á Áá ">ó =ŰQ mondjuk. .A csoportok száma le, az i sorszámú csoportnak
=mn tagja van;

Ma 

2,' =1 = =y 
j;::al 

A résztvevők szá.rna (egy eladó: =1, n2, ... , =1, váaárló) az időben állandó.
Bár u modell, ahogy azt a 3. részben formál.is módon definiáljuk, d termi

nisztikus, ,,hibrid" modellnek is tokint.hotő, amely sztoohaszt.ikue kompon n
sok középórtékoi között állapít rneg dotcrminiszí.ikua összefüggéseket. Figyelni
fogjuk például a vevők döntéseinek sorozatát, amikor váaárolnak. Minden
ilyen döntési pontban a vásárlók ('SOportjainak aggregált viselkedését model
lezzük x>D{ C/.!,Y8ógokkol: a vásárlók boárnmU1sát a döntési pontba éf:! ki(irarnlá
suk részarány{L1; a döntési pontból, amely a, döntési lehetőségeknek felel meg
(az egyes döntési pontokban mindig csak két lehetőség van) Ezek a determi
nisztikus áramlás! arányok azonba.n tekinthetők úgy, mint a sztochasztikus
jellegű ogyóni döntóai vi .clkedósi átlaga», a részarányok döntési valószínűsógek
ként azonosíthatók. A modell más helyein doterminisztdkus eeboseégekröl
fogunk beszólni. Ugy, mint az áramlási részarányok, ezek is értelm zhctök a

2 Köszönettel tartozunk Lars-Göran J\1attsonnf1k, ő javasolta ezt a megközelítést.
először.
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sztochasztikus egyéni viselkedés átlagaiként. A determinisztikus modell fel
tevéseinek szemléltetésére gyakran fogunk ilyen mikroszintű, sztochasztikus
értelmezéseket adni. A sztochasztikus sorbanállási modellek irodalmában erre
a megközelítésre időnként ,,hidrodinamikai megközelítés" elnevezéssel hivat
koznak, lásd pl. / >~?="DűQ (1976) könyvét.

t yt y J _á Áá ">á Á?m Ű>UD"?<] 7Á 

A vásárlás dinamikus folyamat, döntések sorozata. Mivel a vásárlás néhány
viselkedési szabály szerint alakul, e folyamat egy Ű>5D"?<] 7ÁÁŰ> írható le. Az
ilyen algoritmus szerkezete természetesen a különböző vásárlási helyzetekben
különböző lehet. Az itt következő elemzésben egyetlen speciális algoritmussal
dolgozunk, amely szerintünk tükrözi a valóságos helyzetek néhány elemét
és analitikusan is követhető. Az 1. ábrán hlokkdiagrammal szemléltetjük a vá
sárlási folyamatot.

Csatlakozunk az i típusú egyéni fogyasztóhoz vásárlási körútján. A fogyasztó
a starthelyről indul.

Az első eldöntendő kérdés a következő lesz. Megvegye-e a G árut, amelyet
modellünk piacán kínálnak, vagy inkább az azt helyettestő H jószágot vegye
meg egy másik piacon (amely már kívül esik modellünkön)? A Fl jószág lehet
egy bizonyos közeli helyettesítő, de lehet a G áru közeli és nem-közeli helyette
sítőinek aggregátuma is. Föltesszük, hogy a jövedelem és a vásárlást befolyá
soló egyéb tényezők adottak és az időben nem változnak. Ezen a döntési
helyen az ár az egyetlen jelzés, pontosabban an= Pof PN á "Ű"á =»y 

sor e------1ogyosztás >----

,gen

jobb
a helyettesít igen helyettes, -
m,nt a hala '>-"--~ tés >----.><1

tós ?

nem

halasztás

igen

elfogadható ',..:..:.n::.:.em.____ __j

az ár ?

vy á 3"ŰK A vásárlási algoritmus

l*
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A vásárló kiinduló vásárlási hajlandóságát ai(n)-vel jelöljük. Ez a n-nek
nem-növekvő (rendszerint csökkenő) függvénye. Adott n árarány mellett
ai(n) lesz az i típusú vásárlók azon része, amely a G áru irányába indul el és
nem keresi H-t. Mikroazintű fogalmakkal a,(n) annak valószínüségeként értel
mezhető, hogy a vásárló kiinduláskor a G árut preferálja a fl áruval szemben.

Egy hagyományos választási pontot körvonalaztunk itt. Az ai(n) függvény
egy szokásos, a viszonylagos áraktól függő keresleti függvény, csak alakja
különbözik a megszokottól, mivel n. további elemzéshez erre a speciális for
mára van szükségünk.

Felhívjuk a figyelmet a ,,kiinduló" jelzőre. Ez arra a tényre utal, hogy
a;(n), amely az eredeti vásárlási szándékokat tükrözi, tehát a vásárlási körút
kezdetére jellemző, később, a hiány láttán, felülvizsgálásra kerülhet. Vagyis
egy hcpotecilcus, a hiánnyal nem számoló keresletet fejez ki. Az i csoport vásárló
tagjainak a;(n) hányada kívánja pénzét G-re költeni, feltéve, hogy az áru
a kínálati oldalon késedelem nélkül rendelkezésre áll.

Vásárlónk eljut az eladás helyére, ahol sorbanállás van. Habozni fog, be
álljon-e a sorba? Föltesszük, hogy döntését egyetlen tényező befolyásolja,
mégpedig a várható sorbamállási idő, w. Minél nagyobb w, annál jobban vona
kodik a vásárló beállni a sorba. Az f,(w) szám fejezi ki a sorbanállási hajlandó
ságot. Ez azt mutatja, hogy azon i típusú vásárlók közül, akik G árut szeret
nének vásárolni, [;(w) részarány fog beállni a sorba, és a maradék (1 - flw)) 
részarány pedig nem kíván sorbanállni.

Tegyük föl egy pillanatra, hogy vásárlónk az első részcsoporthoz tartozik
és sorbanáll, Várakozik türelmesen vagy türelmetlenül, míg ki nem szolgálják
és azután hazamegy az újonnan megszerzett áruval. Feltételezzük, hogy némi
idő elteltével újból szeretne egy egység G vagy II árut vásárolni, és ismét rnog
kezdődik az egész folyamat elölről. A sziikséglot újratermelődésének okait nem
fogjuk tárgyalni (Egy kis idő múltán a vásárló elfogyasztja az árut, vagy
az elavul, kimegy a divatból, stb.) Annyit teszünk föl, hogy azok közül,
akik a t időpontban G árut vásároltak, Yi· dt rósznránynak a végtelen kicsiny
(t, t + dt) időtartamon belül újabb egység árum (G vagy II) támad igénye.
A kényelem kedvéért ezt a róezarányt a t időponttól függetlennek vesszük.
Mikroszinten ebből az következik, hogy a szükséglet kielégítési időt, azaz azt
az időtartamot, ami a G áru megszerzésétől az arra vonatkozó újabb igény
fellépéséig eltelik, l/y; várható értékű exponenciális valószinűségi változónak
tekintjük. A y1 értéket a (G megszerzésót6l számított) ezüksóglct újratermelő
dési sebességnek, 1/ Yi értéket pedig a G 'iránti szükséglet átlagos kielégüési, idejé
nek nevezzük.

Most pedig az algoritmus másik ágát vizsgáljuk meg, azt a vásárlót, akit
elriasztott a hosszú sorbuná.llási idő. Ennek a vásárlónak különböző lehetőségei
vannak. Ragaszkodhat a O áruhoz úgy, hogy későbbre halasztja a döntést
arról, beálljon-e a sorba. Ez ésszorű viselkedés lehet valódi, ,,fizikai" sor esetén:
sorok állnak reggelenként a húsüzlet előtt, tömeg van az orvos várószobájá
ban." A vásárló viselkedését két jellemzővel írjuk lo. Létezzék először egy b,.
vel jelölt halasztási ltajlctnclóság, valamint másodszor, egy halasztási idő.
Ez idő elteltével a vásárló visszatér és újból fontolóra veszi, csatlakozzék-e
a sorhoz. Hasonló föltevést teszünk itt, mint a O-vovők esetében, feltesszük,

3 Nem ésszerű ez a viselkedés, amikor a sor ,,csu.k" papíron létezik, vagyis ha sorszá
mokat osztanak, a vásárló hazamehet, ós sorrakerülésekor értesítést kap.
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hogy a végtelen kicsiny (t, t + dt) időtartamon belül az i. csoport halasztóinak
f!i • dt része visszatér, hogy újra fontolóra vegye csatlakozását a sorhoz. Mikro
szinten: a halasztási idő 1/ei várható értékű valószínűségi változó. A f!i értéket
visszatérési sebességnek nevezzük, és 1/ei az átlagos halasztási id6.

Azok számára, akik nem állnak be a sorba, de nem is halasztják el ezt a dön
tést, fennáll a lehetőség, hogy a G árut H-val helyettesítsék. Ezt kényszer
helyettesítésnek, az elfogadhatatlanul hosszú sorokban megmutatkozó hiány
által kikényszerített helyettesítésnek nevezzük. Voltak önkéntes helyettesítők:
G és H viszonylagos árának mérlegelése után az i típusú fogyasztók (1 - ai(:n:))
része. Most azonban újabb helyettesítők követik őket, már nem önkéntes
alapon. A viszonylagos ár alapján ők G-t részesítenék előnyben H-val szemben,
de a hosszú sorbanállási idő miatt felülvizsgálják eredeti keresletüket és a H
mellett döntenek. A kényszerhelyettesítés az a kulcsjelenség, aminek segít
ségével megérthetjük, mi történik krónikus hiány esetén. A kényszerhelyette
sítési hajlandóságot ci(:n:)-vel jelöljük. (Ugyanúgy, mint a kiinduló vásárlási
szándék, a kényszerhelyettesítési hajlandóság is csak a viszonylagos áraktól
függ.)

A harmadik lehetőség feladni mind G mind H vásárlását, egyszerűen a rájuk
szánt pénz megtartásával. Ezt kényszermegtakarításnak nevezhetjük.4

Ezen alternatívák tudatában néhány erős egyszerűsítést vezetünk be a fenti
leíró modellbe. Kizárjuk a kényszermegtakarítás lehetőségét, és feltesszük a kö
vetkezőt. Ha a vásárló nem akar rögtön csatlakozni a G sorához, de ezt a dön
tést nem is halasztja el, akkor el kell fogadnia a kényszerhelyettesítést és H
árut kell vásárolnia. A H áru mindig azonnal rendelkezésre áll. Feltevésünk
egy lehetséges értelmezése a következő: A H áru ,,a G-től különböző áruk"
összességét képviseli, mint összetett áru. A legnagyobb hiány esetén is van
valami a raktárban. A vásárlók közül sokan hajlamosak bármi áron elkölteni
pénzüket valamire. Ez a vásárlói döntések nagyon nagy részére egészen való
sághű feltevés a hiánygazdaságban.5

Feltevésünket a következő összefüggés fejezi ki:

bi+ c1 = 1.

Az egyszerűbb jelölés kedvéért csak a ci(n) kifejezést fogjuk használni, és
a halasztási hajlandóságot (1 - ci(:n:))-vel jelöljük majd-:-, .. ,
AH áru megvásárlásakor (legyen az önkéntes vagy nem önkéntes) a vásárló

számára ugyru{úgy lesz egy kielégítési idő, mint a G áru esetében. Nevezetesen,
feltesszük, hogy a H-t vásárló i típusú vevők ui • dt része újabb igénnyel lép
fel (G vagy Fl iránt) a (t, t + dt) végtelen kicsiny. időintervall~m ban. A xi 
értéket. a (H megszerzésétől számított) szükséglet ŰJratermel6dési sebességnek,
l/x; értéket pedig a H iránti szükséglet átlagos kielégítési idejének nevezzük.

Ezzel a ciklus végére értünk.

2.3. A vásárlói attitűd

Összegezve a vásárlói attitűdöt, az a következő függvényekkel és paraméte
rekkel jellemezhető:

4 Az első alternatíva, a döntés elhalasztása átmenetileg szintén kényszermegtakarítást
jelent.

5 A kényszermegtakarítást a kutatásainkból származó más publikációkban fogjuk rész-
letesen tárgyalni.
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C;(n)

(1 - C;(n))
-y,, u,

kiinduló vásárlási hajlandóság n relatív ár mellett.
sorbanállási hajlandóság w hosszúságú sorbanállási idő
mellett.
kényszerhelyettesítési hajlandóság n viszonylagos ár mel
lett.
halasztási hajlandóság n viszonylagos ár mellett.
a G, illetve H megszerzésétől számított szükséglet újra
termelődési sebességek.

- visszatérési sebesség.

A fenti függvények és paraméterek az i sorszámú csoport attitűdjét fejezik
ki. Megjegyezhető, hogy az attitűd, mint vektor, csak két ,,jelzés" függvénye:
a n viszonylagos áré és aw sorbaná.llási időé. Emellett a vásárló meggondolásai
e két jelzéssel kapcsolatban egymást követő, különálló pontok a vásárlási
algoritmusban. Így a vásárló, ha már egyszer elfogadta az árat, a sorbanállási
időt az ártól függetlenül nózi. (Technikai nehézségek nélkül elemezhető az ár
és a sorbanállási idő együttes rnórlegclóse.)

Helyénvaló itt egy rövid összohasonlítást tenni a szokásos piaci modellek
kel. Mint már említottük, az algoritmus első 16pésóben a hagyományos leírást
követjük: a keresleti foggvény a viszonylagos ártól függ. A szokásos modell
itt véget is 6r azzal a hallgatólagos feltevéssel; e,: olegondő ahhoz, hogy ismer
jük a vásárló szándékait. Ha az az eladó által megadott ár mellett egy bizonyos
árumennyiséget szeretne megvásárolni, minden bizonnyal megkapja, Blismer
jük, hogy ez a hallgatólagos feltevés többé-kevésbé jogosult ott, 11h01 a túlkeres
let csak kivételes és időloges jelenség. IGz a feltevés alkalmazható az olyan
piac leírására, ahol automatikus mechanizmusok azonnal megszüntetik a túl
keresletet. A kronilous hiány körülményei között azonban ugyanez a ilallgató
lagos feltevés jogosulatlanná válik, a vásárlói attitűd leírása nem állhat meg
ennél a pontnál. Fel koli vetni a kérdést: mi történik az első lépés, azaz a ki
induló kereslet meghatározása után? Az olyan gnzclasághan, ahol a túlkereslet
kivételes, a vásárlás egy ütemben véghcmehet: a döntés fL vásárlási szándékról
és a tényleges vásárlá1:1 kevéssé különül el az időben. A másik oldalon, egy
hiánygazdaságban, a vásárlás csakis időbeli folyamatként írható le, meg kell
nézni az eredeti elöntést, azt.án annak többszöri felülvizsgálatát a további
lehetőségek közötti választást stb. Ennek megfelelően vezettük be a modellbe
a következő lehetőségeket: sorbané.llás, halaszuás, kényszerhelyettesítés.
(Következő cikkünkben még egy alternatíva megjelenik majd: a hiányzó
áru keresése.)

2.4. A vásárl6lc állapotváltozói

Bármely rögzltett t időpontban minden egyes vásárló négy különböző állapot
közül pontosan egyben van. Az egyes állapotokban levő vásárlók sz ámát.
a modellben a következő négy állapot11áltoz6val adjuk meg:

x11(t) - azon i típusú vásárlók száma, akik sorbanállnak a t időpontban,
röviden: a sorbanállá vásárlók;

x21(t) azon i típusú vásárlók száma., akik korábban egy egység G-hez
jutottak és at időpontban még nem kezdik újra, a vásárlási folya
matot megint, röviden: a G-vel lcieléqüett vásárlók;



A PIA C NOJDIAL J\.LLAPOTA HI Á;\'YGAZDA,SiGBAN 7

~zon i típ,usú vásárlók száma, akik korábban egy egység J-J•hoz
Jutottak es a t időpontban még nem kezdik el újra a vásárlási
folyamatokat, röviden: a H-va~ kielégített vásárlók; . ·
azon i típusú vásárlók száma, akik korábban elhalasztották a dön
tést arról, hogy beálljanak-e a sorba, és at időpontban még nem
veszik újból fontolóra a kérdést, röviden: a halasztó vásárlók.

i = 1, ... , k
k 

xit) = ~ xji(t).
i=l

j = 1, 2, 3, 4.

A modell elemzésében a fenti változókat valós, de nem feltétlenül egész
számoknak tekintjük. Bármely t > O időpontban az

(xu(t), xdt), • • • , x1,,(t), x21(t), ... , x2"(t), x31(t), .... , x3,,(t), x41(t), ... , x41,(t))

vektort a vásárlói rendszer t melletti állapotának mondjuk. Megfordítva,
bármely nem negatív valós (xu, x12, ... , x4k) vektort, amely minden i sor
s~ámra kielégíti az x1; + x2; + x3; + x4; = n; egyenlőséget, a rendszer telje
sithető állapotának nevezzük.

2.5, A kiszolgálási kapacitás és kiszolgálási sebesség

. A 2.2 2.4. pontokban a vásárlókról beszéltünk. Most rátérünk az eladó
Jellemzésére.

Az eladó kiszolgálási kapacitását -1-val jelöljük. Ez az egységnyi idő alatt ki
szolgálható vásárlók számának maximuma. Egy raktárt nézve A a kiinduló
készletektől és a raktárba érkező szállítmányoktól függ. Egy termelő vállalat
G8etében A a kiinduló készletektől és a termelési kapacitástól függ. Figyelmen
1,ívi.il hagyjuk a készleteket, és feltételezzük, hogy A az időtől független,
exogén módon rögzített paraméter.

Mivel a sor hosszát, x1-et itt folytonos változónak vesszük, termószetos lenne
azt mondani, hogy a kiszolgálási sebesség, azaz az időegység alatt kiszolgált
vásárlók tényleges száma legyen -1, ha x1 > 0 és legyen nulla, ha x1 = 0. Más
Mppen mondva: amíg sor van, a teljes kiszolgálási kapacitás működik és ha
nincs sor, leáll a kiszolgálás (akit éppen kiszolgálnak, az is a sorhoz tartozik).
Az s kiszolgálási sebességnek ez az ,,átkapcsolás" jellegű függése az x1 sor
hosRztól azonban x1 = O-ban szakadásos, és a vásárlói rendszer dinamikájá
nak elemzésekor teohnikailaz zavaró lenne egy ilyen szakadás. Ezért a nem
folytonos összefüggést folytonossal helyettesítjük, és ezt határérték elemzéssel
egészítjük ki. Pontosabban: az s kiszolgálási sebesség legyen először az alábbi
módon függvénye az x1 sorhossznak:

(2.1)

ahol hu egy folytonos függvény, amely a [O,_ a] intervallumban nullától egyig
növekszik, a [a, + =] intervallumban pedig azonosan egyenlő eggyel. A a 
paramétert ,,kisimító együtthatónak" nevezzük, és feltételezzük róla, }1ogy
egy kicsiny, pozitív állandó. Később megengedjük majd, hogy a a n~ll~hoz,
és így a folytonos (2.1) összefüggés az eredeti, szakadásos ,,átkapcsolas1 sza
bályhoz" tartson.
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2.6. A sor

Az eladó és a vevők cselekvései - egy hely kivételével - kölcsönösen füg
getlenek egymástól. Az egymásrahatás egyetlen helye a sor. Itt találkoznak:
a sor az összekötő kapocs, amely a rendszer szereplőit egymástól kölcsönösen
függővé teszi. A sor lehet ,,fizikai", azaz állhat várószobában vagy üzletben
várakozó egyénekből, vagy ,,papíron létező", azaz kérések vagy megrendelé
sek halmaza az eladó irodájában. A sorbanállási időről feltesszük, hogy azt
a vásárlók pontosan ismerik, azaz, feltesszük, hogy az fi(w) sorbanállási haj
landóság w argumentuma a valóságos sorbanállási idő. Továbbmenve, felté
telezzük, hogy a sorban nincsenek előjogok, tehát egy újonnan jövő pontosan
annyit fog várakozni a kiszolgálásra, mint az összes előtte álló. Összefoglalva:
(2.2) 

Meg kell jegyeznünk, hogy ez az egyenlőség megközelítésként néhány olyan
esetre is alkalmazható, amikor a G áruért több sor áll. Nevezetesen, ha sok sor
van, és a vásárló mindig azt választja, amelyben a legrövidebb a sorbanállási
idő, akkor a különböző sorokhoz tartozó sorbanállási idők a kiegyenlítődés
felé tartanak és a sorok aggregátumára alkalmazható a (2.2) egyenlőség.
A sorban különböző vásárlói csoportokba tartozó emberek állnak. Altalá

ban véve ezek a csoportok többé-kevésbé jól összekeverednek a sorban. Az
analitikus követhetőség érdekében mindamellett feltesszük, hogy a sorok
homogén módon kevertek. Jelölje s;(I) a kiszolgált, i típusú vásárlók kiáram
lását a t időpontban:

(2.3) ha x1(l) > 0

ha x1(t) = 0.

Másszóval feltesszük, hogy a kiszolgált i típusú vásárlók kiáramlása a sorból
a sorbanálló összes vásárlón belüli részükkel arányos. A vásárlói rendszer egy
kezdeti vagy átmeneti állapotára ez valóban durva megközelítés lehet (hisz
a sor elejét alkothatják egyetlen csoport sorbanálló tagjai, megelőzve az összes
többi csoport sorbanálló tagjait). Egy stacionárius állapotra azonban helyén
való a homogenitási feltevés, mint amit a független egyéni viselkedés bizto
sít.6 Az s, értéket az i típusú oásárlálc kiszolgálási sebességének nevezzük majd,
(i = 1, 2, ... le), 8 = 81 -f- 82 -j- ... -j- 81r- 

3. A modell: formális összefoglalás 

'A modell intézményi valamint mikro-közgazdaságtani vonatkozásainak
megvilágítása után a 2. részt némileg megismételve, a formális leírás összeg
zése következik.

6 A (2.3) föltevés logikai szempontból zavaró. Nevezetesen, ha egynél több vásá.rló i
csoport van, ellentétbe kerülhet (2.2) értelmezésével, ahol a sor szigorú sorrendet jelent.
A (2.2) egy alternatív értelmezése, amely összhangban van (2.3)-al, az, hogy a sor tngjaib
véletlen módon szolgálják ki. Feltéve, hogy a kiválasztás egyenlő esélyű mindenki szá
mára és egy vásárló kiszolgálási ideje 1/J., a (2.2) gyenlet megadja a várható sorbanállási
időt, és (2.3) pedig a különböző csoportok kiszolgálási sebességét.
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3.1. Exogén paraméterek és függvények

, A köve:kez? paraméterekről feltét~lezzük, hogy exogén módon adott, rög
zített valos szamok: ?., n, Yi, x;, e; (i = 1, 2, ... k). Legyen R+ a nem-negatív
valós számok halmaza és (0, I] a zárt egységintervallum. A következő függvé
nyekről feltételezzük, hogy exogén módon adott, rögzített függvények az R 
halmazon, és értékeiket a [0, I J intervallumon veszik fel: +

f;, a;, e;, h,,. (i = I, 2, ... k).

3.2. Technikai feltevések az exogén paraméterekről és függvényekről

Fő feltevéseinket a modell kvalitatív tulajdonságai foglalják magukban.
E tulajdonságokat a 2. részben tárgyaltuk. Itt a feltevéseknek egy részleges
összefoglalását adjuk meg; csak azokat sorojuk fel közülük, amelyek az exogén
paraméterek és függvények matematikai specifikációjához szükségesek. Egy
részük csak ismétlése a korábbi verbális megfogalmazásoknak, másokat ezen
a helyen vezetünk be. (Vegyük észre, hogy a függvényekről feltett tulajdonsá
gok azok egész R+ értelmezési tartományában érvényesek.)

Al: A )., y; x1 és Q; (i = 1, 2, ... , k) paraméterek valamennyien pozitívak.
Q; > x; minden i esetén. An paraméter nem-negatív.

A2: Az f, (i= 1, 2, ... , lc)függvényekmindnem-növekvőkésdifferenciálhatók,
f1(0) = ]. Továbbmenve f;, az f; első deriváltja folytonos (i = 1, 2, ... , k). 

A3: Az a; (i = 1, 2, .... , le) függvények valamennyien nem-növekvők és
folytonosak, lim a;(n) = 0.

A4: A e, (i = 1, 2, .... , k) függvények valamennyien nem-csökkenők és
folytonosak. Ha valamely i esetén a;(n) = 0, akkor c;(n} > 0.

A5: A h,,. függvény (ahol a> 0 rögzített szám) 8: (0, a] intervallumban nö
vekvő. Továbbmenve, h;, a h,,. második deriváltja folytonos, valamint
h"(0} = 0, és h"(x) = I minden x ;;:;;: a esetében.

Ezek a feltevések néhány megjegyzést igényelnek.7 Először, Al-ben kimond
juk, hogy az átlagos I:l-kielégítési idő (1/x;) meghaladja az átlagos halasztási
időt (1/e;)- Más szóval a fogya,sztási időhöz képest ,,rövid távú" halasztásokban
gondoll odunk.

Másodszor, A4-ben feltesszük, ha a viszonylagos ár olyan magas, hogy az i
típusú vásárlók kiinduló vásárlási hajlandósága nulla, akkor a kényszerhelyet
tesítésro való hajlandóságuk pozitív lesz.

Hurrnadszor, ah" kisímító függvényhez kell megjegyzést tennünk. A követ
kezőkben először egy tetszőleges hu kisimító függvényből fogunk kiindulni,
rögzített a > O értékkel. Azután megengedjük majd, hogy a nullához tartson
és határértékben vonjuk le eredményeinket, (ami nem azonos a a= 0 eset
tel).

7 Egy / függvényt növekvőnek (nem-csökken6nek) mondunk, ha x1 < x2 esetén
/(x)1 < /(x2) [illetve /(x1) ::;: f(x2)]. Csökkenőnek (nem-növekvőnek) mondjuk, ha x1 < x2

esetén /(x1) > f(x2) [illetve /(x1) 2 f(x2)]. 
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3.3. Dinamikus összefüggések

Mint feljebb már jeleztük, egy közönséges differenciálegyenlet-rendszerrel
le fogjuk írni az xli(t), x21(t), x3i(t) x4i(t), i = 1, 2, , k, állapotváltozók idő-
beli alakulását. A rendszer a következő (i = 1, 2, , le):

(3.1) X1i =a,· f,(w) · (y, · X21 + U; • X31) + /,(w) · (!; • X41 - s,; 

(3.2) X2; = S; - Y; · X2; ; 

(3.3) X3; = [I - a;+ Cl;. C;. (1 - /,(w))J. (y;. X2i + u,. X3;) +
+ Ci • (1 - /,(w)) • f!i • X4i - U; • X3;;

(3.4) X4; =a;. (1 - c1) • (l - /;(w)). (y;. X21 + u, . X3;) +
+ (1 - c1) • (1 - /1(w)) • (!;'XM - (!; • X4;-

Ebben a rendszerben valamennyi állapotváltozó, kiszolgálási sebesség és
sorbanállási idő az idő függvénye, x11 = x1;(t) stb. Az s1 kiszolgálási sebességet
a (2.1) és (2.3) egyenletek adják meg, aw sorbanálláei időt a (2.2) egyenlet.
Az ,,a;" és ,,e," kifejezések az ,,a;(n)" és ,,c1(n)" rövidítései, mivel an viszony
bgos ár állandó. A felső pontok idő szerinti deriváltakat jelölnek, i; = x(t) =
= dx(t)/dt.

Megjegyezzük. hogy az idő szerinti deriváltak összege nulla,

i:11 + X21 + X3; + i11 = 0,
mivel a vásárlók száma, az egyes csoportokban feltevésünk szerint állandó.
Továbbmenve, egyetlen állapotváltozó sem vehet föl negatív értéket: bármely

(sorbanÓIIÓsl !G-vel kielégített I

f;

a·I

S; Y; · X i
x, x~

(!:!-val kielégített I
1-f i

(halas.z tásl

x~i

1-ci

1-a;

2. ábrci: A differenciálegyenlet-rendszer folyamatábrája
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\XJ;) teljesíthető állapotra, amelyben xJi = 0 valamely j és i mellett, a (3.1)
es (3.4) egyenletekből xii~ 0 adódik. Ily módon a differenciálegyenlet-rendszer
megoldása korlátos valamennyi t :;::=: O idő mellett. Az /; és h' első deriváltak
folytonossága miatt, ez biztosítja a megoldás létezését és egyértelműségét
valamennyi t > 0 mellett (lásd a 3. l tételt Hale ( 1969) I. fejezetében).

A (3.1)-(3.4) differenciálegyenlet-rendszer a 2.2 pontban leírt egyéni
vásárlói viselkedés összesített formája. A megfelelést a differenciálegyenlet
rendszer működését szemléltető 2. ábra és a vásárlási algoritmust bemutató
1. ábra összehasonlításával tanulmányozhatjuk.

4. A rendszer normál állapota 

,, Az x1;, x2, x3;, xM (i = 1, 2, ... , k) állapotváltozókkal leírt vásárlói rendszer
rol akkor mondhatjuk, hogy stacionárius állapotban van, ha az időben nem
változik, azaz ha valamennyi idő szerinti derivált nulla: X1; = X2; = x3; =
= X4; = 0 mindeni esetén. Ebben a részben először mutatjuk meg, hogy rend
~zerünlrnek mindig van egyértelmű stacionárius állapota. Ezután bebizonyít
J_nk, hogy az egy vásárlói csoport speciális esetében, a sorbanállási hajlandóság
'függvényre tett eléz enyhe feltételek mellett, ez a stacionárius állapot stabil.

t, • 

4.1. A megoldás létezése és egyértelműsége

A kiszolgálási sebesség eredetilez szakadásos ,,átkapcsolási szabályának"
rnegközelítéséhez a modell tulajdonságei elsősorban a kisimító együttható
nagyon kicsiny értékeinél érdekelnek minket. A tárgyalás itt egy olyan állí
tással kezdjük, amely tetszőlezes nagyságú kisimító együttható mellett áll
(vö. a 2.5 ponttal).

0

.l. Állitás: Az Al -A5 feltevéseket kielégítő bármely paraméter és függvény-
együttes mellett létezik egyértelmű stacionárius állapot.

. (Az összes bizonyítást a cikk végén, a függelékben adjuk meg.) A következők
ben kicsit részletesebben tanulmfnyozzuk, mi történik a stacionárius állapot
tal, ha a kisimító együttható nullához tart. Az 1. állítás alábbi két következ
ménye kimondja, hogy, a paraméterek és a függvények adott együttesétől
függően, ilyenkor a sor egy pozitív értékhez vagy nullához tart. Legyen

(4.1) 

és

(4.2) 

1 1 
A;(w) = - • (l - a;(n)) + - · a;(n) +

x; Y;

+ f C;(n} + a;(n) . (1 - c;(n) )j . (-1- - 1) 
l x1 (2; f;(wl

(0 < A1(w) ~ + oo). Továbbmenve, jelölje xt;(a,), x!;(a), xf,-(a) és xt;(a), i =
= 1, 2, ... , k, azon stacionárius állapot értékeit, amely egy tetszőleges, rög
zített a > O kisimító együtthatónak felel meg.

(i = 1, 2, ... , k) 
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1.1. Következmény: Ha A< tp, akkor lím xt(a) = x!, ahol xf > 0.
"Io

Továbbá a

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

k a-(n) · n- 
~ I I =l
i=l A · A;(x1/A) + a;(n) · x1

egyenletnek xt egyértelmű megoldása.
Legyen /7 = /;(xr.J).). Az i vásárlói csoportnál, amelyre a;(n) > 0 és

11 > 0:
* _ 1. * ( ) _ a;(n) · xt · n;

X1; - irn X1; a -
" 1 o A· A;(xif A) + a;(n) · xt 

X* - 11·m x* (a) - A ·x*fx*· 2i - 2i - - li 1 ,
"Io y;

x!; = lirn x;;(a) =
ajO 

a;(n}] · _;._ · xt/x!;
a;(n} x;

(4. 7) xt; = lim x:;(a) = (1 - c;(n)) · [2- - 1) · _3- · xt;fx!, 
"IO /7' (1;

A j vásárlói csoportnál, amelyre aj(n) = 0 és/vagy fJ = 0 azt kapjuk,
hogy xt1 = xf1 = 0, és x;1, xt1 közvetlen módon kiszámolható a st.aoioneri
tás feltételeiből.

1.2. Következmény: Ra A. :2: f/1, akkor Jim x'j'(a) = 0 és i = l, ... , le mellett
"Io

(4.8)

(4.9)

(4.10}

(4.11)

xt; = lirn x;";(a) = 0;
ujO 

" · a-(:n:) · n1 xf; = lim xf;(a) = ' 1
;

oJ o -x1 • a;(n) + y; · (l - a;(n))

xf1 = lim x!,(a) = Y; · 1 a;(n) · n, · 
aJO -x;·a1(n)+y1·(1 a1(:n:))'

x41 = Lim x;;(a) = 0.
ajO 

Ily módon, amint a kisimító koefficiens nullához tart, határértékben két
különböző típusú stacionáriue állapotot különböztethetünk meg. Azokra
a paraméter és függvényegyüttcsokro, amelyek kielégítik a A cp egyenlőtlen
séget, a megfcl lő stacionárius állapot egy hiánnyal jellemezhető állapothoz
(xT > 0) tart, míg azon paraméter és függvénycgyüttesoknél, amelyek az
ellenkező irányú, a). :2: <p egyenlőtlenséget elégítik ki, a megfelelő stacionárius
állapot határértéke nem tartalmaz hiányt. A határ-állapotoknak ezt a két
típusát az 5. részben tárgyaljuk majd részletesebben. Ehhez azonban először
igazolni kell a stacionárius állapot stabilitását a kisimító koefficiens kis pozitív
értékeire.
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4.2. Stabilitás

~bben a pontban az egy vásárlói csoport speciális esetével foglalkozunk,
ezert k = 1 és így az i sorszámot elhagyjuk. Ezenkívül, amikor stabilitásról
beszélünk, ezen aszimptotikus stabilitást értünk. Intuitív módon kifejezve:
-egy stacionárius állapotot aszimptotikusan stabilnak mondunk, ha az állapotok
t~rében attól egy kicsit eltérve a rendszer (az időben) aszimptotikus módon
visazatér a stacionárius állapothoz. Az aszimptotikus stabilitás tehát lokális
t1:l~jdonság, mivel csak azt mondja meg, hogyan viselkedik a rendszer a stacio
n~nus állapot kis környezetében. Pontosabban szólva, az aszimptotikus stabili
tas standard definícióját alkalmazzuk, ahogy azt például Hale (1969} megadta.

Az előző pontban megmutattuk, hogy ha a a kisimító együttható nullához tart,
akkor xt(a) egy pozitív értékhez tart a A< tp esetben, és nullához tart a ). >- ffJ 
fennállásakor. Ez indokolttá teszi, hogy a stabilitás elemzését is erre a két
esetre bontsuk. A A < ffJ esetben a stabilitás elégséges feltétele, hogy az /
sorbanállási hajlandóság függvény minden pozitív sorbanállási időre ,,sima"
legyen. Az ellenkező, A> ffJ esetben elégséges, ha/ a nulla várakozási idő mellett
,,lapos".

2. Állítás: Tekintsünk egy rendszert, amelyben egyetlen vásárlói csoport van,
k = 1, és tegyük fel, hogy a(n) > O.
(a) A A> tp esetet véve tegyük fel, hogy az Al-A5 feltevések fennállnak
és ~z / sorbanállási hajlandóság függvény f" második deriváltja valameny
ny1 w > 0 érték mellett folytonos. Ekkor létezik egy olyan e > 0, hogy
bármely a E (0, e) kisimító együtthatót véve a stacionárius állapot
aszimptotikusan stabil.
(b) A A :2: ffJ esetre tegyük fel, hogy az Al-A5 feltevések igazak, és/ sor
banállási hajlandóság függvény azonosan eggyel egyenlő valamely (0, cl)
intervallumon. Ekkor a

0

stacionárius állapot valamennyi a E (0, A · ö)
kisimító együttható mellett aszimptotikusan stabil.

Már említettük, hogy a fenti állítás nem mondja meg, hogyan viselke~i~
a. rendszer, ha nagyon eltérítik stacionárius állapotától. A rendsz~r _globalis
viselkedéséről eddig nincsenek általános eredményeink. Arra a speciális esetre
a~onban, amelyben a halasztás lehetősége kizárt, bebizonyítható, hogy a sta
cionárius állapot globálisan is stabil, azaz a rendszer tetszőlegesen nagy meg
½avarása után is visszatér stacionárius állapotához.

3. Állítás: Tekintsünk egy rendszert, amelyben egyetlen vásárlói csoport
van, és a halasztás nem lehetséges. Ily módon k = I, a(n) > 0, c(n~ .. 1
és x4(0) = 0. Tegyük fel, hogy A< tp, H~ az Al-A5 felte:v~se}': ,tel1esu~
nek, akkor létezik olyan e > O, hogy minden a E (0, _e) lns1i:1uto koeffi
ciens esetén a rendszer bármely kiinduló állapotból aszimptotikusan kon
vergál stacionárius állapota felé.

A fenti analitikus stabilitásvizsgálatok az egy vásárlói csoport spec~ális
esetére vonatkoznak (k = 1). Kiegészítésképp végeztünk néhány numenk~s
számítógépi szimulációt két vásárlói. csoport esetére (k .= 2). ~zek eddig
a rendszer globális stabilitását támaszbják alá, de meg kell Jegyezm, hogy nem
bocsátkozunk kiterjedt szimulációs vizsgálatokba. A szemléltetés kedvéér~
bemutatunk egy ábrát a szimulációkról. Szimulációink alapján az alábbi
sejtés tehető.
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xf (t)

C,5

0,5

3. ábra: Tipikus pályák az (x1, x[) hiperslkra vetítve. x1 itt a sorbanálló vásárlók összlét
száma, x{ p dig a kényszerhclyettcaftők összlétszáma. A kis kőr jelöli a stacionárius.
állapotot, valamennyi pálya ehhez tart. A modell azámszcrű spocifikáoiója a cikk végén,

a 2. függelékben találhutó mog.

Sejtés: Legalábbis a két vásárlói csoport esetére az Al-A5 feltevéseket ki
elégítő exogén paramétereknek és függvényeknek létezik egy eléggé széles
osztálya, amelyhez globálisan stab.il stacionárius állapotok tartoznak.

4.3. Hosszútávú egyensúly walrasi és nem-walrasi értelemben

Amikor xli =xii, .... , x~,. = xfi, i = l, ... , le, a rendszer normál állapo
tában van. A ,,normál" jelzőhöz némi magyarázatot és értelmezést fűzünk.

A modell empirikus-lctró értelmezése a következőt mondja: egy állapot
változó normál. értéke e változó időbeli átlaga. I( övotkozósképp modellünk csak
egy stagnáló piac leírására alkalmas. Úgy sejtjük azonban, hogy az eredmények
olyan rendszerekre is általánosíthatók, ahol a kínálat, a forgalom és a fogyasz
tás időben változó (pl. növekvő). (Vizsgálhatjuk például új potenciális vásárlók
,,beáramlását" a G áru piacára.) Ebben az esetben a normál állapot vif.;zonylagos
fogalommá válik, így azt újra definiálni kell (xJi(l,)/n;(l) = e minden t és i,
j esetén). A következő megjogyzéacknél a ,,normál állapot" fogalmának általá
nosított értelmezésére gondolunk, amelyhez képest modellünk stacionárius
állapota csak egy speciális · sot.

Az egzisztencia és a stabilitás formálisan különböző kérdése az értelmezés
kor szorosan összefonódik. 'I'autológikus átkeresztelés lenne mindenfajta idő
beli átlagot ,,normál értéknek" nevezni. Valójában egy olyan uisszacsaioláei
mechanizmus működése teszi az időbeli átlagot ,, normál értékké", amely
,;visszaviszi" a normál állapotba, az attól eltérő rendszert. A mi egyszerű
modellünkben a sorbanállási idő, w a visszacsatolási .neohanizmust vezérlő
jelzés. Ha a sorbanállás túl sok időt vesz igénybe, a vásárlók nem csatlakoznak
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a sorhoz. Ellenkező esetben, ha a sorbanállási idő kisebb a normál értéknél,
több ember fog beállni a sorba.

Létezésén és a stabilitásán kívül a stacionárius állapot egyértelműségéről is
van tételünk. Ez a normál állapot fogalmából nem feltétlenül következik. Az
egyértelműségről szóló állításunk - több más feltevés mellett - modellünk
determinisztikus szerkezetéből adódik. Sztochasztikus leírásnál a jelenlegi
determinisztikus modell (egyértelmű) stacionárius állapota helyébe a rendszer
állapotának egy (egyértelmű) stacionárius valószínűségeloszlása kell, hogy
kerüljön.

A normál állapotot a rendszer hosszútávú egyensúlyának is nevezhetjük."
A közgazdasági irodalomban némi terminológiai zavar és homályosság van,
mert az ,,egyensúly" fogalmához tradicionális jelentések fonódnak. Sok
közgazdász hajlamos arra, hogy ezt az elnevezést kizárólag a walrasi értelem
ben egyensúlyban levő rendszer megjelölésére használja. Megpróbáljuk az itt
kifejtett modellel szemléltetni a problémát. A piac egyfajta hosszútávú walrasi
egyensúlyban van, ha x1 = 0 és :i\ = O valamennyi időpontra. Bizonyos,
a későbbiekben tárgyalásokra kerülő, feltételek mellett fennállhat ez az eset.
Ugyanakkor léteznek más, nem-walrasi egyensúlyok is. Ezekhez tartoznak
a pozitív hosszúságú sorok melletti normál állapotok is. A walrasi egyensúlyok
halmaza itt csak egy részét alkotja a normál állapotok halmazának.

Az ilyen állandósult állapotokat sok közgazdász nem-egyensúlyinak (dis
equilibriumban levőnek) mondaná. A kutatásoknak a bevezetésben említett
új irányzatát rendszerint ,,disequilibrium elméletnek"D nevezik. Nem pusztán
szemantikai kérdésről van szó; gondolatainkban (vagy ezek mögött) a leg
többször értékítéleteket kapcsolunk az elnevezésekhez. Leegyszerűsítve a dol
got: 100 közgazdász közül 90 valami ,,jónak" tekinti az egyensúlyt, olyannak,
amit jó fenntartani, és ha fölborul, helyre kell állítani. Így aztán a ,,nem
egyensúlyi" állapot valami ,,rossz", amit ezért el kell kerülni. Ha a ,,nem-egyen
súlyi" állapot hosszantartó és krónikus, az a degeneráció jele, a rendszer egy
nem normális állapotát jelenti; valami perverz, abnormális dolog.

Mi jobbnak ]{,1 juk ,,normál értékről" beszélni szinonimaként a ,,hosszútávú
egyensúly" vagy az ,,állandósult érték" helyett, mert ez leíró, értékítéle~
mentes kijelentések felé mutat. Egy normál állapot jellemzői rendszerspeci
[ilcusak:

Amikor azt mondjuk, vannak rendszerek, amelyek normál állapota sorban
állással jár, ez azt jelenti: nincsenek a rendszerben visszacsatolási n;iechaniz
musok, nincsenek társadalrni rők, amelyek a rendszert a walrasi állapotba
visszavinnék. Ellenkezőleg, egy ilyen gazdaeágnak van néhá~y,, mélyen a rend
szer természetében gyökerező alaptulajdonsága, amelyek peldaul a sorok nor
mál hosszá.t folyt onosan helyreállítják.

Bármely normál állapot, ·beleértve a nom-walraei értelmű egyensúlyokat,
csak azért 1. udja állandóan helyreállítani, fenntartani magát, mert a ren~sz~r
résztvevói elismerik normál állapotnak. A sorbanállás, várakozás, a vásárlás
pénzügyi lehetőségf'inknek ellentmondó elhalasztáea, a, kényszerhelyettesítés -
ezek mind a, vásárlóra háruló társadalmi költségek, a szokásos, pénzben fize
tett áron felül. A sorbanálláei hajlandóság, a kényszerhelyettesítés alkalma
zása, a vásárlás elhalasztása, vagyis az /1, e;; illetve (1 - c1) függvényeink,

8 Malinvaud az egyensúly fogalomnak ugyanezt a megközelítését javasolja 1977-es
cikkében.

9 Láscl: Barro-Grossman (1971), Benassy 1974, 1975), és mások.
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azt fejezik ki, milyen mértékben hajlandók a vásárlók megfizetni ezeket a nem
pénzbeli társadalmi költségeket az áruért. Ezek jelzik a piac fennálló állapo
tának társadalmilag intézményesített elfogadását.

5. A függvények és paraméterek változtatása 

5.1. Bevezető megjegyzések

A normál állapotot most határértékben, at O mellett tanulmányozzuk,
így az állapotváltozók az 1.1 és 1.2 következmény szerint alakulnak. A követ
kezőkben összehasonlítjuk egymással a normál állapot mutatóit, állomány
(stock) és áramlás (flow) jellegűeket, különböző paraméterérték és függvény
együttesek mellett. Bár egy dinamikus modellel dolgozunk, a rendszer külön
böző normál állapotainak összehasonlítása a szokásos Iconuparaii» statikai
elemzésekhez hasonló eredményekhez vezet.

Legelőször is a ( 4.1) egyenletben definiált, kulcsfontosságú rp parametrikus
mennyiséget kell közelebbről megvizsgálnunk. Az 1. 1 és 1.2 következmények
szerint ez az érték a minimális sor-megszüntető kiszolgálási kapacitás, azaz,
ha a ?e kiszolgálási kapacitás kisebb ennél a számnál, akkor lesz sor a normál
állapotban, míg nincs sor a normál állapotban, ha ,J, nagyobb vagy egyenlő rp 
vel. Vegyük észre, hogy rp csak a n viszonylagos ártól, a kiinduló a, vásárlási
hajlandóság függvényektől, a y; és u, szükséglet újratermelődési sebességektől
és a vásárlói csoportok n; nagyságától függ, míg független az /1 sorbanállási
haj landóságoktól, a c1 kényszerhelyettesítési hajlandóságoktól, a e, mérle
gelési sebességektől és persze a ,J, kiszolgálási kapacitástól. Arp érték ily módon
a vásárlóknak az árhoz, valamint fogyasztási sebességeikhez való viszonyát
fejezik ki. E szerepe miatt természetes, hogy megpróbáljuk rp-t a kereslet
fogalmához hasonlítani, és valóban rp értelmezhető a hosszútávú, potenciális
kereslet kategóriájával. Ugyanis bármely sorbanállás nélküli normál állapot
ban a vásárlók (időegységenkénti) beáramlása az üzletbe, vagy más kiszol
gálási helyre pontosan rp ütemű, mint ezt a 2. ábra és az 1.2 következmény
segítségével beláthatjuk. Így a vásárlók attitűdjét és viselkedését leíró bár
mely adott paraméter és függvényegyüttes esetén a cp érték mutatja azt az
időegység alatti G iránti keresletet, amelyet ezek a vásárlók a rendszer sorban
állás nélküli normál állapotában támasztanának. (A rp érték általában külön
bözik a sori anállás melletti normál állapotokban fellépő potenciális igények
től. Ez utóbbi áramlás az 1.1 következmény egyenleteiből számolható ki, és
azokat a vásárlókat foglalja magába, akik igényelnének G-t, ha nem kellene
sorbanállni érte.)

Miután a rp mennyiség jelentését áttekintettük, visszatérünk annak tanul
mányozásához, hogyan függ a normál állapot a kiszolgálási kapacitástól,
a viszonylagos ártól és a vásárlói attitűd néhány clométől. Ehhez a normál
állapotot sokféle szempontból kell megvizsgálni. A normál állapot egy kézen
fekvő leírása egyszerűen a vásárlók megoszlása a négy lehetséges állapotban,
- ,,sorbanálló", ,,G-vel kielégített", ,,H-val kielégített" és ,,halasztó" -,
ahogy azt maguknak az állapotváltozólrnak a normál értéke meghatározza.
Ezen mennyiségek kiegészítéseként megnézhetjük még a potenciális fogyasz
tók áramát, azaz azokat a vásárlókat, akik megvennék G-t, ha az sorbanállás
nélkül kapható lenne (a sor előtti utolsó döntési ponthoz áramlásra gondolunk
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itt, lásd az 1. és 2. ábrát). Ez az áram általában három részre oszlik: a sorban
állók, a kényszerhelyettesítők, valamint a halasztók részáramlására.

Egy normál állapotban ezeket az i típusú potenciális fogyasztók következő
részarányai képviselik. i = 1, ... , k:
(5.1)

(5.2)

(5.3)

(fq)i = /,(w*)

(ts)'!= (1 - f;(w*)) · c,(n)

(fp)i = (1 - /1(w*)) · (1 - c1(n))

(a sorbanállás felé áramlók),

(a kényszerhelyettesítés felé áramlók),

(a halasztás felé áramlók).

E felosztást úgy lehet tekinteni, mint a vásárlók választását, milyen társa
dalmi költségekkel küzdenek meg a hiánnyal: időt fordítanak a sorbanállásra,
vásárolnak egy kedvezőtlenebb terméket vagy nem vásárolnak. A }. > sp
'.'hiánymentes" esetben w* = O és így (fq)'t = 1, (fs)'t = (fp)'t = 0 valamennyi
i mellett. A}.< rp esetben hiány van, w* > O és valamennyi részarány pozitív
l~het. A kényszerhelyettesítést tekintve nemcsak az (fs)i (i = I, 2, ... , k)
rcszáramlások tarthatnak érdeklődésre számot, hanem az állomány részará
nyok is, vagyis a kényszerhelyettesítőknek az összes helyettesítőkhöz víszo
?Yított száma. Tetszőleges norrnálállapotot nézve, az i vásárlási csoportban
Jelöljük ezt a részarányt ri-gal (i = 1, ... , k). Az 1.1 és 1.2 következmények
egyenleteiből a következő kifejezést kapjuk:

(5.4) a1(n) · c1(n) · (I - /,(w*))ri = __:_: '----'--"'-'--- --'-----'-------"----- (i= I, 2, ... , k), 
c1(n) · (1 - /1(w*)) + (I - a1(n)) · /1(w*)

ahol ri nulla lesz, ha a számláló nulla. Például a ?. ::?: rp ,,hiánymentes" esetben
w* = 0 6s így r'J' = 0 valamennyi i-re. .

A normál állapotot az összes megemlített szempontból elemezm nagyon
hos,-,zas lenne, hogy csak a legkisebbet mondjuk a nehézségek közül. Mégis,
mivel az állapotvJltozók és mutatók normál értékei többé-kevésbé közvet
lenül kapcsolódnak a w* normál sorbanállási időhöz, ezért a teljesség túlzott
~uegsértése nélkül megtehetjük, hogy következő elemzésben erre az alapvető
Jellemzőre összpontosítunk.

A w* normái sorbanállási időt az l. l és 1.2 következmény a w* = xif?.
azonosságon keresztül meghatározza. Az egyszerűség kedvéért eredményün
ket itt újra megfogalmazzuk. Legyen a G : R+ --+ R+ függvény definíciója
a következő:

(5.5) G(w) = ~ a1(n) · n1 

;':'"i_ A;('w) + a1(n) · w

13. Következmény

a) Ha ), < rp, akkor w* > 0. Ezenkívül w* a G(w) = ). egyenlet egyértelmű
megoldása.

b) Ha J sp, akkor w* = 0

5.2. Függés a kiszolgálási kapacitástól

Azt fogjuk most tanulmányozni, hogyan függ a w* normál sorbaállási idő
a A kiszolgálási kapacitástól, ha az összes többi paraméter és függvény (így

2
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a cp is) állandó. Hasonlítsuk össze a normál sorbanállási időt egy alacsonyabb
és egy magasabb kiszolgálási kapacitás esetén!

Intuitív meggondolással azt várjuk, hogy a nagyobb kiszolgálási kapacitás
nál a sorbanállási idő kisebb lesz. A G függvény monotonitásából közvetlenül
következik is, hogy valóban ez a helyzet:

1. Észrevétel: A w* normál sorbanállási idő a )., kiszolgálási kapacitás foly
tonos függvénye. AE (0, cp) esetén e függvény pozitív és csökkenő, míg
)., ::2: cp esetén azonosan nulla.

Egy megjegyzést kell itt tenni a sor xf normál hosszáról. Elsőre azt gondol
nánk, hogy a fenti eredmény a normál sorhosszra is fennáll, azaz a nagyobb
kiszolgálási kapacitás rövidebb sorral jár együtt. Ebben a modellben azonban
azt feltételeztük, hogy a sorbanállási idő és nem a sorbanálló személyek száma
az, ami befolyásolja a potenciális fogyasztó sorbanállási hajlandóságát. Ezért
a sorbanállási hajlandóság függvények tulajdonságaira vonatkozó józan feltevé
sek mellett is lehetséges, hogy a normál sorhossz nem-monoton módon kapcso
lódik a kiszolgálási kapacitáshoz. Ez a helyzet például, ha az elfogadható
sorbanállási időnek véges felső korlátja van, vagy pontosabban, ha létezik
egy olyan véges w0, hogy fi(w0) = 0 'Í = J, 2, ... , le esetén.

x, It I

15

10

5

0

XII I

80

70

f:IJ

50

lO 

3J

20
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0
5

4. ábra: A sot· hosszának (x1(t)) t.ipikus alakulása a kiszolgálási kapacitás (Jc(t)) lépcsőzetes
növekedése esetén. t az időt jelöli, a kis körök az egymást követő normál sorhosszakat.

A modell számszerű specifikációját a 2. függelékben adjuk meg.
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2. FJ_szre~étel: Az _xl normál sorhossz a ). kiszolgálási kapacitás folytonos
fuggvenye, ami AE (0, tp) esetén pozitív és ). > <p esetén azonosan nulla.
Ha az elfogadható sorbanállási időnek véges felső korlátja van, akkor
lim xf = 0.
J, ! 0

T~hát mivel xt a A-nak pozitív értékű és folytonos függvénye a },E (0, cp}
eseten,' ne~ lehet monoton csökkenő az egész (0, rp) intervallumban. A 4. ábra
szemléltet! a sor hosszának függését a kiszolgálási kapacitástól egy tipikus
esetben.

Összefoglalva: Magasabb kiszolgálási karacitás röi1idebb sorbanállási időt je
lent, de maga a sor nem lesz feltétlenül rövidebb.

5.3. Függés az ártól

Tanulmányozzuk, hogyan függ a normál állapot a n viszonylagos ártól,
~1a az összes paraméter és függvény (köztük ). is) állandó. Mielőtt a normál
allapotváltozókat tanulmányoznánk, néhány észrevételt kell tennünk a tp
,,hosszútt.vú potenciális keresletről". A ( 4.1) definícióból könnyen igazolható,
hogy n > 0 esetén tp a n-nek folytonos és nem-növekvő függvénye. Továbbá
ffJ--+ 0, ha n + oo. Ily módon, ha i(n = 0) > A, akkor cp(n) = ). lesz vala
n:el:r véges, pozitív n értékre. Jelölje n0 a minimális árat, azok közül, melyek
k1e_legítik ezt az egyenlőséget (e minimális ár létezését rp folytonossága bizto
eítja). Az 1.1 és 1.2 következmények folytán ez a következő eredményhez
vezet arról, hogy van-e sor, vagy nincs a normál állapotban:

3. Észrevétel: A kiszolgálási Jrnpacitás és a vásárlók attitűdjét jellemző para
méter és függvény-együttes bármely rögzített értékéhez létezik minimális
sor-megszüntető ár, vagyis létezik egy véges n0 viszonylagos ár, amely
kielégíti a következőket:

n <no⇒ xr > 0,

n ~ n0 ⇒ xt = 0.
Másképpen mondva: mindig van olyan viszonylagos ár, amely elég magas

ahhoz, hogy megezüntesse a hozzátartozó normál állapotban a sorbanállásn.
Bármilyen vonzónak tűnik is egy ilyen normál állapot, vegyük észre, hogy bár
a n

0 
feletti áraknál nincs sorbanállás, a kiszolgált személyek számát nézve

a helyzet nem javul. Az 1.1 és 1.2 követ,kezményből ugyanis könnyen igazol
ható, ho()'y az s* normál kiszolgálási sebesség kielégíti az s*= min(A, rp) egyen
letet. Így, mint an viszonylagos ár függvénye, a normál kiszolgálási sebesség
a (0, n

0
) árintervallumban azonosan egyenlő A-val, míg a (n0, + oo) árinter-

vallumban q;-vel gyütt csökken.
Mivel a n

0 
minimális sor-megszüntető ár a hosszútávú potenciális keresletet

egyenlővé teszi a ). kiszolgálási kapacitással, azért a walrasi piac-megtisztitó
árnak tekinthető. Ez az ár a kifejtett determinisztikus modellben egyértelmű.
Ezen ár alatt - ceteris paribus - mindig van sor, felette pedig soha nincs
sor.

Nézzük meg most, mi történik a normál sorbanállási idővel, ha egy alacsony
viszonylagos árat megemelünk. Intuitív alapon azt várjuk, hogy a magasabb
árhoz tartozó normál sorbanállási idő ne legyen hosszabb, mint az alacsonyabb

2*
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árhoz tartozó normál sorbanállási idő. Ez az összefüggés valóban fennáll
modellünkben.

4. Észre·vétel: A w* norrnál sorbanállási idő a n viszonylagos ár folytonos
függvénye. A (0, n0) intervallum áraira ez a függvény pozitív értékű és
nem-növekvő, míg a n -:::: :n:0 árakra azonosan nulla.

Összefoglalva: Mindig van olyan v·iszonylagos ár, amely elég magas ahhoz,
hogy megszüntesse a hozzátartozó normál állapotban a sorbanállást. E minimális
sor-megszüntető ár alatti árakra a normál sorbanállási iclő az ár növekedésével
nem-növekvő.

5.4. Függés a sorbanúllási és a lcényszerhelyettesítési hajlandóságtól

Az előző két pontban tanulmányoztuk, hog_van függ a normál állapot az
olyan ,,piaci szabályozó változóktól", mint a viszonylagos ár és a kiszolgálási
kapacitás. Most azt fogjuk megnézni, hogyan függ a normál állapot a vásárlói
attitűd egyes elemeitől.

Tekintsük először a normál sorbanállár,i idő függését a vásárlók sorban
állási hajlandósága.itól, minden más paramétert és fLiggvónyt változatlanul
hagyva. Legyen /J, f~, .. , /1, és g" g2, ... , g" a sorbanállási hajlandóság függ
' ények két alternatív együttese. Ha minden ·i csctón /1(w) q1(w) minden
w > O-ra, és valamelyik i esetén /1(w) > g1(w) ni inden w > O-ra, akkor azt
mondjuk, hogy az f/1] fi.iggvónyegyüttes dominálja a fg1] függvényegyüttest.

5 . .li'szrevétel: Tegyük fel, hogy A < tp és, hogy a sorbanállási hajlandóság
függvények egy I/; J együttese dominálja a Horbanállási hajlandóság fiigg
vények egy másik, fg1] együtte;,6t. Ekkor az első ogyütteshcz tartozó
normál sorbanáJlási idő meghaladja a másodikhoz tartozó normál sorban
állási időt.

Más szóval: magasabb sorbanállási hajlandóságok mellett lioö::szabb lesz a sorban
állá» i idő a normál álla7wlban. 10

A következőkben nézzük a normál. 8orb.1nállási iclfí Iüggését a vásárlók kény
szerhelyettesitéai hajlandóságától, minden más paramétert és függvényt
(köztük a viszonylagos árat is) változatlanul. hagyva. Legyen 1·ci] Ó8 [cl;]
a kónyszerhelyettesltósi hajlandóság függvények két alternatív együttese,
és tegyük fel, hogy 1(:1] dominálja rct;·l-t, azaz minden i-ro c1(n) _ d;(n) vala
mennyi n 2 0 esetén, és va.lamolyik 'i-re cln) > d;(n) valamennyi n :2:: 0
esetén.

6. Észrevhel: Tegyük fel, l1ogy a kónysz rholyctteaítósi függvények egy
[e;] együttese dominálja egy másik Id;] együttesüket. Bármely rögzített
viszonylagos ár mellett a rC; l-hez tartozó normál sorbanállási idő kisebb
vagy egyenlő a [d;]-hez tartozó normál eorbanállási időnél.

10 Ez talán magától értetődőnek tűnik. Szeretnénk uzonban felhívni az olvasó figyelmét
az okozati összefüggés iranyrir». A sorbanállűai hajlu.ndóság lehet a fogyaRzLó egy döntési
változója, de ti sorbané.llűsi idő az egyéni döntések ogyüLtes követkozrnéoyc lesz, és mint
ilyen, az egyes egyén számár-a adott. A tényleges hirinyholyzet függ a vásárlók tűrésétöl.
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Más szóval: a magasabb kényszerhelyettesítési hajlandóságok sohasem vezetnek
hosszabb normál sorbanállási iclőhöz. '

Az. 5. és 6. észrevétel megerősíti a 4.3 pont végén tett megjegyzésünket.
~~~ állapotváltozók alakulása függ a különböző vásárlói csoportok attitűdjé
t~_!. .. Az is igaz, hogy fennáll bizonyos ,,átváltási lehetőség" (trade-off) a hiány
k~lo7:f~le nem-pénzbeli társadalmi költségei között. A 6. észrevétel egy üyen át
~~tas, lehetőséget szemléltet. A vásárlók elérhetnek rövidebb sorbanállási
~dot, ha nagyobb mértékű kényszerhelyettesítés vállalására hajlandók. Egy
Ilyen költség csökkentése a többi növelése nélkül, általában csak azon ténye
zok megváltoztatásával biztosítható, amelyek itt a végső meghatározók:
a fogyasztás és az önkéntes helyettesítés módjai az egyik oldalon és/vagy a ki
szolgálási kapacitás és az ár a másik oldalon.

V~gül megjegyezzük, hogy a ?i. és n ,,piaci szabályozó változók" megválto
zás~1 - ugyanúgy, mint a vásárlói attitűd megváltozásai, általában elosztási
hatasokkal járnak a vásárlói csoportokra nézve. Például a relatív ár növeke
dése helyettesítésre bírhatja az árérzékeny vásárlói csoportokat, mialatt
a kevésbé árérzékeny csoportok változatlan fogyasztási mód mellett juthat
nak rövidebb sorbanállási időhöz. Ugyanígy az egyik csoport magasabb kény
szerhelyettesítési hajlandóságából - a rövidebb sorbanállási idő által - más
csoportok húznak hasznot.

Tehát a pénzzel való jövedelemelosztás lcércléséhez, amit az irodalom kimerítően
tárgyal, egy új, fontos szempont járnl: a fogyasztás nem-pénzbeli társadalmi költ
ségeinek eloszlása a népesséq különböző csoportjai között.

6. A kiterjesztés irányai 

Ez a cikkünk csak első lépés a problémái_< egy széles k?r~b,en. Az elemzés
nagyon szűk határok között mozog, draszt.ikus lcegyszcrus1teseket alkalma
zunk, bevezető célokra. Szükséa van a téma kiterjesztésére és változatainak
feltárására. Az alábbiak ban fels~rolunk néhányat a kutatás lehetséges irányai
közül:

A piac időben növekvő forgalom mellett;
A kínálat, ezen belül a raktárkészletek endogén meghatározása;
A résztvevők sztorhasztikus egymásraluLtása;
A piac tagoltabb sz rvozete, pl. sok el~dó, egy hely~tt; .. .. .. ,, , .
Alternatív tevékenységek beépítése, például a _vevok, kulonbozo eladási
helyeken vagy különböző időpontokban lrnre~ik az árut; ,,
A vásárlók ismerete ,1 ldnálatról és az eladók ismerete a keresletről vagy
exozén módon adott, vagy endogén módon határozódik meg;
Pri~·itások a sorban az egyes vásárlói csoportok között;
A m~g_v~,s~tolt mennyiség függ az ártól és/vagy a sorbanállási vagy a ke
resési időtől;

A következő cikkünk a keresés esetét fogja tárgyalni, részben felölelve a fel
sorolt kiterjesztések némelyikét.
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I. FÜGGELÉK: A MATEMATIKAI ÁLLÍTÁSOK BIZONYÍTÁSA 

1. Állítás: 

Az alábbiakban sorraveszünk néhány speciális esetet.
I.: a;(n) = 0 valamennyi i-re. Az :i:41 = 0 stacioneritási feltétel maga után

vonja, hogy x1; = 0 (A4-ből e; > 0). xü = O-ból azt kapjuk, hogy xli = 0,
lásd a (2.3) egyenletet. Továbbmenve, ::i:2; = 0 magában foglalja, hogy x2; =
= 0, és ily módon a teljesíthetősógből x3; = n; következik. Összefoglalva:
ebben az esetben pontosan egy teljesíthető stacionárius állapot van, neveze
tesen az x1; = x2; = x4; = 0 és x3; = n; valamennyi i esetén.

IL a,(n) > 0 va,lnrnely i-re. Tegylik fol, hogy x1 = O. Ekkor A2 szerint
f,(w) = f,(x1/).) = [;(O) = l minden i-re, és (2.3) szerint s;= 0 minden i-re. Egy
olyan i csoportot tekintve, amelyre a,(n) > 0, azt kapjuk, hogy :i:11 > 0, ami
kizárja a stacioneritást. Ezért ebben az esetben Xi > 0 a staoioneritás egy
sz ükségcs feltétele.

II.A: Tekintsük először a stacioneritási föltételeket egy olyan i csoportra,
ahol a, > 0 és /;(w) > 0.

::i:2; = 0 = y; · x2; = S; 

Az i1; = 0 egyenletbe x31 = n; - x1; - xü - :c41-t helyettesítve a, következőt
kapjuk:

[(l - a;) • f, + 'X,1 • a;/1 + c;(l - /;) + !2 · a;· ( l - e;) · (1 /;) I · s;=
Y; e, 

= ct;'X,; • f, · (n; x11), 

'X,;-vel és /; > O-val való osztás után

A.1(w) ·s;= a,· (n; - xu), 

A;(w)-t a (4.2) egyenlőséggel definiáltuk. A (2.1) és a (2.3) (x1 ,.> 0) egyenlőségek
szerint s,= ). • h"(x1) • x1Jxi. A fonti cgyonlóségot átrendezve azt kapjuk,
hogy

n,. n;. ::i;1 . 0
xli = ------ -- .> . 

A;(w) ·). · h.,.(x1) + a1 • x1

II.E: Másodszor tckinteü k a stacioncritáai follótelekot egy olyan i cso
portra, ahol a,= 0. Az l-ben már kifejtett indoklással x11 = O-hoz jutunk.
Nézzük meg (*)-ot ismét. Ha obbon a; = 0, akkor az egyenlőség xli = 0-át
ad (x1 > 0). Így(*) az a,= 0 mollot.t is érvényes az i csoportra.

II.C: Harmadszor nózzü k meg a staoioneritási feltételeket egy olyan i,
csoportra. amelyre a, ,> 0 6s /1(w) = 0. Az iu = 0 egyenlothöl azonnal adó
dik x11 = 0. Tekintsük (*)-ot. Ha /;(w) = 0, akkor A;(w) = + oo és ícry a (*)
egyenlőség xli = 0 (xi> 0)-ra redukálódik.

Összegezve: a (*) egyenlőség minden i-re érvényes, tekintet nélkül arra,
hogy a; és /1 pozitívak vagy nem, és ezért (*)-ot összegezhetjük i szerint. A (2.2)
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f~lhas~nálásával az Fu(xi) = 1 egyenlőséghez jutunk, ahol az Fu: (0, n]-----,.. R+
fuggveny definíciója: '

k 
FCT(xi) = ~ ai . ni .

i=1 A (x1
) • '). • k (x ) + a- • x

l A CT l I l

Az Al-A4 feltevésekből világos, hogy Ai(xi/A) > 0 és -8-Ai(xi/').) > 0
. 8Xi

IUIU~en Xi> 0 esetén. A5-öt hozzávéve ez maga után vonja, hogy FCT folyto
nos es csökkenő,11 valamint, hogy lim F u(xi) = + oo és F "(n) <~ n;(n = 1.

. .. x, l O ;
Kovetkezésképp az FCT(x1) = I egyenletnek a (0, n) intervallumban egy és
csa.k egy gyöke van. Mivel ez az egyenlet a stacioneritás szükséges feltétele, már
csal,~ ~zt kell, igazolni, hogy a gyök valóban a rendszer egy egyértelmű teljesít
heto allapotat határozza meg.

~ekintsünk először egy; i csoportot, amely a II. A speciális esetben van.
A fenti egyenletek egyértelmíi, nem-negatív értékeket adnak Xi;, x2; és x4;-nek.
Az X3; = n1 - x1,- - x21 - x41 egyenlőség egyértelmű értéket ad x31-nek,
amely (*) érvényessége miatt nem-negatív:

X3; = n; -[1 +(a,+ ai . (1 - C;). (~ -1)) . _A __ . hCT(Xi)]. xli 2 
Y, (!, f, a; · Xi

- a; . Xi. + A;(w) . '). . ha-(xi) . x . - ?'. -- n; . Xi·= 0= 71,i __;,__.:o...____:_: ____:___-"... _:___.= • ll - "1 I •

a; • x L xli 

Mivel az x31 szerkesztése miatt x1; + x21 + x31 + x4; = n1, kimondhatjuk,!10gy a fonti x1 gyök egy ilyen i csoport számára egyértelműen meghatározza
az, ~ll~potváltozók egy tel jesíthetó stacionárius értékét. .
. Ielontsünk másodszor egy I.LB speciális helyzetben levő i csoportot.
Itt Xi;= x21 = 0. Mivel a;= 0, azért e; > 0 A4 szerint. Az i:31 = X4; = 0
egyenletek miatt x . := O és í,ry x1- = x2,- = x,; = 0, x3; = n; lesznek az, · 41 ' b, I ·, ·1

ogyert,clrn(i_ teljesíthető st.aoionárrue állapotváltozó értékek egy ilyen csoportra.
, Harmadszor, a IJ.C speciális eset azonnal :i;1; = x2; = 0 értékeket ad,
cs _az :i:31 = x41 = O egyenletek egyértelműen meghatározzák az x31 és x1;

teIJesithető értékeit.
_ Összegezve: az Fu(x1) = 1 egyetlen gyöke egyértelműen meghatároz egy
teljesíthető stacionárius állapotot.

1.J. Következmény:

Az a1(n) = ... = adn) = O triviális esetet a O < '). < rp hipotézis miatt
e~yből kizárhatjuk. Legyen most bármely rögzített a > 0 esetén az FCT függ
Veny olyan, mint az 1. állítás bizonyításában. Ott megmutattuk, hogy xt(a)

b 11 Emlékeztetünk rá, hogy a ,,csökkenő" és ,,növekvő" fogalmakat szigorú értelmük
en használjuk, lásd erről a lábjegyzetet a 3.2 pontban.
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az F"(x) = 1 egyenlet egyértelmű megoldása. Definiálja az F: [O, n] ~ R+ 
függvényt a következő kifejezés:

k 
F(x) = .:Z a; . n; 

i=l }. • A (~) +ax 
l A l

Ah" kisimító függvény definíciója szerint x > a esetén F egybeesik F"-val,
x < a esetén pedig F" majorizálja F-et. Tekintsük most az F(x) = 1 egyenle
tet. A2 következtében F(O) = cp/k Továbbmenve, cp/?. > 1 feltevés szerint,
és F(n) = ~ n,!n = 1. Mivel F folytonos és csökkenő függvény, azért az F(x) =

i
= 1 egyenletnek létezik egy egyértelmű x0 E (0, n) mogoldása, Tehát vala-
mennyi a< x0 esetén fenn kell, hogy álljon xt(a) = x0.

Legyen most{h0,J,;;=l a kisimító függvények tetszőleges olyan sorozata, hogy
am+ 0. Ekkor létezik egy N véges egész szám, olyan, hogy x;"(am) = x0 minden
m > N esetén. Ily módon, ha a+ 0, akkor xf(a) -• x0, a választott sorozattól
függetlenül. Ezzel bebizonyosodott, hogy xf = x0 > 0, xt tehát a (4.3)
egyenlet egyértelmű megoldása. Az l. állitás bizonyításából következik, hogy
xt;(a) határértéke az, ami a (4.4) egyenWségben. (4.5) és (4.7) is közvetlenül
következik ebből a bizonyításból. ::r{;(a) analitikus kifejezése az x:f1(a) = 111 
- xj';(a) xf,(a) - xt(a) összefüggésből következik, éfl ez megadja, (4.6)-ot.

1.2. Következmény:

Az a1(n) = ... =a11(n)=Otriviális oset ben az 1. állítás hizonyításából azt kap
juk, hogy xf;(a) = xJ1(a) = x,f1(a) = 0 és x;l';(a) = n1. Ez az eredmény megfelel
a következmény kijelentéseinek. Ezután, feltételezve, hogy valamely i-re
a;(n) > 0 és F"-t olyannak vá.laszt.va, mint az 1.1 következmény bizonyításá
ban, megvizsgáljuk az F'"(x) = 1 egyenletet, amelynek megoldása x = xf(a). 
Legyen F olyan alakú, mint az 1.1 következmény bizonyításában. Tudjuk,
hogy F(O) = rr/?. :S::: l feltevés szerint. Mivel J? csökkenő fi.iggv6ny, P(a) <' l. 
Továbbmenve, F"(a)= !?(a) és így P"(a) ,,..- l. Ezért x!(a)<a, az P" monotoni
tása folytán. Mivel ez utóbbi. egycnlfülenség bármely a> 0 esetén fennáll,
kimondhatjuk, hogy a kisimító függvények bármely {hu,J,;=, a,,,+ 0 sorozatára
xf(an,) _,. 0. Eszerint Jim x{(a) = 0.

a! 0
Ami az állapotváltozók határértőkéf illeti, a (4.8) ogycnlőségből azonnal

következik, hogy O :S::: xt;(a) < xf(a) 0. Továbbmenve, /1 folytonossága
miatt w*(a) -► 0 maga után vonja, hogy f,(w*(a)) -• /1(0) = l. Tohát, az l.
állítás bizonyítását rnognézve, xt;(a) -► O. rr.etszőleges a> 0 esetén fennáll,
hogy

l ( ) a. n• - x* (a)xt(a) = __:_ · }, · h"(xf(a)) · x{;(a)/xr(a) -= __!_. -' --~
y1 y, A1(w) 

Í , * ( ) a, n, 6 dgy a+ 0 eseten x2i a -► - · --- , ami a (4.9) egyenlős got a ja. Vógül
y1 A;(O)

xJ1(a) = ni - xt,(a) - xJi(a) - xt,(a), ami a (4.10) egyenlőséghez vezet.
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2. Állítás: 
'

A differenciálegyenlet-rendszerek linearizálásának szokásos módszerét al
kalmazzuk a stacionárius állapotban [vö. Hale (1969)-ben a III. fejezet 6.1
következményével].

(a) }, < cp:

Legyen e= x0, ahol x0 az F(x) = 1 egyenlet egyértelmű megoldása az 1.1
következmény bizonyításában. Ekkor bármely aE (0, e) esetén x! = x0 > ü,
lásd az 1. 1 következmény bizonyítását. Az xj', xt, x; és xt értékek az 1. 1 kö
vetkezmény egyenletei által adottak. Tudjuk azt is, hogy h"(x1) = 1 vala
mennyi aE (0, e) esetén.

Az alábbi elemzésben feltesszük, hogy a< e és u; bevezetésével x;-t a kö
vetkezőképpen helyettesítjük (x,* x,*(a)-t jelent):

r
x1 = xf + u1

Xz = xf + 'll2

x3 = x! + u3. 

X4 = X4 + U1'

ahol il4 = -u1 -u2 -u3 a teljesíthetőség végett. Továbbmenve, w = x1/ Jc =
= w* + ui!Jc és f(w) = f(w*) + f'(w*) · u1/Jc + o(u1} Taylor tétele szerint.
(/" folytonossága teszi a Taylor-kifejtés maradéktagját folytonossá, ami
a stabilitási tétel fennállásának egy elégséges feltétele.) Azt is tudjuk, hogy
h"(x1) = 1, mert lu1! < e a. Az eredeti differenciálegyenlet-rendszer
a következő:

X1 = a· f(w) • y · x2 +a· /(w) · x · x3 + f(w) · (! · x4 - A· hu(x1)

x2 = ). · hu(x1) - y · x2

i3 = (1- a· (1 e))· y · x2 - a· e· f(w) · y · x2 - a· (1 - e)· x -_x3 -

- a· e· f (w) · x · x3 +e·(! · x4 - e· f(w) · a· x4 
X4 = n - X1 - X2 - x3.

d
Jelölje/* /(w*)-ot és/*' a-· /(w) lw=w• deriváltat, és tegyük fel, hogy Ju11 <

dw
< 8 - a. A behelyettesítés után:

u1 = a· (1* + ;1
· /*') · y · (xt + il2) +a· (t* + ;1

· f*') · x · (xj' + u3) +

+ (t* + :L · /*') ·e· (xf + u.,,_) - Jc+ o(u1),
ú2 = ), - y · (x:! + u2),

ú3 = (1 - a(l - e))· y · (xt + il2) - a· e· (t* + ;1 · f*') · y · (x; + u2) -

a· (1 -- e)· x · (xj' + u3) - a· e· (t* + ;1 f*') · x · (xf + u3) +



26 KORNAI JÁNOS-JÖRGEN W. WEIBULL

U,1 = - u1 - it2 - it3 •

A tagok átrendezése és az xt, x;, x! és xt-re definíció szerint teljesülő :i\ =
= x2 = i:3 = .i\ = 0 stacioneritási egyenletek érvényesítése után a követ
kezőt kapjuk:

' ú = (a • 1- · x* + a · 2 · x3* + !l_ · xot-) · f*' · u - n • f* · u +
1 ). 2 A A 4 l c::: 1

+(a· y - e)· f* · u2 +(a· x - e)· f* · u3 + o(lui)
Úz= - y. 'U2

ú3 =-e· (a· ~ · x; +a· ; · x! + ~ · xt) · /*' · u1- e· (1- /*) · (! · u1 +
+ [{l - a(l - e)) · y - a· e· y · f* - e·(!· (1- /*)] · u2 -

- [a· (I - e)· x +a· e· f* · x +e·(!· (I - /*)] · u3 + o(lul)-

Az L 1 következmény szerint:

Y x e a · j · xt + a · j · xj' + j · xt = 1//*.

Ily módon:

Ú1 =(/*'//*-e'/*)· 'U1 +(a· y-e) 'j* 'Uz +(a'% -e)'/*· it3 +a(litl)

Úz= - y. Uz 

ú3=-c·(f*'//*+e·(l-/*))·'ll1+[{1 a·(I -c))·y-a·c·y-f* -c·e·(l-/*)l
· it2 - [ ti · ( 1 - e) · x + a · e · x · /* + e · e · ( l - /*)] · 1,1,3 -1- o(I u I).

Mátrix-megjelölésekkel: ú =A· u + o(lul)-
Hátra van még, hogy meghatározzuk A sajátértékeinek előjelét. Az általános

sajátértéket z-vel jelölve, és kifejtve a det(A - z • I) = 0 karakterisztikus
egyenletet, azt kapjuk, hogy

(z + y) · [z2 +(e·/* - f*'//* +e)· z +(e·/* /*'//*)·e+
+(a·x e)·c·(/*'//*+e·(l f*))/*J=O,

ahol
e= a· (1 - e) · x +e· e+ e· (a· x - e) · /*.

Mivel y > 0, nyilvánvalóan lesz egy sajátórtók, amelynek nega.tív a valós
része. A két másik sajátérték a, z2 + IX . z + f3 = 0 másodfokú egyenlet gyöke,
amely egyenletben

IX=(!'/* - /*'/f* +e> 0,
/3 =(e· f* - /*'//*)·e -1- (a· x - e)· e·(/*'//*+ e(I - /*)) · f* =

=a· x ·e· f* - /*'//* ·(a· (1 - e) · x +e· e)> 0
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{a > 0, /* > 0, /*' :S: 0). A valós és képzetes részek megállapítása azt mutatja,
hogy mindkét gyöknek negatív a valós része.

Osszegezve: mindhárom sajátértélmek negatív a valós része, és így a sta
cionárius állapot aszimptotikusan stabil.

(b) ?. > cp:

Itt ugyanazon eljárást alkalmazzuk, mint a fenti (a) esetben. Először is
megjegyezhető, hogy tetszőleges a > 0 esetén xt(a) < a, lásd az 1.2 követ
kezmény bizonyítását. Azzal a behelyettesítéssel, amit az (a)-nál is alkalmaz
tunk, feltesszük most, hogy a< A· o és I u1j < a - x[(a), és így

w = x1/?. = (xf + u1)/J, < a/?.< o = /(w) = 1,

ha-(x1) = hu(xr) + u1 • h:(xf) + o(u1)

lesz, ahol a maradéktag 1z; folytonossága következtében folytonos. A differen
ciálegyenlet-rendszer ekkor:

[

ú1. =a· y ·(::rt+ u2) +a· x · (x:\'+ u3.) +e· (x/ + u,) Á · h:-Á·h:' ·u, +o(jul)
u2= ?, · h; +A• h;' · u1 - y· (xt +zi2)--o(ju,j)
ú3 = (1 - a)· JI· (xi+ u,2) - a· u · (x! + u3)
ii4 = - U1 - U2 - U3.

V :gül a stacioneritási egyenletek érvényesítése az xf, xt x! és xt-re a követ
kezőt adja:

[

ú1 = - (e +?.·ht') · 1,1,1 · (e - a · y) · u2 (e -- a· x) u3 + o(j ii I)
'~2 = ?, · h~' · n1 y. · ii2 + c(jnj)
u3 = (l - a)· y · ii2 - a·:,,:· u,3.

Mátrix-jelölésekkcl: ú, = B · u, + o(juj). A det(A - z. I)= 0 karakterisz
tikus egyonl t:

(z +a· x) · 1z2 + ( y + e + ?. · hr) · z + e · ( y + ?. · ht) + y · (l - a) · ?. · ht'] +

+ (e - a· x) · y · (1 - a)·?.· ht= 0.

Az Al feltevés követkoztében e > x és így az utolsó tag nem-negatív. A z3

kifejezés együtthatója is pozitív. Tegyük fel, hogy Re(z1) :S: Re(z2) :S: Re(z3).

1%:kor Ro(z3) nem haladja meg a

(z +a. x). [z2 + (y +fl+ A· hr). z +e. (JI+ A· h~) +JI. (1- a). A· hr]= 0

<Bgyenlet gyökei való· részének maximumát. Mivel O < a :s=; 1 és ht > 0,
valamennyi sajátérték valós része negatív (a valós és a képzetes részeket oly
módon azonosítva, mint az (a) bizonyításban). Így a stacionárius állapot
aszimptotikusan stabil.

3. Állítás: 

Mivel x4(0) = 0 és e = 1, azért x4(t) = 0 minden t ~ 0 esetén. A differen
ciálegyenlet-rendszer ekkor:
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i:i = a · f(w) · y · x2 + a · f(w) · x · x3 - A · h.,.(x1),

x2 = A· h.,.(xi) - y · x2, 

A rendszer globális viselkedését fogjuk tanulmányozni az (xi, x2) hipersíkon:

Xi= a· f(w) · x · (n - :r1) - a· f(w) · (x - y) · x2 - A· h.,.(x1),

x2 = A · h.,.(x1) - y · x~.

Az 1.1 következmény bizonyításából tudjuk, hogy x1(a) = x0 minden aE (0, x0)

esetén, ahol x0 az P(x) = 1 egyenlet egyértelmű megoldása. Az ilyen a érté
kekre h0(xt(a)) = 1. Az l. állítás magában foglalja, hogy az Xi= LI és x2 = 0
szintvonalak a teljesíthető { (x1, x2); x1 + x2 ~ n, x1 ~ 0, x2 > 0} halmaz egy
pontjában metszik egymást.

Az Xi = 0 szint.vonu.lat az

egyenlet határozza meg. (Vegyük észre, hogy /(w) > 0 rajta van ezen a szint
vonalon, mivel f(w) = 0 = x1 = 0 /(w) = /(xt/Ji,) = /(0) = 1 ellentmond
A2-nek.)

Az i:1 = 0 szintvonal három lehetséges alakját különböztetjük meg:

x A _h~(x1) y<x: x2=0i(xt)=- · (n Xi)----- V 

x y a· (x y) /(x1/A)

QJ(ü) / 0, o;(x,) <" 0, Qj(n) < 0.

}, ho(X1)y= x: n x1=- · -- x1=xr(a), 
a»: /(xtf A)

y <" %: x2 = 01(xi), Ot(ü) < 0, G~(x1) > 0, G1(n) > O.

Ami az i:2 = 0 szintvonalat illeti, egy analitikus alakja, kielégíti:

A
X:!. = O2(x1) = - · Au(x1),

y 

a.

Felhasználva ezen analitikus eredményeket a következő hipersík diagramokat
rajzolhatjuk fol a három, y < x, y = "'és y / "' esetre:

A nyilak a deriváltak olőjelót mutatják. (A nyilak irányát a differenciál
egyenletekben szereplő előjelekből állapítottuk meg.) EJcmezzLik a hipersík
cliagramot a y <" "'esetben. A sz int.vonalak a hiporsíkot négy részre osztják,
legyenek ezek: ÉK, ÉNy, DNy é,; DK. Ha a rendszer az ÉK-i részben indul,
akkor vagy belép ÉNy-bet, vagy ,1 stacionárius állapothoz konvergál. Ha az
ÉNy-i részben indul, vagy belép DNy-ba; vaµ:y a stacionárius állapothoz
konvergál. Ha a rendszer DNy-ban van, vagy DK-be lép, vagy a stacionárius
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állapothoz konvergál. Végül, ha a rendszer a DK-i részben indul, akkor nem
léphet be egy másik részbe sem és a stacionárius állapothoz konvergál.

Hasonló meggondolásokat téve az y = % és y > % estekre bebizonyosodik,
hogy a rendszer mindhárom esetben a stacionárius állapothoz konvergál.

1.3. Következmény:

A (4.3) egyenlőségbe helyettesítsük be w = x1j).-át.

1. Észrevétel 

Ha A< sp, akkor w* a G(w) = A egyértelmű megoldása. Mivel G szigorúan
monoton csökkenő függvény, w* folytonos és csökkenő függvénye A-nak
AE (0, rp) esetén. Ha, A_., tp, w*-+- 0 és így w* A-nak folytonos függvénye
minden A > 0 esetén.

2. Észrevétel 

w* folytonossága miatt xf folytonos függvénye A-nak. Továbbá, a A < cp 
esetben xt > O egyértelmű megoldása a (4.3) egyenletnek. Jelöljük abban
a bal oldalt F,.(x1)-gyel, ekkor az egyenlet az F,.(x) = I alakban írható fel,
ahol F,.(O) > I A< cp esetén, és F,. az x csökkenő függvénye minden rögzí
tett A< ip-te. A véges felső korlát hipotéziséből következik, hogy fi(x(A)) = 0
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(i = 1, ... , k) minden x :2: ). · w0 esetén. Ez maga után vonja, hogy A;(x(.J.)) =
= + oo és így F,.(x) = 0 valamennyi x:?:). · w0 esetében. Így bármely
rögzített). < q;-re az ahhoz tartozó xt a (0, ). · w0) intervallumban helyezkedik
el. Ha J,, ->- 0, akkor xt ->- 0.

3. Észrevétel 

Az észrevétel kimondását megelőző gondolatmenetből és az 1.1, 1.2 követ
kezményekből közvetlenül adódik.

4. Észrevétel 

Han< n0, akkor ). < rp(n) és így w* a G(w) = A egyenletnek egyértelmű
megoldása. Bármely rögzített w > 0 esetén az (5.) egyenletben szereplő
G(w) mennyiség az A3 -A4 föltevések következtében an folytonos függvénye .
Mivel a G függvény bármely rögzített n esetén w-ben (szigorúan) csökkenő,
azért w* an folytonos függvénye a nE (0, n0) árakra. Továbbmenve, ha n ->

->- n0, akkor w* ->- 0 és így w* valamennyi n ~ O-ban folytonos. Meg kell
még mutatni, hogy 10* a n nem-növekvő függvénye a nE (0, n0) értékeknél.
Ehhez elég belátni, hogy a G(w) mennyiség tetszőleges rögzített w > O-ban
n szerint nem-növekvő. M ivcl n < n0 és így ). < qi(n), fönnáll a1(n) > 0 vala
mely i-re. Kizárva azt, hogy ri1(n) = 0, egyszerűsíthetjük az (5.5) egyenlősé
get a1(n)-vel. Ily módon elég megnézni az A1(w)/a;(n) kifejezés függését az
ártól, rögzített w mellett. Tudjuk, hogy

A,(w)/a,(n) = 2_ · (-1-· - J) + 2_ + r2- · C;(n) + 2_ · (1- c(n))l · (-
1- - 1) .

x; a1(n) y,. x,. a;(n) e, f,(w) 

A3 szerint a; nem-növekvő és így a fonti első tag n m-csökkenö lesz. A4 szerint
e; nem-csökkenő, és Al következtében J/x1 > 1/e;- Így a második tag if, nem
csökkenő függvénye n-nek. Összegezve, A;(w)/a;(n) nem-csökkenő, amiből
követ.kcz.ik, hogy G(w), rögzített w mellett, a n-ben nem-növekvő. Tehát w* 
nem-növekvő n-ben.

5. Észrevétel 
Mivel J,, < q;, w* a O(w) = x egyenlet egyértelmű megoldása. Legyen at

az [/;] együtteshez tartozó függvény, és a1 a [g;] együtteshez tartozó. Mivel
[/;] dominálja a [g;]-t, rögtön kövotkeaik, hogy 01(w) > G2(w) valamennyi
w > 0 esetén, és így wt > wt G monotonitása folytán.

6. Észrevétel 

--Ha ). < ip, akkor w* a G(w) = J,, egyenlet egyértelmű megoldása. Legyen GL
a [e;] együtteshez tartozó függvény, és G2 a [cl1] együtteshez tartozó. Mrve!
1/x; > l/e1 minden i-re, [c.] rel;] feletti dominanciájából következik, hogy
A~1l(w) ~ A<,2l(w) minden w ~ O-ra, természetes jelöléssel. Így G1(w) ;$; G2(w} 
minden w ~ O-ra, és ezért wt :::; wt G monotonitásából.

Ha ). ~ sp, akkor mindkét esetben w* = 0.
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II. FÜGGELÉK:
A SZÁMÍTÓGÉPES SZIMULÁ(f;IÓK SPECIFIKÁCIÓJA

A 3. és 4. ábra diagramjait adó szimulációkban a következő paraméter
értékeket és függvényeket alkalmaztuk:

k = 2; nl = n2 = 50; Y1 = l; Y2 = 0,5; %1 = 1,5; X2 = l; e1 = 2; ez= 3. 

h (xi)= {l - (x1 - a)2
0- 1 

/;(w) ~ [~ · (! - w/w;) 

(a= I)

w < w,/2 
wE (w;/2, w;) 
w:::::O:w;. 

A 3. ábrában ?. = 30, a1 = 0,95, a2 = 0,90, c1 = 0,5, c2 = 0,25, w1 = 1,
w2 = 2 volt.
A 4. ábrában ?. lépcsőzetesen növekedett, a többi paraméter pedig a követ

kező értékeket vette fel: a1 = 0,95, a2 = 0,82, c1 = 0,40, c2 = 0,22, w1 = 0,5,
W2 = 1. 

(Beérkezett: 1978. március 16-án.)
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T.HE NORMAL STATE OF THE MARKET IN A SHORTAGE ECONOMY:
A MODEL OF QUEU[NG

The subject of this study is an economy characterized by chronic shortage and queuing.
The paper elaborates a very simple model for a single good, primarily intended as an
illustration of an analytic framework for st.udics of shortage phenomena. Ow· main con
cern is to describe a market, which is away from Wahasian equilibrium, and nevertheless
is in a stationary state, permanently restoring its basic properties. Central concepts in our
analysis are such social costs of shortage as queuing time, postponement of purchase and
forced substitution.

HOPMAJ16HOE COCTOr!Hv!E Pb!Hl{A B .[IEcDv!Uv!THOM XO3riv!CTBE
MO,QEJ1b OL!EPE,QEvl

TTpe).(MeTOM uaurero 11CCJIC)l0B3Hl151 51BJ151CTC51 1'31(351 3I(0HOMHI<a, )lJJ51 KOTOpOH xapaxrepnu
xpOH!-ILJCCJ(J•IH ,n:ecjl11l\11T H o-repena, 8 CTaTJ,e npennar-acrcn BCCbMa 11poCTa51 MO/.lCJlb )lJl51 oznroro
rosapa, e noaoutsto l(OTOpOH Mbl B nepnyio ()<Icpe1-11, XOTCJJl1 61,1 npencraean- cnoco6 a1-1aJJH3a,
npHro,n:1-11.,111)lJJ51113y,1eH1151 5IBJJCH11tí ,n:ec~Hl\111'3. Hawa OCHOBH351 uens COCTOHT B on11ca1-11111 raicoro
psnnca, «oropuü He HaXO).(HTC51 B COC'l'O)IIJJHI Banspacoua palll-lOBCCH51 H TCM HC MCHee HélX0/-1HTC51
B CTal\HOHapHOM COCT051HHH H 110CT051111-10 BOCCTaHOBmlBaeT CBOH OCHOBI-lblC xapal(TCpHCTHJ(H.
l{m< ueirrpansuue 1101-1511'1151 B mIuIeM auanaac BbJCTyIrn10T Tal(HC 06u-1eCTBCHHble aarparsr ne
qJHL\HTa, rca« BpeM51, 3aTpa<JHBélCMOe Ha CT051HHC B oxepenax, 0Tl(a3 OT noxyrnca 11 BblHY>I<)lCHHélSl
33MCHél.



BRÓDY ANDRÁS

A struktúraváltozás ábrázolásáról 

A nyílt, statikus Leontief-modell tervezésre vagy előrejelzésre alkalmazva
megbízhatatlan eredményeket ad. A számítások hibája átlagosan is meghalad
hatja az 5 százalékot már az eredeti adatok összegyűjtésétől számított néhány
éven belül [6].

Valamelyest javít ezen a modell lezárása és dinamizálása. Az egyensúlyi és
a tényleges pálya eltérése mintegy 3-5 százalék között mozog, s a hiba lassab
ban növekszik [3, Ll ], 

A Szigma 1977. évi 3. számában közölt ciklusmodellel elérhető pontosság
remélhetőleg jobb, bár ellenőrző számítások nem állnak még rendelkezésre.

A pontosság további fokozása csak úgy lehetséges, ha a modell tükrözi a
gazdaság strukturális változását is, tehát ha felöleli az A és B mátrix elemeinek
a technikai fejlődés következtében beálló módosulását. Erre több kísérlet
történt már [ 4, 10], s e dolgozatban megkísérlem a tanulmányok egy lehetséges
általánosítását. Olyan egyszerű hipotézist dolgozok ki, amely alkalmasnak
tűnik arra, hogy a strukturális változást (vagy annak legalábbis egy részét)
a lehető legegyszerűbb matematikai transzformációval ábrázoljuk.

A transzformáció megválasztása 

Az egyes országok - tehát az egyes ~gen különböző fejlettségi fokon álló
gazdaságok - input-output adatgyűjtései egymáshoz meglepően közeli hason
lóságban álló mátrixokat eredményeztek. A ,,hasonlóság" itt minőségi és meny
nyiségi értelemben veendő: mind a nem-zérus elemek elhelyezkedése, mind
nagyságrendjük meglehetősen egyöntetűnek bizonyult. Ugyanez áll még foko
zottabb mértékben egyazon gazdaság különböző évekre vonatkozó matrixaira.

Kézenfekvő tehát valamilyen hasonlósági transzformációt keresni, még akkor
is, ha ez matematikai értelemben elég erős megkötés. A technikai változás
közelítésére ma széles körben használt RAS-módszer [l, 7] azonban már
amúgyis közel áll e szigorú megkötéshez, hiszen matematikailag egy ekvivalen
cia-transzformációnak felel meg. Ha ezenfelül feltesszük, hogy az itt szereplő
R és S mátrixok egymás inverzei, akkor csak egyetlen újabb megkötéssel
szigorítottunk egy egyébként már használatos módszert.

Indokolható ez a választás más oldalról is. A koefficiensek változásának
eddigi vizsgálata során már feltűntek ugyanis bizonyos sajátosságok:

(a) a zéruselemek említett tartóssága,
(b) az ár-együtthatók sokkalta lassabb változása, mint a természetes egysé

gekben mért együtthatóké (9],

3 
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(e) a közvetlen és a teljes ráfordítási együtthatók arányainak az ár-együtt-
hatóknál is nagyobb stabilitása [5, 8].

Ez utóbbi sajátosság, amely mind az alkalmazott természetesmértékegységek
től, mind pedig az árrendszertől független mutatókat eredményez ezért a nem
zetközi összehasonlítások egyik módszerének alapjává vált.

Csupán e gondolat logikus folytatása, ha feltesszük, hogy a közvetlen ráfor
dítás aik ({aik} = A) és a teljes ráfordítás qu, ({qnJ = Q = (1 - A)-1) hánya
dosa változatlan. Feltevésünk szerint tehát

(1) ai!Jq,." = konstans = en, , 
s figyelmünket az A mátrix azon lehetséges T(A) transzformációirn fordítjuk,
amelyek e feltételnek eleget tesznek. Ha mármost az A mátrix a

(2) T(A) = RAR-1 

alakban transzformálódik, akkor Leontief-inverze a

(3) 1.1(Q) = (1 - RAR-1)-1 = R(l - A)-lR-1 = RQR-1 

alakot ölti.
Ha a transzformáló R mátrixot úgy választjuk meg, hogy az egy pozitív

diagonális mátrix legyen, azaz

(4) R = diag r1 = (r1, ... , rn) 

akkor az (1) feltétel nyilván teljesül, mivel

[T(A nk/[T(Q) h = r,.qu,r,;-1/r,qi,,r,;-1 = auJqnc, 
Egyelőre nem tudom bizonyítani, de úgy vélem, hogy a fentiek megfordítottja
is igaz, tehát nemcsak (4)-ből következik (1), hanem (1)-ből következik (4),
azaz feltételünket csak a diagonális mátrixokkal képzett hasonlósági transz
formációk elégítik ki.1 A transzformáció pozitív volta azonban csak közgazda
sági megfontolások eredménye, a matematikai forma negatív vagy aszimpto
tikusan zérussá váló értékeket is megengedne.

A transzformáció folytonos alakja 

Kézenfekvő mármost azt kikötni, hogy ha a zérus időponttól az s időpontig
vezető transzformáció T0s(A) és az s időponttól a p időpontig vezető transzfor
máció 1.\p(A ), akkor a zérustól p időpontig vezető transzformációt mint e két
transzformáció ,,szorzatát", azaz egymás után való elvégzését állíthatjuk elő,
azaz

(6)

Kiírva a hasonlósági transzformációkat:

(7) R AR-I - R R AR-1R-1 op op - sp o., os sp , 

1 Ez valószínűleg már az (a) sajátosságból is levezethető, mivel csak a diagonális
matrixokkal végzett hasonlósági transzformáció ,,6rzi meg" a zérusokat.



A STRUKTÚRAVALTOZÁS ÁBRÁZOLÁSÁRÓL

azaz
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(8) Rop= Rs,,,Ros- 
Ha az os intervallumot a és az sp intervallumot b jelöli, akkor az op interval

lum a + b nagyságú, s így az alábbi függvényegyenlethez jutunk:

(9) Ra+b = RbRa, 

Ha megengedjük a negatív időtartamra szóló (tehát időben visszafelé történő)
transzformációt, akkor (9)-ből következik, hogy

(10) R0 = 1 = R_1R1 

minden t értékre, s így R1 nem lehet szinguláris, mivel van inverze, tudniillik
R_, = R1l· . 

Ha most a (9) egyenletet először a, majd b szerint deriváljuk és a keletkező
két jobb oldalt egymással egyenlővé tesszük, akkor

( 11) 

Jobbról R_0-val, balról R_b-vel szorozva

(12) R~R-;;1 = R-,;1R{i 
bármely a-ra és b-re. Így fenn kell állnia teljes általánosságban a

(13) 

relációnak, s ezért

(14) 

R;R,1 = konstans mátrix = R 

(lásd például (2]).
A transzformáció deriváltjának, illetve logaritmikus deriváltjának az R 

konstans mátrixnak ismeretében tehát tetszőleges t időtartamra vonatkozó
hasonlósági transzformációt végezhetünk a

(15) 

előírás segítségével.

Az egyensúlyi pálya transzformálódása 

Tegyük fel most, aminek valószínűségéhez persze további st atiszt ikai vizs
gálatok szükségesek, hogy mind az A, mind a B mátrix azonosan transzfor
málódik az idő folyamán, s vizsgáljuk meg, hogyan változik meg a rendszer
egyensúlyi pályája a transzformáció által jellemzett technikai-strukturális vál
tozások következté hen.

Keressük tehát azt az x1 egyensúlyi pályát, amelyet a folytonosan változó,
mert folytonosan transzformált

(16)

rendszer megenged.

:3* 
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Az előbbiekben meghatározott (15) hasonlósági transzformáció segítségével
ez átírható a

(17) 

alakba.
Keressük most a megoldást x1 = e.Rix alakban, ahol x valamilyen konstans

vektor. _
Elvégezve (17) deriválását, behelyettesítve és balról e-R1-vel szorozva nyer

jük, hogy

(18) (1-A)x=RBx. 
Így tehát x konstans voltának feltétele kifejezhető a

(19) det (1 -A - RB)= 0
alakban. Ez - bár emlékeztet a dinamikus Leontief-rendszer megoldására -
mégis azt a látszatot kelti, hogy nem minden struktúraváltozási R mátrix
fér össze a gazdaság egy adott "állapotával.

Igaz, a 18 egyenlet R = ?..l értéke esetén átalakul a

(20) (1 - A - ?..B) x = 0

már jól ismert megoldássá. Ekkor - és csak ekkor - az egyensúlyi pálya
eMx alakú egyöntetű növekedési rátát eredményez.

Az általános esetben is értelmezhetünk azonban egy ,,közös", ,,általános"
vagy ,,átlagos" µ növekedési rátát, ha feltesszük, hogy

(21) R = µIl, 
s azt vizsgáljuk, hogy a (18) alapján megalkotható

{22) (l -A - µllB) x = O

egyenlet milyen maximális µ ütemet enged meg. Ennek értéke egyértelmű,
és ismeretében az egyensúlyi pályát

(23) 

alakban adhatjuk meg, s így látható, hogy a struktúraváltozáa az egyes ága
zatok eltérő, egyéni µr 1, ... , firn értékű növekedésével jellemezhető.

A transzformációs mátrix értelmezése 

Ebből adódik a transzformációs mátrixnak, illotvo a mátrix logaritmikus
deriváltjának µ.R-nak lohetséges közgazdasági értelmezése is.

Ha az fl diagonális mátrix elemei például az l, 2, 3, ... értékeket veszik
fol, ez azt jelenti, hogy a megfelelő ágazatok a közös ft növekedési ütem Lszere
sével, 2-szeresével, S-szorosával stb. növekednek. Hasonlóan az 1/2, l/3 ...
értékek a növekedési ütem folezését, harrnadolását stb. fejezik ki.

A transzformációs mátrix, ha egységül a munkaerő sorát választjuk (µr n =
= ft, tehát r11 = 1), akkor rendre a munkatermelékenységnek az egyes ágaza
tokban elért változását fogja megmutatni, s így összefogja a technikai változást
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a munka termelékenységének változásával. kifejezve ezek hatását a gazdaság
szükséges struktúrájára illetve ennek megváltozására. Úgy tűnik tehát, hogy
ezzel új eszközt ad kezünkbe az említett kategóriák vizsgálatára, mérésére és
tervezésére.

Az árrendszer problémája 

Felmerül az a kérdés, hogy az ilyen változó technikával dolgozó rendszer
milyen árrendszert hoz magával, s elsődlegesen, hogy vajon változó vagy válto
zatlan arányú árrendszer alkalmas-e a struktúraváltozás mérésére. E kérdés
megválaszolásához kissé távolabbról kell nekiindulnunk.
P. Sraffa kidolgozta a ricardoi rendszernek megfelelő értékmérés módját:

olyan árrendszert definiált, amely lehetővé teszi az újratermelés zavartalan
lebonyolítását. Ezt az ,,egyensúlyi" árrendszert, amely eleget tesz a Ricardo
által felállított szigorú követelményeknek ,,önfinanszírozó" árrendszernek is
nevezhetjük, mert ezekkel (és csak ezekkel) az árakkal számolva a termelés
ágenseinek kiadásai és bevételei kölcsönösen kiegyenlítik egymást.

A gondolatmenetet a marxi újratermelési elméletre alkalmazva kitűnik,
hogy az úgynevezett értékarányos árak az egyszerű újratermelést teszik lehető
vé, míg az egyöntetű. profitrátát szolgáltató termelési árak az egyöntetű ütem
ben bővülő újratermelés arányainak megvalósítását segítik elő.

Sraffa alapgondolata azonban felhasználható bármely gazdaság ökonómiai
mértékrendszerének felállitására.

A mértékrendszer berendezése a dualitás elvének kiaknázásán alapul. Ha
ugyanis van egy

(24) x=Ax 
differenciál-egyenletnek eleget tevő rendszerünk, s ennek egy

(25) 

alakú egyensúlyi pályája, akkor a

(26) pA = Áp 
előírással definiált árrendszer használható fel a rendszer ,,mérésére". Mi ve
ez a p, a sajátvektorok általános tulajdonságai alapján perpendikuláris az A 
mátrix összes x0-tól eltérő (tehát nem Á-hoz tartozó) sajátvektorára, ezért a
px skalárszorzat a ,,mérés", tetszőleges x esetén felfogható úgy, mint az álta
lános x vektort a (kalibrált) x0 vektorra vetítő eljárás.

Ez a következőképpen látható be. Legyen A-nak egy második sajátvektora

(27) i = 1, ... , n - l,

akkor balról p-vel szorozva p Ax, = Ápxi = epxi. Így, ha Á # e, akkor (Á - 
- e) px1 = O fennállásából pxi = 0 következik, azaz p merőleges az összes
nem Á-hoz tartozó sajátvektorra.

A mérés, illetőleg az árrendszer tehát minden az egyensúlyi x0 pályától
eltérő megmozdulást honorálatlanul hagy - így ezen az árrendszeren az tar
tósan nem is mehet végbe, mert az x0 pályától való eltérés esetén azonnal
hiányok, illetőleg feleslegek lépnek fel az egyes ágazatokban.
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Ilyen értelemben állítható, hogy bármely ,,ökonómiai tér" kielégíthetően
rendezhető és mérhetővé tehető, hacsak ismerjük az ebben a térben működő
gazdasági rendszer mozgástörvényeit. A rendszer sajátos működése az, amely
- a dualitás elvére támaszkodva - a mértékrendszer megalkotását lehetővé
teszi.

Ezt az elvet próbáljuk a következőkben kiaknázni arra, hogy egy bővített
újratermelést folytató rendszer értékarányait meghatározzuk akkor, amikor
ez a rendszer strukturális változásoknak (tehát technikai, ízlésbeli stb. fejlő
désnek) van alávetve.

Az önfinanszírozó árrendszer 

A tárgyalt változó arányoknak és struktúrának megfelelő, nyilván szintén
változó r1 bal oldali árvektort a primális oldal ,,tükörképe" szerint keresve,
megpróbáljuk azt a

(28) 

alakban előállítani, ahol p valamely konstans vektor. Ekkor a (18) ill. (22)
egyenlet duálisaként kapjuk, hogy p a
(29) p(l-A-µBR)=O 

egyenletből nyerhető, s így pa BllQ mátrix legnagyobb (pozitív) : sajátértéké

hez tartozó sajátvektor.
Mivel a (22) egyenlet x órtékót a QRB mátrixból azámít.ja, bizonyítanunk

kell,még, hogy e két mátrix legn~_g_yo!?b sajátértóko azo~os. Ez azon,b~n b~lát
hato abból, hogy (BilQf = (Q1.RB1), ahol a, '1' betű transzpozíciót Jelöl.

Közgazdaságilag ez úgy értelmezhető, hogy olyan árrendszer felel meg
célunknak, ahol a befektetett termelési eszközök után számítva a w1, ... , 1lr11 
növekedési rátálmak megfelelő, tehát eltérő százalékos rátájú haszonkulcs
térül meg az önköltségen kívül, 1:, ozonkívül az árak a termelékenység növeke
désének megfelelően és a (28) egyenlet által megadott módon tehát eltérő
ütemekben állandóan csökkennek.

Infláció és termelékenység 

Érdekesen interpretálható az a tény, hogy minden e01Ae-01 alakú matema
tikai transzformáció változatlanul hagyja az A mátrixot, tehát e tetszőleges
értéke mellett ,,egységtranszformáció" marad.

Ez az árrendszerre vonatkoztatva azt mondja ki, hogy a fent meghatározott
árrendszer összefér egy e ütemű inflációval - s így az áraknak nem kell szük
ségképpen csökkenníök, A volumenrendszerre vonatkoztatva pedig azt mondja
ki, hogy a termelékenység általános, minden ágazatra (tehát a munkaerő
szektorára is) kiterjedő növekedése észrevétlen marad, mert nem hoz magával
változást, s ezért nem is beszélhetünk a termelékenység abszolút értékéről
csupán relatív változásairól vagy viszonyáról.

( Beérkezett: 1978. január 26-án) 
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MATHEMATICAL REPRESENTATION OF STRUCTURAL CHANGE

A simplified version of the RAS process is exploited to represent structural change.
'The dual, volume and price equilibrium vectors are characterized and the changes are
connected with changes of productivity,
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DOBÓ ANDOR

Megjegyzések a szabályozási rendszerek 
stabilitásának vizsgálatához 

Oskar Lange ,,Bevezetés a közgazdasági kibernetikába" című [l] könyvének
a szabályozási rendszerek stabilitási elméletével foglalkozó fejezetében bemu
tatja, hogy a szabályozáselméletben alkalmazott matematikai módszerekhez
hasonló módszerekkel miként oldhatók meg olyan feladatok, amelyek arra
vonatkoznak, hogyan reagálnak élő (emberi és állati) szervezetek külső inge
rekre. Lange hozzáteszi, majd később több példával is illusztrálja, hogy az
ilyen kérdéseknek nemcsak a lélektanban van gyakorlati jelentőségük, hanem
a gazdasági számításokban is.

A tárgyalás alapjául választott példát S. Goldberg [2] könyvéből (103. oldal)
meríti. Eszerint, ha Pn+i annak a valószínűsége, hogy az állat a kísérletező
által kívánt módon reagál n ' 1 ismétlés után az ingerek adott együttesére,
akkor - az állatok viselkedésének statisztikai vizsgálata azt mutatja, hogy -
Pn+i és p,, ún. reakció valószínűségek között a kapcsolat jó közelítéssel lineáris
nak tekinthető. (Lábjegyzetben hozzáteszi, hogy a bemutatott példa azon a
felfogáson alapul, amelyet R.R. Bush és F. Mosteller képviselnek "A Mathema
tical Model for Simple Learning" című cikkükben. Psychological Review,
1951.) A közöltek alapján tehát felírható az alábbi állandó együtthatójú
differenciaegyenlet:

AI z Pn+i = a ' mpn,

ahol 0 _s;: p,, _s;: 1, (n = 0, I, 2, ... ), valamint m 2 0. Az (1)-et gyakran tanulási
egyenletnek is nevezik, s a benne szereplő a és m paramétereket kísérletek útján
határozzák meg.

Ezt követően Lange a további vizsgálatok céljából az AI z alakkal szemben
,,előnyösebb"

( l ')

illetve

(l")

Pn+i = a ' (1 - a b) Pn = Pn ' a (1 - Pn) - bp,,,

Pn+i - Pn = a(l - p ..z l bp,,

alakokat választja, ahol az m = 1 - a - b 2 0 mellett feltételezi azt is,
hogy a 2 0, b 2 0, amiből 0 _s;: a ' b _s;: 1 következik. Ennek az ,,átírásnak"
elsősorban az a jelentősége, hogy az a és b paramétereknek, mint súlyoknak
könnyebbé válik az értelmezése. az [l]-ben leírtak szerint: ,,az a para~ét~r
olyan körülmények együttesétől függ, amelyek a kísérleti eredmények maxima
lis javulása felé hatnak, ab paraméter pedig olyan körülményektől, amelyek a
kísérleti eredmények maximális romlása irányába hatnak. Az a paraméter
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tehát a pozitív ingerek intenzitásának mérőszáma, a b paraméter pedig a
negatív ingerek, vagy ún. elleningerelc intenzitásának mérőszáma. Pozitív
ingerek lehetnek például a jutalmak, negatív ingerek pedig a büntetések, vagy
az állat reakciójával összekötött egyéb kellemetlenségek." Miután [l]-ben
bizonyítást nyer, hogy ha létezik p,, határértéke, úgy

(2) l. a r 
lm Pn = -- = -. -- = z 

n-= Cl+ b I ' r
(b >O),

aahol r = - az alkalmazott oktatási módszer mérőszámának, így a motiváció
b

struktúrájának is felfogható. A szerző rámutat, hogy a kapott eredmény
hogyan használható fel bizonyos gazdasági kérdések megoldására. Példaként
vizsgálja a prémiumrendszert, pontosabban azt, hogy kifizetődik-e az ellen
ösztönzők ellen folytatott harc, ha azok hatása az ösztönzők megfelelő növe
lésével gyöngíthető?

Gazdasági szempontból levonja azt a következtetést, hogy a magas prémiu
mok alkalmazása helyett ,,olcsóbban" érhetjük el a kedvező eredményt az
ellenösztönzők (veszteségek) csökkentésével, vagy teljes felszámolásával. Ha azt
akarjuk, hogy z"""' l legyen, akkor azt általában könnyebben érhetjük el b érté
kének csökkentésével, mint a értékének növelésével, ami végsőfokon mindkét
esetben r növelését célozza. Még másképpen: Ha b ~ a és a értékét L'.1 > 0

értékkel növeljük, akkor az így kapott a ' L'I = z0 érték mindig kisebb
a+.d+b

alesz a z1 = ----- értékénél, ami tehát a növelése helyett b értékének
a+b-L'I 

ugyanazon C-2l > 0 értékkel való csökkentése mellett áll elő.
Különösen érdekes az a példa, amelyet Lengyelországban a parasztok

ösztönzésére alkalmaztak azért, hogy olyan ipari növények termesztését
fokozzák, amelyeknél számottevően gyakoriak a természeti csapások (fagyás,
szárazság, jégverés stb.) . Lanqe közli, hogy bizonyos növények felvásárlási
árának jelentős felemelésével (tehát az ösztönzők növelésével) sem tudták
elérni a vetésterületek lényeges növelését. Elérték viszont azt az ellonösztön
zők megszüntetésével oly módon, hogy bevezették az ún. ,,szerződéses" nö
vénytermesztés általános elemi kárbiztosítását, amely nem járt jelentős költ
séggel.

* * *

A jelen sorok írója nem tud arról, hogy hazánkban a gazdasági tevékenység
bármely területén az itt közölt megfontolásokat konkrétabb formában alkal
mazták volna.

Hogy az alkalmazás nemcsak lehetséges, hanem esetenként indokolt is,
a;zt némileg érzékelteti pl. az üvegviaazaváltáaeal foglalkozó 2/1978. (III. 31.)
AH sz. rendelet, melynek lényege, az ún. lépcsőzetes betétdíj bevezetés.

Amennyiben az az optimális stratégia, hogy a forgalmazó az üvegszükség
letét az összes meglevő üveg fölhasználásával is próbálja kielégíteni, akkor
az itt közöltek szerint az úgy érhető el könnyebben, ha az ellenösztönzőket
csökkentjük. Ez azt jelenti, hogy igyekszünk csökkenteni azoknak a ténye
zőknek a hatását, amelyek az üvegvisszaváltás ellen hatnak.
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Nyilván a visszaváltás ellen hat az alacsony betédíj és a kereskedelem érdek
telensége. Ezek a hatások lényegesen befolyásolhatók a visszaváltási ár meg
·választásával.

Úgy tűnik, hogy a rendelet a vásárlók magatartásával - ami függ a betét
-díj alakulásától - kevésbé számol, hiszen egyes üvegeknél a betétdíj csökken.
Feltehető viszont, hogy a betétdíj csökkenésével csökken a visszavitt üvegek
száma is. E helyen nem bocsátkozunk a probléma részletesebb elemzésébe,
csupán megjegyezzük, hogy bizonyos egyszerű feltételek mellett kimutatható,
hogy a forgalmazó, a vásárló és áttételesen a kereskedelem is akkor jár jól,
ha a betétdíjakat nem csökkentik, hanem emelik.

E példa kapcsán talán nem lenne érdektelen elgondolkodni azon, hogy
esetenként mennyivel sikeresebbek, hatékonyabbak lehetnének a rendeletek,
ha ahol csak lehet, jobban támaszkodnának a matematikai, gazdaságkiberneti
kai megfontolások, eredmények felhasználására, alkalmazására.

Miután napjainkban olyan fontossá és szükségessé vált az ipar termékszer
kezetének az átalakítása, korszerűsítése, a vállalatok termékeinek tőkés piaci

-értékesítés irányába való elmozdítása, a, kiemelt beruházások ösztönzése,
ezért e területen is feltehetően hatékonyabbnak és gazdaságossabbnak bizo
nyulna olyan megoldások keresése, amelyek az ösztönzők felemelése helyett

-az ellenösztönzők megszüntetését céloznák.
Az ilyen irányú vizsgálatokhoz ezúttal a szerző úgy kíván hozzájárulni,

hogy egyrészt felhívja a figyelmet a Lange által választott ,,tanulási egyenlet"
•a és b paraméterének egy újabb lehetséges értelmezésére, másrészt, hogy
tisztáz bizonyos módszerbeli félreértéseket, s egyben a stabilitás ,,kihasználá
sának" mellőzésével adja meg az (I) egyenlet általános diszkrét megoldását,1
amiből már A4z egyszerűen adódik. (Tehát nem tételezi fel előre az egyensúlyi
állapot létezését, az bizonyos feltételek mellett adódik magától!)

Evégből jelölje An azt az eseményt, hogy a vizsgált állat a kísérletező által
kívánt módon reagál n ismétlés után az ingerek adott együttesére. Az An

•esemény bekövetkezésének valószínűségét jelölje p11; vagyis legyen P(An) =
= Pw Azt az eseményt, amely abban áll, hogy az An esemény nem következik
be, az An esemény ellentétének nevezzük és Án-sal jelöljük. Az A11+1 eseménynek
az An eseményre mint feltételre vonatkozó feltételes valószínűséget jelölje a; 
vagyis legyen:

-A5z r Aa 11'I Y Á11) = a,
-Ai z P(Á11+1 Y An) = b.
Mint ismeretes a teljes valószínűség tétele értelmében

Asz r Aa 11' I z = P(An+il a..z P(A11) ' P(An+il Án) P(Án)·

Mivel P(Án) = I - p11 és P(An+il A,,) = I - b, ezért (5) az alábbi alakban
írható:

Pn+i = (1 - b)p11 ' a(l - p,,) =a+ (l - a - b)p11,

1 Ez azért lényeges, mert elvileg létezhet a ,,stabilitás kihasználásától" füg(setlen más,
esetleg nem stabil megoldás is 2 Vagyis megoldások esetenként tágabb körben is l~hetnek.
Ilyen esetben viszont a formálisan alkalmazott technika, még ha megoldáshoz I s vezet,
olyan problémákat vet fel, amelyek mindenképpen magyarázatra szorulnak. A későbbiek
során ezekről még részletesebben esik szó.
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ami az m = 1 - a - b jelölés mellett megfelel (1)-nek. Eszerint tehát az a és b
,,paraméterek" mint súlyok feltételes valószinűséget jelentenek. Az (l) megoldá
sát az

A6z f(x ' I z l mf(x) = a 

lineáris állandó együtthatójú differenciaegyenletnek az f(0) = p0 kezdeti
feltétel melletti megoldásaként kapjuk. Ha m #- 1, akkor mint ismeretes
(lásd [3] 554. o.) (6) általános diszkrét megoldása

A7z 
a

f(x) = -- ' cm", 
1-m

ahol most e= Po - __a_. Ebből kifolyólag
I l m 

Amz Pn=_a__ ' (Po __a_) (1-a-bt.
a+b a+b

Innen pedig, ha Y l - a - bj < 1 kapjuk, hogy

(n = 0, 1, 2, ... )

I 2 a1mpn=--.
n-•- a+ b

A lektorok hívták fel a figyelmem arra - s ezért ezúton is köszönetet
mondok nekik - , hogy az általam átfogalmazott modell a Markov-láncok egy
speciális esetének is tekinthető, s mint ilyent viszont Rényi Alfréd az idézett
irodalomnál jóval korábban kimerítően tárgyalt, illetve alkalmazott. (Vö.:
[4] XIV. fejezet.)

Rényi tárgyalásában - az itteni jelöléseket megtartva - az interpretáció
a következő:

Vizsgáljunk egy üzemben egy gépet, amelyet időnként bekapcsolnak, egy
ideig használják, ezután kikapcsolják, egy idő múlva ismét bekapcsolják
s.i.t. Bármely időpontban vizsgáljuk is a gépet, csak két lehetőség áll fenn;
a gép működik (A1 esemény), vagy nem működik (A0 esemény).

Legyen Pp, annak a valószínűs6ge, hogy a gép t ' I időpontban az A" 
állapotban legyen, feltéve, hogy at időpontban (t 2 0 egész) az A1 állapotban
volt (j, k = 0, 1). (Itt feltételezzük, hogy az átmenet-valószínűségek függetle
nek attól, hogy a gép a t időpontot megelőző időpontokban mikor állt és
mikor működött!). Ha P01 = a, P10 = b, akkor az átmenet-valószínűségek
mátrixa:

2 AI l a.ll = b

s annak valószínűségét, hogy a gép a t = n időpontban működik a (8) alatti
kifejezés adja, melyben Po annak a valószínűsége, hogy a t = 0 időpontban
a gép működik. Ez esetben a lim Pn azt jelenti, hogy a Markov-lánc ergodikus:
I I n-• 
- , illetve - pedig annak az időtartamnak az átlagos hossza, amely időn
b - a
keresztül a gép egyfolytában működik, illetve nem működik. Az a és b-re
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nézve ez az értelmezés megkönnyíti a statisztikai adatok alapján való becslé
sek elvégzését. Ekkor

1
b

lim Pn = z = --- ,
n-= I I 

b ' a
s míg (2) szerint az átmenet-valószínűséget - vagyis b értékét -, addig (2')
szerint a várható értéket - vagyis 1/a értékét - kell csökkenteni.

(2')

L L *
Nyilvánvaló, hogy a probléma általánosabb megközelítéséhez jutunk, ha

?' (3) és ( 4) alatti feltételes valószínűségek az n értékétől függően alakulnak,
~lletve ha azok csak határesetben függetlenek n-től. A közölteknek egyik
Jelentősége éppen abban van, hogy segítségünkre lehet a feladat pontosabb
modelljének a megkonstruálásánál, a paraméterek értelmezésénél és kísérleti
meghatározásánál. Anélkül, hogy további részletekbe bocsátkoznánk, ide
tartozóan megemlítjük még, hogy Lange könyvében a kereslet és a kínálat
egyensúlyát kifejező (3.32) alatti ap1 = bp1_1 ' f3 - Yu egyenlet (lásd [l]
121.o) általános diszkrét megoldását is (7) szolgáltatja. Ez esetben

Pt= /3 - Yu' (Po - /3 - Yuz (·!!_)
I 

a--b a-b a

ahol p1 valamely termék árát jelenti at időszakban. A (9)-ből azonnal látható,

hogy a piaci áralakulási folyamat stabilitásának a feltétele, hogy I ~ I < 1
1a

legyen. Ekkor a kereslet és a kínálat az egyensúly felé törekszik. A paraméterek
alakulásától függő további diszkutálást mellőzzük, csupán arról teszünk
említést, hogy mivel a gyakorlatban a ~ 0, b > 0, 0 ~ f3 ~ Yu. ezért Pt álta
lában nem monoton, hanem ingtidozásokat mutató függvény.

Végezetül rá kívánunk mutatni arra, hogy a Lange által választott megoldás
technika2 szerint j b Y > Y a Y esetén is az ap = bp ' f3 - et. egyenletnek

P = /3 - Yu a megoldása, jól lehet ez esetben lim p1 =/= p. Ebből kifolyólag
a b 1--

előfordulhat, hogy a matematikában kevésbé jártas alkalmazó ,,ha lim Pt
t-= 

létezik, akkor az p-vel egyenlő" alapon akkor is számol ily módon, amikor
Valójában nem lehet, vagyis amikor Y b Y > Y a Y2 Elegendő ehhez bizonyítás
nélkül a határérték létezésének a feltételezésével élni, ami alkalmazásoknál
gyakran megesik. Matematikai szempontból tehát a megoldással és a meg
oldás módjával kapcsolatos kérdések tisztázása, a megfontolások ,,finomítá
sának", az egyes lépések ,,indoklásának" az igénye nem alaptalan. Induljunk

A8z 

4 Ennek lényege, hogy feltételezzük a differei:ciaegyenlet által jel;e:n.-zett fi~ggvé1;iy
nek létezik p-al jelölt határértéke. Ezt az eredeti egyenletbe helyettesítjük, majd az 1gy
!:apott összefüggésböl p értékét meghatározzuk. Ez.t követően az eredeti egyenletbe a
Pn = Pn - p kifejezést helyettesítjük, s ezált~l gyakran Pn•re már olyan egyenletet ka
PUnk, amelyet könnyebben meg tudunk oldani.
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ki először is abból, hogy m = 1 esetén (1)-nek a megoldásához a Lange által
is használt úton nem juthatnánk el, mert akkor p - p = a lenne, ami, ha,
a¥= 0, lehetetlen. Megoldás viszont ilyen esetben is van. Például p0 = b 
esetén Pn = an ' b. Mint látható, ez esetben lim(p11+1 - Pn) létezik, de végesn--lim p11 nem. Ebből azonban még nem következik, hogy az [l]-ben több helyenn--
is alkalmazott megoldás-technika csak lim Pn létezése esetén vezethet célhoz.

7I l' < 

Tudniíllik, ha határérték egyáltalán nem létezik, a formálisan felírt egyenletnek
p-re nézve még lehet olyan megoldása, hogy a Lange által is alkalmazott
technikával a vizsgált differenciaegyenlet megoldásához juthatunk. Példa.

lehet erre az m < -1 eset, mikoris p = !!_ és így Pn < !!_ ' (Po - !!...) (-1 )11;
2 . 2 2

aitt tehát, ha Po # - , határérték nem létezik. A közölteknek az a magyarázata,
4 

hogy igen gyakran, a határérték létezésétől függetlenül, a formális felírás
révén p-ra olyan kifejezést kapunk, amely az inhomogén egyenlet egy parti
kuláris megoldását adja. Ilyen esetben pedig Pn - p = Pn a homogén egyenlet
megoldása. Mint ismeretes (lásd [3] 553. o.), a homogén egyenlet általános
diszkrét megoldásának (ami a homogén egyenlet összes partikuláris megoldásá
nak lineáris kombinációjaként áll elő) és az inhomogén egyenlet egy partikuláris
diszkrét megoldásának az összege adja az inhomogén egyenlet általános diszkrét
megoldását. (Esetünkben: Pn = Pn ' p z2 Az elmodottakra jó példa a

Pn+1 - mp11 = a11 (a# m. # l; l a l < l} 

egyenlet megoldásának az előállítása. Most, ha n--+ oo p = 0, s így Pn = p11;

vagyis ezen az úton nem tudjuk a homogén egyenlet megoldását adni. Ha
an

viszont észre vesszük, hogy p:; = --- az inhomogén egyenlet egy parti
a - m

kuláris megoldása, akkor már Pri = Pri - p:; a Lange által választott úton köny
nyen előállítható, s végeredményként kapjuk, hogy az általános diszkrét

an
megoldás Pn = --- ' cm" alakú. Az itt közöltek ugyan matematikai;

a-m
,,finomkodásnak" ,,precízkedésnek" és így az alkalmazás szempontjából fe  
leslegesnek tűnhet, jelentőségük azonban még sem lebecsülendő. Az elmon
dottakat főleg azok tudják hasznosítani, akik a közgazdasági problémák
megoldására felírt differenciaegyenleteket a Lange által is használt techniká
val ,,rutinszerűen" akarják megoldani, s ilyenkor az egyik-másik lépésnél'
ellentmondással, érthetetlenséggel találkoznak, és így az eljárással szemben
elbizonytalanodnak. A közöltek feltehetően nagyobb biztonságot adnak
a megoldástechnika helyes és célravezető kezeléséhez.

(Beérkezett: 1978. február 28.)



SZABÁLYOZÁSI RENDSZEREK STABILITÁSÁRÓL 47 

IRODALOM

1. LANGE, 0.: Bevezetés a közgazdasági kibernebik.ába. Budapest, 1967. Közgazdasági és
Jogi Könyvkiadó.

2. GOLDBERG, S.: Introduction to Difference Equations. New York-London, 1958.
3. SZÉP, J.: Analízis. Budapest, 1972. Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó.
4. RÉNYI, A.: Valószínűségszámítás. Budapest, 1954. Tankönyvkiadó.

NOTES ON THE STABILITY ANALYSIS OF CONTROL SYSTEMS

..,. The author presents another new interpretation of the parameters a and b of the so
called "learning equation" of form Pn+i = a + ( 1 - a - b)Pn playing a role in the theory
of stability of control systems, pointing out that they can be conceived as conditional
probabilities, too. He deals with clarifying and answering mathematical problems of one
of the "routine methods" widely spread (especially in economic literature) for the general
solution of difference equations.
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npHH51TblX H pacnpocrpaneuusrx MCTOAOB pewCHl-151 061111-1x .n:mp(jJepem-11-1aJJhHhIX ypaBHCHHH
(ocoöeano B 31(0HOMHlJCCl(0H nareparype).



SIMONOVITS ANDRÁS

5 d e c e n t r a l i z á lt szabályozás m a x i m á l i s 
k o n vergenciasebessége

1. u e v e z e t é s 

Ebben a dolgozatban a következő kérdéssel foglalkozom: Elemi d~centrali
zált szabályozásnál / ·4wC# Xw{_8°# tart a dinamikus rendszer a normatív
pályájához? Feltételezem, hogy az olvasó ismeri ő{ _#°·T>·/ {#{{·!8 (1977)
(röviden KS-1) és ő {_#°·=>·/ {#{Í ·!8 (1975) (röviden KS-2) dolgozatokat,
legalábbis a 6. és a 7. fejezetét.

A közgazdasági szabályozási modellek többsége [{4w!{#{8 idővel dolgozik,
eltekintve attól, hogy nagyon sok gazdasági tevékenység csak 8\°3°8\ {8°# 
végezhető el. Ezekben a modellekben vizsgálatunk kérdése egyáltalán nem
tehető fel, mert a _C°3•·68C"C88é XC3 megfelelő növelésével a 3{#ÍC_XC#•·°  
8C"C88éX tetszőleges naggyá tehető. Szorítkozzunk tehát a ~·8\3_é ! idővel
dolgozó modellekre (pl. ö •V°~~C# (1969)). Általában ezekben a modellekben
sem vizsgálják a konvergenciasebesség függését a reakciósebességektől.
Például ö •V°~~C# (1969) modellje csak olyan reakciósebesség-vektor léte
zését mutatja ki, amely csiga lassúsággal közelíti a rendszert a normatív
pályájához. (Félreértést elkerülendő megjegyezzük, hogy általános modell
ben ennél több nem is mondható))

Természetesen vannak kivételek: például I OS ö °_8•O°3 (1972), >·/ {#{Í ·!8 
(1976) és KS-1, hogy csak e dolgozatban szereplő tanulmányokra utaljak.

Ebben a dolgozatban a KS-1-ben ő {_#°· j á #{88°4 együtt megkezdett
vizsgálatot folytatom. Mint ott, most is az °8\ ·/ P!{!·3µ8 4•{#ÍC_XC#•·°8C"C8é X 
XC4 mérjük a stabilizálás gyorsaságát. Ez a mennyiség azt mutatja, hogy O{88\ ú  
!á Í {# az C4!é _é 8 időszakról időszakra hányad részére zsugorodik. Például,
ha a konvergenciasebesség 2, akkor hosszútávon az eltérés időszakról idő
~zakra a felére csökken. Megjegyezzük, hogy az (aszimptotikus) 8!°"·4·!á 8 
epp azt jelenti, hogy a konvergenciasebesség nagyobb mint 'R 

Mérőszámunkat a numerikus analízisből kölcsönöztük, ahol nagy sikerrel
használják különböző eljárások gyorsaságának mérésére és összehasonlítására.
Például lineáris egyenletrendszerek iterációs megoldásánál a Gauss-Siede~
rnódszert nagyobb konvergenciasebessége miatt részesítik előnyben a Jacobi
rnódszerrel szemben. o] °_X° (1962) Theorem 3.3; Corollary.)

Természetesen ez a mérőszám csak O{88\ ú !á Í ú szabályozás esetén megbfz~
~1ató, pontosabban: ha a szabályozásra elég sokszor sor kerül egymás ~t~~1

időszakokban. Míg a numerikus analízis esetében ez a feltétel gyakran teljesül,
a közgazdasági alkalmazásnál korántsem ez a helyzet. Gondoljunk csak arra,
hogy az előbbinél több tizedesjegyű %-os pontosságra törekszenek, a közgazda
ságtanban pedig legfeljebb 0,1 %-os pontosságra. .
. Miért nem dolgozunk akkor olyan mutatóval, amely azt méri, hogy mennyi
1dőszakra van szükség ahhoz, hogy a rendszert relatív eltérése mondjuk 0, 1 ) 

2 
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alá süllyedjen 1 Válaszunk egyszerű, bár nem kielégítő: A most említett mutató
függ a rendszer kezdőállapotától és a kíván pontosságtól (esetünkben 0,1 ) ~ 
- ellentétben a konvergenciasebességgel.

Mindenesetre alapmodellünk felvázolása (2. fejezet) után külön vizsgálatok
egy mutatót, amely a rövidebb távú elemzésekben hasznosabb lehet mint
a konvergenciasebesség (3. fejezet).

A szabályozás símaságával kapcsolatban vezette be Bródy (1973) a jól
orientáló szabályozás fogalmát, amely azt követeli meg a rendszertől, hogy
minden skalár változója minden időszakban előjelváltás nélkül közeledjék a nor
matív értékéhez. Bár Bródy követelményét jogosnak tartom, igazolom, hogy
túl szigorú: ekvivalens ugyanis a rendszer elemi szabályozhatóságával, ami azt
jelenti, hogy a rendszer egy időszak alatt a normatív pályára állítható. Ez utóbbi
követelmény elemi decentralizált rendszerekre csak a triviális és érdektelen
,,független alrendszerek" -nél teljesül.

Ennyi figyelmeztetés után rátérek a konvergenciasebesség alkalmazására.
Az 5. fejezetben bebizonyítom, hogy produlctiv Metzler-gazdaságban csillapí
tott rcakciósobessógck esetén az azonosan egységnyi reakciósebesség-vektor
adja a maximális konvergcnciasebességet, röviden: az optimumot. Ez a reak
ció optimális a független alrendszereknél is, amikor is elemi szabályozhatóságot
is nyújt. Nern igaz viszont, hogy feltétel nélküli optimum volna általában.

Ezért, érdekes, hogy a KS-1 speciális esetében ez az utóbbi állítás is igaz.
Mellesleg a KS-1 4. Tételében a KS-1 gazdaságról állapítottuk meg azt, amit
most az általánosabb produktív Metzler-gazdaságról.
A 7. fejezetben igazolom, hogy a KS-2 rendelésjelzóses gazdaság maximális

konvergenciasobessége (majdnem) mindig nagyobb (kivételesen egyenlő)
mint a KS-1 kész.letjclzéses gazdaságé.

Köszönetnyilvánitás. Dolgozatom szorosan kapcsolódik Kornai János, al
közösen irt (1975a,) (I97fib) és (lü77) dolgozatainkhoz. Itt köszönöm meg
Kornai Jánosnak a kutatás során nyújtott segítségét.

A dolgozat korábbi változatát többen elolvasták. Hasznos észrevételeikért
köszönet illeti Bródy Andrást, Kapitány Zsuzsát és 'Tarján Tamást. Külön
megköszönöm Martos Béla alapos bírálatát.

Bx 1 l e m i d e c e n t r a l i z á l t s z a b á l y o z á s é s k o n v e r g e n c i a s e b e s s é g 

Ebben a fejezetben egészen röviden megismételjük Simonovits (1978a)
dolgozatban bevezetett elemi docontralizált szabályozás alapfogalmait.

x N-dimenziós állapoteltérés vektor; x = ,Í ++~W1,

ii N-dimenziós szabályozás eltérési vektor; u = ,LpW1,

R NxN dimenziós reálstruktúra matrix; R = (r",,)~=t ~1,
t diszkrét idő,
(xv, úu) a v-edik döntéshozó állapot, ill. szabályozási eltérés változója.
A rendszer mozgásegyenlete

(~.l) x(t J 1) = x(t) J Ru(t), Í ,> ~ adott.

5 z elemi decentralizált szabályozás N-djmenziós reakciósebesség-vektora:
f = [fvJ~1- A szabályozás egyenlete:

(2.2) u(t) = - <t> x(t). 
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(2.1)-(2.2) összevetéséből adódik az állapot-átmenet egyenlet:

(2.3) x(t J l) = [J - V06~xp Í ,w~+ Í ,> ~ adott,

ahol I az N-dimenziós egységmátrix.
Ismert, hogy (2.3) megoldása N db alapmegoldás egyértelmű lineáris kombi

nációja, ahol az alapmegoldások
(2.4) x[v, t] 3 ).t[v] x[v] v 3 1, ... , N 
alakúak, tehát {x[v ], Ji.[v ]} a következő sajátvektor-sajátérték feladat meg
oldása:
,t R5~ J.[v]x[v] = [I - R<f)]x[v]. 

Legyen ,1. a(z egyik) maximális abszolútértékű sajátérték:

(2.6) i?'.:I = max {l),[v]I; 1 < v 0 N}.

Most már definiálthatjuk az (R, f) rendszer (aszimptotikus) konvergencia
sebességét:

(2.7) 1/I l I.
Ugyanis az alapmegoldások lineáris kombinációja aszimptotikusan úgy

viselkedik, mint a maximális abszolútértékű sajátérték(ek)hez tartozó tag(ok).
A szemléletes jelentés egyetlen ilyentag esetében nyilvánvaló: ekkor az aszimp-
totikus kifejezés cJ1x, amelynek minden eleme tényleg 1/I l I részére zsugo
rodik minden lépésben.

A továbbiakban a 7. fejezet kivételével mindig föltesszük, hogy a saját
hatás nem nulla: ryv # 0. Ekkor alkalmas mértékegységek bevezetésével föl
tehető, hogy

(2.8) rvy = 1 l ~ y /o N. 

Érdekes megvízsgálni, hogy mi történik, ha a v-edik egység figyelmen kívül
hacryja a többi egység létezését. Ekkor a v-edik alrendszer egyenlete a v-eilik
döntéshozó fejében
(2.~)) x,,(t J 1) = (1 - fv)x

11
(t) Í ++,> ~ adott.

Ekkor a naiv optimális reakciósebesség.

(2.10) /,, = l,

amely az l. időszaktól kezdve a normatív pályán tartaná a v-edik alrendszert,
ha az tényleg független volna.

Mivel a v-edik döntéshozó állapota általában függ a többi döntéshozó álla
potától, (2.10} általában nem optimális. Ezért érdekes a Bevezetésben _említett
eredmónypár (2.10) optimalitásáról. Erre azonban csak az 5. és 6. feJezetben
térünk vissza.

3. Az optimális reakciósebesség és a szabályozási időszak hossza

, A bevezetésben már említettük, hogy a konvergenciasebesség csak ho~s~ú
tavon mér megbízhatóan. A közgazdaságban pedig nagyon gyak~an rövid
távra kell szabályozni. Hasznosnak tűnik egy olyan modell bemutatasa, amely

4*
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tükrözi az optimális reakciósebesség és a szabályozási időszak hosszának kap
csolatát. Ez a példa Simonovits ( 1976) dolgozataiból származik, amelyben
T. Marschak (1972) tévedését javítottam ki. Ellentétben aKS-1 és KS-2 dolgo
zattal, a fenti két dolgozat ismeretét egyáltalán nem tételezem föl.

Mi az optimalizálandó célfüggvény? A Bevezetéssel összhangban arra
törekszünk, hogy az optimális reakciósebesség független legyen a kezdeti
állapoteltéréstől. Célszerűnek látszik tehát a kezdeti állapoteltérést való
színűségi változónak tekinti. Egyszerűség kedvéért elemeit nulla várható
értékű, egységnyi szórású és páronként korrelálatlan valószínűségi változók
kal írjuk le. Képletben:

(3.1) Gojo,P~ = P és Gojo,P~ x(o)' = I.
Legyen a vizsgált időszak hossza T J 1, ekkor az x(T) végállapoteltérés

vektor várható hosszúságát (pontosabban négyzetét)

(3.2) rJ(f, • ~ = ei(T)' x(T) 

adja. Természetesnek tűnik ezt a mennyiséget venni veszteségfüggvénynek,
amelyet az optimális reakciósebesség-vektor minimalizál.

Szükségünk lesz még a következő matomatilrai egyszerűsítésekre: az R 
mátrix szimmetrikus és pozitív definit:1

(3.3) R' = R és v'Rv > f (v # f ~ 

valamint az f reakciósebesség vektor elemei egyöntetííek:

,=R2~ I= cpl.
Szükségünk lesz az R mátrix eajátértékeire is:

(3.5) s; > 0 1 ~ v 0o N.

Ekkor (2.3) és (3.1-5), Rés (s) hasonlóságából I; (l - rvcp)2T = I; (1 - s,,cp)2T
fölhasználásával a v v

(3.6) D(cp, '1.1) = I:~1(1 - s,,cp)2T

összefüggéshez jutunk, amelyből közvetlen ül vizsgálhatjuk a veszteséget cp
reakciósebesség és T időszakhossz függvényében.

(3.6) differenciálásával a cpT optimális reakciásebeeséqre (konvex függvényről
lévén szó) a következő szükséges és elégséges feltételt kapjuk:

°"N (l S cp )21'-l ,, - Ü ~v=l - v T 0u - •

(3.7) egyenletből általában nem lehet kifejezni cprt, Szorítkozzunk tehát
olyan R mátrixokra, amelyeknek két különböző sajátértélrük van, s<m) és
s<M>, k(m>, ill. \ ,- ~ multipiioitáasal:

(3.7)

(3.8) y0H~ < y,- ~ ó y :U,H~ J ÓU,- ~ = N.

1 Figyelmeztetjük az Olvasót, hogy itt nincs terünk P+ (3.3) feltevés közgazdasági értel
mezésére, lásd T. Marschak (1972). Számunkra a feltevés csak a számolás megkönnyíté
sére y_P lgá!.
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Ekkor (3.7) szerint
· 

2r-1 2r-1---v k(m) s(m) + Vk(M) s(M)
(/Jr = __2_r l 2r l _

s(m) Vic<m) s(m) + s(M) V~k-(M_)_s_(M-) 

(3.9)-ből könnyű belátni, hogy
(3.10) ({Jr t cp~, ha 7c(m)s(m) < 7c(M)s(MJ,

(3.9)

,=R'' ~ 

(3.12)

ahol

CfJT t f/J~, ha 7c(m)s(m) > Jc(Mls(M),

-f/JT = íf)~, ha 7c(m)s(m) = /c(M)s(MJ,

(3.13) 2
rp~=

s<m) J s<M) 

és ffJT t ip: azt jelöli, hogy N·! ·D sorozat nő és határértéke f/J-·
Mivel

(3.14) \). [ = max ([ 1 - s<m)rp [, [ 1 - y,- ~·! � ~ 

a rendszer konvergenciasebessége, a (3.13)-ban bevezetett ífJ~ a maximális
konvergenciasebességet megvalósító aszimptotikusan optimális reakcióse
besség és

t ·! ,- ~3O 
=,- ~ 

a stabilitást biztosító reakciósebességek felső határa.
Világosabb képet kapunk, ha az alábbi speciális R mátrixra szorítkozunk:

(;,:; paraméter)

(3.15)

(3.16) rxv = fl,
X, 

ha

Könnyen belátható, hogy e mátrixnak két sajátértéke van:

(3.17) s<"')= 1 + (N -1) X, (k("'l=l) és sCM)=l--x,, (k(Ml=N -1), ha x<O
és

(3.18) s(m)= 1-:ic, (lc(m)=N-1) és s(Ml=l+ (N-1):ic, (k(M)= ' ~+ ha x>O.
Nyilvánvaló, hogy az R mátrix akkor és csak akkor pozitív definit (vagy

aiui ezzel ekvivalens, minden sajátértéke pozitív), ha

(3.19) 1---<x<I.
N-I 

A. (3.16) speciális mátrix esetén (3.10-12)-ben az esetek szétválasztása át
tekinthetővé válik. Rendre

\3.20)
N-2x < 'XN, x > 'XN és x = XN, ahol 'XN = --- .2(NO' ~ 
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Végül (3.12) feltétele teljesül még, ha X = 0. Vagyis az N-től függő X = XN
mellett csak a triviális x = f esetben, azaz N független alrendszer esetén,
azonos az adott időszakra vett optimális reakciósebesség ő ,,hosszútávú"
optimummal. Külön kiemelném, hogy x > XN esetén kis T-re előfordulhat,
hogy cpy > cp<NI), vagyis a rövidtávú optimum nem biztosít hosszútávon sta
bilitást.

Összegezve a föntieket:
1. Tétel: (3.1-4) feltevés mellett a rövidtávú optimális reakciósebesség lehet

kisebb mint a hosezúiáoú. optimum. (stab·il) és lehet nagyobb is (instabil). A lcét
mennyiség csak q, triviál·is széteső rendszernél azonos. (x = xwtől eltekintve!)

}IJ1egjegyzés: Erdernes kiszámolni a hosszútávú optimális reakciósebességet
speciális mátrixunkra. Helyettesítsük be (3.17)-ct, ill. (3.18)-at (3.13)-ba -
az eredmény mindkét cscthcn

t 
(3.20) ··W,Í ~ = -----,

2 +(N - 2) x 
ami N Ü 2 és x 'F 0 esetén kisebb, ill. nagyobb l-nél, aszerint hogy x Ü 0,
ill. x < f R Ezzel igazoltuk, hogy ő (2. l0)-bcli BőjX optimum általában nem
optimális.

Röviden utalnék Varga (1962) alternatív megközelítésére (3.2 pont): Le
gyen ' � ojoo� � az x vektor valamilyen .mormája.", hosszúsága. Ekkor t idő zuk
alatt a szabályozáa gyorsaságát [[x(t)[l/lli(0)[l hányados maximális értókével
jollemozhotjük, ill. e maximum z-cdik gyökével.

(3.12)

I 

h HőÍ ll~(t)[l -= 5.1. 
x(o)M [[x(0)[l

Belátható (Va,rg.:i, Theorem 3.2 és Corollary}, hogy

,=Rt t ~ i1 ,,.> j és lim i1 = i,
<O• W 

vagyis a véges táv(, konvorgonciaaobcsség kisebb (esetleg ogycnlő) mint
a hosszútávú, amely az előbbinek a határórtóko.

4. A szabályozás simasága és centralizáltsága

Az előző fejezetben példát hoztunk o,,, elemi docentra.lizált szabályozás
rövid- és hosszútávú minöeítésónek oltérésóro. A két szemlélet különbségét
Bródy , ' i : =~ dolgozatában nagyon szemléletesen tárgyalt~t és ~t kiutat a y_ő?á Ü 
lyozás airnasúgában, vagy ahogy ő nevezte, jól orienti'.Llóságában látta. Mivel
a jól orientáló seabé.lyosás ismérvót már n, Bovozetésbon iamortett.ük, most
képletbe öntjük e tulajdonságot:

(,.1.1) sgn xjt J l) = sgn xv(t) és { i,(t J K ~ { ooTO { xv(t) {+ 
ahol egyenlőség csak xv(t) = 0 e ietén áll, 1 :S: v :s;; N. (Itt sgn a az a valós szám
előjelét jelöli I)

Megjegyezzük, hogy Bródy nem korlátozta vizsgálatait elemi decentrali
zált szabályozásokra. Anélkül, hogy teljes mértékben követnénk Bródy fel-
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tevéseit, közelebb kerülünk hozzájuk, ha általánosítjuk a döntéshozók in
formációi függvényét. Céljainkra elegendő; ha a v-edik döntéshozó információja
a rendszer állapotának időben állandó lineáris skalárértékű függvénye. Kép
letben:

Yv(t) = c;x(t) l < V ;S;; N 
azaz a rendszer információ függvénye

,2Rt ~ y(t) = Cx(t). 

Nyilvánvaló, hogy elemi dencentralizált szabályozás esetén C = I, amikor
a döntéshozók saját állapotukat ismerik és mást nem ismernek. Általában
azonban a O mátrix főátlóján kívül is vannak nullától különböző elemek,
amelyek az információ rendszer bizonyosfokú centralizáltságával kapcsolato
sak. Mindenesetre föltesszük, hogy az információk együtteséből az állapot
egyértelműen meghatározható (amely azonban teljes centralizációt is meg
enged.) Matematikailag ez a C mátrix regularitását jelenti, szabályozáselméleti
kifejezéssel élve: a rendszer megfigyelhető. A döntési rendszer teljes decentrali
záltságát továbbra is föltételezzük: a v-edik egység döntése kizárólag saját
inforrnációjától függ: (vö. (2.2)-vel)

,2R=~ u(t) = (/) x(t). 
A továbbiakban azt bizonyítom be, hogy a fenti (R, C) rendszer jól orientál

hatósága szoros kapcsolutban van az inforrnációrendszer centralizáltságával.
Mindenekelőtt feltesszük, hogy irreducibilis reálstruktúrájú rendszerekre

szorítkozunk, hiszen a szabályozás szempontjából bármely reducibilis rendszer
llTeducibili::; alrendszereire vezethető vissza.

Bevezetjük az (R, C) rendszer elemi szabályozhat6ságáriak fogalmát is:
az (R, C) rendszer elemien szabályozható, ha, van olyan f reakciósebesség-vektor,
amelyre a rendszer bármilyen x(0) indulóállapotból az első időszakra a nor
matív pályára irányítható: x(l) = x*(l.). (Ha a rendszer valamelyik időszak
ban a norm atív pályára kerül, akkor ott is marad))

Nyilvánvaló. hogy egy elemien. szabályozható rendszer jól orientálható de
megfordítva nem. Sőt, a jól orientáló szabályozások egy része semmilyen véges
időszak alatt nem vezeti a rendszert normatív pályára, csak annak tetszőleges
közelébe. Ezért érdekes n, következő tétel.

2. Tétel. Az (R, 0) rendszer akkor és csak akkor jól orientálható, ha elemien
szabályozható, azaz ha az

,2R2~ RC mátrix reguláris és diagonális.

Mielőtt bizonyítanánk a 2. tételt, külön kimondjuk e tétel speciális esetét
az elemi decentralizált szabályozás esetére.

3. 'l'étel. Az elemi decentralizált szabályozás akkor és csak akkor jól orientáló,
ha a rendszer reálstrukt.úrája N db független egységből áll, ami irreducibilis
esetben N = 1-gyel ekvivalens.

lJ.fegjegyzéselc. A 2. tétel sokban hasonlít Martos (1976) bizonyos segédtéte
leihez.
A 3. tételből világos, hogy az elemi decentralizált szabályozás nem jól orien

tál, tehát indokolt a konvergenciasebesség durvább, de átfogóbb módszerének
alkalmazátia.
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A jól orientálhatóság és az elemi szabályozhatóság ekvivalenciája arra utal,
hogy Bródy ismerve meglehetősen szigorú, a valóságos rendszerekre aligha
alkalmazható. Ugyanakkor előfordulhat, hogy egy elemien szabályozható
rendszert több időszak alatt kell a normatív pályára vezetni, mert az egy idő
szak alatti célba juttatás megsérti a működőképességi feltételeket (amelyeket
egyébként az egész dolgozatban figyelmen kívül hagyunk.)

Itt utalunk arra, hogy a 7. fejezetben szereplő egy-szektoros (két döntés
hozóból álló) rendelésjelzéses gazdaság két időszak alatt a normatív pályára
vezethető, de egy időszak alatt nem. Azaz a rendszer szabályozható, de elemien
nem szabályozható.

Bizonyítás:
(i) Először a (4.4) feltétel és a jól orientálhatóság ekvivalenciáját igazoljuk:

Helyettesítsük be (4.2) és (4.3) összefüggéseket, (2.1)-be; az így kapott
x(t + 1) = (J - RC(/)) x(t) összefüggést a

(4.5) K = I - RC(f) 
jelölés segítségével tömörebben fölírhatjuk:

(4.6) x(t + 1) = Kx(t). 

Belátjuk, a jól orientálás szükséges 6s elégséges feltétele az, hogy ]( diago
nális mátrix és a diagonális elemek O és 1 között vannak:

(4.7) ]( = (kvv)~1, Ü </cv.,< 1.

Rögzítsünk egy tetszőleges v indexet és legyen x"(O) # 0 és x,.(O) = 0 minden
x # v-re. Ekkor (4.6)-ból

(4.8) xjl) = kv.Xv(O) és x,,(l) = k,,vx)O) minden x # v-re.

Mivel feltevésünk szerint x,.(O) = 0, (x # v), (4.1.) és (4.8) szerint k,,v = O
(x # v). Továbbá x"(O) # 0, tehát ismét (4. l) és (4.8) szerint O < k,.

11 
< J.

Mivel v tetszőleges, (4. 7) szükségességét bizonyítottuk.
(4. 7) eléqséqesséqe viszont triviális.

Mivel minden reakciósebesség nullától különböző, (4.5)-ből RC kifejezhető:

(4.9) RC = (J - K) (f)-1.

A jól orientáló szabályozás (4.7) föltétele szerint O < J - 1{ ,:S: I, tehát
RC tényleg reguláris 6s diagonúlis.

(ii) Rátérünk a szabályozhatóság és (4.4) ekvivalenciájának bizonyítására.
(4.6) szerint a szabályozhatóság ]( = O-val ekvivalens, amit (4.9)-be behe
lyettesítve ( 4.4)-höz jutunk. Megfordítva: ( 4.4) esetén (/) = (RC)-1 diago
náli: · és (4.5) szerint I(= O-hoz vezet.

5. A konvergenciasebcsség és a reakciósebességek kapcsolata
produktív gazdaságban, negatív idegen hatásoknál

Ebben a fejezetben rátérünk vizsgálatunk fő kérdésére. Hogyan függ a
konvergenciasebesség a reakciósebesség vektortól? Először viszonylag ál
talános feltevésekkel élünk a reálstruktúráról.
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Föltesszük, hogy a pozitív saját hatásokkal (vö. (2.8)) ellentétes, negatív
előjelűek az idegen hatások: [Metzler ( 1945 í].
(5.1)

és

(5.2) I< v <N.
A Simonovits (1978a) dolgozatban alkalmazott uralkodó saját hatás (l'M < 1')

feltevést most átfogalmazzuk.
A gazdaságot produktívnak nevezzük, ha minden állapot.növekedés meg

engedett (pozitív) döntéssel megvalósítható. Ismert összefüggés szerint ez a
követelmény akkor és csak akkor valósul meg negatív idegen hatások esetén,
ha az idegen hatások együttható mátrixának spektrálsugara kisebb mint
1. Képletben:

(5.3) e(M) < 1.

Megemlítjük, hogy a KS-I készletszabályozásos modellben az idegen hatá
sok negatívak és a gazdaság produktív. Viszont a KS02 rendelés-szabályozásos
modellben egyes saját hatások nullák és egyes idegen hatások pozitívak.
McFadden (1969) számpéldájában szereplő gazdaság viszont megint eleget
tesz (5.1-3) feltevéseknek.

(5.1) normáló feltevés mellett célszerű bevezetni a csillapított reakciósebes
ség vektor fogalmát:

(5.4) o < !v:;;;;;; 1, (I <'JI <N).
Emlékeztetjük még az olvasót az irreducibilis ciklikus nem-negatív mátrix

definíciójára: (Varga (1962) (2.33) képlet).
Az M N x N-es nem-negatív irreducibilis mátrix ciklikus (q indexszel),

ha sorai és oszlopai együttes átindexelésével a következő alakra hozható:

0 Ml 0
O o M2 O

(5.5)

Mq-1
0

ahol az Mp oszlopszáma az MP;l sors~ámával azonos, p = I, ... , q, (Mq+l__=
= M 1). (5.5) szemléletes jelentese ny~lv~nvaló: q db. osztályra ?ontva ~ do1?
téshozókat a p + I-edik osztály döntései csak a p-ed1k osztály állapotváltozá
saira hatnak (5.5) feltétellel ekvivalens meg a következő alak:

\13.6) Mq = (M(p))'f>=l >

ahol M(p) kvadratikus mátrix, amelynek dimenziója: MP sorainak száma.
Most már kimondhatjuk:
4. Tétel Produktív gazdaságban, negatív idegen hatások esetén.
(i) bármely csillapított reakciósebesség-vektor növelése növeli a konver

g1mciasebességet,
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(ii) bármely csillapítatlan egyöntetű reakciósebesség növelése akkor és
csak akkor csökkenti a konvergenciasebességet, ha az M mátrix ciklikus.

(iii) Mind (i), mind (ii) esetén (az utóbbinál föltéve, hogy JJ1 ciklikus) az op
timális reakciósebesség vektor minden eleme 1 (akár a naiv optimumnál) és
a maximális konvergenciasebesség

(5.7)

Megjegyzések:
A 4. Tétel KS-1 4. Tételének általánosítása, hiszen KS- 1 -nél az output

készlet változására (saját termelésén kívül) csak a, vételek hatnak, az input
készlet változásra (saját vételén kívül) csak a termelés hat: tehát M ciklikus.
(5.1-3) feltevések nyilvánvalóan teljesülnek. Az állítások azonosságát is
könnyű ellenőrizni.

Valószínű, hogy (5.1 3; 5) föltevések altalában nem biztosítják, hogy
tctszölogcs reakciósebesség vektorok között i!:! az egyöntetű egységnyi az op
timális.

Érdekes hasonlóság mutatkozik tételünk és a lineáris egyenletek iteratív
megoldásánál fellépő túl-relaxálá,8'i elv között [Varga (1962) pl. Theorem 3.lG.]

Bizonyítás:
(i) Hagyjuk el (2.5)-h{51 a v indexet és helyettesítsük he az egyszerűsített

kifejezésben az (5.1 -2) párost:

(5.8) ir = r r - <!> + M <t> J x
0 <fr" 1 esetén (5.8) jobb oldalán álló mátrix nomnoga.tív, tehát Frobe

niu~ Perron tétele szerint az (egyik) domináns gyök pozitív, jolöljük ezt
(x, A)-vr.tl.

(5.8)-ban visszahelyettesítve (5.2)-t, némi átrendezés után

(5.9) R(f) x = ( I. . ~) x, x O és ,1 > 0

összefüggést nyerjük. Jól ismert, hogy (3.1. 3) értelmében létezik R inverze,
melynek minden eleme pozitív: R-1 > O. •

Szorozzuk meg (5.9) mindkét oldalát (f)-JR-1(1. - A)-1-gyel:

(5.10)

Ismét Frobcnius =Perron tétele alapján (l - }.)-1 > O 11z <f)-1R-1 pozitív
mátrix spoktrálaugara, tehát növekvő függvénye (f)-1-nek. Vagyi:; 1/). nö
vekvő függvénye f-nek.

(ii) Az egyöntetii reakciósebesség-vektort (3.4) definiálja. Ezt behelyette
sítve (ő.Sl-ba, rendezéssel

(5.11) (,1 - 1 + cp) x = tp M.», 

sa.jé.tvektor-aajátérték feladathoz jutunk. Most nem tudjuk, hogy (x, A) milyen
előjelű, viszont (A - 1 + cp)/cp valamilyen sajátértéke M-nek, pl, egyenlő µ-vel:

(5.12) Mx= µx
és
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{5.13) J..(µ) = 1 ~, cp + µcp.

cp = 1 esetén J..(µ) = µ. Mivel JJ1 > 0, föltehető, hogy 3, = e(M). Ha az
JYf. mátrix ciklikus, akkor (5.6) szerint (vö. Varga (1962) Def. 2.2) még k ~ 1
komplex (ezenbelül páros k-nál 1 negatív, páratlan lc-nál O negatív) sajátérték
domináns. Ekkor cp növelésével a eU11)-hcz tartozó pozitív sajátérték csökken,
a többi abszolút értéke nő, tehát 1/111 csökken.

Ha az J11 mátrix nem ciklikus, akkor .M nemnegativitása és irreduoibilitása
folytán M többi sajátértéke kisebb abszolútértékű mint e(M), tehát cp meg
felelően kicsiny növelése esetén a e(M)-hez tartozó sajátérték dominanciája
megmarad.

(iii) Triviálisan következik (i)-ből és (ii)-ből.

Megjegyzés: A mátrixelmélcti irodalom (pl. Varga (1962)) az M mátrix
ciklikusságát azzal definiálja, hogy több mint egy domináns sajátértéke lé
tezik, és ebből vezeti le (5.5) alakot. Mi szándékosan fordított sorrendet válasz
tottunk, mivel közgazdaságilag (5.5) szemléletesebbnek tűnt, mint a szokásos
definíció.

6. Maximális konvergenciasebesség a készletjelzéses gazdaságban

Az előző fejezet feltevései mellett jel nleg nem ismert a feltétel nélküli op
ti múlis, reakci~scbes8ég-vekton1, e~frt szorítkoztunk a csi;llf,PÍtott, ill. ,egyöntetíí
reakció-sebességekre. Most speciálisabb R reálstrul<turakra szorítkozunk,
a lcészletjclzéses gn,zdaságéra. Így képesek leszünk meghatározni a feltétel
nélküli optimális reakciósebcsség-vektort., amelyről kiderül, hogy megegye
zik a 2. fejezet naiv optimurnával, akárcsak az 5. fejezet föltételes optirnumai.

5. Tétel A KS-1 kéezlctjclsésos gazdaságban
(i.) egyöntetű termelési- és egyöntetű vételi reakci6sebességek esetén, vagyis

ha

((U) di= o, (1 < j < n) és e;i = e ((i, j) EJ),
a konvergenciasobesség c'l és e reakciósebesség növelésekor nő, ha

(6.2)

ós csökken, ha

(G.3)

A

{6.4)

ö + e >2.

határesetben nő, ha I c'l - e I csökken.
(ii) Tetszőleges reakciósebesség vektor esetén az egyöntetű egységnyi az op

timális, amikor is a maximális konvergenciasebesség

(6.5)

ahol e(A) az A mátrix spektrálsugara.
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Bizonyítás:
A bizonyítás nehézségét az okozza, hogy a reakciósebességekre tett fel

tevések nélkül nehéz meghatározni a domináns sajátértéket és annak függését
a reakciósebesség-vektortól.

Eleve még azt sem tudjuk, hogy negatív reakciósebesség-elemek nem segí
tenek-e a stabilizálásban. Enthoven-Arrow (1956) tétele uralkodó saját hatás
és ellentétes idegen hatás esetére kimondja a negatív elemet tartalmazó reakció
sebesség-vektorok instabilitását, tehát esetünkben föltehetjük, hogy a reakció
sebesség-vektor pozitív.

Kiindulásul KS-1 (6.6) egyenlete szolgál, amelyet most a

(,) - d/ji, 1pjl, I\ -

(A - 1 + di) (A - 1 + ej!,) 

jelölés segítségével tömörebben írunk föl:

(6.6)

(6.7)
/1

wi = ~1Jli1<(A) aji,wl< 
i<=l

1 :S: j :S;; n.

(A kalap elhagyásával ismét arra utaltunk, hogy nem csak a domináns gyököt
tekintjük, bár csak az érdekes igazából.)

(i) ,,Fébg-egyöntetű" reakciósebesség vektor esetén még követhetjük az
előző fejezet, ill. KS- l gondolatmenetét. (6.7) átrendezésével 1P(A)-1w = Aw
nem-lineáris sajátérték-sajátvektor feladathoz jutunk. Legyen az A mátrix
tetszőleges sajátértéke ex,

(6.8)

akkor előző egyenletünk szerint

(6.9)

Aw= exw

1p(A) = I/ex. (ex =,6- 0)

(Itt és az (i.) pontban a továbbiakban 1p indoxozése feleslegessé válik (6. l)
folytán!)

(6.6)-ot behelyettesítve (6.9)-be másodfokú egyenletet kapunk A-ra, amelyet
megoldva

2
A(ex) = o-e+ (a -e)l-l-4exóe

2

Frobenius-Perron tétele szerint [ex[: e, tehát A(ex) akkor és csak akkor
maximális abszolút értékben, ha ex= e- Pontosabban:

(6.10) i= 2-ó -e+ V(o e)2 + 4 eoe ha (6.2) áll2
.. >O,

és

(6.11) i= 2 - a - e - V(o ef + 4Qoe O ha (6.3) áll.2 <,
(6.10-11) a és e szerinti parciális differenciálásával (i) könnyen belátható.

(6.4) esetén a következő kifejezést kell vizsgálni.

(6.12) i= V(l - 0)2 + Qo(2 - a).
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(ii) Az (i) speciális esetet részben szemléletessége és részben további alkal
mazhatósága folytán mondtuk ki külön. Bár általános reakciósebesség
vektornál nincs explicit képletünk a maximális konvergenciasebességre, sőt,
még a konvergenciát biztosító reakciósebesség-vektorok tartományát sem
ismerjük, az (i) pontban nyert ismereteink jól hasznosíthatók az általános
esetben is.

Először belátjuk, hogy (6.7)-nek van valós megoldása, amelyet hullámmal
jelölünk: (i, w). 

(6. 7) helyett a némileg általánosabb
n

x,.wj = 21Pj1<(J,.) ajkwk
k=I 

l <j < n, },_ valós

paraméteres lineáris sajátérték-sajátvektor feladatot vizsgáljuk. Nyilvánvaló,
hogy ez x;, = 1 esetén azonos (6.7)-tel és megfordítva, csak x,. = 1 esetén
azonos (6. 7)-tel. _ 0)

Legyen µ+ = max{l - dj, l - ejk [ l ~ j < n, (j, k) EJ}. (d, E)> 0, miatt
µ+ < l. A KS-1 cikk érvelését megismételve xµ+ = oo, x1 = (! < 1, tehát
van olyan },_* szám, amelyre

(6.13) (µ+ < },_* < 1).

Legyen ).+ a legnagyobb ilyen tulajdonságú szám. Ekkor belátjuk, hogy).+
domináns sajátérték.

Ellenkező esetben ugyanis Frobenius-Perron tétele szerint (! [ 1Pp,().+)aj!, ]J.k=i>> 1, tehát az előző gondolatmenetben µ+ helyett J,.+-t írva azt kapjuk, hogy
a (6.13)-beli },_* számok egyike nagyobb J,.+-nál. De J,.+ éppen e számok maxi
muma volt, tehát ellentmondáshoz jutottunk. ). + tényleg domináns, tehát
ismét Frobenius-Perron tétele szerint

(6.14)
I!

wf = 21Pjlc(J,.+)apcwt wt> 0, 1 < j ;S;; n.
k=I 

Mivel az optimális megoldás stabil, [~[ < 1, tehát az [1, =] intervallum
ban nincs sajátérték.

Hasonló gondolatmenettel és µ- = min {l - dj, 1 - e1" [ 1 :S: j ~ n,
(j, le) EJ} jelöléssel van a (-1, fi-) intervallumban legalább egy valós meg
oldása (6. 7)-nek és a legkisebb sajátértéket jelöljük J,- -szal. _

Mivel µ-:s;;µ+ [és egyenlőség csak d1 = e11, = 1 (1 ~ j < n, (j, k) EJ)
esetén áll], },_- < ).+. Ha a reakciósebesség-vektor csillapított, akkor az előző
fejezet értelmében a domináns sajátérték pozitív, tehát J,.+. Ha a reakció
sebesség-vektor nem csillapított, azaz legalább egyik eleme nagyobb, mint 1, 
akkor µ- < O, tehát van negatív sajátérték is, },_- < 0.

Mivel a 4. Tételhez képest az 5. Tétel semmi újat nem tartalmaz csillapított
reakciósebesség-vektor esetén, a továbbiakban kizárjuk ezt az esetet.

A vizsgálatot megnehezíti, hogy nem tudjuk, hogy lehet-e a domináns saját
érték komplex. Azt sejtjük, hogy nem, de ezt nem tudjuk bizonyítani. Végül is
elegendő lesz ).+ és J,- ,,domináns-jelölteket" tanulmányozni a reakció
sebesség-vektor függvényében. Belátjuk, hogy ).+ és },_- egyaránt csökken
a reakciósebesség-vektor növelésénél.
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Legyen ugyanis O < (cl<1), E(l))::;;: (d<2l, E<2l). Könnyen belátható, hogy 1Pp,(},.)
csökkenő függvénye drnek, ill. ej1c-nak, amennyiben µ+ < A < 1. Ugyanis
1Pj1c(A) mindkét tényezője pozitív és csökkenő függvénye drnek, ill. eji,-nak.
Alkalmas jelöléssel

(6.15) 1pj}}(A) < 1P)7t(J.), ha itt < A < 1 (j, k) EJ
és legalább egy (j, k)-ra határozott egyenlőtlenség áll.

KS-1 I. Segédtétele és (6.14-15) szerint

(6.16)

(figyelembe véve, hogy az A mátrix irreducibilis).
Definíció szerint (6.16) bal oldalán álló kifejezés 1, ahonnét a fenti gondolat

menet újabb alkalmazásával adódik, hogy Ai > kt. 
Nem-csillapított reakciósebesség-vektor esetén }.- -nál ugyanez a helyzet.

Mivel [?.[ ;2; max([}.+[, [J,-[), az egyöntetű egységnyi reakciósebesség-vektor
optimal.itásához elegendő

(6.17) max([J.+[,[J.-[)>[J.ü)[ ha (cl,E)#l 

összefüggés belátása, ahol az 1 az egyöntetű egységnyi reakciósebesség
vektora, amelyre

(6.18) ~<1)= Ve- 
Először belátjuk, hogy van olyan (j, k) E J, amelyre

(1-f·) <' llf)jlc A - - .
(! 

Ellenkező esetben ugyanis 1pj1,(J.+) > 1 minden (j, le) E i.«. (6.14)-re alkal
mazva KS-1 I. Segédtétclét ellentmondáshoz jutunk: e(A) > C· 

Hasonlóan igazolható, hogy csillapítatlan reakciósebesség-vektor esetén
van olyan (j, k) EJ, amelyre

(6.19)

l
1/Jp,(J,-) :::- - '

(! 

Legyen cc = 1/1J!p,(J.+), o = ct1 és e= ep, a (6.19)-ben szereplő j-ro és lc-ra.
Ekkor az (i) pont szerint [(6.10)]

(6.20)

).+ = 2 - Ö e+ V(r e)2 + 4cxae
2

(Mivel J.+ > µ+ (2 - o t:)/2, ).+ a + jolhöz tartozik l) Hasonlóan f(6.ll)J
a = l/1PJ1,(J.-) stb. esetén

x- = ~ - 0 - e vu, e)2 + 4aoe
2

Az (i) pontban beláttuk, hogy mind [ J.+ [ mind [ >.-[ nő a-val, tehát (6.19),
ill. (6.20) szerint J.+ >?. / 0, ill. }_- < }. < 0 teljesül, kivéve ha (6.19)-ben,
ill. (6.20)-ban minden (j, lc)-ra egyenlőség áll a < helyett. De ekkor > helyett
is egyenlőség kell hogy álljon, ami csak az (i) pontban tárgyalt esetben áll.
Mivel [ l j > )<1) az (i) feltétel mellett, (6.17)-et igazoltuk.
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7. A rendelésjelzéses gazdaság esete

A készletjelzéses gazdasággal ellentétben, a maximális konvergenciasebes
séget nem tudjuk meghatározni a rendelésjelzéses gazdaságban, KS-2-
ben. Mivel a rendelésjelzéses gazdaságban az input-készlet változása független
saját szabályozási változójától, a rendeléstől, 'uralkodó sajátkatás helyett
nulla sajáthatás esetével állunk szembe. Az is belátható, hogy az idegen hatá
sok között vannak pozitívak is és negatívak is. Vagyis az 5. fejezet eredményei
nem alkalmazhatók.

Mégis kimondhatunk olyan tételt, amelyből arra következtethetünk, hogy
a KS-2 szabályozás gyorsabb mint a KS-1.

6. Tétel A rendelésjelzéses gazdaságban
(i) egyöntetű szállítási- és egyöntetű rendelési reakciósebességek esetén,

azaz ha

(7.1) p1j= n és q,j= x minden (i,j)EJ-re,

a készletjelzéses gazdaság maximális konvergenciasebessége

l
X=- 

2

esetén megvalósul. Egyébként a (7.2) sebességpár a (7.1) feltételnél optimális,
ha az A mátrix páros-ciklikus; nem optimális, ha az A aciklikus.

(ii) a feltétel nélküli maximális konvergenciasebesség általában nagyobb, (de
legfeljebb egyenlő) mint a készletjelzéses gazdaságé.

Megjegyzések:
Az 5. fejezetben, amikor azt vizsgáltuk, hogy az egyöntetű reakciósebességek

közül az egységnyi mikor optimális, az 111 mátrix ciklibassága fontos speciális
eset volt, hiszen magába foglalta a készletjelzéses gazdaságot. Ez,zel ellen
tétben, most az A mátrix ciklikussága kivételes eset, bár Moriskima (1961)
óta külön bíbelődnek vele az ágazati kapcsolatok elméletében. . .

Míg a késaletjelzéses gazdaságban a maximális konvergenciasebességet az 5.
'I'étolhen általánosan megadtuk, a rendelésjelzéses gazdaságban ez nem sike
rült. Ennek részben az az oka, hogy a készletjelzéses maximum csak e(A.) 
~61 függ, a rendelésjelzéses maximum pedig az A mátrix többi sajátértékétől
ls függ, mindenekelőtt a legkisebb negatív sajátértéktől. Szélsőséges esetben,
a'.11ikor a gazdaság egyetlen egy szektorból áll, akkor az optimális reakciósebes
seg-pár

1
(7.3) cp11 = 2 és qll = ---

2(1- e)

(7.2) n = 2 és

és a konvergenciasebesség végtelen. Ugyanis a rendszer a második időszakban
a normatív pályára kerül.

E fejezet fő érdekességét abban látom, hogy sikerült két minőségileg külön
böző szabályozási rendszer konvergenciasebességét összehasonlítani. (Mennyi
ségileg különböző rendszerek már KS-1-ben, ill. e dolgozat előző fejezeteiben is
szerepeltek, amikor csak a reakciósebességeket változtattuk!) Ismét aláhúz
nám, hogy ez az összehasonlítás csak hosszútávú szabályozás esetén megbíz-
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ható. További megszorítás, hogy optimális reakciósebességeket feltételezünk,
holott ezek csak a készletjelzéses gazdaságra ismertek. Természetesen szükség
volt valamilyen közös ismérve a két gazdaság összehasonlításánál, és erre csak
az optimum kínálkozott. (T. Marschak 3. fejezetben idézett dolgozatának fő
hibája éppen abban rejlett, hogy (3.9) optimális reakciósebesség helyett
(3.15) maximális reakciósebességgel számolt elemzéseiben. Vö. Simonovits
(1976).)

A. 6. tétel bizonyítása
A bizonyítás kezdete hasonlít az 5. Tételéhez. Most KS-2 (4.3) összefüggést

írjuk föl röviden a

(7.4)

jelöléssel:

7.5)

1Jl(A) = 7Pl

J.2 - (2 - n) A + 1 - n(l - x)

Látjuk, hogy 1p(J.)-1 az A mátrix sajátértéke, mondjuk ix:

(7.6) 1j!(A)-1=ix,

Egyszerű számolással adódik

2 -n+ V;2-4(1-a)nx
?.t:i")(ix) = 2(7.7)

Vizsgáljuk meg először J.f7tl(e)-t. Könnyen belátható, hogy (7.3) esetén
1.tt\e) = 0. Vagyis egy-szektoros gazdaság esetén (amikor más sajátértéke
nincs A-nak) a konvergenciasehesség végtelen, azaz 2 lépésen belül a rendszer
a normális pályára kerül. (Ha egy NxN-es mátrix összes sajátértéke nulla,
akkor az N-edik hatványa nulla!) Véges idejű konvergencia (szabályozható
ság) általában nem remélhető!

Ellentétben a kéazletjelzéses gazdasággal, a reudelésjclzéses gazdaságban
az A mátrix többi sajátórtéke is szerepet kap. Belátjuk, hogy (7.2) esetén
a kéazletjelzéses maximum valósul meg:

(7.8l 3.<2,t)= Ve. 
ugyancsak (7.7)-be behelyettesítve (7.2)-t A~~il(ix) = Va összefüggést kapjuk,

amelyből - /ix/ :S:; e figyelembevételével - adódik (7.8).
Ha belátjuk, hogy

(7.9) max{[J.í~tl(e)[, [1.t()(- ell}> Ve, ha (n, x)-¥= (2, ~),

akkor (7.8) értelmében

[ l<n,x) [ > Ve, ha (n, x) -¥= ( 2, : )

is bizonyított, amely nem más, mint (7.2) optimalitása párosan ciklikus A 
mátrix esetén.

Rátérünk (7.9) bizonyítására. Vegyük észre, hogy (7.7) diszkriminánsa a=
= e, ill. (-e) esetben egyaránt csökkenő függvénye x-nak. Ezért adott n mellett,

(7.10)
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ha mindkét diszkrimináns pozitív, akkor x-növelésével mindkét diszkrimi
náns, azaz minkét gyök abszolút értéke csökkenthető. Ha mindkét diszkrimi
náns negatív, akkor u csökkentésével mindkét diszkrimináns abszolút értéke,
azaz mindkét gyök abszolút értéke csökkenthető. Tehát minimumkeresésnél
föltehetjük, hogy az egyik diszkrimináns pozitív, a másik pedig negatív.
Természetesen esetünkben

(7.11) n2 - 4nx(l + e)< 0 < n2 - 4nu(l - e). 

Ekkor (7. 7) szerint (némi átrendezés után)

(7 .12)

és

\).(n,><)(- e) I= Vi 1 - n[l - x(l + e)]i

(7 .13)

n>2,

ahol JJ.(a)I = max {\).1(a)\, j).2(a)\}.
Mivel stabil rendszerekre szorítkozhatunk, (7.12)-ben l-nél kisebb szám áll,

vagyis 1 - u(l + e) > 0, tehát Ii(- e) I csökkenő függvénye n-nek.
(7.13) szerint ji(e)I csökkenő függvénye .n-nek, ha n :S: 2; és növekvő

függvénye n-nek, ha n > 2. 
Vagyis

(7 .14) 

és

(7.15)

tetszőleges megengedett n-re. ( 7 .14) és ( 7 .15) összevetéséből következik, hogy

(7.16) max{li(n,><)(-e)!, 1J..<n,><)(e)I} :2: max {V2u(l + e)-1, V1 -2u(l- e)}-

(7.16) jobb oldalán egy növekvő és egy csökkenő függvény áll, melyek u == 1/2-ben metszik egymást: ez tehát a minimumhely, a minimum értéke
pedig Ve- Következésképpen (7.16) bal oldala nagyobb-egyenlő mint Ve, ami
nem más mint (7.9).

Ezzel (i) bizonyítását befejeztük, ha az A mátrix páros-ciklikus.
Ra az A mátrix nem ciklikus, akkor az (i) pont állítása érvényét veszti.

¥°indenesetre ekkor (7.9) nem igaz: n = 2 mellett x-t némileg 1/2 fölé emelve
A(e) Ve-alá csökken, másrésat a "F e-ná.l \2i2}>i = I v;1 < Ve, tehát i(e),,
domináns marad:

(7 .17)

(ii) triviális.

j i<2,"> \ < Ve, ha u ?; 1/2. 

(Beérkezett: 1978. április 17-én.)

5
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. - _l_f a!1y· docision-ma:l~e,· rliBfOgU,rds oxLnrnal offoeLs, t,hon in l·a;; o[' .~miL solf-eJfoot

thé optimum rnLo of rnaeLion will bo ono ('n11ivu opLirnrrn1 !) .
. . - In. caso of _pro£lt1.cti1~e. eco101ny ((.nrl 011po.~-i_te e:,:tenw.l effect co11v1wgonM speod wilI
rneroaso tf tlto V(•oLor of rlnm7,erl n'1v-Lron RpdodR inor!\asos and tho m(LX1tnwn r-onvorg<'noo
spoed is Llw naive opLimurn. . . . .

- In a stock-signal ooónon,y l-.!10 ·11n1:m,rli't-i11110! opLi1nttrn will be n.lRo t'ltr naive opL.imtrm.
- ín an ot·dor-sig,1111 bconorny in ·(•aRu of' uniform clolivory n.Le (2) and uniform Ol'dor

rate ( 1/2) of ,·ou.ction vocto1;~ eon.vorgonc·o t-rpoorl i8 o(lUILL Lo Lho stook-Aig1111l maximum,
although uniform voeLr.m; aro noL opt.i11111,I in go1wrnl.

MA1{Ck!MAflbL-IA5l Cl{OPOCTb CXO)lv!MOCTvl )lELl,EHTPAflvl30BAHHOro
,. PErYJIJ;IPOBAHvl51' .

B J(a!IIIOÍÍ pa6crrc paCCM3'1'f)HB[ICTC51 T~ll(Oi'i not1pnc, 'tTO e l(ill(Oií Cl(OJ)OCTb!O BC):(CT B CTOpOHY
HópMaTHIJl-10I'0 11yn1 [\n11aMH'l1_1yro CllCTCNIY :JJICMCll'l'ap,,oc )\CI\Clt'l'f)aJlH301331lllOC pcryJ1HJ)Ol331-1HC,
C1<0pOCTb H3MCp,rCTCíl n OCpC/\CT,ll,flM OÚJ)él"f'l 1oi-í. IJCJI 1-1 'IHI lb! a6COJI IOTHOro 311 a '!Cl I H51 COŐCTDCHI 1oro
3Ha'ICJIH5l tWMHlfaHTIIOl'O J)CIIICI-11151 CHCTCMl,1 OTJ(JIOHCHIIH. ('.:ha BCJll-l'IHlfél paCCMaTJ)f!BaCTC51
0 rnaaax 3 H 4.) ·

ÜCHOBHblMH pC3YJlbTiJTélMH /\a1J110ii pa60Thl 518JlíllOTC5l CJ1e[\yro11111e:
- ECJIH l(TO-JIHŐO H3 rI[)MllHMéllOLIIIIIIX f)CllICIIHC He Y'II-ITLIBaCT Bl·IC1111lllC BJll·lílHll>l, TO B cny 

,,ae H3Jlll'IH5l ONIOH ew11·IHL\bf COŐCTBCJ-ll!Oro 8031\CHCTBH)l OnTHMélJlbH3fl C1<,0pOCTl1 pea1(l_\1111 Tai{·
)He COCTaBJJ)leT Of\llY e1u11-111qy, (Ht1MIJ11i,li'i OnTHMyM!) - . ' '



A DECENTRALIZÁLT SZABÁLYOZ.<Í.S KONVERGENCIASEBESSÉGE 67

- 8 c.nyuae nponyI(THBHOfO 31(0HOMWieCKOf0 11 npOTHBOpe4!1B0f0 auemner-o B03JJ;eikTBl151
CKOpOCTb CXOJJ;l1MOCTl1 yaeJJH41fBaeTC51 ecnn B03p~CTaeT BeKTOp CKOpOCTH ycnOKOCHHOH peaKl_\1111
11 HélMBHb!IÍ OTITHMYM 6yJJ;eT MaJ{CMMYMOM CKOpOCTH CXOL(MMOCTM.
- 8 31(0HOMl11(C, CHrHaJJH3Hpywu~ei1 0 HélJJH411H aanacos, 6e3yCJJOBHb!H raioxe 51BJJ51eTC51

HaHBHblM OTITMMYMOM.
- 8 3f(OHOMHKC, CHl'HaJJH311PYIOil.ldí O HélJll14HH 3aI<a30B eCJJH BeKTOpHb!e CKOpOCTH O,[IHOPOA

Hb!X TIOCTaBO)( (2) 11 0,[IHOpOJJ;HblX 3aKa30B (1 /2), TO CKOpOCTb CXOAHMOCTH aHaJJOf114Ha M3KCMMY
MY CHl'H3Jla O aanacax, XOT51 0/:(HOpOJJ;Hb!C nexropu '!all.IC acero He OTITHM3JlbHblC.

G* 



2 z GÍY/+ b < 2 HswzT >L + L c a 

A Nash-féle kooperatív megoldási koncepció 
ál talánosí tásáról 

A I'= (n; SNj YY• j Sn; G4Nj YY• j Tn) szimbólumot n-személyes játéknak
n 

nevezzük, ha S1, .•. , Sn tetszőleges halmazok, S \ X Sk, D(rpk) = S (k =
k=l = Nj 2, ... , n), R(rpNjV \ R1. Ekkor az Sk halmazokat stratégiahalmazoknak

nevezzük, az S halmazt szimultán stratégiahalmaznak, a 'Pk függvényeket
pedig kifizető függvényeknek. A játék (Nash-féle) egyensúlypontján olyan
x* = (xt, ... , x ~ VL S stratégia n-est értünk, amelyre tetszőleges (x!, ... , 
X1" ... , x~) L S mellett fennáll, hogy

rpdxt, ... , x,0 ••• , x t V < <pk(xt, ... , xt, ... , x~). 
Ez közgazdaságilag azt jelenti, hogy egyetlen játékos sem növelheti meg
az egyensúlyponthoz tartozó kifizetését stratégiájának egyoldalú megváltoz
~atásával. Más szavakkal, az egyensúlyponthoz tartozó stratégia valamennyi
Játékos számára optimális, feltéve, hogy az összes többi játékos is az egyen
súlypontnak megfelelő stratégiákat választja. A gyakorlati alkalmazások
során a Nash-féle egyensúlypont gyakran nem a valódi helyzetet írja le, ami
kor nem az összes játékosnak érdeke az egyensúlypontra való törekvés. Ilyen
~setek olyankor fordulnak elő, amikor egyes játékosok az egyensúlypontban
Irreálisan nagy kifizetéshez jutnak, mások viszont nagyon kis nyereséget kap
nak, esetleg veszteség éri őket, hiszen ezeknek a játékosoknak az egyensúly
stratégiák választása érdekeikkel ellentétben áll. Ilyenkor a játékosok ún.
kooperatív megoldást választanak. Kooperatív játékok megoldására többféle
elvileg különböző koncepció ismeretes. Ezekről jó összefoglalás található
a_ [2], [7], [8] irodalomban. Az egyik megoldási felfogás Nash-től ered. Olyan
kifizetést fogad el kooperatív megoldásnak, amely minden játékos számára
,,~lég jó" és néhány természetesnek tűnő axiómának is eleget tesz. Nash csak
h1mátrix játékok esetére bizonyította a megoldás létezését és egyértelműségét.

Dolgozatomban ezt a megoldási koncepciót általánosítom n-személyes,
nem feltétlenül lineáris kifizető függvényekkel rendelkező játékok esetére.
A. tanulmány eredményei speciális esetként természetesen tartalmazzák Nash
megfelelő tételeit.

Legyen most I'= (n; Sv ... , Sn; cp1, ... , CfJnl valamilyen n-személyes játék.
Jelölje S a játékosok szimultán stratégiahalmazát. Nem követeljük meg,
hogy S= S1 x YYY x Sn legyen. Jelölje továbbá a

<P = {f / f = (rp1(x), · · ·, 'Pn(x)), x L 2 } O NV 

halmaz a Ieheteéges kifizetések halmazát, valamint L a <P konvex burkolóját.
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A továbbiakban megengedjük L tetszőleges elemét, mint kifizetést. Legyen
(cp1(x<il), ... , cpn(xU)))E (p (·i = 1, 2, ... , 1n esetén), ekkor tetszőleges O <Ai< 1

, ,,fTJ. .. w Y RY Y Y Y • j 
( 1 S:: i < rn), ~ Ar ·· 1, konstansok -mellett a;

i=l

Oj! Jc,cp1(x<i)), ... , ! A;cp11(xU))) EL

kifizetés például úgy jöhet létre, hogy a játék sokszori lejátszása esetén az
x<i) stratégia n-est a játékok l 00 ),; százalékában játszá.k a játékosok. Tegyük
továbbá fel, hogy adott egy FZ kifizetés, az ún. suuus quo pont, amely azt
jelenti, hogy amennyiben a játékosok nem tudnak megegyezésre jutni, akkor
az f* pontnak megfelelő stratégiákat játszanak. Ily módon bármely n-személyes
játék az (L, FZV párral jellemezhető. A játékosok törekvése, kooperációjuk
esetén, egy /*-nál álka.:lm::iRahb f EL kifizetés konstruálása és játszása, Nyilván
valóan természetes feltétele a megegyezésnek, hogy f esetén egyetlen játékos
se járjon rosszabbul, mint FZ esetén ..

Ezek után rátérhetünk 9 kooperatív megoldás definíciójára.

De/·inír,ió. Egy rp függvényt kooperatív megoldásfüggvénynek nevezünk,
ha teljesülnek a következő uxiómák :
l D(-rp} = { ( L, FZV·- e .R11 korlátos, zárt, kon vex halmaz, FZ L .R!1 és létezik

olyan / L L, hogy f : FZ} 
R('rp) \ R,11, ahol]) az értelmezési tartomány, .R pedig az értékkészlet jele;
2. 1p(L, /*)EL (lehetségesség);
3. 1p( L, FZV ~ FZ (racionalitás]:
4. Ha /EL, f �~ 1p (L, FZVj akkor / = ·rp(L, FZV (Parcto-optimalités):
5. Legyen L1 \ L, valamint 1p(L, FZV L Lt, akkor

1p(L, FZV = ·rp(Li, FZV 
(kedvezőtlen alternatíváktól való függetlenség);

6. Legyenek a" > 0, {! 1,(l .---: le < n) totszőlogcs konstansok, FZ = Ui, .. , f~) 
L+zj L \ R" korlátos, zárt, konvex halmaz, 1p(L, FZV = (1p1, ... , 1p,,) továbbá
f*' = (r.x,H +/Ji,· .. , a,,f-:, + fJ,,), 

L' = { ( r.x J N + fJ 1., · · ·, a ,J n + fJ 11) · OF·j · · · j f n) E L} ·
Ekkor 1p(U, /*')-:= (r.x.1GY41 +{]1, ... , r.x,,Cfl11 + {J,,) (növekvő transzformációtól való
függetlenség);

7. Ha létezik olyan i, j index, hogy / = (!,, ... , FjYjVLSj akkor és csak akkor,
amikor tp = (cp1, , cp,.,) EL (<p" (" ~ FNj j le /= i, le-/= j, <p, = /j, rpi = [;), vala-
mmt az FZ( O·t j j m vektorra Ii= /j, okkor a 1/!(L, FZV ( ('rpJ, ... , 1J!n) 
vektorra is "P; = 1p1 (sz sGÍ í 38GG9YVY 

Az első axióma a 1p megoldásföggvény órtolmozéai tartományát és értékkósz
letét adja meg, a. második axióma szerint a kooperatív megoldás megenged
hető megoldás kell legyen A harmadik axióma azt állftja, hogy a kooperatív
megoldás legalább annyi kifizetést biztosítson valamennyi játékos esetén, mit
amennyit a ,,status quo" pontban kapnának. A negyedik axióma jelenti
a Pareto-optimalitást, az ötödik pedig azt mondja, hogyha ogy leszűkített
lehetséges halmazra esik a kooperatív megoldás, akkor a leszűkített és az ere
deti feladat megoldása egyezzen meg.
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A hatodik axióma a kooperatív megoldás lineáris .transzformációtól való
függetlenségét adja meg, például más '.riénznemr?eti számolva a kifizetéseket a
kooperatív megoldás ne változzon meg. A hetedik, szimmetria axióma a játék
azon tulajdonságát adja meg, hogy ha két játékos sem a lehetséges hal
mazban, se. a ,,status quo" pontban nem különböztethető meg, akkor ugyan
annyi kifizetést kapjanak a kooperatív- megoldás esetén. .
A dolgozat fő ered1~énye az alábbi téteL

Tétel. Pontosan egy 1P megoldásfüggvény létezik. ·.

Bizonyítás: A tétel bizonyítása több lépésból.álL , 1
a) Legyen L, f* az l. axiómának megfelelő. Legyen r > 0 az a legnagyobb

szám, amelyre i1, ... , ·i, alkalmas indexek mellett létezik olyan· <p = (<pi,...._,
• ., ?Jnl EL, hogy <p > FZ = (!'!_, ... , f~), valamint <p;k > /;:(1 < k -S: r). - Be

bizonyítjuk, hogy ekkor nem létezik olyan ip ~ (rp1, ... , ipn) EL, ip > 5Zj hogy
valamilyen i # i1, ON _s: k _s;: r) mellett ip, > fi legyen. Ha lenne a feltételnek

megfelelő rpEL, akkor L konvexitása miatt rp= (qí1, ... , Tnl = ~ (rp+q.i)EL és

. _ 1 _ 1 1 /* 1 / Z B F Z ?Ji;. - - ({J;k i " <p;k > - Ík i " ik - is. ' . 2 2 . 2 2

. 1 _ i 1 , 1 /Z B· l FjZ" "" FjZ· R cp,- = - cp,- - <p; / - . ' - 
2 2 2 ' 2 

amely ellentmond r választásának.
b) Legyen most L, f*, r, i1, ... , i,- az előző állításnak megfelelő. Tekintsük

ezután a következő nemlineáris programozási feladatot:

(1 < le S: r)

ip EL

ip '2. f* OCV 
r 

g(ip) = g(uv ... , u,) = J [ (iik - f,D "�" max,
h=l

ahol most ip = (ip1, ... , s411), f/Jh = u"(l ,::; le ~ r), CÍJJ = fJ(j # ih, 1 ~ q\Y2~~ V 
, A feltételnek eleget tevő ui, ... , u, vektorok halmaza l~orláto~, zárt, a eel
függvény folytonos, így létezik optimális megoldás. Bebizonyítjuk, hogy az
optimális megoldás egyértelmű. Tegyük fel, hogy (u1, , u,) és ('u~, ... , u;)
ls optimális megoldás. Nyilvánvaló, hogy le= Nj 2, , r esetén u" > fl, 
u,í, > /,~, hiszen ellenkező esetben a célfüggvényérték zérus volna, viszont G4 
megfeloló komponenseit választva pozitív értékű és ez ellentmondana a meg
oldások optimalitásának. Legyen le= 1, 2, ... , r esetén a1c = u" - Í j bk= 
= u;, - f,:, ekkor az uZ = ~ (u" i u,í,) {l <le.S: r) komponensű vektor az L 

C 
konvexitása alapján megengedett megoldás és

II II - r - al< i b1c !_ v--. V - r - r -g(iil> ... , 1J,,) ( _ll --'-'---- 2 JI akbk ( II a/{· fl bk = g(ui, ... , u,).
1<=1 C k=l l<=l l<=l
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Itt egyenlőség kell fennálljon az (u1, ... , u,) optimalitása miatt, az pedig csak
akkor lehet, ha k = I, 2, , r esetén ak = b10 vagyis uk = uí,. 

e) Legyen ezután u1, , u, a (2) feladat optimális megoldása, valamint
cp ( (cp1, .•. , Pn), ({Ji.= uk (I:;;;; k < r), cpj ( n (j # ik> I ~2~~ k ~2~~ r). Legyen
1P = 1/J(L, f*). Belátjuk, hogy a 1P = ip választás megfelel a definíció axiómáinak.
Az I. nyilvánvalóan fennáll; a konstrukció alapján 2., 3. és 4. is teljesül. /z 5.
fennállása abból adódik, hogyha a 1P(L, FZV optimális megoldás az L halmazon,
akkor L1 \ L, 1.p(L, f*) L L1 következtében optimumot szolgáltat a szűkebb
L1 halmazon is. A 6. tulajdonság egyszerűen látható be a következőképpen.
Legyenek IX"> 0, {Jk (I< k ,:S: n) alkalmas konstansok, L, f*, r, iv ... , i,
az 9V állításnak megfelelő. Legyen L', f*' a 6. axiómának eleget tevő, akkor
a transzformált játék esetén r' = r és az ii, ... , i, indexek itt is ugyanazzal
a tulajdonságokkal bírnak, mint az L, f* játék esetén. Az állítás közvetlenül
leolvasható abból, hogy tetszőleges f = (ti, ... , fn) esetén

r 
g(f') = IX;, ... IX;, II(/;. ft'i,) = IX;, ... IXi, g(f). 

q}( q 

A 7. axióma belátására van már csak szükségünk. Tegyük fel, hogy az i, j 
indexek eleget tesznek a feltételeknek. Legyen rp* = (rp! ... , rp~) ahol rpt =
= n (k # i, le# j), (Pf= /j, rpJ = fi- Ekkor a feltevésünk alapján tp" = f*. 
Legyen továbbá ip = (cpNj • • • j ip,,) a (2) megoldása, valamint ip = (ipi, ... , 1/!n) 
(ip"= ip", k # i, k # j, ip; = (f)J, VJ;= cp;). Ekkor ipEL akkor és csak akkor,
ha ipEL, valamint iE {iu ... , i,} akkor és csak akkor, ha jE {ii, ... , i,}.
Ha i, j ~ {·iv ... , i,}, akkor cp; ( 1p; ( ff, így nincs mit bizonyítanunk. Ha
i, j L { iv ... , i,}, akkor a <p; = cp1 (vagyis ép = ip) azonosság a tp" és f* egyenlő
ségéből és a (2) feladat optimumhelyénck egyértelműségéből adódik.

d) Legyen ismét L, r, i1 ... , i, f* az a) pontnak megfelelő. Bebizonyítjuk,
hogy a (2) megoldásából nyert ép = (cpi, ... , <fn) vektor maximalizálja

r ( r h(rp) = ~ J [ (cp;1 
/c=l J=l

1'1'" 
függvényt az L halmazon. Tegyük fel, az állítással ellentétben, hogy létezik
olyan rp = (rp1, ... , rpn) EL, hogy h(rp) > h(rp). Legyen O } e } l esetén

ff= rp i e(rp - cp).
Ekkor egyszerű számolással látható, hogy

r 
g(ip) = JJ [(p,1 - f'!, i e(fp11 cp;1)] = g(cp) i di(rp --· cp) i (e2a2 i YYY i e'a,),

j=l

ahol az a2, .•. , a, alkalmas (s-tól nem függő) konstansok, valamint h linearitása
alapján h((p) - h(cp) = h(rp - cp) > O. Így olyan O } e } l esetén, amelyre
h(rp - ép) � " ea2 ... - - e'-1a,, nyilvánvalóan g(q;) � g(cp), amely ellent
mond cp megválasztásának.

e) Végül belátjuk, hogy a definíciónak eleget tevő függvény szükségképpen
a (2) feladat megoldásával azonos. Legyen most is L, f*, r, iv ... , sj az a) pont
nak megfelelő, legyen továbbá ép a (2) feladat optimális megoldása, valamint

H ( { (f) · h(rp) < h(q;), (f) = (rp], · .. , (f)r,) ??_ f*, (f); ( fi (i # i,{) 1:;;;; k } ~GV}Y 



A NASH-FÉLE KONCEPCIÓ ÁLTALÁNOSÍTÁSA 73 

Ekkor nyilvánvalóan H ~~~~~s Li, ahol

Vezessük ezután be az

j 
L1 =Ln { r ·G� FZ} Y 

(l~k<r),

lineáris transzformációt. Ekkor f* és ip transzformáltja

fi,,' = 0 (1 < k < r), tr = fj (j # ik, l < k < r), 

<Í>Ík = I (1 < k < r), f/JJ = <pj (j # ik, I < k < r),
így a H halmaz képe:

H'={r'lir;ks;;:r, q:i;k>o, r:=/1 (i#ik, k=l,2, ... ,r)},
k-1 

amely az i" indexekben szimmetrikus. Tehát a 7. axióma alapján a VJ' =
= (VJ~, ... , VJ~) = -~J(H', FZRV vektorra 1pík = VJ;1 (1 < k, l < r) és a Pareto
optimalitás miatt VJÍk = 1pí, = 1 (I < le, l < r), amelyet a 6. axióma alapján
visszatranszformálva azonnal adódik, hogy VJ(H, 5ZV = gJ. Azonban a 3. axióma
alapján 1p(L, FZV L L1, így tehát az 5. axióma következtében VJ(L, FZV =
= 1p(L1, FZV = ép, amit bizonyítanunk kellett. Ezzel a tételt teljes egészében
beláttuk.

Shapley bimátrixjátékokra vonatkozó felfogásának esetünkben az

fZ = max min <p"(xi, ... , Xn) 
Xk x,(icfak) 

választás felel meg, azaz a játékosok maximin stratégiái által meghatározott
ún. ,,biztonsági szint" legyen a status quo pont.

Status quo pontként valamely egyensúlypontot is választhatunk, azonban
problémát jelent az, hogy több egyensúlypont esetén melyiket válasszuk,
hiszen általában nem várható, hogy létezik egy minden játékos számára
egyenletesen legjobb egyensúlypont.

A (2) programozási feladat megoldását nagymértékben megkönnyíti az a
tény, hogy L elemei felírhatók, mint legfeljebb n i l <P-beli elem konvex li 
neáris kombinációja. Így (2)-ben a ép EL feltétel a könnyebben kezelhető

n+lr - ~ sjt Ox } sVV = o,
i~l

(1 <is, n i 1) 

alakban is felírható, ahol /(x(i)) = (r1(xU>), ... , rn(x(i))), és a döntési változók
xU), A; (1 s, i < n i 1). 
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A programozási feladat megoldása sok dimenziós feladatok esetén igen
bonyolult is lehet, így egyszerüsítésére és gyakorlatban is jól alkalmazható
algoritmus kidolgozására további kutatások szükségesek.

(Beérkezett: 1977. március 8-án.) 
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Jn tho paper a general mot.hod ÍR proacntorl for the soluLion of' cooporu.Livo garnos.
Nash's solution concept for bimubrix gn,m,'A if, generalized for Ll10 caso of n-porson go.rn<'B.
Tn this we look for a Pareto-optimum sat.isfying un ndcqua.tc axiom-aystcm. ft ÍR shown
in the papor t.hu.L tho axiorn-systurn has precisely one sotution and it, is proved thu.t Uris
unique solution is oquivulcnt Lo t.ho solution of a nonlmour prn q·arnmi11g problem.
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' 

A hozzárendelési probléma egy általánosítása 
. és annak megoldása 

1. Bevezetés 

Jelen dolgozatunkban az előregyártott elemekből megvalósított szerkezet
optimalizálási' probléma matematikai modelljével és megoldásának módszeré
vel foglalkozunk. A szerkezet-optimalizálási problémát úgy értelmezzük, hogy
keressük az adott típuselem készletből előállítható, adott geometriájú szer
kezet olyan tervét, melyben szereplő elemekre teljesülnek az egyensúlyi,
kompatibilitási és lineáris korlátozó feltételek, továbbá valamilyen szem
pontból (súly, költség vagy ezek aránya) a szerkezet optimális.

Jelen dolgozatban nem foglalkozunk a szerkezet-optimalizálási probléma
müszaki-gazdasági hátterével - ez egy másik dolgozat [17] tárgyát képezi -
csak a probléma megoldását szolgáló algoritmus kidolgozásával.

A szerkezet-optimalizálási probléma matematikai rnegfogalmazásából ki
indulva [17] a következő modellt kapjuk:

11

~ c.x, -~ min, (1) 
i=l

/(*

~ x1 = 1 (k = 1, 2, ... , le*); LJ Q" = I; I= {l, ... , n }, (2)
iEQ, lí=l

11 11 

~ ~ (d,,1x1 + b101x1x) ~ 811, 
i=l j=l

xi E {O, 1} , 

'(le= l, 2, ... , k*) (3) 

(i = 1, 2, ... , n) 

ahol e, 
xi 
810 d,,,, bkij - 
Q" - 

az i-edik elem súlya, költsége vagy ezek aránya
1, ha az ·i-edik elemet alkalmaztuk és= 0 ellenkező esetben,
a probléma műszaki tartalmára jellemző paraméterek,
a szerkezet k-adik helyén alkalmazható elem-típusok
indexhalmaza,

Az (1)-(3) feladat abban különbözik az irodalomban ismertettektől (klasz
szikus hozzárendelési probléma, általánosított hozzárendelési probléma [_10],
speciális szállítási feladat [4]), hogy a (3) feltétel bal oldalán egy kvadrat1k1;1s
függvény áll, míg a fent említett problémákban vagy lineáris egyenlőtlenseg
állt, vagy egyáltalán nem szerepelt feltétel. . ,
Ross és Soland [10] megmutatták, hogy a klasszikus hozzárendelési probléma

a ( 4) - ( 6) feladatnak egy speciális esete:
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~ ~c;jxij----+min, 
iE/ jE] 

~ 't;j X;j :S: a; , 
JE] 

~Xij= 1, 
«t 

iE I 

(4)

(5) 

xijE{O,I}, iEJ, jEJ. 
Az (1)-(3) feladat esetén viszont belátható, hogy (4)-(6) ugyanakkor az
(1)-(3) feladatnak egy speciális esete (bkif = 0).

2. A feladat transzformálása egy speciális ,,0-1" lineáris 
programozási feladatra 

Felhasználva azt, hogy x1 = x7, a (3) feltételeket átírhatjuk a következő
képpen [14):

ahol

n n 
~ ;E a,,,1 =, 2. s,( 
l+l j=l

(k = I, 2, ... , k*),

a -{bkij• kij :": 
c[kl + blrli' 

ha i-¥= j 
ha, i = j. 

Vezessük be a következő jelöléseket:

A,,= {a1r1j} 
és

,, n 

;E~ a,"1x,x1 =X'AkX, 
i=l j=l

ahol X = (xv ... , xr,) és A1r (n X n)-es mátrix. A továbbiakban mindig fel
tételezzük, hogy A,( szimmetrikus mátrix (a,,11 = a1rfi), mivel

X'A,,X = _!:_X'(A,, + A;,) X, 
2 

ahol !_ (A,, + Aí,) már szimmetrikus mátrix.
2 

Most bizonyítsuk be a következő tételt:

1. tétel. Az (1)- (3) feladatot a következő feladattá lehet transzformálni:
fl

;E c1 x,. -, min,
l=l

(k = I, 2, ... , k*) 

(7),

(8)

k* !,* 
;E ;E ;E ;E (a1<i; X; - 2al<ijzlf) 2. s~ 
•=l S=r+l iEQr jEQ, 

(k = I, 2, ... , k*) (~)·
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(P) 

ahol

X; + Xj + Z;j;::: 2 
X1 + Z;j> 1
Xj +z1j> 1

x;, zijE {O, 1 },

(10) 

(11) 

(12)

..
k• k* 

s~= sk - ~ ~ ~ ~ 2akij (k = 1, 2, ... , k*) 
T=l S=T+l IEQr jEQ,

K = {l, 2, ... , k*}. 
Bizonyítás: 

n(n - 1) 
Vezessük be

2 
új ,,0-1" változót és 3n(n - 1) feltételt [5J. Ezek

után az (1)-(3) feladat ekvivalens a következő feladattal, figyelembe véve,
hogy A szimmetrikus mátrix:

n 
,:E c1 x1 -+- min,
i=l

(kEK) 

n 
~ ~ (ak;;X; + 2akiju;) 2 sk (kE K), 
i=l /=i+l

X12Utj 

Xj2 Utj 

i·1, u1iE {0, 1} (i, j = 1, 2, ... , n).

Az uI1 változó akkor és csak akkor egyenlő l-el, ha xI = x1 = 1, a többi ese
tekben u1i = 0. Figyelembe véve a (8) feltételt, minden Qk (kE K) halmazon
egyidejűleg csak egy x1 változó lehet egyenlő l-el, tehát

u;j a== 0, ha j, iE Qk (kE K).

(
i, j = 1, 2, ... , n) 

i <j 

Ennek következtében az u;i változók és a feltételek számát jelentősen lehet
Csökkenteni.

A továbbiakban feltételezhetjük, hogyha k1 < k2, akkor a Qk, halmaz
tetszőleges eleme kisebb a Qk, tetszőleges eleménél, ellenkező esetben az is
rneretlenek egyszerű átszámozásával ez mindig elérhető.

Ra áttérünk a zI1 = 1 - u11 .,0-1" változóra, akkor ezzel bebizonyítot
tuk., hogy ( 1 )- (3) feladat ekvivalens a (P) feladattal. ,
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3. A speciális ,,0-1" lineáris programozási feladat 
megoldásának módszere 

Ebben a fejezetben a (P) feladat megoldására bemutatunk egy olyan le
számlálási algoritmust, mely a Geoffrion és Marsten. [7] által közölt, az egész
értékű feladatok megoldására alkalmas általános algoritmus (general algo
rithmic framework) elvein alapszik. E'z az algoritmus három fő eljárásból
tevődik össze: szeparálás (separation), _relaxáció (relaxation) és kizárási kri
térium (fathoming criterion).

3 .1. Relaxáció 

A javasolt algoritmus hatékonyságát nagyméretű (P) feladat esetén növeli
az, hogy a nehezen kezelhető lineáris programozási feladat többszöri meg
oldása helyett felhasználjuk o feladat sajátosságát és relaxáció segítségével
visszavezetjük a feladatunkat egyritka mátrixszal rendelkező halmaz-lefedési
probléma megoldására, melyre több hatékony algoritmus is ismert [l, 3, 8]
az irodalomból. ·

A továbbiakban a következő jelöléseket fogjuk használni: y = (x, zj, 
a (8)- (10) feltételek együttható mátrixát jelöljük A-val, a (11)-(12) felté
telek együttható mátrixát B-vel, és a 'megfelelő jobb oldalakat b-vel.

Most tekintsük meg a következő halmazlofedési problémát, melynél az
együttható mátrix minden sorában két egyes áll:

ex+ }.(b 

X; + Z;j~ l 
Xj + Z;j 2] 
X;,Z;jE{O,l}

Ay) -~ m\n,

(
i E QT · jE a. l 
-r: < ~ -r:; ~ E 1( 
(i, j = ], 2, ... , n), 

ahol .:l Lagrange-föle multiplikátor.
(P)-vel jelöljük U, (P) feladatnak megfelelő lineáris programozási feladatot,

melyben Y; folytonos változó és .teljosül a O ·Y; _s 1 föltétel. ~- megfelelő
célfüggvényórtékeket c(P), c(P) és c(PR,.)-va,l fogjuk jelölni, ?.-val pedig
az Ay 2 b feltételnek és a (P) feladatnak mogfolelő optimális Lagrange-tole
mult iplikátort. · · · 

Az, hogy a (PR,.) feladat mogoldása mennyire l(özelíti meg az eredeti (.P) 
föladat megoldását, függ_ a A Lagrango-félo multiplikátor választásától. Az
ilyen értelemben legjobb}. vektort rt kövctk z{í feladat megoldásaként választ-
hatjuk ki: . . 

(D) max c(P.R,,.) ..
,i;;;,;o 

Itt meg kell jegyezni, hogy a· (8f foltótBlek ogyonlöségek, ezért a megfulelő
A; értékekre nincs e1őjelkorJátozál'l, Noss 16.s Soland [Iü lmcgmutatté.k, hogy
hit a (8) föltételnek rpcgfolold .:l1 óitélfoket egyenlfrvé tesszük a 'Qi halmazon
a második Icgkischl: együtthatóval, akkor a (P) feladat megoldása megegye
zik a következő feladat m goldásávnl:

,, I(* 

~C;X; - ~ /J1c(L - ~ x1) »min,
i I k I i(Qk 
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k* . '. l' 

~ ~ ·~ ~ (aki;Xi - 2akijzij) ~ s~ . (k .1, 2; .... , k*}
T=l s=r+l iEQ, jEQ, 

X; + Xj + Z;j :S: 2 
X; + Z;j2 1
x1 + Z;j>l 
X; és Z;j E {O, l}

(
i E Q. j E Q, ) 
T < s T, s EJ{ 

(i, j . 1, 2, ... , n)., 
ahol ~" - a második legkisebb e; érték a QI< halmazon. Tehát az ált.alánosság
megszorí,~_áf!a _né~kül feltételezhetjük, hogy a .D feladatban az egyenlőségnek
megfelelo A; értékek konstansok: · · ·

A (P); (PR{) és· (D) feladatok kapcsolatára vonatkozóan Geoffrion [6] be
bizonyította a következő tételt:

2. tétel. Ha a (P) feladatnak létezik megoldása és a tetszőleges ?. :2: O vet/
torra nézve teljesül ·

c(PR,.)· · ·c(PR,,_),- 
akkor

. (13,} 
·.•

c(P) = c(PR-) = c(D). ). (14) 

A (PR,._) feladat B ~gyÚÜJ~ató mátrixa egy teljesen unimoduláris mátrix a kö-
vetkező tétel [18] alapján: .. . · • , .

3. tétel. B mátrix teljesen unimodulá;:is, ha teljesülnek· a következő fel-
t.ételek: . . .. . · ' . . . · .

. l. Minden egyes eleme O vagy ± l. · . · · .
2. Egy oszlopban sincs több, mint két nullától különböző .elem.. .
3. A B mátrix sorait két diszjunkt halmazra (R1 és R2) lehet bontani:
a) Ha egy oszlopban két hasonló előjelű, nullától különböző elem van,

akkor az egyik R 1, a már-ük pedig R2-n0k az eleme;
b) ha egy, oszlopban két különböző előjelű és nullától is különböző elem

van, akkor mindkettő vagy az R1-nek vagy az R2-nek ,az elem~.
' I • ·•. • • ' ., ' • ' • '

Figyelembe véve azt, hogy B teljesen unimodulárism átrix és a''(PR,._) feladat
teltételeinek jobb oldalán egészértékű számok vannak, a (PR,._) feladatra
tetszölcgcs }, 2 O esetén teljesül (13), tehát a 2. tétel állítása is teljesül.

Ha :cl (T1) lineáris programozási feladat a méretei miatt vagy nagyon nehe
zen vagy egyált,/1,lán nem oldható meg, akkor célszerű megoldani a {D) fel
adatot, mivel az az Agmon•Motzkin-Shoenberg-féle módszer segítségével
.(lásd 3.3 fejezet) visszavezethető egy sorozat halmaelefedési probléma meg
oldására külön bözö J. vektorokkal. Ba viszont a (P) feladat megoldható, akkor
a J. értékét nem a (D) feladat megolµásaként ,lrnpjuk, hanem a (P) feladat
megoldá,;ának megfelelően állítjuk elő. A továbbiakban csak az első esettel
foglalkozunk, mivel a ,;zerkezet-optimalizál(tsi feladat méretei általában nem
teszik lehetővé a (P) feladat megoldását. · ·

, Ha a (PR2) feladat optimális y megoldására nem teljesül az Ay 2 b feltétel,
akkor szepará.lási változók bevezetésével a 'megfelelő· Q1r (k EK) halmazon
(P'') részfeladatokat kapunk: A széparálási -változók segítségével a megfelelő
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Qk (k EK) halmazokat általában két diszjunkt részhalmazra bontjuk és egy
speciális szeparálási feltételnek a (P) diszkrét programozási feladathoz val6
hozzáadásával kapjuk a (Pk) részfeladatokat.

3.2. Szeparálás 

A szeparálási változ6 választását61 nagymértékben függ az algoritmus
hatékonysága, ezért ezeket mindig úgy szokták megválasztani, hogy minél
jobban kihasználják a feladat sajátosságát.

Tegyük fel, hogy a Qk, halmazon a (PR,.) feladat optimális y megoldására nem
teljesül az Ay 2: b feltétel.

Valamilyen szempontból kiválasztjuk az x$, Xs+i E Qk, szeparálási változ6-
kat, s akkor a (Pk) és a megfelelő (PRn feladatokat így írhatjuk fel:

(PRn 

ahol

{
c1(P Ix. + xT+l + ... + X5 = 0}},
c2(Plxs+l + +x1=0J 

{
c1(PR,. I XT + + X5 = 0) } 
c2(PR,. [ x!+l + + x1 = 0) '

Qk,= {-r, 't' + 1, ,8,8 + 1, ... ,t}.

Ilyen szeparálási feltételeket először Beale és Tomlin [2] alkalmaztak olyan
feladatok megoldásánál, ahol a (8) feltétel is szerepel.

Jelöljük K'-vel (K' e K) a Qk halmazok azon indexeit, melyekre nem telje
sül az Ay 2: b Ha a ( 10) feltétel nem teljesül és x1 E Qk,, valamint xi E Qk,, 
akkor ki, k2 EK'. A megfelelő (Pk) (kE K') feladatok képezik a részfeladatok
listáját (candidate list).

Az általánosság megszorítása nélkül a továbbiakban feltételezhetjük, hogy

C1 < C1+1 ('r/1 E Qk, k EK),
ezek után térjünk vissza a szeparáláai változók megválasztásával kapcsolatos
szempontokra. Ezek a következők:

a) A (PR,) feladat optimális y megoldására a Qk halmazon nem teljesül
a (8) feltétel, vagyis

~xi> l vagy
iEQ•

Az első esetben a Qk halmazt annyi páronként diszjunkt részhalmazra osztjuk
szét, ahány l-el egyenlő értékű. ismeretlen van és azon belül a szeparálás úgy
történjék, hogy minden részhalmazba csak egy ilyen ismeretlen kerüljön.
A második esetben pedig, ha -r a legkisebb és t a legnagyobb index a Qk hal
mazban, akkor a szeparálási változót a következőképpen választjuk:

s=[t 2 -rJ·

b) A (PR1) feladat optimális y megoldására a Qk halmazon nem teljesül
a (9) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesül, akkor a szeparálás az
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a) pont szerint történik. Ellenkező esetben azt a változót, melynek értéke
egyenlő l-el, választjuk szeparálási változónak is.
_ e) A (PR;.) feladat optimális y megoldására a Qk, és Qk, halmazon nem tel
jesül a (10) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesül a Qk, vagy Qk, 
halmazon, akkor a szeparálás ezen a halmazon az a) pont szerint történik.
Ha a (8) feltétel mindkét halmazon teljesül, de nem teljesül a Qk, vagy Qk, 
halmazon a (9) és (10) feltétel, vagy csak a (10) feltétel nem teljesül, akkor
ezen a halmazon azt a változót választjuk szeparálási változónak is, melynek
értéke egyenlő 1-el.

3.3 Kizárási kritérium 

Az előző pontban leírtuk azt, hogy kapjuk meg a (P) feladatból kapott
részfeladatok listáját. Ebben a pontban viszont leírjuk azt a kizárási krité
riumot, amely szerint eldöntjük, hogy valamely részfeladatot figyelmen kívül
hagyjunk-e a további vizsgá.latokban vagy sem. .

Ha a részfeladatok listája ismert, akkor megoldjuk a megfelelő (PR~) fel
adatokat. Jelöljük ezeket yk-val. Geoffrion [6] megmutatta, hogy ha egy adott
A vektornak megfelelő v" teljeaíti a következő három feltételt:

1. yk a (PR}) feladat optimális megoldása,
2. Ayk 2 b, 
3. A(b - Ayk) = 0,

akkor v" a (Pk) feladat optimális megoldása.
Ha s" a három feltételből csak az első két feltételt teljesíti, akkor il a (P) 

feladat e-optimális megoldása, ahol

e = J.(Ay1c - b).

Tehát a mi esetünkben, ha a (PRf) feladat optimális yk megoldása nem teljesíti
a 2. és 3. feltételt, vagyis yk a (Pk) feladatnak nem megengedett megoldása,
akkor módosítjuk a }. vektort. A 2. tétel alapján a A vektor legjobb értékét
a (Pk) vagy a (Dk) feladat optimális megoldásaként kapjuk. Nagyméretű
(P) feladat esetén hatékonyabbnak látszik a (Dk) feladatok megoldása, mivel

a) a (PRi) feladat feltételeinek száma jelentősen kisebb, mint a megfelelő
(Pk) lineáris programozási feladatnál;

b) a (PRi) feladat egy ritka mátrixszal rendelkező halmazlefedési probléma,
melynek megoldására hatékony módszerek ismertek az irodalomból [l, 3, 8];

c) a (PRf) feladat struktúrája a (P) feladat megoldása folyamán változatlan
marad (csak a szeparálási feltételek változnak), ami számítástechnikai szem
pontból nagyon előnyös.

_ Mint ahogy azt már említettük, a (Dk) feladat megoldására az Agmon 
Motzkin-Shoenberg-féle módszert alkalmazzuk [15]. E módszer segítségével
megoldunk egy sorozat (PRf) halmazlefedési feladatot, amelyben a J.k+l 
vektor új értékét a következő képlet alapján határozzuk meg:

J..}/1 = max pk+ 0Hb - Ayk), 0} (v = 1, 2, ... ),

egy pozitív szám, mely bizonyos feltételeknek felel meg [16],
a (Pk) feladat jelenlegi Lagrange-föle multiplikátora.

ahol 0k 
J.J; 

6
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A íll (k E IC) kiinduló értéket egy heurisztikus eljárás segítségével kapjuk,
a megfelelő (Pk) feladat Yk megengedett megoldása segítségével. A szerkezet
optimalizálási feladat műszaki tartalmából kiindulva konstruálható egy olyan
heurisztikus eljárás, mely vagy a (Pk) feladat optimumához közelálló megen
gedett megoldást szolgáltat, vagy az a következtetés vonható le, hogy a (Pk) 
feladatnak nincs megoldása. Az utóbbi esetben a (Pk) feladatot töröljük a rész
feladatok listájáról. Itt azonban erre nem térünk ki.

Amennyiben a (PRk[íl.rn feladatot egy Ieszámlálási módszer segítségével
oldjuk meg, akkor az iterációk során mindig az előző feladat y): optimális
megoldását használjuk fel a következő (PRk[íl.;:+1]) feladat korlátjaként, mivel
Yk a (PRkp.k+1]) feladatnak is egy megengedett megoldása.

Ha valamely }," vektornak megfelelő yJ; vektor teljesíti a 2. feltételt, vagyisy" a (Pk) feladat megengedett megoldása és c(P~) < z*, akkor a z* korlát értéket
egyenlővé tesszük a megfelelő c(P~) értékével. Ha c(P~) ~ z*, a megfelelő
(Pk) feladatot kizárjuk a részfeladatok listájáról. Ugyanúgy kizárjuk a rész
feladatok listájától ezt a feladatot, ha valamely y;; vektorra teljesül a három
feltétel, a z* korlát értékét viszont ugyancsak egyenlővé tesszük a c(P~) érté
kével. Abban az esetben, ha a (PR}) feladatnak nincs megengedett megoldása,
akkor nincs a megfelelő (Pk) feladatnak sem, mivel

ahol JJ(Pk) és H(PR}) megfelelően a (Pk) és (PR1) feladat lehetséges megoldá
sainak halmaza.

Ilyenkor a Q" halmazon más szeparálási változót választunk és újra vizsgál
juk a módosított (Pk) feladatot.

Ha a részfeladatok listáját kimerítettük, akkor az aktuális korlátnak meg
felelő megengedett megoldás egyúttal a (P) feladat optimális megoldása is.
Ha viszont a részfeladatok megoldása során a (P) feladatnak egyetlen meg
engedett megoldása sem volt, akkor a (P) feladatnak nincs megoldása.

4. Az algoritmus leírása 

1. Heurisztikus eljárás segítségével előállítjuk a (P) feladatnak egy y1 meg
engedett megoldását 6s a megfelelő íl.1. vektort. Az* korlát értékét egyenlővé
tesszük a megfelelő c(P) értékével. Ha a (P) föladatnak nincs megengedett
megoldása, akkor a J l. lépésnél folytatjuk _

2. Megoldjuk a (D) feladatot, vagyis k iszámíl.juk a íl vektor értékét.
3. Megoldjuk a (PR,.) föladatot. Ha y a (PR,) feladat optimális megoldása

~s egyben a (P) feladatnak is, akkor a 11. lépésnél, egyébként a 4. lépésnél
folytatjuk.

4. Előállítjuk a részfeladatok listáját.
5. A részfeladatokból kiválasztjuk azt, amelyre nézve teljesül:

{ "' k max ,,,;;;;,, a;1y1 ««: J 

Ha a részfeladatok listája üres (JC = fJ), akkor a 10. lépésnél, egyébként a 6.
lépésnél folytatjuk.
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6. Heurisztikus eljárás segítségével kiszámítjuk a megfelelő }.k vektor érté
két. Ha a (Pk) részfeladatnak nincs megoldása, akkor K' = K'/{k} és vissza
térünk az 5. lépésre, egyébként a 7. lépésnél folytatjuk.
_ 7. Megoldjuk a (Dk) feladatot. A (Dk) feladat optimális megoldását jelöljük
A.1,-val.

8. Ha a c(PR"J.k) 2 z*, akkor c(Pk) 2 z*, tehát ezt a részfeladatot kihagyjuk
a részfeladatok listájáról:

K' = K'"'{k }. 
Visszatérünk az 5. lépésre, egyébként folytatjuk a 9. lépésnél.

9. Ha a (PR-xk) feladat f/ optimális megoldása a (Pk) feladatnak egy megenge
dett megoldása, akkor z* = : c(Pk). Mindkét esetben a (Pk) részfeladatot ki
hagyjuk a listáról (JC= K'"'{k} és visszatérünk az 5. lépésre.

10. Ha a részfeladatok listája üres és a (P) feladatnak találtunk legalább
egy megengedett megoldást, akkor a z* korlátnak megfelelő megengedett
megoldás egyúttal optimális is.

11. Vége.

Az egyszer{í.ség kedvéért az algoritmus 2. és 7. lépésben nem tértünk ki arra
az esetre, ha a (D) vagy a (Dk) feladat megoldása sor/in a (PR().i]) vagy meg
felelően a (P R[AU) feladat optimális megoldása ugyanakkor a (P) feladatnak
is egy megengedett megoldása.

Ebben az esetben, ha c(PP[?n) < z* vagy c(PR[}.U) < z*, akkor a korlát
értékét megváltoztatjuk:

z* = : c(PR[).iJ) vagy z* = : c(PR[AU). 

(Beér kezeü: 1977. november l-én.) 
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fTHE GENERALCZATION OF THE ASSIGNM.ENT PROBLEM AND ITS
SOLUTION

We deal with a generalization of the assignment problem obtained from the mathe
matical model of a sbruoture optimization problom. Furthermore, (L theorem will be proved
whereby our problem is reduced to the solution of a "0-1" linear programming problem
with variables of n2 order of magnitude. Making use of the part.icularrty of tho problem
an enumeration algorithm is presented consisLing of the solution of a series of sot covering
problems.
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A kapacitáskihasználás neoklasszikus
modelljeinek áttekintése

E cikkben azoknak a kutatásoknak az eredményeit kíséreltem meg össze
foglalni, amik a termelő tőke optimális kihasználását a neoklasszikus termelés
elmélet keretein belül maradva vizsgálják.

Az ismertetést több száz oldalt kitevő, eddig csak részben publikált munka
anyag felhasználásával készítettem el. A válogatásnál előtérbe helyeztem a köz
gazdaságilag érdekes modelleket a matematikailag szépekkel szemben, és az
ismertetésre kerülő modelleknél is inkább a korlátozó feltételekre, valamint
a közgazdaságilag fontos következtetésekre helyeztem a súlyt és nem a model
lek részletes bemutatására. Csak így nyílt lehetőségem arra, hogy ebben a
viszonylag rövid cikkben az alapmodellen kívül elég sok érdekes továbbfej
lesztésről is beszámoljak. A modellek részletei iránt érdeklődők pedig az iro
dalmi hivatkozások alapján kielégíthetik kíváncsiságukat.

Az áttekintést elsősorban azért írtam meg, hogy megmutassam, a tőke
Idhasználás kérdései ma már a közgazdasági elmélet szerves és egyre jobban
kidolgozott részét képezik. Más - és ehelyübt megvitatásra nem szánt -
kérdés az, hogy a neoklnsszikus feltételek mellett mennyire lehet releváns
közgazdasági következtetésekhez jutni, továbbá, hogy az itt ismertetendő
modellek alkalmazhatók-e a mi viszonyaink között közgazdasági elemzésre.
Különösebb előtanulmányok nélkül is nyilvánvaló, hogy változtatások nélkül
nem használhatók fel. Vizsgálni lehetne azonban, hogy a már többé-kevésbé
polgárjogot nyert termelési függvény alkalmazásokat a kihasználást figyelem
be véve hogyan lehetne finomítani, sőt talán még azt a gondolatot sem kellene
elvetni, hogy a tervezésben felhasznált növekedési makromodelleket a jövőben
úgy formálják, hogy alkalmasabbak legyenek a kihasználás tervezésére, s ez
által a kihasználás szintjének befolyásolására is.

A neoklasszikus tőkekihasználási elmélet
általános jellemzése

Az időnek, mint a kihasználás mérőjének bevezetésével új szakasz kezdődött
a forráskihaszuálás problémáit vizsgáló közgazdasági kutatásokban. Mind
addig, míg a kihasználtságot a potenciális és a tényleges output hányadosa
ként1 határozták meg, az eredmények nagyjából a várakozásoknak feleltek

1 Az Egyesült Államokban 5 ilyenfajta kapacitásbecslés készül viszon:yl_ag _ren?sz.~re
Ben. Ezek a következők: kikérdezéses alapon (kb. a vállalatok 40%-át érinti) ke_szül a
ü {I r 3w e) Uqq USY_x d ami a tényleges és a vállalatok által preferált tevékenyseg1 szintnek
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meg. Normális években a kihasználatlanság 5-10%-os, a rossz években
15 % volt és csak kivételes esetekben fordult elő (legalábbis az USA-ban)
a 20 % körüli vagy azt meghaladó kihasználatlanság [ 10], [ 14]. A meglepetés
akkor érte a kutatókat, amikor - az 1960-as évek elején - M. Foss [7]
nyilvánosságra hozta az Egyesült Államokra vonatkozó hosszútávú kapacitás
kihasználási becsléseit, amit a gépi állóeszközök villamos energia felhasználása
alapján készített. E szerint az USA-ban 1929 és 1954 között még a viszonylag
jó években sem haladta meg az ipari termelő állóeszközök időbeli kihasználása
a 25%-ot, azaz a rendelkezésre álló idő több mint 75%-ában a termelő tőke
nem működött. A vizsgálat másik érdekes eredménye: a kihasználás időben
nőtt, ami azt mutatja, hogy alacsonyabb fejlettségi szintre alacsonyabb,
magasabbra magasabb kihasználás volt jellemző. Foss eredményeit későbbi
kutatások megerősítették. Más országokra és más időszakokra is hasonló
időbeli kihasználási jellemzőket kaptak azok a kutatók, akik hasonló meg
fontolások alapján és hasonló módszerekkel dolgoztak.2

A produktív tőke időbeli kihasználása az empirikus eredmények szerint
tehát igen alacsony. Mi lehet ennek a jelenségnek az oka? Ezt a kérdést tették
fel maguknak azok a közgazdáazok, akik a következőkben ismertetésre kerülő
tőkekihasználási elméletet kifejlesztették. Az elmélet alapkövét az angol
Robin Marris [11] tette le 1964-ben. Erre az alapkőre építette fel Gordon C.
Winston amerikai professzor [15]-[20] tőkekihasználási elrnéletét,á amelyet
több jelentős vonatkozásban fejlesztett tovább Roger R. Betancourt és Chris
topher K. Clague [ 3 ]- [ 6].

Előre tervezett lcihasználatlanságolc

Marris legfontosabb észrevétele az, hogy a magas kihasználatlanság első
sorban nem vállalati vagy nemzetgazdasági szintű. tervezési hiba, ami az eljö
vendő események, szituációk rossz megítéléséből ered, nem is véletlen, előre
nem látható események következménye. A ki használablanság javarészt annak
tulajdonítható, hogy a vállalatok (vagy központi szervek) beruházási döntésük
meghozatalakor szándékosan előre tervezik a kihasználatlan kapacitásokat.
Feltételezve, hogy a napi (évi) termelés keresleti oldalról korlátozott, a beru
házó két lehetőség között választhat: vagy kisebb üzemet létesít és azt több
műszakban üzemelteti, így a lekötött tőkét jobban kihasználja; vagy nagyobb

megfelelő kapaciLás hányadosa. A National Fnduatrial Conference Board (NICE) ós
a Fortune magazin által készített becslések a töke-output urány változásából következ
tetnek a kihasználatlanság változására, feltételezve, hogy a ciklus caúcsokon a tőke
output arány minimális, azaz a kihasználás .!00%-os. A Wharton indexnél. szintén föl
tételezik, hogy a ciki us csúcsokon 100%-os a ki használás, du itt a kihasználtságot nem
a tőke-output aránnyal, hanom a termelés változásával Iojcxik ki. A Fedora! lloserve
Board (FRB) becslése a McGrnw-Hill és a NWB kombinációja. Részletesen lásd [14].

A Winston szerint Pakisztánban az ipari töke időbeli kihasználása átlagosan 12%-os
[15], Kim és Kwon becslése Dól-Koreára 20% [9], Bonaistáé a Fülöp-szigetekre 19% [2].
Ezek a becslések F'osséhoz hasonlóan villamos energia felhasználási bázison készültek.
Később kimutatták [12], hogy ez a mutatószám különböző okok miatt erősen lefelé
torzít és megkísórelték az időbeli kihasználást más módszerekkel mérni. Ekkor valóban
magasabb értékekhez jutottak, de az eredmények még így is messze alatta maradtak
az output alapján meghatározott kihasználási szinteknek. Moronoetz például Izraelre
40% körüli (13], Winston Pakisztánra [15) 30-:l5%-os eredményt kapott. (Az összes
idézett számok az 1960-as évek végére, illetve az 1970-es évek elejére vonatkoznak.)
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üzemet létesít és azt kevésbé használja .ki, Profit ma.xirná.lási törekvéseik
miatt a vállalkozók azt a megoldást választják, amelyik olcsóbb. Gazdasági
megfontolásoktól vezérelve tehát előre döntenek a tőkekihasználás mértékéről.
A technológiával összefüggő bizonyos költségek miatt és azért, mert az embe
~ek általában nem szeretik a többműszakos, illetve a folyamatos (hétvégeken
Is folyó) munkát és ezt a diszpreferenciát többletbérrel kell honorálni, egyes
esetekben olcsóbb lehet több tőkét lekötő nagyobb üzemet építeni, mint vál
lalni az éjszakai, ill. hétvégi munkáért járó többletköltségeket.

Marris a különböző technológiákkal összefüggő költségek elemzésén alapuló
fejtegetéseire részletesen nem térek ki, mert a követők munkáiban kiforrottab
ban jelennek meg legfontosabb megállapításai. Hangsúlyozni szeretném azon
ban, hogy úgyszólván a kihasználást ex ante alakító minden jelentős tényezőt
Marris már felfedezett. Kimutatta, hogy a kihasználás szintje egyaránt függ
a bér rátától, az éjszakai és a hétvégi munkáért járó többletbér nagyságától,
a tőke intenzitásától, a hasznosítás és a mechanizáció elaszticitásától3 és a
volumen hozadékától.

A kihasználatlanság különböző okai

A kapacitás kihasználását a potenciális és tényleges output hányadosaként
értelmező mérések (lásd az Á4 lábjegyzetet) a kihasználatlanságot jobbára
a Keynes-föle kereslethiányra vezették vissza. Vagyis azt vizsgálták, hogy
valamely, már meglevő üzem kapacitását miért nem használják ki a kívánt
szinten. Manis, amint az előzőekből kitűnik, nem a kívánt szinttől való el
térést, hanem magát a kívánt szintet kialakító tényezőket vizsgálja, azokat
a hatásokat amik előre szabályozzák a majdani üzem kihasználását. Winston
1974-ben megjelent tanulmányában3 mindkét fenti közelítést elfogadja: a
kihasználatlanságot az ex ante tervezett vagy elvárt, valamint az ex post
nem tervezett vagy véletlen hatások eredőjeként határozza meg. A kihaszná
lásra ható tényezők - egy további, a keresleti és kínálati jelleget is kifejező
kategorizálást bevezetve - az 1. táblázatból láthatók.

1. táblázat
A kihasználásra ható tényezők

KRRESLETI (Á + Á) v ÁUB 

ELŐRE NEMVÁRT

ELŐRE VÁRT

Elégtelen kereslet
A kereslet struk

túrája

Input hiány
Ritmikusan változó

input árak

Az előre nem várt kihasználatlanság azt jelenti, hogy a vállalatok nem tudják
elérni a kívánatosnak tartott termelési-eladási szintet, éspedig vagy kereslet
hiány miatt, amit végsősoronarra vezetnek vissza, hogy a vállalatok nem érik

' A hasznosítás elaszticitása Marris definíciója szerint a kihasználás szintjének száza
lékos változását mutatja az átlagos órabér egy százalékos változására. A mechanizáció
elaszticitása pedig a munka termelékenységének százalékos változása a t6ke-munka
arány egy százalékos változására.

~ A tanulmány amellett, hogy a kihasználással foglalkozó irodalom jó áttekintését
adJa; kritikai és az elméletet továbbfejlesztő részeket is tartalmaz. Lásd (17].
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el walrasi egyensúlyukat a tőke piac tökéletlenségei miatt; vagy azért, mert
előzetes várakozásukkal ellentétben nem tudják biztosítani a termeléshez
szükséges inputokat a kívánt mennyiségben és minőségben. Az előre nem várt
hatásokra kialakult kihasználatlanság csak akkor tervezési hiba, ha a döntés
pillanatában már felmérhető lett volna a keresletnek vagy az inputnak a hiá
nya, egyébként ki nem küszöbölhető véletlen.

A vállalat létesítése idején, különböző keresleti és kínálati jellemzőkkel
számolva előre megtervezik, hogy milyen lesz a tőke kihasználásnak szintje.
A keresleti strukturális jellemzők, Winston szerint, részben a keresletnek a
hosszútávú, dinamikus növekedésével, részben a véletlen és ritmikus változá
sával kapcsolatosak. Strukturális okokból érdemes tehát többletkapacitást
beépíteni akkor, ha hosszú távon erőteljes keresletnövekedés várható, mert
a mai többletköltség és az egy ideig tartó kapacitás kihasználatlanság még
mindig olcsóbb, mint a későbbi, utólagos bővítés. Más típusú kihasználatlanság
az, amit a vállalat rugalmassága érdekében véletlen, előre nem látható kereslet
változásokra számítva építenek be. Többletkapacitás létesítését indokolja
továbbá még az is, ha a nem tárolható termék vagy szolgáltatás iránti igény
ritmikus. Ez a harmadik, a keresleti struktúrára jellemző olyan tényező,
amit a kihasználás tervezésekor előre figyelembe vesznek.

Végül Marris nyomdokain járva Winston a ritmikusan növekvő input árak
nak a kihasználatlanság alakításában játszott szerepét vizsgálja. Míg Marris
a ritmikusan változó ráfordítási árak közül egyedül a bérekkel foglalkozik,
Winston kiterjeszti a vizsgálandó inputok körét. Nemcsak a munka, de más
inputok, például a villamos energia, bizonyos mezőgazdasági termékek é8 a
szállítás ára is szabályos ritmus szerint változhat. Ez azt jelenti, hogy a na,p
nak, a hétnek, vagy az évnek bizonyos előre meghatározható szakaszaiban
ugyanazért a ráfordításért többet, más szakaszokban kevesebbet kell fizetni.
A költségeiket minimalizálni kívánó vállalatok, az input ritmikus árváltozásait
kapacitásuk tervezésénél figyelembe veszik,

Az új tőkekihasználási elmélet kifejlesztöi úgy vélik, hogy a kihasználatlan
ságra ható tényezők közül elsősorban az utolsónak tárgyaltat kell elemezni,
tehát azt, ami a ritmikus input árak változásának hatását fejezi ki. Fontos
a ritmikus inputok változásából adódó kihasználási jellemzők vizsgálata elő
ször is azért, mert e témával eddig senki sem foglalkozott részletesen, míg
a többivel igen; másodszor azért, mert a kihasználatlanság nagy részéért
a ritmikus árváltozások a felelősek megítélésünk szerint; s végül, de nem utolsó
sorban azért, mert a ritmikus árváltozások, mint gazdasági változók gazdasági
eszközökkel szabályozhatók, s így segítségükkel a tőke kihasználása a kívánt
irányba befolyásolható.

A ráfordítások árának ritmikus változása

A termeléshez szükséges ráfordítások sok lényeges tulajdonságukat tekintve
különböznek egymástól. E különbségek közül kettő meghatározó jelentőségű
a kihasználási színvonal tervezésekor. Az első azon alapul, hogy milyen formá
ban jutnak hozzá a termelők a ráfordításhoz. Az egyik forma, amikor magát az
állományt, a stock-ot veszik meg, másik amikor csak a szolgáltatást, a flow-t.
A második megkülönböztetés: az ár időbeli alakulásának formája. Itt nem
a hosszú- vagy rövidtávú piaci áralakulásról van szó, hanem arról, hogy bizo
nyos ráfordítások ára adott időegységen belül ritmikusan változik, míg rná-
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A ráfordítások Óralakvlásának sémái

egységnyi
input

ára

A. egységnyi
input

ára

B.

idő idő
I. ábra

soké ne_m. A kétféle áralakulás sémája az 1. ábrán látható. Megjegyzendő,
hogy a B. sémán bemutatott lefutás az elképzelhető ritmusoknak csak egyik,
tetszőlegesen választott formája.

A kérdés az, hogy a fenti két jellemző együttesen hogyan hat a kihasználás
alakulására. Az állományként megvásárolt - tulajdonba vett - ráfordítások,
ára az A séma szerinti az időben konstansnak vehető, hiszen a ráfordításokat
egy adott időpontban egyszer s mindenkorra megvásárolták az éppen akkor
érvényes áron. Ha egy adott időintervallumon belül a technikai jellemzőket
figyelembe véve a tulajdonba vett ráfordítás hasznosítása hosszabb vagy
rövidebb ideig tarthat, a tulajdonos dönt arról, hogy a ráfordítást milyen
hosszú ideig veszi igénybe. Feltételezve, hogy az állomány élettartama függet
len az igénybevételtől, a rövidebb ideig tartó hasznosítás az egységnyi műkö
dési időre jutó költséget emeli, míg a hosszabb csökkenti. Költségminimalizálás
esetén a tulajdonba velt ráfordításoknál a kihasználás növelése lesz a kívánatos.

Más a helyzet akkor, ha csak a szolgáltatást vásárolják meg, bérelik csupán
a ráfordítást, és az ár alakulására a B. séma jellemző. Feltételezve, hogy a bérelt
ráfordításoknak a technológiai jellemzők által meghatározott használata,
adott időegységen belül, egyaránt lehet hosszabb vagy rövidebb, a termelő
dönt arról, hogy mikor és milyen hosszú ideig tart igényt a ráfordításra. Költsé
geit rninimalizálandó igyekszik elkerülni a magas árfekvésű periódusokat és
csak akkor veszi igénybe a ráfordítást, amikor az viszonylag olcsó. A bérelt
7:áfordítás lcöltségeinelc 'minimalizálása érdekében tehát a vállalat a maximális
időbeli lcihasználásnál kevesebbet tervez.

A két különböző költségtényező minimalizálása: a tulajdonba vett ráfordí
tásoké és bérelteké, tehát ellentétes irányú hatást gyakorol a kihasználatlan
ságra. Az első szempontjából a kihasználás növelése, a másikéból a csökkentése
a célszerű. Számos tényezőtől függ, hogy e két hatás milyen ponton jut egyen
súlyba, vagyis hogy mekkora lesz a költségek szempontjából optimális ki
használási szint.

Az alapmodell

Az 1970-es évek elején Winston tesz kísérletet arra [18], hogy formális
modellbe foglalja az optimális kihasználási szintre ható tényezőket. Első
modelljét a továbbiakban alapmodellnek nevezzük, mert már tartalmazza.
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a legfontosabb alapösszefüggéseket. Először azt mutatjuk be, milyen korlá
tozó feltételek mellett érvényes a modell. Három csoportba soroljuk a korlá
tozó feltételeket. Az első csoport a piaci jellegű korlátozásokat tartalmazza.
Ezek a következők:

1. A termék iránti kereslet konstans.
2. A termék- és a tényező-piacokat egyaránt a tökéletes verseny jellemzi.
3. Minden területen - a volumenek és az árak tekintetében is - tökéletes

az előrelátás.
4. A vállalatok profitot maximálnak.
Az 1. és 3. feltételekből következik, hogy az optimális kihasználás vizsgála

takor el kellett tekinteni többek között a kihasználatlanságot a keresleti
oldalról strukturálisan befolyásoló tényezőktől is: a dinamikus kereslet
növekedésnek, a bizonytalanságnak és a ritmikus kereslet-változásoknak
a hatásától.

A feltételezések másik csoportja termelési-technikai jellegű korlátokat fejez
ki. Ezek közül a fontosabbak:

5. Egy homogén output van és két homogén ráfordítás. Az egyik a tőke,
a másik a munka.

6. Különböző technológiák állnak rendelkezésre, amik az igényelt tőke és
munka arányában különböznek egymástól, azaz a tőke és a munka ex
ante helyettesíthető egymással.

7. Meglevő üzemekben a tőke és a munka szolgáltatási aránya nem változ
tatható, azaz a tőke és a munka ex post nem helyettesíthető egymással.
Ez azt jelenti, hogy a már beépített tőke üzemeltetéséhez mindig azonos
nagyságú személyzet kell.

8. A tőkének az időegységre jutó birtoklási költsége független az igénybe
vétel mértékétől.

9. A volumen hozadéka nem növekvő, azaz a nagyobbra méretezett üzem
ben nem olcsóbb termelni, mint a kisebben.

A modell maga igen egyszerű: egy termelési- és egy költségösszefüggésböl
áll. A termelési összefüggés egy neo-klasszikus termelési függvény, aminek
megkülönböztető jellegzetessége: minden változója folyamati (flow) típusú.
Ezt a függvényt tiszta folyamati (pure flow) vagy pillanatnyi (instantaneous)
termelési függvénynek nevezik. A tiszta jelző arra utal, hogy a ráfordítások az
outputtal megegyező dimenzióban vannak értelmezve, a pillanatnyi jelző
pedig a folyamati jelleget van hivatva kiemelni. Az elméletben és gyakorlat
ban alkalmazott termelési függvényeknél, ahol a folyamként értelmezett
kibocsátáshoz rendszeresen tőke állományt rendelnek, sőt sok esetben a munka
ráfordítást is inkább állományként, mint folyamként értelmezik, a, változók
idődimenziója nem azonos, hiszen az állományi adatok mindig időpontra
vonatkoznak, míg a folyamatok időszakokra. A termelési és a növekedési
elméletek megalkotói számára ez a heterogenitás azért nem volt különös
képpen zavaró, mert feltételezték, hogy a kihasználás nem változik, s így az
állományi adat jól kifejezi az állományból nyerhető folyamokat. A kihaszná
lásnál azonban nem lehetett feltételezni. hogy a kihasználás konstans, hiszen
a vizsgálat tárgya éppen maga a kihasználás változása. Ezért volt elkerülhe
tetlen a tiszta termelési függvény bevezetése.

A feladat leegyszerűaítése érdekében Winston további feltételeket vezet be.
A most következő megkötésekre, mint egyszerűsitő feltevésekre hivatkozunk,
megkülönböztetve őket a piaci és a termelési-technikai korlátozásoktól.
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10. A vizsgálat időegysége egy nap, egy nap 24 órája. A kihasználatlan kapa
citás tervezésekor tehát csak a napi ritmikus bérváltozást veszik figye
lembe, a heti, havi vagy még ennél is nagyobb időegységre jellemző in
gadozást már nem.

11. A rendelkezésre álló gépórák megállapításánál a javítások időszükségle
tétől eltekintenek. Feltételezik tehát, hogy a napi maximálisan szolgálat
ban tölthető órák száma megegyezik a rendelkezésre álló órákéval,
24-gyel. E feltevés azt jelenti, hogy

max K = E,(1)

ahol
K = a tőke állomány gépórában,

K = a tőke szolgáltatás gépórában,

és

(2)
K

U==, 
K 

ahol
u = a tőke kihasználása.

12. Egy nap két műszakból állhat. Mindkét műszak 12 órás. Az első műszak
a nappali, a második az éjszakai. A második műszakért többletbért kell
fizetni. Érvényesek tehát a következő, a bérköltséget kifejező függvé
nyek:

(3)

(4)

ahol

w(u) = w, ha O <»=; 1/2

w(u) = (1 + A)w, ha 1/2 < u :S::: 1

w = a bérráta;
A = a második műszakért járó többletbér.

13. Egy egység tőkeállomány birtoklásának napi költsége egy standardizált
gép beszerzési árától, a kamattól és az értékcsökkenéstől függ.

(5)

ahol

r = Pli + d),

r = egy egység napi tőkeállomány birtoklásának napi költsége;

Pc = egy gép beszerzési ára;

i = a kamatráta,

d = az értékcsökkenési ráta.
A .K nagyságú tőkeállomány napi birtoklási költsége tehát rK: A tőke

állomány egy órai üzemeltetésének költsége pedig:

.. 6 Kr rruzem ra = _ = _ .
K u 

(6)
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A kérdés, amire Winston modelljével választ kíván kapni, a fenti feltételek
egyidejű fennállása esetén a következő: milyen tényezők befolyásolják az
optimális tőkekihasználást, vagy leegyszerűsítve a kérdést, mikor lesz célszerű
kisebb beruházással, de kétműszakos üzemeléssel, illetve nagyobb beruházás
sal, de egy műszakos üzemeléssel számolni. A válasz attól függ, hogy a napi
S mennyiségű output előállításának költsége mikor kisebb. A költségössze
függés bevezetésére van tehát szükség.

Egyműszakos termelés esetén Q mennyiség előállítási költsége:

(7)

és a két műszalmál

(8)

A 7. és 8. összefüggésekben az alsó indexben a számok az üzemeltetés mód
jára, a bet,űk a napszakra utalnak. Értelemszerűen az 1 alsó index az egy,
a 2 alsó index a két műszakos üzemelést, míg a d betű a nappali, az n betű
az éjszakai műszakot jelenti.

Mivel Winston vizsgálatát, amit a 12. feltételben már említettük, arra az
esetre korlátozza, amikor n1 = 1/2 és u2 = l, figyelembe véve továbbá, hogy
a 6. és 7. feltételek miatt Kd2 = Kn2 = K2 és Ld2 = L,.,2 = L2, a gazdaságos
két műszakos üzemelés feltételét, vagyis azt, hogy a 8. összefüggésben foglalt
költségeknek nem szabad elérni a 7. összefüggés költségeit a következőképpen
írhatjuk fel:

(9)

A 9. összefüggés tehát egyszerűen azt mondja ki, hogy akkor érdemes
többműszakos üzemeltetést tervezni, ha a bal oldalon megjelenő tőkeköltség
megtakarítás nagyobb, mint a jobb oldali tétel, ami it munkaköltség többletét
fejezi ki
A CES termelési függvény bevezetésével lehetőség nyílik arra, hogy a 9.

egyenlőtlenséget más formában írjuk fel, méghozzá úgy, hogy az összefüggésbe
belépő paraméterek és a kihasználási szint között közvetlen és jól értelmezhető
kapcsolat legyen. A függvény:

{10)

ahol
y = hatékonysági paraméter;

ó = megoszlási paraméter;

1/{l + e)= a a helyettesítési paraméter.

A feltevés szerint a 10. függvény mindkét műszakra (i = l, 2), azonos.
Felhasználva a CES termelési függvényt és azt a tételt, hogy bármelyik

műszakban akkor lesz a profit maximális, ha a relatív tényezőárak megegyez
nek a differenciális termékarányokkal, a 9. költség-egyenlőtlenség a megfelelő
átalakítások és behelyettesítések után a következő alakot veszi fel:
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(I+ A/2ia-1f 1 - (2a-1 L- 1) (1 ö ör (;r-1]
> 1 ha O ~a< l

<lhal<a<=

A 11. összefüggés fejezi tehát ki, hogyan hat a ritmikusan változó input
költségtöbblete (A), a ráforditások egymáshoz viszonyított ára (w/2r) és a
helyettesítési elaszticitás ( a) az optimális tőke-kihasználási színvonalnak a ki
alakítására a beruházások tervezésekor.

,,A" hatása az optimális szintre egyértelmű: minél nagyobb ,,A" annál
jobban csökken a magas tőkekihasználású variáns profitábilitása. Ha A nulla,
bármilyen tényezőár-arány és elaszticitás esetén a két műszakos üzemelés
lesz a gazdaságosabb.

Bonyolultabb az összefüggés a tényezők áraránya és az optimális kihaszná
lási szint között, mert ennek hatása nem függetleníthető a tényezők közötti
helyettesítési elaszticitás nagyságától. Ha a helyettesítési elaszticitás kisebb
mint egy, ami azt jelenti, hogy az árarány változását nem követi elég rugal
masan a volumenarányok változása, más szóval: a helyettesítés nehézkes,
akkor az árarányok változásának hatása a várakozásoknak megfelelő: a mun
kához képest olcsóbbá váló tőke alacsonyabb tőkekihasználással jár. Ha azon
ban a helyettesítési elaszticitás nagyobb, mint egy, vagyis viszonylag könnyű
a tényezőket egymással helyettesíteni, az olcsó tőke magasabb kihasználással
párosul. Ennek az az oka, hogy a tényező-arányok, a jó helyettesíthetőség
esetén, jobban függnek az árarányoktól. A viszonylag drága munka arra ösz
tönzi a vállalatokat, hogy tőkeintenzívebb technológiákat válasszanak, mert
így csökkenthetik a drága munka részesedését az összes költségben. A tényezők
Volumenarányának eltolódása elérhet egy olyan szintet, amikor már érdeme
sebb lesz a költségek között nagy súllyal szereplő, habár relatívan olcsó tőké
vel takarékoskodni, mint a relatívan drága, de kisebb súlyú munkával: azaz
kifizetődik többműszakos üzemeltetést tervezni.

{ 11)

Az alapmodell továbbfejlesztése

Az alapmodellt számosan - többek között maga Winston is későbbi mun
k_áiban - továbbfejlesztették, finomították.5 Az alapmodellre jellemző kor
latozó feltevések közül megítélésem szerint Betancourt és Clague (ezentúl
B-C) modelljei oldották fel a legfontosabbakat, ezért a következőkben ezek
kel foglalkozom. A B-C modellek a következő lényeges jellemzőkben térnek
el az alapmodelltől: másképp kezelik a tőkeintenzitást, feloldják a konstans
Volumenhozadék feltevését: a 9. feltételt; az output korlátozást; az 1. és 2.
feltételt. Megvizsgálják továbbá hogyan változnak a többműszakos munka
gazdaságossági feltételei, ha feloldják a leírási és fenntartási költségekre tett
8- feltételt; ha megengedik a tényezők közötti ex post helyettesíthetősé~et,
Vagyis ha módosítják a 6. feltételt; és továbbá, ha a vállalatok nem profitot
:rnaximálnak, hanem az egy munkásra jutó bérjellegű jövedelmet az ún. mun
kások által irányított vállalatokban, vagyis ha elvetik a 4. feltételt.

6 Lásd pl. [l]-[6], [19], [20].
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A tőkeintenzitás és a volumen-hozadék eltérő kezelésének hatása az optimális
kihasználásra

Az alapmodellben a tőkeintenzitást két paraméterrel lehet elemezni: a
w/r áraránnyal és a CES függvény ö megoszlási paraméterével. A fenti köze
lítésnek számos hátránya van. Először is: ö nem számítható közvetlenül az
adatokból csak becsülhető; másodszor: w/r és 8 meghatározását nagymérték
ben befolyásolják a tőke mérésének nehézségei; harmadszor: a két tényező
nek, a helyettesítési elaszticitásnak és [L tőkeintenzitásnak az optimális ki
használási szintre való hatása az árak és a volumenek kölcsönös összefüggése
miatt nem különíthető el egymástól. E hátrányokat kiküszöbölendő vezetik
be a most következő modellbe Betancourt és Claque [4], [5] a 0-val jelölt
tőkeintenzitást, ami a tőkeköltségnek az összköltségben való részesedését
mutatja egyműszakos üzemelés esetén:

(12) 

A bérrátát itt az alapmodelltől eltérően jelölik. Megkülönböztetik a nappali
( wd) és az éjszakai (wn) béreket; a bérdifferenciát százalékos formában fejezik ki: 

(13) 

ahol ex = a bértöbblet százalékos formában.
A többműszakos munka gazdaságosaágának feltételét, a 9. költség-össze

függést, a fenti jelöléseket bevezetve és átrendezve a következő formában
írják fel:

(14) 

Az összefüggés jobb oldala az ún. költségarány, röviden CR. Minél alacso
nyabb a költsógarány, annál drágább az egyműszakos üzemelés a kétműaza
koshoz képest s ezért annál nagyobb a töl bműszakos üzemclésből adódó nyere
ség.

Az alapmodellnél ismertetett transzformációkat elvégezve és bevezetve
egy olyan CES függvényt, ami általánosabb az alapmodellben alkalmazott
nál, mert megenged egytől eltérő ({3) volumen hozadékot is, a 14. költség
ösazefüggés a következő alakot veszi fol:

(15) J > z-l/fi(2 + IX} [0(2 + ,x)°-l + (J - Q)l/l-o-.

A különböző paramétereknek a költségarárryra gyakorolt hatását a para
méterenkénti parciális deriváltak mutatják. Az ex és f3 szerinti parciális deri
váltak pozitívak, míg a e szerinti negatív. A a deriváljának előjele nem álla
pítható meg egyértelműen, de a szerzők által végzett numerikus kísérletek
arra engednek következtetni, hogy az előjel itt is negatív.

Mivel a pozitív derivált azt jelenti, hogy a költségarány a paraméter válto
zásával azonos irányban változik, illetve a negatív esetében ellenkezőleg, és
mert a költségarány növekedése azt mutatja, hogy a többműszakos munka
egyre kevésbé gazdaságos, az eredmények a várakozásoknak felelnek meg.
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Minél magasabb a, annál kevésbé érdemes többműszakos üzemeltetést tervezni
az éjszakai munka költséges .volta miatt'. Az egynél nagyobb volumenhozadék,
fl > l szintén nem kedvez a több műszakos munkának akkor, ha a napi output
mennyisége korlátozott, mert a nagyobb méretekből származó előnyöktől
elesnek a kisebb üzem építése esetén. Minél magasabb 0, a tőkeköltség aránya
az összköltségben egyműszakos üzemelés esetén, annál inkább érdemes a tő
kével takarékoskodni, több műszakban üzemeltetni az üzemet. Végül a helyet
tesítési elaszticitás növekedése is a többműszakos üzemeltetés gazdaságosságát
növeli, méghozzá közvetetten, a tőkeintenzívebb technológia megválasztása
révén. Könnyű helyettesítési viszonyok között ugyanis a kétműszakos üze
meltetésnél tőkeintenzívebb technológiát lehet választani, mint egy műszak
nál, és így egyszerre lehet takarékoskodni a drága éjszakai munkával és a
viszonylag olcsó tőkével.

Az output korlát feloldásának hatása az optimális kihasználásra

Az eddig bemutatott modellekben feltételezték, hogy az output mennyisége
és az eladási ára egyaránt külső adottság a vállalat számára. A kérdés, amit
ezután feltettek, hogyan változik az optimális kihasználást befolyásoló költség
arány, ha a fenti feltételt a következővel helyettesítik: a vállalat monopol
helyzetben van, bizonyos mértékig befolyásolni tudja az output mennyiségét
is és az árakat is [4], [5].

A monopolhelyzetben levő vállalatnál a kétműszakos üzemelés akkor lesz
gazdaságos az egyműszakoshoz képest, ha n2 > ni, ahol n2 a kétműszakos,
míg n1 az egyműszakos üzemelés melletti profit, vagyis ha fennáll a következő
ún. értékfeltétel:

(16) TR(Q2) - TC2(Q2) > T R(Q1) - TC1(Q1)

ahol Q1 és Q2 = az output optimális szintje az egy-, illetve kétműszakos
üzemeltetés esetén;

TC1 és TC2 = az összes költség az egy-, illetve kétműszakos üzemelés
esetén;

TR = az összes jövedelem.

Az alkalmazott termelési függvénytől, a keresleti függvénytől és a volumen
hozadék változási jellemzőitől függ, hogy a 16. értékösszefüggés mi módon
hozható olyan alakra, amelyben az optimális kihasználási szintet befolyásoló
tényezők explicit szerepelnek. A volumen hozadékát, fl-t és a keresleti elaszti
citást e-t konstansnak tételezve, a költségarány a következő lesz:

21/(J
CR= -- [0(2 + a)"-l + {l - 0)]1/(a-l).

(2 + a)
(17)

Az egy- és kétműszakoe üzemelés profitarányai pedig:

08) n2/n1 = CRfJ(e-1)/(e+(J-e(J)_ 

Jóval bonyolultabbá válik ez az összefüggés abban az esetben, amikor fl-t 
nem konstansként, hanem Q függvényeként írják fel. A volumenhozadékot
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kifejező fJ paramétert ekkor a <fJ költségelaszticitással helyettesítik. <fJ mutatja
az átlagköltségek százalékos növekedését abban az esetben, amikor az egy
műszakos üzemelésnél az output a felére csökken. A két paraméter közti
összefüggés a következő:

( 19) <fJ(Q) = 21-1//3_ 1.

Egy másik új paraméter A, a <fJ-nak az output-elaszticitása:

(20) }.(Q) = <P'(Q) [Q/<P(Q)]. 

A modellt a szerzők explicit formában nem írják fel. A költségarány, a
profitarány és a paramérerek közötti összefüggésekre numerikus módszereket
felhasználva következtetnek. Különböző értékeket vesznek fel <P(Q1)-re,
1c(Q1)-re és e-re, és a költség és keresleti függvényt felhasználva határozzák
meg a 16. értékösszefüggést.

Az elemzésből adódó főbb eredmények a következők: 1. Az output korlát
feloldása nem módosítja azt a megállapítást, hogy a tőkeintenzitás és a he
lyettesítési elaszticitás növekedése a többműszakos munkának kedvez, míg
a bérdifferencia emelkedése az egyműszakosnak. 2. A volumenhozadék és az
optimális kihasználási szint között csak akkor áll az az összefüggés, hogy a
nagyobb volumenhozadék az egyműszakos üzemelést helyezi előtérbe, míg a
kisebb a kétműszakosat, ha a költségarány egy bizonyos szintet meghaladóan
nagy. 3. Az optimális kihasználást meghatározó érték-összefüggésbe még
további három paraméter lép be. A konstansnak feltételezett keresleti elaszti
citás, ami a keresleti függvény jellemzője, pozitív hatással van a többműszakos
munkára - minél nagyobb a kereslet rugalmassága annál inkább érdemes
többműszakos munkát tervezni. A másik két paraméter a már definiált költ
ség elaszticitás <fJ és A. Adott keresleti elaszticitás mellett minél nagyobb
).(Q) - ami egyszerűen azt jelenti, hogy az outputtól függő költségek lassab
ban nőnek, mint maga az output - annál érdemesebb több műszakot ter
vezni. Végül, adott keresleti elaszticitás és ).(Q) mellett, minél nagyobb a
költségelaszticitás, vagyis minél nagyobb mértékű az output csökkenéssel
járó költségemelkedés, annál indokoltabb a több műszak, azaz a magasabb
tőkekihasználás bevezetése.

Az értékcsökkenés és a m-űködési költségek hatása
az optimális kihasználási szintre

Az eddig ismertetett modelleknél feltételezték, hogy r, az egységnyi tőke
birtoklásának és működtetésének költsége, független a műszakok számától.
Ezáltal feltételezték, hogy a leértékelődés egyáltalán nincs kapcsolatban az
elhasználódással, hanem csak elavulásának tulajdonítható, továbbá eltekin
tettek a gépeknek a működés hosszától függő üzemelési költségeitől: a javítási
és karbantartási költségektől és az üzemanyag fogyasztástól. A következők
ben e feltevések feloldásának az optimális kihasználási szintre való hatását
mutatjuk be, Clague [5] munkája alapján.

A szerző feltételezi, hogy a tőke egy órai üzemelési költsége az összes üzem
ben töltött gépórák függvénye. Ezért az egy- és kétműszakos üzemelés gaz
daságosságának vizsgálatakor kétféle tőkeköltséget kell bevezetni: r1-t, ami
az egyműszakos, és r2-t, ami a kétműszakos üzemelés tőkeköltségét fejezi ki.
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A kétműszakos üzemelés akkor lesz gazdaságos, ha
,

(21)

Az alapmodellnél ismertetett transzformációkat elvégezve és ,,A tőkeintenzitás
és a volumenhozadék" c. alfejezetben bemutatott módon bevezetve {3-t és a-t,
a költségarányra a következő összefüggés adódik: ·

(2,2) 1 > ,2-1/t1(2 + a) [0(2 + af-1(r2/r1)1-a + (1 - 0)]1/(1-a).

Összehasonlítva a (22) összefüggést a (15)-össel, amiben azonos tőkeköltségek
szerepelnek az egy- és kétműszakos rendszerekre, látható, hogy az összes
már bemutatott paraméter az eddigivel megegyező módon viselkedik. Újdon
ság a tőkeköltség aránynak - r2/r1-nek - az egyenletbe való belépése, aminek
a hatása egyértelmű: minél nagyobb az az arány, vagyis minél nagyobb a két
műszakos üzemelés többlet-tőkeköltsége, annál kevésbé lesz érdemes a profit
rnaximáló vállalatnak többműszakos üzemeltetést tervezni.

A tényezők közötti ex post helyettesíthetőség bevezetésének hatása
az optimális kihasználási szintre

Az alapmodell továbbfejlesztésének egyik következő lépcsője (6 ], annak
a feltételnek a feloldása volt, hogy a két tényező, a tőke és a munka, a tőke
beépítése után már nem helyettesíthető egymással. Az új feltevés szerint az
ex post helyettesítési elaszticitás nagyobb lehet mint nulla, de kisebb mint
az ex ante elaszbicitás. E feltétel azt fejezi ki, hogy a már beépített tőke üze
meltethető kisebb vagy nagyobb létszámmal bizonyos határok között. A félre
értések elkerülése végett hangsúlyozni kell, hogy e feltétel nem a tőke részleges
üzemeltetését jelenti, hanem azt, hogy a teljes tőkeállományt kisebb vagy
nagyobb személyzettel is lehet működtetni.

Az új feltétel figyelembevételéhez a termelési függvényt kellett módosítani.
Az eddig alkalmazott CES függvényt, amiről feltételezték, hogy ún. putty
cln,y típusú, amit azt jelenti, hogy ex ante megengedi a tényezők helyettesí
tését, de ex post nem, fel kellett váltani egy az ex post helyettesítést részlege
sen megengedő putty-rubber függvénnyel. A putty-rubber termelési függ
vényeknél o2 ex post elaszticitás nagyobb nullánál, de kisebb mint az ex ante
helyettesíthetőséget mutató o1. Az ex post termelési összefüggések leírására
a változó helyettesítési elaszticitást megengedő VES függvényt használták:

(23)

ahol m = a bérek és a munka differenciális terméke közötti összefüggést
fejezi ki. Ha m = 0, akkor a VES függvényből CES lesz. Ha m
negatív a függvénnyel kifejezhető a munka és a tőke közötti kor
látozott helyettesíthetőség.

AVES függvényt alkalmazva - mivel analitikus kezelésre nem volt mód -
numerikus eszközökkel elemezték a korlátozott ex post helyettesíthetőség
hatását a műszakszám megállapítására. Az eredmények szerint, az elvárások
nak megfelelően, az ex post helyettesíthetőség bevezetése a többműszakos
üzemelésnek kedvez. Minél nagyobb <12, annál érdemesebb lesz többműszakos
munkát tervezni.

7
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A célfüggvény megváltoztatásának hatása az optimális kihasználási szintre

Az eddig bemutatott modellek mindegyikében azt tételezték fel, hogy
a vállalatok profitot maximálnak. Betancourt és Claque [3] megvizsgálták
hogyan változik az optimális kihasználás és a kihasználást alakító tényezők
között a viszony, ha a profitmaximáló vállalat helyett a fejenkénti bérjellegű
jövedelmet maximáló ún. ínunkás vezetésű vállalatról van szó. (E vállalati
formát a cikk szerzői a jugoszláv vállalatokra tartják jellemzőnek.)

Az elemzésnél abból indulnak ki, hogy az éjszakai munkáért járó többlet
bért, (X-t úgy állapítják meg, hogy legyen elegendő önként vállalkozó az éj
szakai munkára, feltételezik tehát, hogy a ,,határ" munkásnak mindegy,
hogy Y jövedelmet kap a nappali, vagy Y(l + (X) jövedelmet az éjszakai
munkáért. A nappali műszakban dolgozók egy főre jutó jövedelme alapján
döntenek a vállalatok a tőke-kihasználás mértékéről.
A modell megfogalmazásakor feltételezik többek között azt is, hogy a tőke

a munkával csak ex ante helyettesíthető, ex post nem; hogy a tőkeköltség
a műszakszámtól független; és hogy a CES függvény jól leírja a termelési
összefüggéseket. Egyaránt tárgyalják a tökéletes verseny feltételei között
és a monopolhelyzetben működő vállalatokat.
A tökéletes verseny körülményei között az egyműszakos üzemelés egy főre

jutó jövedelme, Y 1
(24) y

1
= PQ1 - rK 1 .

L1
A kétműszakosé, Y 2 pedig

(25)

ahol P = az output ára.
Mivel a feltételek szerint ex post nem lehet a tényezőket egymással helyette

síteni, a kétrnűszakos üzemelésnél a létszám 11 két műszak között egyenlően
oszlik meg, és mivel (X az éjszakai bértöbblet, Y 2 a következőképpen is felír-
ható: .

(26) y
2 
= Yd2 + Yn2 _ Yd2(2 + (X)

2 2 

A 24- 26-os összefüggésekből a nappali műszak jövedelemarányaira a követ
kező adódik:

(27) Yc12

(28)J ..

A CES függvényt_ bevezetve és feltételezve, hogy az egyműszakos üzemelés
esetében a jövedelem maximálásnak az a feltétele, hogy a tőke határterméké
nek értéke egyenlő legyen a tőke árával, és hogy az egy főre eső jövedelem
a munka határtermékének értékével egyezzen meg, a jövedelernarányolmi
a következő összefüggés adódik:

i: Y~2 =-·-2-rl- 2"-11pJ''<t-:-o-i,
Y1 2 + ex 1 - 1/J 
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ahol

(29)

vagyis 1P az egyműszakos üzemelés tőkeintenzitásának egy másik mérőszáma..
A 28. összefüggés parciális deriváltjaiból leolvasható, hogy a munkás vezette

vállalatoknál akkor lesz gazdaságos a többműszakos üzemelés, ha az éjszakai
bértöbblet alacsony, a tőkeintenzitás és a helyettesítési elaszticitás pedig
magas.

Monopolhelyezet esetén a jövedelemarány a következő:

Yd2 = _2_ s[1 - (2nia-11P}1n-rr_
Y1 2 + o: 1 - 1P

A 27-es összefüggésbe belép egy új tényező H. Ha feltevések szerint a volu
menhozadék és a keresleti tényező hatását együttesen fejezi ki. A jövedelem
arány és H között az összefüggés pozitív, ami azt mutatja, hogy egyébként
változatlan feltételek mellett a keresleti elaszticitás növekedése, illetve a
volumenhozadék csökkenése a többműszakos üzemeltetés gazdaságosságát
növeli.

A tőkés- és a munkásvezetésű vállalatok összehasonlitó elemzése

A neoklasszikus tőkekihasználási modellek ismertetésének befejezéseként
bemutatjuk milyen hasonlóságokat és eltéréseket talált Betancourt és Clague
[3] a tőkés- és a munkásvezetésű vállalatok optimális műszakszámot kialakító
viselkedésében.

A tökéletes verseny körülményei között működő tőkés- és munkásvezetésű
vállalatokról feltételezték, hogy azonos a termelési függvényük, továbbá a
tőkéjük ára és az éjszakai munkáért járó bértöbblet. A tőkés vállalatok bér
rátája, W1 ugyanakkor eltérhet a munkásvezetésű vállalat bérjövedelmétől,
Y1-től. Ha W1 = Y1, az egyműszakos üzemelésnél a tőkés vállalatnál nincs
profit és ekkor e = 1/J· (Lásd a 12. és 28. összefüggéseket.) Ha W1 < Yi,
akkor 0 # 'IJ!. 

A tőkekihasználást befolyásoló legfontosabb paramétereket tekintve a tőkés
és munkásvezetésű vállalatok viselkedése a tökéletes verseny feltételei mellett
megegyezik: a többműszakos üzemelést mindkét esetben akkor választják,
ha a helyettesítési elaszticitás és a tőkeintenzitás magas, és ha az éjszakai bér
differencia alacsony.

A legjelentősebb különbség o: eltérő szerepéből adódik. A tőkés vállalatoknál
a bérdifferencia növekedése csökkenti a profitot és így a tőke-munka arány
megváltoztatása irányába hat. Mivel a tőke-munka arány megválasztása
a helyettesítési viszonyoktól is függ és végeredményében befolyásolja a tőke
intenzitást is, a tőkés vállalatoknál cc-nak a kihasználás szintjét meghatá
rozó költség-arányokra való hatása nem független a többi paramétertől:
a helyettesítési elaszticitástól, a megoszlási paramétertől és a tókeintenzitás-
tól. .

A munkáevezetésű vállalatoknál ezzel szemben «-nak .a célfüggvényben
szereplő jövedelem arányokra való hatása a többi paramétertől, a tőke
intenzitástól és a helyettesítési elaszticitástól függetlenül érvényesül. A bér
differencia változása csupán megváltoztatja a nappali és éjszakai munkások

7* 
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közötti jövedelem-megoszlást, de nem ösztönöz a tőke-munka arány és a tőke
intenzitás megváltoztatására abban az esetben, ha a változása nem olyan
nagy, hogy az egyműszakos üzemelést tenné gazdaságosabbá a kétműszakos
sal szemben.

Egy másik érdekes különbség arra az esetre jellemző, amikor a tőkés válla
Iat az első műszakban profitot termel, azaz amikor W1 < Y1, s ezért a két
különböző tőkeintenzitási mérőszám 7P és 0 nem egyenlő. Megmutatható,
hogy ebben az esetben, vagyis ha a munkásvezetésű vállalatnál az egy főre
jutó bérjövedelem nagyobb, mint a tőkésnéI, akkor a tőkés vállalat fogja
a tőkeintenzívebb technológiát választani.

A különböző célfüggvényű vállalatok monopolhelyzetben is hasonlóképpen
reagálnak a kihasználást alakító tényezők változására. A többműszakos
üzemelést akkor választják, ha alacsony a bérdifferencia, magas a tőkeinten
zitás és a helyectesítési elaszticitás, továbbá, ha a monopolhelyzetre jellemző
két paraméter a kívánt nagyságú, a keresleti elaszticitás magas és a volumen
hozadéka alacsony.

Végül egy figyelemreméltó különbség, ami az elemzésekből adódik: a munkás
vezetésű vállalatok érzékenyebben reagálnak a piaci helyzet változását ki
fejező keresleti elaszticitás változására, mint tőkés társaik. Már viszonylag
kis keresleti elaszticitás növekedés is a magasabb tőkekihasználásra, a több
műszakos üzemeltetésre ösztönöz akkor, ha nem a profit, hanem az egy főre
jutó jövedelem maximálása a cél.

·(Beérkezett: 1977. 01Ugusztus 25.)
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NEO-CLASSICAL MODELS OF CAPITAL. UTILIZATWN: A SURVEY

This survey deals with the presentation of mathematical models examining the opti
mum utilization of fixed capital.
. A common fundamental assumption of these models is that the reason for the great
idleness of capital is neither some planning mistake at enterprise or national economic
leve!, nor the consequence of incidence or unforeseeable events. Idleness can be mostly
attnbuted to the circumstance that when making investment decisions the enterprises
or central organs plan ex ante this idleness deliberately, for economic efficiency reasons.

Supposed that production is limited from the demand side, there are two alternatives
to be chosen, namely, either to establish smaller plants and run them in more shifts or
to ~et up bigger plants working in less shifts. In the first case utilization of the fixed
capital will be high, while in the second one - low. Assuming other factors to be unchang
ed contractors decide for the variant being cheaper and promising more profits. These
models are aimed at answering precisely the question which variant is cheaper, or for
rnul_ated in another way, when and upon the effect of which factors a great idleness of
capital will be decided for.

There is a double kind of deviations in the models presented in this survey: models
use different constraints and examine the effects of various factors. The simplest model,
the so called basic model examines idleness as the function of surplus wage for night
work, the relative prices of the two main inputs, capital and labour, and the elasticity
of substitution between them. In later models also the effects of capital intensity, returns
to scale and elasticity of demand are additionally examined.

According to the results obtained capital utilization is inversely proportional to wage
s~rplus paid for night-work and directly to the additional capital costs concomitant
~1th the growing number of shifts. Differential capital costs are determined by the capital
intensity of production, the possibility of e~sy ~eplacement of labour by capital a1'.d. vice
versa expressed by the elasticity of subst1tut10n, the scale effect and the elasticity of
demand for the given product.

01330P HEOl{nACCvlYECl{HX MO,[\EJiEíl v1cnOJ1b30BAHH51 MOll.(HOCTEíl

B ).taHHOM oösope paCCMaTpHBaJOTC.fl MaTeMaTHtJCCKHC MO).teJm HSy11eHH.fl onrnaansaoro
f1CnoJJb30BaHH5l npOH3BO).tCTBCHHOrO 1<anwrana.

B OCHOBy 3THX MOJ].CJJeH nOJJO)l(CHO TO, tfTO npHtJHHa 3HatJHTCnhHOrO HCJWHCnOnb30BaHH.fl 1<a
nyTana «poerca He s ouruöicax nJJal-lHJ)OBaHH.fl Ha ypOBHC npeJ].npHH5lTHM J,fJJJ,f )l{C s MaCuJTa6ax
Hal.\HOHaJlbl-10!'0 X035lHCTBa H He 5lBn5JCTC.fl naxce CJJCJI,CTBHCM cny<!aMHblX H He npeJ].BHJ].CHHblX
C061,1T11i1. J-ICJ].OHCnOm,30BaHHC B 6onbWCH sacrn CB5l3aHO C TCM, '!TO npeJ].nJ)H5lTH5l HJJH 11eHTpaJJb
Hb1e oprauu npn npHH.flTHH peiuexnü, KaCalOU~HXC51 J(anHTaJJbHblX BnO)l{CHHM yxce saBCJ].OMO, B
CJ1J1y onpene.neunux 31(01-!0MH'ICCl<HX coo6pa)l(CllHM ClJHTalOTC.fl e HCJ].OHCJl0Jlb30BaHHCM.

Ecn11 llJ)CJ].ITOnO)lü!Tb, ljTQ Bb!6HpaTb MO)KHO H3 /:IBYX am.repuarna npOH3B0):ICTBa, orpaua
'ICHHb!X co CTOJ)Ollbl cnpoca, TO pasaeprunaercs MCHblllee no paaaepaa npennpnsme, xoropoe
Pa6oTaeT B HCCl<OJJbl(O CMCH HJIH »ce CTJ)OHTC.fl 60J1b11Jee npennpnarae, 3J{CITJJyaTHpyeMoe Ha
npoT51)KCHHH MCHbwero 'lHCJia CMCH. 8 nepBOM cnyvae creneas HCnOJlb30BaHH.fl OCHOBHOro 1<a
íll1Tana 6yJ].eT Bb!COl{OH, a BO BTOJ)OM cnyxae HB31<0.H. ECJIJ,f npe,D,nOJIO)l{HTb HCH3MCHHOCTb npOlJHX
cpa,nopoa, TO npe,D,npHHHMaTCJIH npHHHMalOT peurenae B nOJJb3Y 6onee ;n:e11JeBoro aapaanra,
06ell.\alOU\Cro 60JlbWYIO npH6blJJb. Bonpoc, Ha J{OTüpbl.H HaMe'laCTC.fl ,ll,aTb OTBCT nocpeJJ.CTBOM
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3THX MOAeJJeH 3al(Jll0'13eTC51 HMeHHO B TOM, 'IT0 l(a!(OH sapnairr 51BJUieTC51 öonee AeweBbIM HJJH
no HHOMy: xorna H nOA BJJH51HHeM 1(31(HX rpaxropos npHHHMaeTC51 peureiure B TI0Jlb3Y 3Ha'lH
TeJJbf!OrO HeAOHCTIOJlb3083HH51 1(30HTaJla.

Pa3JlH'lHC MC)l(AY MOACJ151MH, npHBOAHMbIMH B AaHHOM oösope 51BJJ51CTC51 ABOHCTBeHHblM:
pa3JlH'IHblC MOACJJH QJYHKl(HOHHPYIOT npa l-13JJH'IHH pa3JIH'll-1b!X orpaHH'lCHHH H, ()Tlf3CTH, C HX
nOMOLQblO H3ylfaeTC51 BJJH511-!He Hl-!b[X cjJa1<TOpOB. CaMa51 npOCT351, T. 1-1. 6a30B351 MOACJlb H3Y43CT
HCAOHCITOJlb30BaHHC B 3aa11Cl1MOCTH OT AOnOJIHHTCJlbHOH 3apa6on1011 nnaru 3a paöory B HOlfHOC
BpCM51, ABYX OCHOBHblX BHAOB aarpar, T. e: COOTHOWCHH51 TPYAa H xarurrana H :rnaCTHlfHOCTb HX
B3aHM033MCH51CMOCTH. 8 TIOCJJCAYIOU~HX M0,!\CJJ51X, nOMHMO Bb1WeH3JI())l(CHHOro, paccaarpnna
CTC51 TaK}KC 11 B03,!\enCTBHe HHTCHCHBHOCTH 1(3nHTaJia, 06beMa npH6bIJJH H 9JI3CTH'lHOCTH cnpoca.

8 COOTBeTCTBHH C nonylfaeMI,IMH pC3YJJbT3T3MH CTCITCHb HCIT0Jlb3083HHf! 1(3ITHT3JI3 o6paTHO
nponopnaoaansua ,!\OrTOJJHHTeJJbl-1011 3apa60THOH nnare 3a paöory B HOlfl-lOe BpCM51 H np51MO
nponopnaouam.ua nOBbllllCHHIO sarpar Ha rcarnrran, CB513aHHblX C yBeJJH<[CHHCM '!HCJia CMCI-1 .
.[{onOJIHHTeJibHb!C 33Tp3Tbl no xarnrrany onpC,!\CJif!IOTC51 1(311HTaJIOCM!(OCTbl0 npOH3B0ACTBa,
rterxocrsio B3aHM03aMe1rneMOCTH TPYAa H «arnrrana, '!TO HaXO,!\HT CBOC Bblpa)I<CHHC B rH6KOCTH
T3KOH 3aMCI-lbl, cjlopM11poaa1111eM OÓbeMa npHÓblJIH H 3JiaCTHlfHOCTbl0 cnpoca Ha ,!\aHHOC 113,!\eJlHC.
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BAcs~1 T.-HuszTI E.-M~;ZÉNA GY.
MIKÓ GY.-SZÉP J.: A gazdasági kockázat
és mérésének modezerei.. Budapest, 1976.
Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó. 208 p.

A Korszerű matematikai ismeretek gazda
~~gi szakemberek számára sorozat e leg
UJabb kötete nem a matematika valamelyik
ágát, illetve annak gazdasági alkalmazási
lehetőségeit kívánja bemutatni a gazda
Sági szakemberek számára. Itt fordított a
kiindulás: adva van egy nagyon valós, na
gyon aktuális probléma, a gazdasági dön
tésekkel járó bizonytalanság és kockázat,
és a szerzők azokat a matematikai módsze
r~ket kívánják az olvasóval megismertetni,
arnelyek adott esetben alkalmasaknak bizo
nrulhatnak a felvetett problémák kezelé
Bere, megoldására.

A könyvnek a sorozat eddigi köteteitől
e~~érő jellegét a felépítése is jelzi. A kötet
kozel egyharmadát kitevő első négy fejezet
ugyanis matematékától teljesen mentesen
~árgyalja a kockázat fogalmát a gazdasági
eletben, a gazdasági döntések kapcsolatát
a kockázattal. A matematikai érdeklődésű,
beállítottságú olvasó számára talán e feje
zetekkevésbé tűnnek érdekeselmek. Ugyan
bkkor vajmi keveset hasznalnak önmaguk-
an a legjobb matematikai módszerek is,

~a a gazdasági vezetőkben nem tudatosul,
1~g_y a gazdálkodás és a vele kapcsolatos
dontések akarva-akaratlan kockázattal jár
n~k, és az ebben rejlő lehetőségeket nem
k1!1asználni a fejlődést gátló magatartás.
Rulönösen érdekesnek és hasznosnak tar
torn a könyv ezen első részéből azokat a
Pontokat, amelyek vállalati szakemberek

1éleményeit foglalják össze a kockázatvál
alásról, vagy a kockázat és a gazdasági

szabályozók kapcsolatáról.
. A kötet második részében az 5. fejezetk k?ckázat mérésének módszereivel foglal-
0z1k, bevezetve többek között olyan fogal

l"ilakat, mint a kockáza.ti együttható, a
kockázati skála és kockázati index. Végül
a . terjedelemben a könyv felét kitev6 6.
fejezet egyrészt a kockázat számításánál

alkalmazható küiönböz6matematikai elmé
leteket, modelleket tárgyalja röviden' (dön
tésfüggvény, programozási modellek, já
tékelmélet, hasznossági függvények, - sta
tisztikai döntéselmélet), másrészt néhány
konkrét példán mutatja be az elmélet alkal
mazását, a kockázat számításának menetét.

A könyvet két rövid függelék, bőséges
- több mint 420 munkát felsoroló ~
irodalomjegyzék, gondos név- és tárgymu
tató, valamint rövid orosz, angol és német
nyelvű ismertető zárja. ·

A könyv megjelentetése feltétlenül idő
szerű és indokolt volt..Hasznos szerepet
tölthet be els6sorban azáltal, hogy felhívja
a figyelmet arra, hogy a, gazdasági dönté
sek - ne feledjük, sok esetben a döntés
elodázása is egyfajta döntést jelent - a
szocialista gazdálkodás körülményei között
is bizonyos mérvű bizonytalansággal s így
kockázattal járnak, s ezek természetének
felismerésében és hasznosításában jelentős
segítséget nyújthatnak a könyvben ismer'.
tete.tt különböző matematikai módszerek.
A könyv végigolvasása után mégis az a
benyomása tó.mad az olvasónak, hogy a
kiadó talán túlságosan is sürgethette a szer
zőket, egyes részek ugyanis elnagyoltak
nak kissé felszíneseknek tűnnek, nem segí
tik 'igazán elő a kötet alapvető célj~nak
elérését. Ilyennek tartom pl. a 6. fejezet
5. és .6. - a játékelmélettel, illetve a hasz
nossági függvényekkel foglalkozó - pont
ját. Véleményem szerint, aki nem otthonos
a játékelméletben - s a gazdasági vezetők
többségénél bizonyára ez a helyzet -, az
feltehetően elég nehezen érthetőnek és a
gyakorlati problémák megoldására kevéssé
hasznosíthatónak találja a 6.5. pontot.

De talán az is a megjelenés siettetésének
számlájára írható, hogy a könyv_bel!- elég
szép számmal találhat~k m_atemati_lrn1_pon
tatlanságok, zavaró saJ_tóh1bák, stilaris fo
gyatékosságok (pl. befejezetlen mondatok],
jelölésbeli következetlenségek. Igy pl. a
107. oldalon levő levezetés hibás, a 108.
oldalon is rossz x1x2 együtthatója, vagy a
183. oldalon E(x) = m és E[xl x::;: z] = m2 
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esetén E[xlx > z] = m. - rn, csak abban a
speciális esetben igaz, ha z épp a medián,
egyébként ugyanis rn a z-nél kisebb, illetve
nagyobb x-ek várható értékének súlyozott
átlaga F(z), ill. 1 - F(z) súlyokkal. Ezek
a pontatlanságok azonban általában nem
érintik alapvetően a könyv mondanivaló
ját.

Lényegesebbnek tartom, hogy az egyéb
ként igen érdekes és inspiráló példák közül
egyiknél-másiknál nem elég átgondolt a
javasolt módszerek alkalmazása. Így pl.
véleményem szerint félrevezető a 66-68.
oldalakon szerepló példa megoldása. Egy
adott fejlesztés D mutatójának eloszlására
nem lehet más jellegű beruházások D muta
tóinak eloszlásából következtetni. Az adott
probléma sokkal inkább szimulációs tech
nikával oldható meg a D mutatóra ható
tényezők eloszlásának ismeretében, vagJ
az ezekre vonatkozó feltevések alapján.

A 6.8.4. pontban szereplő példában nem
reális az a feltételezés, hogy egy adott év
ben a területi ké.rhányadok függetlenek
egymástól, és az sem megalapozott, hogy
az egyes megyékre vonatkozó elosvlésok
azonosak; különösen nem áll ·z a mező
gazdaságra. Matematikai módszerek gya
korlati alkalmazását bemutató példáknál
mindig nagyon fontos, hogy a példa adatai,
feltevései ne tűnjenek irrcdlisaknuk.

A fonti néhány kritikai éazcevótcl elle
nére a kötet megjelenését igen hasznosnak
tartom. Jó lenne, ha a gazdasági döntés
hozók közül közvetlenül vagy közvetve
minél többen megismerkednének a könyv
ben bevezetett fogalmakkal, az ismerte
tettmódszerekkel és mind gyalerubbun előz
nék meg a gazdaségi döntéseket kockázati
számítások.

ÉLTltTŐ ÖDÖN

LEON'.1.'IEF, W.: Terv és gazdaság (Váloga
tott tanulmányok) Budapest, l977. Köz
gazdasági és Jogi Könyvkiadó. 240 p.

A tanulmánykötet a ]{ö7,gazdasági és
Jogi Könyvkiadó dfcséretes vállalkozásá
nak a Nobel-díjas Közgazdászok tudomá
nyos munkásságát bemutató sorozutnak
egy újabb terrnóko. Különös izgalommal. és
várakozással veszi kézbe e könyvet a ma
gyar közgazdász olvasó, hiszen W. Leon
tief tudományos munkássága révén az
egyik legismertebb nyugati közgazdász ha
zánkban. Ez a tény, valamint az elözőleg
megjelentetett két Nobel-díjas közgazdász
rendkívül színvonalas könyve is kötelezte
a válogatást végző fordítót és a kiadót.

Ez a kötet is - hasonlóan az előzőkhöz -
a szerző tudományos munkásságának ke-

resztmetszetét adja. Az egyes tanulmá
nyokban elméleti és gyakorlati közgazda
sági problémákról egyaránt olvashatunk.

Az első rész az input-output elemzés
elméletét tárgyalja a szerzőre jellemző egy
szerű és világos gondolatmenetben. A sta
tikus input-output elemzés legalapvetőbb
fogalmairól (input-output táblázatok, rá
fordítási együtthatók, az export és az
import kezelése, árképzés a statikus rend
szerben) olvashatunk az első pontban. Be
vezeti a dinamikus input-output rendszerek
elméletét, mind az időben folytonos válto
zójú n számú differenciálegyenletből álló
rendszert, mind a diszkrét idószakaszok
elemzéseként adódó differenciaegyenlet
rendszert. Érdekes megfigyelni, hogy mi
ként vélekedik a dinamikus folyamatok
leírásának fogyatékosságáról; ,,. . . nem
kópes olyan helyzetek kezelésére, amelyek
ben egy vagy több iparág számottevően
hosszú időtartamra kapacitástöbblettelmű
köclik. Az egyik ágazatban lekötött tőkét
általában nem lehet leszerelni és átvinni
egy másikba. Felesleges kapacitás, azaz
tőketöbblet tehát szükségképpen felbuk
kan, mihelyt valamely iparág kibocsátása
csökken ahelyett, hogy azonos maradna,
vagy az egyik évről a másikra növekedne.
Hogy a fölös tőkével elszémolhassunk a
dinamikus input-output rendszer kereté
ben, a lrnpacitástárolás vagy tóketarolds
mesterséges fogalmát kell bevezetnünk, Ha
például az iparág kibocsátása az egyik év
ről a másikra csökken, mondjuk 100 egy
séggel, akkor fel kell tenni, hogy ugyanak
kor 1:i,. ,,fölös ipari kapacitás tárolá.,;,ának"
áltevékenysége ugyanennyivel növekszik.
Mivel ennek az új tevékenységnek a tőke
ráfordítási együtthatói - definíció sze
rint - azonosak magának az iparágnak
az együtohatóival, az iparág által tárolt
teljes töke változatlan marad annak elle
nére, hogy évi kibocsátása csökkent."
Mindezt az 1961-bcn publikált cikkében
olvashatjuk.

A ,,1'erü.leti Í!npMt-output elemzés" c. ta
nulmány szintén közismert tanulrnénye a
szerzőnek. A bemutatott input-output mo
doll-séma nem kivánt rendszerezett elmé
leti leírása lenni mindama tényezőknek és
kapcsolatoknak, amelyek végső soron meg
határozr,ák 11 gazdasági rendszer multi
regionális kialakulását.

A nyílt dinamikus input-output téma·
körben végzett kutatási eredményeiről
1968-ba,n számolt be a IV. gonfi input
output konferencián ,,A. dinamikus inverz''
c. előadásában. A modell kidolgozásával
kapcsolatban vV. Loontief célja az volt,
hogy bevezesse a dinamikus inverz fogal
mát, amely hasonló elemzési lehetöséget
nyújt a gazdasági változások empirikus
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tanulmányozásában, mint amit a nyílt sta
tikus input-output modellben megjelenő
inverz mátrix nyújtott. Azt, hogy a nyílt
dinamikus input-output modell segítségé
vel milyen empirikus elemzések végezhe
tők, Leontief igen pregnánsan a következő
képpen tárja elénk: ,, ... a dinamikus input
output rendszer - ugyanúgy, mint a sta
tikus input-output rendszer - kevéssé
lehet segítségünkre a gazdasági növekedés
amnyszabályának kifejtésében, vagy bár
milyen más, tisztán elméleti általánosítás
megformulázásában. Túlságosan lazán ösz
szekapcsolt, túlságosan hajlékony ahhoz,
hogy ilyen magas célkitűzést szolgálhasson.
A dinamikus inverz elsősorban a rendszerbe
szervezett valóságos információk tárháza.
Ezt az információt olyan formába önti,
amely különösen alkalmassá teszi időbeli
összefüggések elemző leírására." ·

A teljesség igénye nélkül nézzünk meg
néhány elemzési lehetőséget. A dinamikus
J.nverz önmagában is alkalmas tervezésben
való felhasználásra, minthogy egyes elemei
a . megfelelően keltezett egységnyi végső
kibocsátáshoz szükséges, különböző idő
pontokban felmerülő, közvetlen és közve
tett ráfordításokat tartalmazzák. Ezeket
az idősorokat koordináta-rendszerben ábrá
zolva, a kapott görbe diszkuseziója választ
ad olyan kérdésekre, mint pl. milyen a
szükséges ráfordítások időbeli eloszlása;
vajon melyik évben jelentkezik azon ráfor
dítások maximuma, amelyeket a megfelelő
végső kibo?sátás !{eit a m~gEilőző ~V:ekb.~n.

Amennyiben vizsgále.tainkat különböző
konstans (a vizsgált időszak folyamán vál
tozatlan) strukturális mátrixokkal végez
~ük, s .így állítjuk olö a megfelelő dinamikus
inverz-mátrixokat, úgy az ezek alapján
kapott idősorok alternatívái segítségével
feltárt!atjuk a meghatározott technikai vál
tozás hatás,i,t, ef[,y adott gazdasági rendszer
dinamikus tulajdonságaira.
A dinamikus inverz segítségével követ

hetjük nyomon azt is, hogy a késleltetés
időtartamának megváltozása milyen hatást
v1Ht ki a végső kereslet keltette ráford ítds
láncolatban.
. A dinamikus input-output modell alap
jén elemzéseket végezhetünk az ársztnvo
nalra vonatkozóan is: nyomon követhetjük
az egyes évek hozzáadot.t értókvektoraiban,
valamint kamat.tényezőiben bekövetkezett
változás hatását az adott év áraira.

Tulajdonképpen ez a tanulmány ihlette
hazai kutatóink legújabb AKM kutatási
e!:edményeit is. Igy pl. a KSH Iparstatisz
~1kai Főoszté.lyán a Leontief féle nyílt
input-output modell segítségével a magyar
gazdaságra vonatkozó kísérleti számításo
kat végeztek. A dinamikus elemzésekhez az
1959-·1965 időszak egyes éveire összeha-

sonlítható árakon kidolgozott 16 szektoros
'statikus mérlegek szolgáltatták a dinami
záláshoz szükséges strukturális mátrixokat.
Ugyancsak; a Leontief-rnodell ihlette Bródy
András ,,Atlagos késleltetés a gazdaság
ban" (Szigma, 1970. III. 2.) c. tanulmá
nyát is, amelyben megmutatja, hogy a
ráfordításhányadok ismeretében hogyan
határozható meg a termékáramlás átlagos
ideje, a ráfordítás és a kibocsátás közti
átlagos késleltetési idő.

Az első rész utolsó, ,,A világgazdaság
szerkezete" c. tanulmánya a Nobel-díj át
adása alkalmából tartott előadása a szer
zőnek. Az előadás tárgya a világgazdaság
sajátos input-output szemléletének meg
világítása.

A második részben három elmélettörté
neti tanulmányt olvashatunk. ,,A munka
nélküliség key_nesi pénzügyi elméletének alap
vető feltevése" c. tanulmányban Leontief
megmutatja, hogy az általános egyensúly
elemzésben a homogenitás követelményé
nek feladása önmagában is elegendő ahhoz,
hogy a pénzügyi hatások befolyásolják a
gazdasági rendszer kvantitatív összefüggé
seit. Egy olyan rendszerben, amelynek egy
vagy több inhomogén eleme van, bármely
háztartás vagy üzleti egység által termelt
vagy vásárolt összes áru vagy szolgáltatás
egyensúlyi mennyisége szükségképpen a
pénzmennyiség függvényének tekintendő.

A munka kínálatának és a pénz keres
letének természete az a két pont, amelynek
megítélésében az' Általános elmélet és a
klasszikus tantételek különbözőképpen vé
lekednek. E két ponton tér el Keynes az
ortodox elemzéstől, amikor, kifejti saját
ságos elméletét a hatékony keresletről és a
szándékolatlan munkanélküiiségről. E két
terület megvilágításával foglalkozik Leon
tief a ,,Posztulátumok: Keynes Általiinos el
mélete és a klasszicisták" e. tanulmányában.

,,A marxista közgazdaságtan jelentősége a
mai közgazdasági elmélet számára" c. tanul
mányában három problémakörről olvasha
tunk: a marxista közgazdaságtan mit adott
a modern értékelméletnek; a gazdasági cik
lusok és általában a haladó gazdaság prob
lémái.; végül a marxi közgazdaságtan főbb
módszertani szempontjai.

A harmadik részben ·a legkevésbé ismert
elméleti és módszertani írásait olvashat
juk: ,,Matematika a közgazda.ságtanban",
,,A minőség és a mennyiség problémája a
közga.zdaságtanba.n", ,,Az összetett áruk és
az indexezámok kérdése". Ezek matematikus
közgazdászok körében nap mint nap fel
merülő kérdések, amelyeknek egy sajátos
kifejtésével ismerkedhetünk meg eme ta
nulmányokban.

Az utolsó rész két tanulmánya (,,A gé 
pek és emberek" és ,,Az állami kutatcisi
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szerződések találmányi jogáról") közül az
első az, amely nagyobb érdeklődésbválbhat
ki. Ebben az Amerikai Egyesült Allamok
gazdasági rendszerének és tál'sadalmának
egy sajátos empirikus elemzését teszi közzé.
Azt vizsgálja, hogy az .ún. · automatikus
technológia vajon milyen hatást gyakorol
a foglalkoztatottságra, a termelésre, a nem
zet életszínvonalára.

MÓCZÁR JÓZSEF

ARROW, K. J.-HAHN, F. H.: General
Competit·ive Analysis. San Francisco
Edinburgh, 1971. Holden-Day, Inc. -
Oliver E. Boyd; 452 p.

Az általános egyensúlyelmélet fontos he
lyet foglal el a mai közgazdasági gondolko
dásban. Fogalomalkotásu., tételei és az
alkalmazott matematikai apparátus isme
rete nélkül nehezen érthetjük meg a jelen
kori közgazdasági irodalmat. Az általános
egyensúlyelmélet, minden hibája ellenére,
az egyik legjelentősebb, legnagyobb múltra
visszatekintő közgazdasági iskola. A két
szerző - különösen Arrow - a terület
világszerte elismert kutatója. A könyv
megírásakor az volt a céljuk, hogy a szerte
ágazó irodalmat egységesen, jól összefo
gottan és alaposan tárgyalják. Annak elle
nére, hogy a könyvre igon gyakran hivat
koznak, és az általános egyensúlyelmélet
egyik bibliájaként tartjdk számon, véle
ményem szerint ez csak részben sikerült.

A könyv az elöszón kívül 14 fejezetet ős
három függeléket tartalmaz. A könyv 3-8
fejezetei - melyeket az előszó szerint
Ai'row irt - igen egységesek és elegánsak;
megfelelnek a könyv céljainak. Azonban a
9-14. fejezetek, melyek Hahn művei, sok
kal szétszórtabbak, kevésbé átgondoltnak
tűnnek.

A könyv tárgyát a szerzők egy olyan
gazdaság vizsgálatában jelölik meg, amely
teljesen decentralizált és ahol tökéletes
verseny uralkodik és a gazdasági személyek
döntései bizonyos racionalitási elvekből le
vezethetők.

Az első fejozet az elmélet kialakulásának
történetét tartalmazza. Az általános egyen
súlyelméletd gondolat első megfogalmazó
jának a szerzők Adam Smith-t tekintik.
Méltatják Walras, Clark, Wicksteed, ]Edge
worth, Pareto, Oournot, Hicks, Leoruie],
Samuelson stb. érdemeit. Érdemes meg
jegyezni, hogy külön hangsúlyozzák Marx
jelentőségét, mondván, hogy sokkal köze
lebb jutott kortársainál az általános egyen
súly megértéséhez.

A könyv második fejezete szintén beve
zető jellegű. A szerzők igen leegyszerűsített

feltételi rendszer mellett mutatják be az
egyensúlyelmélet gondolatrendszerét, alap
vető kérdéseit, problémáit, módszereit.
Főleg a matematikai modell leegyszerűsí
tett. A piacot a kereslet és a kínálat különb
ségével az ún. túlkereslettel írják le. A túl
keresleti függvény a nemnegatív árak hal
mazán értelmezett homogén folytonos függ
vény. A Brouwer-féle fixponttétel segít
ségével bebizonyítják, hogy létezik egyen
súly. Számos kérdést vetnek fel és oldanak
meg, melyeket később egy sokkal általáno
sabb modell keretei között fognak' tár
gyalni.

A modell lényegi kifejtése a harmadik
fejezettel kezdődik. Ebben a fejezetben a
termelők viselkedését tárgyaljék, szabad
verseny feltételezése esetén. A termelők
viselkedését a profitmaximalizálási elv
segítségével Irják le. Adott árrendszer mel
lett a termelők a lehetséges döntések közül
azokat választják, melyek maximalizálják
az elérhető profit mennyiségét. A termelők
minden adott árrendszerhez hozzá tuc.lják
rendelni opt.irnális döntéseiket. Részletesen
vizsgálják az így kapott leképezés tulaj
donságait.

A negyedik fejezetben a fogyasztók visel
kedését vizsgálják szabad verseny feltéte
lezése mellobt. A fogyasztók viselkedését
egy preferonciarendezéasel ábrázolják. Meg
mutatják, hogy a preferenciarendezés áb
rázolható hasznossági indoxfüggvénnyel.
A fogyasztó a lehetséges fogyasztói kosa
rak közül azt. választja, mely maximali
zálja a hasznosságot a költségfedezeti fol
tétel mellett.

A fogyasztó jövedelme készletek eladá
sából, ill. u termelők profitjából való része
sedésből származik. Részletesen elemzik a
fogyasztó viselkedési függvényét.

Az ötödik fejezetben az egyensúlyi léte
zését bizonyítják be rendkívül elegáns úton.
Véleményem szerint ez a fejezet a könyv
legjobban megírt része. Első lépésben két
egyensúly fogalmat definiálnak: e~y ,,ver
senyzői" (cornpeticiv) és egy ,,k1egyenlí
tett." (compensated) egyonsúly fogalmat.
A kőt egyensúly-fogalomban a fogyasztók
visclkedéei azubályui eltérőek. Megmutat
ják, hogy minden ,,vorsenyzői" egyensúly
egyúttal ,,kiegyenlított" is. (De nem for
dítva). Egy igen újszerű bizonyítással mog
mutatják, hogy létezik .,kiegyenlített''
egyensúly. Ezt követően az ún. ,,készlet
kapcsoltság" feltételei mellett - mely
hasonló jellegű, mint az indekompozábili
táa a Leontief modellben - belátják, hogy
létezik .,versenyzői" egyensúly. A fejezet
végén figyelembe veszik azt, hogy esetleg
tönkremenés, csőd is bekövetkezhet, majd
röviden foglalkoznak a bizonytalanság kér
désével is.
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A következő - hatodik - fejezet az
egyensúly létezését tárgyalja az előző feje
zettől eltérő alternatív feltevések mellett.
Tárgyalják azt, mikor a fogyasztók pre
ferenciái nem előre adottak, hanem pl.
függnek az áraktól, vagy egymás döntései
től. Részletesen foglalkoznak a monopóliu
mos verseny esetével.

Az általános egyensúlyelmélet alapfel
tevései közül a legtöbbet bírált a termelési
halmazok és a preferenciák konvexitásá
nak feltételezése. A konvexitás feloldásán
igen sok kutató munkálkodott és munkál
kodik jelenleg is. A konvexitást elsősorban
az alkalmazott matematikai apparátus
teszi szükségessé. A hetedik fejezetben ezen
feltevések feloldására. tesznek kísérletet.
Előí!zÖr egy példán megmutatják, hogy ha
elhagyjuk a konvexitási feltevéseket, ak
kor nem garantálható az egyensúly léte
zése. Ezt követően megkísérlik valahogyan
,,mérni" azt, hogy mennyire ,,nem konvex"
e~y halmaz. A fejezet fő állítása az, hogy
letezik a nem konvex esetben egy ,,köze
lítö" egyensúly. A ,,közelítő" egy

0

ensúly a
tényleges egyensúlyhoz annál ,,közelebb"
van, minél több a gazdasági személyek
száma, és minél kisebb a ,,nem-konvexitás"
mértéke. (Nyilvánvaló a tétel értelme. Egy
valós gazdaságban olyan nagyszámú gaz
dasági személy van, hogy ,,lényegileg" meg
valósulhat az egyensúly).

A következő terjedelmes rész a gazdaság
,,magjával" (core) foglalkozik. A ,,magot"
a modern irodalomban igen gyakran mér
tékelméleti módszerekkel szokták tárgyalni.
A szerzők nem alkalmaznak méi-tékelmé
letot, hanem e nélkül kísérlik meg az elért
eredmények bemutatását. Bebizonyítják,
hogy minden ,,versenyzői" egyensúly a
magban van, és ha a gazdasági személyek
száma tart a végtelenhez, a ,,mag" ,,ráhú
zódik" az egyensúlyi megoldások halma
zára.

A kilencedik fejezetben az egyensúly
·egyértelműségét boncolgatják a szerzők.
A~ egyensúly egyértelműsége igen gyen

·gen feltárt területe az egyensúly elmélet
nek. A vizsgálat során felteszik, hogy a
"túlldnálat-függvény s(p) differenciálható.

Az s(p) leképezés Jacobi mátrixát vizsgál
Ják és ennek struktúrájából következtet
nek az egyensúly egyértelműségére.

A tizedik fejezet a komparatív statika
kérdésével foglalkozik. Ez a fejezet jobban
sikerült mind az előző, bár szintén nem éri
el a könyv első nyolc fejezetének színvo
nalát. A probléma az, hogy hogyan változ
nak az egyensúlyi árak a gazdasági para
méterek függvényében.

11-13. fejezetek a stabilitás kérdésével
foglalkoznak. Létezik-e olyan mechaniz
mus, mely az árakat az egyensúlyi álla
potba tereli. Ha létezik, milyen a mechaniz
mus természete. Ha nem létezik, mi ennek
az oka.

A 11. fejezet alapos bevezetőt tartalmaz
a differenciál-egyenletek stabilitásának Lja
punov-féle elméletébe. A következő 12.
fejezet az ún. tatonnement folyamattal
foglalkozik. Példát adnak olyan tatonne
ment folyamatra, mely nem stabil.

A 13. fejezet az ún. non-tatonnement
folyamatokkal foglalkozik. Ebben a pont
ban feltételezik, hogy nincs termelés a
modellben. A tatonnement és a non-taton
nement folyamatok között az a különbség,
hogy míg a tatonnement folyamatban csak
az árak változnak, a non-tatonnement
folyamatban a gazdaság különböző kész
letei is.

Az utolsó fejezetben a keynesi elemzés
és az általános egyensúlyelmélet kapcsola
táról olvashatunk.
A három függelék rendre a nemnegatív

elemű mátrixokkal, a konvex halmazok
tulajdonságaival, és a fixponttételekkel
foglalkozik. Megjegyzendő, hogy a fix
ponttételeket a Scarf-föle algoritmus alap
ján ismertetik.

Arrow és Hahn könyve - hibái ellené
re - az egyik legjobb egyensúlyelméleti
munka. Tartalmaz mindent, amit tartal
maznia kell egy egyensúlyelméleti munká
nak. Ennek legjobb jele, hogy a North
Holland kiadó is kiadta 1977-ben, az
"Advanced Textbooks in Economics" soro
zat 12. köteteként.

MEDVEGYEV PÉTER
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