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A nyílt, statikus input-output modell
nem-lineáris általánosításairól

W. CG8M[·SG> nyílt, statikus input-output modellje kétségtelenül a matemati
kai közgazdaságtan egyik legtöbbet tárgyalt, legtöbbet vitatott és ugyanakkor
legszélesebb körben alkalmazott eszköze. Eredeti formájában a modell lineáris.
Természetes ezért, hogy nem lineáris általánosítására sok kísérletet tettek.

Ebben a cikkben egy korábbi [l] tanulmányunk szemléletmódját követve
áttekintjük az e téren elért fontosabb eredményeket. Ezeknek az összefüggé
seknek egy része az irodalomból tehát ismert; de tárgyalásuk nem egységes.
A következőkben főként matematikai programozási eszközökkel fogunk dol
gozni felhasználva az ún. indifferens programozás és a ,,minimális elemmel"
rendelkező halmazok elméletét. Altalánosítjuk az [l] tanulmányban leírtakat,
és néhány újabb összefüggésre hívjuk fel a figyelmet.

A tárgyalás során fokozatosan léptetjük be a bizonyításokhoz szükséges
feltételezéseket. Ezek részben közgazdasági megfontolásokon nyugvó feltevé
sek lesznek, részben technikai jellegűek, amelyeket a megfelelő matematikai
apparátus kíván. A nem teljesen kézenfekvő fogalmakat definiáljuk és a modell
tulajdonságait tételek formájában mondjuk ki. Utalunk a fontosabb irodalmi
előzményekre.

A vizsgálat tárgya, alapfogalmak, előzmények

Egy Leontief típusú gazdaságot vizsgálunk. Vagyis tekintünk egy M homo
gén szektorból álló, külkereskedelmi kapcsolatokkal nem rendelkező gazdasá
got, amelyben minden szektor a rá jellemző egyetlen használati értéket állít
elő, egyetlen technológiával. A szektorok termelésük megvalósításához fel
használnak saját és más szektorok kibocsátásaiból. A vizsgálat célja: az
ágazatok bruttó kibocsátásai és a rendszer végső kibocsátásai közötti kapcso
latok számszerűsítése. Ennek érdekében az alábbi fogalmakat, illetve jelölése
ket vezetjük be:

í z á E/ .z / [8N 3BW[[ó NS38ö9á [á 9/ Sé x = ű R11 

1 FÖídá o 
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A rendszer vér;ső kibocsáiáea : y =

17n

Az elemi ráforclítá.sok mátrixa: X = [Xii] E Rnxn ahol X0 megmutatja, hogy
a j-ik ágazat mennyi terméket használ fel az i-ik ágazat kibocsátásából.

A fentiekben bevezetett fogalmak egymásközötti kapcsolatát a következő
definíciós azonossággal írjuk le:

(I) X - X. I= y. 

Vagyis a rendszer végső kibocsátását úgy definiáljuk, mint az· ágazatok
bruttó kibocsátásának és a megvalósításához eszközölt ráfordításoknak a
különbségét. .

Ez a definíció azonban még annyiban hiányos, hogy önmagában nem biz
tosítja a benne szereplő mennyiségek közgazdasági értelemben is normális
viselkedését. Nyilvánvaló ugyanis, hogy olyan mennyiségek mint bruttó ki
bocsátás, végső felhasználás vagy ráfordítások nem lehetnek negatívak. Vagyis
(I) korrektebbül így fest:

(2)

x-X·I=y 

X i2 Ü

(i,j = 1, 2, ... ,n)

(2) már nem az a triviális azonosság, mint (1): hiszen minden további fel
tevés nélkül egyáltalában nem kézenfekvő, hogy akármilyen :r: > O bruttó
termeléshez létezik (2)-t kielégítő (t.i, nem-negatfv] végső kibocsátás és még
kevésbé biztos, hogy tetszőlegesen előírt y :?.: 0 végső felhasználáshoz talál
ható olyan nem-negatív bruttó kibocsátás, amely azt megvalósítja.

Hogy a (2) alatt megfogalmazott modellel kapcsolatban bármiféle érdem
leges megállapításokat tehessünk: feltételezésekre van szükség az elemi ráfor
dítások viselkedéséről. Az elemi ráfordítások nyilván bizonyos függvények;
csak az a kérdés, hogy mit célszerű e függvények argumentumának választani.

Az irodalomban ennek a kérdésnek két megközelítése található: egy egy
szerűbb és egy összetettebb. Az első Leontieftől ered, aki abból indult ki,
hogy minden ágazatban, valamennyi ráfordítás kizárólag a felhasználó ágazat
tevékenységének a mértékétől függ. Vagyis:

(-i, j = I, 2, ... , n)

Ha ezt tesszük fel: közvetlenül értelmezhetők az egységnyi ágazati kibocsá
táshoz szükséges (fajlagos) ráfordítások:

Cl U') - X;j(~)j 
I} '-} - t •

"j
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Leontief eredetileg éppen azt tételezte fel, hogy a fajlagos ráfordítások
állandóak:

pontosabban: nem függnek a felhasználó ágazat tevékenységének a mértéké
től. Ilyen körülmények között az elemi ráfordítási függvények egyváltozós
lineáris függvények és a (2) alatti egyenletekben lineáris formák állnak.

A lineáris modell legkézenfekvőbb nem-lineáris általánosítása egyszerűen
ennek az utóbbi feltevésnek a feloldásából áll. Ekkor a közismert

[E - A]x = y 
összefüggés helyett az

[E - A(x)]x = y 

egyenlettel van dolgunk, ahol

A(x) = [au(~j)].

A modell minden egyenlete most

n
~; -- ~ a,;(~;) . ~J = r;;

}=I 
(i = I, 2, ... , n) 

alakú nem-lineáris, de mindenesetre szeparálható függvényeket tartalmaz:
hiszen az elemi ráfordításfüggvények továbbra is egyváltozósak.

Érdemes talán a téma történetéhez megjegyezni, hogy EVANS már 1954-ben,
az első nemzetközi input-output konferencián Input-Output Computations [3]
című előadásában a modellt nem-lineáris formában mutatta be, de alapjában
ez a szeparábilis forma lebegett a szeme előtt. Hasonló keretben vizsgálták
a modell nem-lineáris kiterjesztését NATAF [S], Bon [I], [2] és SANDBERG [9].

Lehet a kérdést azonban bonyolultabb keretben is nézni. Ezt tette bizonyos
fokig már EVANS is, majd különösen TAMIR [IO]. Később LAIDRI [4] majd
LAHIRI és PYA'.I"l' [5], akik az első Lahiri cikk bizonyos hibáit helyesbítették.

Ebben a szélesebb keretben az elemi ráfordítási függvények n változós nem
lineáris függvények. Ez a megközelítés általánosabb. Nemcsak azért, mert
speciális esetként tartalmazza a korábbit; hanem főleg azért, mert lehetővé
teszi ún. externalitások, tehát a különböző ágazatok technológiáira más ága
zatok fejlődéséből származó hatások figyelembevételét. Tamir modellje
J?(x) = y alakú, ahol

P(x) = x - X(x) · I.

Ezzel szemben La,hirí az [E - A(,x)Jx = y alakból indul ki, ahol

A(x) = X(x) • (x)-1.

Ennek megfelelően 'I'amir az P(x) leképezés, Lahiri, valamint Lahiri és Pyatt
az A(x) • (x), illetve az JTA(x) leképezések bizonyos közgazdaságilag indokol
ható tulajdonságait tételezik fel.
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Milyen feltételek mellett oldható meg a modell?

A továbbiakban az általános - tehát nem szeparábilis - modellt vizsgáljuk.
Két alapfeltevést vezetünk be, amelyeket végig érvényeseknek tekintünk.
Ezek az elemi ráfordítás-függvényeket és az ezekből képzett népgazdaaági
ráfordításfüggvényt jellemzik.

Népgazdasági ráfordításfö.ggvénynek nevezzük azt a vektorértékű függvényt,
amelynek komponensei megmutatják, hogy az egyes ágazatok kibocsátásaiból
mekkora felhasználás szükséges valamilyen :i; bruttó kibocsátás megvalósítá
sához:

G1(:1:) 

G~(x) 

G(x) = X(x) · t = A(x) · x EB".

G,,(x)

A népgazdasági ráfordításfüggvény segítségével kifejezhető a népgazdaság
termelési függvénye:

£i\(x)

F2(X)

F(x) =

F"(x)

Fenti jelölésekkel modellünk

= x - G(x) E R". 

(3)

alakban írható fel.

F(x) = y

Használni fogjuk majd a következő fogalmakat:

1. definíció: Az F(x) : R" _,. R"' leképezést izotónnak mondjuk, ha

x1 :2:, x2 = F(x1) ;2; F(x2).

2. definíció: Az F(x) : R" -• Rm leképezést inverz izotónnak mondjuk, ha

F(xL) :::.;: F(x2) = x1 ~ x2•

3. definíció: Az F(x) : R"+,-+ R" leképezést diagonálisan kívül antitón leképe
zésnek mondjuk, ha valamennyi

F;/ r) = F,(x + -r:e1) 

függvény r :2:: 0 növekedésével nem növekszik.
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I. alapjelteoés : Az elemi ráfordításfüggvények R';_-on vannak értelmezve úgy,
hogy

X;1(x) V i, j-rc folytonos Rr;_ belsejében

Xij(O) = O V i, j-re

Xij(x) > 0 Vi, j-rc, ha lxl > 0.

2. alapteltecé«: A G(x) leképezés izotón.

Az lAF. szerint a semmit-termelés nem igényel ráfordítást, a valamit
termelés nem-negatív ráfordításokkal jár. A folytonosságot csak a nem-negatív
ortáns belsejében kívánjuk meg és ez lehetővé teszi ún. fix-költségek jelent
kezését is.!

A 2A.F. értelmében nagyobb társadalmi termelés minden ágazat termelésé
ből többet cmészt fel, mint valamely kisebb. Vegyük észre, hogy nem kívánunk
izotonitást az elemi ráfordításfüggvényektől.

A G(x) függvény ezen tulajdonságának a továbbiak szempontjából döntő
jelentősége van. Nern gyengíthető, ha az.t akarjuk, hogy a megoldhatósággal
kapcsolatban pozitív eredményeink legyenek. Evans óta minden vizsgálatban
feltették a ráfordítások izotonitását. Az input-output statisztikák idősoraiban
néha előfordul, hogy a, bruttó kibocsátás ágazatonként nő egyik évről a másikra,
de a ráfordításfüggvény értéke nem mi ndcn ágazatban növekedett. Ez a jelen
ség - amely egyébként ritka - nem cáfolja 2AF. létjogosultságát_ Az input
output statisztikák nem-homogén szektorok tevékenységét mérik és a jelzett
,,anomália" a szektorokon belű Ii termelési struktúra megváltozásával függ
össze. Az elméleti tárgyalás homogenitást tételez fel -- ennyiben persze elvo
natkoztat a valóságtól, ahol a homogenitás valójában - akármilyen szektor
bontást is alkalmazunk - soha nem érvényesül maradéktalanul.

A7, alapfeltevések következtében érvényes az

l. tétel: Ji'(x) folytonos és diagonálison kívül antiton.2

F(x) az elemi ráfordításfüggvények folytonos függvénye és így lAF. értel
mében maga is folytonos a nem-negatív ortáne belsejében. Tekintsük a, leké
pezést alkotó egyik függvényt F;(x)-t az x =2: 0 és az x + -cej pontokban.
Minthogy x + -ce1 ;: x és G;(x) izotón, ezért G;(x + -cej) ~ G;(x). Követke
zésként:

F';(x + -cej) = E; - G;(x + -cej) :-' ~i - G;(x) = ll;(x).

A kérdés már most az, hogy ilyen tulajdonságú termelési függvény mellett
milyen körülmények között képes a modellel jellemzett gazdaság pozitív
végső felhasználást biztosítani, illetve képes-e előírt nagyságú és összetételű
végső felhasználáat biztosítani.

Nyilvánvaló, hogy erre csak ún. működésképes gazdaság lehet képes.

' A ráforrlttú.si fiiggvények folytonosságát mindenki feltesz i. Az eltérések csak abban
vannak, hogy az elemi ráfordttásfüggvényekre mondják-e ki a folytonosságot, vagy csak
8.7, összevont, alakra, ami cikkünkben a G(x) függvény.

2 l•~z a rnAgállitpítás először 'Z'ami,·nál jelenik meg.
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4. definíció: Egy a modellel jellemzett gazdaságot működőképesnek mondunk,
ha 3 x ~ 0, úgy hogy F(x) > O.

Ismeretes, hogy lineáris esetben a gazdaság működőképessége nem csak
szükséges, de elégséges feltétele is annak, hogy a fenti kérdésre pozitív választ
lehessen adni. Nem lineáris esetben nem ez a helyzet. Ezért itt megkülönböz
tetünk elérhető és nem elérhető végső kibocsátást.

5. definíció: Egy működőképes gazdaságban elérhetőnek nevezzük az fi> 0
végső kibocsátást, ha

Ly= {x ER+ I F(x) ~:: y} -FEJ. 
A felvetett kérdésre az Ly halmaz vizsgálata révén nyerünk választ.

2. tétet: Az Ly# fJ halmaz zárt a x0 = :i:1 íl x2 vektorműveletre, ahol x1 •

x2 ER~ és ~? = min [~f; ~r] Vi-re.

Legyen x1; x2 E Ly. Mivel x1 > O; xi < 0 =- :i-;0 = x1 n x2 > o. Nyilván
x0 < x1 és x0 ~ x2, ezért

G(x0) < G(x1) és G(x0) -:: G(x2)

Belátjuk, hogy x0 minden feltételt kielégít. Tekintsük __{i\(x0)-t.
Ha ~? = ~t, akkor F;(x0) = ~? - G;(x0) ::. ~f - G1(xL) > 'YJi·
Ha ~? = ~7, akkor F;(x0) = ~? - G;(x0) ·-:: ~7 - G1(x2) __ 'YJ;•

Tehát, :r:0 E L;. 
Felhasználjuk az alábbi tényt:

1. seqédtéiel: Ha a nem üres He Rn kompakt halmaz zárt a n vektorműve
letre: létezik legkisebb eleme.P

Tekintsük a következő szélsőértékfeladatokab:

~; ----r min

(i = I, 2, ... , n).

Mivel H kompakt és nem üres: ezeknek a feladatoknak van megoldásuk. Legye-
n

nek ezek: x1; x2; ..• z", Képezzük az i: = íl xi vektort. A feltevésünk szerint
l=Ix EH és ugyanakkor: :i; :s;; x, V x E JI. Tehát :t: a H halmaz legkisebb eleme.

3. tétel: Az Ly = { x ER+ I F(x) > y} '"F 0 halmaznak van legkisebb eleme.

2. tétel miatt L; zárt a n vektorműveletre. Ha kompakt is, akkor az állítás
az 1. Segédtétel következménye. Ha Ly nem kompakt: legyen x E L_v, ami
biztosan létezik. Tekintsük az

Ly= {x ER'.)_ j Ji'(x)?:. y; x ~---- x}

3 A segédtétel speciális esete egy G. WrN'.l.'GENtóJ szár,nazó tételnek [U], amely elég
séges feltételt ad an-a, hogy egy matematikai programozási feladatcsalád indifferens
legyen a függvények egy adott; osz öályára nézve.
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halmazt. Ez biztosan nem üres és kompakt; van tehát legkisebb eleme, amely
egyben az Ly halmaznak is legkisebb eleme.

4. tétel: Legyen x az Ly = {x E Rn1- ! F(x) ::=:: y} halmaz legkisebb eleme. x egy
ben komplementer megoldás is, azaz

xT [F(x) - y] = o_

Tegyük fel, hogy a komplementaritás nem áll fenn. Akkor 3 i hogy t, > 0 és
F;(x) > 'IJ;· 
Képezzük az x = x - oe; vektort. Elég kis ó-ra: x 2 O. F(x) folytonossága
miatt F;(x) = FzCx - ,5e;) > 'Y/;, ha ó nem túl nagy. Ugyanakkor a diagonáli
san kívüli antitonitás miatt: minden j # i esetén

vagyis P(x) ;2:; y és így x E Ly. Azonban :i: ~ x, ami ellentmond annak, hogy
x az L3 halmaz legkisebb eleme.

5. tétel: Az L; Y:~ ff halmaz legkisebb eleme pozitív: x > 0 és ezért x-ben a
feltételrendszer egyenlőségre teljesül.

Tegyük fel, hogy x:} 0 vagyis :::Ji hogy{;= O. Ebben az esetben azonban
x nem lehet megengedett. Ugyanis

hiszen (; = 0 és G;(x) :::-.:: O. Vagyis x nem elégíti ki az P;(x) 21/; feltételt.
Ha viszont x > 0, akkor a komplementaritás miatt: Ji'(x) = y. 

Az 5. tétel alapján most már levonhatjuk a következtetéseket a meg
oldhatóság kérdésében. Kiderül, hogy először is egy sajátos extremum tulaj
donsággal ta<lálkozhatunk. Vezessük be a társadalmi termelés költségeinek a
fogalmát.

6. definíció: A társadalmi termelés költségfüggvényének nevezünk egy R~_-on
értelmezett qJ(x) skalárérték(í. függvényt, ha eleget tesz az alábbi tulajdon
ságoknak:

<p(O) = 0
q;(x) > 0 ha Ix I > 0
izotón, vagyis x1 ::: x2 ---,. cp(x1) ;2; cp(x2).

6. tétel: Egy működőképes gazdaságban minden elérhető végső kibocsátás
megvalósítható olyan bruttó kibocsátással, amely azt minimális társadalmi
összköltséggel éri el.

Bármilyen konkrét tartalma és formája is legyen a társadalmi termelés
költségeit mérő függvénynek: az a 6. D. értelmében izotón. Márpedig minden
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izotón függvény minimumát a megengedett megoldások halmazának legkisebb
elemében veszi fel, ha ilyen elem létezik. Így esetünkben: ip(x) :S: ip(x) I;/ x E Ly.4 

Így állunk tehát minden elérhető végső kibocsátás esetében. Az is könnyen
belátható, hogy ha létezik elérhető végső kibocsátás a gazdaságban, akkor
minden ennél kisebb végső kibocsátás szintén elérhető.

7. tétel: Ha y elérhető végső kibocsátás. akkor minden O < y < y ugyancsak
elérhető.5

Minthogy y elérhető ::Jx, hogy .F(x) : fi .. \fo,thogy y <' fi: Ly= {x ER",_ I
I F(x) .:::: y} ,,s JJ, mert F(x);.;; y >: y. 

Az eddig tett feltételezések alapján nem lehet pozitív választ adni arra
a kérdésre, hogy tetszőleges y:::,, 0 végső kibocsátás elérhető-e. Ennek biztosí
tása további feltételezéseket kíván, amelyek kizárják a kihozatal olyan mérvű
romlását a termelés növekedésével, ahol már a termelés fenntartása annyi,
vagy több ráfordítást igényel, mint amennyi a, termelés eredménye. Szükséges
és elégséges feltételt nem ismerünk; eddig csak elégr-;éges feltételek láttak nap
világot. Ilyen például az
I. kiegészítő feltevés: A G(x) függvény 87.u badditív vagyis

G(xL + x2) <' G(.I:') + G(x2).

IKF. miatt visz-ont F(x) szuperaddit.ív, mert

.F(x1 + x2) = x1 + x2 - G(x1 + x2) _-: x1 - G(.x') + x2 - G(x2) = .F(x1) + Ji'(x2).

7. definíció: Egy gazdaságot fejlőrlőképesnelc mondunk, ha lKF. teljesül benne."

8. tétel: Egy fejlődőképes gazdaságban tetszűlege« végső kibocsátás: y _.,,.. 0
elérhető.

Minthogy a fejlődőképes gazdaság eleve működőképes: 3x hogy F(,i;) =
= y > 0. Megmutatjuk, hogy az így elért végső kibocsátás megkétszerezhetd.

JA :{~6. t.ételek spoeiális esetei, illct.v« küvol kezrnényoi a z-fiiggvényck minimalil ú-d
és komplementaribási tulajdonságainak, u11wly1•kul. nlfüv.ii,· 1/'11.11u:r vot.t. ésl.l'"· A 110111-
lineáris input-ouí.pur. modell me,c?;ol,J{,súllak t11i1,im,tlili'1si I 1dajd,,n;;,'i.gn. >tl,nnhnn szornp<'I
rnúr Evwi,,m,'.tl is é1; később Scuulbentné), La]. i,·illr'tl és t.onnúRznl,1•,;c,11 /,11/iin: e\,; l'yrrttnú.1.

·5 f;~zt a7. összefüggést már f•~vo,nH l·sz1·0,·1·LI i'. 
6 A kiilünbiiző szorzők eltérő alakú, do ,1gyni:'rnlioz nagyon lrn,-:o,ili, l11,rlnl111i folLöl.tdnk

kel biz rosit.ják, hogy totszöl1Jgos vég,;ő k ibor-sát.á« olérhntó logvnn.
Nuta] feltételezi, hogy az úllagofl fa,jJugos rhfordít{rni c-1gyiil I hut ók ,t lnvélrnllysÖ~Pk

növekedésével nem nőnek, és hogy .,,.éri, az [ IV - A(x)l mát.r-ix mindig ,,LoonLiof r.ípusú".
Sandúergnél az olemi ráfordítási fiiggvényok koukú.vok Ös 1.1111h,I rix milldig ún . .I' mát ri x ,

ami az a.lot.t, esetben azonos ,,zzal, hogy Loout.iof t.ípusú ÍR.
Lcthiri és Puaü részben a G( )x) -s J.G(:c) ( Á > I) Iclt.ovéssol ólnnk, 1·éM.lw11 11,,,l, I eszik f,·1,

hogy a.,z összes fajlagos anyagfril haszná lúR 1., IJl'll LI ó Lnnnclös niivnlrndésével 110m n6 és
mincJig I alal,t murad:

Ez a feltélelPzés is azt medményr•7,i, ling_v u,. I IC - . I (.t)l 111,lf rix ,,Loonlíc0f I ípnsú'' ,-1kúr
mekkora is a brnt.tó f ermelés.
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Legyen

I KF. miatt
Y=fí+y =és x = x + x. 

F(x) ? F(x) + F(x) = 'fl
vagyis L= #- 0. A megduplázás kellő számú megismétlésével olyan elérhetőy
végső kibocsátáshoz jutunk: f;, amelyre iJ > y. De akkor a 7. tétel alapján
Ly #0.

A modell néhány tulajdonsága további kiegészítő feltevések mellett

A lineáris input-output modell nevezetes sajátossága, hogy működóképes
gazdaság esetében az együtthatómátrix: mindig invertálható és inverze nem
negatív. Felvetődik a kérdés, hogy a nem lineáris esetben miként nyilvánul
meg ez a sajátosság.

Az eddigi vizsgálatainkhoz technikai jellegű feltételként csak az elemi rá
fordításfüggvények folytonosságára volt szükség. Most pótlólag feltételezzük
a modellben szereplő leképezések differenciálhatóságát és ,,regularitását" is.

2. kiegészítő feltevés: G(x) a nem-negatív ortáns minden belső pontjában diffe
renciálható.

2KF. miatt li'(x) is differenciálható. A differenciálhatóság következtében
léteznek parciális deriváltjaik és képezhetők a megfelelő Jacobi-mátrixok:

vG(x) és v F(.x) = E - vG(x).

vO(.'C) elemei differenciális fajlagos ráfordítási együtthatók. Durván szólva
öG,(.x) ·1 ·1· · · · ·1 I b 'I ' ' .. bbl t '£ d' ' ·1 l h --- ,J 8)07,1 azt az i-1 < sze ctor o szarrnazo to· e .ra or ítást., ame ya ·.1 . ozee,
szükséges, hogy a társadalmi termelést a j-ik ágazatban az :r szintről egy
egységgel növeljük.

Minthogy G(x) izotón: vG(x) :.:.. 0.

3. kiegészítő feltevés: A V F(x) mátrix a nem-negatív ortáns belsejének minden
pontjában nem-szingularis, azaz [v F(x)J-1 létezik Ai-ban.

Megmutatjuk, hogy 2KF. és 3KF. mellett érvényes a

2. seqéiltétel: Legyen x az L-;, = {x E R~l-1 y - .F'(x) = H(x) :S:: O} halmaz leg
kisebb eleme. A 2. és 3. kiegészítő feltevésből következik, hogy x-ben teljesül
a, nem-lineáris programozás elméletéből ismert Mangasarian-féle regularitási
feltétel.

8. deiiniciá: Adva H(x) ni-elemű veldorfüggvény egy Ke R11 halmazon. Azt
mondjuk, hogy az x EL= { x EK I H(x) :S: O} pontban teljesül a Mangasaria.n
féle regularitási feltétel, ha

l. H1(.x) differenciálható x-ben, Vi E JO(x).
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2. Létezik olyan e E Rm vektor, amelyre

cT vHJx) :2 o; ha i E 1°1(x),

cT vH;Cx) > o, ha i E J02(x), 

ahol J0(x) az x pontban aktív (egyenlőségre teljesülő) feltételek indexhahnaza.
J01(x) az x pontban pszeudokonkáv aktív feltételek inclexhaJmaza és J02(x)
az x pontban nem-pszeudokonkáv aktív feltételek indexhalmaza.

A mi esetünkben H;(x) minden feltéteJhen aktív, hiszen az 5. tétel szerint
F(x) = y -, H(x) = 0 és x > 0. H(x) értelemszerűen a nem-negatív ortáns
ban differenciálható. Mivel v H(J:) = -- v F(x), Jegyen e= - [v F(x)J-1. l.
Ez kielégíti határozott egyenlőtlenség formájában a regularitási feltétel 2.
követelményét:

vH(x). e= -vF(x){-[,6F(:F)]-l}. l = l> o.

A regularitás biztosítja, hogy a modell termelési függvényének Jacobi
mátrixa nem-negatív inverzzel rendelkezzék bizonyos pontokban.

9. tétel: Legyen x az Ly = { x ER')_ /y - F(x) 2: Of /e. fí halmaz legkisebb eleme.
F(x) Jacobi mátrixa x-ben nem szinguláris és inverze nem negatív.

A nemszingularitás a 3KF. következménye. Minthogy x legkisebb eleme
Ly-ben, ezért x optimális megoldása az alábbi programozási feladatoknak:

~,.-+ min! (i = 1, 2, ... , n) 

H(x) = y -- F(x) ::; 0

XE R')_. 

Minthogy x _,.,, 0 és teljesül a l\fangasarian-féle regularitási feltétel, teljesül
nek az optimalitás szükséges feltételeiként az ún. Kuhn -Tucker feltételek.
Léteznek tehát olyan ú, 2; 0 (i = J, 2, ... , n) vektorok, hogy a célfüggvények
gradiensei x-ben megegyeznek az aktív feltételek gradicnsei nem-pozitív lineá
ris kombinációval. All tehát, hogy

e,= -vH(x)u1; Vi-re.
Legyen

Akkor:
E= -vH(x)U = vF(x). u 

[v· F(x)J-1 = u > o.

Biztosítható-e a termelési függvény Jacobi mátrixának nem-negatív inverze
a pozitív ortáns minden pontjában? További feltételezések nélkül ez általá
ban nem érhető el.

lVIincledclig azonban semmiféle lényeges kikötést sem tettünk a modellben
szereplő függvények típnsáról. Legyen most:



NEM-LINEÁlUS INPUT-OUTPUT MODELL 243

4. kiegészítő feltevés: F(x) kvázikonvex R1- -ban,

Ez annyit jelent, hogy ha x1 és x2 a társadalmi termelés két különböző
szintje és x0 = )x1 + (1 - ))x2 (0 < ). < 1) valamilyen átlagos szint a kettő
között, akkor ez az átlagos bruttó kibocsátás egyetlen termékből sem bizto
síthat nagyobb végső kibocsátást, mint a kiinduló tevékenségek által biztosí
tott végső kibocsátások közül a nagyobbik.

Új feltételünk megszorító jellegű, de sok gyakorlati tapasztalat alátámasz
tani Játszik. Ugyanakkor ez a feltevés sem támasztható alá egyértelműen
statisztikai adatokkal.

Ellentmondó jelenségek főként a mezőgazdaságnál mutatkoznak. Ami ért
hető is, ha meggondoljuk, hogy a mezőgazdasági ágazatok kihozatala a ráfor
dítások által nincsen úgy meghatározva, mint pl. az iparban. Az időjárási
viszonyok ugyanis lényegesen befolyásolják a technológia tényleges haté
konyságát.

Az F(x) leképezés Jacobi mátrixának nem negatív invertálhatósága szoros
kapcsolatban van azzal, hogy F(x) inverz izotón-e vagy sem. A termelési függ
vény inverz izotonitása annyit jelent, hogy nagyobb végső kibocsátás eléré
séhez nagyobb bruttó termelésre van szükség.

10. tétel: 2., 3. és 4KF. feltételezése mellett legyen az F(x) Jacobi mátrixa
a pozitív ortáns minden pontjában nem-negatívan invertálható. Ekkor P(x) 
inverz izotón.7

Legyen xL és x2 R'.1_ két tetszőleges pontja úgy, hogy

Ji'(x1) > P(x2).

A leképezés kvázikonvexitása miatt

(x2 - xL)T v F(x1) ::_ O.

Azonban [v F(.r1)]-1 2.: 0. Így .x2 - x1: o és x1 > x2• Tehát

.F'(xL) .:;;;;: .F'(.x2) ➔ xi ?.::: x2

A tétel állításának megfordításához nem szükséges a kvázikonvexitás fel
tételezése. A Jacobi mátrix inverzének nern-negativitását a leképezés inverz
izotón volta biztosítja, amint ezt Moré és Rheinholdt [7]-ben bizonyították.

11. tétel:8 Teljesüljön 2KF., 3KF. és legyen F(x) inverz izotón: akkor
[v .F(x)]-1 > 0 'r/X E k;_-han.

Válasszuk az s irányt úgy, hogy v' F(x) ·s> 0. Minthogy v F(::r:) nem
szinguláris, ilyen irány létezik. Ekkor

Jim ~ [F(x + rs) - F(x)] = v .F'(x) ·s> 0.
,~+o r

1 7 MORÉ és RHEINBOLDT [7]-ben konvex leképzésre bizonyították, hogy az akkor és
csak akko1· inverz izotón, ha [ vF(x) ]-1 létezik és nem-negatív valamilyen D e R" nyílt,
konvex halmazon. A tétel elégséges feltételt adó részéhez csak kváz.ikonvexitást. kell
feltételezni.

8 A 11. tétel és bizonyítása Morétól és Rheinbolclttól azármaz ik.
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Így elég kicsiny T > O-ra F(x + w) > _F(x) és a feltételezett inverz
izotonitás miatt s >: 0. Legyen már most v F(x) · s 0. Képezzük az

I
8" - - [v F(x)J-1 . I (x = 0, 1, 2, ... ) sorozatot. Ekkor

%

Így az előzők miatt s" ~ 0 (% = 1, 2, ... ), aminek következtében

s = Jim s" ;;> 0.

Tehát vF(x) olyan mátrix, hogy v F(.x) · s : 0 , 8 ·,: 0. Ez viszont azt
jelenti, hogy [v F(x)J-1 >: o.

12. tétel: Ha F(x) inverz izotón: az F(x) = y egyenletrendszer megoldása
minden elérhető végső kibocsátásnál egyértelmű.

Legyen x az Ly = { x E R'J,_ jF(x) > y} ,-s í1 halmaz legkisebb eleme. Az 5.
tétel következtében: F(x) = y. Tegyük fel ::Ii /- x úgy, hogy F(x) = y ..Mint
hogy x a halmaz legkisebb eleme, x:::: i. Az inverz izotonitá.s miatt F(x) :-; < F(x) = x >-: x, ami ellentmond annak, hogy x-:;: x. 

4KF.-ben bizonyos korlátot állítottunk a kihozatal, vagy ha tetszik a. bruttó
termelés hatékonysága, növekedésének. Nem tűnik kevésbé indokolhatónak
a hatékonyság eetleges csökkenésének a korlátozása sem. Ezért a továbbiak
ban legyen

min [F(x1); Ji'(x)2] ::::_'. Ji'(.x0) ~ max LF(:i;1); P(:i;2)].

Ez annyit jelent, hogy ha a bruttó termelés valamilyen x1 szintről valamilyen
x2 sz.i ntre változik: közben

x0 = AX1 + (1 - A)x2-re (O <).<I) 

- mindig elérünk legalább akkora végső kibocsátást, mint a kisebb szintű
végpontban és
- mindig legfeljebb akkora végső kibocsátást érünk el, mint a magasabb

szintű végpontban.

5. kiegészítő feltevés: Legyen P(x)R~ -ben kvázimonoton.

3. segédtétel: Ha H(x) alulról félig folytonos m elemű kvázimonoton vektor
függvény egy Pe Rn poliéderen, akkor az L = {x EP I H(x):;::: b} halmaz
minden b E Rm mellett maga is poliéder.

A 3. segédtétel bizonyítását lásd MARTOS IG] könyvének 78. oldalán.
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13. tétel: 5KF. mellett minden Ly = { x E R"t-1 F(x) :2: y} halmaz: poliéder.
IAF. miatt F(x) folytonos; a segédtételben szereplő poliéder szerepét a nem
negatív ortáns tölti be; a kvázimonotonitást pedig feltételeztük.

Szigorítsuk meg valamelyest 5KF-t.

5a. kiegészítő feltevés: Legyen F(x) úgy kvázimonoton, hogy egyidejűleg pszeu
dokonvex is R",..-ban.

14. tétel: 5aKF. mellett minden elérhető végső felhasználáshoz tartozó Ly =
{ x ER'~ I F(x) ~ y} ,,~ 0 halmaz megegyezik a

K;, = { X E R"t-1 (x - x)1" V F(x) > 0}

poliéderrel, ahol x az Ly halmaz legkisebb eleme. Legyen x E Ly akkor: x ~ 0
és F(x) ~ y, ugyanakkor: F(x) = y, tehát a kvázikonkavitás miatt:

F(x) > F(x) = (x - xf vF(x) ::2: o.
Vagyis: x EK-;,.

Legyen x E Ky, tehát x :::-::; 0 és (x - x)'I' v F(x) ::?: 0. Ekkor a pszeudokon
vexitás miatt: F(x) ~ F(x) = y. Vagyis: x ED;,.

(Be/rkezeü : 198.2. [cbruár 17-én)
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ON NONLTNEAR GENgRALJZATJONS OF THE OPEN,
NTATIC INPUT-OUTPUT MODEL

We give a survey on several nonlinear generalivat.ions of the open, st.atio input-output
model.-We consider that form of rhe model in which all inputs depend on the activity
levels of each sector. Properties of the model will be proven directly in a unified frame
work. The model has the following form:

lx - O(x)] = F(x) = 1f

where G and F represent continuous mappings from R:into R11
• 

We show that the statements proven in r1J for a specific model, in which each input
depends only on the activity level of the consnrning seotor, are still valid for the general
scheme. So among others:
- there exists a gross output vector: x0 with minimum social cost; for each reachable

final output;
- if x0 is a regular· point: t.he .Iacobian of 1,hr, mapping F(x) has nonnegative

inverse.
Further proper! ies of the modr-l can be proven undor certu.in ns,mmpLions concerning

the behaviour of the mapping Ji'(x) over t.he nonnogatéve ort.hant :
- if F(x) is quasiconvex in A:: Ji'(x) is inverse isotonic
- if F(x) is inverse isotonic in 7?!: it, has a nonnega.Live invnrae in the positive ort.hant.
- if F(x) is inverse isotonic and tho equation F(x) = y has solut.ion: the solution is

unique
- if P(x) is qnasimonotonio in .R!: the fpasil,lo gros,; out pu í s belonging lo a givPn

final outpnt form a polytopo.

HEnI1HEíl'HblE O6O61.l\EHvl5I OTl{PblTO~, CTATMLfECl{OH MO,UEflvl
88O,0-8618O.Il

8 paCCMaTp11BaeMOH paöore Jl3CTC51 OÖ30p H3HÖOJTCe cyuiecrueuuux peaynuraros, /(OCTHniy

TblX B OTHOUJem111 HCfülHCHHblX OÖOÖU.\CHHH OTKpblTOH, CT31W!CCl{OH MO).(eJJH BBOJl-BblBOJl. 13 ac
nexre y~1111pnuHpOBamroro nonxona l\3CTC51 nenocpcncrucuuoe JlOl{a3aTCJlbCTDO 11a Ty cj!OpMy

MOJlCJJl1, D «oropoii Dee aarparu aauncnr OT ypOBl·151 nesrrensuocrn IJCCX O'l'paCJJCH, T. e. OT BCK

Topa OÖHJeCTDCHHOH BaJIOBOH npOJIYKUHH.

no CDOCH cjlOpMe MO/lCJlb 5IBJ15ICTC51 CJlCJlYIOU.(ei-í:

[x G(x)] = F(x) = y 
r11e

G 11 F npe,L1CTaDJ15IIO'r coöoü Henpepb1BHOe oroöpauccane R~ DR".

YKil3blDaeTC51, '!TO 11 B OTHOUJCHHH 3TOH ÚOJJee OÓOÓll(Cl·lll0i1 M0).(CJ111 51DJJ5IIOTC51 cnpaBC/JJIIIUl.,I
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HCOTPHU3TCJ!bHYIO oöparuyro MaTpnuy.

Hap51JlY C pa3JJJ1'1HblMH npCJlflOJJO)l{eHl151MM OTHOCMTCJlbHO ll0llC,((CHH51 OT06pa)f(CHM51 F(x) B

HCOTpMUaTeJJbHOe JIIHO)f(CCTBO ycraaaanaaaiorca H JlPYl'HC CBOHCTBa 1\10.[(CJIH. Hanpnnep,
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CCJlH F(x) B 1: KBa3HBblITYKJJa51, TO OHa, BMeCTe e TeM H oöparano H30TOHHa;

CCJJH F(x) B R';_ o6paTHJ10 H30TOl-1Ha, TO B DOJIO)l{H'l'eJlbHOM xsanparrre ee MaTpHIW 5IKOŐH

0611a11aeT HeOTpm1aTCJlbl-lOH oöpanroü MaTpu11etí;

- CCJJH F(x) o6paT!1MO l130TOHHa, TO peuieane CHCTeMbl ypoBHCHfü! F(x)-y - ecnn OHO B006-

uie cymecrnyeT - 5JBJJ51eTC51 Ol(H03Ha'lHbIM;

- ecJJH F(x) BR~ 5JBJJ5leTC51 KBa3HMOHOTOHHbIM, TO nonycrnaoe BaJJOBMI npo11yK11m1, oruo

c51u,a51c51 K KaKOMy-To l(OHC'lHOMY BblITYCKY oöpasyer MHOrorpaHHHK.
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Nem-negatív Leontief-inverz létezésének két 
közgazdasági kritériuma 

Bevezetés

A Ji neáris input-on t,put modellel végzett elemzésekben kulcsszerepet tölt
be A0Y\ fajlagos ráfordítási mátrix (A) ún. Leontief-inverze (E - A)-1. A Leon
tief-inverz (időnként az egyszerűség kedvéért: inverz mátrix) különböző lehe
séges közgazdasági interpretációi, amelyekkel itt nem foglalkozunk, rend
szerint az inverz mátrix nem-negativitását is megkövetelik. Nem véletlen
tehát, hogy a nem-negatív Leontief-inverz létezésének matematikai illetve
közgazdasági kritériumai megkülönböztetett figyelmet élveznek az elméleti
irodalomban. Közülük legismertebbek a HAWKINS--SIJ\'ION [3], illetve GALE
[2] által adott kritériumok. Az alternatív kritériumokat és azok egyenértékű
ségét kimerítő részletességgel tárgyalja NIKAIDO [_9].

Matematikai szempontból nézve a fenti inverz létezése és nem-negativitása
(feltéve, hogy u nem-negatív) egyenértékű azzal az állítással, hogy u domi
náns sajátértéke l-nél kisebb (Jásd a Perron-c-Frobeniua-féle sajátérték-tétele
ket, például KREKÓ B. [5], Nmxmo [_9], Rózsx P. [11] művekben). Közgaz
dászok számára többet mondanak GALJ~ [2] ún. produktivitási kritériumai.
Az u mátrix produktivitásának feltételezése ismét csak egyenértékű a nem
negatív inverz mátrix létezésének feltételezésével. Gale az általános, illetve
az irreducibilis A mátrix esetére külön fogalmazta meg a produktivitás köz
gazdasági kritériumát. A kritériumok egyaránt megadhatók primális és duális
megfogalmazásban. amelyeket ROBINSON flO] nyomán technológiai illetve
gazdasági produktivitásnak lehet nevezni.

A technológiai produktivitás j S7; által adott feltétele az általános esetre a
következőképpen foglalható össze. Az A ráfordítási együttható mátrix pro
duktív, azaz van nem-negatív Leontief-inverze, ha a vizsgált gazdaságban
minden termékből v SM végső kibocsátás, v S?y ugyanazon átlagos ráfordítások
mellett (egyéb feltételektől eltekintve) ;7v 4;M keletkezhetne. Ami a feltétel
első felét (tényleges termelés) illeti, ott a,1 a kitétel okozhat fennakadást,
hogy , .minden termékből van végső kibocsátás", hiszen rendszerint vannak
olyan termékek, amelyekre a végső fogyasztásban nincs szükség. A q9/ t ív t ; r 
rM;7é s bevezetésével viszont ismét túl matematikaivá válik a feltétel. Hogyan
lehetne eldönteni azt, hogy elképzelhető-e ilyen termelés? A kérdés eldöntése
matematikai szempontból valóban egyenértékű (E - A) invertálhatóságának
megvizsgálásával. Érdemes még a feltétel kapcsán utalni arra, hogy bár
explicite nem kötöttük ki, hogy a vizsgált gazdaságban rM9Mw;M t ; r F é / ; t t ; r  
F;7M;/ i a feltételből azonban ez következik.

A jelzett megkötést kívánta enyhíteni Gale az irreducibilitás fogalmának
bevezetésével. Ebben az esetben már elegendő mindössze annyit feltenni,
hogy legalább egy ágazat termékéből van végső kibocsátás. Az irreducibilitás

2 Szigma 
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(indekompozábilitás) foguhnát sokféleképpen definiálhatjuk és jellemezhet
jük. Nem célunk ezekkel itt részletesen foglalkozni, a fogalmat nem eléggé
ismerő olvasó számára ismét csak a már korábban jelzett irodalmakat, illetve
Móoz.ín ,J. [6] dolgozatát ajánlhatjuk. A további felhasználás számára közöl
jük az irreduoibilitás egyik alternatív definícióját. E szerint egy A mátrix
akkor irreducibilis, ha bármely 9i j indexpár esetén van olyan i = kr i k i ttt 

t t t i / s ( j indexsoroz a.t. hogy H9iiii i+> > 0 (t = 0, é\ aaa \ s k 1). Közgazda
ságilag ez a feltétel annyit jelent, hogy bármely ágazat közvetlenül gs ( l)
vagy közvetve (s> l) igényli bármely másik ágazat termelését. V.1gyis ahhoz,
hogy valamely ágazat terrnelhossen, F9Mw;M más Hí?Sz St MS/ t ; r F;7M9; / ;7tt Az
ágazatok (termékek) ilyen szoros, kölcsönös függőségének feltételezése, külö
nösen termékek szintjén megfogalmazott modellek esetén ismét csak ellen
tétben van a valóságos megfigyelésekkel, mivel egy gazdaságban nyilván va
lóan lehetnek önálló ágazatcsoportok. Ismét megjegyezz ük , hogy a látszólag
enyhébb megkötéssel szemben a teljes termelés vektora most is csak hatá
rozottan pozitív lehet.

A fentiek miatt érdekesnek: látszik 1negvi:,,sgálni, vajon lehet-e Gale felté
teleivel egyenértékű, közgazdasági oldalról kézenfekvőbb produktivitási Jui
tériumokat megfogalmazni. A kérdés természetesen inkább elméleti, s nem
gyakorlati szempontból érdekes. Részben emiatt is, vizsgálatunkat a marxi
értékmeghatározás ismert input-output modelljének keretében végezzük el
(Jásd például BRÓDY A. [l] és MoRISHIMA é{ éúa Meg fogjuk mutatni, hogy
lehetséges Gale kritériumait általánosítani, illetve közgazdasági szempontból
elfogadhatóbbakkal helyettesíteni. A két ú Q kritérium az ö MHé 7ú t ; r F;7é s i illetve
a gazdaság teljes Su t VrMSt 9z á 7«St ó s á ?á MS/ szabatos fogalmain alapul. Egyiclej ű
leg megmutatjuk azt is, hogy a tiszta árutermelés modelljében a bevezetendő
kritériumok szükségképpen teljesülnek és egyben elégségesek a pozitív értékek
létezésének igazolásához.

Produktivitás és öncélú termelés 

Egy gazdaságban egy adott ága,;atesoportról akkor mondjuk, hogy ö MHé qV 
t ; r F;7é s t folytat, ha előállított termékeik nem haladják meg saját terrnolő
felhasználásukat ugyanezen termékekből (külső igények kielégítéséről tehát
szó sem lehet),

Egy x termelés esetén tehát akkor beszélünk öncélú termelésről, ha A-nak
van olyan

dekompozíciója, hogy x k; t is megfelelően particionálva azt kapjuk, hogy1

( l )

1 Két vektor közötti nagyságrendi n¥v·iók j.-Iölésére > (minden kornpu1rnn«ébrn1
nagyobb), :?:: (nem kisebb és legalább egy komponensében 1taé!;yolJb) t[ A0A íAAAA (ogyc,tlen
komponensében sem kisebb) jeleket fogjuk haszná.ln Ya 
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Célszerű lesz közelebbről megvilágítani a bevezetett fogalmat. Nyilvánvaló,
hogy ha egy gazdaságot zárt termelési modellben ábrázolunk, akkor az adott
gazdaság természetszerűleg öncélú termelést folytat, s itt a fogalom nem
párosul semmiféle negatív megítéléssel. Ha viszont a termelést szűken értel
mezzük, s a termelés alapvető céljának a végső kibocsátás elérését tekintjük,
a termelő fogyasztást pedig szükséges áldozatnak, akkor az öncélú termelést
negatívan kell megítélnünk, olyan tevékenységnek, amely a felhasznált elsőd
leges erőforrásokat elpazarolja. Nyílt modellek esetében rendszerint ez utóbbi
értelmezés a, helyénvaló.

::\1eg lehet mutatni, hogy a termelő felhasználásá.nál (pótlásnál) többet ter
melő- gazdaságban az ágazatok egy (valódi) része csak akkor folytathat öncélú
termelést, ha az A mátrix, azaz a gazdaság nem teljesen összefüggő (reducibilis].
Fordítva azonban ez nem azükségszerű. Egy reducíbilis gazdaságban - ezt
az állítást be is fogjuk bizonyítani - nem folyhat öncélú termelés, ha minden
ágazat közvetlenül vagy közvetve hozzájárul a végső kibocsátáshoz. Ez viszont
jóval enyhébb feltétel, mint az írreducibilités. Fennállhat ugyanis akkor is,
amikor - szélsőséges esetet véve - a gazdaság egymástól teljesen független
ágazatcsoportokra esik szét. Csupán annyit kell feltételeznünk, hogy ezen
önálló ágazatcsoportok mindegyikének van valamiből végső kibocsátása, s
ehhez az adott csoporton belül mindenki valamivel hoz.z.ájárul.

Már itt célszerű felhívni a figyelmet, arra, hogy Gale kritériumai az öncélú
termelés lehetőségét kizárják. Az általános esetben ez teljesen nyilvánvaló,
hiszen minden ágazat termékéből van végső kibocsátás. A másik esetben
viszont az irreducibilitás feltevése, mint tudjuk, éppen azt jelenti, hogy min
den ágazat termékére szükség van, közvetlenül vagy közvetve, bármelyik
ágazatból származó végső ki boceátás eJőál lításához. Vagyis a gyenge produk
tivitás és, az öncélú termelés hiánya Gale két kritériumának általánosítását
szolgáltatja .

.:\'legjegyzendő még a definíció kapcsán, hogy az (1) feltételből már az is
következik, hogy a7, A22 mátrix domináns sajátértéke l vagy 1-néJ nagyobb.
Ez a sajátérték-tételekből ismert állítás, de könnyen igazolhatjuk is. Ha
ugyanis a jelzett sajátérték l-nél kisebb lenne, akkor(}{] - A22)-l létezne
és nem-negatív lenne. Ezen inverzzel az (]) egyenlőtlenség (E - A22)x2 ·: 0
alakját beszorozva .1:2 :S: 0 egyenlőtilenséghez jutnánk, ellentétben feltevésünk
kel. Ha viszont A22 domináns sajátértéke 1 vagy l-nél nagyobb, akkor nem
létezhet olyan Pi' nem-negatív vektor, amelyre fennállna a p{ ,,.> plA22 egyen
lőtlenség.3 Egy olyan gazdaságban, ahol minden áru termeléséhez szükség
van (közvetlenül va,gy közvetve) valamilyen pozitív árú elsődleges erőforrásra,
például munkaerőre, mindez egyszersmind azt is jelenti, hogy nincs olyan
árrendszer, hogy legalább egy ágazat ne legyen veszteséges. Tiszta árutermelés
viszonyai között tehát az öncélú termelés lehetősége lényegében kizárt.

Mindezekből a fejtegetésekből is látszik már, hogy az öncélú termelés hiánya
és a termelő rendszer produktivitása egymást szorosan feltételező fogalmak. Ezt
fogjuk a következőkben bebizonyítani. Először egy fentebb már előrebocsá
tott állítást fogunk tétel formájában bizonyítani.

"l•:zt _ xrYr é r eYu ő >t gyenge technológiai produkt.ivitásnak lehetne nevezni, mivel
< ;a1,., mindkét fclrét.e!e magában rejri.

" Ez ugyanis éppen a Ga,le-féle produktivitási feltétel duális (gazdast:,gi) változata,
amiből az kövei kozne, hogy a nevezett, sajárérték l-nél kisebb.

2* 
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éa TÉTEL: Egy (gyengén produktív) gazdaságban, ahol minden ágazat
termel (x > 0) és van végső kibocsátás (x 2 Ax), akkor és csak akkor folyik
öncélú termelés, ha a végső kibocsátást nem adó ágazatok között vannak
olyanok, amelyek termelését egyetlen végső kibocsátó ágazat sem igényli,
sem közvetlenül, sem közvetve.

Bizonyítás: Nyilván elegendő azt megmutatni, hogy azok és csak azok
az ágazatok alkotnak öncélú termelést folytató ágazatcsoportot, amelyek ter
melésére a végső kibocsátást adó ágazatok nem támaaztanak sem közvetlenül,
sem közvetve igényt.

Legyen IO a végső kibocsátó ágazatok indexeinek halmaza. Ilyen ágazatok
definíció szerint nem folytathatnak öncélú termelést. Legyen 11 azon nem
végső kibocsátó ágazatok inclexhalrnaza, amelyek közvetlenül vagy közvetve
,,szállítanak" a végső kibocsátóknak. Aza:z j 4 11 akkor éR csak akkor, ha
j ~ l O és van olyan j = j0, j1, ... , j1c index sorozat, hogy j,, El O és a1,,Ji+, > 0
(t = 0, é\ aaa \ k - I). Nyilvánvaló, hogy az 11-be tartozó ágazatok sem tar
tozhatnak öncélú ágazatcsoporthoz.

Öncélú termelést folytató ágazatok tehát csak az N - (IO U 11) ágazatok
között lehetnek, ahol N = {<\ 2, ... , n}. Ha tehát öncélú termelés folyik,
akkor szükségképpen kell Jenni olyan ágazatoknak, amelyek sem közvetlenül,
sem közvetve nem járulnak hozzá a végséí kibocsátáshoz.

Most megmutatjuk, hogy a fennmaradó ágazatok valóban egy öncélú ter
melést folytató csoportot képeznek. Ehhez vegyük figyelembe, hogy a;1 = 0
minden i 4p e (1r U 11) és j 4 10 U 11 esetén.

Ha ugyanis a,1 pozitív lenne, akkor az i-edik ágazat közvetlenül ezá.llíta.na
vagy egy végső kibocsátónak, vagy egy olyan ágazatnak, amelyik közvetlenül
vagy közvetve szállít végséí kibocsátó ágazatnak. Akármelyik eset áll is elő,
az i-edik ágazat közvetlenül vagy közvetve szállítója len ne valamelyik végséí
kibocsátónak, így feltevésünkkel ellentétben az 11 halmazban lenne.

Particionáljuk most az A má.tri xot és az x vektort az alábbiak szerint.

3 22 = { au : ·i, j 4p e (l O w é1)}

x2={x10Y4pe)80wé1)}.

Az x > Ax összefüggés miatt, továbbá mivel A~1 = 0 azt kapjuk, ltogy

X2?: A22X2

De mivel ezen ágazatoknak nincs végső kibocsátása, ezért

X2 = A22X2,

vagyis valóban öncélú termelést folytató ágazatokról van szó." Ezzel a bizo
nyitást befejeztük.

A teljes automa.tizálhatóság kritériumával való későbbi összehasonlítás vé
gett fel kívánjuk hívni az olvasó figyelmét egy érdekes strukturális jellegze
tességre. Nevezetesen arra, hogy egy gyengén produktív és öncélú termelést
folytató gazdaságban van olyan ágazatcsoport (12), amely esetében A21 = 0

• Az ilyen termelórendszert Gale [2] kvázi-produktív gazdaságnak nevezi (a mi fogal
mainkkal csak gyengén produkt'Í.-v gazdaságról beszélhetnénk).
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és a nettó kibocsátás megfelelő alvektora xg = 0. Látni fogjuk majd, hogy
teljes automatizálhatóság esetén ennek duális megfelelőjét fogjuk kapni.

Valós megfigyelésen alapuló AKM-ek esetében nyilván minden ágazat ter
mel (x > 0), s ha a munkaerő-szektor nem szerepel az ágazatok között, akkor
kell lennie végső kibocsátásnak is. Azt viszont nem lehet garantálni, hogy
minden ágazat nettó kibocsátása nem-negatív, ugyanis a külső források (kész
let, import) igénybevétele egyes ágazati kibocsátások esetében meghaladhatja
a külső fogyasztást. Ha azonban a tényleges termelés vagy (változatlannak
tekintett fajlagos ráfordítások mellett) valamilyen fiktív termelés akkora,
hogy minden ágazat nettó kibocsátása nem-negatív és néhányé pozitív, akkor
az öncélú termelés hiánya biztosítja A nem-negatív Leontief-inverzének léte
zését. Ezt fogalmazzuk meg és bizonyítjuk be az alábbiakban.

2. TÉT EL. Tegyük fel, hogy az A fajlagos ráfordítási együtthatókkal jel
lemzett, gazdaságban minden ágazat termel (x > 0), és minden ágazat nettó
kibocsátása nem-negatív, néhányé pozitív (azaz a gazdaság gyengén pro
duktív):

x> Ax, )- ú 

továbbá a gazdaságban nem folyik öncélú termelés. A fenti gazdaság A mát
rixának létezik nem-negatív Loontief-inverze. ÁJtalában pedig, ha A-nak van
nem-negatív L-inverze, akkor az adott ráfordítási együtthatók mellett nem
képzelhető el öncélú termelés.

Bizonyítás: A tétel első felének bizonyításához azt fogjuk megmutatni,
hogy A domináns sajátértéke l-nél kisebb, amiből már - mint ismert (lásd
a Perron -Frobenius-tételeket) - következik állításunk helyessége.

Mivel x > 0, ezért tetszőleges l-nél nagyobb k esetén azt kapjuk, hogy

kx > Ax.

A Perron-Frobenius-tételekből következik,o hogy ).(A) (az A mátrix domi
náns sajátértéke) ezen k értékeknél csak kisebb lehet.

Meg kell még mutatni, hogy },(A) nem lehet 1 sem. Indirekt úton bizonyí
tunk. Ha I az A mátrix domináns sajátértéke lenne, akkor tartozna hozzá
szemipozit.ív :rr sajátvektor, amely tehát kielégítené az alábbi egyenlőséget:

x0 = Ax0. )uú 

A (2) és (3) összefüggések összevetéséből közvetlenül belátható, hogy x és
xr arányaiban szükségképpen eltér. Éppen ezért van olyan pozitív Cl. skalár,
amely esetén az alábbi szabály szerint képzett z, vektor szemipozitív, de nem
lesz határozottan pozitív:

Xa = X - IŐaO>e 

Ugyancsak a (2) és (3) feltételek miatt azt kapjuk, hogy

x, - A:c, = x - Ax,

azaz x, ugyanazt a végső kibocsátást eredményezi, mint x. Ugyanakkor néhány
ágazat xa esetében egyáltalán nem termel. Ez csak akkor fordulhat elő, ha

5 Lásd például NIKAIDO 19], HEG.EDÜS M.-ZALAI E. 14].
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ezen ágazatok termelését az adott végső kibocsátást előállító ágazatok sem
közvetlenül, sem közvetve nem igénylik. Így az l. tétel értelmében ezek az
ágazatok x esetében öncélú termelést folytattak volna, ez pedig feltevésünk
nek ellentmondana.

Ami a tétel második felét illeti. azt kell megmutatnunk, hogy A-nak nem
lehet olyan

[Au A,~)
A~, A~~

dekompoz.íoiója, hogy a~
)mú 

egyenlőtlenségnek legyen pozitív megoldása. Ez jelentené ugyanis az öncélú
termelés lehetőségét.

Korábban már megmutattuk, hogy a (4) egyenlőtlenség pozitív megoldásá
ból az következne, hogy A22 domináns sajátértéke nagyobb vagy egyenlő
1-gyel. Ebből viszont az következne, hogy A domináns sajátértéke is nagyobb
vagy egyenlő 1-gyel,E azaz A-nak nem Jenne nemnegatív Leontief-inverze. Ez
pedig feltevésünknek ellentmondana. A bizonyítást ezzel befejeztük.

Produktivitás és teljes automatizálhatóság 

A teljes automatizálhatóság fogalmát egzakt formában, tudomásunk szorint
először MoRISHIMA és CATEPHORES [8] használta egy Neumann-gazdaság kere
tében. Y ezessük be először is az m* vektort a fajlagos munkaráfordítások
jelölésére.

Egy A és m* ráfordítási fajlagosokkal jellemzett gazdaságot akkor nevezünk
teljesen automatizálhatónak, ha a termelő szféra képes legalább a sa.iát termelő
felhasználásával egyenlő terrnékmen n yiséget el őál I Itani munkaerő cí I használása
nélkül. Azaz, ha van olyan szemipozitív x vektor, amely esetében A.i::. ~ x
ésm*x = 0.

Könnyen belátható, hogy a teljes automatizálhatóságnak szükséges feltétele.
hogy vagy m* = 0* legyen vagy az A és m* fejlagos ráfordítáai együtthatók
nak legyen alábbi jellegű partíciója:

(mt O*),

ahol tehát a második ágazatcsoport egyáltalán nem igényel munkaráfordítást.
Teljes automatizáltság esetén ugyanis csak olyan ágazatcsoportba tartozó
árukat termelhetnek, amelyek sem közvetlenül, sem közvetve nem igényelnek
munkaráfordítást.

Összevetve a fentit az öncélú termelés esetére megfogalmazott 1. tétel
következményével, látható, hogy a teljes automatizálhatóság fogalma számos

E Egy nemnegatív mátrix domináns sajútért.éke ugyauis nem lehet kisebb egyetlen
minorjának domináns sajátértékénél sem. Lásd például NIKAIDO í9J.
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tekintetben az előbbi duálisának tekinthető. Ez a dualitás azonban csak
strukturálisan áll fenn. hiszen a teljes automatizálhatóság egy gyengén pro
duktív alrendszert feltételez, míg az öncélú termelés fennállása, mint láttuk.
egy improduktív alrendszer létét implikálta. A két feltétel tehát korántsem
egyenértékű, A marxi értékek elemzése esetében a teljes automatizálás lehető
ségét mindenképpen ki kell zárnunk (munka nélkül mi'.iködő gazdaságban a
munkaértékek fogalma értelmetlenné válik). Látni fogjuk majd viszont, hogy
ennek kizárása milyen hatásos: mind az értékek létezését mind a pozitivitását
biztosítja. Mielőtt azonban ennek tárgyalására áttérnénk, célszerű külön
megvizsgálni a teljes automatizálhatóság egyes sajátos tulajdonságait.

Fentebb jeleztük már a teljes automatizálhatóság egy szükséges feltételét.
Most külön tételben megmutatjuk, hogy produktív A mátrix esetén a jelzett
strukturális sajátosság szükséges és elégséges feltétele a teljes automatizál
hatóságnak.

3. 'PÉ1'EL: Egy A és rn* nem-negatív ráfordítási együtthatókkal jellemzett
produktív gazdaság akkor és csak akkor automatizálható teljesen, ha az áruk
nak (ágazatoknak.) van egy olyan csoportja, amelyek termeléséhez sem köz
vetlenül, sem közvetve nincs szükség munkaerőre.

Bizonyítás: Elégségesség. Legyen Naz összes, 12 pedig azon áruk (ágazatok)
indexeit tartalmazó halmaz, amelyek termeléséhez nincs munkaerőre szükség.
Ha 12 = N, akkor m* = O* és így a produktivitás feltételéből következik már
a teljes automatizálás lehetősége. Ha 12 #- N (feltevésszerűen nem lehet üres
sem!), akkor A-t és ni*-ot 11 = N - 12 és 1- indexhalmazoknak megfelelően
partícionálva beláthatjuk egyrészről azt, hogy mf = O*, másrészről azt, hogy
A12 = 0. Ellenkező esetben ugyanis az 12-be tartozó áruk valamelyikének
vagy közvetlenül, vagy közvetve lenne munkaerő-igénye. Mivel pedig A pro
duktív, azaz domináns sajátértéke l-nél kisebb, ezért A22 minorja is produktív.

Ebből. már egyszerűen belátható, hogy található olyan x = (:J vektor, amely

ben x2 pozitív, x ~ Ax és m*x = 0.
Szükségesség. Legyen x a teljes automatizálhatóságot eredményező termelési

vektor és tegyük fel, hogy az ágazatok sorrendje olyan, hogy a felsorolásban
elöl szerepelnek a nem termelő (x1 = 0) ágak, hátul a termelő ágak (x2 > 0).
Ennek megfelelően particionálva az együttható mátrixot, illetve vektort azt
kapjuk, hogy rn2 = 0 illetve A12 = 0. Ebből pedig már állításunk helyessége
közvetlenül kiolvasható. Ezzel a bizonyítást befejeztük.

A következő két tételt úgy tekintjük mint Marx intuitív fogalomhasznála
tának matematikai igazolását. Egyszerűen fogalmazva arról van szó, hogy
egy olyan tiszta árutermelő gazdaságban, amely a munkaerőt nem nélkülöz
heti, a ráfordítási fajlagosok mátrixa szükségképpen produktív és minden
árunak egyértelműen meghatározott, pozitív munkaértéke van.

4. 1'É1'EL: Ha a vizsgált gazdaságban tiszta árutermelés folyik, azaz az
érvényes árak (Pa> O) és bér (wa > 0) mellett egyetlen áru termelése sem
veszteséges (p,f > p; A + ivam*), továbbá a gazdaságot nem lehet teljesen
automatizálni, akkor a gazdaság fajlagos ráfordítási mátrixa (A) szükség
képpen produktív.
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Bizonyítás: Az a tény, hogy egyetlen áru termelése sem volt veszteséges,
azt is jelenti, hogy az árak nem lehetnek kisebbek az anyagköltségeknél, azaz

(5)

Sőt, határozott egyenlőség sem állhat fenn mindenhol, mert akkor a pozitív
munkabér miatt veszteséggel állítanák elő azon árukat, amelyek (közvetlenül)
felhasználnak munkaerőt. Munkarőt pedig valahol használni keJJ, különben
teljesen automatizált gazdaságról lenne 8ZÓ. Az (5) egyenlőtlenségből és Pa
pozitivitásából következik, hogy A domináns sajátértéke l-nél nem lehet
nagyobb. Most megmutatjuk, hogy nem lehet 1 sem. Ha ugyanis 1 Jenne,
akkor Jenne olyan szemipozitív p vektor, amely kielégítené az alábbi saját
érték-egyenletet:

fi''= f;* A. (6)

Belátható, hogy Pa és jJ arányaiba,n szükségképpen eltér egymástól (mivel
az (5) feltétel nem lehet tiszta egyenWség), ezért van olyan pozitív és egyértel
műen meghatározott ct, amely mel Iott a

P~ = Pa - ctJ1

vektor nem-negatív , de legalább egy elemében 0. \z (5) és (6) egyenlőtlen
ségekből következik. hogy

(7)

továbbá a nyert egyenlőtlenség-rendszerben ott és csak ott szerepelhet egyen
lőség (illetve egyenlőtlenség), ahol az (5) rendszerben. Legyen mármost

12 = {i :p,; = O},

s partícionálj uk a változókat és feltételeket ezen i ndexhalmazoknak meg
felelően. Ekkor a (7) egyenlőtlenségek 12-be tartozó részére azt kapjuk, hogy

Ebből következik egyrészt az, hogy A12 = 0, másrészt pedig az, hogy az
12-be tartozó feltételek (5)-ben is egyenlőségek voltak, azaz :

Most már majdnem célnál vagyunk. }livol az !2-be tartozó áruk term lése
sem volt veszteséges, ezért ott nem hasz.nálhat.tak fel (közvetlenül) munka
erőt, azaz m; = 0*. Másfelől A22 az A mátrix minorja., így A22 domináns
sajátértéke sem lehet l-nél nagyobb. A kapott egyenlőség tehát éppen azt
mutatja, hogy A22-nek az 1 domináns sajátértéke. Ezért tartozik hozzá szemi-

pozrtív x2 sajátvektor (x2 = A22 x2). Mivel A 12 = 0, ml = 0*, ezért az x = ( ~ )
2

termelési szintvektor mellett a gazdaság teljesen automatizált lenne. Ez pedig
feltevésünknek ellentmondana. Ezzel a bizonyítást befejeztük.
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A munkaértékek létezése és pozitivitása 

Jeleztük, hogy az új feltételekkel részben az volt a célunk, hogy a vizsgált
modell keretei között a marxi értékek létezésének és pozitivitásának minél
kézenfekvőbb és általánosabb kritériumait fogalmazhassuk meg. Tulajdon
képpen most már minden szükséges feltétel rendelkezésünkre áll a kritériu
mok tételszerű megfogalmazásához. Célszerű azonban előtte röviden meg
világítani a kérdés közgazdasági hátterét.

Korábban már utaltunk arra, hogy egy gazdaság teljes automatizálhatósága
nem csak utópia, de szöges ellentétben is áll magával a munkaérték fogalmá
val- Ezt a lehetőséget tehát mindenképpen ki kell zárnunk, de ez semmi
tényleges megkötést nem jelent.

A fenti feltétel mellett még szükségünk van valamilyen formában az A mátrix
produktivitását biztosító feltételekre. Ezt, a korábbiak alapján, kétféleképpen
fogalmazhatjuk meg. Az öncélú termelés hiányának és a pótlást meghaladó
termelés létezésének feltételezése a gazdaság produktivitását technológiai
oldalrol biztosítaná. ,Joggal felvethető azon ban az az ellenérv, hogy egy valós
gazdaságban sohasem pótolják természetben teljesen az elhasznált anyagi
eszköz.őket. Ez a, feltételezés tehát meglehetősen elvont, ezen még az sem
segít, ha, itt Marxra hivatkozunk, aki a bővített újratermelést úgy tárgyalja,
mint amelyik tartalmazza az egyszerü újratermelés mozzanatát. Sokkal
kézenfekvőbb tehát a másik út, amelyet a tiszta árutermelés szükségszerű
kritériuma tesz lehetővé. Nevezetesen az a feltevés, hogy ne legyen vesztesé
ges egyetlen áru termelése sem. Ez a feltétel a teljes automatizálás lehetetlen
ségével együtt gazdasági oldalról biztosítja A mátrix produktivitását. A tel
jesség kesdvéért az alábbi tételben mindkét feltételt közöljük.

5. 'PÉ'l'EL: Tekintsünk egy A és m nem-negatív fajlagos ráfordításokkal
jellemzett gazdaságot. Legyen x0 > 0 a teljes termelés tényleges nagysága,
Pa> () a, tényleges árak vektora, w0 > 0 a tényleges munkabér. A fenti gaz
daságban az értékek egyértelmiien meghatározottak és pozitívak, ha a gaz
daság nem automatizálható teljesen és teljesül az alábbi feltételek közül vala
nielyik:

i) A gazdaságban nem folyt öncélú termelés, és minden áruból legalább annyit
termeltek, mint amennyit a termelésben azokból felhasználtak, valamint
legalább egy áruból jutott nem termelő fogyasztásra is (pótlást meghaladó
termelés). .

ii) A gazdaságban egyetlen áru termelése sem volt oeszieséqee?

Bizonsiitá«: Mivel vagy a 2. vagy a 4. tétel feltételei teljesülnek, ezért az
A mátrix szükségképpen produktív. Az értékek vektora (p) tehát egyértelműen
meghatározható az alábbi képlet alapján (lásd, például BRÓDY A. [l ]) : 

p* = m*(E - A)-1. 

Az A mátrix produktivitása és a ráfordítási együtthatók nem-negativitása
miatt p szükségképpen nem-negatív. Be kell még látnunk, hogy p nemcsak

7 Természetesen a.z iparágak átlagában értendő, hogy egyetlen áru termelése sem
veszteséges. Egyes egyéni termelők termelhetnek veszteséggel.
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nem-negatív, de határozottan pozitív vektor. Tegyük fel, hogy p valamelyik
komponense, mondjuk az s-edik, nulla lenne, azaz

ahol e; az i-edik n-ed rendű egységvektor.
Az x,. = (E - A)-1e,. olyan termelési vektorként értelmezhető, amely esetén

egyrészt az előállított termékmennység a pótlás igényét meghaladja, másrészt
munkaerő felhasználását nem igényli. Mindez viszont ellentétben állna fel
tevésünkkel, amely szerint a gazdaság nem automatizálható teljesen. Ezzel
a bizonyítást befejezzük.

Végeredményben tehát Bródy A., Morishima és mások a marxi érték-, ár
és újratermelési elmélet matematikai megfogalmazásaiban teljes joggal fel
tételezhették az A mátrix produktivitását.

(Beérkezett: 198 7. november d-én)
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TWO ECONOMIC CRITERIA. FOR THE EXISTENCE OF NONNEGATIVE
LEONTTEF INVERSE

The productivity of the input-output coefficient matrix (A) plays crucial role in both
the theoretical and applied input-output anu.lyeis. This ensures the existence of the
Leont.ief inverse, (I-A) - 1• There are several productivity criteria known in the litera
ture, among them two criteria proposed by Gale. This paper provides two new criteria
based on tho exact concepts of selfserving production und full-automation. They can be
viewed us dual concepts and extensions of Gale's criteria. In tho context of the Marxian
value model it will be shown that these new conditions trivially hold and provide suffi
cient basis for the existence unrl positivity of labor values.
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)lBA 31{0H OM114EC1{HX f{Pl1TEPl15l CYLl.(ECTBOBAHl151 HEH ErAT11BHOl1
11HBEPCl111 flEOHTbEBA

8 reopera-recrorx 11 npaxrusecxax HCCJie,wBaHIUIX, npoBOUHMblX C ITOMO[l{blO Mouemi 3a
rparsr-auxon, 83}1(Hfül puru, np11Ha/_\J!C}l(l1T MaTpML\C K03(jJ(jJ11U11CHTa aarpar (A) 11HBCpC11H
Jíeo-rrseua (E -A)-1. 113 3KOHOMJ1l!eCl(l,IX 11 MaTeMaTl1'-!ecI,HX yc.rosnü cyll.\eCTBOBaHl151 (rrpo
/Wl(THflHOCT11) uuaepcun uanöonee 113BCCTHbl YCJIOBf.UI npouyKTl1BHOCTH leüna. B crarse cpop
MY 1I11py IOTC)l UBa HOBblX ycJ!OBH51, paBH03HaL!HblX 11 QTLlaCTH 0606u\a1ou-111x xpirrepau I'eüna.
)lBa ycnOBH51 OCHOB3Hbl Ha napuux flOH51Tll51X, HaX0,':151ll{IIXC51 B AY3Jll1CTH<!eCKOM OTHOWeH11a
Me)J(/<Y coőoii, - LICTl(HX fl0H51Tl151X np011380,':ICTBa !(al( T3I(0BOro H flOJlHOH aBTOM3TH33L(Hl1.
Ü,':IHOBpeMCHHO noxaaunaercst, 11TO UCHHOCTHa51 MOi\CJ!b Map1,ca (npezmonaraiouiaa '-IHCTO
TOBapHOe npOH3BOUCTBO) HC06XOilHMO QT[!CL[aeT HOBblM ycJ!OBH51ill, 1-(()TOpblC 0,':IHOBpeMeHHO
raioxe CJIY)KilT AOCTaTQL[Hl,IMH l(!)MTCpHHMII cyu(CCTBOBéHlH51 nOJlO>IW1'CJ1bHOi1 CTOIIMOCTH.



MEDVEGYEV PÉTER 

A Neumann modell Morishima-féle általánosításról 

A gazdasági növekedés Neumann modellje! a matematikai közgazdaságtan,
ezen belül az általános egyensúlyelmélet, egyik legismertebb eredménye.
A modell sokak által kritizált egyik hiányossága, hogy figyelmen kívül hagyja,
elnagyoltan kezeli a keresleti - kínálati viszonyok hatását az árakra és evvel
szoros összefüggésben, nem szerepelteti explicit módon a különböző társadalmi
osztályokat. Neumann eredeti dolgozatának megjelenése óta (1937) számos
kutató, matematikus és közgazdász, foglalkozott a modell különböző aspek
tusaival, általánosításaiva.l. Az általánosítások közül talán a legismertebb
M. MoinSHIMA [7] modellje, mely tulajdonképpen a szabadversenyes tőkés
gazdaságnak az általános egyensúlyelméJeti szemléletben fogant stacionér
modellje. A dolgozatban Morishima eredményeit némiképpen általánosüjuk, 
összelwsonlítj'ldc más kutatók - elsősorban J. Los - eredményeivel. Morishima
a modell egzisztenciáját, vagyis az egyenletek konzisztenciáját, az Eilenberg
Montgomery föle fix_ponttételre támaszkodva bizonyítja. Az itt követett bizo
nyítás fő előnye, hogy az egzisztencia-tételek bizonyítása a lényegesen egysze
rűbb, ismertebb Kakutáni tételre támaszkodva végrehajtható, s így a modell
tárgyaláfm nagyban egyszerCísíthető.

l. A modell 

Legyen adva egy absztrakt gazdaság. A gazdaságban a technológia-terme
lési lehetőségeket egy (A, B) n X 1n típusú input-output mátrixpár fejezi ki, 
ahol na gazdaságban levő áruk, jószágok; m pedig az elemi folyamatok száma.
A jóHzágok között kitüntetett szerepet játszik a munka, melyet külön keze
lünk. Legyen v = (v1, ... , v,,,) az egyC's eljárások munkaigénye. A továbbiak
szempontjából. elengedhetetlen annak feltételezése, hogy minden egyes ter
melési eljárás üzemeltetéséhez szükség van munkára, vagyis v > 0. Jelölje
w _,,., 0 a munkabért. A gazdaságban az árak vektora P. (p1, ... , Pnl• Az
árakról feltételezzük, hogy eleget tesznek a következő nulla-profit, és komp-

' A moder! egyenletei:
(NNF)
(JJ)
(D)
rrr»

X ::: 0, p ~ 0, /, > Ü
Bx :2; },Ax 
pR s; ).pA 
pBx> 0

A, B :.::; 0 n x·n,. 1 (pusú konsr.ans mátrixok.
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lementaritási feltételeknek:

(D)

(DKF)

pB::::: (1 + /J) (pA + 1U·V) 

pBx = (l + fJ) (pA + w · v)x, 

ahol fJ a profitráta, és x az egyes eljárások intenzitásának vektora.
A termelési folyamat ráfordításigénye értékben kifejezve, eljárásonkénti

bontásban pA + w · v, ahol pA az ,,anyagráfordítás" és w · v a .,munka
ráfordítás". Az eljárások bevétele pll. A (D) feltevés szerint egyetlen egy eljárás
sem eredményezhet extraprofitot, s másoldalról viszont, (DK]') szerint olyan
eljárást, mely fJ-nál kevesebbet jövedelmez, nem alkalmaznak. A (D)- (DKF)
feltételek alkotják a modell duá; oldalát.

Valamivel komplikáltabbak a primál oldal összefüggései. A prim ál old rt! ~~
piaci egyensúly összefüggéseit tartalmazza.

A kínálati oldal a termelés kibocsájtásával azonos, vagyis Bx. ~bbéíl kell
fedezni egyrészt a termelő felhasználásokat és a gazdaság bővítésének költsé
geit, másrészt az improduktív kiadásokat. Vegyük sorba az egyes tételeket!

A termelési folyamat anyagfeLhasználáRa Ax. Tegyiik fel, hogy az egységnyi
munkaerő piaci kereslete a p árrendszer mellett c(p). Mivel a gazdaságban fel
használt összes munkaerő v · x, ezért a munkaerő piaci kereslete c(p) · (v · x), 
vagyis a termelési folyamat ráfordítás igénye Ax + c(p) · (vx) = Ax +
+ (c(p) · v) · x = [A + c(p) · v] · x. 

Mivel egyenlő az értéktöbblet l Nyilván az ösazes kibocsájtás értékéből
pBx-Ml le kell vonni az összes ráfordítás költségeit {pAx + w(vx) }-ct: N =
= pBx - {pAx + (vxj}. (DKF)-et figyelemue véve N = (]{pAx + w(vx)}. 
Ha N értéke pozitív, akkor az értéktöbbletből n, gazdaság növelését illetve
az improduktív kiadásokat finanszírozzák. ,Jelölje (J-R) az értéktöbblet impro
duktív célokra fordított hányadát.

Tegyük fel, hogy a ga7,daságban minden egyes eljárás (I + ct)-szorof:lárn,
bővül Ennek fi nansz.íroz.ása ct(Ax + c(p )vx) pótlólagos ráfo rdításra van szü k
ség. Jelölje g(p) az improduktív kiadások elköltésének szerkezetét. Ha J összeg
áll rendelkezésre improduktív kiadásokra, akkor 7 · g(p) az improduktív
kiadások kereslete. I= (l - s)N. I-la N · '0, a.kkor természetesen sem impro
<l uktív, sem produktív kiadásokra ni 11c1:, mód. A fentieket figyelem be véve a,
primá.l oldal:

Bx r,;;:; (l + a){A + c(p) · v}x +
+ (1 - ö) · maxj O, (]} • [pAx + w · vx ] · g(p) 

pBx = (l + x) · p{A + c(p) · v}x ++ (1 - s) · max{O, (]} · [pAx + w · vx ] · pg(p). 

A (P) feltétel szerint a kínálatnak fedezni kell a keresletet, míg a (PKF) fel
tétel szerint a szabad jószágok ára nulla lesz.
A primál és duál oldalt kapcsolja össze a

(P) 

(PKF)

(PD) pBx,,.-- 0

feltétel.
Nyilván teljesülnek a p ~?: 0, x -~>. 0 megkötések. Megköveteljük még az

l + x :> 0, és l + fJ .> 0 összefüggéseket.
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Összefoglalva: a modellt specifikáló egyenletek a következőek:

(NN:F')
(D)
(DKF)
(P) 

(PIO')

(PD)

J + /7. > 0, 1 + /J > 0, X 2 0. p 2 0 
pB :S: ( 1 + /J) · { pA + w · v}
pBx = (1 + /J) · {pA + w · v}x
Bx?:: (1 + x)LA + c(p) · v]x ++ (1 - s)max{0, /J} · [pAx + w · v · x] · g(p) 
pBx = (l + x)p[A + c(p)v ]x +

+ (1 -- s)max {O, /J} · lpAx + w · vx] · p · g(p) 
pBx ;_,,,. o.

2. A modell '.\'1oi-ishima-félc megoldása 

Morishima a fenti egyenletek kompatibilitásé.t a következő feltételek mel
lett bizonyította:
a) g foJytonos függvény és pg(p) = 1, g(p) :_. 0, I;/ p :"2; 0 
b) e folytonos függvény és pc(p) = w. c(p) :>: 0, I;/ p >- 0 
e) s> 0
cl) W _,.,. 0, V _,.,. Ü
e) A és B eleget tesz ,t7, ú11. KMT feltételeknek, vagyis A minden oszlopában
és B minden sorában van pozitív elem, A>; 0, B 2 0. (Kemény-Morgen
stern Thom pson félo feltételek.)

A fentiekkel kapcsolatban a következő észrcvét.elek tehetők:

1° Az n,) és b) feltételek első látáara elfogadhatóaknak tűnnek, Ab) lényegileg
az ún. ,,létmi.nimum-bér"kikötés. A munkások pontosan annyi jövedelemhez
jutnak, amennyit elköltenek fogyasztási javakra. Bár ez a feltétel figyelmen
kívül hagyja, a munkások megtakarítását, mely reális tény, a feltevést mégsem
kizá.rólag kö,,.gazdasági okból tartom erősnek. A fő problémát az jelenti, hogy
eltekint a ctp) = c0 lehetőségtől, vagyis a konstans kereslet lehetőségétől,
mely azintér, nem mond ellent a tapasztals.tnak. Rugalmatlan kereslet esetén
a bizonyítás nem alkalmazható! A modellben szereplő nemlinearitások látszó
la.g igen általá.nosak, de valójában a felmerülő matematikai nehézségek meg
kerülését célozzák!

2° Több kifogás emelhető az s> 0 meg1,zorítás ellen. Ha az értéktöbbletet
teljességgel improduktív módon költik el, akkor Morishima bizonyítása nem
alkalmazható. Még súlyosabb a probléma, ha eleve feltételezzük, hogy a gaz
daságban csak egyszerű újratermelés lehetséges. Ilyenkor értéktöbblet nem
képződik. Annak bizonyításához tehát, hogy mégis létezik egyensúly, fel kell
tételezni, hogy ha létezne értéktöbblet, - ami nem létezik - akkor annak
pozitív részét költenék a gazdaság növekedésének finanszírozására. Ha az
egyszerű újratermelést társadalmi oldalról az egyszerü árutermeléssel, a bőví
tett újratermelést- a tőkés gazdasággal azonosítom, akkor az érvelés a követ
kezőképpen hangzik:

Ahhoz, hogy az egyszerű árutermelés egzisztenciáját belássam, fel kell ten
nem, hogy a tőkés termelési módban - amely történetileg, logikailag követi
az egyszerű árutermelést - az értéktöbblet pozitív részét fordítják a gazdaság
növekedésének fi nanszfrozésára.
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3° Bár a bizonyítás módja, amit Morishima használ, kü.lönösen szellemes,
mégis körülményes és egy nagyon nehéz tételre, az Eilenberg-Montgornery 
fixponttételre támaszkodik. 
A fenti problémák feloldását kísérelem meg a következő pontokban.
A modell egzisztenciáját a következő feltételek mellett fogom bizonyítani:

a) g folytonos függévny p · g(p) :S: 1, g(p) :2: 0 
b) e folytonos függvény c(p)?:: 0 \/ p 
c) s'?; 0
d) w > 0, v > 0
e) A és B eleget tesz a KMT feltételeknek, vagyis A minden oszlopában és
B minden sorában van pozitív elem, A ;:: 0, B ::2: 0. 

3. A három-mátrix modell

A Neumann-típusú modellek sem az árak nagyságát, sem a termelés szint
jét nem határozzák meg, csak a megfelelő arányokat. Feltehető tehát, hogy

Vezessük be a következő jelöléseket:

A = l + Cl, ~l = 1 + fJ 
G=A+w·l·v 

l 
F=A+c{p)·v+(l-s) ·-·max{O,µ- l}·g(p){pA+1v·v}. 

). 

Ezen jelölés£· k segítségéve I a modell egyen leteí:

(NN]')
(D)
(DKF)
(P) 
(PIO')
(PD)

~ / Ü, µ > 0, p :2,: 0, X -': 0 
pB,,.., µ.pG 
pBx = ,upGx 
Bx ~_:;: lF(p, )., µ)x 
pBx = ApF(p, },, ,u)x 
p]h > 0.

A G mátrix konstans, az F pedig (p, A,µ) függvénye. Mivel a e : 811 ► R~ 
és g : S,, -• R"t- folytonos függvények, ezért az F(p, A,µ) mátrix a változó
folytonos függvénye lesz, hiszen az F(., ., .) a S,, X (O, oo) X (O, =) halmazon
van értelmezve, s így az F definíciójában szereplő 1/ )., mely a későbbiekben
döntő szerepet játszik, az F folytonosságát az értelmezési tartományon nem
befolyásolja.

Tekintsünk most el az F és G mátrixok konkrét származtatásátóL Definiál
juk a következő egyenleteket:

(NNF)
(D)
(DKF)
(P)

X, p ~ O; )., µ > 0
pB(x, p, A, µ) ~ ~ipG(x, p, A, ,u)
pB(x, p, A, µ)x = ~ipG(x, p, A, µ)x 
B(x, p. l. µ)x :-:: AF(x, p, ,1., ~i)x 
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(PKF) 
(PD) 

pB(x, p, Jc, µ)x = ).pF(x, p, },, µ)x 
pB(x, p, Jc, µ)x > O.

Összehasonlítva a Neumann modell szokásos egyenleteivel két szembetűnő
eltérést tapasztalhatunk.
1 ° A modell aszimmetrikus
2° A modell mátrixai a változók (x, p, )., µ) függvényei. Tegyük fel, hogy a
mátrixok a változók folytonos függvényei. 

Az aszimmetrikus modellek vizsgálatát J. Los kezdeményezte2 [l], [3], [5].
Az általa követett bizonyítás - mely a Kakutani-féle fixponttételre támasz
kodik - könnyűszerrel általánosítható arra az esetre, ha (F, B, G) a (p, x) 
változók folytonos függvénye, de a ?, és a µ bekapcsolása az általa követett
módon nem lehetséges. Jegyezzük meg, hogy a modell aszimmetriája miatt
?. ésµ - szemben a szimmetrikus esettel - nem azonos. MoRISHIMA3 [l], [6],
[7] olyan általános modell vizsgálatát végezte el, melyben a modell mátrixai
(p, },)-nak folytonos függvényei, de a modell szimmetrikus. Az itt követett
megközelítés a fenti két ,,irányzat" egyesítésén alapszik.

Legyen X = SrnXSnX(O, =)X(O, oo). Definiálok egy <P: X -, X pont
halmaz leképezést, melynek fixpontja a modell egyensúlyi megoldása. <P-t 
négy leképezés direkt szorzataként definiálom.

(J)(p,x, A,fl) = vxwx(X}x{v}.
Az áttekinthetőség végett vezessük be a

D(x, p, 1c, f•) = v · B(x, p, },, 1/v) - G(x, p, )., IM 
C(x, p, ?., v) = J(x, p, Á, 1/v) - B(x, p, A, 1/v)

' Az általa v jzsg(i,lt modell:

(NNF') x, p ~ 0, ;. > 0, µ > 0
(I') Bx~ AFx
(D) pB;;,; µpG 
(PKF) pilx = lpFx
(JJ ton pilx = µpGx 
(PD) pBx > 0
F ~ 0, B ~ 0, G ~ 0 konstans mátrixok. A modell egzisztenciáját az alábbi feltételek
mellett bizonyítja:
1° (F, Il) eleget tesz a KMT feltételeknek.
2° G + B > 0. 
3° 3 <: > 0, F ;;,; ;G. . . 
2°-3° nyilván teljesül, ha G > O. Az irodalomban J. Los feltételeit, a G > 0 feltétellel
szokás idézni.

3 A modell egyenletei:
(NNF) x ~ 0, p;;;;; 0, }, > 0
(P) Ilx 2. lM(p, J,)x
(D) pB ;S; ?cpM(p, J,).
A modell megoldhatóságát biztosító feltételek:
1 ° (M(p, 11), B) eleget tesz a KMT feltételeknek.
2° M(p, A) folytonosan kiterjeszthető Sn X (0, =) -ről Sn X [0, 00 ]-re.

3 Szigma
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mátrixokat. Felhívom a figyelmet a v illetve az 1/v tag szerepeltetésére. Jelölje
m(u) az u vektor maximális komponensét, m(u) = max (1ti)

i

W(p, x, A, v) = {p E Sn I {pC(x, p, A, v) · x} -► max}

V(p, X, },, )I) = {x E Sm I {pD(x, p, )., /J) • x} __< max ]

,( , ) _ A + max {O, - pC(x, p, A, v)x}
I\ p. X, /',, /J - 

1 + max { 0, m(C(x, p, )., v)x)}

-( 1 ) _ V + max {0, -pD(x, p, )., 1•)x}
V p, X, /\, V - - 

1 + max {0, m(pD(x, p, ?i., v))}

TÉT EL: Ha (x*, p*, ?i.*, v*) EX a !P-nek fixpontja, vagyis ha (x*, p*, ?i.*, v*)E
E c/>(x*, p*, ).*, v*) akkor (x*, p*, ?i.*, 1/v*) kielégít: az (NNF)-(PKF) feltéte
leket.

Bizonyítás: Ha (x*, p*, ?i.*, v*) EX a if> fixpontja, akkor

1° x* E V(x*, p*, ?i.*, v*)

2° p* E W(x*, p*, ?i.*, v*)

30 ?i.* = ,1.* + max{0, - p*C(x*, p*, ?i.*, v*)x*}
1 + max {0, m(C(x*, p*, ).*, v*)x*)}

v* + max { 0 - p*D(x* p* ?i. * v*)x*}40 v* - I ' > >

- I + max {0, m(p*D(x*, p*, ?i.*, v*)x*)} ·

A 3°-t átrendezve:

,1.* · max {0, m(C(x*, p*, ?e*, v''')x*)} = max {0, -p'1C(x*, p*, ).*, v*}x*}.

Meg fogom mutatni, hogy p*C(x*, p*, ,1*, v*)x* = 0. A bizonyítást indirekt
úton végzem el. Ha p*C(x*, p*, ?e*, v*)x*::.,.., 0, akkor mivel O < ?i.* < oo, ezért
0 :2 m(C(x*, p*, ?e*, v*)x*) > p*C(x*, p*, ?i.*, v*)x* > 0 Ha p*C(x*, p*, ?e*, JJ*) X
Xx*< 0, akkor m(C(x*, p*, ?i.*, v*)x*) > 0, vagyis 0 < e10C(x*, p*, ?i.*, v'~)x* ::::
< p*C(x*, p*, ?e*, v*)x* < 0, hiszen p* E W(p*, x*, ?e*, v*) = {p E S,,jp{C(x*,
p*, ?e*, v*)x*} max}. Tehát p*C(x*, p*, ?e*, JJ*)x* = 0. Ebből ismét a p* E
E W(x*, p*, ).*, v*) relációt figyelembe véve e1C(x*, p*, ?i.*, v*)x*:::;: 0, vagyis
C(x*, p*, },*, v*)x*-;;; 0.

Teljesen analóg módon érvelve p*D(x*, p*, ?i.*, v*).::::; 0, p*D(x*, p*, ?i.*, v*) X
Xx*= 0.

Behelyettesítve C és D definícióját:

(P)
(PKF)
(D) 
(DKF)

B(x*, p*, ?e*, l/v*)x* ', ?i.*F(x*, p*, ?i.*, 1/v*)x*
p*B(x*, p*, ).*, 1/v*)x* = ?c*p*F(x*, p*, ?i.*, 1/v*)x*
v*p*B(x*, p*, },*, 1/v'~);;;:: p*G(x*, p*, ?i.*, 1/v*)
v*p*B(x*, p*, ?i.*, 1/v*)x* = p*G(x*, p*, ?i.*, 1/v*)x*.
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µ,* = 1/v* választással azonnal látható, hogy (x*, p*, A*,µ*) valóban egyen
súlyi megoldás .

.1l[egjegyzé8: A későbbiek szempontjából ki kell emelni, hogy pl. a (P) - 
(PKF) reláció belátásához csakis a 2°-3° és a O < A* < oo relációkra kellett
támaszkodni, s pl. !J* értékét nem kellett figyelembe venni.

4. Milyen feltételek mellett létezik cl>-nek fixpontja? 

TÉT EL: A (J) pont-halmaz leképezés felülről félig folytonos, nem üres
konvex képhalmazokkal.

B£zonyítá8: A X, ii nyilván folytonos függvények. Nyilván W(x, p, A, v) és
V(x, p, l, v) nemüres, konvex halmazok, hiszen - rögzített (x, p, A, v)-re -egy
lineáris függvénynek egy konvex kompakt halmazon való optimumhelyeinek
halmazai ként definiálódtak.

Lemma: W : X -• S
11 

és V : X - Sm felülről félig folytonos pont-halmaz
leképezések.

Bizonyítá8: Elegendő pl. csak W felülről félig folytonosságát belátni, a
V-re vonatkozó állitás teljesen analóg.

Legyen {(x,,, p11, An, v
11
)};_1 C X és Iim (x.; p11, An, vn) = (x.,,p.,, },.,, v.,) EX.

n 
Legyen j)

11 
E W(x,,, p11, A11, v11) és lim p,, = p.,. Azt kell belátni, hogy p., E

11

E W(x.,, p.,, ),.,, v00). Mivel p11 E W(x11, p11, ).,,, v11), ezért p11{C(x11, p11, A,,, 1111)x11} ~

2 p{C(x
11
, p11, A,,, v,,)x,,}, V p E S,,. Mivel C folytonos, ezért a határátmenetet

elvégezve p.,{C(x.,, p.,, A.,, v.,)x.,} > p{C(x.,, p.,, A.,, v.,)x"'}, V p E S,,, vagyis
p., E W(x.,, p.,, A.,, JJ,,,). . -

A (J) = VX WX {J:} X {i)} X-ből X-be ható pont-halmaz leképezés, mely
a Kakutani fixponttétel feltételeinek ,,majdnem" eleget tesz. Az egyetlen
probléma, hogy X nem kompakt. Az X = 8171 XS,, X (0, 00) X (0, oo) homeo-

morf az X' = Sm X S11 X ( 0, ; j X (o, ~} halmazzal. A homeomorfizmus legyen f. 

A (JJ' = f o <1> o 1-1 pont-halmaz leképezés X'-t X'-re képezi, s nyilván to
vábbra is felülről félig folytonos leképezés konvex, nemüres képhalmazokkaL
<P-nek akkor és csakis akkor van fixpontja, ha <P' -nek van fixpontja.

Tekintsük az X' = S171XSnx[ O, ;Jx[0, ;J halmazt. Tegyük fel, hogy

</J'-t ki tudjuk terjeszteni X'-ről X'-re úgy, hogy:

1° <1>' továbbra is felülről félig folytonos pont-halmaz leképezés nemüres,
konvex képhalmazokkal.
2° !P'-nak nincs fixpontja X'/X'-ben.

Ekkor, mivel <1>' : X' ~ X' a Kakutani tétel alapján rendelkezik fixponttal,
ezért <P-nek is van fixpontja.
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A továbbiakban az egyszerűség végett - az f homeomorfizmustól elte-
kintek, s közvetlenül <P-nek Sn XSm X (0, =) X (O, = )-ről S11 X Sm X [O, =] X
X [O, oo ]-re való kiterjesztéséről fogok beszélni .4

<P-nek X-ről X-ra való kiterjesztését ,,komponensenként" célszerű elvé-
gezni. A ·

W(p, x, L Ji) = S11 (p, x, A, Ji) E X/X 
T'(p, X, Jc. ll) = /3171 (p, X, Jc, Ji) E X/X 

definícióval W-t és V-t egyszerüen kiterjesztjük X-ről X-ra, s a leképezések
nyilván továbbra is felülről félig folytonosak maradtak. s a képhalmazok pedig
konvexek és nemüresek.

Több gondot jelentenek a I v függvények. Ha lot és ii-ot folytonosan ki
tudjuk terjeszteni X-ről X-ra akkor a </>'-11ek létezik X-uen fixpontja. Legyen
ez (x, p, A., v). Ha O < A, 11 < av, akkor a fixpont nem eshet X""X-be, vagyis
csak X-be eshet.

A fixpont létezésének feltételei tehát két csoportba oszthatók:

1 ° I és ~ folytonos kiterjeszthetőségét biztosító feltételek,
2° a fixpontok elhelyezkedését biztosító ,,peremfeltételek".

Megjegyzés: A 1 és v függvényeknek mint többváltozós függvényeknek koli
folytonosaknak lenniök és nem elegendő, ha parciálisan folytonosan kiterjeszt
hetőek. Másképpen: az hogy pl. a Jim ).(p, x, ),, v) létezik, még nem jelenti

~ i.--o
azt, hogy A kiterjeszthető a A = 0 pontra. Ha azonban a fenti határérték a
többi változóban egyenletes, akkor - az a.na.lizia egy ismert tétele alapján
az így kiterjesztett függvény folytonos lesz.

Foglalkozzunk először a Morishima modellel:

_( . _ v + max {O, pGx.- vpBx} 
V p, X, , 11) - -----'-----=---- --- .

1 + max {O, m(vpB - pG)} 
íi nem függ A-tól. Legyen

l
pGx, 

v(p, x, 11) = 1 

m(pB), 

ií(p, x, v) folytonos. A v = O pontban a folytonosság nyilvánvaló.

I + max[o, pGx - pBx} 
1lirn ii(p, x, v) = Jim v 

v-= HOO : + max{ o, rn [vn - P:J} m(pB) 

v(p, x, 0) = pGx = pAx + w · vx ,;> 0, hiszen wv > 0 és x szemipozitív.

ha v = O

ha v = =·

4 [O, oo ]-t mint a [O, =) egy pont kompakt.ifikéoiójaként képzeljük el, vagyis a =
pont egy környezete pl. K1, = {ft I A ;;;:;; ,lt} halmaz.
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ii(p, x, oo) < + oo hiszen B minden sorában van pozitív elem és így m(pB) > o.
i kiterjesztése előtt alakítsuk át F-et - küszöböljük ki µ-t. 

(l - s)
F =A+ c(p) · v + , max {O, fl - l} g(p)[pA + w • v] =

le 

(I - s) { pBx J = A + c(p) · v +-~-max 0, -- - l _ g(p)[pA + w · v] 
?, pGx 

(Felhasználtam a 1,i = pBx relációt (DKF) és pGx > O-t.)
pGx 

1 1 
Jim 2(p, x, i.) = (ip, x, oo) = --- =------ < oo,.-= m(F(p, x, oo) m([A + c(p)v]x) 

i(p, x, 0) = lim fc(p. x, A) =
l.-0 

= Jim _A_+_m_a_x-"-{ O_,--=p'---B_x_-_.:l=-p_F_x-'-} 
-l-o 1 + max {O, m(AFx - Bx) 

max {0, pBx - Jim },pFx} ,.-o-------------- -
l + max {0, m(l_im ~Fx - Bx)} 

Z-•0 <

max{o,pBx - (l - s)max{o, :~= - 1}pg(p)pGx} 
- >

l +maxfo,m[(l--s)max{o, :::-1,g(p)·pGx-Bx]}- 

max {0, pBx - (1 - s) max {0, pBx·- pGx}} -------'----='-------'----'-----"----=----=------'--'---> + max {O, m[(l - s) max {O, pBx - pGx} · 'g(p) - Bx]} 

min (pBx, pGx) 
> -- 1 + I((p, x)

Jl1 egjegyzés: Csak Jc és v parciális kiterjeszthetőséget ellenőriztem. Jc és v 
mint többváltozós függvények azért folytonosak, mivel a kiterjesztés során
kiszámolt határértékek (p, x) szerint nyilván egyenletesek.

Legyen (p, x, )., JJ) a <l> : X -· X leképezés fixpontja. Ekkor v = v(p, x, v). 
Mivel v(p, x, O) ,/.= O és v(p, x, oo) < oo, ezért O < v < oo. Az előző paragrafus
tételében követett megfontolásokat megismételve belátható, hogy vpBx =
= pGx. Mivel pGx > O és O < JJ < oo ezért pBx > 0. Ebből ~(p, x, 0) > 0.
Mivel A= 2(p, x, ).), ezért O < A< oo, vagyis (p, x, A, v) EX. Tehát a modell-
nek létezik egyensúlya. ·

:VIost térjünk rá az általános három - mátrix modell vizsgálatára.
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Feltétel 

1 ° G(x, p, )., v), F(x, p, 2, v), B(x, p, },, v) folytonosan kiterjeszthetőek X = S,,, X
X SnX(0, oo)X(0, oo)-ről X = S,,,xSnX[0, oo]X[0, oo]-re.
2° {F(x, p, },, v), B(x, p, 2, v)} eleget tesz a KNIT feltételeknek az egész X 
halmazon.
3° pG(x, p, 2, v)x > 0 az egész X halmazon.

Ezek a feltevések J. Los és Morishima által tett feltevések ,,egyesítéséből"
származnak.

lVlivel a i és i, definíciójában szereplő kifejezések folytonosan kiterjeszthe
tőek X-ről X-ra könnyűszerrel belátható, hogy ). és v is kiterjeszthető X-ra

i(p, x, 0, v) = pB(x, j), 0, JJ)X 

- l 
2(p, x, oo, v) = ------< oo

m(F(x, p, =, v)) 
ii(p, x, A, 0) = pG(x, p, 1., O)x > 0

- l v(p, x, ;., oo) = ----~--- < oo.
m(pF(x, p, 2, oo))

Felhasználva a 2°-3° feltételeket, - és megismételve az e.lőző paragrafus
tételének bizonyítását -- beláthatjuk, hogy ha (x, p, A, v) fixpont, akkor

vpB(x, p, A, v)x = pG(x, p, 1., v)x > 0,
amiből
és így

O < v < oo és pB(x, p, A, v)x > 0,

O <A< oo , vagyis (x, p, A, v) EX.

~Megjegyzés: A folytonos kiterjesztés feltétele rendkívül elegáns, könnyen
megjegyezhető. Sajnos a lVlorishima modell általánosított formájára nem alkal
mazható, hiszen az F mátrixra - a definíciójában szereplő 1/ ,l tag miatt -
a folytonos kiterjeszthetőség feltétele nem áll fenn. Ha a modell konzisztenoiá
ját egy általános tételből kívánjuk levezetni, akkor F kiterjeszthetőségét a
következő módon kell megkövetelni:
1 °' F(x, p, A, v) folytonosan kiterjeszthető az X = S111 X Sn X (0, oo) X (0, oo)
halmazról az X = SmXSnX[O, oo]X[0, oo] halmazra megengedve, hogy egyes
komponensek + =-nel legyenek egyenlőek, de megkívánva, hogy AF a .A. = 0
pontban folytonos legyen és lim ).pFx < pBx valahányszor pBx > 0.

,1-0

5. A Morishima £éle megoldással való összevetés 

Térjünk vissza a Morishima féle feltételekhez. Tekintsük a következő
három-mátrix modellt:

B 
G=A+wl·v 

{
,l - l} F =A+ w · c(p)v + (L - s) max 0,~ g(p)(pA + w · v). 
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(P)

A {
J.-l},.1 1·. l "( "max 0, -.-- 10 ytonosan citerjeszthető 0, oo)-rol (0, oo)-re, s így az
/,S 

(F, G, B) három-mátrix modell együtthatói folytonosan kiterjeszthetők X-ről
X-ra, tehát létezik egyensúlyi pont. Az egyensúlyi pont egyenleteit felírva,
és kihasználva a pc(p) = pg(p) = I relációkat:

(NNF) p, x -- 0, i,. ,u > 0

Bx:: },[A+ w · c(p) · v]x + (l - s) max (0, ). - I)· g(p)X
s 

(PKF)

(D)

(DKF)

(PD)

X (pAx + w · vx)

(I - s)
pBx = A[pAx + w · vx] +---max (0, ), - l)X

s 

X (pAx + w · vx) = ( A + (I ~ s) max (0, ). - 1)) (pAx + w · vx) 

pB ::: µ(pA + wv) 

pBx = µ.(pA + w · v)x 

pBx..? o.

A PKF - DKF relációkat összevetve

(l - s) - ( ' 1) ibőlµ = ), + --- max 0, 1. - , anu o
s 

max ( 0, ). ~ 1) = max (0, µ. - l). Behelyettesítve P-be és PKF-be kapjuk,

hogy (x, p, )., t,i) a modell egyensúlyi megoldása.

( Beérkezett : l!J82. [ebruár 3-án) 
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ON MORISHIMA'S GENERALIZATION OF THE .NEUMANN MODEL

The paper contains a new generalization of von Neumann's model enabling a unified
approach to various well-known general models of the von Neumann-t.ype (JV[. Morishima,
J. Los). The existence of an equilibrium solution of the generalized model relies on Kaku
tani's fixed point theorem.

O6O6~EHl1E MOPl1lll11MA MOJJ,EJJl-1 HEílMAHHA

PaCCMaTpHBaeMa}I paöora conepxorr HCKOTOpoe OÚOOU..(CHMC MO/\Cmr He11MaHHa, 1(01'0pa51

n03BOJl.SlCT paCCMO'J'PCHHC 001.1.\HX MO,[\CJ1Cl1, 110 runy 5JBJ15110ll.(HXC51 HCl1M3HI-IOBCl(J,JMH (M. Mop11-
umxa, E. JloUJ) J,J 113BCCTl-lblX 110 c11eu.11aJ1bHOH JIMTCpaType B p3M1(3X c;.11,moro 110,[\XO,[\a. Cyiuecr
BOBa1-111e CüaJ13HCHp0B3HlfOI'O peureaun 0606ui_eHHOH MO,l(em, 6a3HpyeTC51 Ha TCOpCMC ljJHKCHpO

BaHHOH TO'-IJ<H l{a1(yTaHH.



HABLICSEK LÁSZLÓ

Korspecifikus termékenységi arányszámok modellezése 

Azokban a tudományágakban, ahol a vizsgálatok tárgyát képező jelenségek
nem ismételhetők, a fizikai értelemben vett kísérletezés kizárt, állandó prob
lémát jelent a jelenségek megvalósulásának modellezése, az empirikus adatok
matematikai jellegű leírása.

Ez a demográfiában sincs másképp, annak ellenére, hogy általában bőséges
népesedés-statisztikai adatok állnak rendelkezésre és a népességtudomány
axiómarendszerét módszertanát és számítási eljárásait részletesen kidolgoz
ták. Az alapprobléma az, hogy a társadalmi-gazdasági-demográfiai tényezők
a jelenségek megvalósulását igen összetett, bonyolult módon határozzák meg,
és a meghatározó formációk sokaságához képest a rendelkezésre álló konkrét
realizációk száma kevés.
A tanulmányban demográfiai megoszlások modellezési lehetőségeit vizs

gálom. A népmozgalom alapjelenségei, a _ME[ é 4MYy {é 5a = Bá z= {{á 5+ é { = Sá Y<VE 
[ Vz 5=ÖV[ á valamint a B=Ö=Y<ó {á 5a mint az ember é ÖM_ú _wá BVz 4ö _ö __ jelenségek
számos megoszlást produkálnak, például életkor szerint. Diszkrét megközelítés
ben tekinthetjük azt, mekkora valószínűséggel ad gyermeknek életet egy nő
x és (x 5 1)-éves kora. között T Fsa milyen valószínűséggel köti meg első házas
ságát .'.l: évesen (nx), mekkora ,,esélye" van arra, hogy z-dik és (x 5 1)-dik
születésnapja között meghaljon 4¢PX A felsoroltak nem a valószínűségszámí
tás értelmében vett valószínűségeloszlások, hiszen összegük általában nem
egy. Sorozatokról, illetve folytonos megközelítésben függvényekről van szó,
melyek az adott jelenség életkor szerinti megvalósulását leírják.

A folytonos megközelítés Mz Pa Ya q függvényekkel operál, melyek az F vál
tozó (életkor) folytonos függvényei. Ebben az esetben az (a, a 5 Lia) inter
vallumban az elhalálozás valószínűsége közeHtőleg q(a) Ja-val egyenlő, vagyis
vaJószínűségszámítási analógiával q ,,sűrűségfüggvény". Azt fogjuk mondani,
hogy q(a) az a életkorbeli elhalálozás valószínűsége.

Az empirikus adatok matematikai leírása, a valószínűségeket megadó függ
vénytípus keresése régóta tárgya demográfusok és matematikusok kutatásai
nak, jelentősége a népesedési folyamatok jobb megismerésében nyilvánvaló.
Az adott jelenség megvalósulását leíró függvény

megadja a jelenség lefolyását néhány paraméterrel;
lehetővé teszi jelenségek kapcsolatának matematikai vizsgálatát;
segítségével megbízhatóbb előrejelzés adható a jövőbeni alakulásra;
vizsgálata közelebb visz a jelenség lényegének feltárásához.

A tanulmány annak a kutatásnak matematikai vonatkozású részeredmé
nyeit tartalmazza, melyet a KSH Népességtudományi Kutató Intézetben
folytatunk népmozgalmi jelenségek modellezésével kapcsolatban.
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A termékenységi függvény tulajdonságai 

A következőkben a 4VE{\ MI+;+4D{ _ME[ é 4MYy {é 5+ =Eá Yy {z á [ V4 függvényszerű
leírásával foglalkozunk, ami egy x éves nőre - adott naptári évben, vagy
másik szemléletmód szerint öM éves korában - jutó élveszületések száma y[ Fsá 

É1veszületési valószínűségek helyett azért célszerű arányszámokat tekinteni,
mert a népmozgalmi statisztikában közvetlenül hozzáférhetőek és előreszá
mítási célokra is alkalmasabbak. A továbbiakban az [ Fa x = 15, 16, ... , 49
adatsort termékenységi arányszámoknak, a megfelelő folytonos függvényt
termékenységi függvénynek nevezzük.

A termékenységi függvény lényeges külső jegyeinek leírására függvény
elemzési módszer alkalmas. Bár itt csak a termékenységgel foglalkozunk, az
alkalmazott gondolatmenet más jelenségekre is analóg módon alkalmazható.

15 20 25 30 35 L.O / s< Yc n 4é dL 

vá á ·E=á É ÖSDá+ü ÖM_é {+ YEá Yy {ápá [ V4 =z tvaYy = 4VE= {z ME+Y_a vj óú á 
Forrás: .Demográfiai 8vkönyv, l!l78
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Az újabb magyar termékenységi arányszámok jellegzetes egymóduszú,
aszimmetrikus görbe diszkrét pontjai. A gyermekszülés 13-14 éves korban
kezdődik, a függvény igen meredeken emelkedik körülbelül 21-22 éves korig,
ahol maximumát eléri. Ezen legvalószínűbb szülési kor után szintén meredeken,
a felfutó ághoz képest azonban kevésbé gyorsan csökken és 50 év környékén
gyakorlatilag 0-vá válik (I. ábra).

Ennek alapján az m termékenységi függvény egy 4ü s /J) intervallumban,
a nők úgynevezett propagatív periódusán értelmezett pozitív függvény. Az
értelmezési tartomány határpontjaiban egyoldali Iimesszel rendelkezik:
m(rx 5 0) - m(/J - 0) - 0. A függvények egyetlen szélsőértékhelye a ,:v pont,
ami maximumhely és r0 < µ1, az átlagos szülési kor. Létezik továbbá két
olyan pont, r1 és -z:2 (r1 E r0 E r2), melyekre:

m konvex (cc, -z:1)-ben
konkáv a ( r1, r2) szakaszon
konvex -z:2 és /J között (2. ábra).

C4>L 

d T1 7:o /3 n 

2. ábra. A ter11téke,iységi /ügqvény gráfja

Figyelembe véve, hogy m helyettesítési értéke -z:0-ban m(-z:0) feltehetően
nem függvénye a szóban forgó paramétereknek, valamint, ha ezek a paramé
terek egymástól is függetlenek, a termékenységi függvény legegyszerűbb mo
delljének egy hatparaméteres függvény adódik:

(l) m(x) = m(x, rx, (J, r0, Ti, r2, m(r0)).

Vizsgáljuk meg az m' deriváltfüggvény lefutását. Az m felsorolt tulajdon
ságaiból következik, hogy az (rx, (J) intervallumban m' -nek egyetlen zérushelye
a r0 pont, r1-ben és -z:2-ben vannak szélsőértékhelyei (r1-ben maximuma,
r2-ben minimuma). Továbbá m' értelmezési tartománya szintén (IX, /J) és a
tapasztalat szerint m'(rx 5 0) = m'((J -- 0) = 0. A deriváltfüggvény az (a:, rvL 
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intervallumban csak pozitív, a (i-vs /J) szakaszon csak negatív értékeket vesz
fel. Léteznek továbbá a .; , T~, r(i pontok, melyekre m' konvex az (rx, ri) és
(r~, r~) szakaszokon és konkáv a (r{, r~), (r3, /J) intervallumokban 4=X ábra).

ööN4>L 

3. ábm. Az m' derivált/ür}!Joén!J grófja 

Hozzávéve, hogy m gyorsabban tart O-hoz az IX és fJ végpontokban, mint
m', a termékenységi függvény és deriváltja között az alábbi típusú kapcsolat
áll fenn:1

4zL , X - \ c 1 ( )m (x) = . n(x) m x , 
(x - 1X)(x - fJ)

n 

x 1 (rx, /J)

ahol a h függvénynek az (cc, /J) intervallumban nincsen zérushelye. Amennyi
ben h(x) = állandó, akkor az egyre normált termékenységi függvény a {]
eloszlás sűrűségfüggvénye.

Ez a gondolatmenet megismételhető abban az esetben is, amikor a tenné
kenységi periódus nem véges (/J = 5 oo ). Ekkor

4=L 
X-T 

m'(x) = · v h(x)m(x),2 
X - IX 

amiből h(x) = állandó esetén az egyre normált termékenységi függvényre a
I'-eloszlás sűrűségfüggvénye adódik. Tekintsünk még egy speciális esetet.
Legyen

40L = x 5 bh(x)= ----, 
z X - ex 

1 A (2) típusú egyenletnél - figyelembe véve a termékenységi függvény tulajdonsá
gait a h függvény pozitív. Ugyanis m nem-negatív, (x - «) (x - /3) negatív, x - , v 
negatív,ha x < ,0 és pozitív, ha x > ,0 és m'-nek pozitívnak kell lenni (oc, ,0)-ban,
negatívnak (, vs /3)- ban.

z Végtelen propagatív periódus esetén a h ff1gt;vény nego.l ív.
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ekkor az ún. Hadwiger-féle eloszláshoz jutunk, melynek általános alakja - b
megfelelő megválasztásával -

(5) m(x) = A exp[___!!__+ x - <Xl
(x - <X)3l2 X - o: v 

Mindhárom szóban forgó, függvénytípussal jó eredményeket értek el külön
böző termékenységi függvények, modellezésénél ([l], [2], [3]). 

A függvényvizsgálati módszerrel kapott (2) illetve (3) differenciálegyenlet
az <X, /J, rv paraméterekkel és egy h függvénnyel jellemzi a termékenységi
függvényeket. Jelen pillanatban még kevés az ismeretünk ahhoz, hogy h~t
meghatározhassuk. Nyitott kérdés, hogy h levezethető-e általános demográfiai
összefüggésekből vagy pedig az egyes konkrét termékenységi függvényekhez
kell becsülnünk azt.

Először h becslésével foglalkozunk.

Általánosított Pearson-típusú eloszlások 

Az elsődleges kutatási cél az volt, hogy általánosan használható módszert
adjunk népmozgalmi jelenségek modellezésére. Tekintettel arra, hogy az
előző szakaszban kapott differenciálegyenlet-módszer a legegyszerűbb fel
tételezések esetén megadta a három leggyakrabban alkalmazott függvény
típust, valamint a (4) típusú közelítést figyelembe véve h-nak racionális tört
függvény-közelítése célszerű. Tehát azt tesszük fel, hogy

Ph(x) 
h(:c) -o 

Qh(x) 

ahol P11 és Q" az X változó polinomjai, P" és Q" nem nulla az (<X, /J) interval
lumban. Ezzel a termékenységi függvényre a

4e L 

P(x) m'(x) =-·-rn(x)
Q(x) 

differenciálegyenletet kapjuk, ahol P és Q polinomok, P-nek egyszeres és
egyetlen gyöke (ct, /J)-ban rvs Q(x) .,.::.. 0, ha x 1 (ct, /J), továbbá véges propaga
tív periódus esetén Q(ct) = Q(/J) = 0, nem végesnél Q(<X) = 0.

Amennyiben P elsőfokú, Q pedig legfeljebb másodfokú polinom, akkor a
(7) differenciálegyenlet a Pearson-típusú eloszlásokat adja:

4xL 

rn'(x) = x -- To m(x). 
ax2 5 bx 5 e

Ismeretes, hogy a legfontosabb folytonos eloszlások, így a normális, az
exponenciális, a I'-, a /J-, a Student-, a x2 és a Cauchy-eloszlás Pearson-típu
súak (ma sűrűségfüggvény).

A (7) differenciálegyenletnek eleget tévő, valamely 4« s /J) értelmezési tar
tományú sűrűségfüggvényekkel megadott eloszlásokat általánosított Pearson
típusú eloezlásoknak, vagy röviden és jellegükre utalva P/Q-eloszlásoknak fog
ÜÍO nevezni. A (7) differenciálegyenlet egy tetszőleges megoldására a P/Q
függvény elnevezést használjuk ([4]).

43L 
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Eddigi meggondolásaink alapján tehát célszerűnek és hatékonynak látszik
népmozgalmi megoszlások közelítése P/Q-függvényekkel. Két kérdés merül fel:

)X Hogyan valósítható meg egy P/Q-függvény illesztése a gyakorlatban?
2. Megfelelnek-e a P/Q-függvények családjának tulajdonságai a népmoz

galmi megoszlások közti összefüggéseknek?
Az l. kérdéssel kapcsolatban eljárást adunk a P/Q-függvények paraméterei

nek becslésére, aminek következtében adott p és q fokszámok esetében kivá
lasztható a legjobban illeszkedő P/Q-függvény. A 2. kérdésnél azt fogjuk
bizonyítani, hogy a népmozgalmi megoszlások bizonyos kapcsolatba hozhatók
ilyen t.ípusú függvényekkel.

P/Q-függvények illesztése

Adott p és q fokszámok esetében vizsgáljuk egy P/Q-függvény paraméterei
nek becslését. Legyen -r 1 (a, {J) és adjuk meg az rn(-r) értéket. Ekkor a 4xL 
differenciálegyenlet egyértelműen megoldható és

4r L 

X 

f P(y) 
m(x) = m(-r) exp -- rly. 

Q(y) 

Ha adottak az mx, x = l 5, 16, ... , 40 arányszámok, akkor az elméleti m
függvényt közelítő P/Q-függvény becsléséhez a P és Q polinomok együtt
hatóit és egy 1n(-r) értéket kell ,,legjobban" megválasztani. Legyen

(IO)
p .

P(x) = ~a,:i;' 
i=O 

"és Q(x) = ~b,.x',
i=O

ahol feltételezhetjük, hogy aP = l. Mivel a Q polinom gyökei az ex és a /J érté
kek és ebben az esetben a (7) differenciálegyenletnek nincs értelme, a becslé
seket valamely (rx1, /J1) intervallumban végezzük cl, ahol ex < cx1 < /J1 < /J. 
A gyakorlatban a1 = l 5 és /J1 = 50 megfelelő válasz táanak mutatkozik. ú Ndgb 
Q(x) # 0, ha x 1 (a1, /J1), ezért a (7) differenciálegyenletből a Jc nemnegatív
egész értékekre a

(11) xkQ(x)m'(x) = x" B4>LC 4>L 

összefüggések kaphatók. Vezessük be az m :függvénynek az intervallumra
vonatkozó ,,momentumait":

(12) 
/3,

.1J!l;(a1, /J1) = P xim(x)dx. 

Integráljuk a (11) egyenletek mindkét oldalát az (rx1, /J1) intervallumban, *s 
bal oldalakat parciálisan. Ekkor k különböző értékeire fennállnak a

q p
m(/J1)/JtQ(/J1) - m(a1)a1Q(a1) - ~b;(i 5 k)M,+1c-i(rx1, /J1) = .:!a,M;+k(a1, /J1)

i=O i=O

(13) 

egyenlőségek, ahol 1'vL1 (rx1, /J1)-et O-nak értelmezzük ([5]).
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A (13) egyenletrendszer a P és Q polinomok együtthatóiban lineáris. Ameny
nyiben ismertek az M;(a1, (J1), i = 0, 1, ... , p 5 q 5 l 5 max (p, q) momen
tumok, valamint az m(a) Ls m((J) L értékek, akkor a P és Q polinomok együtt
hatói meghatározhatók. A gyakorlatban az 111;(a1, {J1) elméleti momentumo
kat (a1 = 15, (J1 = 50 esetén) a

4) 0L 
~ ü . 

2l11(15, 49) = ~ (x 5 0,5)'mx
>- b< 

tapasztalati értékekkel helyettesítjük, az m(l5) és m(50) értékeket pedig
valamilyen meggondolás, interpoláció stb. útján vehetjük fel. A termékeny
ség esetében például m(l5) = m15/2 és m(50) = 0,0 jó becslésnek látszik.

Felmerül a kérdés, m(a) )-nek és m(fJ) )-nek a gyakorlatban komoly problé
mát okozó becslését, hogyan lehetne kiküszöbölni.

A (13) egyenletből szemeljük ki a k-dik, (k 5 1)-dik és (k 5 2)-dik egyen
letet (ami egyben jelentse * k, k 5 1 és k 5 2 értékekhez tartozó egyenlete
ket). A tömörebb írásmód kedvéért vezessük be az

q p 
A~ = ;E b1(i + k) M,+1:-i(ct1, (J1) és a, B} =~a; M;+1c(cti, éP1)

i=O N- ú 

jelöléseket. Ekkor a 4) =L egyenletrendszer így módosul:

(Hi)

ahol k = vs ) s X X X 
A (k 5 l )-dik egyenletet osszuk el éP1-el és vonjuk ki a k értékhez tartozó

ból. Ekkor az

- a~ ( 1 - ;: ) m(a1) Q(a1) = A~ 5 Bi - ;
1

(A~+I 5 B~+i) 

összefüggést kapjuk, Ugyanez le helyett (k 5 1)-el:

- a"+1 (1 - ~) m(a )Q(a ) = A''+i 5 B''+i - -
1
- (A"+z 5 B"+2)- fJ1 1 1 Q p /31 Q p

A második egyenletet osszuk el a1-el, vonjuk ki az elsőből, ekkor a két egyen
letből megkapjuk a

(17) A~ 5 B} - (-)
o 5 o1

-) 4j ~ 5N 5 u_5lL 5 o)
o 4j ~ 52 5 uN52

) = vs 
a.l fJ1 ct1/31

k = 0, 1, ... összefüggéseket, melyekben már csak az a1/J1 értékek, a momen
tumok és a polinomok együtthatói szerepelnek. A (17) összefüggésben az
.Mja1, {]1) ~ M;(a1, /31) helyettesítéseket végrehajtva végül a paramétereket a

1 b; ((i 5 k)1¥,+k-1 - (i 5 k 5 l) (-
1 5 o1 b .Mi+k 5o1

- (i 5 k 5 2).M;+Hl'J 5 
i=O Gt1 /J1 Gt1 fJ1

(18)
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egyenletekből számíthatjuk, ahol k = 0. 1, ... , (p 5 q). A kapott p 5 q 5 I
egyenlet p 5 q 5 I ismeretlent tartalmaz (ap = 1), és a gyakorlatban általá
ban egyértelműen megoldható. AP és Q polinomok együtthatóinak ismereté
ben numerikus módszerrel meghatározhatók a polinomok zérushelyei, vala
mint a közelítő értékek.

150 

100 

\X ·.;
1

E 
) X 
· s 

f 
f 

I f 
50 ET 

f 
l

\j 
7fX ......

0 -..
15 20 z< 30 35 L.O /X< 50 >4é dL 

,J. ábra. P/Q-függvény illesztése az 1978. évi korspecifikus termékenységi arányszámoklwz
(p = 1, (J = 4)

P/Q-függvények illesztésér a (18) egyenletrendszert használva számító
gépes programot készítettünk FORTRAN nyelven, amely a KSH Számító
központjában futott.
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A program alapján először a momentumok becslésére, majd a (18) egyenlet
rendszer megoldására kerül sor. A kapott együtthatók alapján numerikus
eljárás becsli a P és Q polinomok gyökeit, valamint az

X 

f P(y) d 
Q(y) y 

~, 

(x egész) integrálokat. Mivel a termékenységi arányszámok összege, az ún.
teljes termékenység fontos mutató a demográfiában, az mx arányszámokhoz
úgy illesztettük az

X 

s c y r P(y) l ) mx = exp --cy
. Q(y) 

becsléseket, hogy a szorzótényező egyúttal a becsült teljee termékenység legyen.
Ehhez egy a szorzót határoztunk meg a

4)r L 49 (. ?iii )
2

.:;E_ 1nx - a 49 · , = ŐÍ ŐX 
x=lo ;Em~ 

_7- ) < 

feltétellel. Az illeszkedés jóságát az eltérések négyzetösszegével és a két
adatsor közti korrelációval mértük.

Az l. táblázat és a 4. ábra az 1978. évi korspecifikus termékenységi arány
számokra a p = I és q = 4 fokszámú P/Q-függvény illesztésének eredményeit
tartalmazza.

Az eredmények azt mutatják, hogy a p = 1, q = 4 fokszámú P/Q-függvé
nyek családja minimális hibával úja le az 1978. évi termékenységi arányszá
mokat. Lényegében az illeszkedés olyan jó, hogy az eltérések okának az empi
rikus adatok véletlen ingadozását is tekinthetjük.

Összehasonlítás végett megjegyezzük, hogy az 1961. évi korspecifikus ter
mékenységi arányszámok I'-eloszláson alapuló modellje esetében a négyzetes
eltérésre 1491.6 adódott ([l]), míg a p = J., q = 4 fokszámú P/Q-függvény
esetében 139,ü8, azaz utóbbi több mint 10-szer jobb illeszkedést produkál.

P/Q-függvények tulajdonságai 

Jelöljük sllL-el azon P/Q-függvények családját, melyeknek értelmezési tar
»cC á ŐW* 6« s {J) g (0, +=),és értelmezési tartományuk minden pontjában pozi
tív értéket vesznek fel. Az S)Jt függvényosztály a függvényszorzásra nézve
csoportot alkot.

Valóban ha f és g 1 8.llL, akkor f · g értelmezési tartománya is részhalmaza
(O, 5 = )-nek és f · g pozitív. Ha /-et a Pf és Qf, g-t a pg és Qg polinomok
határozzák meg, akkor

( 
pf pg)'

(tg)'= ta 5 fg' = Qf 5 Qg (tg) 

4 Szigm~
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1. táblázat

PJQ függvény illesztése az 1978. évi korepecifikus termékenységi cirányszámokh.oz
(p = l,q = 0L 

A P(x) polinom együtthatói: a0 = -21,84 a1 = 1,0
A Q(x) polinom együtthatói: b0 = -68,67 b1 = 10,2 b2 = -0,435

b3 = 0,0017ű b4 = 0,0000723
AP polinom gyöke (módusz): 21,84
A Q polinom gyökei: 13,91*, 48,14**

---- -
l~mpiril.:1t.':> HCl'~lilt 

K•Jl' 
:1.rt~11.rsz1-'1n:)!)k (0/00)

) < 10,(i ,'l,5
16 zfbs~ zfLse 
17 í NzsfP 4Ní slP 
18 10-l, 7 LU9,3
Ill 1-l.'>,O 145,0
zv 17:l,3 P4Ns7ss4L 
21 1 i7, 7 177,4
22 175,0 I 7(i, l
23 I 1i8,7 I li7,2
2.,, 154,9 Jií3,,-.;
25 l::!S,3 138,2
2íi 119, x 121,!l
27 IO!i,9 100,1
2~ \)11..l +bbs l 
2\) 75,3 77,5
30 !;(i,0 (ió,3
31 .3ti,O r.~1,5 
32 -13,7 15,1
33 3- <) 37,0ss~ 
34 31,1 :10,11
3., 2:l,:l 2 f.l
3(i I !J,7 ]!J,1
37 1·1,2 1,1.!1
=TsT )) X< I 1,,5
3~! asr :--:,ti 
.w ó,9 1;,:J
41 'I, 7 -1./í
,12 3? :,,oX~ 
,J3 2,0 1.9
,1,1 0,l) 1,1
45 0,,1 v X X(» 
~ »f 0,2 11,3
47 0,1 n,o
4.S 0,0 0,0
49 0,0 4ls4L 

Négyzetes eltérés: 95,7%,}
Korreláció: 0,9996

, 13,91 valójában Q szélsőértékhelye, de Q(l3,0l) közel 0.
, , A f3 = 48,14 érték mutatja, hogy a 6b1 = 50 érték magas.

miatt az f · g függvényre (7) típusú differenciálegyenlet áll fenn, tehát fg E .9lL
Hasonlóan igazolható, hogy ha /, g E SJR, akkor f/g E .9R. Az azonosan I függ
vény nyilván g)Jl eleme, és egyben egységelem. Az f függvény inverze az ffi
csoportban 1/f.
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A P/Q-függvények csoporttulajdonságának alapvető demográfiai párhuzama
van. A demográfia egyik alapfelvetése szerint a népmozgalmi jelenségek füg
getlenek. Ez az ún. függetlenségi hipotézis azt jelenti, hogy a jelenségek hatása
izolálható. Ha A és B két jelenség, akkor létezik A-nak és B-nek qA(x) és
qB(x) x-beni meqcaláeuláei valószínűsége, azzal a feltételezéssel, hogy a másik
jelenséget teljesen kiküszöböljük. Ekkor a független, PA(x) = 1 - qA(x), 
p8(x) = I - q8(x) meqmaradáei valószínűségek3 szorzata a valóságban ta
pasztalt megmaradási valószínűséggel egyenlő.

4zvL 

vagyis a megmaradási valószínűségek halmaza zárt a szorzásra nézve.
A P/Q-függvények csoporttulajdonsága és a népmozgalmi jelenségek meg

maradási valószínűségeinek szorzattulajclonsága arra utal, hogy P/Q-függvé
nyek a népmozgalmi megoszlások egészével kapcsolatba hozhatók.

Összefoglalva az eddigieket, a modellezésnél a függvényvizsgálati módszer
re] indulva egy differenciálegyenlethez jutottunk. A (2) illetve (3) differen
ciálegyenletekben az ismeretlen h függvény legegyszerűbb közelítései meg
adták a szakirodalom által javasolt három legfontosabb modellt. Ah függvény
közelítése racionális törtfüggvénnyel célszerű, ennek alapján a termékeny
ségi arányszámokat P/Q-függvénnyel becsültük. A P/Q-függvények illesztése
számítógép igénybevételével lényegében problémamentesen megoldható. Az
eredmények azt mutatták, hogy plusz három paraméter bevezetése IO-szeres
illeszkedésjavulást eredményez, és lényegében az alkalmazott függvény elmé
leti modellnek tekinthető. Ezenkívül a P/Q-függvények struktúrája, tulajdon
ságai analógiát mutatnak a népmozgalmi megoszlások tulajdonságaival.

A megoszlás külső jegyeinek elemzése mellett a jelenség természetére vo
natkozó feltételezések alapján is megkísérelhetjük a modellalkotást. A követ
J,ezől< hen encl foglalkozunk.

A termékenység autoregresszív modellje 

A tennékenységnek, mint demográfiai jelenségnek megvalósulását általá-
nosságban három faktor befolyásolja.

1. természetes termékenység
2. demográfiai tényezők
3. társadalmi-gazdasági hatások.

A három befolyásoló tényező közül az első kettő [umkcionálie jellegű, azaz meg
határozott nagyságukhoz a termékenységi arányszámok meghatározott nagy
sága tartozik. A társadalmi-gazdasági körülmények adaptív jellegűek, tehát
,,sztochasztikusan" befolyásolják a termékenységet. Ennek alapján a követ
kező modellt vehetjük fel:

Legyen 4X}s A, P) valószínűségi mező, ahol Q a propagatív korú nők hal
maza. Jelölje adott w 1 Q esetén ~,(w), rJ,(w), (1(w), cNi1(w) rendre a t éves kor
ban az w nő által szült gyermekek számát, a természetes termékenység hatá-

8 Tehút annak valószínüsége, GcpW az A illetve a B jelenség nem valósul meg.

4* 
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sát, a demográfiai tényezőket és a társadalmi-gazdasági faktort. Ekkor

4z) L 
f I

~1 = P [a(i')-17t----r 5 b(r)(t----r]dr 5 J c,rl"Y..,
0 0 

írható homogén megközelítésben, ahol a és b determinisztikus függvények,
er pedig valószínüségi változó. Kézenfekvő felvenni, hogy a természetes ter
mékenység és a demográfiai tényezők a megelőző ~ Nos értékben összpontosul
nak és hogy a nők egészére nézve a .,maradék" társadalmi-gazdaeági hatás
várható értéke zérus körül van.0 Emiatt a

(22)
I

;1 = \' A(t - r);,rl-r: 5 f7 B,rltX., 
"' 0

t
előállítás lesz érvényes, ahol JV!(.\ B,drx,) = 0. A (22) összefüggésben a deter-

c 
minisztikus részre azt lehet mondani, hogy A(r) mái· igen kicsi, ha (t - r)
nagy, vagyis, hogy ~1 kielégítően megadható néhány megelőző érték lineáris
kombinációjával. Emiatt - feltéve, hogy egy konstans p idő elteltével már
a megelőző ;1 értékek hatása elenyésző vagyis A(t - r) ,.,,,,, 0, ha t - r 7z p,

t I

;1 = J A(t -- r);1dr 5 P B1 d«, 
1-p v 

4z=L 

adódik. Azaz ;) -t autoreqresszi» módon köze bí »Ü ük. Diszkrét megközelítésben
tehát ~x-re azt vesszük fel, hogy

(24) 
p 

;x = ~ aJx-i 5 Ex
N- l 

ahol a1, a2 .... , ctP valós számok és (rxl ü-várható értékű sztochasztikus sor»
zat. A (24) egvenlet ból várható értékre áttérve a

p
m; = ;;;Ea1mx-1 

N- b 
(25)

összefüggés adódik, rngyis modellünk a következő: a termékenységi arány
szám a megelőző p számú termékenységi arányszám lineáris kombinációja
és az együtthatók nem függnek az x értéktől.

Bár az alkalmazott feltételezések, melyek a (25) egyenletekhez vezettek,
eléggé ,,ad hoc" jellegűek, mégis a választott autoregrosszív megoldás kielé
gítően jellemzi a termékenységi arányszámokat.

Foglalkozzunk először az együtthatók becslésével. A legkisebb négyzetek
módszere alapján az á1, á2, ... , áP becsléseket a

4zmL 6P 4 p ) z ~ mx - ~ á; mx-i = mi n
x=p,l+i:x i=I 

0 ,,i\Iaraclék .. hatáson ant ért.jük, amit a megelózéí t - , életlcorolclioz t.utozó :;1_r érté
kek nem tartalmaznak. Llycn érur-lembcn monrljuk, liogr - a pillan,1Ln,1·i - .,niaradék"
hatás elenvésző.
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feltétellel kaphatjuk meg, amit ák szerint differenciálva az együtthatókra a

(27)
fl p {3

~ m ; 1nx-k - _:E á; _:E mx-i mx:_h = Ü,
x=p+l+oc i=l x=p+I+oc

k = I, 2, .. , p egyenletrendszer adódik. Ennek megoldásai az áv á2, ... , áP
együttható-becslések.

Ezek után az ma, moc+v ... , moc+p-l értékekből és a kapott együtthatókból
a (25) összefüggés alapján valamennyi termékenységi arányszám becsülhető.

) <v 

) vv 

50

) < 20 25 30 35 1.0 45 50 >4é dL 

,5. ábra. Az 1978. évi korspecifikus termékenységi arányszámok becslése négyparciméteres
anuoreqresszio modellel ·
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Pontosabb becsléseket kaphatunk, ha nemcsak az a1, ••. , aP hanem az
m~, ... , m,+p-l kezdőértékeket is megbecsüljük a (26) föltétel alapján. Ennek
az eljárásnak előnye, hogy valóban autoregresszív sort kapunk, hátránya vi
szont, hogy a becslési eljárás jóval bonyolultabb.
A 2. táblázat és az 5. ábra egy olyan becslési eljárás eredményeit tartalmazza

amelyik az említett két lehetőség között van. Ennek során először a (27)
egyenletekből megbecsültük az a1, a2, •.. , éiP együtthatókat, majd ezeket

2. táblázat

Az 1978. évi km-specifiktUJ termékenységi arányszámok becslése négyparam.éteres <tutoregresszív
modellel

Együtthatók: á 1 = 1,9642 
á1 = -1,1283
á 3 = 0,090783
á1 = 0,056915

Kor 
l 1CUNöNOcY Becsült

arányszámok (•; .. ) 

-JI~. - I- . -;0,6 _

, 29,8
17 62,9
18 104,7
I 9 14.5,0
20 173,3
21 177,7
22 l 76,0
23 168,7
24 154.,9
25 138,3
zM ll9,7
27 105,9
28 90,4
29 75,3
30 (\6,0
31 es,e
32 ,13, 7
=ib 37,2
34 31, l
35 23,3
36 19,7
37 14,2
38 J 1,5
39 H,9
40 5,9
41 4,7
4.2 3,2
43 2,0
44 0,9
415 0,4
46 0,2
47 0,1
48 0,0
49 0,0

JO,[i
29,1 .
()3,!\

109,0
14,1,6
lí:H\,H
17H,5
176,9
168, l
156,5
140,2
123,9
107,5
91,9

. 77,5
(\4)\
53,3
43.5
35,l
28,l
22,2
)7,4

· 13,5
10,4

7,9
5,9
4,3
s.t
2,2
1,5
1,0
0,6
0,4
0,2
0,0

Korreláció: 0,9990
Négyzetes eltérés: 132,6°(,o'
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elméleti értéknek fogadva el, a (26) feltételt átalakítva becsültük az m~, 
C XX +1· .. , rh..+p-l kezdő értékeket.

A 2. táblázatot az )X táblázattal összehasonlítva látható, hogy a P/Q-függ
vénnyel kapott becslés csak valamivel jobb az autoregresszív modell eredmé
nyeinél és - tekintettel az autoregresszív becslési eljárásnál tett megjegyzésre
- ez is abból adódhat, hogy nem tudtuk megbecsülni a legjobban illeszkedő
autoregresszív sorozatot. Ezek alapján - legalábbis az 1978. évi élveszületési
arányszámokra - az autoregresszív modell elméleti modellnek tekinthető.

A modell összhangban van a termékenységi folyamat azon nyilvánvalónak
tűnő ismérvével, hogy a nő vagy házaspár termékenységi illetve családtörté
netében a gyermek születésének esélyét a megelőző néhány év (esetünkben
4 év) termékenységtörténete meghatározza, a korábbi hatások a várható érték
szintjén elmosódnak.

Összefoglalva: népmozgalmi megoszlások modellezésére mindkét módszer
- a P/Q-függvények illesztésének módszere és az autoregresszivitás feltéte
lezése - általánosan használhatónak tűnik, a kapott eredmények igen jók.
Mindezek alapján érdemes tovább folytatni a kutatást, egyrészt az alkalmazá
sok területén, másrészt a jobb elméleti megalapozás céljából.

(Beérkezett: 1981. december 20-án)
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M:ODELLING OF AGE-SPECIFIC FERTILITY RATES

An important part of demographical researches is the modelling and the functional
description of the course of various demographical phenomena according to cohorts and
of the age-specific probabilities. We developed and applied ~wo methods, to describe age
specific fertility rates: the method of so called P/Q functions and an approach of the
autoregressive type.

The essence of the method of P/Q functions Lies in that empirical data are approximated
by such continuous functions whose logarithmic derivative is the quotient of two poly
nomials. The family of such functions contains the most important types of functions
suggested in technical literature. Coefficients of the polynomials may be estimated by
the method of moments. Fittings show that if P is a first order polynomial and Q a
fourth order the iterative polynomial then the approximating function may practically
be regarded as. a theoretical model. Besides, properties of the family of P/Q functions
show some analogy to an important characteristic of demographical distributions.



288 HABLICSEK J,ÁSZLÓ

The other procedure, the approach of autoregressive type starts from. the assumption
that at a given age the fertility of women is determined by that of a few preceding years
(age). Specifically a linear relationship with constant coefficients is supposed. In the
course of practical application coefficients were estimated by least squares method,
then the same procedure was used for estimating initial values. In case of four years the
model produces as good a fit as the met hod of P/Q funot.ions.
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Hányados célfüggvényű programozási feladatok
dekompozíciójáról

l. Előzmények

Egy korábbi cikkünkben [3] egy dekompozíciós eljárást származtattunk a

:E AjxJ = b 
j 

BJxj = bi 

)E0 4 (j = 1, 2, ... )
:E GjXj 2 y 

max -1'--. ---- 

:E dJxJ 2 o 
j 

feladat megoldására. Az eljárás származtatása úgy történt, hogy az (1) fel
adat változóira alkalmaztuk azt a transzformációt, ami a Dantzig-Wolfe
eljárás alapja, majd megoldottuk az így kapott hányados programozási fel
adatot. Ez a Charnes és Cooper által javasolt módon ([2}) történt, ami a hánya
dos programozási feladatot egy vele ekvivalens lineáris programmal helyettesíti.

Ezt az eljárást azóta már többször is felfedezték. (Ugy látszik, a SZIGMA
csak kevesekhez jut el.) Arról nincs tudomásunk, hogy valaki alkalmazta volna
az eljárást, vagy akárcsak kísérleti célokra is elkészült volna egy megfelelő
számítógépes program. Mj a hivatkozott cikkben ezért foglalkoztunk az eljá
rással, mert abban az időben a magyar vállalatok többségénél a jövedelem
szabályozási rendszer olyan volt, hogy az (1) modell dekompozíciós megoldá
sának megfeleltethető volt, pl. egy több részegységből álló nagyvállalat de
centralizált irányítási rendszere. (Természetesen egy ilyen dekompozíciós el
járás általában csak fenntartásokkal tekinthető egy decentralizált irányítási
rendszer modelljének.) Időközben a vállalatok jövedelemszabályozásának
mechanizmusa némileg megváltozott, de a hányados programozási modell
az új mechanizmusban is fontos szerepet játszik, vagy játszhat. Ilyen vonat
kozású részletekkel azonban itt nem foglalkozunk.

Valójában már [3] megírásakor felmerült az a lehetőség, hogy az ottani
eljárás származtatása során végrehajtott két lépés sorrendjét fordítsuk meg:
először hajtsuk végre a Charnes-Cooper transzformációt, és az így adódó
feladatot oldjuk meg dekompozícióval.

A Charnes-Cooper transzformáció végrehajtása után )E0 ekvivalens a ..

){ 0 
d1Z1 2 d2Z2 2 
Á1Z1 2 Á2Z2 2 

2 oC = 1

- bC = o 
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){ 0 

- s.: = ü

B2Z2 - b2í;, = 4 

lineáris programmal.
A (2) feladat egy ún. kétszeresen összekapcsolt - a .Jcözös" feltételeken

túl a közös í;, változót is tartalmazó-feladat és az ilyeneket akkor még nem
tudtuk elég jól kezelni. A 2. részben először azt, írjuk le, hogy mi volt a bajunk
ezzel a lehetőséggel, majd azt tárgyaljnk, hogy miképpen tudunk ettől meg
szabadulni.

2. További lehetőségek

A Benders dekompozíció [ l] ,,kézenfekvő" alkalmazásához helyettesítsük
(2)-t a vele ekvivalens

:,Za1 +JI;= l
J 

~Si - bl;= 4 
j 

cl1z1 = ai 

Aizi = s1 

B1z1 = b1C 

Zj ·- Ü 

max (.i c1z1 2 yí;)
J 

feladattal. Ha most oly módon alkalmazzuk a Benders dekompozíciót, hogy
a a;-ket, srket és l;-t tekintjük az ún. központi feladat változóinak, akkor az
eljárás minden lépése során a részfeladat(ok)

)I 0 (j = l, 2, ... )

)O0 

d1z1 = <11 

A1z1 = s; 
B1z1 = b;C 

Zj > 4 

max c1z1 

alakú(ak), ahol e11, s1 és Caz aktuális központi feladat megoldásából adódik.
Az interpretációs lehetőségek szempontjából azok az eljárások az érdekesek

ahol a részfeladatok olyan hányados programozási feladatok, melyekben a
számlálók és a nevezők a c1xrkkel illetve a dixrkkeI - esetleg lépésenként
változó - kapcsolatba hozható kifejezések [3]. A (4) részfeladatok a Charnes
Cooper transzformáció megfordításával nem hozhatók ilyen alakra.
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Ha ugyanis x1 p { x1 t B1x1 = b1, x1 2 O} esetén teljesül d,xí > 0, C # 0 és
s, = ,s)C, akkor az

A1x1 = s1 
B1x1 = b1 

Xj;?: Ü

max cixi 
d/t:J!a1 

feladattal a Charnes-Cooper transzformáció szerint a

dj Zj = (Ji 

A z - s r. = 4 ·; J ,~, 

B1z1 - b1i;1 = Ő 

z1 ;~ 4 

max c1z1 
lineáris program ekvivalens. Ettől )O0 abban tér el, hogy ott i;.1 értéke C-nak
van rögzítve. Ily módon a most felírt feladat megoldásából a )O0 részfeladat
egy duál lehetséges megoldása ugyan megkapható, de )O0 optimumértékére
legfeljebb csak egy felső korlát nyerhető és mindez a Benders dekompozíció
vázolt alkalmazásához kevés. (A Benders dekompozíciós elvből adódó eljárás
részletes leírására mondanivalónk szempontjából nincs szükség.)

Az elmondottak viszont azt is jelzik, hogy miképpen kelt (2)-t annak céljá
ból átalakítani, hogy kétszeresen összekapcsolt feladatokra javasolt dekom
pozíciót [4] alkalmazva olyan eljáráshoz jussunk, ahol a részfeladatok hánya
dos programozási feladatok. (A (2) feladat ,,kézenfekvő" dekompozíciójával
ugyanis pontosan ugyanaz a ,,probléma", mint a Benders dekompozíciónál.
Egyébként a kétszeresen összekapcsolt feladatokra vonatkozó dekompozíció
hói a jelen esetre adódó eljárás részletes leírásától is eltekintünk.)

Újabb változók és az őket definiáló egyenletek bevezetése után (2) ekviva
lens a 

)50 C1 = c 
d1z1 = a1 

B1z1 - b1i;1 = o 
z1;;;,;:; 4 

max c:r ej zj 2 yi;) 
j 

(j = 1, 2, ... )
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lineáris programmal. Ha itt közös feltételeknek az első három feltételt illetve
feltételcsoportot, közös változóknak a arket és C-t tekintjük, akkor [4] sze
rint olyan dekompozíciós eljáráshoz jutunk, ahol a részfeladatok

d1z1 = a1 

B1z1 - b1C1 = o
(6) z1 2;: 0

max { (e1 - pAJl z1 -- e1} 
alakúak. Itt p és e1 a közös feltételeknek, íji pedig a közös változóknak meg
felelő központi feladatból adódik. (6) pedig nyilván ekvivalens a

B1x1 = b1 

x1 > 0

(e1 - pA1) xi - e1 max ------''----------'--'------'--

hányados programozási feladattal.

( Beérkezett: 1981. ezeptember 25-én) 
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ON THE DECOMPOSITION OF FRACTIONAL l'ROGRAMMJNG PROBLEMS

The note discusses the possibilities of solving the fractional programming problem by
decomposition. The main point is to develop a procedure where Urn subproblems are
also fractional programming problems.
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KORNAI JÁNOS-MARTOS BÉLA (szerk.):
Szabályozás árielzések nélkül. Akadémiai
Kiadó, 198 l. 302 p.

1971-ben jelent meg Kornai János és
Martos Béla tanulmánya Ga,zdaság'i rend
szerek vegetativ működése címmel. A cikk
ben kifejtett újszerű gondolatok egy szerte
ágazó kutatás kiindulópontjává váltak.
A tíz év kutatásainak eredményeit összegzi
a könyv, amelyet a fenti tanulmány
szerzői szerkesztettek.

Mint az előszóban írják:
,,Kötetünk l3 - jelentős részben publi 

kálatlan - tanulmánvt tartalmaz 8 szer
zőtől. A tanulmányokat szoros szemléleti,
tartalmi és módszertani rokonság fűzi
egybe.

Ts.ctalmilag a tanulmányok valameny
nyicn a népgazdaság szabályozásával fog
lalkozriak, éspedig egyszerű mechanizmu
sokkal, amelyek árat, nem vagy csak igen
korlátozott szerepben alkalmaznak.

Módszertanilag a tanuhnányok közös
sajátossága a nagyfokú absztrakció és a
n.ititematilrni szabályozáselmélet fogalmi
rendszerének és eszközeinek használata."

Mindjárt az elején meg kell említenünk,
hogy bár a könyv mondanivalója önmagá
ban is érthető, olvasását nagyon meg
könnyíti, ha. egyi.i.tt tokintjül Kornai János
három másik munkájával. Ezek a könyvek
t1,Z Anti-Equ,ihbriii.m, A hiány és a Növe
kedés, hiány és hatékonyság. Ez utóbbiban
az itt tárgyalt könyv folytatását láthatjulc
egy norma szerinti szabé.lyozásra épüló,
a népgazdaság egészét átfogó makromodell
felépítésének kísérletét. Az első két könyv
reprezentálja azt a kutatási magatartást,
építi fel azt a gondolati rendszert, amely
a Szabályozás árjelzések nélkül kötet modell
jeinek alapjául szolgál.

A könyvek vitái során sokan kételked
tek abban, hogy például a reálszféra és
a szabályozási szféra következetes meg
különböztetése, a gazdaság egyes részeinek
norma szerinti működése, a hiányváltozók
bekapcsolása, egyáltalán a gazdaság nem-

walrasi egyensúlyra törekvő felfogása ope
racionálizálható, matematikai formába önt
hető lenne. A tanulmánykötet megmutatta,
hogy az ,,Anti-Equilibrium" és a ,,Hiány';
egyes elméleti modelljeinek adekvát mate
matikai megfogalmazása például a sza
bályozáselmélet apparátusával történhet
meg. Sőt, a szabályozáselméleti közelítés
új ötleteket adott, új vizsgálati irányokat
jelölt ki, s nem egy esetben ,,visszahatott"
az elméletre olyan kérdések felvetésével,
amelyek a szigorúbb matematikai formu
lázás nélkül talán fel sem merültek volna.

A könvv három. részből áll. Az első rész
az Expozíció, a második rész címe: Készlet,
ár, nyereség, a harmadiké Vezérlés normál
pályáról : készlet. és megrendelés.

Az első rész els6 [eiezete (Kornai János
Martos Béla) már tartalmazza a focal
makat, definíciókat, amelyek a későbbiek
ben majd előfordulnak, sőt, a modelleket
értékelő, értelmező magyarázatok is helyet
kapnak benne. Az egyes tanulmányokat
olvasva jó szolgálatot tesz, ha eligazítás
végett sűrűn visszalapozunk ehhez a feje
zethez, ezért ismertetésünkben is részlete
sebben támaszkodunk rá.

A kötet modelljeinek egyik lényeges
sajátossága, hogy a gazdasági rendszert
reálszférára és szabályozási szférára bontják
szét. A reálszféra változói a gazdasági rend
szer fizikai folyamataira vonatkoznak.
A szabályozási szférában m.egy végbe a

· reálszféra irányítása. E szférában meg
határozott operátorok működnek, ezek
írják le a rendszer résztvevőinek, döntés
hozóinak viselkedési szabályosságait.

Ez a tudatos, következetesen végigvitt,
megkülönböztetés, valamint az ehhez jól
illeszkedő szabályozá,~elméleti módszertan a
gazdasági rendszer olyan dinamikus modell
jeinek felírását eredményezi, amelyek -
igaz, egyszerű és elvont - ,,gazdasági
mechanizmusok" elemzésére képesek. A kö
tet egyik legfontosabb vonulatának ezt
a kérdésfelvetést tarthatjuk, hiszen a köz
gazdasági matematika eddigi modelljeiben
elvétve lehet csak találkozni hasonlóval.
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Itt nem az a vizsgálat tárgya, hogy milyen
szabályozás ,,tartozna hozzá" egy opt.irná
lis reál-müködéshez, hanem az, hogyan
funkcionál ez vagy amaz a szabályozó
(árjellegü vagy nem árjellegű), hogyan hat
a rendszer működésére (2:1 o.).

A modellek közül történetileg is az első,
és a továbbiak ihletője a második: fejezetben
tárgyalt készletjelzésen alapuló két vegeta
tív szabályozási modell. ( J<.01wú Janos -
1vlartos Béla). A szabályozási folyamut,
elemi eseményeit a szorzók két szernpon t
ból osztályozzák:

a) Kik és hogyan végzik el a kimenő jel
á.ta.la.kf táaá t, azaz a elöntések, utasí
tások hol keletkeznek?

b) Milyen szervezetek közöt t zajlik lo
a jelek átadása?

A fenti ismérvek segítségével az össze
tett szabályozás különböző fokozatai ala
kíthatók ki. Ezek közül l<c'gegyszori'lbbek
- s egyben legdecentralizáltabbak -·
a oeqeuui» szabályozások, ahol a jelek kép
zését a reá lszervezotck i-;aját szabályozrisi
egységei végzik, s ,1 jelá.tadás során a jel
vagy nem hagyja el a svorvozetcí., amelyben
keletkezett, vagy két. különböző reálszor
vezet reálfolyamathoz kapcsolódó jolátadá
sáról van szó.

Ebben a decentralizálL szabályozási
mechanizmusban a jelzések általé.ban nem
árjellegűek, vagy ha árakat be is kapcsol
nak, azok mögött nem húzódnak meg
valódi pénzügyi folyamatok. A. sokféle
lehetséges nem-árjellegű jelzés közül a kötet
modelljei a kéezlecietzéeeket és a rendelés
jelzéselcet használják.

Nem véletlen, hogy a kötet címe is a
szabályozás árjelzés nélküliségét emeli ki.
A hagyományos matematikai modellek
többsége az árak mindenhatóságára épült.
Ugyanakkor a szocialista gazdaság leírásá
ban nagy szerepet tulajdonitottak a norn
árjellegü jelzéseknek, do ezeket (pl. a terv
utasítáaoka t) a centralizált gazdaRágirá
nyitás velejáróinak tekintették. Mind a
kapitalista, mind a szocialista gazdaságban
működtek és működnek azonban vegot',ttlív
folvarnatok: a vállalatok kőzvot.lcnül roa
gálnak a készletek felduzzadására - apa
dasára., a kapacitáskihasznúlás nővokerlé
sére - csökkenésére, a rondelés-álloműny
változásaira. ,,A (magyar) vállalatok külö
nösen a reformok előtt, de az igazat; meg
vallva, még a reformok után sem reagálns.k
érzékenven a relatív árakra. Tevékcnvsé
geiket nem korlátozza szigorúan a, miÍn·o
ökonómiai elméletből jól ismert költség
vetési korlát. Ezért a készlet- és rendelés
jelzéses modellek, amelyekben az ár egy
általán nem jut szerephez, vagy amelyik
ben van ugyan árjelzés, de nincs költség
vetési korlát, közel állnak a szocialista

vállalat viselkedésének tény leges gyakorla
tához" (41 o.).

A második fejezet modelljei egy olyan
nyílt Loont.iof gazdaságban működnek,
ahol a termelő és a fogyasztó csak a, saját
készleteit, figyeli meg. Ha a vállalat saját
tormékciből a kész lot a ,,normális szint"
felcLtivé válik, csök kr-nt.i a termelést, ha
a készlet k-apad, érdemes növelnie azt.
Ha az anyagkészlet folcluzzad, a beszerzés
esökken thctő, ho, túl kicsi, a beszerzést
ken növelni. A beavatkozást >l, norrnű.tól
való ellét·és egy biwnyos mérLéke váltja ki.

Az itt, f'olvázolt rnagat,artási szabályokat
ogyszeríí mérlegegyenletek egészítik ki.
A mocluJI fL valóR gEtzclasági folyamatok
egy absztrakt leképozése. Kérdéses azon
ban. hogy r,z az egyszeríí modell, azaz
a1/, (i.lh1,la képviselt ;irjelzés nélküli, norma
szcrinl i szabúlyoz,ison alapuló, koordiná
lat Ian, docont ralizált mechanizmus mükö
désbon t.11dja-o t£Lrtani a gazdaságot?

_I\ második fejezt➔L m,í,sodil, (csillapíl,ot
tan szub,í lyozott;) modelljének matematikui
,~lfinw.éso rnogm11Lat..jf1,, hogy fL felirt roml
szor fol.ylouos rn(íkiidé;,o biztosítoU, külső
7..avarok (peri t1rbíiciók) csotén som válik
mí'rköclóskópLolonné, é,:; stabil a.hi>tLt1 !17.,
órtdomb n, hogy mindig visszatér a nor
mál !'.dlapotához.

A kötet elRő, bovowtő része a l(ornai
Martos modelleklrnl exponált modellcsalád
malomaLikai ós küzga:Úlasi\gi su.ji\tossúgai
nak bővebb mu.gyarázatárrt szán két kövo1-
kező fojezet;et. A harrnadilc fejezet ( 1\!rrrto.s
Béli'/,) A, szab,íJyozásolmélot o,lapfoµ:alma,it,
tárgyo,l,ia. Különösen lónyoges a,z I rész,
ahol a. HZa,bfÍ,ly<W,,\s mcgíté'léRónnk krit,í
ri11m,1.iról, ,i, str1bilitásról ir. A szokásos
HLabilihí.Hfog,,]()Jn ng.vanis nrrn minden
o,ie1 bon rrwgnyt1gl 11.t"ú a közg1w.clfÍR1/, ;:;zií
mára. A reml;,zor 8!'[1,bil khoL rtkkor ÍR, ha
egyes 7..,warokra ·i:~l'n nagy kilrngésekkC'l
válaRzol s így t·ó,· vi;,sza idővd a norm,i I
állapot közelébe. l<:zolrnok a kik·ngó;:;eknok
bizonyofl nagyR(Lga azonban kiizga.zdasfÍgi
la,gmogcngorlílthot l' i ll'n mórtóküvé ÍR válhat .

Bródy Anclr·(,r, f-L hatodik fejozoLben
.,holyüfmn oriontálónak" novozi a,zt asza
hályozá,;t, amol.ybrm 11i: eli;érésvoktor min
don e.lm no rnonot·,on csökkenve t·art a zérus
hoz, va,p;yi;, a rendszer mindon része ogyo
neRen fL ldvt'tnt i\Jl;Lpot felé tart. A ,:;zokásns
Htnbilitr\svizsgálatok ezt a Rzigon't kövot0l-
111ényt, nem teljesítik.

A nerJYecl-ik /ejezet a norma szerinti szn
bályozással foglalkozik (Kornai János).
Értelmor,ésében ,.a norma a gazdasági
rondszer valamely viselkedési változójának
szokásos nagysága, a társadalmi gyakorla,t
által megmerevített átlaga ... " ,,Normá
ról csak akkor beszélhetünk, ha mű.ködik
egy szahályozási folyamat, amely a tény-
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leges viselkedést a norma irányába tereli"
( I 04. o.). A kötet modelljeiben kétfél
norma jelenik meg; a készletnorma és a
rendelésállomúny normája. A normák ta
pasztalati úton megfigyelhetők és mate
mat.ika.i-sta.tiszt.ikai úton mérhetők, azaz
a szabulyozásí modellekbe is beépíthetők
lehetnek. Természetesen a norma szerinti
szabályozás nem univerzális jellegű. Bár
a valóság sok területén megjelenik, máshol
esetleg más viselkedésminták érvényesek,
például az elfogadási korlátok szerinti,
az aspirációs szintek szerinti vagy a
beavat.kozás kritikus értékéhez kötött
viselkedés.

A kőt.ct, .násodik részének első [eiezete
az előző rész második fejezetének folytonos
modolljoiből k i in d u l va diszkrét idős, kés
lcltetéses ~zabályozási modelleket ír fel
( Deines lstván-1:-hinyrld·i László-S-iválc

.l ozsei ), A doriváltak helyébe lépő készlet
vá.ltozá.si, t rmclésnövokmény, stb. válto
zók a modellek közgazdasági értelmezését
mcgkönnyít ik, realisztikusabbá teszik.
A meuoldásokból viszont, l;jtűnik, hogy
ormek ára van: a késleltetés, a reakcióidő
bekapcsolása. mcgváltov ta.tja a működő
képesség és a stabilitás feltételei!". Végül
i,; ormok a különbségnek a hangeúlvozáse.
mol lort. a fc,jozrL második modellje egy jól
órrclmozhet ő, sta.biliz.i lható szabályozási
rncehanir,rnu,,t, mu ta.t be.

A hatoclik fejezet modellpárjai is foly to
nos Ófl diszkrét változatokat. tartalmaznak.
E.. észlotszintrő! és készlot.vé.ltozásról , nve
reségszintr6l é;; nyeroségvű.ltozásról vezé
rel 1, 8 modol l t ír fol Bródy András. Az igen
lePgyszorű,;íLeU, modellekkel (nem ,külön
bözt ctnek meg anvag- és tormékkészlete
ket és nem 1,cirta.lmaznak külső fogyasz
tást) végzett vizsgálatok a stabilitásra
konccnt rá.lnak. hiszen ha már itt problé
mák vannak, akkor a bonyolultabb model
lek felírása sem vezet-hot eredményre.
Ebben a fejezetben jelenik meg először
az árjelzés, mégpedig a. nyereségről vezérelt
szabályozások ogyonleLeiben.

A heted-ilc fejezet második moclolljo vissza
t órve a, második fejezet modelljeinek alap
vető sajátosságaihoz, beépíti szubálvo
z ásűban a Bródy-modellek árjelzését. Mar
tos Béla, moclelljébon a szabályozás három
alfolyamatra bomlik: ármegállapítások,
gazdasá.gosRá.gi számító.sok és termelési
döntések. (Mint már említettük, az itt
szereplő árak csak kalkulatív információk;
nem. járnak együtt _pénzmozgással, jöve
delemkeletkezéssel.) Osszehasonlítva ezt az
árkommumikáciás vegetatív szabályozási mo
dellt az egyszerü készlet.jelzéses modellel,
alapvető hasonlóságok és különbségek tűn
nek fel. A modellek információtartalmuk
ban, szabályozási megoldásaikban jelen-

tősen eltérnek egymástól, ugyanakkor
mindkettő stabilizálható és működőképessé
tehető, sőt, az ezekhez szükséges feltevé
sek, pararn.éterkorlátozások is igen hason
lók. Felvetődik tehát a szabályozók hason
lóságának és ekvivalenciájának kérdése.

Martos Béla a nyolcadik fejezetben az
információs kapcsolatok és a szabályozási
mátrixok tulajdonságainak összefüggéseit
formalizáló megállapításokat és tételeket
mond ki. Ezzel óriási lépést tesz előre,
hiszen a modellek szabályozási mátrixai
nak vizsgálata egzakt következtetésekre ad
lehetőséget a modell szabályozási mecha
nizmusára vonatkozóan. A matematikai
közgazdaságtan modelljei általában két
mechanizn:mskategóriát alkalmaznak: a
centralizált és decentralizált, mechaniz
must. A szabályozási modellek jelátalakí
iúsi és jelátadási ismérvei szerinti csoporto
sítás egy finomabb beosztást, többfoko
zatú centralizált skálát jelöl ki. A második
fejezet vegetatív, készletjelzéses modelljei
képviselik a kötetben a legclecentralizál
Labb fokozatot. Az árjclzések bekapcsolá
súval felírt modellek már egy rn.agasabb
fokozatot jelenítenek meg, biszen itt kom-
111unik,í.ció is van a reálszervezetek között.
A nyolcadik fejezet Mtelei a fokozatok
között.i pontos különbségtevést teszik leh -
tővé, ugyanakkor olyan moclellvu,riánsok
képzését sugalmazzák, amelyek csak a
mechanizmus centralizált.sági fokában (az
információellátás mikéntjében) különböz-
1wk egymástól, a modellek elsődleges
,;a,,iátosságai azonban megmaradnak.

J\,[ ar/,os Béln ~t kílenced·ilc f ejezeiben ár
koordinációs, termelés-koordinúciós és ré,sz
leges ár- és termelési koordinációs model
leket a.lkot a, hote<l.ik fejezet-. modelljeit
átalakítva. A modellek müköclési és stabi
litási feltételei igen hasonlóak, rniközben
természetesen a szabályozások egészen
eltérőek. A rnodellck elemzése két lényeges
eredményre mutat rá. Egyrészt arra, hogy
ogy adott gazdaság rnüködtetését igen
eltérő mechanizmusok is képesek hasonló
eredményességgel biztosítani. Másrészt arra,
hogy a készletjelzéseken alapuló, egyszerü
szabrUyozás is stabilan működteti a gazda-
ságot. -

A harmadik részben, a, tizedik fejezetben
Korna:i, János és Simonovits András áttér
nek a normál pályá:ról vezérnlt gazdaság
vizsgálat·Ára. A szerzők zárt Leontie.f
gazdaságot szabályoznak Neumann-pálya
szerint. Modelljillzben rnegjelenik a t:echno
lógia,ilag szükséges eszközlekötés B mát
rixa is. Továbbra is készletjelzéssel szabá
lyoznak, azonban a konkrét modellegyen
letek és a hozzájuk kapcsolódó feltevések
természetesen módosulnak az első és máso
dik rész modelljeihez képest. A modell
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feltevései erősek ugyan, de itt sem az a
feladat, hogy a valós gazdaságra közvetle
nül alkalmazható sz.amszerű eredménveket
kapjanak, továbbra is a stabilitás é; mű
kö.Iókcpesaég határainak kilapogatásaa cél.

A modellben adott a készleteknek a ter
meléshez víszonyf tott nagvsága, és kimu
tatható, hogy a rendszer növekedése annál
lassúbb. minél nagyobbak 11z üiközőké-~zlet
normái. A modellen ))('[ül nem lehetelt
viszont ,-i,.:;g,ilni a.z t . hogyan hat az ütkrizŐ•
kószl.C'i. nagvsáua a relszféra 111(ikiidési biz
Lun:;d'.2:t.1 ra. 

A i:ize-11ef.i!Jedik fejezetben K.upitú1111 7,s·11zsrt 
sziniuláciás rizsurí/r1/o/~r1/ ,·ég-ez az rl,'jző
fi-1jezC't modo lljővo l. A kísérletsorozat köze
lr-bb , is7. a ,·alc'l,;,íg·l,oz, hixzon a gazdaság
valós körülményei közepot te a viselkedési
szabé.lvo k soha nem detorminiszt ikusan
érvényesülnek. hanem kisobb-nagyobb in
gadozasokkal. A sz tochaszt ikus vl'tlasz
függvényű modell futtatásai a rendszer
viselkedését különböző paraméterértékek
mr-llott vizsgálják. Egyik legérdekesebb
eredménye éppen a kéazlet.normák eme
lése és a működési b-iztonság közötti össze
függésre vonatkozik. A készletnormák
omelketlése egy bizonyos határig jótékony
hatással van a rendszer biztonságára,
utána azonban már a biztonságos működés
gátjtívá válik.

A kötet eddigi modelljeiben alkalmazott
kész let.jelzésen alapuló szabályozást a tizen
kettedik fejezetben (Kornai János-Simo
novits .András) felváltja a rendelés-jel
zésre építő szabályozás, amely az előzőek
kel ellentétes típusú mechanizmust; kép
visel. .,A rendelés-jelzéses gazdasái;r fel
fogható úgy, mint ecy krónikus hiány
gazdaság absztrakt képe. amelynek minden
szektora tartósan távol van a walrasi
egyensúlytól. Ebben is végbemennek de
centralizált alkalmazkodási folyamatok.
Ahol a .,hiány" (amit itb a teljesítetlen
rendelésállomány jelez) nagyobb a norma
lisná l, ott gyorsítani kell a termelésnöve
lést, ahol viszont a ,.hiány" kisebb a nor
málisnál, onnét elvonhatók erőforrások"
(39. o.). Bár ,t két rendszer nem ekvivalens
(a rendelésjelzés rendszer a modell feltéte
lei között gyorsabban nő. mint a készlet
jelzéses), mindkettő aszimptotikusan sta
billá és működőképessé tehető, azaz a két
igen különböző jelzőrendszerrel rendelkező
szabályozási mechanizmus egyaránt képes
müködtetni a gazdaságot, mégpedig árjelzé
sek bekapcsolása nélküli, vegetatív módon.

A bemutatott modellek leglényegesebb
működési tulajdonságait a stabilitéavizsga
latok elemezték. Ezek a vizsgálatok asza
bélyozaselmélet hagyományos eszközeivel
dolgoztak, de néhol sikerült a modellek
közgazdasági természetének megfelelő

egyéb sajátosságokat is feltárni. A működő
képesség egyfajta újszerű elemzését teszi
lehetővé a szabályozási modellekben, ha a
szabályozási változókat:. alsó és felső korlá
tokkal határoljuk be. Ezek a szabályozási
célú korlátok közgazdasági szempontból
ésszerűek, hiszen a túlzott kilengések meg
akadé.lyozásrit azolgéljak, nem biztos vi
szont. hogv a stabilit;á,;i tulajdonságokat
helynR irányban befolyásolják. Ezt; a kér
dést; viz><gáh·a Simonovits András a tizen
hrtrm,11.d,;k feiezetben é;, igen fonlo,-;, érdekes
orcd mcfo,vo k:'rn ju I.. Losz nok olyan in,; tabi I
rendsz(•n·k. a11wlyf'i.,ct a kodiitoz,is s tabi -
lizril, ös lc•szn<'k olyanok. A-melyek búr
iin111ag11kban stabii>i.k ,·oll'ak, a kol'látozús
hat,húra doslabilizúJódnflk. f'íimono,·it><
An.dnís crochnényoi arrn vonatkoznak,
hogy milyen korlátozú,;okkal lehet a desta
bilizálfi hat.áRt elkcrüln i vagy legalábbis
a lokális mGködőképességet megőrizni és
lényeges tételeket sikerül megfogalmaznia
a szabályo;,:ási paraméternk és ,~ szabá
lyozási változólrnt; behalároló korlátok
közötti összefüggések réSI.

A kötet nemzetközi v.iszonvlatban i.-;
úttörő kutatásokról számol b·~- Világa,;
stílusa, ogységeH jelölésrendszere, logikus
gondolati felépítése a smrkesztők ,12:ondos
kezemnnkáját dicséri. A térn.a és rgzakt
mogfogalrnazrísa a matcmatikus-közgaz
clászok számára von;,:ó és órdekcs olva:
mányt nyú,jt. De a kevesebb matema1 ikai
jártaRsággal rendelkező olvasónak is ajánl
hatjuk a könyvet, ugyanis a modell matP
matikai megfogalrnazáRát, <1 iszkusszióját
mindenütt verbális magya,ráza.tok is kövo
tik. A RZfn•zők -- igen rokonszeves é,;
,izokatlan módon - nem hallgatják el
modelljeik gyengéit sem. Nern ig_vek<'znek
többet belemagyarázni egy-egy tét;c!b!',
eredménybe, mint ami valóban benne van.
EgyeR kritikus helyeken megjelölik azokat
a kutatási irányokat is, amerre modelljei
keit tovább lehetne fejleszteni. Részben
a kötet szerzői, réRzben mások el is kezdték
ezt a munkát. Az utóbbi években több
lanulmány látott napvilágot, amelyek a
szabá,lyoztíselmélet apparátusával vizsgú 1-
ták -e könyv modelljeitől kissé eltérő
módon vagy azokat t.ovábbfe,jlesztve -
a gazdaság ;,zereplőinek viselkedését. il
letve a különböző szabályozási mechaniz
musokat.

Mint ismertetésünk elején emlíLettük,
a kutatási irányzat alapeszméit az Anti
l!Jqu-ilibriwrn és A hiány e. könyvek fogal
ma,zl;ák meg. A Szabályozás árielzések nélkül
tanulmányai elsősorban a módszertan terü
letén tettek előre nagy lépést, megtalálva
a leíró-magyarázó elmélet egyik lehetségeR
matematikai kifejezésmódját.

TEMESI JÓZSEF
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1;:oR~AI Jj,.Nos: Nocekedés, hiány és luué
kon11ság. Közgazdasági és Jogi Könyv
kiadó Budapest, 19S2. 155 p.

A szakmai közvélemény nagy érdeklő
déssel várta, mix el jelent.kez.ik Kornai
,János átütő sikerű könyve A hiány meg
jelenése után. Nyilvúnvaló volt., hogy ez
a mű lezárt egy kutatűsi periódust, .még
akkor is, ha rnaga. a szerző nyitott kérdések
sokaságá.t. említette könyvében. A /úány 
korok egész, az erőforrás-korlátos ga,.(b
ságna.k rnár-rná.r mérnöki pontosságú le
írrisa.. Ek-mzési módszereiben mikroökouó
rníai, monda,níva.lója azonban a g,.tzclaság
L·gészére vonatkozik. s számos általános
t árnadalorntuclorn,1nyi kérdést is felvet..

Több ldietös,\g állt 1 ehüt l(ornai János
(•]{;rt munkassúga tov.i bbi ii-ányánalc meg
, Mas,.1á::;a.kor. Hogv Kornait is megkísér
t ,•It ,;k gonclol,.1.,I rnendénPk általános tár
sadalorntudomé.nyi kouzck venciáit az t a
Fcdóságba,n rnegielent cik ko bizonvítja
(Hatékonyság é8 szocialista. evkolcs, I f}fiO.
,-,. sz.á.m) - szinte meglepően hamar meg
jelent. azonban fl, könyvesboltokban o». a7,
1',j mű, amely elos:r,laLta a kételveket Korriai
t ová.bbi kute.tásainak fő irá.nyii: illet ően.

Kornai rendkívül tuda.tos kutató.Amun
k,i,r;,;ágára jól figyelők előtt ismeretes volt ,
hogy nem adta fel A hiány kóR,,i1lt·e alatt,
sem azt a. k uta.trisi tr-vűlut ot., amoIvet
:\IA,rtos Béllwal .kÖZÖRfm írt· ·GozdasÚ(/1 
rendszerek »eqemtí» működése című. ci kl'.<'
(8úq111,o 1971, :\11.--50. o.) jelöli ki, s amr-lv
nok ulapvet6 gondolat-i hö,tterét (csakúgy.
mint·. A hián1;ét-) az Anti-equililiri1,trnban
(K.JK, J. 971) már rnPpfogalmazta,. RéBzben
,-ca.ját kut-at,iRi en·dményl'i, részbE•n nrnnka.
tii,rsA,inak viz~gála.l a,i vPzettek el annak
a,z elméleti szempontból igen _jelentős
modellcsaládna,k a kialaldtá.'3ához, amely
nek áttekintéRét a Szabályozás árjelzéselc
nélkül című köny,· adja meg (Kornai-
Martos szerkes?Jésében, AJrndémiai K.iadó,
1981.). 

Kézenfekvőnek látszott tPhát, J1ogy
Kornai kísérletet tegyen a két, kö?,ös
tőről származó kul-atáRi irány szinlézisér ,
amely a probléma.kör közgazdasági tartal
mából következően a hagyományosan
makroökonórniának nevezett területre ve
zetett. E kísérkit első, sokat ígérő meg
jelenési forrnáia EL Növekedés, hiány és
natékony8ág, amely -- A, szerző megfoga.!
mazl-Ísa szer.int - ,,a, szocialista ga,zdaság
dinamikus makroPlmélet éhez szól l1ozzá".

A. ~zerénv 1ne12·fogalma:,:á.s mögöet igen
nagvRzabású vállalko:r,ás áll. Kornai ha,tal
rnaF:_' szellemi a,ppa.n\tust mozgat ebben az,
alig nyolc hmyi könvvPcskében (a megálla
píl éR ie:nzolásakPnt l1add u1-a.!jak a hivat
kozol t irodalom tarta Imi spektrumára), s a

további kutatások előtt tartalmi és mód
szerta.ni szempontból egyaránt széles táv
latokat nvitott nieg. A hiány nerncsak
tartalrnában, közgazdasági következ teLései
ben rcla.p1nii, hanern módszertani iskolát is
terem.tett - ez a könvv ebben a:r, iskolá
ban újabb ..párhuzarnos osztályt" indí
tott.

A könyv lényegébcm egy modellt ír le.
Hogy mi a,z új ebben a modellben, mennyi
ben Lér el a korábbi kutatások eredményei
től (amelyek közi.il Kornai saját korábbi
míívei mellett főkéút, két Jrntatási terü
letre, a Neumann, Harrod és Kalecki
nevével férnjebett növekecléselrnéldre és
a más m(ívPiben is Rokszor hivatkozott
Barro, G·rossman, Benassy-féle clisequilib
l'ÍLlll1 iskolára, ntal), azt sok, ömna.gában
is font-os részletkércléRben ÍR rnegfogaJrn.az
hat.nánk. Hadd. Pmeljem ki ezek közül
a rflúlszféra és szabályozási szféra k.apo;;o
latának következetes kez,eléséL vagy a
,-tock és flow n\.ltozók sok lényeges kövct
k('Zménnyel já.ró együttes tÜka1ma:ds,H.
n[indezeknél font;os,:1bbnak íLélem azonban
,\, rn,,nka szemlólehnódját, amely a hagyo-
111.á.nvos m.akroökonómia megld1etősen
tc-ch;1ilmi közelítésrn6djához úgy illes7,ti
110,.zá A hiányból ismert általános tfi,rsa,
dfl.lomhiclom.ányi közelí.tést, hogy min<l
kPt I ő értékei(; megtartja,.

A. hiá11v rnal,roindexének (urnely .mint
c·gy hordozójn, az említeU: közelítésnek)
bcn,zet.f\sét bizonyára sokan vitatják, s
l<étségtPlc·n, hogy a, könyv inkább csak
,,fol dobja a. t é1.nát". s S7,án1os jo_gos kérdést
nyitva hagy. Kornairól azonban tudjuk,
hogy nri,la a hiva,tlwz,ís a.rm,, hogy a kuta
tások elei én tart, nem olcsó trükk félkész
iitl.eLek elsi'it-ésére, hanem további nmnkát
ígérő tényközlés, s egyúttal kihívás a
Yitára,. Ma.gam részéről na.gy jelent-őségű
nek tart om, hogy képesek legyünk a.rra,
hogy a, formalizált, s ezáHal meglehetős
egzaktságot követelő modellekben képesek
legyünk ,,puha" változókat;, rosszul körül
határolhat,ó, bizonytalm1. tartalmú ténye
zőket kezelni, - a valóságban a köz
gazdasági j e len.ségeket leíró változók ugyan
is általában ilyenek F.Jz a, közelítés teszi
lehetővé, hogy a gazdasági rendszereket
va.lóban társadalmi rendszerekként kezel
jük, figyelembe véve azokat a valóságban
nagyon is elevenen ha.tó nem-gazdasigi
tényezőket, amelyeket a hn,_gyományos
közgazcla"s:1gi elmélet nem t11d (va,gy nem
a.kar) tételesen figyelembe venni.

A könyvben leírt modell zárt· gondolati
struktúra,. alka.lmas keret makroökonómiai
elemzésro: A modellt leíró egyenletrendszer
megoldható, ami lehet,ővé teszi, hogy ne
csak logika.i elemzéRt,, hanem számszerű
adatokra épülő teszi elést végezzenek vAle.
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Ily módon a modell kielégíti azokat a fel
tételeket, amelyeket Kornai az Anti
equilibriuanoesi a logikai-matematikai t.udo
mányok konstrukcióival szemben támaszt,
az elmélet rangjának eléréséhez.

Kornai szándékai azonban nyilvánva
lóan túlmutatnak ezen. Mint eddig mun
kásságában mindig, most is olyan elméleti
struktúrát kíván építeni, amely a valóság
magyarázatára alkalmas. A modell segít
ségével megfogalmazott következtetések
általában ebből a szempontból is megállják
a helyüket, de az is tény, hogy (mint
a szerző maga is hangsúlyozza) a rnoclell
több helyen módositásra, kiegészítésre
szotul.

Megítélésem szerint a legnagyobb prob
léma. hogy a külgazdaság kikapcsolásával
a modell zárt gazdaságot tételez fel. Bz
nem egyszerű.en oda vezet, hogy bizonyos
követ.kez tetések elmaradnak, hanem né
hány vonatkozásban kimondottan a való
ságnak ellentmondó megállapításokat (il
letve féligazságokat) eredményez. Ez ter
mészetes is, ha a magyar ga:.1daság sokat
emlegetett nyitottságára gondolunk. A leg
élesebb példa: a bombázások tárgyalásánál
a fogyas:.1tásrn szimmetrikus ciklust említi
Kornai első visszacsatolásként (Bauer
Tamásra is hivatkozva), s teljesen kihagyja
a Bauer ú 11 al is tárgyalt másik esetet,
a külkereskedelemre szimmetrikus ciklust,
amely pedig a magyar gazda:ság közel
múltbeli történetében a lényegesebb sze
repet játszotta. Az illuszt.rációként közölt
J 0. ábra is igaz az ott szereplő négy évre,
de lm az idősorokat folytatjuk, már nem
ilyen képet kapunk A modell szempontjá
ból a kozelésrnód jogos, a valóság oldaláról
azonban komolyan kifogásolható.

A további kutatások egy fő feladatául
megítélésem szerint éppen a külkereskede
lem kezelését kellene kitűzni - annál is
inkább, mivel a külkereskedelem-érzé
kenység nemcsak Magyarországra, hanem
a modell referenoiarenclszereként elképzel
hető többi európai szocialista orszáara is
iga7.. 

Van még néhány kisebb-nagyobb gond
a modell valósaghűségével. Igy vélemé
nyem szerint a termelés szabályozásánál
hibás az output.készlet jelző szerepének
értékelése. Hazánkban az outpufkésaletek
a technikai minimumszinten vannak, e:.1
a ,,normál" nagyságuk. ez alá már nem
csökkenhetm,k, a rendelésre gyártás az
általános, így helyesebb lenne a szabályozó
szerepet a rcndelésá.llornányra hárítani..
Nem érzem továbbá meggyőzőnek azt a
fejtegetést, amely szerint, ha a hiány
intenzitása egy kritikus szint fölé emel
kedik, e:.1 elveszi a háztartások kedvét
a vásárlástól. Bár kétségkívül van ilyen

motívum, ennél jóval sokszinübb a ház
tartási magalartás az adott esetben,
s egyedül ezzel kevés indokolni az aggre
gált vésárlás csökkenését. Hiányzik a
modellből a fejlesztési pénzeszközök köz
pontosított redisz tribuciója. Ezek, s az
eset.leg még észrevehető egyéb kisebb prob
lémák azonban a modell és a könvv fő
mondanivalóját nem befolyásolják érdem
ben -- a további kutntások során nyilván
több hasonló kérdés korul más megvilágí
tásba.

Még ogy mog,iogyzéR: a, köve tkoz Lo tések
között- szá1nu,; olyan van, amely lényegé
bon A. hiri,,11_1;ban 1nogfogalmazoU gomlo
la.tok ismét.lése . .Ez nern baj, sőt az a ténv;
houv oz a modell is igazo!ja őko t, a, meg
áll1:1,pílások erejét növeli. Ugy vélem azon
ban, hogy felesleges a rnegállapítá,;ok k.író
jellegének többszöri ismét.léae ~ ez a köz
Ht.ésmórl , olsősorban éppen Kornai mun
kásságának eredményeképpen, ma már
eléggé ismorttó (mégha nem is mindig
clfogadot,tá) vált a közga1/,dászok szrunára,
s íg_v ológ lenne a bevezetőben hivatkozni rá.

A munka egés:.1éL a Kornaitól megszo
kott pontos szer'keszté», az érthet,ő éR
egyértolrnCt foga.lrnazaa, 1)//. olvasrná.nyossúg
jellemzi.

A Növekedés, húíny és lwték()nysrí,r, gon
dolat.ébresztő, érdekes éR fon Los rnií. Érdek
lődéRRel vúrjul< a fol.vLat:!,.sL

Cr-rnd.N A.TTtLA.

KÖVES I'.- l'AHNIC1/.KY C:.: Attalá.,w.s 8tc1, 
li,9ztilca Budapest,, UJ8 l. l(özgazdasági éa
Jogi Könyvkiadó. :in:1 + :387 old.

A rnagynr Rl;atiszl·,ilrni gyakorlal: hagyo
mányosan nlr"ikel<'i helyrit, fogla,I el a nem
zetközi runglist,án. 1,;7, n01nosak a módRze
rek fojl.ettflégében, az informáoió rende:,.ett
ségébon, a kiadványok b6ségébcn nyilvá
nul meg, ht1,nem abban is, hogy a Központi
Statisztikai Hival:al és 1.1 rnagy11r Rt£üisz
tikusok egyénenként is jelent;ős s2,eropet
játs'.l.anak a nemzetközi statisztika fejlos1.
tésében (nemzetköz·i szervezel·,ekben, mint
például az ·r.:NSZ, l<GST, nemzetkö·ú tudo
mányofl l:ársaságokban, mint például a
Nemzotközi RLat,iRzt,ikai .fnLé7.ct,, Nemzet
közi ,Jövedelem- és Vagyonkntat,ó Társaság,
nemz,1tkö:.1i sLatisztikai vállalkozásokban,
mint példán!. a brnLtó hazrú l:ormék és a
vásárlóorr"i nemzetközi ösfw:eha.sonlítása).
Ahhoz, hogy ezt az előkel/S helyiinket meg
tarthassuk, gondoskodnunk kell az után
pótlásról, a megfelelő statisztikai képzés
ről, s ennek legjelentősebb alappillére az
általános statis'.l.tika oktatása, megfelelő
ál.talános statisztikai szakkönyv. '
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A szerzőpárosnak nem ,,ez az első tan
könyve és szakkönyve. Ok ugyan szeré
nyen csak harrnadik átdolgozott kiadás
nak nevezik a jelenlegit (197:J és 1975 volt.
az első két kiadás éve), valójában azonban
joggal beszélhetnénk új könyvről is, any
nyira jelentősen módosult a túrt.alom, a
kifejtés, s a jelleg is. Már itt hozzáfűzöm,
hogy mindenképpen előnyére. Bár a ko
rábbi változatokkal szemben sem lehetetr
jeleni ŐR kifogásokat támasztani, a bővíté
sek, lov{,bbfejlu.qz(.és(ek, szemlélet.beli egy
ségosít ésok, d i.Ia.kt.ikai javítások egy igazán
kiváló, , nagas szín vonalú tan könyvet {szak
könvvet) adtak eredménviH.

i\-lielM,t EL könyv tn,\ahnához szólnék
hozzú, először azokkal a dilemmákkal sze
reL11ék foglalkozni, ai uelyckkol minden
ilyen könyvnek az írója szembetalálkozik,
s amelyeket. a szerzőpáros sem kerülhe
t.et t ki.

'J.'cmkönyv v11.yy szakkönyv? A két, műfaj
nem azonos, mást kell tarualrneania egy
oktatási anyagm1,k, s mást. a képzet.t szak
emberek szakmai LájékozódásáL szolgáló
rn unkának. A S1/,erzők azon ban helyesen
t.alá.l tá.k mug a két műfajnak a.zt a kombi
nációjá,t, amely mind a két, igényt; egy
idejüleg lei tudja elégít.r,,n.i. Kis országokban
- úgy tűnik - valóban. sokszor az a lflg
gazdaságosabb megoldás, ha a két műfajt.
összevonj11k; lehetne ugyan külön tan
könyvet és külön szakkönyvet. is kiadni,
,.if: nem nagyon bírnák az ex·őforrásaink.
A könyv szerencsés módon oldja meg ozl
az ugyesítésL: szakkönyv ugyan, do szer
kezete úgy van felépítve, hogy a tananyag
szerű n'.,szuk minden nehézség nélki.il elkü
liiníLho1·6k .

• ~iá8 /.11,11w1.y1tqokm. i:aló tásnaszlcodá« 1né1· 
ték», I<;,,; a prnbléllla rlsösorban u. mntorna.
t.ikávul kapcsolatban merül fol. Stat,iszt i
kát. lohot. úgy ok t.at.ni, hogy u. tanulóknál
os11pán a négy alapmű vd,-,t ismeretét. této
lezik fol, do lehet úgy is, hogy a közgazda
ságtrnJományi egyetemen rnatemat.ikába.n
oktatottakhoz mintegy csak hozzáadják
a st atiszti lm, maLematika.i részét. A szerzők
egy ésszed:í középutat választottak, a lie
vezetőjii kben ugyan azt .írják, hogy a kö!l_yv
feltét;eloz középiskolai tanulmányokat meg
halacló matomatilmi ismereteket elsősor
ban u,z anal.ízis, ú. lineáris algebra és a
valószínüségszámítás területén, a tananyag
azonban úgy van megszerkesztve, hogy
döntő többségét különösebb matematikai
előképet,tség nélkül is jól mog lehet ért,eni.
Valószín(:í, hogy az egyetem matematilrni
tananyagára jól emlékező hallgatók sem
fogják a könyvben olvasottakat unalmas
nak találni, mert az azonos tartalmú témák
( például átl,:igok) más-más aspektusban
vannak kifejtve a két tananyagban.

,Jól sikerültnek minősíthető a politikai
gazdf,ságtanban tanultakra való támasz•
kotlás is. A szerzők a könyvben előforduló
főbb közgazdasági fogalmakat a politikai
gazdaságtanban tanultakkal összhangban
igyekeznek használni, helyenként hivatkoz
nak is bizonyos tételekre. Nem erőlteti.k
azonban ezt a kapcsolatot, nem kívánják
példéwl - mint, ahogy ez korábbi statisz
tikai tananyagoknál nálunk is, más orszá
gokban is elófordnlt, - a politikai gazda
ságtan alaptételeiből levezetni a statisztika
legfontosabb fogalmait.

Általános, illetve konkrét stat-isztika,. Ma
gyarországon hagyomány, hogy a közgaz
dász.ok sLatisztikai oktaLá.sa két részre ta
gozódik: a módszen,lrnt, általános oldaluk
;:ól tál'gyaló általános statisztikára és a
szald"or-i"d.et (például az egész gazdaság,
az ipar) sajátos st,atisztikai problémáit tár
gyaló szakstatiszLikálua. Azt például, hogy
rnikénL kell általában indexeket számítani,
az áH,alúnos st.aL.iszLilm tanítja meg, azt,
ltO\l'.Y .1nilynn fonciókat, tölt be, inilyen sajá
Los problémái vannak a fogyasztói ár
indoxnok, <·z a gazdaságstatisztika vagy
élet·színvonal-staL.isztika tárgya. Más or
szágok egyetemi oktatásában is - lrn nern
is mindenüU - hasonló tagm.ódások for
d11,lnak elő.

A dilcernma, <Hnivel ilyenkor a tankönyv
irón,,k (Lananyagszerkesztónek) szembe
kell néznie ez: meddig nienjen az általános
st,at.isztika, s rni maradjon a szakstatiszti
kának. A kérdés megválaszolása nem köny-
11y(í, 1ucl't az ,,általános" és ,,konkrét"
viszonylagos fogalmak, többféle értelme
zésük is jogosultnak látszik; inkább azt
keUe11e vizsgálni, olüatás-gazdaságossági
~p~mpontból mi látszik előnyösebbnek.
Ugy érzem, a szerz6k jó érzékkel. vonták
rno,rr az áHalános sta1;isztilrn határait, egyes
terülotoken azonban tovább is mehettek
volna az últalánrn,ításokban. Példán! álta
lános st,atisz1;ikába valónak érzem az idő
sornk összehasonlíthatóságának, diszkon
Li1111i Lása inak kérdéseit; (árindexeknél: új
termékek keletkezése, régi termékek eltű
nése, minőségváltozások okozta problé
mák), valamint, a helyettesítések últalános
kérdéseit (amikor valamilyen oknál foo-va
nem azt a jelenséget tudjuk közvetle

0
ni.il

megfigyelni, amit tulajdonképpen vizsgálni
akarunk, de mégis az előbbinek a mozgásá
ból következtet.ünk az utóbbi alakulására;
például az a megoldás, amit az iparstatisz
ükában helyet.t.esít6 sorok módszerének
szoktak nevezni).

F'okoza.tossá(J 11,z egyszerűbbtől a bonyolul
tiy. Minden tananyagnál kívánatos, hogy
a2. egyszerübbtől haladjon a bonyolultabb
felé, ez azonban nem mindig valósítható
meg könnyen, mert a témák szerinti tago-

5*
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zódás sokszor igényelné bonyolultabb mód
szerek tárgyalását viszonylag korai stá
diumban. A szerzők nagy súlyt helyeztek
a fokozatosság követelményére, s ebből a
szempontból sikeresnek minősíthető H tan
könyv felépítése. I-IH ebben nem is külön
böznek nagyon más általános statisztika
tankönyvektől, abban igen, bogy a foko
zatossághoz egy építökocka-rondszerű fel
építést alkalmaznak, a bonyolul Labb témá
kat általában az egyszerűbb témák ele
meire alapozzák, így a tanulónak norncsak
11z az érzése kelet.kezik, hogy megismerkedik
11 stu.t.iszuika különböző témáival (például
viszonyszárnokkal, át lagokke.l, indexekkel),
hanem olyan érzése is, hogy valami <\.;ész
~zel is megismerkedik, s állandóan érzékelni
t udja, hogy az egyes építőelemekre hogyan
rakódnak rá a továbbiak.

A szerzők ezeket az építőelemeket u
,,statisztikai elemzés jellegzetes eset,einek"
nevezik. (Az ,,esetek" helyett talán c1.z ele
mek kifejezés szerencsésebb letl volna.)
_-\. módszer nagyon figyelemre méltó, s véle
ményem szerint - más felépítésekhez vi
szonyítva - jóval több előnye van, mini, 
hátránya. Különösen a szakkönyv válto
zatban tulajdonítok ennek a megközelítés
nek nagy jelentőséget, mert ily módon az
egyes módszerek (például indexek) tulaj
donságai sokkal mélyebben érthetők meg.
Tananyagként is jelentős előnyei vannak a
,,statisztikai elemzés jellegzetes esetei" fel
építésnek; mikorra például az inde xekröl
szóló fejezethez ér a tanuló, már majdnem
minden lényeges elemét ismeri ennek a
módszernek, alig kell valamit hozzár.anul
nia. Igaz, ezért bizonyos árat is kell fizetni:
a korábbi fejezetek abszt.rakt.abbá., némi
leg nehezebben emészthetővé válnak. Pél
dául amikor a középértékek fejezetében
a tanuló az átlagbér mut.atószárnával talá 1-
kozik, nemcsak azt kell megtanulnia 1•1.Től,
hogy ez át.lag, számtani állag, s mint ilyen
milyen tulajdonságokkal rendelkezik , ha
nem azt is, hogy ez az építőelem hogyan
illeszkedik a jellegzetes esetek rondszcrébe.
Szerencsére a szerzők most jobban kerül
ték el azt, hogy az abszt.rakciókbu bele
bocsátkoznak, mint a tankönyv korábbi
változatánál, s így - megítélésern Rzerint
- a jellegzetes esetekre alapozol t fAlépítés
előnyei sokkal jelentősebbek, mint; há.trá
nyaik.

'l'drgyi ismeretek nyújtá8rt 1·cu1y aoruiolko
ddsra tanítás. Egy t·ankönyvnek mindkettőt
nyújtania kell, a két követelményre azon
ban más-más viszonylagos súlyt lehet he
lyezni. Nern könnyű véleményt mondani
arról, hogy a szerzők miként viszonyultak
a két követelmény konfliktusainak kérdé
séhez (talán ebből a szempontból nem is
teljesen egységes a könyv), az azonban

mindenképpen örvendetes, hogy a gondol
kodási-a tanítás viszonylag nagv szerepet
kapot.t. A már tárgyalt építőelem-megkö
zelítés is nagyon jó példája ennek, de szá
mos résvletprobléma bemutatásánál is ha
t.ározot.tan előnyösnek minősíLhető, hogy
a szerzók minLegy párbeszédet folytatnak
a tanulókkal, nemcsak ismeretek befoga
dásút kérik tőlük, hanem gondolkodást is.

Az ·iUusztmtív és mp1korló példák kérdése.
A példák té81/,hi-1n a problémák kifejtésének
illusz t.rációjat. szolgálják, részben a már
rnegta1111ll11k be.gyukodásúrn adna.k a.l.kal
rnat. A Lankönyvírás,tak mindig visszatérő
problérnája..111enuyibe11 Lc1.1·L,1lmr1zza rnú1:
n1aga a könyv is ,·zokeL a példákat és
11J.en.nyibe11 tárn,1szlwdjék különb,izö segéd
letekre {példaL{-,rakn1,). A szerzők e/.;y ész
szerí', kornpro,nisszn rnol; választo(;te1k: bár
11 kiinyvben CSfJ,k .illnRztratív példák s-cere
pelnuk, ezek hi,.9nyos gyakorlásra is lebe
t;őségoL adnak. Jgy csupán a könyvből is
lehel, némi gyakorlati Lapaszt.alatokra, szert
tenni. Az egyeLemi okttttást azon ban b6-
séges példatár is kiegészíti, így a gyakor
la l;ozfl~ban 1·,,jl szés szerint;i mélységig el
lehet ,nenni. !.{el.yes, hogy a gyakorl.a.t.i
példák l.ömkelege nem magát a tanköny
vet, l.ol'heli, ,; hogy az előző kiadásokJ1oz
képosL is elLünl;ek az egyes fejezetek végén
lévő gy,dwdó példák. Tipográfiailag ÍR sze
renoséR módon válnak el az ilJus,.l;ra.Mv
példák 11 Lulajdonképpeni tam1,nvt1.gtól.

Ami 1iz illmizl,mtív példák tartalmáL il
leli, azok itt-nLL frissebbek is lehettek vol
na. A. bruttó hazai termék ÖSRzehasonlít11sát
ill11szLráló tábl.áná.1 (:mt. oldal) példú.nl tiibb
országra vonaLkozó és frissebb adatok is
reudr,lkezésre álltak már a t",Hnkönyv ll"lf'/Y

ft·ftRánnk ídf'ipnntjában. · "

***
Arn.i a könyv t;a:rtalrnához fífaöLt; egyes

észrovételoiinf,t. ill.el·,i, a t;erjecl<el,ni korlát.ok
111in1.t; norn I i'ii:nkedlH,Lek it I. valrnnifélo
Loljességrn. El,-,őso:rhn.n azoklml a kérdé-
1-;ekknl. ldváur.,1, fog]alko,.11i az ahíbbiakba,n,
mndyok változúst jelN1Je1wk a, koráhhi
I an könyvekhez kúpoRt,.

A statisztika r1la/ifogal111ni ( l. fejezeL)
ogy rövid Rtatisz1 ikaU\rLéneti bevezel és
után ma..giinak a staLisztikána.k Löbbérh,l
mü fogalmát; tárgyalja, 1i-mjd sorravAszi
a legfontosabb ala,pfogalmakat, mint, soka
ság, ism.érv, adat;, rn.utatószám, rnodell,
osz Lályozás, csoportosítás, összehasonlítás,
összeh11sonlíthatóság stb. A fejezet, jól nwg
alapnua. a későbbiekel:, egyel len kis,·bb
hián1·érzei-eru a rn11taJ-.ószám fogalrn,,val
kapcsolatba,11 I ámadt. TLt rá lehel·et.t, volna
mutalni e111wk ft fogalornn11k a 1.öbbféle
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értelmezésére, az angol iruiicator nem
ugyanazt jelenti, mint az orosz pokazatyel,
s egyes magyar szerzők is különbséget tesz
nek például t,ársada.lmi-gazdasági indiká
torok és társadalmi-gazdasági mutatószá
mok között, az előbbiek részét alkotják
az utóbbiaknak.

A statisztikai in/onnációrendszer (2) az
egyik legtöbbet, változott fejezet az előző
kiadásokhoz képest. Hogyan keletkeznek
a statisztikai adatok, kinek van rájuk szük
sége, hogyan kapcsolódik az intorrnáoió
igény az adatszolgáltaLóhoz? r;::zekre a kér
désekre sok elméleti statisztikai ta.n kőrrvv,
egyáltalán nem válaszol. i\l[ás könyvekben
- így a Köves-Párniczky l 973-as kiad{c
sában is - csupán a sta t.iezt.ikai munka
hagyományos tárgyalása jelenik meg, ami
nem felel meg a korszerű rendszerszemle
letnek.

A témakör egységes felfogását és logikus
kifejtését e fejezel adja a statisztikai infor
mációrendszer keretei között. E keretbe
illeszthető például a, stn,tisztik:ü fogalom
alkotás, a s! andard osztúlyozúsi rendsze
rek, a kódolás tárgyalúsa is, dc i tt t.alálható
néhány olyan fontos kérdés is, mint. pl.
a staLi~zlilm é8 u. nyilv,·,ntartás viszonya
(47-48. oldal). 1,;zPk a lémák - legalábbis
ebbe a rn11<.lszerfolfogású kc•rnl be ágyazva

a st n LiszLika i t a11a11yagok túlnyomó
többségéből hiányoznak.

A hallgatók RÚun1L{ts1,eclll1ikai ismerot ei
re építve t:hgyaljtt a könyv az adat rögzt
tés, karbant.artás, r.árolás és feldolgozás kér
déseit, sőt szóbalrnriil a számítógép a hiba
fell árás és javí: ás , nűvelet.einél is. ~;zcm
belül ·1ogfontosabb ,, stati.sztikni odatbázi«
i:szcrl'pének megértése,

l•:gyet le•11 rncggonclolú.srn. javasolt, nieg
jc·gyzésL t ,,11nt:k csak nz ebben a fejezet hen
írot.t a.khoz. A fdvétd faj t áinu.k l.árgyalf\.
súuál - mús ,'.iJt,alá,10, st u í.isz t.ikai I an
könyvekhez, haso nlóa.n - n t cljeskörű fol
vél ellel a i-oprezen t.at.ív megfigyelést állítja
szembe, s csak futólag említi meg a rész
legt•s, de nem reprezentatív megfigyelést
és a monográfiát. A tapaszt.alat azonban
azt mutatja, hogy a részleges, dt} nem rep
rezentat.ív megfigyelések egyre nagyobb
szerephez jut.na.k, s egyre kevesebb az igazi
reprezr-nrutfv (mintavételi) eljárás, többek
közön azért , mert sokszor nem ott a leg
kisebb a 1 «ljes hiba, ahol a mini-avételi
hiba a legalacsonyabb. Másrészról egyre
jobban terjed külföldön is, hazánkban is
egy újfajta megfigyelési rendszer, amit
eset.t anulmányok sorozatának (ankétnak ?)
lehet.ne nevezn i, ahol a megfigyelt részek
hói nem kövét.kcz t ot.ünk az egészre, mégis
bizonyos kérdések tekintet ében á.lt.aláno
sítások válnak lehelővé. Jgaz, ez már nem
szigorúan statisztika, de nagyon közel van

hozzá, s az információrendszer tárgykörébe
mindenképpen beletartozik.

Az elemzés egyszerűbb eszközeivel, sorok
kal, táblákkal, viszonyszámokkal, grafikus
ábrázolással, középértékekkel, szóródással,
gyakorisáiíi sorok vizsgálatával négy egy
másu Láni fejezet (3-6) foglalkozik_ Ezek
ben a részekben kevesebb a korábbi kiadá
sokkal szembeni változás, ez azonban nem
jelenti azt, hogy a bíráló ebben kifogásolni
valót ta.lálna, Szépen érvényesül itt a fo
kozatosság, a gondolkodásra késztetés: a
tárgya.lás az előző kiadásokhoz képest
valamivel tömörebbé vált, de ez is inkább
előny, mint hátrány.

Az előzö kiadásban a mo,nentumok rö
vid, apróbel íís tárgyalását sok olvasó fe
leslegesnek ére7.l-e. A mostani kiemeltebb
és úgyszólván csak két példával bővített
tárgyalás joblJan meggyőzi az olvasót
egyrészt al'l'ól, hogy a. fogalrni rendszer
basznoRan bővül a momentumok megisnw
résével, másrészt arról, hogy a gyakol'isági
sorok elemzésének nagyobb távlataihit
kapoU betekinLést.

Kevés kritikai észrevételem van ehhPz
a csaknem 200 oldalas részhez, A statiRzli
kai rnérlAgek tárgyalásánál hiányolom a
forrásfelhasz11álás t.ípusú mérlegek említé
sét (mint a,nilyAn példánl a nemzeti jöve 
delem mérlege), Egyes részeknél - például
a, mó<lusznál - úgy éreztem gyakorlati
jelent6ségéhPz képest túl részletesre sike
rült- a, kifejtés. A momentumok tárgyalás,i,
- hclyesefüet.ően - rövidebb, mint az
előző kiudásba.n, vitaJ,halónak érzem azn11-
ba1 t a, , ,rendkívül fontos szerepük va,n ''
minősítés!, (267. oldal).

Az indexszámüásolc kérdéseivel két feje
z,JL (7-8) foglalkozik. J..; nehéz tárna, a,

könyv egyik l.egsilrnri'IIIPbb része, érezhető,
hogy A, szerzéík egyike nzeknek a kérdések
nek nemzel.köz.ileg elism.ert szakértőjf'.
Egyetlen lényeg<1snek tartott megjegyzé
sem az, hogy mind gyakorlati szerepiikel,
mind a problémák kife,ithet,éíségét tekinl,v",
egymáshoz képes~ az érték-, volumen- és
árindex-kör (7. fe.1ezet) túlságosan rövidr,•,
a főátlagindex-kör pedig túlságosan hosz
szúra sikeriilL. A volumen- és árindexeknél
például többet lehetel;t volna írni az indPx
sorok képzésének problérnáiról, arról, hog_v
a különböző követelmények milyen kon f
liktusban vannak egymással, s hogy mi
ezzel kapcsolatban a nemzel,közi gyakorlat,
és az ENSZ módszertani ajánlása, továbbá
a nemzet·,közi összehasonlításoknál a gya
korlatban használt megolrlAsokróL (Egé
szen meglepő, ha már annyi formulát em
lítettek meg a s,1,erzők, miért nem szóltn,k
a Gea.ry-l(harn.is módszerről, ami - úgy
tűnik - a nemzet,közi összehasonlítások
uralkodó eljárásává válik.) A 8. fejezetei;
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ugyanakkor - ha iutelleki.uálisan nagyon
szép is, s remek példája a fokozetosságnak,
a ,,jellegzetes esetek" építmény betetőzé
sének - ahhoz képest, hogy a főátlag-,
részátlag-, összet é: Pl-indexek milyen fon
toseággal bűnak a gyakorlatban, t.úlmére
tezer.tnek érzem.

A stat csztikai becslés és h,potéz,;::;vizsgálat
(9. ftije:,,;eL) alapozza meg a mintából való
kövotkez tetéa rnódszereiL. Itt, defini{dnak
ii szerzők olyan fogalmakat, rnin pl. minta,
becslés, konfidencia intervallum, hipotézis.
Alapvetö célk itűzésük szellemében a hang
súly nem a mu.Lernabikai levczctéseken é><
bizony itásokon van, hanem a fogalmuk,
mód. zerek és az eredményül kapot.t. adai ok
helyes megértésén. Ezt nem úgy éri oirno
zik , hogy a haUgaLó rsulc az elj{m'rsolml,
sajút Itsu d: az olrnélet.bő! iR kell I uclnia
anuy it , «mennyi t.ámpont.ul szolgát u meg
felelő módszer kiválasztására. Az ilyen
me,.;-értést elősegítő ismeretek p '·ldúul a
maximum likelihood becslési móclazer (ff. 
kötet :u. oldal), a konfidencia inl<-,rvall11rn
fogaim.., ( :l(i, :18- :rn. oldal), ttz er6riiggvény
fogc1,lt-na.

A re prezenuüiv 'mq;/im1elh8el fogh.dkm.ó
fejezet ( 10) nemcsak az ogyszed.i véle I len
mini avét.el t I árgyalja - mini sok kevésbé
igényes általános srat.isz t ikai tanunyar; -,
hanem a bonyolultubb mintavél eli eljúrá
sokat, Í8 (rélegzPtL, csoportos és két.lépcsös
sr.b.), ami azén is he.lyesolhető, meri, a
gyakorlatban az •~gyAzei·ű vélet.lon eljárás
sokszor norn gazdusúgos, vagy szervezése
nehézkes, vag,v nincs kimcrItó ny ilvánt.ar
tás sLI:.,.

A korreiácio- ,:s rearessziá-szárn itCÍ88c1l két,
fejezet ( I I - I::!) foglalkozik két.vúltozós -
többváltozós I agoláaban. Helyosclher.ó ,,
fejezetok Iolépír.ésénck koncepciója: ti könyv
a trxprt.s~tuüt/.i, mutat ószá.mok rnagynr{1zaLá
n{d a hag_vornúnyos 111 al. követi, u.rni didak
t iku.il,ll; jól bovú!I, a ·111aten1.rit·ikrii model.t
vúlasztúst,núl pedig a folléLelos vúrható
érték fogaltnáni és kön 11y,•n éri.hut ú folt.é
telekn' épil vo jul, d a regrnF<s;(.iÓgzúrníll,s
alapelemeilwz. Nagy súllyal Lúrgyalja a
rngrnssziószámítús közgazdasági alkalrna
zásail·, az ehhez kapcsolódó fogalmakat és
mérési ,-,szközöket (pl. olaszticil.ás). Az 
eredmények ponLossligának és mogbízha
tóságán,.,k vi.zsgálata a kot·Rzerü küvel·et
ményeknek megfelel.ó súllyal szoropel. ~W
virlen kitérnek a szerzők a többvliltozós
reqressziószárnítú,i olyan gyakol'!ati pwb
lémáira is, mint pl. a minöségi l,ényezfík
bevonása a magva.rázó változók kör·ébe
alternatív ismérvek formájában,

A regressziószámítás gyako.rlati alkal
mazásának mai tömeges elterjedését a kész

szú, nítógépes ,, p.rograrncsor na~ok" tet.ték
lehetővé. Ez rendkívid megküunyíti a fel
használó dolgát, de korúntsern ad folmen
t,ést a fogalrnak, 1nódszerek és eljiirások
pontos ismerete alól. l<'eleslegcs viszont a
numerikus száruol.ást állítani a középpont
ba. Megny11gtató, hogy a könyv má.1· ebben
a korszerű fe!fogúsban készült,; az olvasó
értesül arról, hoqy rnit várhat a szúrnító
gépt,61, do arról is, hogy mit kell tudnia az
oredrnények szakmailag megalapozot,1, hasz
nosítása énlekében.

Az ,,;ctősorok anal-itihis 'V',;zsyálato. 1-1 küny,·
11iolsó fojnzuté11ek ( J :l) tárgya. A fejeze1
L!ir-Lalnm és helye lényegesen megváltozoLt
az olőz{í kiadá1:<hoz képes!,, melyben az idő
sorok lwrnpone11soiről szóló fejéw,0L (a je
lenlogi t:l.1 alfejezet elődje) mcg"!lőzt,e a
k01T0lációsz{Lmítási fej,,zcLekeL. Igy az
el/\z/\ ki,uláHha,n n. I r·r,ndszárnítás kei-eLében
lrnrii II, sor· a legkii-;,•bb négyzetek 111ódszr-
rém,k honrutatúsúru, L11hlit, egy speciális
osetuen. l\losl. az álLalános oseLbcn, a kél,
változós regrnssziónál isrnerkodhet meg uz
olvasó a legkisebb négyzoLek 111ódszorév0I,
amir:e a l.rondsduníl (1s l.árgy,tl,ísE1 t,ánmsz
kodh,1L. I)., o·mnLúl. Lámaszlwdlrn.L az idő
sorok unalil ikus vizRgálata a két- éR Löbb
válLozós lmrrnl{teió- és rngr·esszicíszám(Lá,i
Pgészérn.

Az o16zr'í kiad{1slmn 1.1 i,iibbvál I ozós k<w
n,lációszámíl.{1s1:ml fogl.a!kozó fejtlzeLbcn
kaphai,or,I, lrolyoL m, ,,idősorok kor·t·el{,
ei.ója" címíí f;érna, most cgósz alfojezoLm
( I :1.2) szpnLoll,ek f-1 Rzen.6k az id6sorokból
végznl,I, rngrf'f:ISZÍÓSZfllnÍl-ás HpeeiáliA kér
déstjinek, mnlvbnn >t korúbban nws1·,oh{111
kezelt, a,Jl·okn~-rl'lúeió is mogfrlel/\ Aúllyal
Hzerniwl.

>!: * *

I( iiliin r;rnlíLurn 16 a könyvnek az 11z
erérryu, hogy Lon1,1Lilws is, szorkezelébon
is, sl.ílnsúhan iR teljesen egységes, szin Le
észre sen1 .lelr<'t, vonni, h_,:,!(Y nurn egy szorz6
írLa az összoH fojezeLol,. 0Aszefoglalva: mind
sraLisztika·i S7,aki.r-oclalrn,mk, rnincl ogyolerlli
okl,11l;ási tarrnnyagunk swrnpnn Ljából ju
leniős olőrehi-tladásnak Lekint,hoL/\ KövBs
Pál és J.'árniozky Uábor könyve. Nernzet.
közi összehasonlítftsban is jó szakkönyv
nek 1.ekinl,hnt /\, s didaki ikai szempont.hói
is kiváló tlllajclrrnságoklrnl rendellwzik
ahho;,;, hogy felni-ivekvó közgazdász gene
rációnk megfelelő statiszLikn.i szakismm·o
tekhez j 11sson.

D1rncHSLER LAszLó
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A III. Magyar Ágazati Kapcsolatok Mérlege 
Konferencia 

A KüzponLi ~taLiszLikai Hivatal és a
M.agyar Közgazdasági Társaság Statiszt.i
kai Szakosvt.álya, a Népgazdaságtorvezéai
és Matomat.ikai Szukosz.tá.lyok kfo;relllűkö
.Iésével 1.98 l. november :.l-5 közöt.t Hé
vízen r·,,11duzLo 1110g a UI. Magyar Águzal;i
Kupcsolatok .v(érlegc MöÁ{gógÁ( Öá t a, A kö
zel 50 előad(1sL mintogy 50 külföld i és l 20
wyz u K szakérLő hallgatta és v Ö{ay tat y meg.
A Konfonsrrnia diíszelnöke VV,1ssily Lr,ON
JŐAŐKc Nobcl-d íjas egyetemi ByÁú ó a mód
azor: olmélot.i megalapozója és első gyakor
lat.i al ku.lmazója volt.. Az elnöki I Ös z tet;
NYITRA[ L•\,rononé ál.larnt.i t.kú r-, !! Központi
St·.idisztilmi I l ivubal elnöke t öl tőt.be bo.

A Konforn11cián a,7, el6adók témuvá.lasz
Lúst1, rnt•gl()hetőscn hot orogén volt., A sok
rét.űség olh-nérc megkísérol íaü/ ü~ Konferen
cia anyt1,gál, az egyes előadások fő jcllern
zőj« nlaµjún núháriy témakör sznrinL cso
portosíLan i.

A Leontief-rendsze1· elméleti háttere 
és a fejlődés történeti tendenciája

A nyiLú plenáris ü lús k oret.ében NYITRAl
l•'.KHJ-:NONJ~ Az Aua,:;ati, Kapcsotatok Mérte
u é n 11k szerepe 11, nr!pr;11.zrl11.sá.q hely;:,cllinek é & 
fejl<]rl1!.sé11ek ele111zésélien (mu.rmm· l11.pr1,/:l.,tu
truok) « í ° óóu hé L,uLol;tu. mog <'l1,adús[1I,. Az
olöad,'u,; rövid át.tekint.ést. adu LL tL b,1zai
,,ganLt;i kapcsolati rnél'iegszárníLúsok tör
t énc t i fejl6déséről, inai hnlyzet ér61, majd
a módszer alkulruazású val kapcsola: os La
pas.r.t alatokról szfunulL bu. 1-Ciilün f0!11ívt.a.
1.1 figyelrncl·, Etr'l'tt, \,?gy napjainkban alllikor
a t,orvezés egyre rnkább al.Lernat ívákban
gondolkodik, az ágazati lmpcsolal;i mérlo
gek és t t szárnítústeclmika milyen lényege,;
segít,ségot; tnd a.dni e munkához.

A plenáris ülés második olőadójakénL
WASSILY LEON'l'IEF Néhány gondolat u
módszertani /ejlesztés irányáról és oz alkal
mctzósi terület k-iszétesítésének lehetőségeiről
rtz i11 put-outJJU.t elemzésben cín'lmel a mód
szer· továbbfejles,r,l;ésér61 fejtette ki néhán.v
elgondolását. Elöljáróban hangsúlyo.r.la a

módszer· kifejezetten empirikus karakterét,
uz elmélel, és y gyakorlat; között a szoros
kapcsolat font,osságáL a módszer életképes
ségének fenntartása s.r.empontjából. Azok
uak az összefüggéseknek melyeket ez a
gazdaságel.emzés.i eljárás leír, van egy ki
fejezeUen ,,fizikai" karaktere. Az elemzésbe
bevonható egyik új torüleL a piacon kívül
eső Lársftdalrni-ga:ioda,sági jelenségek és fo
lyamat;ok köre lehetne. Ilyenek a környe
zetszen nye:ioődés és az egészségügy. lu;zek
i.nkorv01·füásúra az input-output rendszer
igen <·lőnyös kereteket nyújt. Ebbe a körbe
l.t11:toznak a háztartások is, melyek ábrá
zolása szokás szerint, exogén. Az időben és
Lérbon részlet;ezeU háztartási jöveclelern
closzlúsok felvétele lényegesen javíthatná
n rends.r.er kifejező ernjéL. A:io alkalma
zási t;erület, kiszélesítése természetesen szá
mos köveLelrnényt támasz,t az adatbázis
sal s:wrnben. l<::zzel kapcsolat.ban az előadó
nyomatékosan aláhúzta.az egységes termi
nológi,t jelenLőségét. Ovott a t om1.elési
függvény túlzoLL egyszeríísítésétől és utalt
a kell<'> dezaggregáció fontosságára. Rámu
Latol,I w·1·a, hogy ráfordítási szerkezetről
volLaképpen esupán az egyes termékek
esetében leheL egyé1·telmüen beszélni, ter
mékcsoportok eset.ében rendszc·rin1; nem.
A:io el6adó az inp11t;-output, módszerrel ka
poU ol'edrnények átadására ún. forgató
künyv maLrixok készítését; javasolta. Igen
érdekosek voltak az. el/ladásnak a. .r.ok a l'é
szei, melyek a célfüggvény létezésével, a
t,ér és id6beli összehasonlít;ás ,iogos11ltsá<Yá
vttl és lehot.őségeivel foglalkozLicLk. Az elő
adó álláspontja a eélfüggvény megfogal-
1.!1azhatóságáról kifejezetten negatív volt.
Osszeliasonlítás helyeU, pedig inkább azok
nak a folyamatoknak a kutatását szorgal
mazta, rnel_vek két vagy több gazdaság
kapcsolatúL fejezik ki. A térben és időben
végreha,jtott összehasonlítáfmk éri-ékét, igen
viszonylagosnak ítélte az el6adó, tekintet-
1;el a termékek eltérő jellegére és állandó
cserélődésére. A dinamikus vizsgálatoknál
felhívta a figyehnet a tőke olya;1 szerepel
tct,ésél'e az input-outpnt rendszerben, mely
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funkciójával valóban tartalmi, érdemi
összhangban van. Uralt. arra, hogv a7, e
téren rendelkezésre álló könyvelést ecb n ikai
megolJások távolról sem kielégítóek. A
tőke működését illetve annak a Lerrnelés
alakulására gyakorolt hatását követ.keze
tesen műszaki felfogásban kell megjelent
teni a, modellben.

7:ALAI Enxő A marxi ertékmeqhntározá«
sctjátértl;krnodellje a munkaérték I ,t<•7,ér-;é
nek és unicitásának problémáját. tá-rgyal.t;a.
A különféle tei-rnékek (beleértve a munká t
is) értékéne-k és a hozadék-aránynak szi
multán meghatározásán.1, a,. Plőarló nr rn
'lineáris sajátérték modellt f'•>gal mazot.t
meg. ígazolta a nem negat.ív (poz.it.ív] meg
oldás létezését értékben, valós íeltét--levé
sek mellet.t, a egyi'1tt·l1at;6-rnftt.rix irr<-'rlllci
bilitásának kikötése nélkül. .A Ieltevés--k
a Leont.i=f-rnatrix hatékonyságára új kri
téiiumokat adnak. A sajátérték dofiniá.lá
sáról az előadó kimutatta, hogy az a mun lm
heterogén karaktere esetén nem kcrülhot.ó
el. Hasonlóképpen elsősorban .-Imélet.i ér
deklődésre tartatott számot, Vf X. iWATH.U:R
előadása is: N éhár1y qondolat a r;r,zrlrítlcorlál!
központi rnaqjárót inqnu-output keretben,
A ga7,rlálkodás edgeworr h-i olrnéleLéből
indult. ki. r\ gazdasúgi ulanyokat. olyan
egyednek tekinti, akik két és I öbbo ldalú
cserével igyekeznek helvznt.ükön javítani.
A gazdasági alanyok Pgyi'tt·tmííködő kü
zösségét és egy jószágcsomagot. definiálva,
az elosztás lényegében a csomag elj11UaLá
sát jelenti a7, .-gyiit tműköd6 part.nerekhoz.
Az eloszt.ás akkor hajtható vógre, lm lLz
Pgyiit.tmííködők valamennyi iigylrl cl, ma
i:;uk között; el I udják intézni. Az Pgyi.itt
működök gazdasági céljai szornpont.jából
u ldviil{tllók nem lé(Pz6k1.wk t okint het ők.
Ha r,,11.étPl<'z2X1k, hogy léh·zik (''.;V rnúsik
tömörülés is, tnf'[yhA1; s,,intén v>.Ín ,0losz
tás éci ,mn<'k t u.gj~i jobl> hnlp:Pt lwn van
nak, mint; az előhhi elos,,I { 1s osPI <'11: ,tkkor
ez 111 MJbi m·alkodó az olőbhihe7, kép<"sf, éR
gátolja az előbhiL.  kii7,ponti mag azok
nak az Blosz(úsoknak i>sszo»sép;P, melyek
megvalósíthatók és nem áll veliik sz,·mben
semmiféle uralkodó tömörülés. Anna,k de
monstrálásával, l1ogy a közpon Ii magban
az eloszlások Parrto-optimális kornpeLit,ív
jellegííek és hoi;:y a ga;,;dasági alanyok sdt
mának növnkedésével a központi mn.g a
kompetitív eloszlások halmazára mint htt
ráresetre zsugorodik: a fejtcget·ések az el
mélet általánosítását, a társadalmi javak,
a külső feltételek és a monopólimnok pmb
lémáját tárgyaJt-ák. Koz~fA fi'Enrrnc A tár
sarlrdmi-qa::rlasági jP[Pnsrg ten,,/~zete és
rnodell-rend8zere című olőaclása a gazrlasi't
~ot mint rendszert valamil_v<"n ma~asabh
rf'ndü élő orgrrnizmus analógiából vAzettf'
le. A rrnrls7.er lén,vegPs jellPnwon{tsa: nyi-

tottsága és az, hogy a tudatos befolyásolás
sokoldalú cllenrer,kc,iót., belál.J1at·,:iJlan mel
lékhatás-láncreakciókat. vált.hat ki. Az a
rnod<-'11,.endszcr, mely e;,;t az urga.nizrnust
képes átfogni: ct) av. anyagcse1·e (termelés,
ke,.nslrndelem); b) állagmutatók; r) mu.nka
PL"Ő (dern.og1·áfia); ti) L6ke újraLermelése;
e) termés7,cl.i körny,•ml, újratermelése: /)
feltét.dek-követ koz111ények; g) kapcsoló
clások-köveLkez1 nények: h) kiiliségopt.i
rnuro.-megtiléílegzési opLimmn modellek. Az
előadás a gazdasági mod,,llrzési gondolatot
igen Lágan értelmezte.  ,.,...t 1.iireke, leLt,
hogy minél teljesebb kép<'1 adjon, mi min
dMn I. kel leno beépíl <➔ni ,·gy , no, lellrenrl
Rz,,,·1,e, ha az ,,t felrnPri'il(I kél'désekrr kiel<',
gíL6 vúlaHzL alrn,r ndni.

 mérleg-szerkesztés problémái

r\z Blfíu.dl'.t;-;ok ,n{tf;ik rnt.~,Y <:Sopnrlju. ( 15
olöadás) 1;1,z inp11t.-011I p11r, t,'ti>lák sz.,,.koszt·é
sév,al, st;at.iszt ikújával iisszP{tllít,ásttk egyes
rH·szágokban ki11,la.kulL J'ffü1 ljével foglalko
zot.l.. N[. JC,i,jel,1,r1:n a Szovj1-,l,1111ióhan, ]{. M.
Siehnr/et az NI) l(- ban, l -f f 1V--1Ve l ulJ l é ft L(•ngyel
ors;,;ágl)l),n, Kuó,9·1u! Bals1.iy Nva. a Magya.1·
nrszágon,  f Pi1117Jrw a Po.rtughlitt.lnin, 8 f 
8Wgli·11 a,, N:-,Z l<:-h,111 folyó ,'tgttz,tl i kap
csoln.1',i mi11'iq(s;,;el'koszt·éf!i 111u11ld1król, ,tzok
t ör·t éuolmél'i;J a, l<1Lt-, ftt,1 okint.ésL I;. G<'.frlos
a Csehszlovák Alla,ni Tnrvbizoti;ság 20
(tg,,zaLo(; ('elöl.elő input.-ouLp11.t; tftblaszfn·
keszléRi m11nldtjút, m11tat,t,a be, D. J.
Hri/(l,8Zcz·u1c 11 KGST or·Kzágok és Lengynl-
01'87,Úg 1·övidl,-1jAraLú kiilkereskedelménok
()lernzéséhez és Lorvozé1,éhez hu,A7,11Alt. 1110-
dell I, l;{n•t,o, ,:i liallgal;óság el.é.

.I\ t iibbi fJMacl{u, Rzííkebh águ.z,d i, r<>gi"
núliR, vngv v,·1.ll11lnl i 1.dlmlm;1záRs11.I f_"og
lalkm,ot I. ·,~nldrnH vo!L r•7,ek között. 1-IAMZA
L.-1 IORÁNVI YI.- NÁRAY L. elöadáRu.:
Ánt P8 _jö,,Nlr•fo111 ·,nozqdsolmt Ö88zel.:rt7/f;.,otó
üi7n1t-o·ut7mt moil.Pll h rillmtmnzrísi lehetősé
uei a, tervezrsben. !•'.gy olyan zhl'I, input,
ont,pu L modell S'.1,erk1aRztéRi kísél'letéről
n.dot L ,1d11nnt·, mely a kifejezel,L jövndPlem
Fll'nmliLf,olrn,1', ÓFJ az ármozgáRoklml ki1poRo
latoR pénzfu·n.ml{1st; elkülöníti cg_vmi\stól.
f~zálLal a modell r l jöveclelern-vásárl{u,-t.er
melés-jövodelern kiirforgást kövoLl,or6vé
teszi. A megoldás lényegébon az inpnt
ontpnt tábla ún. negyedik moduljának ki
töJt.éRén 11lapul. A7- előadéts tárgyalLa a
t-ábla kitöltésének statiszt;ikai leheMségeit..
l<'elhív_ja a, figyelmet ájs7,edí gazcfasági
ös9zefliggésekre: bemutat egy ú.i úrelven
alapnló árszámít,áRL, mely a már ismert
tényezőkön I úl számol a kr-,resleti szerke-
7,ettf'l {,,; a jövr'cif'lern újraelosztásával is.
Bnnvihen ,A, rnegolclás kél ségldviil újszf'rŰen
közPlít,i ,npg 11z hr-jövcdelem-pén7,i'1gyi poli-
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tika témát. N. Vavrejnova a Csehszlovák
gépipari és kohászati ágazatokra használt
input-outpua.t táblszerkesztési munkákról
tájékoztatta a hallgatóságot. Rechnitzer J.
Baranya, Somogy, Tolna és Zala megye
terüleLének egészére és egyenként a me
gyékre kidolgozott modellt, mutatott be,
amelynek segítségével a területi termelési
kapcsolatokat vizsgálta. A regionális mo
dell a terület.i egységek közötti ,,import"
és ,,export" st.abilibásáb, a szerkezet vál
tozásának kérdéseit érzékenységi vizsgá
latokkal elemezte. A további előadásokon
tájőkoz.tutást kapt.unk a Szolnok m.egyé
ben a területi és a vállalati fejlesztési ter
vek ellenőrzésére kidolgozott modellről,
a hazai nehézipari ágazat gazdaságelemzé
sében szerzett tapasztalatokról és az input
output eljárás előnyös alkalmazási lehető
ségeiről. termelőszövetkezeteink gazdálko
dásának elemzésében és tervezésében.

Gazdaságelemzési és tervezési 
alkalmazások 

A:,,, előadások harmadik nagy osoport.já
ba a közgazdasági gazdaságelemzési és
tervezési alkalmazások sorolhatók ( 14 elő
adás). Az alkalmazások túlnyomórészt a
at.a.tikus input-output rendszerekre alapo
zócl talc, két előadás kísérletet tett dina
mikus rendS7,erek hasznosítására is közgaz
dasági témák tárgyalásánál.

J. JAREMENKo-1::. JERSOV-A. Szvns
LAJEV Az ágazatok Icapcsolauü leíró modell
a Szm~jet·unióban című előadása egy olyan
modelli. ismerte Lett, melyet a I radicionális
input-output rendszerből fejlesz.tott.ek ki,
annak kiterjesztésével és ál.taláuoaít.áaával
a Szovjetunió középlejáratú ( 5- 7 éves)
tervei kidolgozásához. A modell minde
nekelőtt számításba vesz néhány termék
nél kínálati korlátokat, másoknál pedig
szám?! v._iszonyla_gos felesl~gekk_el. A rend
szer Jól illeszkedik a Szovjetunió gazdasa
gának fejlődéséhez az 1970-1975 időszak
ban. A modell 18 ágzat termelési kapcsola
tain épül fel, a végső felhasználás 12 szek
torban részletezett. Az eljárás lényege,
hogy a szokásos

x«, :i, t) = a;j(t)* Q(j, t)

összefüggést a

X(i, j 1 t) = ae + a1(t) Q(j, T { +
+ a2(t)Q*(i, t) + aJ. t { X*(m, n, t) + a" (t)

összefüggés helyettesíti, ahol az a2(t)Q*(i, t)
az i-ik termék kínálatának hatására utal
és Q(i, t) vagy exogén vagy egyenlő az
i-ik termék folyó termelő és végső keres
letének összegével.

Munkaügyi vonatkozású témát két dol
gozat tárgyalt. RÁ.ez ALBERT Néhány gon
dolat ct munlca termelékenységéről és a ter
melés szerkezetéról círnű előadásában a ter
mékszintű termelékenység mérését vizs
gált.a. A terméket létrehozó folyamatot két
szakaszra bontja, ennek megfelelően a ter
melékenység változás indexet mint az ága
zaton belüli és az ágazaton kívüli hatás
szorzatát definiálja. Az ágazaton belüli ha
tást pedig ismét két tényező szorzataként
ért.ehn--zi. Nevezetesen: az élő és a holt
munkának az ágazati indexre gyakorolt
hatását különíti el egymástól. Az előadás
második része az élőmunka szerepét tár
gyalta a végső felhasználás egyes össze
tevőinél: a fogyasztásnál, a felhalmozás
ban és _az exportban. FLOREA GY.
OLAJOS A. Az input-output elemzés haszno
sítása mitnka-ügyi téren .Magyarországon
alapgondolata, hogy a munkaügyi irányí
tás kolló ellátásához nem lehet lemondani
arról az információ többletről, amit a
végső felhasználás biztosításához szüksé
ges élőmunka-ráfordítás elemzések nyúj
tani tudnak.

Az energiakérdés három igen eltérő fel
fogású, de egyaránt input-output eljárás
sal operáló tanulm.ány tárgyát képezte.
J. BEUTEL és H. MÜRDTER Az energia
áramlás input-output elemzése és az opti
máli« termelési tevékenységek meqhatáro
zása e. előadása az NSZK energia poli
tikai problémáit veszi szemügyre. A táblák
45 ágazatra részletezve ábrázolják a ter
melési tevékenységeket. Sajátos jellemző
jük, hogy az energiaforrásokat értékben és
mennyiségben (cerajoule) egyaránt tartal
mazzák. A továbbiakban a szokásos Leon
r.ief-rondsvor, mint. programozási modell
újra fogalmazódik. Előnye, hogy az általá
nosított input-output modell nem csupán
a jól ismert három modellt, hanem a negye
diket is magában foglalja. Az eljárás követi
a korszerű fogyasztási elmélet alapgondo
latát; a fogyasztó elsősorban bizonyos fo
gyaszLási tevékenységek realizálásában ér
dekelt, nem a javak és a szolgáltatások bi
zonyos mennyiségének fogyasztásában. A
fogyasztási tevékenységek azonban ráfor
dításokat követelnek meg, mégpedig ál
landó arányokban. A végső felhasználás
vektorát ily módon a ráfordítási együtt
hatók adott sorozata alkotja. A cél a végső
felhasználás maximálása adott ráfordítási
szerkezetben, az elsődleges ráfordítások
exogén módon adott nagysága mellett.
Egyetlen végső felhasználás vektor esetében
ez a tevékenység a célfüggvényben egy
,,szorzó"-val, értékben fejezhető ki. Az
input-output rendszer halmozott ráfor
tási együtthatói a programozási modell
optimális megoldásánál a versenyző ada-
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tokból és az árnyék-árakból származtat
hatók. Végül az előadás ismerteti, hogy az
energia ágazatra hogyan határozhatók
meg tapasztalati úton a műszakilag haté
kony termelési folyamatok. A Iineá ris prog
ramozási modell ebben az ált.a.lános alak
jában felhasználható input-out.put. strnk
túrák idő- és térbeli összehasonlítására is.

MOLNAR I. előadása áttekintést adott a
hazai energiafelhasználás alakulásának jel
lemző vonásairól végső felhasznú.láai célok
(fogyasztás, felhalmozás és export) szerint
1970-1979 között.

:MURAKÖZI E.-GLATTFELDE.R P. A. kő
olaj árrobbanásánalc luüása a magyar nem
zeti jövedelemre abból indult ki, hogy a
70-es években az olajárrobbanás a, bekö
vetkezett árváltozásokat csupá n részben
magyarázza. A szerzők az J 9 7tí évi i nput
output táblára támaszkodva kísér-let.ct tet
tek, hogy ennek a résznek a nagyságát
behatárolják. A számítási eredmények azt
mutatják, hogy az import 37%-os és az
export 16,8%-os áremelkedése mellct.t
1970- 197G között - ebből az energia
hordozók úrvá ltozásának j•~lentős szerep
tulajdonítható - a nemzel közi jövedelem
ben mutatkozó veszteség, mint egyenleg
.l,7-8%-os határok között, IW('Rülh.ető.

Az export-import témakörrel, népgaz
daságunk import szükségleteive] a kon
fereneiún még további három magyar elő
adás foglalkozott.

Két dolgozat dinamikus input-our.put
rendszerekkel tett kísérletet ágazati fejlő
dési pályák jellemzésére. Ezek a számítá
sok egyelőre kísérleti stádiumban vannak.

SCHUllIANN J., MEYER U., J.'INNO U.
Input-output modell az ágaznti fe.flőrlém·e és
az árirulexek: az NSZK-bun cimű előadása
egy ökonomet.riai jellegű dinamikus input
output. modellel végrehajtott vizsgálatok
eredményeit, ismertette. A modell az
innsbrucki VII. Nemzetközi Input-Output
Konferencián bemutatott Dieckheuer-«
NIeyer-Schurnann rendszr-r tökéletesített
változata. A modell minden P.?yes ágr:1,zati
végső felhasználáson ad egy fogyasztási
és egy export függvényt. Az egyes ágaza
tokban további két árfüggvény értel
meződik. Egy, amelyik a hazai és egy másik,
amelyik a külföldi érrékesítési árat ma
gyarázza. A javított változat.ban új a be
ruházási függvény is. Ez az ága.zf.tti beru
házások termékösszetételét a beruházási
javak ágazat i kínálatával magyarázza.
A modell 14 ágazatot ölel fel magában az
1960-1974 időszakban. Működőképessé
gét az előadás az endogén változók ex post
szimulálásával demonstrálta a vizsgált idő
szakra. 

CSEPINSZKY A. A. tényleges és az input
output modellel meghatározott fejlódési pályák

é8 árváltozások a, 70-es években JY'Iagy<tr
országon című előadása egy ökonometriai
nyílt dinamikus input-output modell fel
használásával az ágazati termelési; és az
áralc változását mutatja be az 1970-1979
évi időszakban. Az input-output tábla
négy ágazat t.ermolési kapcsolatait írja
le. A végső felhasz.náláson belül az ágazaCi
fogyasztások és exportok meghatározására
ökononwlria.i ff,ggvények szolgálnak. A be
ruhúzási összefüggéeek az éves ágazati
termelés növekrnényeket és az üzembe
holyozot.t beiuházásokat. állítják egymás
sal szembe. Az árindexek képzéséhez az
elsődleges ráfor.Htások alakulását crendek
jellcmzik ,:t rendszerben. A szerkozeti fel
rétoleknok, boruhúzúsi hatékonyságnak és
a fogynf!zt{tsi valamint export; fiiggvény
nlal« 1 lásának megfolelö ágazati fejlődési
pályúkat. 11 si:tjM,értékek és saját.vektorok
sregíLsógévol hat{u·ozza mog.

T. IWASAKI nlőa.dúsu Az árváltozás-prob
ühnárci r1.Lfwlm,0,zott inpnt-ou,tptit elem::,,s fe
li.ilv·izs(!álato, .Jriránbnn l'ámrrtatoU, tLt't·a,,
hogy Japán gazdasúgi holyzc,l,ének ufaku
lá,srt Hl5!5-llll lrnzdvo a gyor,1 ni;vekc-rlés,
r. 70-,!S év,\k (1IRő Cnléhen a 87.0rkczoLi sl,ag
n{l.lús, majd A, gyorsan foko7.ódó infláció,
tLz állami éR 1.t rnagán gazdaRági k11Lató
csoportokat ogyaJ'ánl·, l.apa,sztaluti inp111;
output elnn77,ések kész.íLéséro öszLö11iizLék.
F:wk tL vizsi:;álatok kilnrjedt"k ti költ,ségok
,~,. a?, i'trak kü:,,iiLl.i iisRzBfi',guésnk tanulrná
nyozásáru is. Az ,•lfüuJó nz -~1/J.bbi lrnLat;{L.
sÖk hasznosság{u.,61 igy/Jkezel.L képel, adni.
Kiiv0tkeztotés1:i ,w, a,l{tbbiakba11 foglulila
t,ók összn:

az ·input-o"I pt1I·, l't•ndszel' nc:m mindig
,.1,lka,lnms a1/, úrnlak,dás rnagyadw.áPftra;
a kodátok, a rends'1,rn: b(1is/í sajúLm,,d,
gaiból adód no.le fGzek n. linearil Ú9, az
1.mícit,áR, 11z {1,HandóRúg, r;, statik,1Rsf,g;
:jólleheL az ár.r,c•nds,.er: éB Et rc11l rondszor
között az inpuL-oul'.pul. modnllben (ltr:cli
tás áI.I f<-mn, n fizilrni és a pén•1,r,'11d
svirbon készülL ol.sz:',molftsok rnéf;Rem
t.ekinthotők minden vonal,lrnz{1slmn Rzn
renoséfJen integrálta.knak ,., r1°ndNZ<'r' Jrn
retében.
E. Helm8tu.dtm· és J, l?·ichterrinr1 i:t f'áfo,·

díl:,ási és kibocsátási ogyül.thatók sCabjli
tását veUe szemügyre a s,tatikns, nyílt,
input-outpnt modellben. JiJ. Kigyóssy
Schnvidt-U. Schwart a,z inpnt,-01ILput táb
lák egy lényeges értékelési problémájám
igyekezett kielégítő megoldást találni. Ne
vezeteson: míg az anyagi ágazatok kibo
csátásai a ráfordíLásokon kívül a hasznot
is tartalmazzák; addig az ingyenes, nem
anyagi szolgáltatások értéke, mint; a rá
fordítások összege jelenik meg a táblák
ban. Az ajánlott megolrl:!ts: az ágazatok
egymás közöUi kapesolatának mérése ne
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csupán természetes mértékegységben va,gy
a. bruttó termelési értékkel történjék. Az
ága.za.tok közötti kapcsolatokat, munkaóra
ban, valamint; az állóeszközök költségében
mérve következtetések vonha.tók le az
anyagi és az ingyenes szolgálta.tások kap
csolatáról, értékéről.

G. V. L. NARASIMHAM Kalman-szűrő
eljárá» iripui-output együtthatók előrejelzé
sére című előadásában az egyik fő kutatási
torülctet , az ágazatok egymás közöUi ke
resletének előrejelzési lehetőségeit tárgyal
ta. Az input-output együtthatók állandó
ságának feltételezése esetén az előrejelzés
hatásfoka meglehetősen gyenge. Korszerű
aítésükkel 1t hatásfok javítható. Figyelembe
véve a végső felhasználás és az ágaz1tti
bruttó termelés újabbkeletű idősoraiból
származó inforrnációka.t - a szabályozás
elmélotből kölcsönzött eljárúst.: a Kalman
szűrő t alkalmazza. Az eljárás mint bayes-i
optimális becslési problémája is megfogal
mazhntó.

BÁNKöv1 GY.-VELWZKY .T.-ZmR
::IIANN M. Az input-oittp,tt ern;iit!Jwtók ala
Iculásánalc becslése és dőrcjclzé8e alapgon
dolut.a., hogy az egyes évekre szr-rkeszt.et.c
iuput.-ou t.put. tá.blá.k egymást. követó
eg_yütLha t.ó rendszerei úgy tekinthetők
mint, diszkrét paraméterekböl képzett mát
rix-sorozat ok realizúciói. Az előadás célja:
tájékoz te.rúat adni egy új módszerről, az
ált.alá.nosf or L dinamikus főkomponens el
járásról. A korá?ba,n kidolgo7;ott eljárás
áh.alánoaít.ása az idősorokból kepzett vek
tor-okról a, rnátrixokrn, előnyös lehetőséget
ad a;c input-out.put cgyütthatóknál az idő-

beni változások dinamikus tendenciáinak
becslésére.

Más előadók foglalkoztak a gazdasági
szervezetet jellemző mutatószámok meg
határozásával {111.. Kraft), a szingularitás
problémáival a dinamikus Leontief model
leknél (V. Meyer), az aggregáló függvény
hasznosításával. az importarányok megini
tározására sokszektoros modellben (S.
Nokarnure ), az aggregációból eredő infor
mációvesz teség csökkenthetőségével (Lan
ger L).

Ugyancsak az aggregáció torzító hatá
sával, szerepével az árváltozások és érték
beni folyamatok vizsgálatánál és a hatás
csökkentésének egy módszerével foglalko
zott Kupcsik J. A hazai ármodellekről
beszélt Iiiecke fV. és rámutatott arra, hogy
ha a lineáris programozási modell, a ter
melési tényezők költségeit minimálja, az
árnyékárak nagysága, és szerkezete ugyan
az, mint az input-output technikával szer
keszret.t úrindexeké. Jll/.ikó Oy. nemlineáris
input-output modellekről beszélt, Halpern
J,. pedig egy dinamikus input-out-put mo
dell és a kölcsönt nyújtó magatartást leíró
elrnéleLi rendszer összekupcsolását tár
gyaltii,.

J;;.i,1'8 Albert foglalta, össze a konferencia
tanulságait., Kiemelte, hogy a különböző
országok és intézmények munkájának,
tapaszt.alat.aine.lr megismerése hozzájárul
hat a, hazai, de a más országokban folyó
munka továbbfejlesztéséhez is. A 10 éven
ként, tartott konferenciák sorában a har
madik további eredmények forrása lehet.

CS. A-P. T.
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