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BrODY ANDRAS

A tervezett és a valésigos megtakaritasrol

Az arak segitségével a gazdasig szerepldi latszélag képesek kiszamitani don-
téseik kovetkezményeit. A lovak és a traktorok dra segit eldonteni, hogy a
parasztgazdasignak érdemes-e traktorral széntani.

Usakhogy az ilyen dontések — ha valéban 4ltalinosak — visszahatnak az
drakra is. Ha a mezégazdasig dtnyergel a 1616l a traktorra, akkor a lovak (a
kereslet csokkenése kovetkeztében) olesébbodnak, mig a traktorok (a kereslet
novekedése folytan) viszonylag drdgulnak. gy valészint, hogy az j technika
bevezetése utdn, az ) arrendszeren kiszamitott és ténylegesen elérhet§ meg-
takaritds egészen mas lesz, mint a tervezett.

A t0kés és szocialista termelés mintegy két évszazados folytonos ,,moderni-
zaldsa” ellenére hatékonysiguk f6 mutatdja, az elért atlagos évi novekedési
litem nem gyorsult szamottevden, s6t az utébbi évtizedekben még lassul is
vildgszerte. A tervezett nyereségek tehdt nem valtak valéra.

Ha novekvd hozadéki termelésrdl esokkend hozadéki termeiés felé helyet-
tesitiink, akkor konnyen akadhat olyan eset is, amelyben a helyettesités el8ze-
tes szamitds alapjdn igen gazdasdgosnak tiinik, azonban éppen végrehajtisa
révén a vélt megtakaritds valdsdgos veszteséggé valik. (Lasd példdul az olajjal
helyettesitett szénenergia esetét.)

A gazdasdgi dontéseket korunkban tehat tobbnyire valésdgos kovetkezmé-
nyeik mérlegelése, ismerete, s6t megismerhetGsége nélkiil hozzik meg.

A matematikai gazdasigtan kindl ugyan valamelyes segitséget, azonban
csak mesterséges feltételezések bevezetésével: ha feltessziik, hogy a termelés
hozadéka konstans minden dgazatban és az érintett termékek korlitozas nél-
kiil ijratermelhetdk.

A feltevés alapjan a termelés és az drak Gsszefiiggéseit jol kozelithetjiik egy
Leontief —Sraffa tipust input-output rendszerrel, ahol is a kovetkeziképpen
érvelhetiink:

Legyen az eredeti rendszer riforditdsi egyiitthatéinak matrixa 4 és drrend-
szere p. Akkor az arrendszer és az elsGdleges raforditasok! v értéke kozt a kovet-
kezG osszefiiggés all fenn:

(1) p=pA + v,

! Széndékosan nem specifikaltam v értékét pontosabban. Ez lehet munkaéra, ha ér-
tékre gondolunk, profit vagy adé ha egyéb drrendszerekben kivénjuk interpretdlni a
gondolatainkat. A fontos, hogy minden ami vdltozhat magdban az A métrixban szere-
peljen, s igy v tartalmazhatja mindazt a maradékot, amit a déntés nem érint.

1 Szigma
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amib&l a Leontief-inverz, @ = (1 — A4)~1, felhasznalasaval kovetkezik. hogy

(2) p = vQ.

Adédjanak most 4j technikai lehetdségek, amelyeknek a tervezett és a tényle-
ges kihatdsit ossze kivanjuk vetni. Az 1ij technika mellett az egyiitthatok
matrixa megvaltozik

(3) A* = A — H,

A H matrix tehdt az 4j technolégidk bevezetésébdl szarmazé | helyettesi-
tési” matrix, amelynek dltalaban pozitiv és negativ elemei lesznek. A negativ
elemek a tobbletraforditast, a pozitiv elemek a megtakaritdst jelzik a régi tech-
nolégiakkal szemben.

Akkor dontiink az 4j technol6gidk bevezetése mellett, ha pH minden eleme
pozitiv (tehdt a megtakaritds mindeniitt meghaladja a tobbletraforditast).

A megtakaritas vélt, ,,ex ante” nagysigit a

(4) p = pHz

bilinedris szorzat adja meg. Itt  a teljes termelés vektora, amelyet az (1) egyen-
let dualisaként az

(5) x=Ax + y

osszefiiggésbil kapunk meg.?

A déntések megtorténte utan azonban nemesak az egyiitthaté-matrix, ha-
nem p és x értéke is valtozni fog és a megtakaritds tényleges ,,ex post” nagysi-
gat a
(©) p* = p*Ha

érték adja meg.
Az ,ex ante” és ,ex post” megtakaritds kozt marmost a kovetkezd Gssze-
fiiggés all fenn®

(7) p* = p*Hz* = pH(1 + QH) %x.

Mivel QH &ltalaban pozitfv elemekbdl all (hiszen pH 0 a hatékonysag fel-
tétele és p a @ métrix sorainak pozitiv linedris kombindci6ja) az ,ex post”
megtakaritds altaliban kisebb, gyakran sokkalta kisebb, mint az ,.ex ante”

remélt.
Ha csak egyetlen szektort vizsgalunk, akkor az osszefiiggés még frappin-
sabb. Legyen ugyanis a vélt megtakaritds a termelés egységén

(8) u = ph,

ahol p az arrendszersor, h az i-edik szektorban vizsgilt helyettesitési lehetOség
oszlop-vektora. Ekkor

B
(©) £ =
I
2 Itt y a végtermék. Ertékét ismét nem hatérozzuk meg pontosabban; ez az a vektor,
amelyet az 1) technika bevezetése nem érint. Lehet személyi fogyasztds vagy export
stb. — ugyanolyan maradék, mint az imént v értéke volt.
3 A bizonyitdst ldsd a fiiggelékben.
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Az egységnyi megtakaritds ,,ex ante’”” felmérésénél elkovetett relativ hiba gyor-
san szamithat6 a Leontief-inverz ismeretében: nem mas, mint a helyettesitési
i mennyiségek megtermeléséhez sziikséges teljes termelés az érintett 7. szektor
termékeibdl. Ha ez a mennyiség negativ, akkor alabecsiiljiik, ha pedig pozitiv
(altaliban pozitiv lesz), akkor folébecsiiljiik az elérhet§ megtakaritast.

A (9) egyenletben jelzett vildgos és egyszerii szamitast el lehetne végezni
minden gazdasdgi dontés mérlegelésekor, persze csak olyan — dltalaban elég-
telen, kozelité — részletességgel, ahogyan az inverz rendelkezésre all.

Vegyiink példinak egy képzelt mezdgazdasigi Wjitds esetét, amikor a vegy-
iparbél szérmazé 10 fillérnyi mitragydval a mezdgazdasighdl szarmazé 20
fillérnyi vetémagot lehet megtakaritani. Az ,.ex ante” megtakarités tehat egy
forintnyi termelésre 10 fillér. Mivel azonban az inverz megfelels koefficiensei-
nek értéke az 1979. évben [1] 0,17, illetve 1,43 volt, ezért Q;h értéke kereken
0,26, ami azt jelenti, hogy az ,,ex post” megtakaritds valamivel 8 fillér alatt
lesz a (9) képletnek megfelelen. A kiilonbség ugyan csekély, de nem jelen-
téktelen: a tervezett és a tényleges megtakaritas kozt 26 szazalékos az eltérés,
az utébbi rovisara, s akkor még nem vettiik figyelembe, hogy az tjitas kiovet-
keztében a teljes termelési értékek is véltozni fognak és szintén csokkentik az
eredetileg remélt megtakaritis végosszegét.

( Beérkezett : 1981, november 16-dn.)

FUGGELEK

1. Allitds :

Ha Q = (1 — 4), akkor Q* = (1 — 4 + H)~' = Q(1 + HQ)™* = (I -+ QH)-1Q
Bizonyltds :

(1—A + HQ( + HQ) ™' = (1 + HQ)(1 + HQ)~* =

illetGleg (1 ++ QH) Q1 — A + H) = (1 4+ QH)~Y(1 4 QH) = 1
2. Allitas:

Ha p = vQ, akkor p* = p(1 + HQ)™?
Bizonyitds :

P* = Q% = vQ(l + HQ)~' = p(I -+ HQ)~?
3. Altitas :

Ha z = Qy, akkor a* = (1 4 QH)

Bizonyitds :
@* = Q*y = (1 + QH)"Qy = (1 + QH) 'z
4. Allitds :
p*Hz* = pH(l 4 QH) 2z
Bizonyitds :
PX(1 + HQ) = p
amibdl p*H + p*HQH = pH
azaz p*H = pH(1 + QH)~!
amibdl x* = (1 4 QH) 'x-el valé szorzds utan az &llités kovetkezik.

1*
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ON PLANNED AND REAL SAVINGS

Technological decisions made on the basis of prices have a repercussion on prices,
therefore calculated and effective savings do deviate from each other. A method is given
how this difference may be computed from the Leontief-Sraffa model.

[MJIAHUPYEMAST 1 PEAJIbHAST S9KOHOMMUSI

[TpuHsTHIE HA OCHOBE IIeH TeXHOJIOMMYECKHE PEIIeHUsT MOTYT OKasaTh 00paTHOe BO3geHCTBHE
Ha IeHbl, M M0ITOMY 3arIaHUPOBAHHAS M (PAKTUYECKAsT IKCOHOMHSI MOTYT ObITH Pa3JIMUHBIMIL
B craTbe npejgcTaBieH METO/ BBIYMCIIEHHsT 9TOr0 PA3JIMUMST € MOMOLIBIO mMojeu JleoHTbeBa—

IIpadda.



KOoRNAT JANOS—SIMONOVITS ANDRAS

Egy makronsvekedési modell
matematikai tulajdonsagairol

1. Bevezetés

Cikkiink egy novekedési modellt elemez, amely — elmélettorténeti el6zmé-
nyeit tekintve — elsdsorban Harrod, Neumann és Kalecki modelljeivel rokon.1
A modell feltevéscinek, valtozdinak és egyenleteinek részletes kozgazdasagi
értelmezése és indokoldsa a ,,Novekedés, hidny és hatékonység” eimii konyv-
ben taldlhaté.? Az a néhdny mondat, amelyet ebben a cikikben a modell koz-
gazdasigi jellemzésére szinunk, nem pétolja a kionyv megismerését. Jelen
cikkiink célja a konyv kézgazdasagi mondanivaléjanak kiegészitése a modell
néhdny tulajdonsdganak egzakt bemutatasaval, s az ezzel kapcesolatos tételek
matematikal bizonyitdsaval.

A modell makroszinten, tehdt mindennemti agazati bontds nélkiil irja le a
gazdasig szdmos fontos osszefiiggését. Magdban foglalja mind a redlszféra,
mind a szabdlyozdsi szféra leirasit. (Kz utébbiban kiilonbozik szémos més néve-
kedési modelltdl, amely csak a redlszféra lefrdsdra szoritkozik.) A realszféra
modellezésében alkalmazott feltevések eléggé dltalanosak; tohbé-kevéshé meg-
egyeznek a linedris novekedési modellek szokasos feltevéscivel. Ezek tehat nem
mutatnak rendszer-specifikus — csak a szocialista gazdasigra jellemzd — vona-
sokat. Kzzel szemben a szabalyozdsi szféra modellje rendszer-specifikus. Olyan
osszefiiggéseket emel ki, amelyek kifejezetten a szocialista gazdasagra jellem-
z6ek. (Példaul a beruhdzdsok volumenének szabalyozasa kiilonb6z4 mennyi-
ségi jelzések hatasdra stb.)

A modell szemléltetni akarja azt a gondolatot, hogy a szocialista gazdasaghan
meghatdrozott belsé szabdlyossdgok miikodnek (,,valaszfiiggvények”, kiilonbozé
helsé jelzésekre reagild visszacsatolisok, normak stb.). E szabalyossagok érvé-
nyesiilése biztositja, hogy a rendszer — meghatarozott kiilsd feltételek mellett

képes konszolidalt, ,,normdlis” miikédésre. Ha normal palyajardl letérne, a
bels§ szahalyozdsi mechanizmusok képesek visszaterelni oda. K gondolatokat
tamasztjik ald — az absstrakt elemzés sikjén — a jelen cikkben targyalt téte-
lek a rendszer normal palyajarél és a norma szerinti szabalyozas stabilitasarol.

A modell kisérletet tesz a hiany tujfajta makroszintii modellezésére. A Z
swintétikus hidny index a rendszer latens véltozéja.? Osszevont formaban fejezi

'E modellek ismertetését ldsd példdul ANDORKA—DANYI — MARTOS [2], valamint
LicrTi—S1vAk [4] kényveiben.

* A [3] kényv alapjaul szolgalé modellt Kornai Jdnos szerkesztette, s 6 végezte el az
ezzel kapesolatos kozgazdasdgi elemzést. Simonovits Andrds mér a konyv irdsakor is
segitségére volt a modell matematikai tulajdonsagainak vizsgalatdban. A jelen cikk szd-
mdra Simonovits Andrds végezte el a tételek matematikai bizonyitasét.

® A latens valtozék értelmezésérél és Skonometriai kezelésérél 14sd példéul HERMAN
WorLp [5] és A1GNER— GOLDBERGER [1] kényvét. Magyarorszagon Meszéna Qy., Ziermann
M. és Rimler J. végeztek bizonyos tekintetben rokon feladatok megoldésara irdnyuls
vizsgélatokat.
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ki a gazdasagban megfigyelhetd sokféle részleges hianymutat egylittmozgasdt.
A makrodinamikai modellen beliil e valtoz6 kétféle szerepet jatszik. Egyrészt:
mformdcios valtozd; jelzésére reagal a modell sokféle dontési valtozdja. Mas-
részt: redlhatast gyakorol az input-output ardanyokra: a folyé és a beruhazdsi
inputok felhasznalasidra és a munka termelékenységére.

A modell jelen stadiumban kizardlag az absztrakt (,,tiszta’’) elméleti elemzés
céljaira hasznalhaté. A | Novekedés, hatékonysag és hidny” c. konyv is elmé-
leti sikon foglalkozik olyasféle kérdésekkel, mint példdul a rendszer (matema-
tikai értelemben vett) stabilitdsa, a foglalkoztatis és a hatékonysig kérdései,
a novekedés extenziv és intenziv? szakasza és igy tovabb. Ha a kutatds egy
késobbi szakaszaban tkonometriai alkalmazasra torekednénk, akkor ehhez a
modell szamottevd atalakitisira lenne sziikség, nem utolsésorban annak figye-
lembevételével, hogy milyen adatok allnak rendelkezésre a paraméterek becs-
léséhez.

2. Az egyenletrendszer részletes formaja

Az aldbbiakban ismertetjiik a modell egyenletrendszerét. A kozgazdasagi
értelmezést néhany helyen az egyenlet egyes tagjai ala tordelt rovid verbalis
magyarazattal adjuk meg, masutt viszont sziikség lesz részletesebb kifejtésre

és indokolasra.

2.1. REALSZFERA: Készletegyenletek

Outputkészlet
(2.1) Ul = Uit e 1) o Xl 1) (= DL = D)o
Loutput- termelés|  |vallalati héztartasi
; készlet | | visdrlds | vasarlas ‘
Inputkészlet
(2.2) Vi) e Hielfik Yot Vi A i o Bl = 1
input- | vallalati foly(’)i beruhazasi
készlet‘[ ' visdrlds input, input
Beruhdzasi elkotelezettséy
G-l neG
(2.3) K(t) = 2 Bu(n)M(t —9)
B=1 r=0+1
A modell, évjarati” (vintage) szemléletben irja le a beruhazasi folyamatot.

A t-edik évben M(t) volumenti beruhdzdsi évjirat indul, amelynek megvaldsi-
tasa Osszesen G éven at tart; a (f gesztdcids 1dé exogén paraméter. A volument
a tervezett beruhdzasi kiaddsokkal mérjiik; a tényleges beruhdzési raforditis
— a hidny fliggvényében — eltérhet ettdl, amint az majd a (2.5) egyenletbdl
kit{inik.

4 Ebben a dolgozatban csak az extenziv novekedési szakasszal foglalkozunk, s figyel-
men kiviil hagyjuk az intenziv szakaszra vonatkozé kiegészitéseket és modositdsokat.
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Az M(t) volumenbdl rendre B(1) M(t), f(2) M(t + 1), . . ., BEM(t + G — 1)
beruhdzasi input lenne esedékes, ha a kiaddsok az eredeti terv szerint alakul-
nanak, ahol f(z) a beruhazési évjarat megvaldsitdsi részarinya (29.,8(7) = 1).

A K(t) beruhdzdsi elkitelezeltség a még megvaldsitas alatt 4116 beruhazasi év ja-
ratokbdl még hatralevé, esedékes inputokat Gsszegezi.

2.2. REALSZFERA: Input-output kapesolatok
Folyo input
(2.4) A(t) = oy X(t) + az(Z(t) — Z*(t)).

Az A(t) folyo input két tételbdl tevidik dssze. Az els6 a termeléssel aranyos;
ay a folyo input egyiitthats. Kizédrélag a termeléstdl fiiggne a folyé input, ha a
tényleges hidny egyenlG lenne a normél hidnnyal. Amennyiben a tényleges

hidny nagyobb a normalisnal, akkor — az egyenlet jobb oldaldnak mésodik
tagja szerint — nagyobb lesz a folyé input; ellenkez§ esethen pedig kisebb.

Beruhdzdsi input

G-1
(2.5) Bty = ,,2':) Pu@ + 1) Mt —9) +  B,(Z(t) — Z*@)) .
‘beruhdzdsi | a megvaldsitas alatt = 'anormal hidnytél vals
| input L all6 évjdratok esedé-  eltérés fiiggvényében
| kes beruhdzdsi in- | "’hozzéadand(’) (vagy le|
| putja, normél hidny | vonand4) beruhdzisi
| mellett  input |

Munkahelyteremtés
(2.6) J(t) = 4D M(¢),

ahol J(1) a t-edik évben kezdddott évjarat altal teremtett munkahelyek szdma,
% & kezdeti munkahely-teremtési egyitthats, @ pedig a munkahelyteremtés niveke-
dési tényezije. A formula azt az ismert tendenciat fejezi ki, hogy a mfiszaki
fejldés nyoman évjaratrél-évjdratra csokken az egységnyi beruhdzasi réfor-
ditas dltal teremtett munkahelyek szdma.

Beruhdzisi évjdrati termelékenység
(2.7) q(t) = 2!

ahol q(t) a t-edik évben kezdett beruhdzdsi évjdrat munkatermelékenysége, i a
kezdeti évjirati munkatermelélenységi egyitthats, ¥ pedig az évjdrati munkater-
melékenyséy novekedési egyitthatdja. Ez a formula is ismert tendenciat fejez ki:
a miszaki fejlédés nyoman évjaratrél-évjaratra nd az Gjabb és djabb gépeken
végzett munka termelékenysége.

Standard termelékenység

T4+G—-1 T+G—1
(28) pt) = 3 J(t — D)qlt — B)| 2 J—0) — (P)I7) IT(Z() — Z*(1)).

A jobb oldal elsé tagja az évjarati termelékenységek silyozott atlaga, még-
pedig aszerint silyozva, hogy a kiilonb6z8 évjératok milyen ardnyban vannak
képviselve a t-edik évben miikodd 4ll6t6kében. Minél magasabb a viszonylag
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1j évjaratok részardnya, annal magasabb értékfi a tort. Nevezziik ezt a terme-
lés/munka hanyadost miiszaki termelékenységnek. Mérnoki szamitdsokon alapuls
elézetes becslésekre épiil, amelyeket azzal a varakozassal alakitottak ki, hogy
a hidny normalis intenzitdsa lesz.

A masodik tag korrigalja a miiszaki termelékenységet, attol fiiggben, hogy a
tényleges hidny erdsebb-e vagy enyhébb a normalisndl. A hiany hatdsdval
korrigalt miiszaki termelékenységet jeloljitk p(f)-vel és nevezziik standard
termelékenységnek.

Munkaers-kereslet

T+G-1
(2.9) Loty = 3 Jit—9).
o
'munkaers- ! munkahelyek
L

A T exogén paraméter az allitéke élettartamdt adja meg. A jobb oldal a t-edik
évig mar befejezett évjaratok altal teremtett és még mindig 616" 4l16t6kéhez
tartoz6 munkahelyeket Gsszegezi.

Foglalkoztatas

(2.10) Ny = Lyt).
| foglal- munkaerd |
| koztatds | | kereslot |

Kz az egyenlet csupan a szocialista gazdasig extenziv novekedési peridduséra,
érvényes. (Ezen a helyen nem foglalkozunk azokkal a médositasokkal, amelye-
ket az intenziv periédus modellezésekor kell alkalmaznunk.)

Hiany
(2.11) Z(t)y = Z*t) + C(K(t) — K*@) +
hidny| | normél a normal berubdzasi
hiany elkotelezettségtol [

valé eltérés hatasa |

+ (UM — U*xp)  +

a normal outputkész-
lettdl valo eltérés
hatasa

+ (V@) — V*e) +

a normal inputkész-
lettdl vald eltérés
hatasa

+ L2 — 1) — Z*¢ —
a normal hidnytdl
valé miltbeli eltérés
hatésa

o
~—
N
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2.3. SZABALYOZASI SZFERA: Szabdlyozdsi egqyenletek

Beruhazisi évjarat volumene

(2.12) M) — M*(@t) = py(H(@ :7“1_)_:7;@(55 1)) —
"a  beruhdzési a haztartasi vasarlas
| évjarat volu- | eltérése a normalistdl
menének elté- il = o

| rése a norméa- ‘ — ux(K (@t — K*(2)) — )

listol J a beruhdzdsi kotele-
zettség eltérése a
normalistol

— pg(Z(t) — Z*(1))-
a hidny eltérése a
n()lv‘nlélristélﬂ

A beruhdzas szabalyozasinak fenti egyenlete — a modell formadlis keretei
kozott — azt fejezi ki: a beruhdzdsokat normalis novekedésiikhoz képest lefé-
kezik, ha elmaradds mutatkozik az életszinvonal megszokott novekedéséhez
képest; ha fesziilt a helyzet a beruhdzasi piacon, illetve, amikor altaldban kiéle-
z6dott a hidny. (Lasd ezzel kapesolatban Bauer Tamds, Sods K. Attila és
Lacké Mdaria munkait.)

Termelés

(213)  X() — X*0) = —&y(Ult) — U*@) + &(20) — Z*@).

Vallalati vasarlds

(2.14) Y(t) — Y*0) = —ny((V(t) — V*@®) — nz(4(t) — Z*@)) .

Haztartasi vdsdrlds
(2.15) H(t) — Hit) = — y(2(0) — Z*(1)

A termel6 a hidny kiélezGdésére azzal felel, hogy a normal termelésnél,
X*(t)-nél tobbet termel; ,,rohammunkdazik’, taléraztat stb. Ezzel szemben a
vevik — mind a vallalati. mind a héztartdsi szektor — azzal reagélnak a hiany
kiélezGdésére, hogy a normalishoz képest visszafogjidk a vasarlast. A hidny
miatt rosszabb Osszetétel(, a keresletiikt6l nagyobb mértékben eltérg kinalatot
kevéshé hajlanddk dtvenni. (A normadlisnal enyhébb hidny esetén a hatdsok
iranya forditott.)

Redlbéralap
(2.16) W(t) — WH(t) = —wu(HE — 1) — Hau(t — 1)).

A realbérek emelkedése meggyorsul, ha a haztartasi fogyasztéas elmarad a
tervezék altal normalisnak tartott fogyasztasi palyatol.
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2.4. SZABALYOZASI SZFERA: Szabdlyozdsi viltozok normdl értéke
Beruhdzisi évjdarat normal volumene

(2.17) M*(t) = 'y M*t — 1) = I'yy M,.

Modelliinkben a beruhdzasi volumen normal értékét exogén modon vissziik
ra egy exponenciilis novekedési palyara.

Normdal termelés

(2.18) X*(t) = pl) x N@.
‘normal | | standard foglal-
'termelésl termelé- | koztatas
e kenység

Vallalati normal vasdrlds

(2.19) Y*) = Iy X Y(@E—1).
vallalati | | normél | | kordbbi
normal noveke- | | tényleges
vasarlas | | dési té- | véllalati
————— | nyez8 | | vésérlis

Hdztartisi normdl vasdrlds (a realbérbdl levezetve)

(2.20) Hyt)y = qw X W)
héztartési| |koltési | |redl-
normél hényad| |béralap
vasarlas :

Normal redlbéralap

(2.21) W*it) = oy X (0 XNt
i normél ‘. kezdeti normal : fog-
| reéal- i realbér- novekedési | lalkoz-
’ béralap| | rata tényezd j tatds

2.5. SZABALYOZASI SZFERA: A wvisszacsatoldsokban szerepls jelzések mor-
mdal értéke

Normal outputhkészlet

(2.22) Us(t) = o(H(t — 1) + Y (t — 1)).

Normal inputkészlet

(2.23) V() = o(A(t — 1) + Bt — 1)).

A o és o paraméterek az Gsszes értékesitéshez, illetve az 6sszes inputhoz tar-
tozé normal készlet egyiitthatdk.
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Normal beruhdzdasi elkitelezettség

(2.24) ¥ty =- Fe' % Ef-—1).
‘normal | | poveke kordbbi
| beruhdzasi, | dési té- beruhézasi
| elkotele- " nyezd elkotele-
ettadg | | |zettség |

Normal fogyasztas

(2.25) H%a) = Ty X HiE—1).
" normal 'ni)’veke- kordbbi
- fogyasz-| | dési té- fogyasz-
| tds ‘ nyezd tés

|

Mig a (2.20) egyenlet a redlbérbdl vezeti le a hdztartds normdl vasarlasat,
(2.25) a tervezd elvarasat fejezi ki: a lakossdgi fogyasztas novekedjék exponen-
cialis novekedési palyan.

Normal hidany
(2.26) Z*(ty = T2t — 1) = ILZ;.

Akaresak (2.17) esetében, itt is a I', ndvekedési tényezd révén exogén mdédon
vigsziik ra a hidny normal értékét egy exponencidlis novekedési palydra.

3. Tételek és bizonyitasok
Ebben a részben kimondjuk és bebizonyitjuk tételeinket.
3.1. A részletes és a tomior-modell

A 2. fejezetben leirt 26 egyenletes modellt részlefes modellnek nevezziik.
A modell rekurziv, azaz egyenletei olyan sorrendben is felirhatdk, hogy minden
id6szakban az egyenletek egymdsutdin adjik a megfelels valtozék értékét a ko-
rabbi idgszakok és a jelen iddszak mér kiszdmitott valtozéinak fiiggvényeként.
Itt bizonyitds nélkiil megadunk egy ilyen sorrendet. MindenekelGtt megemlit-
jik, hogy 71" + G + 7 kezdGérték hatdrozza meg a rendszert: U(0), V(0),
Z(0), H(0), H(—1), Y(0), Y(—1), M(0), M(—1), ..., M(—G — T 4 1).

A (t — 1)-edik idGszak végéig kiszdmitott valtozokbodl kozvetleniil meghaté-
rozhatok a kovetkezd j viltozok: U(t), V(¢), K(t), U*(t), V*(t), K*(t), H¥an(t),
Zx(t), Y*(t), p(t), Lp(t) = N(t), q(t), X*(t), M*(t). Most kovetkezik az egyetlen
bonyodalom: W*(t) —» W(t) » Hy(t) lanc ill. Z(¢). A megmaradé szabalyozasi
egyenletekbdl adodik M(t), X(¢t), Y (£), H(t), s végil az inputegyenletekbdl
A(t), B(t), J ().

Bz a részletes modell nagyon kényelmes a kizgazdasagi elemzésnél, de tilsa-
gosan szétess a matematikai vizsgilat esetén. KEzért bevezetiink egy tomor
modellt, amely csak 6 valtozobol és 6 egyenletbdl all. A 6 ,,f6valtozé” a kovet-
kez8: U, V, 7 és M, Y, H. A t5bbi véltozét ,,segédvaltozonak” nevezziik.
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Mielott folirnank a 6 ,,f(’)’égyen]etet”, elvégezziik a kovetkezd hehelyettesité-
seket.

(2.9)-be helyettesitsitk be (2.6)-ot és (2.7)-et.

G+t—1
(3.1) Nit)==x 3 DMt — 9).
=0
(2.18)-ba helyettesitsitk be (2.6 —8)-at és (3.1)-et:
G+T—1 YGHT -1 R
(3.2) X*(t) —m > (D) ° Mt —9) (1 S oo 0 i)
9=G ] e=G

ahol m = »A.

A févaltozok egyenletébe behelyettesitve a segédvaltozokat — a terjedelme
miatt kivéve X(f)-t — a kovetkezs egyenletrendszerhez jutunk:

(3.3) Ul)=U@t—1) + Xt —1) — H{Et — 1) — Y(t — 1)
(3.4)
VO = Vit — 1) — axX(E - 1) + P —1) — 3 Bu(®)M(L —8) — yZ()

9

]

ahol y = ay + f5.

(3.5) Z(t 2 Bu@) [M( — 0) — Ty®My] + 722t — 1) —
= ~U{U(t) -[H@E—1) + Y@ — 1)1}
G 2
- Ly{V(t) — [axX(t — 1) + aé: B Mt — ) + pZ(t)]}.

B G
ahol gy (?) = 3 Bul7)

T=0+1
(3.6) M) = I'yM, + py[H(t — 1) — TyH(E — 2)] —
G-1 _
— MK oé; Bu@)| Mt — 9) — I' M| — Vz7 t).
(3.7) Y(t)=IyY (@t — 1) — nqu{V(t) — [axX({t — 1) +

G r B
+o§ B Mt — B) + yZ(t)]} — nzZ(1).

G+T—1
(8.8) H(t) = ywonx 3 DMt — 0) — qwlH(E — 1) —
=G
— IyH(t — 2)] — %;4(),
ahol
G+T=1
(3.9) X = 3 @¥-*HM 9
¥ Wt 1
o [Hz” (— AR L g 772]2( )
Iy 0=G

— &u{U(t) — olH(t — 1) + Y (¢t — 1)]}.
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Megjegyzések. A tomor modell (3.3 —3.8) egyenletei szintén rekurzivak és a
részletes modellnél emlitett kezdeti értékek hatarozzdik meg a févaltozék palyait
is. Konnyti beldtni, hogy a féviltozdk palydja egyértelmiien meghatirozza a
segédvdltozék palydjit is, azaz a részletes és a tomor modell egymdssal ekvi-
valens.

A félreértések elkeriilése végett megjegyezziik, hogy a f6valtozék szama
egyértelmii, azonban a févaltozék halmaza nem egyértelm(i. Példaul Y (¢)

helyett X (¢) is szerepelhetne fovaltozéként, s ekkor az egyenletek is mas alaktak
volnanak.

3.2. Megvalosithatésag és nivekedbképesséy

Kozgazdasagi modellekben a modell konzisztencidjan kiviil a palya pozitivi-
tdsa, gyakran névekvd volta is elengedhetetlen az értelmezhetdséghez. Szitksé-
ciink lesz tehat a kovetkezd definiciéra:

Definicié: A rendszer megvaldsithaté palyan halad, ha minden valtozéja min-
den ¢ > 1 évre nemnegativ értéket vesz fel, és kielégiti a redlszférat leird (2.1)—
(2.11) rendszert.

L. Tétel: Megvaldsithatésdg. A rendszer megvalosithaté pdlydn képes haladni,
sOt képes novekedni, ha a redlparamélerek kielégitik a kivetkezs feltételt:

(3.10) (1 —oay)mT >1 + gwonTe,

ahol

;i (I)—Gil»A @—G-Til

(3.11 Dyl = ,
) @ 1

ahol @ egy pozitiv szam.

Megjegyzés: A (3.10) feltétel meglehetdsen nehezen értelmezheté 6nmagdaban.
Ezért talin nem felesleges a kivetkezd magyardzat. Szoritkozzunk egy stacio-
ner palyara, ahol a véltozék az id6ben dllanddak. Ekkor (1 — ay)mT —
= (1 — ay)X/M és yyonxTe—=H|M. Ekkor a (3.10) bal oldalan a netto kibo-
csatas és M hanyadosa all, mig (3.10) jobb oldalan a beruhdzas(i évjarat) és M
hanyadosa plusz a fogyasztas és M hanyadosa éll. Stacioner esetben természe-
tesen (3.10) két oldala egyenls, névekvd gazdasadgban pedig egyenlGtlenség var-
haté. Jelenleg azonban nem tudjuk matematikailag igazolni azt a nyilvanvald-
nak latsz6 tényt, hogy a (3.10) feltétel nemesak elégséges, de sziikséges is a
megvalésithatésaghoz, (az utébbi feltételbe beleértve az egyenlGség esetét is!)

A bizonyitasban specidlis szerkezet{i palyara szoritkozunk, s ez a korillmény
indokolja a kovetkezs$ kitérdt.

3.3. Normdl pdlya, Harrod— Newmann pdalya

A kitérét két definiciéval kezdjiik:

Definicié: A rendszer normdl pdlydn halad, ha mindegyik szabéalyozasi vél-
tozé tényleges értéke egybeesik normadl értékével, ahol a normal érték a (2.17) —
(2.21) rendszerbdl addédik.
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Képlethen
M(t) = M*(¢) (beruhazasi évjarat volumene)
X({t) = X*@) (termelés)
(3.12) V) = Y () (vallalati vasarlas)
H(t) = H*(1) (haztartasi vasarlas)
t (

realbéralap).

Definicié: A rendszer Harrod — Newmann pdlydn (roviden: H—N pdlydn)
halad, ha minden djratermelhet stock- és flow-viltozdja egyontetii és allandé

iitemben nd, vagyis ha

M(t) = '™ M,

(beruhdzasi évjarati volumen)

X(t) = I'* X, (termelés)

(3.13) Yi(t) = "X, (vallalati vasarlas)
H(t) = I'"H; (hdztartdsi vasarlas)
Ull) = L#0 (outputkészlet)
Vi) = VS (inputkészlet),

ahol I™ 1 az dltaldnos nivekedési tényez6, a nulla index{i szimb6lumok pedig
a sz6banforgé valtozék kezdé (azaz nulladik évbeli) értékei.
A kovetkez6 megallapitast tehetjiik.

2. Tétel: A (3.10) feltétel mellett akkor és csak akkor 1étezik megvaldsithato
normal palya, (amely egyben Harrod —Neumann pdlya), ha teljesil a kovet-
kezd feltétel-harmas:

A I'y=Ty=Iyx="Iy=1TI*
Biet = il/®
G @ate=

(3.14)

Megjegyzések: Modellilnk abban tér el a szabdlyoziselmélet szokasos normail
palyaitél, hogy esak két valtozé normdl értékét definidljuk exogén médon,
adott esetben exponencidlis palydval: a Z*(¢) normal hidnyt, melynek niveke-
dési tényez8jét, I',-t szintén [™*-gal definidljuk, és az M*(t) beruhdzési évjarati
normél volument.

Az A) feltételben a I'* dltaldnos novekedési tényez$ szerepel egyontetiien
a kiilonboz6 szabdlyozisi valtozok normal értékének meghatérozasinal, lehe-
t6vé téve, hogy a normal pilya H—N pélya legyen. Ennek ellenére ez az tssze-
fiiggés nem trividlis.

Elég sok olyan feltevés van modelliinkben, amely megkiilonbozteti azt a
Harrod- és a Neumann-modellektél: bonyolult késleltetési szerkezet, a beruhé-
zasok ,,évjarati” felbontasa, az input- és az outputkészletek szerepeltetése.
Megnyugtatd, hogy ennek ellenére ,,visszakapjuk’ az egyenletes novekedésre
vonatkozé Harrod —Neumann eredményeket.

A B) feltétel egyszer(ien azt fejezi ki, hogy a miiszaki fejldés sordn egységnyi
évjarati beruhdzds éppen annyiszor teremt kevesebb munkahelyet, amennyi-
szer termelékenyebb egységnyi munkahely: Harrod-semlegesség.
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Bizonyitas: a) Szitkségesség ElGszor azt bizonyitjuk be, hogy a normal palya
exponencialis palya, nem feltétleniil azonos novekedési tényezsjii elemekkel.
Normal palyan — melynek valtozéit **-gal kiillonboztetjiik meg — (2.17) sze-
rint M**(t) = I'y M,, (2.19) szerint Y **(t) = ', Y%, (2.21) szerint W**(f) =
= Wy N¥¥(t) = oy QL D) A(’,*,dholflg,ye]embe vettitk a (3.1) Osszefliggést
is.

Osszegezve: WH*(t) = (QI, D) W;.

Némileg bonyolultabban igazolhaté H**(t) = Hpf,. (f) felhasznaldsdval,
hogy H**(t) = [y Hg. Hasonléan kovetkezik (3.2)-bol X**(f) = (V1)) X,.
Bzzel belattuk, hogy a normal palya exponencialis palya.

Nem nehéz belatni, hogy a novekedési tényezék azonosak, azaz az A) feltétel
szitkséges. Valéban, (2.1) és (2.21) szerint X** Y ** és H** linedris kombina-
cidja. Két kiilonhozd kitevdjli exponencidlis palya linedris kombinacidja viszont
nem adna tjabb exponencidlis palyat, vagyis mindhdrom névekedési tényez(i
egyenl6: I'y = I'y = @WI'),. Hasonlé gondolatmenettel adédik (3.4) és (2.22)
osszevetésébdl I'y = I'y. Végiil I'y — I'y, kozvetleniil adédik (2.3)-bél.

A B) és a C) feltétel svukségessege a fentiekbdl kivetkezik.

b) Elégségesség Tegyiik f6l, hogy teljesiil a (3.14) feltétel-harmas. Levezetjiik
azt az egyenletet, amelyet I™-nak ki kell elégitenie ahhoz, hogy az dltaldnos
novekedési tényezc’i legyen.

(2.1) és (2.21) értelmében
*

r ity
5 g 1+9TJ(11 + ¥%).

(3.4) és (2.22) értelmében

F*—l}

G-1
Y; :[1 i ex Xy + 3 ful® + DI*—0M;
=0

Figyelembe véve, hogy Xg = AxTre My és Hy = ywonxTors Mg, (vo.: az 1.
Tételhez flizott megjegyzéssel) helycttcsmquk be az Y gra vonatkozé egyenletet
az Xj-ra vonatkozé elsd egyenletbe. Ekkor csak az M’ véltozé marad meg,
ezzel a,zonban egyszeriisithetiink; s {gy a kovetkezd egyenletet kapjuk I™-ra:

E .
(3.15) ATrs = |1 + QF]* xwwNVTq)rt +
r—1 r*—1 G
o = [aan + Z,pu@ + yre=s).
[ i s #=0

l*lgyclemb(, véve a (3.11) jelolést, leolvashaté, hogy a (3.15) egyenlet
(@ + T + 1)-ed foku polinom. Jelenleg keveset tudunk e polinom gyskeinek
elhclyukedesél 6l, nevezetesen arrdl, hogy a kozgazdasigilag értelmezhets
(1, + ) intervallumba a polinomnak hany gyoke esik. A (3. 10) elégséges fel-
tétel igy adédik (3.15)-bdl, hogy 1™ = 1-et irunk az utébbiba és az egyenlGség-
jelet > jellel pétoljuk. Mivel I'* = + oo esetén (3.15)-ben ellenkezd értelmii
egycnlotlcnseg all, Bolzano-tétele értelmében létezik legalabb egy I'™* niveke-
dési tényezs, amely kielégiti (3.15)-6t. Lgyszclu szamoldssal beldthat6, hogy
tobb gyok létezése esetén barmelyik gyokot véve, az Osszes valtozé pozitivnak
adddik. Felhivjuk a figyelmet, hogy ezzel a bizonyitdssal az 1. Tételt is igazol-
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tuk. Megjegyezziik, hogy nem nyilvanvalé (3.10) sziikségessége, ugyanis a
(3.15)-beli polinom nem feltétleniil monoton. Logikailag elképzelhets olyan
eset is, hogy a (3.10) feltétel nem all fonn, de a polinom annyira né, hogy leg-
alabb kétszer nullava valik, mielGtt a — co-hez tartana. Mivel mindegyik meg-
oldas pozitiv lesz, nem tudjuk kizarni tobb pontlv megoldas létezését. Megnyug-
tatdsul esak annyit mondunk, hogy az egyértelmiiség bizonyithato, ha. vagy a)
nincsenek készletek: p —= ¢ = 0 vagy b) nines késleltetés: (¢ =17 = 1.

3.4. Szabdlyozas és stabilitds

Az el6z6 dlfeJuetben belattuk, hogy rendszeriinkben létezik normal palya
(hthGSlIIIk szerint egy) és hogy ennek a palyinak Harrod —Neumann tulajdon-
sagal vannak. A modell szerkezete azonban megengedi, hogy a rendszer més
palyan haladjon. S6t, ha a rendszer nem a normal palyardl indul, akkor épp
az a szabdlyozas feladata, hogy riavezesse a rendszert a normal palyara (szabé-
lyozhatdsig) vagy legalabb a normdl palya tetszoleges kozelébe vezesse (sta-
bilizalja). Teljesithetdk-e a szabalyozis fent emlitett feladatai? MielStt a kér-
désre valaszolnank, pontosabban fogalmazzuk meg magit a kérdést.

Definicié: Barmely szabdlyozdsi rendszer két alrendszerbdl all: a szabdlyozolt
alrendszerbél és a szabdlyozo alrendszerbsl. 1) A szabalyozott alrendszerben az
allapotvaltozdsokat a dontések hatirozzak meg, mig 2) a szabédlyozé alrend-
szerben a dontéseket az allapotok hatarozzak meg.

Példa: A tomor modellben a (3.3) —(3.5) egyenletrendszer ivja le az U, V, Z
allapotviltozok viltozasat az M, Y, H szabalyozasi (dontési) valtozok fliggvé-
nyében. A (3.6) —(3.9) egyenletrendszer a ,,visszacsatolast” il'jd, le.

ElGszor esak a szabalyozott alrendszert vessziik adottnak és tetszileges sza-

balyozasi mechanizmusokat mérlegeliink.

Definicié: Egy szabéalyozott alrendszer szabdlyozhatd, ha tetszileges kezdd
allapothoz taldlhaté a szabalyozasi viltozéknak olyan véges idébeni sorozata,
amely a rendszert elvezeti egy tetszélegesen kijelolt végallapotba. Esetiinkben

a kijelolt végallapot mindig a normdl palya valamelyik pontja.

Megjegyzés: A rendszer szabalyozhatdsiga elemi tulajdonsig, teljesiilése
nélkiil reménytelen a rendszer mindennemfi szabdlyozdsa. A legtobb rendszer
szerencsére szabalyozhato.

3. Tétel: A (3.3) —(3.5) rendszer szabdlyozhatd.

Ebben az allitdsban meglepd sincs, hiszen 3 dllapotvaltozéra 3 szabalyozasi
viltozé jut. A formélis bizonyitdsra azonban csak késGbb keritiink sort.

A szabalyoahatoaag meglétébol még nem kovetkezik az, hogy egy rendszert
tenylegesen gy kell szabdlyozni, hogy véges idén beliil a normal pa,lyala, keriil-
jon. A sz6banforgé szabdlyozis altalaban nehezen hatarozhaté meg és gyakran
exbelmezhetetlen kozgazdasagilag. Kz utébbi megallapitas silyosan esik latba
egy olyan deskriptiv megkozelitésnél, mint amilyen a mienk. Modelliinkben
nemesak a szabalyozott alrendszer, hanem a szabalyozé rendszer is adott. Mi
a szabélyozasi rendszer stabilitasdt vizsgdljuk.
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Definicié: Egy szabalyozasi rendszer aszimpitotikusan lokdlisan stabilis (révi-
den: stabilis), ha létezik a normél kezdd értékeknek egy olyan kirnyezete,
hogy barmelyik pontjabél inditva el a rendszert, az hossziitdvon a normél pé-
lyajahoz tart.

Jelenleg nem ismeriink jol hasznalhaté ditaldnos stabilitasi feltételt rendsze-
riinkre. Numerikus tapasztalatok alapjan azonban azt sejtjiik, hogy létezik a
visszacsatoldsi paramétereknek, uy, wi, pz, Su, &7 Ny, My, 1, opymak egy
olyan egyiittese, amelynek mind a kilenc eleme hatarozottan pozitiv, kézgazda-
sdgilag értelmezhetd nagysiga és stabilizalja a rendszert.

E sejtés bizonyitasa helyett meg kell elégedniink egy szerényebb stabilitasi
tétellel, ahol csak harom rovidtava hidny-reakcié paraméter kiilonbozik nulla-
t6l és melyeknek pozitivitasa kérdéses.

4. Tétel: Az 1. Tétel feltételer mellett, a (3.6)—(3.9) szabdlyozdisi alrendszerben
megadhato olyan y,, n, és &, visszacsatolisi egyitthato-hdrmas, amely mellett
a (3.3)—(3.5) szabdlyozolt alrendszer stabilis, sot két év alatt a normdlis pdlydra
vezérelhetd (szabalyozhatd ):

py = px =pz = by =y = oy = 0.

Bizonyitds: A tomorség kedvéért a valtozokat a H—N (kétesillagos) palyatel
mért eltéréseként irjuk fol. Jelolés: X — X — X** sth.
A modell szabdlyozisi eqyenletei a kivetkezdk:

) () = —1,20)
) Y(t) = —n 20
(3.18) X = (&, — IHZ),
(3.9) lokalis linearizalasabdl kovetkezden

IT = [T, Tor«M;.

A modell d@llapotegyenletei a kivetkezlk:

(3.19) Oey=0¢—1)+K¢—1)—F@E—1)— Be—1)
(3.20) V) =Pt) —ayX(t — 1) + Tt — 1) — yZt — 1)
(3.21) Z(t)y = — {0 — ol T —1) + Hit — D]} —

— b AT () — olaxR(t — 1) + vEE — DI} + &2 — 1).
Helyettesitsiik be (3.19)-et és (3.20)-at (3.21)-be:

3.22) Z()=—¢c{0¢—1)+Xe—1)—Q+olfe¢—1) +
+He -1 —o{Pe—1)+FE—-1)— Q1 +0Xx
X [axX(t — 1) + p2(t — DI} + L2 — 1).

Helyettesitsiik be (3.16)-ot, (3.17)-et és (3.18)-at (3.19)-be, (3.20)-ba és (3.22)-
be, és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

(3.23) p="C;— 1T+ 15 + 22
(3.24) p=oy(y —I) + 95 + 7

2 Szigma
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(3.25) 8=l — Lylléu — M) + (1 + Qlnz + 22)] +
+ Cv{nz + (1 + o)lax(éy — 1)+ 7)}.

Jeloléseink segitségével az uj egyenletek roviden folirhatok:

(3.26) Oe)y=0@ —1) + ¢4t — 1)
(3.27) Pey="@ — 1) — vyt — 1)
(3.28) Zit) = —ty0t — 1) — &, V(¢ — 1) + 8Z(t — 1).

A (3.26), (3.27) és (3.28) egyenletek egy harmadrendii linearis rendszert
képeznek, amelynek stabilitdsa a hozzitartoz6 karakterisztikus polinom visel-
kedésétil fiigg:

(3.29) FA)=2— (1 + 8)A+ 6+ typ — Luy.
A stabilitas sziikséges és elégséges feltétele a kovetkezo:
(3.30) F(1) >0, F(—1) >0 és F(0) < 1.

A (3.30) feltételbe behelyettesitve a (3.29) polinomot, a kivetkezd feltétel-
harmashoz jutunk:

(3.31) Cup > Cyy
(3.32) 24+ 20 + Cyp — Eyyp -0
(3.33) 8+ Lyp — Lyp < 1.

A (3.31) —(3.33) stabilitdsi feltétel a (3.23) — (3.25) jelolések segitségével visz-
szavezethets olyan feltétel-rendszerre, amelyben csak a modell eredeti paramé-
terei szerepelnek. Ez az dtalakitds azonban csak bonyolultabbd teszi a feltéte-
leket.

Talan egyetlen specidlis esetre érdemes elvégezni ezt az dtalakitdst, amikor
nines visszacsatolds:

(3.34) by =px =pz =y =&z =1y =z =0y = Yz =0,

Ekkor (3.31)-(3.33) a kovetkezl alakot o6lti:

(3.35) Lull < Lylaxd] — y)

(3.36) 2 + 2[¢z + Cull + Cy(1 + o)axdT — p)] — Cull + CylaxdT — y) >0
(3.37) &z + Lyolaxll — y) < 1.

Lathat6, hogy visszacsatolas nélkiil nem mindegyik rendszer stabilis, pl.
£, 1 esetén biztosan nem az.

Rétériink a szabalyozhatdsdg bizonyitasara.

Allitasunk ekvivalens azzal, hogy létezik olyan szémhdrmas, amelynél a
(3.29) polinom két egyiitthatéja nullava valik. Mivel két egyiitthatérél van
sz6, amely harom paraméter linearis fliggvénye, allitasunkban semmi meglepé
nines. A preciz igazoldshoz elegend$ a legegyszeriibb &, = II esetre szorit-



EGY MAKRONOVEKEDESI MODELL 147

kozni, amikor a termelés azonos a H—N termeléssel. Ekkor az F(2) = 2 felté-
telbll addédé kétismeretlenes linedris egyenletrendszer determinansa (yly o,
tehat nullatol kiilonbozd, ezért az egyenletnek mindig van megolddsa.
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ON THE MATHEMATICAL PROPERTIES
OF A MACROECONOMIC GROWTH MODEL

Harrod’s, Kalecki’s and Newmann’s models are suitable for an abstract deseription of
the process of economic growth but do not deal with the control of this process. One of
the authors of the present article, Jénos Kornai examined the control of growth process
in the socialist economy in his book entitled “Growth, shortage and efficiency”, Pro-
positions of the book requiring more complicated proof were given without proof in the
hook, while the present article presents these proofs. (Sect. 4) Prior to this notations
of the model are presented (Sect. 2) as well as its equations (Sect. 3). )

The article does not deal with the interpretation of assumptions, equations and results
of the model but this is contained in the book. Theorems of the article may be briefly
characterized as follows:

I. Parameters of the model have to satisfy a certain inequality (4.10) so that the
cxistence of growth paths may be proved. 1

2. A normal growth path does exist if and only if norms and growth factors conform
with each other (4.14).

3. The real sphere is controllable.
4. Choosing appropriate reaction parameters the feedback control of the system by norms
8 stable.

O MATEMATUYECKHMX OCOBEHHOCTSIX OOHOM MOJEJIM
MAKPOSKOHOMHUYECKOI'O POCTA

Mogenn Xoppoaa, Kasneigcoro u Haiimana npuro/ibl uist a0CTPAKTHOTO NPEACTABICHUS 11pO-
1ecca JKOHOMHYCCKOTO POCTa, HO HE PACCMATPHUBAIOT pe2yauposariie 9Toro npolecca. Oaud U3
aBTopoB Jjannoii crarbu, Snomr Kopuau, B cBoeit kHure «Pocr, Jled)l'{}l”’l' 1 9P PeKTUBHO CTh),
NpoBes1 aHaji3d pPeryjimpoBaHust mpolecca pocra B COIUATUCTUYECKOH OKOHOMUKE. Teopembl
KHUPH, TpeOyloliie CII0KHBIX J0KAa3aTebCTB, MPUBOSITCS: B KHUre 0e3 JJ0KasaTeNnbeTs, KOTO-
PBIC COEPACHT HACTOSIIASL CTaThsi [4]. OaHAKO UM NPEAMIECTBYIOT YCJIOBHBIC 0003HAYeHUsT MO-
Aesn [2] i ee ypaBHeHust [3]. o

B crarbe He jaHbl TOJIKOBAaHHMs THIOTE3bI, YpaBHEHUH M BLITCKAIOUMX U3 HUX TOJIOXKEHHIT
MOJIeNH, TaK KAk OHM CopepyKarcst B KHure. [peicTaBlIeHHbIC B CTAThe MOJIOKEHHsT MOTYT ObITh
KPaTko oXapakTepu3oBaHbl CJeIy oM 00pa3om:

1. TTapamerpnl MOJEIH I0IDKHDBI YIOBAETBOPSTH ONpeaeieHHoMy HepaBeHcTBy (4.10) aJist Toro,
YTo0b MO)KHO OBbLIO JI0Ka3aTh CYNIECTBOBAHME MPAeKmopiii pocmd.

2. Hopmansras mpaexmopus pocma cyiiecTBYeT TOrJa M TOJbKO TOTJd, KOTHA HOPMBI U
(axroprr pocra cornacoBannl Mexcty codoii (4.14).

3. Peaavnas cgiepa ynpasasema.

4. T1pu BBIOOPE COOTBETCTBY IOILMX NAPAMETPOB PEAKLIN 00PAmMHaAs ¢653b CUCTEMBI YCTOHYHBA .

9
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IdGsoros és keresztmetszeti adatokbdl szarmazod

jovedelemrugalmassagok
( Kovelkeztetések a fogyaszias dinamikdjara és differencidllsagdra)

Bevezetés

A dolgozatban kiilonboz6 fogyasztasi modellekkel végzett szamitésok ered-
ményeit fogjuk Osszehasonlitani. A szamitdsokat a SZAMKI Okonometriai
Féosztalyan foly6 fogyasztaselemzési vizsgilatok sordn végeztiik, nagy részét
tobb cikkben illetve tanulmanyban mar publikdltuk (ldsd: Hunvir K. [2],
(3], valamint MuszELy Gy. [4]). Az 6sszehasonlitas soran elsdsorban a jovede-
lemrugalmassigokra, valamint a fogyasztds dinamikdjaval kapesolatos ered-
ményekre forditjuk a figyelmet. Megmutatjuk, hogy a kiilonb6z8 mdédon
kapott paraméterek kozotti eltéréseknek milyen elméleti okai vannak; ezek-
nek az okoknak az ismeretében megallapithatjuk, hogy a latszélag kiilonbozé
paraméterek éppen hogy megerdsitik egymaést, st a fogyasztéi szokdsok tjabb
torvényszerliségeire mutatnak ra.

A korabban alkalmazott modellek koziil [1] a dolgozat témaszkodik a kons-
tans elaszticitdasi modellnek, valamint a kiadasok linedris modelljének (korabbi
nevén Stone-modellnek) Gjabb, szélesebb adatbazisra valé illesztésére [2], [3].
Mindkét modell statikus jellegii, a fogyasztésra haté tényezdk koziil csak a
foly6 jovedelem és ar hatdsinak szamszer(isitését teszi lehetévé. Ugyanakkor,
mint ismeretes, a fogyasztdst egyéb tényezdk is befolydsoljik. Ilyen példaul
a fogyasztoi szokdsok valtozdsa, a kindlat és a vilaszték bdviilése, vagy éppen
ellenkezéleg, a kereslet kielégitetlensége. A tartés fogyasztasi cikkek vasdrlasa
sem statikusan véltozik, alakulasiban szerepet jatszik az allomény nagysaga.

Az Gjonnan alkalmazott modellek koziil a dinamikus Houthakker—Taylor
modell (HuryAxk K. [3]) a fogyasztéi szokdsok valtozdsdnak, valamint a tartés
cikkek fogyaszt6i dinamikajanak lefrasdra is alkalmas. A modellnek nemesak
az eredményei érdekesek, segitségével olyan elméleti torvényszeriliségek vezet-
hetdk le, amelyek tiikrozddnek a keresztmetszeti adatokra alkalmazott modell
eredményeiben is, és segitséget adnak az idGsoros és a keresztmetszeti szdmi-
tasok oOsszehasonlitdasahoz.

A felsorolt modellek az dtlagos fogyasztési értékek iddsorain alapultak. Ke-
resztmetszeti adatokat is felhaszndltunk szamitdsaink sordan, nevezetesen az
1976 és 1979 kozotti évek haztartasstatisztikai felméréseit. Ezeken egyrészt
egyszer(i regresszios szamitasokat végeziink, réluk ebben a dolgozatban fogunk
elGszor beszamolni. Masrészt alkalmaztuk a Deaton és Muellbauer dltal ,majd-
nem idealis keresleti rendszernek’’ nevezett modellt egy tovabbfejlesztett val-
tozatban [4]. Az arhatasok szdmszer(isitésénél azt tapasztaltuk, hogy cikk-
csoportonként sziitkség van linedris trend-tag bevezetésére, enélkiil az drru-
galmassagokra torz beesléseket kaptunk volna. Ez az eredményiink céfolja a
fogyasztas statikus jellegét. Belathatd, hogy az iddsoros és keresztmetszeti
jovedelemrugalmassagok dsszehasonlitasabol hasonlé eldjeld idSbeli valtozas
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hatdrozhaté meg. A Houthakker—Taylor modell segitségével elméleti tton is
igazolhatd, hogy a két kiilonbozé tipusi jovedelemrugalmassig kozott a
nagysdgrendi viszony a fogyasztéi magatartds dinamikus tulajdonsdgaibdl k-
vetkezik.

Az emlitett [4] dolgozatban vizsgiltuk az egyes rétegek fogyasztasiban
jelentkezd differencidkat. A Deaton — Muellbauer modellel azonban nem sike-
riilt teljes mértékben szimszeriisiteni ezeket az eltéréseket. Jelen dolgozatunk
érdekes eredménye, hogy e kiilonbségek jelentds részét sikeriilt visszavezetni a
jovedelmek korabbi valtozasaiban észlelt eltérésekre. Ily médon ezek a fogyasz-
tasbeli eltérések — mivelhogy egyazon dinamikus modellel {rhaték le — éppen
hogy a rétegek fogyasztéi magatartdsianak hasonlésigat bizonyitjak.

1. Az id6soros modellek attekintése

1.1. HunyAk K. a [2] és [3] dolgozathan beszamol a konstans elaszticitdsi
modellnek, valamint a kiadasok linearis modelljének szamszeriisitésérsl 1960
és 1977 kozotti adatokon. A teljes lakossagi fogyasztas konstans elaszticitdsi
modelljét egy részletesebb, 67 cikkesoportos bontdsban becsli, valamint két
dsszevontabb bontdsban is, mégpedig a javak jellege szerinti nyole illetve ren-
deltetése szerinti 11 cikkesoportban. Az utébbi két valtozatban késziilt el a
kiaddsok linearis modelljének szdmszerfisitése is. Ugyand szamitasokat végzett
a {6 tarsadalmi rétegek hdztartdsstatisztikdbol vett iddsorai alapjén is, ezekre
a szamitasokra azonban a jelenlegi dolgozatban nem tériink ki. Mivel maguk-
rél a modellekrdl egy korabbi dolgozat [1] is részletesen beszamolt, itt csak
annyit emlitiink meg, hogy mindkét modell statikus, a fogyasztist a folyé jove-
delem és drak fiiggvényeként irja le.

Ugyanesak a [3] dolgozat ismerteti a dinamikus Houthakker- ~Taylor modell
szamszer(isitését is a fenti adatok alapjin. Mivel ez a modell a jelen dolgozat
kovetkeztetéseiben is fontos szerepet jatszik, vele részletesebben fogunk fog-
lalkozni.

1.2. A fogyasztas alakulasat dinamikus folyamatként felfogs elmélet szerint
a fogyasztas pillanatnyi értéke nemesak a jovedelemtdl, hanem a jovedelem
viltozdsi sebességétdl is fiigg, méghozzd a tartés és a szokdsoktdl befolydsolt
cikkesoportoknal ellentétes médon.

A konnyebb megértés kedvéért képzeljiink el két azonos jovedelmii fogyasz-
tot, A-t és B-t, akik abban kiilonbéznek egyméstol, hogy mig A realjovedelme
mar régéta, mondjuk 1015 éve, ugyanazon a szinten van, addig B ugyanerre
a szintre redljévedelmének az utébbi években végbement gyors niovekedése
soran jutott el. Van-e lényeges kiilonbség A és B fogyasztéi szokdsai kozott?
(A statikus modellek szerint nines.) Az évek sordn A méar beszerezte a legtibb
szamara elérhets tartds fogyasztdsi cikket. Ezekbél a cikkekbdl ma mdar esak
az elhasznalédott dllomanyt pétolja. Bzért tobb pénze marad olyan nem tar-
tos cikkekre, amelyeket korabban luxusnak tartott. Olyan fogyasztéi szokdsai
alakultak ki, amelyek az elért jovedelmi szintre jellemzdek. Azt mondhatjuk,
hogy A egy olyan egyensilyi szintre jutott, amelyet a jévedelemnek, a fogyasz-
tasi strukturdanak, a tartds cikkek allomanyanak és végiil a kialakult fogyasz-
t6i szokdsoknak az allandésdga jellemez. Természetesen az egyensilyi fogyasz-
tdsi struktira figg az elért egyensilyi jovedelemtél: méas és méas jovedelmi szinten
egyensilyba jutott fogyasztéra mas és mdis fogyasztasi struktira jellemzd.
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Mi jellemzi ugyanakkor B fogyasztisit? Jovedelme koribban alacsony
volt, ezért most szerzi be azokat a tartds cikkeket, amelyek az elért jovedelmi
szinthez tartoznak. Emiatt kevesebb pénze marad egyéb fogyasatasra, de nem
is szokott még ezekhez hozzd: fogyasztéi szokdsaiban még elmaradt jelenlegi
lehetdségeitdl. B fogyasztasa tehat két szempontbdl tér el az ugyanolyan jove-
delmii, de az egyensiilyi szintet képvisel6 A-ét6l: Ugyanabbdl a jivedelembdl
tobbet kolt tartés és kevesebbet a szokdsoktdl figgd cikkekre illetve szolgdltatdasokra.
Tegyiik még hozza, hogy az elébbi gondolatmenetet folytatva, kovetkezik,
hogy minél nagyobb B jovedelemnivekedésének a sebessége, fogyasztisi struktirdja
anndl jobban eltér a pillanatnyi jovedelms szintjére jellemz6 egyensilyi fogyasztdstdl.

1.3. A kiovetkezGkben ismertetjiik a HOUTHAKKERtS] és TAYLORES szarmazd
dinamikus modellt [5], az 1.4.—1.6. pontokban pedig megmutatjuk, hogy a
fent leirt fogyasztéi magatartdas a modell egyenleteibdl levezethets. A modell
a jelen és a mult kozotti kapesolatot a vizsgdlt cikkesoportra vonatkozd s,
allomdnyvdltozé bevezetésével teremti meg. (A cikkesoport indexét sem itt,
sem a tovdbbiakban nem tiintetjiik fel a valtozdk és konstansok mellett.)
Az s, a tartés cikkek esetében elvileg megfigyelheté, nem tartés cikkekre és
szolgiltatisokra azonban nem mérhetd. Utébbiakat csak mint a fogyasztéi
szokdsok felhalmozédott ,,pszicholdgiai készletét” tudjuk értelmezni. Végiil is
tekintet nélkiil a cikkesoport jellegére, az s,-t fiktiv valtozoként szokds értelmezni.
Tételezziik fel, hogy az allomanyviltozénak létezik egy ugynevezett , kivdna-
tos” szintje is, amely a realjovedelemnek és a sajat relativ drnak linedris fiigg-
vénye:

st = A + Bz, + Cp,. (1)

Mint latni fogjuk, sf adja az allomanynak azt az egye?}sdlyi szintjét, amelyet

a fogyaszté tartésan allandd jovedelmi szint és dlland6 ar mellett elér. Az illo-

manyviltozé évenkénti valtozasardl feltessziik, hogy ardnyos sf és s, kiilonb-
ségével:

8 =k(s¥ —s) 0 k. (2)

Masrészt s, valtozasat a g, 4j vésirlasok és az évi értékesokkenés killonbsége
adja, mely utébbirdl feltehetjiik, hogy aranyos s,-vel:

8 =q — 0s;. (3)
A felirt osszefiiggések alapjan
q; = k(s* — 8) + 08, = kA + kBz, + kCp, + (6 — k)s,, (4)

azaz a fogyasztias mennyisége a redljovedelemnek, a sajit relativ drnak és az
allomanynak linedris fiiggvénye. Megjegyezziik, hogy a modell 1smert';,etésénfal
az (1), (2), (3) feltételrendszer helyett altalaban a (3) és (4) egyenletekbdl szokés
kiindulni, az utébbit a

¢ = + Bs; + yx, + Py (4a)

alakban irva ([3], [5]). Attél fiiggden, hogy a f = 0 — k paraméter negativ
vagy pozitiv, az s, alloményvéltoz6 novekedése a fogyasztast esskkenti illetve
néveli. Az el6bbi eset a tartds fogyasaztdsi cikkek esete, az utébbi esetben pedig
8, felfoghaté mint a kialakult fogyasztdi szokdsok mértéke. Azokat a cikkeket és
szolgaltatisokat, amelyekre vonatkozdéan f pozitiv, ezért szokdsok dltal befo-
lydsoltaknak nevezziik.
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A (4) egyenlet mindkét oldalat derivalva, majd (2)-t felhaszndlva, kapjuk,
hogy
d = kB, + kCp, + (0 — )k(sF — s,).
Ha az utébbi egyenletbe sf-t (1)-bdl, st (4)-bdl behelyettesitjiik, végiil is
megkapjuk a Houthakker —Taylor modellnek azt az alakjat, amely az allo-
manyvaltoz6t mar nem tartalmazza:

g, = kA + OkBx, + kBx, + 6kCp, + kCp, — kgq,. (5)
Ugyanez az egyenlet (41) jeloléseivel igy irhaté:
G = O + Oyay + & + onp, + np + (B — g, (5a)

Az (5a) egyenlet a Houthakker —Taylor modell folytonos alakja. Az (5) és (5a)
egyenletekben fontos szerepet jatszik a fogyasztisnak a jovedelem szerinti
rovid tavid” derivaltja: kB = p. A ,,rovid tava” derivalt azt a hatast fejezi
ki, amellyel a fogyasztas azonnal reagal a jovedelem véaltozisira, megel6zve
késleltetett hatasokat. A , hosszii tavi’” deriviltat, amely az idGben elnydjtott
Osszes hatas osszegét fejezi ki, a késGbbiekben ismertetjiik.

Befejezésiil megemlitjiik még, hogy annak érdekében, hogy a modell paramé-
tereit. becsiilni lehessen, a folytonos modellt kozeliteni kell diszkrét idGinter-
vallumokkal. Ezzel a kérdéssel a mar emlitett irodalom ([3], [5]) foglalkozik.

1.4. A most kovetkezd alfejezetekben azt a specidlis esetet fogjuk vizsgalni,
amikor az x, redaljivedelem és a p, relativ dar hosszabb ideig megkizelitéleg egyen-
letesen valtozik. Kz az eset magaba foglalja természetesen az egyensilyi helyze-
tet is, amikor w, és p, allanddésuldsa kovetkeztében ¢, és s, véges hatarértékhez
konvergal.

Az allomanyvaltozé vizsgalatahoz elégséges a (2) egyenletbdl kiindulni. Az
s,re vonatkozé differencidlegyenletet megoldva:

t
8 = e M(sq + [ ket*s¥dr).
0

Szamunkra elonyos lesz, ha a parcidlis integrilas elvét alkalmazzuk:
t
8 = e M(sq + sFeM — sf — [ s¥e"d7). (6)
0

Ha ugyanis x, és p, megkozelitGleg egyenletesen véltozik, akkor (1) alapjan
§F kozel allandé: §* ~~ s*. Bkkor (6) alapjan

ok
» &
S~z 8 =eM|g, + sfe — sF — — (Mt — 1)],
k
amibol

i
S —Sf 8 —sf =eMsy—8F) —— (1 —e M),

Ha a jovedelem és az ar emlitett valtozdsa viszonylag hosszt idd 6ta tart,
azaz t elég nagy, akkor

gt a2 (7)
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azaz a valosagos s, érték —— -val elmarad a , kivanatos™ s értékétol (amely (1)
' k

alapjan szintén egyenletesen valtozik). Amikor az ,,elmaradast’” emlitettiink,
akkor hallgatélagosan feltettiik, hogy §* pozitiv, azaz s novekszik. Ez a fel-
tétel példaul jovedelemnivekedés és nem til nagy arvaltozas esetén teljesiil.

Abban a specidlis esetben, amikor a jovedelem és az ar sokaig valtozatlan,
és igy §* = 0, az alloményvéltozé (7) szerint megkozeliti az dlland6 s* = s*
értéket. Altaldban az dllomdnyvdltozénak az (1) egyenlettel definidlt barmely s;
kivdnatos” értékét egyensitlyi értéknek is nevezhetjick (adott x, és p, mellett),
mert ha a jovedelem és az dr a ¢ id6ponttdl fogva nem valtozik, akkor, 7 — oo
esetén, s, az sjf-hoz konvergal.

1.5. Az el6z6 alfejezetben azt vizsgdltuk, hogy hogyan alakul s, értéke abban
az esetben, ha a redljovedelem és a relativ ar hosszabb ideig viszonylag egyen-
letesen valtozik. Most ugyanezt a vizsgalatot a ¢, fogyasztisra is el fogjuk
végezni.

Célszer(i elGszor az egyensilyi értéket meghatdrozni. (3) alapjan az egyen-
sulyt fogyasztas

g¥ = 0sF = 6(4 + Bz, + Opy)- (8)

Ehhez tart tehit g, ha a t idSponttél kezdve a redljovedelem és a relativ ar nem
véltozik. A g egyenstilyi fogyasztds fiigg a jovedelemtdl, jovedelem szerinti
derivaltja a kétféle jelolésmodban felirva:

L/ = 0B = ),b—,‘ .

o, o—p
Belathats, hogy ez az érték a jovedelem szerinti dn. ,hosszi tavi” derivdlt,
amely az egységnyi jovedelemvaltozds osszes hatdsdnak Osszegét adja.

A wviszonylag egyenletes jivedelem- és drviltozds esetére dttérve, induljunk ki
(4)-bal:

q = kis¥ — s;) + 08, = (k — O)(s} — &) + OsF = (k — d)(s* — 8,) + g,

(9)

azaz
@ —q=(k— o)a" — &) -

Felhaszndlva az el6z6 pont eredményeit, kapjuk, hogy ha a jovedelem és az ar
emlitett véltozdsa hosszii ideig tart, azaz ha t elég nagy, akkor

E=dpo L _aim). (o)
k (6 — B¢

A (10) bsszefiiggésben felhasznaltuk a (4a)-ban alkalmazott szokdsos jel6lése-
ket, & és p pedig a viszonylag egyenletesen véltozé redljovedelem és relativ
ar évi atlagos novekményét jeloli. . i

1.6. Végezetiil foglaljuk 6ssze a (7), (8) és a (10) relacidk tartalmi jelentését
szavakban.

A) A modell feltételezései szerint minden z;, p, értékpéarhoz tartozik az allo-
méanyvaltozénak és a fogyasztisnak egy bizonyos egyensilyi szintje, ezeket az
(1) és a (8) egyenletek definidljak. Az egyensilyi dllapotot a fogyaszté akkor
éri el, ha realjovedelme és a vizsgdlt cikk relativ ara hosszabb ideig valtozat-

gt —a = (k— O)(s¥ — &) —
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lan. Més és mas x,, p, értékekhez mas és mds ¢} érték tartozik; igy kiilonbozé
jovedelmi értékek, de azonos p, mellett (8) felfoghaté mint azon fogyasztok
Engel-gorbéje, akiknek a jovedelme egyénenként eltérd, de hosszabb ideje azo-
nos szinten stagnal.

B) A wiszonylag egyenletes tempdji jovedelem- és drvdltozds esetének szemlél-
tetésénél — az egyszer(iség kedvéért — szoritkozzunk arra az esetre, amikor a
redljovedelem né, a relativ ar pedig valtozatlan.

Az dllomdnyvdltozé egyensilyi, vagy mas széval | kivanatos’ értéke (1) sze-
rint n6. Az allomanyvaltoz6 valédi értéke (7) szerint ettdl elmarad; minél
nagyobb a jovedelem novekedésének tempdja, annil nagyobb az elmaradéas.

A valddi és az egyensilyi fogyasztds viszonya ehhez nagyon hasonlé, azzal
az egy kiilonbséggel, hogy a validi fogyasztas csak a szokasoktol fiiggd cikkek-
nél kisebb az egyensilyinal, a tartés fogyasztasi cikkeknél a helyzet forditott.
A kétféle fogyasztis idGbeli alakuldsat az 1. és 2. 4bran szemléltetjiik, a vizszin-
tes tengelyen a redljovedelem, a fiiggleges tengelyen pedig a fogyasztis érté-
keit dbrazoltuk. Az egyensilyi fogyasztasi pontokat (8) szerint (valtozatlan ar
mellett) egy egyenes koti ossze, és a valosigos fogyasztds gorbéje (10) alapjén
kozel parhuzamos ezzel az egyenessel. A két | parhuzamos” tavolsiga ardnyos
a jovedelem novekedésének mértékével; a szokdsoktol befolydsolt fogyasztdsi
cikkeknél a valdsigos fogyasztis girbéje az egyensilyi egyenes alatt, a tartés cik-
keknél pedig folotte halad.

Afogyasztds

redljovedelem

1. abra. A fogyasztés id6beli lefolydsa a szokés jelleg(i cikkekndl

A fogyasztds

.

redljovedelem

2. dbra. A fogyasztds id6beli lefolydsa a tartés fogyasztési cikkeknél
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Végiggondolva a most elmondottakat, megillapithatjuk, hogy Houthakker

és Taylor dinamikus modellje alkalmas az 1.2. pontban vazolt fogyaszt6i maga-

artas leirasara. Hatra van még az elméletnek a szdmitasi eredményekkel valé
dsszevetése.

2. Az id6soros adatok alapjin szamitott jovedelemrugalmassigok
Osszehasonlitasa

9.1. Az 1.—4. tablazatokban dsszegeztiik a kiillonboz6 aggregaltsigi szinten
kapott osszlakossigi jovedelemrugalmassagokat. Feltiintettiik a keresztmet-
szeti adatokbdl nyert értékeket is, de ezekkel csak a kovetkezd fejezetekben
fogunk foglalkozni. Itt emlitjiik meg, hogy a tdbldzatokban kéz6lt paraméterek
olyan idGsoros illetve keresztmetszeti szamitasokbol szdrmaznak, amelyeknél

1. tablazat

A kiilonbozé médon kapott jovedelemrugalmassdgok a visdrolt fogyasztés jelleg szerinti
{6 cikkesoportjaiban
Konst., | A kiadd- | mogsui Relativ trend-egyiitt-
Cikkesoportok elﬁglzst,, "'Ol;l.i‘ tﬁ‘gu Ef:’ E‘s hat6 (%)

nearis % —
modell modellje dinam. Boodlin o
1. Blelmiszerek 0,72 0,72 0,53 0,62 —0,68 0,17
2. Elvezeti cikkek 1,25 1,26 1,27 1,03 0,99 5,30 1,24
3. Ruhézati cikkek 0,57 0,60 0,87 0,86 —5,08 0,92
4. Fiités, hizt. energia 1,09 1,05 0,60 0,62 3,68 1.21
5. Tartés fogy. cikkek 1,36 1,63 1,30 1,90 1,87 —2,32 3,88
6. Kgyéb iparcilkkek 1,37 1,56 1,10 1,18 4,07 0,69
7. Szolgaltatisok 0,67 0,75 0,85 1,06 1,20 0,08 0,87
8. Lakdsép., ingatlanvds. 1,62 1,27 1,28 2,64 2,47 —3,88 1,03

2. tabldzat

A kiilonboz6 moédon kapott jovedelemrugalmassdgok a teljes fogyasztds rendeltetés
szerinti f6esoportjaiban

Konst. A kiad4sok | Hosen tévi
Cikkesoportok elaszt. linedris dinam.
modell modellje
1. Elelmiszer 0,66 0,53
2. Ttalok, kavé, tea 1,61 1,563 1,63
3. Dohény 1,26 1,20 1,15%
4. Ruhazkodas 0,62 0,62 0,70%*
5. Lakésszolgdltatis 1,00 1,19 1,13*
6. Fltés és hazt. energ. 1,23 1,05
7. Hézt. és lakds felsz. 1,38 1,35 1,45
8. Egészségiigy, testap. 1,66 0,86 1,31
9. Kozl., hirkozlés 1,62 1,79 0,90
10. Oktatds, kultara, sport és tdii-
1és 1,41 1,47 1,65
11. Egyéb fogyasztis 1,62 1,82

* Csak a jovedelemvéltozok alapjin szdmitva.
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3. tablazat

A jovedelemrugalmassdgok dsszehasonlitdsa 67 cikkesoportos bontdsban

Cikkesoportok A konstans elasztici- Hossza tavi rugal-
(amelyekre kaptunk hossziitdvi rugalmassigot) tisi modell rugalmas- massagok a dinamikus
sagai modell esetében

5. Hal, halkészitmények 1,09 1,06%*
20. Zoldségkészitmények 1,76 1,52%
23. Gyiimoleskészitmények 2,31 1,71%
27. Bor 0,95 2,15
28. Sor 1,31 1,20%
29. Fgetett szeszes italok 1,82 1,48%
30. Dohényéruk 1,24 1,14%
32. Férfi fels6ruhdzat 0,55 0,58%
33. Noi felséruhdzat 0,40 0,32*
34. Gyermek felséruhdzat 1,42 1,26*
35. Alsoruhdzat 0,41 0,565%
40. Lakdsszolgaltatasok 1,01 1,13%
44. Buatorok 1,50 1,54 %
47. Mosbgép és centrifuga 1,29 0,89
48. Haztartasi és lakastextil 1,24 1,31
51. Mosé- és tisztitoszerek 0,71 0,39%
52. Héztart. szolgaltatisok 0,69 0,67*
53. Testdpolisi és kozm. cikkek 1,66 1,10
55. Szemdélygépkocesi 4,91 2,37T*
56. Kerékpdr, motorkerékpér sth. 0,12 0,82*
61. Tartés kult. cikkek 2,30 2,65
62. Hiraddstechnikai késziilékek 2,41 1,24*
63. Konyv, ujsdg, papir stb. 1,47 1,61
66. Egyéb tartés cikkek (6ra, ¢kszer) 2,07 2,40%

ak a jovedelemviltozdk alapjin szimitva.

médszertani okokbdl a jovedelmet a kiaddsok dsszegével helyettesitettiik. Tgy
helyesebben a , fogyasztdsnak a kiaddsok dsszege szerinti rugalmassiga’™ elne-
vezést kellene haszndlnunk, ennek ellenére alkalmazkodtunk az dltalinosan
elfogadott széhaszndlathoz. Megjegyezzitk még, hogy HuLyAx K. a [2] dolgo-

zatba

n valédi jovedelemrugalmassagokra vonatkozo szamitasokat is végzett.

A kiilonbozd modellekkel kapott rugalmassdgok nagyobb 6sszhangja érdeké-
ben a [2] és [3] dolgozatban kozolt tablazatokhoz képest az alabbi maodositdaso-

kat h

ajtottuk végre:

A kiaddsok linedris modellje alapjén kapott rugalmassigokat a vizsgilt
idGszak kozepén elhelyezkedd 1969-es év jovedelmi szintjén tiintettiik fel.
A Houthakker — Taylor féle dinamikus modellre vonatkozéan az in. hosz-
sz1 tavi rugalmassdgokat kozolbitk. A hosszi tavi jovedelemrugalmas-
sdg az egyensilyi fogyasztds hosszi tavi, jovedelem szerinti derivéltja
(9) segitségével, de a valdsdgos fogyasztas felhaszndlasdval szarmaztat-

haté:
o :_&/_"L. (11)
6 —pB/ %

A 2. és a 3. tablazatban egyes megjelslt cikkesoportok hosszi tavi jove-
delemrugalmassagat kizérdlag a jovedelemhatasok figyelembevételével
becsiiltiik. Emiatt némelyikiik eltér a [3] dolgozatban kozolt értékektol.
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4. tabldzat
A kiilonb6z6é moédon kapott jovedelemrugalmassédgok Gsszehasonlitdsa a keresztmetszeti
szamitasok 34 cikkesoportjaban

Hossz1i Relativ trend egyiitt-
Cikkesoportok g::;: ;fn:u- B3 B | haté (%)

mikus becslése sz6risa
Hus és huskészitmények 0,78 0,61 0,57 0,41 0,27
Tej és tejtermékek 0,86 0,35 0,38 —1,20 1,15
Zsiradékok 0,08 0,35 0,30 -—3,65 0,45
Kenyér, liszt, rizs 0,35 0,21 0,17 —1,92 0,21
Cukor, édesség 0,52 0,55 0,55 6,45 0,39
Idényjellegii élelmiszerek 0,46 0,55 0,54 —2,03 0,44
IEgyéb élelmiszerek 0,40 0,54 0,565 -2,92 0,40
Hézonkiviili étkezés 0,82 1,00 3,07 1,62
Kavé tea 214 1] 350 [ 0,69 | 0,73 3,34 | 0,87
Italok 1,41 |f 2 1,19 1,12 3,36 0,37
Dohdény 1,25 1,15 0,54 0,55 2,88 0,61
Ruhdzat 0,62 0,70 | 0,87 0,86 - 5,06 0,92
Szildrd és eseppf. flitéanyag 0,42 0,61 0,52 2,78 0,89
Koézponti és taviiités, gaz 303 0,75 1,03 4,79 3,42
Elektromos energin } i 0,47 0,51 —0,94 2,59
Buator 1,50 1.54 1,56 1,53 —5,83 4,64
Egyéb tartos hazt. cikkek 1,70 1,12 1,07 | —13,82 4,30
Gépkoesi 4,90 2,37 4,02 3,96 —4,10 5,64
Kerékpar, motor 0,12 0,82 0,84 0,71 —1,98 4,63
Tartos kult. cikkek, ora, ¢kszer 2,29 2,56 1,11 1157, —0,39 6,81
Hazt. textil, edény, fogybeszkiz 1,49 1,05 1,05 0,01 1,02
Testapolasi, kozm. cikkelk 1,66 1,10 0,81 0,95 —0,07 2,25
Gyogyszer 0,45 0,564 3,565 7,47
Jirmalk., izemanyag 3,57 1,64 1,79 4,85 1,25
Kisebb kult. sport- és jatékeikkek 1,50 1,04 1,18 2,84 0,68
]'Cpil,(iunyug. ingatlan 2,55 2,39 —3,41 1,67
Ruhézati, labbeli szolgaltatas —1,36 1,28 | 1,42 | —6,38 | 5,42
Lakdasszolgaltatis 1,00 1,13 1,00 1,21 —4,01 1,21
Héztartisi szolgaltatas 0,69 0,67 1,40 1,69 —0,88 2,14
Bgészségiigyi, testip. szolghltatis 1,04 1,23 1,65 1,29
Kozl., hirkézl. szolgaltatas 1,03 1,02 1,14 1,72 1,98
Oktatés, kult. szolghltatas 1,35 1,20 1,37 5,10 2,58
Epitk. szolghltatis 3,12 | 2,91 —4,05 2,17
Egyéb szolgéltatis 0,95 0,99 0,12 1,67

Ezzel kapesolatban réviden utalunk arra, hogy a Houthakker —Taylor-
modell paraméterei egy linearis regressziés modell egyiitthatéibdl szér-
maztathaték. A 6 paraméter azonban két kiilonb6z8 médon is szamit-
haté: kiilon a jovedelemvaltozék és kiilon az drvéiltozék egyiitthatéibol.
A [3] dolgozatban legtobbszor a kétféle becslés szimtani kozepe szere-
pel, mi azonban sok esetben azt tapasztaltuk: ha a 6 egyiitthatét kizars-
lag a jévedelemhatdsok figyelembevételével szamitjuk ki, akkor a hosszi
tava jovedelemrugalmassagok kozelebb esnek a statikus modellekbdl
szamitott rugalmassagokhoz.
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2.2. Mint megfigyelhetjiik, a hdromféle, killonbiz6 médon szimolt jovedelem-
rugalmassag igen kizel all eqymdshoz. A két statikus becslés az 1960. és 1977.
kozotti idoszak atlagos rugalmassigéra vonatkozik, ezért hasonlésiguk nem
meglep. Az viszont, hogy a dinamikus becslés miért all kizel a statikusokhoz,
a kovetkezOképpen magyardzhaté. A vizsgilt iddszakban a jovedelem éven-
ként erésen ingadozé mértékben, de mégis permanensen nétt. A realjovedelem
évenkénti novekedésének atlaga 1961. és 1967. kozott 4,19, 1968. és 1972.
kozott 5,49%,, végil 1973. és 1977. kozott 4,29 volt. Mint az elézd fejezetben
bebizonyitottuk, ha a fogyasztas idGbeli alakuldsat a redljovedelem fiiggvényé-
ben abrazoljuk, akkor viszonylag egyenletes jovedelemniovekedés esetén a
kapott gorbe kisebb-nagyobb eltérésekkel, de nagyjabdl parhuzamosan halad
az egyensulyi fogyasztas egyenesével. Hzért a hosszi tavi jovedelemrugalmas-
sdg megadja a valésigos fogyasztis idGsorara jellemzd rugalmassagi értéket,
azt, amelyet megkozelitileg akkor is megkapunk, ha az adatokra statikus mo-
dellt illesztiink.

3. A keresztmetszeti adatokon végzett szamitisok

3.1. Az el6zé fejezetben az idGsoros szamitasokbdl kapott jovedelemrugal-
massagokkal jellemeztiik a fogyasztisnak mint a jovedelem fiiggvényének id6-
beli lefutasat. A haztartasstatisztikai felmérés teljes anyagat hasznaljuk viszont
fel a keresztmetszeti szamitasokban. Ezek a jovedelemrugalmassigok tartal-
milag mast fejeznek ki, nevezetesen azt, hogy egy adott idopontban milyen eltéré-
sek mutatkoznak a kilinbozd jovedelmii fogyasztok vasarlasaiban. A keresztmet-
szeti szamitasokat megneheziti az a koriilmény, hogy egy-egy nagyobb rétegen
vagy méginkdbb az egész felmérésen beliil a kiilonhozd jovedelmi esoportoknak
eltérs a szocialis és demografiai osszetétele. A haztartisok szocidlis és demog-
rafiai vonasai onmagukban is befolydsoljak a fogyasztasi struktirat, hatasaik
azonban latszolag mint a jovedelmi kiilonbségek kovetkezményei jelentkez-
nek. Ha ezt nem vessziik figyelembe, akkor az emlitett tényezik torzitdlag hat-
nak a jovedelemrugalmassigok becsléseire.

E zavard korilmény kikiiszobolésére két maod kindlkozik. Az egyik eljaris
az, hogy a rendelkezésre 4116 mintat viszonylag homogén fogyasztéi esoportokra
bontjuk, és ezeken beliil kiilon-kiilon vizsgaljuk a jovedelem hatdsait. A masik
lehetséges médszer az, hogy a teljes minta alapjin olyan keresleti fiiggvényt
beesliink, amely a szocidlis és demografiai tényezik szimszerisitése céljabol
magyarazé viltozakat tartalmaz. Mindkét eljiris az egyes sziik fogyasztoi
rétegek fogyasztasi, jovedelmi adataira illeszkedd Ingel-gorbéket eredményez,
csak az egyik esethen ezeket kiilon-kiilon, a masik esetben pedig az dsszes réteg-
re egyszerre elvégzett becsléssel kapjuk meg. A rétegenként kiilon lebonyolitott
szamitassal természetesen olyan Engel-gorbéket kapunk, amelyek jobban
illeszkednek az adatokra, ezzel szemben az egész felmérés alapjan beesiilt
keresleti fiiggvény segitségével az egyes szocialis és demogrifiai faktorok hatdasa
mérheté jobban.

Az évenként mintegy 8500 haztartasrol készitett felmérés lehetdvé tette a
fogyasztas vizsgalatdt a jelleg szerinti 8, a rendeltetés szerinti 12, valamint egy
részletesebb 34 cikkesoportos bontasban a lakossdg 33 rétegére. A rétegeket a
6 tarsadalmi osztalyok (munkdsok, szellemiek, termelGszovetkezeti dolgozok,
kettdsjovedelmiiek, 6ndllé inaktivak), a lakéhely (Budapest, vidéki viros,
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kozség) és a gyermekszdm szerint kiilonboztettiik meg. Pontos felsoroldsukat
a [4] dolgozat tablazatai tartalmazzik. Mivel az 1976-t61 1979-ig terjedd négy
év adatait hasznaltuk fel, lehetSség nyilott az id6beni hatasok megfigyelésére is.

3.2. A szamitdsok egy részénél, amelyet [4]-ben ismertettink DEATON és
MUELLBAUER [6] modelljébdl indultunk ki. A modell statikus, tehat a kiaddso-
kat a pillanatnyi drak és a jovedelem fiiggvényében irja fel. A szdmitasok
soran az arrugalmassigokra nagy pozitiv és negativ becsléseket kaptunk, amit
az okozott, hogy az Engel-gorbék évrdl-évre jelentdsen eltolédtak, és ezt a
statikus modell esak az arvaltozasokkal volt képes megmagyarazni. Ez a jelen-
ség cafolja a fogyasztds statikus voltat, és egyben azt is, hogy a fogyasztds id6-
beli alakuldsat keresztmetszeti adatokbdl szdrmazé jovedelemrugalmassagok-
kal le lehet frni. A rendelkezésre all6 rovid idGszak azonban nem elegendd egy
dinamikus modell becslésére, ezért az arvaltozason tul a tobbi idébeli hatas
szamszer(sitésére az eredeti keresleti egyenletet linedris trenddel egészitettiik
ki. Végiil is keresleti egyenleteink

W@, Pits pr) = a; + by * logla/p,) + b - op + di-log piy + f; -t (12)

alakban frhaték, ahol w;, megadja, hogy az a fogyasztd, aki a h-ik réteghez
tartozik és a f-ik évhen kiadasainak osszege x, kiaddsainak mekkora hanyadat
kolti az i-ik cikkre vagy szolgaltatasra. A redljovedelem helyett a kiadasok
dsszegének a p, dltalanos fogyasztoi arindexszel deflalt x/p, értéke szerepel az
egyenletben. p;, a sajat relativ ar; «;, b;, d,, f; a cikkesoportokra, ¢, pedig a
rétegre jellemzé ismeretlen konstansok.

Szignifikéns trend jelenléte snmagaban igazolja az idGsoros és keresztmet-
szeti jovedelemrugalmassagok kiilonbozdségét. Az eltéréseket, valamint a
linedris trendre kapott beesléseket a 4. fejezetben a legtobb cikkesoportnal a
fogyasztéi magatartis dinamikus tulajdonsagaira fogjuk visszavezetni. Itf is
azokra a torvényszertiségekre fogunk hivatkozni, amelyeket a Houthakker—
Taylor féle dinamikus modellbél kiindulva az 1.4—1.6 pontokban vezettiink le.

3.3. Mint a (12) egyenlethl lathaté, a réleghaldst specifikald c, paraméter
minden cikkesoportnal azonos. A ¢, szerepe a kovetkezdképpen interpretdl-
haté. A h-ik réteg fogyasztasi struktiraja fejlettebb, mint a g-ik rétegé, ha
¢y - cg. Ugyanis azokra a cikkekre, amelyek jovedelemrugalmassdga egynél
nagyobb, és ezért luxuscikkeknek is szokds nevezni, a h-ik réteg Engel gorbéje
mindeniitt a g-ik rétegé felett halad, azokra a cikkekre viszont, amelyek jove-
delemrugalmassiga egynél kisebb, azaz alapvetdeknek tekinthetdk, a helyzet
forditott.

A valdsaghan azonban legalabbis hazai viszonyok kozott — ez altalaban
nem fgy igaz. Emiatt a ¢,-k kozotti eltérések a réteget meghataroz6 harom
faktor koziil csak a gyermekszam szerinti bontasban feleltek meg a virakozds-
nak. A lakchely és a f6 tarsadalmi rétegek szerinti megkiilonboztetésben a
¢,k koziott nem kaptunk szignifikans eltéréseket, azaz a modell nem tudta
szamszer(isiteni ennek a két tényezdének a fogyasztist differencialé hatédsit.
Mint az 5. fejezetben latni fogjuk, a lakéhely, valamint a 6 tarsadalmi réteg-
hez val6 tartozas nem elsdsorban az alapvetd és a luxusecikkek aranyat, hanem
a tartos cikkek és a szokasok altal befolyasolt fogyasztas ardnyét szabja meg.
Ennek elméleti magyardzatat szintén a dinamikus fogyaszt6i magatartashol
kiindulva fogjuk megadni, gyakorlati igazoldsul azonban djabb szamitasokat
végeztiink, amelyekrdl ebben a dolgozatban szdmolunk be elGszor.
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3.4. Ujabb szamitisainkban, a (12) egyenletet tovabb dltalinositva, feltéte-
leztiik, hogy a vizsgalt idoszakban (f = 1, 2, 3, 4) az egyes rétegekre

Wiy = Ay + b;+log(z/py) (13)

alaki fiiggvények irjak le a kiadasi hanyad fiiggését a realjovedelemtd] (pon-
tosabban: az osszkiadasnak az altalanos fogyasztoi drindexszel deflilt értéké-
tol). Az a,y,, b; egyiitthatok cikkesoportonként kiilon-kiilon a legkisebb négy-
zetek modszerével becsiilhetdk.

Mint lathaté, egy-egy cikkesoportban a log(x/p) egyiitthatéja minden rétegre
és évre vonatkozdan azonos. Ez azt jelenti, hogy a w;, gorbék egymdssal
parhuzamosak. A fogyasztasi struktura eltérései az a;,, paraméterck ossze-
hasonlitasaval vizsgalhatok. A széba jové értékek nagy szama miatt azonban
a tarsadalmi rétegzidés és a lakohely szerepe nehezen sziirhets ki, ezért egy
egyszer(ibb megolddst valasztottunk.

Eljardasunk abbdl allt, hogy a (13) egyenletet két valtozatban szdmszerfisitettiik.
Az els valtozatban a 3.1-ben részletezett mddon 33 réteget kiilonboztettiink
meg, a masodik viltozatban ezeket a rétegeket osszevontuk 6t nagyobb demog-
rafiai csoportba. Ebben a valtozatban az egyes rétegek csak a gyermekek sza-
maban tértek el, és csak az 6nallé inaktiv haztartisok csoportjat hagytuk érin-
tetleniil. Az dsszevonds sordn inhomogén rétegeket kaptunk. fgy a tarsadalmi
osztalynak és a lakohelynek a befolyédsa a fogyasztiasra szintén mint a jovedelem
hatasa jelentkezett, és torzitélag hatott a b, paraméterek becslésére. Az 5.
fejezetben osszehasonlitjuk a kéttéle rétegbontias alapjan szamolt b; egyiittha-
tokat és jovedelemrugalmassagokat. EEbbdl fogunk kiovetkeztetni a fogyasztas
rétegenkénti differencialtsagara, pontosabban a lakéhely és a tarsadalmi réteg-
z0dés szerepére.

A (13) tipusi keresleti egyenleteknek van egy masik eldnye is a (12) egyen-
letekkel szemben. Azzal egyidejiileg, hogy jobban illeszkednek az egyes réte-
gek fogyasztasi adataira, a b; egyiitthatok — természetesen a részletes bontis
alapjidn szamolva — egyben jobban tiikrozik a valdsigos jovedelemhatdst is.
A (12) modell esetében ugyanis azaltal, hogy a ¢, egyiitthatok nem tudtik jol
kisz{irni a réteghatasokat, ez utébbiak torzitélag hatottak a b, egyiitthatokra.
Ezért a kovetkezd fejezetben, amikor az iddsoros és keresztmetszeti adatokbol
szamitott jovedelemrugalmassagokat osszehasonlitjuk, az utébbiakat a (13)
keresleti egyenletek paraméterei fogjak képviselni.

4. Az idGsoros és a keresztmetszeti jovedelemrugalmassigok
osszehasonlitisa

4.1. Az 1. és a 4. tablazatban az idGsoros szamitasok eredményei mellett fel-
tiintettitk azokat a keresztmetszeti jovedelemrugalmassiagokat is, amelyeket a
(13) egyenletnek a haztartasstatisztika 33 rétegre bontott valtozatdbdl kap-
tunk (£7%). Ugyanott megtaldlhaték az 6t Gsszevont rétegre kapott eredmények
is (K2), ezekkel azonban csak a kovetkezs fejezetben fogunk foglalkozni. A jove-
delemrugalmassigokat az

w;
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formula szerint szamoltuls, ahol w; a négy év teljes haztartasstatisztikai felmé-
résébdl képzett dtlagos kiaddsi hanyad az i-ik cikkesoportra. Ily médon tehdt
a tabldzatokban feltiintetett értékek szintén az Osszlakossdgra vonatkoznak,
pontosabban: a teljes lakossdgnak arra a jelentGs hdnyaddra, amelyet a héz-
tartasstatisztika képvisel.

Mint a 3. fejezet elején hangsilyoztuk, az iddsoros jovedelemrugalmassé-
goknak az eltérése a hasonlé keresztmetszeti paraméterektl — a jovedelem- és
drhatdsokon kiviili egyéb olyan tényezdk jelenlétére utal, amelyek a vizsgalt
iddszakban, tehdt a hatvanas és hetvenes években érvényesiiltek. Ilyen ténye-
z0k példaul a kereslet kielégitetlensége, vagy ellenkezdleg, a valaszték bdvii-
lése; ezek az iddsoros szamitasok soran latszdlag a jovedelem hatdsaként jelent-
kezhetnek, és befolydsolhatjik a rugalmassigi becsléseket. Mint latni fogjuk,
a dinamikus hatdsok szintén igen jelentds szerepet jatszanak; a szokds jellegf
cikkeknél tobbnyire az idbsoros, a tartés fogyasztasi cikkeknél pedig a keresztmet-
szeli szdamitdsok adtdk a nagyobb becsléseket.

Hasonl6 jellegii, de az 1976 és 1979 kozotti periddusra jeilemzd idSbeli haté-
sokra utal a Deaton—Muellbauer modell szdmszeriisitésénél szitkségszertileg
hevezetett linedris trend is. A [4] dolgozathdl atvettiik és az 1., valamint a 4.
tablizatban feltiintettiik az f,/w, relativ trend-egyitthatd szézalékos értékét és
szordsit. A relativ trend-egyiitthaté megadja, hogy évente hany szdzalékkal
valtozik a fogyasztds a jovedelem- és drviltozdson kiviili egyéb idSbeli hatdsok
kivetkeztében. Mint az eredményekbdl 1atni fogjuk, ahol az idbsoros jovede-
lemrugalmassdag nagyobb a keresztmetszetinél, olt dltaldban po’zz.lz’v trendet kapunk,
ahol pedig a viszony fordilott, otl t6bbnyire a tremi’—(eg;?/ilf!{)a-{o 18 negativ.

4.2. MielStt az el6zéekben vazolt osszefiiggéseket a tablizatok alapjan ciklk-
csoportonként részletesen elemeznénk, keressilk meg a taip:-w;f:mlt jelenséy
okdt. Most is a mar tobbszor hangoztatott elvhdl irl(illl}lnk ki: minél nagyobh
ralamely fogyaszté  jovedelemnivekedésének tempoja, f’()g}{'agztésa annal
jobban eltér a megfeleld jovedelmi szinthez tartozd egyensilyi fogyasztéstol:
tartos cikkeknél f6lotte van, a szokastol fiigeo cikqunél pedig alatta. Hogy ezt
az elvet a gyakorlatra alkalmazni tudjuk, vizsgdljuk meg, lu)gym? vdltoztak
Szamszertisitett iddszakban a jovedelmek. A hazal ]{ivc—_dcImnelosxlam vizsgila-
tokbdl ugy tudjuk, hogy ez alatt az idGszak alatt csfbl(}i({}'lt.el( a,relativ Jove-
delmi kiilonbségek. Kz a esokkenés azonban elég kismértékii volt, és az al.)szohit
jovedelmi kiilonbségek mér jelentds mértékben novekedtek [7]. Kz azt jelenti,
hogy azok, akiknek az idészak végén, tehat 1976 —1978-ban magas volt a jove-
delmiik, tobbnyire gyorsabb jovedelemnovekedés kovetkeztében jutottalk
ebbe az dllapotba, mint azok, akiknek a jovedelme J@l@n!og 18 &]?‘CS{OHY-’VEHH@](
megfelelGen a magasabb jovedelmiticknek mind a tartos, mwjrl a szokdsoklol fuggs
cikkekbil vald fogyasztasa jobban eliér az egyensilyi fogyaszidstol, mint az alacsony
Jovedelmiieké. )

Ezt a jelenséget a 3., és 4. abran szemléltetjik a szokasok,me,ghatérozta,
lletve a tartés cikkekre. Az dbrakon egyenes szakaszokkal abra:zol.tuk egy
tetszileges réteg Engel-gorbéit a vizsgdlt években. A szakaszok végei a réteg
legalacsonyabb illetve legmagasabb jévedelmi fogyasztéit s;semlelngt}kf Az
dbrakon feltiintettiik azt az idealizdlt ¢*(x) Engel-gorbét, z?mely a killonbo6z4
Jovedelmi értékekhez tartozé egyensilyi fogyasstasi értékeket koti dssze.
A ¢*(x) menti derivalt az Ggynevezett hosszi tavi derivalt. Az a’brab‘q_l leolvas-
haté, hogy a keresztmetszeti adatokbél nyert Engel-gorbe mentén a jovedelem
szerinti derivalt tartés fogyasztdsi cikkekre nagyobb, szokas jellegd cikkokre

3 Szigma
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fogyasz tds
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3. abra. Az Engel-gorbék és az egyensilyi fogyasztds viszonya a szokds jellegfi cikkekndl

A fogyasztds .
Engel-gorbék t=3
t=2 (%
redjjovedelem

4. dbra. Az Engel-gorbék és az egyensilyi fogyasztds viszonya a tartés cikkeknél

kisebb, mint a hossz( tavi derivalt. Mivel a (11) formuldban a hossza tava jove-
delemrugalmassagot a valGsigos (és nem az egyensilyi) fogyasztas segitségével
definidltuk, az el6bbiek elmondhaték a rugalmassagokra is. Az el6z6 fejezetben
viszont belattuk, hogy a hosszli tavi rugalmassig lényegében megegyezik a
statikus modszerekkel szamitott jovedelemrugalmassiggal, ezért a fenti alli-
tas altalaban igaz az iddsoros és keresztmetszeti adatokbdl kapott rugalmas-
sdgok viszonydra is. Osszefoglalva tehdt a tartds fogyasztisi cikkekre az idésoros
jovedelemrugalmassdgok tobbnyire kisebbek, mint a keresztmetszeti adatokbdl nyert
hasonlé paraméterek, a szokdsok dltal befolydsolt cikkeknél pedig a helyzet fordi-
lott.

Ugyancsak a 3. és a 4. 4brabdl olvashaté le, hogy miért volt sziikség a Dea-
ton—Muellbauer modellnél a linedris trend bevezetésére, és, hogy a trend a
tartés cikkeknél negativ, a szokdsoktdl figgd cikkeknél pedig pozitiv.

4.3. A kovetkezbkben az eredményeken ellendrizziik a fentiekben levezetett
osszefiiggéseket. Elbszor a jelleg szerinti fGcsoportokra (1. tdblazat), majd
pedig részletesebb bontdsban is (4. tablazat) 6sszehasonlitjuk a kiilonbozd id6-
soros, valamint az Ej® oszlopaban taldlhaté keresztmetszeti jovedelemrugal-
massagokat. Mindjart elérevetjiik, hogy a szokdsoktdl valé fiiggés, valamint
a tartds jelleg fogalmat kissé tagabb értelemben véve, a fogyasztési cikkek és
szolgaltatisok e két fO osztalyiba nem pontosan azokat a cikkesoportokat
soroltuk, amelyek a dinamikus modell szerint annak bizonyultak.
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Sok szemponthdl egymashoz hasonlé tulajdonsdgokat mutat harom 6 ciklk-
csoport: a vasarolt élelmiszerfogyasztas, a hdztartasi energia, és az egyéb ipar-
cikkek. Bér ezen cikkesoportok egyike sem kimondottan szokés jellegli — a
dinamikus modell illesztése sem sikeriilt — mégis ilyen vondsokat mutatnak.
Erre utal az emlitett cikkesoportok esetében a kétféle tipust rugalmassag
viszonya. Az élelmiszervasarlas a sajat termelésti fogyasztds terhére, az ener-
giafogyasztas pedig a lakdsok szdmanak emelkedése és a technika fejlodése
kovetkeztében gyors iitemben névekedett az elmilt hisz évben. Viszont a
jovedelem nem jatszik lényeges szerepet a két cikkesoport kiaddsaiban — amint
errl az alacsony keresztmetszeti rugalmassiagok tantiskodnak. A linearis
trendre kapott beecslések szerint az élelmiszervasarlds névekedése a hetvenes
évek masodik felében lelassult, a mdsik két esoport kiaddsai azonban tovabb
novekedtek.

Az élvezeti cikkek vasirlasit, valamint a szolgdltatisok igénybevételét a
dinamikus Houthakker —Taylor modellel végzett szamitasok szerint a fogyasz-
t6i szokidsok befolydsoljak. A szolgiltatisok esetében mégis forditott a rugal-
massagok viszonya, s gyakorlatilag zérus a trend-egyiitthaté is. Ennek oka az
a kozismert tény, hogy a szolgiltaté halézat nem fejlédott annak a tényleges
keresletnek megfelelGen, amelyet éppen a magas keresztmetszeti rugalmassag
is igazol.

A fennmaradt harom cikkesoport — a ruhdzati és a tartés fogyasztasi cikkelk
valamint a lakdsépitésre és ingatlanvisdrlésra forditott kiaddsok — valameny-
nyi paraméter szerint tartds jelleglinek bizonyultak. Hangsilyozzuk, hogy a
negativ trend nem jelent abszolit csikkenést — ez az eredmény csak arra utal,
hogy a vasarlasok az id6ben lassabban névekednek, mint ahogy az a kereszt-
metszeti adatokbél kapott jovedelemrugalmassdigok alapjan vérhaté lenne.

A fesoportok vizsgalata utdn most a 4. tdblazat segitségével tekintsiik at
részletesebb bontdsban a fogyasztasi cikkek jovedelemrugalmassdgait. Mint latni
fogjuk, a fogyasztéi szokasok illetve a tartés jelleg eddig tapasztalt hatdsa nem
érvényesiil egyértelmfien. Altaldnosabban megfogalmazva az idésoros rugal-
massdgok a jovedelem hatdsa mellett tikrizik az eqyéb idébeli hatdsokat is, és
ugyanez elmondhatd a linedris trendrol is.

A téblazathan a sajit termelésii fogyasztdssal megnovelt teljes élelmiszer-
6s élvezeti cikk fogyasztds rugalmassigait timtettik fel. A hisra és htiskészit-
ményekre, valamint a zsiradékokra vonatkoz6 eredmények a fogyasztasi szer-
kezet korszertisodését mutatjak. Ugyanerre utal a tej és a tejtermékek magas
id@soros rugalmassaga, valamint a hdzonkiviili étkezésre kapott szignifikdns
pozitiv trend. Ugyanakkor az idényjellegii, valamint az egyéb élelmiszerck
fogyasztdsa nem névekedett kellSképpen. s

Az egyes élvezeti cikkek paraméterein jol litszik ezek szokds jellege. Bér a
keresztmetszeti statisztika szerint nem rugalmasak, az utébbi hisz évben mégis
nagyon divatba jottek. A ruhdzati cikkeknél valamennyi mutaté e cikkesoport
tartGs jellegét titkrozi. Az energiafogyasztdson beliil érdemes ‘megvizsgdlni a
szildrd és cseppfolyds flit6anyagokat. Az eredmények alapjan ugy latszik,
hogy ezek fogyasztésa a 70-es évek kizepéig lassan, ezutén pedig gyorsabban
fejlédott. Kiilonosen dinamikus volt viszont a kézponti és tavfiités, valamint
a gdzszolgiltatds elterjedése.

A kiilonbozé tartés fogyasztési cikkeknél mar nem egyértelmi a kép. Bar a
f(ﬁcsoportm érvényes volt az elméleti osszefliggés, az egyes részesoportokra
azonban ez nem teljesiil; tobb esetben az idGsoros rugalmassidg nagyobb a

3*
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keresztmetszetinél. Ennek oka az lehet, hogy egyes cikkesoportoknak a vasar-
ldsa a 60-as és 70-es években terjedt el igazan. Kiilén vizsgalatot kivanna annak
a megdllapitisa, hogy vajon az utébbi évek kindlati ingadozdsai okoztik-e &
trend-egyiitthatok nagy beeslési hibait, vagy pedig a fogyasztas dinamikijinak
lefrdsdra még ilyen rovid idGszakra sem elégséges a linedris trend.

Folytatva a sort az egyéb iparcikkeken, ezekre dltaliban teljesiil az, hogy
szokds jellegliek, vagy legalabbis fogyasztdsuk ahhoz hasonlé. Frdemes meg-
emliteni, hogy a haztartdsi textil, edény- és fogydeszkiz, valamint a testapoldsi
és kozmetikai cikkek esetében a Deaton —Muellbauer modell az 1976 és 1979
kozotti idészakra lényegében statikus keresleti egyenletet adott: a trend-
egylitthatéra gyakorlatilag zérust kaptunk. Kivételt képez viszont az épitd-
anyag- és ingatlanvasirlisok esoportja, itt a negativ trend azt sugallja, hogy
ez a cikkesoport tartos.

A szolgdltatisok kiillonbozd dgai meglehetdsen heterogén képet mutatnak.
A ruhdzati és libbeli szolgaltatis kitiinG példaul szolgal o kétféle rugalmassie
kozotti tartalmi kiilonbségre: igénybevétele erésen fiigg a jovedelemtdl — erre
mutat Ef* nagy értéke —, ugyanakkor a negativ id8soros rugalmassig és a
negativ trend arrdl tantiskodik, hogy ezt a szolgaltatist a késztermékek vasdr-
lasa erlsen kiszoritja. A haztartdsi szolgdltatasok lasst fejlGdésében valdszi-
niileg hasonlé okok jatszanak kézre: mig a haztartisi késziilékek vasarlisa
jelentésen ndtt, a javitdsukra forditott kiaddsok 1970-t8l alig emelkedtek.
Fnnek a kérdésnek az elemzése annak a megvizsgdlisat is kivinnd, hogy miért
bizonyult a dinamikus modell szerint tartés jellegiinek ez a szolgaltatas.
A tobbi szolgaltatasi csoport, az egyetlen épitkezési szolgiltatds kivételével,
tébbé-kevéshé a szokdsok befolyidsold hatdsit tiikrozi, mig ez utébbi az épitd-
anyag- és ingatlanvdsdrlasokhoz hasonléan, tartés jellegfi.

5. A rétegek fogyasztisinak differencidltsiga

5.1. Ebben a fejezetben a {0 tarsadalmi rétegzGdésnek (munkdsok, szelle-
miek, termelGszovetkezeti dolgozik, kettdsjovedelmiick és inaktivak), valamint
a lakoéhely jellegének (Budapest, vidéki viros, kizség) a fogyasatasi struktira
fejlettségében valo szerepét vizsgiljuk. A rétegek dtlagos fogyasztisiban lev
eltérések részben az dtlagos jovedelmi szintek kozotti kiilonbségekbl szarmaz-
nak. Ebben a fejezetben megprobiljuk elkiiloniteni egymdstél a jovedelem és a
valodi réteghatas szerepét, oly médon, hogy azt vizsgaljuk, hogy miben térnek
el a kiilonboz6 rétegekhez tartozd, de azonos jévedelmii fogyasztok vasdrlisai.

Vizsgilatainkban a 3. fejezetben lefrtaknak megfelelGen a (13) egyenletnek a
33 réteges és az 5 réteges bontasat vetjitk egybe. Az utébbi valtozatban kapott
b; egylitthatok segitségével, az L rugalmassigokhoz hasonléan, szintén a (14)
formula alapjén képeztiik az K} paramétereket, mégpedig ugyanazokkal az
egész mintara jellemz6 dtlagos w; kiaddsi hinyadosokkal. Igy a mér részben
ismertetett 1. és 4. tabldzat EP és K} értékoei kozotti kiilonbségek kizéarolag a
kiilonb6z6 véltozatokbdl szarmazé b; egyiitthaték killonbségébll szdrmaznak.

Hogy az EP és az B} eltéréscibél a fogyasztisi struktira differencidltsagira
kovetkeztetni tudjunk, tekintsiik &t a wizsgdlt rétegek jovedelmi wviszonyait.
Csak az aktiv rétegeket tekintve, legalacsonyabb a jovedelem a kozségi mun-
késokndl. Valamivel magasabb a szivetkezeti parasztok és a vidéki vérosi
munkdsok jovedelme, ezutdn a kettdsjovedelmiick és a budapesti munkdsok
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kovetkeznek. Legmagasabb a szellemiek dtlagjovedelme, a rétegen belil a
lakéhely szerint a sorrend: kozségiek, vidéki varosiak, budapestiek. Megfi-
gyelhetd tehat, hogy a nem til nagy kiilonbségekben a lakéhely és a képzettség
meghatarozd szerepet jatszik.

Mint tudjuk, (13) elsd vaitozatanak szdmszerlsitésekor az egyes rétegek ki-
addsai ardnyait parhuzamos gorbék kozelitik. A kénnyebb megértés kedvéért
tekintsiik egyeldre csak azokat a rétegeket, amelyek a gyermekszim szem-
pontjabol megegyeznek, példaul csak egy-gyermekes hdztartasokat tartalmaz-
nak. A mésodik védltozat szdmszeriisitése esetén egyetlen gorbe illeszkedik az
ilyen haztartisok kiaddsai ardnyaira. Ezt a helyzetet dbrazolja erdsen leegy-
szer(isitve az 5. és a 6. dbra az B — E? illetve az EP® _ E} esetnek megfele-
16en. Az E¥ < E? egyenlétlenség azt sugallja, hogy egyre nagyobb atlagjove-
delmii rétegeket tekintve a gorbék tobbnyire egymés felett helyezkednek el.
Mas széval, ha a kiilonhozG rétegekbél azonos jovedelmi fogyasztokat vilasz-
tunk ki, akkor e fogyaszték annal tobbet koltenek a kérdéses cikkre, mennél
képzettebb réteghez tartoznalk, illetve mennél vdrosiasabb telepiilésen laknak.

4 fogyaszids . q
dlx) egyensdlyi fogyasztds .-

=" egy-gyermekesek,

-
b _,/7/4bpesti

=~ szellemiek
——Tpri )
- munkdsok

..-"'- o
) -~ szovetkezeti
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o - kozsegi

munkasok

o
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5. dbra. A kiillonbozd rétegek Engel-gorbéinek hozzavetdleges helyzete a szokdsoktdl
fliggd cikkek esetében
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6. abra. A kiilonbozd rétegek Engel-gorbéinek hozzévetdleges helyzete a tartds fogyasztdsi
cikkek esetében
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A 6. dbra viszont az ¥ - B} esetet abrazolja, a helyzetet erdsen idealizdlva.
Itt az atlagjovedelem szerint balrél jobbra haladva, az egyes rétegek gorbéi
egymas alatt helyezkednek el. A fenti gondolatmenetet megismételhetjiik a
gyermektelen, a kétgyermekes, a hidrom és tébbgyermekes haztartisokra is,
az abrak ugyaniugy vonatkoznak ezekre a rétegekre is.

5.2. A tablazatokat megvizsgilva észrevehetjiik, hogy a szokasoktol fiiggd
cikkek a tartés cikkekkel szemben a rétegek szerinti differencidk szempontja-
bél is eltérs fogyasztisi magatartast titkroznek. A szitudeidét most is az azonos
jovedelmi, de kiilonboz6 rétegekhez tartozd fogyaszték osszehasonlitasival
szemléltetve azt mondhatjuk, hogy minél elékeldbb helyet foglal el « fogyaszto
a f6 tarsadalma réteg és a lakohely szerinti ranglistan, anndl tébbet kolt a szokdsok
altal befolydsolt cikkekre, és anndl kevesebbet a tartos jellegtiekre. MielGtt a tabla-
zatot részletesen attekintenénk, a vazolt jelenséget — a kordbbiakhoz hason-
léan — ismét a kdzelmiilt jovedelmi mozgdasaira fogjuk visszavezetni.

A jovedelemeloszlisi vizsgalatok azt is megmutattak [7], hogy az abszolat
jovedelemkiilonbségeknek az utébbi években bekovetkezett novekedése nem a
tarsadalmi rétegek kozott, hanem azokon beliill ment véghbe: a tarsadalmi réte-
gek kozotti kiillonbségek nem viltoztak lényegesen. Szamunkra elényds meg-
fogalmazasban ez gy is mondhato, hogy a kilonbozi rélegek jovedelemnioveke-
désének tempdja meghkozelitoleg azonos volt.

Kapesoljuk most ezt 0ssze azzal a korabban mar részletezett elméleti ered-
ménnyel, miszerint a pillanatnyi fogyasztas eltérése a megfeleld egyensilyi
fogyasztastol aranyos a jovedelem novekedési iitemével. Azt kapjuk, hogy az
egyes rétegek dtlagosan ugyanolyan mértékben térnek el attél az egyensilyi
fogyasztastol, amely jovedelmi szintjitknek megfelel. Az egyes rétegeken beliil
azonban tovabbra is érvényes a jovedelmek szérdddasanak a névekedése, vala-
mint ennek a jelenségnek a kovetkezménye: az egyes lngel-gorbék felsd végii-
kon jobban eltérnek az egyensilyl gorbétsl, mint az alsé végikon. A lefrt,
erdsen idealizalt helyzetet az 5. és a 6. Abran is szemléltettiik, ahol szaggatott
vonallal feltiintettitk az egyenstlyi fogyasztds egyenesét is. Az abréak alapjin
érthetévé valik az EP és B} kozothi nagysigrendi viszony.

A vézolt gondolatmenet soran hallgatélagosan feltételeztiik, hogy az azonos
csalddszerkezet(i, de a tobbi kritérium szerint kiilonbozé rétegek egyenstlyi
fogyasztasi fiiggvényei azonosak, vagy legalibbis kozel esnek egymashoz. 1z
természetesen nagyon erds megkotés, végsé eredményeink azonban — néhény
cikkesoporttél és minden valészin(iség szerint néhany rétegtdl eltekintve
nem mondanak ellent ennek a feltételezésnek.

5.3. Az imént vazolt gondolatmenetet az 1. és 4. tablizat alapjan ellendrizve
megallapithatjuk, hogy az B és L} értékek — bar kozottiik a kiilonbségek
nem nagyok — nagyon kevés kivételtdl eltekintve, megfelelnek az elméleti
megfontolasnak. Tgy a fécsoportok koziil a ruhdzati, a tartés fogyasatisi cikkek,
valamint az épitkezési és ingatlanvasarlasi kiaddsok tartés, az energiafogyasz-
tés, az egyéb iparcikkek, valamint a szolgaltatisok szokds jelleget tiikroznek.
Egyediil az élvezeti cikkek vésarlasdval kapesolatban kell megemliteni, hogy
a fogyasztds differencidltsiga a 6. Abranak megfeleld: azonos jovedelm(i fogyasz-
tékat Osszehasonlitva az élvezeti cikkek fogyasztisa az alacsonyabb tarsadalmi
helyzet{icknél a magasabb.

Részletesen megvizsgilva a cikkesoportokat, szintén kevés eltérést talalunk
az 5.2.-ben lefektetett elvektdl, ezek a kivételek sem meglepdek. A sajat terme-
lést is tartalmazé teljes élelmiszerfogyasztis osszességében statikus jellegt,
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részleteiben vizsgalva viszont megéllapithatjuk, hogy mig az alacsonyabb atlag-
jovedelm{i rétegekre a his, zsir, valamint a kenyér, liszt és rizsfogyasztds a jel-
lemzGébb, addig a magasabl atlagjévedelmi, kvalifik4ltabb varosi lakossagnal
a tej és a tejtermékek, valamint a hdzonkiviili étkezés jatszik jelentésebb
szerepet. Hangstlyozzuk persze, hogy ezek a megéllapitdsok nem a rétegek
atlagfogyasztasara, hanem a kiilonbhoz8 réteghez tartozd, de azonos jovedelmii
fogyasztékra érvényesek.

Megallapithatjuk azt is, hogy az élvezeti cikkek fent emlitett kivételes hely-
zete csak az italfogyasztdsndl érvényesiil. A kdvé, a tea és a dohdny tipikusan
szokis jellegli cikkek, és a tarsadalmi ranglistn elSkel6bb helyet foglals réte-
gekre jellemzEbb.

Lényeges eltérés van az energiafogyasztas médjaiban: a vidéki lakossag a
szilard és cseppfolyds flitGanyagokat, a vérosiak pedig a korszertibb fiitési
technikat veszik igénybe.

A tartés cikkek egyes esoportjai altaldban jol titkrozik az elméleti Gton leve-
zetett szabalyt, egyetlen kivétel a kulturdlis cikkek, 6ra, ékszer csoport. zt a
cikkesoportot inkdbb a miiveltebb, varosi rétegek részesitik elényben.

Az egyéh iparcikkek a kétféle rugalmassag osszehasonlitdsa szerint tisztan
szokis jellegliek, amennyiben a mar kordbban is kiemelt épitGanyag és ingat-
lanvisirlasokat a tartds cikkek kozé soroljuk. Erre a cikkesoportra a 6. dbra
szerinti elrendezddés jellemzd: azonos jovedelmi fogyasztok koziil ezekre a
tételekre azok koltenek tébbet, akik alacsonyabb atlagjovedelmii rétegekhez
tartoznak.

Ugyanigy a szolgiltatisok koziil az egyetlen kivétel az épit,k:ezési szolgalta-
tasok esoportja, amely mar el6z6 vizsgalataink szerint is tarts jelleglinek bizo-
nyult. A tébbi szolgaltatds esetében a rétegek differencidltsigat az 5. abra
titkrizi helyesen. o )

Mint lithatjuk, a rétegek kozotti killonbségek vonatkozasiban jobban érvé-
nyesiilnek a dinamikus tényezdk, mint a fogyasztas idébeli .vziltozzis:ina;k ala-
kitdsdban. Kiilon szabaly csak egyes élelmiszercikkekre, az italokra, a szilard
¢s eseppfolyds fiitGanyagokra, valamint a tartés kulturdlis cikkekre mondhata
ki. Kz azt jelenti, hogy a rélegenként eltéré struktirdjic fogyasztas tobbnyire
ugyanazzal a modellel irhatd le, s a meglevé eltérések csak a jelen és a malt eltérs
Jjovedelmi viszonyaibdl fakadnak. Végiil is ebben a fejeze’?ben a rétegek fogyasztd-
sanak hasonldsagdl hangsilyoztuk. Nem tagadjuk természetesen, hogy a felso-
rolt kivételek mellett léteznek egyéb finomabb eltérések is, ezek felkutatdsara
a bemutatott globdlis elemzés azonban nem alkalmas. .

5.4. Befejezésiil visszatérink a fogyasztdsi struktira /"eylelfsege].z_e/c 3.3.-ban
felvetett problémajéra. Kzt a kérdést természetesen csak azonos jovedelm és
azonos csalddszerkezet(i haztartdsok koérében érdemes felve’tm.’ A’ fejez@ben
beliattuk, hogy olyan azonos jovedelmfi és azonos gyer;nek.isg'am}.l }lazfsartashoz
tartozé fogyasztok kozitt, amelyek egyéb szempontbdl kiilonbozd rétegekhez
tartoznak, altaliban nem a rugalmas luxus- és a rugalmatlan alapveté cikkek
kozott, hanem a tartds és a szokdsoktol fiiggs cikkek fogy asztdsa kozott mutat-
kozik eltérés. Két fogyaszt6 koziil az, amelyik ahhoz a réteghez tartozik, am(lal ¥
nek atlagjovedelme jelenleg és az elmilt hisz é”Vben is meghala,c}ta’a mésik
rétegét, és ezért fogyasztdsi szerkezete korszertibbnek mondhaté, altalaban
tobbet kolt a mar kialakult szokasoktol fiiggd fogyasztasra és kevesebbet tar-
tés cikkekre.
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Osszefoglalis

A dolgozathan kiilonbozs iddsoros és keresztmetszeti adatokbdl szarmazo
jovedelemrugalmassagokat hasonlitottunk Gssze. Az eltéréseket legtobb eset-
ben sikeriilt az 1960 és 1979 kozotti idoszak jovedelmi mozgasainak dinamikus
hatdsaival magyarazni.

Belattuk, hogy az idGsoros adatokon szamszer(sitett statikus fogyasztasi
modellek azért adnak a dinamikus Houthakker—Taylor modell Gn. hosszit
tavi jovedelemrugalmassigaihoz kozelesé beesléseket, mert 1960 és 1977 kozt
a jovedelmek viszonylag egyenletesen néttek.

Az id8soros és a keresztmetszeti rugalmassdgok osszehasonlitdsakor azt kap-
tuk, hogy a kialakult szokésok altal befolyasolt fogyasztasra az el6bbiek, a
tartés cikkekre az utébbiak a nagyobbak. Ugyanezt az eltérést tamasztja ald
a keresztmetszeti mintara illesztett, eredetileg statikus Deaton — Muellbauer
modell esetében sziikségszer(ien bevezetett linearis trendtag elGjele is. Megmu-
tattuk, hogy ennek a jelenségnek az oka a jovedelem closzlasanak valtozasa-
ban van. Bar a vizsgalt iddszakban a relativ jovedelemkiilonbségek valamelyest
csokkentek, az abszolit eltérésck mégis jelentdsen néttek. Természetesen egyéh
tényez3k is befolydsoljak a fogyasztas iddbeli alakuldsat, ezek jelenlétére az
elméleti aton levezetett fenti szabalytol valé eltérésekbol is kovetkeztethetiink.

Végiil szdmitasokat végeztiink a fogyasztis rétegenkénti differencidltsigara.
Azt vizsgaltuk, hogy milyen szerepet jatszik a fogyasztasi struktira fejlettsé-
gében a f6 tarsadalmi réteghez tartozas (munkasok, szellemiek, termelGszovet-
kezeti dolgozok, kettisjovedelmiiek, inaktivak) és a lakohely jellege. Megdlla-
pitottuk, hogy azoknak a rétegeknek a fogyasztisi aranyaiban, eunclyellc az
elmilt hisz év folyamén magasabb jovedelemben részesiiltek, a szokdsok altal
befolydsolt fogyasztis viszonylag nagyobb, a tartés cikkek visarlisa viszony-
lag kisebb szerepet jatszik.

( Beérkezett : 1981. auguszius 27-én.)
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COMPARING INCOME ELASTICITIES ESTIMATED FROM
TIME SERIES AND CROSS-SECTIONAL DATA

In the paper income elasticities estimated from time series and cross-sectional dava
are compared. Deviations can be explained in most cases by dynamic effects of income
changes of the period 1960—1977. |

We have observed that static consumption models estimated on the basis of time
series data give estimations close to the so-calle_d long-teym income elasticities of the
dynamic Houthakker —Taylor model because incomes increased relatively steadily
between 1960 and 1977. o

When comparing time series and cross-sectional elasticities, respectively, we obtained
that for habitual consumption the former, while for durable goods the latter were larger.
The same deviation was supported also by the sign of the limear trend term applied to
the static version of the Deaton-Muellbauer model estimated from cross-sectional data.
We have shown that the reason for this phenomenon lies in changes in income distribution.

Finally, computations were made concerning the stratification of consumption, too.
1t can be stated that the higher the income the larger the budget share of consumption
influenced by habits, and the smaller the budget share of durables.

CPABHEHUE 3JIACTUYHOCTENM 110 Joxoay, NOJIVHEHHBIX M3 JAHHbIX
BPEMEHHBIX PSIJI0OB U CEMEMHBIX BIOJDKETOB

I3 padoTe npHBOJTCS CpaBHEHIE dJIACTHYHOCTEH 110 10X0J1y, TT0YYEHHDIX 113 JAHHDIX Bpemen-
HBIX PSJIOB 1 CeMeiHbIX 010/KEeTOB. B GoJbIIMHCTBE CIYYacB pasiniulist yuanoch 00bsicHITD
JMHAMIUCCKHM BO3ICHCTBIEM M3MeHeHNMI oxooB B nepuoji 1960 1977 rr.

BBUI0 yCTAHOBJIEHO, YTO CTATHYECKHE MOJEJIM, MOCTPOHHLIE HA OCHOBE BPEMECHHUX PsilloB,
JQI0T 9JIACTHYHOCTH, KOTOPbIE 0JM3KH K JI0JINOCPOUYHBIM DJIACTIYHOCTAM JHHAMITYECKOH Moie it
Xoyraxkkepa n Teiiziopa, Tak kax 3a nepuog 1960— 1977 rr. 10X0/Ibl BO3PACTATN OTHOCHTE/IBHO
PABHOMEPHO. ¥ .

ITpy cpaBHEHHH 3JACTHYHOCTEH M3 BPEMEHHLIX PSI/IOB I 9/1aCTHYHOCTSM M3 CEMEHHDIX 0:0]1-
JKETOB OBIJIO YCTAHOBIICHO, YTO Ul 1oTpedJicHNs1, Ha KOTOPOEe BJIMSIIOT YCTAHOBUBINMECS 1pii-
BBIYKH, 1epBble 00JIbIIe MOCJIEHBIX, a JUIsi TOBApOB JUIMTEJbHOr0 MOJIL30BAHMSA OTHOILEHHE
HPOTHBONON0XCHO. T0 e Camoe pasiimume MoaTBepiIaeTcst KoIGHUIMEHTOM JTMHEHHOro TpeHna,
iKoTOpLIH OByl pubaBIeH K cratHaeckoii mojgenn Jlurona 1 Mioiooyapa, npu ee npumMeHeHil
HA JAHHBIX cemeiinbix O10pKreToB. TlokasaHno, 4ro NPUYMHA ITOrO SIBICHMST 3aKJIOYACTCs1 B
HU3MCHEHHMI PaCIpejesIeHust J0X010B. |

B nocsieHeii riaBnl CTaThit IPUBEEHB Pe3yJIibTaTbl pacueToB no updepeHimaum norpeo-
JIEHUsT 110 CJIOSIM  HaceJsieHns:. Bbllo yeTaHoBJEHO, YTO YeM 00JbLIE A0X0/0B y JOMallHuX
XO3STHCTB, TeM MCHBIIE JI0JISI PACXOA0B HA TOBApLI JUIMTENILHOTO 10JIb30BaHus, 1 TeM (o.ibie
JI0JIST PACXO/I0B HA TOBApbl 1 yeuyr, norpedjienue KOTOPLIX HAXOAWTCS MO BJIMSHHUEM Npi-
BhIYEK.



TOROK TAMAS

A kovetkezetes rangsorolds egy 0j értelmezése

1. Bevezetés

Tételezziink fel kiilonbozl alternativaknak egy n elemti X — {1y By ve s
@} halmazit, melynek elemei gsszehasonlithatok egy kozos 7' tulajdonsdguk
alapjan.

Barmely @;, x; € X esetén az x; alternativat preferdlhatjuk az a ; alternativd-
val szemben; jele; x;Px;, x;-t és @t indifferensnek mindsithetjiik; jele: zla;,
vagy a;-t preferdljuk a;-vel szemben. Ha xP»; vagy xdx;, akkor ezt v R
jeloli. Az R tehdt egy bindris relacié X X X-en.

Tartalmi szempontbdl a preferilas egyszerlien elényben részesitést jelent,
vagyis x;-t akkor preferdljuk x j-vel szemben, ha a 7 tulajdonsig szerint kedve-
z6bbnek itéljiik. Az x; és az x; indifferens megitélése nem jelenti a két alterna-
tiva feltétlen azonossigit; esupan azt, hogy nem tudunk kiilonbséget tenni x;
és ay kozott a T tulajdonsdg alapjan.

Példiul kiilonbiz6 targyak sily szerinti dsszehasonlitdsakor indifferensnek
itélhetiink két targyat, ha a valésdgos (mérleg szerinti) stlykiilonbség kisebb,
mint az altalunk érzékelhetd minimalis salykiilonbség.

Ha valamennyi (2, @;) alternativa-part Gsszehasonlitottunk, és megadtuk
wn Py, wdag, P velicidk valamelyikét (vagyis, ha R teljes és kapesolt),
akkor rendelkezésiinkre 4ll egy (X x X, R) reldciés struktura. Felmeriil a
kivetkez$ kérdés: milyen esethen nevezziik raciondlisnak, kovetkezetesnek az
(XXX, R) struktirat, és hogyan definialjuk az alternativdk rangsorat?

Ennek a kérdésnek a megvalaszoldsa, az alternativa-paronkénti sszehason-
litasokon alapuld értékrend kivetkezetességének definidldsa nemesak 6nmaga-
ban érdekes és lényeges probléma, hanem a csoportos déntések, a tarsadalmi
valasztasok vizsgalatiban is [1, 4, 5].

Ebben a cikkben a P és I reldcié valésdgos tartalmabol kiindulva (formdlis
definialisuk nélkiil) a kivetkezetes rangsorolds egy j értelmezését adjuk.

2. A szakirodalmi elgzmények rovid elemzése

A szakirodalomban a kivetkezetességet KENDALL [3] javaslatira alterna-
tiva-hdrmasok tranzitivitdsaval azonositjik [1-5]. Az (z;, ;, x,) hdrmas
paronkénti Gsszehasonlitasakor az alabbi:

(1) a) (.’L’,ij &ij‘Ek) > J:I-PJJ((
b) (v z; & xlmy,) — xdzy

implikdcidk teljesiilését varjdk el, tehat a P és az I tranzitivitdsat egyardnt:
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Nevezziik az (XX X, R) struktrat R-tranzitivnak, ha valamennyi By @y
x, € X esetén teljesiil (1). Ez a racionalitdsi kritérium szerepel a tarsadalmi
valasztds ArRrROW-féle modelljében is [1].

Az R-tranzitivitds (1.b) elvardsa tul erdsnel tiinik, ugyanis az indifferencia-
relacié ily médon elvesziti valésdgos tartalmat; tulajdonképpen egyenlGséget
jelent, és nem tir meg egy , megkiilénbiztethetetlenségi tartomanyt”.

Tgaz, hogy a valds szamok koérében értelmezett ,, " reldcié tranzitivitasanak
atiltetése” a P és I relacidra kézenfekvd, de valdjiban nem a szdmokrdl
kivanunk felvilagositast szerezni, hanem a, dolgekrol.

Az I relacio tartalmi , megmentését” célozza az alternativa-harmasok
kvdzi-tranzitivitdsa, amikor csak az (1.a) P-tranzitivitdst varjuk el és megen-
gedjiik, hogy £[x; 6s x[x, esotén x, P, is el6fordulhasson [4, 5].

P
i
P
/'\1 " 'n_l_ .

+

N A Sl %

w :
1

1. abra

N 4

Vagyis indifferenciak egymdasutanjibol preferencia is kovetkezhet.

Példaul 4 és B, valamint B és € silyiat nem tudjuk megkiilonbéztetni, de az
A és O kozotti stlykiilonbséget mar érzékeljiik.

Nevezzitk az (XXX, R) struktardt Q-tranzitivnak, ha valamennyi a
x, € X esetén teljesiil (1.a).

A @Q-tranzitivitas latszélag tartalmi és formai szemponthdl is a kovetkeze-
tesség elfogadhaté értelmezésének tiinik. Valojiban nem az, ugyanis sajatos
belsG ellentmondést hordoz. Ennek bemutatisira vegyiik azt a négyelemii
X = {2, ¥y, 2, u} alternativa-halmazt, amelyre a paronkénti ssszehasonlitéasok:

i .'l/'j,

xly, xPz, xIu, yIz, yPu, zIu.

Koénnyen ellendrizhetd, hogy valamennyi alternativa-harmas P-tranzitiv,
tehat az (X X X, R) struktira @-tranzitiv.

Ha azonban egy P, preferencia-skdlan dbrazoljuk az alternativikat, akkor
az Pz, xly és ylz relici6kbol kovetkezik, hogy y az @ és a z kozott helyezkedik
el. Ehhez hasonléan az xPz, zlu és alu relacidk kovetkezménye wu helye @ és z
kozott. (Lasd az 1. abrat.)

Mégis yPx, ami azt jelenti, hogy egy indifferencia-tartomanyba: (y, z) pre-
ferencia-tartomany: (y, u) esett. Hasonl6 eredményhez jutnank u és y forditott
elhelyezésével.

Ez a furcsa paradoxon pedig nyilvdn nem kivanatos.

Megjegyzés: Az alternativaknak preferencia-skalan vals elhelyezhet$ségét az
indokolja, hogy egyparaméteres (a 7' tulajdonsig szerinti) osszemérési problé-
mardl van szé. Az mas kérdés, hogy abban az esetben, amikor a 7' tulajdonsag
esetleg tobb: 7'y, ..., T} elemi tulajdonsig egyiittese, akkor célszerii-e vagy
helyes-e mégis az Gsszetett 7' tulajdonsig alapjan rangsorolni. Ezzel a problé-
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maval a jelen cikkben nem foglalkozunk. Csupdn példaként jegyezziik meg,
hogy elndkvélasztasnil a jel6lGk egyetlen szempontja a jeloltek ,,alkalmassiga”.
Nyilvan az alkalmassignak is szamtalan kritériuma van, ennek ellenére a sza-
vazasi formak — valdszintileg egyszeriiségitk miatt — egydimenzidsak. A fen-
tick alapjan jogtalan lenne tehat az alternativak sikbeli vagy térbeli elhelye-
zése (bar feloldana a bemutatott paradoxont), mert ez azt jelentené, hogy
egyetlen tulajdonsdgnak tobb irdnya létezik.

3. A kovetkezetes rangsorolis egy 4j értelmezése

Ebben a fejezetben a kovetkezetes rangsorolds egy olyan értelmezését kivan-
juk megadni, amely nem alternativa-harmasok tranzitivitdsira épiil, hanem
egyidejiileg veszi figyelembe valamennyi (x;, x;) alternativa-parra megadott
reldciét, valamint feloldja a kvdzi-tranzitivitds paradoxonat. Sziikségiink lesz
az alabbi jelolésckre:

(2) ;l'l' 6 4\’, ]f](x,) = {.’ZI. xiP;L'j; l/ E 4Y}

H(z) = {ay: 2P x € X}.
Az B(x;) és H(z;) halmazokat nevezhetjiik az x; alternativa elony-, ill. hdtrdny-
halmazainak. )

Ezekutdn egy (XXX, R) strukttrat G-tranzitivnak neveziink, ha az
{1,2,...,n} elemeknek létezik olyan {iy,?,,..., ¢, permutdciéja, amelyre:
(3) Ex,) 2 Bx)2...2 E(x;,)

H(x;) cH,) < ... S H(xy,).

Alkkor mondjulk, hogy az alternativik rangsoroldsa kivetkezetes (ezen 0] értelme-
768 szerint), ha az (X X X, R) struktira G-tranzitiv ‘(globa}lsan tranzitiv).
Egyszerti megfontolisokbdl kovetkezik az alabbi két allitas:

(4) Ha (XXX, R) R-tranzitiv, akkor G-tranzitiv is.
(5) Ha (XXX, R) Q-tranzitiv, akkor Q-tranzitiv is.

Lathatjuk tehat, hogy a G-tranzitivitds erdsség szempontjabdl a szokdsos
R-tranzitivitds és a Q-tranzitivitias kozott van. Ll

Az alternativak rangsordinak értelmezéséhez (G-tranzitivitas esetén) beveze-
tiink két 1j reldciot:
(6) @ *x; akkor és csak akkor, ha:

a) xdx;

és b) E(x;) = E(x;) & H(x;) = Hz).

(7) x,-P*xj akkor és csak akkor, ha:

a) xlz;
és b) [E(x;) > E(x)) & H(x,) € H(x)] V [Elx;) = E(z;) & H(x) < H(x)],
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Nyilvan igaz az aldbbi harom egyszer(i megallapitas:
(8) a) xI*x; — z;[*x;
b) x,P*x; — (~ x;P*x;)
c) xdz; — (xl*x; V x P*x; V 2 P*x)),
Ha egy (XX X, R) struktira (-tranzitiv, akkor a most bevezetett reldacidk
alapjan az alternativak rangsora:
(9) @ G . .. Q% , abol G*¢ {P, P* I*%).
Megjegyzés: Nem dllitjuk, hogy x;P*x; esetén x; ,,jobb”, mint z;, hiszen ebben
az esetben x,Jx; a megadott relaci6. Az azonban biztos, hogy x; elényhalmaza

bévebb, vagy héatrinyhalmaza szlikebb, mint x-é. Az z; tehat domindlja
az x;t.

O,
uf
o

2. abra

Rendkiviil nehézkes lenne a G-tranzitivitds gyakorlati ellendrzése a (3) defi-
nicié alapjan, kiilonosen az alternativak nagy szama esetén. Ezért egy tGjabb
fogalmat vezetiink be.

Az nXn-es D = (d)i, -1 dontési mdlrizot a kovetkezGképpen értelmez-
ziik:

[ 1, ha xPx;
(10) di; = 0, ha xlx;
I —1, ha z,Pzx;.

Egy D dontési matrixot nevezziink G-tranzitivnak, ha az alternativik fel-
cserélhetdk gy, hogy az igy kapott D* mdtrix rendelkezik a kovetkezd tulaj-

donsigokkal (lasd a 2. abrat is):

(11) a) A f64tl6 felett csak 0 vagy 1 szerepel
b) Ha egy sorban valamelyik elem -1, akkor az 0sszes utdna kovetkezd

is az
¢) A +1-esek szdma a sorok sorrendjében nem névekva.

Megijegyzés: D-ben az x; és x; alternativa feleserélése az x;- nck és az x;nek
megfelelé sor és oszlop feleserélését jelenti.

Kénnyen ellendrizhetd az alabbi allitds igazsdga:

(12) Egy (XXX, R) struktiira akkor és csak akkor G-tranzitiv, ha a hozzd
tartozé D dontési matrix is az.
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Jelolje x; € X esetén e(x;) az E(x;) halmaz szdmossdgat, h(x;) pedig a H(xz;)-ét.

Kgyszeri okoskodassal belathatd, hogy:
(13) Egy D dontési matrix akkor és csak akkor G-tranzitiv, ha D-t az e(x;) -
h(z;) (i =1, ..., n) kiilonbségek csokkend sorrendjében atrendezve

D* alakt matrixot kapunk.

Ez utébbi allitds lehetdvé teszi a G-tranzitivitds egyszerti és konstruktiv
ellenérzését. Lassunk erre egy példat. Az alternativa-halmaz legyen X —

= {1, 2, ..., 10}, a hozzd tartoz6 dontési matrix pedig:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 0 1 1 1 0 | 1 1

2 =1 0 —1 0 1 1 0 1 i 1

3 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

4 | —1 0 —1 0 0 | 1 1 1

5 -1 " —1"—1 0 0 1 =l 1 0 1
D=6|—-1 —1 —1 —1 -1 Qi 1. —1 0
7 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1

8l -1 -1 -1 —-1 —1 -1 -1 0 ==l 0

9| —1 —1 —1 -1 0 =] 1 0 1
{-1 -1 -1 -1 -1 0 -1 0 -1 O

1

€ — h = (71 3) 7’ 1! o l, """ 69 6, V"8r "'2y A7)

Bzt a vektort rendezziik esokkend sorrendbe (13) értelmében és ennek alapjan
D-t hozzuk a kovetkezs alakra:

1 N 2 4 5 9% 6 I 8

1 0o 0 0 1 1 1 1 1 1 1
3 0o 0 0 1 1 1 1 1 1 1
T 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
2 1 —1 0 0 0 1 1 1 1 1
g =1 =1 =1, @, & G % L 1 1
D¥=5|—-1 -1 -1 -1 o o0 o0 1 1 1
9| —-1 —1 —1 —1 -1 0 0 1 1 1
6| —1 1 -1 -1 —1 -1 —1 0 0 1
10{—-1 -1 -1 —-1 -1 -1 -1 0, 6 .0
8 =1 <l =k el o=l Lk bl LLUBLEEN ¢

D* pedig eleget tesz a (11) kivetelménynek, tehat a kiinduldsi D dontési matrix
G-tranzitivnak bizonyult. Ugyanakkor D nem teljesiti a szokdsos R-tranzitivi-
tast (pl. 274, 415 és mégis 2P5).

Az alternativak rangsora:
11* 3P*7P* 2P* 4P*5P* 9P 6 P* 10P*8 .

( Beérkezett: 1981. november 10-én.)
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A NEW INTERPRETATION OF CONSISTENT RANKING

In the present article a new interpretation of consistent ranking is given (G-transitive
preference-order) that is weaker than the usual transitivity and stronger than quasi-
transitivity.

While quasi-transitive order may not always be plotted on a preference-scale, G-tran-
sitive order can always be plotted so.

HOBOE TOJIKOBAHUWE TIOCJIEDOBATEJIbHOI'O YITOPSAIOYEHHWS

B crathe JAHO TAKOE HOBOE TOJKOBAHME TOCIEA0BATENILHOIO yiopstouenus (G-TpaHsinTis-
HbI TIOPSTI0K), KOTOpoe ciabee 006HOM TPAHSUTUBHOCTH I CHIIBHEE KGA3U-TPAHIHTHBHOCTIL.

B To Bpemst KaK KBa3d-TPAH3HTHBHOCTb HE BO BCEX CJIYYAsiX MOXKET ObITb IPEJCTABICHA Ha
tcane ynopsyoueHuid, To (i-TpaHSUTHUBHAST T0CJICA0BATEIBHOCTD TMOUIACTCS TAKOMY Mpei-

CTABJIEHUIO.
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Tobbgépes iitemezési problémak
kozel optimélis megoldisa

1. Bevezetés

A kovetkezd problémdval foglalkozunk. Legyen adva m gép és n munka-
darab. Minden munkadarabot minden gépen meg kell munkalni, ismert az
i-edik munkadarab megmunkélisihoz sziikséges id6 a j-edik gépen: {,;. Egy
munkadarab egyszerre esak egy gépen lehet, és egy gépen sem lehet egyszerre
két munkadarabot megmunkdlni. Az i-edik munkadarab megmunkaldsa a
j-edik gépen nem szakithaté meg (minden i-re és j-re). Ezutan egy litemezdst
tgy lehet megadni, hogy definialunk bizonyos 7;; kezdési idGket az i-edik
munkadarabra a j-edik gépen, a befejezési id6 ekkor 7;; + ¢;; lesz. A fenti fel-
tételek azt jelentik, hogy az I;; — (7i5 7;; + &) intervallumok barmely rog-

zitett ¢« — 1, 2, . . ., n, illetve barmely rogzitett j = 1, 2, . .. m mellett paron-
ként diszjunktak. Az a cél, hogy az utolsé befejezési idd, max(z;; + ¢;;) mini-
- ]

mélis legyen. Bz az open shop feladat.

A flow shop feladatnal van még egy megszoritas: minden munkadarabot elé-
szor az elsd, aztdn a masodik, . .. végiil az m-edik gépen kell megmunkélni.

Cikkiinket a kovetkezdképpen tagoltuk. A masodik rész tartalmazza a flow
shop feladatra vonatkozé tételeinket és megjegyzéseket, a harmadik az open-
shop probléméra vonatkozékat. A negyedik részben a bizonyitisokat adjuk
meg, itt szerepel annak a hdrom lemmanak a kimondésa és igazoldsa is, ame-
lyekre a bizonyftdsokban sziikség lesz.

2. A flow shop feladat

A flow shop feladat két gép esetén egyszerfien megoldhaté (JoENSON 1954),

a Johnson-féle algoritmus lépésszama O(n - logn). Hirom vagy t6bb gép esetén

azonban a feladat NP-teljes (GArEY, JOHNSON, SETHI 1976), még abban az

esetben is, ha a bemend adatok hosszat a [#,;] métrix helyett a 2 2t mennyiség
i

segitségével mérjiitk. Emiatt nincs remény arra, hogy m > 3 esetén a flow shop
feladatot effektiv algoritmus segitségével teljes éltaldnossigban meg lehessen
oldani. Ez teszi indokolttd olyan algoritmusok keresését, amelyek valamilyen
értelemben kozelitéleg optimalis megoldast szolgaltatnak. Ilyen algoritmuso-
kat, vagy heurisztikus eljardsokat tobben vizsgaltak mér (PALMER 1965,
CampBELL 1970, FEJES 1974, GrRAHAM, LAWLER, LENSTRA, RIiNnooy KAN
1979). Mi is megadunk egy kozel optimalis algoritmust. Eredményiink ismerte-
téséhez sziikségiink lesz néhdny fogalom és jelolés bevezetésére.

Egy iitemezést permutdcié szerintinek neveziink, ha a munkadarabok sor-
rendje minden gépen ugyanaz. Ez a sorrend az 1, 2, . . ., n szdmok egy « per-

4 Szigma
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mutéaciéjaval adhaté meg. Kozismert (TANAJEV, SKURBA 1975), hogy két és
harom gép esetén az optimdlis iitemezések kozott van permutdcié szerinti,
négy vagy tébb gép esetén viszont ez altalaban nem igaz. Megjegyezziik, hogy
egy @ permuticié még nem hatiroz meg egyértelmtien egy iitemezést, azonban
a m permutédcié szerinti iitemezések koziil konny( kivalasztani a legrovidebb
atfutési idejiit. Legyen ennek atfutési ideje 7'(w). Az optimalis dtfutédsi id6t
Topt-tal jeloljitk. Legyen tovabba

K =maxt;, M; = Z by (=1, , M),
hj
Jv[ = max Mj'

J
Vilagos, hogy M < Typy <~ T'(w) minden @ permutacion.

1. tétel. Létezik olyan z permuticié, melyre
M < Topy <T(w) < M + m(m — 1)K.

KBz a permuticié megadhaté egy O(n?m?) 1épésszamit algoritmussal.
Ezt a tételt a kovetkezl geometriai eredménybdl fogjuk levezetni.

2. tétel. Legyen adva egy olyan V' < R4 vektorhalmaz, hogy ||v|| <2 1 minden
v € Vesetén és > v — 0. Ekkor V elemei felirhatdk egy vy, v,, . . ., v, sorrendben

veEV
ugy, hogy
k
max || X || < d.
I<k<n =1

Kz a sorrend megadhaté egy O(n*m?) lépésszami algoritmussal.

Itt || || valamilyen R?-beli normat jelol, az 1. tételben a maximum norméara
lesz szitkségiink. A 2. tétel azt mondja ki, hogy tetszileges, legfeljebh egység-
nyi hossziisagi d-dimenzids vektorokbol all6 zart toréttvonal dtendezhets Ggy,
hogy az atrendezett torottvonal teljes egészében benne fekszik a C'(d) sugari
gombben, ahol C(d) a V-tdl (és annak elemszamatdl) fiiggetlen konstans.

Az 1. tétel lényege az, hogy megadhato m(’*g]m/y[u polinomialis algorit-
mussal — egy olyan permutacio, hogy 7', 7’opt _C(m, K), ahol a C'(m, K)
konstans nem fiigg a munkadarabok szAMALG. lehat ha K rogzitett ésn —~ oo,
akkor aszimptotikusan optimalis iitemezést szolgaltat.

Brrov és SzroniN vették észre 1974-ben, hogy egy 1, — Top -~ C(m, K)
tipusti becslés kovetkezik a vektor-atrendezési tételbdl. Kapec (1953) egy
tétele kimondja, hogy C(d) <~ 27 az euklideszi normara, ezt felhasznilva Belov
és Sztolin megmutatta, hogy C(m, K)-<Z2m=1 . (m — 1) - K, algoritmusuk
1épésszama O(n™). Téliik fiiggetlentil Frana 1977-ben szintén megtalilta a két
allitds kozotti kapesolatot. 1978-ban SzrvaszryAnov megmutatta, hogy
Od) << d (0(:/ - 24 . p?) 1épésszamii  algoritmussal), ebbdl igazolta, hogy
C(m, K) < (m — 1) - K. Téle fiiggetleniil, ugyancsak 1978-ban BARANY

3(d—1 ' oty ” p
Cd) < —(L——) -t kapott egy O(n*d® + nd*) 1épésszami algoritmussal, ebbdl

3 s s I e o e MV ’
C(m, K) << — (m — 1)? - K kovetkezik. Végiil Szevasztyanov és Bariny maéd-
szereit tovabbfejlesztve GRINBERG é8 SzEVASZIYANOV igazoltik a 2. tételt
1980-ban.
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3. Az open shop feladat

Adott S iitemezés esetén atfutdsi idének nevezziik, és Ts-sel jeloljik a leg-
els6 miivelet elkezdésétd] a legutolsé befejezéséig eltelt iddt. Elsd célunk az
optimélis dtfutdsi id6 beeslése. Jelsléseink egyeznek a f low-shop feladat esetén
latottakkal, tehat

n
M'j :_2;1,41-, a j-edik gépen elvégzends miiveletek osszideje;
i=

m ’ . ’ o . ’”
Dy = tij, az i-edik munkadarab megmunkalasahoz szitkséges 6sszidd;
=

M = max M;
J
L = max L;.
i
Tetszdleges S iitemezés esetén a Tg atfutdsi idére nyilvanvaléan érvényes az
alibbi becslés
T¢ > max(M, L). (1)

. 4 , L LAl ¢ 2 S ,
Eszerint, ha olyan iitemezést tudunk megadni, melynél 'l,s = M vagy T's = L,
akkor ez az iitemezés optimalis. Jeloljiik a ¢;; miveleti id6k maximumét K-vall
Legyen S egy tetszéleges {itemezés, melynél egy gép csak akkor 4il, ha nincs
olyan mftivelet, melyhez hozzifoghatna. Az ilyen iitemezéseket mohd iitemezés-
nek hivjuk a tovabbiakban. . [ ey

Racsmdny Anndtdl szémazik a kovetkezs fontos megjegyzés (szobeli kozlés):

Allitds. Tetszdleges S mohd iitemezés esetén

Ts <M + (m — 1)K.

Bizonyitds. Legyen j annak a gépnek a sorszdma, a:me!y {kﬂuii()lsokent, fejezi
be a munkét, és tekintsiik a j-edik gép iitemezését jelzd idddiagramot az L.
abrén. Egyik allisidd alatt sem lehetett az i, munkimda,rabot ‘megmunkdlni.
Ennek esak az lehetett az oka, hogy mindegyik allasidé alatt az ¢, munkadarab

megmunkalés alatt all valamelyik masik gépen.
Az §llésidék osszege legfeljebb

2 i, < (m — K.
I#]
Ezért
n
Ts<Xt;j+(m—-1)K<M+ (m—1)K.
i=1 )
2 gép esetén mindig elérhetd, hogy az atfutdsi idS egyezzen az (1) trivialis

alsé korlattal. Bzt T. GonzarLez és S. Saunt (1976) igazolta egy O(n) miivelet-
igény(i algoritmussal.

iymunka i;munka 1, munka i, munka
jgép pdarab_ “darab dorab_____ ‘darab
' dliGsds dsich
1. abra

4*
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Konnyti példat mutatni arra, hogy harom vagy annal tobb gép esetén eléfor-
dulhat, hogy
Topt > max(M, L).

Azt is tudjuk, hogy hirom vagy t6bb gép esetén az open shop probléma N P-
teljes (GoNzALEZ—SAHNI, 1976), ha az input méreteként az n - m szorzatot
haszndljuk. Ezért nincs remény arra, hogy a problémat effektiv algoritmusok-
kal meg lehessen oldani teljes altalinossagban. Az atfutisi id6 alsé és felsé
becslése azt mutatja, hogy ha M > L, akkor minden moh¢ iitemezés kozel-
optimalis eredményt ad. Cikkiinkben azt fogjuk megmutatni, hogy ha M elég
nagy, akkor az optimilis iitemezés is megadhaté effektiv algoritmusokkal. Ezt
allitja a kovetkezo

3. tétel. Minden m-re van olyan c(m) konstans, hogy
M > c(m)K esetén T,pp — M. (2)

Természetesen az a cél, hogy minél kisebb ¢(m)-re tudjunk olyan algoritmust
adni, amelyik M atfutési idej{i optimalis iitemezést ad.

Jeloljiik ¢pin(m)-mel azoknak a ¢(m) konstansoknak a minimumat (infimu-
mat), melyekre (2) érvényes. Ekkor érvényesek a kivetkezd tételek.

4. tétel.
Cmin(m) < M* + 2m — 1,

és M > (m® + 2m — 1)K esetén O(n*m®) lépésben adhatd olyan S optimadlis
iitemezés, melyre

qys — M.

A 4. tételt a 2. tételbdl fogjuk levezetni az 1. tétel bizonyitasahoz analég
konstrukeiéval.

Nehezebb konstrukeié segitségével élesebb becslés is kaphato cy,,(m) nagy-
sagrendjére.

5. tétel.
Coin(m) << (16 m log,m + 21 m)K |

és M > (16 m log,m + 21 m)K esetén O(nm?®) lépésben adhatdé olyan S opti-
malis iitemezés, melyre

TSZ.M.

Vilagos, hogy a 3. tétel trividlisan adddik akar a 4. akar az 5. tételbdl.

Az 5. tétel algoritmikus bizonyitdsanak magvat az alabbi eredmény képezi.
Jeloljiink G = (V, E)-vel egy paros grafot, ahol V —= 4 J B a pontok halmaza
és B ¢ AX B az élek halmaza. Tetsz6leges Sc F, x € V esetén az x pontra
illeszked6 élek halmaza legyen H(z, S). Ha A : B — R egy adott sulyfiiggvény,
akkor legyen

Mz, 8) = 2 Ae).
ecH(X,s)

6. tétel. Legyen G = (V, E) egy paros graf, V= AU B, E c AX B és tegyiik
fel, hogy minden A4-beli pont foka paros. Legyen adott egy A : £ — R* stly-
fiiggvény, amelyre

AMe) < K (e€E).
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Ekkor O(|E| - min(|4], | B|)) lépésben megadhat az éleknek egy B = E, U E,
partici6ja agy, hogy

x € A esetén | Hz B | = Hi, EZ)Iz-;— | H(z, B) |,
z € B esetén | A, E;) — % Mz, B) | < K,
és | o, By) —— 3w B) | < K.

Ezt a tételt nem fogjuk bizonyitani, mert a bizonyitds elég hosszadalmas
(lasd Frava 1979).

4. Bizonyitasok

Szitkségiink lesz harom lemméra.

1. lemma. Legyen a° az
(apxy =b; (L€l), (3)
(aj z) < by (j€J)
relaciokkal adott H < R" konvex halmaznak egy extremé,lis, poptja, itt 1 és.J
véges indexhalmazok. Ekkor a°ban legaldbb n — [I| szami (aj x) < b,
alaki egyenlGtlenség egyenlGségként teljesiil.
Bizonyitds. Legyen B = {j¢€J | <(a; «) =b;}. Ha most LIWB | <y
akkor tekintsiik a kovetkezd homogén egyenletrendszert (y € R"):
lapy>=0 t€l,
(ajyy =0 jEB.
Itt n viltozéra n-nél kevesebb egyenletiink van, tehat létezik nullatél kiilén-
b6z8 y° € R" megoldas. Ekkor azonban minden elég kis abszolut értékii ¢-re

x® + ty° € H,
ami ellentmond annak, hogy x° H-nak extremdlis pontja.
2. lemma. Legyenek vy, . . ., v, m-dimenzids vektorok, amelyekre || v; || < K

n
6s > v; = v. Ekkor O(nm?) lépésben megadhat6 {1, . . ., n}-nek egy olyan SU R
i<l

pa;tici(’)ja, hogy
. 1
W U “2— v

i€ER

n

— K.
g2

! 1
G — B
iezs' i

n
— K és
g2

Bizonyitds. Tekintsiik a

Pl Gl Z?xi'vi:%’ nggl}
i=1
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o ” 1esk],
poliédert. Ez a poliéder nemiires, mert (

,EJ € P, legyen x* a P-nek
egy extremalis pontja. Az 1. lemma szerint z¥ = 0 vagy af = 1 legfeljebb m
koordindta kivételével. Legyen

4 ={ af=1}

B { %
o=li|tsa>

@ |
P
W
Legyen tovabba § = AU Bés R = {1, ..

1 P xl o

1]
2 [’
o

)] n
Zvi——zzvf—Zx?‘v[=
i€S 2 icS i=1

21 —af)y; + 3 (—af)v;.
ieB i€C

B és O egyiittes elemszama legfeljebb m, az 1

, a7 af (i€ B) és —af (1€0)
egyiitthaték abszoli értéke legfeljebb = tehat

1 1
Vp — —
ig's : 2
Masrészt

ok 8
2

1 5 1
v, ——v = - [ VU — 3
&% 2 & 2 ]

tehat a lemma masik allitdsa is teljesiil. Az a* extreméalis pont elGallitasahoz
legfeljebb n-szer kell egy (3) alaki egyenletrendszert megoldani. Egy megoldas
pl. Gauss-algoritmussal O(m?) 1épést igényel, fgy a teljes 1épésszam O(nm?).

3. lemma. Legyen G = (V, F) paros graf, V— AU B, B < AxB, | B|: = m,

|4| = s. Tegyiik fel, hogy a A: K —~ R* sulyfuggvényre Ale) < K (minden
¢ € E-re). Legyen tovdabba 26—t <m < 2k = m’. Ekkor O(s - m - logzm X
X min (s, m)) lépésben megadhaté az elcknck céy E=5UHZU:
particiéja ugy, hogy

UEmy
(A) z€ 4,1 <j<m esetén x foka £ -ben legfeljebb 1,
(B) zx€ B, 1 <j<<m esetén
A, B) > 2w, B) — 2K,
m

(C) z€ B, 1 <1< m esetén

).(x,Lj E) — J’—, Az, E) | < K logm’ .
8=l

Bizonyitas.

El6szor azzal az esettel foglalkozunk, mikor m = m’ = 2*

ebbdl az altalanos eset egyszertien kovetkezik majd. Elészér az B élhalmazt a
6. tétel szerint felbontjuk #£°U E' alakban, ekkor
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x €A, i=0,1 esetén x foka E-ben 2m~1 és

2€B,t=0,1 esetén | A(x, B) — —;—l(x, E)ng.

Ha most 4, = 0,152, =0,1;...43 = 0,1 (s << K) Ei+--i. mir értelmezve
van gy, hogy

x € A esetén x foka Ei-is-hen 2m—5, és

x € B esetén | A(x, B i) — % Mz, Bbe-i-) | K,

akkor megint a 6. tétel szerint B--i -et fel lehet bontani két diszjunkt B
és K-l régzre gy, hogy

x€A,7=0,1 esetén z foka Ei-ii-hen 2Mm~5-1 ég

e 1 [
x€ B, i=0,1 esetén | A(x, Bi--isi) — EA(CC, T e e
Bzt a konstrukeiét elvégezves = 1,2,..., k — l-re Bl (4 = 0,1; .. .4, =

= 0, 1) értelmezve van. ;
Legyen j € {1, 2, ..., m}, ekkor j — 1 diadikus alakja:

, ahol ¢, = 0 vagy 1.

£

’.41.742}‘%—1—%_2 _?1
j ( FRy
Kzzel megadjuk az E; halmazt, legyen
B == 1y
A konstrukeiobél azonnal adéd Jk hog,y az E halmazok paronként disz-
junktak és
x € A esetén x foka K ben 1.

¢ szerinti indukeidval kénnyen igazolhatd, hogy x € B és { =1, 2, sk
esetén
Ma, Biviey — % Az, E)J = 2K,
2

Specidlisan ¢ = k mellett
€ B, 1< j<mesotén Az, B,) > — Aw, B) — 2K .

m

Végiil legyen L€ {1, ..., m} és I — 1 diadikus alakja

. . i
] —1—o9ok|l "2 ...+—£].
[2+4+ 2|

Ha most 2 € B, akkor
1
Sriate, B — e E))lg

1
Z(x,UE)——l)xE)
j=1

< kK = K - log,m.
Ezzel a (C) tulajdonsigot is ellendriztiik, tehdt kész vagyunk az m = m’ esettel.



184 BARANY IMRE -FIALA TIBOR

Legyen tehat m << m’. BEgészitsiik ki a B halmazt m’ — m Gj ponttal, és
ezzel a b6vebb halmazzal és az eredeti 4-val képezziink egy teljes paros grafot!
Az 1j éleken A-t nullanak definiadlva azonnal adddik a lemma allitdsa az eddig
bizonyitottak alapjan. A lépésszam becslését a 6. tétel 1épésszamabdl kapjuk,
hiszen a 6. tétel algoritmusat log,m’-szor kell alkalmaznunk.

A 2. tétel bizonyitdsa (Grinberg— Szevasztyanov). Indukeié segitségével meg-
konstrudljuk a Vy,c V4., ... c ¥V, =V halmazokat és a 4;: V;, — R!
szamokat ugy, hogy

[ Vil=1t 0< () <1 (Viés Vax€V;yre),
2 M) =1 —d (Vi),

x€Vy

2 M@ =0 (Vi)

x€Vy
Az indukei6t ¢ = n-nel kezdjiik és visszafelé megyiink. ¢ = n: Legyen V, —
& Gl = B e el A i Tekintsiik azokat a (u(@) |z € V, )
vektorokat, a?nelyek kielégitik a kovetkezo linedris rendszert:
0< )<l (€ Vigy),

Y ulx) =1 —d,
X€EV i4+1

3w = o.

XEV 41

A megoldashalmaz konvex és kompakt, tovibba nemiires, mert példaul

—d
2). = A
p() z+1—~ll+1()
hozzétartozik. Legyen u°(x) a megolddshalmaz egy csicsa. Allitjuk, hogy
p’x) = 0 valamely x € V; ,; esetén. Ellenkezs esetben ugyanis uO(x) > 0 min-

den x € ¥V, ,-re, a lemma miatt u°(x) = 1 legalabb (s + 1) — (d + 1) =t — d
darab x € V; ,-re. Ebbsl viszont 3 pox) >¢ —d k()vetkum Tehat vala-
XEV 4
mely 2°¢ V, ;re u°x° = 0. Legyc‘n most V=V, \{x°} és A(x) = pu'(x)
(@€ V).
Ezzel a konstrukciét befejeztiik. Viligos, hogy az algoritmus lépésszima
O(n*d?).

Legyen most v; = V,\V,_,, ha @ >d, v, ..., v, pedig a maradék vektorok
valamilyen sorrendje. Ekkor ha & < d

k k
III_Z{'% [l Si%'lll yl|<k<Ld.
Masrészt, ha & > d, akkor

IIZU,H—HZW —zwwn—llz w—Z'lk @ || =

xX€EVg

=2 (1 — Az x||gxgv' l—lkx)):k—(k—d):d.

xe€Vy
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Az 1., 4. és 5.-tétel bizonyitasihoz ugynevezett redukdlt feladatot értelmeziink .
melynél mindegyik gépnek ugyanannyit kell dolgoznia. Pontosan fogalmazva
az eredeti £;; idSk helyett olyan ¢;; fiktiv idéket vezetiink be, melyekre

t; <t < K, és

ij
n

21;1. =M 4=1,2 ... mre.

Ilyen t}; szamok O(mn) Iépéshen megadhatdk, hiszenn - K > M, tehat M M
esetén az M — M kiilonbséget szét lehet darabolni n részre tigy, hogy az i-edik
rész ne haladja meg a K — ¢;; értéket. Ha az i-edik részt hozzaadjuk a ¢;-hez,
megkapjuk a kivant ¢;; id6ket. Ha most a #;; id6k altal definidlt probléméra
egy 8’ iitemezés adott, akkor ebbdl ugy kaphatunk_ egy S iitemezést az eredeti
probléméra, hogy az S’ szerinti t;; hosszlisagd id8intervallumon beliil tetszd-
leges médon kijeloliink egy ¢;; hossztisagi intervallumot, és az i-edik munka-
darab j-edik mfiveletét ebben az idGintervallumban végezziik el. Ex nyilvan
megengedett titemezés, és S atfutdsi ideje nem hosszabb S” 4tfutési idejénél.
A redukalt és az eredeti feladat n, m, M és K paraméterei azonosak, tehat az
atfutdsi id6t ezekkel beesiilve a kapott becslés az eredeti feladatra is érvényes
marad. Ezért az 1., 4. és 5. tétel bizonyitasat eleve a redukalt feladatra végez-
zitk. A miiveleti idSket t;-vel fogjulk jelolni ¢;; helyett, és feltessziik, hogy
Mg My oy = M ! !
Az 1. tétel bizonyitdsa. Az i-edik munkahoz rendeljiik hozza a

t — iy

o= feTls

tim—1 - Lim
(m — 1)-dimenziés vektort. Viladgos, hogy || ;|| = || ¥ |lmax << K és hogy
ié:: v; = 0.Tehdt a vy, . . ., v, vektorhalmazraalkalmazhaté a 2. tétel d=m — 1-

gyel. Az dttekinthetd jelolésrendszer kedvéért tegyiik fol, hogy a 2. tétel algo-
ritmusa éppen a vy, v,, . . ., v, sorrendet adja, tehat

K
max || 3 v; || < (m — K.
1<k<n 1
Misképp fogalmazva ez azt jelenti, hogy minden j =1, ...,m — 1 és minden

k=1,2, ... n esetén
k

k
—(m — 1)K < 3t — 21t,~,-+1 < (m — 1)K.
i=l1 i=

Definidljuk most a 7;; kezdési idGket:
0, Tl'l — Zl'—l 1 + ti—l 1

T =
= mkK, Ty = Tim1a + tim1 o

= — I)mK, v;=7T1j;t b

Tim = (m — 1)ymK, Tpm= Tiim + licim:
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Vilagos, hogy tetszéleges rogzitett j esetén az I,; = (v;. 7,; + 1;;) intervallu-
mok péronként diszjunktak. Megmutatjuk, hogy ez érvényes tetszileges rig-
zitett 4 esetén is. Tegyiik fel tehat, hogy j < j', igazolni akarjuk, hogy I;; és
1}, diszjunkt. Ehhez elég megmutatni, hogy 7,; + t;; <C 7;;,, ezt viszont elég
J" =17 + 1 esetén igazolni. De akkor

=1 =1
Ty — (T + 4y) =§ - mK +p§ltpj+l —[( — UmK +Pa§1tp/ + ty] =

i—1 i—1
== '"vi + (2 tp s e zvfpj) - t,’ 2 mK — (m/ -y 1)]{ S K == 0.
1 p=1

A 7;-kkel definialt litemezés tehdt megengedett. Egyszer(i szdmolis mutatja,
hogy a befejezési id6 éppen M + m(m — 1)K, tehat (x) < M + m(m — 1)K.
Az algoritmus lépésszama a 2. tételbl adodik.

A 4. tétel bizonyitdsa. Olyan @ iitemezést konstrudlunk, melynél 7o — M,
tehat minden gép megdllds nélkiil dolgozik és M id§ elteltével egyszerre fojezik
be a munkat.

Az 1. Tétel bizonyitdasihoz hasonléan alkalmazzuk a

by — by
0, 5 : € Bm
l tim~1 — tim
bim — ty
(¢ =1, ..., n) vektorokra a 2. tétel algoritmusat! A kapott 1ij sorrendet
1. 2, ..., nnel jelolve 1 <k <<mésj=1,... m—]1, illetve j = m esetén

k K
—mK _f;é: b —l_zl' b < mK ,
illetve

k k
—mK < 3ty — 3ty < mK.
=1 {1

A munkadarabok sorrendje az egyes gépeken ilyen lesz:

az els6 gépen: 1,258, a0 e = 1ol

a masodikon: tg b Lty 4+ 8400 Wiy L. 4
a harmadikon: g 1, A 2. il WL 00U i
az utoléén: R SN I v S SRR DL N e i

Rekurzi6 segitségével megadjuk az i,, 4, . . ., 4, indexeket. Ez rogton meg
fogja adni az els6 munkadarab kezdési idejét, az s-edik gépen, z,-et. Ugyanis
nyilvan (s > 2-re)

n
t= T = 3 b, (4)



TOBBGEPES UTEMEZESI PROBLEMAK 187

a tovabbi kezdési idGk pedig
11
75 + Z:tks, ha, ¢ <4,
k=

i
> ta ha ¢ > 7.
,k=“+1

Legyen tehit i, az a legnagyobb index, melyre

n
2 > (m+ K.
i=13+1
Ha mar 4, (s > 2) meg van hatdrozva, akkor (4) alapjan 7 is, és legyen i,
az a legnagyobb index, melyre

n
S b1 > T + (m+ 1)K
i=ly4;+1
Kénnyen lithato, hogy 7, << 7, + (m + 2)K (s = 2,3, ..., m esetén), tehit
ha M > (m* + 2m — 1)K, akkor i, és 7, j6l van definidlva s = 2, 3, .. ., m-re,
80t
M >z, + (m + 1)K.

Kzzel s — 2, 3, .. ., m-re definidlva van i, tehit az egész iit_emezés is.

A 7, ... 1, ,késleltetések” azt biztositjak, hogy egyik munkadarab se
keriiljon egy id6ben két gépen megmunkaldsra. Valoban, legyen ¢ egy tetszd-
leges munkadarab indexe. Jeloljitk s-sel azt a legnagyobb indexet, melyre

k . . ’ . .
7 + Dty << M. (Ez azt jelenti, hogy j = 2, . . ., k-ra a j-edik gépen az i-edik
§=1

munkadarab megmunkdldsa a 7; id6pont utdn kezdSdik, j =k + 1, ..., n-re
pedig 7; eldtt.) Azt fogjuk beldtni, hogy ekkor

J‘Elz > Ty + by

: (5)
lT[k > Ty t bk
és &k <~ m esetén
Ty = Tim T bimo . (6)
(7)

Tim = Tim—1 T tim—1
Tkpe = Tiktr T bk
(5) igazolasa egyszer(: 2 < j < k esetén

i—1 i-1
Ty — Tpj— = T — Tjq +1§ tj —l%‘tj_l > (m + 1K —mK =K > tij—l'

Ugyanigy adédik (7) is. Végiil (6) is teljesiil, mert
i1 i—1
Tm = 2 btm = Tm— M +I—Zl' bm <

[e=Tp+1

i=1 i—1
gtm—M—FZtu+mKZIZI't11—‘K:‘5u—K'
1= =
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Belattuk tehat, hogy a megadott iitemezés iitkzésmentes és igy optimalis.
Az algoritmus miiveletigénye automatikusan adédik a 2. tételbdl.
Az 5. tétel bizonyitasa. Feltessziik, hogy a gépek szdméra
2k=1 < < 2K

teljesiil (k természetes szam).

A tovabbiakban 2-t jeloljiik m'-vel. Megjegyezziik, hogy ez az m’ az eredeti
m-nek kevesebb, mint kétszerese.

Az optimdlis iitemezéshez tartozd idédiagram jellegét a 2. dbra mutatja.
Bevezetve az S;U S8,U ... U8,  =8Sé R U R,U...U R, = R jelolése-
ket, az dbran lathatd 2m’ blokkrdl a kovetkeziket tessziik fel:

1. gép
5. o8
e e iRy sl Bk Al s R,

1m.gép

2. abra

(@) SU R az osszes elvégzend miivelet halmazanak egy particiGja, azzal a
kiegészitéssel, hogy egy munkadarabnak vagy minden mfivelete S-hen vagy
minden mftivelete R-ben van.

(b) Ha egy munkadarabnak minden mfivelete S-ben van, akkor minden i-re
S;-ben legfeljebb egy miivelete van (i =1, 2, ..., m’). Ha egy munkadarab
minden mivelete B-ben van, akkor mindegyik R;-hez legfeljebb egy miivelete
tartozik.

(a) miatt egy S;i-beli és egy R;-beli miivelet kiilonb6zd munkadarabhoz tar-
tozik, tehdt szomszédos blokkok kézotti iitkozés nem fordulhat eld.

Ha el tudjuk érni, hogy §;/R; valamennyi mfivelete hamarabb fejez6djélk
be, mint S;,,/E;,; barmelyik mfvelete elkezdddik (j =1, 2, ..., m' — 1)
akkor az iitemezés litkozésmentes, és (mivel minden gép megdllds nélkiil dol-
gozik) optimalis lesz.

Ezt a célt ugy fogjuk elérni, hogy a mfiveletek halmazat (gépenként) egyen-
letes rétegekre szedjiik szét. M-et pedig olyan nagyra vélasztjuk, hogy egy
réteg (blokk) vastagsdga révén képes legyen a két szomszédos réteget (idGben)
elszigetelni.

A konstrukeié a kovetkezd 1épésekbdl all:

Lo Aw = (i, 4y, - - -, ty) vektorokra alkalmazva a 2. lemma, algoritmusat,
elkészitjiilk a munkadarabok halmazanak egy {1, 2, .. ., n} = S U R particio-
jat, agy, hogy minden j-re (j =1, 2, ..., m)

M m

T T AL,
ie§‘ 2 2
és
M
Ztij——lgﬁK
i€R 2 2

teljesiiljon. (Itt kihaszndltuk, hogy 3't;; = M.)
i=1
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S-sel jeloljiik az S-beli munkadarabok miiveleteinek halmazat, R-rel pedig
az R-beli munkadarabok mfiveleteinek halmazast.

2. Definidlunk egy G5 = (V,E), U= AU B, E = AXB piros gréfot,
ahol az A4 halmaz | S| elemfi, pontjai az S-beli munkadaraboknak felelnek
meg; a B halmaz m elem{, pontjai a gépeknek felelnek meg. Az i-edik munka-
darabnak megfelel6 pontbél a j-edik gépnek megfelel§ pontba vezetd élen
legyen a 2 silyfiiggvény értékre ;. Analég médon bevezetjik a G paros gré-
fot, ahol az A halmaz |R| elem(, pontjai az R-beli munkadaraboknak felelnek
meg, a konstrukeié tébbi része pedig véltozatlan.

Ezekre a grafokra alkalmazva a 3. lemma algoritmusat az S, illetve R hal-
mazt egyardnt m’ részre szedjiik, azaz

8 =8U8U...US8p é
R B4 By o B
particickat készitiink gy, hogy i,
(A) Egy S-beli munkadarab minden mfivelete kiilénb6z6 S-be tartozzon

R-beli munkadarab minden miivelete mésik R ;-be tartozzék.
B)j=1,2,...mésl=1,2,... m esetén

: M Bl
2y e
i 2m 2
(4, ))ESt
M 5
FJiyp—r——K
i 2m 2
(L,))ERL
C)j=1,2,...mésl—=1, 2, ... m' esetén

>ty “l— t;y| < K - logym'

m ieS

1l
(1,))ES1US,U...USt

} /A
2 by =17 S8

5 L m ier
(,))ERURU...UR;

< K -log,m’.

A (C)-beli egyenlStlenségek osszeaddsival

tilﬁi—'ﬂ[

m

< 2K - log,m’

\'
14
(L,NESIURU...USIUR;

adédik. Eszerint az dbran szaggatott vonallal jelolt .vé,laszt.;évopa.lak ingado?é-
sénak mértéke legfeljebb 4K log,m’. (B) miatt mindegyik réteg vastagsiga

E. . K. Emiatt az iitkozések elkeriilésének elégséges feltétele az

legalabb

: 2m’ 2

A i ;
- — 2K > 4K log,m’, tehat

2m’ 2
: M > (8m'log,m’ + 5m')K
egyenlGtlenség.
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Figyelembe véve, hogy az itt szerepld m’ az m-nek legfeljebb 2-szerese, az
eredeti m-mel
M > (16m log,m + 21m)K

elegend6.
Az SU R felbontas a 2. lemma szerint O(nm?) miiveletet igényel. A 3. lemma,
algoritmusat 2-szer alkalmazzuk. Mindkét esetben |A| — § <_ n, tehat min

(S, m) < m miatt a tovabbi miiveletek lépésszima O(nm2log,n). Ezzel az 5.
tételt teljes egészében belattuk.

( Beérkezett: 1982. janudr 13-dn.)
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NEARLY OPTIMUM SOLUTION OF MULTI-MACHINE
SCHEDULING PROBLEMS

We deal with flow shop and open shop problems. Since in case of three or more machines
both problems are NP complete, only obtaining of a nearly optimum polynomial algo-
rithm may be hoped.

Let the number of work-pieces be n, that of machines m. In case of a flow shop problem
Theorem 1 corrects a previous result of Belov and Stolin. According to this theorem by
means of an algorithm of O(n®*m?) steps such a schedule may be given whose finish time
T yields an asymptotically optimum estimation. Proof is based on a theorem of vector
rearrangement (Theorem 2) where it is stated that any closed broken line consisting of
d-dimensional vectors with unit length at most may be rearranged in such a way that it
is placed in a sphere with radius d. Theorem 2 is proved by the method of Grinbery and
Sewastianoff.
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In case of an open shop problem not only nearly optimum, but also optimum solution
may be obtained. This is discussed more precisely in Theorem 3. In Theorem 4 an algo-
rithm consisting of O(n*m?) steps is given which yields an optimum scheduling under
certain conditions. By means of a more complicated procedure a more exact estimation
can also be given. According to Theorem 5 optimum scheduling may be constructed in
O(nm?) steps under other conditions.

BJIMBKOE K OINTHMMAJIbHOMY PEIEHHWE TIPOBJIEMblI COCTABJIEHMYI
MHOI'OMAUIMHHOI'O 'PAD®UKA

Cratbst nocesiiena npoouemam flow-shop u open-shop. TIOCKOJBbKY B cilyyae Tpex 1 Gobine
MalWKH 9TH 3amaud NP-1nojHble, TO MOYKHO HalesATbCs HA MOJIyYeHUE JIMIb NPUOIMKEHHOT0
ONTUMAJIbHOTO MOJMHOMHHAIBHOrO aJropUTMA.

IMycrb KonuuecTBo o0padarbiBaeMbIx feTasiell paBHO 71, MUK m. B citydae 3apaun flow-shop
reopema 1 ysyumaer Gosiee panuuil pesysbrar besosa U CTONMHA. B COOTBETCTBUM ¢ 3THM,
C TOMOIIBIO AJITOPUTMA C IOCJIe[0BATEIBHOCTbIO e HCTBUH O(n*m? ') MOXXHO IaTh TaKoi rpagmi,
KOTOPHIH jaeT acHMITOTHUECKM ONTUMAJIbHYIO OLEHKY Ha Bpems npoxoxaenus T. owxasa-
TEJLCTBO OCHOBAHO Ha (JopmyJie BEKTOPHOrO MpeodpasoBaHus (Teopema 2), KoTopast rOBOpUT,
UTO 3aMKHYTast JIOMAHAsT JIMHMS, COCTosiast U3 d-MepHBIX BEKTOPOB NMPOM3BOJILHOM, HO He 60Jib-
TUIX OJIHOH eMHMIBI JUIMHBI, MOXKET ObITh 1peodpadoBaHa TaK, 4ToOBl nmoMeulajach B Imape
pajycom d. JI0kasaTeabeTBo Teopembl 2 Benetes metoom I'pundepra u CeBacThsiHoBa.

B ciydae 3aaun open-shop MOIHO NOJIy4UTh HE TOJIBKO 0JIM3K0E K ONTUMAJIbHOMY, HO 1 Or-
TUMAJIbHOE PeIeHne. JTo peleHie jaer reopema 3. . . .

B Teopeme 4 Mbl IMeeM aJIropuT™ ¢ TaKoi 110¢J1e0BaTeIbHOCTIO JEHCTBUH, KOTOPBIH npu onpe-
JICJIEHHBIX YCJOBUSIX MOXKET IaTh ONTHMabHBIA rpadui. C MoMOLIbIO GoJiee CI0MKHOr0 MeToa
MojkeT ObITh ana enle DoJlee TouHas ouenKa. B COOTBETCTBHN ¢ TEOPEMOH 5 mpu mpyrux yeio-
BUSAX IPH 110CJIE0BATeALHOCTH IeHcTBU O nm® ) MO)KET ObITh COCTABJIEH ONTHMAJIBHBIA rpadic.



FOGALMAK ES MODSZEREK

Fistos LAszrLd —MESzENA GYORGY —SIMONNE MosoLyad NOra

A sokdimenzibs skaldzas egyes Gjabb médszerei 1.

Szamos tényezit figyelembe venni a mérésnél és osszehasonlitdsnal, ez a
gyakorlat sziméra is igen vonzé probléma. A sokvaltozds statisztikai vizsgé-
latokhoz alkalmas indul6 tablak altalaban a vizsgdlt objektumok szdmos jel-
lemzére tartalmaznak megfigyelési értékeket. Rendelkezésiinkre dllnak tehat
a sokdimenzids ,,allapot-térben” a pontok és a kozottiik észlelt hasonlésigok,
kiilonbozdségek vagy tavolsagok. A klasszikus skdldzds ezutin Ggy kivanja
kijelolni egy tengelyen az objektumok helyét, hogy a szarmaztatott sorrend-
Jjik egy egy-dimenziés skalan valamilyen értelemben az eredeti térben fenn-
all6 viszonyoknak feleljenek meg. Tagabb értelemben skaldzdsrdl beszéliink
akkor is, ha a szdrmaztatott tér 2, 3 vagy tobb, de az eredetinél kisebb dimen-
zidszammal rendelkezik. Szemléletes kép az eredményekhez természetesen csak
3 dimenzidig tartozik, de egyes esetekben az dllapottér dimenziészdmanak
szdmottevs csokkentése is sokat segithet az osszefiiggések felismerésében.

A sokviltozés skalizds szdamos mdédszerével, vonatkozéasival foglalkozik
KiNnpLer-— Parp: Komplex rendszerek vizsgdlata (Miiszaki Kiadé Bp. 1977)
c¢. konyve, de a SZIGMABAN is tobb tanulmdny jelent mar meg e témakorbdl.
Cikkiink, amelynek most 1. részét kozoljitk nem torekszik teljességre, nem adja,
attekintG osszefoglalisdt sem e teriiletnek. Részletesen foglalkozunk viszont
azokkal az Gjabb, egyre kiforrottabba val6 szamitégépes eljardsokkal melyek
a hazai koztudatban még szinte teljesen ismeretlenek s a t6bbi sokviltozés
mddszerrel egyetemben a korszer(i statisztikai médszertan igéretes eszkoztdra-
nak tekinthetok.

1. Torténeti attekintés®

A skaldzas elsd modelljét Ricnarpson dolgozta ki 1938-ban. Arra keresett
vilaszt, hogy hogyan lehet a pontok kozotti (euklideszi) tdvolsdgokbdl a faktor-
analizishez szorosan kapesolddé médszerrel meghatdrozni a pontok koording-
tait és a térben abrit késziteni. Elgondoldsainak jelentdségét az adja, hogy
Richardson el6tt a skdldzé médszerek alkalmazoi feltételezték a vizsgélt te-
riilet dimenzidinak az ismeretét. Richardson modellje feloldotta ezt a meg-
kotést, és az alapadatokbdl a dimenzidk ismeretétdl fiiggetleniil hatarozta meg
a tengelyekre vonatkoz vetiileteket, azaz a koordindtdk értékeit.

Hasonlé eredményeket publikdlt YounNe és HOUSEHOLDER 1938-ban, elgon-
dolasukat TorGERSON haszndlta fel és fejlesztette tovabb 1954-ben és 1958-ban.

! Lisd: ForaAosng, KovAcs ErzseBeT: ,,A sokdimenziés skdldzds, mint a matemati-

kai statisztika 0j modszere’ c. doktori értekezés; MKKE 1981, kézirat.

| Y ey
2 Szigma
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Ezt a munkét szdmos konyv és tanulmany kovette. Az idérendet kivetve meg
kell emliteniink Coomss Adatelméletét (1964), amelyben megtalalhatd a nem-
metrikus sokdimenzids skaldzas kezdeti leirasa mellett az egyéni preferencii-
kat feltaré modell is.

Ez a kényv elsGsorban a skalazé modellek elméleti és geometriai megalapozi-
saval foglalkozik. 1970 és 1973 kozott harom olyan tanulmény is megjelent,
amelyek a médszereknek a piackutatasban valé alkalmazhatésagat mutatjik
be. Természetesen jol hasznalhatjak az tizleti és pénziigyi élet més teriiletén
dolgozok is az algoritmusok Osszehasonlitasara és a koziilitk valé valasztasra

SHEPARD, RomNEY és NERLOVE kétkotetes munkdja (1972) a sol\dnnon/ms
skalazas elméletének és alkalmazisainak atfogé bemutatasat adja. Az elsé ko-
tetben a skdlizé modellek és mddszerek csoportositdsa utin a nem-metrikus
elemzés, az egyéni kiilonbségek vizsgilata és még szimos més elméleti kérdés
szerepel. A masodik kotet az alkalmazasi lehetOségek széles korét mutatja be.
Taldlunk példat antropolégiai, szemantikai vizsgalatokra, valamint a nemze-
tek kozotti kiilonbozoségek elemzésére is.

Az emlitett konyvoken kiviil szamos cikk jelent meg kiilonbhozo folyon‘atol\-
ban. A cikkek egyrésze a skalazds elméleti kérdéseit boncolgatja, mas résziik
gyakorlati problémakat feszeget. Smuparpnak (1962) olyan két frdsa jelent
meg, amelyben a kozelségek elcm'/( ssét kisérli meg ismeretlen tavolsag-fiiggvény
segltsv rével. KRUSKAL (]%4) pedig az illeszkedés josagdt helyezi vizsgilatai
kozéppontjiba, és bevezeti a legkisebb négyzetes monoton regressziGt a tavol-
sagok és a hasonlésigok kozotti kapesolat beeslésére.

FUTTMAN 1968-ban j szamitdsi modszert dolgoz ki a legkisebb dimenzidja
tér megtalalasara

Jelentds eredményt publikal Caronn és Cuana 1970-ben az egyéni kiilonb-
ségek skalazasa terén. A sokdimenzids skildzas dltalinositasaként bevezetik
az INDSCAL-nek nevezett mddszert, amelyet Hekart-Young dltalanositott el-
jarasaval oldanak meg.

A mddszertani és gyakorlati alkalmazasi témdakrdl irt cikkek is egyméas utdn
jelennek meg a tarsadalomtudomanyi, matematikai és statisztikai folyGiratok-
ban.

Az egyéni kiilonbozdségek skaldzasival szimos szerzd foglalkozik. TUCKER
és Mussick (1963) cikkében a kiilonbozGségi matrixokat csoportositja, és az
egyes clusterek atlagos matrixait elemzi sokdimenzios skalazdssal.

McGEE (1968) a nem-metrikus egyéni kiilonbségeket vizsgilja, és az illesz-
kedés elégtelensége fiiggvénnyel jellemzi a konfiguracion belilli tavolsagot.
KruskgaL és CAroLL az illeszkedés elégtelenségének kiilonhozd mértékeit ha-
tarozza meg, és elméleti eredményeket kozol a hatas-fiiggvényrdl.

WisH (1970) a nemzetek kozotti hasonldsagot elemzi INDSCA L-lal.

WisH, DrvrscH és BIeNgRr (1970) az INDSCAL alkalmazasival kimutattak,
ho<ry a nemzetek kozotti hasonlésdg megitélésénél a dimenzidk stlyoziasanak
egyéni kiilonbségei szisztematikusan fiiggnek az egyén politikai bedllitottsi-
gatél, valamint attol, hogy mennyit tud az egyén az adott nemzetrdl, milyen
orszaghol szarmazik és a neme is befolydsolja dintését.

CaroLL (1971) az egyéni kiilonbségeknek az észleléshen és a preferencidk-
ban jatszott szerepét targyalja.

Tueker (1972) olyan médszert dolgoz ki az egyéni kiillonbségek elemzésére,
amely az INDSCAL altaldnositisa, de hianyzik bel6le a dimenziondlis egye-
diség tulajdonsaga.
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CaroLL és WisH (1973) a hdromutas sokdimenzids skélazas modelljeit és
madszereit bemutatd cikkében részletesen bemutatja az 1DIOSCAL-nak ne-
vezett modellt, amelyben az euklideszi tivolsig dltaldnositasa szerepel, és spe-
cidlis esetként magiba foglalja az INDSCAL-t is.

A modszertani kérdések kozott olyanok szerepelnek, mint a téavolsagok st-
lyozdsa (McGEE, 1966), metrikus, azaz szamszer(i informacidk szarmaztatisa
nem-metrikus adatokbdl (SHEPARD, 1966) és az illeszkedés milyenségének vizs-
galata.

A gyakorlati alkalmazdsok kozott megtaldljuk a Morse jelekhez hasonld
jelzések észlelését elemzd modellt (WisH, 1967), valamint CAroLL és CHANG
(1972) cikkét, amelyben az 1960-as amerikai elnokvdlasztast elemzik sokdi-
menzids skalazassal.

Megjelentek olyan cikkek is, amelyek az alakzat pontossigat, a megfeleld
dimenzick meghatirozasat, valamint a véletlen hibdt vizsgdljak pl. Monte
Carlo médszerrel (Knanr, 1969, STENsoN és KNOLL 1971).

Youna (1970) a nem-metrikus skalazassal nyerhetfi metrikus_intbrméciét
hatarozza meg. A tényleges és a megallapitott té,vols&g(’)’k kozotti korreldcids
egyiitthatGt a ,,metrikus meghatarozottsig mértékének™ tekinti és a kapott
alakzat pontossagit becsli ennek segitségével.

2. A sokdimenzios skalazis kapesolata a sokviltozos statisztika
egyes fejezeteivel

Mar a bevezetésben mondottakbdl is felismerhetd, hogy a tdgabb értelem-
ben vett sokdimenzids skaldzas mind a falkt-ol'mmlizisscl (1. SZIGMA: 1970.
LI1. évf. 2. sz.) mind pedig a clusteranalizissel (1. SZ[(}MA:_ 1977. X. é’vf. 3.
sz.) tobb vonatkozdsban is kapesolatba hozhaté. Az alabbiakban e kérdést
kigsé részletesebben vizsgiljuk meg. ) i .

Beszéljiink elGszor a skalizds és a cluster analizis viszonyardl. Al;Lszuku’E
tekintve mindkét eljards a vizsgalt rendszer — az ;illnpot-tér_lzen elhe]_yfazkedo
pont-konfiguricié —, struktiurdjanalk a felismerését tiizi kl célJaul..I.g}’r }ol.has?—
nalhatok kolesonosen egymdas eredményeinek e]len(’)'rzés,ere, s?glnh’tas vizsga-
latokra, egy-egy probléma megkozelitésére tobb oldalrél. A jart Gt azonban
mar kiillonbozo. e

A skélazas esetében az egyedek kozotti hasonldsagi vagy k\'ilﬁnbéz_(-)segl méro-
szamok az induld adatok. Az eredmények vgy—két—hérom, e's’etvleg 'trobb dlmlen—
zi6beli pontkoordindtik, azaz egy térbeli abra. Egy dimenm? esetén egy skala,
két és hdarom dimenzié esetén egy szemléletesen értékelheto pozl‘tfclh'o, a ma-
gasabb dimenzidkban aztin mar a szemlélet elénye elmarad. (}erm?szletesel}
az indulé hasonldésigok vagy kiillonbozdségek a szokésfog sok_valtf),zo:s 1nd'ulo
tabliknak, megfigyeléseknek, jellemzGknek a felhasznalasaval is el‘oalhtlln}to}i.)

A cluster analizis ugyanabbdl az indulé tablabdl valtozatlan dimenzidszam
mellett allapitja meg — szdmos kiilonhozd technikaval —, az egyedeknc’k sok
szempont szimultan figyelembevételével kialakithatd, 1‘('3]2\:'[1\’0 h(’)mogenckl)b
rész-halmazait, fiirtjeit, clustereit. A hierarchikus technikak esetében aztin
az eredményeket egy jol kezelhetd két dimenzis dbrdn, a dendogramon szem-
lé1teti. .

Mindennemii alkalmazis esetében feltétleniil szem eldtt tartandd, hogy mind
a tobb tucat cluster-technika, mind a nagy szdmi skaldzé eljdrds esetenként

5*
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egymastol lényegesen eltérs eredményeket adhat. Az eljirdsok és az egész
problémakor mélyebb dtgondolisa esetén e jelenség gyorsan természetessé va-
lik. A fejlodés jelenlegi fokdn éppen a leginkibb adekvat eljaras kivélasztasa
okozza a legnagyobb nehézségeket. Kiilsndsképpen igaz tehit, hogy a skalazé
és clusterez6 megfontolisok igen sok koriilmény miatt adhatnak kisebb-na-
gyobb mértékben eltérden interpretdlhaté eredményeket. Kimondhatjuk az
egész teriiletre leginkabb jellemzé egyik ajanlédst: mindenfajta mechanikus al-
kalmazast messzemenden keriiljiink el. Ugyanakkor az eltérd eredmények jel-
lege, ismerve a kiilonboz3 technikdk sajitossagait, értékes informaciékat hor-
dozhat.

gy kiilon is megemlitendd probléma a kivetkezd. A skaldzé eljarisok op-
timalizildsi feladatainak megolddsa gyakran esak pl. lokdlis minimumok el-
¢érését biztositja. A megoldds hatékonysdginak, a globélis optimum megtalala-
sanak, esetleg valészin(isitésének tovabbi vizsgalata gyakran sok jabb kér-
dést vet fel.

A két eljaris eredményeinek praktikus Gsszehasonlitdsara JO lehetdséget ad
a kovetkezd gondolatmenet. Két dimenziés skalazast végezve a kapott pont-
abrdban alkalmasan megjelsljiik az egy clusterba tartozé pontokat. Az esetle-
ges Osszhang a két megkozelités kozitt igen szemléletesen azonnal felmérhets.

Foglalkozzunk most a skdldzds és a faktoranalizis eljardsainak dsszeveté-
sével.

A sokdimenzids skildzasnak az a tulajdonsaga, hogy kis dimenziészdmu tér-
ben allit el§ az eredeti dllapottér kiilonbozdségi (tavolsag) viszonyait tiikrozd
pont konfiguraciét, kézvetleniil hozhaté kapesolatba a faktoranalizissel. A ské-
lizds pontabrdjiba elhelyezhetd tengelyek, fé-irdnyok, a koréjiik esoportosuld
jellemzék, illetve objektumok képe a lényeg kiemelésének gondolataval azo-
nosithaté. A faktoranalizis is igyekszik csdkkenteni a dimenziGszamot, {j

fiktiv tengelyeket hatdroz meg. Kzek értelmezése éppen tigy igen érde-
kes, de sok problémit felvets tevékenység, mint a skdldzas esetében.

Az indulé adatrendszerek itt is lehetnek azonosak, de részben el is térhetnek
egyméstol. A skalizds az egyedek killonbozGségeit tartalmazé tablabél indul.
I mértéktdl azt kivinjuk meg, hogy kisebb tavolsighoz kisebb, nagyobb ti-
volsdghoz nagyobb érték tartozzon. A faktoranalizis a megfigyelések korre-
liciés matrixat tekinti indulé tablinak, s gy a megkotések szigortibbak az
elébbieknél. (Gondoljunk a korreldcios egyiitthaténak két vektor skaldr szor-
zataként torténd értelmezésére).

Erdemes felhivni a figyelmet a két eljards logikai gondolatmenete kozotti
rokonsagra. A sokdimenzids térben keresett pont-koordindtdk meghatarozdsd-
nal mindkét esetben sajatvektorok és sajatértékek szamitasan at vezet az tt.
A faktoranalizisnél a korreldcids matrix reprodukdlasa, a skdldzasnal a kiilon-
bozbségek és a tavolsdgok egymdsnak vals minél jobb megfeleltetése a cél.
Egyik esetben sincs azonban a cél mindenck elé helyezve. Mindkét eljards azt
a minimdlis dimenziészami teret keresi, melyben a dimenziészém esokkenésé-
bél eredd elény még kiegyenliti a reprodukélisban, illetve megfeleltetésben el-
szenvedett veszteséget. A faktoranalizisnél minimalizaljuk a faktorszamot s
maximalizdljuk a kommunalitisokat, a skdldzdsnal a kiilonbozGségek — té-
volsdgok illeszkedését mérd kiilsnbézé célfiiggvények minimalizélisa megy
véghe.

Tgéretes lehetdségeket kindl a két eljards osszekapesolasara a skdldzas ered-
mény-abrdjanak a faktoranalitikus eredményekkel osszevetett elemzése. Cé-
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Iunk itt a két oldali kozelités felhaszndlasival a pont abraban elhelyezhetd
tengelyek végsd irdnyanak és értelmezésének minél koriiltekintébb megallapi-
tasa.

A két eljaras kozotti kapesolat forditott irdnyban is igen gyiimélesozden
hasznosithaté. Kéztudomasi, hogy a faktoranalizis gondolatmenete szigortian
kapesolédik & linearitds problémakoréhez. Ezért ha a vizsgalt valtozok kozitt
erésen nem-linearis osszefiiggések vannak, a faktoranalizis eredményeként ké-
nyelmetlen, sok dimenziés megolddshoz juthatunk. A skaldzé eljardsok ala-
csony dimenzids megolddshoz juthatunk. A skélazé eljarasok alacsony dimen-
zi6szami megolddsai ilyenkor sokat segithetnek az Osszetett torvényszeriisé-
gek felismerésében.

3. Nem metrikus modszerek

A sokdimenzids skaldzas feladata a minimdlis dimenzidszami térben olyan
ponthalmaz meghatarozasa, amelyben az output térbeli tavolsigok monoton
fliggvényei az input rendszer elemei kozotti kiilonbozéségeknek. Teljesiil a ké-
vetkezd Gsszefliggés:

ha d;; < 0y, akkor d;; <~ d,,,
ahol 0ij» 05 a megfelel objektumok kozotti killonbozoségeket (input)
d;;, d;; a megfeleld objektumok kozotti tavolsagokat jelenti (output).

Az ilyen gyenge monotonitdsi kritériumot kielégits eljardsokat nem metrikus
maodszereknek nevezziik.

3.1. A MINISSA modell

Legyen adott n objektumra (megfigyelési egységre) a killonbozGségeket ki-
fejezs n X n-es szimmetrikus matrix (8). Az eljaras kétutas input métrixbél ki-
indulva, a hasonlésagi vagy kiilonbozdségi mértékek alapjan hatirozza meg az
adott feltételt kielégité minimalis dimenziészami térre vonatkozé eredmény
matrixot. A kétutas (two-way) médszerek input és output matrixat mutatja
be az 1. sz. abra. Az algoritmus az n objektumnak megfelelé pont koordina-
tait keresi az r-dimenzids térben (r < n), olyan feltételek mellett, hogy a pon-
tok kozotti tavolsdgok sorrendisége megegyezzen a kiilonbozdségek sorrend-
jével.

INPUT QUTPUT
objektumok dimenzidk
2 Wi e D 124 . - r
1 i
2

E -—
£ T i
$ = .
& Ik s ) it
% - e

n n

1. dbra. A kétutas MDS médszerek inputja és outputja
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Az obJektumok kiilonbozbségeit: jeldlje oy (j, k = 1, ..., n); ez lehet példdul
egyszerii rangszam is, amely 1-t6l n (n — 1)/2-ig veheti fel értékeit.

Az output pontok koordinatdit jelolje a,, £ =1, ..., r; két pont kozotti
tavolsag a kovetkezs:

r I/p
Cjx = {2 | — @y Ip] . $
=1

Ha p = 2, az ismert euklideszi tavolsigot kapjuk.
A célfiiggvényt Limgoes és Roskam a kovetkezGképpen definialta:

21 {’IJA ‘7 lk)}z
Zﬁjh‘ e

Jk

AS' ==

ahol f(o; O l\ul(m]»o/osegl indexnek monoton fiiggvénye, vagyis barmely
Oj 011 ‘““‘*te“/ i) ()

Minél nagyobb S értéke annal rosszabb az output pontabra és az f fliiggvény
illeszkedése az adatrendszerre.

Az eltérések mérésére mas mértéket is alkalmaznak, a Guttman-féle K-egyiitt-
hatét;

>

[2/ ’/jlr /(')jk)}

(lij(f Jjk )

A MINISSA modellben az f(6,) fuggveny kétféle modon hatarozhaté meg:

a) a Kruskal-féle monoton regresszios eljardssal (d e)

b) a Guttman-féle rang-kép eljarassal (d}).
A megfelelGen megvalasztott kezdeti értékekbdl kiindulva keresi az algorit-
mus a pontoknak azt a konfigurdciéjat, amely mellett a célfiiggvény értéke
minimalis.

Belathaté a

2 Ayl ~ dy) =0

Jk
2 & =2 (d})?
Jk Jk
osszefiiggések felhasznédlasdaval, hogy az 8 és K egyiitthat6 értéke kozott a ko-
vetkezé relacidk érvényesek:
1 2
1 —|—&8
2

ha  f(dy) = chk akkor K = S
Ez azt jelenti, hogy a megoldas megegyezik, akar S akir K minimalizalasat
végezziik el.

A MINISSA eljards S vagy K értékét iterdciés-titon hatarozza meg. Kiindul
egy kezdeti konﬁguracxobol és ehhez meghatdrozza a d tavolsigokat, majd
vagy a monoton regressziés moédszerrel vagy a rang-kép médszerrel dllitja
el6 f(0) értékeit. Kzek alapjan meghatarozhaté S (vagy K) értéke. Ezutan

ha  f(d;) = dj; akkor K —§
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az algoritmus olyan a értéket keres, amelyik jobb illeszkedést ad f(d)-hoz.
Az iterdcié a masodik lépéshen az uj konfigurdciénak megfelel6 tavolsagérté-
kek alapjan tjra szamitja S értékét. Az eljiras addig folytatodik amig S ér-
téke adott korlat ald nem esik, vagy értéke mar nem véltozik az egyes lépések

sordan.
A kezdeti konfiguricié a kovetkezs matrix (C) elemeivel hatarozhaté meg:

[1. részletesebben a 4.2. pontban]
2 eiift 1=
Oy = ¥ " .
1 — gif! v
ahol: { = n(n — 1)/2

0 a 0;; kiilonbozbségek rangszama.

A kezdeti pontok meghatirozdsihoz csak az adatok sorrendiségét haszndljul
fel.
. ’ O .. ’” ’ ’ . )' 73y P by "
Az iteracidé kovetkezd lépéseiben a ,,Jegmeredekebb lejt6” maédszert alkal-
mazzuk, ahol a pontok koordindtiit a gradiens modszer alapjan valtoztatjuk:
PR 2

ij[ ’

Aty (o). .
it = Lj %p

ahol 2, optimdlisan valasztott lépéshossz,
p az iterdcids 16pés sorszama.

3.2. Monoton regresszics eljdras

A Kruskal-féle algoritmus d értékeinek olyan llalplazait’ kere:%i, am’ely mono-
ton fiiggvénye a kiilonbozoségeknek és minimalizalja a tavolsagoktél mért el-
térés négyzetosszegdt: _ _
> @y — djk)'l > min.

Jk

Az algoritmus mencte a kovetkezd: a paronkénti kii]'c')l'}b(')'z(iségeket monoton
névekvs sorrendbe rendezziik. fgy az elsd (jk) indexpdrhoz a legkisebb, az
utolséhoz pedig a legnagyobb kiilonbozdség tartozik.,E sorrend szerint rendez-
ziik az iterdcio soran kapott konfiguracié rljk tavolsagait is. Ha az”llleszkedés
tokéletes, akkor a tdvolsigok ebben a rendezésben mar monoton ’noveked(')'ek.
Vegyiik a legkisebb kiilonbozdségi indexhez tartozd d ”értékc:t és amig nem
talalunk nala nagyobb d értéket, helyettesitsiik az els6 d-t és az 6t l/’((iV(it(l)
nala nem nagyobb értékeket az atlagukkal. Ezutan a »nagyobb Srtékbdl”
kezdjiik a vizsgdloddst, az el6bbihez hasonléan keressiik a klovetkezo nala na-
gyobb d értéket, a kozbeesd és kiindulé értékeket pedig az atleygql‘(kal helyet-
tesitjiik. Bz az eljaras addig folytatédik amig az atlagokra is teljesiil, hogy mo-
noton nem csékkend sorozatot alkotnak. Ezek az dtlagos értékek adjak a ke-
resett d értékeket.

3.3. Rang-kép eljdrds

A Guttman-féle rang kép moédszer a tévolsé.qu permutéciéjéy%l hatarozza
meg d* értékeit. Kz a kévetkezs rendezést jelenti: legyen o, a kiilonboz6ségek
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nagysdg szerinti sorrendjében a p-edik elem, d, pedig a tavolsigok sorrendjé-
ben a p-edik elem. Ekkor 4, a 4, kulonbomségpl érték rang-képe lesz. Mas sza-
vakkal, ha §, rangszdma p, és a d;, tavolsdg a tavolsig rangsoraban a p-edik
elem, akkor 7% egyenld d;, értékével. A d* értékek dltaliban nem minimali-
zaljak a 2 dj. — df)* kifejezést adott ;. értékek esetén. FEzért a MINISSA

eljalaqba,n d* értékét csak az iteracio elsé lépésében szamitjuk ki, a tovabbi
1épéseket a regresszios Ll]d,l assal vegeuuk

A monoton regressziés d értékek és a rangkép eljaras d* értékeinek szamiti-
sat illusztralja az 1. tablazat. (Az adatok forrisa: Inter-University Research
Councils Series, Report No. 32. May 1977.)

1. tablazat
Az f(9) értékek illesztésének bemutatdsa

1/a
Kulonbozl- o
ségek l‘wul%""k Atlagolds ‘ a ax
5
0 Mo 71 - o . = : |
1 12 10 10 10 L10 6
2 HJ 0] 1] 10 L0 3
3 10 10 10 10 10 9
4 11 11 11 11 11 10
5 18 I8 12 12 113/4 11
6 6 6 12 12 11.3/4 12
7 14 14 14 111/2 11 3/4 14
8 9 9 9 11 1/2) | 113/4 17
9 1727 17 17 17 : 17 18
Rt:l). '
1/b
Hasonlésigok A d értékek rang- a an
] | Tavol- szamai
- ——ee i sdgok — — |
-SOpOL- ' €SO~ d Or- | nem cgo- i 3 / ;
:fmrt’,o:t I;?;x:watj bcggflt)ott porm;ffgtt, elsd masodik elsd 1 mésodik
. i il gl "
1 ' 3 2,0 3 7 4,25 4,83 5,0 6,67
| LR LRl 8,0 1 1 3,0 4,83 8,0 6,67
R RO S 2 6 4,25 | 4,83 | 70 | 6,67
2 6 L]0 2 4 4,0 4,83 3,0 3,33
2 | 5 ; 5,0 1 3 4,25 4,83 3.0 3,33
g 4 7,0 1 2 4,25 4,83 4,0 3,33
3 S 1 2,0 3 8 2,0 2.0 2,0 1,67
3 i 9 (10 3 9 1,0 2,0 1,0 1,67
3 [ y 3,0 2 5 3,0 2,0 2,0 1,67

3.4. A sokdimenzids skdaldzds dimenzidinak értelmezése

A MINISSA eljaris a koordinatdk X maétrixat minden lépésben normélja:
a) a koordinatak atlaga minden tengelyen nulla:

2%u=0, i et
J
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b) a koordinitik négyzetisszege egyenld n-el:
2‘ szf =1n.
it

A fenti feltételekbdl kovetkezik, hogy az euklideszi tavolsagok négyzetisszege
egyenld n*-el.
¢) a tengelyeket gy transzformdlja az eljaras, hogy a koordinaték a kiilon-
biz6 dimenziékban korrelalatlanok:

2 Zjiy =0 Vvt = [ esetén.
k

Nem alkalmazunk rotaciét, ha nem-euklideszi tavolsdgokat hasznalunk, ilyen
esetekben a tengelyek korrelaltak lesznek.

A sokdimenzids skdldzds output pontabrijinak értelmezése az abrizolt
,,pontok” irdnyainak vizsgalataval oldhaté meg. Ha a skéldzés terének min-
den irdnya nem is, de a koordinata tengelyek irdnya viszonylag jél értelmez-
hetd. Ehhez segitséget ad a vizsgalt jellem.zfik és a tengelyek paronkénti kor-
relacios egyiitthatja. A regresszitelemzés alkalmazhato annak a hipotézisnek
a tesztelésére, hogy a pont-dbra adott elhelyezkedésével egy véltozéhalmaz
kapesolatban van-e. Az dbra koordinatainak olyan kombinécidjat keressiik,
amely jol beesiili, j6l magyarazza a valtozokat. Az eredmények josagat a tobh-
sz0ros korrelacio méri.

Arra nines szigorii szabaly, hogy az indul6 adatrendszernek és a MINISSA
eljras eredményeként kapott konfigurdciénak az eltérését mérg S (vagy K)
értékét hogyan mindsitsiik. Gyakorlati szamitdsok alapjan a kovetkezd kate-
goridk alakithatok ki az illeszkedds josagdra:

S < 0,05 kivalé
0,05 < 8 < 0,10 j6
01080 110,16 kozepes
0,15 < 8 < 0,20 elfogadhato
0,20 < 8 gyenge.

A Guitman-féle K érték altaldban 1,4-szer nagyobb mint S értéke. Ugyan-
azon adathalmaz esetén altaliban varhaté, hogy a dimenziok szamanak nove-
lésével jobb illeszkedéshez, alacsonyabb S értékhez jutunk. Ez azonban nem
minden esetben teljesiil, el6fordulhat, hogy az iterdciok megengedett szdman
beliil esak lokalis optimumhoz jutunk.

3.5. Példa a MINISSA eljardsra

Milton, Rokeach amerikai nemzeti mintdn (1409 felndtt, hiisz év alatti lakos)
36 eszkoz- és célérték strukturdjat vizsgalta 1967'—68-]0:‘111. A 18 cél- és 18
eszkozérték vizsgilatat az Eletmdd, Bletmindség és Ertékrendszer vmsg’a,la,t
(Hankrss E., MaxcHIN R., Fisros L. 1978) megismételte magyar orszigos
reprezentativ mintan (808 3). A kérdés igy hangzott:

. Kérem, rendezze ezeket az értékeket sorrendbe, aszerint, hogy mint irany-
jatszanak az On életében. Tanulméanyozza gon-
lassza ki koziiliik a legfontosabbat. Tegyiik itt
ki a sorrendben kovetkezé legfonto-

elvek, milyen fontos szerepet
dosan a kartyakat, azutdn va
le az asztalra, legfolil. Most valassza
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SV

sabbat. Tegyiik a masik ald. Bs igy tovabb. Mikor elkésziilt, lapozza végig
még egyszer a kartyakat s ellendrizze, hogy hely(,s -e a sorrend. S ha megvan,
akkor engedje meg, hogy leirjam a sorrendet.”

Ezutan 18 c¢él- és 18 eszkozértéket kellett kiilon-kiilon sorbarendezni. Mérési
értékként tehat rangszamokat kaptunk.
A 18 cél- és 18 eszkozérték a kovetkezd:

. Anyagi jolét (j(’)mé(l hoség)

Béke (hdborutél és konfliktusoktol mentes vilag)
Boldogsag (megelégedettség)

Bolcsebseg (élethilesesség)

Csaladi biztonsag (szeretteinkrdl vald gondoskodés)
Bels6 harmonia (belso fesziiltségtsl mentes élet)
EgyenlGség (testvériség, mindenki szamdara azonos lehetGség)
Az elvewett munka orome (teljesitmény, hasznossig)
Imdel\es valtozatos élet (élményekben gazdag, aktiv élet)
10. A haza biztonsiga (kiils6 tdmadasokkal szembeni védettség)
11. Igazi baritsig (szoros emberi kapesolat)

12. Igaz szerelem (meghitt testi és lelki kapesolat)

13. Kellemes, élvezetes élet (6romok, sok szabadid()

14. Emberi 6nérzet (6ntudat, énbecsiilés)

15. Szabadsdg (fiiggetlenség, vilasztas lehet&sége)

16. A szépség vilaga (a természet és a mialkotas szépsége)
17. Tarsadalmi megbecsiilés (elismerés, tisztelet)

18. Udvoziilés (megvaltas, orok élet)

19. Alkoté szellem (4jité, eredeti gondolkodas)

20. Bator, gerinces (kidll a nézeteiért)

21. El6itéletektdl mentes (elfogulatlan, nyilt gondolkodéasi)
22. Engedelmes (kotelességtudd, tisztelettudo)

23. EKrtelmes (gondolkodd, intelligens)

24. Fegyelmezett (6nuralommal rendelkezs)

25. FelelGsségteljes (meghizhato, felelGsségtudo)

26. Hatékony (hozzaérto, szakszerii)

27. Jokedélyti (vidim, konnyfi szivii)

28. Logikus gondolkodést (raciondlis, ésszer(i)

29. Murboc.s&to (nem bosuﬁ&]lé)

30. Onalls (fuggetlen, erds egyéniség)

31. SegitGkész (masok jolétéért dolgozik)

32. Szavahihet( (becsiiletes, Gszinte)

33. Szeretettel teljes (ragaszkodé, gyongéd)

34. Tiszta (rendes, apolt)

35. Torekvé (szorgalmas, vinni akarja valamire)

36. Udvarias (jo modort, jél nevelt)

£ @ o o
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A 18 cél- és 18 eszkozérték terében 25 tarsadalmi csoportot vizsgaltunk.

A tarsadalmi csoportok az értéktérben

Telepiilés Eletkor
1. Falu 5. 20—29 éves
2. Kisvaros 6. 30—39 éves
3. Nagyvaros 7. 40—49 éves
4. Budapest 8. 50—59 éves
9. 60—69 éves
Iskolar végzeltség (években) Jivedelem (személyes jovedelem)
10. 4 év vagy kevesebb 17. 1000 Ft vagy kevesebb
11. 5— 8év 18. 10012000 Ft
12. 9—11év 19. 2001 —2500 F't
13. 12 év 20. 2501—3000 Ft
14. 13—15 év 21. 30014000 Ft
15. 16—17 év 29. 40016000 Kt
16. 18 év vagy tébb 23. 6001 't vagy tobb
Nem

24. Férti
25. N6

2dimenzio t
20

~ - = e . B
i H H
‘ t (g ? ‘
80 b ezett 2, T‘ L &
| wros(d® detmesr | T ek boglhzkrsd i
varias e
st @nﬁ)mzm@s i sg%uhmeﬁ bée |50
y tiszta se:;ftékész P |
LOI H ] ’g » A
5 : t o s e
20} : £l P e o
ne i
‘o :megbocsmo 1 csalddi biztonsog oo :I [} :
] 1, Qboldogsag § L ; !
5 - -‘}I ------- J'--—-% -------------- +---®- —----;~'--'—:- --'-"“'*---“'
1} v O b
§ | Qehreteted |y (g B e ;
2201 T ] a fz‘psegvhg) : hasznos munka & 120
! jokedelyd b's ! i ember onérzet & !
! ! 400 ! i
01 anyagi olet - ] 3 LA -10
“te topon bl sl |
I 4 H 1
{ kellerhes  élet i ; t !
BlL 0 i 2 (1 i : i ;"60
) | szerelem  bardtsdg : ! hatékony } : !
-go! : Q ! - ] i értelmes 1-60
! i édekes det i (6;,1 s !
! ¥ ! besd harmdnd : g
—100“”_‘0_'”*”“"_” &4,“4-“,,&”_),_,_L,_‘#_..,e-.._.+,.*., A...*...*...*....*....’....*....4'....* i
00 80 60 0 20 40 60 &0 160

2. abra. Az értékek axiolégiai tere Magyarorszégon; MINISSA eljdrds: harom dimenziés
megoldds
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A moédszer eredményeit a 2. és 3. dbrdban mutatjuk be. Az értékek paronkénti
hasonlésagait a korrelacidos matrixb6l képeztitk az (r + 1)/2 képlet szerint.
A tarsadalmi csoportok eltéréseit az értékvalasztisaik medianjaibél szamitot-

tuk euklideszi tavolsag alapjan (9;)):

. 36
f)T‘j = %1 (Y — Yir)*-

Az eredmények értelmezését az olvasé az Ertékszocioldgiai Elemzések Miihelye

mas kiadvanyaiban talalhatja meg.

2.dimenzio
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3. dbra. Tarsadalmi esoportok az értékek terében; MINISSA eljdrds

4. Az MRSCAL (Metric Scaling) eljaras
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Az MRSCAL a metrikus sokdimenzids skaldzdis (MDS) klasszikus eljardsa.
Az MRSCAL eredeti médszerét RicHARDSON (1938) dolgozta ki, ezt mdédosi-
totta YounNG és HousenoLper (1938). Az MRSCAL programot TORGESON
(Theory and Methods of Scaling (1958)) alapjan F. F. Roskam (1972) fejlesz-

tette ki, mint a MINISSA program metrikus parjat.

Az MRSCAL eljaras abbdl a feltevésbdl indul ki, hogy az n pontnak (stimu-
lus, objektum . . .) létezik egy olyan minimdlis dimenziészamu tere, amelyben
a pontok kozotti tavolsagok (d;;) az eredeti térben mért kiilonboziségeknek

d;; linedris vagy logaritmikus transzformacidjaval allithaték elG:
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d;; = f(dy)) vagy d;j = f(log d;;)
Az MRSCAL célja megtalilni az n pont (objektum) koordinitainak (X) azt
a becslését az adott dimenzié-szémi térben, amelyben a szamitott tavolsigok
(d;;) linearis fiiggvényei a minta-térben mért kiilonbozéségeknek ())-

4.1. Az additiv konstans probléma

Az additiv konstans problémat eredetileg TORGERSON (1958) tigy fogalmazta
meg, mint megtalalni azt a konstanst (c), ame_]y a megfigyelt viszonylagos t4-
volsagokat (kiilonbozdségeket, o;;) atalakitja abszolit tavolsigokks ()
olyan médon, hogy az eredményiil kapott euklideszi tér dimenziészama mini-
malis legyen.

Ez a kovetkezGképpen fejezhetd ki:

(l) (lij:‘sij—*_c’

ahol 0;;: az i-edik és j-edik objektum kiilonbozésége a megfigyelési térben
d;;: az i-edik és j-edik objektum tavolsiga a szdrmaztatott térben

r 2 e
4y = {2‘ SO ]

t=1
e az additiv konstans
i, = 1,2, ..., n, naz objektumok szdma.
Az additiv konstans problémat Messick és ABELSON (1956) elemezte elGszor
részletesebben. Vizsgaltak a konstans hatdsit a sokdimenziés struktirira.
Eljardsukban az objektumok téavolsagainak négyzeteibdl kiszamitottak az ob-
jektumoknak a tér tengelyeire es§ vetiiletei (koordindtak) skaldris szorzatait,
és azt a B matrixba rendezték.

A B = {b;;} altaldnos eleme:
171 | S o 1 S 5
(2) by=—|—Fdh+—Jdy—dj —— %
2|1n 9 n g nti oy
A B matrix diagondlis elemei, az objektumoknak énmaguktél mért tavolsigai,
feltételezés szerint egyenléek nulldval:
(3) dy =06;=0
A konstans ¢-t a kiilonbozdséghez ¢ == § eset”be’n adjl}k ho‘zzé. Ezért az (1) és
(3) egyenleteket egy egyenlethen a kévetkezéképpen irhatjuk:
(4) dij = 0; + ol — &),
0, ha 7 = §

ahol ¢; = "
ano 51/ { 1, Il&i:]-

A (4) egyenletet behelyettesitve a (2) egyenletbe p}e’u‘ olyan formulat kapunk,
amelybol latszik a ¢ konstans hatdsa a konfigurdciora.
ElGszor a tdvolsdgok négyzete a (4) egyenlet alapjan:

(5) d3,= &% + (2¢0;; + (1 — &)



206 FUSTOS LASZLO —MESZENA GYORGY —SIMONNT MOSOLYGO NORA

Ozt (2)-be behelyettesitve kapjuk (a levezetést lasd MESSICH és ABELSON (1956)
3. 0ld.):

1 1 "IV‘ 5 1 IL n n >
bij:——l:zz%--}-Té\ﬁ ,-f~—~~220~“j+

2{n =< , -

1 n 1 n n n 1
(6) + 2 [_ >0+ — 36— 0 — 22 %J +(,‘, ”
n "y "o

n
Matrix jelolésekkel:
(7) " B=A +cE + —']—(;211,
92

ahol:

1(n 1 n on
a,-jzj{z(s;j 26,, -+ *_,'go,ZjJ

i LLENTAN

1 ' 1 AL 1 nw IL !
8‘/:;[2{)11+72 ()lj (S,/ ’T—gzz (’,/J

7 "o ne
1 : - 1
hyjy=——, 6525 é8 hy=1——.
n n
A B matrix diagondlis elemei:
i 1 e 2 1
bi=— % ——— > S8 +o[> >s,— 2 \us,, —02 1 —»].
(N J n

9 r 2
n 2 2 n

(8)
Ha a B matrix legnagyobb sajatértéke g, és a hozza tartozé sajatvektor a,
akkor

(9) B, = Bz,
MEssick és ABELSON a nagy sajatértékeket tsszeadta:

r
(10) Spi=aiBr, + ... + z, By,
i

7

és a (10)-be beirta a (7) egyenletet, majd egyszer(isitésekkel olyan egyenlethez
jutott, amelybdl mar a ¢ értékét kiszamithatta:

4 L f % i 1 o rw ’
(11) 2= nAx; +c S ]bx[+—2—c~2 & Hay,
i i i i

A H maétrix specidlis szerkezete miatt a (11) egyenlet a kivetkez6képpen fir-
hato:

(12) 2 Zx Azx; —l—cZa Ezx; + —7‘62
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Messich és Abelson a (12) egyenlet megoldésaval kapta, meg a konstans érté-
két azzal a feltételezéssel, hogy a maradék sajatértékek (n—r) nullak,"

Messich és Abelson megolddsanak a probléméjit az a feltételezés adja, hogy
az ,,igazi” megoldasban a pozitiv sajatértékeknek van egy minimélis szdma.
a tobbi gyck pedig nulla. A gyakorlatban ez a feltételezés csak ritkan teljesiil.
KEgy masik probléma adddik, ha nagy abszolit értéki negativ gyok meriil fel.
Ilyen esetben a kutaté bajba keriil, mivel ezt nem tudja interpretalni, hacsak
nem tételezi fel, hogy ez a hiba-hatds, és igy nem értelmezi.

Coorrr (1972) a fenti problémdk miatt az additiv konstans j megoldésat
kereste. Abbdl indult ki, hogy a metrikus skélazasnal van egy hiba tag:

(]3) dij == (Sl']' + c + e,«j.
Cooper kereste azt a konstanst, amelyik a hiba tag fiiggvényét minimalizélja:
1 n n . v
(14) G=— > 3¢ —min.
2T A

A ( figgvény kifejtve:
LSS S 2 S 2 s
WkB) G i [ (61'1‘ + cﬂ] + 3 o — ) — 20 +0)| 3 — ) )
i j#1 \ k i
A G fiiggvény ¢ szerinti parcidlis derivaltja:
G non non r i 1/2
(16) L. > Foy+nin— 1o~ 3 2{2 (@ — n.j,()ZJ =0,
de ‘T Jj ‘) k
Ha a kiilonboziségeket tigy adjuk meg, hogy atlaguk nulla, a (16) egyenlet-
bol ¢ értékét a kivetkezGképpen hatarozzuk meg: :
1 n n i ( )., 1/2
(17) Biee—— & )‘[ Tige — Tjn)™|
== |2

A hiba fiiggvénynek (() az objektumok vetiiletei (;;) szerinti p’arcle_x]is deri-
véltjai, ha figyelembe vessziik, hogy a tavolsdgok 1nvar%ans,ak a t’er origdjanak
valtoztatasara, a kovetkezd egyenlettel fejezhetk ki (ldsd részletesebben:
Coorrr 1972):

oG

(’)xj#k*

n 4 '
2[%@*[“ s 2‘ (51.].. + G)J o (@prpx — o) (2[; (xj*k == xik)zJ /2, ;

7

(18)

Cooper a megoldast a Fletcher — Powell iterécios ’eljlfiréssal }(erestg. (M’eg.]?gy-
zendd, hogy a Fletcher —Powell eljards hatékonysdgat a fenti so_kvalltozos’fugg-
vény minimalizalisira Gruvarus és JORESKOG (1970) megvizsgilta, és azt
hatékonynak taldlta.) Tkl 1A

A Fletcher—Powell eljaras felhasznélésémval‘programot’ is készitettek az
additiv konstans és az objektumok koordindtdi megkeresésére COSCAL né-
ven. A COSCAL-t FORTRAN-1V. nyelven irtdk IBM OS ?60/91 s%a{nltog?p}‘e.
A program lehetéségként megengedi kezdeti konfiguracm megaddsat. Ixulox’l-
ben az additiv konstansnak olyan becslését keresi, amelyhez olyan abszolit
tdvolsdgok tartoznak, hogy a legkisebb tdavolsagok is nagyobbak nullanal.
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Az abszolut tavolsagokbdl a (2) egyenlettel szamolt skalaris szorzat matrix

els6 r fokomponensét felelteti meg az r-dimenzids tér kezdeti konfigurdcicja-
nak. Az illesztés josagat a kovetkezé mutatéval méri:

(19) 10 TR .| SRS

4.2. Az MRSCAL mdédszere

Az MRSCAL eljaras keresi az n pontnak azt a konfigurdciojat az adott r di-
menzié-szamu output térben, amelyre a kovetkezd Osszefiiggés igaz:

(20) di; = [(d:5),
ahol: §;;: az ¢ és § pont kozstt a megfigyelési (minta) térben mért kiilonbozo-
ség
d;;: az r-dimenzids szdrmaztatott (redukalt térben mért) tavolsag (Min-

kowski metrika)

r 1/
dij — {2 | 2y — Tk |p] ¥
K
f:  a d;-k megengedett fiiggvénye.
Az MRSCAL programban az ,,f” fiiggvény lineiris: d — ad + b, de lehetGség
van a kiilonbozéségek logaritmikus transzformacidjara: d — a(log 8) + b.
Az eljaras az illeszkedés josdgat méré K (coefficient of alienation) egyiitt-
hatét minimalizalja:
[ 2 Gt
iy
(21) K=|1-— i =
2 dij S(f(0))?
ij

A monotonitési egyiitthatét a K egyiitthatébol a kovetkezOképpen szamitja:

(22) MU =)1— K2

Az MRSCAL a K egyiitthaté minimalizdlasat iterdciéval végzi. Az dterdcid

két fdzisbol all. Az itericié elsd fdzisaban keressiik a pontoknak azt a konfigu-

raciéjat (x(+D) amelyben a d;; tdvolsigok legjobban illeszkednek az f(d;;)«

értékhez, amelyet az el§z6 iterdcié masodik fazisiban szamitottunk. A pon-
o

tok koordinatait a ,,legmeredekebd lejtd” (the steepest descent) modszerrel val-
toztatjuk:

. KO
(28) ot = off — o [ 25
0y

(Az «s az optimalisan valasztott lépéshossz.)
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Az iteracié mdsodik fdzisiban kerssiik a o j adatoknak azt a fiiggvényét (f),
amely a legjobban illeszkedik az els§ fazisban kapott di értékekhez. A maso-
dik fazisban a legkisebb négyzetek mdédszere értelmében legjobban illeszkedd
regresszios fliggvényt hatdrozzuk meg. A kezdd 1épéshen megadhatunk egy
kezdeti konfigurdciot, vagy a programra bizhatjuk annak elSallitisat. Ekikor
a kezdeti pontok a €' matrix fékomponensei. A €' méitrix elemei:

oY, 0%
(24) [ b= 4 y-2- 0
Kk a

ahol /;; = 1 ha 7 = j és 0 kiilsnben
Of a 0y barmely megengedhetd transzformécidjanak maximuma
az ,,a” nem mas, mint a

(0 adg P by

i

fiiggvénynek a legkisebb négyzetek médszere értelmében legjobb regresz-
szi6s becslése.

2. dimenzio MK=09609  K=02768
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4. dbra. Rokeach értékek a magyar térsadalomban (LINEARIS MODELL, MRSCAL
eljdrds)

6 Szigma
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2.dimenzid
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5. dbra. Tarsadalmi esoportok a Rokeach értékek terében (LINEARIS MODELL,
MRSCAL eljdras)

4.3. Példa az MRSCAL eljdrdasra

A 3.5. pont példajaban szerepld adatrendszert elemezziik a MRSCAL sok-
valtozos skalizissal. A 4. és 5. dbra grafikusan szemlélteti az eredményeket,
egyben lehetdséget ad dsszevetésre a MINISSA modellel kapott széamitdsi ¢red-
ményekkel.

5. Az MRSCAL eljaras programja
5.1. Az MRSCAL input paraméterei: 14sd a 211. oldalon.

5.2. Adat input

— Az input adat a hasonlésigok vagy kiilonbozdségek alsé haromszog mat-
rixa a diagondlis elemek nélkiil.

— Az input l\onflgulaclo (opciondlis) az objektumok koordinatait tartal-
mazza a MAXDIMENSION paraméterben megadott dimenzidkra.



MINDIMENSION
MAXDIMENSION

DATA TYPE

PLOT

PUNCH

LINEAR TRANSFORMATION
LOG TRANSFORMATION

CRITERION
MINKOWSKI METRIC

MATFORM

Megjegyzés :
OF SUBJECTS

SOKDIMENZIOS SKALAZAS 211

Bels6 érték

2
4

0

0,00001
2

Funkeio

Az elemzés minimélis dimenzijanak a szima

| Az elemzés maximédlis dimenziéjanak a szama.

A megoldds a MAXDIMENSION-tél a
MINDIMENSION-ig térténik

0: ha az input adatok hasonlésagok
1: ha az input adatok kilonbézdségek

0: nem ad abrat az outputon
1: Abrat ad az outputon

| 0: kilyukasztja a koordinatakat,

1: a végsé megoldas koordindtéit kilyukasztja

(: Nem végez linearis transzformaciot
1: Linearis transzformdciot végez

0: Nem végez logaritmikus transzformacidt
1: Logaritmus transzform#ciét végez

Kritérium érték az iterdcié termindldsihoz

A Minkowski metrika paramétere (p = 2 eset-
ben egyenld az euklideszi tdvolsiggal)

(Csak akkor érvényes, ha READ CONFIG uta-
sitast haszniljuk)

0: Az input konfigurécié sora uz objektumok
az oszlopai a dimenzidk

1: Az input konfigurdcié sorai a dimenziok, az
oszlopai az objektumok

Bz az utasitds nem érvényes az MRSCAL-ban.

OF STIMULI

Ezt az utasitast feleserélhetjiik a

OF POINTS utasitissal.

5.3. Példa eqy fulds inputjdnak megaddsdara

TARSADALMI CSOPORTOK A ROKEACH
ERTEKEK TEREBEN MAGYARORSZAGON
LAKOHELY (4), ELETKOR (5), ISKOLA (6),
JOVEDELEM (7), FERFI, NO

RUN NAME
TASK NAME
INPUT FORMAT
N OF STIMULI
PARAMETERS

READ MATRIX
COMPUTE

6*

(10K8.5)
25

MINDIMENSION (2), MAXDIMENSION (3),
DATA TYPE (1), LINEAR TRANSFORM (1)
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5.4. Az MRSCAL outputja

. A paraméterek bedllitott értékeinek a listaja.

. Az adatok logaritmikus transzformaciéja (ha kértiik).

. A kezdeti konfiguracié matrixa.

. A monotonitasi egyiitthaté (MU) tablazata.

. A végsd konfiguracié koordinatai és a MU és K egyiitthatok értéke.

. A reprodukalt tavolsiagok a Minkowski metrikdval.

. A kiilonbozéségeknek a transzformalt mdatrixa.

. Az objektumok pontabréija.

A program a 4 — 8. pontokat ismétli a killonbozdé dimenzidszami megoldasokra,
eredményeinek nyomtatasakor.

o ol lor O N VU S

( Beérkezett : 1981. mdajus 4-én.)
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IDEGEN TOLLAK

Duxcan K. FoLey

A t6ke forgalmi folyamata

1. Bevezetés!?

A T6ke” masodik kotetében Marx a t6keérték idGheli mozgdsat targyal ja,
zart korforgds formdjaban. Azt a célt tliztem ki, hogy a téke korforgasanal
olyan matematikai modelljét alkossam meg, amely megfelel a bévitett Ujra-
termelés marxi elemzésének. A modellt a realizilds és felhalmozés Osszefiiggé-
seinek vizsgalatdara hasznilom fel, exponencidlis novekedés esetében. A feladat
végrehajtasa sordn az aldbbi eredményekhez jutottam:

Eldszor is a téke kirforgdsinak marxi eszméit szigori és ellentmondédsmentes
modellben lehet dbrdzolni, ennek véltozdi a t6kés vallalatok pénziigyi elszd-
moldsdnak szokdsos adataival mérhetdk. Mésodszor a modellben a felhalmozas
dllanddsulhat, ha mesterségesen feltételezziik hogy az alapvetd paraméterek
nem vialtoznak a felhalmozas kivetkeztében. Harmadszor, szabatosan értel-
mezhetd az az eset, amikor a felhalmozdas — a hitelfeltételek béviilésének hid-
nyiban — nem fér dssze a realizdciéval, azaz a termelt druk eladdsdval, az
Osszesitett hatékony kereslet elégtelensége miatt. Ezt a nehézséget csak a hi-
telek dllandé novekedésének feltételezésével sziintethetjiitk meg. Negyedszer,
a hitelek szinvonalanak emelése névelheti a felhalmozdsi ratat, de a megvalé-
sfthaté felhalmozas ratdjanak van egy fels6 korldtja. Ezt a korlitot a ter-
melés mindenkori tarsadalmi viszonyai és a termeléerdk fejlettsége hatarozza,
meg, nem pedig a rendelkezésre all6 forrdsok és a munka teljes kihasznéldsa,
mint a neoklasszikus névekedési modellelkben. Otodszor, elemezhetévé valik
a pénzérték csokkendse. 1z akkor kovetkezik be, ha a felhalmozds tényleges
ratdjat igen kozel tartjuk a maximdlisan lehetséges ratahoz. Kz az egyszerii
modell tehdt olyan keretet ad, amely a marxi gazdasagi elméleten alapszik és
alkalmas a makrockonomia klasszikus kérdéseinek tjszerdi megvilagitasara.

A masodik fejezet a téke korforgasinak egyszerdi modelljét allitja fel és
megvizsgdlja ennek alapvetd sajitossagait. A harmadik fejezet a realizalés és
a felhalmozas Gsszefiiggéseit elemzi ebben a modellben. A negyedik fejezet
mutatja meg, hogyan lehet a realizdlast biztositani a hitelfeltételek bevezetése
révén. Az 6todik fejezet hevezeti a pénzérték modosuldsinak lehetGségét és
elemzi a megoldas ennek megfelels valtozasat. A hatodik fejezet néhany befe-
jez6 megjegyzést tartalmaz.

! Koszonetemet szeretném kifejezni Alain Lipielz, Suzanne do Brunhoff és Andrew M.

Senchak kollégdimnak kordbbi fogalmazvdnyom segitd birdlatéért. )
* Forditotta Brédy Andréds. A tanulmény egy munkdban levé tankonyv fontos feje-

zote.
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2. A toke korforgasanak modellje

A legegyszeriibben ugy abrazolhatjuk a téke kirforgdsat, mint az értékaram-
latok egymdsutanjit, amelyeket késleltetések kétnek 6ssze, ezek a korforgas
kiilonbozo szakaszait képviselik.

Legyen ('(f) a teljes értékdaramlat amely a termelést célozza a nyersanyagolk,
a termelési eszkozok és a termel6 munka bére formajaban elblegezve. Kz az
Aramlat Osszesiti az dsszes 16kés vallalat elSlegeit és megoszlik a bérek kst
[ez az egész aramlat L-adrésze] és a nem-hér elSlegek kozt [az egész dramlat
(l — k)-adrésze], az utobbi elSlegek tartalmazzak a hosszi életii t6kejoszagok
brutté beruhazasat is.

Ennek az aramlatnak lesz az eredménye a befejezett termelés Q(f) Aramlata.
Mivel az értékdaramlat kiilonbozd alkotdelemei kiilonbozd ideig idéznek a ter-
melési folyamatban, ezért @ és €' viszonyat mint Ggynevezett konvoluciot
tejezhetjiik ki:

t
(2.1) Qi) = | C'Ya(t — ;') dt’
it az a(t*; ¢') fliggvény pozitiv £* - 0 értékekre van értelmezve, értéke nem-
negativ és integrilja eggyel egyenls. Tehat a(t*; ') a koltségeknek az a hanyada,
amelyet a 1" idépillanatban elSlegeznek és amely a ¢' + t* iddpillanathan vi-
lik befejezett termeléssé.
A befejezett termelés @ aramlata hasonléan bizonyos idé befejeztével mint
eladdsi aramlat jelentkezik, legyen ez S(1). Az druk eladasi dra meghaladja
ezek koltségét valamely atlagos ¢(f) haszonkules hozzdaddsa révén, gy, hogy

t
S(t) = [ Q) + q)bt —t';¢)dr,

— 00

—
0o
0o

ahol a b(t*; ¢') hasonlé sajatossagi mint az a (. ) fiiggvény és nem més, mint
a ¢ idépillanatban befejezett termék azon hanyada, amelyet a ¢ + £* idd-
pillanatban adnak el.

A munkaértékelmélet néz6pontjabdl a haszonkules azt a tényt titkrozi, hogy
a munkakifejtés tobb értéket ad hozzd az drukhoz, mint amennyit a termeld
munkésoknak bér formdjaban megfizetnek. Az értéktbblet nyilvinvaléan qC.
Természetes a munkaértékelmélet szempontjibél, a ¢ haszonkulesot mint az
értéktobblet és a bérhdnyad, e, viszonydnak és a teljes koltség bérhanyadénak,
k-nak, szorzataként kifejezni.

Az 8 értékdramlat két dsszetevibdl dll, az elss S az elGlegek értékét potolja
(beleértve a hosszi életli téke értékesikkenését), a masodik 8” az értéktsbhb-
letnek felel meg. A koltség-tsszetevit gy tekintjiik, mint ami visszatér a ter-
melésbe, habéar bizonyos késéssel. Az értéktibblet egy p hanyada szintén visz-
szatér a termelésbe. 1z részben el nem osztott jovedelem, részben pedig a héz-
tartasok megtakaritdsa, ezek kamatot vagy osztalékot kapnak a pénziigyi
kozvetitGktdl a pénzpiacon. K p hanyadot a tékésités ratajanak fogjuk nevezni.
Az értéktobblet maradékdt a haztartdsok elkoltik — ehhez jovedelem vagy
kozvetlen fogyasztis formajiban jutnak hozza. Igy lezarhatjuk a tSke korfor-
gasat, ha azt irjuk:
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t t
(2.3) Ot) = [ S'()e(t — t'5¢)dt’ + § p@)S"@)et — 5 )dt'.

— oo

A késleltetési fliggvények, a( . ), b( . ) és ¢( . ) kivetkezményeként minden pil-
lanatban bizonyos értékosszeg lesz lekotve a korforgds egyes szakaszaiban.
Ez az N termel6tdke, az M arutdke (a készdruk készlete, amely eladdsra vér),
és az I' pénztike (a t6kés vallalatok kezében levs pénziigyi eszkozok, a reali-
zalt érték, amelyet még nem forditottak termelésre). Ezeket a tékéket az
alabbi mozgastorvények kormanyozzak:

(2.4) dF(t)dt = S'(t) + pt)S"(t) — C(t)

(2.5) AN (t)/dt = C(t) — Q(t)

(2.6) dM(t)ldt = Q(t) — S'(t)

Itt a készaruk készletét a szokdsos médon kéltsége alapjan értékeljiik.

A (2.1), (2.2), és (2.3) egyenletek egyiittesen zart, homogén és linedris integ-
ralegyenletrendszert alkotnak. Itt csak a rendszer exponencialis megoldésait
vizsgaljuk. Mostantél kezdve feltessziik, hogy a késleltetési fiiggvények,
a(.), b(.) és c(.) az idGben stacionariusak és a p és ¢ paraméterek valtozat-
lanok.

ElGszor is tekintsiik a rendszer olyan megolddsait, amelyekben minden dram-
lat és minden dllag azonos g ritdival névekszik. Mivel a rendszer homogén ki-
kothetjiik, hogy C(0) = 1, és fgy O(t) = exp (gt) = e&".

S a kezdeti feltételek és a novekedési rata az alabbi feltételeknek lesz ald-
vetve, amelyek a (2.1), (2.2) és (2.3) egyenletekbdl folynak:

(2.7)  Q0) = a*(g)

(2.8)  S(0) =1+ @)b*(g)Q0) = (1 + q)a*(g)b*(g)

(2.9)  S'(0) = S0)/(1 + q) = a*(g)b*(g)

(2.10)  87(0) = gS(0)/(1 + q) = qa*(g)b*(g)

(2.11)  C(0) =1 =c*(g)[8(0) + pS"(0)] = (1 + pg)a*(g)b*(g)c(g)«

It a*(g) = j a(t’) exp (—gt’)dt’ nem méas mint az a( . ) késleltetési fiiggvény
0

diszkontalt értéke, ahol a diszkontlah g. Hasonléan all ez b*(g) valamint ¢*(g)
értékére.?

3 A (2.7) egyenlet példdul az aldbbi médon vezethetd le: helyettesitsiik be a C(t) =
exp (gt) és a Q(t) = Q(0) exp (gt) értéket a 2.1) egyenletbe.
Ekkor kapjulk, hogy

t
Q(t) = Q0) exp (gt) = | exp (g¢')a(t — t'; ¢)dt’
Helyettesftsitk most a t* =t " vdltozét az integralba, ekkor azt kapjuk, hogy
Q(0) exp (gt) = | exp (g1) exp (—gt*)a(t*)de* = a*(g) exp (gt)
0

Ez adja meg a (2.7) egyenletet. Hasonléan jarunk el a tobbi egyenlet esetében is.
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Ha pgq > 0, akkor, ha g = 0, (2.11) jobboldalaegyenld 1 + pg > 1. Ez ki-
vetkezik abbdl, hogy ilyenkor a*(0) = b*(0) = ¢*(0) = 1, mivel a késleltetési
fliggvények — a(.), b(.) és ¢(.) — integralja a definicié szerint egységnyi.
Az a*(g), b*(g) és c*(g) fiiggvények g-nek monoton esokkend fiiggvényei, mivel
ezek nem-negativ fiiggvények diszkontalt értékei. Kzért a diszkontldh, g, no-
vekedtével a (2.11) egyenlet jobb oldala monoton csikken és zérushoz tart.
[zért szitkségszerien van egy olyan ¢ érték, amelyre

1 = (1 + pg)a*(g)b*(g)c*(g)

Tzt az értéket a rendszer felhalmozisi méduszinak fogjuk nevezni.

Konnyen belathaté, hogy g-nek névekednic kell p, a tokésités ratajanak
novekedtével, szintligy ¢, a haszonkules névekedtével is. Ugyancsak néveked-
nie kell, ha az a(.), b(.) vagy ¢(.) késleltetési fiiggvények tgy véltoznak
meg, hogy diszkontalt értékiik minden diszkontlab esetében cstkken.

E megoldasok birtokdban meghatdrozhatjuk a termelGtke, drutéke és
pénztéke viszonylagos tomegét az exponencialis felhalmozdsi pdlya mentén.
A (2.4), (2.5) és (2.6) egyenletekbdl ugyanis

(2.12) N(©0) = (1 — a*(9))g
(2.13) M(0) = (a*(g)(1 — b*(9)]g
(2.14) F(0) = ((1 + pg)a*(g)b*(g)(1 — c*(9)))/g-

Ily médon kiszamithatjuk a tokés villalatok Gsszesitett mérleg adatait a
stacionarius novekedés esetében és azt is megmondhatjuk, hogyan valtoznak
ezek a felhalmozas alapvets paramétereinek valtozisdival.

A t6kék dsszességének brutté profitritajat oz értéktobblet 8" dramlatdnak
és a termelésben és forgalomban foglalkoztatott Gsszes tOkének, N + M + F
értékének viszonya adja meg. Felhaszndlva a (2.7. 2.14) egyenleteket ki-
mondhatjuk, hogy a (2.11) egyenlet alapjin

(2-15) N(0) = M(0) + F(0) = pga*(g)b*(9)/y-
Tehat a brutté profitratinak, r-nek ki kell elégitenie az alabbi egyenletet:
(2.16)  r =8N + M + F) = gqa*(g)b*(9)/pga*(g) b*(g) = g/p

vagyis
(2.17) pr =lgrlive

Ez a ,,cambridgei egyenlet” egybef(izi a profitritit, a felhalmozisi ratat és
a t8késités ratajat (az utébbi, Keynes-i fogalmak szerint a profitmegtakaritasi
hajlanddsag).*

A rendszerben a folyamatos felhalmozast 6t alapvets paraméter szabja meg:
a ¢ haszonkules, ez foglalja 6ssze az értéktobblet termelésének és elsajatitasa-
nak koriilményeit; a p t6késitési rata, ez az értéktobblet Gjbol befektetett ha-
nyada; végiil az a( . ), b( . ) és ¢( . ) fiiggvények, amelyek idGbeli késleltetéseket
fejeznek ki, vagyis a korforgis egyes szakaszainak megtériilési ratdit. Vegyiik

4 Lasd PasiverTI (1974) aki koriltekintfen tdargyalja a gazdasigi novekedés Keynes-i
modelljeinek ezt a kategéridjit.
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figyelembe, hogy a termelési késleltetés, amelyet az a (. ) fiiggvény fejez ki,
nem azonos a termelésre forditott munkaiddvel. A teljes termeidsi id§ tartal-
mazza azt az id@szakaszt is, amikor a termék nem tényleges tdrgya a munkd-
nak.’

Az elemzés megmutatja hogyan alakul ki a profitrata a tarsadalmi t8ke szint-
jén. A tobbletérték aramlatat ténylegesen a hozzdadott érték azon hinyada
hatdrozza meg, amelyet a termel§ munkdsok bér formdjiban kapnak meg;
mivel a termelési eszkozok értékkel bird aruk formdjat oltik, ezért mint | t6-
kék”, azaz mint a termelésben lekotitt értékek jelennek meg. A munkadrték-
elmélet szempontjabdl minden kisérlet, amely a t8ke termelékenységét vagyis
hatartermékét kivdnja kiszdmitani, mint példdul a termelési fiiggvények ta-
nulmdnyozasa, elvéti a makroskondémiai lényeget, mivel 6sszekeveri a terme-
lés és realizdlds iddbeli késéseit a munka kizsdkmanyoldsdinak tarsadalmi ko-
riilményeivel és a termelés technikai feltételeit kifejezd ¢ haszonluleesal.

3. Realizilas és felhalmozas

Az itt korvonalazott modell bhurkoltan eltekint a realizdlds problémajataél,
vagyis — az elfogadott makroskonémiai nyelvvel élve — a hatékony kereslet-
tél. Elvonatkoztat, amennyiben felteszi, hogy a termelés és az eladds konti
késés, a b( . ) filggvény, a rendszer adott paramétere. Kz azt jelenti, hogy fel-
tessziik: a vallalatnak csupan annyit kell tennie az eladds érdekében, hogy
elGallitja az arut és aztin a megfelel(; ideig var, amig egy vasarlé leemeli ant
a polerol.

Azonban a realizdalas a tGkés termeléshen nem automatikus, sem az egyes
vallalat szamdra, mert esctleg helytelen arut termelt a kereslet éppen ¢érvényes
nagysiga vagy mindsége szempontjabdl, sem pedig a tarsadalmi téke egésze
szamdra, mint erre Keynes és Kalecki figyelmeztet a hatékony osszkereslet
elemzése alkalmdbdl. Honnan szérmazik a hatékony kereslet, hogy a kész-
terméket realizilja?

A toke korforgasinak szempontjabdl a pénz formajaban jelentkezd kereslet,
amely az drukat realizalja, magabdl a kirforgasban létrehozott jovedelmekbél
ered. A kereslet egyik része a tékések termelési eszkoz vésarlasa, kC. Ez a vé4-
sarlis késztermékek iranti kereslet, avégett, hogy a termelés raforditdsaiként
ragy termelési eszkozokként hasznaljak fel ezeket. A kereslet mdsodik alkots-
eleme a termeldmunkdsoknak fizetett bérbél ered, ezt létfenntartasi eszkozokre
koltik, talan némi dinamikus késleltetéssel, amint azt az életciklusra vonatkozé
fogyasztasi hipotézis sugallja. A harmadik alkotéelem a t6kés haztartasok ke-
reslete, valamint olyan haztartdsoké, amelyek a nem-termeld munk4bél fa-
kadé jovedelmeket élvezik (adminisztrativ, kereskedelmi és pénziigyi koltsé-
gek sth.), oly kereslet ez, amely visszavezethetd az értéktobblethdl fakadé jo-
vedelmekre. Az allamhdztartis is keresletet tamaszthat bizonyos késztermé-
kekre, jovedelme a tobbletérték kiilonbozé részeire vagy a bérekre kivetett
addkbol fakad.

Itt tehdt egyéb értékkorforgasokkal foglalkozunk, aholis a szereplék pénz-
iigyi jovedelme abhbdél fakad, hogy eladjak munkaerejiiket, vagy elsajatitjak
az értéktobblet bizonyos részeit, s ezt a pénzt aztdn készarukra koltik.

5 Lasd Marx (Osszes miivei 24, kt.) A t6ke_II. kitet XTII. és. XIII. fejezetét e meg-
kiillsnbéztetés targyaldsat illetéen.
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S itt egyszerre paradoxonra bukkanunk. Ha feltételezziik a sima és folyto-
nos felhalmozast, a téke korforgasinak minden szakaszédban a megfelel6 kés-
leltetésekkel, akkor a korforgas barmely pontjan jelentkezd értékaramlat oly
értékaramlatnak felel meg, amely korabbi idGpontban és a korforgas egy ko-
rabbi szakaszdban jelentkezett. Tehat a (2.8) és (2.11) egyenletekben:

(3.1) S(0) = (1 + q)a*(g)b*(g)
(3.2) C(0) = (1 + pq)c*(g)S(0)/(1 + q).

Marpedig az a*(g), b*(g) és c*(g) egyiitthatok kisebbek egynél, ha g pozitiv
és csokkennek g novekedtével. De a hatékony kereslet C-bél és S alkatelemei-
bél ered. Ha a tokés késéssel kolti el az tjra megtériilt koltségeket, vagy a
munkashaztartiasok késéssel koltik el a rajuk jutéd elte]\tobblolct vagy késve
ruhdzzik be Gjra az értéktobbletet, akkor e forrasokbdl kisebb hatékony ke-
reslet fakad, mint az eladédsok sziikséges értéke. Csak ha g = 0, tehat ha a kés-
leltetési egylitthatok eggyel egyenlGek, csak akkor elégséges a kereslet arra,
hogy realizalja a készarukban foglalt értéktobbletet. KKbben az értelemben te-
hat ellentmondas van a pozitiv rataja felhalmozas és a termelt aruk realizalisa
kozt.

Ez az ellentmondas csak gy oldhaté fel, ha a rendszer bizonyos szereploi,
a t6kés vallalatok, az allam vagy a haztartasok elkolthetik jovedelmiiket még
mieltt realizaltak volna. Kz kétféle médon torténhet: a legnyilvinvalébb és
altalanos az adds olyan kotelezettségvallalisa, amelyet l\(.snl)ln jovedelembdl
tervez kiegyenliteni. A masodik olyan pénztékék clfogyasztisa, amelyeket a
t6kés termelési folyamaton kiviil halmoztak fel.

A véarhaté jovedelem meghitelezése nem hoz létre 0 értéket, s ezt igen fon-
tos tudatositani. Ténylegesen csak atruhdzza azt az értéket, amelyet a terme-
lés egyik szereplGje mar realizalt és atmenctileg pénzformdban tart, egy masik
\/(‘161)1()10, aki elko!ti ezt — és ezzel mds készaruk értékét realizalja. A hitelezd
részére a koleson a multl)zm létrehozott és realizalt értéket képvisel; az adds
szamdra pedig olyan értéket, amelyet a joviben remél esak megkapni. A szem-
pontok ilyen kiilonhizGségébdl ered a esid lehetdsége és a hitelrendszer egyéh
fennakadasai.

A hitelezd rendszerint olyan helyzetben van, hogy kialkudhatja annak az
értéktiobbletnek egy részét, amelyet a t6kés adds a termelds mvgf(*l( 216 ciklusa-
nak meginditasdval, a kéleson elkdltésével, elsajatitani remél. Bz a rész a kol-
cson lummta. Létezése a t6késeknek nytjtott kolesonok esetében azt eredmé-
nyezi, hogy a tibbi addsnak is meg kell fizetnie, hogy a kélesonokért verse-
nyezni tudjon. Tehit a hdztartisok és az dllam kolesont vehetnek fel, anélkiil,
hogy azt terveznék: a tSkés termeléshe fektetve értéktobbletet fognak létre-
hozni, a kamatot azonban akkor is ugyanigy meg kell fizetniok. Normalisan
azt varhatnank, hogy a kamatrita nem emelkedhet hosszti idére a brutto
profitrata f6lé, mivel az utébbi rata korldtozza azt amit a lehetséges tokés adé-
sok felkinalhatnak. Alulrél a kamatratat az a firadsag és kockazat korlatozza,
amely a kolesénadassal jar. E tag korlatokon beliil a hitelez6k és addsok gaz-
dasagi helyzete ingadoztatja a kamatratat.

Hitelvalsag idején természetesen mas koriilmények is befolyasolhatjak a
kamatratat: az adosok kitelezettsége egyéb addssagok kifizetésére a likviditds

¢ E problémédnak hires irodalma van. Lasd MArRX i. m. XXI. fejezetét, LUXEMBURG
(1951) valamint LUXEMBURG és BUkHARIN (1972) konyveit.
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hianyanak periédusaiban, és a hitelezok bizonytalansaga a kélesonvevik fizetd-
képességét illetGen.

A téke korforgasanak szempontjabdl a hitelmiiveleteket elsGsorban azok a
késleltetések hatdrozzak meg, amelyeket maguk a t0kés villalatok szenved-
nek el jovedelmeik elkoltése és késdbbi jovedelmeik befutdasdnak tervezédse so-
ran. Koltségvetési és pénziigyi szervei révén az allam szabalyozza és korlatozza
ezt az Osszelitkozést sajat hitelezése és kilesonzése bonyolitasa révén — ezek
formajukban nem kiilonboznek alapvetden a maganhitel és magdnksleson for-
maitél. Persze az allam nem tipikusan mint t6kés vesz fel kélesont, nem érték-
tobblet 1étrehozasa céljabol. Az dllamaddssag kamatait az adébevételekbdl fi-
zetik k.

A kamat maga ez esetben pusztan egyik alkateleme az értéktobblet dram-
latdnak, nem valamilyen értékes dru vagy szolgaltatis ellenértéke, hacsak nem
igen atvitt értelemben.

Az itt felallitott modell nyelvén, ha a realizalast kozelebbrdl figyelemmel ki-
sérjik, akkor el kell vetniink azt a feltételezést, hogy az eladéds késleltetése,
a b( . ) figgvény, adott. Meg kell engedniink, hogy az eladds késését maguk a
belsé adottsagok hatdrozzak meg, ezek ismét az Osszesitett kereslettdl fiigge-
nek.

Az eladdsokat igy foglalhatjuk képletbe:

4
(3.3) S@) = (1 — k)C(t) + j’ k@)dit — ;)0 )dt" +

1
+ [et— vy — p)]18 ) dt + B'(1),

itt d(.) az a késleltetés, amellyel a dolgozok haztartasa kolti el a béreket,
e( . ) az a késleltetés, amelyet a nem felhalmozott értéktobblethdl eredd jove-
delmek szenvednek el és B'(f) az az dllami és hztartdsi kiadds, melyet a ké-
sGbbi jovedelem reményében Gj kolesonok felvételével finansziroznalk.

Ekkor C(t) is részekre bontandé, mint

' t
(34) C@)y= [ S')elt —t")dt' + [ p@)S"@)elt — )dt' + B,

ésitt B(t) az 4j kolesonokkel fedezett kiadas.
A készaruk készletét tovabbra is az aldbbi egyenlet korményozza:
(3.5) AM@)(dt = Q(t) — (S@)/[1 + qt)]).

Ha kereskedelmi készleteket FIFO folyamatnak? tekintjiik, akkor az eladés
nem mas mint a készaruk értéke egyszerti 7' késés utan, aholis

(3.6) dT)dt = S + Q¢ — T)) — 1.

? FIFO, azaz ,,first in, first out”: a legkordbban beérkezett készletek keriilnek legels-
szor eladdsra. Bz az aldbbi szabédlynak felel meg:

t t=T(1)
§ 8@+ qeyar = f Qu)dv
t—At t—At—T(t—A4t)

Mindkét oldalon differencidlva kapjuk a (3.6) egyenletet.
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4. Realizalas és felhalmozas

A realizalast is expliciten szaimba vevé modellt a kiovetkezoképpen foglal-
hatjuk Ossze:

(4.1) Q)= [ C)alt —t'5¢)dt
(4.2) = (1 — k)CW) + [ kt')CW)dt — ;¢ )dt" +
+ [ p)S"(@)e ~t;t)dt + B'(t)

(4.3) Cty= [ 8'(W)elt —t';¢)dt’ +

+ gp )S"()e(t — ¢ t')dt + B(t)

(4.4) dFjdt = 8'(t) + S"(t) — C(t) + B()
(4.5) AN/dt — C(t) — Q(t)

(4.6) AM/dt — Q(t) — S'(t)

(4.7) aTldt = SO + qt — THQE —T) 1
(4.8) S = 8 /(1 + q(¢ —T))

(4.9) S7(t) = q(t —T)S@)/(1 + qt — T)).

Kilene valtozénk van, @, C, S, 8", 8", F, N, M és T'; ugyancsak kilenc egyen-
letiink, igy a rendszer jol meghatarozott ha adottak a késleltetési fiiggvények,
ezenkiviil p, g, B és B’ értéke.

A (4.7), (4.8) és (4.9) egyenletek az eladdsra vard késziru-készletek FIFO
dinamikajat {rjak le. Ez hatarozza meg az adott pillanatban eladott kibocsatés
pontos keletkezési idejét és igy a bevétel feloszlasit megtériilt koltségekre és
tobbletértékre. A ¢ haszonkulesot ebben a modellben a termelés idején lmta.r()/-
zak meg, mivel ¢ = ek. A koltségek £ Gsszetétele a termelési dontések kovet-
kezménye. Az e értéktobbletratat (1 — wm)fwm alakban mérjiik, ahol w az
Orabér és m a pénz értéke a termelés idején, s igy e értékét is a termelés haté-
rozza meg. KEbben a fejezetben feltessziik, hogy a pénz m értéke allandé marad
az idG folyaman. Ezt a felosztast adottnak véve a (4.2) és (4.3) egyenletek egy
autoném alrendszert alkotnak, ez az a korforgis, amely a termelést leird (4.1)
egyenlethez az eladdsra vard készaruk készlete révén kapesolédik, amit M,
illetve a 7' eladési késleltetés mér.

Tehdt itt most olyan modelliink van, amelynek tenylcgoq felhalmozasi rataja
a realizalas korulmenyeltol figg, lenyegében tehat a ¢(. ), d(.) és e( . ) késlel-
tetési fiiggvényektdl és a B valamint B’ 1) hitelektdl. Feltetelezve marmost,
hogy a rendszer exponencidlis novekedésben van, s igy B és B’ is éppugy expo-
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nencidlisan novekszik, mint a t6bbi valtozd, kiszamithatjuk adott stacionarius
a(.),b(.),c(.),d(.)ése(.)késleltetések és allandé p és ¢ paraméterek mellett
az értékaramlatok relativ nagysigds.

A (4.2) egyenletbdl (1.8) és (4.9) felhasznilisival kovetkezik, hogy

(4.10) S5°(0) = [1 — K1 — d*(g)) + B'(0)J/[1 + q(1 — (1 — p)e*(g))],
a (4.3) egyenletbdl pedig
(4.11) 1= c*(g)(1 + pg)S'(0) + B(0).

E két utobbi egyenlet hatdrozza meg a felhalmozas tényleges ¢ rataja és az
1] hitelek B(0) és B'(0) szintje kozti kapesolatot, ha adott a késleltetés, p és g.
Ha a munkdsok késleltetés nélkiil koltik el béreiket és az értéktibbletet is azon-
nal elkoltik, akkor d*(g) = e*(g) = 1 minden g érték esetében. Ha tovabba fel-
tessziik, hogy esak a tékés vallalatok kolesonoznek, s ezért B'(0) = 0, akkor
azt kapjuk, hogy 87(0) = 1/(1 4 pg). Ez a klasszikus marxi eset, s ekkor a
(4.11) egyenlet alakja

(4.12) B(0) = 1 — ¢*(g).

Viligos, hogy a realizélt g novekedési rata osszefiigg az Gj hitelekkel fedezett
tokés koltségek részarinyival, ennek értéke B(0). Minél magasabb ¢, anndl
nagyobb lesz B(0) is.

Adott g novekedési rata esetén

(4.13) Q0) = a*(g)
(4.14) N(O) = [1 — a*(g)]/g

(4.15) M(0) = (a*(g) — 8(0))/g

(4.16) F(0) = [(1 + pg)8’(0) — 1 + B(0)]/g
(4.17) D(0) = B(0)/g,

ahol D(t) a t6kés villalatok addssigallomanya.

A realizdlt novekedési tton a t6kés vallalatok a pénztékeként felhalmozott
F pénzértékét veszik koleson, tovabba a tobbi szektor esetleges netté pénz-
felhalmozéasat. A klasszikus marxi esetben példdul

(4.18) F(0) = B(0)jg = D(0).

Hogy a targyaldst egyszerlisitsiik, csak azt az esetet vessziik szemiigyre,
ahol a pénzkoltés azonnali és csak a t6kések vesznek fel hiteleket, s igy d*(g) =
= e*(g) = 1, valamint B’(0) = 0.

Barmely adott ¢ novekedési rita esetén, igy
(4.19) M(0) = [a*(g) — /(1 + pg)]lg,

¢és ha dT|dt = 0 — és igy kell ennek lennie az exponencidlis palydn — akkor

(4.20) (1 + 9)Q(0) exp (—gt) = 8(0),
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vagyis
(4.21) T = (1/g) In [(1 + pg)a*(g)].

Ezek az egyenletek marmost feliilrsl korldtozzdk a realizalhaté g novekedési
ratat, mivel mind M(0) mind 7 értéke pozitiv.
Ezt a felsd g* korlatot a

(4.22) (1 + pg)a*(g*) = 1

reldcié hatdrozza meg.

Ez az eredmény, amely szerint a felhalmozds maximalis g* rdtdja a ¢ haszon-
kulestol, a p t6késitési ratatél és az a( . ) termelési késleltetéstdl fiigg, kozponti
fontossdgli marxista szempontbél. A haszonkules a koltségek osszetételétdl
fiigg, s ez az a( . ) termelési késleltetéssel egyiitt a termelerdk fejlettségének
szintjét titkrozi, valamint az értéktobblet ratajatol, amely a tGkések és munkd-
sok kozti tarsadalmi viszonyokat titkrozi. A felhalmozis maximélis ratdjanak
nem kell a munkaerd novekedésének ratajatol, vagy a rendelkezésre 4116 erdfor-
rasok teljes kihaszndldsatol fiiggenie, mint a neoklasszikus névekedési elmélet-
ben. Az érték csak a haszonkules révén névekedhet, amely minden egyes kor-
forgasdban rarakédik. A maximalis névekedési rata az érték lehets leggyor-
sabb korforgasatdl fiigg, amikor a realizicids késleitetés zérus. Bz az eset a
Neumann-féle novekedési itnak felel meg, mivel a felhalmozast csupdn a ter-
melési id6 és a t0kék rendszerének adott niovekedési képessége korlatozza.

A klasszikus marxi esetben vildgosan lathat6 a téke korforgdsinak paramé-
terei és a felhalmozds realizalt és maximdlis ratai kozotti kapesolat. Minél ala-
csonyabb a haszonkules, mennél alacsonyabb a t8késités rdtija és mennél
hosszabb a termelési késleltetés, anndl alacsonyabb a felhalmozis maximalis
rataja. Minél magasabb a felhalmozas realizdlt ratdija, annil nagyobbnak kell
lennie az 1] hitelekkel fedezett koltségek részardnyanak, anndl révidebbnek a
termelés és eladds kozt eltelt idének, tehat anndl kisebbek a készarukészletek,
amelyek eladasra varnak.

Kz a modell 6sszeveti és megmutatja a hatékony kereslet Keynes-i elemzése
¢s a marxista termelési elemzés kozti viszonyt. Ahogyan arra Keynes ramuta-
tott: a haték.ty kereslet béviilése novelni fogja a felhalmozds realizdlt ritajat,
de a t6kés termelés nyereségességének vialtozdsa nélkiil csak akkor teheti ezt
ha meggyorsitja az érték mozgasat a t6kék korforgisiban, mégpedig a készle-

tek esokkentése révén — vagy esetleg az all6tGke kihasznalisinak novelése
révén.

5. Valtozasok a pénz értékében

Mindezideig feltételeztiik, hogy a pénz értéke, a tarsadalmi absztrakt munka
tomege, amelyet mondjuk egy dollar képvisel, dllandé. Vizsgaljuk most azt a
helyzetet, amikor a rendszernek ez a paramétere az id§ folyamén sima expo-
nencialis médon valtozik.

Minden egyes pillanatban a pénz m(t) értéke munkaidémennyiségekre viltja
at a pénzmennyiségeket. A pénz értéke nem reciproka az drszinvonalnak, mint
ahogy azt altaliban mérik, mivel az drszinvonal a jészdgok és szolgaltatisok
egy bizonyos kosardnak pénzara. A pénz értékének reciproka az ilyen értelem-
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ben vett arszinvonal és a munkatermelékenység szorzata, az utébbi a javak
azon tomegét méri, amelyet egy érai munkaval el6 lehet allitani. Ha megértjiik
a pénz értékének mozgasat, ez az elsé 16pés az arszinvonal mozgasianak meg-
értéséhez, de ezt ki kell egésziteni a munkatermelékenység valtozasainak elmé-
letével, hogy az arszinvonal elméletéhez jussunk.

Azt a megallapoddst fogadjuk el, hogy a pénz értékét az aruk realizalasanak
pillanataban mérjitk; nem més ez, mint az atlagos arura forditott sziikséges
munka viszonya az eladas folytdn realizalt pénzbeni hozzatett értékhez. Ha a
munka termelékenysége valtozik, akkor az dru értéke eladasakor az akkor éppen
tjratermeléséhez sziikséges munka mennyisége, és nem az a torténeti munka,
amelyet ténylegesen tartalmaz.®

A pénz értékének viltozdsai nem érintik a téke korforgdsinak értékviszo-
nyait. Ez a kovetkeztetés adddik, ha feltessziik, hogy az értéktobblet ratéja,
vagy ami ezzel egyenértékii, a munkaerd értéke nem valtozik, mikézben a pénz
értéke megvaltozik.

Ez (mnylt jelent, hogy feltessziik: a pénzbérek teljesen és azonnal igazod-
nak a pénz értékének viltozdsihoz, Ggy hogy a pénzbér és a pénz értékének
szorzata, a munkaerd értéke, azonos marad. Ez a feltevés néha fenndll, de gya-
korta nem érvényesiil egyes térténeti ko7]atekok folyaman.

A készaruk dramlatinak értéke, koltségén mérve, tovabbra is

t
(5.1) QU) = [ alt —t';¢)0)dt.

—00

Ha @) pénzbeni értékét t akarjuk kiszémftani, bérmilyen idépillanatban, akkor
el kell ezt osztanunk a pénz értékével. A viltozo elé tett csillaggal fogjuk jelezni,
hogy a valtozd pénzértékérsl van sz6, és akkor

(5.2) *Q) = Qt)[m(1)

Olyan ttvonalakat fogunk vizsgélni, amelyek mentén a pénzérték exponencia-
lisan csokken, mégpedig » iitemben:

(5.3) m(t) = m(0) exp (—ut).

A realizécios almodell — a (4.2) és (4.3) egyenletek megfelelGje — most pénz-
értékben fojuendo ki. Vildgos, hogy a felhalmozés pénzbeni ritéja magasabb
g-nél, mégpedig a pénz elértéktelenedésének iitemével, u-val. A klasszikus marxi
esetben, ahol a pénzkoltés nem késlekedik és esupan a t6kés véallalatok vesznek
fel hitelt, azt kapjuk, hogy
(5.4) *8(t) = *C(1)

t

(5.5) *Ot) = [ *S(t')e(t — t';¢')dt" + *B().

— oo

Ha a rendszer exponencialis palyan mozog, akkor a pénziramlatok mind a
(g + u) rataval fognak novekedni. A felhalmozas pénzbeni rétaja és az 4] hite-

8 Lasd RuBin (1972) és MARX i. m. I. kitet 1. fejezet.
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lezések szintje kozti Osszefiiggés — lasd imént a (4.12) egyenletet — most a
kovetkezo lesz:
(5.6) *B(0) =1 — ¢c*(g + u)

Minél magasabb a pénz elértéktelenedésének ratdja, annal alacsonyabb o
felhalmozas redlis rataja minden adott *B(0) esetében, az utébbi a pénzben
kifejezett koltségek 0j hitelekkel fedezett hianyada.

Még egy osszefiiggésre van szitkségiink, hogy meghatirozzuk «, azaz a pénz
elértéktelenedésének iitemét. Mint elsd kozelitést tegyiik fel, hogy u esak 7'-t4l
fiige, a termelés és az eladds kozti idGtartam nagysagitol. Az elgondolas itt
az, hogy ha 7' roviddé valik, akkor a tSkések gy vélik, hogy a kereslet erGtel-
jes és a piacok elbirjak az aremelést, de ha 7' nagy, akkor a vallalatok csak
nagy tiggyel bajjal tudjak eladni termékeiket és visszariadnak az dremeléstdl,
st tan kénytelenek csokkenteni is az arakat. Vegyiik észre, hogy 7' makro-
okondémiai valtozé és annak az dtlagos nchezsegnck a mértéke, amellyel az
dsszes t0kés vallalkozé kiizd termékei eladasakor. 7' nem mértéke egyes vialla-
latok versenyelonyének. Persze a valosdghan a vallalatok az dtlag koriil fog-
nak szorédni éppen a versenybdl fakadd kiilonbségek miatt. KEgyes vallalatol
szlikos piacokkal allhatnak szemben akkor is, amikor atlagosan tultermelés
és igen lasst eladds tapasztalhaté. 7' maga tovdabbra is a haszonkulestdl, a
tékésitési ratatol és a novekedés vwlosa,gos ratajatol figg:

(5.7) T = (1g) In [(1 + pg)a*(g)]
(5.8) u = u(T"), ahol is w’ <7 0.

Az (5.6), (5.7) és (5.8) egyenletekbdl kiszamithatjuk g, w és 7' értékét, ha
adott p, g, *B(0), valamint a termelési és potlasi késleltetések, a( . ) és e( . ).
Vilagos, hogy *B(0) értékének novekedése megfelel (g + u) novekedésének;
ez a novekedés megoszlik a felhalmozds tényleges ratija és a pénz elértéktele-
nedése kozt, az (5.7) és (5.8) egyenletek altal meghatarozott aranyban. S6t,
behelyettesithetjiik az (5.7) egyenletet az (5.8) egyenletbe, amikor is azt irhat-
juk, hogy

(5.9) w = u{(1g) In [(1 + pg)a*(g)1}.

Az utébbi egyenletet derivalva vildgos, hogy w egyiitt novekedik g-vel, ha
a tobbi paraméter adott, és csokken ha a felir novekszik vagy a tOkésités ré-
taja novekszik, ha g allandé.

16t teljcb az Osszefiiggés a termelés és a forgalom kozt a realizalas késlelte-
tése és a pénz elértéktelenedése révén. Nagyobb hatékony kereslet — amelyet
ebben a modellben nagyobb *B(0) képvisel - noveli a felhalmozis ratdjat,
pénzben mérve. Iinnek a novekedésnek egy része az értékfelhalmozas realizalt
ratajanak novekedése, a maradéka pedig a pénz elértéktelenedésénck magasabb
ratdjat eredményezi. Amint a felhalmozds realizalt rataja megkozeliti a ter-
melderdk fejlettsége és a tarsadalmi viszonyok altal m"ghatal ozott maximalis
ratat, a felhalmozas pénzbeni ratdjanak egyre nagyobb része mint a pénz el-
értéktelenedése jelenik meg.

Meglepé eredménye e modellnek, hogy a haszonkules csokkenése, amely
csokkenti a felhalmozds maximalis ratajat, inflaciés hatast fog kelteni, mivel
csokkenteni fogja az eladdsra vard készaruk készletét és roviditeni fogja az
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eladasi id6t. Mivel a t6késités ratdja, p, mindig a haszonkuleesal szorozva je-
lenik meg, azonos eredményekre vezet a tGkésités ratajanak csokkenédse is.

Kz a kévetkeztetés megmutatja, hogy az dsszesitett hatékony kereslet be-
folydsoldsa az 1] hitelezés szabalyozdsa révén hatdssal van a felhalmozas tény-
leges ratdjira, azonban ezt a hatdst korlitozzak a nyereségesség és a felhalmo-
zés alapvetd korilményei.

A modell konnyen kiterjeszthetd az 4ltaldnos esetre, amikor a munkésok
fogyasztasa és az értéktobbletbdl valé fogyasztas is késlekedik, és ahol mas
szektorok is eladdsodnak, a tGkéseken kiviil.

6. Kovetkeztetések

A téke korforgisdnak eszméje a makroskonémiai elemzés alternativ méd-
szerét kindlja, amely a marxi munkaértékelméleten alapul. Altaldnos elemzési
keret ez, amely més elméletek hipotéziseit is fel tudja lelni, ellendrizhetd for-
mdban. Példdul a ,,redl egyenleg” hatdsat fel lehetne mérni, ha p értékét, azaz
a t0kdsités ratdjat, a haztartdsok vagyondtol tessziik fiiggGvé. A beruhdzds és
a kamatlab dsszefiiggésének Keynes-i elméleteit a téke korforgisanak kereté-
ben kifejezhetjiik, ha az Gj hitelezés, B értékét, vagy a pétlasi késleltetés ¢f . )
fiiggvényét a kamatldbtdl tessziik fiiggdve. Mivel a t8kekorforgasi modell vdl-
tozoit a véllalati mérlegek révén megfigyelhetjiik, elvileg ellendrizhetjiik, hogy
milyen fontosak ezek a hipotetikus makroskonémiai hatésok az egyes id6sza-
kokban.

Egyszer(l linedris formajaban, ahogy e tanulmdnyban bemutattam, a téke
korforgdsdnak modellje a t0kés felhalmozdas dsszesitett folyamatanak alapvetd
marxi felfogdsat tiikrozi. A felhalmozas maximélis ratdjit a termelds tdrsa-
dalmi viszonyai korldtozzak, ezek az értéktobbletratdban nyernek kifejezést,
valamint korlatozza azt a termelGerdk fejlédésének szintje is, ez a koltségek
osszetételében és a termelési késleltetéshen fejezddik ki. A munka és mas erd-
forrdsok korlatozottsiga — amely alapvetlen meghatdrozza a novekedési ri-
tat a neoklasszikus novekedési modellekben - itt csak a tarsadalmi valtozdk
révén gyakorol hatdst a felhalmozds maximdlis ratdjara. A felhalmozds tény-
leges rataja megfelel a rendszerben taldlhaté 4j hitelezés bizonyos szintjének.
A t6kés termelés alapvets nyereségességének eskkenése esokkenti a felhalmo-
zas maximalis ratdjat és a realizaldsi késleltetést. Ha a pénz elértéktelenedésé-
nek ratdja novekszik, amint az eladdsi késleltetés megrovidiil, akkor az ala-
esonyabb haszonkules megfelel a pénz gyorsabb elértéktelenedésének. Ha a
pénz nem értéktelenedhet el gyorsabban, akkor a rendszernek a felhalmozds
alacsonyabb tényleges ratdjahoz kell alkalmazkodnia, oly folyamat ez, amely
elGsegitheti a felhalmozds és a hitelek valsagat azonban a vilsdgot magdt esal
az itt elemzett exponencidlis névekedési titvonalakon tilmenve lehet vizsgalni.
Erek a kivetkeztetések Marx egyik fontos eszméjét titkrozik: a pénz értékének
és a felhalmozds ratdjadnak valtozdsihoz hasonld jelenségek az alapvetd tarsa-
dalmi viszonyok vdltozdsat tiikrozik, amelyek a termelést szabdlyozzdlk.

A téke korforgdsanak modellje tgy tekinthetd, mint ami a gazdasdgi néve-
kedés szdmos elméleti megkozelitését Gsszefoglalja. Keynes eszméje, hogy a
gazdasagi tevékenység az Osszesitett hatékony kereslettdl fiigg, kifejezddik a
felhalmozds tényleges ratdja és az 1j hitelezés b6viilésének viszonyaban. A t6ke
korforgdasi modellje megmagyardzza e viszony dinamikajdt; nagyobb haté-

7 Szigma
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kony kereslet meggyorsitja az érték aramldsat a korforgason beliil, mivel esok-
kenti a realizdlds késlekedését. (El lehet képzelni olyan rendszereket, amelyek-
ben a termelési késleltetés is rovidiilne amint a felhalmozds realizalt ratéja
novekszik. Ez a rovidiilés az dll6tdke kihaszndldsi ratdjanak novekedése ké-
pében jelentkezne.) A téke korforgisi modellje megmutatja, hogyan kapesol6-
dik a hatékony kereslet szerepe a felhalmozis maximdlis ratdjanak korlato-
zottsadgdhoz. A felhalmozds maximalis ratdja sajitos esete a Neumann-féle
novekedési ratanak, mivel ha a realizdacié késleltetése zérus, akkor a rendszert
az értéknek a termelésben val6 biviilési képessége korlatozza. Mds szempont-
bél a téke korforgisinak modelljét a Harrod —Domar féle modellek altaldno-
sitdsdnak tekinthetjiik, ahol a pénzpiacokat részletesebben kezeljiik.

Bér az itt vizsgdlt modell tisztdn linedris, elemezhetiink ugyanebben a ke-
retben nem linedris késleltetési struktirikat és paramétereket és az exponen-
cialis itvonal elemzésérdl dttérhetnénk a teljes dinamikus sajatossigok vizs-
galatara.
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Hu~vapr Liszré—NeméENyr Jupir—Su-
Bicz PETER —FIALA ANDRAs: A rovidtdvi
tervezés dkonomelriai modellje (SZAMKI
Konyvek) Budapest, 1980. Kozgazdaségi
és Jogi Konyvkiadé. 167. pl.

A konvv azt az okonometriai modellt
mutatja be, amely a Szamitégépalkalma-
zasi Kutatéintézetben 1978-ban azzal az
igénnyel késziilt, hogy a rovidtava terve-
zés szdmdra segédeszkoziil szolgdljon. A
munka két £6 részbll all: az elsé rész az
okonometriai modellezés céljait és eszko-
zeit tdrgyalja; a mésodik a modellt, a bees-
I¢ési eredményeket és a modell segitségével
késziilt  elérejelzéseket  részleteiben mu-
tatja be.

Az elsé rész lényegében az ckonometriai
modellezés modszertani kérdéseivel, a mo-
dell és a tervezés kapesolatdval, a modell
szerkezeti felépitésével foglalkozik. Kz a
rész tartalmazza a modell adatbdzisdnalk
részletes tdargyaldsat is. A mdsodik rész a
modell specifikdci6jdt, a becsilt eredmé-
nyeket és a becslések statisztikai meghfz-
hatosdgdt, az ezek alapjén levonhaté koz-
cazdasigi kovetkeztetdseket, valamint az
elérejelzéseket térgyalja. Ezzel kapcsolat-
ban kiilonb6zé modellvaridansokkal végzett
szamitdsi eredményeket is bemutat. A mfi-
hoz a Flggelék, a haszndlt forrdsok jegy-
zéke és az irodalomjegyzék csatlakozik.

A magyar szakirodalomban viszonylag
kiesi azoknak a miiveknek a szdma, ame-
lyek konkrét 6konometriai modellt mutat-
nak be. Onmagdban ez a tény is aktudlissd
tette Hunyadi és szerztdrsai modelljének
mogjelentetését — anndl is inkdbb, mert
az elmilt években Magyarorszdgon is foko-
zodott az 6konometriai modellekkel szem-
ben témasztott olyan értelmii varakozds,
hogy ezeket a gazdasdgpolitika és gazda-
sagirdnyitds problémakérével szorosabban
kapesoljak Gssze.

Megfogalmazo6dott néhény alapvetd ko-
vetelmény a modellekkel szemben, mint
pl. a szabdlyozérendszer hatdsainak figye-
lembevétele, a redlszféra és a pénzigyi
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szféra Osszekapesoldsa, negyedéves adato-
kon alapulé egyenletek, nem-lineéris ossze-
figgések, kiilonb6zé tipusi modellek ko-
zottl kapesolatteremtés. Ezek koziil a méod-
szertani feladatok kozil nem is egyre a
szOban forgé modell megprébal valamilyen
megoldést taldlni. Eppen az ajénlott méd-
szertani megoldésok és a gyakorlati prob-
léma-orientaltsag Osszeszévldése folytdn a
konyv rendkiviil érdekes gondolati konst-
rukeid.

A tervezés ¢és a modell kapesolata az
6konometridban mér J. Tinbergen korai
mfivei 6ta téma. Az Skonometriai modell
ma is a tervezés egyik fontos eszkoze Hol-
landidban, s novekvs mértékben kezd azzd
lenni pl. Franciaorszdégban is. A modell
mindenekelétt a rdvidtdvid tervezés (és
el6rejelzés) segédeszkoze akar lenni. Egyre
parancsolobb sziikségszeriiség a rovid td-
von érvényesiild hatdsok kifejezése a mo-
dellekben — ami ¢énmagédban is nehéz
probléma, mert az idésorokon alapuls
okonometriai modell elsésorban hosszi té-
von érvényesiild kapesolatok kifejezésére
képes. A rovid tdva — elsésorban szabd-
lyozdsi — hatdsok szdmszer{isitésére olyan
valtozdk szolgdlnal, mint az addék, arki-
egészitések, visszatéritések valtozoi, rész-
ben egyszeri hatdsokat szémszer(sité ka-
rakterisztikus véltozok.

A pénziigyi szféra és a redlszféra kozotti
kapesolatot a szerz6k kiilonboz8 pénziigyi
valtozok specifikdcibéjaval igyekeztek biz-
tositani. Kzzel azonban a redlszféra és a
pénziigyi szféra kolesonos fiiggbségének az
dbrazoldsit még nem oldottdk meg.

A modell nagy figyelmet szentel a dez-
aggregéci6é kérdésének. A modell kézponti
blokkjdban (részmodelljében) aggregélt
osszefiiggések szerepelnek, az dgazati dssze-
fliggések pedig az ,,dgazati részmodellben’.
A médszer elvben csak helyeselhet6. A szo-
kds azonban az, hogy egy kozponti maghoz
dltaldban tobb részmodell (fogyasztési, jo-
vedelmi sth. részmodell) csatlakozik. Ett5]
eltéréen és némileg szokatlanul azt a meg-
olddst vélasztottdk a szerzdk, hogy a dez-
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aggregdlt Osszefliggéscket nem tobb réez
modellben, hanem egyetlen dgazati rész-
modellben vizsgdljik — ennek pedig az a
feladata, hogy a kézponti részmodell elére-
jelzéseibdl kiindulva becsiilje és el6rejelezze
az dgazati folyamatokat. Az egyetlen
dgazati részmodell alkalmazdisa azonban
— tobb részblokk helyett kevéshé in-
dokolt megolddsnalk tiinik.

Kiemelt érdekességii az iddbeli  dez-
aggregacionak a kotetben tdargyalt moédo-
zata: az éves adatbdzison becsult egyenle-
tek lebontidsa negyedévekre. A szellemes
megolddsi modszer lényege, hogy a negyed-
éves modell a , fiktiv’’ negyedéves modell
és a negyedéves ,eltérések modelljo’ se-
gitségével irhaté fel (53—62. 0.). Kz persze
l\cny szernw"oldas, hiszen a probléma meg-
oldédsat az jelentené, ha valamennyi egyen-
letet lehetséges volna negyedéves adatbdzi-
son beesiilni. A kutatdsok jelenlegi dlldsa
szerint erre nem volt méd (a szerzék sem
tlizhették ki eélul), a szerzék kénytelenck
voltak megelégedni azzal, hogy a nyole
legfontosabb aggregdlt véltozé nv'ry(-(lovvs
fiiggvényeit e likészitsék (111. o. és kov.).

rdekes modszerbeli tjitdssal éltek a
szerzGk, amikor az okonometriai modellt
linedris programozasi feladattal kapesoltak
egybe. Lényegében az 1979-re végzett
elérejelzés egyik valtozatdat dllitottdk eld
ezzel a modszerrel: a programozdsi feladat
korlatozd feltételei, amelyek vdltozaton-
ként eltértek egymdstél, az exogén vilto-
z6k jovébeli alakuldsanak lehetséges alter-
nativdit fejezik ki. (Nem helyes, hogy a
szerzOk ezt a valtozatot mint az éves mo-
dell egyik ,,megolddsi mddjit” targyaljilk
— ez csupiin az eldrejelzésben alkalmazott
egyik alternativa).

Az okonometriai modelleket bemutato
munkdk gyakran tulsagosan kevés figyel-
met forditanak az adatbazissal kapesolatos
kérdéseknek, holott a beesiilt eredmények
szempontjabol ez nem csekély fontossag.
Hunyadi és tdrsainak modellje ebbdl a
szempontbol is érvendetes kivétel: a prob-
lémédnak tag teret szentelnek.

A kozponti részmodell 44 egyenlettel
(ennek megfeleléen hasonlé szémi endo-
gén viltozoval) és 42 predetermindlt vél-
tozoval operdl, ez utébbiak koziil, a modell
dinamikus jellegének megfelelGen, jelenté-
keny szamu (6sszesen 20) a késleltetett
valtozd. Az dgazati részmodell 121 endo-
gén valtozdot és 185 predetermindlt vialto-
z6t tartalmaz. A kozponti részmodell 44
osszefuiggése koziil 20 a sztochasztikus
egyenletek szdéma. A modellben alapvetd
jelentéségli redlszféra kozpontjiban a ka-
pacitasok oldaldrél magyardzott brutté ter-
melés egyenlete dll. E koré csoportosulnak
a fogyasztds, a felhalmozds, a kiilkereske-
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delem, az dralk, jov vd(]m(-k, bérek, eszkiz-
jarulé kol egyenletei. A pénzigyi szféra le-
irdsdanalk lxo/prmt].mlmn a hozzdadott érték
képzédése és elosztdsa dll. Az dralakuldsok
modellezése a modell foly6aras jellegéhdl
kovetkezik. A viligpiact helyzetet leird
(exogén) viltozdk a nem-rubel reldcids
importdirindex kozvetitésével befolydsoljilk
a belfoldi drakat. Az exogén viltozdk to-
vabbi esoportjit a kozponti tdmogatdso-
kat és elvondsokat reprezentdld pénziigyi
viltozok képezik.

A kiadviny a valésighoz hiven bemu-
tatja a standard statisztikai probdk ered-
ményeit is. A determindcids egyiitthatolk
igen magas (az 1-hez kozel esd) értékiiek.
Sajnos, meglep6en magas azonban a nem
szignifikdns paraméterek (és nem ,,vdlto-
zOk™, 1. 91. old.) szdma (a t-préba alapjdn,
95 szizaldékos szignifikancia-szinten  szd-
mitva). 176 szignifikdns paraméterrel szem-
ben 164 nem-szignifikdns dall. Diesérni kell
a szerzéknek azt a szénddkdat, hogy mo-
delljuknek  ezeket a ,,gyenge pontjait’”
nem kenddzik el, s6t sajit maguk mutat-
nal ri. Az inszignifikdns paraméterek nagy
szdma azonban az e l()l(gul/psuk megbizha-
tosdgdt kérdGjolezi meg, dés mindazoknal
a gazdasdgpolitikai kovetkeztetéseknek a
realitdsdt, amelyek a modell uluppm tn]w-
t6k. Mindennek ellenére az 1978. évi elére-
jelzésok  viszonylag ]()m),k mondhatdk.
Bzem elGtt kell tartani termdszetesen, hogy
f()lngr a vildggazdasigi viltozdsok begyfir(i-
zése, valamint a gazdasdgi irdnyitdisban
;zyu‘!\lun bekovetkezd valtozdsok folytdn a
prognosztizdilis t,z'u;\yi feltételei ma lénye-
gesen nehezebbek mint néhdany évvel ez-
el6tt, Mindenesetre dll, hogy az 1978-as
clérejelzések némiképpen magasabb nove-
keddési iitemet pm;,m)s/tl'/ultul\ anndl, ami
ténylegesen bekovetkezett; ennck le gf()l)l)
oka, hogy az 1977. év u.lzuly(,uluns{lguinak
cgyes tovabbgy (ir(iz6 hatdasai (jabb ardny-
talansdgokat sziiltek. Azon, hogy az ex
post elérejelzett  értdkek wmnponbjub()l
leggye n;,obbn(\lx a készletfelhalmozds vil-
tozdja és a kiillkereskedelmi egyenleg vil-
tozdja mutatkozott, lényegdében nincs mit
csodalkozni. Az 1979. évi elbrejelzés reali-
tdsdt mdr eleve veszélyeztetto, hogy az
1979. évi szdmitdsok adatbdzisa az 1977.
évvel zirult, az 1978, évet mdr nem vehette
figyelembe. Az elérejelzések egyéblént kii-
16nbo6z6 gazdasdgpolitikai koncepeioktol il-
letve feltevésektdl fliggden kiillonbozs vil-
tozatokban késziiltek. A kotetet részletes
és jo bibliografiai osszedllitds egésziti ki.

A kotet hazai 6konometriai irodalmunk
hatdrozott nyereségeként értékelhetd.

NYARY ZSIGMOND
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A Marx Karoly Kozgazdasigtudomanyi Egyetem
Matematikai és Szamitastudoméanyi Intézetének
munkassaga

I. Az MSZI szervezeti felépitése

1976-ban alakult meg a Marx Kdaroly Kozgazdasdgtudominyi Egyetemen a Matema-
tikai és Szdmitdstudomdnyi Intézet a volt Matematikai tanszék és a Szdmitdstechnikai
tanszék Osszevondsdval.

Miikodési kore a matematika, a szdmitdstechnika és a kapesolédd tudomdnydgak ok-
tatdsdra ¢s miivelésére terjed ki, ellatja a kozgazdédsz tovdbbképzéshdl rahdruls szervezd
¢s oktatd tevékenységet is. Nyomon kiveti a matematika és szdmitdstudomdny azon
dgainak fejlédését, amelyeknek a kozgazdasdgi alkalmazdsolkban szerepiik van, vagy a
jovében szerepiik lehet.

Alap- és alkalmazott kutatdsokat végez e tudomdnyteriileteken, dtveszi és népszeriisiti
e tudonuinyteriiletek hazai és nemzetkozi eredményeit. Célja az, hogy magas altaldnos
miiveltséet és matematikai ismeretekkel rendelkezd kozgazddszokat képezzen, akik a
matematikai és szdmfitdstechnikai, elmdéleti és gyakorlati tuddsuk alapjan képesek a nép-
vazdasig és a villalatok eldtt 8116 feladatok megolddaséhoz hozzdjdarulni, 4 ismereteket
befogadni és alkalmazni a tudomdnyos és gyakorlati életben. .

Az Intézet az Bgyetem Altaldnos Kozgazdasdgi Kardhoz tartozik. Ot osztdlybol dll,
amelyekhez még a laboratérium és a kinyvtdr esatlakozik. Az osztalyok feladatai a ko-
vetkezdlk:

. A matematikai rendszerelméleti osztdaly feladata a matematikai elméleti jellegii és egy-
szersmind a kozgazdasigi alkalmazdsokkal osszefiiggd tdrgyak oktatdsa, valamint sa-
jit kutatémunkajdn kivil az Intézet kutatémunkdjdnak sszefogdsa és koordindldsa.

2. A Lizgazdasdgi alkalmazdsok osztdalydanak feladata a matematikai programozési, mate-

matikai statisztikai és a sztochasztikus modszereklkel és modellekkel foglalkozé targyal

oktatdsa, valamint a gyakorlati alkalmazdsokat célzé kutaté munka.

3. Az oktatdsi modszertani oszidaly feladata a matematikai alapozé targyalk oktatdsa, a tan-
anyagok elkészitése és az Intézet valamennyi tananyagénak elkészittetése egységes
didalctikai alapon. Figyeleminel kiséri a vizsgdztatds, a szdmonkérés és ellenérzés kor-
szer(t modszereit ¢s gondoskodik bevezetdsiikrsl.

4. A szamitdastudomanyi osztdly feladata az alapozé és a specidlis szdmitdstechnikai tdr-
gyak oktatdsa. Bllésziti a szitkséges oktatdsi anyagokat ¢s szakmai kutatémunkdt veé-

cez.
5. Az informatika osztdly feladata az informéeiés rendszerek oktatdsa alapozé és specidlis
targyak keretében. Foglalkozik az informatika matematikai és szdmviteli-statisztikai
alapjaival és kutatja az alkalmazds lehetéségeit.

Az intézeti laboratorivin feladata a szdmitdstechnikai és matematikai oktatdsban és a

6.
kutatémunkdban fellépd, szdmitégép haszndlatdt igénylé munkdk elldtdsa.

=2

II. Az MSZI oktatomunkaja

Az BEgyvetem minden szakdn és tagozatédn oktatunk. Alaptérgyainkat minden hallgato,
szaktdrgyainkat pedig elsGsorban tervgazdasdgi- és iparszakos hallgaték veszik fel.
Alternativ blokktdrgyainkat az Egyetem bdrmely hallgatéja felveheti. (A nappali tago-
zaton az I. éves hallgatok vilaszthatnak a ,,normal” vagy az ,,emelt szint{i”’ matemati-
kai alapképzés kozott. Az emelt szint(i képzés magasabb 6raszdémban folyik.) A tdrgya-
kat az 1. tdbldban foglatuk éssze, megjelslve, hogy az egyes szakokon a kiilonb6zd tér-
gyakbél hdany féléven ét folyik oktatds.
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1. tablazai

Az egyes alap és szaktdrgyak oktatdsa (félévek)

3 Tsti (;s Mérnik
Nappali tagozat levelezd kozg.
. Kozl ale Ta
g:z Ipar | mezdg. éi:tll Nemz. Lanar Ipar Tobbi | Iparés
szak | Szak | pli.és | gon | kapes. | a B o szak | szakok | kiilgazd.
druforg. ‘
T T N = V\—“ T 7\7777 ! - N - e ey “““_7’-_- il T A e 1
Analizis 1 ‘ {
(fuggvénytan, diff. egy.) I 1 1 1 1 1 1 1 1 |
Val6szintiségelmélet
(sztoch. folyamatok, mat.
stat., szimulécid) 3 2 1 1 2 1 1 1 1 i 1 1
Algebra | i
(line4ris alg., mat. progr.,
jatékelmélet, grafok, ha- ‘
l6zatok) 8 2 1 1 1 1 1 1{ 3 1 1
Opericiokutatis ’ | bt = |
(elemek, esettanulma- ‘ ‘ ‘
nyok) 1 " 1 1 G R 1
Informatika < TS 1 1 1 1 I ’ I “ 1
Szamitastechnika, gépi ! ‘ I‘ i
nyelvek 4 | 2 2 2 2 ‘ ik e [ | [‘ 2 o
) [ | [ 7 |
|
Osszesen l 97 | 8 ‘ 7 | 7 ’ 6 ’ 5 l 6| 4 . 9 | 7 i 3
| | | |

Az Intézet alial gondozott alternativ blokkok

A délelbtti hallgatok a 6. félévt6l, az esti hallgatok pedig a 8. félévtdl kezdve egy altor-
nativ blokk targyait kell, hogy felvegyék. Az Intézet alternativ blokkjait elvileg minden
hallgaté felveheti, de a specidlis el6képzettség igénye miatt a tervmatematika bloklun-
kat els6sorban a tervgazdasigi szak hallgatéinak javasoljuk. (A *-gal jelolt tdrgyakat
nem az MSZI oktatja.)

Szamitdstechnikai modellezé

Programcsomagok és kényvtérak alkalmazdsa, Szimuldciés modellezds, PL/1, Infor-
maciorendszerek szamitdstechnikai bédzisa (2 félév), Véges automatik elmélete, Formii-
lis nyelvek elmélete. '

Termékdramlds és készletgazddlkodds (esti tagozaton is)

A termékédramlas és készletezés alapvets kozgazdasdgi kérdései*, A termdékszintii kész-
letezés, mint szabdlyozdsi probléma*, Termékdramlds és készletezés a véllalati gazda-
sagban (2 félév), A termékdramlas és készletozés szervezdse és irdnyitdsa*, Szamito-
gépes készletezési rendszerek*, Villalati magatartds és népgazdasdgi készletalakulds,
a termékforgalom és készletezés makromodelljei. )

Vallalat informatika (esti tagozaton is)
Véllalati informatika (3 félév), Informatika gyakorlatok (3 félév), Déntéselmélet.

Adatbdzis tervezés

Adatszerkezet, Az adatbdzis kezelés alapjai, Adatbdzis modellek, Az adatbdzis keze-
l1és médszertana, Adatbdzis szervezés, Az adatbézis kezelé rendszerek alkalmazdsa.
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A matematika kizgazdasage alkalmazdsai (csak esti tagozaton)

Modellgyakorlatok, Operacidkutatédsi esettanulményok (2 félév), Médszertani ismere-
tek, Szamfitdstechnika az alkalmazdsokban, Okonometriai modellek*.

Terv-matematika

A matematikai programozés specidlis kérdései, Valos fligevénytan, Varidcidszamitds és
optimalis irdnyitds, Numerikus modszerek, Statisztikai dontéselmélet, Kombinatorikus
optimalizédlds ®

¢és a hallgaték az 5. félévben még vilaszthatnak a kovetkezd alternativ tdargyalk koziil:
A linedris algebra koézelité modszerei, Dontéselmélet, A regiondlis tervezés matemati-
kai moédszerei, Ortogondlis fliggvények, Gyakorlati szdmitéstechnika, Lindenmayer
rendszerek, Szémitogépes véllalati informdciérendszerek, Differencidljatékolk, Specid-
lis fejezetek a linedris algebrabol, Diszkrét matematika.

Fakultativ targyak

Az Intézet barmelyik tdrgya felvehet6 fakultativ tdrgyként, ha az a hallgato szakénak
tantervében kotelezS tdrgyként nem szerepel. Ezen feliil fakultativ térgyakat csak a
nappali tagozaton hirdetiink meg, de azokat az esti hallgaték is felvehetik:

Vilogatott fejezetek az algebrabdl és a matematikai logikdbol (2 félév), Az analizis
gazdasigi alkalmazdsai, Vilogatott fejezetek a tobbvdltozds analizisbél, Vallalati in-
formatika, Az informatika alapjai (2 f81év)

Szakszemindriwmolk

Minden hallgaté egyetemi tanulmédnyainak utolsé 3 félévében szakszemindrinmi mun-
kit végez. Ennek keretében irja meg diplomamunkdjit is. Az MSZI jelenleg 35 kiilénbozé
szakszemindrinm kozott nyajt valasztést.

III. Az MSZI tudomanyos munkassaga

Az Intézet tudomdnyos tevékenysége kiterjed a matematika és szdmitdstudomdény
valamennyi teriiletéro, amelyek kapesolatba hozhatok a kizgazdasdgtudomsny miivelésé-
vel. A munka nagy vonalakban két részre oszthat6. Az egyikhez sorolhaték az alapkuta-
tdsok, a mdsik részhez az alkalmazott kutatdsok. Az alapkutatdsokhoz tartoznak az el-
méleti algebrai és analitikus moédszerek fejlesztése. Az alkalmazott kutatdsokhoz a koz-
vetleniil alkalmazhaté matematikai és szdmitdstudomdnyi eljdrdsok, a kiilsé megbizdsos
munkidlk és az Gjitdsként értékesithetd eredmények.

Az alapkutatdsok terén elért eredményeket az Intézet dltal kiadott és rendszeresen
megjelend idegen nyelvii kiadvédnyokban ismertetjiik, valamint hazai és kiilfoldi foly6-
iratokban. Az Intézet oktatéi a szoros értelemben vett tankényveken kiviil szdmos olyan
szakkonyvet is megjelentettek, amelyek egy-egy szakteriilet legfontosabb eredmdényeirél
adnalk osszefoglald tdjékoztatdst, s melyek egyszersmind segédkonyvként is hasznélha-
tok. A tudomdnyos tevékenységnek fontos részét képezi a szakmai konferencidk meg-
rendezése, amelyekben a Magyar Kizgazdasdgi Tdrsasdg Matematikai Szakosztdlydval,
a Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulattal és a Neumann Jénos Szdmitégéptudoményi
Tdrsasdggal miikodiink egyuitt.

A Matematikai Rendszerelmélete Osztdly tudomdnyos tevékenységét elsésorban az alap-
kutatdsok adjdik; ezen beliil az algebrai struktirdk, az automata elmélet, a metrikus te-
rekben jelentkezd fixponttételek, a differencidlegyenletek, differencidljdtékolk, valamint
a mindezeket magdba foglald és az utébbi években kifejlédésnek induldé matematikai
rendszerelmélet dltaldnos alapjainak vizsgdlata. Az osztdly az Intézet egyéh feladataihoz
kapesolodva részt vesz az alkalmazott kutatdsokban is.

A Kizgazdasdgi Alkalmazdsok Osztaly tudomidnyos tevékenysége kiterjed a tananyag
korszer(isitésére, a kiils6 megbizédsok teljesitésére és egyéni kutatédsi témdkra.

Hosszabb tavon miivelt fontosabb kutatdsi témdk a kévetkezdk: a nemlinedris progra-
mozds elméleti kérdései, jatékelmélet, a gyakorlati programozds problémdi, egészértékii
programozds, a regiondlis tervezés modszertani kérdései, statisztikai dontéselmélet, tobb-
céli dontések elmélete és gyakorlata, készletmodellezés, a sokviltozés sztochasztikus
mddszerek és modellek alkalmazdsai, a gazdasigi kockdzat és mérésének mobdszerei,
beruhdzasgazdasdgossdgi szdmitdsok.
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Az Osztaly tudomdnyos munkdja szorosan kapesolédik gyakorlati gazdasdgi kérdésel-
hez is. Igy folyamatosan jé témédkat kindl a hallgatok TDIK és szakdolgozataihoz.
Nzdmitdstudomdnys Osztdaly kutatdsi profilja eléggé széleskor(, kiterjed elméleti és gya-
lorlati orientacioju teriiletekre egyardant. Az oktaték az alibbi kutatdsi f6témdk vala-
melyikébe kapesolodtak be: Szamitogépes vdallalati modellezési technikik, Kozgazdasdgi
folyamatok sztochasztikus szimuldcioja, Programfejlesztési technikdlk, Az automatik al-
gebrai elmélete, Hibabecslés és filggvényminimalizdlds, A difforencidilegyenletek nume-
rikus maodszerei.

Az Oktatdsi Modszertani Osztdly elsédleges feladata az alaptdrgyak oktatdsi modszertand-
nak kidolgozdisa, az oktatdstechnikai és szdmitdstechnikai eszkézok és alkalmazdsi lehe-
tdségeik felkutatdsa, bevezetésiik szorgalmazdsa. Az Osztdlyon a kivetkezd témdk kuta-
tasa folvik: A tdvoktatds (levelezd oktatds) moédszertani kérdései, Alaptirgyaink kor-
szeriisitdse, kapesolodva a kozépiskolai matematika oktatds reformjdhoz, Az Gj dialek-
tikai és oktatdstechnikai eszkozok alkalmazdsdnak kiilfoldi tapasztalatai, A szamitogép
alkalmazisi lehetdségel a matematikai tdrgyak oktatdsdban.

Az Informatika Osztdly elsGsorban a viéllalati informdcioés rendszerek matematikai és
szamviteli-statisztikai alapjaival foglalkozik és a gyakorlati alkalmazds lehetGségét ku-
tatja. Az Osztily dltal kidolgozott TEZAURUS modszer bevezetésére tébb villalattol is
kapott megbizdst.

Kiilsd meybizis alapjin végzett munkdk

Az MSZI az utolsd 5—6 évben t6bb mint 50 kiilonbézé kiilsG meghizds alapjin folyta-
tott kutatd munkdt. Lehetetlen lenne itt mindent felsorolni, esak mutatéban emlitiink
néhanyat:

A szelektiv iparpolitika korszerii miiszaki-gazdasdgi médszerei a vegyiparban.
Cukorrépa betakaritdsi folyamat tervezése és szervezése.

A beruhdzisok telepitésével sszefiiggd gazdasdgossdgi szamitdsolk toviabbfejlesztése.

A beruhdzdsok gazdasigossdgdnak megitléséro szolgdlé médszerek és a hozzijuk tartozé
feltételrendszerek meghatdrozdsa. )

Oktato-vizsgdztatd berendezés software-vel vals elldtdsa mikroprogramozds atjdn.

A Fémmunkds” villalat szamitégépes vallalati informdciorendszere.

Kis- és kozépméretii iparvéllalatok rugalmassdginak vizsgdlata.

Goostatisztikai mddszerek alkalmazdsival firdstelepitési és vagyonbeeslési vizsgidlatols.
Miiszalki és biztonsdgi eléfrdsok egységes elbirdldsdnak kvantitativ moédszerei.

A szénbdnydszat szamitégépre orientalt informdcios rendszerének kidolgozdsa.

A cesendvédelem alapvetd kérdései.

Iparpolitikai déntések médszertani megalapozisa.

A TOP tlizeseti és tiizoltdsi adatfeldolgozd rendszerének rondszerterve és programozisi
munkéi.

Turbulens dramlds hédtaddsi viszonyainak kozelitd szdmitdsa.

A fentiekbdl lithatd, hogy a MSZI tudomédnyos-szakmai tevékenysége meglohetGson
széleskordi, akdr a matematikai teriilotekrdl, akdr a szimitdstudomdny elméleti, ill. gya-
korlati kérdéseirdl is van sz6. Az Intézet szakmai kapacitdsa lehetévé tenne egyiittmiilo-
dést mds kutatéhelyekkel, ami jobban elérevihetné mind az elméleti kutatdsokat, mind
az alkalmazdsokat.

MusziNA Gydrey —SzEp JENG
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