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- e r u h á z á s é h a t é k o n y s á g é s h i á n y V 
egy m a k r o n ö v e k e d é s i m o d e ll a 

1. - e v e z e t é s 

Témaválasztásunkat a kelet-európai szocialista országok jelenlegi gazdasági
nehézségei inspirálták. A következő folyamatok közti összefüggéseket szeret
nénk leírni: (i) A hiány intenzitása az említett országok egyikében sem csök
ken lényegesen, sőt egyes országokban jelentősen fokozódik. (ii) Mind a ter
melés, mind a beruházás hatékonysága több országban fokozatosan romlik.
(iii) Jelentősen lassul, esetenként megáll a beruházások, a termelés és a fo
gyasztás növekedése. (iv) Egyes szocialista országokban a kapacitások bővítési
ütemét a beruház.ási hányad fokozatos emelésével próbálják fenntartani -
akár a fogyttsztás korlátozása, akár a hiány kiélezése árán.

A felsorolt jelenségek nyílvánvalóan összefüggnek egymással. Például
csökkenő beruházási hatékonyság állandó beruházási hányad mellett csökkenő
növekedési ütemet okoz /5 kapacitásoknál, s ezt a beruházási hányad emelése
is csak részben tudja ellensúlyt zni; sőt a túlberuházás által okozott fokozódó
hiány tovább rontja a beruházási hatékonyságot.

'I'anulmányunkkal szeretnénk összekapcsolni a közgazdasági irodalom két
régióját. . 9 egyik régió: a \ ö 7;q;3é Ű;ű0 é ű;!m amelynek hagyományos témája a
beruházási hányad, a beruházási hatékonyság és a növekedési ütem össze
fi1ggéseinok vizsgálata.1 Kimutatható (bár ezt mi cikkünkben a terjedelem
korlátai mia.tt nem tehetjük meg), hogy a növekedéselmélet egyes klasszikus
tételei megfogalmazhatóak saját modellünk keretei között is, annak alkalmas
specifikálása esetén. A másik régió: N Ű94· ]Nű]Ű!N ) N93NŰá ) ű; í ?ó ;ű0 é ű;!; m ponto
sabban : annak az a, változata, amelyet Magyarországon dolgoztak ki, s amely
nek összefoglaló munkája f 4?\N] ,,A hiány" e. könyve (1980). Ennek az el
méleti irányzatnak a keretében már tettünk kísérletet a szocialista. gazdaság
ma.krodinn.mikájának modellezésére [lásd f 4?\ N] (1982) és f 4?\ N]tú]0 4\ 47]!Ű 
(ID82)].f A jelen dolgozat közvetlen folytatása e két tanulmánynak; az

t Köszönettel tartozunk hasznos megjegyzéseikért _ o b;\N· ;q\ ;qm j Nű5;?\ László
nak, f ö ?ö Ű] Gábornak, V N?!4Ű Bélának, V 4ű\ á ? Györgynek, u]]?\ű;? Juditnak és J. = , 
=;]"Ptcműű\ Nq a tanulmány lsó fogalmazványához fűzött értékes megjegyzéseikért.

1 Attekintő összefoglalását lásd például j N[\ tV N!![;UŰ (1964) cikkében vagy Sen
bevezetőjében az általa szerkesztett ú;\ d l 970) kötethez. ! szocialista gazdaság növeke
cléselméleLi elemzésének klasszikus modellje f Nű;· q] (1972). Kísérletek történtek a hagyo
mányos növekedéselmélet és a disequilibrium-elmélet összekapcsolására. (Lásd j ;\ ]\ t, 
V ]· [;ű d 1982)). Saját megközelítésünk némi rokonságot mutat ezzel a francia kutatási
irányzattal. A készletek szerepét hangsúlyozza a disequilibrium-elméletben j 4\ qN54[DN 
és u!4 (1980), a boruházásokét V N,ű]\ 7N,Í 3 (1980). A disequilibrium-elmélet és a szocialista
gazdaságok kapcsolatával foglalkozó statikus modellek közül megemlítjük / 4?!;Ű d 1981 )-et.

f A m,Lgyar irodalomból a fent említett munkákon kívül elsősorban a következő művek
adtak támpontokat a jelen tanulmányhoz: f 4?\N]tV N?!4Ű (1981): az árjelzések nélküli

1 Szigma
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elméleti háttér részletesebb megismerése végett a korábbi munkához utaljuk
az olvasót. Dolgozatunk azonban több vonatkozásban különbözik a szóban
forgó két tanulmánytól. Egyfelől meglehetősen leegyszerűsítjük a korábbi
modellt: eltekintünk a folyamatok késleltetéseitől és egzogénnek vesszük a
fogyasztási hányadot. Másfelől viszont előrehaladásról számolhatunk be.
Megszabadulva a korábbi modell Neumann-típusú feltevéseitől, sikerült olyan
modellt kialakítani, amelyben a termelés, a beruházás és a fogyasztás növeke
dési üteme nemcsak rövidtávon, hanem hosszútávon is eltérhet egymástól.
> korábbi modell mesterkélt additív hiányindexe helyett a könnyebben értel
mezhető multiplikatív mutatóval dolgozunk. Általában elmondhatjuk: új
mrdellünk analitikusan jobban kezelhető, mint a régi.

Tanulmányunk a tiszta elmélet keretei között marad. Nem foglalkozunk
azzal, hogy ökonometriai elemzés céljaira milyen módosításokat kell végre
hajtani a modellen.

A tanulmány 2. fejezetében ismertetjük a _ wÍ NXX{ és a feltevéseket. . 3.
fejezet a stacionárius pálya stabi Ii tási és működőképességi tulajdonságait
elemzi. > 4. fejezet olyan növekedési pályákat elemez, amelyeken a romló
beruházási és termelési hatékonyság miatt lassul a kapacitások növekedési
üteme. A segédtételek matematikai bizonyítását a Függelék tartalmazza.

i o ! m o cl e ll 

2.1. . űN5*;ű!;7é Ű;q 
d Előrebocsátjuk az alapfeltevéseket; a további speciális feltevéseket a modell

leírása és elemzése során ismertetjük.
bo Egyetlen homogén makroterrnék van.
2. Az árak rögzítve vannak. Az aggregálást e rögzített árakon végezzük.
3. A pénznek nincs explicit szerepe.
4. A fogyasztási hányad egzogén módon adva van.
1I Az egyetlen termelési tényező a kapacitás, melyet beruházás hoz I7 ötre.

A munkának nincs explicit szerepe. A technikai haladással explicite nem fog
lalkozunk.

6. Kizárólag raktározható termékekkel foglalkozunk.
7. Nincsenek időbeli késleltetések a reál-, illetve a szabályozáei folyama

tokban.
8. > gazdaság zárt, nincs külkereskedelem.
9. Az idő folytc-nos változó és a modell paraméterei folytonosan differen

ciálható függvények.
A fenti feltevések különösen a 4. és 8. számúak lehet övó teszik, BwéU 

aránylag egyszerű és áttek inbhető öaszefüggéaeket mut.u.thassunk be. > Yw 
gyasztás és a külkereskedelem endogén kezelése elvégezhetö; kezünkben van
nak azok az elemzések, amelyekben ezt meg is tettük. l smortetéeük azonban
feleslegesen megterhelné az első expozíciót. Emellett k ivá.natos is, hngy a

szabályozás modellezése; bNÍ ;? (1981): a s:r.ocialisi,a orszúgokbun tnO;..(fig,1·clhclő b1•1'11-
házáai ciklus elmélete és ténya.nyaga.; LN· qá (1980): a beruhávúai fo lyu.mat. ökonometriai
vizsgálata.
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probléma vizsgálatát olyan modellel kezdjük, amely a beruházási folyamatra
összpontosítja a figyelmet, mert itt van a szocialista gazdaság működésében
és növekedésében mutatkozó szabályosságok magyarázatának a magva.

2. 2. � á ű!49ó q8 

A rövidség kedvéért a t argumentumot elhagyjuk.
� = qé Ű9ű;!, Előző dolgozatainktól eltérően csak a termelő output.készleteit

szerepeltetjük változóként, s eltekintünk attól, hogy a termelő és a
fogyasztó inputkészleteit külön változóként írjuk le.

X = (brutto) !;?0 ;űé Ű, 
K = uN]5N· ]!áŰ , A korábban felhalmozott állótőke és inputkészlet segítségével

,,elméletileg" elérhető maximális termelés, amelyet azonban a valóságos
termelés még a csúcspontokon sem ér el.

11 = *4) QNŰ9!á Ű, 
u = ";?Í [ á 9á Ű, . 9 állótőke és a termelői inputkészlet nettó növekményét

biztosító felhalmozást tekintjük beruházásnak. E ráfordítások késlelte
tés nélkül hozzájárulnak a kapacitás növekedéséhez.

b = qN5·]· ]!á Ű\ ö 7;q0 é \ Q, 
. = !;?0; ű4] *;ű[NŰ9\ á űá Ű, Magában foglalja a pótló beruházásokat.

Az eddig felsorolt hét változó szokványos kardinális mutatószám, amely a
,,homogén makrotermék" volumenében mérődik. Eltér tőlük a következő
mutatósz.á.m, amely ordinális jellegű.
Z = · ] []á \ Q *4qN, Értéke annál nagyobb, minél nagyobb a hiány. Magyará
zatára később térünk vissza.

2.3. . 0 43;űű ;) Q;\ ű;!;] 

A1 é ?ű;) ;) Q;\ ű;!;q 

Definíció szerint teljesülnek a következő - differenciálegyenletként meg-
fogai rnazott mérlegegyenletek:
Készletváltozás:

; ) j y>y. y_ 
Kapaci tásvál toz ás:

(1)

(2)

. 7á ű!49ó q [ á \ QN34ŰN] 

Modellünkben fontos szerepet játszanak majd a változók bizonyos hánya
dosai. Egyelőre nevüket és képletüket soroljuk föl:

Készlet forgási sebessége:
; = x a� (3)

3 P?• ű]PűaŰ] ·ű?·]\ űS gt kő vr-! lwzők. A modell N"Ű94űú ! vúltozó it hit in nagylw.t íível, nwg
fPIPlő ??Ma??3űk vá l i.ozó i I pc.l ig ngya.nmcon l a B in kisbot.ü vel jMliiljük. ! []á, \ Qcmc,; ccam;Ű ?;\ 3Ű9;? 
{itlfíb1,,1 vált.ozó) po.rarnét c-1·0it; ~ jel lel kiiliinhözt•➔l;jiik meg fl, t nAMy e• W/{• g ren.Iszer para
mé: Pr·c-iLől. Az á űűN\ 34qÍ ! (pl. rt hiány szerinti n112;a.lrnasságolml) általá.ban gii,·i>g kisbetai
val jr-Iölj ii k, ki vét ,,It kPp,•znek a normával rr-'ndP]kező vá] I ozók \ 4?0 á ] és sz,\1~1'\értékei;
e,-,•kcl - nohn szintén úllnnrló k - csillaggal, illetve alsó indexszel kütönböz.t cr jűk rn.eg
Jut in k ish,•1 Gs 111cgf,,l,•löj ii kl ől.

I*
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Kapacitás kihasználása:

Ráfordítási együttható:

Beruházási hatékonyság:

Beruházási hányad:

Fogyasztási hányad:

q = x af 

Np . ax 

" = bac 

i = cax 

[ = j ax 

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

A hagyományos ű]\ ; á ?]Ű növekedési modellekben a most bevezetett hánya
dosokról fölteszik, hogy kívülről (egzogén módon) meghatározott á űűN\ 3ó q, 
Ebben a dolgozatban a szóbanforgó hányadosok időben változnak és bizonyos
összefüggések érvényesülnek egyes változók között. Ezek leírásához azonban
először ismernünk kell a hiány fokát meghatározó egyenletet. I

. []á \ Q *4qN 

A ,,hiány" szóhasználatunkban egy széles jelensőgcsoportra utal, a.mely
milliónyi elemi mikroeseményből tevődik össze: a vevők nem képesek kielé
gíteni eredeti konkrét keresletük egy részét, megpróbálkoznak- kereséssel,
hogy megtalálják a kívánt árut, vagy kényszerhelyettesítóst hajtanak végre,
vagy későbbre halasztják a vásárlást. Ezeknek az elemi eseményeknek a gya
koriságát és súlyosságát reprezentáljuk - a makroelernzés keretei között -
egy szintetikus hiányindex-szel.4 A most következő egyenlet azt írja le, hogy
mitől függ Z, a hiány foka, míg az utána, következő három egyenlet azt fogja
megvilágítani, mi a hiány [N!á ŰN a modell többi változójá.ra.

A krónikus hiánygazdaságban mutatkozó hiány teljes magyarázatát sok
tagból álló összetett oksági láncolat; adná meg. [Lásd f4 ?\ N] (1980)]. Ebben
az egyszerű növekedési modellben csupán az oksági láncolat utolsó tagjaival
foghdkozunk (illetve még ezeknek is csupán egy részével). Feltesszük, hogy
a, hiány annál intezívebb, minél. nagyobb a készlet forgási sebessége és minél
feszítettebb a kapacitás kihasználása, azaz minél gyakoribb, ltngy a termelés
a kapacitás konkrét mikre-korlátaiba a géppark Vétgy 11z anyagellátás szűk
keresz trnetszeteibe ütközik. Ennek az összefüggésnek a bemutatására elegendő
lenne egy általános Z(k, v) függvényt megadnunk, amely mindkét argumentu
mában növekvő. Célszerűbbnek tartottunk azonban, hogy ehelyett a Z(k, v)
függvény egy speciális alakját válasszuk:

(9)

4 ! Z 4?3]\ áű] Ű index, a ,,hiány foka" rokonságban áll, de nem azonos a standard
elméletben használatos qN?3]\ á ű]Ű jellegű aggregált túlkereslet fogalmával. Terjedelmi
korlátok miatt nem vállalkozhatunk arra, hogy itt kifejtsük: miért részesítjük előnyben
ezt az indexet a szokványos aggregált túlkereslettel szemben. Ugyancsak nem foglal
kozhatunk Z mérésének problémáival. (Lásd ezekről a kérdésekről f 4?\N] d 1982), 20-32,
41-46 és 152-155).
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ahol km a kapacitáskihasználás és Vm a készlet forgási sebességének maximális
megengedett értéke, er és -e pozitív állandók. Z minimális értéke 1, amik = 0 =
= v-nél valósul meg.5 Z maximális értéke =, ami k = km vagy v = Vm fenn
állásakor valósul meg. Minél nagyobb a C, annál inkább függ a hiány foka
a kapacitáskihasználtságtól és annál kevésbé függ a készletek forgási sebessé
gétől. Minél nagyobb a, er, annál gyorsabban nő a hiány foka a kapacitás
kihasználás növekedésekor; minél nagyobb a -e, annál gyorsabban nő a hiány
foka a forgási sebesség növekedésekor.

A rendszer míiködőképességét a következőképpen definiáljuk:

0 <v <vm és O <k <km.
~Megjegyzések. A (0) függvény specifikációjának megválasztásakor két szem

pont vezetett bennünket. Egyrészt: ez könnyen kezelhető forma. Másrészt:
,,Cobb-Douglas-szerű" alakja ismerős és jól értelmezhető a közgazdász szá
mára. A (9) formula jól tükrözi az okozati összefüggést abban a helyzetben,
amikor egyszerre áll fenn az outputkészlet nagy forgási sebessége és ~1 szűk
keresz tmetszetekhe gyalunn beleutköz ő magas kapacitáskihasználás (utóbbi
a feszített «utputtervek éR ,,rohammunkák" következtében). Viszont a for
mulának van egy lényeges fogyatékossága. A krónikus hiány körülményei
között rendszeresen megtörténik, hogy éppen mert valamelyik erőforrás szűk
keresztmetszetnek bizonyul, a többi komplementer erőforrás kihasználása nem
teljes, s ezért az összes erőforrás együttes átlagos kihasználása alacsony. Ez
a jelenség csupán dezaggregált modellben írható le kielégítően. A mi. deter
minisztikus aggregáJt modellünkben a kapacitás magasfokú kihasználása tulaj
donképpen azt a sztochasztikus mikroszintű jelenséget fejezi ki, hogy a ter
melésben gyakori a szűk keresztmetszetekbe ütközés és ez szélesen tova
gyűrűz{j hatással jár.

Hasonlóan kirekesztjük elemzésünkböl a makrováltozókon belül meglevő
strnkturális vonatkozásokat; pl. azonos készletforgási sebesség egészen külön
hözö hiányhelyzeteket takarhat.

A hiány reálhatása

.Míg az előzőkben a hiányt az erőforrások feszített kihasználtságával magya
ráztuk; most ,1 fordított hatásirányt írjuk le: a fokozott hiányt tesszük fele
lőssó az erőforrások rossz hatékonyságú kihasználásáért.

Képzeljünk el először egy hiánymentes rendszert, ahol az időben általában
változó anyagráforditási együttható a és a beruházási hatékonyság b( i) értékű
volna.. Egyelőre nem foglalkozunk a szóbanforgó időfüggvények tulajdonsá
gaival, csak annyit jegyzünk meg, hogy a beruházási hatékonyság csökkenő
függvénye a beruházási hányadnak az a és a b(i) paramétereket egzogén idő
függvényeknek tekintjük.

Modellünkben azonban a tényleges ráfordítási együttható és beruházási
hatékonyság szerepel. Föltesszük, hogy a ráfordítási együttható növekvő, }1

beruházási hatékonyság csökkenő függvénye a hiány fokának. Valóban, a

5 };lméletileg helyesebb volna úgy módosítani a Z függvény (9) alakját, hogy pozitív
v-re és k-ra legyen Z = I. Egyébként a a és ;: paraméterek megfelelő választása lehetővé
teszi, hogy már valódi v-k és k-k esetén is Z közelítőleg 1 legyen. Numerikus számítá
sainkban ilyen paraméterek szerepelnek.
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hiány okozta kényszerhelyettesítés minőségromlához és anyagpazarláshoz
vezet, a túlhajszolt beruházási tevékenység a megvalósítás gyakori fennakadá
sát, az üzembe helyezések elhúzódását idézi elő, ez viszont gyakran párosul
költségtúllépéssel és a tervezett hatékonyságtól való elmaradással. A továb
biakban il-t minimális ráfordítási együtthatónak, b-t maximális beruházási
hatékonyságnak nevezzük. A hiány hatékonyságrontó hatását állandó rugal
masságú függvényekkel írjuk le. A hiány fokának l <%-os növekedése a ¾-kal
növeli a ráfordítási együtthatót és f¾-kaJ csökkenti a heruházáai hatékonysá
got. Képletben:

(10)
és

b = b(i)Z-fl (11)

Speciálisan föltesszük, hogy a maximális beruházáshatélrnnyságnak a beru
házási hányad szerinti rugalmassága is állandó:

( 12)

ahol ú.> < 1 és e egzogén időfüggvény.
Megjegyzés. A (11) - (12) függvény mögött rejlő közgazdasági gondolat né

mileg rokon Branko Horvat (1958), (1!)68) megfigyelésével: a beruházás túl
hajszolása, csökkenti a hatékonyságot. Hasonlóképpen rnkonBág mutatható ki
a beruházások csökkenő határhatékonyságát feltételező neoklasszikus növeke
dési modellekkel." Az eltérés főként abban van - formai lcüiönbségektől el
tekintve, hogy mi explicit módon eleösorban él gazdaság makmállapotáva.l,
,,kihasználtságával", ,,feszítettségével" hozzuk összefüggésbo a beruházás ha
tékonyságát. Emellett modellünk figyelembe veszi azt is, hogy a beruházási
hatékonyság függhet a beruházási hányadtól.

Mégink ábh újdonságnak tekintheW a (10) függvény. A foly6 inputráfordítéa
függvényét szinte minden növekedési modell egzogén adottságnak tekinti.
Itt viszont endogén módon függ a gazdaság makroállapotától, a hiány fokától.

A hiány szabályozási hatása

Eddig a hiány reálha.tásával foglalkoztunk, most rátérünk íl hiá.ny szabá
lyozási hatására.

A beruházási hányad alakulását két tényezóvol magyarázz uk. Kiindulunk
egy egzogén adott, de időben változó i max i mália beruházási hányadból,
amelyet a gazdaság akkor valósítana meg, ha nem lenne hiány. A tényleges
gazdaságban azonban hiánnyal talállwzik a döntésboz ó, és kénytelen-kelletlen
csökkenti fl beruházási hányadot. (Vigyázat, mndellűnk hen i nem a tervezett
beruházási hányad, amely esetleg túlteljesíthető. Modellünkben i a beruházási
hányad felső határa, amelytől a gazdaság mindig kénytelen lefelé eltérni.)

6 A növekedésolméloti irodalomban a következő al tor-nat.ív feltevések ismeretesek
A HarroJ-Domar modellben 1.0 = 0, amennyiben a növekedési ütem kisebb a ,,termé
szetes"-nél. A neoklassz ikus növekedési modellben (pl. Phelps ( l9(H)) w = l. Megemlít
jük, hogy Eltis ( 1963) egy b(i) = c0 + e 1i alakú függvényt választott. (Az említett szor
zók mindegyike időben állandó beruházási hatékonysággal dolgozott.)
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Itt is hatványföggvénnyel írjuk le a tényleges beruházási hányad alakulását.
A hiány 1 %-os növekedése L %-kal csökkenti a beruházási hányadot:

i = -iZ' (13) 

Rátérve a kapacitáskihasználás leírására, mindenekelőtt megjegyezzük, hogy
most kényelmetlen volna a Z mutatót szabályozási jelként használni, hiszen
Z is függ k-tól, azaz implicit egyenlethez jutnánk. Ezért a következő össze
függés számbavételére szorítkozunk: a folyó termelés szabályozása készlet
jelzés alapján megy végbe. Ha a készlet forgási sebessége a normájához képest
megnő (ami egymagában is a hiány-intenzitás növekedését jelzi), akkor a
termelést és vele együtt a kapacitáskihasználást a norrnájához képest növelni
1ml I és vice versa. 7

Legyen k* és v* a kapacitás kihasználásának, illetve a készlet forgási sebes
ségének időben változatlan normája. Feltesszük, hogy a tényleges kapacitás
kihasználás arányos saját normájával és a forgási sebesség minden I %-nyi
többlete saját norrnájához képest x %-kal növeli a tényleges kihasználást:

k = k* (~)", ahol x < I.
v*

(14)

Negjegyzé.s: Ax_ I esetet azért kell kizárni, mert x > g esetén az abszolút
változókra vonatkozó X = X(K, V) termelési szabály nagyobb készlethez
m1gyohlJ termelést rendelne; a x = g esetben pedig a termelési szabály nincs
is definiálva."

Végül feltes iz ük , hogy a fogyasztási hányad tényleges értéke megegyezik a
hiánymcntes rendszerével; mely utóbbi szintén egzogén adott függvény:

h = lí.
Összefoglalva a modell egyenleteit:

a= iiZ"·, b = c:z-í3-w, ;;-"', i = -iZ-', le= k*(v/v*)", h = lí, (16)

(15)

ahol

[ ( k*v" )"]-'[Z(v) = l k kkok g 
kmv~·"

(17) 

2.4. Alapegyenlet

A modell elemzését megkönnyítjük azzal, hogy a változók közül kiemelünk
egy fő változót és megfogalmazzuk a rávonatkozó differenciálegyenletet, ame
lyet alapegyenletnek nevezünk. Mint látni fogjuk, igazolható: ha egyértelműen
meghatároztuk a fő változó pályáját, akkor - az eredeti egyenletrendszer fe l  
használásával egyértelműen meghatározható a többi eredeti változó pá
lyája is.

7 J,;z - a jelen nem-lineáris modell keretei között - rokon a Kornai-Martos (1981)
köt or ben szereplő lineáris készlet.jelzéses modellek szabályozási elvével.

8 Nyilvánvaló, hogy a ( 14) szabály a legnagyobb kapacitáskihasználást a legnagyobb
készletforgási sebességhez, v111-hez rendeli. Természetesen előfordulhat, hogy az így kapott
kapacitáskihasználás, k*(v,,,Jv*)- nagyobb mint a maximálisan megengedett kapacitás
kihasználás. /..;m· Ilyenkor módosítani kell av korlátját v111-ről vk = v*(kmfk*)11k-ra. A továb
biakban feltesszük, hogy v, ~ v111, tehát v111 marad a felső korlát.
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Kényelmi szempontból a készlet forgási sebességét, v-t választottuk fő
változónak (bár választhattunk volna más változót is erre a célra a modell
eredeti változói közül).

Mindenekelőtt a kapacitásnövekedési ütemet kell meghatároznunk. Harrod
(1939) és Domar (1946) képletéhez hasonlóan teljesül a következő azonosság:
a kapacitásnövekedési ütem = kapacitáskihasználás szorozva beruházási haté
konyság szorozva beruházási hányad. A hiánymentes és a tényleges rendszer
kapacitásnövekedési ütemét jelöljük f-mal, ill. r-rel és írjuk föl képletünk.et
matematikai alakban:

r = k*b(i)i és r = kb(i)i.

A két növekedési ütem közti összefüggés a, következő:

Rátérünk az alapegyenlet ismertetésére:
2·v = _v_ [Jí g(v) ],

1 :►.:
ahol

g(v) = 1 - éiZ(vt

(18)

w. (19)

(20)

(21)

1. segédtétel. A (20) differenciálegyenlet egyértelműen megoldható a (0, v111)

intervallumban

2. seqédtétel. Az eredeti modell megoldása létezik és egyértelmű, továbbá
egyértelműen meghatározható az alapegyenlet megoldásából.

Mindkét segédtétel bizonyítását a Függelék közli.

3. Stabilitás és működőképesség

Ebben a fejezetben az alapegyenletet tanulmányozzuk. Az így kapott ered
mények könnyen átvihetők az eredeti modellre.

A dinamikai vizsgálatokban központi szerepet játszik a stacionárius pont,
amelyből indítva dinamikus rendszerünket n rendszer a stacionárius pontban
marad. Képletben:

v0 = v mellett v(t) = v minden t-re.

A (20) értelmében a stacionárius pont(ok) azonostak ) a

g(v) = Jí

(22)

(23)

egyenlet gyöke(i)vel, amikor is v = 0.
Megjegyzés. Felhívjuk az Olvasó figyelmét arra, hogy a stacionárius ponthoz

tartozó eredeti változók távolról sem állandóak; sőt még a növekedési ütemek
is változóktól és időpontoktól függően változhatnak. Mindössze a készlet
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forgási sebességének, illetve a hiány fokának kell időben állandónak lennie.
A stacionárius pont sajátos nem-walrasi dinamikus egyensúly: a rendszer olyan
állapota, amelyben a hiánymentes walrasi állapottól való eltérés ,,foka" állan
dósult, krónikus ,,normál" hiány áll fenn. A továbbiakban azt a pályát, amely
kielégíti a (23) feltételt, azaz mindvégig a stacionárius pontban marad, állan
dó hiányú pályának nevezzük.

3 .1. Időben változatlan paraméterű rendszer

Elöljáróban célszerű lesz az időben változatlan paraméterű rendszereket vizs
gálni, ahol

a(t) = a, i(t) = i, b(t, i) = b és 1í(t) = lí. (24)

A g(v) függvénynek a Függelékben adott elemzéséből kitűnik, hogy létezik a

fi= max g(v)
V

(25)

mennyiseg, amelyet kritikus fogyasztási hányadnak nevezünk. Az elnevezés
jogosságát mutatja az a tény, hogy ha a fogyasztási hányad nagyobb mint a
kritikus érték, akkor (20) szerint v ~ v2(Jí - ft) > 0, tehát tetszőleges v(0)
induló állapot mellett a rendszer előbb vagy utóbb működésképtelenné válik:
v(t1) = Vm. Ilyenkor persze nincs stacionárius állapot.

Ellenben ha a fogyasztási hányad kisebb, mint a kritikus érték, akkor lega
lább két stacionárius állapot létezik, hiszen g(0) = - oo = g(vm), tehát a maxi
mumhelytől balra is és jobbra is létezik legalább egy-egy stacionárius
állapot.

3. seqédtéiel. A g(v) = Jí egyenletnek legfeljebb két gyöke van. A bizonyítást
a Függelék közli.

Eddigi rnegállapításainkból közvetlenül következik az

I. tétel. Időben állandó paraméterű rendszerben a stacionárius állapotok
száma, 0, l vagy 2 attól függően, hogy a lí fogyasztási hányad nagyobb, egyenlő
vagy kisebb a !i, kritikus értéknél.

Megjegyzések. Később világossá váló okokból jelöljük v5-sel (stabil), illetve
i\-val (instabil) a kisebbik, illetve a nagyobbik stacionárius pontot. Megem
lítjük, hogy vu(v*) növekvő függvény, V5(v*) pedig csökkenő függvény. Belát
ható továbbá, hogy létezik olyan vt; és v; számpár, amelyre vu(vi) = vt és
i\(v:) = vf.
, Az l. ábra9 a készletforgás gyorsulását a forgási sebesség függvényében
a?rázolja a (20) összefüggés alapján. A stacionárius pontok a görbe és az absz
cissza tengely metszéspontjai.

9 Az 1. és a 2. ábra megszerkesztéséhez zömében ugyanazokat az adatokat használtuk
fel, mint a 4-. fejezetben ismertetésre kerülő szimulációban (lásd még a 10. lábjegyzetet).
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1. ábra. A készletforgás gyorsulása a készlctforgáa függvónyébon és l, két stacionruiua
állapot

Rátérünk a nem stacionárius állapotokból induló pályák stabilitásának és
működőképességének a vizsgálatára. Az 1. ábra alapján triviálisan bizonyít
ható a

2. tétet. Időben állandó pararnóterű rendszerben teljesüljön lí, < lo. Ekkor
a v0 < vu intervallumból induló pályák stabilak: (vs-hez tartanak) és működő
képesek; a v0 = vu-ból induló pálya (v(t) = v,, minden t-re) instabil és működő
képes; végül a vu < v0 < v111 intervallumból induló pályák instabilak és mű
ködésképtelenek. (Lásd a 2. ábrát.)

A 2. tételhez hasonlóan bizonyítható a következő két tétel.

3. tétel. Időben állandó paraméterű rendszerben teljesüljön lí = t: Ekkor
vu= V5 = v és a v0 < v intervallumból induló pályák stabilisak és működő
képesek, mig a v < v0 < Vm intervallumból induló pályák instabilak és műkö
désképtelenek.

4. tétel. Időben állandó paraméterű rendszerben teljesüljön lí > h. Ekkor
nem létezik stacionárius állapot és minden pálya működésképtelen. -
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V

11
Vm::1),7

Vu=10,3~=---------------b
10
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a

8
Ys= 7,7 f-------:::"'"'---------d

7
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0 2 3 l. 5 6 7 8 9 10
idő

2. ábra, Stabil és instabil pályák
.Iclölésok a= instubil és működésképtelen pálya, b = instabil és működőképes pálya,

o, <I és e = stabil. és müköd6képes pályák

3.2. Időben változó paraméterű rendszer

Rátérünk az időben változó paraméterű rendszerek vizsgálatára. Ekkor nem
várható, hogy a (23) egyenlet gyökei időben állandóak legyenek. Elméleti
szempontból azonban érdemes e kivételes esetet is tanulmányozni. Triviális,
de hasznos az

I'. tétel. A v < vm állapot akkor és csak akkor stacionárius állapot, ha minden
t-re teljesül a

Jí(t) = g(t, v). (26)
konzisztencia-feltétel .

.Megjegyzések Felvetődik a következő kérdés: Mikor ad a (26) feltétel stabil
stacionáriua állapotot? Mielőtt a kérdésre válaszolunk, be kell vezetni egy
jelölést és egy feltevést: Adott t 2 0 mellett a g(t, v) függvény maximum
helye legyen v(t). Mellesleg ekkor a kritikus fogyasztási hányad a következő
képpen írható fel az időben változó paraméterek esetében:

fi(t) = max g(t, v) = g[t, v(t)].
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A triviális eseteket kizárandó feltesszük, hogy fi(t) > 0. Kimondjuk a követ
kező feltevést: Létezik egy olyan v E (0, vrn) érték, amely minden t-re kisebb
mint v(t):

v(t) > v. (27)

Könnyen belátható, hogy a v?: v feltétel teljesülése esetén a (26) feltétel
stabilis stacionárius állapotot ad: v = vs. Természetesen a (26) feltételt kielé
gítő vu(t) általában függ az időtől, ezért a 2. tétel most kimondandó párjában
csak gyengébb állítás tehető a, rnűködőképességről és a stabilitásról. Az időben
változó paraméterek esetében a 2. és 3. tétel alábbi megfelelői bizonyíthatók;
feltéve, hogy (26) teljesül.

2'. tétel. Tegyük föl, hogy a, fogyasztási hányad minden időpontban határo
zottan kisebb, mint a megfelelő kritikus érték: 1í, < fi e, ahol e > 0 egy
tetszőlegesen kicsiny állandó. Ekkor van olyan a > 0 állandó, hogy a v0 <
< vs - o intervallumból induló pályák stabitisalc és m'Ű/cödőképesek.

3'. tétel. Tegyük föl, hogy a fogyasztási hányad minden időpontban egyenlő
a kritikus értékkel: 1í, = h. Ekkor a v0-::' v intervallumból induló pű.lyúk
stabilisak és működőképesek, ft v0 > v-böl induló pályák instabilak és gyakran
működésképtelenek.

Mielőtt rátérünk a 4'. tétel ki rnondására, a.láhúzzuk, hoay kimondadó fel
tevésünk kizárja, hogy a, (26) feltétel teljesüljön.

4'. tétel. Tegyük föl, hogy a fogyasztási hányad minden időpont.ban luuáro
zottan nagyobb, mint a megfelelő kritikus érték: 1í, ::,_., 1i -1- e, ahol e';,, 0 totszö
legesen kicsiny állandó. Ekkor nincs stacionárius álla-po; és minden pályit
működésképtelen.

~Megjegyzések. Az elemzés legfontosabb kvalitatív eredménye: időben változó
paraméterű rendszerben is létezhet műkörlőlcéprs és stabil állandó hiányú pátya;
a gazdaság olyan állapota, amelyben a ioulrasi rgyensúlytól való eltérés ,,fokn",
a krónikus hiány inteneitása állandósidt. A rendszer képes endogén módon úgy
szabályozni önmagát, hogy az úllcmdú li,,iányú pályáról letérve oda V'i,·swtérj n.
Ehhez a szabályozáshoz elégséges jelzést ad a hiány foka, illetve a késztet forg!Ísi
sebessége.

Ugyanakkor felhívjuk a figyelmet arra, hogy alapjában véve egzisztencia
tételeket mondtunk hi az állandó hiányú pályáról, továbbá megadtuk ilyen
pályák létezésének feltételét, do korántsem tisztáztuk a stabilitás és a működő
képesség összes szükséges és elégséges feltételét. Nemcsak a működőképos és
működőképtelen állapotokat elválasztó állapotot nem tudjuk az időben változó
paramétereknél meghatározni, de még az elválasztó állapot létezése is bizony
talan.

Ugyancsak adósak maradunk a vegyes esetek elemzésével, amikor pl. 7í < fi
- e és Ji _:,,. h -1- e felváltva teljesülnek, pl. ciklikusan váltakozva.
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4. Alternatív növekedés stratégiák összehasonlítása

Miután az előző fejezetben kvalitatív jellegű tételeket fogalmaztunk meg
a stacionárius pont (állandó hiányú pálya) létezéséről, működőképességéről
és stabilitásáról, most egy lépést teszünk apparátusunk közgazdasági alkal
mazása felé. Nem törekszünk egyik vagy másik ország valóságos történelmi
útjának vagy jövendő fejlődési lehetőségeinek számszerű, ökonometriai vizs
gálatára. Továbbra is a tiszta elmélet síkján maradunk. A korábbi feltevéseken
kívül kiegészítő feltevéseket vezetünk be, s ezek következményeit mutatjuk
be. A szemléltetés kedvéért néhány szimulációs számítást végeztünk, stilizált
magyar adatokból kiindulva.!? Hangsúlyozni szeretnénk, hogy ezek kizárólag
az elméleti gondolatmenet illusztrációját szolgálják és nem tekjnthetők a tör
ténelmi fejlődés reális visszatükröződésének.

A kelet-európai szocialista országokban az utóbbi évtizedben végbemenő
hatékonyság-romlási folyamat egzcgén és endogén tényezőit próbáljuk az
alábbiakban szemléltetni.v' Egzogénnek tekintjük azt a hatékonyságromlást,
amely a hiánymentes rendszerben is végbemenne. Számításainkban ezt a jelen
séget a következőképpen f.rrmalizáltuk:

és
(L'.la)t

c(t) = c0 - (Jc)t.

(28)

(29)
Célszerű lesz az eddig használt bruttó termelés és az ehhez viszonyított beruhá
zási hányad helyett áttérni a nettó termelésre, illetve az ehhez viszonyított
net.tó beruházási hányadra. Megkülönböztetésül a nettó mennyiségeket n alsó
indexszel különböztetjük meg bruttó megfelelőjüktől.

ill = i/(1 - a), in= i/(1 - a), Xn = (1 - a)X. (30)

;\ I landó hiányú pályán a négy beruházási hányad, i, i"' i és i,, egymással
ará.nyosan változik, a többi pályán azonban bonyolultan változik egymáshoz
viszonyított értékük.

Rátérünk a hatékonyságrornlás endogén tényezőinek elemzésére. Makro
szemléletünkhöz hiven eltekintünk a strukturális kérdésektől, s elsősorban
a növekvő erősségű hiánnyal magyarázzuk a ráfordítási együtthatónak a növe
kedését az egzogén növekedésen túl, illetve a beruházási hatékonyságnak a
csökkenését az egzogén tényezőn túl.

Három jellegzetes növekedési stratégiát hasonlítunk össze, amelyek kizáró
lag egy-egy stratégiai tényezőben (beruházási vagy fogyasztási hányadban)
különböznek egymástól.". Feltesszük, hogy a külső körülmények és a kezdő
értékek mindhárom pályán azonosak.

10 Általában a 70-es évek magyar makroadatait vet.tük alapul, kivéve a hiánypara
rnétereket. Ez utóbbiak önkényesen felvett értékek. Ábráink a szimulációval kiszámított
pályákat szemléltetik. Az adatok ismertetésétől eltekintünk, hiszen számításunkkal
kizárólag elméleti összefüggések illusztrálására törekszünk.
.• 11Jánossy (1982) és Bródy (1982) foglalkoztak a hatékonyságromlás és a növekedési
utem kapcsolatával.

_
12 Auguszt·inovics (1981) a távlati tervezés céljait szolgáló numerikus vizsgálataiban

szintén alternatív növekedési stratégiát vizsgált: a MAXIMOST rokon a mi A stratégiánk
kal, a MAXIMAJD pedig még a mi B stratégiánknál is jobban összpontosít a beruházási
hányad növelésére. Lásd még erről a kérdésről Erdős (1982).
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A három stratégia jellemzőit az l. táblázat tartalmazza, s a növekedési
pályákat a 3., 4. és 5. ábra szemlélteti.

1. táblázat

Alternatív növekedési stratégiák összehasonlítása

A strat•;gi:i jele A I< e
"----

A STRATÉGIA TULAJDONSÁGAI

Egzogén tényezők
IA ráfordítási függvény nő 11c') nő

aA(t,Z) = r/3(t, Z) = eu (t,Z)

A beruházási hatékonyság csökken csökken csökken
függvénye bA(t, i, Z) = b8(t, i, Z) = bc(t, i, Z)

Stratégiai tényezők
Maximális nettó beruházási állandó n{) nő
hányad i;;'Ul = i• < if/Ul = i~(t)

Nettó fogyasztási hányad alig nő csökken alig nő
j,~(t) ~ hn(O) > i,,f/(t) < i,,~ (t) = i,,~ (t)

A hiány foka állandó állandó növekvő
zA(t) = Z(O) = Z8(t) < zC(t)

K ö·vetkezmények
Működőképesség végig végig időlegesen
Kapacitásnövekedés lassul laasul, de kevésbé lassul

KA(t) < K8(t)> Kc(t) ~ KA(t)

Nettó termelés növekedése lassul, majd megáll kevésbé lassul gyors, majd esők-
kenésbe fordul

Fogyasztásnövekedés arányos időleges időleges

Röviden utalunk a három stratégia azonosságaira és különbségeire.
Az A stratégia a termelési és beruházási stratégia romlása ellenére is kitart.

a kezdeti nettó (maximális) beruházási hányad mellett. Belenyugszik a kapa
citás növekedési ütemének csökkenésébe, de fenntartja a hiány kezdeti inten
zitását és az ezzel konzisztens fogyasztási hányadot. Az l'. tétel (26) konzisz
tencia feltétele szerint szúmítot.t fogyasztási hányad lényegében állandó. Az
A stratégia viszonylag kiegyensúlyozott növekedést biztosít: a nemzeti jöve
delem és a fogyasztás egymással arányosan nő, bár az ütem lassuló.

A B stratégia nem akar belenyugodni a növekedés ilyen fokú lassulúsába.
és a nettó beruházási hányad emelésével megpróbálja legalább fékezni a nö
vekedési ütem süllyedését. Ez a stratégia is ragaszkodik azonban a hiány kez
deti intenzitásához, s a konzisztencia feltétellel összhangban jelentősen esök
kenti a fogyasztási hányadot. Nem meglepő, hogy a B stratégiánál mind a
kapacitás, mind a nemzeti jövedelem gyorsabban nő, mint A-nál, a fogyasztúf,
azonban nemcsak, hogy elmarad A-étól, 1e a kezdeti szerény növekedés csök
kenésbe vált át.
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beruházási és fogyasztási
hányadok

60 

J he
/ n

,•

..~··"·
70 ~,,--~·-··-· -----------hA 

-- n-------------.-hB
n

50

.e
.e -------•n ln __. __ __.

········::~·~-------30 ..,;:;:::..--

l.O

20 

10 a C stratégia at; idÓS2akban 
/működésképtelenné válik

2 3 l. 5 6 7 8 9 10 

3. ábra. Alternatív beruházási és fogyasztási hányadok

A O stratégia egyidöben akarja megvalósítani az A stratégia fogyasztási
politikáját (az A stratégia maximális nettó fogyasztási hányadát alkalmazva)
és a B stratégia beruházási politikáját (a B stratégia maximális nettó beruhá
zási hányadát alkalmazva). Ez a politika megsérti a (26) konzisztencia feltételt,
és egyre jobban feléli a tartalékokat: az output készlet forgási sebessége és a
kapacitás kihasználása fokozatosan megközelíti felső határát, s a rendszer
működésképtelenné válik. Mivel a(t) gyorsabban nő mint a(t), a nettó és a
bruttó, illetve a maximális és a tényleges mutatók trendje jelentősen eltér
egymástól. Felhívjuk a figyelmet a nettó termelés gyors kezdeti növekedésére,
amely a kapacitáskihasználás fokczásából adódott, amelyet azonban hamaro
san csökkenésbe fordít a hiány nyomában járó hatékonyságromlás.

A dolgozat végére érve a, következő megjegyzéseket tehetjük. A szocialista
országok növekedési problémáinak megértéséhez nem elegendő egy egyszerű
keynesi vagy neoklasszikus növekedési modell. Még időben változatlan para
méterü rendszerben sem lehet kizárólag a maximális növekedési ütem megha
tározá~ára szorítkozni (mint pl. Phelps (1961) klasszikus munkája teszi), s
eltekinteni a nagyon is jelentékeny hiányhatásoktól. Úgy véljük, jelentősen
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kapacitás (~100)

2 3 I. 5 6 7 8 9 10 idő

4. ábra. A kapacioúsok alternattv dinumikája

nel\Ó termelés
és fogyasztás Xn(0)=100

H (0) =100
115

110

2 3 I. 5 6 7 8 9 '10..._ idő
.....

95 

5. ábra. Alternatív nettó termelési 6s fogyasztási pályák

növeli modellünk realizmusát, hogy növekedéselméleti aranykori pályák he
lyett olyan fejlődési utakat vizsgálunk, amelyekre a beruházás és a fogyasztás
eltérő üteme jellemző.

Adósak vagyunk még a külkereskedelem és a fogyasztási szféra részletesebb
vizsgálatával. Ez, mint említettük, későbbi cikkeink feladata lesz.
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FÜGGELÉK: A SEGÉDTÉTELEK BIZONYÍTÁSA

Az 1. seqédtéiel bizonyítása

A paraméter-függvényekre tett simasági feltételek miatt a (20) differen
ciálegyenlet a (0, vm) intervallum bármelyik kezdőértékére egyértelműen
megoldható.

A 2. seqédtétel bizonyítása

Kiindulásként tegyük fel, hogy a modellnek létezik legalább egy megoldása.
Ebből a feltevésből vezetjük le a (20) alapegyenletet.

Helyettesítsük be V/K = k/v összefüggésbe a (14) összefüggést:

V/K = k*/(v*"v1-")

Fejezzük ki v-t:
V = (k*K/v*"V)l/(l-x)

Differenciáljuk v-t az idő szerint, és vegyük figyelembe az (1)-(8)-ból adódó
V/K = (I - a i h)k és K/K = r összefüggéseket. Némi számítás után -
behelyettesítve a (16) és (19) egyenleteket - a (20) összefüggéshez jutunk.

Adott ( V0, K0) kezdőállapot fen ti képletünk szerint egyértelműen meg
határozza a v0 kezdöállapotot. Oldjuk meg tehát az alapegyenletet a kiszámí
tott v0 kezdőállapottól kiindulva; v ismeretében (17) segítségével Z, majd (16) 
segítségével a, b, i és le rendre meghatározhatók. Végül r-t (18)-ból határoz
zuk meg.

t 
Az abszolút változókra, való visszatérést a K(t) = K0 exp fr(s)cls képlet

ő
segítf:,égével kezdjük. Ekkor ~L (4) képletből meghatározható X, (3)-ból V,
(5)-hól A, (7)-b6J I, (6)-hól Bés (8)-ból fl.

A. 3. seqédtétel bizonyításci

Kényelmi okokból térjünk át w = 1/v-re, és Q(w) = 1/Z(v)-re. Szorozzuk
he ,1 g(w) - 1í kifejezést Q"-val és jelöljük G(w)-vel a kapott kifejezést:

G(w) = a - (1 ií)Q(wt + iQ(w)a+' + r*w*"w1-"Q(w)a+~+u'>.

Állltáeunk ismert tételre vezethető vissza, (Pólyci és Szegő (1981) II. kötet
V. rész 77. feladat), ha x = I. (Vigyázat: ez a paraméter érték tulajdonképpen
nincs is megengedve!)

A 0 :s;: x < 1 esetben azonban egyszerűbbnek tűnik egy közvetlen bizonyí
tást adni, mint megpróbálni a feladatot visszavezetni az i.m, 7. §-ára. Indirekt
bizonyítunk:

Legyen G(w)-nek legalább három különböző gyöke aw < w111 intervallum
ban: u\ < 1112 < W:i· Egyszerű rendezéssel a következő összefüggéshez jutunk:

2 Szigma
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Használjuk föl Cauchy elemi középértéktételét a jobb oldalon álló két törtre
külön-külön: Létezik két olyan szám w12 és 'Íl'i2 a (u\, w2) intervallumban,
hogy a törtek rendre egyenlőek a számláló és a nevező deriváltjának a hányado
sával - a megfelelő W12 ill. W12 helyen. Mivel [Q(wrJ' = aQ(w)•-lQ'(w) stb.
Egyenlőségünk helyett a következő összefüggést írhatjuk:

1 _ h- = ,; (a + L)Q(w12) + * *"' H< (a + (3 + LO)Q(w12)/J+d) 1- " r W W12 7-
0:: a 

Hasonlóan igazolható egy olyan (w23, fon) számpár létezése, amelynek mind
két eleme a (w2, w3) intervallumba esik és az utolsó összefüggést kielégíti. Igen
ám, de az első és második tag nyilvánvalóan növekvő függvény, a harmadik
tagról ugyanez igazolható némi számolással. Valóban,

Q'(w) = ([l __k* (-w*)a]-1_k* (-w*)a-l (a l)w* +
u·-"Q(w) km w km w w2-"

+ (1- ()rl - (Wm)']-lí(Wm)'-1 ?~ml w w w2-x

s ez valóban csökkenő függvény.
De ekkor ellentmondást kaptunk, mert (w12, 'ÍD12) és (w23, fod nem elégítheti

ki a szóban forgó összefüggést egyszerre.

(Beérkezett: 1988. rnárc·ius 3-án)
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INVESTMENT, EFFICrnNCYAND SHORTAGE: A MACRO-GIWWTH MOD.EL

I'n our pitpcr we u-y to analyze problems of growth and efficiency of East-European
socialiat countries by means of pure theory, with special regard to phenomena observed
in the last decade. Deviating from traditional growth models our attention is concen
trated on the modelling of the following processes: (i) partly for external and partly for
internal reaaona the e/ficienC'1J of both current production and investment is continuously
deteriorating. (ii) In order to counterbalance the slowdown and occasional stop of growth
tho continuous increase of the rate of investment is often tried. (iii) At such occasions the
strengthening of shortage cannot be prevented but. by a continuous decrease of tho rate
of conanmpt.ion. If there is no harmony between the rate of consumption and that of
investment, shortages will become gradually stronger and stronger enclogeneously impai
l'ing efficiency.

ln Chapter J of the pa.per t.ho sphere of problems is introduced Lo the reader. Chapter 2
reviews the model. Chapter :l deals with viability and stability properties of tho stat.ionary
(cons tun t shortage) path.

Tho most important qualitative result; of the analysis is that there exists a viable
and st.able constant shortage path even for a system with Lime-dependent par-amet.ers ;
lt at.a.r.o of the economy, where the "degree" of deviation from Walrasian equilibrium,
the intonair.y of chronic shortages became constant. The system is able to control itself
in an cndogonoous way so that it returns to the constant shortage path even after event.ua.l
deviat.ions. For Lhis control the degree of shortage and the circulation speed of stocks,
respoot.ivoly, g.ive sufficient. signalling. In Chapter 4 alternative growth paths are exarninod
Lhrongh nurnorioa.l examples. Mathematical proofs may be found in the Appendix.

3(!)Cl)El-{Tv!BHOCTb l{AnMTAJlbHblX BJlO)t{EHvlti vi .[{E(!)J1~J.1T - MAl-{POMO.[{EJlb
POCTA

8 CBOCH pa60TC aBTOJ)bl C nOMOll.lblO LfMCTO TCopeniLICCJ(HX cpencrs ITblTaIOTC5l npoarrannaupo
BaTI, npo6JICMbl pocra 1-1 3cjl(~CI(THBHOCTH B COl.(H3Jll1CTJ1LfCCJ(HX CTpaHaX BocTOLJHOH Eaponu,
B oco6eJ-IHOCTl1 Te 5lBJTCI·U151, KOTOJ)blC Ka6JTI0):1310TC5l B ITOCJIC):IHee B[)CM>!. 8 OTJll1'1!1C OT TJ)3,[(H
l.\HOHHblX MO):ICJTCH poem BHHM3Hl1e aBTOJ)OB oöpaureno Ha MO):ICJIHJ)OBa1111e CJTC):lyIOll.lHX rrpo
ueccos: (I) OT'l3CTl1 B pC3YJTbTaTe BHCUIHHX, 3 OT43CTH BHYTJJCIUiMX npH4HH HMCCT MCCTO no
CT05lHHOe yxyoiuenue :J{jj{jjeKmU8HOCmu 1{3)( rexyuteru npOH380):ICTBa, ra« H KanHT3JIOB.TIO}l(CHHH,
(I I) 33MC):IJlCHl1e, a HHOT'):13 H nonnyio OCT3HOBl{y pOCTa l1blT310TC5l B03MCCTJ1Tb nOCTO>!Hf/b[M
TTOBb!WCHHCM ):IOJU1 !{3ITHT3JTOBJT0)l(CHHi1, (11 I) B 3THX CJIY'l351X ):IJl5l Toro, l!T0661 TTOMCUJaTb
YCHJICHl-110 ):ICcjlHI~HTa, ):IQJl)l(Ha nOCT05lHHO COKJ)3ll.l3TbC5I ):IOJl5l no-rpe6JICHH5!. ECJIH ):IOJl5l no
Tpe6JICHl15I 11 ):IOJl5I 1{3TTHT3JIOBJTO>KCHHH HC H3X0,[(5ITC5I B COOTBCTCTBHH, i)e{jj11q1.1m ITOCT05IHHO
pacrer 11 H3HYTPH yxyo111aem :J{/jtjíeKm1.1a1Jocmb.

2*
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8 nepsoü 'laCTH CTaTbH aaropu 3HaK0MHT '-IHTaTCJl,l C npOŐJICMOi'.Í. Bo aropoü xacru 3HaI(0M5IT
e M0).\CJlbl0. B TpCTbCH '-.IaCTH paccaarpnaaior QlYHl(l(HOHam,HblC H craőnrn.aue oco6eHH0CTH
CTaUHOHapHoi:'i (HHBapHaHTHOl'I no 0TH0UJeHHI0 I( )-lecjJHUIHY) rpaexropun. Baucneiuuuű «a
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A devizakintlevőségek megtérülésének
egy determinisztikus modellje

Az 1983 évi népgazdasági terv a népgazdaság külső egyensúlyi helyzetének
javításában határozza meg a gazdasági munka fő célját. A feladat teljesíthető
ségét a nemzetközi gazdasági kapcsolatok bővítésére, elsősorban a kivitel szá
mottevő növekedésére alapozza a terv. Ennek érdekében erőteljesen kell javí
tani a termelés exportképességét, mérsékelni a ráfordításokat és növelni a
hatékonyságot. A népgazdasági tervben megfogalmazott cél elérése feltételezi
a gazdaságirányítás korszerű eszköztárának ésszerű alkalmaz.ását, amikor a
termelés prioritásában fogalmazódik meg az exportképesség növekedése és a
külgazdasági egyensúly javításának lehet6sége. Pénzügyi oldalról nézve azon
ban nem elegendő csupán megtermelni é8 eladni a külső piacokon a termékeket,
hanem legalább ugyanilyen fontos feltétele az egyensúlynak, hogy a deviza
ellenértékek kellő időben megtérüljenek, a követelések a kötésekben megsza
bott lejáratkor befolyjanak. A tőke körforgását jellemző egyszeríí P Á P'
összefüggésből is következik, hogy a befektetések megtérülése csak akkor teljes,
ha a termelés megelőlegezése érdekében felhasznált pénz megnövekedett
értékben ismét a népgazdaság, ill. R~ vállalat rendelkezésére áll; vagyis
esetünk hen akkor, ha az exportkintlevóségek kiegyenlítése megtörténik.

Az e1;portkinttevőség az ország devizakész letének szerves része; lényegét
tekintve egyenértékű. a mobil készletállománnyal. Következik ebből a tar
talmi sajátosságból, hogy a devizakövetelés valóságos anyagi érték, és hogy
ebben a formában rendelkezésre álló eszközökre is érvényes mindaz a vállalati
gondosság, amelyet a készletgazdálkodásban nyilvánvalónak tartunk. A forgó
eszközök gyorsahh megtérülése, forgási idejének lerövidítése, általában a for
gási sebesség növelése megtakarítást eredményez a népgazdaság számára; az
exporukintlevőségek gyorsabb megtérülése ezen túl hozzájárulhat a gazdaság
külső egyensúlyánn.k javításához, az ország likviditásának, fizetőképességének
javításához. ~ devizakövetelések időbeni kiegyenlítése közvetve csökkenti
az ország nemzetközi terheit, mert a jobb likviditás egyben kisebb hitelszük
séglettel és kevesebb kamatfizetési kötelezettséggel jár.

Ahhoz, hogy a népgazdaság nemzetközi likviditása elfogadható mértékű
legyen, elsőrendű feltétel a vállalatok devizaeszközeinek, exportkintlevőségei
nek jó mobilitása. A fogalmat a vonatkozó szakirodalom [I] a következőkép
pen határozza meg: ,,~.Mobilitás: A gazdálkodó szerv eszközeinek dologi formá
ból pénzforrnába való átalakulása, e folyamat mozgási sebessége, a mozgósít
ható eszközöknek az összes eszközökhöz viszonyított aránya." A mobilitás
definíciójából következik, hogy az eszközök pénzzé tehetőségének sorrendisé
~éréíl, valamely nem pénzjellegű eszköznek pénzeszközzé való átalakulási ide
jéről van szó. Ugyancsal< a fent hivatkozott szakirodalomban található a lik-
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viditás fogalma, amelyet nem mindig a megfelelő értelemben használnak. A
két fogalom közötti különbség jobb megértése céljából idézzük ,,Likviditás:
olyan fizetőképesség (felkészültség), amely biztosítja a kötelezettségek pontos
teljesítését." Ebben az értelemben a likviditás nem más, mint realizált mobi
litás, azaz a likviditásnak előfeltétele a mobilitás. Ezért foglalkozunk a jelen
cikkben elsődlegesen a mobilitással, amely a külföldi pénznem meghatározott,
szállítási szerződésekben (kötésekben) megszabott határidőn belüli megtérü
lését, a Magyar Nemzeti Bank számláján való jóváírását jelenti. Végeredmény
lien ez a tény a feltétele annak, hogy a vállalat is hozzájuthasson a deviza
forintellenértékéhez; a népgazdaság pedig rendelkezzék azokkal a külföldi
fizetőeszközökkel, amelyek az esedékes nemzetközi kötelezettségek teljesíté
sének fedezetét képezik. A kérdéssel való beható foglalkczást az teszi időszerűvé
hogy a konvertibilis elszámolási viszonylatokban kedvezőtlen tendenciák ala
kultak ki az elmúlt években. Erre utal az ebben a témában megjelent cikk (2],
amelyben a szerző megállapítja, hogy 1979-től Hl81-ig 13,5 %-kal nött az
exportforgalom és ugyanakkor 22 %-ka.l a devizakintlévősógek nagysága, s ezen
belül a lejárt követeléseké, 97. 7 %-kal. Nagymértékben növekedett a kétes
követelések aránya is (34 %). Hasonló tendenciát tapasztalhatunk az ipar
vállalatok országos adataiból számított forgási idóbőlL is. A tőkés exportkint
lévőségek átlagos forgási ideje az 1979 évi 76,9 napról 1981-ben 88,7 napra
növekedett. A forgási idő meghosszabbodására ellentétesen hatott két tényező;
a forgalom növekedése 7 ,4 nap csökkenést, az állományok felhalmozódása
pedig 19,2 nap növekedést okozott.

Felvetődik a kérdés, miért romlott ilyen nagy mértékben az exportkintlevő
ségek forgási ideje, EPPa a követelések mobilitása. Az okok között leggyakrabban
a világgazdasági helyzetet, a világpiaci recessziót, és ezzel együtt a vevők
fizetőkészségének és -képességének romlását szokták említeni a vállalatok.
Hozzátehetjük azonban, hogy a magyar vállalatok sem tettek meg mindent
annak érdekében, hogy a kötéseikben számukra előnyös fizetési feltételeket
szabjanak meg és kintlevőségeiket a szállítási szerződésekben megadott időre
behajtsák. Ennek elsődleges oka az, hogy a népgazdasági és vállalati érdek
között ellentmondás van: a vállalatok lényegében csak az áru ki lépésében érde
keltek, a népgazdaság viszont abban, hogy a devizaellenérték mielőbb jóvá
írassék az 6 7 é számláin. A továbbiakban röviden áttekintjük a mobilitás
vizsgálati módszereit, konkrét számadatok segítségével elemzést végzünk az
exportkintlevóségok mobilitására; foglalkozunk a fizetési feltételek javításá
nak lehetőségeivel. Ezt követően bemutatjuk a devizakintlevőségek megtérü
lésének egy dinamikus modelljét; végül pedig utalunk arra, hogyan lehetne
javítani a vállalatok mobilitását és likviditását.

1 Az átlagos forgási időt a gyakorlatban alkalmazott és általánosan ismert módon { z á  
rnitjuk ki; azaz a vevőállomány és a nettó árbevétel hányadosaként. Az évre vonatkoz
tatott forgási idő:

f- _ 860 · átlagos vev6állomány
' - export bevétel.
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A devizakintlevőségek mobilitása

A könyvben [l] ismertetett mobilitás-vizsgálat tájékoztatást ad mind a
belföldi, mind a külgazdasági kapcsolatokban keletkezett kintlevőségek számba
vételére, elemzésére. A vizsgálat elvégezhető egy-egy időpontban fennálló
követelésállományra vonatkozóan (mérleg adat - statikus helyzet), de lehet
a forgalmi adatok alapján is méréseket végezni az üzletesemények lebonyolítási
sorrendjében, a követelések keletkezésének és megszűnésének folyamatában is.
Az előbbi, gyakorlatilag a mérlegkészítések időpontjában, esetleg a hóvégi
állapotokról ad hasznos felvilágosítást, az utóbbi pedig egy-egy hosszabb
rövidebb időtartamról, általában két mérlegkészítési időpont közötti időtar
tamról (negyedév, év). Ha figyelembe vesszük, hogy az egyes időpontokban
fennálló állományok várható kiegyenlítési idejét a felek a szállítási szerződé
sek lien (kötésekben) rögzítik, és ugyanakkor bizonyos tapasztalatokkal ren
delkezünk arról is, hogy ténylegesen milyen mértékben térnek el az egyes kül
földi partnerek a várt fizetési kötelezettségek időbeni teljesítésétől, akkor a
bármely napon felvett kintlevőségi állomány tételenkénti adataiból következ
tetni lehet a vállalat várható exportárbevételére és ennek időbeli eloszlására,
ütemére is. A kintlevőségek megfigyelése forgalmi folyamatok szerint arról
tájékoztat, hogy az áru kiszállítása (számlázása) és a kötésekben meghatáro
zott fizetési időpontok, ill. az ellenértékek tényleges beérkezésének napja kö
zött mennyi idő telik el. Ennek a megfigyelésnek abban van a jelentősége,
hogy minden egyes áruértékesítési ügylet kapcsán következtetni lehet a vál
lalat jövőbeni likviditási helyzetére, a kintlevőségek várható megtérülésére.

A megfigyelés és elemzés céljától függően osztályozhatjuk az exportkint
levőségeket elszámolási viszonylatok és fizetési módok szerint. A devizakint
levöségek keletkezésének megfigyelése lényegében kettős pilléren nyugszik.
Mégpedig: .
- népgazdasági számbavétel a nemzetközi elszámolási mérlegben,
- vállalati nyilvántartás az árbevétel elszámolását tükröző számlákon.
Az üzleti eseményeknek ez az ún. eredmény szemléletű könyvelése a gyakor

latban időbelileg megegyezik az áru számlázási, ill. kilépési napjával. Ekkor
azonhan még csak követelés (kintlevőség) keletkezik a külfölddel szemben. Az
eszközök valóságosak a devizaellenérték tényleges beérkezésével, a számla
bankközi kapcsolatokban eszközölt kiegyenlítésével térülnek meg; pénzügyi
leg tehát csupán az MNB külföldi devizaszámlájára jóváírt összeggel realizá
lódik. Ezt a folyamatot tükrözi a nemzetközi fizetési mérleg ill. a pénzfor
galmi szemléletű elszámolásokban megfigyelt adat, amely gyakran több hónap
pal később követi a szállítás időpontját.

Mind vállalati, mind népgazdasági szempontból különös jelentőséget tulaj
donítunk a számláknak a szállítási szerződésben meghatározott időpontra
történő, pontos kiegyenlítésének. A kötésekben rögzített és a tényleges ki
egyenlítés egybeesése teszi lehetővé ugyanis a tervszerű pénz- és devizagaz
dálkodást, ad biztonságot a devizalikviditás fenntartására, saját kötelezett
ségeink rendszeres teljesítésére. A szerződés szerinti és a tényleges teljesítés
közötti időkülönbség jel1emzi a fizetési morált. A tapasztalati adatokból meg
felelő valószínűséggel következtetni lehet a várható eltérésekre, az ebből szár
mazó veszteségekre.

Az információ megfigyelése megfelelő szervezettséget és gépi felszereltséget
igényel. Bár kevés tétel esetén a feladat kisgépes eljárással is elvégezhető, na-
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gyobb vállalatoknál, - és a külkereskedelmi forgalmat lebonyolító vállalatok
általában ilyenek, - azonban csak lyukkártya-rendszerű vagy elektronikus
gépi adatfeldolgozás teszi lehetővé az adatok naprakész állapotban tartását,
a kintlevőségi állomány lejárat szerinti feltérképezését. Ez utóbbi gépi eljá
rásnál mód nyílik arra is, hogy a tényleges kiegyenlítés időpontjaiban olyan
kimutatásokat lehessen készíteni, amelyek tájékoztatnak a szállítási és a tel
jesítési időpontokról, továbbá a közöttük eltelt időtartamok hosszáról is.

A megfigyelés alapbizonylatai lehetnek:
- a vállalati mérlegbeszámolók, ahol a vállalat egészére vonatkozó állományi

és forgalmi adatokból lehet forgási sebesség mutatókat számítani;
- a vállalat különféle nyilvántartásai (könyvelés, számlázás, lejárati napló),

amelyek tételes adataiból részletesebb kimutatások készíthetők a fennálló
devizakintlevőségi állományok esedékességéről;
- a bankok clevizaelszámolásai, ahol pénznemek, országok é8 fizetési viszony

latok szerint állnak rendelkezésre a nemzetközi elszámolási és fizetési mérlegre
vonatkozó adatok. Ha a fenti két mérlegben szereplő azonos tételeket egyedileg
kölcsönösen szembeállítjuk egymással, akkor lényegében az árumozgás és ,t
pénzmozgás közötti idökülönbségre, az {111. devizafutamiclőre lehet követ
keztetni.

A devizakintlevőségek összetételének vizsgálatát a vállalati mérlegben, ill, ct
leltárakban, számlakivonatokban szerepló á.llományadatok lejárat szerinti cso
portosításával kezdhetjük, amikor is kiszámítjuk az egy-egy csoportba tartozó
összeg arányát a teljes állományhoz. Ekkor a megoszlási viszonyszámok jel
lemzik a kintlevőségi állomány szerkezetét. , viszonyszámok időbeli össze
hasonlítása tájékoztatást ad arról is, hogy tendenciájában javul-e vagy romlik
a vállalat, ill. a népgazdaság devizakintlevöségeinek mobilitása. Ha ti. növek
szik a rövidebb esedékességű követelések aránya a teljes devizaállományon
belül, akkor javuló, ellenkező esetben rosszabbodó mobilitásról beszélhetünk.

A napi jegyzékekből (naplókból) összeállított forgalmi kimutatás teljes
képet nyújt az áruszállitások lejárati szerkezetéről és arról, hogyan változnak ,L
mobilitást jellemző futamidők az egyes időszakokban. , szerkezet-vizsgú.la.t
továbbá lehetővé teszi a különböző viszonylatok (.'$, Rbl, országok, deviza
nemek) forgási sebesség-mutatóinak időbeli összehasonlítását, , forgási sebes
ség kiszámítása kétféleképpen végezhető: először az ún. klasszikus módszerrel,
ami gyakorlatilag az egyazon pénznemben lebonyolított áruforgalom és a
hozzá tartozó átlagos kintlevőségi állomány hányadosa (lásd l. sz. lábjegyze
tet), másodszor pedig az egyes időosztályközökbe tartozó átlagos idöhosszak
nak az adott osztályközben tartozó exportforgalommal súlyozott átlagával.
Ez a számítási módszer az előbbinél pontosabb eredményt ad, és alkalmasabb
a részletek feltárására.

A mérlegkészítési időpontokban végzett elemzésekkel statikus állapotot
vizsgálunk, noha az esedékességek szerkezetének bemuta.táeával, a különböző
lejárati idők összefüggéseit előrevetítve, hosszabb-rövidebb időszak várható
bevételeit térképezik fel. Ennek érzékelésére szolgál az 1. táblázat.

Számításaink szerint a, vevőállomány mobilitási jellemzője a vizsgált níl
lalatnál:

1980. június 30-án
szeptember 30-án
1981. június 30-án
szeptember 30-án

27,1 nap,
26,5 nap,
34,1 nap,
24,2 nap.



DEVIZAKINTLEVŐSÉGEK MEGTÉRÜLÉSE 283 

1. táblázat

Az osztályközöket jellemző átlagos futamidők a negyedév
záró napjától számítva

Időszak 1980

I
1981

(nap) júu. 30. szept. :JO. jún. 30. szept. 30.

1-4 3, l 2,1 2,3 1,6
5- 11 8,9 8,1 8,9 8,3

12 20 16,9 16,2 ]5,7 15, 7
21- 30 22,i 25,5 25,6 25,3
31 45 38,11 37, l 39,8 39,2
J(i (j() 53,8 56,0 52,3 51,li
61 90 75,0 (l5, l 79,9 ö4,4
!) I napon lúl 118,IJ J 27,9 112,9 J 15,l

A kintlevóségek várható időtartamainak összefüggése - annak feltételezé
sével, hogy az összetétel rövid időn belül nem változik meg lényegesen -,
bizonyos előrejelzéseket is lehetővé tesz a vállalati eszközök megtérülésére, ill.
annak becslésére. Az ily módon tehát a mérlegben szereplő devizaállomány
adatokból számított mobilitási mutató (M) egy adott időpontban meglevő
állomány pénzzé válásának időtartamát tükrözi a futamidőkből képzett osz
tályközök és viszonylatok szerint.

A 2. táblázat adataiból (a 2. sz. lábjegyzet alapján) kiszámítható, hogy a
II. n. évi összes kintlevőség teljes átlagos futamideje 46,6 nap, szemben a
mérlegkészítés időpontjában fennálló június 30-i devizaállornány 34,1 napjával.

2. táblázat

A kintlevőségek kiegyenlítései ideje a számlázás időpontjától
számítva értékesítési irányok szerint I 981. II. n. évben

%-ban

Időszak Belföld lixport, Kint.lcvős(•g
(nap) összesen

1-10 4,8 0,6 3,9
11-14 18,4 14,5
15-20 5,5 1,0 4,5
21-30 ll,8 6,2 io,e
31-45 19,1 14,5 18,2
46-60 20,9 8,7 ]8,2
61-90 16,3 19,5 17,0
91 napon túl 3,2 49,5 13,1

Összesen ]00,0 JOO,O ]00,0

A viszonylati csoportosításból egyidejűleg megállapítható az is, hogy
a devizakintlevőségek 78,5 napos és

, a belföldi forintkintlevőségek 37,4 napos
atlagos futamideje között minőségi különbség mutatkozik a belföldi követelé
sek javára. Figyelemmel továbbá arra, hogy a vállalat általában 3 havi (90
nap) fizetést köt ki a konvertibilis viszonylatú export-szállításaira, az időben
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történő kiegyenlítés 71,0 napra (7,5 nappal) csökkentené a devizakintlevő
ségek futamidejét.

A következő 3. táblázatban az áruk raktárból történő kiszállítását követő
számlázás adatai szerepelnek. Ez a nyilvántartás lehetőséget ad a vállalati
kintlevőségek teljes mobilitásának megfigyelésére, a bármely időpontban ke
letkező kintlevőség várható kiegyenlítési időtartamának meghatározására. Ezt
a mobilitási mutatót Mv-nek nevezzük." Az Mv mutató folyamatában jellemzi
(esetleg napról napra) az egyes időpontokban keletkezett vevőállomány
(devizakintlevőség) fennállásának teljes időhosszát.

3. táblázat
Nem rubel viszonylatú deviza.kint.lovósóg

(devizanem, ország, árufőcsoport, fizetési mód szerint rószletozésbcn)
- - - --

Fizetés (kicgycn.1.) kelte
Klegycn I ítés
időturtu.1llft. Bl térésSzáml;~,,.,ís Ossz<'g Hutór-

(ill. árukiszldlít;'i:,; (ezer átlépl"'

I I
+ -

kelte) n-bn11) kelte szerződés i;z r:1.é'i1ló.r.; ténylegesen nap
sz. ténylegesen ftf,, (j-3) (7-G)

(4-3)
- ---

I
--

I1 2 ., 4 fi (I 7 8

hó,n.év, év 
összesen

A devizakintlevőségek elszámolásában - a táblázat fejrovatából adódóan
- három nevezetes időpontot különböztethetünk meg, mégpedig:

1. a követelés keletkezését (számlázás, i II. a határátlépés időpontja);
- 2. a pénzfil]yi teljesítés szállítási szerződésben kikötött időpontját a (kötele

zettség kiegyenlítésének várható ideje);
3. a pénzügyi teljesítés tényleges irLőpontját (a Magyar Nemzeti Bank által

elszámolt devizaellenérték jóváírása a vállalat elszámolási számláján).
Az előbbi három nevezetes időpont összehasonlításából figyelemmel a kapott

időtartamokra, a következő mutatók számíthatók:
- a 2 1 = a ·zállítási szerződésekben kikötött határidőkből várható mo

bilitási jellemző;

2 A vállalat ogészére jellomző mutatót a vcvöúllornánnyal (abszolút összeggel vagy
megoszlási viszonyazó.mmal) súlyozott átlagként határozzuk mog. Ezek alapján a vevő
állomány mobilitási mutatója:

k
::f::n1·V;

Mv = _,_·-_1 _
k
2.: Vi

1-1

ahol n = az osz.tályköz átlagos (illetve az egyes tétel egyedi) kiegyenlítési ideje napok
ban,

V a vevőállomány,
i az osztó.lyközök (tételek) száma (i = l, 2, ... , k).
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- a 3-1 = a tényleges kiegyenlítési időtartamokból adódó mobilitás, a
kintlevőségek megtérülésének valóságos hossza;
- a 3- 2 = a szerződéstől eltérő teljesítések miatti időkülönbözet, ami jel~

lemzi a fizetési fegyelmet, s a be nem tartásából származó veszteségeket
(késedelem esetén) vagy nyereségeket (előbbi teljesítés).

Az elemzés egyik fontos módszere, hogy nem csak a futamidő különbségeket
vizsgáljuk, hanem azt is megállapítjuk, hogy az áruszállítás teljesítését követő
fizetési határidők milyen időbeli eloszlást mutatnak a kötések és a tényleges
teljesítések szerint. Hasznos információkat kaphatunk ebben a tekintetben

0,5.

0.l
E

'O 
N
<JI>-e
~ 0,3
<JI
>

N
~ 0.2
Ol
Q)

E
>-
Ol 0, 1
52
g'
Dl
<JI:o

0 15

tényleges ki egyen I (tés
kötés sz. lejárat

30 ' l5 60 7$ 90 105 120 nap

1. ábr«

a szóródás-számítással, a leggyakrabban előforduló időszakok (módusz) meg
állapításával és az egész folyamat függvényszerű ábrázolásával. A tényleges
és fL kötés szerinti fizetési időpontok (időtartamok} két függvényének különb
sége tájékoztatja a vállalatot arról, hogy egy adott t időpontban exportált áru
ellenértéke mikorra érkezik Le nagy valószínűséggel. Az elmondottakat szem
lélteti az 1. ábra.

Az eddigiekben közgazdasági és banktechnikai oldalról közelítettük a deviza
kintlevőségek mobilitásának problémáját; az ismertetett ellemző módszerek
sem mentek túl a statisztikai-matematika eszköztárán. A következő pontban
hemutatjuk a devizakintlevőségek megtérülésének egy dinamikus modelljét.

Devizakintlevőségek megtérülésének dinamikus modellje

A devizakintlevőségek keletkezése és pénzügyi kiegyenlítése időben leját
szódó, sztochasztikus folyamat. Ezért emeltük ki az elemző módszerek között
a leíró függvények szerepét és a valószínűségszámítás jelentőségét a fizetési
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határidők várható értékeinek meghatározására. A cikk jelen pontjában -
éppen a sajátos jelleg hangsúlyozása, a szokványostól való eltérés és a könnyebb
kezelhetőség érdekében mégsem sztochasztikus, hanem egy viszonylag egyszerű
determinisztikus dinamikus modellt ismertetünk, Elöljáróban megjegyezzük
még, hogy a matematikai modellben a mobilitást a közgazdasági fogalomnál
szigorúbban és differenciáltabban definiáljuk. Mégpedig:

- a mobilitás azt jelenti, hogy a devizakintlevőség a szállítási szerződésben
(kötésben) megszabott határidőre (határidőn belül) kiegyenlítődik;
- az ideiglenesen immobil fogalmát azokra az esetekre értelmezzük, amikor

a deviza.kintlevőség a kikötött határidőre nem, de véges idő alatt megtérül,
és végül

a véglegesen immobil követelés csak végtelen idő alatt vagy esetleg vég
telen idő alatt sem rendeződik (behajthatatlan követelés).

Az alább ismertetendő diszkrétidős modellre bevezetjük a következő jelölé
seket és definíciókat.
x(t) a t-edik időszakban megtérülő devizakintlevőség a tényleges helyzet alap

ján, endogén változó,
z(t) a t-edik időszakban megtérülő devizakintlevőség a, szállítási szerződés

szerint rögzítve, exogón változó,
T a teljes devizakintlevősóg megtérülési i<l{ípontja, a l<öté1-:1 szerint,

T
Z = }; z(t) a szerződés szerint megtérülő teljes devizakintlevőség.

1~0

A devizakintlevőség dinamikus modelljét az a.lú.hhi egyenlettel definiáljuk.

(1) 
r

x(t) = }; a1x(l
i~J

·i) + f]z(t), t = 0, 1, 2, ...

ahol O < a; < 1, 0 < fJ < 1 adott konstansok és -r, adott természetes sz á.m ,
továbbá z(t) = 0, ha t > T . 

.Matematikailag az (1) kifejezés a O: t <=tartomány egész helyein értel
mezett r-ad rendű inhomogén differemia-egyenlet az x(t)-re nézve.

Közgazdaságilag (1) egy feltételezett magutartási egyenletnek fogható fol.
Azt fejezi ki, hogy a z-edik időpontban fennálló tényleges megtérülés (pénz
ügyi realizálás) értéke a «, és fJ súlyok szerint függ az előző idósza.kok tényleges
megtérüléseitől és a t-edik időpontban fennálló szerződés kötelezettségtől.

Az alábbiakban operátorszámítással megoldjuk az (1) differenciaegyenletel,
majd a kapott eredmények alapján foglalkozunk a folyamat mobilitáaánal: (.,,
a modell működőképességének kérdéseivel.

Tekintsük az x(t) és z(t) függvényeket rt diszkrét operátortest elemeinek nz
a.lábbi alakban:

(2) X = _:E x(j) . ,
J~O (1 + q)l

= z(j)z=_:E _; 
j=O (1 + q)J

ahol az absztrakt q elem az ún. differencia-operátor és 1/(1 + q) az eltolási
operátor. A (2)-ben a konvergencia operátoros értelemben triviálisan teljcsül.
(Lásd [3], [4]). Az eltolási operátor ismert tulajdonságának és (2)-nek a figye
lembevételével (1) az alábbi alakban írható át:

(3) x = 5:' ai ii x( ~ k;_k + (Jz,
1-:'i' (1 + q)i i=I h=I (1 + q)
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ahol az x(-k) értékek a feladat kezdeti értékei, és ezek biztosítják az (I) meg
oldásának egyértelműségét. Ezek az értékek azonban nullák, mert a megtérü
lés folyamatát konkrét esetben úgy tekintjük, hogy az a t = 0 időpontban
kezdődik. Ily módon a (3)-ból az x(t) megtérülés operátorára kapjuk, hogy

f-h(I + q)'
(4) X= T

(I + q)' - ~ ix1(1 + iv:'
1=1

A (4)-hez tartozó (5) polinomot

(5)
T

Q(I + q) = (1 + q)' l,' IX;(l + q)'-1

i=l 

az (I) karakterisztikus pol inc mjának nevezzük. Írjuk fel (4)-et mint a t idő
függvényét. Tekintsük ehhez az (5)-höz tartozó karakterisztikus egyenleten

(G)
r

~~ X ix;e-1 = o.
i-1

Jelöljük a (6) egyenlet különböző gyökeit frval, multiplicitásaikat pedig
a1;-vaJ. Ekkor parciális törtekre bontással adódik, hogy

(7) (I + q)' = (J + q) ..l 2' Yr,,p
(1 + q)' .s-« + q)'-1 l<=I p=l (I+ q - ~,Y

i=I

ahol M és a Yrcp együtthatók ismert elemi módszerekkel meghatározhatók.
Elemi operátoros szabály szerint fennáll, hogy

I + q
(1 + q ~)P

minden ~-re és természetes p-re. A diszkrét konvolúció-tétel alkalmazásával
a (4)-et és a, (7)-et figyelembe véve kapjuk, hogy

(8) I M t, . (t - Í)x(l) = (3 ~ z(i) ~~ Y1c,ti1-,-pr1 '
i=O k-1 J)=I p l

mely kifejezés leegyszerűsödik abban a gyakorlatilag majdnem mindig telje
sü]éj esetben, amikor a (6) karakterisztikus egyenlet összes gyökei különbözőek
(a,.= l). Ekkor

(9)
t r

x(t) = fJ X z(i) X y1J1;;i.
i=O k=l 

Az alábbiakban az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy a gyökök különbözőek.
Ezzel a modellből levonható mobilitási és működőképességi viszonyok vizsgá
latát nem korlátozzuk, az azokra kimondott feltételek és kritériumok a gyökök
h1ultiplicitásától lényegében függetlenek.

Megjegyezzük, hogy a ~,, gyökök között komplexek is lehetnek, a (9) érte
l~_rnszerűen ekkor is valós értékű függvényt állít elő, amely trigonometrikus
fuggvényeket tartalmaz, és ekkor rezgések léphetnek fel.
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A mobilitás és működőképesség definíciója:

A devizamegtérülésnek (1)-ben differencia-egyenlettel leírt folyamatát mo
bilisnak nevezzük, ha

T T
Z = Iz(t) s;; Ix(t).

t=0 1=0

A devizamegtérülés (1)-gyel leírt folyamatát ideiglenesen immobilisnak, ille
tőleg a matematikai modellt működőképesnek nevezzük, ha

T T
Z = Iz(t) > Ix(t)

t=0 1=0

és létezik olyan T 1 > T véges időpont, melyre fennállnak az alábbi feltételek:

T T,
2' z(t) :s;; 2' x(t)

1=0 t=0

T
és 2' z(t)

1=0

T,-1
2 x(t).

t~0

A fentiek közgazdaságilag plauzibilisek. A mobilitás, amint azt a modell álta
lános bevezetőjében definiáltuk, azt jelenti, hogy az összes devizakintlevőség
a szállítási szerződésben rögzített határidőig megtérül. Az ideiglenes immobili
tás, illetve a matematikai modell működőképessége azt jelenti, hogy az (1)
gyel leírt összes devizakintlevőség a szerződésben rögzített határidőn túl ugyan.
de véges időtartam alatt megtérül. Láthatjuk, hogy a modell működőképes
sége az imrnohilitáshoz kapcsolódik. Mobilitás esetén nem beszélünk a modell
működőképességéről. A modell ilyen értelmű megfogalmazását indokolja az
a jelenleg fennálló külgazdasági környezet, amely a követelések kiegyenlítésé
nek időpontját többé-kevésbé a végtelen felé tolja el a kötésekben megszabott
lejáratokhoz képest.

Alapvető fontosságú a működőképesség kritériumainak, illetve a T1-idö
pontnak a meghatározása. Ide kapcsolódik az alábbi két tétel.

1. tétel. Tegyük fel, hogy a folyamat nem mobilis és legyenek a (6) karakterisz
tikus egyenlet gyökei különbözőek. Ha a (6)-nak van egynél nagyobb abszolút értékű
gyöke, akkor a modell működőképes.

Az állítás könnyen belátható. Az (1)-ből nyilvánvaló, hogy x(t) 0 minden
t ~ O-ra.

Mivel z(t) = 0, hat > '1.1, (9)-ből kapjuk, hogy at > T tartományban
T T T T T

(10) x(t) = /3 2 z(i) 2' y,JJ,-i = /3 2' y1Jl, 2' z(i)~k; = /3 2' <\~L
i=O k=l k=I 1=0 k=l

ahol

(11)
T

b,r = Yi,};' z(i)~i;1.
i=0

Mivel a (6) legnagyobb abszolút értékű gyöke egynél nagyobb, ezért (10)-ből

Jim x(t) = oo,
1-oo
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következésképp kell léteznie egy egyértelműen meghatározott T1 időpontnak,
amelyre nézve teljesülnek a

(12)

T T,
2 (t) < 2 x(t),

1=0 1=0

T T,-1
2 z(t) > l; x(t)
1=0 1=0

feltételek. A modell tehát működőképes.
A T1 meghatározásával kapcsolatban az alábbiakat állíthatjuk. Írjuk fel a

t > T tartományban a ténylegesen megtérült devizakintlevőséget. A (10)-ből
és (11)-ből adódik, hogy

(13)

I T I T I T

:Z x(l) = J; x(l) + :Z x(l) = (3 :Z J; z(i) :Z Yk~~-i +
1-0 1~0 l=T+l 1=0 i=O k-1

I T T t
+ f3 2 2 b,J~ = P + f3 :Z b,, 2 ~L

l=T+I k=l k=I 1=7"+1

ahol a O :s; t :s; '1' intervallumon megtérült összes devizát P-vel jelöltük. A
véges mértani sor összegképletének alkalmazásával nyerjük, hogy

(14)
T l:T+l 1:1+1

~ x(l) = p + /3 ~ Ó/f ',!( - r, k ,

/-0 k=I 1 - ~I<
t >T.

A kapott összefüggés a t > T tartományban egyszerűen számítható és így a
konkrét esetben a (12) feltételeknek eleget tevő T1 szám numerikusan meg
határozható.

2. tétel. Tegyük fel, hogy a folyamat nem mobilis és legyenek a (6) karakterisz
tikus egyenlet gyökei különbözőek és egynél kisebb abszolút értékűek. A modell
akkor és csakis akkor működőképes, ha

(15)
T , n+l

Z = ;E z(t) < P + (3 ;E bk_____;_:,_
t=0 k=I 1 - ~I<

Bizonyítás. Mivel (6) összes gyökére nézve l~"I < 1, elvégezve a (14)-ben
a l -, oo határátmenetet kapjuk, hogy

= t ~r+l
~x(l) = P +/3 ~bk

1=0 k=l 1 - ~k

Ha a (15) fennáll, akkor a (16) alapján világos, hogy létezik pontosan egy
T1 < oo természetes szám, amely eleget tesz a (12) feltételeknek. A modell
tehát működőképes.

Fordítva tegyük fel, hogy a (15) nem teljesül, azaz

(16)

(17)
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A (16) és a (17) szerint

(18)
T
J; z(t) > J; x(l).

1=0 1=0

Ez pedig azt jelenti, hogy ha a (18)-ban az egyenlőség fennáll, akkor a teljes
devizakintlevőség csak végtelen hosszú idő alatt térül meg. Ha viszont az
egyenlőtlenség áll fenn, akkor a teljes devizakintlevőség még végtelen hosszú
idő alatt sem térül meg. A modell tehát nem működőképes,

Megjegyzések

I. Ha a karakterisztikus egyenlet gyökeire érvényes, hogy l~"j :S: 1, vagyis
egy abszolút értékű gyökök is felléphetnek, akkor az (1) differencia-egyenletet
nem tekinthetjük egy stabil közgazdasági folyamat modelljének. Ekkor ugyanis
az a; és ~ együtthatók tetszőlegesen kicsiny megváltoztatása az egy abszolút
értékű gyököket a komplex egységkör külsejébe vagy belsejébe viheti át, mely
esetekben már az előző tételekben kimondott működőképességi kritériumok
érvényesek.

2. Ha a modell működőképes, akkor a teljes devizakintlevóség a t = T1
időpontig megtérül, a folyamat itt befejeződik, és a t > 'l\ tartományban az
(1) közgazdaságilag már semmit sem reprezentál. Ennek ellenére mint
ahogy azt az előző tételekben láttuk a működőképesség kritériumainak leve
zetésénél az ( 1) differencia-egyenlet megoldásának a t > T 1 tartományban
való viselkedése alapvető szerepet játszik.

3. A 2. tételben szereplő működöképességi kritériumot az alábbi alakban is
írhatjuk.

Z - P <K,
ahol

K = ~ s». a+l
k=I J - ~le

Ez az egyenlőség pedig azt az egyszerű tényt fejezi ki, hogy a szállítási szerző
désben rögzített T lejárati időpontig, a szerződés szerinti és a ténylegesen
megtérült teljes devizakintlevőség különbségének egy K korlát alatt kell
maradnia. Ha ez nem teljesül, akkor a szerződés szerinti teljes devizakint
levőség már nem térülhet meg.

4. Az ideiglenes immobilitás mérőszárnúra bevezethetjük az

_'l\ -1' _1_ T
rJ - '1' - 'l'

1 L

mennyiséget. Nyilvánvalóan O < ri <I; és minél kisebb a T/T1 arány, annál
nagyobb az rJ és annál erősebb a folyamat immobilitása.

*

A jelen cikkben ismertetett modell megfogalmazásánál szem előtt tartottuk,
hogy az elemző módszerek széles körben alkalmazhatóak legyenek, és hogy a
matematikai apparátus ne adjon bonyolultabb feladatot, mint amelyet viszony
lag egyszerü számítógépekkel el lehet végezni. A téma időszerűsége egyben
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felveti azt az igényt, hogy mielőbb össze kell hangolni a népgazdasági és a
vállalati érdeket a devizakintlevőségek viszonylagos és tényleges csökkentése
érdekében. Ezért a pénzintézeteknek - elsősorban a Magyar Nemzeti Bank
nak - fokozottabb figyelemmel kell kísérniök a vállalati kötésekben a fizetési
feltételeket, hogy azokat a népgazdaság érdekei szerint befolyásolhassák. Ezen
túlmenően a vállalatoknak szorgalmazniok kell a kintlevőségek időbeni be
hajtását, és jogi eszközökkel is biztosítaniok a késedelmes és a behajthatatlan
követelések rendezését.

A cél elérése érdekében rendszeresen figyelemmel kell kísérni a devizakint
levőségek állományának alakulását, a forgalmi folyamatok lebonyolítását a
devizakövetelés keletkezésétől egészen a pénzügyi kiegyenlítésig. Ennek érde
kében a cikkben javasolt rnegfigyelésű és elemző módszereket - beleértve az
általunk megadott modellt is - fel kellene használni a vizsgálatoknál és a
következtetések levonásánál. Mind népgazdasági, mind vállalati szinten el
kellene érni, hogy a devizakintlevőségek mobilitása a jelenlegihez képest jelen
tősen javuljon, és ezáltal jobb legyen a népgazdaság likviditása is. A deviza
futamidők rövidítése népgazdasági megtakarítást eredményez, mert csökkenti
a külfölddel szembeni hiteligényt és a kamatteher miatti veszteségeket.

Az eddigiekben ismertetett módszer nagy előnye, hogy rendkívül egyszerű,
gyakorlatilag könnyen alkalmazható, hátránya viszont, hogy nem veszi figye
lembe a fellépő véletlen jelenségeket. Ezért az alábbiakban Malinvaud [5]
alapján röviden ismertetünk egy sztochasztikus modellt is, melyre a működő
képesség 2. tétele értelemszerűen alkalmazható. Ennek lényege, hogy a deviza
megtérülés [O, T] intervallumon felvett ismert értékeiből kiindulva matema
tikai-statisztikai módszerrel megkíséreljük a megtérülés értékeit a t > T tar
tományba előre jelezni.

Azzal a feltételezéssel élünk, hogy a tényleges megtérülés idősora egy olyan
stacionárius folyamatot reprezentál, melynek létezik az autoregresszív repre
zentációja, a,wz fennáll az

(19) "x(t) - x =}; y,[x(t - i) - x] + w(t)
i=I

összefüggés úgy, hogy a (19)-hez tartozó

(20) "y(t) = }; y;y(t - i) = 0,
i=l

y(t) = x(t) - x

homogén differenciaegyenlet karakterisztikus egyenletének valamennyi gyöke
egynél kisebb abszolút értékű. Fentiekben x az x(t) átlaggal becsült várható
értékét, jelöli és w(t) véletlen stacioner folyamat, melynek változói függetlenek,
egyenlő eloszlásúak nulla várható értékkel.

Először meg kell határozni a folyamat tapasztalati korrelogramját, mely az
ún. autokorrelációs együtthatók sorozatát adja meg. Ezek definíciója (lásd [5]):

(21)

T-0 
T ~ (x(t) - x)(x(t + 0) - x)

r(0) = __:___I =_:___lc__ 7_' ------

(T - 0) ~ (x(t) - x)2

l=I

0 = I, 2, ... ,

3 Szigma
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Az x(t) [O, :I'] intervallumon felvett értékeinek x átlagát meghatározva. az
autokorrelációs együtthatók közvetlenül kiszámíthatók. A korrelograrnból le
olvashatjuk, hogy mely időszakokhoz tartozó Y; együtthatókat kívánunk
(19)-ben tekintetbe venni: azokat, melyek olyan időeltolódásokhoz tartoznak,
ahol szoros az autokorreláció. A k értékét nem érdemes túl nagyra választani,
nehogy a számítások hosszadalmasak legyenek. A Y; együtthatókat a legkisebb
négyzetek módszerével becsülve az alábbi normál egyenlet.rendszerre jutunk:

(22) Ay = r,

ahol y az ismeretlen vektor, komponensei (y1, Yi, ... , y1J a keresett együttha,tók
becslései, r az a.utokorrelációvektor, komponensei a tapasztalati korrelogram
hól kiolvasott r(l). r(2), ... , r(k) értékek. Az A mátrix szimmetrikus, fóátló
jában csupa l-es van, sémája az alábbi:

I r(I) r(2) r(3) r(k - I) 
1 r(l) r(2) r(k - 2)

l r(l) r(k - 3)
1

I

A (22) egyenletrendszerből a y1, Yi, ... , y1, együtthatók becsült értékei kiszá
míthatók. (Megjegyezzük, hogy a félreértés veszélye nélkül az elméleti együtt
hatókat és azok becsléseit ugyanúgy jelöljük.)

Ezután a (20) differenciaegyenlet közvetlenül felhasználható tl l ,,,... '.l' tarto
mányban való előrejelzésre. A [O, T] báz.isintorvallumon felvett kezdeti érté
kek alapján a megoldás a cikkben ismertetett módszerrel explicite felírható
at >T tartományban. Könnyen belátható, hogy a 2. tétellel analóg tétel fo
galmazható meg az előrejelzett értékek ismeretében. Az előrejelzés hi búja is
meghatározható. ennek ismertetésébe nem kívánunk belemenni.

(Beérkezett: 1988 április 5-éi•)
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A DETl•~lüfT:'.\J"J 'TIO MODEL OF THE H,J~TUHNS or
Fül{J.;rcN l~XClIANGJ:i: OUTSTANDLNCS

The national economic plan consid rs the improvement of external equilibrium of tho
country as the main objective of economic work in t.he present period. Tn I ho intorr-sl. of
this exportability of production should be considerably improved, inputs diminished ,ind
efficiency increased. From the financial side, however, it is not enough only to produce
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and sell goods on ox t.crna.l markets, but at least as important equilibrium condition is
that foreign exchange countervalue be paid in clue time and ontstandings come in as
fixed in eontraets. Export outstarulinqs form an integral part. of the foreign exchange
stock of the country; practically they are equivalent with mobile stocks. It results from
this property that foreign exchange outstu.nd ing asset is a real material value, therefore,
u [aster velocity of circulation may bring about savings for the national economy; the
faster return of export outstandings may contribute to the improvement of external
eq1iilihrium, liquid it.y and solvency or I he cmrntry.

Following these ~ün<'t'al stu.ternrn í s í lrn authors define the notion of mobility and
liquidity, then .Iiscuss int--rnat.ional and dornr-stie reasons for irregularities of payment,
risk factors and I lw mo.Io of payment aR a dcl(•rn1inant factor. Beside the circulation
sp,,l'd they stress tho irnportance of at ru ct.ural composition. Special importance is at.ni
Luted to t.Iu-r-e da.tes: the day when tho outstanding debt began, the clay of payment
fixed in the conr.racb and t.he day of actual payment. A dynamic model of the rel urns of
foreign cxcliango outstandings is presented in t.he second part. Here the authors distin
guish mobilo, l,0mporarily immobile arid finally immobile assets, and define viability
eonst.ru.i ni s of I !in model conned Pd with Lhcs<' nol ions.

.UETEPMkll-lAI-ITl-lA51 MO,UEJlb B03ME1UEI-I 115'1 BAJIIOTJ-1 b!X
3A.UOn>HEl-l I-IOCTE11

):IEEl1TOPC!{k!X

J{;w OCHOLIIIYIO J.(CJ!h X035111CTBCIJIIOn ).le5TTeJJbHOCTJI B HaCT0511I~CC opeM51 HapOJ~HOX035111CTUCH
IH,li'I T'JJJaJJ on flCJ{CJl5TC·1• y JIY'lllJCHMe 8J-(eru11e3J(OHOMl!'{CCl(011 c6aJJal-lCHpOUaHHOCTl1. ,UJIH 3T(H'O
I-ICOÓXO/ll !Mil IJIJCT05]HIIO y Jl}"JIJlaTb orccuopnry 10 cnocoöuocn, npo113BOJWTUa, CHH)l(aTb 3aTpélTbl
II nour.uuart. '.J(jJ(j)CJ(TJJUHOCTb. 01t1-1a1,o C ij/lll/(1/IC060Ü moi.tcu speuusi M,.lJIO nponaaecru H npO)_(,,Tb
rouapu Ili! UJJCUJJ-JIIX p1,1111,ax, no l(paih-1eH Mepe Tél](J,JM )EC ll/l)J(Hl,IM yCJJOUMeM paBHOBCCll51 ,IJ3jJ5J
crcn CBOCBpCMCJ-IHOC nocryrureune CTOI IMOCTI I 31\CllOJ)Tél U Bél.~IOTC 11 norcpi.rrue n;eówropc1;:1 IX :ia
)l(IJl)J(CI IHOCTci·1 IJ (II ipCJ-lCJJCJIII i,IC ).lOrOBOpOM cporcn. lletiumopcuue /JGJ1.IOn11lblC 3000/1.JICl.'I/I/OCITlil
5113Jl)110TC)l npra1-111•1CCJ(OÍÍ -racn.ro BélJJIOTHhlX aanacou crpanu, IIO cyu(CCTBY OJJM 0/-lHIJ3Hil'Jlil,[
OÜOJ)OTHOfÍ \JilCTJ.I aanacos. l,13 aroü JIX C}'ll(CCTL<CHHO(I OCOŐCJJHOCTIJ CJIC).lyeT, 'ITO /-lCÓllTOpCIZl·IC
UilJJIOTI!blC 3é!/WJl)J(CHIIOCTI I llj)CJ_(CT;JBJ15l lOT pcam.uy 10 MélTCpi!ilJlbl·IY JO l(CIIHOCTb II flOJTOMy
nocuutenn« Cl(OfJOCIII// ux oüopoma BC/lCT K JJ,01-fOMJ,JJ,t 1J H;Jj)0/{1-IOM X03,il!CTBC. Dl,ICTJ)OC Bll3MC
lllCJ I He ~)J(CrIOJ)TH J,IX 3,1/WJl)l(Cl·JHOCTCl1 M O)l(CT Cl IOCOÓCTl3() 1Ja1 b y JI y 'I I UC! 1 M 10 IJHC !JI II C ro pa UHO
BCCI I5l II YJIYlJIUCHIJIO Jll/1(6/IOIIOCl1111 II nnarcacecnocoönocn, :JJ{OHOMHl(J-1 crpam«.

3aTCM ilBTOpJ.1 /la JOT 01 IJ)C)lCJJCIJl·IC noHm I 11':í MOüJIJJL,HOCTll 11 JIJIJ{BJ,[j(HOCTH 11 llO,!lpOÓHO pac
CMaTpM llit lOT MC)J(/!Yll:1po)(llblC JI BHYTJ)CIIHIIC np1,J'1JHll,I f]JJ;)TC)J(Hl,IX 11apyu1e1rni1, (j);JJ(TOJ)bl J)MCh'.3
H CllOCJ>rJJ,J OflJli!Thl 1(/11( O)_\MH 113 OllJ)C)lCJl51101l(HX (jlaI(TOj)OB. 0,111 IJIIOC51T npe;:(JJ())t{CHJ,[C 110 11a
ÚJJIOJ(CHMIO II a11;u1113y ll])Ol(CCCOB BilJJIOTJJOro o6pauteHMH H oüpa30BélJJ[,IH fülJJIOTHl>IX JanacoB.
Hap.HJlY C JIOIGJ:{aTCJICM Ci(OJJOCTl,I OÓO])OT;J OHM rIJ)M/.laIOT ÓOJll,LJJUC 31félLfCHHC Jl}'11lUC Bblj)3)l(al0JJ.(C
My MOÓJ JJll,JIOCTh cpC/lCTB CTPYI(T}'PIIOMY COCTaBy J{al{ C TOlJJ(J,] 3J)Cl·!HH Cj)OI{a llfüJTC)l(a, Tai( H
nrrnaTbl. Oco6oc 311;1•1CHHC 01111 rrp1rna10T TJ)CM l{OHl<JJCTHblM lJJ)CMCHIJblM MOMCHTaM: B03HIHCHO
I\CJIJ]C 33).lOJl)J(CI-II-JOCTII, onpC;(eJJCHHbll1,!(0íOBOpOM CJJOI( 81,InJlaTbl JI (jlal(TlllJCCJ{Hl1 cpOI( Bblll!lélTbl.
PaccMOTpCB ill·lé1Jlll3 MOŰIIJlbi10CTH C 3I(OHOMWICCJ(O(I T()lJJ{J-[ :lpCHJ,[51 II Ói!J-/J(OBCJ((ÚÍ TCXI-IJil(H,
élBTOphl ,!(a IOT )lllllaMMlJ 1-1 y 10 MOJ:{CJib B03Met11e1-11 I}] fül.II IOTHl,IX Ja/.(OJl)!(CHHOCTCfÍ, B J(OTOpoi'r OH Ir
oncp1,1py10T nOH)Tf'JT5]MII MOÓJIJlbHbJ/:J, BpCMCJJJ-J() II Oi(OlllfiJTCJlbHO HMMOÓIJJIL!Jhl(J, ll0J(a3b1Ba,1 H
Üllj)C/(CJl5]51 YCJIOBI IH 11 orp;i1111•1CIIM5l qJyJJJ(IU 101111p0Ba111151 MOJ.\CJlll CB513al1Hl,IC C JTMMM IJOH51Tll,7MI I.
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/ á n y á s z a t i n ö v e k e d é s i f u n k ci o n á l 

1. / e v e z e t é s 

A cikkben néhány olyan kutatási eredményről lesz szó, amely az utóbbi
évekhen született, abból, hogy a növekedési funkción ált (lásd pl. [3 ]) a bányá
szat területére alkalmastuk.!

1 növekedési funkcionál alapváltozatában [2], [3]. [4] az ásványvagyon
növekedési tényezőként explicit alakban nem szerepel. Tekintettel az ásvány
kincsek népgazdasági és világgazdasági jelentőségére, célszerűnek látszott meg
kísérelni az ásványvagyon-tényező bekapcsolását a modellbe. A kutatást 1980-
ban a Nehézipari Minisztérium AWMk Kapolyi László) kezdeményezte, s főbb
eredményeit az [ l ] tanulmány foglalta össze.ő 

Meg kell jegyezni, hogy gazdasági fonkcionáloknak, illetve ásványvagyon
tényezőt is tartalmazó termelési függvényeknek az alkalmazását már koráb
ban javasolták a szakirodalomban (például [5] és [6]), s az utóbbi években
ásványvagyon hasznosítási rendszermodellt is kialakítottak [7].

Fontos kiindulópontját képezték kutatásainknak az ásványi nyersanyagok
mürevalósági minősítésére kidolgozott módszerek ([8,] [9], [IO], [ ll ] i e különö
sen a terrnéazeti paraméter-függvényes reálköltségkalkuláció. { problémakör
elvi-rnódezertani alapja.it dr. 'Póth Miklós és dr. Faller Gusztáv fejtették ki a
60-Ets évek óta megjelent tanulmányaikban. (Összefoglalója [12].) 

Utalunk továbbá j)foch Péter 1979-lien írt kandidátusi értekezésére [13], 
amelyben Negyeri 1tJndre bizonyos kutatási erernényeire [14] támaszkodva
a szénbányásxatban keletkező bányajáradékot vizsgálta.

Ernlítéi:;t kell még tenni Kozma Ferenc, Cságoly Ferenc és Muraközi Rrnő
néhány tanulmányáról ([15], [l6], [17]), valamint a Szovjetunióban ga,zdaság
rnatenultilrni módszerek felhasználásával folyó kutatásról [18] is.

A viszonylag nagy számú publikáció és tanulmány azonban csak bizonyos
kiindulópontokat, nyújtott a bennünket érdeklő problémának, az ásványvagyon
növekedési tényező szerepének megközelítéséhez. Meg kellett kísérelnünk
egy viszonylag átfogó, de ugyanakkor a feladat szempontjából eléggé konkrét
elvi koncepció kialakítását, majd ellenőrzését a tényadatok alapján. Erről
I esz szó a továbbiakban.

1 Részletesebben lásd [Lj-ben. Jelen cikk megírásához felhasználtuk újabb kutatási
eredményeinket is, melyeket p J nem tartalmaz.

ő A kute.tásban különböző formában számos szakértő működött közre. Ki kell emelni
ch:. :l.'óth Miklós, clr. Faller Gusztáv, dr. Simon. Kálmán, dr. Csernai Mihály, dr. Nagy
Janos, dr. Szabó Gábor, Pruzsina János, továbbá dr. Lengyel László és Halkooics László£nzzájárulását a kutatómunkához. Külön szeretnénk köszönetünket kifejezni dr. Kapolyi

ászlóna,k, aki folyamutosan figyelemmel kísérte és támogatta munkánkat.
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cd ő i in cl u l ó fe lt e v é s e k 

Növekedési tényezőknek a gazdaságfejlődés olyan feltételeit tekintjük, ame
lyek rendszerint pozitív irányban befolyásolják a gazdálkodás eredményét:
a termelés, a hozzáadott érték vagy a nernzeti jövedelem volumenét.3 A gaz
daságfejlődésben fontos szerepet játszó, elsődleges jellegű és mind terjedelmük,
mind parciális hatásuk szempontjából mérhető tényezőket a to váhhiakban
reprezentortényezőknek. illetve röviden reprezentorolrnak nevezzük."

A reprezentortényezők két fő, csoportra oszthatók: ld a:;,; élőmunka mennyi
ségét; 2. a gazdélkodás egyéfJ feltételeit jellemző tényezőkre. Utóbbiakat gaz
dasági katalizátoroknak nevezzük, mivel közös i.,aj(ttosságuk, hogy uzonos
munkamennyiséggel (egységnyi munkaidő alatt) nagyobb gazdasági eredmény
előállítását teszik lehetővé.

A gazdasági katal izáto rok lehetnek természetes vagy mesterséges eredetűek,
Utóbl>iakhoz tartoznak az állóeszközök (mestorséges munkaeszközök}, vala
mint a munka hatékonyságát befolyásoló olyan tényezők, mint a képzettség,
ösztönzöttség, stb. (személyi ku.ta.lizá.torok ).

'Természetes eredetű gazdasági kiüalizátor r,1, termőföld, val am int az ásvríny
vw:;yon. Előbbi a mezőgciz<laságba,n, utóbbi a f,..inyásza,tuan rendkívül fontos
növekedési tényező. Közös sajátosságuk, hogy az adott ágazathan nélkülöz
hetetlen fol tételei ti tormelöfolyama.tnuk: ruon nyiscgük től é:· minőségiiktől
nagy mértékben függ ii tá.rsadalmi munka termolékcnysége, hatókonysága.
A termelővállalatoknál ebből adódó t.isz.ta.jövcdolout különbségek kupita liste.
viszonyok között, mint azzal már Marx behatóan foglalkozott a, "l'őkóhcn,
földjáradék, illetve bányajáradék forrnájáha.n jelennek meg.5

Az ásványvagyon Cm. domináns reprezentor, [1 \ Ezen lónyegóhon az órtonrlő,
hogy a hatékonyság a.lakulása szempo ntjából az adott áwlzat, a kitormelőipar
döntő fontosságú tényezője. s eközben reprozentál (komplementer jellegűvé
alakít át) olyan tényezőket is. nevezetesen a személyi kata.lizútorokat, amolyok
a népgazdaság más területein reprezentorok.

Vi:;,;sgálata,ink arra uz eredményre vezettek, hogy a ktnyáHzat, fejlődése,
hatókonyságának alakulása viszonylag jól rnegnrngyarázltnJó három reprozen
torténvezö függvényében. Ezek a következők: ld az ökí111unka mennyisége
(foglalkoztatottak létszáma); 2. az állóeszközök (mostoraógcs munkaeszközök)
volumene; 3. az ásványvagyon 11agysága.

Feltéve persze, hogy az ,il:1ványvn.gyon megfeleld módon orrő] n továl>-
uiaJdmn szó lesz s f1 másik köt IJányásza,ti reprozontorLönyezővel kölcsün
ha,tásban kerül számbavételre. Ily módon ]rnpjuk f1 növekedési funkcionál
bányászatra specializált a,lakját, melyet a tnvál>biaklntn bányászati növeke
dési funkcionálnak, illetve rüvidohben (f,ányiszat i) funkcionálnak fogunk
ne\·ezn,.

Az eddigiek alapján a növekedési f'Unlccionált úgy definiálhatnánk, mint
olyan összefüggést, amely a reprezentortényezőlc függvényében írja le a gazdasági
eredmény (termelési volumen, nemzeti jövedelem, stb.) alaknlisát.

3 .-\. növekedési tényező fogalma ,.1,11al6g a terrnolési t;ényozl\ fogalmával.
4Vö. [I]-, [2]- és [--l]-gyel. Ha a tényező parciális hatása nem rnérhető, de rc~ többi fel

tételPk teljesülnek, komplemeter tényezőről, röviden komplementerről beszélünk .
.; Ehelyütt nem kívánunk kitérni arrn a vitára, amely a föld-, illetve bányajáradék

szocializmusbeli szerepéről, valamint a t':)_rmőföld és ásványvagyon gazdasági értékeléséről
folyt, illetve részben még ma is folyik. Osszefoglalóan lásd például [13]-ban és [19]-ben
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Valójában azonban többről van szó: a funkcionál az elsődleges növekedési
tényezők mellett származékos tényezőket is figyelembe vesz, melyek azért jelen
nek meg, mert a gazdaságfejlődés ütemét és a hatékonyság színvonalát befolyá
solja az élőmunka gazdasági katalizátorokkal való felszereltségének mértéke.

A bányászatban vizsgálati eredményeink szerint két származékos tényező
nek van meghatározó szerepe. Egyik a rnunka technikai felszereltsége, a másik
a munka ásványvagyon-felszereltsége.6

A. származékos tényezők hatása miatt a gazdasági eredmény változása vala
mely időszakban nemcsak a kezdő és végáUapottól, hanem az egész fejlődési
pályától függ.7 

Nern nehéz belátni, hogy az ásványvagyon többféleképpen befolyásolja a
gazdas[1gi eredményt:

I. minőségi jellemzőivel (például fajlagos höta.rtalom, fémtartalom stb.);
2. elhelyezkedésének sajátosságaival (koncentráltság, mélység, telepvastag

úg stb.};
3. fekvésével (felhasználás helyétől való távolság stb.).
Hazánkban Et harmadik sajátosságnak viszonylag kisebb a jelentősége, s

figyolmi"inlrnt a továhhinkban az első két összetevőre, különösen az elhelyez
kcdés: sajátoss{1gokrn összpontosítjuk.

U1izrlw,ági eredményen jelen esetben mindenekelőtt a termelés volurnenét
értjük: ez J,épezi ;i bányászati növekedési funkcionál függő változóját. Tekin
tol tel az egyes bányászati ágak termelésének viszonylag homogén jellegére,
az ily módon értelmezett gazdasági eredmény naturálisan is kifejezhető. ami
megkönnyíti a,z összefüggések feltárását.

L.:g.vanakkor Rzú,mításha, kell venni, hogy a nettó termeléstől (nemzeti jöve
dclo111WI) olt-érően a bruttó termelés függ a fajlagos anyagjellegü ráfordít.á
:;;nktól: n, fajlagos anyagköltségPk változása esetén a bruttó termelés és a reprezen
tortéuyezök közötti i.i8szeföggé-s nem ad pontos képet a gazdasági hatékony
sil.g alakulásáról.

J~z<'·rt ct ilaJ0konyság vizsg.'dat ához a, bányászati növekedési funkcionált cél
szerű kiegészíteni egy olyan összefüggéssel, melynek függő változója a fajlagos
(íorrn0kegységre jutó) anyagköltség, független változói pedig az utóbbi ala
k ulúsá.t meglH1tározó tényezők.

Tekintettel az ásványvagynn egyes fajtáinak (szén, ércek, szénhidrogének
sth.) lényegesen eltérő s11játossága,ira, a növekedési funkcionál bányászati alak
ját elvileg ág:=izatonként is specializálni kell. Vizsgálataink alátámasztották
azt a korábbi felismerést, hogy az alapvető különbségek az ásványvagyon hal
rnazú.llapo táva.l függnek össze." Ennek megfelelően a bányászati növekedési
fun kcionál két a.lapvál toza.tát dolgoz tuk ki: l. szilárd halmazállapotú; 2. nem
szilá1·cl halmazállapotú ásványvagyonra. Előbbit elsősorban a szénbányászat,9
utóbhit r1 kóolaj-Iöldgáatermelés példáján.

Fontos továhhá megkülönböztetni, legalábbis a szilárd halmazállapotú ás
ványvagyon vonatkozásában a mélyművelést és a külszíni fejtést. (Vö. [I],
[8].) Vizsgálataink során úgy jártunk el, hogy mélyrnűvelési adatok alapján

0 Vannak összct eLI ebb származékos tényezők is, mint arról szó lesz. Vö. továbbá [3]
és r 4 ]-gyel.

7 Mint lát.ni Cogj11k, a7, ásványvagyon-felszereltség az adott vonatkozásban másként
hat, mint a technikai felszereltség.

8 Ez kifejeződik, bár részben vitathatóan, a [8] és rg] metodikák közötti eltérésben.
"Ellenőrző számításokat a bauxitbányászatra végeztünk: [I] 68-69. old.
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dolgoztuk ki a szilárd halmazállapotú ásványvagyon funkcionálját, majd meg
vizsgáltuk, mennyiben módosítandók a kapott összefüggések külszíni bányá
szás esetén."?

od 1 fu n k c i o n á l á l t a l á n o s a l a k j a 

Vezessük be a következő jelöléseket:

X 

L
K
Av
t
t; 

B
M

V 
D
N

p
JI
a1l, a<J)
a, b, b;

a termelés volumene (szilárd halmazállapotú ásványvagyon esetén
ezer tonnában, szénhidrogénekre ezer GJ-ben);
a foglalkoztatottak száma (főben);
állóeszközök bruttó értéke (1980. évi áron, 5 ezer Ft-ban):
az ásványvagyon effektív terjedelme (Jásd később);
idő (mint változó);
az i-edik időpont (pl. i-edik év);
X, L, K és Av az idő függvényei;
az ásványvagyon (ún. ipari vagyon) kezdeti értéke az adott lelő
helyen (106 tonnában, illetve uéuA 10° GJ-lJen);
leműveltségi fok: az adott időpontig kitermelt ásványvagyon
osztva a kezdeti vagyonnal;
bányaterület (km2);

művelési mélység (szilárd halmazállapotú ásványvagyonra 2 · 102,
nem szilárd halmazállapotú ra 2 · ud 0:1 méterben);
telepvastagság (méter);
tektonizáltság ;H
telepnyomás (MPa-han, ahol u MPa """ 10 atmoszféra, l-nél kisebb
MPa esetén N = 1); 
porozitás (%-ban, u %-nál kisebb porozitás esetén P = l i2 
kiemelt vízmennyiség (m3/tonna);
költségszernpontból legkedvezőbb leműveltségi fok szilárd, illetve
nemszilárd ásványvagyonra;
a modell paraméterei.

Származékos tényezők:

F1 = ln (K/L),(ha K/L > l különben O)
Ff)= ln (Av/LF), ahol Av és P értékét specifikus függvényekkel kapjuk (lásd

később)
S1 = { l k exp (al\)}, abolL2 a= 0,05
Sib)= {l - expb(a1\)} - bS1 (F1 ma jellemző értékeinél b - b) 
F'1, Fv = Fi, 1\ idő szerinti deriváltjai, vagyis

JÍ' - dl\ JÍ'v = dFv .
l - dt , dt

10 Az utóbbi kérdésre jelen cikkben nem térünk ki (lásd [l]-et).
11 Szilárd halmazállapotú ásványvagyonra: telepek változékonysága, nevezetesen re

latív mérőszám/20. Ha a relatív mérőszám 20-nál kisebb D=l. Szénhidrogénekre he
terogénitás: kissé heterogén= 1, heterogén= 2, nagyon heterogén= 3.

12 A növekedési funkcionál bázisváltozata alapján (lásd [4]-ben).
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Fentebb ln a természetes (e alapú) logaritmus jele, melyet az egyszerűség
kedvéért gyakran a változó fölé tett hullámvonallal helyettesítjük. Tehát
például L = ln L, továbbá L = dL/dt = d(ln L)/dt.

Írjuk fel a bányászati növekedési funkcionál relatív alakját. Ez közelítően azt
a törvényszerű kapcsolatot fejezi ki, amely a bányászati termelés logaritmikus
növekménye és a reprezentortényezők között áll fenn valamely [ti, t2] idő
szakban. (Vö. [4] 5.2. alfejezetével.)

(I) 
I,

x,,1, = J (L + s1b)J\ + F\)dt,
t,

ahol X1,,1, = ln (X,,/X,, ).
Eszerint a bányászat termelési volumene akkor változik, ha vagy a foglal

koztatottak számában, vagy a munka technikai, illetve ásványvagyon-fel
szereltségében változás történik. Amennyiben a felszereltségi tényezők (F1, Fv)
nem változnak, a termelés változása arányos a létszám változásával (extenzív
növekedés). Ha viszont a létszám változatlan, de nő a technikai vagy ásvány
vagyon-felszereltség, intenzív növekedés megy végbe, abban az értelemben,
hogy nő a munka termelékenysége.

Meg kell jegyezni, hogy a felszereltségi mutatók természetesen csökkenhet
nek is. Ez a bányászatban, fi',, vonatkozásában viszonylag gyakori jelenség,
mivel az ismert ásványvagyon hói gazdaságossági megfontolásokból előbb rend
szerint 11 jobb lelőhelyeket termelik ki.13 Ezért a bányászatra sok esetben, igaz
korántsem mindig, csökkenő hozadék jellemző.

Tekintsük most a bányászati növekedési funkcionál abszolút alakját (v.ö.
[4] 5.3. alfejezetével), mely arra hivatott, hogy magyarázatot adjon rá,
miként határozzák meg f1 reprezentortényezők valamely időpontban (évben)
a bruttó termelés volumenét (X11 -t).

Elöljáróban megjegyezzük, hogy az abszolút alak esetünkben mindenekelőtt
azért fontos mert jó lehetőséget; nyújt a bányászati növekedési funkcionál
paramétereinek becsléséhez, keresztmetszeti vizsgálatok lefolytatásához.

Mivel a funkcionál abszolút alakja elvileg feltételezi a teljes gazdaságfej
lődési pó.lyi1 ismeretét, konkrét vizsgálatokhoz közelítő képlettel írható fel.A bán_yiHza,tra nem túl nehéz viszonylag jó közelítő formulát találni. Egy
ilyen képletet mutatunk be az alábbiakban.t-

(2)

13 :Rnnck ellenkezője főként akkor fordul elő, ha a. jobb lelőhelyet később fedezik fel.
1

14 A (2) össz függést (1)-ből úgy kaptuk, hogy (1)-et mindenekelőtt átírtuk a követ-
<ozö alakra:

f1 - 12 •
X1,,1, = ;i,' (LJL + LlFv) + b í S,P,dt

t, 1, 

Riterjesztve az integrálást (illetve összegezést) a teljes [t0, ti] gazdaságfejlődési pályára

1, ~ ~5; LJL =L,
1=10 

11
:S,' LJFV = F•.
l=f, 
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ahol b0 = konstans (regressziószámítással becsülhető);
S1 = az S1 súlyfüggvény közelítő értéke.

(3) (
rp )}exp a-f .

4. Az ásványvagyon hatását jellemző függvények

A (2) összefüggésből mostrnár csak Av és Ji' szorul közelebbi magyarázatra.
Előbbi, mint arra már utaltunk, az ásványvagyon effekt-ív terjedelme, pontosab
ban az annak értékét bármely (t;) időpontban közelítően megadó függvény
jelölése. F szintén az ásványvagyonnal összefüggő függvényt azi mbolizál.

Av és F, mint alább látni fogjuk, lényegesen különbözik éL szilárd, illetve
nemszilárd halmazállapotú ásványvagyon esetében. Nézzük mindenekelőtt Av-t.

Az ásványvagyon effektív (vagyis az adott t1 időpontban a termelés volume
nére ható) terjedelmét olyan függvénnyel közelítjük, melynek független válto
zói az ásványkincsek releváns mennyiségi és minőségi jellemzői, mint rész
tényezők. Feltótolozzuk , hogy a rész.tényezők multiplikativ kölcsönhatásban
állnak egymással és más tényezőkkel a gazdasági eredmény (termelési volu
men) létrehozásának folyamatáhan.

Másszóval A,,. sajátos termelési föggvóny, molybon többnyire az ásvány
vagyon-jellernz(ík ha.tványk i tovői a terrncléerugul rnassági együtthatók. ( Utób
biak a függvény logFLritmizált alakjával visz<mylag könnyen becsülhetők. Meg
bízhatóan persze csak akkor, ha a regr-esHziószárnításrül 11 (2) összefüggés más
tényez{íit is figyelembe voszik.)

Tekintsük előhh a szilárd ha.lmaz ál lupotú ásványvagyon Av függvónyét,
melyet AC/J-el jelölünk (a nem. szilárd hn.lrnazá.llapo tút A;?l.vel).

AJ1l = a, szilárd halmazállapotú ásványvagyon loművcltségi foká.nak hatását
jellemző föggvó11y:

(5) T11) = A1(l - aí1>A1), aí1> ., o,7

t,
(5.a) A1 = 2,' Xi/As (lcrnűvoltségi fok valamely időpontban)

/~lo

t, . -
Könnyen belátható meggondolások alapján (lúsd r1J 58-5!l. oldal) \(S1F\)dt~S1Fi,

- ~
ahol 81-et a (3) összefüggés adja. Az ily módon kapot.t orodrnény t nom logariLrnizált alakra
áf írva, s a b0 konstanssal k iegészttvo:

x., ,,.,, b0L(l{/L)bS,(Av/L').

Ebből átrendezéssel kapjuk a (2) összefüggést.
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A nem szilárd halmazállapotú ásványvagyonra (kőolajra és földgázra) vizs
gálataink során (4)-től jelentősen eltérő Av függvényt kaptunk:

(6)

(7)

(8)

A~2l = A1"5" exp (b12 Sv,v)

S = I - exp [ : (l1 + iV + P) exp ( - D - 
11
; ) ] 

ex Jl [ : 11 iV exp ( M)]
ahol J.11 = ln (l + 11{),

l1 = In V, lm V · I és O, lm V < 1, 
f;. D, i5 = ln N, ln D, ln P.

-:'Ifivel az SA és 8v,v függvény változói nem negatívak, fennállnak a követ
J,czií összefüggések i,,:

(D)

J\ü:1,gazdasági t.utulmút tekintve az SA változó olyan súlyfüggvény, mely
a túgal1h órtelernl.cn vett minő,;égi ásványjelJemzők (V, N, P, D, 111) nagysá
gától :higg<'>en emeli ha.tvúnyra a kőolaj- és földgázvagyon értékét (A5-t). Az is
kitűnik ,L közölt öaszefüggések hől, hogy a minőségi jellemzők egy része (vas
tagság, nyomás, porozi t ás) poz.itívan, másik része (mélység és heterogenitás)
ncgat ivan hat az ásványvugyon értékére, illetve effektív terjedelmére.15

SA-\·tLI analóg ,;zerepo van az 8v,v változónak. Ez a vastagság és rétegnyo-
111ás !f,gu,ritmikuR szorzatának függvényében jelentkező pozitív hatást fejez ki,
mely a 111ély,;ég foggv(inyélJcn csökken.

Tekintsük 11wRt az ásványvagyonnal szintén kapcsolatban álló F függvényt.
A különbség A ,,-vol szem hen elvileg az, hogy F nem az ásványvagyon viszony
lag tisz ta gazdasági hatú,Rát mutatja, hanem azt, mely az élőmunkával nagyon
szoros összefüggé .hen jelentkezik. 10

Szilú.rd halmazállapoti'1 {tsványvagy0n esetében az F csupán egyetlen para
métert. tartalmaz. nevezetesen:

(10) 11'<1) = b1, vagyis L- pc,i = L-b,

A (4) összefüggésből látható, hogy a b1 paraméter az ásványvagyon mennyi
ségére, pontosa! ban annak egyik alapvetó komponensére, a bánya.területre
vonatkozik, Vizsgálataink szerint b1 pozitív, ami azt jelenti, hogy nagyobb
hánvatarülethez, egyébkónt azonos körülmények (létszám stb.) esetén nagyobb
termelési eredmény és magasabb hatékonyság tartozik. Kézenfekvő az is,
hogy a termelés, illetve termelékenység szempontjából általában kedvező, ha
nagyobb az egy dolgozóra jutó bányaterület.17 pCt)_hez ügy jutottunk, hogy

,.s Felt.évr-, hogy a b11, b,~ paraméter pozitív. Vizsgála1aink szerin t, e felt.étr-l teljesül.
16 F az L tényoző eredményét hatványozza, míg Av ,,csupán" szorozza. [Lásd a (2)

összefüggést.] Meg kell azonban jegyezni, hogy az F függvény szerepe közgazdasági érte
lE-1nbcn negat.ív: magasabb pozitív értékei csökkentik az L tényező parciális hatását,
ni int, az a (2) összefüggésből láthat 6.

17 Feltéve persze, hogy a viszonylag nagy bányaterület nom abból adódik, hogy véko-
nyak az ásványrétegek. Utóbbi körülmény azonban az A~l) összefüggés jobb oldalának
tn{cs tényezőiben kifejezésre jut: lásd például az (As/B)b, rész tényezőt.
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vizsgáltuk az egy főre jutó bányaterület (B/L) parciális hatását a termelésre,
amit a (B/Ljb• összefüggés fejez ki. (Utóbbi nyilvánvalóan nem más, mint
Bb, . L-b•.)

Nem szilárd halmazállapotú ásványvagyon (kőolaj, földgáz) esetében F-re
vizsgálataink alapján az alábbi függvény adódott:

(11)
ahol
(12)
Következésképp:

(13) 

b A:c2)
13 f' 

L,-F<2) = £-b.,S,t 1-b"A/".

Vizsgálati eredményeink szerjnt bu pozitív, b13 pedig negatív paraméter.
Tekintettel arra, hogy SA és A5"2l értéke nem negatív (rendszerint pozitív),
F<2l általában csökkenti az L tényező parciális hatását.

FC2l első komponenséhez P<1l-el analóg megfontol ások alapján ju tottu nk,
az (A5/L)b11S,. összefüggés alapján.

pc2J második komponense azt fejezi ki, hogy tL kőolaj és földgásk iterrnclés
ben az ásványvagyon11ak a költség szempontjából legkedvezőbb Iernüveltsógi
fokától való eltérés (A5"2l) negatívan hat az élőmunka parciális gazdasági ered
ményére.

5. A modell paraméterei

A bányászati funkcionál paraméterei közül az a-va,I jelölt koefficiens érté
két, mint arra már utaltunk, a növekedési funkcionál bázis változatából vettük
át, [4] alapján. A többi paramétert (b, b,) bányászati adatokat felhasználvu
becsültük.18

A paraméterek becsléséhez a (2) összefüggés logaritmizált alakját használ
tuk fel. Az alábbiakban azokról az erodmónyekről lesz szó, melyek szilárd
halmazállapotú ásványvagyonra a szénhár yászat, nem szilé.rd halrnazállapo
túra a kőolaj- és földgázbányászat adatai alapján adódtak.

A szénbányászrtti vizsgálatokat kút szakaszhan: válla.ln.ti, majd akna-adatok
kal végeztük. Az első szakasz nyolc hányavá.lla.lat (egész mélyművelésű szén
bányászatunk ) 1960 80 évi adatait ölelte fol, éves bontásban. Ily módon
minden mutatóm 168 (8 x 21) mérési adat állt rendelkezésre. A második sza
kaszban aknánkénti adatokat vettünk számításba, három kiemelt ivre:
1970-re, 1975-re és U)80-ra. Összesen 159 mérési adatot mute.tóként.l?

A vállalati vizsgálatokból kitűnt, hogy a mélyművelésű szénbányászatban
ab paraméter (jelöljük b(l)-el) nem különbözik szignifikánsan l-től. Az akna
szintű vizsgálatokat a többi (b,) para.méter pontosabb meghatározása érde
kében - az alábbi regressziós egyenlet felhasználásával végeztük:

(14) ln (X/L) S1F1 = li&1l + b1 ln (B/L) + b:i ln (A5/B) +
+ b3(1/V) + b4 ln (1 + M) + b5 ln D + b6 ln (1 + H) + b7A:<fl,

18 A számítások az MTA FiZTAKI IBM 30:Jl. számítógépén készültek.
19 A kiinduló adatokat vállalati szakértők állították össze, dr. Csernai Mihály (Szén

bányászati Koordinációs Központ) irányításával.
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ahol '6&1) = ln W\ vagyis a szilárd halmazállapotú ásványvagyonra vonatkozó
b0 konstans (b&1)) logaritmizált értéke

b1, b2, ..• b7 = regressziós együtthatók.
Meg kell jegyezni, hogy b&1)-re a t hányados alapján nullától nem szignifi

kánsan különböző érték adódott. Ezért a regressziószámítást b&1) = 0 (W)= 1) 
feltételezésével megismételtük. Alább az így kapott eredményeket ismertetjük.

1. táblázat

Paraméterek sz ilárd halmazállapotú ásványvagyon esetén
(a szénbányászat, aknaszint.ű adatai alapján)

.Jelölés
I

Rcercssziós
epvürt hutó órtóke f lulu yados

0, 155
0,1 ltJ.

- 0,752
0,542
0,199
0,042
l,Ol 7

fl,59
3,(i(i
6,1 l
9,21
5,52 
2,66
4,(i8

Mint az 1. táblázatból látható, 95 %-os valószínűségi szinten valamennyi b;
(i = 1, 2, ... , 7) paraméter szignifikáns.

Viszonylag magas a determinációs együttható (R2) is: vállalati adatok alap
ján kb. 0,95, akna-adatok alapján 0,893 (X logaritmizált értékére vonatkoz
tatva.).

Az eredmények közgazdasági szempontból szintén megfelelnek a várakozás
nak. Érdemes e tekintetben szemügyre venni az együtthatók előjelét. Az első
l<ét együttható (b1, b2) pozitív előjele arról tanúskodik, hogy az ásványvagyon
mennyiségének növelése pozitívan hat a termelés volumenére.

A harmadik együttható (b3) negatív előjele arra utal, hogy a művelési telep
_vastagság növelése szintén pozitívan hat, hiszen b3 V reciprokát szorozza.
Ugyanakkor b4, b5, b0 negatív előjele összhangban van azzal az ismert ténnyel,
hogy a művelési mélység, a tektonizáltság, valamint a bányászás során eltávo
lítandó vízmennyiség kedvezőtlen hatású.

A b1 koefficiens pozitív értéke arról tanúskodik, hogy az ásványvagyon
lemüveltségi fokának növekedésével a termelés hatékonysága kezdetben nő,
majd egy bizonyos pont elérése után csökken. [Vö. az (5), (5a) összefüggéssel.]

A bányászati funkcionálban figyelembe vett természeti jellemzők köre eltér
a természeti paraméter-függvényes reálköltségkalkulációban számításba vet
től. A (4) összefüggésben [8]-hoz képest új a művelési telepvaatagság ( V),
valamint a leműveltségi fok hatását jellemző függvény (A~1l) szerepeltetése.
A b3, b7 paraméter számértékeiből és szignifikanciájából (t hányadosaiból)
látható, hogy ezek az ásványvagyon effektív terjedelmének fontos tényezői.

Valószínűleg kevésbé lényeges az az eltérés, hogy funkcionálunkban bruttó
szénvasta,gság helyett területegységre jutó ásványvagyon (As/ B) szerepel. E
két mutató arányaiban az ásványok fajsúlykülönbségei miatt tér el egymástól.

A [8J metodika a vízzel analóg módon (m3/tonnában), a gázhozamot is
számításba veszi. Megkíséreltük e megoldást vizsgálataink során alkalmazni,



304 SIMO,'! GYÖTIC: Y -KŐJl.ÖSI GÁBOR

de a gázhozam hatása a rendelkezésre álló tényadatok alapján nem bizonyult
matematikai-statisztikai értelemben szignifikánsnak. Valószínű, hogy 1 m3

gáz jóval kisebb negatív hatást fejt ki, mint 1 m3 víz.20

A kőolaj és földgázbányászat paramétereit az egyes szénhidrogénmezőkre vo
natkozó tényadatok alapján becsültük, szintén három kiemelt évet (1970,
1975, 1980) véve számításba. Néhány nagyon kicsi, évi 105 GJ-nél kisebb ho
zamú mezőt figyelmen kívül hagyva 72 mérési adattal rendelkez tünk.t!

A paraméterbecslés a szénhidrogének vonatkozásában az alábbi regressziós
egyenlettel történt:

ln (X/L) = bő2l + b<2lS1F1 + b11SA ln (A 5/L) +
+ b1.2SvN + b13Áy2) ln!,,

ahol bfl = ln bő2) (analóg bó1l-eJ, regressziós konstans),
b<2>, bw b12, b13 = regressziós együtthatók.

A regressziószámítás során bö2l-re nem adódott nullától szignifikánsan kü
lönböző érték. A számitást bi2> = 0 (b~2l = 1) feltételezéssel megismételve n,
2. táblázatban szereplő eredményeket nyertük.

(15)

2. tábláza:

A kőolaj és Iöldgávkií.ermolés paraméterei
(mozőnkénti adatok alapján)

Jelölés

.1,222
0,67 I
3,10

-0,öl l

t h{myados 

4,58
o.ss
6,80
7,94

Mint látható, valamennyi regressziós cgyü.ttható szignifikáns: at há.nyadusru
kapott értékek minden esetben viszonylag magasak. A determinációs cuyüti
ható (R2) mezőnkénti adatokra 0,84 (X logaritmizált értékét számításba véve),
ami a reprezentortényezők és a bruttó termelés volumene közötti viszonylag
szoros kapcsolatra utal.

A paraméterbecslés eredményei közgazdasági szempontból a kőolaj és fold
gáztermelésben is kielégítőnek nevezhetők. Érdekes, hogy b<2) mintegy 20 '%
kal nagyobb b<1l-nél. Ez arra mutat, hogy a kőolaj és földgázbányásza.tbnn az;
állóeszközök (következésképp a beruházások) fajlagos parciális hatása, maga
sabb, mint a mélyművelésű szénbányászatban, továbbá a népgazdaság egé
szében."

A [9] metodikával eredményeinket nehéz összehasonlítani, mert a probléma
megközelítési módjában lényegbevágóak a különbségek. A legfontosabb elté-

20 További vizsgálatok alapján úgy tűnik, hogy kb. l/4-Azer akkorát. Ennek megfe
lelően a (4) összefüggésben célszerű az (1 + H)b, részténycző .H változóját helyct.t csit.cni
(H + G/4)el, ahol G a gázhozam (m3/tonnában).

21 A kőolaj és földgázipari szakértőket dr. Nagy János (KB.FI) irány ítot.ta,
22 A népgazdaság egészére b = l érték jellemző [ 4).
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rések megítélésünk szerint abból adódnak, hogy a szóban forgó módszertan
figyelmen kívül hagyja a szénhidrogén vagyon majdnem valamennyi minőségi
jellemzőjét (vastagság, nyomás, porozitás, heterogenitás), amelyek vizsgála
taink során lényegesnek bizonyultak.23

6. Növekedési tényezők és hatékonyság

A növekedési funkcionál alapváltozatához hasonlóan a bányászati funkcio
nál is alkalmas a növekedési tényezők parciális hatásának elemzésére. Az (1)
összefüggést ebből a szempontból célszerű a következő alakra hozni:

(16)
t,

Xr,,r, = J [S~)L + SCjpft_ + Av]dt, 
t,

ahol i?.. = dlnK
dt 

d ln A,,A,,=------=---
dt 

(17)

Az /:Jt/l, S1~) súlyfüggvények konkrét értékei az L, illetve K tényező relativ
differenciális eredményét,24 más kifejezéssel ha.tárhatékonyaági koefficiensét
[3] adják meg a, bányászat területén.

Az ásványvagyon effektív terjedelméhez, A,,-hez tartozó relatív differen
ciális eredmény (határhatékonysági koefficiens) a, (16) összefüggés értelmében
1-gyel egyenlő. Ugyanakkor A vegyes résztényezöi (például bányaterület, ipari
vagyon sth.) vonatkozásában lényegében a b; koefficiensek (lásd az I. és 2.
tá.hláza.tot] képezik a, relatív differenciális eredményt."

Miként alakul ,1 bányászatban a létszám és az állóeszközök (beruházások)
relatív differenciális eredménye? Példaként nézzük meg :1 bányásza.tunk alap
vető ágaira vonatkozó értékeket a 70-es években (A 3. táblrizat.ban tájékoz
tatásul az P függvény megfelelő értékeit is közöljük).

Mint látható, az adott vonatkozásban lényegbevágó különbségek vannak
a két alapvető bányászati ág között. A mélyművelési szénbányászatban az
élőmunka, a kőoln.j és földgázkitermelésben az állóeszközök határhatékonysági
együtthatói a nagyobbak.

F értékeiből arra lehet következtetni, hogy az ásványvagyon-felszereltség
nek a kőolaj és földgázterrnelésben jóval nagyobb a jelentősége, mint a szén
bányászatban.
, Viszonylag egyértelműek a koefficiensek változási irányai: S~) mindkét
agazatban növekvő, SCJ!.) csökkenő tendenciájú, s ez elsősorban a technikai fel
szereltség ( P1) emelkedésével függ össze.

23 A szóban forgó metodika és a felhasználásával kapott. eredmények tudomásunk
szerint a szakértők körében is erősen vitatottak.

24 Vö. [ 4 J-gyel. E mutatók analógok a termelési függvények terrnelésrugalmassági
együtt,hatóival. Bizonyos értelemben azok dinamizált változatai.

25 Kivétel például a kőolaj és fölclgázt,ermclésnél az As tényező, melynek határhal é
konysági koefficiense a b 118A összefüggésből számítható.
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3. táblázat

A létszám és állóeszközök határhatékonysági koeff'iciensei
a bányászat f6 ágazataiban

(magyar adatok alapján)

Mutató 1970 1975 1980

SK
) 1 0,185 0,188 0,199

st1 2 0,289 0,325 0,352
1 0,660 0,657 0,646
2 0,201 0, 136 0,069

r l 0,155 0,155 0,155
2 0,510 0,539 0,579

* l = Szónbányűszat (külfejtések nétkül)
2 = Kőolaj és földgázkitermelós

Meg kell jegyezni, hogy S~l értékei a kőolaj és földgáz termelésben főként
a technikai felszereltség viszonylag magasabb szintje miatt nagyobbak a szén
bányászatiaknál. Szerepe van azonban annak is, mint már említettük, hogy a
szénhidrogénbányászatban a b koefficiens értéke l-nél nagyobb.

Az egyes növekedési tényezők befolyását a hatékonyság alakulására átfo
góbban jellemzik az abszolút differenciális eredmények [4], amelyek a bányá
szati termelésnek azt a volumenváltozását (tonnában, illetve hőtartalornban
fejezik ki, melyet valamely tényező egységnyi növelése eredményez, a többi
tényező változatlansága esetén.26

A differenciális eredmény nem más, mint a tényező határhatékonysági koef
ficiensének és átlagtermelékenységének szorzata, vagyis a bányászati funk
cionál létszám és állóeszköztényezőjére az alábbi módon írható fel:

(18) x -s<b)~ L- L L, X - crcuJ X1(-ul(-·
J(

Nézzük meg hogyan alakultak e mutatók hazánkban. Az összehasonlítha
tóság érdekében alább a széntermeléet is hőtartalomban fejezzük ki.

4. táblázat
A létszám és állóeszközök differcnciűlis eredményei

a bányászat fő ágazataiban, hőturtalomban (GJ") kifejezve
(magyar adatok alapján)

Mutató Ágazat 1070 1975 1980

XK Szénbányászat* 2805 2650 2659
Kőolaj, földg. b. 5631 6212 3993

XL Szénbányászat* 13,1 11,7 9,8
Kőolaj, földg. b. 37,5 30,5 22,8

* Külfejtések nélkül

26 A rövidség kedvéért differenciális eredménynek fogjuk nevezni.
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Mint. a 4. táblázat adataiból látható, a kőolaj és földgáztermelésben a diffe
renciális eredmények magasabbak, mint a szénbányászatban. Ebből persze
nem lenne helyes olyan következtetést levonni, hogy napjainkban a szénbá
nyászat a népgazdasági átlaghoz képest is kedvezőtlen hatékonyságú. (E kér
désről alább szó lesz.)

A változási tendenciák a vizsgált viszonylag rövid időszak alapján nem
ítélhetők meg egyértelműen. Mint látható, a létszám differenciális eredményeire
bizonyos mérvű hullámzás jellemző. Az állóeszközöknél csökkenés figyelhető
meg. Ennek ütemét azonban aligha lenne helyes hosszú távra kivetíteni. Sok
múlik ugyanis azon, hogy a továbbiakban milyen ásványmezőket sikerül fel
fedezni, termelésbe állítani.

Miként viszonyulnak a tényezők differenciális eredményei a bányászatban
népgazdasági átlagértékeikhez ~ E meglehetősen bonyolult kérdésre ehelyütt
csak nagyon hozzávetőleges válasz adható.

:\I indcnekelőtt át hell transzformálni az eddig közölt eredményeket nettó
értékre. Továbbá becsülni kell a vizsgált tényezők népgazdasági differenciális
eredményeit. Hogy a problémát némileg egyszerűsítsük, a, továbbiakban csak
az 1980-as évet vizsgáljuk.

A bányászati differenciális eredmények nettó értékre úgy számíthatók át,
hogy az anyagjellegű költségeket levonjuk a bruttó értékből. Ehhez elvileg
ki kell fejezni a tényezők differenciális eredményét értékben. Közelítően úgy
is cljárha.tunk, hogy az anyagköltségek (a kutatási és feltárási költségeket is
ideszámítva) és bruttó termelési érték arányával27 csökkentjük a 4. táblázat
ban közölt naturális eredrnényeket.P s a kapott mutatókat aktuális világpiaci
áron (dollárban) fejezzük ki. Utóbbit a kőolaj jelenlegi (1983 áprilisi) világpiaci
árából (hozzávetőlegesen 200 dollár/tonna, vagyis kl). 5 dollár/GJ) kiindulva
hn.tározzuk meg figyelembe véve a szén viszonylag kisebb használati értékét is.29

Végeredmónyben az alábbi számértékeket kaptuk (5. táblázat).

!í. táhláza;

A létszúm és állóeszközök dollár-ban kifojozeLL differenciúlis eredménye
bányászat.unk fő ágawtaiba,n 1980-ban

(aktuális dollé.ráralcon)

1flllotó

. lclolés Megnevezés

Szónf,,_\nylts,at I Kőolaj-
(külfcjtósek n61kül) íöldgáztennclés

l. 2.
- - --- -

Dollár/fi>

Dollár/5 ezer Ft álló
eszköz*

3-104

12,54

12 2-lS

63,94

2/1

3,6

5,1

* Bruttó érték, 1980. évi áron.

27 Utóbbi J 980-ban mélyművelésű szénbányászn.t.unkbun :16%, a kőolaj-földgázter
n1cléslwn kb. 25% volt.

28 A bányászati amort izúcióról feltételezzük, hogy XK fenti módon csökkentett értéke
nyújt, rá fedezetet.

2" Mélyművelési búnyászással kapott hazai szeneinkre átlagosan 2 dollár/Gd-vel sz_á
rnolnnk. Egyes szakértők a kőolajhoz viszonyítva magasabb értékelést tartanak reális
~ak, azonban a belföldi és világpiaci árarányokhoz a fenti számérték áll k?zel. Meg ~ell
J_egyezni, hogy a földgázt a világpiaci árarányoknak megfelelően kb. a kőolaj hőár 3/4-evel
ertékeljük (:l, 75 dollár/GJ).

4 Szigma
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L és K népgazdasági differenciális eredményeit (utóbbit amortizáció nélkül)
a következő képletek alapján becsültük (vö. (1) 117. oldal).

(19)

(20)

yK = 81 (_!_I 
K,

y Y,){
YL=---- 

L

ahol Y = a nemzeti jövedelem az anyagi termelésben (1980-ban, folyóáron);
K = állóeszközök év eleji bruttó értéke az anyagi termelésben (1980. évi

áron);
L = foglalkoztatottak évi átlagos száma az anyagi termelésben (1980-

ban).
Az S1 függvény értéke természetesen szintén az anyagi termelés egészére

vonatkozik, 1980. évi adatok alapján. Y ere (20)-ból hozzávetőlegesen 123 ezer
Ft/fő, Y K-ra pedig (19)-ből 0,06 adódott.

Ezek után meghatározhatjuk, hogy ,1 népgazdasági értékek alapján mekko
rák lettek volna Ft-ban fő bányászati ágaink hozarnnormativái, s a kapott
eredményeket mint ráfordítást (opportunity cost-ot) szembeállíthatjuk a dol
látban kifejezett tényleges határhozadékokkal (utóbbiakat az 5. táblázatban
már közöltük). Képletben:

Y~c.b) _ ( YK + ccg>)5 • 103

1( - y~~) 
(21)

y<b) _ YL
. L - Y(b),

L

ahol 0~) = amortizációs kulcs a bányászatban: szénre átlagosan 0,065, kőolaj
és földgázra 0,078 (1980. évi magyar adatok alapján).

(22)

6. táblázat

r,:1'? A dollárkitermelés költségei bányűszubunk fő ágazataiban n, tényezők
.... differenciális eredményei alapján

(1980-ban alü11álir; doll(,rál'akon, Ft/dollár)

'Muta.tű Kőolaj- és
földg~'l,t,ernioll:tt 

31\,l
49,8

10,0
10,8

* Külfejtések nélkül.

A 6. táblázatban közölt adatok arra mutatnak, hogy az univerzális tényezők
(létszám és állóeszközök) határhatékonysága jelenleg szénbányászatunkban
nem marad el a népgazdasági átlagtól, kőolaj és fölclgáztermelésünkben pedig
sokszorta n1agasabb.
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7. Az ásványvagyon szerepe

Miként befolyásolja a termelés volumenét és a gazdasági hatékonyságot az
ásványvagyon? E nagyon bonyolult kérdéskör részletes tárgyalásába ehelyütt
nem bocsátkozhatunk (bővebben lásd [l]-ben), hanem csak néhány olyan
összefüggésre mutatunk rá, amely a bányászati növekedési funkcionálból köz
vetlenül levezethető.

Az ásványvagyon gazdasági szerepe függ mennyiségi és minőségi jellemzői
től. Valamely jellemző parciális hatását úgy becsülhetjük, hogy meghatároz
zuk a bányászati termelésnek az adott ásványvagyon-résztényező szerinti par
ciális differenciálhányadosát (differenciális eredményétj.P? Szilárd halmazálla
potú ásványvagyonra az alábbi összefüggések adódnak (a parciális deriválás
szabályait lásd például [20]-ban).

X 8 = ;! = (b1 - b2) ~ (bányaterület differenciális eredménye)(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

ax xXA = -·- = b2- (az ipari kezdő vagyon diff. eredménye)
• rM5 As

raxn
Xv=-= 

DV 
b X

3 v2
ax x 

XM =-- = b4--- 
öM l +M

V r_ rax - b X.,-\o,- - s' öD D

_ :r>x __ b X x,., - . - 6---
?,H 1 + JJ 

ax XA1 =-- = b7(1
[aA1

(a művelési telepvastagság diff. ered
ménye)

(a művelési mélység parciális hatása)

(a tektonizáltság parciális hatása)

(,t vízkiemelés parciális hatása)

(a leműveltségi fok parciális
hatása).

A kőolaj és földgázhányászatban a helyzet bonyolultabb, főként ami az
egyes minőségi jellemzőket illeti. A globális parciális hatások azonban viszony
lag egyszerűen becsülhetők az alábbi képletekkel:

(30)

(31)

(az ipari kezdő vagyon differenciális ered
ménye)

(a telepvastagság és a rétegnyomás
pótlólagos differenciális eredménye)

, ao Pontosabb közelítés érhető el, ha a bányászati fajlagos anyagköltségek alakulását
le1ró függvényeket [l] is felhasználjuk. Itt azonban erre az egyszerűbb tárgyalás kedvéért
nem térünk ki.

4*
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Mekkora hányadát képezi a bányászat termelési volumenének az ásvány
vagyon d'ifferenciális eredménye? Ha feltételezzük, hogy az ásványvagyon
tágabb értelemben vett minőségi jellemzői nem változnak, mennyisége pedig
a másik két reprezentortényezővel (L-lel és K-val) arányosan nő, akkor ~1
korábbiak értelmében [lásd az (1) és (17) összefüggést] e kérdésre az F függ
vény mindenkori értéke [Jásd a (10) és (11) összefüggést] ad választ.

F-et megkaphatjuk a (17) összefüggés alapján az alábbi módon is:

(32) F = I - S~> S(b)
K· 

A 3. táblázat adataiból kitűnik, hogy F nagysága kőolaj és földgázbányá
szatunkban 0,5 körül van, szénbányászatunkban ennek kb. 1/3-a.

Kézenfekvő, hogy az ásványvagyon differenciális eredménye összefüggésben
áll a bányajáradékkal és az ásványvagyon gazdasági értékelésével. Nagyon
hozzávetőlegesen azt mondhatnánk, hogy a bányajáradék egyenlő a bányászat
nettó termelésének azzal a hányadával, amely az ásványkincsek differenciál is
eredménye, az ásványvagyon gazdasági értélce pedig megfelel a kitermelése
révén keletkező differenciális eredmények összegének.

Valójában a helyzet bonyolultabb. Mindenekelőtt azért, mert az ásvány
vagyon befolyásolja a bányászat másik két reprezentortényezőjének (L-nek
és K-nak) differenciális eredményét. Utóbbiak lényegesen magasabbak lehet
nek a népgazdaság egészére jellemző értékeknél. Erre lehet következtetni pél
dául a 6. táblázat adataiból.

Ha abból indulunk ki, hogy a bányajáradék és ásványvagyonórték népgaz
dasági kategóriák, akkor L-t és K-t társadalmi, nem pedig bányászati (indi
viduális) differenciális eredményeikkel kell számitásba venni (részletesebben
lásd például (1 J-ben). Ez azt eredményezi, hogy a bányajáradék részaránya
esetünkben a fentebb kimutatottnál magasabb lesz, s ennek megfelelően na
gyobbnak adódik az ásványvagyon gazdasági értékelése is.

Ugyanakkor az erőforrások optimális allokációja szempuntjából rendkívül
fontos a tényezők bányászati differenciális eredményeinek ismerete is, mert
ennek alapján lehet következtetni arra, hogy mennyivel előnyösebb valamely
tényező igénybevétele az adott területen (ágazatban, bányában), mint a nép
gazdaságban általában.

Az ásványvagyon-tényező differenciális eredménye ebből a szempontból
különleges jellegű, mivel L-től és K-tól eltérően a népgazdaság más területein
nem áll vele szemben opportunity cost. Ily értelemben ráfordítás nélküli ered
ményről van szó.P!

Az ásványvagyon értékének realizálása a bányászatban felhasznált másik
két reprezentortényezőtől, L-től és K-tól függ. Utóbbiak saját individuális
differenciális eredményük létrehozásán felül mobilizálják a járadékot, ponto
sabban az ásványvagyon differenciális eredményét is.

Napjainkban a gazdaságfejlesztés korlátja többnyire a felhalmozási eszközök
,,szűkössége", vagyis K tekinthető az alapvető járadékmobilizálási ténye
zőnek. Ezért ha a beruházások optimális allokációjáról van szó, K olyan kor
rigált differenciális eredményét célszerű számításba venni, mely a járadékot
is tartalmazza (vö. [l] 170. old.).

31 A kutatási-feltárási ráfordítások, mint arra már utaltunk, az anyagjellegű ráfordí
tások között szerepelnek, így a nettó termelés részét képező differenciális eredményeket
nem terhelik.
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Az ásványvagyon differenciális eredményének ismerete természetesen fon -
tos az ásványkincsek feltárására irányuló kutató-fejlesztő tevékenység optima
lizálása szempontjából is.

*
A vázoltak alapján úgy látJ~~lwgy~M~~Tei'redési fmikcionál

a gazdaságirányítás hasznos eszközévé válhat mind makroökonómiai, mind
pedig vállalati szinten.

Végül megjegyezzük, hogy a bányászati funkcionál kidolgozása része annak
a kutatásnak, amely a növekedési funkcionál alapváltozatának kialakításával
kezdődött [3], s a modern gazdaság váltczáei törvényszerűségeinek mélyebb
feltárására, ily módon végső soron a gazdaságdinamika mint tudomány (vö.
[4] 4.3. alfejczetével) megteremtésére irányul.

{ 1-Jci'rl. e:::1 II: JfJS3. lÍJwills 20-Ú'II)
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GROWTH FUNCTIONAL FOR THE MTNING INDUSTRY

In this papcr Urn economic growth fuuct.ional (soe PJ) is modified for mining, consider
ing mineral resources as a specific growth factor.

First the general form of the growth functional of mining is described. Second the
functions, characterizing the effects of mineral resources arc pro vidr-rt according to the
sectors of mining (coal mining, oil and natnral gas oxploitation).

Data in pit/oil field breakdown were used for esl;imating Lite coefficients of the model.
The estimated coefficients are statistically significant and easily interpretable.

The marginal efficiency of the main fuct.ora (labour force, fixed capital, mineral re
sources) is studied primarily from methodological point of view .

Finally the authors outline the connection among the marginal efficiency indicators
derived from the functional, the mine rent and the evuluut.ion of mineral resources. They
refer to tho significance of the results in r spcct Lo tho optimal rr-sourco allocat.ion.

<PYHl-{Uv!OHAJI POCTA ,UO5blBAfOLQEvl nPOMb[LLIJIEHHOCTvl

B CTaTbC komcpernaapyercst r.l)YHl(L(HOHaJl ::Jl(Ül(OMll'ICCl(Ol"'O pncra (CM. rranp. (3)) 11a OOJl3CTh
ropHO,UOŐbrBalOLUeJ°:í 11p0Mb!IUJ1CIHIOCTH, Y'IMTbll:liHI no ncanue IICl(OífaCMb(C IJ l(a<!CCTUC CllCL(H(l)H
tfeCKOrO Ql3KTOpa 31(0HOMH'IeCl(0['0 pa3UHTH,fl.

B cra'rse naercn OÖU\HH BH,'( paapaöorauuoro 1!iy111<1(1101raJia, a TaI01<C cjiopMy 111,r, xapaxrcpaay
ioumc IJJlH,flHHe Ql31(TOpa noneanux HCI(01"13CMhlX B OCHOUl-lblX OTpaCJl5JX ,'(OŐblllil!Oll(Cl~l npo
Ml,fUIJlCIIHOCTH (n yroru.uoü H HC(jffe-ra30UOH).

Ouemca napaaerpou MO,UCJlH 11pOBO,UHJ13Cb ira OCHOBC L(al-11-!blX OT/(CJlbl-lL,IX ílJ)C/(ílpH.flTMH, nraxr
11 HC(jJTcra30BblX 33JlC)l(eH. Florryseuaue peaynsrarsr 0I(333JIMCb B MaTCMaTH!(O-CTaTHCTl14CCl(OM
CMblCJlC L(OCTOBepHblMM, BMCCTC C TCM OHl1 3I(0HOMH'ICCl(H XOJ)OTIIO HMTCprrpeT11pyI0TC,fl.

8 crarse paccMaTpb183I0TC,1 43CTl141-161C 3(jJqJCl(Tbl OCHOUl!blX rparcrcpoa (paöo-rcü CMJll,I, OCflOIJ
Hl,IX QJOHL(OB, llOJlC:JHblX HC1<0rraeMblX) ,uo6r.,ma10ll(C/:1 rrpOMbllllJICHHOCTII, rmlBl-(hlM o6pa30M
C MCTOL(H'ICCl(Oi'°I TOtfl<H 3pCHH,I.

8 331(JllO<IHTCJlbHOH 'laCTl1 CT3Tbl1 YI<336183CTC.fl Ha CIJ,fl3b ílQl(a3aTCJICÍ·Í npeL(CJlbl-1011 3(jJcjleK
TI IBHOCTH cpa1(TOpOB <PYHl<L(HOHaJla C pearoü ,l(06611Ja1ou111x orpacneü H 31(01-10Mi1'1CCl(O?l ouerncoa
n0,1C3HbfX HCl(OllaCMbIX, a T31()1(C Ha 3I-!a'-ICHHC llOJlY'-ICHHblX pesyrn-raron C TO<ll(H 3pCH11i'I orrru
M3JlbHOro pacnpene.nemrs pecypcon COBJ)CMCIII-IOJ:i 3I(01-!0MHl(f,f,



JÖRGEN W. WEIBULL 

Súrlódás és egyensúlytalanság a lakáspiacon: 
egy dinamikus modell 

1. Bevezetés= 

•.'\ városi területek lakáspiacát számos országban a klasszikus közgazdasági
értelemben vett többé-kevésbé tartós egyensúlytalanság jellemzi. Olyan ,,piaci
tökéletlenségek" miatt, mint amilyen a lakbérszabályozás és a cserében mu
ta.tkozó súrlódások hogy csak két példát említsünk -, a névleges kereslet
és kínálat ritkán találkozik a városi lakáspiac minden szegmentjében. Az egyen
súlytalansági helyzetekben tipikus, hogy az árakat olyan állományjellegű jel
zések egészítik ki, mint a kiadó lakások aránya az összes lakáshoz és a sorban
állási, illetve keresési idő. Következésképpen kívánatosnak látszik a nem
walrasi egyensúly és dinamika, egy stock-flow modelljének kifejlesztése. Dol
gozatunk megvizsgálja hogyan lehet megközelíteni a kérdést ebből az irány
ból. Nyilvánvaló, hogy az egyensúlytalanság a gazdaság más ágazataiban is
releváns kérdés; itt csak a rn unkaerőpiacot, az oktatást, az egészségügyet és
a közlekedést említjük meg. Ezért a lakáspiac formális disequililn-iurn modelljé
nek szélesebb alkalmazási köre lehet majd. Mindazonáltal a meghatározottság
kedvéért az összes értelmezés és taglalás kizárólag 1~ lakáspiac esetére korláto
zódik.

Egy dinamikus stock-flow modellt fejlesztünk ki, amelyben a szereplők aggre
gátumai deldarálják az árakon és nem árjelzéseken alapuló hatékony keres
leteiket és kíná.lutaikat. A modellben nem tesszük föl, hogy a csere súrlódás
mentes (amikoris a kereslet és a kínálat késés nélkül megfelel egymásnak).
Ellenkezőleg egy időbeli alkalmazkodási folyamatot definiálunk. é µ áralaku
lást a, piaci feltételek határozzák meg, beleértve mint speciális esetet, az egzo
gén módon rögzített árakat. Mint tipikus példát, olyan lakáspiacot óhajtunk
leírni, amelyben van mind magán-lakáspiac szabad áralakulással és cserével,
mind pedig közületi lakáspiac, amely adminisztratívan rögzített árak mellett
osztja el a lakásokat. Az egyensúlyt a hatékony kereslet, kínálat és csere
egyenlősége definiálja. Következésképpen egzogén módon rögzített árak mel
lett is létezhet egyensúly. A súrlódások miatt általában együtt létezik ,,hiány"
és ,,slack" a lakáspiac minden szegmentjében, még egyensúly esetén is. Feles-

* A cikk párhuzamosan megjelenik a hq}>U7>}87}> O3C>}_ O• ~qO>O>77q+rOF+8 is.
Az angol nyelvű eredetiből h7{ O>O870+ é >UCá + fordította.

ő ö +µö >F0>57_8á >í 0á +í A szerző hálás Kornaí Jánosnak azokért a lényeges javasla-
1 okért. és m gjegyzésekért, amelyeket a dolgozathoz vezető munka egyik korai szakaszán
közölt. A dolgozat korábbi változatára vonatkozó segítő megjegyzésekért szívélyes
köszönetemet fejezem ki két névtelen bírálónak. A kutatást a Svéd Építési Kucatásokkal
Foglalkozó Tanács, a Svéd Társadalomtudományi Kutatásokkal Foglalkozó Tanács és
az Olasz Nemzeti Kutatási Tanács támogatta.
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leges elmondani, hogy a modell csak néhány vonatkozását tükrözi a lakáspiac
összetett folyamatainak. Például nem tanulmányzzuk a jövedelmek, az adók,
a kamatlábak, az energiaárak stb., hatásait.

Ez a munka kiterjesztése egy korábbi tanulmánynak, amelyet Kornai
Jánossal írtunk a piacok tartós hiány mellet.ti működéséről vö. VOC>}7 
x F7Ű3__ (1978). é jelen munkát nagyban inspirálta VOC>}7 (1980) átfogó
vizsgálata, és az ott kifejlesztett fogalmi rendszer több elemét felhasználjuk.
Például a cseréval járó súrlódások mostani kezelése Kornai elképzeléseinek
egyenes formalizálása. Sőt, a 2. szakaszban kifejlesztett keret-modell a Dániel
Zsuzsával és Kornai Jánossal együtt írt korábbi tunulmány továbbfejlesztése
és kiterjesztése, vö. . á >7F_rVOC>}7 x F7Ű3HH (1081 ). 1\fásréRzt a jelen meg
közelítés lényegesen eltér a nern-walrasi elemzés jelenleg urnlkodó irúnyzata.i
tól, melyeknek úttöröi ,L matematikai közgazdaságtanban . Cé µF (Hl75),
BF>}++5 (1975) és mások voltaic A kutatási terület legtöbb modellje statikus,
figyelmen kívül hagyja a stock jelzéseket és a cserével járó súrlódásoka.t, kizú 
rólag az eladások és vételek mennyiségi korlátaival megfogalmazott discquilib
rium jelzésekre összpontosít.! Mosta.nában .írt tanulmányaik soroza.tá.hau
ó F0FC é l . 7}{ O>U é1, _~ dC7q p }+"7> a gazdasági egyensúly i',j megközelít:6;,ét
ajánlják, amely a csere folyamatokat hasonlóan ábrázolja mint a jelen dolgo
zat. Náluk a hasznosságot maximalizáló vevők éH eladók k ülünfélc típusai 
cserélik egyetlen áru egységeit olyan ár mellett, amelyet egy liiZC1nyns alku
megoldás határoz meg, lásd . 7}{ O>U p3 +"7Cí (IU7H, 1D81) és . 7}{ O>U 
(1982).2 Alternatív stock-flow megközelítést dolgozott ki VOC>}7WB7 }C0O+ 
(1973, 1981) árjelzés nélküli szabályozásokra.

A lakáspíacok más modelljét dolgozta ki h>7q"}C+ (1978) részben VOC>}7 
x F7Űr3__ (1978) által inspirálva. Determinisztikus stock-flow modellt fejlesztett
ki a szabályozott lakáspiacra, melyben egyetlen homogén lakástípus van.
Egyetlen válJalat épít, bont és újít fel lakásokat. Ez a vállalat igazga.tja a
lakásokat és bocsájtja őket a háztartások egy homogén csoportjának a ren
delkezésére, egzogén módon rögzített ár mellett. Egyszerű demográfiai éR
helyváltoztatási folyamatok is szerepelnek a modellben. A stacionárius állapo
tok létezését, stabilitási és komparatív-atatikai tulajdonságait vizsgálja ""
szerző.

Dolgozatom felépítése a következő. A 2. szakaszban a keret-modellt veze
tem be, majd a 3. szakaszban elemzem az egyensúly fogalmát és viszonyítom
a ,,rövidebb oldal elvéhez" és a walrasi egyensúlyhoz. Egyebek között meg
mutatom, hogyha a cserével járó súrlódások nullára csökkennek és az árak
rugalmasak, akkor modellem egyensúlya egybeesik a walrasi egyensúllyal."
A 4. és az 5. szakasz néhány speciális esetet vizsgál, amelyben a keresletnek,
a kínálatnak és az ár alakulásának példái szerepelnek. Árszabályozásos és
árszabályozás nélküli egyensúlyi állapotok létezése, egyértelműsége és kom-

1 A nern-walrasi elemzés néhány kivételét lásd: ) }C7}> (1975), aki dinamikus rnorlr-Il t
vezet be, de állományváltozók és cserével járó súrlódások nélkül; k O>"}2O_7$}rq =0O 
(1980), aki dinamikus stock-flow modellt 11d 11 cserével járó súrlódások nélkül; és
BF>}++5 (1982), az általános nem-walrasi egyensúly statikus modelljét szerkeszti riwg,
és nem támaszkodik a súrlódásmentesség feltevésére.

2 A jelen modellt . 7}{ O>U és p }+"7> munkáitól függetlenül fejlesztettem ki.
3 A cserével járó súrlódások, a rövid-oldal és a walrasi egyensúly közti viszony i'tlt a

lánosabb elemzését lásd: x F7Ű3__ (1983).
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paratív-statikai valamint stabilitási tulajdonsága kerül taglalásra. A 6. sza
kaszban közületi lakások feketepiacát elemzem szimulációs modellel. Végül
a 7. szakasz zárja a cikket a jövő kutatás néhány irányának rövid ismerteté
sével.

2. A modell 

A lakások n típusát különböztetjük meg olyan fizikai jellemzők szerint mint
méret, komfort, hely és tulajdonforma. Minden lakástípus számára létezik
egy allokációs csatorna, amelyen keresztül a lakások cserélődnek. Például
allokációs csatorna lehet egy piac, ahol az árakat a piaci feltételek endogén
módon hutá.rozzák meg, és a csere egyéni vevők és eladók közt zajlik; de lehet
egy (közösségi) elosztó hivatal, amely sorbanálló háztartásoknak egzogén mó
don ri.igzített áron ajánlja a lakásokat. A modell aggregált abban az értelem
ben, ll()gy nem azonosítja az egyes vevőket és eladókat, csak összesített keres
lotüket, kínálatukat és cseréiket.!

A releváns időhalmaz (T) feltevés szerint a valós egyenesnek egy olyan
nyílt intervalluma, amely tartalmazza az origót, t = O-t. A lakáspiac pillanat
nyi állapota at ET időpontban az x(I,) = [it(t), v(t), JJ(t)] EX= R': X R~ X R~-+' 
ahol R➔ jelöli a nemnegatív valós számok halmazát, és R++ a pozitív valós
számok halmazát. Az u(t), v(t) és p(t) vektorok mindegyikének egy eleme van
nz egyes luk áet ípusokra.: v1(t) az i-típusú lakás irú.nti hatékony kereslet pilla
natnyi állománua. v1(t) az s-típusú lakás hatékony kínálatának pillanatnyi 
állománya, és p;(l) az i-típusú lakás pillanatnyi (névleges) ára. Más szavakkal:
u1(1) azoknak az i-típusú lakásoknak a szá.ma, amelyet a vevők összesóge a t 
időpontban meg akar vásárolni és v1(t) azoknak az i-típusú lakásoknak a szá
ma., amelyeket az eladók ö .szosége el aka.r adni. A ,,hatékony" jelző megszo
rf tása azt jelzi, hogy általában az áron kívül más jelzések is befolyásolják a
kereslet és a, kínábt alakulását. A valóságban egy lakásvétel időben széthúzódó
kiadások áramával jár. Ennek ellenére, az egyszerűség kedvéért ezek az
áramlások skalár (pénzbeli) árként jelennek meg a modellben.

A lakáspiac dinamikáját a következő (általában nem-lineáris) közönséges
differenciálegyenlet rendszer ábrázolja:

u1(t) = a1(x(t), t) - b,(x(t), t) 

v ;(t) = c1(x(t), t) - b1(x(t), t) 

p1(t) = /;(x(t), t)

l 
J 

(1) 

Itt a pont időszerint deriválást jelent, (x(t), t) EX x T és az i alsó index
l-től n-ig fut. Az a1, b;, e; ée ], függvények valós értékűek, az X xT-n vannak
értelmezve és a következőképpen értelmezzük őket:

a;(x(t), t) a pillanatnyi nettó hatékony keresleti ráta az i-csatornában (azaz
az újonnan érkező igények mínusz a visszavont igények),
, b;(x(t), t) a pillanatnyi csere ráta az i-csatornában (azaz a csatornán keresztül
ertékesített lakások rátája),

'A modell könnyen dezaggregálttá teheto véges számú háztart.ási típus bevezetésével,
rnelyek jövedelem, méret stb. szerint különböznek.
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c;(x(t), t) a pillanatnyi nettó hatékony Hnálati ráta az i-csatornában (azaz
az újonnan eladásra kínált lakások száma minusz az eladástól visszalépők
száma),

/;(x(t), t) a pillanatnyi árváltozási ráta az i-típusú lakásoknál (azaz az a ráta,
amellyel a p1(t) ár időben változik).

Ezzel az értelmezéssel összhangban természetes megkövetelni a következő
feltevések teljesülését:

AI. a1(x, t) :2: 0 minden (x, t)-re ha u, = 0

A2. b,(x, t) ;;::::: 0 minden (x, t)-re és:= 0 minden (x, t)-re ha u1v1 = 0

A3. C;(x, t) > 0 minden (x, t)-re, ha v1 = O

Más szavakkal: ha nincs kereslet, akkor nem lehet visszalépni a kereslettől
(Al); ha nincs kereslet vagy kínálat, akkor nincs csere (A2); ha nincs kínálat,
akkor nem lehet visszavonni a kínálatot (A3). 

Vegyük észre, hogy mindegyik ráta függhet a lakáspiac pillanatnyi állapo
tától - az x(t) változón keresztül, valamint külső tényezőktől mint például
a jövedelmektől, kamatlábaktól, energia áraktól, demográfiai folyamatoktól
a t változón kereszbül. Másrészről az összes állományváltozó, u1(t), v1(t) és p1(t) 
általában függ a lakáspiac egész történetétől és e piacot érfi külső hatásoktól
a dinamikus egyenleteken keresztül.

Ahhoz, hogy egy differenciálegyenlet-rendszer értelmes leírása legyen egy
dinamikus rendszernek, szavatolni kell a, rendszer (dinamikus) megoldásának
létezését és egyértelmüségét. A Picard Lindelöf tétel alkalmazása közvetle
nül adja:

I. állítás: Ha Al-A4 teljesül, akkor (I)-nek van (lokálisan} egyértelm'Ű
meqoldáea XX T minden, pontján keresztül.

A4. Minden függvény folytonos és folytonosan differenciálható x szerint",
Az I. állUás bizonyUása: A Picard Lindelof tételből következik, hogy

(1)-nek egyetlen megoldása van az XX 'P halmaz minden belső pontján keresz
tül (lásd pl. Hale (1969) Theorem l.3.1.). Ezenkívül az (1) egyenlet vektor
mezeje Al A3 szerint az X halmaz határán befelé mutat. Ezért a határ
pontoknak is egyértelmű megoldásuk van Q.E.D.

Néhány szót az ármeghatározásról. Jelenlegi ,,behaviorista" megközelítő
sünkben az / árszabály megállapítása empirikus feladat. Mindazonáltal,
a priori megfontolások alapján van egy elméletileg érdekes ,, tiszta" eset:
néhány allokációs csatornában az árakat a piaci feltételek endogén módon
úgy határozzák meg, hogy a hatékony keresleti állomány egyensúlyban van
a hatékony kínálati állománnyal. Pontosabban: legyen z1(t) a hatékony keres
leti állomány és a hatékony kínálati állomány pillanatnyi különbsége:

z1(t) = u1(t) - v1(t) (i = 1, ... , n). 

5 Valójában elégséges, ha az összes függvény folytonos (x, t) szerint és lokálisan
Lipschitz-tulajdonságú x szerint, lásd Theorem I.3.1. Hale (1969).
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Az i-csatorna ár-rátájáról azt mondjuk, hogy a hatékony keresleti és
kínálati állomány különbsége endogén módon határozza meg, ha

f;(x, t) = F;(z;)p; V (x, t)-re, (2)

ahol F; valamilyen folytonosan differenciálható előjeltartó függvény.6 
]Vfás szavakkal: az árváltozási százalék az; egyenleg függvénye. Ekkor p; = 0 

akkor és csak akkor, ha z1 = 0, mivel az X állapottér definíciója szerint P; > 0
minden i-re és minden x E X-re.

Mind elméletileg, mind gyakorlatilag fontos kérdés, hogy miképpen jut el
a z; jel azokhoz a piaci szereplőkhöz, akik végsősoron az ármegállapítók. (Ez
helvén való kérdés a walrasi modellben is, ahol rendszerint a kitalált kikiáltó
végzi el ezt a munkát.) A jelen modellben ténylegesen létezik néhány út
arra., hogy a vevők és az eladók megfigyeljét z-t, vagy bizonyos megközelítő
jét. Egy névleges vagy fizikai sor esetén 'U; egyszerűen a sorhossz és V; az üres
helyek száma. A keresés tipikusabb esetében általában nehezebb megfigyelni
•u;-t. Ennek ellenére, á.ltalánosan szólva, z, = 0 azt jelenti, hogy az i-csatorná
ban egyformán nehéz va.gy időigényes venni és eladni. Szemléltetésként
tegyük fel, hogy az eladók és a vevők találkozása egyedi eladók és vevők
egyforma valószínűségű találkozásainak sztochasztikus pontfolyamataként
írható le. Ekkor a Z; = 0 feltétel azt jelenti, hogy egy végtelenül kicsiny idő
szakra jutó sikeres tranzakció valószínűsége azonos a vevők és az eladók
számára.

Ezen az á.ltalánoseági szinten a modell a helyzetek széles körére alkalmaz
ható, beleértve a gazdasági és demográfiai növekedést és hanyatlást. Követ
kezésképpen a lakáspiac bővülhet, összehúzódhat vagy változatlan maradhat
az idő múlásával nemcsak belső okokból, hanem váltakozó külső hatások
miu.tt is. A következő szakaszban egy egyensúlyi fogalmat javasolunk és viszo
nyitjuk őt a walrasi egyensúlyhoz.

3. Egyensúly, a rövid-oldal elve és a walrasi egyensúly 

A dinamikus modellezés szokásos szóhasználatával összhangban egy x*
állapotot egyensúlynak (vagy stacionárius állapotnak, vagy kritikus pontnak)
nevezünk, ha x{O) = x* maga után vonja, hogy x(t) = x* minden t E T-re.
Más szavakkal: az egyensúlyt az árak, a hatékony kereslet és kínálat válto
zatlansága jellemzi. Az egyensúly másik vonatkozása: a várakozások teljesül
nek abban az értelemben, hogy minden jelzés (ár és nem-ár jelzés) olyan visel
kedési rátákat származtat, amelyek olyan állapotot (állomány-vektort) szol
gáltatnak, hogy az eredeti jelzés reprodukálódik.

Ha a lakáspiac külső hatásai időben változatlanok az adott T időinterval
lumban, azaz mindegyik a;, b;, e; ée ], viselkedési függvény időben változatlan,
akkor az (1) differenciálegyenlet-rendszer autonóm, és az x állapot akkor és
csak akkor egyensúlyi pont, ha i; = 0.7 Az állandó külső hatások szóbanforgó

6 Egy F1: R - R függvényt elóJeltartónak nevezünk, ha F;(r:t.) ~ 0, ha r:t. ~ 0.
7 Az a;, b1, e; és /; függvényeket időben uáliozallanmalc nevezzük, ha a;(x, t) = a;(x, s)

V :e E X és \f s, t E T mellett, s hasonlóan b;-re, c;-re és /;•re.
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esetében elhagyhatjuk az idő-változót, és az egyensúlyi feltételeket a követ
kező alakban írhatjuk fel:

a;(x) = b/x) = c1(x) és ft(x) = 0 Vi-re. (3) 

Más szavakkal: semmilyen allokációs csatornában nem lehet ármozgás,
és minden csatornában a nettó hatékony keresleti rátának meg kell egyeznie
a csere-rátával, amelynek viszont a nettó hatékony kínálati rátával kell
megegyezrne.
A következő elemzésben az időben változatlan viselkedési függvényekre

szorítkozunk.
A walrasi és a nem-walrasi egyensúly szokásos neoklasszikus modelljeiben

az eladók és a vevők késés nélkül találkoznak, s további feltevés szerint minden
piac rövid oldalán a szereplők azonnal végrehajthatják kívánt tranzakcióikat
(vö. Dréze (1975) és Benassy (1975)).8 Modellünkben azonban, ahol a walrasi
kikiáltó szerepét egy időben lezajló találkozás.i folyamat veszi át, ez a ,,rövid
oldal elve" általában nem érvényes.

Pontosabban: a rövid-oldal elve a következőképpen írható fel:

u,.v, = 0 \/ i-re. (4) 

Ha x olyan állapot, amelyben valamilyen csere történik, azaz b,-(x) > O
valamilyen i-re, akkor A2 szerint minden u;, mind v1 pozitív. Következés
képpen modellünkben a rövid-oldal elve nem érvényes semmilyen nem-triviális
egyensúlyban. Ekkor érdekes a következő kérdés: ha a cserével járó súrlódás
nullához tart, megközelítjük-e a rövid-oldal elvét?

E kérdést megválaszolandó a JI lakáspiacot formálisan az {a;, b1, e;, /
1
} í~

1függvény-együttessel ábrázolom, melyek kielégítik az Al- A4 feltevéseket.
Ebben az esetben a minimális tranzakciós sebességet a következő nemnegatív
szám definiálja:

Más szavakkal: a, ~ együttható olyan, hogy minden csatornában [l csere
nagyobb, mint a hatékony kereslet és kínálat egységei közt lehetséges talál
kozások számának és az együtthatónak a szorzata. Igy minél gyorsabbak a
tranzakciós folyamatok (a lehetséges találkozások számához viszonyítva),
annál nagyobb íf De beszélhetünk 1/fről, mint a lakáspiac cserével járó maxi
mális súrlódásáról.

Most tekintsük a lakáspiacok Hi, H2, ... , H,,, ... végtelen sorozatát, mely
nek elemei csak bf, b7, ... , b;\ ... csere-függvényeikben különböznek egymás-
tól (i = 1, 2, ... , n). Minden k-ra i" legyen a H,1-beli minimális tranzakciós
sebesség, és Xf legyen a H-beli egyensúlyi állapotok (esetleg üres) halmaza.
Végül tegyük föl, hogy a közös e, kínálati függvények korlátosak és a $

11
s;

... , "fik, ... sorozat monoton tart + oo-hez. Más szavakkal: a cserével járó
súrlódások nullához tartanak, amint a lakáspiacok {H,1} ;_1 sorozatán haladunk
előre.

8 Egy mostani kivétel Benasei] (1982), aki a nem-walrasi egyensúlyt a súrlódásmen
tesség feltevése nélkül elemzi.
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2. állítás: Legyen {Hk}k-l a fent leírt lakáspiac-sorozat. Minden s> O-hoz
létezik egy pozitív egész szám, k(s), amelyre

x* E U Xf = u;*vt'::::; s Vi.
1{,i;;.k(t) 

Bizonyítás: (Jk definíciója szerint ~"u;v,/2 < b1(x) Vi, kés x EX. Av; szerinti
stacionaritás miatt b;'(x)*.,.,.., y V i és x* E Xf, ahol y közös felső korlátja
{c;}1-nek. Így utvt;:: 2y/~,. Vi, k és x* E Xt, s a következő k(s) =
= min {k; 21,f/f,,,:;::: e} választással élhetünk. Q.E.D.

U;

>,
e 

'O 
.e 

oc..--------------•v, 
"slo c k" 

J. ábru . A :l. i'tllíL:',,-, s/.,·rnl{>ltelé~(•. (Vii. J-Com11i 19~0, 8.D. ábra)

A 2. f'.Lilítá8 pontos értelmet ad Kornai (1980) 8.9. ábrájának: míg a rövid
oldal elve elöűja, hogy az (ut', vl) pontnak legalább az egyik tengelyen kell
fek üdnio (l. áhra.), a 2. ,Í,llílús szerint e pontnak a. hiperbola alatt kell elhelyez
k ednie, fol töve, hogy a e-sorévol járó súrlódások megfelelően kicsik.

:\ wn.lrasi 111odclll1011 mindkét oldal azonnal képes megvalósítani kívánt
egyousúlyi tranzakcióit l~nnek megfelelően modellünkben egy x* egyensúlyi
állapo tot iralrasinak 110\'C'Ziink, ha

ut = v/ = 0 Vi-re. (5) 

I<'igycljiik meg, hogy egy ilyen walrasi egyensúlyi állapotban kizárólag
árjelzó,ek vannak és n (3) egyensúlyi feltételek azt kívánják meg, hogy minden
C,;·1turn(~11 az ár olyan Jegyen, hogy a (nettó) névleges keresleti ráta egyenlő
legyen ,t (nettó) névleges kínálati rátával.

Mir hangsúlyoztuk. hogy ,t rövid-oldal elve (4) nem teljesül a nem-triviális
egyensúlyban. Következésképpen semmilyen nem-triviális egyensúly nem lehet
Walrasi egyensúly. Következő kérdés vetődik fel: milyen feltételek mellett tar
tanak az egyensúlyi állapotok a walrasi egyensúlyi állapotokhoz, ha a cserével
járó súrlódások nullához tartanak?
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E kérdést megválaszolandó az árrugalmasság következő definíciójára lesz
szükségünk. Legyen /-1(0) azoknak az állapotoknak a halmaza, amelyekben
nincs ármozgás, azaz, /-1(0) = {x E X; IJ(x) = 0 Vi-re}. Az árakat rugalma_
saknak nevezzük, ha létezik olyan ).i és ).i valós számpár, melyre O < ).1 <; ).1 
és )1ui < v, < Aiui minden i-re és minden x E /-1(0)-ra. Ez a rugalmassági
feltétel nyilvánvalóan teljesül, ha minden árat a (2) egyenlet szerint endogén
módon határoznak meg, viszont nem teljesül, ha az árak közül csak egyesek
határozódnak meg így, más árakat pedig egzogén módon rögzítenek (azaz
f,(x) = 0 néhány i-re).

3. állitás: Legyen {H1J;;_1 a lakáspiacok olyan sorozata, amely kielégít-i a
2. állítás feltevéseit. Ha minden ár rugalmas, akkor minden s > O-hoz létezik.
olyan k( s), amelyre

x* E U X'J:. = ut::::;:; s és vt ::::;:; s V i.
k",;:.k(e) 

>e 
'O 

F 

E----

E "slack" 

2. ábra. A 3. áilítás szemléltetése. (Vö. Kornai, 1980, 8.6. ábru)

Bizonyitás. Legyen ). = min {).1} .és X = max {X,-}. Mivel U X'J:. e /-1(0),
- k~1 

igazolható, hogy Jcut_-::;, vt =::;; AU/ V i és x* EU X11, következésképp (uo/)2----:; 

< utv'{-j), és (v;'')2::::;:; ).utv'! V i és x* E U Xt, A 2. állítás szerint létezik olyan
Jr;;:! 

k(s) szám, hogy iqv'!' :S: s2 min {1/)., ?e} Vi és x* E U xr Q.E.D.
k;z:1,(•)

A 3. állítás pontos jelentést ad Kamai (1980) 8.6. ábrájának; míg a, walrasi
egyensúly a 2. ábra origójában van, az állítás szerint minden egyensúlyi
pontot tartalmaz az origónál levő kocka, ha a cserével járó súrlódások elég
kicsinyek.

4. Tiszta piaci ármegállapítás 

Itt modellünknek egy speciális esetét vizsgáljuk, ahol minden árat endogén
módon határoznak meg a piaci feltételek, bárminemű árszabályozás nélkül.
Az egyensúly és a dinamika rövidtávú vonatkozásaira összpontosítjuk elem
zésünket, és stacionárius környezetre szorítkozunk. Nevezetesen feltesszük,
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hogy minden lakástípus állománya időben változatlan a vizsgált időszakban,
a demográfiai tényezőket háttérbe szorítjuk, a keresletnek és árnak az alaku
lását hangsúlyozzuk.9 Az alábbi specifikálás csak egy a lehetőségek közül.
Különböző valódi piacokra való alkalmazáskor más specifikációk alkalmasab
bak lehetnek.

Pontosabban szólva a következő egyenletek fennállását feltételezzük minden
i E {I, 2, ... , n}-re és minden (x, t) E XxT-re:

a;(X, t) = (rx + .I.:jyju}cp,(p, q) - y1u;

b1(x, t) = {J1u1v1 

C;(X, t) = e;(O'; - V;)

f,(x, t) = x;z;p;,

ahol rx, /J1, y;, e1, x; és a; pozitív skalárok, q; a pillanatnyi keresési idő az i-csa
tornában, amelyet az i-típusú lakások iránti kereslet és a szóbanforgó lakások
iránti pillanatnyi keresleti ráta hányadosaként definiálunk: q ;= u;f {J1u;v;,
azaz

q; = l/{J;V;.

Más szavakkal: ha az i-csatorna minden 1genye azonos valószínűséggel
találkozik egy eladásra kínált lakással, akkor q11dt a valószínűsége annak,
hogy egy adott igény találkozik egy kínált lakással a következő dt időegység
ben, és q1 a keresési idő várható értéke pillanatnyi U; és V; értékek mellett.

Figyeljük meg, hogy a q; változók endogénné teszik a vevők választásai
közti externalitásokat: ha sok vevő keresi ugyanazt a típusú lakást, akkor a
hatékony kínálati állomány, v; kicsi lesz és a keresési idő hosszú.

A z; egyenlegeket ugyanúgy definiáljuk mint a 2. szakaszban, a cp; függvé
nyeket pedig a következő képletek adják:

<p;(p, q) = 1P;(P;, Cf_;)__ 
I+.I.:/'PJ(P1,q)

ahol minden
VJ;:(0, + oo)2 -, (0, oo)

függvényről föltesszük, hogy folytonosan differenciálható, csökkenő az első
változója szerint és nem-növekvő a második változója szerint. Végül feltesz
szük,10 hogy

lim 1/J;(P;, q1) = +·= és lim 'f/J;(P;, q;) = O V q1 > 0. 
P1-0 . P1-00 

Közvetlenül igazolható, hogy az a1, b;, c1 és /; viselkedési függvények kielé
gítik az AI-A4 feltevéseket.

9 A fizikai lakásállomány alkalmazkodása viszonylag lassú folyamat a kereslet és a
k~nálat alakulásához képest. Éppen ezért megengedhetőnek tűnik a lakásáUomány
valtozását kizárni a rövidtávú elemzésből.

.•
10 A két feltevés közül az első analitikusan kényelmes, de szükségtelenül megszorító,

vö. a 4. állítás bizonyításával.
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Szavakban kifejezve, ez a speciális eset a következőképpen írható le. (Vö.
a 3. ábrával.)

Először is létezik a vevők egzogén cx beáramlása a lakáspiacra."! Ezen ház
tartások mindegyike preferenciái alapján kiválasztja a megfelelő Iakásosa.tor
nát (az i alsó indexet a 11\-n), ahol a pillanatnyi ár p; és a keresési idő q;. A 
választási magatartást egy Jogit modellel írjuk le, s az egyik választás a lakás
piactól való távolmaradás."
A lakáspiacra való belépés hajlandósága, 1:,cp;(p, q) csökkenő függvénye

a pillanatnyi áraknak és nem-növekvő függvénye a pillnnatnyi keresési idő-

'f'1 U1 f31u1v1 

valasztas 'fl ► keresés 

'f'2
U2 /i,U2V2 -

<l2U2 

~-
üres 

I il2U2 V2 

3. ábra, l.•'olyumaLúhrn. a t.iszLa pinoi árrnogállupíLás speciális csoL6ro, n = 2 

nek. Miután a ház.tartás belépett az egyik csatornába, minden időpontban
legalább egy csatornában aktívan keres. A l<ereső háztflrtás azonban bármikor
felülvizsgálhatja csatorna-választását, vö. a y, paraméterekkel. Ezért, míg a
valóságban számos háztartás egyidejűleg több csatornában is keres, n, modell
ben minden adott időpontban csak egy csatornában képesek cserélni, bár
tetszőleges gyorsan csatornát vál thatnak.13 Ennek megfelelően a hatékony
keresleti á.llornány. 'II; egyszerűen az i-csatornában kereső háztartások száma.

Másodszor, az i-típusú lakások száma időben változa.tlan és egyenlő a,-vel.
Minden pillanatban bármely lakás vagy üres (eladó) vagy foglalt (nem eladó).
Következésképpen a hatékony kínálati állomány (v;) egyszerűen az üresen

'
1 Nem foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy e háztartásoknak van-e már vagy nincs

lakásuk.
1' A logit választási modell neoklasszikus mikroökonomiai magyarázatára pl. McFad

den (1974).
13 Ha megengedünk egyidejű keresést több csatornán, akkor döntési szabályt is kell

adni, hogy mikor fogadunk el egy ajánlatot és mikor nem, vö. a kereső viselkedésről
szóló irodalommal.
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álló lakások száma. A foglalt lakások egzogén módon meghatározott inten
zitás szerint válnak üressé, a lakásonkénti rátát t:,.-vel jelöljük. (A valóságban
ezek az intenzitások a szóbanforgó lakás árától és más endogén tényezőktől
függnek. Éppen ezért érdekes kiterjesztése lenne a jelen tanulmánynak a
szóbanforgó intenzitások endogénné tétele.)

Harmadszor, az i-csatornában a kereső háztartások találkozása az üres
lakásokkal arányos sebességü a lehetséges találkozások számával, u;v;-vel.
Az arányossági tényező, /J; az i-csatorna tranzakciós sebességi együtthatója.
Minél nagyobb /J;, annál gyorsabb a tényleges találkozás, amelynek a rátáját
a rendelkezésre álló lehetséges találkozások számához viszonyítjuk, vö. a
cserével járó súrlódás elemzésével, amelyet a 3. szakaszban adbunk.ts

Végül az árváltozásról feltesszük, hogy minden csatornában arányos a szá
zalőkos áremelkedés a hatékony keresleti állomány és a hatékony kínálati
állomány különbségével.

4. állítás: Tegyük fel, hogy L;e/1; < cc Elckor egyetlen egy x* egyensúly léte
zik, amelyet a (6) (8) e,qyenletek adnak.

Vj = U[

(6) 

(7) 

(
, :!, *) _ y;uj' + e;(a; - u?) 

• 1/); lJ;, CJ; -
!X - E1t:1(a1 - un

Bizonyitás: Világos, hogy [p; = O] = [u; = v1], és [p; = V; = O] = [u; = v1 
& t:;(a; - ·u1) = /J;ur] <=> [u; = V; & u., = l/2(Vl + 4{31a;/t:; - I)t:;({31] <=> [u1 =
= it;* & v; = vt]. Ezért q,* = 1/f],vf, [x = O] = [u = u* & v = v* & 
&(a+ Ey1uj)cp;(p, q*) = /J;ufvt + )!;Uf 'r/ i] <=> [u = u* & v = v* & 'l.fJ;(P;, qt) =
= (y1uf-' + t:1(a1 un)/(rx - E1t:/a1 - itj)) 'r/ i]. Q.E.D.

A 1:;e;a1 :S: !X feltevés megköveteli hogy az összegzett hatékony kínálati
ráta egzogén módon adott felsö korlátja ne legyen nagyobb az összegzett
hatékony keresleti ráta adott felsó korlátjánál. A (7) egyenlet szerint mindegyik
csatorna egyensúlyban van: z't = O. Más szavakkal: mindegyik súrlódásos
üresen álló lakásál lornány, v(' egyenlő a kereső háztartások megfelelő súrlódá
sos mennyiségével, ut-gal; és a súrlódásos keresési idő qt = I/{31v,* minden
piac mindkét oldalán egyenlő. Az árakat valóban egyértelműen meghatározza
a (8) egyenlet a I.:1t:1a, :S: !X feltevés következtében és a 'l.fJ; függvények feltett
tulajdonságai miatt. A (6) -(8) egyenletekből következik néhány komparatív
statikus tulajdonság.

(8) 

4.1. következmény: Minden pt növekvő függvénye a-nak. és csökkenő függvénye
(a1, a2, ••• , a11)-nek. Minden i-re u(' és qt csökkenő függvénye ~1-nelc, továbbá
limut = limqt = 0. 
/11-00 fJ,-oo 

11 Valójában a 4. állítús nemcsak e kvadratikus találkozási folyamatra érvényes,1;anern minden olyan b; csere-függvényre, amely folytonos és növekvő függvénye it1-nekk~ v,:-nek, és kielégíti az. A2 feltevést. Ebben az általánosabb esetben q;-t az u1/b;(u;, v;)
1fo)_ezéssel definiáljuk é3 a (6) egyoletet a b;(u*,, u*;) = c1(a; - u*;) egyenlettel pótoljuk.

A kulönböző találkozási folyamatok elemzését lásd Diamond-Ma8kin (1981) és Diamond
(1982).

5 Szigma 
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Bizonyítás: Bizonyítandó, hogy PT -i,a,., vegyük észre, hogy e,-(a; - u,.*) =
= p,.(u1)2, és tekintsük a (6) és (9) egyenleteket. Q. E. D.

Más szavakkal: a p* egyensúlyi árrendszer növekvő függvénye a háztartá
sok egzogén módon adott ex beáramlási rátájának és csökkenő függvénye az
adott lakásállománynak (a1, a2, ••. , a,,)-nek. Továbbmenve, amint a cserével
járó súrlódás csökken, ugyanez történik az összes súrlódásos hiánnyal, slack
kel és keresési idővel. Ebben az értelemben az x* egyensúly ekkor tart a
walrasi egyensúlyhoz, vö. a 3. állítással.

Miután igazoltuk az egyensúly létezését és egyértelműségét, következő
kérdésünk a stabilitás. Nem ismertetünk analitikus eredményeket a stabili
tásról, helyette a számítógépes szimuláció néhány eredményéről számolunk be.

Nagyszámú szimulációs kísérletet végeztünk két allokációs csatornával és
a paraméter értékek alternatív együttesével. Mind ez ideig eredményeink glo
bális stabilitást mutatnak, azaz bármely induló állapotból az egyensúlyhoz
tart a rendszer. A szimuláció azt mutatja, hogy a y felülvizsgálati paraméter
csökkentésével az egyensúly etahilitása gyengül. Mindazonáltal még y = ü-ra
is globális stabilitást kaptunk.

5. Részleges árszabályozás 

Az előző szakaszban tanulmányozott modellben minden árat a fennálló piaci
feltételek - endogén módon - határoztak meg, mindennemű árszabályozás
nélkül. Most az árszabályozás hatásait elemezzük: feltesszük, hogy ugyan
abban a modellben az n-csatornában az árat egzogén módon rögzítették: azaz
i<n = 0, következésképpen p,,(t) = p,,(0) minden t :2: O-ra. [Ennek megfelelően
az n-csatornát ezentúl közületi lakás csatornának fogjuk nevezni.

5. állítás: Tegyük föl, hogy I,-e;a; ;S;; ex. Ekkor egyetlen x* egyensúly létezik.
Legyen {u;', vt, qt}í'-1 ugyanúgy a (6) és (7) egyenlet által meqhatározua, mint
korábban; legyen q* a (9) egyenlet egyetlen megoldása. Végül u;, és v;, a (10) és (11) 
egyenlet szerint határozható meg, {p*}r-1 pedig a (12) egyenlet szerint.

(9) 

u;, = e,,(a,,q;, - l//311) (10) 

(11) 

y,.ut + e,-(a,. - ut)1.J),-(p't' q;*) = _:_:.__:____:.__:_:_____:__e__ _

71-1
ex - J; e1h - uj) - e11(a11 - ({J11q;,)-1)

l

( 12)

A (9) egyenletnek valóban egyetlen megoldása van, q;,, hiszen a bal oldal
folytonos és nem-növekvő függvénye q~-nek (feltevés szerint), és a jobb oldal
folytonos és növekvő (-1)-től +=-ig, ahogyan qii fut O-tól +=-ig. Vegyük
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észre, hogy {u;", vt, qt }1-1az áraktól és a közületi lakás csatorna feltételeitől
függetlenül van meghatározva, míg a piaci csatornák egyensúlyi árai függnek
a közületi lakás csatorna feltételeitől.

Az 5. állitás bizonyitása: Mint a 4. állítás bizonyításában, most is

[zi; = v; = OJ<=> [u; = ut & v; = vt] V i < n. Továbbá

[ú; = OJ = [1p1(p;, q;) = (y;il; + (J;u;v;)/(a - £1fJpJv)J V i,

V; = OJ<=> [/J;u;v; = E;(a; -- v;)] V i < n, és

[vn = OJ<=> [fJ,.unVn = En(a,., - (/J,g11)-1)]. Figyeljük meg, hogy,.
i = OJ = [a - E1/J1u1v1 > a - 2..../.p1;;;;;: OJ feltéve, hogy l:;c;a; <;:: cc

Összegezve:

[i =OJ<=>

-u,; = ut & v; = vt V i < n, & 

)';Ui + c;(a; - ut)
---

11
-_-

1
----------------------------, ha i < n

a - J; s1(a1 uj) - c11(a11 - (/J11q11)-1)
I

n-i r --{' f-j{aj un- E,,(a,, - (/J,,q,,)-1),

, ha i = n.

Q.E.D. 
Az 5. állítás lehetővé teszi, hogy az egyensúly komparatív-sta.tikai tulajdon

ságait tanulmányozzuk. Érdekes vonás az egyensúly függése az egzogén módon
meghatározott p,, ártól és a a11 állománytól (melyek a közületi lakás csatornán
érvényesek).

5.1. következmény: q~ csökkenő függvénye p11-nek és a11-nek. Minden i-re Pi
növekvő függvénye p11-nek és csökkenő függvénye a11-nek.

Bizonyítás: Az első állítás közvetlenül adódik (9)-ből és a második (12)-ből,
illetve abból, hogy 1P(Pni qi) ta,,, következésképpen (a11 -- (/J,,qi)-1) tan, ismét
(9) miatt. Q.E.D.

Más szavakka.l: a közületi lakás csatorna egyensúlyi sorbanállási ideje csök
kenthető az ár emelésével vagy az állomány bővítésével. Sőt, a közületi lakás
árak emelése növeli a többi allokációs csatornában érvényesülő egyensúlyi
árakat, míg a közületi lakásállomány bővítése - egyáltalán nem meglepő
h:lódon - csökkenti a többi csatorna egyensúlyi árait. Következésképpen a
közületi csatorna kínálati illetve árpolitikájának egymással ellentétes hatása
van a magánlakásberuházás ösztönzésére, éppen az egyensúlyi árrendszeren
keresztül.
. Ra a cserével járó súrlódások nullára csökkennek, akkor az összes keresési
1dő nullához tart. Következésképpen határértékben mindegyik piaci csatornán
a keresési idő nulla, míg a közületi csatornán a sorbanállási idő pozitív lehet;
de ennek oka az ár merevsége, nem pedig a súrlódás.

5* 
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5.2. következmény: Minden i < n-re qt csökkenő függvénye (J;-nek, továbbá
lim q7 = 0. q~ csökkenő függvénye fJri-nek, továbbá
Pi-"° 

. _ [ > 0, ha (e<: -- J; s;CJ1 +
111 spj)v111(p,,, 0) > s,,CJ,,

l1mq;; 1 1 

ff,.-"° = 0 egyébként.

Bizonyítás: A q~-re vonatkozó határérték levezetéséhez vegyük figyelembe,
hogy a (9) egyenlet jobb oldala q11 szerint pontonként konvergál Et következő
kifejezéshez:

V q;; > 0. 

Az az egyenlőtlenség, amely eldönti, hogy q; nulla-e vagy sem határérték
ben, egy bizonyos viszonyt fejez ki a közületi csatorna Pn ára és CJ,. kínálata
között. Lazán fogalmazva, ha a kínálat kisebb mint egy p,.,-től függő névleges
keresleti mennyiség, akkor a közületi lakáspiacon a sor nemcsak súrlódásos,
és nem tűnik el a súrlódások nullává válásakor. Másrészt, ha ez a keresleti
kínálati feltétel nem teljesül, akkor a sor csak súrlódásos, és határértékben
eltűnik, Közvetlenül adódik az 5.2. következmény biznnyitásából, hogy a
q~ egyensúlyi sorbanállási időnek a súrlódásnélküli része, q?1 = lirn q~· egy-
értelmű megoldása a következő egyenletnek: /3,.-""

Miután megvizsgáltuk a részleges árszabályozás egyensúlyának létezését,
egyértelműségét és komparatív-statikus tulajdonságát, végül tanulmányozzuk
a dinamikus tulajdonságokat. Ebből a célból számos szi mutációs kísérletet
végeztünk majdnem azzal a modell-specifikációval, mint az előző szakaszban,
azzal az eltéréssel mindössze, hogy a második allokációs csatornán az árat
nem rögzítettük túl alacsonyan. Mint várható volt, az összes kísérlet lényegé
ben ugyanolyan fajta globális stabilitást mutatott, mint az előző esetben, ahol
nem volt árszabályozás - az egyetlen eltérés talán a most némileg gyorsabb
konvergencia volt. Továbbá tanulmányoztam a modell dinamikus válaszát
néhány politikai változóban bekövetkező hirtelen eltolódásra.

Az összes kísérletben a lakáspiac kezdetben olyan egyensúlyi állapotban 
volt, amely a közületi lakáspiac rögzített árának felelt meg. Az egyik kísér
letben a közületi Iakásárat azonnal megdupláztuk. Ez az ár-sokk n, piaci
csatornán először túlkeresletet idézett elő (4. ábra). A p1 piaci ár éles emelke
déssel válaszolt, majd megállapodott egy új, alig magasabb egyensúlyi szinten.
A közületi lakáspiacon a sorbanállási idő monoton csökkent egy lényegesen
alacsonyabb szintre. Egy másik kísérletben az üres közületi lakások állo
mányát bővítettük azonnal. Következményeként a sorbanállási idő először
szinte nullára esett, majd egy új, alacsonyabb egyensúlyi szintre emelkedett.
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0.8 

0/+ 

0,0" ----- - -----------~--::'. __ :-::_:::-_:::- __ ~-=---=~-
-0,4 

-0,8 
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1 ~ 
"o 

4. ábra. A piaci csatorna z1(t) mérlegének reakciója arra, lm a t = 0 pillanatban (felső
ábra) megduplázódik a közületi lakás ára, (alsó ábra) 20%-kal megugrik a közületi

lakásállomány

A piaci csatornán először túlkínálat mutatkozott (vö. a 4. ábrával), melyet
a piaci ár meredek kezdeti zuhanása kísért; az ár hamarosan emelkedni kez
dett, majd megállapodott az új, korábbinál alacsonyabb egyensúlyi szintjén.

6. A feketepiac 

Egy valóságos lakáspiacon a lakbérszabályozás hatására minden bizonnyal
feketepiac keletkezik a közületi lakásoknál. Olyan háztartások, amelyek vala
mikor a közületi lakás csatornán jutottak lakáshoz, később közvetlenül át
ad]uttják a szerződésüket egy másik háztartásnak, ahelyett, hogy visszaadnák
a__ lakásukat a közületi lakás hatóságnak. Általában piaci ára lesz az ilyen
torvénytelen vagy félig törvényes tranzakcióknak. Tanulmányunk befejező
bészében az előző szakasz szimulációs modelljét úgy terjesztjük ki, hogy magá-

an foglalja ezt a lehetőséget is.
Ennek megfelelően most három allokációs csatorna létezik: egy törvényes

csa~orna a magánlakások számára endogén ármegállapítással, egy közületi
lakas csatorna egzogén módon rögzített alacsony árral, és a háztartások között

1~erélt közületi lakások feketepiaca endogén módon meghatározott árakkal,
asd az 5. ábrát. Az a;, b; és /; függvényeket ugyanúgy határozzuk meg,

mint korábban, x2 = O (p2 = rögzített); az egyetlen különbség a következő:
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<P, u,
U2 --
U3

~ 

E1(<Y1-v1) ~1 v, ~1U1V1 ►

V2
~2U2V2

1:i(0;,-v2l

V3 I fl;i U3V3 ►

5. ábra. Folyamatábra arra a speciális eset.re, aurelyben az első csatornán piaci árrneg
állapítáe van, a másodikon rögzíteLt ár, B tL harmadikon feketepiac

ha egy olyan közületi lakás válik üressé, amelyet eredetileg a közületi lakás
piac csatornáján keresztül vagy a feketepiacon szereztek, választani kell,
hogy visszaadják-e a lakást a, közületi csatornának vagy elcseréljék a fekete
piacon. Ezért a c1 függvényt ugyanúgy határozzuk meg mint előzőleg, míg

c2(x, t) = (1 - rAP2, Pa))e2(0'2 - v2 - V:1)

c3(x, t) = rAP2, p3)e2(a2 - v2 - V:1),

ahol a e(p2, p3) választási hajlandóság (a feketepiac irányában) folytonosan
differenciálható és növekvő függvénye a feketepiaci és a hivatalos ár különb
ségének." Mivel a vevő kockázatot vállal a feketepiacon való vásárlással, a
rp1 választási hajlandóságokat módosítjuk: a 'f/Ji és a VJ2 függvényt ugyanúgy
specifikáljuk mint korábban, míg VJ3-at módosítjuk egy paraméterrel, amely
tükrözi a vevők hozzáállását a feketepiaci választáshoz.16

Miután bevezettük ily módon a feketepiaci csatornát, néhány szimulációs
kísérletet végeztünk, melyek mindegyike egy egyértelmű és globálisan stabilis
egyensúly létezését jelezte. A közületi lakáspiac árában illetve kínálatában
bekövetkező hirtelen változásokra adott dinamikus válaszok hasonlóak voltak
a feketepiac nélkülihez. Végső kísérletként a feketepiacra irányuló két válasz-

15 Vegyük észre, hogy a feketepiacon eladó háztartás általában a p3 - p2 pénzbel:
értéket kapja meg, míg p2 a közületi lakás hatóságnak jut.

16 A következő függvényalakokat használtuk: e(p2, p3) = max {O, 1 - exp (-,l,(p3 -

- p2)
2)} bizonyos A :2.: O-ra és v,3(p3, q 3) = (pa/µ) -1 exp (-qi) bizonyos ft 2 O-ra.
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tási paraméter hirtelen csökkentésének a hatását vizsgáltam, amelyet pl. egy
szigorúbb jogi ellenőrzés idézne elő. A hatás a feketepiaci ár hirtelen csökkenése
volt, a szabályos piaci ár alig változott és drasztikusan csökkent a közületi
lakáspiac csatornán az átlagos sorbanállási idő.

7. További kutatások irányai 

A most tárgyalt modell csupán előzetes közelítése néhány egyensúlytalan
sági problémának. miközben eltekintünk számos fontos vonatkozástól. Az 
elhanyagolt vonatkozások közül csak néhányat említünk, melyek vizsgálata
a további kutatások irányait kijelölheti:

(a) Várakozási (előrelátási) és spekulációs motívumok. Ennek a kérdésnek
a vizsgálata valószínűleg megköveteli az állapottér olyan bővítését, amely
magában foglalja a dinamikus várakozási változókat.

(h) Más típusú árszahályozások, pl. egzogén módon meghatározott felső
korlát k. Ez a módosítás megszüntetheti az árváltozás folytonosságát.

(e) Másfajta találkozási folyamatok, amelyek figyelembe veszik a keresési
l<épessógek korlátait. (Ez a módosítás nem okoz technikai nehézséget.)

(d) A lakástulajdonosok választásai, pl. a korlátozott bérű lakóterületek
átn lak itása hivn.tali helyiségekké. Ez a módosítás ugya,núgy elvégezhető,
mint a 4 G. szakaszok háztartási választásai, vö. a feketepiaci választást
a 6. r-,zaka,r-,zlian.

(e) Építés és beruházás, különösen e tevékenységek függése az áraktól. Ez
a módosítás hosszútávú mérlegeléseket tol előtérbe és kétségessé teszi az
egyensúly relevanciáját, hiszen a fizikai lakásállomány alkalmazkodási ideje
11agyon hosszú.
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A DYNAMIC MODEL OF TRADE FRTCTJONS
AND DISEQlTTLIBRIUM IN THE HOUSING MAl'{KET

A dynamic stock-flow model is developed for analysis anti simulation of housing
markets with partial rent control, trade frictions and spillovers. A notion of equilibrium
is suggested and related to Walrasian equilibrium. Existence, uniqueness and compara
tive-statics properties of equilibria are analyzed in some examples of housing markets
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A kompetitív piaci mechanizmus érvényesülési 
fokának becslése fuzzy mértékkel a szállításban* 

I. Bevezetés 

Tanulmányunkban a kompetitív fuvarpiaci mechanizmus érvényesülésének
,,mér~si" és ,,becslési" kérdéseivel foglalkozunk a szállításban. A piaci mechaniz
mus érvényesülési fokának becslését a szállítási vállalatokra jellemző költség
vetési korlátok és a fuvarpiacra jellemző ún. versenyzési korlátok keménysé
gének, illetve puhaságának figyelembevételével végezzük el, messzemenően
felhasználva a c 7BW+8 / á W79 által kidolgozott disequilibrium típusú vizsgálati
módszert [ 1, 2 J.

Általánosságban megállapítható, hogy az áruszállításban a vállalatokat
kevéssé kemény költségvetési korlát jellemzi, vagyis - az újabb közgazdasági
szabályozók ellenére - a közlekedési vállalatok inkább az átalakító, mint
az árelfogadó viselkedést mutatják, továbbá hitelfeltételeik csak az utóbbi
időben váltak részben keményebbé, ezenkívül önfinanszírozó jellegük, ha
eltérő mértékben is, de most is korlátozott.

Az áruszállítási feladatok teljesítésének esetleges színvonalbeli hiányosságai
nem okoznak olyan mértékű veszteségeket, hogy az a szállítási vállalatok
piaci helyzetét jelentősen befolyásolná, sőt a késedelmes teljesítés vagy a
fuvar visszautasítása nem jár a versenyhelyzet erősebb romlásával. Ennek
elsődleges oka a versenyzési korlátok keménysége, vagyis az a tény, hogy a
szállítási piacon a versenyképtelenné válás kockázata még azokban az alága
zatokban is kicsi, ahol számottevő versenyről van szó.1

Az elmondottak alapján a szállítási piac erőforráskorlátos jellegűnek is
nevezhető, vagyis az ,,eladók piaca" szituáció érvényesül [l]. Ennek ellentéte
a keresletkorlátos áruszállítási piac, ahol a szállítási vállalatok számára az
áruszállításban (szigorú rs következetesen normatív szabályozás mellett)
tökéletesen kemény költségvetési korlát és teljesen puha versenyzési korlát

* A XII. Magyar Oper{wiókutatási Konferencián (Kőszeg, 1982. szept. 6-10 között)
elhangz0Lt előadás szövege.

1 A piaci mechanizmusnak és a kompetitív tarifa alakulásának, azaz általában a ver
senynek a közlekedésben értelmezett fogalmát vizsgálva, eléggé elterjedt hiba a közle
kedési munkarnegosztáe és a szállítási verseny fogalmának összekeverése. Például amikork~t )1:londjuk a közlekedési munkamegosztással kapcsolatban, hogy a vasút versenyez a

t zuttal, akkor a sz.állításgazdasági értelemben nem versenyről van szó, hanem munka
Ir:0gosztásról, melyet rövid távon az határoz meg, hogy a ténylegesen versenyző fuvaro
zok és a szállítmányozók az adott költségek és lehetőségek figyelembevételével milyen
:rá~y~an veszik ig_é'!y~e fuvarszerv_ezéseik és _a~ok lebonyolítása során,a ,,közúti pályá:

at , 'illeb e ,,vasut1 síneket.". Tehat kompebit.iv esetben a fuvaroztatok nem alágazati
111_0nopóliumokkal állnak szemben, hanem versenyző, fuvarozó, illetve szállítmányozó
halla~atokkal. Ezen u_tób1;>i válla~atok ,,aggregált" _működése, kompetitív esetben meg
atározza az optimális közlekedési munkamegosztást [8].
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van érvényben. Itt a szállítási vállalatokra az árelfogadó szerep a jellemző,
a hitelfeltételek szigorúak és az önfinanszírozás ,,tisztán" érvényesül. A szol
gáltatási színvonal és a gazdaságosság alapvetően meghatározza a verseny
képességet és igen jelentős a kockázat a versenyképtelenné válásra, vagyis
a kiszorulásra a piacról.

Mindezek a gyakorlatban természetesen nem érvényesülnek ,,sterilen",
vagyis a tények az ,,átmeneti állapotoknak" felelnek meg, a szocialista és a
tőkés országok szállítási piacain egyaránt.

Magyarországon napjainkban a közlekedéspolitika intenzíven támogatja
a versenyhelyzet kialakulását a fuvarpiacon, továbbá olyan szállítási techno
lógiák elterjesztését szorgalmazza új vállalkozások és a szállítmányozási tevé
kenység útján is, amelyek az egyes alágazatok optimális rendszerkapcsolatait
segítik elő.

2. Az egyensúly fogalmának értelmezése a fuvarpiacon 

2.1 1 u8 +xB+98 ?y W9ú xy §x3é 3x8 

A közgazdasági elmélet a gazdaság (piac) walrasi egyensúlyáról akkor beszél,
ha az összes kínálat kielégíti az összes keresletet [3]. Ez csak a vállalatok
kemény költségvetési és puha versenyzési korlátja mellett, tökéletesen súrlódás
mentes alkalrnazkodás esetén valósulhat meg.

1 «• é Wy «ö x39é ?v 3é 98 «7Bxá 3 [I] elégséges feltétele, hogy az alábbi kritériu
mok teljesüljenek:
Kl: a (szállítási) vállalat teljesen árelfogadó, képtelen befolyásolni az

árakat;
K2: az adózási rendszerben a norrnati vitás teljesen érvényesül, az adózási

elvek exogén módon. minden vállalatra, egyformán, objektív kritériumokkal
meghatározottak, és egyformán érvényesülnek;

K3· a (szállítási) vállalat teljesen önfinanszírozó, semmilyen szubvenciót,
ingyenes beruházási hozzájárulást nem élvez;

K4: a hitelfelvételek feltételeinél semmilyen kedvezmény nincs, sem kamat,
sem visszafizetési mód tekintetében;

K5: a vállalat külső pónzbefektetóssel kapcsolatosan is normatív elbírálás
alá esik, a külső pénzforrás csak fojlesztésre és nem a pénzügyi nehézségek
leküzdésére használható, a külső befektetést nem ösztönzik központilag, azt
a nyereség, illetve a haszon orientálja.

A fenti öt kritérium [1 ]-hen részben a majdnem kemény költségvetési kor-
látot írja le. Következményeiben esetünkben ezek ugyanolyanok, mint
ott a (tiszta) tökéletesen kemény költségvetési korlát kritériumai.

Megjegyezzük, hogy a teljesen puha költségvetési korlát a tökéletesen cent
ralizált (hadi típusú) gazdaságirányítási rendszernek felel meg.

A fenti feltételek általában a piaci mechanizmus érvényesülésének fokát
jellemzik, de nem adnak információt az adott iparág, piac kompetitivitásá
nak mértékéről (pl. lehet szó oligopolista versenyről). Ezen utóbbit a verseny
korlátozásának puhaságával vagy keménységével jellemezhetjük.

1 5u 2+ v B9Wy z é9 8 «7Bxá 373 } 4] meghatározó elégséges feltételrendszer a
következő:
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Vl: a fuvarpiacon nagyszámú (szállítási) vállalat versenyez szolgáltatásai
nak (termékeinek) értékesítéséért;

\72: a vállalati teljesítmények és szolgáltatások jellegét tekintve a szállítási
kereslet homogénnek tekinthető, nincs jellegénél fogva kielégíthetetlen kereslet;
V3: a fuvarpiacról való kilépés és a piacra való belépés nem korlátozott, vál

lalatok szűnhetnek meg és jöhetnek létre;
V4: az egyes vállalatok döntéseiket c piaci információk és belső helyzetük

ismeretében egymástól függetlenül hozzák;
V5: a versenyhelyzetet közvetlenül nem befolyásolják a fuvarpiacon kívüli

átalakító tényezők
Természetesen ct fenti feltételek nem axiomatikus felépítésű, független fel

tételek és kialakításuk is többféleképpen képzelhető el.
Megjegyezzük, továbbá, hogy c Kl. ..K5 feltétel elemzése önmagában csak

a piaci mechanizmus létének (és nem feltétlenül kompetitivitásának) vizsgá
la.tát. illetve érvényesülésének számszerű jellemzését adhatja, a Vl ... V5 fel
tót:ele}, Jcülön vizsgá_Jata,p~dig a működő piaci mechanizmus kornpetitivitási
rn(•t·t-cl<onek meghatározását.

2.2 A ioalrasi egyensúlyi feltételek gyakorlat·i érvényesüléséről

Nyilvánvaló, hogy a felsoroltak egy adott fuvarpiac (ágazat) izolált, szélső
ségesen zavartalan kompetitív egyensúlyi működését körvonalazzák, ami a
gyakorlatban természetesen nem érvényesülhet. Magyarországon a szállítási
vállalatok nagy többsége legalábbis az inputok és outputok egy részére
vonatkozóan ármegha.tározó, az árak nagyságát legfeljebb a tranzakciós
partnerek ellenállása, végső soron az összes szállítási kereslet korlátozott volta
szabályozza. Különösen az outputok (a szállítási teljesítmények) árainál érvé
nyesü I a költségvetési korlát felpuhulása, 11 szállítási vállalatok egy része képes
költségeinek emelkedését a tarifa emelésével a fuvaroztatóra áthárítani.

Az adózási rendszerre vonatkozó feltétel sem teljesül mindig tiszta formában,
a szállítási vállalatok képesek az adózási előírásokat befolyásolni, a kivetett
adókra kedvezményt kaphatnak. A szállítási vállalatok önfinanszírozó jellege,
ha eltérő mértékben is, de korlátozott. Ilyenkor belép a dotáció, a állami
ártámogatás stb. [l J. ·

A szállítási-kínálati viszonyok alakulása ma még az ideálist jól közelítő
versenyhelyzetet , ~ közúti fuvarozás bizonyos területeit kivéve - általában
110111 teremt a, közlekedésben. A központilag meghatározott vagy maximált
tarifák a versenyhelyzetet kedvezőtlenül befolyásolják. Főhatósági, tröszti
tervegyeztetések a független elöntések számát is csökkentik. \J:':i~

3. A kompetitív piaci mechanizmus érvényesülési fokának értelmezése 

3 - I A matematikai modell

, , Az előző pontban elmondottak arra utalnak, hogy a költségvetési és verseny
ts1 korlátok adott feltételei egy konkrét fuvarpiacon az egyes szállítási vál
alatok viszonylatában különböző mértékben teljesülnek. Ez a mérték szám

s1zeríisített formában alkalmas lehet a különböző szállítási vállalatok egységes
,ezelésére.
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Jelölje H az adott kompetitív piacon kínálattal jelentkező vállalatok hal
mazát, és minden K, feltételhez legyen adva egy µK,: fl-► [0, I] leképzés, ahol
µK1(h) - a költségvetési korlát keménységére vonatkozó j. feltétel kielégítését

mennyiségileg jellemző érték a h EH vállalatra vonatkozóan.
µK1(h) I, ha a feltétel tisztán teljesül és µ1<1(h) = 0, ha a feltétel
egyáltalán nem teljesül, egyénként G ' µKi(h) ' I.

Ekkor
µHK/= { (h, µK,(h)): h EH,µ!(,: fl ' [0, I]}

a vállalatoknak a Kj feltételnek megfelelő fuzzy Ccw maza és µ1<1(h) a fuzzy
halmaz tartalmazási függvénye *+H= Sw= µHx, az árelfogadó vállalatok fuzzy
halmaza.

A kemény költségvetési korláttal rendelkező vállalatok fuzzy halmazát az
öt feltétel együttes teljesülése határozza meg, azaz a megfelelő fuzzy halmazok
metszete adja:

(I) µHK= /\µHK/' 
J 

Dolgozatunkban a fuzzy halmazok metszetét mindenütt a

µA118(h) = min(µA(h), µ8(h)) 

tartalmazási függvénnyel értelmezzük. (1)-ben a metszet fuzzy halmaz µ1<.(h) 
tartalmazási függvényére µ1<.(h) · I a teljesen kemény és µK(h) · 0 a teljesen
puha költségvetési korláttal rendelkező vállalatok esetén.
Hasonló megfontolásokkal, legyen minden Vj feltételhez adott n H halmaz

nak egy µv1: H -, [0, l] leképzése, ahol
µv

1
(1i) = a versenyzési korlát puhaságára vonatkozó j. feltétel kielégítósét

jellemző mérték a h E 11 vállala.tra vonatkozóan. >t.t is igaz koli
legyen, hogy µv1(h) = I akkor 's csak akkor, ha aj. feltétel ah ) II 
vállalatra tisztán teljesül és µvpi) = O akkor és csak akkor, ha H,
j. feltétel egyáltalán nem teljesül.

Ez a függvény is tekinthető egy fuzzy halmaz, nevezetesen a vállalatoknak
a Vj fel tétel szerinti µ1-1 v, fuzzy halmazának a tartalmazási függvényének.

A puha versenyzési korláttal rendelkező vállalatok fuzzy halmazát a

(2) ft'i-i; = /\µ1-1v1 
j

képlettel írjuk le. Itt is igaz, hogy µv(h) = 1 a teljesen puha és µv(h) = 0
a kemény versenyzési korláttal rendelkező vállala.tokra, ahol µv(h) a ,iinv
fuzzy tartalmazási függvénye,

Az iparági (piaci) vállalatoknak a kompetitív piaci mocha.nizmns érvénye
sülését tükröző fuzzy halmazát a µHK és µ1-iv fuzzy halmazok metszete adja,
azaz

flll = flHx/\µHy, 
j

és jelölje 1,i(h) a flH fuzzy halmaz tartalmazási függvényét.
A kom/petitiu piaci egyensúly érvényesülési fokát a valóságos piaci állapotnak

az ideális (walrasi) egyensúlytól való eltérésével jellemezhetjük. A csupán
kvalitatív vizsgálat során az eltérés mértékét egy O :S: q ~ I paraméterrel
írjuk le, melyre igaz, hogy q = I akkor és csak akkor ha a piac az ideális
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egyesúly állapotában van: továbbá, ha a piac közeledik a walrasi egyensúly
állapotához, akkor q P] I-hez tart. A piaci mechanizmus s érvényesülési foká
nak valódi értéke a gyakorlatban nem ismert, csak becsülhető. A fuzzy techni
kával a q értékét a

}; P(h)µ(h) 
hEHqH = ------
}; P(h) 

hEH

értékkel becsülhetjük, ahol P(h) a, h E I-1 vállalat termelési értéke, ezzel rep
rezentáljuk a vállalat ,,súlyát" az adott fuvarpiacon. Súlyozótényezőként
fL termelési érték helyett más, például a vállalati nettó bevétel is tekinthető.

l\tlegjegyezzük, hogy míg a tiszta piaci mechanizmus szerint működő válla
latok klasszikus halmaza üres, mivel a walrasi egyensúly feltételei ideális
formában sohasem valósulnak meg, és a K1, V1 feltételek bármelyikének nem
teljesülése kizárja a vállalatot a továhbi vizsgálódás köréből, addig a fuzzy
halmazokat alkalmazó megközelítéssel a µ(h) tartalmazási mérték erejéig
minden szállítás, vá.llala.t figyelembe vehető a kompetitív fuvarpiaci mechaniz
mus érvényesülésének meghatározásához.

A piaci mechanizmus q érvényesülési fokának valamely becsült q értékét
konzisztensnek mondjuk, ha a valódi egyensúlynak az ideálishoz való konver
genciájával a megfelelő becslések is tartanak az ideális állapotnak megfelelő
I értékhez az alábbi értelemben

wBz P WK PP] 0, ha q P] I.

A becslés konzisztenciájának ellenőrzése rendkívül fontos, mivel a gyakorlat
l)un csak a becsült értékek l-től való eltérése mérhető. A qH becslés konstruk
ciójából nyilvánvaló, hogy az konzisztens becslése a piaci mechanizmus q 
(:1Tényesülési fokának. ·

Mindeddig csupán egy termék keresletére-kínálatára értelmezték a piaci
rnechanizmus érvényesülési fokát leíró mértéket. Ha egy alágazatra, vagy a
pincok adott halmazára nézzük a fenti qi, q2, ... , qM becsléseket, akkor az
adott gazdaságra, jellemző kompetitív piaci mechanizmus érvényesülését, azaz
n, valós és ideális egyensúly helyzet közötti távolságot a q = (q1, ... , qM) 
Vektorral jellemezhetjük.

/ =E A µK1 és µv1 tartalmazá i f'üggvények meghatározása (becslése)

A fuzzy halmazok tartalmazási függvényeinek ,,becslésére" egyértelműen
meghatározott módszer nincs, mindig a konkrét feladatból kell kiindulni./1 J a költségvetési korlát teljesülésére vonatkozó mutatókat az ,,atomisz
k~us" fogyasztói és vállalati viselkedés (pl. várakozó sorok hossza, feleslegek,

, :szletek nagysága, ún. kényszerhelyettesítések száma stb.) részletes elernzé
sevel, statisztikai vizsgálatok alapján javasolja meghatározni. Mivel a gaz
das~gi életben szubjektív tényezők is jelentős mértékben hatnak az egyes
f~ltetelek teljesülésére (melyek klasszikus valószínűségi mértékkel nem írha
t~k le), gyakran jól használhatók a szubjektív valószínűségi módszerek,
kulönösen az a posteriori szubjektív valószínűségeloszlisok alkalmazása.
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A µK1 és µv1 fuzzy tartalmazási függvények megadására kétféle módszert
ismertetünk. Ezek mindegyike hordoz bizonyos valószínűségi elemet is, de
teret ad a feltételek érvényesülésére ható szubjektív döntések figyelembe
vételének is.

I. módszer:

Ez a módszer a vállalati (ágazati stb.) statisztikák és szakértői becslések
együttes figyelembevételén alapul. A vállalati szakemberek által a vállalati
szolgáltatások struktúrájáról, a bevételek és kiadások öeszegéról, a fizetési
módozatokról stb. adott információkat veszi figyelembe.

Egyszerű példaként tekinthetők a következő i\s,c;z.eföggésel,:

. (h) = a szállítási teljesítménynek az a része, amel_yl)en a vCdlaint árelfogadó
µK, h>>h h · , · · · a szat , t c." , te Kvcí t.mcny

az adóösszegnek az a, része, amelynek feltételeinek kialakí
tásába a vállalat beleszólása érvényesült

µK,(h) = 1 - -----------------=~----
a teljes adóösszeg

µK,(h) = 1 - a finanszírozásban az állami támogatás hányada;

(h) = 1 _ a kedvezményezett hitelösszeg ;
µK, .. >= w osszes , , te.

µK,(h) = 1 - a külső befektetésből a vállalat pénzügyi helyzetének javításáau.
fordított hányad.

Hasonlóan értelmezhetünk tartalmazási mértékeket a versenyzési fel téte
lekkel kapcsolatban. Például :

a vállalat szállítási kapacitása
Pv (h) = l - ---- - -- -------"'-------- 

' az adot ~ piacon jelentkező vállalatok öeazkapacitása

a kereslet hiányában nem realizálódott szállítási
teljesítmények összértéke

µv,(h) = l 

µv,(h) =
ct vállala.t szállítási kapacitásu

a, fuvarpiacon realizálódó száJJHási teljesítmény összetételében
bekövetkezett változás mértéke;

µv ,(h) = l - a termelési értéknek (szállitás. teljesítménynek) tervegyeztetés
útján létrejött hányada;

µv,(h) = 1 - a termelési értéknek (a realizálódott bevételnek) a külső ára.la
kító tényezőktől befolyásolt hányada.

Megjegyezzük, hogy az itt adott µv,(h) mérték a homogenitás kritériumát,
még nem fedi le teljesen, mivel az nagymértékben függ a többi vállalat hely
zetétől is.
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II. módszer

Ez a módszer akkor alkalmazható, ha valamilyen (pl. szakértők által becsült)
rendezési sorrend ismert (az adott fuvarpiacon) a szállítási vállalatok között
az előző feltételek teljesülését illetően. Jelöljön >- egy részben rendezést a
következő értelemben:

ha az i·edik vállalat költségvetési korlátjának j. feltétele erősebben teljesül
(keményebb), mint a k·adik vállalat esetében. Hasonlóan

1 v1 '--. hv1 ti; ,,--- k , 

ha az i-edik vállalat versenyzési korlátjának j. feltétele erősebben teljesül
(puhább), mint a k-adik vállalatnál. Itt az ,,erősebb" csak mint reláció jelenik
meg, mennyiségi ismérvet nem hordoz. Ha a két vállalat között valamelyik
feltétel szerint nem tehető különbség, akkor az - jelet használjuk: hK1 - hK1 

. V1 V1 - . , l k vagy h; - h" . A gá teljes rendezés.
Tekintsük a következő mátrixokat:

P = H 
Kl . ..... µt .... i

k

és

A µ1<1 (µ V;) mátrix µffi (µJ:!) eleme azt mutatja, hogy a s, ( V) feltétel az i-edik
vállalatnál erősebben vagy gyengébben teljesül, mint a k-adik vállalatnál,
azaz

és
v1 { 1, ha h;1 >- 1i:1

/J-ik =. 0, egyébként.

Q fenti mátrixok elemeit választhatnánk G és 1 közé eső számoknak is, ezzel
hangsúlyozva a reláció teljesülésének erősségét is, azonban az így bevezetett
paraméterek gyakorlati megadása, újabb problémákat vetne fel.
A µK1 és µ V1 mátrixok segítségével a K1, illetve V1 feltételeknek megfelelő

fuzzy halmazok tartalmazási függvénye a következőképpen definiálható:

w _l_ ... 2,1 µf;,1, ha, létezik legalább egy hk vállalat,
µK1(h;) = N k~l melyre h~1 >- hf1 

0, egyébként,

l / [ 

illetve

l - [ 
· BP1

- ~µii!, ha létezik legalább egy h" vállalat,
µv1(µ;) = N 1c-, melyre h}'i >- hY,t

0, egyébként.
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Ha a vállalatok termelési értéke nagyságrendben eltér, célszerű itt is a tartal
mazási mértéket a termelési érték súlyozásával figyelembe venni, azaz

I 
i µ1i/P(h,J 
w' · w 

l+[ µK;(h,) = w i P(h,,.) 
k l

0 ecjyébként,

l i [ 

N
~ µ;j/P(h, .. ) 
X· > I V V------ , ha étezik h1, :h" 1 sP h, 1

N
~P(h") 
k=l

v egyébként.

A fenti vizsgálattal a kemény köítségvetési korlát.tal rendelkező vállalatok
fuzzy halmazának és a puha versenyzési korláttal rendelkező vállalatok fuzzy
halmazának tartalmazási függvénye is közvetlenül becsülhető, ha a költség
vetési korlát keménységére, illetve a versenyzési korlát puhaságára vonatko
zóan rendelkezésünkre áll a vállalatok rendezése. Ez egyúttal kontrollként
is használható az a priori rendezésekre vonatkozóan, mivel a (3) vagy az (5)
és (1) formulával kapott µK(h), jellegét tekintve hasonló kell legyen a közvet
lenül becsült µK(h) függvényhez (pl. szélsőértékeit közel ugyanott kell, hogy
felvegye).

A 3. pontban bemutatott módszer lehetőséget ad arra, hogy jellemezzük a
konkrét piacok, illetve ,,iparágak" esetén az ideális (walrasi) egyensúlytól
való eltérés irányát és mértékét. Így a részleteiben nehezen modellezhető
valós egyensúlyi helyzeteket az ideál is (walrasi) egyensúlyi helyzethez való
viszonyuk, ,, irányuk" és ,,távolságuk" szerint (ez már könnyebben modellez
hető) idetifikálhatjuk.

4. A fuzzy piaci egyensúlyi modellek vizsgálata 

4.l A fuzzy egyensúlyi modell általános értelmezése és stabilitása

Eddig nem-kvantitatív módon mértük a megvalósult, tényleges egyensúlyi
állapotnak az eltérését az ideális egyensúlytól. Ezután természetesnek tűnik,
hogy a piaci mechanizmus érvényesülési fokának becsült értékeit az egyen
súlyi helyzet meghatározására használjuk fel.

A feladatot általánosan, több piaccal rendelkező szállítási ágazatra vizs
gáljuk.

Mozogjon az adott szállítási ágazat (iparág) kereslet-kínálat ,,vonalán"
M számú szállítási szolgáltatás (termék). E ,,termékek" mindegyikéremeg-
adható egy T!J, (r1, ..• , rM), i = 1, M aggregált optimális (ideális) szállítási
keresleti függvény, mely maximalizálja a ,,fuvaroztatók" nyereségét, és a
szállítási teljesítmény (volumen) beállításával kölcsönhatásban függ a fuvar
piacon mozgó szolgáltatás árától.
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Analóg módon megadhatók a Tt (r1, ... , rM) aggregált optimális kínálati
függvények. Az (iparági) ,,gazdaság" akkor van az ún. ,,általános egyensúly"
állapotában, ha minden szállítási módban a kínálat egyenlő a kereslettel,
azaz a ,,termékek" mozgása olyan rf, i = 1, .M optimális árakon valósul meg,
melyekkel fennállnak a

Tl;,(r[, ... , r.t) = Tt(r1', ... , rXi), i = 1, llf,

egyenlőségek. Innen a kompetitív szállítási árakat, az egyensúlyi árrendszer
egzisztenciáját feltételezve, az egyenletrendszer megoldásával kapjuk. A to
vábbi stabilitási vizsgálatok kedvéért megjegyezzük, hogy az r; megoldások
nem feltétlenül egyértelműen meghatározottak. Ekkor rt gyanánt általában
a legkisebbet fogadjuk el. Ilyen tulajdonságú megoldást kaphatunk az

M M 
inf ( J2 T o,(r1, ... , rM) - 'Ps.(r1, ... , rM) ] a J: rr), R+ = [O, · [ 

RM+ B· > B~ > 

segédfeladat r;(a) megoldásából az r*; = Iim r;(a) összefüggéssel [6].
~ P] v 

Az így kialalútott rt árak és a Tt = T t·, = TI, szállítási teljesítmények a
társadalom számára a legnagyobb gazdasági hatékonyságot biztosító áraknak
és realizált teljesítményeknek tekinthetők [3]. Ez az egyensúly tulajdonképpen
az adott gazdaság walrasi egyensúlyi állapota. Mint már a korábbiakban emlí
tettük, ez az egyensúly reális gazdasági helyzetben sohasem áll fenn.

A költségvetési korlát puhasága, illetve a versenyzési korlát keménysége
miatt a keresleti és a kínálati függvények alakulása eltér az optimális esettől.
Másrészt a költségvetési korlát nem elég keménysége ill. a versenyzési korlát
nem elég puhasága a priori korlátokat is jelenthet c. kialakuló árakra.

Feltételezzük, hogy a keresleti és kínálati függvényeknek a piaci mechaniz
mus érvényesülési fokától való függése ismert és a q vektorral adott. Ebben
az esetben az általános egyensúlyt illusz tráló egyenletrendszer a következő
alakhan adható meg:

(7) TvJri, • .. , rM; q1, • • ,, qM) = Ts,(r1, • • •• rM; qi, · · ·, qM). 

ahol q = (q1, ... , qM) a piaci mechanizmus érvényesülési foka az adott ,,ter
mékek" vonatkozásában. A (7) egyenletrendszerrel megadott egyensúlyi hely
zetet nevezzük ti továbbiakban fuzzy egyensúlyi állapotnak. A piaci mechaniz
mus érvényesülési fokának rögzített, aktuális értéke mellett a (7) egyenlet
rendszer a

lq[ 

alakot ölti, ahol a Tv, (r1, ... , rM) már a reális a hiányokat, feleslegeket,' sor
banállást stb. is figyelembe vevő aggregált keresleti függvény, a kínálati
;ldalon pedig egy nem optimális, a slacket (kedvezőtlen feleslegeket) is

igyelernbe vevő reális aggregált kínálati függvény helyezkedik el.

1
A (7) egyenletrendszer kapcsán felvetődik a kérdés, hogy ha q P] I (ahol

, :::::: (I, ... , 1)), vajon a (7) vagy (8) egyenletrendszerből kapott r~q), ... , YBw rak is tartanak-e az r{, ... , rt ideális egyensúlyi árakhoz. (Itt és a továbbiak
Jan vektorok konvergenciáján az euklideszi normában való konvergenciát
, n
ertjük, azaz J; (q; - 1)2 __,. O).

B· > 

6 Tz B! Óc 
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A fenti kérdést másképpen megközelítve, ha a P] l, akkor valóban tart-e
a (7), illetve (8) valós egyensúlyi helyzet az ideális (walrasi) egyensúlyi állapot
hoz, azaz megteremthető-e a kapcsolat a dolgozat első részében ismertetett
nemkvantitatív (az egyensúlyi állapot feltételeit minősítő) disequilibirurn
elemzés és a kvantitatív (keresleti és kínálati görbékkel meghatározott)
egyensúlyi vizsgálat között.

Az lenne a, várható, hogy ha q-+ l, akkor a (7) vagy (8) egyenletrendszerLől
kiszámított árak tartanak az ideális [a (6) egyenletrendszerből kapott] egyen
súlyi árakhoz. Sajnos ez teljes általánosságban nem igaz. Azonban a keresleti
kínálati függvények elég széles osztálya esetén a Tyihonov regularizációs
technikával az eredeti feladathoz hozzárendelt

segédfeladat r(a, q) = (i\(a, W[. === . rM(a, W[[ megoldására már igaz, hogy ha a
q vektor a o skalár paraméteren keresztül tart az I vektorhoz, azaz q( o) ·-r 1, 
ha o ~, 0, akkor

lim lim r(a, q(o)) = r*,
,J-0

o:-0 q(6)-•l
6/a-O

ahol - több megoldás esetén - r* a minimális normájú egyensúlypont [6].
Vagyis a regularizációs technika segítségével biztosítható, hogy ha az ideális

egyensúlytól való eltérést jellemző mértékek 1-hez tartanak, akkor a meg
felelő fuzzy egyensúJysorozat megközelíthető legyen egy olyan sorozattal,
amely az ideális egyensúlyhoz tart, Uy módon ténylegesen sikerült megterem
tenünk az értelemszerű kapcsolatot a nemkvantitativ és a kvantitatív dise
quilibrium vizsgálatok között.

4.2 Az ideális egyensúlyi helyzet és az ,,algebrai hiány" becslése fuzzy mód
szerekkel

További fontos feladatnak látszik a nemkvantitatív elemzés, a valódi
{megfigyelt) egyensúlyi helyzet, valamint kiegészítő szakértői becslések alap
ján megbecsülni az ideális egyensúly feltételezhető ,,helyét", helyzetét [8].
Feltételezzük, hogy rendelkezünk bizonyos a priori információval egy fuzzy
mérték (Iehetöségsűrűség függvény [7]) formájában az ideális r0 egyensúlyi
árak értékeiről. Har= (r11 ... , rM) és R+ = [O, vv[. akkor ez az a priorin,tk
tekinthető információ megadható olyan fuzzy halmazként, melynek µR(r)
tartalmazási függvénye azt mutatja, hogy milyen mértékben tartható r az
ideális egyensúlyi árnak. Ezen alapvető a priori jellegű információ megléte
esetén az ,,ideális" egyensúlyi helyzet kvantitatív becslését a következő három
alapvető esetben végezhetjük el.

I. Ismert a valódi egyensúly, továbbá a valódi és ideális egyensúly ,,távol
ságát" jellemző q mérték;

2. Csak a valódi egyensúlyi helyzet ismert;
3. Egyik fenti információval sem rendelkezünk, de további szakértői becs

lésekre támaszkodhatunk.
Tekintsük át az ideális egyensúlyi helyzet becslését a fenti három eset

mindegyikére.
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I. eset
Legyen q a piaci mechanizmus becsült érvényesülési foka, feltételezve, hogy

a becslés konzisztens, azaz q P] I esetén q P] 1. Legyen továbbá adott a µR
korlátozó fuzzy feltétel az egyensúlyi árakra vonatkozóan. (Ennek tartalma
zási függvénye pl. lehet a normális sűrűségfüggvénynek megfelelő normális
lehetőség sűrűségfüggvény [ 7].)

Mivel ebben az esetben az rG megfigyelt egyensúlyi ár adott, az ártartomá
nyon megadható egy µ0 fuzzy halmaz, melynek tartalmazási függvényét a
µR(r) tartalmazási függvénynek az r0 pontra való eltolásával kapjuk. Vagyis

µ§(r) = µ,R(r -e)
ahol a e eltolási értéket a

összefüggésből határozhatjuk meg (ld. 1- 3. ábrák).
Az ideális egyensúlyt jellemző egyenletrendszer megoldásából kapott r*

árnak tekinthetjük azt a µ'k fuzzy halmazt, melyet aµ§ és µR fuzzy halmazok
metszeteként kapunk:

Az ideális egyensúlyi árakat becslő ár a µ'k fuzzy megoldásnak olyan eleme,
amelyre a tartalmazási függvény maximális, azaz

r1'? ) arg sup µJHr).
r 

ó 

Y P 

µ,1--------'----- 

1. (;.r,,.,, 

ó 

2. dbra

6*
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A megoldást egy piac esetén a 4. ábra illusztrálja. Megjegyezzük, hogy eléggé
általános feltételek között rJ' egyértelműen meghatározott vektor.
A µ~(r) függvény gyakorlatilag függ a q becsült ,,távolság" mértékétől.

Ha a valódi egyensúly tart az ideálishoz, azaz q -► I, a fenti szélsőérték fel
adat megoldása instabil lehet. Azonban a regularizációs technikával kapott

ó 

h h h h h h 

8. ábra

ó 

+

hh'B 

4. áln«
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segédfeladat r*(q, ex) megoldására a tartalmazási függvények elég széles osz
tályán [9] már igaz, hogy

lim lim r*(q(ó), ex)= r*.
ó-0 
a-•O Wl ó [P, 

ó/a-• t l!f .. Uí!JL 

A fenuexuei teljesen analóg eljárással becsülhetjük az ideális szállítási telje
sítményt, illetve áruvolument az a priori (szakértői becsléssel kapott) µr
fuzzy halmaz, - melynek µzló[ tartalmazási függvénye azt mutatja, hogy
milyen mértékben tartható 'P az ideális egyensúlyi áruvolumennek - és a
TO valódi egyensúlyi pontok figyelembevételével.

E szerint

TJ' ) arg sup µ't(T), 
T

ahol

IJ=Rló[ = µ7 (T - K), 

ahol c Hl eltolást a 1-,z(1'o - K) = q összefüggésből határozhatjuk meg.
A LlTt = 11\ - T;f > mennyiség pedig a hiány vagy a felesleg (algebrai

hiány) nagyságát mutatja. Az ideálistól való ,,algebrai árrést" pedig a

Llr;;- = > r v P rt [
formula adja.

Az előbbi ,,naturális" mennyiségek segítségével közvetlen kapcsolat teremt
hető azokkal a hiányt és felesleget természetes mértékegységekben kifejező,
módszerekkel, amelyekkel Kornai János az adott piacon a walrasi egyensúly
tól való távolságot jellemzi [I, 2].

2. eset

Ekkor nem ismerjük a valódi (megfigyelt) egyensúlyi helyzethez tartozó
q mértékeket. Ez esetben a, (8) egyenletrendszer minden egyenletéhez hozzá
rendelhető egy Wr; (r) (segéd) mérték, amely azt mutatja, mennyire teljesül
az egyenlőség. A µ-r, (r) megválasztásánál arra kell ügyelnünk, hogy µy,(r) = 1
a.kkor és csak akkor teljesüljön, ha az egyenlőség fennáll, és minél nagyobb a
két oldal közti eltérés, annál kisebb legyen a µT, (r) értéke. PI. választható a

fü~gvény. A µr,(r) függvénnyel, mint tartalmazási függvénnyeJ a lq[ egyenlet
1111nden egyenlete meghatároz egy µy1 fuzzy halmazt.

A (8) egyenletrendszer µR feltétel melletti megoldásának tekinthetjük azt
f' _fuzzy halmazt, amelyet a µ7" i = 1, M és a µR fuzzy halmazok ű metszete
{Cnt kapunk. Jelölje µ(h) e fuzzy halmaz tartalmazási függvényét..
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A fuzzy egyensúlyt realizáló ár a fuzzy megoldáshalmaznak olyan eleme,
amelyre a tartalmazási függvény maximális, azaz

i'* E arg sup µ(r). 
r 

A számítás menetét egy piac esetén az 5. ábra illusztrálja. Gyakorlatilag r* 
függ a piaci mechanizmus q érvényesülési fokától, azaz r*(q). Minthogy az
általános egyensúlyi állapot a q = I érvényesülési fokhoz tartozik, itt is fel
merül a kérdés, vajon igaz-e, hogy

lim r*(q) = r*.
q-l 

Sajnos általánosságban nem, de a regularizálási technikával meghatározott

segédfeladat ns. o::) megoldására c µ(r) tartalmazási függvényre tett kiegészí
tő feltételek mellett (9]

lim lim r(q(b), o::) = r*,
tJ-0 
o:-0 q(tJ)-1 

tJ I« Pv 

ó 

5. ábra
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azaz az ideális egyensúly megközelíthető egy stabil, a reális egyensúlysoroza
tot az ideális egyensúly közelében jól approximáló fuzzy egyensúlyi ársoro
zattal.

3. eset

A gyakorlatban gyakran sem a keresleti és kínálati függvényeknek a piaci
mechanizmus érvényesülési fokától való függése, sem a tényleges egyensúlyi
helyzet nem ismert. Helyette azonban szakértői becslések alapján megadható,
hogy a piaci mechanizmus adott érvényesülési szintjénél rögzített áraknál a
keresleti, illetve a kínálati függvény melyik értéket milyen mértékig vehet fel.
Qz Őz megadhatók c 

µ7n1(r, Tv,) és µ,r8,(r, Ts,) 

fuzzy függvények, illetve a nekik megfelelő µv, és µs, fuzzy halmazok az
H/11 x m1-en.

A kereslet-kínálat egyenlőségét leíró fuzzy függvény a

µ(r, 'P) = min min [µ0,(r, T), µs,(r, T)]
i

ó 

I

I
I

I
I

I
I
I 

I _,,--~------\
I \

<,.,0, 
~,,

I 
I
\ / 

..\
,,./ \,,..,,.. \

,/' ,,....\
<"' \;:, \

"'I-j..,
I
I

6. ábra
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tartalmazási függvénnyel adható meg. Ez az árhalmazon meghatároz egy
preferált egyensúlyi fuzzy halmazt

µ(r) = max µ(r, 'l')
T

tartalmazási függvénnyel.
A fuzzy egyensúlyi árhalrnaz ekkor a

formulával írható le, ahonnét a realizálható fuzzy egyensúlyi ár az

f* ) 11rg sup µ(r), 
r 

és a hozzó tartozó egyensúlyi kereslet-kínálati függvényérték a

ó5 ) arg sup µ(i-, T) 
T

értékkel valósul meg [G. ábra].
Az rés T egyensúlyi becslések stabilitásvizsgálata további kutatást igényel.

Ugyancsak további vizsgálatok t:irgyát képezi az egyensúlyi árak rt, f*, i·*
becslései közti összefüggés.

(Beérkezett: 1983. április 25-én)
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FUZZY ESTIMATIONS FOR VALIDITY GRADE OF CO!VlPETJTlVE
MARKET EQUILIBRIUM IN TRANSPORTATION

The paper discuss s tho fuzzy measurement and estimation of tho validity grade of
competitive market systems and deals with fuzzy equilibrium models of the transporta
tion. The examinations ar based on the fuzzy set technique by "measuring" the hardness
of the budget constraint of the transportation companies and the softness of the competi
tion constraint of the transport markets.

The given equilibrium models analyse the behavior of the demand and supply func
tions, the fuzziness of which is caused by the imperfect realization of the competitive
market system. The stability of the fuzzy equilibrium models are also investigated.
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HEYETI{vlE OlJ.EHI{vl CTEnEHH PEAfl113Al...{vll-1 PblHOYHOro PABHOBECvlrl
B TPAHCnOPTE

B p;aHHOtt paöore uccnenycrcs Mepa creneau peaJIH33L\IHI conepansecxoü pblHO'll-!Ott CHCTCMbl
H ee OL\eJ-ll(H 11 l(J)OMC Toro pa3paóaT6IB310TC51 HCKOTOpbIC MOJJ;CJJH He'ICT!<Oro paBHOBCCH51. Hccne
)],OBaHH51 öaanpyrorcs Ha He'IeTKHX MHO)l(eCTBax, HClJCTJ(OCTH KOTOpb!X Bbl3B3Ha HCCOBepweHHOtt
)l(CCTi(OCTblO ÓIOP)l(CTHOrO JlHMHTa rpaacnoprtu.rx areHCTB H HCCOBepweHHOI'-í )l(CCTKOCThlO
ŐIOJJ;)l<eTHOro Jl!IMMTa rpancnoprnux areHCTB H HCCOBepweHHOtt M51XKOCTbIO conepnnvecxoro
Jl!IM~!Ta Tpa1-1cnopTHOI'O pb!HI(3. Mo;,eJJH sesencoro paBI-IOBeC1151 pumca 3H3JlH3Hpy10T ITOBe)],eHH51
rJJytml.\MH cnpoca M npCP,Jl0)1(eHM51, l{OTOJ)b!C 51BJJ5IIOTC5l HClJCTKHMH cjlyHKL\H51MH 113-33 HenOJJHOtt
pcaJIH33L\HH correpmorecrcoá J)blHO'lHOH CHCTCMbl. 11ccJJC/WeTC51 raioxe M YCTOH'IHBOCTh l\lOJ);eJleJ;í
HC'ICT!(Ol"O paBI-JOBCCl-l5l.



KÖNYVEKRŐL

N. P. 1"1,DORENI{O (Szcrk.}: A,: rq;ti/lláli8 
tervezési modellek rendszere. Hw la.pr-st, J !),D.
Közgazdasági és Jogi Köny vk iado. :r,z. o.

A könyv szerzői - a NzüTA Központi
Gazdaságmatematikai ] nt ézc-ténck munka
társai - az optimalizálási modclírc-ndsz.er
kidolgozásának elméleti és gyakorlati prob
lémáival foglalkoznak. A népgazdasági ter
vezés modell rendszerének elmélet i kidol
gozása a Szovjetunióban 1.1, 60-as évek köze
pén kezdődött meg, de a 111od01lek gyakor
lati alkalmazására a népgazdaságfejleszLés
1976-1990 évi távlati tervének kidolgo
zásakor nyílt széleskörű lehetőség, mind
a hosszú távú, mind az ötéves tervezési
szakasz munkái során. A szerzők ezzel
kapcsolatos gyakorlati feladatainak, vala
mint elméleti és kísérleti kutatásainak ta
pasztulataie tartalmazza a könyv.

A könyv két részből áll, az olső rész
(az l-8. fejezet) a többfokozatú modell
rendszer kialakításának elméleti alapjait,
elveit, a kísérleti számítások eredményeit,
a t ávlut.i tervek kidolgozásával kapcsolatos
szervezési kónléseket, a különböző szintű
morlolleket iamertet.i, valamint foglalkozik
progra11H;z,istcchnikai kérdésekkel. A má
sodik részben (a 9-11. fejezetben) a modell
1·endszer kiterjesztésére irányuló kutatások
eredményeit mutatják be a szerzők.

Az első fejezetben a többfokozatú opti-
1,nális tervezési rendszer elméleti alapjait
fo_glalják össze, amelynek kulcskérdése a
n_epgazdasági és a lokális optimumk:rité
r1um. A népgazdasági optimwnkritérium
nak az időtényező figyelembevételével a
tir~adalmi szükségletek valamennyi faj-
áJ~t össze kell mérni, a jelenlegi és jövő

be_h szükségletek kielégítettségének vala
m_tfé]e egységes mércéjeként kell funkció
~a:lnia. Elméletileg ez valamennyi jószág-
1 aJta összemérését igényelné, a gyakorlat•
)a_n azonban a fogyasztási javak össze
mer_~se a legkidolgozottabb, a fogyasztási
célfuggvény segítségével. A lokális opti
mumkritériumok meghatározására azért
Van szükség, hogy ennek megfelelően min-

dun egyes gazdasági egység értékelhesse
tevékenységét a gazdaság állandóan vál
tozó működési feltételei közepette.

A gazdasági irányítás többfokozatú
struktúraja többfokozatú optimalizálást
tesz szükségessé, és ez az információk
aggregálásának problémáját veti fel. A
második fejezetben a többfokozatú opti
malizációs modellrendszer felépítésének
alapelveit, fogalmazzák meg. A többfoko
zatú népgazdasági tervezési rendszernek
meg kell határoznia mit, hogyan és hol
kell megtermelni, tehát strukturális, tech
nológiai, területi és időbeli kérdésekre kell
válaszolnia. A rendszer két alapvető szintje:
az ágazati és a népgazdasági szint. A nép
gazdasági modell olyan kvázistatikus mo
dell, amely magában foglalja az ágazatok
valamennyi fejlesztési variánsait és nép
gazdasági optimumkritérium alapján kap
juk az optimális tervvariánst. Az optimum
kritérium gyakorlati meghatározására szol
gál a variációs optimalizálás elve és az 
approximációs séma. A népgazdasági szin
tű terv területi lebontására szolgál a terü
leti kapcsolódások modellje.

A harmadik fejezetben a kísérleti több
fokozatú modellt mutatják be a szerzők,
amely háromszintű - vállalati, ágazati,
népgazdasági - modell. A modell optima
lizálási folyamata magában foglalja egy
részt a globális optimumkeresést, másrészt
a lokális optimumkritérium paraméterei
nek fokozatos meghatározását approximá
ciós módszerrel. Az approximációs séma
konvergenviája különböző alakú lokális
kritériumok esetében eltérő. Legjobbnak
a kvadratikus alakú függvény mutatko
zott, ekkor a konvergencia sebessége nagy
és a rendszer az abszolút optimumpontba
jut el.

A negyedik fejezet a hosszú távú nép
gazdasági terv több fokozatú modellrend
szere kidolgozásának feltételeivel, főbb
kérdéseivel foglalkozik. A terv időtávja
1990-ig tart, a megalapozási szakaszban
használt makrornodellek nagy aggregátu
mokban tartalmazzák a növekedés lehet-
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séges variánsait. Itt összekapcsolják a
fogyasztói kereslet, az ágazati kapcsolatok
mérlege, a termelés fejlesztésének és terü
leti telepítésének optimalizációs modelljeit.

A többfokozatú összekapcsolás során
első lépésként az ágazati számítások ké
szülnek el, ötéves időszakonkénti bontás
ban, majd az úgazati variánsokat az ága
zatközi komplexum növekedési variánsaivá
vonják össze, amelyeket az ágazatközi op
timalizációs modellbe építenek be. Az ága
zatközi modellbe cxpli it formában kerül
nek be a beruhűz.ásokra és munkaerőfor
rásokru vonatkozó népgazdasági korlátok,
ezek figyclembcvételévcl az ágazatok fej
lesztési variúnsaira optimalizál u morh-H,
a végtermék-kibocsátás maximalizúlúsi kri
tériuma alapján. A kapott népgazdasági
tervet az ötéves u-rvezés során Iobont.jűk
az ágazaLi döntési-k sz intjórc, a lebontott
értékeket az 1'.Lgazali modellekbe bovívo
megismétlik a:.,; ttgazali optimalizálást,
majd az ágazati értékeket az ágazu.t.közi
modellben felhasználva kialakulnak 111. öl -
éves terv szé.mai.

Az ágazatközi modell felépítését és meg
oldási cljé rásé.t (i könyv het dik fejezete
t artal I nazza.

A hosszú távú terv előkészítésére husz
mí.lt makrornodellek közé tartozik az ötö
dik fejezetben bemutatott, a termelés bő
vítésének és terület.i telepítésének egységes
agaz.at.i optimalizációs modellje. A modell
családot a klasszikus, egytermókos rögzt-
1 ett kapaci tásvál11Sz tékú szállítási feladat
ból fejtesz.tot ték ki többt ermékos, a mcg
tcrmelt mcnuyiségekct változóként tar
tal muzó, feladattá: a réfordftés-kiboceütáa
kapcsolatokat nemlincúris formában leíró
feltételek bevezetésével. A megoldás során
párhuzamosan határozódik meg a tel ·p
hely, a megvalósítandó tochnológiu-fujtu,
valamint az előállítandó termékek köre és
mennyisége. Az ú.lta.lánoa szállítási feladat
- amelynek cgvütthatórondszero szállíl'ási
és technológiai blokkra bontható - n0111-
Iinearis feltételeket is tartalmazó alakja
matematikai meggondolások scgítsógóvol,
valamint egyszerűsítő foltétclozöeck heve
zetésével linoarizúlható és jeleni 'gi szá
mítástechnikai eszközökkel megoldható.
Gyakorlati folhasználűsra a modellcsalád
kisebb modelljei kerültek, az általános,
teljeskörű feladat kipróbálása kísérleti stá
diumban van.

Az irányítás többfokozatú rendszeré
nek közbülső lépcsőfoka a többágazatos
komplexum, a rájuk vonatkozó optimali
zálási mo lellekct találjuk a hatodik feje
zetben. A többágazatos komplexum szint
jén való tervezés nagy előnye, hogy nem
csak az ágazaton belüli, hanem ágazatok
közötti kapcsolatokat is figyelembe vesz.

A tervezés általúnos modcllosaládjút 11gy
építik fol, hogy belőle az egyes, konkrét
többágazutos komplexumok modellje le
vezethető legyen. Az általános modell leg
több feltét ele u termelés és folhasznúlús
mérlegegyenletc, amelynek alapját a modell
szállítási blokkja alkotja, a termelés és
felhasználás közötti lehetséges szállítási
kapcsolatokkal. A fojlesztós op: i1 ,mlizá,l,i
sát a modell tcchuológiui blokkja segítsé
góvel végzik, erre a cőlra kialakított, részle
tesen ismertetett approx i mációs eljárással.

A nyolcadik Iojozot. u 81/,élsőól'Lók-fol
adatok nwgoldású,mil alapvelő jc,JcnLöségü
Lagro.ngo-függvóny módosítol'I, alakjú.\'al
ós felhasználású.val foglalkozik. A módosí
lott Lagrnngo-fT1ggvé11y rcmlolkozik a
klasszikus foggvé11y iulajdo11súgával: o.z
orodeLi feladaL 1,1t·goldiis11 hel_yl'I I esitlll'I ő
a hozd, I 1.1,J'i ozó 111ódoi;íLoU Lugrange
függvC:-ny nyurogpontjának JlH·gkeresésé
vol; a klwiszilrnsho;,, képest nlya11 dőn~·ök
kcl rend ·llwzik, mint az iLerációk n1C'g
gyorsítása, valaininL jól httszn1.ill111ló úrn
kat is kap a foll1asználó a mod llok 1m·g
olclásakor. A fejezet a fiiggvény I 1dajdo11-
ságainuk is111ortelóse 11wllolt a nyt·n·gpou
tok meglrnrosésóro vu11at.kozó gl'adi1•11s
móclszcrt; is tari rd mazzn..

A könyv második rÚS1/.C'be larLozó kilP11-
codik foj,,zoL a modellrendszer Lovúbbf,·j
leszlósével ós allml111azÚAIÍval fogl1.dkm.ik.
Az eddigi l{,pésekbo11 a I öbbfokozal i'1 rc11il
szon1l'k egyes nlen1oiL 11lkuln1azlák, a t1·l
jes rendszerre r·sak kísódoLi szi. 111fl1ÍHok
Alinak rendelkezésre. A komplex g_yalwrl,11 i
bovozolós első lépése !Phet.no u. 111odcll
renclszer alkalmazósa a távlati I orvo1l-s
ben. A szerző folsurnlja mindcw.olrnt ,.1,

nehézségeket ós probló1111.'tlmt, 11111clyC'k u
konluót mogvalósíL1is során folmel'iilhclnck.

A Lizedek fojc·z ·L o. dinamikus ágazal
közi modellel és az ágazaLi árszint. ·k meg
határozásának problórnáival foglalkozik.
A modellek alapjr, az ágazati kapcsolalok
múrlogónok dina111ik11s alakja, amolyekhPz
esetenként kiilö11böző feltételek kapcsolód
nak. A vizsgált,t fő iránya a termékt>k op
Liinális órLökelóso, az árak rneghalá.rnztÍHu,
az . rl.gazaLi kapoi;olittok mórlogéhoz kap
csolódó ki"dönböző póllólagos folt6Lekk
!:lC'gfl st'.·gúvcl.

A liz1•111•gyedik fojczeLbon a tcrLileti t r
ve1/lfl jdonlegi modelljeit ismer1eti a könyv.
vala111inL a lovábbfojlesztós lehetség s úl
jail. A jelenlegi modellek az ágazatközi
modollc-klicz hasonló alapelvű, szimuliicifo;
jcllcglíck. A t-öbbkörzetos modellbe a szo
kásos mórlogfeltótelek mellett szó.llíüísi
follétclek is belépnek.

Nügyon alapos és részletes tárgyal,ís
módja, valamint az érintett témák érdc·
kessége miatt ajánlhatjuk a könyvet ü
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matematikai modellezéssel foglalkozó el
méleti és gyakorlati szakembereknek. A
modelleknek, a tervezésben felmerülő prob
lémáknak, valamint a megoldási algorit
mnsoknak alapos és világos bemutatása
mellett hiányzik a könyvből a gyakorlati
alkalmazásról való részletes beszámoló,
ami a gyakoilati szakemberek számára is
megkönnyíthetné az eligazodást a rend
szerben.

A magyar fordítás jó, a témában jártas
111agyar olvasó számára érthető, de sajnos
a könyvből nem derül ki, hogy kínok a
rnunkájé.t dicsérhetjűk, mert nem tüntet
t ólc fd a fordító nevét.

SIMON JUDlT

CHJJdN ATTILA (szerk.): Készletezesi mo
dellek. Budapest 1983. Közguzdaaági 6s
Jogi Könyvkiudó. 539 o.

,-\ készlotgazdúl kodasi rondszorck mo
dellr-zése ogyi ke a,, opcré.ciókutatua leg
jobban ki<lolgozott területeinek. A század
eleji első modellek kidolgozása ót a t.öbb
siázn:1, tehető a különbőv.ő publikúciókhan
n1egjclont I narems.t.ikui k6Rzl<'i modellek
s·1.á111a, s oz 11 sz,_í,111 gyorsuló ül.,111hun nő.
i\•1, eddig nwgjok11L áttekintő jl'l.legíí mun
kák i nkább szc·t·z(lik ;;ajáL gondol,1tain11k
homutatúsúrn h<'iyczlúk a súlyt, s koránt
Sic111 fogtri.k ál. a l{(íszld,111(><i"llc·k egészét.

Chilnin All ilu ,:.,, munku ui.rsu.i urra vál
lalkoztak, hogy a sud,iro,lalcrn1l,ól kivá
lasz,lot1 t'·~ foldolgm.ol t :i:Hi mo.Ioll elem
zéso ulapjá11 LiikröL I Ml u.na.k a modell
alkotók és folhaszu.iló eló. Vélcmónyom
~zol'inL ez a nn m ka több szempontból is
llttfüő jc·llogűnek szúmít:

(1) A ;;zorzők nem saját fi-Itcvéscikból
(legy.,nok azok bármily ,nugalapozottak
18), hanem statisztikai u,datbázisból kiin
<li,lva próbáljé.k mogarlni a készletmodel
lel, egy új osz.tályozás>l.t.
b' (2) A_ jelenU\sobb rnr'.d'.~llok szernp;"mtj,i-
,l'.I inaJrlnem teljes körű fuldolgozas fel
t1nreho'.'h~tja azokat a tl'rülot~kot, azot?t a fohor folt:<;>lrnt-, atn<'lyok eddig a kuta
Í~s sze,npo_rd;Ja,bó_l elhany:i,goltak volt1;-k.
t ~s a SZel'ZOk az ,.1ltaluk vogzett munlrn.ra
t~nia~zko<.lva n~egitlapozoLta!)b~n. Jelolh_e-

{ k1 a kulatasok ,1ovőbem fő 1ránymt.
(3) A szerzők egyik deklarált célja a

fi{:kor-Jati al_kalrnazás c16segíté~e, a fel-
. ~ná.Jó, 1gcnyek figyelem bevetele. Ez1;

~ :".1t_ Számítógépes modellkönyvtár létre
h 0:_as1:-v~1 kívánták elérni, amelyből 11 fel
, ~s~nalo az adott feltételrendszernek leg-
11n ":"bb rnegfelelő modellt tudja kiválasz-

11ru.

E feladatok megoldása azonban netn
képzelhető el olyan mutatószámrendszer
(vagy kódrendszer) kialakítása nélkül,
amelynek segítségével a különböző model
lek jellemzőit mérni lehet, s így az össze
gyűjtött modellek kvantitatív elemzését
el lehot végezni. Tudomásom szerint ez a
könyv az első, amelyben a készletrnodel
lek osztályozásának alapját a kidolgozott
kódrendszer, illetve az ennek megfelelően
végzett vizsgálatok adták.

A könyv két nagy részből álL Az első,
arányában. kisebb rész elemző jellegű. Az 
első feje,.et a készletmodellek, a modelle
zés hátterét tárgy11lja, A második fejezet
a termékszintü készletezési rendszer elem
zését adja rneg. A szerzők, szándékuk sze
rint, azt a láncszemet szerették volna meg
ragadni, 11mely a valóságos problémákat,
és a modelleket összeköti. Véleményem
szerint ennek a feladatnak csak az első
felét oldották meg, - de azt brilliáns
módon.

A harmadik fejezet a készletrnodellel.,
fejl6désének történeti áttekintése. A negye
dik fejezet tartalmazza a modellek elem
zési ·módszerét, a statisztikai feldolgozá
sokhoz felhasznált kódrendszert, Ennek
a kódrendszernek a kialakítása korántsem
egyértelrnü ( nem is lehet az), de jelentő
ségét - útLör6 volta mellett - az adj11,
hogy segíLsúgóvd a 1.11odellek struktúrá
járól Löhhó-kevösbú ugyanazt az. informá
ciót leliot nyerni, 111int bármely lilás reáli
san szóbajöhL·tő kódrendszer változattal.
Az ötödik fojnzet a kódrendszer alapján a
33(i modoll átfogó statisztikai jelle1nzését
adja meg. A ha1;odik fejezet célja a model
lek gyakorlati felhasználásának számítás
technikai elősegítése.

A könyv második része a feldolgozott
modellek tömör leírását tartalm11zza, a
kialakítol;t osztályozás szerint csoportosí
tásban. A nrnnka nehézségéből és nagysá
gából adódóan az előzőekben felsorolt há
rom feladat közül leginkább a nrntató
számrendszer ós az osztályozás tekinthető
bofejezettnek, míg a (2) és a (3) feladatnak
az (1)-höz hasonló szintű megoldása rnég
nem taláható meg a könyvben,

De enélkül is gondolatébresztő, új ku
tatási utakat kereséí és azokon számos
eredményt felmutató könyvet jelentetett
meg a Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó.
Nemcsak a magyar szakirodalomban, ha
nem - a könyv iránti érdeklődésből ítélve
- ne.mzetközileg is űrt töltött be, és
remélhetőleg további kutatásoknak képezi
a,z alapját.

VASTAG GYULA
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