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MELLÁR 'fAlVIÁS

A transzformációs probléma 
megoldásának egy útja 

A tőke első két kötetében s d}x főként az értékkel és az értékbeni számba
vétellel foglalkozott. Amennyiben árakról beszélt, azokat úgy tekintette,
mint az értékek megjelenési formáját. Ezek az árak ugyan változhattak a piac
keresleti-kínálati viszonyainak hatására, de mozgásukon az értéktörvény ural
kodott. Marx felismerte, hogy kora kapitalizmusában az érték nem lehet ár
centrum, mert az értékarányos árak léte szemben állna a tőke-jövedelmezőség
kiegyenlítődésének elvével. A III. kötetet ezen ellentmondás feloldásával, a
termelési ár és a profitráta tárgyalásával kezdte. Bemutatta egyrészt, hogy
az értéktöbblet hogyan alakul át profittá és hogy milyen kapcsolat van az
értéktöbbletráta és a profitráta között, másrészt. hogy az átlagprofitráta
kialakulásával hogyan váltja fel az érték- árcentrumot a termelési ár- árcent
rurn. Ezt az átalakulási folyamatot nevezhetjük - a polgári közgazdászok
elnevezése nyomán - transzformációs problémának.

Nem sokkal a III. kötet megjelenése után azonban már éles hirálatol, érték
a marxi megoldást. A sort " ö EOv" dw _}8 nyitotta meg ,,híres-hírhedt"
bírála.tával, amelynek nyomán egy hosszan tartó vita alakult ki, s ez a vita
még napjainkban sem ért a nyugvópontjára. A transzformációs vita több
párhuzamos szálon futott. Az egyik szál az ún. történeti transzformációs
probléma, amely azt vizsgálja, hogy a prekapitalista érték- árcentrum hogyan
alakul át a kapitalizmusban termelési ár-árcentrummá. Ettől némileg eltérő
nek tekinthető az a közelítésmód amely Marx egész gondolatrendszerébe pró
bálja beilleszteni a transzformációs problémát és így elemezni Marx ,,igazi"
szándékát. Harmadik szálnak tekinthető az érték- és a termelési árrendszer
közötti logikai kapcsolat vizsgálata, függetlenül ennek történeti és elmélet
történeti aspektusától. A logikai transzformációra való leszűkítés lehetővé
teszi, sőt megköveteli a probléma matematikai elemzését. Ebben a cikkben
- elismerve az első két közelítésmód létjogosultságát -- csak a harmadik
közelítésmóddal foglalkozunk. Nem célunk, s terjedelmi okok miatt nem is
lehet a célunk az, hogy a transzformációs probléma SO éve tartó vitáját be
mutassuk. Ehelyett a következő kérdésekre próbálunk választ adni:

I2 Milyen problémákat vet fel a marxi transzformációs eljárás?
2. Hogyan biztosítható az értékek és a termelési árak összehasonlíthatósága?
3. A ,,helyesbített" transzformációs eljárás mennyiben igazolja a marxi

transzformáció eredményeit?

1 Szigma



2 MELLÁR TAMÁS

Marx transzformációs eljárása 

Az értékek termelési árakba való átalakulásának marxi megoldása jól is
mert, ezért csak röviden ismertetjük. Az értéktöbbletráták kiegyenlítődése
miatt az egyes iparágakban lekötött tőkékre különböző nagyságú értéktöbblet
(profit) jut, ha iparáganként különbözik a tőkék szerves összetétele. A tőkék
nek az iparágak közötti szabad áramlása azonban azt eredményezi, hogy
kialakul az átlagprofitráta, és így az összértéktöbblet a lekötött tőkék arányá
ban realizálódik. Ennek eredményeként az értéktől különböző árcentrum
alakul ki: a termelési ár. Az i-edik ágazat termelési árát a C; + v 0 + á Rhmót + v;)

összefüggés adja meg, ahol az á Rh =J O- ~ (e; + v t-i (Ebben a megfogalma

zásban a megtérülést egységnyinek, a lekötött és felhasznált tőkét pedig azo
nosnak vettük.) A marxi transzformációs eljárás eredményeként a következő
összefüggések allnak fenn:

(i) ,,A társadalomban -- valamennyi termelési ág összességét tekintve -
a termelt áruk termelési árainak összege egyenlő értékeik összegével"
(III. 156. old.)

(ii) Az összértéktöbblet és az összprofit nagysága megegyezik.
(iii) Az átlagos szerves összetételnél magasabb (alacsonyabb) összetételű

ágazatokban a termelési ár magasabb (alacsonyabb) lesz, mint a termelt
áruk értéke. ,,Csa,k azokban a termelési ágakban, ahol ct tőke össze
tétele véletlenül egybeesik a társadalmi átlaggal, lesz az érték és a
termelési ár egyenlő." (III. 160. old.)

(iv) Az átlagprofitráta nagysága az értéktöbbletráta és a társadalmi össztőke
szerves összetételének nagyságától függ.

A fentiekből kitűnik, hogy Marx a C; + v 0 költségárat értéken vette számba
és az átlagprofitrátát is értékelemekkel (m;, ci és v;) határozta meg. Ez az eljárás
azonban helytelen, mert ha feltételezzük, hogy az értékek helyett a termelési
árak játszák az árcentrum szerepét, akkor ennek az egész gazdaságra érvé
nyesnek kell lennie. Nem helytálló ugyanis input oldalon azzal a feltevéssel
élni, hogy a termelési árak megegyeznek az értékekkel és output oldalon arra
a következtetésre jutni, hogy a termelési árak eltérnek az értékektől. A marxi
eljárás tehát korrekcióra szorul: input oldalon is az értékektől eltérő termelési
árakat kell figyelembe venni.

BoR'rKIEWICZ [l] felismerte Marx eljárásának hiányosságát, és olyan három
szektoros modellt dolgozott ki, amelyben a költségárakat is termelési áron
vette számba. Az így kialakított modell feltételei között nem állt fenn egy
idejűleg a marxi (i) és (ii) összefüggés és a profitráta (iv) definíciója is módosí
tásra szorult. Bortkiewicz modelljét többen is bírálták, mert a modell az
egyszerű újratermelés feltevésén alapult és önkényes ámormalizálást alkal
mazott.! Mindemellett Bortkiewicz érdeme, hogy felvillantotta a probléma
szigorú matematikai kezelésének lehetőségét.

1 WINTERNlTZ [14], MAY [5], és SWEEZY [13]. A bírálóknak csak az önkényes árnorma
lizálás felvetésében adhatunk igazat, az egyszerű újratermelés feltételezése nem érvény
teleníti Bort.kíewicz fő következtetéseit.
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A módosított transzformáció 
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Az újratermelés körfolyamata három aspektusból vizsgálható:
1. a javak fizikai (használati értékbeni) körfolyamata,
2. az értékek körfolyamata és
3. a termelés árakon kifejezett (pénzbeli)2 körfolyamat.

Ez a három körfolyamat A tőke különböző részeiben is fellelhető.
Fogalmazzuk át matematikai formába a statikus Leontief-modell3 segítsé

gével ezt a három körfolyamatot! Alapfeltevéseink a következó'k:
d- Egy terméket egy ágazat állít elő, egyetlen termelési eljárással és rögzí-

tett technikai koefficiensekkel. .
j - Tiszta áruterrnelr] gazdaságot tekintünk, újratermelhető javakkal és

külkereskedelem nélkül.
_- A felhasznált élőmunka termelőképessége és újratermelésének ráfordítás-

igénye szempontjából homogén. ·
rl) Csak a termelésben felhasznált termékmennyiségeket vesszük számításba.

Az állóeszközök tehát egy időszak alatt átadják értéküket és még ebben az
időszakban pótolják őket.

Vegyük először az érték körfolyamatot és az értékbeni elszámolást. Legyen
t; az i-dik áru egységének értéke, aJi az i-dik termék egységéhez felhasznált
j-dik termék mennyisége és H0 az i-dik termék egységéhez felhasznált élő
munka mennyisége (pl. munkaórában). Ekkor az értékmeghatározó egyenle
teink a

F 

t k = ~ aJitJ + Ht 
J=I

formábau írhatók fel. A _- feltevés lehetővé teszi, hogy a munkaerő ujra
termeléséhez szükséges fogyasztási javak körét (nevezhetjük ezt fogyasztói
kosárnak, vagy reálbénátának) egységesen definiáljuk. Jelölje j 0 az egységnyi
m unkaerő újratermeléséhez szükséges i-dik fogyasztási cikk mennyiségét.
Természetesen j 0 = 0, ha az i-dik termék termelési eszköz vagy luxuscikk.
A munkaerő egységének értékét w vt k ekkor így határozhatjuk meg:

í = 1, ... , F (1)

F 

w =~ t 0j 0i 
i=l

(2)

Értéktöbblet csak akkor keletkezhet, ha, az egységnyi homogén munkaerő
értéke kisebb, mint az általa létrehozott egységnyi érték, vagyis ha w < l. 
Az értéktöbbletrátát ezek után az

1-w Oh =-_--
w 

F 
1- ~ t tj ' 

i=l
(3)

21\,rmészetesen az ért.ékbeni körfolyamat is kifejezl1ető pénzben. Marx gyakran élt is
ezzel a fogással. l z ilyenfajta pénzbeli kifejezés azonban értékárakat vagy értékaré.nyos
árakat jelent és nem termelési árakat.

3 A statikus és dinamikus Leontief-modellek felhasználása igen gyümölcsözőnek bizo
nyult, a marxi gondolatok újraértelmezésében, Kiemelkedő ebben a témakörben pl. 
BRÓDY [3], lVJORISHIMA [7], ÜKISIDO [9] és SETON [11] munkája.

l* 
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egyenlet definiálja. Ebből a megfogalmazásból kitűnik, hogy az értéktöbblet
ráta nagysága két dologtól függ: egyrészt a munkások rendelkezésére álló
fogyasztói kosár, a j vektor nagyságától, másrészt ezeknek a bérjavaknak az '
értékétől. Fontos megjegyeznünk, hogy az értéktöbbletráta nagysága nem
függ azon javak értékétől, amelyek nem vesznek részt közvetlenül vagy köz
vetve a bérjavak termelésében. Az egyes szektorokban csak akkor keletkezhet
pozitív értéktöbblet, ha a

F 
t; > ~ d1;t1 + w Ht 

J=l 
i = l, ... , F (4)

összefüggés fennáll. Ha létezik az (1)-nek közgazdaságilag értelmes megolclása,4
akkor a (4) csak úgy állhat fenn, hogy w < 1, vagyis az érték többletráta pozi
tív. A (4)-et átalakíthatjuk úgy, hogy a júka diadikus szorzatot * vv _úi az
A + * vt pedig M-mel jelöljük, ekkor

t w > t wl + }v* = t wúC (4')

ahol Ma bővített (a munkaerő újratermeléséhez szükséges javakkal kibővített)
input-koefficiensek mátrixa.

Vegyük most a fizikai mennyiségeket! A fizikai mennyiségek összefüggése
az értékmeghatározás duálisának tekinthető. Legyen x a bruttó kibocsájtások
vektora. A terméktöbblet létezésének feltétele ekkor az

x - s» á 0 (5)
egyenlőtlenség fennállása. Ha a (4') fennáll, akkor a dualitás tétele ([15]
11. old.) alapján az (5) is teljesül. Terméktöbblet tehát csak akkor létezhet
a gazdaságban, ha van értéktöbblet.

A termelési árak egyenlete a következőképpen írható fel:

«t = (1 + :ir) (1 a1t«1 + w Ht- i = 1, ... , n (6)
.1=l 

F 

C=~ «kj 0k 
i=l

ahol q1 az i-dik áru termelési ára, nFt az átlagprofitráta és w a munkaerő egysé
gére jutó bérráta termelési áron kifejezve. A már előbb alkalmazott M = A +
+ * és j Hw = * jelöléssel a (6) így írható fel:

«w~ = (1 + nFn-«s i (6')
Az egységes nFt profitráta csak akkor lehet pozitív, ha a

«w > «ws (7)
egyenlőtlenség fennáll. Nyilvánvaló, hogy a (7) az (5) duálisa, tehát ha az
utóbbi teljesül, akkor az előbbi is.5 Ebből viszont az előbb leírtak alapján az

4 Az ( l)-nek akkor léLezik nem-negatív megoldása t;-kre az L, 2'. 0 feltétel mellett, ha
a [0OKFvq dw 80Fs feltétel toljosül, vagyis az (E - l - mátrix mindegyik f6minorja
pozitív. Lásd Woons (15]. í. olcl.

5 A (6') feladat megoldása létezésének roltételoit a Frobenius tétel fogalmazza meg.
A profitráta akkor lesz pozitív, ha az s irreducibilis és domináns sajátértéke kisebb,
mint 1. Ekkor az ehhez tartozó q sajátvektor is pozitív lesz. Az s domináns sajátértéke
pedig, akkor kisebb, mint 1, ha az (E - M) f6rninorjai pozitívak, amely viszont az (5)
teljesülésének t1 feltétele.
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következik, hogy d R}K20t }á t d ós d8 d88K} RKz 0t í v k Ed dz é }t é 8t ö j j ú_t }á t d 0s RKz 0t í v k 
v d+y Oá s 8é Ft !K«dúOdz Kd d R}K20t 2K}}á s d dz é }t é 8t ö j j ú_t k d F0u F8á s K8 80z s á 8Oá  
Fy Kúá s di Jól látható ez a (3) és (6) egyenletek összevetéséből. Mitől függ a
profitráta és ezen keresztül a termelési árak nagysága? Az a;1, Ht koefficien
sektől - vagyis az értékektől - és a j ' (j = 1, ... , n) reálbérrátától. De
ugyanezek a tényezők határozzák meg az értéktöbbletráta nagyságát is.
Létezik tehát kapcsolat egyrészt az értéktöbbletráta és a profitráta között,
másrészt az értékek és a termelési árak között. Az értékek és a termelési árak
valamint az értéktöbbletráta és a profitráta ebben a módosított eljárásban
8ö z v _t ú_Fü ú nem kapcsolódnak egymáshoz, ahogy azt a, marxi eljárásnál lát
tuk. Marx a költségárakat és a profitrátát értékelemekkel határozta meg és
így a két elszámolási rendszer közötti kapcsolat definiálása minden nehézség
nélkül elvégezhető volt. Ahhoz, hogy ezf mi is megtehessük, először a terme
lési árakat normalizálni kell, hogy összehasonlíthatóak legyenek a7. értékekkel.
Csak ezután vizsgálhatjuk meg, hogy a módosított eljárás keretei között
teljesül-e a marxi (i)-(iv) összefüggés.

Az értékek és a termelési árak kapcsolata 

Az érték és a termelési ár minőségileg különböző lrntegória, ezért össze
hasonlításuk csak akkor lehetséges, ha azonos dimenzióban vannak, vagyis
ha ugyanazzal a mértékegységgel vannak mérve. Az előző részben bemutatott
érték- és termelési árrendszernél azonban a dimenziós azonosság nem valósul
meg automatikusan. Az értékek legkézenfekvőbb dimenziója a munkamennyi
ségbeni kifejezés, de kifejezhetőek pénzben is. Marx gyakran alkalmazta ez
utóbbi módszert. A pénzbeli kifejezés belső értékkel rendelkező pénzt feltéte
lez. amely értékmérő funkciójával megméri az árukban lévő munkamennyisé
get. A termelési árak ná] azon ban a dimenzionálás kérdése nyitva marad. Jól 
mutatja ezt n, tényt a termelési árak (6)-beli definíciója, amely csak a, termelési
ár-arányokat határozza meg, cle az árszintet nem. Numeraire-t kell tehát
választanunk mégpedig olyat, amely lehetővé teszi az értékekkel való össze
hasonlítást. J-1 a az i-dik áru értékét és termelési árát választjuk egységnyinek,
akkor az értékek és a termelési árak az i-edik áru egységében lesznekkifejezve.6
Az ősszehasonlítás úá t s z Kúd« korrekt. Hangsúlyozzuk, hogy csak látszólag,
mert nincs semmi biztosítékunk arra, hogy azonos mércével mérjük-e az érté
keket é8 a termelési árakat. Ha ugyanis az i-edik szektor nem átlagos szerves
összetételű, akkor az itt termelt áru értéke és termelési ára eltér egymástól.
Az ilyen numeraire választás torzítást okoz az agregált nagyságok.ban. Pl. ha
a, kérdéses szektor a7, átlagosnál alacsonyabb szerves összetételű, akkor a gaz
daság egészArn értelmezett termelési árak összege felülmúlja az értékek össze
gét, mert az értéknél kisebb termelési árat használtunk az árak normalizálá
sára. Ds d8 Kúy dF á }'' kt v á úds z t Edt u F8 FK}Odú0_á úás }dk dO_úy _8 é }t é 8_ é s t _}O_úé s 0 
á }d O_+_+y _z 08i Az ilyen áru pedig csak annak az iparágnak a terméke lehet,
amelyben a termelés ,,technológia; ö~szetétele" megegyezik az egész gazdaság
technológiai összetételével. Definiáljunk egy olyan 8 ágazatot, amelyben az

1 BORTKIEWITOZ [l] is ezt tette amikor az arany egységében fejezte ki az értékeket
és a termelési árakat.
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input-felhasználások struktúrája megegyezik a gazdaság egészének input
struktúrájával:

(8)

ahol s 8 az s kibővített inputkoefficiens mátrix k-adik oszlopa, x a termelés
vektora és 2S arányossági tényező. Nevezzük ezt az ágazatot ,,átlagos input
összetételű" ágazatnak. A k-adik ágazat tehát ugyanolyan arányban használja
fel a termelési eszközöket és a munkafelhasználáson keresztül a bérjavakat,
mint az egész gazdaság. Az ,,átlagos input összetételű" ágazat az egész gaz
daság termelési feltételeit tükrözi vissza, s ezen tulajdonsága alapján alkalmas
arra, hogy az értékek és a termelési árak helyes mércéje legyen.7 A termelési
árak szintjét most úgy rögzítjük, hogy a k-adik áru termelési árát egyenlővé
tesszük az értékével: qk = tk. Normalizálásunk helyességének ellenőrzésére
nézzük meg, hogy a qk = t1, feltétel mellett az összérték megegyezik-e az össz
termelési árral! Az értékmeghatározó egyenlet értelmében

t w = t ws + }Fht w* 

és

t1, = t w s 8 + }Fht w* kiv 

A (8) alapján SY08 és * 8 helyébe 2Ss x v_t és mS* x v_t beírva kapjuk, hogy

t kk = {S mtá hSYMx + }Fht w* x -i 

Az (l')-et jobbról megszorozzuk az, x vektorral

t wx = t ws x + }Fht w* x i 

( l')

Az utóbbi két egyenlet összevetéséből következik, hogy tk = {S t wx i A (8)
fennállása miatt t w s 'ó = {S t w s x és így

t ki t w SüSkk -=--· (9)
t wx t w s x 

A termelési árakat meghatározó (6)-os egyenletből

«ws 8 «ws x 
qk «}» 

következik, hogy

minden 8vó_n ( 10) 

Ezt átrendezve kapjuk, hogy

«w s 8 
«ws x 

(10')

A (9) és (IO') jobb oldala megegyezik a (8) fennállása miatt, így a bal oldalak
nak is meg kell egyezniük. S mivel a normalizálás értelmében qk = tk, így

t wx = «wtx i (11)

7 Az átlagos input összetételű ágazat és a Sraffa-féle standard áru definíciója között
felfedezhető bizonyos hasonlóság. A két kategória azonban nem ekvivalens egymással.
A standard áru is felhasználható az értékek és a termelési árak mércéjéül. Lásd MEDIO [6].
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Következtetésünk tehát az, hogy ha az ,,átlagos input összetételű" ágazat
termékét választjuk numeriare-nek, akkor az összérték egyenlő lesz az össz
termelési árral, vagyis a marxi (i) összefüggés fennáll. Olyan árnormalizálás
véleményünk szerint nem elfogadható. amelynek eredményeként az összérték
és az összterrnelési ár egyenlősége nem áll fenn.8 Az árnorrnalizálás lényege
ugyanis éppen az, hogy lehetővé váljon az értékek és termelési árak össze
hasonlítása. Az összérték és az össztermelési ár egyezősége pedig éppen ezt
támasztja alá: a gazdaságban egységnyi értékre egységnyi termelési ár-nagyság
jut. Ha ez nem áll fenn. akkor parttalanná válik az összehasonlítás és értel
metlen né válik minden további vizsgálat.

Az eddigi gondolatmenetünket éppen ezért meg is fordíthatjuk és azt mond
hatjuk: ha az összérték egyenlő az össztermelési árral, akkor az árnormalizá
lás helyes volt. Igy feladatunkat lerövidíthetjük, nem kell olyan ágazatot
keresnünk (ha egyáltalán van ilyen a valóságban), amely eleget tesz a (8)
feltételnek, hanem egyszerűen a (11) azonosságot követeljük meg. A (11) 
fenntartása nem önkényes, hiszen segítségével az értékek és a termelési árak
összehasonlítása válik lehetővé. Ezzel tehát igazoltnak tekintjük az (i) marxi
összefüggést és a továbbiakban támaszkodunk rá.

Ezek után már megvizsgálhatjuk, hogy az (i) teljesülése mellett az (ii)
marxi összefüggés fennáll-e. Az ,,összértéktöbblet egyenlő összprofit" feltétel
így írható fel:

t wmx v Sú0x - = «wmx v s x -k (12)
vagyis a gazdaságban megtermelt terméktöbblet értéken számbavéve meg
egyezik ugyanezen terméktöbblet termelési áron számbavett nagyságával.
Milyen esetben teljesül a (12) a (11) feltétel mellett? Két fő esetet tekintsünk:9

l. Ha az értékek és a termelési árak egybeesnek. Ez akkor következik be,
ha a tőke szerves összetétele minden egyes ágazatban megegyezik.

2 Ha a lx= s x k (0 , l , l) egyenlőség fennáll, vagyis ha a gazdaság
a Neumann-féle egyensúlyi növekedési pályán van.

Nézzük először az első esetet. A különböző iparágakban működő tőkék szer
ves összetételének egyenlősége a,

minden i-re, (13) 

vagy a
t wl = 8t w* (13') 

egyenlőségek fennállását jelenti. Mivel az értéktöbbletráta kiegyenlített a gaz
daságban, az Oht w * értéktöbblet vektor nemcsak a munkaerő értékének vek-

8 MüRISHIMA [8] és ÜKISRIO [9] béregységbeni árnorrnalizálást javasolt: «w = «áw 
Szerintük ekkor a termelési árak munkamennyiségekben vannak kifejezve. Az így adódó
«w árak azonban azt. mutatják meg! ~ K+y az áruk mennyi élőm~nkára ,cserél,hetők, ~s
nem azt, hogy mennyi munkamennyiséget tartalmaznak Ha van kizsékmé.nyolás (vagyis
J1u, a. bérek kisebbek mint a hozzáadot.t érték) akkor a béregységekkel normalizált árak
sz iszternat.ik usan magasabbak lesznek, mint az értékek. Ez az árnormalizálás nagyon
hasonlít Smub. II. érrékelméletéro, mely szerint az áru annyit ér, amennyi élőmunkára
k icserélhe: ő.

"lVIatemaLil,ailag természetesen más esetekben is teljesülhet ( 12), de ezek közgazdasá
gilag nem lényegesek.
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torával, hanem a termelési eszközök értékének vektorával, illetve a kettő
összegével is arányos lesz. Az (1) értékmeghatározó egyenletet átalakítva

t w = t w 'ü: + Oát }* k (l') 

és figyelembe véve, hogy a (13') értelemben a t* .M arányos az Oht a D-vel azt
kapjuk, hogy

rn' 
t* = t wS! + vvt wSi' ' i 

8 + 1 

k + 1 Jelöljük a----- - t ?.1-el. Ekkor a következő formát kapjuk:
8 + 1 + Oh 

t w0ú0 = .:l1t*
A (6') termelési ár definícióban az --1--t jelöljük ,1.2-vel, így a

1 + uú 

q*J:f = ?t2q*

(14) 

(6")

összefüggés adódik. Jól látható, hogy a, (14) és a (6") egy-egy sajátérték fel
adatot határoz meg. }légpedig ugyanazon má.tri x bal oldali domináns saját
értékéhez tartozó sajátvek tort kell meghatároznunk. Nyilvánvaló, hogy
).1 = ?t2, valamint t érték- és q termelési ár-vektor is megegyezik - legalábbis
arányaikat tekintve. De mivel a (11) fennáll, így a két vektor abszolút mtgy
ságban sem tér el egymástól, vagyis t = «i 

A második eset vizsgálatát kezdjük azz:d, hogy a (II )-et á.trendozz.íík :

(t - «-wx = 0. (11') 

A (l l') Ielírásból kitűnik, t10gy a t v q különbségek ortogonálisak az x v}_i 
A t v q különbségeknek tehát ,v1, x-re m01(ílegc:ci hipcrsíkban kell elhelyez
kedniük.

Hasonlóan a (12)-t is áta.lak itliatjuk , felhaaz nálv», hogy t wn~ = q=» 

(t q)* 'q nnó = o. (12')

Az előző gondohttmu1et alapján at q különbségcknek il,~, 1l:ü-1e merőleges
hipersíkban kell lenniük. A. (11) fennállása csak akkor vonja maga után a
(12) teljesülését, ha az S0x vektor az x vck torral arányos, mert csak akkor esik
egybe ót két hiporsík. Ez a feltétel így fogalmazható meg-

s x = Aónk0ni {15)

A (15) nem más mint a jól ismert NeuHic,1111 11ilya egyenlete.Ju Ha a, (1~) 
nem áll fenn, akkor a (8)-at és a (9)-et egyszerre kielégíW t v q vektorok csak
a két hipersík metszetét alkotó m - 2 dimenziós altér elemei lehetnek. Tehát
végtelen sok olyant - q vektor van, amelyre ~1 (11) teljesül, dc a (12) nem.

Az összértéktöbblet tehát csak bizonyos megszorító feltételek mellett
egyenlő az összprof'itta.L Nyilvánvaló, hogy a tőkék szerves összetételének

10 A (l 5) megfeiclt.ethetö a Sraffa-féle standard rendszernek is, mert it termékeket
olyan arányban használják fol, amilyen arányban termelték azokat.
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egyenlősége vagy :1 Neumann pálya melletti növekedés nem tételezhető fel
egy általános modell keretei között. Konklúziónk ezért az, hogy a marxi (ii)
összefüggés, vagyis az összértéktöbblet egyenlő összprofit általában nem tel
jesül. Következik-e ebből az hogy az értéktöbblet és a kizsákmányolás marxi
elmélete érvényét vesztette? Semmiképpen sem. Továbbra is érvényben ma
rad - mint azt már az előző részben kifejtettük -- hogy profitot csak akkor
lehet recilizálni ha a gazdaságban van értéktöbblet, vagyis ha a munkások több
új értéket hoznak létre, mint amennyi saját létfenntartásukhoz szükséges.
A profit anyagi alapja a többlettermék, ez pedig csak akkor keletkezik, ha
az értéktöbbletráta pozitív, ha a munkásokat kizsákmányolják. Felmerülhet
a kérdés, hogy ha az összprofit nagyobb, mint az összérték.többlet, akkor
honnan veszik, vagy fordított esetben hová teszik ezt a különbséget. Világosan
kell látni, hogy a rnunkások nem. az értéktöbbletet termelték meg, hanem, a termék
többletet, ez értéktöbblet csak ennek a, niunkcitcirtalmát jelöli. Ha ez érték elszámo
lrísból áttérünk a termelési ár-eiszámolásra, akkor ettől rnég a terméktöbblet nagy
sága nem változik meg, csak a,z azt hfejező termelési ár-összeg (az ö.sszprofit)
for, eltérni az összértéktöbblettől. Pl. ha a többlettermékben ~t magas szerves
összetételű ágazatok termékei túlsúlyban vannak, akkor termelési áron érté
kelve ez több munkamennyiséget jelent, mint az értékelszámolás esetén.
A másik oldalon viszont ebben az esetben a szükséges termék (.l11x) termelési
áron kevesebb munkamennyiséget jelent, mint értéken számba véve .

.·\ következőkben a (iii) marxi összefüggés érvényességét vizsgáljuk meg.
A (iii) értelmében valamely áru. termelési ára csak akkor egyezik meg értéké
vel, ha az árut átlagos szerves összetételű ágazatban termelték. Azt, hogy
az i-edik szektor átlagos szerves összetételű ft következőképpen fejezhetjük ki:

t*A1 t*A:c
t*D, - t*D:c '

(16)

ahol A; és 1)1 <L;t; A és D mát.rixok 'Í-e<lik oszlopát jelölik .•.\. (16)-ot olyan
alakra hozhatjuk, amilyent ~t7, ,,átlagos input összetételű" ágazat esetén
kaptunk

t* jl!f, 
t1 t=o: 

(9')

vagy
t*Jl1 

t1 =---' t*x1 
t* J1.:c

A (12') termelési ár definícióból pedig az következik, hogy

o* 111-
(J; = ~1-. _, q*x.

q*J1x

_.\. helyes árnorrnalizálás értelmében t*x = q*x, ezért 11 és q1 megegyezésének
az a feltétele, hogy

(12") 

t*Jl11 

t* J_V:c
q'' 111,
q*J!Ix

(17)

A (17) fennállása azonban nem következik a (16)-bó] vagy az ezzel azonos
(9')-ből, Számtalan olyan Jl11 és M» vektor található, amelyre a (9') fennáll,



10 MELLÁR TAMÁS

de a (17) nem. A (17) fennállásához elégséges, ha ;;1,z i iparágra teljesül az
Jl1; = {JJWx feltétel. Az iparág átlagos szerves összetételének feltétele tehát
nem elégséges az érték és a termelési ár egyenlőségéhez. Ez utóbbiak egyen
lőségéhez az ,,átlagos input összetétel" feltétel is szükséges.

A fentiekből következik, hogy az ,,á.tlagos input összetéteh'.i" iparág feltétel
erősebb, mint az átlagos szerves összetételű iparág feltétel. Ha egy iparág
,,átlagos input összetételű" iparág, akkor átlagos szerves összetételű is, mert
a (8) maga után vonja a (16) és a (0') teljesülését. De fordítva ez nem áll fenn.
Próbáljuk meg közgazdaságilag is megmagyarázni, hogy miért nem eJegenclő
az érték és a termelési ár azonosságához a,1 átlagos szerves összetétel feltétele.
Az átlagos szerves összetételű ágazatban a kihasznált termelési eszközök érté
kének aránya a felhasznált bérjavak értékéhez megegyezik a gazdaság egé
szére érvényes aránnyal. Termelési áron számba véve ugyanezek az arányok
már eltérhetnek egymástól. Az eltérés oka ;;1,1, hogy az átlagos szerves össze
tételű ágazatban a belépő input termékek az értékeik helyett most (az érté
kektől eltérő) termelési árakon kerülnek elszámolásra. S így termelési árakon
számba véve inthető átlrnár nem tekagos szerves összetéteHínek az i-edik
szektor. Ebből következően az ágazat termékének értéke és termelési ára is
el fog térni egymástól. Pl. ha az ágazat termeléséhez zömében alacsony szerves
összetételű ágazatok termékeit használták fel, akkor a termelési ár az érték
alatt fog maradni. Hogyan biztosítható - áttérve a termelési ár elszámolásra
- , hogy az i-eclik szektorban a termelési eszközök és a bérjavak költség aránya
megegyezzen az átlagos aráunya.l ? Két módon érhetjük ezt el:

a) Az átlagos szerves összetételű ágazat termelésébe csak átla,gos szerves
összetételű ágazatok termékei épülnek be, amelyeket szintén csak átlagos
szerves összetételű ágazatok termékeiből állítanak elő, ... stb.

b) Az átlagos szerves összetételű ágazatba különbözéí szerves összetételű
ágazatok termékei épülnek be, de olyan arányban, amilyen arányban az egész
gazdaság felhasználja azokat (vagyis az ágazat ,,átlagos input összetételű"}.
Az a) vagy a b) eset pótlólagos megkövetelése biz.tosítja, hogy az átlagos
szerves összetételű ágazatban az áru értéke és termelési ára megegyezzen.

Az átlagos szerves összetétel fogalmat ki kell tehát egészítenünl, az a),
vagy a b) feltétellel és így igazolhatóvá válik a (iii) marxi összefüggés egyik
része."! Az átlagnál magasabb illetve alacsonyabb szerves összetételű ága,zatok
érték- és termelési árarányok ,,valószí.nCíleg" a (iii) szerint fognak alakulni.

Adósak vagyunk még a profitráta (iv) marxi összefüggésének vizsgálatával.
Már utaltunk rá, hogy Marx a profitrátát értékelemekkel határozta meg.
A profitráta azonban a termelési ár-elszámoláshoz tartozik, ezért nagyságát
termelési árelemekkel, az összprofittal és az összönköl tségge.1 kel I meghatározni.
Ha a (11) és (12) összefüggés együttesen teljesül, akkor az összértéktöbblet
egyenlő az összprofittal és a marxi összköitségár (e + v) egyenlő az összönkölt
séggel. Ebben az esetben érvényes marad a (iv) profitráta definíció. Az előzőek
ben bemutattuk, hogy ez az eset csak akkor fordulhat elő, ha az egyes szekto
rok szerves összetétele megegyezik, vagy ha a gazdaság a Neumann-féle egyen
súlyi növekedési pályán van. A szerves összetételek azonossága esetén a (I 1) 

11 Seton bizonyüott.a a tf•ljes (i.ii) összufüggés érvé11yusségéL egy háromszoktoros (I.
termelési eszközök, II. bérjavak , IIJ. luxusju vak) modell k--retei között. Mivel csak
r,gy-egy szektor állítja elő a termelési osz közöket és 11 bérjavakut, így itt az előbbiekben
vázolt arány-eltérési probléma fi,J sem merülhet. Ezért ezt a bizonyítást nom fogadhatjuk
el Á.ltalános érvényűnek.
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és a (6") össwfüggésben szereplő i.1 és í.~ megegyezik. Ebből már egyenesen
következik, hogy

k + l 1 
},1 = ----- = )2 = -. --

le+ l + m' 1 + n
és

m,'
n=---, 

le + 1

amely megfelel a marxi definíciónak, mert m' =Em/Evés k = Ee/Ev.
írjuk fel a profit értékbeni és termelési áron vett rátáját:

t* (+ Jl!fx - .ll!fx) 
t*M X 

t*(x - Mx)p'=---- t*MX 

1=--1 
}, I

q* (~ Mx - Mx)
q*(J; - .Llfx) A 1

n = q* J)!f x = --'--q-*-=111-=-x-,--- = T - 1. 

Az átalakítást azért tehettük meg, mert a Neumann-pályán a i,x = Mx.
Az (1/ Jc - l) a gazdaság egyensúlyi növekedési üteme, amely megegyezik a
profitráta értékben: és termelési árbeli nagyságával. Ki kell emelnünk, hogy
ez az összefüggés akkor is fennáll, ha a (11) és a (12) feltétel nem teljesül, ezt
pusztán a Neumann-pálya tulajdonsága biztosítja.12 Másként fogalmazva az
egyensúlyi növekedési pályán haladó gazdaságra a marxi profitráta meghatá
rozás érvényes, de ebből még nem következik, hogy a (11) és a (12) fennáll,
vagyis hogy az összérték egyenlő az összes termelési árral és az összprofit
egyenlő az összérték többlettel. Megfordítva viszont 1L (ll) és a (12) fennállása
maga után vonja a marxi profitráta definíció érvényességét is.

A fenti két esettől eltekintve az értékbeni (p') profitráta eltér a termelési
árbeli (n) profitrátától, A marxi (iv) definíció tehát általános esetben nem
érvényes. Van azonban egy lényeges összefüggés, amely továbbra is érvényes
marad; az értéktöbbletráta és a profitráta, kapcsolata. Az érték- és termelési ár
körfolyamat elemzésénél már láttuk, hogy mindkét ráta ugyanazon elemek
különböző kombinációjából épül fel (technológiai koefficiensek, munkainput
koefficiensek és a reálbérráta). Továbbá azt is láttuk, hogy a profitráta csak
akkor lehet pozitív, ha az értéktöbbletráta pozitív, valamint az értéktöbblet
ráta növekedésével a profitráta is növekszik.13 Ugyenez az összefüggés kiol
vasható a profitráta marxi definíciójából is. S véleményünk szerint ez az össze
függés te leinthe tő a marxi profitelrnélet lényegének. Marx célja ugyanis az volt,
hogy olyan profitelméletet adjon, amelyben ~" profit kizárólagos forrása a
többletmunka, a munkások kizsákmányolása. A módosított transzformációs
eljárásunk igazolta ezen cél teljesülését.

12 A marxi profitráta meghatározás érvényességét egyensúlyi növekedési út, mellett
először MoRISHIMA [7] l izonyítot.t.a be.

13 Ebből következően a profitrátára is érvényes amit az értéktöbbletrátánál már leszö
geztünk: nagysága független azon javak értékétől, amelyek közvetlenül vagy közvetve
nem lépnek be a munkásosztály fogyasztásába.
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Összegzésként megállapíthatjuk, hogy a módosított transzformációs eljárás
keretei között az (i)-(iv) marxi összefüggés csak akkor állhat fenn maradék
talanul, ha a g[tzdaságban az iparági tőkék szerves összetétele kiegyenlített,
vagy ha a gazdaság a Neumann-típusú egyensúlyi növekedési pályán van.
Az első feltétel fennállását nem egyeztethetjük össze :Yfarx gondolatrendszeré
vel , hiszen a termelési ár probléma éppen azért merült fel, mert az iparági
tőkék szerves összetétele különböző.

_-\. második feltétel sem illeszthető be ..'lfar.x: gondolat.rendszerébe. ~.\. marxi
kapitalizmL1s-kép nem a kiegyonsúlyozot.t, egyenletesen növekvő gazdaság,
hanem az egyre mélyülő ciklikus válságok és az előbb-utóbb bekövetkező
teljes összeomlás. A két feltétel elvetése esetén nem igazclható az értékek és
a termelési árak kapcsolatát definiáló (ii)-(iv) marxi öss7,efüggés.

Végezetül meg kell említenünk, hogy következtetéseink nyilvánvalóan csak
az adott modell keretei között érvényesek. 1-[a feloldjuk alapfeltevéseinket,
akkor a kapott oredrnényci nk is megvá.ltozhat.nak. A 'cgnagycbb problémát
iLZ .,egy termelési eljárás egy termék" és az ,,állóes:,:közök egy időszak
alat.ti megtérülése" feltételek fololdása jelenti. 8T1c:1mMAN [12] kimutatta,
hogy együttes termelés esetén ,tz éitéktőbblct nega.tív is lehet miközben a
profitráta pozitív, vagyis a pozitív p1·ofitr:'ita létezésének nem szükséges fel
tétele a,,, értéktöbblet (ráta) pozi ti vit.isn.. A Stccclrnan által alkalmazot.t érték
fogalom azonban nem felol meg ,1, ruu.rxi értékfngalomnn,k. ezért rncgállaJJÍtását
nem tekinthetjük perdöntőnek. 11 l{1·vclését Stcndman így folytatta: ,, ... az
áruk előállításához szűkséges uiunkaidő 1nc11nyiségcit csak akkor h,Ltáro:d1a.t
juk meg. ha a termelési eljárások rncgvAlasztft,:-;a már ismeretes. 1,:zt él, válasz
tást azonban a prof'itsáta maxirnafizálása határozza meg. Igy ct profitráta és
a termelési árak meghatározása logika.i előzménye i\.1/. áruk érték-mcgá.llapí
tásának." ([12], 202. old.) Eizcl ,1,:,: állltássa.l egyetértünk. Cikkünkben éppen
azt próbáltuk bizonyíta.ni, hogy az érték- és a termelési árelszámolás egymástól
elkülönült, közvetlen kapcsolat nincs köz tük.." A numern.ire definiálása pedig
azt a célt szolgálja, hogy kapocs legyen a, két elszámolási mód között. A közvet
len kapcsolat hiányát {,s lolwtctle11ségét tánrn.8zt,jn. alá az is liogy a. }larx által
posztulált Ól'ték- kl'melésiá1· össwJ'tiggó8vk ált,1,lá110s 1~sctlien nom álllrn.tna,k
f0rnt. Helytálló toní.bbá a1/, is, hogy ,tz ó1·télrnagyságok nwghn,tft,rm,ásához a,
te1·melési ára.kból kell kiind1il11i. Du ('1/. vélcrnónyiink szt·1·int nnm áll siPmben
a, marxi szcmléletmóddn,I. Ha ugy;111i;, c·lf()gadj11k, hogy 11. lrnpitnlizm11:-; viszo
nya,i ki'>,,ött ,w, 1G1·ték a lis1. tmk t, Jogi lm i lrnt('g<Jl'i,1,, akkor ,tz érték n,,gyságát
csak ex po8t lmtározhatj11k rncg, ,1. ko11kn\t vn.lóság tónyPiből kiinduló ,tbsY,trak
ciós eljárás során ..ü értllcAlniétet Lénycue nAm (l,Z, lwqy árelmélet Leqyen és meg
hcitár0zza a termelési rÍ,rrtk h: profilok nrrr;:i;sríyríf, luurnm 11,z, hogy 1ninősitsA a 
véabemAnf !Jrizrlrts,íqi f olyrrnt11fok11,l '5s 1ne1; mrrr;yo.rrí.-:.;;ri 11, profit ererleth.

( Bel-,·keze/.t: 1.1182. június 2-rí11,.)

u Meg kl·ll azonban u111I Íi<'ll Link, hogy a 1u,.1,rxisla irodulo, uban 11 ,,, sinus I1wgnyL1gl aLÓ£Lll
n·illlt·~. vci az egyi'iLtos i unrn·lés user.én a,, éri élrnagyság rnoghal tirozása. MoH.ISHIMA ugyan
megeáfol.la STJ,.EDMA~T, do u,, ő igazi (i nm) érték definíciója sem elfogadható, mert a
minimális és nem az átlagos niunkamonnyiség alapján halározza nwg az ért,-ík0ket.

15 STEEDMAN [12] előtt m,:í,r SA'VIUl,LSON [LO] js fpJvetMLo, hogy az érlékolszámolás
csak szükségtelen korül6öt, l,iswn u lonnulési árak és profitok közvet.leni.il m,-,ghalároz
haróak a fizikai koef'ficienr;Hkb61 és o, bérrál ából.
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A WAY FOH SOLVJN(: TffE Tl1-ANSFOl-tl\fATION PROBLEM

The study discusses a dist.inguisheci probk-m of Marxist political economy, the trans
formation of value into the price of production. Nol long after the publication of Volume
III of the Capital sharp erit ieism was directed at t.he Marxian solution by burgeois econ
omists and then a long debate followed. This debate inspired the author to trying and
provide a feasible solution to the problem.

The starting point of the solution is that the accounting of value and of the price of
production are distinct from each other and thus their comparability has to be ensured.
This can only be done by selecting a correct numeraire, In a Leontief-type economy
the correct numeraire is the product of a branch of "average input composition", that is,
the input proportions of which agree with those of the whole economy. In a model satisfy
ing the correct norming of prices the equality of the total of values and the total of prices
of production, assumed by Marx, is satisfied, but the total of surplus values is not equal
to the total of profits, nor is the rate ofprofit calculated by value equal to that calculated
by the price of production. The latter two equalities only hold if special conditions are pre
scribed, e.g. if the organic composition of capital is identical in the individual branches,
or if the economy moves along a Neumann-type growth path. These results modify the
Marxian solution to the transformation problem, but do not render the theory of value
superfluous. Namely, it is not essential for the theory of value to serve as a price theory
and determine the prices of production and ofprofits but to qualify and explain the origin
of profit.

o,al1H 113 nvraa PEWEHI151 nPOSJIEMbl nPEBPAll\EHl151

C-raTb.51 nOCB.51Ul,CHa OJ(HOH 113 1{3BCCTHblX cnoprrux npoűnew MapKCHCTCl(OH TTOJ111l'H4CC!{OH
3[(0HOMHH npeepauremoo CTOHMOCTH B ueny npOH3B0,[(CTBa. Bcrcope nocrre BblXOJ(a B CBCT 3-ro
TOMa «Rarurrana» ITOJlO)l{CHH.51 Mapl{Ca ÓblJlH noneepruy+u pe31(0H l{pH:THi(é co CTOpOHhl öyp
}l{ya3H6IX 31(0HOMHCTOB, a 3aTeM B03HHl(Jla ,IJIHTCJlbHa.51 ,IHCKyCCH.51. 3Ta ,IHCKYCCH:51 no6y,111J1a
asropa CT3TbM nOITblTaTbC.51 ,13Tb B03MO)KHOC pemeuue npo6J1E,Mbl npeupauiemrs.

Orrrpaaauw MOMCHTOM peurenns 5lBJ15lCTCll TO, 41'0 HC411CJ1CH!1C CTOHMOCTH l1 l\CHbl npOH3B0,1-
CTBa npOHCX0/~I11' B orpsme npyr OT npyra, n03TOMy HCOÓXOJ(HMO oöecne-um, ax cpaamraae
MOCTb. A 3TOrO MO)KHO ,IOCTHfb JlHlllb e ITOMOll_(blO npannrn.ao Bbl6pamwro HyMepaTOpa. 8 3J(O
HOM11l(C, om1caHHOH JlCOHTbCBblM, npaBI1JlbHblH HyMepaTOp ~ nponyxr OTpaCJIH co (<CpC,IHHM
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COCTaBOM aarpar», TO ecrs raxoü, B KOTOpOH nponopuas BJIO)l(eHHLIX sarpar cosnanaer C npo
nOpL\H51MH sarpar BO Beeri 3KOHOMHKe. B MOAeJIH, YAOBJieTBOp5110!lleH Tpe6oBaHHIO npaBHJlbHOH
HOpMa;1113a111111 uea, npenno.naraeaoe MapKCOM paBeHCTBO o6meli cTOHMOCtH - oöutero npoas
BOACTBa HMeeT MeCTO, OAHaKO He HMeeT MeCTa paBCHCTBO o6met'r np116aBOlJHOH CTOHMOCTH H 06-
!lleH npHŐbIJIH, a rax»:e paBeHCTBO HOpMbl npHÖbIJIH, paCtJHTaHHOH no CTOHMOCTH H uese npOH3-
BOACTBa. ,[{Ba noCJieAHHX paBeHCTBa l(OCTHralOTC51 JIHUJb npn HaJIHlJHH cneuaam.irsrx ycJIOBHH,
nanpnaep: ornensnue OTpaCJIH HMelOT T0)l(p_ecTBeHHbll1 opraHMlJeCKHH COCTaB HJIH »ce 3KOHO
MHtJeCKHH pOCT 11.[leT no rpaexropaa paaaosecna THna HettMamia. 3TH peayJlbTaTbl MeH51IOT peuie
HMe npo611eMbI npespauienusr, p_aHHoe MapI(COM, 0/1,Hal(O He MCl(J]I01Ja10T caxy reopmo CTOHMOCTH.
Cy!llHOCTb TeOpHH CTOHMOCTH 3aJ(JIJOtJaeTC51 He B TOIi'., '!TO OHa npel(CTaBJJHeT COÖOH reopino L\CHbl
H onpene.nner BeJIHlJHHY npOH380ACl BeHHhlX 11e1-1 H HOpM npHÖblJIH, a B TON, '110 OHa onpenenser
I! OÓ'b51Cl!51CT npOHCXO)l(JleHHe npHÓhIJIH.



SIMONOVITS ANDRÁS

Ütköző készletek és naiv várakozások
egy nem-walrasi dinamikus makromodellben:

stabilitás, ciklus és káosz*

I. Bevezetés

Az olvasó már többször találkozhatott a Szigma oldalain is nem-walrasi
(azaz disequilibrium-elméleti) modellekkel, sőt az egyik legfontosabb idevágó
cikk BENASSY (1974) először éppen e folyóirat hasábjain jelent meg. A legutóbbi
években 2t téma jelentősége egyre nőtt; BARRO és GROSSMANN (1971), MALIN
VAUD (1977) stb. klasszikus munkáinak egyre több követője akad a világon.
Ez az elmélet szembefordul a walrasi elmélettel: nem az ár- hanem a volumen
változásokat tekinti rövidtávon meghatározónak. Ez a megközelítés lehetővé
teszi, hogy a wa.ha.si egyensúlyt általánositva mumlcaméllcúliséqi és inflációs
egyensúlyról beszélhessünk. Sajnos a disequilibrium-modellek számottevő része
suüilcu« marad, ezért is helyesebb nem-walrasi elméletről beszélni. De még a
dinamilciu; disequilibrium-modellek jelentős része is csak korlátozott értelem
ben dinamikus. Például MALINVAUD (1977) függelék, MuELLBAUER és PoRTES
(J 978), valamint BENASSY (I 980) a készlet-dinamika bevezetését előre adott
várakozásokkal kapcsolta össze, azaz pl. a második időszak eladási várakozása
független volt az első időszak készletétől és eladásától. Szemléletesen mutatja
e megközelítés további korlátját, hogy e szerzők két időszakra korlátozták
vizsgálatukat és, nulla kezdő és záró készletet feltételezve, átmenetinek tekin
tették a készleteket. DEHEZ és ÜABSZEWICZ (1977) viszont az állami kiadások
bevezetésével küszöbölte ki a termékkészleteket, ellenben dinamikusan vizs
gálkt a megtakarítások, ill. a pénzkészletek alakulását.

Ilyen előzmények után látott napvilágot HoNKAPOHJA és ITo (röviden:
H--1) (U)80) dolgozata, amelyben a készletdinamika tetszőleges számú idő
szakra vonatkozott, és az eladási várakozás függött az előző időszak készletétől.
Jellegében hasonló: GRI~EN és LAFFON'l' (1981) és MALINVAUD (HJ80). Kinduló
pontul LOVELL (1962) modellje szolgált, azonban a szerzők kiterjesztették e
modell hatókörét a keynesi munkanélküliségről (áru- és munkaerő-túlkínálat
ról) az elégtelen fogyasztásra (árutúlkínálat és munkaerő-túlkereslet kombiná
ciója) valamint a oisszaszoritoü inflác·ióra (áru- és munkaerő-túlkeresletre).

* Köszönot ernot l'ujoze111 ki Koruai Jánusm,k, aki dolgozatom több változatát is el
olvastu és fontos i unáosokkai latot.t ni. Megköszönöm Seppa Honkapohja önz.et.len segít
ségét, s külön kiemelem a kao: ikus viselkedésről szóló megjegyzéseit., melyet dolgozatom
korábbi változatával kaposolat.han ado It, ahol még nem szerepelt az instabilitásról
szóló rész. Köszönöm aSúgma névtelen Iekt orainak hasznos megjegyzéseit, valamint J.-P. 
Benassy, Bródy András, A.H. Doina, Küi·ösi Gábor és Vince János megjegyzéseit. Termé
szetesen minden megmaradó hibáért, c;gyedi.il engem terhel a felelősség.

- 1 J'.-P. Benassy figyolmoztctutt £~~£1 hogy rnodellembcn a klass_zikns mnnkanélküliség
fogalma ellentétbe kerülhet a hagyományos fogalommal, amely szerint csak a túl magas
reálbér okozhat klasszikus munlrnnélküliséget. Egy finomabb osztályozás található BE
NASBY (1982) 12. fejezetében.
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Dolgozatomban H-I modelljének több fontos feltevését módosítom: (i)
H-I-val ellentétben az eladási várakozások pontatlanságából és folytonos
korrekciójából indulok ki. (ii) A keynesi viselkedési szabály kiterjesztbsét más
tartományokra csak akkor fogadom el, ha a rendszer csak időnként van £1 
keynesi tartományon kívül. (iii) A készletdinamika mellett tanulmányozom £L 
kényszermegtakarítások dinamikáját is.

Honkapohja és Ito eredményeinek egy része érvényben marad a módosított
modellben is, más része nem. Lábjegyzetekben térek ki néhány apróságral
amely H-I dolgozatában helyesbítésre szorul. Teljesen új viszont az instabi,
szabályozásnál fellépő kaotikus viselkedésről szóló rész.

A dolgozat a Bevezetésen kívül négy fejezetből és egy függelékből áll. A 2.
fejezetben röviden ismertetjük a modellt, a - L fejezetben definiáljuk a külön
böző tartományokcit és az egyensúlyi helyzetet tanulmányozzuk A 4. fejezet
a dinamikával foglalkozik: stabilitás, ciklus és káosz. Az 5. fejezetben össze
hasoniitiutc a két modellt és szólunk Lovell modelljéről is. A függelék a bonyo
lultabb bizony-ításolcat tartalmazza.

p dolgozat nem tételezi úö M H-I cikkének ismeretét!

2. A módosított modell

Ebben a fejezetben rővideu összefoglaljuk Honkapohja és Ito modelljének
egyenleteit, de ezeket már a rnódositott feltevések szerint írjuk föl. Két piac
van: árupiac és munkaerőpiac. A z-edik időszakban a munkaerő iránti kereslet
L1, a munkaerő kínálata Lf. ,,z áru iránti kereslet Y1 és az áru kínálata Y1, 
A disequilibrium-elmélet rö-viriebb oldal szabályát követve a tényleges cserét
mindkét piacon a kisebbik mennyiség határozza meg:

öHLol Y1 = min (Y1, YD 

és

öHLHl L1 = min öeú1 Lf). 

A termék kínálatának és eladásánakH különbsége adja az időszak zárókészletét:

(2.3) 

Föltesszük, hogy a vállalatok kizárólag munkaráfordítáaokkal hozzák létre
a terméket. Sőt mi több, a megfelelő termelési függvényről föltételezzük, hogy
homogén lineáris: Q = öL. Definíció szerint az. árukínálat egyenlő a kezdő
készlettel és a termeléssel:

öHLIl Yf = 11_1 2 öL1, ahol ö > NL 
Ezen a ponton vezetjük be a lcényszermer,talcarításolc3 állományát, melyet

Mrvel jelölünk, és ez definíció szerint egyenlő az árukereslet és az eladás

H 6)í (4.3) képletében Yf kereslet szorcpelt. Y1 eladás 1161._yoLt;; (4.5)-bon már a helyes
képlet szerepel.

- A szándékolt- és a kényszermeglakaríLás moglcü Iönböztetését. ugyanúgy be kellene
vezetnünk, mint a szándékolt és a nomszé ndéko lt kész lor.folha.lmozast, ezzel azonban
tovább bonyohtanánk modellünket.
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különbségével:

öHLVl 

M~st az ár_ul_,_~res]etet a kéoy~zerme,gtakarí~á~;á_llomány adott {} hányadá
nak es a folyo jövedelemnek az osszegevel definiáljuk, ahol a folyó jövedelem
két ré~zből á)l: a ,n~f'.esség ~~~va~olt jöve_delmébő! (a) és a munkanélküliségi,
valamint a biztosítási hozzájárulás feletti munkajövedelmekből :I 

(2.6) Y1 = fJJl!f1_1 2 a 2 bL1, ahol 0 < fJ;::;: 1 és a> 0; b NL 
Föltesszük, hogy a termelés nyereséges: ó > b.
Következő feltevésünk szerint a munkaerő kínálat adott:

(2.7) L7 = d.

Lovellt követve föltesszük, hogy a kívánt készlet arányos a várt árukeres
lettel:

(2.8) It = (JY1 ahol (J ::?: o.
Vegyük észre, hogy Y1-nek már a t-edik időszak elején ismertnek kell lennie,

amikor a vállalatok meghatározzák lehetséges árukínálatukat: If 2 Yf-t.
(H-1-t követve föltesszük, hogy a vállalatok nem részben, hanem teljesen
igazodnak várakozásaikhoz, ezzel elkerüljük a magasabbrendű differencia
egyenletek használatát.) (2.4) és (2.8) szerint a munkaerő-kereslet

öHLzl Ld l [ ) Vd I ]í = - (fJ 2 l 1 I - o)o 2f 0
ahol x+ = max (0, x).

Most már bevezethetjük az árukeresletre vonatkozó nai» várakozást:

öHLo+l 

Megjegyzések5. (2.3) és (2.5) értelmében nem lehet 11 ' 0 és M1 ' 0. Ha
/1_1 ' 0 és M1 ' 0 vagy fordítva, akkor a t - 1-edik és t-edik időszak között,
váltás történt.

Már a Bevezetésben említettük, hogy modellünk rekurzív. Most már a vál
tozók meghatározásának a sorrendjét is megadhatjuk;

L I_yd-+£d/ l\._y/ íL 
t I \..ys/f "<« 

· I t 

I Honkapohja és Ito valójaban még egy sztochasztikus vavart. is hozzáadott (2.1)
egyonleto jobb oldalához, s ez az általánosítás indokolta, hogy tökéletes előrelátás helyett
csak ésswrű várakozásról. beszéljenek. Ez az általánosítás azonban nem érinti az ered
rnényekeí.; sőt, a szerzők maguk is figyelmen kívül hagyják a zavarokat, amikor az álla
yN~N•£c osztályozzák. Mi r"gyszerűen kizárjuk ezt a bonyodalmat. Következésképp
H--J a-ja nulla minden képletünkben és_ mint additív Lag kiesik.

V Egyszerűség kedvéért, nem vesszük át H-:-I megkül~nbö:ttetését a kereslet és, a kínálat
névleges és effekt-ív értéke közt, Maternat1ka1lag ez az Jelenti, hogy H-I e. y es e para
méterei mind nullák képlet.einkben. Egyébként H-I-11ál is csak e jut szerephez és csak
az R-1·arlorná11yban.

H Szigma 
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3. Állapot-típusok és egyensúly

A disequilibrium-elmélet hagyományainak megfelelően először definiáljuk
a munkanélkiiliséget (L1 < rl) és a teljes foglalkoztatást (L1 :> d). Nyilvánvaló,
hogy más alakú a készlet- és a megtakarítás-egyenlet az elsé.í esetben mint £ 
másodikban. Szükségünk lesz még a termékkínálat és a termékkereslet különb
ségére, B1-re ·

ö- L 1) 

ahol a második egyenlé.íségnél a (2.3) és a (2.5) egyenletre támaszkodtunk.
Lf-t egyszedí.bben felírhatjuk, ha (2.10)-et behelyettesítjük (2.9)-be:

Lf = 2_ [ (/i 2 l )bL1_1 - Bt-1 2 (/J 2 1 )1} B1-=-.1 2 (p 2 1 )ci J+
ö 

(3.2)

Ú " jelölésünkkel tömörebben felírhatjuk az árupiac dinamikáját is, három
esetet különböztetve meg:

ö- L- l 

ö- LIl 

B11= Bt-.1 - OB,-=-.1 - ci, ha L1 = 0

B o - b o bL b i Ú2 a £ Ú) a I Id
t = -- (1.J 2 I) i-1 2 ) >1-1 - - 1!'1..>1-1 - - a, u-1, 0 ,.---- :..11 < do - ó ó t5

ö- LVl 

ahol

ö- LÁl g = ( ó - b )rl - ri és a = (p + 1 )b - /iö 
g a rendszer kulcsfontosságú paramétere: jelentése. a folyó termelés és jöve
delem különbsége teljes foglalkoztatásnál.

Föltesszük, hogy y > +L 
A (3.2) - (3.5) egyenletek egyéitelm(ícn leírják a rendszer mozgását. Az

elemzést viszont megnehez í cS1 hogy más és más képletek érvényesek a, külön
böző esetekben.

Követve tehát Mu.l<JL13AUmR é.~ POR'l'J!JS (Hl78) eljárását, mind a munkanélkü
liségi, mind a teljes foglalkoztatási tartományon belül további két résztarto
mányt különböztetünk meg uszerint, hogy a terrnékkcreslet kisebb-e vagy
nagyobb mint a termékkínálat. Ö GGUw£wE tehát négy tartományunk van;

p l Kesmeei mumlavnélkuliséq öÖl : L1 ,.---- LI és YY , Y1,
k l Klasszikus m'llnketnélkiiliség (C): L1 < L; és Y1 .> Y~,
C) Elégtelen fogyasztás ( U): Lf H: Lt és Y1 :,,.- YJ,
Úl Vieszaezorítoü infláció öOl : LY:::: L; és YY ,.---- Yf.

Hosszadalmas, de érdektelen munkával rnegha,tározhatnánk azoknak a, tar
tományoknak a határait, amelyekből a rendszer a fenti négy tartomány vala
melyikébe ugrik. Erre azonban nem nagyon van szükségünk. Inkább rátérünk
az egyensúlyi állapotok vizsgálatára.

Az (L, B) párt egyensúlyi álla-potnak: nevezzük, ha belőle indítva a rendszert
a rendszer mozdulatlan marad. Másképp szólva, egyensúlynál L1 = L1_1 és
B1 = B1-1·
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oL tétel. Egy és csak egy egyensúlyi állapot vein, s ez keynesi egyensúly:

19

ö- LRl JK 9 fJaö és MK 9 0.
ö-b '

Megjegyzések: A keynesi egyensúly (3. 7) képlete lényegében véve meg
egyezik H-I (4.3) képletével. Az egybeesés nem meglepö, mert egyensúlyban
a naiv várakozás egybeesik az ésszerű várakozással: Y1 = _ 1_1 = Y1•

Bizonyítás. Először azokkal a tartományokkal foglalkozunk, amelyekben
nem lehet egyensúlyi pont. Ilyen például a K-tartománynak az a K0 résztar
tománya, amelyben L1 = 0. Ekkor (3.2) értelmében 11_1 > 0, azaz (3.3) sze
rint 11 = 11_1 - a < 11_1 # 11• 

A klasszikus munkanélküliség esetén sem létezhet egyensúly, mert a klasz
szikus munkanélküliséget modellünkben éppen olyan előrebecslési tévedések
okozzák, amelyek a foglakoztatás növekedéséből fakadnak. (Éppen az ésszerű
várakozás feltevése zárta ki a klasszikus munkanélküliséget H-I modell
jéből.)

Hasonló még a helyzet az elégtelen fogyasztással és a visszaszorított inflá
cióval, amikoris g > 7 miatt B1 nő. (Ha H-1-hez hasonlóan megengednénk
g < O-t is, akkor létezne egyensúly R-ben is.)

A megmaradó K-o -tartozmányt (K+ = K\K+l vizsgáljuk. Egyensúly ese
tén pozitív készletek vannak, (3.2) és (3.4) tehát a következő alakot öltik:

(3.8) L í (/J bL í I fJ 2 í o9) 2 l) o)o)) 1-1+---a
ö o ö 

és

ö- Lail 1.1 _- o - b ö4i + )bl b I ao ~1-1 2 ) 1-1 - - a
ö ö ö

ö- LRl egyszerű számolással adódik (3.8)-(3.9)-ből. A g > 0 feltétel annak
szükséges és elégséges feltétele, hogy O < LK < d teljesüljön.

4. Stabilitás, ciklus és káosz

Egy szabályozási rendszer vizsgálata nem áll meg az egyensúlyi pont meg
határozásánál; ellenkezőleg, tulajdonképpen itt kezdődik. A szabályozásról
tudjuk, hogy működőképes állapotból működőképesbe megy {O :5 L1 :S,; d;
t = 0, I, 2, ... ). Nern tudjuk viszont még, hogy stabilis-e a rendszer. Ha a
rendszer nem az egyensúlyi állapotából indul el, mit csinál a rendszer: tetsző
legesen megközelíti-e az egyensúlyt vagy nem? A választ két lépésben adjuk
meg: 1. először az egyensúly közeléből induló rendszereket vizsgálunk (lokális
stabilitás), 2. majd tetszőleges távolságból induló rendszerekre is kiterjesztjük
eredményeinket (globális stabilitás). A fokozatos megközelítést a rendszer

2* 
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nem-lineáris volta követeli meg, s több-climenzióssága teszi bonyolulttá.5 Az
instabil pálya viszont lehet ciklikus és lehet kaotikus.

2. tétel. A keynesi egyensúly akkor és csak akkor lokálisan stabilis, ha g > (}
mellett a

(4.1) 

f e/tétel is teljesül.

({J + l)b < o 

Bizonyítás. A (3.8)-(3.9) egyenletrendszer együtthatómátrixának karak
terisztikus polinomja

b b p(J) = ;_2 - _ ({J + 2)), + - ((J + I).
b o 

A lokális stabilitás szükséges és elégséges feltétele az, hogy a polinom mindkét
gyökének abszolút értéke kisebb Jegyen mint 1. A másodfokú egyenlet diszkri
minánsa esetünkben mindig negatív, tehát a két gyök egymás komplex kon
jugáltja, azaz szorzatuk a abszolút-érték négyzete. A gyökök és együtthatók
összefüggése szerint tehát (4. I) valóban a lokális stabilitás szükséges és elég
séges feltétele .

.Megjegyzések. A KI tartományban a rendszer egy elliptikus spirálisan
mozog úgy, hogy két egymásutáni pontját az egyenRúlyi ponttal összekötő
egyenesek által bezárt szög állandó.

A bizonyításokban a fő nehézséget azonban nem annyira a szakaszosság
okozza, hanem a, különböző mozgástörvények hatása a különböző tartomá
nyokban. Bár azt sejtjük, hogy rendszerünk globáhs stabilitása következik
lokális stabilitásából, a,r, ekvivalenciánál jóval gyengébb eredményt tudunk
csak igazolni.

3. tétel. A keynesi egyensúly globálisan stabilis, ha a 2. tétel f elteoései mellett
teljesül még a következő lcét feltétel közül legalább az egyik:

0--·&---l_
. . fJ + l(4.2) 

vagy

(4.3)
bIJ ·-- 

/> - b ó

Megjegyzés: Ellentétben a (4.l) feltevéssel, sem a (4.2) sem. a (4.3) feltevés
nem szükséges, csak elégséges. A (4.2)-beli felső határra a bizonyítésba.n van
szükségünk, amikor a K 1 , C . KI átmeneteket vizsgáljuk ..8: feltétel csak

6 H-I esetében annyira ogyszerű volt a kétféle atabi lité.s viszouyu, hogy a szerzök
meg sem említették a jelzőket. Sem H -I-nél, sem a jelen modellben nem válik szét
a globális és a lokális stabili.tás. Milyen feltételek mellett igaz az ekvivalencia? SIMONOVITS
(1981) olyan példát ismertet a két fogalom szétválására, amelyben a korlátok nélküli
rendszer lineáris és stabilis, a korlátos rendszer azonban csak lokálisan stabilis, globá
lisan nem.
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fl = G-nál nem megszorító, fJ növelésével viszont egyre szigorúbbá válik. Jel
lemző módon a (4.3) feltevés viszont viszonylag nagy fJ mellett tetszőleges
1J-ra biztosítja a globális stabilitást, egyszerűen kizárva a K+ -, C átmenetet;
minél kisebb b; annál kisebb ,B-kra teljesül (4.3). (Ebben az esetben a reálbér
csökl~ent.ése csökkenti a klasszikus munkanélküliség valószínűségét, v. ö.
l. lbJ.)

A ciklikus eset vizsgálatára rátérve figyelembe kell vennünk, hogy egy
folytonos idej,ű cikliku~ ren~s~e: sza?ályos időközökben történő megfigyelése
rs csak akkor vezet diszkré: idoben is folytonos rendszerhez, ha a periódus idő
egészszámú többszöröse a megfigyelési időköznek. Hasznos lesz azonban
pszeudo ciklikussáqról beszélni, ha a szóbanforgó feltétel nem teljesül. Ekkor
érvényes:

4. tétel . .A rendszer mozqáea lokálisan pszeudo ciklilcu», ha

(4.4) (fl + ])b = ö. 
Anélkül, hogy a részletekbe bocsátkoznánk, bevezetjük a pszeudo határ

cikiu» fogalmát olyan diszkrét rendszereknél, amelyek határciklussctl rendel
kező folytonos rendszerekből származnak. (A matematikai részletek iránt
érdeklődőnek CODDINGTON és LEVINSON (19.55) könyvét ajánljuk.) Ekkor a
következő tételhez jutunk.

5. tétel. Mindnzoknak a rendszereknek, amelyek legnlább egy korlátba bele
ütköznek, közös pszeudo határciklusulc van, feltéve, hogy a (4.2) vagy a (4.3) 
feltétel mellett teljesül még (4 .4) is.

A szóbanforgó pszeudo határciklus nem más, mint az az ellipszis, amelynek
közös pontja van a korlátok valamelyikével.

A még fenn maradó (/J + l)b > ö esetben nincs szükségünk a (4.2) ill. a
(4.3) feltételekre. A 2. és a 4. tételből világosan következik, hogy a rendszerünk
ekkor lokálisan insiabii. De mi történik az egyensúlyt.ól távoli pályákkal?
Kiderül. hogy e pályák nagyon furcsán viselkednek. Vegyünk például két olyan
pályát, amely indulási pontja nagyon közel esik egymáshoz. Bizonyos idő
múlva a két pálya messze kerül egymástól, bár mindkettő egy korlátos halmaz
ban marad mindvégig. Később megint közel kerülnek egymáshoz, majd megint
távol és ez ismétlődik - minden szabályosság nélkül. Bár determinisztikus
rendszerrel van dolgunk, mégis úgy viselkedik, mintha s:'tochasztikus volna.
Az ilyen rendszereket a matematikában kaotikusnak nevezik. A közgazdaság
tanban még alig néhány olyan cikk született, amely káosszal foglalkozik, de
minden bizonnyal számuk hamarosan meghatványozódik, akárcsak a fiziká
ban. MAY (1976) általános cikke mellett két közgazdasági akalmazást említünk
meg: POHJOLA (1981) és l\foNTRUCCHIO (1982).

6. tétel. A rendszer kaotikus ha

(4 . .5) (íJ + l)b > ö. 

Bizonyítás-vázlat. Mint a 3. tételnél elmondottakból kiderül, (4 . .5) mellett
az elliptikus spirál sugara nem csökken, hanem nő, exponenciálisan. A korlá
tok azonban megakadályozzák , hogy a rendszer sokáig az elliptikus spirálon
maradjon. Az ütközés után a rendszer meglehetősen gyorsan halad az egyen-
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súly irányába. Például teljes foglalkoztatásnál a készletszint minden időszak
ban g-vel nő, egészen addig, amíg a készletszint meg nem haladja az 5. tétel
ben szereplő ellipszisét. Ekkor a rendszer újból egy elliptikus spirálra tér rá,
majd újra korlátba ütközik. Számelméleti okokból azonban valószínűtlen bár
milyen határciklus kialakulása.

5. A modellek összehasonlítása

A Bevezetésben már említettük, hogy modellünk H -I modelljének módo
sított változata, és távirati stílusban utaltunk is módositásainkra. A tárgyalás
során pedig lábjegyzetekben térünk ki néhány apróbb eltérésre. Ebben a
fejezetben részletesen ismertetjük a két modell viszonyát, azonban ezt meg
előzően szólunk közös clőfutárukról, LovJ£LL (1962) modelljéről, ill. Lovellt
bíráló cikkemről, SrMONOVI'l'S (1979)-ről.

Ez a kitérő annál is inkább helyénvaló, mert Lovellel H-I nem foglaJkozik
érdemben. (i) H--I állításával ellentétben Lovell modellje nem ag(!rcgált, hanem
a dolgozat címéhez híven sokszektoros. (ii) Lovell modellje nyilt, H -I-jé zárt:
Lovellnél a fogyasztás független a foglalkoztatástól, H -I-né.I függ. (iii)
Lovollnél vannak in-piükészletek (bár Lovell nem haszné.lja a kifejezést), és
,,nincs foglalkoztatás"; H I-nél nincs raktá.rozhu.tó input. do van fogla,lkoz
tatás. (iv) H -I modelljében a munkaerő beszerzése a, folyó termcléssc] ará
nyos, viszont Lovellnél n, raktározható inputok beszerzése a követ!cri::ő időszak
termelésével arányos, s ez a feltevés kerosztczheti a termelési sza.bályt, amely
azonos mindkét modellben. 8IMONOVITS (1979) dolgozatomban részletesen fog
lalkoztam Lovell beszerzési feltevésével (lásd még: FOSTER (1963)), s a, beszer
zést a követlcező időszalc várható termelésével tettem arányossá.

Mind Lovell, mind én háromféle várakozást vizsgáltunk: a jelen dolgozat
ban szereplő naiv várakozást, a H-I dolgoza.tá.ba.n szereplő ésszerú váralcozást és
az ún. siatikus várakozást.

A) Az ésszerű várakozás feltevése napjainkban nagyon divatossá vált külö
nösen a monetarista közgazdászok körében. A mi modellünkben ez a feltevés
a tényleges és a várt kereslet azonosságát mondja ki. Képletben:

(5.1) ~"i'd _ ·yd 
-1t - t·

Mivel Y1 függ L1-től és £1 függ ff-tői, a modell nem rekurzív. Szigorúan
véve a modell logikáját, az értelmezhetőség megköveteli a foglalkoztatási és
az eladási döntés előzetes összehangolását, félretolva a várakozás elvét.

Ha viszont megengedjük a foglalkoztatás és az eladás összehangolását,
akkor fLZ igazán ésszerű eljárás az volna, hogy egy lépésben megteremtsük
az egyensúlyt. Valóban, a (2.9) termelési szabályban (/3 + l)Yf helyett JK-t 
írva az egyensúlyt egy lépésben elérhetjük - legalábbis nem túl nagy kezdeti
egyensúlytalanság mellett.

Egyébként Lovell is csak elméleti alternativaként vizsgálta az ésszerű vára
kozást (vagy ahogyan ő hívta: a tökéletes előrelátást). Erdeklődése központ
jában a termelők tanulási folyamatát tükröző naiv várakozás állt, ahol minden
dőszak eladási várakozása az előző időszak tényleges eladásával azonos.
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Lovell paradoxonja szerint az ésszerű várakozás instabilitást okoz, a naiv várako
zás viszont megfelelően kicsiny készletegyütthatónál stabilitást biztosít.

Az ésszerű várakozással szemben azonban nemcsak az hozható fel, hogy
életidegen feltevés, hanem az is, hogy több szempontból is ésezeriitlenebb mint
a naiv várakozás.

Először is (4.4) esetén a rövidtávú keynesi egyensúly nem értelmezhető az
ésszerű várakozás mellett. (Hasonló szingularitás lépett fel SIMONOVITS (1979) 
ben az ésszerű várakozás mellett; Lovell viszont minden paraméterre értel
mezni tudta az ésszerű várakozást, talán éppen a már bírált beszerzési szabálya
miatt.)

Másodszor, H-I kizárta a (4.5) esetet (amikor a naiv várakozás kaotikus
viselkedéshez vezet) azon a címen, hogy ebben az esetben a rövidtávú keynesi
egyensúly negatívvá válik az ésszerű várakozás mellett. Ez az állítás téves:
H -I (3.1 )-beli törtje nemcsak a számláló és a nevező pozitivitása esetén
pozitív, hanem azok egyidejű negativitása esetén is, azaz ha (4.5) teljesül és
It-l > (/J + l )a; = 1. Más kérdés. hogy ebben az esetben H-I rendszere
meglehetősen furcsán viselkedik; a nulla foglalkoztatás nem az 1-nál nagyobb,
hanem az 1-nál kisebb készletek mellett valósul meg; pozitív foglalkoztatás
pedig nem csökkenő, hanem növekvő függvénye a, készleteknek. A (4.1) fej.
tevést a H-I modellben tehát nem a, pozitivitás, hanem monotonitási köve
telmények indokolják, ha indokolják. Végül megemlítjük hogy g > 0 mellett
a kizárt esetben a hosszútávú keynesi egyensúly instabil az ésszerű várakozá
sok esetén.

Harmadik hátrányos következménye az ésszerű várakozásnak az, hogy
olyankor is inate.hilitáet okoz, amikor a naiv várakozás stabilizál. Valóban,
H-I stabiitási feltétele
(5.2) (2/J + l)b < o 
szigorúbb mint a mi (4.1) fol tételünk. AH--I modellben tehát valóban érvényes
Love] I paradoxona; Ponuülanabb eWrelátás jobb szabályozást biztosít.

11:legjegyzés. Figyelmeztetjük az Olvasót, hogy 1979-es cikkemben egy
lényegében azonos modellben éppen az ellenkező állítást bizonyítottam: Ponto
sabb előrelátás jobb szabályozást biztosít. Kiábrándító, hogy olyan mellékes körül
mények, mint a Lovell és EI-I modellje közti eltérések, minőségileg ellentétes
következtetéshez vczetnek. Nem szabad túl komolyan venni az így adódó
következtetéseket!

Végül idézzük PoH,JOLA (1981) megjegyzését a káosz és a tökéletes várako
zás ellentétéről, amelyet ő egy más modell elemzése kapcsán írt le: ,,A káosz
nak érdekes következménye van az ésszerű várakozás irodalmára nézve. Ha
~1 gazda,ság kaotiikusa.n viselkedik, akkor a gazdaság szereplői képtelenek
deterrninisz.tikusán előrejelezni a gazdaság viselkedését, még ha tökéletesen
ismerik is a gazdaság működését."

BJ Mint minden nen1-walrasi modellben, H-I modelljében is elválik egy
mástól rt kereslet és a kínálat. Túlkínálat esetén készlet képződik, túlkereslet
nél viszont kényszermegta;kciritás. H-I úttörő érdeme a készletdinamika ábrá
zolása a disequilibrium-elmélet keretében, ugyanakkor figyelmen kívül hagyták
a kényszermegtakarítások dinamikáját. (Mintha hallgatólagosan feltették
volna. hogy a külvilág felszívja e kényszermegtakarításokat.) Dolgozatomban
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a mérleg mindkét oldala egyemangú szerepet játszik, általánosítva H-I 
modelljét.

0) Szeretnék szólni még ct modell érvényesség'i köréről. A clisequi librium
elmélet hagyományait követve H-T egységes keretben próbálta leírni a stahil
keynesi és a stabil visszaszorított inflációs rendszer működését. )~ különbség
g előjelétől függött: a keynesi rendszer u .> 0 esetén lehetett stabil, a vissza
szorított infláció pedig az g < 0 esetén.

Véleményem szerint H-I modellje csak a g > 0 esetben értelmezhető kifo
gástalanul. Jfost kifejtendő gondolcüunk KoRNAI (1980) 21. 10. alfejezetének
azt az érvelését konkretizálja a H- I és a jelen modellre, hogy a visszaszorított
infláció inkább át-meneti: állapotként értelmezhető, amikor a gazdaság szereplői
még nem szoktak hozz.á a tartós hiányhuz. A tartós hiány elmélete nem redu
kálható ct keynesi elmélet tükörképére.

Hajlandó vagyok elfogc.cini, hogy amennyiben a gazdrtság csak átmenetileg
hagyja el a keynesi tartományt. feltehető, hogy a keynesi típusú viselkedési
szabály a nem keynesi típw,i.'i {dl1.ipotoknál is érvényben marad. Nem fogadom
viszont el az t ,i feltevést, hogy ,i termelő akkor is pozitív zárókészletre törek
szik. amikor lralús lt'iány áll fenn. Jlind elméleti mind tapasztalati alapon
ilyenkor ,,negatív" készletrn tőrckszrk a termelő: sorbasuillás (l(ORNAI és
WEIBüLL ( I 978)), ill. rendelésre vriló termelés (KoRNAI és SIMONO\'lTS (Ul7,5))
nyer tért még akkor is, lm, ez tech nol6giai lag indokolatlan: töbh éves várakozás
autóra. lakásra stl>. u.k /.::,11· .•unikor tömegtermékrő! van szó (v.ö.KORNAI (1980) ) .

.Jó lenne egy olyan modellt i:-; kidolgozni, amely a tartós hiányt írná le
olyan egyszerűen, ahogy H ~J nyomán a jelen dolgozat a, stabil keynesi
rendszert írta le.

D) Egy másik meqkozeiités. A folyóirat olvasói számára bizonyára nem isme
retlen az az irányzat, melynek első cikke, KoRNAI és MARTOS (1971) éppen e
folyóiratban jelent meg. Ezt több módosító dolgozat és a kész letjelzéses
szabályozás gondolatkörén túlmenő cikk követte, pl. KortNAI és SIMONOVITS
(1975), KoR:-;rAI és Wsrnur.r, (1978), továbbá három könyv: KORNAI (1980)
és (1982), KoRNAI és :MAR'l'OS (szerk.) (1981). E megközelítés szabályozáselmé
leti alapokon nyugszik, szemléletmódja rlina.milms, és kitüntetett szerepet
játszik benne a készletjelzéses szabályozás. ·

Mint a Bevezetésben említettük, a diseqnilibríum-elmélctre általában nem
jellemző ez a hozzáállás. H-T dolgozatát úgy is tekinthetjük, mint a két meg
közelítést összekapcsoló út egyik első szakaszát - természetesen a disequilib
rium-elmélet oldaláról. (Felfogásunk ban a discqui librium-elméiet megkülön
böztető jegye a rövidebb oldal elve, amely R-I dolgozatában is jelen van.)
Időszerűnek látszik további útszakaszok megépítése, természetesen mindkét
oldalról.

6. Függelék
Bizonyítás. A keynesi-egyensúly globális sta.bilitúsa
Több-változós nem-lineáris rendszerek globális stabilitásé.t á.ltalában Ljapit

nov-fiiggvények segítségével szokták vizsgálni. Es ·tünk annyiban szokatlan,
hogy rendszerünk a tartomány-határnknál nem-differenciálható függvények
szerint változik. A szabványos megoldás az lenne, hogy meghatároznánk a
lineáris Kr szabály kvadratikus Ljapnnov-függvényét, amelyre x;Vx1 <
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< x;_1Vx1_i, [x1 = (L1 - LK, 11 - JK) # O] teljesül a K+-tartományon.
Hosszadalmas számításokkal bizonyára igazolhatnánk egyenlőtlenségünket a
K+-tartományon kívül is.

s·1

d L,

1. ábra

Ehelyett inkább geometriai megoldásokkal próbálunk boldogulni és csak
végső esetben folyamodunk számoláshoz. Lényegében három váltást kell
elemeznünk: a KT __, U átmenetet, a K+ -, KO átmenetet és a K + -+ C átme
netet, nem beszélve még a visszamenetekről.

A K+ -, U átmenet
Tegyük föl, hogy a, rendszer beleütközik a teljes foglalkoztatásba. Tudjuk,

hogy ha a munkaerő kírnílata teljesen rugalmas lenne, akkor a rendszer foly
tatná útját a Ki· -szabály szerint. Mivel a pálya elliptikus spirálon elhelyez
kedő diszkrét pontokból áJl, elképzelhető, hogy bár a spirál metszi az L1 == d egyenest, méghozzá kétszer: T1-ben és Ri-ben, az elliptikus íven mégsincs
pont, azaz nincs K r -, U átmenet. Esetünkben azonban van átmenet, tehát az
S0 pont az s;_ pont helyett - amely a K't-szabály szerint íven van - a T1R1
szakaszon fekvő 81 pontba kerül. Azt szeretnénk belátni, hogy az 81 pont
egy beljebb lévő elliptikus íven fekszik mint s;_. 
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Tegyük először föl, hogy T1-nek a K+-képe (T2) ismét a K+-tartomány
ban fekszik. Legyen TO az a pont, amelyből a rendszer a T 1 pontba megy
át. Végül legyen R0 az a pont, amelyből a rendszer az R1 pontba megy át.
Feltevéseink szerint e pontok egy elliptikus spirálisan helyezkednek e! a
következő sorrendben: T0, S0, R0, Tv Si, R1, T2. Nyilvánvalóan a rf';B0 ív
U-képe a T1R1 szakasz lesz, mely tartalmazza, S0-nek az U-képét, S1-et. l\.frvel
elliptikus ívünk konvex, S1 tényleg beljebb van mint T1 és R1, ill. ami lénye
ges, S0. 

Most pedig térjünk rá annak az esetnek a vizsgálatára, amikor 1' 2 nem a
K+-tartományban fekszik, hanem az U-tartományban. Természetesen ekkor
az R0 pont is ott fekszik, következésképpen a teljes ¥;Jr1 ív U-képe a ¥;if;_ 
szakaszon található. Tegyük föl, hogy e szakaszon helyezkedik el az S1, S

2
,

... , 8"_1 állapot, ahol az egymásutáni állapotok készlete g-vel nő. Tegyük föl,
hogy az S/(_1-ből induló elliptikus ív már olyan rövid, hogy S1,_1 rajta fekvő
K.·1 -képe ismét rt K "-tartományban fekszik, tehát S1, = Sí,. Végül is S1, beljebb
van mint S0. 

Mivel az elliptikus spirá.l távolsága központjától cxponcnciá.lisan csökken,
a K+ -, U - K · átmenet csak véges sokszor fordulhat olő. Sőt, az induló
állapottól független korlát adható, amelynél. nagyobb sorszámú időszakban
a rendszer végig a K "-tartományban marad, s ott rendben konvergál a keynesi
egyensúlyhoz.

A K' . K0 -,. KI eset teljesen hasonló a most vizsgált esethez.

A K · · C átmenet
Ennek az esetnek a vizsgálata már némi számolást is igényel. .El6szöe be-

látjuk, hogy a K + • C átmenet akkor és csak akkor lehetséges, ha (4.3)
nem teljesül.

Ez az egyetlen pontja a bizonyításnak, ahol szükségünk lesz azoknak a
tartományoknak a részleges megha.tározáaára, amelyekből a rendszer a, Kt-,
ill. a C-tartornányba megy át. H-I jelöléséhez hasonlóan J(L1_1)-gyel jelöl
jük azt a készletet, amelynél kisebb készlettel indulva a z-edik időszakban
hiány keletkezik, s amelynél nagyobb készlettel indulva maradnak készletek
- feltéve, hogy munkanélküliség lesz a t-edik időszakba.n. í(L1_1) nyilvánvaló
an a (3. l 0) egyenlet I, = 0 specifikációjából adódik: l(L1_1) = (b - a) ((J + 1) x
x L1_1 + : a, feltéve, hogy pozitív. Mivel r/ > 0, ö < b, to hát I(L,_ 1) csökkenő

függvény. Azaz J(L,_1) akkor és csak akkor lehet pozitív, ha f(o) > 0, azaz
ha a> 0.

Szükséges viszont még az is, hogy allrn,lmas L1_1 .: 0 mellett tényleg munka
nélküliség legyen a r-odik időszakban. I(l, _ 1)-gyeJ jelölve azt a készletet, amely
választóvonal a munkanélküliség és ~. teljes fogla,lk~zta,tás között, a (?.8)-ban
szereplő Lrnek rl-vel kell egyenlőnek Jennie I,_1 = l(L,_1)-nél. Innen l(L1_1)== ((J + l)(a + bL1_1) -- M. A klasszikus munkanélküliség akkor és csak
akkor jöhet létre keynesi munkanélküliségből, ha ](L,_1)+ < J(L1_1) teljesül
valamilyen L1_ct·e. Mivel 1(£1_1) növekvő függvény, elegendő L1_1 = 0
esetén mérlegelni az Pgyenlőtlern,éget, moly ekkor valóban (4.3) tagadásához
vezet.
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I,

4. úbra

Végül megemlítjük, hogy (4.3) tagadásából következik a> 0, feltéve,
hogy g > 0.

Rátérünk az átmenet vizsgálatára. Megemlítjük, hogy fJ = 0 és 1} = 1 mel
lett a rendszer mozgástörvénye lineáris az egész K + + C tartományban.
Ekkor felesleges a további vizsgálat.

A 3. tétel (4.2) feltevését viszont éppen úgy válasz.tottuk meg, hogy a
O-pálya bizonyíthatóan a K-ellipszisen belül haladjon.

Az egyszeriiség kedvéért tekintsük a 2. ábrán látható helyzetet. A 0. és a 3.
időszakban a rendszer K 1 -állapotú, az 1. és a 2. időszakban viszont C-álla.potú.
Az Sí és s; virtuális állapot az S0S1 elliptikus ív folytatásán található, míg
az S{{ virtuális állapot az S2 tényleges állapotból keletkező virtuális állapot.

(3.2)-ből és (3.4)-ből leolvasható, hogy L1_1 < L1 < L; és Jv11:;; M; teljesül,
sőt, további számolással az is igazolható, hogy az S1S2 szakasz előjeles irány
tényezője kisebb mint az S1S;-é, s ugyanez a helyzet az S/'13 és S~S3 szakasz
párral,

Egyszerű geometriai okoskodással levezethető tehát, bogy a C-pálya a
I(+ -pályán belül húzódik, legalábbis a hiány-térfélen.
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Az egyensúly vizsgálatánál már említettük, hogy a e-tartományt korlátos
ic!őn belül elhagyja a rendszer; Két kiútja van: vagy a K_+-tartományba megy
vissza vagy a U + e-tartomanyba.

Tekintsük először a C-+K' oisszatérést. Ha f} = 0, akkor nincs nehézség:
83 = 8;. Geometriai okoskodással azonban általánosan belátható, hogy a (4.2)
feltevés mellett a rendszer továbbra is az elliptikus íven belül marad.

Legyen TO az elliptikus ívnek az a pontja, amelyet a e-törvény a B = (I!
egyeneshez tartozó '1\ pontba visz, és amelyet a K+-törvény a Ti pontba
vinne. Legyen R0 az elliptikus ív és a. B = 0 egyenes metszéspontja és legyen
R1 az a pont. melybe, mind a e- mind a K-törvény az R0 pontot átvinné.
Ekkor az 82 pont a f,Ji0 íven található, 83 a 'I';R1 íven és 83 a f"";A1 íven.
Mivel mind a I(+, mind a e-transzformáció lineáris, az elliptikus ívek elliptikus
ívekbe mennek át, a szakaszok pedig szakaszokba. Belátható, hogy 83 a T1R1R<J 
háromszögben fekszik, tehát az eredeti, 82-höz tartozó elliptikus íven belül.
A C • U + R átmenet viszont a e _,. K+ és a K_+ _,. U átmenet kombiná

ciója. A 4. ábrán ennek megfelelően az 82 pont K_+, e- és U-transzformáltjait
rendre, St<, Sf és S~ szimbolummal jelöltük.

(Beérkezett: 1982. [anuár 15-én)
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BUFFER STOCKS AND NAIVE EXPECTATIONS IN A NON-WALRASIAN
DYNAMIC MACROMODEL: STABILITY, CYCLICITY AND CHAOS

In their pioneering work Honkapohja and Ito (1980) constructed a non-Walrasian
macromodel with inventory dynamics. Some of their assumptions are modified in this
paper, e.g. the expected demand for goods is defined by previous rather than actual
<lemarni. Tho modified model yields results which are both similar and dissimilar to those
of Honkapohja and Ito. For example, t.he Keynesian unemployment equilibrium remains
invariant but the corresponding stability condition becomes milder. The chaotic behavior
of the unstable systems is also analyzwl.

!EY<DEPHblE 3ATTACbl vi HAvlBHOE 0}1-{l-1)].AHl-1E B .J].HHAMl-14ECl{OH
HEPABHOBECHOvl MO)].EJ111: YCTOvl4v!BOCTb, UHf{Jlvl4HOCTb kl XAOC

Xo-ncanoxa H 11TO B caoeü flHOHepc1(0H paöore (1980) COCTaBHJIH MaKpOMo.uenb, npHHUHnH
ansuo OTJJH'Ia!OIUYIOCH OT MO,[\CJJH Banpaca, B l(OTOJ)OH /\HHallJMl(a aanacos Tal(}KC nony-nrna
111ecTO. 8 crarse MO.UH(\JHU11pyeTC)'I 1)51,[\ 11X npencno.nonceunj]: ra«, uanpnaep, OJ./CI.IOGeMb/U cnpoc 
moeapoe OTO)H,[\eCTl:lJ151eTCH e (/iGKTnUllfCIW.M cnpocou npeOIJtOYLLJaO, a He tneicyuteeo nepnozta.

MO,[\HCjlMU~IpOB3HH351 MO,[\CJI6 naer B 'IaCTHOCTII CXO.[(Hble, a B lf3CTHOCTH irecxoznrur pesyns'ra
Tbl no cpaaneumo C MO.UeJiblO Xo1-11<anOXH H Hro. Ta« HanpHMep, ,cenHCH3HC!{Oe paatroaecne 6e3-
paöornuu OCTaCTC51 HCH3MeHHhlM, oznrarco COOTIJCTCTBy101uee yCJIOBJ1e ycTOHlJHBOCTH 51BJ151CTC51
MeHee CTpOrHM.

HOBblM pesynsraroa IICCJlCJWBélHMH HBJIHCTC51 aHaJIH3 xuomuunozo n0Be.ue1-11151 Heyc-roU•111BOH
Cl1CTCMbl.



DÁNIEL ZSUZSA

Modell a lakásváltozási szándékok
és lehetőségek elemzésére

1. Bevezetés*

A lakáspolitika kialakítása bonyolult és szerteágazó feladat. A ,,lakáskér
désnek'.' va'.1. te~·n:elés~ és el,osztási vona,tkozása,. sz,orosan vett. gazdasági
gazdasagpolit1lrn1 es szelesen ertelmczett ta,rsadalm1-tarsadalompohtikai vetü
lete. A bonyolultság egyik magyarázate., hogy a lakás mind a termelés, mind
pedig a fogyasztás oldaláról nézve speciális tulajdonságokkal rendelkező termék.

: !Z} !)é Xé É az jellemzi, hogy előállításának fajlagos költsége igen magas és
hogy meglehetősen hosszú élet.ű tőkejószág, amely földrajzilag kötött. A növek
mény, még folyamatos új építés esetén is, a teljes lakásállománynak csupán
kis részét teszi ki. Egy viszonylag hosszabb időszakot tekintve is, a régi,
vagyis az induló lakásállomány (a stock) - annak nagysága, összetétele és
minősége - határozza meg elsősorban a lakáskínálatot, miközben a nettó
növekménynek (a flow-nak) csak marginális szerepe lehet a lakásellátásban.
a 1 UÚP· X0Éá Xá É az jellemzi, hogy alapvető, kiemelkedő fontosságú fogyasztási
Jószág. Birtoklása, vagy hiánya, minősége és ára, valamint a hozzájutás
lehetősége meghatározó jelentőségű a háztartások életszínvonala, életkörül
ményei, társadalmi helyzete és közérzete szempontjából.

A föladat bonyolultsága nemcsak indokolja: {CU szüksé~flssé is t;s_zi, hogy
Ö! !ÚP!É)!Ö } UÉ!))yÉ9Y=XX·) g egyetlen matematikai formahzmussal írjuk le a
gazdasági-társa,d,1lrni össr,efoggéseket. Az ismertetendő modell sem törekszik
a probléma álta.lános vizsgálatára, hanem egyetlen kérdéscsoportra koncentrál.
Ana, keres választ, hogy a lakásállomány jelenlegi szerkezete - figyelembe
v,évc a jelenlegi vagy közeljövőben várható áUományváltozásokat ··- miként
felel meg Zö B9• Éá BUÖ a lakossági igények szerkezetének ]UXX0ú Éá BUÖ pedig, -
a tényleges x"+  a tervezett változások eredményeként - miféle állomány
szerkezettel lehet, illetve kell számolnunk.

. k A jelen cikk alapján képező ,,J)inar_nikus modell a_ lak,ásállománr szerkezeti vé.ltozá
sanak elemzésére" e tanulmány [JO] resze annak a többéves kutatasnak, melynek kör
vonalaic .,A lakáselosztée elemzése és modellezése" e. korábbi munkám [8] vázolta fel.

A dinamikus Iakasrnodcll kidolgozása során sok segítséget kaptam b · Ö{X ' XÉBá ÖÉó ) és
x á X0)ó x · HUXÉó )a Dancs István tanácsokkal segített a modell megszerkesztésében matema
tikai tulajdonságainak tisztázásában, az illesztési, te_cl7ni,k~k ki_v~l3;sz_tá~áb3;n. László
Laios végez le Lel az illesztések és 11lőrebecslések szarmtogep1 reahzalasat es reszt vett a
matrnnatikai problémák vizsgálatában. Köszönetet mondok mindket.tójüknek az értékes
kfüromíiködésérl .
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2. Előzmény: egy demográfiai stock-flow modell

A hatvanas évek végén R. _ÉUÖ! ll4], [Lö ], [Lő ] kidolgozott egy társadalmi
demográfiai adatokra épülő, input-output keretben ábrázolt stock-flow modell
rendszert. A modell keretei meglehetősen általánosak, meghatározott feltevé
sek mellett alkalmasak az YG berek magatartását leíró társadalmi folyamatok
elemzésére, prognosztizálására. 1 modell megkülönbözteti " ..=snss világot",
ahonnan a rendszerbe belépő egyedek jönnek és ahová távoznak (születés,
bevándorlás, halál. kivándorlás) és a ,,belvilágot", vagyis a .. rendszert", ahol
az események lezajlanak.

Az általános keretet - a további tárgyalás megkönnyítése céljából - egy
témánk körébe tartozó, de n1ég a Stone modell szellemét tükröző. részben
konstruált példán keresztül mutatjuk he.

2. )a Éá ő)á 0· É 

A háztartá,mk ára,nlásármk stock-fl.ow mátrixa J 970- 197:J közöt.t
Me: Ezer db

~----------- ~-~ - 1970. O"7 n L f 
19,3. w" 7sn l. -------

Megszűnés
Egy- } szobás lakással
Két- rendelkező háztartás
Három-
Nyitőállomány ( 1970)

1.00
169
20,t 

J,:gy- 4 ) é !j ; ~< ú ÍbÍ7j 

szobás Iakássn.I re11(lelke1.,ő háztartás

KIrr.R 
809
241 
114 

1452 

J 
KRL 

1050
30 

Eém.E 

()

H
70

1.93
;337

Záróállomán v
(1.973) .

12ü4 
1530 
- j� 

A f aca Éá ő)á 0· É " magyar háztartások számának és Jakasismérv azeriu !s hely
zetének változását írja le l !)70 január l. és az 1973 január l. között. A háztar
tások többféle Iakásismérv szerint jellemezhetők: :így a lakástulajdon jellege
(bér vagy magán), n lakás mérete, minősége, területi eJhelyezkedése, stb.
alapján. S s most csak egyetlen ismérv, a lakás szobaszáma szerint aggregáljuk
a haz.tartásoka t és leírjuk, mi történt velük a vizsgált icWRzaklmn.

A ÖP9Éó ú É)UZÖú ÖP (stock). vagyis az 1970 január l-én megszámlált, egy-, két-,
illetve háromszobás lakásban lakó háztartások svárna jelzi az 9Ö• =)ó á9 )Z=YUÉUÉa 
1970 január l. és HJ73 január l. között többféle áramláet (flow) figyelhetünk
meg. Háztartások ÖGÚ, 0sÍÍs ÖÖ!V mbő!hsbPA és ú O háztartások Éé YÖ!V ő!g válnak
Iakástulajdonossá (i nfloPAn A uwgHzünt ltáztartások természetesen még sze
repelnek a uyitóáliomá.nyba.n, de nem találhatók a záróállomá.nyba.n, míg az
új belépők {X· V9X " záróállományban jelennek meg. Most nézzük meg mi történt
azokkal a háztattások kal , amelyek az idlíszak folyamán mindvégig jelen van
nak, vagyis a, nyitó és záróállományba.n egyaránt mogtalá.lhatók. l~gyesek
megmaradtak eredeti lakásaikban, vagyis ismérveik nem változtak (ezek a
háztartások jelennek meg a mátrix föitlójálmn), míg mások az induló állapot
hoz képest kisebb vagy nagyobb lakásba költöztek (interflow). J\ fenti áramlá
sok az idősza.k végén összegezhetők. Sokirányú összegük a 0á Zó yá ))· YUÉUÉg 
az egy-, két-. háromszobás lakássa l rendelkező ház.ta.t-t.ások 0á Zó ú )ÉUZÖ)ÉÖPá 
adja meg.

A belső áramlások (költözések) koefficiens mátrix forrnájába.n felírhatók.
Az á É} !Ö!É9 } á ÉZ97 kocfficie nsei (melyet úgy kapunk hogy n, belső költözéseket
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leíró mátrix elemeit oszloponkén telosztjuk az induló állomány vektor meg
felelő elemével) megmondják, hogy például az időszak elején egyszobás lakással
rendelkező háztartások 55,7 százaléka, maradt eredeti lakásában, 16,6 százaléka
kétszobás és 7,9 százaléka háromszobás lakásba költözött.

Az átmeneti mátrix másként is értelmezhető. Feltételezve, hogy egy adott
időpontban, azaz állapotban minden egyén számára azonos a mozgás lehető
sége, az átmeneti koefficiensek átmeneti valószínűségként is felfoghatók. Ez
úgy interpretálható, hogy az induló állapotban egyszobás lakásban lakó ház
tartások 55,7 százalékos valószínűsége] maradnak eredeti lakásaikban 16 6
százalékos valószínűséggel költöznek kétszobásba és így tovább. ' '

Az átmeneti mátrixok e kétféle értelmezése, meghatározott feltevések mel
lett módot ad kétféle, egymással rokon matematikai apparátus alkalmazására.
Stone bebizonyította,1 hogy a stock-flow modell átmeneti mátrixával elemzett
folyamatok felfoghatók egy elnyelő Ma.rko~-láncként (absorbing Markov chain),
amely szoros rokonságot mutat a nyílt input-output modellekkel. A modell
ilyen értelmezése lehetőséget kínál hosszútávú előrebecslések, elemzések el
végzésére.

3. A Stone modell és a gazdasági rendszer jellege

A Stone modell hazai alkalmazási lehetőségeit vizsgálva eleinte úgy tűnt,
hogy az alapmodell szinte eredeti formájában alkalmas lesz a lakáskereslet
hosszú távú elemzésére. Csak később, a modell ,,gondolatmenetét" jobban
megismerve tudatosodott bennünk. hogy eltérő tulajdonságokkal rendelkező
gazdasági rendszereket modellezünk, elkerülhetetlenül különbözniük kell tehát
a gazdaságok specifikus tulajdonságait jelző modell-feltevéseknek is. A problé
ma átgondolásához segítséget nyújtottak Kornai Jámosnak a hiány-jelenséggel,
a keresletkorlátos és erőforráskorlátos gazdasági rendszerek szembeállításával
és összehasonlításával foglalkozó elméleti munkái [12, 13].

A gondolat megvilágítása érdekében megkülönböztetést teszünk a Stone
modell feltevéseiben. Azokat a feltevéseket, amelyek a Stone modellben meg
fogalmazást nyertek, nevezzük a modell explicit felt~v~seinek. Ezek többnyire
matematikai természetű feltevések olyan közgazdasagi tartalommal, amelyek
minden gazdaságban érvényesnek tekinthetők. Mint a modelleknek általában,
Stone modelljének is vannak implicit feltevés~i is. E [el~ev:ések, kimondására
nincsen szükség, hiszen egy jó modell automatikusan kifejezi az altala leírandó
gazdasági folyamatok jellegét. .

Milyen implicit feltevések jellemzik a Stone modellt, milyen típusú gazdasá
got feltételez a szerző?

Piaci gazdaságot, amelynek szerves része a szabad lakáspiac. A piacot -
az adott ár- és jövedelemviszonyok ~ellett - . a ~rnreslet-kínálat törvényei
szabályozzák. A lakáspiacot az jellemzi, hogy mindig vannak szabad lakások
és van elegendő lakásépítési kapacitás."

1· A bizonyítást lásd Stone [14], [l?J munl<áib,an. , . ,
2 Itt nem arról beszélünk, hogy milyen, a valoságos. an&ol lakáspiac, es, hogyan műkő

?-ik. {PL igaz-e, hogy mindenki, aki lakáshoz akar J~t,m, _r:z.?nnal. ho~zaJut-e .az általa
igényelt, lakáshoz.) A valóság és egy model.l,aJ;>s.ztrakc101 ~oz~tt :imnd1~ van különbség.
t kérdés az, hogy a modell lényegét te~1,ntve JOI U-J~-e le a ;1izsg?-)t Jelen~ege,k~t, v~gy sem.
Ugy véljük a Stone modell az általa vizsgált p1a~1 gazdasag?t ,JO megkozehtessel Jellemzi,
feltevései az adott, körülmények között lényegeben helytalloak.

é • ös+G" 
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A lakáskeresletet - annak mennyiségét és összetételét - rrs. háztartások
száma és nagysága (demográfiai tényezők), a háztartások jövedelmi szintje,
ízlése és igénye határozza meg. A kínálat késleltetéssel és kisebb zökkenőkkel,
de alkalmazkodik a kereslethez: aki lakást akar venni, vagy lakást kíván
változtatni, előbb-utóbb megtalálja a kívánt tulajdonságokkal rendelkező sza
bad lakást. Jli vel ct lakások iránti fizetőképes kereslet mindig kielégül, a
háztartások megfigyelt viselJwdésc, a megvalósult költözések a tényleges
keresletet, " szükségletek tényleges változását fejezik ki.

A Stone modellben a lakás nem jelenik meg. A modell kerete-it, a rlernográ/iai
oáuozások és a háztartásuk áltat támasztott lakáskereslet szabja meq, a lakásokra
csupán közvetve, ci rendszerben nieqfigyelt háztartások lakáeiemériei (tlapján kö
vetkeztethetünk. ~.\ s1,erzD feltételezi, hogy az ú Ob77"7 létesült háztartásrJk
belépésük pillanatában megtalálják a számukra megfelelő szabad lakást ; a
la.lcáecseréket semmi 8cm korlátozzn., vagyis a költözések az án-Lktól é8 ct
jövedelmektől függő igónyt:k szerinf valósulnak meg, miközben a megszűnt
háztartások fC'Jsz<1 Üs7ÁLsÜó lak{u-,ai a kínálatot hővítik. A lnkáekinála; közvr,,tlen
oizsqála;« /..."[·oii,l esik e modell k~rele'in.

A fent leírt implicit f(:lto1é.-,ekl'c ópitl az :1, }lal'kov-folya,!lld,tként megfogal
mazott Jff0µ:11<'.i, i:-:. a me f y 2• lényirlőswlcbeli demográfiai változások és mequaiá
suli fcij{/özéscd,- rtll/pjún kiiv~lh•,:;td ri Lrrkúsok iránti igények szerkeze/ének tiosszú
távú uLr1k-nlúslÍn1 . 

.JeJIPrn,1·1JwUí-l' l1c1.so11l6k(:ppu11 ,:, m,igya.1· ,,l,tkúspi.:tc'', " Ü=őnÜG" " j « 11 fe nti
gu11dulatn1uH t ,:, hazui l,tbt,•.igényr•k változásúnnk elemzésére, előrejelzésére?
Nyilvé.nvalóan nem,

A magyar lakásvíszonyo!Clit krónikus lalcáshúíriy é8 épiiési kapacitáshiány
jellemzi. A háztartások mennyiségi és minőségi kereslete számottevően meg
haladja a mennyiségi és :minőségi lakáskínáJatot. Ez érvényes a múltra és fel
tételezhetően érvényes lesz még a jövőben is.

Leegyszerűsítve a magyar lakásellátás jellemzését, azt mondha.tjuk, hogy
párhuzamosan két ,,pia,c" működik: a magánt·ulctjrlonú és a bérlakások piaca.

A rnagántnlajdon'Ú lakások piacán többé-kevésbé az á1· és a jövedelemviszo
nyok a meghatározóak. A piacot jellemző magas lakásárak és fenntartási
költségek, valamint az építéshez nyújtott viszonylag alacsony összegű állami
hitelek a magánlakás iránti keresletet a jövedelem oldaláról effektíve korlá
tozzák. Mégis, az építési-kapacitás és építőanyag hiány még ilyen körülmények
között is fékezi a magánlakásépítési tevékenységet, a reálkínálat még a jöve
delem oldalról megengedett mennyiségi és minőségi keresletet sem képes
mindig kielégíteni.

A bérlakások esetében a hiány mértéke még jelentősebb. A kereslet az ala
csony lakáshoz jutási díj és a jóval az önköltség szintje alatt megállapított
lakbérek mellett jövedelem oldalról szinte nem is korlátozott, így jóformán
kielégíthetetlennek tűnik. Ezzel szem hen a kínálat mind a,7, állami költségvetés
oldaláról, mind pedig az építési kapacitás és az építőanyag hiány által erősen
korlátozott.

A mennyi.séqi lakáskínálat tehát tartósan és rnindkét piacon a kereslet szintje
alatt marad, struktúrája pedig eltér az igényelt siruldúráió], A tartós lakáshiány,
valamint a pénzügyi és jogi szabályozás jelenlegi rendszere nem csak az önálló
lakással nem rendelkező családok lakáshoz jutását, de a lakásváltoz tatási
lehetőségeket is szűk korlátok közé szorítja. Azok, akik már rendelkeznek
lakással, de azt valamilyen okból (méret, minőségi vagy területi igényváltozás
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miatt) el kívánják cserélni, csak korlátozott mértékben tudják megvalósítani
szándékaikat.

Mindezek alapján megállapíthatjuk, hogy a lakáskínálat (a lakásállománv
mennyisége és összetétele) olyan külső korlát a magyar háztartás számár;
amelyhez kénytelen alkalmazkodni. Az alkalmazkodás családok kényszerű
együttélésében, a nem kielégítő lakáskörülmények tartós elviselésében jut
kifejezésre. A lakáshoz jutás vagy ·változtatás tényleges folyamatát nem a háztar
tások költözési szándéka, kereslete, hanem a lakáskínálat, mégpedig elsősorban az
indnao állomány mennyisége és minősége határozza meg.

Ha pedig ezek után azt vizsgáljuk, hogy a tényidőszakban megfigyelhető
valóságos mozgások (új lakásba költözések, Iakáscserék) a mi körülményeink
között tartalmilag hogyan is értelmezhetők, észre kell vennünk, hogy ezek a
megfig?Jelések nem a. szándékokat, a kezdeti keresletet, hanem annak csak egy
részét, u kinula: áltat helégített, vagyis a meqoolosult keresletet írják te. A mi fel
tételeink között a száoulék és a megvalósulás sem mennyiségét sem pedig össze
t1telét tekintve nem esik eg?Jbe, mikozoea Stone a kettő között teljes azonosságot
teletezhct fel.

Ha tehát teZ ismertetett stock-flow modellt a hazai körülmények között
alkalmazzuk. nem fogaclh?,tjuk el a, Stone-i gondolatrendszer implicit felte
véseit.

Az elmondottak alapján - úgy véljük -- meggyőzőnek tűnik az a, következ
tetés, hogy a7, eredeti modell módosításra szorul. Modellünknek (i) a hazai
viszonyokat tükröző explicit és implicit közgazdasági feltevés-rendszerre kell
épülnie; (ii) a, matema.tikai apparátusnak összhangban kell lennie a közgazda
sági feltevésekkel; (iii) a modell követelményeinek megfelelő - a, Stone model
létől eltérő tartalmú - hazai adatbázisra kell építeni. A lakásszerkezet dina
rnilrns modellje a fenti követelmények figyelembevételével készült.

4. A lakásszerkezet dinamikus modellje

4. l . A modell lcöz9azrlasáqi tartalma

Az LSD modell a lakások és a lakásokban lakó háztartások egymást követő
állapotait (stock) és álJapotváltozásait (flow) írja, le. A modell keretét két
egymást követő időpont lakásállománya és annak összetétele adja, vagyis a
tényleges la1cáskínálatból indulunk ki. Két egymást követő állapot közötti
időszakot vizsgálva, azok a lakások, amelyek akár a nyítóállományban, akár
a záróállományb11,n (vagy mindkettőben) nyilvántartásba kerültek, a rend
szeren belül levőnek tekintendők. li'eJtéteJezésünk szerint a rendszeren kívül
nincsen lakás,

A lakúsok többféle ismérvvel jellemezhetók: a lakástulajdon jellegével, a
lakás méretével, a komfort-fokozatta,J, a területi elhelyezkedéssel, az építke
zés formájával és így tovább. Ha modellünkben például ma,gántuhjdonú és
bérla,kás; egyszobás, kétszobás és három- (va.gy több) szobás; komfortos és
komfort nélküli; budapesti, városi és községi lakás szerinti megkülönböztetést
alkalmaznánk, a lakásállományt az állapotok számával megegyező számú
él6 elemű vektorral írnánk le (2 X 3 X 2 X 3 = 86).

A lakás főbérlője a háztartás, amelyet modellünkben a, következő képpen
definiálunk. Háztartás alatt önálló főbérleti jogú lakásban önként vagy kényszer-

3* 
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ből együttélő egy vagy több családegységet értünk. (A családegység tagjainak
száma '2;1.) Tehát magában foglalja a társbérletet, az önkéntes vagy kényszerű
többgenerációs együttélést, a főbérlőből plusz albérlőből létesült háztartást:
vagyis egy háztartásnak minősülnek, a lakásokat bármilyen jogcímen közösen
használó családegységek. 3

Modellünkben a lakások és háztartások száma megegyezik, így a háztartások
a definíció szerint a vizsgált rendszeren belül varrnak. A háztartások ismérvei
megegyeznek a lakások ismérveivel. A háztartások t-edik időpontban meg
figyelhető állapotát, a t-eclik időpont lakásállapotával megegyező, 36 elemű
vektorral jellemezzük.

Feltételezésünk szerint tehát a rendszerben nincsen üres lakás és nincsen
lakás nélküli háztartás.

A háztartás definíciójából k ővet.kez.ik, hogy tő hb családegység v:111, mint
ahány háztartás. A lakáshiány következtében a csaláclegységek egy része nem
önként, hanem kényszerűségből él együ.tt.

Az egy adott időpontban más családegységgcl közös háztartásban élő, de
önálló lakáshoz jutás esetén önállő háztartást alapítani szándékozó család
egységeket nevezzük a továbbiakban lalcásigénylő csalárlegységnek. Feltételez
zük, hogy a lakásigénylők a ,,külvilágban" várnak arra. , hogy - lakáshoz
jutván - belépjenek a ,,rendszerbe". Ennek rnegfololően a lakúsigénylő család
egységek, ha önálló lakáshoz jutna/e, per definitúmem /,áztartás.1·rí válnak és rt
külvilágból a V'izsgátt rendszerbe lépnek be.

Ezen a ponton el is jutottnnk az állcipotváltozrís LSD modollhel: értelmezésé
nek kérdéséhez.

Első lépésben a lakások vagy háztartások belépését (inflow) és kilépését
(outflow) tárgyaljuk, majd áttérünk a költözési (interflow) folyamat model
lünkbeli értelmezésének kérdésére.

A lakások állományának változását a lakásépítés és a lakáemeqszionés (szaná
lás) mennyisége és összetétele határozza meg. A mode 11 nye I vén az építés a kül
világból a rendszerbe belépést (inflow), a megszűnés a rendszerből a külvilágba
távozást (outflow) jelzi A modellben az építés és megszűnés nagysága és össze
tétele kívülről adott. A lakások és a háztartások számának egyezőségére
vonatkozó alapfeltevésből következik, hogy a háztartások nettó állomány
változását a lakásépítés és lakásrnegszűnés egyenlegéből vezetjük le.

Természetesen az új háztartások keletkezését és a régi háztartások meg
szűnését nem a lakásállományhan bekövetkezett változások, hanem demog
ráfiai körülmények is magyarázhatják. Egyszemélyes háztartásokban bekö
vetkezett halál miatt, vagy más okból megüresedett lakások új háztartások
keletkezését teszik lehetővé. Modellünkben ez a változás is a kilépések, illetve
a belépések között szerepel azzal. a különbséggel, hogy a folyamat a rendszer-

3 A háztartás-sLatisztika a t1áztarLás fogalmát az alábbiak szerint definiálja:
,,A kiválasztás alapegysége a lakás, a rnegfigyelés egysége pedig a háztartás, azaz a

legkisebb jövedelmi, fogyasztói, i llet.ve gazdálkodási egység. A háztartá« olyan személyek
közössége, akik - függetlenül 11 rokoni kapcsolatoktól - egy jövedelmi illetve fogyasz.tó i
közösséget képviselnek, léLfennt11etási költségeiket; részben v11gy egészében közösen viselik.
A háztartás fogalma tehát nem azonos a családdal, fogu.lma nem annyira jogi, mint inkább
gazdasági tartalmú." ·

Modellünk eltér ettől a def'iníoiőt.őt, ameunyibcn kizárja, hogy egy lakáson belül több
háztartás is működjék. Ilyen fdfogásban a modellben szereplő osaládegység tekinthető
azonosnak a statisztikai gyakorlatban háztartásként használt fogalommal.
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hen található összes háztartások számát nem érinti, miközben a lakásigénylő
családegységek számát csökkenti.

Az előzőekben a lakáskínálatot reprezentáló stock vektor, valamint a vál
tozást leíró outflow és inflow vektorok tartalmáról szóltunk. Az elmondottak
hoz egy kiegészítő megjegyzést tennénk a vektorok adatforrására vonatko
zóan. A lakás stock, az outflow és az inflow jellegű információk tényadatok,
vagyis a fizikai lakáskínálat és annak időbeli változása modellünkben ex post
kategóriaként jelenik meg.

Az állapotvektorok közötti átmenetet (interflow), az úgynevezett költözési
mátrix írja le. A mátrix a háztartások költözésére, a lakások iránti csere
kereslet struktúrájára vonatkozó információkat tartalmazza.

A7. LSD modellben - a költözések értelmezésétől függően - a mátrix
három változatát különböztetjük meg. A valóságos lakáspiaci viszonyok
reálisabb leírása érdekében különbséget teszünk a háztartások költözési szán
déka, az elfogadható költözések és a megvalósult költözések között.

Vegyük sorra mármost a különböző mátrixok tartalmát. (Logikai kapcso
lataikat a 4.1. táblázat és a 4.1. ábra segítségével tekintjük át. Az ábra az
egyszerűség kedvéért kétclimemióban szemléltet egy valójában sokdimenziós
rendszert.)

A szándékolt költözési mátrix a kezdeti keresletet, a háztartások lakásváltoz
tatási szándékait, lakások iránti aspirációikat írja le. A szándékot több tényező
befolyásolja. Füga a háztartás méretétől, jövedelmi szintjétől és igényeitől,
a lakások árától és fennta.rtási költségeitől, a kínálatnak a költözni akarók

4.1. táblázat

A ",oJellben alkalmazotL kategóriák jellegzetes vonásai
-- ------------;----------,------,--------

_\ 1rn.tegória o.egnevezése
Valóságos vagy
hípotetisus

Ex ante vagy
ex post

Szubjektív vagy
.objektfv

lláztartások [lalcások} egymást követő
áLLapotvektorai

r, y

Összes lehetséges költözési mátrixok halmaza
{P), általános eleme: a C költözési mátrix,
CE I'.

I(itüntdeU költözési mátrixok
Megv,dósult költözési mátrix Ctény

Szándékolt költözési mátrixok C1•k, C'•",
, ~endszerint $ I' .

Elfogadható költözési mátrrxok
c~k, e\"", c~·v. cY-" Er

valóságos ex post objektív

hipotetikus

valóságos ex post objektív

valóságos ex ante szubjektív

hipotetikus szubjektív

A rnodellben szereplő adatok eredete (a C költözési mátrix példáján)

tényleges

lakossági,
szándékolt

tervezői
szándékolt

C'"11Y a ténylegeshez illesztett Ctény

lakossági
c1•• szándékolthoz illesztett Ciak

tervezői
Ctm· szándékcilthoz illesztett cterv
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rhalmaz

e tény
~

e terv
=Q 

terv•e
•l. l. ábra

A kitüntetett költözési mátrixok logikai kapcsolata

részéről feltételezett struktúrájától, a lakás megszerzésével kapcsolatos előre
látható nehézségektől és így tovább. A szándék. egyéni igényekre és lehetősé
gekre, valamint ct piacról, rt kínálatról feltételezett 'ismeretekre támaszkodik. Ex
ante kategória, amely adatforrását tekintve a háztartások kikérdezésére épül.
A háztartásnak feltett kérdés például így hangzik: a jelenlegi jövedelme,
továbbá a lakáskínálat és lakúshoxjutási foltétolek ismeretében, szándékában
van-e lakást változtatni, vagy som? Ha igo11, milyen la.ldtcd>;t akar költözni?

A szándékolt költözési mátrix átlój/tlmn jelennek nwg azok a, háztartások,
amelyek eredeti lakásukban kívánnak maradni. A1. (it!{, felett előző példánk
szerint - a jelenleginél kisebb, az átló al,itt a jclonleginól nagyobb lakásba
költözni szándékozók találhatók. A szándékok rnegv11.lóHítlrntósúgáról n:1,onlmn
a felmérés időpontjában még semmit nem tudunk. Lehet, hogy a szándékok
együttesen elvileg teljesülhetnek, mivel a lakáskínálat vá.ltozása és a sz.in
déko]t cserék egymást kiegyenlítő hatása ogyiittvóvc lehetővé teszi a ház tar
tások aspirációinak teljesülését. Az is lehet ,tzonlian, lwg_v a Hzándékok 0gy[itt
véve irreálisak, eltérnek cl kínálat ad.ta. lohetőségok től.

Elfogadható költözési mátrixoknak nevezzük modellünkben azokat az átruc
neti mátrixokat., amelyek két egymá8t követő lakásállományvcktor közötti
lehetséges átmeneti mátrixok halmazából - valamilyen matcmatikaiiag defi
niált, közgazdaságilag értelmezhető távolság mérték szerint - kiválasztva,
,,legközelebb" esnek a szándékolt költözések matrixához..'

A definíció alapján megállapítható, hogy az elfogadható költöző ,j mátrix
egy olyan speciális tulajdonságokkal rnndolkezt> átmeneti mátrix, amely a
t-edik időszak lakáskínálatából kiindulva lehetséges tumeneie: biztosít a (t + l )
edik időszak lakáskinála.tába, (vagyis a kínálat szempontjából megvalósítható
költözéseket ír le), miközben struktúrája egy adott tá.voiaágmérték szerint
,,közel" esik a szándékolt költözési mátrixban megfogalmazott lakossági
aspirációk struktúrájához, a, költözési igényekhez. Az elfogadható költözési
mátrixokat ún. ,,illesztési technikák" segltségével határozzuk meg. Az illesz
tési technikák (részletesen lásd később) éppen az ex ante keresleti elvárások
és a ténylegesen már létező, ex post kínálat közötti konipromisszumot keresik.

t A szándéko lc költözések a,, elfogadható költözések meghatérozésánal alkalmazott
,,allokációs szabályként" is felfoghatók.
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A meqooláeul: költözési rnátrix ex post megfigyelt tényadatokra épül, a módo
sult. keresletet, a valóságban lezajlott költőzéseket írja le. A megvalósult
költözések struktúrája a mai lakáskörülmények között jelentősen eltérhet
akár a szándékolt. akár pedig az elfogadható költözési mátrixok struktúrájá
tól. Könnyen belátható. hogy lakáshiány esetén, egy-egy kategórián belül a
háztartások nagyobb hányada marad ténylegesen (ex post) eredeti lakásában, ,
mint amekkora hányada önként, eredeti szándéka szerint (ex ante) ott akarna
maradni, rníg más háztartások kényszerhelyettesítésként gyengébb minőségű,
vagy kischh lakásba költöznek.
A szándékolt, az et/ogculható és 1negvcilósult költözések struktúrája közötti elté

rések elemzése az LSD modell egyik alapvető cél!citíizése. speciális tulajdonsága.

4.2. A keret-modell

A keret modell a nyílt input-output modell formájában megfogalmazott
Stone modell és a zárt input-output jellegű LSD modell közös keretéül szolgál.
A keret-model I feltevései között szerepelnek az LSD modellre is érvényes
(a Stone modellből átvett) explicit feltevések (így a 3, 4, 6, 7, 8), valamint
az LSD modell specifikus feltevései is (lásd 1, 2, 5).

A konkrét modellek egyrészt a keret-modellt specifikálják kiegészítő fel
tevések segítségéve], másrészt annak egyes elemeit különbözőképpen inter
pretálják. A nyílt modell eredeti feltevései (~l, 10) a zárt modellre is érvényesek.

A változók és tartalmuk

egésszámú változó, az időszak sorszáma,
i sorindex: ,,hova ment"

i = O nem rendelkezik többé lakással
i = l, 2, 3 egyszobás, kétszobás, háromszobás lakásba ment

J oszlopi ndex: ,,honnét jött"
j = O nem volt lakást,
j = 1, 2, 3 egyszobás, kétszobás, háromszobás lakásból jött.

A O értelmezése: A -külvilágot jelzi, ahonnan a rendszerbe belépők jönnek,
illetve ahová a rendszerből kilépők távoznak.
xi (t) a /-edik időszak folyamán i-típusú lakásba j-típusú lakásból költöző1

háztartások száma. Röviden: költözési változó

Z11(t)
S11(t)

r;(t)

A háztartások költözését a, 4.1. táblázat írja le.
Az X;i(t)-ről megjegyezzük, bizonyos elemei stock és míg más elemei flow

változók:
a t időszak kezdetén j állapot (stock)
a t időszak folyamán j-ből i-be menő áramlás (flow)
a t időszak vécén i állapot (stock)
h típusú lakások állománya at időszak kezdetén (h = l, 2, 3). Összes
lakás: L(I) 
h típusú lakások építése,}" f időszak ~olyamán_ (1~ = 1, 2, 3) ,
h típusú lakások megsz·una;e (Iebontása.) a t időszak folyaman
(h=l,2,3) , , "d" 11 d , (.az i típusú háztartások állománya at I . osza { xez · eten i = 0, 1, 2, 3 ).
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,t. 2. tábláia;

Költözési táblázat

~I 0 3 gorösszeg
á

0 XooU) I Xo,U) Xo2(t) I Xo3(t) '"o. (t)
Xio(t)

I
'.C11(t) :c12(t) X,:i(t) xdt)

2 X2o(l} cc,. (t) X22(t) X2;i(t) x,. (t)
3 X3o(t} ' X31(t) xa,U) x,1aU) x3_(t)

I 3 3
Oszlopösszeg: .c_0(t) I x_,(t)

I
X_2(t) X_3(t) ~• x_}t) = _:E X;_(t)

I j=Ü j=Ü

Megjegyzés: x00(t) = I) minden t-re. Tartalma: sem a nyitóállománybun , sem a záróállomány
ban nem szerepel. A t-edik időszak folyamán belépett, dc még a t-edik időszakban ki is lépett
a rendszerből.

Detiniciok:

Háztartás az önálló főbérleti jogú la.kásban önként vagy kényszerűségből
együttélő egy vagy több családegység. Családegység tfl,gjainak száma: .?:)
A modellben a háztartások per dofinitionem a vizsgált rendszeren belül van
nak. Az összes házfartások száma íl(t).

Llllccísigénylő cscilárlegység a pillanatnyi lag más családegységgol közös ház
tartásbn.n élő, önálló, főbérleti jogú lakáshozjutáa esetén önálló ház.taatáat
alapítani szándékozó családegység. A lakásigényJ6 családegységek, ha önálló
lakáehoz jutnak, háztarlá1;sá válna/e és ,t k i.ilvilághól a vizsgált rendszerbe lép
nek. Összes lakásigénylő családegység: G(t).

Egyenletek

Záróállcipot és nyitóúltrtpot azouossáqa

A változók között értelemszerűen fcnná!l a következő összcfiiggés:

i, j = 0, l, :2, 3

r!t + I) kezdotóu aj 7

I 

lakásban lakók sz.árna
bárhová mennek

L(t +· 1) folyamán J

A (4.1) összefüggés per definitionem ig,tz, nem .igényel bizonyítást, nem tar
talmaz egyszerűsttő feltevést.

(4.1) X; (t) = x_j(l -1- ] )

[

l végén az i lu.kásbn n
lakók száma bárhon-

- nan jöttek t folyamá.n _

A lakásszám. ~ háztartás szárn közötti meqieleltetés

1. FEL'1'EVÉS. Összes lakás= összes háztartás

L(t) = Il(t).
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A lakások száma határozza meg a háztartások számát. Az oksági kapcsolat
iránya:

L(t) -, H(t). 

Magyarázat az 1. feltevéshez: Feltételezzük, hogy nincs tartósan üres lakás
-!,, ~ H; nincsen hajléktalan háztartás H ~ L; a belépő háztartások elfoglal
Jak a megüresedett vagy újonnan épült lakásokat, viszont senki nem alszik
a híd alatt, valamilyen jogcímen (főbérlő, társbérlő, albérlő, ágybérlő) lakik
valahol.

Az 1. feltevés formálisan a következő két egyenlőség fennállását jelenti:

(4.2) j=l,2,3

(4.3)

[
j-típusú lakások nyitó]
állománya

3
Yi(t + I) =}; x,;(t)

j=O 

I- i-típusú lakások záró ]
_ állománya

[
j-típusú lakásból jövő]
háztartások száma

í = I, 2, 3 

[
i-típ-usú lakásba köl- I
töző háztartások záró
állománya

Lakúsmérleg

2. FELTEVÉS. A lakásállomány és változása (bővülése vagy csökkenése)
exogén.

3. FEL'l'EVÉS. A Jakástípuson belüli eltéréstől eltekintünk: egy-egy típus
homogén csoportot alkot.
(4.4) Y11(t + l) = Y11(t) + Z17(t) - S17(t)

[
(t + l) idő-]
szak nyitó
állománya l.

t idős.'zak l
nyitó állo-
mánya

+ [
építés at j
időszak
folyamán [

me.gsz űnés al
t időszak
folyamán

Belépés - kilépés mérlegek

4. FEL'f'EVÉS. Az összes megszűnő háztartások száma exogén.

5. FEJ/1.'E VÉS. Az összes lakásigénylő családegységeg G(t) száma exogén.
Nlindiu létezik lccalé.bb annyi kielégítetlen lakásigénylő családegység, ameny
nyinel~ belépése fedezi a Jakásllomány ,nettó _1_1övekményénel~ m_értékét. _,
. Magyarázat a7, 5. feltevéshez: Feltetelezzuk, ho~y a lakáspiacon a hiány
Jelenség a vizsgált ídössakban ,,n~é~ fen'.1m'.1;rad. Hiánynak tekintjük mind a
mennyiséai mind pedig a mmosegt lakashranyt.

• b > · o

(4.5a) z11(t) - s17(t) = x1,.(t + l) - X_17(t) h = I, 2, 3

I a lakásállomány ]
_nettó növekménye [

h~ztartá~ok nettó _/'
növekménye



4:2

(4.5b)

6. PEL1'EViJJS. Nincsenek figyelembe véve a I időszak folyamán belépű,
de még ::i. t időszakban kilépő lakások (háztartások): ,t:00 = 0 minden t-re.

:MagyMázat a 6. fel tevéshez : csakis azokka ! a lakásokkal (ház.tartásokkal)
foglalkozunk, amelyek ,.,agy a /-ik rngy a (I + l )-ik időszak nyitó állomá
nyában, vaay mindkettőben nwgjclcnnck.

7. Ji'lJ)L'J'JiJVÉ8. A (l + 1)-<·dik ,tllrqv1t kizárólag a z-cdik állapottól függ.
}fagyanízat a fcl tr-véahcz: Ni ncs késk-l te tós, nincs .unr-mória". A (t) 

-+(I + 1)-he I aló átmenet független n (I i) • I-he, ;;t (I 2) • (I - I )-be
stb.-től.

A ház taitások mo'/,gású.t Idd, teljes költözési. nuitri xo n belül az a.lábhi
blokkokat különböztetjük meg:

0 az x00 clPmet t.ntalmazó ];lokk, a /,-cdik idöszakban belépő. do ugyanakkor
ki is lépő hávta.rtásokat tartr,lmaz,m;

a vektor az x01 elemeket. a t-cdik időszak ha n kilépő húz'tartáaoka.t (outflow)
foglalja l1lctg,'.tki;

b vektor n,z X;o elemeket, v~1gyis n l-oclik időszak hu.n belépő háztartrisokat
(inflow) foglalja magába ;

X mátrix, amelynek xii rlemc-i a h,1,'.l,t:,rtások belső költözósót (interflo,1·)
írják le. A lielsíí költözési mátrixhan i, j = I, 2, 3.

A föntiek a.lapjúu felírható, hogy:

(4.G)
I O a ]X-= b X_· 

A (4.fü,) és (4.5h) egycnlctckbcr, már foglalkoztunk i:L lakások és liázt,u tások
nettó állomá.nyvú.ltozasáva.l, must szorotnénk néhány további n1ogjegyr,ést
fűzni az a és b vektorok ta.rtalmához.

Az inflow és outflowvcktorok a külvilág é:; belvilág közötti bruttó áramlást
követik nyomon. Kétféle akciót ötvöznek egybe: a lakások lebontása és építése
köve tkcztébe u végl111111e11ű mw,gást, valamint a rlemográ/iai jcllcgíí váltuzú.st.

Az l. nkc·ió lakások megszűnésével és építésével kapcsolatos. Az akcióban
rész tvevő ház.ta.rtások két csoportra bonthatók: Az egyik csoportot az. jel
lemzi, hogy az idó:;rnk elején és végén Í8 rendelkezett lak(Lss,d, rle nem azonos
laká.ssal. Időswk el(,ji laldtsa n1egHzűnt Ó8 helyette újonrntn épült lakásba
költözött. Ezek ct háztartások mind a kilépők mind pedig a belépők között
nyilvántartásba kerülnek. A másik csoportot az újonnan épült lakásba köl
töző, a t-edik odőszn,k folya,mán önállósult családok, ,.1,z új lakáslmn létesült
új háztartások képezik. ·ertelemszorüon cs,tk a belépők között szerepelnek.

A két csoport cl vi leg különül el, együttes adataik az s (ln,kásrnegszűnés),
illetve z (lakásépítés) vektorokból vezethetők le.

A 2. akció demográfiai oReményekkol (pl. halál, elvándorlás) kapcsolatos.
A lakás az időszak elején és végén is megvolt, csak a benne lakó háztartások
változnak. Az M háztal'tás kilép 11,1. egyszobás, budapesti stb. lakásból és az
N háztartás belép a helyébe. A kilépők és belépók egyaránt szerepelnek az
inflow. illetve outflow vl'ktoroklmn. Adataik a g vektorban kívülről ach-a
varrnak.
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Az 1. akció növelheti (csökkentheti) a lakásáJlományt és a háztartásállományt
a 2. akció viszont magát az állományt nem módosítja. Szerkezeti változást is
c~ak az 1. típusú akció eredményezhet. A lakásigénylő családegységek számát
viszont mind az 1. mind a 2. cdició csökkentheti.

Ezek után meghatározhatjuk az a és b vektorok tartalmát:
(4.7) a(t) = s(t) + g(t) 

[há:t tartások] [Jal,~á~ok meg- J r l " l l , 7
..L meg evo .a ca-

kilépése . szunese 1 ' sokban lakó
háztartások

Lmegszűnése J
(4.8) b(t) = z(t) + g(t)

[háztartások] [1,al~á?ok] rmegüresedett 7
I

belépése építése T lakásba költöző
háztartások

Lbelépése j

Amennyi/Jen a X mátrix által ábráz.ott költözési folyamatot koefficiensek
formájában írj uk le, kö I tözési h :tnyadokrói, költözési koefficiensekről beszél.
hetü nk. A költözési koefficiensek C mátrixa a j-ik Iakástípusból az i-ik lakás
típusba költözők részarányait mutatja meg.

8. F' EJ_/PE VÉS. A C költözési mátrix oszlop-sztochasztikus, oszlopelemei
nel: öss,1,t'gc = I .
(4.!1) c,)t) = xij(t)/xjt) i,j=0,1,2,3

A defi11íció kiterjed az i = 0, j = 0 esetre is. A nyílt és zárt modell abban
különbü,1,ik majd: hogy miként kezeljük a c,0, illetve a c0j koefficienseket.
Ennek mccfelelóen teljes és belső költözési koefficiens mátrixról C, C beszélünk.

A továblJiakban a kétféle konkrét modellről szólunk: a nyílt input-output
modell formájában megfogitlmazott kiinduló modellről és a zárt inpitt-output
modellként f~lírt LSD modellről.

A nyílt modell

A C teljes költözési mátrixból képezzük a C belső költözési mátrixot.

(4.10) 

AC mátrix elemei: cij, ahol i, j = L, 2, 3.

9. FELTEVÉS. A rendszeren belüli belső költözési (interfJow) koefficien
sek az időben állandóak:
(4.11) c,)t) = cir

Emlékeztetünk itt arra, hogy a 8. FELTEVÉS alapján a C mátrix oszlop
elemeinek összege = 1, tehát a C belső költözési mátrix oszlop elemeinek
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összege automatikusan C < 1, amennyiben az a outflow vektor megfelelő
00i eleme > 0. Ebből következik az az implicit feltevés is, hogy c0N) = c0i
minden t-re, vagyis az outflow részaránya konstans.

10. FELTEVÉS. A kívülről belépő háztartások lakásípusonkénti növek
ménye az időben állandó.

(4.12)

azaz

b(t) = b minden t-re.

A kiinduló nyílt input-output modell á.ltalé.nos alakja:

(4.13) r(t + 1) = e r(t) + h (r elemei: r1, i = 1, 2, 3).

Az összefüggésből ismertek a C, b, I'(t) mátrix, illetve vektorok adatai.
~\ 4.13 egyenletet értelmezhetjük az LSD modell fogalmi apparátusával

s, ahol;
j
r(t) at időszakban a háztartások nyitó állománya. A (4.2) és (4.3) összefüggés

alapján y(t)-ból r(t) meghatározható.
C a háztartások belső költözési koefficiens mátrixa, a költözések különféle

közgazdasági értelmezése szerint: elfogadható, megvalósult költözési
koefficiens mátrix.

b a háztartások állományának növekrucnyc. Önálló háztartássá váló lakás
igénylő esaláclegységek lakáshoz j utása. Az oksági kapcsolat iránya:

IL , /lfJ.

,,Nyissa, ki ,tz ahla.ko t, hadd legyen becsukva.
Nem értem ...
~om órti? Akkor C1/, t'gy aforizm»," ,

J(arinthy P. ,,1 gy írtok ti"

A zárt modellben vÍSSí',atériink ,t e teljes költözési mátrixhoz, vagyis a e
belső költözési mátrixot kiegészítjük a kívülről holépDk oszjop-vok toránale és
a külvilágba távozók sorvok torának koeff'icionsei vel. 

A 8., n. és 10. FELTEVÉS-13:K alapján már 111cgfogalm:1ztuk, hogy mind az
újonnan belépő és kilépő háztartások, mind pedig ,~ belső költözések arányai
az időben változatlanok:

(4.14) 

A zárt input-output modell általános alakja;

i, j = 0, I, 2, 3

(4.15) 
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Az állapotvektorokat is struktúrák formájában felírva az alábbi összefüggést
kapjuk: ·

(4.16) r <p(t + l)l - [o C(] [<p(t)]
lrJU + 1J - 13 e p(t) '

ahol a [:] struktúra a háztatáséllomény változás összegének (0. sor, illetve
0. oszlop összege) és a lakástípusonkénti háztartásoknak a részaránya az állo
mányváltozás értékével növelt háztartások összegében.

Az LSD modell általános formájaként ti zárt inqnü-ouiput modellnek a (4.16)
egyenletben megfogalmazott változatát tekintjük. A (4.16) összefüggésből ismert
nek tételezzük fel az induló és záróállapot lakás (háztartás) struktúráját leíró
p(t), p(t + 1); valamint a lakásépítés és megszűnés struktúráját reprezentáló
cx(t) és {3(t) vektorokat; azaz a lakáskínálat két egymást követő állapotát és
a köztük lezajló fizikai változás elemeit. Ismeretlen viszont a modellben a
tényleges keresletet leíró C átmeneti mátrix. Ez utóbbit helyettesíti egy
olyan hipotetikus, a modellbe közvetlenül még nem illeszthető, szándékolt
költözési mátrix, amely a lakások iránti kezdeti keresletet jelzi.

. Az LSD modell jellegzetes tulajdonsága éppen a kezdeti kereslet és a lakás
kínálat által kielégíthető, meg1;aJósítható kereslet közötti eltérések elemzése.
A szándékolt és megvalósítható kereslet közötti kapcsolatot az ún. ,,illesztési
technikák" segítségével terom tj ük meg.

5. Adatok és illesztési technikák

Amint az LSD modellt ismertető 4. fejezetben már jeleztük, modellünkben
ex, post jelleg(í obj~ktív tényadatok _és ex,,ante jellegű, e~yedi kikérdezésből
szarmazó ,,s,mbjektiv" adatok egyarant elofordulnak. A tényadatok lehetnek
teljes körű vagy reprezentatív mintavétel eredményei, az egyéni kikérdezés
viszont többnyire mintavételező. Modellünkben az illesztési technikák kettős
funkciót töltenek be. Egyfelől a szubjektív költözési szándékok és az objektív
k~:°-á~ati lehetőségek struktúrája közötti :,k<:1;1Womisszum" keresé,~éi;ek esz
közei, másfelől viszont parameter becslési eljárások, amelyek lehetove teszik,
hogy reprezentatív felvételből származó adatokból a teljes körű viselkedésre
következtethessünk, vagyis a részleges és a teljes körű megfigyelés adatait
kombináljuk modellünkben.

5.1. Az adatokról

, a) Az állapotvektorok: y(t), r(t);, A~ á~lap,otvek~orok együttes_ét ,a lakások
(es a lakások számával megegyezo szamu haztartasok) volumenet es struktú
ráját leíró, tényadatokon alapuló idősor adja meg. Általában - de nem feltét
lenül - teljes körű felmérésből származnak.

b) A kilép.és és belépés vektorok: a(t), b(t), g(t). Kétféle adatforrásból származ
nak.

A lakásállomány (háztartásállomány) növekedésére és csökkenésére vonat
kozö építési és megszűnési i:,dato~ az ~) _pontb~n e~lített, re~dszeres időkö
zonként megfigyelt, többnyire teljes koru felvetelbol nyerhetők.
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A demoqrájiai. változásokat leíró ki-, illetve belépések a szoxasos statisz
tikában nem szerepelnek, tehát a modellszámítások igényeinek megfelelő külön
megfigyeléseket igényelnek.

Itt jegyezzük meg, hogy mind az a), mind pedig a b) pont alatt említett
tényadatokat azonos tartalmú tervurlatok is helyet.tesíthctik. Az utóbbiak
értelemszerűen a, lakásktnálu.t és demográfiai változások tervezett alakulását
mutatják ml'g.

e) A belső költözési mátrixok: C(t). 
A meqoaláeult kiitlözések nuürixa teljes körű vagy reprezentatív ex post

jellegű felmérés eredménye. Megvalósult Iakúscsoréket fr le, azokat a költözé
seket, amelyek a tárgyid1.ÍS1/.,l,klmn fennálló feltételek (árak, jövedelmek, lakás
kínálat. igények, j"gi, pénziigyi t'S n.d minisztra.tfv szabályozás, utánjárás,
várakozási idő. st.b.) mellett ténylcgrn,e11 lezajlottak. A mátrix elemei obj,,ktív
jellegü mutatók. Ilyen tí.pusú adatokkal ,jelenleg nem rendelkezünk.

Kétféle rnf'gkö:zclítéi-:(í szúnrlékolt !cötlözési nuürixrál szólunk a továbbiak
ban. Közös ,·011á811k, hogy szubjok tív jclkgíí aspirációkut, PX ante sz.ánrlékokn.t
frj<'znck ki Kiilii11l1ö,:1wk visz out ;1,S1/,l'l'i11t, hogy ,w, ogycdi J1áztartáimk, vagyis,t lrr kosság száurlél»! it, a v::.gy a tr•1·vc,j,,(íi, jövőre vonatkozó el kép:«- lésci t. n,

t1,rr(;zlji ezándékol;«! írják-e IP ..-\, f•l.'íbl,it ln,kossági. az utóbbit tervozői szán
dék mátrixnak 11<"H'z,.ük.

A lakossági szándék mátrix értelmezéséhez még a l,övetkczőkot kell ho,,zá
fűz.nünk. .-\ valóságba» egy-egy h111,ta1-tás költözés: szándéka minden egyéb
körülményt, jövedelmeket, ,t kín(datról kiala.kitott feltételezéseket stb. adott-
nak véve a költözés végrehajtásához s:;iiks61.;PS kiadások függvénye.

A gondolatot egy erősen b:gy8zen'.ísít<-tt péld:, segítségével fejtjük ki.
Tekintsünk a lakosságna,k arra a csoportjáru. amelyik jelenleg cgyszohás lakás
ban lakik de szívesen költözne kétszobásha. V:1.11 aki még akkor sem mozdulna,
ha. a, cserére többletköltség nélkül keriill1etne :-;or: ragaszkodik megszokott kis
lakásához, vagy ncrn tudja, lwliútornzni ,~ többletszolJát, nem képes talrnrfütni
azt stb. Nézzük tehát csak awkat, nkilc szívesen költöznének kétszobáslJ,t,
ha ezt minden többlotköttség nélkül megtehetik, v:,gy akik még hajlandók
anyagi áJdorntot is hozni ::i, la,káscsore érdekéhen. Tegyük fol, hogy együttes
számuk íOO ezer háztartás.

A modell eddigi feltevéseivel öss;,;hangban jogosult homogénnek tekinteni
ezt a csoportot, a kiinduló helyzetet illetően. :Mivel amúgy :iB elhanyagoltllk
az egyszobás lakások kö?,ti minőségi stb. külön bségetet, tekintsük az eddigi
lakáslrn,sználat költségeit egyöntetííen.

A kétswbás lakásbit való átmenet többletköltsége a valóságban két tételből
adódhat össze: egy egyszeri kiadásból (pl. ,,lelépési díj") és egy állandó, folya
matos kiadásból (pl. lakbértöbblot). A számít[is egyszerílsítésérc összeadjuk
az egyszeri kiadást és IO évi folyn,matos többletkiadást és ezt tekintjük ,1
leöltözés 1 öbbLel köLtséyé n,P k.

A szándék és a többletköltség közötti összofiiggésckot n,z 5. l. úbrún szcm
léltetj i.ik.

Az ábra ví;.szintes tei1gclyén a költözni kívánók á]t,d fizd,e1HlŐ többlet
költséget tüntettük fel, a függőlegoB tengelyen pedig azoknak a há7,tartá,sok
nak a számát, akik hajlandóak i11gycn vagy többletköltség f<·jél,nn elköltözni.

_-\ vízszintes tengel.y O pontjához tartozik --- definíciónkból következően
[\, 700 000-cs értéJ,, vagyis mindazok, akik sdvesen elköltfünénck, ha cz<5rt
nem kellene többletut fizetni.
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700000 r----~
lokossoqi ,..... _.._ _

szándék
I

: jelen le
l gi ó t!o-
1 gos
1 többlet
1 költsé többletköltség

névleges effektív többletköltség
többletköltség tartománya

\
5.1. ábra

~ görbe először közel halad a, vízszinteshez: 100 forintot, va.gy akár 1000
fonntot gyakorlatilag mindenki képes lenne erre a, célra előteremteni. Ameddio
a görbe vízszintes, vagy majdnem vízszintes, csak elhanyagolható mértékbe~
csökken. ;,ddig ti névleges többletköltségek tartományában vagyunk. Utána
azonban, a szaggatott vonallal jelölt értéktől kezdve szemmel láthatóan csök
kenni kezd azok részaránya., kik ezt az árat meg tudják, illetve meg a,karják
adni. Ez már az effektív többletköltségek tartománya. A görbe egyre mere
d_ekebben csökken. Végül eljutunk egy '.uitikus többletköltséghez, amelynél
tobbet már senki sem hajlandó megadni egyetlen töblet-szoháért. Itt éri el
a görbe a vízszintes tengelyt.

Ab, ánk egy speciális ,,keresleti görbét" ábrázol: az egyszobás lakásból két
szobás lakásba költözni kívánók keresleti görbéjét, a fizetendő többletköltség,
rnrnr speciális ,,vételár" függvényében.

Jó Jenne, ha kuta,tásunk előbb-utóbb eljutna abba a fázisba, amelyben képe
s?k vagyunk ilyen keresleti függvényeket meghatározni és azokat a, matema
tikai modellbe formálisan is beépíteni. Egyelőre még nem tartunk itt. Sem
a Szükséges információ nem. áll rendelkezésre, sem a jelenlegi modell egyszerű
matematikai formája nem ad lehetőséget e függvények beépítésére. Ezért
lé_nyeges egyazerüsítéahez kell folyamodnunk. Ahelyett, hogy a keresleti fü.gg
~eny szerepelne a modellben, kiemeljük annak egyetlen pontját: a jelenleg
ervényes többletköiteézhez tartozó pontot. Az ábránkon feltüntettük ezt a
pontot. A függvénynel~ ezt az érték~~ nevezzük ,,la.kossági sz,ándéknak" és
~z ennek megfelelő adatot szerepeltet1uk - a modell szerkezetenek megfelelő
formára átalakítva - a ,,szándékolt költözések" mátrixában.

, Ez a szándék kipuhatolható kikérclez~sek, s~gít~égével. Ugyancsak kikérde
zes segítségével lehet majd. - a kutatas későbbi szakaszában - a Jelenlegi
lakbérek tői, lakésáraktól, költözési többletköltségektől eltérő feltételek melletti
Szándékot is tisztázni, azaz becslést adni a keresleti függvény egészére.
A ,,tervezői szándékokról" oélszerű mindjárt többesszámban szólni. Tegyük

fel, hogy képesek vagyunk a, ~erv.ezől~ e_l_g~ndolá,sai.t lefordíta~i- ~ mi modellünk
,,nyelvére", azaz inogtestcs1t~m . költözési mátrixok __ for01a1aba~. !ndokolt
lenne, hogy a tcrvelemzések celJaira ne egy, hanem tobb 1Iyen matnxot dol
gozzunk ki. Ezek eltérnének egymástól, a következő tényezők hatására:

-- Milyon lakbérek lakásárak érvényesülését tételezi fel a tervező? A jelen
leg érvényben lévőket vagy az.októl eltérőeket?
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- Ha a lakbérek, lakásárak eltérnének a jelenlegiektői, milyen elvek szerint
kívánnák alakítani őket? Úgy, hogy azok a lakosság önkéntes költözését a ter
vezők által kívánt irányba ösztönözzék?
- Egyáltalán milyen elveket kívánnának érvényesíteni a tervezők a lakás

allokációban és reallokáoióba.nt Azt szeretnék-e, hogy a nagyobb jövedelműek
jussanak nagyobb lakáshoz, vagy a nagycsaládosok stb.

Mint látjuk, itt igen széles körű elemzésre adódik lehetőség. Különösen
érdekesnek ígérkezik a különböző szempontok szerint összeállított ,,tervezői
szándék" mátrixok összehasonlítása egymással és a ,,lakossági szándék"
mátrixszal (vagy: lakossági szándék mátrixokkal). Mennyiben vannak ezek
összhangban egymással, hol mutatkoznak ellentmondások. Az ilyen össze
hasonlító elemzésből sok gyakorlati gazdaságpolitikai következtetés adódhat.

5. 2. Illesztés·i technilcálc5

Induljunk ki a (4.lG) homogén difforcncia-egyenle.tbdl:

[
rp(l + l)] _ [O
p(t + 1) [3

:!:_] [qJ(l)]
e r(t)

Az összofüggésbő: ismertek a [~g \ j, [i[;?J vektorok, valamint a két vektor

közötti átmenetet mcgva.lósitó jg ~] átrncneti mátrixbó] a_O-aclik sort és a
O-adik oszlopot jelző a és [3 vektorok, dc nem ismerjük a C belső költözési
mátrixot. AC mátrixot ún. illesztési technikák segítségével határozzuk meg az
ismert adatolcból független forrásból származó ,,hipotetilcits" belső költözési mátrix
(a továbbiakban P mátrix) alapján.

Az illesztési föladatot tehát úgy fogalmazhatjuk meg, hogy olyan C (illesz
tett) nem-negatív mátrixot keresünk, amely kielégíti az alábbi egyenletet;

(5.1)

(5.2)

[rp(2)] = [O :?:_] [rp(l)]
p(2) [3 C p(l) '

[~ !':!.ÍJ.cl i-- oszlop-sztochasztikus, és

(5.3) d(C, P) , min,

vagyis a két mátrix sbruktúrája közötti távolság minimális.
A hipotetikus és illesztett rnát.rixok közötti távolságot kétféle ,,távolság

mérték", azaz metrika szerint értclmezztrk."
l. Kvadratikus metrika,
2. I-divergencia metrika.

5 Az 5.2. alfejozotot Dnucs 1 stvrí.n í,-1 a.
8 Több számítást végt-z t.ünk az ún. Kantoro vics mot riku sogílségévol is, do ozek isme

tetésére e cikk keretében nom térünk ki.
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I. Kvctclrntikus távolság

A legkisebb négyzetek módszerére épülő kvadratikus távolság ismert és jól
l~evált távolság-fogalom. Az (5.3) feladat szerint távolság itt az alábbiakban
fogalmazható meg:

(.5.4)
(_E (i5;J - JJ;)2)½ = Q(C, P). 
I, J 

i,j=l,2,3

A fenti összefüggés egy speciális kvadratikus programozási feladatként
fogható fel. Megjegyezzük, hogy helyette célszerűbb a relatív kvadratikus
különbségekkel számolni. Ekkor a következő kifejezés minimalizálandó:

(5 . .5) (I: (i\J-=- p,j)2)½ = Q'(C, P).
l,J Cfj 

2. Az I divergencia távolság

Mielőtt leírnánk az I divergenciával mért ilesztési feladatot, néhány szót
szólunk a metrika valószínűségelméleti tartalmáról. (Az itt használt jelölés
nem kompatibilis eddigi jelölésrendszerünkkel.)

Legyen az I és m két n dimenziós valószínűségi vektor (struktúra), ami egy
rendszer két valószínűségi állapotaként fogható fel. Az I divergencia a követ
kező formula szerint írható fel:

1(1: m) = ,Zl;logJi_.
i=l m; 

Az ö:sszefüggés infon~1áció elm~~eti, t~r!-a!n7a a következő: azt ~z információ
nyereseget mérjük, amit az I vatoszrnusegi állapotvektor az m álapotvektor
hoz képest ad .7

Fogalmazzuk meg ezután az LSD modell szerinti feladatot:
Keressük azt a C mátrixot, amelyre

(.5.6)

(.5.7)

(.5.8)

eC = e - er.

Cp(l) = p(2) - rpf.3

és minimáJis a következő célfüggvény

(.5. 9) ::::e . " 11 c,1 J(C: PJ = J; J; c,11og-.
i=lj=l P11 

Vagyis a lehetséges átmeneti rn~trix?k_halrn~z~b~l ~1->:an ~ 1_:1á~rixot k~resünk,
amely egy lépésben kielégíti a p(]) es p(2) ~rn~~tt1 (o.6), (o. ') atm~neti e9y~n
leteket, ugyanakkor a ,,legkisebb rneglepetest okozza a P hipotetikus mátrix
hoz képest.

7 Részletesen lásd erről E-J. 'l'heil [17] munkáját.

4 Szigma
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A fentiek szerinti feladat prirnális megoldásához a következő duális összefog
gés rendelhető.

Keresendők olyan u1, v1, (i, j = l, 2, 3, ... , n) pozitív számok, amelyekhez

( 5.10)

(5.11) 

}; P;1it;Vj(!P) ;<:::;; 1
i,j 

,J;(l - r.t.;)'lt; + .E(e1(2) - rp(J1)v1 _..,. maximum.
I ./

Noha biztató kísérletek folytak a duális vektorok közgazdasági értelmezésére
még korainak érezzük kész eredményként ismertetni azokat. Annyit mégis
megjegyeznénk, úgy tűnik, hogy az u és v duális vektorok a primális megoldá
son felül is jelentős többlet tájékoztatást nyújthatnak a költözési szándékok
és a lakáskínálat strukturális eltéréseinek elemzéséhez, értékeléséhez.

5. 3. Az objektiv és sz0ubjekt-ív jellegű muuuák [elhasználásáról

A szociológusok, és napjainkban a közgazdászok is, különbséget tesznek
kemény és puha mutatók, vagy más néven objektív és szubjektív megközelí
tésű mutatószámok között. Az objektív és szubjektív mutatók szerepe, össze
kapcsolásuk szükségessége különleges hangsúlyt kap a társadalmi-gazdsági
körülményeket értékelő társadalmi jelzőszámrcndszerrel foglalkozó hazai és
nemzetközi kutatásokban."

Objektív jelleg·ű muuuonalc nevezi ;1z irodalom a statisztikailag ex post meg
figyelt, vagy megfigyelhető tényadatokat . Ide sorolhatók témánk köréből
a ténylegesen meglévő, fizilrnilng is számba vehető lakások mennyiségi és
minőségi ismérvei (méret, karba.ntartéa foka, az épitkezés jellege, stb.),a ház
tartások állománya, á.llomá.nyvá.ltozűsa és a megvalósult költözések adatai,
de ugyancsak objektív mutató a,;,, állnrni bérlakások és a magántulajdonú
lakások árn.. lakbére vagy fenntartási költsége is.

A szubiekii» millatók egyéni kikérdezéson alapuló, szubjektív megközolítésű
vizsgálatok eredményei. Altalábnn a megfigyelt egyének (háí',tartások) elége
dettségét, aspirációit, értékrendjét mérik. Szubjektív mutatók lehetnek a
piackutatás körébe t,1,rtozó felmérések is Ismét szűkebb témánk példáiná.l
maradva, szubjektív mutatónak tekintjük n háztartások megkérdezése alapján
a lakással való elégedettségre, a jövőbeli költözési szúndékokra vonatkozó
információkat is. Ide sorolhatók a lakoss;igi megkérdezésre épített ún. hipo
tetikus lakásárak és lakbérek is, amelyek azt a. ,,fola.,iánlott", a háztartésok
részéről még ,,elfogad ható" összeget jelí',Í k, amit ;L fogyas'.l.tók haj la.ndóak
lennének fizetni az általuk igényelt mérot ű és rn111físégű Ia.kásórt, h:L a, lakás
az igényelt időpontban valóbu.n rendelkezésre is állna

Az objelctiv és szcubjelct-ív mukuószamok osszeka-pcsolása modellúmlc eqyik speciá
lis iulaqdonsáqa. Az objektív folyaruatokat leíró statisztikai mutatókkal pár
huzamos szubjektív mutatók beépítése mögött az az elgondolás húzódik meg,
hogy a múltbeli eredmények értékelése, a jövőbeni célok megítélése nemcsak
az objektív körülmények aln.kulásától függ, hanem attól i::;, hogy az objektív
eredmények és tervek találkoznak-e ~LZ állampolgárok, a fogyasztó elvárásai-

8 Lásd a témáról bővobbon: Allardt, E. (l J, [21, Andorka N.-lllés J. [8], Andorka JL
Kulcsár R. (4], Canucril, H, [6], Dríniel Zs. [71, Hankiss E.-Manchin H.-Püstös L.
(11] munkáit.
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val, szándékaival. Célszerű folyamatosan figyelemmel kísérni, hogyan látja
az egyén az objektív folyamatokat, célokat és mit tételez fel jövőbeni alaku
l~sukról. A központi célok egybeesnek-e az egyéni elvárásokkal; az állampol
garok a tényleges ár és költségviszonyoktól eltérően mit és mennyire értékel
nek. A szubjektív mérés az objektív mutatókkal összhangban hasznosítható
igazán. Együttes elemzésük fontos támpontot ad a tervezés számára, hiszen
az objektív mérést kiegészíti a fogyasztó magatartására., igényeire vonatkozó
hasznos ismeretekkel.

6. Illusztráció a rövidtávú elemzéshez

A továbbiakban néhány számítás segítségével jelezzük az elemzési lehető
ségeket. A számítások tényszámokra és konstruált adatokra épülnek, ezért
csupán illusztrációnak tekinthetők.

Tételezzük fel, hogy ex post megfigyelések alapján ismertek a 6.1 és 6.2.
táblázat, és ex ante kikérdezés eredményeképpen a 6.3. táblázat adatai.
A táblázat adatai jelen formájukban önkényes becslések. Tényleges alkal

mazás esetén ezeket az adatokat reprezentatív felvételre építjük, amikor is
a háztartásokat megkérdezzük, hogy pl. a jelenlegi ár- és jövedelemviszonyok

6.1. táblázat

A lakásállomány alakulása 1970-1973 között
lVIe.: ezer db

Egyszobás I Kétszobás
Három

szobás és
nagyobb

Összesen

Lakások száma J 970. I. l.
Építés 1970 - 1973
Megszűnés 1970- 1973 
Lakások száma I 973. I. I.

1452 
0

188
1264 

1361 
169 

0
1530 

337 
204 

0
541 

6.2. táblázat

Háztartások megszűnése9 1970-1973 között

3150 
373
188

3335 

Me.: ezer db

Egyszobás
lakásban

Kétszobás
lakásban

Háromszobás
lakásban

JOO 0 0

, 9 Emlékeztetünk itt a 4. fejezetben elmondottakra, ~iszerü!t a háztartások :negszűnése
es a helyükbe költöző háztartások belépése 1:1egegye_z1k majd. Az egy szobas lakásban
lakó 100 ezer háztartás megszűnése gyak~rla,tilag ~kv1valen~_ 100 ezer db egyszo~ás lakás
,,belépésével" illetve ennek megfelelő szamu_ csaladegység önálló ,,háztartássá válásá-
val. Vö. a 2.1. táblázat kilépés-belépés adataival.
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és az adott kínálati feltételek mellett elégedettek-e jelenlegi lakásukkal vagy
sem? Ha változtatni akarnak lakáskörülményeiken, milyen jellegű változást
igényelnek? A táblázatból leolvasható, hogy az egy-, illetve kétszobás lakás
ban lakók mintegy negyedrésze, a háromszobás lakásban lakóknak viszont
több mint háromnegyed része nem akar változtatni lakáshelyzetén. A meg
kérdezettek közül többen szeretnének induló helyzetükhöz képest nagyobb
lakást, mint amilyen arányban a jelenleg nagyobb lakásban lakók hajlandók
kisebb lakásba költözni.

A 6.3. táblázatban található azá.ndékolt költözési mátrix alapján a 6.1. és
6.2. táblázatok szerinti tényleges kínálathoz; a kvadratikus és I divergencia
szerinti távolságmértékek szerint elfogadható költözési mátrixokat illesztet
tünk.

A 6.4. táblázat a szándékolt költözési mátrix és a kétféle távolságmérték
szerint illesztett elfogadható, teljes költözési mátrixokat mutatja be. A 4 X 4-es
mátrixok 0-ik oszlopai, illetve sorai a konstans állomány-változási koefficien
seket, az 1-3. sorok és oszlopok a, belső költözési koefficienseket írják le.

A 6.4. táblázatból látható, hogy a lakossági szándékok együttese (kis lakás
tulajdonosok nagy lakás iránti igénye és a nagy lakások tulajdonosainak kisebb
lakás iránti cserehajlandósága) a fizikai lakáskínálat struktúrájának változása
mellett nem teszi lehetővé a lakossági aspirációk maradéktalan teljesülését.

6.3. tríhlrb1t

A lakossági kikérdezéseu ulapuló fJzándékolL költözések ll)áLrixa
1\10.: százalék

IIOHllé~

Bg~,~~- KfL:-;1,0IJ~S

luk1'lsból

Egyszobásba
Hová: Kétszobáaba

Háromszobásba

(),2l5
0.4()0
(J,2(}i\

0, 155
0,250
0,5()5

O,OJG
(J,1-!5
0,8()1)

6 A. túbl,hftt

A lakossági. aspirációkat Lükröző szándékolt, és elfog11dl1nt.ó teljes kriltü,é~i
koefficiens 111M rixok

~J.e.: százalék

Szándékolt költözések
kocfficiem:. mt'ttri.xn

cii:1k

Uounét

Kvadratikus tá,;.•olság
szerint ille.8ztctt

elfogad hutó költözések
kocrüclcus ruútt-ixa

clak 
Q

Honnét

o I 2 f

1 d ívtrgeucta t,1) volsá.:
sz.crint illesztett.

clfogailbaLó költözések
koefficieus ruátrtxa

(,lak
'I

Houuét,

o I -1- I
I

0 ü,198 0 0 I 0, l\JS 0 0 0,198 0 ()

Hová 1 0,211 0,172 0,155 0,055 (J,2ll 0,328 0,473 0,133 0,211 0,337 0,471 0,103
2 0,357 0,393 0,250 0,145 0,357 0,1147 0,447 0,194 0,357 0,450 0,461 0,237
3 0,432 0,237 0,595 0,800 0,432 0,037 0,080 0,673 0,432 0,015 0,068 0,660
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A fizikai kínálat változásával összhangban álló, illesztett mátrixok, vagyis
az elfogadható költözések struktúrája jelentősen eltér a szándékolt költözési
mátrix struktúrájától. Csökkenti a kis lakásból nagy lakásba költözők arányát
a~_összes l~öltözésen, bel,ül, és 8'. nagy lakfs elh~~S:~sá~a ,,kényszerít" olyanokat,
akiknek nincsen szándékuk kisebb lakasba koltozm. Együtt véve azonban az
illesztett mátrixok olyan struktúrát mutatnak be, amelyek kielégítik a fizikai
kínálat-vál~ozás adta ~e~etős~g~l~~t, miközbei! :,a~lokációs szabályként" figye
lembe veszik a lakossági aspirac10k strukturahs Jellegzetességeit is.

A táblázathoz csupán két további megjegyzést szeretnénk hozzáfűzni.
Először is óvni szeretnénk az olvasót bármiféle elhamarkodott ítélettől vagy
el?ítélettől. A konstruált_ példák alapján be,111~t~tott szárn!tások talán olyan
képzeteket kelthetnek, mi ntha komputer segítségével akarnánk meghatározni
hogy a jövőben ki hová költözzék, és úgy vélnénk, hogy egy sikeres illesztéssel'
vagy egy alkalmas ,,optimális költözési programmal" meg tudjuk oldani ~
strnkturális Likáshiányt. A végeredmény ezek után már csak azon múlik
l~ogy ~iJ..:eriil-e hürok~·atik,ns i'.~t?n megvalósítani a javasol_t elrende_zést vagy
sem. Ez a gornlola.t távol all tolunk, a modellt nem ilyenfajta funkciók ellátá
sára szánjuk, hanem épi-ien cl lenkezőleg.
A modell segítségével a különféle piaci feltételeknek (lakásárak, lakbérek,

lakáskínálat) a költözési struktúrára gyakorolt hatását elemezzük, következ
tetéseket kívánunk levonni a kívánatos struktúrák eléréséhez alkalmas, ,,ösz
tönző" lakásárak és lakbérek nagyságrendjére.
A másik megjegyzésünk egy számítástechnikai jellegű ,,megnyugtatás".

Programjaink lehetővé teszik, hogy az illesztett struktúrák egyes elemeire
kikötésekkel éljünk. A lineáris programozási modellekbe beépített alsó és felső
korlátok működéséhez hasonló módon kiküszöbölhetők modellünkből a valóság
szempontjából ,,irreális"nak minősülő átmeneti koefficiensek: például kiköt
hető, hogy a lakásból senkit sem lehet ,,erőszakkal" kimozdítani; azaz alsó
korlátot szabhatunk a1, átlóban elhelyezkedő koefficiensek kötelező értékére.

A későbbiekben tehát tervezünk olyan számítást is, amelyben eleve korlátoz
zuk, a megengedett köl,t?zés~ket, ,n~mcsak a, fi;,il~ai kínála~,,°!daláról, l:anem
a haztartások kiköltözesi haJlandosaga oldaláról is. Azaz előírjuk: senkit sem
lehet rákényszeríteni lakása elhagyására. Tanulságos lesz ezeknek a számítá
soknak az összehasonlítása azokkal a számításokkal, amelyek ettől a korlát
tól eltekintenek. Fontosnak ígérkezik ebből a szempontból mind a primális,
rnind a duális megoldások tanulmányozása,

A továbbiakban tervezői szándékokat leíró mátrixokról szólunk. Tételez-
zük, fol, hogy me_gkérdeztük, az, Or~zágo~- Tervl~ivat~l ,laká~elosztássalJogl,al
kozo munkatársait: hogyan értékelik a kozpont1 elvarasok es a tervezői szan
d~kok szempontjából a Jak~scse,ré~rnt. ~ily_en átrendeződést t~r~a_ná~ak szük
segosnek például a jelenlegi lakasarak es jövedelmek, demográfiai kovetelmé-
nyek és Jakáskínálati feltételek mellett.

A 6.5. táblázat a tervezői aspirációkat tükröző szándékolt és az ahhoz illesz-
tett elfogadható teljes költözé~i ,k~effici~_ns mátrixokat I~;u~atja, _be. ,

A számpélda megszerkesztésenel f~lt~ttuk, hogy a;,t~rvez~,k ]O~b információk
kal rendelkeznek a fizikai kínálatrol es cserelehetosegekrol, mint a lakosság.
l~z, magyarázza, hogy a tervezői a;srir~ciókat_ l,óf~jező ~zánd~l~oit 1~ a,~ i~leszt~tt
ma.trixok struktúrája a puszta ranez~s a~apJ~n JS ,"l~oz~lebome~ tumk, rnrnt
a 6.4. táblázatban található lakossági s;,;andek matrix es a.z elfogadható mát-
rixok megfelelő struktúrái.
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'i.5. táblázat

A tervez5i aspirációkat tükröző szándékolt és elfogadható teljes költözési
koefficiens métrixok

l\I.e.: százalék

H

Kvadratikus távolság I divergencia. távolság
Szándékolt költözések szerint illesztett szerint illesztett

koefficiens mátrixa költözések koefliciens költözések koefficiens
etet'• mátrixa mátrixa

cterv ct6n
Q______ Q------- ·- -

Honnét Honnét Honnét

I
---- -- -

I
--

I0 I l 2_J_ :\ 0 1 l I 2 3 0 I l t I 3
- --- ------

I
0 - 0,198 0 0 0,198 0 0 - 0,[98 0 0

ová l 0,211 0,365 0,195 0,205 0,21 l 0,475 0,292 0,220 0,2ll 0,475 0,284 0,257
2 0,357 0,281 0,545 0,195 0,357 0,327 0,600 0,209 0,357 0,287 0,636 0,232
3 0,432 0,156 0,260 0,600 0,432 0 0,108 0,562 0,432 0,040 0,080 0,511

6. 6. túbláza:

A költözési st.rukt.úrék aggregált távolságai

A Lávo!ság mértéko

kvduruttkus L di vergeucln

1. Megvalósult költözés és lakossági szándék
2. Lakossági szándék és kvadratikus szerint illesztett

lakossági elfogadható
3. Lakossági szándék és I div. szerint. illesztett lakossági

elfogadható
4. Megvalósult költözés és I div. szerint illesztett lakossági

elfogadható
5. Tervezői szándék és kvadratikus szerint illesztett.

tervezői elfogadható
6. Tervezői szándék és I div. szerint illesztett tervezői

elfogadható
7. Lakossági szándék és tervezői szándék
8. I div. szerint illesztett tervezői elfogndhutó és

I div. szerint illesztett lakossági elfogadható

0,95-1

0.529

0,5,17

0,406

0,076

0,089
0,322

0,158

1,467

0,805

0,780

0,321.

0,08l

0,029
0,524

0,249

A megvalósult költözés címén a 2. l táblázat adatait használtuk fel.

A mátrix struktúrák egymástól való távolságát egzakt módon az aggregált
kvadratikus és I divergencia mutatók segítségével10 mérhetjük. A 6.6. táb
lázatban a különböző megközelítésű költözési struktúrákat hasonlítjuk össze.
Mindkét aggregált távolság mutatót közöljük. Ezzel is érzékeltetjük, noha a
kétféle távolságmérték szerinti struktúrák és maguk a mutatók is tartalmilag
eltérnek egymástól (amit a mutatók abszolút értékei is kifejeznek), a struktú-

10 Az aggrngálL kvadratikus távolság: 1r~(:c11 - cij)"
l,J 

Az aggregé lt I div,,1·g0ncii:1 távolság: :E_ x;1 log ;1:1/c;i'
,, J 
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6

6.1. ábra

rák eltérését értékelő relatív arányok megegyeznek, bármely mutatószámmal
mérjük is a vizsgált jelenségeket .

. A mutatók értelmezéséhez visszaidézzük a 4.1. ábrát, amelyet most _
kiegészítve -- 6.1. ábraként újra közlünk. A mutatók sokdimenziós távolságo
k~t adnak meg; mi azonban, természetesen csupán a síkon ábrázolható távol
sagial operálhatunk szemléltető ábránkon. Az egyszerűség kedvéért csupán
az I-divergencia kritériummal illesztett mátrixokhoz tartozó távolságokkal
foglalkozu11 k, de analóg módon értelmezhetők a kvadratikus kritérium szerinti
mutatók is. Az ábrán látható számok a 6.6. t.iblázat sorszámaira utalnak.

A költözési striiktúrálc aqgrw;ált távolsága.i

Mind az 1., mind pedig a. 3. és 4. mutató a lakosság által érzékelt lakáshiány
ogy-ogy speciális mérőszáma. Az l. mutató a szándék és a megvalósulás közti
~~t~rés eg6szét adja meg, tekintet nélkül arra, hogy maga a szándék - az adott
h7:1kai kínálati feltételek mellett - reális volt-e. A 3. mutató azt fejezi lei,
s:intétikus [ormábon, milyen mértékben volt irreális maga a szándélc. Sokféle
ten:yező magyarázhatja a szándék megfogalmazóclásábrw jelentkező irrealitást:
a piac áttekinthetetlensége, téves információk, rosszul orientáló lakbérek és
h~kásárak stb. A 4. mntató viszont a ténylegesen megvalósuló allokációban mutat
!cozó súrlódást és inefficienciát tükrözi. Ebben közrejátszhat hibás vagy hiányos
Információ, de okozhatja tehetetlenség, lassúság, bürokratikus átcsoportosítás,
rossz ősz tönzés is. A ténylegesen érvényesülő allokációs mechanizmus nem
szolgálja eléggé hatékonyan a lakosság ~gényeinek meis-:al~su}á~át. Mód lenne
ugyams - és éppen ezt mén a, 4. mutató -- az adott fizikai kínálat adta hatá
rokon belül is jóval közelebb kerülni a lakossági szándékhoz.

A 6. mutató t~.nalócr a :3 mutatóval, azza] az eltéréssel, hogy ez mosta. tervezői
s· ' l' b · l' 'tl t ti ' · J' l ' l '··" 'tanc ék ,,irrnalitás,inak", megva osi ·.1a, a ansagi 10 cana e meroszama.

Figyelemreméltó a 7. és 8. mutató is. Előbbi azt méri: mennyire messze esik
a lrilcossági és a tervezői szán1lék ·- tekintet nélkül arra, hogy bármelyikük
milyen közel vauy messze van a. megvalósíthatóságtól. Utóbbi már a józan
inegvalósíthatóstig érdekében korrigált szándékokat állítj,1 szembe. Más szóval
az t fejezi ki a s. mutató: milyen messze esik a lakossági szándékokhoz közel
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eső és a fizikai kínálatból teljesíthető költözési mátrix a tervezői szándékokhoz
közel eső, ugyanabból a fizikai kínálatból ugyancsak megvalósítható mátrixhoz.

Nézetem szerint a kutatás ezen a ponton túlmutat közvetlen témánkon,
a lakáselosztás elemzésén. Olyan mutatószámrcndszert írtunk le, amely álta
lában alkalmazható k ülönbözö szándékok és különböző megvalósítási lehető
ségek által alakított slrulciúrák: eltéréseinek elemzésére.

7. A Markov modellek és a hosszútávú elemzés

Amennyiben input-output modelljeink sztochasztikus értelmezést kapnak,
a leírt stock-flow folyamat Markov láncként interpreté.lható.t!

A nyílt input-output modell az alábbi inhomogén differencia-egyenletrend
szer formájában írható fel:

(4.13) 
3

Y.,(t + l) = 2,'c,/)l) + X;o• 
J=I

i = 1, 2, 3

A zárt input-output modell pedig i'.ttfogalmazlrntó a következő homogén
differencia -vgycn k-t.rcn: iszerré:

(4.16)
~

.rjl + 1) = },' C;/)/,).
}=0 

i = 0, 1, 2. 3

j = 0, l, 2, 3

A Markov feltevés szerint az egyik állapotból a másik állapotba való eljutás
valószírn'.isége független az állapot eléréséhez megtett útvonaltól. Az állapot
vektorok sorozata -- a mátrix ,,előnyös" tulajdonságai mellett - tart egy
stabil (ergodikus) állapot.vektorhoz.

'Mármost visszatérve a korábbi mátrix jelöléshez a (4.13) szerinti lineáris
inhomogén egyenletrendszernek, r(l + 1) = Ct·(t) + b, ismertek az alábbi tulaj
donságai:

1. tulajdonság: Tetszőleges r(l )-bői elindulva egyértelm(íen meghatározott
az r(2), r(3), ... , idősor.

2. titlajdonság: Az r(I), r(2), r(3), ... , idősornak lét zik egy stabil vég-
állapota; hat-► =. r(t) -► (E - CJ-lb= r*.

3. tulajdonság: A r* stabil végállapot kielégíti a következő egyenletet:
r* =Cr* + b. Az egyenlet formálisan ekvivalens egy nyílt input-output modellt
leíró szimultán egyenletrendszerrel.

Visszatérve a korábbi (4.16) szerinti jelöléshez, a homogén cliffrcencia-egyen
letrendszerről ugyancsak bizonyíthatóak az alábbi tulajdonságok:

[ cp(t + 1 J] = [o ~J [ rp(t)]
p(t+ l) [3 (; p(/,)_ 

11 A nyílt input-ouLput modell vulószínűségRz!'.Ímítúsi érlolmc,1/,ésér<il lásd Stone, már
idézett [14], [151 műveit, a zárt input-out put modell általánosításáról lásd Brócly ,,Erték
és újratermelés" e. munkájának [5] 2.3:J fojozctét.
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l. tulajdon.ság: Tetszőleges [:/N] struktúrából elindulva egyértelműen

me l t' tt r<p(2)] [<p(3 )] · l"g1a anno a p(2), p(3), ... , iaosor.

') l · 'l ' A [<p( 1 l] [<p(2) 'I [1p(3 )]-· tu aqaonsaq: ~~ p(l) , p(2) _, p(3) _, ... , idősornak létezik egy stabil

végállapota; t -, = : [; J -+ r;;'']-
3. tutajdon.ság: A [ :,:] stabil végáliapota kielégíti a következő egyenletet:

[<p*] = í0 (J.J 1-<p*lp* J3 e _p* ·

Dancs István bebizonyította, hogy a nyílt és a zárt modell }tarkov folyamat
ként értelmezett stabil végállapota azonos struktúrát eredményez.12

A nyílt és zárt modell stabil végállapota szerinti struktúrák azoncssága
meggyőző bizonyítékot szolgáltat arra, hogy az LSD modell -·· a, Stone modell
hez hasonlóan - alkalmas hosszútávú prognózis készítésére, miközben reri
~lelkezik azzal az előnnyel is, hogy segítségével elemezhetővé válnak a lakások
iránti szándékolt és megvalósítható kereslet összefüggései .

.Befejezésül még röviden utalni szeretnénk azokra a lws.szútávú elemzési
lehetőségekre, amelyek a modell ,,Markov je!Jegéből" következnek, de amelyek
egyben felhasználják a különféle megközelítésű költözési mátrixokban meg
testesülő, rövidtávúnak nevezhető elemzések eredményeit is.

A 7.1. tábtázat a Markov folyamat stabil végállapota szerinti jövőben struk
túrákat hasonlítja össze. A táblázat fejrovatai a kiinduló költözési mátrixok
tartalmára utalnak.

A táblázat tartalmi értékelésétől eltekintünk, hiszen az eltérések az adat
becslést vésző személy különböző hipotéziseit és nem a tényleges különbsége
ket jelzik. JVfégis, talán ez az egyszerű példa is érzékelteti, hogy érdekesnek
í~érkezó elemzési lehetőségek nyílnak meg előttünk a javasolt mode!J és meto
dika alapján.

A mo1ell jelenlegi formájában is további _elemzés,i ~ehetős,égeket nyúj~hatott
volna. Ugy éreztük azonban, a?b;:lmgyha~Jl~k a k1serl:t:zest, a n_1;1nk3;t ezek
után --· a már folyamatban levo - valosagos felmérések alapján celszerű
folytatni.

7. l. táblázat
A lakások iránti kereslet várható szerkezete az ezredforduló előttévekben

JVI.e.: százalék

Megvalósult Lakossági aspirációk Tervezői aspirációk
költözések alapján alapján

alapján

- Q I I Q I I

Egyszobás

I
34,3 36,6 36,5 36,2 36,5

Kétszobás 49,9 43,1 <JA,0 45,5 46,6
Háromszobás 15,8 20,3 19,5 18,3 16,9
Összes kereslet 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0

12 A bizonyítást a Függelék tartalmazza.
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Függelék

A nyílt és zárt modell közötti kapcsolat

A. FELTEVÉS: A belső költözési hányadok azonosak;

i, j = l, 2, 3

B. FELTEVÉS: Azonos az induló lakásállomány struktúrája;

$,,(t) = t(t), d = I, 2, 3 

Ezzel ekvivalens feltevés, hogy azonos a háztartások nyitóáliornányának
strukt{u·ája;

p;(t) = p;(t). i = 1, 2, 3

C. FELTEVÉS: Azonos a záró háztartásál!ornány struktúrája;

p1,(t + 1) = p,,(t + 1). d = l, 2, 3

Bizonyítható a nyílt és a zárt modell stabil végállapota közötti kapcsolat.
Emlékeztetünk arra., hogy

[G10][3 = 020

_ C30

A (4.14) összefüggésből kiindulva tudjuk, hogy az egyenletrondszer stabil
végállapota kielégíti a

ex = [G,n e ~2 Gn:il

(4.19) r* = Cr* + b
egyenletet, amiből eljutunk a

(4.20) r* = (E C)-1 b

megoldáshoz.
A zárt modell stabil á.llapotvoktorát a (4.18) egyenletből kiindulva;

(4.21) [rp*] l0 exl [rp*lr* =- f3 e r* ..
Ez blokkszemlólet.ű írásmódban

(4.22)

(4.23)

ex · p* .e: rp*

rpf3 -= Cp* ..: r*.
A (4.23) egyen! ·tből adódik, hogy

(4.24) p* -= <p*(E - CJ-1 [3.

Figyelembe véve a (4.22)-t, végül i:-; az t lá.tjuk , hogy

(4.25) p* = (exp*)(E (;J-1 [3.
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A nyílt és zárt modell stabil állapotának a kapcsolata a (4.20) és (4.25)
egyenletek alapján fogalmazható meg. Eszerint az r* és p* vektorok mint
struktúrák megegyeznek. mégpedig a zárt modell p* vektora a nyílt modell r* 
vektorából képzett struktúra (ocp*)-szorosa.

(Beérkezett: 1982. február -5-én)
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A MODEL FOR THE ANALYSIS OF INTENTIONS
AND POSSIBILITIES FOR DWELLING SHIFTS

.. Tiw dyuarnio mod«l of the dwelling structure is a system _of linear homogeneou~ equa
l-ions as regards ii s mathematical form, that ma_y be conceive~ as a Markoff-cham. The
rnodel shows groat similarity to R. Stone's social-dernographwal stock-flow model, at
tho su.,no time ii· dnviates from it in relevanl; features. Differences between the two models
are oxplaincd by tim devia.t.ion of the modelled econorn_1es .

. Rtont1's rnodnl examines the effecl; of past demograpln?al processes_ an_d actual dwelling
sh, fts on fut,, n-o demand at a more or less balanced housing market. In Hun~ary_ there is
a perrnanent .ho11sing shortage and t!1e actual p1:ocess ~f changmg (lie _dwellings 1s deter
m,n(ad primarily not by dernograph1?étl processes,_ no~ by \he. a~~iratw~ of_ households,
but by the supply, i.e, the quantitative and qualitative structure of 1,he e~JStmg stock.

Orn· model describes subsequent states ,of flats ~1?-d households dwellmg _m. these flats
(stock) and changes in these states (flow). Th~ t~a11s1t10n between state vectors rs descnbed
~y tl:ie. so called, "rrm_lrix of changes" descnbmg the structure of I.ho demand of house

olds for dwullrng sl11tts.
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For the sake of óving a realistic description of actual Hungarian housing conditions
t hree variants of t he transition ma.trix are dist.inguished depending on the interpreta
tion of shifts. Dist inet.ion is made bet.ween inteiuled movings describing initial demand,
admissible movings complying w i í.h supp ly and actually iniplemented. ones. The analysis
of the structure of' nia(ric,·s, tho qnunrifioation and assessm..nt of thoir rclat.ionship lo
tac I, other and to l he s( rue: ure of actual cl wull ing supply ar.- r lic, major· economic charac
t erist ics of the mode l. Öl at ist ica.l data and so c·,dlrnl "Rubjnc:I ivo" indicators resulting
from samp l.- surveys ca.n b,, bot], found in llw modul. Fron: 1 Jn, deviation of ,,x a.nte
aspirat ions and ,·x post rt-u.lizu.tion conclusions ca.n b» made concerning the measure of
si rucr urul shortage. 'J'lii, M.arkolT-pmp1·1·Lins of ( lw model «nablc t he analysis of long
term processes computed 011 t l.c basis of al+ernu.riv« domu.nd-supply and pricr- income
assumptions, r1'sulhng in diffornnL sl r11ci 1U'CS.

Finally, numr-ricat illirs1 ral iuns m,rl nrtttlys<'R ün• pr·1·s,·11I ,,(! .

..\HA.ilk!Tf,l4ECl{A51 MO.[IEJlb HAMEPt::HH/:1 k! IJ03MO)HHOCTEC:I llEPEMEHbl
l{BAPTklPbl

.[11 IHi!Mlf'leCiza,1 MOL(Cjlb )1(1 Jj[J IU(fiüi'I crpyrcrypt» I 10 CBOCi'i MéiTCMéiTI i'ICCr;oií UCIIOBe }Jl3jf,1CTCi1
CIICTCMOH JlllHCt1111,1x 0).(110!)0/\llhfX yp;ilJIICHHr'I, rcoropym MO)l(IIO ·1'p;11(TOJ.JaT1, Kill( ucru, J\,lapKOBa.
Mo;1e,1b noicaauuacr TCCHOC J)O)[CTBIJ C ()()lf[CCTBCIIJlll-)\CNl<li'p;11j111'1CCl(Uií MIJ/\CJlblO cocronurrü H
'.l3MClfCHHfÍ (stnck-Ilow) P. Croyua, (1/[ll;Jl{f), B '['I) »cc Ll[lCM>i B 11e1(1)'1'0pl,IX cyruccrueuuux CBOIIX
xeprax OTJII 14,JCTC>i OT nnc;1e1111ern. Pacx ()il,/[CII 11)1 IJ MO/[CJIHX OIJ)IC.IW BJII !Bil Jl)TC51 pi!CXO)f{)~CHHi1-
MII B ~!O/le.-111pyeMl,IX Jl,OIIOMIW<iX.

MoL(eJib CToyHa pacCMaTpllllaeT WIH}lllilC 11po111CJJ,IIIIIX i\CMOrpmj1WICC!(IIX 1rp01~eccoB II (j)ilf{TJ,[

qecKHX nepecenem1J:I Ha )f{f,jJfvlfllHbli'Í cnpoc B ŐY/lYUJ,CM, B ycnomrnx 60JICC-MCHee ypaB!-IOBCWCH
Horo )IOIJll!IJJ,l·(Oro j)blHl(a. 1:3 Bc111"pM11 )f(C XJ)Ollll'ICCl(ffl'.i /\C!jtML(IIT l(ll3J)THj), Tal(MM oöpa30M,
!p3KTll'IeC!(lri:, npouecc ncpeMClll,1 l(Bap·rnp1,1 o6ycnaBJIMBéiCTCil 8 11CpBy10 O'!Cpew, IIC ,'.\CMOrpa
!pH'!CCKIIMII npoueccaMH M !IC lfaMCpe1•iff)IM!I OT/\CJlbHhlX CCMCII, ii 803MO)l(IIIJCTHMM npC}lJl0)J{CHlli1,
T. e. 1(0,lll'ICCTBOM M 1,a,,ecruc1111oi-í c-rpy1o·ypoii. cy111CC'l'By1ou1cro )f(l,f;IJ,JII\IIOl"O ,110H}la.

Hawa MO}lCJlb OílllCblBaCT pa311L,lt' COCTO}IIIJ,(}I (stock) II 113MCIICIIJ,f51 (flow) IIMCIOLL(IIXCi1 l(Bapn,p
ii nponorna1ou111x LI 3TJ.IX l(BéipTM!)ilX CCMCi'.Í. llepCXO/l MC)l</W OT)\CJlblfl,IMII BCl(Tüj)<IMII COCTO}ll·fl1i1
OnHCbll3aCTC.íl TiJ!( 1raJ1,1BaCMOII (1Mé1Tp111 (ei,í llCpCCCJICllllih, CO/[Cf1)li:IIJ[Ci'i MllljJOpMaUHII O CTpy,,Type
cnpoca Ha OŐMCH J,;Bi.ipTMf} co CTOJ)Ol!hl OT/\CJlhllhlX CCMCii.

8 L(C,li1X peaJlbHOf'IJ Oíll!Célllll}f 1jJi.ll(TlfllCCl(MX yc.;101i1rii Hil )t(l,[Jll(U\IIÜM f)bfHl(C Betl!'pi,lfl p,13-
.11l'laCTC5l Tj)II Bap11a11Ta 11epcxo11110n M;rrpH!ll,I. P.J3Jlll'ii1CM no nepBOIIJ'Ji:iJlbi(OM)i C!lpücy nepc
ce:1e111151 //O,\fepe1111b1e, no llj)CL(JfO)l(CHII 10 np11e,1111e,\lb/C I I Taror<C 1!JaJ(Tlfl!CCf(f,( peu;r/./30/JUllllb/e. 
AttaJIJl3 CTpyKT)ij)bl MaTpnu, HX COOTH011Je1rntí Apyr I( ).\l)yry M I( CTpy1uypc cj1a1('1"11'JCCl(OfO
npCAj]Q)l{CHH51 i18Jli1CTC,1 f'JlaBHOfl 31(0HOM~JLJCC!(OH xapa,,repHCTHKOH MOACJIM. 1:3 MO}lCJIC !IJ11ry
p1,1py10T l(ilf( CTan1<1ec1rne L(allHbfC, T<il( H T. Ha3. (1cy6'bC!{THBHblC flOl{a3aTPJIII)), ífOJIYtJClíHblC Ha
OCHOBC penpe3CHTaTvlBHOro onpoca. HCXOA51 H3 pa3JIH'IMH MC)l{/lY 11CpBOHa11anbHblMII HaMCpCH115l
MH J,J qiaKTll'ICCl(I-IMII pCJJlH3aL\Hi11\111 L(CJlé!CM BblUOL(hf O pa3Mepe c-rpyKryp,,oro ,~cc1m1.111Ta. Cnotí
CTBa MOL(CJIII, TO)f(L(CCTIJCHlfblC co rnoticTBélMM ucrw Map1{0Ba A310T 803M0)1(110CTb npoamiJlH3M
poBaTb AOill'OBpCMNIHhlC, llj)MBOAilUlHC !{ <ltOpMH])OBaHHIO pa3Jfj,Jlf1Íf,IX CTJ)Yf(T)lj) npOi\CCCbl,
BbJllJJCJli1CMblC 11a OCffO[lC iUlbTCp11aTHUHl,IX npCL(TTOJIO)f(CIHll'i O cnpocc ll 11pC/jjlO)l(Cfflfll, 0 f(Cllax
If O )lOXO}laX.

CTaTb5l Hai(OHCU 110l(él3b!B;.1CT flOAC'ICTl,1 l!JllOCTJ)aTMBIIOrCJ xapaf(TCj)il II T<IIOl(C pa3Jlll'fllblC
803MO)IZHOCT1l a1·1JJlll3,l.
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Minden gép1 fajtájától és használati módjától függően hosszabb-rövidebb
ideig él, üzemképes. Ha a gépet at = C évben helyezik üzembe és t = v évre
használódik el: maximális élettartama v év. A maximális élettartam elérése
előtt a gép kiselejtezhető, de tovább -- a feltételezések szerint - nem tartható
üzemben.

A gépek nemcsak maximális élettartamukat, de termelésből való kilépésük
időbeli lef11lásút tekintve ifó különböznek egymástól. Vannak olyan gépek,
amelyek változatlanul, teljes születési terjedelmükben vesznek részt a terme
Iéshe.i egé,,;z életük 801·á11. kővot.kozésképpen teljes terjedelmükben lépnek
ki i lv-edik évben. Más cfé1Jek11él a kihalás fokozatos: az üzemelés során egyes

Lé] t 
részek elDhh. mások később válnak használhatatlanná, kerülnek kiselejtezésre.
A tcrrnclésb/il való kilépés lehet teljesen szabálytalan, de szabályos is.

A kiil'pés módozatai egyben azt is meghatározzák, hogy a, /. évben termelésbe
lép<'í gc'•p teljes Hziilet.<isi terjedelmének mekkora része dolgozik még az üzembe
helyezést követő el...Jí, második, ... , tv·edik év hen. A t1Ílélési függvény fejezi
ki eznkd n l'és;,,a,rú,11 vokat.

A túlélési fi"1!.!gvény, Z(l) tehát, azt mutatja, hogy a nulladik évben üzembe
hüly<'7,ctt gé;wk köziil mc-unvi n l-edik évben még üvom lien lévő gép. Adott
selcjtozési l'iiggd·11_1· 8(/ 1 mellet! a /-cdik évet túlélő rész nz egész üzembehelye
zett és i f I t'1·iL' l,i,,;0lejb·zdt- mc1111,vi,,;ég űü ö Wő6é c[ t Azaz.

oND 
O• OO 

ZU! 1·su,,11 
10·

I Iv q ,...,,u )111 a(a 0 su)r11. 
oOD (

(2) bo0D - Z'(I). 

A következő. l a , h é OOg e álmi.ko11 hárum cgys:,:eríí scloj tezési és a hozzájuk
tartozó túlélési függvfn_v Li á tpi t».

*A,, o I anu ln 11Í-11ybat1 ismrr: ,·1 ,•1 L ,·i,.sg,Unt az Hl80 - U)8 I-us hollandiai tartozkodasom
alat I 7wt A kutu.t ás r-lvégzósé: 11wglih·,isAvul t,z .li:incllioveni Műszaki Egyetem .Filozófiai
és Tarsada.Iomt udo: nánv i Jl(.íoszl á l va t t'l t c lehd6vé. Mun ká1111.1,t kritikai észrovétolckkel
és lu11áesokkal J. IVe1i1,elsfelrler és l-l. den Harlor; IC'11,lí1"c·lLe «lóre. A gépi számítások
D. liaoinourue voze tésévcl készültek. l\Iondanclórn vdágosabb rnegfogalrnazásáL Simo
novits A. és kél ismerot len lektor 111<'gjngyzésoi könnyítették. Kollegáimnak ezúttal is
l,öszöm,t l'L mondok segít Régiikérl. , . , _ . , ,, , ...

1 Gépoken a továbbiakbo,n gépolrnt, folszordesekoL, borendozeseket, iarrnuvoket ertunl:-·
Túlélési függvényck<'L ncrncRak a gépnkrc, de az összes ál~ó~szközro \.g~p T épület) 06 
meg szoküik határozni. JpJr,n FfÍ 96c á U0 ban azonban csa,J,;: a gep1 állóceszkozok szeropel.nek,
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1. ábra 

Az Ia. ábrán bern utatott gép teljes születési terjedelmében (Q) vesz részt
a termelésben egész élete során, addig, amíg el nem éri legmagasabb életkorát,
a t- évet, amikoris ugyancsak teljes terjedelmében egyszerre kilép a termelés
ből. Ehhez a selejtezési viselkedéshez tartozó túlélési függvény derékszögű.

Az lb. ábra egy másik egyszerű selejtezési vieelkedést mutat he. A selejte
zésre itt az jellemző, hogy az üzembe helyezéstől a kilépésig minden évben
azonos Q/v mennyiségű. A túlélési függvény ennek megfelelően lineáris.
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Az le. ábrán a selejtezés a kezdeti alacsony érékről fokozatosan fut fel
az időszak közepi maximumra, majd innen ismét fokozatosan csökken a
kilépési életkor eléréséig. Ezt a selejtezési viselkedést egy sinus félhullárnmal
lehet leírni. A hozzá tartozó túlélési függvény (a pozitív térnegyedbe tolt és
a maximumát az y tengelyen felvevő) cosinus félhullám. E függvény részle
tesebb ismertetésére hamarosan sor kerül.

Technikai jellemzők alapján az esetek többségében megállapítható, hogy
az egyes gépek viselkedését melyik selejtezési, illetve túlélési görbe írja le a
legjobban. Közgazdasági elemzésekben azonban ritkán fordul elő, hogy egyes
gépekkel foglalkozunk. Nagyobb gércsoportok - legyenek azok akár egy-egy
üzem, vállalat vagy ágazat gépei - aggregált selejtezési és túlélési formáira
azonban nem lehet csupán műszaki alapon következtetni.

Az aggre!!ált túlélési függvények kialakíté.sánál eddig leginkább azt a
stratégiát követték, hogy elméleti megfontolások alapján különböző selej
tezési viselkedést tételeztek fel, majd meghatároz,ták az ehhez tartozó túlélési
függvényeket.' 

A leggyakrabban alkalmazott feltételezés szerint a gép-aggregátumok
selejtezésére az jellemző, hogy az üzembe helyezést közvetlenül követő első
és a leghosszabb ideig üzembe tart.ható gép által meghatározott maximális
élettartamot megelőző utolsó életharmadba.n kevesebb gép lép ki a termelés
ből, mint a középsőben. A középidőszakban kulmináló selejtezés jól kezelhető,
formában írható le az le. ábrán bemutatott selejtezési és túlélési függvények
kel. " túlélési függvény, amit a továhbiakban egyszerú cosinusnak nevezünk:

okD z,csJ = E1ERú +cos~. tl.
' > V 

A ho7,zá tartozó selejtezési függvény pedig ,t o' D összefüggés alapján:

oüD ] oúD n . R n )8, (aa aa b000 a • t . 
2f V f V 

(t< Iv)

" ve egyszerű cosinus függvény módosított változatéval kísérleteztek egy
holland számításban.k Kiindulva abból a feltétel~zésből, hogv az első hat
évben egyáltalán nincs selejtezés, mert kevéssé valós?,ínii az, érveltek, hogy
a <i " 7Wi Lú x gépeket technikai okokból ki kell selejtezni, az ep:~1szerű cosinus
függvény összetolt vá.ltozaté.hoz jutottak. Azérf nevezem összetoltnak ezt a
fiigw, ényt., mert ugyanazon maximális gépélettartam mellett azáltal, hogy
az első hat évben szünetel a selejtezés a későbbiekben intenzívebbé kell válnia,
s ezért szinte összébb tolódik.

Az összetolt cosinus függvényt J,:(CLvel jelölöm. A holland számításban
szereplő függvény lefutása csak nagyjából felel meg az, egyszerű cosinusénak
az összenyomás és a, kerekttések miatt. A túlélési részarányok meghatározása
kor explicit függvény-formula, nem állt rendelkezésre .

.Vlindkét eddig ismertetett függvény feltételezi, hogy a selejtezés lefolyása
az a~gregáltsági foktól független. Kérdés, jogos-e ez a feltételezés. Vajon
ugyanazon selejtezési t11la,jdonságol, jellemzők a kisebb (esetleg homogén)

' Lásd például ~; 8 á; ~ � [1955], WARD [1976] és y - ~vChav\ - P [1976] munkáit.
3 Lásd 8 ; � HARTOG és v\ - � ót n1.
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gépcsoportokrn, mint a nagy aggregátumolua, amelyek sok különböző fajta,
és különböző élettartamú gépekből, gépcsoportokhól állnak össze? A válasz
adáshoz, az előbbieknél á.ltalá.nosab h, a nagyobb aggregátumok különböző
élettartamú csoportokból való összetevödését (struktúráját) is figyelembe vevő
túlélési függvény bevezetésére volt szükség. Ezt a függvényt a továbbiakban
s1ílyozott cosines függvénynek nevezem és z:cwJ_vel jelölöm.

A súlyozott cosi nus függvény a következő módon és egyszerűsítéseket elfo
gadva képezhető: l n A gépeket várható élettartamuk szerint csoportokba ren
dezzük; 2. Feltételezzük. hogy minden csoport túlélési függvénye egyszerű
cosinus. 3. Kiszámítjuk a maxirná.lis élettartamtól függő, és ezért csoporton
ként különböző meredekségű túlélési foggvényoket. 4. Az egész állományra
vonatkozó aggregált túlélési görbét a csoport-Függvények megoszlási viszony
számaival súlyozott átl,Lgként állítjuk elő. ~'ormálisan:

(5) "' I 1 [ Jr, ) lZ\Wl = ~?V;-;- l + cos-/ ,
t=I - Iv, _ 

ahol

W; = a'l, s-edik egyerl vagy csoport f-Júlyát kifejezi'; 1negoszl[tf-li viszonyszám,
lv, = az i-edik egyed vagy csoport maximális élettartama,
m = az ezyedek . illetve cl csoportok i-;zúma.

A S<W! selejtezési füg_!!vény pecli/!

(G) I( W) - JT II~ . • • { . '/,/,'; . • Jr, },\ - - .): II I ,1.\. (J, -- S 111 - /, .
:2 rmi Iv, Iv, 

,\ súiyozott cosinus I iiggvény tehát az cgyszedí11ck álLal(111osított fo1·1n,Í,j,l.
A két függvény akkor r·gyc·zik tn<'g ogymússal, h,l a:,. egész állomány egyetlen
egy csoport.hól áll. l•:gynél tiilih csoport esetén lcgaláJ>h egy olyan csoport van,
ahol a ma.ximűlis élet La1ta111. l,iselJIJ, mint ·vés o,/)1·t a csopol't;, és követ.kezes
képpcn az "géHz n!!grng(t.t11 m, t(tlólési f'iiggvónyc mr-rcdokcl.b k-sz , m int a nem
súlyowtt. <·gyrizl'l'ÍÍ \'ÚILozaLn{d.

l•:z azt jelenti, hogy 111íg az ugyszurG higgvó11y11ól lélid{Íi)l)11 ,L s,.i.ilctési
ter] er lr-lomnr-k pont. a ft·lr- van nH;g életben. a sú lym,ott vál to1,atnú.l kc vesobh,
mint a, fele. I logy 111e1111yivl'I kl'vesc!JIJ, az attöl fiigg, hogy mc·kkorn a különb
ség a lcgrö,·idel)h éH lq:l10Hsza!Jli <;l<'tLarta111ok kiizöLt és milyen a si'tlya a rövi
cklib élettartam (1 csupnrtuk 1mk.

}!ind három függvény túl0l{1si ós .·r·lt·jte1.ósi ró,;z;.r,Í,nyait a'l, olsGWI a negyven
ötöclik évig a :2. és a :t .'LJ,1·a 1n11tat,,i,L. A Z(W) f'ilggvé11y, c·ltérlíc11 n. 1111í.sik kotW
től. nem tic;zta elméleti ko11st,r11kci('). Félig olméleti, meri; a csoportfiiggvények
egyszerú cosinus fiiggvé·nyek, ús f'cílig <·nq>irikus, mert n. maximális t~lcttarta
mok és a CHoportok 1·észt1rányai tényleg<'s a<latok. Az ,\b1-áko11 szcrnplí_í zcwJ
és S(W) fogg,·ényeket a t<-ljc•i,; n,agyar i1mrra jcll<i111z6 maximális élettartamok
és megoszlások nlapján szAmított11k ki.

A 3. áb1·áhól lútszik kiilöniisen ,it'1I, l1ogy ,tz r,ll'tnzc-it fiiggvénvv;\ltozatol~
három kiilönhöú5 selejtt·zc'si rn1c.!!,tt<11·Li'lst tusksíLenek nwg. l•:zckd ;i, továbbiak
ban centrrílís. l1íh0lfr11t rn11lrrí,lis (,,,, korai sc·lejtezé-si típ11sokn,tk 11r•1'C'zzi'1k. Fő
vonásaikat az l. tál1l,\.z,,tlm11 f'ri~ln,l_j11k öss'l.0.
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l. táblázat
Selejtezési típusok és jellegzetességeik

A. selejtezés jellegzetességei
~~

Selejtezési selejtezés legnagyobb Standard Selejtezés
A lllggvóny típus I I selejtezés életkor. standard
s z i m ő ó l u m É m e g n e v e z ú s e 0 15 l5 30 30-15 év k o r őÉn y 

I
ezrelék

évek között éve (i) mértéke
tt z ö s s z e s s z á z Él é k őÉn ezrelék

s(S) centrális 25 50 25 22; 23 35 23,5 35 
s(C) túlzottan

centrális 19 66 15 22 70 22,6 65 
s(W) k o r Éi r,5 28 7 6; 7 58 11,9 40 

5 Szigma
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A centrális selejtezést előíró zcs) túlélési függvénynél a selejtezések fele esik
az élettartam középső harmadára, a másik fele egyenletesen oszlik meg az
első és a harmadik között. Az üzembehelyezéstől a standard életkor" eléréséig
a selejtezés lassuló ütemben nő, a standard életkornál eléri csúcspontját (itt
a legmagasabb a selejtezési részarány), majd gyorsuló ütem hen csökken a
maximális élettartam eléréséig.

A túlzottan centrális selejtezést kimutató zccJ túlélési görbénél a selejtezés
késleltetve, csak 6 év eltelte után indul meg. Ezután meredeken fut fel míg
el nem éri a maximális selejtezési részarányt a 22. év tájékán. Mivel a selejtezés
később indult meg, a maximális selejtezési részarány jóval nagyobb, mintegy
kétszerese az előzőnek. Ez az eloszlás ebben az esetben is centrális, méghozzá
túlzottan az, hiszen az összes selejtezés kétharmadára kerül sor a7, élettartam
középső szakaszában. ·
A z<w) súlyozott túlélési függvény korai selejtezést feltételez: az összes

selejtezésnek közel kétharmada az első élet-harmadra esik. Legnagyobb a
selejtezés mértéke a G. és 7. években. Ezután a selejtezési százalék a 26. év
léréséig közepes, majd innen a teljes kihalásig lassú ütemben csökken.
Nemcsak a selejtezés időbeli megos,,lá,._ában, dc a atandard életkor tekinte

tében is jelentősek a különbségek a túlélési függvények között. A standard
életkor durván kétszer olyan magas ,t ocntaális eloszlású aelojtezésuél. mint a
korainá.l. Ez e/!yhen azt is jelenti, hogy a korai típusnál az első félidőben két
szer olyan gyorsan sclej tcznek , mint a ccntrálisoknál.

) ó d s z e r É t ú l é l é s i fü g g v é n y e k k ö z ö t t i v á l És z t á s r É 

Empirikus vizsgálatok esetén, az elméleti megfontolások mellett, segíthet
a különböző túlélési függvények közötti válnsztésban a gyakorlati próba,
hiszen nyilvánvaló, hogy mindig azt a selejtezési-túlélési függvényt célszerű
alkalmazni, amely a lehető legjobban fejezi ki a vizsgálatban szereplő gépcso
pórt tényleges elejtezési tulajdonságait.

A függvények ,,kipróbálásának" egyik lehetséges módja, - ha rendelkezésre
állnak a beruházási adatok mellett az állomány alakulását kifejező idősorok
is, - a következő lehet: a 7. formula segítségével egr adott időpontban már
meglévő kezdőáilományból kiindulva, és az egymást követő beruházásokat,
figyelembe véve, a számítéeba jöhető túlélési függvényekkel megbecsüljük
a gépállományt.

Jtt = Ko(l - So/ + I 0Z1-1 + l1Z1-~ -1- · · · + J,,Z1-(11+1) + · · · + l1-2Z1 + J,_1Zo,
(7)

ahol

K1 = a becsült gépállomány a t-edik évben,
K0 = a kezdőállomnáy,
s0 = a kezdőállomány selejtezési aránya, %-ban,
11 = beruházás a t-edik évben,
Z1 = túlélési részarány a t-eclik évben.

·1 Standard életkornak nevezzük azt az életkort., urni t a boruházoLtlállomár ynak épp
É fele ér meg.
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" formula jobb oldalán levő első tag azt fejezi ki, hogy mennyi gép maradt
a z-edik évre a kezdőállományból, K0-ból azonos s0 ütemű selejtezést feltéte
lezve. " második tag az induló évi beruházásnak (I0), a harmadik az első évi
beruházásnak (I 1), s.i.t. a z-edik évben még életben lévő részét mutatja.
ó beruházások késleltetve vannak: a I évi beruházás a következő, t + l-edik
évben Jelenik meg először, méghozzá teljes terjedelmében.

Az állomány becsült és tényleges értékeinek összehasonlításából következ
tethetünk arra, hogy melyik függvény írja le jobban a valóságos selejtezést.

Minél kisebb a két adatsor közötti u.n: mini-quad módszerrel meghatáro
zott eltérés, amit itt a hasonlóság alapján covarianciának nevezünk, annál
jobb a függvény.

ó módszer alkalmazásánál általában nehézséget okoz az, hogy a kezdő
állomány évjáratonkénti összetétele nem ismeretes. Míg tehát az állomány
növekményének termelésből való kilépésére a túlélési függvények receptet
adnak, a kez<lőállornány selejtczésénél feltételezésekkel kell élni. " (7) formu
lában a sok közül az egyik lehetséges megoldást választottuk. Feltételeztük,
hogy cL kezdőállorná.ny selejtezésének üteme, s0 állandó. Magát az ütemet vagy
más foná,suk n.lapján becsüljük, ,,ldvüJről visszük be" a modellbe, vagy endo
gén változónak tekintve kiszámoljuk Az utóbbi esetben a (7) képlet segítsé
gével, ]{ 0, 1 és Z előre megadott értékei mellett azt az s0 selejtezési ütemet
keressük, amelynél a tényleges és a becsült gépállomány közötti eltérést kife
jező covariancia minimális,

" seiejtezéai ütem meghatározásával egyidőben megkapjuk azokat a cova
riancia értékeket is, amelyek alapján a túlélési f;igg-11é1 yek ra.ngsorolása elké
szíthető. A rangsorolás alapjául szolgáló tényleges és becsült értékek közötti
eltéréseket azonban ebben az esetben s0 választott értéke is befolyásolja.
Előfordulhat, hogy egyik vagy másik túlélési függvény nem azért bizonyul
jobbnak mint a többi, mert az általa előírt selejtezési séma a valóságot jobban
megkőzellti. hanem azért, mert a program az eltérések minimalizálása érdeké
ben irreálisan alacsony vagy magas Helejtezési százalékot válasz.t a kezdőállo
rnány k-Irásáru. E1/. a viselkedés CRi:Lk akkor okoz komoly zavart a rangsorolás
ban, ha a kovdöállomány súlya az egész időszakban nagy (vagy azért, mert
n. vizi,gált időszak rövid, vagy azért, mert a beruházások színvonala alacsony,
vagy mindkét ok egyidejű fellépése miatt) és a selejtezési ütemek jelentősen
eltérnek egymástól. Az előző két jelenség egyidejű fennállása esetén célszerű
a, számítás megkezdése előtt s0-ra a reális lehetőségeket figyelembe vevő, tól-ig
határokat megadni.

Az eredmények értékelésénél figyelem be kell venni, hogy a túlélési függvé
nyekkel a beruházásokból csak akkor becsülhető száz százalékos pontossággal
az állomány, ha a gépek élet.tartam-etruk túrája az időben nem változik. Ennek
szigorú feltétele, hogy minden évben ugyanolyan legyen az üzembe helyezések
életto.rtam-struktúrája. Kicsi a valószínűsége annak, hogy ez a feltétel mara
déktalanul teljesül. Ezért mutatkozhatnak kisebb-nagyobb eltérések a tény
leges és becsült adatok között. Abban az esetben. ha az élettartam-struktúra
nem változik tendenciózusan, az alul és felülbecslések éves szinten kis mérté
kűek és hosszabb idő átlagában kiegyPnlítik egymást.
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A magyar ipar aggregált selejtezési és túlélési függvényeinek empirikus
vizsgálatáról számolok be a most következő részben.

Az elvégzett számításokból módszertani és gyakorlati eredményekre lehe
tett jutni. " módszertani kísérlet a különböző típusú függvények alkalmassá
gára, a gyakorlati eredmények, az ipari gép-aggregátumok selejtezési és túl
élési jellemzőire vetnek fényt.

A vizsgálat köre és ae átfogott irlőszak

Az ipari gépállomány selejtezési és túlélési viselkedését az t D50 - 7 5 közötti
időszak adatai alapján ta.nulmá.nyoztam.

Az ipar, a feldolgozóipar és ágazatai szerepelnek a vizsgálatban. A feldolgozó
ipar ágazati bontása: kohászat, építőanyagipar, gépipar, vegyipar, könnyű
ipar, élelmiszeripar.

Az adatok

" vizsgálat elvégzéséhez a számítás lépéseinek a so1T1.rndjéi>cn a következő
adatokra volt szükség; a gépek élettartam-struktúrája; a várható maximális
élettartamok; a gépállomány idősora: 1.1 IJoruhú,zá1:,ok idősora.

ó gépállomány összotovódését különböző várható éJetta,ta!llÚ csoportok
ból (az élettartam struktűrát) és az egye8 csoportokhoz tartozó maximális
élettartamolrnt a gépek leírási kulcsai alapján lehet meghatározni. " Központi
Statisztikai Hivatal 1968-af:l állóeszköz felmérésének eredményeit összefoglaló
kiadvány5 20 Az állóeszközök bruttó értéke lelrás£ kulcsok szerint e. táblája
tartalmazza a szükséges adatokat. M táblában a berendezések, fel.szerelések
és járművek leírási kuicsaik szerint vannak csoportokba sorolva. Az eredeti
felmérés 9 csoportot különböztet meg, amelyet hattá vontam össze." Minden
csoporthoz megvannak q, tól - ig leírási kulcsok. A maxi rná.lis élettartam a
definíció szerint a kisebbik leíráai kulcs reciproka.

A gépállományt és a beruházásokat becsül ni kellett az időszak első, l 950-től
1959-ig terjedő felére. Az Hl60-aR gépállomány adatból kiindulva a termelő
állóeszközök volumonindoxévol (az index a gépekre nem állt rendelkezésre)
képeztem az 1950 -195()-es adatokat. 7 A beruházásokat pedig az állomány
változásból becsültem az lü60-65-ös átl,Lgos, de ágazatonként differenciált
selejtezési százalékokat figyelembe véve. (Pl. az 1950-es beruházás egyenlő
az 1951-es állomány és a kiselcjtezésscl osökkentett, Hl50-es állomány különb
sége.) CT: becslési mód következtében a számításokban az uzembe helyezett és
nem az összes beruházás szerepel. Ezzo I összhangban a további évek beruházási
adatait az állóeszköz mérlegek üzembe helyezési sorából kellett venni.8 Az
állomány adatok természetesen szintén innen Rzármaznak. A mindenkori gép
állomány az állóeszköz mérlegek január I -i nyitóállománya.

5 A vállalatok és szöveUrnzoLck [L970).
6 A három leghosszubb és a, két. legrövidebb élei t.art.amú gépcsoport súlya igen kicsi.

E számításnál nem indokolt külön-külön kozolni őket.
'Az adatok forrása: az állami ipar rot molési függvényszámftásai [1971].
8 Az adatok forrása: Népg,1zdasági Mérlegek [ Ul 71 ] és ó nemzeti vagyon xl 979].
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Minden az állományt és változást kifejező adat 1968-as áron van megadva,
azon az áron, amit az a KSH felmérés alkalmazott, ahonnan az előbb említett
élettartam struktúrák is származnak.

A ,,legjobb" túlélési függvény

Különböző túlélési függvényekkel ugyanazokból a beruházási adatokból
különböző gépállomány sorok becsülhetők, ,,építhetők fel". A becslések közül
amint már kifejtettem, az a legjobb, amellyel a tényleges, a statisztikákban
szereplő adatsorokat a legjobban lehet megközelíteni.

Az ipari gépállomány becslésére három (az egyszerű, az összetolt és a súlyo
zott cosinus) függvényt használtam fel.

A számítások azt mutatták, hogy a becslésnek a tényadatoktól való eltérése
a súlyozott cosinus függvénynél a legkisebb. A másik két esetben a becslési
hiba az előző érték többszöröse. Az eredményeket a 2. táblázat foglalja össze.

2. táblázat
A túlélési függvények sorrendje a becslés pontossága alapján

.A. túlélési függvény

Jele Megnevezése
1 o v Ér í Én0 iÉ 

Sorrend a becslés
pontosság a alapján

z(S)
z(C)
z(W)

egyszerű
összetolt
súlyozott

0,3039
1,2329
0,0132

2.
3.
1.

Mivel a viszonylag alacsony covariancia is takarhat esetenként nagy vagy
szisztematikus eltéréseket, nemcsak az összevont mutatót, de a becsült és a
tényleges adatok közötti évenkénti különbségeket is célszerű megvizsgálni.

A 3. táblázatból és ,1 4. ábrából jól látszik, hogy a becslés mindhárom függ
vénynél szisr.tematikusan tér el a tényleges adatoktól. Az egyszerű és az össze
tolt cosinus függvények az időszak elejének gépállományát a ténylegesnél
alacsonyabbra, az időszak végi állományt pedig magasabbra becsülik. A súlyo
zott függvénynél az ellenkező tendencia érvényesül: a becsült érték az időszak
elején magasabb, később alacsonyabb, mint a tényleges. Előjelváltó sziszte
rnatikus eltérésnek nevezhetjük az ilyen tulajdonságokkal bíró becsléseket,
megkülönböztetésül azoktól, amelyeknél minden adatot vagy felül- vagy alul
becsülünk.

Nyilvánvaló, hogy ha a becslés az egész időszakban meghaladja a statisz
tikai adatokat, a túlélési függvény a valóságosnál kevesebbet selejtez. A sta
tisz tikai állománytól rendszeresen elmaradó becslés pedig a ténylegesnél ma
gasabb függvény szerint selejtezésre utal.

Hogyan értelmezhető azonban az előjel váltás. Hogyan lehet az, hogy a
függvény először túl sokat, majd túl keveset (vagy fordítva) selejtez? Az előjel
váltásra kétféle magyarázat adódik. Az egyik szerint, a vizsgált időszakban
megváltoznak a selejtezési tulajdonságok és a túlélési függvény ezt a változást
nem tudja követni. A másik lehetőség az, hogy az előjel váltást nem a valóság
és a függvény közötti eltérés okozza, hanem valamilyen más, külső zavaró
tényező.
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8. táblázai

A gépállomány legjobb becsült értékei a tényleges érték százalékában
(Ipar összesen)

Becslés a
-

I I
·- ~~s- ,.<s1 zW1 z(W)

túlélési függvénnyel

1951 94,7 92,6 l04,l
1952 89,7 86,4 106,2
1953 84,0 80,6 105,1
1954 83,0 78,8 · l06,2
1955 82,2 78,2 106,5
1956 83,0 79,3 107,6
1957 86,9 83,7 111,5
1958 90,0 87,2 113,5
1959 !l i.s 89,8

I
113,6

1960 93,l 91,(J 112,2
1961 94,8 9-1,2 111,2
1962 95,6 95,7 109,5
1963 97,2 97,9 108,2
1964 90,3 1.00,6 [07,6
[966 lOl.,5 103,4 107,l
l966 103,0 105,5 rou,o
196í 104,3 107,2 10,1,7
19ü8 108,0 1 ll,5 IOG,O
1969 I 07,ö J 11,5 1 IJ3,3

1970 [07,2 iu ,« t IJ(l,7
1971 !Oö,9 111,4 1t oed 
1972 10(),7 11 l,2 91.i,li
1973 106,0 110,f\ f egyl yu 
1974 101.i,O 110,7 02,S
l!l75 105,4 110,0 00,7

Az első esetben az előjelváltó szisztematikus eltérések az t jelzik, hogy a
túlélési függvény nem képes a valóságban végbemenő selejtezést jól leírni.
A második esetben a függvény alkalmasságát nem kell megkérdőjelezni, de
megfelelő magyarázatot kell ad ni az eltérések alakulására.

Belátható, hogy jelen esetben az olójcl-vú.ltás a kezdöállomá.nnyal, illetve
azzal a feltételezéssel hozható összefüggésbe, hogy a kczdöéflományra más
selejtezési szabályt fogadtunk el, mint n későbbi üzombehelyezésekre. Ha a
kezdőállornány átlagos selejtezési üteme nem egyezik meg a függvény szerin
tivel mindaddig, amíg az új állomány nem kerül túlsúlyba, az egész állomány
(a kezdő plusz növekmény) selejtezése szükségszerűen tér el a függvény által
előírttól. Amikor a kezdőállományt gyorsabban selejtezik, mint az újakat,
az eltérés pozitív lesz, ami azt jelenti, hogy az időszak elején a selejtezés gyor
sabb, mint később. A kozdőállomány lassabb selejtezése esetén az eredmény
fordított: okkor a kezdeti alacsonyabb ütemet magasabb váltja fol. A kezdő
állománynak betudható zavarás annál nagyobb, minél nagyobb a különbség
a kezdőállomány selejtezési üteme és a túlélési függvény szerinti átlagos selej
tezés között, és akkor tart sokáig, ha lassú a beruházás, s így a kezdőállornány
az egészben hosszú ideig jelentős súlyt képvisel.
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1951 1955 1960 1965 1970 1975 évek
1. ábra,. " gépállornány !énvleges és becsült érlék(,i (J'pur összesen)

" kezddá.ilornány zavaró szerepéről az adatok is árulkodnak: /úl igen nagy
a különbség a kezdőállomány választott és a, túlélési függvények átlagos selej
tezési százaléka között (lásd a, Sn táblázatot); (2) lm a kezdőállományt is a függ-

4. 1,ií/1lázr1,t
" kezdőallorné.ny és u Lúlólési függvények átlagos selejtezési százaléka

I
A kezdóát lomáuv Ill. túlélési rüggvé-

eeeeeeeeeee v á l És z t o t l it n y e k h e z t Ér t o z ó 
selejtezési %-a__ átlagos• se~ejtezési %

A Lúlélési függvény

j e l e m e g n e v e z é s e 

z(S)

z<C>
z<W) 

Egyszerű
Összetolt
Súlyozott

10,5
t2,7
0,3

2,0
1,5
5.0

Megjegyzé.9ek a tábláz,ühoz:
t n A progrnn, a már ismertetett módon C,gy választja meg a kezdőállornány selejtezési száza

lékát, hogy a Lecsült és a tényleges adatok közötti különbség minimális legyen.
2. A túlélési függvényekhez tartozó átlagos selejtezési százalék a függvény formájától és az

állomány kor szerinti összetételétől függ. Ebben az oszlopban szereplő százalék-adatokat az 1950.
évi ipari gépállományból kindulva, a beruházási adatokat felhasználva a megfelelő túlélési
függvényekkel végzett becslés alapján számítottuk ki. A kezdőállomány zavaró hatását kikü
szöbölendő csak az utolsó 5 év ( 1970-1975) selejtezési ezázalékainak átlagát vettük.
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.5. táblázat

A gépállomány átlagos becsült értékei a tényleges érték százalékában
(Ipar összesen)

, e 0s l é s É 

Év z(S) I z(O) I z(IV)

túlélési függvénuyel

1951 102,7 103,0 99,7
1952 103,5 104,3 98,4
1953 101,5 102,7 94,7
1954 102,4 104,0 93,8
1955 103,2 104,8 92,9
1956 104,9 107,l 93,l
1957 109,6 tt zyz 95,9
1958 113,0 ll6,0 97,0
1959 114,5 117,9 %,8

1960 114,7 JI8,6 95,5
1961 t 15,4. 119,7 94,8
19152 115,ü 120,2 93,1
1963 ns,o 121,0 92,2
1964 117, l 122,4 91,9
1965 IJ8, l ]23,8 91,9
196(\ us,e 12,1,3 91,5
l9ö7 118,9 12,1,9 90,8
1968 121,8 l 28,2 92,2
19(\9 120,4 126,9 !J0,2

1970 ll!l,0 [25,7 88,2
1971 1 l 7,8 124,3 8ö,8
1972 l lli,5 123,0 85,7
1973 1.14,9 121,4 84,l
1974 I 14,3 120,6 83,l
1975 112,9 119, I 81 ,ö

.vi egjegyzés: Az átlagos becsült értékek meghutárczúsakor a kezdőállornány n megfelelő ·függ
vényhez tartozó átlagos selejtezési szá7.alékkal (rendre 2,0, 1,5 6s 5) íródik le.

vények által javasolt ütemben vonják Id a termelésből az előjelváltás meg
szűnik, az egyszerű és az összetolt cosi nus függvények a,1, egész időszakban
nagyobb, a súlyozott alacsonyabb álloruányt becsül a ténylegesnél. (Lásd az
5. táblázatot.)

Figyelemre méltó, hogy milyen lényeges eltérés van a kezdőállomány selej
tezésére adott javaslatok között. Az egyszerű és összetolt függvényok L0-12%
os selejtezési üteme a valósághoz mérve irreális, hiszen az átlagos selejtezés
a megfigyelések szerint nem több 2-3¾-nál. (Lásd a 6. táblázatot.)

A súlyozott túlélési függvénynél a becslés akkor a legjobb, ha a kezdöállo
mányt 0,3%-os ütemben selejtezik ki. Első pillanatra úgy tűnhet, hogy ez meg
túl lassú selejtezés. De ha figyelembe vesszük, hogy ennek az állománynak a
nagy része minden valószínűség szerint igon tartós (a háborút átvészelő
és felújításra érdemes) hosszú életű gépekből áll, már reálisabbnak tűnik az
eredmény. Statisztikai evidenciák is megerősítik ezt a sejtést. Rácz Jenő
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6. tábláza,t

Selejtezési százalékok
(Ipar összesen)
(1960-1975)

73

I
Kiselejtezett gépek az
összes á ll o m á n y s eá őÉn 

1960 
1961 
1962 
1963
1964 
1965 
1966 
1967
1968 
1969 

1970 
1971 
1972 
1973
1974
1975 

2,\
2,1 
seú 
2,2
2,2 
2,3
2,3
3,7
1,1 
1,2 

2,2
2,2
1,9
2,4 
2,3
2,1 

Forrás, Népgazdasági Mérlegek (1971). A nemzeti vagyon (197\l).

1965-re 24%-osnak becsülte az 1950 előtti állomány részesedését az összes
állóeszköz ben .9

A gépek egy csoportjára, a vas és fémmegmunkáló gépekre vonatkozó
becslés még magasabb, 40%-os. A súlyozott termelési függvénynél 0,3%-os
selejtezés mellett 1965-hen ,i kezdőállomány az összes 27'1/ri-a, tehát közel
áll a:,; előbbi becsléshez. A másik két függvény által feltételezett 10-12%-os
selejtezés irrealitását pedig az is mutatja, hogy mel I ettük az 1965-ös állomány
nak nz Hl50 előtti csupán 6, ill. 4 százaléka lenne.

Jh előzőekből következik, hogy az előjel-váltás a, kezdőállomány selejte
zésére tett feltevéseknek és nem a túlélési függvények és a valóság közötti
eltérő selejtezési gyakorlatnak tulajdonítható. Továbbra is nyitott kérdés
azonban, hogy a becsült és a .statisztikában szereplő adatok miért térnek el
egymástól. Itt is kétféle magyarázat adódik: az egyik szerint, a túlélési függ
vények műsza.ki tulajdonságok által meghatározott selejtezési százaléktól
eltérő (a súlyozott túlélési föggvénynéJ az előbbit meghaladó, a másik kettőnél
azt el nem érő) ütemet írnak elő. A másik magyarázat az eltérést azzal hozza
össz.cfüggésbe, hogy a valóságban nem annyit: vagy többet vagy kevesebbet
selejteznek ki, mint amennyi műszaki alapon indokolt. Az első esetben az
eltérések a túlélési függvényben lévő hibára hívják fel 11 figyelmet, a második
ban maga a függvény vétlen, a becslés rnegfelelő lenne az elméleti elvárások
és a gyakorlati megvalósítás összhangja esetén.

Mindenekelőtt azt kell tehát tisztázni, hogy mi a helyzet a valóságban:
a selejtezés a gazdasági és műszaki avulást kifejezni hivatott értékcsökkenési

9 R..tcz (1966) 163-174. o.
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leírási kulcs előírásai szerint alakul-e vagy sem. A szakirodalomban tükröződő
általános megítélés szerint a tényleges selejtezés elmarad az elméletileg indo
kolttól.!? Az elmaradás mértékét és okait a szakemberek különbözőnek tartják.11

A rendszeres aiulselejtezés miat.t a nullára leírt, de ki nem selejtezett állomány
volumene évről-évre nő . .Míg 1970-ben a nullára leírt állornány csupán 5%-át
tette ki az összesnek, öt év alatt ez a részarány több mint két és félszeresére
nőtt. 1975-ben az ipari gépállomány L3%-a volt nullára leírva.
A jelenlegi gyakorlat szerint a nullára, leírt, de ki nem selejtezett állomány a

bruttó gépérték részét képezi. Következésképpen, a statisztikai gépállomány
a selejtezések elmaradása esetén és annak mértékében, meghaladja az elméle
tileg üzemképesnek tartott áUományt.12

A túlélési függvények segítségével végzett állománybecslésnél abból a fel
tevésből indultunk ki, hogy az értékcsökkenési leírási kulcsok által kifejezett
gép-élettartamok jól közelítik a tényleges működési időt. E feltevés máskép
pen azt jelenti, hogy a leírt gépek a termelésben már nem használhatók,
következésképpen állományba tartozásuk sem indokolt. A túlélési függvények
a leírt állományt ezért teljes mértékben selejtezésre javasolják.

A valóságra jellemző részleges és a túlélési függvények szerinti t~ljes selejtezés
közötti különbség magyarázatul szolgálhat arra, hogy a túlélési függvénnyel
becsült állomány miért alacsonuabb, mint a tényleges. A súlyozott túlélési
függvény becslési hibája tehát a tényleges alul-selejtezéssel lehet kapcsolat
ban. Indokolt ezért feltételezni, hogy ez a függvény - az állomány szieztema
tikus alulbecslése ellenére - alkalmas a selejtezési visellrndés leírására.

Az egyszerű és az összetolt túlélési függvények még a nullára leírt, de ki
nem selejtezett géprésszel növelt tényleges állománynál is magasabb értéket
becsűlnek. A túlbecelésre mentséget nem találván fel kell tctelez ni, hogy ezek
a függvények formájuknál fogva nem jól írják lo a solej tozéat.

Az előzőeket összefoglalva megállapítható, hogy a vizsgált három túlélési
függvény közül az ipari gépállomány selejtezési-túlélési tulajdonságainak le
írására a súlyozott formula a legmegfelelőbb, mort (I) rt súlyozott cosinus
függvénnyel becsült állomány-értékeknek a tényleges adataitól való eltérése
a legkisebb; (2) az ID50 olótti állomány selejtezési ütemére adott becslés a
legreálisa.hb ; (3) 1c becsléseknek a tényleges adatokból való elmaradása nem <t
függvény formájából er cl, hanem a valóságos 801 ejtczési gyftkol'lat kövot.koz
ménye.

A teljes gépá.llomá.uy Lccslésévol egyidőbon készültek cl a foklolgozóipar
egyes ágazatairc1 vonatkozó számítások is. Az eredmények megegyeztek [LZ

ipariakkal. Egyetlen kivételtől, a kohászattó! eltekintve a súlyozott túlélési
függvényekkel lehetett a legkisebb hibával becsülni a atatisz.tikaí állományt.
(Lásd a 7. táblázatot.) A táblázatban az egyszerű túlélés függvénynél minden
vonatkozásban ked vezőtlenobb nek hizo nyult összetolt eosinus függvénnyel
nyert adatot már nem szerepeltettük.

to BENYÁCZ [1980]; Benuxo [1979]; ÜÁNIGL [Hl76J; RANDÓ'J'Z[ [1970]; T01VIPA [1978].
11 BEREND IvAN [ 19791 szori ni; a nul I ára le írt. ipat·i gépeknek és berendezéseknek csupán

a felét selej tczték ki l 9G9 és 1974 közöl I.. H,ADNÓTZC JÁNOS [1976 J a selejtozési az áza.lék és
az értékcsökkenési leírási kulcs közötti összoCüggésckel olernezvo a soiej tozésok elmaradá
sát az 1970-1975-ös period I1Srf1 jóvul tdacsony1.tbbra (az iisszc·s tíll6oszköznél kb. 103/o-r,1)
becsüli.

c2 A gyakorlttl.bun a nulliira ldn gflpok sokféh1 ok 111iaLt, rnóg iiz<Hnkóposuk lelwtnuk.
Például azért, morl on-•dr'líkg neru jól Allapílot'ták nwg a vi\1'11alö él,dl.í1rlan1ol, mr·rt a
gépeket irlőközben felújították, sői,,
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Az ágazati becslések pontossága

Ágazatok

A coverlanc!a értéke

az egyszerű a súlyozott

Kohászat
Gépipar
Építöanyngipnr
Vegyipar
Könnyűipar
Élelmiszeripar
Feldolgozóipar összesen

túlélési függYénnye1 végzett becslésnél

3,33 · tO-G
1,75 . 10-2

3.93 · 10-5

5,72 · 10-,
4,45 · 10-G
7,23 • JO-G

4,64 · rn-5

7,27 · tO-G
3,18 . rn-4
1,04 · 10-5

1,88 . 10-5

3,44 • rn-G
5,35 · 10-s
5,88 · 10-G

8. tcí/Jl!íza,t

Az alul-becslés átlagos értéke az ágazatokban

Kohászat
Gépipar
Építfü111yagip11r
Vegyip-u-
l\.ö1111yűlfJH'f"
J:leh 11 iszcri par
l'ddolgozóipar összesen

I Becsült érték a tényleges érték %-ábau

I rsoi 7iJ f 1951 -59 f 1960-69 f 1970-7;;

I
85 94 85 76 
81 Sü 83 75 
94 100 94 8
87 87 87 96 
85 ~3 SS 85 
93 SU 1:19 100
87 02 Sli S2

A 2. és a 7. tábl.L.atl,an közölt eredmények összehasonlítása azt mutatja,
hogy az ágazatok11ál a, becslés több nagyságrenddel pontosabb, mint az ipari
átbgnál. Az a.gg1·cg{1eió fokában meglévő különbséggel magyarázható a tapasz
tnlt eltérés. Nyilvá.nva.ló, hogy minél részletesebb a bontás, s ennek következ
tében minél homogénobb a géppark, annál nagyobb az esély arra, hogy az
aggregátuml1oz tartozó gépek többségéro hasonló - a túlélési függvény által
előírt közös selejtezési viselkedés jeJlermó, s ezáltal javul a, becslés pontos
sága.

A feldolgozóiparban és ágazato.ibn.n, éppúgy mint az ipar összesennél, a
súlyozott túlélési függvényekkel becsült gépállomány általában alacsonyabb a
statiez.tikákba.n szereplőknél. A becslés pontossága ágazatonként és idősza
konként, amint 1tzt a 8. táblázat mutatja, változik.

Az egész vizsgált időszakban, l 951 -- J 975 között az átlagos alul-becslés
a gépiparban a lcgna.gyobb, majduem 20°<,-os. az építőanyag- és az élelmiszer
iparban a legkisebb, 6-7°/r,-os. A többi ágazat közepes, 13-15°/r,-os értékkel
szerepel.

Az alacsonyabb becsült érték megjelenése itt is azzal magyarázható, hogy
a tényleges selejtezések elmaradnak a függvények által előírttól. (Lásd a .9.
táblázatot.) Ahol a lemaradás mwy mértékű és tartós, mint például a gép- és
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9. táblázat

Különbségek a selejtezési százalékokban

.\gaiat
Tényleges selejtezési százalék a túlélési

függvény szerlntl százalékban

1960-1969 1970-1975

Kohászat
Gépipar
Építőanyagipar
Vegyipar
Künnyűipar
Élelmiszeripar
Feldolgozóipar össz.

42 
26 
49 
32 
60 
42 

38 

29 
26 
60 
33
53
71

40 

Forrás: Népgazdasági Mérlegek (1971), A nemzeti vagyon (1979).
Magyarázat: A túlélési függvény átlagos selejtezési százalékának szárnltáei módja a 4. táblá

zat 2. magyarázatában található.

a vegyiparban, vagy ahol a különbség ct tényleges és a függvény szerinti selej
tezési százalék között nő, ilyen a kohászat és a könnyűipar, az alul-becslés
mértéke nagyobb és időben növekvő. Ugyanis mindkét esetben halmozódnak,
illetve nőnek a tényleges és a becsült érték közötti eltérések.

A nullára leírt állomány változásából u. túlélési függvényekkel nyert állo
mány-becslé nek a statisztikától való növekvő eltérésére kaphatunk magyará
zatot. A gépiparban és a kohászatban, ahol az időszakvégi eltérések a legnagyo
bak, a selejtezésre ítélt állomány 1970 és 1975 között az átlagosnál gyorsabban
nőtt és 1975-re meghaladta az egész állomány 15°,;1-át. Azokban az ágazatokban
ahol az eltérések a legkisebbek, az ópítőanyag- és az élelmiszeriparban, a nul
lára leírt állomány viszonylag lassan nőtt a vizsgált időszakban. A vegyipar
mindkét jellemzőt tekintve középen helyezkedik cl. A könnyűipar pedig az
1960-a, évek szokatlanul magna selejtezése miatt igen alacsony kis lejtezésre
ítélt állománnyal indul JD70-bcn. A•1. álloműny növekedése itt is gyors, az
1975-ös részarány azonban az alacsony kezdőérték miatt elmarad a többitől.

Bár a becsült és a tényleges adatok közötti olLérós alapjába.n véve a nem
kielégítő mértékű sclejtozóenek tula,idonítlw.t<í, o,. nióg nem jel ·nti azt, hogy
minden mozgás párhuzamos. Az ólel111i8zo1·iparlmn a.,. utolsó néhány évben,

10. túblrbtt

Az ululsolojtozés ,n ;rLóko ,Lz ág1Lz1LLokiJ,,11
------------ -

Kohászat
Gépipar
Építőe.nyagipar
Vegyipar
Könnyűipar
Élelmiszeripar

A 111111{,rn I írt g/·pállou1/t11y
Sáy Ö77 Áff * s eá őo n 

1970 L 197[i

4 Hi
e 17
6 ll
5 14
3 8
5 12



TÚLÉLÉSI FÜGGVÉNYEK 77 

például a túlélési függvénnyel túlbecsüljük a tényleges adatokat a nullára leírt
állomány egyidejű növekedése mellett. Néhány ágazatban, illetve időszakban
a selejtezés-ütembeli különbségekhez képest az alul-becslés túl nagynak, vagy
éppen ellenkezőleg. túl alacsonynak tűnhet. Több tényező, mindenekelőtt a
statisztikai és a becsült állomány szerkezeti eltérése - amely a nullára leírt
Ás a kiselejtezésre kerülő állomány élettartam-struktúrájának eltéréséből szár
mazik - a halmozódások, és bizonyos számításbeli egyszerűsítések is vezet
hetnek ezekhez az egyébként súlyúkat tekintve nem igazán jelentős anomá
liákhoz.

A becslési hibák fenti elemzéséből egyértelműen levonható az a következ
tetés, hogy az ipari gépek túlélési-selejtezési viselkedését a konkrét élettartam
struktúrákat figyelembe vevő ún. súlyozott túlélési függvényekkel lehet a
legjobban leírni. Az ipari gépek aggregált és ágazati selejtezési tulajdonságait
ezért a következőkben e függvények segítségével vizsgáljuk.

Selejtezés az iparban. és ágazataiban

ó tényleges élettartamstruktúrákat figyelembe vevő súlyozott túlélési függ
vények alapján az ipari gépek selejtezésére a következők jellemzők:

J. Egy-egy évjárat (egyazon évben üzembe helyezett beruházás) selejtezése
hosszabb, körülbelül 45 évet átfogó időszak alatt bonyolódik le.

2. A selejtezés üteme az idó folyamán változik. Az üzembe helyezést köz
vetlenül követő egy-két évben az alacsonyról induló ütem igen gyorsan nő,
míg igen korán, a(\. év táján el nem éri maximumát. Ezután az ütem fokozato
san csökken a 25. évig, majd alacsony sxintcn stabilizálódik, illetve nagyon
lassan csökken, mindaddig, amíg ::iz utolsó gévot ki nem vonták a termelésből.

3. A selejtezési ütem fenti változása azt jelenti, hogy a selejtezések volume
nének időbeli megoszlása egyenlőtlen. Az egész időszakot tekintve, aránytala
nul sokat selejteznek ki az időszak elején: az első 15 évben az évjárat gépeinek
közel kétharmadát. A második életharmadban, a 15 és 30 év között további
30 százalék lép ki a termelésből. A korai évek magas selejtezési aránya miatt
az utolsó időszakot már csak igen kevés gép éri meg.

A súlyozott függvényekhez tartozó túlélési részarányokat az 1-tőJ a 45. évig
a 13. táblázat mutatja. Az ipar túlélési és selejtezési görbéi a 2. és a 3. ábrákon
az X-szel jelöltek. A selejtezés legfontosabb jellemzői a 11. táblázatban van
nak felsorolva. E táblázatban az ipar összesenre jellemző információk mellett
szerepelnek a feldolgozóipar adatai is. A feldolgozóipari gépek selejtezésére

11. táblázat
Selejtezési jellemzők az iparban és feldolgozóiparban

A selejtezés jellemzői

A selejtezés
megoszlása

0-15
15-30 években
30-45

A legnagyobb selejtezés éve(i)
mértéke %0

Ipar I Feldolgozó-
ipar

65 67 
28 27 
7 6 

6; 7 7
58 60 
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az átfogott kör különbségéből eredő c. ekély eltérésektől eltekintve ugyanazok
a vonások érvényesek, mint az iparra általában.

Az egyes ágazatokban, az ipari átlaghoz hasonlóan, a selejtezés zöme az idő
szak első felére esik. Jelentős különbségek vannak azonban az egyes ágazatok
között a selejtezési ütemek alakulásában és ennek függvényeként a selejtezés
időbeli megoszlásában.

A vizsgálatban szereplő hat fel lolgozóipari ágazat a selejtezési jellemzők
alapján három csoportba sorolható. Az első csoportba a gép- és a vegyipar,
a másodikba a kohászat és a könnyűipar, ,L harmadikba az építőanyag- és az

l 2. tríbl,bit

,\z; ág11za1 i selejtezési görbék főbb jellemzői
-------~---- - --

.\ selejLezés jell g-1, ·t.cssi·gei

.Ágazat
A gépek

1-
a müximálls sorejtezés első m/,sodlk harmndik

átlagos stanJanl
{,Jr,ttarrnnm életkor

I
f:J.-•t.hnrn1ndhan selejtezósre kerülő.:v ,:,-,. (iJ ezn"'lfkl;ei1 állornéuy az összes %·ábnn

---
Gépipur 15 n Ii 7fi 77 21 2 
Vegyipar Hi !J 5 75 74 22 4 

Kohászat ro J2 7 10 52 64 31 5 
Könnyűipar 20 13 9 11 i) 1 61 33 6 
Épltőanyagipar 26 13 5 50 56 28 16"' 
Élelmiszeripar 23 13 íj 7 61 56 32 12"' 

"'Ezekben az águzatokbun nem k rül az egész állomú ny k iselojtezéare a -15. év elérése után .
..\z itt szereplő selejtezési részarány tartalmnzza f, -J5. óv 11Lán kiselejtezett állományt, is.

élelmiszeripar tartozik. Az ágazatok selej tezési görbéit az 5- 7. ábrákon, a
ielejtezés fontosabb jellemzőit a 12. táhláza.tban mutatjuk be.

A gép- és a vegyipar selejtezésének menete, mint azt az 5. ábra mutatja,
igen hasonlít egymáshoz. E két ágazatban a selejtezés az átlagosnál is jobban
koncentrálódik az üzembe helyezést követő évekre. A gép- és vegyipari gépek
fele a 10. és háromnegyede a 15. életév elérése előtt kiselcjtczósro kerül. Mivel
további 70 százalékot selejteznek ki a 15 és 30 év között, az utolsó időszakra
alig marad gép.

A kohászat és könnyűipar selejtezési görbéj kvázi-szimmetrikus, azaz ezek
ben az ágazatokban az állomány 90%-a majdnem normália eloszlás sz srint
kerül kiselejtezésre. Ez azt j lenti, hogy a 25 éves rövidített szakasz középső
harmadára esik a selejt zósek közel fele, a második föl p dig megoszlik a1/, első
é harmadil harmad között. Kvázi szimmetrikus a görl e, mert a7, első rövid
harmadra valamivel töLIJ selejtezés jut., mint a másik kot.tőre. A standard
élettartam ezekben az ágnzatokban magasahb. A gépállomé.ny föle 12 13
évig üzemeltethető, további 40°1,-a pedig a 24- 25. év elóréHéig. \ maximális
selejtezés nem egy-egy évre koncentrálódik, mint a gép- és vegyiparnál,
hanem több éven keresztül tart. Ennek mcnfelelően a maxima.lis ütem ala-
c. onyabb.

A harmadik csoportba tartozó ~pítőanyag- és élelmiszcripnri gépek selejte
zésének megkülönböztető vonása, hogy az időszak oleji selejtezési csúcsot,
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°loo
80
70
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40
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10 Se 
80
70
60
50
40
30

Vegy,par

Gépi par

Sé slandard ele tkor

Se 
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 3L. 36 38 L.0 L. 2 L.L. évek

5. ábra,., 1➔lt1jlezési görbék

'loo
70
60
50
L.0 
30·
20

10 ll_ lS~e~· ----=============~-- 

KohÓsza1

70
60
50
L.0 
30
20

lOIL_,~~~~..J.:S~e~~-r-,---,-==:::==:=::=:=;:::::::; ====;==-,---• 
2 L. 6 8 10 12 lL. 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 L.4 evek

Könnyűipar

Sé slandard életkor

6. ábra. Selejtezési görbék
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Ép{tóanyagipar

Élelmiszeripar

Sé standard életkor

Sé
2 4 6 8 10 12 ll. 16 18 20 71. 21. 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 évek

7. ríúm., PlojLozósi görbék

amely az átlagosnál alacsonyabb, az üt m ig n lassú csökkenése köv ti.
Ennek eredményeképpen a S 'iojt, ,1,éK ezekben ,~r. :.í.gar.a,tokban hosszan, az
egész 4.í éves élettartamon, cgyos setckbon még azon túl iK, elnyúlik. z oL ő
élethnrmudban az ipari átln.g11ál jóval kevesebb, a középső szakaszban az
átlagnak megfelelő, és az utolsó 15 évben az átlagnál jóval több építőanyag
és élolmiszeripari gép kerül kieclejtozósro.

Felvetődik az a kérdés, hogy mivel magyarázhatók ar. ágazatok közötti
selejtezé i különbség k. z átlagosnál miért gyorsabb a gépcsere a aép- ós a
vegyiparban, és miért húzó lik cl az építőanyag- ós él Irniszeriparban.

Megítélé em szerint a különbségek nemcsak ÓH n m is lsősorban a gépek
fizikai tartőeságával, hanem a műszaki fejlő lés ütoméh n meglévő eltérés k
kel magyarázhatók.

A selejtezést ugyanis végső soron az értókcsökl onésí 1 írás vezérli (még
akkor is, ha ez a vezérlés a valóságban nem tökéletes, azaz nem selejteznek
ki minden leírt gépot). Az értékcsökkenési loírási kul s rn gállapításánál a
gép fizikai tartóssága mollott a műszaki-gazdasá ,j avulást is figyelembe kell
venni. (Megint más kérdés az, hogy a magyar' gyakorlatban az indokolt mér
tékben számolnak-e az av ulássn.l a kulcsok mogálln.pításánál vagy som.) Az
avulás per definitionem műszaki orodctű: a m ,l vőnél k rszcrűbb technikát
alkalmazó, jobb minő, ézű termékeket előállító gép k kifojl szté ének eredmé
nye. A műszaki fejlődésnek gazda. ági következményei is vannak, általában
nemcsak jobb termékek t gyártanak a korsz rűbb gépek n, de ugyanolyan
ráfordításmennyiséggel többet is. Amennyiben nincs műszaki fejlődés, a gépe
ket mindaddig nem érdemes kisolojtozni, amíg üzemszerű tevékenységet tud
nak folytatni. Ebben az esetb n a maximális élettartamot és ezzel a leírási
kulcs nagyságát a gép fizikai tartóssága határozzam g. E tényező másodlagos
szerephez jut amint belép a technikai fejlődés kövotk zményeként a műszaki
gazdasági avulás, amely jelentősen lerövidíti a gépek hasznos élettartamát.
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13. táblára:
Túlélési részarányok
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Évek
~oháswt l_:Jl~""

l 0,993 0,98S
2 0,979 0,953
3 0,942 0,900
4 0,903 0,8:33
5 0,857 0,758
6 0,808 0,ü82
7 0,75(i 0,ü07
8 0,703 0,538
9 0,ü52 0,477

10 0,ű00 0,420
11 0,549 0,370
12 0,500 0,329
13 0,453 0,294
14 0,406 0,259
15 0,361 0,226

16 0,317 0,194
17 0,275 0,163
LS 0,23(í 0,153
19 0,201 0,110
20 0,Hi9 0,088
21 0,142 0,070
22 0,120 0,055
23 0,103 0,044
24 0,091 0,037
25 0,083 0,034
2(i 0,07() 0,03]
27 0,070 0,028
28 0,0ű3 0,025
29 0,05ű 0,023
30 0,050 0,020

31 0,044 0,018
32 0,039 0,015
33 0,033 0,018
34 0,028 0,01 l
35 0,024 0,009
36 0,020 0,007
37 0,016 O,OO(j
38 0,01;3 0,005
39 O,OlO 0,003
40 0,008 0,002
41 O,OOG 0,001
42 0,004
43 0,003
44 0,002
45 0,001

Érítú- I . I . ,. _ I Élelmiszer- I Feldolgozó-1anvngtpar Vegyipar Könnyűipar ipar .. ipar
összesen

Ipar
összesen

0,991 0,987 0,994 0,993 0,991 0,990
0,9()4 0,948 0,977 0,973 0,964 0,963
0,925 0,890 0,950 0,941 0,923 0,921
0,877 0,820 0,915 0,900 0,871 0,868
0,827 0,745 0,875 0,853 0,813 0,811
0,779 0,674 0,831 0,802 0,754 0,753
0,730 0,604 0,783 0,751 0,ű94 0,695
0,684 0,541 0,734 0,701 0,637 0,640
0,641 0,485 0,683 0,654 0,583 0,589
0,599 0,434 0,632 O,GlO 0,532 0,540
0,561 0,388 0,581 0,5(í9 0,485 0,495
0,528 0,350 0,531 0,533 0,442 0,454
0,497 0,318 0,483 0,500 0,403 0,417
0,467 0,287 0,435 0,469 0,3()5 0,381
0,437 0,256 0,388 0,43(l 0,328 0,346

0,407 0,226 0,343 0,404 0,292 0,311
0,379 0,198 0,300 0,372 0,257 0,278
0,351 0,171. 0,259 0,342 0,225 0,246
0,325 0,147 0,222 0,314 0,195 0,217
0,301 0,125 0,190 0,287 0,169 0,191
0,279 0,10() 0, tui 0,262 0,146 0,1()8
0,259 0,091 0, 137 0,240 0,126 0,148
0,242 0,078 0,118 0,220 0,lll 0,1:32
0,227 0,069 0,105 0,203 0,100 0,119
0,215 0,063 0,09l\ 0,188 0,092 0,110
0,203 0,058 0,088 0,173 0,085 0,100
0,190 0,052 0,079 0,159 0,078 0,092
0,179 0,()4.7 0,07 L 0,145 0,071 0,0S3
0,l li7 0,042 0,0ű4 0, rat 0,0()4 0,075
o.iso 0,037 0,05(i 0,1 )8 0,057 0,067

0,145 0,0:32 0,049 0,101) 0,05] 0,059
0,1 ;34 0,()27 0,042 0,094 0,045 0,052
0,]2,( 0,023 0,03(; 0,083 0,040 0,045
0,114 0,019 0,030 0,072 0,034 0,039
0,105 o.oro 0,025 0,0(i2 0,029 0,033
0,09(; 0,012 0,020 0,054 0,025 0,027
0,088 0,010 O,Olf\ 0,04() 0,021 0,023
0,081 0,007 0,012 0,038 0,018 00,18
0,074 0,005 0,009 0,032 0,015 0,015
0,0ű8 0,00:l 0,006 0,027 0,012 0,012
0,062 0,002 0,004 0,023 0,010 0,009
0,057 0,001 0,002 0,020 0,008 0,006
0,052 0,001 0,018 0,006 0,003
0,047 0,016 0,004 0,002
0,043 0,015 0,002 0,001

A technikai fejlődés ütemének ágazati eltérései ily módon magyarázatul
szolgálhatnak a különböző túlélési-selejtezési viselkedésekre. A műszaki fej
lődés világszerte a gép- és a vegyiparban volt a leggyorsabb az elmúlt évtize
dekben. Nem véletlen ezért, hogy nálunk is ezekben az ágttzatokban a leg
jelentősebb a műszaki avulás, s következesképpen legrövidebbek a gép-élet
tartamok.

!i Szigma
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A feldolgozóipar többi, ,,hagyományos" ágazataiban a technikai fejlődés
általában közepes mértékű volt. A gépéiettartamok, s így a selejtezés is, a
kohászatban és a könnyűiparban ennek az átlagos műszaki avulásnak a hatá
sát tükrözik. A gépcserék elhúzódása pedig az építőanyag- és élelrniszeriparok
ban annak tulajdonítható, hogy e két ágazat fejlesztését sokáig elhanyagoltuk,
s így az egyébként átlagos technikai fejlődés hatása sem tudott teljes mérték
ben kibontakozni. A hetvenes évek elejétől, mindkét ágazatban - - az építő
anyagiparban fokozottabban - felgyorsuló beruházási tevékenység várhatóan
a gépélettartamok rövidüléséhez fog vezetni.
A technikai fejlődés ütemének jövőbeli alakulásától függ tehát végsősoron,

hogy a tanulmányban bemutatott, az ipari gépek túlélését és selejtezését leíró
görbék mennyire időállóak. Az ágazati üternkülönbségek mérséklődésével a
selejtezések időbeli alakulása is kevésbé fog eltérni egymástól. Nagyon való
színű, hogy legalább egy irányból, az építőanyag- és az élelmiszeripari gép
élettartamok megrövidülésével megindul ez az uniformizálódási folyamat.

A túlélési-selejtezési görbék változóképessége természetesen inkább a mód
szer előnyére mint a hátrányára válik. A gépélettartamok és az élettartam
struktúra tényleges változását rugalmasan követni képes súlyozott túlélési
és selejtezési függvények éppen e tulajdonságuk miatt alkahnasabbak az elem
zésre, mint az irodalomban eddig javasolt és felhasznált egyszerű változatuk,
amely a túlélési-selejtezési viaelkedésben sem időbeli, sem ágazati különbsé
geket nem enged meg.

(Beérkezett· l(/82. j,mwír 2 l-én.)
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SURVIVAL CURVES AND SORAPPINGS

Survival curves show what proportions of machines and equipments are scrapped in
year .l, 2, ... , n following their installation. Among tho survival curves the simple
cosine function (assuming approximately normal distribution of scrap over time) and
weighted cosine functions (taking also the life-span structure of stocks into considerar.ion)
were examined. In order to det.ermine which type of function is better suited for the de
scription of stocks of machine and equipments the following method was applied. To the
initial stocks new installations were added and scraps prescribed by the function deducted.
The Limo series obtained in this way were compared with statistical data. That function
was accepted as 1!Jc better one for which (1) the deviation of estimated data from actual
ones was smaller and (in t ho case of a systematic deviation between the two), (2) a rational
explanat ion could be given for the deviation. According to results of the empirical exa
mination the scrapping of machines and equipments in Hungarian manufacturing indu
sri y is more precisely described by the weighted function.

The bulk of scraps takes place, deviating from Urn approximately normal one, not in
the middle, but already in the first half of the period. Sectoral differences are consider
able in scrappings. Scraps are mostly concent ra.ted on the early years in the engineering
and chemical industries. Jn light industry and metallurgy the distribution is almost
normal, while scraps are least concentrated in building material and food industries.
Sectoral differences may he explained by deviating rates of technological obsolescence.

(!)YHl-{Uvlvl nEPE}t{HTM.51, CBOr;;)CTBA EPAl-{OBl-{kl

(!)y1·1I,L\Ml1 nepC)i(MTMfl noxaausaror, i,:al(35J LfélCTb MélllJl1H M o6opy).(OB3HHl1 6paKyCTC51 B nep
BOM, BO BTOJ)OM II T. /.(. ronax llOCJIC BBO/~a 13 3J{CnJJyaT3l\HIO. CpC).(11 (jlyHl(L\HH nepC)l{HTJ15J pac
CMaTpMBaJIMCb qJylll(L\1111 npOCTOJ'O l{()CIJHYC;J, npezmonararounre npHMCpHO HOJ)M3Jlb!{OC pacnpe
/.(CJJC11Me, H 1j1y~1J(L(HM B3llC1.ue1rnoro KOCHHyca, np11m1Ma1011111e BO BHHMaHHC T3101{C crpyicrypy
napxa 110 npO).(OJl)i(MTCJJbllOCTIJ CJ1)')1(6bl. ,UJi51 Toro, LfTOObl onpene.nurt., J(al{()l1 THII (jlyHKL\HH
5IBJIHCTC51 H3M60JJCC 11p11CMJJeMl,IM /~Jl}l onucanna napica MaWHH 11 oöopynoaauns, npHMCH5lJJC51
CJJC/()IIOU(MH cnoco6. l{ nepaonavansnowy rraprcy np111rnCJl5lJJHCb no QttCpC).(11 HOBblC BBC).(CHl151 B
axcn.nyaraumo J1 OT'IIICJ15TJIJ1Cb Üpill(OBIUI, ycTaHOBJJeHHhle (~y1-11,u11ett. nonyqeHHhlH BpeMeHHOH
])J'.T/.( Ml,I conocraaunu co CTélTMCTJ1LJ('Cl(J1M11 /.(al•lllhlMH, 11 ClJHT;JJ1]1 npaBHJlbHOtí TY (jlyHKUHIO, y
1{0TO[)Oi1 (l) OTl(JlülíCllll$l OL(e110•1HblX ,LlélHHl,IX OT tlKll(THLfCCJ(MX MCHbWC, a CCJlM MC)l().(Y 01~eHO'l
!lhlMM II (IJa1{TM'ICCl(IIMII /(<llfllhlMII llaÚJIIOJ.1élCTCH CHCTCMaTl1lJCCJ(Oe 0Tl(J1011CHHI:', rorzta ¢YHl()l1110,
y J(()TOpOií (2) 01'i,JJOIICIJll51 pau,11011aJJbllO OŐ'bHCHHMbl. no pe3yJJbT3TaM 3MIIHJ)HlleCl{Oro paCCJJC

/J,013iJllll51 Úpi!KOB1,a MélUIIIII II 06opy;101Ja1-11151 B uenrcpcuoü o6pa6aTblB310U(CH npOMbllUJJCHHOCTH
TQlJHCC onucuuacrcn B3BCIIICHHOH qiyHl(I\IIC(I.

nowwJJHIOlllél)I 'iaCTb öparcomcu, 13 OTJIM'll!e OT llJ)llMCJ)IIO HOpMaJJbHOro pacnpe).(CJJCHIN npOH3-
B0/1CTlliJ IIC 13 ccpC/.(MHC nep110)],<1, él 13 ero 11CpBOl1 rtOJ!OllHHC. 8 M3llmHOCT])OCHH11 M 13 XHMHLICCl(Ot'I
llf)OMhllllJICHHOCTIJ 6pa1(0BJ(él cocpe110TOlJMl3aeTC)1 cam.nee, B ).(J))'f'l1X OTpaCJ15IX B rO/.(bl CJ1e).(y10-
ll(JJC I IOCJIC BBO).(a IJ eiccnnyaraujuo, 6péil(OBl{a »ce 13 nericoü npOMbllllJlCHHOCTH 11 13 xerannyprnn
ll01(él31,1133CT IIO'ITH HOpMaJJbi-lOC pacnpeaenerrue, a B npOH3llO/J,CTBC CTpOHTCJJbHblX M;JTCpHaJJOB H
npO/WBOJlbCTBCHll l,IX roaapon 6pa1(08J(a npe;~c-raBJ151CTC51 H3HMCHee J(OHUC1Hp11pOBaHHOH. Pa3-
JIWJM}l no 0Tp~CJ15IM 061,HCH5110TCH pa3JJJ1<1HLIMM TCMnaMH TCXHHLfCCl(OrO-TCXHOJJOr1111ecl(Oro
ycrapcrrun.

6* 
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Egy többcélú ütemezési probléma megoldása 
(esettanulmány) 

Bevezetés 

A cikkben egy speciális többcélú gyártásütemezési feladattal foglalkozunk.
Olyan vállalatnál merült fel, ahol a termékeket kis szériában, a vásárlók igénye
szerinti összetételben gyártják. A probléma az volt, hogy a változó igényeknek
megfelelő gyártás egyes gyartóhelyeken a szűk kapacitás miatt akadozott.

Az ütemezenclő műveletek az alkatrészgyártás műveleteí ; az esetenként
sz űk kapacitásúnak bizonyuló gyártóhely az alkatrészgyártó gyáregység egyik
üzeme. Itt nagyteljesítményű numerikus vezérlésű forgácsoló gépek vannak.
Az alkatrészek igény szerinti gyártását úgy kell megoldani, hogy emellett az
NC gépeket - amelyeken a gyártási folyamat fontos műveleteit végzik -
a lehető legjobban használják ki. Az NC gépekkel történő megmunkálás előtt
jelentős előgyártás van, méghozzá más üzemekben, ezért az NC gépek meg
felelő kihasználásához valójában több üzem összehangolt működésére lenne
szükség. Az NC gépek folyamatos üzemeltetésének ára azonban semmiképpen
sem lehet a műveletközi készletek növelésre. Igy merült fel olyan számítógépes
program elkészítésének az igénye, amely az NC gépek minél jobb kihasználásá
nak előtérbe helyezésével, egyéb szempontokat is figyelembe véve, műszakokra
ütemezi az alkatrós7,gyártás műveleteit.

:\lintbogy az adott időszak alkatrészeinek gyártási átfutási idejét az állás
irlők növelik, az elhúzódó gyártás pedig növeli a pufferkészleteket és a befeje
zetlen állományt, kapacitást köt le: cél a teljes gyártási átfutási idő mini 
malizálása is.

Az ütemezett alkatrészgyártás fő feladata a szereldék ellátása. A különböző
késztermékeket más-más műhelyben szerelik. Fontos cél a szereldék folyama
tos működése is. Ezt a célt úgy is meg lehet fogalmazni, hogy az azonos kész
termékhez tartozó alkatrészek befejezési időpontjai között a lehető legkisebb
legyen az eltérés.

Az NC gépek jó kihaszná.lásá.t segíti az átállítási idők szempontjából jó
terrnéksorrend meghatározása is .

.--\z NC gépeken elég sokfajta alkatrész megmunkálására van lehetőség.
Beállításuk előtt többféle forgácsoló gépen, természetesen jóval alacsonyabb
ha.tékcuysággal végezték azt a munkát,_ amit ma az NC gépeken végeznek.
Ez a hagyományoB technológia még ma 1S él, a régebbi típusú gépek működ
nek. E7.ért mód van arra, hogy ha egy-egy tervidőszakban nem lehet a, tervben
előírt összes alkatrészt NC gépen mcgmunkálui, bizonyos termékekre előírhat
j uk n, hagyományos technológiát. Ilyen esetekben megtakarítás érhető el azáltal,
hogy a hagyományos technológiát azokra a termékekre írjuk elő, amelyek
nél a.z. NC-technológia kevéssé hatékony a hagyományos technológiához
képest.
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Az NC gépek ütemezésénél figyelembe keII venni bizonyos műszaki kényszer
feltételeket is. Az alkatrészeket meghatározott felfogókészülékkel kell a gépekre
rögzíteni. Mindegyik típusú felfogókészülékből csak egy van, ezért az azonos
felfogókészüléket igénylő alkatrészek nem gyárthatók párhuzamosan.

Az ütemezésnél időnként figyelembe kell venni egyes alkatrészek sürgőssé
gét és egyes gépek kiemelt szerepét is.

A feladat megfogalmazása 

A probléma matematikai lelrásához vezessük be a, következő jelöléseket;
Legyen I,v = 1, 2, ... , N a gyártandó alkatrészek halmaza, p; az i E IN 

alkatrészből gyártandó sorozat gyártási ideje az NC-n; az i és j közötti
átállítási időt jelölje a11 ( i, j E IN); ci01 legyen a j sorozathoz tartozó heállí
tási idő.
Legyen továbbá e; az i alkatrész sorozatának NC előtti átfutási ideje, u; 
pedig az NC utáni átfutási ideje. A k-adik gépen felhasználható gépórák
számát jelöljük Tk-val. (le= 1, 2, ... , K; 1( az NC gépek száma.) Legyen
végül J a késztermékek száma, és a j késztermékhez tartozó alkatrészek
. J 
halmaza P1, azaz IN = U P1. 

j=I

Feladatunk: határozzuk meg
az i alkatrész gyártásának kezdési időpontját E;-t, 
az i'. alkatrész gyártásának befejezési időpontját Ui-», 
az i alkatrész NC megmunkálásának kezdési időpontját l;e-t, 
az i alkatrész NC megmunkálásának befejezési időpontját lwt. 

Az ütemezési időszak hossza (napokban) az összes NC gépre azonos, de a
meghibásodások, új gyártási programok kipróbálására fordított idők miatt a
statisztikák alapján az egyes gépeknél általában más-más hasznos időalappal
számolunk. A meghatározandó időadatokat órákban számoljuk, de a gyakor
lati megvalósítás lehetőségeit figyelembe véve, a kezdési és befejezési idő
pontokat végül nem órákban, hanem munkanapokban adjuk meg, megjelölve
a műszakot is.

A bevezetett jelölések segítségével a célokat a következőképpen írhatjuk le:
1. A teljes gyártási átfutási idő minimalizálása;

min I max U1 - min E1 I
i,}EIN /EfN }EIN 

2. Az azonos késztermékhez tartozó alkatrészek együtt-tartása:

min I max (U1, - U1,) I
i=t, 2 ... J l,, l,E P1 

3. Az átállítási idők minimalizálása:
K 

min J; J; a"c11, h[í+1l,
L(k) 1,=1 l([lj,1((/+l)EL(k)

ahol

L(k) = {lc(l], k(2], ... , k[n]} 
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a k géphez rendelt alkatrészek megmunkálási sorrendje. Az összes lehetséges
permutáció közül csak azok a L(k) sorrendek fogadhatók el, amelyek a gépek
terhelését a megadott időkorlátokon belül hagyják, azaz teljesül, hogy:

F1c = .J: P1[íl + .J: a,.[;l,h[i+il < r, • 
k[ i] E L[k] k( i], lc[i +I] E L(k) 

A bevezetésben említett további célok is megfogalmazhatók matematikailag,
azonban lényegesen egyszerűbbek az eddigieknél. Például az, hogy műszaki
kényszerfeltételek miatt bizonyos alkatrészek nem gyárthatók párhuzamosan,
az IN halmaz egy felosztását jelenti:

M 

IN= U Sm. 
m=l

Ez a szempont a 3. cél elérését segíti. Azok között a munkadarabok között,
amelyekhez azonos felfogókészüléket használnak, az átállítási idő igen kicsi,
tehát, ha ezeket az alkatrészeket az NC gépeken egymás után gyártják, az
átállítási idők csökkentését segítik. A párhuzamosságot kizáró feltételt nem
is érdemes másképpen megfogni, mint úgy, hogy az ilyen alkatrészeket egymás
után soroljuk. Ennek az az oka, hogy a gépek párhuzamosan működnek, és
ezért valamelyik meghibásodása előre nem tervezett párhuzamos gyártást
okozhat.

előírt gyártá1:,i terv:

k1 gép

k2 gép 

megvalósulás:

k1 gép

P;

to tie t ib
la. ábra. tfö S: tje 

Pi

megh. P;
I r==1 r====I

t, b

Ha a problémát meg lehetne oldani többcélú matematikai programozási
feladatként exakt módszerekkel, akkor részletes vizsgálati eredményeket kö
zölhetnénk a célfüggvények közti kapcsolatokról. Annak, hogy a heurisztikus
megoldás mellett döntöttünk, egyik oka éppen az, hogy a különböző célok
közt az összefüggések mérése bonyolult és ugyanakkor megbízhatatlan. Meg
állapítható például. hogy az átállási idők minimalizálását általában elősegíti
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az, hogy bizonyos alkatrészeket egymás után kell gyártani, de az is tény,
hogy ez a követelmény nem engedi meg az átállási idők szempontjából legjobb
sorrend kiválasztását. A teljes gyártási átfutási idő és az átá1lítási idők mini
malizálása között még nehezebben mérhető az összefüggés.

Igen lényegesen befolyásolta az algoritmust az a tényező, hogy különböző
gyártási időszakokban más-más súllyal szerepelnek a különböző célok. Azt
állapítottuk meg, hogy a probléma megoldásához a többcélú megközelítés
helyett jobb, ha a célokat rangsoroljuk és időszakonként a megrendelő igé
nyeinek figyelembevételével határozzuk meg (paraméterek segítségével) a
célok prioritását.

l\'Iegj egyzések 

L Ismert ütemezési problémának feleltethető meg az első cél, ha az elő és
utógyártást úgy képzelj ük el, mintha egy-egy ideális gépen folyna a gyártás
és az NC gépeket is egyetlen gépnek képzeljük. Ilyen feltételezések mellett
azzal a három gépes flow-shop prohlómával állunk szemben, amelynek célja
a teljes átfutási idő minimaliz.álása. Minthogy teljesül, hogy min e1 > max ú, 
(sőt min n1 / max p1 is). ezért a problémát a két gépes Johnson-elv általá
nosítása I l] alapján lehetne megoldani, ha ez lenne az ütemezés egyetlen célja.

2. Az ütemezés harmadik célfüggvé11yével kifejezett föladat az irodalom
ban az ,,utazó i'1gynök probléma" megfogalmazásban szerepel alta.lá.ban. Az
ütemezési feladatot a következőképp fogalmazhatjuk át utazó ügynök prob
lémává:

Van N város (az alkatrészek) és 1( ügynök (az NC gépek). Minden városba
el kell, hogy jusson egy és csak egy ügynök (minden alkatrészt valamelyik
gépen gyártani kell), aki a j városban PJ ideig tartózkodik. Az i és j városok
között az utazási idő a;J és a 1c ügynök legföljebb T,, ideig lehet úton. Az utazó
ügynök problémának nagy irodalma van [l ], [2]. többféle köze.lítő eljárás is
született a probléma megoldására. Kiemelten tehát erre a problémára is lehetne
már kidolgozott megoldási módszert találni, igaz, hogy az exakt megoldások
igen lassúak lennének.

A mi esetünkben ennek a részfeladatnak az exakt megoldásával azért sem
érdemes kiemelten foglalkozni, mert a p1 ► a,1 (minden i, j-re) jellemzi az
adatainkat, azaz az átállítási idők minimalizál ásától nem várható túl nagy
nyereség. E cél érdekében tehát nem érdemes a megoldási algoritmust nagyon
bonyolulttá tenni, a számítógépes időt növelni.

A több célfüggvény miatt, a számítógépes tervezés rugalmrtssága érdekében,
heurisztikus algoritmust készítettünk a probléma megoldására.

Az algoritmus ismertetése 

Az algoritmus a következő fontosabb lépésekből á.11:
1. Az A = {a,1} átállítási mátrix minden sorában megkeresi a. legkisebb

nem nulla és a legnagyobb értéket. Legyenek ezek x1 illetve y1 (i E JN)- 
F< 

2. Ha 2 (p; + y,) > 2 T," akkor elvégzi az alkatrészek ·gazdaságosság
iEIN k=1 

szerinti csoportosítását. Azok közül a termékek közül irányít az algoritmus a
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hagyományos technológiára, amelyeken az NC megmunkálás a legkisebb hasz
not eredményezi a hagyományos technológiához képest. (A gazdaságosság
szerinti csoportosítás a kétféle technológia időada.tai alapján végezhető.)

3. Kijelöli a technológiai előírások szerint egymás után gyártandó alkatrészek
Sm halmazait. Az NC gépekre ütemezés szempontjából az S117 halmazok elemeit
összevonja egy ideális alkatrésszé. Egy ilyen ideális alkatrész gyártási ideje az
össl'.cgzett gyártási idő, azaz qm = :E p1, mivel az ilyen alkatrészek közötti

je s; 
átállítási idő O-nak tekinthető. Az Sm halmazok különböző elemei és a többi
k ~ Sm alkatrész közti átállítási idők megegyeznek, ezért az Sm halmazokon
belüli sorrend a többi ütemezési szempontnak megfelelően alakítható ki. Az
egyéb szempontok prioritása a futtatások során paraméterrel adható meg.
)Ifivel a,: Sm halmazok elemszáma kicsi, (<6), a sorrend az összes lehetséges
vá.ltozat közül a legjobb lehetőség kiválasztásával határozható meg.

4. Az összevont alkatrészek (Sm halmazok) ütemezésénél a gépek közel
azonos terhelését. valamint a teljes átfutási idő minimalizálását tekinti célnak
az algoritmus.

~\ gépek közel azonos terhelésének problémája a következő feladatként
fog,1hnn-zható meg:

Adott T,, (y = ] , 2, ... , K) hosszúságú szakaszokat adott q111 (rn = 1, 2,
... , Jl1) hosszú diszjunkt szakaszokkal kell lefedni úgy, hogy a le nem fedett
;.;;éa]rn,.;zok hosszn ne különbözzön lényegesen egymástól, azaz max I 1/11 - rl1 I

h,I 
minimális legyen, ahol

dh= T,, -- :E q,n, 
SmcL'(k) 

ésL' (k) jelöli az.t az i ndexhalrnazt., amelybe tartozó qm hosszúságú szakaszokkal
fedjük le a T" szakaszt.
Az Sm halmazok kijelölése (p1 hosszú szakaszok helyett q111 hosszú szaka

szokkal. történő lefedés) a felhasználandó szakaszok számát legalább a harrna
dáL·;.t csökkenti, ezért a lehetséges lefedések száma ~ a,;~ összevonás nélküli
lehetőségekhez képest lényegesen csökken.

Maga a lefedési algoritmus a következőképpen működik: A qm értékeket
nagyság szerint csökkenő sorrendbe rendezi. Az L'(k) indexhalmazokat úgy
alakítja ki, hogy a leghossz.1bb qm szakasz.t hozzárendeli a T1 szakaszhoz, az
ezután következőkkel mindig azt a legalacsonyabb indexű T" szakaszt fedi le,
amelyből még csak a legrövidebb rész van lefedve a már kiválasztott qm 
hosszúságú szakaszokkal. Ha az így kapot.t L'(k) inclexhaJmazokkal meghatá
rozott le-fedés nem elfogadható, akkor i, leghosszabbaktól kezdve páronként
felcseréli a q111 szakaszokat a rendezett állományban; figyelembe véve az előző
lefedés tapaezto.latait, ;-1,dclig, ameddig nem kap egy elfogadható lefedést,
illetve ameddig a,: összes lehotőaégot végig nem próbálta. A tapasztalat szerint
már legkósőbb a, harmadik próbálkozásr» elfogadható lefedést kapunk.

5. Az L' (/e) halmazok kijelölése még nem jelent sorrendot., csak hozzáren
delést. A sorrend a,, á.tállítási mátrix alapján lmtározh~1tó meg, ahol oz lénye
gesnek nevezhető idömegtakarítást eredményez. Az átállítási mátrix minden
sorára megnézi, hogy az v, / 2xi cgycnlőtlcmség teljesül-e. Ha egy i-re teljesül
ez az, egyenlőtlenség és ~1,~. i, valamint :r;i-t realizáló alkatrész ugyanannak az
L' (k) indexhalmaznak eleme, a gyártási idejüknek megfelelő hosszúságú sza
kaszok egymás után kerülnek, ha rnég nincs . ájuk sorrendi előírás. Ha a már
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meghatározott sorrendet kellene megváltoztatni, megnézi, hogy érdemes-e
végrehajtani a cserét, azaz a csere hatására jobban csökken-e az átállítási
idők összege, mint amennyit ront a csere a T1c hosszúságú szakaszok lefedésén.
(A max I d1; - 1\ I növekszik-e s )

k 
Ha az i és az i után a legkisebb átállítási idővel gyártható alkatrész nem

tartozik azonos L'(k) halmazhoz, és egymás után sorolásukkal lényeges idő
megtakarítás érhető el, akkor megpróbálja cserékkel azonos L'(k) halmazhoz
rendelni őket.

Azokat az elemeket, amelyekre az átállítási idők alapján még nincs kijelölve
sorrend, az egyéb paraméterekkel meghatározott prioritási sorba rendezett
ütemezési célok alapján sorolja.

A számítógépes megvalósítás tapasztalatai 

Az ismertetett algortmus alapján kész.ítetf programrendszer batch üzem
módban működik, két havonta üzemeitetjük. Egy két hónapos periódus alatt
60-90 félc terméket kell megmunkálni az NU gér1eken. A múlt évben egy-egy
tervezésnél 3, vagy 4 NC gép folyamatos működésére lehetett számítani. Egy
egy Sm halmaz átlagos elemszáma 3, maximális elemszáma 6 volt.

A rendszer rugalmasságát a már iamcrtctot.t paraméterezési lehetőségen kívül
(a célok pr·ioritáRa változ.to.tha.tó) más paraméterek nwgadásának lehetősége
is segíti. Meg lehet adni különleges ptiori té.aokat is: kiemelt fontosciágú alkat
részeket, gépeket minden tervidőszakban meg lehet jelölni. Ugyancsak a
rugalmasságot növeli, hogy az ütemezés részletes kiírása előtt a rendszer egy
vonalas tervet (Gantt diagramot) rajzol az NC gépek terheléséről valamint az
alkatrészek teljes gyártási tervéről. Ezek a tervek könnyen, gyorsan áttekint
hetők, az esetleges változtatások szükségessége leolvasható róluk. A programok
ICL System-4 típusú gépen futottak, a teljes futási időnek, amely 20 25
perc, az algoritmus működése csak kis része; 5 - 10 perc. A paraméterek
módosítása után csak az algoritmust kell újra futtatni, ez nem igényel sok gép
időt. Csak a jóváhagyott vonalas terveknek megfelelő részletes ütomezésoket
íratjuk ki. Az eddigi futtatások során legfeljebb két változatban kellett fut
tatni az algoritmust.

A külső és belső körülmények egyaránt nagyfokú gyártási rugalmasságot
követelnek az üzemektől. Éppen ezért nagy fontossága van a gyors döntés
előkészítésnek. Elkezdtük az algoritmus kisgépes, interaktív változatának
kidolgozását.

(Beérkezett: 1:)82. március 18-án.) 
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A MULTI-OBJECTIVE SCHEDULING PROBLEM

In this paper a model and a heuristic algorithm are given for a multi-objective dyna
mic scheduling problem. The constraints found in this problem are;

- there are limits on the capacity of equipments to manufacture certain parts,
- there are technological restrictions on the sequence in which tasks can be performed

on these machines.
The scheduling algorithm is expected to rninimize the processing time and the sequence

dependent setup times and to enable the smooth running of the assembly shops where
the parts go.

MHOrouEnOBAH nP06flEMA nnAHMPOBAHMH nPOH3BO~CTBA 
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Vönös JÓZSEF

Pénzbefektetés-kombinációk vizsgálata 

I. Bevezetés 

Tekintsünk a gazdaságban egy beruházót, kinek n pénzbefektetési helye
van. Egységnyi tőke után az i-edik (i = 1, ... , n) helyről ~i nagyságú hozama
származik. ;,- valószínűségi változó a,- várható értékkel (M(;;) = a,-; a;> I). 

Legyen cov (;;, ;) = V;j és jelentse Ba beruházó saját tőkéjét a tervperiódus
elején, melyből a periódus végére 'fJ nagyságú hozamot szeretne elérni. A pénz
tömeg bármelyik helyre bármilyen arányban befektethető, ennek egy konkrét
megvalósulását nevezzük pénzbefektetés-kombinációnak. Az 'r/ tőkeerő varian
ciáját jelölje a2, várható értékét pedig C. A pénzbefektetés-elmélet általában
felteszi, hogy a beruházó csak ezen két utóbbi paraméter alapján cselekszik,
tehát az alábbi típusú hasznossági függvénnyel rendelkezik:

U = f(C, a). 

mégpedig 1:~ beruházó előnyben részesíti azt a kombinációt, mely nagyobb
tókeerőt (hozamot) biztosít, dU/dC> 0, de ugyanakkor a beruházó kockázat
érzékeny, így r!U/ila <' O.

A modell úgy tekinti tehát a beruházót, mint aki a, rendelkezésre álló pénz
befektetés-kombinációk közül azokat választja ki, melyek maximalizálják
hasznoBsági fi1ggvényét.

Egységnyi téíkét tekintve (B = 1), egy befektetés-kombinációnak a 0, a 
síkban egy pont feleltethető meg. Feltéve, hogy minden befektetési hely koc
kázatos (víi > O!), a kombinációknak megfeleltethető pontok az 1. ábrán a
HTJK vonalon órs a fölött helyezkednek el [l l].

6 K

H

e

1. ábra 
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A beruházó akkor és csak akkor tekint hatékonynak egy pénzbefektetés-
kombinációt, ha nincs másik alternatíva

- ugyanakkora C-vel és kisebb a-val,
- ugyanakkora a-val és nagyobb C-vel,
- magasabb C-vel és kisebb a-val.

Az l. ábrán a Z nem hatékony, mert többek között a, Z1, Z2, Z3 pontoknak
megfelelő kombinációk dominálják. A hatékony kombinációk így a HIJK 
íven foglalnak helyet.

TOBIN [14]-bcn megmutatta, hogy ebben az esetben a beruházó hasznosság
függvényének megfelelő indifferens görbék a (C, a) síkban konkávok. MARKO
WITZ [7]-ben az optimális kornhináoió kiválasztására ez alapján az alábbi
menetet javasolja:

meg kell állapítani az egyes pénzbcfektetéai helyek valószíniiségi parn
métereit,
meg kell határozni a hatékony kombinációk halmazát,
ebből ki kell választani a beruházó hasznossági. függvényét maximalizáló
korn hi nációt.

E tanulmány ezen hármas tftgolá8 második lépcsőjében megfogalmazott
problémával foglalkozik, melyet pénzbefcktctóe-kombináoió o.nalfzisnel, is
neveznek (portfolio analysis). Feltételezve, hogy a l1-k normális elosz.lásúak,
_)Jarkowitz a hatékony kombinációk előállik1sál'a az alábbi kvadratikus prog
ramozási feladatot vezette be:

<l>-={J.O 2,'J;v11x1.1;i} ,jJ!fAX 
i j 

J;,r1 =
(1) 

(); i l, ... , n, 

hol

). : paraméter,
x1: az i-edik helyre bd'cktntea p<'.i11i',nw1111yiR<ig ;1l'ánya ;_1z cgé,;:1, tőkéhez.

Legyen most n = 3 Ai'. xL I- .1:2 + :~3 - I foltércf ből :r:1 = l :t2 - x1, így
az X1, x2 síkban a lehetséges mogolcUumk lmln1a·1.át a tougolyek és az l - x0 - 

- x1 =- () egyenes [1ltal közbezárt háromszög belső ós határ pontjai ad,1ák.
Az rJ varin.nciáját az alábbi három módon fejezhetjük ki:

a2 = J; J; v11x;x1 = v11xy + v22x~ + v3:1xJ + 2v1~xi:c2 + 2v1:1x1x,1 + 2vnx2x3. 
I J 

Alkalrnaz va az x3 = l - x2 - .:c1 helyettesítést, átronclezés után kapjuk, hogy
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►
X1

2. úbiri 

Adott a2 szinteket véve a kovariancia-variancia mátrix pozitív definit volta
mellett (2) az :r1x2 síkban ellipszisek egyenlete. A 2. ábra egy lehetséges esetet
reprezentál, ahol az 101' háromszög és belső határpontjai a lehetséges megol
dásokat adják.
A minimális varianciával rendelkező kombináció nem. megenge(lett tarto

mányban VfLH (ezt ~~ rl pontnak megfelelő koordináták adják). A;,; :-i::2 tengelyt
[I, kJ intei-vallumban metsző O iltaJ adott megoldások nem hatékonyak, mivel
ugyanakkora a2 értékhez a O = 04 egyenesektől az x1 tengely irányában maga
sabb O szintek tartoznak. A,-. első hatékony és egyúttal minimális a2 nagy
,-:ággal rendelkező-kombinációt c1 k pont adja. Ebben a pontban x2 > 0,
X:1 > 0, :r1 = 0, és természetesen fennáll, hogy x2 + .1:3 = 1. Az x2 tengely
mentén ,t k JHllltig kell haladni, ugyanis a 02 és 01 egyenesek között elhelyez
ked(\ egyenesek nem megengedett tartományban érintik az ellipsziseket és
a Ip, lr] szakaszt metsző ellipszisek adják a legkisebb varianciát. A haladási
irány a /e pontban megváltozik, mivel az érintési pontok megengedett tarto
mányba kerülnek, és adott, C szintekhez ezek mutatják a minimális varianciát .
.Az ee' epyencst ]Jla,rkowilz kritikus vonalnak nevezte el, s módszere innen
kapta a ,,kritikus vonal módszere" elnevezést. A kritikus vonalon az m pontig
hnladhatunk, a haladási irányban itt ismét törés áll be mert az érintési pontok
ismét nem rncgengedett tartományba kerülnek. Az optimális megoldáshoz
tartozó szakaszokat a a. ábra mutatja. A;,; .x:2 tengely l pontjában :r2 = 1,
é1s x1 = x3 = 0, s jelöljül: ezt az esetet L2-vel, arra uta.lva., hogy most csak
a, második változó poxitív. Ha t-nek csak egy indexe van, az mindig egy pontot
Jelenthet az .x1 + x2 + xa = J kikötés miatt. Az x2 tengely [l, kJ szakaszának
belső pontjaiban .x2 > 0, x:1 > 0 és x1 = 0, s jelöljük ezt az esetet l23-mal,
mivel a második és harmadik változó pozitív, és természetesen x2 + x3 = 1.
A [k, rn] szakasz belső pontjaihoz l123 tartozik, az [rn, l'] szakasz belső pont
jaihoz l13, míg az I' ponthoz l1. Látható tehát, hogy az egyes szakaszok belső
hatékony pontjait elő lehet állítani a szakasz végpontjainak (,,sarok kombi-
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8. ábra 

nációk") konvex lineáris kombinációjaként. lgy elegendő ezen ,,8arok kombi
nációk" ismerete, melyekkel a hatékony kombinációk egész halmaza lefedhető.
Két szomszédos sarok kombi náció ezek szerint mi n(lig <•gy változó pozití vitását
ban különbözik.

Markowitz kritikus vona.l algoritmusát nagyméretű feladatok esetén nem
tekintik hatékonynak, de eddig az (1) alatti alapprobléma bizonyos irft11yú
specializálásáve.l sikerült csak hatékonyabb cljú,rást kidolgozni. Ezek közül
kiemelkedik SHARP1•; j l OJ-ben közölt eljárása, mely ,,diagonális" vagy ,,index"
modell néven vált ismertté. Az indexmodell feltétolov.i, hogy valamennyi be
fektetési hely hozama egy á.lta.lános index mint pi, ()NP vagy valamoly
árindex, sth. függvényeként írható fe]. Tehát:

n, -= A; + B,.l + 01• 

ahol

A; és B,. paraméterek.
U,.: rnlószínCíHégi változó zéró várható értékkel,
I : egy l>izo11yoi:, indexnek a Hí',intje.

ELTON GrwBELt-i.>ADIH-:RU 14 [-bon ,L hozamok között konstans korrclá
ciót feltételezve mutatnak be egy hatékony eljárást. E ta.nulmú.ny az (l) alatt
megfogalmazott aln.pprnliléma megoldására mutat be egy új módszert. F:z az
eljárűs akkor tekinthető hatékonynak, ha az alapfcladatra egy bizonyos fel
tétel fönnáll. Bolátha.tó, hogy ezen föltételnek n problémák széles köre olcgot
tosz. \.z cljárés explicit módon megadja ,L változók optirná.li» értékeit, valamint
a C ~ min a2 függvénykapcsolntot a sarok kombinációk között. A függvé11y
kapcsolatból megállapíth,1t6, hogy a a~(C) szn.kaszonkénb differonciá.lha.tő kon
vex függvény.
A pénzbefektetés-elmélet mcgm utaí.ta., l1ogy a tőkepiac nem csak kockázat

érzékeny beruházókból áll; kövr-tkezésképp szükséges a teljes {C, a2(C)}
halmaz feltérképezése, BAWA j I I-hon megmutatta, ltogy ez Fl, min a2(C) fiigg
vényből (I. ábrán HL.JI, ív), egyetlen helyre befektetett ,,kombinációklJól",
és legfeljebb két helyre l.cfck tctrt.t kombinációk hói áll (I. ábrán a K LMN 
ívek).
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A fedezet nélküli eladások fogalmának bevezetése (a fogalom meghatározá
sát lásd SAMUELSON: Közgazdaságtan (KJK 1976) c. könyvében) lehetővé
tette az X; változók előjelkötetlenségét. MERTON [ 8 ]-ban az ( 1) alatti problémá
nak az alábbit feleltette meg:

_!___ a2 = _!___};}; V· x X·--- MIN 2 2 Í j I) I )

};a;x, = e 
}; X; = l. 

Feltéve, hogy a V = [viJ] mátrix szigorúan pozitív definit, Merton megmutatta,
hogy a hatékony befektetések halmazát a

{3)

C2F -- 2CD + E min a2 = -------
E F - D2 (4)

függvény adja, ahol

v-1=M=(m,j], F'=l*l\'Il, a* = [a1, ... , a,,]

E= a*lVIa, D = I *Ma. 

Mivel gazdaságunknak nem jellemzője a fedezet nélküli eladások esete, model
lünk definiálásában n, változók eWjelére megkötést keJJ tennünk. Megmutat
ható, hogy a (4) függvény az x1 :2:; 0 (i = 1 ... n) kikötés mellett szakaszon
ként érvényben marad az optimális megoldásban pozitív változók rendszerére.

A pénz befektetés-elmélet egy rnásik széles kőrben alkalmazott feltevése,
hogy a beruházó korlátozás és kockázatviselés nélkül azonos kamat.láb mellett
kölcsönt adhat és kölcsönt vehet. TOBIN [14]-ben megmutatta, hogy a döntési
folyamat ekkor két lépcsőből áJI:

- elő kell állítani a hatékony kombinációk halmazát,
- ebből mindig egyértelműen kiválasztható egy optimális kombináció.

Tekintsük ugyanis újra az 1. ábrát. A beruházó r nagyságú fajlagos hozamot
kockázatviselés nélkül elérhet l_r = l + (kamatláb)/100)], ha tőkéjét fix kama
tozású letétbe helyezi. Ha hozamát növelni akarja, pénzének egy részét koc
kázattal járó helyre, illetve kombinációba kell fektetnie, mert csak ezek után
jár magasabb hozam. Tegyük fol, hogy beruházónk az I pontnak megfelelő
kombinációba fekteti pénzösszegének egy részét, és akkor az rl egyenesen
mozog; ez viszont nem lehet optimális hely számára, ugyanis létezik egy jobb
befektetés: ha nem elégszik meg az r hozammal, a J pontnak megfelelő kom
binációba kell fektetnie pénzének egy bizonyos részét, ugyanis az rl egyene
sen levő pontok valamennyi más pontot dominálnak (pl. az I pont által adott
0 értéket kisebb kockázat mellett állítja elő az r.I egyenes által meghatározott
pont). A beruházó optimumát az a pont határozza meg, amelyben preferencia
függvénye érinti az rJ egyenest. Ha ez a J pontban van, a beruházó teljes
vagyonát a J pontot deifináló kombinációnak megfelelően fekteti be. Ha a
beruházó a J pontnak megfelelő C hozamtól még magasabb szintet akar elérni,
hitelt kell felvennie, de természetesen pénzét ugyanolyan arányban fekteti be
mint ahogy azt a J pontban tette. l\foRTON [8]-ban analitikusan is bizonyítja

7 Szii(ni,1
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ezt az összefüggést és megadja az r.J egyenes egyenletét;

I e -- r I = a V Ji'r2 -- 2Dr + E. (6)

Megmutatható, hogy ez az összefüggés a nem-negativitási kikötés mellett is
érvényben marad a pozitív változók rendszerére, ha a beruházó tervét a fel
vehető hitel korlátja nem akadályozza. Ha a beruházó a teljes hitelkeretet
kimeríti, akkor a hatékony kombinációk halmazát ismét parabolikus össze
függés írja le.

Egy újabb feltétel bevezetésével, amikoris feltesszük, hogy a tőkepiacon
valamennyi beruházó egyformának ítéli az egyes pénzbefektetési helyek való
színűségi paramétereit, a SHARP.I!: [11], LINTNER [6], Mossrx l9]-féle tőkeár
modellekhez jutunk, melyek függvényszerű összefüggést állapítanak meg a
befektetési hely hozama és kockázati szintje között. Ezen összefüggéseket a
pénzbefektetés-elmélet legnagyobb eredményének tartják. Megmutatható,
hogy a Mossrs által adott egyenlet azonos tartalmú a MERTON által [SJ-ban
adott egyen lettel.

Megemlítendő, hogy a pénzbefektetés-elméletben fontos szerepet játszanak
a ,,kölcsönös pénzalap"-okkal kapcsolatos tételek. (Lásd l"B] és l8}ban.)

Hogy az egyes pénzbefektetési helyek hozamai normális eloazlásúak, az
irodalomban sokan vitatják, pl. BAWA és ÚHAKRIN l2]. Ők lognorrnálie elosz
lásra határozzák meg a hatékony kombinációkat leíró függvényt, valamint a
változók optimális értékét. A változókra adott nemnegat.ivitási kikötés mel
lett a normális eloszlásra kapott eredmények könnyen adaptálhatók a Jog
normális esetere i8.

II. A hatékony kombinációk halmaza, amikor valamennyi 
befektetési hely kockázatos 

A modell megfogalmazásánál az alábbi feltételezésekkel élünk:

Fl: A beruházó U hasznossági függvényének tulajdonsága, hogy dU/dC> 0,
és dU/da < 0, a beruházó tehát kockázatérzékeny.

F2; A befektetési helyek hozamai normális eloszlásúak a; várható értékkel
és V;;(> O!) szórással.

F3: A kovariancia-variancia (szimmetrikus) mátrix nemszinguláris, ezért pozi
tív definit.

F4: A vizsgált gazdaságban fedezetlen eladások nem lehetségesek: a befek
tetés nagyságát mutató változó nem lehet negatív.

F5: A beruházó tőkéje tetszőlegesen felosztható a befektetési helyek között.
Ekkor a hatékony kombinációk halmazát a következő, B-ben és C-ben

paraméteres kvadratikus programozási feladat optimális megoldása adja:

x; ~ O; i = l, ... , n 

l: X; = B 
J;a;:J:; = e 

1 2 {l'\,°'' } - - a = - - .,;;., .,;;., VijX;X1 2 2 
, .MAX 

(7a)

(7b)

(7e)

(7d)
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ahol

B : a befektetni szánt saját tőke nagysága,
C : a befektetésből a tervperiódus végére várt hozam nagysága,
V;/ az i-edik és j-edik befektetési helyek fajlagos hozamai közötti kova-

riancia,
X; : az i-edik helyre befektetendő pénzmennyiség,
a; : az i-edik befektetési hely fajlagos hozamának várható értéke,
J; J; v;1x;X/ a befektetett pénztőkéből várt hozam varianciája.

Legyen
J+ = {i/F J;m;p1-DJ;mij>O}, 

j j 

J- = { i IF~ m;/t1 -- D}; m < O},
J J 

1° = { i I Ji' J: m;p1 - D 2,• m;1 = O} = J- U J+, 
j j 

valamint a továbbiakban: J:miJ = g;, J;a1m;1 = h;, 
j j 

ahol v-1 = M = lmiJ] és (5)-nek megfelelően F = J; g,, D = J; h;, E= J; h1a1• 

1. tétel: Legyenek érvényesek az Fl-F5 kikötések, továbbá, hogy a# Al. 
A (7) feladatnak rögzített B mellett akkor és csak akkor létezik olyan (00, 01)

nyílt intervalluma, melyben minden változó pozitív, ha fennállnak az alábbi
egyenlőtlenségek:

g/i,q < hpgq minden p EJ-- és g E J+-re,

Dh, - Eg; < 0 minden i E J0-re.

(Sa)

(Sb)

Bizonyítás. Először megmutatjuk, hogy ha rögzített B mellett létezik olyan
C (B · max {a;} > C > B · min {a;}) melyben minden változó pozitív, akkor
(8) fennáll. @

Tekintsük a (7) feladathoz tartozó

1
<l>(x,, u1) = - - J; J; v,1x;x1 + u2(B - J: x;) + 11,.i(O - J; a1x;) (9)2 .

Lagrange függvényt és ennek megfelelően [13], illetve [5] alapján a Kuhn
Tucker (továbbiakban K'I') feltételeket:

8(/) 
-= - ,--.v,-1-x--u?-a-u.1<0· i = 1, ... ,n .,;;., I - r ••. - , ax, j 

a<P 
-= B-J:x; = o
OU2 

o(/) = 0 - }; aex, = 0
O'U3 

8(/> 
- •X; = O; i = 1, ... , n 
OX; 

(10a)

(lüb)

(10c)

(10d)

7• 
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x;>O; i= I, ... ,n. (lOe)

Legyen most C olyan pont, amelyben valamennyi változó pozitív; (lOd) fel
tételek miatt ekkor a (IOa) feltételek egyenlőség formájában teljesülnek. Mivel
F3 alapján V mátrix nem szinguláris, a (IOb)-nak megfelelő

- Vx - lu2 - au3 = 0 (11)

egyenletrendszerből - ahol x* = [x1, ... , x,,], a* = [a1, ... , a,.,] -, a v-1 =
= M = [m,J mátrixszal történő szorzás után kapjuk, hogy

(12)

Ezek felhasználásával adódik, hogy

l: x; = u2 l: g, 'U3 l: h;, és

melyeket az (5)-ben bevezetett jelölések follw,ználásával az alábbi formában
írhatjuk:

L, X; = - U21'1 - U3D 

2 a.x, = -'u2D - ii:ifiJ. (l3)

Ezeket a (lOb- e) feltételekbe helyettesítve adódik, hogy

1J + U2fi' + U3D = 0 (14)

C + U2D + u3'JJ = o. (15)

Az F pozitív mivel V pozitív definit é8 így M is. (14)-ből ezért

B + uJD 
U2= ----- 

fi' 

Ezt (15)-be helyettosítve és regdoz vo kapjuk:

u3(EF - D2) = -(FC - DB). (16)

Megmutatható, hogy a (D2 - EF) kifejezés az

/().) = (a + ).l)*M(a + ).1) = P).2 + 2AD + E 
másodfokú függvény diszkriminánsa. Ebből következik, hogy az M pozitív
definit volta miatt a (D2 - EP) akkor: ér, csak akkor zéró, ha a= -Al, 
egyébként

EP - D2 O.

Feltevésünk mellett (hogy a =;6 Al) (14-15)-nek tehát egyértelmű megoldása
van, mégpedig

PC -DB u --- -- 
:i - EP - D2

(I 7)

EB-DC 
U2=----

EJi' __ 1)2 
(18)
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Ezeket (12)-be visszahelyettesítve a változók optimális értékeit kapjuk:

EB - DC FC - DB . x1 = ----g; + ----h;; i =I, ... , n. (19)
EF-D2 EF-D2 

Mivel minden változó pozitív, továbbá (EF - D2) > 0, (19)-ből következik,
hogy

(EB - DC)g; + (FC - DB)h; > O; i = I, ... , n. 

Ezeket rendezve kapjuk, hogy

C(Fh; - Dg)> B(Dh1 - Eg1); i = I, ... , n. 

Egyrészt ha most i E 1°, minden ilyen i-re fennáll, hogy (B > O)

Dh; - Eg1 < 0,

másrészt a q EJ+ és p EJ- indexekre a

B Dhq - Egq < C < B DhP - EgP 
Fhq - Dh4 ' DhP - DgP 

egyenlőtlenség áll fenn, melyből a nevezőkkel történő átszorzás után adódik,
hogy

(20)

(21)

(22)

(22a)

s ebből - tekintve, hogy (EF - D2) > 0 - adódik a kívánt eredmény.
Abból, hogy a ( 19- 22a) egyenlőtlenségek ekvivalensek következik, hogy a

(8) feltételek elégségesek is.
(22) alapján belátható, hogy a maximális intervallumot, melyben vala

mennyi változó pozitív, az alábbi előírások adják:

. { Dh - Eg 1 01 = mm B P . P 
pE J- li'hp - Dq ; 

(23)

00 = max {B Dhq - Egq}. 
qE/+ Fhq - Dgq 

Ebben az intervallumban a O ► min a2 leképezést is megadhatjuk; szorozzuk
meg ugyanis (11) mindkét oldalát az x* vektorral, valamint alkalmazva u2-

és ii:1-ra a (17- 18)-ban kapott értékeket adódik, hogy

EB2 - 2DBC + FC2 
min a2 = min x*Vx = --------- .

EF-D2 
(24)

B-t is változónak tekintve (24) elliptikus paraboloid és a hatékony kombiná
ciók halmazának egy részhalmazát határozza meg, ugyanis az összefüggés
addig érvényes, míg valamennyi változó pozitív. A pozitív változók rendszerére
azonban (24) mindig érvényes és így adott B > 0 értékeket véve a hatékony
kombinációkat meghatározó min a2(0) függvény szakaszonként konvex és
egy-egy ívét (24) írja le (4. ábra). Ha a nemnegativitási feltételtől eltekintünk,
akkor (24) minden B- és 0-re a hatékony kombinációkat írná le; ebből viszont
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következik, hogy adott B > 0 értéket véve a nemnegativitási feltétel mellett
a hatékony kombinációkat leíró min a2(C) függvény szakaszonként differen
ciálható konvex függvény.

min62 

\
\

e

/
/

/
/

/
/

/
/

/
/

Bo
4. ábra 

B

Adott C = C0 > O esetén a (24) függvény B-ben ugyanúgy viselkedik mint
C-ben (E> O), tehát a min a2(C0, B) függvény is konvex és parabola ívekből
tevődik össze. Ebből két dolog következik:
- a (7) alatti problémát B = l foltéte] mellett is lehet általános esetként

kezelni, mivel a min a2(0°, B) függvény minimum pontja - legyen ez B0 - 

az egyedüli hatékony alternatíva, tekintve, hogy B > B0 és B < B0 esetben
min a2(C0, B) > min a2(C0, B0). (24)-ben B helyére egyet írva Merton (4)
alatti összefüggését kapjuk, mely nemnegativitási feltétel hiányában minden
C-re érvényes;
- a min a2(C, B) függvény konvex é8 elliptikus paraboloid darabokból

tevődik össze.
Térjünk most vissza (16)-hoz és tegyi.ik fel, hogy a= H. Ekkor EP - D2 =

= 0, és a feladatnak csak akkor lesz megoldása, ha (DB - FC) = 0. D és Ji' 
(5) alatti definíciója alapján ez csak akkor áll fenn, ha

a.· B =0, 

ahol A= a,= a1 = a2 = ... = a,,,. 

u3 így meghatározatlan és (14)-ből
J3 + U3D 

U2 = -

(25)

Ezek felhasználásával adódik, hogy

x1 = g1BJP; i = I, ... , n és

min a2 = B2/F. (26)

(26)-ból következik, hogy az optimális megoldásban az ,,aktív" változókhoz
tartozó inverzrnátrix-sor összege nem lehet negatív; az optimális megoldás
szerkezete C-től és B-től független; a hatékony kombinációkat egy konvex
parabola írja le (5. ábra).
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min62 e

C=a-8

B
.5. ábra 

Annak szemléltetésére, hogy egyenlő hozamok esetén sem. triviális a döntési
probléma, tekintsük a következő pénzbefektetési feladatot; legyen a1 = a2 = 2;
B = I és ezért C = 2, valamint

V = [~ ~]; melyből lVC = [~ l/~I,
Meleget tosz tehát a (26)-ból eredő feltételnek (nincs negatív sorösszege).

A programozási feladat formája;

x1 + :r2 = I

2x1 + 2x2 = 2

{xr + 2xn -, MIN. 

Az optimális megoldás (26) alapján (F = 1,5):

X1 = 1(1/1,5) = 0,67; X2 = 0,5(1/1,5) = 0,33;

min a~ = 1/1,5 = 0,67.

Tetszöleges B > 0 esetén az optimális megoldás:

x1 = 0,67B; x2 = 0,33B; min a2 = B2/l,5.

Tekintsük ismét az a ¥ Al esetet és tegyük fel, hogy rögzített B esetén mind
a 00-t mind 01-et egyetlen index adja, azaz mind C0"ban mind 01-ben csak
egy változó válik zérussá, Ez nem jelent gyakorlatilag megszorítást, mivel
inszigrúfikáns szinten - ha pl. két ilyen változó van - egyik változó értéke
megváltoztatható. Legyen ez a két index q0 illetve p0. A változók folytonossága
miatt a C <CO és a C > 01 intervallumoknak mindig van tehát olyan 01-gyel
kezdődő, illetve 00-lal végződő intervalluma, melyekben a (9) alatti Lagrange
függvény úgy veszi fel szélső értékét, hogy abban xq, < 0, illetve-xp, < 0, míg
a többi változó értéke pozitív.

Seqédtétel: Ha lVC = [m;j] n X n-es szimmetrikus pozitív definit mátrix, és
az n elemű a vektor komponensei nem mind azonosak (a# J.1), akkor minden
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i = 1, ... , n-re fennáll, hogy;

Eg7 - 2DgA + Fh7 - m;;(EF - D2) < O;

ahol az E, D és F értékeket (5) írja elő.

(27)

Bizonyítás: A (27) összefüggést elegendő egyetlen sorra (oszlopra) megmutat
ni, s legyen ez az n-edik sor.

Tekintsük ekkor az alábbi programozási feladatot:

J;x, = gn 
(28)

a;,= x*Vx -, MIN; 
(V-I= M = [mi}]; Yn = J; m11j; hn =}; mnpj). 

A (28) feladat csak a (7a) előjelmegkötésben különbözik a (7) feladattól, ezért
az optimális célfüggvényértéket adó (24) összefüggés mindig érvényes {28)-ra.
Ennek megfelelően;

• 2 Eg~ -- 2Dgii,, + Fh;, m1na11=---EF - D2 
(29)

(28)-nak az x7 = m,11, i = l, ... , n, lehetséges megoldása, a hozzátartozó cél
függvényérték pedig rnn11 • (x0*Vx0 = e~x0 = m,111). Ezért

Eg~ - 2Dgnhn + Ph;, / 
EF - 1)2 -- mnn' 

majd (EF -- D2)-tel szorozva mindkét oldalt, nullára redukálás utáni= n-re
a (27) alatti összefüggés adódik.

2. tétel: A (7) feladatra teljesüljenek a (8) alatti feltételek, továbbá n legyen
az az egyedüli index, melyre

0 B Dh,, - Eg,, , n . { } 
0 = ---____-- .'J •nun a, . rs: -i»; 

Ekkor a O > C0 intervallumban a (7) feladat optimális megoldásában x,, = 0.

Bizonyítás: Azt kell megmutatni, hogy van olyan (C_1, C0] intervallum
melyben a

J;x1=B 
};a;x;=C 

x,, = 0

- 2-x*Vx · MAX 
2

(30)

feladat optimális megoldása kielégíti a (10) alatti KT feltételeket, mégpedig
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úgy, hogy x; > 0; i = 1, ... , n - 1. A (30) feladathoz a

if>= - : l) l) V;jxixj + u2(B -1) X;) + u3(C -1) a;x;) + u4(-xn) 

Lagrange függvény tartozik, melyhez az alábbi elsőrendű feltételek tartoznak:
8(/) -= - l: v1jxj - u2 -- u3a; = 0; i = 1, ... (n - 1), (31a)
OX; j 

l) x; = B (31c)

.J: a.x, = 0 (31d)

X11 = 0. (3le)

A (7) feladat megoldásmenetéhez hasonlóan (3la-b)-ből

(32)

(3le) feltétel miatt (32) alapján

melyből M pozitív definit volta miatt

(33)
m1111 

(3lb)-ből látható, hogy a (31) egyenletrendszer adta megoldás kielégíti a (10)
alatti 1(1.' feltételeket, ha u1 :S: 0 és X; > 0, i = l, ... , n - 1. 00-ban X; > 0,
1; = 1, ... ,n - 1,éscsak.x,, = 0,aváltozókfolytonosságamiattezértetegendő
belátni, hogy u1 nem pozitív.

(32)-ből kapjuk, hogy

B = J,'x1 = -u2F - n3D -~(-u2g,, - n3't11), (34)
m,nn 

e = l: a;,X1 = -1.t2D- U3E - ___!!:_,_ (-u2gn - 1.t3gh,,). (35)
rn,,,, 

(34)-höJ kapjuk, hogy

(36)

Mivel tudjuk, hogy a (30) feladatnak létezik egyértelmű megoldása (pl. a
00 > B · min {a;} pontban) ezért:

[B D g,,h,, ) r g~ F) U2= + u3 -U3-- : --- I, 

rn,111 '1nnn 
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melyet (35)-be helyettesítve kapjuk, hogy:

re DB g~, e·, g~h,, B ·' - ---,+--
rn.n,1 rn,1n 

U3 = ---- -- -- ~ - . h h2
D2 -· E fi' + E ~ - 2D :~'- + F _n_ 

rn,,,, 
illetve

EB - DC + !!._nh,, C -- hf, B 

2
o~ - EP+ R~ 

m.; 
I. I? 

2D _(ln l,11 + ]i' ~ 
m.; m·,;n 

Ezeket az értékeket (33)-ba helyettesítve

(EH - DC)q11 + (PC ·- DB)h,, 
'll4 == --:; :, --. 2 - . -T' ·.> - - ---~ 1n11n . 

(E l1 D )rn,,,, - !ty;, + 2Dy,,h11 ri; 
A segédtételből és az egyértehuűséghől következik, hogy a nevező pozitív;
- az rn,,,, sz.intén. (37) számlálója nem más mint n,z :e,, változó számlálója,
melyről tudjuk, hogy C0-ban zéró és C / C0-ra negatív, tehát u4 csak G0-ban
zéró, C < C1frn negatív, az az teljesülnek n 1(1' teltételok.

Adott B érték mellett az algoritm us menete így tehát az alábbi:
- eldöntjük, hogy van-e C-re megoldása a (20) alatti. ogyenlőtlonHégrend

szernek. Ha van, jelöljük e7,t az intervallumot (C0, G1)-gyol. Ha nincs, algo
ritrnusunkna.k nincs előnye a Markowitz. algoritm11Hsal szemben;
- az t az alternatívát melyhez tartozó változón, G.,-ban zéró, a rendszerből

elhagyjuk. A problémát így visszuvezet.tük az alapproblémára, K megkeressük
azt a C_1 értéket, melyre a (C_1, G0l intorvallumban ,t vissza.ma.radt változók
mindegyike pozitív. C_1-ben újabb változó lesz zéró, azt ismét elhagyjuk, s
az eljárást addig folytatjuk, míg a ()=min {r.t;} • /J pontba nem érünk :
- visszatérünk a C1 ponthoz, melyben valamelyik változó zéró. Ezt a rend

ezerből elhagyj 11k éH az olőhbi pontnak megfelelően mcglrnre81:,ük a C 2, 0:1, ...

értékeket. 8zt addig folytatjuk, rníg a C = max {a;}• B ponthoz nem érünk.
Lllusz.trációként tekintsük MAllKOWl'I'7. 17]-bon definiált feladatát Ennek

megfelelően legyen B = I,
a*= [0,062; 0,14(-i; 0,128], valamint

(37)

[0,0146 0,0187 0,0145] 
V = 0,0187 0,0854 0,0104

0,014:'í 0,0104 0,0289 .
Ezekből

[ l!JG, II 0 --32,38 86,75 j
l'd = -32,38 17 ,5\1 9,92

86,75 n,112 74,56 ,

g1 = 250,4H
(h = -4,87
g3 = 171,22
továbbá F = 4lG,84;

hl= 18,54
h,, = l ,1-rnh: -= I G,37.

IJ = 3G,7:l5; IC= 3,51.



PÚ '.\fZHE F1,KTETtS-KOMlHN1\ClÚK 107

A (20)-nak megfelelő egyenlőtlenségrendszerhez szükséges kifejezések értékei:

Fh1 - Dgl = -1475,25;
Fh2 - Dg2 = 941,73;
Fh3 - Dg3 = 533,79;

Ezekből:

Dh1 - Egl = --198,3
Dh2 - Eg2 = 84,32
Dh3 -~ Eg3 = 0,36.

e-< 0,1344
e> 0,0895e> 0,00061.

A (0,089536; 0,13442) intervallumban mindhárom változó pozitív, az algo
ritmus alkalmazható tehát a Markowitz-féle feladatra. Ebben az intervallum
ban a változók optimális értékei:

x1 = -1475,250 + 198,3; x2 = 941,730 - 84,R2; X3 = 533,790 - 0,36.

valamint (24) alapján:

min o-L,, = 0,03 - 0,6430 + 3,6402
.

A 00 = 0,089536 pontban x2 = 0. Ha a O < 00 intervallumban nem az x2 
változót állítjuk zéróra, hanem pl. x3-t, akkor a

min al.., < min o"l,, 
reláció mindig fennáll a O < 00 intervallumban ugyanis az l12 eset nem elégíti
ki a K'!' feltételeket. Következésképpen az x2-nek a O::::: 00 intervallumban
zéró értéke kell legyen.

Hagyjuk cl ~t rendszerből a második alternativát, ekkor
a* = I O,OG2; 0,128], és

V = [0,014ö
0,0145

Ezekből

M -[- J:H,29
- --06,2:'>

0,01451
0,0289 .

-66,25]
66,71 '

és Jí' = 68,49; E= 0,5575; D = 4,277.

(24) alapján:

min o-r,, = 0,028 - 0,42U80 + 3,4402,

és mivel két változónk van, a (20)-11ak megfelelő egyenlőtlenségrendszer meg
oldása nélkül is tudjuk, hogy

Q_l = 0,062 = min {a,}, 

így az eljárást a C > 01 intervallumban keJJ folytatni. A 01 = 0,13442 pont
ban x1 = 0, ezért az első befektetési alternatívát a rendszerből elhagyjuk.
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Ennek megfelelően a*= (0,146; 0,128],

V -[0,0854
- 0,0104

Ezekből

0,01041
0,0289_ '

"'''.[ _ [ 12,251' - -4,4 

F = 39,63; D = 5,21; E= 0,6893.

Fh2 - Dr12 = 7,61; Dh2 - Eg2 = 0,976
Fh3 - Dg3 = -7,65; Dh3 - Eg3 = -1,1125.

-4 4]
36:18 '

Ezek alapján természetesen (mivel csak két változó van)

e> 0,123
e< 9,146.

Így a [0,13442; 0,146] intervallumban

min af;, = 5,255 - 79,6C + 302,502,

a változók optimális értékei pedig:

X1 = 0; X2 = 7,62C-- 0,976; X:1 = - 7,656C + 1,1125. 

Számításainkat az alábbi táblában foglalhatjuk össze;

Váltu,,ók
poz ibivitása OpLirnóJis célfüggvény

e= 0,062
0,062 < e :s; 0,0850

0,0859 < C < 0, l34'J.
0,13,14 :s; e< o.uo
e= 0,146

0,023 - 0,43 e -j 3,44 c2

0,031 o,ü4 e + 3,56 c2

5,255 1n,n e 1 302,5 c2

Megjegyzendő, hogy az

Phq - Dq, ? o és Ji'hP . - DhP < O

tényből, ha mind gP mind Uq pozitív, a (8) ala,tti feltételek mindig következnek
(természetesen még más esetben is). Ehhez tekintsük még az alábbi pénzbe
fektetési problémát: a* = ll; J ,l; :·l], B = l, és

I 0,1
V = l

0

l 
2010

0
~l • ebből
l [

- 10,05
NI= ~,005

-0,05
0,0005
0

oj 0 .
1 .

Ezekből Ji'= 20,045; D = 40,04; E= 100,94. Az értékek ismeretében a (20)
egyenlőtlenségrendszert megoldva adódik, hogy a (2,99236; 3) intervallumban
mindhárom változó optimális értéke pozitív, annak ellenére, hogy a második
alternatíva varianciája több mint húszezer szerese az elsőének és hozama csak
10¾-kal nagyobb.
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III. A hatékony kombinációk halmaza, amikor egy befektetési 
hely kockázat nélküli 

Gazdaságunkban mindig létezik ilyen hely: ez a fix kamatozású letét, tágabb
értelemben a hitelfelvétel is. A pénzbefektetés-elmélet felteszi, hogy a beru
házó azonos kamatláb mellett bármilyen összeget letétbe helyezhet és felvehet.
Merton a fedezet nélküli eladás lehetőségét felhasználva a (6) alatti eredmény
hez jutott. A hazai gyakorlatot figyelembe véve az Fl~ F5 feltételek mellé
vezessük be még a következő feltételeket:

F6: A beruházó korlátozás nélkül letétbe helyezheti pénzeszközeit, ugyan
akkor legfeljebb A összegü bitelt vehet fel.

A letéti kamatláb a hitelkamat.lábná.l kisebb. Ennek következményeként a
beruházó nem tesz letétbe pénzeszközt ha hitelt vesz fel, ellenkező esetben
ugyanis vesztesége van.

A letéti eset és hitelfelvét eset így külön vizsgálható. Figyelembe véve, hogy
letétbe bármilyen összeget helyezhet a beruházó, Merton (6) eredményét a
nemnegativitási kikötéssel kiegészítve alkalmazhatjuk. Tekintsük ezért első
ként a hitelfelvét esetét.

Az Fl--F6 alapján ezt az alábbi A-, B- és 0-ben parametrikus kvadratikus
programozási feladat fogalmazza meg:

z ?.:, 0, X; ':: 0, i = 1 ... , n 

z < A 

J;x, - z = B 
J; a.x, - rz = e 

(38a)

(38b)

(38c)

(38d)

(38e)

ahol az ismert változók és paraméterek mellett

z a felveendő hitel nagysága
A a maximálisan felhasználható hitelkeret
r a hitelkamatláb nagysága.

A feladathoz tartozó Lagrange függvény:

+ u3(0 + rz - J; aix;), 

melyhez a következő 1('1' feltételek tartoznak:

o(/) = - J; v1ixi - u2 - ·u~a., < O; i = 1, ... , n (39a)
oxi j 

(39b)
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(39c)

a<P -= B + z - J; X; = 0
au2 

a<t> e "' -= + rz - ,,:., a;x; = 0
au3 

a<P a<t> J;-x1 +-z=O 
ax; oz 

z 2 0; x, :2= 0; i = 1, ... , n 
a<P 
-Ui .;:_O; U1 ,;._: o.
OU1 

Ismét tegyük fel, hogy a (38) feladatnak létezik olyan optimális megoldása,
melyben minden változó pozitív. Ekkor ezen paraméterekre - mivel (39a)
formailag azonos (lOa)-val -,

(39d)

(39e)

(39f)

(39g)

(39h)

(40)

továbbá ha (39d)- és (39e)-ben a B + z = P, illetve C + rz = R helyettesí
tést alkalmazzuk, ezek formája azonos (lOb-c)-vel. Következésképpen

DR-EP 
U2 = EF-- D2 ' 

DP-FR 
u. =----,

3 RJi'-D2 

ha az a,-k között vannak különbözők.
Tegyük fel még e mellé, hogy z = A. Ekkor P és R konstansok, ezért

EP -- DR PR -- DP . 
x, = ----g, + ---- h1; i = 1, ... , n. 

EF - D2 .EF - D2 

Mivel A-ról megszorítás nélkül feltehető, hogy pozitív így z = A esetben z 
is pozitív. Ezért (39f) miatt (39b) egyenlőség formájában áll fenn, melyből:

(41) 

DR - EP DP -- ~PR 
U2 + U3r = ---- + ----- 1' = U1 :2: o.

EF-D2 EF-D2 

Ebből következik, hogy fenn kell álljon az

(DR - EP) + (DP - FR)r :.2: o (42)

egyenlőtlenség.
Azon tartományokban melyre (42) fennáll és melyekben (41) minden i-re

pozitív, a hatékony kombinációkat a

. , EP2 -·· 2DPR + FR2 

min a2 = ---------
EF - D2 

(43)

függvény határozza meg, mely a (P, R) -+ min a2 térben elliptikus paraboloid
darab.
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Legyen egy beruházónak 100 egységnyi tőkéje és A = 40 egységnyi hitel
kerete 10%-os hitelkamatláb mellett (r = 1,1), továbbá három kockázatos
befektetési lehetősége, melynek jellemzőit az a vektor és a V mátrix mutatja;
a*= [l,l; 1,3; 1,4],

[

0,1
V = o

0

0
0,2
0

0 I0 .
0,5

Ezekből

[

10
M= ~

0
5
0

~], F ~ 17; D ~ 20,3; E~ 24,47.

P = 140 esetben (41) minden i-re pozitív, ha

158 < R < 187,5,

mégpedig R = 158 esetben x3 = 0, és R = 186,5 esetben x1 = O. (43) minimu
mát az

DP 20,3,140
Rm;11 = -- = --- = 167,18

F 17
pontban veszi fel, ezért a hatékony kombinációk csak az R >: Rmin tartomány
ban helyezkedhetnek el. Az optimális megoldást a 6. ábra szemlélteti.

A (42) feltétel értelmében azonban:

R(D - rF) 2 P(E - rD), 

R > 187,25.

Az /123 eset éppen R = 187 ,25-ig áll fenn, melyben x1 = O. Töröljük ezért a
lehetőségek közül az első alternatívát. Ekkor E = 12,37; D = 9,3; F = 7,
s ezek felhasználásával újra az adódik (42)-be történő behelyettesítés után,
hogy

R > 187,25.

Az l23 eset pedig R = 140 · 1,4 = 196-ig áll fenn, ezért az esetnek megfelelő
hatékony kombinációka.t a 6. ábra l23•mal jelölt íve mutatja.

Tegyük most fel, hogy z < A! Ekkor P és R a z változó függvényei és
(39f) miatt (39b) egyenlőség formájában teljesül, továbbá (39h) miatt u1 = O.
Így fennáll, hogy

U2 + U:1r = u1 = 0.
Ebbe az 'U2 és u:1 értékeket helyettesítve kapjuk, hogy

D(C + rz) - E(B + z) _D(B + z) - F(C + rz) -'----------- + 1 -------- = 0,
E F -- D2 E F - D2 

melyből
C(D - rF) - B(E - rD) 

z ==
r2F - 2rD + E 

ugyanis az (r2Ji' - 2rD + E) kifejezés minden r-re pozitív mivel (EF - D2) >
> o.

(44) 
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min62

\

'
---

16718 187.5 196 R

6. úbra 

Az értékét ii2- és u3-ba beírva, majd ezen u-kat x,-kben felhasználva adó
dik, hogy

(C - rB)(h1 r:11) 
X; ==-- - -- -,

r21i' 2r/) + E 

és a változók nomncga.tivitáaára tokintcttol fenn kell, hogy álljon a

i = l, ... ,n, 

(C r B)(h, rr;,) · O; (45)

egyenlőtlenség minden i = I, ... , n-re. A z nem negatív, czétt (44) alapján

C(D - -r, - B(l!J rD) ~ o.
(43) alapján, mivel P = B + z és R = C + rz, most

• ? E(B + z)2 - 2D(B + z)(C + rz) + Jt'(C + rz)2mrna·=-- - ---- ---EF ~ ' 

ész helyére a (44) eredményt írva, a számítúsukat elvégezve kapjuk:

. (C rBf 
nun a2 = --- - , (47)

r2.F' 2rD + E 

és ebből

nun a I e r B I
Vr2.P 2rlJ + E 

(48)

A várható hozam szórása lincári« függvé'nyc tehát C-nek, és B = I-et. véve
(48) azonos Merton (6) alatti eredményével. Az ~:,-ro adott képlet (lásd (45))
azt mutatja, hogy az optimális kom hináció szerkezete C' v;Utoztatására érzé
ketlen; következéskép (Ml) felfedéséhez clogonc!G egyetlen kombináció isme
rete. Tekintsük ezfrt ismét 11 (24) alatti képletet, molyből

VIC J-32 2u !JC + FC2 

m111a=
VE[,' 1)2 

(49)
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3. tétel. Álljanak fenn az Fl - FG feltételek, továbbá legyen u1 = 0. Ekkor
ha r < D/ F, akkor (48) hatékony felületen érinti a (49) függvényt; ha r = Dj F, 
akkor (48) asszimptótája (49)-nek; ha -pedig r > D/F, akkor (48) nem haté
kony felületen érinti a (4P) fügvényt.

Bizonyítás: A (49) felületnek a

(min a - a0) = (31(B - B0) + /32(0 - 00)

egyenlet definiálta sík a (B0. 00, a0) pontjához tartozó érintősík, ahol
EB0 - DC0 131 = -v EF - D2 VE Bo - 2DBoCo + FGg 
Ji'C0 - DB0 /J2 = ~====-===========-]( BF - D2 VE Bo - 2DBaOo + FC'fi . 

Ha létezik olyan (B0, 00, a0), hogy a

10- rBI 

egyenlőség minden (B, O)-re fennáll, akkor (48) érintősíkja (49)-nek. (48)
hatékony felületét véve

C-rB 

mely minedn (B, O)-re akkor áll fenn. ha

EB0 - DC0 -r 
VEP ~[)2 ll lVB5 --2DBoc--; + 105 r2.fí' - 2rD + E 

FC0 - DB0 1
V EP~ 752

[(EB5 - 2DB0C~ + FÖJ r2 F - 2rD + E 
a0 = /11B0 + (J2G'o.

(50c) fennáll. (50a)-t osztva (50b)-vel kapjuk, hogy

EB0 - DC0 ---. - ==~r, 
Ji'C0 - DB0 

melyből ha r #- D/F, akkor

(50a)

(50b)

(50c)

C _ B E-rD 
o - o D - rJi' 

Ezt (50a -b)-be visszahelyettesítve azonosságot kapunk így (48) a

C =BE -rD 
D-rP 

egyenee mentén érinti a (49) felületet. (48) nem hatékony felületét véve ugyan
ezt az eredményt kapjuk.

(51)

8 Szigma
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Ezekután könnyen belátható, hogy

ha r = D/F, (48) asszimptótája (49)-nek,
ha r > D/F, (48) nem hatékony felületen érinti (49)-et,
ha r < D/F, (48) hatékony felületen érinti (49)-et,
ha fennáll, (46) zéróval egyenlő.

Ezek.után a beruházó számára elérhető összes hatékony kombinációt tar
talmazó függvénykapcsolatot is föifedhetjük. Ehhez tekintsük ismét az előző
példát! B = 100 és A = O esetre az optimális megoldást az alábbi táblázat
mutatja, ennek szemléltetését pedig a 7. ábra adja.

I V{dt,n6k 1-~- l) B
·--- -

_ __:·.dtivitása értéke

C= 110 t, 
110 < e :s; 112,sü t,2 15 I 7,5 20,55
11.2,sü <e< 133, 75 1,2. 17 20,3 24,47
133,75 :s; e< 140 t,. 7 9,3 12,37
C= ]40 t,. 

Az l123 esetben a parabola minimumát a O = 119 érték adja, ezért a hatékony
kombinációkat a 1 rn < C intervallum tartalmazza. Ha a beruházónak nem
lenne hitelfelvételi lehetősége, a f-lBCG íven mozogna. Hitelfelvétel esetén
(51) felhasználásával adódik, hogy 00 = 133,75; melyben már :c1 = 0, de a
változók eleget tesznek a (45) és (20) alatti feltételeknek. Igy a hatékony
kombinációkat a 3. tétel értelmében megkapjuk, ha a 110 pontból (10%-os
a hitelkamatlábl) kiindulva a min (J (133,75) ponthoz érintőt húzunk. A 7. áb
rán ez a CD szakasz. D-ben z = 40, s ettőJ a ponttól kezdve a problémát felső
korlátos esetként kell kezelni. Az el6ző feladat eredményeit felhasználva tud
juk, hogy az l23 ív a 187,5;:. R ,,-- 196 (lásd 6. ábra) intervallumban létezik.
O-t megkapjuk, ha ezen intervallumot meghatározó két számból levonunk
40 + O,l · 40 = 44-et. Ekkor 143,5 ~ () <,,,, 152. Ha nom tekintjük a fix
kamatozású letéti lehetőséget, a beruházó mozgási terét tehát a T-1 BCDF 
vonal adja.

minő
2

F

B

D

A

/
/

/
/.,,.

105 110 119 129 133,75 1l0 1l3.5 152 C

7. ábra 
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Tegyük fel, hogy a beruházónak lehetősége van arra, hogy tőkéjét korlát
lanul letétbe helyezheti, s a kamatláb 5%-os (r = 1,05). Ismét (51) felhaszná
lásával adódik, hogy O O = 129. A beruházó hatékony pénzbefektetési kombi
nációit így az ABODF vonal határozza meg. [Tegyük fel ugyanis, hogy
z < 0 letétet jelent, és a letéti illetve hitel kamatláb azonos, azaz 5%-os.
z előjelének kötetlensége nem befolyásolja az (51) alatti összefüggést, s az így
adódó O O felhasználásával (0 0 = 129) értelemszerűen a O < 0 0 intervallumot
választjuk.]

Nézzük most azt, amikor a1 = a2 = ... = a,, = a. Esetünkben (16)-nak az

(52)

egyenlőség felel meg, ahol most is P = B + z és R = 0 + rz. Mivel EF - 
- D2 = 0, a feladatnak csak akkor lesz megoldása, ha DF - FR= 0, azaz
fennáll, hogy ·

aP = R, 
mely azonos az

a(B + z) = C + rz 
egyenlőséggel.

Az u3 így meghatározatlan, és

p + U3D 
'Uz = - F ' 

melyek felhasználásával adódik, hogy

x1 = g;P/F; ·i = 1, ... , n, és

min a2 = P2/F. 
A fenti eredmények csak akkor érvényesek ha a a > r, más esetben a hitel
felvétel értelmetlen. Ha a> r, (39b)-ből az következik, hogy a felveendő hitel
nagysága tetszőleges de nem nagyobb mint A. 

Végül még egy összefüggés felírható (45) felhasználásával. Tekintsünk
ugyanis egy pénzbefektetési kombinációt a CD szakaszon. Ekkor

. 2 ~ ~ C - r B (h )mm ak =,,;;,, V1c;X; = ,,;;,, v11; ; -- rg1 =
, ; r2F - 2r D + E 

= (C - rB)(a" - r)/(r2F- 2rD + E)

min a2 = J; x"ai; = 2' :i.;1,(C - rB)(a,, - r)/(r2F - 2rD +E).
k k 

Ezekből
min al 

(C - r B) . = a" - r, 
min a2

(53)

melyben B helyére I-et írva a pénzbefektetés-elmélet jólismert összefüggését
kapjuk, melyet tőkeár modellnek neveztek el (capital asset pricing model).
E kutatási irány egyik megalapozója Mossrn, kinek [9]-ben közölt eredménye
tartalmát tekintve azonos (53)-mal.

8*
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(Mossin megmutatta, hogy minden j-re fennáll a

A- aj-p)q · VJ:J:v-xx - IJ I }s-,». 
/{ 

(54)

összefüggés, ahol A konstans, Pi a tőke egységnyi ára, q = I/r és xj a j-edik
befektetési hely részesedési aránya az össztőkén belül. Mivel (54) minden
j-re fennáll következik, hogy

ai - pjq - ai - pifq 

minden i- és j-re. Ezekből:

X1(a1 - P1/q) _ X2(a2 - P2/q) _ _ Xn(a,, - p,,/q) - ... -

ami azonos a
0-rB 

A=_-;:====
VJ; J;11;1X1X j 

kifejezéssel. (54)- és (55)-ből kapjuk, hogy

a r --- C - r B i ~,X1r V 1: J;v;1X/r1 = V 2:,' 1: Vi/r,~;J ' ,,

(55)

melyből az (53) összefüggés közvetlenül adódik.)

E helyen is köszönöm kollégám, dr. Komlósi Sándor önzetlen segítségét,
mellyel elősegítette a dolgozatban kimondott 2. tétel pontosítását.

(Beérkezett: 1982. máju,s 7-én.) 
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Chap Im· One of' t Jiu papur giv,ir, a brief summary of previous results.
]n Chuptcr Two t h« ease is unalyzcd when short sales are not possible in the economy

and, as u. eo11sc,q11unen, t '10 variables of the parametric quadratic programming formula
tion of' tlin «conornic problem must not take nc:gat íve values. Tl10 first theorem gives an
existence condit.ion for such an int.orva.l of the parameters where all variables are positive.
The well-known Markowitz-problem sa.tisfies this conatraint. Starting from this interval
the off'iciont. front icr functions may easily be found on the basis of the second theorem.
Therefore, the paper is practically a generalization of Merton's result. The lemma to the
second thcorcm draws ut tcnt.ion Lo a mat.rix-a.lgebraio relationship.

·with tho introduction of credits and deposits L]10 fundarncntal problem is modified
i n Chaptor Tlu-oo in such a way thut. Lhe available credit is limited from above. Using
Lho tdgori I Inn dove loped in Chapter Two t.ho efficient, frontier function of the investor
may be dot errnined in any accopt ablo iní.orvn.l of tim parameter values. Results are illus
Lrnlud with numorica] examples,

AHAnkl3 ~{OMl31-11-1Aql-1i1 Bl{JlA)].A )],EHH

Ilcpuan rnaua cran.u JJ,aCT l(paTl(H~Í HTOr npenunyumx peaym.rarou.
13Top:-1>1 r-naua i.lllélJlll3MpycT TOT CJIY4Jl1, I(01'/W B Ji(OHOMl'll(C npommrn ŐC3 noxnurnn HC!l03-

MO)l(llhl, ii CJJe/WBilTCJlbHO, ncpcwcuuuc 3a)~alJM napaMCTpW!CCi(Ol'O l{Ba1waTH'!HOro rrporpaa
MHpüllaI-Jllíl )~al·ll·l0)1 Ji(OHOM11'·1CC1(011 npOŐJJCMl,I He MOl'YT npMHHMiJTb OTpJ.!L\3TCJlb1-lblC 3HalJeJrn5J.
Flepuan reopeaa ,11aeT yCJIOBH5T, npn 1{0T0pb1X cy1l.(CCTByeT 1'31(011 Hf-lTCpBaJJ napaaerpou 3a)~34H,
B l(OTOpOM BCC nepeveuuue nOJJO)l(HTCJlbHhlC lJl1CJ13. kl3BCCTH35T 113 rurreparypu sanasa Map-
1(013111.\3 ynouneruopaer 3THM yCJl0B115lM. Mcxo).(51 M3 3TOro M1-!TCpBaJ1a, OCH013bllla51Cb Ha llTOp011
TCOpCMC, nerrco 061-1apy)l<HBi.1JOTC)I (llYHl(,l\HH, OnMCb1B310ll111C 3(jl(j)CJ(TH!llH,IC l(OMÖHHaL(HH. TTo3-
TOMy CTaTh51 no cyu,ecrny ,1BJ151CTC,l 0606IJ.(CHl1CM pe3yJlbTaTi.1 MepTOHa. BcnOMOraTCJlbH35T Te
OJ)CMa, llj)Hl·la).(JJC)l(ill.ll,a,l 1(0 BTopor1 TCOJ)CMC, o6pau,aeT 13HMM3HHC Ha 0.1\HY 3allJ1CHMOCTb
élJireŐpbl MaTplll\.

J3 TJ)CTbCl1 rnaBC OCIIOllllMT npüÓJlCMa M0)'\kllilHl\11JJYCTC5l nyTCM BBC).(Cl-111>! l(J)CJJ,HTOBaHH5l 11
).\CrJ0311Ti.1, Tal(l,JM o6pa:!OM, lJTO pa3MCpbl l(J)C/.(HTa rnepxy orpal·ll·llJCHbJ. Bo BTüpor1 rmrne, e 11c
noJ11,30Bal-lHCM pa3pa60T3HHOf'O paC4CTI-IOr'O cnocoőa (jJyHKl(HIO, onpeJJ,CJ15110UJ.YIO 3(p(j)Cl(THBHble
l<OMŐHHéll(lllf /(Jl,l IHIBCCTHTOpa MO)!{CM 1-1anMcan, BO Bcex YYHTbll3aCM61X JHITC])B3JJax.

Pe3y JlbTaThl HJIJllOCTJJHJ)YIOTC,1 l{()Hl(pCTHblMl·l np11MepaMH.
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PAIZS JÁNOS

B4z q4s á g i *l *m z é s s z i m u lt á n é qi n 4m i k u s é l i n *á r i s é 
ö k o n o m *t r i 4i m o q*ll *l 

Az ökonometriai modellek a klasszikus döntési folyamat minden szakaszá
ban szerepet játszhatnak és gyakorlati alkalmazásuk a különböző szakaszok
ban szerves egységet képez, mégis módszertani szempontból jól elkülöníthetők
a statisztikai irányú, múltra vonatkozó alkalmazások (a gazdaság működésé
nek leírása és elemzése) a tervezésre orientált, jövőre vonatkozó alkalmazások
tól . (gazdasági előrejelzés, gazdaságpolitikai szimuláció). Az ökonometriai
modellek statisztikai irányú alkalmazásai alapvetőek, minden további alkal
mazás előzményét képezik, és ezekben az alkalmazásokban az ökonometriai
modellek a gazdaság működése leírásának és elemzésének komplex statiszti
kai eszközei.

-Ielon tanulmány célja, hogy bemutassa az ökonometriai modellek alkalma
zásának lehetőségeit és mikéntjét a gazdaság müködésének leírásában és
elemzésében. A tanulmány három részből áll. Az I. részben kialakítjuk a
leíró-elemző ökonometriai modellnek egy szigorúan kauzális alapon álló, kon
zisztens és komplett fogalomrendszerét,1 amely logikai-tartalmi szempontból
megalapozza a II. részben a gazdaság működésének leírását és az ettől el nem
választható gazdasági elemzést, amelynek alapkérdéseit a III. rész tárgyalja.

lt =o g 4l m 4k 

A gazdaság működésének leírását és elemzését valamely múltbeli, több
részidőszakból álló időszakra, az ún. megfigyelési időszakra végezzük, amelyet
a továbbiakban [l, . ., T]-vel vagy t = 1, ... , T-vel jelölünk.

1 A lei ró-ulemző ökonor nct.riu.i modell fogalmai az ökonometriaelmélet fejlődésének
viszonylag konti szakuezúbun k.iu.lak ult.a.k és a klasszikus ökonometria képviselői - több
kevesebb kövor.kozoteséggcl - törekedtek mind a fogalmak kauzális megalapozására,
mind a modell últ.a.l leírL gazdaság összefüggéseinek kauzális magyarázatára pl. r9J vagy
[15]. .Ielon t.anulrnány szerzőjét a rnndldvül értékes ílO] monográfia ösztönözte egy szi
gorúan kuuvá lis alapon álló konzisztens és kompler.t fogalomrendszer kidolgozására,
amely az ökonomei tiai rnndell0k és valamennyi gyakorlati alkalmazásuk !eredményének
egzakt kauzális értelmozésére nyújt lehetőséget. A [10] monográfia és a jelen tanulmány
kupcsole.túról meg koli jegyi;zni, hogy egyrészt az több szempontból általánosabb (pl.
a nem-Iineátis ökonometriai modelleket is tárgyalja), másrészt (sem nem-lineáris, sem
lineáris öko nornet.riai modellre) nem ad kauzálisan megalapozor.t komplett fogalom
rendszeri.
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ű m o q*ll 

A modell a gazdaság működésére vonatkozó, a folyó empirikus vizsgálattól
független ismeretek formalizált megfogalmazása. Ezek az ismeretek az ún.
a priori információk.

Az a priori információk an-ól tájékoztatnak, hogy
(a) melyek a gazdaság folyamatainak a folyó empirikus ökonometriai vizs

gálat szempontjából lényeges és időben állandó vagy csak lassan változó (sta
bil vagy lcvázistabil) lccl'tlzális összefüggései;

(b) milyen szerepet játszanak az egyes folyamatok ezekben a kcmzális össze
függésekben, részletesebben

(ba) az egyes kauzális összefüggésekben mely folyamat játssza az okozat
és mely folyamatok játsszák az okok szerepét;

(bb ) az egyes okozatok létrehozásában mely okok szerepe alapvető és mely
okok szerepe jelentéktelen;

(be) az alapvető okok hatása az okozatokra egyidejű vagy időeltolódással
(késéssel) érvényesü I-e;

(bd ) hogyan jellemezhető az egyes okozatok létrehozásában külön-külön
jelentéktelen szerepet játszó változók együttes hatása;

(e) milyen matematikai összefüggésekkel írhatók le az egyes kauzális össze
függések.

Az a priori információk forrása lehet valamely közgazdasági elmélet, korábbi
empirikus ökonometriai viz.sgála,to/c ereitményei és miinkahipotézisek.2 Az a priori
információk csaknem kizárólag a gazda8ág folyamatainak lcözvetlen kauzális
összefüggéseire vonatkoznak é8 csaknem kizárólag lcvalitativ jellegűek.

A strukturális egyenletrerulszer

A gazdaság folyamatainak közvetlen lcaiizális összefüggéseit a strukturális
egyenletrendszer írja le. Egy-egy strukturális egyenlet egy-egy gazdasági
folyamat kauzális magyarázatát adja, ezért a strukturális egyenletrendszer
nek annyi függetJen és ellentmondástól mentes egyenletből kell állnia, ahány
gazdasági folyamat kauzális magyarázata a gazdaság működésének leírásához
szükséges. Ha ez a feltétel teljesül, a modell komplett.

Az a priori információk alapján közvetlenül a strukturális egyenletrendszer
fogalmazható meg, ezért szerepe kitüntetett: az a modell egyenletrendszerének
alapformája, szemben a gazdaság folyamatainak közvetett összefüggéseit. is
ábrázoló származtatott formáival, a redukált és a végső egyenletrendszerrel
szemben (Lásd II. rész!).

A strukturális egyenletek tartalmi szempontból lehetnek
(a) magatartási egyenlete/e, amelyek a gazdasági alanyok (döntési egységek)

tevékenységét ábrázolják vagy

2 ű z é hogy valamely empirikus vizsgúlat során a moduli rnugfogalrnu.zásakor az ökono
méter milyen közgazdasági elmélet.t okjbő! .indul ki, illct.vc milyen munkahipotéz.isekkel
él, tudományos meggyőződésétől, itlot.vo a modellezett. gazdus\g működésére vonatkozó
empirikus tapasztalataitól vagy gondolati elképzeléseitől függ. Ennyiben tehát az
empirikus ökonornéter a modellalkotás aktív szoreplőjo. Lényogos azonban tudatosíta
nunk, hogy alkotása, a szá.mszerűsf toct. empirikus modell az alapjául szolgáló közgazda
sági elmélet(ek), illetve munkahipotézisek bizonyítúsá.t nem nyújtja.
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(b) kísérő egyenletek, amelyek a gazdasági alanyok tevékenységének tenné
szeti, technikai és jogi-institúcionális feltételeit írják le, végül

(e) azonosságok (definíciók vagy egyensúlyi feltételek).
A továbbiakban eltekintünk az utolsó típustól, amely a tárgyalást bonyolító

több tulajdonsággal rendelkezik, de a gazdaság működésének leírása szem
pontjából új információt nem hordoz.

A strukturális egyenletek formai szempontból - analitikus alakjuk szerint
- lehetnek lineárisak vagy nem-lineárisak. Ha a strukturális egyenletrendszer
minden egyenlete lineáris, akkor a modell lineáris, ellenkező esetben nem
lineáris. További vizsgálódásunkat lineáris ökonometriai modellre korlá
tozzuk.

A modell további alkotóelemei

A gazdaság időben változó folyamatait a modell változói képviselik, e folya
matok időben állandó vagy csak lassan változó kauzális összefüggéseit a
modell állandói jellemzik.

Változók

Az egy-egy slrnlctnráhs egyenletben játszott kauzális szerepük szerint a vál
tozók le}1~tn~k a~okozatot képviselő eredményváltozók és az okokat képviselő
ma,gyarazo vnltozolc.

Egy-egy gazdasági folyamat (okozat) alakulásában általában nagyszámú
folyamat (ok) játszik közvetlen szerepet, amelyek mindegyikének külön figye
lembevétele a gazdaság működésének leírásánál nem lehetséges, de nem is
szükséges. Egy-egy strukturális egyenletben az okozaton (eredményváltozón)
kívül csak az okozat létrehozásában alapvető néhány okot (magyarázó válto
zót) képviselnek explicit változók, a többit nem (implicit változók).

Az explicit változók mérhetők és statisztikai úton közvetlenül megfigyelhe
tők. Statisztika: megfigyeléseik eredményei idősorok formájában állnak ren
delkezésre.

Abban az esetben, ha az implicit változók hatása a strukturális egyenlet
rendszerben semmilyen módon nem jelenik meg, a modell determinisztikus,
amely az elméleti közgazdasági vizsgálatok eszköze: kvalitatív jellegű premisz
szák alapján kvalitatív j lleegű következtetések levonására ad lehetőséget.

Egy-egy strukturális egyenletben a benne egyenként lényegtelen vagy nem
szisztematikus szerepet játszó implicit változók együttes hatását figyelembe
vehetjük egy-egy látens változóval. A látens változók mérhetők, de - mivel
külön nem is specifikált nagyszámú implicit változót foglalnak össze - sta
tisztikai: úton nem Í igyethetők meg.

Minthogy a látens változók nagyszámú, véletlenszerűen alakuló implicit
változó együttesét képviselik, valószín-űségi változók. Ennek megfelelően, ha
a strukturális egyenletekben a bennük szerepet játszó implicit változókat
egy-egy Iátens változóval figyelem be vesszük, a modell sztochaeztitcus : a struk
turális egyenletek sxtochas.ctikus egyenletek.

További gondoI:-ttmenotiinkben segítségünkre lehet két egyszeríi, kizárólag
illusztratív célú példa. Mindkét példánkat tőkés ország gyakorlatából vesszük:
a modellezett ,,gazdaság" valamely termék szabadversenyes piaca, amelyen
a termelést (kínálatot) forgalmi adó terheli.
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l. példa. Ökonomméterünk - közgazdasági ismeretei alapján - feltételezi,
hogy a forgalom volumene , q rC is, a termék egységára (p1) is a piac belső
folyamataként alakul (és a forgalom volumenében a kereslet és a kínálat időről
időre egyensúlyba kerül), úgy, hogy a forgalom volumenét keresleti oldalról
alapvetően a termék egységára, kínálati oldalról alapvetően a termék egység
árának és a termékegységre jutó forgalmi adónak (s1) a különbsége határozza
meg. Ezeket a közgazdasági feltevéseit kiegészítve azzal a matematikai hipo
tézissel, hogy a kereslet, kínálat és meghatározó tényezőik kapcsolatai lineáris
függvényekkel közelíthetők, a következő strukturális egyenletrendszerben
formalizálhatja:

(,,keresleti függvény") (1.1) 

(,,kínálati függvény") (1.2).

Itt urr és ·u21 a ,,kere,.;letre", illetve a ,,kínálatra" ható egyéb tényezőket kép
viselő latens változók, cx0, cx1, {]u és cx1 pedig a ,,kereslet", illetve a ,,kínálat"
és alapvető mcghatározóik kapcsolatát jellemző állandók.

Alakítsuk most át az (l. 1) ~ (1.2) strukturális egyenletrendszert úgy, hogy
az (1.1) egyenletből fejezzük ki Pt-t! Az eredmény a

Pt = x~ + cx;q, + Uv
q, =/Jo+ /J1(P - s C- + U21

c, ~ < 0

fJ1 > ()
(I.I.a)

( l.2)

st.ruk t.urá.l is egyen letrendszer
Az (1.l.a)-(l.2) strukturá.lis egyenletrendRzer alapjún látható, hogy az

explicit változóknak egy-egy strukturális egyenletben játszott kauzális szere
pük szerinti osztályozása nem ad képet ezeknek a strukturális egyenletrend
szer egészében játszott kauzális funkciójáról: az (I. La) ogyenlotbon Pt ered
ményváltozó, qr magyarázó változó, ugyanakkor az (1.2) egyenletben qr ered
ményváltozó, Pt pedig magyarázó változó!

A strukl'Mrális egyenletrendszer egészében és a megfigyelési időszak egészében
játszott kauzális szerepük szerint az explicit változók körében megkülönböz
tetünk endogén változókat, amelyek mind az ok, mind az okozat szerepét betölt
hetik és közöttük kölcsönös összefüggések is lehetnek és exogén oáltozákal,
amelyek csak az okok éspedig egymástól független okok szerepét játsszák.

Az endogén változók gazdasági folyamatokat, az exogén változók részben
gazdasági, részben nem gazdasági folyamatokat képviselnek. Az endogén
változók által képviselt gazdasági folyamatok a vizsgált gazdaság belső folya
matai, az exogén változók által képviselt gazdasági folyamatok a vizsgált
gazdaságon kívüh folyamatok. Az exogéu változók között kitüntetett szerepet
játszanak a gazrlaságpolitilcai változók, amelyek központi gazdaságirányítási
szervek közvetlen befolyása alatt állnak. l. példánkban q, és pr endogén vál
tozók, sr exogén változó, éspedig gazdaságpolitilrni változó.

Megjegyezzük, hogy a láiens változó/e kauzális funkciója megegyezik az exo
gén változókéval: a modell egészében és a megfigyelési időszak egészében
csak az okok, éRpedig egymástól és az exogén változóktól független okok sze
repét játsszák.

A strukturális egyenletrendszerben ábrázolt közvetlen kauzális összefüggé
sekben valamely oknak az okozatra kifejtett hatása lehet egyidejű vagy idő
eltolódással (késéssel) érvényesülő.
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Egy ok hatása egyidejű, ha változása és az okozat ebből következő változása
a megfigyelési időszak ugyanazon részidőszakában játszódik le. Egyidejű
hatás esetén a strukturális egyenletben az okozatot képviselő endogén válto
zónak és az okot képviselő endogén vagy exogén változónak a megfigyelési
időszak ugyanazon t részidőszakára vonatkozó, egyidejű értékei szerepelnek.
(Vegyük észre, hogy 1. példánk strukturális egyenletrendszere egyidejű kauzá
lis összefüggéseket ábrázol!)

Egy ok hatása időeltolódással (késéssel) érvényesülő, ha az oknak a megfi
gyelési időszak valamely t részidőszakában végbemenő változását az okozat
ebből következő változása a megfigyelési időszak valameny későbbi t + -r
(-r > 0 és diszkrét) részidőszakban követi. Időeltolódással (késéssel) érvénye
sülő hatás esetén a strukturális egyenletben az okozatot képviselő endogén
változónak a megfigyelési időszak t-edik időszakához tartozó, egyidejű érté
kével szemben az okot képviselő endogén vagy exogén változónak a meg
figyelési időszak megfelelő korábbi , t p -r)-adik részidőszakára vonatkozó
késleltetett értéke áll (-r > 0 és diszkrét). A -r neve: késés.

Attól függően, hogy egy-egy strukturális egyenletben valamely endogén
vagy exogén változó l vagy t - -r (-r > 0 és diszkrét) időszakhoz tartozó értéke
szerepel-e, megkülönböztetünk egyidejű és késleltetett endogén, illetve exogén
változókat.

Abban az esetben, ha a,, egyidejű endogén változók mind az ok mind az
okozat szerepét betöltik és közöttük kölcsönös kauzális összefüggések is van
nak, a modell szimultán.

1. példánk strukturális cgyenletrendszcrének (1. l.a)-(1.2) alakja alapján
nyilvánvaló, hogy szimultán modell strukturális egyenletrendszere: a p r és a
q r egyidejű endogén változók kauzális összefüggése kölcsönös.

Ha a strukturális egyenletrendszerben csak egyidejű endogén és (egyidejű
vagy késleltetett) exogén változók szerepelnek, a modell statikus, amelynek
strukturális egyenletrendszere az egyidejű endogén változókban inhomogén
lineáris egyenletrendszer. (Vegyük észre, hogy 1. példánkban statikus modell
strukturális egyenletrendszere szerepelt)

2. példa. Tulajdonképpen 1. példánk módosítása, ,,továbbfejlesztése". Fel
tevés szerint a forgalom volumenét keresleti oldalról alapvetően most is a ter
mék egységárának egyidejű értéke, kínálati oldalról viszont más-más mérték
ben a termék egységára és a termékegységre jutó forgalmi adó különbségének
egyidejű és egy időszakkal korábbi értéke határozza meg. Ezek a közgazdasági
feltevések kiegészítve azzal, hogy a kínálat és meghatározó tényezőik
kapcsolatai lineáris függvényekkel közelíthetők - a következő strukturáli
egyen lotrcndszerben formaiizálhatók:

q1 = ixo + 1X1P1 + U11

q, = /3o + f31(P - s), + /32(P - s),-1 + ii2,

(1.3)

(1.4) 

A szimbólumok jelentése megegyezik az kt példában alkalmazottakéval.
Az iktöe egyenletet az iOt2 4e analógiájára átrendezve könnyen belátható,

hogy az ( tt 3l eu i l.4) is szimultán modell strukturális egyenletrendszere.
Ha a stru kt.urá.lis egyenletrendszerben az egyidej (í endogén változók és az

(egyidejű vagy késleltetett) exogén változók mellett késleltetett endogén vál
tozók is szerepelnek, vagyis a késleltetett endogén változók az okok szerepé
ben megjelennek, a modell dinamikus, amelynek strukturális egyenletrendszere



124 PAIZS ,J-".NOS

az endogén változókban inhornogén l1:neári8 differenc'ia-eg11enletrendszer. (Vegyük
észre, hogy a 2. példánkban dinamikus modell strukt~1~ális egyenletrendszere
szerepel!)

Az egyidejű endogén változókat Ym1-vel, a késleltetett endogén változókat
- egy részidöseakos késést feltételezve ·- Ym,t-i-gyel, az exogén változ6kat
zArvel, a látens változókat i1,111,-vel, a változók közvetlen összefüggéseit jel
lemző állandókat ixm'm-mel, p'n·,·m-mel és ' i ur -pm 8l jelölve felírhatjuk a szimul
tán statikus és szimultán dinamikus modell ,,elméleti", konkrét közgazdasági
tartalommal nem rendelkező változatát, éspedig
szimultán statikus modellre az

Yv = rx21Y21 + flnzll + fl:n + 'U11

Y21 = rx12Y11 + fl22Z21 + fl:i2 + U21,

szimultán dinamikus modellre pedig az

(1.5)

(1.6)

(1. 7)

(1.8)

formában, amelyekben ezen modelltípusok általános tulajdonságai tisztán
vizsgálhatók. Az egyes modelltípusokban érvényesülő közvetlen kauzális
összefüggések jól szemléltethetők az ún. Tinbergcn-féle nyílsémával (1. ábra)
a megfigyelési időszaknak statikus modell esetében egy, dinamikus modell
esetében három részidőszaka alapján. (Az ábrázolásnál - az egyszerűség ked
véért - a ,,szabad konstansok" -tól és a látens vál.tozóktól eltekintünk.)

Az endogén és exogén változókat megkülönböztettük az explicit változóknak
a modell egészében és a megfigyelési irlőszaJc egészében játszott kauzális szere
pük szerint. A szimultán dinamikus modell strukturális egyenletrendszere és
nyilsémája alapján nyilvánvaló, hogy a strukturális egyenletrendszer egészé
ben, de ct megfigyelési irlőszalc egy-egy t részidéezalaibam. az egyidejű endogén
változókkal szemben a késleltetett endogén változók kauzális szerepe m.eg-

t -1 t + 1

a. b.
1. ábra. Szimultán statikus (a) és szimultán dinamikus (b) modellben órvényesülö köz

vetlen kauzális összefüggések
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egyezik az (egyidejű vagy késleltetet.t) endogén változókéval, így az utóbbiak
kal együtt az (egyidejű) endogén változókkal szemben a predete1·rn·inált változók
csoportját alkotják, :i

Állandók, I

Az explicit változók közvetlen kauzális összefüggéseit jellemző állandók:
a strukturális paraméterek és a késések. Közös jellemzőjük az explicit változók
kal szemben, hogy bár mérhetők, Btatisztikai úton nem megfigyelhet6k és a
modell megfogalmazásakor általában ismeretlenek,

A strukturális paraméterek azt a közvetlen hatást mérik, amelyet az endogén
vagy predeterminált jellegű magyarázó változók egységnyi növekedése az
endogén jellegű eredményvé.ltozókra egy-egy strukturális egyenletben a meg
figyelési időszak egy-egy t részidőszakában kifejt,

Az általában ismeretlen strukturális paraméterek közül a priori ismertek
az egyes strukturális egyenletekben (a) az okozat szerepét játszó endogén
változóké; értékük I; (b) okként nem szereplő endogén és predeterminált
változóké; értékük 0,

A strukturális egyenletekben szereplő késések azt mérik, hogy a bennük
ábrázolt közvetlen hatások egyirlejííleg vagy időeltolódással érvényesülnek-e, s ha
igen, milyen mértékű késéssel (-r - 0),

Konkrét és ,,elméleti" modolljeinkben feltételeztük, hogy a késések idő
egységnyiek és egyszerosek. Ettől a tárgyalást egyszerűsítő feltételezéstől
eltérő esetek is elófor [u lnak , ugyanakkor egyszerűsítő feltételezésünk az á.lta
lánm;ság csökk .ntése nélkül megengedhető - s ennek megfelelően a további
gondo latmcnetünkbon is követjük-, mivel a bonyolultabb esetek a változók
,, időtranszformáciő" -jával mindig visszavezethetők erre az egyszerű esetre !4

f\z a priori ismorot.len strukturális paraméterek és késések értékét a modell
szám8ze,rií.sítése sorá.» határozzuk 1ncg.

Lénycgcr-; t.udatoslta.nunk. hogy a strukburá.lis paraméterek zérus vagy
zérw,töl ki'tlü11iiö?ÍÍ voltára és a késések mértékére vonatkozó feltevésekben
a modell k ö úrj ,, z r l rr s ú 9i- h·ipoté:i,s('i öltenek testet,

f(ö:::oefofl kinczáii« összefiiggések - a, modell szármaetatot! formái

Az endogén uállozok: a model I egészében és a megfigyelési időszak egészében
mind az ok, mind az okozat szerepét betölthetik és amennyiben egyidejű vagy
késleltetett értékeik ezt a kcLtős funkciót be is töltik, úgy oksági hatásokat
közvet£tenek: az okozat funkciójában ,,felvett" hatások egy részét (többszö
rösét) az ok funkciójában más (a többi) endogén változókra ,,továbbítják".
Ennek megfelelően a modellben a kőzvet.lcn ha.tások mellett közvetett hatások
is érvényesülhetnek, éspedig

(a) szimultám. modellben az okuk funkcióját betöltő egyiclejíí endogén változó
közvctítéeével közveteU egyirlejíí hatások;

(b) dinamikus modellben. az okok funkcióját betöltő kéaleltetett endogén
változók közvetítésével közvetett Ieéslelteteu hatáeok:

" A to vábbiak hu.n ,·ndogén , {d1,o;,;Ókon mmdig egyidejű endogén válLozókaL él'Lünk
és csak kivételesen - mondani valónk pontos megér tése érdekében - használjuk az
,,egyidojü" jclzöt..

4Bizonyításál lásd pl. 111]-bt•n vu.gy 114]-bcn!
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t-1 t+1

a b.
2. ábr«. l)zirnullún stut ik us (u) ,í::; sz i mul tá.n d iruun ikus (I>) modullbon órvónyoaü ló közve
t.et t kuuzril is i>sszulúggt'•::;ck. (Jolölrí,;: • köz.vutlon (ogyiili,j(í és kóxlol tctot.t.), --->- k őz votet.t,

,·gyidn_j íí, -·-·>- ki\zv,,L,·1 L ld•slnll et olt, I rutrisok.)

A további vizsgálódásaink tárgyút képező szimultán dinarnikua modellben
értelemszerűen a köz vetett hatások rni ndkét tí pusa jelen van.

A modellben érvényesülő közvetett; hatások :1 közvetlen hatásokat leíró
strukturális egyenletrendszerben (a :-,trukturáli8 formában) nem jelennek meg:
explicitté csak a modell szárma1/,1)atott formáinak, rcrl'ukált és végső formájának
előállításával válnak. A modellben érvényesülő közvetett hatások is jól szem
léltethetők az ún. Tinbcrgen-félo uyllsémávul (2. ábra).

A qnzdasúg műlcörléséw,lc leinisa

Ezt a későbbi goudolabmcnet.ünkbcn központi jclcntöségű fogalmat közelít
sük meg a dcterm iniuzí.ikus modeflbő! kiindulva.

A modellben azokat a gazdar;ági folyamutoka.t, amelyek kauzális 111agyará
u1La a gazdaság működésének leírásához r;ziikségoH, az (cgyidej(í) endogén vál
tozók képv iso] ik. Determinisztilcus modellben. ezeknek a rnogfigye léai időszak
egy-egy részidfü1zaloí,ra vo na.tk ovó értékegyii,l/esP; n gazd,tflá.g egy-egy állapotát
jellemzi.

A gazdaság működésének leír/u,:t: a,z (egyidojíí) 011dogé11 változók ala.kulá
sának kauzális magyarázata a morlcilbou lrnuz,íliHan nem magyarázott, de
statisztikai úton megfigyellwt6 ún. változr3 ru!oUsár1olc függvényében. Ezek az
endogén változók a.lak uláaa Hzernpontjából a modell egér;•1.ében éR a megfigye
lési időszak egé izében okok, éspedig ú11,. vér1ső okok.

A strukturális egyenletrendszerben az okozatként szereplő endogén változók
nemcsak a végső okok függvényében jelennek meg: bonno szimultán statikus
modell esetében egyidej(í endogén változók is, szimultán dinamikus modell
esetében egyidejű és késleltetett endogén változók ÍR szerepelnek okként,
amelyek ugyanakkor más strukburáf i« egyenletekben vagy a megfigyelési idő
szak valamely korábbi részidőszakában maguk is okozatok. Így a strukturá.lis
egyenletrendszer a gazdaság működésének leírására önmagában nem elégsé
ges, származtatott formáinak: a redukált és a végső egyenletrendszernek az
előállítására is szükség van.
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:;\fogjegyezzük, hogy az (egyidejű) endogén változók alakulása szempontjá
ból adottságok a változó adottságok változásának az egyidejű endogén vál
tozókra kifejtett hatását jellemző állandók is, ezek az ún. állandó adottságok,
amelyek a strukturális egyenletrendszer állandóiból, a strukturális paraméte
rekből és a késésekből, a származtatott formák előállításával meghatározhatók.

Sztochasztikus modellben az (egyidejű) endogén változók alakulása szem
pontjából a statisztikai úton nem megfigyelhető látens változók is változó
adottságok.

Minthogy a Iátens változók valószínűségi változók, az endogén változók is
- a látens változók függvényei lévén - valószínűségi változók. Az, hogy az
exogén változókat is valószínűségi változóknak tekintjük, konvenció, amely any
nyiban megalapozott, hogy az exogén változók (többsége) valamely más modell
ben endogén és így valóban valószínűségi változó.

A látens változóknak, mint változó adottságoknak a jelenléte miatt a szto
chasztikus modellben a megfigyelhető változó adottságok egy-egy értékegyüt
tese az (egyidejű) endogén változóknak nem egy-egy értékegyüttesét, hanem
egy-egy - a megfigyelhető változó adottságok egy-egy együttesére mint fel
tételre vonatkozó - együttes feltételes eloszlását határozza meg. Az endogén
változóknak ezek az együttes feltételes eloszlásai az eloszlás típusával és mo
mentumaival jellemezhetők, amihez nyilvánvalóan szükséges a látens változók
együttes eloszlása típusának és momentumainak ismerete.

Változatlanul igaz, hogy a strukturális egyenletrendszerben az (egyidejű)
endogén változók nemcsak végső okok függvényében jelennek meg; ennek
megfelelően az endogén változók egy-egy együttes feltételes eloszlását, amely
a gazdaság egy-egy állapotát jellemzi, a származtatott formákból határozzuk
meg.

Állandók, lI

Az eléízóckbéíl következik, hogy a strukturális egyenletrendszer állandóinak
harmad i k csopo l'tj át a strukturális egyenletrendszer látens változói együttes elosz
lásának momentumai képezik: a várható érték vektora és a kovariancia mátrixa,
amelyek - a atrukturális paraméterekhez és a késésekhez hasonlóan - általá
ban 'ismeretlenek.

Mcgjegyeizük, hogy származtatott formákban a Iátens változók együttes
elosz lásának momentumai, amelyek az endogén változók együttes feltételes
oloszjáaának jellemzéséhez szükségesek, meghatározhatók a származtatott
formák eléíáll.ításával, a strukturális egyenletrendszer látens változói együttes
eloszlásának momentumaiból.

A slatiszt-ika·i következtetés

A sztochasz.tikus modell -- a determinisztikus model lel szemben - kvantita
tív következtetések eszköze. Ezek a következtetések részben 'induktív, részben
rierluktív jellegűek. A strukturális fonna most is kvalitat.ív jellegű premisszákat
forma.lizál. Ezek a premisszák a strukturális forrna szárnszerűsítésével -- állan
dói számszerű értékének a változók megfigyelésein alapuló becslésével - vál
nak kvantitatív jellegűvé. A strukturális forma számszerűsítése induktív kö
vetkeztetés útján történik, ez az indukció pedig statisztikai indukció: a struk
turális formában megjelenő kvantitatív állítások - a statisztikai indukció
konklúziói és további következtetések premisszái - csak meghatározott való-
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színűségi szinten érvényesek. A számszerűsített strukturális formából a modell
származtatott formáinak olőállítása derlulctfv következtetések útján történik,
amelyek ugyancsak statisztikai jellegííek: a kvantitatív konklúziók - kvanti
tatív premisszáikhoz hasonlóan - csak meghatározott valószínűségi szinten
igazak.

A struktúra

A struktúra a strukturális egyenletek olyan rendszere, amely elégséges in
formációt tartalmaz az endogén változók együttes feltételes elosztásának -
azaz a gazdaság működésének kvantitatív jellemzéséhez.

A modell megfogalmazza a strukturális egyenletek egy (komplett) rendsze
rét, ez azonban nem nyújt elégséges információt az endogén változók együttes
feltételes eloszlása kvant.itat.iv jellemzéséhez, hiszen ismeretlenek benne az
állandók egy részének, a strukturális paramétereknek, a késéseknek és a
strukturális egyenletek látens változói együttes eloszlása momentumainak
konkrét számszerű értékei.

Ennek alapján nyilvánvaló, hogy a struktúra a szárnszerüsített modell:
a strnkturális egyenletrendszer, együtt a strukturális paramétereknek, n, késések
nek és a látens változók együttes eloszlása momentumainak konkrét számszer'Ű ér
tékével.

II. A gazdaság működésének leírása: az egyes modellformák tartalma

Az előz{:í pontban bevezetett fogalmak felhaaz ná.lásáva! megfogalmazzuk
a modell alapformáját, a strukturális formát, majd előállítjuk a modell szár
maztatott formáit: a redukált formát és a végső formát. Az egyes modollfor
mák matematikai tulajdonságainak vizsgálatával közgazdasági tartalmukat
kutatjuk, hogy megadhassuk közgazdasági., illetve kauzális értelmezésüket,
megmutathassuk a gazdasag működésének leírásában betöltött szerepüket,
feltárhassuk azokat a kvantitatív információkat, amelyeket - azámszorűsí-
tés után5 a gazdaság m űködéséről nyújtanak.

l. A strukturális forma

A modell hipotézisei

A modellt hét hipotézissel fogalmazzuk meg, amelyek a strukturá.lis formára
vonatkoznak. Ezek a következők:
M-1. hipotézis. A modell M számú endogén, N számú prodeterrninált és a

strukturális forma .1W számú látens változójának közvetlen (egyidejű vagy kés
leltetett) kauzális összefüggéseit leíró strulctiirális egyenletrendszer, az [l, ... , 1']

5 Az ökonometr-iai modoll alkalrnazáau, a gazdaság mű ködéséuok lcírásúbun és elemzé
sébon gyakorlatilag azér'L érdekes, mort. ozekr·ől 1.L kérdésekről k van titur.ív információi,
nyújt. Ebben és ft köveLkoző rész.bun ezL a köriilményL mindig '11.tngsúlyozva, az állandók
(paraméterek) ismeretlen olmélct.i értékui vol dolgozunk. Az így nyeri; eredmények szám
szerűsített modellben is érvényesek. Az érclek lődó Olvasó a szimultáu dinamikus rnodell.
pa.rarnét.erbecslési módszereiről I ájékozódhaf pl. J l J J ulupjún.
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megfigyelési időszakban Jl1 számú sztochasztikus egyenletből álló lineáris
egyenletrendszer.

Ennek megfelelően a strukturális egyenletrendszer általános alakja a válto
zók egyetlen együttes megfigyelése alapján az

y( A + x;B + u/ = O' t = l, ... , T (1.1)
formában írható, ahol

YÍ = [Ym Ji az endogén változók t-edik együttes megfigyelésének Jlf-elemű
sorvektora (m = 1, ... , Jlf);

x; = [xnJi a predeterminált változók t-edik együttes megfigyelésének N
elemű sorvektora (n = 1, ... , N);

u; = [ um ]1 a strukturális forma Iátens változói t-edik - nem megfigyelt! -
realizációjának M-elemű sorvektora (m = 1, ... , M);

A = [ rx111•m] az endogén változók strukturális paramétereinek Jl1 X .Jf típusú
(kvadratikus) mátrixa, amelynek egy sora egy endogén változóra, egy oszlopa
egy strukturális egyenletre vonatkozik;

B = [/J11111] a predetermi nált változók strukturális paramétereinek N X Jl1
típusú mátrixa, amelynek egy sora egy predeterminált változóra, egy oszlopa
egy strukturális egyenletre vonatkozik.

111egjegyzések
(a) A predeterrninált változók között szerepel egy olyan, tételezzük fel,

hogy az N-edik. amelynek megfigyeléseire xN1 = I (t = l, ... , T) teljesül.
A:,, xN1-hez tartozó (J,v,,,(m = 1, ... , J11) strukturális paraméterek a strukturális
egy0nlctek ún. szabad konstansai.

(IJ) Minden strukturális egyc11Jet,1Jon szerepel egy olyan endogén változó,
tétclezz.űk fol. hogy az m-edik egyenletbenazm'-edik endogén változó, amely
nek strukturális paraméterére rx,,,·111 = -1 (m' = m, rn = l, ... , Jlf) teljesül.
Ez az ún. normalizálási szabály. Felhasználásával egyszerűen előállítható a
strnktwrális egyenletrendszer normalizált alakja, amelynek egyenletei az ered
ményváltozók alakulását a magyarázó változók (köztük a látens változók)
függvényében ábrázolják. (Az I. részben szereplő strukturális egyenletrend
szerek normalizált alakban vannak!)

(e) Az A és a B mátrixok tartalmaznak a priori zérus elemeket, amelyek -
A-t és B-t oszlopaik szerint szemlélve - a megfelelő strukturális egyenletek
ben (okként) nem szereplő endogén és predeterminált változók strukturális
paraméterei.

(d) Az (1.1) egyenletrendszer lehet statikus vagy dinamikus modell struktu
rális egyenletrendszere. Pa.rticionáljuk az (l. l) egyenletrendszert a késleltetett
endogén változók és az exogén változók megkülönböztetésével!

Eredményül -- iclőegységnyi késést feltételezve - az

y/ A + yf_1B1 + z;B11 + u; = O' t = 1, ... , T (1.2)

egyenletrendszert nyerjük, amelyben
y; 1 a késleltetett endogén változók egyetlen együttes megfigyelését tar

talmazó Jlf-elemü sorvektor:
z; az exogén változók egyetlen együttes megfigyelését tartalmazó K-elemű

sorvektor (K = N - M);
Br = [/J111-111] és B11 = l/J1,,,,] a késleltetett endogén változók és az exogén

változók strukturális pa.rnmétereinek Jl1 X M és I{ X Jl1 típusú mátrixai.

9 Szigma
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Abban a;,; esetben. ha a modell statikus, B1 = 0, ha viszont a modell dina
mikus B1 # 0, de tartalmazhat zérus elemeket .

.. ..lf-11. hipotézis. A strukturális forma u1 látens változóinak együttes elosz
lása ~í!f-dimenziós normális eloszlás6

E(u)1 = 0 t = l, ... ,T (1.3)
várható érték vektorral és

E(. . , ) I J; ( pozitív definit), ha t = t' 
u,u,, = t

0, ha t rt'
egyidejű és késleltetett kovariancia mátrixokkal. Ezt

f(u1) / N(O; J;) 

t, t' = l, ... , 'l' (1.4.a)
(L4.b)

(1.5)
formában szimboliaálhatjuk.

M-111. hipotézis. A strukturális paraméterek A és B mátrixainak elemei és
a strukturális forma u1 látens változói együttes cloazlásé.nak (1.3)-(l.4) mo
mentumai az f I ..... T] megfigyelési időszakban l-től függetlenek, vagyis
a struktúra a mP,gfigyelési irlőszakban irlőben állandó (stabil).

J,,J-JV. h·ipoléú8 . ..-\;, x1 prcdctemunált változók és a strukturális forrna u1 
látens változói sztochasztikusan. függetlenek (vagy legalábbis egyidejűleg korre
lá.la.tla.nok}, arni bő! küvP,tkezik hogy ogyidejíí kovariancia mátrixnk zérus
mátrix. a,zaz

teljesül.
M-V. hipotézis. Az x1 predeterminált változók lineárisan független valószí

nűségi változók, azaz

l=t',t=l, ... ,T

t = t'' t = J ' . . . ' '11

(1.6)

(1.7)

egyidejű kovariancia, mátr'ixuk pozitív definit.1
lff- VI. hipotézis. Az endogén változók strukturális paramétereinek A mát

rixa nem-szinguláris, azaz IA/ ''P 0. Ha ez a feltétel teljesül, a modell komplett.
M-VJI_ hipotézis. A strukturális paramétere], A és B mátrixainak és a

strukturális forma u; látens változói momentumainak a priori ismeretlen
elemei az endogén és a predeterminált változók y/ és Xí megfigyelései alapján
- statisztikai indukció útján - egyértelmüen megbaöározhatők. Ha, ez a fel
tétel teljesül, a struktúra identifikálható.

A modell egyes hipotéziseinek tartalma és funlcciója

Hipotéziseinek egy része a modell elemeinek matematikai definícióját adja,
vagyis a matematika nyelvén fogalmazza meg az .L részben adott verbális
definíciókat.

Az M-III.. a, modell időben változó és időben állanrló elemeit különbözteti
meg: kimondja, hogy a modell változóinak közvetlen kapcsolatait a megfi
gyelési időszakban stabil struktúra jollomzi.

6 Megjegyezzük, hogy a strukt.urúlis forma 1{,1 em; vú l t.ozói c-gyi.i tLl'S norniális eloszlúsá
nak feltételezése 11, gyakorlatban nem szükséges, helyr-: LeHítb, ·I 6 enyl .ébb fol tevéssel is,
jelen tanulrnány lényegi rninda.nivulójá nuk kifcjt ését. azonb.u. mogkünnyíl i.

'Valószínűségi változók lineáris fü~gollenHógórr\l lásd fG, H7. o.J!
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A predeterminált változókat az M-V. és az M-IV. együtt definiálja. Azt,
hogy a megfigyelési időszak t-edik részidőszakában a predeterminált és az
endogén változók kapcsolata egyirányú (a predeterrninált változók csak okok),
az M-V. fogalmazza meg, ugyanis ha a látens változóktól sztochasztikusan
függő endogén változók visszahatnának a predeterminált változókra, ez a
hipotézis nem teljesülne. Azt viszont, hogy a predeterminált változók egy
mástól független okok, az M-IV. mondja ki: közöttük mint valószínűségi vál
tozók között egzakt lineáris függőség nem lehet.

A Játens változók tulajdonságait az .ilf- V. és az M-11. együtt fogalmazza
meg. Azt, hogy a látens és az endogén változók kapcsolata egyirányú (a látens
változók csak okok), az M-V. mondja ki, ugyanis, ha a predeterminált válto
zóktól sztochasztikusan függő endogén változók vissza.hatnának a látens vál
tozókra, ez a hipotézis nem teljesülne. A látens változók további tulajdonságai
az l\i[-II.-ben jutnak kifejezésre: a látens változók (l.4.a) szerint egymástól
független okokat, éspedig (1.3) és (1.4.b) szerint lényegtelen és nem-szisztematikus
okokat képviselnek. (Az (1.4.a) szerint J; pozitív definit: a Iátens változók -
a predeterminá.lt változókhoz hasonlóan lineárisan független valószínííségi
változók!)

Azt, hogy a predeterminált változók és a latens változók, mint az okok
két csoportja, egymástól is független okokat tartalmaz, szintén az JJ1-IV. 
mondja ki.

Az, hogy a predeterminált változók lényeges vagy szisztematikus okokat
képviselnek, a modell megfogalmazásában csak implicit formában jut kifeje
zésre: velük kapcsolatban nem tételeztük fel sem azt, hogy várhatóérték vek
toruk zérusvektor, sem azt, hogy késleltetett kovariancia mátrixaik zérus
mátrixok.

A modellben induktív és deduktív statisztikai következtetéseket végzünk.
A" induktív következtetés célja - az endogén és a predeterminált változók
megfigyelései alapján - a struktúra meghatározása, a deduktív következte
tések pedig - a becsült struktúra ismeretében - a gazdaságban érvényesülő
mélyebb. közvetett kauzális összefüggések feltárására, a modell származtatott
formáinak előállítására, a közvetett kauzális összefüggéseket jellemző para
méterek meghatározására irányulnak. Az induktív következtetés csak akkor
egyértelm1í, ha M-VII. teljesül, hasonlóan a deduktív következtetések egyértelmű
ségének feltétele az M-VI. teljesülése. E két hipotézis tehát a modellből levont
következtetéseket egyértelművé teszi.

A strnktitrális forma szerepe és tartalma

A strukturális forma a gazdaság működésének leírásában kitüntetett sze
repet játszik: a strukturális egyenletrendszer az, amelyben a ga,zdaság rnűködésére
vonatkozó közgazdasági hipotéziseinket formalizálni: turljuk és arnelyben - a
struktúra meghatározása után - ezeket a hipotéziseket a, valósággal szembesít
jük. Abban az esetben, ha ez a verifikáció pozitív kimenetelű, a strukturális
egyenletrendszer a gazdaság rnűkörléséről közgazrlaságila,g értelrnezhető adekvát
képet nyújt.

Ugyanakkor a strukturáiis forrna a gazdaság működését folyamatainak leg
Ielszínibb kauzális összefüggései alapján ábrázolja: paraméterei a változók
közvetlen (egyidejű és késleltetett,) kauzális összefüggéseit jellemzik. Szimultán
dinamikus modellben azonban közvetett (egyidejű és késleltetett) kauzális

9*
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összefüggések is érvényesülnek, amelyek feltárása a gazdaság működésének
teljes leírásához nélkülözhetetlen. Éppen ezért, a közvetett (egyidejű és kés
leltetett) kauzális összefüggések explicitté tétele végett kell előállítani a struk
turális formából, mint alapformából, a modell származtatott formáit.

A származtatott modellformák tartalmának pontos megértése érdekében
fogalmazzuk meg a strukturális forma paramétermátrixainak tartalmát! Te
kintsük ehhez a strukturális egyenletrendszer (1.2) particionált alakját!
Tudjuk - normalizálási szabály! - , hogy az A mátrix diagonális elemei az
egyes strukturális egyenletek eredmény változóinak paraméterei és ( -1 )-gyel
egyenlők. Az A mátrix rxm·m (m' # m), illetve a B11 mátrix {]1,-111 eleme azt a
közvetlen egyidejű hatást méri, amelyet az m' -edik endogén változó, illetve
a k-adik exogén változó egységnyi növekedése az m-edik endogén változóra
egyetlen strukturális egyenletben kifejt. Hasonlóan a B1 mátrix fJ,11-111 eleme azt
a köz vet len késleltetett hatást jellemzi, amelyet a,, m' -edik késleltetett endo
gén változó az m-edik (egyidejü)endogén változóra egy időegységnyi késéssel
egyetlen strukturális egyenletben gyakorol.

2. A redukált forma

A redukált [orma tulctjrlonságai

Az iYI-VI. hipotézis teljesülése esetén létezi/e a modell redukált formája é.
egyértelműen meghatározott. A redukált forrna négy tuíajdoneága, amely a
strukturális forma hipotéziseiből következik és így szintén feltételes jellegű,
a következő:

R-1. tulajdonság. Az endogén, a predeterminált és a látens változók teljes
egyidejű és közvetlen késleltetett kauzális összefüggéseit leíró redukált egyenlet
rendszer 1\1 számú sztochasztikus egyenletből álJó lineáris egyenletrendszer.
Mivel a redukált egyenletrendszert úgy állítjuk elő, hogy a strukturális egyen
letrendszert megoldjuk mint az egyidejű endogén változókban inhomogén
lineáris egyenletrendszert, az R-1. közvetlenül következik az M-I-ből.

Ennek megfelelően a reclitkált egyenletrendszer a változók egyetlen együttes
megfigyelése alapján az

YÍ = xí•(-BA -1) + u;(-A-1) = x;II + v/ t = 1, ... , T (2.1)

formában írható, ahol
II= -BA-1 = [n,,mJ, a redukált paraméterek NxM típusú mátrixa,

amelynek egy sora egy predeterminált változóra, egy oszlopa egy redukált
egyenletre vonatkozik;

v] = uí(-A-1) = [vmJi a redukált forma látens változói z-edik - nem
megfigyelt! - realizációjának M-elemű sorvektora.

A (2.1) egyenletrendszer egyaránt lehet statikus és dinamikus modell
redukált egyenletrendszere. Particionáljuk a (2.1) egyenletrendszert a kés
leltetett endogén és az exogén változók megkülönböztetésével! Eredményül
- időegységnyi késést feltételezve - az

t = 1, ... , T (2.2)

egyenletrendszert nyerjük, amelyben II1 = -B1A -i = [n111•mJ és II11 =
= -BIIA-1 = [n1cmJ a késleltetett endogén változók és az exogén változók
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redukált paramétereinek MXM és KxM típusú mátrixai. Abban az esetben,
ha a modell statikus, 111 = 0, ha viszont a modell dinamikus 111 # 0, de
tartalmazhat zéruselemeket. Figyeljük meg, hogy dinamikus modell esetében
a redukált egyenletrendszer az endogén változókban inhomogén lineáris diffe
rencia egyenletrendszer.

R-2. tulajdonság. A redukált forma v1 látens változóinak együttes eloszlása
111-dimenziós normális eloszlás

E(v1) = E(-A'-101) = A'-1E(u1) = 0

várható érték vektorral és

t = I, ... , T (2.3)

E(v1v!•) = E(-A'-1)u1u;•(-A-1) = A'-1E(u1ut')A-1 =
= {oA' -1E(u1u; )A-1 = .Q (pozitív definit) hhaa t = t'

t ,:_ t'
(2.4.a)
(2.4.b)

t =I, ... , T

egyidejű és késleltetett kovariancia mátrixokkal. Ezt

/(v1) ,..___, N(O; .Q) (2.5)
formában szimbolizálhatjuk.

R-2 közvetlenül következik M-II.-ből. A v1 definíciója alapján ugyanis az
u.vben v1 = (-A'-1)u1 szerint lineáris forma, ahol a (-A'-1) nem szinguláris
konstans mátrix.

R-3. tulajdonság. A redukált paraméterek II mátrixának elemei és a redukált
forma v1 Játens változói együttes eloszlásának momentumai az [l, ... , T]
megfigyelési időszakban l-től függetlenek, vagyis időben állandók.

Az R-3. a II és a v1 definíciója alapján M-III.-ból közvetlenül következik.
R-4. tulajdonság. Az x1 predeterminált változók és a redukált forma v1 látens

változói sztochasztikusan függetlenek (vagy legalábbis egyidejűleg korrelálatla
nok ), amiből következik, hogy egyidejű kovariancia mátrixuk zérusmátrix,
azaz:

t = t', t = I, . . . , T. ( 2.6) 

Sztoohaszt.iku« függetlern,ég esetén a redukált forma látens változóinak a
predetormi nált változókra vonatkozó feltételes eloszlása megegyezik feltétel
nélki"ili elosz.lásukkal!

Az R-4. a v1 definíciója alapján M-IV.-ből közvetlenül következik.

A rerlilkált forma szerepe és tartalma

A redukált [orma szerepe. A redukált formából nyerhető információk -
szimultán dinamikus modellben - kiegészítik a strukturális formából nyerhető
információkat, nélkülözhetetlenek a gazdaság működésének mélyebb megísme
réséhez., A redukált forma lehetőséget ad az endogén és az (egyidejű) exogén
változók teljes egyidejű kauzális kapcsolatainak kvantitatív jellemzésére.
Ugyanakkor a redukált egyenletek nem adják a gazdaságnak olyan közgazda
ságilag értelmezhető leírását, mint a strukturális egyenletek.

Az endogén változók együttes feltételes eloszlása. A redukált formából megha
tározható az endogén változóknak a predeterminált változókra - pontosab-
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ban azok egy-egy x1 realizációjára - vonatkozó együttes feltételes eloszlása.
Ez az eloszlás 111-dimenziós normális eloszlás

{2.7)

várható érték vektorral és

(egyidejű) kovariancia mábrixszal. Ezt

/(y; lx;) ✓ N(x;n; Q) (2.9)

formában szimbolizálhatjuk.
A redukál: paraméterek mint paciális deriváltak. Az egyes redukált para

méterek - erről a (2.7)-ben végzett parciális deriválással meggyőződhetünk
- az egyes endogén változók feltételes várható értékének az egyes predeter
minált változók szerinti parciális deriváltjai, azaz

nllm = ö.E(y,,,1IX1)/ox,,1· (2. lO)

Ebből az interpretáoióbói következik egyébként a redukált paraméterek
értelmezésénél hangsúlyozandó ceteris paribus (c.p.) elv.

A redukált paraméterek tartalma. Tekintsük a (2.2) redukált egyenletrendszer
particionált alakját. A redukált paraméterek általános tartalmát {2.10) alatti
matematikai intorpretáoiójúkat iH figyclernhe véve, a következőkben adhat
juk meg:

A II11 mátrix egyes elemei azt a teljes egyirlej1í hatást mérik, amelyet az
egyes exogén változók egységnyi növekedése az ogye:-1 endogén változók fel
tételes várható értékére (et morlell eqészében) c.p kifejt. E7. a teljes egyidejű
hatás a közvetlen egyidejű hatás mellett a közvetett ec1yirlejií hauie: iR tartu.l
mazza, amelyet explicit formában a II11 - n,, különbségmábrix elemei jel
lemeznek.
An, mátrix egyes elemei azt rl közvetlen késleltetett hatást mérik, amelyet az

egyes késleltetett cudogén változók egységnyi növekedése az egyes endogén
változók feltételes várható értékére egy i.cléí ·gyHégnyi késósscl (a modell
egészében) c.p. kifejt.

Vegyük észre a késleltetett endogén változóknak n redukált formában és a
strukturália formában megjelenő közvotlcn késlcltotott hatása közötti különb
séget (II, /2 B1). Ez a különbség a közvotlen késleltetett hatás érvényesülésé
nek módjában lévő eltéréssel rnagy[~rázható: oz a hatás a, strukturális formá
ban egy-egy egyenletben, a redukált, formában (l modell egészében jut érvényre
(vö. B, értclmezéscl).

A U, 1 mátrix elemei mint egyidejíí multiplikátorok

A n, 1 pararnétermátri x olomeit, amelyek az exogén változók egységnyi
növekedésének az endogén változókra kifejtett teljes egyidejí:í hatását, így a
közvetlen egyicloj LÍ hatások mellett a magyarázó változóként szereplő egy
iclej ű endogén változók közvetítésével érvényesülő közvetett egyidejű hatását
is mérik, egyir/ejü multiplikátorokként értelmezzük. Ez az értelmezés a Keynes-i
multiplikátorfogalom statikus általánosítása, amelynek lényege, hogy nemcsak
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egyetlen exogén változónak - a Keynes-i elméletben az autonóm beruházá
soknak - , hanem valamennyinek van multiplikátor hatása.8

3. A végső forrna"

A végső forma tulajdonságai

Abban az esetben, ha a redukált egyenletrendszer (2.2) particionált alak
jában szereplő Il1 mátrix kvadratikus, létezik a modell végső formája és egy
értelmííen meghatározott .10

A végső forma négy tulajdonsága, amely a redukált forma tulajdonságaiból
következik és így szintén hipotetikus jellegű, a következő:

V-1. tulajdonság. Az endogén, a predeterminált és a látens változók teljes
egyiilejíí. közvetlen késleltetett és közvetett késleltetett kauzális összefüggéseit leíró
végső egyenletrendszer a paraméterekben exponenciális egyenletrendszer, amely
M számú sztochasztikus egyenletből áll.

Mivel a végső egyenletrendszert úgy nyerjük, hogy előállítjuk a (2.2) redu
kált egyenletrendszernek mint az endogén változókban inhomogén lineáris
differencia egyenletrendszernek az általános megoldását, V-1. az R-1.-ből
közvetlenül következik.

Ennek megfelelően a végső egyenletrendszer a változók egyetlen együttes
megfigyelése alapján-!

y; 
I I

y~II/ + J.,' z;-rrrl 1Ilí + w;
r=O

t = I, ... , T (3.L) 

8 A mulcipűkút.orforgalom jolnn és a I r,vúl>l,iakl,an még LtLrgyalandó ált.aláuosításával
máa-rnáa néven és eltérő LarLttlo,n,nal n.z őkonomeniaohnélct fejlődésének már viszonylag
korai szukaszú.ba.n klsérlctezt.ek, pl. 17], I LG] és n:1. az álta.lánosítáa a későbbiekben is
foly tai.órlot.t.: r 5 ], 16] és I 14]. .A I urtulrni külöubségokot inogszün Ce ten dő jelen tanulmány
ban a multi7;tikátor [oqaio»» áluüánositásai ta,rtnln,.il11-g Icorizisztens rendszerének lcialalcitá
i1Óra törekszünk b· ennek keretében a multiptikátor [oqalon, újubt: általánosításait i11 értel
mezzük. Tesszük ez t a követ.kező szempontok alapján: (a) n111ltiplikátorként csak olyan
paramétcrmátaixok elemeit tekintjük, amelyek közvetett egyidejű és késlolt.etet.t hatáso
kat (is) mérnek; (b) mult.iplikátorhatást csak az eroqcn változóknak tnlajdonítunk;
(e) multiplikátorok összegét is rnultipl iká.torként érr.elmezzük.

0 A végső forma, , nodern érte I mezését a r 14] szorzói ad ták meg és végső egyeuletrcnd
szr-ren a7,

egyonl.etrenJszert érLették. Minthogy oz az ért.elmczés feltételezi a 111 mát.rix aszimpto
tikus nilpol;enciúját, ami a gyakorlatban nem mindig teljesül, jelen tanulmányban ettől
az ért.elmezéstól eltérünk, azzal a céllal, hogy a végső forrna a gazdaság működése leírá
sún1 és nlemzésére általánosabb esetben is használható legyen.

•0 Az, hogy tt n1 mátrix kvadratikus, implikálja, hogy valamennyi endogén változó
szerepel a modellben késéssel is, ami a gyakorlatban általában nem teljesül. A végső
forma egziszt.enciafeltétclét azonban triviális módon biztosíthatjuk úgy, hogy (az egyé?•
ként nem kvadrat.ikus) mátrixot annyi O sorvektorral eirészít,jük ki, ahány endogen
változó nem szerepel a modellben késéssel.
, 11 Levezetése megtalálhal.ó pl. fl l]-ben, elméleti háttere az [1], [2] vagy a [3] mun
kákban.
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formában írható, 11 ahol
y~ = [y111]0 az endogén változók kezdeti értékeinek .ill-elemíí sorvektora:
II{= [n111•111Ji és II11IIj = [n1;mJ a végső paraméterek MxM és KXM

típusú mátrixai, amelyek egy sora egy endogén változó kezdeti értékére,
illetve egy exogén változó egyidejí:í vagy késleltetett értékére, egy oszlopa egy
végső egyenletre vonatkozik;

1-1w; = :E v;_,IIí = [w111]1 a végső forma látens változói t-edik - nem -
T=Ű

megfigyelt! - realizációjának M-elemű sorvektora.
V-2. tulajdonság. A végső forma w1 látens változóinak együttes eloszlása

normális, amelynek dimenzióját a II, mátrix rangja határozza meg, 12

t =I, ... , T
várhatóérték vektorral és

, ,,!::~II;,QIIj = 0, pozitív szemidefinit, ha t = t'
E(w1w1•) = I I

E II;'QII' v = 0v ha t ·7'= t', v = it' - ti
:c=v 

(3.2)

(3.3.a)

(3.3.b)

(t =I, ... , T)

egyidej (í és késleltetett kovariancia mátrixokkal. Ezt

formában szimbolizálhatjuk ,
V-2. levezetését R-2.-ből itt mellőzztik.t''
V-3. tulajdonság. A végső paraméterek III és II11II\ mátrixai és a végső

egyen letrendszer w1 Iátens változóinak egyiclejű és késleltetett kovariancia
mátrixai az [L, ... , 'Z1] megfigyelés időazakban időben nem állandók: részben t,
részben -r szerint az úlő függvényei.

A V-3. érvényessége cL V-J. é,., a V-2. alapján könnyen belátható.
V-4. tidajdonsáy. A prcdotorminált változók (itt az endogén változók y~

kezdeti értékegyütteso és az: oxogén változók z'1 T(r · 0) időbeli pályája és
a végső forma w; látcns változói sztochasztikusan függetlenek (vagy legalábbis
egyidejűleg korroiálat.lunok ).

V-4. levezetését R-4.-uől itt nem végezzük cl. /SztochaS'.l,tikus függetlenség
esetén a végső forrna l,í.tcn,., vá.ltozői nak ,t predcterminált változókra vonatkozó
feltételes eloszlása megegyezik feltétel nélküli eloszlás11kka1!

A végső [orma szerepe és tartalma

A végső forma szerepe. A végső formából nyerhető információk - szimultán
dinamikus modellben - kiegészítik a strukturális és a redukált formából nyert
információkat, nélkülözhetetlenek a gazdaság működésének teljes megismeré
séhez. A végső forma lehetőséget ad az endogén és az exogén változók közvetett

12 Az elfajult együttes normális eloszlásról lásd pl. I :l. :rns- :rn9. pp. J vugy [4, J 42. p.].
13 Levezetését lásd pl. [1 l}ben!
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késleltetett kauzális kapcsolatainak kvantitatív jellemzésére. Ugyanakkor a
végső egyenletek - a redukált egyenletekhez hasonlóan - nem adják a gaz
daság működésének olyan közgazdaságilag értelmezhető leírását, mint a
strukturális egyenletek.

Az endogén változók együttes feltételes eloszlása. A végső formából is meg
határozható az endogén változóknak a predeterminált változókra (itt az endo
gén változók y~ kezdeti érték együttesére és az exogén változók z;_,(-i: > 0)
időbeli pályájára) - pontosabban azok egy-egy realizációjára - vonatkozó
együttes feltételes eloszlása. Ez az eloszlás normális, amelynek dimenzióját
a Il1 mátrix rangja határozza meg,

1-1

E(y; IY~,z;-,) = E(y~IIl1 + }; z;_,,II11II; + w; IY~,z;_,) =
r=O

I I 1-1

= E(y~rr; + s z;_,Il11IIí + w;) = y~Ill + s z;_,Il11Ilf (3.5)
T=Ü T=Ü 

várható érték vektorral és

E { [y; - E(y; Jy~,z;_,,) ]' [y; - E(y; IY~,z;_T) ]Jy~,z;_,}
I I

= E(w,w;Jy~,z;_,,) = E(w1w;_,) =}; n;,.Qllf = 8, 
T=Ü 

(egyidejű) kovariancia mátrixszal. J£zt az

(3.6)

(3.7)

formában S7.Í mbolizálhatjuk.
A végső paraméterek mint parciális deriváltak. Az egyes végső paraméterek

- erről a (3.5)-ben végzett parciális deriválással meggyőződhetünk - az
egyes endogén változók feltételes várható értékének az egyes endogén változók
kezdeti értékei, illetve az egyes exogén változók különböző időszakokhoz
tartozó értékei szerinti parciális deriváltjai, azaz

(3.8)
i II t.vo

[n,ul/J, = ol.!J(Ymt IY~,z;_,)/oz/{,/-T (3.9)
l£bből az intcrprcté.oióból következik a végső paraméterek értelmezésénél

is hangsúlyozandó ceteris paribus elv.
A végső paraméterek tartalma. Tekintsük a (3.1) végső egyenletrendszert!

A végső paraméterek általános tartalmát - (3.8) és (3.9)-beli matematikai
intcrprotéciójuka.t is figyelembe véve - a következőkben fogalmazhatjuk
meg:

A IT\ mátrix egyes elemei t1zt a közvetlen késleltetett hatást mérik. amelyet az
egyes endogén változók kezdeti értékeinek ,,egységnyi növekedése" az egyes
endogén változók feltételes várható értékére a modell egészében a megfigyelési
időszak z-edik réazidószakába.n. azaz t időegységnyi késéssel c.p. kifejt.

A Il11 IIf mátrixok egyes elemei
1: = 0 esetén az egyes exogén változók egységnyi növekedésének az egyes

endogén változók feltételes várható értékére kifejtett teljes egyidejű hatását
mérik, c.p.;
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r > 0 esetén az egyes exogén változók egyszeri egységnyi növekedésének
közvetett késleltetett hatását mérik az egyes endogén változók feltételes várható
értékére r irlőegységnyi késéssel, c.p.

Figyeljük meg, hogy a II11Ilí mátrix elemei ( r > 0) az exogén változók
egyszeri eiységnyi növekedésének r részidőszakkal később érvényesülő közve
tett késleltetett hatását mérik; ebben az esetben az egyes exogén változók a
megfigyelési időszak valamely részidőszakában egy egységgel nőnek, a követ
kező részidőszakokban viszont ismét a. régi szintjükön alaku Inak (a gazdaságot
egyetlen külső impulzus éri). A gyakorlatban ez az eset -- jóllehet előfordul -
inkább kivételnek számít. Jellemzőbb az az eset, amelyben az exogén változók
a megfigyelési időszak valamely részidószakában egy egységgel nőnek és az
azt követő részidószakok ogy sorában az új szintjükön alakulnak. Ekkor az
exogén változók fenntartott egységnyi növekedéséről beszélünk (a gazdaságot
érő külső impulzus a megfigyelési irlőszak több egymást követő részidőszakában
megismétlődik). A kétféle változás különbségét a 3.A. ábra szem I élteti.

Kérdés: hogyan tudjuk mérni azt a közvetett késleltetett hatást, amelyet
az egyes exogén változók fenntartott egységnyi változása az egyes endogén
változók feltételes várható értékére r részidószakkal később, c.p. kifejt?
Azt a paramétennátrixot, amelynek elemei ezt a hatást mérik, könnyen meg
határozhatjuk. A szóban forgó változás időszakában (-z: = 0) ennek (teljes
egyidejű) hatását a II11 mátrix elemei, egy időszakkal később (r = I) a II11II1 +
+ II11, vagyis az előző időszakban bekövetkezett változás közvetett késlel
tetett hatását és a folyó időszakban is érvényesülö (fenntartott) változás teljes
egyidejű hatását jellemző p aramétermátrixok összegének elemei mérik. E7.t

'a gondolatmenetet tovább folytatva felírhatj lik a;,, általános képletet 1,' II11II1 
v=O

formában. Ennek a mátrixnak az elemei mérik tehát az egyes exogén változók
fenntartott t•gységnyi növekedésének az egyes endogén változó) föltételes
várható értékére kifejtett közvetett késleltetett; hatását, r részidőszakkal
később, c.p. 14

'A II11II~ és a J; II11II1 paraméter-mátrixok min; késleltetett 1nultiplikátcYrok.
v=O..

A II11IIL illetve 2,' II11Ilj' paramétermátrixok elemei 1-1,z egyes exogén változó-
v=O

egyszeri egységnyi, illetve fönntartott egységnyi növekedésének az egyes endo-
gén változók feltételes várható értékére r iclőegységnyi késéssel kifejtett köz
vetett késleltetett hatását mérik, tehát késleltetett midtiplikátorolck.ént értel
mezhetők. Ez a Keynes-i multiplikátor fogalom egy újabb, dinamikus álta
lánosítása.

u Természetesen u gyakorlatban a különböző exogén változók egyszeri és fenntartott
változása együttesen is előfordulrhat}. Az itt.def'iniált puramétor-múu-ixok az egyik vagy
a másik változás közvoLol L kési ltetoLt l111t{1sát mérik és definíciójuk a:,,; exogén változók
oektorára vonat.kozik. Abban az esot.ben, lm egyeR oxogén vúltozókra az egyik, másokra
a másik változást.ípua érvényes, úgy mindkét paraméLenn{,trixot. meghatározzuk és a
változás jellegétől fiiggőon a vál toz ás hatásá! az egyik, vagy a. máail; paramét.ermá.tr-ix
megfelelő elemével jallenu-zzük.
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A multiplikátor/oqulom további általámositásai

Kii-mutált multiplikátorok. A gyakorlatban érdekes kérdés, hogy 11z egyes
exogén változók egyszeri egységnyi, illetve fenntartott egységnyi növekedése
milyen hatást eredményez az egyes endogén változók feltételes várható érté
kére, c.p. több. mondjuk 17 részidőszak alatt összesen. Az erre a kérdésre
választ adó paramétermátrixokat könnyen felírhatjuk, ha a megfelelő változás
teljes egyidejű és közvetett késleltetett hatásait jellemző paramétermátrixo-

11-1 1J I t"

kat összegezzük }; 111111í. illetve }; }; 1111111 formában.
r=Ü T=Ü v=O

Ezen paramétermátrixok elemei - multiplikátorok összegei lévén - maguk
is multiplikátorokként, éspedig kumulált multiplikátorolcként értelmezhetők.

Totális vagy egyensúlyi multiplikátorok. A kumulált multiplikátorok megha
tározásánál az időhorizont - r; - megválasztása mindig tartalmaz önkényessé
get, így ezek csak részleges képet adnak az exogén változók változásának a
gazdaságra gyakorolt teljes hatásáról. Célszeríí ezért az időhorizontot végte
lenre választani. Ennek lehetősége értelemszerűen csak az cxogén változók
egyszeri egységnyi növekedésével összefüggésben adott és a

D- = 2.,' 111 ,11í
T=Ü

(3.10)

végtelen mátri xhatványsorral értelmezett paramétermátrixot eredményezi,
amely vagy létezik vagy nem, attól függően, hogy a (3.10) konvergens-e vagy
som. A I iba.n lLZ esot.ben. ha a D 00 létezik, elemei az egyes exogén változók
egyszeri egység11yi növekedésének az; egyes endogén változó feltételes várható
értékére kifejtett toljes hatását mérik, c.p., multiplikátorokként értelmezhetők
és totális 111-nLtiplikátoroknak nevezzük őket. A D00 mátrix létezik és D00 =
= (1111 (IM 111 )-

1 formában írható, hit a 111 aszimptotikusan nilpotens,
azaz lim 111 _ 0 tcljesiil. l\finthogy (vö. III. rész l ] ngynnez a gazdaság kiegyen-

1 -~
súlyozott fejlődésének feltétele is. a totális multipfikárorokat szokás egyensúlyi
m-ult·ipli:káloroknak iH nevezni.

3. példa. Az alábbiakban (,t totális multiplikátorok kivételével) az eddig
megismert, mu lt i plikú torokaf illusztráljuk numerikusan.

J. táblázat: Valamely z,. cxogén változó egyszeri egységnyi, illetve fenntartott
egységuyi növekedésének valamely y,

11
endogén változóra vonatkozó egyidejű,

késleltetett és kumulált multipliká t.orai.

\;g.vidL•jii és kl·~!('tlll!·! t
nrnlliplik,\l,l ,r,,k

funnt:,rtntr

novekodés 1•seu.'.-11

Kiir1111lHlt· multiplikátorok

tgy~zcri I fcunLartott

növekedés eseten

u (J,,l (J,,l 1 (J,,l (J,4
l 0,3 (1,7 2 0,7 l, l
2 U.2 0,9 3 0,9 2,0
3 u, 1 l,O 4 1,0 3,0
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2 3 L.
(a)

2 3 L.
( b)

3. ábra. A. Az exogén változók (a) egyszeri egys 'gnyi, (b) fenntartott egységnyi növeke
dése. B. Egyidejű és késleltetett multiplikátorok. C. Kumulált multiplikátorok
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Vegyük észre, hogy az 1. táblázat 2. oszlopában szereplő számok a IIIIIIí
mátrixsorozat (-r = 0, 1, 2, 3) tagjai k-adik sorának m-edik elemei. Ha tehát
ezeket a multiplikátorokat ismerjük és a különböző multiplikátorok kapcsola
tát megértettük, úgy ezekből a többi elemi számolással meghatározható.
Az 1. táblázatban szereplő multiplikátorokat grafikusan a 3. ábra B. és C. része
szemlélteti.

III. A gazdaság működésének elemzése

. A gazdaság működésének leírása és elemzése szorosan összekapcsolódó
munkafolyamatok: a gazdaság működése leírásának folyamata belenyúlik az
elemzés folyamatába, bár nem meríti ki azt. lgy az ökonometriai modellel
végzett elemzések két nagyobb témakörbe sorolhatók.

I. Struktúra- és multiplikátorelemzés

Magától értetődő, hogy a modell alapján végzett gazdasági elemzés - a
modell számszerűsitése után a struktúra vizsgálatával, a közgazdaságilag
is értelmozhető strukturális paraméterek elemzésével, a belőlük a gazdaság mű
ködésére levonható következtetések nwgfogalmazásával kezdődik. Ezután
- és értelemszerűen ugyancsak a model I számszerűsítese után - kerül sor
a gazdaság működésének mélyebb közvetett - összefüggéseit is feltáró
multiplikátorok elemzésére. Mindezek a vizsgálatok együttesen adnak képet -
kvantitatív információkat a gazdaságban érvényesülő közvetlen és közve
tett kauzális összefüggésekről.

2. Egyensúlyvizsgálat

Gazdasági egyensúly - kiegyensúlyozott fejlődés

Gazdasági egyensúly esetén a gazdasági alanyok magatartásukon nem vál
toztatnak. A gazdaság egy egyensúlyi állapota - ha létezik - az adottságok
változásához való alkalmazkodás útján jön létre és az adottságok változása
következtében bomlik meg: az adottságok változása a gazdasági alanyokat
magatartásuk változtatására készteti és ez az alkalmazkodási folyamat a
gazdaság egy másik állapotának kialakulásához vezet, amely vagy szintén
egyensúlyi állapot vagy nem. Ha a gazdaság (egyensúlyi állapotából kitérítve)
egyensúlyi állapot felé halad, fejlődése kiegyensúlyozott.

Fordítsuk le mindezt; a ,,modell nyelvére"!
A modellben a megfigyelhető adottságokat az exogén (predeterminált)

változók egy-egy értékegyüttese képviseli, a gazdaság egy-egy állapotát az
endogén változóknak az exogén (predeterminált) változókra vonatkozó egy
egy együttes feltételes eloszlása jellemzi. Ennek megfelelően:

a gazdaság egyensúlyi állapotban van, ha az endogén változók együttes fel
tételes eloszlása nem változik, hacsak az exogén (predeterminált) változók
értékegyüttese nem változik;
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a gazdaság fejlődése kiegyensúlyozott, ha az endogén változók együttes fel
tételes eloszlásainak sorozata olyan együttes feltételes eloszlásukhoz konvergál,
amely nem változik, hacsak az exogén (predeterminált) változók értékegyüt
tese nem változik.

Az egyensúlyvizsgálat alapkérdései. Az egyensúlyvizsgálat alapvetően három
kérdésre keres választ:

(a) létezik-e az adott gazdaságban egyensúlyi állapot vagy sem?
(b) hogyan jellemezhető ez az egyensúlyi állapot kvantitatíve, ha létezik?
(c) milyen jellegíí pályán jut el a gazdaság egyik egyensúlyi álJapotból a

másikba, ha fejlődése kiegyensúlyozott, illetve milyen jellegű pályán halad,
ha fejlődése nem kiegyensúlyozott?

Ezen kérdések közül statikus modellben csak az első kettő válaszolható
meg (komparatív statikus elemzés), dinamikus modellben mind a három
(dinamikus elemzés), de az első két kérdésre adott válasz is különböző statikus
és dinamikus modellben!

Komparati» suuiku« elemzés

Statikus modellben, az endogén változók alakulását a redukált egyenlet
rendszer írja le a változó adottságok (végső okok) függvényében, ezért a kom
paratív statikus elemzés eszköze: a statikus modell redukált formája.

Tekintsük a statikus modell

(2.1)

redukált egyen]etrendszerét, amelyben a v1 látens változók együttes eloszlása
a (II.2.5) alatt adott! Ebből az endogén változóknak az exogén változók vala
mely rögzített z' értékegyüttesére vonatkozó együttes feltételes eloszlása meg
határozható. Ez az eloszlás .M-dim.enziós normális eloszláa,

E(y;/z') = E(z'Il11 + v;lz') = E(z'II11 + v;J = z'II11 (2.2)

várható érték vektorral és

E{[y; - E(y;/z')]'[y; - E(y(/z')]/z'} = E(v,v;Jz') = E(v,v;) = .Q (2.3)

kovariancia mátrixszal. Eredményünket az

(2.4)

formában szimbolizálhatjuk.
Válaszaink most már az egyensúlyvizsgálat kérdéseire:
(a) A (2.2) feltételes várhatóérték vektor akkor és csak akkor változik, ha

az exogén változók értékegyüttese változik, ennek megfelelően egysúlyiérték
vektornak tekinthető, a (2.3) feltételes kovariancia mátrix pedig az exogén
változók értékegyüttesétól független (és időben állandó). Ugyanakkor statikus
modellben az exogén változók bármely értékegyüttese egyensúlyi állapotot hauiroz
meg: az exogén változók értékcgyüttesének megváltozása a gazdaságot egyik
egyensúlyi állapotából kitérítve egy másik egyensúlyi állapotba juttatja.

(b) A gazdaság egy-egy egyensúlyi állapota kvantitatíve - a Il11 és a Q becs
lésének ismeretében - a (2.4) feltételes eloszlás /elhasználásával - a konfiden-
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ciaintervallumokhoz (tartományokhoz) hasonló - lehetőségi intervallummal
(tartornánnyal) jellemezhető. Ebben az exogén változók adott értékegyüttese
mellett -- egyensúlyi állapotban - egy-egy endogén változó vagy az összes
endogén változó előre meghatározott valószínűséggel realizálódik.

4. példa. Célszerű a lehetőségi tartomány szerkesztését grafikusan is illusz
rál n unk. Tekintsük ehhez a I. ( l. 5) - ( 1. 6) strukturális egyenletrendszert és
- egyszerűség kedvéért - hagyjuk figyelmen kívül a szabad konstansokat!
Az I. (1.5)-(1.6) strukturális egyenletrendszerből egyszerűen előállítható az

redukált egyenletrendszer, amelyben E(vy1) = con, E(v~,) = w22 E(v11v1t') =
= wu(t = t') és r = w12(1/wuw22. Az exogén változók valamely rögzített z1, z2
értékére - a korrelációs együttható felhasználásával - felírhatjuk az endogén
változók normális együttes feltételes eloszlásának st'.írűségfüggvényét

formában.15 Az endogén változóknak ez a kétdimenziós normális együttes
feltételes eloszlása az E(y11, y21/z1, z2) együttes feltételes várhatóérték mint
középpont, körül az (y11, y21) síkon a kétdimenziós normális eloszlással kap
csolatban jól ismert (aszimmetrikus) ,,harangtestet" határoz meg, amelynek
az (y11, y21) síkkal párhzamos metszetei az

(Y1 1 - EI.Y11 /2i, 22]£. _ 2r ( Yu - E~ /21, 22]) (. Y21 - E[Y2tl21, 22]) +
Wn 1f W11 V W22

+ (Y2t - E[Y21 l2v 22Jl2 = k
Wzz

egyenlettel leírható ellipszisscreget alkotnak, k i.LZ ellipszissereg paramétere.
Eddigi eredményeink alapján az (y11, y21) együttes feltételes eloszlását egyen
súlyi állapotban jellemző lehetőségi tartományt a 4. ábra szemlélteti.

Az y11, illetve az y21 - egyensúlyi állapotban - külön-külön 99,3%-os való-
színűséggel az E(y11[z1, z2) ± 31{ w11, illetve az E(y21/z1, 22) ± 3Vw22 lehetőségi
intervallumokban (a 4. ábrán a téglalap oldalai) realizálódnak. (y11, y21) együt
teR realizációit - egyensúlyi állapotban - ugyanilyen valószínűségi szinten
a 4. ábrán látható ellipszis mint lehetőségi t.artomáuy tartalmazza 3rVw11

és 3r1{ w22 paraméterekkel.
Minthogy a statikus mocleJI nem nyújt információt arról, hogy milyen jel

legű pályán jut el a, gazdaság egyil, egyensúlyi állapotából a másikba, csak

15 Lásd [l:3, 227. p.J!
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+31/W22

-3~

E(Y11 I:;\ Zz)
Y11

J. ábra . Lch!'LÖR<Ígi larLorn,Llly kút. l•rHlog<in váll.ozóru

komparatív suüitcu« elemzésre ad lohctóségot.: a gazcin,Hág két vagy több kvart
titati vc jel lernze tt ogyem-:ú lyi ;'d lapoLának őeszchuson IH,ására.16

Dinamikus elemzés

Dinamikus modellben az endogén változók alakulását a végső egyenlet
rendszer írja le a változó adottságok (végső okok) függvényében, ezért a dina
mikus elemzés eszköze: a rtinamilcus modell 11égső formája.

(a) Kiegyensúlyozott-e a gazdaság fejlődése vagy sem?
A komparatív statikus elemzésnél megállapítottuk, hogy az oxogén válto

zók minden értékegyüttese egyensúlyi áílapotot határoz meg, amely kvantiba
tive az endogén változóknak az exogén változókra vonatkozó együttes fölté
teles eloszlása alapján szerkesztett lehetőségi intervallumokkal vagy tarto
mánnyal jellemezhető. Vizsgáljuk moat meg, hogy a komparatív statikus
elemzésnek ez a megállapítása érvényes-e, ez az eljárása alkalmazható-e
dinamikus elemzésnél!

Tekintsük a dinamikus modell (11.3. l) végső egyenlotrendszerét, amelyben
a w1 latens változók együttes eloszlása (H.:l.4) alatt adott! Ebből az endogén
változóknak az oxogén változók valamely z' rögzített értékegyüttesére (és
az endogén változók definíciószorűcn konstans y~ kezdeti értékegyüttesére)

16 Az ökonomct.riui motlcllok sZ:,n1,;zorí.í,;íLóRélioz az 1·ndogó11 és 1.1,z. oxogón (predeter
minált) változók rli1,zkr,:t rnegfigyolÚRt·i {dlnak 1·nn1lnlkozésiinkrn. li:z a körülmény moti
válja az egyensúlyi úllapot11ak ús a kio!.(yo11súlyO'l.ol I foj lőt lésnnk jolen tunulmúnyban
adott - de az ökouomot.riaolmúlot.bc-n (dt,al,',nosan is ol l'og11rloLL - értclmezését., A való
ságban az exogén (prcdtcr-minált.) vúlt.ozók I öbhsóge folytonos, íi;y az endogén változók
együttes feltételes oloszlúsánn.k momrun.urnai is n.11.anrlóan vá.lt.oznuk, az exogén (predeter
minált) változók n1;y-og_, . .fi9zkrú1 (konstans!) rnogfig_vr-lésc mollot I azonban állandók
(állandókhoz konvc'r·gídnnk).
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vonatkozó együttes feltételes eloszlása meghatározható. Ez az eloszlás nor
mális; dimenzióját a Il1 rangja határozza meg, és az eloszlásnak

1-1

E(yf IY~, z') = y~rr: + J; z'IIIIIIí
r=Ü

a várható érték vektora és

(2.5)

1-l
E{[y( - E(y;ly~, z')]'[y; - E(y;ly~, z'Jly~.z'} = J; II''!'!IIí = 0, (2.6)

r=O

a kovariancia mátrixa (vö.: (II.3.5-3.6)!). Eredményünket

(2.7)

formában szimbolizálhatj uk.
A (2.5)-(2. 7) alapján megállapíthatjuk, hogy
(i) A (2.5) várhatóérték vektor akkor is változik, ha az exogén változók

nem változnak; ugyanez igaz a (2.6) feltételes kovariancia mátrixra is. Dina
mikus modellben tehát az exogén változók egy-egy értékegyüttese nem egyensúlyi
állapotot határoz meg, így a (2. 7) együttes feltételes eloszlás nem a gazdaság
egy egyensúlyi állapotát jellemzi, hanem a gazdaság állapotát a megfigyelési
időszak t-edi k rész időszakában;

(i i ) A gazitaság /ejlődése akkor és csak akkor kiegyensúlyozott, t --+ oo esetén
akkor és csak akkor tart egyens1ílyi állapot felé, ha a IT1 mátrix aszimptotikusan
nilpotens, azaz Jim II\ = 0. Ebben az esetben a (2.7) feltételes eloszlások soro-

1-~
zat.a normális határeloszláshoz konvergál

~ -
Jim E(y(!y;, z') = J; z'II11IIí = z'II11 J; IIí = z'II1i(IM - rrii-1 (2.8)
I ••• r=Ü r=Ü

aszinuptotitcus várható érték vektorral és

I. >:>f[ , Ji.'( 'I ' -,.J'l , E( 'I '-,)JI I -,}1111 '~t Yt - ~ Yt Yo,Z ) . .Y1 - 1 Yt Yo,Z Yo,Z =
I ·~

~ ~
= 2,· IIí'.Q 2,· II\= (IM - rr;J-1.Q(IM - II1J-1

r=Ü r=Ü

aezisroptotilcus kovariancia mátrixszal. Eredményünket

(2.9)

(2.10)

formában szimbolizálhatjuk.
Láthatjuk. hogy a (2.8) aszimptotikus várható érték vektor akkor és

csak akkor változik, ha az exogén változók értékegyüttese változik, ennek
megfelelően egyensúlyérték vektornak tekinthető; a (2.9) aszimptotikus kovari
ancia mátrix pedig az exogén változók értékegyüttesétől független és időben
állandó.

(b) Hogyan jellemezhető kvantitative a gazdaság egyensúlyi állapota, ha léte
zik, dinamikus modellben?

A gazdaság egyensúlyi á.llapoté.t kvantitatíve jellemezhetjük - a II1, a
U11 és az Q mátrixok becslésének ismeretében - dinamikus modellben is ún.

l O Szigma
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lehetőségi intervallumokkal vagy tartománnyal, ezek (ennek) szerkesztése
azonban a (2.10) feltételes határeloszláson alapul.17

(e) Az endogén változók időbeli pályájának vizsgálata
Az endogén változók időbeli pályájának vizsgálata az egyensúlyvizsgálat

3. alapkérdésére ad választ: milyen jellegű pályán jut el a gazdaság egyik
egyensúlyi állapotából a másikba, ha fejlődése kiegyensúlyozott, illetve milyen
jellegű pályán halad, ha fejlődése nem kiegyensúlyozott. Hangsúlyozzuk, hogy
e kérdés feltevésénél nem az endogén változók konkrét időbeli alakulására,
realizációira vagyunk kíváncsiak, hanem azok állandó, karakterisztikus jellem
zőire: a gazdaság karakterisztikus dinamikus tulajdonságaira. Figyelmünket
először az általánosabb esetre irányítjuk nem tételezzük fel, hogy a gazdaság
fejlődése kiegyensúlyozott. Látni fogjuk, hogy ezen vizsgálat eredményei
- értelemszerűen - kiegyensúlyozott fejlődés esetén is érvényesek.

A gazdaság önmozgása

Tekintsük az endogén változók (2.7) alatti együttes feltételes eloszlását,
amely a gazdaság egy (nem egyensúlyi) állapotát jellemzi és első közelítésben
tételezzük fel, hogy a gazdaságot a megfigyelési időszakban nem érik külső
(exogén) hatások (z' = 0)1 Ekkor az endogén változók feltételes várhatóérték
vektora kizárólag az endogén változók kezdeti értékvektorának függvényé
ben változik

E(yí / Yol = y~II/ (2.11)

szerint, ahol a változást a II\ mátrix jellemzi. Ezt a változást, amely dinamikus
modellben a gazdaságot érő külső (exogén) hatások nélkül is lejátszódik, a
gazdaság önmozgásának nevezzük.

Vizsgáljuk meg, mitől és hogyan függ a gazdaság önmozgásának jellege!
A kvardatikus II1 mátrix diagonalizálható

(2.12)

szerint, ahol A= (J.1, ... , AM) a II1 mátrix sajátértékeit tartalmazó diagonális
mátrix, P és Q ortogonális mátrixok (P = Q-1) feltéve, hogy a II1 mátrix
valamennyi sajátértéke egyszeros.18 A P = Q-1 összefüggés fölhasználásával

IIr = PAQPAQ = PA2Q,
hasonlóan

II\= PA'Q

M'
II\= ;E J.),,Rm M' _ M; M' = r(II1),

m=I

(2.13)

(2.14)

teljesül. Minthogy A' = (}.i, ... , A~), abban az esetben, ha a II1 mátrix
minden nem-zérus sajátértéke egyszeres, a (2.12)

(2.15)

11 Vö. a 16. jegyzettel!
18 Lásd [8)!
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a (2.11) pedig az
M'

E(y; f y~) = Y~ ~ Airz Rm
m=l
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(2.16)

alakban írható, ahol Rm = Pmq;11, azaz a P m-edik oszlopvektorának és a
Q m-edik sorvektorának szorzatából keletkező diád.19

A (2.16)-ban az y~ vektor és az Rm mátrixok konstansok, kizárólag a Jcm-ek
változnak i-ben: Így belátható hogy, a gazdaság önmozgása az endogén válto
zók kezdetiérték vektorából kiinduló mozgások eredőjeként (szuperpozíciója
ként) alakul és az összetevő mozgások jellegét a II1 mátrix Am sajátértékeinek
jellege határozza meg az alábbiak szerint:
(cc) ha Am = pozitív valós szám, akkor ez egyirányú (monoton) kompo

nenst;
ha Am= negatív valós szám, akkor ez oszcilláló komponenst;
ha Jc,11 = a(cos b ± i sin b) konjugált komplex számpár, akkor ez
periodikus komponenst visz a gazdaság önmozgásába (az endogén vál-

tozók pályájába) a1 amplitúdóval és 2n/b periódushosszal ;
(/J) - ha I A,71 I < 1, a kérdéses komponens konvergens (ciklikus komponens

esetén csillapidó) mozgást;
- ha I Am I = 1, a kérdéses komponens önmagát ismétlő mozgást;
- ha I Am I > 1, a kérdéses komponens divergens (ciklikus komponens esetén

explozív) mozgást képvisel."?
( y) valamennyi Am sajátérték valamennyi endogén változó pályája jellegének

meghatározásában szerepet játszik; közülük alapvető az abszolút értékben leg
nagyobb, ún. domináns sajátérték hatása;

('5) az y~ és az R,,, konstans vektor és mátrixok csak a sajátértékek által
meghatározott jollegíí mozgások mértékét befolyásolják.

Abban az esetben, ha a domináns sajátértékre I Ami < 1 teljesül, akkor
lim II\ = lim PA' Q = 0, vagyis a II, mátrix aszimptotikusan nilpotens és a
f-.cx, f-oo
gazdaság önmozgása (t -+ oo esetén) elhal. A dinamikus elemzés (b) pontjában
beláttuk, hogy a gazdaság kiegyensúlyozott fejlődésének feltétele a II1 aszimp
totikus nilpotenciája. Jelen eredményünk ahhoz nyújt eszközt, hogy megvizs
gáljuk, vajon ez a feltétel teljesül-e vagy sem.

A gazdaság önmozgásának lehetséges összetevő mozgásait az 5. ábra az ezek
két lehetséges. változatának szuperpozíciójából kialakuló önmozgást pedig a
6. ábra szemlélteti. Mindkét ábránál az egyértelmííség kedvéért feltételeztük,
hogy y~ > 0. 
A külső (exogén) hatások figyelembevétele
A fent megfogalmazott következtetéseink akkor is érvényesek, ha egyszerű

sítő feltevésünket feloldjuk: vizsgálatunkba bekapcsoljuk az exogén változók
z' értékegyüttesének hatását is, hiszen a (2.11)-(2.16) gondolatmenetét kö
vetve (2.5) felírható az

M" t-l M'
E(y; I y~, z') = y~ 2~ Airz R,,, + z' Il1 I ~ ~ Jc:;, Rm

m=I r=O m=I 

(2.17)

19 Lásd [16, 181. p.]!
20Lásd [l, 197-201. pp.]!

JO*
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Yt Yt
Y, I

Yo --- . • • LYo Yo

t t0 \m 1 0 Am=1 0 o<>-m<1

Y, Yt Y,
Yo - --

Ya Yo
0 t 0

).rr =-1 0 -"\,, · 1

I a 1- 1 "in = a ( cos b :!: i sin b)
la I =1

I a I --1

5. ábr«. A guzdm;(Lg /j1unrngúsáL Ül-lS',\OLov/1 mozgások jollogo

felbontásban. Ennek mogf lelően
(a) a külső (exogén) hatások az endogén változók pályájában ugyanolyan

jellegű mozgásokat indukálnak, mint az endogén változók kezdeti értékei:
ezen összetevő mozgások jellegét a mátrix II, sajátértékeinek jellege határozza
meg;

({J) a konstans z', II, 1 és Rm vektor és mátrixok ezen összetevő mozgásoknak
csak a mértékét befolyásolják.
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Yt

Yo

0
(a) ( bl

6 ábrn. 1Vío110Lo11 és oiklikus komponens szuperpozíciójából adódó önmozgás (a) kiegyen
súlyozott., (b) nem kiegyensúlyozott fejlődés esetén

Befejezésül tételezzük fel, hogy a dinamikus modellben ábrázolt gazdaság
egyensúlyi állapotban van, és az egyensúlyi állapot a (2.10) együttes feltételes
eloszlással jellemezhető! Jelöljük a (2.8) egyensúlyi érték vektort y' -sal,
amely az

I I

y' = ~ z' II,, IIí = ~ z' II,, IIí + ~ z' II11 IIí =
r=(I r=O r=I

I I I I
~-'II II' '\:'-'II II'II' x-,-,II II' -II/=.,.:.z 11 1+.,.:.z 11 1 1=...,;;;z 11 1+Y 1 

T=I r=O r=fl 

alternatív formában írható. Ugyancsak tételezzük fel, hogy a gazdaságot külső
impulzus éri, ~~z ex:ogénváltozók értékogyüttese z' -r·ól z'-ra változik (z' =
= z' + dz'). Ez a kiilső impulzus a (2.10) által jellemzett egyensúlyi állapotot
nyilvánvalóan mogbontja és n t-edik résúd<'.iszakra a gazdaságnak az

(2.18) 

I I

Y*' = y*' II' + -..: z*' II II'I • O I ...,;;; 11 I
r=O

(2.19) 

várhatóérték vektor é~ a (2.G) kovariancia mátrix által jellemzett állapotát
határozza meg, ahol y*' = y' y és z*' = z' - z'. A (2.19) és a (2.6) által
jellemzett állapot - mint tudjuk - nem egyensúlyi állapot!

Gondolatmenetünk elején feltételeztük, hogy a dinamikus modellben ábrá
zolt gazdaság egyensúlyban van. Annak feltétele, hogy ez az egyensúlyi állapot
létrejöjjön, - korábbi eredményeink alapján tudjuk - a II1 mátrix aszimp
toti kus ni lpotenciája , azaz hogy a II1 domináns sajátértékére J?,m I < I teljesül.

Mi következik ebből?

(a.) Ha, a II1 domináns sajátértékére /?,1111 < 1 teljesül, a (2.19) felírható
várhatóérték vektorok sorozata az

y*' =limy,*'= z*'II11(1,v1 ~ IIi)-1

r-~
(2.20)
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aszimptotikus várhatóérték vektorhoz, az egyensúlyi érté/e vektorhoz, konver
gál, amely a (2.9) aszimptotikus kovariancia mátrixszal egy új egyensúlyi
állapotot jellemez a (2.10) együttes feltételes eloszlás szerint.

(fJ) Minthogy a (2.19) felírható a (2.17) analógiájára, annak a pályának a
jellegét amelyen a gazdaság egyik egyensúlyi állapotából a másikba eljut,
a 111 sajátértékeinek jellege határozza meg.

Utolsó, de talán nem lényegtelen következtetésünk: az, hogy a gazdaság
fejlődése kiegyensúlyozott-e, vagy sem, és ha kiegyensúlyozott, akkor egyik
egyensúlyi állapotból kitérítve másik egyensúlyi állapotát milyen jellegű pályán
éri el, a - dinamikus modellben ábrázolt gazdaság immamens tidajrlonsága,
amely a megfigyelési időszak struktúrájánnk függvénye.

(Beérkezett: }!)81. december l,5-én.)
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E.MENTA, J.-RAMSEY, J. 13. (szerk.):Large
 T(&7 .O.. ( Tx! 7T! É! ~ 7_xYT Z ! v7&"M \g\Á7! x"· (Év 
- x( T_YT7M Amsterdam-New York-Oxford,
1981. North-Holland P. Co. 462 o.

A könyv az 1978-ban KÉÉ MKxN! xN( É 
megrendezett YYX!É! ~ 7_xY( YM X!É;7x7ÉTY(M 
anyagát tartalmazza, ahol 1 úlnyomó löbb
ségben az Egyesült Államok modellezői
vettek rész t , közöt.tük számos nemzetközi
hírnévnek örvendő szuktckint ély.

A szerkeszt.ők hovezetője isnH'rl et i a
konferencia fő céljait. Az elmúlt néhány
évtizedben gyorsan íojlőclöt.t 11 nagy mé
ret.ű, makru-ökonomct riai mo.lol lck alkal
rnazáaa. Irlőközbcn az clmélcti ökonomot
rilíha.11 is jr-lcnr ös ,-,wlrnények sziilettt'k,
fl,nwlyt'k azon hu.u «sak r-it kán vál í ak a
gyukorlut lousznof< sPgédeszkö1/,évé. Az ol
eh)l(íloL és a gyalrnrlul i 111<'gvalósíl ,Is közöt.t
koil'l,lw1,<•LI Azakacl0k a morlel lr-k sokrétű
híl'álal ,ít váll ol lt1, ki. :;,zükHcígt•ssf. vált
olyan ,-iz0,ké1·L6i talu.lkoz.ó n ll'gszcrv1·z0so,
ahol a 111ocJ.,11,,k Jd,szít ői <•s hfr,ílói , uegvi
tat l1í k 11ézc1ki"dönbs0gc1ikf'I·, s a,1/. rUlü,spon
t ok t isztM.i\só.vnl S<'gitpt!ük elő Az .,!Jnt'·kt
é1:, 0, gyakurlaL közeb-dését .

A könv v első részében u, szüd«·,;1/,I ők ál
tal.inos ótl,-ki11tf·st urlnuk u. konforcncié.n
nwgviLtüol I t óma.körökről, a további részek
n konforenciu nógy szekciójának megfelelő
S7,,-'rln°znt hen t art almazzák az elhangzot.t
Plőadi\.,;okat 6,i 11 felkért ho,1;1/,ászól1isokat.
.Az ,üolsó részben u , zerkesztők az ó.ltalá
nos vitákon elhangzoUakat foglalják össze,
témakörök szcl'int, csoportosítva.

Az olőarl,ísok az ökonun,otriai ,noclelle
zés nehézségeinek feltárására törekszenek,
ugvanakkor az elvi állásfoglalások illuszt
rációjaképpen több konkrét modellt és
inódszort is bemutatnak. Nyilvánvaló,
hogy teljes képet nyújtani egy rövid
ismertetésben lehetetlen, ezért a beve
zető olőarlás fonalán haladva próbáljuk
meg érzékeltetni a vita súlyponti kér
déseit.

K bevezető előadás RM -M z ! w x7y t 
BM R. 0 &7YÉt Z M GM Z TC( x_Áy és ö M j M 

Scll'ink közös műve, szinte 111inclen előadó
és hozzászóló ehhez kapcsolódik valami
lyen formában. Vezető 11wclellkészítők kö
rében végzett kérdőíves felmérés eredmé
nyeit ismertetik, melyet a modellező munka
gyakorlati tapasztalatainak feltérképezé
sére készítettek. A kérdőív három része fel
öleli a rnoclellezés egyes fázisaiban - az
általános elméleti specifikáció, a becslés
és verifil,álás, valamint az előrejelzés és
liatáselemzés területén - fe!tuerülő dön
tési pl'ohlémákat. A válaszokat részletesen
ismertetik és összefoglalják a főbb követ
keztetéseket.

Áll al,í,ban jellerm,ő a ~ !vT&&~ é x7_ növe
kedése, amely egyrészt a felhasználói nyo
más és a gyakorla1,ilag korlátlan számítás
lechni kai lelietőségek következménye, más
rész L azon han a mod ell közgazdasági tar
talmával áll sz.ol'Os össz.efüggéshen. A mo
clel10k speeifikációjánó.l a legtöbb modellező
valamilyen közgazdasági elniéletr,i épít.
A fehné,-és szerint a legtöbb probléma a
rnaluo- é-s mikroszernléletü elméletek in
kom.iszt.enciájából fakad. A mai modellek
sokkal több ,nikroszernléletű egyenletet
tartalmaznak, mint a régebhon készültek,
s ezzel kapcsolatban többen kiemelték,
hogy az aggregáció kérdését, ne111 szabad
mechanikusan értelmezni. A modell mérete
és a kív,fot; információ részletezettsége kö
zött lineáris kupcsolat van, de igen lénye
ges az aggregátumok összetételére vonat
kozó hipotézis. Ugyanis ha feltételezhető
az összetétel kis \nórtékű változrí.s11, vagy
változatla,nsága, ukkor kisebh méretíí,
a,ggrogáltabb modell is megfelelő.

A Xö z q( z v( "á qY 7&~ é &7_7X és ( xÉ! v7&&~ é x7_ 
kapcsolatával külön szekeió foglalkomtt.
sM RTX"_7YÉ az ökonorneLriai modellek és
a közgazdasági elrnéletek között kölcsön
hatást feltételez, ezt egy modell pélrláján
illusztrálja. Bemutatja a modell mikro
szintű. megalapozását, majd pedig sorra
veszi, hogy a modell viselkedési egyenle
teinek vizsgálata milyen többlet informá
ciót nyújt egyes elméleti témák alaposabb
megismeréséhez.
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J. B. 'Paylor a moclell célkitűzéseinek
tulajdonít döntő szerepet a méret megha
tározásában. Az elmélet szerinte csak a
célok tisztázása után válik fontossá. A rneg
felelő modellrnéret kérdése a kerekasztal
viták során is az egyik központi kérdés
maradt, mivel a méret erősen befolyásolja
a szimulté.n rendszerbecslések kiszé.mítha
tóságát és tulujdonsagait. A. Zeltner szerint
a méretet nem szabad rneclranikusan (az
egyenletek számával) mérni, hiszen az
egyenletek és a moclell-szerkezet bonyo
Iultaága lényeges módosító tényező. A
blokkrekurz ív szerkezeteü, mint; méret
csökkentő eljáráat figyelhetjük meg. He
lyesli és követendőnek tartja ezt G. S. 
Mculdcüa, aki a mérettel kapcsolatos becs
léselméleti n reggondolások áttekintését
nyújtja, s végső következtetéseiben tá
madja a Howrey-ék felmérése alapján is
szembetűnő általúuos gyakorlatot: az OLS
(egyszerű legkisebb négyzetek) módszer
uralkodását.

Az egy egyenlet kontra reruiszerbecslés
döntési probléma éles vitát váltott ki. Az
OLS módszer mellett számos praktikus
megfontolás szól. M. H. Darby kimututta,
hogy nagy méretű modelleknél a prerictor
minált változók nagy szállla miatt; a több
fokozatú módszerek és az OLS módszer
eredményei gyakorlatilag egybeesnek. A.
Zellner optimális esztimátorok kidolgozá
sára tesz javaslatot, amelyek az OLS 6s
valamely megfelelő statisztikai jellemzők
kel rendelkező becslési eljárás oredmőnyni
nek súlyozott úLlagakénL adódnak. fi'.
Modiglia,n,,, az autorcgrossziv Lranszforrmí
cióval kombinált OLS módszert 1nogfole
Iőbbnek tartja az exogén változók közöUi
,,szubjektív" válogatáson alapuló kétfoko
zat ú módszereknél. A bonyolultabb bocs
lési eljárásokat (pl. 11 niaxi1rn1111 likelihood]
általában nem Lartják 111ogfol.ull'inok, i lletvc
kivitelezhetőnek a gyakol'luLban.

A modellezés r;étj1,t és szerepe kérdóskőr
bon sokszál(1 vita bontakozot.t ki. 11. 'J'. 
Shapiro és D. M, Gnr,nn,i clőadüsa idő
rendi áttoki.ntést ad a proguosvbika amori
kai fejlődéséről. A szi multún ökonomntriai
modellek jelontösógéröl mogoszlantik ugyan
a vélemények, de az biztos, 1,ogy egy mo
dell elbírálásához 1101n clogen.tő clőrojel
zéseinek pcntoesagae figyele111bo vonni,
hanem a célokat és eredményeket össze
vető, a szerkezetet. és hutus.ncchanizmust,
egyarént szem f'lólt tartó vizsgAlat;ni van
szükség.

Az általános vilából is ki.dorül, hogy (t

modellezés célját illl'tően különbözőek a né
zetek. Egyesek szembeállítják egymással
az előrejelzés céllal készített és a haLt',s
elemz6 vizsgálatokra alkalmas modelleket.
A szerkesztők ezt látszat-ellentétnek ttirt-

ják; véleményük szerint; a két funkció
egy1.nással szoros összefüggésben áll. Hiszen
mindaddig, amíg megbízható el.méleti hát
tér nern áll mögöttük, a viselkedési egyen
letekben kimutatott össz,efüggések önké
nyeseknek tekintendők. Igy az előrejelző
és hatáselemző funkció közötti választás
helytelen szemléletből fakad.

Létezik azonban egy lényegibb és valós
indíttatású ellentét az elméleti és a m.eg
rendelésre készülő modellek között. Mind
két ttíbor képviselői 1uegbízhatóságról,
rendszorele11.nésről beszélnek. Az idő- és
költségkodátok, valamint a felhasználók
nak az előrejelzés pontosságával kapcsola
tos elvárásai beszűkítik a megrendelésre
rnodellezők lehetőségeit. Az elmélet kép
viselői pedig eljárásaik és új rnodelltípu
saik kialakításánál neru tartják sze111 előtt
a gyakorlat reális korlátait.

Ehliez kapcsolódnak n modellek értéke
lésében mutatkozó nézetkülönbségek. Az
elmólet képviselői 1ncrnven ragaszkodnak
az ex-post alapon történő teszteléshez. A
gyakorlati szakemberek szerint - akik
véle111ényét .L. 7?. Klein képviselte Jegel'Ő
Loljnsohb ,n - uz ex-ante becslésd, uLóla
grn; 8ZU111bosíLése u I ényekknl a 1nodoll d-
1,ín-U,ísiínak 11H'gli,lolő kriLé1·iu111t,. Ez 111óg
akkor is bizc,nyíl!ík ,., jó spooifik,ició 1111'1-
l.eLL, haa mocloll kovéslJ<', fö11yN;c•11 111(íködik
az ux-po8t ule11,z,í,; 1,·riilot<Ín. A k,:1, ollen
téLos völo111ö11yíí l,'d,or közöLI a bucsiilt
para111,ítnrnk 11lóJagrni Hzuhjelüív 11,ódm;í
tá.'3>.ínak (adcl-faotori11g) kc'·nléi;c',IH·11 tsír
csosodol,1, ki u vii.a. A gytikorl,d ld·pvi8olői
szerint, a RI n1kl t'rn., r-;t,id,ilit ,ís,ín• ,·0111.tl lwzó
1.elLcvéRok - llll'lyokro a l(lgt öbl, Hl tii iH:r.li
lrni olj,í.rús c',piil - idngenok a valé>R,ígt/,1,
s a sz,d,jokt.ív 111úclosíl,ls a Rlrtdd"t'rnwiilto
't,ás kövf'I 'sónd, gyakorlat ban lwv(dl 111ód
SZ<'l'O. A logLölilwn a pót lólugos i11f'on11,\
ciók figyolu11d,ovúlulönck, s így uz ,,Iőrn
jnlzúsok po11 I osít1Í,R1Í11ak Pszközukc',11 L L>t-
111ogutj{,k H 1n6dszl'rl. Ii. e. /1'uir a f.!Zllb
jokLív móclo;;íl llfH1tíl 1111·gfnli,l/í!Jh1wk tart,ja
u 11 ,odullc·k ul,í,vnt tÍHél, , nu,,hn11iku.s KtaLiHz
tilrn( ol_júrAR_olc'.!"!'•, s Í(::.~ •~ ,to1~donc(6ws
Lo1'7,1táflok losz111·osoL. Rzn.lll1lusa1 szonnL a
sz11bjokLfv rnódoRíLáRt Larlalrnazó !llodcl
lek olőrojulzósi t·1·od1116nyoi 110111 jobbak a 
111oelranilrnRan 11,ódosíLotl, niodelll'l<énél.
Az ol1n6let képvisulői ton11óswLosC'n a, szub
jektív módosítás 111ócls1/,C'rél ,·llüm,ik, do a 
szerkesztők szerinL a lmnfrroncián nyilván
valóvá vált, hogy alkalmazása általános,
s ezért elkoriilhotetlen, hog_v ol móloti síkon
is foglalkozzanak vole. •

A konferencián nagy hangsúlyt kapott
a viszonylag régóta éleződő ellentét: 11,z
eg.11szerű iriósoro8 modellek és a sz'i11iidtún
ökonometriai modellek közötti v,.Hasztás ké1·
dése. Az idősoros modellek híveit C. W. J.
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Granger képviselte a legerőteljesebben. Ér
velésének lényege, hogy az ökonometriai
modell erős elméletfüggősége sokszor meg
akadályozza az adatokban rejlő informá
ciók kihusv.né.lasé.t. Az idősoros modellező
különböző statisztikai mutatók alapján
specifikál, úgymond ,,hagyja az adatokat
beszélni", rníg az ökonométer a megalapozó
közgazdasági elmélet béklyójában sok vál
tozóval kényszerül dolgozni, s végül olyan
stat.isz.ti ka.i módszereket használ, melyek
elmL·IP1 i feltételeit közel sem tudja telje
síteni Orcmye1· éles hangon elutasítja az
ökonoi nét.ere k fő kritikáját, miszerint. az
idősoros I) roclcll csak előrejelez és nem
u.lka.h uu.s lrat"ásBlernzt'·sre. Véleménye sze
rint· a lrut,íselel)w/·sre u rosszul specifiké.lt
ökouou.orriai mor!cll is alkahnat.lan. A
jeJ.,11lug l<'•lező ökonometriai modellekben
az ,·léíJ'l'jl'lz<'·s"k poní oss.igá.nak javítására
lwv,·zelutt uugy szá mú .,vakváltozó" arra
utul , hogy u mo.lellek SJJ<'<'ifiluici6ja nem
kivlégítő.

A~. idősoros modcllezóket. 0. A. Sims
képviselte mt'·g, aki az Uf;A-ra készített
aut orogresszfv index-rnodclljén 111, idő
soros 1116ds~.erck előnyeit m ut.a.t.t a be. Ezzel
kapcsolatban A. Ando a makroökonomet
riai n rodellek el mélet i és empirikus alap
jairól s,.óló előadásában számos cáfolatot
közöl a Urrnutcr és Sims ,i.lt.al tett javasla-
1 okkul sze111b,·11. Ando előadása a fclkér-t
hozzúszóló]: helyeslését is kiváltotta, mivel
,11.,ggyőzől'n vette védelmébe az ökono-
1110Lriaí 11,ogköwlíL{•sL.

Az .ilta.l.inoa vitán don riné lt az a véll'
ll1<'•11y, (•fl a szerkesztők is ezt a~. ,llláspon
tot. képviselik, hogy nem cúlszerű tovább
élP,,ni 1.,~. id(,soros ,:s a sz.imultán 111od1illek
köző: Ii ,-11,·ntét d A gyakorlat· azt mutatja,
hogy nagyon husznosnuk bizonyult az
ökouoi nct.riai modellek kornbinalása idő
SOl'ü8 módszerokkel, különösen dinamikai
szr-nrpon: l,61. Maga Granger is beszé.molt
olyan törekvésekről, melyek során a ma
gyarázó változók körét idősoros modellek
nél is k iterjeszt ik. A szerkesztők fontosnak
tart.ják, hogy a két, modelltípus közötti
vé.lusz.túané.l a lcírundó folyamat jellege
niot.ivé.Iju a döntést. Egyszerű, egyenletes
fejlődés leídts,-\nál sem elméletileg, se111 rá
fordít Asigényét tekintve nem éri meg öko
noun-triai modellt, alkalmazni. Alternatív
hipotézisek tesztelésekor viszont a szirnul
hin ökonometriai modell nem helyettesít
I 1r•t ő ,rníssa.1.

A·l t1tolsó nagyobb témakö1·, a. makro
rnoclcllek előrf'j<'lzéseinek értékelése és
öss~.ehasonlíl-ása volt. G. Fror11m és L. H.
lílein c·lőadása .12 amerikai modellt hason
)ít össze az optimális nagyság és az előre
.J_l"lz<'.spk pontossága alapján. 8. /(. Nf,-,Nees
,tt-tokintc\st ad oz összehasonlítás lehetséges

módszereiről. Az összehasonlítást nehezíti
az időszakok különböző hossza és az eltérő
szerkezet. Statisztikailag megalapozott ál
lítások csak ex-post elemzésre épülhetnek,
mivel az exogén változók előrejelzései az
,-ix-ante összehasonlításba nagy bizonyta
lansági tényezőt visznek be.

Az előadásokat többnyire bőséges iro
dalomjegyzék egészíti ki. Remélhetőleg
sikerült érzékeltetnünk, hogy a könyv
maga.s színvonalú, sokrétű vita összefog
lalása, melv felöleli az ökonometriai model
lezés problémáinak széles skáláját és ismer
tet.i a m{lgoldásukra az USA-ban tett kísér
leteket. Igy a könyv elsősorban azok szá
mára énlekfeszítő olvasmány, akik a hazai
ökonometriai modellezői gyakorlatban lép
ten-nyomon szembesülnek a könyvben tár
gyalt- döntési prnblérnákkal.

NEMÉNYI JUDIT

CBIKÁN ATTILA (szerk.): The Economics
and Jldanngernent of Inventor·ies. Akadémiai
Kiadó-Elsevier, 1981.

A Magyar T11clományos Akadémia 1980.
szept-e111ber 1-5 között rendezte meg Bu
dapest,-in az J. Nernzetközi Készletgazdál
kodási Szimpozi11mot. A szimpoziurnon 23
orszá.g közel 100 szakembere vet;t részt,
s több mint 80 előadás hangzott el. .1:-Jiirnm
szekcióban Lartottak előadásokat. Az első
szekcióban a készletek népgazdasági vonat
kozásait hirgyaló előadások, a második
szekcióban a vállalati kés1Jetezéshe1/, kap
csolódó, a har11ra.dik swlrnióban a készlet-
11101lell,·zési k11t u.tások legújabb eredrné
nveiről br,szú,n roló előadások hangzottak el.

" Közismert;, hogy a készletezési prnblé-
111ák mind az ökonometria, mind pedig az
operációkutatás számúra fontos vizsgálati
teri.ileLek. Ez WkrözőclöU, a szirnpozium
előadásaiban is. Természetesen nincs mó
dunk arra, hogy a kötetben megjelent vala
mennyi előadást részletesen isrne1·tessük:
célunk elsősorban a tematikai változatos
ság bernutatá.sa. fsrnerteLőnlrnt eleve csak
u, rnatematikai eszközöket nagyobb súllyal
felhasználó el611dásokr-a lrnrlúJozzuk. Meg
jegyezzük, még, hogy ,w, előadásokból ma
gyar nyelven i~ készült, válogatás: Cbikán
A.-Barancsi K (szerk.): Készletek a nép
gazdaságban és a vállalati gazdálkodásban,
f;zociolista Vállalat, OTTKF, Bp. 1981.

A né71ga;:rlasáq·i késdetek szekáújába,n
elsősorban az aggr(•gált készli,tek viselke
dését· elemző rnodellnk kerültek bemutatás
ra. A rnagyar 11épgazclasá.g készletalakulá
síÍnak 1110,l(']il-zését t::irgyalja Ábel István
és Riecke Werner előadása. A készletek
alkalrnazko,hisárn egy kétévns késleltet-ésű
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modellt állítanak fel, amelybe a külkeres
kedelmi mérleg egyenlegét és a felesleges
készleteket kezelő tényezőket iktatnak be.
A készletalakulást nem-lineáris iteratív leg
kisebb négyzetek módszerével becslik. A
népgazdasági tartalékok, az árak és a tárno
gatási prograruok egymásrahatását tár
gyalja D. Biqman. (Izrael) szimulációs
modellje. A készlet.beruházéaoke.t és keres
letet vizsgálja nemegyensúlyi gazdasági
közegben a. Fiorito (Olaszország) modellje.
A profit-maxima.lizé.ló vállalatuk inputjára
(köztük a készletekre) rövid távon 1.i ncrn
egyonsúlyi iii.lapot jellemző. A vúf lulat.ok
expanziós tőrckvéseiknck mcgfeh-löon íLú
lik rm,g készloLoikot. Az ogyonsi'dvi ké,sz
letro irányuló kiegyenlítési folva11mL rm
gyon lassú, a vállalati í.evékonysógen túl
külső strukturális tényezők függvé11,vo.

A ne.u-ur jelzésű szabályozási n torlul lnk
egy véltozatut t.árgya.lju FC,ip·itún.11 7,.nizw1,
sz.imulúciós modellje. A készlet- éi; rondclós
jelzéses mechanizmust vizsgálja abból a
szompoutból, hogy véletlen zavurok esetén
melyik tudja biztonságosabban ol 1,itn i a
reálszféra i;zabályozás1.it. Mut.oruut.i kui ol
dalról oz a modell működési biztonHág,írmk
értékelését jelenti. /.\ szi 111u l,íciós kíAédnl -
sorozat, ulapján rnogállapítja, hogy az űt
Icözókósz.let-uot-makat növelve u. működéai
biztonság ogy ideig növekszik. Az ütköző
készlet-normák adott határon túli növe
lése azonban csökkenti a működési bizton
ságot. .,.\ szerző a két gazdaság közöl a
reudelésjelzésost találta elónyöeobbnolc. A
készleLciklusok elemzését vógzi ol n-szek
toros dinamikus input-output uio.Iolljévol
M. Lovell ( USA). A szorzó szurin t az aggre
gált statisztikai adatokkal dolgozó model
lek esetén i, vál lalaLi lllagatartás num v izs
gálható adekvát módon: agazdaságal.anyai
nak aggregálása során az információnak
jórésze elvész. A vállalati termelést az an
ticipált eladás, a késleltetett termelés és
a tényleges eladás függvényeként fejezi ki.
A modell az iparágak termelésének ala
kulását generálja; kr',pes szinuszoid , fűrész
fog alakú ciklusok. valamint, monoton out
putalakulés vizsgálatúra. 'I'urgyalja 1.iz ún.
,,hiány7.ó ciklusokat.", amelyek az egyes
iparágak többszörösen egymásra tovödö
ciklikus mozgásainak eredményeképp ol
tünnek az aggrngátumokban.

A készletek svektorok közötti nt0goszlá
sának változását elenni D. Stojanov'ic
(Jugoszlávia) növokedési ,rn,ítrixok s0gít
ségével. A mátrix elemoi a szektoronkénti
relatív készletváltozások. Az i-odik szektor
készletváltozás,ít az n szektor kész!etnagy
ságának lineáris függvényekéut írja fel,
ahol a készletnövekedési mátrix elemei
szerepelnek szorzótényez6kként. .Eltekint
a h,--ülső tényezőktől és az egyes szektorok

növekedésénél fellépő késleltetésektól. Be
mutatja a modell bővítését a termelési,
beruházási és export növekedési mátrixok
kal. Végül számpéldával illusztrálja a mo
dell alkalrnazását.

A vállalatok készletezési viselkedésének
és a gazdaság stabilitásának kapcsolatát
elemzi P. JYlanzett'Í, (Olaszorsz,ig). Lineáris
kapcsolalolrnt tél;olez fol. A vAllalatok vi
sclirndósét a k(:szJot-akcel1,,·áLorral, az out
p1tt-akcelP,.,.'tto,-ral éR 11, válla!ut tanulási
vagy reag,dási ogyiiLlltatf,j,tval jelluruzi.
A fonalgy,írtrisi, a pa11111Lipari, az. autó
ós tcl,n,-jttr·1111ígyú,rt,isi ,·,íllalutok adatai
alapj,\,11 ,·iz,<r;[dja nz ,·gy,•s ipun\gttkra jL·l
Lmnz6 gaz, las,igi 1:ild11solrn,I.

l~g_,·r,i,\;.;,:;al k,qw,;olal ba11 ,ill(, 11y,·rna11ya
gok é;, földolgozott, torn1úkuk Lernwlési és
l'XporL dönLúst"•t. modolluzi G. H. l'mstllco.s,
ós M. Xri/n (U!--iA) egy kis orszúg esoLére.
A til()doll <J:rng1~11 vúlLozói: az alapanyag
ú~ a foldolgozol t Lorrnók vilúgpiu,e,i áni, a
csoroará11y, az. 1.tlapa11yug i'isszkí11,'daLa. A
model I u, kót tlir·11 ,(,k IJl'I lúl, Ii kurnslol.ót
l.og-li11n,\,ri8 fiiggv(,nny,·1 irj1.1, I,·, ll fr·ldolgo
zoLL Lt,rn,t'·k kiillsi',gi',t, kv,ulraLilrns köllRóg
függvúnnv<>I. /\ 1110.i.,11 a.z i\,mzos ipari prnfi
Lot fl, ki.rllwrnslrnd1·lo111 11,.1,í,s,il figy,d,•rnl,o
v,'·vo 11rnxi111aliz,ílja. /\ sz,,,-,Jík 11,,,gl,1.1,L,i
rnzzúk, hngyuu 111.1,L a dönl.t'·si v,íllo'1,<'Jkl'a u.
modell oxogóu változóinak 11,órlusulása,
henwtatj1ik r.1, csoroal'ány , 11oghatárod, Rze
ropéL, végiH a kis országrn L\,U fol tóLclozést
(a, tonnélrnk Dxp1tl'L koroslot.o vógLolen n1-
gal rT111sságú) feloldva 111ugúll11pitj,lk, lrogy
hasonló struktúrájú 1nogol.dúst kapnak.

A vá/l11,lrit,i, készleta11,zdálko,lás sze/.;r:iójá
brt.n ismcl't nu.1,tem«tikai ,nódszerek alk1.1,J
rnaz,isó,t hernutató d.olgozaLok is szoropol
L0k . .Egy töhbRzulmszos ÖSl:lzoszernlési fo
lyamat készleLezósi pontjaira határozza,
meg a tétolnagyságot .T. D. Blackburn és
R. A. Mitten ( USA) dolgozata. Olyan heu
risztikus >Hódszort korosnok, a111ely kis
sziirnítúsigónyíl rniat;t könnyen beópíthcL6
az MRP néven i81nert szüksóglot-terv zósi
rendszerbe. Hodg&on, ~l'. J.-Lowe, ~/'. J.
(USA) dolgozata egy automatizált raktár
turmékoit; morlo!lozi. Az egyedi termékek
Lormolósi és raktározási köl t,sógón t;{il a
vr,1,Iamonnyi tonnókt61 függő kószloLezósi
költséggel egészítik ki a modell költség
függvényét. Többraktáros kószletezósi rend
szerek conl;ralizált és decontralizúlt gazdál
kodását szimulációs móuszorrol hasonlítja
össze fl ..M. Horsman-Ji'. Wharton (Ang
lia) dolgozata. Kísérlet;i fottattisaik szerint
a centralizált raktározási mód bizonyult
hatékonyabbnak.

A kiskereskedelemben alkalmazható
adatfeldolgozási és ezen alapuló rnodellezósi
rendszert mutat be L. Marchi (Olaszor
sziig). A szerző szerint az általános készlet-
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helyzetet jellemző információkon túl, első
sorban keresleti jelentések készítésére, a
kritikus értékű változók jelzésére kellene
a számítógépes készletezési rendszert hasz
nálni. Szá111ítógépes készletezési rendsze
ren alapuló többtermékes többru.kt é.ras
(s, q) . készl~tezési mechar;izrnusra épülő
modellt tárgyal ./Jllegyeri E. Jolgozata is A
döntési problémát kvantitatív és kvalita
tív változók írják le és döntési té.blázatok
alapján határozható meg a szükséges be
avatkozás. A termelési szükségleteken és a
piaci igényeken alapuló készletezést vizs
gálja T. Reichmann (NSZK). A rádiós
magnók keresletét befolyásoló tényezőket
korrelációszámítással elemzi, ezekből reg
ressziószámítás alapján haté.rozza meg a
jövőbeni kereslet alsó és felső ha.tár.i.t .

A uuuenuüikai kcszletnuuiellel: szekciójá
ban főként új modellek bemutatására, került
sor, több alkah nazási példát is láthattunk,
11óhány előadó át.tck intó-jellegű Jolgozat
lal lépetL fr-I. ,,A szociuliata vállalat" kut a.
tási fóirjiuy liét,tagú kutat.óosoport.ju ( Ba
rruics i. É., Há1iki r:., Borloi R., Clákán A.,
1,·elle !'., J, ulcsár ']'., Messé.v, (i!j.) a kr'·s1/,
[et u iot lr-l lr-k ..t,•111·1.ósi 111óclsz('t·i'·l, s az <'l'J'l'

ópiil6 r11ockllr·soporlosíl1\.st mutat t a b».
:i:lG r uor le l l I ulajdo11s,iguil. egy kó,lrunds,,l'r
ulupj.i.n k vu.n t it at.Iv 111<'>do11 <'·1'iék,-lik, s
sokv1ULu·1,ús stu.tiszt ik a.i inódszorckc-t lia,;z
nú.lun.k f't·I u kt'•,;zlC'I n io.h-l lc-k ,·sopol'lnsít,ísi
vá.lt.ov.atuinuk kidolgozáR,Í,r·u. A dolgm.u,I
foglalkozik a r11udvllrn11ds1,01· '·s a sz,'trníl{,
gópns kószlctoxós: n·ndsznr ösavekapcsolúsi
lnloot,őségóvol is.

Huiyul.t oaít ő t.i,1·r11<'•lwk r11odollozr'.-sfvcl
foglcdlrnzik liJ. V. Ji,.1.t·in1,l.uyu (Szovjot.unió)
dolgozu,Lu. A lt·1·111ékPk lrclyct lesítési lol1e
lősógót, egy gn'tf adja nwg, 11 helyet tesítés
kö.ltsógeil r11ál rix t art.almuzzu. A készlet
Lart,,\,s, a hiú.ny, a bcszorzés és u termék
lwly<'Ll.esítósi költs<ígét n perióriuson át
rnin irnal iz,í ló kószlutf.,Jtöl! ósi 1116dot hatá
roz rneg. Kól tor,nók ,,;i,•léro ,nut-at,ia be
a 11,ódsz,·r· alkulrnazás,í,L. 1':g_v ,.töhhszörös
S" Líp11s1'1 diszkrét idő1; készlol.<•zé•si rnoddlt
tá,rgy,d 8. Hylk11 ( Lungy,·IOl'szi1.g) dolgo
zata. A k,•1·pslol vi•lr·t 1,•n v,íllozó, olrn;1/.ltÍS
függvr'-ny,· ,·,í I I ozul lun a hírgyuh 11 idtí
szakon k,·n·szl'iil, 1.L kt·rt•Ril'I v,,g,.s {s pozitív
vfí.rl1a1·ó ól'lr·kíí. A 111ndol.l uz s; rench•lési
ponl. fiiggvt'·nyélw1r v,í.loszl ja ki a növ<'kv6
S; H<H·oza,t ból a tdl ölt c'·,;i Hzin L, ,t. A sz,•rz6
igazolja n,z opLir,11.í,lis pol ii ika léti-zr'·st·I.

A kószl<'tt,·rv('ZÓR időliorizontj,ínak 11H'g
liati'1roz1ÍS1ÍI vi·,.sgiíljt, Om/son, I( e. és
1). If. !,rr!J!Jl (USA). A IH1·r1wlésindítási PS
készldozési küllsúgc·k i\s,;zog{•I, r11inir11ali
zá,lja N id6szakon korPsztiil a Wagn(•r
\,\Ti,ithin algmitn111s alkalrnaz,í.sl:Í,·al, ill.
gör<lüll', progra1110z,í,ssal. A két- költség
ariínyrit ha.szn,ilja n döntc'•g,•k ért<•kelr•sfre.

A tennészetes rendelési vagy termelési
ciklus és az előrejelzési időhorizont függ
vényében vizsgálja a költségarányokat.

A folytonos felülvizsgálati és sztochasz
tikus késési idejű modellek egy csoportját
vizsgálja U. M. I. Dirickx és D. Koevoets
(Hollandia) a keresleti folyamatra és a'
késésiciőre tett különböző feltételezések
mellett. Megbízhatósági típusú készlet
modell alkalmazását mutatja be Gerencsér
L., Gyepesi Gy. és Urbánszk·i F. dolgozata
egy alkatrésztartalékolási eseten; az ere
deti készletezési politikához képest jelen
tős javulást értek el. A megbízhatósági
moJell.ek olyan változatát tárgyalja H. J.
Girtich és H. C Küenle (NDK), anielyben
a döntéshozó a :::i, z, ... ;;" rendelési meny
nyis<'•gek(,t határnzza meg. Az első modell
feltételrendszere: periódusonkénti véletlen
kereslet, hi,i.n,v Rsetén a kielégítend6 keres
lel vár, ,i egyenlő tételben érkezik be a
szállítrmí,ny; a modell a megbízhatósági
kritériu111ot kielégítő nyitókészletszintet
ken·si. A 1m.ísik nwJcllváltozatban a z0 
pls(í b<'<'·rk,·ző tétel és a kezd6készletszint
adult, a r\leghízhat·óságí kritérium kielé
gítösöt hizLusíL6 ;; vek(ol'I- kívánja megha
hirozn i. 

Több I u1.·11H;k f'g_vi'il't ,•,; rondnlósi gyakori
ságának 11H,giial árnzás,íra ad algoritmust
S. K. Goy11t (A11gli1.,) dolgozaLa. A készlete
zés és a I c·rr11dc'·sközi készletek köll·ségeinek
meghabirozúsút po11tnsí.tja H. W. Grubb
strö-m és A. 'l'/1orslen.sr;,i (Svédország), oly
módon, l,ngy a bovél elek r-s u költségek
időbuli alakul,isút figyele1nbu vc•szi . .l.(ét
ado! I· strnklú1·ájú termelési láncra (adott
kapcsol6dásü termelési szakaszok és kész
letezési po11tok) szimulációs kísérletekkel
hatúrozz·a meg a különböző időpontban
fellép6 befizetések, ill. a költségek együttes
hatását.

A megbízhatósági típusú készletrnodel
lck egy általánosítását adja meg Kelle
Péter dolgozata. A bemutatott készletmo
dellben mind az igényfolyamat, mind a
beszállítási folyamat véletlenszerű. A be
és kiát'arnlási folyamat alakulására tett
felLételezések rnellett a nyitókészlet szá-
1nítására kap1.111k közelítő formulát. (A be
szállítás azonos tételnagyságú, egyenlete
sen vóletlen időpontokban történik, az
igényfolyaniat, normális eloszlású, stb.) A
modell kiterjeszthető m számú termékre
(a tor111ékek iránti igények nern függetle
n<'k eg~rrnástól), korlátozó tényezőkkel (pl. 
pönzügyí korlát), költségfüggvényekkel. 1\ 
dolgozat; beszárnol a rnodell gyakorlati
alkalrnazl.Ísairól is. A rendelés feladásának
időpontja jelenti a legerősebb korlátot
H. Klernm (NDK) által beumtatott kész
letezési rendszerekben. Htírom egymást
követő évre tekint,i a készletalakulást, az



156 KÖ.'.\'YVEKRŐL

első év terv és tényadata, valamint. a 111á
sodik (folyó) év kész.let.ada.tai alapján kí
vánja meghaté.r-oz.ni a kövct.kező óv tk idő
pontjaiban rendelendő zk mennyiségokct.
Az eltérő tulajdonságú teru rékckre más
más rendelési gyakoris,'.tgol, javasol. Az így
meghatározott n·111ll'lésfrladási időponlok
és tervadatok alapjé.n 111eguízhal ósúgi l«ísz
letrnodellt úpit fel a rendelendő I un nók
rnennyiségek megha.tározusára.

Detcrminisv.tik na kornsll't-íí, ngytótcles
beérkezésű, folyamatos k ószlct.ícl ülvizsgá
lati idejű (s, q) morlel l t, 11111L,~L be Kulcsár
'I'amás. A 111udell n késéHidőt JIii varható
értékű és D szin,íe,;t'i valós,.íníísúgi vultovó
ként kezeli. A szc•,..,.(í a külLségopl i111aliu'i.
láson túl hl'lllUlaljii a n rodr-l! l<1-1pusolat,í.l,
a megbízhatós,-ígi I íp11HÚ ln;R,.lnt.11 ,ode,! luk
kel. Költségoprimu.livútó, (.,. 8) t íp,11;1'1 mo
ddlt vizsgál J. A. Müller (NUK). A rnnd1i
lési idősz.a.kon lwli"d k.-·L lúl<'llJ"" v(dot 11·11-
szerű kc-roslrt jcl,•,it krvi k , ,·wk ff1gg,·t l--n
valósz ínűségi val tovók. Az opt,i,11,iliH para
méter (n·r,~k,·k ll 1(·gh1LI ,í.ruz,isi'tra k l"oliin hö,,ő
niódszt'n·kvt javasol: szillltilú<:iót, vélul l,n,
számok g,Jrwni 1,ís,í 11 ,d1L1J1 il(J ;~d,1pt ív pr<'J
bAJgat >ÍR flllH IHZl'rt'·I' IL valóHzín ÍÍR•·gi n·,gg
vénvr-k tTa11szfúr1111íl,í,;,í11 ,dnp11lú 11·,ú,l
szert.

Tc-rn ,elúi:;i-k.:•~zl,•I ,.,,ési n·n, IHz,·d vizs
gált E. _'\/wtdor (U:-,A) 8-fólu t,en11élwL lG
féle szerelvé11yből ,és allrnl részből iillít1111ak
össze, a termékstruktúra és a t errnl:k össze
szerelési folyamata adott. Az igc',11yfolya
mat determinisztilrns: a kiilsó rnndol,;sok
alapján számított, sziiksúglut, A modull
olyan torme16sütunrczóst kt'l'PS, hogy 11 tur
rnelési és k ;szldezési költ 1-J<•gok ÖSHZP.gc
minimális lugyun. A problú11uÍ,rn két a.lgo
ritrnust nmt11t be, J1atúkunyságulmt érté
keli, összehasonlítja. Romlandó áruk kész
letezését modell.ezi S. Na!m,ia.s (USA). Be
mutatja, hogy 11 sorbanállási és rondandó
termékek készletezési modelljei analóg mó
don kezelhetők. Egy központi vérbank
problérm'tjám költségoptirnalizidó rnodollt
épít fel. A hatékony ton11clésüLoJ11ez6s f,,J
tételezi, hogy a termelési folyalllat bizo
nyos pontjain megfelelő nagys,i.g1í Lmmo
lésközi készlet áll rondullrnz '·srn. EzL a
problémakört vizsgálja P . ./. O'C!rndy és
M. C. Bonney (Nagy-Britn11nia). A Lon,1e
lési, készletezési és sz1\,I I ítási n:,ndszorL
együtt kezelik. A tennelésköú készlotck
nagysága becsülhető a tBI·inelési folya111at
alapján. Enc azonban vél,·tlon Lónyezők
is hatnak, ezért a fo.lyanmt bizonyos pont
jain elvégzett mérések alapján is 11wgliat á
roznak egy becsült értékel. Szabályozás
elméleti megközelítést alkalmaz.nak a 110111-
stacionárius rendszerben a két becslés op
timális kombinálására, a hibás információk
ból adódó költségek csökkentésére. Egy

kóri ,áz gyógyszerkészlete,.ését 1 no, lellezi
C. C. Per;els (USA).

A rnegbízhatós,Lgi kós1/.letrnodellek ,i,lap
vető típusait mutatja be Prékopri András
(Magyarnrsz,í.g). Az alapmodt>ll a folhasz
nálási foly,i,lllal egyenletes int:unzitúsát
Lútnli,zi fel, a besz,Í,]lítási folyalllat vélet
l1·11Rz(·1·íí, n-széL111ú <'gyenlő nagyságú tétel,
egyu11kles eloszltisú szállítási időpontok
kal. A rnoJPll általánosított vúltozata a
beórkezést is véletlen folyamaLként kezeli.
A llH>dflJluk a nyi1ókészlet meghat,ü.·ozására
adnak közelítő formulát.. A szerző beszámol
a modellek alkalmazásairól is.

Töl ,bkr1 llcíkes torllJOl(ísi-kés1/,loLe,,ösi 1110-
dullt vizsg,d fl. Re,npritri (Lungyelorszúg).
le,;nwrt kereslet mellett a termelési 6s kész
loLezéi;i köllsóg 11 ,i11i111u1111ít bizlosíl"ó tor-
1nolófJi"rt·o111ozést lmn,si. Különböző sLn1k
túrft,j(r köll·súgörh;lrnk 111ellulL vizsg,ílja a
,noclcllt. J(apaeiti',skodútos, ,letu1"111in.isz-
1 ilrnfl 11,udi,Jl,·I fogl1.1llwzik 1,·. h'ú-.1,ter (N l)J{)
dolgm.ata. A korlrtt nólki"ili 111odl'II frltétel
r,rn, IH'1.c·1·0 ,·gy ,.,í,rt konv<'x pol it'·, lorl, lmtá
rn,. J111•g, a költs,·gff1ggvóny 111inillllJ111út
vala11,olyik oxtromrtlis pont u,dj1.1 11wg. A 
s,.crző u,,. ula1 H //O< lulJt, korl,í.h>1/,Ö I óny,·,.ők
kcl 1,6vít,i, s lw11111LaLja, hogy IL kud,.í.tuklml
bóvítnt t, 111uJull ekvivalens az 1JrndeLi 1110-
dullol. A rnego]rlft,srn r1 legi·öviJobb út 111ód
s·,.,·1·ónok m6dosítot-t; változaLút alkalmaz
za. A lkaLrée,zkészletezós 1110dellezéséL vizs
gálj11 E. Hit1:hie (No,gy-Brih:urnin.).Az r1lkat
dsz lwl'eSlelt'.·nok időbeli alalrnlása lrú.rolll
1·?suo oszt ho.tó: az (•lső szakas,.ban a keres
lot növokvő, tt kfo,óps6 szakaw,.han kons
tanR, u, lianlll;uli k szaloisz kvruRlotc c·sök
kenő. MindhAl'om s·,rnkaszbtLn 1111ís-111ás
készlotm:ósi politikií.t, koli allmlrllnzni.

Adott ki!'<zolg,U,í,.;i szi11t,,1, biztosító (s, S) 
111orlolJL ol.-·11wz /-/. Schneú.t r (NSZK).
Meg111 lja a kiRzol ,,\,1,í.si szint lehotsógos értel
mezés,·it;, s azt az t•sotot vizsg,t!j11, amikor
11z áUagos k,·rnsll'L fJ sz,Lznlök,í,L elégítik ki.
A s:wrző az s újn;1,rnndol.Ssi pont n,eghatú
rnzús,Í,1111,k lrárnni v,Ut ozal ,íi- cll'mzi. A kész
lot,ba11 k rnndHzol" s,.i,11111,í,-ióR vizsgálatát
111utaLj1L ho /,-. Sieqel (NIH{). A 111odoll
ldsérlol,·k prngr-a, ,1jairn részlolos blokk
dingramot tul, elo,m.i az <'rn<lmónyPkPt. Tár
gy0Jj11 n, s•,:i1111d,í,c,iós 111órlsz.,,- Al,ónísosök
lwn Lő uljiinísai L.

Több 1·1·nr1(•k t·gyi"il tes ,.,,,,.]cl(;Sét elemzi
A. E. ,','ilvm· ÚR N. {I}_ .Mussrml (Kanada).
A rnndolési t',R a készlot(•zt'•si küllsóg lllini-
111t1máL biztosíló optim,\lis paramétol'érté
l{(·ket kívánnak llH'glrut,üozni. A készleL
modoll (8, n, .s) 11wd,aniz11111s SZl'rintrnükö
dik. A k(;szl..tszint, ··s a i<iszolgtilási szint
ogyi·,t,los opt i111a,li1/,tÍ.lásúval fogltdkozik Ch. 
'J'eJJfilz (J..:nnu.da). f\ prohll·rna llH'goklás,u·a
o.lgoi·ilmust ad, s snimpéldán llrntal;ja be
a lllÓdszer u.llrnl11,azástit. Többl-ermékos
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készletezési rendszerekben vizsgálja a for
gási sebességet L. Unéovszky (Csehszlová
kia). A forgási sebesség elemzését. össze
kapcsolja a biztonsági készlet, készletezési
befektetések és a rendelési gyakoriság
vizsgálatával.

'I'öbblépcsős készletezési rendszereket
elemez P. Vrat és .'{ Babu (India) dolgo
zata. A vizsgált termékek olyan alkatrésze
ket vagy részegységeket tartalmaznak,
amelyek elromlásuk esetén cserélhetők és
javíthatók. A modell meghatározza, hogy
az egyes készletezési pontokon hány alkat
részt készletezzenek, hogy a készletezési
és a javítási összköltség minimális legyen.
A vizsgálatra szimulációs módszert alkal
rnaznak.

A készletgazdálkodás és a terrneléster
vezés további kutatási területeit vázolja
fel H. M. Wagner (USA). Kiemeli, hogy a
készletezés egészét kell figyelembe venni
a rendszertervezés során, s célszerű lenne

az egyes készletezési stratégiák összeha
sonlító modelljeivel rendelkezni. Foglalko
zik a készletezési paraméterek előrejelzé
sének problémáival. Külön vizsgálati prob
lém.aként veti fel a vállalati felső vezetés
számára végzett kutatásokat: az alulról fel
felé felépített modelleket felcseréljék-e a
felső vezetés problémáit saját törvény
szerűségeinek megfelelően kezelő modellek
kel. Egy általános készletezési modellt
épít fel K. H. Waldman (NSZK). A modell
használhatóságát ismert készletmodellekre
való alkalmazásával mutatja be.

1982. augusztus 23-27 között hasonló
szervezésben tartott.ák meg a II. Nemzet
közi Készletgazdálkodási Szimpoziumot.

BARA.Ncs1 ÉvA



TUDOMÁNYOS ÉLET 

Operációkutatás a Kínai Népköztársaságban* 
A Klna.i Népköz.társaségbu,n az operációkut at ás (továbbiakban OH) helyzete az elmúlt·

évtizedekben igen hullámzóan alakult, ,,történelmileg" az OR fejlődése az országban öt
szakaszra bontható 195(i-tól napjainkig.

A beuezetó szalcaszban. (1956-57) Xu Guo Zhi professzor egy OR osztályt szervezett a
Kínai Tudományos Akadémia Mechanikai Iru.ézer ében. Az Intézet munkatársai igyekez
tek széles körben nwgisnH•l'LoLni a mődszortani alapokat - lineáris programozást, a
sorbanállási elmólctet., a dinamikus programozríst. ( ?) stb. Több gyakorlati problémát
oldottak rnog u s,.állít.ási águ,,;aLlnu1, a toxti I iparban, a duzzasztó gátak tervezésénél és
más torülot,okon. E7. volt l.ihát ttz ulupok lcfok torésének időszaka.

A népszerűsüés idészcdca ( l 9G8 GO) ogyboeeik a ,,nagy ugrás" időszakának kezdetével.
Kínában koré.bban a liagyornúnyos, i isz: a mutomat.ik ai ágakai· művelték - ezeknek nem
sok kapcso lut uk vo lt a gyuk<Jl'inlial. . 111osL a Kormuny arra buzdította a rnatematiku
sokut, hogy az ipar Ó Y a nwzőgazda.ság elö: i álló nagy feladatok 1 eljesítése érdekébon
inL1,grálják gyakorlu.1 i ,,,.Mdmónyl'kb,· a,,; t•Jrnél"to! ..Ez a felhívás nem volt, egykönnyen
teljosíl heló; talán a linc·Aris prognu u o z ú s ulkulrnazáaé.va] sikerült némi eredményeket
elérni. Az LP ebben a:,,; időszakban ünnepelt módszerré váll, jelentőségét túlértékelték
egyel:! körzetekben, példáid Santung t art.ományba.n ngymillióan hallgattak LP elöadá
sokat, ami a legtöbb főiskolán és ogyeLomon is kötelező ismeretanyag volt, A bonyolultabb
eljárásokról szintén számos előadás I mngwLL cl szerényubb létszámú hallgatóság előtt,

Az olsö OR konforoncié.t. l 960-bun Jinan-ban ta.rtot.ták 600 f6 részvételével az OR
különböző módszoroiról és a gyakorlal-i alkalmazásokról. A konferencia népszerűsítette
az új tudományt és számos további m u l cmatikus f r rdult ebbe az irányba. Az Akadémia
: _t o m ut i k eai JnLézr➔ióbon - ,1 Mechanikai Intézet operációkutatóival együtt - meg
ulakul], az Opcraoiókutatési Oszté.ly.

Az elt.úlzot.t tervek és a természeti csapások következtében beállott gazdasági prob
lémák miat L 1.961 66-br.1,n az OR területén is megkezdődött a kiigazítás időszaka, A Kor
mány folülvizsgáll,aLta a munkamódszereket a vállalatoknál, a normál ütemhez való
visszut érést kívánta meg a vezetéstől. Kiderült, hogy az OR képzésben és munkában
rószl vov6k Rzakmai ulapjai nem voltak elég szilárdak, sokan tt matematikusok közül is
viARz1..Lórl ok ,n·ndot·i LudományLorüloteikhez. Az OR-rel foglalkozók száma ogy szűkebb
niagrn esökkoni-, ők azonban jelentős elméleti munkát végeztek, folytatták az oktatást
- bnloórt vo a rnal;ematikai közgazdaságtan ismeretanyagát is - és néhányan szorgal-

11111.s,111 l,11111,i.l,~k u,z OR-rel mogoldadnó fel.adatok után a gyárakban. A Kulturális Forra
cla.10111 w.1 a mogalttpozoLtan újraindított munkát, a többi kulturális t0véknnységhez
li11Rc111lón,n 7 (-Ívre• lwf'ugyL,szLoll,a,

A helyreó/lüós·i szri.kas;; 19 72- 77 közé esik. A Kulturális Forradalom uLán alaposan
nwgváltozot tr u holyznt, sokan különböző okokból elhagyták az OR-rfll foglalkozók körét,
mások s,,;ámíiógép-lttrlományokkal kozdtek foglalkozni. A megrnar11dl OH, tábor az
c·l111úlL óvok kieseil isrnui·clnnyagának beszerzésével, pótlásával volL n!Joglalva. Az egye
t,•mi okt1l.1ásban ismúl sz(•repot kapott az OR, i.smét az elmélut és gyakor.ltd, .kapcsolatát
k1·1·ostók c1lső,;orban. A fi.,yolem az optimális tervezésre, az optimum keresés móds,,;ereire
i!;tinyu It, ,unibo11 kii lönös~n Hua Loo Keng professzor és csoportja ját szolt, fontos szorepet,
kcH uz opt im,ilis programozás módszereinek a.lkalrnazását az ország számos loriilolén
Rzo,·gal111uz1ák éA At'gílolték, nem csekély sikereket érve el <1zzl'l az ipar tcrüleién.

l ] lAG l\fn, Yr (a J(ínai Tudományos Akadémia Alkalmazott .iYfalPrnatikai lntér.el:ének
munkatársa) olőadása alapján, melyet 1981 júniusában Hamburgban Tr 9. N11mzelközi
IFORS Konft-rencián tartott.
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A fejlődés ülőszahít l 978-1 ól szárníLja ct s:wrzö, amikor a kormá.nyzat. rátért. a ,,négy
modernizálás politikájára". A ,,rnodernizáhís"-ba természetesen bcleért ik a management
korszc-rüsitését is és így számos kérdést tcsznok fúl az O l{ szakembereknek a gazdaság
minden rerü letérő l. Sok főiskolán és egyetemen alakull ak Ol{, rendszerelemzői és vezetés
tudományi tanszék ok , HY. oktatás műszaki lul'iiloton is moginclult. Az O1{-l Kínában ma
ismét fontos alkalmuzo: LI udomé.nynuk tok int ik.

Az «lőadó rész lot csen foglalkozul I az allrnl.111,11.ás I, :l'iilnl uivnl, a1nnlynk közölt a legtöbb
igazgatási és lerrrn,lési ágazatot rnogLdáljuk. Ki"diin k.iemclt o, hogy az OR allmlmazásá
ban sp.-cif'ikus k ínu.i qJjárások is vo lt uk és eunok lrnn,léhen ismuneLlo Hucc professzor
n iódszr-rét.. A professzor olő~ziir k i v á l _s z r ott nélHiny luuékony módszert, majd e;,;eket
ügy lot1gyszerűsítolto, hogy Hzélos Lii11wgHk, néliú.11y nlomit véi:;zol I om berek számára is
érthetővé váltak . .l~z11lún ngyos ki\r,.<:lnkben u. holyi vozul ők segílségével olőadásokat
szervezuu , alto.I 111ugis11wn,,t.10 u.z omberokkcl ,m,knl az nljúrásokat. Volt, olyan ,lőadás,
ahol a hallgat:ósúg JOO OOO Vi volt. A ko11kl'ét. 111111,k,'d ií és 11llmkatá,·sai ág.tzttl i sz.tkr.írLők
bevonásával kezdték, majd k imont.ok ugy gy,íd,a é:; a tapu;.;zLal,tLoklrnl uzL kiogész ítou.ék.
Az így kialakul! modull ulkul11iazásiíN.d kilc:rj,1szlnl,lék 11111nkájnlml löbb gyár.ra vagy
például az ogész kru oak odr-hu nr«, RLb. A m11,drn ROl'án (1•n11 :sznli,s<'n lolyurnut osan f'igye
Jernbo bs• t ték n gyukol'iu.l i i-;zuk,,rlllJl'rnk úsz,·n, ,·tnl,,it, luit iloí.j1íl, tt 1116dsznr gnzdagodol L
Az plmondot I 11Hí(lon Rní11ws 01-<. 111ód;;zol'I. v1·z1·I Ink ]),, 11. ;.;·1,énb{myás,.at ha, ,, könnyű
iparba, a gépipul'ba, u nwzéíg,,zdusúgbu. st nAa A gu.zdnsác;i ,,Jtínvök nu.gyok , olln.k. l'élclúul
az ,,áH,dános it11·v,·,.,mi és opl i11111rn k1llaliisi ,nödszi,r" ,Jiu11gs11 lal'lornú11yb.tn i i i liónu.p
alatt az. iparban 100 n1illió _y11an "Y''l'"s,\gniiv1:lrndésm vozul ,,1 L a I onnolé,; növ11kedéso és
a kiiltségok fojlu.go;, csökkonés11 kiiv1•ll,•·zt1ílH'11. A 1·iy,sfnrn111lé;;lm11 u,. O1~ .dkabn.tzás
•·n•dményn I. 2% niivi,knthis voll. N1'•lii'111y lal'l<>111Anylmn óó lorrnoléHi prngl'ttrn résYPként
a módszond, Plsajó.l íl ásó.I lnlinl övé I ul I ék a 11wnkó.Hok f!Y.ámó.ra is.

Az elméleli kutatá,;ok lú Lurüloli napjninkban u. niulern.tt.ikui prngru.mozás, a valósú
nííségszámílás, 1.t gráfolrnélot, és a kornbinalol'ikt1H opLirnaliz,ieió. A lrnlaLók számos szim
poziont tarlan,tk szűkebb lémákb1111. :-;ok novl\s külfiildi kul.aLó tu,rLoLL ulőadásokal,
rövid sznrnináriurnokal·, konznlláoi61rnt. az orfwígba11. Berr,e, Char,ws, DantZ'ir,, Goodeve,
lri, Jensen, Ladson, M"tz'l.lda, j]//o,rir;w:hi, jl/f,wfr11,urrr, A1orse, !rfJsen, 'l'i.tte ló.log,tl;ása
nagy lökést adotl az OR rnw,kún.tk. A kínu.i R,.ulw1nh11n,k t11clják, hogy ezen u. terüll➔ten
rna még nagy az olrnaradáR11k a f,ijh,LL ipnrí Ol'R,.ágokt/JJ. Úgy vólik, niég ni11cflonek fc:lké
sziilve nagymérnt,ű, igazán iiflti't,t'LuLL f<·ludat.ok 01{-1'1•1 való 111oguldásúl'u, u.mi ,,gy rnodtlffl
á1larnbun szerint [ik nélkülfo.hol."1,lun.

1980-ban a Kí,rni Matt-,nutilmi Tftl'Sa.Hág ngyik ú,gazal,d,1ínL nrngo.111.lrnlt a Kínai Opo
rációkutfuási Társu.Rúg, a,. Ol{i:,(: (Opo1·11Lion;; l{.os<iun.:li SocioLy of China). 1.fu.,nu,l'Osan
lét 1ehozták az ORSC.:: Lnri·duLi szervoit, if! 11 1111.gy köúguzg,.d ási köz.pontokban.

1982-re várták, hogy rnegjolenik uz <lls6 kínai Olt f.olyóimt. Az OB.SC nttgyban sugíLi
az oktatásL és az alkalmazást is. A ku1,ulók már az 1970-os évek elején folv,➔tték o kapcso
latot az JFORS-sz11l, részi, voltok uz 5. ,,s 6. nmnzetkbzi konforencián és ké,;őbb s(lk
segítségot kanlak az ORSC-nek az IFORS-hoz való csatlakozásához.
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Alll/lilÍ díj 7.98,"J 

.11 1,11t/P111!/lil.l/i /.·ii;;w1zcl1t81ír;t1111 tcrúietén. J.,if~jtetl -olcotdul « 
IPl'dr11.1;8(,(J(,/,(/, eredniémjeiér!"



I XII. Magyar Operációkutatási Konferenciáról 

1982. szeptember G-10. között Kőszegen, a Jurisich várban rendezték rneg a XII.
Magyar OperációkutaLúsi Konferenciát. A konferencia főrendezője a Bólyai János Mate
matikai 'I'áraulat Alkalmazott Matemat.ikai Szakosztálya volt.

Az évenként rnogrendezeLL konferenciát mindig nagyfokú érdeklődés kísérte, amely
ezúl Lal még fokozódott is. A részt vovők nf~gy száma és a két szekcióban elhangzott szá
mos előadás is ezt u fokozott érdeklődést mutatta. A két szekció közül az A-ban inkább
a módszertanról, a B-ben elsősorban v➔llmlmazásokról hangzottak el olőadások. Ezért
az A szekcióban inkább a malematilrnsok részvétele dominált, a B-ben a közgazdasági,
Lervezési problémé.k kal foglalkozók vallak túlsúlyban.

Mindkét szokrió niunld,já,,·n (il'vt'·11yr,:;, hogy {dtahiban érdekes, színvonalas előadásokat
he.llot t unk , A ko111·l,n·1wiu prog,·,unja i~ jó l tiikrözi a matemtaikai közgazdasági kutatás
ban az o l m ú l: évokben t.apuszr al! és ,na is ta_rt ó strukturális változásokat. E változások
egyik lc·gf'o111 osabb eleme a dot PrtniniszLikus modellekkel szemben a sztochasztikus model
lek R'l.nt't•péll(,I, növekedése. A kon f'e1·nnciá11 is felt.űnőcn nagy volt a sztochaszLikus mód
sznrnk ,\s ,110dnll1•k aránya. A doLunniniszl ik us modellezésben ugyanakkor az igényesebb
mat •·t11at i Imi i,szkiizl á ra.L Iolhasznaló nomlinoáris modellok számának növekedése figyel-
11016 .,,.,g, l•'ig_vc,l,,111,•,. mélt r) volt általában az előadók matema.t ikai felkészültsége, az
ulf5ad,isold,nn 1.apas·,.tall módszertani igényesség. Nern t.udjuk biztosan megítélni, hogy
a k o u li,n ·nc,ián Lapa,i,.I ülL módszertani. elmélyülés jól roprozont é.lja-o a magyar operáció
kut al ct EMvi 1,ít'fmdalo,n át,dLdrnlá,súL, vagy csak annak tulajdo u ít ható, hogy ozúütal a fő
rond,•,.í\ ,, M,1i,•tt1;dikai TárH1tlat volt.

. A kunÍ<·,·,·ttr·i,, 1wg1tl h-1,11111ként t1mlíLliet6 nine;, hogv a s·,. .,Jwióiilésok programja sokszor
foszílntl, tt'tlzKúl,111 ,-0!1, u.mi nlmrlúl_vozta az érdemi vita kibontukozús,'.tt. Hiányzott az
utóbbi konfr-roncié.kon b,·,·úl I és sik1Jrl arai ott lwrokaszt ,d rnegbnszélés is ..l\findez isrné
Lnlt 1·11 f'f'koti anJJ,t,k i;,,i'tl,sr:g,,ssi'·gét, liogy a J't'Ogm,rnbiwlts,-'\gok liaz,1i konferenciákon is
tön1lrnrlj,·1H,l, johbn.11 az nlt\11.clások i•lőz,,tos sz,·lr•kciójá,·tt, I ó,11,tk ,;w1·iní i csopol'tosítására,
a progrn111 n,k th· n l11kíl ásám. Úgy n)ljiik, hogy <J:r, az A s,,.,k(:iú programjának kittlakításá
~an jobban si lwr·i'tl i r a B s,.nlrnió 1rnmkáj,it, nehc•zíloll e a szvkeióülések hnLeroge111t.áse1,
BL s z t • t H.rl t,z<, (•l{í,1rlúl:lok s,.t\l Rdirá;,a 111,is-, nó.s szekcióülésokre .

. Az A H,.okl'iób,u1 ollin1tg,.ol 1 (•lflwl>isok eli1téleLi és gyakorlati szempontból érdeke~ é~
ÍOt1lo;.; kérdóAnk,·1 , izRg,\ltuk. A,. ,·lf\wlók zÖrtH' tiz opel'ációkutatás módszerLa111, clmelett
kérdósoivnl foglalkozol I. Az t·lfüi,dások ;;zél,·s r-dol-11111 tllozogLttk, kc:r,dvo a RzárníLástechnikai
algoriLniilrn,; kérdésnklwl "gés,.1·11 az ,.i,11,ílnti-,nu,lrnnalilrni érclekosségre számottartó
tétolokig: Példúu I c,g,1· t ,;lj(•s szi•k,,it',ii 1,:s lögl,dlwwt I_ a ,nM,·ixiuvorLálás problematikájá
val - Kér-i C:erzs/JII: Ujruinv,·r·túl,isi Hl radégiúk dtnLtmrlwsttn si'ilyo:r,ott. érdemszámok
~lapján, Dobosi; A 11/((/: ,-;zorzu,tnlakú mAI ,·ixin,-o,·zl'k pontosságának v.izsgálata és az
tnvm·lálás 111i1t6sítósu, 7i7,/es J,í11.01,. l{itlrn ,11ú1rixok invortsilásának mtegg_vorsítása. Több
szekcióiilésen vi·1.sgált,ík,. sztol'liHs,.tilrns progrnrnozás olméloléL ~s- algorit,mikus prob(é:
iná,t_ -. Strozirky Beál_u: A két lép!:HŐH fHirc oelias,,I ilws pr~gra~u~zas; pl'Oblerna I ~rng~ldasr
n_1ódJt11ról, C. For/r,r Janos: A sztuclt,-,s,.1 ,kus progra111ozas I·.- es l -111odoll,1e, 1'.omarrnni
Eva: LogariLrnilrnsaJJ konká,· clos,.lásfi.iggvénnyel kol'lútozoll lineáris pmgrarn~z~s(
fclacla1 mogoldásánu.k duáliR ,nerrközl'lílése, Pintér Jánus: Szlochas~Ldms opl11nal1zalas1
móclszrwck konvergencia Lulajclo~1ságt1.i. í~lmélet \ é_s gyakorla1 i szetT\ponLból is érdel~es
volt, Prékopr1. A1icli-ás cdőa.d,-'tsa. t• vélo1 lt•n ,·loszlásu J,neáns programozas1 fnladatok halar-
0\0szlásáról. Ki fejezel ton nlrnélnt i ét'dulrnsség is volt Csernátony Csaba előadása az A.rrow
felr-l leho!Rt.Jonségi tétel á!Lt1.lánosíLásáról fuz,r;y rendezések <-'SOlére.
. A szekció munkáját a ltallgalóság végig fogyelemrnel kísérte, esetenként élénk ,·ila
cY k1alakulL

l l g z i g m _ 
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A ]3 szekció, az alkalmazások szekciója iránt igen nagy érdeklődés nyilvánult meg.
Az itt elhangzott előadások áf talában valamilyen gyakorlati probléma matematikai,
számítástechnikai eszközökkel történő megoldását, vizsgálatál rnut a.t.ták be. A szekció
munkájában fontos szerepet kaptuk a népgazdaság tervezésének korszerűsítését szolgáló
matemat ikai modellozési, szárnltástechnikai kutatrisok , A számítástechnikában az adat
bankok és software esvközök egységes, integrált n:nclsz,-,rének rnegteremtésére rörek
szenek. Ezt jól példázza. az a munka, amelyről az Országos Tervhivatal Számttástcchnikai
Központjának munkatársai számoltak be. ,,A torvczőmunku korazerűaítése" munka
program keretében kidolgozotL JYJJ~ST.KR (Makromél'lugek Egységes Számítógépes Ter
v-zési Rendszere) r;élja. a tervkoordináció gépesítés,·, a rnegolclás rugalmasságának, haté
konyságának növelése érdokébon. A,,; olőudók bemu tat.tak tt7. (>ls6 vál toz.a.t főbb jellemzőit,
egy<'s része ii , így az alkalrnazot.t közgazda.sági fogaJrn i hi vat.kovásokat , az input rendszer
párbosvédes t.áblakozolő programrendszerét (T]NJ.), a központi adur.tarat és a koordiná
ciós számítások éR nhmizÁs"k \sszldizF>ÍI,. Munkájuk kapcsolódik u.hhoz 1,t 'I'crvhivatn.lban
széleakörűcu folyó tovékenységbez, amolynok célja a tervezés i 11 formációs hátt orének
kin.lak í: ása, számít ógépo« udutkov.olési roudszruok kidolgozása. Hasonló kisérlet.ck folynak
a MEM STA GEK-bttn. A MEJV[ I orvezéai rendszere is 1.1, különböző idóiaa-tamú u-rvek
nwgalapozásál ,;zolgó.16 információs l11'it,t-érniak, a modullok nok és más elemzési eszközök
nek a ,w·rves egysége. A RzáiníL6gépoR I f'l'VHzéR sokré: íí 1·nll·11i,,-;7,nálási lohr.töségét jól
példázva uz a kéL elöudás, arnolyok mikroszintű p1·oblérnúk - balatoni szennyvfvt.iezt.It ó

l'l·ndszerok b11n1.házúsn, út budwli1LlW6Ríl és és ko,·sr,c:dísíl ési t111111kálal ok -- lerv<'zésére
J,iclolgozoLt inl<:rakl ív p1·og1·1,1,m1·encbz1,rl. 1111.1.lal tt1k ho. f\7. ,1dttLbankok és allmlrnazási
rondszerok összek1.tpcsolúsa maln·o ós 1nik1·0Rzit11.<,n ugyará11t kii7.v,,llon lrnpcsolatb,:u1 van
a te1·vu,1ési é;; döntési gya.lwl'luttul és végs/í 1,t'•ljn ,í.llalában az, hogy a sdtrnílásLol,lluiká
hoz kevésbé éri ők is könnyon ni kalmuzhu.sRák.

_-\. t(IJ'Vnzést szolgáló malnmat ilmi p,·ogn.,mozási n10J.,.lluk r,gy t',j i,·án,vzaláL jnln11t.ik
azok <L l<Lltal:ások, anwlyok 1.L7, állalánoR c:gyc:nst'ilyolnv\lc:l n111t1,111atilrni 0R·1.kö,Járál pró
bálják alknlmazni. Az új mócls?,orl,,ni 111ugköznl.ílós lnlwt/ívé tos7.i, hogy a rnár gyakol'Í
Ji rwó.1.·is prognirnozási f'oluclul okon t ú I bo11ynh1 I.I nnn iii 1H;ú1·is 1nocloll<-1knl iH f',•.ll1uS7,nálja
nak. E 1érnakörbo11 löbb 1·lőad1í,s i:; 1>lltungzol l. A l'ór-i'J'ú,ák -Zalai szorzöhál'111as mog
mutattt1., hogy u, l1·glöbb nrnnli11oá1·iR közguzrlus;i,gi 111od,·II ugy sajMos progra,nozó.Ri
feladatnak [,•kintlwlíí úi; ogzakt11I 111ogolclh1tl6. llú11111l11,llu,I<, hogy a folytatásos vagy
hornol ópia 1t16dszol' alkalmazásá,.al lt,l,ol ősóg n:dli k 11z i I ,,i•áoiós nlj1irús közga:.1d,1.sági ó1·I ol
mezéséro is. };gy 1lláRik olőarlás 1,1, gyaknr·ln.1 i nllmlrno,zAs sziíiná.J·a, oddig .még fol16r Í{,llkéi,L
tekinLHtt, ugyanakkor umn érdnktnlon Nc:wnan11 n10d1'lltd, annak JY[orislii,n,i-f,ilo ,í!Laló.
nosításával foglalkozott. Az ngziRztm1C:i1tlúlul<'l,nt. a l\.alrnlu,ni tólnlre tá,naszkoclv,, l,izo
nyítja és így a modell lárgyaláRa nagyban 1.,ngyszo1;GAödik. A. rwm.li11eá.1:iR egyo11,;1'.dyi
nwgközHlí(és íllupr·Rntén1·k lokinlhot/í u nr·inlinnáriR Al(M, 11111nlyr6l Bod Péter (adott.
,,16urlást. ná,· icz _,f ;;:1.nk('ióhn lwri'ill, 111<'1dH?,nt·lanilng nlt"i1(•7, a lé1111J.J<i\rhö1, ltu·t.01,ik az
q;,ynnsúlyi progrnrnozár-; ÚR n liihlw,\li', opl i111u,li?.1Í1•i(1 ngy (1jR,:nr(í 1;_,11,11sz11;\.lás;\I bf'in11tató
.1-l.1z/a/us- l'Ó1' t116udá,; is.

Hagyornányos I irn·1iríR prngru111oz1ÍRi idurfo I ol, ÍR ;.;z<·n·poll l'k a,1/, ,, 160.dósok kfo.ött.
Az 1-•gyik IL-gérdt:l,r•;.;1•bb<'I, az i:nn.rgcl iht l,o~;;,,t'il rí v(1 fi-j l<'Bzl ésétH'k v1·gyr•s-11gészértékű
llineári!:l p.rograrnoulsi rnocl, ·lljót n,z OT '.l'ol'vguzdHHti.,;i J ni 1íznl ébu11 dolgozták ki oz Ipari
F6esoporl }~1ll'rgul i.lrni ÜAzlúlyúvül "/{yí'1I l111iílJ,d,·n. A mod.,JI 1nl1d;;z<·1·l1111i úrdolwRsógéL
a rcnclkívi'il ritka ugyiil t lttdl1 111tí.trix jnl,·nl i.

A ,;7,1 •kuió prngrnrnj,i,n,,k t11i111 ngy /i,löl Hi.I rnil11u,1,t ilrnfl 1116dsmrnk ÓH modoll.ópíté,ii
dőad,isok alkották.

,-\z MJCKE: MSZJ rnu11lw,l,í.1·Htti 11 ul11rsínr111111,lízi,; ,1.lku,l1111vzúsún',l szó.rnullo,k bu ki'dönf'él<➔

p1·ool1í1111ikrn: kószlotniodollok 0Rzí1ilym:f1R,1, ip1,1,r~z,,,.k, ..1.ot 1.,t·iilot.i ki"ilönbségoi, ip11r
vállalatok mérlogadt1,Lceinak strukt.i'.mija. Módswrl1.111il11g ho1,Y,áj11k k,.1pesolódik a L'énz
ügyniinisúériwn rrrnnkatársttinak (-illfaclárm 1.t 111órl1,gsl l'llklúrn és 11, vállalatLípuso.k ol11rn·
zéséről. lptu-vállalatok rnél'ieg,.1,clalai1111k ruatomali.lmi-sl1,1,tiszlik,1i vi7.Sgála,l.aiv11,I még két
el6adó.s foglalkozoLL. Igon ó1·dolrns lflt I, vol nu, a többoldalt'.1 - faldor1:tr1u.lízisoR, clwit,er
ana.lízisr·s és ökonom0t1 iai I nogközolít.ésnok, a Rznrzők kövfrl k(1,1I ot éS(1inok össmvotése
egy srnf,cióüléson bnlL"il. Sajnos a program orro num nyújlot t J.,Jwt6ség0t. Móds,.ortanát
rnkint vn csak részben l.nrl.ozi k ubbíi a osoporLba az uggrogáció kérdéskörévul foglalkozó
.,Jőadás. A szerző az aggr(·igáoió hatásának méréRéni i nformációelmoloti rné1·6s·1.árnot
alkalmazott, kereste a minirmílis i11forrnációvoszt0Réggel járó aggrogáoiós utakut", bemu
tatta, hogy eznk gyakorlati rnngh1.1tározáflá,hoz a ('lnsLoranalíziR ogymi mód,;zeroi lrnt.éko
nvan alkahnazhalók.

• Az ökonometriai tárgy(, olőadások o l.11dománylorület Rz6Jes skáláján helyozkednek el.
Új módszNtnni kfsél'let okL61 konkr6L modollok ismorteléséig mindenfajta el6adás el hang-
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zot.t , Ismét felsz írn-e kerültek a hazai ökonomeu-iai kutatás körüli problémák, vitatott
kérdések, anélkül azonban, hogy ezek korrekt, tudományos megvitatására mód nyílott
volna.*

Egy módszertani kísérletről, a dinamikus faktoranalízis mátrixfolyam.atokra történő
általánosításáról és ennek alkalmazásáról tartott előadás több résztvevő érdeklődését
felkoltette. A kutatás az OT Tervgazdasági Intézetben és a Számítástechnikai Központ
ban folyt európai tőkés országok közgazdasági makrokategóriák 1953-1979 évi idő
sorainak felhasználásával.

Az ökonometriai modellek paramétereinek idősoros és keresztmetszeti adatok össze
kapcsolásával történő becslése igen érdekes kísérlet, számos területen hatékonyan alkal
mazható. Az ilyen tárgyú előadásokban megfogalmazódott negatív következtetések arra
utalnak, hogy még számoa módszertani kérdést tisztázni kell.

Az ökonomet-iai modellépítés hagyományos útját követte Subicz Péter egy rövidtávú
modell megalkotásániil, de törekedve ugyanakkor arra, hogy a modell jóságának mate
ruat ikai-atut.isz.tikn.i kritériumái is biztosítsa. Erdekes a reál és pénzügyi szféra összekap
csolása, ('gyes gazdasági szabályozók szerepeltetése. Ez lehetővé teszi, hogy a modellt
gazdaságpolitil-mi ez inruláoióra és regyéb tervezési célokra, is fölhasználják.

Di nami k us gazdasági rendszerek vnzérlésének g_yttkorlali alkalrnazásától még távol
vagyunk. Num vék-r !Mn, tehá.r, hogy o témakörben két clméler i - módszertani előadás
l1augzol,I .d, az egyik az opt irnális konkáv vozérlőfüggvényekről, a másik általános nem
lineáris vozér'lési problémák megoldásáról. E két előadásnak inkább a7, A szekcióban
lett volna holy». S7.írwRítoi te a B szekció folklórját Nam; Ferenc=Seebauer Imre: Bolyai
JánC's dialok I ikáju és d ialuk í.ik us rondszerszemlelotének alkalmazása ... című előadása.
A szorzók Bólyui swllomi hngvat éké.nak 1uogőrzésérn és .rlkalmazásare szólították fel
,t hallgutósagot .

Végnz(dül szorot.nőnt, 1nog_jogyez11i, l1ogy a feslői környezet ellenére a koz:iforencia
munkafr.lt ét olei nem voltak minden szempontból kielégíiőok. AB szekció ülései például
a városi tűzoltózenekar szűk szertárában zajlottak, ami ugyan lehetővé tette az előadok
és a liallgai óság közi i köz vot 1,➔n kont.ak t.ust , de megnehez ítc! Le a7, odafigyelést, a nagy
számú hallg-u,lóság ulmélyült. rész.vétolét a szekció rnunkajába.n.

J\1EDVEUYEV PÉTER Vr,.LLAI GYÖRGYI

"' Az ökouomet.riui Lárgyú szekcióülések ,folytatásái~a:k tekinthetö biz011rus értelemben
az a korekaeztal mcgboszélée, amelyet októberben a Közguzdasági T,~rsasag Alkalmazott
Maünnatikai Szakosztálya rendezett a Kossuth Klubban, és amely JÓ alkalomnak bizo
nyult az eltérő nézőpontok ütköz.tet ésére, a félreértések tisztázására.

11*
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