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SIMONOVITS ANDRÁS

ó ö v e k e d é s b s z a b á l y o z á s é s f e s z ü lt s é g e k e g y n yi t o t t 
s z o c i a l i s t a g a z d a s á g b a n 

1. Bevezetés

Ez a dolgozat, akárcsak elődjei, KORNAI [1982] (rövidítve K,J) és KoRNAI
S1MONOVITS [1983] (rövidítve KS) a kelet-európai szocialista országok növe
kedését, szabályozását és feszültségét elemzi. Mindhárom modell alapgon
dolata a következő: A feszültségek a készleteknek, a kapacitásoknak, a külső
adósságnak stb. a függvényei. A rendszerben azért keletkeznek feszültségek,
mert túlzott a beruházás és az import. A feszültségek viszont csökkentik
a beruházási, a termelési és a külkereskedelmi hatékonyságot; és módosítják
a tényleges beruházást, importot stb.

Megközelitésünkben a feszültségek nem szubjektív hibákból fakadó ideig
lenes jelenségek, hanem bizonyos gazdasági rendszerek állandó és fontos jel
lemzői. Elméleti következményként különös figyelmet szentelünk azoknak a
növekedési pályáknak a vizsgálatára, amelyeken a _4űÖü 07űé 5 á 00w<! ó ó 
Az említett három dolgozat közös vonása, hogy a klasszikus <ö P484! é ű40dD<é  

04747 (lásd HARROD [1939), DOMAR [1957] és KALECin [1982]) alkalmazza w 
űÖÍ · Rw0Rű7w 5wÖ! wűá 5 04RDó d; w5{wDá Öó 40; é 047é D4 (lásd pl. KORNAI [1980]).1 (E
megközelítést bírálja DLOUHY [1984] és különösen DLOUHY-KLAUS [1985].)

A három dolgozat a közös elméleti keret mellett különböző feltevéseket és
egyszerűsítéseket alkalmaz. KJ nagy hangsúlyt helyezett a 8é ű040747é ű48 mo
dellezésére (pl. amelyek a beruházási folyamatban jelentkeznek), de elhanya
golta. a csökkenő hatékonyság és növekvő beruházási hányad 6Í űűÖú 7á Pú irány
zatait. KS és a jelen dolgozat viszont a késleltetéseket hanyagolja el, de nagy
szerepet biztosít az említett hosszú távú változásoknak.

Természetesen vannak különbségek KS és a jelen dolgozat között is. 4 * 
höz hasonlóan KS egy Öá D7 gazdaságot vizsgál, és annak belső struktúráját
meglehetősen részletesen elemzi. Ezzel ellentétben a jelen dolgozat egy <{R7Í 77 
gazdaságot modellez, és elhanyagol bizonyos belső összefüggéseket. (Részletes
összehasonlitást, n, 9. lábjegyzet tartalmaz.)

A zárt modellek alkotói maguk is kiemelték modelljeik ,,kinyitásának" a
fontosságát, de jobbnak vélték a kutatást zárt modellel indítani. KS 260-
2(11. o. érvelése szerint a külkereskedelem bevezetése ... ,,feleslegesen meg
terhelné az első expozíciót" és ,,emelJett kívánatos is, hogy a probléma vizs
gálatát olyan modellel kezdjük, amely a beruházási folyamatra összpontosítja
a figyelmet, mert itt van a szocialista gazdaság működésében és növekedésé
ben tapasztalható szabályosságok magyarázatának a magva".

1 További hiva.tkozésokac tart.almaz KoRNAl [1982] és KS.

l Fz i g m ab 
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A nyitott modell előnyei a zárttal szemben nyilvánvalóak, különösen egy
olyan kis ország esetén, mint amilyen Magy,1rország. A modell közelebb kerül
a valósághoz (esetünkben Magyarországhoz), és alkalmassá válik arra, hogy
segítségével elemezzük azt a fontos kérdést is, hogyan oszlik meg a feszültség
a belső és a külső szféra közt (lásd BAUER [1981], KüRNAI [1980] és LACKÓ
[1980]).

Láttuk tehát, hogy mindhárom modell nagyon megszorító feltevéseket volt
kénytelen alkalmazni. Ennek ellenére a modelleket csak részben tudtuk ana
litikusan vizsgálni, s kisegítő eszközként számítógépes szimulációhoz kellett
folyamodnunk.

Félreértést elkerülendő megjegyezzük, hogy a három modell egyike sem volt
ökonometriai modell. A paramétereket nem becsültük, hanem intuitíve válasz
tottuk. Elméleti modelljeink hosszú távú kérdésekre összpontosítottak, és szá
mos olyan rövid távú problémát figyelmen kívül hagytak, amelyek nélkülöz
hetetlenek az ökonometriai modellezéshez. A létező ökonometriai modellek pl.
BURKETT és tsai [1981], HEWET'l' [1980], MARRJ£S1£ fl981] és PüRTES--WINTJm
[1980] éppen emiatt alkalmatlanok céljainkra.

Reméljük, hogy az alkalmazott numerikus modell ad hoc jellege ellenére
szimulációnk hozzájárul a kutatási terület jobb megértéséhez. Egyébként ha
sonló módszert alkalmazott KAPITÁNY [1981] és NGUYEN- TURNOVSKY
[1983], akik bizonyos ,,minőségi jellegű" állítások bizonyítására elméleti szi
mulációt végeztek.

A Bevezetés végére érve körvonalazzuk a dolgozat szerkezetét. A 2. fejezet
a modell magvát tartalmazza, és ismerteti a dolgozat W analitikus eredményét:
a feszültség vektor dinamikáját a többi hánya<losváltozó függvényében. A 
3. fejezet a modell lezárásával foglalkozik. Ismertetjük a reakció-függvé
nyeket, amelyek a szabályozhatatlan és szabályozható változókat az idő
és a feszültségek függvényében adják meg. üt egymással versengő stratégiát
vezetünk be, amelyek a feszültségek elosztásában különböznek egymástól.

A 4. fejezetben beszámolunk az alaphalmazzal végzett szirnuláoióról. EW
ször a numerikus adatokat ismertetjük, majd a szimuláció eredményeit mu
tatjuk be. A fő minőségi megállapítás a következő: erőltetett beruházás növekvő
feszültségek mellett nem kifizetődő.

Az 5. fejezet a móclositott paraméterekkel végzett futásokat ismerteti, melyek
segítségével. megvizsgálhatjuk a 4. fejezetben kapott eredmények érzélceny
ségét. Figyelembe véve dolgozatunk elméleti jellegét, elméletileg érdekes Rpe
ciális eseteket vizsgáltunk (pl. az egzogén beruházási hányad állandó, a kamat
láb változatlan stb.). Néha a kapott eredmények csupán mennyiségi infor
mációt nyújtottak egy minöségileg nyilvánvaló tényről, például arról, hány
százalékkal nőtt volna a fogyasztás az alapfutáahoz képest, lm az egzogén
beruházási hatékonyság nem csökkent volna. Má8 esetekben azonban meg
lepő következtetések adódtak (pl. ha a kamatláb meredek emelkedése elma
radt volna, a D stratégia fogyasztása akkor is alig emelkedett volna az alap
futáshoz képest, mert a relatíve csökkenő adósságteher nem kényszerítette
volna ki a beruházási hányad csökkenését).

A Függelék egy bizonyítást tartalmaz.
Köszönetny'ifoánítás. Külön köszönettel tartozom Kamai Jánosnak, aki a

témakörben mint kutatótársát vezetett be. Mély hálával tartozom John Bur
kettnek egy rokonmodell ökonometriai elemzéséért és a dolgozat egy korábbi
változatáról szóló mélyreható bírálatáért. Halpern László, Kapitány Zsussa,
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Király Júlia, Kőrösi Gábor, Lackó Mária, Martos Béla és Vincze János értékes
tanácsaikkal támogattak a dolgozat írása folyamán. Természetesen minden
felelősség engem terhel a dolgozatban maradó bármely hibáért. 1

ül 1 m o d e ll m a g v a 

2 .1. Alapfeltevések

Itt csak felsoroljuk az alapfeltevéseket, (részletes indoklást KJ tartalmaz).
A további speciális feltevéseket a modell leírásakor ismertetjük.

ll Létezik egyetlen egy hornogén makro-termék, amely exportálható és im-
portálható, továbbá termelhető, fogyasztható és raktározható. ·

2. a) A hazai termék ára rögzített és állandó; b) az export- és az import á r 
időben változhat.

3. a) A pénznek nincs explicit szerepe a gazdaság belső szférájában, b) auto
matikus hitelmechanizrnus biztosítja a külkereskedelmi hiteligények finanszí
rozását.

4. Egyetlen termelési tényező van: a beruházás által létrehozott állóeszköz.
A munka és a műszaki haladás nem játszik explicit szerepet a modellben.

5. Az idő diszkrét változó, s a modell paraméterei folytonosan differenciál
ható függvények.

6. Egyszerű késleltetés érvényesül bizonyos folyamatokban.
Megjegyzé.sek: (i) Néhány feltevés, mint pl. a homogenitás és a folytonosság,

megszokot.ta.k az irodalomban. A szocialista gazdaságban azonban a homogeni
tási feltevés kevésbé elfogadható, mint a kapitalista gazdaságban, mivel szé
leskörűek a hiányok (vö. KoRNAJ [1980]), és megosztott a külső piac (lásd
Hzwm-r [HJ80]). Végül, az áru és t1 szolgáltatás aggregálása eltorzítja a be
ruházási hatékonyság mutatóját (lásd AUGUSZ'l'INOVICS [1!)8lb]).

(ii) Más feltevések, pl. a rögzített hazai árak és a pénz nélküli gazdaság, első
látásra sokkolhatják az olvasót. Ezek a feltevések azonban nemcsak egysze
ríisítő technikai eszközök, hanem visszatükrözik a pénz gyenge szerepét a
szocialista gazdaság termelési ó,c, beruházási döntési szférájában.

2 .2. Változók2

A rövidség kedvéért a t változót gyakran elhagyjuk, s a késleltetett (vagy
siettetett) változót a - l (ill. a, + f , alsó indexszel különböztetjük meg.

V = készlet. Technikai okokból a készlet hagyományos kategóriáját két
részre osztjuk; nevezetesen input- és outpiit készletre. Kizárólag az utóbbit fog
juk készletnek tekinteni, mfg az első változó növekményét a beruházás kate
g6riájábt~ soroljuk.

Y = nettó lcibocsátáe, vagy egyszerűen kibocsátás.
e = fogya.sztá.s.

2 Jelölési elveink: Abszolút mennyiségeket latin nagy betűk jelölnek, relatív mennyisé
geket u megfelelő Ju.tin kisbetűk, Egzogén, illetve szabályozási értékeket a megfelelő
t 'ny leges értékek t6l ,, -rnal különböztetünk rncg. További részleteket ,i, megfelelő ponto
kon köztünk.

1 *
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I= beruházás. A készletnél mondottakkal összhangban, állóeszközök és
inputkészletek felhalmozása alkotja a beruházást. E ráfordítások egy év ké
séssel növelik a kibocsátást.

B = kibocsátási növekmény.
A = a nemzeti jövedelem belső felhasználása.
M = importvolumen.
X = exportvolumen.
q = importár( index).
p = exportár(index).
r = nemzetközi kamatláb.

W = külső adósság, pontosabban: fölhalmozott külkereskedelmi deficit.

Megjegyzések: A 2. feltevéssel összhangban, V, Y, A, C, .l, B, X és M állandó
hazai áron van mérve, r mértékegysége 1/év, s a fennmaradó p, q és W nemzeti
valutában van mérve (azaz folyó árakon).

2 .3. A modell azonosságai

Bevezetvén a modell változóit, rátérünk a modell azonosságainak az ismer
tetésére.

Mérlegegyenletek

Belső felhasználás:

Készletváltozás:
A= Y +M-X.

dV=Y-1--C-X+M.
Kibocsátási növekmény:

!.'IY = B. 
Külső adósság változása:

,dW=rW--pX +qM.

( 1) 

(2)

(3) 

(4) 

Hányadosváltozók

A fenti változók bizonyos hányadosai fontos szerephez jutnak modellünk
ben. Egyelőre elnevezésüket és képletüket soroljuk fel:

Készlet per kibocsátás hányados":

(5) 
Beruházási hatékonyság:

Beruházási hányad:

Fogyasztási hányad:

b = Bil, 

i = T/A.

e= C/A.

(6) 

(7) 

(8) 

3 Későbbi egyenletek matematikai egyszerűsége érdekében a szokásos kőszletforgasi
sebességet (Iásd pl. KS) reciprokával helyettesítjük.
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Külsó adósság per export hányad:

w = W/p-IX- ]·
Export (volumen) hányad:

Im port( volumen) hányad:
X = X/A.

m = JJ!l/A.
Belső felhasználás aránya (a nemzeti jövedelemben):

a = A/ Y = 1/(1 - m + x). 

l-59

(9)

(10) 

(11) 

(12) 

2.4. Alapegyenletek

Célszerű lesz megszabadulni az eredeti abszolút változóktól, s dinamikus
egyenleteinket relatív változók (hányadosváltozók) segítségével kifejezni. Új
egyenleteinket alapegyenleteknek fogjuk nevezni.

1 kibocsátás növekedési ütemét g-vel jelöljük:

g = Y/ y- L - I.

A Harrod=-Domar képlet4 szerint

g = b_ 1i_ 1a_ 1 > 0. 

Most már közölhetjük az alapegyenleteinket:

V+ 1 == ~ + (1 - i - c)a, ahol y = g + 1, 
y 

és
op: 1a- 1 x_ 1 qmw+ , = ----'----'"-------'------'C- w + - - 1, ahol e = r + 1.5

ypax px

(13) 

(14)

(15)

(16) 

Lemma: A (15)-(16) egyenletek a modell azonosságai, melyek elvivalensek
(2j-vel és (4)-gyel.

Bizonyitás: lásd a Függeléket.

Megjegyzés: Miután levezettük az alapegyenleteket, teljesítettük első fel
adatunkat: megtaláltuk azt az egyenletrendszert, amelyben kizárólag hánya
dosváltozók szerepelnek.

'
1 Mind a matematikai kezelhetőség, mind a közgazdasági logika a következő feltevést

indokolja: egy adott év beruházási ráfordítása a következő év kibocsátását növeli arányo-
san. ,

6 Aw dinu.rni kájá.t. FILATOV-.iWATTIONE [Hl85] egy sokkal egyszerűbb modellben ele
mezte.



160 SIMONOVITS ANDRÁS

3. A modell lezárása

3.1. Reakciófüggvénye!c

.A klasszikus növekedéselméletben b, p, q, i, e, x és m értékét rögzítenék, s
ezáltal (15)-(16) két, egymástól független lineáris egyenletre bomlana.
Ekkor v1 és w1 dinamikáját könnyen lehetne elemezni: a stacionárius (vagy
normális, ill. egyensúlyi) v és w állapotpár meghatározásán túl a következő
egyszerű stabilitási feltétel adódna: r < g, azaz a kamatláb legyen alacso
nyabb, mint a növekedési ütem. Ez a megoldás azonban alig segítene El szo
cialista gazdaság jelenlegi komplex problémáinak a megértésében.

KJ-t és KS-t követve mi is föltesszük, hogy a szóban forgó hányadosvál
tozók nem állandóak, hanem az idő, v és w függvényei. Mielőtt azonban defi
niálnánk e reakciófüggvényeket, némi magyarázattal szolgálunk.

Már a Bevezetésben hangsúlyoztuk, hogy megközelítésünk központi eleme
a feszültségekre való reakció.

Feszúltséqelc

Modellünkbe két feszültségváltozót vezetünk he: 1/v legyen a helső fe
szültség (röviden: BF) mutatója, míg w a külső feszültségé (röviden: KF). 
Valóban, normális körülmények között minél nagyobb I/v értéke, annál gyor
sabb az outputkészletek forgása, amely a hiány nagyobb valószínűségét sej
teti. Hasonlóan, minél nagyobb w, a külső adósságnak az exporthoz viszonyí
tott értéke, annál valószínűbb a fizetésképtelenség bekövetkezése."

Az egyszerűség kedvéért más feszültségmutatók - pl. a kapacitáskihasz
nálás, vagy a beruházási kötelezettség relatív értéke (melyeket KJ és KS
alkalmazott), mint BF, sem a konvertibilis valutatartalék relatív értéke, mint
KF -- nem szerepelnek a modellben.

Szabályozott és szabályozatlan változók

A feszültségvektor és a hányadosváltozók közti kölcsönhatás leírásakor a
hányadosváltozókat két csoportra osztjuk: (i) szabályozatlan változók csoportja:
beruházási hatékonyaág, export- és import ár, kamatláb; valamint (ii) szabá
lyozott változók csoportja: beruházási-, fogyasztási-, export- és importhányacl.7
Mint később látni fogjuk, ez a, felosztás csupán feltételes, s mint ilyent, nem
kell túlzottan komolyan venni.

1 továbbiakban föltesszük, hogy a szabályozatlan változók késés nélkül
reagálnak a feszültségekre, míg a szabályozott változók egyéves késéssel. ( e 
mi a reakciók iránya?

6 Feltevésünk meglehetősen leegyszorífaített. Valójnbun iv magas értéke jelezhet egy
pusztán időleges eladósodást, amelyet egy sikeres exportoffenzíva követ. (Ugyanulckor
ne felejtsük el, hogy a ma fizetésképtelen országok mindegyike hajdanán ezt az érvet
használta!) Hasonlóan, v alacsony értéke u, kínálat nagyon hatékony megszervezéséu is
jelezheti, ugyanakkor v magas értéke hatalmas eladhatatlan árutömeget is takarhat. De
outputkészletekre összpontosítva ezek a torzítások kevésbé jelentősek, mint ha a teljes
készletet tekintenénk.

7 KJ-ban és KS-ben hasonló különbséget tettünk reál- és szabályozá8i változók között.
Bevezetvén azonban az árakat és a kamatot, e felosztás érvényét veszti, hiszen árválto
zóink sem nem reé.l-, sem nem szabályozási változók.
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Valószínűsíthető, hogy a feszültségeknek negatív (vagy nulla) hatásuk van
minden szabályozatlan változóra. Feltesszük, hogy a beruházási hatékonyság
és az exportár reagál, míg az importár és a kamatláb nem reagál a feszült
ségekre.

Bonyolultabb a helyzet a szabályozott változókkal. Feltételezhető, hogy a
beruházási-, a fogyasztási- és az exporthányad negatívan reagál a belső fe
szültségre, míg az importhányad pozitívan. Hasonlóan feltesszük, hogy a be
ruházási- és az importhányad negatívan, míg a fogyasztási- és exporthányad
pozitívan reagál a külső feszültségre.

Időben változó függvények

Eddig szót sem ejtettünk arról, hogy az idő nem csak a feszültségváltozáson
keresztül hathat a többi hányadosváltozóra, hanem közvetlenül is. S valóban,
a gazdasági valóság ismeretében célszerű föltenni, hogy a reakciófüggvények
időben változó függvények. Például Magyarországon a beruházási hatékony
ság és a cserearány romlását csak részben okozták a fokozódó belső és külső
feszültségek, más részük egzogén okok következménye volt. Azt mondhatnánk,
hogy az osztrák cserearányromlást kizárólag egzogén tényezők okozták, s a
magyar és az osztrák romlás közti különbség vezethető vissza a megnöveke
dett magyar feszültségekre.

Hasonló megkülönböztetés érvényesíthető a szabályozott változóknál: a be
ruházási hányad értéke kis és nagy feszültségnél is megegyezhetett, mert a
beruházási hányad szabályozási értéke megváltozott.

Specifikálva az időben változó reakciófüggvényeket; a következő feltevé
sekkel élünk: mindegyik reakciófüggvény három tényező szorzata: 1. az egzo
gén vagy szabályozási értéknek nevezett időfüggvényé, 2. a belső feszültség
függvényéé és 3. a, külső feszültség foggvényéé.

Célszerű, ha a változó és az időfüggvény dimenziója megegyezik. Ezt a leg
egyszerCíiJIJen úgy valósíthatjuk meg, ha a feszültségváltozók standardizálva
vannak. Tegyük hát fol 11z időben változatlan cél-feszültségek létezését (jelöl
jük: 1/v és w), és definiáljuk a relativ feszültségeket a következőképpen:

I v , ~ w--::: =- es w =-=-·
U V W 

sf c, 

A feszültségfüggvények legyenek a relatív feszültségek hatványfüggvényei.
Ily módon a kitevők rugalmassági együtthatók lesznek; pl. sP, w lesz az exportár
rugalmassága a (relatív) külső feszültségre vonatkozóan. (Megemlítjük, hogy
az abszolút és a relatív feszültségre vonatkozó elaszticitások egymással azo
nosak.)

Összegezve:
(18) 

ahol 1: = O a szabályozatlan változóknál, míg -r: = f a szabályozott változók
nál. (Figyeljük meg, hogy 1/v helyett v-t írva, a rugalmassági együttható elő
j e l e megváltozik!)

Szükségünk lesz még a következő feltevésre. A kezdeti feszültségek egyenlőek
a cél-feszültségekkel:

v0 = v és w0 = w. (19) 
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Ekkor az állandó feszültségü (röviden Á]') pályát u és p(u) egyenlősége jellem
z1. 

További egyszerűsítő feltevésünk a következő. Mindegyik időfüggvény
alakja:

ahol 0 < Sü < I.
Könnyen belátható, hogy P0(u0, u= , s11) = u0, P=(u0, u= s,:;) = fi= és F'1 

nő (csökken), ha u0 < u= (vagy u0 >u=)-
Mielőtt ismertetnénk a reakoióegyenleteinket, két módosításról kell szólnunk:
(i) A beruházási hatékonyság függ még a beruházási hányadtól is, pontosab

ban (ia/íá)•b,1-tóI, ahol ia = lf Y és í, a az i és a változók cél-értékei. Valóban, 
a neoklasszikus közgazdaságtanban (lásd P:rrnLPS [1961]) a beruházási ható
konyság fordítottan arányos a beru házási hányaddal, függetlenné téve a növe
kedési ütemet a beruházási hányadtól: eb;= áfl Ezzel szemben a keynesi
gazdaságtan szerint a beruházási hatékonyság független a beruházási hányad
tól: eb; = 0. Megfogalmazásunk a fenti két esetet mint szélső eseteket foglalja
magában. Vegyük figyelembe, hogy (J,.1)-gyel iisFJzhanghan a beruházási haté
konyság nem I/A-tói, hanem J/ V-tól függ.

(ii) Az importhányad függ még a beruházási- és a fogyasztási hánya<l súlyo
zott átlagától - (i + <pcc)/(í + rcc)-t61 - is, hiszen a beruházás importigénye
különbözik a fogyasztásétól, az elöbbi jóval nagyobb mint az utóbbi.

Végül még egy egyszerűsítéssel ölünk: megkerülve a külkereskedelmi árak
helyes mérésének a problematikáját,8 önkényesen rögzítjük az irnportára.kat.
Ekkor az exportár egyenlővé válik a cserearánnyaL (amelyet z-vel jelölünk),
a névleges kamatláb pedig a reálkamatlábhal.

Most már tényleg ismertethetjük 11 reakcióegyenleteinket.

(20) 

Reakcióegyenletek

Beruházási hatékonyság:

Importár.

Exportár (cserearányok):

Reálkamatláb:

Beruházási hányad.

Fogyasztási hányad:

Exporthányad:

q=l 

r = F(r0, '"'' s,) 

bS á l bésé S 30) v"<;,,, ÍJ1•i.w
r; - .L' r;Q, ú,...,,_1, I -1 -J

(21) 

(22) 

(23) 

(2<~) 

(25) 

(26) 

(27) 
8 A külkereskedelmi adatok dof'inícióju a lehető legzavnrosubb probléma JVla,gy,1.rorszá

gon és más szocialista országokban. A hivatalos adatokat forintban adják meg, 1.u11ely
nem konvertibilis valuta. Tehát a közzétett folyó külkereskedelmi mérleg nem túl rele
váns. Az igazán hasznos adat a dollárban megudo et adósságállomány lenne, dc még ezt
uz adatot is torzítaná ,1 mesterséges dollár/rubel átváltási kulcs ulkulmazris». Egy mcgre
lel6 megoldás a két külkereskedelmi szféra adatainak elvála.sztáRát követelné ,neg.
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Importhányad:
i + <fcCm == 1<1(ní0, irL=, s,n) ~---V~ní U,~'.i'" 
[ + rpJ;

Megjegyzés: Könnyen látható, hogy modellünk rekurzív, és bármely para
méteregyüttes mellett egyetlen egy megoldása van. Valóban, v_

1
, v, w_

1
, w

meghatározza a IJ, q, p, r, i, e, ni, x együttest [lásd a (21)--(28) egyenleteket].
Hozzávéve más predeterminált változókat (p_ 1, m_ 1, x_ 1) V+ .és W+

1
is meg

van határozva [lásd (15)-(16)].9 

(28) 

3.2. Állandó belső- és kül.ső feszültség-ii stratégiák

A 3.1. pontban egyetlen stratégiát definiáltunk (melyet SE-vel fogunk je
lölni) négy szabályozási értékpálya megadásával. Most viszont olyan straté
giákat keresünk, amelyek részben endogén módon vannak meghatározva (jel
zésük: SA, S8 Sc és SD)- Olyan stratégiákat szemelünk ki, amelyek állandó
belső feszültséget (röviden: ÁBF), illetve állandó külső feszültséget (röviden: ÁKF)
biztosítanak. Az előző tulajdonságú stratégiák jele: SA, 88, SD; az utóbbiak
jele SA, Ss, és Sc. Az állandó (külső és belső) feszültségű (röviden ÁF) pályát
tehát SA és S8 biztosítja. Az AF-pályák vizsgálatának ötlete KS-től szárma
zik, de AuouszTINOVICS [IH8la] tanulmánya szintén endogén módon meg
határozott stratégiákat hasonlít össze, hasonló közgazdaságtani mondani
valóval,

Mostantó] kezdve a tényleges fogyasztási hányadot, c-t tekintjük az ABF-et
biztosító szabályozási változónak, míg rt tényleges exporthányadot, x-et az
ÁKF-et biztosító szabályozási változónak (képletüket lásd alább: (26*) és (27*),
(29). (PORTES [Hl79J alternatív megoldást jayasolt.)

( I 5 )- bő L és a v+ 1 = v = v definícióhói az ABF -et biztosító döntés a követ
kező:

e = I - i - v sf á !) !_ ,
f Cl 

Hasonló módon, (16)-ból és a W+ 1 = w = w definícióból, valamint (12)
ből adódik az ÁKF-et biztosító döntés:

(26*)

n(l -- m) + qm
p

X=----=----=- l+w-n

sücz, 

» Bifr a BevezetPsbun iné.r érintettük a KS és a jelen dolgozat bizonyos eltéréseit, cél
szerűnek látszik kiegészíteni a kii I ön bségek listáját. (i) KS-ben a nettó kibocsátás ( Y) 
mellett szercpr-lt. a bruttó kibocsátás (X), sőt, A-vnl jelzett különbségük is, A/X-et a-val
jelöltük, s e 11 ,cnnyisógről föl tettük, hogy csökkenő függvénye a, Z hiányindikátornak:
a= ii (Z). (ii) .Ellentétbon a jelen dolgozattal (és KORNAI [1982)-vel), KS különbséget
tett, a kibocsátás (X) és a kapacitás (K) között. (ii-i) 1 hiányindikátor a k = X/K kapaci
t,á.Rkihasználásá,nnk és v-nek (pontosabban 1/v-nek) a függvényeként van értelmezve:
7: = Z(k:, v). Mivel k szintén függ i·-től, Z kifejezhető mint v függvénye: Z = Z[v]. Végül
v lévén az egyetlen független állapotváltozó, minden ciklikus mozgás ki van zárva. (iv) A 
Z[v] hiányindikátor, bár használata vonzó, helyet.tesítésse! kiküszöbölhető; pl. i(Z) és
Z[v] együtt, i{v} = i(Z[v])-hez vezet. (v) Feltéve, hogy p» = qm, visszakapjuk KS zárt
modelljét. (i·i) KS-ben az egzogén, ill._szubályozási értékek a hiány-mentes qoedasáqc». jel
len,z(j szélsó ,'·rti•kek, míg nálunk az AF-gel értelmezett ,··rtékek.



164 SIMONOVITS ANDR,Í:S

ahol
eP-1 x_l a_J - n=~-----w.

PY
Megjegyzések: 1. Az analitikus elemzés egyik legfontosabb eredménye: időben

változó paraméterű rendszerben is létezhet mőlcödőképes állandó feszültségű pálya;
a gazdaság olyan állapota, amelyben a walrasi egyensúlytól (a nulla feszült
ségtől) való eltérés ,,foka" állandósult.

2. A beruházási hányadot olyan szabályozási változóként is definiálhatnánk,
amelyik állandó növekedési ütemet biztosítana, de ez a megoldás feleslegesen
bonyolítaná a modellt.

3. Az AF-stratégiák bevezetésénél (26*) lép (26) helyébe, (27*) és (29) he
lyettesíti (27)-et. Most a fogyasztási- és az exporthányad szabályozási értékét ha
tározza meg a tényleges fogyasztási- és export.hányad: nem pedig fordítva. A
sorrend-felcserélés egyetlen hátulütője az, hogy a kiszámított szabályozási
értékek nem elégítik ki (20)-at. Később látni fogjuk, hogy ez a probléma a
gyakorlatban jól kezelhető.

4. Föltesszük, hogy először az importhányadot számítjuk ki a belső igények
alapján (28), majd az exporthányadot határozzuk meg (27*) és (29) ala.pján.
Ez a leegyszerűsítés elfogadható volt a második olajárrobbanásig, de 1980-
tól kezdve a lépések sorrendje megváltozott: az export határozza meg az im-

. portot, s az import határozza meg (korlátozza be) a beruházást és a fogyasz
tást Magyarországon.

Most formálisan is definiáljuk az A-, B-, 0-, D- és E stratégiákat.
Az Asstratéqia egy AF-stratégia. Ragaszkodik a kezdeti beruházási hányad

hoz, elfogadja a növekedési ütem hanyatlását. (26*)-ból sejthető, hogy a ki
alakuló fogyasztási hányad alig változik, m és x dinamikája azonban már túl
bonyolult ahhoz, hogy analitikusan elemezhető legyen.

1 E-stratégia szintén egy AF-stratégia, azonban megpróbálja föltartóztatni
a lassulást a beruházási hányad emelésével. (26*) alapján a fogyasztási hányad
csökkenése nagyjából azonos a beruházási hányad növekedésével.

A kibocsátás gyorsabban fog nőni, mint 8"-nál; de a fogyasztáe lemarad C.4- 

tól.
A C-, D-, és E-stratégiák egyike sem ÁF-stratégia, mivel az Sn ambiciózus

beruházási hányada lesz a megfelelő szabályozási érték, és vagy (i) az 8A
állandó fogyasztási hányada, vagy (ii) egy lassan növekvő exporthányad lesz a
megfelelő szabályozási változó; mindkét megoldás növekvő feszültséget idéz elő.

A 0-stratéqüi egy ÁKF-strntégia, ahol az export.hányad (27*)-(29)-ből szár
mazik, míg a fogyasztási hányad szabályozási értéke állandó, nevezetesen e{
Nyilvánvaló, hogy a BF nőni fog, ha nem is feltótelenül monoton módon.

A D-stratégia, lévén Sc tükörképe, egy ÁBli'-stratégia. A tényleges fogyasz
tási hányadot (26*)-ból vesszük, s az exporthányacl szabályozási értékét Sc
ből. (Szebb megoldás lenne, ha xf lenne xp, azonban ez a .megoldás nem adna
elegendően nagy adósságot.) Nyilvánvalóan a KF nőni fog, ha visszaesésekkel
tarkítva is.

Az E-stratégúi a 3.1. pontban tárgyalt stratégia, egzogén módon meghatá
rozott szabályozási változókkal. De úgy is kifejezhetjük magunkat, hogy SE 
az Benek és S D-nek a kombinációja: a fogyasztási hányad szabályozási értéke
cc, míg az exporthányad szabályozási értéke x0. Mind BF, mind KF növe
kedni fog -- hullámzásokkal tarkítva.

(29)
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Miután definiáltuk mind az öt stratégiát, a modell ismertetésének a végére
értünk. Modellünk bonyolultsága miatt a továbbiakban számítógépes szimu
lációra lesz szükség, hogy részletesebb információkhoz jussunk.

4. A versengő stratégiák szimulációja

4.1. Ökonometriai és elméleti szimuláció

Miután specifikáltuk a modellt, felvetődik a kérdés: Verifikálható-e mo
dellünk a standard ökonometriai módszerekkel, mondjuk Magyarországra?
Mint a Bevezetésben megemlítettük, a válasz nemleges. A modell alapfelte
vései túl megszorítóak, fontos egzogén változók teljesen el vannak hanyagolva
vagy túlzottan le vannak egyszerűsítve. Így hát a nemleges válasz nem meg
lepő BURKETT és SIMONOVITS [1985] megpróbáltak megszabadulni bizonyos
leegyszerűsítésektől, de a módosított modell még mindig nem volt megfelelő.
Ezért he kell érnünk egy meglehetősen ad hoc numerikus modellel.

Természetesen egy ad hoc modellel végzett elméleti szimuláció sokkal ke
vésbé megbízható eredményeket ad, mint egy megfelelően verifikált ökono
metriai modell. Mindazonáltal elméleti szimulációnk az előző analitikus ered
mények hasznos kiegészítője lehet, ha megfelelő óvatossággal kezeljük a ka
pott eredményeket.

Az alapfutás (az 1. futás) együtthatóit tartalmazza az l. táblázat.
Az együtthatók jelentése eléggé egyszerű, mivel legtöbbjük dimenzió nél

küli szám. Például b0 = 0,3 azt mondja nekünk, hogy a beruházási volumen
egységnyi növelése a 0. időszakhan 0,3 egységgel növeli majd a kibocsátást az
l. időszakban. Hadd hozzunk egy másik példát is: e; iv= ~0,5 azt jelenti,

1. táblázat

Az alapadoiok
- Növckedé-í I Prcdeter-

I I Aszimpto-
együttható mluélt Kezdő tíkus Rugalmasságok

V1'1lt:m,6 
értékek I I " i V w 

S;; I U,_J I u, I Uoo Eu,i I eu,v I Eu,tn

I, 0,9 0,313 0,3 0,18 -0,5 2,0 -0,6
r 0,9 0,03 0,12
q l l l. 
p 0,825 1,012 l 0,9 0,1 -0,1
i 0,75 0,23" 0,23 0,33 0,75 -0,5e 1 0,737 0,737 0,737 0,1 0,1
m 0,9 0,404 O,G34 -0,1 -0.l
x 0,9 0,38b 0,394 0,52 0,2 0,2
t - - 0 12
v, V 0,5
'W,W 0.4

Megjegyzések a) i_1a_1
b) x_1a_1 
e) <fJc = 0,4
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hogy a t időszak KF-ének l %-os növekedésére a (t + 1)-edik időszak beru
házási hányada 0,5 %-kal fog csökkenni a szabályozási változóhoz képest.

Adatbázisunk szerkesztésénél az elmúlt ,,évtized" (1970-1982) Magyar
országát próbáltuk másolni, de a felesleges bonyodalmak nélkül (pl. elhagy
tuk az export- és az importárak pontos leírását). Pontosabban szólva, arra
törekedtünk, hogy - amennyire csak lehet - SD tükrözze a magyar fejlődést,
különösen a hosszú távú hatásokat. Például mind SD-nél, mind Magyarorszá
gon a szóban forgó időszakban a növekedési ütem 2/3-ával csökkent, az export
hányad (változatlan áron mérve) egyre nőtt, az importhányad pedig stagnált
(később visszaesett). A valósággal való számos egyezés ellenére modellünk a
tiszta elmélet síkján marad.

Számos paraméterünk lévén, számos más paraméterhalmaz is hasonló növe
kedési mintát származtathat SD-re, mint az alaphalmaz. Mi biztosítja, hogy
a többi négy stratégia nem viselkedik teljesen másként ezeknél az adathalma
zokmíl?

1/v
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1.9
0 2 6 8 10 12 idÖ 

1. ábr«. A belső feszültség
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2. ábra. A külső feszültség
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3. ábra. A beruhazáei hányad
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4. ábr«. A fogyasz.tási hányttcl 

Megismételhetnénk a szimulációt sztochasztikusan perturbált adatokkal,
mint KAJ'l'l'ÁNY [1981] és NGUYEN-TURNOVSKY [1983]. Előnyhen részesít
jük azonban az elméletileg érdekes k-itüntetett esetek vizsgálatát az 5. fejezet
ben (egyébként ez a megoldás is szerepel kiegészítésként NGUYEN-TUR 
NOVSRY [1D83]-ban).

4. 2. A növekedési pályák elemzése és összehasonlítása

Befejeztük a numerikus modell felállítását. A számítógépes program el
készítése semrnifé'e nehézséget nem jelent. El kell döntenünk, hogy milyen
számok érdekesek a számunkra. Elkerülendő az információ-özönt, kizárólag
a legfontosabb változók grafikonját (1-8. ábra) mutatjuk be. A 13 változó
kezdeti és végértékeit a 2. táblázat mutatja be.
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2. táblázat

Az alapfutás jellemzői

Változó K<Y,d ér ek

I I A B e I D E

V 0,5 0,5 0,5 0,384 0,5 0,454
w 0,4 0,4 0,4 0,4 1,417 1,569
i 0,23 0,23 0,327 0,2GG 0,184 0,166
e 0,737 0,745 0,644 0,717 0,804 0,824
m 0,404 0,569 0,631 0,613 0,484 0,476
X 0,394 0,634 0,699 0,709 0,609 0,605
g 0,072 0,049 0,058 0,030 0,022 0,017
y 1,0 1,948 2, ll9 1,682 1,605 1,470
e 0,744 1,364 1,277 l,J 01 1,146 J,073
w 0,159 0,422 0,505 0,385 0,993 0,979

--

ö Uk 
Az egyes stratégiák végső értékei

0,313
1,0

0,224
0,9LO

0,189
0,910

0, 121
0,885

0,127
0,806

0,106
0,792

Az ábrákat szöveges elemzés kíséri.

4.3. Az állandó feszültségű stratégiákról

A) S A-nál 13 év alatt az egzogén beruházási hatékonyság 28,4%-kal csökken,
míg az egzogén ceerearanyromlás mértéke 9 %- Ennek ellenére, v, w, i és
(gyakorlatilag) e állandó marad. A csökkenő b és az állandó i eredményeképpen
a növekedési ütem is párhuzamosan csökken b-vel. Egzogén módon növekvő
importhányadot feltételezve (rn0 < m00), mA gyorsan nő, de xA-nak még gyor
sabban kell nőnie (a csökkenő cserearánymutató, a növekvő kama.tláb és a
csökkenő növekedési ütem miatt). A fogyasztás lassabban nő, mint a kibo-

,n

e. 30

r. I0.:i6 .
1 ---- mA 

0,52 

0,48 
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5. ábra. Az import hányad
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6. ábra Az export hányad

csátáR, hiszen a nemzeti jövedelem meghaladja a belső felhasználást. A leg
drámaibb fejlemény: az adósságállomány értéke több mint négyszeresére nő.

B) SB-né! a heruházási hányad meredeken nő (ifi= 0,327 szemben i0 == 0,23-dal és a, fogyasztási hányad meredeken csökken (cl:~ = 0,644-re c0 == 0,737-r61). Az erőltetett beruházás hatására a beruházási hatékonyság gyor
sabban csökken, mint S A-nál (3!),4 %-kaJ 28,4 %-kal szemben, de a növekedési
ütem jelentősen felülmúlja 8A-ét (g/Í = 0,058, gfz = 0,049). Mivel a beruhá
zások relatív importigénye 2,5-szer nagyobb, mint a fogyasz.tásé, mB sokk.al
gyorsabban nő, mint mJ\; s hasonló igaz .xB-re.

,':iA és 88 összevetésénél az alapkérdés a következő: Megtérül-e a termelés
gyorsabb növelése a fogyasztás nagyobb volumenében? Mint azt a 8. ábra
mutatja, modellünkben az erőltetett beruházás nem tojik aranytojásokat,1° CB
mindvégig jelentősen CA alatt marad.!! Még az időszak végén is az előbbi
6 %-kal alacsonyabb, mint az utóbbi. Sőt mi több, a megnövelt termelés és
import miatt az adósságállomány 20%-kal meghaladja WJ-at.

4.4. A változ6 feszültség-ű stratégiákr6l

Miel,őtt rátérnénk Sc elemzésére, néhány általános megjegyzést teszünk a
nem AF-stratégiákról. Ezeknél a stratégiáknál b és z csökkenésének mind
egzogén, mind endogén okai vannak. A növekedő feszültségek csökkentik b-t
és z-t, ez viszont tovább növeli a feszültséget.

10 A korai szocialista iparosítás frazeológiáját nem ismerő olvasó számára megemlít
i ük, hogy a csökkenő fogyasztással és növekvő feszültségekkel járó erőltetett beruházások
politikájának ellenfeleit képletesen ,,az aranytojást tojó tyúk levágásával" vá<lolták.

ll Itt és a G. futásban az optimális beruházási hányad kérdését érintjük. E téma leg
nevoze tesebb elemzése PHELPS [ I !JG J] érdeme, de az ó modellje nagymértékben külön bö
zik a jelen modelltől.
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Az Sc, S0 és SE inkonzisztenciájának fokát szemléltetik a következő szám
szerű megfigyelések: (i) e= csökkentése 0,737-ről 0,641-re, valamint Si; csök
kentése Lről 0,75-re Set gyakorlatilag S8-be vinné át, (s ezzel együtt SE-t
S0-be). (ii) Hasonlóan S8-be menne át S0 (s ezzel párhuzamosan Sebe Se),
ha x=-t 0,52-ről 0,819-re növelnénk, és sx-et meghagynánk 0,9-nek. (Már em
lítettük, hogy a meglehetősen önkényes x= = 0,52 választást az indokolta,
hogy ekkor a keletkező x12 és w13 érték jól közelítette a megfelelő magyar
adatot, 1970-et véve kezdőpontnak.)

Végül hadd említsük meg, hogy megoldottuk a 3.2. pontban a 3. megjegy
zésben említett problémát: a tényleges rátából származtatott szabályozási rátát
jó közelítéssel approximáltuk a (20) exponenciális függvénnyel.

C) Sc elemzésére térve, az l-8. ábrákból leolvashatjuk, hogy a BF enyhe
oszoillációkkal növekszik, ict i8 alá kényszerítve (de iA fölött hagyva). Az
import- és exporthányad hasonló rn8-hez, illetve x8-hez, mivel a fokozódó BF
Itatását nagyjából ellenaúiyozzák a beruházási hányad csökkenéséből és a

y
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7. ki bábr.:i A oc ,átás



NÖVEKEDÉS,SZABÁLYOZÁS,FESZÜLTSÉGEK i71

e 

1,4

1,3

1,2 

1, 1 

1,0 

0,9 

0.8

2 4 6 8 10 12 idÖ 

8. ábra. A fogyasztás

cserearányromlásból származó hatások. A kibocsátás és a fogyasztás mind
jobban elmarad az SA-értékektől; a t = 12 időszakban az elmaradás már
13,7 ¾, illetve 19,3 %- Sőt, C8 is felülmúlja Cet t > 6-nál. Az összehasonlítás
mondanivalója meglehetősen egyszerű: Az erőltetett beruházás különösen rossz
hatékonyságú, ha a fogyasztási hányad szabályozási értékét nem c,sökkentik a kellő
időben és a kellő mértékben.
D) S0 elemzése következik; azé a stratégiáé, amelyet a magyar fejlődés

durva képviselőjének választottunk. Sv legjellemzőbb vonása a KF állandó
növekedése (wR = 3,54 w0), s ez iv-t nemcsak i8, hanem iA alá is kényszeríti.
Egyenes következmény: az importhányad szintén mA alá süllyed. A csere
arány egzogén romlását (zj = 0,91) most endogén romlás is kíséri (zg = = 0,806), ezért a megtermelt és a felhasznált nemzeti jövedelem különbsége
egyre nő: (x12 - mu) értéke 0,065 SA-nál, 0,068 S8-nél , 0,096 Sc-nél és
0,125 S0-nél.

bv dinamikája hasonló be-éhez, s a kibocsátási pálya némileg elmarad Ye
tői (az időszak végén az eltérés kb. 5%)- A 8. ábrán látható, hogy C0 egyenle-

2 Szigma 
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tesen és jelentősen meghaladja Cet, sőt, C8-nek is 8 évre van szüksége ahhoz,
hogy megelőzze C 0-t. De mekkora árat kell fizetni ezért a sikerért: a;.1 adósság
állomány 2-2,6-szorosa az előzőknek.

Most csak tapogatózva vonhatjuk le a, következtetést: Erőltetett növekedés
gyenge exportdinamikáoal kevésbé veszélyes a fogyasztásra, mint erőltetett növe
kedés ellenőrizetlen fogyasztással, legalábbis a modellünkben.

E) SE a legkevésbé hatékony stratégia. Még nagyobb KF-et halmoz föl mint
S0, s BF-je wA és We között félúton helyezkedik el. Nem meglepő, hogy a ki
bocsátás egyre inkább elmarad Y 0-től is, az időszak végére a különbség eléri
a 8,4%-ot. SE legérdekesebb vonása a fogyasztás alakulása. Eleinte C1.,: ra
gyogó képet mutat, de későhh már nem lehet elrejteni a kalandor politika
gyenge.·égét: még Cc is megelőz i Ci:;-t. Vegyük még észre, hogy Zi:; és 11'1_,; közel
marad z0-hez, illetve w0-hez, azonban b1: gyorsabban süllyed, mint b0. 

A történet mondaniva.lója egyszerűen kifejezhető: NP,m érdemes [eszúliséqeket
felhalmozni.

5. A módosított paraméterű futások

Mind a Bevezetésben, mind c1 4.1 pont végén már utaltunk arra, hogy ered
ményeink érzéken.pek a bemenő adatokra. Ari hoc megközelltésünlcet mint elmé
leti szimulációt próbáltuk elfogadtatni az Olvasóval, és megígértük, hogy ahp
futásunkat kiegészító futások követik.

Több tucat paraméterünk lévén (melyek közül a,lig néhány irreleváns), a
szokásos sztochasztikus perturháció nem tíínik célravezetőnek, Inkább néhány
elméletileg érdekes kitüntetett esetet vizsgálunk, melyet néhány önkényes mó
dosítás követ. Mindegyik eset egyetlen egy (pár) paramétorben különliiizik az
alapesettöl. Futása.inkat két csoportba osztjuk: (i) Változás az ,,egzog0n" p.iru
méterekben 6s (ii) változás a ,,szaliál yozáRi" I iararn ótere kben.

:;vregjegyezúik, hogy amikor futáasorozattal van dolgunk, célszerűtl ·n le1111e
a 4. 4-11en említett kiigazított paraméterek módszerét alkalmazni.

5.1. Váuozások az ,,eg::oorn'' panoméicrekben.

Ebben a, pontban ,L következő pnru.métcreket fogj11k rögzíteni: n, lior11liá:t.ási
hatékony.·ágot, a cseroarányromlást, és a kamatlábat.

2. Futá«. Átlanrló cozogén beruháeási h1ttl:konysri(J Ti~ - : 611 Mivel KS és a
jelen dolgozat egyik fö 11jításcL a csölckcnó egwgén beruház ási hatékonyság
bevezetése volt, egy természetes módoaitás e változáH ,, visszacainálása".

A modell ün k szerkezete ni iatt u niivekerlési iücm. és az abszolút muuüálc jelen
tősen emelkednek az ala/piuláshoz képest, mio a hányarlosváltozók (a növekedési
ütem kivételével) változatlanok maradnak. A stratégiáknál mutatkozó javulá
sok nem arányosak, de a stratégiák rangsora változn.tlan marad. A 3. és .J. táb
lázat tartalmazza a kibocsátási és a fogyasz tás! teljesítményeket mind az üt
stratégiára és összesen hét futásra.

3. Fiotás. Állandó egzogén cserearány: zM = l. Nyilvánvaló, hogy 1.L csere
arányok alakulása fontos szerepet játszik mjnden nyitott modellben. Vízmér
tékül szolgál ttz a hipotetikus eset, a.mikor az egzogén cserearányok - tLhelyett,
hogy mint a:r, l. futásban 93/.,-kal esnének 13 év alatt -- időben állandóak
maradnak.
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8. táblázat
Az A-E stratégiák záró kibocsátása az 1-'7. futásokban

"~atégial A. B e D g
Futás ~

1,948 2,119 J,682 1,605 1,47

2 (t-) 2,205 2,443 1,817 1,708 1,548
3 (z -+) 1,967 2,144 1,694 1,708 1,526
4 (t"-+) 1,953 2,125 1,684 1,638 1,493

5 (i,?) 2,034 1,807 1,607 1,574
(\ (é; 1 ) 1,745 1,598 1,634
7 (ém I) 1,682 1,657 1,5

4. táblázat
Az A--E stratégiák záró fogyasztása rt.z 1-'7. [utásokbari

Str:t ~a I 
A. B u D g

F11U1::;

1,364 1,277 l, 101 1,146 1,073

2 (b-,J 1,533 1,457 l, 188 1,231 1,130
3 (; -·) 1,458 1,377 1,177 1,243 1,144
4 (r-) 1,388 1,301 1, 12() J ,]83 l, 107

5 (i ,?) 1,325 1,219 1,182 1,153
6 (01 1 ) i.: 82 1,224 l,082
7(emtl 1,099 1,15 1,079

1Heyjeyyzé8: -+ változa.tla», ? időben növ •kv6, t ugorva növekvő

Mint várható, most az endogén módon meghatározott exporthányadok (SA 
nál, 88-nél és Sc-né!) jóval kisebbek, mint az alapfutásban: pl. SA esetében
éppen 9 %-kal, R régi a cserearányromlás mértékével. Viszont az exporthá
nyadnak egzogén módon meghatározott és ezért változatlan szabályozási ér
téke - állandó cserearány mellett --- jelentősen csökkenti a KF-t, pl. wfa-at
az alapfutáshoz képest 25 %-kal.

Most u ky,lsőteg kiegyensúlyozatlan stratégiák látványosabb javulást indukálnak,
mint az A'K F stratégiák. Például a 3. táblázat szerint a cserearányromlás
,,megszüntetése" semmi javulást nem hoz az utóbbiaknál, míg az Sv-nél és
SE-nél mutatkozó javulások imponálóak. A 4. táblázat összetettebb képet tár
elénk: 012 az l. és a 2. futás közti értékek átlaga körül van SA-nál és S8- 
nél, míg a 2. futásbeli értékekkel egyenlő a változó feszültségű stratégiák
nál: 8cnél, Sn-né! és SE-nél.

4. Fiuás. Állandó kamatláb: r"' = r 0. A legutóbhi évtizedben a modern
gazdaságtörténet legmagasabb reálkarnatlábait figyelhettük meg. Bz a tény
különleges hangsúlyt ad következő kérdésünknek: Mi történt volna, ha a ka
matlábak változatlanul alacsonyak maradtak volna?

2*
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Nos, ez a hipotetikus ,,változás" nem javította volna meg annyira a gaz
daság teljesítményét, _mint amennyire azt képzelnénk. A javulás különösen
szerény maradna az AK P-stratégiáknál, 1- 2 %-körül alakulván. De még a
külsőleg kiegyensúlyozatlan 8D-nél is az egyetlen nevezetes változás KF-ben
és az adósságáUományhan következik be: 16 %-os csökkenés. De a termelés
vagy a fogyasztás itt sem javul 2 %-nál jobban. (E meglepő jelenség magyará
zatát már a Bevezetésben megadtuk.)

5 .2. V áltozások a szabályozási paraméterekben

Ebben a pontban a következő paramétereket változtatjuk meg: a beruhá
zási hányad szabályozási értékét, a beruházási hányad és az irnporthányad
rugalmasságát. -

5. Putcís. A beruházási hányad szabályozási értéke mérsékelt: 'í~ = 1/2(Í~ + 
+ if!) = 0,28. Ebben a futásban megvizsgáljuk: mi történik, ha az i kulcs
változó aszimptotikus értékét az (ulapfutás) ~ és i!: értékének az át.lagárn
csökkentjük? Nyilvánvaló, hogy a módosítás nem érinti SA-t. 

A modell sajátos szerkezete miatt 80 (és 8c) minden változója gyakorlatilag
megegye:;,.ik SA és Sa (ill. 8c) megfelelő változójának átlagával. Igy 1:1, feszült
ség és a kibor-sátás a módosított Sa és Sc mellett lassabban, míg a fogyasztás
gyorsabban nő, mint az alapfutásokban. 8D-nél a javulás egyenlőtlen: KF 
10,5%-kal csökken, a fogyasz.tá8 3,1 %i-kal nő, míg a kibocsátás nem változik
az alapfutáshoz képest. Végül megemlítjük, hogy Su, annyira megjavul, hogy
szinte felzárkózik SD-hez.

Összegezve: A. túlzottan ambiciozu» beruházási célok visszafogása rninrtegyik
stratégiánál előnyös.

JYlegjegyzések: l. Viz;;gáltuk még a fogyasztá;;i cóiok csökkentésének hatá
sát (Sere és 8£-re), <le helyszűke miatt 11 vizsgálat ismertetéaőtől eltekintünk.

2. A hátralévő kót futásban 1;1 beruházási- és fogyasztási hányad rugul mas
ságát módosítjuk, s ez csupán Se-t, SD-t Ó8 Set érinti.

6. Futás. Riigalrnasabb beruházási visszacetuoláe: e,= 2s,. Mivel a beruhá
zási hányad modellünk kulcaváltozója, nagyon fontos megvizsgálni, hogy mi
képpen függ e változó a feszülteégvektortól. A priori tudjuk, hogy minél na
gyobbak a feszültségek, annál fontosahb szerepet játszanak a visszacsatolási
paraméterek.

Válasszunk kétszer akkora abszolút érték(í visszacsntolási paramétereket,
mint az alapfutésban. Egyrészt :1 visszacsatolás erősítóse elő:c;egíti a gazdaság
hosszú távú alkalmazkodását, máarészt olyan nagy ingadozásokhoz vezet,
hogy némely abszolút változó i8 csökken: : pl. Off'= 1,304, míg C1~ --= 1,157.

Most SE nem értókelhető az időszak végi teljesít.ménnyel. 8c és SD teljesít
ménye viszont jelentősen javul: ez utóhhinál a l{F 24,,4'1/.)-kal csökken, míg
a fogyasztás 6,8 %-lrnl több mint az a lapfutáshan. 

7. Futás. Rugalmasabb import-visszacsatolás: e111 = 2s,)/' Végül az import
hányad rugalmassági egyi.i tthatóit ket.tőz» ük meg. 8c változatlan marad, míg
SD és SE teljesítménye javul: Hár a fogyasztás stagnál, a kibocsátás 3,2 %
kal nő, az adósságállomány pedig 23 %-kal csökken az alapfutáshoz képest.

A 6. és a 7. futás azt sugallja, hogy az aclaptiv·itás fontosabb a stabilitásnál,
legalábbis gyorsan változó körülmények közölt.
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Függelék: az alapegyenletek levezetése

(15)-öt levezetendő, a V+1 = V-+ [l - (i +e+ x -- m)a]Y egyenletből
(lásd (1), (2), (7), (8), (10) és (11)) indulunk ki. Y-nal osztva az egyenletet, és
felhasználva az 1 - (i + e+ x - m)a = (1 - i - c)ci, összefüggést, a követ
kező egyenletet kapjuk:

v+1 v . -- =- + (1 - i - c)a.y y

Figyelembe véve v és y definícióját, (15)-höz jutunk.
(16) levezetése hasonlít (15)-éhez. Most a W+ 1 = e W + qM - pX egyen

letből indulunk ki, amelyet pX-szel végigosztunk és átrendezünk:

W+ 1 = __g_W~ I>- 1 X_ 1 + qM _ I.
pX p_1X_1 pX pX

Figyelembe véve w definícióját, valamint X_1 = a_11:_1Y/y és X = axY
azonosságokat, (16)-hoz jutunk.

(Beérkezett: 1986. február 27-én.)
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GROWTH, CONTROL ANDI TENSlONS JN AN OPEN SOCIALIST
ECONOMY

Jn the theoretical model tliA laRting oontradiot.ions observable in :Eust-1<.:uropean so
cialist countries among growth, efficiency and equilibrium are exuu ti ned . Distinction is
made between internal and ox turriul tensions. 130th kinds of tension reduce the efficiency
of investment and foreign trado, n rid these t,rnsions morli fy tho muorocconomi« proportions
of distribution. Cornpeting growth strategies ure compared which cause co ns tu n t in tetnn.l
and/or external tension.

On the basis of stylized Huuguriun , lut.a asi rnplu t.hcorctic,:i.l mact·ornodel is coust.ru« Led
and analysed with the aid of" cou rputorizcd simulutiou.

POCT, PErYJIYIPOBAHvIE vl HAnPfüHEHHOCTb B OT!{PblTOl'.1 
COLl,vlAJlv!CTW-!EG{Oíl 9!{OHOM:vll{E 

8 crarse paCCMaTpM Ba IOTC,1 LlJ IMTCJI bl-I !,IC n pOTM BOJ)C'IM}I, Ha OJI 10/li:ICM hlC 13 13üCT0'11-IO-CBp o 
nelicknx COUMi.lJIMCTWICCl(IIX CTpa1-1<1x, i(OTOJ)b!C no.uuucaror MC)l(,llY pOCTOM, 3(jHj)C](Tl-!BHOCTbl0 II 
paBHOBCCHeM. ABTOp paanuxaer B!IYTJJCHI-IIOJO M 13HCIJJHIOIO 1rnnpm1(CHHOCTb. 06a BHLta uaripn 
)l(CHHOCTH CHM}l<a lOT 3(jHjJCT(Trl OHOCTb Bi·ICLllHCH TOpl'OBJli-1 M KallMTaBOBJlOH(CfHI i"i, 113MCJ1,1 IOT 
rrponopuan pacnpene.nerurn na MaI<poypom1c. 
ABTOpOM cpaBHMBalOTC}1 copcm1yI0I11HCC}I /\pyr C HPYí'OM CTpilTCrMH pOCTa, J((JT()pI,1e C03Lt<IIOT 

nOCTO,lHHbIC 13HyTpCHHMC M/HJ111 m1eu111Me 1-1anp5DHCHHOCTM. 
Ha OCHOBe o6pa60T!(M BCHrepC!(i!X /taHHblX ormcueaerca npOCTMI reopernsecxau M<1I,po 

MO/~Cnb, xoropas aHJBM311pyeTC,l C ITOM(Jlllb!O CMMYJl,ll~MH Ha 13bl4MCJIMTCJ/1,JiOÍI MJUJIIHC. 



ÜKUGUCHI KüJI-SZIDAROVSZKY FERENC

A többtermékes oligopol probléma stabilitásáról 

I. Bevezetés 

THEOCHARIS [1959] klasszikus dolgozata óta az egytermékes oligopol játék
Coitrnot-féle egyensúlypontjának stabilitásáról számos cikk jelent meg. Ebben a
dolgozatban néhány klasszikus eredményt általánosítunk a többtermékes eset
re. Feltesszük, hogy az ár- és költségfüggvények valamennyien lineárisak. Az
egyensúlypont létezésének bizonyítása után egy időben diszkrét dinamikus
játékot fogalmazunk meg, és megadjuk stabilitásának szükséges és elégséges
feltételét is. Majd az időben folytonos dinamikus modellt ismertetjük és ennek
stabilitását elemezzük. Látni fogjuk, hogy a stabilitási feltételek lényegesen
különböznek a két esetben. Mátrixok S-stabilitásának néhány eredményét
(ARROW és l\foMANUS, 1958) használjuk fel a folytonos modell stabilitási vizs
gálatainál.

-Ielölje n ft termelők (játékosok) számát. Legyen m a különféle termékek
száma. Az egyes termelők stratégiáit a különféle termékekből gyártott mennyi
ségek jelentik. A k-adik (I< k ~ n) termelő stratégiája tehát egy m - dimen
ziós x1, = [xk1, x1,;, ... , Xiun] vektorral írható le, ahol x1,1 jelöli az l-edik ter
mékből gyártott mennyiséget

Feltesszük, hogy költségfüggvényének alakja
m 

C,.(x1,) = ..:Eb"' x,u+c1c, (k = I, 2, ... , n),
I -l

(1)

ahol bk, 2 0, c1, 2 0. Az t-edik (I ~ t ~ m) termék egységáráról is feltesszük,
hogy az összes termelő által előállított teljes termékmennyiségek lineáris függ
vénye:

m 

p1 = .,;Ea,i Xi+ d1, 
j~l

(2)

ahol
ll

s, =~Xkj· 
k=I 

Képezz.ük az a11 együtthatókból az m x.m típusú A mátrixot. Tegyük fel a
l, övet.kezőt:

(A) Az A + AT mátrix negatív definit.

Ez a feltétel közvetlenül nehezen ellenőrizhető, azonban a következő esetben
automatikusan teljesül, amikor az a1i mátrixelemekről feltesszük, hogy

(3)
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I au I>~I au I
J,11 

és

I a11 I > ~ I a/1 I -
NI 

Ekkor (3), (4a) és (4b): alapján

2laul >~lau + ajil 
J-i'L 

(4a)

(4b)

(5)

Tehát A + AT negatív domináns diagonális elemekkel rendelkezik, azaz nega
tív definit.

A k-adik termelő kifizetőfüggvénye ekkor
m 

n1c(x) = 2..'; X1c1 p1(x) - C"(xd.
1~1

(6)

Tegyük fel továbbá a következőket:
(B) k = I, 2, ... , n esetén a k-adik játékos stratégiahalmaza D1c e Rm kor

látos, zárt, konvex. Az irodalomban a D1, stratégiahalmazokról általában azt
teszik fel, hogy

m o, = X [O, L1,-1], 
l=l

aholL," a k-adik játékosnak az l-edík termékből való kapacitását jelenti. Nyil
vánvaló, hogy az L1il számok végessége esetén a (B) feltétel automatikusan
teljesül.
A fentiekben a I' = {n; D1, ... , D12; n1, ••• , n,,} játékot definiáltuk, amelyet
többtermékes oligopol játéknak nevezünk.

Ismeretes, hogy az (A) feltétel fennállása esetén (Id. SzrnAROVS7,KY, 1978)
n1c konvex x1,-ban, így (A) és (B) teljesüléae esetén a Nikaido-Lsoda tétel (Id. 8zÉI'
és FORGÓ, 1972) alapján a játéknak létezik egyensúlypontja, azaz létezik olyan
x* = (x;r-, ... , x~)ED1 x ... XD,, vektor, hogy tetszőleges k (I ~ k ~ n) in
dex és x1JD1, mellett

n"(x'!, ... , xt,_1, xk, xt+ 1., .•• , x~)- 

Ez a klasszikus egyensúlypont-problérna statikus, nincs tekintettel a játé
kosok dinamikus viselkedésére. A következő két pontban két modellt muta
tunk be, amely még a játék dinamizmusát is figyelembe veszi.

2. A diszkrét modell 

Tegyük fel, hogy a t = 0 időpontban valamennyi játékos számára adott
valamilyen x1,(0) stratégia. Minden t > 0 időpontban az összes játékos a
következőképpen gondolkodik. Felteszi, hogy az összes többi játékos az előző
(t ~ 1)-clik időpontbeli (már ismert) stratégiáját választja ismét. Ily módon a
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k-adik játékos a

nlc(xk(t)) = ,i X1c1(t) ·fi alj(~ x,j(t - 1) + xkj(t)) + a,]- 
1= l J=I i'i'k 

(7)

függvényt maximalizálja x1<(t) szerint.
Tegyük fel a következőt:
(C) Az xdt) maximumhely D1c belsejében van. Ennek a feltételnek a jelentő

ségére még visszatérünk.
Ekkor a parciális deriváltak zérus voltából adódóan az

[Ar' 0 0 ][•,It) lA + AT ... 0 x2(t) 

0 A+ AT .,:1,1 +

['.
A 

n
[ x,(t-1)• ~rn0 x,(t-1) j 

+ (8)

A X11(t-l) r:l.n 

egyenletrendszer adódik, ahol r:1.1r = (x1q, x1r2, .•. X1cm)r, az Xf!J = bkJ - d; ele
mekkel. Egyszerű invertá.lássa.l a következő explicit lineáris difforenciaegyen
let-rendszer adódik:

o n 
B 0 

B B 

.. B l [ X 1 (t-1) l [ (A + AT )-
1

· «. l... B x2(t-l) (A+ AT)-1·et.2

... 0 x,(t-1) + (A+ A'}·>.a, , 

(9)

ahol bevezettük a
B = (I -j- A-1AT)-1 (10)

jelölést. Ismeretes a differenciaegyenletek elméletéből, hogy a Cournot-egyen
súlypont akkor és csak akkor stabilis ha a

lrOB Bl BO B 
H = . . .

. . .

. . .
BB ... 0 

(11)
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mátrix sajátértékeinek abszolút értéke l-nél kisebb. Ha bevezetjük az n-ed
rendű

C = 
[

0 1 I] 1 0 I
. .
. .
. .
1 0

(12) 

mátrixot, akkor Ha következő Kronecker-szorzat alakban is felírható:

H = ex B. ( 13) 

Legyenek {]1 a B, Y; pedig a C mátrix sajátértékei. Ismeretes a következő ered
mény (HELLMANN, 1970):

I. lemma: A H mátrix sajátértékei a {]1 Y; szorzatok.

Meghatározzuk ezután a y; számokat:

2. lemma: A C mátrix sajátértékei -1 és (n - - l). 

Bizonyítás: Induljunk ki C sajátérték-egyenletéből •

[

o l .. l][zL]1 0 I z~ 
. . = y 

. ' '

' . .

l l O z11 

r z

1 lZ,, 

Us 

(14) 

ahol z = (z1 , .•• , z,,f jelöli a sajátvektort. A (14) 
alapján

2z_; = JIZ/ 
Ni 

('i = 1, 2, ... , n), (15)

amelyet i-re összegezve adódik, hogy

11 n 
(n - l) 2z, = J'2z,, 

I I /,~ I
(16)

vazviso.,

(n - l 
11

y)2z1 = 0.
i= I

( l 7)

Köt eset lehetséges te hát:

a) y = n -- I:
11

b)2z1=0.
i=l
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Az első esetben megtaláltuk az egyik sa,játértéket. A másik esetben pedig
adjunk z; - ta (15) egyenlethez:

n 
0 = ~ Zj = (y + l)zi, (i = 1, 2, ... , n),

j-1

és minthogy van nemzérus z, komponens, szükségképpen y = - l ; amely a C 
mátrix másik sajátértékét szolgáltatja. I

Ezek után bebizonyítjuk az alfejezet fő eredményét:

(18) 

l. tétel. Az (A), (B) és (C) feltételeken kívül tegyük fel, hogy A-1Ar saját
értékei valósak. Ekkor a diszkrét dinamikus modell akkor és csak akkor sta
bilis, ha n < 3.

Bizonyítás: Kimutatjuk elóször, hogy A-1 AT mátrix valamennyi sajátér
téke egységnyi. Ennek igazolására tekintsük az

A-LATu = bu 

sajátértékegyenletet, majd szorozzuk he balról először az A mátrixszal, majd az
u* vektorral. Ekkor átrendezés után azonnal adódik, hogy

u* AT u 
Ö=---= 1, 

u* Au 

hiszen a számláló és a nevező megegyezik.

Ennek alapján B sajátértéke (1 + 1)-1 = ! ,
. 2

n -1 Ezek abszolút értéke akkor és csak akkor kisebb egynél, ha n < 3. I

' H . ' ' 'I . ( 1) '1gy . saJ aterte rei - 2 es

2

3. A folytonos modell 

A folytonos modell esetéhen a következőket tesszük fel. Legyen most is
t ? 0 valamely (folytonos) időpont. Jelölje x,, és y,, a k-adik játékos aktuális
és profit maximalizáló stratégiáját. A profitmaximalizálást most is a rögzített
x1, ••• , x,,_11 X1c + 11 ... , x,, stratégiák mellett értjük. Ekkor egyszerű deri-
válással adódik, hogy

(19)
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ahol ismét feltesszük, hogy a maximumhelyek a D" halmazok belső pontjai.
Nyilvánvalóan

rű
B B Ill [ X1 I [(A+ A7

)-

1

cx:1 l0 B X2 (A + A7)-1cx:2 
. . . + .

B ... () ~" _. (A + A7)-1cx:I! -

(20)

Feltesszük, hogy az egyes játékosok a
dx1(/ -- = r,u(Y1r/ - x,0) (Vic, l) 
clt 

differenciálegyenlet-rendszer megoldásának megfelelően folyamatosan változ
tatják. stratégiáikat, ahol r1" > 0 ('\:/le, l). Bevezetve az r1r = (r111, ••• r,,mf 
vektorokat és az R11 = diag (r1r1, ... , r""') mátrixokat a (21) differenciálegyen
let-rendszer a tömörebb

(21)

d -x,, 
dt 

R,, 

(I+ 

X11

l [ (A + A 
7
)-

1
CJ. I l(A + A T)-1 ex:,,

. R,, (A + ATJ-'«,, 
alakban írható fel.

Ismeretes, hogy az egyensúlypont a folytonos (22) modell szerint akkor és
csak akkor stabilis, ha az

[

RI lR,., 

· . . (I+ II) 

R,,., 

(22)

(23)

mátrix valamennyi sajátértékének valós része pozitív. Ismeretes (Id. ARROW
és l\1cMANUS, 1958) a követ.kezö eredmény.

3. lemma: Legyen S és T két azonos rendű négyzetes mátrix. Ha S é · T + T7 
pozitív definit mátrixok, akkor S · T valamennyi sajátórtékének a valós része
pozitív.
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Minthogy (23) első tényezője pozitív diagonális elemekkel rendelkező diago
nális mátrix, mindig pozitív definit. A lemma alkalmazásához azt kell bizto
sítanunk, hogy az I + H + I + HT = 2 I + (H + HT) mátrix pozitív definit.
Ez nyilvánvalóan akkor teljesül, ha H + HT sajátértékei (-2)-nél valameny
nyien nagyobbak. Minthogy

H +HT= Cx(B + BT),

a H + HT mátrix sajátértékei a -e, és (n - I)e1 mennyiségek, ahol e1 a
B + BT sajátértékeit jelöli. Az egyensúlypont tehát akkor és csak akkor sta
bilis, ha

-e1 > -- 2 és (n - l)e1 > - 2,
azaz

2---< e1 < 2.
I-n 

Ez a feltétel a sajátértékek kiszámítása nélkül közvetlenül csak nehezen
ellenőrizhető, ezért különösen jelentős a következő tétel.

(24)

2. tétel. Ha az (A), (B) és (C) feltételek fennállnak, valamint AAT =ATA, 
akkor az egyensúlypont mindig stabil.

Bizonyítás: Tekintsük a B + BT mátrixot:

B +BT= (I+ A-1 AT)-1 + (I+ A · (AT)-1)-1 =
= (A-1 A + A-1 AT)-1 + (AT(AT)-1 + A(AT)-1)-1 =
= [A-l(A + AT)-l +[(AT+ A) (AT)-lJ-1 =
= (A + AT)-1 · A + AT(A + A7)-1. 

Minthogy A és AT felcserélhető, ugyancsak felcserélhető A és A+ Ar, így A 
é8 (A+ AT)-1i:;. Ennek alapján

B + B7 =A· (A♦ AT)-1 +AT· (A+ AT)-1 =(A+ A7)(A + A7)-1 = I, 

igy c1 = 1, amellyel a tételt bizonyítottuk.
Befejezésül. az (A), (B) és (C) feltételek jelentőségéről lesz szó.
Az (A) feltétellel a n,r kifizetőfüggvényeknek az X1c stratégiákban való konka

vitását biztosítjuk. A kifízetőfüggvények folytonossága linearitásukból követ
kezik.

A (B) feltétel a Nikaido-Isoda tétel alkalmazásához volt szükséges.
A (C) feltételre azért volt szükségünk, hogy a (7) függvény x1c(t) szerinti

maximumhelyén a gradiens zérus legyen. Ezzel a feltétellel kapcsolatban a
következő megjegyzést tesszük:

(a) Ha a Dfi halmaz a [O, L10] intervallumok direkt sorozata, ahol az L1c1 
korlátok elég nagyok, valamint az optimális x1<(t) vektor komponensei pozitívak,
akkor a (C) fel tétel fennáll.

(b) Ha az egyensúlyi stratégiák valamennyien D" belsejébe esnek, valamint
az 1. vagy 2. tétel feltételei fennállnak, akkor megfelelő kezdeti stratégiákból
kiindulva biztosítható, hogy t > 0 esetén is D1c belsejébe essenek az optimális
X1c(t) stratégiák.

( Beérkezett: 1986. febr. 17-én.) 
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ON TH.r: 8TAHl LLTY OF THJ,; MULT LJ'HODUCT OLJGOPOLY
l'ROHLEJVJ

The paper gives conditions for the stability or tho Courno t-Nush cqu ilibriurn point of
the oligopoly gúme. The model examined g1·nondizes the clnsaicu.l results of Thcooh.uis
(1959). It is assumed that u.11 price and cost functions u,fü Iinear. Two typca of model n ro
examined; t.he problems with discrete u.nt l continuous time are sepuratoly unnlysorl . T'hr.
stabilit,y of the equilibrium points rnuy be reduced in Uie first case to t.ho cxuiuinu.tion of
linear difference equations, in the Pocond to thu.t, of linear differential equut.ions. 1 n
the study some properties of the S-stu.lJility of .nut.riccs (Arrow and lVlcMnnus, 1958) urn
exploited.

0 CTA6HJlbHOCH1 MHOronP0,11Yl{TOBOPi oru-rononr.uoa nP06JIEMbl

8 crarse om1c1,1oa10TCH YCJ108MH CTa6MJJJ,IIOCTM Tü'-lf(H paBHOBCCH,1 OJIJlíOllOJlbHOl'Í nrpu runa
Kypuoc-Haura (Cournot- Nash). Paccxarpnuacwan MOACJIL, 06061.1.(aCT IUlélCCM•!CCi<HC peay n»
rarsr Teoxapuca (Theocharis, 1959). B 1-1etí npcnno.naracrcn, 'ITO Bee (l1y1-11ct\M11 CTOMMOCTI1 11
3,ITpaT JlfülCHHb/C. AH,IJIJ13Mpy10Trn Allél runa MO){CJll,1: OTJiCJlbllO paccaarpuaa.orca npoöncau,
rne 8pCM51 MCHJ1CTCH AHC!(pCTHO H 1-1enpcp1;11:ll-lO. Ii i(CpBOM rny,1ac CTa611JJbllOTCb TO'll(M paBI-IO
BCCMH Cl30/{HTCH I( m-11-1eh1!blM /~H<)JQ)CpeHl(MélJlldföl~\ ypaBHCHH5IM, BO 8TOpOM CJ1y•1ae I( nonpocy
CTaÓHJTbHOCTH Jli ll·ICHHblX ,'.IH<p<jlCpCH!.UlaJll,Hl,IX y p,I l3HCIIHl1. np1,1 ,Hlé1Jli-13C I ICl10Jlb:3Yl0TC>i IICl{O
TOpblC CBOl1CTBa S-c-raÓHJlbHOCTH MaTpHI..( (Arrow McManus, 1958).
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Az oligopol játék bizonytalan koalíció-alakítások esetén 

I. Bevezetés 

Az oligopol probléma az egyik legismertebb gazdasági játék. Egy konkrét
gazdasági helyzetet ír le, amikor több termelő egy homogén piacon értékesíti
termékeit. Legegyszerűbb változata a következőképpen fogalmazható meg (ld.
RuRGER, I 059; SZIDAROVSZ]{Y, 1977a; 1978; 1979).

Tegyük fel, hogy A különböző termelő egység ugyanazt a terméket állítja
elő, é · ugyanazon a piacon értékesíti. Jelölje x1,(l :S: k ~ n) a k-adik termelő
által előállított mennyiséget. A kapacitás korlátok miatt az x x mennyiségek
valamilyen alkalmas [O, Yth intervallumba eshetnek. Minthogy a termelők a
piacon együtt jelennek meg, az általuk előállított termék f egységára a piacra
kerülő }S x 1, együttes termékmennyiségtéíl függ. Tegyük fel továbbá, hogy az

k 
egyes termelők K,, költsége csak az általuk előállított termékmennyiségtől
függ. Így a lc-nclik játékos (termelő) kifizető függvénye:

•p / x t t [[[ t x 11) = x t[t y6 x Sc . a x;x 1,) (1) 
,-1

A játék (Nash-féle] egyensúlypontján olyan n dimenziós (xf, ... , xi) vektort
értünk, amelyre fennáll, hogy

z: A xt 1át S Yth ;T = 1, 2, n); 
(l>) tetszőlege» «PE l, 2, A és x -• 1 (0, YTc esetén

<r" (xt, ... , xt, ... , x;;) Y •p tt;x t t [[[ t x tx [[[ t x t c[ zYA 

Alkalmas folytonossági és konkavitási feltételek mellett kimutatható a játék
egyensúlypontjának létezése, egyértelműsége, valamint numerikus eljárás is
ismeretes az egyensúlypont közelítő meghatározására (]d. SzrnAIWVSZKY-
YAKOW1'1'1/., 1977; 1982).

Az (I) játék többtermékes általánosítását, valamint más típusú egyensúly
pontokat is vizsgáltak az irodalomban (lel. SiIDAROVSZKY 19776; 1979).

Természetes törekvése a játékosoknak, hogy nyereségük növelése érdekében
feladják önállóságukat. Amennyiben ez a helyzet, akkor kooperatív játékról
beszélünk. A kooperatív játékok megoldására számos koncepció ismeretes az
irodalomból (Id. pl. i BÉ * rhü k ' Ó S 1972). Ebben a dolgozatban olyan kooperá
«iókkal foglalkozunk, amikor bizonyos játékosok egy, vagy több koalíciót
alkotnak, és ezek a koalíciók egymás között már egyensúlyi helyzetre törek
szenek. Az irodalomban az ilyen játékokat csoportegyensúly problémáknak is
szokták nevezni (ld. SzIDAROVSZKY, 1974). Az (1) klasszikus oligopol játék
csoportegyensúly-problémája a következőképpen fogalmazható meg. Bontsuk
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fel a játékosok ő = {l, 2, ... , n} halmazát a diszjunkt N1, ő 2, •.. , ő H 
halmazok egyesítésére, ekkor T = l, 2, ... , m esetén az ő T halmazba tartozó
játékosok alkotják a k-adik csoportot.
E csoport stratégiahalmaza:

' ttE X [O, YSXt 
6uő T 

zEA 

valamint kifizetőfüggvénye:

zCA 

Könnyen kimutatható, hogy az így definiált csoportegyensúly-probléma közön
séges m-személyes oligopol játékra redukálható, ha T = I, 2, ... , m esetén
megoldjuk a

min~ K;(x;) 
6uő T 

~ X;=SI( 
IEN;

z( A 

X; 1 [O, YSX 

nemlineáris programozási feladatot, ahol ska feladat paramétere, amely végig
fut a [O, J; YSX intervallumon.

iEN1,
Ekkor ugyanis jelölje 2 -r ;s -] c az optimális célfüggvényértéket, és definiáljuk az
m-személyes klasszikus oligopoJ játékot a 2 -r költségfüggvényekkel, az eredeti f 
árfüggvénnyel, valamint a [O, J; YSX etra.tégiahalmazokkal.

6uő T 
Ha (st, ... , s;';,) a redukált játék egyensúlypontja és T = l, 2, ... m esetén
(xi);EN, jelöli az (5) feladat sí; melletti optimális megoldását, akkor az (xi,', 
... , x~) vektor csoportegyensúlypontot szolgáltat. Továbbá bármely csoport
egyensúlypontot ezen a módon megkaphatun k.

Ez a redukciós elv feltételezi azt, hogy a játékosok ő v ő YS n• n S ő H koalí
cíói valamennyien ismertek az összes játékos eiőtt. A gazdasági életben azonban
nem mindig ez a helyzet. Jogosan felmerül tehát az a kérdés, hogy a koalíció
alakításokról alkotott ismeretek hiánya, vagy bizonytalansága hogyan befolyá
solja az egyes játékosok viselkedését.

Tegyük fel, hogy T valamelyik játékost jelöli. A redukciós elv alapján nyu
godtan feltehetjük, hogy a játékos egyedül játszik, ugyanis ellenkező esetben
koalíciója egyetlen játékosként lép fel a piacon. Ha a fennmaradó játékosok
koalíció alakításai nem ismeretesek teljes egészében a k-adik játékos számára,
akkor a következő két lehetőeégről (vagy azok kombinációjáról) van szó. A
első esetben adottak olyan M·1, I 2, ... , I tt N-beli részhalmazok, amelyekről
csak azt tudjuk, hogy a létrejövő koalíciókban nem kerülnek további felbon
tásra. Más szavakkal ezt úgy is kifejezhetjük, hogy j = I, 2, ... , h esetén az
I S halmazba tartozó játékosok mindenképpen együtt játszanak. Nem tudja a
k-adik játékos viszont azt, hogy az egyes Mi halmazok esetleg milyen összevo
nással alkotják a koalíciókat, illetve ezekhez még milyen játékosok csatlakoz
nak. Az ilyen jellegű információkat parciális / Pt Pr H6A6s z t 6Tu s ismereteknek
nevezzük. A másik esetben ennek olyan áJtalánosításáról van szó, amikor az
M1, ... , I 11 halmazrendszerhez egy olyan p valószínűségérték is adott, amely
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megadja annak a valószínűségét, hogy az Mrbe tartozó játékosok együtt ját
szanak (1 ::;:: _i ~ h). Továbbra sem tételezünk fel semmilyen további infor
mációt a csoportok további esetleges összevonásáról, illetve a halmazokba nem
tartozó játékosok koalícíókhoz való tartozásáról. Ilyen esetben parciális szto
chaeztikus ismeretekről beszélünk.

2. Determinisztikus ismeretek kezelése 

Jelöljön most is M v lYI YS • • n S M,1 N-beli halmazokat. Mint az előzőekben
részleteztük, a k-adik játékos a többi játékos koalíció alakításairól csak annyit
tud, hogy az ~111.1 (j = vS nnnn eA halmazok nem kerülnek további felbontásra.
Ez matematikailag azt jelenti, hogy csak olyan N1, N2, ... , Nm koalíciók
alakulhatnak ki, ahol a következők teljesülnek:

a,} valamely sÍ o-ra Ni,= {k};
~A tetszőleges i # j esetén N, íl N1 = lő; zaA 
ásA } 1 O Ni O nnn O Nm= N;
bg tetszőleges i = vS nnn S m és j = vS nnn S h esetén Ni íl 11f1 vagy az üres hal-

maz, vagy Jl1rvel azonos.

Jelölje a fenti feltételeknek eleget tevő C = {N1, N2, ... , Nm} koalíció-rend
szerek halmazát l{__ Jelölje továbbá x*(C) a C esetén fellépő csoportegyensúlyi
pontot, valamint wNüf / z• A az ebből a k-adik játékos egyensúlyi stratégiájának
clhagyásávn.l adódó vektort. Ekkor nyilvánvalóan x*(C) = (x*(k)(C), xf,(C)). 
Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy a k-tól különböző játékosok számára
ismert a C koalíció-rendszer teljes egészében így, ők az x*<k>(C)-nek megfelelő
egyensúlyi stratégiákat választják. A k-adik játékos számára ez a viselkedési
mód ismeretes, csak azt nem tudja, hogy éppen melyik O koalíció-rendszer
jön létre. Ilyenkor : k-adik játékos számára természetes viselkedés az, hogy az
összes létrejöhető x*<k)(C) vektor melletti minimum feltételezésével maximali
zálja saját hasznát. Azaz, : 

max { min <p1SzwNüf Mzx AS w=g z) A 
XkESk CE/(

optimumfeladatot oldja meg és az annak optimális megoldását választja.
Mielőtt :S (7) feladatnak az oligopol játék esetén való megoldásával foglal

kozunk megjegyezzük, hogy a z) A optimuma még a h = n, lYli = j (j = vS 
2, ... , h), azaz 11, teljes információhiány esetben sem egyezik meg a k-adik játé
kos karakterisztikus függvényével. Ennek az az oka, hogy az N - {k}-ba
tartozó játékosok most nem egymástól függetlenül választják stratégiáikat,
hanem feltétlenül egyensúlyra törekszenek.

Az oligopol játék esetén csak azt tegyük fel, hogy az f árfüggvény monoton
(·sökkenó. Ekkor

áóSnzwN• f Mz• AS x1c) = x1J(s*<kl(C) - X1;) - Kk(xd, 

ahol í Nzf Az• A = ~ xr(k)(C), wNMz• A = zwPvszf Az• AAvíLs0S· 
lstck 

Ha bevezetjük az
s,'j;~"ii = max Ví Nzf Mzx Ag 

CE}(

z, A 

z2A 

'.l Szigma
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jelölést, akkor nyilvánvalóan (7) a következő alakban is felírható:

max {xk · f(s~gJ - x,c) - K,,(x,,)}
x1,E[O, L,,].

vn példa. Tekintsük most azt az oligopol játékot, amikor
n = 5, L1 = ... = L5 = 5, /(s) = 5 - s, valamint K1,(x1;) = kx,)5 - 0,005.
Ekkor a k-adik (1 ÉiÉÉÉ k ÉiÉÉÉ 5) játékos haszna:

(10) 

zvvA 

ahol s = x1 - nnn - x5. Tegyük fel, hogy a játékot a harmadik játékos szem
szögéből vizsgáljuk.

Először az összes olyan csoportegyensúlyi pontot határozzuk meg, amikor
a harmadik játékos egyedül játszik. Ilyenkor a következő helyzetek állhatnak
elő:

1, 2, 3, 4, 5; (1, 2), 3, 4, 5; (1, 4), 2, 3, 5; (1, 5), 2, 3, 4; (2, 4), 1, 3, 5; (2, 5),
3, 1, 4; (4, 5), 1, 2, 3; (1, 2), 3, (4, 5); (1, 4), 3, (2, 5); (1, 5), 3, (2, 4); (1, 2, 4),
3, 5; (1, 2, 5), 3, 4; (1, 4, 5), 2, 3; (2, 4, 5), 3, 1; (1, 2, 4, 5), 3.

5 nekik megfelelő egyensúlyi stratégiákat és kifizető-függvényértókeket az vn 
táblázat tartalmazza. A táblázatban szereplő eredményeket a redukciós elv
és a SzmAROVSZKY (1974) értekezésben szereplő módszerrel nyertük. Ha sem
milyen információ nem áll a harmadik játékos rendelkezésére, akkor
s~~3J = 2,9332, így ekkor a (IO) feladat a következő alakú:

max {x3(5--2,9332 - wÉ1) - (0,6x3 - 0,005)} (12)

amelynek optimális megoldása: xf = 0,7333, és az optimális célfüggvényérték:
0,5425.

Ezután azt az esetet vizsgáljuk meg, amikor a harmadik játékos biztosan
tudja, hogy az első és ötödik játékos azonos koalícióba kerül, további informá
ció viszont nem áll rendelkezésre. Ilyenkor a szóbajöhetö koalíciók:

(I, 5), 2, 3, 4; (1, 5), 3, (2, 4); (1, 2, 5), 3, 4; (I, 4, 5), 2, 3; (1, 2, 4, 5), 3.

Tehát ezek alkotják most a K halmazt. A I{ halmazon sril<J~ = 2,8, így a (10)
feladat alakja

max {x3(5 -2,8 - x3) -- (0,6x3 - 0,005)}
o ni X3 ü ( S (13)

amelynek optimális megoldása: xf = 0,8, és az optimális célfüggvényértók:
0,635.

3. Sztochasztikus ismeretek kezelése 

Tekintsük ismét adottnak az M1, ... , Mh halmazokat. Tegyük fel csak azt,
hogy a k-adik játékos most csak azt tudja, hogy az M1, ... , Mh (esetleg to
vább bóvülő vagy összevonásra kerülő) csoportok létrejöttének va.Iószinűsége
p. Jelölje most is K azon koa.líciórendszerek halmazát, amelyekben az Mj
{j = ] , ... , h) halmazok nem kerülnek felbontásra, és jelölje Ji a K-ba nem



1. táblázat

Osoportegyensíily-pontok

I; 2; 3; 4; 6 0 x 0 1,1333 0 
_________rp_/_1,2945 0 
(1, 2); 3; 4; 5 X 

(fl 
1,32
(1, 2)

1, 7324

0,9333 0 0,7333 0 0,5333 0 
o,8785 0 o,5425

v 
o,2865 0 

rrrrr-rrrrrrr-r rrrÉrrrrrrr 
o 0,92

0,8414

0,72

0,4134

0,3333 s*(EA = 2,9332
0,1105

0,52 s*(EA = 2,56

0,2654

(1, 4); 2; 3; 5 X

(fl 
1,24
(1, 4)

1,5276

1,04

1,0766

0,84

0 7006

o 0,44 s*(EA = 2, 72

0,1886

(l, 5); 2; 3; 4 X 

(fl 
1,2
(l, 5)

1,430

1,0

0,995

0,8

0,635

0,6

0,355

o s*(EA = 2,8

(2, 4); l; 3; 5

(2, 5); 3; l; 4

(4, 5); I; 2; 3

(l, 2); 3; (4, 5)

(], 4); 3; (2, 5)

x 0 1,24
(fl 

l ,5326

X

(fl 
1,2

1,435

1,04
(2, 4)

1,0716

l
(2,5)

0,09

0,84

0,7006

0,8

0,635

o 0,44 s*(EA = 2, 72

0,1886
-,--------+--------''-------'-------- 

0,6

0,355

o s*(EA = 2,8

X 

(fl 

X

(fl 

X 

(fl 

1,2

],435

l,45
(1, 2)

2,0925

l,35
(l, 4) 
l,8125

0,995

0,8

0,635
-- -:e----- -- ----

o 

0,6
(4, 5)

0,350

o s*(EA = 2,8

1,05

1,0975
------t----<------+------;.--------~--------- 

1,15
(2, 5)

J ,3125

0,95

0,8975

0,85
(4, 5)

0,7125

o 

o s*(EA = 2,3

o s*(EA = 2,5

(1, 5); 3; (2, 4) 

rrrrrrr- rr-rrrrrWrrrr-rrrr-r rrrrsrrrrrsrrrrrrrr 
(l, 2, 4); 3; 5

(I, 2, 5); 3; 4

(I, 4, 5); 2; 3

(2, 4, 5); I; 3

(], 2, 4, 5); 3

X 

áó 
1,35
(1, ( A 

1,8125

X 1,5
áó (1, 2, 4)

2,2350

X 1,45
rp (1, 2, 5)

2,0875

X

(fl 

X

áó 

l, 15
(2, 4)

1,3125

o 

0,95

0,8075

o o s*(3) = 2,5

o -T~:,~- -:::'.,,_f_o_~ ,.,:, --:~-

x 1,35 1,15 O,\J5uO v • •8zWrA =2,5 -
(fl (I, 4, 5)
_ -~8_0_1_5+-_1_,_31_1__5--1--0-,8975 - __rG88 

J,35 ],15
(2, 4, 5)

1,8175 l ,3075

1, 1

1,205

0,95

o 0, 7 s*(EA = 2,2

0,485

0,8975

o o 

rrrr rr r rrrrrFrrrrrsrrrrrrrrrsrrrrr 

1,7333 0 b J ,3333
(J,2,4,5)

2,9843 _ ----=- __1,7726

s*(EA = 2,5

o 
s*(a) = l, 7333
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tartozó koalíciórendszerek halmazát. Ekkor P(K) G p, P(K) G 1 - p, és a
k-adik játékos a köyetkezőképpen gondolkodhat. További információk hiánya
miatt a K-beli és !r-beli koalíciórendszereknek azonos valószínűségeket felté
telez. Ha 0 K [ és 0 K [ jelöli a K és K elemszámát, akkor tetszőleges O koalí
ciórendszer esetén feltételezi, hogy

* zx AG 

p
"6 M 

vró 

"6Ms 

ha OEK

( 14) 

ha OEK.

Ily módon az összes lehetséges kolíció-rendszer halmazán eg~y diszkrét valószí
nűségi mértéket definiáltunk. Ha E jelöli az e mérték szerinti várhatóérték
képzést, akkor a Bayes elvnek megfelelően (Id. HARS.Á.NYI, v2a) A a lc-adik játé
kos : 

max { E[cp"(x*<">(O), x")]}

x" 1 S1c
feladat optimális megoldását választja, azaz hasznának várható értékét maxi
malizálja. Ha történetesen semmilyen információ sem áll rendelkezésre a többi
játékos koalíció-alakításait illetően, akkor az összes lehetséges koalició-rend
szer halmazán egyenletes eloszlás szerinti várhatóérték képzés ö ! M lett oldja
meg a (15) feladatot.
Az oligopol játék esetén a zv( A feladat leegyszerűsödik:

max {x1c · Rr0b"Rzí NüLAzx A + w1,)] -· KJc(x1,)] zvaA 

(15)

X1c E [O, D1rJ.
Yn példa. Tekintsük ismét az 1. példa esetét, és vizsgáljuk meg a En játékos
viselkedését olyan többletinformáció esetén, miszerint a 2. és 4. játékos koalí
cióba lépésének valószínűsége 0,2. Ekkor K-ba a következő koalíciórendszerek
tartoznak:

(2, 4), I, 3, 5; (2, 4), 3, (1, 5); (1, 2, 4), 3, 5; (2, 4, 5), 1, 3; (1, 2, 4, 5). 3.

Az összes többi koallcjórendszer pedig K-ba tartozik. Tehát
p = 0,20, F 60 = 5, "6 0 = 10, vagyis

P(C) = {0,04, ha OE~
0,08, ha OE K.

Felhasználva / linearitását, a várhatóérték-képzés / alá bevihető, így (IG)
alakja:

(17) 

max {x3 • (5 -- ÉWNü31 - x3) - (0,6x3 - 0,00,5)}

0 i x3 :S: 5.

Esetünkben s*<3> G E(s*<3>(C)) G 2,563188, így az optimális megoldás:
X:i =·0,918406 és az optimális célfüggvényérték: 0,8384696.

Az előzőekben láttuk, hogy a zv( A koncepció minden további nélkül alkal
mazható, ha az összes lehetséges knalíciórendszer halmazán a rendelkezésre

zv, A 
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álló információ alapján diszkrét eloszlást tudunk definiálni. Az eloszlás előállí
tását mutatjuk be az előzőeknél bonyolultabb néhány esetben.

Elsőként tegyük fel, hogy az M1, , M11 részhalmazok létrejöttére p való-
színűség adott, valamint az M~, , M;, részhalmazok létrejöttét biztosan
tudja a k-adik játékos. Ilyen kombinált információk esetén a következőt kell
tennünk. Jelölje Ko azon koalíció-rendszereket, amelyekben az M{, ... , M/,
halmazok nem kerülnek további felbontásra. A K halmaz jelentése legyen az
előzőekben definiált. Ekkor a (14) valószínúségi mérték a következőképpen
módosul:

[ 
p

ha CEKílK0 06  6 t M s 
P(C) = 1 -- p

(19) 
ha, CEKílK006  Ko

0, ha, C~K0.

Tegyük fel második esetként, hogy az Mi, , M1, részhalmazok létrejöttére
n 7J valósz ínűség adott, valamint az M{, , M;, részhalmazok létrejöttére
adott a, p' valószínűség. Ha a függetlenséget feltételezhetjük, akkor a kombi
nált információ az M;, ... , M/,, nJ1, ... , M,1 részhalmazrendszer létrejöttére
7J · 71' valósztnűséget feltételez. Ha a függetlenség nem teljesül, akkor a JJ
valószínűség mellet : 

p' = P(M;, ... ,M/,1 M1, ... , M1,) (20)

feltételes valószínűséget, kell megadni (ill. ismerni), és így már p és p' ö í í B! í Bt  
át Be: úó n A fentiek : M:ó Há a (20) úí óDí ú többletinformációk értéke is meghatá
rozható. '.]'együk [! M ennek érdekéhen, hogy az bvvS • nn S M,, részhalmazok létre
jöttére a p valószínűség adott, valamint : S (20) feltételes valószínűségnek, mint
információnak az értékét kívánjuk meghatározni. Nyugodtan feltehetjük, hogy
7/ értékére a, k-adik játékosnak rendelkezésére áll az apriori eloszlása, hiszen
mindennemű (esetleg szubjektív) ismeretek nélkül például egyenletes eloszlást
feltételezhet n f0,1) intervallumon. Első lépésként határozzuk meg a (15) opti
máli« célfüggvényértékét a p' valósz.ínűség pontos ismeretének feltételezésével.
.Ielölje áó11zósA ezt az optimális értéket. Jelölje ezután (()1< a (15) optimális cél
függvé11yértékét csak az M1, .•. , M,, részhalmazokra adott p valószínűség
ismerete alapján. Ekkor : S p' valósz.ínűség, mint információ értéke:

(21) 

Megemlítjük továbbá, hogy a determinisztikus információk a p = I való
í B[ űségi értékkel ,,sztocha.sztizálhatók'', így : fentiek a determinisztikus eset
ben minden további nélkül alkalmazhatók.
. A fenti kérdések valamennyien a k-adik játékos szempontjából merülnek fel.
Igen érdekes megvizsgálni az alábbi szituációkat az esetleg koalíciókba lépő

_játékosok szempontjából is. A koalíciók számára sem mindegy az, hogy a többi
Játékos tud-e a koalíciók létrejöttéről, vagy nem. Ez az ismeret ugyanis dön
tően meghar ározza választott stratégiáikat, így a koalíció nyereségét is. Ennek
alapján meghatározhatók nemcsak a (20) típusú információk értékei, hanem
koalíció-alakításokról szóló információk titokban tartásának, illetve téves in-
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formációk közlésének értéke is. Bizonyos információk ismeretének eltitkolása
is esetleg többlet haszonnal járhat. Ezeknek a kérdéseknek matematikai meg
fogalmazására, és a megoldási koncepciók bemutatására egy következő tanul
mányunkban kerül majd sor.

(Beérkezett: 1986. cíprili8 to-en.) 
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THE OLIGOl-'OLY G/\IVI 1,; IN TH.I<.: CASJ,; OF UNClfüTAIN COALITIONR

Tho pttp<'r exurninr-s tho oligopoly problem 11t1d,·r «on.Ii uons when tho cou.lit.io n forrnn
tion of thoso purt.icipat.ing in tho game iR ,111cPrtni11. This unccrtn.i n t.y m,,y he n iodollor]
with both deterministic· and stochastic informut.ion. Tho bohuv iou r 11ncl choice
of strategy of tho playors is determined - as shown - by t.ho 111.,Lurn of ti,,, uuccrt.ain t.y
und the inforruation uvuilublu 011 it. Tho problem is fírnt Iormul.ued in general krrnR, then
the solution is prese n tod for tho cuso or· tho singlo-producL oligopoly gnrno.

OJ1vll'OnOJlbHA>I vrrPA flPvl 06PA:301JAHvlv1 ~{OAJ1HL{k11'1

8 CTaTbC paCCMaTpHJJ;tCTCH OJIHl'OífOJibH,JSJ ílf)()ÖJICM;t C nrpaIIHl!CHII5TMH, 0 l(OTOphIX oöpaaosa
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MOll\bIO AeTCpMMHHCTMlJeCI(O~Í M CTOXiiCTll'ICCi(Oli MJHjJOJ)~lill\MM. noBC/(CIIIIe OTJ_\eJiblihlX IIrpOI(OB,
113MCHCJIIIC !IX CTpaTCI'HH, «arc íJQJ(ii3;JJ10 nosnce, onpC/(CJl5TCTC5T XilJ1ilI(TCf)OM JiaÍJMJil,IIOCTII H
HaJIIl'IIIOIÍ IIIHjlOpMal(IICl-1 0 HCl-í. 3JAa•1a CH,JtlJJia <j1op~•1ym1pyCTC)I f(JJ,1 OÓII(CI'() cnyuan, ce I(OII
xpernoe pe111cI11Ic f\C1\lOIICTpIIpyc-rc}1 /_\JI5l CJ1Y'fil5l Ü/.(l·IOnpOJ(YI(T[IB(liÍ ornunnonr.uoü IIrpI,1.



LENGYEL IMRE

Anyagleszabási problémák hátizsákfeladatainak egy 
gyakorlati célú általánosítása 

1. Bevezetés 

Az üzemekben gyakran felmerülnek anyagleszabási (darabolási, vágási, nyí
rási stb.) problémák, amikor bizonyos szabványos anyagokból az igényeknek
megfelelően kisebb méretűeket kell kiszabni. Cél olyan szabásminták mega
dása, amelyek alkalmazása esetén a felhasznált anyagok összköltsége minimális.

Az anyagleszabási probléma megoldására a közismert lineáris programozási
feladatra való visszavezetés mellett számos heurisztikus eljárást is kidolgoztak
(lásd DowSLAND [4], DYORHOFF, lÜ,USE, ABEL és GAL [5], GOLDEN [12],
HINXMAN [10], LENGYEL [27] összefoglalóját). Az alkalmazott módszerek kö
zül kiemelhető két, a gyakorlatban is legtöbbet felhasznált megközelítés:

I. A G1 LMORE-GoMORY módszer (röviden: GGM), amely u, darabolás lineáris programo
záRi feladatát módosított az.implcxmódszcrrel oldja meg úgy, hogy a bázisba bevonandó
vektort 11átizsákfoludutok mcgoldúsávul á.l ltt.ju elő ((7-11 ], [22]).

2. Heuriszt.ikua szckvcncié.lis eljárás (kiürítő eljárás), amely valamilyen szempontok sze
rint ,,legjobb" szubésrnin tű t állít elő, ezt a sznhásmintát a lehető legtöbbször alkalmaz
za, majd a mogrnurud t ulu,púny11gokrü, és idomokra állít elő ,,legjobb" szabásmintát
stb. (pl. [l J, [15], LIHJ, [:JO], L:l2)). A ,,logjobb" szabásmintát általában hátizsákfeladat
nu.k ogwkt vugy közelítő 111egoldásából konstruálják.

Mindkét esetben a hátizsákfeladat megfogalmazásának (amely a szabásmintá
val szemben támasztott technológiai, műszaki, szervezési stb. elvárásokat mo
dellezi) és a feladat kevés időt igénylő, gyors megoldásának kiemelkedő fontos
:-;ága van.

Dolgozatunkban az anyagleszabás gyakorlati körülményeinek újszerű mo
dellezését, a, liátizaákfeladat általánosításaként adódó feladatot és a feladat
megoldására kidolgozott eljárást ismertetjük. Az anyagleszabási problémák
közül az egydimenziós darabolás (papírtekercsek, rudak, csövek, szalagok stb.
szétvágása) hátizsákfeladatának általánosításával foglalkozunk részletesen,
amely mind a GGM-nél, mind a heurisztikus szekvenciális eljárásoknál ugya
naz. Kétdimenziós két-ütemű guillotine-vágásra, ahol a kétdimenziós leszabás
egydimenziós darabolások sorozatára vezethető vissza, csak röviden térünk ki.

A dolgozat 2. fejezetében a leszabás üzemi (technológiai, műszaki, szervezési
stb.) feltételeinek modellezését és a hátizsákfeladat általánosításaként kapott
feladatot ismertetjük. A 3. fejezetben bemutatjuk a feladat megoldására kidol
gozott eljárást, a 4. fejezetben a gyakorlatban alkalmazott heurisztikus módo
sításokra térünk ki. Az 5. fejezet a számítógépes futtatások eredményeit tar
talmazza.
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2. Az egydimenziós leszabás általános feltételei 

Egydimenziós leszabásnál legyen L a rendelkezésre álló alapanyag hossza,
a; (i = 1, 2, ... , m) a kért idomok méretei. Ekkor a hátizsákfeladat a követ
kezőképpen írható fel:

0 :S: X; egész (i = 1, 2, ... , m) (1) 

m 
_:Ea;x; ~ L
i=I

(2)

111 

_:E c.x, , max.
i~I

(3)

A szabásmintát a hátizsákfeladat megoldása, mutatja, ahol x; azt jelzi, hogy
az i -edik idom hányszor szerepel a szabásmintáhan. A (2) feltétel azt fejezi ki,
hogy az alapanyag hosszánál nem lehet nagyobb a belőle levágandó idomok
összhossza, azaz nem-átfedő Iefedésről van szó. A (3) célfüggvény e; együtthatói
(e; > o) a GGM-nél a megfelelő bázisvektorok árnyékárai, heurisztikus mód
szereknél pedig valamilyen pozitív súlyszámok ( lehet, az idomok hossza is,
ekkor megkapjuk a legkisebb hulladékú szabásmintát).

Az (1--3) feladat megoldásaként kapott vektorok több esetben nem elégf tik
ki a szabásmintákkal szemhen támaRztott üzemi elvárásokat. Póld ául, ha a
szabászgép vágófejei (kései, fűrészci) egyszerre vágnak, akkor a vágófejek
maximális számát is figyelembe kell venni. A levágott idomok váloga,tásának,
csomagolásának, nyiivántactésának nehózségei is a feladat módosit.ásá.t igé
nyelhetik stb. Mivel a gyakorlatban a leszabás jó szervezhetöaége ala.pvetó, Hőt
a legfontosabb szempont, ezért a fenti hát.izsé.kfeladat megoldásából konatruált
szabásminták alkalmazása sokszor nehezen vihető végbe. Az egyik összefogta
lóban [5] a szerzők 3,1 gyakorlat.i alkahnazást elemeznek, amelyek közül csak
13 esetben cél a hulladék m inimalizálása, ;.L tőhbi esetben az üzemi kiirü lmények
más célt írnak elő.

Azért, hogy az eljárás széleekörben felhasználhu.tó legyen, az (1-3) feladat
hoz az anyagleszabás áJtaláno8ítható körüiménycit tükl'öző újabb feltételeket
csatolunk. Az új feltételek rnegadásánál két szempontot, tartunk szem előt.t.:
egyrészt azt, hogy a feltételek tükrözzck vissza a techmoioqiui, műszaki, szer
vezési körülményeket, másréazt tegyék 1'0hclővé cL leszabás vezérlését (a feltételek
dinamízálhatók legyenek). R:z utóbbit n, feltételekben szerepló vezérlő paramé
terekkel érhetjük el. A vezérlő paramétereket az ismételt számítógépes futtatá
sok során addig kell módosítani, amíg tL gyakorlatban is alkalmazható szabás
mintákat nyerünk. lgy iterációs lépések után a 8zal1ásminták olyan követel
ményeknek is eleget tesznek, amelyek nem, vagy esak nehezen modellezhetők.
Ezzel megszüntethető a leszabás determinisztikussága, a gyártásprograrnozó
(termelésirányító) döntésévé válik az, hogy melyik szabásminta sorozatot fo
gadja el, tartja megvalósíthatónak. A Jeszabáet irányító vállalati szakemberek
olyan meghatározó - gyakran szubjektív és időben is sűrűn változó -- körül
ményeket. is ismernek, amelyeket matematikai formalizmussal nehéz jól leírni.

Az iterációk során a kívánt irányba terelhető a szahásterv, mivel a GGM:
,,stabil" abban az értelemben, hogy a vezérlő paraméterek kis változtatása
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esetén az optimális célfüggvényérték is kicsit változik (a leszabás nagyméretű
lineáris programozási feladata miatt). A heurisztikus szekvenciális eljárások
,,mohó" eljárások, amelyek a vezérlő paraméterek egyre jobb beállításával
jelentősen javíthatók. HAESSLER elnevezése erre az iterációra: ,,multiple-pass
heuristic procedure".

A következő feltételeket vettük figyelembe, kevés és egyszerűen áttekinthető
feltétellel a leszabás lényeges jellemzőinek kifejezésére törekedtünk:

m 

R,_s:_-::.JEx,<Ru
i=l

R, és Ru pozitív egész. (4)

A ( 4) feltétel mint technológiai feltétel a vágófejek korlátozott szárnából adódik
akkor, amikor a vágófejek egyszerre vágnak [15]. Az R-eket paraméterként
változtatva a szabáskép-sorozat vezérelhető.

m r, :-:;;: ;E ó(x;) < Tu, T, és Tu pozitív egész,
i=I

(5)

ahol
ó(x,) = {l ha x1 > 0,

0 egyébként.

Az (5) feltételt a leszabás szervezési feltételének nevezzük. Az üzemi gyakorlatban
,L legtöbbször azzal a klasszikus esettel találkozunk, amikor egyidőben csak
egyféle idomot szabnak ki addig, amíg az igényelt; darabszámot el nem érik
(azaz ~l', = 'l',, = 1). Ekkor a keletkező hulladék nagy, viszont az alapanyagok
bekész.itése egyszerű (mivel egyféle alapanyag kell), a vágófejek beállítása, az
idomok levágása és válogatása, a levágott idomok nyilvántartása, az idomok
mozgatása, tárolása könnyen megszervezhető. Lehetőség van az esetleges se
lejt rögtöni pótlására az alapanyagoknál és az idornoknál is. Amikor a Tu
vezérlő paramétert növeljük, akkor jelentősen csökken a hulladék, viszont a
vág6fejeket sűrűbben kell állítgatni, az idomok válogatása és az aktuális darab
szám nyilvántartása, az idomok tárolása, a selejt pótlása is jóval nehezebben
szervezhető meg. Az (5) feltétel technológiai jellegű is lehet, amikor a munka
helyek és a tárolóhelyek száma a szaJ,ászgép mellett korlátozott, egyféle ido
mot csak egy tárolóhelyre lehet gyűjteni, általában egy munkás csak egyféle
idomot szed le, ellenőriz és tárol (Jásd a húzott síküveg szabását [26]).

Ü < L, ~ X; ~ U1 L1, x, és u; egész (i = I, 2, ... , -m). (6)

A (6) egyedi korlátok. mint vezérlő paraméterek működnek (u1 < [L/a,]). HAESS
LER szerint a, GGM-nél a szabásminták száma, csökkenthető (ezáltal a vágófe
jek átállitásának idő- és költségigénye is) az egyedi korlátok ügyes megválasz
tásával [17]. A szekvenciális eljárás javítható, ha a magas fajlagos célfügg
vény-együtthatóval rendelkező idomok egyedi korlátait csökkentjük, illetve
az idomok túlszabása is vezérelhető (túlszabásnak nevezzük azt, ha a kért
idomból a kerekítések miatt a darabszámnál többet vágunk le). Ha l; = 0 és
u, = 1, akkor 0-1 programozási feladat (bináris hátizsákfeladat) áll elő.

Az újabb feltételek csatolásával az (1- 3) hátizsákfeladatból megkapjuk az
alábln nemlineáris töhbfeltételes feladatot:
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l;, x; és u; egészek (i = 1, 2, ... , m)
m 
,;ia;x; S: L
i=l

m 
R1 S: ,;i X; S: Ru R1 és Ru pozitív egész

i=I
m 

Tl s::: ;i o(x;) s: Tu Tl és Tu pozitív egész
i=I

(7)

m 
,;i C;X; -~ max.
1=1

A (7) feladatban csak egyféle alapanyag szerepel. Ha többfajta, eltérő méretű
alapanyagot veszünk figyelembe és alapanyagfajtánként változtatjuk a vezérlő
paramétereket, valamint az alapanyagok fajlagos egységára is eltérő, akkor
kapjuk a következő általános feladatot (illetve feladat-családot):

I m 

;i C/ Xji
-- i=I < <x .. / ··Z-m_ax --c·~0_,l;,_, JI ':-oit11, 

J '. . 
I

lJI, x11, 1;,Ji egészek (i = 1,2, ... , m);

m m 

,;i a,xJi::::: L1; R11 < ,;i XJI S::: RJu; 
i=I i=I

m 

T11 S:::~ o(x1;) <' 'I.\,; u., R1,,, T11, Tiu pozitív egészek
i=I

(8)

ahol 01 > 0 az L1 hosszú alapanyag ára.
A (8) feladat a szabásmintákkal szembeni elvárásokat modellezi. Ez a fela

dat nem egy konkrét üzem feltételeit adja vissza, hanem az üzemi technológiai
szervezési körülmények absztrakciója. Így lehetőség van olyan programrend
szer elkészítésére, amely széles körben felhasználható. Nem kell egyedi model
leket szerkeszteni, hanem a helyi üzemi körülmények figyelemhe vehetők a
paraméterek inputként való megadásával. A dolgozat lezárásakor r, fentieken
alapuló programokat már több üzem megvette és alkalmazza.
A GGM-nél a paraméterek előre rögzttettek, míg a heurisztikus szekvenciális

eljárásoknál lehetőség van arra is, hogy az egyes szabásminták elfogadésa,
azaz a (8) feladat megoldása után a paramétereket módosítsuk és a következő
szabásmintát már az új értékek, az új (8) feladat szerint keressük meg.

A szakirodalomban hátizsákfeladatnak az (l -3) feladatot nevezik, amely
az NP-teljes feladatok családjába tartozik. A hátizsákfeladat hatékony megol
dásával több munka foglalkozik, lásd SALKIN és De KLUYVlm összefoglalóját
[31], illetve a következő alapvető publikációkat [2], [13), [14), [20], [29], ma
gyar nyelven [3], (6], (23], [24]. Az eljárások döntő része a (6) feltételt is
figyelembe veszi (egészértékű feladat vieszavezethetó binárisra), amely dina
mikus programozásnál és a korlátozás és szétválasztás (branch and bound) el-
vének alkalmazásánál előnyös. ,

Az anyagleszabással foglalkozó irodalomban GII,MORI£ és GoMORY [11] fel
veti a (7) feladatot (ahol j = l és l; = 0, R1 = 0, T1 = 0), amelynek megoldá
sára dinamikus programozáson alapuló eljárást adnak (hátizsákfüggvényt kell
realizálni). MARCONI [28] az (1-4) feladatnál szintén dinamikus programozást

(i ~ I, 2, ... , pl 
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alkalmazott. KuuTTI és VouTILAINEN [25] a (2), (3), (6) feladatot ismételten
megoldva, a (6) feltétel egyedi korlátait addig módosítja, amíg a (4) feltételnek
is eleget tevő megoldást kap. Ők MARTELLOésTo·m[29]algoritmusát használ
ják fel. Az egydimenziós leszabás feltételeiről JOHNSTON [21] nyújt jó összefog
lalót.
A fejezetben bemutatott technológiai-vezérlő paramétereken alapuló model

lezéssel, a (7) feladat dinamizálhatóságával, alsó korlátos változatával, vala
mint a többfajta alapanyagot és fajlagos költséget figyelembe vevő (8) feladat
tal az anyagleszabás szakirodalmában nem találkoztam.

3. A feladat megoldására kidolgozott eljárás 

A (8) feladatot megoldó eljárás készítésekor a diszkrét programozás hátizsák
feladatokra vonatkozó közismert eredményeiből indultunk ki (lásd magyar
nyelven [6], [23)). A (8) feladat megoldását a (7) részfeladat alapanyagonkénti
(j = l, 2, ... ,p) megoldására vezetjük vissza. Lexikografikus rendezésen ala
puló implicit Ieszámláláet (fabejárást) használunk: felsőkorlátok kiszámításával
becsüljük azt meg, hogy az egyes részfeladatokat, illetve a részfeladatok lehet
séges megoldásainak részhalmazait elhagyhatjuk-e. A feladat NP-teljes, a le
számlálás sebessége legrosszabb esetben exponenciálisan függ a változók szá
mától, ezért az eljárást a számítógépes futtatások során heurisztikus meggon
dolásokat fel használva finomítottuk.

A megoldandó j-edik részfeladat:

0 ::=:;: lJi _s x1i _s »» {Ji, xJi, u/i egészek (i = I, 2, ... , m) 
m 
~ a, x/i _s Li
i=I

m 
R1, 5,·~ XJi ,S s.,

i=l
m 

1\1 ,S~ ö(xji) ,S r;
i=l

(9)

m 
::5' c,,x;, -·, max,--- .i=I

ahol R11, R1u, 11
11, Tiu pozitív egészek, a, > 0 és Ci > 0 (i = I, 2, ... , m). 

Képezzük a (9) feladatból az alábbi redukciós feladatot:

0 <::::: xJi ~ u1,. -- lji (i = l, 2, ... , m)
m m 
~ a,xJi _s L1 -- ~ l;, ai 
i=l i=l

m m 
~Xji _s;: Rju - ~lj,
l=l l=l

m m 

~ ö(x;,) s T1u - ~ o(lp) 
i=I l=l

(10) 
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111 JEx, xji , max.
i=l

Tegyük fel, hogy a (10) feladat megengedett megoldásainak halmaza nem
üres és optimális megoldása (in, xJ~, ... , iiml-
Ekkor nyilvánvalóan teljesül az alábbi lemma:

m 
I. lemma. A (9) feladat célföggvényének a~ c1(£p + (1) mennyiség egy felső

i=I
korlátja. Ha

m m
R1I - _:E (lJ; + i11) < O és 1'11 ~ JE r o(lji) + o(:fji)j ~ 0,

i=I

akkor a (i11 + l11, :ci2 + l1~, ... , x1,,, + l1111) vektor a (9) feladat optimális meg
oldása.

A fentiek miatt a továbbiakban a redukált (10) feladattal foglalkozunk,
amelynek felső korlátait alkalmazzuk a (9) feladat célfüggvényének becslésé
hez. Megjegyezzük, hogy egyes esetekben a (9) feladatra ez a becslés durva (pl.

m m
ha Ril- JEli1 > 0 és 1'_11 - ;E o(lji) > 0), azonban előnye, hogy gyorsan és

i=I i=I
egyszerűen kiszámolható.

Rendezzük át az alapanyagokat {·s az idomokat:

l,1/01 ~-•• /.,)G\ > ... 2: L"/CP és (11)

Az egyszerűbb írásmód kedvéért n (10) feladatot az alábbi formába Írjuk
át. ahol a korábbi jelöléseket hasz.nú.ljuk (de már redukált értékkel):

x;1, 1.i;i egé8zek (i = 1, 2, ... , m) 
m ~ .,.,. ,.

..:.. ap:11. .IJ
i I

rn 

~Xji ~ n;
i=I 

(12)

m 
;E ó(x11) _..,.,. 1-'J,,
i I

IT/

;E c;x11 , max.
i~I

A (8) feladat optimális megoldását úgy kapjuk meg, hogy először j = I,
majd j = 2, ... , j = JJ esetben megoldjuk egyenként a (12) részfeladatot Az
eljárás szekvenciális felépítése miatt két becslést kell készítenünk. A j-edik
részfeladat célfüggvényértékére adunk egy felső korlátot, amellyel azt becsül
jük meg, hogy a (8) feladatra az eddigi legjobb megoldásnál ez a részfeladat
adhat-e jobbat. Ha igen, akkor a j-edik feladat egyes részhalmazait teszteljük
szintén felső korlátokat megadva. Az egyes részhalmazok vizsgálatánál GrL-
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MORE és GoMORY lexikografikus rendezésen alapuló eljárását [9] fejlesztettük
tovább, amely a folytonos feladat megoldását használja fel. (Folytonosnak
nevezzük a, feladatot, ha az egészértéküségtől eltekintünk.)

Előbb a legszükségesebb fogalmakat és jelöléseket adjuk meg. Tekintsük az
x = (x1, x2, ... , xm) és az y = (Yv y2, ... , Yml nemnegatív vektorokat.

Definíció: Az x vektor lexikografikus rendezésben követi az y vektort (vagy
nagyobb nála), ha van olyan q, amely 1 :s;.: q < m és x1 = y1, x2 = y2, ... ,

xq-J. = Yq-i és xq > Yq·

Definíció: Az y vektor q-szerint lexikografikusan kisebb az x vektornál
(1 < q :S: m), ha y1 = x1, y2 = x2, ... , Yq-l = xq-i és Yq < xq.

Jelölje av valós szám egész részét[]-, azaz a v-nél nem nagyobb legnagyobb
egész számot.

Készítsük el a (12) feladat megengedett megoldásai közül a lexikografikus
rendezés szerinti legnagyobbat:

x11 = min {[L;fa1J-, u1,, R1u}

i = !min {[(L1- ~-,-~ aixJr)!anl, uÍ'" R1u - ] -l ha] ö(:i\i) < T1u,
111 t=I t=I t=I

O egyébként. (13)
(n = 2. 3, , n1).

Legyen r = max {i/x1,, = ii111 (n = l, 2, , i)}.
A következőkben a 0-1 programozási feladatok körében közismert két

lemma általánOFlÍtását adjuk meg (lásd pl. [23]).,.
2. lenima. Ha~, a, ip = L1,

i=I
akkor a (12) feladat optimális megoldása

,Jelölje 1\ a (12) feladat optimális célfüggvényértékét.,.
3. lenima. Ha _;E a, iii < L1, akkor

i=I

Mindkét lemma bizonyítása triviális.

Vezessük be a célfüggvényérték korlátjának becslésére a következő jelölést,
ahol. az első r változó értékét lekötöttük (legyen a111+ 1 = 1 és Cm+ 1 = 0):

A (8) feladat optimális megoldását úgy kapjuk meg, hogy sorrendben j = I,
2, ... , p-re megoldjuk a (12) feladatot. Jelölje Zopt az eddigi legjobb hányados
értéket a (8) feladatra (célfüggvényérték osztva a megfelelő alapanyag árával).



200 LENGYEL IMltE

A (13) képzési szabállyal készítsük el az x/i (i = 1, 2, ... , m) mennyiségeket
(j > 1). Legyen r = max {i I X;n = ilJn(n = 1, 2, ... , i)}.

3.1. következmény. Ha Zapt > (M;(xJ1, .•. , x;,) + J c1 l/1)/c;, akkora j-edik

részfeladat a (8) feladatra nem szolgáltat jobb megoldást a meglevőnél, te
hát a j-edik részfeladatot el lehet hagyni.

Az előbbiekben a (12) feladat céJfüggvényére adtunk egy felső korlátot, a
továbbiakban a (12) feladat megengedett megoldásainak részhalmazait vizs
gáljuk, tartalmazhatják-e az optimális megoldást.

A (13) szabállyal képzett lexikografikusan Jegna,gyobb vektorból indulunk
ki. Tegyük fel, hogy eljutottunk az X; = (x/i, xJ2, , x1111) megengedett meg-
oldáshoz. Legyen q = max { i / xi, > 0 (i = I, 2, , m)} és a, (12) feladatra
megtalált eddigi legjobb megoldás célfüggvényórtéke: ZJ. 

4. lemma. Ha Z; >- M,(xJ1, •.. , x;q - 1),
akkor az x1 vektornál q--szerint lexikografikusan kisebb vektorok a (12) fela
datra nem adnak jobb megoldást az eddigieknél.

Bizonyitás: Azt kell belátni, hogy az xJ vektornál q-szerint lexikografikusan
kisebb x;, = Xj1, ... 'Xjq-1_ = Xjq- I• Xjq = Xjq-s, Xji >- 0 (ahol 1 .s:: 8 .s:: Xjq és

. i = q + 1, ... , m) megengedett megoldásra
m 

M;(X;i, .. 'X:q - J.) ·- ~ C;Xji·
i~ I

a) Először azt látjuk be, hogy

11!f;(xJ1, ... , x1q - I):?.: M;(X;i, ... , X;q-s). 

'Tegyük fel, hogy az egyenlőtlenség nem teljesül, azaz kifejtve:

q-1
_:EC; Xji + Cq(X;q -- 1) 
1-1

Egyszerűsítve

(s - 1) c(pq+ t - (xJq - ] )aq Cq+ 1 < - (x1q - s) (Lq Cq+ 1

ami ellentmond a (11) rendezésnek.
b) Konstruáljuk meg a (12) feladat alapján az alábbi egészértékű feladatot:
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o < xjq S::: xJq - s, o ~ xJi s::;: uj; (i = q + l, ... , m) 
m q-1

~ a;iji < t., - ~ a;XJ; - aq(xjq - s) 
i=q i=I

m q-1

~iji < RJu - ~Xji - (Xjq - s) 
i=q i=I

m q
~ ó(x) < T - "' ó(x •) ~ Jl _e, JU ..::. fl

i=q i=I
m
~, c/i:1; -,.. max.
i=q

(14)

A fenti feladatnak legyen i1q = x19 - s, iJi 2 0 ('i = q + I, ... , rn) egy
megengedett megoldása. Nyilvánvaló, l1ogy a (12) feladatnak x;1, ..• , x;q-

1
, 

Xjq, xJi(i = q + I, ... , m) xrnél q-szerint kisebb megengedett megoldása. A
(14) feladatnak

q-1
Lr-~ a;x_1; - aq(x1q -· s)

i=I------------ Cq+ l
aq+ I

egy triviális felső korlátja, ezért
q-1 

L1- ~ a;xJi - a,q(XJq - s)
i=I

m
'- ....._, -

Cq+ 1 ,e:::'._.;, C;Xji. 
i=q

Az egyenlőtlenség mindkét oldalához a
q-1

~ C; xji + Cq(Xjq --- s) 
i=l 

mennyiséget adva (ahol xJ1 = x11, .•• , i;q = x;q - s), kapjuk, hogy
m

M1(x11, ... , xJq - s) 2~c;ifi. 
i~I

Az egyenlőtlenségből az a) részben bizonyitottakat felhasználva a lemma
állítása adódik.

4.1. következmény. Ha Zopt 2 (Mj(x11, ... , x1q - 1) + j e; li1)jc1, 
l=I 

akkor az x1 vektornál' q-szerint lexikografikusan kisebb vektorok a (8) fela
datra nem adnak jobb megoldást az eddiginél.

4.2. következmény. Ha Zopt 2 (Mj(x11, ..• , x1q - l) + ~ c1 lp)jci 
és r = max { i I x 1; > 0 ( i = I, 2, . . . , q - I)} akkor elég az
X11, ..• , X;, -- I kötött változók mellett a 4.1. következmény feltételét meg
vizsgálni.
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A fenti eredmények birtokában térjünk vissza a (8) feladathoz, amelynek
optimális megoldását (ha létezik) a következő eljárás szolgáltatja (a : = jelö
lés programozási értelemben értékadást jelöl):

0. lépés. (kezdeti értékek megadása)
Legyenj: = 0 és Zopt: = 0.

l. lépés. (előzetes tesztelés és redukálás)
Legyen j: =--= j + 1, haj= p + I akkor STOP.

m 
Legyen Zj: = Li - ;Ea,t1, és a'= min {a, I l;, < il1; (i = 1, 2, ... , m)}

i=l

m m n.; : = n.; ·- .:E [ji; r['ju: = r.; - 2' ó(lj;)
i=I i=l

1,lji: = 1,lJÍ ·- lji (i = 1, 2, ... , m).

Ha a' < Lj, 0 < R1u, 0 < Tiu és O :s;: 'll1;(i = I, 2, ... , m) 
akkor menj a 2. lépésre,
egyébként menj az 1. lépésre.

2. lépés. (induló megoldás elkészítése)
Legyen x11: = min {[LJla,J-, 'U.11, R1u}

X· : = lminf[(Lr-1 a,xji)/an]-, u1,,, R1,, -1 xp} ha ~
1
ó(xi;) < Tiu

;n ] <=I 1=1 1=l

0 egyébként

(n = 2, 3, ... , m). 
Legyen am+ 1 : = 1 és Cm+ 1 : = 0.

3. lépés. (j-edik részfeladat célfüggvényének becslése)
Legyen q: = max {i I x111 = ii1,, (n = 1, 2, ... , i)}.

Zopt ~ (M1(x11, ... , Xjq) + Jc, tJi)jc1,

akkor menj az l. lépésre,
egyébként menj a 4 lépésre.

4. lépés (egy megengedett megoldás vizsgálata)

Ha Zopl < [i C;(Xji + [ji))/cj és R1, _ i (xji+ lji), T;, .:j ó(xji + l/1-)
i=I i=I l=l

Ha

akkor legyen Z0p1: = (Jc, (xi,+ 111))/01 és tároljuk az

(xji + l;1, X;2 + l12, ... , Xjm + ljm)

egyébként menj az 5. lépésre.

vektort,
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5. lépés. (megengedett megoldások részhalmazának tesztelése)
5.1. legyenq: = max {i I xi, > 0 (i = 1, 2, ... , m)}.

m 
Ha~ o(xi,) = Tiu vagy q = m akkor legyen xiq = 0.

i=l

5.2. Legyenq: = max {i I x1; > 0 (i = 1, 2, ... , m)}.

Ha Zopt < (,Mj(xjv ... , Xjq - 1) + i C;l;,) /ej,
akkor menj a 6. lépésre,
egyébként legyen xiq: = 0.

5.3. Ha X;; = 0 (i = 1, 2, ... , m) akkor menj az l. lépésre,
egyébként menj az 5.2. lépésre.

6. lépés. (q-szerint lexikografikusan kisebb vektor előállítása)

Legyen xiq+l = min{[(ii-ia,x.i,)/aq+i]-, uiq+l• u., -ix1;}
1=1 1=1

X·: = !min{[(Li- ~ a;x;1)/an]-, u111, u; - '_3; xji}ha1 o(xJ;) < Tiu
/11 i=I 1=1 1=1

0 egyébként.
(n = q + 2, ... , m).

Menj a 4. lépésre.
Ha az eljárás végeztével Zopt = 0, akkor a (8) feladatnak nincs lehetséges

megoldása, egyél>ként előállítottuk az optimális megoldást.

5. állitás. A fenti eljárás véges sok lépésben végetér és a (8) feladatra opti
mális megoldást szolgáltat.

BizonyUás: a) A lexikografikus rendezés szerinti legnagyobb vektorból kiin
dulva mindig lexikografikusan kisebb vektorokat vizsgálunk az 5.2. lépésben,
ezért egy vektor csak egyszer fordulhat elő. Mivel a lehetséges megoldások szá
ma is véges, ezért az eljárás véges sok lépésben végetér.

b) A (8) feladat megengedett megoldásainak részhalmazait a 3. lépésben a
3.1. következményt, az 5.2. lépésben a 4.1. és 4.2. következményt felhasználva
hagyjuk el, így az optimális megoldást nem tartalmazhatják az elhagyott rész
halmazok.

Az eljárás a (8) feladatot 0,1, ... , R;1 és 0,1, ... , Ti, (j = 1, 2, ... , p) alsó
korlátokra is megvizsgálja, azonban csak a megfelelő alsó korlátoknak eleget
tevő vektorokat fogadja el a 4. lépésben.

A fenti alapeljárás gyors.ítható az alábbiak felhasználásával:
(i) Legyen MIN;= min {an Ii S: n S: m} és MAX,= max {a11 Ii S: n S: m}.

Az 5.2. lépésben a felsőkorlát becslésénél a
q 

MINq+ 1 S: L1 - ~ a,xii
i=l

4 Szig uia
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feltételeket is figyelembe vesszük, ekkor a fabejárásnál nem kell lemenni
a levélig akkor sem, ha a folytonos megoldásból adódó becslés ezt lehetővé
tenné.

(ii) Egyszerű eszközökkel igazolható, ha a, < a11 és e, ~ c11, valamint U_;; a, +
+ a11 > L;, akkor 'XJn = 0. Ezáltal a feladat mérete (az m) csökkenthető a
2. lépésben.

4. Az eljárás heurisztikus módosítása 

A 3. fejezetben ismertetett eljárás a (8) feladat optimális megoldását szol
gáltatja, azonban a leszabási módszerek többségénél elég egy jó közelítő megol
dás megkeresése. A GGM-nél egy vektor bázisba vonhatóságának feltétele a
megfelelő árnyékköl tség pozitivitása, tl

,,,
,;;Ec;Xji - (}_, > 0
i-1 

egyenlőtlens6g fennállása. Heurisztikua szekvenciális eljárásoknál is előnyö
sebb az eljárás ,,mohósága" miatt egy megfelelő kiizelítö megoldás elkész.ítése.

Mivel a vezérlő paraméterek módosítgatásávaJ a leszabas pillanatnyi üzemi
feltételeit kielégítő szabásmintákat akarunk előállitani, ezért a, darabolás he
lyén vagy onnan elérhető távolságban kell a számítógépnek lennie. Napjaink
ban ez helyben levő személyi, illetve mikroszámítógépekkel oldható meg, ame
lyeknek teljesítményére tekintettel kell lenni az algoritmueok és a számít6gé
pes programok tervezése során (távadat.teldolgozásra., nagyobb számítógóphez
való real-time csatlakozásra egy üzemnek kicsi az esélye).

A fentiek miatt az eljárást heurisztikus ötleteket felhasználva módositottuk,
ezáltal egy elfogadható közelítő megoldás gyonmn megtalálható (futtatási ered
ményeket az 5. fejezet lien ismertetünk).
l. A felsö korlátok eredeti becslése durvának hizonyult., ezért a :3. é8 uz 5.2.

lépésben Mj(x11, , XJq) - t módoaito ttuk.:

Mj(xJ1, , X;q) = j~ cix.fi + [ (Di- 2,,' ai:1;Ji) Cq+ 1/aq+ 1]--
1= 1 1--1

2. A j-edik részfeladat cólfüggvényértókcnek becsléséhez a lexikografikusun
legnagyobb vektort használjuk fel, ,Lzrtz a 3. lépésben:
q: =max{ilx1i >O(i= 1,2, ... ,m)}.

3. Egy elfogur!ási korlátot (1:: > 0) állítunk fel (amely lehet bizonyos fajlagos
mutató, pl. a hulladék %-os aránya, a GGM-nél az árnyékk<iltség nagyf:iága
stb.). A 4. lépésben az el:-,ó olyan n1egengedett megoldást elfogadjuk (és az
eljárásból kiugrunk), amely a megadott elfogadási korlátnál nem rosszabb.

5. A számítógépes juttatások tapasztalatai 

Az alapeljáráet a 3. fejezet végén közölt (i) gyorsító becslésekkel (MJN1 és
MAXi) egészítettük ki, a heurisztikus módosítások közül l. és 2., illetve eseten
ként a 3. változtatást vettük figyelembe. Az algoritmusra Comm.odore-64 mik
roszámítógépen készült BASIC nyelvű program, amelyet gépi kódra fordítot
tunk le.
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1. táblázat

V ezérló paraméterek értékei

Rju T;u '11ji 

a) 00 00 00

b) 10 00 00

e) 00 3 00

d) 00 00 3
e) 10 3 3
f) 00 00 00 0,001 Lj 

2. tábláea:

Az átlagos futú8idó másodpercben

,n =200

a)
b)
e)
<l)
e)
f)

H,rí7
,i,61
(i,74-

14,24
27,5!!

,l,43

17,31
10,34
12,61
33,34-
i:í.'l,70

K,03

32,59
22,65
28,56
87,22
78,98
9,21

14,45
6,5]

1.4,55
20,96
r,3,19

3.fi9

32,98
J 7,31
29,08
49,01
82,79
4,17

76,98
39,29
48,27
83,ll

1.09,36
7, 71

32,55
8,01

14,87
62,64
60,45
3,36

45,30
27,06
31,18
87,49

130,45
5,05 

93,74
73,62
79,34

124,92
164,04

15,90

A (8) feladatot a 2. táblázatban található eltérő feladatméretek (p és m) mel
lett oldottuk meg. A paraméterek és változók alsó korlátait zérusnak vettük,
az együtthatók az alábbi korlátok között levő valós számolc voltak, amelyeket
a r-;zámítógép egyenletes eloszlású véletlenszámgenerátorával állítottunk elő:

1000 .-,:;: Lj :-:::::: 3000
f.,1 - 200 ::,-;: e. -S: L1+ 200

10 .< a; :S: 400
a;_ C;,:::;: 5a;.

Feladatonként az l. táblázatban megadott 6 esetet vettük figyelembe,
ahol az (/) esetben F küszöbszám a 0,1 %-os hulladékot (felületveszteséget)
jelenti. Feladatméretenként és esetenként 10 feladatot generáltunk, az átlagos
futésidök a 2. táhláza.tban találhatók (az időket másodpercben adtuk meg).
A szórások jelentősek voltak, ezért az átlagok csak mérvadó becslések.

A 2. táblázatban közölt futásiclőkhöz bizonyos támpontot nyújt a (11) ren
dezéshez szüksóges idő (ahol a kapcsolódó tömböket is rendeztük), amely m == 50 és p = 50 esetben 30--33 sec, m = 100 és p = 50 esetben 60-65 sec
míg m = 200 és p = 50 esetben 180-190 sec buborékrendező algoritmussal.

Az 1. ábra, szemlélteti azt, hogy a vezérlő paraméterek eltérő értékei esetén
a j = L-hez szükséges időnek hányszorosa kell a feladat teljes megoldásához.

m 
Az (/) esetben, ha L, - ~ a; Xj; :s;: 0,001 Lj, akkor az eljárás befejeződik.

i=l
Egy alkalmas küszöbszámmal a feladatnak egy közelítő megoldása, azaz egy
elfogadható szabásminta gyorsan előállítható. Mivel az üzemi gyakorlatban

4*
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1. ábra, Az l. ulupunyug idej(\nok átlngoR11n húnyszorosa szü lrn,,ges a teljes
f"elw I.at rn(lf.(Oi, láRához (m = J 00)

hulladékmentes leszabás ritkán fordul elő, ezért egy megfelelő küszöbszám az
esetek tö b bségében megad ható.

Az algoritmus időigénye legnagyobb az (e) esetben, amikor minden feltétel
szoros, és a (d) esetben, ahol az egyedi korlátok kis értékűek. Ha az R;u vagy
T1u paramétert vesszük azűköanek [(b) és (e) eset), akkor rt korlát nélküli (a)
esetnél csak kevéssel kapunk jobb futásidöt Szembetűnő, hogy az (f) esetben
(ahol s= 0,001) mennyire kicsi az időszükséglet, az (e) esethez képest egy
nagyeágrenddel johh . Az l. ábrából látható, hogy az (f) esetben ált1tlál>an már
az első alapanyagra találunk elfogadható m.egolclást, nem kell. minden alap
anyagot végignézni.

Megjegyezzük, hogy a 3. fejezet végén megadott (i) becslések (MIN; és
MAXi) a (6) esetben előnyösek, mivel haaználat.ukkalegy nagyságrenddel javult,
a leszámlálás időszükséglete.

Az algoritmus programját három programrendszer tartalmazza. J1:gy,limen
ziós esetben egyrészt <L GGM.-lien, másrészt egy heuriszt.ikus szekvenciális eljá
rásban szerepel. A harmadik programrendszer Ft kétdimenziós két-ütem í'1 guil
lotine-vágásra, készült, amely heurisztikus eljáráson alapszik. Ebben az. esetben
nem a (8), hanem a (7) feladatot kell minden caíkszólességre és alaptáblamó
rétre megoldani [ha minden idom és alaptábla elforgatható, akkor a (7) fela
datot maximálisan 2p (2m + Ll-szer kell megolclanij. Az alábbi vezérlő para
métereket vettük még figyelembe:

csíkban az idomok maximális számát,
csíkban az idomfélesógek maximális számát,
a csíkok maximális számát egy alaptáblán,
az eltérő csíkok maximális számát egy ulaptáhlán.

Eöszc,netnyilvánítás: Ezúton rnonrlok köRzönotot a Békés rnogyoi Tanács Tudományos
Koordinációs Szakbizot.taágrinuk , clsósorbun Dr. Koteles Lajos ti tkárnuk azért, hogy ösz
töndíjukkal lehetővé tették a témakörben való elmélyülést, a fonti eredmények kidolgo
zását.

(Beérkezett. 1986 [ebruár 15-én.)



ANYAGLESZAfü\SI PltOBLÉl\L-Í.K 207

IRODALOM

l. ADAll!OWICZ, M.-ALBANO, A.: A solution of tho rectangular cuttingstock problem.
IEEE Transactions on Sys. ]\If.an. Cyb. 6 (1976), 302-310.

2. AKINC, U.: An algorithm for the knapsack problem. IIE Transactions 15 (1983),
:11-:16.

:l. Bmó M.: A bináris hátizsák feladat. Alkalmazott Mat. Lapok 9 (1983) 1-2., 113-
136.

4-. DowsLAND, W. B.: Two and three dimensional packing problems and solution met
hods. NZ Oper. Res. 13 (1985), 1-18.

5. DYCJ{HOJtF, H.-K.RUSE, H. J.-ABEL, D.-G-AL, T.: Trim loss and related problems.
Omeq« 1:1 (1985), 59-72.

6. FORGÓ F.: Nemkonuex és diszkrét proqramozás, Közgazdasági és Jogi Kk., Budapest,
I 978.

7. G-1LMOHE, P. C.: Cutting stock, linear programming, knapsacking, dynamic program
ming and integer programming, some interconnections. Annals of Discrete Mothema
tics 4 (.1979), 217-2::!5.

8. GILMORE, JJ. C.-GOMORY, R. E.: A linear programming approach to the cutting stock
problem. Operations Research. 9 (l 961 ), 84-9-859.

9. Gn.11wn1,;, .I'. C.- GoMORY, H,. R.: A linear programming approach to the cutting
stock problem. - Part JI. Operatione Reseacli 11 (196:1), 863-888.

JO. GTLMOR1•;, r. C. -GuMOJff, !{. l~.: Multistage cutting stock problems of two and more
d iuionsions . Operations li esearch l :l (1965 ), 94- 120.

11. Grr,M'ORF:, .P. C. -GOMORY, R . .E.: The theory and computation of knapsack functions.
Operaiione Re earcli 14 (1966), 1045-1074-.

12. GOLDEN, R. L.: Approaches to the cutting stock problem. AIIE 'Transactions 8
(1!176), 2G5- 274.

13. GRJ,:i<:NHE]W, l-1.-HEn1mrcH, H. L.: A brunch algorithm for the knapsack problem.
Munoqemeni Science l(i (]970), :l27-:rn2.

14.. GH.1;;1rnu1mo, J-1.-FEJ.DMAN, J.: 13Pt,tcr step-off algorithm for the knapsack problem.
D·iscr. Appl. Math. 2 ( 1980), 21- 2G.

15. HAESSL1;;1i, IL \,V.: An heuristic prognunming solution to ,.1 non-linear cutting stock
problem. Mrmoqemen: Science 17 (1971), l379:l-J3802.

16. HA.u;ssum, It. W.: Controlling cutting po.tt.crn changes in one-dimensional trim
problems. Operations lieseurcli 2:l (1975), 48::l--4-9,L

17. J--1 ,u:ssL1m, I{. W.: A note on L·ump11tu,t,ionnl modif'icut.ions to the Gilmore-Gomory cut
ting stock algoril.hrn. Opercüiou» He.search 28 (1980), 1001-1004.

18. H1NXMAN, A. I.: A t.wo-tl irnenaiouu l í.rim-Ioss problem with sequencing constraints .
.,ldvrince papers of JJCAl-77, M.J'J_' (J!J77), 859-8li4.

19. 1-J TNXMAN, A. I.: Tho trirn-Ioss und ussort.mon t probk-rns: n. survey. European Journal
of Opt. Res. Fi (L980), 8- JS.

20. JNOAlWlOLA, G.1°.-KO'HSH, .J. F.: A gunerul u.lgoritl1111 for onc-dhuensional knapsack
problems. Operations Hesearclt 25 ( 1977), 752- 759.

21. JorrNSTON, rt. E.: lsounde for the one dimensional cutting stock problem. Working
paper, Footecruy l ns. of Te('h., Vi('torin, A11strulin, (dec. 1980).

22, KALMAR J.-LENUYJ<:L I.: A raktárkészlet figycl('J11ucvétele a Gilmore-Gomory mód
szoruó]. Sú(/?lW 17 (HJS4), 167-18:J.

2:l. Kovxr-s L.B.: A diszlcréi proqramozáe koinbinaioril.us módszerei. Bolyai J. Matomaeikai
Trtrsuln,t jegyzete (1969). . _ _

24. J\itF:l<Ó H.: Opti111.umszámú,í11. Küzguzdusági c\s Jogi Kk., Budapest (1972).
25. KuuTTJ, M.-VODTJLAJNEN, R.: A discrete optimization approach to the pattern

,u111lysis of the cutting stork problem. Paper presented at BUH,0 lJI. Amsterdam
( ! 979).

2G. LF:NOYm, J.- KuBA A.: Síkiivcg sznbásrinak opt.imaliz.álásn. (I). Szigma 14 (1981),
lö9-190.

27. LENUYI,L I.: Durubolás - korezoríí rnórlsze1-cldrnl. lpargazcluság (]984. uov.), 19-31.
2R. ,\I ARCONT, R.: Gc11cralis,1t,ion of rt ma then,at.ical procedure for the optimal_ solution

of two-dimensional cutting problems. 'l'echnical reports No. 7., Centro Stud1 IBM
Pisa (1970).

29. MARTELLO, S.-TÓTH P.: Brunch and bound algorithms for the solution of the general
unidi,nensionnl knnpsuck problem. Procecclúigs of the EURO II. _StockJwlm (19~6).

:io. PEGFLS, C. C.: 'F-181tristic scheduling models for vari,1nt of two-dunenswnaJ cuttmg
stock problem. Toppi 50 (1967), 5]2-5:J.5.



208 LENGYEL IMRE

31. SALKIN, H. lYI.-DE KLUYVER, C. A.: The knupsaek problem: a survey Naval Research
Log. Quart. 22 (1975), 127-144. _

32. TILANUS, C. B.-GERHARDT, C.: An application of cutting stock in the steel industry.
in: Operational Research '75 (ed: K. B. HALEY), North-Holland, Amsterdam (1976),
669~675.

A I'RACTlCAL GENERALJ.ZATION OF THE KNAPSACK PROBLEl\I
FOR CUTTING STOCK

For solving the cutting problem, in addition to reduction to the cornmonly k uo wu li
near prognunrning problem, several heuristioul procedures have also been worked out.
From the methods applied, two approaches, most frequently used in pruct.ice, may be
under] ined:

l. The G1LMORE-GOMORY method which solves the linear programming problem of
cutting with a modified simplex method, so that the vector to be drawn into the base is
produced by solving knapsack problems.

2. A heur·istical sequeutial procedure (emptying procedure) is t.ho one wl uch produces
u "btst" cutting pattern uceord ing to some criter.ion, applying this putt<··rn us many
times us possible und then produces the "btst" pattern for the re111uining l,usie materiu.ls
and profiles etc. The "best" c1.11oting puttorn is usua.lly conatructud from the •·xnct or
approximative solution to tho knapsack prohleu r.

The paper roviews u novol. n1odtlling of the prtU,tit:ul. ciroumstunr-es of <'lltting mu.to
rials, the problem d,·rivtd as u gonerulizution of tho kuupsaok problorn, anrl tl,o procorlu ro
worked out for the sotucion of tho problem, l<'rn111 urnong the cutting problerus tho gerwra
Iizn tion of the knapsack problem of ono-d imousiouul <·1itti11g (paper rolls, !Jars, tulle:,-,,
bands, etc.) is discussed in detuil, wh ic.h is tire su1110 in tho ,·aso of ho t.h tho Cilrnorn-Go
rnory method anrl the houristical scquon t.iul procedure.

nPAl{TM~IECl{v!E OEOEl.l.\EHl-1E 3A,[IAYH O PAHUt:: .LlJIH nP013JIEMbl ~)ACl{P05l
MATEPMAJIOB

,LlJ151 peUJCHH51 3ilJ(il'lM p3C!\J)0H warepuanou I-rap,I1w C OLJIL(CH3BCCTIH,IMM MCTOl(iltllll npI18C/,\C
HJ,15l I( 33).(illJC JlHHetí1-1oro rrporpaMMHpll□al·flHI paspaöoraa TaJOl(C ucnuü PHJ( JUf)l ICTIJLICCl(I IX
MCT0]:108. yj3 npMMCl·l51CMLIX MCT0J(0U aUT0p0M Bbl/\CJl,leTCH nna 11,rn60J1CC pacnpncrpancuuux
MeT0).(il:

I McT0J:l }1-{MJIM0pa . f'o~rnp11 (Gilmore Gornory), pe111a1011(1,1tí 3JJ\:Jlfy J11mdí1rnro npnrpaa
MIIpouar1H5I /.(Jll-I péKl(J)Üll C n0M0ll(blO Mi\/(MlpH1.(HJ)0f3ilHHllf'O CHMrlJICi(CH0J'O ,l'ICTOJ(<i Till(, 'IT0 BCl(
TOp, 8i(JII0'lae,111,1ii ll Őil3MC, 0IIJ)C/lCJl5ICTC51 113 pCUICl·fIHI 3a/(él'lM O paHl.(C.
2. 3upv1CTn<!eC1(HH CCl{BCHL(MaJlbHl.,1/:i MCT0/.(, i(OTOl)bl1'Í onpe).(CJJHeT e I-ICl(OTOJ)OH 1'0'11(11 3pCIIH51 

,,Hau11yc11111-1t'i'' pac1,pOH, JTIJT pac1,potí npHMCH51CTC51 !(al( M0)IO·IO •iau1c, f10T0M 113 0CTiJlllllCl'OCH
MaTepIIaJia TiJIOl<C onpe).(CJ15]CTC)I ,,l·laHJfYlJIUMW' paCJ(l)OH M T. ).(. ,, Ha1rnyq11111tí" pac1,poii l(0II
CTpy1IpyeTCH M3 T0'IH0l"0 HJli-1 np1,16JIM)l(CI-IH0l'O pe1.1Ie111151 3/\/(i\llM O pi1Hl\C.

8 CTélTbC paCCM,lTprrnacTC}l IIOB;J}( q)()pMyJIHp0Ui(i\ MO).(CJIM J:IJIH llflili(TML(CCi,0í"O p;.icr,p0íl ,11a
TCpHaJlüll, 06061.1.(CHMC 3éU\élLI[,( 0 J)éllll(C II MCT0/( cro pClllCHM5l. CpCJ(M 33/(3'I 0 pacI,poc MélTCf)HaJIOU
í!OJ:lpOÓH0 paCCMaTpMBaCTC51 0J(Ji0pa3MCp11i.1ll :Jil/(J'la 0 pacI<poe (pyJI0ll óyMar1-1, CTCf)H(l,II, Tpy6hr,
JICHTbl II T. /:(.) C ílOM0IJ(blO OŐOÓl.l(CHIIC 3i.l/(<i'IH 0 paHl(C, l(úT0pue npMMCH>!eTCH U MeT0/(C H{,rJI
MOpa - f'o,1t0pH, a Ta!Ol(C B JBpHCTM'leCr,()M CCl(BCl-ll(llaJlbHOM MCT0).(C.
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MIHÁLYFFY LÁSZLÓ-BAGDY GÁBOR

Nagyméretű dinamikus nemlineáris ökonometriai
modellek szabályozására alkalmas

számítógépi programok

Bevezetés

A gazdaság dinamikájával és szabályozásának lehetőségeivel foglalkozó kuta
tások rendkívül széleskörűek; megállapítható, hogy e tudományág fejlesztésé
ből a magyar kutatók is kivették a részüket. Az ide tartozó tanulmányok,
publikációk jelentős hányada elméleti jellegű [17], [19] stb. - sok esetben
találkozunk pl. a gazdaság lehetséges szabályozó változóira vonatkozó kvali
tatív megállapításokkal, melyeket a gazdasággal kapcsolatos bizonyos mate
matikailag megfogalmazható feltételekből lehet levezetni - , nem hiányoznak
azonban azok a munkák sem, amelyekben az elméleti megfontolások alapján
kialakított dinamikus modellt és vele együtt a bizonyos kritériumok szerint
optimálisnak tekinthető szabályozást konkréten számszerűsítik. Az utóbbi
esetben, pontosabban, az ilyen esetek többségében általában - mind itthon,
mind pedig határainkon kívül - az a jellemző, hogy a számszerűsített model
lek á.ltalában kisméretűek [18], változóik erősen aggregált mennyiségekre,
mutatókra vonatkoznak, s így a,z eredmények a felhasználók számára csupán
orientáló információt jelentenek. Nyilvánvaló, hogy a gazdaság tervezői szá
mára hnsznos Jenne, ha adott gazdaságpolitikai célok és adott gazdasági sza
bályozók mellett minél részletesebb előzetes információhoz lehetne jutni a
kűlön bi>zfí gazdaaagpoli tikai döntések várható következményeivel kapcsolat
ban; ez nagyobb méretű modellek kialakítását, számszerűsítését és szabályo
zását teszi szüksögessé, mint amilyenekkel az optimális szabályozással foglal
kozó irodalomban korábban találkozhattunk.

A nagy, vagy akár csak viszonylag nagyobb méretű dinamikus modellek
létrehozásával kapcsolatos elvi és gyakorlati nehézségek széles körben ismer
tek. Anélkül, hogy az ún. ,,nagy modellekkel" kapcsolatos számos fenntartás
és kritikai őszre vétel jogosságát megkérdőjeleznénk, ú üÚ gondoljuk, hogy bizo
nyos esetekben érdemes engedményeket tenni az egzaktság rovására, ha tör
ténetesen olvan modellel van dolgunk, amely, ha elvileg nem is minden vonat
kozásban kifogástalan, bizonyos evidenciák (pl. ex post előrejelzések) tanúsága
szerint >ü6}ÖD jelenségeket, folyamatokat mégis helyesen ábrázol, s ily módon
megfelelő keretek között értelmes következtetések levonását teszi lehetővé.
Más Fűó }9 ~a 9x~Tó~ indulunk ki, hogy vannak, éspedig nem is kizárólag csak.
I'art pour l'art; szempontoknak deget tevő, nagy vagy inkább közepes méretű.
szé.mszerűen meghatározott dinamikus ökonometriai modellek, amelyek bizo
nyos szabályozó funkciójú változók (pl. támogatások, adókulcsok stb.) hatá
sának vixsgála.tára alkalmasak, hacsak rendelkezésünkre állnak az ehhez szük
séges számitástechnikai eszközök, a bizonyos szempontok szerint optimális
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szabályozást meghatározó gépi programok. Ebben a dolgozatban két olyan
programcsomagot mutatunk be, amely ennek a feladatnak a megoldására,
tehát nagy vagy inkább közepes méretű ökonometriai modell szabályozására
alkalmas: az egyik GREGORY C. Cnow [5], [6], a másik ARNE DRUD [7], [8]
nevéhez fűződik. (A méretekkel kapcsolatban mondottakat itt még azzal egé
szítjük ki, hogy szabályozás szempontjából gyakran nagynak bizonyul az a
modell, amely becslési szempontból közepes méretű.) Ez idő szerint már mind
két programcsomag Magyarországon is a felhasználók rendelkezésére áll.! A
két program két, lényegesen különböző megközelítést reprezentál: ezeket
külön-külön fogjuk ismertetni, majd az eddigi hazai számítástechnikai tapasz
talatokat a két program működését összehasonlítva, együtt fogjuk tárgyalni.

A Chow- és a Drud-féle programcsomag - ez utóbbinak a neve CONOPT
H' v [] •P[? Optimal) - már a megoldandó feladatok definíciójában is eltér
egymástól, ezeket - ti. a megoldható feladatok típusát - azonban célszerű
egyidejűleg tárgyalni, mivel így mind a közös, mind pedig az eltérő vonások
jól érzékelhetők. Induljunk ki azokból a dinamikus nemlineáris ökonometriai
modellekből, amelyek az alábbi alakba í B; 9!ó d2 

(0.1) O(Y1, Yt-1, · · •, Y1-,, X1, X1- 1, - · - , X1-0) = c1,

t=I,2, ... ,T, 
ahol

t jelöli az időt, t = 1, 2, ... , 'l_', és '1.1 11 viwgált időszak hossza (idő
hor.izont);

y1 = HÚ1 1, Ú2 1, ... , ! ] 1)' a modell Q]L[=é ] változóinak n-dimenziós vek
tora a t'időszakbim (a vessző transwponáláat jelöl);

N1 = (x11, x2 1, ... , Xm 1)' a modell WúO{á ?S[úó változóinak m-dimenziós vek
tora a t időszakban;
illetve b a késleltetés maximális mértékét jelöli a modellben az endo
gén, ill. a szabályozó változókra vonatkozóan;

c( = (c:( a( a c=a( a ,,, a 1-.:(( a(se a véletlen zavarások nulla, várható értékű vek
tora a t idöszakban. Fel fogjuk tenni, hogy 11 V = (cov (c;,1 ö f xWdd 
kovariancia-mátrix nullával egyenl{í, hacsak • 9"= .s; l ' · W esetén Vér
téke nem függ az időtől, és azt is feltesszük, hogy rendelkezésünkre
áll w valamilyen becslése;

g( ·) = (g1 ( · ), r12( · ), . , . , g,,( · ))' folytonos leképezés [l<r+Iin+<0-( l 11111-ből
>os{Qx kétszer folytonosan differenciálható komponensekkel.

Az eddig elmondottakat a következőkkel kell kiegészíton ünk, (0.1) skalár alak
ba - tehát g1, =I x zzz x =] aegítségével - át.írva, nyilvánvalóan fölfogható, mint
egy dinamikus nemlineáris ökonometriai modell szimultán egyenleteinek rend
szere, egyszerű átrendezéstől eltekintve strukturális formában. A g leképezés
ben - bár ezt a jelölés nem tükrözi - bizonyos becsült, tehát adottnak tekint
hető együtthatók, paraméterek függhetnek at időtől. Ami a modell változóinak
endogén és szabályozó változókra való felosztását illeti, ez szokatlannak tűn
het, mivel az ökonometriában a modellek változóit endogén és predeterminált
változókra, és ezen belül az utóbbiakat késleltetett endogén és exogén változókra
szokás felosztani. A kétféle terminológia között a kapcsolat a következő. A 
szabályozás szempontjából az endogén változóknak a vizsgált időszakhoz

"C 

1 A programokat az MTA Számítástechnikai és Autornutizálási Kutató Intézet IBM
3031 számítógépén installáltuk.
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(t = 1, 2, ... , T) tartozó összes értékét változónak (ismeretlennek) kell tekin
teni, és ezen kívül az exogén változók közül ki kell választani azokat, amelyek
nek az értékét befolyásolni lehet. Ez utóbbiak, esetleges késleltetéseikkel
együtt, lesznek a szabályozó változók, míg az összes többi exogén változó
t = l, 2, ... , T időszakhoz tartozó értéke a szabályozás szempontjából adott
ság, paraméter lesz. Fontos követelrnény, hogy rnind az endogén, rnind pedig a
szabályozó változóknak a t = l időszakot rnegelőző értékeit HÚ0, Ú61, ... , Yi-T,
x0, x_t, ... , x1_0) isrnernünk kell, egyébként a feladat határozatlan lenne.

Rendeljünk mármost minden endogén és szabályozó változóhoz egy alsó
és egy felső korlátot a következőképpen:

(0.2) Y1 ~ Y1 < Y1, 
H! = ( a =a ,,, a T) 

Nem zárjuk ki azt a lehetőséget, hogy bizonyos alsó határok mínusz végtelen
nel, bizonyos felső határok pedig plusz végtelennel legyenek egyenlőek, nyil
vánvaló viszont, hogy a változók egy részének értéke csak akkor lehet értelmes,
ha bizonyos véges határok közé esik.

Megengedett szabályozásnak v. vezérlésnek nevezve mármost a szabályozó vál
tozók értékének bármely, a (0.3)-at kielégítő rendszerét, fel fogjuk tenni, hogy
(0.1)-nek az endogén változókra vonatkozóan minden megengedett szabályo
zás mellett van megoldása.

A (0.1) modellből és a (0.2)-(0.3) feltételekből úgy jutunk optimális szabá
lyozási feladathoz, hogy kijelölünk valamilyen gazdaságpolitikai célt, amely
kifejezhető, mint az endogén és a szabályozó változóknak valamilyen valós
skalár értékű függvénye a vizsgált időszakban. Legyen ez a függvény f(Yt,
y=a • • • a YT, x(a x=a ,• • a x-r); a gazdaságpolitikai optimalitás ennek valamilyen
szélsőértékével kapcsolatos, tegyük fel, hogy minimumról van szó. Mivel Yt,
... , YT, x1, •.. , x,- az c1 véletlen zavaráson keresztül a véletlentől is függ, f 
értéke is valóseínűségi változó, és ezért a várható értékének a minimalizálására
kell törekednünk:

Hi ,r s JJ1(f(yv y2, ... , YT, Xv x=a • ,, a x-r)) = min I

Technikai szempontból az / célfüggvényről ugyanazt tesszük fel, mint a (0.1) 
modell. egyenleteiben szereplő függvényekről, azaz, kétszeri folytonos diffe
renciálhatóságot. Ettől eltekintve a célfüggvény alakjára vonatkozóan általá
ban nincs semmi megszorítás, és így igen sokféle gazdasági célkitűzés megfo
galmíLzására van lehetőség (külkereskedelmi mérleghiány minimalizálása a
vizsgált időszakra vonatkozóan, az import minimalizálása bizonyos relációban
stb.). Széles körben használják az ún. kvadratikus célfüggvényt, amelynél az
endogén változókra vonatkozóan= előírnak egy optimálisnak tekintett

A • A

Y1, Y2, · · · , YT 

értékek által meghatározott pályát, és a követelmény ebben az esetben az,
hogy a modell változói ezeket a célértékeket minél jobban megközelítsék. A

'Bizonyos esetekben technikai okokból a szabályozó változókhoz - vagy ezek egy
részéhez - is rendelnek célkitűzéseket.
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közelítés mértékét a célfüggvény méri, amely ekkor - a várható érték operá
torától eltekintve -

(0.4a)
T

f = ~ HÚa l Y1l' Ki(yl - Íf1) 
1=1

alakú, ahol t = I, 2, ... , T esetén 1(1 adott pozitív szemidefinit mátrix. Az
a körülmény, hogy a /(1 mátrixoknak nem kell pozitív definitnek lenniök, azt
jelenti, hogy nem szükséges minden egyes skalár értelemben vett endogén
változóhoz célkitűzést rendelnünk. A szabályozási feladat meghatározásának
teljessé tételéhez most már csak azt kell megjegyeznünk, hogy y1 és x1 (t = 1,
2, ... , T) valószínűségi változó jellege miatt a (0.2)-(0.3) feltételek teljesülé
sét nem vehetjük biztosra, és így ezeket a

(0.2a) P('Y._1 _,,, Y1 <, Y1) > P1 

(0.3a) P(?;1 :S: X1 ) 2Ts >qt
követelményekkel kell helyettesltenünk, ahol p1, p~, ... , J),-, q1, q~, ... , q7 al
kalmasan választott (egynél kisebb) valószínűségek. lly módon tehát a követ
kező feladathoz jutottunk:

minimafoáliitk az f(y (a ,• • a Yr, x (a ,• • a x-r) célfügr;vény várható értékét
(lásd (0.4)) a (0.1) mottell valamint a (0.2a)-(0.3a) feltételek mellett .

Ebböl a sztochasztikus proqramozási felwfotból bizonyos, éspedig lényeges egy
szerűsítések révén jönnek létre azok a feladatok, amelyeket a Chow-föle prog
rammal, illetve a CONOPT segítségével meg lehet oldani. 0. C. CHOW felfo
gása szerint ([5], 161- U33. oldal) az ökonometriai modellek szabá.lyozásánál
a véletlen szerepének Jigyelemlie vétele sokkal fontosabb, mint a változók
(0.2)-(0.3). illetve (0.2a) -(0.3a) típusú feltételekkel való korlátozása, e felté
telek ugyanis helyes modell-specifikáció esetén eo ipso teljesülnek, kivált ha
teljesen általános 9~9dú célfiiggvények helyett (0.4a) alakú kvadra.tikus cél
függvényekre szorítkozunk. [lycn típusú célfüggvények esetén a K1 mátrixok
alkalmas választásával valóban befolyásolható a változók értékének alakulása,
és így az irreális értékek kiküszöbölóse ; s:dikség esetén a szabályozó változókat
is be lehet venni a célfiiggvényhc. 1;;nnek a megközelitésnek a kritikájára ké
sőbb még visszatérünk, egyelőre azt szögezzük le, hogy rt Chow-föle program,
illetve algoritmus esetén egy {0.4a) !,Tm" Fú függvény várható értékének a mini
malizálása a feladat a (0.1) modell mint korlátozó feltétel mellett.

A. < ML < a a CONOPT programcsomag tervezője más megoldást választott.
Ő a } ó ~Ö!~Ö[ hatások vizsgálatáról mondott le, ÓR fly módon egy determinisz
tikus feladathoz jutott, melynek célfüggvénye bHÚ(a • • , a y.,., x( a • • • a x-r),
feltételrendszere egyrészt (0.2) (0.3)-hól, másrészt pedig a (O.l) modell liől
áll, ennél azonban a jobb oldalon álló r, véletlen zavarást most O-val kell
helyettesíteni. A következőkben először a Chow-féle algoritmus, azután pedig
a CONOPT főbb sajátosságait fogjuk ismertetni. Megjegyezzük, hogy mindkét
program szernpontjáhól a modell egyenletei a bennük szereplő paraméterekkel
együtt a bemenő adatokhoz tartoznak, azokat tehát valamilyen további prog
ram segítségével kell becsülni.
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1. Kvadratikus célfüggvény várható értékének minimalizálása
nemlineáris sztochasztikus modell esetén

(G. C. Chow algoritmusa)

Az előzőekben alkalmazott jelölések kismérvű módosításával a vizsgált fela
dat az alábbi alakba írható:

minimalizáljuk az

H~,~s 
T

Jl1 ~ (Yi - !ft)' K1(Y, - Yi) 
~' R 

W(, =s 

kifejezést az

Yt = g(y1, Y1-1, Xi, 'IV1) ó 0i,
t=l,2, ... ,T

modell mint feltételrendszer mellett.

Mielőtt tisztáznánk ( l .2) és a bevezetésben felírt (0.1) modell kapcsolatát,
néhány általános jellegű észrevételt kell elmondanunk a Chow-féle szabályozási
koncepcióval kapcsolatban. Az (1.1) cc\lfüggvényt, amely a gyakorlatban sok
esetben súlyozott négyzetösszegre redukálódik, gyakran kifogásolják - töb
bek között hazai kutatók is - mondván, hogy az szimmetrikus jellege miatt
nem tesz különbséget a kitűzött céloktól felfelé vagy lefelé való eltérés között,
holott nyilván nem mindegy az ,,összjólét" szempontjából, hogy m~, a nem rubel
elszámolású külkereskedelmi médeg aktívuma a tervezett 400 millió dollár
helyett 200 vagy 600 millió lesz. Ezen kívül sokszor megemlítik, hogy (1.1) 
mint a gazrlasági tervezés segédeszköze, igen sok szubjektív elemet tartalmaz.
Ez a megálJttpítás elsösorban a súlyok megválasztásának kérdésére vonatkozik,
és lényegében nem vitatható. 'Tovább rontja a helyzetet az, ha a súlyoknak
eredeti feladatuk mellett még azt a szerepet is be kell tölteniök, hogy megaka
dályozzák irreális értékek létrejöttét a szabályozás során, vagyis, amikor a
súlyoknak a (0.2a)-(0.3a) egyenlőtleusé-geket is helyettesíteniök kell. Ezekkel
a jogos kifogásokkal szemben azt kell megemlíteni, hogy az Egyesült ÁUamok
han és Nyugat-Európában számos esetben alkalmazták a Chow-féle szabályo
vi1:,i programot, és általában eredményesen. A sikeres alkalmazások példája
ként megemlítjük

.,t Michigan-i Egyetem negyedéves ökonometriai modelljét [G],
a. OG} I, + < modellcsalád egyes változatait- [14], _
J·. BRADA, A. nBFG és D. M>D/ 0+ \ { D0L A (Egyesült Allamok) csehszlo
vákiai modelljét. [2],
a Rhe inisoh-Westfalisches Institut für Wirtschaftsforschung (NSZK)
negyedéves konjunktúra-modelljét [10],

3 Az Egyesült f\llarnokban 11 he cvenes t'·vekben dolgozták ki Donald Green professzor
vezetésével ,1z ún. SOVMOD ( = SoI>ie1; .Mor/el) modelleket, elsősorban a szovjet-ameri
kai külkereskedelem ulukulásénuk prognosztizálására. Green vt\Jeménye szerint az ex post
jellegű v.izsgálatokb,w a 1,ieqfelelően vcílaszlott súlyok többek között m~, egyértelműen
tükrözték a. kiilönbs,ígi,t N. Sz. Hruscsov é·s L. I. Brezsnyev személyisége között; ezt a
kővrt.kezte tós !, azonbun cólszrrű bizonyos óvatossággal fogadnunk.
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az NSZK gazdaságát leíró, Keynes-i alapokon nyugvó ökonometriai mo
dellt [12],
az osztrák OPTPOL-1 modellt [20] stb.

E tapasztalatok fényében célszerűtlen Jenne a Chow-féle megközelítést heurisz
tikus elemeire való hivatkozással elvetni; közismert, hogy az alkalmazott mate
matika számos területén használunk részben vagy egészen heurisztikus alapon
működő módszereket.

Áttérve mármost az (1.2), illetve a korábban felírt (0.1) modell közötti for-
mális különbségekre, azt látjuk, hogy (1.2)-ben

az endogén változók egynél magasabb rendű késleltetett értékei nem szere
pelnek a modellben;
a szabályozó változók késleltetett értékei nem fordulnak elő;
szerepel egy w1 paraméter.

Ez utóbbi most - mint vektor - azoknak az exogén változóknak az őaszessé
gét jelöli, amelyek a modell becslésénél szerepeltek, szabályozó funkciójuk
azonban nincsen. Könnyen belátható, hogy amennyiben egy modellben az
Yt- 2, Yt- 3, ... , x1_ 1, x,_ 2, ... stb. változók is szerepelnek, akkor azokat egy
szerű azonosságok segítségével kilehet küszöbölni -- pl. y1, ,- 2 helyett Yn+ 1, 1_ 1

-et
írunk, ha az endogén változók vektora ez ideig n-dimenziós volt, s. í. t .

. - s íly módon minden dinamikus modell az (1.2) alakra hozható. Amennyiben
ilyen kiküszöbölésekre szükség van, akkor ezekhez -- mint a modell azonossá
gaihoz - értelemszerűen nem tartozik véletlen zavarás, vagyis ilyen esetben
e1 bizonyos komponensei és ennek megfelelően a kovariancia-mátrix bizonyos
sorai, ill. oszlopai nullával lesznek egyenlőek. A modellben egyébként termé
szetesen szerepelhetnek a kiküszöbölés céljára bevezetett azonosságok mel
lett egyéb azonosságok is. Az a körülmény, hogy (1.2)-ben a bal oldal az egyes
endogén változók kifejezését adja meg, a strukturális forma eredetére (a becs
lés folyamatára) utal.

G. C. Chow-nak az (1.1)-(l.2) nemlineáris szabályozási feladatra adott eljá
rása egy lineáris modell szabályozására kidolgozott algoritmus általánosítása.
Célszerű ezt az eredeti. -- egyébként ugyancsak Chow nevéhez fűződó -- eljá
rást bemutatni, éspedig nemcsupán azért, mert így a nemlineáris módszer
leírását is áttekinthetőbbé lehet tenni, hanem azért is, mivel az eredeti eljárás
minden tekintetben korrekt, míg a nemlineáris feladatra adott eljárás egy sor
heurisztikus elemet is tartalmaz. Tekintsük tehát a7,t az esetet, amikor (1.2)
szerepét a következö lineáris modell veszi át:

(1.3) Yr = A1 Vt- 1 + C1X1 + b1 + ei,
t = I. 2, ... , T;

itt A1 és 01 adott mátrixok, b1 pedig adott vektor, amely a nem szabályozó
funkciójú exogén változók valamilyen lineáris kifejezése - az (1.2)-ben sze
replő w1 megfelelője - ; az a körülmény, hogy (1.2)-vel ellentétben y1 most
nem szerepel a jobb oldalon, esetleges átrendezést jelent a strukturális formá
hoz képest.

A Chow által javasolt megoldás az ún. Bellman-elven alapul. Ez azt mondja
ki, hogy amennyiben adott a t =--= 1, 2, ... , '1' időhorizonton az (1.1), (1.3)
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feladatnak egy optimális

megoldása, akkor ez optimális az időhorizont bármely részére vonatkozóan is.
Ebből az következik, hogy a T időszakra vonatkozóan az Xr optimális vezérlés
és az ehhez tartozó Yr trajektória-elem meghatározható mint xv y1, ... ,

Xy_1, Yr-i függvénye, hiszen Yr-től az (1.1) célfüggvénynek csupán az utolsó
tagja függ. Ezzel kapcsolatban a következő segédtételre lesz szükségünk:

l. lemma. Legyen

(1.4) y = Ay_ 1 +Ox+ b + s 

az (1.3) modellnek valamelyik 1 :S: t < T időszakhoz tartozó egyenlete; itt
tehát - későbbiekben nyilvánvalóvá váló szempontok miatt -- elhagytuk a
t indexet, és y1_ 1 helyett y_ 1-et írtunk Legyen továbbá y tetszőleges, y-nal
megegyező dimenziójú konstans vektor, J{ pedig olyan, az y-nak megfelelő
méretű pozitív szemidefinit mátrix, amelyre O' KO nemszinguláris. Allítás:
tetszőleges Y- 1 esetén az

(1.5) M(y - y)' K(y - y) 
kifejezés az (1 4) feltétel mellett akkor és csak akkor lesz minimális, ha

(1.G) 

ahol

X = Gy_l + q, 

(l. 7) G = -(C'KC)-10'I(A, q = (O'KC)-10'K(y - b - s).

Bizonyitás.4 M ível !( pozitív szemidefinit, van olyan pozitív szemidefinit L
mátrix, amelyre J{ = L'L.
Ennek következtében a

z = (y - y)' K(y - y) 
kifejezést z = r'r alakba írhatjuk, ahol

r = lAy_ 1 + LCx + Lb + Ls - Ly;
itt y-nak (1.4) alatti előállitását is figyelembe vettük.
Legyen

Q = lC(C'KC)-1C'L';

L'L = 1{ miatt ez éppen az LC mátrix képterére vonatkozó szimmetrikus
projektor. Mivel nyilván r = Qr + (E - Q)r, ahol E jelöli a megfelelő méretű
egységmátrixot, a z kifejezést a következő alakba is írhatjuk:

z = r'Qr + r'(E - Q)r.

4 Mivel dolgozatunk ismertető jellegű, bizonyításokat csak elvétve közlünk, és csak
olyan esetekben, amikor ezt valami külön szempont indokolja. A jelen esetben azért
került erre sor, mivel G. C. Chow bizonyítása pontatlan.
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Itt most a második tag a jobb oldalon egyrészt nemnegatív, másrészt

(E - Q)LC = o
miatt x értékétől független. Uy módon, mivel r'Qr is nemnegatív,

z 2: r'(E - Q)r,

és itt egyenlőségjel akkor és csak akkor fog állni, ha r'Qr = 0, vagyis, ha

(Jr = QLAy_ t + QLCx + QL(b + e - y) = 0.

Ezt az egyenletet balról C' L' -vel szorozva, a vele ekvivalens

C'KAy_1 + C'KCx + C'K(b + e -y) = 0

egyenlethez jutunk, amely, mint könnyen belátható, éppen akkor teljesül, ha,
x-et (1.6) és (1.7) határozza meg. Ez tehát az az x vektor, amelyre az kifejezés
tetszőleges Y- 1 mellett minimális lesz, és a várható érték monotonítása miatt
ugyanerre az x-re veszi fel (1.5) is a minimumát. Konvex célfüggvényről lévén
szó, meggondolásainkból egyidejfüeg következik a feltételeknek mind a szük
ségessége, mind az elegenclősége.

A Bellman-elv alapján mármost ahhoz, hogy az x1 szabályozás a t = I,
2, ... , T időhorizonton optimális legyen, t = T-re teljesülniük kell a követ
kező összefüggéselrnek:

(1.8) X-r = 0-rYT- 1 + qT 

(1.9) Gr= -(C;-KrCT)-lC;-KTA-,-, q-r = (C~K,-Cr)-LC.;Kr(iJ-r - b,,- - e-r)-

A lényeg itt az, hogy Gr (1s q-r értékét x-r és YT- 1 értékétől függetlenül meg lehe
tett határozni. (1.8)-nak t tetszőlege» értékéhez tartozó

(1.10)

általánosítását lineáris uisszacsatolásnak nevezzük. Nyilvánvaló, hogy ameny
nyiben Gi és q1 minden t ídöszakra ismert, akkor az endogén és a szabályozó
változók értéke az (1.3) modell alapján t = l-b61 kiindulva, szukcesszive meg
határozható. Könnyen belátható a következő segédtétel helyessége:

2. lemma. Ha, az (I.3) modell esetén minden időszakra fennáll (1.10), továbbá
G1 minden életlen hatástól független, míg q1 csupán a t-edik idöszakhoz tar
tozó véletlen zavarástól, t:1-WI függ, akkor y1 csak s1-től, e2-t61, ... , e1-Ltíl
függ Ebből következően y1_ L és e1 statisztikailag független egymástól.

Az (1.3) modell valamint (1.8)-(Ul) segítségével Yr az (l.l) célfüggvényliőJ
kiküszöbölhető úgy, hogy az formálisan már csak y

1
-től, Yi-t61, ... ,Yr- L-től

fog függni. Ehhez azt kell megjegyezni, hogy
egyrészt a 2. lemma miatt

M t/,-K-1(A-r + CrG7)Yr- i = 0,

- másrészt az l. lemma bizonyításából következően
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Ennek, valamint az előbb mondottaknak figyelembe vételével (1.1) utolsó
két tagja így írható:

(l.ll) M(YT-1 - YT- 1)' KT- 1(YT-1 - Yr-1) +
Af[ (AT + CyGr)Yr- 1 + C-,-qT + by + er - ?ÍT ]'K.,[ (Ar + C-rGT )YT- 1 +
+ Crqr + br + "T - YT)= My~- 1[Ky_ 1 + (Ar + C7G-r)' K7(Ar +

+ Cr GT) ]Yr- 1 - 2M[fl~- 1Kr- 1 + (h -- b-r)'Kr(Ar + C\G-r)]Yr- 1 + cr- i.,
I

ahol Cy_ 1 egy az eT kovariancia-mátrixától függő konstans. Egy additív kons
tanstól eltekintve tehát ( 1. ll) bal oldala az

M(Yr- J - Yr- 1l'Hr- 1(Yr-1 - Y-r- 1)
kifejezéssel egyenlő, ahol

Hr- 1 = Kr- 1 + (Ar + O-rG-,)'K-r(Ar + O-,G-r),

Hr- 1-Yr- 1 = K-r-iYT-1 + (A-, + CrGy)'Kr(Í!r - b-r).
Ebből egyrészt az következik, hogy az :r;r-re, illetve xrre vonatkozó meggon
dolás - az l. lemma alkalmazása - most megismételhető Yr-1-re, illetve
Xr- 1-re (majd később Yr- 2-re és Xr- 2-re, s i. t.), másrészt pedig, az utolsó két
egyenletból egy minden t-re általánosítható rekurzív összefüggés adódik, ha
bevezetjük a következő jelöléseket:

Hr = Kr, kr = hr = HrfJr
hT-, = HT- iih- i, kr- 1 = K'f_ 11/T- 1·

Ezekkel a jelölésekkel (Lü) tetszóleges t-hez tartozó megfeleUíje a következő
lesz:

(1.12) a, = - (C;Hp,)-1c;H1A1 
q, = (C;Hp1)-

1C;(h1 - H1b1 - H1e1). 

Ezze! tehát az ( 1. 1) kifejezés lineáris modell melletti minimalizálásának algo
ritmusa meg van határozva: a lineáris visszacsatolásban szereplő mátrixokat
és vektorokat at= T, 'P - I, T -- 2, ... sorrendnek megfelelően kell kiszá
mítani, majd ezek birtokában az endogén és a szabályozó változók értékét a
t = I időponttól kezdve, az időben előre haladva lehet meghatározni. Bár a
módszerrel kapcsolatos számitástechnika.i tapasztalatainkat a dolgozat 3. ré
szében fogjuk ismertetni, már itt megjegyezzük, hogy ez az egyszerűsége révén
elegáns eljárás (1.12) valamint a Hr-re, illetve h1-re vonatkozó rekurzív formu
lák következtében ,,elrontja" a modellben szerepló A1 és C, mátrixok ,,ritkás"
tulajdonságá.t., és m ár néhány iteráció után sűrű, teli HI és G1 mátrixokat gene
rál. Ugy tűnik, hogy ezen a számítástechnikai szempontból kedvezőtlen adott
ságon nemigen lehet segíteni.

A következőkben G. C. Chcw-nak a nemlineáris modellek szabályozására
adott algoritmusát ismertetjük vázlatosan. Feladatunk tehát az

T
M _:E (y1 -- .1J1l'K,(y, - .ii,) 

t=1 
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kifejezés minimalizálása az

(1.2) Yi = g(yi, Yi-1, Xi, W1) + 81, 

t = l, 2, ... , T
modell mint feltételrendszer mellett. Az eljárás a következő.

lnicializálás: kiindulópontunk a szabályozó változók valamilyen i\, x2, ... ,xr
kezdeti értéke.
1. lépés. A szabályozó változók adott értéke mellett t = l, 2, ... , T esetén

Gauss-Seidel módszerrel meghatározzuk az endogén változók olyan yf, 
y~, ... , y~ értékét, amelyek kielégítik az (1.2) nemlineáris modellt 81 = O
esetén.

2. lépés. Linearizáljuk a modellt az x1, x2, ..• , ir, vi. y~, ... , y,¥ megoldás
körül, és a linearizált modellt átrendezéssel hozzuk a következő alakra:

y1 = A1y1 1 + 01x1 + 61 + 81, t = I, 2, ... , T. 
3. lépés.
A célfüggvényt minimalizáljuk a lineáris modell mellett. Legyen az optimá
lis szabályozás x1, x2, ... , x-r; ha ez bizonyos hibahatáron belül megközelíti
x1-et, i2-t, ... , ir-t, akkor készen vagyunk. Ellenkező esetben legyen x1,

x2, ... , ir új értéke rendre x1, x2, ... , x7, és folytassuk az eljárást az l.
lépésnél.

2. Determinisztikus diszkrét szabályozási feladatok megoldása
az általánosított redukált gradiensek módszerével

A bevezetésben mondottaknak megfelelően ebben a fejezetben a következő
programozási feladat megoldásával foglalkozunk:

g(yi, Yt- 1, · · · , Yt- r> Xt, X1- 1, · · · , X1-0) = Ü,

t = 1, 2, ... , T;

Yt::;;: Yt ~Y1,
f(Yv Y2, ... , YT, x1, x2, ..• , 2;-,.) = min I

Az itt alkalmazott jelölések értelemszerűen azonosak azokkal, amelyeket a
dolgozat bevezetésében használtunk. Mint arra az előzőekben utaltunk, A.
DRUD a tekintett feladat megoldására az álta.lánosított redukált gradiensek
módszerét [l], [9], [24] stb. látta a leginkább célravezetőnek, és ennek alapján
dolgozta ki a CONOPT programcsomagot, melynek elvi alapjait a következők
ben ismertetjük. Érdemes megjegyezni, hogy a CONOPT első változata a het
venes évek végén készült el, amikor a matematikai programozás művelői kö
zött általános volt az a vélemény, hogy a nagyméretü nemlineáris programo
zási feladatok numerikus megoldásának a leghatékonyabb eszköze, kivált nagy
méretek esetén, az általánosított redukált gradiensek módszere. Az utóbbi
években azonban, többek között K. SonrTTKOWSKI különböző programozási
módszereket összehasonlító munkája (22] nyomán, előtérbe kerültek az ún.
SLC eljárások (SLC = sequence of linearly constrained problems), amelyek az
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általános nemlineáris programozási feladatok megoldását lineárisan korlátozott
és többnyire kvadratikus célfüggvényű részfeladatok sorozatának megoldására
vezetik vissza. Az általánosított redukált gradiensek módszerének fontosságá
val kapcsolatos elképzelések ezáltal módosultak, ami természetesen nem azt
jelenti, hogy ezek a módszerek nem maradnak továbbra is rendkívül fontosak
a matematrkai programozási feladatok numerikus megoldása szempontjából.
A CONOPT-tal kapcsolatban emellett azt is le kell szögezni, hogy folyamatosan
tökéletesítik; ismertetésünk a legfrissebh verzió koncepcióját tartalmazza.

Az általánosított redukált gradiensek módszerének leírásához néhány új
jelölést kell bevezetnünk, sőt, az eddigi jelöléseket is bizonyos mértékig módo
sítanunk kell. Mindenekelőtt a módszer szempontjából nincs különbség endo
gén és szabályozó változók között, és ezért az y1 és x1 vektorokat egyetlen
vektorrá vonjuk össze, s a továhhiakhan ezt a vektort jelöljük x1-veL Ily
módon a fenti programozási feladat a következő alakot ölti:

(2.1) 

(2.2)

(2.3) 

t ,~=. l, 2, . . . , 'l',

l=l,2, ... ,'P

/(x1, x2, ..• , x-r) =min!

x1 most »z-dimeneiós, - ahol m. a korábbi m + n-nek felel meg - g( · ) to
vábbra is n-(Umenziós vektor. Emlékeztetünk arra, hogy - bár ezt a jelölés
nem tükrözi - g nem csupán az x1 vektoron keresztül függhet t-től, és így pl.
(2.1) rnagálmn foglalja a következő lchetfíséget is:

A 112:1 + A21X1- I + · · · + A,+ l,/ Xt-, = b1, 
t = 1, 2, ... , T,

ahol A11, A 21, ..• , A,+ 1, 1 és b1 adott, t-Uíl függéí mennyiségek. (2.1 ), ill. g Jacobi
mátrixának jelölésénél természetesen nem feltételezhetünk kapcsolatot az argu
mentumok között, ezért :i;1 és késleltetett értékei helyére rendre 1.t1-et, u2-t, ... ,
uT+ 1-et írunk; ezek értelemszerűen m-dimenziós vektorok, melyek között sem
milyen kapcsolat sincsen. A (-r + l)m-dimenziós (x;, x;_ 1, ... , x;_,)' helyett.
röviden z1-t írva mármost a következő jelölést vezetjük be:

0g I

GJ(z1) =-/
Öilj z,

i= l, 2, ... , -r + l, t = 1, 2, ... , '1'.

A teljes (2. l) feltételrendszerhez tartozó Jacobi-mátrixot egyszerűen G-vel je
löljük, azaz. pl. -r =-= 2 és 1' =-= 4 esetén Ga következő képet mutatja:

G1(zJ
GAz2) 
OJ(zJ

Az általáno ·ított redukált gradiensek módszerének, ill. a CONOPT-program
elvi alapjainak leírásához az eddigieknél tömörebb írásmódra is szükségünk

5 Szigma
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lesz. A Tm-dimenziós (x~, x~, ... , xi•)' vektor helyére egyszerűen y betűt írva,
(2.1)-(2.3) a következő alakú lesz:

(2.4)
(2.5)
(2.6)

F(y) = o,
y<;,y~fj. 
-/(y) =min!

Itt F(y) azt a hipervektort jelöli, melynek komponensei g(z1), g(z2), ... ,

g(zT), A (2.1)-(2.3) rendszert a továbbiakban dinamikus, a (2.4)-(2.6) rend
szert pedig statikus modellnek fogjuk nevezni. Az y vektor komponenseinek
jelölésére az Yt, y2, ... , YmT jeleket is fogjuk használni; ezek korábbi jelen
tése feltehetően nem fog zavart okozni. Eddigi jelöléseinket még a következők
kel kell kiegészítenünk:

h'-~- ay, hf of . '11
1 = - , l = l, 2, ... , ,

UX1
O(y) = oF(y) _, 

ay 

tehát a statikus rendszer Jacobi mátrixát ugyanúgy jelölj Lik, mint a dinamikus
rendszerét. Az általánosított redukált gradiensek módszerének sémáját a követ
kezőkben a statikus modell jelöléseivel írjuk le.
l. Legyen y0 egy megengedett induló megoldás, és legyen le= 0.
2. Határozzuk meg az aktuális O -::-, 01' Jacobi-mátrixot.
3. Válasszunk ki egy 13 bázist a következő feltételek mellett:

(a) G-nek a B-hez tartozó része, OB legyen invertálható;
(b) .z/-nak .R-hez tartozó részére, y11-re teljesüljőn az y1;1 < y111 < fí''u egyen-

lőtlenség. -
Legyen Na 13 komplementer halmaza: 8 UN-= {l, 2, ... , m'J.'}. Az oszlo
pok, ill. komponensek sorrendjétől eltekintve fennállnak a G = (08, ON) és
ah' = {h'8, h'rv) összefüggó,,elc

4. Határozzuk meg a duál változók w' - h~p8-
1 vektorát é,, a rt' = h'rv - 

h'aG ;/ GN redukált grad ionst."
5. Ha minden olyan i E N esetén, amelyre rL; ;6 0, rl1 > 0 esetón y'/ = y;, d; < 0

esetén pe<lig y'f -=- y1 teljesül, akkor y'' K uhn-Tucker-pont ÖH az clTárás befe
jezödöt.t.

G. Legyen a,,-; 8 szu/perbázis azoknak a vá.ltozóknuk a, halmaza, amelyekre
i EN és rl1 ;;6 0, azonban d1 0 csetón y'[ > y,, illetve rl; 0 esetén y'; < fj1• 
Az N""'S hal maz.t jelölj Uk továhhra is N-nel, y1' megfelelő részei pedig legye
nek y'}; és yt;,. Keressünk d ismeretében olyun megengedett e= c1' irányt,
melyre vonatkozóan / mint Ys függvénye .t1t egy környezetében növekvő.

7. ex > 0 különböző értékei mellett keressük n, feladat egy új megengedett
megoldását: rögzített, ex esetén határozzuk meg a báxisváltozók y8 vektorát
az F(:1j8, y~ - ccc", yt;,) = 0 egyenletből Newton-módszerrel.

8. A 7. pontban meghatározott megengedett megoldások közül 11 legjohl: cél
függvényértékű megoldást jel ülj ük y"+ 1-gyel, növeljü k le értékét 1-gyel, és
folytassuk az eljárást a 2. lépésnél.

Mint A. Drud is megjegyzi, egy az általánosított redukált gradiensek módsze
rén alapuló gépi program hatékonysága nagymértékben függ attól, hogy a cél
függvény javításának irányát (e'') hogyan választjuk, milyen eljárást alkalma-

5 A g,wJif'nst sorvck tornuk fogjuk fel, így d, a rct l uká l t grutlio11R t.ru.nszponé ltju, osz
lopvektor.
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zunk a választott irányban való keresésnél stb.; nagyméretű feladatok esetén
emellett kitüntetett szerepe van annak, hogy milyen mértékben sikerül kihasz
nálni a Jacobi mátrix ritkás tulajdonságát, ami általában az ilyen feladatok
velejárója. A következőkben azokat a részalgoritrnusokat, eljárásokat fogjuk
áttekinteni, amelyek a CONOPT programcsomag hatékony működését bizto
sítják; ennek során azonban, főként terjedelmi szempontok miatt, egyes tech
nikai megoldásokat részletesebben, másokat vázlatosabban ismertetünk. Több
nyire a statikus feladattal fogunk foglalkozni, a dinamikus feladatot csupán olyan
esetekben vizsgál,iuk részletesen, amikor az eredeti - tehát a (2.1)-(2.3) - 
feladat strukturális sajátosságaiból adódó lehetőségek kiaknázása nem magá
tól értetődő, ilyen eset például a bázis kiválasztása és a bázismátrix invertálása.
A jobb áttekinthetőség érdekében a további mondanivalónkat alfejezetekre
tagoljuk a következők szerint:

bázis kiválasztása és invertálás statikus feladat esetén;
bázis kiválasztása és invertálás dinamikus feladat esetén;
megengedett irány meghatározása a redukált gra,diens segitségével (sta
tikus felada.t.);
a eélfiiggvényérték javítása adott irány mentén (statikus feladat);
induló megengedett megoldás meghatározása.

2.1. Bázis kiválasztása és a báziemátrix inverlálá.sa statikus feladat esetén

l~zt a részfeladatot f1 CONOPT programban ugyanúgy oldották meg, mint
a kereskedelmi forgalomban levő lineáris programozási kódolmál, vagyis az
inverz szorzatalakjának é;-, n, gya.korlatilag optimális pivotelem-kiválasztást
biztosító H1~LLJfüMAN -RAR1CK-eljárás [15] felhasználásával. Mint ismeretes,
ez ;t következőket jelenti:
a) adott nXiii-es A mátrixból, feltéve, hogy h < iii és rang (A)= n, az eljárás

kiválaszt n független pivotelemet oly módon, hogy az ezek álta.l meghatáro
zot.t rí X n-es A8 báaismá.trix a sorok és oszlopok sorrendjétől eltekintve a
lohető legkiöebl, mértékben tér el egy alsó háromszögmátrixtól;

ú) az eljárás előállítja A 8 inverzét, éspedig

(2.7)

alakban, ahol /t1, ••• , E, ún. 17-mátrixok, amelyek az egységmátrixtól csu
pán egy-egy oszlopban különböznek; ezeket az egységvektortól különböző
oszlopokat rJ-vektoroknak nevezzük. Az alsó index itt a keletkezés sorrend
jére utal, r =ii.nem feltétlenül teljesül.

I'

].ábra

5*
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A:~ eljárás által kiválasztott A8 bázismátrix sorainak és oszlopainak alkal
mas átrendezésével elérhető, hogy a pivotelemek a főátlóba kerüljenek, és ak
kor a mátrix az l. ábrán látható képet mutatja; a vonalkázatlan részek csupa
nullaelemnek felelnek meg, emellett természetesen lehetnek nulla-elemek a
főátló alatt i8. Azokat az oszlopokat, amelyekben a főátló felett csak nulla
elemek vannak, trianquláris oszlopoknalc, a többit - tehát a ,,kilógó" oszlopo
kat - extrém oszlopoknak nevezzük; ez utóbbiak közhasználatú angol neve
spike. A Hellerman-Rarick (a következőkben: HR) eljárás arra törekszik, hogy
az extrém oszlopok minél rövidebbek legyenek, vagyis, hogy - az, ábrán lát
ható elrendezésben - minél kevesebb n ullától különböző elem Lik legyen a föátló
felett .

...\ HR-eljárás során a pi votelemek ki választása és A8l szorzatalakba.n való
elóá.llitása, legalál11Jis a legtübl, gyakorlati megvalósítás esetén, egyidejüleg
megy véglJe. Ha történetesen A 8-lion a pivotelemok - L1gy, mint az l. ábrán
- a főátló mentén helyezkednek cl, akkor (2.7}-l)en r = n, bármely /C1,-lian
(1 <: k ..- n) az '17-vektor pontosan a k-adik helyen áll, és azt a következő képlet
tel lehet kiszámítani:

Ir-I 1Clk-1Jr, ·, 

ahol

az

mátrix k-adik oszlopát jelöli (lrJ0A 8 = A8). Ha ezt a mátrixot halról /C"-vu.l
megszorozzuk, akkor csak az extrém. oszlopok t.ranszforrnálódnak, a trúmg·Ldáris
oszlopok változatlanul maradnak. Ez a szabály az általánm; esetben is érvényes,
és a fonti algoritmus, illetve :i, GONOP'l'-progrr~m szempontjából azt jelenti,
hogy a ,fac:nhi-mátri:d>ól kivrilaaztott ház.ismátrixnak csupán az extrém oszlo
pait kell t.ranszformálni az '17-mátrixok segitségévol, a trianguláris oezlopolca.t
nem; ez utóhliiak transzformáltja (2.8) alapján 1;zülrnég esetén bármikor eliíál
lítható.

Az általános elvek alkalmazása mellett a GONOPT-1,an az inverté.iás vonat
kozásában még a további, tül,l>é-kovésl>6 speciális szempontok is érvónyesül
tek . Elfíször is, az inverté.lás k6tfóle ,,üzemmódját" alkalmazza a prourarn, és
pedig a báziskeresést é8 az újruinvertálásl. l~áziskeresésre - amely természete
Hen rnagáhan foglalja az i11 verté.lást is - akkor van szükség, ha

induló bázist kell 1JJegliatározni,
- bázisoserét kell végrehajtani, mert gy vagy tölih bázisváltozó elérte alsó

v. felső korlátját,
- 3tz újrainver táláe nem Hikorült..

Ujrainvertálásról akkor beszólunk, ha a IJázisváltozók hal maza ugyanaz.
mint az előúí megengedett megoldás esetén volt, és csak a, konstanstól külön
böző Jacobi-elemek értéke változott. Ebben az esetben az r1-mátrix:ok, ii l.17-vek
torok struktúrája, azaz, nulla- és nem milla elemeik száma és pozíciója is válto
zatlan, csupán a nullától különhöz6 elemek numerikus értéke változik. Figye
lembe véve, hogy - mint elóhb említettük - a HR eljárás szempontjából csak
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a l.áxismáu-ix extrém oszlopait kell transzformálni, az újrainvertálás a báziske
reséshez viszonyítva igen gyorssá tehető. Célszerű tehát egy már meghatáro
zott bázist addig használni, amíg csak lehetséges. A tapasztalatok szerint ez
a lehetőség sok esetben adva van, ugyanis a (2.4)-(2.6) feladat nemlineáris
voltából következően az irány menti keresések mintegy 80 %-a belső pontban
fejeződik be, amikor is báziscserére nincs szükség, s így újrainvertálást lehet
alkalmazni.

A CONOPT-program készítése során célszerűnek bizonyult néhány módosítás
alkalmazása a HR eljárás implementálásánál. A fontosabb változtatások a
HR eljárás eredeti változatához képest a következők voltak:

a bázis kiválasztása során a szóba jövő extrém oszlopoknál nem csupán a
háromszögmátrixból való ,,kilógás" mértékét kell figyelembe venni, hanem
a, megfelelő változónak a korlátaitól mért távolságát is;
a pivotelem kiválasztásánál numerikus toleranciát kell megadni az elem
al iszo I út órtékére vonatkozóan;
n. bázismátrix trianguláris oszlopait elegendő megjelölni a Jacobi-mátrix
ban, az extrém oszlopokat azonban transzformálni kell, és az így adódó
oszlopok logikai struktúráját ugyanúgy kell tárolni, mint a Jacobi-mátrix
oszlopai t.

H:01 háziskeresés vagy újrainvertálás során egy lehetséges pivotelem abszolút
értéke nem éri el az adott toleranciaszintet., akkor a megfelelő oszlop nem kerül
het ,1 házisba, illetve újrainvertálás esetén ki kell hagyni a bázisból. Ekkor
további oszlopokhau kell pivotelemet keresnünk, a.mi azt is jelentheti, hogy
hővltenünk kell a, bázisba bevehető változók halmazát, vagyis enyhítjük [1

változóknuk a hozzájuk tartozó korlátoktól mért eltéréseire vonatkozó meg
szori tást. Ha már semmiképpen sem lehet n, bázisba bevonható változók körét
bővíteni, akkor egy bizonyos határig csökkenteni lehet a pivotelem abszolút
érték.éhez tartozó alsó korlátot, ezen túl azonban az invertálást sikertelennek
kell minősitenünk, azzal a következtetéssel, hogy a Jacobi-mátrix nem tesz
eleget a rangra vonatkozó kikötésnek. A báziscserével kapcsolatban megje
gyezzül{, hogy az ugyanúgy megy végbe, mint lineáris programozás esetén:
a helépő vektort transzformáljuk az 17-mátrixokkal, majd - pozíciójának meg
jegyzésérnl - (r + 1)-edik elemként az 17-vektorok közé soroljuk.

:2. :2. Bázisleeresés és invertálás dinamileu» [eladat esetén

Természetesnek tűnik, hogy a (2.1)-(2.3) feladat speciális struktúráját cél
szerűen ki lehet használni báziskeresésnél és az inverznek szorzat alakban való
,:Jl6állításánál. Ezzel kapcsolatban mindenekelőtt azt kell tisztáznunk, hogy
mit állíthatunk általánosságban a bázismátcixok felépítéséről dinamikus fela
datok esetén.

A feladat Jacohi-mátrixa, mint korábban láttuk, alsó blokkháromszögmát
rix , melyben minden egyes blokk n sorból és 1n oszlopból áll. Kézenfekvőnek
látszik a feltételezés, hogy minden egyes G 8 bázismátrix is ilyen felépítésű,
azzal az eltéréssel, hogy most a blokkok n x n-e« méretűek. Ha ez igaz lenne,
akkor nagyon egyszerű, elegáns formában lehetne előállítani a bázisinverzeket,
sajnos azonban a básismátrixok felépítése olyan, mint ahogyan a 2. ábrán
látható.

A bázisokat tehát az a körülmény jellemzi, hogy a főátló mentén elhelyezkedő
blokkok jobb alsó sarka vagy a főátló11,, vagy 1,eriig a főátló fölött helyezlcedilc el.
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A pivotelemek elhelyezkedése szempontjából ez a következőt jelenti: a koráb
ban bevezetett jelöléseket használva nevezzük a teljes Jacobi-mátrix G1(z1),

G1(z2), ... , G,(zT) blokkjait e_qyirlejü vagy késleltetés nélküli blokkoknak, az
összes G;(z1) alakú blokkot pedig, ahol i 2 2, késleltetett blokkoknak; ekkor azt
mondhatjuk, hogy a, pivotelernek egy része a késleltetett blokkokhoz tartozik.

2. úln:«

Az eddigiek figyelembevótelével a dinamikus l1áziskiválasztás és invertálás
a.lgoritmusa t = 1, 2, ... , re kül8c'í ciklusből áll, és a z-edik ciklus eredménye
egy nt X nt méretű biízisrnátrix kiválasztása és az inverznek szorzat alakban
való elóá.llltásn., Az aJgoritmuR l. ciklusábam. a (J .lacohi-mátrix elsö n sorából. és
első m oszlopából, más szó val : a 01(zi) hlokkhól a 2.1. alfejezetben mondottak
figyelembe vételével kiválasztunk egy nxn-e8 B1 házismátrixot, és természe
tesen előáll: tjuk ennek inverzét is.

Az elsőt ciklus végrehajtás» után az oH:-•fopok sorrondjétöl eltekintve (J elséí
n(t + I) sora és első mit + I) oszlopa a 3. ábrán látható képet mutatja A
blokkok jelentése a következő:

11, 

u,

0

I u,, 1 ,., = 01(z1 ~)

3. ábra.

B, az els{j t időszakhoz tartozó, már meghatározott báziamé.trix inverze
abban az értelemben, ahogyan az előző alfejezetben leírtuk (csak az
extrém oszlopok transzformálására van szükség); B1 már tartalmazhat
olyan pivotelerneket, melyek késleltotet.t blokkhoz tartoznak;

D1 olyan részmá.trix, melyetO (nt + lj-edik , (nt + 2)-eclik, ... , n(t + 1)
edik sorai és lJ1 oszlopai határoznak meg;

A1 és C, a G' első n(t + l) sorának olyan oazlopaihól áll, melyek az első t idő
szakhoz tartoznak, és nem kerültek a ház isba ;

G1, 1 + 1 = G,(z1+ L) G-nek a (t + li-edik időszakhoz tartozó, késleltetés nélküli
blokkja.

A (t + I)-edik cikluson belül az l. lépésben a 01 ,t+i blokkon belül keresünk
pivo telemeket a HR eljárással. Tegyük fel, hogy n* < n elfogadható pivotele
met sikerül meghatároznunk; a hiányzó n - n* számú pivotelemet ideiqlene-
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sen egyesekkel, a megfelelő oszlopokat pedig az egységmátrix oszlopaival pótol
juk. A 3. ábrán látható részmátrix ezután a 4. ábrán látható részmátrixba
megy át; a vonalkázott (lt1, I) mátrix itt a kiválasztott nxn-es mátrix inverzét
reprezentálja, I most (n - n*) X (n - n*) rendű egységmátrix G-i, 1 .L

1
a

G1,1+ 1 mátrixnak az a része, amelynek oszlopai nem kerültek be a bázisba.
Jelöljük azt a mátrixot, amely az ábrán vastagon bekeretezett részből D1-nek

0 0

4. ábra

- (E,, l)D,Brvel való helyettesítésével adódik, B1+ 1-gyel. A továbbiakban
báziscseréket fogunk végrehajtani oly módon, hogy az egységmátrixhoz tar
tozó oszlopok helyére az A1 és C, részmátrixokhoz tartozó oszlopok kerüljenek;
eközben mind a közbülső eredményeket, mind a végeredményt továbbra is
B1+ 1-gyel fogjuk jelül ni

.A (t + 1)-edik ciklu« 2. lépése tehát a következő: legyen e; az aktuális B1+ 1-
nek az az egységmátrixhoz tartozó - oszlopa, amelyet (A;, e;)' valamelyik
oszlopával szeretnénk kicserélni. Ebben az esetben, mint könnyen belátható,
az e1B1+ r(A;, e;)' sorvcktorban kell pivotelemet keresni. Ha megfelelő pivot
elemet nem tu.lálunk, akkor a, 2.1. alfejezetben megadott módon kell eljárni,
egyébként következzen a 3. lépés.

A (l + 1)-edilc ciklus 3. lépésében a pivot oszlopot transzformálni kell B1+ 1-

gyel, ezáltal megkapjuk 1J1+ 1 új értékét, és amennyiben a mátrix több egység
mátrixhoz tartozó oszlopot már nem tartalmaz, a ciklust befejeztük; ellenkező
esetben az algoritmus a 2. lépésnél folytatódik.

Az eljárásból következően a, '.Z'-edik külső ciklus után Br = Gr/.

2.3. Megengedett irány meghatározása a redukált gradiens ismeretében

A célfüggvény javításának irányával kapcsolatban a (2.4)-(2.5) statikus
feladat vizsgálatára szorítkozunk, mivel az egyetlen dolog ezzel kapcsolatban,
amiben a feladat, illetve a házismátrix dinamikus struktúrája szerepet játszik,
a duál változók, ill a redukált gradiens kiszámítása w' = h'1P81, ill. d' = h~ -
- w'G,v alakban. Erre vonatkozóan elegendő azt megjegyeznünk, hogy a (2.7)
képlet értelmében a h8 vektort az ri-mátrixokkal jobbról a következő sorrend
ben kell megszorozni: En E,_ 1, ... , E2 és E1. A CONOPT egyébként az inverz
numerikus stabilitásának ellenőrzése céljából a h~1 - w'G8 vektort is kiszá
mítja, melynek elvben nullával kell egyenlőnek lennie.

Az általános.ított redukált gradiensek módszerének fenti algoritmusában a
bázisba nem tartozó változókat szuperbázisra (S) és ezen kívüli válwzók hal
mazára (N) bontottuk fel (6. lépés). Az aktuális megengedett megoldás mellett
az f cólfüggvényt a szuperbázis-változók függvényének tekintjük, és így
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ame 1111 viben sikerül több, egymást követő megengedett megoldás esetén ugyan -
azt a bázis-szuperbázis-halmazt használnunk, akkor ezekben a, lépésekben
gyakorlatilag feltétel nélküli szélsőérték-feladattal van dolgunk. Az első meg
engedett megoldásnál az 8 sz uperbázist úgy definiáljuk, mint azoknak a bázis
ba nem tartozó Yi változóknak a halmazát, amelyekre Yi < Yi < Yi, és a továh-
hiakban a következők szerint módosítjuk: -

Yi kilép a szuperbázishól, ha elérte alsó vagy felső korlátját, illetve, ha
belép a bázisba, valamely Y; változó helyére, amely elérte alsó vagy felsó
korlátját:
Yi belép ,t szuperház.isba, ha azokra aj EN indexekre, amelyekre y} 'YJÍ;
kellőképpen kis pozit.ív Cl-értékek mellett Yi és y1 közé esik, d, - - a redukált
gradiens megfeleló komponense - aiJRzol.Cit értékben ma.ximális, é;-; ezen
t.úlrnenóen még egy cl inami kusan változó kűszöhértékat is meghalad.

A CONO.PT célfüggvény javítását kvázi-Newton módszerrel vég7,i, az egymá;-;t
követő keresési irányok meghatározására pedig a C. G. lfaovo1rnUíl [3J. I-{.
FLETCHEIÜ(>l [llj, D. GoLDF'AEtutól [13] és D F. 8JJANNotól [23J származó
BFG8 formulát alkalmazza. Abban ,1z esetben, amikor az algoritmuH működé
sének egy szakaszában változatlan házis-szuperliá;.,:is l1a,lrnazz;.,:al dolgozunk, e7,
a követ.kezöket jelenti. Legyen
({) = r/J(ys) = f(y8(ys), Ys, YN) a célfüggvőny mint a sz uperházi« változóinak ,i

fiiggvénye;
y§, yl, y], ... a szuperházis változók vektorának egymáR utáni értékei válto

zatlan S szuperbázi» mellett;
d'', r!L, tl~, ... a redukált gradiens, vagyii-; a </J fiiggvóny Ys szerint.i gn,dien

sének egymást követö értékei;
c0, c1• c2, ... a célfüggvény javítása irá.nyána.k egynuis utáni értékei;
.M 0, JV/1• JV!~, ... ,t <JJ(y5) függvény Hesse-föle mátrixának (M = o~C/>/Dy'!:,) egy

mást követő a.pproximáoiói ; /J10 vagy a;.,: ogykégrnátrix;-;;.,:al egyenl(í, vagy
pedig egy koráb hi szu peri 1ázis hal 111/J,;.,:hoz tartozó M mátrix hói ft! ka.lmas
t.ranszformáoióva] áll el{í ( l. a későbbiekben).

Ezekkel a. jelölésekkel az eljárást a következőképpen írhatjuk le. le= 0. l, 
2, ... esetén legyen

d' = M,71 ri":

egy minimum helye:

(2.D)

(2.10) u''(u/')' 111 .vk(v1')' M . 
/11,,+ l -= /tf1, + --'---'- - · 1

'
1
' . (HFGS formula)

(uk)'vk (v1')' M1/v11 

Abban az esetben, amikor (/J HzigorCian konvex kvadra.tikus függvény, a kvázi
Newton módszernek ez a változata n* lépésen belül megtalálja az optimum
helyet, feltéve, hogy az r:x.1< értékek meghatározása pontos eljárással megy végbe
[11]; n* itt az Ys komponenseinek a számát jelöli.

A Hesse-mátrix Mk közelítése hasznos információt tartalmaz ct <-élfüggvény
viselkedéséről, és ezért célszerű ebbéíl az információból minél többet megéíriz
nünk. abban az esetben, amikor a liázis- és szuperbázis változók halmazának
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megváltoz.tatésára van szükség. A CONOPT-ban a következő megoldást alkal
mazták:

(i) ha egy új változó belép a szuperbázisba, akkor Mk egy sorral és egy osz
loppal bővül: az új diagonálelemet az eddigi diagonálelemek mértani
közepével egyenlőnek választjuk, az új sor és oszlop többi eleme kezdet
ben nulla;

(ii) ha egy változó kilép a szuperbázisból, akkor a megfelelő sort és oszlopot
kihagyjuk M,,-ból;

(ii-i) ha a j-edik szuperbázis változó helyet cserél az i-edik bázis változóval,
akkor két esetet különböztetünk meg: ha több ilyen i, j indexpár van,
akkor MO értékét az új szuperbázisban az egységmátrixszal tesszük egyen -
lóvé, míg az egy ilyen indexpár esetére vonatkozó teendőket a követke
zőkben részletezzük.

Eljárásunknak az az alapja, hogy feladatunk P(y) = 0 feltételrendszerét az
ak tuális y" megengedett megoldás körül linearizá]juk. Ekkor, mint könnyen
belátható, a régi szuperbázis változók (y5) és az új szuperbázis változók ('[)5)
között a következő kapcsolat áll fenn:

JiJ,jjs = Ys, 

ahol J;J most olyan transzponált 17-mátrix, amelynek j-edik sora

( ) I , a- ,e Y - I ,17t, 172, ... , 17,,. = - - ei u .,,.5 + -- ej 
?' y 

e; és ei az n,:, X n'1
' méretű egységmátrix i-edik, ill. J-edik oszlopa. A. Hesse

mátrix közelitésének transzformálását mármost a, következőképpen kell elvé
gezni:
(a) ki kell számítani a redukált gradienst az ú.i szuperbázis-térben, legyen ez d';
(h) ,1 redukált gradienst vissza kell transzformálni a régi szuperbázis-térbe:

(rL"+r)' = d' = d'E-1,

majd a (2.ü)-(2.10) képletekkel kiszámítjuk a Hesse-mátrix JJ1"+ t közelíté
sét:

(e) a mátrixot, transzformáljuk az új szuperbázis-térbe:

Mit+ l = IC' Mk+ 1R,
majd el hagyjuk azt a változót, amely a báziscserót szükségessé tette.

2...J. A célf'iJ,gyvényjáték javítása adott egyenes mentén

Ezzel, az általánosí.tott redukált gradiensek módszere szempontjából kulcs
fontosságú, részfeladattal kapcsolatban a következő kérdéseket fogjuk meg
vizsgálni:
-- a Newton-módszer implementálásának szempontjai, különös tekintettel a

hatékonyságra;
a. lépésköz korlátjának becslése a bázis- és sz.uperbázis változók egyéni
korlátainak függvényében;
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- az adott egyenes mentén való keresés befejezésének kritériumai;
- a numerikus pontatlanságból származó eredménytelenség kivédésének

módszerei.
A Newton-módszer alkalmazására a bázis változók meghatározásához, tehát az

P(y18, Y's - ccc"; y~) = 0

egyenletnek y18-re való megoldásához van szükségünk, a bázison kívüli válto
zók y~, a szuperbázis változók Y's, a keresési irány e'' és a lépésköz a rögzített
értéke mellett A következőkben Y's - rxck, y'fv helyett egyszerűen YN-et, y~1
helyett y8-t írunk. A Newton-módszer elvben a következőket jelenti:

kiindulunk egy y8 = yi induló megoldásból (ennek megválasztására még
visszatérür: k);
l = 0, 1, 2, esetén az

(2.11) 

iterációt alkalmazzuk egy alkalmasan választott megállási kritérium telje
süléséig.

Ezen a ponton röviden utalunk a dinamikus feladattal kapcsola.tos legfontosuhl.
tudnivalókra. Gü1 miné5ségében ugyanazt a mátrixot használjuk, amely a redu
kált gradiens kiszámításánál szerepelt (I. az erre vonatkozó megjegyzést a
2.3. alfejezet elején); az ott követett eljárással ellentétben most az fi' vektort az
17-mátrix:okkal it kövot.kezö sorrendben kell megszorozni: }!)1> l~'i, ... , ff),._ 1 és
E,.. Ehhez még azt kell megjcgyewiink, hogy annu.k megfelel{5en, ahogyan a
dinamikus házisinvcrz , G111=- IJ1 létrejött (2.2. alfojezot), most a (2.11) iterációs
képlet alkalmazása t I, 2, ... , T külső ciklus, és ezeken [JeWI l szerinti be[é;Ő
ciklusok elvégzésót fogja jelenteni. Mivel a házismátrixok nem igazi blokk
háromszögmátrixok, hanem olyanok, mint a 2. ábrán látható mátrix, ez azt
jelenti, hogy £1 < t2 esetén a, t2-ec.lik küls(í cikl us elronthatja az el{ízö eredmé
nyét, 08 azon oszlopai ugyanis, amelyek valamely korábbi idf5szakhoz tartoz
nak, pivotelernük viszont u t2-eclik id(5szaknak megfelelő sorok va.lameiyi k.óhen
van, módosítják az ywnek t = I Ófl t - t~ l közöt.ti részére ka.pot.t eddigi
értékét .. Amennyiben ezáltal egyes változók jelentős mértékben túllépnek alsó
vagy fels/5 korlátjukon, n, Newton-módszer alkalmazásá.t elólről kell kezdeni.
kisebb lépóshossz alkalmazása mellett.

A továbbiakban mármost csak a (2A) (2.(i) stat.ikus folada.ttaí foglalkn
zunk. A CONOPT-lia a d ivergenc-ia, illetve az ahhól adódó fölösleges számítá
sok kivédésére a következő kritikus értóke k vizsgál11tiít ópítot.ték ho:

l az iterációk szátna:
e\ = P(y8, y,v) normája, a komponensek abszolút értékének összege;
b~ = I; w;g; = h~G u1 fi', a, c-élfoggvényértéknek a korlátozó feltételek meg

;
sértéséböl származó hibája (becslés);

ó3 = max { (y; - y;)/(1 + IJ,';I), (jj,- - y;)/(1 + l:9;[)}, a, korlátok megsértésének
I

mértéke.
Ezekhez a mennyiségekhez rendre a következő felsD korlátok tartoznak:

lmax, ei, e~, illetve t:3. Ahhoz, hogy a Newton-módszer működését sikeresnek
könyveljük el, a következő feltételeknek kell teljesülniök:
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továbbá, hogy

(Ö{ +l/ői)(/max-l+I)/2 < 8], (Ö~ +l/b~)(lmax-1+1)/2 < 1'2,

ahol az l felső index az iteráció sorszámára utal; ez a két utóbbi kikötés a túl
ságosan lassú konvergencia ellen nyújt védelmet. 81 és E2 alapértéke n · I0-3,

ill. 10-5_ Ezeket kívülről meg lehet változtatni; kísérletek folynak arra, hogy
maga a program változtassa dinamikusan ezeket a küszöbértékeket, azonban
végérvényes megoldás ebben a részletkérdésben még nincsen. E2 dinamikusan
változik, éspedig a célfüggvény adott irányban való várható változása becs
lésének századrészétöl és a célfüggvény egy abszolút alsó korlátjától függ. A
Ö2 < c2 követelmény ennél fogva olcsó és pontatlan Newton-megoldások elfo
gadását teszi lehetővé, ha még távol vagyunk az optimumtól, és pontos meg
oldások kiszámítását eredményezi az optimum közelében.

A fölösleges számolás elkerülésének egyik fontos lehetősége a lépéshossz
korlátozása annak érdekében, hogy a Newton-módszerrel meghatározott új
megoldások a megengedett tartományon belül maradjanak. Az yk aktuális
megoldásnál yg a szuperbázia változók vektora és ck a célfüggvény javításának
iránya. A lépéshossz egy x* felső korlátja adódik az

Ys :s;: Y~ - rxrf :s;: Ys
egyenlé5tlenségli61, az a :s;: :z':' lépéshossz azonban még nem garantálja a bázis
változók megengedettségét. A CONOPT ezért extrapolálja a bázisváltozók ér
tékét, és ennek figyelembe vételével határozza meg a lépéshossz !Xmax végleges
korlátját. Az extrapoláció az irány menti keresés kezdetekor lineáris, az y'iJ 
kezdőpont és a c13 = - G,j1G5d' irány alapján, a későbbiekben pedig kvadra
tikus, a c'53 irány és két pont, vagy az időrendben három utolsó pont alapján.

A kezdeti lépéshosszt a CONOPT-ban a célföggvényérték várható megvál
tozásának és a e" keresési irány meredekségének hányadosával határozzák meg,
hu ez az előbb meghatározot.t folsö korláton belül van; a célfüggvényérték vár
lrnLó változása korábbi változások mértani közepe, a meredekség pedig a re
dukúlt gradiens Ú', e'' skalár szorzatával egyenlő. A tekintett irányban való
keresés a Newton-módszer ismételt alkalmazásából áll, és ennek megfelelően
a követ.kezö esetek következhetnek he:
(a) a Newton-módszer alkalmazása sikeres volt, új megengedett megoldást

határoztunk meg, amelyre /(y) < f(yk);
(b) a Newton-módszer alkalmazása divergencia vagy túl lassú konvergencia

miatt sikertelen volt;
(e) a Newton-módszer alkalmazása sikertelen volt, mert valamilyen változó

lényegesen túllépte alsó vagy felső korlátját.
Az (a) esetben tovább folytatjuk az adott egyenes mentén a keresést, és az

új lépéshosszf kvadratikus interpoláció alapján határozzuk meg; ez azonban
nem lehet nagyobb, mint az előző lépéshossz a-szorosa, ahol o; kezdeti értéke 4.
A keresésnek határt szab, ha

egy lépésben a célfüggvényérték javulása kisebb, mint az eddigi javulás
20%-a;
bekövetkezik a (b) és (c) esetek valamelyike.

A (b) esetben követendő eljárás attól függ, hogy az aktuális irány menti
keresés során találtunk-e már yk-nál jobb célfüggvényértékű megen&edett meg
oldást, vagy nem. Ha igen, akkor csökkentjük a lépéshosszt, és a értékét a
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négyzetgyökével helyettesítjük, majd újból próbálkozunk a Newton-módszer
alkalmazásával. Ha ez a módosítás kétszer egymás után alkalmazva sem hoz
eredményt, az adott irány menti keresést befejezzük. A másik esetben, vagyis
ha még nem találtunk yk-nál jobb, új megengedett megoldást, akkor a lépés
hosszt &:-pal elosztjuk, és így próbálunk új megengedett megoldást meghatá
rozni. Ily módon előbb-utóbb bekövetkezik az (a) eset, vagy pedig a lépés
hossz egy kritikus érték alá csökken, amikor is speciális ki vezető utat kell
találnunk, rövidesen ezzel a kérdéssel is foglalkozunk.

A (e) esetben egységesen 9/10-részére csökkentjük a Iépéshosszt és így kísé
reljük meg a Newton-módszer ismételt a.lkalmazását. Ez biztosítja azoknak 1.1z
eseteknek a numerikus szempontból való helyes kezelését, amelyekben az
egyenes mentén való keresésnek a megengedett tartomány határa szab korlá
tot.

Az egyenes mentén való keresés során előfordulhat, hogy a Newton-mód
szer konvergenciájának biztosítása érdekéhen olyan rövid Iépéshossaal kell
dolgoznunk, hogy a r.;élfoggvény javulásának mértéke nagyságrendben azonos
a numerikus számitás pontatlanságából adódó torzítással. Ilyenkor a CONOPT
a következő speciális szabályok alkalmazásával próbálja kimozdltani a számí
tást a holtpontról.
A: visszatérünk az előző iterációhoz és a pontossággal kapcsolatos toleranciát

tizedrészére csökkentve, újra rneghatározzu k az y1' megoldást;
H: a javított yk pontban újra lriszámitjuk a G,/ inverzet, és új keresési irányt

határozunk meg;
C: a minimum-keresésben áttérünk egyszerű gradiens módszerre;
D: bővítjük a szuperbáz ist., lm lehetaéges:
E: a pivotelemekre vonatkozó tolerancia növelésével új háziara térünk át.

Ezeket a szabályoka.t egymás után kell al kalmazni, tehát a H szal lályt csak
akkor, ha A nem vezetett célhoz, a C szal)ályt csak olyankor, ha J-, sem segí
tett. Ha még E után sem oldódott meg a probléma, akkor még egyszer megis
mételjük az egészet A-tól E-ig, és újabb sikertelenség esetén 11, program ilyen
értelmű üzenettel abbahagyja a számítást.

2.5. Induló •meuengeclell meqoldás nieqhauirozása

Ezt a feladatot a legtöbb nemlineáris programozási algoritmus a lineáris
programozásban szokásos módon oldja 111.eg, az l'.111. 1. fázis keretei között.
Ennek, mint ismeretes, az a lényege, hogy egy az eredeti feladat szempontjából
nem megengedett x megoldáshoz egy olyan módosított fol adatot rendelne I,,
melynek x megengedett megoldása, éfl amelynek optimális megoldása szüksóg
szerűen megengedett az eredeti feladatra nézve. F~zt a módosított feladatot
oldják meg a rendelkezésre álló eljárással az l. Iáziaban.

A CONOPT-han induló megengedett megoldás meghatározására más mód
szert alkalmaztak, éspedig a Newton-módszer egy változatát. Szokásoa jelö
léseink segítségével ezt az eljárást a követ.kezóképpen lehet leírni.
1. lépés. Válasszunk egy y induló megoldást (a gyakorlati feladatok töhliségénól

kézenfekvő ennek megadása).
2. lépés. Válasszunk ki egy 13 IJázist a HR eljárással, emellett természetesen

ya-re teljesüljön az y8 < YB < YB egyenl6tlensóg.
3. lépés. Számítsuk ki a bázisváltozók növekményét a Newton-módszernek meg

felelően: ilyB = - G-ilF(yr,, ?IN)- 
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4. lépés Ha y3 + 11y8 a bázis változókhoz tartozó korlátok közé esik, legyen
ez a kifejezés y8 új értéke, és következzen a 3. lépés.

5. lépés. Legyen a az a legnagyobb valós szám, amelyre YB + aL1y8 még nem
sérti meg az alsó és felső korlátokat, és legyen YB új értéke ez a kifejezés.
Cseréljük ki azt a bázis változót, amely most alsó v. felső határon van,
egy olyan változóra, amely az eljárás folytatásakor nem ütközik egyik
korlátjába sem. Több lehetőség esetén olyan változót vonjunk be a
bázisba, amely a pivotelem nagysága és a korlátoktól való távolsága
alapján a, legked vezőhh. Számítsuk ki az új Q-;l mátrixot, és következ
zen a 3. lépés.

Az a.lgoritrnus kouvergenciájé.t ~t CONOPT természetesen hasonló módon
ellenörzi. mint ahogyan azt a 2..1. alfejezetben leírtuk. Az eljárás megengedett
megoldások hiányának jelzésével fejeződik be akkor, ha az 5. lépésben nem
sikerül olyan báziscserét vi;grehajtani, amely a folytatást lehetővé tenné. Az
induló bázis megoldás meghatározásának ez a módja. A. Drud tapasztalatai
szerint számos esetben nagyon jól bevált, viszont, bizonyíthatóan eredmény
telenül működik olyan esetckhén, amikor az P(y) függvény erősen nemlineáris
a megengedett tartomány határának közelében ..Kutatás folyik abban a vonat
kozásban, hogy hogyan lehetne a CONOPT-ban ezt az eljárást még hatéko
nyabb , szélesebb körben alkalmazható eljárással helyettesíteni.

3. A szabályozási programcsomagok hazai alkalmazásának tapasztalatai

Mind Chow szal rá.lyozás! eljárásáról, mind pedig az általánosított redukált
gradiensek módszerén alapuló CON(WT programról elmondhatjuk, hogy egy
részt gondosan tesztel ték őket., másrészt több esetben alkalmaztá.k konkrét
gazrhu,ági feladatok elemzésére. A Chow-féle program - melynek neve OPTNL
- a.lkalmazúsa.ira az l. fejezetben utaltunk; a CONüPT-tnJ kapcsolatban most
csak azt emelj ük ki, hogy számos tesztfeladat mellett olyan gyakorlati felada
tokat ÍK si kerescn megoJdott::d, vele, melyekben az ismeretlenek és a korlátozó
feltételek száma, ezren felül volt. ,.A világ kávé-modclljé'l-nek [4] egyik válto
zat.áhan például 80 idc'ís7,ak, idósze.kon ként 35 változó és 34 korlátozó feltétel
szerepelt, s így az összes vá.ltozó e\,, feltétel száma 2800, ill. 2720 volt, és a prog
ni ma CDC Cyber 176 számítógépen 334,7 CPU másodperc alatt talá.lt meg
egy optimális megoldást. Eredményesen alkalmazták a CONOPT-ot. a kanadai
grtzdaság 3G egyenletbdJ álló CL.l£AR nevű negyerléves ökonometriai modell
jének szrd1ályozására is [21 1- A CONUPT-tttl kapcsolatos további külföldi szá
m ítástoohnikai tapasztalatok ismertetése megtalál ha.tó [8 [-ban ; a következők
ben a, hazai tapasztalatokról számolunk he. J·Jzek jelenleg még egyértelműen
a kezdeti stádium jegyeit mutatják, megítélésünk szerint azonban így is alkal
masa.k arra, hogy a potenciális jövőbeni felhasználók figyelmét felhívják a
lehetősége kre.

A CON OPT és az OPTNL a.l kalmazásával két ökonometriai modellt szabá
lyozt.unk az MTA Közgazdaságtuclományi Intézetének Ökonometriai La.bora
tóriurn áha.n. Ugyanitt készültek a szabályozási számítások kiinduló pontjául
szolgáló ökonometriai modellek is, ezek főbb jellemzői a következők.

A kisebb méretű modell a magyar gazdaság legfontosabb összefüggé~eit tel
jesen aggregált formáhan, egyetlen szektor feltételezésével írta ]e. A szimultán
összefüggések rendszerét alkotó egyenletekkel nyomon követhető a pénzbefek-
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tetéseknek a beruházások üzembe helyezésére, azon keresztül pedig a terme
lésre gyakorolt hatása.. A bérek és más lakossági jövedelmek határozzák meg a
fogyasztást, ez utóbbi, a termeléssel együtt magyarázza a külkereskedelem
alakulását. A gazdálkodás eredményességét mutatja a nyereség nagysága, s
az egyszersmind visszahat a vállalati beruházási lehetőségekre. A modell idő
szakonként

31 egyenletet,
31 endogén
22 egzogén és

8 szabá.lyozó változót

tartalmazott. A fontosabb szerepet játszó szabályozó változók között szerepelt,
a közösségi fogyasztás, a lakossági vásárolt fogyaHztás deflátora, a bruttó nem
zeti termék deflátora é8 az állami döntéskörbe tartozó beruházások. A modellel
végzett kíaórlet] jellegű számításoknuk a célja az volt, hogy olyan növekedési
pályát generáljon a sza.hályozú változókon keresztül, amely biztrn,ítja a nem
rubel elszámolású fizetési mérleg rnegfeleW a.la.kuláaát., nem sérti a modellben
megfogalmazott gaz<lasági összefüggéseket, és mindenekelőtt - a lehetőségek
határain belül - egyenletes növekedést tosz lehet6vé. l•~nnek a modellnek a
leírása és a szabályozási számítások eredményei -· amelyek az OPTNL felhasz
nálásával készültek, 4 időszakra - pu]-lian találhatók.

Az első kísérlet tapasztalatai az ökonometriai modellek Hzabályozásának
további alkalmazására ösztönöztelc. A rendelkezésre álló számítógépi progra
mok a jelek szerint a korábbinál valamelyest nagyobb feladat mogoldására is
alkalmasnak tűntek. Ennek alapján ol készül t egy olyan - az olöhb ismerte
tetthez sok tekintetben hasonló - modell, amely a termelésben öt, 11 k ül keres
kedelemben három ágazatm bontotta a gazdaság tevékenysógőt., és így rész
letesebb vizsgálatra nyílt lehetőség. A modell kiulakításánál célszerűen ki lehe
tett használni azt, hogy nem előrejelzés, hanem szabályozás céljára kéHzült, és
így lehetséges volt néhány, a modellezés során gyakran folvotöd<'5 problémának
--- mint pl. a termelés kínálati és keresleti oldalról való meghatározása, kiizi.itti
összhang megteremtésének -- a azokásosná) egyszerűlih megoldáH1t n HztdJá
Iyozás időhorizontján. A szal1ályozási feladat idősztikonként

45 egyenletet,
45 endogén
27 cgzogén és
13 sza.há.lyozó változót

tartalmazott. A modell méreteivel együtt erősödött annak nemlineáris jellege
is: az egyenletek közül kilenc volt nemlineáris, ezekben egyébként egyszerű,
alacsony fokszámú polinomok szerepeltek. A szabályozó változók köre az ága
zati beruházásokkal. és az aktív keresők ágazatonkénti számával bővült, a
bruttó termelés deflátorát pedig felváltotta a hozzáadott érték deflátora.

Háromféle oélfüggvönnyel, különböző időhorizonton végeztünk szabályozási
számításokat. Az OPTNL segítségével 6, 9 és 10, 11 CONOPT-ütl pedig 4, 6 és
9 időszakra, vonatkozóan kíaóreltük meg a modell szabályozását. Mivel mind
két programmal ugyanazt a feladatot akartu k megoldani, kvadratikus r-élfügg
vények alkalmazására szorítkoztunk, tehát nem haaználtuk ki azt n, lehetősé
get, amelyet a CONOPT esetén a gyakorlatilag tetsz(íloges célfüggvény alkal-
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mazása jelent; ezen túlmenően, a jobb összehasonlíthatóság érdekében, az
0PTNL-nél lemondtunk a véletlen hatások vizsgálatáról. A célfüggvények
háromféle gazdasági alternatívát képviseltek; mind a háromban közös elem
volt a nem rubel elszámolású külkereskedelmi mérleg megfelelő aktívumának
biztosítása. Ezen túlmenően az egyik változat elsősorban a termelés fejleszté
sét, a második elsősorban a fogyasztás fejlesztését, míg a harmadik a, termelés,
a fogyasztás és a beruházások egymással arányos fejlesztését tüzte ki célul. A
vizsgálat arra irányult, hogy hogyan függ r, magyar gazdaság optimálisnak
tekintett növekedési pályája a szabályozás időhorizontjának hosszától, illetve
a C0NOPT és az 0PTNL alapjául szolgáló különhöző matematikai módszerek
től Számítási eredményeinket közgazdasági szempontból is jól lehetett inter
pretálni, a következőkben azonban, főként terjedelmi okokból, csupán a prog
ramok működésével kapcsolatos tapasztalatokról lesz szó.

A C0N0PT-tal való szabályozáshoz 4 időszak esetén 409 CPU másodpercre,
6 időszak esetén 1200 GPU másodpercre volt szükség G 9 időszak esetén a prog
ram közel degenerált megengedett megoldáshoz jutott, és erről a holtpontról
nem sikerült kimozdítanunk , elsősorban azért, mert a szabályozási számítá
sokkal különböző - de nem módszertani jellegű - okok miatt egyelőre lo
kellett állnunk. Az 0PTNL alkalmazásánál a felhasználó nem értesül az elhasz
nált CPU-idfüől, tehát ilyen jellegű összehasonlításra nem volt mód a kétféle
programnál, az ,,összes" elhasznált gépidő azonos, ill. hasonló nagyságú fela
datoknál viszont hozzávetéíleg megegyezett a két progn1mra vonatkozóan (ern
lékeztotü n k arra, hogy a modell minden esetben ugyanaz volt). Ehhez az
összehasonlításhoz azt is hozzá kell tenni, hogy az 0PTNL esetén a konvergen
cia nagyon lassú volt, és a számítást. a pontos optimum megtalálása előtt le
kellett állítanunk, gyakor.latilag minden esetben; az így kapott ,,közel optimá
Jis" megoldások viszont, mint előbb említettük, minden további nélkül alkal
másak voltak a gazdasági elemzés cóljára,

A kétféle programmal meghatározott megoldások igen jól közelítették egy
mást, 11z eltérés lényegesen kisebb vo!t, mint a oélfüggvénynek az optimális
pályám gyakorolt hatása. A választott célfüggvények mellett it gazdasági nö
vekedés pályájára az időhorizont hossza erősebb hatást gyakornlt, mint a cél
függvény.

Ezzel az 0PTNL és a C0N0PT első hazai alkalmazásaival kapcsolatos leg
lényegesebb tapaszta.latainkut el is mondtuk. Jogos lehet az az igény, hogy
további kísérleti számításokra, tapasztalatokra lenne szükség, legalábbis ami
a, magyar modellekhez kapcsolódó alkalmazásokat illeti, mivel - mint láttuk
- külföldi alkalmazásokhan és az ezekre vonatkozó tapasztalatokban nincs
hiány. Mindent figyelembe véve, megítéléHünk szerint már az eddigi hazai
tapaszta.latok birtokában is kijelenthetjük, hogy mind a két szóban forgó
programcsomag a magyarországi g,1zdasági tervezés hasznos segédeszköze le
het. A két program összehasonlításával kapcsolatban még egymegjegyzés kíván
kozik ide, ez a kővet.kező.

Az 1. és 2. fejezetben mondottak alapján, kivált a matematikai programozás
művelői számára az a következtetés a kézenfekvő, hogy a C0N0PT lényegesen
jobb kód, mint az 0PTJ\TJ_,_ Ezzel a véleménnyel lényegében véve egyet lehet
érteni - hiszen a C0N0PT sokkal többet tud, mint az 0PTNL: tetsz6leges
célfüggvény mellett lehet alkalmazni, egyenl6tlenségeket lehet vele kezelni

6 .lt!ínt enditettük, ,1 szárnításolmtazMTA SZTAKI IBM 3031 számítógépen végeztük.
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stb. - , ez a különbség azonban az általunk végzett számítások során nem volt
szembeszökő. Ennek az az oka, hogy bizonyos esetekben egy adott feladatot
egy ,,jó" algoritmus kevésbé hatékonyan old meg, mint egy egyszerűbb, és
ennél fogva kevésbé jónak tekintett eljárás. Ezzel kapcsolatban megemlítjük,
hogy a 31 egyenletből álló modellünkben [16] eredetileg semmilyen egyéni
korlát nem szerepelt a változókra vonatkozóan, mivel akkor egyértelműen
csak az OPTNL alkalmazására gondoltunk. Mint arra előbb már utaltunk,
a számítás jól sikerült. A bban az időben a CONOPT-program még egyetlen
hazai számítóközpontban sem állt rendelkezésre, lehetőségünk nyílt azonban
arra, hogy a szóban forgó modellt kísérteti célra kiküldjük Wasllingtonba. A
CONOPT-programmal való ottani futtatást személyesen A. Drud irányította.
Mint később megtudtuk, az első kisérlet sikertelen volt, mivel - korlátok
hiányában - az optimumkeresés sorá» az egyik változó nulla értéket vett fel,
és a számítás nullával való osztás miatt megállt. A sikeres futtatást ezután
megfelelő alsó korlát beépí tésé vel lehetett l.iztosltani.

(Beérkezett. l'J86. múrci-u.s 12-dn.)
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KÖNYVEKRÖL 

FüSTÖS LÁSZLÓ-MESZÉNA GYÖRGY-SI
MONNÉ Mosoi.voó NÓRA: A solooáltozos 
adatelemzés Sl!/,tisztikai módszerei. Akadé
miu.i Kiadó, Hu, lupcst 1986. 525 p.

Hazé.ukban az u többi években elsősor
bn.n u kuto,tócsoportok. és szé.mítóközpon
tok berkeiben uz érdeklődés el<'íterébe ke
rűl tok a. sokvaltozós adatelemzés s tut.isz.t.i
ka i módszerei. Közülük főként a faktor
ut n a l í z is s "rjed t el, de gyakran talál k o z h a  
tt u nk hn r í s s o k v ri tl to z ó s eljárások ulkalmuzá
s ú tvu ] is. Ez n k,',zikönyv az első Magynr
orAziÍgon, nn1ely átfogóan tárgyaljf, a sok
viii tozós ,u la LPlor11z<'·st ,'•R az egyes elméleti
•~•·ed1rnír1yek gynlwrluti u l kul.muxási lehe
Lo'íségc·ít.

A könyv nz ó,ltLdános bevezető részt
k ö v c t óen a s o k v r itl t o z ó s n r l ut t e l e rn zé s helyét
vilógít,jti 111l•g az általános statisztikai mód
;;zc•rurnban éf; nz ,dlrnlrnazásokban. Hámu
tu t 11 rru, hogy ss g11zda.tsAgi valóság bonyo-
s tilt összefi.iggé·soit miért célszerű sok vál
tozóval IF·ín1i. J•:llenkező esetben ngytmiR
- kevés véltozót. uutulrnazó modellek ose
tébon igon ri<1hb, lehet a leglényegesebb
jollcmzólo-t megtalálni, hiszen a gazdasági
környezetnek jelen tf í s rc;szérc ts vizsgálódás
köre nem iR terjerl ki. Értékes rószo ennek
a fejr-zeunek lti h módszerek osztályozása,
11111oly elííRegíti az oligazodast. az alkalma
zási lehN<",sóg<•k, k6rd6sfeltevósek között.
ÉrdokC's sd gondosan elvégzett osztályozás
u,z6·t i s h ll1C'rt minden fejlődésben levő, új
területen lass.u: alakul ki az általánosan
elfoguclot.t rendszerkép, s ut sok vál tozós
sta.tiez.rika még 1-1. fejlődésnek ebben a stá
Jirnrniban vn.n. Különböz6 kísérletekkel
találkozhatunk pl. amelyek megpróbálják

<-•gyik-,nÁsik mód,;zer családot - Ll1'REL
moclell, MDS eljárások stb. - a közép
pontba helyezni, azután erre támaszkodva
<'·piteni fel 1.1 sokváltozós statisztikai mód
szerek rendszerét. A. ,,győztes rendszer"
végül egyr<'•szt, logikai szépségére tám,1sz
kodva, <r gyben használhatóságára, mindPn
kívámltos tészteri.ilet á,tfogásá.ra építve vá-

lik széles körben elfogadottá a tudományos
gyako1fatban. _

A könyv harnmdik feje1,ete a főkompo
nens-elemzés módszerével foglalkozik. Az
eredeti változók lineáris tmnszformáoiójá
vúl olyan egyező darabszámú, korrelálat
lan, mesterséges változókat állít elő, ame
lyek információveszteség nélkül jellemzik
az induló rendszfü't. A főkomponens elem
zés a talán leggyakrabban a.llrnlmazott
sokváltozós statisztikai eljárásnak, a fak
toranalízisnek speciális esete. Nem tűzi ki
célul a változók szá,111ának csökkentését,
így várni, remélni lehet, hogy az új, leszár-
11mztatott változók is könnyPn értelmez
het6k lesznek.

A negyedik fejezet a faktoranalízis elrné
let,i és alkalmazási módszerei.t tárgyu.ljc1,
rávilágít-va n.rTa, hogy ,1 társadaJrni-gazdn
sági jelenségek közötti kapcsolatokat ,L

különböz{í mértékíi kölcsönös függőség
jellemzi. Ki tér a faktor-súlyok becslésére
r.I1aximw.n likelihood módszerrel és a fakto
rok száma felső korlátjának nieghatározá
sár[1 is. A faktoranalízis szép számmal tár
gyalt speciális problémái közül az illeszke
clósi vizsgálatok fontosságát érdemes külön
kiemelni. Ez a fejezet, éppen a téma iránti
széles körű érdek16d6sre való tekintettel,
aránylag terjeclelmesebb, ,,mit még válto
zatosan egészítenek ki a könyv végén talál
ható esettanulmányok, allmlmazások is.

Az ötödik fejezet a kanonikus korrelá
cióelemzés n 1ódszereí t tárgyalja, közvet
len alkalmazásként, a KSH megyei év
könyveinek acla,t11Ít felhasználva, 82 város
infrastrukturális fejlettségét, foglalkozási,
k<weseti ada.ta.it, egészségügyét és iskola
rnndszerét t,eszi vizsgálat tárgyává.

A kanonikus kor-relációszámítás a sok
változós módszfü'tannak elég mostohá.11
kezelt fejezete hazai gyakorlatunkban. Sok
év alatt is csak egy n;iélyebb cikk jelent meg
éppen rL SZIGM:A-ban e témakörb{ll
(SZIGMA 1972. V. évf. 3-4. sz. 273-291.
okl.), ezt is holyesbít6-kiegészít(í cikk kö
vette ugyaHitt (1'ZIGMA 1972. VII. 3. sz.
191-193. old.)! :'.'Jern volna túl nehéz össze-

6*
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gyűjteni a gyqr s z á m ú t(·nylcges alkalma
zásokat sem. Eppen ezórt érdemes felhívni
a figyelmet a könyv negyedik eset tanul
mányé ra, a szakmai ,;s munkuhelyi struk
túra kapcsolatának vizsgálatára, u r n i teljes
egészében a ku.nouik us korreláció szá1níLá
sara támaszkodik. Széles körben tu.nulsé
gossá még az teszi ugyanezt az osot.t.anul
mányt, hogy a felvetett tómu igen messze
állónak látszik minden számszcrüsítési
lehetőségtől. Módszoresr-n rriu t.a.tjá.k be a
szerzők, hogyan lehet eljut.ni egy leíró azi
t.uációtót k-pt;sr6l lép{s,·e a k va.n ti l'ikiiuió
megvalósításáig. HaR011ló 1116<1011 sok más
szamszcrűen látszólag nr-rn kc-zclhot.ő eset
is hozzáférhetővé válhatna.

m kanonikus fu k tonmultzist a könyv
hatodik fejezete ismerteti, C. H. Rao ered
ményei nl,1pján. Má» a kanonikus korrelá
ciósaamítashoz kupcsoló.l vu is el mom.lhu.t
tuk volna, hogy a könyv vr'·gig gondot r·or
cllt az Pgyes cljárúsok ku.nou i kua ,,v,'dto
zutu inuk" tárgyulásárn. Minderre az<-rt
érdemes níininyít,ani ,1 figy,·ln1ot, 111c1"t
- amint az t cmlítet.t.ük is - a kunrmi k us
korr0lációRzÁ.mítií,s is ulig-nlig adknln111z0Lt
részfr-jeaou, a többi kuuouikus cljárlÍ.R rorlig
szinte tc-ljosou kívül esik n:t. ul ku l muzók
látókörén. Tisztán pl mélot.i sznmpon t b ú l 
is: a kanonikus szomlólc>Lmód alkulnruz,foá
vu I bizonyos ,·okonság <:!-línii leclezhoLfík fol
több oljárás között.

A hetedik Iojeze t a többvú.ltozós szór.is
elc-mzéssol foglalkozik, egy p,',Jrla a esnlá,d
fők integrár-ió, rnobilitóRIÍt vizsgóljn ozze]
a módszer-rcl.

A szórAsclnrnzt'•s az 11 Rtut-isztikai 1116d
szer, n,clyet ogy függ(, változó Ó e egy vugy 
két szernpout esot{ben má,· jól has1/,nállrn
Luuk az elemi vizsgálatokban is. A IPgalábl,
intervallum szintű sknlákon mórt függ/\
változók szárná,nak nrivolósóvol rnár u
klasszilws rnutematilrni 8tutisztilrn mód
szertnni vál tozutaihoz jutunk ( l;öiJbvn,1-
tozós variancitt, kovariunl'Í>t unalízis), majd
ide kapcsolódnak a inn.,· kimondoUI.Ln
sokváltozós stuLiszLilmi eljftrások (diHzkri
minuncia, foktorális cliszkriminuncia unalí
zis). Érdekus, ritka tulajdonságu o mód
szertannak uz is, hogy sogítségóvcl ollon6-
rizni lehet olyan hipotózisckot, n.molyok
egymástól távolcső szint(í 11JCírési skálákon
(nominális, illetve intervallu,n, urá11y),
mórt változók között tótoloznek r·o1 Hzto
chasztikus lmpesolatot. A legtöhb f,lj,í,rás
nem nugyon korlveli ft különböz6 fJzi11tű
m ·n:si skálák vegye oliifonl11ló.sát. A
könyv u hetedik és az ezt követö néhány
fejezetben val,.tmennyi vizsgálati szin ttol
részletesen fol;\lalkozik.

A nyolcadik fejezet n diszlnirninanoia
analízist tárgyalja. Érdemes röviden rávi
lágítani u 8. és 14. fejezet távoli ,,rokonsá-

gára" is. Valójában rninclk,;t esetben sta
tisztik,.ti döntósfüggvények E,lőállításáról
va,n szó. A diszkrirninancia analízis ugyun
ukkor erősen kötődik a szóráselernzéshez,
ami indokolja lmrosolócló tárgyalását. Az
eltérő elvi alapokon megvalósuló két kon
strnkció rnég ugy érdekes sajátsággal rc n  
cl0l kezik. mrn í g a diszluimináló függvények
gy1.1 kor.lati lug mindig megctlkothu,tók, bár
zavaros, konfuz rendszerek esetén hut<'
konyHáguk oröson lecsökken, addig a sze
prtniló ,tlp-oritn1usok könnyen negatív orcd-
11Hj11yre vezcthctnuk, bár ilyenkor is n w g  
udj,í,k 11 szétv{drn,ztást alrnd,ilyozó ,,zavaró
pontok" f"olsoroláR(Lt. E 11wgl'igy('lések zt1,
var6 jellegének kivizsgáláRi.t számos { n k  
lrns 1,öri.il,nónyre hívl,utja fol u figyelmet.
A 11ehózsógokot; okozó mngl·igyoléfü•k elhn
gyás,t 1rtán azonb11n ezen nz úton is eW
ál líLh,1 tók lesznek 1.t dön t,í:;fLiggvények. A
kr"·L r•ljó.rfts jól h11~ználbn,Ló egyrnns kiegt'.-
szítr',s{·ro, ollon/írzósóro, rnó.s-rnás rószletkr'-r
ci(ÍR__ ,negváluszoló.1,ára.

ÜsRzhangbnn íl SZ(íles kijdí gyttkol'lnl,i
órdol l(ídcísRol a 0l11sLernnu.lízissel ísvt J'nje
zot) n l,önyv k(jli'\i1üsen rér.;z]otcHon fogl,11-
kozi k. A >lli a klmsszifikó.oiós valószín (ís(•
gelwt illeti l>n,r n jobb 11ugygépefl fitn
tiHzl.ikni prognunesom:igok ld·,-;z<'n · szolgó 1-
Lutj,ik ezeket 117, urodrnr'·nyr'i-a'L -, mr'·g
ugynncsak idf\ koli hozzá, 11,nig uz ,tllml-
111,1zók ki11lmúzzó,k /íkot nt külünbözlí 1111to
matikus oszt,ályoz,\si Lel'lrniktí.k ,í.lL,tl szol
g1.il11tott usoporto:sftó.sok clen1zt'·Rónr'·I. Aini
cgyr'·i>ld,nt még n elustcrnnalízis (11 RzPr:t.6k
1,isr;i, l'(,lvt', tartózkodóun, Nmk r'·ppon fol
V(JtoU 1nngyndt{u,,í,v<1l; f"iirLolt•,m,,ís) rnód
szcd't illeti, lmngsi'dyozni szernl11t\11k, hog~,
oz 1,1, fejc?:ot - alkotó 111ódo11 ltnszn,ílva
fel a kiilföldi ('rPdmény<'kr·t J,i.,lö11ÜRC'n
sok n,ogú.llapítóRsnl ga.zrlngítja a 11111gy111·
szuki 1·odn,ln1ul,.

A kü11yv11e➔k külö11 kion10lösn1 r'·r·dc•rnos
slÖ y ze ,1 L3. fej!'zol,, az MIJR, n sokdimenziós
skáln,zó oljá,ró.Aok 11{pos vó.l toz1.1,t,ai nak i~
mortol,é ·o. Bár az 1\ t,fogott nug_v uny11i:;
rni,Ll,t, a leírások nem oltíg részletesek id1-
J,oz, l1oi:;y komoly cl6köpzct,tsög nélkül bál-
ki RztÍ.mtl,n.1, könnyen ó1·thel.fík logy<"nek,
obh/\1 az igen n11gy {rdcklöd{!-<re flz>.ímot t11r
tó ,;s Aokr{Líínn ulknlrn11zltató szf"frfthól
httzui fl7.llkkönyvoinkben ,míg s,·n1mit SPm
olvm1hatt1111k. (Az ogydi11wnziós outp11ttul
rc11dol kcz6 oljlÍ.l'IÍSokról szól Kincllet·· l'itpp:
,, Ko, 11 plex rc11dszorok elemzése" drní.í
könyve.) Rznk11tiín nem nugyon kell ltnng
súlyoz11unk, hogy a sokváltozós statisztika
('gyik - iguz 111ég kifonatlan, de igen
clin>1mikusan fej16d6 -, nagy fejezete,
mely egyik pályázója nz egész területet
rendszerezi\ elmélet t1lnppillérének is, mi
lyen mértékben kilrnsználatlan hazai al
lrnln,azói gyakorlatunk egészében (Ml-
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NISSA, M lNIRSA, MRSCAL, INDSCAL,
IDIOSCAL, PREFMAP, PARAMAP,
PROFIT stb. eljárásokra gondoltunk az
«lmondo t.tuk során).

Igen fontos '1 15. fejezet is, amely ,1 vál
tozók (jellemzők) mérési skáláiról és ,1

kevert változóbalrnaz feldolgozását bizto
sító skálatranszformációkról ad összefog
lalást. A statisztikai könyvek gyakran nem
részletezik ,1 különböző mérési szintű vál
tozók kezelésének szabályait, így köny
nyen elkópzelhe t.ó, mennyi kihasználatlan,
rej t.et.t tartalék húzódik meg ezen előírások
fol használ ásaban.

Egy kézenfekvő kérdés merülhet fol itt,
miért tl, könyv ] 5. fejezete foglalkozik a
ská.lu.tra.nszforn iéciókkal ? Hiszen ezek a
problórnük szinte rninrlen sokváltozós cljá
:rás alkulmazűsriné.l el6forclullmtnak ! Bele
lapozvu viszon t a fejezetbe, nz t is tüstént
C:•rz,'•lrnllietjük, hogy t1 különböz{í skála
tranRzfor, nációkhoz uz eJfo.Cíckben tár
gy,il t _ eljárások jelentős n'•s,oére sz üksóg
vu.n . Igy rnugyunízat adódik, miért került
oz az anyag u. könyv végére, de egyben
arra is, miért kezelte az irodalom kissé
mostohán ezt a vroblémakört.

Egy érdekes dologra itt az<Írt még szeret
nénk folhívni a figyelrnoL. Az elmúlt év t.i
z,·t.lek során sok vád érte a modellezők
tevékenységét u.miu tt, bogy ,., gyakorlat.i
rendszerek model ljeiben technilrni okokból
gyokran nem knptnk helyet és szerepet uz
ún. ,,minőségi" jellemzők, az, orcliná.lis és
nominális Rkálá.n mórt vál toz.ók által hor
dozott információk. Mivel az élet tclo van
ilyen torrnészot.ű iarnér-vokkul , az óke t nél
kiilii7,ő modellek clmu.ra.sztu.lása jogosult
volt. A skál11tnu1szformácíólmuk és mog
Iclolö reforem-iu vá.l tozóknuk uz a lku.l mu
zásé.vul ezek a, václa.k hu.tésoeun elhárítha
tók.

A 16. fejozot a könyvnek gyakorlati 
szempontból legérdckr-scbb része, mivel
eset-tunulmányokut. mutat be a módsze
rek oeeeeieü n lkulmuzrisáru. Nchéz ipuri vá l
lulu tok sorburendezéee, illet.vo osoportosí
tlifla sok szempont, ulupján, uz ala.kfcliamo
r,·H módszerének alkalmuzásu, nouroLilrns
nwgbotegecl{sek differenciál diug11n~-.tiká
jál,an; ,t nagyberuházások jellemzői kö
zöui lmposolatok statisztikai értékel{se;
valamint 11 Rzakmni és munkahelyi struk
túra kongruenoiáji:í.nak sokváltozóH elem
zé-8(' ,;2,orepelnok a négy, részletesen tárgyalt
es<-'t,t,tnulmány anyagában.

J\ terület újdorniága miatt n szakkifeje
zések nem közismertek. Ezért nagy segít
ség az olvasónnk, még, hogy ,1 köuyvet
részletes név és táq:ryrn11tató zárj,1.

A fentieklwn vázolt e I rnéleti eredmények,
gyakorlati allrnlrnazások, példák és eset
tanulmányok olyan kézikönyv szintíí is-

meretanyagot szolgáltatnak a sokváltozós
elemzéssel foglalkozó magyar szakemberek
(alkalmazott matematikusok, közgazdá
szok és műszakiak) szi:í.már11, amelyek
egyértelműen nélkülözhetetlenek napjaink
gyakorlatában. A könyv így a bazai szak
irodalom igen értékes elméleti és gyakor
lati nyereségének tekintendő.

BALOGH ALBERT

Kr HANG KrM:-FRED W. RousH: Com 
petitive Economics: Equlibr-i?.on and Ar 
büration. (Versenygazdaság: egyensúly és
döntés) North-Holland Publishing Com
pany, Amsterdam 1982. 283 o.

1985-ben A. Bensoussan és P. A. Naert
szerkesztésében új monográfia sorozatot
indított a North I-fo.lland kiadó. A sorozat
cínie: Advanced Series in Management.
Els6 kötetkönt a koreai Kirn és az amerikai
Ron.sh valóban haladóknak szóló könyvét
jelen tették meg a játék- és a döntéselrné
letr6l.

A szerzök azt a célt tűzték maguk elé,
hogy bemutassák a gazdaságmatematika
két fontos ágának, a játékelméletnek és a
társadalmi döntések elméletönek mai állá
sát. A társadalmi dön tésok célja a társa
du 11.ni jólét, ami normatív értelemben több
pl. a I'u.reto-optimumná,I, különbözik a
játékelméletben szokásosa,n lrnsznált egyen
súlyfogalmaktól, ezért kezeMséhez saját
rnaterrnl,tilmi apparátusra vm1 szükség.
Bevezetik a Nash-fólo rnogoldáshoz közeli
ún. t;ársaclalmi döntési függvényeket, se
gít.sögükkel korosnck és kapnak választ
néhány tisztázatlan kérdésre,

A könyv - az USA gazdaságának fej-
16dése során folrnerült problémák sokaságát
(infláció, városok e's vállalatok os6cl-közeli
helyzete, rnunlmnélkülisög, nyon10ti rnez6-
gazd11súgi árak, a farmerek eladósodása,
magas adók, nernzetközi pénzügyi hely
zet) irnrn'rtetik annak igazolására, hogy a
klnsszikus közgazdu.sági elméletek nem ké
pesek a. modern gazllaság problémáinak
megoldására, Eredmé-nyesebbnek tartják
az ideális elosztási normatívákat leíró tár
Audalmi jólé,ti függvények elméletének ós a
játékelrnöletnek alkalmnzását, amely lé
nyegében u.rra a kérdésre keres választ,
hogy milyen elosztást eredményez egy
,1dott érdek-struktúra..

E két koncepció szükségességének ,,bi
zonyítása" 11tán következik 1nagas színvo
mdú, a legújabb eredményeket is tükröző,
sok példával illusztrált ismertetésük.

Az egyensúly, egyéni preferencia, hasz
nosság, egyszerű piac.i á,rszerkezet fognJmi
d,,finíciói után u, szerzök, rnogfole](í felté-



240 KÖ:ffVEKRŐL

telek teljesülése esetén, egyensúlyi állapo
tok létezését bizonyítják, majd ezek tulaj
donságait vizsgálják. Megmutatják, hogy
a tökéletes piaci verseny mellett létezik
Pareto-optimum, sőt, bizonyos feltételek
mellett csak ez a piaci rendszer Pareto
hatékony és ösztönzés-kompatibilis, azaz
egyetlen résztvevőt sem késztet sem.mi sem
arra, hogy közvet.len érdekei ellen cseleked
jék. Ez a feltétel oligopoliumok működése
esetén nem teljesül.

A nem-kooperatív játékokkal foglalkozó
rész kapcsolatot teremt a muxrnin, Nush,
Stackclberg, Pareto stratégiák között, is
merteti a különböző rnegoldéskoncepciókat
('S ezek viszonyát, a kevert és hibrid sbru
tégia fogalinát. Hasonló tcrjedeler nben fog
Ialkoznuk u szerzők a kooperu tív játékok,
ill. a nem-kooperatív játékok kooperut.ív
lejátszásán_ak olrnéle ti és gyukorluci kór
déseivol. Attekintik u husznúlu tbun lev(\
tucatnyi megoldás-koncepciót, tulujdon
ságaikuG vizsgálják különféle fel tételek mel
le tt , Az érthetőséget és szemléleteeséget,
számpéldák szolgálják. A szerzők itt suját
konstrukciójukat, az ún. pmciű.liaun ko
operatív játékok fogalmát is bovozetik éR
vizsgálják. Parciálisun kooperatív egy já
ték akkor, ha a kooperáció nem terjedhet
ki a teljes cselekvési spektrumra. Tormé
szeresen ez a megközelítés is a,,( egyes szi
tuációk pontosabb leírását szolgálju.

Az egyensúlyi kereslet-kínálat viszo
nyokon kívül a disequelibrium modelle
zése, a dinamikus rendszerfejlődéa stabili
tása is tárgyu egy fejezetnek.

Különösen érdekes a könyvnek az a
része, amelyik társuclalmi jóléti függvénye
ket, társadalmi döntéseket, csoport pre
fereneiát, többségi és optimális döntések
közötti összefüggéseket ír le. Találkozha
tunk itt a preferencia-relációk különböző
erősségű rendezési koncepcióival, a társa
dalmi döntések mechanizmusénak model
lezésével (csoportos döntés, többségi sza
vazás, társadalmi választfisi függvény
stb.) és néhány figyelemfelkel t/i parado
xonnal a szavezaselmélet tárgyköré·ből.

Az ösztönzés-kompatibilitás (incentive
oornpatibility) fogalmának bevezetésével a 
szerzők olyan modell leí.nisáru törekednek,
ahol az egyén saját érdekei ulttpján cse
lekszik, a társadalmi összhu tas viszont az
adott megoldűs-korrcepció al.apján optimá
lis. A szerzők ismertetik az ezen u, terülntf'n
használatos elveket, 11 bebizonyított, t{,ri.y0-
ke t, ezeket. példákon szem lt'-1 tct.ik , .Kii löu
fejezet foglalkozik a tArsud11lmí dö11tl;Sok
és ÖAztönz6s-konqJ1ttibilítáfl cl111,·lett'·nck nl
kulruuz.ésé.vul (pl. Linduhl-egyousúly).

A könyvet nemcsak a játékelmélet rnű
volő inek 6nle11H'R ololvusrii . Koncepoioná.lis
gazdagsága, a példák sokusag» sok ö t.le te t.,
újszerű szemléletet. ny újt.hut n közguz
dászoknu.k, Rzociológ1.1sok11uk, r11i '" len tár
audulomt.udósnn.k, egyál t.iló11 , nindonki
nek, aki Rzereti a rnagas sz in tű intellek
tuális ólmónyt. A rnMemotikusok is eló
gedottek Jehet,nek a könyv prnoizitásáv,:d,
muto mati.lrni igényességóve I, át toki n tósévo I.
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. l i t k é p z é s úr a n c i a o r s z á g b a n 

A fruncia oktatási rendszer különös sajátossága a felsőfokú képzésbe beépülő ,,Nagy
iskolák" EDrand e e Uc o l e s c intézménye. Funkoiójuknál és hagyományuknál fogva (eltérően
a hasonló nr-vű angol-amerikai high-schooloktól) ezek minden téren az elitképzés báz i
sai, bástyái. li;gy ilyen iskolába bekerülni rnind hallgatóként, mind oktatóként olyan nagy
erőfeszítést kíván és olyan presztízst F7v hogy bizonyos korcsoportoknál hosszú éveken
át ez u v fő aspirációs szint.

A ,,Nagy iskolák" megjelenése szorosan összefügg Franciaország történelmével és a pol
gári közigazgatás elterjedósével , Eredeti funkciójuk szerint a fejlőd6, terebélyesedő és kor
szerűsödő közigazgatási intézmények .megnövekedett szakember-igényének a kielégíté
sóre törekedtek. Ennek megfelelően az egyes történelmi múltú iskolák a nagy államigaz
gatási egységekhez kapcsolódtak (mint például az Uc o l e I o l y t e c h n iq u e F hadsereghez, az
Uc o l e j a t i o n a l e d e s I e n t s e t : h a u e s é e s a területi közigazgatáshoz stb.).

:E képzési ren.Iszer igazi meggyökeresedése és általános elterjedése a napóleoni közi
guzgatás bevezetéséhez fűződik, s ez rögtön érthetővé teszi, hogy miért váltak ezek az
intézmények uz elitképzés olt.áruivé.. Az elit szó itt eredetileg mind a hallgatók-oktatók
származására, m 6n7 yy képzés s z í nv o n ul Fru és F ,,rnunkábu állás" lehetőségeire utalt.

Természetesen az évsvázudokon át e sajátos iskolák nagy változásokon mentek keresz
tül, számos iskola megszűnt (elsöeorban a gym·mati közigazgatáshoz kapcsolódók) és sok
új jött létre (főleg u tá.rsada.lornt.udoruártyoku.t és a gazdasági adminisztrációt érintő terü
leteken). Dn főbb vonásaikat, a nugy intézményekhez való kapcsolódásukat, presztízsü
ket, oktu.tásuk színvonalát az idő érintetlenül hagyta.

A képzési idő ezekben az iskolákban napjainkban meglepően rövidnek tűnik: általá
ban hár-orn é v P Ez egyrészt lehetővé teszi (sőt megköveteli), hogy a - volt vugy jövendő
- hallgatók más oktatási intézményekben (egyetemeken scb.) is hallgassanak néhány
évet, másrészt pedig nyilvánvalóvá teszi, hogy ezek az iskolák a felsőoktatási időnek csu
pán egy részében vállaljé.k (át) az oktatást; jellegüktől függően vagy az általános alapo
zásnál (mint példü.ul az Uc o l e I o i u t e c hm iq u e } vagy a végső specializálódásnél (mint például
az Uc o l e j o ti o u a l e d e l a Mtai i e t i q ue e t d e le Fd m i n i s t r a t i o n Uc o n o m i q u e s :ENSAE).

Fz Ecole Politechnique a mér-nökképzéa és természettudományos alapképzés ,,nem
zeti" intézmóuye. Altalában az érettségi és 2-4- éves előkészftó után kerülnek az iskola
pndsoruibu u növendékek (akik között csupán az utóbbi években - és elvétve - akad
nak nők), s ahol ma.temu.tikaceu tr-ikua, de mindenre kiterjedő és viszonylag kevéssé spe
eiul iz.álódo t t képzr-s folyik. Ennek folytan nevezi a köznyelv az itt végzetteket ,,X"-eknek,
unii arru u t.n}, hogy bárhol, bármilyen torületen folytathatják pályafutásukat. Az Ecole
ó u l y technique alapozó jellegére utal, hogy F felvételi korhatár 2-l év. Magától értetődik,
hogy az ,,X"-r,k bárhol folytathatják tanulmányaikat (egyetemen vagy egyéb Nagy
lskoláb:rnl: m 6n 7Hn felvé~el_i vu~y egléb_sze_lek_ció_néll~ül., ., . , _

B11foJl''1.0 (vugy spociulizé.ló) jel leg ű képzés folyik peklaul az ENSAE-ban, a gazdasági
,,csúcs"-111inil'ztt'·1-itr.m és ,.1 ,,francia KSH" itz 8 n t i i u t j ot i o n al d e l a Mta c i e i i q u e e t d e s É t ud e s 
Ue o n o m mi q · u e s (TNSRC) Nagy iskolájában (mely nem ,,történelmi" iskola: eiőcljét 1942-ben,
magát uz iskol1i t l 9Vi0-ban ulapít,ották).

i'Hivcl ,t sznrző frl ,·,vet töltött itt kututó-növendékként, szeretné részletesebben bemu
tatni az ENRA E felépítését, 111iíköclését, ami sok tanulsággal szolgálhat.

Az ENSAE-t 11 második világháború ntáni gazdasági fellendülés idején hozták létre
azzal a céllu I, hogy kiel(,gítse uz á.llami (és g,1zJusági) igazgatás, valamint a nagyvállalatok,
intézrnén:vek igényt"·t guzdaságe!méletben és statisztikában-ökonornetriában _jártas szuk
nrnherek i1·ánt. Annak érdekében, hogy az iskola megfelelő anyagi és szellerm infrastruk
túrával i-011,IPlkezzék, az a,lapító levélben a, gazdasági miniszter az INSEE-t jelölte ki
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anyaintézménynek. Az ENSAE szoros összefonódását a bázis(anya-)-intézményével jól
szemlélteti, hogy egy épületben van az INSEE-vel, és hogy például egy kutatónövendék
fizetésemelését elrendelő határozatot is magánuk a gazdasági miniszternek kell aláírni. Az
iskola költségvetése is a gazdasági minisztériumtól származik, amit csak nagyon kis
hányadban és alkalomszerűen egészítenek ki más intézményektűl, vé.llalatoktól kapott
anyagi támogatások.

Szervezetileg az ENSAE-n belül gyakorlatilag három ,,kar" működik. Az egyik a fej
lőd6 országok európai statisztikai iskolája, a Közös Piac brüsszeli bizottságának támoga
tásával létrehozott iskola, mely a fej lőd6 országok ez irányú szakemberigényét van hivatva
kielégíteni, de csupán az ENSAE oktatási infrastruktúrájára épül, t6le lényegében elkü
lönül. A másik ,,kar" a gazdasági rninisz té .. iumban és az INSEE-bon mar dolgozó mun
katársak át- és továbbképzésével foglalkozik, olyan forrnában, hogy mivel bizonyos hie
rarehiabeli pozíciók elfoglalásához követelmény (lehet) az ENSAE végzettség, így azok
számára, akik ezzel nem rendelkeznek lehetővé teszik, hogy e .Jcaron" két éves, teljes
idejű (tehát nern munka melletti) ok ta táabun ezt a képesítést megszerezzék. Végezetül
a harmadik (legnépesebb) ,,karon" folyik az igazi, teljes értékű képzés, melynek végén a
hallgatók közgazdász-statisztikus oklevelet k.rpnuk ,

A hallgatók sorába kétféleképpen lehet bekerülni. Az egyik lehetőség felvételi útján,
amikor is matematikára és közgazdaságtanra alapozott írásbeli és szóbeli vizsga dönt a
felvételt kérelmezők között. A másik lehet6R<-\g végzeutség n.lapjű.n. Ha ugyanis vuluki
rendelkezik rnatemntilrns vagy közgazdász r l i p lo n uívul (öt; éves tunulményokat igazoló
m a i t r i s e szinten), vttgy egy másik Nttgy iskola elvógzésót tunúsító oklevéllel (általában az
Ecole Poly technique jöhet szóba), akkor kérvényezheti felvételét, s err<il a jelentkező
,,dossziéja" alapjan döntenek. A képzési idő általában három óv, de akit ,,dosszié" alap
ján vettek fel, az rögtön a második évet kozd hot.i, ha bizonyos kiegészítő tárgyakat ha ll
gat az első évfoiyumról (ilyen kiegészítő tárgyak péh lául a mutematikusok részére a köz
gazdasági alaptárgyak, ill.etve fordítva). E rendazorból kövotkozik, hogy a hul lgut.ók át
lagéletkora 24-25 óv körül mozog, de nen, ritka a :w év feletti hallgató sem.

Az oktatásra a nagyfokú apeciu.lixé.lódés a jol lornző . Fz ctsö évben rnóg jelen tős a
törzsanyag, ami a sz ilárd matematikai és makro-niikro közgazdaságtani alupok megte
remtését szolgálja, de masod-, s főleg harmad évbe n a törzsunyag 2 - il tárgyra redukálód ik,
míg a többi tárgy ennek megfelelően igen speciális jellegű. (A tantárgy struktúrál'ól lásd
bővebbet a mellékelt táblázatban.) A specializálódás haa-mudóv hen már odú, vezet, hogy
egy-egy tárgyat néha csupán 3-5 di{ik hu.llgat, annak ellenére, hogy az évfolyamok Mt
szarna (a harrnadi k ,,karon") 40-50 f6.

Általános jellegzetesség, hogy mivel ü Nagy iskolák nem ál lf t.hat.nak ki hivutalosan az
egyetemi oklevéllel egyonórték(í diplomát, u, hallgu.tók egy részo (akiknek nincs egyetemi
végzettségük) uz első év végén uz ENSAB-val szerz(ídésbm, lev(1 Hn i v e r v i l é d e I a r i s 
· a u p h i n e )b a n leteszik az els6 egyetemi oiklmit (2-:3 tamil.1Hárryi év) lezáró vizsgákat; a
második év végén a n,ásodilc oikl11s (-1 2 év) záróvizsgáit, umi után m a Pi t r i s e szintü okleve
let kapnak; míg a hannadik év végén a, DJ;<;A (+ 2-3 év) ogyotorni doktori vizsgáit, így
mire befejezik az ENSAE-t, az egyetemi doktori oímnok rnegíel.elő tudományos fokozat;tuJ
is rendelkeznek, minden különösebb ,,extra" t1.tnulrnányi ráfordítás nélkül.

Szinte nwgától órtett\dik, hogy az itt végzett hallgatóknak semmiféle e.lhelyezkeclési
problémájuk sincs. A munkábaállás úgy megy, hogy az, iskol11 összegyűjti az állásajánla
tokat és ezeket ,,kiközvet.íti" a végz.ősölrnok. A má.socl-. ós harrnaclévos hallgatók számára
kötelez{\ 4-5 hetes szakmai gyakorlat folytatása vállulatokná.l, intézményeknél (akik
tolonganak a Rza.kmai gyakorlatos hallgatókért, mivel egyrészt olcsó mmllmerííhöz jutnak
az idény jelleg(í feladatok megoldásánál, máRrészt lehetővé tesz egy kölcsönös ismerke
dést az esetleges kés6bbi áll.andó 1rnink1.wállalás szempontjából), így szárnos végzős hall
gató annál az intézménynél helyezkedik el, uhol szukm,ü gytdwrlatát végezte. A volt
hallp-atók szervezete is hozzájárul az intézmények, vállalatok ós üz ENSAE kapcsolatu.inak
ápolásához, így évről évre több a felkínált állások száma. Termé'szetesnek tűnik, hogy a
végzettek 20-25%-át az INSEE és a gazdasági minisztérium allrnlmazza, ami nagy szó
Franciaországban, mivel ezek örökös státust nyújtanak, vagyis biztos ós ,,életre szóló"
munkát, s mivel e munkát jól meg is tudják fizetni, így az anyaintözmónyek sokszor lefö
lözik a végzettek táborát.

Ami az oktatói gárdát illeti, jcllemz6, hogy rendkívül kevés ,1 [(\állású oktató, összesen
12-15 fö. A f{lálláRú oktatók az oktatási fel.adatokon kívül adminisztratívakat is ellát
nak, így az iskola dolgozóinak létszáma nem több 20-25 f6nél, ami rendkívül gazdaságos
működ1Jst tesz lehetővé, különösen, ha figyelembe vesszük, hogy a fő mű.köclési költség
a rnunkabér. Az oktatói feladatok jelent6s részét külsősök bevonásával oldják rneg (lásd
err6I a mellékelt táblázatot). Ennek számos el6nye van. Egyx·észt lehet6vé teszi egy a.dott
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Az ENSAE oktatási programja
Első év

Közgazdaságtan opció*

Tárgy

Integrál és differenciál-számítás
Algebra
Topológia és analízis
A fenti három tárgy gyakorlatai
Optimalizálás
Valószínűségszámí tás
Valószínűségelmélet
Leíró (általános) statisztika
Bevezetés az informatikába és a

számítástechnikába
Gazdaságelmélet
Idegen nyelv

Óraszám
(70 perces órák) A tárgyvezetö tanár munkahelye

előadás gyakorlat

34 ENSAE
56 ENSAE

100 szabadfoglalkozású
72 

22 Université de Paris I.
26 14 INSEE
48 26 INSEE-ENSAE

11 INSEE

36 INSEE
28 INSEE

60 ENSAE

* Azok számára, akik közgazdaságtan-orientált előképzettséggel rendelkeznek

Az ENSAE oktoiás: programja,
Első év

Matematika opció"

Tárgy

Topológia és konvex aualízis
Differenciálszámítás,

optimalizálás
Numerikus ,malízis
Vnlóeainűeégszé.rnitús
V, ,lós,,í, iűségelmélet
Leíró (,Ut,11János) stutisz.tika
Adatbázis elemzés
Leíró g1tzdaságt,rn
Nemzetközi leíró gazdaságtan
Bevezetés a mikro-gazdaaágtanbe
Bevezetés 11 makro-gnzdaságtanba
Kereskedelmi jog
Bevezetés a vállalati könyvvitelbe
Nemzetgazdasági mérlegek
Bevezetéa az informatikába és 11

számitústechnikába
Idegen nyelv

Óms,,úm
(70 perces órák)

clöadás gyakorlat

27 18 

2G 18 
12 14 
24 14 
ae 15 
lti
24 
36 IS 
12 12 
.18
18 12 
16 
14 10
16 

36 
60 

A tárgyvezető tanár munkahelye

Université de Nice

Université de Paris I.
Université de Nice
Electricité de France
ENSAE
ENSAE
ENSAE
ENSAE
Ecole Norrnale Supérieure
INSEE
Uníversité de Rouen
Rhone-Poulenc
ENSAE
INSEE

INSEE
ENSAE

• Azok száméra, akik matematika-orientált előképzettséggel rendelkeznek
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szakterület legjobb szukombereinek célorientált ,,megvásárlását" (például a szocialista
mszágok gazdaságával foglalkozó, igen népszerű tárgyat egy angol oktató tanítja, aki
csupán azért utazik minden pénteken Londonból Párizsba, hogy óriáit megtartsa), más
részt élő kapcsolatban marad az oktatásban uz C'lrnélet és a gyakorlati alkalmazás, s
végül (ez sem elhanyagolható szempont) jövedelemkiegészítés a külsős oktatók számára.
~:z bizonyos formában az iskolához kapcsolja őket, növelve az ENSAE társadalmi beá
gyazódásának érhálózatát. Altalábun is jellemző, hogy egy-egy Nagy iskola oktatóinak
számos egyéb iskolában s egyetemen van (státnRsz,tl nem járó) állása, ami jövedelmének
növelését, kapcsolatainak ápolását teszi lehetővé. A - magyar fül számára is ismerősen
csengő - ,, te adsz jól fizet<í munkat uukern , t'·n adok jól fizet6 munkát neked" mechaniz
mus Franciaországban is virágzik.

Az ~NSA li; föállású oktatói és az rN:c; l·'.E kutatói között kötelező rotáció érvényesül.
Az J:,-::;NSA.E igazgatója példáid hut <ívnél tov.ibb nern muradhu.t pozíciójában, ezután
kötelezően vissza kell mennie az I NR KE-be. Ez i,rvönyes az uluosouyabb beosztású oktu
tókra is, akiknél a rotáció rövidebb i, lej ű, így uz oktatók tábora, öt-hat óv alatt gyakorluti
lug kicserélődik. Az új oktatók szinte kivétel nélkü] 11z INRKE kutatóiból kerülnek ki.
Ez a rendszer Iehetóvó tosz ogy .,g(szsóge,; védu•,·ingr'·st a kutatók és oktatók közöt.t, amit
a hallgatók közvet.louül ÍR r',rzólrnllir:tnok, mivnl még a legnlrnéletibb témákról szóló elő
adásoku.t, szoruiua.riumoku.t is ~zúrntulanszor ff,szi:rnzik az olctucók a legfrissebb alkalmu
zások , f'elhusználások 61·delrnssc',goivol. A rnt,ici<'> további e.lónye az okt,1t,í.s szcmpontj ábó
az oktatott tnnyunyag tern1<·sz,-,teH kivuluaztórlásu. Mivel a tárgyat vezető tanárnak vi
szonylag nagy szabadsága vun a tárgy turtulruáuuk 111eghatároz1isánál, ez uz évek során
u tárgyak (s n jegyzetek) rendkívüli kikr-istálynsodAs1ihoz vezet. Norn véletlen, hogy az
iskolai jegyzett,k többsége könyv formájé.buu is mogjolcnik kou6-hárnrn-négy t,irsszor-úí
tollából (akik a t,i,·gyat tunf to t.Lá.k az 11tóhbi t'·n·kben).

llz ICNSA E oktal,í8·i proorami«
Múso,téu

T,írg_,

Matematikai statisztika
.-\lkalmazott stntisztilrn
Leíró (általános) st11tisztilrn *
Algoritmusok
Mikro-gazdaságtuu

Makro-gazdasitgtnn
,.\llam és guzduság

n 11zrl11Hágtörtönet
(Cazdaság)elmélet tö1·t('uet

;i,.]],.mi költségvetés
Pém.ügyi n·ndszer
Nemzetguzdasúgi mérlegek*
Bevezetés a vállal«ti könyvvitelbc*
Válla.lati pénzügyek
P,·nzügyi elemzé~
Demográfia

Szoeiológia

!nformatilrn
Számítástochnik>t
ldegen nyelv

44 
20 
12 

::-,
20 

22 
14

II\
13 
16 
10
12
14 
JH

!S 

12
2t-< 

10
!J

[()
7

l(J

G2 

JNSlm- 1,:NSA I~
ENSi\E
INS.EE
Univorsitó do Nice
INl--iEl•!-Universit(, de Paris-

Dauphine
Bnnque rlo Pr11.1we
Ecole doH Hautes Eludes en Sciences

Sociul<;,H
Universitó do PariH-8orbonne
Uuiversité de Pt1ris-Da.uphine-

Universitó de Lillo
Direction d II Budget - INS I•: l•:
B,mqno de Frnnce
INSEE
l~NSAE
Univenlitó de Pr,ris-Dauphine
Univorsitó de Puris-D,mph.ine
In~titut Nation;,! des Etudea

Démographiq ues
ENSA F: ~ Université de Pt11·is

VIII.
INSEE
ENS.-\E-INSAE
E~SAE

* .-\zok szú,múrtt, akik elA1> {,vbeu küzgazch,se\gt,u., opciót h,tllgnttak.



TUDOJ\l :\XYOS ÉLET 245

Az ENSAE oktatási programja
Harmadéc

TárgJ'
órasaám I

előadás I gyakorlat I A tárg_yvezető tanár munkahelye

Törzsanyag
Ökonornetriu
Adatbázis elemzés*

Gazdasági uövekedés
Informatika ,',s sz,,mít,'tstechnika
Idegen nyelv

Blokkok** 
A) Statisztikai mód-

szerek
Sztochasztikus foly.unatok
Sztochasztikus íolyamatok IL
r,:Jéirejelzés idósorokból
Aberráns pontok sta.tiszt.ikája
Nem pur.unótcres statisztikák

B) 0 k o n o m e t r i a
Adut.bázis elernzós

Mintavétel
Gazdasági kísérlet
Alka.lrnuzoüt szociológia
Gazdas,ígi te lmérések

feldolgozása
Ökonorneí.riu
Alkalmazott ókonometria

CJ :-; z á n, í t ,í s t e e h n i k a
i II t' o I' m " t i k a
o p t t m u l i z á l ű s

Optimalizációs eljárások
Informatikai rendszerek

RzAmíti\stechnilrn é-s szervezés

Orgunikus Hnalízis

D) Gaz cl " s á g e I em z és
Guzduságt.örténet
Tervezés-elmélet
!\ tervgazdálkodnst Iolytutó

országok gazdasága
Pénz- és munkuelmélet
Világgazduságt.un
Nemzetközi p,~nziigy.i rendszer
8rőforrás nllokáció
Háztartások viselkedése
Konjunkt.úru-ciklusok a

l.L v ilághúbor ú után

E) I p a r g " z cl a s á g t a n ,~ s
v á l l u Lu t v e z c t é s

Ipari stratégiák
::;zervez,,tek szoc-iológiúja
Gráfelmélet

19
19

14
12 

J.6
IO

5

48 

ll\
22 
14
12 
20 

18

l9
l6
44 

10
30
JU

16
14

16

22 

lG 
IS

lli
lti
l(i
18
14
18

l2

18
21
10

s

8

5

14

s

ENSAE
Conserva.toire Nationel des Arts

et Métiers
INSEE
INSEE
ENSAE

Electricité de France
I.'JSEE
ENSAE
ENSAE
Université de Paris - Sorbonne

Conserva.toire National des Arts
et Métiers

INSEE
Université de Paris - Da.uphine
INSEE

INSEE
INSEE-ENSAE
INSrm -ENSAE

Electricité de France
Ecole Nationale Superieure des

'I'elecommuuicat.ions de Paris
Ecole Nationale Superieure des

Telecommunications de Paris
Thomson - IBM

Université de Paris I.
CEPREMAP-CNTIS

University of London
CNRS
ENSAE
Université de Paris-Dauphine
Université de Paris I.
INSEE

I.'JSEE

OECD
Institut d'Etudes Politiques
Ecole Polytechnique
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Óraszám
Tárgy

előadás gyakorlat
A tárgyvez.ető tanár munkahelye

Játékelmélet
Termelés menedzselés

Pénzügyi menedzselés
.Marketing
Kereskedelmi jog
Mnnkajog

F) G a z cl a s ág po I i t i k a
Kvantitatív mukro-guzdasági

modellezés
Konj unkt.úra-elernzés
Gazdaság- és szociálpolitika
Pénzpolitika
Aktuális gazdaságpolitikai

kérdések
Szervezeti, intézményi rendszer

16 
14

JS
Hi
lG 
22

]4 
20
12

8

J8
12

s

Université L. Pasteur
Ecole Nationale Superieur des

Mines
Université de Paris I.
Dorset Development
Rhone - Poulenc
Rhone •- Poulenc

Banq110 de France - lNSEE
lNSl•:E
Gazdasági minisztérium
Bunque de France

Guzdasági min isztórium
ÁJlam Tanács

*A dosszié alapján felvett hallgatók szárnár«, akik egyenesen másodévben kezdték tanul
mányaikat.

** Minden hallgató minimum egy blokkol köteles vá.luszt.a» i.

Az ok ta tó k és a hallgatók közötti szint áthidalását szolgúljn a kututó-növondékek rend -
szere. A végzős hallgutók között pályázatot hirdct.nek évente 2-4 ilyen rillüsr», 8 a
benyújtott p{dyázatolrnt u jelen tkoz{í előélete ós a bcny új Lott tému ulupján bírálják el.
A kutató-növendékek nem ösz tönd íjbuu, hu.nom tisztes fizetésben réazoaülnok (oz több,
mint uz ,Hlugos - külföl lioknek szó ló - ösztöndíj haromszorosu] éH elvben semmilyen
oktatási kötolr:zetts6gi"lk sincs. Egyedüli fcludut.uk , hogy a két óv u.lu t.t tudornnnyos foko
zatuk megszerzésén munkálkodjanak. l~rre áltu.l,l.b11,n ,, két. i'IV kevés, de in tózményea
lehetőség van arm, h9gy további kót évig (most 111ár fizetés 11tíl kül ) nz iskola infrast.ruktú
ráját husz.nálhussák. Altulábun u két -I kót óv elegendő u.rru; l,ogy u kututó-növendókok
bizonyos szakmai nevet és u t.udomé.nyos fokozuto t 1nngHzoruzzók. Ezután t.öbbsógük
vulamely neves egyetem vugy lrntatóintt,zot kcbclén folytat.ju, p,\,lyufutását. Tor-mészo
tosen a kututó-növcndékok uz ok tucáabun iR rószt vcsznek , i:,ok szemináriumot, gyukorlati
foglalkozást vezetnek, de ennek fejében külön óradíj jár. Minden kutató-növendék -
kötelezően - választ magának egy tómuvozctó t., do ez nem kell, hogy az ENSA[!; oktatóju
legyen. Így gyakran az a furcsa helyzet áll olő, hogy vu.laki 117, l~NRAE-ban vHn 11lkulrnu•
zásban, egy vidéki ogyoto111re jár lrnnz1dtAlni és egy másik egyel.om n okt,at fóló.llásbun,
annu.k reményébon, hogy ozt ,,l1gösRz<'," vál Lozto.th1.1tjn.. Láthn.1,Ó, hogy már a fi11 I.al lrn tiltó•
növendékek kóstolgtttják az ,,oszd 1110g irll'íd ós uz intézrnényoket, hogy egyvul11rnivol fog
lalkozhass" elvet.

M,Vrv As LAszLó
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Rendszer - modellezés és optimatizálás

IFIP konferencia Budapesten

A sok tagszervezetet számláló jelentős nemzetközi számítógépes társulat, az IFIP
TC 7-es renclszerrnodellezési munkacsoportja 1985 szeptemberében Budapesten tartotta
kétévenkénti konferenciáját. A szervezést a Neumann János Számítógéptudornányi Tár
saság végezte.

A konferencia tárgyköre a műszaki, technikai és gazdasági rendszerek modellezése és
működésük optimalizálása volt. Ez a széles témakör az előadásokra való felhívásban az
irányításelmélet, a matematikai programozás és ezek alkalmazási és software kérdései
köré csoportosult. A beküldött 370 előadáskivonatból 260-at fogadott el a nemzetközi
programbizottság, 14 szekcióba osztva.

A konferencián 265-en jelentek meg 220 előadással. Közöttük 29 országból 200 külföldi
tósz tvevő volt. üt nap alat t a délelőttökön 10 plenáris előadás hangzott el, melyeket a
szakma vezet6 kutatói tartották a programbizottság felkérése alapján. Az előadások a
legújabb irányzatok és kutatási eredmények összefoglalását nyújtották a következő terü
leteken:

hozzárendelési feladat új megoldási módszerei és alkalmazásai (R. Burkard),
geometriai számítási módszerek és alkalmazásaik (M. Iri),
szerkezetek megbízhatósági modellezése (P. Thoft-Christensen),
sz tochasz tikus irányításelmélet és számítási módszerei (111[. Arató),
orófovrás elosztási problérné.k dekompozíciója (S. M. Robineon),
111aLe11,atilrni progrumozési software (K. Schittkou.slci),
pcremórtc-k f'<'l,.1rlatok optimális irányítása (C. Saguez),
J, iperl.Jol ik, ,s 1 »uciá lis di fforcnciélcgyenletekkel leírt rendszerek peremérték irányítási
foludu.ta.i (J. Losiecka),
n,,gy encr~iarn11dszorck tervozésénck és rnűkőd tetósének irányításelrnéleti módszerei
(P. Sundrirc)
o+vosbiológiui rendszerek matemutikai modellezése (A. Garlianskas),

A szekció előadások párhuzu mosun négy teremben folytak, emellett egy poszter szek
ció is volt, melyen 8 opuimulizáláei software clóudáe 6s bemutató szerepelt. A szekciókban
ell11111gz0Lt elí\uclAsok f(í órdcklódósi területeit, teridericiá.it megpróbáljuk röviden jelle
mezni, kiemelve a közgazdasági jellegű kérdéseket.

A ,,Uin11111ilrns renriszcrck irányítása" szekcióban volt a legtöbb előadás, a 8 ülésen
:3ö-an foglulko:i:Lak a modellezés, idou tifikálás, irányíthatóság, stabilitás, optimális irányí
Lás különböző elméleti és módszertani kérdéseinek megoldásával. Az ,,Elosztott rend
szcrok inb,yít,ása" Rz,·koiónak a 4 ülésén a parciális differenciálegyenletekhez kapcsolódó
il'linyí.t,ísi problémái, és ezek megoldási módszerei szerepeltek. A ,,Sztochasztikus rend
szcrck " szekció .14 el6nJtí.sa elsösorban a sztochasztikus progru.mozás algoritmikus kér
déscivcl, megoldási módszereinek javitásávo.l, összehasonlításával foglalkozott, de az
alkulmuzási lchotóségek is jelentős súlyt kaptak az algoritmusok ha.tékonyságának növelce
désóvr-l együtt.

A klnssz.i kus mu.tema.tikui programozási feladatok új variánsai, modellek és megoldási
mó.lszerek szorepel tck a lineáris, nernlineáris és diszkrét programozás három szekciójá
ban, melyeknek együttesen 12 ülése volt 60 előadással. Három előadás foglalkozott spe
ciális [ineá.ris programozási módszerekkel. Rok nemlineáris programozási e16adás szere
pelt. Altulános vólomény volt, hogy inkább a meglevő algoritmusok finomításával és
hu.tókoriyságának fokozásával lehetne jó alkalmazási eredményeket elérni, mintsem újabb
ulgorit,musok konsl rnálásával. Ennek ellenére sok új speciális probléma is felvetődött,
rnelyek megoldása új modellezési, elméleti vizsgálati és algoritmikus eredményt kíván.
Ilyen területen rnututott jelentös előrehaladást ez ,.1 s:i:ekció. A diszkrét programozás, grá
fok és hálózatok vizsgálati mócls:i;erei és algoritmusai egy szekcióban szerepeltek. Az utazó
ügynök probléma, u hozzá.rendelési feladat, az ütemezés és az erőforrás elosztási feladatok
jólisrnert körét is gazdagította több új, elsősorban speciális esetekre alkalmazható algo
ritmus, illetve komplexitási vizsgálat. Fűtési, távközlési hálózatok optimalizálásának elvi
kérdései mellett a számítógéppel segített rnodellezésr6l is volt szó.

Számítógéprenclszerekkel kapcsolatos optimalizálási kérdésekkel öt előadás foglalko
zott, részben a multiprocesszoros gépekkel, részben az osztott rendszerek tervezésével
kaposo latban.



Az alkulmnzási orientáltság az eddig említett szekciók igen sok előadüsar., is jellemző
volt, de a pmgrambizottság az alkalmazások súlyát kiemelve 7 szekciót szervezett a
k ülönbözó alkulrnazási területekről érlcr-ző előadásoknak.

A közlekedés és szállítás alkalmazási területér-ől 14 előadás hangzott el. Autóbusz-,
vasúti- és légi közlekedés monet.tcrvezésóvel, személyzetének beosztásával, alkatrészellá
tásával foglalkoztak, számítógépes ,negolclásolmt, dön tésel6készít6 rendszereket ismer
tettek. Az ipari, műszaki u.ikulrnuz.ásokkn l Ioglulkozó elóudaaok széles alkalmazási kört
öleltek fel. A termeléstervezés, sorozatnagyságok optimalizálása, sorbarendezések, terme-
10si-készlet<"zési rendszerek tervezése, iní,nyításn., szimulálása volt az egyik terület, szri
mítógépcs !löntésP16készítő renrlszor-ckkel alAt,11.maszt,ya. Az általános terrnolósi problé
tnák rnello rt speciális műszaki .irányít,ási feladatok mogoldésai szerepeltek, így vízellátási,
szennyvízelvczetési, vízminőség-vizsgálati,- juvítási rnndszerek, építöipari projektek
modellezése, opt.imuf izé.lása. Külön szekcióban hnngzottak el a s t.rukt.urril t rendszerek
optinwlizálásáról szóló előadások n, rneehuni kai , nd·lipnri, n ieteorológiai rendszerek és a,,;
i<legrendszc,· modellezéséhez kupcsolódóu n.

l\fint uz eddig.i áttekintésb61 is láthattnk, igen sok clőadáH közvetet.t témájuként. sze
rupel tr-k a különböző gazclusúgossági vizsgálHtok, közgazdasági mórlegelc'·sek {,s mocl<"il(•
z,'·,;i elvek. Egy külön ulkuhnuzási szr-kció is volt u. gazcl,1sági rendszerek térnájá.ban. Itt
iit, c·lőaclás I1ungzott el, e1/,ekot II kövc tkezökben ltd,ct röviden összefoglulni. Tsruertot.u-k
qry vállalati integrált in íormriciós rendszert lL p,·nzi1gyi, marketing és termelési folyumu
tok együttesére, melyet a vú.l lu.lat.i clönt6Ri folyruuutok ulu.pján terveztek. Al ku hnuvásu és
frtc;kc-léR(' egy fémfeldolgozó vállu,latnál trirtc"•n t,. l•:gy hosl:!ZÚ távú Lc1·voz{•Rt Rzolgáló szá-
111ítógc1p('S dialógul:! rendszer ,nűködéRc;rí\l s,1,ó111oltak bo, 1ncly st11tisztikai c16rejelzési,
gttz<iasági n1c'·rlogeléHi éH 1111.1,tomatilrni d(n1t,,·,~"1,11tloti oR,,közölno épül. I ráro1n L'.i6ndás
foglalkozott hosszú távú bor11házások trn·vozósével. A kiirnyczetvédolc111, n. t,c'rrn<-szeti
kincsek kiaknázásu és az onorgiuelliitAs volt a l11iron1 viz~gált terület ..Kö,,ös jollogzctcs
Hc',giik volt a gazd11SÁ.gossági cnc\rlpg.,lések, " hw;znossiigi fúggvc'·nyek és a vc'•lotl011 hn ti'lsok
sú lypo 11 ti figyelem buv,\ leli'.

Az Pnorgiarondszernk,·ől különösen Hok (18) {·s Hz.ín vcrnalrn; el(,adást ln rlottn k. K ü lii,1-
Gözö id{\liorizontokon ,, rövi lt,i,vú iriÍ,nyítástól a hosr;zú tAvú tr•rvczésig, viz,;gáhák a villa-
111osenorgia-rendszerok cgyütt111ííködését, b(,vít<"·Rc'·t, torhl'lés!'losztrlsát. Az erwrgiafnjt,\k
optimális frlh.-tsználása, u.z utornonergit, fulhns1/,11>ílr\s tl1()(1ollez(,so, ví,,iod11níívd, 111ííkö, It,<'·
téséhez a víztározók opti111ális szahályw,rísu is og_v-q.:y el<iadás té-máju volt. A biológiai,
orvosi ronclszcrek modollnzéso és optimnlizálásu is k(·t i.rl(1Hszak t.'·1111\jukc\nt, sz(•r·,·pelt.

A t11domá11yos progn1,111rnul plirh11,1u111nstm 9 h11z,1i oc'·g állitottu ki soltwnro kí11ólatát t'•,;
a niikrogépes termékeket a helyszínen lw11,11t,att11.

A konferencián t1 térnt,kör logkiválóhh nemzc-tközi Rzo,l«:1nboroi nn.gy sztí111b11n jclontok
rneg, sok színvoni:tlas előadás is olh11ng:wtt. Az el/í11,ló, ·ok mintegy folo reforáh·n ttieg f<ig
jelenni könyv formájábu.n a Springer kiu.lónríl. A té,nnkör iránt érrlokl6d/lk vl,l>61 Rz,t1lm;
körű áttekint{·st nyerhetnek u legújabb 11,od,·IIPzéRi, !:!ZÁ,,11ítf,stcc:hnik,;i (·s ,illrn.lmnzósi
ere, I ml1nyekriíl.
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