SZIGMA
Matematikai-kozgazdasdgi folydirat

A Magyar Kozgazdasdgi Tédrsasdg Matematikai-Kozgazdasagi
Szakosztdlydnak lapja

Fészerkesztd:
MARTOS BELA
Szerkeszt6:
KIRALY JULIA
Téarsszerkesztok:

BOD PETER, HUNYADI LASZLO, PONGRACZ TIBOR,
SIMONNE MOSOLYGO NORA

SzerkesztSbizottsig:

AUGUSZTINOVICS MARIA, ABEL ISTVAN, BOD PETER, ELTET® ODON (elnsk), FORGO
FERENC, HUNYADI LASZLO, KIRALY JULIA, KOVACS ALMOS, LIGETI ISTVAN, MAR-
TOS BELA, MESZENA GYORGY, MIKO GYULA, ORMOS ZSOLT, SIMON ANDRAS, SI-
MONOVITS ANDRAS, SZAKOLCZAI GYORGY, SZEP JENO, VITA LASZLO, ZALAI ERNO,

ZIERMANN MARGIT
*

E sz4m szerzdi:

CLAUDIO T. BORNSTEIN, Department of Systems Engineering and Computer Sci-
ence, COPPE/ Federal University of Rio de Janeiro, FUSTOS LASZLO, az MTA Szo-
ciolégiai Kutatd Intézet tudomanyos munkatirsa, KIRALY JULIA, az Orszigos Tervhi-
vatal csoportvezetdje, LENARD MARGIT, a Kossuth Lajos Tudoményegyetem Mate-
matikai Intézet munkatirsa, MATYAS LASZLO, kandidatus, az Agrirgazdasigi Kutaté
Intézet tudomdnyos munkatirsa, MELLAR TAMAS, A Janus Pannonius Tudoméinyegye-
tem Kozgazdasigtudoményi Kar adjunktusa, MESZIENA GYORGY, docens, az MKKE
Matematikai és Szémitdstudomdnyi Intézet Kozgazdasigi Alkalmazisok Osztalyinak
vezetSje, OKUGUCHI KOJI, a tokiéi Metropolitan Egyetem Kozgazdasigi tanszékének
munkatirsa, PETER SANDOR, az MTA Regionélis Kutatdsok Kézpontja Dunéntili Tu-
doményos Intézet tudomdnyos munkatirsa, RESS SANDOR, a Vizgazdalkod4si Intézet
féosztilyvezetéje, SIMONNE MOSOLYGO NORA, kandiditus, az OT Tervgazdasigi
Intézet fémunkatirsa, SZIDAROVSZKY FERENC, a mfiszaki tudoményok doktora, az
MKKE Matematikai és Szdmitdstudomanyi Intézet docense, PAULO R. C. VILLELA,
Department of Systems Engineering and Computer Science COPPE/Federal University of
Rio de Janeiro
Szerkesztéség: Budapest XI., Budadrsi 4t 43-45.
levéicim: 1502 Budapest, Pf. 262.

Terjeszti a Magyar Posta. Eléfizethetd barmely hirlapkézbesité postahivatalnil, a
Posta hirlapiizleteiben és a Hirlapelbfizetési Lapellatasi Iroddn4l (HELIR) Budapest XIII.,
Lehel it 10/A, 1900, kozvetleniil vagy postautalvidnyon, valamint 4tutalissal a HELIR
215-96 162 pénzforgalmi jelz6szamara.

El3fizetheté és példinyonként megvisirolhaté az Akadémiai Kiadénil (1363 Budapest,
Alkotmany u. 21., Telefon: 111-010). és az Akadémiai Kiadé Studium &1368 Budapest,
Vici utca 22., tel.: 185-881) és Magiszter (1052 Budapest, Varosh4z utca 1., tel.: 382-440)
kdényvesboltjaiban.

Eléfizetési dij egy évre: 104,- Ft. Egy szdm 4ra: 26 Ft.
Kiilfoldon terjeszti a KULTURA Kiilkerskedelmi Véllalat, H-1389 Budapest, Pf. 149.



OLVASOINKHOZ, SZERZOINKHEZ, ELOFIZETOINKHEZ

E szdmunktdl fogva tobbrétli viltozdssal taldlkozik az Olvasé.

1. A lapot 14j sokszorosit4si eljirdssal allitjuk el6. Ennek hasznaként lényegesen
megrovidiil a benytjtott cikkeknek az elmilt évek folyamdn elviselhetetlenil
hossziira nydlt 4tfutdsi ideje. Sz4dndékunk az, hogy az elfogaddstél szdmitott
fél éven belil minden cikk megjelenjék. Reméljiik, hogy ez a véltozds Gsztonzi
majd szakmank miiveldit, hogy eredményeik javit hozzdnk nyijtsik be pub-
likdldsra. (Egyidejfi idegen nyelvii megjelentetés nem akadaly!) Az dj tech-
nikdra valé dttérés miatt kilsé képiink kevésbé tetszetds, mint volt.

2. Folyéiratunk XX. kotete 1987-1988-as évszdmmal Osszevontan jelenik meg, a
kotet terjedelme megegyezik az el6z8 kotetekével. A Kiadé igy tudja az MTA
elnokségének hatirozatit végrehajtani, s az elmaraddst 1989-re megsziintetni.
Az 1987-re befizetett eléfizetési dij fejében az elSfizeték a XX. kotetet, az 1988-
ra befizetett dfj fejében a XXI. kotetet (1989. évfolyam) kapjdk meg.

3. Nem valtozik az a tudomdnyos igényesség, amellyel — hozz4dért8 és gondos lek-
torok segitségével — a benyijtott cikkeket elbirdltuk, a szerzéknek tartalmi
és stilusbeli segitséget nydjtottunk. Ugyancsak valtozatlan marad lapunk
profilja is. Széndékunkban 4ll azonban, hogy - napjaink kovetelményeinek
megfelelden — Szoftver rovatunkat kibdvitsik és rendszeresebben jelentessik
meg. Virjuk azoknak a szerzéknek a slirlibb jelentkezését, akik e tertuleten
olvaséink érdekl6dési korébe esé eredményeket értek el. Felfrissul a szer-
kesztéség is, 1) tagjai Kirdly Jilia és Hunyadi LdszId.

A Szerkesztdség

th Stayj.

510" )
WO ol Kbeyy, A,

"N‘\\ Yeeg, 3,




Szigma, XX. (1987-88) 1. sz.
MELLAR TAMAS — PETER SANDOR

Kozponti erdforrdas-allokdcié és a fogyasztési szféra
egyensiilytalansdgi viszonyai a szocialista gazdasdgban”

1. Bevezetés

A szocializmus politikai gazdasidgtana hosszd idén keresztiil tervgazdasigként
és tervszerfien miikodd gazdasigként tekintette a létezd szocialista gazdasdgokat.
Csak a hatvanas-hetvenes években véltozott meg ez a felfogds, amikor egyre tobb
olyan munka litott napvildgot, amely meggy&ézéen bizonyitotta, hogy (i) a tervek
sohasem fogtdk 4t az egész gazdasigot, s ezt redlisan célként sem lehet kitfizni,
(i) a megfogalmazott tervek sohasem valdsulnak meg, még megkozelitd pon-
tossidggal sem, a hierarchikusan szervezett végrehajté apparitusok ellenérdekeltsége
miatt, (iii) a tervek t6bbnyire ex ante sem fogalmaznak meg egyensilyt, s ez a
kezdeti egyenstlytalansdg csak fokozédik a végrehajtas sordn gy, hogy a tervezd
szerveknek ex post beavatkozasokat kell eszkozolnitik a mitkodoképesség fenntartdsa
érdekében, amely beavatkozdsok aztdn végképp nyilvanvaléva teszik, hogy a tervek
nem jitszanak alapvetd és kizdrélagos koordinilé szerepet.

Mindezek alapjin az utébbi évek kozgazdasigi gondolkoddsa — kulondsen a -
magyar, nem utolsésorban a 68-as reform hatdsdra — hajlamosnak mutatkozott nem-
csak a tervezés, hanem a kozponti eréforrds-allokdcié szerepének aldbecsiilésére is.
Olyan nézetek terjedtek el, amelyek a terv és a piac egyenrangi integracids szerepét
hangstlyozt4k (ellenkezd el8jelti megfogalmazasban ugyanezt jelenti a sem nem terv,
sem nem piac felfogds is). Erételjesen hangsilyoztak, hogy a kozponti szinteken
megfogalmazott célok sohasem valésulnak meg a gazdasigi szerepl8k eredményes
ellendlldsa és viszonylagos autonémidja miatt.

A nélunk igen népszerivé vilt paternalizmus értelmezés is hasonlé megallapitd-

sokat tesz.' A paternalista szocialista 4llam nem fogalmaz meg konkrét gaz-
dasigi célokat, csak globdlis céljai vannak: a tarsadalmi és gazdasagi folyamatok
kivdnatos mederben tartasa, a fellépé konfliktusok kiélezédésének megakadilyozasa.
Ezért nem a sajit konkrét céljainak érvényesiilését tartja szem elStt, hanem az
alulrél jové céloknak és koveteléseknek tobbé-kevésbé mindig enged. A felpuhitott
koltségvetési korlitokkal miikodé vallalatok az 4llandésult, krénikus tilkereslet és

*

Ez a tanulmdny az MTA-Soros Alapitvdny 4ltal finanszirozott kutatés keretében
késziilt. A szerzdk eziiton is koszonetet mondanak az Alapitvinynak a kutatis timogatass-
ért.

1

A paternalizmusnak ezt az igen népszerfivé vilt értelmezését ldsd KORNAI (1980)

munkédjénak utolsé fejezetében.
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hidny korilményei kozott alakitjik ki az erdforrdsok allokdldsira vonatkozd au-
toném dontéseiket. Ezek a dontések természetszerien nem piackonformak, nem
kovetik a fogyasztéi igények véltozdsat stb., de Osszességiik hatdrozza meg a
makroszintfi eréforrds-allokicidt.

Véleményiink szerint a létez6 szocialista gazdasdgokban a kozponti irdnyitészer-
veknek a fent lefrtakn4l sokkal jelentésebb, hangstlyozottan aktfy szerepiik van az
eréforrasok elosztdsdban, fiiggetleniil attdl, hogy ezt tervutasitisokkal, szab4lyozdk-
kal vagy egyéb informilis rdhatésokkal (elvarisok, elldtési felel8sség) teszik meg.
A kézponti irdny{tészervek minden id8szakban rendelkeznek egy preferenciarend-
szerrel a kivdnatos célokrél, az ezekhez hozzékapcsolodé erdforras-allokdciérél és
a végrehajtds eszkozeirsl. Ez még akkor is fgy van, ha néhiny megszoritast kell
tenniink: (1) a kivdnatos célok list4ja nem fogalmazédik meg mindig egyértelmiien,
a célok kozotti rangsor nem mindig nyilvdnvals, egymésnak ellentmondd célok is
megjelennek, (2) az egyes kozponti irdnyftészervek nem egységesek az elfogadott
célok és érdekek tekintetében, ezért menetkdzben is valtozik a célok listdja és rang-
sora, (3) a célok kijelolése és a hozzdkapcsolodé eréforris-allokdcié sohasem teljes
korfi, nem fogja 4t a gazdasig egészét, csak néhany fontos teriiletre koncentral, (4)
a célok sohasem valésulnak meg maradéktalanul.

A kézpontilag kijel6lt céloknak és preferencidknak, valamint ezek érvényesiilé-
sének kider{téséhez elsésorban nem a nyilvdnossigra hozott tervcélokat vagy az
altaldnossig szintjén megfogalmazott kivdnalmakat (hatékonysag, takarékossdg
stb.) kell figyelembe venni, hanem a ténylegesen érvényre juté gazdasigpolitika altal
silypontinak tekintett célokat. Ezek a célok sokszor nem is keriilnek nyilvdnossagra,
csak utélag derithetd ki hatdsuk a gazdasigi miikédésre. Tovibbi jellemvondsa
ezeknek a kézponti preferencidknak, hogy nem az egész gazdasdg osszmiikodésére
vonatkoznak, hanem mindig csak a gazdasig bizonyos (politikai vagy més szem-
pontbdl fontos) teriileteire, mikézben a tSbbi teriiletre nem vonatkozik pozitiv
célrendszer, ezek csak eszkdzként szerepelnek a kiemelt kulesfontossagi célok tel-
Jesitése érdekében. Ebb8] kovetkezben ast figyelhetjiik meg, hogy a nyilvinosségra
hozott célok kozill az egész gazdasdg Ssszmitkodésére vonatkozd, atfogd, 4ltaldnos
célok és sok-sok részcél dltaldban nem teljesiil, de a kiemelt (a gazdasig struktirajit
meghatdrozé) célok nagy valészintiséggel mindig teljesiilnek és ezen célok elfogaddsa
tekintetében a kozponti irdnyitészerveknél mindig megteremtik a konszenzust vala-
milyen eszkozzel (erészak, politikai rahatds, 6satonzés sth.).

Visszatérve a paternalizmus Kornai 4ltal hasznalt értelmezéséhez, ez az
értelmezés a hangsiilyt a villalatok megsegitésere, tamogatdsira helyezi és az ebb8l
kévetkezd mikroszintfi er8forras-reallokécié értékelésére. Nem fordit azonban kell§
figyelmet a paternalizmusbél kévetkezd kézponti preferenciarendszer 1étezésére és
az ezt érvényre juttaté erdforris-allokdciéra. Mésként fogalmazva: ez a pater-
nalizmus értelmezés nem veszi figyelembe, hogy a megsegitésért az 4llam mindig
kovetel is valamit, illetve hogy a megsegités, a kiterjedt kozponti redisztribucié nem
a véllalatok megmentéséért (vagy valamilyem mads elvont cél érdekében) torténik,
hanem a kézpontilag kijelslt célok teljesiilése érdekében.
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Ebbdl kovetkezden a Kornai-féle paternalizmus értelmezésb8l nem a kozponti
szintii er6forrés-allokaci6 kovetkezik, hanem a villalatok puha kéltségvetési korl4tja,
majd ezen keresztiil a tdlkereslet és a (globdlis) hidny. Eszzel szemben a mi
felfogdsunk szerint a paternalizmus elsésorban a kdzponti szintfi eréforras-allokéci-
6ban 6lt testet, amely sziikségszeriien tér el a fogyasatéi igények dltal megkovetelt
allokdciétél, s fgy kozvetleniil okozéjdvd vélik a (strukturilis) hidnynak. A
kiilonbség tehdt nyilvanvalé: Kornaindl a hidny elsésorban globélis jellegii, s mind a
globdlis, mind a struktur4lis hidny csak a felpuhitott koltségvetési korldttal miikods
véllalatok eltorzult gazdilkodasinak a kovetkezménye. Véleményiink szerint vi-
szont a hidny - fiiggetleniil a véllalatok koltségvetési korldtjinak keménységétél —
sziikségszerfien 1ép fel a kézponti eréforrds-allok4cié dominanci4ja miatt.

A tanulminy tovdbbi részében megprébaljuk bemutatni, hogy az é4ltalunk
értelmezett paternalizmus - fogalombdl hogyan kovetkesik a szocialista gazdasigban
a kozponti és a fogyasztéi preferencidk kozotti meg nem felelés, az eréforrdsok nem

kielégits allokiciéja, és mindennek folyoményaként a J6léti veszteség és hiz’my.2

2. A kozponti és a fogyasztéi preferencidk eltérése,
az ez ante egyensilytalansdg

Feltételezésiink szerint a paternalista irdnyftdsnak (a tovabbiakban: Kézpont-
nak) 6n4llé, fiiggetlen preferenciarendje van a teljes tdrsadalmi jélétre vonatkozéan:

U=U* [ul(l')a uz(:z:), ceny Um (x)] 3

ahol z = {z;},7 = 1,2,...,n a hozzéférhet javak vektora, és ujy,...,u, a
héztartdsok jéléti fiiggvénye a Kézpont megitélése szerint, amit tehat tdgy is
frhatunk, hogy

U=U(z).

Ezt kézponti j6léti fiiggvénynek nevezhetjik, feltételezve a szigord kvazikonkavitdst.
A gazdasdgrél ugyanakkor azt tételezziik fel, hogy a Kézpont egyének elkiloniilt hal-
mazit alkotja, s a tobbi fogyaszté (Fogyaszték) ettd] kiilonbozé preferenciarenddel
rendelkezik. A paternalista Kozpont példaul nyilvan tébbre értékel bizonyos fel-
halmozési, termelési stb. Javakat; ideoldgiai és etikai okokbdl kevesebbre értékelhet
bizonyos kulturilis, tartés fogyasztédsi stb. javakat, és ezek jelennek meg a pre-
ferencidk eltéréseiben. A Kozpontrél ugyanakkor feltételezziik, hogy jéindulati
€s raciondlis, ami azt is Jelenti, hogy sajdt axiomatikus preferenciditél eltekintve
igyekszik kovetni a tdbbé-kevésbé megismert tényleges fogyasztéi preferencidkat;

Tanulmdnyunkban a paternalizmus fogalmdt a jéléti gazdasdgtan 4ltal értelmezett
médon hasznaljuk. A jéléti gazdaségtan paternalizmus-értelmezését lisd GRAAFF (1957)
munk4jiban. Ehhez az értelmezéshez nagyon hasonlé az ARROW (1950) -féle diktatira
f?_galom. Néluk a paternalizmus-értelmezés lényege a kdzponti és az egyéni preferenciak
kd25tti eltérés és az ebbsl az eltérésbdl, illetve a hozzdkapcsolodé erdforris-allokiciébél
adéds jléti kihatasok vizsgdlata.
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fgy tehat a fogyasztéi jéléti fiiggvények varhatéan hasonlé tulajdonsigokkal ren-
delkeznek (homogenitds, kvazikonk4vitds stb. szempontjibél). A Fogyasztok joléti
figgvénye felirhaté mint

W =W wi(z), w2(2), ..., wm(z)]

ahol z={5}¢=1,2,..n
w;(z) = a j-edik hdztartds jéléti fuggvénye, 7 = 1,2,...,m .

Valészinfisithetjik, noha nem kell feltétleniil megkovetelniink, hogy U a fo-
gyaszt6i joléti fiiggvény egy olyan (monoton) transzforméciéja, amely bizonyos

paraméterek értékeiben kulonbozik Ww-t81.°

Tekintsitk most (a grafikus illusztricié kedvéért, az 4ltaldnossig elvesztése
nélkil) az z jészdgvektort kétdimenziésként. Tehat kétféle termékrdl beszélink,
amelyek tetszés szerint specifikdlhaték, amennyiben az egyiket az U figgvény ma-
gasabbra értékeli, mint a W figgvény. Jeloljik az egyik jészdgot z, a mdsikat y
véltozéként. (Természetesen nem csak egy-egy termékrél lehet sz6, hanem termékek
csoportjardl, igy tehdt jelolheti z a fogyasztasi cikkeket és y a termelési eszkozoket,
vagy az élelmiszereket és a tartés fogyasztasi javakat.) Mindkét jészdgtipus normal
aru, vagyis, pozitiv jovedelemrugalmassiggal és negativ sajdt-4r rugalmassiggal
jellemezhetd a kereslete. Ekkor tehat a fogyaszték tdrsadalmi preferencidit kifejezd
joléti fuggvény W = W (z), ahol 2z = {z, y}, teh4t

W = W(z,y),

a Kozponté
U = u(z,y),

ami igy is irhaté:
U = U(I’ y) e W(I! y‘))
ahol y* = y*(y,k),0y* /dk > 0 és k > 0. y*-ot tgy definidljuk, hogy y* = y, ha
k = 0 (tehdt ekkor U = W), k a Kozpont preferencidinak a fogyaszt6i prefe-
rencidktdl valé eltérését jelzd paraméter. Feltételezzilk, hogy az y jészég preferen-
cidja eltér, tehdt
AW [3y* =dU/dy > oW /3y > 0.

E feltételek mellett U(z,y) és W(z,y) két, egymdst metszé kvdzikonkav
feliilet, amelyek vetiiletei az (z, y) sfkban két egym4st metsz6, konvex kozombosségi
térképet alkotnak.

v Igy tehdt kett8s preferenciarendszer létezik a szocialista gazdasidgban. Eazzel a
feltételezéssel élt DREWNOWSKY (1979) is. A mi vizsgilatunk azonban szfikebb kort
dlel fel, mint Drewnowsky tanulminya: mi csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor az
egyének (Fogyasztdk) kinyilvanithatjik sajat preferencidikat, de ennek nincs hatdsa, vagy
csak részleges hatdsa van a termelés alakuldsira.
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A Kozpont tervezési és irdnyitdsi szerv, s az 4ltala készitett tervet igyekszik
realizltatni a t8le fiiggd termelési komplexummal akdr direkt tervutasitisos, akar
Kantorovics tfpusd, akér utasitds nélkili rendszerben. Nyilvdn ezek a végrehajtisi
mechanizmusok kiilonb6z8 hatékonysiggal miikédnek, kiilonbozb eredményeket pro-
dukélnak, s ez hatédssal van a tervek teljesiilésére. A tervek teljesftési fokdt azon-
ban nem vizsgéljuk, e helyett azt feltételezziik, hogy a megvaldsitott tervek inkdbb
tikrozik a kozponti, mint a fogyasztéi preferencidkat, és semmiképpen sem esnek
egybe az utébbi dltal kivdnatosnak tartott termelési szerkezettel. Ezért mindaz,
amit megdllapitottunk a kézponti tervre, érvényes marad a végrehajtisra is.

Tételezziik fel, hogy a gazdasig egyféle adott mennyiségli (Ry) eréforrdst al-
lokélhat, s az ezen alapuld termelési lehet6ségek halmaza a Kozpont 4ltal ismert és
szdmfthaté. Amennyiben ez a halmaz kvézikonvex, az adott eréforrdsmennyiséghez
tartozd vetilletének a hatdra az (z,y) sikban az origé felsl konk4dv gorbe, ame-
lyet tdrsadalmi transzformaciés fiiggvénynek (TTF) nevesziink. Ennek egyenlete
dltaldnos form4ban

RO - R(I) y) = Oa

ahol R, adott.

Az elsd 1épés a szokdsos, rutinszerd optimalizilds, a Kozpont igyekszik a sajét
(de az egész térsadalomra vonatkoztatott) jéléti fiiggvényét maximalizélni a ter-
melési lehetdségek adott (OTT’) halmazén:

Max.U = U(z,y)
RO = R(I, y) = (}

feltétel szerint, amely feladat megolddsa adja az A(z,,y,) érintési pontot, mint
kozponti termelési tervet. (Lasd az 1. dbrdn.) A TTF-hez e pontban htzott
érint§ irdnytangensének abszolit értéke adja az A ponthoz tartozé &rnyékér-
ardnyokat, p*(A) = p,/py. Amennyiben y termék 4rit tekintjik egységnyinek,
akkor ez az irdnytangens abszolit érték pe-et jelzi, valamint p*(A) egyenes és az y
tengely metszéspontja az A termelési ponthoz tartozé nemszeti jévedelmet mutatja
y-javakban mérve: Y (A).

Az szinte magdtdl értet8dik, hogy szabadpiaci, nempaternalista rendszerben az
U és W fiiggvény-készlet egybeesik, ezért — rugalmas, piaci arrendszer esetén — a
kereslet és a kinlat a B egyensilyi pont felé konvergal, amely a szokéasos profit-,
illetve hasznossig-maximalizal4si feltételek, valamint tSkéletes verseny esetén stabil
pont. A paternalista preferencidk 4ltal létrejott A allokaciés helyzetet azonban
nem a szabadpiaci B helyzettel kell egybevetni, a tényleges hidny nem az z; — z,

= < . . - 4
kiilonbséggel azonos, mert merev hivatalos 4rrendszert tételeziink fel.

d b Ez az alapprobléma szdmos helyen felbukkan a j6léti gazdasigtan irodalmaban, 1dsd
tébbek kdzétt BOADWAY-BRUCE (1984), DESAI-MARTIN (1983), HENDERSON-
QUANDT (1980), NICHOLSON (1978), QUIRK-SAPOSNIK (1968), WELLISZ—
FINDLAY (1986) stb.
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1. dbra

A kovetkezd lépésben ugyanis a fogyaszték maximéljdk sajat joléti fiiggvényii-
ket az dltaluk ismert piaci informdciéknak — p*(A) - fiiggvényében:

Max.W = W (z, y)
P=Z +pyy =M

feltétel szerint, ahol M . fogyaszték ténylegesen rendelkezésre 4ll6 jovedelme.
Valésziniisithet, hogy M szoros kapcsolatban van Y (A)-val, de nem sziikségszer az
egyuttmozgdsuk. Tételezziik fel az egyszerfiség kedvéért, hogy M = py Y (A), vagyis
a gazdasdgban globilis egyensilly van, a megtermelt javaknak megfelel6 meny-
nyiségill jovedelem 4ramlott ki. (A megtakaritds-beruhdzds kérdéstél eltekintiink,
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de kesébb meg visszatériink rd.) Tekintettel arra, hogy az el6z8 (kozponti) maxi-
malizildsi feladatbdl p*(A) = p,/p,, ezért tehat ha p,-t rogzitjik egység szinten,
p*(z) jelzi z kozpontilag meghatarozott 4rit, de ne felejtsiik el, hogy ez az 4rnyékar
R és U fiiggvények megolddsa, teh4t ;

p*(z) =p" [z, R(),U()] .

A fogyaszt6 feladata tehat a szdméra adott merev 4rrendszer mellett a legdltaldno-

sabb alakban a kovetkezd:
Max.W = W(z,y)

p(z)z+y=M

feltétel szerint. Ennek a megolddsa Lagrange-médszerrel:
L=W(z,9) + A\[M - p*(2)z — 9]
az elsdrendii feltételek:

dL/3z = W /3z — X [8p* (z)/dz| z — Ap*(z) =0
dL/3y = dW [y — A |8p*(z)/dy|z — A =0
AL/N =M — p*(z)z -y =0.

Feltételezve, hogy a mésodrendfi feltételek teljesiilnek (az U és W fiiggvényekre
kikotott feltételek miatt es varhaté), a fenti feladat megolddsa adja a fogyasztdk

(kezdeti) ”effektiv piaci keresletét: C(=c, yc), ahol nyilvdnvaléan
Ze = T lRO) U(~): W()a R()! M]

és hasonléan y,-re is.

Az z-piacon jelentkezd hidnyt tehat az ily médon nyert z, — z, killonbség jelzi
az 1. 4brén, s ez (minthogy z tobbek kozott U specifikciéjanak fiiggvénye), nyilvan
fiigg a Kozpont k eltérés (diszkrepancia)-paraméterétdl (amely grafikusan az U és
W térképek eltérésében lithaté). Az (¢, — z,) hidny mindenképpen pozitiv, mivel
feltételeatiik, hogy (i): U(z,y) # W(z,y), és hogy (ii): aU/dy > oW /3y > 0
(tehat hogy a Kozpont y-t preferalja, ezért az U gorbék W-nél adott sikban kevés-
bé meredekek). Jél viselkeds felilletek esetében A, B és C nem eshetnek egybe
semmilyen p4rositdsban.

A piac ezen ex ante egyensiilytalansdga tehat az 1. 4bra szerint a kovetkezd
(a fenti feltételek alapjdn szdmithaté) mennyiségekkel jellemezhet8: az z-piacon

Ez az effektiv kereslet nem azonos a disequilibrium-irdnyzat effektiv keresletével, mert

a fogyasatdk itt csak az adott jovedelmiik és az drak figyelembevétele mellett optimalizaljdk

asznossdgukat, s nem veszik figyelembe az egyensilytalansighél kovetkezd korldtokat.
Lésd errsl bdvebben BENASSY (1982) és MUELLBAUER-PORTES (1978) munk4j4t.
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(zc — z4) hidnyt taldlunk, ugyanakkor az y-piacon (ya — y¢) tobbletet. Megjegy-
zendd, hogy y, % Yy a W-gorbék konkrét alakjitél figgden. A kezdeti feltételek
megsértése nélkiil lehetséges olyan eset, ahol y, kisebb, mint y,. Jelen 4brink olyan
helyzetet dbrézol, amikor a p*(z) 4rnyékér-rendszer jovedelmi hatdsa meglehet8sen
nagy a szabadpiaci alternativdhoz viszonyitva (ez ellencrizhetd, ha berajzoljuk a B
ponthoz tartozé dr-egyenest), {gy a fogyaszték ex ante valamelyest tobbet keresnek
y-bél, mint y;,, de nem annyit, amennyit a terv kin4l. Az 1. 4brdn tehat az ex ante
helyzetben (z, — z,) hidny, (y, — y.) felesleg és (y. — ys) kereslet-eltoléd4s taldlhats
a fogyasztéi jovedelmek teljes szandékolt elkoltése mellett.

Ennek az ex ante egyensilytalansdgi helyzetnek — vagy mésként fogalmazva
strukturalis hidnynak - az az oka, hogy a gazdaségban egyidejiileg 1étezik egymas
mellett két killonbozé, egy kozponti és egy fogyasztéi preferencia-rendszer és, hogy
alapvetden az elébbi preferencia-rendszer vezérli az eréforrisok allokdciéjdt. Az
eldbbiekben kifejtett megdllapitdsainkat nem érvényteleniti, hogy idealizlt vi-
szonyokat tételeztiink fel: optimaliz4lé-racionalista kdzponti viselkedést és tokéletes
tervvégrehajtast. Ha nem tételezzitk fel az optimalizalé kézponti magatartdst,
akkor ez azt jelenti, hogy a K6zpont nem lesz képes a termelés szintjét a termelési
lehet8ségek hatdrn kijellni (az A teh4t valahova az OT'T” belsejébe keriil) és nem
lesz képes a helyettesitési hatdrratdknak megfeleld drrendszert kijelolni. Ez utébbi
azt is jelenti, hogy Kantorovics tipusti 4rnyékdrakkal szabilyozott gazdasigként
nem mitkoédhet a rendszer.

Ha a tervtésl eltéré megvalésulds lehetdségét is bekapcsoljuk, akkor ennek
valészinfi eredménye az lesz, hogy (i) a megvaldsult 6ssztermelés szintje elmarad a
tervezettdl, (ii) a termelés szerkezete el fog térni — de nem tetszéleges mértékben —
a kitfizott szerkezettSl. Bz utébbi ugyan csokkentheti k-t, a kozponti és fogyasztéi
preferencidk kozotti eltérést, de nyilvdn nem sziinteti meg, mert ebben az eset-
ben teljesen hatdstalan lenne a kézponti irdnyitds. Ez a kovetkestetés fuggetlen
attdl, hogy puha vagy kemény villalati kéltségvetési korldtot tételeziink fel. A szo-
cialista véllalat mindkét esetben a kézponti, és nem a fogyasztsi preferencidknak
megfelelden igyekszik termelni.

A szocialista gazdasdgok irdnyitdsi rendszerének és miikodési médjanak torté-
nelmi fejlédesében tobb korszakot vagy modellt is meg lehet kiilénboztetni. Az
(ex ante) strukturilis egyenstlytalansig azonban véleményiink szerint mindegyik
korszakra jellemzden fenndll. A szocialista gazdasdgok teljes fejlédési idészakdra
igaz az, hogy az alapveté eréforrdsok elosztésa, a gazdasig alapszerkezetének
meghatdrozdsa nem piaci eszkdzokkel, hanem a kozpontilag kijelolt célok és prefe-
rencidk dltal direkt vagy indirekt médon vezérelt folyamatokkal tSrtént. A gazdasdgi
szerkezetnek ez a kézponti meghatérozasa sziikségszertien keriil ellentmond4sba a
mikroszinten form4lédé fogyasztéi igényekkel.

Az egyes gazdasagi korszakok ebbél a szempontbdl csak abban kiilonboznek,
hogy milyen tirsadalmi-gazdasigi folyamatokon keresztil és milyen intézményi
felépitésben hatérozzdk meg a kivdnatos termelési-allokdciés tervet és milyen
eszkozokkel, milyen médon, milyen hatékonységgal valdsitjdk meg azt. Idében
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kozelitve a mahoz azt 4llapithatjuk meg, hogy méar a tervek vagy a kinyilvdnitott
gazdasigpolitikdk szintjén is az A ponttal jellemzett termelési terv kozelebb
keriilt a C pont &ltal jelképezett fogyasztéi igényekhez. Ezt elsdsorban a rend-
szerek politikai konszolid4ciéja, mdsodsorban az irdnyitds intézményi bdzisdnak
kiszélesedése és szakszeriisége segitette el6. A gazdasigi reformok kovetkeztében
megvalésult mechanizmus-v4ltozdsok a végrehajté szinteket bizonyos mértékben
érdekeltté tették a fogyasztéi igények kielégitésében is. A megvaldsult termelési
szerkezet kozelebb keriilt a Fogyaszték dltal kivdnatosnak tartott szerkezethez, de
a Kozpont dominancidja miatt ez a valtozds nem volt elégséges a két fajta prefe-

. > 6
renciarendszer eltérésének felszdmoldsdhoz.

3. Ex post helyzet: kényszerhelyettesités és kvazi-egyensily

Az elébbi alfejezetben megfogalmazott ex ante helyzet azonban nem végleges
llapot, csak pillanatnyi instabil helyzet. Rajzoljuk djra az 1. dbrat (a kozombosségi
gorbék leegyszerusitésével): lasd a 2. 4brat.

A fogyasztdk éltal vdlasztott C(z.,y.) pont nem megvaldsithaté a hidny miatt.
A fogyaszté kezdetben (terve szerint) megvdsdrolja a kivdnt y.-t és a kivdnt z.-
b8l a hozzéiférhetd z,-t, s fgy a D(z4,ya) pontra keril. Azonban az e ponthoz
tartozé jéléti szint nyilvan alacsonyabb, mint az A(z,,y,) ponthoz tartozé W.
Ezért a fogyaszté novelheti j6létét, ha D-bdl a D A szakaszon A felé mozog, éspedig
maradék jovedelmének y-ra koltésével. Az A pontba érkezve jélétét nem novelheti
tovdbb, mert sem z-b&l sem y-bél nem tud a fizikai korldtok miatt tobbet vésdrolni,
rdaddsul elkoltetlen jovedelme sincs tobb. Ezért a végsé egyensilyi vagy inkdbb
egyezségi-pont A(z,,ya), ami mar ex post helyzet. Most tehdt — ellentétben az
el6z6 részben megfogalmazott effektiv kereslettel — azzal a feltételezéssel éltink,
hogy a fogyaszték tokéletesen alkalmazkodnak a kindlati korlitokhoz és e szerint

hatdrozzak meg (végsd) effektiv keresetiiket.

Ebben a helyzetben a Kozpont terve teljesiil, jélétét maximilta, s a Fo-
gyaszték sem noévelhetik j6létiiket adott, merev drrendszer mellett. Latszdlag tehdt
egyensiilyi a helyzet, hiszen a piacra hozott kindlat elkel. Ehhez a Kantorovics
tipusu egyensiilyhoz azonban a kovetkezd megjegyzések tartoznak:

¢ Erdemes itt a magyar helyzetre utalni. A 68-as reform utin a jovedelmezd
gazdélkodds és a fogyasztéi igények kielégitésének elve felkeriilt a vallalatokkal szembeni
kdvetelmények listdjara, mikézben a kdzponti elvarasok, elldtasi felelésség, exporttelje-
sités stb. tovdbbra is jelentds szerepet jatszott. Ennek az lett a kdvetkezménye, hogy a
villalatok igyekeztek kompromisszumot teremteni a kétféle kévetelmény-rendszer kozott,
és ezért némiképpen kozeledett a termelés szerkezete a fogyasztdi igényekhez, de ez a
kozelités tavolrdl sem volt kielégits, éppen a kdzponti irdnyitds dominancidja miatt.

. A disequilibrium-irodalomban nincs egységes dllispont a tekintetben, hogy mit
értsiink effektiv keresleten. Ha ugyanis a kindlati korldtokhoz valé teljes alkalmazkodast
tekintjiik effektiv keresletnek, akkor definicié szerint nem lesz egyenstlytalansig. Ha vis-
zont semmilyen alkalmazkodast nem tételeziink fel, akkor az effektiv kereslet egybeesik a
(kezdeti) fogalmi kereslettel. Ezt a dilemmat targyalja QUANDT (1985) cikke.
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2. dbra

1. A legfontosabb kovetkezmény, hogy noha a termelés optimdlis technikai szem-
pontbél (hiszen az egyezségi-pont a TTF gorbén van), viszont ez hatdrozott
W, — W, jélétveszteséget jelent a fogyasztdk szdmdra a k = 0 helyzethez képest.

2. Ez a rendszer technikai szempontbdl hatékonysigvesztés a szabadpiachoz
képest. Szabadpiaci rendszerben ugyanez a W, j6léti szint, ugyanilyen drak
mellett (a v* dregyenes parhuzamos p*-gal) egy alacsonyabb raforditdst kiviné

OTT-n beliili inferior termelési tervvel (E) lenne elérhets.”

8 . ) A
Ezt a kdzponti preferencidkbél és elosztdsbol kivetkezd j6lét- és hatékonysdg-vesztést
Emegfo)galmazték mar a jéléti gazdasigtan kdzgazdiszai is, ldsd BOADWAY-BRUCE
1984). .
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3. Az A pontbeli Kantorovics-egyensily valéjdban pszeudoegyensily, ahol az

Osszkereslet megegyezik az Osszkindlattal, strukturilis fesziltségek mellett.’.
Ezek a strukturdlis fesziltségek rendkfviil instabilld teszik az A pontot.
Ez abbdl is l4tszik, hogy noha az 4raridny megegyezik a transzformdcids
hatérrétdval (p* az OTT’ gorbe érint8je), de nem egyezik meg a fogyaszték
helyettesftési hatdrrdtdjdval (amely az A pontban a W, gorbe meredeksége).
A helyettesitési hatdrrita egy, a p*-nal meredekebb 4regyenest kivdnna az A
pontban, ami az z piacra nehezedd, a tilkeresletb8l adédé infliciés nyomést
jelzi.

4. A fentiek miatt a Kantorovics-egyensiilyi pont k birmilyen értéke esetén a
second-best, vagyis szuboptimdlis megold4st jelenti; instabil helyzet, struktura-
lis fesziiltséggel és infliciés nyomdssal jellemezve.

A 2. &brén tehét (z. — z,), ami az ex ante és az ex post fogyasztéi kereslet
kiillonbsége. Emellett jelentkezik (y, — y.) kényszerhelyettesités, mivel a D-pontbél
a nemhozzéférhetd (z, — z,) drumennyiségnek megfelelden fennmaradé jovedelmet
koltik y-ra. Ez pedig azért torténik, mert (i) y-rél feltetelestiik, hogy nem in-
ferior 4ru, hanem j6vedelemrugalmassiga mindig pozitiv, és (ii) mert W jéléti
fiiggvényiink kétdimenziés és igy a megtakaritdsnak per se nincs hatdsa a jélétre
statikus elemzésben. Vagyis, ha a lakossigi megtakaritdst S-sel jeloljiik, akkor az
eredeti modellben W /3S = 0. A helyzet némiképp komplikdltabb, ha ezt feloldjuk,
és a fogyasztéi jOléti fuggvényt igy frjuk fel:

W =W(z,y,5) & 0W/3S>0.

Ebben az esetben — amelyet mar természetesen nem tudunk kétdimenzids
sfkban 4brézolni — az el6z6 A(z.,y.) ex ante terv nem feltétleniil az A(z,, ya)
pontban végzédik ex post, hanem — W /3S-t8l fiiggden — valahol egy Z pontban
D és A kozott, amelyre igaz, hogy a Z ponthoz tartozé W-értéknél W (z,,y,,S,)
nincs magasabb W-t adé pont a DA szakaszon. Nyilvdnvals, hogy Z = A akkor és
csak akkor, ha W /3S = 0és Z = D, ha W /3S — OW /9y igen nagy pozitiv érték.

Ezt a megtakaritdsi szdndékot értelmezhetjik gy is — s6t valésziniileg ez lesz
a helyesebb értelmezés —, hogy ez egy kényszermegtakarftisi szdndék, amely a
kényszerhelyettesitéssel szemben jelenik meg. Az eredeti — nem kényszer jellegii
- megtakar{tdsi igény nyilvan elsésorban a jovedelmektdl fiigg és automatikusan
megvalésulhat - fiiggetleniil az egyensiilyi helyzettél —, tehat ardnyosan véltoztatja
meg mind az z, mind az y irdnti keresleti igényt. Jelen esetben viszont a meg-
takarftds attdl fiigg, hogy a kényszerhelyettesitést vagy a tovabbi megtakarit4st
tekintik a FogyasztSk elényosebbnek.

A (kényszer)megtakaritds bekapcsoldsival néhdny megjegyzést tehetiink a
hiény, kényszerhelyettesités és a slack (felhalmozddé készletek) viszonydra vonat-
kozéan.

9
A Kantorovics tipusu egyensily pszeudo-egyensiily jellegére WELLISZ és FINDLAY
(1986) is rémutatott mAr.
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Az eltérd kozponti és fogyasztédi preferencidkbél kovetkezéen a gazdasigban
nagy mértéki strukturdlis egyensiilytalansig jelenik meg, amely még globdlis
egyensiily (osszkereslet = Gsszkinalat) esetén is komoly hidnyokat, kényszerhe-
lyettesitéseket és kényszermegtakaritdsokat von maga utan.

A kényszermegtakaritds és -helyettesités kozott Atvaltds van, s mindaddig
végbemegy az atviltds, amig OW /3y > W /3S. Ha globilis egyensiily van,
akkor a hidny mennyisége egyenl6 a kényszermegtakaritds és -helyettesités
osszegével. Ez tulajdonképpen nem mds, mint a strukturilis egyensilytalan-
signak a két oldalrdl valé szambavétele. Az egyensilytalansig mértéke tehét
nem a hidnyok és a kényszeralkalmazkod4sok dsszege, hanem a kettd kozill csak
az egyik.

slack

0 e

hiany
8. dbra

A k eltérés-paraméter novekedésével né a hidny és a kényszermegtakaritds vagy
-helyettesités. Ha most egy pillanatra a kényszerhelyettesitéstsl eltekintiink,
akkor azt dllapithatjuk meg, hogy a hidny novekedésével parhuzamosan né a
kényszermegtakaritds, és igy az eladatlan készletek, a slack mennyisége. (Ezt
a 3. 4brén az OA 45 fokos egyenes mutatja.) Ha azonban bekapcsoljuk a
kényszerhelyettesitést, és feltételezziik, hogy a hidny novekedésével az ilyen
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irdnyi szdndék novekszik, akkor azt kapjuk, hogy a hidny novekedésétdl egyre
inkdbb elmarad a kényszermegtakarftis és igy a slack novekedése (az OB gorbe
a 3. 4bran). Az OA és OB kézdtt egyre novekvd kiilonbséget a novekvd

. 7 z Z 10
kényszerhelyettesitési szandék magyarazza.

4. Ex post egyensilyteremtési kisérletek

Az egyensilytalansigi fesziiltségek felszinre keriilése és felhalmozéddsa mind
a Kozpontot, mind a Fogyasztékat arra késateti, hogy lépéseket tegyenek ennek
enyhitésére, felszdmoldsdra. Nézziik eloszor a Fogyasztok lehetdségeit.

A feketepiac belépése a folyamatba

A Fogyaszték itt tulajdonképpen nem is mint fogyaszték lépnek be a folya-
matba (est a tevékenységiiket tirgyaltuk az el6z8 részben), hanem mint a javak
kindldi, litsz6lagos vagy tényleges termelék. Erre az ad gazdasagi alapot szdmukra
(a hatésdgi tiltds vagy engedélyezés kérdésétél eltekintve), hogy a Kantorovics-féle
pszeudoegyensiilyban a fogyaszték helyettesitési hatdrratija eltér az drardnyoktdl,
a fogyaszt6 tehat hajlandé lenne valamivel t6bbet is fizetni egy egységnyi tobblet z
jbszégért, mert {gy magasabb W-szintre keriil.

Tegyiik fel, hogy belép z-piacon egy =¥ feketepiaci kindlat, p?" feketepiaci 4rral.
Ebben az esetben az dregyenes az A pontban megtérik, hiszen feltehetSen pf > p*
és igy, ha a fogyaszté balra kivdnna mozdulni, akkor ezt a hivatalos 4regyenesen
tehetné, mig extra (fekete) z 4ru vdsarldsa egy relative magasabb pf 4rat jelent (14sd
a 4. 4brat). A pl' feketepiaci 4regyenes meredeksége (abszoltt értékben) nem lehet
nagyobb, mint a Wy gorbe meredeksége (abszolit értékben) az A pontban, mert
akkor egységnyi tébblet z érdekében olyan sok y-rél kellene lemondania, hogy ez mér
Jolétveszteséggel jirna. Az effektiv feketepiaci 4r alsé hatdra tehat a Kantorovics-
egyenstilyi ponthoz tartozé helyettesitési hatdrrata monoton fiiggvénye.

Az A pont instabilitdsit jSl jelzi a Fogyasztok rendkiviil jelentds reagdlisa a
feketepiac megjelenésére. Tekintsiik az 5. 4brat, ahol a feketepiaci (exogén) kinélat
és ezzel egyiitt a hozzdtartozé dregyenes meredeksége viltozik. Ahogy az z,-n feliili
z¥ feketepiaci kindlat né, dgy az AXT &regyenes - szakasz egyre laposabb lesz.
Ezen a szakaszon a fogyaszt6 mindig azt a pontot valasztja, ahol az 4regyenes—
szakasz érintkezik a legmagasabb értékii W-gorbével, s igy mindig nyer egy kicsit az
uzleten. Matematikailag (meglehetésen komplikdlt médon) bizonyithatd, hogy ez az
F feketepiaci kontrakt-gorbe, ami a Fogyasztdk tényleges Gsszes (z, y) fogyasztisat
(s annak fiiggését a feketepiaci draktél) irja le, alulrél konvex. Mégpedig oly médon,
hogy kezdetben az elsé egység z' megjelenése, s a legmagasabb (a helyettesitési
hatdrritinak megfelels) drakndl az y fogyasztdsa — tehat a kényszerhelyettesités —

10
Ez a megéllapitds t&bbé-kevésbé megfelel a hidny és slack koz6tt KORNAI (1980)
dltal megfogalmazott kapcsolatnak. Persze azzal a kiilonbséggel, hogy & végig globilis és
nem strukturalis egyensilytalansigot tételezett fel.



16 MELLAR TAMAS — PETER SANDOR

4. dbra

rohamosan zuhan. Majd a feketepiaci drak csokkenésének pozitiv jovedelmi hatdsa
ezt a zuhanédst megallitja, és visszafordithatja.

A feketepiaci kontrakt-gorbe természetesen dtmegy a szabadpiaci (B) egyen-
silyi ponton. E modellben tehat a feketepiaci kindlat (exogén) megjelenése
fokozatosan néveli (ceteris paribus) a fogyasztéi jélétet, s jovedelmet von el az
dllami szektortdl, explicitté téve az addigi (y, — y.) fogyasstas kényszerhelyettesités-
jellegét. Kovetkezésképpen a feketepiaci kindlat ex post korrigdlé mechanizmus,
amely igyekszik a termelést a fogyasztéi igényekhez hozzaigazitani.

A végsé egyensily az F-kontrakt gorbén akdrhol alakulhat, a W-fiiggvények
alakjdtél és a feketepiaci exogén kindlattél fiiggben. Figyelembe kell azonban
venniink, hogy elemzésiinkben a megtakaritdsi lehet6ségektdl eltekintettiink, és
exogén feketepiaccal dolgoztunk. Ha a megtakaritds j6léti hatdsa nem zéré, akkor
a kontrakt-gérbe az (z,y) sfkban kétségkiviil laposabb lesz, hiszen egyreszt a ki-
indulé y, alacsonyabb, mint y,, mésrészt pedig az elvont jovedelem megoszlik
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(hatdrhatdsuk viszony4nak megfelelden) a kényszermegtakaritds és a kényszerhe-
lyettesités kozott. Masfelsl pedig a feketepiac endogénné tétele bizonyosan be-
folydsolnd a kézponti tervet és teljesitését is, hiszen a rendelkezésre 4116 eréforrdsok
(féként a munkaerd) csokkenése valtostatisokra késztetnék a Kézpontot.

Az drardnyok kozponti vdltoztatdsa

A legkézenfekvSbb ex post egyensiilyteremtési eszkoznek az drak véltoztatdsa
litszik. Az 4rak valtoztatdsan most csak az araranyok viltoztatdsat értjik, az
drszinvonalét nem. Ez utébbi o6nmagdban vett hatdsa ugyanis megegyezik a
reéljovedelmek, az Gsszkereslet valtoztatasival, amelyrdl a kovetkezd részben lesz
s26. A kézenfekviség ellenére az arvaltoztatdsokkal a kozponti vezetés csak igen
korlitozottan él, egyfel8] mert ennek politikai-ideolégiai korldtai vannak, méisfelsl
pedig mert a kézponti drvéltoztatdsok komoly adminisztricids nehézségekkel és
koltségekkel jarnak. Tovabbi korlitot Jelenthet, hogy az 4rvaltoztatdsok esetleges
hatdsa a kindlat szerkezetére nem kivdnatos a kozponti célok szempontjabdl és ezért
kiilon beavakozésokat igényel ezen mellékhatésok megsziintetése.
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Az draranyok egyensilyteremtd célzati véltozdsanak elsddleges célja a kereslet
szerkezetének befolydsoldsa. A kindlatra gyakorolt hatds csak mdsodlagos, mert
a vallalatok nem érdekeltek megfeleléen a jovedelmezd gazdilkodéisban és igy
az 4rvaltozdsokra csak gyengén reagilnak. (Mindemellett, ha a Kozpont gyors
kinélatvdltoztatdst akar, akkor inkabb direkt eszkozoket hasznil ennek meg-
valdsitdsdra.) Az drardnyok olyan mértékd viltoztatdsira van tehit sziikség, amely
a kereslet szerkezetét hozzdigazitja a kindlat (adott) szerkezetéhez. EbbS] a szem-
pontbél nem elég, ha az 4rak ardnyat a szabadpiaci szitudciénak megfelelé szintre
mddositjdk. Ekkor ugyanis a kereslet a C' pontrél a B pontra viltozna (ldsd 1.
vagy 2. dbrit), ami nem sziintetné meg a strukturilis fesziltségeket, a hidnyok és
feleslegek csak kismértékben csokkennének.

Igazi megolddst az jelenthet, ha az drardnyokat gy védltoztatndk meg, hogy a
Wy kozombosségi gorbe A pontbeli meredekségével lenne egyenls (az dregyenes a
Wo-nak az A pontbeli m*(A) érint8je lenne a 2. 4brdn). Ekkor valdban pontosan
akkora lenne az z és y irdnti ex ante kereslet, mint amennyi a kozponti prefe-
rencidknak megfelel§ kindlat. Csakhogy ez a megoldds tovdbbi problémékat idézne
eld.

1. Az z termék relativ drdnak megnovekedése explicitté tenné az eddig is meglévé
j6léti veszteséget, amelyet eddig a kényszerhelyettes{tés és -megtakaritds
eltakart. Kilonosen {gy van ez, ha z alapvetd létfenntartasi javakat jelent.
A relative alacsony dron tartott — de dllandéan elégtelen kindlattal rendelkezd
— létfenntartasi javak azt az illiziét keltették, hogy ezeknek a javaknak a meg-
szerzését nem korldtozza a rendelkezésre 4116 jovedelem, némi virakozassal,

sorbanélldssal végil is megszerezheték.11

2. Ez a piactisztité drardny erdsen eltér a kozponti termelési terv és a termelési
lehetdségeknek megfeleld Kantorovics-féle optimélis drardnyoktdl. Ekkor azon-
ban az drak a véllalatokat a kézponti tervtdl eltérd termelési szerkezet meg-
valdsitdsdra osztonzik. A Kozpont ebben az esetben vagy teljes korfi naturalis
utasftdsos rendszert kényszeriil bevezetni (ami gyakorlatilag kivihetetlen) vagy
pedig a gazdasigi onelszimolas fenntartdsa érdekében 4llandé és nagymértéki
jovedelem-redisztribaciét kell végrehajtania a vallalatok szintjén. Mindkét
intézkedésnek komoly negativ konzekvencidi vannak a gazdasdgi tisztdnldtésra
és a hatékony gazddlkodésra.

3. A piactisztité drardnyok a szabadpiaci drakndal jéval magasabb relativ 4rat je-
lentenek az z hidny-termék vonatkozdsidban (nyilvdn ez az elégtelen z-kindlat
miatt van fgy). Ezért aztdn konnyen eléfordulhat olyan kozbiilss szituécié
a szabadpiaci és a piactisztité drardnyok kozott, amikor a hidny-termék 4ra

. Szovjet példdkon keresztiil mutatja be WILES (1983) az alacsony létfenntartasi cikk
drak illuzdrikus voltdt és ennek politikai fontossdgét.
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mir jéval meghaladja a szabadpiaci drat és mégsincs egyensiily az adott pi-
acon.'? fgy aztsn a hidny tovabbi fennmaraddsa és az indokolatlannak vélt
dremelkedések negativ hatdsa egyiitt jelenik meg. Egyébként ez a jelenség
is hozzdjérul annak a tézisnek az elfogaddsihoz, mely szerint a szocialista
gazdasigban az 4rak véltozdsival (emelésével) nem lehet megteremteni az

egyensﬁlyt.13

A Kozpont vilaszthat, hogy az 4drardnyok meghatdrozésinal milyen célokat
tart fontosnak: donthet gy, hogy a sajit termelési tervének megfelels p*(A)
drardnyokat jeloli ki érvényesnek és ekkor a kereslet és a kindlat eltérése mi-
att nagymértékli strukturdlis fesziiltségekkel kell szembenéznie, de donthet gy
is, hogy olyan 4rardnyokat m*(A) érvényesit, amelyek a termelés szerkezetéhez
hozzéigazitjdk a kereslet szerkezetét és akkor 4llandé pénziigyi redisztribucidkat
kell végrehajtania a sajit preferencidinak védelmére. A kdzbiilsé megolddsok
(amikor a tényleges 4rarany p*(A) és m*(A) kozott helyezkedik el) sem termelési,
sem fogyaszt6i szempontbdl nem kielégits, mégis a gyakorlatban ezt alkalmazzik
leginkdbb, valésziniileg azért, mert a kiilonbozd tipust fesziiltségek legkedvezdbb
egyiittese itt van. Mindazondltal az draranyok béarmilyen fajta valtozdsa nem
képes a strukturalis fesziiltségek felolddsara, csak az egyik gazdasigi szintérrél tudja
atcsoportosftani a mdsikra.

Az osszkereslet szintjének vdltoztatdsa

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy az Osszkereslet egyenld az 6sszkinélattal.
Oldjuk most fel ezt a feltételezést és engedjik meg, hogy az Osszkereslet egyardnt
nagyobb vagy kisebb lehet az egyenstlyi szintjénél (nyilvdn a Kozpont kilonbozé
keresletszabdlyozé tevékenységének kovetkeztében). Nézziik elosz6r azt az esetet,
amikor a (strukturélis) hiiny fennilldsa miatt a Kozpont az Osszkeresletet az
egyensilyi szint ald szoritja.

Ha k lényegesen kiilonbdzik nullitél, akkor a hidny teljes felszdmolaséhoz
nagymértékd osszkereslet-korldtozdsra lenne sziikség (l4sd a 6. 4bran az origéhoz
legkdzelebb fekvé koltségvetési egyenest). Ez nyilvan igen jelentds redljovedelem-
csokkentést jelentene, amely komoly tarsadalmi fesziiltségeket okozna, igy tehat
nemigen szamit reélis alternativinak. Mindemellett lenne még egy nem elhanyagol-
haté negativ hatdsa: mikozben megsziintetné a hidnyt z-b8l, nagymértékben
megnovelné az eladatlan készletek mennyiségét y-bél vagy, ha y termelése a

PODKAMINER (1982) bizonyitja be Ssszehasonlits elemzések alapjan hogy Lengyel-
orszigban a his dra relative magasabb, mint a nyugati orszdgokban és mégis 4llandéan
hlé.ny van beldle.

Az a vélekedés, hogy az 4rak emelése nem csSkkenti a hidnyt, igen elterjedt
hazankban, és a ma.Jdnem végtelen tilkereslet feltételezésére alapul. Véleményiink szerint
nem errdl van sz6, hanem arrél, hogy az drak véltozdsa igazdbdl csak a keresletre hat és a
kindlatra nem, ezért igen lelassitja az alkalmazkodas folyamat4t.
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készletnovekedés kovetkeztében csokkene, akkor erdteljes kapacit4s-kihasznglatlan-
sigot idézne el8. Eppen ezért a re4lisan széba johetd osszkereslet-korldtozas ennél
jéval kisebb lehet, amely azonban csak részlegesen csokkenti a hidnyt és szerényebb
mértékben noveli a felesleget.

6. dbra

Vegyiik most a mdsik szélsé esetet, az Gsszkereslet novekedését addig a szin-
tig, amig fel nem szivja az Gsszes felesleget (vagyis amig teljessé nem vilik a ka-

pacitds-kihaszndlds).” Ennek viszont az lesz az 4ra, hogy z termékbél rendkiviili

14 ! > e ;
’Ez az a.sm.tuécw, amely a leginkibb megfelel Kornai feltételezésének: az erédforras-
iorla;oklg kiterjedd termelés (vagyis teljes kapacit4s-kihasznilds) és majdnem végtelen
ereslet.
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mértékben megnd a hidny és ez fog szinte elviselhetetlenné vilni. Teh4t ismét
csak azt mondhatjuk: nem valészinfi, hogy az Gsszkereslet eddig a szintig (l4sd a
6. 4brdn a legkiilsd koltségvetési egyenest) felemelkedne, a Kozpont még ez elétt
szigori restrikcidkat 1éptet életbe.

Mindebbél vildgosan kitfinik, hogy az Gsszkereslet szabalyozdsa sem elégséges
eszkoz az egyensiilytalansig felszdmoldsira. A 6. 4bran jél megfigyelhetd a Kozpont
dilemmdéja: az Osszkereslet korlitozdsa ugyan csokkenti a hiinyt, de ugyanakkor
fokozza a felesleget vagy a kapacitds-kihasznélatlansigot, és ellenkez8leg; az
osszkereslet elengedése ugyan csokkenti a felesleget, a kapacit4s-kihaszn4latlansigot,

de néveli a hié,nyt.15 Hogy a K6zpont a fesziiltségek milyen kombiniciéjat vilasztja
az nem figgetlen tért8l és idétél, a mindenkori politikai-hatalmi viszonyok és az

érvényben 1év8 tarsadalmi konszenzus ezt erdsen befolydsolja. (ng tunik, hogy a
kordbbi id8szakokban inkdbb volt elfogadott elv a tilkereslet és a nagy mértéki
hidny, mint napjainkban.

(Beérkezett: 1987. jilius 15-¢én.)
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Central allocation of resources and the consumers’
good disequilibium in socialist economies

The major features of the central allocation of resources characteristic of socialist
economy and the resulting disequilibrium are analysed with the aid of theoretical tools of
welfare economics.

The introduction surveys the relationship between central allocation of resources and
paternalism. This is followed by a model-like presentation of the necessary discrepancy
between the central target setting and the more or less concomitant resource allocation on
the one hand and the formation of consumer demand at the micro-level, on the other. This
mutual non-correspondence also plays an important role in the macro-balance relations:
shortages and surpluses appear simultaneously, inefficient use of resources prevail together
with the welfare losses of consumers. This type of structural disequilibrium exists even if
there is no aggregate excess demand and the budget constraint of firms is hard.

The structural disequilibrium following from the deviating central and consumer pref-
erences calls forth various ex post equilibrium creating instruments and institutions (black
market, central regulation of relative prices and aggregate demand) which, however, cannot
completely eliminate the causes of imbalances.
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Inhomogén népesség a novekedési modellekben *

1. Bevezetés

A neoklasszikus névekedési elméletek valamifajta aranyszabily megfogalmaza-
sara torekednek, aminek betartdsa esetén a gazdasdg az optimadlis fejldsési palydn
haladhat. A gazdasagi palya alakuldsa ezekben a modellekben gyakorlatilag hirom
tényez6tél fiigg: a tdke alakuldsdtél, a munkaerd alakuldsdtol és végil a technikar
haladdstél. A modellekben 4ltaliban hallgatélagosan felteszik, hogy a munkaerd
(avagy ami ezzel legtobb esetben ekvivalens: a népesség) alakuldsa és a technikai
halad4s kiviilrél adott, idSbeli alakulisuk a modellek legnagyobb részében exogén
adottsig illetve 4ltaldban endogenizildsuk sem szabalyozhatésdgukat, hanem csak
attételes befolydsolhatésdgukat jelenti.

A harmadik tényezd, a téke az, amelyik feltételezetten, a felhalmozdsi (illetve,
ami a modellekben ezzel ekvivalens, a megtakar{tdsi) rdta helyes megvilasztdsdval
kontroll4lhaté, fgy a novekedési modellek megolddsai optimdlis felhalmozdsi pa-
lydkban fogalmazédnak meg. A neoklasszikus iskola alkotta meg a Megtakaritdsok
Aranyszabalydt (Golden Rule of Saving), ami egyszerii megfogalmazdsindl és jé
interpretdlhatésiganal fogva azdta viszonyitasi alapot, egyfajta sztenderdet nydjt
minden dinamikus modell szimara. igy vagy ugy az Aranyszabalyt fogalmazzak 4t
az eltérd feltevésekkel é16 kilonbozd modellek.

A cikk elsé része egy egyszerti kontrollmodell alapjdn roviden ismerteti a Meg-
takarftdsok Aranyszabalydt.

A méasodik részben bevezetem az inhomogén népesség fogalmat. A népesség
aktiv és inaktiv csoportokra bomlik, akiket eltérd jovedelemszerzési és fogyasztdsi

lehetéségek jellemeznek. Az aktiv népesség sem homogén a munkavégzés szem-
pontjabél, aminek kovetkeztében a hagyoményostol némileg eltéréen jellemezhetjik

a munkaerépiacot.

A harmadik rész az inhomogén népesség feltevése mellett az els6 részben lefrt
kontrollmodell keretein beliil elemzi az optimdlis felhalmozasi pdlydt. Beldthats,
hogy mivel az elmélet alapvetd jellegzetességeit ez a relaxdcié sem viltoztatja
meg, a megfogalmazhaté normativ megtakaritdsi palya szoros rokonsdgban 4ll az

Aranyszaballyal.

* A tanulminy részeredménye annak a kutatémunkdnak, melyet a szerz8 a Rotterdami

Egyetem Okonometriai Intézetében B.M.S. van Praag professzor vezetésével M. Pradhan-

nal egyiitt folytatott. Eztiton is szeretném segitségiiket megkdszonni, a cikkben taldlhaté
hibdkért azonban egyediil vallalom a felelésséget.
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A tanulmédnyban alkalmazott jel6lések
(az eléfordulds sorrendjében)

a brutté mennyiségeket (0ssznépesség, osszfogyasztés...) latin nagybetik, az
egy fére juté mennyiségeket és ardnyokat (egy f8re juté fogyasztas, megtakaritdsi
rata...) latin kisbetik, mig az egyéb paramétereket gorog betilk jelolik.

t 1d4

y 1d8 szerinti derivalt: dy/dt
K(t) brutté t8kedllomany
) a munkaer6illomany nagysiga (az elsé fejezetben megegyezik a népes-
ség nagysigédval)
C(t) osszfogyasztis
s(t) megtakaritdsi rata
6 linedris amortizdciés kulcs
n a népesség — illetve a munkaerd — novekedési titeme
F(K,L) termelési fuggvény (felt: line4ris homogén)
f(k) egy fbre jutd termelés az egységnyi munkaerdre juté téke fiiggvényében
c(t) egy fore juté fogyasztas — a homogén modell kontrollviltozéja
k(t) egységnyi munkaerére juté t8kedllomany — a kontrollmodell dllapotval-
tozdja
-} hasznossigi fliggvény
p diszkonttényezd
q a kontrollmodell dudlviltozéja
H{) a kontrollmodell jelenértékfi Hamilton-fiiggvénye
P(t) népesség
z a munkavégzd képesség mértéke
z a munkaer8piacra valé belépési kiiszob
G(z),9(z) a munkavégzé képesség szerinti/eloszlds-, illetve siirliségfiiggvény

PA(t) aktiv népesség

PI(t) inaktiv népesség

h(z) relativ bérstruktira

ca(z,t) az aktivak differencidlt egy fére juté fogyasatisa
cr(t) az inaktivak dtlagos egy fére juté fogyasztésa
w(t) A4tlagos bérszinvonal (az inhomogén modell kontrollvéltozéja)
i linedris tarsadalombiztositdsi jarulék
~ a munkaerd és a népesség arinya
m,n segédvaltozdk

Ul

1. A Megtakaritds Aranyszabdlya

A neoklasszikus novekedési iskola legismertebb eredménye az Gn. aranykor:
novekedés, amelyet dgy jellemezhetiink, hogy valamennyi abszolit mennyiség
(népesség, termelés, t&ke, munkaerd, fogyasztis) egyenletesen és egyforma iitemben
né, valamennyi relativ mennyiség (az egy fére juté termelés, téke, fogyasatis,
valamint a felhalmozési rita) konstans és a tdrsadalmi osszhaszon (ami valami-
lyen médon az egy fére juté fogyasztds mennyiségétdl fiigg) maximalis. Ekkor
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a felhalmozdsi rédta — konstans skalahozadék feltételezése mellett — éppen mege-
gyezik a téke részesedésével — vagyis a t8kének hatartermelékenysége alapjin jird
jovedelemhéanyaddal.

Ezt az eredményt a Solow-Swan modell alapjin szoktik levezetni. A modellben
a tSke id8beli valtozdsat lefré Ssszefiiggés:

t6kedllomany viltozdsa = beruhdzis — linearis amortizicié.

A beruhdzds, amit a felhalmoz4ds szinonimédjaként hasznalok, mivel ezek a mo-
dellek 4ltaldban eltekintenek a készletfelhalmozdstél, az adott évi termeléstl flugg:

beruhdzis = termelés — fogyasztds —
= termelés x megtakaritdsi rdta.

Léthaté, hogy a beruh4zés nagysiga ekvivalens médon szabalyozhats a fogyasztés-
sal avagy a megtakarftdsi ratdval, tehat az egyikre adott aranyszabily egyértelmten
tfogalmazhaté a mdsikra. Az adott évi tékedllomdnyt K-val, a munkaerédlloményt
L -lel, a fogyasztést C-vel, a megtakaritdsi ratdt s-sel, az amortizdciés kulcsot §-
val jeldlve, és feltéve, hogy a technikai haladdstél eltekinive az adott évi termelés
lefrhaté egy linedris homogén termelési figgvénnyel, a téke mozgasegyenletére ezt
kapjuk:

K=-6K+F(K/L)~C=—6K+sF(K,L). (1.1)

Feltéve, hogy a munkaerédllomdny megegyezik a népességgel, a népesség egyen-
letes n iitemben béviil, és kisbetfivel jelolve az egy fére jutéd mennyiségeket, a fenti
egyenlet egyszer(i transzformaciéjaval meghatdrozhaté az egy fére juté tékedllomany

dinamikus palydja:
k=—(6+n)k+ f(k)—c=—(6+n)k+sf(k). (1.2)

A gazdasig staciondrius, ha valamennyi abszolit mennyiség egyenletesen és egy-
forma - a népességnovekedéssel megegyezé — litemben né, azaz ha az egy fére juté
t8ke, termelés, fogyasztas... idében konstans. Ekkor tehdt van olyan k, hogy k = 0,

iy ~(6 +n)k+sf(k) =0. (1.3)

Beléthaté, hogy f-re kirétt meglehetésen dltalinos feltételek mellett 1étezik ilyen k
(v6. pl. RAMANATHAN, 1982). Ekkor a fenti képletbél levezethet&:

s=k(6+n)/f(k). (1.4)

Eltérs s értékek kiilonbozé staciondrius palydkat generdlnak. Solow és Swan
aranykorinak azt a palyat nevezi, amely mentén maximilis az egy fére juté fo-

8yasztas, azaz:
maa.x(l —s)f(k), (1.5)

Vagy, ami ezzel ekvivalens:

max (k) (1= k(6 + n)/1 ()] (16)
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fgy kapjuk:
fk =6+ n, (1‘7)

amit behelyettesitve (1.4)-be jutunk a felhalmoz4s Aranyszabilydhoz:
§ = kfk/f(k) . (1.8)

Ez éppen igazolja kiindulé 4llit4sunkat, hiszen linedris homogén termelési fiiggvény
esetén kfi/f(k) éppen a t8ke relatfv részesedése a megtermelt jovedelembdl.

Vegyiik észre, hogy a neoklasszikus megkozelftés nem foglalkozik azzal, hogyan
jut el a rendszer a staciondrius pélydra, csak annyit 4llit, hogy a staciondrius
palydk kozill az a legjobb, amelyet a fenti Aranyszabédly jellemez. Az optimdlis
megtakarftdsi rdtdhoz tartozé optimélis egy fére juté t8kedlloményt az (1.3) képlet
adja meg, anélkul, hogy e kozott és egy induls, adott ko érték kozott barmiféle
kapcsolat teremtédne.

Eppen ebben térnek el a Solow—Swan-féle megkozel{téstdl az optimdlis szabdlyo-
z4si (novekedési) modellek (l4sd pl: ARROW-KURZ, 1968), amelyek adott ko kiin-
dulépont figyelembevételével hatdrozzdk meg a rendszer 4ltal kovetendd optim4lis
palydt és azt vizsgéljdk, milyen kiindulépont védlasztdsa esetén vezet ez a pélya
stabil egyensiilyhoz. Errél a hosszd t4vid staciondrius megolddsrél mutathaté meg,
hogy amennyiben nincs id8beli diszkont4lds, éppen egybeesik az aranykori paly4val.
Ebben az esetben teh4t nem a staciondrius palydk kozotti valasstds a kérdés, hanem
az, hogy van-e olyan optimilis pilya, amelyik adott kiindulépont mellett éppen a
hosszii t4dvi staciondrius megolddst eredményezi.

Mint azt mdr az elébb megéllapftottuk, ekvivalens médon vélaszthatjuk kont-
rollvaltozéként a fogyasztdst avagy a megtakaritdsi rat4t, igy most az egyszeriibb
targyalisméd kedvéért az egy fére juté fogyasztdst tekintjiik kontrollvdltozénak
A Solow-Swan modellben megfogalmazott mozgdsegyenlet mellett keressiik azt az
optimdlis paly4t, amelyen a — diszkont4lt hasznosségi fiiggvénnyel mért — tarsadalmi
j6lét maximalis. fgy az aldbbi formalisan megfogalmazott kontrollfeladathoz jutunk,
ahol k az 4llapot- és ¢ a kontrollvdltozd:

ncllz:x/ooo e U (c(t)) dt (1.9)
k=—(6+n)k+ f(k) —c
IC(O) = ko .

p jeloli a diszkonttényez6t, U( ) pedig a szokédsos ”j6” tulajdonsigokkal rendelkezé
hasznosségi fiiggvényt. A feladatot a Pontrjagin maximumelv felhasznildsival, a
feladathoz tartozé jelen érték{i Hamilton-fliggvény maximdldsival és a dudlviltozé
mozgésegyenletének meghatdrozasival oldjuk meg. Belathaté, hogy jelen esetben
a szitkséges feltétel egyben elégséges is (Id. SETHI-THOMPSON, 310. o.). A
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dudlv4ltozét g-val jeldlve, (c*(t), k*(t),¢* (t)) optimdlis megolddsa a feladatnak, ha
a jelenértéki Hamilton figgvényre

H(k,c,q) = U(c) + q[—(6 + n)k'+ f (k) — c] (1.10)
teljesil, hogy:

a) OH*[8c =0

b) ¢—pg=—-0H"/0k

) k=08H"/3q (1.11)
d) tl_l'r?o k(t)g(t) =0  (transzverzalitds).

Kis 4talakit4ssal kapjuk:

a) U'(c)—¢=0
b) g=qlp+6+n— fi) (1.12)
¢) k=—(6+n)k+fk)—c.

(1.12 a)-bél g-t kifejezve § = ¢U"(c), és (1.12 b)-be behelyettesitve:
¢U"(e) =U'(c)(p+6+n— fi). (1.13)

Az (1.13) képletet dtrendezve jutunk a szabélyozé véltozé optimdlis pilydt leird
mozgisegyenlethez:
¢=(U'JU")(p+6+n— fi). (1.14)

Egy fejlddési palya teh4t optimdlis, ha a kontrollvdltozé kielégfti az (1.14) képlettel,
a hozz4 tartosé &llapotvéltozé pedig az (1.12.c) képlettel megadott differencisl-
egyenleteket, valamint az (1.11.d) transzverzalitdsi feltételt. A tovdbbiakban a

rendszer optimdlis megold4s4rél beszélve ezekre a feltételekre utalok.
A hosszd tavi staciondrius palydn teljesil, hogy mind az 4llapot-, 'mind a
kontrollviltozs idd szerinti derivéltja zérus, azaz:

i=0—p+b6+n=fi (1.15)

k=0—c=—(6+n)k+ f(k) (1.16)

A kdnnyebb elemzés érdekében érdemes a palydkat egy kétdimenziés fézisdiagramon
dbrazolni (1. 4bra).

(1.16)-bél 1athatd, hogy az egy f§re juté fogyasztds id6ben véltozatlan, ha k egy
kitiintetett k& értéket vesz fel, mig a k=0 megolddsdt az 4brin szaggatott vonallal

jeloltiik. A szaggatott gorbe és a fiiggbleges egyenes metszéspontjdban teljesiilnek a
hossz1 t4vi stacionaritas feltételei az dllapot és a kontrollvdltozdra egyardnt, ebbél
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1. dbra Az optimdlis novekedési kontrollmodell megolddsdnak fizisdiagrammja

a "pontbél” nincs elmozdulds. Ily médon a fazisteret négy tartomdnyra oszthatjuk,
amelyekben (c, k) id8beli mozgdsat nyilakkal 4brazoltuk.

Az egyes tartomdnyokra jellemz8 mozgdsok szintén az (1.15)-(1.16) képletekbél
olvashaték ki, pl: az I. fazisban k < k igy fx > p+ 6+ n,de mivel U'/U" < 0 igy
¢ > 0, azaz az egy fbre juté fogyasztds nd. Ugyanitt ¢ > —(6 + n)k + f(k) tehét
k < 0, azaz az egy fore juté tékedllomdny csokken. Hasonlé médon elemezhetjik a
tobbi tartomédnybeli dinamikus viselkedést is.

Lathaté, hogy I. és IIL fdzisbeli palydk divergensek, mig a II. és IV. tar-
tomdnybeli pélydk a rendszer egyensiilyi pontjiéba vezetnek. A transzverzalitisi
feltételnek (1. 11. d) csak ez utébbi palydk tesznek eleget, tehit az optim4lis
trajektéridk az egyensilyi pontba futnak.

Térjiink 4t ennek a hosszd t4vii egyensilyi palydnak a jellemzésére. (1.15)-bél

tudjuk, hogy
d+n=fr—0p. (1.17)
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Ezt behelyettesitve az (1.16)-ba:
¢ = (=fx +p)k+ f(K). (1.18)

Felhasznilva, hogy ¢ = f — sf, ahol s a megtakaritdsi rta, (1.18) 4talakitdsdbél
kovetkezik, hogy:

f(k) = sf (k) = (—fi + p)k + f (k) (1.19)
s = kfi/ f(k) = pk/ £ (k) .

Léthaté, hogy (1.19) zéré diszkonttényezdé (p = 0) mellett éppen a Megtakarit4s
Aranyszabélydt adja vissza. Vegyiik észre, ha a diszkonttényezd zérus, akkor az 1.
dbran k jobbra tolédik és éppen az egy fére juté fogyasztds maximumpontjin metszi
a masik gorbét. fgy tehat az aldbbi Osszefliggésre jutottunk: végtelen idShorizont
esetén az egy foére juté fogyasztds hasznossigi fliggvényének diszkontdlds nélkiili
maximalizalisa egyensilyi megolddsként éppen a Megtakaritds Aranyszabalyit
eredményezi és az Osszes staciondrius palydk kozil a maximalis egy fére juté fo-

gyasztasdt valasztja ki.

A harmadik részben a fenti modell médositott viltozatdt fogom megvizsgélni,
és megmutatom, hogy az egyensilyi pdlyat leiré mozgisegyenletek inhomogén
népesség feltételezése mellett is csak csekély mértékben médosulnak, igy a Felhal-
mozis Aranyszabalya lényegében ekkor is érvényben marad.

2. A népesség inhomogenitdsa

Ebben a fejezetben, némileg elszakadva az el6z8 rész elemzésétdl tigabb
megkozelitésben vizsgaljuk a népesség inhomogenitdsit és ennek killonbézd irdnyd
kovetkezményeit. Az eldzd fejezetben végig feltételeztiik, hogy a népesség homogén,
amelyet stabil novekedési iitem, homogén termelékenység, homogén fogyasztas jelle-
mez. A homogenitdshél kovetkezéen a munkaerd éppen megegyezett a népességgel,
azaz L(t) = P(t) implicit feltevés hiizédott meg valamennyi levezetés mogott, ahol
P(t) jeloli a népességet.

Ennek a feltevésnek egy lehetséges felolddsat jelenti annak figyelembevétele,
hogy nem minden embernek ugyanakkora a munkavégzd képessége. Feltessziik,
hogy ez a képesség jellemezhetd egy (0,1) intervallumba esd értékkel, amit z-
szel jelolink. Ez a megkozelités nincs ellentétben az inhomogenitasra vonatkozé
sz0k4sos feltevésekkel, amikor is a népességet generacick, korcsoportok, képzettségi
szint stb. szerint bontjdk. Kézenfekvd feltevés, hogy a munkavégzd képesség és a
kor avagy az iskoldzottsdgi szint szoros kapcsolatban allnak egymdssal.

Mivel a népesség minden tagja jellemezhatd ezzel a mértékkel, {gy feltételez-
het,jﬁk, hogy létezik a népességnek a (0,1) intervallumon értelmezett z szerinti
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inaktivak |-

x aktivak 1 x

2. dbra Egy hipotetikus sfiriségfiggvény: g(z) = 1/(az +b),b = a/(e* — 1)

eloszldsa, amelynek eloszlisfiggvényét G(z), sfirfségfiggvényét pedig g(z) jeloli
[lusztriciéként a 2. 4dbrén ldthaté egy ilyen lehetséges konstrudlt stirfiségfiiggvény.

Mivel g(z) sfirliségfiiggvény, kovetkezik, hogy

1

/1 g(z)dz =1, tehdt P = P/ g(z)dz. (2.1)
0 0

Feltessziik, hogy adott szint alatt az emberek be se lépnek a munkaerd piacra, azaz
a népesség megoszlik aktiv és inaktiv keres6kre. Ha ezt a bizonyos ,kiiszobot”
z-pal jeloljik, akkor az aktiv népesség nagysigit a kovetkezd mdédon tudjuk
meghatarozni:

PA = P[\l 9(z)dz, (2.2)

x
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mfg az inaktfvak sz4m4t az aldbbi képlet mutatja:

~

PI=P / Al (2.3)
0

A munkaerékindlatot az aktiv lakossdg munkavégzd képessége hatirozza meg, azaz:
1

i* = P/; zg(z)dz . (2.4)

Lathat6, hogy a modellben az inaktfvak ardnya, illetSleg a munkaerd/népesség
ardny a g(z) sfirfiségfiiggvény paramétereitdl, illetdleg T megvalasztasitél fiigg.
Ilusztraciként a mellékelt tdblizatban a fentebb 4brdzolt siriiségfiggvényiink
segftségével bemutatjuk a paraméterek és a kiilonb6z8 ardnyok osszefiiggéseit.

A t4bl4zatbél 14thatd, hogy megfelel6 paramétervilasztdssal viszonylag reilis
Osszefiiggésekhez juthatunk. Az aktfvak ardnya 55-65% koril mozog, és ezzel
nagyjib6l megegyezd a munkaerd nagysiga.

Az inhomogenitds bevezetésével megviltozik az Gsszfogyasaztis, illetve az egy
fére juté fogyasztis értelmezése is. Redlisnak tind feltételezés, hogy az aktivak
és inaktivak egy fére juté fogyasztisa eltér egymdstdl, illetve az aktivaké valami-
lyen médon fiigg munkavégzésiktsl. A probléma lehetséges megolddsdt jelenti a
megfelel§ bérrendszer és tdrsadalombiztositdsi rendszer megvélasztisa a modellben.

1. tédbldzat
Demogréafiai jellemz8k g(z) = 1/(az + b)
sfirfiségfiiggvény esetén, ahol b = 1/(e® — 1).

a) Az aktfv népesség ardnya %

a értéke 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Z értéke
0.25 68.8 67.7 66.6 65.4 64.3
0.30 63.3 62.1 60.9 59.6 58.4
0.35 57.9 56.6 55.4 54.1 52.9

b) Munkaerd/népesség arany (L/P) %

a értéke 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
7 értéke
0.25 73.9 66.6 61.0 56.4 52.7
0.30 72.4 65.1 59.4 54.8 51.1
0.35 70.7 63.3 57.6 53.1 49.3
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Azt a szokdsos feltevést, hogy bérbdl nincs megtakaritds, vagyis, hogy az egész
bér fogyasztisra keriil, tovdbbra is megtartjuk. Az osszes kifizetett bértomeg tehat
meghatirozza az osszfogyasztis szintjét, ezen beliil a tarsdalombiztositdsi rendszer
keretében torténik az tdjraelosztds; az aktivak munkabérébél levont linedris add
finanszirozza az inaktivak fogyasztdsit. Mindebbél az is kovetkezik, hogy a fo-
gyasztasra rendelkezésre 4116 termékmennyiség az aktiv népesség, illetve a munkaerd
nagysagdtdl fligg: ennek elfogyasztdsdban azonban a teljes népesség részt vesz. Ezt
a nem elhanyagolhaté koriilményt a hagyomdnyos megkozelités a P = L feltétel
miatt teljesen figyelmen kivil hagyja.

Legyen a munkavégzéstél, z-t8l fiiggd bérfiggvény h(z). Belathaté, hogy a
bérarédnyok csak abban az esetben felelnek meg a munkavégzési ardnyoknak, ha h(z)
linearis homogén. Ezt azonban nem feltétleniil koveteljiltk meg, ugyanis természetes
jelenség, hogy a bérstruktirdt a béralku az eredeti ardnyoktdl eltériti. A kifizetett
osszbér, ami éppen megegyezik az osszfogyasztdssal:

1

osszbér = C = P/; g(z)h(z)dz. (2.5)

Az aktivak egy fére juté fogyasztdsa megegyezik a linedris tarsadalombiztositdsi
jarulékkal (1) csokkentett bérikkel:

ealz) = (1 - wh(s). (2.0)

Az inaktivak kozott az igy beszedett adét szdmos elv alapjdn szét lehet osztani. A
modellben, tobb nyugat-eurépai orszig gyakorlatat kovetve, feltételezziik, hogy az
inaktivak egyenls jovedelemhez, illetve fogyasztashoz jutnak, azaz

¢y = pC/PI :ﬁ ug(x)h(z)d:c//()x g(z)dz. (2.7)

x

Vegyiik észre, hogy c; a fenn elmondottak értelmében z-t8l fiiggetlen.

A hagyomdnyos munkapiaci feltételek is médosulnak az inhomogenitds beveze-
tésével. Feltételezhetjiik, hogy a munkaerd keresletét most is a profitmaximaldsra
valé torekvés hatdrozza meg. Rogzitett tSkedllomany mellett, ha a termelési
figgvényt F(K, L)-lel jeloljik és feltessziik, hogy a termékar éppen egységnyi, a
megoldandé maximumfeladat:

mzaxF(K,P/z zg(z)dz) — /lg(z)h(z)dz, (2.8)

azaz azt a z munkavégzési szintet kell meghatarozni, ami mellett még rentabilis a
termelés. ‘

Az egyviéltozds maximalizildst elvégezve kapjuk:

OF /0L = h(z)/z. (2.9)
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ossztermeles = F(K,L (x))
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1
osszber = P-w- § g(t)h(t)dt
X

3. dbra A munkaer8piac jellemzdi inhomogén népesség esetén

A h() figgvényre kirétt megfeleld megkotések esetéﬂn a maximu.m létezik és
kizé.rélagos, Vegyiik azonban figyelembe, hogyAmodellunk .szempont_pébél csak ?z
T<z<1 megoldds relevans: ugyanis, ha z < z, a,l.(kor teljes a fogla_lkoztatottsa.g
(a munkaerépiaci korl4t tehdt nem effektiv), ha pedig z > 1, akkor nincs hatékctny
megold4s a rendszer keretein beliil. A 3. &brardl leolvashaték a munkaer8piac

Jellegzetességei.

Az 4bran a felsd vonal a brutté termelést reprezentilja z fiiggvéflyében. Ha
Z n8 L csokken, tehat a brutté termelés is csiinkken. "A“br.utféubér z novek(?désével
szintén csokken, de csokkend iitemben. A két gorbe lfozott’l k}_lloanég a maximumés
z-nél éri el. z > z-re a terméktobblet még meghaladja a bértobbletet, méshol alatta

marad. Ha 7 > z, teljes a foglalkoztatottsig.
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Amennyiben létezik munkanélkiiliség, gy az inaktivak szdma megnd, és
moédosulnak az eredeti elosztasi viszonyok. Vegyiik észre, hogy teljes foglalkozta-
tottsag esetén a hatékony foglalkoztatottségi szint felett alkalmazott munkdsoknak
(akiknek tehdt munkavégzd képessége 7 és z kozé esik) kifizetett pétlslagos bér
meghaladja az dltaluk létrehozott tobblettermék értékét.

3. Inhomogén népesség az optimdlis kontrollmodellben

Térjink vissza kiindulé modelliinkhéz és vizsgdljuk meg, hogyan alakul az op-
timdlis palya, ha az eddigi homogén népesség feltevését feloldjuk. Ezen az titon
csak az elsé lépést tesszitk meg, ugyanis tovabbra is megtartjuk az egyenletesen
novekvé népesség feltevését és a munkavégzd képesség szerinti megoszlast is idében
allanddnak tekintjiik. Azaz feltessziik, hogy g(z,t) = g(z). Ennek megfeleléen:

L(t) = P(t)/; zg(z)dz , (3.1)

és igy:
L/L=P/P=n.

fly médon a népesség és a munkaeré4llomdny idében egyformén viltozik, amibél
kovetkezik, hogy ardnyuk id8ben 4llandé, azaz L(t)/P(t) = - konstans. Ggyszintén
tovdbbra is megtartjuk az optim4lis novekedési modellek teljes foglalkoztatottsigra
vonatkozd feltevését is, azaz allokdcids problém4val nem foglalkozunk. Erre a
problémaéra az Gsszefoglald részben még roviden kitériink.

Hasonléképpen id8ben 4llandénak tekintjiik a bérstruktarat is, azonban id6ben
véltozénak a bérszinvonalat. fgy:

h(z,t) = w(t)h(z), (3.2)

ahol w(t), a bérszinvonal, veszi 4t a modellben a homogén modellbeli egy fére juté
fogyasatastél, c(t)-t6l, a kontrollvdltozd szerepét. Vegyiik észre, hogy az inhomogén
modellben lényegében w(t) hatdrozza meg az dtlagos egy fére jutd fogyasztds szintjét.

Feltéve, hogy a hasznossigi fiiggvény tovdbbra is az egy fére juté fogyasztastél
fiigg, és ez a fiiggvény egyénenként tovibbra sem eltérd U(), akkor az elsé fejezetbeli
célfiiggvény az aldbbi alakot olti:

max/(;°° e~ Pt {/01 Uler(t))g(z)dz + ‘/j Ulca(z, t))g(z)dz} dt. (3.3)

kw

ahol c; és c4 az el6z0 fejezetben elmondottakkal és a bérfiiggvény fenti dinamizalt
alakjdval 6sszhangban:

calz,t) = (1 - p)w(t)h(z) (3.4)
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cr(t) = P [ /A 1 uw(t)g(x)h(a:)dz] /PI

Ugyancsak igy 4ll el§ az Gsszfogyasatds képlete, ami éppen megegyezik a kifizetett
brutté bérekkel:

() = w(t) P() /A sl eVhla)dz. (3.5)

A rendszer mozgésegyenletének a meghatarozdsidhoz most a brutté tokedllomanyra
vonatkozé sszefliggésbdl indulunk ki:

K=-§K+F(KL)-C. (3.6)

Mivel L # P igy az egy fore illetve az egységnyr munkaerére juté téke nem egyezik
meg. L és P azonban g(z) idéfiiggetlensége miatt azonos iitemben nének: dinamikus
viselkedés szempontjibél mellékes, hogy melyik pegységnyi” tékét vizsgaljuk. Mivel
tovdbbra is szeretnénk kihasznélni F() homogenitdst, az egységnyi munkaerdre jutéd
rc'ike dinamikus palydjat vizsgiljuk, és ezt jeloljiik tovdbbra is k-val. k-ra teljesiil,
hogy

k=3(K/L)/ot = (K /L) — (L/L)k = (K/L) — nk. (3.7)

k mozgésegyenletét az aldbbi médon tudjuk meghatdrozni (3.6)-(3.7), illetve a fo-
Byasztdsra (C) vonatkozé képlet felhasznilésdval, valamint figyelembe véve, hogy
F() linedris homogén, és P/L = 1/(L/P) = 1/4:

1

k= —(6+n)k+ f(k) - (I/W)w(t)ﬁ h(z)g(z)dz . (3.8)

x

Mindezek utén az 1. fejezetben kozolt optimdlis novekedési kontrollmodell (vo.
(1-19)) a kovetkezd alakot olti:

k,w 0

00 z 7§

max/ e Pt {/ U(c;(t))g(z)dx%—/; U(cA(z,t))g(:c)dz} dt, (3.9)

0 x
: 1
b= (6 mk+ £(8) = (1/7)u(0) [ ho)o(a)da

k(O) = IC() y
ahol tovgbbra is k(t) az llapotvaltozs, azonban most w(t) a kontrollvdltozé cy(t)
és ca(z,t) figgvényeket pedig (3.4) frja le.
A feladathoz tartozé jelenértékit Hamilton-fiiggvény:

~
x

1

H(k,w,q) :/ U(cl(t)]g(x)da:-i—/: Ulcal(z,t))g(z)dz+ (3.10)

0 z

Y [—(6 + )k 1) - (/2)uld) [ h(z)g(z)dz]
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(w*, k*,¢") optim4lis megold4sa a feladatnak, ha teljesil:

a. 8H"/ow =0 (3.11)
b. §=pq— OH"*/dk
c. k=08H*/dq

d. lim k(t)q(t) =0 (transzverzalitds).

(3.11.a) kiszdmf{tdsahoz vegyiik figyelembe, hogy
AU /0w = (8U/8c)(dc/dw) = U'(c)(dc/dw), (3.12)
ahol c4 gy U'(ca) z-t8l fiiggd, mig c; fgy U'(cr)I z-t8l fiiggetlen kifejezések. Eazt

az Osszefiiggést, valamint az egy fére juté fogyasztdsok (3.4) képleteit alkalmazva
(3.11.a)-bél kapjuk:

1
9H /8w = (1 - ) /A U'(ca(2))9(2)h(z)dz+ (3.13)
1 z
4 [Pp‘/; g(z)h(:c)da:/PI} U'(c,)/(; g(z)dz—

~ (1 [ ole)hlzhdz =0,

g-ra rendezve az egyenletet adédik:

g %/A (1= w)U'(ca(z)) + U (c1)] 9(z)h(z)dz (3.14)
ahol: :
X = (1/7)fA g(z)h(z)dz .

(3.14) alapjén meghatdrozhaté ¢ id8 szerinti derivaltja is, figyelembe véve, hogy a
jobb oldalon csak c4(z,t) és c/(t) fiigg az id6t8l és id8 szerinti derivaltjuk:

a. ca(z,t) = w(t)(1— p)h(z) (3.15)

b. ér(t) = (P/PI)i(t) [u /A l h(z)g(x)d:c] .

(t) azonban z-tl fiiggetlen valtozd, tehat kiemelhetd az integraljel elé, igy ¢ id8
szerinti derivaltjdra adédik:

§=(u/n) / (1= W)h(2)U" (ca) + 7] hla)o(z)de, (3.16)
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ahol:
r = B2 (el) [ /: 1 h(:z:)g(z)dx] (P/PI).

x
Az optimum feltételek koziil (3.11.b) adja meg ¢ id8 szerinti derivaltjét, aminek
alapjén g-ra egy ij kifejezést kapunk:

g=qlp+6+n—fi). (3.17)

Ha (3.17)-be behelyettesitjik a g-ra (3.14)-b8l illetve g-ra (3.16)-bél nyert kife-
jezéseket, megkapjuk a kontrollv4ltozé optimalitdsdnak mozgdsegyenlet form4jiban
megfogalmazott feltételét:

= (Y/Z)(p+6+n— fi), (3.18)

ahol:
Y= [ 10w (ea) + 0 (cr) (e} h(o)dz
z =/§ [(1= w2h(z)U" (ca) + 'r] h(z)g(z)dz .

f‘t képlet hasonlit a homogén modellbeli kontrollvdltozdt, c(t)-t meghatdrozé kife-
Jezéshez, ami nem meglapd, hiszen, mint l4ttuk tartalmilag w(t) megegyezik c(t)-
Vel. Az Y és Z kifejezések ymagja” most is a hasznossigi figgvény elsé, illetve
Mdsodik derivaltja. A h(), illetSleg g() fiiggvények tulajdonsigai miatt — mindkettd
Szigordan pozitfiv — valamint, mivel u < 1,U" > 0,U" < 0, kovetkezik, hogy Z
SZigoruan negatfv, Y szigoruan pozitfv, tehit w el8jele ismét csak p+ 6 + n — fi
eldjelét sl fiigg, akdrcsak a homogén modellben. A stacionérius allapot, w = 0 akkor
8l fenn, ha

ptE+n=fi, (3.19)

%az a mellett a k mellett, melyre (3.19) teljesiil. A homogén népesség esetével
OSszevetve tehat azt mondhatjuk, hogy a kontrollviltozénak — amely itt is az egy
Sre juté dtlagos fogyasztist hatirozza meg — a staciondrius allapotat inhomogén
€Setben is a fenti feltétel jellemzi, azonban az ide vezetd pdlya paraméterei eltérnek
R hOmogén esetétdl.

Ezek utdn vizsgaljuk meg az 4llapotvaltozs optimalitisénak feltételeit. (3.11.¢)-
bs] kévetkezik, hogy:

b= (6 4 mk 4 )~ () ) [ Medoledd (3.20)

A hossz g tdvii egyensiilyi helyzetben teljesiilni kell, hogy:

k=0— f(k) = —(6 + n)k + 7w(t), (8.21)
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ahol ismét

1
n= /) [ dlah(a)ds.
(3.19) behelyettesitésével kapjuk:
F(R) = (fe — o)k -+ mw() (3.22)

A fézistér ismét négy részre oszthatd, és a transzverzalitdsi feltétel miatt megint
csak a stacionarius 4llapotba konvergalé palydk optimdlisak, tehat a rendszer hosszi
tdvi optimdlis megolddsat a stacionér palya tulajdonsdgai jellemzik.

Ebben a hosszi t4vi egyenstlyi megolddsban vizsgaljuk a megtakaritdsi rata
alakuldsit. Ha felhasznéljuk, hogy a megtakaritési rata kifejezhetd az egy fére jutéd

fogyasztasbodl, azaz:
ru(t) = (1- )£ (k), (3.23)

akkor azt kapjuk, hogy az inhomogén modell optimalis staciondrius allapotdt az
aldbbi felhalmozdsi rata jellemazi:

s = kfic/ f(K) — pk/ £ (k). (3.24)

Ez viszont megegyezik a homogén modell hosszii tadvi egyensiilyi dllapotat jellemzd
megtakaritasi ratdval (v6. (1.19)), azaz zéré diszkontdlds esetén a Megtakaritdsok
Aranyszabdlydnak felel meg.

4. Munkanélkiiliség a homogén és az inhomogén modellekben

Az optimilis novekedési kontrollmodellek aggregdlt makroosszefiggéseket hata-
roznak meg, implicit médon feltételezve, hogy a kapacitdsok teljes kihaszndldsa
hatékony allokdcié mellett valdsul meg. Feloldjdk a rovid tavi modellek al-
lokdcids célokat szolgdlé piaci korldtait, a kapacitds kihaszaldsit nem befolydsolja
jovedelmezdségi korlat.

Ennek a korldtnak a felolddsa természetszeriileg nagyobb mozgdsteret eredmé-
nyez. Az optimalis kontrollmodell ebbél a szempontbdl korldt nélkili optimalizaldst
jelent. Eléggé nyilvdnvalé, hogy egy korldt beépitése csak ronthat az optimalis
megolddson, ha egydltalan létezik az adott korldt mellett minden kiindulé dllapothoz
optimalis megoldds.

Anélkil, hogy a profitkorldt beépitésének kovetkezményeit részletesen ana-
litikusan megvizsgidlndm csak roviden térek ki arra, hogy a munkaerépiacon
érvényesilld profitszempont milyen korldtozdsokat eredményez a megtakaritdsi
ratara nézve a homogén, illetSleg az inhomogén modellben.

A mir emlitett kutatds soran egy dinamikus programozasi diszkrét novekedési
modell segitségével éppen az igy generalt kiilonbozé pélydkat hasonlitottuk ossze
(PRAAG-KIRALY-PRADHAN, 1987).
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Az egyszeriibb Osszehasonlithatésig érdekében a homogén modellben is az
dtlagos bérszinvonal w(t) figgvényében fejezziik ki az Osszefiiggéseket. Homogén
népesség esetén a bérstruktira is homogén. Az osszfogyasztas = Osszbér feltétel igy
homogén esetben azt jelenti, hogy:

C(t) = w(t)L*(t), (4.1)

ahol L*(t) a felhasznalt munkaerd. A munkaerd keresletét, illetve kinalatit — fel-
hasznilva a 2. fejezetbeli profitmaximalizdldsbél levezetett feltételt — az aldbbi
osszefliggések hatarozzdk meg:

kereslet: Fi (K, LP (t)) = w(t) (4.2)
kindlat: L9 (t) = P(t)
L*(t) = min(LP (t), L% (t)) .

Amennyiben L*(t) = L%, azaz a munkaer8 keresleti korlit nem effektfv, ez
azt jelenti, hogy a bérszinvonal alacsonyabb a teljes foglalkoztatottsidg melletti
hatdrtermelékenységnél, azaz w < Fy(K,L"). A munkanélkiliség és a teljes
foglalkoztatottsig esetére tehat egyiittvéve teljesiil, hogy:

w(t) < Fy (K, L' (t)), (4.3)

amikor is az egyenléség munkanélkiliség (effekt{v profitkorlat) mellett all fenn. A
w(t)-re kapott korldtot az Gssafogyasztds (4.1) képletébe helyettesitve az aldbbi
egyenlétlenséget kapjuk:

C(t) < L*(t)FL(K,L*(t)) . (4.4)

A fogyaszts+beruhizés=kibocsitds egyenléséget és a megtakaritds=beruhdzis ex
Post azonossigot felhaszndlva a megtakarftdsi rdtdra a kovetkezd korldtot irhatjuk
fel:

s > KFy /F = a t8ke részesedése (4.5)

azaz munkanélkiiliséget megengedé homogén modell esetén a megtakaritdst rdta
nem lehet kisebb, mint a téke részesedése, és azzal egyenld, ha a munkanélkuliségi
korlat effektiv.

Vizsgaljuk meg most ugyanezt az osszefliggést az inhomogén modellben. Az
Osszfogyasztds képlete (ldsd (3.5)):

1

o) = w(P() [ heala)iz. (46)

x
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A munkaerdpiaci feltételek mar ismertek a 2. fejezetbdl:
1
kereslet: LP(t) = P(t)/ zg(z)dz,ahol : w(t) = 2FL(2)/h(z)  (4.7)
) 1
kindlat: L = P(t) /A zg(z)dz

L*(t) = P(t) /. zg(z)dz,

ahol: z* = max(z, 7).

Beldthaté, hogy a keresleti korl4t csak akkor nem effektfv, ha a bérszinvonal
olyan alacsony, hogy w < ZFp(Z)/h(Z). Teh4t a bérszinvonalra osszefoglaléan az
aldbbi egyenldtlenséget kapjuk:

w(t) < z* Fy(z*) /h(z*), (4.8)

ahol az egyerilé'ség effektiv profitkorldt mellett 4ll fenn. Ennek kovetkeztében az
osszfogyasztdsra fenndll az aldbbi egyenlStlenség:
1
C(t) < Fr(=") P(t) [x'/h(x')]/ h(z)g(z)dz = nFp(z"). (4.9)

Ez a korldt még kordntsem eredményez olyan egyértelmi kovetkeztetéseket, mint a
homogén esetben. Figyelembe véve ugyanis, hogy:

1
L*(t) = P(t)/ zg(z)dz, (4.10)
ahol: z* = max(z, Z) hirom eset képzelhetd el:
a) n<L(z") (4.11)
b) 7= L")
c) n>L(z*").

Megmutathaté, hogy (4.11) barmelyik alesete eléfordulhat megfeleléen megvilasz-
tott — z-ben novekvd — bérfiiggvény mellett.

a) Legyen h(z) = z'~* X < 1. Ekkor, mivel z* < z, ezért (z*)* < z*, tehat:
1 1
n =/ (z*) 2! *g(z)dz S/ zg(z)dz = L(z"), (4.12)

azaz n < L(z*). fgy az Gsszfogyasstésra felirt egyenl6tlenségsor tovabb foly-
tathaté, és a megtakaritasi ratara szigori egyenlétlenség formdjiban kapjuk (tehat
fuggetlenil attdl, hogy éppen hatékony-e a munkaerdkorldt vagy sem!):

3 > KFy /F = a t8ke részesedése . (4.13)
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b) Az egyenldség 4ll fenn (4.11)-ben, ha a bérfiggvény éppen kifejezi a
munkateljesitményeket, azaz h(z) = z, ami éppen az el8z8 eset A = 0 esetén:

= /: [z*/z*| zg(z)dz = L(z*). (4.14)

Ez az eset tokéletesen megegyesik a homogén esettel; a megtakaritasi rita effektiv
munkaerd piaci korlt esetén megegyezik a téke részesedésével, ellenkezd esetben
meghaladja azt.

c) Legyen most h(z) = az — b, ahol a,b > 0. Ekkor:

i L aa:f*— b(ax ~bg(z)dz 2 .

azag n > L(z*). fgy a fogyasztéasra vontkozé egyenlStlenségsorozatot folytatni nem
tudjuk és a megtakarftdsi rtira egy kissé értelmezhetetlen alsé korlatot kapunk:

s=(F-C)/F >1-n(F(z")/F(z"), (4.16)

ami nem tudjuk milyen kapcsolatban 4ll a téke részesedésével.

osszefogla.léan tehat azt mondhatjuk, hogy mind homogén, mind inhomogén
€setben a munkaerépiaci korldt a megtakaritdsi rata korldtozdsit — fgy az op-
timum romlds4t — jelenti, azonban inhomogén esetben kilonbozd bérfiiggvények
Vilasztdsaval ezt a korlétot erdsiteni vagy lazitani tudjuk.

(Beérkezett: 1987. Jinius 5-én.)
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Inhomogeneous population in the growth models

The paper examines saving rates with the aid of optimum growth control models,
assuming homogeneous and inhomogeneous population. It has been found that along a
long-term optimal growth path - provided the discount rate is zero - the Golden Rule
of Saving holds. This is valid for both the homogeneous and the inhomogeneous cases,
insofar as the assumption of uniformly growing population is retained and the distribution
of population is constant over time.

The inhomogeneity of population has been interpreted as individually deviating work-
ing ability, measured along a (0, 1) scale, and the distribution of population with respect
to this variable can thus be determined. I define a corresponding wage structure and a sim-
ple social security system to finance the consumption of the population outside the labour
market, while maintaining the usual assumption of gross wages = total consumption.

I intended to determine the optimal path of capital per unit labour in both the
homogeneous and the inhomogeneous cases, in order to optimize some kind of welfare
function with the aid of per capita average consumption level as control variable. In the
inhomogeneous case the latter role was played by the variable representing wage level.
The optimality conditions derived from the present value Hamilton function were similar
in both cases, the conditions of the long-term optimal solutions only deviated in one or
two parameters.

As a détour, I studied the impact of a labour market constraint on the saving ratio,
and established that this constraint has different effects in the homogeneous and inhomo-
geneous cases. In connection with this détour I call attention to the fact that the optimal
control models - precisely because they implicitely assume an effective microallocation -
must be used as instruments of economic policy but only for the purposes of comparative
analysis. They should be considered as instruments to generate certain standard paths,
suitable for descriptive analysis. But no economic policy maker should dream of imple-
menting them with centralized instruments, else - as testified by several examples - instead
of the optimum of the welfare function at most the optimum of wasting resources can be
attained.
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Strukturilis kapcsolatok 4ltaldnos lineiris modellje
(LISREL)

1. Az 4ltaldnos modell

A LISREL (Linear Structural Relationship) modellrendszer két litens véltozé
halmaz struktr4jat irja le, azzal a feltételezéssel, hogy a ldtens v4ltozdk kozvetleniil
nem mérhet8k, hanem mogottes kifejezdi a kozvetleniil mérhetd véltozdknak.

Az éltaldnos modell kétféle tipust blokkot tartalmaz: a méréss modellt, amely
azt fejezi ki, hogy a mérési valtozék két komponensre bonthaték, szisztematikus
elemre, amit a modellben a litens véltozé fejez ki, és a mérési hibdra. A mérési
modellt a fiiggd és figgetlen valtozékra killon-kiilon irjuk fel.

A strukturdlis modell pedig a lidtens véaltozék kozotti kauzdlis osszefiggéseket
fejezi ki. (1. 4bra)
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1. dbra. Az altaldnos modell séméja
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Az abran a kovetkezd jelolésekkel éltiink:

a megfigyelt, fiiggetlen exogén valtozék halmaza
a megfigyelt, fliggé endogén véltozék halmaza

a litens exogén valtozék halmaza

a ldtens endogén valtozék halmaza

a fiiggetlen v4ltozdék faktorsilyai

a fliggd viltozdk faktorsilyai

a megfigyelt fliggetlen v4ltozdk mérési hibai

a megfigyelt figgd valtozék mérési hibai

a ldtens valtozdk regresszids egyiitthatéi

a fiiggd litens valtozdk reziduumai.

>
ot . =L

Az 4ltaldnos modell feltételei kétfélék:

a) rendszer feltételek, ezek a modell becsléséhez szitkséges dltaldnos feltételek
b) modell feltételek, amelyekkel specislis modellek defini4lhatdk.

A mérési modellek

A mérési modell két egyenlettel frhaté fel, az egyik az endogén l4tens és mérési
vdltozdk kozotti kapesolatot, a mdsik pedig az exogén latens és mérési valtozék
osszefiiggéseit frja le. Az endogén fiiggd valtozékra:

y=Ayn+e, (1)

ahol:
y:  a mérési viltozék p-elemii vektora
n: a ldtens véltozék m-elemfi vektora
Ay: (p x m)-méretii faktorsily matrix
e a figgd véaltozdk mérési hibjanak p-elemf vektora

Feltételezziik, hogy
E(n)=E(e) =0 é E(ne')=0.
Hasonléan az exogén fiiggetlen valtozékra:
z= A€ +8, (2)

ahol:
z: a mérési valtozdk g-elemii vektora
& a ldtens valtozdk n-elemil vektora
Az: (g X n)-méretii faktorsily méatrix
6: a fiiggetlen viltozék mérési hibdjanak g-elemi vektora.

Feltételezziik, hogy
E(¢)=E(6) =0 és E(¢8') =0.
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A strukturdlis egyenletek modellje

A strukturélis egyenletek a litens endogén és exogén viltozék kauzilis Ssszefiig-
géseit irjdk le:
By =T¢+¢, (3)

ahol

B: A litens endogén vialtozék kézotti (m x m)-méretli regressziés egyitthaté
matrix

[: a litens exogén és endogén véltozék kozotti (m x n)-méretli regresszids
egyutthaté matrix

¢ a fiiggd latens véltozék reziduélis komponense, m-elemii vektor.

Feltételezziik, hogy
E(n)=E() =E()=0 & E(&')=0
valamint, hogy a B mdtrix nem szingul4ris.

Az eddigiekbdl megallapithatd, hogy 4ltaldnos rendszerfeltételek a kovetkez8k:

a) a mérési hibdk és a rezidualis tag korreldlatlanok:

E(¢e') =0 és E(¢6') =0.

b) a két mérési modell hibsja korreldlatlan:

E(e8') =0,

¢) a litens valtozék és a mérési hibék korreldlatlanok:

E(¢8')=0 és E(ne')=0.

A modellrendszer akkor tekintheté adottnak, ha az aldbbi nyolc paraméter
Métrixot specifikéltuk:

L Ay: amegfigyelt fiiggd (endogén) valtozék (p x m)-méretii faktorsily méatrixa.
Altalénos eleme Ayij a J-edik ldtens véltozé kozvetlen hatdsdt fejezi ki az
1-edik megfigyelt vdltozdra.

2. A,: amegfigyelt fiiggetlen (exogén) véltozék (gxn)-méretii faktorsily métrixa.
Altaldnos eleme Azi; a j-edik ldtens valtozé kozvetlen hatdsdt fejezi ki az
1-edik megfigyelt véltozdra.

3. B: a litens fiiggd endogén valtozdk (m x n)-méretdi regressziés métrixa.
Altaldnos eleme fi; a j-edik endogén véltozd kozvetlen hatdsit mutatja
az 1-edik endogén viltozdra.
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4. T': a litens fiiggetlen exogén viltozéknak a ldtens, fiiggé endogén viltozdkra
vonatkozé (m X n)-méretii regressziés matrixa. Altaldnos eleme Vij a J-
edik exogén viltozénak az i-edik endogén viltozéra vonatkozé kozvetlen
hatdsit mutatja.

5. ®: a ldtens exogén véltozék (n x n)-méretfi kovariancia (korreldcié) métrixa
6. W: areziduélis valtozék (¢) (m X m)-méretii kovariancia (korreldcié) métrixa

7. ©4: a megfigyelt endogén viltozék (y) hibdjadnak (p X p)-méretli kovariancia
matrixa

8. ©;: a megfigyelt exogén viltozék (z) hib4jénak (¢ x g)-méretli kovariancia
matrixa

A paraméter matrixok el84llitdsira példaként tekintsiink egy olyan modellt,
amely hdrom ldtens exogén vialtozét (&;,£&,,€3) és két ldtens endogén véltozét
(m1,n2) tartalmaz a 2. 4brdn ldthaté séma szerint.

P

X1 X2
M A2
£ ki
°31 021
()
A
63, A3 Y4 X 1
X3 X4 a A
} Ny =¥ €1
& o o, »
€3
Ag
X5
b5

2. dbra. Példa a paramétermdtrixok el84llit4sara.
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A mérést modellek

z /\1 0 0 (51
) A2 0 O &1 b2
z3 |=10 A3 O & |+ ] 6
Iy 0 A4 0 53 54
Iy 0 0 . /\5 55
Y1 A¢ 0O €1
wjl=|0 Ar|- (m) + | e2
Y3 0 A e €3

A strukturdlis modell
» &
( 1 ﬂx)(ﬂl)___(o Y2 ”Is) £ +(S‘1>
P2 1 72 7m 0 O & S2

A ldtens ezogén és rezidudlis vdltozék kovariancia mdtriza:

@y, v
®=| % 2 o (W;i ‘1’22)
Gy, D3; Pas

A megfigyelt vdltozék mérési hibdinak kovariancia mdtrizas:

Os11 0 0 0 0
Oe1 0 0 0 ©s O 0 0
0, = 0 ©Op O Q5 = 0 0 ©s3 0 0
0 0 O, 0 0 0 ' Osiq 0
0 0 0 0 Osss

1.1. A strukturdlis eqyenletek redukdlt formdja

A strukturalis egyenletbdl konnyen eljutunk a redukélt formdhoz, mert feltéte-
leztiik, hogy B nem szinguldris. Igy

BUZF§+§1
ebbdl
n= D¢+,

ahol:
D=p & gp=8"%.
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A D mitrix a redukélt forma egyiitthatéit tartalmazza. A fiiggd véaltozék (n)
variancia-kovariancia mdtrixa:

C = E(nn') = E[(B™'T¢ + B~ ¢)(B™'T¢+ B Y¢)].

Mivel
E(g)=9; E(¢)=V

és
E(&') = E(s¢') =0,

azt kapjuk, hogy
C =D®D + B 'wB~ V.

1.2. A megfigyelt vdltozdk variancia-kovariancia mdtriza

Képezziik a fiiggs és figgetlen megfigyelt viltozdkbdl a kovetkezd vektort: 2z =
ly, z] és tételezziik fel, hogy a megfigyelt viltozékat az dtlaguktdl vals eltérésekkel
mértik. Ekkor

E(yy') E(yz') Lyy Lye
L= Bz} = = )
E(zy') E(z2') Lzy Yazz

¥ kulonbozé blokkjait a kovetkez6képpen kaphatjuk meg:

Zyy = E(yy') = E[(Ayn + €)(Ayn +¢€)'].

Mivel
E(nn') =C E(ee') =0,
és
E(ne') = E(en') =0,
igy

Ty = A, CAj, + O,

Hasonlé médon hatirozhaté meg ¥ tobbi blokkja is:
Lye = E(yz') = E[(Ayn + €)(Az£ + 6)'],

mivel

E(ng') =D® és E(né') = E(e¢’) = E(e8") =0,

igy
Bye = AeDBAL =2, .
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I,. diagondlis blokk a kovetkezd:
2z = E(z2') = E[(A:€ + 6) (A€ + 68)'],

B(s¢) =&  E(s5') = O

és
E(¢6') = E(6¢') =0,

ezért

Doz = A,®A, + 0.

A fentiek alapjin a megfigyelt véltozék variancia-kovariancia matrixa a kovet-
kez4:
A,CAY + 8, AyDOA
Y =
A;®D'A;, A, PAL + O

Megéllapithaté, hogy a megfigyelt vdltozék variancia-kovariancia mitrixa (X) a
korgbbiakban specifikdlt nyolc paraméter métrix kozotti kapcsolatot frja le. Ez
azt jelenti, hogy az dltalinos modell eredményei tartalmazzak a kiillonbozé specidlis
eseteket is.

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a valtozékat a varhaté értékiktdl vett
eltérésekkel mértiik. Gyakran célszerii standardizalt véltozék alkalmazésa. Te-
kintsiik azt az esetet, amikor a litens valtozék standardizaltak.

Az n és € viltozdk standardizalt alakjdhoz jutunk az A;l és Agl matrixokkal
valé szorzds 1tjan, ahol

A, = (diagC)}/? és Ae = (diag®)/?.
n g ¢

A paraméter maétrixok standardizalt litens véltozék esetén a kovetkezéképpen
transzformalédnak:

A; = AyA,
A; = A Ag

B* = A, 'BA,

I'* = A, 'TA,

" = A 'PAL!
U* = A;l\I/A;l

A litens valtozékhoz hasonléan a megfigyelt valtozékat is standardizdlhatjuk.

Megjegyezziik, hogy standardizalt valtozék esetén a variancia-kovariancia
Métrix megegyezik a korrelaciés matrixszal, és a standardizdlt egyiitthatékat dt-

8yiitthatéknak nevezziik.
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1.8. Identifikdcio

Feltételezziik, hogy a megfigyelt viltozdk egyiittes valédszinuségeloszldsa normd-
lis, az eloszlis j6l jellemezhetd az elsd és mdsodik momentumokkal, z = [y, z]
eloszlasdt a Ay, A;, B,I',®,0,,0,; paraméterektsl fiiggs kovariancia mitrix (L)
jellemezze.

Jelolje IT vektor az elébbi paramétereket és legyen t a vektor komponenseinek
szama.

A kovariancia métrix 4ltaldnos eleme: o;; = f;,(II). Feltételezziik, hogy fi; és
az elsd derivéltja folytonos, a kovariancia matrix pedig pozitfv definit a paramétertér
minden pontjidban.

Egy specifikilt modell, egy adott struktiira egy és csak egy Y-t generél, de
kiilonbozé struktirdk generilhatjdk ugyanazt a 3-t, ezeket empirikusan ekvivalens
struktirdnak nevezziik.

Ha egy paraméter az Osszes ekvivalens rendszerben ugyanazt az értéket veszi
fel, akkor identifikdlhaté. Ha a modell valamennyi paramétere identifikilhaté, akkor
a modellt identifikdlénak nevezziik.

Az identifikdlhatdsdg sziikséges feltétele a

1
t<slptadlp+a+1)

reldcié teljesiilése.

Ha valamely paraméter a ¥ matrixb6l egyértelmiien meghatirozhaté, a
kérdéses paraméter identifikilhaté. Ha egy paraméter tobbféleképpen is meghatd-
rozhaté az dn. tilidentifikdltsig esete 4ll fenn.

A 0;; = fi;(IT) egyenletek gyakran nem linedrisak explicit megoldds fgy ritkdn
adhaté.

Az identifikilhatésdgot az vin. informédcids matrix alapjdn vizsgaljuk. (Maxi-
mum-likelihood becslés esetén ez a becsld figgvény masodik derivéiltja.) Ha az
informdciés matrix pozitfv definit, a modell identifikilhaté; ha szinguldris, akkor
a modell nem identifikdlhatd, és az informdciés matrix rangja alapjin 4llapithaté
meg, hogy mely paraméterek nem identifikdlhatdk.

1.4. A paraméterek becslése

Feltételezziik, hogy a megfigyelt valtozék eloszldsa a vérhaté értékekkel és a
kovariancia métrixszal jellemezhetd. A ¥ kovariancia métrix a II paraméterek
fuggvénye, amelyeket az n-elemii fiiggetlen minta alapjdn becsilink.
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Jelolje a megfigyelt véltozdk (z, y) mintabeli kovariancia métrixat S. A becslés
Problémdja a ¥ paraméter-matrix illesztése a mintabeli S kovariancia matrixhoz.
Az illesztésre hdrom eljardst mutatunk be:

a) minimaliz4ljuk a megfigyelt és a modell 4ltal reprodukalt variancidk-kovarian-
cidk kiilonbségeinek négyzetosszegét:

U= %tr(s -x)2.
Ez a kézismert legkisebb négyzetek médszere (OLS).

b) az 4ltaldnositott legkisebb négyzetek médszere (GLS) a silyozott legkisebb
négyzetosszeget minimalizdlja:

&= %tr[W(S _I)P.

Ha a silymétrix (W) egységmdtrix, akkor visszakapjuk az el8bbi esetet. A
gyakorlatban sdlymdtrixként S~!-t szokds alkalmazni. A fenti két eljirds a
véltozék eloszldsdra nem tesz kikotést, a becslés egyenletenként torténik.

¢) a maximum-likelihood becslésnél & adott értékeire ismerniink kell S sfirtiség-
fuggvényét. Ha ismert az z és y valtozdk eloszlésa, akkor S siirliségfiiggvénye
meghatdrozhaté, jelolje ezt f(S | ), ebben a fiiggvényben a IT paramétervektor
az ismeretlen.

A mint4bdl szdmitott S kovariancia matrix elemeinek helyettesitésével jutunk
& maximum-likelihood fiiggvényhez (L).

. Feltételezve, hogy a megfigyelt véltozék eloszlisa normdlis, a likelihood
f“EEVény logaritmusa (konstanstél eltekintve) a kévetkezd:

log L = —[log | £ | +tr(SE7Y)].
Jafeskog (1970) az F fuggvény minimalizdldsit javasolta a becsléshez:
F=log |5 |+tr(SE™") —log | S |—(p+4q)-

Ay p figgvény minimuma ugyanazt az értéket adja II becslésére, mint az L fiiggvény
Maximuma, mivel
F=—ci(logL +c2),
ahg] ¢1 és cy konstansok és log L, illetve ¢y (log L + c2) fiiggvény maximuma mege-
BYezik F = —cy(log L + c2) minimumdval.
Az F fiiggvény minimalizéldsa elvégezhets a Fletcher-Powell (1963) itericids
eljgr dssal, amely egy véalasztott kezddpontbdl indulva gyors konvergencidt biztosit a
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lokdlis minimumhoz. Ha tobb minimumbhely létezik, nem garantdlja a globdlis opti-
mumot, ennek elérése fiigg a kezd8pont megvilasztdsitél. Az eljirds a paraméterek
szimultdn becslését adja.

1.5. A modell tesztelése

Ha a paraméterek maximum-likelihood becslését az F-fiiggvény alapjdn végez-
ziik, akkor N F, nagy minta esetén x? eloszldst lesz.

1
d=§(p+0)(p+q+1)—t

szabadséagfokkal, ahol

t: a paraméterek szdma a H( hipotézisben
Fy: az F figgvény minimuma
N: a minta elemszédma.

A H, hipotézist (S = )ﬁ) elfogadjuk, ha a modellbdl szamitott N Fy, érték kisebb
x? kritikus értékénél a valasztott szignifikancia szint mellett, egyébként elutasitjuk.
Ut6bbi esetben sziikséges a modell médositésa.

2. Az 4ltaldnos modell speciilis esetei

Az 4ltalinos LISREL modellnek tobb speciélis esete lehetséges, attél fiiggen,
hogy a modell egyes blokkjaira — a mérési és a strukturalis egyenleteket tartalmazé
alrendszerekre — milyen feltételezésekkel éliink, a szerepls valtozékat hogyan speci-
fikdljuk. A feltételezések vonatkozhatnak csak a mérési vagy csak a strukturalis
egyenleteket leiré alrendszerekre vagy ezek egyiittesére. Ettd] fiiggéen valtozik a
modell értelmezése, becslése is.

A kovetkezOkben eltekintiink az egyes esetek részletezésétél, elészor bemutatjuk
a hdromféle feltételezésnek megfelel6 modell tipusokat, majd példaként a gyakorlat-
ban jél ismert faktormodell esetet részletesen tirgyaljuk.

2.1. A faktormodell

A faktorelemzésben a megfigyelt valtozék (z) valédi értékeit (r) a litens
véltozék figgvényeként fejezziik ki. A latens viltozék kozott vannak, amelyek
tobb megfigyelt valtozé eldillitdsiban is szerepelnek, ezeket kozos faktoroknak
() nevezziik, és vannak olyanok, amelyek csak egy-egy valtozé reprodukdldsidban
Jdtszanak szerepet, ezeket egyedi faktoroknak (u) nevezziik.
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Feltételezések a

mérési struktur4lis mérési és struktu-
blokkra blokkra ralis blokkra

- klasszikus mé- - variancia-kovariancia - tobbvaltozés kauzilis
rési modell komponens modell modell

- tobbjellemz8s - faktormodell - tobb csoportos szimul-
modell tan modell

mdsodrendu faktormo-
dell

- regressziés modell

- it elemzd modell

A faktorelemzés matematikai modellje:
T, =T+ €

i =X1é1 + A2ba + .o F Aim b + Ui,

ahol:

e;: az t-edik megfigyelt valozé mérési hibija
it az 1-edik megfigyelt vdltozé valédi értéke
§;: a j-edik kozos faktor (litens véltozd)

u;: az t-edik egyedi faktor
. a j-edik kozos faktorhoz tartozé faktorstly az i-edik megfigyelt valtozéra
i = u; + e¢;: az t-edik mérési hiba és az i-edik egyedi faktor osszege.

Feltételezziik, hogy: E(z:) = o, E(&) = o, E(e) = o, E(w) = o
Vi’j're
valamint: E(¢;u;) =0, E(e) =0 Vi,jre.

A faktorelemzés modellje matrix-aritmetikai jelolésekkel:

z=A6+6
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ahol:
6=u+e E(z)=0, E({)=0, E(5)=0, E(&6)=0
E(568') = ©;
diagondlis.

A modellben feltételezziik, hogy (1) a mérési hiba viltozéi korreldlatlanok
egymdssal  Ef(e;e;) = 0, (2) az egyedi faktorok korreldlatlanok egymdssal
E(u;u;) =0, (3) a kozos faktorok korreldlatlanok 6-val, E(£6') = 0.

A modell paraméter-métrixai: A, P és ©;.

A variancia-kovariancia métrix a paraméterek fiiggvényében:
L= AP\, +6;.

A gyakorlatban legtobbszor az explorativ elemzésekben feltételezziik, hogy ® = I,
vagyis a kozos faktorok korreldlatlanok. Az exploratfv faktorelemzés sordn 4ltaldban
a kovetkezd kérdéseket kell megvélaszolnunk:

1.) mennyi kozos faktor sziikséges a megfigyelt valtozék kozotti korreldciék magya-
razatahoz

2.) a faktorsiilyok kozott melyek szignifikdnsak és melyek nem
3.) mi a faktorok elméleti tartalma.

Az els6 kérdés konnyen megvilaszolhaté, mivel a kiilonboz6 faktorszami mo-
dellek szignifikancidjat x? prébaval tesztelhetjiik, és fgy megtaldlhatjuk a fak-
toroknak azt a szimat, amelyet toviabb novelve a modell illeszkedése szignifikdnsan
tovdbb nem javithatd.

A miésodik kérdés a rotdlt faktorsilyok standard hib4janak szamitdsdval
valaszolhaté meg, a médszer azonban elég bonyolult, f{gy a gyakorlati alkalmazdsa
korldtozott. Ennél egyszeriibb eljirdst javasol Joreskog (1978), amit ,legjobban
illeszkedd egyszerii struktird”-nak nevezett el.

A harmadik kérdés megvilaszoldsdhoz a szignifikdns faktorsilyok mellett a
szakmai ismeretek kapnak nagy szerepet. A konfirmatfv faktorelemzés alapvetSen
abban kiilonbozik az explorativ faktorelemzéstdl, hogy az elébbieknél a faktor-
struktirdt a priori-elméleti vagy kordbbi empirikus vizsgilatok alapjdn ismertnek
tételezzitk fel, mig az utébbindl a faktor-struktirit az elemzés sordn, a vizsgal
adatokbdl szdrmaztatjuk.

3. Létens valtozék tt-elemzése [LVPLS]
(Latent Variable Path Analysis for Partial Least Square method)

LVPLS a litens véltozdk kozotti kauzalis kapcsolatok elemzésére kifejlesatett
specialis modell. Az 4ltaldnos LISREL modell melletti targyaldsit indokolja, hogy
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az alkalmazdsok sordn kiemelkedd jelent8sége van, specidlis feltevései a teljes mo-
dellrendszert érintik, becslési eljardsként a parciélis legkisebb négyzetek elvét alkal-
mazza.

A tovdbbiakban a rovid targyalds sorén elsdsorban az eltérésekre térink ki.

3.1. A modell egyenleter

Az iit-modell sém4jit a 3. 4bra mutatja, ahol

y1,y2: a megfigyelt viltozék halmaza
n1,7n2: a ldtens véaltozék halmaza

: utegyutthatdk
az endogén megfigyelt viltozék faktorsilyai
az exogén megfigyelt viltozdk regressziés silyail
a ldtens endogén vélrozék reziduélis komponensei
a ldtens exogén valtozék rezidudlis komponensei
€q: az exogén megfigyelt viltozék mérési hibdi.

S & >

8. dbra. Az 4t modell

A modell hdrom egyenletbdl all:
a) a litens véaltozék kozotti strukturdlis egyenlet (dt-egyenlet)
n=Bn+¢.

Feltételezziik, hogy

b) a megfigyelt endogén valtozdk mérési modellje:

y=An+e,
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ahol
A: a megfigyelt viltozéknak a litens valtozdkra vonatkozé faktorsily métrixa
e: a megfigyelt valtozék mérési hibdja.

Feltételezzik, hogy

E(y) =0, E(e)=0, E(ne)=0.

c) asily-egyenlet a litens véltozdkat a megfigyelt viltozék regressziés fiiggvénye-
ként 4llitja eld:
n=10y+4,

ahol
(): a regressziés egyiitthaték maétrixa
6: a ldtens valtozdk rezidualis tagja.

Feltételezziik, hogy
E(8) =0, E(y,6')=0.

3.2. A strukturdhs egyenlet redukdlt formdja

A strukturalis egyenlet
n=Bn+g.

A B mitrix a litens valtoz6k egymdsra gyakorolt kozvetlen hatésait, Gt-egyiitthatéit
tartalmazza. Ha feltételezziik, hogy (I — B) invertilhaté, a redukalt forma:

n=(I-B)"'¢=B*

A redukaélt forma B* métrixa a litens valtozék egymdsra gyakorolt teljes hatdsait
tartalmazza. A teljes és kozvetlen hatdsok kiilonbsége a kozvetett hatés:

B*=B-B*.

Hasonléan kifejezheté a litens véltozéknak a megfigyelt valtozékra vonatkozé teljes
és kozvetett hatdsa is:

y=An+e=AB'¢+e=A'+e¢,

ahol
A : a kozvetlen hatdsok mdtrixa
A*: a teljes hatasok mdtrixa.

A kozvetett hatdsok mdtrixa:
AT = A — A*.
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3.8. A paraméterek becslése

A modell paraméterei:

a ldtens valtozdk it-egyiitthatéinak maétrixa

a megfigyelt viltozdk faktorsilymdtrixa

a ldtens valtozdk sily egyutthatéinak mdtrixa

a ldtens valtozdk rezidudlis tagjainak kovariancia mdtrixa.

eRPEZ

A paramétereket a parciilis legkisebb négyzetek mddszerével becsiiljik. A
médszer lényege, hogy a paramétereket részhalmazokra bontja, és az egyes par-
ticiékat a legkisebb négyzetek kritériuma szerint becsiili, mikézben a tobbi para-
méter ismert, rogzfitett értékkel szerepel.

A becslési médszer (PLS) alkalmazdsanak feltételei:
a) a megfigyelt viltozék egymdst 4t nem fedé blokkokra particion4ltak,

b) alitens viltozék is egymdst 4t nem fedé blokkokra particiondltak, és egy litens
valtozé blokk csak egy megfigyelt valtozé blokkhoz kapcsolédhat,

¢) a strukturalis egyenlet (dt-modell) rekurziv.

A becslés illeszkedése a megfigyelt valtozék normaélis egyiittes eloszldsa esetén
X statisztikdval, egyébként a specidlisan e célra definidlt megbizhatésagi indexek

alapjsn mérheté.

4. Gyakorlati alkalmazés (LVPLS)

A vizkészlet mint természets erdforrds szerepe a magyar
gazdasdg novekedésében

Bemutaté példdnk mogott tobb lépcsdben elvégzett szdmitdssorozat all. A
Szerepls 63 valtozd 1930-80 évekre vonatkozé 50 éves idGsorait mar évekkel ezeldtt
sokrét{i statisztikai vizsgalat ald vetették. Az elz8ekben targyalt ltalinos linedris
Modell szemléletében 6t véltozatban épitettiik fel a modell rendszert. Ismertetni
Mindgssze egy gondolatsort szeretnénk, célunk az elemzésben lefrtakkal valé kapcso-
at, s a kérdésfeltevések, valaszok hangsillyozdsa lesz. A 63 véltozét faktoranalizissel
38-ra tomoritettiik, — az informaciétartalom 95%-dnak megtartdsaval.

_ Fogalmazzuk meg el8szor alapvetd kérdésiinket. A viznek mint térben és
1d8ben korldtos, de megiijulé természeti erdforrdsnak az igénybevétele hogyan hat
3 gazdasigi fejlédés pélydira? Milyen szdmszerd osszefiiggések ismerhetSk fel
2 kiilsnbozé struktirakbél felépitett rendszerekben? A vizsgdlatokban szerepld
alapvetd struktirdk: a népgazdasig, az ipar, a mezégazdasig, az infrastruktira,
A vizgazdalkod4s. Az éppen bemutatdsra keriils modellvéltozatban csak az utébbi
N€gy kategéria szerepel. Az elsd négy struktirat endogén, a vizgazddlkodist exogén

Mérési valtozdkkal frjuk le.
Meggondoldsaink két alaphipotézisre tdmaszkodnak:
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1.) A vizkészlet igénybevétele nem fiigg a tobbi struktira kolcsonhatdsdtél.
(Valéjdban ugyanis a népgazdaségi irdnyitds a viz tobbcéli hasznélatitdl, il-
letve a viz tdrsadalmi-gazdasdgi korforgdsara épuld gazdasidgszabalyozas rend-
szerétdl lényegében eltekint.)

2.) A vizkészlet igénybevétele a tSbbi szerepld struktira hatékonysigdn keresztiil
befolydsolja a makrogazdasdg novekedési palydit.

Nézziik meg most figyelmesen az aldbbi hdrom sémét: (4. 4bra)

- Az elsé az LVPLS (3.1. pontban mir bemutatott) vézlatos felépitése, a
szemléletes Osszehasonlitds érdekében megismételtik.

- A maésodik a bemutatasra sz4ant konkrét modell valtozat, a kozvetlen gyakor-
lati felépitésében.

- A harmadik séma a mé4sodik azonos 4dtalakitdsa, hogy formdlisan is megfeleljen
az elsd szerkezetének.

A megfeleltetés tehdt a kovetkezd:

n1: vizgazdilkod4s (litens exogén valtozd)
n21: ipar (litens endogén véltozd)

n22: infrastruktidra (l4tens endogén valtozé)
n23: mezdgazdasdg (ldtens endogén véltozd)

n2 teh4t hirom részre bomlik, 121, 722, 723-bél tevédik ossze. Az Y7, Yay, Yoo, Yas
szimbdlumokba 6sszefoglalt exogén, illetve endogén mérési véltozé csoportokat a
rovidség kedvéért kiilon nem soroljuk fel, a kovetkezs eredmény sémén viszont rend-
re feltiintetjiik 8ket. (5. 4bra)

Nézzitk most meg, hogyan vonhaték le az eredménybél kovetkeztetések. Min-
denekelStt felhivjuk a figyelmet, hogy az eredmény 4brédn lithaté paraméterek
értelmezéséhez célszer(i ismét visszalapozni a 3.1. pont (LVPLS) alapséméjihoz,
s az ott bejelolt egyitthaték meghatdrozdsaira tAmaszkodni.

A vizgazdélkodést lefré 12 megfigyelt valtozé mellett feltiintethet8k volnanak
a paraméterértékek az exogén megfigyelt valtozdk regressziés siilyai, (w). Az alap-
modell az n; szimbdlumban rogzitett litens valtozét az Y -ben 1évd exogén megfi-
gyelt valtozék regresszibs fiiggvényeként fejezi ki.
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5. dbra. A vizsg4lt séma a megfigyelt véltozék feltiintetésével

Ipar
Gépipar részardnya az 6ssz.ip.beruh.brutté é.
Vegyipar részardnya az 6ssz.ip.term.brutté é.
Konnydipar részardnya az 6ssz.ip.term.brutté é.

Elelmiszeripar részardnya az 6ssz.ip.term.brutté é.

Iparban felhasznélt villamosenergia

Iparban felhassnélt benzin

Ipar részesedése a beruh4zisbél

1000 ipari foglalkoztatott 4ltal elé4llitott nemzeti
jovedelem hényad

Bényaviz kiemelés

Koh4szati friss-viz fogyasztisa

Vegyipari friss-viz fogyasztésa

Elelmiszeripari friss-viz fogyasztisa

Energiaipar friss-viz fogyasztésa




Strukturilis kapcsolatok modellje 61

Vizgazddlkodds
Osszes viztermelés kap.
Iparnak szolg.viz.energia ip.nélk.
Energiaiparnak szolg. viz
Szenny- és hasznilt viz elvezetd kap.
Védelmi miivek kiépitettségi szinvon.
Koziizemi vizmiivel rendelk. telepiilések
1 napra juté ivéviz felhasznilds
Ipar koziizemi vizfogyasztisa
Mezdgazdasigi f8miivi kapacitds
Kohészat vizhasznéilata
Konnydipar osszes vizhasznélata
Energiaipar vizhasznélata

Mezdgazdasdg
Egy szdmoséllatra juté mg-i teriilet
Novényterm. ardnya a mg.nemzeti jov.-ben
Allattenyésztés ardnya a mg.nemzeti jov.-ben
1 ha mg.teriiletre jutd tejtermelés
Ontozésre berendezett teriilet
Ontozbviz felhasznélds
Halasté teriilete

Infrastruktira
1000 lakosra juté kovezett dt hossza
Csatornézott telepiilések szdma
Infrastruktira részesedése az 6ssz.beruhazasbél

Az 1y — m21; N1 — M2z, N1 — M23, vagy mds fogalmazdsban: vizgazdalko-
ds-ipar; vizgazdalkod4s-infrastruktira; vizgazddlkodas-mezégazdasig kapcsola-
tokat (hatdsokat), szdmszeriisitd itegyiitthatdk kifejezik a viz, mint természeti
eréforrds, igénybevételének hatdsat, linedris kapcsolatdt az egyes struktirdk fejls-
dési palydival. Ez a megéllapitds a gazdaségi fejlettség minden extenziv szakaszira
kiadédott. Ennek az a magyarazata, hogy a viz, mint kollektiv jészdg éltaliban a
$2abad javak kozé tartozik, és hasznalatdnak mechanizmusét gazdasdgi szempontbél
tem konzekvensen szabilyozzék.

A séma maésik oldaldn azok a faktorsilyok jelennek meg, amelyek a megfigyelt
®ndogén valtozdk eldllitdsara szolgdlnak az endogén litens valtozdkbdl.



62

FisTOs L. — MESZENA GY. — RESS S. — SIMONNE M. NORA

Szimos valtozé volna felhasznilhaté a latens véltozék helyettesitésére. Az

egyiitthaték értékei alapjdn, el8jeliik figyelembevételével a megfeleld litens valtozd
— 8 mogotte a viz — szerepe nyomon kovethetd.

Az eljirés hasznilhatésdga fokozott mértékben szembeotld, ha a szerepld

struktirdk viltoztatdsdval, a kozottiik fenndllé hipotetikus kapcsolatok irdnyainak
varidldsdval ad6d6 szdmitdsi eredeményeket elemezziik az aktudlis szaktudomdny
szemszogébdl. Az adatrendszerekhez legjobban illeszkedd re4lis modell elgondoldsok
kovetkezetesen tesztelhetdk.

(Beérkezett: 1986. december 5-én.)
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A General Linear Model of Structural Relations: LISREL

The article presénts the general scheme of the LISREL model which describes the

relationship among two sets of observable and two sets of latent variables as well as between
measurement errors and residuals. The tools are factor analysis and regression analysis.
The analytical formulation of partial models, the problems of estimation, identification
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and testing as well as special cases of the model are also discussed. The general nature of
the model is well explained by the reasoning about the path-analysis of the latent variables
~ presented in the second part of the article.

The paper ends with a review of a practical applications taken from the area of water
management.
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A sztochasztikusan valtozé paraméterii modellek
egy lehetséges alkalmazdsi teriilete

A viltozé paraméterli modellek becslése teriiletén az utébbi években elért
eredmények megteremtették a lehet8ségét annak, hogy az a 6konometriai modellezés
egy lépéssel kozelebb keriiljon a gazdasdgi valésighoz, lehet6vé téve ezzel a gaz-
dasdgi folyamatok valésdghtibb lefrdsit. Ennek lényege, hogy mig a hagyoményos
okonometriai modellek feltételezték a modellt meghatérozé strukturalis paraméte-
rek dllanddsigéit, addig a valtozé strukturdlis paraméterek bevezetése — éppen e
véltozds révén — jobban megfoghatévd teszi a valtozé gazdasigi Gsszefiiggéseket.
A viltozdé paraméteri modellezés alapjait WALD [17] fektette le még a negyvenes
években, de csupéin az Gtvenes, hatvanas évek kutatési eredményei tették lehetsvé e
modellek alkalmazdsanak fokozatos térhéditdsat. A hazai gazdasdgi modellez8k még
messze nem élnek a véltozdé paramétert modellek adta lehetdségekkel, ami egyrészt
annak tudhaté be, hogy a kényelmes felhasznaldst lehet6vé tevd szadmitégépes prog-
ramcsomagok még csak most kezdenek elterjedni, mésrészt pedig annak, hogy a
felhaszndlds Gkonometria-elméleti megalapozdsa Magyarorszdgon még nem tortént
meg. E‘ppen ezen kivdn szerény mértékben segiteni ezen iras, melynek fé célja egy
lehetséges alkalmazdsi teriileten — az id8sorok és keresztmetszeti adatok egyuttes
felhaszn4ldsdnak teriiletén — bemutatni, hogy mit nydjthat a gyakorlati modellezd
Szamdra a v4ltozé paraméterti modellezés.

Elsé 1épésben dttekintjik a f6bb viltozé paraméterd modelleket, majd bemu-
tatjuk egy modelltipus paramétereinek a legkisebb négyzetek médszerére alapozott
becslését. Bz utdn az id8sorok és keresztmetszeti adatok egyiittes felhasznildsanak
Mmezején 4ttekintjik e modellek egy lehetséges gyakorlati alkalmazdsi teriletét,
eljutva az idében és egyedenként v4ltozd paraméterstruktirdk modellezéséig.

1. Véiltozé paraméterli regressziés modellek

A viltozé paraméterd modellek a hagyomdnyos 6konometriai modelleknek a
Tegressziés paraméterek dllanddsidgara tett hipotézisét oldjdk fel. Ez nagyon fontos
lehet péld4ul a kévetkezd Skonometriai problémék esetén:

1. A struktdra nem stabil (id8ben), vagyis a strukturéilis paraméterek nem
éJlandéa,k, mert

a) olyan sztochasztikus hatdsok vannak a modellben, amelyeket az additiv
tezidu4lis v4ltozé nem tud figyelembe venni;

b) a modell paramétereit egy sokvéltozés sztochasztikus folyamat generélja;
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c) a modell paraméterei egy adott iddpillanatban valamilyen keresztmetszeti
minta dltal generalt valdsziniiségi valtozdk.

2. Annak ellenére, hogy a valddi struktira stabil, célszerti a valtozé paraméterti
modellezés, mert

a) specifikiciés hiba fordul el (mikor kihagyunk egy vagy tobb magyarizé
véltozét, példdul szabadsigfok problémék miatt), ekkor ugyanis a valédi paraméte-
rekre ,,rdrak6dsé” torzité hatést ilyenforman valamennyire megfoghatjuk;

b) egy vagy tobb (megfigyelhet8) helyettesitd valtozét alkalmazunk az adott
modellben szerepld (ténylegesen meg nem figyelhet8) valtozé helyett, aminek a
hatdsa ilyen dton kezelhetd;

c) nem korrekt figgvényform4t alkalmazunk, amiért az eredetileg stabil
paraméterek viltozdsnak lehetnek kitéve;

d) aggregéciés hibdt kovetiink el, ami kiszfirhetd lehet ilyen iiton.

A valtozé paramétert modelleknek a gazdasdgi modellezésben alkalmazott f8bb
tipusai a kovetkezdk:

A) Szisztematikusan vdltozd paraméterd modellek

a) Funkcionglisan v4ltozé paraméterek
v =X (B+aZ) +u, (%)
ahol y; az endogén valtozé megfigyelése a t-edik pillanatban (b= 1anee, L),

X; az exogén véltozék megfigyeléseit tartalmazé matrix t-edik sora, mérete

(K x 1),
Zy egy exogén jellegli vdltozé megfigyelése a t-edik pillanatban,
u; a szokasos tulajdonsdgokkal rendelkezd litens vdltozd,
K az exogén viltozék szdma,
valamint
E(X{uw) =0 E(Zu)=0
minden ¢-re, és «, [ ismeretlen paraméter vektorok.

Léthaté, hogy a (*) egyenlet strukturélis paraméterei fiiggvényei egy tovabbi
exogén viltozénak.

b) Bindrisan valtozé paraméterek
ve = X{(B +aDy) + u,

ahol
B 0 ha1§t<t0,
*“ 11 hato<t<T

és a ismeretlen paraméter vektor.
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Mind az a), mind a b) esetben a kellSen alkalmazott KLNM konzisztens és
hatdsos becslést nyijt a keresett paraméterekre. A b) esetben, ha tj ismeretlen,
akkor ez is becsiilhetd a KLNM becslés sztenderd hibdjdnak a minimalizdldsdval.
(E modellekrél l4sd péld4dul GOLDFELD-KELEJIAN-QUANDT [4], RAJ-ULLAH
(10]). Ennek megfelelden, mivel a sziszstematikusan véltozé paraméterti modellek
paramétereinek a becslése nem igényel iijfajta megkozelitést, a tovdibbiakban nem
foglalkozunk vele.

B) Sztochasztikus vdltozd paraméterd modellek
a) Véletlen paraméterek
ve =X, (B +et) +ue,
ahol &; egy (K X 1) méretfi valésziniiségi vektorvéltozé és E(e;) = 0, E(us) = 0,
valamint E(eju) = 0.

E modellt ~ bevezet8jikr8l — szok4s HILDRETH-HOUCK [5| modellnek is
nevezni. Kszrevehetd, hogy itt a modell (8 = f+¢;) paramétervektora egy rogzitett
ismeretlen (becsiilendd) 4tlag (8) koriil ingadozik. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy
regressziés modell paramétervektorat egy teljesen véletlen sztochasztikus folyamat
generalja. '

b) Szekvencidlis paraméterek
ye = X{(MBe—1+ (1= X)B + &) +ue,
ahol X a folyamatot meghatirozé paraméterl,
E(u) =0, E(e) =0, E(siu) =0

és
Bt =ABi—1+ (L= A)B + &,

amit fokozatos visszahelyettesitéssel a 5y kezdeti paraméterre visszavezetve adédik:

=1

Br = ABo + (1= 2)B+ Z Xlei s

r=0

Lathats, hogy e modellt alapvetéen befolydsolja a fo kezdeti paramétervektor. Ha
0 < X < 1, akkor e modellt szokds ROSENBERG-féle [11], [12] sztochasatikusan kon-
Vergens paraméter(i modellnek nevezni. Ha A = 0, akkor visszakapjuk a Hildreth—
Houck modellt, ha pedig A = 1, akkor

ye = Xi(ABe—1 + &) + ut,

) a modell szempontjébél a priori meghatdrozott paraméter; hogy milyen
€rtéket adunk neki, az nagyban fiigg a modellezett gazdasig hipotézisrendszerétsl.
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amit szokds COOLEY-PRESCOTT (1], [2] modellnek is nevezni, de az irodalomban
gyakran adaptiv paraméteri modell név alatt is szerepel. A regressziés modell
(B = ABi—1(1—2)B+e;) paramétervektora most az idS fiiggvényében egy ismeretlen
(becsiilend8) 4tlag (B) koriil ingadozik. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a modell
paramétervektordt egy elsérendfi autoregressziv sztochassztikus folyamat (AR(1))
generalja.

Lathaté, hogy a sztochasztikus valtozé paraméterti modellek alapelgondolésa,
hogy a strukturilis paraméterek egy determinisztikus és egy sztochasztikusan
valtozé részbdl tevédnek ossze. Egyértelmfi, hogy mind az a), mind a b) mo-
delleknél a KLNM konzisztens becslést nyijt a keresett paraméterekre, azonban a
bonyolult l4tens struktiira kovetkeztében e becslés nem lesz hatdsos, fgy az ALNM

alkalmazdsa v4lik szﬁkségessé.z.

A kovetkezd fejezetben a Hildreth—~Houck modell péld4jdn bemutatjuk, hogyan
allithaté elé a sztochasztikusan v4ltozé paraméterdi modellek paramétereinek
ALNM esztimdtora.

2. A Hildreth—Houck modell ALNM becslése
A modell a t-edik id8pontban a kovetkezd:

Yo = X{ (B + e) + ue,

ahol
E(Eg) = 0, E(ug) = 0,

0 hat #¢t
E ’ ) = ) )
(ezee {<af,...,af( > hat=¢

o} 0
2 2 ——
<0yy..., O >=
0 0?(

(K x K) méretll diagondlis mdtrix, valamint az e, vektor egyes elemei és u; kor-
reldlatlanok.

Vektor alakban ijrafrva a modellt, u* = (u} ..., uz) jeloléssel:
y=Xp+u", (1)
ahol

K
*
U, = ug + E Xit€ir
=1

¥ Megjegyzends, hogy mind az a), mind a b) modellek paramétereinek a
becslésére 1éteznek a maximum-likelihood médszeren, illetve a Kdlméan filteren ala-
pulé eljdrdsok is, de ezek tirgyaldsa tilnéne az frds keretein (RAJ-ULLAH [10))
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Az ALNM alkalmazdséhoz az E(u*u*') kovariancia métrixot kell el84llitani:

d¢

E(u” )—<o +Z to >y (=0 T)

amely egy (T x T) méretii diagondlis matrix.
A tovdbbiakban tehédt a 02 és a o2 variancidkat fogjuk becsiilni. Legyen az (1)

modell paramétervektorsnak KLNM becslése /3 és az ebb8l szdrmazé reziduum:’
e=y—X E .

Vildgos, hogy
e=Wy, ahol W=1-X(X'X)"'X

és ha visszahelyettesftjiik az (1) egyenletet a fenti 6sszefiiggésbe adédik, hogy
e=Wu".

A métrix jeloléseket felbontva, a reziduum vektor t-edik eleme

2¢
s *
€ = E W Uy,
Jj=1

ahol wy; a W mitrix t, j-edik eleme.

Az indulé feltételekbdl kovetkezik, hogy
T
E(e:) = E()_ wijuj) = 0.
Jj=1
A reziduum varianci4jira pedig a kovetkezd adddik:
E(e ) i E[(Z Wy _1) ] i Z E We; Wegt [E(u’]uJ )] - Zwt] 7 (2)
Jj=15'=1

ahol
K
d; =02 + Z X,?,-a? .

° Ha teljesen kovetkezetesek lennénk a jelolésben, akkor az e helyett 7*—ot kel-
lene hasznalnunk, ez azonban nincs 6sszhangban az idevédgé irodalommal, amelyben
ennél a modellnél a becsiilt reziduumot e-vel jelolik, igy ezt hasznédljuk mi is.
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Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

2 2 2
€ Wiy wir
e = W = ; :
2 2 2
er Wry Wy
2 2
2 Oy ot 51
1 X3, . Xgy 52
’ . 2
X = %, 3 y o= .
o :
1 X3p oo Xy 2
K

L4thaté; hogy az X métrix tartalmazza a szabad konstans csupa 1-esekbdl
4ll6 oszlopvektordt, amit a formuldkban szintén exogén valtozéként szerepeltetiink,
vagyis K, az exogén viltozdk szdma, gy adédik, hogy K — 1 ténylegesen exogén
valtozd szerepel plusz a konstans. Most tdjrafrva a (2) osszefiiggést

E(é) = WXq, (3)

ahol -t kell becsilni.

Az Gtlet az, hogy tekintsiik a (3) vérhaté értéket egy regressziés osszefiiggésnek,
vagyis
é=WXo+v,
ahol v ldtens viltozé és E(v) = 0.
Bevezetve a G = WX jelolést, a fenti képletre adédik, hogy

ée=Go+v. (4)

Mivel v kovariancia métrix4rél nem 4llfthatjuk, hogy skaldr tfpusi igy a (4) re-
gressziés egyenletben a o® paramétervektor becslésére az ALNM-et kellene al-
kalmazni (RAJ-ULLAH [10]). Altaldban azonban hagyoményosan megelégsziink
a variancidk konzisztens becslésével, elsésorban azért, mert a variancidk hatdsos
becslésének el64llitasi ,dra” nem fizetédne ki az (1) egyenlet strukturdlis paramé-
tereinek becslésekor. A (4) egyenletre a KLNM-et alkalmazva, a keresett variancidk
becslése:

o= (G'G) G, (5)

és igy az (1) modell § strukturalis paramétervektoranak ALNM becslése minden
tovdbbi nélkill eldllithaté. Vegyiik észre, hogy az (5) esztimatorban a o? és o?
variancidk becslésének elkillonitése nem lehetséges. Erre az (1) modell ALNM esz-
timdtordban mellesleg nincs is sziikség, és fgy itt nem okoz gondot, de bizonyos
gazdasagi elemzéseknél, ahol a variancidkat kiilon-kiilon értelmezik, mar értelmezési
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nehézségeket okozhat." A kévetkesd fejezetben megldtjuk majd, hogy megnévelt
minta informdacié esetén lehetévé vilik e két variancia becslésének szeparilésa is.
3. Egy lehetséges alkalmaz4dsi teriilet

Az idGsorok és keresztmetszetei adatok egyiittes felhasznildsinak hagyomdnyos
médja a panel-modellek alkalmazdsa (MATYAS [7], [8]). Szédmos esetben azon-
ban az egyedhatdsokat célszeribb a paraméterek valtozdsiba beépiteni, mint a
latens valtozét szétbontani egyed és rezidualis hatdsokra. Ennek megfelelden alkal-
mazhaték az egyedhatdsok kezelésére a valtozdé paramétertt modellek megfelels alak-
jal.

A) A Swamy modell
Legyen a vizsgdlandé modell most

i = Xi(f+e)+u (6)

form4jd, ahol
© az i-edik megfigyelt egyedre utalé index,s=1,..., N,

X; az exogén véltozék megfigyeléseinek értékeit tartalmazza az i-edik egyednél,
mérete T x K,

¥ az endogén valtozd megfigyeléseinek (7" x 1) méretfi vektora az i-edik egyednél,
u; a ldtens valtozdk (T x 1) méretli vektora az i-edik egyednél,

B a paramétervektor (mérete K x 1),

e; az egyedhatdsokat kifejez8 (K x 1) méretli valésziniiségi vektorviltozd,

K az exogén viltozdk szdma.

Az osszes egyedre. felfrva:
y=Xp+Xe+u, (7)

ahol

X az exogén véltozdk megfigyeléseinek értékét tartalmazé (NT X K) méretii
matrix,

y az y;-ket tartalmazé NT x 1 méretii vektor,

€ és u az €; és u; vektorokbdl felépitett (NK x 1), illetve (NT X 1) méretil
valészintiségi vektorviltozdk;

‘Az (5) esztimitorndl érdemes felfigyelni arra is, hogy ez nem feltétlenil
eredményez pozitiv becslést a szérdsokra. Negativ szérds becslés esetén az egész
modell-specifikicié djragondoldsa vilhat sziikségessé.



72 MATYAS LAszLS

X 0
g 4
0 XN
Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezd hipotézisek:

E(E;) :0, E(u,-) :0,
2 3 o)
TYLE ) o ﬂu{IT L=y
E(u'ut’) {0 i#i’,
b ) A =y
E(E,E"f = {0 1?(: i’ y
és €;, u; korreldlatlan valésziniiségi vektorvaltozdk.

Az igy lefrt modellt P. A.SwWAMY [14], [15], [16] 4llitotta fel el8sz6r. Konnyen
észrevehetd, hogy a modell nem més, mint a Hildreth-Houck modell egy — a dezag-
gregdlt adatbdzishoz adaptalt — vltozata. A kiilonbség egyrészt az, hogy itt — mivel
nem csupan egy iddsor ll rendelkezésiinkre — lehet6vé vilik az e vektorvaltozé
kovariancia métrixdnak a diagonalitdsira vonatkozé hipotézis elhagydsa, mdsrészt
pedig az, hogy az u; ldtens viltozé o2 variancidja minden egyednél eltérd lehet.

Ahhoz, hogy a (7) modell paramétervektordnak hatdsos ALNM becslését
el6allithassuk, sziikség van az

E|(Xe + u)(Re+u)]=

kovariancia métrix becslésére.

Tudjuk, hogy
2 0

ahol .. = X;AX! + o2, Ir .
~ Legyen €; a KLNM becslésbél szdrmazé reziduum vektor

0 2NN

e =y - X;b,

ahol E, az i-edik egyed idésordbdl, vagyis a (6) egyenletbsl szamitott KLNM
paraméterbecslés.

Ekkor
eje;

ut e

a 03‘- variancidnak torzitatlan becslése.

32
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A A mitrix becslése pedig (MATYAS [7)):
S 1%~ ‘g oot
A=y~ ﬁ;oui(xixi) )

ahol

B

i 4

~

B

-
R

N N

S=Y AB- 5.

=1 1 1

és B a (6) formuldbdl szarmazé KLNM paraméterbecslés.

Lé4thatd, hogy a fenti kovariancia méatrix becslése soran maximélisan tdmasz-
kodtunk az id6sorok és keresztmetszeti adatok egytittes meglétébdl adédé tobbletin-

formdciéra. igy érthet6vé vélik, hogy az eredeti — sima id8soros vizsgalatokra kidol-
gozott — Hildreth-Houck modellben az E(e,e}) kovariancia métrix diagonalitdsdnak
a hipotézise pétolja a hidnyzé minta informéciét.

Szintén a (7) modell £ kovariancia métrixdnak becslésére rendelkezésre 4116
tobbletinformdcid tette lehetévé, hogy az eredeti Hildreth—-Houck modellnél latott-
n4l egyszertibben becsiiljiik e kovariancia mdtrixot. A kovetkezd pontban bemuta-
tandé modellnél azonban erre mdr, sajnos, nem lesz lehetdség.

B) A Hsiao modell

Legyen a vizsgdlandé modell most
v = Xif + Xiei + Xid + s, (8)
ahol
A az id8hatdsokat kifejezd (KT x 1) méretfi valészinfiségi vektorviltozd,
X} 0
Xy = s
0 Xy
és a tobbi jelolés valtozatlan.

Az Osszes egyedre felirva a (8) modellt

y=Xﬂ+)?e+)~(/\+u, (9)
ahol .
X =



74 MATYAS LAszLé
A tovdbbiakban a kovetkezd hipotézisekkel éliink:

E(w;) =0, E(\)=0, E(&)=0;

BT g e
E(u;u,’-;):{a"l =1

B gt
SN ) A =gt
E(s‘ei')_{o i#’i"

A L=t

ahol A¢ a A vektor t-edik szubvektora. Tovdbbi feltételezzitk, hogy &, ) és u
valésziniiségi vektorvéltozék paronként korreldlatlanok és hogy az A, valamint A
kovariancia métrixok diagonilisak, ahol a megfeleld diagondlis elemeket oy, és oi-val
jeloljiik.

Az gy definiélt (8) modell hasznélatdt C. HSIAO [6] ajdnlotta elészor. Lithatd,
hogy e modell egy szabilyos Hildreth-Houck modell és egy specidlis Swamy modell
otvozete, ahol a A kovariancia métrix diagondlis. Az A és A kovariancia métrixokra
vonatkozé diagonalitdsi feltétel elengedhetetlennek tfinik ahhoz, hogy a meglevd
minta informaciébél becsiilni lehessen &ket. A (9) modell ALNM esztim4toranak
az eld4llitdsdhoz a

S E[(Xe S L u)()"(/e 05, G u)’|
~ ~t
=X(In @ A)X' +X(Ir @ AX + UiINT

kovariancia métrixot kell becsiilni. A becslés menete hasonlé a Hildreth-Houck
modellnél litottakhoz, igy a levezetés egyes technikai fogésait felesleges részleteiben
elemezni.

frjuk fel a (9) modell it-edik elemét:

K
Vit = Z Bri Xie + ufy

k=1
ahol
Bri = Br + €xi
K
ujy = Z Akt Xkit + i -
k=1
Legyen

K
*2
Dy = E(u;?) = Y XZan + 02,
k=1
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vagy vektor alakban
D,' = X{a,

ahol
X; az X; elemeit tartalmazza a négyzetre emelve

o = (a1 +02,00,...,ar), (itt a vektor els8 eleme, hasonléan a Hildreth—
Houck modellnél litottakhoz, a szabad konstans miatt tér el a tobbi elemtdl szer-
kezetében).

Jeloljiik €;-vel a KLNM becslésbdl szdrmazé reziduum vektort (hasonléan, mint
a Swamy modellnél):
& =y — X,

ahol ﬁ. a ff; paramétervektor KLNM becslése.

Tovébbad jeloljiik é;-vel a fenti reziduum vektor elemeinek a négyzeteit tartal-
mazé vektort. Ekkor '

E(e;) =W, D; = G;a, (10)
ahol a W mitrix az (I — X;(X!/X:)~'X!) métrix elemeit tartalmazza a négyzeten
és G,‘ = W,' X." .

A Hildreth-Houck modellnél 1itott Gtletnek megfelelsen tekintsiik a (10) for-
muldt egy regressziés osszefiiggésnek, fgy az o paramétervektor KLNM becslése

konnyen adédik:
a=(G'G)"'G'e,

ahol G a G; és e az e;-ket tartalmazé vektor.

Hasonlé médon eljarva, de nem egy adott egyedre, hanem egy adott idépontra
végezve a vizsgilatot, megkaphaté a ox variancidk konzisztens becslése is. (Ez
gyakorlatilag azt jelenti, hogy megfigyeléseinket nem egyedenként, hanem idépon-
tonként csoportositjuk.)

Léittuk a Hildreth-Houck modellnél, hogy ott a 02 variancia szeparélt becslése
nem volt lehetséges. Most ez a tobblet minta-informéciébél adédéan lehetévé vilik

T
02 =) @u&u/NT
1=1t=1
ahol €;; az €, vektor t-edik eleme, valamint
& = (v — XiBe)i

és .
Bt = (Xt'Xt)_lxtyt )

mikozben y; és X; az adott valtozé Osszes egyedének a t-edik idéponthoz tartozé
megfigyeléseit tartalmazza.
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Az frds végére érve a szerz8 reméli, hogy sikerilt rdmutatni a viltozd

paraméteri modellek alapelgondoldsinak lényegére és bemutatni az id8sorok és
keresztmetszeti adatok egyiittes felhasznildsdnak egy alternativ modellezési form4-

jét.

(Beérkezett: 1987. mdjus 6-dn.)
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A Possible Field of Application for Models with
Stochastically Varying Parameters

The use of models with stochastically varying parameters in econometric analysis
allowed derestricting the structural parameters from being constant. This step — important
from the viewpoint of modelling - raises several new questions and problems both for
modelling and methodology. The purpose of the paper is partly to show the major models
with varying parameters — used in econometric analysis — and partly to highlight through a
concrete application what the actual content of this approach is. The application presented
offeres a more complex and more refined alternative procedure for the combined use of
time series and cross-section data than do the panel models.
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Egy adaptiv kvadratikus jaték stabilitdsdrol

1. Bevezetés

A dinamikus jatékok stabilitdsa napjaink jatékelméleti kutatdsainak egyik
kozponti kérdéskore. Konkrét jatékok stabilitdsdval szdmos szerzd foglalkozott.
Péld4dul THEOCHARIS (1959), OKUGUCHI (1970, 1976), SzEP — FORGO (1985),
OKUGUCHI — SZIDAROVSZKY (1986a, b) munk4it emlithetjik meg. Ujabban mér
vannak olyan kutatdsok is, ahol feloldjdk azt a Cournot-t4l szirmazé feltételezést,
hogy minden jdtékos a jelenlegi stratégidk megtartasat feltételezi a kovetkezd pil-
lanatban a t6bbi jdtékos részérél. Ezek a modellek alkalmas adaptiv feltételezésekkel
élnek, a feltételezések még az oligopol probléma esetén sem egyértelmiiek. Példaul
az OKUGUCHI — SZIDAROVSZKY (1986b) dolgozatban a tobbi jatékos stratégidi
osszegérol tételeztek fel adaptiv elvirdsokat, mig a SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI
(1986a) cikkben magukrél a stratégidkrdl tételeztek fel hasonlé adaptiv elvirisokat.
Mind a két tipusi feltételrendszer esetén sikeriilt a jaték stabilitdsdt bizonyitani,
annak ellenére, hogy az egyes jitékosok elvardsai egymdsnak ellent is mondhatnak.
Jelen dolgozatunkban olyan 4ltaldnos kvadratikus dinamikus problémaét vizsgalunk
meg, amely specidlis esetként magdban foglal tobb specidlis jatékrél kordbban
vizsgalt modellt, i{gy példaul a fenti dinamikus oligopol problémakat is. Specidlis
kvadratikus modellt vizsgdl a SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI (1986b) tanulmdiny,
azonban nem vizsgdl adaptiv viselkedést, hanem megmarad a Cournot-tél szérmazé
leegyszeriisitett feltételezések mellett. Jelen dolgozatunkban ezt a modellt is rea-
lisztikusabbd tesszik.

Tekintsik a kovetkezd kvadratikus jatékot:
r =:FV;SI)-")SAI;¢H1---)VQN’

ahol (A) az Sk(k = 1,2,..., N) stratégiahalmazok véges dimenziés euklideszi terek
konvex, korldtos, zart részhalmazai;
(B) a pk(k = 1,2,.., N) kifizetéfiggvény

Sok(xl,--‘;IN) — (BT : : (k) 4 p(BIT z(k) c(k) (1)
(k) (k)
A iee A

ng0 NNk
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alakd, ahol

Zk
Sk1
¥ = : s 8Kl = EB{:L]:L'"L(IZ 15 2yems ) (2)
. m#k
Skong

valamint az Agg) + A((J'f))T matrix negativ definit.
Ismeretes (Id. példdul SZEP — FORGO, 1985), hogy az (A) és (B) feltételek
mellett a I' jatéknak létezik legaldbb egy egyensilypontja.

A (2) kifizetéfiggvény-alakban azt tettiik fel, hogy az egyes jitékosok ki-
fizetfliggvényei nem kozvetlenill fiiggnek a tobbi jatékos stratégiavilasztdsatol,
hanem kozvetlenil csak azok linedris kombin4ciéitél. Ilyen a helyzet példdul
az oligopol jdték esetén 1is, amikor az &rfliggvényekben csak a tobbi jatékos
ossztermelése — azaz stratégidinak osszege — szerepel. Az itteni feltételezés
természetesen nem jelenti az 4ltaldnossidg megszoritdsat, hiszen az ny = N — 1,

hal>késl+1=m; (3)

I, hal<késl=m,vagy
R
O kiilonben

esetben kozvetleniil a stratégiavektorok jelennek meg a kifizetéfiggvényekben.

Jelen dolgozatunkban az imént megfogalmazott kvadratikus jaték olyan di-
namikus modelljét fogalmazzuk meg és vizsgdljuk, amikor az egyes (mondjuk a
k-adik) jatékosoknak adaptiv varakozdsuk van az sg(l = 1,2,...,n,) vektorokat
illet8en. Az si; vektorok 4ltaldban konkrét kozgazdasigi jelentéssel birnak. Példaul
— mint ldtni fogjuk — az oligopol probléma esetén s, a k-t61 killonbozé jatékosok
osszkindlatét jelenti, vagy egyszeriien az [ - edik (k # l) jdtékos kindlata.

A kovetkezd paragrafusban a dinamikus modell matematikai formalizmusat
adjuk meg, majd a 3. paragrafusban a modell stabilitdsat vizsgdljuk meg. Konkrét
oligopolisztikus problémékkal foglalkozunk a dolgozat befejezéseként.

2. Az adaptiv dinamikus modell

Tegyik fel, hogy az egyes jatékosok minden ¢ > 0 idépillanatban a hozzajuk
tartozé sx; vektorokat illetéen az s,cEl elvaridsokkal rendelkeznek, ahol ezekrdl az

elvirésokrél a !
(%SE( = My - (sk1 — s1)) (4)

adaptiv feltételezésekkel élnek. A jobb oldalon sy, jelenti a ténylegesen megval6sulé
sk értéket, sf, pedig az erre vonatkozd elvardst. igy az Sk — sf, kulonbség az

elvards hibdjit mutatja. A (4) relacié pedig gy interpretalhaté, hogy ennek a
tévedésnek az ardnydban viltoztatja meg minden jatékos az sy, vektorra vonatkozd



Adaptiv kvadratikus jiték 81

elvirdst. Az egyes jatékosoknak a sajit stratégidra vonatkozé dinamizmuséit pedig
a kovetkez6képpen modellezhetjiik.

Feltessziik, hogy egyes jitékosok stratégidikat a vdrhaté margindlis profit
ardnydban idomftjék. Ez az illeszkedési elv matematikailag a

d k KT o (k k)T k
7= Ky (A(()O) i A((Jo) )zk + E(Ar[n, + AI(O) )ski + bé ) (5)
=1

differencidlegyenlettel frhaté le. Egy mdésik illeszkedési elv ast feltételezi, hogy a
Jatékosok stratégidikat a profitmaximaliz4lé és az aktudlis stratégidjuk kiilonbségé-
vel ardnyosan viltoztatjdk meg. Kimutathaté (Id. SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI,
1986a), hogy ez utébbi dinamizmus is az (5) alakra frhaté 4t alkalmas feltételek
mellett.

Megjegyezziik, hogy az (5) jobb oldalin a v4rhaté margindlis profit a oy kifizetd
figgvény z, szerinti gradiens vektora.

Tekintsiik vdltozénak az z,,...,zy stratégiavektorokon kivil az s¥,..., s¥ |
g sg‘nN vektorokat is, és jeloljiik az ezen vektorokat ebban a sorrendben tartal-

mazé Gsszevont vektort z-vel. Ekkor, felhasznélva az sy vektorok definfciéjit, a (4)
és (5) reldcidk Gsszevontan a kovetkezd alakba frhaték:

d
7l S -Hz+d, (6)
ahol d konstans vektor,
K,
Ky

M,

8= o (7)

Mlnl
My,
\ MN"N

a H métrix szerkezetét pedig (8) mutatja.
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3. Stabilitdsi kritériumok

Az elébbiekben lefrt dinamikus jatékot stabilisnak mondjuk, ha a neki megfelel6
linedris differencidlegyenletrendszer aszimptotikusan stabilis. Ennek - mint is-
meretes — az a feltétele, hogy az S - H matrix sajdtértékeinek a valds része negativ
legyen.

A fentieken kivil tegyik még fel a kovetkezdket:

(C) a K és Myy(1 < k < N,1 < | < ny) métrixok valamennyien pozitiv
definitek;
(D) a (6) differencidlegyenletrendszer trajektoridjinak (zi,...,zn) része az S; X
... x Sy halmaz bels6 pontja tetszéleges t > 0 esetén.

A (D) feltétel technikai jellegi. Mint azt SZEP-FORGO (1985) kimutatja,
alkalmas buntetéfiiggvények bevezetésével elérhetd, hogy a trajektoria minden ¢t > 0
esetén Sy X ... x Sy belsejében maradjon.

J4tékok stabilitdsa kozgazdasigi szempontbél azt jelenti, hogy t — co esetén
az (z1(t),...,zn(t)) stratégiavektorok a jiték egyetlen egyensilypontjshoz kon-
vergdlnak. Ez a tulajdonsdg nemcsak kvalitative jellemzi az egyensiilypontokat,
hanem numerikus meghatdrozdsukra is médszert ad.

A (C) feltétel alapjin az S mdtrix pozitiv definit, igy a (6) differencidlegyenlet-
rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a H métrix H-stabilis (Id. CARLSON, 1968).
Ennek pedig — mint ismeretes — az az elégséges feltétele, hogy a H + HT mitrix
negativ definit legyen. A tovdbbiakban ennek a feltételét vizsgaljuk meg. Min-
denekel6tt vezessuk be a kovetkezd jeloléseket:

(1) ()T
Ay + Agg
s (9)
(N) (N)T
Ay '+ Ago
()T (1) (1) (1)
Ay, +A, By ... By
Y= : : : )
(1)T (1) (1) (1)
AOnl i n, 0 Bn12 Bn.lN
N N (N)T (N)
B‘u] B(1.N)—1 Ay, +AY
"VN = 4 : 4 ) (10)
(N) (N) (N)T | A (N)
B, o B wey Ao,y tAno

Tegytk fel, hogy:
(E) 4U + Eiv:l VTV, métrix negativ definit.

Dolgozatunk f6 eredménye a kovetkezd tétel:
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Tétel: Az (A) -(E) feltételek mellett a dinamikus jaték stabilis.

Bizonyitds: Az el8zdek alapjdn elegendd azt beldtnunk, hogy a tett feltételek
mellett a H + H? métrix negativ definit. Ennek beldt4sa érdekében tekintsik e
matrix sajitértékegyenletét. Minthogy a fenti jelolések alapjin

2u vf ... V%
vV, -21
H+HT=| ' (11)
: ddots
VN -21
sajatértékegyenlete igy is felirhaté:
N
2Uu+ ) Vi =)u
k=1
Viu = 2u = Ag(k = 1,2,...,N). (12)

Bebizonyitjuk, hogy a tett feltételek mellett A < 0. Ha A = 2, akkor nincs mit
bizonyftanunk. Ellenkez8 esetben a (12) m4sodik egyenletébdl

1
A+2

Vg = Uk U, (13)

amelyet (12) elsd egyenletébe helyettesitve a
1 &
2U + —— R Vi - = 14
( +/\+2§1v,cv,c Al)u =0 (14)

reldcié adédik. Kimutatjuk el8szor, hogy u # o. Ellenkezé esetben ugyanis (13)
alapjdn vx =0 (k= 1,2,..., N) adédna, és ebbdl zérus sajitvektort kapnink, ami
nem lehet. fgy u # 0. Szorozzuk be balrél a (14) egyenléséget az uT vektorral,
majd osszuk el mindkét oldalt az uTu > 0 szdmmal. Ekkor az

|
uTUu
a=

ulTu ’

= uT(zllcvzl v{vk)u
ulTu

B

jelolésekkel a

1
YIRS PR 16
B+ Tt . {10}

egyenlet adédik a A sajétértékekre. Atrendezéssel

A - A(2a-2)-(4a+pB) =0 (17)



Adaptiv kvadratikus jdték 85

amelybdl
A=a-1++(a-1)%+4a+ b, (18)
Ez akkor és csak akkor negativ, ha
+V(e-1)2+4a+f<1-a (19)
Minthogy a (B) feltétel alapjén o < 0, ez az egyenldtlenség ekvivalens a
4a+8<0 (20)

reldciéval, amely biztosan teljesiil az (E) feltétel kovetkeztében.

Megjegyzés: A tétel lehetdséget ad arra, hogy a H + HY métrix negativ
definitségét egy sokkal kisebb méretdi mdtrix negativ definitségén keresztill iga-
zoljuk. A (B) feltétel alapjdn 4U negatfv definit, a VTV, szorzatok pedig pozitivak
(szemi)definitek, gy az (E) feltétel akkor teljesiil, ha a 4U tag (definit értelemben)
domindl az osszegben. Ennek eldontésében pedig az U és Vi métrixok konkrét
struktirdjinak ismerete sziikséges. Péld4ul az oligopol probléma esetén speciilis
struktdrdjuk alapjdn kozvetleniil ellendrizhetd stabilitdsi kritériumokat nyerhetink.
Ezekkel foglalkozunk a kovetkezd paragrafusban.

4. Dinamikus oligopol modellek

A tobbtermékes oligopol problémit SZIDAROVSZKY (1978) vezette be. Tegyiik
fel, hogy N termeld M kiilonb6z6 terméket 4llit el8, és kozds piacon egyiitt értékestti.
Jelolje x,‘cm) a k-adik termeld &ltal az m-edik termékbél el8allitott mennyiséget,
ekkor a k-adik termeld stratégidja az z, = (:c:cl), _— xLM)) vektorral jellemezhetd.
Tegyiik fel, hogy az egyes termékek egységara az Ssszes termékeknek a piacra kiildott
mennyiségétSl fiigg. Linearit4st feltételezve az irvektor

N
p(xlv'-':xN):A'ZIk+b (21)
k=1

alakban frhaté fel. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a k-adik termeld koltségfiiggvénye

kvadratikus:
ck(zk) = :chzk = b{zk + ¢k (22)

ekkor kifizetSfiiggvénye pedig:

N
ok(z1,...,28) = 27 (A - Z zx +b) — (zF Brzk + b7z + ), (23)
k=1
ahol A By b,bx,c adott konstans méatrix, vektor, vagy valdés szam.

A (23) kifizetSfiiggvénnyel rendelkezd jaték stabilitdsdt viszgéljuk meg a tovib-
biakban kétféle adaptiv feltételrendszer mellett.
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Az elsé modellben feltessziik, hogy az egyes jitékosoknak adaptiv elvardsaik
vannak kozvetleniil a tobbi jétékos stratégidit illetden. Ha zf; jeldli a k-adik jatékos
elvardsit az z; stratégidt (I # k) illet8en, akkor ez az elv a

d
ax,’f, = Mkl . (:L’k ] zf‘,) (24)

dinamizmussal frhaté le. Kimutathaté, hogy ebben az esetben is (6) tipust diffe-
rencidlegyenlet-rendszer adédik ahol most

A+ AT — (B, +B7)
T ibus (28]
A+ AT — (By +BY})
AT 1 I AT
ks v Vi = i (26)
b I 1.4"
Tekintsiik ezutn azt a speciélis esetet, amikor A szimmetrikus, valamint a By (1 <

k < N) mitrixok zérus értékiiek. Jelolje o az A métrix sajétértékeit. Fenndll a
kovetkezd (SZIDAROVSZKY — OKUGUCHI, 1986a) 4llités:

Ha N = 2, akkor
-8~ VB<ca<-3+v8 (27)

esetén, ha N = 3, akkor
1 1
5(—-3—\/5)<a<§(—3+\/5—>) (28)

esetén a jaték stabilis, ha pedig N > 4, nincs olyan «, amelyre H + HT negatfv
definit lenne.

A misodik modell azon az észrevételen alapszik, hogy a (23) kifizetéfiggvény
nem fiigg kiilon az z;(l # k) stratégidktdl, hanem csak azok s = E#k zy Osszegétol.
Ekkor ugyanis

‘pk(Il,...,.’I:N) = xf(Azk + Ask + b) - (Isz.’Ek -+ bTIk ~+ Ck), (29)

Ha azt feltételezziik, hogy az egyes jatékosoknak adaptiv elvirasaik vannak az s
vektorokat illetden, akkor ezt a
LA T e (30
o Tl (sk = sk) (30)

differencidlegyenletet reprezentdlja. Egyszerii szamitas mutatja, hogy ebben az e-
setben is (25) alakd az U métrix, valamint most

Vi= (AT T 00V = (Ee. . TAT). (31)
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Tekintsiik ezut4n azt a specidlis esetet, amikor a By mitrixok azonosak (Bx = B).
Kimutathaté (OKUGUCHI — SZIDAROVSZKY, 1986b), hogy amennyiben az

(A+(N-11) - (A+(N-1)D)7T +4(A+ AT -B -BT)
és az
(A-1I)- (A-0)T =4A+AT -B-BT) (32)

métrix negativ definit, akkor a jaték sziikségképpen stabilis. Tegyiik fel végiil, hogy
A szimmetrikus, és B = 0. Jelolje most is a az A métrix sajatértékét. A (32)
matrixok sajdtértékei akkor és csak akkor negativak, ha

(+N—-1)?+8a<0 (33)

és
(a—1)?+8a<0 (34)

Ez a két egyenlStlenség pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha

—(N+3)-vV8(N+1)<acx< —(N+3)+\/8(N+.1) (35)
és
-3 -vV8<a< -3+ (36)

Ezeknek a teljesiilési feltételei pedig
-3-v8<a<-3++8. (37)

és
-3-V8<a<—(N+3)+V8(N+1) (38)

A kétféle modell nyilvdnvaléan azonos stabilitdsi eredményt ad N = 2 esetén,
hiszen ekkor s; = z; és s, = z, azaz a két modell azonos. A mdsodik modell
N = 3 esetére tadgabb intervallumot ad a-ra, mint az els6 modell. Az elsd modell
mar N = 4 esetére sem ad lehetséges intervallumot a-ra, mig a mdsodik modell
egészen addig ad lehetséges intervallumot, amig

—3-V8<a<—(N+3)+V8(N+1)

azaz N < 13. Ebben az értelemben tehdt a mdsodik modell stabilisabbnak
tekinthetd.

(Beérkezett: 1987. mdrcius 80-dn.)
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A nulla-egyes hatizsdk feladat optimalis
célfiiggvényértéke egy felsé korldtjanak élesitése

1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkezd P° nulla-egyes hatizsik feladatot (K P01)
z" =maxz=Zp,-z,- (1)
i=1

ZwﬂiSM’ (2)
i=1
e}, i=1,...,n, (3)

ahol az ¢ tdrgyhoz tartozé haszon, ill. sily p;, ill. w;. A célunk, hogy a tirgyaknak
egy olyan részhalmazdt vélasszuk ki (a megfelel§ z; = 1 értékaddsok segitségével),
hogy ezéltal maximalizdljuk a teljes z hasznot, mikézben az M silykorldtot nem
sértjik meg. '

A probléma latszélagos egyszeriisége ellenére mindmdig nem tudjuk, hogy meg
lehet-e azt oldani polinomidlis algoritmussal, és tekintve, hogy a feladat NP-teljes,
ezért nem is valészini, hogy ilyen eljards létezzék.

A KPO1 feladat egzakt megold$ algoritmusai kozott igen elterjedtek és

hatékonyak a korldtozds és szétvilasztds kilonbozd véaltozatai. fgy tobbek kozdtt
az (1), (3], (4], 5], [7], [8], [9] dolgozatok kézolnek ilyen médszert.

Most némileg leegyszeriisitve osszefoglaljuk a korldtozds és szétvélasztds elvén
alapulé algoritmusokat. A P° feladatbdl kiindulva a szétvélasztdsi eljirds a
részfeladatok egy P!, P% ... halmazdt &llitja eld, példdul az z; véltozé valamely
értéken valé rogaitésével. Az algoritmus a P optimdlis megolddsidhoz egy
LB, als6 korlitot is meghatdroz (LB, < z*) amely nem mds, mint P° egy
megengedett megolddsanak célfiiggvényértéke. Tovabba minden P* részfeladat op-
tim4lis célfiiggvényértékéhez meghatdroz egy U B' felss korldtot. Természetesen ha
UB' < LB,, akkor a P' feladatot elhagyhatjuk.

Ebbél a ténybél adédik, hogy az algoritmus hatékonysdga igen erésen fiigg
a korldt jésdgatél. Azonban pontosabb korlat a sziikséges tobbletszamitdsok mi-
att nagyobb gépidét igényel, ami anndl inkdbb kritikussa valik, minél gyakrabban
szamitjuk ki a korldtot.
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A jelen dolgozatban egy 1j fels korldtot adunk meg a K P01 feladathoz, mely
valéban tobb szdmitdst igényel. Az eredmény f6 elénye azonban az, hogy ezt a meg-
Javitott korldtot csak egyszer, UB® meghatdrozisénél kell kiszdmitani. A tov4bbi

P* feladatok esetében U B* mir valamely gyorsabb médszerrel is elé4llithaté. fgy a
kis szdmit4si tobbletet a korlit pontossdgdban mutatkozs javulds kompenzalja.

A megjavitott UB° érték f5 elénye a kovetkez8képpen értheté meg. Tegyiik
fel, hogy az eljérds sordn taldltunk egy olyan megengedett megolddst, hogy mér
LB, = UB° is teljesiil. Ekkor bizonyosak lehetiink abban, hogy a taldlt pont
optimélis. Habdr az LB, = UB? feltétel ellenbrzése tovabbi gépidst igényel, ezzel
kapcsolatban az [5| dolgozat j6 eredményekrsl sz4mol be.

2. Néhény felsd korldt rovid dttekintése
Csak azokat a fels8 korldtokat ismertetjiik, amelyek szorosan osszefiiggnek az
dltalunk megjavitott korldttal. Teljes korkép talilhaté a témardl [6]-ban.

Tegyiik fel, hogy P°-ban gy rendestiik a trgyakat,hogy pi/wi > pit1/wit1,
1=1,...,n— 1. Tovdbb4 az 4ltalinossig megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy p; és
w; pozitiv egész, w; < M,1 =1,...,n, és

n
Ew.' > M.
=1

A felsé korldtok késdbbi definicidinak egyszerfisitése érdekében bevezetiink egy 1j,
mesterséges tirgyat a p,4; = 0 és w,4; = M adatokkal.

A P° feladathoz tartozé egyik legelsé felsé korlatot 1957-ben DANTZIG kézolte
[2]. Ez
UBD—ZP; [(M - sz )Pt/ Wt1] (4)
1=1 tz=1

ahol k azt a legnagyobb egészet jeloli, amelyre még

k
Zw, <M
i=1

igaz, és |a| az a legnagyobb egész sz4m, amelyik nem nagyobb, mint o.

1977-ben MARTELLO és TOTH [5] megtaldltdk a Dantzig-féle felsd korldt egy
javitdsdt. A javitds alapgondolata az, hogy P° optimilis megolddsiban vagy
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ZTrpy1 = 0 vagy x4 = 1. A két esetet kiilon-kiilon vizsgélva egy B; és B korldthoz
jutunk, ahol

ZP. [(M - Zw; )42/ Wtz ], (5)
1=
k+1 k+1

Zpl = (Z Wy = Pk/wa (6)

fgy Martello és Toth felsé korlatja
UBYr = max{B,, B} (7)

lesz. Martello és Toth megmutattik, hogy UBf, < UBY, azaz a korlatjuk jobb.

UB{, 1 egy tovébbi javitdsit HUDSON [6] adta meg 1977-ben. Kszrevette, hogy
B;-ben a korrekcidndl tigy vettilk, mintha az egész

k+1

Zwi - M
1=1

tdlsily a k targybdl szérmazott volna. Mivel k-rél azt tudjuk csak, hogy a hozzd
tartozé érték a legkisebb a p;/w;,7 = 1,... k szdmok koziil, ezért a tilsily wy-n4l
nagyobb lehet. fgy elképzelhetd, hogy a korrekciét ali- és ezért a felsé korldtot
ttlbecsiljik.

Az zx4) = 1 esetben Hudson az 1,..., k tirgyakra és az M — wy, ; megmaradé
silykorldtra Dantzig otletét alkalmazza. Jelolje k azt a legnagyobb egészet, amire
még

k
Zw <M —weyy
i=1

teljesiil. Ekkor azt nyerjik, hogy

~ ~

k k
Ba=ZPi+Pk+1+l(M—wk+1 ‘Zwi)P;H/w;HJ- (8)

s=1 =1
[6]-ban megmutatjik, hogy Bs < B; mindig teljesil. fgy Hudson felss korldtja
UBY; = max{B, B3} (9)

amire

UBY <UBSYr
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3. A felsd korlit egy élesitése

A mi javitdsunk is egy hasonldé gondolaton alapszik, mint ahogy Hudson Bj-at
meghatdrozta. Eszrevehet,jiik, hogy B; kiszdmitdsdnal a megmaradé

k
-2
$=1

silyt, ami az zx; = O értékad4s miatt keletkezett, mind a k+2 tdrgyhoz rendeltiik,
holott eléfordulhat, hogy

k
M‘—ng > We42 -
=1

Ekkor, mivel a k + 2 tdrgyhoz ta.rto{zik a legnagyobb p;/w; érték a k+ 2,...,n
targyak kozott, felsé becslésként sziilségteleniil nagy értéket adunk meg.

Amit a‘tovdbbiakban csinlni akarunk, az nem mds, mint a Dantzig-féle korlat
meghatirozdsa az 1,2,...,k, k+2,...,n targyakra és az M osszsilyra. A kovetkezd
tétel irja le a korldt élesitését.

Tétel: Legyen k (1 <k < n+ 1) az a legkisebb egész, amelyre

Tovabba legyen

Z pi+ (M - Z w;)py/w (10)

v;tk—'rl |¢k+1
és
UB) 5 = max{By, B3} . (11)
Ekkor
UB)p < UBS;.
Bizonyitéds: Elegendé csak a By < B, egyenlStlenséget megmutatni az

UB{}B < UB(}, reldcié bizonyitdsdhoz. Természetesen k > k + 2.
Ha k = k + 2, akkor (5) és (10) osszehasonlitisa mutatja, hogy Bs = B;.

Tekintsiik most a k > k + 3 esetet. Ekkor

B, = Zpi Z pi + (M Z wt)Pic/wk (12)

t=k+2
t¢k+1
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fgy (5) és (12) Gsszevetésébdl adédik, hogy By < B, bizonyitisihoz elegendd
|

csak a | | jelen beliili részeket tekinteni. Azonban

k k-1

Y m+ (M- D wi)pp/wg =
1=k+2 i=1
1#k+1

k

= D wipi/wi + (M- w;)pg/wg <
i=k+2

{
1
-

1
L

=i

i
i#
k k-1

D WiPksa/whia + (M — Y wi)pki2/wisz =

1=k+2

IA

t=1
t1£k+1
k
={M ~ E Wi )Ph+2/ Wkt 2
i1=1

ami a kfvént eredményt bizonyfitja.

A kovetkezdkben egy példén illusztraljuk a kiilonbozd korldtokat.

Példa: Tekintsik az aldbbi feladatot

max z =15z; + 14z, + 1423 + 18z, + 9z5 + 32z
1221 + 1425 + 1523 + 24z4 + 1225 + 6z < 60

z; €{0,1},i=1,...,6.

Ekkor "k B
k=3.k=2 k=17

By =15+ 14 + 14 + |57/4] = 57
By = [15+ 14+ 14 + 18 — 14/3] = 56
By =15+ 14 + 18 + |28/3] = 56
B4=15+14+14+‘9+3+[0J = 55.

Il

I

fgy a felss korldtok a kovetkezsk

UB}, = 15+ 14+ 14 + |57/4] = 57
UBY,r = max{B, B3} = 57

UB};, = max{B,Bs} = 57

UB) g = max{ByBs} = 56.
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fgy tehat lsthaté, hogy teljesiil az

UBL > UBYr > UBL > UBY,
reldcié.

(Beérkezett: 1987 janudr 14-én.)
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An Improved Upper Bound for the 0-1 Knapsack Problem

After giving a very brief idea of branch-and-bound algorithms for the K P01, we
present Dantzig’s upper bound for this problem as well as some improvements of this
bound, obtained in the last years. Finally we present a further improvement with demon-
stration and example.
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Proceedings of the fth Pannonian Symposium on Mathematical Statistics, Bad Tatz-
mannsdorf, Austria, 4-10 September, 1983 Vol. A: Probability and Statistical Decision
Theory, Edited by F. KONECNY, J. MOGYORODI, W. WETZ, Vol. B: Mathemat-
ical Statistics and Applications, Edited by W. GROSSMANN, G. CH. PFLUG, I.
WINCZE, W. WERTZ, Akadémiai Kiadé, Budapest 1985.

Ausztridban, Bad Tatzmannsdorfban 1983 szeptember 4-10 kdzdtt, 1979 és 1981
utdn harmadizben rendezték meg a IV. Pannénia Matematikai Statisztikai Szimpéziumot
(PSMS:Pannonian Symposium on Mathematical Statistics). A sorozat harmadik konfe-
rencidjat 1982-ben Magyarorszédgon, Visegradon tartottik. Az el8z8 konferencidk kdtetei
rendre a Springer, a D. Reidel, ill. a D. Reidel-Akadémiai Kiadé gondozasiban jelentek
meg.

A 1V. Szimpéziumon 17 orszigbél mintegy 130-an vettek részt és 92 el6adas hang-
zott el. A konferencia kiadviny két kdtete ezek koziil Ssszesen 45 dolgozatot tartalmaz.
Az A) kétetben, melynek cime Valdszintiség és statisztikai dintéselmélet, elsésorban tiszta
matematikai problémdkkal foglalkozé 24 dolgozat jelent meg. Az alkalmazott statisztika és
valészinfiségelmélet kérdéseivel, valamint a kapcsolédé témakkal foglalkozé dolgozatokat
kiilén kotetben jelentették meg. A Matematikai statisztika és alkalmazisok cimf B) kotet
21 dolgozatot tartalmaz.

Az A) kotetben hirom plendris el6adds anyaga jelent meg. P. DEHEUVELS:
Véletlen elhelyezések (spacing) €s alkalmazdsok cimfi osszefoglalé dolgozatiban a K-ad
rendfi véletlen elhelyezések rendszerstatisztikdira vonatkozé hatareloszlis tételekkel és
a véletlen elhelyezések elméletének néhany fontos eredményének statisztikai alkalma-
zasival foglalkozik. U. MULLER-FUNK, F. PUKELSHEIM é H. WITTING a
Keétoldals hipotézisek lokdlisan legerdsebb problémds cimt dolgozatukban lokélisan legerdsebb
torzftatlan kétoldali prébék létezését bizonyitjsk. REVESZ PAL A Wiener-folyamatnak és
lokdlis idejének approzimdcidja cimfi dolgozataban a Wiener-folyamatnak harom kdzelité
folyamattdl vald, valamint egyik jellemz6jiiknek, a megfeleld lokalis idéknek az eltérését
vizsgalja egyenletes normaban.

Az A) kdtet valészinfiségelmélettel foglalkozé dolgozatai két (egymadst kizdrd) téma-
ra orientdlédnak: sztochasztikus folyamatokra, ill. hatéareloszlds tételekre, invariancia
elvekre. E témdk cimszavakban: Gauss-folyamatok, a Wiener-folyamat approximéciéja,
véletlen elhelyezések és rendszerstatisztikdk eloszldsa, ergodelmélet, maximalis egyenlSt-
lenségek, eloszldsfiiggvények konvolucidjanak approximaciéja, sztochasztikus programozas
sth.

A B) kdtetben egy plendris el6adds anyaga talilhaté, melyet ERDOS PAL tartott
Valészintiségelmélets mddszerek alkalmazdsa a szdmelméletben cimmel és szdmos érdekes
nyilt problémadt, sejtést tartalmaz.

A B) kétet dolgozatai témakdrdk szerint hdrom f& csoportba sorolhaték. Az elsd cso-
port a valésziniségelmélet alkalmazdsa; témdi Erdds plenaris eléad4sa mellett jatékelmélet,
urnamodellek, legjobb kivdlasztdsi modellek és véletlen grifok. A mésodik csoportba, a
valds modellek matematikai statisztikdja témakdrben a kulcsszavak: linedris modellek,
regresszid, diszkriminancia, idésorok stb. A dolgozatok tanisitjdk, hogy az alkalmazott
problémédknal megnétt az érdeklédés az 4 elméleti eredmények irdnt. A harmadik cso-
portba tartozé dolgozatok témdi a numerikus statisztika és a Monte Carlo-mdédszereknek
numerikus problémékra (integrilds, optimaliz4las) valé alkalmazdsa.

LENARD MARGIT
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