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A HATEKONY ES RACIONALIS ELOSZTAS (IN-)
KONZISZTENCIAJA: EGY AXIOMATIKUS MEGKOZELITES!

FORGO FERENC
Budapesti Kozgazdasdgludomdnyi Egyetem

A nemzetkézi kézgazdasigi irodalomban mar hosszi ideje jelentSs helyet foglal
el kiilsnbozd | etikai” kérdések tirgyaldsa. A teljesség igénye nélkiil emlitjik meg
RAWLS [3], SEN [4], ZAJAG [5], MOULIN [6] és KANG (7] munkdit. Ezekben a vizsgilat
targya elsésorban a gazdasigi ,,igazsigossig”, az igazsagos” elosztds, illetve ezek
kapcsolata a gazdaségi hatékonysdggal.

A hazai kozgazdasigi irodalomban hosszi iddn keresatill ez a kérdés fel sem
meriilt. Az utébbi idében azonban kiilonbozé formaban és szinteken fogalmazddott
meg egy olyan allitds, hogy a gazdasdgi hatékonysdg és bizonyos értékek Osszessége,
amelyeket a ,szocialista gazddlkodds etikai elveinek” is neveznek, inkonzisztensek.
Ennek legkitiinébb példdja KORNAI [1] kényvének ,,Hatékonysdg és szocialista er-
koles” cimii fejezete, amelyben nagyon meggy6z8en érvel amellett, hogy ,elkerul-
hetetlenill Ssszeiitkozések keletkeznek egyfelél a hatékonysdg feltételei, masfeldl a
szocialista gazdasig etikai elvei kozott” .

Ebben a cikkben megfelels absztrakcids szinten, a hatékonysignak egy harmadik
tényez8vel, az elosztasi racionalitassal vald kapcsolatdt vizsgdljuk. Ez természetesen
sokkal kevésbé ambicidzusabb villalkozds, mintha a hatékonysidg-igazsigossig-ra-
cionalitds harmas kapcsolatdt elemeznénk, de azt reméljiik, hogy annak kimutatasa,
hogy a hatékonysigi és racionalitdsi kovetelmények csak kivételes esetekben elégit-
het8k ki egyszerre, hozzdjdrul ennek a komplex problémanak a jobb megértéséhez.

A hatékonysigot a klasszikus ,lokalis” médon értelmezziik, a lokdlisan leg-
nagyobb teljesitményndvekedést biztosits elosztast vesszik ,,hatékony” elosztdsnak,
a ,racionalitdst” pedig axiomatikus alapokra helyezziik.

A valasztott modell technikai apparatusa a koltségallokdciés modellek eszkoz-
tarara épill, a kdzgazdasigi interpretacié és az alkalmazds azonban uj.

A modell felépitése

Legyen G egy gazdasagi egység (népgazdasdg, vallalat, szivetkezet, csaldd stb.),
amelynek egy adott idészakban a ,jovedelmét” (pl. nemzeti jovedelem, nyereség,
csalddi dsszjvedelem) n ,tag” (résztvevd) egyiittes tevékenysége (munkdja) hatd-
rozza meg. llyen tagok lehetnek villalatok, brigadok, dolgozdk, csaladtagok stb.

1Beérkezelt: 1989. janudr 17.
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Minden tag a sajat tevékenységét killonbozé , intenzitdssal” végezheti. Az intenzitds
sz6t itt nem a klasszikus, szlik értelemben hasznaljuk, hanem a lehet6 legtdgabban
értelmezzik. Tulajdonképpen a szinvonal sz6 megfelelébb lenne azzal a megszori-
tassal, hogy minden tag kontrolldlni tudja sajat tevékenységének szinvonaldt, pl.
munkds esetében szakmai tudisanak novelésével, figyelmesebb munkaval, vallalat
esetében jobb szervezéssel, okosabb dontésekkel.

Feltessziik, hogy minden tag tevékenységének intenzitdsa 0 és 1 kdzott folytono-
san valtozhat. Ha az i-ik tag tevékenységének intenzitdsa z; (i = 1,...,n), akkor
a G &ltal elért jovedelem legyen f(z1,...,2zn), ahol f folytonosan differencialhato
fiiggvény a [0,1]" n-dimenzids intervallumon.

A 0 szintet egy kiindulé intenzitdsszintnek vesszilk. Ekkor az f(z) az z in-
tenzitasnovekedéshez tartozd tobbletjovedelemn (a késébbiekben egyszerien csak
jévedelem) és ennek az elosztdsival foglalkozunk.

Ha az adott id8szakban a tagok tevékenységének intenzitdsa a; (i = 1,...,n)ésa
G egész f(ay, ..., an) jovedelmét fel akarja osztani tagjai kozott, felmeril a kérdés,
hogyan tegye ezt. Két alapvetd kévetelményt (kovetelményrendszert) szeretnénk
kielégiteni: (a) a hatékonysagra Gszténzés és (b) a racionalitds kovetelményeit. Fel-
meriil a kérdés, hogy 1étezik-e olyan szétosztdsi mechanizmus, amely ezeket az al-
kalmasan formalizdlt kovetelményeket egyszerre ki tudja elégiteni? LegelSszor az f
j6vedelem fiiggvényre tesziink tovdbbi feltételeket.

F1. f(0) = 0, ami azt a kdvetelményt fejezi ki, hogy ha mindenki a kiinduld
intenzitasszinten tevékenykedik, akkor nem keletkezik tobbletjovedelem.

F2. f/(0) > 0, f'(z) # 0 minden z € [0,1]*,z # 1 esetén. Ez a feltétel azt
jelenti, hogy egyetlen tag intenzitdsnovekedése sem csckkenti az Gsszjovedelmet és
minden helyzetben (az z = 1 kivételével) lehet névelni az dsszjovedelmet.

A hatékonysdgra Gszténzés kovetelménye. Az a € [0,1]" intenzitdsvektor kis kor-
nyezetében (lokdlisan) a relativ osszjovedelem n6vekedés maximdlis legyen, vagyis a
h elosztasi aranyvektor maximalizdlja az f’(a}h fliggvényt a hh = 1 normald feltétel
mellett, ahol f/(a) az a helyen vett marginalis jovedelemvektor.

Kézismert, hogy ha f'(a) # 0 (ezt pedig az F2. feltétel biztositja), akkor a
hatékony elosztési ardnyvektor az f'(a) pozitiv konstansszorosa, vagyis a hatékony-
sag kovetelményének eleget tevd elosztdsi vektor a margindlis jovedelmekkel, az
Ssszjovedelemhez valé marginalis hozz4jarulassal ardnyos:

f(a)

f'(a)a
(f'(a)e > 0 nyugodtan feltehetd, az f'(a)a = 0 esetben nyilvdnvaldan nem is létezik
hatékony elosztas).

Ezen a ponton alljunk meg egy pillanatra. Itt, kissé burkoltan, azzal a fel-
tevéssel éltiink, hogy az elosztdsi ardnyok ugyanolyan ardnyu intenzitdsvaltozast
indukalnak. (Példdul ha az egyik tag kétszer annyit kap a jovedelemtSbbletbdl,
mint a masik, akkor kétszer annyira van dszt6nozve az intenzitisa novelésére.) Ezért

f'(a)
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tehetiink tulajdonképpen egyenléségjelet a hatékonysigra dsztonzés és a hatékony
jovedelemndvelés kozé.

A raciondlis eloszlds kovelelményes. n-rendil elosztdsi problémanak nevezziik
az (f,a) parost, ahol a egy n-elemi intenzitdsvektor, f pedig egy folytonosan de-
rivalhato jovedelemfliggvény. Jelolje P™ az 6sszes n-rendii elosztdsi problémak hal-
mazat, P = |J,,5, P" pedig valamennyi elosztdsi probléma halmazat.

Jovedelemelosztdsi eljaridsnak nevezsiik azt az r : P — Uns; IR fiiggvényt,
amely minden (f,a) € P" parhoz egy r(f,a) € IR™ vektort (elosztdst) rendel (IR"
itt az n-dimenzids euklideszi teret jeldli).

Az ri(f,a) koordindta az i-ik tag egységnyi (maximadlis) intenzitdsd teljesitmsé-
nyére juté jovedelmét jelenti, (i = 1,...,n). Egy ,racionélis” jovedelemelosztdsi
eljdrastdl megkoveteljiik a kovetkezSket.

Ki. A megtermelt Osszjovedelmet pontosan ossza el (se tSbbet, se kevesebbet

f(a)-nél):

Z r,-(f, a)a.- = f(ﬂ)

=1

K2. A jovedelemelosztasi eljaras legyen additiv, vagyis

r(f,a)+r(g,a)=r(h,a) ha (f,a),(g,a)EP"ésh=f+g.

Ez a kovetelmény azt jelenti, hogy ha a jovedelemfliggvény két részjovedelem
fiiggvény Osszegébél tevidik Gssze (pl. a szdmitdsba vett id8szak két egymdst nem
atfedd részidSszak egyesitése), akkor a jovedelemelosztasi eljarast kiilon-kilén al-
kalmazva a két részidOszakra és a két elosztdst Gsszegezve ugyanazt az elosztast
kapjuk, mintha az eljdrdst rogton az egész id8szak jovedelemfliggvényére alkal-
maztuk volna. Ez nagyon természetes, tulajdonképpen a konyvelési racionalitast
megtestesité kovetelmény. (Nemcsak résziddszakok, hanem kiilonboz8 jévedelem-
fajtak esetére is természetes ezen kovetelmény teljesiilésének kivanalma.)

K3. Tegylik fel, hogy az egész T iddszakot két egymadst it nem feds Ty,Th
résziddszakokra bontjuk és az elsé tagot formalisan két 1, illetve 15-vel jellt taggal
helyettesitjiik a jovedelemelosztdsi problémaban. Az 1; ugyanazt a munkdt végzi,
amit az els6 tag a Ti-ben, az 15 azt, amit az elsd tag a Th-ben. Az &sszjovedelem
igy valtozatlan marad, de az elsé (eredeti) esetben egy n-dimenziés (f,a) € P"
Jjovedelemelosztasi problémardl van sz6, mig a masodikban egy (g,5) € P*+! n+4 1-
dimenzidsrél. Az elsS problémaban a elsé komponense a b els6 két komponensének
osszege és f(z) = g(y) mindig fenndll, ha

TE [O) 1]": Yy € [01 1]"+1 és 1 =W +y2,1‘-‘ = Yi+1 (2 S 1 S n)

A jovedelemelosztasi eljarastél megkoveteljiik, hogy az elsé és masodik eset-
ben kapott elosztds , gyakorlatilag” ugyanaz legyen, az elsében az els§ tag ugyan-
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annyit kapjon, mint a masodikban 1, és 1; Gsszesen, a tobbiek pedig természetesen
ugyanazt kapjdk mindkét esetben.

Ha ezt nemcsak osszegre, hanem tetszdleges linedris kombindcidra is kiterjesztjik
és megkoveteljik, akkor azt mondjuk, hogy a jovedelemelosztasi eljaras aggregacid—
invaridns.

Formidlisan és valamivel dltaldnosabban:

Legyen A egy m X n-es mitrix és az f Geszjovedelem fiiggvény legyen az aldbbi
alakd

f(z) = g(Az)

ahol g folytonosan differencidlhaté a [0, 1]-en. Az r jovedelemelosztdsi eljardstol
megkodveteljik, hogy

r(f,a) =7r(g,Aa)A

fennalljon.

K4. Azt mondjuk, hogy a jévedelemelosztasi eljaras monoton, ha f nem csokke-
nd voltabdl kovetkezik, hogy r(f,a) > 0, ami azt a természetes kovetelményt fejezi
ki, hogy ha egy tag intenzitdsnévelése nem csokkenti az Gsszjovedelmet, akkor tdle
nem szabad jovedelmet elvonni.

Ezek utan expliciten is meg tudjuk fogalmazni annak a feltételét, hogy a hatékony
és igazsigos elosztds egy a intenzitdsszint mellett egybeessék. BILLERA és HEATH
[2] egy koltségallokécids modell keretében bebizonyitottdk, hogy egy és csakis egy
olyan kéltségszétosztési eljaras van, amely a K1-K4 kovetelményeket kielégiti és
ez expliciten meg is adhaté. Minthogy tételiink bizonyitisiban — megvaltoztatva a
megvaltoztatanddkat — semmilyen lényeges szerepet nem jatszik, hogy ott koltségrél
és nem pedig jovedelemrdl van szd, eredményiik az dltalunk targyalt jovedelemelosz-
tasi problémara is vonatkozik. BILLERA és HEATH nyomsn a K1-K4 igazsdgossagi
kovetelményeket az

r(f,a):/o f'(ta) dt

Ugynevezett ,,AUMANN-SHAPLEY-arak” elégitik ki. igy annak a feltétele, hogy a
raciondlis és hatékony elosztas egybeessék az, hogy az

/1 Ftaydt = 29 ) (1)
0 f'(a)a
egyenldség fennalljon.

Lathatjuk, hogy a hatékony elosztds a marginalis jovedelmek aranydban, a
racionalis elosztds az ,,atlagos” margindlis jovedelmek ardnydban térténik (az atla-
golas a 0-rél az @ szintre vald egyenletes felfutds Gsvénye mentén torténik).
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Egy mas oldalrdl megvilagitva: hatékony elosztis esetén az a szinten csak ,elére
tekintiink”, nem érdekel benniinket, hogyan jutottunk oda, mig a racionalis elosz-
tasnal a 0-tol a-ig megtett it egésze érdekes.

Azt kell tehat vizsgalnunk, hogy az (1) egyenléség milyen feltételek mellett all,
illetve nem &1l fenn. E célbdl tovabb egyszeriisitjiik a modellinket és feltessziik,
hogy az a intenzitdsszint ,.elég kozel” van a kiindulé 0 szinthez. Olyan kozel,
hogy az f(z) jovedelemfliggvény jol kozelithetd a 0 kozépponti, az a@ vektort a
belsejében tartalmazé kornyezetben egy kvadratikus fiiggvénnyel. A tovdbbiakban
ezzel a kvadratikus fiiggvénnyel dolgozunk:

f(z) == Q(z) :=pz + zCx=.
Q(0) = 0, és az F2. feltevés szerint

Q(0)=p>0,p#0

C nyugodtan vehet$ szimmetrikusnak és azt is feltessziik, hogy C definit (pozitiv
vagy negativ), s ilymédon Q(z) vagy szigorian konvex vagy szigorian konkav.
Nézziik meg, hogyan alakul az (1) egyenl6ség most:

1 1
f(a) pa+aCa
’ pu — e ! o
/0 f'(ta)dt = _/0 p+(2Ca)tdt =p+ Ca= f’(a)af (a) pat 2aCa{p+ 2Ca)
_ pa+aCa _ o
Legyen A(a) = 76+ 2aCa’ Ekkor p+ Ca = A(a)(p + 2Ca), amibél

(1 — 2X(a))Ca = (A(a) — 1)p.

Ha A(a) = 1, akkor Ca = 0 kell legyen, ami a # 0 miatt nem lehet. A(a) = 1/2
sem lehet p # 0 miatt. igy
_ Mo -1 .,
=i-o@’ P
ami azt jelenti, hogy a a Q(z) abszolit maximumpontjinak (minimumpontjinak}
konstansszorosa.

Kiilonboztessink meg két esetet:

a) Q konkdv. Az (1) egyenlSség csak akkor dllhat fenn, ha 0 intenzitdsszintrdl
az a-ra valé elmozdulas az ,,abszolit maximum” irdnydban tortént. Az abszolhit
maximum nem ,lokalis” fogalom, s mint ilyen, dltaldban nem lathatd elére, s igy
(1) fennallasa csak , esetleges”, ,,véletlen” lehet.

b) @ konvez. Az évelés hasonld, ilyenkor az elmozdulés a lokilisan nem ismert
abszoldt minimumtdl valé eltidvolodds irdnydban van, ami szintén csak esetleges
lehet.
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Az a) esetben nevezhetjiik a jovedelemfiiggvényt degresszivnek, mig a b)-ben
progresszivnek, ha pedig Q(z) linearis, akkor semlegesnek. Semleges, azonos struk-
tdraban vald fejlédés (intenzitisndvekedés) esetén kénnyd l4tni, hogy (1) mindig
fennall, tehdt a hatékony és raciondlis elosztds egybeesik. (Mindig ez a helyzet, ha
az f(z) jovedelemfiiggvény homogén.) Gyorsuld vagy lassulé iitemii (progressaiv,
illetve degressziv jovedelemfiiggvény) fejlédés esetében az azonos struktiraban vals
fejlédés dltaldban (a kivételes, ,véletlen” esettél eltekintve) nem a leghatékonyabb
és igy a hatékony és racionalis elosztds nem eshet egybe, és igy valamelyik elvnek
a kizédrélagos (vagy domindns) alkalmazisa ilyenkor lehet leginkabb fesaiiltségek
forrasa.
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A FUGGVENYHANYADOS FUGGVENYSZORZAT ES AZ
OSSZETETT FUGGVENY EROS KVAZIKONVEXITASAROL!

JOVANOVIC MILAN-POGANY TIBOR
Miszaki Féiskola, Banjaluka—Tengerészeti Féiskola, Rijeka

Az Ssszetett fliggvények, tovdbbé a fiiggvényhényados ésg a fiiggvényszorzat kon-
vexitdsa, pszeudo-, valamint kvdzikonvexitdsa mar jél ismert. A cikkben eddigi
eredmények altalanositdsira keriil sor erésen konvex és erésen kvdzikonvex esetre.?

Dolgozatunkban tobbek kozétt bizonyitjuk, hogy

(i) nemnegativ, erésen konvex és pozitiv, korldtos konkav fuggvény hanya-
dosa erdsen kvazikonvex;

(i) nempozitiv, erésen konvex és konkav, alulrél pozitiv korldttal rendelkezd
fiiggvény szorzata erbsen kvazikonvex;

iii) a go f Osszetett fiiggvény erSsen kvazikonvex, ha f, g differencidlhatok,
8
f erésen kvazikonvex és g'(z) > m > 0.

Ezen eredményeket példakkal illusztraljuk, igy (i) esetben az aritmetikai és a
geometrial kozepet v1zsgal_]uk kompakt, konvex C C IR" halmazon.

Az idézett tétel és a bizonyitds végét m, definicié, megjegyzés, példa végét O
jeloli.

1. Bevezetés
1.1 Alapfogalmak

A nemlinedris programozdsban jol ismert (pl. MARTOS, 1975; SCHAIBLE-ZIEMBA,
1981; MOND, 1983; AVRIEL-DIEWERT- SCHAIBLE-ZANG, 1988; HU-KLEE-LARMAN,
1989) a kvazi-, és pszeudokonvex fliggvények szerepe (Kuhn—’I‘ucker feltétel, a Slater-
féle altalanositott feltétel stb.). Ezért a tovdbbiakban csak réviden 1smertetJuk a
konvexitds fajait, valamint néhany kozottiik fennalld kapesolatot.

A differencislbaté f : R* — IR fiiggvény pszeudokonvex, ha minden z,y €
Dom(f) mellett eleget tesz a

(Vi) y—z)>0= f(y) > f(=z) (1)

1Beérkezett: 1991, junius 17.
2 A szerzbk kdszonettel tartoznak a dolgozat egyik ismeretlen biréléjanak. Véleménye figyelem-
bevételével t3bb hibat, pontatlansigot és félreérthetd fogalmazast sikerilt kikiisz6bolni.
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feltételnek, ahol Dom(:) az értelmezési tartomanyt, (-,-) pedig a skaldrszorzatot
jeloli. Tovabba, f akkor kvdzikonvex a konvex C C IR™ halmazon, ha tetszéleges
z,y € C és X € [0,1] értékre

fQz + (1= A)y) < max{f(z), f(»)}- (2)

Végiil is, ha a kvazikonvex f fiiggvényre érvényes a

f(=) # f(y) = f(Az + (1 - A)y) < max{f(2), f(y)}

feltétel minden A € (0, 1) értékre, akkor f explicit kvazikonvex.
Az (1) feltétel a kovetkez$ alakban is felirhaté:

fy) < f(=) = (Vf(z),y — =) <O0. (3)

Masrészt, a differencidlhaté f fiiggvény akkor és csakis akkor kvazikonvex egy
konvex C halmazon, ha birmely z,y € C esetén fennall:

f(y) £ f(z) = (Vf(z),y—z) <0. 4)

Ezek szerint a pszeudokonvex fiiggvény egyben kvdzikonvex is. Az explicit kvazi-
konvex fiiggvény pedig ad definitionem kvazikonvex. Végiil is MARTOS (1975, p.113)
bizonyitotta, hogy a pszeudokonvex fiiggvény explicit kvazikonvex.

1.2 Eddigi eredmények

A nemlinedris programozas médszerei altaldban az eddigiektsl sziikebb fiigg-
vényosztilyokhoz folyamodnak (erdsen konvex, erdsen kvazikonvex fiiggvények).
fgy KARMANOV (1989) a relaxdcids eljdrasok hibabecslésével foglalkozott erSsen
kvazikonvex esetben. Analdg eredményeket adtak KORABLEV (1980) és JOVANOVIC
(1989; 1) az erdsen kvazikonvex fiiggvényekre. Ugyancsak JOVANOVIC (1989; 2)
ismertette e fiiggvények tovabbi tulajdonsdgat, ez pedig a {z € R" | f(z) <
a } nivéhalmaz korlatos volta. Kovetkezésképpen a folytonos, erésen kvazikonvex
fiiggvény infimumadt éri el valamely konvex, zdrt halmazon. Masrészt, a feltétel
nélkiili minimalizdcids algoritrnusokban nem sziikséges feltételezni, hogy {z € R™ |
f(z) < f(zo0) } zart valamely zg értékre.

Tovabbi alkalmazdsok taldlhaték a KORABLEV (1980) és JEYAKUMAR (1986)
cikkekben. Igy JEYAKUMAR (1986) fontos masodrendii dualitdsi tételeket bizonyi-
tott az igynevezett s-kvazikonvex nemlinedris programozas témakorében (f akkor
s-kvazikonvex, ha a (6) relacié s € IR mellett érvényes).

A kovetkezd két definiciét POLJAK (1986) adta meg. Jelolje || - || az euklideszi
normat.

1. Definicié. Legyen C konvex halmaz, z,y € C, A € [0,1)]. Ekkor f erésen
konvex C halmazon, ha létezik olyan r pozitiv illandé, hogy

FOz+ (1= 2y) < Af(2) + (1= VW) - A1 = Vrllz - oll*.0 (5)
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2. Definicié. Tegyiik fel, hogy C konvex halmaz. Ha létezik, minden z,y € C
és A € [0,1] mellett olyan pozitiv s, melyre

fOz + (1= N)y) < max{f(), f(¥)} = M1 = Nsllz - ylI* (6)

akkor f fiiggvény erdsen kvdzikonvex. o

ROCKAFELLAR (1976) kdvetkezd tétele alapjan elégséges és sziikséges feltételek
adhatok meg (konvex terminolégiaban) a differenciélhat6 erdsen konvex fiiggvények-
re.

1. Tétel. A konvex C halmazon akkor és csakis akkor létezik az 1. Definicid
értelmében vett r allandé, ha a

f(z) = rll=ll?

fiiggvény a C halmazon konvex. m
Megjegyezziik, hogy a tétel bizonyitdsa egyaltalan nem nehéz; tulajdonképpen
a
Az + (1 = Mgll? = M=l + (1 = Mllgl® = A1 = M|z - vll® ™

egyenléségen alapszik, ahol A € [0,1].

Ezek utan kozvetleniil adédik az 1. Tételbdl az

1. Kévetkezmény. Legyen f kétszer folytonosan differencidlhaté a konvex
C C IR" , nem iires belsejii (int(C) # 8) halmazon. Akkor és csakis akkor lesz
f erdsen konvex (pozitiv r sllandéval) a C halmazon, ha minden z € C,veR"
értékre

(V2 f(2)v,v) 2 2r|lvl®. 0 (8)

Természetesen a fenti definicidk és eredmények konkav esetre is visszavezethetdk.
fgy, ha —f kvazi-, pszeudokonvex ..., akkor f kvazi-, pszeudokonkav .... Tehat
példaul f akkor kvazikonkdv, ha —f(Az + (1 = X)) < max{—f(z),—f(y)}, azaz
f(Az + (1= A)y) > min{f(z), f(v)}. Ezt (3) segitségével lathatjuk be.

Nyilvan minden erdsen konvex fiiggvény erdsen kvazikonvex, és minden erdsen
kvazikonvex fiiggvény egyben explicit kvazikonvex is. Végil is a differencidlhato,
erBsen kvazikonvex fiiggvény szigorian pszeudokonvex, mivel a differencidlhatd f
fiiggvény akkor és csakis akkor erdsen kvazikonvex egy konvex C halmazon, ha

f(y) € f(x) = (Vf(2),y — 2) < —sll=— 9l° ®)

érvényes pozitiv s mellett. Az eredményt VIAL (1983) bizonyitotta.

1. Példa. JOVANOVIC (1990). Nem létezik olyan nem iires belsejii konvex
C C IR™ halmaz, melyen f(z) = ||z|| euklideszi norma erésen konvex, ennek ellenére
||l|| exdsen kvézikonvex a korlitos, nem iires belsejii konvex halmazon. Azonban
f(z) = ||z]|? erbsen konvex C = IR™ esetében (lisd a (7) relacidt). o
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2. Erdsen kvazikonvex figgvényhdnyados és szorzat
2.1 Figgvényhdnyados

MARTOS (1975, p.62) vizsgdlta, mikor explicit kvazikonvex, valamint pszeudo-
kohvex (differencidlhaté fiiggvényekre) a h(z) = f(z)/g(z) fiiggvényhdnyados.

A 16 lehetd esetbdl, amikor f konvex vagy konkav, nemnegativ vagy nempozitiv,
4 lényeges eset emelhetd ki gy, hogy a tobbi 12 elSjelvaltoztatdssal kaphaté meg
belSlik. A lényeges 4 eset tehat

(4) {Shomsen nemncasted o eophcit dsikonaes
(B) {fkonver, nempoziliv

e sty } = h exphicit kvdzikonvez
?

(c) {f konvez, nemnegah’u}

g konvez, pozitiv

(D) {f konvez, nempozit:'u}

g konkdv, pozitiv

(C) és (D) esetben h(z) hinyados nem feltétleniil kvazikonvex, s6t, explicit
kavzikonkdv sem (ha —h explicit kvazikonvex, akkor h explicit kvdzikonkdv). A
kovetkezd két példa éppen azt illusztralja, hogy (C) és (D) esetben nem varhaté
altalanos érvényi, az el6z6 esetekhez hasonld kijelentés.

2. Példa. A harmadik, (C) eset feltételeit f(z) = z2, g(z) = e® kielégitik
ugyan, de h(0) < min{h(—1), h(1)}, valamint h(2) > max{h(0), ~(3)}. O

3. Példa. Legyen C = [-1,1], f(z) = —1, g(z) = 1 — 2. Ekkor A(z) nem
kvazikonkdv. Tovdbbd, f(z) = z2 — 1, g(z) = 1 — |z| fiiggvények hanyadosa nem
kvazikonvex. O

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy f nemnegativ, erésen konvex, g pozitiv, konkav,
feliilrél korlatos a konvex C halmazon. Ekkor h(z) = f(2)/g(z) erdsen kvazikonvex
ugyanott.

Bizonyitds. Ha z,y € C, minden X € (0, 1) értékre jeldlje ) = Az + (1 — A)y.
Ezek utan érvényes

Af(z) + (2 = A f(y) = 22 = V)rlz - yi?
Ag(z) + (1= Ng(y)
Ag(z)f(z)/g(z) + (1 = M) f(W)g(w)/g(y) — A1 — N)r||z — y||?
Ag(z) + (1 - Ng(y)

h(zy)

< ax{f(ﬂr) M} A= Vr|lz -yl
= 9(z)’ 9(y) Ag(z) + (1= Ng(y)
< max{h(z), h(y)} — A(1 — A)s||z — y|?
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ahol s = r/M, M =sup{g(z) |z €C}. m
Erdekes megemliteni, hogy ha g(z) affin fiiggvény, vagyis g(z) = (c, z) + v, ahol
c € IR", v € IR, akkor

9(Az + (1 - A)y) = Ag(z) + (1 - N)g(y).

igy a 2. Tétel bizonyftdsiban szereplé egyenlStlenséglancolat érvényes tekintet
nélkiil az f(z) eldjelére, ha g(z) affin fiiggvény. Eppen ezt a tényt mondja ki a

2. Kovetkezmény. Legyen f(z) erSsen konvex a konvex C halmazon. Ekkor
h(z) = f(z)/({c,z) + 7) erbsen kvazikonvexa Cj, = {z € C |0 < {¢c,z) +v < m}
halmazokon.

Bizonyitds. Az 1. Tétel alapjin a nemnegativ h(z) fiiggvény akkor erdsen
kvédzikonvex, ha létezik pozitiv, konkdv, feliilrél korlitos g(z), melyre h(z)g(z)
erdsen konvex. Affin g(z) nyilvdn kielégiti e feltételeket. m

Nem nehéz belatni, hogy a kétszer differencidlhaté egyviltozés ¢(z) fiiggvény
akkor és csakis akkor erésen konvex az [a, b] C IR intervallumon, ha ¢"(z) > 2r > 0,
(ez tulajdonképpen az 1. Kovetkezmény egydimenzids esete).

4. Példa. A h(z) = sin(z) fiiggvény nem er8sen konvex [—/4, 0] intervallumon,
mivel A”(0) = 0. p

1. Megjegyzés. A fiiggvényhdnyados nevezdjében szerepls fiiggvény konkdv
volta nem cserélhetd fel kvazikonkdv tulajdonsiggal, ugyanis a kovetkezd egyszerii
ellenpéldat szerkeszthetjilk meg: f(z) = e* erdsen konvex C = [0, 1] intervallumon
(lasd az 1. kévetkezményt, r = 1/2), g(z) = e® pozitiv, korlitos és kvazikonkdv
C-n, ennek ellenére h(z) = f(z)/g(z) = 1 nyilvdnvaldan nem erésen kvazikonvex
C-n. O

Az eddigiek szerint, ha (A) esetben ,,f konvex” helyett ,,f erésen konvex” ill,
valamint g korldtos, akkor a h(z) = f(z)/g(z) fiiggvény erSsen kvazikonvex. Vegyiik
észre, hogy ez (B) esetben is igaz. Ezt illusztralja ugyanis a kovetkezd.

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f nempozitiv, erdsen konvex, tovdbba g pozitiv,
konvex, feliilrél korldtos a konvex C halmazon. Ekkor h(z) = f(z)/g(z) erdsen
kvézikonvex ugyanott.

Bizonyitds. Ha z,y € C, minden X € (0,1) értékre legyen z) = Az + (1 — A)y.
Mivel f < 0 és g pozitiv, konvex fliggvény (mds széval g(z2) < Ag(z)+(1—A)g(y)),
érvényes

_f@) o Sm) M)+ (0= NIE) = ML= Nz - gl
g(zx) ~ Ag(z) + (1 - A)gly) ~ Ag(z) + (1= Na(y)
A bizonyitds ezek utdn megegyezik a 2. Tétel bizonyitasival. g

Végezetil a 2. Tétel tovabbi vallfajait fogalmazzuk meg egy 4j kovetkezmeény és
két 4j példa kiséretében.

h(zy)

erésen konkdv, nempozitiv
(E)

, p B h erdsen kvdzi
¢ konvez, negativ, alulrdl korlatos} SPRINETUGEN kndzikonues
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(F) {f erdsen konkdy, nempoziliv

g konkdv, pozitiv, felilrél korlétos} S e sk on g

erdsen konvez, nemnegativ
(G)

g konvez, negativ, alulrél korltitos} Eeg Al

3. Kovetkezmény. A nempozitiv h(z) fiiggvény akkor lesz erésen kvazikonvex
az [a,b] C IR intervallumon, ha létezik olyan s > 0, melyre

h"(z) + 2h'(z) + h(z) > & (10)

Bizonyitds. Legyen 0 < 2r < se®. Ekkor minden z € (a, b] értékre igaz, hogy
h"(x) + 2h'(z) + h(z) > s miatt

(R"(z) + 2k (2) + h(z))e® > se® > 5e® > 2r = (e’h(z))“ >2r > 0.

Nyilvan ekkor e®h(z) erdsen konvex, nempozitiv fiiggvény. Mivel e” pozitiv,
konvex, a 3. Tétel értelmében

m = h(z)

erésen kvazikonvex az [a, b] intervallumon. @
5. Példa. A h(z) = sinz nem erésen konvex a [—7/4,0] intervallumon (4.
példa), azonban ugyanott erdsen kvazikonvex, ugyanis

h"(z) + 2h'(z) + h(z) = 2cosz > V2. o

6. Példa. Vizsgaljuk most az f(z) = Yoi=; 2" fiiggvényt, ha o; € R\[0,1]. Az
f(z) fiiggvény V?f(z) Hesse métrixa ez esetben diagondlis, lévén f(z) szeparébilis.
Igy az 1. Kovetkezmény alkalmazdsaval f(z) erdsen konvex a [];_,[ai,00] C R}
n-dimenzios intervallumon, ha a; > 2. Tovabba, legyen a; € (—o0,0) U (1,2). Ek-
kor f(z) erésen konvex a [[i-,(0,ai] intervallumon. Végezetil o = 2 esetben f
erdsen konvex az egész IR™ téren. Tovibba tegyiik fel, hogy §; > 0 és S B =
1. Az IR} intervallumon ekkor a g(z) = H".'=1::?‘ fiiggvény konkdv (SUHAREV-
TIMOHOV-FEDOROV, 1986, p.88). Mivel f és g kielégitik a 2. Tétel feltételeit ha
g(z) korldtos, hanyadosuk h(z) = f(z)/g(z) erdsen kvazikonvex a [¢,8]" C R}
n-dimenzids téglalapon.

A fenti eredmény specialis esete a hatvanykozép és a mértani kozép hanyadosa;
h: R} — IR,

n n
hz) = a7/ ([T=) """ (1)
i=1 i=1
mely fliggvény erbsen kvéazikonvex minden konvex, kompakt C' C IR" halmazon, ha
n>2.n0
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2. Megjegyzés. A 6. Példdban rogzitett n = 1, ay = 2, 8 = 1 értékekre
h(z) = z. E fiiggvény er8sen kvazikonvex C = [1, 2] intervallumon, de nem erdsen
konvex ugyanott. g

3. Megjegyzés. A hinyadosprogramozds (fractional programming) célfiiggvé-
nye h(z) = f(x)/g(z); ha azonban specidlisan f(z) és g(z) affin fiiggvények, akkor
hiperbolikus programozésrél van szé6 (MARTOS, 1975, p.176). A hanyadosfiiggvény
tulajdonsigainak kivizsgaldsa tehdt kiilondsen fontos feladat. Erdekes megjegyezni,
hogy az erés kvazikonvexitdsnak nincs jelentGsebb szerepe a hiperbolikus prog-
ramozasban, mivel affin fuggvények hinyadosa csak az egy-, és kétdimenzids esetben
lehet erésen kvazikonvex. (Ezt a tényt a 7. Példdban ldtjuk majd be.)

Egészen mis a helyzet, ha f(z) nem affin. Ekkor néhdny konkrét kdvetkeztetés is
levonhaté. Példanak okdért KARMANOV (1989, pp.137-144) bizonyitotta be, hogy

min f(z), z€{z€R"|fi(z)>0,i=1,m}

probléma korrekt, ha f erdsen konvex. Ez az eredmény akkor is érvényen marad, ha
h(z) er8sen kvazikonvex hinyadosfiiggvényre alkalmazzuk Karmanov feladatdt. E
tény bizonyitdsa az erdsen kvazikonvex fiiggvényeknél alkalmazott egyenlStlenség-
lancolaton alapozédik meg. Kovetkezésképpen megjegyezhetjiik, hogy a hadnyados-
programozasi probléma korrekt, ha f(z) erésen konvex, g(z) pedig affin fiiggvény
(2. Kovetkezmény). o

Térjink most vissza az affin fiiggvények hanyadosdnak kérdésére.

7. Példa. A h(z) = ({a,z) +a)/((b, z) + P) fliggvény egyetlen konvex C C IR",
int(C) # 9 halmazon sem erdsen kvazikonvex, ha n > 3. A bizonyitds lényegét a
k6vetkezd gondolatmenet tiikrozi. Tegyiik fel, hogy n > 3, és z € int(C), tovdbba
legyen a tetszbleges 0 # v € IR™ vektor merdleges a, valamint b vektorra. Ekkor
létezik olyan t > 0, melyre y = z + t» € C. Mivel (a,v) = (b,v) = 0, innét
h(z) = h(y).

Tovdbba Vh(y) = (a — h(y)b)/({b, =) + B) és y — = = tv, ezért

(Vh(y),y—z) =0 '

lithaté be. Mdrmost ezen implikacio el6zménye igaz, kovetkezménye pedig hamis
minden s > 0 (||v|| # 0) esetén. Tehdt h(z) nem lehet erdsen kvazikonvex. o
Hatramaradt még az egy- és kétdimenzids eset. Ha n = 1, akkor

_az4f
h=) = vz + 6
er6sen kvazikonvex minden —§/v ¢ {a,b] C IR intervallumon, ha aé — gy # 0.
Ugyanis, ha f € C'[a,d] és f'(z) # O minden z € [a,b] értékre, akkor f erSsen
kvézikonvex az [a, b] intervallumon, JOVANOVIC (1990).
Végezetill is, legyen n = 2. Ekkor
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nem erdsen kvazikonvex {a,b} linedris fiigg8ségének esetében. Ugyanez a helyzet,
haa=p0=0.

Lineéris fligg6ség mellett 1étezik olyan p # 0, hogy a = pb. Ezek utan a bi-
zonyitds megegyezik az n > 3 eset bizonyitasaval.

Ha o = § = 0, természetes, hogy Dom(h) = IR\ {0}. Valasszunk z € int(C),
valamint legyen y = tz, t € (0,1). Ilyen t nyilvdn létezik, hiszen 0 ¢ C. Ezek utin
ismételten az n > 3 eset bizonyitdsi eljarasdval tudunk majd kdvetkeztetni.

Végleges vilaszt azonban a kérdésre, hogy mikor is er6sen kvazikonvex h(z)
hanyadosfiiggvény ha n = 2, nem tudtunk megadni.

2.2 Fuggvényszorzal

A fiiggvényszorzat analizildsdnal a kévetkezd hirom fontos esetben ((H), (I),
(), csak (I)-ben lehet 4ltalinos érvényli kovetkeztetést levonni. Igy (I) és vallfajai
bizonyitasdt MARTOS (1975, p.61) tette kdzzé.

f konvez, nemnegativ
(H)

g konkdv, nemnegativ

f konvexr, nempozitiv
(1)

Y nemnegatt’v} = s ezplicit kvdzikonves

(1) {f konvez, nemnegativ }

g konvez, nemnegativ

Egyszerl ellenpéldat adhatunk meg kvazikonvex (kvazikonkdv) szorzatra (H)
esetben. Ha f(z) = z, g(z) = 1 — z, akkor C = [0, 1] intervallumon s(z) = z(1 — =)
nemn (explicit) kvdzikonvex; tovdbba f(z) = 22, g(z) = 1 és C = IR mellett s(z) =
z? nem (explicit) kvéazikonkdv.

Azonban az utébbi (J) esetben sem lesz s(z) sziikségképpen kvazikonvex (kvazi-
konkav), ami a 2. Példa alapjan (s(z) = z%e~) jél lathatd.

A pozitiv, konkav g(z) fiiggvény reciprok fiiggvénye konvex, MARTOS (1975,
p.62). A 3. Tétel alapjan ezek szerint

(K) {fero”sen konvez, nempozitiv

p ) L ) s erdsen kvdzik .
g konkdv, alulrél pozitivan korlatos} . rosen fvazikonves

Vegyiik észre, hogy (K) két varianssal rendelkezik.

3. Az Osszetett fliggvény erds kvdzikonvexitdsa

Legyen C C IR" konvex halmaz, f : C — R, g : IR — IR. Végiil jelolje go f az
osszetett fiiggvényt. MARTOS (1975) ismertette a kovetkezd eredményeket:
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(L) Ha f konvez, g konvez és monoton nemcsokkend, akkor g o f konvez C
halmazon; MARTOS (1975, p.58).

(M) Ha f kvdzikonvez, g monoton nemcsokkend, akkor g o f kvdzikonver;
MARTOS (1975, p.59).

(N) Ha f pszeudokonvez, g differencidlhaté és g'(z) > 0, akkor g o f pszeu-
dokonvezr, MARTOS (1975, p.117).

Azonnal szembe tilinik, hogy f konvexitdsa mellett g konvexitdsa is elégséges feltétele
g o f konvex voltdnak. Hasonld érvényes erdsen konvex esetben is. Ezzel kapcsolat-
ban VIAL (1983) bizonyitotta be a kovetkezé eredményt.

4. Tétel. Legyen f erdsen konvex, tovdbba g : IR — IR, monoton ndvekvés.
Tegyiik fel, hogy g/, g_ derivaltak alulrél korldtosak, pozitiv alsé korldttal. Ekkor
g o f erbsen konvex. m

Végezeti]l még egy altaldnositast fogalmazunk meg.

5. Tétel. Legyen f differenciadlhato, erésen kvazikonvex a konvex C halmazon,
g differencialhatd, valamint ¢’(z) > m > 0. Ekkor C halmazon h = go f erésen
kvazikonvex.

Bizonyitds. Tetszbleges z,y € C esetén a kovetkezd igaz:

h(y) < h(z) = 97" (h(y)) < g7 (h(z)) =
= f(y) < f(2) = (Vf(z),y—z) < —slle — ol =

= (0 (F)VS(@),y— =) < =g (F()slle — ol =
= (Vh(z),y - 2) < —msl|z — o> m
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ON THE STRONG QUASICONVEXITY OF QUOTIENT, PRODUCT
AND COMPOSITE FUNCTION

The characterization of convexity — as well as pseudo- and quasiconvexity — of the com-
posite, product and quotient function is well-known. These results are generalized in this
paper for strongly convex and strongly quasiconvex case. We prove, among others, that (i)
the quotient of a non-negative, strongly convex and a positive, bounded concave function
is strongly quasiconvex; (ii) the product of a non-positive, strongly convex function and
a concave function with positive lower bound is strongly quasiconvex; (iii) the composite
function g o [ is strongly quasiconvex whenever f, g are differentiable, [ strongly quasi-
convex and g'(2z) > m > 0. These results are illustrated by many examples, e.g. for (i)
we examine the arithmetical and geometrical means over a convex, compact set in R".
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EGY KLASZTEREZO GLOBALIS OPTIMALIZALASI MODSZER
A PARAMETERBECSLESI FELADAT MEGOLDASARA™

CSENDES TIBOR
Jozsef Attila Tudomdnyegyetem, Kalmdr Laboratdrium

1. A paraméterbecslési feladat

A természettudomanyok gyakori mddszere, hogy a vizsgalt rendszert egy mo-
dellel kozelitik. Az illetd rendszer miikodésének megértését az jelzi, ha viselkedését
jol lehet leirni, jésolni a modell viselkedése alapjan. A paraméterbecslési feladat
fiiggvény formajdban adott modelleknek a mérési adatokhoz vald illesztését és a
paraméterek meghatarozasat tizi ki célul.

A paraméterbecslési feladatot a numerikus matematikdhoz, és azon beliil az
optimalizdlashoz, vagy mds megkozelitésben az operacidkutatdson beliil a matema-
tikai programozashoz szokds sorolni. A paraméterbecslési feladat gyakorlati alkal-
mazasardl megemlitiink néhany olyan kézleményt, amely a dolgozatunkban szerep-
16 eredményekhez kotédik, illetve valamely vizsgalt algoritmus hasznalatival elért
eredményt tartalmaz: [9,12.14.17.18.19,22,34,35,36].

A paraméterbecslési feladat fontossdgat az is jelzi, hogy a 100 legtobb hivatko-
zast kapott természettudomdnyi kozlemény kozott az egyetlen matematikai cikk
D. W. Marquardt publikacidja a nemlinedris paraméterbecslésrdl [23]. A feladat
nehézségét pedig az jellemzi. hogy példaul a Fermat-sejtést is meg lehet fogalmazni
paraméterbecslési feladatként [25).

E dolgozatban kizardlag a determinisztikus esettel foglalkozom. amikor tehat a
statisztikai jellegd megkozelitéssel szemben egy konkrét adatsorhoz legjobb illeszke-
dést biztosité modellparamétereket keressiik. A dolgozat egy klaszterezd globalis
optimalizalasi modszert ismertet, és teszteredményeket tartalmaz annak numerikus
hatékonysdgara vonatkozdan

A paraméterbecslési feladat szokasos alakja a kovetkezd:

min f(z) (1)

TEX

ahol f(r) : R" — IR.

1Beérkezett: 1991. jinjus 17.
2A kutatasok anvag feltételeit részben az 1074/1987 és 2879/1991 sz. OTKA palyézat és a
314/108/004/8 sz. DAAD 6s216nd{] biztositottak
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m

F&) = (| D_(fi = Fmoa(si, 2))?

i=1

fi € R adatpont; fmoed(s,z) pedig a modell-fliggvény, s annak véltozdja, si-k az
alappontok, i = 1,2,...,m; m > 0 egész. X C IR" kompakt halmaz, a lehetséges
megolddsok halmaza. X a legtobb esetben egy n-dimenziés intervallum: X = {z €
R" : a; < zj < bj}; aj,b;j € R;j = 1,2,...,n. Ebben az esetben a lehetséges
megolddsok halmazat megadd feltételek egyszerii korlitok a paraméterckre. Az
(1) feladat célfiggvénye a modellfiiggvény optimalis legkisebb négyzetes értelmii
illesztését adja meg az f; adatpontokhoz.

Az (1) feladat megolddsa soran gyakran feltételezik (13], hogy f(z) nem multi-
extremalis, azaz csak egy helyl minimuma van, vagy hogy legalibbis egy megfelels
kezdSpont all rendelkezésre a helyi keresG algoritmus szamara. Mivel szamos olyan
gyakorlati paraméterbecslési feladatot taldltunk, amelynek célfiiggvényének tobb
helyl minimumpontja volt, ezért megvizsgaljuk az Osszefiiggést az (1) nemlinedris
paraméterbecslési feladat és a globélis optimalizalasi feladat kozott. Ez utébbit a
kovetkezd mddon szokds definidlni:

Tekintsink egy X kompakt halmazt az n-dimenzids valds térben, és egy g(z) :
IR" — IR esetleg multiextremalis fiiggvényt. A feladat a g(z) egy z* € X globilis
minimumpontjanak megkeresése, amelyre g(z*) < g(z) teljesill minden z € X
pontra.

Azt taldltuk, hogy az (1) feladat célfiiggvényénék szerkezete csak f(z) nem-
negativitasat biztositja, pontosabban érvényes a kovetkezd

1. ALiLfTAs. Minden nem-negativ g(z) : R™ — IR valds fiiggvényhez, m egészhez
és fi € R, 1=1,2,...,m valds szamokhoz létezik olyan fn.a(s,z) valos fliggveny,
hogy

9(z) = f(x) = | D (fi = fmoa(si,2))?

minden z € IR" pontra

BizonYITAS. Legyenek példaul g;(z) : IR® — IR valds, nem-negativ fliggvények
(i=1,2,...,m) vgy, hogy
9(2)* = Z%(I

Ilyen fiiggvények léteznek, mivel példaul a g.-(z) = g(z)?/m fiiggvények kielégitik
ezt a feltételt. Ezutdn az az fmod(s,a:) modell-fiiggvény, amelyre frmoq4(si,z) =
gi(2)12 + fi, eleget tesz az 1. Allitdsnak. u]
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Vegyiik észre, hogy a gi(z) fiiggvények csaknem teljesen szabadon valaszthatok
meg, és ezen a médon tovabbi tulajdonsagokat tudunk biztositani az fiod(s,z)
fiiggvényekre. Példaul, ha g(x) folytonos, akkor fmod(s,z) is valaszthato folytonos-
nak.

Az 1. Allités szerint egy nemlinedris paraméterbecslési feladat célfiiggvénye
barmely nem-negativ valds fiiggvény lehet. Tehdt egy nemlinedris paraméterbecslési
feladatnak lehet akarhany (sét akar kontinuum sok) helyi minimumpontja. Az f ()
szerkezete, azaz a legkisebb négyzetes alak csak f(z) nem-negativitdsat biztositja,
semmi més szabalyossigot nem eredményez. Ez indokolja altaldnos globdlis opti-
malizilasi médszerek alkalmazdsat olyan specidlis szerkezetii feladatokra is, mint

1).

2. Klaszterez$ globdlis optimalizdldsi médszer

1tt egy olyan algoritmust targyalunk, amely az eldz6 szakaszban definialt globilis
optimalizdlasi feladat megoldasdra szolgal. Ez a modszer csak a célfiggvény értékét
tetszbleges pontban kiszamité szubrutinra timaszkodik. Ebben az értelemben ne-
vezziik hagyomdnyosnak. Az ilyen eljiristol nem varhatjuk, hogy garantdlt meg-
bizhatésaggal mindig megtaldlia a globdlis minimumot, de azt igen, hogy nagy
valészintiséggel j6 beeslést adjon rd.

A globalis optimalizdlasi feladal nehézségének egyik oldalat mutatja az, hogy
még egy pont helyi minimumpont voltdnak ellenérzése is NP-teljes feladat [25].
A masik gyakran idézett tétel az, hogy nem létezik olyan determinisztikus algo-
ritmus, amely csak a célfiiggvényl és annak derivaltjait kiértékelS szubrutinhivasok
segitségével meg tudna hatdrozni véges szami lépésben barmely globalis optimaliza-
lasi feladat megoldasdt [38]. A hagyomdnyos modszerek fejlesztésének célja igy az
marad, hogy minél hatékonyabb és megbizhatébb médszert taldljunk. Amint litni
fogjuk, a gyakorlati feladatok nagy részére létezik kielégits megoldast nyijto eljaras.

A globalis optimalizilisi médszereket célszerti a felhasznalt informdcio jellege
szerint osztdlyozni. A mar emlitett hagyomdnyos algoritmusok csak a célfiiggvény
és esetleg annak derivaltjai értékét haszndljak. Ez az oszidly sok ¢rdekes maodszert
tartalmaz, mint a tobbszdros helyi keresés mintavétel utan (multistart) [38], a nem-
linedris szimplex mddszer [30], trajektdria-kovetés [10], vagy az alagiit-modszer [38].
A Lipschitz konstans ismeretére tamaszkodé algoritmusok [20,28,29) eloszor egy-
dimenziés feladatokra voltak alkalmazhatdk, ezeket a korldtozds és széivilaszlis
médszerével illetve térkitoltd gorbékkel altaldnositottdk. Az utobbi években az in-
tervallum-aritmetikdval meghatarozott befoglalé fiiggvényre [7,8,15,24,31] alapozd,
és a célfiiggvény képletét szimbolikus manipuldciéval kezeld [16] eljarasok is elter-
jedtek.

A kordbbi kiterjedt alkalmazdsi tapasztalatok és a szakirodalom alapjan Boen-
der és munkatdrsai algoritmusat [4,32,33,37] implementdltuk két verzidban, kisebb
viltoztatasokkal. A két viltozat kozotti kiilonbség az, hogy az egyik egy kvazi-
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Newton eljarast {13], a masik egy ,,véletlen séta” tipusi helyi keres§ médszert
(UNIRANDI [21,38]) hasznal. A kévetkezdkben ezeket A, ill. B algoritmusnak
fogjuk nevezni. Mindkettd derivaltmentes, tehat a megoldashoz nem hasznaljdk a
célliiggvény parcidlis derivaltjait. Ez utébbiak meghatdrozasa ugyanis nehéz, illetve
lehetetlen szdmos paraméterbecslési feladat esetén [18,19]. UNIRANDI robusz-
tus, de rossz hatékonysagt helyi keres§ médszernek bizonyult, mig a kvazi-Newton
médszer érzékeny volt az indulépontra, de pontosabbnak mutatkozott [3]. A globalis
optimalizdlasi médszer és az UNIRANDI helyi keresd eljaras implementdlasanal csak
az emlitett publikdcidkra tdmaszkodtunk.

Az algoritmus fontos része az alkalmazott klaszterezési eljrds. Ennck elhagyssi-
val egy egyszerfi multistart médszert kapnank. A klaszterczés célja az, hogy a gyiij-
tott informdcidk alapjan statisstikai jellegli eszkozokkel hatdrozza meg és kiilonitse
el a helyi minimumpontok vonzdskdrzetét (azon globdlis minimumpontban végz8ds
IR"-beli folytonos gorbék pontjai halmazit, amely ek mentén a célfiiggvény szigorian
monoton csokkend). Ez teszi aztdn lehetdvé, hogy csak a feltétlentl szitkséges szami
helyi keresést hajtsa végre algoritmusunk, és egy elSre adott szintil megbizhatdsag
fenntartdsa mellett az algoritmusunk a lehet8 legkevesebb iterdcids 18pést tegyen.

A targyalt globélis optimalizalasi algoritmus roviden a kovetkezd:

1. lépés: Generdljunk N darab mintapontot egyenletes eloszléssal az X halmazon,
és adjuk Sket a C aktudlis mintdhoz. Allitsuk el8 a T transzformalt mintét
tigy, hogy vesszitk a C-ben 1évé pontoknak a legkisebb célfiiggvényériékkel
rendelkezd v szazalékat.

2. 1épés: Alkalmazzuk a klaszterezési eljardst a T ponthalmazra. Ha T minden
poutja hozzdrendelhetd valamely klaszterhez, akkor folytassuk a 4. lépésnél.

3. 1épés: Inditsunk helyi keresést azokbdl a T-beli pontokbdl, amelyek nincsenck
valamely klaszterhez rendelve. Ha taldltunk 4 helyi minimumpontot, akkor
folytassuk az 1. 1épésnél.

4. lépés: Hatdrozzuk meg alegkisebb helyl minimumot, ez lesz a globalis minimum
kozelitése.

Az itt emlitett helyi keresés vagy a kvazi-Newton mnddszer, vagy az UNIRANDI
eljaras volt. Az credeti kézleményben ([4]) vizsgalt két klaszterezési modszer kéziil
a single linkage cljdrdst vélasztottuk, mint igéretesebbet. A klaszterczés célja azon
mintapontok meglaldldsa, amelyckbd] indulva a helyi keresés valdsziiileg egy mar
ismert helyl minimumponthioz vezetne. A klasztercket tgynevezelt magpontok
(helyi minimumpontok, és olyan mintapontok, amelyekbdl a helyi keresés cgy mar
ismert helyi minimumpontlioz vezetett) koré épitjiik. Két pont d(z, z') tavolsdgdt
az z* helyi minimumpont kdrnyezetében a kovetkezs képlettel definidljuk [4]:

d(z, =) = \/(z — 2T H(z*)(a - ).



Egy klaszterezd globdlis optimalizdldsi médszer 21

A kvdzi-Newton mddszer az A algoritmusban megfelelé becslést ad a célfiigg-
vény H(z*) Hesse-métrixara. Az UNIRANDI esctén pedig az egységmatrix pétolja
a H(2*) matrixot (vo. [4]). Egy 4j z pontol akkor adunk egy klaszterhez, ha annak
egy z’ pontjdra

1/n

1 “\|1/2
< [P+ gm)iH )] M) (1 = qrv-n)

d(z,2') < —

teljesiil, ahol |H (z*)| a H(2*) métrix determindnsat jeloli, m(X) az X halmaz egy
mértéke, N’ az Osszes generalt mintapont szdma, és 0 < o < 1 a klaszterezési eljaris
paramétere [4].

Az eredeti algoritmuson végrehajtott két legfontosabb mddositas a kovetkezs:

1. Nem hasznalunk ”legmeredekebb lejts” szerinti lépést az aktudlis minta transz-
formalasdra; ennek hatékonysiagdt megvizsgdltuk az implementdlds sordn, és
elhagyhatonak bizonyult,

2. A célfiiggvény véltozéit a globdlis optimalizdldsi rutin skdldzza [13) a kovetkezd

képlettel:

o= 2¢; — a; — b;

1=1,2,...,n.

b,‘ — ' '

Ezt természetesen a célfiiggvény alakjatdl fiiggetlentil is meg lehet tenni. A
skaldzdsnak ugyan nem volt kimutathatd hatdsa a tesztfiiggvények megoldasd-
nak hatékonysdgdra, gyakorlati problémak esetén viszont nélkiildzhetetlen.

Az implementdlas eredményeként egy valamivel tobb mint 400 soros FORTRAN
szubrutint kaptunk, amely 44 kilobyte memdridt igényel (a helyi keres§ rutinok
nélkiil). Legfeljebb 15 paraméteres globdlis optimalizdlasi feladatok megoldasara
szolgal, de egyszeriien bSvithetd nagyobb feladatokhoz. A globalis optimalizdls
rutin tarigénye linearisan né a valtozészammal, az UNIRANDI-€ szintén, de nem
szamottevd, a kvazi-Newton eljarasé pedig n(n + 1)/2-vel ardnyos. A globalis op-
timalizdlo szubrutin a felhasznald altal megadott 1/O utasitasokon feliil onalléan
dokumentadlja elérehaladésat, és listat ad a ndvekvd sorrendbe rendezett helyi mi-
nimumokral.

3. Numerikus eredmények standard globdlis optimalizdldsi
tesztfeladatokon

A numerikus tesztelést ROBOTRON R55M szdmitdgépen végeztitk. A prog-
ramokat szimpla pontossdggal kédoltuk (ez 7 értékes tizedesjegyet biztositott). A
késébbickben hasznalatos standard idéegység, azaz az S5 tesztfiggvény 1000 ki-
ériékeléséhez szitkséges id6 az z = (4,0,4,0,4,0,4,0)7 pontban [10,38], tiz mérés
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1. Tabldzat. A tesztfiggvények globalis minimumai és globalis minimumpontjai

Teszt-

figgvény | F(=°) o 3 3 z] EH z3
S5 -10,153206 3,99995 4,00014 4,00011  4,00016
ST -10,402947 4,00061 4,00072 3,99945 3,99958
510 -10,536416 4,00075 4,00061 3,99967  3,99948
H3 -3,8627815 0,1146 0,5557 0,8525
H6 -3,3223667 0,201536 0,149909 0,4769506 0,27524 0,31160 0,65735
GP 2,9996490  0,000068  -1,0001

RCOS | 0,39788723  -3,1416 12,275
0,39788723  3,1416 2,2750
0,39788723 9,425 2,4750
SHCB | -1,0316286  0,0899  -0,7126
-1,0316286  -0,0899  0,7126
RB 0,0 1,0 1,0

atlagdban 2,0 masodpercnek adédott (a standard szérds 0,15 volt). A standard
globélis optimalizdlasi tesztfeladatok [10,38] részletes leirdsat a Fiiggelékben adjuk
meg. Ezek a feladatok fSleg a globalis optimalizdlasi mddszerek hatékonysdganak
mérésére alkalmasak, mivel a globalis minimum elkulonitése a nagyobb helyi mini-
mumoktdl ezekben a feladatokban nem nagyon nehéz. A hatékonysdg fogalmanak
hasznalata az optimalizdldsban nem egységes. Dolgozatunkban is kiilonféle haté-
konysdgl mutatckat hasznalunk, ezek viszont valamilyen értelemben mindig a kozel
azonos mindségll megoldas eléréséhez szikséges szamitdsi raforditdst jellemzik. Az
osszehasonlité tablazatokban, ahol lehetséges, az eredeti cikkek adatait adjuk meg
— ezek esetenként némileg eltérnek a [4,10]-ben megadottaktdl. Az A és B algorit-
musokkal minden tesztfeladatot tizszer oldottunk meg. Mindegyik feladatra azonos
eljards-paramétereket (N, v, a) hasznéaltunk, dgy beallitva, hogy minden feladatra
mindkét eljards mind a tizszer megtaldlta a globdlis minimumot.

Ugy talaltuk, hogy a szamitogépes réforditds (a sziikséges CPU-1d6 és a fliggvény-
hivésok szdma) ardnyos a helyl minimumok igényelt pontossigaval. Eszerint kiilon-
bdz8 globdlis optimalizdlasi mddszerek osszehasonlitasakor figyelembe kell venni
azok pontossdgat is. Ehhez elészor is meg kell hatdrozni a globalis minimumok pon-
tos helyét és értékét. Az 1. Tablazat adja meg a standard globalis optimalizdlasi
feladatok ilyen adatait, j6 egyezést mutatva Price eredményeivel [30]. Meg kell
jegyezni, hogy mds szamitégépes pontossiggal persze némileg eltérd értékeket is
kaphatunk. Néhédny globdlis minimumpontot csak 4-5 értékes jegyre adtunk meg:
ezek esetén a célfiiggvény az optimailis értéket a megadott pont kis kérnyezetében
is felveszi.

Meghataroztuk a [10]-ben hivatkozott globalis optimalizdldsi médszerek eredmé-
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2. Tabldzat. Az értékes jegyek szama a globdlis minimum becslésében

Modszer Teszthiiggvény

55 57 510 H3 Hé GP RCOS SHCB RB
Branin = . - - - - - - =
Térn® 30 29 32 43 26 39 4,5 - -
Price* 62 53 58 64 60 39 6,3 :
De Biase | 2,9 34 20 47 4,7 48 = 6,4 N
Boender - - = = = = = - -
A 70 68 67 68 69 43 7,2 71 10,1
B 49 40 52 43 43 44 41 45 47

* Ezek a mddszerck nem haszniljdk a célfiggvény derivéltjait.

nyeinek pontossigat, ahol ez lehetséges volt. A globélis minimum értékes jegyeinek
szamat a

o 1) = 1)
18 = 5)

képlettel definidljuk [3], ahol f(z*) az adott tesztfiggvény globélis minimuma, és
f(z') ennek a program dltal adott becslése. A Rosenbrock (RB) fiiggvény esetén a
globalis minimurn nulla, ekkor a — log f(z') képletet hasznaltuk.

A globalis minimumok becslései értékes jegyeinek szamat a 2. Tablazat foglalja
ossze néhdny globalis optimalizdldsi médszerre. Az A és B eljardsok helyi keresd
rutinjainak paramétereit gy prébaltuk bedllitani, hogy azok hasonlé pontossigot
érjenek el a killonbozé tesztfuggvényeken. Médszeriinknél a pontossag és a megbiz-
hatdsdg csaknem figgetlenul volt hangolhaté.

A globalis optimalizalasi médszerek dltal a tesztfeladatok megoldasdhoz igényelt
figgvényhivasok szdmat tartalmazza a 3. Tablazat. Mivel azok a helyi keresd
eljarasok, amelyek nem hasznéljdk a célfiiggvény derivaltjait, rendszerint gyengebb
hatékonysdglak, ezért az A és B modszerek inkabb csak a tobbi derivdltmentes
médszerekkel vethetSk Ossze. Azokat a mddszereket, amelyekrdl ismert, hogy de-
rivaltmentesek, csillaggal jeloltik meg a 2-4. Tédblazatokban. Az adatok egy-
egy Tulasra vonatkoznak az elsé négy moddszer esetén, a Boender és munkatdrsai
médszerére vonatkozd értékek négy futas atlagaként, az A és B moddszerhez tar-
tozdk pedig tiz figgetlen futds atlagaként adédtak. A 3. Tablazat szerint Boender
és munkatdrsai madszere [4] a leghatékonyabb, mig Térn [38] és Price [30] eljardsa
gyengébb hatékonysdgi, mint az A és B algoritmus.

A 4. Tabldzat a tesztfeladatok megoldasahoz szitkséges CPU-1d6t adja meg stan-
dard idGegységben. Ezen adatok alapjan az A és B algoritmusok hatdrozottan
gyorsabbaknak mutatkoznak, mint a tobbi derivdltmentes médszer, és az A eljdras
koriilbelil olyan gyors, mint Boender és munkatdrsaié. Gyakorlati feladatokban
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3. Tabldzat. A figgvényhivasok szama

Moédszer Tesztfiiggvény

S5 S7 S10 H3 H6 GP RCOS SHCB RB
Branin 5500 5020 4860 - ~ -~
Torm* 3649 3606 3874 2584 3447 2499 1558 -

Price* 3800 4900 4400 2400 7600 2500 1800 - -
De Biase 620 788 1160 732 807 378 597 717 -
Boender 567 624 755 235 462 398 235 = -
A* 990 1767 2396 216 1446 436 330 233 410
B* 1083 1974 2689 697 2610 386 464 267 1524
* Ezek a mddszerek nem haszndljak a célfiiggvény deriviltjait.

azonban rendszerint tobb CPU-1d6 sziikséges a célfiiggvény kiértékeléséhez, mint
a tesztfeladatok esetén, tehat a 4. Tablazat inkdbb az egyes modszerek admi-

A hagyomanyos, csak fliggvény-kiértékelésekre épiilé mddszerek heurisztikus jel-
legtiek, igy a numerikus teszt latszik az egyetlen Osszevetési lehetdségnek. A 3.
és a 4, Tablazat alapjan torténd Osszehasonlitas akkor megalapozott, ha az egyes
médszerek azonos megbizhatdsdgiak (nagyszama fiiggetlen futas hasonld szamu e-
setben adja a globdlis minimumot), és azonos pontossagu eredményt szolgaltatnak
(1. 2. Tablazat). Sajnos ezek a kovetelmények ritkan teljesiilnek, sét, a személyes
tisztdzasi kisérletek is ellentmondd informacidkat eredményeztek. Mindenesetre, az
A algoritmus mind megbizhatdsdg, mind pontossdg szempontjabdl kimutathatdan
jobb, mint az oOsszehasonlitisban szerepldé tobbi algoritmus. Ez alapozza meg a
hatékonysdgl Osszevetést.

Osszegezve a numerikus tesztek eredményeit megallapithatjuk, hogy Boender
és munkatdrsai modszerének itt vizsgalt két derivdltmentes valtozata hatdrozottan
jobb, mint a tobbi derivdltmentes eljaras. Az A algoritmus hatékonysdga megkoze-
liti az eredetiét, Ez a kvazi-Newton helyi keresSvel ellatott globalis optimalizalasi
eljaras jol haszndlhato sima globalis optimalizdlasi feladatokhoz, amelyekben a cél-
fiiggvény parcialis derivaltjal nem al'nak rendelkezésre, vagy nehezen szamithatdk.
Ugyanez a globdlis optimalizdlasi kereteljaras az UNIRANDI direkt keresé médszer-
rel hatékony eszkoz lehet nem-sima, vagy nem-differencidlhaté célfiggvényekhez.

4. Globdlis optimalizdlasi médszerek megbizhatésiga

Szinte mindegyik globalis optimalizaldsi médszer csak helyi informaciét hasznal,
tehat a célfliggvény és annak elsS- és masodrendii parcialis derivéltjai értékét bi-
zonyos pontokban. Konnyd megmutatni [38], hogy nem létezik olyan determi-
nisztikus algoritmus, amely véges sok ilyen figgvényhivds révén minden globdlis
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4. Tabldzat. A standard iddegységek szama

Madszer Teszthiggvény

§5 87 S10 H3 H6 GP RCOS SHCB RB
Branin 9,0 8,5 9,5 = = = - - -
Torn* 100 12,4 144 80 156 4,1 3.7 - >
Price* 13,9 20,0 19,7 75 475 2,8 4,4 - =
De Biase | 26,1 23,0 337 176 231 168 152 232 -
Boender | 35 45 70 17 43 15 1,0 - =
A 30 49 70 1,2 42 13 14 1.2 10
B* 35 60 88 19 142 15 16 1,3 15

* Ezek a médszerek nem hasznaljak a célfiggvény derivaltjait.

optimalizdlasi feladatot meg tudna oldani. Emiatt a globdlis optimalizdlasi ku-
tatasok az egyre hatékonyabb és megbizhatdbb heurisztikus eljarasok fejlesztésére
koncentralédtak.

A globdlis minimum vonzaskorzetének mértéke jellemzi az adott feladat nehéz-
ségét. Ennek az a magyardzata, hogy az olyan hagyomdnyos globdlis optimalizdlasi
médszerek, mint amilyent dolgozatunkban is ismertettink, a kisebb vonzaskorzeti
helyi minimumot kisebb valészinliséggel taldljdk meg. Ebbdl a szempontbdl a leg-
gyakrabban hasznélatos tesztfeladatok meglehetdsen konnytek, inkdbb csak az al-
goritmusok hatékonysaga vizsgalhaté velik.

Az aliabbiakban egy olyan tesztfeladatot targyalunk, amely az algoritmusok
megbizhatésdgat méri, azaz meghatarozza azt a nehézségi szintet, amelyhez tar-
tozé globdlis optimalizaldsi feladatot az illetd algoritmus még meg tud oldani. A
javasolt n-dimenzids fliggvény egyszeriien szamithatd:

fz) = ifﬁ(r-‘) 2
ahol minden i = 1,2, ..., n-re: -
fi(z) = £(sin(1/zi) + 2)
ha 2 £ 0, és £;(0) = 0. Ha z; # 0, akkor f(z) gradiense
gi(z) = 623 (sin(1/z:) + 2) — z} cos(1/z;),
Hesse-mitrixa pedig
Hij(z) =0 (i#37)

Hii(z) = 30zi(sin(1/z;) + 2) — 1022 cos(1/z) — z? sin(1/z;)
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minden {,j = 1,2,...,n-re. Kiilénben gi(z) és H; ;(z) nulla (1,5 = 1,2, ..,n). A
gradiens és a Hesse-mdatrix mindeniitt folytonos JR"-ben. Mivel nyilvanvaldan

n

S 28 < fz) <834,
i=1

i=1

ezért f(x) globalis minimuma IR™-ben zérus, és ezt az értéket csak az origéban veszi
fel.

1. TETEL. Az f(z) figgvénynek megszdmlidlhatéan végtelen sok helyl minimuma
és maximuma van az n-dimenzids valds térben, és minden extremailis pontja a

-1<z; <1 i=12 .50 3)
n-dimenziés intervallumban van.

BrzonY[TAs. Tekintsiik el6szér az n = 1 esetet. Tegyiik fel, hogy az elsé derivalt
nulla, és  # 0. Ekkor érvényes, hogy

6z(sin(1/z) + 2) = cos(1/z). (4)

Ezen egyenlet jobboldala -1 és 1 kozétt valtozik, mig a baloldal 6z és 18z kozott,
az els§ derivalt tehdt csak a (-1/6, 1/6) intervallumban lehet nulla. A (4) egyenlet
jobboldala felveszi a -1 és az 1 értékeket a

[(1/2k7), 1/(2(k + 1)7)) k=4324,... (5)

intervallumok mindegyikében, mig ugyanezen intervallumokban

-1 < 6x(sin(l/z) + 2) < 1. (6)

Ez azt bizonyitja, hogy az f(z) figgvénynek legaldbb egy helyi minimuma és maxi-
muma van minden ilyen intervallumban, mivel az elsé derivalt folytonos fiiggvény.
Ezen extrémumpontok kiilonbdz6ek, mert mind az (5) intervallumok belsejébe es-
nek. Ebbél kovetkezik, hogy legalibb megszamldlhatéan végtelen sok szélséérték
van a (3) intervallumban.

Konnyen belathats, hogy f(z) elsd és médsodik derivaltja nem lehet nulla ugyana-
zon helyen. Mivel a mdsodik derivalt folytonos, ezért minden szélséértékhez tar-
tozik egy nyitott intervallurn IR-ben, amelyhen az az egyetlen szélséérték. Ebbél
kovetkezik, hogy f(x)-nek nem lchet JR-ben kontinuum sok helyi extrémuma.

Az f(x) fiiggvény szeparalhatésiga miatt az elébbi érvelés nyilvanvaldan kiter-
jeszthetd barmely pozitiv egész n-re. m]

Ezek szerint a feltétel nélkili feladat helyi minimumainak halmaza nem csokken
a (3) korldtok alkalmazdsaval. A globalis minimumpont nem-izolalt [1] abban az
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értelemben, hogy el8all helyi minimumpontok torlédasi pontjaként (és most ez az
egyetlen torlédasi pont). A globalis minimum vonzaskorzete nyilvanvaldan nul-
lamértéki. Az f(z) figgvény legfontosabb tulajdonsiga, hogy minél kisebb helyi
minimumrdl van sz6, annal kisebb annak vonziskorzete; ezt a tulajdonsigot a
globalis optimalizalasi modszerek megbizhatdsdganak mérésére lehet hasznalni.

Az egydimenzids valtozat helyli minimumpontjait a célfiiggvény értéke szerint
csokkend sorrendbe lehet rendezni. Az z helyi minimumpont N, sorszidma a kovet-
kez6 képlettel szamithaté:

N = 2|[1/2/27] = 1 + (sgn(z) — 1)/2,

ahol |.] a legnagyobb, az argumentumndl nem nagyobb egészt, sgn pedig a signum-
fliggvényt jeloli. Az egydimenzids esetben az z helyi minimumpont vonzaskorze-
tének A; méretét jol lehet becsiilni a (4) egyenlet segitségével, ha z abszolut értéke
kicsi. Ekkor a (4) egyenlet baloldala kozel nulla, és A, kozelitéleg a jobboldal z-szel
szomszédos két zérushelyének tavolsaga:

2m

A _ g2

A &

Az f(z) fuggvény numerikus, szamitogépes valtozata természetesen kiilénbdzik
az analitikustol, kiilonosen az origé kozelében. Emiatt fontos a tesztfiggvény gon-
dos programozasa.

A javasolt tesztfuggvény gyorsan szdmithatd: az egydimenzids esetben f(z) 1000
kiértékeléséhez 0,306 £ 0,006 (SD) standard idSegységre volt szitkség, mig n = 4
esetén a megfelels érték 0,82940,001 (SD). Eszerint, még a négydimenzids valtozat
kiszamitdsa is valamivel kevesebb CPU-1d6t igényel, mint az S5 tesztfuggvényé. A
(2) tesztfiiggvény numerikus valtozatdnak értéke az z; € (—1,0- 10713, 1,0 10713),
i =1,2,...,n intervallumban volt nulla. Ennek ellenére a szamltogepes abrazolds
elég ﬁnom volt ahhoz, hogy tobb mint egymillié olyan helyi minimuma maradt,
amelynek vonzaskorzete legalabb szdz numerikusan megkulonboztethetd pontot tar-
talmaz.

Az A algoritmust tiz fliggetlen futdssal teszteltiik a (2) feladat egy- és négydimen-
zids valtozatdval a (3) korldtokkal megadott tartoményon. Az eljards paramétereit
gy allitottuk be, hogy a globdlis minimumpont becslése minél kozelebb legyen az
origdhoz (igy ezek a paraméterek eltértek a kordbban hasznaltaktdl). A megbizhaté-
sagi teszt szempontjabol a helyi keresd vilasztdsa k6z6mbaosnek bizonyult.

Az egydimenziés feladatra a legkisebb talalt helyi minimum 0,523449 . 10-5%2
volt a 0,193281 - 10-8 pontban. Ez az elobb emlitett sorrendben a 164 687 623. helyi
minimumpont, és vonzaskorzetének nagysiga a képlet alapjan A; = 0,23472 - 10716,
A globélis minimumra kapott legrosszabb becslés 0,319144 - 10~23-nak adédott a
—0,119009 - 10~3 pontban; ez a 2673. helyi minimum és A, = 0,88989 . 10~7.
Az atlagos futds 33,5 standard idSegységet és 22 137 fiiggvényhivast igényelt.
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A négydimenziés feladatra a globalis minimum legjobb és legrosszabb becslése
0,272099 - 1078, illetve 0,598347 - 10-F volt. Az atlagos futas 46,1 standard
idGegységet és 22 020 fiiggvényhivast hasznalt.

Ezen eredmények alapjdn megallapithatjuk, hogy a vizsgalt globalis optimaliza-
ldsi médszer hangolhatd gy, hogy alkalmas legyen a legtdbbh gyakorlati feladat
megbizhaté megoldasara.

5. Numerikus tesztelés légzésmechanikai modell illesztési feladatokkal

Az elézbekben targyalt numerikus vizsgilatokon til paraméterbecslési médsze-
runk haszndlhatésigit viligitja meg a gyakorlati feladaton végzett teszt is. A lég-
zésmechanikai modellek illesztésére az

[(=) = %Z'z(wl')‘zmvd(wil:””?’ (7)

célfiiggvényt haszndltuk, ahol z a modellparamiterek vekiora, m az adatpontok
szama, z(w;) az w; valds korlrekvencidn mért kormplex impedancia, és Zmait(wi, )
Ittt — C pedig a vizsgalt modellfiiggvény [5,18,19). Konnyii megmutalni, hogy a
(7)-ben szerepld komplex eltérések ellenére f(z) felichato olyan tiszidn valds fiigg-
vényként, amely beillesztheld az (1) feladatba. Tesztiinkben a talin leggyakrabban
tanulmanyozott légzésmechanikai modellt, a Mead-modellt alkalmaztuk (1. Model 1
a [2)-ben):

_ LR CiCas® 4 (I[Ch + Co) + R R2CLCy)8* + (RA(Cy + Ca) + RaCo)s+1
R CyCas? (Cy + Ca)s !
(8)
ahol s = w, 1 a képzetes egység, R., 1., Ry, C1, Cy pedig pozitiv valds modell-
paraméterek. Ez a feladat mért adatok felhasznilésival gyakran vezetett tobb,
lényegesen kiilénbozé helyi minimumhoz.

A jelen tesztben médszeriink pontossagat és hatékonysagat vizsgaliuk. A kordb-
ban emlitett UNIRANDI és kvazi-Newton helyi keresS eljdrdsok mellett a kife-
jezetten alegkisebb négyzetes alaku célfiiggvényekhes kifejlesztett Levenberg— Mar-
quardt algoritmust is implermnentdltuk. A teszthez az adatokat az 5. Tablizatban
megadott paraméterértékekkel szamitottuk a (8) modellfiiggvénnyel a 2,5, 3,0,...,
10,5 Hz frekvencidkon, (azaz a szokdsos alacsonyfrekvencids mérések w; értékein).
Mivel globalis optimalizdldsi médszeriink sztochasztikus, ezért minden helyi keresd-
vel hétszer futtattuk ugyanazon a feladaton. A globalis minimumot minden esetben
megtaldltdk az egyes eljarasok. Az 5. és 6. Tablazatban 1év8 adatok ezen futasok
atlagaként értelmezenddk.

Zmoa(9)

Az 5. Téablazat az egyes helyi keresskkel kiegészitett globalis optimalizdldsi al-
goritmus taldlt optimalis paraméter-értékei atlagat és varidcids koefficiensét (szdrds
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5. Tdbldzat. A hdrom helyi keres§ eljrds hatdsa a modellparaméterek repro-
dukélasédnak pontossagdra

Helyi keresd Paraméter
R. 1. Cy e Ca
Eredeti értékek: | 4,00 0,02 0,005 7,00 0,1

UNIRANDI atlag | 40335 0,01944 0,005082 6,9738 10,1105
c.v. 0,0041 10,0144 0,0092 0,0019 0,0760

Levenberg- tlag | 4,0195 0,01969 0,005055 6,9838 0,1044
Marquardt c.V. 0,0128 0,0381 0,0218 0,0044 0,1073

kvdzi-Newton A4tlag | 4,0003 0,02000 0,005001 6,9998 0,1001
C.V., 0,0003 0,0007 0,0004 0,0001 0,0023

osziva az dtlaggal, jeldlése c.v.) foglalja Sssze. Bar mindegyik modszer pontossiga
kielégitd, a kvizi-Newton eljardssal kiegészitett messze a legpontosabb. Meg kell
Jegyezni, hogy a kis c.v. érték esak akkor mutatja az illeté médszer pontossagat,
ha esak egyetlen globalis minimumpont van, és az szepardll; mig ha a globalis mi-
nimumpontok egy alteret alkotnak, akkor a kis c.v. érték azt jelzi, hogy a vizsgdll
algoritmus nem képes ezt a redundancidt tikkrézni (vé. [2]). Az 5. Tablizatban a Cy
paraméterre kozel egy nagységrenddel nagyobb varidciés koefficiensek adédtak, mint
a tobbi paraméterekre. Ez arra utal, hogy a célfiiggvény kevésbé érzékeny erre a
paraméterre, ami Osszhangban van mérési adatokkal végzett hasonlé vizsgalatokkal
[2].

A 6. Tablazat a hdrom eljdrdsra vonatkozd hatékonysdgi eredményeket foglalja
Ossze. Ebben f* jeloli a taldlt globalis minimumot, CPU a megolddshoz hasznélt
CPU-1dét méasodpercben, NFE pedig a sziikséges fiiggvényhivdsok szamat. Az elsd
hdrom oszlopban szerepls értékek ugyanarra a hét futdsra vonatkozd atlagértékek,
mint amelyek az 5. Tablazat adatait szolgaltattik. Az elsé harom oszlop alapjan a
kvazi-Newton médszer a leghatékonyabb, de az elsé két mddszert nehéz dsszevetni.
Ezért az utolsé kél oszlopban olyan mutatdkat szerepeltetink, amelyek jellemzik az
illeté eljards hatékonysdgdt: a nagyobb érték nagyobb hatékonysagot jelez. Ezek
a mutatdk is megerdsitik a kvazi-Newton médszer kiemelkedd voltdt, valamint azt,
hogy feladatunkon a Levenberg-Marquardt middszer valaimivel jobb hatékonysdgu,
mint az UNIRANDI,

Ezck az eredinények némileg meglepdek. hiszen a feladat szerkezete alapjin a
Levenberg-Marquardt médszernek kellenc a leghatékonyabbnak lennie. Valdszinlileg
a viszonylag kevés mintapontra vald illesztés és a célfiiggvény simaséga miatt bi-
zonyull a kvazi-Newton mddszer hatékonyabbnak. A teszteredmények osszhangban
vannak az ilyen modellillesztési feladatokra vonatkozd numerikus tapasztalatokkal
(pl. [2,12,26,27]). Egy cikket talaltunk [11], amelyben &sszchasonlitésra alkalmas
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6. Tabldzat. A harom paraméterbecslési eljaras hatékonysaga

Helyi keresd 100 f* CPU NFE EI_"I;JT -t—-—-—IEé =
UNIRANDI 0,8100 646,7 10957 0,00191 0,000113
Levenberg- 1,2676 209,0 3632 0,00377 0,000217
Marquardt

kvazi-Newton | 0,0219 1247 2324 0,36690 0,019693

adat van légzésmechanikai modellillesztési eljras hatékonysagardl. Ott tobb mint
47 000 fiiggvényhivasra volt sziikség a (8) modell azonositdsdhoz 31 impedancia-
adat alapjan. Ezzel szemben globdlis optimalizdlasi médszeriink a kvézi-Newton
eljarassal ugyanilyen feladatot mért adatokon az esetek nagy tobbségében 10 000-
nél kevesebb fiiggvényhivassal oldott meg, és tesztiinkben atlagosan csak 2324
fiiggvényhivasra volt sziikség. Eljarasunkat [5,6,18] publikdldsa ota szamos neves
kutatécsoport hasznalja (pl. [12,14,22,26,27,38]).

Fiiggelék: Standard globdlis optimalizdlasi tesztfeladatok

Ebben a fiiggelékben a dolgozatban tobb helyen is emlitett standard globalis
optimalizalasi tesztfeladatokat ismertetjliik. Ezeket a szokasos nemlinedris opti-
malizaldsi tesztfeladatoktdl az kiilonbozteti meg, hogy a lehetséges megolddsok hal-
mazan rendszerint tobb helyi minimumpont van, és igy egy helyi keresd eljards
nem feltétleniil tudja a globalis minimum helyét meghatarozni. A tesztfelada-
tok hasznalata tipikus [4,6,8,10,24,32,33,37,38]; inkabb kivételnek szdmit, ha egy
globélis optimalizdlasi mddszer numerikus vizsgalatat mds feladatokon végzik el
[39].

A dolgozatban targyalt algoritmusokhoz jobban k6t8d8 adatokat (a globalis
minimum értéke és helye) dsszefoglaltuk az 1. Téblizatban, itt az egyes feladatok
leirasdt adjuk meg.

1. Shekel feladatok. A célfiggvény 4-valtozds:

m 1
flz) =— g - g
; (1- . a')T(I — al) + ¢t

ahol a' valds vektor, ¢ valés szam (i = 1,...,m), a lehetséges megolddsok halmaza
0<z; <10(j=1,2,3,4). A feladathoz tartozd adatok:
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1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ap (4 1 8 6 3 2 5 & 6 70
ay |4 1 & 6 7 9 5 1 2 36
ay |4 1 8 6 3 2 5 8 6 70
ay |4 1 8 6 7 9 5 1 2 36
¢ |01 02 02 04 04 06 03 0,7 05 0,5

Azm = 5,7, 10eseteket az S5, 57, S10 roviditésekkel szokas jelolni. Ezek rendre 5,7,
illetve 10 hely] mlnlmumponttal rendelkeznek amelyek helyét kdzelitSleg az af vek
torok adjak meg, az egyes helyl minimumok értéke pedig —1/c' kériil van. A felada-
tok jellemzdje, hogy (kilondsen nagy m esetén) a globalis minimum vonzéskérzete
kicsi a lehetséges megoldasok halmazahoz képest, ezért az egyes mddszerek gyakran
nem taldljik meg a globalis minimumot.

2. Hartman feladatok. A célfiiggvény alakja:

m n

flz) = Zc,exp Zaw( - pij)?)

i=1 i=1

ahol p;,. kozelit8leg az i. helyi minimumpont, és ¢; kézelitSleg a megfelel6 helyi
minimum. A lehetséges megolddsok halmaza 0 < z; < 1, ahol i = 1,2, ceon A
feladathoz tartozé adatok n = 3 esetén:

aj; i Ci Py
30 10, 30,| 1,0 0,3689 0,1170 10,2673
0,1 10, 35, | 12| 04699 04387 10,7470
3,0 10, 30,30 01091 08732 0,5547
0,01 10, 35, 3,2 | 0,03815 05743 0,8828

S GO DD | =

Az n = 6 esetre az adatok:

aj ; c,
10, 30 17, 35 17 8, |10
0,05 10, 17, 01 80 14| 1.2
30 35 1,7 10, 17, 8,30
17, 80 0,05 10, 0,1 14 ] 3.2

O N | e
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Pij
0,1312 0,1696 0,5569 00124 08283 05886
0,2329 04135 0,8307 0,3736 0,1004 0,9991
02348 0,1451 03522 02883 0,3047 0,6650
0,4047 08828 08732 05743 0,1091 0,0381

NN N e

A globdlis minimumpontok koril a célfiiggvény rendkiviil lapos, és ez nem kedvez az
intervallum-aritmetikan alapulé modszereknek. A Hartman feladatok rovid jelolése
H3, illetve H6.

3. Goldstein-Price feladat. A kétvaltozds célluggvény

flz) = [14+(z1+z2+ 1)%(19 — 14z, + 31? — 14z9 + 6x1T9 + 3:%] X
(30 + (221 — 32,)?(18 — 32z + 1222 + 48z, — 362,24 + 2723)].
és a lehetséges megoldasok halmaza —2 < z; < 2 (i = 1,2). Ezen négy helyl mini-
mumpont taldlhaté. A célfiggvény bonyolultsiga miatt a természetes intervallum-

kiterjesztésen alapuld befoglald figgvény altalaban tobb nagysagrenddel szélesebb.
mint a megfelelé értékkészlet. Jelolése GP,

4. Branin feladat. A kétvéltozds célfiiggvény alakja

2

1 5 1

f(x) = <zg 2oy 2 - 6) + 10 <1 - —) cos 21 + 10.
B T 87

3.

i
a lehetséges megolddsok halmaza —5 < r; < 10. 0 < 5 < 15. Ezen harom globalis
minimumpont van Jelolése RCOS

5. Six-hump-camel-back feladat. A célfuggvény ismét kétvaltozos:
2 51,4, Lo 2 4
flry=dr7 -2 1r7 + 51'1 + ryry —4r; + 415,
a —5 < r, < 5 lehetséges megoldasi halmazzal. A fuggveény szimmetrikus az origéra.

és harom par helyi minimumpontja van. Jelolése SHCB

6. Rosenbrock feladat. Az

f(r) =100(z} — ra)? + (1 = xy)?
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fuggvényt globalis optimalizalasi tesztfeladatként a —1 < z; < 5 korlatokkal szokas
haszndlni. Roviditése RB.

10,

11.

12.

14.

15.

IRODALOM

. ARCHETTI F., G.P. SZEGO (1980): Global optimization algorithms. In: Nonlinear

Optimization — Theory and Algorithms (L.C.W. Dixon, E. Spedicato, G.P. Szegd,
eds.) Birkhiuser, Boston, 429-469.

. AVANZOLINI, G., P. BARBINI (1982): Comment on ”Estimating Respiratory Me-

chanical Parameters in Parallel Compartment Models”. IEEE Trans. Biomed. Eng.
29, 772-774.

. BAHVALOV, N.SZ. (1977): A gépi matematika numerikus mddszerei. Miiszaki

Konyvkiadd, Budapest.

. BOENDER, C.G.E., A.H.G. RINNOOY KAN, G.T. TIMMER, L. STOUGIE (1982):

A stochastic method for global optimization. Math. Programming 22, 125-140.

. CSENDES, T., B.DAROCZY, Z. HANTOS (1986): Nonlinear parameter estimation

by global optimization: comparison of local search methods in respiratory system
modelling. In: System Modelling and Optimization (Lecture Notes in Control and
Information Sciences, No. 84, A. Prékopa and B. Straziczky, eds.), Springer, Berlin,
188-192.

. CSENDES, T. (1988): Nonlinear parameter estimation by global optimization —

efficiency and reliability. Acta Cybernetica 8, 361-370.

. CSENDES, T. (1989): An interval method for bounding level sets of parameter

estimation problems. Computing 41, 75-86.

. CSENDES, T. (1990): Interval method for bounding level sets: revisited and tested

with global optimization problems. BIT 30, 650-657.

. DAROCZY, B., Z. HANTOS (1990): Generation of optimum pseudorandom signals

for respiratory impedance measurements. Int. J. Biomed. Comp. 25, 21-31.
DIXON, L.C.W., G.P. SZEGO (eds.) (1978): Towards Global Optimisation 2. North-
Holland, Amsterdam.

EYLES, J.G., R.L. PIMMEL (1981): Estimating respiratory mechanical paramectcrs
in parallel compartment models. IEEE Trans. Biomed. Eng. 28, 313-317.

FARRE, R., R. PESLIN, E. OOSTVEEN, B. SUKI, C. DUVIVIER, D. NAVAJAS
(1989): Human respiratory impedance from 8 to 256 Hz corrected for upper airway
shunt. J. Appl. Physiol. 67, 1973-1981.

. GILL, P. I, W, MURRAY, M.H. WRIGHT (1981): Practical Optimization Aca-

demic Press, London.

GROMA, G.I., F. RAKSI, G. SZABO, G. VARO (1988): Picosecond and nanosccond
components in bactleriorhodopsin light-induced electric-response signal. Biophysics
J. 54. 77-80.

HANSEN, E.R. (1980): Global optimisation using interval analysis — the multi-
dimensional case. Numer. Math, 34, 247-270.



34

17.

18.

19.

20.

21,

22.

23.

24.

25.

26,

217,

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Csendes Tibor

. HANSEN, P., B. JAUMARD, S.H. LU (1989): An analytical approach to global
optimization. RUTCOR Research Report 4-89, Rutgers University, New Brunswick.

HANTOS, 7., G. GALGOCZY, B. DAROCZY, T. CSENDES, J. KLEBNICZKI
(1982): A lumped parameter model of the upper airway. Bull. Eur. Physiopath.
Resp. 18, 48-49.

HANTOS, Z., B. DAROCZY, B. SUKI, G, GALGOCZY, T. CSENDES (1986):
Forced oscillatory impedance of the respiratory system at low frequencies. J. Appl.
Physiol. 60, 123-132.

HANTOS, Z., B. DAROCZY, T. CSENDES, B. SUKI, S. NAGY (1990): Modelling
of low-frequency pulmonary impedance in the dog. J. Appl. Physiol. 68, 849-860.
HORST, R. (1988): Deterministic global optimization with partition sets whose
feasibility is not known: application to concave minimization, reverse convex con-
straints, DC-programming, and Lipschitzian optimization. J. Optim. Theory Appl.
58, 11-37.

JARVI, T. (1973): A random search optimizer with an application to a maxmin
problem. Publications of the Institute for Applied Mathematics, University of Turku,
No. 3.

LUTCHEN, K.R., JACKSON, A.C. (1987): Reliability of parameter estimates from
models applied to respiratory impedance data. J. Appl. Physiol. 62, 403-413.

MARQUARDT, D.W. (1963): An algorithm for least-squares estimation of nonlinear
parameters. SIAM J. Appl. Math. 11, 431-441.

MOORE, R.E., H. RATSCHEK (1988): Inclusion {functions and global optimization
II. Math. Programming 41, 341-356.

MURTY, K.G., S.N. KABADI (1987): Some NP-complete problems in quadratic
and nonlinear programming. Math. Programming 39, 117-130.

OOSTVEEN, E., R. PESLIN, C. GALLINA, A. ZWART (1989): Flow and volume
dependence of respiratory mechanical properties studied by forced oscillation. J.
Appl. Physiol. 67, 2212-2218.

PESLIN, R., C. DUVIVIER, B. SUKI, R. FARRE, E. OOSTVEEN, C. GALLINA
(1990): Respiratory impedance to ambient pressure changes at low frequencies. J.
Appl. Physiol. 68, 665-671.

PINTER, J. (1986): Extended univariate algorithms for n-dimensional global opti-
mization. Computing 36, 91-103.

PINTER, J. (1988): Branch-and-bound algorithms for solving global optimization
problems with Lipschitzian structure. Optimization 19, 101-110.

PRICE, W.L. (1978): A controlled random search procedure for global optimisa-
tion. In: Towards Global Optimisation 2. (L.C.W. Dixon, G.P. Szegd, eds.), North-
Holland, Amsterdam, 71-84.

RATSCHEK, H., J.G. ROKNE (1987): Efficiency of a global optimization algorithm.
SIAM J. Numer. Anal. 24, 1191-1201.

RINNOOY KAN, A.H.G., G.T. TIMMER (1987): Stochastic global optimization
methods. Part I: Clustering methods. Math. Programming 39, 27-56.

RINNOOY KAN, A.H.G., G.T. TIMMER (1987): Stochastic global optimization
methods. Part II: Multi-level methods. Math. Programming 39, 57-78.



34.

35.

36.

37.

38.

39.

Egy klaszterezé globdlis optimalizalasi médszer 35

ROTGER, M., R. PESLIN, C. DUVIVIER, D. NAVAJAS, C. GALLINA (1988}
Density dependence of respiratory input and transfer impedances in humans. J.
Appl. Physiol. 65, 928-933.

SUKI, E., R. PESLIN, C. DUVIVIER, R. FARRE (1989): Lung impedance in
healthy humans measured by forced oscillations from 0.01 to 0.1 Hz. J. Appl. Physiol.
67, 1623-1629.

SUKI, B., T. CSENDES, B. DAROCZY (1990): Mechanical impedance of the canine
diaphragm II. theoretical model and parameter estimation. Med. & Biol. Eng. &
Comp. 28, 367-373.

TIMMER, G.T. (1984): Global optimization: a stochastic approach. Ph.D. Thesis,
Erasmus University, Rotterdam.

TORN, A., A. 2ILINSKAS (1989): Global Optimization. (Lecture Notes in Com-
puter Science No. 350, G. Goos and J. Hartmanis, Eds.) Springer, Berlin.

WALSTER, G.W., E.R. HANSEN, S. SENGUPTA (1985): Test results for a global
optimization algorithrm. In: Numerical optimization 1984 (P.T. Boggs, R.H. Byd,
R.B. Schnabel (ed.), SIAM, Philadelphia) pp. 272-287.

A CLUSTERING GLOBAL OPTIMIZATION METHOD
FOR PARAMETER ESTIMATION PROBLEMS

In this paper we first show that the objective function of a least squares type nonlinear
parameter estimation problem can be any non-negative real function, and therefore this
class of problems corresponds to global optimization. Two non-derivative implementations
of a global optimization method are presented; with nine standard test functions applied
to measure their efficiency. A new nonlinear test problem is then presented for testing the
reliability of global optimization algorithms. This test function has a countable infinity
of local minima and only one global minimizer. The region of attraction of the global
minimum is of zero measure. The results of efficiency and reliability tests are given, and
three local search procedures are compared by means of a real life problem.
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FOGALMAK ES MODSZEREK

A MONETARIS KOCKAZAT SZAMITASAROL!

DORMANY MIHALY
Pénzigyi és Szdmviteli Fdiskola, Budapest

Abbdl a feltevésbdl indulunk ki, hogy a fix befektetés ellenértékeként addda
hozamot egy ismert eloszldsii valdszintiségi vltozé irja le. A dolgozat a befektetsi
kockdzat mérésére kétféle mérdszamot javasol. Az abszolit kockdzat a (valami-
lyen hasznossédgi fiiggvény szerint) véleményezett esetleges veszleség nagysagaval és
bekovetkezésének valésziniiségével szamol; a relativ kockdzat a kedvezs kimenetelt,
a lehetséges nyereséget is figyelembe veszi. Mivel a relativ kockdzati skala 0-tal
1-ig terjed, jé lehetdséget kindl a kiillonbozé befektetések kockdzatanak Ssszehason-
litdsara.

1. Bevezetés

Mint ismeretes, Daniel BERNOULLI volt az elsé, aki matematikai formaban is
megfogalmazta azt a tapasztalati megfigyelést, hogy a pénzmennyiségek nomindl
értéke és a birtokldsukbdl eredd ,erkolesi érték” eltér egymastol. BERNOULLI
szerint az z t8ke u ,,erkolesi értékéhen” mutatkozé du névekedds egyenesen aranyos
a t6ke dz novekményével és forditva ardnyos magaval a tékével, vagyis

du = ad—z g
T
mely differencidlegyenlet megoldasa az u(z) = alnz + b vn. hasznossigi fiiggvény
(utility function).

A fenti fliggvény mellett szamos mds hasznossigi fiiggvénnyel is taldlkozhatunk a
matematikai kozgazdasdgtanban, ilyen pl. az u(2) = az(26— 2), © < b kvadratikus,
vagy az u(x) = a~'(1 — e79%) exponencidlis figgvény. Az u(z) figgvények —
a csokkend hatdrhaszon gazdasagi torvényének megfeleléen — altaliban konkdv
fiiggvények, de elvileg nem zarhatdk ki mds tipusi fiiggvények sem.

A céljainknak megfeleld, kétszer folytonosan derivalhaté konkdv u(z) fiiggvénye-
ket (ahol v'(z) > 0 és u”(z) < 0) az Gsszehasonlithatésag és a jobb kezelhetSség
végett normalizdini fogjuk, vagyis — sziikség esetén - elvégezziik az

U(s) = HEEB Zu)

1Beérkezett: 1991. junius 17.
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transzformaciét. (U(z) a p nagysdgi t6ke z mértékli megvdliozdsdl értekeli.) Az
igy nyert U(z) fiiggvényre nézve U(0) = 0 és U’(0) = 1. A fent emlitett hasznossagi
fliggvények normal alakja:

Ptz

U(z) =pln , T>-p logaritmikus hasznossag,
p
U ch b kvadratikus h
)=z — ——, z< vadratikus hasznossag,
(=) 2(b—p) ¢
U(z) = u(z) = l(1 —e™%%) exponencialis hasznossag.
a

(Erdekes megjegyezni, hogy az exponenciadlis hasznossagon kivil egyedil az
U(z) = z linedris hasznossig fiiggetlen a dontéshozé t6kéjétsl. BORCH (1968)
szerint els8sorban a decentralizaltan miikodé nagy cégek dontéshozéi dolgozhatnak
sikeresen ezzel a fliggvénnyel.)

2. Vételdr, k6zombdosségi gorbék

A tovdbbi vizsgalatainkhoz tételezzitk fel, hogy ismeretes egy H(z) hozamfiigg-
vény, ami egy kés6bbi idépontban lejatszddé pénziigyi, gazdasdgi stb. folyamat
hozamanak valdszinliségi eloszlasfiiggvénye. (A szokdsos médon H(z) annak a
valészintisége, hogy a folyamat valamilyen pénzegységben kifejezett hozama kisebb
lesz, mint z.)

Ha a folyamat a dontési idSponttdl szamitott jelentds ¢ id6 mulva fog csak le-
futni, akkor az idétényezét az z hozam diszkontéldsaval vehetjik figyelembe, vagyis
elvégezhetjiik a

H(z) « H(e'z)

transzformacidt (ahol ¢ az 1dSegységre szamitott kamattényezd).

Tételezzik fel tovdbbd, hogy a dontéshozénak mdédjaban all egy II Gsszegért
,,megvasarolnia” ezt a folyamatot, vagyis a jelen pillanatban kifizetett II , vételar”
ellenében diszponalhat a jovSbeni folyamat hozama felett. Kérdés, hogy mennyi a
,korrekt” Ty, illetve egy tetszdleges vételdr mellett mivel jellemezhetnénk a befek-
tetés kockdzatat?

A dontéshozd U(z) hasznossagi fiiggvényét (hasznalatos a ,,véleményfiiggvény”
terminolégia is) oly médon vehetjiik figyelembe, hogy a H(z) eloszldsi X valdszini-
ségl valtozdt (a véletlen hozamot) az X — U(X) transzformaciéval ,,véleményezzik” .
A vételar megfizetése a (diszkontdlt) X hozamot X — II értékre csokkenti; ezt
a csokkentett hozamot kell véleményezniink, és maris el6ttiink all a dontéshozd
értékitélete. A vételar a dontéshozd szempontjdbdl akkor korrekt, ha a véleménye-
zett hozam varhaté értéke zérus, vagyis

EU(X — TTy) = 0. Q)
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A varhaté értéket ismert médon,

/ : Uz - M)dH(z) )

alakban, vagy ha létezik a h(z) derivélt fiiggvény, akkor

/°° U(z — M)h(z)dz

—oa

alakban szamithatjuk.
Egy egyszerii példaként tekintsiik a

0, ha z < g;
H(z):{l/Z, haa<z<b
1, haz >b
hozamfliggvényt, arm megfelel a
P(X=a)=P(X=b)=1/2

diszkrét eloszlasnak. Nevezzik az ilyen eloszlasokat ,,fej-irds jatékoknak”, és jeldljiik
Sket G(a, b)-vel.

Kérdés, hogy mennyi egy ilyen jaték korrekt vételdra, ha a logaritmikus vélemény-
fiiggvénnyel dolgozunk. (Nyilvdn a > —p kell legyen.) Az (1) és (2) osszefiiggés
alapjdn

(=]
/ U(z — lp)dH(z) = %pln&ap;n—o+ %plnw

-p

=0,

vagyis
p+a—T p+b—1lp

p r
Innen — nyilvanvaldan negativ elSjellel a gyok el6tt —

a+b+4 2p— /(b—a)*+ 4p?
I, = 7

=1

Vezessitk be a G(a, b) jaték varhatd értékére az m = 1(a +b), a szérdsara pedig
a A = 1(b—a) jeldlést. Ezzel a G(m — A, m + A) j4ték korrekt vételara:

Iy = m+p— /(A2 +p?) (3)

Példaul, ha a dontéshozd tékéje p = 12, a G(—4,6) jaték korrekt vételara:
I, = 0, mig a jaték véarhaté értéke: m = 1. Ez a killonbség az U(z) gorbe
konkdv, , kockdzatelutasitd” jellegébdl kovetkezik, vagyis abbdl, hogy a dontéshozét



40 Dormédny Mihdly

érzékenyebben érinti a veszteség, mint az ugyanolyan nagysigi nyereség. Az m—1II,
kilonbseget gy is felfoghatjuk, mint egy , kockdzati prémiumot”, ami mintegy el-
lensiilyozza a dontéshozé kockdzatelutasité magatartasat.
A (3) 6sszefiiggésbdl
(m+p—1,)2 - A% =p?,

amibdl az kovetkezik, hogy adott p t&ke és rogzitett Iy vételdr mellett az dsszetarto-
z6 (A, m) értékek az 1. dbra szerint egy hiperbola-dgon helyezkednek el. Ez az un.
kézombasségi gorbe, u.i. a dontéshozd indifferens a tekintetben, hogy a ITy vételar cl-
lenében milyen - a gorbén elhelyezkedd (A, m) ponttal jellemzett - G(m—A, m+A)
jatékot vasarol

me=A +Tl,-p

DV

#

1. dbra

Kiilonbozg My értékekre fliggblegesen eltolt kozombosségi gorbesereget kapunk,
melyet nomogramként hasznalhatunk Iy meghatdrozasara: adott m és A esetén a
megfelelé gorbe mentén leolvashatjuk Iy értékét.

A | fej-iTds” jatékndl bonyolultabb hozamfiggvények esetén a IIp érték és a
kozombosségi gorbék meghatdrozdsa természetesen nehezebb - egzakt médon gyak-
ran kivitelezhetetlen — feladat. Ilyen esetekben jél hasznalhaté az aldbbi kdzelités,

Hatdrozzuk meg az U(X —II) fliggvény mdsodrendii MacLaurin polinomjat (és
vegylik figyelembe, hogy U(0) = 0 és U'(0) = 1):

UX -~ X -1+ -;—(X - I2U"(0).
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Vegylik mindkeét oldal varhato értékét; az (1) Gsszefiiggdsnek megfelelSen tegyiik
a jobb oldalt egyenl6vé zérussal, és II-re oldjuk meg a masodfoki egyenletet:

\/ 1- (U"(0))’D2(X)
HO = E(X) + Ul/( UII(O) t

ahol a szokdsos médon D?(X) = E(X?) — (E(X))2 a szérasuégyzet.
A gyokjel alatti mennyiség sorbafejthetd; a gyck elétti negativ elSjelet véve
nyerjiuk, hogy

oQ

= K00 + gy ~ gy 22 (1) @700 (07!

= B(X) + U O)D*(X) + £ (U(0)* (D*(X))" + ..

Viszonylag kis szorasok esetén j6 kozelitést nyerhetiink, ha a fenti 6sszeghdl csak
az elsd 2 tagot vesszik figyelembe:

Ty ~ B(X) + %U”(O)DZ(X). 4)

Az r(0) = ~U"(0) > 0 értéket kockdzalelutasildsi egyitthatdnak nevezik, mivel
megrutatja, hogy a dontéshozd milyen mértékii kockdzati prémiumra tart igényt,
a hozamfiiggvény szordsnégyzetétdl fliggden.

E(X) =m, D?(X) = A? jeloléssel (4) az alabbi alakra hozhaté:

1
m= 57‘(O)A2 + 1T,

vagyls az m = m(A) — kozelitd — kozombosségi gorbék paraboldk.

3. Kockazati mérdszamok

A, kockdzat” terminoldgidt nem egységesen hasznaljdk a szakirodalomban; sok
esetben a H(z) eloszlasfiiggvényii valdsziniiségi valtoz szérdsat vagy szérasnégyze-
tét (mint pl. a (4) dsszefiiggésben) értik alatta. A biztositdsi matematikdban magat
a kérigényt tekintik kockazatnak ([3],[4],[5]); itt a nettd prémium jatsza — ellentétes
értelemben — a korrekt vételdr szerepét.

Amikor a H(z) hozamfiiggvényt a II vételarért megvasaroljuk, azt kockdztatjuk,
hogy a tényleges hozam nem fogja elérni a vételdrat, és igy veszteség fog érni
benniinket. Ennek a kockdzatnak a mérésére legjobban egy olyan mérdszam felel
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meg, melyben mind a (véleményezett) veszteség nagysdga, mind pedig bekévetkezé-
sének valdszintisége tlikrozodik. Az el6z6ekkel 6sszhangban a monetaris dimenzidju

K=— /H U(z — MdH(z)

-—00

értéket tekinthetjik az abszolit kockdzat mértékének. (Hasonld ajinlast taldlunk
[1]-ben, de ott a feltételes valdsziniiség miatt csak a veszteség varhaté nagysiga
Jjelenik meg kockdzatként.)

Ez a mér8szam azonban csak a befektetés kedvezétlen, veszteséges kimenetelét
veszi figyelembe, nem szdmol az esetleges kedvezd eredménnyel. Nyilvdnvaldan egy-
oldali beallitas egyenl6 kockdzatrdl beszélni, ha pl. 10 forint ellenében ugyanolyan
valdszintiséggel nyerhetiink 20 forintot, mint 2000 forintot.

A kedvezd kimenetelt is figyelembe vevd mérészamot nyerhetiink, ha a

— [ U(z - M)dH () X

L. JT Uz - WdH(z) + [ U(z — M)dH(z) K+A

osszefliggés alapjan a dimenzid nélkili relativ kockdzatot definidljuk.

(AH = [ U(z — M)dH(z) integrdl a kockdzattal, mint virhaté veszteséggel
ellentétes értelmid varhato nyereség.)

K, értéke 0 és 1 kozé esik; konnyid belatni, hogy II = IIg (a korrekt vételar) esetén
K, = 1/2. Zérus felé kozeledvén a kockdzat csSkken, ellenkezd irdnyban pedig né.
K, = 0 a biztos bukas, K, = 1 pedig a biztos siker.

Példa gyanant szamitsuk ki K és K, értékét abban az esetben, ha a (logaritmikus
véleményfliggvénnyel dolgozd) dontéshozd IT = 10 egységért megvasarolja a [8,18]
intervallum egyenletes eloszlasti hozamot! A ddontéshozé tdkéje legyen p = 30.

Az egyenletes eloszlds slirliségliggvénye

_J1/10, ha8 <z < 18;
afel= { 0 egyébként,

ezzel

n n
K= —/ U(z — Mh(z)dz = —/ pln #h(l‘)dl
— o0 T>-p

10
304+ 2 — 10
:_L/ 301nle:c:6—841n1—2z0,205.
B8

10 30
> 1 (%, 304210 19
= — Mh(z)dz = — 30ln ———dz = 114In — — 24 =~ 2,950.
H /1"[ Uz Yh(z)dz 10/1.0 n 20 z noe ,
K, = A 0,065 a befektetés alig kockazatos — ami ebben az egyszerii példaban
K

szamolas nélkiil is nyilvdnvalé.
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ON COMPUTATION OF MONETARY RISK

It is supposed that the profit of a fixed investment is described by a random variable
with known distribution. The paper suggests two possible ways for measuring the invest-
ments’ risk. The absolule risk — according to certain utility function - is based on the
expected amount and the probability of loss, while the concept of relative risk takes into
consideration the advantageous outcome that is the possible profit as well. As the range
of the relative risk is between 0 and 1, it is suitable for comparing the different kinds of
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EMLEKEIM A LINEARIS PROGRAMOZAS SZULETESEROL!

GEORGE B. DANTZIG
Stanford Egyetem, Operdcidkulatds Tanszék

A linedris programozds 1947-es — katonai tevékenységek tervezésével kapcsolatos
- megalkotdsa 6ta széleskoril alkalmazdst nyert,. Tudomanyos kérékben matemati-
kusok, kozgazdiszok és azok, akik a Management Science-en beliil operacidkutatas-
sal foglalkoznak, kényvek szdzait és természetesen megszamldlhatatlanul sok cikket
irtak ebben a témakdrben,

Erdekes, hogy mindennapi problémakra vald széleskérii alkalmazhatdsiga ellené-
re a linedris programozds 1947-ig ismeretlen volt. Igaz, ketten vagy hirman tudtak
a benne rejlé potencidlis lehetéségrol — példaul Fourier mar 1823-ban és de |a Vallee
Poussin 1911-ben. Ezek azonban még elszigetelt probalkozdsok voltak és miiveik a
feledés homalyiba meriiltek. Kantorovics 1939-ben javasolt egy atfogd modszert,
amelyet azonban a Szovjetuniéban nem méltattak figyelemre. Csak a matematikai
programozdsban végbement nagy fejlédés utdn, 1959-ben valt ismertié munkdja
nyugaton. Hogy milyen esekély erdfeszitések torténtek korabban ezen a teriileten,
Jol szemlélteti, hogy Motzkin doktori (Ph.D.) értekezésében csak 42 cikket sorol fol
1936 el6tirdl a linedris egyenlétlenségrendszerekrdl olyan szerz6kLél, mint Stokes,
Dines, McCoy és Farkas?.

Tevékenységemet ezen a teriileten a masodik vildghabori soran szerzett szak-
mai ismereteim alapoztdk meg. Ekkor valtam szakértdvé a tervezdsi modszerek
aszlali szamitogéppel torténd programozdsa terén. 1946-ban az Egyesilt Allamok
légierejének matematikai tandcsadéja voltam. ]:prcn megszerezlem a Ph.D. fokoza-
tol, és egy kutatéi dlldst kerestem. Hogy ne fogadjak el masik allast, kollégdim
ravettek, vizsgaljam meg, milyen médon lehetne a tervezési folyamatot mechanikus-
sd tenni. Arra kértek, hogy keressek egy gyorsabb szamitasi médszert egy idében
tobbszintii hadrendbe allitdsi, kiképzési és utanpotlisszallitasi program elkészilésére.
Abban az idében a mechanikussd tétel analg eszkozok és lyukkdrtydk alkalmazdsat
jelentette.

Képzettségemmel dsszhangban, mint matematikus elkezdtem felillitani egy mo-
dellt. Elbiivolt Vasszilij Leontief munkdja, aki 1932-ben egy egyszerii matrix struk-

1G.B. Dantzig: Reminiscences about the Origins of Linear Programming, Operations Research
Letters, Vol. 1. No. 2. Forditotta: Varré Zoltin,

2Farkas Gyula (1847-1930), a kolozsvéri egyetem tandra volt. Szamos eredmény flizédik nevéhez
a linedris egyenl§tlenségrendszerek megoldisa terén.
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Lirat javasolt, amelyet az amerikai gazdasag pardgak kézotlt inpul-outpul modell-
jének nevezett. Koncepeitja egyszerii volt és elegendd részletességgel lehetett meg-
valésitani, hogy hasznos legyen a gyakorlati programozis szamdra. Hamarosan
lttam, hogy altalénositani is lehet. Leontief modellje statikus volt, nekem viszont
egy dinamikus modellre volt sziikségem, amely az idétényezét is figyelembe veszi.
Leontief modelljében kélesondsen egyértelmii megfeleltetés volt a termelési folyama-
tok és a folyamatok altal eldllitott termékek kozott. Ezzel szemben nekem olyan
modell kellett, amelyben sok alternaliv tevékenység szerepel. Ez egy nagymeéretii
alkalmazds volt, tevékenységek és termékek szazaival. Végil a modellnek megold-
haténak is kellett lenni. Miutdn a modell elkésziilt, sziikség volt egy gyakorlati
médszerre is ezen tevékenységek méreteinek kiszdmitdsara, amely dsszhangban van
input-output jellemz3ikkel és az adott erdforrdsokkal. A modell, amelyet feldlli-
tottam, manapsag dinamikus linearis programozisi feladatnak lenne nevezhetd,
lépesés matrix struktiraval. Kezdetben nem volt célfiiggvénye, mivel gyakorlati
tervezéknek egyszertien nem volt médjuk egy meghatirozott célt megfogalmazni.

A kovetkezd egyszeril példa egy tervezési probléma tevékenységelemzéssel tor-
ténd megfogalmazdséndl felmerild alapvetd nehézségeket illusztralja. Tekintsik 70
ember hozzirendelését 70 munkshoz. A “tevékenység” itt az i-edik embernek a
j-edik munkdhoz valé hozzérendelését jelenti. A feltételek:

(1) minden embert hozzd kell rendelni egy munkéhoz;

(2) minden munkat el kell végezni.

Egy tevékenység szintje vagy 1, ekkor végrehajtjuk, vagy 0, ekkor pedig nem. fgy
2 x 70, azaz 140 feltételiink van, és 70 x 70, azaz 4900 tevékenységiink a hozzdjuk
tartozé 4900 nulla-egy értékii dontési valtozdval., Sajnos Gsszesen 70! kiilénb6z6
lehetséges megoldds, azaz hozzarendelési méd van. A feladat az, hogy ezeket Ossze-
hasonlitsuk egymassal és valamilyen kritérium alapjdn kivéilasszuk a legjobbat.

A 70! nagyon nagy szam, nagyobb mint 10'%. Tegyiik fel, hogy lett volna egy
IBM 370-168 szamitégépiink az ésrobbands idépontjiban, 15 millidrd évvel ezel6tt,
Képes lett volna dtnézni az dsszes 70! permutdcit 1981-ig? Nem! Es ha feltessziik,
hogy meg tudott volna vizsgalni 1 millidrd hozzdrendelést masodpercenként? A
valasz még mindig nem. Ha a Fold tele lenne olyan szamitogépekkel, amelyek par-
huzamosan dolgoznak, a vilasz még akkor is nem. Ha lenne 10%° szamu Fold, vagy
10% szamd Nap nagysigi bolygd, tele parhuzamosan programozott, nanosecun-
durn sebességii szamitégépekkel, amelyek az srobbanas kezdetétél a nap kihiléséig
miikddnének, akkor taldn a valasz igen lenne.

bz az egyszerii példa illusztrilja, hogy 1947-ig ¢és jorészl a mai napig miért van
olyan nagy szakadék az ember vagyai és cselekedelei kozott, Az emberek szeretnék
igényeiket egy cél tekintetében maximdlni, de olyan sokféle megkdzelités létezik,
elényokkel és hatranyokkal, hogy lehetetlennek latszik mindet osszehasonlitani, és
kéziiliik a legjobbat kivdlasztani. Ezért eddig mindig egy vezetShoz fordultak,
akinek a-tapasztalatai és megfontolt véleménye mutatott utat. Ezt dltaldban iigy
tették, hogy megfogalmaztak egy sor szabalyl és utasitist, amelyet a program fej-
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lesztdinek végre kellett hajtani. Ez volt a helyzet 1946 vége felé. Feldllitottam
egy modellt, amely kielégitGen reprezentéalta a gyakorlatban rendszerint eléforduld
technolégiai kapcsolatokat. Egy explicit cél vagy célfiiggvény helyett nagy szami
ad hoc szabdly volt, amelyek eldsegitették a kivdlasztist. Ezek nélkiil a szabalyok
nélkiil a legtobb esetben csillagaszati szamu megengedett megoldasbdl kellett volna
valasztani.

Mindaz, amit a korai fejleményekrdl eddig elmondtam, még a szamitégép megje-
lenése el6tt tortént. Azonban 1946 vége felé mar tudtuk, hogy hamarosan megszii-
letik.

Egy pillanatra elkalandozva a targytdl, szeretnék néhany szét szélni az elektro-
nikus szdmitégéprdl. Szdmomra, de feltételezem, hogy mindannyiunk szdmdra, az
egész iddszak legmegdSbbentSbb fejleménye a szamitégép behatoldsa volt az emberi
tevékenység majd minden fizisiba. Mieldtt azonban egy szamitégépet intelligensen
haszndlni lehet, fel kell allitani egy modellt és j6 algoritmusokat kell kifejleszteni. A
modell felépitéséhez sziikség van a téma axiomatizdlasira. Ez eldidézi a matematika
egy egészen 1j dganak a létrejottét, amelyet Snmagdért is tanulmanyoznak. Igy a
szamitdgép minden egyes jabb térhéditdsaval ij tudomdanyag is sziiletik.

Neumann? irta le ezt az axiomatizdlds irdnyaba mutats tendenciat Az automatdk
dltaldnos és logikai elmélete cimii tanulmdnysdban. Azt allitja, hogy az automatak
a természettudomanyokban folytonosan ndvekvé szerepet jatszanak. A természetes
rendszerek (pl. a kézponti idegrendszer) roppant bonyolultak, ezért vilagos, hogy
ezeket eldsz0r fel kell bontani szdmos részre, amelyek bizonyos mértékig fiiggetlen,
elemi egységek. A probléma annak a megértésébél all, hogy hogyan szervez8dnek
az alkotdrészek egésszé. Valdszinilleg az utdbbi probléma vonzza azokat, akiknek
matematikal vagy logikai képzettségiik és hajlamuk van. ,Ilyen bedllitottsiggal —
allitja Neumann - az ember hajlik arra, hogy a kiindulépontot elfelejtse, és egy axio-
matizaldsi folyamat befejezése utin a matematikai szempontokra koncentrdljon.”

1947 kozepéig eldontottem, hogy a célt explicit formaban kell megfogalmazni. A
tervezési problémat axiémék halmazaként fogalmaztam meg. Az axiémak a kétféle
halmaz kozotti kapcesolatra vonatkoztak. Az elsd a megtermelt vagy felhasznalt
termékek halmaza, a méasodik a tevékenységek vagy termelési folyamatok halmaza
volt. A termékek rogzitett ardnyban, egymdasnak nemnegativ szdmszorosaként,
ezcknek a folyamatoknak az inputjai vagy outputjai. Az eredményiil kapott meg-
oldandé matematikai probléma egy linedris forma minimumanak megkeresése volt,
linearis egyenl6ségekbdl és egyenlStlenségekbdl alls feltételrendszer mellet. A kii-
lonlegessége az volt, hogy egy linedris forma mint célfiiggvény szélsGértékét kellett
meghatdrozni.

Ekkor vetddott fel a nem nyilvdnvald kérdés: Meg lehet oldani egy ilyen rend-
szert? El6szor azt feltételeztem, hogy kézgazdaszok dolgoznak ezen a probléman.

3Neumann Janos (1903-1957), szizadunk egyik legjelentSsebb matematikusa Budapesten
sziiletett és végezte tanulmdnyait. 1931-t8l Princetonban miikddik. Uttdrs szerepet jitszott
szadmos tudomanysg kialakulasiban (jatékelmélet, operacidkutatds, szamitégépek programozisa).
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Ezért 1947 jiniusiban meglatogattam T.C. Koopmanst a Cowles alapitvanyndl a
chicagdi egyetemen és mindent megtudtam a matematikai kozgazddszoktol, amit
csak lehetett. Koopmans nagyon izgatott lett. O a mdsodik vildghaborii alatt a
Szdvetségi Szallitasi Hivatalndl dolgozott ki egy szallitdsi modellt, igy neki mind
az elméleti, mind a gyakorlati tervez8i képzettsége megvolt ahhoz, hogy felbecsiilje
annak jelentéségét, amit eléadtamn. Azonnal latta annak az dltaldnos gazdasigi
tervezésre vonatkozd kovetkezmeényeit. Ett6l kezdve Koopmans vezetd szerepet jat-
szott abban, hogy a linedris programozasban rejlé potencidlis lehetéségekre felhivja
az olyan fiatal kozgazdaszok figyelmét, mint K. Arrow, P. Samuelson, H. Simon,
R. Dorfman, L. Hurwicz, hogy csak néhdnyat emlitsek. Ez a kutatds szémos Nobel-
dijhoz vezetett a kozgazdasidgtanban.

Mivel littam, hogy a kozgazdaszoknak nincs médszeritk a feladat megoldaséra,
magam probéltam szerencsét egy algoritmus megkeresésével. Nagy halaval tar-
tozom Jerzy Neymannak, a vildg akkori vezetd matematikai statisztikusanak, aki
egyetemista koromban irdnyitotta a munkdmat Berkeleyben. Ertekezésem a mate-
matikaistatisztika két hires megoldatlan problémdjat targyalta, melyeket félreértvén
hézi feladatnak hittem, és megoldottam. Az egyik kozliliik, kés6bb Walddal kozosen
publikilva, a Neyman-Pearson lemmadval foglalkozott. Mai széhasznélattal élve
az értekezésem kontinuum szdmossagi valtozébdl allé linedris programozasi fela-
dat Lagrange szorzoinak (vagy dual valtozdinak) létezését vizsgalta. A valtozok
a nulla és egy korldtok kozdtt mozoghattak és Lebesgue integrdl formajdban kife-
jezett linedris feltételeknek kellett eleget tennidk. Ilyen feltételrendszer mellett ke-
restern egy linearis célliggvény szélsdértékét. Az a sajitsigos geometria, amelyet
értekezésemben haszndltam, a sorok helyett az oszlopvektoroké volt. Az oszlopvek-
toroknak a geometriaja sejttette velem, hogy a szimplex mddszer nagyon hatasos
technika lesz a linedris programozasi feladatok megolddsara. Igy ezt ajanlottam
1947 nyardn, és szerencsére muikodott is.

A szimplex médszer elsé nagyméretlt alkalmazdsa egy, a sziikséges kivanalmak-
nak megfeleld, minimadlis koltségii étrend meghatdrozasa volt. 1947 dszén J. Lader-
man, a Nemzeti Szabvdnyligyi Hivatal Matematikail Tablazatok kutatési témajanak
vezetSje iranyitotta a kilenc egyenletbd] és hetvenhét nemnegativ valtozébdl allo
rendszer megoldasat. Kézi mikddtetési asztali szdmolégépekkel a megoldas 120
napot velt igénybe. A szamitdsokhoz hasznalt lapokat Osszeragasztottuk egy nagy
tablazatta és igy volt kiallitva évekig. A megoldott problémat korabban G. J. Stigler
is tanulmanyozta, aki egy olyan megolddst sejtett, amely csak 24 centtel (1939-ik
évi arszinten) volt magasabb, mint az igazi minimalis koltség, amely 393 69 centet
tett ki.

De csaknem egy év milt el, mieldtt felismertem, hogy a szimplex modszer
valdjaban milyen hatékony eszkoz. Id6kozben eldontottem, konzultdlok a | nagy”
Neumann Janossal, hogy megtudjam, milyen megoldasi technikdt javasolna. Ot
akkor sokan a vildg vezetd matematikusdnak tekintették. 1947 okléber 3-an lato-
gattam meg el@szor az Alkalmazott Tudomdnyok Intézetében Princetonban. Emlck-
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szem, hogy gy prébéltam leirni Neumannak a légieré problémajét, mintha egy
kozonséges halandd lennék. A tevékenységeket és termékeket magaban foglald
linedris programozasi feladat megfogalmazdsival kezdtem, stb. Ekkor Neumann
valami olyat tett, ami, azt hiszem, nem volt jellemzd ra. , Térjink a lényegre!”
mondta turelmetlentl. Ha id6nként valamilyen kevésbé érdekes részhez értiink,
akkor azt mondtam magamnak: ,,Oké, ha 6ssze akarja csapni, akkor gy is elmond-
hatom.” Egy perc alatt folfirkantottam a probléma geometriai és algebrai valtozatdt
a tablira. Neumann feldllt, és azt mondta: ,/Tehdt err8l van szo!” Es a kovetkezd
masfél éraban hozzifogotl egy el6adas megtartisihoz a linedris programok mate-
matikai elméretérol.

Egyszer csak, miutan észrevette, hogy kidilledt szemekkel és tatott szdjjal ilok
ott (ugyanis végigkerestem a szakirodalmat, és nem taldltam semmit), Neumann azt
mondta: ,,Ne gondolja, hogy ezeket, mint egy vardzsld, most hizom ki a kabatom
ujjabdl. Az imént fejeztink be egy konyvet Oscar Morgensternnel a jatékelmélet-
r8l. Amit most csindlok, az annak feltételezése, hogy a két probléma azonos. Az
elmélet, amelyet az 6n probléméjara korvonalazok, analdg ahhoz, amelyet jatékokra
fejlesztettiink ki.” Igy szereztem tudomast elsd alkalommal Farkas lemmajardl és a
dualitdsrél. Neumann megigérte, hogy a problémamhoz ad néhdny gondolatot, és
par hét milva ismét kapcsolatba lép velem. Irt nekem, és egy iterativ médszert
javasolt, amelyet Alan Hoffman és csoportja a Szabvanyiigyi Hivatalban 1952 koril
6sszehasonlitott a szimplex médszerrel és Motzkin javaslatdval. A szimplex médszer
jott ki tisztan gydztesként.

Egy masik princetoni latogatasomnak az volt az eredménye, hogy 1948 juniusa-
ban taldlkoztam Al Tuckerrel. Hamarosan Tucker és hallgatéi, H. Kuhn és D.
Gale megkezdték torténelmi jelentdségli munkdjukat a jatékelmélet, a nemlinedris
programozas és a dualitds elméletének a teriiletén. Ez a princetoni csoport lett a
fékuszpontja azoknak a matematikusoknak, akik ezt a teriiletet kutattdk. Tizenkét
évvel kés8bbrdl emlékszem egy beszélgetésre Tucker professzorral, aki a Linedris
programozds €és kiterjeszi€sei [2) cimi konyvem kéziratit olvasta. Beszélgetésiink
a kovetkez6képpen folyt le: |, Miért tulajdonitja a dualitdst Neumannak, és nem
az én csoportomnak?” kérdezte. ,,Mert 6 volt az els6, aki megmutatta nekem.”
Kiilénds, mivel semmilyen irott anyagot nem talaltunk err8l Neumanntél. Ami
nekiink van, az az Egy mazimumfeladairdl cimi cikke. ,JIgaz, — mondtam - de
hadd kiildjem el Neumannal torténd els6 talalkozdsom eredményeként irt cikkemet.”
Elkitldtem neki 1948. januar 5. keltezéstt Egy tétel a linedris egyeniétienségekril
cimii tanulmanyomat, amely tartalmazta (legaldbbis ismereteim szerint) a dualitds
elsd szigoru bizonyitdsat. Késbb Tucker azt kérdezte: ,,Miért nem publikalta ezt?”
Mire én ezt vélaszoltam: ,,Mert ez nem az én eredményem, hanem Neumanné.
Csupan annyit tettem, hogy bels terjesztésre leirtam sajat bizonyitdsomat, amit
Neumann vézolt. Ilyen médon oktattam hivatalom embereit a Pentagonban.” Ma
mindenki gy tartja, hogy a dualitds fogalma Neumanntdl ered, és az els6 szigoru
bizonyitasokat Tucker, Kuhn és Gale publikaltik.
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Nem sokkal Tuckerrel tortént els6 taldlkozasom utdn volt a Kozgazdasagi Tar-
sasignak egy taldlkozéja Wisconsinban, amelyen jél ismert statisztikusok, mate-
matikusok és kézgazdaszok, mint Hotelling, Neumann, Koopmans és mas, ma jol
ismert, de akkor karrierjiik kezdetén 4llé kutatok vettek részt. Emlékszem, hogy
eléggé meg voltam ijedve attol, hogy el6szdr ilyen kitiing hallgatésagnak kell bemu-
tatnom a linedris programozds alapgondolatat.

Eléaddsom utan az elnck megnyitotta a vitat. Egy pillanatig csend volt, de aztan
egy kéz emelkedett a magasba. Hotellingé volt. Gyorsan elére kell bocsitanom,
hogy Hotelling hatalmas termetii volt. Szeretett viszni az 6ceanban, és azt mondjak,
hogy ekkor érezhetéen megemelkedett a vizszint. Ez az éridsi termetii ember allt fel
a terem végében. Kifejez8 arcdra a mindentuddk mosolya iilt, amelyet jél ismertiink.
Mindent elsopré médon azt mondta: ” Hiszen mindannyian tudjuk, hogy a vildg nem
linedris.” Aztin méltdsagteljesen leiilt, és én, aki tulajdonképpen ismeretlen voltam,
kétségbeesetten prébaltam megfogalmazni a helyes valaszt a nagy Hotellingnek.

Hirtelen egy masik kéz emelkedett a hallgatdsig soraiban. Neumanné volt.
,»EIndk 1r, Elnok dr” — mondta — ,,ha az el6adé megengedi, én szeretnék valaszolni
rd.” Természetesen beleegyeztem. Neumann azt mondta: ,,Az el8adé eléaddsanak
a Linedris programozds cimet adta. Ezutan gondosan kifejtette axiémait. Ha van-
nak olyan alkalmazdsok, amelyek eleget tesznek az axidéméknak, akkor hasznaljuk,
ha nincsenek, akkor ne” ~ és leiilt. Végeredményben Hotellingnek igaza volt. A
vildg egydltaldn nem linedris. Szerencsére a linedris egyenltlenségrendszerek (az
egyenletekkel ellentétben) lehetdvé teszik, hogy a legtobb gyakorlati tervezésben
eléfordulé nemlinearis reldciét linearissal kozelitsiik.

Az elektronikus szamitégép megjelenése, vagy inkabb igérete, az elméleti mate-
matikusok és kézgazddszok szoros kapcesolata a valésidgos problémakkal a habord
alatt, a tervezési folyamnat mechanikussa tételének fontossdga és a pénz elérhetdsége
az ilyen alkalmazott kutatasokra taldlkozott Gssze az 1947-49 kozotti id8szakban.
Nemcsak 6sztonzott benniinket a megjelenése, de a szamitégép hasznslatdnak le-
hetdségei a tervezésben okot szolgdltattak a hadseregnek arra, hogy nagy pénz-
osszegeket bocsasson a Szabvanyigyi Hivatal rendelkezésére a szamitégép kifejlesz-
tése céljabol (Univac, SEAC és IBM).

1949-ben, pontosan két évvel azutdn, hogy a linedris programozds megkezdédatt,
rendezték a chicagoi egyetemen az elsé matematikai programozasi konferencidt
(amelyre mint az elsd Matematikai Programozasi Szimpozion-ra is szokas hivat-
kozni). A szervezd Koopmans késébb a konferencia el8addsainak a Termelds és
elosztds tevékenységelemzése cimet adta. Kdzgazddszok, mint Koopmans, Arrow,
Samuelson, Hurwicz, Dorfman, Georgescu-Roegen és Simon; matematikusok, mint
Tucker, Kuhn és Gale; tovabba a légier emberei Marshall, Wood, Murray Geisler és
jémagam adtunk el8. Az idS elérkezett arra, hogy a tudomany e két r6vid esztendd
alatt, véleményem szerint, véghezvigye a torténelem egyik legfigyelemreméltdbb
teljesitményét. A konferencia k&zleményei mind a mai napig fontos hivatkoz4si
alapként. szolgalnak, klasszikus munkak.
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A szerkesztés idején Koopmans arra kért, hogy hagyjak el egy feltételt, amelyre a
szimplex mddszer bizonyitdsdnal timaszkodtam. Azt akarta, bizonyitsam be, hogy
az algoritmus konvergens a degenerdciémentességre vonatkozs feltétel nélkiil is. Ez
ésszerfinek is tiint, hiszen példaul mennyi a valdsziniisége annak, hogy négy sik a
tér egy pontjdban taldlkozik? De ezutdn valami varatlan tortént. Kideriilt, hogy
jollehet egy LP feladat degeneriltsagéanak a valdsziniisége z€16, mégis a légierdnél
tesztelt minden feladat ilyennek bizonyult. fng nézett ki, hogy degenericié nem
fordulhat eld, de mégis eléfordult. Szabély volt, és nem kivétel.

A jobboldal perturbdciéjanak médszerét javasoltam a degenerdcio elkeriilésére a
szimplex mddszer haszndlatindl. Korvonalaztam a bizonyitast és a hallgatdimnak
adtam hazi feladatként. J. H. Edmondston és mdsok adtak ra bizonyitdsokat 1951
marciusaban. 1951 nyaran P. Wolfe, aki akkoriban Berkeleyben hallgaté volt, velem
toltotte a nyarat a Pentagonnal, és a perturbacids gondolat egy lexikografikus inter-
pretacidjdt javasolta, amelyet Wolfe, Orden és én kdzosen publikaltunk. A. Charnes
t8liink figgetleniil kifejlesztett egy mdsik perturbicids eljarast is. Evekkel késébb
Wolfe egy harmadik médszert javasolt (a szimplex médszerre vonatkozd induktiv bi-
zonyitdsomra tdmaszkodva), amely véleményem szerint a legjobb, mivel csupén egy
djabb oszlopnyi informadcié segitségével feloldja a degeneraciét. Beale és Hoffman
1953 koriil megalkottak az elsé olyan degenerélt feladatokat, amelyekre a szimplex
algoritmus nem konvergens. Hogy a degeneracid elkeriilésére sziikséges-e valamilyen
médszert alkalmazni, eddig még nem délt el. Nemrégen (1981) megfigyelték, hogy
még ha nincs is degenerdcid, nagy a valdszinlisége, hogy majdnem degenericié van.
Ez azt sugallja, hogy a pivot elem vélasztdsi kritériumot gy kellene meghatarozni,
hogy elkeriiljiik a degenerdlt és majdnem degenerdlt megengedett megoldasokat.
Ilyen médon eljarva kellene az iteracidk szdmat csokkenteni.

Az ipari és kézgazdasdgi alkalmazdsok 1951-ben kezdédtek Charnes és Cooper
révén. Alan Manne, Harry Markowitz és masok kifejlesztették a folyamat-modellek
fogalmat. Az 1950-es években és késSbb a linedris programozas tobb dltaldnositisa
sziiletett meg, mint példaul a nem-linearis programozas, hdlézati folyamok elmélete,
médszerek nagy méretii feladatokra, sztochasztikus programozas, egészértékii prog-
ramozas, komplementer pivot elmélet, kombinatorikus feladatok bonyolultsigaval
foglalkozd elmeélet és az algoritmus hatékonysdg. Az 1960-as és 70-es években ezek
a teriiletek exponenciélisan névekedtek.

Mielétt még befejezném, hadd mondjak el néhdny sztorit arrdl, hogyan kelet-
keztek a kiilonbozd linedris programozasi fogalmak elnevezései. A hadseregben a
kiképzés, az ésszerii utdnpotlas és a harci egységek hadrendbe &llitisira szolgald
iitemterveket programnak hivtdk. Amikor el8szor elemeztem a légierd tervezési
problémajit és ldttam, hogy linedris egyenlétlenség-rendszerként lehetne megfogal-
mazni, ezért tanulmanyomnak az aldbbi cimet adtam: Programozds egy linedris
struktirdban. 1948 nyardn Koopmans és én meglatogattuk a RAND nevii vallalatot,
Egyik napon sétat tettiink Santa Monica mellet a tengerparton. Koopmans azt
mondta: ,,Miért ne roviditsiikk a programozas egy linearis struktiraban elnevezést
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linearis programozasra?” Azt vélaszoltam: , Ez az! Mostantdl kezdve ez legyen a
neve!” Kés6bb ugyanezen a napon el8addst tartottam a RAND-ndl linedris prog-
ramozds cimmel. A matematikal programozas szakkifejezés Robert Dorfmantdl
szarmazik, aki mar 1949-ben tilsdgosan sziiknek érezte a linedris programozas el-
nevezést. A szimplex médszer kifejezés egy T. Motzkinnal folytatott megbeszélésiink
soran meriilt fel, mivel 6 gy gondolta, hogy az altalam vilasztott megkozelités az
oszlopvektortér geometridjaban egyik szimplextd] a szomszédos szimplexhez torténd
mozgassal {rthaté le (1948).

A matematikai programozas szintén kdzrejatszott néhdny elnevezés kialakulasa-
ban, amelyek ma altaldnosan elfogadottak a matematikai szakirodalomban. Ilyenek
példdul az Arg-min, Arg-max, Lexico-max, Lexico-min fogalmak. A dudl elnevezés
nem 1j. Megleps médon a primal, amelyet 1954 koriil vezettek be, viszont igen.
Ko6vetkezéképpen keletkezett: W. Orchard-Hays, aki az elsé kereskedelmi kategd-
rigji LP szoftvert készitette, mondta nekem a RAND-nél egy napon: ,,Sziikségiink
lenne egy széra annak a kiindulé feladatnak az elnevezésére, amelynek ez a dual-
ja.” En viszont apamhoz, Tobias Dantzighoz fordultam, aki matematikus és jol
ismert szerzd volt a matematika torténetét népszerfisité konyvel révén. Tudott
latinul és gorogiil is. Akarhdnyszor is prébalkoztam neki elShozakodni a linedris
programozzassal — Toby, akit mindenki nagy szeretettel csak igy hivott -, mindig
unatkozott és asitott. De egy alkalommal mégis gondolkozott a dolgon, és néhdny
nappal késSbb a primél elnevezést javasolta a dual természetes ellentétének, mivel
mindkét sz6 a latinbdl szarmazik. Ez volt Tobynak az egyetlen kozremiikodése a
linearis programozas terilletén, hacsak nem szamitjuk azt a képzést, amit nekem
nytjtott a klasszikus matematikaban, vagy szerepét elképzelésem kialakitdsdban.

Ha arra kérnének, hogy osszegezzem korai és taldn legfontosabb eredményeimet
a linedris programozasban, akkor a kévetkezd hdrmat emliteném:

(1) Annak felismerése (a hdbori alatti 6t éves gyakorlati program tervezéi munka
eredményeként), hogy a legtobb gyakorlati tervezési relaciot linearis egyenldtlenség-
rendszerrel lehet megfogalmazni.

(2) A j6 vagy a legjobb tervek kivélasztasi kritériumanak kifejezése explicit célok
segitségével ( pl. linedris célfiiggvény) és nem olyan szabalyokkal, amelyek legfeljebb
a célok megvaldsitasdnak eszkozei, de maguk nem célok.

(3) A szimplex mddszer feltaldlasa, amely a kdzgazdasigtan elméletének egy
lehetséges érdekes megkozelitését a nagy komplex rendszerek gyakorlati tervezése
alapvetd eszkozévé alakitotta at.

A szimplex médszer irtézatosan nagy erejét nehéz felismerni. Hogy a kordbban
emlitett hozzarendelési feladatot myers erSvel megoldjuk, a naprendszert kitoltd
mennyiségli, nanoszekundum sebességii elektronikus szamitogépeknek kellene mui-
kodni az &srobbandstél az Univerzum kihiléséig, hogy minden permutdciot atvizs-
gélva biztosan megtaldljak a legjobb megolddst. Az IBM 370-168 szamitogépnek egy
szabvényos, szimplex mddszert hasznalé szoftverével a megoldds mégis csupan egy
maésodpercig tart. A szimplex mddszer tételek bizonyitsara is erdteljes elméleti
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eszk6z. Tételek bizonyitasiahoz lényeges, hogy az algoritmus magaban foglalja a
degenerdcid elkeriilésének médjat is.

Visszatekintve érdekes megjegyezni, hogy az eredeti probléma, amely elinditotta
kutatdsaimat, még mindig nem megoldott. Nevezetesen a dinamikus, idében torténd
tervezés vagy iitemezés problémdja. TGbb javaslat is sziiletett ilyen tipusd, nagy-
méretii rendszerek megoldasara, mint példaul az egymasba skatulydzott dekompozi-
ciés elv. Manapsag ez egy é18, izgalmas és nehéz teriilet, amelynek fontos hosszi
tavi tervezési alkalmazdsai vannak, és hozza tudna jarulni a vildg jélétéhez és sta-
bilitasahoz.

A linedris programozast megel8zéen nem volt jelentSségiik az explicit mddon
kifejezett céloknak, amelyeket igy Osszetévesztettek a megoldashoz sziikséges alap-
szabalyokkal. Kérdezziink meg egy katonai parancsnokot, hogy mi a cél. Azt fogja
mondani: ,,A cél a habori megnyerése”. Ha arra kérjiik, hogy ezt vildgosabban fejt-
se ki, akkor a haditengerészetnél azt mondjék: ,,A hidbord megnyerésének mddja
a hadihajok épitése.” A légierd tabornoka viszont ezt mondja: , A hdborit nagy
bomb4zé légiflotta épitésével lehet megnyerni.” gy az eszkozok célokka valnak,
amelyek ismét 1ij alapszabdlyokat szillnek, hogy hogyan épitsiink bombazokat vagy
tithajokat, és igy tovabb lefelé.

Az a képesség, hogy dltaldnos célokat tudunk megdllapilani, és aztdn megtaldljuk
a nagy bonyolultsdgi gyakorlat: dontési problémdk optimdlis megolddsdt, forradalmi
fejlemény. Bizonyos teriileteken, mint a kdolaj- vagy vegyipari tervezésben a linedris
programozas altalanossd valt a koltségminimalizdlas céljaira. Mas teriileteken, mint
példaul a csokkend eréforrasokkal szemben nvekvd népesség dinamikdjdnak mo-
dellezésében rejls lehetdségek az életszinvonal novelése céljabdl eddig nagyrészt ki-
aknazatlanok maradtak.
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TUDOMANYOS ELET

BESZAMOLO A GAZDASAGMODELLEZESI TARSASAG
II. SZAKERTOT KONFERENCIAJAROL

A Gazdasigmodellezési Tarsasdg 1992. jinius 17 és 19 kdzbtt tartotta masodik
szakértdi konferencidjat. A t6bb mint harmine résatvevd Pécsett a televizics Lorony
kozelében, a festéi kornyezetii Kikelet Szalléban, csalddias han gulatban 20 elSaddst
hallgathatott meg. A konferencia megrendezését a Janus Pannonius Tudomdnyegye-
tem Kdzgazdasigi Kara villalta magdra, a résztvevok szerint nagyon sikeresen. Az
ot plendris eléadds eldrevetitette a konferencia soksziniiségét: konkrét, gazdasig-
politikdval kapesolatos kérdésektél kezdve, gyakorlattal nagyon szoros kapesolathan
levé modelleken, elemzési eljarasokon dt, a szigorian vett gazdasigmatematikai el-
méletig terjedt a skala.

Bélydcz Ivdn | Tulajdonelmélet és privatizdeia” cimil eléadsisa az elsd, illetve
a mdsodik csoportba is beletartozott. Az eldadé ismertette a kiilonbizs priva-
tizdcios dllispontokat, és a nemzetkizi tapasstalatok tiikeében beszamolt a hazai
Lorekvésekrsl. Niray Liszlé |, Atmenet a makrogazdasdgi mutaték tiikrében” és
Vértes Andras , Prognézisok és médszerei” cimii el6addsa is a konkrét elemzéseken
kiviil a gazdasigmatematika eszkoztirinak egy-egy felhasznalasi teriiletével foglal-
kozott. Naray Lasz16 azt boneolgatta, hogy mennyi redlis informaciot tartalmaznak
egy atmeneti gazdasag mutatsi, és mire kell ligyelni az ilyen adatokat tartalmazo
idGsoros elemzésekkor. Naray definidlta a restrikiiv gazdasagpolitika fogalmat.
Vértes Andris a prognézisokhoz sziikséges szakértsi vélemények Ssszegyfijtési mod-
szereirdl, az altaluk szerzett konkrét tapasztalatokrol beszéll,

Augusztinovics Mdria ,Stacioner gazdasigi népességek elmélete” cimii el-
addsiban egy olyan témaval foglalkozott, amelynek sajat cikkein kiviil elég sziikkorii
a magyarorszdgi irodalma. A kiilonb6zs lakossdgi cohorsok életiitja sordn a beme-
né inputokat hasonlitotta dssze a cohorsok munkdjanak eredményeként 1étrejott
outputtal. Az alapmodell feltéleleste a népesség cohorsainak keresztmetszeti és
idésoros azonossigat, mind demografiai, mind gazdasagi aktivitas tekintetében. Au-
gusztinovics vazolta az egyszerlsits feltételek feloldasakor keletkezd nehézségeket.

Brédy Andrds , Kézgazdasdgtan és termodinamika” cimi eldaddsiban Paul A.
Samuelson 6t érinté kritikdjara reagalt. Samuelson a John C. Harsanyi tiszteletére a
Springer-Verlagndl nemrégiben megjelent kdtetben sérelmezi, hogy Brédy véleménye
szerint a kézgazdasagi axiomarendszer parhuzamos a termodinamikai axiémarend-
szerrel. Samuelson gy véli, hogy Brédy helytelenill értelmezi J.W.Gibbs termo-
dinamikai munkdssagat is. Brédy axidmanként végighaladva igazolta éllitdsai he-
lyességét, és ravildgitott Samuelsonnak Gibbs-szel kapcsolatos tévedésére is.
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A szekciGiilések legnépszeriibb eldaddja Simon Andrés volt, akinek harom alka-
lommalis tapsolhatott a hallgatésag. El6addsanak cimei: ,,Kelet-azsiai kereskedelm
modell”, , Aggregalt tobbletkereslet vagy strukturalis rugalmatlansig?” és , Priva-
tizalasi stratégidk makrodkondmidja”. A kézépsének emlitett el6adasidban Simon
azt hangoztatta, hogy a szocialista gazdasigokra nem a tulzott kereslet, hanem a
kinalati struktira merevsége a jellemz8. Simon szerint a disequilibrium makro-
modellek logikailag hibisak. Horvith Gézéné a marketing kutatds Markov-
lancos eldrejelzéseirdl, Rappai Gébor a tobbpiacos nem egyensilyi mo dellek speci-
fikicidjarsl és paraméterbecslésérsl beszélt. Ligeti Csdk a nemzetgazdasagi elsza-
molasokat és az Agazati kapcsolatok mérlegét integralt médon megalapozd rendszert,
a Commodity Flowt ismertette.

Meszéna Gyérgy ,,Egyes fizikai és bioldgiai analogidk a tarsadalomtudomany-
ban” cimi eldad4siban rendszerezte a kdzgazdasagtan fizikai, illetve bioldgiai analé-
gisit. Hajdd Otté a korrespondencia analizissel ismertette meg a hallgatdsagot,
megmutatta ennek a sokvaltozds technikdnak a szerepét a gyakorisdgi tdbldk érté-
kelésekor.

Vorss Joézsef , Egy 1j heurisztika sorozatnagysag megallapitdsahoz” cimi el6-
adasabél kideriilt, hogy egy specidlis problémara olyan heurisztikus algoritmust
sikeriilt taldlnia, amelynek hatékonysiga pillanatnyilag vildgelsS. Kruzslicz Fe-
renc egyszintii sorozatnagysag-modellek osztilyozasardl, Fazekas Gergely a tdzs-
deindexekrél tartott eldadast.

Nagy érdeklédés kisérte Korinek Ldsz16 rejtett biinozésrdl szolo értekezését.
Elészor 1982-ben, majd a kézelmiiltban véletlenszerii lakossdgi minta kérdéives
felmérésével megprobaltdk feltérképezni a rendérségen be nem jelentett biineseteket.
Hallhattunk a felméréssel kapcsolatos statisztikai kérdésekrél, illetve magukrol az
eredményekrdl is.

Bessenyei Istvan a t8kehidnyos térségek novekedési lehetéségeirdl beszélt a
tervgazdasagokban. Tarjin Taméds ,,Az dtmenet melyik modellje a legmeggyd-
26bb? cimi eléadisiban elméleti matematikai-kdzgazdasagi modellcsaldd segitsé-
gével probalt vélaszt adni arra a kérdésre, hogy az atmenetre a sokkterdpia hiveinek
megolddsa vagy a fokozatos véltozédsok modellje a legmegfelelsbb. A Lovrics
Laszlé tolmacsolasaban elhangzott Alféldi Ferenc — Gabor Andrds — K6 Andrea
— Lovrics Laszlé szerzdnégyes cléadisa a neurdlis haldk elméletérdl, okonometriai
alkalmazésaval kapcsolatos problémakeol szélt. Berde Eva a kozjatszoterek mik-
rodkondmiajardl, és sajat kérdsives felmérésérdl szamolt be.

Berde Eva
BKE, adjunktus



