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Bevezetés

Magyarorszagon az 50-es évek masodik felében kezdtek el néhdny tudomanyos
mithelyben (MTA Matematikai Kutaté Intézete, MTA Kozgazdasagtudoma-
nyi Kutaté Intézete, Marx Karoly Kozgazdasidgtudoményi Egyetem) komo-
lyabban foglalkozni eleinte a linedris programozéssal, majd a nemlinedris
programozassal is. Ezen a teriileten elsésorban amerikai tudésok tették meg
az elsé igen fontos 1épéseket és az akkori korillmények kozott mdr az is nagy
eredménynek szamitott, ha ezekhez a forrdsokhoz valaki hozza tudott jutni
és szakmai korokben valamint az egyetemeken terjeszteni tudta. Még na-
gyobb teljesftmény rovid idén beliil ezen tudoményég fejlédéséhez érdemben
hozzajarulni.

Martos Béla a 60-as években és a 70-es évek elején jelentds ij eredmények-
kel gazdagftotta a matematikai programozas elméletét és médszereit. Tanusit-
jék ezt az elsbrendii folySiratokban megjelent cikkei, ma is aktualis, di-
daktikus és szemléletformalé konyve, valamint az az iskolateremté szellemi
kisugérzés, amely azéta sem veszitett intenzitdsabdl.

Ebben az eléaddsban megprébalom Martos Béla legfontosabb munkdit
a matematikai programozis altaldnos keretében elhelyezni, a nem specia-
lista széméra is vildgossa tenni jelentéségiiket, a specialistat pedig inspiralni
hasonlé szinvonald és mélységii eredmények elérésére. Néhany éltala fel-
vetett, azéta sem megoldott problémat is felelevenitek, egy kis liresen hagyott
teriiletet kitoltok, tovabbéa egy lehetséges kutatési irdnyt vazolok a jatékel-
mélet teriiletérdl, amelyben a Martos-féle megkozelités hasznosnak igérkezik.

Matematikai programozasi feladatok kellemes tulajdonsdgai

A matematikai programozéisi feladatot az alabbi dltaldnos formédban adjuk

1Martos Béla 75. sziiletésnapja alkalmabdl rendezett iilésen elhangzott eldadas alapjan.
Beérkezett 1996. januar 18.
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meg;:

f(z) — min
MP : gi(Z)Sbn i=1,...,m

ze X CR",

ahol X konvex halmaz.

A tovébbiakban X mindig egy konvex halmazt jelol. Jeloljitk tovdabba
az MP lehetséges megolddsainak halmazét a b := (by,...,b,) jobboldal
(eréforrasvektor) fiiggvényében az aldbbi médon:

L) ={zeX|gi(z)<b;, i=1,..,m}.

Az optimdlis megoldasok halmazat pedig jeloljik L°(b)-vel.

Ahhoz, hogy hatékony médszereket tudjunk alkalmazni az MP megoldasa-
ra, j6, ha az bizonyos "kellemes” tulajdonsdgokkal rendelkezik. Ezek megléte
teszi lehet6vé, hogy lokalis informacidkbél globalis kovetkeztetéseket vonjunk
le, valamint, hogy az optimum keresését egy véges halmazra sziikitsiik le.

Az MP feladatot ”j6l viselkedSnek” nevezzilk, ha rendelkezik az aldbbi
tulajdonsédgokkal minden b jobboldal esetében:

1. L(b) zért, konvex.
2. L°(b) zért, konvex.
3. Minden lokdlis minimum egyittal globalis is.

Nevezziik az MP feladatot "igen jél viselkedének”, ha jdl viselkedd, és még
rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal is:

4. L(b) és L°(b) poliéderek.
5. Az optimum legaldbb egy csicspontban is felvétetik.

6. Minden lokélis csiicsminimum-pont egyittal lokalis minimum-pont (és
igy a 3. tulajdonsdg miatt globélis minimum-pont) is.

A matematikal programozds els6é eredményeinek egyike, hogy az in. kon-
vex programozasi feladat, ahol f,g1,...,9m folytonos, konvex fiiggvények
jol viselkeds, mig a linedris programozési feladat (X = R™ f,g1,...,9m
linedrisak) igen jél viselkedo.

Martos tette fel elészor a kovetkezd kérdést: Meddig lehet elmenni az f,
g1, - -, 9m fuggvények dltaldnositdsdban, hogy a fenti kellemes tulajdonsagok
koziil lehetdleg minél tobb megmaradjon?
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A felelethez szitkséges a kvazikonvex (kvazikonkdv) fiiggvény definicidja.
Az f: X — R flggvényt kvazikonvexnek nevezzik, ha barmely z;,22 € X
és 0 < X <1 esetén

FOx1 4+ (1= N)z2) < max{f(z1), f(x2)} -

Explicit kvazikonvex (Dedk [2], Martos [5] ) az f : X — R fuggvény, ha
kvazikonvex és minden x1,z2 € X és 0 < X < 1 esetében

flz) # f(z2) = f(Az1 + (1 = Nz2) < max{f(z1), f(z2)}.

Egy f fiiggvény (explicit) kvazikonkdv, ha —f (explicit) kvézikonvex,
Ezeknek a fogalmaknak a segitségével az aldbbi elégséges feltételeket ad-
hatjuk az egyes kellemes tulajdonsagok meglétére:

1.
2.
3.

Haag,. .-, gm feltételi fuggvények kvazikonvexek, akkor L(b) konvex.
Ha az f,91,- . -,9m kvazikonvexek, akkor L°(b) konvex.

Ha L(b) konvex és [ explicit kvézikonvex, akkor minden lokalis mini-
mum egyittal globélis is.

.Haag,...,0gn figgvények kviazimonotonok (kvéazikonvex és kvazikon-

kav egyszerre) és alulrél félig folytonosak, akkor L(b) poliéder. Ha L(b)
poliéder és f kvdzimonoton, alulrél félig folytonos fiiggvény, akkor L°(b)
poliéder.

. Ha L(b) politép (korlitos poliéder) és f kvazikonkav, akkor a globdlis

minimum legaldbb egy csticspontban felvétetik.

. Ha L(b) politép, f kvazikonkév és explicit kvazikonvex, akkor minden

lokélis csticsminimum-pont egyittal globélis minimum-pont.

Az ezekkel az elégséges feltételekkel parba allithaté sziikséges feltételek
jelolik ki a tovabbi altalanositasok hatérait.

Sziikséges feltételek:

1.

Ha L(b) konvex minden b-re, akkor a gi,...,gm feltételi figgvények
kvazikonvexek X-en. (Ez egyébként alternativ definicidja a kvézikon-
vexitasnak.)

. Ha f folytonos és az

f(z) — min
zel

feladat optimaélis megolddshalmaza konvex minden I C X zart inter-
vallum esetén, akkor f kvazikonvex X-en (bizonyitdst lasd kés6bb).
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3. Ha f alulrél félig folytonos X-en és X minden zért intervallumédn a
lokalis minimum egytttal globélis is, akkor f explicit kvazikonvex X-
en. (Martos [5])

4. Nyitott probléma (Martos [8] ): Ha L(b) poliéder minden b-re, akkor
milyennek kell lenni a gy, ..., gm fliggvényeknek?

5. Ha f folytonos és minden ¥ C X politépra igaz, hogy barmely lokalis
csiicsminimum-pont egyidttal globalis minimum-pont is, akkor f kvézi-
konkdv X-en és explicit kvazikonvex X minden olyan zirt interval-
lumén, amelynek végpontjai nem fekszenek X ugyanazon élén vagy
extremalis irényén (Martos [5], (8] )

Nyitott probléma: Az f-re tett folytonosségi féltétel enyhitheté-e alulrl
félig folytonossigra?

6. Ha X minden zért intervallumén a globdlis minimum a csiicspontok
legalébb egyikén felvétetik, akkor f kvazikonkdv X-en (Martos [5]).

A szimplex mddszer hatékdrének boévitése

A fentickben vézolt elméleti alapokon bizonyos specidlis programozési fe-
ladatokra kifejlesztett médszerek hatSkorét ki lehet terjeszteni dltaldnosabb
feladatok megolddsira. A legrégebbi és mindmdig egyik leghatékonyabb al-
goritmus a szimplex médszer, amelyet eredetileg a linedris programozési fela-
dat megoldésara fejlesztettek ki. Ha azonban meggondoljuk azt, hogy a szim-
plex médszert hasznélva egy poliéder csiicspontjain igy haladunk szomszédos
csticspontok sorozatdn keresztiil egy optimalis megoldasig, hogy kozben a
célfiiggvény értéke csokken (nem novekszik), akkor konnyen latjuk, hogy
a linedrisndl ltaldnosabb célfiiggvény minimumat is meg lehet hatdrozni a
szimplex mdédszerrel. Nevezetesen:

Ha az MP lehetséges tartomanya egy politép és a célfuggvény kvazikonkav
(a csiicspontok kézott van optimélis megoldas) és explicit kvazikonvex (lokélis
csicsminimum=globalis minimum), akkor a szimplex mddszer alkalmas az
MP egy optimaélis megolddsdnak meghatérozasara.

Egyik legszebb példa az ilyen MP-re a hiperbolikus programozasi feladat:

cr+y

H: dr+ 6
z€eL,

— min

ahol L politdp és dz + § > 0 minden z € L-re.
Martos (3] az els6k kozott volt, aki felismerte, hogy a szimplex médszer
hatékore kiterjesztheté H-ra és az algoritmust részleteiben is kidolgozta.
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A szimplex médszer, megfelelé adaptédldssal, a konvex kvadratikus prog-
ramozasi feladat megoldédsédra is haszndlhatd. Felmeril a kérdés, hogy kiter-
jeszthet6-e a szimplex mddszer hatékore kvazikonvex kvadratikus célfiiggvény
esetére is. Ehhez azonban szlikség van a kvazikonvex kvadratikus fiiggvények
jellemzésére.

Tekintsiik az alabbi kvadratikus programozssi feladatot:

f(z):=  pz+ 3zCx — min
zeL (L politép).

A kvéazikonvexitds nem hoz semmi Ujat, ha az f fliggvényt az egész R™-en
vizsgaljuk. Ugyanis:

f expl. kvézikonvex R"-en —> f kvazikonvex R"-en — f konvex R"-en.

Mss a helyzet, ha R? = {x € R™ | z > 0} felett vizsgéljuk f-et. A
kulcsfogalom a pozitiv szubdefinitség (Psd), amelyet Martos [6] vezetett be.
A C szimmetrikus matrixot Psd-nek nevezziik, ha barmely v € R"-re

W< 0=Cv >0 vagy Cv<0.

Léthat6, hogy a Psd éltaldnositdsa a pozitiv szemidefinit (Pd) métrixoknak,
hiszen egy C szimmetrikus métrix akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit,
ha

O < 0= Cv =0.

Pusztén pozitiv szubdefinitnek (Ppsd) neveziink egy matrixot, ha Psd, de
nem Pd. Szép jellemzése a Ppsd métrixoknak az aldbbi (Martos [6]): Egy
szimmetrikus C' métrix akkor és csak akkor Ppsd, ha

(i) C-nek pontosan egy negativ sajétértéke van,
(i) ¢ <0
Ezen alapszik f kvazikonvexitdsdnak az aldbbi jellemzése (Martos [7]): Az

f(z) = pz + 3zCz nemkonvex kvadratikus figgvény akkor és csak akkor
kvazikonvex R -on, ha

(i) C Ppsd,
(i) p <0,
(iii) van olyan ¢ € R™, hogy p = Cq és pg < 0.

(Ha C nemszinguléris, akkor (iii) a pC~'p < 0 formét 6lti.) Egy alternativ
jellemzés a kovetkezd (Cottle-Ferland [1]): f akkor és csak akkor kvézikonvex

R} -on, ha a
C p
pT 0



6 Forgo Ferenc

matrix Ppsd.

Barmely ”lokéalis” megoldé médszer szempontjdbdl a pszeudokonvexitis
igen fontos. (Az f : R® — R akkor pszeudokonvex az X nyilt konvex
halmazon az T € X pontban, ha az Z-ben létezik az f’ gradiens és [olytonos,
valamint f(z) < f(Z) = (z—-T)f'(T) <0és f(z) < f(T) = (—7T)f'(T) <
0 fenndll minden = € X-re). Erre vonatkozik a kovetkezd tétel (Martos [7]):

Az f(z) = pz + %IC.'E nemkonvex, kvadratikus figgvény, amely kvazi-
konvex R7-on akkor és csak akkor pseudokonvex (és igy egyiittal explicit
kvazikonvex is) az T € R} pontban, ha CZT 4 p # 0.

Martos [7] ezeken az elméleti alapokon kiterjesztette Frank és Wolfe méd-
szerét kvdzikonvex célfiiggvény esetére.

Sziikséges feltétel az optimumhalmaz konvexitasara

Az MP feladat optimumhalmazénak konvexitdsa szintén a “kellemes” tulaj-

donsagok kozé tartozik. A Martos-féle szitkséges feltételek kozé illeszkedik

az aldbbi tétel, amelyet, érdekes médon, sehol sem lattam még leirva.
Legyen X C R konvex é f: R™ — R folytonos.

1. Tétel: Ha barmely I C X zért intervallum esetén az
f(z) — min
el

feladatnak az optimumhalmaza konvex, akkor f kvazikonvex X-en.

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy f nem kvazikonvex. Ekkor van olyan z! #
z? € X, és z° € [z!,2?], hogy
(1) f(z°) > max{f(z"), f(z*)}.
Feltehetjiik, hogy f(z?) > f(z!). Legyen
Hi={\]0<2<1, fOz° + (1= Nz') < f(zh)}, i=1,2
®  Ni—mex A, i=12.

AEHT

A H' halmazok nemiiresek, zartak és korlatosak f folytonosséga és (1)
miatt, s igy A!, A2 létezik és mindkettd 1-nél kisebb. Ugyanakkor

fOiz° +(1— )\‘)a:") e f(a:z) , 1=1,2
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ami szintén f folytonossdgibdl kévetkezik. Legyen
yh= 21z (1= aY)2?,
y? = A%2° 4 (1 = A%)z?.
y! #4?% és a A1, \? definiciéja miatt az
f(z) — min
z € [y y°]

feladatnak pontosan két optimélis megoldasa van, az y' é y?, ami ellent-
mond3s. g

Az f-re tett folytonossagi kikotés nem enyhitheté alulrél félig folytonos-
sagra.

2. Tétel: Van olyan alulrdl félig folytonos f fiiggvény és X C R konvex
halmaz, hogy barmely I C X zart intervallum esetén az

f(z) — min
zel

feladatnak az optimumhalmaza konvex és f nem kvézikonvex.

Bizonyitds: Legyen X = [-1,1]és f: R — R

z+1, ha -1<z <0,
f(@) ::{—1, haz=0,
—z+1, haO<z<1.
a) f nem kvazikonvex. Ugyanis ha z! = -1,z2=1,2° = 1/2, akkor

f(1/2) > max{f(-1), f(1)}.

b) f alulrél félig folytonos. Nézziik az Ssszes {x € X | f(z) < §} nemiires
alsé nivéhalmazt § kiilonbozd értékeire:

) -1<B8<0 : L(B)={0},

(i) B=0 . L(B) ={-1,0,1},

(i) 0<B<1 L(B) = [-1,-1+ Blu{o}u[s,1 -4,
(iv) 621 L(B) =[-1,1].

Mindegyik esetben L(83) zért, tehat f alulrél félig folytonos.
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c) Az optimumpontok halmaza konvex barmely I := [y!,4?| intervallum
esetében. A lehetséges intervallumok és optimumhalmazok a kovetkezoek:

i) ¥'<y?<0 : L={y'},
i) y'<y?=0 : L={0},
i) 0=y’ <y® : L={0},
v) O<yt<y® : L={y?,
v) yl<0<y? : L={0}

PRy

Lathaté, hogy minden lehetséges optimumhalmaz konvex.

Martos-féle sziikséges feltételek jatékelméleti problémdkra

Kozismert a matematikai programozas és a jatékelmélet kapcsolata. Természe-
tesen adédik a kérdés, hogy a jdtékelmélet fontos egzisztencia tételeihez
hogyan lehetne Martos-féle sziikséges feltételeket adni, és igy itt is kijelolni a
lehetséges dltaldnositésok hatérait. A gondolatot a legismertebb jatékelmé-
leti egzisztencia tétel, a minimax tétel példsjan szeretném bemutatni.

Legyenek X és Y az R™ illetve az R™ konvex és kompakt részhalmazai, X
és ) pedig X ill. Y részhalmazainak csalddjai, (pl. az 6sszes zért részhalmaz,
osszes zdrt, konvex halmaz, Gsszes intervallum, stb.), az f : X x ¥ —s
R fiiggvény pedig tartozzék egy adott F fiiggvényosztilyba (pl. folytonos
fiiggvények osztilya).

Az f fiiggvényt nevezziik teljes minimax tulajdonséginak az X, Y és F-re
vonatkozéan, ha f € F és

g%ﬁyﬂ%w—£¢g%ﬂaw

fenndll minden X' € X & Y’ € Y-ra.

Hogyan lehet jellemezni a teljes minimax tulajdonségi fiiggvényeket (a1
taldnosftott) konvexitdsi tulajdonsagokkal?

Anal6g kérdés fogalmazhaté meg a Nash egyensiilypont 1étezésére is.

Mindenki, aki ezeknek a nehéz problémsknak a megoldasén fog dolgoz-
ni, gondoljon tisztelettel és szeretettel Martos Béldra, akinek a munkdassdga
nélkiil ezeket a kérdéseket taldn fel sem tennénk. Mirpedig, kis tiilzéssal,
azt lehet mondani, hogy a tudomdnyt a jé idében feltett j6 kérdések viszik
leginkabb elére.
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ON BELA MARTOS’S CONTRIBUTIONS TO MATHEMATICAL
PROGRAMMING

The paper summarizes the main contributions of Béla Martos to the develop-
ment of the theory and methods of mathematical programming between 1962 and
1975. Necessary conditions for objective and constraint functions to produce ‘well-
behaving’ problems and extending the power of simplex-like adjacent vertex meth-
ods to nonlinear, nonconvex problems (primarily to hyperbolic and quasiconvex
quadratic programming) are are the accomplishment for which Martos will always
be considered as an inspirational source to the mathematical programming com-
munity. In addition to a systematic restatement of the most important results, a
necessary condition for the convexity of the optimum set is proved in the spirit of
Martos.
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MARTOS BELA SZABALYOZASELMELETI
MUNKASSAGA!

SIMONOVITS ANDRAS
MTA Kizgazdasdgtudomdnyi Intézet

Ebben a rovid irdsban Martos Béla szabalyozaselméleti munkéssagat tekin-
tem 4at. Igyekszem minél szélesebb kozonséghez szélni, ezért szeretném a
részleteket mellézni. A részletek irdnt érdeklédéknek melegen ajénlom a Kor-
nai és Martos szerkesztésében megjelent (1981) miivet, illetve Martos (1990)
monografidjat. Ez utébbirdl hosszabb ismertetést {rtam angol nyelven (Si-
monovits, 1991). A cikk tovabbi hét pontbél 4ll. 1. A szabdlyozaselmélet. 2.
Ko6zgazdasagi alkalmazdsok. 3. A magyar szabdlyozdselméleti iskola. 4. Sta-
bilitds és miikodképesség. 5. A Leontief gazdasig szabdlyozdsa koordinécié
nélkiil. 6. Mechanizmusok ekvivalencidja. 7. Mit tanulhatunk Bélat6l?

1. A szabdlyozdselmélet

A szabélyozaselmélet miiszaki feladatok megoldaséra kidolgozott matematikai

elmélet. Alapfogalmai: az n-dimenziés dllapotvektor (z), az m-dimenzids sza-

balyozdsi vektor (u), a p-dimenziés megfigyelési vektor (y), az n-dimenzids za-

jvektor (v) és az dllapotegyenlet. Folytonos idejti, linedris rendszer esetében

a kovetkez6 differencidlegyenlet-rendszer irja le a rendszer mozgasat.
Allapotegyenlet-rendszer:

z'=Pr+ Ru+v, (1.1)

ahol a ’ az id6 szerinti derivalast jeloli, P és R megfeleld méretii métrixok. Az

alkalmazdsokban fontos, hogy az dllapotvektor helyett dltaliban csak valam-

ilyen fiiggvénye (pl. az éllapot-komponensek osszege) figyelhetd meg.
Megfigyelési egyenletrendszer:

y=Sz, (1.2)
ahol S egy pxn-es matrix. A klasszikus szabélyozaselméletben a szabélyozasi
vektor a megfigyelési valtozé fiiggvénye.

1Martos Béla 75. sziiletésnapja alkalmabél a Magyar Modellezési Tarsasidg 1995. Oszi
balatonkenesei konferencidjan elhangzott iinnepi eléadas alapjdn. Beérkezett 1996. januar
11.
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Visszacsatoldsi egyenletrendszer:
u=Fy+w (1.3)

ahol [ egy m X p-es métrix és w egy m-es vektor. Kozgazdasigi alkalma-
zésokban nagyon fontos a decentralizdlt szabalyozés, ahol F blokk-diagondlis
métrix, Legegyszeriibb esetben, amikor m = n, F’ diagonalis matrix. (1.2)-t
behelyettesitve (1.3)-ba, majd az 4j u = F St + w egyenletet (1.1)-be adédik
az

Alapegyenletrendszer

z'=(P+RFS)z+ Rw+v. (1.4)

Az (1.4) differencidlegyenlet-rendszer stacionarius megolddsa — ha létezik —
20 = —(P + RFS)"!(Rw +v). A nem staciondrius megolddsa is explicite
felirhaté. A f6 cél azonban a rendszer stabilizdldsa: limy o0 z(t) = 20,

Az utébbi évtizedekben megjelent €s egyre inkdbb egyeduralkodéva valik
az optimdlis szabalyozdselmélet (Pontrjagin et al. 1961). Linearis allapot-
egyenlet mellé kvadratikus célfliggvényt tdrsitva, a cél egy olyan szabdlyozasi

palya keresése, amely minimalizdlja a veszteségftigguényt:

I = /0 [o()TQx(t) + u(t)T Ru(t))dt (15)

ahol Q) egy n X n-es pozitiv definit és R egy m X m-es nemnegativ definit
matrix. Ha normaélis eloszldsi sztochasztikus zajok is fellépnek, akkor a
Linear-Quadratic-Gaussian jelzéhdrmas roviditéseként LQG-elméletrol beszé-
lunk.

2. Kozgazdasdgi alkalmazasok

A hagyomanyos neoklasszikus kozgazdasdgtan alapjdban véve statikus volt.
Nagy attorést jelentett, amikor az 1930-as években megjelentek az elsé di-
namikus kozgazdasdgl modellek. A szabdlyozdselmélet alkalmazdsa olyan di-
namikus modellekhez vezetett, amelyekben elvalt az dllapot- és a szabéalyozdsi
(dontési) valtozo.

A szabdlyozaselmélet kozgazdasagi alkalmazasai a klasszikus elmélettel
kezdédtek. Példdul Phillips (1954) a makrogazdasdg szabdlyozasi mechaniz-
musait tanulmanyozta. A magyar szabalyozdselméleti iskola szemléletéhez
legkozelebb Lovell (1962) és McFadden {(1969) munk&i alltak.

Erdekes, hogy az optimalis LQG elmélet kozgazdasagi céli kidolgozasdval
Simon (1956) megelézte a mérnokoket. A dinamikus optimalizdlds médszerei
taldn Cass (1965) és Koopmans (1965) optimalis novekedésrél sz616 cikkeivel
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léptek be a kozgazdasdgtanba. Innen mér viszonylag konnyen addédtak a
makrookonémia optimalis szabdlyozasi modelljei.

3. A magyar szabdlyozdselméleti iskola

Az optimdlis szabdlyozdselmélet magyar alkalmazésa iddig meglehetésen szor-
vényos volt: Virdg (1969) és Szepesi és Székely (1972). Anndl tobben alkal-
maztuk a klasszikus szabdlyoziselméletet kozgazdasagi elemzésre.

A kezdetet Kornai (1970) konyve jelentette, amely a kozgazdasdgtan alap-
vetd, rendszerelméleti alapon torténé megijitasat tlizte ki célul. Ennek kere-
tében kezdtiik a gazdasdgi rendszerek vegetativ szabdlyozésat tanulményozni.
Biolégiai analdgia alapjén vegetativ szabdlyozdsrél beszéliink, ha &r- és terv-
jelzések helyett a gazdasédgi egységek a sajat magukndl megfigyelhet6 elemi
informécidk alapjan elemi dontéseket hoznak. Példaul, ha lemeriil a készter-
mék-készlet, akkor novelik a termelést.

Kornai és Martos (1971) dolgozta ki az els§ vegetativ szabilyozési modellt.
E munka alapjén szamos cikk sziiletett, melyet Kornai é Martos szerkeszté-
sében (1981) Arjelzések szabdlyozds nélkil c. kotet foglalt egységben. Mint
a konyv egyik kozremiikodéje tanisfthatom, hogy Kornai és Martos mennyi
energiat fektetett be a benyijtott kotet kialakitasdba.

A kotet megjelenése utan legtobben 1) témék utan néztiink, Martos azon-
ban folytatta a kutatast. Rovidebb cikkek utdn (pl. Martos, 1984) akadémiai
doktori értekezésében megirta a téma alapmivét, amely 1990-ben angolul je-
lent meg. Helysziike miatt csupdn hdrom terilletet emelek ki Martos hozza-
jéruldsébél: a stabilitds és miikodéképesség kapcsolatdt, a koordinélatlan
szabélyozds stabilitdsi tételeit és a mechanizmusok ekvivalenciajat.

4. Stabilitas és miikod6képesség

A szabalyozdselméletben nagyon gyakran megelégednek a rendszer stabi-
lizdlasaval. Ez miiszaki alkalmazdsoknal dltaldban megfeleld, de kozgazdasagi
alkalmazdsoknal a tranziens palydk sokkal tartésabbak annal, semhogy el-
hanyagolhassuk 6ket. Itt 1ép be a mikddoképesség, amely azt jelenti, hogy a
rendszer bizonyos allapotvektordnak egy megengedett X tartomanyon beliil
kell lennie. Hasonlé szerepet jatszik a megengedett szabdlyozasi vektorok
tartoménya (U). A legegyszeriibb ilyen &sszefiiggések a nem negativitdsi
feltételek, példdul készleteknek, a termelésnek és a fogyasztdsnak, de gyakran
a vételnek is pozitivnak kell lenniiik. Kiilonosen fontos annak meghatérozésa,
hogy az z° kezdéallapotoknak milyen tartomanya ad miikodéképes palyskat
és a szabdlyozdsi vektor milyen tartomanyban mozoghat, anélkiil, hogy a
rendszert miikodésképtelenné tenné. Az X és U tartomdnyt kompatibilisnak
nevezziik, ha (i) van olyan u; € U szabélyozasvektor és z; € X éllapotvektor,
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amelyre Pz + Ru; = 0 és (ii) azoknak az u; € U vektoroknak az U, hal-
maza, amelyekre — P! Ru; X belsejébe esik, nem iires.

A vektornormékra tdmaszkodva Martos (1990) kidolgozta az (1.1) rend-
szer mitkodéképességi elméletét és hasznalhaté elégséges feltételeket adott a
miikodképességi tartomany meghatarozdsara:

1. tétel. Ha (P, R) stabil, X és U kompalibilis, és zo € X, akkor van olyan
B > 0 valds szdm, hogy tetszileges u* € U, az ||Pzg + Ru(t)|| < B feltételt
kielégitd szabdlyozdst pdlydra teljesil, hogy x* pdlya mikodiképes.

5. A Leontief gazdasig szabalyozésa koordinacié nélkiil

Eddig sltaldnossiagban beszéltiink, ideje hat egy konkrét gazdasdgi példat is
bemutatni.

A gazdasig valtozdi a kovetkezok: r = a termelés n-vektora, ¢ = az out-
putkészletek n-vektora, Y = az drutranszferek nxn-es métrixa, V = az input-
készletek m X n-es métrixa. A = a termelési kapcsolatok egyitthatématrixa,
c a végsd fogyasztds n-vektora, 3 és v szabélyozdsi egyilitthaték, A-t6l y-ig
idében allanddk. Az e vektor Osszes eleme 1.

A legegyszer(ibb modell egyenletei a kovetkezok:
outputkészlet-valtozds = termelés — fogyasztds

g=r-Ye—c, (5.1)

inputkészlet-valtozds = beszerzés — termelé felhasznédlds

Vi=Y - A{r), (5.2)
termelés-novekedés = outputkészlet-valtozdsi korrekcié — outputkészlet-
eltérési korrekcioé

r'=28v¢' =¥ (¢—q"), (5.3)

beszerzés novekedés = inputkészlet-valtozési korrekeié — inputkészlet-eltérési

korrekcid
Y =269V =4V - V). (5.4)
A modell egyik legfontosabb vondsa, hogy koordindlatlan: példiul az i-
edik termeld csak a sajat outputkészlete alapjan dont, mig az i-edik termékhez
szitkséges j-edik termék beszerzését végzo egység pusztan a sajat inputkészlete
alapjan dont. Maérpedig az irreducibilis A matrixd gazdasdg @sszefiggd.
Ezért meglep6 a

2. tétel. Az (5.1)-(5.4) rendszer aszimptotikusan stabil, ha 8 > By, ahol By
egy kritikus érték.
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Az 1. és a 2. tétel alapjan kimondhaté egy
Kovetkezmény. A fenti modell lokdlisan miikodsképes.

Nincs teriink a tobbi modell bemutatdsara, csak felsoroljuk elnevezésiiket:
rendelésjelzéses, készlet- és rendelésjelzéses, kereskedelmi és drjelzési modell.

6. Mechanizmusok ekvivalencidja

Martos Bélat kiilonosen érdekelte a kiilonbozé szabdlyozdsi mechanizmu-
sok ekvivalencidja. Elészor az 1. pont altaldnossigi szintjén definidlta két
rendszer ekvivalencidjat, majd a 4. pont konkrétsigéban tanulmanyozta az
arjelzéses és arjelzés nélkiili rendszerek ekivalencigjat.

3. tétel. Ha a gazdasdg Osszefiiggd, akkor két, egyardnt koordindlatlan dr-
Jelzéses és drjelzés nélkili rendszer nem lehet egymdssal ekvivalens.

7. Mit tanulhatunk Bélaté1?

A tavirati stilusd ismertetés utdn néhany szubjektiv széval zdrom a dolgo-
zatomat. Mit tanulhatunk Bélatél?

a) Eredetiséget. A Kornai 4ltal javasolt 1971-es modell matematikai elem-
zésén til Béla kidolgozta a miikodSképesség és az ekvivalencia témakorét.
Mindhédrom teriileten ragyogéan 6tvozte a matematikai és a kozgazdasagi
elemzést.

b) Igényességet. Akédrmilyen jénak is tfinhet egy modell, mindig akad
javitanival6 rajta. Szdmos neves tudést ismerek, aki igyekszik elrejteni a
kordbbi munkdkban elkovetett hibdkat, és ilyenkor javitds helyett tokéletesi-
tésrél beszél. Béla nem ilyen ember. Nyiltan feltrja az esetleges tévedéseket,
példdul az 1971-es cikk rejtett koordindltsigat, vagy a korébbi ekvivalencia
definicié problémait.

¢) Realizmust. Manapsag a matematikai médszerek gyakran elhomalyosit-
jdk a kozgazdasagi tartalmat. Bélandl a matematikai médszer mindig eszkoz
marad, Béla sohasem feledkezik meg a feltevések &s a tételek kozgazdassgi
értelmezésérol. Jellemzd, hogy milyen dromet okozott neki, amikor folfedezett
egy empirikus cikket a készlet- és rendelésjelzéses szabdlyozds valGsdgérdl.
Nem éllitom azt, hogy Béla gyakorlati kozgazddsz. Nyugodtan lefrom vi-
szont, hogy Béla olyan szabélyozdselméleten dolgozott, amely kapcsolatban
all a gyakorlattal.

d) Elegancidt. Béla minden cikkét nagy miigonddal irja meg. Mindig
tomor, és mindig értheté. Még a jelolések megvalasztdsaval is az érthetéséget
akarja elésegiteni. Mondatai nemcsak értheték, de szellemesek is.
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Manapsag viszonylag kevés érdeklodés mutatkozik az olyan munkdk irdnt,
amelyek nem az optimalizdlason alapszanak. Ez lehet az oka, hogy jelen-
leg Béla programozasi munkdi bedrnyékoljak szabdlyozdselméleti munkait.
Bizom benne, hogy amilyen mértékben a matematikus kozgazdészok raébred-
nek az optimalizdlasi megkozelités korlatozottsagéra, térnek vissza Béla sza-

bélyozasi miiveihez is.
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REVIEW OF BELA MARTOS’ WORK ON CONTROL THEORY

This paper is a short review of Béla Martos’ work on control theory. Since it
addressed to a wider audience, details are omitted. Those interested in details
should consult the volume edited by Kornai and Martos (1981), the monograph
(Martos, 1990) and its longer survey (Simonovits, 1991). The paper consists of
seven sections. 1. Control theory. 2. Economic applications. 3. The Hungarian
school of control theory. 4. Stability and viability. 5. An example. 6. Equivalence
of mechanisms. 7. What can we learn from Béla?
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VEGES CRISS-CROSS MODSZER A HIPERBOLIKUS
PROGRAMOZASI FELADATRA!

ILLES TIBOR - SZIRMAI AKOS - TERLAKY TAMAS
Edtvés Lordnd Tudomdnyegyetem — Delft University of Technology

Cikkiinkben a hiperbolikus (hdnyados) programozési feladat megolddsara
altaldnositjuk a criss-cross médszert. A linedris és a kvadratikus programozasi
problémakra megfogalmazott criss-cross algoritmusokhoz hasonléan a hiper-
bolikus criss-cross médszer is tetszdleges, nem feltétleniil megengedett bézis-
megoldésbél indithaté. A hiperbolikus programozésban szokésos feltételek
mellett bizonyitjuk az algoritmus végességét.

1. Bevezetés

A hiperbolikus (hdnyados) programozasi feladat természetes altalanositsa a
linedris programozési feladatnak. A linedris feltételeket megtartva, linedris
célfiiggvény szélsdértéke helyett két linedris fiiggvény hanyadosat optimalizal-
juk. Ilyen hanyados fiiggvények természetes médon jelentkeznek a koézgazda-
sadgtanban, amikor a profit/raforditas tipusu célfiiggvények optimalizilasa a
cél (lasd pl. [8]).

Annak ellenére, hogy a hiperbolikus programozds célfiggvénye nem li-
nedris, s6t nem is konvex, a feladat megolddséra hatékony algoritmusok is-
mertek. Ez az aldbbi eredménynek koszonheté. Habdr a célfiiggvény nem
konvex, de mint azt Martos [9] bizonyitotta, a célfiiggvény pszeudokonvex,
s6t pszeudolinedris, ami elégséges feltétele annak, hogy minden lokélis mi-
nimum egyben globalis is legyen. A mésik kedvez6 tulajdonsig azonositdsa
Charnes és Cooper [4] nevéhez fiizédik. Eszerint a hiperbolikus programozasi
feladat atfogalmazhaté egy ekvivalens linedris programozési feladatté. Igy
nem meglepd, hogy a kiilonbozd linedris programozasi algoritmusok megfelelé
adaptdlds utén alkalmassa valnak a hiperbolikus programozési feladat meg-
oldasara. Igy a szimplex médszerek adaptéldsa utdn [3,4,5] a kozelmiiltban
Karmarkar belsépontos algoritmusat is dltaldnositottak [1,2] hdnyados prog-
ramozasi feladatok megolddsdra. A hdnyados programozis eredményeinek
sttekintése és egy teljességre torekvd, majd 1200 elemet tartalmazé irodalom-
jegyzéke taldlhaté Schaible [10] cikkében.

I'Beérkezett 1996. februar 18.



20 Illés Tibor — Szirmai Akos — Terlaky Tamds

Cikkiinkben Terlaky [11,6] criss-cross algoritmusét altaldnositjuk hénya-
dos programozasi feladatok megoldasdra. Az altaldnositds megérzi a criss-
cross médszerek azon alapvet6 tulajdonsagét, hogy tetszdleges, nem feltétleniil
megengedett bazismegolddsbdl indithaté. A tovébbiakban bizonyitjuk az al-
goritmus végességét az irodalomban [7,9] szokdsos enyhe feltételek mellett.
Végiil két, az irodalombdl vett egyszerli numerikus példa megoldéssval il-
lusztraljuk az algoritmus lényeges lépéseit.

A kovetkezo fejezetben a hanyados programozési feladat megfogalmazasa
utan roviden sszefoglaljuk a hiperbolikus programozasi feladat alaptulajdon-
sagait. Tovabba térgyaljuk a feladathoz rendelt pivot tébla eléjelstruktiréja
és a feladat megolddsa, nem korlatossdga illetve nem megengedettsége kozti
kapcsolatot.

2. A hiperbolikus programozasi feladat
alaptulajdonsagai

A tovébbiakban az aldbbi hiperbolikus programozasi feladattal foglalkozunk:

md cTx
in ——
dTx
Ax = b ®),
X > 0

aholc,d,x € R*, b€ R™, A € R™*™, rang(A) = m.

Legyen P := {x € R™ : Ax = b,x > 0} a (P) feladat megengedett
megolddsainak a halmaza. Kozismert, hogy a hiperbolikus programozdsi fe-
ladat dudlisa a kovetkez6 linedris programozési feladat:

max —%o
ATy + dy > —c (D).
bTy < 0

A dolgozatban egy dj, véges pivot algoritmust adunk a hiperbolikus prog-
ramozési feladat megolddsira. Médszeriink a hiperbolikus feladatok esetén
szokdsos tablatol eltérét hasznél, ezért ezt az aldbbiakban ismertetjiik.
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[ » ]

—Cp [ 0
0
v b T :
0
—dy d 1
[ u®@ ]
1. dbra

Az 1. dbran hasznalt jelolések értelmezése a kovetkezo:

co = cgB™ b, dp :=dgB~'b,
b:=B b, €:=c—cgB'A, d:=d-dpB'4,
q := (1/do)b, p =T — (co/do)d,
u® = t® 1 (3;/do)d, vj = B 'a; + (d;/do)B™,
T :=B 14,

ahol B jeloli az Ax = b linedris egyenletrendszer egy bazisit. A B bdzis
vektorainak indexhalmazat jelolje Jg, tovdbba Jy = J\ Jg a bézison kiviili
valtozék indexhalmaza.

1. Definfcié Az z; vdltozd azi € Jg indez esetén primdl nem megengedett,
ha b; < 0, tovdbbd az z; vdltozd pedig a j € Jy index esetén dudl nem
megengedett, ha & < (co/do)d;.

Az alabbi optimalitasi (1. Megjegyzés), primal nem megengedettségi (2. Meg-
jegyzés) illetve dusl nem megengedettségi (3. Megjegyzés) feltételek jél is-
mertek és a pivot tébla konstrukci6jét figyelembe véve kénnyen igazolhatdk.

1. Megjegyzés Hab >0 és p > 0, akkor a pivot tdbldnk optimdlis.

2. Megjegyzés Ha van olyanr € Jp indez, amely eselén b <0ésum™ >0
akkor nem létezik primdl megengedett megoldds.

3. Megjegyzés Ha van olyanr € Jy indez, amely eseténp, <0 ésv, <0
akkor nem létezik dudl megengedetlt megoldds.

A fenti 1-3. Megjegyzések a bevezetésre keriilé algoritmusunk megallasi
kritériumait fogalmazzak meg,
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Terlaky [11] criss-cross médszerét, illetve a 3. Megjegyzést szem elétt tart-
va, egy lehetséges pivot szabdly a kovetkezd lenne:

P. Pivot szabaly

I. (i) Hab > 0és p > 0, akkor optimalis t&blénal vagyunk.

(i) Ha az (i) nem &ll fenn, akkor legyen
k:=min{i: b; <0 vagy p; <0,i= L,2,....,n}.

II. (i) Ha valamely k indexre p; < 0 és v; < 0 akkor nem létezik dusl
megengedett megoldés.

(i) Ha az(i) nem 4ll fenn, akkor legyen
s:=min{j : vjr > 0,7 € Jg},
pivotéljunk az (s, k) pozicién és menjiink az I.-re.

1. (i) Ha valamely k indexre b; < 0 és u™ > 0 akkor nem létezik primal
megengedett megoldds.

(1)) Ha az (i) nem 4l fenn, akkor legyen
ro={iug <0, ¢ Jy},

pivotéljunk a (k,7) pozicién és menjiink a II.-ra.

A P. Pivot szabély mindenképpen finomitésra szorul, hiszen a 7, illetve
Tkr helyen éllhat nulla is. Ez egyértelmiien annak a kovetkezménye, hogy a
tablan kiviili mesterségesen kiszamitott vektorok eléjele alapjin hatérozzuk
meg a dontésiinket. Miel6tt az 1. dbrdn bemutatott t4blén a P. Pivot szabsly
alkalmazdsa soran felmeriilé hatrdnyokat mutatnank be, taldn érdemes felhiv-
ni a figyelmet bizonyos lényeges elényokre is.

1. Allitds Legyen a dy # 0 az aktudlis B' bdzis esetén. Vilasszuk ki az
(s,7) pivot pozicidt a b,u®) (illetve a p,v,) vektorok segitségével. Tegyitk
fel, hogy a pivot pozicion lévé 7). # 0. Ekkor a pivot transzformdcid utdn
elédlis df # 0.

Bizonyitds. A P. Pivot szabdly alapjén b, < 0 és u,, = 7, +53% < 0.

]
Tegyiik fel, indirekt médon, hogy a dfj = 0. Ekkor a feltételiink alapjan a
- b
—d'=—d _d. 2= _o
0 dO TTST ’
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azaz dy = —dr%r- adédik. Felhasznslva a dj # 0 és 7,, # O feltételeket,
kapjuk, hogy

- d
Tsr+bs_,::0)

dy

ami ellentmond az ug, < 0 feltételnek. m

A p, vj é ul) vektorok hasznélatabdl szérmazé elényck a 2. fejezetben
definidlasra keriils algoritmus végességének igazoldsakor lesznek szembedtlok.
Ha a P. Pivot szabélyt szeretnénk meg6rizni (bizonyos finomitédsok mellett),
akkor a ;5 = 0 (i]letve Ter = 0) eseteket athidalé megolddst — a pivot
tabla struktirdjanak megbérzése mellett — kell taldlnunk. Nyilvdnval, hogy
a szabaly altal kijelolt helyen nem pivotélhatunk. Célszeriinek latszik a —co
illetve —dp poziciék valamelyikén egy kiilsé pivotot végrehajtani. Ap,vjés
ul) vektorok definiciéja alpjan nem igazén meglepd, hogy a —do pozicié az
igazén alkalmas pivot-pozicié. Ennek hatdséat a kovetkezd abran mutatjuk
be.

—¢o Z; 0 0 Gl %gd, —ﬁ%
- 0 b . )
B Tis = Tij + 3 b; g;

: , 0 .

—dy | ... di ... 1 1 s —jr‘l _dln

2. ébra

A transzformécié feltétele dg # 0, de ez nyilvéan teljesiil, hiszen egy olyan
allapotnal voltunk, amikor a p illetve b vektorok kiszdmithatok voltak. A
—dy pozicién valé pivotdlds utan nyert tébla a 3. dbran ldthatd.

0 P —co/do

0 T=V=U q

1 —1/dod —1/do
3. édbra

Vegyiik észre, hogy itt p és q a tabla részévé valt, mig a b vektor mar nem
taldlhaté meg a bazistdblan. Ha ezen a tablan djra dontiink a pivot pozicié
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megvélasztdsardl, akkor ismét az (s, k) illetve (k,r) poziciSkat jelolné ki a P.
Pivot szabdly, de jelenleg ezeken a pozicikon a

Tek + %b, = %bs illetve a 7y, + %bk = %bk
értékek allnak. Akar vy akér u®) definicigjat nézzik meg, ezek az értékek
nem lehetnek nulldk. Tehdt az el6irt pivot végrehajthaté. (Igaz, ezt megels-
zéen egy specidlis pivotot is végre kellett hajtanunk.)

Mivel az eredetileg meghatarozott pivotalast csak egy tovabbi segitségével
lehet végrehajtani, ezért kettds pivotilasrél beszéliink. A kettés pivotdlds
szembetiiné elénye: utdna ugyanolyan vektorok alapjdn dontiink a pivot
pozicié kivalasztdsirél, mint elStte, azaz az elgjelstruktira szempontjibél
a kett6s pivot nem zavarja meg az eljérdst.

Ha a P. Pivot szabalyt azzal pontositjuk, hogy szilkség esetén kettds pi-
votot hajtunk végre, akkor igaz a kovetkezd &llitas:

1. Lemma Kettds pivot legfeljebb egyszer fordulhat el6. g

Ha az aktudlis bizisunk B’ olyan, hogy a g(x) = dTx fiiggvénynek nem
nulla szintvonaldn vagyunk, akkor a P. Pivot szab4llyal vélasztott baziscsere
esetén g(x"") # 0 lesz, vagyis nem keriilhetiink a nulla szintvonalra, amely
gondot okozhatna. A kettds pivot elvégezhetéségének a feltétele szintén az,
hogy az aktudlis bazismegolddsunk esetén a djy # O teljesiiljon. fgy az aldbbi
feltételezéssel éliink.

1. Feltétel

{xeR" : Ax=b}N{xeR":dTx =0} =0.

Az 1. Feltétel lényegében az elfajulé esetet zarja ki, vagyis azt, amikor
a megolddshalmaz része a g(x) nulla helyeinek a halmazanak (amely tulaj-
donképpen egy hipersik). Az 1. Feltétel nem igazén erés megkotés.

3. Egy criss-cross tipusi algoritmus

Ebben a fejezetben bemutatjuk a hiperbolikus programozasi feladat megolda-
sdra megfogalmazott criss-cross tipusi algoritmusunkat. Igazoljuk végességét
és két egyszerii példén illusztraljuk miikodését is. Miel6tt ratérnénk az algo-
ritmus részletezésére, réjuk ki a hiperbolikus programozasi feladatra szokdsos
pozitivitdsi megkdtést, amelyre a kés6bbiek sordn szitkségiink lesz:
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2. Feltétel
Pc{xeR":dTx>0}.

1. Algoritmus

Legyen adott egy Bp indulé bézis, amely kielégiti az (1.) feltételt.

1. 1épés: Szamitsuk ki a dg = d5B~'b és g = c5 B~ b értékeket
illetve a p := ¢y — ggEN és q := 1/dyb vektorokat.
Legyen I := {t € Jp b <0}u{i ¢ Jg : p; <0}

Ha I = {) akkor az alébbi esetek fordulhatnak el6:

0
(1) ® 0 ®
o 0 &

= 1

4. ébra

Optimaélis megoldds. STOP.

0Ol -+ @&
0 ®
(2 : :
0 (5]
1 ©
5. abra

Optim4lis megoldds. STOP.

25

kiilonben legyen r := ml}n és menjink a 2. 1épésre.
1€
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2. 1épés: Har e Jg
akkor (Dudl iterdcio)
szamoljuk ki a u(™) vektort és legyen
J:={jéJp: u; <0}
Ha J = @ akkor P ={), STOP

kiilénben legyen s := min j.
jedJ

Ha 7, = 0 akkor hajtsunk végre egy kettés
pivotot a dg és az (r, s) pozicién,

kiildnben pivotéljunk az (7, s) pozicién.

kiildnben ( Primdl iterdcid)
szamoljuk ki a v, vektort és legyen
J::{jEJB :’Ujr>0}.
Ha J =0 akkor D =, STOP

kiilonben legyen s := min j.
jeJ

Ha 7, = 0 akkor hajtsunk végre egy kettds pivotot
a do és az (s,r) pozicién,
kiilénben pivotéljunk az (s, ) pozicién.
Menjiink az 1. lépésre. O
Az algoritmus végességének a bizonyitdsa el6tt vizsgdljuk meg a megéllssi
kritériumait. A 4. dbran lévé eldjelstruktira primél megengedett megoldést

jelent é a —dp < 0 miatt a 2. Feltétel (is) teljesul. (A do = O esetet a
2. Feltétel kizérja.)

0
® 0
b
+ 1

6. abra
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A 6. abran 1évé eldjelstruktira eléforduldsat kizérja a 2. Feltétel, mert a
—dg > 0 nem lehetséges, ha primdl megengedett megoldasunk van.

Az 5. abran lathaté eléjelstruktiraval leirt megéllasi feltételt két részlet-
ben térgyaljuk attél fiiggden, hogy a —1/dg < O vagy pedig a —1/dy =
0. Kezdjiik az egyszeriibb esettel, amikor is —1/dy < 0. Figyelembe véve
a q vektor definiciéjat, kapjuk, hogy a b > 0, azaz primal megengedett
megolddsunk van (és a 2. Feltétel is teljesiil). A p > O osszefiiggést (is)
figyelembe véve, megolddsunk optimélis.

A —1/dy = 0 esetet a kovetkezd lemma segitségével oldjuk meg.

2. Lemma Legyen adott a kovetkezd eldjelstruktirdyi tdbla:

0|®...®

0 @
&2

1 0

Ekkor a (P) feladatnak létezik megengedett megolddsa, a célfigguény korldtos
és az optimdlis célfigguényériék csak hatdrértékben dllithatd eld.

Bizonyitds. A fent lathaté elSjelstruktira azt jelenti, hogy a

min cTu

Au — b = 0
dTu = 1 (SP),

u > 0

T > 0

feladat egy optimalis bazismegolddsdndl vagyunk, (¢ := cTd optimumérték-
kel) amely esetén 7 = 0, vagyis el6éllitottuk az

Au = 0
dTu = 1
u > 0

feltételrendszer egy megengedett megoldédsat, az i ;== q > O vektort. Ekkor
poliéderiink nem korldtos és egy olyan irdnyhoz jutottunk, amely esetén az

X =Xo+ kaeP
pontsorozat (xo € P é dTx¢ = 1) a kovetkezd tulajdonsaggal rendelkezik:

cTx,  Txg+keTt  cTxg+keTu  eTxo+kp

Pok = qTy. T ATxo+ kdTa  dTxo+ k  k+1
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Konnyen belathaté, hogy a (o monoton nem novekvé sorozat. Ha e > 0
pontossdggal akarjuk eldllitani a feladat megoldasat, akkor

— da
k(xo, 5) = S0 — G0y
€
kiiszobszdm addédik. g

Az 1. 1épés (2) esetéhez (5. dbra) kapcsolédik még az alébbi eléjelstruktira
is (7. ébra), amelynek az eléforduldsst a 2. Feltétel kizérja.

Ol - @

0 ©

0 O

1 +
7. dbra

Az 1. Algoritmus végességének bizonyitdsa soran mindvégig a 3. dbran
lathaté tablat haszndljuk, hiszen a pivot szabélyt is ehhez kapcsolédéan
definidltuk, azzal a kiegészitéssel, hogy a q vektor helyett mindenkor a b
vektorral dolgozunk. Az indokldsunk az un. ortogonalitdsi tételre épiil ([6],
2.5. Tétel). Mivel a kettds pivot nem véltoztatja meg a belépd és tavozd vek-
tor kivalasztdsanak a szabdlyat, ezért a végesség bizonyitdsidndl nem jatszik
szerepet (1. Allitds és 1.6 Lemma). A bizonyitds menete kéveti Terlaky [11]
bizonyitésat.

1. Tétel A hiperbolikus criss-cross mddszer (1. Algoritmus) véges.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitdst alkalmazunk, azaz tegyiik fel, hogy eljs-
rasunk nem véges. Mivel véges sok bazisunk lehet, ezért ez azt jelenti, hogy
valamelyik végtelen sokszor eléfordul. Ez csak gy lehetséges, ha az eljsrds
ciklizdl. Jelolje az I* halmaz a ciklus soran belépd valtozék indexeinek a hal-
mazat (ezek nyilvdn pontosan azok, amelyek egyben a ciklus sordn tavoznak
is). Legyen | := max 1. Figyeljiik az . viltoz6é mozgdsat. Ekkor négy eset

lehetséges:

(a) az l. valtozé prim4l iterdciénal 1ép be a bazisba é primdl iterdciénal
tavozik a bazisbél;

(b) azl. valtozd primél iteraciénal 1ép be a bazisba és duél iterdciénal tavozik
a bézisbol;
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(c) azl. valtozé dudl iterdciénél lép be a bazisba és primal iteracional tavozik
a bézisbdl;

(d) az . valtozé dudl iterdciénal lép be a bazisba és dudl iterdciénal tavozik
a bdzisbdl.

A 8. dbra mutatja a négy pivot tdbla el6jelstruktiirdjat amikor az l. valtozd
belép illetve tdvozik a bazisbdl (feliill a p vektor sora taldlhat6, mig jobbra
az utolsé oszlopban a q vektor helyén (3. dbra), a b vektoré). Az (A) tabla
azt mutatja, amikor az [. vdltozé primdl iteraciondl belép, a (B} tabla azt a
helyzetet, amikor az [. véltozé primél iterdciondl tdvozik a bézisbél. A C

tabla azt mutatja, amikor az l. vdltozé dudl iterdciéndl belép, és végiil a (D

tébla azt a helyzetet, amikor az l. véltozé dudl iterdciéndl tavozik a bazisbol.

l 8

[SP) b — =
® $]

S]

® +

(C) (D)

8. abra
Vizsgaljuk meg sorra a lehetséges eseteket. A konnyebb érthetéség kedvéért



30 Illés Tibor — Szirmai Akos — Terlaky Tamds

a megfeleld sor- illetve oszlopvektorok elgjelstruktirajat is megadjuk. (Ezek
definiciéja megtaldlhaté Klafszky és Terlaky cikkében ([6], 433. oldal). Ter-
mészetesen nem szabad elfelejteni, hogy bizonyitdsaink — lévén hiperbolikus
programozasrol sz6 €s nem linedris programozasrél — az (A, —b) mdtrix és
(c,0) vektor 4ltal kifeszitett altér helyett a Lin((A, —b,0); (c,0,0);(d,0, l))
altérben torténnek. )

Mivel az (a), (c) és (d) esetek bizonyitdsa azonos technikét igényel, mig
a (b) eseté ezektd] kissé eltérét, ezért elészér az (a), (c) és (d) esetek bi-
zonyitdsdval foglalkozunk.

(a) Az I valtozé primal iteréciéndl 1ép be a bézisba illetve az 1.
valtozé primdl iterdciénal tévozik a bdzisbél és a belépé valtozé az s. Ekkor
a 8. abra (A) é (B) tabldjst kell figyelembe venniink. Az ortogonalitdsi
tételt haszndlva azt kell kapnunk, hogy az (A) pivot tabla p sora meréleges
a (B) tabla s. oszlopara.

Az ortogonalitdsi tételt a p vektor sordra és az s. valtozé oszlopéra kell al-
kalmaznunk. A p vektor sordnak elballitasakor a p vektor definiciéjst vessziik
figyelembe, azaz t(P) = ¢(€©) — ;3% t(d, (Ebbd] azonnal adédik, hogy a ¢
és d oszlopdban 1 illetve — 2 4l1)

I b cd
@ =[0 o[- [0[1][-F]
t =[6 —~ ol+[0[ala]

Ekkor a t,7tP) < 0 adédik, figyelembe véve a ps elojelét is, hiszen p;, =
cs — 5% ds; < 0, ami djra ellentmonddst eredményez.

(c) Az l. véltozé dudl iterdciénal 1ép be a bdzisba, a tavozdé viltozé
az 7. illetve az {. védltozé primdl iterdciénal tdavozik a bézisbél. Ekkor a
8. abra (C) és (B) tabldjat kell figyelembe venniink. Az ortogonalitdsi tételt
haszndlva azt kell kapnunk, hogy a SC) (teljes) pivot tabla r. sora merdleges
a (B) tébla s. oszlopdra. Tehét a t(™) és a t, vektorok merdlegesek.

I b ecd
€ =[8 o [=[=[0]0]
ts :[6 el+|0|*l*l

Ekkor nyilvanvaléan t;7t(") < 0, ami ellentmond az ortogonalitdsi tételnek,

(d) Az . valtozs dudl iteraciénal 1ép be a bézisba, a tdvozs valtozé
az 7. illetve az l. viltozé dudl iteraciéndl tdvozik a bdzisbél. Ekkor a 8.
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gbra (C) & (D) tabljat kell figyelembe venniink. Az ortogonalitasi tételt
hasznalva azt kell kapnunk, hogy a (C) (teljes) pivot tabla r. sora meréleges
a (D) tdbla b oszlopéra.

I b cd
¢ =[@ —_o[=[=0]0]

ty =[® ... ©[—|-1]*[x]

A t() c-vel és d-vel jelolt pozicisin azért 4l nulla, mert a c-nek és d-nek
sorvektorok felelnek meg (,,bazisban” vannak), mig a t, vektornal a x mindkét
esetben azt jelenti, hogy akarmilyen érték allhat ott. Ekkor a tht(T) >0
adddik, ami ellentmond az ortogonalitasi tételnek.

Végiil térjink ra a (b) eset tdrgyaldsara.

(b) Az l. valtozé prima4l iterdciéndl 1ép be a bézisba illetve az I.
véltozé dudl iterdciéndl tdvozik a bazisbél. Ekkor a 8. dbra (A) és (D)
tablajat kell figyelembe venniink.

Az (A) tablabdl nyert vektorokat -vel, mig a ( D) tablabdl nyerteket "'-vel
jeloljik, és igy nem okoz gondot, hogy mindkét tablabdl eléallitjuk a p-nek
megfelel6 sor-, illetve a b-nek megfelel oszlopvektorokat. A b-nek megfeld

oszlopvektorokat normaljuk gy, hogy a d-hez tartozé koordindta —1 legyen.
Ekkor az alabbi vektorokat nyerjik:

Il b cd
tP'=lo ... o|-|0f[1]-2
¢ =[o o[- TZ[F]1]

illetve a

I b ecd
w [0 o[o]o[1[-F]
4 =0 o[- [Z[F[]

Ekkor a merdlegességi tulajdonsdg miatt tht(p)l =0és t’th(p)” =0

adédik, azaz 0 = ti;Tt(p), + t’th(p)”. Azonban a fenti eléjelstruktiirat
figyelembe véve a két szorzat Gsszege pozitivnak addédik, ami ellentmodés. A
tétel bizonyitdsat befejestik. m
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Végezetil két példédval illusztrdljuk az algoritmus mikodését. Példdinkat
Martos [9] konyvébdl vettilk és igy azonnal alkalmunk nyilik az algoritmu-
sunkat osszehasonlitani egyéb j6l ismert mdédszerekkel. Igazan nem meglepd,
hogy algoritmusunk méds bazisokon keresztiil kozeliti meg az optimadlis megol-
dést, hiszen rendelkezik az 0sszes criss-cross algoritmus azon tulajdonsagéval,
hogy sem nem primal, sem nem dudl megengedett bazisokat is meglatogat,
illetve a célfiggvény valtozdsa nem monoton.

Tekintsiik az elsé példat Martos ([9], 170. oldal) konyvébél, amellyel sajat
moédszerét, illusztralja.

1. Példa Keressiik meg a @ fiigguény minimumdt.

241, + 6

Pene) = e

—x1+xzy < 1

T, —2o < 1
T,Tg 2 0

A feladat megengedett megoldas halmazédnak a csicsai a kovetkezok:
%1 = (1,0), k2 = (0,0), g = (0,1). A fiiggvényértékek pedig: @; =
6, 92 = 6, 93 = 3. Martos médszerével az Xq csicsbél az Rg csiicsba
nem lehet kozvetlenil eljutni, mert nincsen koézbilsé, primdl megengedett
megoldés, ezért kénytelenek vagyunk az tn. regularizdcidt [9] végrehajtani,
ami nem jelent egyebet, mint egy specidlis 4j feltétel hozzavételét a fela-
dathoz. Esetiinkben ez az

T+ 22 <2

feltétel és igy tovabbi két primal megengedett megolddst nyeriink X4 =
(1/2,3/2), %5 = (3/2,1/2). Az %7 csiicsbdl kiindulva az Xg, %4 csicsokon
keresztil jutunk el az optimélis megoldashoz, az RXg csilicsba, azaz hdrom
béziscserére és regularizdciéra volt szikégiink a megoldds sordn.

Ezzel szemben, ha a criss-cross médszert alkalmazzuk a feladatra és az X1
csicsbdl indulunk el, akkor az algoritmusunk szerint azonnal egy kettés pi-
votot kell csindlnunk, amelynek a végén az X9 csiicsra érkeziink. A kovetkezo
lépésben az optimalis Xg csicsra lépiink, A megoldés sordn két 1épést tettiink
és a kettds pivot miatt hdrom baziscserét hajtottunk végre, de mds utvonalon
jutottunk az optimalis megoldadshoz.

Térjiink ra4 a masodik példéra, amely Martos Béla konyvének [9] a 177,
oldalédn taldlhaté meg és a hiperbolikus szimplex médszer illusztréaldsara szol-
gal.
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2. Példa Keressiik meg a @ fiigguény minimumdt.

—6xy — 519

(e, 32) 2z, + 7

Ty + 2z < 3

3z, + 2z, < 6
z1,Z2 > 0

Az z; = z2 = 0 megengedett megolddsa a feladatnak és ekkor az in-
dulé bazisviltozok az y; és yo (mesterséges valtozok). A hiperbolikus szim-
plex mdédszer segitségével a kovetkezd bazisok nyerhetdk: {y1,y2}, {z2,y2}
és {z2,z1}. A harmadik bazis optimélis megolddst szolgaltat. Két iterciéra
volt szilkség és természetesen (1évén szimplex tipusd médszerrél szé) a cél-
fiiggvény monoton csokkent és a kozbilsé bazisok primal megengedettek
voltak.

A hiperbolikus criss-cross médszert alkalmazva a feladatra a kovetkezd
bézisokhoz jutunk: {y1,y2}, {z1,y2} és {z1,22}. Esetiinkben a mésodik
bézis duédl megengedett és priméal nem megengedett. A célfiiggvény valtozasa
nem monoton, vagyis a megolddsunk magéan viseli a criss-cross médszerek
jellemvonadsait és szintén két iterdciéban oldottuk meg a feladatot, mint a
hiperbolikus szimplex médszerrel.

Koszonetnyilvdinitds. A cikkiink anyagdnak a jelentés része Illés Tibor
1994-es delfti ldtogatdsa sordn fogalmazédott meg (Peregrinatio I1. Osztondi-
jal toltott hdrom hénapot Hollandidban). A dolgozat irott véltozatdnak elké-
szitését jelentOsen segitette az elso szerz6 koppenhdgai tanulmanyuta (Allami
Eotvos Oszténdfj), amely soran a szerzok az Interneten keresztil cserélték ki
a kézirat djabb és 1ijabb véltozatait. Az eredmények hazai és nemzetkozi
konferencidkon valé bemutatdsdt az OTKA T 14302-es palydzata tdmogatta.
Eziton (is) kifejezziik koszonetiinket kutatdsunk témogatéinak.
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THE FINITE CRISS-CROSS METHOD FOR HYPERBOLIC PROGRAMMING

In this paper the finite criss-cross method is generalized to solve hyperbolic pro-
gramming problems. Like in the case of linear or quadratic programming the criss-
cross method can be initialized with any, not necessarily feasible basis solution.
The finiteness of the procedure is proved under the usual mild assumptions. Fi-
nally, some small numerical examples illustrate the main features of the algorithm.
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ARBECSLESI MODSZEREK ERTEKELESE
SZIDAROVSZKY ES MOLNAR DISZKRET DINAMIKUS
TERMELOI-FOGYASZTOI MODELLJE ALAPJAN!

BESSENYEI ISTVAN
JPTE Kiz2gazdasdgtudomdnyi Kar

Dolgozatomban a Szidarovszky és Molnér (1994a) éltal definidlt diszkrét di-
namikus termeléi-fogyasztéi modellben bevezetett kiilonféle drbecslési méd-
szereket vetem egyebe. Az Osszehasonlitds és értékelés alapja a kilonféle
arbecslések alkalmazdsa esetén elérhetd termelGi tobblet. Mivel egyensiilyi
helyzetben valamennyi termelé az drbecslés médszerétdl fiiggetleniil azonos
profithoz jut, a dolgozat elsésorban az egyensiilytalansdg esetére koncentral.
A médositott modell megviltozott stabilitasi viszonyai azonban sziitkségessé
teszik a stabilitds legaldbb egy elegend6 feltételének levezetését is.

1. Bevezetés

Diszkrét dinamikus termeldi-fogyasztéi modellek stabilitdsat Szidarovszky és
Molnar (1994a) vizsgdltdk. A vizsgdlat a linedris rendszerelmélet (Szida-
rovszky és Bahill, 1992) azon eredményén alapult, mely szerint a globdlis
aszimptotikus stabilitds szilkséges és elégséges feltétele az, hogy az egyiitt-
hatématrix sajdtértékel az egységkor belsejében legyenek. Szidarovszky és
Molndr a stabilitdst azon foltevés mellett vizsgaltdk, hogy valamennyi ter-
mel6 azonos arbecslési médszert alkalmaz. A kiilonféle drbecslési médszerek
osszehasonlitdsa azonban egy olyan modell alkalmazésat teszi sziikségessé,
melyben a statikus, az adaptiv és az extrapolativ becslések egyiitt szere-
pelnek a teljes informdciés esettel. Elészor egy olyan matematikai modellt
ismertetek, melyben az egyes termelSk koltségviszonyai azonosak, eltérés csu-
péan az drbecslés alkalmazott médszerében mutatkozik koztitk. A kovetkezd
paragrafus a stabilitds kérdésével foglalkozik. Az eredmények egyszeriibb
értelmezése érdekében a dolgozat tovabbi részében a profit helyett a termel6i
tobblet alakuldsit vizsgdlom, és vetem egybe ennek az egyes termel6knél
képz6dd nagysigdt. Az eredmények kozgazdasigi értelmezésére kozvetleniil
azok levezetése utan keriil sor.

1Beérkezett 1995. december 8.
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2. A matematikai modell

Egy piacon négy termel6 termeli ugyanazt a terméket. Jelolje zx(t) a k-
ik termeld &ltal a t idépontban elédllitott mennyiséget (k = 1,2,3,4; ¢t =
0,1,2,...). Valamennyi termeld azonos kvadratikus koltségfiiggvénnyel ren-

delkezik: 2
Ck(zk) B B((L’k(t)) + bIk(t) +c, (1)

ahol B, b,c > 0. Amennyiben a k-dik termelé 8ltal a t-dik periédusra becsiilt
drat Py(t) jeloli, a k-ik termeld profitja a termelés aldbbi szinvonala esetén
maximalis:

Pi(t) - b

ze(t) = =5 (2)

ahol Py(t) = b a k-dik termeld iizembezdrasi dra. A termeléi tobblet definicié-
jabdl kovetkezik (ldsd pl. Varian, 1991), hogy ugyanezen kibocsétdsi szint
mellett maximalis a termeldi tobblet is, és ez a c fixkoltségek nagysagdval
haladja meg a profitot. Jelolje Pp(t) a fogyaszték altal a t-dik periédusra
becsiilt drat. Ekkor a linedris keresleti fiiggvény:

d(t) = DRy(t) +d (3)

D <0, d > 0 paraméterekkel. Szidarovszky és Molnar nyomdn legyen az ar
mozgasa olyan, hogy tilkereslet esetén né, tilkindlat esetén pedig csokken.
Amennyiben a termékek nem raktérozhaték (ilyen példaul a szolgéltatdsok
piaca), az 4r alakuldsa legegyszeriibben az alibbi mozgésegyenlettel irhaté
le:

Pit+1)=PH)+K [ 24: } (4)

ahol P(t) a termék tényleges 4ra a t-dik periédusban, K > 0 pedig adott kon-
stans. A szogletes zdrdjelben 4116 kifejezés a tilkereslet nagysagaval egyenld.
Az egyes termeldk az aldbbi drbecsléseket alkalmazzak:

Pt+1)=P(t+1). (5)

Tehat az els6 termel6 reprezentdlja a teljes informécids esetet. A masodik
termel$ az drat statikusan becsli:

Py(t+1) = P(t). (6)

A harmadik termeld az drbecslés adaptiv mdédszerét alkalmazza. Legyen Ms
konstans, és 0 < M3 < 1. Ekkor:

Py(t+ 1) = MaP(t) + (1 — M3)Ps(t) . (7
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Rogton latszik, hogy a statikus drbecslés az adaptivnak egy specidlis esete,
M3 = 1 esetén az adaptiv becslés statikusséd valik. A negyedik termeld az
arat extrapolativ médon becsli:

Py(t+1) = My P(t) + (1 — M)P(t —1) . (8)

Vegyiik észre, hogy My = 1 esetén az extrapolativ becslés is statikussa valik.
0 < My < 1 esetén a becsiilt ar a két korabbi periédusban tapasztalt ar
linedris interpolaciéja, My > 1 esetén pedig linedris extrapoldciéja. Legyenek
tovdbbé a vevok tokéletesen informaltak, ekkor:

Po(t+1) = P(t) . (9)

Az igy definidlt diszkrét dinamikus rendszer stabilitdsi tulajdonsigait a ko-
vetkezd paragrafus vizsgélja.

3. A rendszer stabilitasa

Behelyettesitve a (2) és (3) egyenletet a (4)-be, majd az igy kapott Ssszefiig-
gést az (5)-be, a teljes informéciés helyzet drbecslése az aldbbi médon frhaté
fel az egyes termeldk altal az el6z6 periédusra anticipalt drak fiiggvényében:

Pi(t+1)=P({t)(1+KD)+ Kd— KZ__P(t) =1

i=1

(10)
Felirva tovdbba az (5) egyenletet a ¢ periédusra, és ezt a (6)-ba helyettesitve
az alabbi egyenlet adddik:

Pyt +1) = Pi(t). (11)

Ugyanigy az adaptiv arbecslés eredménye is felirhat6 az €l6z6 periédusban
becsiilt drak Figgvényeként:

Pg(t + 1) = M3P, (t) + (1 — M3)P3(t) i (12)

Alkalmazva a (6) egyenletet t-re, és ezt a (8) osszefiiggésbe helyettesitve az
aldbbi egyenl6ség adédik:

Pi(t+1) = MaPi(t) + (1 — M) R(2) . (12)

A (10)-(13) egyenletek egy diszkrét dinamikus rendszert hatéroznak meg,
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melynek egyiitthatématrixa:

K K K K
I*KD=55 25 2B 2B
1 0 0 0
A=
M3 0 1—-M; 0
My 1— My 0 0

Az A matrix sajatérték-feladata:

2BM — (4B — 2M3B — 1)\* 4 (2B — 2M3B + 2M3 + My))N% +

(Ms + Ms My — 2Mo)h — (1 — Ma)(L— Mg) = 0 (14)

A linedris rendszerelméletbél ismert (Szidarovszky és Bahill, 1992), hogy a
globalis aszimptotikus stabilitds sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a
(14) egyenlet zéréhelyei az egységkor belsejében legyenek. Hogy ez a rendszer
paramétereinek mely értékei esetén teljesiil, az tobbféle médon levezethets,
az eljdras azonban meglehetésen hosszadalmas, az eredmény pedig nehezen
kezelhetd. A stabilitds egy lényegesen egyszeriibb elegendé6 feltétele kaphaté
Gerschgorin tételének (lésd pl. Stoyan és Tako 1993) folhasznsldséval. E-
szerint az A matrix sajatértékei az aldbbi korokben helyezkednek el:

K 2K
1)Az1+ KD — 2B kozépponti, 3B sugari korben. 2) A 0 kozépponty,

1 sugard korben. 3) Az 1 — Ms koézépponti Mz sugard korben. 4) A 0
kézépponti |1 — My| + M,y sugari korben.

Msésrészt a stabilitds szilkséges és elegendd feltétele, hogy az A maétrix
sajatértékeinek abszolit értéke ne legyen egynél nagyobb, tovabba az orig6tél
egységnyi tdvolsdgra es6 sajatértékek multiplicitdsa ne haladja meg az egyet.
Az 1. kornek abban az esetben nincs az egységkoron kivili része, ha

2 2 1

B K< D<— B (15)
teljesiil. Ilyen D nyilvdn K < (2/3)B esetén létezik. Az egyenléség kizardsa
miatt az elsé kor nem lehet az origé kozépponti egységkor, hanem annak egy
valédi részhalmaza. A mésodik kor éppen az origdé kézéppontd egységkor,
a harmadik pedig 0 < M3 < 1 miatt az egységkor részhalmaza. A ne-
gyedik kor My < 1 esetén részhalmaza az egységkornek. A stabilitds ele-
gendd feltétele tehdt (15) egyenldtlenségek teljesillése mellett az, hogy a
4. termel6 interpolativ drbecslést alkalmazzon. Ebben az esetben az origétél
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egységnyi tavolsdgra es6 sajatértékek (ha egyaltaldn vannak ilyenek) multi-
plicitdsa nem nagyobb egynél. A Gerschgorin-kordk elhelyezkedésébdl lathaté
ugyanis, hogy az A matrixnak legfeljebb két olyan sajdtértéke van, melyek
abszolit értéke egy. B két sajatérték vagy egyszeres multiplicitdssal szere-
pel, ekkor egyik a mésik konjugdltja, vagy pedig egybeesik, ekkor azonban
a valés tengelyen helyezkednek el, értékiik tehdt 1 vagy —1. A (14) egyen-
letbe torténé behelyettesités révén egyszeril szdmoldssal ellendrizhetd, hogy
az 1 csakis abban az esetben lehet az A matrix sajdtértéke, ha Mz = 0.
Mivel ez az eset gy értelmezhets, hogy 3. termels mindig ugyanarra az arra
szamit, kizdrdsa nem jelenti az dltalanossig kiilonosebb megszoritdsat. Ha-
sonléképpen a (14) egyenletbdl kovetkezik az is, hogy —1 az A métrixnak
biztosan nem sajétértéke, ha B > 1/4 — My/2 teljesiil.

Mindezek alapjan a stabilitds elegendd feltétele az aldbbiakban fogal-
mazhaté meg: A 3. paragrafusban definidlt diszkrét dinamikus rendszer sta-
bilitdsdnak elegendé feltétele az aldbbiak teljesiilése:

1. A (15) egyenlStlenségek teljesiilése. Ennek kozgazdasigi tartalma a
kovetkezd: A rendszer stabilitdsdt noveli a minden termelére azonos hatéar-
koltségfiiggvény meredekségének csokkenése vagy az armozgés tiilkeresletre
illetve kereslethidnyra valé érzékenységének novekedése.

2. A negyedik termelé becslési paramétere ne legyen egynél nagyobb,
drbecslése tehdt az eléz6 két periédusban tapasztalt ar valamely linedris in-
terpoléciéja legyen.

3. A valamennyi termels esetén azonos hatérkoltségfiiggvény meredeksége
legyen 1/4 — My/2-nél nagyobb.

Félhasznélva tovédbbd a linedris rendszerelmélet azon eredményét (Id.
példaul Szidarovszky és Bahill, 1992), mely szerint ha az A maétrixnak leg-
aldbb egy sajatértéke az egységkoron kiviilre esik, akkor a rendszer instabil,
az instabilitds elegendd feltétele a

1
D<-2K—-=
< B (16)
egyenlStlenség teljesiilése. Ez esetben ugyanis az 1+ K D— K /(2B) kbzépponti
Gerschgorin-kor teljes terjedelme az egységkoron kiviilre keriil.
4. Az arbecslési mdédszer termelSi tobbletre gyakorolt
hatdsa
A k-ik termel§ éltal realizdlt termeldi tobblet a kovetkezd osszefiiggés szerint

adddik:
Sk = P(t)zx(t) — Bz2(t) — bx(t) (17)
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Behelyettesitve ebbe a (2) egyenletet:

= 5 [(PO-¥ - (PO - PO , (19)

amibol rogton latszik, hogy minél pontosabb az arbecslés, anndl magasabb
termel6i tobblethez (és természetesen profithoz is) jut a termels. A legma-
gasabb termel6i tobblethez tehdt a teljes informéciéval rendelkezd termeld
jut. Ehhez az esethez célszerli a tovdbbiakban a tobbi drbecslési modszer
esetén adbdé termeldi tobblet nagysdgdt viszonyitani. A statikus drbecslés
esetén adddé termeléi tobblet teljes informécids esethez val6 viszonya a (6)
egyenlet t-re valé alkalmazésdval az alabbi:

Sy P(t) — P(t —1)\?
s (M)

Sk

(19)

Eszerint egyensily esetén a statikus arbecslést alkalmazé termelé pontosan
akkora termeldi tobbletet realizal, mint a teljes informéciéval rendelkezd.
Ha azonban az ar novekszik vagy csokken a statikus drbecslés a teljes in-
formdciénal rosszabb eredményre vezet, éspedig anndl rosszabbra, minél na-
gyobb az egyik periédusrdl a masikra bekovetkezd arvéltozds mértéke. Az
adaptiv arbecslés alkalmazdsa mellett realizalhaté termeldi tobblet a kovetke-
z8képpen viszonyul a teljes informécids esetben elérhetd termeldi tobblethez:

Sy _ (P(t)—P(t—1)+(1—Ms)(P(”‘”‘P3(t_1))>2' (20)

P(t)—b

Eszerint dremelkedés esetén az adaptiv becslés akkor vezet a statikusnil
jobb eredményre, ha az el6z6 periddusban a termel6 tilbecsiilte az érat,
arcsokkenés esetén pedig, ha az el6z6 periédusban alédbecsiilte. A (20) egyen-
let hatrdnya, hogy a termeldi tobblet alakuldsa az el6z6 periédusra anticipalt
ar nagysagatol is fiigg. E hétrany kikiiszoboléséhez a (7) egyenletbeli rekurzié

;;;;;;

Ps(t) = Ms Zn:(l — M) 1Pt —d) +(1— M3)"Ps(t —n), (21)

i=1
ahol n tetszéleges természetes szam. Legyen most 7 az utolsé olyan periédus
sorszama, melyben a piac egyensilyban volt. Ekkor:
_ Bd+2
" 2-BD’
ahol a jobb oldalon éppen az egyensiilyi ar szerepel. Ennek meghatdrozésihoz
a (4) egyenletben a szogletes zaréjelben all6 kifejezés értékét kell nullsval

Py(t —n) = P(t —n) (22)
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egyenlévé tenni, hiszen ott a kereslet kindlattél vals eltérése szerepel. A ki-
nélat meghatdrozdsa azon egyensilyi foltevés alapjdn tortént, mely szerint
valamennyi termelé helyesen becsli az drat. A (21) és (22) egyenletek fol-
haszndldséval a (20) egyenlet az aldbbival helyettesithetd:

n—1

P(t) — My 3 (1= Ma)~*P(t —5) — (1 — Mg)r-1 22H2

2-BD

_Sii_ -1 i=1
S1 P(t)—b

(23)
A (23) egyenlet elénye, hogy az adaptiv drbecslés illetve a teljes informacié
esetén adédo termeldi tobblet viszonyét az ar utolsd egyensiilyi helyzet éta
végzett mozgdsanak fiiggvényében irja le. Végiil a (8) egyenletet felhasznalva
extrapolativ arbecslések esetére az aldbbi hdnyados adédik:

Sy _,_[P® =PE—1)+(0—M)(P(E—1) - Pt-2)

S P(t)—-b

(24)

Eszerint tartds dremelkedés illetve drcsokkenés esetén a linedris extrapolécié
jobb eredményt biztosit, mint a statikus becslés. Amennyiben az arvéltozas
irdnya periédusonként mds és mds, a linedris interpolacié vezet a statikus
arbecslésnél jobb eredményre.

5. Kovetkeztetések

A (18) egyenlet lehet$vé teszi a termeldi tobblet felirdsst a termeld altal an-
ticipalt ar fiiggvényében. Kivonva a jobb oldalon 4ll6 kifejezésbé] a fixkolt-
ségek nagysédgét, az Osszefiiggés a profit nagysaganak meghatérozésara alkal-
mas. Ezen egyenlet segitségével meghatirozhaté egy-egy eldzetes drinformécié
értéke. A kiilonféle drbecslési médszerekkel kapesolatban a modell alapjan
az aldbbi kovetkeztetések vonhatdk le:

1. Egyensiilyi helyzet akkor &ll fenn, ha valamennyi termel6 az altala
alkalmazott arbecslési médszer révén az egyensiilyi drat anticipilja. Ebben
a helyzetben egyik drbecslési médszer sem tekinthetd jobbnak a mésiknal.

2. Egyensilytalansig esetén egy termeld annél kisebb profithoz jut, minél
nagyobb hibdval becsli az drat. Az egyes drbecslési médszerek értékelése
nagymértékben fiigg a korabbi dringadozdsok mértékétol.

3. A (19), (20) és (24) egyenletekbdl jol latszik, hogy egy adott drbecslést
alkalmazé termeld &altal elérhetd termeld tobblet annal nagyobb mértékben
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kozeliti a teljes informécids esetben elérhet6 szintet, minél kozelebb van a piac
egyensiilyi helyzetéhez. Az egyensilyi helyzettdl vald tavolsagot jol jellemzi a
kereslet kindlattdl vals eltérése, amit a (4) egyenletben a szogletes zdréjelben
szerepld kifejezés reprezentdl.

4. Az adaptiv vagy extrapolativ drbecslés nem feltétleniil ad jobb ered-
ményt, mint a statikus. Extrapolativ arbecslés esetén azonban a becslési pa-
raméter egyszerien megvalaszthaté olymddon, hogy a termeldi tobblet illetve
a profit meghaladja a statikus arbecslés mellett adédé értéket.

5. A stabilitds elegendd feltételét osszehasonlitva Szidarovszky és Molnar
(1994b) dolgozatdnak kovetkeztetéseivel, a B paraméter, tehat a vallalati
kinalati figgvény meredeksége tekintetében az eredmények azonossiga figyel-
hetd meg. Eszerint a B paraméter egyéb feltételek valtozatlansiga mellett
torténd novelése a stabilitdst nem véltoztatja meg. Mas a helyzet a keresleti
figgvény meredeksége, a D paraméter vonatkozdsidban. Szidarovszky és
Molnér eredményétdl eltéréen itt eléfordulhat, hogy |D| értékét novelve a
(15) egyenlétlenségek koziil a bal oldali nem teljesiil, ami a rendszer insta-
billa véldsat eredményezheti. A két modell stabilitdsi tulajdonsdgainak ezen
eltérését a killonféle arbecslési midszerek egyetlen modellbe épitése magya-
razza.

A fenti eredmények azon feltevés mellett keriiltek levezetésre, mely szerint
a fogyasztok teljesen informaltak az drakkal kapcsolatban. Bér e foltevés igen
kézenlekvd, a modell a fogyaszti drbecslés kiilénféle eseteire is kiterjeszthetd.
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ON THE VALUATION OF THE PRICE ESTIMATION METHODS ON BASIS
OF THE MOLNAR-SZIDAROVSZKY DISCRETE DYNAMIC MODEL

In the paper Molnér-Szidarovszky’s dynamic producer-consumer model is extended
as a dynamic market model, which can handle the different price estimation meth-
ods of the producers. Sufficient condition is derived for the stability of the corre-
sponding system. The price estimation methods are compared on the basis of the

reached producer surplus.
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. RELATIV DEPRIVACIO ES SZEGENYSEG:
A JOVEDELMI TRANSZFER DEPRIVACIOS HATASA!

HAJDU OTTO
BKE Statisztikai Tanszék

1. Bevezetés

Egy térsadalomban a szegénység fokinak megitélésekor alapveté szempont
a szegények létszdmaranyanak, tovabba a szegények korében a jovedelmek
szoréddsdnak, a szegények jovedelemeloszldsdnak a figyelembevétele. A sze-
gények jovedelmi eloszldsanak egyik alapvetd jellemzdje dtlagos jovedelmiik
szintjének a szegénységi kiiszobhoz valé viszonya, vagyis a szegénység inten-
zitésa. Uttéré munkéjdban Amartya Sen (1976) hivta fel a figyelmet arra,
hogy a szegénység mérése soran — a szegénységi index Osszetevéjeként — fi-
gyelmet kell szentelniink a szegények korében értelmezett jovedelmi szérédas
mértékének is. A szérédas mértéke azonban tobbféle aspektusbdl is megko-
zelithet6. Egyrészt kézenfekvé a jovedelmek szérédasat jovedelmi egyenlét-
lenségként, egyenlStlenségi mutatéval jellemezni. A jovedelmek kiilonbozs-
ségébd] fakadd érzetek jellemzésére mdsrészt az \in. relativ deprivicid? je-
lenségének a vizsgélata is kindlkozik. Ugyanakkor mind a szegénységi, mind
az egyenl6tlenségi mérdszamoknak eleget kell tenniiik egy olyan kovetelmény-
rendszernek, amely kovetelmények aziomatikusan azt mondjak ki, hogy a
Jjovedelmi viszonyokban bekovetkezett nevezetes elmozduldsok hataséra egy
szegénységi mérészamnak, illetve egy egyenlStlenségi indexnek novekedést,
csokkenést, vagy szinten maraddst kell jeleznie. Az egyik leghangsiilyosabb
axiéma az Un. transzfer azidma, amely szerint egy regressziv transzfer®
nyomén mind a szegénységi, mind az egyenlStlenségi index értékének — egyéb
feltételek véltozatlanséga esetén — névekednie kell. Ez a kovetelmény azonban
— mint az a késobbiekben lathaté lesz — a relativ deprivdciés mérészamokkal
szemben ilyen egyértelmiien nem rogzithet6. Ezen a ponton tehdt folmeriil
a kérdés, hogy a szegénység mérése sordn, a jovedelmi szérédéasbél kovetkezo

1Beérkezett 1995. november 5.

2Deprivation: valamitél valé megfosztottsag. A jelenség definidlisat ldsd a késdbbiek-
ben.

3Regresszivnek nevezziik a transzfert, ha a jovedelematcsoportositds sordn a transzfert
adé és kapé jovedelme kozti kiilonbség novekszik.
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fenti két jelenség kozil melyiket szdmszertsitsiik. Ha ugyanis azt preferdljuk,
hogy a szegénységi index megfeleljen a transzfer axidémanak, akkor célszeri
egyenlotlenségi mértékkel jellemezni a szegények jovedelmeinek a széroddsat.
Ha ellenben az egyenlStlenségnél tagabb értelmil relativ deprivécié fokat
akarjuk a szegénységi mértékben figyelembe venni, akkor fol kell adnunk azt
a kovetelményt, hogy a szegénységi index minden koriilmények kozott feleljen
meg a transzfer axiémédnak. E probléma kapcsdn jelen tanulmény alapvetéen
a regressziv jovedelmi transzfernek a relativ deprivécié érzetére gyakorolt
hatdsat vizsgdlja, egy a szerzo &ltal javasolt Ujszert deprivdcids mérészam
tiikrében,*

2. A jovedelmi transzfer hatiasa az egyenlGtlenség és
a relativ deprivacid fokara

Tekintsiik egy n tagui tarsadalom egyedeinek a jovedelmeit tételesen felsorold
Y=M,Ys,...,Yp,....Ys,...,Yr,...,Y3)

eloszldst, ahol az egyes jovedelmek nemcsokkend sorba rendezve kovetik egy-
mést.> A jovedelemegyenlétlenség és a relativ deprivacié kozotti kiilonbség-
tétel érdekében tekintsiik e két jelenség rovid meghatdrozasat.

Jovedelmi egyenlétlenség alatt egyszeriien azt az dllapotot értjiik, hogy az
egyes jovedelmek szérédnak, nem egyenlSk egymdssal. Adott osszjovedelem
mellett teljes egyenléségrol beszélnénk, ha valamennyi jovedelem egyenlé
lenne egymassal, és teljes egyenlotlenségrdl, ha egyetlen személy mondhatna
magdénak az osszjovedelmet. Ezzel szemben a relativ deprivacié egy Gssze-
tettebb jelenség, amelynek tirgya nemcsak a jovedelem, hanem barmely ”jé-
szag” lehet. A relativ deprivécid érzete két Gsszetevd ereddjeként alakul ki.
Az egyik a deprivicié érzete, a masik pedig annak relativ megitélése. Egy
adott jészag tekintetében deprivalt személy Runciman-féle kritériumal az
aldbbiak:5

4Egy késobbi tanulmanyiban a szerzd a szegénységi indexeknek egy olyan tjszerii korét
targyalja, mely a szegények jovedelmi szérédasdnak jellemzéseként éppen a fent emlitett
1j relativ deprivicios mértéket épiti magiba.

5Az egyes jovedelmek 7 indexe egyben az illet személyek newveit is jelenti. Mivel
a jovedelmek kozott egyenlk is lehetnek, ezért a nevek nem rangszamként, hanem az
eloszlason beliili sorszamként értelmezendék! A P és R elnevezések a poorer és richer
megkillonboztetést szolgiljik, de jovedelmiik egyenlS is lehet. Béar a tanulminy a re-
lativ depriviciot a szegénység mérése érdekében vizsgdlja, a relativ deprivdciéra vonatkozd
megallapitdsai a tdrsadalom egészére is érvényesek.

6L4sd Runciman(1966).
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(1) nem rendelkezik az illeté j6szaggal, (2) mds személyeket lat, akik
ezen jészag birtokdban vannak, (3) birtokolni akarja ezt a jészdgot, (4) meg-
valésithaténak tartja, hogy e jészég birtokdba jusson.

A deprivacié érzetére az (1) és (3) kritériumok utalnak, mig a koncepcié
relativ voltat a (2) és (4) feltételek nyijtjdk. A Runciman-féle megkozelités
magéban foglalja, hogy az emberek inkébb a tdrsadalom egyes csoportjaihoz,
mint a tdrsadalom egészéhez viszonyitjdk magukat. Azon egyének korét,
amelyekhez i viszonyitja magat, ¢ referencia csoportjanak nevezziik. A re-
lativ deprivacid targya természetesen egy konkrét jovedelmi szint is lehet,
s a relativ deprivicié érzete ekkor a jovedelmek széréddsébdl fakad. Ha a
relativ deprivacié targya a jovedelem, akkor az Y; nagysagi jovedelemmel
rendelkez6 1 személy deprivdlt mindazon 7 # i egyénekkel szemben, akiknek
a jovedelme legaldbb Y;:”

{ixjlY;2Yi}.

Az egyenld jovedelmilek egymassal szembeni depriviltsdga megéllapodds sze-
rint zérus, é koztitk nincs értelme referencia csoportok elhatdroldsanak.
Ebbd] kovetkezben 4 referencia csoportjdba csak ndla gazdagabb személyek
tartozhatnak. Valamely személy tehdt nala szegényebb személlyel szemben
nem lehet deprivalt, és a deprivaltsdgot mindig az egyének kozt értelmezziik.
Amennyiben a zérus deprivéciéval jellemzett relacickat figyelmen kiviil hagy-
juk, dgy a szitkitett kot deprivéciés viszonylatokat defindljuk:®

{i<jlY;>Y;}.
Tételezziik fel ezen a ponton, hogy az Y jovedelmi eloszlds egy regressziv
transzfer nyomdn az Y jovedelmi eloszldssa médosul gy, hogy a regressziv

transzfer a P egyéntdl egy d pozitiv jovedelmet a ndla nem szegényebb R > P
személyhez csoportosit 4t:°

Y,=Y.|i# PR
Yo=Yp—d
}_’R=YR+d.

Folmerill ezen a ponton a kérdés, hogy a fenti regressziv transzfer miként
befolydsolja a jovedelemegyenlétlenség, és miként a relativ deprivacié fokat.

7Az Sndepriviciét nem értelmezziik. Ugyanakkor lithaté, hogy a konvencionalis
egyenlétlenségi mértékek alkalmazisa mogott az a feltevés hizédik meg, hogy a tarsadalom
egésze képezi a referencia csoportot.

8Mivel az 6ndeprivéciét nem értelmezziik, ezért mind az ¢ < 7, mind az 5 < 7 relaciékbdl
i # j kovetkezik.

9 Amennyiben sziikséges, a transzfer nagysigit az Y () médon tiintetjiik fel.
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A transzfer hatdsdnak a vizsgdlata céljabdl célszerii a populdciét két
csoportra bontani: egyrészt azon személyekre, akiknek a jovedelmét nem
érintette a transzfer, mdsrészt a transzfert adé és kapé P és R egyének kétfés
csoportjara.

Fgyfelol nyilvanvald, hogy azok korében, akiknek a jovedelmét a transzler
nem érintette, mind az egyenlétlenség, mind a relativ deprivécié foka valto-
zatlan maradt, ugyanakkor a transzfert adé P és transzfert kapé R személy
kozott mind az egyenldtlenség, mind a relativ deprivacié foka novekedett. A
transzfer hatdsa szempontjabdl tehat az egyenlStlenség és a relativ deprivacié
kozotti alapvetd kilonbség abban rejlik, hogy mit értunk a transzfer altal
érintett és nem érintett két népességesoport kozotli egyenldtlenség, illetve
relativ deprivécié mértéke alatt.

Erthetjiik egyrészt a két csoport dsszjovedelmének az egymashoz vald vi-
szonydt, de érthetjitk az egyedi jovedelmek egymdéshoz vald, minden lehetséges
csoportkozi parositasdt figyelembevevd, dtlagos viszonydt is. Az elébbi elv a
csoportkozi jovedelmi egyenlotlenség szdmszerisitésének megszokott elve, az
utébbi pedig a csoportkozi relativ deprivécié jellemzésére kindlkozik, mivel a
relativ deprivacié érzete alapvetéen egyének kozotti kategdria.

A transzfer egyenlétlenségi hatdsdt tekintve, ha két csoport jovedelmi e-
gyenl6tlensége alatt a xét csoport osszjovedelme kozti egyenlétlenséget értjik,
akkor a két csoport kozotti egyenlStlenség esetiinkben véltozatlan marad,
mivel a transzfer az érintett P és R személyek jovedelmeinek az osszegét val-
tozatlanul hagyja. Elfogadva tovdbbd, hogy az egyenlétlenség az dtlagos cso-
porton beliili, és a csoportkozi egyenlétlenség ereddje, egy regressziv transz-
fer nyomaén a teljes populaciéra vonatkozé egyenltlenség foka természetesen
novekszik:10

Nem ilyen egyértelmi viszont a helyzet a relativ deprivécié érzete eseté-
ben, mikor a transzfert adé és kapé két személyt a transzler ltal érintetlen jo-
vedelmek tulajdonosaival hasonlitjuk ossze. Ekkor ugyanis mind a transzfert
adé és kapé személy altal, mind a veliik szemben érzett deprivdltsdg mértéke
véaltozik. E véltozdsok ereddjére természetesen az is befolydssal van, hogy a
transzfer eredményeként megvaltozik-e az eloszlds referencia csoportjainak a
struktirdja.

Az egyszeriiség kedvéért elsé megkozelitésben tekintsiink el a referencia
csoportok struktirdjanak a megvéltozdsatol. Jelolje d € d a transzfer nagy-
sagdnak azon pozitiv tartomdanyat, amely mellett a transzfert adé jovedelme
nem siillyed néla szegényebb jovedelme ald, a transzfert kapéé pedig nem

0Dezaggregalhaté egyenldtlenségi indexek esetében (pl. Atkinson index, entropia mu-
taté, variancia) a valtozas irdnya nyilvdnvald, azonban igaz ez birmely olyan mérészam
esetében is, amely bir nem dezaggregilhaté, de felirhatd a jovedelmek valamely konvex
fiiggvényének szamtani atlagaként. (Ilyen pl. a Gini-index. A bizonyitast lisd Kakwani
(1980): 67-68. old.)
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emelkedik nala gazdagabbé f616:1!

4:{0< dSmin(yF—?ﬁ—l’?ﬁ+l _?ﬁ)}’

ahol pl. 75 az eléforduld, egymadstdl killonbozd, novekvd sorba rendezett
jovedelmi szintek kozil azt jeloli, amellyel a transzfert adé is rendelkezett a
transzfer elott.

Ez esetben a transzfert adé egyénnél szegényebbek 4ltal a transzfert adéval
szemben érzett, valamint a transzfert kapé altal érzett deprivaltsdgok csok-
kennek, viszont a transzfert kapdval szemben, illetve a transzfert adé sltal
érzett deprivaltsagok nének. B hatdsok ereddjeként egy regressziv transzfer
nyomdn a relativ deprivécié érzetének foka — esetlegesen — novekedhet, de
csokkenhet is. E probléma illusztréldsdra vegyik a Gastwirth-féle

2 ¥ — Y|
GW = 2
n(n—l); Yi+Y;

egyenldtienségi mértéket'? és az Y = (1,4,10,20,35) jévedelmi eloszlést,
amelyre GW = 0.6319. Csoportositsunk at 10 egységnyi transzfert a 4. sze-
mélytdl az 5. személyhez. Ezutdn GW = 0.616, vagyis e regressziv transzfer
hatédsira a Gastwirth index csokkenést jelez.!3

A deprivélisdg egyéni érzeteken alapulé jellegét méginkabb hangsilyozan-
dé, elméletileg indokolt lenne a relativ deprivécié tdargyaként nem a jovedel-
met magat, hanem annak hasznossdgdt szerepeltetni. Mdsik megkozelitésbol
azonban, mivel az egyének haszonfliggvényei killonbozdk, ezért az Yp jove-
delem birtokdban P nem tudja megitélni a referencia csoportja egyetlen tag-
jénak, igy a transzfert kapéénak a deprivéltsdgi érzetét sem. Kovetkezéskép-
pen, a teljeskorii deprivaltsag mérése egy mindenkire kozos haszonfiggvény
érvényét feltételezné. Egy ilyen kozos haszonfiiggvény feltételezése mellett
azonban, annak konkév (esetleg konvex) volta kiilonbozé mértékii haszon-
véltozdst eredményezne egy adott személy esetében egy transzfer nyomdan
pusztdn attdl fiiggben, hogy az illeté éppen a transzfert adé, vagy a transz-
fert kap6 szerepét tolti-e be. E problémat megkeriilendd, a tovéabbiakban —

' Természetesen a referencia csoportok struktiirdja csak akkor marad teljesen valtozat-
lan, ha d € d mellett az Yp jovedelmi szinttel csak P, az Yg jovedelmi szinttel pedig csak
R bir. Ellenkezd esetben P referencia csoportja az Yp jovedelmiiekkel, az Yg jovedelmiiek
referencia csoportja pedig az R személlyel boviil.

12A mutaté bevezetését lisd Gastwirth(1975). Gastwirth e mutatét egyenlStlenségi
mérészamként javasolta, melynek legfbb erénye, hogy csoportositott populdcié esetén
dezaggregilhaté, mikozben analégidja a nem dezaggregilhaté Gini-féle egyenldtlenségi
mértéknek.

13A fenti gondolatmenet alapjan folmeriil a kérdés, hogy a Gastwirth-index
egyenlétlenségi, vagy relativ depriviciés mérészdmnak tekintheté-e inkabb.
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specidlis linedris haszonfiiggvényként — magukat a jovedelmeket tekintjik.
Igy a transzfert adé személy az u(Yp) — u(Yp — d) haszoncsokkenését sajat
szemszogébdl megitélve, egyben a transzfert kapd haszonndvekményeként is
értelmezi, és igy a vele szembeni depriviltsdga véltozdsdban is ezt veszi fi-
gyelembe,

A fentieknek megfelelden az i egyénnek az Y > Y; jovedelemmel szembeni
deprivacidjat jellemzé r(-) deprivécios figgvényét a jovedelmek figgvényében
definidljuk, s gy valasztjuk meg, hogy magasabb referencia jovedelemmel
szemben magasabb legyen a depriviltsagi érzet, de a hatdrdepriviltsdg a
jovedelmi szint novekedésével csokkenjen, s ez a csokkenés a jovedelmi szint
novekedésével egyre nagyobb legyen.!4

Linedris haszonfiiggvényt és konkdv deprivéciés fiiggvényt feltételezve,
ekkor a jovedelmi transzfer dltal okozott deprivdcids véltozasokkal szemben
az alabbi kovetelmények teljesiilését varjuk el d € d esetén:'5

A deprivécids fliggvény konkdv volta miatt, a transzfert adéval szem-
ben érzett deprivaltsigok csokkenése osszességében haladja meg ugyanezen
egyéneknek a transzfert kap6val szembeni deprivéltsdguk novekményét.

Mivel a deprivécié tdrgya a jovedelmi szint, ezért a transzfert kapé személy
altal érzett deprivaltsig csokkenését egyenlitse ki a transzfert adé dltal ugyan-
ezen referencia személlyel szemben realizalt novekedés.

Nyilvanvals, hogy d € d esetén a relativ deprivdcié fokdban a transzfer
hatdsara bekovetkezett globdlis valtozés irdnya attdl fiigg, hogy a transz-
fert adénal szegényebbek (ha vannak ilyenek) deprivaltsdgdban mutatkozé
csokkenés osszességében til tudja-e szdrnyalni a tobbi deprivécids viszony-
latban bekovetkezett novekedést.

Tegyiik fel ezutdn, hogy a transzfer hatéséra vagy P valamely néla sze-
gényebb ald, vagy R valamely ndla gazdagabb folé kerill a jovedelmi rang-
sorban. Ezzel egyiitt vagy a transzfert adé referencia csoportja béviil, vagy
a transzfert kapé referencia csoportja sziikiil. Ha mindkét hatds egyidejiileg
bekovetkezik, akkor mindazoknak, akik bekeriilnek P referencia csoportjiba,
megszlinik P-vel szembeni deprivaltsidga és megjelenik P veliikk szembeni
deprivéltsdga. Ugyanakkor megjelenik mindazoknak az R-rel szembeni de-
privaltsaga, akik kiesnek R referencia csoportjabél, mikozben eltiinik R velitk
szembeni deprivaltsiga. Lathato tehét, hogy a jovedelmi transzfer deprivaciét
noveld vagy csokkentd hatdsa attdl is fiigg, hogy a transzfer utédn a jovedelmi
rangsorban P mennyivel keriil lejjebb, és R mennyivel feljebb.

l4peltesszitk tehdt, hogy az r(Y) deprivicids fiiggvény a tdrsadalom minden tagjira
azonos, és v’ > 0, r'" < 0, r'" > 0. Ilyen fiiggvény lehet pl. az r(Y) =1 - ¢/Y(Y > c)
deprivacids fiiggvény, ahol ¢ egy konstans jovedelmi szint.

15F két kovetelmény indokldsat a 3. tdbla struktirija szemlélteti.
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3. A relativ deprivacié mérése

A relativ deprivécié mérésére Yitzhaki(1979) az étlagos jovedelmi szintnek,
és a jovedelmek Gini-féle egyenlétlenségi indexének a szorzatat javasolta:!6

Dy =YG
ahol
—, il =
Y=22¥
=1
az atlagos jovedelem és

1 1
0<CG=5) Ii-Y|<1-—
4,7

a Gini-féle egyenl6tlenségi mutaté, Nyilvanvals, hogy egy regressziv transz-
fer nyoman a Dy mérték novekszik, hiszen a jovedelmek dtlagos szintje
valtozatlan, mikozben a Gini-index értéke — Dalton transzfer axiomajat ki-
elégitve!” — nd. B mérészdm szerint tehdt a transzfer hatdsaként a re-
lativ deprivécié érzetében bekovetkezett csokkenés nem szérnyalhatja tdl a
novekményt.

Ezzel szemben a fentiekben mér példat lattunk arra (lasd Gastwirth-
index), hogy regressziv transzfer hatdsara egy egyenlbtlenségi mutaté értéke
nem f[6ltétleniil né. Az aldbbiakban azt vizsgaljuk, hogy milyen transzfer
szitudcick esetén jelzi egy relativ depriviciés mutato egy regressziv transzfer
nyomén a relativ deprivécié csokkenését, illetve novekedését.

Vezessiik be ennek érdekében a relativ deprivdcié mérésére a deprivdcids
hdnyad fogalmat, mely valamennyi deprivéciés viszonylat alapjan szdzalékos
forméban azt fejezi ki, hogy a deprivalt személyek a javaknak dtlagosan
mekkora hanyaddval szemben depriviltak. Amennyiben a jovedelem a re-
lativ deprivdcié tdrgya, vigy depriviciés hanyadként a deprivdcids jovedelmi
hdnyad mutatét szamitjuk, mely az egyes jovedelmeket hasonlitja egyméshoz
relativ médon valamennyi deprivdcids viszonylatban, azt szamszeriisitve, hogy
a szegényebbek jovedelmei a gazdagabbak jovedelmeinek dilagosan hény sza-
zalékdval maradnak el a gazdagabbak jovedelmi szintjétol:

Q(Y)=6=§;(1—‘7§
(n¥]

16A levezetést lasd Yitzhaki(1979).
17L4sd Dalton(1920).
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ahol
N=n(n-1)/2

az Osszehasonlitdsok szdma, és ¥; < Y;. E mutaté az egyenldé jovedelmiiek
kozotti zérus deprivaciét is tartalmazza, 18

A deprivacids jovedelmi hanyad adott esetben csokkenhet is egy regressziv
transzfer utdn. Tekintsiik ugyanis a mar alkalmazott Y, = (1,4,10,20,35)
jévedelmi eloszldst, amelyre @ = 0.75, valamint az Y, = (1,4, 10, 34, 35)
eloszlast, amelyre @ = 0.74088. Mddositsuk tovdbbs a fenti eloszldsokat
kiilonbozé nagysagi jovedelmi transzferekkel, a jovedelemtulajdonosok vala-
mennyi parositdséat tekintve. A transzferdlt eloszldsok deprivéciés jovedelmi
hanyadait Y esetén az 1. tdbla, Yy esetén pediga 2. tdbla kézli.'A téablikban
a deprivacids jovedelmi hdnyadok d novelése mellett addig keriiltek kiszédmi-
tdsra, amig a transzfert adé jovedelme nem vélt negativvd, illetve aldhizés
hatérolja el d azon tartomdnyat, amely mellett a jovedelmi rangsor még
véltozatlan marad. Emellett kiemelten jelennek meg azok a d értékek, ame-
lyek a deprivacios jovedelmi hdnyadnak a d = O eredeti dllapothoz viszonyitott
magasabb értékét az alacsonyabbtdl elvalasztja.

Az 1. és 2. tdbldk eredményei alapjan az aldbbi tendencidk rajzolédnak
ki. Mindaddig, mig a transzfer a jovedelmi rangsort véltozatlanul hagyja:

e Ha a transzfert adénal nincsenek szegényebbek a jovedelmi rangsor-
ban (P = 1), akkor a deprivéciés jévedelmi hényad értéke a transz-
fer novekedésével egyiitt minden esetben nd, de ez a novekedés anndl
csekélyebb mértéki, minél kozelebb van a rangsorban a transzfert kapo
a transzfert adéhoz.

e Amennyiben viszont a transzfert adé nem a legszegényebb, gy a de-
privédcids jovedelmi hdnyad csokkenése is lehetséges, mégpedig kétféle
médon. Egyrészt 1igy, hogy d fokozatos novelésével elszor a deprivécids
jovedelmi hdnyad is n6é, majd elérve egy maximumot, attél kezdve
csokken a d = O eredeti dllapothoz tartozé szintre, majd az eredeti
allapothoz képest is csokken. Ez a helyzet pl. az 1. tébldban a (P, R) =
(2,3),(2,4), (2, 5) transzfer poziciéknél a d < 3 tartomdnyon, a (P, R) =
(3,4), (3,5) relécidkban a d < 6 tartoményon, végil a (P, R) = (4,5)
parositasban a d < 10 tartomanyon. Masrészt a deprivéciés jovedelmi
hanyad a d = 0 szintrél indulva, d novelésével rogton elkezdhet csokkeni.
Ez torténik a 2. tabldban a (P,R) = (3,4) relaciéban, a d < 1 tar-
tomanyon.

18Jelen mutatét més megkdzelitésbdl mar targyalta Hajdu(1986).
19 Természetesen a deprivacis jovedelmi hinyad értékeit a transzfer utin wjslag sor-
barendezett jovedelmek felhasznildsiaval hataroztuk meg,
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A transzfert ad6 és kapé személyek (P,R)

d 1,2 13 14 1,5 2,3 2,4 2,5 3.4 3,5 45
0.2  .7559 .7579 .7587 .7591 7516 .7524 .7528 .7507 .7511 .7504
04 7614 .7658 7674 .7683 7530 .7546 .7555 .7513 .7522  .7507
06  .7663 .7735 7761 .7774 .7541 7567 .7580 7519 7532 .7510
08  .7708 .7811 .7847 .7865 .7549 .7585 .7602 .7524 7541 .7513
1.0 .7750 7886 .7933 7955 .7553 .7600 .7622 7528 7550 .7516
1.2 7554 7612 7639 7531 .7558 .7518
14 7550  .7620 7652 .7533 .7565  .7520
1.6 7540  .7623 7661 .7534 7572  .7522
1.8 7524 7620 7663 .7535 7578 .7524
2.0 L7500 .7609 7658 .7534 7583 .7525
2.2 7465 7588 .7643 .7532 7587 .7526
2.4 7415 7552 7613 .7530 .7590 .7526

2.591 7349 .7500 7567 .7526 .7592 7526
2.6 7345 7497 7564 .7526 .7593  .7526
2.768 7263 7428 7500 7521 7594 7526
2.8 7245 7412 7485 7520 .7504 ,7526
3.0 7096 7278 7358 7514 .7504 7525
3.2 7314 .7511 7597 .7506 .7502 7525
3.333 7458 7667 7757 .7500 .7591 .7524
3.4 7531 .7744 7837 7497 .7589 7523
3.6 7747 7977  BO76 7486 7585 7522
338 7963 .8209 8316 7473 .7579 .7520
4.0 8179 8442 8555 .7458 7572 .7518
5.0 7350 7500 .7500
6.0 7154 7343 7471
6.5 7268 .TATT  .7452
7.0 7370 .7600 .7429
7.5 7452 7703 7403
8.0 1500 7772 7372
8.5 7480 7774 7336
9.0 7293 7609 7295
9.5 7939 8277 7248

10 8583  .8944 7194
15 7350
20 8977
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2. tdbla: Q(Y)értékek az Yo = (1,4,10,34,35) eloszldsra, Q(Y,) = 0.74088

A transzfert adé és kapo személyek (P,R)

d 1,2 1,3 1,4 1,5 2,3 2,4 2,5 34 3,5 4,5
0.2 7468 (7488  .74B7 7498 7425 .7424 7435 .7407 .7418  .7420
0.4 7522 .7566 .7566 .7588 .7439  .7438 7460 .7405 7427 .7431
0.6 7572 7644  .7644 7677 .7450 .7450 7483 .7402 .7435 .7441
0.8 7617 7720 .7722 7766  .7457 7459 7503 .7398 .7442 7452
1.0 7659 7795 .7800 .7855 7462 .7467 .7521 .7394 .7449  .7462
1.2 7462 7482 7536 .7401 7455 .7472
14 7458 7494 7548 7407 7461 7482
1.6 7449 7500 7554 (7412 .7466  .7492
1.8 7433 7502 7555  .7417 .7469  .7501
2.0 L7409 7495 7547 7420 .7472 .7511
2.2 7374 7478 7530 7423 7474  .7520
2.4 7324 7447 (7498 7424 7475 .7529
2.6 7254 7396  .7447 7425 7476 .7538

2.705 7206  .7358 7409 .7425 7475 7543
2.8 7154 7315 7366 .7424 7475 .7547
3.0 7005 7187 7236 .7423 7472 7556
3.2 7222 7425 7474 7420 7469 7564
3.4 7439 7663 7711 7415 7464 7572
3.6 7656 7900 .7948 .7409 .7457 .7580
3.8 7872 8138 8186 .7401 .7449 ,7588
4.0 .80B7 8375 .8423 .7392 .7439 .7596

4.459 7362 7409 7613
5.0 7310 .7356  .7633
6.0 .7143  .7186  .7665
7.0 7389  .7431 7694
8.0 7550 7591 7719
9.0 7375 7414 7741

10 8698 .8736 .7758
15 .7780
20 7651

23.286 7409

24 \7326
26 .7448
28 .7483
30 .7308
32 7796
34 .9032
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e Minél kozelebb van a transzfert adé a transzfert kapéhoz, anndl szélesebb
d azon tartomdnya, amelyre a deprivaciés jovedelmi hdnyad értéke az
eredeti dllapothoz képest csokken.

Abban az esetben, mikor a transzfer nagysdga miatt a jovedelemtulajdo-
nosok rangpozicidja megvaltozik, a deprivacids jovedelmi hdnyad novekedése
és csokkenése d fliggvényében valtogathatja egymadst, tehdt a csokkenés a
transzfer nagysdgdnak tobb tartomédnydn is bekévetkezhet. Ezt tapasztaljuk
az 1. tébladban a (P, R) = (3,4) pérositasban, a d > 8 tartoményon.

4. A deprivéicids jévedelmi hanyad tulajdonsagai

Az alébbiakban a deprivdcids jovedelmi hdnyadnak a regressziv jovedelmi
transzferre valé érzékenységét vizsgdljuk a transzfer nagysaganak, illetve a
transzfert adé és kapo személyek jovedelmének, tovabba rangpoziciéjanak a
figgvényében. Az egyszeribb targyaldsméd kedvéért a deprivacids jovedelmi
hanyadnak nem az dtlagos, hanem az Osszesitett

0-(-5)

1%y

értékében mutatkozd véltozas korillményeit elemezzitk. Az egyszeriiség ked-
véért tovabba elsé megkozelitésben a transzlereknek csak a d € d tartomé-
nyat értelmezziik.

Tekintsiik ennek érdekében — rogzitett P és R egyének kozotti d transzfer
végrehajtdsa utdn — @ értékének az egyedi, paronkénti deprivéltsidgokra bon-
tott, 3. tabldban megjelend struktirdjat!?® A d = O eset a transzfer elétti
allapotot jelenti, s igy az azzal valé Osszehasonlitast teszi lehetévé.

Figyelembe véve, hogy a transzfert ad6 személynek a transzfert kapd-
nél gazdagabbakkal szembeni deprivaltsaga novekményét éppen kiegyenlili a
transzfert kapé deprivaltsdganak a csokkenése, a d € d megszoritds mellett a

20B34r az egymadssal egyenld jovedelmek tetszéleges sorrendben kévethetik egymast, nem
megy az Altaldnossdg rovdsira, ha a P és R személyek sorszamat gy rogzitjik, hogy P
a legkisebb legyen az Yp jovedelmiek, R pedig a legnagyobd az Yr jovedelmiick soraban,
ha e jévedelmi szintekkel tobben is rendelkeznek. A transzfer utdn ugyanis iligyis ez az
elrendezés alakul ki.
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transzfer hatdséra a Q mutaté értékében bekivetkezett véltozds mértéke:

f(d):Q(Y)_Q(?)ZZ(I—%)+Z(1_%)+ Z (l_l)’/_f)_

i<P P2j<R
Y; Y; d Yp—d
(22(1_ D ) + + 3 - )).
oy Yp—-d =5 Yr+d Yr+d PA<R Y;

3. tdbla: A Q(Y) mutatd struktirdja a regressziv transzfer nyomdn

Y Y, .. Yp—d ... Yn+d Y,
Y, Y Y] Y,
e v o Imwm=m o om0 -9
Yp_ Yp_ Yp_
Yp 4 R R e R
Yp—-d Yp-d
Yp—d 0 T B 7o D
Y, Y,
Yp+1 l—ﬁ 1——5;‘&
Yr— Yr-
Yr ]‘_Y:+:i 1—%
Yr+d 0 l—XJ‘i,:—‘i
Yri1 l—y—;i"‘f'—‘
Yo i e

A deprivécids jovedelmi hanyad értékében a regressziv transzfer hatisdra
bekovetkezett valtozsas irdnysdt — csokkenését, szinten maraddsat vagy nove-
kedését — f(d) elgjele, illetve zérus volta jelzi. Q transzferérzékenységének a
vizsgalata tehat az f(d) fiiggvény vizsgdlatat igényli. Mivel f(0) = 0, ezért
f(d) Maclaurin-sorba fejtésével

f(d) = a1d + a2d® + a3d® + agd* +... +e = (2)

, 1 1 1
FOd+ 5 F®0)d* + i F®0)d + i FDO) +. . +e (3)

ahol f'(0) & f(¥)(0) az f(d) figgvény d szerinti elss, illetve magasabb rendii
derivéltjainak a d = 0 helyen vett értékeit jelenti. A sorbafejtés érdekében
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tekintsiik a 8f (d) /8d derivéltakat:
Yr 1
f(d) s = (4
( 22 (YR-’-d)ZZ YR+d) Pi”ziﬂyj ( )

2 2

®d) = a5 DY+ s (D Vi + Ya)
A (Yp—d)3§, (Yr +d)° ;2 “

vagy az els6nél magasabb fokd derivéltak altaldban

k k '
F®(d) = e )MZY+ -1) W(ZYH’R) (k> 1)
i<P

(5)
(5) szerinti derivaltakat a (3) egyenletbe helyettesitve f(d) egy vég-

A(4) & inti
telen sor formajéban is felirhaté, amelynek Gsszege éppen f(d)

fld)=
f(0d+z k+IZY+ 1)’“%(214“’3) "= (6)
i<P R i<R
) el dk~l dk—l
d[f (0)+k§‘6((ﬁ+yk+ly );Y+
dk—l d—
(7 - v ()| - g
1 o0
dlff0)+—=)> Y 1+—
[ z (+5) 3 (D)
1 d 2L/ d kL
HErw-) 3 @)= e
d[f'(0) + p + Zg] (9)
ahol d € d mellett X p + ¥z mindig pozitiv, és
1 1
- Y, (10)

1 1
- Y — — Y, — —

22, i 22: i

Yo7 YRin Yr P<j<R

21Vegyiik észre, hogy f(2)(0 < d < Yp) > 0 mindig teljesiil, tehat f(d € d) mindig

konvex, és f'(d € d) mindig ndvekvs!
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fiiggetlen a d transzfer nagysagatdl.

Nézzik ezutdn, hogy miként fiigg f(d) elbjele és mértéke d nagysagatdl.
Tekintsiik elséként f(d) eldjelének a kérdését!

Lathaté, hogy f'(0) > O esetén f(d) > O, vagyis ez esetben bérmely
d € d mellett QQ csokken a transzfer elétti dllapothoz képest. Ezzel szemben
F(0) < O esetén f(d) pozitiv és negativ is lehet, f'(0) abszolit értékének,
és d értékének megfeleléen. Kovetkezésképpen () novekedésének sziikséges,
de nem elégséges feltétele f'(0) negativ volta, amely mellett még meg kell
keresniink d-nek azon tartomanyét, amelyre f(d) is negativ, mert csak ez
esetben fogja a deprivécids jovedelmi hanyad egy regressziv transzfer nyoman
a relativ deprivéltsiag fokdnak novekedését jelezni.

Vizsgéljuk meg els6ként, hogy milyen tényezcktdl fiigg f'(0) eléjele. A
kérdéses elGjelet az adott Y jovedelmi eloszlasra vonatkozéan a P é R
személyeknek a jovedelmi rangsorban elfoglalt pozicidinak, tovdbba az Yp
és Y jovedelmeik értékeinek az egymdshoz valé viszonya hatdrozza meg.
A rangpozicidkat illetéen pl., ha nincsenek a transzfert adé P személynél
szegényebbek a populdcidban, vagyis P < j bdrmely j-re, akkor a transz-
fert adéval szemben nem 1ép fel deprivaltségi csokkenés, mikozben a transz-
fert kapé altal érzett deprivécié csokkenést éppen kiegyenliti a transzfert
adé altal a transzfert kapéndl gazdagabbakkal szemben érzett deprivécié
novekedése, tehdt a Q mérészdm értéke biztosan novekszik ebben az eset-
ben, fiiggetleniil a transzfert kapé R poziciéjatél.22 Ha viszont vannak, akik
deprivéltak a transzfert adéval szemben, akkor f/(0) eléjele kérdéses. Ekkor
a P és R személyek pozicidinak a rogzitésével egyben azok referencia csoport-
jait is rogzitjiikk, a megfelelé konkrét jovedelmekkel egyetemben. Mindezek
birtokdban f/(0) eldjelét Yp és Yr egymashoz valé viszonya szabélyozza,
hiszen adottnak véve pl. az Yp jovedelmi szintet, Y értékének megfelels
megvélasztdsaval f'(0) elbjele — esetlegesen — dtvalthaté. Rogaitsiik tehdt P
és Yp értékét, majd keressiink olyan Yr, kuszdbértéket, amelyre f'(0) = 0.
A zérushely meghatérozasa érdekében tekintsik a

Y; Yp
—_ f! 2 _ Lty o 2 _ . 2
oY) = S/ OYpYE= (35— 30 FF)VA-YeYa-Yr 3 ¥ (11)
<P P<j<R i<R
figgvényt, amely Yg tekintetében mdsodfok, és pozitiv zérushelyének léte a

c=ya- Y & (12)

ixP P pxj<r I

22Fz abbél is latszik, hogy ekkor a transzfert adénil szegényebbek (i < P) kore {ires
halmaz, ebbdl kévetkezden a (4) formula szerinti f'(d € d) biztosan negativ, tehit az f(d)
fiiggvény a d € d tartomanyon csokkend, és f(0) = O miatt negativ.
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egyiitthaté el6jelének a fiiggvénye. Ldathatéan C jelentése nem més, mint
az 1 X R személyek korében a transzfert adéval szemben, illetve az altala
elimindlt deprivdcid egyenlege.?® Ha ez az egyenleg nem pozitiv, akkor 9(Yr)
mindig negativ, s igy Yg értéke kozémbos f'(0) eléjele szempontjabél: ekkor
f(d) elsjelét d értéke donti el 2

Ezzel szemben C > 0 mellett g(Yr) pozitiv gyoke®

Yo+ /YE+4CYp T n i

Ya, = 2C
és ekkor
f'0|Yr=YR,) =0
f'(0|Yr>Yr,) >0
és

f’(OIYR<YRD) <0.

Amikor tehdt Yr > Yg, | C > 0, akkor f'(0) > 0, amibdl egyrészt az
kovetkezik, hogy ez esetben a mindig konvex f(d) fiiggvény pozitiv?®, més-
részt pedig, hogy a d névelésével mindig névekvd f'(d > 0) is pozitiv, tehat
f(d) pozitiv és novekvo, vagyis a deprivédcidés jovedelmi hanyad alacsonyabb
a transzfer el6tti szintnél és d € d novelésével gyorsuld itemben csokkend,
tekintet nélkiil a transzfer nagysagdra mindaddig, mig a transzfer nem okoz
rangpozici6 valtozast.

Minden més esetben — mikor Yp < Yg, | C > 0, vagy C < 0 — akkor
Q értéke f'(0) < O miatt novekedhet is, de csokkenhet is a transzfer elétti
allapothoz képest, d értékének megfelelé megvalasztasa mellett.

Nézzitkk tehat, hogy f'(0) < O esetén mely dy érték(ek)re teljesiil az
f(do) = O egyenldség. A trividlis megoldés természetesen dg = 0. A triviglistSl
kiilonbozé do € d gyok(6k) meghatérozdsahoz alapvetd fontossagi, hogy az
f(d) fuggvénynek a d € d tartoményon vett zérushelye egybeesik a d-ben
harmadfoki

h(d) = f(d)(Yp — d)(Yr + d) (13)

23 A tovabbiakban C értékére mint P eliminiciés egyenlegére hivatkozunk.

24Ez az egyenleg biztosan nem pozitiv, ha a transzfert adénal nincsenek szegényebbek a
tarsadalomban, és zérus, ha emellett a transzfert ado és kapd személyek szomszédos helyet
foglalnak el a rendezett jévedelmi eloszldsban.

25A masik gydk természetesen 0, amit nem értelmeziink. Ugyanakkor az elimincids
egyenleg biztosan pozitiv, ha vannak szegényebbek a transzfert adénil a populdciéban,
mikozben a transzfert adé és kapé szomszédosak a jéovedelmi rangsorban.

26Mivel (9)-ben X p + 3 g mindig pozitiv.
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polinom dy # Yp zérushelyével, mivel vizsgélatunkban (Yp — d)(Ygr +d) # 0.
Keressiik tehat h(d) zérushelyét. Mivel h(0) = 0, ezért sorbafejtéssel

W(d) = bid + bad® + byd® = d(by + byd + b3d?) (14)

amelynek egyiitthatéi (1)-bl egyszerii dtalakitésok, dtrendezések utén:

ZY—YPZY Yp — YpYr Z (15)

L{P 1<R P<J<R
1
b= 5 ZY+ ZY+1+(YR—YP) Z v (16)
i<P |.<R P<Lj<R
1
by = =
= 2 7 (7)
PXj<XR

Mivel b > 0 és b3 > 0, ezért dyp € d gyck csak b; < O esetén lehetséges.
Ugyanakkor nem nehéz észrevenni, hogy

by = h'(0) = f'(0)YpYg, (18)

vagyis rogzitett Yp mellett mikor f’(0) negativ, akkor b; is negativ. Ekkor
pedig, feltéve, hogy b3 > 0, a keresett dop € d gyck a

by + bad + bad®> =0 (19)

egyenlet megoldasaként adddik, ahol b; < 0, ba > 0 és bz > 0.

Mivel ez esetben f'(0) < 0, f(0) = f(dp) =0, és f(d) mindig konvex, ezért
a 0 < d < dp tartomanyon f(d) negatfv é minimumhelye, a deprivécids
jovedelmi hdnyadnak pedig mazimumhelye van. Mivel tovdbbd by > 0 és
b3 > 0, ezért a (d > dp) € d tartomdnyon f(d) pozitiv és novekvd, ami azt
jelenti, hogy e tartomanyon a deprivéciés jovedelmi hdnyad alacsonyabb a
transzfer el6tti szinthez képest, és csokkend.

Specidlis esetben, mikor a transzfert ad és kapé szomszédos helyet foglal-
nak el a jovedelmi rangsorban, akkor b3 = 0, és igy

Ekkor pedig a kritikus dp értéket az aldbbi tényezék novelik:

e egyrészt a transzfert adénal szegényebbek osszjovedelmét adottnak véve
Yp novelése és Yy csokkenése,
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® mdsrészt a transzfert adé és kapé személyek jovedelmeit rogzitve a
transzfert adéndl szegényebbek osszjovedelmének a cstkkenése.

A fenti jellemzoknek az Y; és Y, eloszldsok esetén szamitott értékeit a 4,
5. tdbldk kozlik. (Az e tdblékban foglaltak Gsszhangban vannak az 1. és
2. tébldk tartalmaval.)

4. tdbla Az f(d) figguény vizsgdlate az Y1 = (1,4, 10,20, 35)
jovedelmi eloszlds esetén

PR C Y&, b by b3 (do #Yr)Ed
1,2 0 - -1.26 1.25 0 -
13 | -0.25 . 4 375 025 -
1,4 | -0.35 - -8.75 84 0.35 -
1,56 | -0.40 = -16 15.6 04 -
2,3 0.25 20 35 1.7 0 2
2,4 | -0.15 - -10 3.6 0.1 2.50126
2,5 | -0.35 - -20.25 69 0.15 2.768197
34 0.50 30 -7.5 225 0 3.333333
3,5 0 - -20 3.7 0.05 5
4,5 0.75 46.66666 -13.75 2.75 0 5

5. tdbla Az f(d) fiiggvény vizsgdlate az Y5 = (1,4,10, 34, 35)
jovedelmi eloszlds esetén

PR C Yr, by ba by (do #Yp) € Q_'
12 0 ” 1.5 1.25 0 =
1,3 -0.25 - -4 3.75 0.25 =
1,4 -0.35 - -13.34118 12.99118 0.35 -
1,5 | -0.3794 - -15.67942 15.3 0.379412 -
2,3 0.25 20 -3.5 1.75 0 2
2.4 -0.15 - -10.8647 4.69118 0.1 -
2,5 | -0.2676 - -18.96768 6.661772 0.129412 2.7050918
3,4 0.5 30 2.58823 1.94118 0 -
3,5 0.2059 78.7822 -16.7942 3.6353 0.029412 4.4588994
4,5 0.4412 111.0667 -66.15882 2.84118 0 23.28568

Vegylik észre, hogy ha a transzfer a (P, R) = (3,4) személyek jovedelmeit
érinti, akkor a transzfert kapd kritikus Y, szintje mindkét eloszlés esetén 30,
C értéke pedig mindkét eloszlds esetén pozitiv (C = 0.5), viszont a transzfert
kapé R = 4 személy jovedelme az Y, eloszldsban 20, vagyis alacsonyabb,
az Yg eloszlasban pedig 34, vagyis magasabb, mint a kritikus érték. Ez a
magyardzata annak, hogy a (P, R) = (3, 4) reliciéban a deprivécids jovedelmi
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hényad értéke d pozitiv kornyezetében Y esetén (1. tdbla) novekedni, Yo
esetén pedig (2. tdbla) csokkenni kezd.

Az eddigiekbdl az is lathaté tovabbs, hogy a relativ deprivacié fokéban
bekovetkezett valtozds mértéke nemcsak a transzfer nagysdganak, hanem a
Jovedelmi eloszlds strukturdjdnak és a transzfer altal érintett jovedelmek rang-
pozicidinak is fiiggvénye. Tekintsiik egyrészt (8) és (10) alapjan az

f(d)/d:(wp—wR)ZK—wR z Yi+Yp+Yr| - Z i (20)

i<P P<i<R P<i<R "'

kifejezést, ahol

Rogzitett d transzfer, valamint rogzitett (P, R) személyek és (Yp,Yr) j&
vedelmek mellett — folismerve, hogy mind (wp — wg), mind wg pozitiv —
a transzfer altal nem érintettek oldalarél, egyéb feltételek valtozatlansdga
esetén a deprivéciés jovedelmi hanyad csokkenését az alabbi tényezék novelik:

e ha minél tobb olyan ¢ < P személy van, aki a transzfert adéval szemben
deprivélt, és, ha e személyek minél kevésbé deprivaltak a transzfert
adéval szemben,

e ha a transzfert adé6 és kapé szomszédos helyet foglalnak el a jovedelmi
rangsorban.

Képezve mésrészt az f(d) figgvény Yp és Yy szerinti parcislis derivaltjait:

of(d) /1 1 1
dYp _(Y—g_(yp—dy);y' (YR YR+d)
of(d) _ (1 1 : Q.
OYn (Y,% a (YR+d)2>HRY‘+ (Yr +d)?

— rogzitett transzfer mellett — a transzfer dltal érintettek oldaldrél a de-
privéciés jovedelmi hanyad csokkenését noveli

e a transzfert adé jovedelmének csokkenése, mivel %gl negativ, és
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e a transzfert kapé jovedelmének novelése, mivel %(,f? pozitiv.

Az eddigiekben a transzfer hatdsét a d € d rangsorérzé megszoritas mel-
lett vizsgéltuk.. Oldjuk fel e megkdtést, és tételezzilk fel, hogy a transzfer
nagysidga a 0 < d < Yp tartomdnyon barmely értéket folvehet.

Hajtsuk végre a d egységnyi transzferdldst ezt kovetéen transzferek soro-
zataként tgy, hogy minden 1épésben — attdl fiiggben, hogy melyik igényeli a
kisebbik mértékii transzfert — vagy P, vagy R jovedelme a vele szomszédos jo-
vedelmi szinttel vdljon egyenlévé. Jelolje Ap; azt a transzfert, amely a j-edik
lépésben P jovedelmét éppen a vele szomszédos jovedelmi szintre sillyeszti,
Agj pedig azt a transzfert, amely ugyanebben a 1épésben R jovedelmét éppen
a vele szomszédos jovedelmi szintre emeli. Tegyiik fel, hogy e lépéssorozat m
lépést igényel. Ekkor a transzfer felbonthaté a

d:idj

i=1
médon, ahol d; = min(Ap;, Agj), és lépésenként az

¥ o (d5)

Y;=Y i—1
eloszldsokhoz jutunk, ahol Yo = Y. A fenti jelolések mellett a transzfer
hatdsa végil

f(d)=Zf(dj)

ahol _ _
fdj) = Q(Y;) = Q(Y;-1) -

Mivel az eléz6ekben megmutattuk, hogy f(d;) eldjeles, ezért a relativ depri-
véaciét lépésenként noveld, illetve csokkent6é hatdsok erdsithetik is, de gyengit-
hetik is egymadst attSl fiiggden, hogy az adott 1épésben hogyan alakul e novels
és csokkentd tényezok struktirdja. Nem &llithaté egyértelmiien tehdt sem az,
hogy a ,,helycserék” szdmanak a novekedése noveli, sem az, hogy cstkkenti a
relativ deprivicié fokdt. Mindazonaltal nagyobb mértékii transzfer mellett a
helycserék nagyobb szdma varhatd, és 1épésrol lépésre egyre inkdbb a relativ
deprivacié novekedését eredményezd tényezok hatdsa erdsodik.

5. 6sszefoglalés

A tanulmdny mondanival6jat osszefoglalva megéallapithatjuk, hogy bizonyos
jovedelmi szituaciokban egy d mértékii regressziv, az egyenlétlenséget noveld
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Jjovedelmi transzfer hatdsaként a tdarsadalom egészére értelmezett relativ de-
privicié mértéke csikkenhet is, ha a relativ deprivécié fokat a deprivdcids
Jjovedelmi hdnyad mutatéval mérjik.

A referencia csoportok véltozatlan struktirdja esetén csokken a relativ
deprivécié globélis érzete egyrészt akkor, mikor a transzfert kap6val szemben
deprivéltak korében a transzfert adéval szemben eliminalt deprivécié til-
szdrnyalja a transzfert ad$ dltal elimindlt deprivaltsigot, mikozben a transz-
fert kapé Ygr jovedelme nem kisebb az & kritikus YR, szintjénél. Mésrészt
akkor, ha a transzfer nagysdga meghalad egy kritikus dy szintet.

A relativ deprivéciéban bekovetkezett valtozds mértékét illetden tovabba,
mikor a deprivaciés jovedelmi hdnyad biztosan alacsonyabb az eredeti szint-
jénél, a transzfer novelése a relativ deprivécié fokat tovabb csokkenti. Egyéb-
ként d hatdsa a do értékhez valé viszonydnak a fiiggvénye: d < dy esetén d
novelése elébb noveli, majd csokkenti a relativ deprivécié fokédt, mig d > dy
esetén d novelése egyértelmilen csokkenti azt. Biztosan né viszont a relativ
deprivicié foka a transzfer hatdséra akkor, ha a transzfert adé személlyel
szemben a tarsadalom egyetlen tagja sem deprivalt.

Rogzitett d transzfer mellett tovdbba — a transzfer dltal nem érintettek
oldalarél — a deprivécids jovedelmi hdnyad csokkenését noveli, ha minél tobb
olyan személy van, aki a transzfert adéval szemben deprivilt, ha e személyek
miné] kevésbé deprivaltak a transzfert adéval szemben, és ha a transzfert adé
és kapé szomszédos helyet foglal el a j6vedelmi rangsorban. A transzfer altal
érintettek oldaldrél pedig a deprivécids jovedelmi hanyad csokkenését noveli
a transzfert adé jovedelmének csokkenése, és a transzfert kapé jovedelmének
novelése, egyéb feltételek véltozatlansiga esetén.

Ha viszont a transzfer nagységa a referencia csoportok struktiirdjanak a
megvaltozdsat eredményezi, akkor minél nagyobb transzfer mellett kovetkezik
ez be, anndl inkdbb a relativ deprivécié fokdnak a névekedése varhaté.
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RELATIVE DEPRIVATION AND POVERTY:
THE INCOME TRANSFER'S INFLUENCE ON DEPRIVATION

(er investigates the effect of a regressive transfer on a newly introduced
deprivation measure. The conclusion of the paper is that under certain
i« the overall feeling of the relative deprivation may either increase or
‘usponding to a regressive transfer, depending on the size and the location
snsfer in the income configuration and, further, on the incorne levels of
o5 affected by the transfer, Consequently, if we require any index — for

. poverty measure — to be sensitive to the relative deprivation, under

I+ oo cireumstances we must allow il to increase or decrease as well, due to a

T ive transfer,
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KONYVEKROL

NaNcy L. SToKEY, ROBERT E. Lucas, ,JR., Recursive Methods in
Economic Dynamics, Harward University Press, Cambrige, Ma, 1989.

A hat éve megjelent konyv ismertetésének bizonyos aktualitdst ad az,
hogy az egyik szerz6 ezévben megkapta a Nobel-dfjat, de ismertetésének a
kozvetlen oka az, hogy egy egyetemi belsé szemindrium kertében mésfél évvel
ezelott elkezdtilk feldolgozni, ezért megfeleld olyan ismerettel rendelkezem
réla, amelyre talan érdemes a szakmai kézvélemény figyelmét is felhfvni.

A konyvet, cfme alapjén mdédszertani targydinak lehetne mondani, de ez
csak részben lenne igaz, és a konyv — ha megfeleléen dolgozzék fel — hihetetle-
niil széles targykort felolelé kozgazdasdgi ismeretet ad kutatdsi szinvonalon.
A szerzdk a médszertani kereteket felhaszndljék arra, hogy a kozgazdasigtan
t6bb kiilonbozo teriiletérél — novekedési, befektetési és megtakaritdsi, fogyasz-
téi stb. elmélet — vald eredményeket egységes mdédszertani keretbe illesztve
ismertessék. FEzzel nagymértékben hozzédjdrulnak egy célkitiizéshez, amely
manapsag jelents szerepet latszik jatszani: egységes térgyaldsra torekedve
fokozni kell a micro-, macro- , public-, stb. kozgazdasidgtudomanyi elméletek
szintézisét. Ez a célkitlizés nagyon hasznos, hiszen manapsédg olyan nagysza-
mi ij dolgozat sziiletik, hogy mindent, ami azok dsszekapcsoldsat, attekint-
hetdségét elGsegiti, iidvozolni kell.

A konyv tartalmi ismertetésére térve, a nagyvonali vazlat:

1. Determinisztikus optimalizdlasi médszerek (I1. rész).
2. Stochasztikus optimalizélds (IIL. rész).

3. Mind a detreminisztikus, mind a sztochasztikus modellek elhelyezése
egy kompetetiv egyensiilyi modelbe (IV. rész).

A 11 rész els6 fejezetében azokrél a matematikai tdrgykorokrdl ad egy
rovid odsszefoglaldst, amelyek ma az dltaldnos matematikai ismeretkérhéz tar-
toznak: metrikus-tér, normalt-tér, kontrakciés tételek, maximum-tétel stb. A
hangsily a fiiggvénytereken (C|a,b]) és a sorozattereken van, a bizonyitdsok
is szerepelnek és a tdrgyalds médja tokéletesen megfelel a modern analizis
szellemének. A kovetkezd fejezet a mdédszertannak szdnt: itt keriil feldol-
gozasra a dinamikus programozds diszkrét rendszerek esetére. A II. rész
leghosszabb része azokat a kozgazdasigi modelleket sorolja fel, amelyek a
leirt mdédszertannal kezelhetéek, amelyek mogott kozel hisz jelentds dol-
gozat van. A lefrds rendkiviil tomdr, megelelégszik azzal, hogy egy rovid
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paragafusban lefrja a model alapgondolatat és néha utal a mddszer alkal-
mazasdnak az utjara. Ez a latszdlagos hatrany elényre valtoztathatd, ha
feldolgozva az eredeti dolgozatot atirjuk az itt szereplé mddszer keretei kozé.
Ez altaldban nem konnyi feladat, de példdul kitiing szakdolgozat vagy TDK
témak lehetnek j6 képességli hallgatdk szdmdra. Ennek a résznek az utolsé
pontja ismét médszertani: a determinisztikus dinamikardl nyijt egy szép
attekintést, amely nem annyira teljeskori, mint a dinamikus programozasrél
frottak, és kiegészitésre szorulhat, f6leg azért, hogy a fellép6 fogalmak mads
helyekrél is megalapozést kapjanak (Ljapunov-fiiggvény, Euler-egyenletek,
stabilitdsi problémdk stb.).

A leghosszabb I11. rész szerkezete azonos az el6z6 rész szerkezetével: mate-
matikai alapok, médszertani rész (sztochasztikus dinamikus programozas), a
moédszertannal kezelhetd modellek. Az teszi hossziivd ezt a részt, hogy a
matematikai alapok keretében megadja a valésziniiségelmélet teljes és részle-
tes korszer(i megalapozasat: felépiti a mérték- és integrdlelméletet és a hoz-
73 kapcsol6dé egyéb tudnivalékat. A targyalds a legmagasabb absztrakcids
igényeket is kielégiti, minden aggaly nélkiil a legmodernebb megkozelitéseket
vélasztjak. A szerzék meg is magyardzzék az eldszéban azt, hogy miért tet-
tek {gy: el6szor azzal prébélkoztak, hogy a valdsziniiségszamitdst és szto-
chasztikus folyamatokat a klasszikus keretek k6zott maradva hasznéljdk fel,
de rajottek, hogy ez egyrészt hihetelen médon elbonyolitja a targyaldst, més-
részt nem is ad lehetéséget a megfelels altaldnossdgi vizsgalatokra. Ugy
vélték, hogy megéri a valdszinliségszamitds korszerli megalapozdsdat lelrni,
mert ezen az dron célratorébben és eredményesebben tudjik megvaldsitani
a céljukat. Ez a gondolat egyébként nagyon természetes, hiszen a matema-
tika modern felfogdsa pontosan azt jelenti, hogy olyan fogalmi megkozelitést
kell vélasztani, amelyben gazdasdgosabban lehet dolgozni, réviden szélva:
o modernség okonomikussdgot jelent. Ennek az elvnek az alkalmazdsdt nem
szabad az oktatds fejlesztésében sem elhanyagolni. Aki kovetkezetesen feldol-
gozza ezt a részt, az megtanulja a modern valdszinliségszamitdst és a szto-
chasztikus folyamatok alapjait, ami més targykorokben is hasznos, hiszen
nem is kell mondani, hogy milyen szerepe van ma a sztochasztikus integra-
loknak, differencidlegyenleteknek a pénzigyben.

A 1IV. rész Gsszekapesolja az el6z6 ismerteket az egyensilyelmélet problé-
makorével. Ez a rész mélységben csicsa a konyvnek, és az alapvetd jdonsag
a kozismert egyensilyelmélethez képest az, hogy a jelenségek sorozatterek-
ben vagy fliggvényterekben jatszédnak, ezért sziikkség van a normalt terek
mélyebb elméletére (dualis terek, operatorelmélet, fixpont-tételek, stb.). A
kozgazdasdgi és matematikai targyalds parhuzamos, ezért jo indokldséit adja
a matematikai fogalmi rendszer bevezetésének is.

Befejezésill meg lehet allapitani, hogy a konyv nagyon szerencsés példdja
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annak, hogy miként lehet matematikédt és kozgazdasdgtant egyszerre, pér-
huzamosan tirgyalni. Nem tartozik a konnyii olvasményok kozé, azért is
hasznéltam végig "olvasds” helyett a "feldolgozds” szét. Kitiing vezérfonal
lehet egy olyah szemindriumi munka szdmara, ahol matematikusok és kézgaz-
dészok 6sszefogva posztgradudlis vagy kutatéi szemindriumot hoznak létre.

Dancs Istvan
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