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Jelen szam a 2019. mé&jus 20-22. kozott Szegeden megrendezett XXXIII.
Magyar Operacidkutatési Konfgrencia’uhoz1 kapcsolédo kiilonszam. A konferen-
ciardl részletesen beszamolt az Erint6 2019. jiniusi szdma?.

A konferencidn elhangzott 95 el6éadds koziil 16 lektoralt cikket kozliink.

A killonszam elején Pap Gyulara és Szigeti Ferencre emlékeziink. Ezt kdvetoen
szamos rangos elismerésrol szamolunk be: Szantai Taméas Prékopa Andrés-dijardl,
Rost Gergely QP Akadémiai Kivalésdg dijardl, Temesi Jézsef (2019) és Dedk
Istvan (2020) Egervary Jen6 Emlékplakettjérél, Csomés Petra Gyires Béla-dijardl,
valamint Berend Gébor, Fekete Imre, Molontay Roland és Rigé Petra Renata
Farkas Gyula-emlékdijarol.

Berde Eva és Kuncz Izabella azt vizsgélja, hogy egy telekocsi utastars-kozvetito
platformon az idésebb soféroknek érdemes-e énkéntesen megadni az életkorukat.

Bertok Botond a kombinatorikus algoritmusokban alkalmazott halmaz-
miiveletek implementaciés kérdéseit tekinti 4t, valamint egy hasitétabla-bitvektor
hibrid adatszerkezetet javasol, amely a tapasztalatok alapjan lényegesen jobb futédsi
id6vel rendelkezik, mint az ismert fiiggvénykonyvtari adatszerkezetek.

Bessenyei Istvan azt vizsgalja, hogy egy fejlodé gazdasdg hogyan keriilhet ki a
kozepes fejlettség csapdajabdl, s allhat egy stabil novekedési palyara.

Csaté Laszlé vegyes sportbajnoksdgok tervezésére ad 1j csoportszervezési
modszert és ennek lehetséges kimenetelét a férfi kézilabda Bajnokok igédja valds
adataival hasonlitja Ossze.

Cséka Péter és Kondor Gébor a pénziigyi halézatokban alkalmazott
csOdszabalyok szakirodalmat és legfontosabb eredményeit tekinti &t.

Darvay Zsolt, Rigé Petra Renata és Széndsi Eszter egy 1j keresési irdnyra
épiilé bels6pontos algoritmust konstrual meg linedris optimalizaldsi feladatok
megolddasara.

Gera Imre és London Andrds graf alapi dimenziéredukciés heurisztikédkat
vizsgdl részvénypiaci hozamok idsoraibol képzett korrelacidés matrixok becslésére.

Gerencsér Baldzs és Gerencsér Laszlé éles konvergenciatételeket bizonyit
az altalanositott relativ konszenzus problémat megoldé Projektiv-Konszenzus
algoritmusokra.

Thttp://www.mot.org.hu/mok2019

https://ematlap.hu/gazda-g-sag-2019-6 /876-szegeden-a-xxxiii-magyar-operaciokutatasi-konferencia
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Gyorfty Lajos olyan kozismert jatékokat vizsgdl, mint a tic-tac-toe, vagy az
(6t6s) ambba és ezeknek, az dltaldnosabban pozicids, illetve hipergraf jatékoknak
nevezett probléméknak keresi a nyero6 stratégiait.

Homolya Viktor és Vinké Tamdas a grafokon értelmezett befolyds terje-
dés kombinatorikus optimalizalasi feladatdra javasol egy hegymaéaszé jellegii
algoritmust.

Péterfalvi Ferenc és Recski Andrads egy villamos héalézatokban felmeriils
problémaéra ad a korabbiakndl altalénosabb, matroid elmélet alapti megoldédst. Azt
is megmutatjak, hogy az altalanositott probléma milyen statikai kérdést vet fel.

Pluhar Andras Kronecker-Capelli tétel kombinatorikai kovetkezményeit
vizsgalja, és tobbek kozott 1 bizonyitast ad Konig és Harary egyes eredményeire,
valamint a nyakldnc probléma megoldédsara.

Szabé Balazs és Sebestyén Tamads igazolja, hogy a termelSket és fogyasztokat
Osszekapcsold, nem teljes, de kdzgazdasagi szempontbdl relevans hélézati szerkezet
esetén egyértelmiien létezik egyensilyi arvektor.

Szabé Sandor és Sztojkovics Déra az élsilyozott klikk problémaéra adott 1j

vegyes-egészértékil programozason alapuld formulacidkat, és vetette Ossze azokat
korabbi eredményekkel a szakirodalombdl.

Tamas Ambrus és Csiji Baldzs Csandd ujfajta sztochasztikus garancidkat
definial bindris osztdlyozasi feladatokhoz, és megmutatja, hogy ezek hogyan
alkalmazhatéak a tanulé algoritmusok alkalmazésaban.

Temesi Jozsef a dontéselméletben gyakran alkalmazott paros sszehasonlitasok
médszerének alkalmazasanak feltételeire és a dontéshozénak a megoldési
folyamatba valé bevonasanak sziikségességére mutat ra.

Koszonjik a szerzok és a birdlok munkdjat, amelynek koszonhetéen ezt a
kiilonszamot 6ssze tudtuk allitani.

Kis Tamas

Bozdéki Sandor
Gazdag-Téth Boglarka
Kéczy A. Lasz16

vendégszerkesztok
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DR. PAP GYULA EMLEKERE
(1954-2019)

Dr. Kdantor Sdndorné megemlékezését, amely az Erinté 2019/9. szdmdban je-
lent meg, és a www. ematlap.hu/index.php /hirek-ujdonsagok-2019-9/923-dr-pap-gyula-1954-2019
cimen érhetd el, a szerzd és az Erinté szerkesztdségének szives engedélyével kozol-
Juk.

Hirtelen és varatlanul tavozott el az élok sorabdl 2019. oktéber 4-én Dr. Pap
Gyula egyetemi tanar.

Pap Gyula élete és tudomanyos munkassiga két varoshoz, Debrecenhez
(1954-2009) és Szegedhez (2009-2019) kot8dott.

Debreceni évek

Debrecenben sziiletett, az altalanos iskolat zenetagozaton, a kozépiskolat a
debreceni Fazekas Mihdly Gimnézium specidlis matematika tagozatan végez-
te. 1972-ben érettségizett. Tanulmanyait a Kossuth Lajos Tudomanyegyetemen
(KLTE) folytatta matematikus szakon. Erdeklddési kore a valészinfiségszamitas-
hoz kotodott.

Gyires Béla professzor irdnyitasa alatt irta meg diplomamunkajit Az dltaldnosi-
tott binomidlis eloszlds hatdreloszldsa cimmel. Matematikusi diplom4jat 1977-ben
kapta meg. Ezutdn a KLTE-n jarta végig a ranglistat. Az Alkalmazott Matema-
tika és Val6szinliség Tanszékén: tandrsegéd (1977-1986), adjunktus (1986-1989),
docens (1989-1999) majd egyetemi tandr (1999-2009) lett.
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http://www.ematlap.hu/index.php/hirek-ujdonsagok-2019-9/923-dr-pap-gyula-1954-2019

106 DR. PAP GYULA EMLEKERE

Az egyetemi alkalmazasa sordn, az oktatdson és a kutatdson feliil szimos egye-
temi megbizdsa volt. Az KLTE Alkalmazott Matematika és Valdszinliségszamitas
Tanszékének vezetSje (1990-1991), a Matematika és Informatikai Intézetben elntk-
helyettes (1992-1993), igazgatd (1999-2001), tanszékvezetd a Debreceni Egyetem
(DE) Alkalmazott Matematika és ValGszinliségszamitds Tanszékén (2003-2009),
igazgatdhelyettes a DE Informatikai Intézetében (2003-2004).

2004-ben alakult meg az Informatikai Kar. A megalakuldskor Dr. Pap Gyula
az Alkalmazott Matematika és Val6szintiségszamitas Tanszék tanszékvezetd egye-
temi tandra és 2004-2009-ig a Kar Tudoményos és Palyazati dékanhelyettese lett.

Tudomadnyos palyafutasa (1977-2009)

1981 szeptemberétdl levelezd aspirdns. A Vilniuszi Egyetemen (Litvania)
Vygantas Paulauskas professzor iranyitdsa mellett készitette el kandidatusi disszer-
taciojat, melynek cime: Véletlen stabilis Banach-térbeli vektorok normdja eloszld-
sanak tulajdonsdgairsl. A kandidatusi fokozatot 1985-ben kapta meg.

1996-ban habilitalt a KLTE-n. A disszertdcié cime: Néhdny hatdreloszlds-
tétel és kapcsolodd kérdések. 1999-ben szerezte meg az MTA doktora fokoza-
tot. Doktori disszertaciéjanak cime: A centrdlis hatdreloszldas-tétel problémakdre a
Lie-csoportokon.

Elnyerte az Alexander von Humboldt Alapitvany kétéves kutatdi osztondijat,
amelyet két részletben vett igénybe (1988-1990 és 1995-1996). Kutatémunksjdt
a Tiibingeni Egyetem Matematikai Intézetében (Németorszdg) végezte Herbert
Heyer professzor mellett. Témai: Valosziniségi mértékek lokdlisan kompakt topo-
logikus csoportokon és Centrdlis hatdreloszlds-tételek lokdlisan kompakt topologikus
csoportokon.

1997-2001 kozott Széchenyi-Osztondijas. 2002-2003-ban megkapta a Fulbright
Alapitvdny kutatdéi 6sztondijat. Philip Feinsilver professzor mellett (Southern
Tllinois University, Carbondale, Department of Mathematics) végezte kutatémun-
kajat a Valosziniségelmélet Lie-csoportokon téméban.

El6szor a Tempus Joint Project keretében az idésor-analizis témakorben vég-
zett kozos kutatomunkat Martien van Zuijlen professzorral (1993, Nijmegeni Egye-
tem, Hollandia), ezt 2003-ban, 2004-ben és 2005-ben tovdbb folytatta az 1j kuta-
tasi témaiban is. Ekkor kezdett foglalkozni a gazdasdgi €s informatikai rendszerek
matematikai modellezésével, iddsor-analizissel és pénziigyi matematikdval, eldgazo
folyamatok statisztikai kérdéseivel, egész értékil autoregresszids folyamatokkal.

A Debreceni Egyetemen toltott évei alatt 90 tudomdnyos dolgozata jelent meg.
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Kiemelked6 szakmai munkéssagaért tobb kitiintetésben részestilt:

Farkas Gyula-emlékdij a matematika alkalmazdsa teriiletén elért kimagasld
eredményeiért (Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat, 1985), Miniszteri Dicséret
(1987), Alexits Gydrgy-dij az analizis és annak alkalmazdsa teriiletén elért tu-
doményos eredményeiért (MTA, 1995), DE Kézgazdasdgi Kardnak Diszérme (DE,
2007).

Nagy hangsilyt fektetett a fiatal tehetségekkel val6 foglalkozdsra, tanitvanyai
eredményesen szerepeltek a TDK-n, illetve a doktori iskoldkban fokozatot szerez-
tek.

Szegedi évek (2009-2019)

Csorgo Sandor utédaként keriilt Szegedre 2009-ben a Bolyai Intézet Sztochasz-
tika Tanszékének vezet6i székébe. 8 évig volt a Sztochasztika Tanszék tanszékve-
zetbje és 3 évig a Bolyai Intézet igazgatdja.

Gyorsan beilleszkedett az Uj munkakorbe. J6 kapcsolatot alakitott ki munka-
tarsaival és tanitvanyaival. Tovabbra is aktivan és sokat dolgozott mind a kutatas,
mind az oktatas teriiletén. Nagy sikert arattak kivetitéssel szinesitett eléadésai,
illetve oktatési segédanyagai, jegyzetei. Ebben a munkaban kollégajaval, Barczy
Métydssal kozosen is dolgoztak (valészinliségelmélet, sztochasztikus folyamatok,
valészintiségszamitds példatér).

Szegedi évei alatt 50 tudoményos dolgozata jelent meg, illetve még 5 dolgozata
all megjelenés alatt.

Nagy tervei voltak. Konyvet akart irni az eldgazé folyamatok statisztikai pa-
raméterbecsléseirdl. Erre lehet&séget adott volna az, hogy 2019 szeptemberétdl a
Rényi Alfréd Matematikai Kutatdintézet vendégkutatéja lett.

A szegedi évek alatt nagyon jelentOssé valt iskolateremtd tevékenysége. Pap
Gyula egy 4j virdgzo matematikai iskolat, egy sztochasztikai miihelyt hozott 1ét-
re. Folyamatosan élen jart a tudomanyos utanpotlds nevelésében. Csorgé Sandor
arvan maradt hallgatoit is hozzéasegitette a fokozat szerzéséhez.

Iskolateremt6 tevékenységéért a Bolyai Jinos Matematikai Tdrsulat 2014-ben
Szele Tibor-emlékéremmel tiintette ki. A laudacié kiemelte azt, hogy ., kutatdsi
terilete a valdszinidségelmélet/sztochasztika. A hatdreloszlds-tételek, a sztochasz-
tikus folyamatok és a matematikai statisztika nemzetkozileg elismert kutatoja, aki
élen jdr a tudomdnyos utdnpdtlds nevelésében. Professzori szobdjdnak ajtaja nyit-
va dll, és eldtte elhaladva nagyon gyakran ldathatd, hogy tanitvanyaival, fiatalabdb
kollégdival konzultdl, velik kozosen dolgozik.”

Mar a debreceni évek alatt is témavezetGje volt dijnyertes tudomanyos didk-
kori dolgozatoknak, ezt a munkat folytatta Szegeden. Debrecenben és Szegeden
Osszesen 14 doktorandusza szerzett fokozatot. Veliik tobb kozos cikke jelent meg.
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Tobb doktori iskola (Debreceni Egyetem Matematikai és Szamitastudomdanyi
Doktori Iskola, a Szegedi Tudoményegyetem Matematikai és Szamitastudomanyi
Doktori Iskola, a Debreceni Egyetem Informatikai Tudoményok Doktori Iskola,
a Szegedi Tudoméanyegyetem Informatikai Tudomanyok Doktori Iskola, Szegedi
Tudoményegyetem Kozgazdasdgtani Doktori Iskola) munkdjidban vett részt.

A hatéreloszlds-tételek, a sztochasztikus folyamatok és a matematikai statiszti-
ka teriiletén elért, nemzetkozileg elismert kutatasaiért, jelentés utanpdétlas-neveld
és iskolateremté munkdssidganak elismeréseként 2015-ben az MTA Elnokségétol
megkapta az Akadémiai Dijat.

A fenti kitiintetések mellett még Szegeden a Szegedi Tehetséggondozd Tanacs és
az SZTE Tehetségpont Pro Talento dijban (2013) és a Szegedi Tudomdanyegyetem
Természettudoményi és Informatikai Kara Pro Facultate Dijban (2018) részesitet-
te.

Aktivan részt vett a tudoméanyos életben. Négy tudomanyos szakmai folydirat
szerkesztd bizottsdgdnak volt a tagja: a Publicationes Mathematicae (Debrecen)
nemzetkozi folydiratnak 1999-t6l, a Teaching Mathematics and Computer
Science (Debrecen) nemzetkozi folydiratnak 2003-t6l, az Acta Scientiarum
Mathematicarum (Szeged) nemzetkozi folydiratnak 2009-t8l és az Alkalmazott
Matematikai Lapoknak.

Tagja volt a Bolya: Jdnos Matematikai Tdrsulatnak, a Neumann Jdnos
Szamitogép-tudomdnyi Tdrsasdagnak, illetve a Bernoulli Society for Mathematical
Statistics and Probability nemzetkozi szervezetnek. A Bolyai Janos Matematikai
Téarsulatban a Tudomdnyos Szakosztalynak 2000 és 2009 kozott alelndke, 2009-2012
kozott elnoke volt.

T6bb tudomdnyos konferencia szervezésében vett részt (Hajdiszoboszlé (1997),
Eger (2001), Budapest (2004), Szovéata (2006). Tagja volt a XXVI. European
Meeting of Statisticians konferencia Tudoményos Szervezd Bizottsdgdnak (2009),
szervezOje volt a Szegedi Sztochasztikus Napoknak (2013) és a Csorgé Séndor
Emlékkonferencidnak (2018).

Baratsagos, kozvetlen egyéniség volt. Szerette a zenét, nagyapaként a csaldd-
ban ismét elovették a hangszereket, a furulyat. Szegeden tagja volt az intézeti
énekkarnak és az intézeti teniszvalogatottnak. Debreceni barataival minden télen
sielni ment. Szivesen vett részt intézeti rendezvényeken mindkét munkahelyén.

Felesége, Hizsnyik Maria, évfolyamtarsa volt. 42 évet toltottek el egyiitt boldog
hazassagban. Két gyermeket neveltek fel, Gyuszkét és Julikdt. Mindketten ma-
tematikusként végeztek és PhD fokozatot szereztek. Az ifj. Pap Gyula didkként
kétszer nyert aranyérmet a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidn (IMO, 1996,
1997), Ifjisdgi Prima-dijas (2009), csalddos, 3 gyermek édesapja.
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Megjegyzés

Dr. Pap Gyulardl a Szegedi Tudoméanyegyetem Bolyai Intézetének honlapjan
Barczy Mdtyds' és Kevei Péter? tolldbdl jelent meg nekrolég. Debrecenben a
Pedagégusok Arcképcsarnoka 2020. évi kotetébe® késziil egy hosszabb és szemé-
lyesebb jellegli megemlékezés rola.

Dr. Kdntor Sandorné

Dr. Kéantor Sandorné Dr. Varga Tiinde, ma a Debreceni Egyetem, Matematikai
Intézet Geometria Tanszékének nyugdijas oktatéja a Debreceni Fazekas Mihaly
Gimnéazium specialis matematika tagozatan tanitotta és érettségiztette Pap Gyulat
1972-ben. Késébb, amikor méar mindketten az Egyetemen tanitottak, nemcsak jo
kollegak, de baratok is lettek.

A szerk. (Erintd)

Ihttp://www.math.u-szeged.hu/mathweb/attachments/article/665/BarczyMatyas PapGyula.pdf

2http://www.math.u-szeged.hu/mathweb/attachments/article/665/KeveiPeterPapGyula.pdf
Shttp://www.kspe.hu/data/pa/PA-2020_1.pdf#page=231
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SZIGETI FERENC EMLEKERE
(1945-2019)

Tiirelemmel és dertivel viselt, hosszan tarté stlyos betegség utan 2019. jilius
15-én csendesen elhunyt Szigeti Ferenc, a kiemelkedd tehetségli matematikus, a
modern analizis és a matematikai rendszerelmélet kivaldan képzett tuddsa és le-
gendds hiri tanéra.

Az ELTE TTK Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék jogeldd-
jének egykori docense, 1985-t61 kisebb megszakitasokkal nyugallomanyba vonulé-
saig a University of Los Andes, Mérida, Venezuela vendégtandra, majd professzora,
a SZTAKI Rendszer- és Iranyitaselméleti Kutatélaboratériuméanak kiils§ munka-
tarsa, 1945. marcius 4-én sziiletett Ocsédon falusi kereskedd csalddba. Gimnéziu-
mi tanulmanyait Kunszentmartonban végezte. Kiemelked6 matematikai tehetsége
mar ebben az id6ben megnyilvdnult: 1965-ben az Arany Déniel Matematikaverse-
nyen korosztalyaban I. helyezést ért el.

Egyetemi tanulményait az ELTE TTK matematika szakan folytatta, ahol mar
hallgatéként lehetSséget kapott arra, hogy az egyetemi oktatémunkaban gyakor-
latvezetSként részt vegyen. Az egyetem befejezése utdn az ELTE TTK Alkalma-
zott Analizis és Szamitdsmatematikai Tanszék jogelédjén kapott allast. Jétékos
konnyedséggel sajatitotta el és tanitotta az alkalmazott analizis technikailag nehéz
teriileteit, a parcidlis differencidlegyenletek modern elméletét, a Francis Clarke, ill.
Daniel Liberzon kézelmultban megjelent konyveiben reneszanszat él6 varidciosza-
mitast, vagy a klasszikus iranyitaselmélet Pontryagin-féle megalapozésat.

Egy volt hallgatdja, Simon L. Péter, az ELTE TTK professzora, a Matematikai
Intézet igazgatija, az Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék veze-
t6je szavait idézve:
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,Lenyiigoz6 volt, ahogy kiillonbozo teriileteket 6sszekapcesolt az 6rdin. A meg-
szokott tananyagon tul a legmodernebb alkalmazasokra is felhivta a figyelmet,
illetve a friss kutatdsi iranyokat is bemutatta, és remekiil expondlta a funkcional-
analizis leegyszeriisitd szerepét az anyag korszerii felépitésében.”

A tanitast elsé szamu hivatdsanak tekintette, és a kevésbé tekintélyes szakok
hallgatéit is igényesen oktatta a modern eszk6zok ismeretére és 6nmaguk meghala-
déséra. Ez a habitus hatarozta meg a matematika alkalmazasai iranti érdeklédését
is.

Palyajanak donté mozzanata volt az olasz matematikai kulturaval valé talal-
kozdsa, az Olasz Kutatéi Tandcs (CNR) egyéves dsztondijaval Népolyban eltoltott
idoszak, Giuseppe Tallini professzor mellett, és a modern differencidlgeometridval
val6 megismerkedése.

Tanitvanyai koziil kiemelendé Michaletzky Gyorgy, az ELTE TTK professzora,
a TTK korabbi dékdnja, tobb mint két évtizeden &t a Valdszinlségelméleti és
Statisztika Tanszék vezetdje, a SZTAKI egykori meghatdrozo kiilsé matematikai
szakértGje, akinek egyéni szakiranyu képzésében, majd az irdnyitaselméletet és a
modern differencidlgeometriat 6tvozé szakdolgozataban is témavezetdje volt.

Tom Kailath ,Linearis rendszerek elmélete” cimii konyvének 1980 évi megje-
lenése és annak tanulmanyozasa utdn érdeklédése elmozdult az irdnyitaselmélet
mérnoki vonulata felé. Fz id6 téjt keriilt kapcsolatba Bokor Jozseffel is, a SZTAKI
tudomaényos igazgatdjaval, az MTA kordbbi alelnokével is. Ebbdl a szakmai kap-
csolatbdl tobb évtizedes baratsag és termékeny kutatdsi egyiittmiikodés sziiletett,
amely kiterjedt a SZTAKI Rendszer- és Irdnyitdselméleti Kutatélaboratériumanak
ma&s munkatarsaira is.

A részben Edelmayer Andrassal, részben pedig Molndr Sandorral kibévitett
team altal vizsgalt témak tobbek kozott a Lie-algebrdk iranyitaselméleti alkalma-
zasait, Rudolf Kalman alapveto tételeinek idében véaltozo dinamikaji rendszerekre
torténo kiterjesztését, hibadetektaloszlirék tervezését, ill. a control-affin dinami-
kus rendszerek vizsgalatat Olelték fel. E kozos munkakbdl szamos nagy hatasu
dolgozat sziiletett. Emlitésre méltd, hogy kés6bb mind Edelmayer Andras, mind
pedig Molnar Sandor MTA doktori cimet szerzett.

Szigeti Ferenc szakmai palydjanak kiillonos arnyalata az a tény, hogy 6 maga,
egy 1984-es sikertelen, ,Folytonos tenzormezok differencidlhaté approximécidja”
cimmel beadott akadémiai doktori péalyazata utdn soha tobbé nem palydzott er-
re a cimre. Talan sohasem fogjuk megtudni, hogy miért. Kirobbané tehetsége,
onzetlensége és faradhatatlan munkalkodasa fatylat boritott az 6 bels6 vilaganak
érzékeny teriileteire.

A szellemi élet szabadsiagat szamtalan médon korlatozé hazai tarsadalmi kor-
nyezetiink se volt éppen eszményi a matematika, a muvészetek és az egyetemes
kultira szerelmese szamara, akinek elemi bels6 sziikséglete volt a tanitas, az érdek
nélkiili emberi kapcsolatok épitése. A tudomaéanyos élet groteszk jatszmait értet-
leniil szemlélte, aminek részben koévetkezményeként 1985-ben a hozza kiilondsen
kozel all6 latin kultirdt hordozé Venezueldba ment vendégtanarnak.
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Itt kisebb kitér6k utdn az Andok vildgdba zart méridai egyetemen talalt tartos
megnyugvast. A venezuelai egyetemi, tudomanyos-kulturalis életben még a ma-
gyarorszaginal is nagyobb tisztelet, szeretet és megbecsiilés 6vezte, ez az orszag lett
masodik hazdja. Személyiségének sajatos kisugarzasa folytan, barhol, idegenben
is mindig otthon érezte magat, és képes volt integralni magaban a legkiilonbo-
z0bb készségeket. Venezueldban tobbek kozott lehetdsége nyilt a matematika éles,
koolajipari alkalmazasaival kapcsolatba keriilnie.

Szertedgazd érdeklédése és tehetsége jele, hogy életének ebben az idGszakaban
képzett konnytibuvar, és az tizleti vilag altal is elismert nemzetkozi borszakértd
lett. Tudomaéanyos igényességgel megirt cikkei a bor vilaganak legrangosabb fo-
lyéirataiban népszeriisitették a magyar bort és boraszati hagyomanyokat. Ennek
ellenére az emigracié — minden szépsége és sikere ellenére — fajdalmas kovetkezmé-
nyekkel jaré torés maradt az életében.

Hosszii nyéri szabadsagait itthon toltotte, és ezekben az idészakokban a
SZTAKI Rendszer- és Iranyitaselméleti Laboratériumaban talalt befogadd szak-
mai és emberi kozegre. Utolsé éveiben — hosszi sziinet utdn — ismét kozelebbi
szakmai kapcsolatba e megemlékezés szerzdjével, az Ifji Matematikusok Korébol
ismert egykori didktarsaval, akivel a nemlinedris rendszerek egy 1j Volterra repre-
zentacidjat fejlesztették ki — egy még vagy mar befejezetlen dolgozatban.

2009-ben egy életmentd miitéten esett at, egyuttal kapott egy hatarozott ideji,
10 éves hosszabbitdsra sz6l6 orvosi elérejelzést. Utolsd 10 évét igy élte le, pergd
homokoéra mellett. A venezuelai valsdg elmélyiilésével 2016-t6] szigoru orvosi fel-
tigyelet mellett itthon élt.

Példaértékii, ahogy deriijét és tiirelmét sohase vesztette el, utolsé telefonbe-
szélgetéseit is az élet iranti csodédlat és hdla hatotta at. Hatalmas életereje okan
— Elias Canetti szavait idézve — néha talan az volt az illuzidja, hogy az ember
mindent kibir. Almaban szembesiilt azzal, hogy olyan az ember élete, ,mint a fii,
mely reggel kisarjad és folvirul, de estére lefonnyad, és elszarad.” Requiescat in
pace.

Gerencsér Laszlo
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A QP AKADEMIAI KIVALOSAG DIJ 2020. EVI DIJAZOTTJA:
ROST GERGELY

A Qualitative Production Gépipari és Kereskedelmi Zrt., valamint a Magyar
Tudoméanyos Akadémia 2020-ban QP Akadémiai Kivalosdg dijat adomanyozott
Rost Gergelynek kiemelkedé matematikai eredményeiért, a szegedi matematikai
epidemioldgiai iskola megteremtéséért, a jarvanyok terjedésének modellezésére és a
védekezési stratégidkra kidolgozott innovativ matematikai médszereiért, valamint
a magyarorszagi alkalmazott és ipari matematika fejlesztéséért.

Eletpélyéja réviden

Rost Gergely matematikus 1977-ben sziiletett, 2006-ban szerzett PhD fokozatot
koztarsasdgi aranygyliriivel (Promotio sub auspiciis praesidentis Rei Publicae) a
Szegedi Tudoményegyetemen. Két évig a torontéi York Egyetemen volt poszt-
doktor a Centre for Disease Modelling matematikai jarvanytani csoportjaban.
Fulbright 6szténdijjal az Arizona State University vendégkutatdjaként, majd Marie
Curie 6sztondijjal az Oxfordi Egyetem Wolfson Centre for Mathematical Biology
intézetében tudoményos munkatarsként dolgozott. 2011-2016 kozott elnyert egy
ERC Starting Grantet, majd 2019-2024 kozott az Elvonal - Kutatéi Kivaldésagi
Program palyéazatat. Magas szintli publikacids tevékenységét jelzi, hogy 73 tudo-
manyos cikkébdl 31 Ql-es besoroldsu folydiratban jelent meg. Munkajit szamos
szakmai dijjal ismerték el (a Bolyai Térsulat Griinwald Géza Emlékérme, MTA
Fiatal Kutat6i Dij, Alexits Gyorgy-dij, Gdcs Andras-dij). Nemzetkozi elismert-
ségét jelzi, hogy hét tudomanyos folyodirat szerkesztoje, tobb kilfoldi konferencia
plendris el6addja, valamint 2018-ban Barcelondban a Young Academy of Europe
is tagjava valasztotta. Jelenleg a Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézetének
docense, kutatdcsoport-vezeto.
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Matematikai eredményei

Fobb matematikai eredményei az idékésleltetést tartalmazoé differencidlegyen-
letek és a nemlinedris dinamika témakorébe tartoznak. Meghatarozta a legélesebb
korlatot a nem-monoton késleltetett visszacsatolasos egyenletek egy fontos oszté-
lyanak globalis attraktoraira. Igazolta kompakt globalis attraktor létezését nem-
korlatos késleltetésekre, és kiterjesztette a perzisztencia-elméletet végtelen késlel-
tetésekre. Uj modszert dolgozott ki bizonyos kaotikus rendszerek kontrollalasara.
Kiterjesztette a halézati terjedési folyamatok paralapi modelljeit a nem-markovi
esetre. Kordbban ismeretlen bifurkaciés diagramokat fedezett fel jarvanyterjedési
modellekben. Bebizonyitotta a késleltetett SIS modellek 23 éven 4t megoldatlan
globalis stabilitasi sejtését.

Alkalmazott és interdiszciplinaris matematika

Munkassaganak jellemzéje, hogy megtaldlja a kapcsolatot az absztrakt elméle-
tek és a gyakorlati alkalmazasok kozott, igy példaul a funkciondlanalizis vagy az
algoritmikus topoldgia mddszereit is innovativan alkalmazta egészségtudomanyi
problémakra. Nagy lelkesedéssel, hatalmas energiaval mozgdsit embereket a kozos
projektekben valo részvételre: t6bb mint 60 tarsszerzével dolgozott, akik koziil 40
kiilfoldi. Munkéjédnak nagy hatdsa volt szdmos betegség (influenza, kanyard, bé-
ranyhiml6, malaria, kéknyelv-betegség, ebola, H. pylori, chlamydia, HiB, szamér-
kohogés, kullancs-encephalitis) terjedésének modellezésére, az elleniik kidolgozott
védekezési stratégiak javitdsaban. Meghonositotta Magyarorszagon a jarvanyok
matematikai modellezését. Ezekkel kapcsolatos publikdciéi nemcsak alkalmazott
matematikai, hanem vezet6 fizikai, biolégiai, orvosi és multidiszciplindris lapokban
is megjelentek.

Fiatalok mentoralasa

Azonkiviil, hogy kivalé kutatd, Rost Gergely nagyon sikeres mentor is. Ma-
gahoz vonzza és inspirédlja a tehetséges fiatalokat, tovabba az eredményes munké-
jukhoz képes megteremteni a sziikséges feltételeket. Ot egymast kovetd OTDK-n
volt dijnyertes didkkori dolgozat témavezetdje. Vezetésével harom PhD-hallgaté
szerzett doktori fokozatot, jelenleg 6t doktorandusz témavezetje. Elscként vég-
zett doktorandusza Knipl Didna, aki Best Research Poster Award dijat nyert a
6. Eurépai Matematikai Kongresszuson, valamint elnyerte a Farkas Gyula Dijat
és a Journal of Biological Dynamics folydirat 2016-os legjobb cikkéért jaré Lord
Robert May Award-ot. Mentoraltjai koziil 6ten nyertek Farkas Gyula Dijat. Tiz
posztdoktori kutaté munkajat irdnyitotta, koztiik japan, olasz, német, kinai, spa-
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nyol, francia matematikusokét. Tanitvanyai a kovetkez6 generacié legigéretesebb
kutatoi kozott vannak.

Magyar ipari matematika fejlesztése

Rost Gergely a szamos ipari matematikai projektet lebonyolité HU-MATHS-IN
- Magyar Ipari és Innovaciés Matematikai Szolgaltatasi Haldzat egyik meghataro-
z6 személyisége, a Bolyai Intézet ipari kapcsolatainak szervezdje. Koordinalja az
intézetben a Bosch, valamint a GE Healthcare véllalatok szamara végzett fejlesz-
téseket. Létrehozta az alkalmazott matematika mesterszakon a miiszaki matema-
tika (az angol nyelvli MSc programban ,industrial mathematics”) specializdciét.
Csatlakoztatta az ECMI-hez (European Consortium for Mathematics in Industry)
a Bolyai Intézetet, ami munkdjanak koszonhetéen a kozeljovoben ECMI eurdpai
ipari matematikai képzési hellyé valik.

A matematika népszeriisitése, jelent6ségének kozértheté bemutatasa

A matematikdt népszeriisito eléadédsai (koztiik szdmos televizids eldadés, pél-
ddul a Mindenki Akadémidja, a Mindentudds, a Kvantum cimii mfisorokban),
publikaciéi igen sikeresek. Tobb, jarvanyokkal kapcsolatos modellezési munkdja
(kanyaréveszély a 2012-es labdartigé EB-n, influenza terjedése a hosszi repiil§jé-
ratokon, a 2014-es ebola jarvdny utolsé szakaszénak pontos eldrejelzése) komoly
médiaérdeklodést véaltott ki. A nemrég indult Erinté e-matlap, a Bolyai Tarsulat
matematika népszertisité magazinja Gazda(g)sig rovatdnak vezetdje.

Innovativ gyakorlati alkalmazasok

Rost Gergely munkainak gyakorlati alkalmazhatésagat mutatja, hogy az influ-
enza elleni antiviralis szerekkel kapcsolatos cikksorozatanak eredményei beépiiltek
tobbek kozott Kanada, Katalénia és Massachussets jarvanyiigyi tervébe. A ka-
nadai kozegészségiigyi szervezetek dontéselokészitését segité Pan-Inform Canada
egyetlen nem-kanadai tagja. Meghivott el6adé volt a dél-koreai jarvanyligyi koz-
pontban (KCDC) és Japén legjelentdsebb jarvanymodellezd iskoldjdban. Elem-
zéseivel és védooltasi stratégidk modellezésével segitette az Orszagos Tisztiféor-
vosi Hivatal, az Orszagos Epidemiologiai Kézpont és a Nemzeti Népegészségligyi
Kozpont szakembereinek munkéjat, de tarsszerzoi kozott vannak egyéb neves jér-
vanyligyi szakemberek, tobbek kozott kanadai, amerikai és svéd kozegészségiigyi
és jarvanyligyi szervezetek munkatarsai is.
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A fenti felterjesztés 2019 novemberében késziilt. Rost Gergely 2020-ban — ku-
tatdsi és oktatasi tevékenységének folytatdsa mellett — aktivan és eredményesen
részt vett a koronavirus-jarvany elleni harcban modellezéseivel, elemzéseivel.

Csendes Tibor, Demetrovics Janos, Gerencsér Léaszlo, Gyimdéthy Tibor, Hatvani
Laszl6, Krisztin Tibor, Leindler Laszlo, Major Péter, Péles Zsolt, Pethé Attila,
Rényai Lajos, Simon L. Péter, Stipsicz Andras, Szasz Domokos és Totik Vilmos

felterjesztok
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A PREKOPA ANDRAS-DfJ 2020. /EVI DIJAZOTTJA:
SZANTAI TAMAS

Az MTA Matematikai Tudoményok Osztalya a 2020. évi Prékopa Andrés-
dfjat! Széntai Tamdsnak itélte oda az operdciékutatdsban és azzal rokon teriilete-
ken elért elméleti és gyakorlati eredményeiért.

Palyafutasanak révid attekintése

Dr. Szantai Tamas a BME emeritusz professzora, Prékopa Andras volt tanitva-
nya. Tanulmanyait az ELTE matematikus szakan végezte 1964 és 1969 kozott. Ké-
s6bb aspirdns volt az MTA SZTAKI Operaciékutatdsi Osztdlyan Prékopa Andras
témavezetésével. A matematikai tudomany kandiddtusa fokozatot 1985-ben sze-
rezte meg. FEz alapjan az ELTE 1995-ben PhD fokozatot adott neki. Az MTA
doktora cimet 2005-ben szerezte meg.

A BME Villamosmérnoki Kara Matematika Tanszékén, a BME Gépészmér-
noki Kara Matematika Tanszékén, az ELTE TTK Operacidckutatdsi Tanszékén,
majd ismét a BME Gépészmérncki Kara Matematika Tanszékén és kés6bb annak
jogutédjan, a BME TTK Differencidlegyenletek Tanszékén dolgozott tudoményos
segédmunkatarsi, tudomanyos munkatarsi, egyetemi adjunktusi, egyetemi docensi,
majd egyetemi tanari beosztdsban. Az ELTE TTK Operéaciékutatasi Tanszékének
1988 és 1992 kozt megbizott, a BME Gépészmérnoki Kar Matematika Tanszé-
kének 1993 és 1996 kozt kinevezett, majd a BME TTK Differencidlegyenletek
Tanszékének 1998 és 2000 kozt megbizott, 2000 és 2011 kozt pedig kinevezett
tanszékvezetbje volt.

Lhttps://mta.hu/iii-osztaly /prekopa-andras-dij-110640
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A BME Matematikai Intézete tanszékvezetéjeként folyamatosan szervezte sze-
meszterenként 1000-nél to6bb mérnok, miiszaki menedzser és kozgazdasz hallgato
matematikai ,tomegoktatasat”, valamint kb. 60 mérnok-fizikus és 20-25 matema-
tikushallgato ,elitoktatasat”. Tagja volt a BME TTK Kari Tandcsanak, a BME
Egyetemi Tandcsdnak, torzstagja volt a Matematika- és Szamitastudoméanyok Dok-
tori Iskolanak. Részt vett a BME TTK matematikus oktatédsi szakbizottsaga, a
BME GTK kozgazdasz oktatasi szakbizottsaga, a BME TTK gazdasagi szakbi-
zottsadga munkajaban, illetve vezetdje volt a BME TTK akkreditaciés szakbizott-
saganak.

Aziz Habib egyiptomi matematikus 1999-ben a témavezetésével szerzett kandi-
d4tusi fokozatot, Gyarmati Jézsef (2003) és Ashraf Gouda (2005) PhD fokozatot
szerzett témavezetésével. Bukszar Jozsefnek ugyan nem volt témavezetGje, de az
altala 2000-ben megvédett PhD értekezése részben a kozos kutatémunkajuk ered-
ménye volt.

Kutatasi teriilete kordbban a valdsziniiségszamitds és matematikai statisztika
volt, késébb az operacidkutatas sztochasztikus modelljei. Jelenlegi érdeklédési
teriilete a sztochasztikus programozas szamitégépes mddszerei és azok alkalmazasi
lehetOségei.

Aktiv tudoményszervezési munkat folytatott: részt vett a Central European
Journal of Operations Research, az Alkalmazott Matematikai Lapok és a Zrinyi
Miklés Nemzetvédelmi Egyetem Repiiléstudomanyi Koézlemények idészaki kiadva-
nyanak szerkesztésében. Kiemelendd, hogy az Alkalmazott Matematikai Lapoknak
nemcsak szerkesztOje, hanem 1975 és 1991 kozott technikai szerkesztGje, 1991 és
2001 kozott felelos szerkesztdje, majd 2003 utan f6szerkeszt6 helyettese is volt.

Szédmos tudomdnyos térsasdgnak volt aktiv tagja: a Mathematical Program-
ming Society Committee on Stochastic Programming vezet6ségi tagja volt (1992-
2001), a Bolyai Jénos Matematikai Tarsulat tagja 1969-t6l, az Alkalmazott
Matematikai Szakosztaly alelnoke 1988 és 1993 kozott, a Magyar Operédcidkutatdasi
Térsasdg alapité tagja (1991-), titkdra (1991-1993 és 2000-2002), alelnske (1993-
1995 és 2004-2006), elnoke 2002 és 2004 kozott. A Neumann Jénos Szamitégép-
tudomdnyi Tarsasag tagja 1970-t6l, az MTA Operacidkutatdsi Bizottsiga tagja
1993-t61, MTA kozgytilési képvisel6 1995 és 2001 kozott. Az MTA Bolyai Janos
Kutatési Osztondij Kuratérium Szakért6i Kollégium tagja 2001 és 2003 kozott, a
Magyar Akkreditacids Bizottsdg Matematika- és Szamitastudoményok Bizottsé-
ganak tagja volt 2001 és 2003 kozott.

Szamos kitiintetést és elismerést kapott: Farkas Gyula Dijat (1976), a Kivalo
Dolgozé kitiintetést (1990), a BME Jézsef Nador Emlékérmét (2012), és a Magyar
Operécidkutatési Térsasig Egervary Jend Emlékplakettjét (2012).

Kilfoldi kapcsolatai értékesek, rendszeresen meghivjak operaciékutatasi konfe-
rencidkra, szdmos kiilfoldi matematikussal munkakapcsolatot tartott fenn (példdul
H. Gassmann, K. Marti, J. Dupacova, W. Rémisch, R. Henrion). Tébbszor volt
hosszabb ideig kiilfoldon, igy az aspirantira idején, az 1970-es években Anglidban,
majd a 2000-es évek elején az Amerikai Egyesiilt Allamokban.
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Kiemelt tudomanyos eredményei és azok hatasa

Kutatasi teriilete roviden az operacidkutatéds sztochasztikus modelljeinek sza-
mitégépes eljardsai, vagyis eredményeinek tobbsége alkalmazott matematika jel-
legti. 100-nal t6bb tudomanyos cikket irt, jelenleg is folyamatosan jelennek meg
cikkei. Az MTMT alapjan 600 hivatkozas tortént cikkeire, ezek koziil t6bb mint
500 fiiggetlen hivatkozds, és tobb mint 400 a kiilfoldi. Tevékenysége szertedgazd,
csak roviden érintjitk munkassdgaban a legfontosabb teriileteket.

1995-ben Prékopa Andris megjelentetett a Kluwer kiadéndl egy enciklopédi-
kus, t6bb mint 600 oldalas konyvet a sztochasztikus programozas akkori helyze-
térél. Ebben a miiben tobb fejezetben is részletesen ismerteti Szantai Taméssal
kozosen, illetleg Szantai egyediil elért eredményeit, példaul a Balaton vizszint-
szabdlyozasardl, valoszinliségek kiszamitdasardl, vagy a Szantai Taméssal egyiitt
megkonstrudlt tobbdimenzids gamma eloszlasrdl (42 fiiggetlen idézé van az elosz-
lasfiiggvény kiszdmitdsardl szolé cikkre, amelynek egyediili szerzéje Széntai).

Szantai Tamaéas legfontosabb eredménye megitélésiink szerint a tébbdimen-
zi6s normalis és mds eloszlasok eloszldsfiiggvénye kiszamitdsi eljardsainak ki-
dolgozésa.  Ezeken az algoritmusokon az egyetem elvégzése &ta évtizede-
ken at dolgozott, a legutébbi években is jelentek még meg az eljarasok fi-
nomitdsai és gyorsitdsai. A szdmitdsi algoritmusok alapotlete a Bonferroni
egyenltlenségek és azok kiterjesztése és kreativ alkalmazasa.  Ezekkel az
eljarasokkal a valésziniiségek értékét alulrdl és feliilrél is korldtozni tudta,
igy szamitastechnikai szempontbdl gyors algoritmust kapott annak ellenére,
hogy egy valdésziniliség helyett sokkal tobb valdsziniiséget kellett kiszamitani.
A hipercseresznye fék segitségével ennek az eljardsnak nagyon gyors verzidjat si-
keriilt kidolgoznia. Szantai kandiddtusi és MTA doktori dolgozata is nagyrészt
ezeket az eredményeket tartalmazza.

A valdszintiségek kiszamitasara kifejlesztett algoritmusok osszehasonlitasat
Gassmann, Dedk és Szantai kozos cikkiikben végezték el, amire 55 hivatkozds
érkezett (az MTMT szerint). Ezeket az eloszlds kiszdmitdsi eljardsokat elsdsor-
ban a tobbdimenziés normélis eloszlas fliggvényértékeire alkalmazta, bar gamma,
Dirichlet és mas eloszlasokra is fel lehet haszndlni. Ashraf Gouda PhD hallgato-
javal kidolgoztak egy szép rekurziv algoritmust a Dirichlet eloszlas eloszlasfiiggvé-
nyének pontos kiszamitdsara is. Valdszinliséggel korlatozott sztochasztikus prog-
ramozasi modell optimalizdlasdnak szamitégépes programjardl szold, egy-szerzés
cikkére 41 hivatkozas tortént.

Szantai tevékenysége nem maradt a sztochasztikus programozas, vagy az elosz-
lasfiiggvények értékeinek kiszamitasa teriiletén. Az altala vizsgalt, és megoldott
alkalmazdsok koziil emlitjiik utgazdalkodasrdl irt, Baké Andrassal kozos cikkiiket,
arviztarozok méretezésérdl szoldé, Prékopa Andrassal kozos cikkiiket, amerikai
opcidk értékelésérdl Prékopa Andréssal és Bukszar Jézseffel kozolt eredménye-
ket, valamint a ,k-b6l r n-bél F” rendszerekrél Aziz Habib-bal irt dolgozatait.
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Legtjabb érdeklodési teriiletei a grafikus valészintiségi modellek és azok alakfel-
ismerési alkalmazasai, valamint az egyiittes valdszinliségeloszlasok kopulak altali
modellezése. Ezeken a teriileteken Kovacs Edith-tel vannak kozos publikacioik.

Péles Zsolt, Frank Andras, Csendes Tibor, Galantai Aurél, Dedk Istvén,
Bozoki Sandor, Gerencsér Lészlé és Kis Tamés
felterjeszték
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AZ EGERVARY JENO EMLEKPLAKETT 2019. EVI DIJAZOTTJA:
TEMESI JOZSEF

Az Egervary Jend emlékplakettet a Magyar Operaciékutatasi Téarsasag
2019-ben Temesi Jézsefnek (Budapesti Corvinus Egyetem, professzor emeritus)
itélte oda az operacidkutatas, a dontéselmélet és a felsGoktatas-menedzsment és
-stratégia terén elért kutatoi, oktatoi, alkalmazoi és vezetoi tevékenységéért, va-
lamint a Magyar Operacidkutatasi Tarsasidg szakmai munkajihoz vald jelentds
hozzajarulasaért.

Eletﬁtja

Temesi Jozsef 1950. majus 12-én sziiletett. Egyetemi diploméjat a Marx Karoly
Kozgazdasidgtudoményi Egyetemen (jelenleg Budapesti Corvinus Egyetem) sze-
rezte 1974-ben, a népgazdasigi tervezé-elemzo szak gazdasigmatematikai szak-
agazatan. 1977-ben doktoralt, kandidatusi fokozatat 1992-ben szerezte, 1998-ban
habilitélt.

Oktatasi és vezetdi tevékenysége

Egyetemi oktatoéi palyajat 1974-ben kezdte a Marx Kéroly Kozgazdasagtudo-
manyi Egyetem Matematika Tanszékén, majd a Matematikai és Szamitastudo-
manyi Intézet Operdcidkutatasi Osztdlyan, 1989-t6l az Operdcidkutatas Tanszé-
ken, amelynek 2000-2014 k6zott tanszékvezeto egyetemi tanara, 2015-t61 professzor
emeritus.

1987-ben 6 hénapot toltott a chicagoi Northwestern University-n, 1994-ben
5 honapot a szintén amerikai egyesiilt dllamokbeli University of New Hampshire-
en.
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1989-1992 kozott a Kozgazdasdgtudomanyi Kar dékanhelyettese, majd
1992-1995 kozott dékanja. 1995-1998 kozott oktatasi és tudomanyos rektorhelyet-
tes, 2000-2004 kozott oktatési rektorhelyettes. 1991-2007 kozott az International
Studies Center oktatasi igazgatdja. 2008-2010 kozott a Nemzetkozi FelsGoktatasi
Kutatésok Kozpontja tligyvezet6 igazgatoja, 2008-2014 kozott tarsigazgatodja.

Tudomanyos kézleményeinek szama 100 feletti. 9 konyv szerzdje vagy tarsszer-
z0je, 19 konyv szerkesztdje vagy tarsszerkesztije.

Tudomanyos, szakmai és kozéleti tevékenysége

Temesi Jozsef kutatasi és oktatasi, valamint szakértdi és tanacsadasi teriiletei
az operaciokutatas, linedris programozas, tobbcéli programozas, dontéselmélet,
dontéstamogaté rendszerek, valamint a felsGoktatas-politika és oktatasfinansziro-
Z4s.

Palyaja kezdetétol fogva dolgozott gazdasagi dontési, tenderértékelési, optima-
lizélasi, kockdzatelemzési és elérejelzési problémékon, minisztériumi (pl. Nehézipa-
ri Minisztérium, Pénziigyminisztérium, Ipari Minisztérium, Gazdasigi Minisztéri-
um, Oktatdsi Minisztérium), és intézményi (pl. Tervgazdasdgi Intézet, Orszagos
Viziigyi Hivatal, EXPO Iroda) megbizasok keretében. 2002-2005 kozott a Magyar
Rektori Konferencia kézgazdasagi szakcsoport egyetemi szinti Bologna képviseld-
je, 2003-2006 kozott a Bologna-reform elékészitésében vett részt. Tobb OTKA,
NFKP és TAMOP kutatas vezetdje, ill. résztvevdje.

1987 6ta az International Multi-Criteria Decision Making Society tagja,
1996-1998 kozott a European Association for International Education vezetoi tes-
tiiletének, 2004-2006 kozott a Magyar Akkreditaciés Bizottsag Gazdasagtudo-
ményi Szakbizottsagdnak, 2008-2011 kozott az Orszdgos Kredittandcs tagja. A
Magyar Operéacidkutatasi Tarsasag tagja, vezetOségi tagja, 2006-2008 kozott el-
noke. A Gazdasigmodellezési Tarsasag tagja, elnokhelyettese, majd elndke. Az
MTA Operécidkutatasi Tudoményos Bizottsaganak tagja tobb ciklusban.

2002-2009 kozott a Tarsadalom és gazdasag folydirat fGszerkesztGje, 1991 6ta
a Szigma matematikai-kozgazdasigi folyodirat tarsszerkesztdje, az International
Journal of Technology, Modeling and Management, valamint a Society and
Economy folyéiratok szerkesztobizottsagi tagja.

Els6 cikkei, tanulmanyai az MKKE Matematika Tanszék miihelyébdl keriiltek
ki. A tobbcélu programozas elméleti kérdései és alkalmazdsai jelennek meg az
1980-as években tobbek kozott Forgd Ferenccel, Stahl Janossal, Por Andréssal
kozos angol nyelvii cikkeiben, az Engineering Cost and Production Economics és
a Pure Mathematics and Applications folydiratokban. Kandidatusi értekezésében
a tobbcéli programozési problémak interaktiv megoldasi médszereivel foglalkozik.
Ez a vonal a kés6bbiekben is megmarad munkassagaban, amikor a véges tobbcéla
dontési modszerek vizsgalata keriil kutatasai kozéppontjaba.
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Publikédcidiban és konferencia szerepléseiben kiemelt figyelmet szentelt a
Thomas Saaty &ltal kifejlesztett Analytic Hierarhy Process tobbcéli dontési
modszertan tulajdonsigaira, egyes elemeinek kritikdjara és az alkalmazas egyes
kérdéseire. Ezen a teriileten kiilonosen termékenynek bizonyult az MTA SZTAKI
kutatéival folytatott tobb évtizedes egyiittmiikodés. A gazdasdgi dontések
médszertani témajaban 2003 és 2019 kozott harom Osszefiiggd OTKA-kutatdsban
dolgoztak egyiitt, ezek koziil kettében témavezetd volt. A miihelymunka kozos,
egyetemi-kutatointézeti kihelyezett tanszéki keretekben folyt: Rapcsiak Tamaéssal,
Fiilop Janossal és Bozoki Sandorral tobb cikket is jelentettek meg angolul az
Annals of Operations Research és a European Journal of Operational Research
folydiratokban, magyar nyelven pedig a Szigma matematikai-kozgazdasagi
foly6iratban. Kutatdsaiban az elméleti kérdéseket (paros dsszehasonlitdsi matrixok
elemeinek meghatdrozdsa és a mdtrix konzisztencidja, skalaproblémdk) az
alkalmazds alapkérdéseivel osszekotve vizsgdlta tobbek kozott a Central European
Journal of Operations Research és a Szigma 6nallé cikkeiben.

2002-ben megjelent ,A dontéselmélet alapjai” cimii kényve ma is az egyetemi
dontési kurzusok alapirodalma, csakigy, mint a matematikai programozasi
tantargyak esetében a Gaspar Laszldval az 1980-as években irt két tankonyvének,
vagy a Varrd Zoltannal kozos legijabb operacidkutatasi konyv tobb kiadésa.

Fo6bb dijai és kitiintetései

Széchenyi Professzori Osztondij, 1998

A Magyar Koztarsasagi Erdemrend tisztikeresztje (polgari tagozat), 2006
Eziist Corvina, 2014

Kreko Béla-dij, 2016
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AZ EGERVARY JENO EMLEKPLAKETT 2020. EVI DIJAZOTTJA:
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Az Egervary Jen6 emlékplakettet a Magyar Operaciékutatasi Téarsasag 2020-
ban Dedk Istvdnnak (Budapesti Corvinus Egyetem, professzor emeritus) {télte oda
az operaciokutatasban, a sztochasztikus optimalizalasban elért kutatéi, oktatoi,
alkalmazési és vezetoi eredményeiért, valamint a tudoményos kozéleti tevékenysé-
géért.

Eletttja

1945-ben sziiletett Budapesten. 1969-ben kapott matematikus diplomét; az
Eo6tvos Lordand Tudoményegyetemen végzett, numerikus matematikai és operéacio-
kutatasi szakiranyon. 1971-ben egyetemi doktori cimet kapott az ELTE-n ope-
raciékutatasbol. 1982-ben elnyerte a matematikai tudoméany kandidatusa cimet.
1995-ben a Budapesti Miiszaki Egyetemen PhD fokozatot kapott. 1999-ben az
ELTE-n habilitalt doktori cimet szerzett. 2006-ban elnyerte az MTA doktora ci-
met.

1969-72 kozott a Miiegyetem Villamosmérnokkari Matematika Tanszékén dol-
gozott. 1972-91 kozott a MTA Szamitdstechnikai és Automatizaldsi Kutatdintéze-
tében dolgozott, 1982-t61 tudomanyos fémunkatarsi beosztasban. 1990-t61 osztaly-
vezet6 helyettes. 1991-2005 kozott a Miiegyetemen dolgozott, 1992-t61 docensként.
El6szor a Villamosmérnokkari Matematika Tanszéken, késébb a Differencidlegyen-
letek Tanszéken. 2005-t61 a Budapesti Corvinus Egyetem Szamitastudomanyi
Tanszékének egyetemi tanara. Hat éven at parhuzamosan a Nyiregyhdzi Foiskolan
is tanitott. 2014 6ta a Budapesti Corvinus Egyetem professzor emeritusa.

Tobb neves kiilfoldi egyetemen tanitott vendégprofesszorként. SZTAKI-s évei
kozben két évet dolgozott a kanadai Dalhousie Egyetemen és mésfél évet a
Wisconsin-Madison Egyetemen. Miiegyetemi évei kozben, 1997-98 kozott a Ziirichi
Egyetem Operacidkutatasi Intézetében dolgozott, 2012-ben pedig a Rutgers Egye-
temen. Vendégprofesszori megbizatasai alatt mind egyetemistdknak, mind dokto-
randusz hallgatoknak tartott eléadasokat.
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Tudomany- és oktatasszervezési tevékenysége

A SZTAKI-ban 1978-84 kozo6tt a ,Sztochasztikus és nagyméretii rendszerek”
csoportot, majd 1987-89 kozott a ,Parhuzamos szamitogépek és szakértoi rend-
szerek” csoportot vezette. 2008-2010 kozott a BCE Szamitastudomanyi Tanszékét
vezette. 2006-2008 kozott a BCE Kozgazdasagi és Gazdasdginformatikai Doktori
Iskoldjanak Gazdasaginformatika Doktori Programja megalakitdsaban dolgozott.
2009-t6l a program igazgatdja volt.

Oktatdéi és kutatéi tevékenysége

Aktiv oktatdi palydja kozel ot évtizedes. (SZTAKI-s évei alatt is tanitott az
ELTE-n, illetve a BME-n mint megbizott eléadd.) Emeritus professzorként is
foglalkozik doktorandusz hallgatdkkal. Oktatott dltalanos matematikai targyakat,
valészintiségszamitassal kapcsolatos targyakat és operaciékutatasi témakat.

Nagyszabésu alkalmazasi és kutatds-fejlesztési munkékban vett részt:

— a magyar villamosenergiaipar sztochasztikus modelljének felépitése, az
Orszédgos Tervhivatal szamara,

— az orszag villamosenergia termelésének napi iitemezése, a Magyar Villamos
Miivek Troszt szamara,

— Dunai Vasmi@ hideghengersor termelésének iitemezése, illetve hosszutavia
komplex termeléstervezési és prognosztikai programcsomag kifejlesztése a
Vasmi sziitkségleteire,

— villamos tavvezetékek korrézidéjanak vizsgalata.

Elméleti kutatasi tevékenysége tobb teriileten is kapcsolddik az alkalmazasok-
hoz, ipari és gazdasagi rendszerek nagyméretii és sztochasztikus optimalizalasaval
kapcsolatos kérdésekhez.

Monte Carlo mddszerekkel, véletlenszam-generalasi algoritmusokkal, szimulé-
ciés és numerikus maddszerekkel kapcsolatos eredményei kozott kiilondsen nagy je-
lentségliek a tobbdimenzids normélis eloszlas eloszlasfiiggvényének kiszamitasara
kidolgozott eljarasa, valamint néhany véletlenszam-generalasi algoritmusa.

Parhuzamos szamitégépekkel kapcsolatos problémakkal is foglalkozik, kiilono-
sen az optimalizdlas és a szimulacio szekvencialis algoritmusainak parhuzamosita-
saval.

Fontos eredményeket ért el szukcessziv regresszids kozelitéseknek a sztochasz-
tikus programozasban valé felhasznaldsaval. Uj, regresszion alapuldé nemlineéris
optimalizédlasi eljarasokon dolgozik, amelyek zajos fiiggvények esetén is alkalmaz-
hatdk.
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Tobb fontos OTKA pélydzatban vett részt Prékopa Andras irdnyitdsa alatt,
és jelentos projektek témavezetoje volt. 1992-97 kozott részt vett a hét orszigra
kiterjed6 Central European Initiative ,Parallel Computation” elnevezésti projekt-
jében.

Szaz tudoményos cikket vagy tanulmanyt irt. Két angol nyelvii és harom ma-
gyar nyelvil szakkonyv szerzéje, illetve tarsszerzoje. Két felsGoktatdsi tankonyv
szerz6je. Munkaira t6bb mint 500 fiiggetlen hivatkozéas ismert.

Neves kiilfoldi egyetemeken tartott eléaddst a kutatdsairdl (pl. Graz, Ziirich,
Groningen, Eindhoven, Delft, Aarhus, Koppenhdga, Lingby). Eszak-amerikai tar-
tézkodasai alatt is tobb mint hisz egyetemen tartott el6adést.

Tudomanyos koézéleti tevékenysége

Szamos konferencia szervezésében vett részt, a programbizottsag vagy szerve-
z6bizottsag tagjaként. Az 1992. évi matrafiiredi ,, XI. International Conference on
Operations Research” tarselnoke volt.

Az aldbbi tudoményos testiiletek tagja:
— Magyar Operaciékutatasi Tarsasag,

— Neumann Jénos Szamitogép-tudomanyi Téarsasag,

Stochastic Programming Society (a Mathematical Optimization Society tech-
nikai szekciéja),

— EURO Working Group on Stochastic Optimization.

Két ciklusban is a MOT alelnoke volt. A Magyar Tudoményos Akadémia
Operaciékutatasi Bizottsadganak tagja. Egy korabbi ciklusban a Bizottsdg titkara
volt.

Fo6bb dijai és kitiintetései

1976-ban Farkas Gyula dijat kapott a STABIL sztochasztikus programozasi
modell villamosenergiaipari alkalmazasaban végzett munkajaért.

Két izben elnyerte a SZTAKI Igazgatdi Dijat, és két izben a SZTAKI Intéze-
ti Dijat, kutatdsi eredményeiért és ipari alkalmazdsokban végzett tudoményos és
szervezoi munkajaért.

2006-ban oktatoi munkajanak elismeréseként a BME Természettudoményi Ka-
rénak Hallgat6i Onkorményzata a ,Kivalé oktaté” cimet szavazta meg szAmara.
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A GYIRES BELA-DIJ 2020. EVI DIJAZOTTJA:
CSOMOS PETRA

Az MTA III. Matematikai Tudoméanyok Osztalya 2020-ban Csomds Petranak
itélte oda a Gyires Béla-dijat’.

1. Palyafutasanak attekintése

Csomos Petra 1980-ban sziiletett Budapesten, 2003-ban az ELTE TTK-n szer-
zett meteorologus és csillagasz diplomét kitiné mindsitéssel. Tanulmanyai alatt a
Matematikai és szamitogépes vizsgdlatok a légkori modellezésben cimi dolgozata-
val 1. dijban részesiilt az Orszdgos Tudoméanyos Didkkori Konferencidan, 2003-ban
pedig elnyerte az ELTE TTK-n a Kar Kival6 Hallgatéja cimet.

2008-ban szerzett PhD fokozatot alkalmazott matematikabdl az ELTE-n. Ez-
utdn mésfél évet a Darmstadti Miszaki Egyetemen, majd sziilési szabadsagot ko-
vetben két és fél évet az Innsbrucki Egyetemen toltott kutatdi és posztdoktori
poziciékban. 2013-ban hazatért, és az MTA-ELTE Numerikus Analizis és Nagy
Hélézatok Kutatécsoportjaban tudoményos munkatarsaként folytatta munkajat
2015-ig, amikor adjunktussd nevezték ki az ELTE Matematikai Intézetében, ahol
jelenleg is dolgozik. Félallasban tovabbra is az MTA-ELTE Numerikus Analizis
és Nagy Halozatok Kutatocsoportjaban végez kiemelkedGen aktiv kutatémunkat.
2016-ban OTKA posztdoktori sztondijat nyert el jelentds versenyben.

Csomés Petra kutatdsi teriiletei az alkalmazott matematika széles spektrumét
felolelik a parcidlis differencidlegyenletek numerikus mddszereitol a funkciondlana-
lizisen at a fizikai alkalmazdsokig.

Tudoméanyos munkassagat tobb dijjal is elismerték. 2009-ben elnyer-
te a Bolyai Jdnos Matematikai Téarsulat altal fiatal magyar matematikusok
kiemelked6 alkalmazott matematikai munkassiaganak jutalmazdsara alapitott

Lhttps://mta.hu/iii-osztaly /gyires-bela-dij-105585
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Farkas Gyula emlékdijat. 2014-ben a visegradi orszagok tudomanyos akadémi-
ait tomorité The Visegrad group of Academies szervezet fiatal kutatéknak sz4lé
Young Researcher Award elismerésben részesiilt. 2018-ban Bolyai Janos Kutatasi
Osztondijat, 2019-ben pedig az Uj Nemzeti Kivalésagi Program dszténdijét nyerte
el. Ugyanezen évben sikeres péalydzatdval elnyert egy kétéves DAAD tdmogatdst
is.

2. Szakmai tevékenysége

Csomés Petra kutatémunkajit az alkalmazott analizis teriiletén végzi. F6 ku-
tatdsi témai a parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldasi mddszereinek
funkcionalanalizis segitségével végzett vizsgalatat, tovabba azok alkalmazasat is
felolelik. Munkéja soran az alabbi kutatasi teriileteken ért el eredményeket:

— operator-szeletelési eljardasok vizsgalata,

— operétor-szeletelési eljarasok alkalmazdsa késleltetést tartalmazd egyenletek-
re,

— a sekélyfolyadék-egyenletekre felirt linearis szabalyozas feladat hatékony nu-
merikus megoldéasi modszerei,

— numerikus analizisbeli stabilitdsi és konvergencia kérdések, fizikai alkalma-
zésok.

Az aldbbiakban részletesen ismertetjiik az egyes teriileteken szerzétdrsaival egyiitt
elért eredményeit, és megadjuk a vonatkozo tudoméanyos dolgozatok elérhet6ségét.

2.1. Operator-szeletelési eljarasok vizsgalata

Az alkalmazdsokban eléforduld idéfiiggd folyamatok esetén nagyon gyakori,
hogy az idébeli megvaltozas tobb, egymastol fiiggetlen hatds eredménye. Az ilyen
tipusu folyamatoknak megfelelé modellekben a parcidlis differencidlegyenletekben
az id6beli derivaltat a térvaltozé szerinti differencidloperatorok Gsszege adja meg.
Ezen problémak numerikus megoldasa hatékonyan allithaté el az egyes hatasok-
nak megfelel¢ részfeladatok megoldasaibdl az ugynevezett operator-szeletelési el-
jarasok alkalmazdasaval.

Csomos Petra ezen eljarasok hibédjat vizsgalva azt talalta, hogy csak akkor ér-
demes az operator-szeletelési eljaras rendjénél magasabb rendi idédiszkretizaciot
alkalmazni, ha annak 1épéskoze joval kisebb az operator-szeletelési eljaras 1épésko-
zénél (pontosabban annak bizonyos hatvanyanal). A szekvenciélis és a Strang-féle
operator-szeletelési eljarasokat kiilonféle id6beli és térbeli diszkretizaciékkal egyiitt
a légszennyezés terjedését leir6 differencialegyenletre alkalmazva azt is megmutat-
ta, hogy az operator-szeletelési eljarasok egyik nagy elénye éppen abban rejlik,
hogy a részfeladatokra a nekik megfelelé diszkretizacidk alkalmazhatdk, igy csok-
kentve a futdsi idét a stabilitds megtartasa mellett. Vizsgdlta még, mely esetek-
ben csokkenthetd a futdsi id6 az operator-szeletelési eljarasok parhuzamositasaval.
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Az ezzel kapcsolatos elméleti meggondoldsokat a Danish Eulerian Model nevii, 1ég-
szennyezés terjedést leiré modell futtatdsa soran kapott numerikus eredményekkel
is kiegészitette.

Az operator-szeletelési eljarasok konvergencidja a funkciondlanalizis segitségé-
vel is vizsgalhaté. Ekkor altalaban feltétel, hogy az absztrakt médon felirt evolu-
ci6s egyenletben szerepld (térvaltozé szerinti) differencidloperatorok egy-egy erd-
sen folytonos operator-félcsoport generdtorai legyenek. A konvergencia ekkor a
Chernoff-féle szorzatformuldbdl adédik. Csomés Petra kutatdsai sordn ezen szor-
zatformuldnak a térbeli diszkretizdciét is magédba foglalé altaldnositdsanak alkal-
mazéasaval megmutatta, hogy a vizsgdlt operdtor-szeletelési eljarasok konvergen-
cidja térbeli és (A-stabil) idébeli diszkretizacidk alkalmazédsakor is érvényben ma-
radnak. Ezen eredményeket altaldnositotta olyan (nemautoném) esetre is, amikor
a differencidloperédtorok fiiggnek az id6tol.

1. BATKAI, P. CsoMm0s, B. FARKAS AND G. NICKEL: Operator splitting with spatial-temporal
discretization, Spectral Theory, Mathematical System Theory, Evolution Equations,
Differential and Difference Equations Operator Theory: Advances and Applications,
Vol. 221, pp. 161-171 (2012). DOI: 10.1007/978-3-0348-0297-0_9

2. BATKAI, P. CsoM6s, B. FARKAS AND G. NICKEL: Operator splitting for non-autonomous
evolution equations, Journal of Functional Analysis, Vol. 260, pp. 2163-2190 (2011). DOI:
10.1016/}.j£a.2010.10.008

3. BATKAI, P. CsoM6s AND G. NICKEL: Operator splittings and spatial approzimations for
evolution equations, Journal of Evolution Equations, Vol. 9, pp. 613-636 (2009). DOI:
10.1007/s00028-009-0026-6

4. P. Csomo6s, I. FARAGO AND A. Havast: Weighted sequential splittings and their analysis,
Computers and Mathematics with Applications, Vol. 50, pp. 1017-1031 (2005). DOI:
10.1016/j.camwa.2005.08.004

5. P. CsoMmOs: Analytical solutions and numerical experiments for optimizing operator split-
ting procedures, 1déjaras, Quarterly Journal of the Hungarian Meteorological Service,
Vol. 110, pp. 379-415 (2006).
www.met.hu/en/ismeret-tar /kiadvanyok/idojaras/index.php?id=237

6. P. CsoMmOs: Operator splitting procedures for air pollution transport models, Large-Scale
Scientific Computing, Lecture Notes in Computer Science, Vol. 3743, pp. 331-338 (2006).
DOI: 10.1007/11666806_37

7. P. Csom6s, I. Divov, I. FArRacO, A. Havasi AND Tz. OSTROMSKY: Computational
complexity of weighted splitting scheme on parallel computers, International Journal
of Parallel, Emergent and Distributed Systems, Vol. 223, pp. 137-147 (2007). DOI:
10.1080/17445760601111517

8. P. CsoMmOs: Analysis of a transport model applying operator splitting and semi-Lagrangian
method, International Journal of Computational Science and Engineering, Vol. 3, pp. 245-
254 (2007). DOI: 10.1504/IJCSE.2007.018263

9. P. CsoMbs AND I. FARAGO: Error analysis of the numerical solution of split differential
equations, Mathematical and Computer Modelling, Vol. 48, pp. 1090-1106 (2008). DOI:
10.1016/j.mcm.2007.12.014

10. P. CsoMés: Some aspects of interaction between splitting procedures and numerical meth-
ods, Advances in Air Pollution Modeling for Environmental Security, NATO Science Series,
Vol. 54, pp. 77-91 (2005). DOI: 10.1007/1-4020-3351-6_8
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11. P. Csom0s, 1. FARAGO AND A. Havast: Operator splitting and global error analysis, Air
Pollution Processes in Regional Scale, NATO Science Series, Vol. 30, pp. 37-44 (2003).
DOI: 10.1007/978-94-007-1071-9_5

2.2 Operator-szeletelési eljarasok alkalmazasa
késleltetést tartalmazé egyenletekre

A mindennapjainkban megjelené idéfiigeé folyamatok nagy része késleltetést
is tartalmazé differencidlegyenlettel irhat6 le. Az absztrakt mddon felirt, késlel-
tetést tartalmazo egyenletekre alkalmazott operator-szeletelési eljardsok konver-
genciajat Csomds Petra a funkcionédlanalizis eszkoztardnak segitségével vizsgalta.
Alapfeltevése, hogy az absztrakt egyenletben megjelend (térvaltozo szerinti) differ-
encialoperator egy erdsen folytonos operator-félcsoport generatora, a késleltetést
leiré operator pedig linearis és korlatos. Mivel a késleltetést tartalmazoé egyenletek
a megfelel6 szorzattéren felirhatok absztrakt evolicids egyenletként, az operdtor-
szeletelési eljarasok konvergencidjanak vizsgalata visszavezethet6 az el6z6 pontbeli
esetekre. Az eredmények dltaldnosithaték nemautoném linedris és nemlinedris
disszipativ esetekre is.

1. A. BATKAI, P. CsoM6s AND B. FARKAS: Operator splitting for dissipative delay equations,
Semigroup Forum, Vol. 95, pp. 345-365 (2017). DOI: 10.1007/s00233-016-9812-y

2. A. BATKAI, P. CsoM6S AND B. FARKAS: Operator splitting for dissipative delay equations,
In: P. Steinmann, G. Leugering (eds) PAMM Special Issue: 85th GAMM Annual Meeting,
Wiley-VCH Verlag, pp. 989-990 (2014). DOI: 10.1002/pamm.201410475

3. A. BATKAI, P. CsoMOs AND B. FARKAS: Operator splitting for nonautonomous delay
equations, Computers & Mathematics with Applications, Vol. 65, pp. 315-324 (2013).
DOI: 10.1016/j.camwa.2012.05.001

4. P. CsomOs AND G. NICKEL: Operator splitting for delay equations, Comput-
ers and Mathematics with Applications, Vol. 55, pp. 2234-2246 (2008). DOLI:
10.1016/j.camwa.2007.11.011

2.3. A sekélyfolyadék-egyenletekre felirt linearis szabalyozas feladat
hatékony numerikus megoldasi médszerei

A sekélyfolyadék-egyenletek az aramldstanban kiemelked6 szerepet jatszd
Navier-Stokes-egyenletek azon egyszeriisitésébél adédnak, amely még kivaléan al-
kalmas a természetben megfigyelheté nagyskdldji mozgasok leirasara (hulldmok
kialakuldsa t6 vagy folyoviz felszinén, nagykiterjedésii meteorologiai képz&dmé-
nyek mozgdsa). Alapfeltevés, hogy a folyadék vertikélis kiterjedése jéval kisebb a
horizontélis méreténél, igy a vertikalis iranyu gyorsulas elhanyagolgaté. Csomds
Petra megmutatta, hogy fizikailag is értelmes peremfeltétel esetén az absztrakt mo-
don felirt egyenletekben megjelend (térvaltozo szerinti) differencidloperator er6sen
folytonos (kontrakcid) félcsoportot general.
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A sekélyfolyadék-egyenletekre felirt szabalyozdsi egyenlet az arvizvédelemben
jatszhat fontos szerepet. Csomdés Petra ezen egyenletre alkalmazott operdtor-
szeletelési eljardsokat és exponencialis Euler-médszert, és mutatta meg ezek kon-
vergenciajat az irodalomban is széleskoriien elfogadott feltételek mellett. A dina-
mikat leiré operator generator volta éppen Csomés Petra el6z6 eredménye miatt
tudhaté. Egy masik dolgozataban Csomos Petra numerikus kisérletekkel is illuszt-
ralta ezen modszerek hatékonysagat a szokasos médszerekkel szemben.

1. P. CsoMmOs AND H. MENA: Fourier-Splitting method for solving hyperbolic LQR problems,

Numerical Algebra, Control and Optimization, Vol. 8, pp. 17-46 (2018).
DOLI: 10.3934/naco.2018002

2. P. Csom0Os AND J. WINCKLER: A semigroup proof for the well-posedness of the lineari-
sed shallow water equations, Analysis Mathematica, Vol. 43, pp. 445-459 (2017). DOLI:
10.1007/s10476-017-0204-7

3. P. CsoMmOs AND H. MENA: Innovative integrators for computing the optimal state in LQR
problems, In: 1. Dimov, I. Faragd, L. Vulkov (eds) Numerical Analysis and Its Applications.
NAA 2016. Lecture Notes in Computer Science, Vol. 10187, Springer, pp. 269-276 (2017).
DOI: 10.1007/978-3-319-57099-0_28

2.4. Numerikus analizisbeli stabilitasi és konvergencia kérdések

A (parcidlis) differencidlegyenletek numerikus megold6é mdédszereinek alapvets-
en elvart tulajdonsagai a stabilitas és a konvergencia. Csomos Petra egy 0sszegzo
dolgozatban bemutatta azokat a tételeket és mddszereket, melyek segitségével a
funkcionalanalizis egyik teriilete, az operdtorfélcsoport-elmélet a numerikus mod-
szerek konvergencidjanak bizonyitasara alkalmazhatd. Fenti eredményeinek nagy
részét éppen ezen technikak segitségével érte el. A stabilitdssal mind nemlinedris
evolucios egyenletek, mind pedig linedris egyenletek esetén foglalkozott. Utdb-
bival kapcsolatos eredményeit a késleltetést tartalmazo egyenletekre alkalmazott
operator-szeletelési eljarasok vizsgalatara is felhasznalta.

1. P. CsoMmés, 1. FARAGO AND 1. FEKETE: Numerical stability for nonlinear evolution equa-

tions, Computers and Mathematics with Applications, Vol. 70, pp. 2752-2761 (2015).
DOI: 10.1016/j.camwa.2015.05.023

2. P. CsoM0s, 1. FARAGO AND 1. FEKETE: Operator semigroups for convergence analysis,
In: 1. Dimov, I. Faragd (eds) Finite Difference Methods, Theory and Applications. FDM
2014. Lecture Notes in Computer Science}, Springer, Vol. 9045, pp. 38-49 (2015). DOI:
10.1007/978-3-319-20239-6_4

3. A. BATkAI P. CsoMés, K.-J. AND ENGEL B. FARKAS: Stability for Lie—Trotter products
for some operator matriz semigroups, In: P. Steinmann, G. Leugering (eds) PAMM Spe-
cial Issue: 85th GAMM Annual Meeting, Wiley-VCH Verlag, pp. 985-998 (2014). DOI:
10.1002/pamm.201410478

4. A. BATkAI, P. Csom0s, K.-J. AND ENGEL, B. FARKAS: Stability and convergence of

product formulas for operator matrices, Integral Equations and Operator Theory, Vol. 74,
pp. 281-299 (2012). DOI: 10.1007/300020-012-1994-4
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2.5. Fizikai alkalmazasok

Csomos Petra kutatémunkdja szamos alkalmazési probléméval is foglalkozott.
Osszegzének szant dolgozatdban betekintést nyijtott a meteoroldgiai el6rejelzések
sordn alkalmazott adatasszimildcids mddszerek levezetésébe. Az Ensemble Trans-
form Kélman Filter adatasszimilaciés eljaras kifejlesztésével és eredményeivel kii-
16n dolgozatokban is foglalkozott. Egy bolygdkeletkezést leir6 és egy galaktikus
transzport modellben is a fent vizsgdalt szekvencidlis operator-szeletelési eljarast
alkalmazta.

1. A. Bop6 AND P. CsoMés: An invitation to meteorological data assimilation, Mathe-
matical Problems in Meteorological Modelling, Spinger Series Mathematics in Industry,
pp. 165-192 (2016). DOI: 10.1007/978-3-319-40157-7_9

2. 7Zs. REGALY, Zs. SANDOR, P. CsoM6s AND S. ATAIEE: Trapping of giant-planet cores
- 1. Vortex aided trapping at the outer dead zone edge, Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society, Vol. 433, pp. 2626-2646 (2013). DOI: 10.1093 /mnras/stt936

3. P. CsoMm0s AND A. OSTERMANN: Ezponential integrators for (a very few) hyperbolic prob-
lems, Oberwolfach Reports, Vol. 14, pp. 20-21 (2014). DOI: 10.4171/OWR/2014/14

4. R. KissMANN, M. WERNER, K. EGBERTS, O. REIMER, P. Csom6s AND A. OSTERMANN:
Physics and parameters in Galactic CR transport models, High Energy Gamma-ray As-
tronomy: 5th International Meeting on High Energy Gamma-Ray Astronomy, AIP Con-
ference Proceedings, Vol. 1505, pp. 450-453 (2012). DOI: 10.1063/1.4772294

5. E. ADAMCSEK, G. BOLONI, P. CsoM6s AND A. HORANYI: The application of the Ensemble
Transform Kalman Filter technique at the Hungarian Meteorological Service: preliminary
results, 1déjards, Quarterly Journal of the Hungarian Meteorological Service, Vol. 114,
pp. 21-37 (2010). www.met.hu/en/ismeret-tar/kiadvanyok/idojaras/index.php?id=106

6. P. CsoMmOs AND G. BOLONI: First steps towards the application of the Ensemble Transform
Kalman Filter technique at the Hungarian Meteorological Service, HIRLAM Newsletter,
Vol. 54, pp. 9-19 (2008). URL:

hirlam.org/index.php/hirlam-documentation/doc_download/127-hirlam-newsletter-no-54-paper-02-csomos

2.6. Jarvanyterjedési modellek

Csomos Petra sikeresen bekapcsolddott a kutatdcsoport egy masik témaéajaba is,
a jarvanyterjedés matematikai és numerikus modellezésébe. (Ennek aktualitdsét
nyilvanvaléan nem sziikséges hangsulyozni.) Az édltala kordbban vizsgilt elmélet
segitségével fontos eredményeket ért el a modellek elméleti vizsgdlatdban, illetve a
térbeli terjedést leiré integro- differencidlegyenletek numerikus modellezésben.

1. P. CsoMOS: Magnus-type integrator for semilinear delay equations with an application to
epidemic models, Journal of Computational and Applied Mathematics, Vol. 363, pp. 92-
105 (2020). DOI: 10.1016/j.cam.2019.05.031

2. P. Csom0s, B. TAKACS: Operator splitting for space-dependent epidemic model, birdlat
alatt
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3. Nemzetko6zi hatasa

Csomos Petra 31 angol nyelvii publikdciéval rendelkezik, melyek referdlt nem-
zetkodzi (17) és hazai folySiratokban (2), referdlt konferencia-kiadvanyokban (10)
vagy konyvfejezetként (2) jelentek meg, valamint egy konyv szerkesztésében is
részt vett. Tudoméanyos kozleményeire az MTMT adatbéazisa szerint 89 fiiggetlen
hivatkozds tortént (Web-of-Science: 98, Scopus: 132).

Szamos el6adést tartott (tobb esetben meghivott eléaddként) kiilfsldi konferen-
cidkon és vezeto kiilfoldi egyetemeken, ezen kiviil tobb hazai és kiilfoldi workshop
szervezésében is kozremikodott. Emellett jelentSs birdloi tevékenységet végez ran-
gos folydiratok szamara.

2019-t61 a European Cooperation in Science and Technology (COST) szervezet
Mathematical models for interacting dynamics on networks elnevezésii kutatdasi
egylittmiikodésében a Numerical methods and applications munkacsoport helyet-
tes vezetdje.

4. Tudomanynépszeriisité tevékenysége

Csomos Petra idegen nyelvii publikédcids tevékenysége mellett kiemelend6 a ha-
zal tudomanynépszertisitésben valé aktiv részvétele. Tobb alkalommal tartott el6-
adast a Kutatdok Ejszaké,ja rendezvényén, amelyen sajat szitkebb kutatasi teriiletét
a kozépiskolai didkok szaméara mutatta be. Az el6adasok anyagabdl a Természet
Vilaga folydiratban kozolt cikket.

5. Osszegzés

Csomos Petra az alkalmazott matematika igazi szakembere. Harom szaktertile-
ten szerzett végzettségét (matematika, meteorolégia, csillagdszat) sikeresen 6tvozi
kutatasaiban. Publikécios tevékenysége és annak visszhangja egyiittesen azt mu-
tatjak, hogy nemzetkozileg is elismert kutatova valt.

Komjath Péter, Krisztin Tibor és Simon Péter felterjesztok
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A FARKAS GYULA EMLEKDIJ 2020. EVI DIJAZOTTJA:
BEREND GABOR

Berend Gabor 1986-ban sziiletett Szegeden. MSc diploméajat kozgazdasigi
programoz6 matematikus szakon szerezte a Szegedi Tudomaéanyegyetemen 2009-
ben. Doktori disszertacidjat ugyanitt, az egyetem Informatika Doktori Iskoldjaban
védte meg 2014-ben. Jelenleg a Szegedi Tudomanyegyetem Informatikai Intézetén
belill a Szamitégépes Algoritmusok és Mesterséges Intelligencia Tanszék adjunk-
tusa.

Berend Gabor az elmilt években kiemelked? sikereket ért el a mesterséges intel-
ligencidn beliil a természetesnyelv-feldolgozas kutatasanak teriiletén. Eredményeit
a teriilet legkiemelkedébb, rangos férumain publikédlta, mint amilyenek az AAAI
Conference on Artificial Intelligence, International Conference on Learning Repres-
entations (ICLR) és Empirical Methods in Natural Language Processing (EMNLP)
konferencidk, vagy a Transactions of the Associations of Computational Linguis-
tics c. folydirat. Az ICLR és EMNLP konferencidkon egyszerzds cikkeket mutatott
be.

Fo6bb kutatasi eredményei a nyelvtechnolégidhoz, azon beliil a kiilonb6zo szo-
vegegységekben (pl. szavakban) rejlé jelentéstartalmak reprezentédldséhoz kapcso-
l6dnak. Az altala kidolgozott ritka kédolast hasznalé matrixfelbontdasokon alapuléd
algoritmusok olyan reprezentaciék megalkotasat teszik lehet6vé, amelyek a korab-
ban hasznélt megolddsoknal hatékonyabbak, illetve az emberi kognicié sajatossa-
gait is jobban tiikrozik.

Az elébbiekben vazolt jelentésreprezentdciés megoldds olyan irdanyi kiterjesz-
tését is megalkotta, amely a kiilonboz6 nyelvii szévegekben a hasonld jelentésii
szavakhoz hasonlé reprezentacidkat képes tarsitani. Mindez hasznos gyakorlati
segitséget nyujthat az eroforrasokban szegény nyelvek feldolgozasa soran.
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2019 6ta a ProsperAMnet elnevezésii, az Interreg Central Europe program
keretében megvalésulé EU projekt szakmai vezetje. A projekt célja egy gépi
tanulasi modellekkel tdmogatott dontéstamogatd rendszer megalkotasa a gyartas-
technoldgiaval foglalkoz6 cégek szamara. Emellett a Multi3Generation: Multi-
task, Multilingual, Multi-modal Language Generation azonositéju COST Action
menedzsmentjének tagja 2019 6ta.

Berend Géabor jelentés munkat végez a tehetséggondozas teriiletén is, mint az
,Integralt kutatdéi utanpotlas-képzési program az informatika és szamitastudomany
diszciplinaris teriiletein” cim{it EFOP projekt mesterséges intelligencia fokuszu al-
projektjének vezetdje. Ezen tulmenden tobb TDK dolgozat témavezetdje. Tu-
domanynépszerisitd tevékenységei kozott megemlitendd, hogy az elmilt években
rendszeresen részt vett az Informatikai Intézet nyilt napjan, valamint a Kutaték
Ejszakéja programsorozatban.

A dijazott 6t legfontosabb publikécidja:
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Fekete Imre 1989-ben sziiletett Debrecenben. Diploméjat alkalmazott mate-
matikus szakon szerezte meg 2012-ben az ELTE TTK-n kitiintetéses minGsitéssel,
egyben a ,Kar Kivalé Hallgatéja” elismerésben részesiilt.

Ezt kovetden — 2012 és 2015 kozott — az ELTE TTK Matematika Doktori Iskola
Osztondijas hallgatéja volt. Ebben az idészakban nemlinedris operdtoregyenletek
stabilitasi koncepcidival és a stabilitaselmélet alkalmazéasaival foglalkozott Faragd
Istvan témavezetésével. 2013-ban a XXXI. OTDK-n az Alkalmazott Matematika
szekciéban megkapta a zstri kiilondijat. 2015-ben pedig a Nemzeti Kivalosag
Program keretében elnyerte a New Central Europe Young Researcher Scholarship
Osztondijat. Doktori értekezését 2015 6szén védte meg summa cum laude mindsi-
téssel.

2015 juliusa és 2016 decembere kozott a King Abdullah University of Science
and Technology (KAUST) Numerical Mathematics Group vendég PhD hallgatéja,
majd posztdoktora. David Ketcheson témavezetésével parcidlis differencidlegyen-
letek idébeli fejlodésével Osszefiiggd, az un. erés stabilitdst megdrzé numerikus
modszerek fejlesztésével foglalkozott, 1d.

https://www.worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/7498.

2016-t61 kezdédden az ELTE Matematikai Intézet Alkalmazott Analizis
és Szamitdasmatematikai Tanszékének tudomdnyos munkatdrsa, majd 2019-t6l
adjunktusa. Ezzel parhuzamosan 2017 éta az MTA-ELTE Numerikus Analizis
és Nagy Hélézatok Kutatécsoport (NUMNET) tudomdnyos munkatdrsa.

2017-ben az Uj Nemzeti Kivalosag Program Fiatal Kutatéi osztondijaban,
majd 2019-ben Magyar Allami E6tvés Oszténdijban részesiilt.
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Fekete Imre 2016-ban tortént hazatérése utdn kutatasanak kozéppontjaban
parcialis differencidlegyenletek megolddsanak idébeli, adaptiv diszkretizaciés méd-
szerei és azok alkalmazasai allnak. Erdekes, tobb teriiletet érinté kérdéskor az
adaptiv numerikus modszerek és a zartkori linearis rendszerek kapcsolatdanak vizs-
gélata, 1d. [1]. Tarszerz8kkel elért, adaptiv, erds stabilitdst megérzé Runge-Kutta
modszerekre vonatkozo eredményiiket az amerikai Sandia National Laboratories,
valamint két Python kozonséges differencidlegyenlet megoldd csomag is hasznélja.
Adaptiv, linedris toébblépéses mddszereire vonatkozé eredményiiket pedig a svéd
COMSOL szimulécids szoftverbe is beépitették. Meghivott el6adé volt 2017-ben a
SciCADE (Scientific Computing and Differential Equations) nemzetkézi konferen-
cian. Kiemelkedo szerepe volt a 2018-ban Budapesten megrendezésre keriilt ECMI
2018 (European Conference on Mathematics in Industry) konferencia szervezésé-
ben.

Tudoméanyos munkai rangos nemzetkozi folydiratokban jelennek meg. 2018-
ban a Journal of Computational and Applied Mathematics folyéirat vendégszer-
keszt6je, 2020-ban pedig a Workshop on Stability and Discretization Issues in
Differential Equations (Id. http://sdide2020.elte.hu/) konferenciasorozat aktudlis
rendezvényének elnoke.

A dijazott 6t legfontosabb publikédcidja:
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Molontay Roland 1991-ben sziiletett Budapesten. A Varosmajori Gimndzi-
umban tett kitiing érettségit, majd a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi
Egyetemen folytatta tanulmanyait, ahol 2015-ben kitiintetéses alkalmazott mate-
matikusi diplomat szerzett. Doktori tanulmanyait szintén a Miegyetemen folytat-
ta halézatelméleti témaban Simon Kéroly témavezetésével.

Kiterjedt témavezetéi és oktatasszervezési tevékenységet végez, szamos BSc és
MSc dolgozat, négy 1. dijas és harom II. dijas intézményi TDK, illetve két 1. dijas
OTDK dolgozat témavezetGje volt. A BME matematika alapszak adattudomé-
nyi savjanak koordindtora, a Bevezetés az adattudomanyba 1 targy kidolgozéja és
népszerii oktatdja. A matematika és a matematikus képzések elkotelezett népsze-
riisit6je, a Kutatok Ejszakzija, nyilt napok és szakkollégiumok rendszeres el6addja.

Molontay Roland kutatdsai hdrom {6 irdanyba sorolhaték. Fontos kutatasi te-
vékenysége a haldzatelmélet — és azon belill is els6sorban a fraktdlos hélézatok
elmélete — koré osszpontosul. Tarsszerzoéivel kozosen 1j halézati dimenzidfogalmat
vezetett be [1], tobb cikke jelent meg tdrsszerz6i halézatok elemzésével kapcsolat-
ban, illetve hél6zatok tdamadhatésdgdnak modellezésérél is [2].

Jelentos részt képeznek kutatasaiban az oktatasi adattudoméanyhoz kapcsolédd
kutatasok is, mely téméban szintén tobb jelentés kézleménye jelent meg tobbségé-
ben hallgatéival kozosen [3, 4]. Molontay Roland fontos iskolateremtd tevékenysé-
get is végez, az altala alapitott Human and Social Data Science Lab kutatdcsoport
munkéjaba tobb fiatal kolléga és rengeteg MSc hallgaté kapcsolédott be az évek
SOran.

Kutatasainak harmadik pillérét az ipari partnerekkel kozosen végzett kutato-
fejleszté munka jelenti. Kutatdsi-fejlesztési eredményei nemcsak tobb publikacidt
eredményeztek [5], de koziiliik t6bb jarta végig az innovécids ldncot, és épiilt be a
megbizé cég valds gyakorlataba. 2015 6ta 6 iranyitja a BME Sztochasztika Tanszé-
ken nagy sikerrel fut6 NOKIA Bell Labsszal kozos kutatas-fejlesztési projekteket,
illetve 6 a tanszék véllalati kapcsolatokért felelés koordinatora, mely min6ségében
tobb ipari megbizast vonzott a tanszékre.
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Molontay Roland 26 tudoményos kozlemény (ebbdl 7 Q1/D1 folyéiratcikk)
szerzOje, neves nemzetkozi konferencidk rendszeres eléaddja. 2018-ban a BME
Sztochasztika Tanszék magas szinvonald oktatéi-kutatéi munkdjaért Innovacids
Dijjal tiintette ki, 2019-ben pedig a hallgatok javaslata alapjan a BME TTK Kari
Tanacsa a Kar Kivalé Oktatéja kitiintetéssel jutalmazta. Sikeres tehetséggondo-
z6i és TDK témavezetdi munkdsségaért 2019-ben a Pro Progressio TDK Oktatoi
Kilondijat is kiérdemelte. 2019-ben elnyerte az UJ Nemzeti Kivalésag Program
osztondijat, majd 2020-ban a Magyar Allami Eotvés Osztondfjat. Térsszerz6k-
kel kozosen fejlesztett anomaliadetektald eljarasukért 2020-ban a Pro Progressio
Alapitvany Innovaciés Dijaval jutalmaztdk. Jelenleg az MTA-BME Sztochasztika
Kutatocsoport munkatarsa, a Human and Social Data Science Lab vezetd kutato-
ja, a BME Sztochasztika Tanszék, a BME Menedzsment és Vallalatgazdasagtan
Tanszék és az Aquincum Institute of Technology oktatéja, a HU-MATHS-IN —
Magyar Ipari és Innovécids Matematikai Szolgaltaté Halozat tagja.

A dijazott 6t legfontosabb publikéacidja:
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Rigé Petra Rendta (sziiletési neve: Takdcs Petra-Rendta), 1992-ben sziiletett
Kolozsvaron. BSc és MSc tanulményait a kolozsvari Babesg-Bolyai Tudoményegye-
tem Matematika és Informatika Karan végezte, ahol 2014-ben matematika BSc,
2016-ban szamitégépes matematika MSc diplomat szerzett. 2016 szeptembere és
2020 augusztusa kozott a BME Matematika és Szamitastudomanyi Doktori Isko-
la 6sztondijasa, témavezetdje Illés Tibor volt. PhD értekezését 2020 juniusaban
summa cum laude minésitéssel védte meg. 2020 szeptembere 6ta a Corvinus Ope-
racidkutatdsi Kutatokozpont kutatdja. A BCE-n és a BME-n operacidkutatasi
targyakat oktat magyarul és angolul.

Nemzetkozileg is jelent0s eredményeket publikdlt a bels6pontos algoritmusok
elmélete, fejlesztése és szamitdgépes tesztelése teriiletén. Tarsszerzéivel tobb fel-
adatosztalyra - igymint linedris optimalizalési feladat, linearis komplementaritasi
feladat (LCP), ill. szimmetrikus optimalizaldsi feladat — a centrélis 1t egyenle-
teinek algebrailag ekvivalens atalakitasara tamaszkodva 1j tipusi belsépontos al-
goritmusokat dolgozott ki, amelyek mindegyike az adott feladatosztalyon beliil az
ismert legjobb komplexitasi. Az utébbi idében elégséges linedris komplementari-
tési feladatok prediktor-korrektor algoritmusainak fejlesztésével, tovabba centralis
at djszerd leirasaval foglalkozik, amely kedvezéen befolyasolja Uj Newton-iranyok
elééllitasat. Cikkeiben az implementalt algoritmusok részletes leirdsa is megjele-
nik, ami a szakirodalomban egy 1j irdnyzat kezdeményezését is jelenti. Munkés-
saga szerves folytatasa és értékes kiegészitése a belsGpontos algoritmusok téma-
koréhez kapcsolédd, magyar vonatkozasu, iskolateremté hagyoméanynak, amelyet
Sonnevend Gyorgy, Klafszky Emil, Terlaky Tamas, Illés Tibor, Mészaros Csaba és
Darvay Zsolt t6bb évtizeden ativel6 munkai alapoztak meg.
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Rig6 Petra Renata tudomanyos kozleményeinek szama 26, amelyek koziil 10
angol nyelvii nemzetkozi folydiratban jelent meg, kozottiik olyan jelentSs, Ql-es
mindsitésii folydiratban, mint a STAM Journal on Optimization, Computational
Optimization and Applications, Optimization Methods and Software, Optimizati-
on Letters. Eredményeit tobb mint 10 nemzetkozi konferencian mutatta be.

Egyetemi el6adasaival komoly hatast gyakorolt tanitvanyaira, tébbek kozott
Széndsi Eszter is az & vezetésével készitette el a diplomamunkdjat. A diploma-
munkaban elért 1j operaciékutatédsi eredmények bemutatasira Szegeden, a Magyar
Operaciokutatasi Konferencian keriilt sor 2019-ben.

Szamos kutatdsi projekt (NKFIH 125700, 2017-2020, Magyarorszdg; CNCS
— UEFISCDI, project number PN-III-P4-ID-PCE-2016-0190, within PNCDI III,
2017-2019, Romaénia; ,Future Mobility”, BME FIKP-MI/FM, 2018-2019 aktiv
résztvevdje volt. Ezen tulmenden két UNKP palyazatot is nyert. Itt csak a Te-
hetséggel fel! Felsoktatast Megkezdd Kutatéi Osztondij, (UNKP—20—6), Linedris
programozds és alkalmazdsai cimii palyazatot emeljiik ki, amelyet Herméan Judit
els6éves matematika alapszakos hallgatéval nyertek el. Elhivatott oktatoként és
témavezetoként foglalkozik tanitvéanyaival, bevezetve ¢ket a matematikai optima-
lizalas vildgaba, illetve bemutatva az elmélyiilt tanulds és kutatas szépségét.
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PAROS OSSZEHASONLITASOK A DONTESHOZATALBAN

TEMESI JOZSEF

A dontéselméleti alkalmazasok egyik kiemelt teriilete a tobbtényezds don-
téshozatal. Ebben a modellben véges sok alternativat véges sok tényez6
szerint értékelve egy dontési matrix elemzése, az esetek tobbségében egy
alternativa rangsor feldllitdsa, vagy a legjobb alternativa megtaldlasa a fel-
adat. Ez a tanulmany — a szerzé kutatdsainak tiikrében — a dontési matrix
eldallitasanak egyik népszerii technikdjaval, a paros dsszehasonlitdsok mdd-
szerével foglalkozik. A rovid cikk keretében a specidlis dontési probléma
tulajdonsidgainak bemutatdsat kovetéen az alkalmazds feltételeinek megvi-
lagitasa a cél, azt hangsilyozva, hogy valdés dontési feladatok megoldasakor
és az eredmények értelmezésekor a paros 6sszehasonlitdasok modszerének el6-
nyeit és hatrdnyait egyarant figyelembe kell venni, és ajanlatos a dontéshozd
bevonasa a megoldasi folyamatba.

1. Bevezetés

A 2019-ben Szegeden rendezett XXXIII. Magyar Operécickutatasi Konferenci-
an ért az a nagy megtiszteltetés, hogy a Magyar Operdcidkutatédsi Tdrsasdg (MOT)
Egervary Jeno emlékplakettjét atvehettem. Ez a rovid cikk a dijazottak szamé-
ra inditott sorozatban az Alkalmazott Matematikai Lapok felkérésére késziilt és
palyam néhany jellemz6 vondasardl, illetve dontéselméleti kutatasaim egyik fon-
tos eszkozérol, a paros dsszehasonlitdsi matrixokrol szol. Engedtessék meg, hogy
ekozben ennek a folydiratnak a nevében szereplo els6 jelzore koncentraljak.

A dij apropéjat felhaszndlva eloljaroban mindenképpen el kell mondanom, hogy
a MOT az elmult 30 évben szdmomra kiemelked6en fontos hazai szakmai terepet
jelentett és sok kivéalé kollégaval dolgozhattam egytitt, akik nem csak a térsa-
sdgban, hanem az MTA Operécidkutatdsi Bizottsadgdban is sikeresen képviselik
az operaciokutatast. Kiilondsen emlékezetes szamomra az évszazad elsd évtize-
de, amely a nagy sikerii budapesti EURO 2000 konferenciaval indult, és amikor a
tovabbiakban elntkségi tagként, majd a MOT elnckeként tevékenykedhettem.
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2. Palyamrél réviden

Az akkor még Marx Kéroly nevét visel6 Kozgazdasagtudomanyi Egyetemen
végeztem 1974-ben, a terv-matematika szak utédaként létrejott népgazdaséagi ter-
vezés szak gazdasigmatematikai szakagazatan. Sok kivalo tanar tanitotta a ma-
tematika kozgazdasagi alkalmazdsai irant érdekl6d6 csoportot, sajnos koziilitk
Bod Péter, Kreké Béla, Szép Jend, Ziermann Margit mér nincs az é16k sordban.

Az 1968-ban elinditott tgynevezett 1j gazdasigi mechanizmus egyik kovetkez-
ménye az volt, hogy megnétt az érdeklédés a makrogazdasdgi dontésekben fel-
hasznédlhaté matematikai eszk6zok irant. A gazdasagi tervezésben a matematikai
programozas kiemelt szerepet kapott, elméleti és gyakorlati szakemberek kezdtek
el foglalkozni elsGsorban a linedris programozasi modellekkel, s mind a Tervhi-
vatalban, mind az egyetemeken megjelentek az ezeket a modelleket oktatd tan-
targyak. Virdgzé korszaka volt ez az id&szak az operacidkutatasi modellezésnek:
szakkonyvek, tudomanyos cikkek fémjelezték azt a vonulatot, amelyben a magyar
operacidkutatdk is nemzetkozileg elismert eredményeket tudtak felmutatni. Ez a
hattér vonzott engem is a matematikailag izgalmas, szamitastechnikailag robba-
nasszertien fejlédo, hasznos alkalmazasokkal kecsegtetd teriilet felé.

Halpern Laészloval, csoporttarsammal, izgalmasnak taldltuk az arnyékarak
elemzését, ebbdl a témabdl irtunk dijnyertes TDK-dolgozatot. Varga Jozsef volt
a Kozgazon az akkori Matematikai Tanszéken az LP-modellek egyik szakavatott
alkalmazoja, 6 volt a témavezetéje ezen modellek népgazdasagi tervezésbeli alkal-
mazasardl szolé szakdolgozatomnak. Végzés utan a tanszékre kertilve folytattam
a gyakorlati munkékat (a val6és problémdk megolddsinak igénye végigkisérte to-
vabbi palydmat), majd Gaspér Lészléval azt a ,piaci rést” taldltuk meg, amelyet
a didaktikus, példakkal disan elldtott, ugyanakkor matematikailag preciz targya-
lasu egyetemi tankonyvek jelentettek: igy sziilettek meg a Linedris programozasi
és Matematikai programozasi gyakorlatok cimi konyvek az 1980-as évek masodik
felében [12], [13] - ezek a konyvek még ma is népszertiek az egyetemi oktatésban.
(Hasonléképpen, a Varré Zoltdnnal 2007-ben irt Operdcidkutatds konyviink [22]
is f6leg az egyetemi oktatds céljait tartja szem el6tt.) Az 1970-es évek végén, az
1980-as évek elején - mikdzben ma mar elképzelhetetleniil sok dgazati és vallalati
alkalmazési feladatban szerezhettem tapasztalatot a gyakorlati feladatok megolda-
sanak szépségeit és buktatdit illetéen - egyre inkabb a dontéselmélet valt sziikebb
szakteriilletemmé, azon beliil is a tobbcéli dontések modszertana.

A rendszervaltas utani mintegy 15 évben parhuzamosan futott egyetemi veze-
t6i és szakmai életutam. A sokféle néven miikodé Kozgazdasdgtudomanyi Egye-
tem dékéanjaként, rektorhelyetteseként oktatasi és tudomanyos tigyekkel foglalkoz-
tam. Fontos vivimanynak tartom, hogy ekozben - Zalai Ernével, Forgd Ferenccel,
Rapcsak Taméssal és mas kivald kollégékkal egyiitt sikeriilt megorizni, s6t, a 2000-
es évek elején tjraéleszteni targyakat és szakokat az igényes matematikai kozgaz-
dasagtani, operaciékutatasi képzések vonaldan. 2000-t61 2014-ig tanszékvezetoként
is igyekeztem ezeket védeni, fejleszteni.
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Jelentdsebb hazai és kiilfoldi publikacidim elészor az operacidkutatasi alkal-
mazasok teriiletén jelentek meg. Tudom, hogy a tudomanyos kézvélemény am-
bivalensen viszonyul a tarsszerzos miivekhez, én azonban kimondottam hasznos-
nak tartottam a kozos munkat és biiszke vagyok arra, hogy Forgé Ferenccel,
Stahl Jénossal, Pér Andrassal, Rapcsdk Tamaéssal, Fiilop Janossal dolgoztam
egyiitt és publikdltuk eredményeinket [10], [15], [14], [11]. 2002-ben, a dontés-
elméleti kurzusaim szédmadra kidolgozott tananyag szakkényvként is megjelent [18],
és a szakma altal elismert nemzetkozi folydiratokban publikalt egyes dontéselmé-
leti témaju cikkeket mér olyan tanitvényaimmal kézosen irtuk (pl. [1], [2]), akik
ebbdl a konyvbél ismerték meg az alapfogalmakat. Bozdoki Sandor és Csat6 Laszlo
az utébbi években mar egyenrangi kutatoként, szakmai dijak birtokosaként 6nalld,
eredményes tudoményos palyat futnak be. Legutébbi OTKA kutatdsunk esetében
Bozdki Séandor atvette télem a kutatdsvezetSi pozicidt is, eredményei nagyszamu
hivatkozast generdlnak. Csaté Laszld a kozosen irt sport téméju cikk mellett szé-
mos alkalmazdsi és elméleti cikkel vesz részt a kézos munkaban.

Talan az eddigiekbdl is lathatd, hogy szdmomra a tudom&anyos munka nem
maganyos elmélkedést, hanem egyiittmiikddést, mithelymunkat jelent. Igy nem
véletlen, hogy a szakmai tarsasdgokban is aktiv szerepet vallaltam és a MOT-
on kiviil a Gazdasagmodellezési Tarsasdgnak is voltam elnokségi tagja és elnoke.
Kiilon oriilok annak, hogy a Rapcsdk Tamés-dij kuratéoriumanak tagjaként szere-
pem lehet abban, hogy a névadéhoz mélté kollégak nyerjék el ezt a kitiintetést.
Nemzetkozi szerepléseim els6sorban a nemzetkozi operaciokutatési tarsasagok és
az MCDM (Multi-Criteria Decision Making) Society, a Decision Science Institute
és az International Society of Analytic Hierarchy Process konferencidihoz két6d-
nek. Fulbright-6sztondijasként a New Hampshire University doéntési tanszékén
oktattam és kutattam.

3. Paros 6sszehasonlitasokrdl alkalmazdi szemléletben

Kutatéi palyam elején két olyan részteriilet ragadott meg, amelyek mindméig
hatassal vannak tudoményos munkamra és annak szemléletére. Nagyobb mére-
t1i, valds alkalmazasok soran a megbizdkkal, azaz egy-egy dontési feladat gazddi-
val valé munka soran legtobbszor az deriilt ki, hogy a matematikai programoza-
si feladat keretrendszerében (feltételek és célfiiggvény) megoldott optimalizdldsi
probléma eredménye nehezen vezetheté be a gyakorlatban — példaul egy terme-
lési feladatban tulsagosan kevés termék kapott pozitiv értéket vagy kapacitis-
kihasznalatlansdgok keletkeztek. Modellezési ligyeskedéssel ez ugyan elkeriilhet&vé
valt, de az igy béviild feltételi rendszerben az eredmény tulsdgosan ,irdnyitotta”
valhatott, vagy akar az is konnyen el6fordulhatott, hogy nincs megengedett megol-
dés. Eletszeribb szemléletet jelentett, ha a kozgazdasagtan egyik fontos fogalmat,
a Pareto-optimalitast felhaszndlva nem egyetlen célfiiggvény szerint keressiik a
legjobb megoldast. Ez egybevagott a gazdasagi dontések elméleti konstrukcidiban
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is tért hodito 1j irdanyzattal, miszerint a gazdasigi szerepléket nem egyetlen cél
(pl. a profitmaximalizalds) vezérli, hanem egymadssal versengd, ellentétes haté-
su célok egyiittesét kell kezelni. A vektormaximum-probléma (a kezdetekrdl lasd
példdul Steuer konyvét [17]) hasznos modellezési eszkdznek latszott mind a mak-
rookonémiai modellezésben, mind a vallalati modellezésben:

(1) maxf(x), x€ X, ahol XCR" é f:X— R

Az (1)-ben szerepld feladat megoldédséit azok az efficiensnek nevezett x* € X
n-dimenzids pontok jelentik, amelyek esetében nem taldlunk olyan x € X vektort,
amelyre f(x) > f(x*), és f(x) # f(x*) teljesiil. Dontéshozo6i szemmel a @ = £(X)
k-dimenzi6s kimeneti pontok azon q* € @ nem-domindlt (Pareto-optimalis) vek-
torait keressiik, amelyekhez nem taldlhaté olyan q € @, hogy q > q* és q # q*.
Valés alkalmazasokban sajnos a feladat megoldasa nehezen tarhaté a dontéshozok
elé, mert az efficiens pontok halmaza altalaban végtelen szdmossagu. Ha le tud-
juk {rni a hatékony feliiletet (ez még a linedris esetben sem konnyii feladat, 14sd
Yu és Zeleny [24] cikkét), a dontéshozé tovdbbra is azzal a kérdéssel szembesiil,
hogyan lehet ezek koziil valasztani. S&t, vélasztdsat még az is neheziti, hogy a
q* vektorok egymassal nem osszehasonlithatok. A tobbcéld programozas egyes
modszerei ezért nem is a teljes efficiens halmaz leirasat célozzdk meg, hanem azok
koziil egyetlen pont kivalasztdasara koncentrdlnak: egy olyan pontra, amely egy
elfogadhat6 dontési elvet kovetve automatikusan juttat el a feladat megoldasédhoz.
E mddszerek alapos osszefoglaldsa taldlhaté Ehrgott [9] konyvében. Ha példdul
elfogadjuk azt az elvet, hogy az egyedi célfiiggvények optimumahoz legktzelebb
eso efficiens pontot valasztjuk, akkor a kompromisszum-programozas alkalmazasa
automatikusan megadhatja a dontési feladatként tekintett programozédsi modell
egyetlen (alkalmazandd) megoldését. Ez az ,automatizmus” tehét kivezet a don-
tésképtelenséget jelenté végtelen sok optimélis megoldds csapdajabdl, am — s ez
volt, ami engem érdekelt —, mégis egy kiilsé (modellen kiviili) elemet hiv ehhez se-
gitségiil: a dontési elvet. A végs6 megoldasba vetett hitiinket tehat egy-egy ilyen
feladatndl alddssa az, hogy t6bb, nem ugyanahhoz a Pareto-optimalis ponthoz ve-
zet0 dontési elv létezik - annyi tortént tehat, hogy 4j feladatként a dontési elvek
kozott kell vélasztanunk.

Tegyiik fel viszont, hogy valamilyen axiémarendszer elvezet benniinket oda,
hogy a legjobb kompromisszum fentebb felvazolt megoldédsat tekintjiik az egyet-
len megfelelé dontési elvnek. Kimutathato, hogy ebben az esetben sem délhetiink
hatra: most a tavolsag-fogalmak koziil kell valasztanunk, hiszen példaul az un.
idedlis ponthoz legktzelebbi Pareto-optimalis pont fiigg az alkalmazott tavolsag-
fogalomtdl [23]. Az én alkalmazéi megkozelitésem szdmadra is csdbité lehetett volna
az, hogy valamelyik automatikus mddszer mellett érveljek, ezzel el6éllitva a donté-
si feladat egyetlen megoldasat, am tapasztalatom szerint ennél megfelel6bb eljaras
is taldlhaté akkor, ha a dontéshozé a megoldds valamely fazisdban (vagy végig)
rendelkezésre &all: tole kell azt a ,kiils6 informéciét” beszerezni, amelyik nélkiil
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a megoldds nem redukalhatd egyetlen Pareto-optimalis pontra. Ehhez interaktiv
médszereket javasoltam, vagyis a dontéshozo bekapcsolasat a megoldasi folyamat-
ba.

Az (1) vektormaximum probléma mellett figyelmem arra a rokon feladatra ird-
nyult, amelyiket nem végtelen sok, hanem véges sok, egymassal 6ssze nem hasonlit-
haté vektorként irhatunk le. A tobbtényezds dontési feladatok szokdsos megfogal-
mazasaban véges sok alternativa koziil kell valasztanunk véges sok tényezo kvanti-
tativ vagy kvalitativ értékelései alapjan, ahol adott az, hogy egy-egy szempont ese-
tében a nagyobb érték jobbat vagy kevésbé jobbat jelent. Legyenek a tobbtényezds
dontési probléma kritériumai Cy,Co, . .., Cy, az alternativéak pedig Py, P, ..., P,.
Az alternatividkat minden kritérium szerint paronként tsszehasonlitjuk egymaéssal.
Ezéltal a feladat lényegi része egy D dontési métrixként jelenitheté meg. Nyil-
vanvald, hogy a D matrix tekinthetd gy is, mintha a vektormaximum-probléma
Pareto-optimalis pontjaibdl véges sokat valasztottunk volna ki, azaz a dontési elvek
megfeleléen modositott véltozatai atvihet6ek lehetnek a tobbtényezos feladatra is.
Valéban, példaul a kompromisszum-technika itt is alkalmazhato, ha példaul ide-
alis megolddsként az egyes tényezok legjobb értékeit valasztjuk. A t6bbtényezis
feladatra ettdl eltérd, egyéb megoldds-koncepcidk is megjelentek (ezekkel a [18]
koényvemben részletesen foglalkoztam).

A véges feladat viszont az esetek tobbségében azért kovetel meg a folytonos
esettdl eltérd szemléletet, mert a vektorok éppen hogy nem allnak készen egy tobb-
célu programozasi feladat Pareto-optimalis feliiletérol torténd levalogatas utan, ha-
nem a tényezok szerinti értékelések eldallitasa is szerves része az eljarasnak. Mivel
az ilyen tipusu feladatokndl stirlin el6fordul, hogy az értékelések a dontéshozdénak
az alternativéakra vonatkozo preferencidinak szdmszerl kifejezését jelentik az egyes
tényezOk szerint, megfelel¢ skalat valasztva ez az értékelés konnyen véghez viheto
akdr egyszerre, akdr az alternativdk pérjaira. Saaty javaslata volt az [16], hogy
a paros Osszehasonlitds technikdjat kell hasznalni. Saaty ugy érvelt, hogy ha az
értékelend6 alternativak szama aranylag nagy, akkor a direkt értékelés nehéz és a
dontéselméleti irodalomban targyalt szisztematikus torzitdsok megjelenésének ve-
szélyét hordozza magaban. Aranyskala alkalmazisa esetében viszont a paronkén-
ti Osszehasonlitasok a dontéshozéd szaméra egyszertiek és konnyen atgondolhatok
(hényszor jobb az egyik alternativa a mésikndl az adott szempont szerint?).

Az A, péros Osszehasonlitdsi mdatrix a;jn, eleme jelentse az i-edik és a
j-edik alternativa Osszehasonlitasanak eredményét az m-edik kritérium szerint
(m = 1,...,k). Elhagyva a kritérium szerinti indexet, koncentrdljunk a don-
téshozd altal megadott valamely A maétrixra. Legyen a feladat a wq,ws, ..., w,
implicit sulyok meghatérozdsa az a;; értékeinek segitségével, amelyeket a wi/wj
hanyadosok becsléseinek tekintiink. Ezek a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkez-
nek:
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(i) a;; >0 és a; =1, (i,j =1,...,n) pozitivités,

(ii) a;; =1/a;;, (4,5 =1,...,n) reciprocités.
Ha ez a pozitiv, reciprok matrix még a
(111) QijQjk :aik(i,j,k‘ = 1,...,71)

tulajdonsaggal is rendelkezik, akkor az A matrixot konzisztensnek nevezziik.
Konnyen belathato, hogy a konzisztens esetben a w vektor eldallitdasa tobbféle
egyszeri médon konstanstdl eltekintve egyértelmiien elvégezheto, a konstans pe-
dig abbdl kaphatd, hogy az elemek Gsszege 1. Ez az idedlis eset ritkan fordul eld,
a valésigban ezek az értékek eltérnek a pontos preferencia-hdnyadosoktol. Saaty
felismerése az volt, hogy a péaros dsszehasonlitasok matrixdbdl a valds preferencidk
sajatvektor mddszerrel jol becsiilhetok.

Lassan negyven éve, hogy ez a mddszer az alternativak hierarchikus csoporto-
sitdsdval kiegészitve az Analytic Hierarchy Process (AHP) elnevezést kapta. Az
alkalmazok korében rendkiviil népszeri lett, viszont tobb pontban is vitak langol-
tak fel koriilotte. Nem kivanok ezeknek a tobbfelé elagazd vitdknak a részleteibe
belemenni (jé dsszefoglaldst ad példdul Brunelli [7]). Erdemes azonban megemlite-
ni, hogy a felmeriil6 problémakorok tisztazasahoz az a kutatdcsoport, amelyik tobb
OTKA-kutatds keretében az MTA SZTAKI Operédcidékutatds és Dontési Rendsze-
rek Kutatécsoportjaban és a Corvinus Egyetem Operacidkutatasi Tanszékén dolgo-
zott egytitt, fontos eredményekkel jarult hozzd. Az alapfeladatnél érdekes kérdés,
hogy a becslés milyen mdédszerekkel végezhetd el és ezeknek milyen tulajdonsdgai
vannak. Az egyik legvitatottabb témakor a paros Gsszehasonlitasok technikédjaval
készitett métrix inkonzisztencidja, azaz a (iii) tulajdonsdgtdl vals eltérés mérté-
ke. A kutatécsoportban erre vonatkozéan publikélt eredmények, példdul [5] és [6]
magas idézettségliek. A nem teljes paros osszehasonlitasi méatrixokra kiterjesztett
eredmények és alkalmazas 1j, eddig feltaratlan teriiletekre vezette a kutatécso-
port tagjait [4], [1]. Szépen koti 6ssze a t6bbcéli programozés és a tobbtényezds
dontések vildgét az utébbi megoldédsainak efficiens voltardl szél6 cikk [3].

A részletek taglalasa és a megmaradt matematikai jellegii kihivasok felsoro-
lasa helyett a tovabbiakban inkdbb egy olyan témardl ejtenék szét, amelynek az
alkalmazédsokkal foglalkozé publikaciéknal tapasztalt hattérbe szorulasa az utébbi
10 évben tobb cikk megirdsara inspiralt. Az operdcidkutatdsi modellek 1ényegé-
hez tartoznak azok a feltételek, amelyek miikodésiiket és alkalmazasukat lehet&vé
teszik, ugyanakkor pedig korlatozzak is. A linedris programozasi modelleknél el6-
feltétel a véltozdk folytonossiga (ez az alkalmazdsokndl végtelen oszthatéségot
jelent), vagy a linearitds (példdul az eréforrasok felhaszndldsa és a célfiiggvény
szempontjabdl). Ha ezek nem teljesiilnek, 4m a modellt eredeti forméjéaban al-
kalmazzuk, akkor az eredmények kétesek vagy nehezen magyaridzhatok lesznek.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



PAROS OSSZEHASONLITASOK A DONTESHOZATALBAN 153

Egy alkalmazédsnak implicit vagy explicit médon tartalmaznia kell a matemati-
kai modellnek az adott problémara vonatkozé érvényességének igazolasat, vagy az
eredmények ismertetésekor ki kell térnie azokra az elhanyagolasokra, torzitdsok-
ra, elvonatkoztatésokra, amelyek azok felhasznaldsat drnyaljak. Orok alkalmazéi
dilemma, hogy a modellezés révén kapott megoldas egy az egyben bevezethet6-e
(példaul egy szallitési feladatndl valdszinfileg igen, ha nem hanyagoltunk el til sok
tényezo6t), vagy csak orientdld jellegli (példdul egy tomegkiszolgaldsi modellnél csak
a rendszer bovitését alapozza meg, de nem biztos, hogy éppen a modell szamszerii
eredményének megfeleléen). Ha egy tobbtényezds dontési problémét tekintiink, fo-
kozottan igaz az, hogy koriiltekintéen kell eljarnunk a legjobb megoldast illetGen.
Mint ebbdl a révid gondolatmenetbdl valésziniileg az operacidkutatéassal foglalkozd
kollégak mar régen réjottek, a modellezés validalasi szakaszardl beszélek - amelyet
sajnédlatosan elhanyagolva latok a publikacidkban.

A tobbcélu optimalizaldas mddszertanaval foglalkozva az egyik legfontosabb
konkliziém az volt, hogy a modellt dontési feladatként tekintve a dontéshozo altal
valéban felhasznalhaté megoldas nem adhaté pétlolagos informaciok bevezetése
nélkiil. Ezek a tobblet informéacidk szarmazhatnak kozvetleniil a dontéshozotol,
ha 6 elérhet6 és bevonhaté a megoldasi eljarasba, de felhasznalhatunk magara
a dontési feladatra vagy a dontéshozékra dltaldban igaznak tekintett tulajdonsa-
gokat is, példaul axiomatikus vagy implementacios modellkeretben. Természetes
volt, hogy a véges feladat esetében is megmaradtam ennél a gondolatmenetnél és
a paros Osszehasonlitasi matrix el6allitasat interaktiv eljarasként kivantam alkal-
mazni, lehetdleg gy, hogy egyben a dontési feladat egyetlen megoldasa is el6alljon
[19].

2011-ben megjelent cikkemben [20] a hivatkozdsok szerint sokak egyetértésé-
vel talalkoz6, mig masok szerint erés megkotést jelenté tulajdonsdg teljesiilését
allitottam a pdaros Osszehasonlitasi eljarast alkalmazok elé, ez a hibamentességi
(error-free) tulajdonsdg. Legegyszeriibben ezt gy fogalmazhatjuk meg, hogy egy
paros Osszehasonlitasokat hasznald eljaras eredménye mindaddig nem tekintheto
érvényesnek, mig a becslés alapjaul szolgal6 alapmatrixot a dontéshozd — az eljaras
egészében részt véve, vagy csak az eljards végén — nem validalta. Amennyiben nem
rendelkeziink ilyen dontéshozoi ,, jévahagyassal”, a matrix elvileg nem tekinthetd
megbizhaténak. Ez a megkozelités kiilondsen fontos azoknak a dontési feladatok-
nak a megoldasakor, amelyek az egyéni preferencidk kinyilvanitasara épitenek.

Mivel az AHP egyik lényegi vondsa a dontéshozé konzekvens vélaszai hidnyéa-
nak elismerése — ez a matrix inkonzisztenciajat jelenti matematikai értelemben —,
a szakirodalomban felértékelédtek az inkonzisztens matrixok korrekciéjat elvégzé
modszerek, s ezzel egyidejiilleg maganak az inkonzisztencianak a mérésére szolgé-
16 indexek (Brunelli [8] részletes dsszefoglaldsat adja a jelenlegi helyzetnek). Ha
azonban egy kiindulé matrix még akkor is lehet hibas, nem megbizhatd, ha az kon-
zisztens, akkor a korrekciés médszerek (is) csak akkor lehetnek értelmezésemben
megfeleloek, ha azok a dontéshozdi validdcién atestek, vagy ez valamilyen keriil$
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uton biztosithatd volt. Ilyen irdnyban mutatott példat legutébbi publikdciom egy
egyszeriibb esetben, amikor a paros 6sszehasonlitasi matrix eléallitdsa a dontésho-
z6 jelenlétében, verbalis skdldn torténik [21].

Kutatdécsoportunkban, ahol kivalé matematikusok is dolgoznak a paros dssze-
hasonlitasi médszertan nyitott kérdéseinek megoldasan, jdmagam tehat az utobbi
id6ben a feladat (jelen esetben a véges tobbtényezds probléma) dontési oldaldnak
tulajdonsagaival, a megoldds érvényességének kérdéseivel foglalkoztam legtobbet.
Izgalmasnak taldlom azokat a modellezési kérdéseket, amelyek az alkalmazasok
publikélasakor és az eredmények interpretaldsakor felmeriilnek, s amelyek egy része
a dontési feladat matematikailag egzakt megfogalmazasaval és kezelésével egyiitt
a dontéshozot is a megoldasi folyamat részének tekinti. Természetesen ez nem
minden dontési probléma esetében van igy, am éppen a tobbtényezos feladatok-
nél talalhatdk jellegzetes feladattipusok, ahol ez a kérdésfelvetés nem harithato el.
Remélem, hogy az Alkalmazott Matematikai Lapok olvasdinak sem idegen ez a
megkozelités, ezért mertem ennek a rovid cikknek a témajiul vélasztani.
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PAIWISE COMPARISONS FOR DECISION MAKING
JOzSEF TEMESI

Multi-attribute decision making problems have finite sets of alternatives and criteria. The
goal is to derive a ranking of alternatives according to the criteria or to find the best alternative.
The input of the decision problem is the decision matrix. This invited paper deals with a popular
technique of generating a decision matrix, the method of pairwise comparisons. The aim of the
short paper is to describe some properties of pairwise comparisons highlighting the explicit and
implicit conditions of its application, and summarizing some results of the author in that field.
The conclusion is that the interpretation of the results in real-life applications has to take into
account both the advantages and drawbacks of the technique, and it is of utmost importance to
involve the decision maker in the solution process.

Keywords: pairwise comparisons, multi-attribute decision making, interactive procedures.
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SPORTBAJNOKSAGOK TERVEZESE: TANULSAGOK
A FERFI KEZILABDA BAJNOKOK LIGAJABOL

CSATO LASZLO

Széamos sportbajnoksagot a csoportkort kovets egyenes kieséses szakasszal,
vegyes lebonyolitasi rendszerben szerveznek. Ennek sordn altalaban megko-
zelitbleg azonos erejii csoportok kialakitasara torekszenek, ezért — amennyi-
ben a csapatok ereje jelentésen kiilonbozik — sok csoportmérkédzés eredményé-
nek bizonytalansdga alacsonnyd valhat, ami hatranyosan érinti azok nézett-
ségét. Ezért a férfi EHF Bajnokok Ligédja, az eurépai kézilabda klubcsapa-
tok legrangosabb torndja a 2015/16-o0s szezontdl kezdve kiilonbozé erdsségii
csoportokkal indul. Az 4j formdtumot szimuldciés technikdk segitségével
hasonlitjuk 6ssze egy hagyomaéanyos, azonos erejii csoportokon alapulé baj-
noksaggal. Megmutatjuk, hogy a valtoztatds révén novelheté a lejatszott
mérkozések szinvonala és izgalmassiaga, azaz a mérkézéseken atlagosan erd-
sebb és kevésbé eltéré képességli csapatok jatszanak, mikozben tovabbra
sem képesek manipuldlni a bajnoksdgot énmaguk gyengébbnek feltiintetésé-
vel. Eredményeink fontos {izenettel birnak a dontéshozdk szdmara. Ennek
illusztrélasra alternativ mechanizmust javaslunk az UEFA Bajnokok Ligéja,
az eurépai labdartugoéklubok részvételével jatszott legrangosabb kupasorozat
megrendezésére.

A ki szereti a dorgdldst, szereti a tudomdnyt;
a ki pedig gyiloli a fenyitéket, oktalan az.”

(Példabeszédek konyve 12:1)

1. Bevezetés

A sportbajnoksdgok két alapvetd formdtuma az egyenes kiesés (knockout) és a
koérmérkdzés (round-robin). El&bbi esetén egy adott fordulé mérkézéseinek gy&z-
tesei jatszanak a kovetkezd forduléban, mig a vesztesek kiesnek a tovabbi kiizde-
lembél. Az utébbindl viszont az eredményektol fiiggetleniil minden csapat meg-
mérkozik minden mésikkal. Miutdn ez nagyszamu résztvevd esetén tilsdgosan
sok mérkozés lejatszasat igényelné, ezért a tobbek kozott a sakkban alkalmazott
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svéjci rendszer (Swiss system) rogzitett forduldszam mellett torekszik a legjobb
kivélasztdséara, a kordbban kozel azonosan teljesit6 jatékosok pérositdsdval [2].

Szamos sportagban, példaul a kézilabdaban, a kosarlabdaban, vagy a labdaru-
gasban vegyes sportbajnoksagokat is rendeznek, ahol jellemzden a kdormérkozéses
csoportkort az egyenes kieséses szakasz koveti. A csoportkor soran — miutdn a mér-
kézések szédma a csoportot alkotd csapatok szamanak négyzetével ardanyosan no-
vekszik — szintén tobb csoportba osztjak a résztvevoket, melyekbdl az elsé néhany
helyezett jut tovabb, tehdt a kovetkezo korbe keriilés esélyét dontéen befolyasolja
az ellenfelek ereje. Az azonos erejii csoportok kialakitdsat tobbnyire egy tradici-
ondlis sorsolasi rendszer biztositja: a csapatokat multbeli teljesitményiik alapjan
rangsoroljak, majd k csoport és m X k csapat esetén az elsé kalapba soroljak a
k legerGsebb csapatot, a masodik kalapba a kovetkez6 k csapatot, és igy tovabb,
végiil az utolsd, m-edik kalapba a leggyengébb k csapatot. Ezt kdvetGen minden
csoport egy-egy csapatot kap mindegyik kalapbdl.

Az utébbi idében tobb tanulmény foglalkozott e sorsolasi folyamat igazsiagossé-
gaval [4, 12, 15], azonban tudomdsunk szerint egyetlen cikk sem kérddjelezte meg
az azonos erejli csoportok kialakitasanak paradigmajat. Pedig sok esetben jelentSs
kiilonbség van a csoportkorben indulé csapatok kozott, a nézettség szempontjabol
viszont nem feltétleniil optimalis az erds és gyenge csapatok egymas elleni mér-
kézéseinek jelentds szdma [3]. Ezért megfontolandé lehet a kiilonboz6 erejil, nem
kiegyensulyozott csoportokat tartalmazd bajnoksagok szervezése. Az aldbbiakban
ezt a problémat vizsgaljuk a férfi kézilabda Bajnokok Ligaja példdjan keresztiil, a
szakirodalomban gyakran hasznélt szimuldciés technikék segitségével [1, 6, 17, 18].

Munkéankkal szeretnénk hozzajarulni a téma hazai népszeriisitéséhez is. A kii-
16nb6z6 lebonyolitasi rendszerek szimulacids Gsszehasonlitdsaval csupan egy friss
magyar nyelvii miihelytanulmény foglalkozik: [10] az egyéni teljesitménysportok
versenyformatumainak hatékonysagat vizsgalja. Ugyanakkor tobb cikk targyal a
sportban felmeriilé kérdéseket, példaul [11] a sportbajnoksdgokon beliili eréviszo-
nyokat a statisztikdban hasznalt koncentraciés méroszamok segitségével modellezi,
mig [8] a labdarigds biintetéparbajainak igazsdgossagat elemzi.

A cikk az aldbbi felépitést koveti. A 2. fejezet bemutatja a férfi kézilabda
Bajnokok Ligaja és egy alternativ, azonos erejii csoportokat tartalmazé bajnoksig
jellemzdit. A 3. fejezet az Osszehasonlitas technikdjat, a 4. fejezet pedig a f&bb
eredményeket ismerteti. Ebbdl kiindulva az 5. fejezet az UEFA Bajnokok Ligéja
csoportkorének alternativ lebonyolitasara tesz javaslatot. Tanulmanyunkat révid
Osszegzéssel zarjuk.

2. Egy innovativ lebonyolitasi rendszer

Az EHF (FEuropean Handball Federation, Eurépai Kézilabda-szovetség) dltal
szervezett férfi kézilabda Bajnokok Ligéja (BL) az eurdpai klubesapatok legrango-
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sabb torndja. A versenysorozatot a 2015/16-0s szezontdl 4j, a klasszikustdl eltérd
lebonyolitasi rendszer alapjan rendezik meg.

A 28 résztvevit két nyolcesapatos (A, B) és két hatcsapatos (C, D) csoportba
osztjak, ahol kormérkézéseket jatszanak, minden csapat az Gsszes tobbivel egyszer
otthon, egyszer idegenben mérkézik meg. Az A és B csoportok elsé helyezettjei
kozvetlenill a negyeddontobe jutnak, az utolsé kettd kiesik, a fennmaradd 6t-6t
csapat pedig az els6 egyenes kieséses szakaszba keriil. A C és D csoportok utolsé
négy csapata kiesik, az els6 két-két helyezett koziil pedig a rajatszas két gyoztese
szintén az els6 egyenes kieséses szakaszba jut, ahol igy 12 csapat vesz részt, majd
a hat tovabbjuté a negyeddontobe jut. Ennek nyertesei alkotjak a Final Four
mez6nyét. Az egyenes kieséses szakasz minden pérharca oda-visszavagds, kivéve
a Final Fourt, melyet a 2009/10-es idénytél kezdve a kolni Lanxess Aréndban
rendeznek meg.

A sorozat séméajat [7, Figure A.1] védzolja, ezt a lebonyolitdsi rendszert a
D(8 + 6) szimbdélummal jeloljiik.

A hasonl6 lebonyolitasi rendszerek szamos szempontbol értékelhetdk, itt a
D(8 + 6) bajnoksig egy ,kiilonlegességét” emeljiik ki. A szimuldcids vizsgdlat
soran tobb célfiiggvényt is meg fogunk vizsgalni.

2.1. Definicié. Egy bajnoksédg kiegyensilyozott (balanced), ha azonos képessé-
gl csapatok a sorsolast kdvetéen, ex post egyenld valdsziniiséggel nyerhetnek.

2.1. ALLITAS. A D(8+6) bajnoksdg nem kiegyenstlyozott.

Bizonyitds. Tekintsiink egy A vagy B csoportba sorsolt csapatot. Ez 1/8
valdsziniiséggel csoportgylztes lesz, 1/4 valészintiséggel kiesik, 5/8 valdsziniiséggel
pedig az elsd egyenes kieséses szakaszba keriil, ahonnan 1/2 valészinliséggel jut
tovabb. Tehét a negyeddontd elérésének valdszintisége 1/8 +5/8 x 1/2 = 7/16, az
el6dontéé 7/32, a végs6 gybzelemé pedig 7/128.

Ezzel szemben egy C vagy D csoportba sorsolt csapat 1/3 valdszintiséggel ve-
het részt a rdjatszdsban, 1/6 eséllyel jut az elsd egyenes kieséses szakaszba, 1/12
valdsziniiséggel pedig a negyeddontébe. Az elédontbbe keriilés esélye 1/24, mig a
tréfea megszerzéséé 1/96. Tehdt azonos képességii csapatok koziil a szerencsésebb
84/16 = 5,25-szor akkora valésziniiséggel nyerhet. a

Az 6sszehasonlithatésag érdekében konstrualtunk egy hasonld, de azonos erejii
csoportokat tartalmazd, szintén 28 résztvevds formatumot, melyet a D(4 X 7) szim-
bolummal jeloliink. Ez négy hétcsapatos csoportbdl all, melyekbol az elsé kettd
kozvetlentil a nyolcaddontébe, a legjobb 16 kozé jut, a kovetkez6 négy, tehat Gssze-
sen 16 csapat pedig egymassal jatszik a nyolcaddonté fennmaradé nyolc helyéért,
az utolsé kiesik. A rendszer séméjat [7, Figure A.2] mutatja.

2.2. ALLITAS. A D(4 x 7) bajnoksdg kiegyensiilyozott.

A két formatum mérkozéseit az 1. tablazat Osszegzi.
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1. tablazat. Mérkozések szama

Lebonyolitasi rendszer D(@8+6) D(A4xT)
A és B csoport 112 84

C és D csoport 60 84
Ré&jatszas 4 —
Els6 egyenes kieséses szakasz 12 16
Nyolcaddonté — 16
Negyeddonto 8 8
Final Four 4 4
Osszesen 200 212

3. Az 6sszehasonlitas mdédszertana

Kiilonboz6 bajnoksagok tsszehasonlitdsdnak megszokott eszkoze a Monte-Carlo
szimuldciok hasznalata: az egyes mérkozések eredményét valdszintiségi valtozdénak
tekintve egy futtatas a bajnoksdg egy lehetséges kimenetelét jelenti, melyekbol elég
sokat elvégezve megbecsiilhetd a keresett mérdszamok eloszlasa.

[6] nyoman feltessziik, hogy az i csapat az aldbbi rogzitett valszintiséggel gydzi
le a j csapatot:

1

PTG+ B/ G+ B

ahol a, 8 > 0 paraméterek, 1 < 4,5 < 28 pedig a csapatok ,,azonosit6i” vagy inde-
xel, amit azok erejének mércéjeként értelmezhetiink, hasonléan a sakkbdl ismert
El6-pontrendszerhez. A déntetlen lehetSségét kizarjuk.

A témdban sziiletett, elsOsorban a labdarugéassal foglalkoz6 cikkek tobbsége
ugyan specifikus elérejelzé modelleket haszndl [18], azonban a kiilénbdzé lebonyo-
litasi rendszereket elméleti alapon vizsgald szerzok altalaban a fentihez hasonld
megolddssal élnek [1, 17]. A kézilabda-mérkézések modellezése eleve nehéz feladat,
az eredményeket szamos, egyszerre aligha figyelembe vehetd tényez& befolydsol-
hatja. Emellett célunk nem pusztédn a férfi kézilabda BL altal hasznalt formatum
értékelése, hanem minél altalanosabb kovetkeztetések levonasa. Végiil, dsszeha-
sonlité célokra lényegében barmilyen ,értelmes” valészintiségi modell hasznalhatd,
béar ennek araként a mérGszamok Snmagukban nem, csak egyméshoz viszonyitva
értékelhetdk [1].

Az (1) formula &dltal adott valészinliségek jelennek meg a [14] és [16] cikkek-
ben § = 0 mellett. A paramétert a férfi kézilabda-vildgbajnoksdgok lebonyolitasi
rendszereit dsszehasonl{té tanulmanyunk [6] vezette be azért, hogy csokkenjen a
legerGsebb csapatok kozotti egyenlétlenség. Itt végig a B = 24 értéket hasznaljuk.

(1)
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Az o valtozd a csapatok erékiilonbségét mutatja, novelésével egyre fokozddik
ennek mértéke. Erzékenységvizsgalat céljabsl hdrom killonbozé (a = 3,4,5) ér-
téket valasztottunk. Ekkor a k& — 1 index{i csapat 55%-ndl kisebb valdsziniiséggel
gy6zi le a k indexi(it még o = 5 esetén is, ugyanakkor lényeges kiilonbség van
a résztvevik ereje kozott, a legjobb csapat mar a = 3 mellett 80%-nal nagyobb
eséllyel nyer a 13 legrosszabb ellen.

A sorsoldsnak értelemszerfien jelentds szerepe lehet az egyenes kieséses baj-
noksdgok varhaté eredményében [13, 19]. Esetiinkben az egyenes kieséses szakasz
mar determinisztikus — kivéve a Final Fourt, ahol véletlenszertien valasztanak az
elodonték harom lehetséges pérositasa koziil —, a csapatok csoportokba osztasa
azonban nem. Bér a férfi kézilabda BL sorsolasa kevéssé szabalyozott, ugy tlinik,
az EHF Végrehajto Bizottsaga arra torekszik, hogy a 16 legerésebb csapat keriiljon
az A és B, a maradék 12 pedig a C és D csoportokba. Tehat a tradiciondlis eljaras-
nak megfeleléen az 1. kalapba osztjuk a két legerésebb, a 2. kalapba a kovetkezo
kettd, végiil a 14. kalapba a két leggyengébb csapatot, majd az A és B csoportok
véletlenszeriien egy-egy csapatot kapnak az 1-8., a C és D csoportok pedig egy-egy
csapatot kapnak a 9-14. kalapokbdl. Ezt a véltozatot a D(8 + 6)/S szimbdlum-
mal jeloljiik. A tradicionélis, kiegyensilyozott csoportokat tartalmazé D(4 x 7)
formatum esetén ugyanezt az elvet kovetjiik, azaz az f-edik kalapba keriil a négy
40 — 3 és 4L kozotti indexli csapat, majd mindegyik csoport mindegyik kalapbol
véletlenszeriien kap egy-egy csapatot. Ez a D(4 x 7)/S véltozat.

Mivel a valdsagban el6zetesen nem ismert, csak becsiilheté az egyes csapatok
jatékereje, mindkét formatum esetén két véltozatot vizsgalunk. Az optimélisan
sorsolt bajnoksigok szervezdjének tokéletes informaciéja van a csapatok képes-
ségeir6l, tehat a két legerdsebb csapat biztosan nem keriil azonos csoportba. A
masik, szélsGségesen véletlenszerlinek tekinthet6 verzidban a csapatok sorsolas so-
ran haszndlt indexét sztochasztikussa tessziik, ezzel bizonytalansagot visziink a
sorsolasba, mikézben a csapatok valédi ereje valtozatlan marad: a kalapokba osz-
tést a csapatok 44 x Rnd + (28 — i) képlettel kapott ideiglenes cimkéje alapjin
végezziik, ahol i a csapat ereje, Rnd pedig egy, a [0,1) intervallumbdl egyenletes
elosztédssal hizott szédm. Az {gy sorsolt formatumokat a D(8+6)/R és D(4x7)/R
szimbélumokkal jelsljiik. Ekkor a leger6sebb csapat mintegy 85%-os valdszintiség-
gel keriil a D(8 + 6) bajnoksdg erésebb A vagy B csoportjaiba (szemben a teljes
bizonytalansagot feltételez6 57,14%-kal), és még a leggyengébb csapatnak is 25%
koriili esélye van erre [7, Figure 2]. Azt gondoljuk, a multbeli teljesitmény alapjin
ennél biztosabban is elOrejelezheté a csapatok ereje, annak ellenére, hogy a fér-
fi kézilabda BL 2017/18-as kiirdsdt a Montpellier Handball (az el6z6 évi francia
bajnoksdgban 4. helyezett) csapata a C csoportbdl nyerte meg.

A csoportmeccsek eredménye kozvetleniil meghatdrozhaté az (1) formula alap-
jan. Ugyanez igaz a Final Fourra. Az egyenes kieséses szakaszban mar bonyolul-
tabb a helyzet, hiszen a parharcok két mérkozésbol dllnak. Ezért azt a megoldast
valasztottuk, hogy a két csapat ,formalisan” hdrom mérkézésen donti el a parhar-
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cot, méas megfogalmazassal, az egy-egy gydzelem utdn kialakuld patthelyzetet egy
tjabb mérkozés lejatszasaval oldjak fel. Ennek oka, hogy a rogzitett valdszintisé-
geket tartalmazé modelliinkben a két mérkozés utan még dontetlenre allé6 parharc
gybztesének 50-50%-os valdsziniliséggel torténd, véletlenszerii sorsoldsa pontosan
ekvivalens azzal, mint amikor csupan egyetlen mérkézést jatszanak le — holott egy
helyett két mérkozés rendezése nyilvanvaldéan az erésebbnek kedvez. Bar ez a meg-
oldés némileg fokozza a csapatok képességének kiillonbozéségét, a torzitas hatdsa
azonban hasonlé az a paraméter noveléséhez, amire vonatkozoan érzékenységvizs-
galatot végziink.

A 2. fejezet alapjan a hazai pélya el6nyétdl eltekinthetiink, mert a csoportok
és az egyenes kieséses szakasz 6sszes mérkozése oda-visszavagds a semleges palyan
rendezett Final Four kivételével.

4. Eredmények

A 28 csapatos bajnoksag két formatuménak Gsszehasonlitdsdra harom méro-
szémot vizsgdlunk: (1) a legerésebb csapatok kivélasztdsdnak képességét (a le-
bonyolitds hatékonysdgdt) tiikrozi az elsd, a masodik, a harmadik és a negyedik
helyezett dtlagos indexszédma; (2) az dsszes lejatszott mérkdzés szinvonaldt mutatja
az azokat jatsz6 csapatok indexei Osszegének dtlaga; (3) a varhaté erékoncentra-
ci6t (competitive balance) a mérkézéseket jatszé csapatok indexszamainak dtlagos
kiilonbségével szamszerisitjiik.

Az eredményeket részletesen, dbrdakkal illusztrilva targyalja [7], itt csak rovi-
den ismertetjiik azokat. Az 1. dbra alapjdn a D(8 4 6) formatumot alkalmazva
mindegyik mutaté tekintetében kedvezébb (alacsonyabb) varhaté értéket kapunk.
Elonye kiilonosen jelentos a két elsédleges cél, a mérkozések atlagos szinvonala és
er6koncentracioja tekintetében, bar a nem tokéletes sorsolas értheté modon sokat
ront teljesitményén. Ezzel szemben a hagyomédnyos D(4 x 7) rendszer jellemzo-
it alig befolydsolja ez a valasztds, s6t a mérkdzések varhaté erdkoncentracioja
tekintetében kismértékii javulas kovetkezik be a nem tokéletes sorsoldsndl, mert
megengedi a kizarolag erés vagy gyenge csapatok alkotta csoportok létrejottét.

Mivel a szervezok szamaéra ez valésziniileg a hatékonysag csekély romlésaval
egyiitt is elfogadhato lenne, annak — a kevesebb lejatszott mérkédzés ellenére —
elénydsebb értéke tovabb erdsiti a D(8 + 6) formétum folényét.

Ugyanakkor felmeriilhet, nem lehetséges-e visszaélni az eltéré csoporterdsség-
gel, azaz szandékosan gyenge teljesitményt nytjtva a C vagy D csoportba keriilni,
hatha onnan indulva, gyengébb ellenfelekkel jatszva konnyebben kiharcolhaté a
gybzelem. A kérdés nem csak elméleti jelentOségii, hiszen, mint mar emlitettiik, a
férfi kézilabda BL 2017/18-as szezonjét egy C csoportba sorsolt csapat nyerte.

Ennek vizsgédlatara az 1-8. és 18-28. csapatok esetén megtartottuk eredeti in-
dexszamukat, a 9. legjobb a 17-es, a 10-17. csapatok pedig az eredetinél eggyel
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1. dbra. Az Osszes lejatszott mérkozés jellemzéi
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kisebb azonositét kaptak. a = 3 és tokéletes sorsolds esetén a 9. legerésebb csapat
kimondottan rosszul jar ezzel a valtoztatdssal, de a tobbi esetben sem kertil ked-
vezObb helyzetbe a 8. legjobb csapatndl. Azaz a D(8 + 6) lebonyolitédsi rendszer
nem érzékeny az ehhez hasonlé stratégiai manipulaciéra.

Az Osszes fenti eredmény robusztus az « paraméter vizsgalt értékeire nézve.

5. Kitekintés

A labdarugéasban szintén megfigyelhet6é bizonyos csapatok eltérd kezelése. Az
UEFA (Union of European Football Associations, Eurépai Labdarigé-szovetség)
altal szervezett Bajnokok Ligdja selejtezéjében a 2009/10-es idénytdl kezdve a
bajnokcsapatok és a nem bajnokok kiilon dgon versengenek. A 2018 szeptemberét6l
megrendezett Nemzetek Ligaja az 55 nemzeti valogatottat multbeli teljesitményiik
alapjan négy ligaba osztja.
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Ezek alapjan felmeriilhet a nem kiegyensilyozott csoportok bevezetése az UEFA
Bajnokok Ligéja, az eurépai klubcsapatok legrangosabb éves tornajanak reformja
soran, melynek egyik legfontosabb célja a mérkézések kozvetitésébdl szarmazéd be-
vételek novelése. Jelenleg a 32 résztvevét nyolc négycsapatos csoportba osztjék,
lényegében a tradiciondlis megolddst kovetve [5, 9]. Ennek egy alternativija le-
hetne, ha a 16 legjobb, jelenleg az els6 két kalapbdl hizott csapat keriilne a négy
erosebb, a kovetkez6 16, a 3. és 4. kalapbdl hizott csapat pedig a négy gyengébb
csoportba, majd az erésebb csoportokbdl harom-harom, a gyengébbekbol egy-egy
csapat jutna a nyolcaddontObe. Ezzel a megoldassal ugy lenne novelhetd a vezetd
klubok kozotti mérkozések szama, hogy a kis, szegényebb csapatokat sem fosztanak
meg a tréfea megszerzésének lehetOségétol.

6. Osszefoglalis

A cikk a vegyes formatumban, a csoportkort koveto egyenes kieséses szakasszal
szervezett bajnoksdgok optimalis lebonyolitasanak kérdését vizsgalta. A férfi kézi-
labda Bajnokok Ligédja példajan keresztiil megmutattuk, megfontolasra érdemes a
nem kiegyenstlyozott, kiilonb6z6 erejii csoportokat tartalmazé formatumok hasz-
nalata, mert ezdltal novelheté a mérkozések atlagos szinvonala és izgalmassaga.
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HOW TO DESIGN HYBRID TOURNAMENTS: LESSONS
FROM THE MEN’S HANDBALL CHAMPIONS LEAGUE

LAszLO CsaTo

Many sports tournaments are organised in a hybrid design consisting of a round-robin group
stage followed by a knock-out phase. The traditional seeding regime aims to create balanced
groups roughly at the same competition level but may result in several uneven matches when
the quality of the teams varies greatly. Our paper is the first challenging this classical solution
through the example of the men’s EHF (European Handball Federation) Champions League,
the most prestigious handball club competition in Europe, which has used unbalanced groups
from the 2015/16 season. Its particular design is compared to an alternative format with equally
strong groups. We find that it is possible to increase the quality of all matches played together
with raising the uncertainty of outcome, essentially without sacrificing fairness. Our results have
useful implications for the governing bodies of major sports. As an illustration, a new format
is proposed for the UEFA (Union of European Football Associations) Champions League, which
guarantees more matches between the elite clubs.

Keywords: OR in sports; tournament design; simulation; handball; competitive balance
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BEFOLYAS TERJEDES OPTIMUMAINAK HALOZATAROL

HOMOLYA VIKTOR, VINKO TAMAS

A grafokon értelmezett befolyds terjedés maximalizalds feladatat vizsgdl-
juk egy ujfajta megkozelitésben. Bevezetiink egy hegymaszo-jellegii algorit-
must, amelynek futtatasaval értelmezhetjiik a széban forgd diszkrét optima-
lizélasi feladat lokélis optimumait, valamint az azok kozotti kapcsolatokat.
Az igy ad6dé médszer néhany lehetséges alkalmazdasédra, a keresési tér érték-
készletének felderitésére adunk példat kiilonbozé véletlen grafokon végzett
futtatasi eredményekbdl.

1. Bevezetés

Legyen adott egy irdnyitott, silyozott halézat, tovabba egy terjedési modell
és egy k pozitiv egész szam. Feladatunk, hogy kivédlasszuk azt a k darab csucsot,
amelyekbodl a terjedési modellt inditva és végrehajtva a lehetd legtobb csicsot elér-
jik. Az igy kapott probléma, a befolyas terjedés maximalizdlas, gyakran hasznalt
eszk6z példaul a virusmarketingben. Gazdasagi szempontbdl egy példa lehet a ko-
vetkez6: korldtozott mennyiségeben van reklamozéasra koltségiink, maximalizalni
szeretnénk az informacié terjedést a termékiinkrol, tehat a lehetd legtébb emberhez
szeretnénk eljuttatni. A graf reprezentalja a kozosséget, melyben terjesztenénk az
informaciét. Mint szocidlis hdlézat, nem tartalmaz t6bbszoros éleket és hurkokat,
valamint minden egyed kiilonb6z6 mértékben tud hatni mésokra.

A befolyas terjedés hédlézatokon, mint diszkrét optimalizalasi feladat elGszor
Kempe és szerzdtarsai [10] cikkében jelent meg, amely Domingos és Richardson
korai munkdjan [6] alapszik. Ebben a mostanra klasszikussd vélt cikkben ad-
tdk meg a szerz6k a dolgozatunkban is hasznalt fiiggetlen kaszkad (independent
cascade, IC) valamint a linedris kiiszob (linear threshold, LT) modelleket. Tovab-
bé, ebben a cikkben javasoltdk a mohé algoritmust, amely a feladat matematikai
tulajdonsdgdbdl adéddan legaldbb 1 —1/e kozelitést ad az optimalis értékre. Meg-
mutattdk, hogy a probléma az alap terjedési modellekben (IC és LT), melyeket
figyelembe vettek, NP-nehéz.

Amennyiben a megadott modellek naiv implementacidjaval kisérleteziink, ha-
mar rajohetiink, hogy mar akar szazas nagysagrendii csiucs-szammal rendelkez6
grafra is nagyon sokdig tart lefuttatni a mohd algoritmust (vagy szinte barmilyen
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més optimalizals eljarast). Ennek egyik oka, hogy a terjedési modellek sztochasz-
tikus alaptulajdonsdgat Monte Carlo szimuldciéval tudjuk kidtlagolni (azaz empi-
rikus varhat6 érték kozelitését szamolni). Ezért hamar megjelentek, és azéta is
az ide vonatkozé kutatdsok egyik fékuszaba tartoznak azok a cikkek, amelyek a
feladat gyorsabb megolddsat tiizték ki célul. Leskovec és szerzétdrsai [12] az LT
modellre adnak egy tun. lazy-forward mohé algoritmust CELF néven. Ennek egy
tovabbgondolt véltozata a CELF++, amely az eredeti moho eljaras iteraciéinak
szadmat csokkenti nagysdgrendekkel [7]. Tovabbi gyorsitdsi mddszereket is tald-
lunk a szakirodalomban, példdul olyat, amely kozelitd eljarast javasol [11], vagy
pedig valamilyen strukturalis tulajdonsdgot, példaul kozosségek jelenlétével hozza
Osszefiiggésbe a leghatékonyabban aktivizalé csicsok kivalasztasat [14].

Az alapfeladat helyett, ahol tehat egy megoldast akkor tekintiink jobbnak, ha
minél tobb befolyas ald vont csicsot eredményez, masképpen is megfogalmazha-
tunk ide kapcsolédé optimalizalasi problémékat, vagy valtoztathatunk az alapgraf
tulajdonsagain. Ilyen lehet példdul az, amikor nem csak pozitiv, hanem negativ
silyokat is megengediink. Kiilonosen érdekes a dinamikusan valtozé grafok esete
is [1]. Ebben a dolgozatban, csak az eredeti alapfeladattal foglalkozunk.

Célunk, hogy a befolyas terjedés maximalizalas, mint kombinatorikus optimali-
zalasi feladat szerkezeti tulajdonsagait mélyebben megértsiik. Ehhez felhasznéljuk
a lokélis optimumok hélézatdnak (local optima network, LON) koncepci6jdt. A
médszerrel tulajdonképpen az eredeti halézatbdl, mint a keresési tér értelmezési
tartomanyabol, egy specialis, hegymadszé-jellegli optimalizdlé eljards felhasznala-
saval készitiink egy masik halozatot, a LON-t, amelynek segitségével a keresési tér
értékkészletének kiilonb6zo strukturalis tulajdonsigait vizsgalhatjuk.

2. Definicidk és jelblések

Ebben a szakaszban leirjuk a kés6bbiekben hasznalt legfontosabb definiciokat,
jeloléséket. A feladatban haszndlt silyozott, irdnyitott grafot G(V, E, W)-vel je-
16ljiik, ahol V' a csicsok halmaza, E az élek halmaza és W : E — [0,1] egy
sulyfiiggvény. A csticsoknak azt a k elemii részhalmazdat, amelyet a feladat szerint
meg kell keresniink, az angol nyelvii szakirodalmat kdvetve, seed halmaznak ne-
vezziik. A gréafnak azon csicsait, amelyeket a befolyas terjedési modell elér, aktiv
vagy fertézdtt csicsoknak nevezziik. A tovabbiakban el6szor bemutatjuk a cik-
kiinkben haszndlt terjedési modellt, roviden lefrjuk a mohé algoritmust [10], majd
bevezetjitkk a LON épitésre hasznalt hegymaszo-jellegli algoritmust.

2.1. Befolyas terjedési modell

Mint emlitettiik, Kempe és szerzétarsai [10] két terjedési modellt vezettek be
és vizsgaltak, amelyekbél jelen cikkben csak az egyiket hasznaljuk: a figgetlen
kaszkdd (independent cascade, IC) modellt. Ebben az iterdci6 alapi modellben a
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graf minden élének van egy paramétere p (0 < p < 1), amely az élen val terje-
dés valdszintiségét jelzi. Egy iteracidoban a frissen fert6zott csicsok megprébaljak
aktivizalni a (ki)szomszédaikat az él paramétere szerint. Amennyiben egy v csics
nem tudta fert6zni w szomszédjat elészor, akkor nem fogja tudni kés6bb sem, csak
egyszer probalkozhat. Ha egyik aktiv csics sem tud 1j cstuicsot megfertézni, akkor
az iteracio véget ér.

A teljesség kedvéért ismertetjiik az eredetileg Granovetter [8] 4ltal bevezetett
LT modellt is. A modell azt valésitja meg, hogy egy kozosségbeli egyén nagy
valésziniiséggel atvesz szokasokat vagy kovet egy trendet, ha a vele kapcsolatban
16v8k ezt mér megtették (csordaszellem jelenség). Minden cstics bemend élsulyai-
nak osszege legfeljebb 1. Tovédbbd minden csticshoz hozzdrendeliink egy 6 € [0, 1]
ktiszobértéket. Egy v € V cstcs fert6zott lesz, ha a belé mutatéd fertézott csicsok
éleinek silyosszege nagyobb, mint a cstcs 0 értéke.

Mivel az IC és az LT modellek tartalmaznak sztochasztikus paramétereket,
amely az ismeretlen hatdsokat testesiti meg, igy a kiértékeléséhez sziikséges R-szer
megismételni a szimuldciot, majd a kapott értékek atlagat venni.

Az id6beli hatékonysagért az IC modellt nem az eredetileg megfogalmazott
médon szamitottuk, hanem a Hajdu és szerzétarsai [9] dltal javasolt véltozatot
kovetve készitettiink egy implementaciét. Készitiink R darab méasolatot az eredeti
G grafrol. Az él silyait valészintiségekként alkalmazzuk. Maésolatonként minden
csticsbdl fert6zést szimuldlunk a szomszédokba. Ha a fertzés egy masolatban
nem tudott az élen atjutni, akkor az élet abban a grafban toroljitkk. Ha ki akarunk
értékelni egy seed halmazt, akkor csak grafkeresd algoritmusokat (mélységi vagy
szélességi keresot) kell inditanunk a seed halmaz minden csicsdb6l minden mésolat
grafban, majd ésszeszdmolni (multiplicitds nélkiil) hany kiilonboz6 csticsot értek el
egy gréfon beliil és venni az 4tlagét ezen értékeknek. Ez tehét a varhaté (befolyds)
értéke a seed halmaznak. Az R hatdrozza meg a pontossdgat ennek a véarhaté
értéknek. Ezen masolat grafokat megtarthatjuk a tobbi kiértékeléshez is, nem kell
tjakat generalni.

2.2. Mohé algoritmus

Mivel a befolyas terjedés maximalizalds feladata az IC terjedési modell mellett
szubmoduldris [10], ezért egy mohé algoritmus az optimélis megoldds approximé-
cigjat 1 — 1/e faktorral megadja. Ebben a kontextusban az algoritmus kezdetben
készit egy S iires halmazt, bedllitja a kK = 1-et és megoldja a problémat. A leg-
jobb értékili cstucsot, a megoldést, behelyezi az S-be. Ezutan noveli a seed halmaz
lehetséges méretet eggyel és kiértékeli az 6sszes SUwv (v € V' \ S) seed halmazt.
A legjobb értékhez tartozé v csicsot S-be helyezi. Addig ismétlédik ez, mig S
mérete el nem éri az eredeti problémaban megadott k elemszamot.
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2.3. Egy hegymaszo-jellegii algoritmus

Az imént targyalt mohé algoritmusban nem definidlhaté a lokdlis optimum
fogalma. Ezért bevezetiink egy — az eredeti feladat megoldasédra alkalmas, de jelen
cikkben nem arra hasznalt — optimalizal6 eljardst, amely jellegébdl adéddan egy
hegymaszd algoritmus.

Az eljrds elsd lépésként egy adott (véletlenszeriien vagy mas médon vélasz-
tott) S seed halmazbdl kezdi a keresést. A masodik 1épésben kiértékeli az aktudlis
seed halmazt, valaszt véletlenszeriien az S halmazbdl egy cstcsot és azt leviltja
az egyik (be)szomszédjira, amely jelenleg nem eleme S-nek. Ha az igy kapott j
S seed halmaz értéke jobb, mint az el6z0, akkor megtartjuk, azaz legyen S := S
és ismételjiik a masodik 1épést. Ha nem, akkor visszatériink a S seed halmazra és
keresiink egy 1j, megfelel§ szomszéd csuicsot, amellyel elvégezziik a kiértékelést és
lehetséges cserét ugyanigy, mint az elobb. Amennyiben a seed minden lehetséges
szomszédjaibol alkotott kombinaciét bejartuk és egyik sem rendelkezik nagyobb
befolyasértékkel, akkor a seed halmazt lokdlis optimumnak nevezziik. Ebben az
esetben a hegymdszé eljardsunk véletlenszertien véalaszt egy elemet a seed hal-
mazbdl és lecseréli egy cstcsra (nem feltétlen szomszédra) a grafbol, amely nem
szerepel benne. Ezen csere utan az elejétol ismételjiik az algoritmust.

Minden kiértékelést (seed elemeket és befolydsértéket) bejegyziink egy tébla-
zatba a hozzédtartozé lokélis optimummal (utélagosan), amelybe az algoritmus
eljutott a szomszédokra vald 1épésekkel. Amennyiben egy mar ldtott seed halmaz-
ra 1ép (ezt a tdbldzatbdl tudjuk), akkor nem szdmoljuk ki djra a befolydsértéket,
csak kikeressiik a hozza tartozo lokélis optimumot. Amennyiben nincs hozza beje-
gyezve, mert rosszabb értékkel rendelkezett és nem rajta keresztiil 1épett tovabb,
illetve amennyiben kort alkotva visszajutott, akkor csak a befolyasértéket adjuk
vissza. A befolydsérték szamitdsa determinisztikus, mivel valtozatlanul a rogzitett
R darab masolat grafon hajtédna végre. Az eljaras ilyen moédon torténd deter-
minizaldsa csokkenti a szamitasigényt. Minden latogatott seed halmazt legfeljebb
egy lokélis optimumhoz rendeliink, mely a szomszédsidgban 1évé seed halmazok
befolyéasértékétol fiigg.

Mint azt emlitettiik, tehat az egyik 6 kiilonbség a mohé eljards és az imént
definialt hegymaszo-jellegli médszer kozott, hogy az utébbival definidlhatunk lo-
kalisan optimalis megolddsokat a problémaban. Ez a lehet6ség vezet minket a
kovetkezo fejezethez, amiben targyaljuk hogyan lehet hélézatot épiteni a lokalis
optimumokbdl.

3. Lokalis Optimumok Halézata - LON
Az imént bevezetett hegymaszd-jellegli algoritmus végrehajtdsa soran kapha-

tunk olyan csics halmazokat, amelyek lokalis optimumként értelmezhetoek. Ezen
lokélis optimumokbdl készitiink egy grafot, a lokalis optimumok hélézatat (Local
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Optima Network, LON). A LON kozelitéseket vizsgdltdk folytonos [15] és kom-
binatorikus optimalizdldsi problémédkban [5]. A befolyds terjedés maximalizdlds
az utébbihoz tartozik, habar alkalmaztunk néhany véaltoztatdst és 1j definicidkat
vezettiink be. Minden, a hegymaszé altal megtalalt lokalis optimum egy cstcs a
LON-ban. Két csics kozott él helyezkedik el, ha a keres6 algoritmus egymads utan
taldlt rdjuk: egy lokélis optimumbdl kilépve (egy elemet lecserélve) eljutott a mé-
sik lokalis optimumba. Ez egyben iranyitést is ad a LON-ban. Mivel a hegymészé
képes a LON mar meglév élein tobbszor is athaladni az épités alatt, ezért a LON
sdlyozott graf.

Megéllasi feltételek. A LON graf épitése tulajdonképpen tetszéleges ideig tart-
hat. Definidlni kell megallasi feltételeket. Ha az épités elegendd hosszu ideje fut,
akkor megfigyelhetjiik, hogy egyes csticsok befoka szdmottevoen nagyobb a tob-
binél. Olyan megallédsi feltételeket prébaltunk alkalmazni, melyekkel a LON-ban
megjelennek kiemelkedo élsilyok. Ezen feltételek a kovetkezok:

azon pontok szama meghaladja a 6, értéket, melyek bemend élek szamanak
0. szorosa kisebb a csicshoz tartozo élstulyok Gsszegénél;

— a felderitett pontok szdma (amelyet ismeriink a nyilvantartdshoz alkalmazott
tablazatbdl) meghaladja az dsszes lehetséges seed kombindcidk szamdanak 60,-
szeresét;

— ha a LON csucsainak szdma az eredeti G csucsainak széménak kétszeresénél
tobb;

— a LON-ban megjelené maximaélis élsily nagyobb, mint a G éleinek szdmanak
negyede;

Kitétel ezen feltételek mellett, hogy az els6 feltételben emlitett megfelel$ csiicsok
szama tobb legyen mint 10.

H grafok. A LON-ban a befok jellemzi egy lokélis optimum vonzéaskorzetét. Mi-
vel t6bb olyan pont van, melyekre csak a sztochasztikus 1épések vezettek, de ritkan,
igy ezen val6sziniitlen, érdektelen pontokat toroljitk a LON-b6l. Késébbiekben ne-
vezzilk ezt a szirt halézatot H-nak. A sziirés sordn az élsulyokat vizsgédljuk a
kovetkez6 modon. Az 1 silyd élektdl kezdjitk. Amennyiben az adott silyd élek
egymds utdni torlésével 2-nél nagyobb méretii komponensek jelennek meg, akkor
nem hajtjuk végre ezen élek torlését és abbahagyjuk a sziirést. Ha a torlésekkel
nem vagtunk le nagyobb komponenst, akkor néveljiik a stlyértéket, amely szerint
torliink.
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4. Numerikus kisérletek

Ebben a szakaszban bemutatunk néhdny olyan jellegii elemzést, amely a fen-
tiekben leirt modszerek alapjan késziilt lokalis optimumok halézatara vonatkozik.
Célunk tehat, hogy a befolyas terjedés maximalizalds probléma keresési terének
értékkészletére adjunk jellemzést.

A kisérletek elvégezéséhez mesterségesen generdlt (szintetikus) véletlen hélza-
tokat hasznaltunk. Harom tipust vizsgdltunk:

— Watts-Strogatz (WS) hélézatokat, amelyeket kisvildg grafoknak is neveziink
[16]

— Barabdsi-Albert (BA) hél6zatokat, amelyek épitéséhez a preferenciélis kap-
csolédéds mechanizmust hasznéljuk, ahol a mar magas fokszamu cstcsok na-
gyobb eséllyel kapnak tjabb éleket [2];

— Cooper-Frieze (CF) halézatokat, amelyek a web gréfok novekedési mecha-
nizmusét hivatottak modellezni [4].

Ezekbdl a grafokbdl tobb példanyt is készitettiink, kiilonb6z6 csics- és élszammal.
Kisérletezéseink sordn azonban arra jutottunk, hogy az n = 120 csicsszamu input
grafokkal kaptunk olyan eredményeket, amelyekben a lokalis optimumok hélézata-
in az élsulyok nagyobbak voltak 1-nél. fgy végiil ezekbdl a grafokbdl valogattunk
ki olyan eredményeket, amelyek jol reprezentaljdk az egyes tipusokon kapott ered-
ményeket. Az igy kivalogatott grafok élszamai rendre 960,474, és 622 voltak a
WS, BA és CF hdélézatok esetén. Az input grafok éleihez a silyokat a (0,0, 7]
intervallumon egyenletes eloszlasi véletlenszam generatorral rendeltiik hozza.

A futtatasokat a k = 2 seed halmaz méretre végeztiink el, a megéllasi feltételek
(14sd 3. szakasz) pedig a kovetkezdk voltak: 6, = /|V(G)|, 0. = 2, és 6 = 0, 6.

4.1. H grafok vizsgalata

A 2.3. szakaszban bevezetett hegymdszd-jellegii eljaras futtatasaval kapott lo-
kalis optimumok hal6ozataibdl a 3. szakaszban ismertetett sziirési eljarassal kapjuk
meg a H grafokat. A harom kiilonb6z6 input graftipusbdl valogatott inputok-
ra kapott H grafokat az 1. dbran lathatjuk!. A H grafok csticsainak mérete az
adott csics befokaval egyenesen ardnyos, mig a szinek a hamarosan bevezeten-
do és hasznalt kozelségi kozpontisag értékeket reprezentaljak. Ezekrdl az abrakrol
egyelére annyi megéllapithatd, hogy a harom kiilonb6z6 input grafra harom kiilon-
b6z6 szirt lokdlis optimumok héalézatat kaptuk, amely azonnal sugallja a befolyés
terjedés maximalizalas feladat diverz jellegii viselkedését.

1Szeretnénk hangsilyozni, hogy itt nem az eredeti G input grafok vizualizdciéit lathatjuk.
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1. dbra. Lok4lis optimumok hélézatai, sziirt véltozatok (H grafok)

A 2. dbran az egyes H grafok behatobb elemzését lathatjuk. A vizsgalati mod-
szer lehetOvé teszi, hogy ralatast szerezziink az egyes lokalis optimumok vonzas-
korzeteirdl. Ehhez a hélézatkutatdsban hasznalt kozelségi kozpontisag (closeness
centrality) fogalmat hasznéltuk. Ennek kiszdmitdsa a

n—1

=S v w0

képlettel hatdrozhaté meg, ahol n a csicsok szdma H-ban, d(v,u) pedig a v-bol
u-ba mené irdnyitott legrévidebb 1t hossza?. Az dbrdkon pirossal a C' értékek alsé
10 percentilisébe, zdlddel pedig a fels6 10 percentilisébe es6 csticsokat szineztiik, a
tobbi csucs pedig feketével van feltiintetve. Ezt a szinezést tartottuk meg egyben
az 1. és 4. dbrékon is egyardnt.

A 2. dbran tehat a H graf csicsainak kozelségi kozpontisdgi értékei és a befo-
lyas értékiik kozotti osszefiiggést vizsgdlhatjuk. Emlékeztetoiil, a H graf csicsai az
eredeti G input graf (jelen példdkban k = 2 elemi) csicshalmazai. Ez az elemzés
lehetévé teszi, hogy egy adott input grafot megoldhatdsag szerint kategorizaljuk
konnylinek vagy nehéznek. A magas befolyasérték jelzi a legjobb taldlt megoldés-
hoz valé kozelséget. Az alacsony C érték jelenti, hogy az adott pont nehezebben
volt elérhetd a hegymdészé algoritmussal. Amennyiben a pontok tobbsége magas
befolyés értékkel és magas C értékkel rendelkezik, akkor azt a feladatot kénnytinek
nevezhetjiik.

Mindhérom input gréafra jellemz6, hogy a talalt lokdlis optimumok értékben
egymastol kevésben kiilonboznek. A kérdés csak az, hogy vajon ezek mennyire
esnek tavolra egymdéstol?

2A d kiszdmitasandl az élek silyainak reciprokét hasznéltuk, kévetve igy azt a konvenciét,
hogy magasabb C' érték jelenti azt, hogy az adott csics atlagosan kozelebb van a tobbi csicshoz.
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2. abra. Kozelségi kozpontisag értékek a H grafokban

A 2a. dbra alapjan a vizsgalt Watts-Strogatz graf szimos nagyon magas értéki
seed halmazt tartalmaz, amelyek koziil a legmagasabb befolyas értéket elér6 egy-
ben magas C' értékkel is rendelkezik, ezért annak megtalalasa viszonylag konnyt.
Ugyanakkor lathatjuk, hogy van egy masik régié is, alacsonyabb fertozés értéket
eredményezd és egyben nehezebben elérheté seed halmazokkal.

A 2Db. dbra az el6z6t6l kiillonbozik abban, hogy a kozelségi kozpontisagi értékek
nagyjabol egyenletesen oszlanak el. Ez az értékkészletben torténé egyenletes szét-
teriilésiikre utal. A legmagasabb befolyas értékkel rendelkez6 seed halmaz egyben
a legmagasabb C' értékkel is rendelkezik, igy ennek megtaldlasira a hegymészd
algoritmusnak jé esélye van.

A 2c. abra a mésik két abratdl annyiban kiilonbozik, hogy tobb, befolyds érték-
ben minimalisan kiilénb6z6, a legjobb megoldashoz kozeli seed halmaz jelenlétét
mutatja. Ezek koziil az abszolat legjobb értékii egyben a legnehezebben elérhetd
is.

4.2. Csucshalmazok egy tavolsaga: VSD

A keresés soran alkalmas seed halmazok megtaldlasa a cél. Ahhoz, hogy az
igy megtalalt halmazok kozotti Osszefliggéseket vizsgaljuk, bevezetiink egy cstcs-
halmazok tévolsdgdnak kifejezésére alkalmas mértéket, amelyet VSD-vel (Vertex
Set Distance) jelolinmk. Legyenek Vi és Vo a G graf cstcshalmazdnak k-elemi
részhalmazai. Legyen

k
VSD(Vh V2) = ng}i(; d(Vli ) VQw(i) ))’
ahol d : V(G) x V(G) — Ny, a grafon vett tdvolsdg, és Sy az elsd k természetes
szamhoz tartozé permutaciok halmaza.
Annak a formélis bizonyitasit, hogy az igy definidlt VSD valéban tavolsiag
fogalom, a fiiggelékben talalja az olvaso.
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A VSD kiszamitasat ugy végezziik, hogy egy hozzarendelési feladatként értel-
mezziik a problémat. Az egyik seed halmaz elemeit szeretnénk hozzérendelni a
masik seed halmaz elemeihez. A koltségek matrixa az eredeti G gréf sily nélkiili
valtozatabdl szamitott tavolsag részmatrix lesz, amely csak az érintett elemekhez
kapcsolddo értékekbol all. Az irdnyitottsagtol eltekinthetiink, mert minden élhez
létezik annak ellenkezé irdnyu pédrja. A megoldds értéke lesz a VSD.

a—®

; /;ﬁ\\ dl3 4 10
) 201 2 1
O 8|3 3 2

3. dbra. VSD kiszamitasa hozzarendelési feladatként

4.2.1. Példa. Egy konnyen attekintheté példat a 3. dbran lathatunk, ahol G
egy 10 csticsbdl 4ll6 gréf, a két csticshalmaz pedig S; = {2,5,8} (az dbran kék
szinnel jelolve) és Sy = {3,4,10} (az dbrdn sérga szinnel jelslve). A kapcsolédé
hozzarendelési feladatot a jobb oldali tdbldzat irja le, amibdl a VSD(Sy, S2) = 5
megoldas addodik.

Az igy bevezetett VSD tavolsag mértéket hasznélhatjuk annak a kielemzésére,
hogy a megtaldlt lokdalis optimumok koziil a legmagasabb érték{ithéz viszonyitva
a tobbiek (VSD értelemben) milyen tédvol helyezkednek el az eredeti G gréfban.
Ezeket az értékeket a legjobb megoldas befolyas értékétdl vett tavolsdggal vetjiik
Ossze.
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(a) Watts-Strogatz (b) Barabdsi-Albert (c¢) Cooper-Frieze

4. abra. V.SD értékek a G input grafokon
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A 4. dbran a harom input gréfra kapott eredményeket ldthatjuk. A korok mé-
rete az adott seed halmaz vonzdskéorzetével aranyos: a hegymadszd, mint lokélis
optimalizdlé futtatdsa soran hanyszor jutottunk egy lokalis optimumba. Az origé-
ban tehdt az adott G grafban taldlt legjobb megoldas helyezkedik el, a tavolsago-
kat ehhez a seed halmazhoz viszonyitjuk. A 4b. dbra szerint a BA hélézat (ezen
példédnyanak) értelmezési tartoménya tn. big valley szerkezetii [3], amelyben a le-
hetséges megolddsok a globdlis/legjobb megoldastdl vett tavolsigai (esetiinkben:
a VSD értékek) és az ezekhez tartozo fiiggvényértékek kozott erds a korreldcié. A
globalis optimumot ugyan korbeveszik a lokélis optimumok, ezek azonban mind
egyre rosszabb értékiiek, ahogy tavolodunk a legjobb megoldastél. Ehhez hasonlit
a 4a. abran lathatéo WS halézat is, bar abban talaltunk egy, a legjobb megoldéshoz
nagyon kozeli befolyas értékii seed halmazt is. Végiil a 4c. dbran djra igazolast
nyer a CF héalézatok a masik két tipustdl vett kiilonbozbsége, hiszen itt Gsszesen
hét darab magas értékii lokalis optimumot talaltunk, amelyek az egyébként nehe-
zen megtaldlhato (erre a piros szinezés utal) legjobb megoldéstdl, VSD értelemben,
egyre tavolabb helyezkednek el.

5. Konklizio

A szakirodalomban sok szempontbdl vizsgélt, erdsen alkalmazds orientdlt prob-
lémat, a grafokon értelmezett befolyds terjedés maximalizalds megoldasainak tu-
lajdonsagait vizsgaltuk. Megkozelitésiink tjdonsagat az adta, hogy a felhasznalt
hegymadszé-jellegii algoritmussal a keresési tér olyan leképezését vizsgaltuk, amely
lehetové teszi a feladat strukturalis tulajdonsiagainak mélyebb megértését. Ehhez
felhasznaltuk a lokalis optimumok hdlézatdnak (LON) fogalmét. Ennek segitsé-
gével harom, szerkezetileg kiillonbozé véletlen grafon, mint inputon kimutattuk,
hogy a probléma kiilonb6z6 értékkészlet strukturakhoz vezet. Az igy kapott ered-
mények lehet6séget adnak célzott keresési eljarasok definidlasara, ennek részletes
kidolgozasat jovobeli kutatasi tervként jeloljiik ki.

Fiiggelék

Megmutatjuk, hogy a 4.2. szakaszban bevezetett VSD fliggvény nemnegativ,
szimmetrikus és teljesiti a haromszog egyenlotlenséget, azaz valoban tavolsag fo-
galom.

A VSD irdnyitatlan gréafokon értelmezett legrévidebb utakon alapszik, ami
szimmetrikus. Az eredeti G graf iranyitott, de minden élnek van parja az ellenkez6
irdnyba és a sulyok figyelmen kiviil voltak hagyva (graf tavolsdg mindkét irdnyba
megegyezik). Grafbeli tavolsigok Osszege fiiggetlen a tagok sorrendjétdl, ezért
VSD szimmetrikus, azaz VSD(Vy, Vo) = VSD(Va, V1) teljesiil.

Ahogy elézbleg emlitettiik, graf tavolsdgon alapszik, amelyek értéke mindig
nemnegativ. Ezen nemnegativ szdmok Osszege is nem negativ. Legyen V;,V5 a G
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graf csucsaibdl all6, k kiilonbozé elemeket tartalmazé halmazok. A VSD(Vi, Va) =
0 akkor és csakis akkor, ha V; = V5. Ekkor minden V; beli elem 0 tavolsidgra van a
Va-beli megfelel6jétél (6nmagatdl), a lehetséges tthosszak sszegeinek minimuma
pedig 0. Ha V; és V5 egy elemben is térnek el, akkor legaldbb egy 0-nél hosszabb
utnak kell lennie az elemek ko6zott, a VSD értéke nagyobb lesz 0-nal, amivel a
nemnegativitast belattuk.

Végiil, a haromszog egyenlotlenséghez a

VSD(Vi,Va) < VSD(Vy, Vs) + VSD(Va, Vs)

egyenlétlenségnek teljesiilnie kell V(G) barmely k elemi Vi, Vs, V3 részhalmazdra.
Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy

VSD(V1, Vo) > VSD(V4,V3) + VSD(Va, Vs).

Mivel VSD szimmetrikus, ezért a VSD(Vy, Va) > VSD(Vy, V3)+ VSD(Va, Va) egyen-
16tlenség is teljesiil. Tudjuk, hogy VSD(Vi,V3) megegyezik a megfelelé hozzdren-
delési feladat minimalis koltségli megoldasdnak értékével. Ez igaz a Vi, Vo kozotti
VSD értékre is. Ekkor vannak utak a V; és V; elemei kozott (legaldbb a Vi elemeit
érinték). Ezen utakbdl szerkesztett egy hozzérendelési feladat optimadlis megoldé-
sanak értéke legyen D. Meghatarozott csiicsok érintésével nem csékkennek a téavol-
sagok, ezédltal D sem csokkenhet, ha a kozvetlen legrovidebb utak helyett méasokat
hasznalunk. Vagyis, ha D a legrovidebb utakbdl szerkesztett feladat megoldésa,
akkor D < VSD(Vi,V3)+ VSD(Vs, Va). Ugyanakkor D =VSD(Vi,Vs), aminek
nagyobbnak kell lennie a két el6z6 VSD érték Gsszegénél, amely ellentmondés.
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The influence maximization problem is investigated from a new perspective. A hill-climber
algorithm is introduced for the purpose of detecting local optima and their relationships in this
discrete optimization problem. The proposed method is demonstrated by exploring the target
set of the search space resulted from computational experiments on structurally different random
graphs.
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TECHNIKAI HALADAS A KOZEPES FEJLETTSEG CSAPDAJABAN

BESSENYEI ISTVAN

Azt vizsgaljuk, hogy egy kevésbé fejlett gazdasdg miként keriilhet ki a
kozepes fejlettség csapddjabdl, s juthat el a fejlett gazdasdgokra jellemzo,
stabil novekedési palydra. A termelési lehetéségek modellezéséhez mindenek-
elott megkonstrudlunk egy a csapdahelyzet megjelenitésére alkalmas terme-
lési fliggvényt. Bevezetve ezt a neoklasszikus novekedési modellbe, szamba
vessziltk a csapdahelyzetbol torténd kikeriilést akadédlyozé tényezoket. Sza-
kitva a f6aramu kozgazdasdgtannal, szemiigyre vessziik, hogy a bevezetett
termelési fliggvény miként alapozhaté meg a linedris tevékenységelemzés mo-
delljében. Ezaltal lehetévé valik annak tisztdzdsa, hogy milyen jellegii tech-
nikai haladas vezeti ki a n6vekvé gazdasagot a kozepes fejlettség csapdajabol.
A cikk legfontosabb eredménye annak megmutatdsa, hogy a csapdahelyzet-
bol valé kikeriiléshez nem a legfejlettebb gazdasagokban alkalmazott ter-
melési technoldgidk fejlesztésére van sziikség, hanem azon kevésbé korszerii
termelési alapeljarasokat kell fejleszteni, melyek elérését a kozepes fejlett-
ség csapdajaban miik6dé vallalatok szaméra a mindenkor rendelkezésre allé
beruhdzasi forrasok redlisan lehetévé teszik.

1. Gazdasagi novekedés és a kozepes fejlettség csapddja a
neoklasszikus alapmodellben

Jelolje Y a GDP nagysagat, K a termelés rendelkezésére allé téke, L pedig a
munka mennyiségét! Ezek id6ben valtozd, rendszerint novekvé nagysigok. Azt a
tényt azonban, hogy ezek az id6 fiiggvényei, az egyszerlibb irdsmdd érdekében, al-
taldban nem jeloljiik. Ekkor a gazdasdg rendelkezésére allé termelési technologiat
az Y = F(K, L) termelési fiiggvény irja le. Reédlis és a féarami kozgazdasdgtannal
megegyezd feltevés, hogy g—g, ?TIE > 0 és g;f;,% < 0. A neoklasszikus alap-
modell f6lteszi tovabbd, hogy a GDP konstans, s hanyada keriil megtakaritésra,
és minden megtakaritds automatikusan beruhazdssa valik, azaz a tOkedllomanyt

dK

noveli. Ekkor a t8ke mozgdsegyenlete: K = G =s:Y —0-K, ahol 0 a tékeja-

vak amortizaciés ratdja. Feltessziik tovabbd, hogy a gazdasdg rendelkezésére allo
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munka mennyisége demograﬁa1 tenyezok altal meghatarozott v exogén konstans
rata szerint novekszik, azaz L==L= = .1

Kovetve a féaramu kozgazdasagtant feltessziik, hogy a technikai haladds a mun-
ka hatékonysagat noveli, ezért bevezetjiik a hatékonysagi egységekben mért munka
jelolésére az L szimbolumot. Feltessziik azt is, hogy a technikai haladds a gazda-
sdg egyéb torténéseitdl fliggetlen, exogén folyamat7A mely a munka hatékonysagat
i konstans réta szerint noveli, igy ¥ = 0 esetén L = p > 0. Ha pu > 0, akkor
a termelési technolégiat az ¥ = F (K L) termelési fiiggvénnyel irjuk le. Vegyiik
észre, hogy amennyiben K =0¢és L =0, akkor uw>0 = Y > 0.

Gyakran definidljak a technikai haladéast a fenti észrevétel felhasznalasaval ugy,
hogy valtozatlan toke és munkafelhasznalds mellett né a kibocsatas. Mi azonban
ezt nem tessziik, mert a kovetkez6 szakaszban egy masik definiciét adunk.

Bevezetiink egy olyan valtozot, melynek értéke az egyensilyi ndvekedési palyan
konstans:

1.1. Definicié. Hatékony tokeintenzitdsnak nevezziik a k = K/L hanyadost.

Tovabb kovetve a féaramu kozgazdasagtant feltessziik, hogy az Y = F (K , E)
fiiggvény mindkét valtozdjaban linedrisan homogén, ekkor felirhaté a kovetkezd,

intenziv forma: y = % =F (%, 1) =f (k)
1.1. TETEL. (Solow [14]) A hatékony tSkeintenzitds mozgasegyenlete:
k=s-f(k)—(p+~v+0)k (1)

1.2. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a gazdasig egyensilyi novekedési palydn
van, ha k = 0.

Legyen az egységnyi munkara es6 kibocsatas, illetve toke y = %, illetve k = %,
az életszinvonal indikatoraként is értelmezhetd, egységnyi munkara es6 fogyasztas
e o U=9)Y _ C :
pedig: ¢ = ~——F— = 7. Ekkor:

L.1. KOVETKEZMENY. Egyensiilyi névekedési palyan Yy = w + vy, tovabba
=k=¢=u>0.

Az utébbi id6ben tapasztalhaté demogréfiai folyamatok kovetkeztében szamos
gazdasdgban v < 0 all fenn. Ebbél azonban csakis abban az esetben kodvetkezik
Y < 0, ha az exogén technikai haladds nem elég gyors iitemi, azaz pu < —~.
A gazdasigi novekedés demografiai folyamatok dltali meghatdrozottsigat v és u
endogenizdldsa mellett Jones [8] tanulmdnya vizsgdlja.

Az egyensilyi novekedési pélya egzisztencidjanak, unicitdsanak és stabilitdsa-
nak vizsgalatahoz sziikségiink lesz az alabbi definicidra:

LA viltozé folé irt pont annak idS szerint vett derivaltjat, a kalap pedig a névekedési ratajat
jelenti.
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1.3. Definicié. (Inada [7]) Akkor mondjuk, hogy az f (k) intenziv termelési
fliggvény jol viselkedd, ha

L VE>0: f'(k)>06s f” (k) <O0.
2. limj_, o f' (k) =0 és limg_,q ' (k) = o0
3. f(0) =0éslimg_,, f (k) =00

1.2. TETEL. (Burmeister és Dobell [5]) Ha az f (k) intenziv termelési fiiggvény
jol viselkedd, akkor fennall az egyensiilyi ndvekedési palya egzisztencidja, unicitasa
és stabilitdsa®.

Koénnyen ellenorizhetd, hogy 0 < a < 1 esetén az
Y =A K% L' (2)

Cobb-Douglas tipusti termelési fiiggvénybdl levezetheté 7 = A - k® intenziv
termelési fiiggvény jol viselkedd. Ugyanakkor mar Solow [14] cikke bemutatta
az intenziv termelési fiiggvény tobb olyan lehetséges formdjat, melyek esetén az
egyensulyi novekedési pédlya egzisztencidja, unicitdsa, vagy stabilitdsa nem all fenn.
Cikkiink szempontjabol a tobb egyensilyi novekedési palya létezésének esete a
legfontosabb.

1.4. Definicié. Ha a ky < ky < ... < k,, hatékony tékeintenzitdsokra az (1)

differencidlegyenlet szerint k = 0, akkor a k legalacsonyabb értékéhez tartozo,
stabil novekedési palyéat a kozepes fejlettség csapdajanak nevezziik.

1.2. KOVETKEZMENY. A kézepes fejlettség csapdéjdban § = p > 0 csakigy,
mint barmelyik masik egyensulyi névekedési palyan. Csakhogy a kozepes fejlettség
csapdajaba ragadt gazdasdgban az egy fére es6 GDP és fogyasztas alacsonyabb és
a lemaradés szintén a technikai haladds ratdja altal meghatdrozott, p iitemben
novekszik.

Megjegyzendo, hogy az elnevezés tekintetében az irodalom nem egységes. Er-
r6l tantskodik példaul Nelson [11] cikke, mely a lehetséges okokat is részletesen
vizsgédlja, vagy az a tény, hogy Snowdon [15] szegénységi csapdanak nevezi. Jelen
tanulmdany az elnevezést a Magyar Nemzeti Bank [10] Novekedési Jelentésébdl vette
at. E jelentés idézi Agénor és Canuto [1] cikkét, melyben a szerz6k megmutatték,
hogy a kozepes fejlettség csapddja a neoklasszikus névekedési modellnél kifinomul-
tabb egyiittélé nemzedékek modelljében is megjelenhet. Maradva az eddigiekben
ismertetett modell keretei kozott, a (2) termelési fiiggvénybdl kapott 7 = A - k*
intenziv termelési fiiggvény helyett most egy olyan intenziv termelési fiiggvényt

2Ebben a tanulményban stabilitdson mindig lokslis aszimptotikus stabilitast értiink.
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vezetiink be, mely lehet6vé teszi a kozepes fejlettség csapdajanak megjelenitését.
Legyen ez az intenziv termelési fiiggvény az alabbi:

k> —

fk) =4 , (3)

ahol b, ¢, d, kg > 0 paraméterek, és n természetes szam. Konnyfi latni, hogy
b — 0 esetén a (3) fiiggvény a (2)-bél adédé § = A - k* formahoz tart, és ugyanaz
a helyzet, ha [k — %" — oo. Utébbi esetben a konvergencia annal gyorsabb, minél
nagyobb n.

Az (1) differencidlegyenletbe k= 0t helyettesitve kapjuk, hogy egyensilyi
novekedési palyan az

FR) =208 g (R (4)

egyenléségnek kell fenndllnia, ahol a linedris g (l%) fliggvényt csupan az egysze-
riibb hivatkozas érdekében vezettiik be. Az 1.2. tétel szerint az f (l%) = Ak~
intenziv termelési fiiggvény jol viselkedd volta biztositja az egyensilyi novekedési
palya egzisztencidjdt, unicitdsit és stabilitdsat. A (3) intenziv termelési fiiggvény
bevezetése esetén azonban nem teljesiil az 1.3. definiciéban adott 1. feltétel, igy az
egyenstlyi névekedési palya unicitdsa nem biztositott. Ezt mutatja be az 1. dbra
bal oldala, ahol a (4) egyensilyi feltétel bal oldaldn &ll6 (3) intenziv termelési
fiiggvényt és a jobb oldalon all6, linearis g (E) figgvényt tiintettiik fel. Utdb-
bit szaggatott vonallal a fejlettebb gazdasdgokra jellemz6 magasabb megtakaritasi
hényad mellett, folytonos vonallal pedig s kevésbé fejlett gazdasagokra jellemzd,
alacsonyabb értéke esetén.

10 Intenziv termelési faggvény o Fzokvantok

egységnyi hatékony munkara ess GOP

i i i H i i ; i i i i i ;
] 20 i 60 &0 100 120 40 180 o 005 01 015 0.2 025 03 035 04
x 1000 t6kefhatekony munka hatékony munka
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Tekintsiik most azt, az dbra bal oldaldn bemutatott esetet, amikor a (4) feltétel
a hatékony tokeintenzitds k1 < ko < k3 értékei mellett teljesiill Az (1) differen-
cidlegyenletbél kovetkezik, hogy ha f (]_f) > g (l_f), akkor k novekszik, ellenkez6
esetben csokken. fgy a ki melletti, stabil fixponthoz tartozé egyensiilyi palyan
noévekvo gazdasig a kozepes fejlettség csapddjaban van. Az dbran a meredekebb
egyenes és az f (l?:) fliggvény paramétereinek kalibralasa soran egy a kozepes fej-
lettség csapddjaban 16v6 (magyar) és egy fejlettebb, (osztrék) gazdasdgra jellemzd
értékeket vettiink alapul. Ennek megfeleléen a (k1, f (k1)) értékek a kézepes fej-
lettség csapdajaban 1év6, mig a (ks, f (k3)) értékek a fejlettebb gazdasdg egyen-
stlyi névekedési palydjat hatdrozzék meg (Pl: ys(t) = f (ks) ett). Feltételestiik
tovabba, hogy egyik gazdasig sincs egyensilyi novekedési palyan, de a stabilitas
miatt mindketté kozeliti azt. Figyelembe véve az 1.2. kovetkezményt, azt vizs-
galjuk, miként keriilhet ki a kozepes fejlettség csapdédjaba ragadt gazdasag ebbol
a helyzetbdl, s névelheti a hatékony tékeintenzitds egyenstlyi értékét ks-ra. En-
nek sordn azt hasznéljuk ki, hogy az (1) differencidlegyenlet dltal el6irt dinamikus
rendszer bifurkdl. Adottnak tekintve a termelési technolégiat, a (4) feltételben
szerepld g (/_f) fliggvény paramétereit kell megvizsgalni, hisz ezek az 1. dbra bal ol-
daldnak tanusaga szerint bifurkédcids paraméterek. Célunk a fixpontok szdmanak

g (k:) mérséklése révén torténd csokkentése. Errdl az alabbiakat mondhatjuk:

s noveléséhez a fogyasztas visszafogasara lenne sziikség, ami politikai szem-
pontbdl nehezen véllalhaté mér csak azért is, mert mint azt példdul Romer [13]
megmutatja, a megszoritasok eredménye csak tobb évtized elteltével varhato.

6 miiszaki-technolégiai feltételek dltal meghatarozott, csokkentésére a szakpo-
litikaknak nincs lehetéségiik.

v csOkkentése alkalmas népesedéspolitikai intézkedések révén lehetséges, ez
azonban a népesség tovabbi eloregedését vonnd maga utan, ezért nem jarhatd
at.

1 csokkentése a technikai haladas lassitasat jelenti, ami az 1.2. Kévetkezmény
szerint az egy fére es6 GDP és fogyasztas egyensilyi novekedési ratajat csokken-
tené.

Ezek szerint a kozepes fejlettség csapddjabdl ¢’ (E) csokkentése révén torté-
né kikeriilés stlyos nehézségekbe iitkozik. Felmeriil ugyanakkor a kérdés, hogy
vizsgaléddsainkat nem korlatozza-e az a féaramu kozgazdasdgtanbdl atvett meg-
kozelités, mely a termelési technoldgidt a (2) termelési fiiggvény segitségével irja
le. Ez esetben ugyanis az exogén technikai haladds nem jelent egyebet, mint azt,
hogy a folyamat az Y = F(K, L) termelési fiiggvény teljes feliiletét az alapsik-
tél folyamatosan egyre tavolabbra, egyre feljebb tolja. Feladva ezt a koncepcidt,
a kovetkezo szakaszban a technikai haladast egymast kovetd technoldogiai sokkok
sorozataként fogjuk értelmezni.
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2. A technikai haladas iranya

A jelen szakaszban feltessziik, hogy p = 0, s a technikai haladdst mas mo-
don fogjuk megjeleniteni. Mindenekelott jegyezzitk meg, hogy u = 0 esetén
k=X = % = k, ezért a tovabbiakban az egyszeriibb jelolést alkalmazzuk. Foly-
tatva annak tisztdzdsdval, hogy az irodalomban szokatlan (3) fiiggvény alkalmazdsa
— tul azon, hogy céljainknak megfelel — miként indokolhatd, a technolégiai sokk

féaramu kozgazdasagtantol némileg eltérd értelmezése sziikséges:

i

2.1. Definicio. Technolédgiai sokkrél akkor beszéliink, ha a termelési technold-
gidt az y = A - f (k) termelési fiiggvény helyett az

b

(5)

intenziv termelési fiiggvénnyel irhatjuk le, ahol b #£ 0, ¢, d > 0, n pedig természetes
szam. Pozitiv technolégiai sokk esetén b > 0, negativ technoldgiai sokk esetén
forditott a helyzet.

A sokkot tehat a szogletes zardjelben allé masodik tag reprezentalja. Megjegy-
zend§ ugyanakkor, hogy a definiciéban nem kotottiik ki, hogy f (k) jol viselkedd.
A k° > 0 paraméter azt a téke/munka ardnyt reprezentdlja amelyik esetén a tech-
nologiai sokk hatédsa a legerdsebb.

Atkinson és Stiglitz [2] nyomén feltessziik, hogy a technikai haladds egymadst vé-
letlenszertien kdveto technoldgiai sokkok eredményeként megy végbe. Ezek sordn
az (5) filggvény b, c, d, j és k° paraméterei véletlen valtozok. Ekkor az 1.1. ko-
vetkezmény empirikusan nem igazolhaté, tény azonban, hogy k> 0. Hogy ez
tovébbra is teljesiiljon, sziikséges feltenni, hogy F(b) > 0, azaz varhatéan tébb
és/vagy erdsebb a pozitiv sokk, mint a negativ. Feltessziik, hogy az esetek tobb-
ségében olyan termelési eljarasok fejlodnek, melyek alkalmazésa épp az aktudlis
t6ke/munka ardny mellett térténik. Mivel hosszabb id6horizonton k& névekedése
empirikusan igazolhaté?, redlis feltevés, hogy a technolégiai sokkok &ltal legerd-
sebben érintett téke/munka ardny noévekvé tendencidt mutat. Ezzel szemben a
magyar gazdasag szamara jelenleg elérheté miiszaki technolégiai szinvonal szem-
pontjabdl két nagyobb technoldgiai sokknak van meghatarozé jelent&sége:

(i) A tervezett gazdasig évtizedei sordn az értelmiség bérmunkasként torténé ke-
zelése nem tamogatta, esetenként kifejezetten meggatolta a termelési techno-
l6giak fejlesztését, vagy a fejlettebb technolégidk kiilfoldrdl torténé atvételét.
Miésrészt mivel a vallalatok koltségvetési korlatja puha volt, Kornai [9] szerint
azok er6forrasigénye majdnem kielégithetetlen mértékiire duzzadt. A terme-
1ési erdforrasok halmozédsa pedig gyakran miiszaki szempontbdél nem hatékony
technologidk alkalmazasdhoz vezetett.

3Péld4ul Barro és Sala-i.Martin [3].
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(ii) A rendszervéltdst kovet§ fejlesztések jelentds része pélydzati forrdsokbdl tor-
tént, ami Bessenyei [4] szerint gyakran szuboptimalis t6kestruktirat eredmé-
nyezett, ugyanakkor megnyilt a lehetOség a fejlett piacgazdasiagokban mar
régbta alkalmazott, korszerii termelési technolégidk atvételére.

A fenti tényezOk egyiittesen eredményezték a (3) intenziv termelési fiiggvénnyel
leirhatd technolédgiai feltételek kialakulasat. Idékozben a technikai haladéas folya-
mata lelassult?, a pozitiv technolégiai sokkok egyre ritkdbbak, a klimavaltozés és
az ennek lassitasara tett eréfeszitések pedig egyre tobb negativ technolégiai sokkot
eredményeznek, {gy a (3) intenziv termelési fiiggvény megmerevedni latszik.

A mikroszinten jelentkez6 kovetkezmények felméréséhez sziikségiink lesz az
1. dbra bal oldaldn bemutatott intenziv termelési fiiggvény alapjaul szolgald ter-
melési fiiggvény szinthalmazainak, vagy izokvantjainak vizsgalatdra. p = 0 esetén
az (3) intenziv termelési fiiggvény az aldbbi termelési fiiggvénybél szarmazik:

b-L
e+ (d- 5 — ko)™

Y=F(K,L)y=A-|K*-L'7® —

2.1. KOVETKEZMENY. A technoldgial sokk az Y = F(K,L) termelési fiigg-
vénynek csupan egy darabjat tolja el e # 0-nal jelentésebb mértékben.

Ennek a fiiggvénynek egy izokvantjat, azaz szinthalmazat mutatja be az 1. abra
jobb oldala. Mivel termelési fiiggvényiink homogén, az izokvantok egymadshoz ha-
sonléak, a hasonldsag kozéppontja pedig az origd. Az abran elhelyezett nyilak jol
mutatjik, hogy a kozepes fejlettség csapddjaban 1évé gazdasagra jellemzd, alacso-
nyabb ki = K/L ardny esetén nem feltétleniil érdemes a tékedllomdnyt béviteni,
mert el6fordulhat, hogy a bévités eredményeként a termelés nem névekszik. Mint
lathatd, ez még abban az esetben is igaz lehet, ha a tokedllomany bovitését a
mellette felhasznalt munka mennyiségének novelése kiséri. Es az empirikus adatok
arrdl tantiskodnak, hogy a hazai vallalatok (elsésorban a nemzeti tulajdonban 1év6
kozepes és kisvéllalatok) ténylegesen tartézkodnak is a t6keallomany bévitésétol.?
Pedig az (1) differencidlegyenlet szerint csakis ennek révén keriilhet ki a gazdasdg
a kozepes fejlettség csapdajabdl.

A tovébblépéshez szemiigyre kell venniink, hogy milyen mélyebb technoldgiai
adottsdgok huzédnak meg a (3) intenziv termelési fiiggvény mogott. A linedris
tevékenységelemzés modelljének felhaszndldsdval Zalai [17] megmutatja, hogy a
folytonos F(K, L) termelési fiiggvény koncepcidja az aldbbi parametrikus linedris
programozasi probléman alapul:

Y = Z x; — max (6)
i=1

4Ennek okait részletesebben veszi szamba Williamson [16].
5A jelenség tovabbi okait elemzi Parente és Prescott [12].
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feltéve, hogy x > 0, és

Rx:(‘r[f). (7)

Feltessziik, hogy a kibocsatas m kiilonféle technoldgiai alapeljaras alkalmazasa
révén allithaté eld. Mivel aggregdlt modelliinkben csupan egyetlen fajta végter-
mék, a GDP keriil el6dllitadsra, az egyes alapeljardsok x;-vel jelolt alkalmazési
szintjét mérhetjiik az altaluk eléallitott végtermék mennyiségével. Az R € R2x™
matrix egyes oszlopai az egyes alapeljarasok egységnyi alkalmazasi szinten torténé
miikddtetésének toke-, illetve munkaigényét, azaz a téke és munkakoefficienseket
tartalmazzdk. Az egyenlOségfeltétel szerepeltetését a fenti (i) pontban emlitett
szuboptimalis tékestruktira mellett, elsésorban az (i) pontban emlitett halmo-
zasi tendencia indokolja. Az egyszeriibb targyaldsmod érdekében rendezziik az
R matrix oszlopait dgy, hogy 2L < 22 < | < I2m teljesiiljon!

Ti1 — Ti2 — — Tim

Az 1. dbra jobb oldala arrél tantskodik, hogy szamos, miiszaki szempontbdl
nem hatékony alapeljaras is 1étezik. Fzek azonos kibocsatdst tobb téke, vagy
munka felhasznaldsa révén allitanak el6, mint a miiszaki szempontbdl hatékony
alapeljarasok. A kozepes fejlettség csapddjanak fennalldsa esetén ezekre teljesiil,
hogy: k3 < :f’ < ks. E véllalatok miikddtethetnek ugyan miszaki szempontbdl
hatékony, és nem hatékony alaptechnolégidkat is, de amennyiben a termelés ren-
delkezésére 4ll6 kapacitdsokat teljes mértékben kihasznéljdk, a (6) célfiiggvény nem
teszi lehetvé, hogy meglév termelési eréforrdsaikat kq-nél magasabb téke/munka
arany mellett alkalmazzdak.

Megmutathaté (pl: Zalai [17]), hogy a (6)-(7) problémanak minden nemnegativ
K-ra és L-re egy és csak egy megolddsa van. Ezt hasznalja ki az aldbbi definicié:

2.2. Definicié. Legyenek K és L a (6)-(7) linedris programozési probléma pa-
raméterei, ekkor az Y = F(K, L) termelési fiiggvény az optimélis megolddsok
felhasznalasaval adédik.

2.2. KOVETKEZMENY. A 2.2. definicié szerint kapott termelési fiiggvény line-
arisan homogén, igy izokvantjai hasonldk, s a hasonlésag centruma az origo.

A termelési fiiggvény 2.2. definicidja lehetGséget teremt arra, hogy a technikai
haladés fogalmat az alabbi definiciéra alapozzuk:

2.8. Definicio. Akkor beszéliink a j-edik alaptechnolégia fejlesztésérél, ha a
(7) feltételben szereplé R matrix r;; eleme csokken.

Atkinson és Stiglitz [2] nyomén figyelembe vessziik egy alaptechnoldgia fej-
lesztésének mas alaptechnolégidkra gyakorolt kisugdrzé hatdsait is. Jé példa erre
a mikroprocesszorok kifejlesztése, ami els6sorban a szamitastechnikat érintette,
de jelent6s hatést gyakorolt példdul a telekommunikaciéra is. Feltessziik tehat,
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hogy egy alaptechnolégia fejlesztése rendszerint tovdbbi, hasonlé paraméterekkel
jellemezhetd alaptechnolégidk fejlodését is maga utan vonja. Igy a linedris tevé-
kenységelemzés modelljét alapul véve, a 2.1. definiciét az aldbbival helyettesitjiik:

2.4. Definicio. Pozitiv technolégiai sokkrél akkor beszéliink, ha a (7) feltétel-
ben szereplé R matrixot az R matrix valtja fel olymddon, hogy

1. 75 = pori,; (1 =1,2),ahol 0 < pg < 1,

2. Tij4k = PrTigj+k, illetve 7 j_p = npryj_g, ahol ng = pg és a p, és n,
sorozatok monoton névekeddek, tovabba p,,n, — 1.

Azt mondjuk tovabba, hogy a pozitiv technoldgiai sokk els6sorban a j-edik alap-
technoldgiat érintette.

Ezek szerint pozitiv technolégiai sokk esetén a sokk altal elsésorban érintett
alaptechnoldgia egységnyi szinten torténé mitkodtetésének toke-, illetve munkaigé-
nye a sokk el6tti érték pg részére csokken. Ha a p,, vagy n, sorozatoknak nem
mindegyik eleme 1, akkor a technolégiai sokk nem csupén a j-edik alaptechnolégiat
érinti, hanem az R matrix szomszédos oszlopai altal reprezentalt alaptechnolégia-
kat is. Ebben az esetben az els6sorban a j-edik alaptechnolégiat érint6 sokk a p,
és n, sorozatok altal meghatarozott mértékben a j+1, j£2, ... alaptechnoldgiakra
is kisugarzik.

Hasonldan értelmezhetjiik a negativ technoldgiai sokkot, amennyiben py > 1, és
a pp és n, sorozatok monoton csokkendk. A sokk mértéke ekkor 1 — pg, az altala
els6sorban érintett alaptechnolégia javuldsdnak (vagy romldsdnak) kisugdrzasat
pedig a p,, és 1, sorozatok hatdrozzak meg.

Erdemes felfigyelni rd, hogy technolégiai sokk iménti értelmezése szerint K = 0
és L = 0 esetén a pozitiv technoldgiai sokkbdl nem Y > 0, csupan Y > 0 kovet-
kezik. Abban az esetben marad a kibocsatds valtozatlan, ha a technikai haladéas
soran egy olyan alapeljaras javul, melyet a vallalatok nem hasznalnak. J6 példa
erre a Trace Gas Orbiter tirszonda Mars koriili keringbegységében talalhaté egyik
miiszerhez az MTA Wigner FK kutatéi altal készitett szoftver, ami kétségkiviil
jelentos technoldgiai fejlesztésnek tekintend6. Ugyanakkor ez a javulds a hazai
vallalatok termelési technolégidjat nem érinti, igy valtozatlan toke és munkafel-
hasznalas mellett azok kibocsatdsa sem nd.

Szemiigyre véve még egyszer az 1. abrat gy tinik, hogy a kozepes fejlettség
csapdajabol valé kikeriiléshez elegend6 a miiszaki szempontbdl nem hatékony alap-
eljarasok fejlesztése. Valdban, az ilyen technolégidkat leiré elemek nagysagéat az
1. dbra alapjdul szolgdlé R métrixban mintegy 1 - 7%-kal javitva megny{lik a kit a
csapdahelyzetbél. Megmutathaté ugyanis®, hogy a 2.2. definicié alkalmazésa ese-
tén, amennyiben kevés alaptechnoldgia létezik, a termelési fliggvény szinthalmazai

6P1: Zalai [17].
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az origéra konvex poligonok. Nagyszamu alaptechnoldgia létezése esetén a poligo-
nok toréspontjainak szama is novekszik, s azok mindinkabb a 2. abra jobb oldaldn
bemutatott gorbét kozelitik. Itt egyetlen izokvantot tiintettiink fel az emlitett
technoldgiai fejlesztés el6tt és azt kovetéen. A technoldgiai fejlesztés eredménye-
ként az izokvant egy darabja elmozdul, az elmozdulés irdnyat nyillal jeloltitk. Mint
lathatd, a kismértékil (pp = 0.93) fejlesztést kovetden is maradnak miiszaki szem-
pontbdl nem hatékony alaptechnolégidk, de a 2. dbra bal oldaldn lathaté intenziv
termelési fiiggvény mégis elégséges mértékben tolédik el (Ldsd annak szaggatottal
jelolt darabjat!) ahhoz, hogy az (1) differencidlegyenlet dltal leirt, neoklasszikus
egyensulyteremté mechanizmus a gazdasdgot a kozepes fejlettség csapdajabdl a
magasabb, ks-as egyensilyi t6ke/munka ardnyhoz vezesse.

x10t Intenziv termelési fuggvény wiot [zokvantok

-

egysegnyi munkara est GDP
6ke

i | i i i i i i
0 il 40 60 a0 100 120 40 160
% 1000 téke / munka

2. dbra

Eredményeinket az alabbi tétel foglalja Gssze:

2.1. TETEL. Ha k; < ko < k3 t6ke/munka ardnyokkal jellemezhetd egyensiilyi
novekedéi palyak esetén a ko melletti palya instabil, a madsik ketté pedig stabil,
akkor létezik olyan pg < 1 mértéki, és p,, 0, kisugarzasi pozitiv technoldgiai sokk,
melynek eredményeként egyetlen, stabil fixpont marad. Tovabba k*-gal jelolve az
ehhez tartozo téke/munka ardnyt, ks < k*.

Az is lathaté a 2. abran, hogy a kozepes fejlettség csapddjaban megrekedt
gazdasag szadmara mar kiutat jelenté pozitiv technolégiai sokk mértéke abban az
esetben a legkisebb (py akkor lehet a legnagyobb), ha ez a sokk elsGsorban a
miiszaki szempontbdl legkevésbé hatékony technolégiai alapeljarast érinti. Fzt az
alapeljarast tekinthetjiik a kozepes fejlettség csapdédjanak elhagyasat eredményezd
technikai haladas legjobb irdnyadnak. Megjegyzend6 ugyanakkor, hogy a legjobb
irdny kovetése nem mindig lehetséges. Ilyenkor célszerii olyan alaptechnolégiat
fejleszteni, melynek kisugdrzasa a legjobb iranyt képvisel6 alapeljardsra maximalis.
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Figyelembe véve toviabbd, hogy az (1) differencidlegyenlet bal oldaldn 4116 val-
tozd az alkalmazkodds sebességét méri, az is lathato, hogy az egy fére es6 GDP
anndl gyorsabban novekszik, minél nagyobb az f (k) — 'YTJ”Sk kiilonbség. Igy a
felzarkozasi palya kezdetén a novekedés gyors, majd lelassul, ezt kovetGen ismét
gyorsul, majd az immar egyetlen stabil fixponthoz kozeledve egyre lassul.

3. Zaré megjegyzések

Azt vizsgaltuk, hogy miként keriilhet ki egy gazdasag a kozepes fejlettség csap-
d4jabdl. Tanulmanyunk egyik {6 eredménye a (3) intenziv termelési fiiggvény
megkonstrualdsa, mely lehetové teszi a csapdahelyzet neoklasszikus novekedési
modellbe torténd bevezetését. Ennek felhasznaldsaval szamba vettiik a felzarkdzas
elott allé nehézségeket. Masik f6 eredményiinket a 2.1. tétel mondja ki, melyet a
(3) intenziv termelési fiiggvény alapjdul szolgdld linedris tevékenységelemzési mo-
dell felirdsa révén kaptunk. Ezt felhasznalva beazonositottuk azokat a technolégiai
alapeljarasokat, melyek fejlesztése sziikséges a kozepes fejlettség csapdédjabol tor-
téno kikeriiléshez. Azt talaltuk, hogy ezek nem azok az alaptechnolégiak, melyeket
az utolérni széndékozott gazdasdg alkalmaz, hanem annél alacsonyabb téke/munka
arany mellett miikodtethetd, miiszaki szempontb6l nem hatékony, ugyanakkor a
kozepes fejlettség csapddjdban miikodo vallalatok szamara redlisan elérheté elja-
rasok.

A 3. dbrdn bemutatjuk, mi térténik abban az esetben, ha a technikai fejlesztés
— eredményeinket figyelmen kiviil hagyva — a legfejlettebb technolégidkat érinti. A
jobb megjelenités érdekében ezuttal két izokvantot tiintettiink fel, mindegyiket két
példanyban, ugyanakkor nem jeloltiik k1, ko és k3 egyenstlyi értékeit. A fejlesztés
ezuttal is az izokvantok egy-egy darabjanak origd irdnyaba torténd elmozduldsat
eredményezte. Az egyensilyi névekedési palyat tovabbra is a g(k) egyenes és az
f(k) gorbe metszéspontjai hatdrozzak meg. Utébbit a technikai fejlesztés elétt —
a 2. dbrahoz hasonléan — ezittal is folytonos vonallal jel6ltiik, a technikai fejlesztés
utan pedig szaggatottal. Mint az abra bal oldalan lathatd, a fejlesztés ellenére a
gazdasag a kozepes fejlettség csapddjaban maradt.

Comin és Hobjin [6] tanulménya szerint az 1 technoldgidk térhéditésa az utdb-
bi évszazadok soran felgyorsult. Mig a gézhajozas széleskorii elterjedéséhez kozel
120 év kellett, a mobiltelefon, vagy az MRI esetében kevesebb, mint fél évtizedre
volt sziikség. A jelen tanulméany {6 kovetkeztetése ugyanakkor arra figyelmeztet,
hogy egyes 1j technolégidk, vagy az azokat hordozé termékek hasznalatanak gyors
elterjedése ellenére, a kozepes fejlettség csapdajaban megrekedt gazdasagokban ra-
ciondlis szamos elavult, miiszaki szempontbdl nem hatékony technolégiat is miikod-
tetni, és fejleszteni. Ezek hatékonyabbakkal torténé felvaltasahoz pedig sziikséges
az elégtelen tékedllomany bovitése, melynek folyamatéat az (1) differencidlegyen-
let irja el6. Szakitva a féaramu kozgazdasigtan dltal eldszeretettel alkalmazott
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3. dbra

jol viselked6 intenziv termelési fliggvény és a minden alapeljarast egyforman érin-
t6 technikai haladas koncepcidjaval, a tokeallomany bovitése elott allo akadalyok
lathatévéa véalnak csakigy, mint a kozepes fejlettség csapddjabol kivezetd 1t.

Ko6szonetnyilvanitas

A kutatast az Innovacids és Technoldgiai Minisztérium Fels6oktatési Intézmé-
nyi Kivélésdgi Programja finanszirozta, a Pécsi Tudomanyegyetem 4. - A hazai
véllalatok szerepének novelése a nemzet wUjraiparositdasdban - témateriileti prog-
ramja keretében.

A szerz6 ezuton mond koszonetet a két anonim lektornak, akik gondos meg-
jegyzéseikkel javitottak a cikken.
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TECHNICAL PROGRESS IN THE MIDDLE-INCOME GROWTH TRAP
ISTVAN BESSENYEI

This paper examines how a less developed economy can escape from the middle-income
growth trap by achieving an another stable growth path with a higher level of GDP per capita.
To represent the technical possibilities of this economy, first we construct a production function
that is capable of representing also the case of the middle-income trap. Introducing this function
in the neocalssical growth model, we point out the obstacles to emerge. In contrast to the
mainstream economics, we examine how this production function derives from the linear activity
analysis model. This way we can clarify the right direction of technical progress for to escape
from the middle-level income trap. Our main finding is to show that the improvement of those
basic production technologies which are used in the most developed economies will not set this
economy on its way towards a higher level of GDP per capita. Bypassing the middle-income
growth trap requires the improvement of some of the older, less capital intensive technologies

that companies of this economy can access, taking into account also the investment sources.
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HA ELMULT OTVENOT EVES, MEGMONDJA AZ ELETKORAT?
AZ OSZKAR SOFOROK VISELKEDESENEK MODELLEZESE!

BERDE EVA, KUNCZ IZABELLA

A platform gazdasdgok egyik sajatossiga, hogy az idésebb polgédrok
szamara is munkavégzési lehet&séget biztosithatnak. Olyanoknak is,
akik onként vallaljdk ezt a moddot, illetve olyanoknak, akik kiszorultak
a munkaerOpiac egyéb szegmenseib6l. Mindezt jol mutatja az Oszkar
Telekocsi utastars-kozvetité fejlodése, ahol a megalakuldsa 6ta nem csak
a csatlakozott sof6rok széma novekedett tObbszorosére, de ezen beliil
az 55 évesek és idGsebbek aranya is emelkedett. Az Oszkar, mint a
legtobb platform, lehetoséget ad arra, hogy a szolgaltatast kinalék jelezzék
életkorukat, sokan azonban ezt nem teszik meg. Tanulmanyunkban egy
bayesi jatékelméleti modellel bizonyitjuk, hogy az idésebbek részére valéban
egyensulyi megoldast jelenthet, ha nem mindig jelzik korukat. Ugyanezt az
eredményt adja két részletben végzett rovid online felmérésiink is.

JEL kéd: C72, J0OO, L19

Kulcsszavak: Platform gazdasidg, idésebb sof6rok, on-line felmérés, jatékel-
méleti modell

1. Bevezetés

A véarhato élettartam emelkedése, és ezzel egyiitt az egészségben eltolthetd évek
szamanak novekedése lehet6vé teszi, hogy a munkaerd-piacon toltott id6 is meg-
hosszabbodjon. Az eurdpai joléti allamok tobbségében azonban egészen az 1980-
as évek kozepéig még viszonylag alacsony korhatdr mellett élvezhette az idésebb
korosztaly a nyugdijba vonulas kényelmét, és az ehhez kapcsolddé relativ anyagi
jolétet. Altaldnosan elfogadott nézet volt, hogy az idésebb korosztaly ,koteles-
sége”, hogy kivonuljon a munkapiacrdl, atadva helyét a fiatalabb generdciénak.
Szélséséges példaként hozhatd fel a jelenségre az Ilmakunnas és Maliranta (2007)
altal bemutatott dgynevezett ,Walmart-hatas”, miszerint a vallalati vezetés mar a
kozépkori alkalmazottakat is igyekezett hatékonyabb, fiatalabb munkaerdvel he-
lyettesiteni.

1Jelen publikicié/kutatds az Eurépai Unié, Magyarorszag és az Eurépai Szocislis Alap tarsfi-
nanszirozasa altal biztositott forrasbdl az EFOP-3.6.2-16-2017-00017 azonositdji ,,Fenntarthatd,
intelligens és befogadd regiondlis és varosi modellek” cimii projekt keretében jott létre.
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A lakossdg oregedésével parhuzamosan az 1980-as évek végét6l kezdddden a
legtobb eurdpai orszagban elindult a nyugdijkorhatir emelése, és a kormanyza-
tok igyekeztek népszerlisiteni az idésebb kortiak munkajanak hasznossagat. A
PwC (2018) az tin. ,Aranykor Index?” segitségével tigy becsiilte, hogy 2016-ban
a Gazdasdgi Egyiittmiikodési és Fejlesztési Szervezet (Organization for Economic
Co-operation and Development, OECD) orszdgainak GDP értéke hosszi tdvon
osszesen 3,5 billié dollarral lenne magasabb, ha az 55-64 éves korosztaly foglal-
koztatési rataja elérné az Uj—Zélandon megfigyelt 78%-os értéket®. A kormanyzat
szandékat azonban nemcsak az idésebb generdcié személyes motivaciéjanak hia-
nya akadélyozza, hanem a tdrsadalomban rogziilt elképzelések és a vallalati szinti
stratégiak is.

Cikkiinkben a tarsadalmi meggy6z0dés egy sajatos megnyilvanuldsaval foglal-
kozunk. Hipotézisiink szerint az idésebb polgarokat negativ megkiilonboztetés éri
— vagy legalabbis 6k gy érzik, hogy megkiilonboztetéssel szembesiilnek — a munka-
keresés soran, de nemcsak a hagyomanyos foglalkoztatdsi formék, hanem az online
platformokon keresztiil elérhet6 munkalehet&ségek esetében is. Azt allitjuk, hogy
az id6sebb korosztaly probal alkalmazkodni a jelenlegi koriilményekhez, és emi-
att vagy szandékosan tévesen, vagy egyaltalan nem adjak meg életkorukat. Ezzel
szemben a fiatalabb, 30-55 éves korosztalynak megéri bevallani a valés korat.

Az idésebbek foglalkoztatottsaga Magyarorszdgon a 2000-es évektdl kezdve ro-
hamosan novekedett. A KSH adatai szerint 2002 és 2018 kozt az 55-59 évesek fog-
lalkoztatottsdga t6bb mint 30%ponttal emelkedett, a 60-64 éveseké pedig majdnem
30%ponttal. Az 55-59 évesek dltal elért szint, a 74% meghaladta az EU megfe-
lel6 atlagdt, a 60-64 évesek 38,2%-a azonban még mindig t&bb mint 6%ponttal
maradt el korosztdlyuk EU &dtlagdtél. Mint ahogy azonban Button (2019) is irta,
a szeniorok hagyomanyos, sztenderd munkavégzése sokkal kisebb aranyud, mint a
fiatalabbaké. Amikor 8k jelentkeznek egy allasinterjira, akkor nekik sokkal kisebb
az esélyiik arra, hogy visszahivast kapjanak. Sokan valnak koziilitkk 6nfoglalkozta-
téva, illetve jo lehetéséget jelent szamukra az olyan tipusu platformokon keresztiil
végzett munka, melyrdl jelen cikkiink szdl.

A fentieket aldtdmasztva Berde és Tékés (2020) a magyar Oszkar® ttitars-
keres6 platform adatainak elemzésekor tgy talaltak, hogy atlagosan az alkalma-
zast hasznald soférok 30-40%-a nem adja meg életkorat az adatlapjdn. Termé-
szetesen ez nem jelenti azt, hogy csak az idésebb felhasznaldk hagyjak iiresen
ezt az informaéciot, valdszinlileg masok is igy tesznek, féként a nagyon fiatalok.

2Az ,Aranykor Index (angolul Golden Age Index) egy olyan kompozit index, mely hét mutaté
sulyozott atlagaként az 55 évesek és idésebbek munkaer6-piaci hatdsat méri. Legnagyobb silya
az indexben az 55-64 évesek foglalkoztatdsi ratdjanak van.

3Uj-Zélandon, Izlandon, és Svédorszagban a legmagasabb a vizsgalt korosztaly foglalkozta-
tottsdga PwC (2018) szerint.

4A 2007-es alapitdsakor az Oszkar alapvetéen egy telekocsi szolgaltatds volt, azonban Berde
és To8kés (2020) az Oszkér adatok alapjén megéllapitotta, hogy napjainkban egyre inkdbb a
kereskedelmi céllal meghirdetett utak keriilnek tilsulyba.
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A 30-55 év kozti korosztaly azonban véleményiink szerint inkabb figyelmetlenség-
bél, és nem tudatosan tartja titokban életkorat. Berde és Tékés (2020) arra is
felhivjdk a figyelmet, hogy Huws et al. (2017) allitdsdval ellentétben, az idéseb-
bek is szivesen haszndlnak online platformokat munkavégzési céllal. Legaldbbis
az Oszkdar esetében az 55 éves vagy id6sebb sof6rok ardnya emelkedett, mikoz-
ben a platform jarmiivezetoinek teljes 1étszama is nétt. Emiatt kiilondsen fontos
kérdés, hogy hogyan viselkednek az idésebb munkavéllalék a hasonlé jellegii on-
line platformokon. Elemzésiink soran igy eltekintiink a fiatalabb korosztalytol, és
modelliinkben csak az idésebb soféroket szerepeltetjiik.

Hipotézisiinket, miszerint az idésebb korosztédly inkabb eltitkolja életkorat, egy
online kérdéives felmérés segitségével bizonyitjuk. A kérd6iv eredményeit a cikk
mésodik részében mutatjuk be. A harmadik részben egy jol ismert jatékelméleti
modell segitségével tamasztjuk ala allitasunkat az id6sebb korcsoportok stratégia-
jat illetGen. Végiil 6sszefoglaljuk kovetkeztetéseinket.

2. Az online kérdoiv

Az online felmérésiinkben Osszesen 6t kérdést tettiink fel, melyek a kérd6iv
teljes szovegével egyiitt az A. Fiiggelékben olvashatdk. A kitolt6knek elséként a
nemiiket és a sziiletési éviiket kellett megadni. Majd arrdl érdeklédtiink, hogy vé-
leményiik szerint az internetes platformokon kindlt szolgédltatdsok esetén — példaul
soférkodés, takaritas, korrepetalas — figyelembe veszik-e az tigyfelek a hirdeto élet-
korat. A kovetkezd kérdésiink arra irdnyult, hogy amennyiben lehetséges az életko-
ruk megaddsa, de nem kotelezd (és annak valdssdgdt sem ellendrzik), kitoltenék-e
az erre vonatkozd részt az internetes feliileteken. Végiil abban az esetben, ha az
el6z6 kérdésnél tgy dontottek, hogy beirnanak egy életkort, azt kellett megvala-
szolniuk, hogy hany évesként tiintetnék fel magukat.

Az online kérdoivet olyan levelezési listakon és Facebook csoportokban ter-
jesztettiik, ahol a legtobb résztvevd 55 éven feliili. Elso korben 2018 juniusatol
2018 augusztusdig gytijtottitk a valaszokat® elsésorban bizonyos levelezd listdkon
keresztiil, majd 2019 aprilisiban és méjusdban Facebook csoportokat céloztunk
meg. Ekkor is olyan csoportokat valasztottunk, ahol alapvetéen az idésebb kor-
osztély alkotta a tagsdgot. Osszesen 241 ember toltotte ki a kérdéiviinket, akik
koziil a legfiatalabb 20 éves, a legid6sebb pedig 78 éves volt. Miutan a mintabol
kivettiik az 55 év alattiakat, 147 kitolténk maradt. A kapott vélaszok megoszlasat
és a valaszoldk nem szerinti megoszlasat az 1. tablazatban foglaljuk ossze.

5Az elsd szakaszban végzett felmérés eredményeirdl Berde (2019) széamol be.
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1. tdblazat. A kapott valaszok megoszlasa az 55 évesek
és id6sebbek korcsoportjaban.

Nem Férfi N§
37,4% | 62,6%
Véleménye szerint életkordnak van jelent8sége Igen Nem
abban, hogy mennyi iigyfele lesz? 82,3% 17,7%
On megadna Igen Nem
valamilyen életkort? 55,8% | 44,2%
Azok, akik szerint Igen Nem
szamit az életkor, megadndk az életkorukat? 46,3%5 | 53,7%
Azok, akik szerint Igen Nem
nem szamit az életkor, megadndk az életkorukat? | 100%7 0%

Az online felmérésiink nem tekintheté reprezentativnak, mert sajatos moédon
terjesztettiik. Egy bizonyos Facebook csoporthoz, vagy levelezo listahoz valé tar-
tozas eleve egyfajta onszelekcion alapul. Ennek ellenére kérd6iviinkbdl gy tinik,
hogy a megkérdezettek tobbsége szerint az életkor szignifikdns tényezo a tekintet-
ben, hogy igénybe veszik-e az altaluk kindlt szolgdltatast, vagy sem. Tanulma-
nyunk kovetkez8 részében megmutatjuk, hogy egy Cho és Kreps (1987) és Kreps
(1990) altal alkalmazott bayesi jaték modellje is a hipotézisiinknek megfelel ko-
vetkeztetésre vezet.

3. A modell
3.1. A modell elméleti hattere

Modelliink két ismert jatékelméleti fogalmat hasznal, a munkapiaci jelzést és
a Harsanyi-féle transzformadciot, mely a nem-teljes informaéciéju jatékokat nem-
tokéletes informaciéju jatékokka alakitja at, azaz attranszformalja azt a helyeztet,
amikor az egyik jatékos valamit nem tud a masik jatékosrdl, egy olyan helyzetté,
amikor az egyik jatékos azt nem tudja, hogy a masik jatékos mit lépett a jaték meg-
el6z6 fazisdban. A munkapiaci jelzés elméletét els6ként Spence (1973) vezette be.
Ennek 1ényege, hogy a munkaadé olyan szerzddést ajanl, melyben a kifizetett bér a
munkavallalé végbizonyitvannyal vagy diploméaval igazolt iskoldzottsagi szintjének
fliggvénye. A valddi kompetenciaszintjét azonban csak sajat maga, a munkavalla-
16 ismeri, és azt nem feltétleniil tiikrozi a végzettsége. Egy egyetemi diploméval
rendelkez0, de kevésbé alkalmas személy igy magasabb bérhez juthat hozza, mint

6 Azok szézalékédban, akik szerint szamit az életkor.
7 Azok szézalékdban, akik szerint nem szdmit az életkor.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



HA ELMULT OTVENOT EVES, MEGMONDJA AZ ELETKORAT? 199

egy hasonl6 képességli nem diplomés egyén. Bar a jelzés bevezetése a munkapia-
con Spence (1973) érdeme, hasonlé gondolatok megjelentek Arrow (1973), Mincer
(1974) és Stiglitz (1975) tanulmdnyaiban is. A munkavéllaléi szerzédések vizs-
galatanak leggyakoribb eszkozét, a Spence-féle jelzést alkalmazza tobbek kozott
Lazear és Rosen (1981), Hanushek (1986), Heckman et al. (2006) és Slee (2017),
melyek koziil ez utébbi tanulmanyunk szempontjabdl a leginkabb relevans. Slee
(2017) révilagit arra, hogy az tigynevezett hakni gazdasdgban® (angolul gig econ-
tlinhet, hogy az emberek teljesitményének értékelése objektiv médon torténik,
vagyis az értékelés a munkajuk mindségét tiikrozi. Slee azonban bebizonyitja, hogy
a valdsdgban ezek az értékelések sokkal inkabb el6itéleteken alapulnak, mint a felet-
tesek altal adott hagyomanyos minésitések. A hakni gazdasdgban dolgozdk emiatt
arra kényszeriilnek, hogy olyan jelzéseket kiildjenek, melyekkel ellensilyozhatjak
az elbitéleteket és jobb értékelést kaphatnak (példdul megprébalhatjdk elrejteni a
helyi etnikai kisebbséghez valé tartozasukat).

Az olyan szituaciokat, amikor egyes jatékosok birtokdban vannak bizonyos
ismeretnek, mig masokénak nem, hidnyos vagy nem-teljes informaciéju jatékok-
nak nevezziik. Ilyen tipusu ismeret lehet példaul az életkor, az alkalmassag, stb.
Harsanyi (1967, 1968a, 1968b) megmutatta, hogyan lehet a nem-teljes informaci-
0s jatékokat nem-tokéletes informaciossa alakitani a ,Véletlen”, mint els6ként 1ép6
jatékos bevezetésével. A Véletlennek nincsenek kifizetései, de meghatarozza a jaté-
kosok tipusat. A jatékosok ezutan cselekedeteikkel jelezhetik tipusukat, igy példdul
Spence (1973) modelljében a tehetségesebb egyének kisebb eréfeszitéssel képesek
elvégezni az egyetemet, igy nagyobb valdszinliséggel szereznek diplomét. A jaté-
kosok viszont megprébéalhatnak a tipusuktol eltérd jelzést kiildeni, hogy magasabb
kifizetéshez jussanak, mint az el6z6 példdban megjelenitett rosszabb képességii,
de diplomas munkavallald. Mivel a mésik jatékos csak a megfigyelt jelzés alapjan
feltételezheti az el6bbiek tipusat, igy az azonos jelzést kiild6é egyének ugyanabba
az informdciés halmazba keriilnek. Roth és Sotomayor (1992) ezzel a megkoze-
litési méddal modellezte a munkapiacot. Osborne és Rubinstein (1994) szintén
tartalmazza a Harsanyi-transzforméciot, ahol emellett hangsilyozzik a kiils6 ko-
riillmények szerepét is. Azt &llitjak, hogy a koriilmények fiiggenek a jatékosok
viselkedésétol, és ez forditva is igaz, a jatékosok viselkedésére befolyassal vannak a
kiilsé koriilmények. Az aldbbiakban bemutatott modelliink a fentiekben kifejtett
alapelvekre épiil®.

8 A foglalkoztatds atipikus forméja, melybe az informélis munkavéllalds azon forméi tartoznak,
ahol online platformon keresztiil vallalnak alkalmi jellegii munkét.

9 Az extenziv forma lefrdsakor és az ott alkalmazott akcidk jelslésekor, illetve mindezek jaték-
elméleti hatterének bemutatdsakor részben tdmaszkodtunk Berde (2019)-re.
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3.2. A modell felépitése és eredményei

Modelliinkben két tipusi sofér talalhat6'®. Az egyik tipus tgy véli, hogy az
életkor nem szamit, attdl fiiggetleniil valasztjdk 6t a fogyasztdk. Jeloljik ezt a ti-
pust R-rel (,,;regardless”)! A maésik tipus vele szemben azt gondolja, hogy igenis sz&-
mit az életkor, igy példaul az id6seb soférok kevesebb megbizdst kapnak. Ez utébbi
tipust M-mel jeloljiikk (,matters”). Szolgaltatdsuk meghirdetéséhez mindannyian
regisztralnak egy online platformon az adatlap kitoltésével, melyben nem kéotele-
70 minden kérdést megvalaszolni, igy példaul nem feltétleniil sziikséges megadni
életkorukat. Mivel a valésdgban nem ellendrzik az adatok helyességét, elofordul-
hat, hogy hamis informa&ciét jelenitenek meg. Modelliinkben azonban eltekintiink
a hazugsig lehetéségétdl!!, igy az aldbbiakban csak az életkor eltitkoldsa, vagy a
valés életkor bevalldsa a szereplék két opcidja.

Az utasok latjak az adatlapon a sofér feltiintetett életkorat. Természetesen
gyakrabban taldlkoznak fiatalabb sof6rrel, mint idéssel, modelliinkben azonban az
idésebb soférokre koncentrdlunk. Az idésebb soféroket vizsgilva azt elemezziik,
hogy mennyire érdemes a soférnek kozolnie tényleges életkorat. Amikor a sofér
meghirdet egy utat, a potencidlis utas vagy elfogadja az utazas lehetdségét és
jelentkezik, vagy nem. A dontés soran mérlegelt egyik informacio a sofér életkora,
ami el6fordulhat, hogy nincs megadva. Ebben az esetben az utas nem tudja,
hogy miért hidnyzik ez az informdcié (azért, mert a sofér tul idds, vagy azért,
mert egyszerien atsiklott felette az adatlap kitéltésekor). Mi a modelliinkben
eltekintettiink azoktdl az esetektél, amikor valaki figyelmetlenségbdl nem irta be az
életkort. Kérdéives felmérésiink azt mutatta, hogy az 55 éven feliiliek donté része
ugy gondolja, hogy az életkor relevans tényezdé akkor, amikor egy alkalmi munka
végzésekor a ,megrendeld” kivdlasztja éket. A megkérdezettek mindossze 17,7
szazaléka valaszolt kérdésiinkre gy, hogy nem szamit az életkor, azaz modellbeli
kategorizalasunk szerint csak ennyien voltak R tipusiuak.

A kifizetéseket Cho és Kreps (1987) jatékdhoz hasonléan adtuk meg. Akércsak
Cho és Kreps, mi is csak a kifizetések egymdashoz képest vett értékének tulajdoni-
tottunk jelentGséget: a sofér akkor jar jobban, ha tipusanak megfelelen viselkedik,
az utasnak pedig azt a sofért érdemes inkabb elfogadnia, aki szerint nem szamit
az életkor. Ezt szamszertsitve: az utas kifizetése 1, ha a soférrel tipusidnak meg-

10 Ahogy azt mar kordbban a bevezetésben jeleztiik, modelliink csak az idésebb soférokre vo-
natkozik. Feltessziik, hogy az utas egyrészt egyéb informaciokbdl — pl. a fényképbdl, vagy a
fénykép helyére feltoltott mas képbdl, illetve a sofér vezetési torténetébdl — akkor is kovetkez-
tetni tud arra, hogy fiatalabb vagy id&sebb soférrel 4ll szemben, ha a sof6r adatlapjan nincs ott
az életkor. Tovabba feltessziik, hogy az utas bizonyos esetekben az iddsebb sofért is elfogadja.
Hogy milyen esetekben fogadja el, ezt vizsgdljuk a modellben.

1A mintédnkban azok szerint is, akik gy vélték, szamit az életkor, eleve csak 5% nyilatkozott
gy, hogy mas életkort ir be, mint a tényleges életkora. Valaszukban minden bizonnyal szerepet
jatszott az is, hogy ha valaki hazudik, akkor nem szivesen arulja el, hogy hazudik. Ezzel egyiitt
a mas életkort bevallék szamat nem tekintettiik szignifikdnsnak, és csak arra figyeltiink, hogy
valaki bevallja-e az életkorat, vagy sem.
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felel6en viselkedik, vagyis elfogadja annak a szolgaltatdsat, aki szerint az életkor
nem szamit, és elutasitja azét, aki szerint szamit. Ellenkezd esetben az utasok
kifizetése 0. A 2. tablazatban 6sszefoglaljuk az utas kifizetését.

2. tablazat. Az utas kifizetései a sof6r elfogadasa, illetve elutasitasa esetén.

R tipusu | M tipusu
Elfogadja 1 0
Nem fogadja el 0 1

Mivel az utas nem tudja kozvetleniil megfigyelni a sofor tipusat, csak azt, hogy
megadta-e életkorat vagy sem, a sofér szaméra az életkor megadasa egy jelzés,
amely sajat tipusatol fiiggden kiilonbozé kifizetést biztosit szamara, mikézben be-
folyasolja az utas dontését. A sofdr jelzések dltal megszerzett kifizetéseit a 3. tdb-
lazatban foglaljuk Gssze.

3. tabldzat. A sof6r kifizetései az életkor megaddsa és elrejtése esetén.

R tipusi | M tipusi
Megadja életkorat 1 0
Nem adja meg életkorat 0 1

A sofér Kkifizetése azonban nagyobb mértékben fiigg attél, hogy az utas

elfogadja-e 6t, vagy sem. Ezeket a kifizetéseket a 4. tablazat tartalmazza.

4. tablazat. A sofor kifizetései ajanlatanak elfogaddsa és elutasitasa esetén.

R tipusi | M tipustu
Elfogadja az utas 2 2
Nem fogadja el az utas 0 0

A kiilonboz6 kifizetéseik dsszeadddnak, igy a 3. és a 4. tédbldzat alapjan az R
tipusu sofdr kifizetése, ha megadja életkorat, és az utas elfogadja a szolgaltatdsat,
Osszesen 3. Ha megadja életkorat, de nem fogadja el az utas, akkor a kifizetése 1.
Amennyiben nem jeleniti meg korat, de szolgédltatasat elfogadja az utas, akkor 2,
ha pedig nem fogadja el, akkor 0. Az M tipusu sofér kifizetéseit is hasonléképpen,
additiv médon adhatjuk meg. Amennyiben M tipusdval ellentétesen bevallja az
életkorat, és elfogadja 6t az utas, akkor 2 a kifizetése, viszont, ha nem vallja be az
életkorat, és nem fogadja el 6t az utas, akkor csak 1 kifizetéshez jut. Ezért, ha az
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életkor megadasaval ra tudja venni az utast, hogy fogadja &t el, akkor érdemes fel-
adnia a jellemének megfeleld viselkedésformat, hisz ezzel néveli a jéléti helyzetét.
A jaték normal formdjat az 1. dbra tartalmazza. A kifizetések (hasonld szamita-
sokat tartalmaz Binmore (1992) 464. oldaldnak 10.11 4brdja) az 5. tdbldzatban
lathatok. Az 5. tdablazat kifizetéseinek kiszamitasakor figyelembe vettiik, hogy egy
id6sebb sofér a kérdoives felmérésiink alapjan 0,177 valdszintiséggel R tipusu, és
igy értelemszertien 0,823 valészintiséggel M tipusu.

5. tablazat. Az utas—sof6r interakciéjanak kifizetési métrixa.

Utas
ee en ne nn
mm | (2,18; 0,18) | (2,18; 0,18) | (0,18; 0,82) | (0,18; 0,82)
Sofgr MM (3,00; 0,18) | (1,35; 1,00) | (2,65; 0,00) | (1,00; 0,82)
nm | (2,00; 0,18) | (1,65; 0,00) | (0,35; 1,00) | (0,00; 0,82)
nn | (2,82; 0,18) | (0,82; 0,82) | (2,82; 0,18) | (0,82; 0,82)

— m: megadja az életkorat, n: nem adja meg
— e: elfogadja az ajanlatot, n: nem fogadja el.

Az 5. tablazatban a zardjelben 1évo els6 érték a sofér, a masodik pedig az utas
varhaté kifizetése. A sof6r soraiban a betiliparok els6 tagja minden esetben az R
tipust, a méasodik pedig az M tipusi soférre vonatkozik, illetve az utas oszlopaiban
az elsé betii a valasz a sofér m stratégidjara, a masodik pedig az n-re.

Az 5. téblazat dltal bemutatott kifizetési matrixnak nincsen tiszta stratégi-
al Nash-egyenstlya, ezért a kevert stratégiai egyensulyt lehet csak meghatédrozni.
Ez a négyszer négyes matrix esetében ugyan hagyomanyos tton is kiszamithatd,
de tanulsdgosabb inkdbb a Cho és Kreps (1987) modelljén alapulé és Binmore
(1992)-ben is leirt érvelést alkalmazunk. Azaz Harsdnyi-transzformécié segitsé-
gével alakitjuk at a nem-teljes informéciéju jatékot nem-tokéletes informacidju
jatékka. Vagyis egy olyan szitudcidt, amikor az utas nevi jatékos nem ismeri a
sofér nevi jatékos tipusat, atalakitunk egy masik szituaciova. Fzek szerint az utas
nevii jatékos csak azt tudja, hogy a sofér nevii jatékos megadja-e az életkorat vagy
sem, és ebbdl kovetkeztet a sofér nevii jatékos tipusara.

Bevezetiink a jatékba egy 1j szerepldt, nevezziik 6t Véletlennek, akinek nincs
kifizetése, és a szerepe annyi, hogy 6 hatarozza meg, hogy az id6ésebb sofér R vagy
M tipusi lesz-e. A jaték fdjat az 1. dbra tartalmazza.

A Harsanyi-transzformdciéval nem-tokéletes informéaciéjuva alakitott jatékban
két informéciés halmaz szerepel. Az egyik informdciés halmazba azok a soférok
tartoznak, akik megadjék életkorukat, ezt nevezziik ,Declare” (Bejelent) informéci-
6s halmaznak. Az R tipusu sofér D valésziniiséggel, az M tipusu sofér d valészini-
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séggel adja meg az életkordt. A ,None given” (Nem ad meg) informéciés halmazba
az R tipust sof6r NG, az M tipusu pedig ng valészintiséggel kertil. Ertelemszertien
NG+ D=1,ésng+d=1.

Az utas, ahogy azt mar kordbban emlitettiik, a sofér altal kiilldott jelzést tudja
csak megfigyelni, ami az életkor megaddsa vagy elrejtése. Mind a megadott, mind
az elrejtett életkor esetén akkor fogadja el a sofort, ha tgy véli, hogy a sof6r
nagyobb valészintiséggel R, mint M tipusu.

A Bayes-tétel segitségével felirva a ,None Given” informéciés halmazban az
utas akkor fogadja el a sofért, ha

P(R tipust | Nem ad meg) > P(M tipusi | Nem ad meg), (1)

vagyis esetiinkben ha

0,17TNG - 0,823ng @)
0,177NG + 0,823ng ~ 0,177NG + 0,823ng’
amibdl
NG > 4,6497ng, (3)
és nem fogadja el a sof6rt, ha
NG < 4,6497ng. (4)

Az utasnak randomizdlnia kell az egyensiilyi helyzetben (kiilonben lenne tiszta
stratégiai Nash-egyensily). Ha a ,None Given” halmazban randomizal, akkor

NG = 4,6497ng. (5)
Emiatt
1— D =4,6497 — 4,6497d, (6)
és igy
4,6497d = 3,6497 + D. (7)

Hasonléképpen az utas a ,,Declare” informaciés halmazban akkor fogadja el a so-
fort, ha

0,177D - 0,823d ()
0,177D + 0,823d ~ 0,177D + 0,823d’
vagyis ha
D > 4,6497d, (9)
és nem fogadja el a sofért, ha
D < 4,6497d. (10)

A (7) és (10) alapjan ha az utas randomizél a ,,None Given” informécids halmazban,
akkor nem fogadja el a sofért a ,Declare” informéciés halmazban. Ezért semmi
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értelme, hogy az M tipus bevallja életkordt, azaz ng = 1, és {gy (5) alapjan NG =
4,6497, ami lehetetlen.

Mindezek kovetkeztében az idésebb sofér és az utas taldlkozdsanak csak olyan
kevert stratégiai egyensilya van, ahol csak a ,Declare” informéciés halmazban
randomizdl az utas, tehat

D = 4,6497d, (11)
ami azt jelenti, hogy
1— NG =4,6497 — 4,6497ng, (12)
vagyis
NG = 4,649Tng — 3,6497. (13)
Mivel ekkor
NG < 4,6497ng, (14)

a ,None Given” informaciés halmazban nem fogadja el az utas a sofért. gy az
R tipusnak érdemes mindig bevallania az életkorat, D = 1 és (11) alapjén d =
0,2151. Ami azt mutatja, hogy az M tipusu sofér randomizal a ,None given” és a
,Declare” akcié kozt. A ,None Given” akcié mellett a kifizetése 1, ezért a ,,Declare”
informécids halmazban is 1 kell, hogy legyen a kifizetése. Ezt akkor éri el, ha #-val
jelolve annak valészintiségét, hogy az utas elfogadja 6t,

1=0+ 26, (15)
vagyis
1
=-. 1
o= (16)

Végeredményben az R tipusi sofér mindig bevallja életkorat, az M tipusi pedig
0,2151 valészintiséggel vallja azt be. A ,None Given” informéciés halmazban az
utas sose fogadja el a sofért, és a ,,Declare” informéciés halmazban 1/2 valészint-
séggel fogadja 6t el.

Kérddives felmérésiink szerint is az M tipusa idosebb sof6rok felénél kevesebb
adnd meg életkorat. A Cho and Kreps (1987) modell gondolatait alkalmazva még
ennél is alacsonyabb értéket kapunk, ami azonban egyértelmiien fiigg attél, hogy
az egyes viselkedésmédok milyen szamszeri kifizetést eredményeznek. A modell
kifizetése esetén elvi jelentése a kifizetések egymashoz valé viszonydnak van: ha
valaki a tipusdnak megfelel6 viselkedést tanusit, akkor azzal kisebb elényhoz jut,
mint azzal, ha elfogadtatja magat. Ezek a kovetkeztetések teljesen megfelelnek
a kérdbives felmérésiink eredményeinek is. Béar a valaszolok koziil koriilbeliil
82,3%-a gondolta azt, hogy szamit a kor, de még koziiliik is koriilbeliil 46%-uk
beirna a korat az adatlapra, vagyis rossz érzése ellenére nyilatkozna sziiletési da-
tumarol.

Véleményiink szerint az M tipusiiak nagy ardnya elsésorban a tarsadalmi érték-
itélet kovetkezménye, mely szerint az idésebbek nem alkalmasak hatékony mun-
kavégzésre. Az utasszéllitasra vallalkoz6 idGsebb polgarok valésziniileg ezért nem
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irjak le szivesen az életkorukat. Kérdés azonban, hogy mennyire kellene megnéve-
kednie az R tipustak aranyanak ahhoz, hogy mind az R mind az M tipust sof6rnek
megérje bevallania életkorat. Belathatd, hogy x-szel jelolve az R tipustak rész-
ardnyét, mindaddig, amig x < 1/2, az utasnak nem érdemes elfogadnia a sofért
a ,Non given” informéciés halmazban, a ,Declare” informéciés halmazban pedig
érdemes randomizalnia. Ennek hatasira az R tipust sofér mindig bevallja életko-
rat, az M tipusi pedig x/(1 — ) valdszintiséggel vallja azt be. Amennyiben az R
tipusu val6sziniisége 1/2-nél nagyobb lesz, akkor a jatéknak létezik tiszta stratégiai
egyensulya, mint ahogy a 6. tdbldzat alapjdn lathatd. Az egyensilyt (feltéve, hogy
x mindig valamivel 1 alatt marad) az (mm;en) illetve az (nn; ne) stratégiaparosok
alkotjék.

6. tabldzat. Kifizetési matrix

Utas
ee en ne nn
mm | 3z+2(1—2); z | 3z +2(1 —z); = z; 1—x z; 1—x
Sofsr MM 3z+3(1—xz); z | 3z+(1—2x); 1 z2+31—x);0 | z+(1—2); 1—=x
nm | 2e4+2(1 —z); = 2(1—x); 0 2z; 1 0; 1—x
nn | 2z+4+3(1—2z); z 1—z;1—x 2z +3(1 —x); = 1—z;1—x

A 6. téblazat celldiban 16vé elsé értékek a sof6ér, a mésodik pedig az utas
varhatd kifizetései. A sof6r soraiban a stratégiat jelzé betliparosok elsé tagja
minden esetben az R tipusd, a masodik pedig az M tipusu soférre vonatkozik,
illetve az utas oszlopaiban az els6 betii valasz a sofér m akcidjara, a mésodik
pedig az n-re. Tovébbi jelolés: x az R tipusi, (1 — z) az M tipusi sof6rok ardnya
a populacidban.

Abban az esetben, ha 1 — z > z, nincs egyensuly a tiszta stratégiak halmazan.
Ha z > 1—2 (azaz x < 1/2), akkor viszont van: (mm;en) és (nn;ne). Vagyis vagy
mindkét tipus megadja az életkorat, és az utas megadott életkor esetén elfogadja
az ajanlatot, de ha nem lenne megadva az életkor, akkor elutasitana. Illetve senki
nem adja meg az életkorat, és az utas ekkor elfogadja az Gsszes sofCrt.

4. Kovetkeztetések

Az el6zéekben leirtakbdl akar arra is kovetkeztethetnénk, hogy nem kell mést
tenni, csak az id6sebb munkavallalok, példankban az idésebb soférok véleményét
megvaltoztatni. Ha az M tipusbdl sikeriilne R tipust faragni, akkor az egyen-
silyban a sof6rnek meg kell adnia életkorat. Mivel pedig igy az utas sose keriil a
,2INem ad meg” informéciés halmazba, ezért minden valds esetben elfogadja a sofért.
Illetve a masik egyensulyban, ha a tarsadalom elfogadja az idésebb sof6rt, ha nincs
megadva az életkoruk, akkor egyik tipusnak se kell megjelolnie életkorat.
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A kérdés azonban kordntsem ilyen egyszerii. Az idésebb sof6rok vélekedése
ugyanis nem fiiggetlen az altalanos tarsadalmi normaktol, elképzelésektdl. Sajat
tipusukat egyéni adottsagaik mellett ezek a tarsadalmi kotottségek is alakitjak.
A tanulmanyunkban bemutatott jaték a jelenlegi téarsadalmi elképzelések — lasd
a kérdoivezés eredményét — altal meghatarozott szituaciét adja vissza. Ahhoz,
hogy ,,attranszformaljuk” az M tipusu sof6rt R tipusuvad, ezeket az elképzeléseket,
és nem a sof6rok vélekedését kell megvaltoztatnunk. A vélekedések ugyanis nem
fiiggetlenitheték az altaldnos tarsadalmi elfogadottsagtél. Ugyancsak a tarsadalmi
meghatarozottsag kivetkezménye, ha egy adott munkavégzésre elfogadnak barkit,
életkortdl fiiggetleniil. Ekkor viszont egyaltalan nem feltételezhetd, hogy két tipus,
R és M alakuljon ki a soférok kozt.

Végiil arrdél sem szabad megfeledkezniink, hogy az R tipusiak aranyanak a
kérdéses korosztdlyon beliili ceteris paribus megvéltoztatasa nem biztos, hogy a
valésdgban is minden més véltozatlansdga mellett realizalodhat. Azaz az aranyok
megvéltozasa esetleg egyiitt jarhat az utasok véleményének moddosulasdval, ami
ezek utan mar csak masfajta modellkérnyezettel irhaté le.

A. Fiiggelék
Az online-kérdéiviink kérdései:
1. Az On neme?

- N6
— Férfi

2. Az On sziiletési éve?

3. Képzelje el, hogy valamilyen szolgaltatoi feladatot véllal internetes hirdetés
segitségével (pl. korrepetdlds, soférkodés, takaritds stb.). Jelentkezéskor
beirhatja életkorat, de azt senki nem ellendrzi. Véleménye szerint életkoranak
van jelentdsége abban, hogy mennyi iigyfele (fogyasztdja) lesz?

— Igen, van jelentésége
— Nem, nincs jelentosége

4. On megadna valamilyen életkort? Ne felejtse, nem sziikséges megadnia a
tényleges életkordt!

— Igen
— Nem

5. (Csak abban az esetben, ha az el6bbi kérdésre igennel vélaszolt.) Milyen
életkort adna meg?
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WHO ARE INTERESTED IN REVEALING THEIR AGE?
Eva BERDE, [ZABELLA KUNCZ

Newly emerged platforms offer lots of working opportunities for everyone, including older
people. Oszkar, the Hungarian On-line Passenger Intermediary System is one of the examples
where many older people joined the platform as workers (drivers). Since the establishment of
Oszkar the number of drivers has been increased continuously, and the share of older drivers
has grown even more. However a significant fraction of older drivers have not revealed their age
when they filled in their own form on the webpage. An online survey was used to find what older
people think about their social acceptance when their age is revealed, and additionally a game
theoretic model was built to describe the behavior of older drivers. Both approaches showed that
there exists only a mixed equilibrium where a certain portion of older workers prefer to hide their
age.

Keywords: Platform economics, older drivers, on-line survey, game-theoretic model
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GRAF ALAPU DIMENZIOREDI}JKC}IC’)S HEURISZTIKAK RESZVENYPIACT
KORRELACIOS MATRIXOKRA

GERA IMRE, LONDON ANDRAS

Az elmilt években szamos tanulmany foglalkozott részvénypiaci hozamok
idGsoraibdl képzett kovariancia-, illetve korreldciés matrixok vizsgalatdval. A
korreldciés métrix becslése sordn jelentds statisztikai bizonytalansag 1éphet
fel, els6sorban az idGsorok véges hossza miatt. Ebben az 6sszefoglalé jellegii
cikkben kiilonb6z6 mddszereket targyalunk a fellépé statisztikai bizonytalan-
sag szlirésére. Bemutatunk egy, a véletlen méatrixok elméletén alapuld, illetve
tobb hierarchikus klaszterezést hasznald eljarast. A mddszerek hatékonysa-
gat a Markowitz-féle portfolié kivalasztasi feladaton teszteljiik a Budapesti
Ertékt6zsde historikus részvény iddsorain. Az osszedllitott portfélidkat kii-
16nb6z6 teljesitménymutatok, valamint a realizalt hozam és kockazat segit-
ségével hasonlitjuk 6ssze. Ezen tanulmény elsésorban a szerzok korabban
megjelent [10], illetve megjelenés alatt 4116 [8] munkait foglalja Sssze.

1. Bevezetés

A korrelaciés matrixok fontos részét képzik a pénziigyi kozgazdasdgtannak,
els6sorban a portfélié elméletnek és a kockdzatmenedzsmentnek. A kiilonbozé
részvények hozamai kozti korrelaciot hasznaljak példaul az egyes részvényekbe
fektetett tékearanyok meghatarozasahoz tugy, hogy a befektetd véllalt kockazata
lehetdleg minél kisebb legyen [6]. A korreldciés matrixokbdl egyszerti médon ké-
pezhetiink grafokat is. Egy részvénygrdfban a csicsok a cégeket (részvényeket),
mig a sulyozott élek az drfolyamuk kozotti Pearson-korrelacios egytitthatdt jelentik
[5, 12, 17]. Amennyiben grafként tekintiink ezekre a korreldciés métrixokra, a graf
alapt adatbanyaszat, illetve a halézattudomany széles eszkoztara valik elérhetévé
[1]. Mindazonéltal a kozvetlen graffd alakitds nem evidens, hiszen a korreldcids
matrixok tényleges informdaciétartalmanak meghatdrozasa kulcsszerepet tolt be az
alkalmazdsok teriiletén, kiilonosen a pénziigyi kockazatkezelésben. A korreldcids
métrix multhéli adatokbdl valé szédmitdsdhoz (becsléséhez) jelentés mértéki sta-
tisztikai bizonytalansdg (zaj) térsul a hozamok idGsordnak véges hossza miatt [25].
Manapsiag tobb mddszer jelent meg a statisztika, az 6konofizika és a halézattudo-
mény szakirodalmédban a probléma kezelésére, 1d. példaul [4, 9, 22, 24].
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Valamennyi mddszer azon az elven alapul, hogy meghatarozzuk a korrelacios
matrix ,,informéciés magjat”, ami robusztus a statisztikai bizonytalansaggal szem-
ben. Az egyik megkozelités a véletlen mdtrizok elméletén alapszik. A modellben
az empirikus (becsiilt) korrelaciés matrix és egy null modell métrix sajatértékeit
hasonlitjuk 6ssze. A null modell matrixot altaldban egy, az empirikussal azonos
hosszisagu, véletlen id6sorbdl szarmaztatjuk. Egy hasonlé megkozelités, melyet a
pénziigyi szakirodalomban alkalmaznak, a f6komponens-analizis [7]. Més szlirési
médszerek hierarchikus klaszterezd eljardsokat alkalmaznak, pl. [12] vagy [22].

Ezen tanulmanyban roviden Osszefoglaljuk az imént emlitett médszerek alap-
gondolatait, tovabbd megadunk egy 1j, szintén null modell alapi megkozelitést
(2.szakasz). Ezutdn esettanulmdnyban mutatjuk be a kiilonb6zé mddszerekkel
»tisztitott” korreldcios matrixok segitségével meghatarozott részvény portfoliok tel-
jesitményét kiilonbozé mutaték mentén (3. szakasz). Végiil rovid sszegzés utdn
megemlitiink néhdny potencidlis jov&beni kutatasi irdnyt is (4. szakasz).

2. Korrelaciés matrixok tisztitasa

Legyen X; = {x;(t) : t =1,2,...,T} egy idésor, ami egy ¢ elem értékét repre-
zentdlja (i =1,2,...,n) at=1,2,...,T id6pontokban. Specidlisan a részvénypi-
acot vizsgdlva i egy részvény, x;(t) pedig a t — 1 és t idépontok kozti logaritmikus
hozama, azaz
Pi(t)
zi(t) = log ——"—,
i(t) & Pt—1)
ahol P;(t) az i részvény értéke (dra) a t idépontban. Egy n részvénybél 4116 piacot
gyakran vizsgalnak a C korrelaciés matrixon keresztiil, ami statisztikai diton méri
a paronkénti fliggéségeket. A matrix Cj; eleme az i és j részvények kozti Pearson
korreldcios egyiitthato, vagyis

COV(AXVZ‘7 Xj)
Cij = ,
V/Var(X;) - Var(X;)

ahol -

COV(XZ‘,XJ‘) = )(z . Xj — Xz . Xj
az X; és X véletlen valtozék kovariancidja, Var(X;) = Cov(X;, X;) = o? az X;
autokovariancidja. Az X; becsiilt érték az X; megfigyeléseinek id6beli dtlaga, azaz
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2.1. Véletlen matrixok

Egy véletlen matrix olyan matrix, melynek elemei véletleniil generalt szamok
valamilyen adott valdszinfiségi eloszlés szerint [15]. A portf6lié elmélet szempont-
jabdl a véletlen matrixok elmélete (Random Matrix Theory, réviden RMT) egy
természetes mddszertant szolgaltat a korrelaciés matrixok becslésébol adodé sta-
tisztikai bizonytalansdg kisz{irésére [22]. Legyenek adottak n részvény T hosszd
arfolyam idésorai, és tegyiik fel, hogy a hozamok fiiggetlen, normalis eloszlasu vé-
letlen valtozok 0 varhaté értékkel és o variancidval; vagyis adott egy n x T méretii
W Wishart métrix. Ekkor hatarértékben, ha n — co, T — oo, de Q = T'/n rog-
zitett, akkor ezen iddsorokbdl képzett WWT korreldcidés méatrix sajatértékeinek
Prmt(A) eloszldsa a Marchenko-Pastur térvény szerint

A= )\min )\max - A
Prssr(3) = -2, VO A O =37

ahol Apin €s Amax & matrix legkisebb, illetve legnagyobb sajatértékei [21], melyek

1 1
Amax,min = 0—2 1+ —+24/—=
: ( 0 Q)

alakban adottak, ahol A € [Amin, Amax), 0> pedig W elemeinek variancija.

Korabbi tanulméanyok ramutattak, hogy részvényarfolyam idésorokbdl képzett
korrelaciés métrixok legnagyobb sajatértéke jelentésen eltér (nagyobb) a véletlen
null modellként haszndlatos korrelaciés matrix el6bbi Apax sajétértékétol [9, 18].
Elemzok gy gondoljdk, hogy a valés adatokbdl becsiilt korrelacids matrix legna-
gyobb sajatértéke a piac ,,globdlis” viselkedését tiikrozi [9]. Mivel a Marchenko-
Pastur eloszlas csak az n — oo, T — 0o esetben teljesiil pontosan, ezért az dssze-
hasonlitashoz a valds paraméterekkel megegyezo n és T értékeket hasznalva szokas
véletlen Cryr matrixot generalni és ezt O0sszehasonlitani az eredeti C korrelacios
métrixszal. Mivel Trace(C) = A; + ... + A\, = n, ezért pl. ha a generdlt véletlen
métrix elemeinek variancidja o, = 1, akkor a variancia azon része, amelyet a
legnagyobb sajatérték nem magyardz, a 03 = 1 — Apax/n értékkel becsiilhetd. En-
nek segitségével hatdrozzuk meg a Cryr MAtrix Apax €8 Amin €értékeit. Az eljaras
a C = UAUT szingularis érték felbontdsdaval (SVD) folytatédik, ahol A a mét-
rix sajatértékeit csokkend sorrendben tartalmazoé diagondlis matrix, U pedig az a
matrix, amelynek sorai rendre az ezen sajatértékekhez tartozd sajatvektorok. A
zajtisztitds standard médon torténik: a A matrixban C azon sajatértékeit, melyek
a kiszamitott Apax-nal kisebbek, 0-ra allitjuk (legyen a kapott métrix A’) és elvé-
gezziik az UA'UT szorzdst. Végiil a kapott mdtrix f6atldbeli elemeit visszadllitjuk
1-re.
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1. dbra. Egy részvénygrafon képzett minimélis feszit6fa (a) és a hozzd kapcsol6do
single-linkage hierarchikus klaszterezés dendrogramja (b).

2.2. Részvény grafok

Lévén, hogy a C korrelaciés matrix egy szimmetrikus n X n-es matrix, tekint-
hetiink rd egy silyozott graf szomszédsiagi matrixaként is. Ebben a grafban a
csucsok a részvényeket jelolik, a sulyozott élek pedig a részvényparok korreldcids
egylitthatéit. Az irodalomban C-t gyakran transzforméljak egy D tévolsagmat-
rixsza, ahol D;; = /2(1 — Cy;) [22, 23]. Az igy kapott D;; egy un. ultrametrikus
tavolsag. Az ultrametrikus tdvolsagok ultrametrikus tereket hatdroznak meg, és
a kovetkez6 axiémakat teljesitik: (i) D;; = 0 & @ = j, (ii) D;; = Dj; és (iii)
D;; < max{Djx, Dy;},V(i,7,k); erre egy révid bizonyitds megtaldlhaté pl. [12]-
ben. A mddszert kordbban tobbszor haszndltdk maér, mivel a kapott tavolsig-
mérték lehet6vé teszi grafalgoritmusok (pl. minimédlis feszitéfa keresés), illetve
hierarchikus klaszterezd eljarasok alkalmazédséat [13]. Az ultrametrikus terek alkal-
mazdsaira itt nem térnénk ki ennél részletesebben, az érdeklédé olvasénak a [20]
Osszefoglald tanulmanyt ajanljuk.

Egy egyszeril tisztitdsi technika a C (vagy D) értékeinek kiiszobolése, ezdltal
csak azon élek meghagydsa, melyek nagyobbak (kisebbek) egy tetszilegesen va-
lasztott kiiszobértéknél. Habar a mddszer hatékonyan kikiiszoboli a leggyengébb
korrelacidékat, amelyeket vélhetOen az idGsorok véletlen fluktudciéi okoztak, egy
nem megfeleléen valasztott kiiszobértékkel fontos strukturalis jellemzoket dobha-
tunk el a részvénygrafbol.
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Egy masik technika, amely nem igényel globdlis kiiszobértéket, az in. minimalis
feszitéfa alapi megkozelités. Ez csokkenti a grafban az élek szdmét n - (n —1)/2-
r6l n — 1-re, megtartva a legfontosabb korrelaciokat és a graf dsszefiiggdségét (la.
abra). Az eljards szorosan kothet6 az egyszeres kotésii (,,single-linkage”) agglome-
rativ hierarchikus klaszterezéshez [12] (1b. dbra). Analég médon hasznilhaté az
atlagos kotést (,average-linkage”) haszndlé médszer is. A megkozelités feltételezi,
hogy az eredeti korreldcidkat jol kozelitik a szlirt értékek. Ahhoz, hogy kevesebb
informéciot veszitsiink, hasznélhaté az in. maximélisan sziirt sikgraf mddszer is
[24]. Ez a mddszer megtartja a minimélis feszitéfa épitéséhez hasznélt korreld-
cidkat, illetve néhany tovabbi informéaciot is, garantalva, hogy az eredmény egy
sikgraf, legfeljebb 3n — 6 éllel.

2.3. Konfiguraciés modell és k6zosségkeresés részvénygrafokban

Részvénygrafok esetén is természetes médon meriil fel olyan grafalapu adat-
banyaszati médszerek haszndlata, mint a kozosségkeresés, a kozvetlen alkalmazas
azonban problematikus lehet. A [11] cikkben a szerz6k megmutatték, hogy a
korrelacidés matrixot kozvetleniil silyozott grafként tekintve a modularitas maxi-
malizalds, mint standard kozosségkereso eljaras, torzitott eredményekhez vezet-
het (és ugyanez igaz mds kozosségkeresd eljardsokra is). Ennek f& oka, hogy a
modularitds fiiggvényben az er6sebben korreldlé cstucsparok nem feltétleniil kap-
nak kell6en nagy silyt, ez azonban egy klaszterez6 eljarasnél kivanatos lenne. A
szerzOk tobb, specidlisan korrelacids matrixokra definidlt valtozatdt adtak meg
a modularitasfiiggvénynek. Itt mi egy sokkal egyszeriibb utat vélasztunk. Az
eredeti korreldcids matrixot egy null modell métrix segitségével tisztitjuk és az
igy kapott matrixot megfelelé moédon egy tavolsagmatrixsza alakitjuk. Ezt ko-
vet&en hierarchikus klaszterezést alkalmazunk a tavolsdgmaéatrixon, mint egyfajta
heurisztikat egy modularitds-szerli fliiggvény maximalizaldsara. Az agglomerativ
hierarchikus klaszterezés egy bindris 6sszeolvasztdsi fat (mds néven dendrogramot)
épit, amelynek kezdeti elemei (levelei) esetiinkben az egyes részvények. A folyamat
alulrdl felfelé haladva minden lépésben valamely tavolsdgfogalom szerint a két leg-
kozelebbi adatpontot egy kozos csticsban vonja 6ssze és ezt az Osszevonast addig
ismétli, amig egyetlen (gyokér) csicsban egyesiil az 6sszes adatpont (részvény).
A leggyakrabban hasznélt tdvolsdgfogalmak kozott szerepel két klaszter minimd-
lis tavolsaga (single-linkage), dtlagos tévolsdga (average-linkage) és a maximdlis
tavolsaga (complete-linkage) [16].

Legyen C° egy n x n-es null modell korreldciés matrix, melynek Cioj eleme az
atlagos korrelacio az i és j kozott valamilyen null modell alatt. Példaul azt felté-
telezve, hogy minden részvény korreldlatlan, C° az n x n-es egységmatrix lenne.
Mi egy konfiguraciés modellt hasznalunk null modellként, hogy C’?j—t generaljuk,
a (korrelacids gréfbeli) élek ,dtdrétozasaval”, véletlenszertien és egymastdl fiigget-
leniil. A feltételezés az, hogy a generalt C° korreldciés matrix megtartja minden
i részvény silyozott fokszdmat (vagyis erdsségét), tehat CP = >_; Cij amennyi-
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re csak lehet dllandd, mik6zben a korreldcids szerkezet véletlenitve van. Tovabbi
részletekért 1d. pl. [14].

Ezutén egyszertien a C' = |C — CO| matrixot tekintjiikk a tisztitott korreld-
ciés matrixként. Ez alapjan definidljuk az tjraskdlazott D. = —C’ + | min C'| +

| max C'| tdvolsdgmatrixot, ami egy, a korreldciés métrixhoz kot6d6 silyozott graf-
ként is értelmezhets. Itt a csticsok kozott a kisebb tavolsagok a koztitk 1évé na-
gyobb korrelaciéra utalnak. Ezt kovetden hierarchikus klaszterezést végziink a
D, maétrixon. Ez a mddszer tulajdonképpen nem maés, mint a modularitas fiigg-
vény maximalizdldsdra megadott ,,gyors mohd” (,fast-greedy”, vagy Leuven [3])
algoritmus. A maximalizdlandé fiiggvény megadhatd

M:Z}cij—c?jmj

alakban, ahol d;; = 1, ha ¢ és j csticsok azonos klaszterbe keriilnek, kiilénben
di;; = 0. A cél a csicsok klaszterekbe sorolasa gy, hogy az M érték a lehe-
t6 legnagyobb legyen. A maximalizdlashoz alkalmazott hierarchikus klaszterezés
heurisztika eredményeképpen egy dendrogramot kapunk, amelyet egy tetszéleges,
a gyokértdl szamitott k-adik szinten elvagva k darab részvényklasztert kapunk
(2. abra).

S
® o
® < @ e
*@ 9 oo
@@ @ .-= @
@“@s@.@

2. abra. A D, részvénygraf az 1,37-nél nagyobb silyt éleivel, k = 4 klaszterrel.
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3. Kisérleti eredmények

Korrelacids (vagy kovariancia) médtrixokat gyakran alkalmaznak a portfélié ki-
vélasztds probléma megolddsdra. A kiilonb6z6 tisztitdsi modszerek teljesitményét
a tisztitott matrixok segitségével Osszedllitott portfélidk kiilonbozo teljesitmény-
mutatéin keresztiill mérhetjitk. Jelen tanulményban a Budapesti Ertéktézsdén
(BUX) jegyzett részvények zaré ar idGsorait haszndlva mutatunk be esettanul-
ményt. Tovébbi kisérleti eredmények megtaldlhatdk a szerzék [8, 10] cikkeiben,
illetve a bevezetésben hivatkozott publikdcidkban.

3.1. Adatok

A kisérleteinkhez a Budapesti Ertéktdzsde adatai alapjan egy részvényhalmaz
napi zaré arait hasznaltuk fel. Itt a leghosszabban aktiv 33 részvényt valasztottuk
ki (n =33, T = 1962 rekord, 2011-11-29 és 2019-10-18 kozott).

3.2. Markowitz-modell

A Markowitz-féle portfolio kivdlasztasi probléma egy olyan optimalizaldsi fel-
adat, ahol a befektet6é egy olyan portfolidét szeretne Gsszedllitani a tOzsdei rész-
vényekbdl (illetve egyéb pénzpiaci termékekbdl), amely minimélis kockdzattal és
legalabb egy adott mértékii varhaté hozammal bir. A portféliét egy p vektorral
adjuk meg, melynek az elemei az egyes részvényekbe fektetendd tékearanyokat je-
16lik. Feltessziik, hogy >, p; = 1. Példdul a p = (0,2;0,8) azt jelenti, hogy az
els6 részvénybe fektetjiik a pénziink 20%-4t, a masodikba pedig a maradék 80%-
ot. Az optimdlis portféliénak két feltételt kell kielégitenie. ElGszor is a ), i X
becsiilt hozam legyen legaldbb egy elore adott érték. Mésodszor pedig minimalis
kockéazattal kell birnia, ahol a kockdzatot a pXpT mddon szamitjuk. Itt a 3 a
kovarianciamétrixa a figyelembe vett részvényeknek. A negativ p; silyok, azaz az
un. révidre eladds (,short-selling”) is megengedett.

3.3. Egy lehetséges kisérleti mdédszertan és kiértékelések

Az arfolyam idGsorokon a kovetkez6 mozgoablak mddszert alkalmazhatjuk a
korreldcié (és kovariancia) mérésére és az optimalizaldsi feladat megoldasara. El6-
sz6r meghatdrozzuk a korreldciés métrixot a [tg, tg + AT idéablakban, majd vég-
rehajtjuk a kiilonboz6 tisztitdsi eljarasokat (ezéltal, visszatranszformalva a korre-
l4cids métrixokat, tjabb kovarianciamétrixokat kapunk), 1d. még [22]. Megoldjuk
az optimalizéldsi feladatot mindegyik métrix esetén (lecserélve az eredeti 3 mét-
rixot), kiilénb6z8 portfélié vektorokat kapva eredményiil. Itt ez most hat feladat
megolddsat jelenti minden tg kezd6idépontra: (1) eredeti Markowitz-modell meg-
oldésa, (2) RMT tisztitott kovarianciamétrix hasznélata (,RMT”), (3-6) hierarchi-
kus klaszterezés alapt tisztitds (i) a D részvénygrafon (,C_Single” és ,,C_Average”),
valamint (ii) a D. konfigurdciés modell alapi részvénygrafon (,Conf_Single” és
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»,Conf_Average”). A klaszterezd eljardsok esetében a portfdlié kivalasztdsi straté-
giat azzal bovitettiik, hogy az optimalizalashoz klaszterenként egyetlen véletlensze-
rlien kivalasztott részvényt haszndlhattunk fel. A portfolidk teljesitményét végiil a
[to+AT, to+2AT] idSintervallum végén értékeltiik ki, tg € {0, 10,20, ...,T—2AT}
és AT = 100 paraméterek mellett. Minden p = (p1,p2, ..., pn) portféliéra kisza-
moltuk a realizalt hozamot a

S P(to + 2AT) — Pi(to + AT)
pi P,(to + AT)

i=1

képlettel, az elézetes Sharpe hdnyadost (a becsiilt hozam és becsiilt kockdzat hé-
nyadosa, a [tg,to + AT] intervallumon szdmolva) és a kockdzati hdnyadost, ami a
‘realizdlt’ ([tg + AT, to + 2AT] intervallumon szdmolt) és becsiilt kockdzat hdnya-
dosa. Ezen feliil meghataroztuk minden portféliéban az aktiv részvények szamat
is: egy részvényt akkor tekintiink aktivnak, ha az nem szerepel az Osszedllitott
portféliéban.

A kisérletek szamitogépes megvaldsitdsa R [19] nyelven késziilt, a 3.2. szekeidban
ismertetett kvadratikus programozasi feladat megolddsat a quadprog [2] csomag
megolddjaval szamitottuk ki. Az elvart minimdlis hozam értékét dinamikusan,
a részvények varhaté hozamanak atlaga és maximuma koézott 80-20% ardnyban
allitottuk be minden ty kezdGpillanatra.

3.4. Eredmények 6sszefoglalasa

Az aldbbiakban bemutatott eredményeknél és az abrakon a kovetkezé rovidi-
téseket hasznaljuk: a ,,Classic” az eredeti Markowitz-modell, az ,RMT” a Véletlen
Matrix Elmélet, ,C” a hierarchikus klaszterezés, ,,Conf” a pedig a konfigurdcids
modell részvénygrafjan végrehajtott klaszterezésre utal. Utdbbi kett6 esetében a
Ldingle” és , Average” a klaszterezésnél haszndlt tavolsdgfogalmat definidljak. A
k€ {3,...,6} szdm a jelolés végén arra utal, hogy k klasztert vettiink és mind-
egyikbdl egy részvényt hasznaltunk a kovarianciamatrix elkészitéséhez.

A végrehajtott kisérleteink azt mutatjak, hogy a bevezetett mdédszerekkel sziirt
kovarianciamétrixok segitségével el6allitott portfolidk dltalanossaghban javulast mu-
tatnak, f6ként a becsiilt és realizélt kockdzat hanyadosdban. Ahogyan a 3a. dbra is
mutatja, a klaszterezésen alapulé mddszerek lényegesen jobb becslést adtak a reali-
zalt kockdzatra, mint a sziirés nélkiili Markowitz modell, kiilondsen akkor, amikor
klaszterenként 1-1 részvényt engedtiink csak vélasztani. Ezek koziil a konfigu-
raciés modell segitségével végzett sziirések még tovabb csokkentették a realizalt
és becsiilt kockdzat hanyadosét. Az el6zetes Sharpe hdnyados (3b.4bra) az ere-
deti Markowitz-modell esetén adta a legjobb értéket, ehhez az RMT értéke allt
legkozelebb. FEzt annak tulajdonitjuk, hogy az eredeti modell jelentésen alulbe-
csiilte a kockazatot, ezzel csokkentve a méroszam nevezdjében szerepld értéket és
megnovelve a hanyadost. Megfigyelhet6, hogy ez a hanyados jelentOsen cstkkent
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a klaszterenkénti egy részvény haszndlatdnak bevezetésével. A realizalt hozamok
esetében (4a. és 4b. dbra) a klaszterezési eljardsok klaszterenként 1-1 részvény fel-
hasznéalasaval magasabb hozamot tudtak produkélni, mint az eredeti modell, 4&m
az alap moddszerekkel ezt nem sikeriilt elérni ezen az adatsoron. Ezek koziil az
RMT teljesitett a legjobban.

Sz(iré . C_Average . Classic . Conf_Single
. C_Single . Conf_Average . RMT
RMT RMT  —
Conf_Single6 Conf_Single6 .
Conf_Single5 I Conf_Single5
Conf_Single4 M Conf_Single4 ]
Conf_Single3 M Conf_Single3 | |
Conf_Single Conf_Single  IEEE—
Conf_Average6 Il Conf_Average6 |
Conf_Average5 M Conf_Average5 ]
Conf_Average4 M Conf_Average4 ]
Conf_Average3 1 Conf_Average3 .
Conf_Average I Conf_Average  I———
Classic I Classic
C_Single6  I— C_Single6 1l
C_Single5 . C_Single5 ]
C_Single4 1l C_Single4 ]
C _Single3 M C _Single3 MW
C_Single I C_Single I
C_Average6 Bl C_Average6 ]
C_Average5 W C_Average5 1
C_Average4 N C_Average4 .
C_Average3 I C_Average3
C_Average — C_Average I
0 3 6 9 0.0 0.1 02
Kockazati hanyados El6zetes Sharpe
(a) (b)

3. abra. Atlagos kockdzati hanyadosok és Sharpe hdnyadosok a Budapesti
Ertéktozsde adatain.

4. Osszefoglalas

Ezen tanulmanyban korrelaciés matrixok vizsgalatara és grafalapu adatbanya-
szatra hasznalt mddszerek segitségével klaszterezési eljarasokat mutattunk be és
hajtottunk végre részvénygrafokon, amelyeket pénziigyi idésorok sziirt korreldci-
0s matrixaibdl készitettiink. Megadtunk egy részvényallokaciés stratégiat, amely
a kigy(ijtott klaszterstruktirdn és a Markowitz portfélié modellen alapszik. Az
eredményeink fenti targyalasa azt mutatja, hogy a korrelacids matrixok tisztité-
sara hasznalt modszerek képesek a kockdzatbecslés tekintetében meghizhaté port-
félickat oOsszedllitani és az eredeti Markowitz-modellel Gsszevetve kompetitivnek
mondhatdk a realizalt hozamok tekintetében is. A részvénygrafok kiilonbozé szii-
rési procedurak alapjan val6 definialdsa és a klaszter alapu részvénykivalasztasi
stratégiak szamos tovabbi kérdést hagynak nyitva a jovobeli vizsgdlatok szama-
ra. Tovébbi kiterjesztési lehetdség kiilonboz6 hozambecslések alkalmazdsa (mint
pl. a James-Stein becslés), illetve az RMT méds eredményeinek felhasznédldsa. To-
vabbi vizsgdlatok téargyat képezheti az optimaélis portfélié méret meghatarozasa
(ugyanis a valésdgban dltaldban jelentés tranzakcids koltségekkel kell szamolni), a
befektetési idOszak hosszanak optimalizalasa, valamint a realizalt hozamok idébeli
alakuldsa is (1d. pl. 4b. 4bra).
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4. 4bra. Atlagos és id6beli realizalt hozamok a BUX adathalmazon.
1. tablazat. Osszefoglalé tablizat a sziirési médszerek eredményeirél.
Az oszlopokban az atlagok, mogottiik zardjelben a széras lathato.
Sziirés k  Hozam Kock. hanyados Pre-Sharpe Aktiv részv.
Classic - 0.2177 (0.779) 10.7536 (57.305) 0.2816 (0.348)  31.2712 (0.493)
C_Average 3 0.1369 (0.686) 0.2907 (1.158) 0.0192 (0.153) 3.0000 (0.000)
C_Average 4 0.1709 (0.753) 0.4242 (0.948) 0.0285 (0.167) 4.0000 (0.000)
C_Average 5 0.0981 (0.604) 0.5553 (1.410) 0.0271 (0.194) 5.0000 (0.000)
C_Average 6 0.1207 (0.780) 0.8801 (2.869) 0.0607 (0.222) 6.0000 (0.000)
C_Average - 0.1227 (0.645) 8.3576 (48.182) 0.2505 (0.298)  31.2712 (0.494)
C_Single 3 0.1704 (0.673) 0.6936 (1.361)  -0.0126 (0.164) 3.0000 (0.000)
C_Single 4 0.0619 (0.566) 1.1338 (2.558) 0.0034 (0.171) 4.0000 (0.000)
C_Single 5 -0.0490 (0.656) 1.2277 (2.322) 0.0275 (0.163) 5.0000 (0.000)
C_Single 6 -0.0527 (0.752) 9.1248 (100.466) 0.0297 (0.226) 6.0000 (0.000)
C_Single - 0.0214 (0.753) 8.0039 (49.410) 0.2430 (0.270)  31.2712 (0.494)
Conf_Average 3 0.2409 (1.195) 0.3130 (0.934) 0.0275 (0.124) 3.0000 (0.000)
Conf Average 4 0.1558 (0.653) 0.6039 (1.735) 0.0350 (0.131) 4.0000 (0.000)
Conf Average 5 0.1461 (0.822) 0.5494 (1.212) 0.0470 (0.153) 5.0000 (0.000)
Conf_Average 6 0.2985 (1.108) 0.8718 (2.764) 0.0747 (0.182) 6.0000 (0.000)
Conf_Average — 0.0856 (0.678) 7.2534 (45.687) 0.2404 (0.276)  31.2712 (0.494)
Conf_Single 3 0.2358 (0.934) 0.5539 (0.819) 0.0121 (0.128) 3.0000 (0.000)
Conf_Single 4 0.1819 (0.827) 1.1377 (3.065) 0.0303 (0.126) 4.0000 (0.000)
Conf Single 5 0.1925 (1.092) 1.2952 (3.170) 0.0391 (0.127) 5.0000 (0.000)
Conf Single 6 0.0986 (1.413) 1.1168 (1.744) 0.0583 (0.131) 6.0000 (0.000)
Conf_Single — 0.0380 (0.761) 7.4137 (46.319) 0.2371 (0.267)  31.2712 (0.494)
RMT - 0.1414 (0.570) 9.6779 (52.950) 0.2664 (0.314)  31.2712 (0.493)
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GRAPH-BASED DIMENSION REDUCTION HEURISTICS TO STOCK CORRELATION
MATRICES

IMRE GERA, ANDRAS LONDON

Many studies have dealt with the investigation of covariance- and correlation matrices de-
fined by stock price time series over the past few years. Most of these studies highlighted that
the estimation of the correlation matrix is associated with a significant amount of statistical
uncertainty (or sometimes called noise) and proposed several methods to filter it out. In this
survey-kind paper we present different methods found in the literature and propose a novel ap-
proach too. Namely, we present a method using the results of random matrix theory, and other
methods based on hierarchical clustering procedures. To measure and compare the performance
of the methods we utilize the Markowitz portfolio selection problem and perform experiments on
the historical stock time series data of the Budapest Stock Exchange. The created portfolios are
compared based on several performance indices, realized returns and risk measures. This paper
is mainly considered as an overview of papers published [10] and under publishing [8].

Keywords: Correlation matrices, asset graphs, portfolio optimization.

Mathematics Subject Classification (2000): 1.6 [Simulation and Modeling]: Applications; G.1.6
[Optimization]: Nonlinear programming
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LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK KONZ,ISZTENCIAJANAK
KOMBINATORIKAI JELENTESEI

PLUHAR ANDRAS

Régdta ismert a linedris algebra és a kombinatorika kapcsolata. Itt a
Kronecker-Capelli tétel kombinatorikai kvetkezményeit jarjuk korbe, mely
kiadja Koénig és Harary tételeit és elvezet egyfajta dudlisaikhoz, valamint a
nyaklanc probléma &ltalanositasaihoz és specializéciéihoz.

1. Bevezetés

Nagyon sok mély kombinatorikai &llitas bizonyitasa lineéris algebrai eszk6zok-
kel torténik, sokszor nem is ismert mas médszer. A teriilet hatalmas, jelen esetben
még a felvazolasdara sem tehetiink kisérletet, az érdekl6d6 olvasénak az alabbi ki-
vél6 konyveket ajanljuk [2, 10, 11].

A teljesség igénye nélkiil megemlitjitk, mely algebrai fogalmak segitenek a jol
ismert kombinatorikai allitasokban, a részletek a fenti hivatkozasokban megtaldl-
hatdak:

— Fisher egyenlStlenség (r(AAT) < r(A), ahol r(A) az A méatrix rangja)

Pératlan varos tétel (fiiggetlen vektorok maximélis szdma egy n-dimenziés
vektortérben)

— Hoffman-Singleton tétel (f6tengely tétel)
— Graham-Pollak tétel (r(A+ B) <r(A) +r(B))

— Feszit6fdk szdma G grafban (Laplace determindns)

Shannon kapacitds (tenzorszorzat)

A gyakorlatban néha forditott irdnyban vetédik fel a kérdés, egy adott linedris
algebrai eredménynek mi lehet a kombinatorikai jelentése? igy tehdt természe-
tes lehet, van-e nem trivialis kombinatorikai kovetkezménye a Kronecker-Capelli
tételnek, ami a linedris egyenloségrendszer megoldhatésdgat karakterizalja. Valo-
szintlileg sokan vizsgaltdk mar a problémat, lathaté nyoma ennek viszont nincs;
e sorok irdja egyediil Fiiredi Zoltan publikdlatlan eredményérol értesiilt. Ennek
megértéséhez az alabbi fogalmakra lesz sziikségiink:
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1.1. Definicid. (Hipergrdf) Egy (X, E) halmazrendszer, vagy hipergraf az X
n elemil alaphalmaz és részhalmazainak egy E halmazdbdl all. Az E elemei
€ly..-5Em.

1.2. Definicio. (Szinezés) Az (X, E) hipergraf egy kett6-szinezése alatt egy
f: X — F, fiiggvényt értiink, ahol Fy a kételemii test.! Az f j6 szinezés, ha
|f(e) NFy| = 2, azaz mindkét szin eléfordul minden e € E esetén. Tovabbd f
pératlan szinezés, ha Y. .. f(x) = 1 minden e € E esetén.?

Vegyiik észre, ha (X, E) hipergraf minden e € E éle pdros méretii, akkor egy
f paratlan szinezés egyben jé szinezés is.

1.1. TETEL. (Firedi) [7] Egy (X, E) halmazrendszernek akkor és csak akkor
van pdratlan szinezése, ha nincs olyan H := {ej,...,ear+1} C E, hogy bdrmely
x € X paros sok H-beli halmaz eleme.

1.1. KOVETKEZMENY. (Kénig) Egy G grdfnak akkor és csak akkor van jé
kettG-szinezése, ha nem tartalmaz paratlan kort.

Bizonyitds. Legyen X = V(G), E = E(G) és alkalmazzuk az 1.1. Tételt
az (X, F) hipergréfra. A fentiek szerint G gréfnak pontosan akkor van jé kettd-
szinezése, ha nincs olyan pératlan élhalmaz E(G)-ben, amelyben minden pont foka
paros, azaz egy paratlan séta. Ugyanakkor egy G graf pontosan akkor tartalmaz
paratlan sétat, ha paratlan kort is. a

A kovetkez6 fejezetben bebizonyitjuk Fiiredi tételének altalanositasat és né-
hény tovabbi kévetkezményét.

2. altalanositott Fiiredi tétel és kovetkezményei

Mint emlitettiik, sziikségiink lesz a Kronecker-Capelli tételre:

2.1. TETEL. (Kronecker-Capelli) Legyen F egy tetszleges test, A egy
m X n-es matrix, mig b egy m-dimenzids vektor F felett. Az Ax = b egyenlet-
rendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha nincs olyan y € F™, amelyre yT A = 0,
de y"b = 1.

Miel6tt kimondanank és bizonyitanank az 1.1. Tétel altalanositasat, Harary
stabilitasi fogalmat vissziik 4t hipergrafokra:

1Bérmely kételemii halmazba képezhetne f, viszont az algebrai struktira nagyon hasznos az
Fao-ben.
2 Azaz minden e élben pératlan sok pont kapja az egyes szint.
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2.1. Definicid. (Stabil szinezés) Legyen (X, E,¢) egy élszinezett hipergraf,
ahol ¢ : E — Fao. Az (X, E) hipergraf stabil szinezése olyan f : X — Fy fiiggvény,
amelyre >~ . f(x) = ¢(e) minden e € E esetén.

2.2. TETEL. (4ltaldnositott Fiiredi) Egy (X, E, ¢) hipergrafnak akkor és csak
akkor van stabil szinezése, ha nincs olyan H := {e1,...,ex} C E, hogy bdrmely
x € X paros sok H-beli halmaz eleme és a H halmaz paratlan sok elemét szinezi
a ¢ egyessel.

Bizonyitds. Vegyiik fel az (X, E, ¢) hipergraf illeszkedési métrixdnak transz-
ponaltjat, azaz az A matrix sorai F, az oszlopai pedig X elemeihez tartoznak és
Acr = 1, ha x € e, killonben A., = 0. Legyen tovabba az m-dimenziés b vektor
i-edik koordindtdja, b; := ¢(e;). Ekkor az Ax = b egy megolddsa a kételemii Fy
test felett éppen az (X, E, ¢) hipergréf egy stabil szinezését adja. Ha nincs stabil
szinezés, a 2.1. Tétel szerint van olyan y € FJ*, amivel y7 A = 0, és y7b = 1. Ve-
gyiik azon e; éleket, melyekre y; = 1. Az ezek &ltal lefedett pontok péaros sokszor
vannak fedve az yT A = 0 miatt, ugyanakkor paratlan sok él szine 1 az y7b =1
miatt. O

A 2.2. Tétel Harary 1954-ben kozolt eredményének hipergrafokra vett alta-
lanositdsa. Harary tétele maga is egy &altaldnositds, mégpedig a Konig Dénestdl
szarmazo6 1.1. Tételé. A motivacidja a szociolégidbdl szarmazott, mint a grafel-
mélet sok mas problémdja. Az egyszerli G graf pontjai entitdasok, a koztiik 1évé
kapcsolatot mint élt cimkézte +, — jelekkel, amelyek baratsagos vagy ellenséges
viszonyra utaltak. Stabilitds akkor varhaté, ha két csoportra oszthaté a ponthal-
maz 1gy, hogy a csoportokon beliil csak +, koztiik pedig csak — élek vannak. A
2.2. Tételbdl az 1.1. Kovetkezmény bizonyitasahoz teljesen hasonlé médon kapjuk
Harary eredeti tételét:

2.1. KOVETKEZMENY. (Harary) [8] Egy cimkézett G grdfnak akkor és csak
akkor van stabil felosztasa, ha minden korében paros sok negativ €l van.

2.1. Megjegyzés. A fent vazolt megkozelitésnek algoritmikus jelentése is van.
Az Ax = b megoldéasaval, azaz pl. egy Gauss-eliminacié végrehajtasaval eldonthetd,
hogy egy G graf paros (vagy elGjelezett esetben stabil). Tovdbba a pozitiv vilasz
esetén kiolvashatd egy szinosztalyokra bontéasa is.

2.1. Duadlis Ké6nig és Harary tétel

Az algebrai megkozelités miatt értelmezhetjiik a 2.2. és igy az 1.1. és 2.1. Té-
telek dudlisait. Formalisan felcseréljilk az X és E szerepét és A helyett az AT
matrixot vessziik, ami éppen az (X, E) hipergraf illeszkedési métrixa.

Tegyiik fel, hogy (X, E,«) szinezett hipergrafban az « : X — Fs a pon-
tok rogzitett szinezése, és egy h stabil élszinezés olyan h : E — Fy, amelyre
> sce h(e) = a(z) minden z € X esetén. Ekkor a 2.2. Tétel dtmegy a kovetkezo-
be:
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2.1.1. TETEL. (Dudlis Fiiredi) Egy (X, F, «) hipergrafnak akkor és csak akkor
van stabil élszinezése, ha nincs olyan Y := {x1,...,x} C X, hogy bdrmely e € E
paros sok Y-beli elemet tartalmaz és az Y halmaz paratlan sok elemét szinezi az
a egyessel.

Specialisan: cimkézziik egy G graf pontjait + és — cimkével. Stabil élfelbontés
alatt olyan E(G) = F; U Es felbontést értiink, amelyre minden +-szal cimkézett
pontra paros sok, mig minden —-szal cimkézett pontra pératlan sok Fi-beli él
illeszkedik.

2.1.1. KOVETKEZMENY. (Dudlis Harary) Egy pontcimkézett G grdfnak akkor
és csak akkor van stabil élfelbontasa, ha nincs olyan komponense, amelyik paratlan
sok negativ cimkéjii pontot tartalmaz.

2.1.2. KOVETKEZMENY. (Dudlis Kénig) Egy G graf E(G) élhalmaza felbont-
haté Ey, Eo részre gy, hogy minden pontra paratlan sok Ej-beli él illeszkedjen
akkor és csak akkor, ha GG-nek nincs paratlan komponense.

3. Egyéb egyenletek

Az Ax = b egyenletrendszer megolddsainak szerkezete messzire vezet, amit
éppen csak érintiink ebben az {rasban.

Az an. nyakldnc problémdt Alon és West vizsgélta 1987-ben, 14sd [1]. Az eredeti
véaltozatban két tolvaj akar osztozkodni egy nyaklanc kovein. A ldncon n fajta ké
van, és minden fajtdbdl paros sok. Minimalisan hény helyen kell elvéagni a lancot,
ha egyenld szamut akarnak kapni minden fajta kébol? Konnyt latni, hogy az
1122...nn esetén legaldbb n vagés kell. Alon és West belatta, n vigds mindig
elég. Ok egy klasszikus topoldgiai eredményt, a Borsuk-Ulam tételt hasznaltdk.

3.1. TETEL. (Borsuk-Ulam) Tegyiik fel, hogy f egy folytonos fiiggvény, amely
az n + 1-dimenziés gomb felszinét, jele S™, az R™-be képezi. Ekkor van olyan
x € S™, melyre f(x) = —f(—x).

Pontosabban ennek egy ekvivalens formajat hasznaljak, amelyben feltétel, hogy
f(x) = = f(—x). Ekkor van olyan x € S™, melyre f(z) = 0.

Vegyiik észre, ha f egy R™"*t1-bsl R™-be képzd linedris fiiggvény, melynek méat-
rixa az n X (n + 1)-dimenziés A, akkor speciélisan azt kapjuk, hogy az Az = 0
elfajulé homogén linedris egyenletrendszernek van nem trivialis megoldasa. Ennek
a segitségével bizonyitotta a szinezési tételét Seymour [13], ill. ez a kiindulé pontja
a Beck-Fiala tételnek is [4].

Epping és tarsai a nyaklanc probléma algoritmikus megoldhatdségat, illetve
a vdgdsok minimalizdldsdt is vizsgdltak, 1d4sd [6]. Kit{ind osszefoglaldt irt errdl
Meunier és Neveu, 14sd [12].
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Néhany eredmény ezekbdl:
1. Ha n tipusi k6 van, akkor polinom id6ben talalhaté n megfelel6 vagas.
2. A minimadlis vagas megtalaldsa NP-nehéz.

3. A moh¢ algoritmus n vagassal megoldja az elosztdst, ha minden fajta kébél
pontosan két darab van, ez az tin. Festdmdhely (Paint shop) probléma.

4. A minimalis vagas megtalaldsa NP-nehéz a Festémiihely probléméaban is.

A Festémiihely problémét, illetve a 3. pont eredményét linedris egyenletrend-
szerrel is megfogalmazhatjuk, ill. megoldhatjuk. Végighaladva a lancon rendeljiik
az x; valtozdt az i-edik és i + 1-edik k6 kozott 1évo darabhoz. Az x; valtozdk 0, 1
értékeket vehetnek fel, az 1-et a lanc elvagdsanak tekintjiikk. Az elosztds j6, ha
barmely két azonos tipusu ké kozott paratlan sok vagas van, ekkor keriil a két ko
kiilonbo6z6 jatékoshoz. Jelolje A a kovetkez6 matrixot. A sorai a kovekhez tartoz-
nak, és ha j-edik tipusu kovek az s; < s; poziciéban vannak, akkor az A;; = 0, ha
i < sj vagy s; < 1, kiilénben Aj; = 1. Kénnyen lathatd, hogy Ax = 1 egy megol-
désa az [Fo test felett a Festomiihely probléma egy jé vagasat kodolja. Elegendéen
sok vagassal mindig van megoldas, igy ha egy bazismegoldast hasznalunk, n vagas
biztosan elég, azaz Ujra bizonyitottuk a kovetkezd allitast:

3.1. ALLfTAs. [6] Ha a Festémiihely problémsaban minden k6bdl (szinbél) pon-
tosan ketté van, és n fajta k6 van dsszesen, akkor n vagas elegendé.

A fenti eljards tobbféleképpen dltaldnosithato.
3.1. Intervallumok, klikkek lefogasa

Klasszikus probléma egy I = {I;}?; intervallumrendszer lefogé ponthalma-
zainak vizsgdlata, azaz olyan X C R halmazé, melyre X NI # 0 i =1,...,n
esetén. Mindig van ilyen, illetve a minimalis méretit X halmaz megtaldlasa moho
algoritmussal torténhet, lasd [5]. Mi torténik, ha erdsebb feltételiink van a fedésre,
|X N I;] paratlan minden i-re? Nevezziik ezt pdratlan fedésnek.

Ekkor persze nem mindig van megoldds, pl. I = {[0,2], [0,1], (1,2]}. A meg-
oldhatdsagot az aldbbi algebrai konstrukcioval modellezhetjiik. Rendeljiik az I
rendszerhez azt az A, n sorbdl all6 0 — 1 métrixot, melynek soraiban az 1-ek sor-
folytonosan kovetik egymast, és Aj; < Ay, ha I; C I, ugy, hogy a k-adik sorban
balrél (jobbrdl) tébb 1-es van, ha I; bal (jobb) végpontja nagyobb (kisebb) mint
I;, bal (jobb) végpontja.

3.1.1. ALLfTAs. (Fedhet8ség) Az I rendszernek akkor és csak akkor van pérat-
lan fedése, ha az Ax = 1 rendszer megoldhaté Fy testben.

Bizonyitds. Nyilvanvalé a konstrukciobdl. a
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3.1.1. KOVETKEZMENY. (Fedhetetlenség) Ha az I rendszernek nincs pératlan
fedése akkor, van olyan I* C I részrendszere, hogy |I*| pdratlan és minden x € UI*
pont paros sok I*-beli intervallumban van.

Bizonyitds. Hasznéljuk a 2.1. Tételt az I-hez rendelt A métrixszal az Az =1
megoldhatésagara az Fo testben. a

A fenti gondolatmenet atvihetd grafok klikkjeinek fedésére is. Els6 1épésben
jegyezziik meg, hogy az intervallumgrafok klikk-pont illeszkedési matrixa sorfoly-
tonos, lasd [9], tovdbba a klikkek szdma nem tobb, mint a pontoké. Maésrészt
intervallumgraf klikkjeinek bérmely rendszerében van legbaloldalibb klikk, igy
3.1.1. Kovetkezmény szerint, ha G intervallumgraf, akkor a klikkjei paratlanul
fedheték legfeljebb v(G) ponttal.

Altaldban is vizsgalhatok grafok pdros klikkfedései. A 3.1.1. Kovetkezmény
mindig hasznédlhatd, csak a klikkek szama lehet exponencidlis a pontszamban, il-
letve a szerkezetiik jéval bonyolultabb.

3.2. Fak kettévagasa

Egy masik lehet6ség a nyaklanc probléma altalanositasara, ha egy 1t helyett
egy féra flizziik fel a koveket. Ha minden kétipusbdl (vagy szinb8l mds széhaszndlat
szerint) paros sok van, akkor elegendd él elvdgdsdval pontosan kettévaghatjuk dket.
érdekes médon ez a kérdés mar joval a nyaklanc probléma elott felvetédott, lasd
Bhatt és Leiserson [3]. 6k, tobbek kozott, az aldbbi tételt mutattdk meg:

3.2.1. TETEL. (Bisector) [3] Minden bindris fakbdl 4116, két szinnel szinezett
n pontd F' erdS pontosan kettévaghaté legfeljebb 2log, n él elvagasaval.

Megmutatjuk, ha minden fajta kébdl két darab van, a 3.1. Allitassal analég
tétel all.

3.2.2. TETEL. (2-k8) Ha F egy n szinnel szinezett fa, ahol minden szin pon-
tosan kétszer fordul el6, akkor legfeljebb n €l elvagasaval kettévaghato F.

Bizonyitds. Legyen A az ut-él illeszkedési métrixa F' fanak, ahol az utak az
azonos szinli koveket kotik 6ssze, azaz egy n x (2n — 1)-es méatrixrél van sz6. Az
Az = b megoldhat6 Fy felett, hiszen kénnyen ldthatd, nincs kiilonboz6 utak olyan
nem trividlis részhalmaza, mely paros sokszor fed minden élt, igy hasznélhatjuk
a 2.1. Tételt. Masrészt ha van megoldas, akkor van bazismegoldas is, amelyben
legfeljebb n nem zérd véltozo van. O

Felvet6dik a kérdés, van-e a nyakldnc tételnek kozvetlen altaldnositdsa? (Azaz
n k& esetén cn valamely ¢ konstansra, akdr ¢ = 1-re.) Sajnos mér egyfajta k&
(szin) esetén nagyon sok vagdasra lehet sziitkség, példdul a Ko, 1 csillag k vagast
igényel. Az F fa fokszdmanak a korldtozdsa sem elég a cn korlathoz, hisz az
egyszinil bindris fandl is log, v(F') vigdsra van sziikség (Csaba Béla észrevétele).
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3.2.1. SEJTES. (dltaldnos kettévigds) Ha F egy m-szinezett fa, ahol minden

szinbdl pdros sok van, akkor F-nek van olyan kettévdgdsa, amely csak cdn log, v(F')

élt

vag el, ahol d a maximadlis fokszém, ¢ pedig egy abszolit konstans, v(F') a fa

csucsainak szama.
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The connection between Linear Algebra and Combinatorics is well-known. Here we explore
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and special cases of the Necklace problem.

Keywords: Linear Algebra method, Kénig theorem, Necklace problem

Mathematics Subject Classification (2000): 15A06, 05C15, 05C35

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)


https://doi.org/10.1090/stml/053
https://doi.org/10.1016/j.cor.2012.01.014
https://doi.org/10.1093/qmath/25.1.303

Alkalmazott Matematikai Lapok 37 (2020), 233—-245.
DOI: 10.37070/AML.2020.37.2.08

CSODSZABALYOK PENZUGYI HALOZATOKBAN

CSOKA PETER, KONDOR GABOR

A leggyakrabban rendszerkockdzat mérésére és kezelésére alkalmazott
pénziigyi halézatokban mindenkinek van egy indulé pénzkészlete és min-
den szerepl6 tartozhat mindenkinek. Csdédszabdlyok mondjik meg, hogy
ki hogyan rendezze tartozésait. Az azonos kielégitési szinten 1évd feleket
legtobbszor koveteléseikkel ardnyosan fizetik ki a cs6dszabdlyok, de vannak
bonyolultabb konstrukcidk is. Mivel a fizetések egymadstdl fiiggenek, alta-
ldnos esetben fixpontok adjék a probléma megolddsat. A tanulményban
attekintjiik a csédszabalyok szakirodalmét, a legfontosabb definicidékat és
eredményeket.

1. Bevezetés

Az elmilt két évtized sordn egyre nagyobb figyelmet kaptak a kiilonb6z6 pénz-
iigyi hélézatok, és ezzel egyiitt a pénziigyi intézmények egyre fokozodd Gsszekap-
csoltsagabdl fakadd rendszerkockazat. A rendkiviil 6sszetett pénziigyi hélézatok-
ban ugyanis a gyakorlati szakembereknek mar nemcsak az intézmények egyedi
cs6djeivel kellett szembenézniiik, hanem a cs6dok fertozésszerti tovabbterjedésével
is.

A gyakorlatban felmeriilt probléma az elméleti szakemberek érdeklédését is
felkeltette, és a kezdeti, foként egy szerepld vagyonanak elosztdsardl széloé cséd-
problémardl a tobbszerepl6s pénziigyi halézatok vizsgalatara keriilt a4t a hangsuly,
ahol a cs6dszabalyok mondjak meg, hogy ki mennyit fizessen.

A pénziigyi halozatok elemzése sordn természetes mdédon adddott, hogy a ku-
tatok a klasszikus csédproblémak eredményeit megkisérelték kiterjeszteni a komp-
lexebb pénziigyi halézatokra. Emellett szamos kapcsolédd tanulméany foglalkozott
magaval a pénziigyi halézat felépitésével és id6beli alakuldsaval, a rendszerkocka-
zat és a pénziigyi halézatok kapcsolataval, valamint a rendszerkockdzat mérésével.

Tanulmanyunkban a 2. fejezetben ismertetjiitk a legfontosabb cikkeket a cs6d-
probléma témakorébdl, és kitekintést adunk a kapcsolédd teriiletekre is. A 3. feje-
zetben definidljuk az alapfogalmakat kiilonboz6 csddszabalyok bevezetésén és pél-
dékon keresztiil, tovdbba bemutatunk néhany fontos eredményt. A 4. fejezetben
Osszegziink.
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2. Irodalomattekintés

Egy férfi fiaira hagyja vagyondt, azonban a kovetelések Gsszege nagyobb, mint
a teljes vagyon értéke. A kérdés az, hogy melyik fii mekkora részt kapjon az
orokségb6l. Ezzel a problémafelvetéssel foglalkozik O’Neill [18] cikkében, amely
analég az egy pénziigyi szereplo csodje esetén fennallé vagyonelosztasi feladattal.
Erre a tanulméanyra, amely kiilonb6z6 elosztédsi szabalyokat hasonlit 6ssze a va-
gyon elosztasara, a csédproblémak elemzésének kiindulépontjaként tekintenek a
szakirodalomban.

A csodproblémakat késébb kiterjesztették pénziigyi halézatokra is, amelyekben
tobb szereplo egyiittes csédje miatt egy sokkal Gsszetettebb problémat kell megol-
dani. Itt mindenkinek van egy indulé pénzkészlete és minden szerepld tartozhat
mindenkinek. Pénziigyi hal6zatok esetén elosztasi szabdly helyett cs6dszabalynak
hivjuk azt a fliggvényt, amely megmondja, hogy ki hogyan rendezze tartozasait,
ki mennyit fizessen, vagyis mi legyen a kliringmatrix.

A gyakorlatban legelterjedtebb ardnyos csédszabdlyt Eisenberg és Noe [6] de-
finidlja, és a szerzéparos belatja, hogy bizonyos feltételek esetén mindig létezik
kliringmatrix, amely egyértelmi{i. Az ardnyos cs6dszabélyt pénziigyi halézatokban
eldszor Csoka és Herings [4] axiomatizalja hat tulajdonsdg segitségével (magyarul
lasd Cséka [3]). A két {8, kozponti axiéma a partatlansag (impartiality) és az azo-
nos dgensek altali manipuldlhatatlansig (non-manipulability by identical agents).
A tovdbbi axiémdk a kovetelések felsSkorlat-jellege (claims boundedness), a kor-
latolt felelésség (limited liability), a hitelez6k els6bbsége (priority of creditors) és
végiil a folytonossdg (continuity). A szerzék beldtjdk, hogy az axiémék fiigget-
lenek, és ezt a hat axiémat csak az aranyos csédszabaly teljesiti. Az axiémakbdl
hérom lényegében mér az Eisenberg és Noe [6] cikkben is megjelenik: a kovetelések
felsokorlat-jellege, a korlatolt felel0sség és a hitelezGk els6bbsége. Ennek a harom
axiomanak a cs6édbemend agensek legkisebb halmazara gyakorolt hatasat vizsgilja
Houy, Jouneau és Le Grand [14].

Szintén cs6dszabélyokat vizsgdl Groote Schaarsberg, Reijnierse és Borm [12], és
belatjdk, hogy habar a fizetések meghatarozasa altalanossdgban nem egyértelmii,
az eredményiil kapott sajdt téke értékek (a végsd egyenlegek) igen. Ugyanakkor
igazoljdk, hogy a cs6dproblémédk egy alosztélydra (hierarchical mutual liability
problems) a fizetések meghatdrozdsa is egyértelmii. Tovdbbd megadjdk a Tal-
mud szabdlyon alapul6 csédszabdly egy karakterizaciéjat. Ide tartozik Koster [16]
munkdja is, amelyben a szerzé megmutatja, hogy altalanos pénziigyi halézatokban
csak akkor létezik egyértelmii kliringmatrix, ha a cs6dszabdly szigoriian monoton.
A cs6dszabélyok kapcsan végiil megemlitjiik Flores-Szwagrzak, Garcia-Segarra és
Ginés-Vilar [10] tanulményét, amelyben olyan elosztési szabdlyokat karakterizal-
nak, amelyek bizonyos hitelez6i csoportokat eléonyben részesitenek a fizetéseknél.

Az egymiéssal valamilyen szempontbdl versengé pénziigyi szereplék megléte a
jatékelméleti megkozelitéseket is inspiralta. Palvolgyi, Peters és Vermeulen [19] a
csodjaték egy 11j nemkooperativ jatékelméleti értelmezését elemzi, és a Nash egyen-
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suly létezését és meghatdrozdsit vizsgdlja az adédé jatékokban. Stutzer [22] meg-
prébalja kiterjeszteni pénziigyi halézatokra a csédproblémakndl mar két klasszikus
elosztdsi szabdly igazoldsédra is alkalmazott Nash alkuelméletet (Nash Bargaining
theory), és ellenpélddkkal megmutatja, hogy &ltaldnos esetben nem azokat az el-
osztasi szabalyokon alapuld cs6dszabalyokat kapjuk.

A véletlent is tartalmazé tanulményok koziil elséként Tasnddi [24] munkéjat
emeljiik ki, aki a klasszikus és a probabilisztikus elosztasi problémak kozott te-
remt kapcsolatot. Pontosabban minden klasszikus elosztasi problémahoz hozza-
rendel egy minimaélis variancidju probabilisztikus elosztési eljarast, amely ugyan-
arra a varhato eloszlasra vezet, mint a klasszikus elosztdsi médszer. Masodsorban
Balog, Bétyi, Csdéka, és Pintér [1] tanulménydrdl ejtiink szét, akik osszefoglaljak
a sztochasztikusan stabil pénziigyi hal6zatokhoz kapcsol6do, altaluk legfontosabb-
nak tartott pénziigyi alkalmazasokat és 1ij modellvéaltozatokat. Tanulmanyukban
tobbek kozott a rendszerkockdzatra és a fertézésekre helyezik a hangsilyt. Em-
litést érdemel még tovdbba Habis [13] munkéja, amely megkozelitésében Stvizi
mind a jatékelméletet, mind a véletlent. A szerz6 a kooperativ jatékelméletbél is-
mert mag egy kiterjesztésével, a gyenge szekvencialis mag segitségével olyan csod-
helyzeteket elemez, ahol a felosztandé vagyon értéke és a kovetelések Gsszege is
bizonytalan lehet. Tovabba megvizsgéalja, hogy a kiilonb6z6 elosztasi szabalyok
stabil, fenntarthat6é eredményre vezetnek-e egy ilyen kérnyezetben.

A pénziigyi halozatokkal rendszerkockazati szempontbol foglalkozik Lubléy
[17], aki a magyar bankkozi piacon keresztiili fert6zés kvantitativ mérését végezte
el. Elsinger, Lehar és Summer [8] cikkiikben Eisenberg és Noe [6] modelljére épitve
a bankrendszer egészének kockazatat vizsgdljak. Az Osztrak bankrendszer adata-
ira alkalmazzdk modelljiiket, és azt talaljak, hogy a bankok eszkozportfoliéi ko-
z0tt 1évo korrelacié a rendszerkockédzat legfobb forrasa. Berlinger, Michaletzky és
Szenes [2] a magyar fedezetlen bankkozi forintpiac hélézatdnak id6beli alakuldsat
vizsgalta 2002 decemberétol 2009 marciusaig, részletesen elemzik a piac jellemzéit
és az egyes szereplok viselkedését. Végiil Jackson és Pernoud [15] a rendszerkocké-
zathoz kapcsolédo pénziigyi halézatok kulcsfontossagu trendjeit és tulajdonsagait
mutatja be. Egy 1j halézati modellt is adnak, amellyel az egyméastdl valé fiiggést
modellezik, és a pénziigyi intézmények 6sztonzéit vizsgaljak a portfolidik kockaza-
tanak és a partnereik megvalasztasa soran.

A kozpontositds szerepével foglalkozik Cséka és Herings [5], akik tanulményuk-
ban bevezetik a decentralizalt kliringfolyamatok egy nagy osztdlyat. Bemutatjak,
hogy minden ilyen folyamat véges sok lépésben a legkisebb kliringmétrixhoz kon-
vergal. Amikor az elszamolasi egység elegendden kicsi, akkor minden decentralizalt
kliringfolyamat révén kozel ugyanazt a sajat téke értéket kapjuk, mint egy centra-
lizélt eljarassal. Garratt és Zimmerman [11] pedig azt vizsgédlja, hogy a pénziigyi
halézatokban milyen hatasa van a kozponti nettdsitds bevezetésének a partnerek
teljes nettd kitettségére, és megmutatjik, hogy ez nem minden esetben elényos,
mert névelheti a varianciat.
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Feinstein, Pang, Rudloff, Schaanning, Sturmf és Wildman [9] 4j aspektusbdl
vizsgaljdk az ardnyos cs6dszabélyndl kapott kliringvektort. A szerzok azt elemzik,
hogy az mennyire érzékeny a pénziigyi rendszer bilateralis kovetelések becslési hi-
béira. A mddszeriiket eurépai bankok adatain is alkalmazzak, és azt taldljak, hogy
a zaj a kotelezettségek relativ mértékében a fertézés kockazatanak alulbecslését
eredményezheti.

Végiil Schuldenzucker, Seuken és Battiston [21] eredményére tériink ki, amely-
ben a pénziigyi halézatokat tanulméanyozva egy tjfajta rendszerkockézatra hivjak
fel a figyelmet a szerz6k. Ez abbdl az dltaluk csédbizonytalansidgnak (default am-
biguity) nevezett szitudciébdl ered, amikor nem lehet eldénteni, hogy mely bankok
mennek csédbe. Beldtjak, hogy ha a bankok CDS-eket (Credit Default Swap)
is tarthatnak, akkor a kliringmatrixnak lehet, hogy nincs megoldasa, vagy éppen
tobb, egymasnak ellentmondé megoldasa van.

3. Jelblések, pénziigyi halézatok

A legfontosabb jelolések és definicidk bevezetésénél Csdka [3] cikkére tdmasz-
kodunk. Egy pénziigyi halézatot a szereplck vagy mas néven az dgensek halmaza,
az agensek indulé készletének értéke, valamint az dgensek tobbi dgenssel szembeni
tartozasainak mértéke hataroz meg. Ezeket rendre az aldbbiak szerint definialjuk.

Az dgensek halmazat jelolje IV, amely a lehetséges dgensek halmazanak, N-nek
egy részhalmaza, formdlisan N € A, ahol N az N nem iires, véges részhalmazainak
halmazat jeloli.

Az dgensek induld készletét (endowments) a z € RY, vektor adja meg, ahol z;
magéban foglalja az i-edik dgens minden eszkozét, kivéve a tobbi dgensre vonat-
kozé koveteléseket.

Végiil az dgensek tartozasai az L € ]Rj\_] *N tartozdsi mdtrix (liability matriz)
altal adottak, amelyben az L;; elem azt mutatja meg, hogy mekkora az i-edik
agens tartozasa a j-edik felé. Az agensek definici6 szerint nem tartozhatnak 6n-
maguknak, {gy a tartozasi matrix féatléjaban nullak szerepelnek, tehat L;; = 0,
valamint két dgens kolcsondsen tartozhat egymdsnak, vagyis L;; > 0 és Lj; > 0
egylittes fenndlldsa megengedett.

Ekkor a pénziigyi halézat az (N, z, L) hiarmas altal adott, az Gsszes pénziigyi
halézat halmazat pedig jelolje F. Azt, hogy adott pénziigyi hal6zatban a felmeriilé
cs6d esetén az dgensek mennyit fizetnek egymdsnak a P € M(N) fizetési mdtriz
(payment matriz) hatdrozza meg, ahol M(N) jelsli a f6dtldjukban nulldkat, egyéb-
ként nem negativ valds szamokat tartalmazd négyzetes métrixok halmazat. A P
fizetési métrix és i € N &gens esetén jelolije P, € RN a P métrix i-edik sorat.
Ekkor P;; adja meg az i € N 4gens altal a j € IV dgensnek fizetett Gsszeget.

Az M(N)-en értelmezett parcidlis rendezés, < a szokdsos médon definialt.
Tetszéleges P, P’ € M(N) métrixra P < P’ pontosan akkor, ha P;; < Pi’j minden
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(i,7) € N x N-re. Az M(N)-beli matrixok 6sszes véges dgenshalmaz esetén vett
unidja legyen M = Uy M(N).

Az (N,z,L) € F pénziigyi hélézat és a P € M(N) fizetési matrix esetén az
i € N égens eszkozeinek értéke (asset value) legyen

(NZP)—zz—l—Z s

JEN

amely az indulé készlet és a masokt6l kapott kifizetések Osszege. Az eszkozok
értékébdl kivonva az dgens altal fizetett dsszeget, megkapjuk az agens sajdt tékéjét
(equity), amely az i € N dgens esetén legyen

ei(N,2,P) = a;i(N,z,P) = > Pj=z+ Y (P~ Py)
JEN JEN

A sajét t6kék Osszege az Osszes dgensre megegyezik az indul6 készletek 6sszegé-
vel, igy a cs6dot kovetd fizetések csupan atrendezik az Gsszvagyon szereplok kozotti
eloszlasat.

A csbdszabdlyok egy (N, z, L) € F pénziigyi halézathoz egy P € M(N) fizetési
matrixot rendelnek. Gyakorlatilag azt adjak meg, hogy az egyes agensek mekkora
Osszeget fizessenek a tobbi dgensnek.

3.1. Definicio. A csddszabdly egy olyan b : F — M fliggvény, amelynél min-
den (N, z,L) € F-re b(N, z,L) € M(N).

A pénziigyi hilézatok elemzése azért bonyolult és érdekes, mert korbetartozé-
sok lehetnek, és a cséd fert6zéssel terjedhet. Sokkal egyszer(ibb a sokat elemzett
elosztasi problémak csaladja. Az elosztdsi problémakban egy E € R, nagysagi
vagyont kell felosztani az N € N halmazban 1évd hitelez8k kozott, akiknek a kove-
telésvektora ¢ € Rf . Elosztasi problémak esetén elosztasi szabdlyokat hatarozunk
meg.

Egy elosztdsi szabdly (division rule) egy d : Ry X Rf — Ri\_’ fliggvény, amelyre
minden j € N-re d;(E,c) < ¢j és Y,y di(E,c) = min{E,} ;v cx} teljesil,
tovabbad minden j € N-re d; gyengén noévekvé E-ben. Ez rendre annak felel
meg, hogy minden agens legfeljebb a kovetelése mértékéig részesiilhet a vagyonbdl,
tovabba az eredményiil kapott részek Osszege nem haladhatja meg sem a vagyon
nagysagat, sem a kovetelések Osszegét, és végiil, ha n6 a szétosztand6 vagyon
mértéke, akkor a valtozas utdn mindenki legaldbb akkora részt kap, mint amennyit
a valtozés el6tt kapott volna. Ezen tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy d folytonos
(lasd Thomson [25]). Napjainkban taldn a legszélesebb kérben alkalmazott ilyen
szabdly az aranyos elosztasi szabaly.

A d*: Ry x RY — RY ardnyos elosztdsi szabdly (proportional rule) a j € N
hitelez6hoz a df(E, c) 6sszeget rendeli, ahol

B(E 0, ha ¢; =0,
=9 i {7Ecj} . egyébként.

2 ken Ck
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Az ardnyos elosztdsi szabdly esetén a vagyont a kovetelések ardnydban osztjdk
fel, azzal a megkotéssel, hogy senki sem kaphat tobbet, mint a kdvetelése.

A pénziigyi hélézatokra alkalmazott ardnyos csédszabaly a cs6dproblémék ese-
tén hasznalt aranyos elosztédsi szabalyon alapul. A csédprobléméakra alkalmazott
elosztédsi szabdlyokat Cséka és Herings [4] megkozelitése alapjin terjesztjiik ki
pénziigyi hélézatoknal tekintett csddszabélyokra. (Lésd még Groote Schaarsberg,
Reijnierse és Borm [12] kapcsol6dé tanulmdnydt, melyben a kifizetési matrixok
helyett a sajat t6kére helyezik a hangstlyt.)

3.2. Definicio. A p : F — M figgvény ardnyos csédszabdly, ha minden
(N, z,L) € F hélézathoz a p(N,z,L) = P métrixot rendeli, ahol P a kévetke-
z0 egyenletrendszer megoldasas:

Py = d¥a;(N,2,P),L;), i,j€N. (1)

A definicionak megfeleléen a pénziigyi halézatok esetén a p aranyos csédsza-
bély az agensek vagyonanak az eszkozeik értékét tekinti, majd az ardnyos elosztasi
szabéllyal elosztja ezt az eszkozértéket a tartozdsokkal ardnyosan. Az (1)-es egyen-
letben az i-edik dgens ligy kezelendd, mint akinek a sajat a;(N, z, P) vagyondra
vonatkozdan nincs kovetelése (L;; = 0), igy énmagédnak nem fizet semmit. Hasz-
nélva d(a;(N,z, P), L;) definiciéjdt, megadhatjuk az (1) egyenletrendszert gy,
hogy minden i,j € N esetén

p O, ha Lij = O7 9
i = min{%ai(N,z,P),Lij}, egyébként. (2)

Eisenberg és Noe [6] beldtja, hogy a (2)-beli egyenletrendszernek csak egy meg-
olddsa van, igy a p aranyos csddszabaly jol definialt.

Az ardnyos cs6dszabdly illusztralasara tekintsiik az aldbbi példdt Csdka és He-
rings [4] jelenleg kéziratban 16v$ 4tirata alapjan.

3.1. Példa. Tekintsiik az (N,z,L) € F pénziigyi hélézatot hdrom agens,
N ={1,2,3} esetén az 1. tdbldzat els6 két oszlopdban lathat6 indulé készletekkel
és tartozasokkal. Ekkor a p ardnyos csOdszabdly eredményeként kapott P fizetési
matrixot, eszkozértékeket és sajat tékét szintén az 1. tabldzatban lathatjuk.

Vegyiik észre, hogy a 2. 4gens mar a kiindul6 allapotban is cs6dhelyzetben van,
mivel a kotelezettségeit még akkor sem tudja maradéktalanul teljesiteni, ha az
Osszes kovetelését teljes mértékben kiegyenlitik. Ezzel szemben a 3. dgens fertozés
miatt jut cs6dbe. Végiil a 2. dgens kotelezettségeinek 70%-4t, mig a 3. dgens
90%-4t tudja megfizetni.

Eisenberg és Noe [6] a (2)-beli egyenletrendszer megoldésara a kovetkezd al-
goritmust javasolja. El6szor tegyiik fel, hogy minden dgens kifizeti minden tarto-
zaséat, vagyis a minimum fiiggvény mindenkinél L;;. Ha igy keletkeznek negativ
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z L | P |aWN,zP) | eN,zP)
w[lo o ofo o o 53 53
19010 0 30| 7 0 21 28 0
2440 10 0 |36 9 0 45 0

1. tdblazat. A 3.1. Példanak megfelel§ indulé készletek, tartozdsok, és a p
ardnyos cs6dszabaly alkalmazdsaval kapott fizetési matrix, eszkozértékek és
sajat toke értékek.

sajat t6kéju agensek, akkor naluk a minimum fliggvényt helyettesitsiik annak elsd
elemével, ezek a bankok mar biztosan csddben lesznek. Ha még igy is keletkeznek
a fert6zés miatt 1j negativ sajat t6kéjli dgensek, akkor naluk is helyettesitsiik a
minimum fliggvényt annak els6 elemével, és igy tovabb. Mivel potencialisan véges
1j bank mehet csédbe fert6zés miatt, az algoritmus véges 1épésben véget ér. Ezt
az algoritmust némileg médositja Elliott, Golub és Jackson [7], valamint Rogers és
Veraart [20]. Cséka és Herings [4] egy linedris programozasi feladat megolddsaként
kapja a megoldast, ahol a cél az, hogy mindenki minél tobbet fizessen, korldtolt
felel6sség mellett.

Az ardnyos csOdszabdly egyik lehetséges kiterjesztése az, ha el6bb az agen-
sek pdronként nettdsitanak, majd az {gy kapott tartozési matrixra (ahol minden
i,j € N égensre fennall, hogy vagy L;; = 0, vagy L;; = 0) alkalmazzak az ardnyos
csOdszabalyt.

3.8. Definicié. A pna : F — M, pdronként nettdsité ardnyos csddszabdly egy
olyan fiiggvény, amely minden (N, z,L) € F héalézathoz a pna(N, z,L) fizetési
matrixot rendeli, ahol

pna(N,z, L) =min{L, L™} 4+ p(N, 2z, L — min{L,L"}). (3)

A paronként nettdsité aranyos csOdszabaly esetén tehat elGszor a paronként
nettdsito fizetések torténnek meg, majd a maradék tartozasokra alkalmazzak az
aranyos cs6dszabalyt. Konnyen lathatd, hogy a paronként nettdsité aranyos cséd-
szabdly, a pna is az M(N)-beli valés szdmokat tartalmazd fizetési métrixokra
vezet.

Az elosztési szabdlyok egy mdsik példdja a korldtos egyenld dijazds (CEA,
constrained equal awards) elosztdsi szabdly. Ha E > 3 .\ c;, akkor legyen
A = maxjen ¢j. Egyébként legyen \ € [0, maxjen ¢;] a

Z min{c;,\} = E
JEN
egyenlet egyértelmii megoldasa. A CEA elosztasi szabdly minden j € N dgenshez

a
d;**(E, c) = min{c;, A}
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Osszeget rendeli, tehat minden agens azonos Osszeget kaphat, de legfeljebb a kove-
telésiik mértékéig.

Hasonl6 médon megadhatjuk a korldtos egyenld veszteség (CEL, constrain-
ed equal losses) elosztdsi szabdlyt, amely az elézd dudlisdnak tekintheté. Ha
E >3 cncj, akkor legyen p = 0, egyébként pedig legyen p € [0, maxjen ¢;] az
alabbi egyenlet egyértelm megoldasaként definidlva:

Z max{c; — p,0} = E.

JEN
Ekkor a CEL elosztasi szabaly a j € N 4genshez a
d;?Cl(E, ¢) = max{c; — 41,0}

Osszeget rendeli, vagyis minden kovetel6 azonos veszteséggel néz szembe, de leg-
feljebb a kovetelésiik mértékéig.

Az ardnyos cs6dszabalynal latotthoz hasonlé médon més elosztasi szabalyokat
is kiterjeszthetiink pénziigyi halézatokra, ugyanakkor altalanossigban véve a ka-
pott fizetési matrix nem egyértelmi, igy a cs6édszabaly megaddsandl valamilyen
modon ki kell jelolniink, hogy pontosan melyik fizetési matrixra gondolunk.

3.4. Definicio. Legyen adott egy (N,z, L) € F pénziigyi hélézat és (d*)ien
elosztédsi szabdlyok egy rendszere. Ekkor a P € M(N) fizetési matrixot kliring-
mdatriznak (clearing payment matriz) nevezziik, ha megolddsa az aldbbi egyenlet-
rendszernek:

Pij:d;'(ai(Nazap)7Li)a Z,jEN

Ha minden agens az ardnyos elosztasi szabélyt alkalmazza, akkor Eisenberg és
Noe [6] 2. Tételének kovetkeztében a kliringmatrix egyértelmii. Ugyanakkor, ha
az dgensek a CEA elosztasi szabdlyt haszndljak, akkor a kliringmatrix mar nem
feltétleniil egyértelmiien definialt.

3.2. Példa. Csbka és Herings [4] alapjdn tekintsiink egy (N, z,L) € F pénz-
iigyi hélézatot és (d');en elosztdsi szabdlyokat N = {1,2,3} hdrom &genssel, ahol
d' = d? = d3 = d°°®. A 2. tablazat mutatja az indulé készleteket, a tartozdsokat, a
P~ és PT legkisebb, illetve legnagyobb kliringmétrixokat, valamint az eredményiil
kapott eszkozértékeket és sajat tokéket.

s

Az ardnyos elosztési szabalytdl eltéréen, altalanossdgban véve nincs garancia
arra, hogy a kliringmatrix a 3.4. Definiciénak megfelel6en egyértelmiien meghaté-
rozott lenne. Ugyanakkor az mar teljesiil, hogy van egyértelmiien meghatarozott
legkisebb és legnagyobb kliringmatrix.

A hél6 (lattice) egy olyan részbenrendezett halmaz, amelyben bérmely két
elemnek van szuprémuma és infimuma. A teljes hdlé (complete lattice) egy olyan
hal6, amelyben barmely nemiires halmaznak van szuprémuma és infimuma. Az
aldbbi tétel bizonyitdsa Tarski [23] fixponttételén alapul, és Cséka és Herings [5]
diszkrét esetre adott bizonyitasanak kézenfekvé mddositasaval igazolhaté.
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z| L || P~ |aN,z,P7) | eN,z,P7) || Pt | a(N,zPt) | e,z PT)
1o 2 1f[o 1 1 2 0 02 1 3 0
112 0 1||1 0 1 2 0 2 01 3 0
110 0 0fj0o 0 0 3 3 000 3 3

2. tdblazat. A P~ és P kliringmatrixok és az eredményiil kapott eszkodzértékek
és sajat t6kék a korldtos egyenld dijazds (CEA) elosztési szabdly alkalmazdsa
mellett a 3.2. Példdban az F' = (N, z, L) pénziigyi halézatra.

3.1. TETEL. Tekintsiink egy (N, z, L) € F pénziigyi hdlézatot és (d*);cn elosz-
tdsi szabdlyokat. A kliringmdtrixok halmaza egy teljes hdl6. Ennek kévetkeztében
pedig létezik egy P~ legkisebb kliringmdtrix és egy PT legnagyobb kliringmatrix.

A pénziigyi hélézatok esetében a cs6dproblémékra alkalmazott elosztasi szaba-
lyokon alapulé cs6dszabédlyok definidlasdhoz a legnagyobb kliringmétrixot valaszt-
juk.

3.5. Definicio. A b: F — M csédszabdly a (d*);en elosztési szabslyokon ala-
pul, ha minden (N, z, L) € F esetén teljesiil, hogy b(N,z, L) = PT, ahol PT a
legnagyobb kliringmétrix az (N, z, L) pénziigyi halézatra és a (d%);cn elosztasi
szabalyokra.

A legnagyobb kliringméatrix vélasztdsa azért kézenfekvo, mert a korabban emli-
tett algoritmusok altaldnositasa mindig erre vezet. Ugyanakkor elvileg valaszthato
lenne a legkisebb kliringmaétrix, vagy a legkisebb és a legnagyobb tetszoleges kon-
vex kombindcidja is.

A 3.5. Definici6 alkalmazéasaval a cea : F — M korldtos egyenld dijazds szabdlyt
kapjuk, ha minden agens a korlatos egyenld dijazas elosztasi szabdlyt hasznalja,
valamint a cel : F — M korldtos egyenld veszteség szabdlyhoz jutunk, ha minden
agens a korlatos egyenl6 veszteség elosztdsi szabdlyt alkalmazza. Nem minden
pénziigyi halézatnal tekintett csodszabdly alapul elosztéasi szabalyokon. Egy példa
erre a kordbban megadott paronként nettésité aranyos szabdly, ahol a kifizetések
nem csupan az agensek eszkozértékeitol és tartozasaitdl fiiggenek, hanem a t6bbi
agens felé meglévd koveteléseitol is.

Habar a kliringmatrixok nem mindig egyértelmiiek, az eredményiil kapott sajat
téke értékek azok. A 3.2. Példdban megfigyelhetjiik, hogy a P~ és P fizetési
matrixok ugyanazokat a sajat t6ke értékeket eredményezik. Az alabbi tétel Groote
Schaarsberg, Reijnierse és Borm [12] eredményének altaldnositdsa. A szerzok azzal
a feltételezéssel élnek, hogy minden dgens ugyanazt az elosztasi szabdalyt hasznélja,
azonban a bizonyitasuk kiterjeszthetd arra az esetre is, amikor az agensek akar
kiilonbo6z6 elosztasi szabalyokkal is élhetnek.

3.2. TETEL. Tekintsiink egy (N, z, L) € F pénziigyi halézatot és (d*);cn elosz-
tasi szabdlyokat. Legyenek P és P’ kliringmétrixok. Ekkor minden i € N esetén
ei(N,z,P) =¢e;(N,z, P).
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4. Osszefoglalas

A tanulmanyban attekintettiik a cs6dszabalyok irodalmat és legfontosabb defi-
niciéit. A klasszikus cs6dproblémak bevezetése utan részletesen targyaltuk az erre
épiilo pénziigyi halézatokat és kiilonb6z6 cs6dszabélyokat.

Kitekintést adtunk a legfontosabb kapcsolddoé teriiletekre a jatékelmélet, a pro-
babilisztikus problémak, a rendszerkockazat és a kozponti kliring vonatkozasaban.

A tovabbi kutatasi irdnyok szertedgazdak. Tovabb lehet elemezni az aranyos
csOdszabaly mar meglévl axiémait, vagy mas axiomatizalast is lehet keresni ra,
vagy mas csOdszabdlyokra. A rendszerkockdzat elemzése dinamikus modellekkel
szintén igéretes.

5. Kosz6netnyilvanitas

A kutatds az Innovécids és Technoldgiai Minisztérium UNKP-19-4-BCE-17
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BANKRUPTCY RULES IN FINANCIAL NETWORKS

PETER CSOKA, GABOR KONDOR

Financial networks are most commonly used for measuring and managing systemic risk. In a
financial network, everyone has a cash endowment, and all agents can have liabilities towards
other agents. Bankruptcy rules specify how to settle debts. Agents with the same priority
are often paid in proportion to their claims, but there are also more complex arrangements.
Because payments are interdependent, fixed points generally provide a solution to the problem.
This paper reviews the literature on bankruptcy rules, the most important definitions, and the

results.
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EGYENSULYI AR OLIGOPOLISZTIKUS VEI}SENYKQRNYEZETBEN,
TOKELETLEN INFORMALTSAG ESETEN

SZABO BALAZS, SEBESTYEN TAMAS

Tanulmanyunkban oligopolisztikus versenymodellben vizsgaljuk meg,
hogy a szereplék nem teljes kapcsoltsaga, ilyen értelemben az informalt-
sag korlatozottsaga, milyen kovetkezményekkel jar az drak alakuldsira. Ez
a megkozelités djdonsag a sztenderd modellezési kerethez képest, amelyek
a szereplok teljes kapcsoltsidgat, igy az aggregalt arindex pontos ismeretét
feltételezik. Modelliinkben a kapcsolati szerkezet tetszéleges, ami az egyes
szereplék altal érzékelt arindexek kiilonbozéségéhez vezet, igy a sztenderd
modell szimmetridja sériil. Piactisztitast feltételezve igazoljuk, hogy intui-
tiv feltételek fennallasa esetén egyértelmiien létezik nemnegativ egyensilyi
arvektor (tiszta stratégidn alapulé Nash-egyenstly). Munkdnkban a modell
mddszertani oldaldra fékuszalunk, elsésorban egzisztencia- és tovabbi kiegé-
szité bizonyitdsok bemutatdsa a célunk.

1. Bevezetés

A sztenderd oligo- és monopolisztikus versenymodellek lényeges feltevése, hogy
a termel0k homogének, egyrészt technolégiai értelemben, masrészt pedig a tekin-
tetben, hogy a fogyasztok valamennyi termel6 termékét fogyasztjdk, az arakat
tekintve teljes kortien informéltak, igy az aggregalt arindexre vonatkozdan pon-
tos percepciéik vannak. Ha azonban feltessziik, hogy a fogyaszték nem minden
termel6vel dllnak kapcsolatban, akkor csak egy részpiacra vonatkozodan lesznek
ismereteik az arakrol, igy az altaluk érzékelt arindex fogyasztonként eltér. Racio-
nalis termeldket feltételezve ezeket az érzékelt arindexeket a termeldk is figyelembe
veszik ardontéseik meghozataldndl, aminek kovetkeztében a profitmaximalizal6 ar
meghatarozasa komplex stratégiai interakcidok eredményévé valik.

Munkankban a termelénként potencialisan kiillonbozé egyensilyi ar 1étezésének
lehetoségét vizsgaljuk oligopolisztikus versenykoriilmények mellett, valamint a fen-
tieknek megfeleléen feltéve, hogy a termeldket és a fogyasztdkat 6sszekoté héldzati
struktira nem teljes. Tehat azzal altalanositjuk a sztenderd modellt, hogy az
egyes fogyasztok nem feltétleniil vasarolnak minden termel6tol, a termelék pedig
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nem feltétleniil értékesitenek minden fogyaszténak. A termelSket és a fogyaszto-
kat 6sszekoto, az elébbieknek megfeleléen nem feltétleniil teljes hélézatot exogén
adottsdgnak tételezziik fel és megvizsgdljuk, hogy lehetséges-e egyensilyi (minden
termel6nél egyszerre profitot maximalizdld) drmeghatarozds, illetve az egyensilyi
arak milyen tulajdonsdgokkal birnak ebben az esetben.

A tobbszereplés, alapvetéen termeldk és fogyasztok kapcesolatrendszerét a f6-
kuszba helyez6 modellben az elobbi kapcsolatrendszert leird exogén héldzati struk-
tura mellett az egyes fogyasztok adott termékekkel szembeni linedris keresleti fiigg-
vényei is kulcsszerepet jatszanak: ezek hatdrozzak meg a modell endogén valtozé-
inak, els6sorban a termeldk altal beallitott araknak és termelési volumeneknek az
értékeit. A linearis keretrendszer alkalmazasa a modell f6bb tulajdonsigait nem
befolyasolja, azonban matematikailag kénnyebben kezelhet6 formét ad a probléma
vizsgalatahoz.

Tanulmanyunk teoretikus jellegli, mikrookondémiai, valamint jatékelméleti ira-
nyultsdgu, célja az egyensulyi drak létezésének bizonyitdsa a fent vézolt koérnye-
zetben. Az egzisztencia-bizonyitasokbdl tobb valtozatot mutatunk be, ezzel be-
pillantast engedve a hasonl6 problémakat taglalé modellek lehetséges modszertani
megkozelitésébe.

Az utébbi idében szamos tanulméany foglalkozott termeldk kozotti kapcsolat-
rendszerek modellezésével, kiemelve ezek hédlézati aspektusat, kiilonos tekintettel
a halézati szerkezet jelentéségére (ldsd példdul [1], [8], [11], [17], [18]). Ezek a
munkak mind kiemelik, hogy egy tobbszereplos modellben 1ényeges, hogy az egyes
aktorokat Osszekoté kapcsolatrendszer milyen jellemzOkkel bir. A [17]-ben vé-
zolt modell egy altalanositott input-output modellkeretbdl indul ki és az egyes
agensek kozti kapcsolatokat ugynevezett interakcids fiiggvényekkel irja le. Ki-
mutatjak, hogy a termelGket ér6 idioszinkratikus sokkok hatdsat az input-output
hélézat aszimmetriaja képes felerdsiteni, hozzajarulva ezzel a makroszintii kibo-
csatds volatilitdsahoz. Jellegébdl fakaddan az input—output modellekben csak egy
szerepl6tipus, a termeldk kozotti halézat tulajdonsagai vizsgélhatok. Jelen ta-
nulmény ezzel szemben egy piac két oldalat (fogyaszté illetve termeld) expliciten
megjeleniti és a két szereplGtipus kozti kapcesolatrendszert vizsgalja — azonban nem
vizsgél egyedi sokkhatdsokat. A [2]-ben bemutatott modell, hasonléan az altalunk
hasznalt modellhez, mar két szereplGtipussal dolgozik: termeldk és fogyasztok egy
hélézatba rendezett struktirajat vizsgalja. Elemzésiik azonban csak duopdliumra
(Bertrand-duopélium) terjed ki a termel6i oldalon, és a fogyasztékat 6sszekotd ha-
l6zat szerkezetébdl fakadd halozati externédlidk hatasat vizsgaljak a termelGk egyen-
sulyi drazasi magatartdsara. A fogyasztok kozotti kapcesolatokra koncentralva ez a
modell nem foglalkozik a fogyasztdk és a termel6k nem teljes kapcsoltsagabol ere-
do korlatozott arinformacidkkal, amely viszont a jelen tanulmanyban bemutatott
modell kulcseleme.
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Altalanosabb halézati jaték keretein beliil a [3] szerz6i megmutatjik, hogy az
egyedi halézati szereplok eredményessége fiigg a halézatban elfoglalt helyzetiiktol
(centralitdsuktdl), valamint a halézati rendszer aggregalt teljesitménye is osszefiigg
a halozati szerkezettel. A modell tobbszereplés, de egyetlen szereplGtipust alkal-
maz, szemben az altalunk hasznalt kéttipusos felépitéssel. Ehhez hasonl6é tobb-
szereplds, de egy tipussal dolgoz6 modell taldlhaté [5]-ben, amelyben a szereplék
kapcsoltsdgat reprezentdlé graf nem (feltétleniil) teljes, és exogén adottsdgként
jelenik meg, akarcsak a mi megkozelitésiinkben. Egy teljes informadciés jatékot
elemeznek és a legjobb-valasz alapjan a Nash-egyensuly unicitasat vizsgaljak. A
[9]-ben bemutatott modell kvadratikus kifizetéfiiggvény mellett egy stilyozatlan,
exogén, nem feltétleniil teljes halézatot vesz alapul tovabbra is egyetlen dgensti-
pus mellett. A halézati hatdsok itt a hasznossédgi fiiggvényen keresztiil jelentkez-
nek, ami az egyéni eréfeszitések hatasa mellett tartalmazza a nem egyéni jellegli
eréfeszitések (peer effort) hatdsait is.

A [6]-ban bemutatott tobbszereplés modell mér két szereplStipussal, termelék-
kel és fogyasztékkal dolgozik. A kapcsolati szerkezetet (halézatot) viszont [2]-hoz
hasonldan a fogyasztdk kozott (exogén adottsagként) vizsgdlja. A fogyasztdk hasz-
nossagi fiiggvényében megjelenik a termékar, azonban nem viszonyitjak az adott
termék arat egy altaluk ismert benchmarkhoz (drindexhez), ahogy ez az altalunk
haszndlt modellben torténik. Hasonlé modell taldlhaté [10]-ben, ahol a kifizetd-
fliggvény hatterében egy exogén, fogyasztok kozott értelmezett silyozott kapcso-
lati hal6 all. Termel6i oldalon els6sorban duopdliumot feltételeznek, de megjelenik
az oligopol vagy monopol struktira is. Egy adott fogyasztd hasznossagi fiiggvé-
nye figyelembe veszi egyrészt azt, hogy a vele kapcsolatban 4ll6 fogyasztok mennyit
fogyasztanak, masrészt azt az 6sszkiaddst, amelyet az dltala fogyasztani kivant ter-
mékek mennyisége eredményez (igy megjelennek a fiiggvényekben a termékdrak is).
Itt sem jelenik azonban meg a kifizet6fliggvényben az arindex, mint referenciaar.
Monopolisztikus verseny, termékdifferencidlas és egyfajta térbeliség (térgazdasdgi
dimenzid) is megjelenik a [16]-ban bemutatott modell esetében. Szintén exogén,
a termelOk kozott értelmezett silyozatlan halézatot definidlnak, amely nem fel-
tétleniil teljes. Ezen a strukturan egy kvadratikus hasznossédgi fiiggvényt hataroz-
nak meg, melybdl olyan keresleti fliggvényt szarmaztatnak, amelyben az dltalunk
hasznélt médszerhez hasonléan mar megjelenik egy bizonyos tipusi arindex. Ez
az arindex az drak stlyozott osszege, a stlyokat pedig a Bonacich-centralitas (ldsd
[7]) alapjdn definidljdk. Bar ez a mddszer is figyelembe veszi az drazds sordn a
hélézati szerkezetet, azonban egyrészt a termel6i hal6zaton beliili centralitds alap-
jan egységesen siulyoz szemben az altalunk hasznélt termel6é-fogyaszté héldzattal,
masrészt az arindex silyait kozvetleniil a centralitashoz koti, mig a mi esetiinkben
az arindexek az egyes fogyasztok szamara kiilonbozoek lehetnek. Fontos megko-
tés az is, hogy a fogyasztdk és termelGk szama azonos, ami azonban az altalunk
bemutatott modellben nem feltétel.
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Osszességében az latszik, hogy a hasonld problémat vizsgalé tanulményok jel-
lemzoen halézati jatékként vizsgaljak a kérdést és kiinduldsi pontjuk valamilyen
kvadratikus hasznossagi fliggvény. Az altalunk hasznalt modell mell6zi a hasz-
nossagi megalapozast, ezzel szemben egy jol definialt egyedi keresleti fiiggvényre
épit. Hangsulyos szerepe van a halézati szerkezetet megjelenito, termelo-fogyaszto-
tipusu paros grafnak, ami szintén megkiilénbozteti modelliinket a kordbban vizs-
galt problémaktdl — az arazasi magatartdsban igy a kétfajta szerepld interakcids
halézatdbdl fakadd hatasokat tudjuk vizsgédlni. Ez utébbira mindeddig nem talél-
tunk példat a szakirodalomban.

A cikk tovabbi felépitése a kovetkez6: a jelen, szakirodalmi kitekintéssel egy-
bekotott, bevezetést kovetden a masodik részben felirjuk az alapmodellt, a har-
madikban vazoljuk a vizsgalni kivant problémat, és ismertetjiik az egyensilyi ar-
vektor 1étezésére, egyértelmiiségére vonatkoz6 bizonyitdst (f6bizonyitds), majd az
ezt kovetd fejezetekben harom tovébbi (kiegészité) részbizonyitdst mutatunk be.
Tanulméanyunkat Gsszegzéssel zarjuk.

Itt jegyezziik meg, hogy a (f6)bizonyitdst kovetd tovabbi bizonyitdsok — més-
mas mbdszertani eszk6zok segitségével — az elsé bizonyitas egyes részleteit repro-
dukaljak. Tehat (mindossze) az elsd bizonyitds valamely részletét kozelitik meg a
tovébbi (rész)bizonyitdsok djabb szemszogbol és eszkozok felhasznalasdval.

2. Az alapmodell leirasa

Induljunk ki egy N > 2 szereplds cseregazdasaghdl. Ebben a modellgazda-
sdgban az egyes szereplok interakciéba lépnek egymadssal, és értékesitik egymads
szdmdra termékeiket, illetve a termeléshez sziikséges munkaidejiiket /munkadréikat
(roviden, munkat). Egy adott termeld csak egyetlen termékérral dolgozik. Minden
termel6 informalt a vele kapcsolatban 1év6 fogyaszték dontéshozatali szabalyaira,
valamint a versenytarsak araira nézve. A Kkorlatozott informécidék a fogyasztok
oldalardl jelentkeznek, legaldabbis abban az értelemben, hogy csak azon termékara-
kat ismerik, amely termel6kkel kozvetlen kapcsolatban allnak — illetve csak ezeket
veszik tekintetbe. Alkalmazzuk a versenyz6i piacok szokasos feltevését, miszerint a
termel6k piaci silya viszonylag kicsi, igy dardontéseik nincsenek hatassal a tobbiek
armeghatarozasara, azaz sajdt termékdruk az egyetlen diontési vdltozo. Emellett
a szereplok tranzakcids koltségeitdl eltekintiink, valamint a termékeket végteleniil
oszthaténak gondoljuk. Az alapmodellben fészabdly szerint oligopolisztikus ko-
riilményeket tételeziink fel a termékpiacon, de a munkapiac tokéletesen versenyzé.
Feltessziik még, hogy a gazdasdgban az idGegységre esé munkabér homogén, azaz
minden termel6 ugyanakkora érabért fizet munkavallaldinak. Technikai megjegy-
zésként elérebocsatjuk, hogy az aldbbiakban csak ott és akkor jelezziik a fiiggvény-
argumentumot, ahol és amikor azt kifejezetten hangsilyozni szeretnénk.
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A szerepl6k kozotti interakeidt az (exogén) A kapcsolati métrix irja le, ahol a
métrix i-edik sordnak j-edik eleme, a;; € {0,1} azt mutatja meg, hogy a j-edik
szerepld fogyaszt-e i-t6l (a;; = 1), vagy sem (a;; = 0).

A tovabbiakban élesen elhataroljuk a termel6i és fogyasztdi oldalt, el6bbit az
{1,2,..., M}, mig utébbit az {1,2,..., N — M} halmazzal indexeljiik, N > M > 2.
Kovetkezésképpen tudjuk, hogy A € {0, 1}M*(N=M) fennzll.

Tegyiik fel, hogy a j-edik szerepld keresletét az i-edik szerepld termékével szem-
ben az x;; keresleti fiiggvény adja meg:

ZTij = byj [’Yj —€ (pi —T?j)] ) (1)

ahol b;; = a;;/ 22/[:1 akj, v; > 0 egy rogzitett konstans, € > 0 a termékek differen-
cidltsagahoz kapcsolodd érzékenységi paraméter, p; a i-edik szereplé termékének
dra, p; pedig a j-edik szerepld dltal érzékelt drindex. Utobbit a kbvetkezd silyozott
atlaggal hatarozzuk meg:

M
D= brjpk, (2)
k=1

mivel teljesiil, hogy 224:1 by; = 1.1
A késobbiekre nézve, a kénnyebb atlathatésig érdekében b;;-t atirjuk:

bij = =~ (3)

ahol d; = 224:1 ar; a j-edik szerepld fokszamat, jelen kontextusban a fogyasztott
termékvariansok szamét jelenti. A b;; értékeket rendezziik a B matrixba! Kénnyen
ellendrizhetd, hogy ennek a maétrixnak a j-edik oszlopdban 0-k és pontosan d;
szamu 1/d; érték all.

Mivel modelliink oligopolisztikus versenyfeltételek kozott értelmezett, ezért a
tovabbiakban érdemes feltételezni, hogy minden fogyaszté legalabb két termékval-
tozatot fogyaszt. Kovetkezésképpen minden j-re d; > 2. Ez pedig azt eredményezi,
hogy b;; < 1/2 minden ¢ és j péarra.

LA (1) keresleti fiiggvényt nem értelmezziik, ha: (i) ¢ — 0, tehat ha a termékeket vésarols
fogyasztdk érzéketlenek az drvaltozdsra; (ii) € — oo, tehdt ha a termékeket vdsdrold fogyasztok
,végteleniil” érzékenyek az arvéltozdsra; (i) adott fogyaszté dltal vasarolt termékvaridnsok sza-
ma minden hatdron til ndvekszik (ez burkoltan feltételezi a termel&k szdmanak minden hatdron
tdli névekedését). Kovetkezésképpen a (1) szerinti keresleti fiiggvény biztosan nem alkalmas
a tokéletes verseny lefrdsara. Emellett az aldbbiakban bevezetiink még egy korlatozast, amely
a monopdliumok modellezését zarja ki. Tehat oligopolisztikus koriilményeket fogunk vizsgalni,
megallapitdsainkat ezt szem el6tt tartva kell értékelni. Megjegyezziik, hogy a vizsgalt keresleti
fiiggvény egy adott fogyasztd Osszkeresletének a termékvariansok egy lehetséges leosztdsat adja
meg.
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Feltételezziik, hogy a szerepldk jol informéltak és ismerik a termékiikkel szem-
ben tdmasztott keresletet:

N-M N-M N-M M
yi = Z Tij; = Z bijv; — € Z bijpi — Ezbkﬂ?k? (4)
=1 =1 =1 k=1

vagyis a termelSk termékei iranti kereslet nemcsak az adott termel6, hanem elvben
minden més termeld araitdl is fiigg. Termelési oldalrdl feltessziik, hogy az i-edik
termel6 pontosan y; mennyiséget termel:

vi(p) = al;, (5)

ahol @ > 0 a munka termelékenységi paramétere, ami az idéegység alatt eléallitott
termékmennyiséget mutatja meg; ¢; > 0 a munkadrdk szama. Feltételezve még,
hogy minden termel8 egységesen w > 0 drabért fizet, az i-edik termeld m;(p) =
piy; — wl; nyereségfiiggvénye atirhaté?:

WyYi
7i(P) = piyi — . (6)

ahol p = (p1,p2,...,pn)" az drakat tartalmazé oszlopvektor (drvektor). A fenti
forma kiemeli, hogy az egyes termelOk profitja nemcsak sajat, hanem minden maés
termel6 arvalasztasatol is fligg.

A fent leirtakat felhasznalva egy tiszta stratégian alapuléd jatékot fogunk defi-
nidlni, megadva annak norméalforméjat. Ebben a jatékban a jatékosok Z halma-
zat a termelSk alkotjak, ezért Z = {1,2,..., M}. Az i-edik termeld stratégiahal-
maza A; = [0,00], ami azt jelenti, hogy barmilyen nemnegativ drat megallapit-
hat. Az A, elemeit az eddigieknek megfeleléen p; fogja jelolni. Kovetkezéskép-
pen p € XM, A; egy stratégia- vagy akciéprofilt ad meg. Bevezetjiik tovabba az
A ={A, Ay, ..., Apr} tiszta stratégiahalmazok alkotta halmazt. Az i-edik termeld
kifizetéfiiggvénye m;, illetve P = {1, 7o, ..., mas } ezek halmaza.

2.1. Definicio. Az eddigieket figyelembe véve, a széban forgé jaték normdlfor-
mdjan a
G=(Z,AP) (7)

strukturat értjiik.

Célunk a tovabbiakban olyan p arvektor 1étezésének és egyértelmiiségének iga-
zolasa, amelyre igaz, hogy

Ti(Pi, P—i) > T (p;’p—i)7 (8)

ahol p_; = (P1, .0 Pi1,Dit1s D), illetve p; € A; a p; egyensulyi termékarral
nem feltétleniil azonos termékar. Kovetkezésképpen egy tiszta stratégidan alapulo
Nash-egyensulyt kerestink.

2Megjegyezziik, hogy az emlitett specidlis alakt termelési fiiggvény azt eredményezi, hogy
munkafelhasznélas nélkiil nem lehetséges termelni.
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3. Az egyensilyi arvektor egzisztencidjanak és unicitasanak igazolasa
(f6bizonyitas)

Az aldbbiakban megvizsgéljuk, hogy az egyes szereplok milyen feltételek mellett
képesek profit-maximalizalé drat meghatarozni. Az egyensilyi, tehdt minden i
termel6 szamara optimalis arvektor meghatarozasahoz az i-edik szereplének meg
kell oldania a

R(pi7 pf’L) = argen;iax {pzyl - wjl } 77; = 17 27 sy M (9)
pi i

feladatot. Ebben az tsszefiiggésben p; az egyetlen valtozo, a tobbi termel6 termék-
4ra (p_;) pedig a korabbi feltételezésiink szerint adott. Igy 72 az i-edik termeld
legjobb-vélasza (erre utal a jobb felsé index)? a versenytarsak (p_;) drai mellett.

Az elsbrendii sziikséges feltételt a kovetkez6 egyenlet adja meg (i = 1,2, ..., M):

Oimi =y + pi0iyi — g51‘% =0
«

i)

N—-M N-M M N—-M N-M
Oimy = Z bijy; + € Z Zbijbkjpk —pi Z bij — pi Z bij (1 — bi;)
j=1 j=1 k=1 j=1 j=1
ﬂ Z _ =0,
@ J=1
(10)
ugyanis a kordbbiakban bevezetett fogalmakbdl tudjuk, hogy
N-M N-—M N-M N-M
p) = Z Tij = Z bij ['Yj —€ (pi *ﬁj)] = Z bij’yj — €p; Z bij
j=1 j=1 j=1 j=1
N-M M
€ Z Zbijbkjpk (11)
j=1 k=1

N—-M

Z (1—by). (12)

Ezt felhasznalva ellenérizhet6, hogy az elsérendii feltételrendszert tomorité
matrixegyenlet:

BI'ly u +¢(BBT - B - C)p+ 2Cly =0y, (13)
«

3Be fogjuk l4tni, hogy WFR valéban az i-edik termeld legjobb vélasza, vagyis az egyenstlyi
arvektor egyben tiszta stratégia melletti Nash-egyensily (lasd [15, 16]).
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ahol I' diagondlis métrix, amely fédtldjanak i-edik eleme ~;; B diagonalis matrix,
amely féatlojanak i-edik eleme Y7 " b;;; C diagondlis métrix, amely f64tl6jd-
nak i-edik eleme Z;\;M bi; (1 — bij), illetve 1 5_ar, 17 a megfelel6 méretii, csupa
1-esbdl all6 Gsszegzovektor és 0y a csupa 0-t tartalmazé megfelel6 méretii oszlop-
vektor. _

Ha Q = B + C — BB invertalhaté, akkor a p arvektor egyértelmiien megha-
tarozott:

1
p=-Q! (BI‘lN_M+gClM>. (14)
€ (8%

Annak érdekében, hogy a probléma megolddsahoz kozelebb jussunk, olyan feltételt
igyeksziink meghatarozni, amely teljesiilése esetén az emlitett inverz létezik. En-
nek sordn felhasznaljuk, hogy amennyiben egy matrix f6atléjan allé6 minden elem
abszolutértéke szigoruan nagyobb a féatlon kiviili sorelemek abszolutértékeinek
osszegénél (diagondlis dominancia), akkor a matrixnak van inverze?. Ha Q i-edik
soranak k-adik eleme ¢;;, akkor az el6bbi verbdlisan megfogalmazott allitas for-
malisan azt jelenti, hogy |g;;| > Z%l |gir|. Az utébbi feltétel a kovetkezd konkrét

egyenlGtlenség teljesiilését kivanja meg:

N—M M N—-M
23 bii(1=bij) > > > bijhy (15)
j=1 ’;; Jj=1

M N-M MN—MaHakl N-M M N_Malz(dv—azv)
D N S S T
k=1 j=1 k=1 j=1 ) j=1 J k=1 j=1 J
k#1 k#i k#1 (16)
N-M s N-M
- - (1— d?) = > bi;(1—b).
j=1 J j=1
Innen pedig adédik, hogy elegendé megkovetelniink, hogy
N-M
Z bz’j (1 — b”) >0.° (17)
j=1

Ez teljesiil, ha tetszdleges ¢ termeld esetén létezik olyan b;; érték, amelyik 0-tdl
és 1-t6l kiilonbozik. Tehat B-nek olyannak kell lennie, hogy minden sordban kell
legyen legalabb egy 0-t6l és 1-tdl kiillonbozd érték. Ekkor viszont biztosan lesz
olyan j fogyaszté minden egyes i termeld esetén, amelyre teljesiil, hogy d; > 2.

4Utébbi 4llitds Gersgorin tételének (lasd [12]) a kévetkezménye.

5Megjegyezziik, hogy az egyenlétlenség bal oldala a B - BBT f6atldjanak i-edik eleme. Ez
pedig azt jelenti, hogy B # BBT.
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Ez pontosan akkor teljesiil, ha minden termel6 esetén létezik az adott terme-
16vel kapcsolatban all6 olyan fogyasztd, amely legalabb kétféle terméket fogyaszt.
A kozgazdasdgi intuicié az eredmény mogott az, hogy az (1) szerint, ha valamely
fogyaszté csak egyetlen termel6tol vasarol, gy nem értelmezhetd az arérzékenysé-
ge: az artdl fiiggetleniil konstans kereslettel jelentkezik az adott termel? irdnyaba,
igy utébbi szamaéra irrelevanssd valik az ardontés, hiszen a konstans mennyiséget
tetsz6leges dron képes értékesiteni. Mésképpen a (17) feltétel gy is értelmezhetd,
hogy a keresett arvektor pontosan akkor létezik egy dltalunk hasznalt interakcids
strukturaban, ha minden termel$ a sajat drdontéséhez figyelembe tud venni leg-
aldbb még egy termel6i drat, hiszen a vele kapcsolatban 4ll6 fogyaszté(k) érzékelt
drindexét feltételezésiink szerint ismeri. Megjegyezziik, hogy d; > 2 minden j-re
teljesiil, hiszen ezt méar az alapmodell leirasakor feltettiik.

Az iménti gondolatmenet azonban még nem kielégité. Be kell ldtnunk ugyanis,
hogy p minden koordinatdja nemnegativ. Ennek igazolasdhoz tekintsiik a

V=Iy-rQe Q= (Ty-V) (18)

métrixot, ahol 0 < xk < 2/(N — M) konstans és Ins az M x M-es egységmatrixot
jelsli.® Ha teljesiil, hogy [|[V]leo < 1, akkor Q7! = k(Ipy — V)1 = x> 07 V"
irhat6.” Emellett, ha még az is igaz, hogy a V minden eleme nemnegativ, akkor
Q! elemei biztosan nemnegativak, tehdt p > 0y (s6t p > 0j7, mert Q~1-nek
nem lehet csupa 0 sora).

Els§ 1épésben vizsgaljuk V f64tlobeli elemeinek abszolutértékét és egy adott
féatlébeli elemmel azonos sorban all6 diagondlison kiviili elemek abszolitértékeinek
Osszegét. A matrix i-edik f6atlébeli elemének abszolutértékére igaz, hogy

N—-M

N—-M N—-M N-M
RO U+ D bl = 1) = D0 by +1 S 1=26 37 by (1-by), (19)
j=1 Jj=1 J=1

j=1
mivel —1/4 < b;;(b;; — 1) < 0 minden i-re. A f64tlén kiviili elemek abszolatérté-
keinek Gsszegére teljesiil, hogy

M N-—-M N—-M
I{Z Z bijbkj =K Z bzy(]- - bv]) (20)
b=l I=1

Mindebbdl pedig mar megkapjuk, hogy ||Vl < 1, tovdbba megfelel k vélasz-
tdsa mellett az is teljesiil, hogy V elemei nemnegativak, sét legalabb a féatlobeli

6Lathaté, hogy V fiigg k értékétdl, azaz eltérd  eltéré V-t eredményez. Ezt azonban a jelslés
szintjén nem hangsilyozzuk.

7Az imént megfogalmazott 4llitds annak a kdvetkezménye, hogy ha V sajitértékei a komplex
egységkoron beliil vannak, akkor a széban forgé felirds létezik. Mivel pedig p(V) < ||V||oo, ahol
p(V) a V métrix spektralsugara, {gy, ha ||[V||sc < 1, akkor ez mar garantélja a fenti végtelen sor
konvergencidjat.
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elemei pozitivak. Ezzel belattuk, hogy az egyensilyi arvektor koordinatai nemne-
gativak, sét egyetlen koordinatéja sem 0.8

Az eddigieket foglaljuk 6ssze a kovetkezé tételben:

3.1. TETEL. Ha minden termel6vel kapcsolatban all (téle vésdrol) legaldbb
egy olyan fogyaszto, amely legalabb egy masik termékvarianst is fogyaszt, akkor
a (9) probléménak létezik megolddsa. A bizonyitds szerkezetébdl ldthatd, hogy
egyetlen megoldas addédik.

3.1. Megjegyzés. A tétel feltétele automatikusan teljesiilni fog, hiszen elézdleg
feltettiik, hogy d; > 2 minden j-re.

3.2. TETEL. A kapott drvektor valéban tiszta stratégidn alapulé Nash-
egyensiily, azaz (10) megolddsa egyben megolddsa a (9) feladatnak is.

Bizonyitds. Ennek igazolasa a 9?m; masodrendii (parcidlis) derivalt vizsgalata-
ra korlatozhaté minden egyes ¢ termelore nézve. Ha ez minden i-re negativ, akkor
a p; termékdr megolddsa a (9) feladatnak. Az emlitett derivéldst elvégezve, min-
den i-re adédik, hogy 92m; = —2¢ Z?:M bi; (1 — bij). Ez viszont negativ, hiszen
d; > 2 minden j-re. a

4. Els6 részbizonyitas

Ebben a szakaszban egy olyan gondolatmenetet mutatunk be Q! létezésére
és nemnegativitasara vonatkozoan, amelyik a Perron—Frobenius tételeket hasznalja
fel (1asd [22], [23]).

Bizonyitds. Korabbi levezetéseink miatt tudjuk, hogy a Q1,; vektor Osszes
koordindtaja pozitiv, valamint az i-edik helyen 4116 elem Y ™ b; (1—b;;). Ebbél
persze az is kovetkezik, hogy ||Q|lcc > 0. Ezutén irjuk 4t a Q métrixot | Q|lccInr —
(11QllccIns — Q) alakira. Ebbé] pedig mar kovetkezik, hogy

1Qllcc1ar > ([QllocIar — Q) 1ar = Ou, (21)

sOt az els6 egyenlGtlenség jobb oldalan all6 vektor adott koordindtaja biztosan
szigoruan kisebb a bal oldalon 4116 vektor megfeleld koordinatajandl. A ||QllccIar—
Q maétrix legnagyobb sajatértékét p(||QllcoIns — Q)-val jelolve, biztosan teljesiilni
fog a

1Qll = £(I1QllscIr — Q) (22)

8A Q! elemeinek nemnegativitdsa mas médon is beldthaté. A binomidlis invertdlds tétele
(lasd [21]) szerint: (B+C —BBT)™' = 3% [(B+C) 'BBT|"(B+C)~'. Mivel B+ C
inverze az a diagondlis mdatrix, amelynek i-edik féatlébeli eleme a B+C diagonalisban &ll6 -
edik elemének az inverze, igy az iménti végtelen Gsszeg minden tagja olyan matrix, amelynek

nemnegativ elemei vannak.
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egyenlétlenség. Mivel azonban biztosan van olyan K € (0,1) valés szdm, hogy
KQlloo1ar > (1QllccXar — Q) 1as, (23)
ezért megallapithatd, hogy
1Qllsc > p([1QllcIar — Q). (24)
Mindebbdl kévetkezik, hogy Q! 1étezik és elemei nemnegativak. ad

5. Masodik részbizonyitas

Ebben a szakaszban a Banach-féle fixponttételre (14sd [4]) alapozva mutatunk
egy figyelemre mélt6 részbizonyitast a (10) egyenletek alkotta egyenletrendszer
megoldhatésdgara és a megoldés egyértelmiiségére.

Bizonyitds. Els6 lépésben fejezziik ki p;-t a (10) egyenlet alapjin az aldbbi
médon (i =1,2,..., M):

N—-—M M
S bi 2=t 2= bigbepe
; + : + = 25)
bi = N— M N—M 2 (
23000 by (L—=by) 235557 by (1 —byj) @
Fi(p)

A leirtakbdl kovetkezik, hogy a
pi:Fi(p),izl,Z...,M (26)

fixpontprobléma megolddsa pontosan (10) egyenletrendszer megoldésit adja.

Néhdny ténymegéllapitdssal folytatjuk. Mivel a (16) gondolatmenet alapjin
lattuk, hogy Z?:M bij (1 — b)) = %1 Z;V M bijbr; igaz, ezért egy dtosztés
utan teljesiil, hogy

T i b 3% 1 (27)
N
S b (1 byy) ’

) N— M ) )
és w;j = Zk Vhijhig/ 5 big(1=bij) (1=1,2,.., M, j =1,2,..,N = M).

Most nezzuk a kovetkezo becslést, ahol p egy p-vel nem feltétleniil megegyez
nemnegativ arvektor:

o) — ()] = L[ it bt (0 =70)
i\P) — 15 P)| = 3 N—M
2 Sjor big(1—10iy)

28
Y (28)
<1max| —A|Zw~:1max| — Dkl
= Pk — Pk =~ i 9 Pr — Pk| -
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Mivel az egyenl6tlenséget minden F; teljesiti adott p és p mellett, {gy
~ 1 .
max |F;(p) — F; ()] < 5 max |px — Pl - (29)
Ha pedig F = (Fy, Fy, ..., Far) T, akkor a

IF(P) = F (Pl <allp - Pl (30)

kontrakeié teljesiil ¢ = 1/2 kontrakciés konstanssal. Mivel F a X, A; halmazbdl
onmagaba képez, ezért a Banach-féle fixponttétel miatt pontosan egy nemnegativ
grvektor adédik.? O

6. Harmadik részbizonyitas

Ebben a szakaszban [19] és [20] eredményeit alkalmazva mutatunk egy tovabbi
részbizonyitédst a keresett Nash-egyensily létezésére és egyértelmiiségére.

Bizonyitds. A p arvektor a (8) értelmében pontosan akkor tiszta stratégidn
alapulé Nash-egyensily, ha eleget tesz a

~G(p)(p—p) >0 (31)

varidcids egyenlétlenségnek a XM, A; halmazon, ahol

G XM A = XM Ay p v (G1(P), Ga(P) - G (P)) (32)
Gi = 81‘71',‘,2' == 17 2, ceey M,
valamint p' € XM, A; tetszdleges arvektor.

Az A; nemiires, zart és konvex minden i-re, igy a X A; halmazra is ugyanez
igaz. Kordbban azt is lattuk, hogy m; konkav p;-ben minden i-re, ezért [13] alapjan
pszeudokonkav is. Mindez biztositja az iménti variacids egyenlGtlenség teljesiilését
a Xf‘ilAi halmazon.

Ezenkiviill, ha G szigorian monoton, akkor egyetlen egyensilyi arvektor van.
Legyen p > p egy Ujabb egyensulyi arvektor. Ekkor

~G(p)(p—p) >0 (33a)
~G()(p-p) >0. (33b)

9Megjegyezziik, hogy a Banach-féle fixponttétel egy tovabbi lényeges kovetkezménye, hogy
a rendszert tetszOleges po > 0 kezdSpontbdl inditva a pny1 = F(pn) iterdcié az egyenstlyi
arvektorhoz konvergdl. Ez ramutat arra, hogy amennyiben az arakat valamilyen sokkhatés ki-
mozditja az egyensulynak megfelel helyzetbdl, a termelék raciondlis profitmaximalizdlé dontései
nyomdan oda visszatér akkor is, ha az drmeghatdrozds nem szimultdn, hanem az egyes terme-
16k a versenytarsak arait megfigyelve és azokat adottnak véve fokozatosan mddositjak araikat a
profitfiiggvényiik alapjan.
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Az egyenlStlenségeket Osszeadva

(G(P) - G(p))(p—D) > 0. (34)

Ez az egyenl6tlenség nem teljesiil a szigorii monotonitds miatt, igy p = p.
Egyszertien igazolhaté, hogy ha p;/ > p;», akkor

" " ’

ij(pi ) — wij (pi) = —ebis (1= bij) (p; —p;) <0, (35)
teljestil, illetve ezentul
NiM " !
€ Z bij (1= bij) (p; —p;) >0 (36)
j=1
is igaz. Innen azonnal kapjuk, hogy a
N-M
0imi (p;) — 0;mi pZ = 2¢ Z bij (1—bi;) (p; —p;) >0 (37)
j=1

megvéltozas pozitiv. Ezzel belattuk G szigori monotonitasat, ami tehat az unici-
tas elégséges feltétele. ad

7. Osszegzés

Ebben a dolgozatban egy olyan piaci modellt vazoltunk fel, amelyben a terme-
16ket és a fogyasztokat exogén héldzati struktira kapcsolja 6ssze. Amennyiben nem
teljes, ez a haldzat korlatozza az eladé-vevé interakcidkat és ezéltal az arinforméa-
ciok terjedését /rendelkezésre dllasat. F6 kérdésiink az volt, hogy az adott linearis
keresleti és termelési fliggvények mellett, oligopolisztikus versenykoriilmények ko-
zepette és — adott esetben — korlatozott informaltsag mellett 1étezik-e egyensulyi
arvektor, méghozza tiszta stratégian alapulé Nash-egyensuly értelmében. Kérdé-
stinket tehat alapvetéen egy nemkooperativ jatékelméleti kontextusban vetettiik
fel.

A legfontosabb eredményiink alapjan egy jol meghatarozott feltételrendszer
(megfelels keresleti fiiggvény, termelési fiiggvény stb.) mellett tetszéleges, koz-
gazdasagi szempontbdl relevans haldzati szerkezet esetén egyértelmiien létezik
egyensulyi arvektor. Az egyensulyi arvektor létezésére és egyértelmiiségére egy
(f6)bizonyitast adtunk, majd a tovabbi részbizonyitdsokban ennek egyes részleteit
lattuk be (Gjra) mas-mds moédszertani eszkozokkel. A (f6)bizonyitds soran elss-
sorban a Gersgorin-tételre, a masodikban részbizonyitdsban a Perron—Frobenius-
tételre, a harmadikban részbizonyitasban a Banach-féle fixponttételre, mig az
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utolsé részbizonyitasban a varidciés egyenlStlenségek témakorének eredményeire
épitettiink. Hangsilyozzuk, hogy az altalunk vizsgalt feltételrendszer, illetve alap-
probléma a relevans szakirodalomhoz képest 1ij kontextust jelent: a piac két oldalat
expliciten megjelenité és korlatozott eladé-vevd kapcesoltsdgot feltételezé modell-
ben az armeghatarozéas kérdéseit eddig nem vizsgaltak. Ezenkiviil a fo- és az egyes
részbizonyitdasok soran bemutatott mddszerek sem feltétleniil dominalnak a széban
forgd kérdéskorrel foglalkozé munkéakban, igy ez is ijdonsagnak tekintheto.
Tovabbi kutatasok targya lehet a piaci szereploket 6sszekapcsold halézat szer-
kezete és az egyensiilyi drvektor egyes tulajdonsagai kozotti kapcsolat feltarasa.
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PRICE EQUILIBRIUM UNDER OLIGOPOLISTIC CIRCUMSTANCES IN CASE OF
IMPERFECT INFORMATION

BALAzS SzABSO, TAMAS SEBESTYEN

In our paper under oligopolistic circumstances we analysed what does incomplete con-
nectivity, i.e. the imperfection of information imply on price formation. This approach is a
novelty in comparison with some of the standard modelling frameworks, which assume complete
connectivity and the exact knowledge of the aggregate price index. In our model connectivity
is arbitrary, which leads to the distinctness of perceived price indices concerning each agent,
moreover, the symmetry of the standard model is also violated. Supposing market clearing we
prove that in case intuitive assumptions hold, there exists a nonnegative equilibrium price vector
(pure strategy Nash equilibrium). In our work we put emphasis on the methodological side of
the model, first and foremost our aim is to demonstrate existence and other supplementary proofs.

Keywords: oligopolistic competition, equilibrium price vector, diagonal dominance,
Gershgorin’s theorem, Perron-Frobenius theorems, Banach fixed point theorem, varia-

tional inequality.
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ALTALANOSITOTT RELATIV KONSZENZUS -
ELES KONVERGENCIATETELEK

GERENCSER BALAZS ES GERENCSER LASZLO

A dolgozat egy halézatokon definidlt relativ konszenzus (ratio consen-
sus) probléma megolddsdra a [7] és [2] dolgozatokban kifejlesztett push-sum
vagy sulyozott pletyka (weighted gossip) algoritmus lényeges dltaldnositasa-
ra vonatkozé friss, éles konvergenciatételek révid osszefoglaldsa [4] alapjan.
Az altaldnositds egy lényeges eleme, hogy a haldzati dinamikédt nem-negativ
maétrixok egy szigortian staciondrius, ergodikus, szekvencialisan primitiv so-
rozata irja le. Kovetkezményként megadjuk a push-sum algoritmus pontos
konvergencia sebességét, csomagvesztést is megengedve, 1d. [5].

1. Bevezetés

A dolgozat célja egy hélézatokon megfogalmazott szamitdsi probléma, az dn.
ratio consensus (adekvat magyar forditdsban relativ konszenzus) probléma kap-
csén kifejlesztett elosztott, aszinkron algoritmus (push-sum vagy weighted gossip),
1d. [7], [2], és annak lényegi dltaldnositdsa konvergencidjaval kapcsolatos éles ered-
mények rovid bemutatdsa, déntéen a [4] dolgozat kiemelt eredményei alapjan. A
probléma réviden szemléltethetd gy, hogy egy irdnyitott halézat csicsaiban elhe-
lyezett w' > 0 mennyiségii és x° /w’ koncentraciéji oldatot akarunk a halézat altal
megengedett lokalis interakcidkkal ¢sszekeverni tigy, hogy hatarértékben minden
csicsban azonos, Y, 2/ Y, w' koncentraciéjt oldat legyen.

A relativ konszenzus problémajanak technikai kerete egy kommunikécios graf,
amelyet egy G = (V, E) irdnyftott graf jelenit meg, amelynek minden csiicséban
adott egy x' és w® > 0 valds értékii szdmpar, amelyeket értékeknek és stilyok-
nak neveziink, tgy, hogy nem lehet a silyok mindegyike 0. A probléma ekkor a
>, 2t/ >, wt hdnyados kiszamitdsa, minden csticsban, csak a G = (V, E) altal
megengedett lokalis interakcidkat végezve, éspedig aszinkron moédon.

A push-sum algoritmus eredeti, legegyszeriibb alakja: legyen a csicsok szama
|V| = p, és jelolje x = (2!,...,2P) T kezdeti értékek vektordt a 0 idépillanatban, a
kezdeti siilyok vektora pedig legyen w = (w',...,wP)" = (1,...,1)T = 1. Az n
idépontban vélasszunk ki véletlenszertlien, fiiggetleniil, egyenletes eloszlds szerint
egy fn = (i,j) € E irdnyitott élt. Ennek végpontjaiban egyidejiileg tjitjuk fel az
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értékeket és a stlyokat a kovetkezd médon: a kiildo fél, ¢ kezdeményez egy tranzak-
ciét, amelynek sordn a sajat értékeinek és sulyainak azonos aj; := 1/2 , hdnyadat
elkiildi a fogadé félnek, j-nek, aki ezeket sajat értékéhez, ill. sulydhoz hozzaadja,
vagy masképp szélva, a megosztott oldatot sajat oldatdhoz keveri. Az algoritmus
altalanosabb alakjaban a kezdeti sulyokra csak a w > 0,w # 0 feltevéssel éliink,
az élek kivalasztasa fiiggetleniil, de él-specifikus valdszintiséggel torténik, tovabba
egy tranzakcié sordn a megosztdsi hdnyad tetszéleges 0 < ay; < 1 lehet.

A push-sum algoritmus két szép alkalmazdsa egy nagy (irdnyitatlan) halézat
szomszédsdgl matrixdnak elosztott spektril-analizise [8], ill. egy halézatokon de-
finidlt szepardbilis konvex optimalizdldsi probléma elosztott megolddsa [14]. A
push-sum fenti algoritmus véletlen csomagvesztéseket is megengedd altaldnosita-
sat els6ként az [5] dolgozat vizsgalta.

A push-sum algoritmus altal definialt hdlézati dinamika az aldbbi médon irhaté
le. Jeloljék x,,_1 és wy,_1 az n — 1 idopontbeli érték-, ill. sulyvektorokat. Ekkor

Tn = Anxn—ly Wy = Anwn—l n Z 1a (1)

ahol A,, egy p X p-es fliggetlen, azonos eloszlas szerint valasztott véletlen, oszlop-
sztochasztikus matrix. Csomagvesztés esetén az oszloposszeg legfeljebb 1. A push-
sum algoritmus egy természetes kiterjesztését kapjuk, ha A,, értékkészlete p x p-es
nem-negativ, véletlen matrixok egy tetszbleges A halmaza lehet. Egy tovébbi
kiterjesztést kapunk, ha az interakciéban részt vevd, egymast kovetd parokat egy
észszerlinek tné, jo keveredést igéro terv szerint vélasztjuk. fgy a kovetkez6
altalanos problémat fogalmazhatjuk meg. Tekintsiik p X p-es nem-negativ, véletlen
maétrixok egy szigortian staciondrius, ergodikus (A,),n > 1 sorozatdt. Legyenek
az r,w € RP a kezdeti értékek, ill. sulyok vektorai gy, hogy w > 0,w # 0. Jelolje
e; azt az egységvektort, amelynek i-dik koordinatdja 1. Célunk az

e] ApAp_1---Aixfe] ApA,_1---Ajw, i=1,...p (2)

hanyadosok (koncentriciok) aszimptotikus viselkedésének a tanulményozisa.

A dolgozat felépitése: els6ként réviden bemutatjuk a felhasznalt matematikai
segédeszkozoket, nevezetesen a véletlen matrixok szorzatara vonatkozd alapvetd
eredményeket, a Fiirstenberg-Kesten tételt, [3], ill. az Oseledec tétel egyszerisitett
alakjét, [9], [12]. A kovetkez8kben bevezetjitk a szekvencidlisan primitiv nem-
negativ matrix folyamatok fogalmat, majd bemutatunk egy normalizilt szorza-
tokra vonatkozé eredményt, az [1] dolgozat eredményének egy kiterjesztését. A
dolgozat f6 eredményeit a 5.1-5.3. Tételekben fogalmazzuk meg, amelyek éles felsd
korldtot adnak az dltaldnositott push-sum algoritmus m.m. (majdnem mindeniitt)
értett exponencialis konvergencidjanak a sebességére. Ezeknek a push-sum algo-
ritmusra torténé alkalmazasat fogalmazza meg a 6.1. Tétel. A dolgozat kiegésziti
és tovabbfejleszti a [10] és [13] dolgozatokban kozolt mbdszereket és eredményeket.
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2. Technikai segédeszkozbk

2.1. ALLfTAs. (Fiirstenberg és Kesten tétele) Legyen (Ay),n > 1 véletlen,
p X p-es mdtrixok egy szigorian staciondrius, ergodikus folyamata egy (92, F,P)
val6szintiségi tér felett, amelyre teljesiil a Elog™ || A1 || < oo feltétel. Ekkor a

1
AL =lim—log||4pAn—1---A1]] <00 m.m. (3)
non

limesz létezik, és egyenlS az alabbiakkal:

1 1
lim ~Elog | A, Ay—y -+ Ay|| = inf ~Elog|| A, Ay -+~ Ay]. (4)
n n n n

Megjegyezziik, hogy A\; = —oo érték is megengedett. Az A, A,,_1--- Ay szorzat
egy finomabb karakterizdci6jit adja Oseledec tétele, [9]. Ennek megfogalmazdss-
hoz egy rovid kitérdt kell tenniink a Ljapunov exponensek vildgéba, 1d. [6]. Legyen
(A,),n > 1 pxp-es matrixok egy fix sorozata. TetszOleges © € RP-re definidljuk az
x vektornak az (A,) sorozatra vonatkozé A(x) Ljapunov exponensét az aldbbiak
szerint:

1
Ax) :=limsup — log |4, Ap—1 -+ Aqz|.
non

Tekintsiik ezutan tetszoleges kiterjesztett értelemben vett —oo < pu < +o0o0 valds
szamra az alabbi halmazt:

L,={xzeRP:\x) < pu}. (5)

Konnyti 1atni, hogy L, az RP vektortér linedris altere, amelyre nyilvdnvalé médon
L, C L,y ha p <y, tovdbba L, jobbrdl folytonos fiiggvénye p-nek. Legyen fiq
a legkisebb p, amelyre RP = L,. A fentiek alapjan létezik véges sok valés szdm
+00 > pi1 > ... > pg > —oo, amelyekre R? = L, 2 L,,... 2 L, 2 {0}, dgy,

hogy pir > p > plry1, 7=1,...,q¢—1,ill. ug > p, v = q esetén

L,=1L i L, ={o}. (6)

Hr419
Innen kovetkezik, hogy 1 < r < g — 1-re
T e LHr \LHrJrl_re )\(.’L’) = Hr, (7)

és persze x € L, esetén \(x) = pq. Legyen az L, dimenziéja i,, 1 <r < g, igy
tehdt p = 41 > 49 > ... > iy > 0, és legyen i,11 = 0. Definidljuk a Ljapunov
exponensek teljes Ay > Ay > ... > A, spektrumét az aldbbi médon:

Ai = py ahol i >0 > 4. (8)

Ha méar most (A,) = (A, (w)) egy szigordan staciondrius, ergodikus folyamat
realizacidja, akkor a fenti észrevétel nem-trivialis kiterjesztésével a kovetkezo meg-
ragaddan szép eredményt kapjuk, amelyet (kissé bévebb alakban) elészor Oseledec
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bizonyitott a [9] dolgozatban, majd — gyengébb feltételek mellett — az eredménye-
ket tovéabb pontositotta a [12] dolgozat.

2.2. ALLITAs. (Oseledec tétel) Legyen (A,),n > 1 a 2.1. Allitds szerinti
p X p-es matrix-értékii sztochasztikus folyamat. Ekkor Iétezik az eseménytér egy 1
valészintiségii ) € F halmaza tigy, hogy minden w € §)'-re, és egyidejiileg minden
x € RP-re az alabbi limesz létezik:

n n

Tovabbd, a A1 > A2 > ... > Ay, Lyapunov exponensek, amelyek a —oo értéket is
felvehetik, és azok multiplicitdsai, nem fiiggenek w € V-t61.

A [12] dolgozatban kozolt elemzésbdl kovetkezik, hogy az M,, szorzat
M, = UpX0 Vi, (10)

szinguldris érték felbontdsara (SVD), ahol U,,V,, ortonormélis métrixok és %,
diagondlis a o} > 02... > oP > 0 diagonalis elemekkel, teljesiil az aldbbi:

1
M = lim —logo® mm. k=1,..,p. (11)
non
Az Oseledec tétel éllitja az aldbbi hatérérték létezését is:
lim (MTM,) " = lim V7S, V, mm. (12)

A jelen cikkben arra a [12] dolgozat 5. Lemméjénak bizonyitdsdban implicite sze-
repl6 kapcsoldédd eredményre lesz sziikségiink, hogy A1 > Ao esetén a V,, matrixok
vk -gyel jelolt elsé sorai m.m. konvergalnak valamilyen véletlen v!* hatdrértékhez:

limvl = o mm., (13)
s6t, a [12] dolgozat szerint, U,, els6 oszlopét u;l-gyel jelolve,

M, =ulotol +0(eP2reny mm, (14)

3. Szekvencidlisan primitiv nem-negativ matrix folyamatok

Az elkovetkezGkben a nem-negativ matrixokra vonatkozé primitivség fogalmanak
a kiterjesztésére lesz sziikségiink. Egy szép bevezetés ebbe a témakorbe a [11]
dolgozat. Emlékeztetdiil, egy A nem-negativ métrix primitiv, ha egy elég magas
pozitiv egész hatvdnya, mondjuk A™ pozitiv. Legyen most A nem-negativ, p X p-es
matrixok egy tetszéleges csalddja. Kérdezhetjiik, hogy van-e A-beli matrixoknak
olyan szorzata (ismétlést is megengedve), amely szigortian pozitiv.
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3.1. Definicié. Nem-negativ, p X p-es matrixok egy A csalddja primitiv, ha
létezik A-beli métrixoknak legalabb egy véges szorzata, amely szigorian pozitiv.

A fenti definici6 természetes médon kiterjesztheté nem-negativ, p x p-es véletlen
matrixok egy szigorian staciondrius folyamatédra. Elozetesen és emlékeztetGiil: egy
nem-negativ, p X p-es matrixot megengedettnek neveziink, ha nincs azonosan nulla
sora vagy oszlopa. Egy matrix sor-megengedett, ha nincs azonosan nulla sora.

3.2. Definicio. Nem-negativ, megengedett p x p-es véletlen matrixok egy szi-
gordan staciondrius (A4,),n > 1 folyamata szekvencidlisan primitiv, ha az M, :=
AA,_1--- Ay szorzat szigorian pozitiv 1 valdsziniiséggel valamilyen véges T meg-
allasi id6vel. Tetszbleges n > 1-re definiadljuk a szekvencialis primitivitdsi indexet:

¢n = mm{¢ >1: An+¢_1An+w_2 cee An > O} (15)

Mivel a definiciéban megengedett A,, matrixokra szoritkoztunk, ezek egyben sor-
megengedettek is, és ezért M, > 0 szigoru értelemben minden n > -re.

3.1. LEMMA. Legyen (A,),n > 1 nem-negativ, megengedett p x p-es véletlen
matrixok egy azonos, fiiggetlen eloszldsi sorozata. Ekkor (A,) szekvencidlisan
primitiv akkor és csak akkor, ha az Ay véletlen matrix RP*P-n vett u eloszlasanak
az A = supp u tartgja primitiv.

4. Nem-negativ matrixok és vektorok normalizalt szorzata

A relativ konszenzus probléma vizsgalatanak egy természetesen kinalkozé esz-
koze egy nem-negativ matrixok és vektorok normalizalt szorzatara vonatkozo ered-
mény, nevezetesen az [1] dolgozat 1. Tétele. Ennek énmagédban is szép és érdekes
kozvetlen altaldnositasit alabb ismertetjiik. Legyen (A,),n > 1 nem-negativ,
megengedett p x p-es véletlen matrixok egy szigorian stacionarius, ergodikus folya-
mata. Legyenek z,w € RE | azaz legyenek minden komponensiikben nem-negativ
vektorok, z,w > 0, és tegyiik fel, hogy =, w # 0. Definidljuk az alabbi szorzatokat:

Ty = Myx = A A1 - AL, (16)
wy, = Myw = A, A1 Ajw. (17)
Nyilvanval6 médon x,,,w, nem-negativak, és mivel A, megengedett minden n-re
és z,w # 0, kovetkezik, hogy x,,,w, # 0 minden n-re. Legyen 1 az a p-vektor,

amelynek minden koordinatdja 1. Definialjuk az aldbbi normalizalt szorzatokat:

Tp=2,/(172,), Wp=w,/(1Tw,), (18)
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valamint a koztiik 1év6 tavolsagra a totdlis variacié normat:
I
I = wallry = 5 D 12— @ (19)
i=1

A kovetkez6 tétel az [1] dolgozat (hidnyos bizonyitdst) 1. Tételének kozvetlen
altaldnositédsa:

4.1. TETEL. Legyen (A,), n > 1 véletlen métrixok egy a 2.1. Tétel feltéte-
leinek eleget tevs sorozata. FEzen tulmendéen tegyiik fel, hogy A, minden n-re
nem-negativ, megengedett, és hogy az (A,,) sorozat szekvencialisan primitiv. Ek-
kor minden (z,w) € RE x RE | 2, w # 0, parra teljesiil az alabbi:

1
lim — IOg Hjn - 7I77LHTV < *(/\1 - >\2) m.m.
n n

Az egyenl6tlenség egyenldséggel teljesiil Lebesgue m.m. (z,w) € RE x Rf_ parra.
A jobboldal kozismert megnevezése spektralis rés (spectral gap).

5. Altaldnositott relativ konszenzus

Az altalanositott push-sum algoritmusra vonatkozd, konvergenciasebességet is
megado6 eredmények megfogalmazdsaban a 4.1. Tétel feltételei alkotnak egy kozos
keretrendszert, ezt fogjuk kiegésziteni az (A,) sorozatra vonatkozé egyedi feltéte-
lekkel. Nevezetesen, az A,, matrixok pozitiv elemeire vonatkozéan fogunk tovabbi
feltevésekkel élni. Definidljuk az aldbbiakat:

o = min{AY : AY > 0}, By := max A% (20)
i i
Mivel 3, ekvivalens az || A, || norméval, kovetkezik, hogy Elog™ 8, < co. Ennek a
feltételnek ikerparja az alabbi Elog™ «, > —oo feltétel.

5.1. TETEL. Teljesiiljenck a 4.1. Tétel feltételei, és legyen az (A,,) sorozat fiig-
getlen, azonos eloszlasu. Tegyiik fel, hogy A1 — Ao > 0. Végiil tegyiik fel, hogy
Elog™ oy, > —o0. Legyen x € RP kezdeti értékek egy tetszéleges vektora, és legyen
w € RE | w # 0 kezdeti siilyok egy vektora. Ekkor minden i = 1,...,p-re

T 1
e, Mpx vz

STAL 0 ol
e, Mpbw v w

lim sup — log

n < —()\1 - )\2) m.m. (21)

Verbalisan azt mondhatjuk, hogy — a tétel feltételei mellett — a rendszer relativ
konszenzusra jut: minden i dgensre az z°, /w? hényadosok konvergdlnak ugyanah-
hoz a 772 értékhez m.m., ahol a 7 véletlen vektorra 7 = vl /vl'w. Az x! /w!
hényados az i-dik cstuicsban az n-dik 1épés utani koncentracioként is értelmezhetd.
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A fenti keretrendszer egy kiterjesztését motivalja egy olyan miikédésmaod,
amelyben az egymassal kommunikalé parok kivalasztasa egy idében homogén vé-
letlen mintdzatot kovet, amely nem sziikségképpen i.i.d., 1d. példdul [2]. Tlymdédon
megengedjiik, hogy (4,) egy szigorian staciondrius, ergodikus folyamat legyen.
Ebben az esetben két alternativ kiegészitd feltételt fogalmaztunk meg a [4] dolgo-
zatban, itt csak az elsO, egyszertibb feltételt ismertetjiik.

5.2. TETEL. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 4.1. Tétel feltételei, Ay — Ay > 0, és
a 11 szekvencidlis primitivitasi indexre Eiy < oo (és igy Ei,, < oo minden n-re).
Tegyiik fel tovdbb4, hogy az (A,,) sorozat alulrdl és feliilrdl korldtos: léteznek olyan
a, B > 0 szamok, hogy o, > o > 0, B, < [ m.m. Ekkor tetszéleges x € RP, és
w e RE, w # 0 vélasztds mellett a rendszer relativ konszenzusra jut és fennall a
(21) egyenlbtlenség.

Abban a speciilis esetben, amikor A,, oszlop-sztochasztikus minden n-re, ahogy
ez fenndll a push-sum algoritmus eredeti formajaban, maga az M,, szorzatmatrix
is oszlop-sztochasztikus lesz minden n-re. Ebbél kdnnyen kévetkezik, hogy Ay = 0.
Az M, szorzat (14) reprezenticidja alapjan kénnyen megmutathaté az is, hogy v
skalar tobbszorose a 17 vektornak. Ilymédon a kovetkezd eredményt kapjuk:

5.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az 5.1., ill. 5.2. Tételek feltételei, és
A,, oszlop-sztochasztikus minden n-re. Ekkor tetszbleges x € RP kezdeti vektorra
és tetszoleges w € R, w # 0 kezdeti siilyvektorra, minden i = 1,..., p-re
ej Mpr 1Tz

< <A <0 mm.
e] Mpbw  1Tw| —

limsup — log
n n
Vegyiik észre, a relativ konszenzus &ltal 1étrejott hatarérték ebben az esetben de-
terminisztikus, amely a 7 " alakban is frhat6, ahol 7 = 1/1Tw. A w = 1 vélasz-
tas esetén az 5.3. Tétel alapjan atlag-konszenzus jon 1étre a klasszikus értelemben:
minden i dgensre az z¢, /w’, hdnyadosok konvergdlnak az z = Y .°_, z /p hatdrér-
tékhez m.m., legalabb a tételben adott sebességgel.

Megjegyezziik, hogy az 5.1. és 5.2. Tételekben adott fels6 korlatok élesek: bal-
oldali hibatagok i-ben vett maximumaénak hatérértéke pontosan A1 — Aq, 1d. [4],
21. Tétel. Az 5.1. és 5.2. Tételek bizonyitasainak kiindulépontja az M,, szorzat
(14) alatt adott reprezentacidja.

6. Specifikdcié: a push-sum algoritmus csomagvesztéssel

A csomagvesztést is megengedd push-sum algoritmus vizsgdlatdra, 1d. [5], az
5.1. Tétel alkalmazhato:

6.1. TETEL. Legyen (A,,) egy csomagvesztést is megenged push-sum algorit-
mushoz tdrsitott matrixok i.i.d. sorozata. Tegyiik fel, hogy a (G, FE) irdnyitott
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kommunikdciés graf erésen dsszefiiggd. Ekkor az (A,,) sorozat szekvencidlisan
primitiv, és Ay > Ay. Kovetkezésképpen, tetszéleges © € RP kezdeti vektorra és
tetszéleges w € RY, w # 0 kezdeti siilyvektorra, minden i = 1,..., p-re

) e] Mpx  vlz
limsup — log | 4+ — ——
e, Mpbyw v-w

<=M = A 1.
N " S (1 2) m.m

Az (A,,) sorozat szekvencidlis primitivitdsa a 3.1. Lemma alapjan bizony{thatd,
amelynek feltétele a hilézat egy csticsbdl torténd elarasztasival verifikdlhato, 1d.
[5], a A1 > Ao feltétel pedig a 4.1. Tétel alapjan bizonyithatd, felhasznédlva az [5]
dolgozat exponencidlis konvergenciasebességre vonatkoz6 eredményét (Thm 3).

A csomagvesztést is megengedd push-sum algoritmus esetén a relativ konszen-
zus altal kapott m7x érték véletlen, ahol 7 = vl /vl'w, de béséges kisérleti ta-
pasztalat van arra vonatkozéan, hogy a csomagvesztés (dgensektdl fiiggetlen) va-
16szintiségének a csokkentésével w1z fokozottan koncentralédik, 1d. [5]. Erdekes
tovabbi kérdés annak vizsgdlata, mi a kapcsolat a A1 — Ay spektrélis rés, és a
héalézati dinamika paraméterei kozott.
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GENERALIZED RATIO CONSENSUS —
TIGHT BOUNDS ON CONVERGENCE RATE

BALAZS GERENCSER, LASZLO GERENCSER

We present a brief summary of recent sharp results of [4] on the convergence of significant
generalizations of the push-sum algorithm or weighted gossip algorithm, developed in [7] and
[2] for the solution of a ratio consensus problem defined over a network. A key feature of our
approach is that we allow a network dynamics to be described by a general strictly stationary,
ergodic, sequentially primitive sequence of non-negative matrices. Implications for the exact
convergence rate of the push-sum algorithm, including scenarios with packet loss, see [5], will be

given.

Keywords: gossip algorithms, ratio consensus, multiplicative ergodic theorems.
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UJ KERESESI IRANYRA EPULO BELSOPONTOS ALGORITMUS
LINEARIS OPTIMALIZALASRA

DARVAY ZSOLT, RIGO PETRA RENATA, SZENASI ESZTER

Egy 14j keresési iranyra alapozott teljes Newton-1épéses bels6pontos al-
goritmust vezetiink be linedris optimalizdldsi feladatok megolddsara. Az
eljdrds sordn algebrailag ekvivalens dtalakitds [2] segitségével véltoztatjuk
meg a centralis utat megadé egyenletrendszert. Megmutatjuk, hogy a mdd-
szer polinomialis komplexitasi. Ez az els6 linearis optimalizalasra vonatkozo
belsépontos algoritmus, amely ezzel a specialis keresési irdnnyal dolgozik.

1. Bevezetés

Az elsé belsdpontos algoritmust Karmarkar [4] vezette be 1984-ben linedris
optimalizdlési feladatok megolddsara. Roos, Terlaky, Vial [9], Wright [12] és Ye
[13] osszefoglaltak a bels6pontos algoritmusok elméletére vonatkozé legfontosabb
eredményeket.

A keresési iranyok megvalasztasa fontos szerepet jatszik ezeknek az algorit-
musoknak az esetében. 2002-ben Darvay [2] bevezette a centrélis 1t algebrai-
lag ekvivalens atalakitasanak moédszerét keresési iranyok meghatarozasira. Egy
folytonosan differencidlhaté és invertalhato fiiggvényt alkalmazott a centralis utat
meghatdrozo rendszer centralizaldsi egyenletére. A szakirodalomban eddig az iden-
tikus fiiggvényt, a gyokfiiggvényt és a op(t) = t —/t fiiggvényt hasznaltak [2, 3, 9].
Késébb, Kheirfam és Haghighi [5] a ¢(t) = Q(Tﬁ\/t) fiiggvényre épiilé irdnyt hasz-
naltak linearis komplementaritdsi feladatok megoldasara vonatkozé belsépontos
algoritmus bevezetésére. Ebben a cikkben egy 1j bels6pontos algoritmust muta-
tunk be linedris optimalizalési feladatok megoldasara, amely a Kheirfam és Hag-
highi altal bevezetett irdnyra épiil. Igazoljuk a mddszer polinomialitdsat is. Az
algoritmusra vonatkozé elemzés a [8] tanulmdnyban van részletesen bemutatva.

2. A linearis optimalizalasi feladat

A primaél feladat a kovetkezé:

min{c’x | Ax =b, x>0}, (1)
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ahol A € R™*™ rang(A) = m, b € R™ és c € R”. A dudl feladatot az aldbbi
médon adhatjuk meg:

max{b’y | ATy +s=¢c, s>0}. (2)

Az dltaldnossag megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy 1étezik egy olyan (x°,y?,s?)
hérmas, amelyre teljesiil a bels6 pont feltétel:

Ax? = b, x>0,
ATy% 480 = ¢, s' > 0. (3)

Az 6ndudlis bedgyazas technikdjat [11, 14] felhaszndlva a csupa egyesekbdl all6
n-dimenzios e egységvektor tekintheté kezdeti pontnak. Ennek a technikanak a
lényege, hogy az eredeti feladatot bedgyazza egy nagyobb dimenzidju, ferdén szim-
metrikus, 6ndudlis linearis programozasi feladatba oly médon, hogy az 1j 6ndualis
linedris programozasi feladatnak a csupa egyes vektor mér szigord bels6 pontja. A
centralis utat meghatarozo6 rendszer a kdvetkezéképpen adhatd meg:

Ax = b, x>0,
Aly +s=c, s> 0, (4)
Xxs = pe,

ahol u > 0. Feltételezve, hogy a (3) teljesiil, fix p > 0 esetén a (4) rendszernek
egyértelmii megolddsa van, amelyet p-centrumnak hivunk (Sonnevend [10]). Ha p
tart nulldhoz, a centralis 1t a feladat optimalis megoldasdhoz konvergal.

3. Algebrailag ekvivalens atalakitas modszere

Ebben a fejezetben bemutatjuk az algebrailag ekvivalens atalakitas mddszerét
[2]. Tekintsiik a differencidlhaté és invertdlhaté ¢ : (€, 00) — R fiiggvényt, ahol
&> 0. A (£ 00) intervallumra azért van sziikség, mivel egyes ¢ fiiggvények ese-
tében az értelmezési tartomdny nem a (0,00) intervallum. Tovabbé, hasznaljuk
az f(x) = [f(z1),..., f(x,)]T jelolést. Ekkor a (4) rendszer az alabbi ekvivalens
alakra transzformalhaté:

Ax = b, x>0,
ATy +s=c, s >0, (5)

0 (’;) — ole).
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Erre a rendszerre alkalmazzuk a Newton mddszert. Feltételezve, hogy (3) teljesiil,
néhany atalakitassal az alabbi rendszert kapjuk:

AAx =0,
ATAy + As =0, (6)

Sy (XS> Ax+ =y (xs) As = p(e) — ¢ (xs) :
o\ p o\ 1

A (6) rendszer utolsé egyenletét az aldbbi alakra hozhatjuk:
SAX + xAs = i -

Bevezetjiik az alabbi jeloléseket, amelyeket a skdlazasnal fogunk hasznalni:

V= ﬁ’ dy = VAxa ds = VAS- (8)
I X S

1

Tekintsiik tovabbd az 4 = —A - diag (f) jelolést. Ekkor az aldbbi skalazott
I v

rendszert kapjuk:

Ady =0,
A" Ay +d, =0, 9)
dx +ds = Pv,
ahol
_ 2
o' v?)

Lathatd, hogy kiilonbozé ¢ fiiggvények alkalmazdsa esetén a p, vektornak
kiilonbo6z6 értékeit kapjuk. Ezek 4j keresési iranyra épiilé belsépontos algoritmu-
t

sokhoz vezetnek. Ebben a cikkben a ¢(t) = %T\[\/Z) fiiggvényt hasznaljuk, amit

eldszor Kheirfam és Haghighi [5] vezettek be linedris komplementaritdsi feladatok
esetében. Ezéltal megadjuk az elsé bels6pontos algoritmust linedris optimalizalds-
ra, amely erre az iranyra épiil.

Léteznek mas modszerek is a keresési iranyok meghatarozasara. 2002-ben Peng,
Roos és Terlaky [7] bevezették az onreguldris barrier fiiggvények osztalyét a kere-
sési irdnyok meghatarozasara belsépontos algoritmusok esetében. Bai, Ghami és
Roos [1] elemezték a keresési iranyok meghatérozdsdra vonatkozé magfiiggvényes
modszert belsépontos algoritmusok esetében.
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3.1. Definicid. (Bai, Ghami és Roos [1]) Egy ¢ : (0,00) — [0,00) fliggvényt
magfiiggvénynek neveziink, ha kétszer folytonosan differencidlhaté, és ha teljesiil-
nek az alabbi feltételek:

Lo4p(1) = ¢'(1) = 0;
2. 9" (t) > 0, minden ¢ > 0;

Ebben az esetben a keresési irdnyokat meghatarozo skalazott rendszer a kbvetkezo:

Ad, = o0,
ATAy +d, = o, (11)
d, +d, = —-V¥(v),

ahol U : R — R, U(v) =Y | ¢(v;) a magfiiggvényhez tartozé barrier fiiggvény.
A (9) és (11) rendszerekbdl ldtszik az algebrailag ekvivalens dtalakitds technikdja
és a magfiiggvényekre épiilé mddszerek kozotti kapcesolat. Kiilonbozo ¢ fliggvé-
nyekhez kiilonb6z6 magfiiggvényeket lehet hozzarendelni a

t (=2

o) — (1)
1 TY(T?)

Osszefiiggés alapjan. Fontos megemliteni, hogy léteznek olyan ¢ fiiggvények (pl.

@(t) =t —+/t), amelyekhez nem tartozik hagyoméanyos magfiiggvény. A kovetkezd

fejezetben bemutatjuk az algoritmust.

4. Ijj keresési iranyra épiilé belsGpontos algoritmust linearis
optimalizalasra

Tekintsiik a ¢ : (0,00) — R fiiggvényt:

Y
p(t) = m (13)

Ezt a fiiggvényt alkalmazzuk az (5) rendszerre. Ebben az esetben a p, vektor az

alabbi mddon irhaté:
2

pv =€e—Vv-. (14)
A (9) skalazott rendszer a kovetkez alakra hozhaté:
Ady =0,
A'Ay +ds=0, (15)

d, +ds =e— v
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A centralis uttdl vald tavolsdg mérésére az alabbi centralitasi mértéket hasznaljuk:
3(x,831) = [pv] = [le = v?|. (16)

Fontos megjegyezni, hogy ezt a centralitdsi mértéket mar kordabban is haszndlta
a szakirodalom [9], de azokban az esetekben a primél-dudl logaritmikus barrier
modszert hasznaltdk a keresési iranyok megvalasztisara, és nem az algebrailag
ekvivalens atalakitds modszerét.

Az algoritmust az 1. dbra szemlélteti.

Primal-dudl bels6pontos algoritmus linedris optimalizdlasra

Legyen € > 0 a pontossdgi paraméter, 0 < 8 < 1 a redukcids paraméter és T > 0 a
centralitdsi paraméter. Feltételezziik, hogy az (x°,y°,s%) hdrmasra teljesiil a belsé

0T 0
pont feltétel és u® = % Tovdbbd, feltételezziik, hogy d(x,s% u®) < 7.
begin
x:=x" y=y% s=s% p=p%
while x”s > ¢ do begin
Kiszamitjuk a (Ax, Ay, As) irdnyokat a (9)-b6l alkalmazva a (14)-t;

X =X+ AX;
y =y + Ay;
s:=s+ As;
pi=(1—=0)u;
end
end.

1. dbra. Uj keresési iranyra épiilé belsOpontos algoritmus linedris optimalizdlasra

Az alabbi tételben igazoljuk, hogy az algoritmus O (\/ﬁ log %) bonyolultsagu.

4.1. TETEL. (5.7. Tétel [8]) Feltételezziik, hogy x° = s” = e. Ha 6 = ﬁ és

T = %, akkor az 1. abran megadott algoritmus legfeljebb

v

iterdciéban allit el6 optimalis megolddst. A kapott vektorokra teljesiil az x''s < ¢
Osszefiiggés.

5. Numerikus eredmények

A bevezetett bels6pontos algoritmust implementdltuk Matlab programozési
nyelvben, hogy illusztraljuk az algoritmus miikodését. A kezdeti pontok meg-
hatdrozdsdra a Mehrotra heurisztikat hasznédltuk [6]. A keresési irdnyokat a (6)
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WVt
2(1+V1)
racioban ellenériztiik, hogy az adott pontoknak a centralis uttdl valé tavolsaga
kisebb legyen a 7 centralitdsi paraméternél, amelynek alapértelmezett értéke a mi

esetiinkben 7 = % volt.

rendszerbdl hatdroztuk meg a p(t) = fiiggvényt felhasznalva. Minden ite-

1. Feladat

Oldjuk meg az alabbi linearis optimalizdlasi feladatot:
min —3x, — 229,
z1 + 232 < 20,
21’1 + X9 S 15,
1,72 > 0.

Elébb &tirjuk a feladatot (1) alakra. Ekkor

A:1210,b:20,c:_3.
21 01 15 -2

10 25

Ebben az esetben az elméleti megoldéas x1 = 3°, z2 = 5 és az optimum f%. Az

implementalt algoritmus az alabbi eredményt adta: x; = 3.3333, zo = 8.3333 és a
célfiiggvény értéke —26.667.

2. Feladat
Tekintsiik az aldbbi linearis programozasi feladatot:

min l—oxl + Emg + 53@3 + 5334,

T + T2 > 200,
x3 + x4 > 200,
T, + o + 3 + 4 < 800,
1 1
m:cqumxg <8,
1 1
%x3+%x4§8,
T1,T2, 23,24 > 0.
Ekkor
1 1 0 0 -1 0 000 200 5
0 0 1 1 0 -1000 200 10
A=l1 1 1 1 0 0 10 0|, b=]80|, <c=]|9
o5 s 0 0 0 0 0 10 8 3
0 0 % &% 0 0 001 8 5
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Az optimalis megoldds 1y = 0, zo = 200, z3 = 0, x4 = 200 és a célfiiggvény
értéke 140. Az implementdlt algoritmus az aldbbi eredményeket szolgéltatta:
r1 = 0.00094021, x5 = 200.00, 3 = 0.00023505, =4, = 200.00, a célfiiggvény
értéke pedig 140.00.

6. Osszefoglalis

Egy 1j keresési iranyra épiilé belsOpontos algoritmust vezettiink be linedris
optimalizdlasi feladatok megolddsara. Az algebrailag ekvivalens atalakitds techni-
kéjaban egy specidlis fliggvényt hasznédltunk a keresési iranyok megvalasztaséra.
A modszer polinomialitdsara vonatkozo tételt is bemutattuk. Numerikus ered-
ményekkel szemléltettiik az algoritmus miikodését. Tovabbi kutatasi tervek kozé
tartozik egy olyan hosszu 1épéses bels6pontos algoritmus megaddasa, amely ezt az
irdnyt hasznélja a keresési iranyok meghatarozasara.
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INTERIOR-POINT ALGORITHM FOR LINEAR OPTIMIZATION BASED ON A NEW
SEARCH DIRECTION

ZSOLT DARVAY, PETRA RENATA RiGO, ESZTER SZENASI
We propose a new full-Newton step interior-point algorithm for linear optimization. We
use the algebraic equivalent transformation technique [2] in order to determine the new search
directions. We show that the method has polynomial complexity. Up to our best knowledge this
is the first interior-point algorithm solving linear optimization problems, which uses this special
search direction.

Keywords: linear optimization, interior-point algorithm, new search direction.
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EGY VILLAMQSSAGTANI PROBLEMA, MATROIDELMELETI
MEGOLDASSAL ES STATIKAI KOVETKEZMENNYEL

PETERFALVI FERENC ES RECSKI ANDRAS

To6bb mint fél évszazada vet6dott fel a probléma, hogyan lehet eldonte-
ni egy n-kapurdl, hogy van-e hibrid leirdsa. A problémat Iri és Tomizawa
matroidelméleti eszkozokkel még a hetvenes években megoldotta, itt ennek
egy természetes altalanositdsat vizsgdljuk. Megmutatjuk, hogy az altaldno-
sabb kérdéshez tovabbi — erésebb — matroidelméleti eszk6zok kellenek, végiil
megvizsgaljuk, hogy a rudszerkezetek és a villamos hélézatok kozotti régen
ismert analdgia ebben az esetben milyen statikai kérdéshez vezet.

1. A villamossagtani probléma

A villamos halézatok alkatrészek Osszekapcsolasaval jonnek létre. A legegy-
szerlibb alkatrész egy ellendllds (ilyennel lehet modellezni pl. egy izzdt vagy egy
vasalét); a két végpontja kozott mérhetd u fesziiltség és a rajta atfoly6 ¢ dram
kozotti kapesolatot az u = Ri egyenlet (az un. Ohm-torvény) fejezi ki, ahol az R
konstanst az alkatrész ellendlldsdanak nevezziik. Valamivel bonyolultabb, de még
joOl ismert alkatrész az idedlis transzformator; ha ennek az egyik oldali fesziiltségét
és daramat uq-gyel, illetve i1-gyel, a masik oldalit pedig us-vel, illetve is-vel jelol-
jiik, akkor a négy mennyiség kozotti kapcsolatot két egyenlet fejezi ki: us = kuy és
i1 = —kig, ahol a k konstanst a transzformétor attételének nevezziik. Ezek kozos
altaldnositasaként vezessiik be az aldbbi fogalmat:

1.1. Definicid. Linedris (idSinvaridns rezisztiv) n-kapunak neveziink egy
olyan alkatrészt, amely n péluspdron (,kapun”) keresztiil kapcsolédik a kiilvildg-
hoz és amelyet az Au + Bi = 0 egyenlet ir le, ahol A és B n x n-es valés elemi
matrixok, melyekre teljesiil az r(A|B) = n feltétel, u és i pedig n magassigi va-
16s vektorok, melyek elemeit az egyes kapuk fesziiltségeinek, ill. &ramainak fogjuk
nevezni.

fgy példéul az 1. dbra els6 1-kapuja az u — Ri = 0 egyenlettel leirt, kordbban
mar latott ellenallds, a masodik és a harmadik a ,rovidzar” és a ,,szakadas”, melyek
ugy irhatdak le, hogy u = 0 (és i tetszbleges), illetve ¢ = 0 (és u tetszéleges). Az
utols6 két (fiktiv) alkatrész az u =14 = 0 egyenletrendszerrel leirt nulldtor, illetve
az ,u is, 1 is tetsz6leges” tulajdonsdgu nordtor, ezek a fenti definicié szerint nem
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tekinthetéek 1-kapunak, mert (A|B) rangja 2, ill. 0. Az 1.1. Definicié szerinti
megaddsuk rendre (A|B) = (1| — R), (A|B) = (1]0), (A|B) = (0|]1), (A|B) =

110
0

, illetve az ,iires matrix” (hisz nincs egyenletiink).

I ——n" | |l
o 1o 1O |
IR I I X
I ! I I I
|
1 I l I 1
O_ —_d C_ J O_

1. 4dbra: Ellendllds, rovidzar, szakadas, nullator és norator

Az r(A|B) = n rang-feltétel azt jelenti, hogy az M = (A|B) maétrix oszlopai
koziil kivalaszthatunk n darab linearisan fiiggetlent. Ha véletleniil az A oszlopai
mind fiiggetlenek, akkor az n-kapunak létezik az u = Ri rezisztencia-leirdsa. Ha-
sonléképpen, ha a B oszlopai fiiggetlenek, akkor 1étezik az i = Gu konduktancia-
leirds. A fenti példak koziil a rovidzarnak csak rezisztencia-leirdsa, a szakadasnak
csak konduktancia-leirasa van, mig az ellendllasnak mind a kett6, ha R # 0.

1.1. ALLiTAS. Helyezziink az n-kapu minden kapujéra aramforrast. A keletke-
zett villamos hélézat akkor és csak akkor lesz egyértelmiien megoldhaté (vagyis a
keletkezé fesziiltségek akkor és csak akkor lesznek egyértelmiien kifejezhetSek ezen
dramok linedris kombindcidjaként), ha az n-kapunak létezik rezisztencia-lefrdsa.
Hasonloképp ha minden kapura fesziiltségforrast helyeziink, akkor a konduktancia-
leirds létezése az egyértelmii megoldhatiosag sziikséges és elégséges feltétele.

1.2. Definicid. E két leirasméd kozos dltalanositasaképp tegyiik fel, hogy a ka-
puk P ={1,2,...,n} halmaza felbonthat6 két diszjunkt P = P’'U P"” részhalmazra
Ugy, hogy az A métrix P’-nek megfeleld oszlopai és a B matrix P”-nek megfeleld
oszlopai egylitt az M egy nemszingularis n x n-es részmatrixat alkossak. Legyen
u’ ésu” a P’ ill. a P” kapuk fesziiltségei altal alkotott két vektor és legyen az i’
és az i” definiciéja hasonlé. Ekkor az u’ és i” vektorok egyértelmiien eléallnak az
u” és 1’ fiiggvényeként. Az ilyen u' = Uu” + Ri/, i’ = Gu” + Vi’ eléallitdst az
n-kapu hibrid leirdsdnak nevezziik.

1.2. ALLiTAS. Akkor és csak akkor létezik a kapuk halmazénak olyan
P = P'"U P" particiéja, hogy a P"-kapukra fesziiltségforrast, a P'-kapukra dram-
forrést helyezve egyértelmiien megoldhaté hélézatot kapunk (vagyis a P-kapuk
dramai és a P'-kapuk fesziiltségei akkor és csak akkor lesznek egyértelmiien kife-
jezhetbek a tobbi mennyiség linedris kombindcidjaként), ha az n-kapunak létezik
legalabb egy hibrid leiréasa.

Ez az éllitas kiilonféle linearis algebrai megfogalmazdsokban szamos helyen
megtaldlhaté az irodalomban [3, 5, 30, 32]. Példdul a 2. dbra elsd 2-kapujdnak
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Uo Rs Ry + R3 )
Koénnyt latni, hogy ha az Ry + R3, Ry + R3, R1Rs + R1R3 + R R3 mennyisé-
gek egyike sem 0, akkor ennek a 2-kapunak létezik mind a négy hibrid leirdsa. A

masodik 2-kapu egy fesziiltségvezérelt aramforras, melynek konduktancia-leirdsa

(Zl> = (0 O) <u1> , és ennek a 2-kapunak mds hibrid leirdsa nem is létezik. A

I . . .. (5 Ri+ R R i1
létezik rezisztencia-leirdsa, nevezetesen = 3 3 .

io g 0/ \uz
harmadik 2-kapu egy nulldtor-nordtor par (amit nullor-nak is neveznek [3]), ennek
semmilyen hibrid lefrdsa nem létezik, azonban definicionk szerint ez is 2-kapu az

(AB) = Lo oo leirdssal, jollehet a nulldtor és a norédtor kiilon-kiilén

0 0] 1

nem tekinthetéek 1-kapunak. (Megjegyezziik, hogy a kapuk halmazénak barmely
rogzitett P = P’ U P” particidja esetén nyilvdn taldlhaté olyan n-kapu, melynek
épp az a hibrid leirdsa nem létezik. Lehetséges az n-kapukat ugy parametrizal-
ni, hogy kivétel nélkiil mindegyiknek legyen leirasa, de ez nem linedris algebrai
eszkozokkel torténik [29].)

_—_ —- - = _—_— - = = —_—— —- —_- —_

2. abra: Egy rezisztiv 2-kapu, egy fesziiltségvezérelt aramforras és egy
nullator-norator par

A fentiek szerint a 3. dbra elsé halozata, ahol a 2. dbran mar latott fesziilt-
ségvezérelt dramforrdas mindkét kapujara egy-egy fesziiltségforrast kapcsoltunk,
egyértelmiien megoldhaté, mert a 2-kapunak létezik konduktancia-leirasa. Ha a
fesziiltség- és aramforrasok mas variacidjat alkalmaznank, nem jutnank egyértel-
milen megoldhaté halézathoz. Azonban g # 0 esetén a 3. dbra mésodik hélézata
is egyértelmiien megoldhatd, ahol fesziiltség- vagy aramforrdsok helyett egy nor-
atort és egy nullatort kapcsoltunk a kapukra. A 3. dbra két hélézatanak kozos
altalanositasa végett bevezetiink egy 1j fogalmat.

—_—_— —_-— — —_—— —_—— —a

3. dbra: A fesziiltségvezérelt dramforras két lehetséges bedgyazdsa

1.3. Definicio. Egy n-kapu bedgyazdisinak nevezziik a kapujain értelmezett
E : P — {fesziiltségforrds, dramforrds, nulldtor, nordtor} fiiggvényt. Egy ilyen
beagyazas szabdlyos, ha ugyanannyi kapuhoz rendeliink nulldtort, mint noratort.
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Egy szabdlyos bedgyazas megengedett, ha a keletkezett hélézat egyértelmiien meg-
oldhato6. Ilyenkor a nulldtoroknak és a noratoroknak ezt a kozos szamat a meg-
engedett E bedgyazas szingularitdsi fokanak nevezziik. Az Osszes megengedett
bedgyazas szingularitasi fokainak halmazat az n-kapu spektrumdnak nevezziik.

1.1. KOVETKEZMENY. Egy n-kapunak akkor és csak akkor van hibrid leirdsa,
ha létezik 0 szingularitasi foku beagyazasa, vagyis ha 0 eleme a spektrumanak.

Az 1.2. Allitds Aaltaldnositdséhoz elészor a kapuk P halmazdnak az
1.2. Definiciéban leifrt particionalasat kell altalanositanunk.  Legyen P =
Py U PrU Py U Py a kapuk felosztasa olyan diszjunkt, nem feltétleniil nemiires
részhalmazokra, ahol Py és Ps, elemszéma azonos. Jelolje u(Y) a Py U Py -beli ka-
puk fesziiltségeibdl képzett vektort és i?) a Py U Pyr-beli kapuk dramaibél képzett
vektort. Legyen u(® és i(!) a maradék fesziiltségek, ill. dramok vektora.

1.3. ALLITAS. Az aldbbi harom &llitds ekvivalens minden n-kapura:

1. Az u® és iV vektorokat egyértelmiien meg lehet hatdrozni az u") és i(®
ismeretében.

2. Az M matrix azon oszlopai, amelyek a Py U P -beli kapuk aramainak és a
PrU P..-beli kapuk fesziiltségeinek felelnek meg, egy nemszingularis n X n-es
részmatrixot alkotnak.

3. Megengedett az a beagyazas, amely a Py-kapukhoz fesziiltségforrast, a Pr-
kapukhoz aramforrast, a Pyr-kapukhoz nullatort és a P, -kapukhoz noratort
rendel.

A 3. dbra szemlélteti, hogy a fesziiltségvezérelt dramforrds spektruma {0,1}.
Konnyen ellen6rizhetd, hogy a 2. dbra els6 2-kapujanak mindig van 0 szingularitasi
foki bedgyazdsa, 1 szingularitasi foku pedig akkor és csak akkor, ha Rz # 0. To-

10 0] 0 0O
vabbi példék az 01 0 1 0 0 maétrixszal megadott 3-kapu, valamint

000|010

1 0 0 0] 0 0O 0 O
az [5] cikkben szerepld 4-kapu, melynek métrixa 0000311000
00 0 0] 0 O0 11
0 0 1 1 0 0 0 O

Az elébbinek a spektruma {1}; két megengedett bedgyazdsa van, nevezetesen F(3)
mindenképp nulldtor, de vagy F(1) dramforrés és F(2) norédtor, vagy E(1) nordtor
és E(2) fesziiltségforrds. Az utébbinak a spektruma {1, 2}; négy megengedett
bedgyazdsa van, ugyanis (1) mindenképp norétor és F(2) mindenképp nulldtor
lesz, de a 3. és a 4. kapura vagy egy fesziiltség- és egy dramforrast kell kotniink
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(tetszbleges sorrendben), vagy egy nulldtort és egy nordtort (szintén tetszileges
sorrendben).

Nyilvan minden n-kapu spektruma a {0, 1,..., m} halmaz nemiires részhalma-
za, ahol m-mel n/2 alsé egészrészét jeloltiik. Az n-kapu sszes lehetséges bedgya-

—o\d d

a szabalyos bedgyazasok az M maximalis n X n-es részmatrixainak felelnek meg,
adédik, hogy a szumma értéke (2:)

A nullatorok és noratorok fogalmat Carlin vezette be [3] és Oono [19] vetet-
te fel, hogy mely n-kapuknak létezik legalabb egy hibrid leirdsa. Természetesen
egy adott M matrix esetén ez elvben eldontheté mind a 2" lehetséges particio
végigprébéldsdval (minden esetben egy-egy nxn-es részmatrix szingularitdsat kell
vizsgalni), de — mint ezt a kovetkezd szakaszban ldtni fogjuk — létezik polinom
idejti algoritmus is (Iri és Tomizawa, [11]). Ennek természetes dltalanositasaként

kérdezhetjiik, mi az egész spektrum meghatarozasanak a bonyolultsaga.

zésainak szama 4™, ezek koziil a szabalyosaké csak Z (n) (n —d 2n=2d Mivel

2. A matroidelméleti megoldas

Iri és Tomizawa [11] fent emlitett eredményéhez matroidelméleti eszkozok-
kel juthatunk el. Az M maétrix meghatdroz egy M matroidot az oszlopvek-
torainak S halmazén. Definidljunk ugyanezen az S halmazon egy mdsik N
matroidot is, melyben egy részhalmaz akkor és csak akkor fiiggetlen, ha az
{u1,i1},{ua, iz}, ..., {tn,in} parok mindegyikét legfeljebb egy elemben metszi.
Vegyiik észre, hogy ez épp egy particiés matroid [22].

2.1. ALLfTAS. (Iri és Tomizawa [11]) Az M &ltal meghatdrozott n-kapunak
akkor és csak akkor létezik hibrid leirasa, ha ennek a két matroidnak létezik kézos
bézisa, ez pedig polinom id§ alatt ellendrizhetd [6].

Jegyezziik meg, hogy mai szemmel ez az allitas teljesen kézenfekvd, de a het-
venes évek elején egyike volt annak a néhdny eredménynek [11, 18, 22], amelyek
felhivtak a figyelmet a matroidok miiszaki teriileteken valé alkalmazhatésdgara.

2.2. ALLiTAs. [28] Altaldnosabban a métrixdval adott n-kapu spektruma po-
linom idé alatt meghatarozhato.

A bizonyitds harom részbdl &ll. Iri és Tomizawa eredményének kézenfekvd
médositdsdval beldthatd, hogy ha a két fenti matroidnak nincs k6zos bazisa (amely
esetben a matroid-metszet algoritmus egy maximadlis méretii kozos fiiggetlen X
halmazt taldl), akkor a spektrum legkisebb értéke n—|X|. Frank Andrds egy javité
utas algoritmussal [8] tetsz6leges matroidokra bebizonyitotta, hogy ha a spektrum
egynél tobb elemet tartalmaz, akkor mindig szomszédos egészek halmaza. fgy csak
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a spektrum legnagyobb értékét kell meghatdroznunk. Ez viszont nem mdés, mint
annak a maximuma, hogy az {u1,i1}, {us,i2}, ..., {un,i,} parok koziil hanyat
tartalmazhat egy M-beli fiiggetlen halmaz. Ez a kérdés tetszéleges matroidok
korében nem vélaszolhaté meg polinom id§ alatt, 1d. [12, 16], de létezik hatékony
algoritmus [15], ha az M reprezentdlva van a valds test felett, marpedig esetiinkben
épp az M matrix adja ezt a reprezentaciot.

3. A kapcsoldédé statikai kérdés

Egy n ponttd, e éli egyszeri gréafot elképzelhetiink sikbeli ridszerkezetként,
melyben az élek merev rudaknak, a pontok géombcsukloknak felelnek meg. Intu-
iciénk alapjan érezziik, hogy pl. a 3 hosszu kornek megfelelé ridszerkezet merev
lesz, a 4 hosszi kornek megfelel6 szerkezet deformélhatd, de merevvé tehetjiik egy
atlé hozzavételével.

A pontos definicié érdekében jeldlje (x;,y;) az i-edik csuklé helykoordindtdit;
ekkor a graf i-edik és j-edik pontja kozotti élnek megfeleld rid azt jelenti, hogy az
((; — 24)% + (yi — y;)?)"/? tévolsdg allandé marad a ridszerkezet mozgésa soran.
Ezeknek az egyenleteknek a négyzetre emelésével, az id6 szerinti derivalasaval,
majd 2-vel valé osztdsaval nyerjiik az (z; — x;)(x; — 2%) + (yi — y;)(y; —yj) = 0
egyenleteket. Ezeket egyiitt egy Wz = 0 egyenletrendszerként tekinthetjiik, ahol
z elemei az x},zh, ..., 2, Y}, Y5, - - ., y), mennyiségek (a csukldk sebességkoordind-
téi) és az e x 2n méreti W matrixnak a sorai a graf éleinek felelnek meg: a graf
i-edik és j-edik pontja kozotti élnek megfeleld sor i-edik eleme x; — x5, j-edik ele-
me z; — x;, (n + i)-edik eleme y; — y;, (n + j)-edik eleme y; — y;, az Osszes tobbi
eleme 0 lesz.

Ha az egész rudszerkezet deformécié nélkiil, merev testként mozog, akkor a
csuklok sebességkoordinatai kielégitik ezt az egyenletrendszert. A sikban ezek a
mozgasok (eltoldsok, forgatdsok) a 2n-dimenzids térnek egy 3-dimenzids alterét
alkotjak. fgy (W) < 2n — 3 mindig teljesiil; akkor tekintiink merevnek egy rud-
szerkezetet, ha r(W) = 2n — 3.

Megjegyezziik, hogy a szakirodalomban (1d. pl. [10]) ezt a fogalmat infinitezi-
malis merevségnek nevezik, mas merevségi fogalmak is ismeretesek.

A kordbban emlitett rudszerkezet esetén, amelynek gréfja egy 4 hosszu kor
volt, az egyenletrendszer matrixa

W =
Ty — Tz Ta— @1 0 0 Y1— Y2 Y2 — Y1 0 0
0 To — T3 X3z — X9 0 0 Yo —Ys Yz — Y2 0
0 0 Ty — T4 T4 — T3 0 0 Y3 — Y4 Y4 — Y3
Tl — T4 0 0 Ta—T1 Y1~ Ya 0 0 Ya — Y1
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Ennek rangja legfeljebb 4 (vagyis kisebb, mint 2 - 4—3), tehdt a ridszerkezet
biztosan nem merev. A tovabbiakban tekintsiink el az olyan ,elfajulé” esetek-
t6l, amikor a 4 csukl6 koziil valamelyik 3 ,véletleniil” egy egyenesre esik (mert
akkor a csuklé-koordindtdk kozotti algebrai kapcsolat csokkentené a rangot), {gy
a matrix rangja ténylegesen 4 lesz. Vizsgédljunk meg néhany példat, hogy mely
oszlopnégyesek elhagyasaval kapunk nemszingularis matrixot.

(a) Hagyjuk el az 1., 3., 5. és 7. oszlopokat — ez annak felel meg, hogy egyér-
telmiien meghatarozhaté-e minden mas sebességkoordindta, ha megadjuk az
xh, ok, yy, ys mennyiségek értékét. Legyen ez a négy érték 0, ez fizikailag an-
nak felel meg, hogy az 1. és 3. csukldt leszurjuk, hisz sem x, sem y irdnyban
nem mozdulhatnak el. Ilyenkor a maradék két csuklé sem mozdulhat el.

(b) Nem kapnénk viszont nemszinguldris matrixot, ha az 1., 2., 5. és 6. oszlopokat
hagynank el, hisz a fentiekhez hasonléan ez annak felelne meg, hogy az 1.
és 2. (tehat két szomszédos) csukldt szirunk le, ilyenkor viszont a mésik két
csukl6é még elmozdulhat.

(¢) Nemszinguldris métrixhoz jutndnk az 1., 2., 5. és 7. oszlopok elhagydsédval.
Ez fizikailag az 1. csuklo leszurasan kiviil azt jelenti, hogy a 2. csukl6 z-
irdnyud és a 3. csukld y-irdnyd mozgasat akadalyoztuk meg — szemléletesen a
2. csuklé csak egy fiiggbleges, a 3. pedig csak egy vizszintes sinen mozoghat.

(d) Nemszinguldris matrixhoz jutndnk az 1., 2., 3. és 8. oszlopok elhagydsdval is
— ez fizikailag az 1., 2. és 3. csuklé fiiggbleges, a 4. csukld vizszintes sinre
helyezésének felel meg.

(e) Nem kapnank viszont nemszinguldris métrixot, ha az 1., 2., 3. és 4. oszlopokat
hagynank el — ez fizikailag annak felel meg, hogy akkor mindegyik csuklé
fliggbleges sinen mozoghatna.

A 4. dbra 6t rajza szemlélteti a fenti lehet&ségeket. Altaldban is megallapithat-
juk, hogy pontosan akkor jutunk nemszingularis matrixhoz, ha a rudszerkezetet
rogzitettiik, vagyis az 0sszes csukld mozgasat megakadalyoztuk.

&
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Ha a fenti W matrix egy villamos halézat valamelyik 4-kapujdnak a lefré mat-
rixa lenne, akkor minek felelne meg ez az 6t eset?

Az (a) és (b) esetekben 2-2 kapunak (az 1. és 3., ill. az 1. és 2. szdmuaknak)
mind a fesziiltségét, mind az dramat eléirnank és azt kérdeznénk, hogy ezek egy-
értelmiien meghatarozzék-e a maradék két kapu fesziiltségét és dramat — vagyis
azt kérdeznénk, hogy egyértelmiien megoldhaté-e az a villamos halézat, melynek
az 1. és 3., ill. az 1. és 2.szamu kapujaira nullatort, a maradék két kapura pedig
noratort kotiink.

A (c) eset annak felel meg, hogy az 1. kapura nulldtort, a 2.-ra fesziiltségforrast,
a 3.-ra aramforrast, végiil a 4. kapura nordtort kotiink.

A (d) és (e) eseteknek megfelelé hélézatokban viszont nem alkalmaztunk
nulldtor-nordtor part, hanem csak fesziiltségforrdsokat (és a (d) esetben aram-
forrast is).

Ez a formélis analdgia a villamos hal6zatok és a sikbeli ridszerkezetek kozott
(ahol tehdt a nulldtorok felelnek meg a csuklok lesztirdsanak, a fesziiltség- és dram-
forrasok a csukldk sinre helyezésének, a nordtorok pedig annak, hogy a csukléval
,hem csindlunk semmit”; vagyis a helyzetét csak a szomszédos csuklokhoz csatla-
koz6 rudak hatdrozzdk meg), mér mintegy 35 éve ismert, 1d. [23-26].

Ennek megfeleléen definidlhatjuk a rddszerkezet spektrumdt is: egy k szdm
akkor és csak akkor tartozzék bele ebbe a szamhalmazba, ha van a ridszerkezetnek
olyan minimalis rogzitése, ahol pontosan k csuklot sziartunk le. A minimalis jelz6
arra utal, hogy a sinre helyezett csukldk ¢t szaméra teljesiilnie kell, hogy t + 2k =
2n—r(W).

(Hangsulyozzuk ki, hogy itt a (graf altal meghatdrozott) ridszerkezet spektru-
mardl van szd — ne tévessziik Ossze a graf spektruméval, ami teljesen mas grafel-
méleti fogalom [2].)

Hogyan hatarozhaté meg egy rudszerkezet spektruma? A 3. szakaszban la-
tottak alapjan ez barmely numerikusan adott matrix esetén polinom idében le-
hetséges: az intervallum legkisebb értékét a matroid particiés algoritmussal, a
legnagyobb értékét a joval nehezebb linearis matroid parositési algoritmussal ha-
tarozzuk meg és Frank Andras idézett tétele minden matroidra érvényes, nem csak
az n-kapuk matrixa altal reprezentdltakra. Tekintettel azonban arra, hogy itt a
matrix nagyon szabdlyos szerkezetii, elképzelhetd, hogy a feladat egyszeriibb lesz.

Ahogy a kordbbi példdban (a 4 hosszi kornél) feltettiik, hogy semelyik hdrom
csuklé nem esik egy egyenesre, a tovabbiakban altalanossdgban feltessziik, hogy
a rudszerkezet a grafot a ,lehetd legszabalytalanabb mddon” valésitotta meg, a
csuklék ,dltalanos” helyzetliek, vagyis koordinataik kozott semmilyen , véletlen”
algebrai kapcsolat nincs. A merevség irodalmaban ezt a graf generikus megvalo-
sitdsdnak nevezik, ez elérhetd példaul, ha a koordinatdk algebrailag fiiggetlenek a
raciondlis test felett. Erre a feltevésre azért van sziikség, mert ezdltal a merevség
tényleg a graf tulajdonsiga lesz (nem pedig az adott graf valamely konkrét meg-
valésitasanak a tulajdonsiga, amely a graf kombinatorikai tulajdonsigain kiviil a
rudak hosszdtdl is fiiggne).
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Feltehetjiik, hogy a rudszerkezet grafja Gsszefiiggd, hisz kiillonben komponen-
senként vizsgdlnank a kérdést. Az is viladgos, hogy merev ridszerkezetek spektruma
mindig a {0, 1} halmaz lesz, ugyanis alapveten kétféle minimadlis rogzitése lehet
egy sikbeli merev rudszerkezetnek: vagy leszirunk egy csuklot és sinre tesziink egy
masikat, vagy harom csuklét tesziink sinre ugy, hogy a sinek kozott vizszintes is,
fiiggbleges is legyen.

Koénnyen belathaté, hogy a spektrum minimuma minden Osszefiiggé graf esetén
0 vagy 1, éspedig 1 a fakra és 0 a kort tartalmazd gréafokra. Az alapotlet az, hogy
egy kor rogzitéséhez nincs sziitkség leszurdsra — gondoljunk a 4. dbra (d) rajzdra —,
a fakat viszont nem lehet csak sinekkel rogziteni: a fent latott ¢t + 2k = 2n —r(W)
egyenlet nem teljesiilhet k£ = 0 esetén, mert a matrixnak csak n — 1 sora van.

Igy az egyetlen nyitott kérdés a spektrum maximumanak a minél egyszeribb
(az dltaldnos eset matroidos appardtusdt nem alkalmazd) meghatdrozdsa maradt.
Ez egy nehezebb feladat, azonban, ahogy [21] észrevette, mar megoldottdk [31],
természetesen nem hasznélva a spektrum itt bevezetett terminolégiajat. A megol-
d4s elsd 1épése Fekete [7] eredménye, aki ridszerkezetek olyan rogzitéseit vizsgalta,
ahol kizarodlag a csuklok leszurasat engedjiik meg, sinre helyezésre nincs lehetdség.
A rogzitéshez szitkséges leszirdsok minimélis szaméanak meghatdrozdsat visszave-
zette egy (nem feltétleniil paros) segédgrafban maximadlis élszamu pérosités kere-
sésére. (A visszavezetés médja és helyességének egyszerii bizonyitdsa megtalalhaté
[9]-ben is.)

Ennek az eredménynek az ismeretében azonnal adddik a kérdés, hogy az igy
kapott minimalis leszirds megfeleltetheté-e a spektrum egy maximalis elemének?
Mivel minden minimélis rogzitésre teljesiil a ¢ + 2k = 2n — (W) egyenldség,
vagyis a t + 2k mennyiség egy rogzitett érték, ezért k akkor maximalis, amikor
t + k, vagyis a valamilyen moédon rogzitett csuklok egyiittes szama minimalis. Ha
egy minimalis rogzitésben a sinre helyezett csuklokat is teljesen leszurjuk, akkor a
rudszerkezet tovabbra is rogzitett marad, ezért ¢ + k£ nem lehet kisebb, mint egy
minimélis lesziras elemszama. fgy csak az a kérdés, hogy ha adott egy minimalis
leszurés, akkor ebbdl mindig megkaphatunk-e egy minimalis rogzitést ugy, hogy
néhany, a lesztirasban szerepld csukld rogzitését leszuras helyett sinre cseréljiik.
Az igenl6 vélasz Streinu és Theran [31] eredményébdl kovetkezik.

Ahhoz, hogy a kérdést pusztan kombinatorikai apparatussal vizsgalhassuk, el6-
szOr azt érdemes észrevenni, hogy nem fontos megkiilonboztetniink egymastdl a
vizszintes, illetve fliggbleges sinre helyezett csuklokat. Ehelyett beszélhetiink egy-
szerlien a sinre helyezett csuklok halmazardl, amelynek minden csukléjat egy tet-
szOleges irdanyu sinre helyezziik Ugy, hogy az irdnyok egyiittesen generikusak le-
gyenek. Az vilagos, hogy ha adott egy vizszintes és fligglleges sinre helyezéseket
tartalmazo rogzités, akkor az ebben szerepld csuklok generikus sinre helyezése is
rogzit. A forditott irdny, hogy a generikusan sinre helyezett csuklékhoz hogyan tu-
dunk hozzarendelni csak vizszintes és fiiggéleges sineket gy, hogy a rudszerkezet
rogzitett maradjon, nem trividlis, egy lehetséges megolddst mutat [31].
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Miel6tt ratérnénk Streinu és Theran f6 eredményére, érdemes bemutatnunk egy
arra vonatkozé klasszikus tételt, hogy, rogzitésekrol egyelore nem beszélve, hogyan
irhatjuk le kombinatorikai eszkozokkel egy ridszerkezet merevségét.

3.1. Definicié. Egy G = (V, E) gréfot ritka grdfnak neveziink, ha minden
X C V,|X]| > 2 ponthalmazra i(X) < 2|X| — 3 teljesiil, ahol i(X) az X é&ltal
indukalt élek halmaza.

3.1. ALLiTAS. (LAMAN-TETEL). [13] Egy graf egy generikus megval6sitdsahoz
tartozo W merevségi matrix sorai akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a graf ritka.

Streinu és Theran egy ezzel analdg tételt bizonyitott ritka grafok minimalis
rogzitéseirdl:

3.2. Definicid. Legyen G = (V,E + L) egy olyan graf, amely hurokéleket is
tartalmazhat, és ahol F jeloli a graf ,valédi”, L a hurokéleinek halmazdt. Azt
mondjuk, hogy G hurok-ritka, ha (V, E) ritka és még az is teljesiil, hogy minden
X CV ponthalmazra ig(X) < 2|X]|.

3.2. ALLITAs. [31] Legyen adott egy G = (V, E) ritka graf és ennek egy leszii-
rdsokbdl és sinre helyezésekbdl &ll6 rogzitése. Legyen a G’ grdf a G kibdvitése
hurokélekkel tuigy, hogy minden olyan csucshoz, amely egy leszirt csuklonak felel
meg, hozzavesziink két hurokélet, és minden olyan csicshoz hozzavesziink egy hu-
rokélet, amely sinre helyezett csuklonak felel meg. Ekkor G régzitése akkor és csak
akkor minimalis, ha G’ hurok-ritka.

A minimalis rogzitésekkel kapcsolatos algoritmusok alapja pedig a kovetkezd
eredmény:

3.3. ALLITAs. [14] Egy régzitett V' csicshalmazon megadhaté dsszes hurok-
ritka graf élhalmazal egy matroid fiiggetlen halmazait alkotjak.

3.1. Megjegyzés. Az gy kapott matroid bézisait pontosan azok a hurok-ritka
grafok alkotjdk, amelyeknél az ipy (X)) < 2| X| egyenlStlenség V-re egyenléséggel
teljesiil, vagyis az élszam a csticsszam kétszerese. A hurok-ritkasdghoz megkovetelt
masik, ig(X) < 2|X| — 3 egyenl8tlenség V-n val egyenl8séggel teljesiilése nem
sziikséges ahhoz, hogy egy graf bazis legyen.

Miel6tt a fenti allitasokat alkalmaznank, még azt kell megjegyezniink, hogy a
rogzitések vizsgalatdanal mindig feltehetjiik, hogy a rogzitendé rudszerkezetet leird
graf ritka. Egy rogzités ugyanis pontosan akkor rogzit egy gréfot, mint amikor
annak egy maximdlis fiiggetlen részgrafjat, maximalis fiiggetlen részgraf keresésé-
re pedig ismertek hatékony algoritmusok (pl. [1]). Ezzel pedig vélaszt is kaptunk
arra, hogy egy minimadlis leszirdsbol kaphaté-e azonos szamu csukld rogzitését
tartalmazo6 minimalis rogzités: ha egy ritka graf minden, egy minimalis leszurasa-
ban szerepld cstucsahoz hozzavesziink két hurokélt, akkor egy olyan grafot kapunk,
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amely az adott csicshalmazon a hurok-ritkasdgi matroid szerint maximalis ran-
gu, igy a matroid-tulajdonsag miatt az eredeti ritka graf élhalmaza ezen hurokélek
egy részének hozzdadéasival bazissa bovitheto, ami pedig egy minimélis rogzitésnek
felel meg.

A Fekete altal adott algoritmus tehat elegendd arra, hogy meghatérozzuk a
spektrum maximalis elemét, ha azonban egy konkrét minimdlis rogzitést is meg
szeretnénk kapni, akkor nem elég tudnunk, hogy a minim4lis lesztirashoz tartozd,
hurokélekkel kibovitett graf tartalmazza a hurok-ritkasagi matroid egy béazisat,
hanem meg is kell hatdroznunk egy ilyen bazist. Erre Lee, Streinu és Theran
[14] algoritmusa haszndlhaté. Végiil, ha generikus sinre helyezések helyett egy
kizarélag fiiggoleges és vizszintes sineket tartalmazé rogzitést akarunk kapni, egy
[31]-ben leirt algoritmus haszndlhaté. Ennek az utolsé két 1épésnek az elvégzésére
egy alternativ eljarast ad [21].

Mivel mar Fekete algoritmusa is feltételezi, hogy a graf, amelyben minimalis
leszurést kerestink, ritka, egy minimalis rogzitést megtalalo algoritmus a kdvetkezd
harom 1épésbol all:

1. Megkeressiik a kiinduldsi graf egy maximaélis fiiggetlen élhalmazat.

2. A kapott ritka grafhoz elkészitiink egy segédgréafot, és ebben maximélis pa-
rositast keresiink.

3. Az el6z6 1épésben megkapott minimadlis leszuras dltal meghatarozott hurok-
élek felhaszndalasaval a hurok-ritkasdgi matroid egy bazisava bovitjiik a ritka
grafot.

Az 1. 1épés futésideje az ismert legjobb algoritmusokkal O(n?), ahol n a kiindulasi
graf csicsszéma. A 2. 1épésbeli segédgrafnak O(n) csicsa és O(n) éle van, igy a
Micali-Vazirani-algoritmussal [17] a 1épés futdsideje O(n!?). A 3. 1épés futdsideje
ismét O(n?), igy azt kaptuk, hogy a spektrum maximadlis eleme meghatdrozhaté
O(n?) futésidében.
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A PROBLEM IN ELECTRIC NETWORK THEORY, ITS SOLUTION VIA MATROID
THEORY AND A COROLLARY IN STATICS

FERENC PETERFALVI AND ANDRAS RECSKI

Oono asked more than 50 years ago, how one can determine if an n-port has a hybrid
description. Iri and Tomizawa solved this problem in the early seventies, using tools of matroid
theory. Here we study a natural generalization of this question. We show that stronger
matroidal tools are required for the more general problem. Using the well-known analogy
between frameworks and electric networks we also present the corresponding problem in statics.
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PAROSITASI STRATEGIAK POZICIOS JATEKOKON

GYORFFY LAJOS

Az améba tipusu jatékok témakore a matematika egyik tide szinfoltja. A
kérdések olykor egy altaldnos iskolas szdmara is érthetdk, egyes véalaszokat
azonban még ma is kutatnak a kombinatorikusok. Ilyen jatékok legismertebb
példai a Tic-Tac-Toe és az 5-am&ba, melyek mellett azonban szdmos mésik
jaték is vizsgédlatra érdemes. A cikkben bemutatunk néhény nyerd stratégidt
sok példaval, majd pedig a 9-amdba lehetséges parositdsait karakterizéljuk és
teljes leirast adunk a parositasok szimmetrikus strukturdjira, melynek soran
egy négydimenzids kocka is elékeriil.

1. Bevezetés

Gyakran el6fordult altalanos iskolds éveim alatt, hogy egy-egy unalmasabb
ora kozepén padtarsammal el6kaptunk egy ,kockds” lapot, és valamilyen jatékot
kezdtiink el jatszani, amig a tanar észre nem vette. Kedvenc jatékunk az Améba,
més néven Otodols volt. Itt — hasonléan a normél hipergraf jatékokhoz — két
jatékos felvaltva rak sajat jelébodl (X és O) egy négyzetracsos lap négyzeteibe, amig
egyikiik meg nem szerez egy teljes nyerohalmazt. A hipergrdf jaték széhasznalatot
az indokolja, hogy a jaték tablaja tekinthetd egy hipergrafnak, melynek csicsai a
mezok, élei pedig a nyeréhalmazok.

Az ilyen jatékokat altaldban pozicids jdtékoknak nevezik, azonban a pozicids
jatékok kozé minden, pozicidk dltal jellemezhetd jatékot besorolhatunk (pl. sakk,
malom), {gy a cikkben a szlikebb és pontosabb hipergraf jaték kifejezést hasznaljuk.

Egy hipergraf jaték kimenetele haromféle lehet: kezd6 nyer, a mésodik nyer
vagy pedig dontetlen eredmény sziiletik, amennyiben egyik fél sem jar sikerrel pl.
a tabla telitodése el6tt. John Nash azonban egy masik jatékra mar 1949-ben meg-
mutatta, hogy tokéletes jaték esetén a maésodik jatékos nem nyerhet, hiszen ha
lenne nyerd stratégidja, azt a kezdd jatékos el tudnd lopni, ezt hivjuk stratégialo-
pdsnak [7]. Eppen ezért matematikai szempontbél indokolhaté a Maker-Breaker,
magyarul Epité-Rombold jatékok bevezetése.

Ezekben a jatékokban a kezdé (Maker) célja tovabbra is egy nyer6halmaz teljes
megszerzése, a masodik jatékos (Breaker) célja azonban valtozik a normdl, avagy
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Maker-Maker jatékhoz képest: Breakerként most akkor nyer, ha meg tudja aka-
dalyozni Maker nyerését (Breakernek tehat nem célja nyer6halmazt szerezni, csak
Makert akaddlyozni). A stratégialopds miatt normal jatékokban (tokéletes jaték
esetén) nem nyerhet a mésodik, a M-B verziéban viszont igen.

Miel6tt tovabbmennénk, érdemes néhany szot ejteni a szamokrol, pl. az egyik
legkisebb jaték, a Tic-Tac-Toe esetében. A Tic-Tac-Toe jaték tablaja a 3 x 3-as
négyzet, nyer6halmazai pedig a harom vizszintes, harom fuggoleges ill. két atlos
hirmas. Itt 6sszesen 9! ~ 3,6-10° lehetséges jatszma van, ZZ 0 (9) (Ll/QJ) ~T7-10°

lehetséges pozicié és 82 - 697 . 4975 . 29753 ~ 10500 Jehetséges Breaker stratégia
létezik (hiszen Breaker a Maker kezdd 9 lépésére 8, majd a 9 - 7 lépésre 6, stb.
véalaszt tud adni). Ez a szdm mutatja, hogy mdr egy kis jaték esetén is nehéz
dolgunk van, ha az 0Osszes lehetséges stratégiat vizsgaljuk. Tekintsiink néhany
példat a hipergraf jatékokra.

1.1. Példa. (Tic-Tac-Toe) A két jatékos felvaltva tesz egy-egy jelet a kilenc
négyzetbdl allé 3 x 3-as tabla egy-egy mezéjére. Aki elfoglal egy teljes sort, oszlopot
vagy f64tlot, az nyer.

1.2. Példa. (Amdba) A végtelen négyzetrdcson (gyakorlatban fiizetlapon)
jatssza két jatékos. Felvéltva jelolik a mezdket, s aki hamarabb képes 6t, egy-
mast kovetd mez6t vizszintesen, fiigglegesen vagy &tlés iranyban elfoglalni, az
nyer.

1.3. Példa. (k-amdba) Az eléz6 jatékhoz nagyon hasonld, azonban 6t helyett
k darab mez6t kell megszerezni a gy6zelemhez. Jeloljiik Hy-val a k-amdba hi-
pergrafjat. A jaték az irdnyok szerint is dltalanosithatd, ha az eredeti négy irany
((0,1), (1,0), (1,1), (-1,1)) helyett més iranyvektorokat vesziink.

1.4. Példa. (Hales-Jewett jatékok) A HJ(n,d)-vel jelolt jaték tédblaja egy d di-
menziés kocka, amelyik n? kisebb kockébdl all. A nyeréhalmazok pedig a soroknak,
oszlopoknak és kiilonféle atléknak megfelel$ n-esek. Pl. HJ(3,2) a Tic-Tac-Toe.

A 2. fejezetben ismertetjiik a legfontosabb lehetséges stratégidkat: a teljes eset-
vizsgalatot, a sulyfliggvények moddszerét, a résztablakra bontds stratégidjat és a
parositasokat, majd attekintjiik, milyen eredményeket adnak ezen mddszerek az
Amébédra és néhany természetes altaldnositasara. A 3. fejezetben pedig az egyik
legérdekesebb eset, a 9-amdba Osszes lehetséges jé parositasat keressiik meg, jelle-
mezziik és foglaljuk egy szép tulajdonsagokkal rendelkezé grafba.

2. Stratégiak és korabbi eredmények
2.1. Lehetséges stratégiak

A stratégiak koziil az els6ként emlitendd a teljes esetvizsgdlat. Lathattuk azon-
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ban a bevezet6ben, hogy a legtobb esetben ez mér viszonylag kis jatékok esetén is
teljesen reménytelennek tiinik. Okos megfontoldsokkal azonban néha mégis hozhat
eredményt. A Tic-Tac-Toe esetében ezzel a mddszerrel kapjuk, hogy a Maker-
Maker (M-M) jéték dontetlen, a Maker-Breaker (M-B) jaték viszont kezdé nyerd.
Ez a tény is mutatja, hogy M-B esetben Makernek kénnyebb dolga van nyerni, mint
a M-M esetben, hiszen itt sosem kell foglalkoznia a méasodik jatékos fenyegetéseivel.
A tovdbbiakban (hacsak kiilon nem emlitjitk) a M-B jatékokkal foglalkozunk.

Egy mdsik, régota ismert stratégia a sulyfiggvények stratégidja, mely Erdds
P4l és John Selfridge nevéhez flizédik [4]. Itt a nyerd halmazokat veszélyességiik
szerint silyozzuk, altalaban kettéhatvanyokkal.

2.1. TETEL. (Erdés-Selfridge) [4] Breaker nyer a H = (V, E)) hipergraf jaték
M-B véltozataban, ha Maker kezd és > 4. 27 1A1F1 < 1, ahol |A| jeléli az A
nyeréhalmaz elemszamat, az Gsszegzést pedig az Osszes €lre elvégezziik.

Ha egy hipergraf megfelel a tételbeli kezdeti feltételnek, akkor a Breaker nye-
ré stratégidt egy mohé algoritmus adja. A megfeleléen valasztott sulyfiiggvény
alapjan Breaker mindig azt a mezot vélasztja, amelyik a legnagyobb csokkenést
okozza a sulyok Osszegében. Mivel a sulyfiiggvények Osszege kezdetben is egynél
kisebb és a jaték soran minden 1épésben csokken, igy a jaték végére sem érheti el az
1-et. Ha viszont volna Makernek nyero 1épése, akkor ezen 1épés elott egy egyelemi
nyeréhalmaz lenne, melyre 2-11*1 = 1 lenne, ami ellentmondaés, tehat Maker nem
nyerheti meg a jatékot. Sulyfiiggvények &dltaldban siirtibb hipergrafokra adnak
nyer$ stratégidt, ilyenekre taldlunk példédkat a Beck [2] kényvben.

A kovetkezd stratégia a résztdbldkra bontds [9], melyben Breaker elSzetesen
felbontja a végtelen négyzetracsot kisebb résztdblakra, melyeken 1j nyerdhalma-
zokat definidl. Breaker egy lépésben mindig azon a tablan 1ép, amelyiken Maker is
lépett az utolséd 1épésében. Megfelel6 felbontas esetén, ha Breakernek sikeriil meg-
akadalyoznia, hogy Maker megszerezzen akar csak egy nyeréhalmazt valamelyik
résztdblan, akkor a teljes tablan is nyeri a jatékot.

Utoljdra maradt a minket leginkdbb érdekld pdrositdsok stratégidja [7]. Alta-
lanos menete, hogy Breaker elére beparositja a tabla elemeit, és ha Maker valaszt
egy elemet, Breaker 1épésében annak a parjat valasztja.

2.1. Definicid. Adott egy H = (V, E) hipergraf. A p: X — Y bijekciét, ahol
X, Y CV(H) és X NY = () parositasnak nevezziik a H hipergrafon.

2.2. Definicid. Egy (x, p(x)) par blokkol egy A € E(H) élt, ha A a par mind-
két elemét tartalmazza. Ha a p parositds parjai blokkoljak a hipergraf Gsszes élét,
azt mondjuk, hogy p egy jo parositas a H hipergréafon.

A pérositasok igy egy lehetséges Breaker nyerd stratégiat adhatnak a hipergraf

jatékokon. A p j6 parositds a H hipergrafon a kovetkezSképpen alkalmazhaté
nyer$ stratégiaként Breaker szdmdra a Maker dltal vdlasztott x esetén: (a) ha
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x ¢ X UY, akkor Breaker tetszileges csucsot vdlaszthat; (b) ha € X, akkor
Breaker p(z)-et vélasztja; (c) z € Y esetén p~1(z)-et vélasztja. Kovetve a p-beli
parokat a M-B jatékban, minden Maker &altal valasztott € X UY elem utan
Breaker p(z)-et, x parjat valasztja, vagy = € Y esetén forditva (ha o ¢ X UY,
akkor Breaker tetszdleges csicsot vdlaszthat). fgy Breaker blokkolja az 6sszes élt
és nyeri a jatékot.

2.2. Eredmények az amdébara

Nyilvanvald, hogy a tokéletes stratégidkat tekintve, ha Makernek van nyer6
stratégidja egy adott Hj hipergrafon, akkor a k-nal kisebb értékekre is nyeri a
jatékot. Hasonléan, ha Breaker rendelkezik a Hj hipergrafon nyerd stratégidval,
akkor minden k-nal nagyobb értékre is nyer.

2.2. TETEL. Maker nyeri az 5-amd8bdt (és igy az 6tnél kisebbeket is) a végtelen
tabldn.

A bizonyitds szamitégépes esetvizsgdlaton alapul, mely 1993-ban Allisnek és
tarsainak [1] sikeriilt. Jegyezziik meg, kezd6 nyerése nem bizonyitott még a M-M
jatékra, kizardlag a 15 x 15-0s, ill. a 19 x 19-es tdbldkon. A meglepd tény oka,
hogy ujabb nyeréhalmazok vétele elronthatja a kezd6 nyerési stratégidgjat a M-M
esetben (Un. extra set paradoxon).

Masik oldalrél vizsgélva, az Erdos-Selfridge-tétel egy triikkos alkalmazasa sze-
rint (1d. Beck [2]) Breaker nyeri a 13-amdébat. A parositdsok mér a k = 9 eset Brea-
ker nyerését is adjak, a résztdblakra bontas stratégidjaval pedig mar a 8-amdba
Breaker nyerése is megmutathaté.

2.3. TETEL. Breaker nyeri a 8-amdébét (és igy a nyolcndl nagyobbakat is) a
végtelen tdbldn [2, 9].

A bizonyitas A. Brouwer nevéhez fiizédik, aki 1980-ban T.G.L. Zetters dlnéven
publikélta az eredményt. Az 1. dbra negyedik része szerint felosztjuk a tablat
3 X 4-es paralelogrammékra, melyeken mind a harom vizszintes négyes, mind a
négy atlés harmas és a két vonallal jelzett fiigglleges kettes egy-egy nyerchalmaz
lesz, a harmadik &dbra szerint. Ha egy ilyen paralelogrammén Breaker meg tudja
akaddlyozni Makert célja elérésében, akkor az egész tablan is, igy Breaker nyer. Az
1. dbra els6 két része a 9-amobara mutat egy Breaker nyero résztablakra bontéast.

2.1. Megjegyzés. A k = 6 1ll. 7 esetek a végtelen (vagy elég nagy, pl 100 x 100)
tablan a mai napig nyitott kérdések.

2.2. Megjegyzés. Parositassal a k = 9 eset a legkisebb, amelyre Breaker nyerése
beldthatd. Ez A. Hales és R. Jewett nevéhez fiz6dik [7], és a 2. dbran lathatd, ahol
a parokat a vonallal 6sszekotott négyzetek szemléltetik. A parositast a végtelen
stkon a bekeretezett 8-as négyzet természetes kiterjesztésével kapjuk.
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1. dbra. Résztablakra bontas a 9- és a 8-amdba ellen

1T 1T

2. abra. Pérositasi stratégia a 9-amoba ellen

A kovetkez6 &llitdas megmutatja, hogy nem létezhet j6 parositas a k-amoba
hipergrafjara, ha k < 9.

Egy M hipergrifra legyen do(H) (roviden do) azon élek maximélis szdma,
amelyeket blokkolhat egy két csticsbdl all6 par, vagyis do a maximélis ko6zos fok
(co-degree). Ezen értéket szemléletesen nevezhetjiik a par blokkolasi erejének

1S.

2.1. ALLITAS. [3] Ha létezik egy p j6 parositds a H = (V, E) hipergrafra, akkor
d2|X|/2 > |G| egyenlétlenségnek teljesiilnie kell minden X C V esetén, ahol G =
{A:AeE AC X}.

Bizonyitds. Az X részhalmazra mint résztdblara fogunk utalni. G éleit csak
X-beli parokkal blokkolhatjuk. Legfeljebb |X|/2 ilyen par van p-ban az | X | méretii
résztablan. Mivel egy pér legfeljebb da élt blokkol, | X|/2 par legfeljebb do|X|/2
élt blokkolhat. Igy, ha ennél t&bb él van a résztéblan, nem létezhet j6 parosités.
O

A 2.1. Allitas segitségével megkapjuk, hogy nincs jé péarositdas Hy-ra, ha k < 9.
A Hj hipergrafban do = k — 1, vagyis egy pér legfeljebb k — 1 élt blokkolhat.
Ennyit is csak abban az esetben, ha a par domind, azaz szomszédos elemekbél 4116
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par. Ha X egy n x n résztébla egy elég nagy n-re, akkor |G| = 4n? + O(n) mivel
minden négyzetbdl négy él kezdddik (egy vizszintes, egy fiiggbleges és két atlds,
kivéve a hatdrokat). A 2.1. Allitésbdl kapjuk, hogy (k — 1)n2/2 > 4n2 4+ O(n);
vagyis k > 9+ O(1/n).

Amennyiben az iranyok koziil eltekintiink néhanytol, kisebb, &m szintén érdekes
problémakat kaphatunk:

2.2. ALLITAS. Ha az egyik tl6t elhagyjuk és csak a harom megmaradé (0,1),
(1,0), (1,1) irdnyt vessziik, akkor a kapott tdabla ekvivalens a hatszdgrdccsal. Ezen
a tablan Maker nyeri a 4- vagy annal kisebb eseteket, Breaker pedig pdrositassal
nyeri a 7- vagy annal nagyobb eseteket, Id. 3. abra.

2.8. Megjegyzés. A k =5 ill. 6 esetek még nyitott kérdések.

3. dbra. Pérositds a 3-irdnyu 7-améba (hr) ellen

2.3. ALLfTAs. Ha csak az (1,0) és (0,1) irdnyokat vessziik, Maker szintén 4-ig
nyer, 5-t6l azonban itt mar Breaker nyer, szintén parositasokkal, Id. 4. abra.

=l
= =

— r

LL 1

4. dbra. Pérositas a kétiranyi 5-améba (Ps) ellen

Ha csak egy irdnyt vesziink, ott 2 és 3 kozott van a Maker és Breaker nyerése
kozti valtés. Erdekesség, hogy a kétirdnyu 5-amdba elleni védekezésre csak a
4. dbrén lathatd parositasok létezhetnek [3], melyek mindegyike gyakori térkovezési
minta pl. Szegeden is, 1d. 5.4bra. Az eredményeket az 1.tdblazatban foglaltuk
Ossze, ahol k a nyer6halmazok hossza, n pedig az irdnyok szama.
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1. tablazat. Ki nyeri az n irdnyu k-amobat
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5. dbra. P5 parositasai a Dugonics téren

Altaldban is igaz a d-dimenzids végtelen tablan, hogy ha n irdnyban engedjiik
meg az egyforma hosszi nyer6halmazokat, akkor k& < 2n+1 esetekben nem létezhet
parositas a megfelel¢ k-amébédkra, ez adédik a 2.1. Allitasbol. Forditva viszont
egyelére nem bizonyitott, bar sejtjiikk, hogy & = 2n + 1 esetben mindig létezik is
pérositds [8]. Erre egy példdt mutatunk 3 dimenziéban, a 6. dbrén.
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6. abra. A 3D 7-améba egy lehetséges Breaker nyerd péarositdsa
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2.4. ALLITAS. [5] Létezik j6 (azaz Breaker nyerd) pérositds a 3 dimenzids, hé-
rom irdnyi ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) 7-amdébaéra, 1d. 6. dbra (ahol a pontok és karikdk
jelolik a fiiggbleges parokat, a hat négyzet pedig, a bal fels6tél kezdve a jobb alséig,
a parositéds rétegeit adja).

A legélesebb esetben, vagyis amikor k = 2n + 1, a péarositasbeli parokat vala-
milyen értelemben optimadlisan kell haszndlnunk, hiszen ha egy par nem blokkolja
a leheto legtobb élt, vagy egy él blokkolasara tobb part is elhasznalunk, akkor mar
nem allhat egyenloség a 2.1. Allitasban. Miel6tt a kévetkezd részben ratérnénk a
két dimenziéban érdekes eset, a 9-amoba parositdsainak vizsgédlatara, nézziikk meg
a hipergraf jatékoknak a Beck Jézsef dltal megadott [2] osztélyozdsat.

0. Trivialis nyerés: Ebbe a kevéssé érdekes osztalyba azon hipergrafok tar-
toznak, amelyekben minden jatszma kezd6 nyer6. Ha n a legkisebb méreti
él, |V] > 2n — 1 és V minden n-elemi halmaza él (pl. 2 x 2-es Tic-Tac-Toe).

1. Kényszeritett gy6zelem: Ebben az osztilyban minden jatszmanak van
gyoOztese, vagyis nem létezik dontetlen. fgy az osztalyban minden jaték kezdd
nyer6, hiszen mivel dontetlen nincs, a stratégialopds adja az eredményt. A
nyerd stratégia mikéntje azonban nem feltétleniil ismert (pl. 3 x 3 x 3-es
Tic-Tac-Toe).

2. Finom gydzelem: Ide tartoznak azok a jatékok, melyekben létezik don-
tetlen pozicié, ennek ellenére a kezdo jatékosnak létezik nyerd stratégiaja a
normdl jatékban (pl. 3- és 4- és 5-amdéba a 19 x 19-es t&blan).

3. Finom doéntetlen: Azon hipergrafok osztalya, melyek normal verzidja don-
tetlen, de a Maker-Breaker jétékot nyeri Maker (pl. Tic-Tac-Toe).

4. Er6s dontetlen: Létezik Breaker nyer6 stratégia a M-B jatékban, de paro-
sitdsi stratégia nem (pl. 8-amdba, sejtjiik, hogy a 6- és 7T-amdéba is).

5. Parositasos dontetlen: Ezen osztily elemeire 1étezik Breaker nyer6 paro-
sitdsi stratégia (pl. 9-amdba).

3. A 9-amdba péarositasai

A kordbban emlitett optimalitds azt jelenti a 9-amdéba (Hg) esetén, hogy:

(a) egy parositdasban szereplé parok mindegyike pontosan k — 1 élt blokkol (vagyis
szomszédos elemekbdl) &ll minden péar, ezt domind pdrositdsnak nevezziik);

(b) minden élt pontosan egy pér blokkol (ebbdl az egy egyenesen elhelyezkedd
parok 8-periodicitdsa kovetkezik);

(¢) minden mez6 le van fedve egy pérral.
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Egy olyan mez6t, ahol a fenti harom feltétel egyike sériil, anomadlidnak fogunk
nevezni. A 2.1. Allitds O(n) tagja miatt ilyen el6fordulhatna a tédbldn, azonban
[5] cikkben sikeriilt bebizonyitani, hogy mégsem lehetséges.

3.1. Definicio. A végtelen négyzetracsos sik egy parositasa k-tdruszos, ha az
éppen egy k x k-as térusz kiterjesztése a végtelen sikra, ahol k minim4lis.

3.1. Megjegyzés. A 2. abran lathaté Hales-Jewett parositas pl. 8-téruszos, hi-
szen a parositas a bekeretezett 8 x 8-as négyzet ismétlodése a végtelen sikon.

3.1. TETEL. [5] Tegyiik fel, hogy létezik egy j6 pérositds Ho-re. Akkor az csak
8- vagy 16-toruszos lehet. Ilyen parositasok vannak is, Id. 7. és 8. dbra.

8. dbra. Egy 16-téruszos j6 parositas Hg-re
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3.2. TETEL. [5] Egy 8-tdruszos j6 pérositasbdl akkor és csak akkor szdrmaz-
tathaté 16-toruszos jé parositds, ha létezik egy masik, kiilbnb6z6 8-toruszos jo
parositas, mely csak néhany atlés dominéban kiilonbozik az els6tdl gy, hogy az
uniéjuk egy atlés alterndlé korrendszert ad. Osszesen két ilyen lehetséges alter-
nalé korrendszer fordulhat el6, melyek a 9. abra bal oldalan és kézepén lathatok,
vildgossal jelolve az alternativ parok.

b P o

IZLI

9. abra. Lehetséges alternalé korrendszerek

Mivel minden 16-téruszos j6 parositas két atlés korokben eltéro 8-toruszosbdl
szarmazik, a tovabbiakban csak a 8-téruszos parositasokkal foglalkozunk. Egy
8-toruszos parositas jo parositas a 8-térusz jatékra is, ahol a jaték tablaja a
8-térusz, élei pedig a 8 hosszi halmazok vizszintesen, fiiggdlegesen és atlésan. For-
ditva nem feltétleniil igaz, hiszen a 8-térusz jaték jé parositdsai kozott lehetnek
nem domindkat tartalmazok is. Ha azonban csak domindkat tartalmazé parosita-
sokat vesziink, a kapcsolat kétirdny.

Programmal megvizsgaltuk [6], hdny kiilonb6z6 jé parositds létezik. A vélasz
egy elég nagy primszam lett: 194543. A keresés sordn nem csak a pérositasok meg-
taldlasa okozott nehézségeket, hanem a kapott objektumok megkiilonboztetése is.
Olykor két nagyon kiilonbozének tiing parositasrdl is kideriilhet, hogy izomorfak,
Id. 10. dbra, ahol a jobb oldali dbran vékony vonalakkal kiemeltiink négy darab
haromszoget, melyek a bal oldali abran is beazonosithatok.

10. dbra. Két eltérének tiing, de izomorf parositas
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A parositasok kozott egy természetes kapcsolat definidlhaté: ha egy part irdny-
ban eltolunk egy mezdével, akkor persze keletkezik egy iires mez6 ill. egy olyan,
amibe két pér is belel6g (ami lehetetlen egy jé parositdsban). Azonban, ha a dup-
la mez6rol tovabbtoljuk a masik pért, és ezt addig ismételjiik, amig korbeér (mivel
64 mez8nk van csak, biztosan korbe fog), akkor egy maésik j6 parositast kapunk, pl.
11. abra. fgy a kapcsolat segitségével egy grafot is definialhatunk, melynek csicsai
azosszesen 194543 darab parositds, melyeket akkor kotiink 6ssze, ha 1étezik koztiik
eltolds kapcsolat.

\ I

i_><"‘ii ] T

e e T

LTI rfryry 4 1 | |
! |

11. dbra. Két példa az eredeti parositdsokbdl kaphatd, eltolt piros (szaggatott)

éleket is tartalmazo 4j parositasokra

Az igy kapott graf majdnem Osszefiiggd, 194333 csicsa ugyanabban az Ossze-
fiiggd komponensben taldlhaté. Azonban akad néhény kisebb komponens is, me-
lyek kozott a 4-dimenzids kocka héldja is felbukkan, 1d. a 12. dbra kozepén. A
graf haromszogmentes és Osszes feszitett kore négy hosszi. 14 komponensbél all,
fokszamai 1 és 11 kozott valtoznak, az atlagfokszam 5,47.

12. dbra. Néhany kisebb komponense a grafnak

Hasonldéan a hatszogracson is megszamolhatjuk a parositasokat ill. felépithet-
jik a gréfot. Ekkor azt kapjuk, hogy 26 kiilonb6z6 j6 pérositdas van, melyek egy
Osszefiiggd grafot adnak.
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4. Osszefoglalas

A cikkben hipergraf jatékokkal foglalkoztunk. Ismertettiik a lehetséges nyerd
stratégiakat, majd attekintettitk az Amdba kiilonbozé véltozataira adott eredmé-
nyeket. Megemlitettiik, hogy a hagyomdényos, 4-irdnyt k-amoba Maker-Breaker
jatékban a k = 6 és k = 7 esetek a mai napig nyitott kérdések. Hasonldéan nyitot-
tak a 3-irdnyu k-am6ba k =5 és k = 6 esetei. A cikk tovabbi részében a 9-améba
lehetséges parositasaival foglalkoztunk, melyek mindegyike 8- illetve 16-téruszos
szimmetridkkal rendelkezik. Utébbiakbél mindegyik két kiillonbozé 8-toruszos pa-
rositasbol kaphatd, el6bbiekbdl pedig programmal 194543 darab kiilonb6zét kap-
tunk. A pérositasok kozott egy kézenfekvs kapcesolatot taldlva grafba rendeztiik
mind a 194543 péarositast, mely graf tulajdonsdgait szintén leirtuk.
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PAIRING STRATEGIES ON POSITIONAL GAMES

LAJOS GYORFFY

Positional games are one of the most beautiful topics in mathematics. However, while some
questions are interesting for a primary school student, certain answers are hidden even for the
best mathematicians. The most well-known games are the Tic-Tac-Toe and the 5-in-a-row,
although there are some other worthwhile examples. In this paper we show some winning
strategies, then we characterize all pairing strategies of the 9-in-a-row game and give a full
description to the highly symmetric structure of those pairings, in which we will meet the
three-dimensional cube, as well.

Keywords: Pairing Strategies, Positional Games, k-in-a-row
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LINEARIS PROGRAMOK A MAXIMALIS ELSULYU KLIKK PROBLEMARA

SZABO SANDOR, SZTOJKOVICS DORA

Egy adott grafban a maximalis élsulyd klikk megtaldldsa egy ismert és
fontos probléma, sok alkalmazdssal. A probléma megoldasara léteznek a li-
neéris programozas eszkozeit, valamint linedris programozassal nem kapcso-
latos kombinatorikus alap, keresési fat hasznalé algoritmusok is. Egy olyan
tanulmanyhoz [6] fliziink megjegyzéseket, amelyben a szerzék egy kombi-
natorikus alapd algoritmust hasonlitottak 6ssze kettd linedris programozas,
és egy kvadratikus programozés alapu algoritmussal. Az [1] és [6] cikkben
szerepld egyik programot mddositjuk. A médositasokhoz a graf csicsainak
és éleinek szinezésével jutunk. Az Gj programokat numerikus kisérletekben
teszteltiik.

1. Bevezetés

Legyen G = (V, E), V = {v1,va,...,0,}, egy véges, egyszeril, irdnyitatlan graf.
Tekintsiik V-nek egy C' C V részhalmazat. C klikk G-ben, ha barmely két csiicsa
kozott fut él, azaz minden v;,v; € C (1 < 14,5 < n,i # j) esetén {v;,v;} € E. Ha
|C| = k, akkor azt mondjuk, hogy C egy k-klikk. C' maximum klikk G-ben, ha
minden K C V klikk esetén |K| < |C|. Ekkor a klikk méretét (csticsainak szdmét)
az w(G) szimbSlummal jeloljitk és a G klikkszdménak nevezziik. Ha w(G) = k,
akkor a klikk éleinek szama (¥) = 25U ¢ maximalis klikk G-ben, ha tovabb
nem bdvithetd, azaz barmely v; € V,v; ¢ C csicsot hozzdvéve C-hez a kapott
C U {v;} halmaz mér nem alkot klikket. A definiciébdl kiovetkezik, hogy minden
maximum klikk maximalis, de nem minden maximélis klikk maximum klikk.

G graf minden {u,v} € E éléhez rendeljiink hozzd egy w.(u,v) nemnegativ
értéket, igy egy élsilyozott grafot kapunk. Keressiink G-ben egy olyan klikket,
amelyben az élek silyanak Osszege maximalis. Ez egy sokat vizsgdlt NP-nehéz
probléma fontos alkalmazdsokkal ([4], [5], [7], [8]), amit maximadlis élsulyd klikk
probléménak neveziink. A [6] cikkben a szerz6k mutatnak egy olyan kombinato-
rikus alapu algoritmust, amely gyorsabban szamolt az altaluk tesztelt grafokon,
mint mas, linedris programozas alapd algoritmusok. Célunk a cikkben mutatott
vegyes-egészértékli program maédositasa volt, amihez lokalis csticsszinezést és él-
szinezést, valamint globalis élszinezést hasznaltunk.
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1.1. Csucsszinezés

Szinezziik ki G graf csucsait agy, hogy a kiovetkezd feltételek teljesiiljenek:

1. Minden csucsnak pontosan egy szine van.

2. Ellel 6sszekotott csicsok kiilonbozé szinfiek.

Ha a fenti feltételek teljesiilnek, akkor a csicsok jo szinezésérol beszéliink. Tegyiik
fel, hogy G cstucsai k szinnel jél szinezhetok, de k — 1 szinnel mar nem. Ekkor a k
szamot G kromatikus szdménak nevezziik, és x(G) szimbdlummal jeloljiikk. x(G)
meghatarozasa egy NP-nehéz optimalizalasi probléma.

1.2. Elszinezés

Szinezziik ki G graf éleit igy, hogy teljesiiljenek az aldbbi feltételek:

1. Minden élnek pontosan egy szine van.
2. G-ben béarmely haromszog (3-klikk) mindhdrom éle kiilénbozé szindi.

3. G-ben bérmely teljes négyszog (4-klikk) mind a hat éle kiilonboz6 szint.

Ha ezek a kritériumok teljesiilnek, akkor az élek élesitett! j6 szinezésérél beszé-
lilnk. Az élek j6 szinezése egy ismert fogalom, amit akkor hasznalunk, ha az egy
kozos csucsra illeszkedd élek kiillonbozd szintiek. A mi esetiinkben egy csucsra
illeszkedhetnek azonos szinii élek is.

A [6] cikk szerzdi olyan vegyes-egészértékii programot hasznéltak az 6sszehason-
litdsban, melyben a valtozok egy része bindris volt. Mi olyan szempontbdl vizsgal-
tuk a programot, hogy a linedris relaxdcidja, amelyben a bindris valtozéknak meg-
engedjiik, hogy tetszéleges 0 és 1 kozotti valos értéket vegyenek fel, mennyire koze-
liti jél az optimumot. Az igy kapott linedris programot a vegyes-egészértékii prog-
ram linedris relaxaciéjanak nevezziik. Egy egészértékii vagy vegyes-egészértékii
program Osszes megengedett megolddsa a linedris relaxacidjanak is megengedett
megoldasa lesz. Egy maximum probléma esetén az egészértékii vagy vegyes-
egészértékil program linedris relaxaciéjanak optimum értéke mindig fels6 becslést
ad az eredeti program optimum értékére.

Az [1] és [6] cikkekben hasznélt egészértékii és vegyes-egészértékii programok
linearis relaxécidindl szeretnénk erdsebb linedris relaxacidkat kapni. A linearis
relaxacidk Osszehasonlitdasdanak két mddszerét hasznaljuk, egy elméleti jelleglit és
egy numerikus szadmolasokon alapulé mddszert:

LAz élesitett itt nem azt jelenti, hogy javitott, vagy erés, hanem azt, hogy az élszinek kiilon-
bozOségét a 3- és 4-klikkek élei alapjan koveteljiik meg.
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1. Ellendrizziik (ahol ez lehetséges), hogy az egyik linedris program megengedett
megoldasainak halmaza tartalmazza-e a masik linearis program megengedett
megoldasainak halmazat.

2. Gondosan vélasztott tesztfeladatok esetén azt tapasztaljuk, hogy az 1j meg-
fogalmazas tipikusan jobb fels6 becsléseket ad, mint a régi.

2. Egészértékii programok a maximum klikk problémara a szakirodalombdl

A maximalis élsulyu klikk probléma megoldasa el6tt tekintsiink olyan egészér-
tékil programokat, amelyek megoldjak a maximum klikk problémat.

Legyen G = (V,E), V = {v1,va,...,v,} tovdbbra is egy véges, egyszerfi, ira-
nyitatlan graf. Mutatunk harom linearis programozas alapi algoritmust, amelyek
megadjak G-ben a maximum klikket. Ezekben az egészértékii programokban nem
vessziik figyelembe az élsulyokat.

2.1. El atfogalmazas

Legyen C egy klikk G-ben, és vezessiik be az x1, 22, ..., 2, dontési valtozdkat.
A viéltozdk szama megegyezik G csucsainak szaméval. Az x; valtozé értéke 1, ha
v; szerepel a klikkben (1 <4 < n), 0 kiilonben:

1, hawv, €C,
€Tr; =
0, hawv, &C.

Ekkor a célfiiggvény a kovetkezd alakban irhato:

n
E T; — max.
i=1

Ez maximalizdlni fogja a csicsok szamat. Két véltozd Osszege akkor és csak ak-
kor lehet 2-vel egyenld, ha a megfelel6 csticsok elemei C-nek, ekkor Gssze vannak
kotve éllel. fgy, ha két cstics kozott nem fut él, akkor mindketté nem szerepelhet
egy klikkben, és a megfelels valtozdk osszege legfeljebb 1 lehet. A feltételek a
kovetkezok:

I‘i+1’j < 1, ha {’Ui,Uj} ¢E

Az €l atfogalmazdssal kapott egészértékii program:
n
maximum: Z x; (1.1)
i=1

feltételek: x; +x; <1, (v,v) ¢ E (1.2) (1)
x; € {0, 1}, v; € V. (13)
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A kovetkezé két formélisabb allitas bizonyitasa kiolvashaté a fenti megfontola-
sokbol.
Legyen U C V. Definidljuk az o’ = (a1, s, ..., a,) vektort gy, hogy

o — 1, haw; €U,
’ 0, hav, ¢U.

Az o vektort az U karakterisztikus vektordnak nevezziik.

2.1. ALLITAS. Ha C C V klikk G-ben, akkor C karakterisztikus vektora, o7,
megengedett megolddsa (1)-nek.

2.2. ArniTAs. Ha of megengedett megoldédsa (1)-nek, és a’ a C CV karak-
terisztikus vektora, akkor C' klikk G-ben.

2.2. Fiiggetlen halmaz atfogalmazas

A fiiggetlen halmaz atfogalmazas célfiiggvénye és a valtozéi ugyanazok, mint az
él atfogalmazas esetén. Legyen I C V olyan halmaz, amelyben semelyik két csics
kozott nem fut él, azaz minden v;,v; € I (1 <14, < n) esetén (v;,v;) € E. Ekkor
azt mondjuk, hogy I fiiggetlen halmaz. Ha minden J C V fiiggetlen halmazra
|J] < |I|, akkor I maximum fiiggetlen halmaz. I maximadlis fiiggetlen halmaz, ha
tovdbb nem bdvithetd, azaz, ha barmely v; € V,v; ¢ I csicsot hozzdvéve I-hez a
kapott I U {v;} halmaz mdr nem fiiggetlen. Minden maximum fiiggetlen halmaz
maximalis, de egy maximalis fliggetlen halmaz nem feltétleniil maximum fiiggetlen
halmaz.

Egy fiiggetlen halmazban semelyik két cstcs kozott sem fut él, ezért a halmaz
elemei koziil legfeljebb egy cstics szerepelhet egy klikkben:

Z x; <1, ahol I maximalis fiiggetlen halmaz.
vyl

A fiiggetlen halmaz dtfogalmazassal kapott egészértékli program:

maximum: Z:z:i (2.1)
i=1

feltételek: Z x; <1, I maximdlis figgetlen halmaz (2.2) (2)
vy €l
x; € {0, 1}7 v; € V. (23)

A kovetkezd két allitds indokldsa hasonlit a 2.1. és 2.2. Allitasok igazoldséhoz.

2.3. ALLITAS. Ha C C V klikk G-ben, akkor C karakterisztikus vektora, o7,
megengedett megoldédsa (2)-nek.
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2.4. ALLfTAs. Ha o megengedett megolddsa (2)-nek, és a” a C C V karak-
terisztikus vektora, akkor C' klikk G-ben.

A maximalis fiiggetlen halmazok elééllitasahoz egy NP-nehéz feladatot kell
megoldani, és igy a fiiggetlen halmaz dtfogalmazds nem tiinik gyakorlatilag ki-
vitelezhetének. A helyzet ennél arnyaltabb. Amikor a G grafnak sok éle van,
akkor a fiiggetlen halmazok felsorolasa megoldhaté a Bronn-Kerbosch algoritmus-
sal. Amikor G-nek kevés éle van, akkor a maximum klikk probléma oldhaté meg
elfogadhaté raforditédssal.

2.3. A Croce-Tadei atfogalmazas

Az dtfogalmazds megtaldlhaté az [1] cikkben. A célfiiggvényt és valtozdkat az
el6z6 esetekhez hasonldéan kapjuk.

Legyen N (v;) azon csticsok halmaza, amelyek nem szomszédai v;-nek G-ben,
azaz N(v;) = {u : {vi,u} € E,u € V}. Jelolje N; a v; cstics nemszomszédainak

szdmdt, N; = |[N(v;)|. Ha v; eleme a C klikknek, akkor N(v;) halmaz semelyik
eleme nem szerepelhet a klikkben, amit a kovetkezo feltételekkel irhatunk le:

v EN(v;)

Ez az egyenlStlenség a 2.1. alfejezetbeli (1) egészértékii program egyenlStlenségei
koziil a v;-re illeszked6 nem-élekhez tartozoknak az sszege. A Croce-Tadei atfo-
galmazdssal kapott egészértékii program:

maximum : le (3.1)
i=1
feltételek: N,x; + Z zj < N;, v €V (3.2 (3)
v; €N (v3)
z; €{0,1}, v, €V. (3.3)

2.5. ALLITAS. Ha C C V klikk G-ben, akkor C karakterisztikus vektora, o,
megengedett megolddsa (3)-nak.

Bizonyitds. Legyen C klikk G-ben, és tegyiik fel indirekt médon, hogy o nem
megengedett megoldas, azaz létezik olyan 1 < ¢ < n, amire

Nia; + Z a; >N, +1.
v; EN (v;)

Két esetet killonboztetiink meg aszerint, hogy «; = 0 vagy a; = 1.
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1. eset: Ha a; = 0, akkor azt az egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

> a;=N;+1L
ijN(v,;)

a; értéke legfeljebb 1 lehet, és |N(v;)| = N;, innen kévetkezik, hogy

Ellentmondasra jutottunk.
2. eset: Ha «a; = 1, akkor azt kapjuk, hogy

v; EN (v;)

Mindkét oldalbdl kivonva N;-t a

Z Cl{jZ].

v; EN (v;)

egyenl6tlenség adédik. Ekkor létezik 1 < k < n, amelyre vy € N(v;), azaz
{vi,up} ¢ E és oy, = 1. Mivel a; = 1és o = 1, ezért v, € C ésv; € C. C
klikk, ezért {v;,vi} € E. Ellentmonddsra jutottunk.

Mindkét esetben ellentmondéasra jutottunk, ezzel az allitast belattuk. a

2.6. ALLITAS. Ha of megengedett megolddsa (3)-nak, és o’ a C CV karak-
terisztikus vektora, akkor C' klikk G-ben.
ol megengedett megolddsa (3)-nak, és tegyiik fel indirekt
médon, hogy C nem klikk G-ben. Ekkor létezik 1 < i,k < n, i # k, amire
vi, v € C, de {v;,vp} ¢ E. Kovetkezik, hogy a; = 1, ap = 1 és vy € N(v;). af
megengedett megoldés, ezért az

Bizonyitds. Legyen «

Niai + Z a; < N;
v; EN (v;)

feltétel teljesiil. Behelyettesitve «; és oy értékeit azt kapjuk, hogy

IN

N2+1—|— Z Q; Ni-

v; EN(vi),j#k
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Atrendezve az egyenlGtlenséget

Z OZjS—l

v; EN(v;),5#k

adodik. Ellentmondasra jutottunk, mivel az Osszeg minden tagja nemnegativ.
Ezzel az allitast belattuk. O

A harom egészértékli program ekvivalens egymassal abban az értelemben, hogy
ugyanazok a megengedett megoldasaik és az optimum értékeik.

Az él dtfogalmazasban O((4) —|E|) = O(n?) feltétel jelenik meg. Vannak olyan
n csucsu gréfok, amelyek O(2") maximalis klikket tartalmaznak, és olyanok, me-
lyekben O(2") fiiggetlen halmaz taldlhaté [3]. Ezeknél a gréafokndl, ha a fiiggetlen
halmaz atfogalmazéssal szeretnénk megtaldlni a maximum klikket, akkor nagyon
sok feltételt kapunk az egészértékii programban. Ezekkel szemben a Croce-Tadei
atfogalmazds csak n feltételt tartalmaz, melyeket konnyen meghatirozhatunk a
szomszédsagi matrixbol.

A maximalis élsulyu klikk probléma megolddsira egy lehetéség, hogy a fenti
programokat tovabbi feltételekkel egészitjiik ki. A [6] cikkben a szerzdk az él dtfo-
galmazdast bovitették ijabb egyenlotlenségekkel. A Croce-Tadei atfogalmazasban
altalaban kevesebb feltétel szerepel, ezért ezt fogjuk haszndlni az él atfogalmazas
helyett.

3. A maximalis élsilyu klikk probléma

A maximdlis élsulyt klikk probléma megolddsdra a [6] cikkben kettd lined-
ris programozas alapu, egy kvadratikus programozas alapi és egy kombinatorikus
alapt algoritmust mutatnak a szerzék. A tesztelt grafok esetén a leggyorsabb algo-
ritmus a kombinatorikus alapi volt, amit a vegyes-egészértékli program kovetett.
Ennek a médositasaval foglalkoztunk.

Legyen G = (V, E), V = {v1,v2,...,v,}, egy véges, egyszeril, irdnyitatlan graf,
ahogy eddig is. Jelslje N (v;) azon csiicsok halmazét, amelyek szomszédai v; € V-
nek. Legyen N7T(v;) = N(v;) N{v; : j > i}, és legyen U; = Z We (V4,V5).

v; ENT(vs)

3.1. Vegyes-egészértékii program [6]

A kovetkezd vegyes-egészértékli program optimalis megolddsa megadja a maxi-
malis élsilyu klikket G-ben:
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n—1
maximum: Z 2 (4.1)
i=1
feltételek: z; +x; <1, {v;,v;} ¢ FE (4.2)
< Y welviv)ry, v €V \{v}  (44)
v;ENT(v;)
x; € {0, 1}, v; € V. (45)

A (4) vegyes-egészértékii program az él atfogalmazas kiegészitése a (4.2), (4.3)
feltételekkel, 1j célfiiggvénnyel és a z1, zs, ..., 2,1 valtozokkal. A célfiiggvény az
n — 1 darab 1j véltozé Gsszegének a maximumas:

n—1
E Z; — max.
i=1

Legyen C C V klikk G-ben és aT a C karakterisztikus vektora. Legyen 87 =
(B1, B2, ..., Bn_1), ahol B; (1 <i<mn—1) értéke nem nagyobb, mint a v; csticsbil
az i-nél nagyobb indexti C-beli csticsokba futé élek sulyanak Gsszege, ha v; € C,
ellenkez6 esetben pedig legfeljebb 0:

Z we(vs,v5), haw; €C,

6i S ’UjEN'*'(’Ui)ﬁC

0, ha v; € C.
n—1
Ekkor a Z B 0sszeg maximuma a C' klikk élsilyainak 6sszegével egyezik meg.
i=1

3.1. ALLiTAs. Az (T, 87)T vektor megengedett megolddsa (4)-nek.

Bizonyitds. A 2.1.Allitds kimondja, hogy ha C klikk G-ben akkor, a (4.2)
feltételek teljesiilnek.
Tekintsiik a (4.3) feltételeket. Ha v; € C, akkor

Bi < Z we(vi,v;) és U, = Z we (v, vj).

v;ENT(v;)NC v; EN*(v;)

(NT(v;) N C) C N (v;) és a silyok nemnegativak, ezért 3; < U;c;. Ha v; & C,
akkor B; <0 és U;a; = 0, tehat az egyenlotlenség ebben az esetben is teljesiil.
Tekintsiik a (4.4) feltételeket. Ha v; € C, akkor

Bi < Z we(vivvj) = Z we(vivvj)o‘j'

v; ENT(v;)NC v; ENT(v;)
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Ha v; ¢ C, akkor ; < 0, a jobb oldalon pedig egy nemnegativ érték szerepel,
tehat az egyenlGtlenség mindkét esetben teljesiil. a

3.2. ALLiTAS. Ha (T, 8")T megengedett megolddsa (4)-nek, akkor az o™ ka-
rakterisztikus vektorhoz tartozé C C V halmaz klikk G-ben, valamint ha v; € C,

akkor
Bi < Z we (vi,v5),
v;EN*(v;)NC

és B; <0, hav; &C.

Bizonyitds. A 2.2. Tételbdl kovetkezik, hogy a (4.2) feltételek miatt C klikk
G-ben.

Ha v; ¢ C, akkor a (4.3) feltételekbdl adédik, hogy 5; < 0, a (4.4) egyenlétlen-
ségekbdl pedig kovetkezik, hogy

Bi < Z we (v, vj) .

v; ENT(v;)

A két korlat koriil az elsé erésebb, ezért 5; < 0 teljesiil.
Ha v; € C, akkor a (4.3) egyenlStlenségekbdl azt kapjuk, hogy B; < Uj;, és a
(4.4) feltételekbdl kovetkezik, hogy

Bi< D weviv)ay = Y we(vi,v)).

Uj€N+(vi) 71_7’€N+(’U7;)ﬂc
Mivel
S we(vinv) <D wel(vi,vy) =T
v; EN*(v;)NC v; EN*(v;)
ezért

Bi< Y welvi,vy).
v; EN*(v;)NC

a

A tételekbdl kovetkezik, hogy az optimalis megoldds megadja a G-beli maxi-
malis élsulyu klikket.

4. ﬁj matematikai programok a maximalis élsilyud klikk problémara

Ebben a fejezetben a (4) vegyes-egészértékii program (4.2) és (4.3) feltételein
modositunk. A Croce-Tadei egyenl6tlenségek esetén, ha x; = 0, akkor az i-edik

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



326 SZABO SANDOR, SZTOJKOVICS DORA

feltétel megengedi, hogy v; barmelyik nemszomszédjat bevegyiik a klikkbe. Ennek
az egyenlotlenségnek a modositasara tobb lehetdségiink is van.
A [6]-ban szerepld (4) program helyett az aldbbi programot fogjuk hasznélni.

n—1

maximum: Z 2 (5.1)
i=1

feltételek: Cix; + Z z; <0 v eV (5.2)

v; €N (vi)
zi < Mix;, v; €V \ {Un} (53)
. oV v (5)
zi < Z we (v, v5)zy, v € V\{v,} (5.4)
v; ENT(v;)

> wm<S (5.5)
i=1
x; € {O, 1}, v; € V. (56)

C; megvalasztasat a 4.1. és a 4.2. alfejezetekben, M; valasztasat a 4.3. alfeje-
zetben, S valasztasit pedig a 4.4. alfejezetben fogjuk részletezni.

4.1. Az (5.2) korlatban a C; megvalasztasa lokdlis csiicsszinezéssel

Tekintsiik a Croce-Tadei egyenlétlenségek i-edik csticsra vonatkozé (3.2) fel-
tételét, és szinezziik ki v; nemszomszédait jol. Alkalmazzuk a mohé szinezét: az
els6 csucs szine legyen 1. A masodik cstics szine is legyen 1, ha nem szomszédja
az elsonek és 2, ha szomszédja. Tegyiik fel, hogy kiszineztiink k csicsot s szinnel
jol. Tekintsiik azt a legkisebb szinszamu szinosztdlyt, amelyben egyik csiics sem
szomszédja vy1-nek. Ha van ilyen, akkor vg41 is bekeriil ebbe a szinosztalyba, ha
nincs, akkor vg41 szine legyen s + 1. Mivel egy klikkben barmely két cstics kozott
fut él, ezért minden csucs kiilonb6z6 szinii lesz. fgy a szinosztalyok szama fels6
becslést ad a maximum klikk méretére.

A kovetkez§ allitdsokban azt fogjuk megmutatni, hogy az eredeti (4) vegyes-
egészértékil program

— (4.2) feltételét lecserélhetjiik az (5.2) feltételre. Az igy kapott programot
jeloljiik (6)-tal.

— (4.3) feltételét lecserélhetjiik az (5.3) feltételre. Az igy kapott programot
jeloljik (7)-tel.

Legyen G = (V, E), V = {v1,va,...,0,}, egy véges, egyszeril, irdnyitatlan graf.
Szinezziik ki minden cstics esetén a csiics nemszomszédaibdl 4ll6 részgrafot a fenti
szinezéssel. Jelolje C; a v; nemszomszédai altal kifeszitett részgraf esetén kapott
fels6 becslést a részgrafban taldlhaté maximum klikk méretére. A Croce-Tadei
egyenlétlenségek i-edik feltételét gy élesithetjiik, ha N; helyére C;-t frunk.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



LINEARIS PROGRAMOK A MAXIMALIS ELSULYU KLIKK PROBLEMARA 327

Jelolje w; az i-edik cstics nemszomszédai altal kifeszitett G-beli részgrafban
talalhaté maximum klikk méretét. C; fels6 becslés a klikkméretre, ezért w; < C;.

4.1. ALLITAS. Legyen C C V karakterisztikus vektora o, és legyen ﬁT =

(B1,P2, .., Bn-1), ahol minden 1 <i < n — 1 esetén
51' S Z we(viavj)a
v;ENT (v )NC

ha v; € C, valamint §; < 0, ha v; ¢ C. Ha C klikk G-ben, akkor (QT,QT)T
megengedett megolddsa (6)-nak.

Bizonyitds. Legyen C klikk G-ben, és tegyiik fel indirekt moddon, hogy
(a7, 8T)T nem megengedett megoldds. A 3.1. Allitéasbol kovetkezik, hogy a (4.3)
és (4.4) egyenlétlenségek teljesiilnek, tehat az (5.2) feltételek kozott 1étezik olyan
1 < i < n, amire

CiOél'+ Z Qi Z Ol+].
v; EN(v;)

Két esetet killonboztetiink meg aszerint, hogy «; = 0 vagy a; = 1.

1. eset: Ha a; = 0, akkor a kovetkezo egyenlétlenséget kapjuk:

Z OszCi—I—l.

v; EN(v;)

Z aj > w; + 1.

v; EN(v;)

Tekintsiik a C' N N (v;) halmazt. Mivel C klikk, a halmaz részhalmazai is klikket

alkotnak, és az elemek szdma nem nagyobb, mint az N (v;) dltal kifeszitett G-beli

részgrafban taldlhaté maximum klikk mérete: |C' N N(v;)| < @;. |C N N(v;)| =
Z o, ezért azt kapjuk, hogy

v; EN(v;)

w,; < C; miatt

Z a; < Ww;.

v; EN(v;)

Ellentmondasra jutottunk.

2. eset: Ha a; = 1, akkor a kovetkez6 egyenlotlenség adodik:

C; + Z o; > C; + 1.
v; EN(v;)
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Mindkét oldalbdl kivonva C;-t

Z OéjZl

v; EN (v;)

egyenlStlenséget kapjuk. Ekkor létezik 1 < k < n, amire a = 1 és v, € N(v;),
azaz {v;, v} ¢ E. Mivel a; =1 és ay, = 1, ezért v; € C és v, € C. Mindkét csics
eleme C-nek, ezért {v;, v} € E. Ellentmondésra jutottunk.

Mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, ezzel az allitast belattuk. ad

4.2. ALLTAS. Ha (QT,éT)T megengedett megoldasa (6)-nak, ésa” a C CV
karakterisztikus vektora, akkor C klikk G-ben.

Bizonyitds. Legyen (al, QT)T megengedett megolddsa (6)-nak, és tegyiik fel
indirekt médon, hogy C' nem klikk G-ben. Ekkor létezik 1 <4,k <mn, i # k, amire
vi,vp € C, de {v;, v} ¢ E. Kovetkezik, hogy a; = 1, ag, = 1 és vy, € N(v;). of
megengedett megoldas, ezért

Cia; + Z o < C;
v; EN (v;)
feltétel teljesiil. Behelyettesitve «; és oy értékeit azt kapjuk, hogy
C;+1+ Z a; < C;.
v €N (vi),j#k

Atrendezve az egyenlGtlenséget
> o=l
v; €N (v;),j#k

adodik. Ellentmondasra jutottunk, mivel az Osszeg minden tagja nemnegativ.
Ezzel az éllitast belattuk. O

Tovabbi lehet6ség a javitasra, hogy a csticsok szinezésére mas eljarasokat alkal-
mazunk, amelyek jobb korlatokat adnak. Mi a programokban csak a mohé szinezot
hasznaltuk.

4.2. Az (5.2) korlatban a C; megvalasztasa lokélis élszinezéssel

Ebben az esetben is a (3.2) feltételeket médositjuk, most azonban nem a csi-
csokat szinezziik, hanem az éleket. Ehhez tekintsiik minden v; cstcs esetén a v;
nemszomszédaibdl all6 részgrafokat G-ben. Vegyiik egy adott részgraf dsszes élét,
és szinezziik 6ket a kovetkez6 mddon: az elso él az 1 szint kapja. A masodik él
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esetén vizsgédljuk meg, hogy van-e koz0s csticsa az els6 éllel. Ko6zos csticsbol leg-
feljebb egy lehet, igy két eset fordulhat eld: egy kozos cstcs van, vagy nincs kozos
cstcs. Legyen az els6 él két csticsa ay és ag, a méasodik él csticsai pedig by és bs.
Lehetséges esetek:

1. Egy kozos cstics van. Tegyiik fel, hogy a; = by (az dltaldnossig megsértése
nélkiil feltehetjiik). Ha ag és by kozott fut él, akkor a mdsodik él szine 2, és
azt mondjuk, hogy a két él klikket alkot, egyébként 1.

2. Nincs kozos csics. Ha {ay, a2, b1, b2} egy 4-klikk G-ben, akkor a masodik él
szine 2, és azt mondjuk, hogy a két él klikket alkot, egyébként 1.

Tegyiik fel, hogy az els6 k élt kiszineztiik s szinnel. A (k + 1)-edik él szinének
meghatarozasahoz végezziik el a fenti vizsgalatot a korabbi élekkel, és tekintsiik
azt a legkisebb szinszdmu szinosztdlyt, amelyben a (k + 1)-edik él semelyik éllel
nem alkot klikket. Ha van ilyen, akkor a (k + 1)-edik él is bekeriil ebbe a szin-
osztalyba, ha nincs, akkor a szine legyen s + 1. Ezzel az éleknek egy élesitett jo
szinezését kapjuk. Egy klikk 6sszes éle kiilonbozo szint lesz, igy az eljaras végén az
el6fordulé legnagyobb szinszdm felsé becslést ad a gréfban taldlhaté C' maximum
klikk éleinek szamara. Ebbol a C' csiicsainak szaméara vonatkozo becslést kénnyen
megkaphatjuk. Ha az élekre vonatkoz6 becslés M, akkor a (lg‘) < M egyenl6t-
lenségbdl a |C| értékére vonatkozé felsé becslés mésodfoki egyenlet megolddsabol
adodik: |C| < |FAFEN ),

Szinezziik ki minden cstics esetén a csiicsok nemszomszédaibdl alkotott részgra-
fok éleit a fenti szinezéssel. Jelolje K; a v; nemszomszédai altal kifeszitett részgraf
esetén kapott fels6 becslést a részgrafban taldlhaté maximum klikk méretére.

A Croce-Tadei feltételek i-edik egyenlStlenségét ebben az esetben is gy javit-
hatjuk, ha N; helyére K;-t frunk:

Kix; + Z Z; < K,', v, €V (8)
vjeﬁ(vi)

A (4) vegyes-egészértékii program (4.2) feltételét helyettesitsiik a (8) feltétellel.
Az igy kapott programot jeloljiik (9)-cel. Ezt megtehetjiik, és az erre vonatkozé
bizonyitésokat megkapjuk, ha a 4.1. és a 4.2. Allitdsokban és bizonyitésaikban a
C; jeloléseket lecseréljiik K;-re.

Elszinezéssel erésebb korlatokat kaptunk, mint csticsszinezéssel, viszont ebben
az esetben az Osszes élt dssze kellett hasonlitanunk, ezért hosszabb volt a futasidé.
Ha egy G graf csucsai k szinnel jol szinezhetok, akkor G élei élesitetten jol szinezhe-
tok (g) szinnel. Ebbdl az adédik, hogy van olyan élesitett élszinezés, amely nem ad
rosszabb felsé korlatot a klikkméretre, mint a csticsok jo szinezése. Természetesen
egy éleket szinezd mohé algoritmus adhat rosszabb felsé korlatot a klikkméretre,
mint egy szerencsésebb mohé csicsszinez6. Az, hogy az élszinezés tipikusan jobb
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korlatokat ad, mint a cstcsszinezés, egy empirikus tény, amit a példafuttatdsok
soran tapasztaltunk.

4.3. Az (5.3) korlatban az M, valasztdsa

A lokalis cstcs- és élszinezést nemcsak a Croce-Tadei egyenlétlenségeknél al-
kalmazhatjuk, hanem a vegyes-egészértékli program

zi < Ux;, w; € V\{’Un}

alaku feltételei esetén is.

N7 (v;) jeldli azokat a szomszédos csiicsokat, amelyek indexe i-nél nagyobb, U;
pedig a v;-b8l N (v;)-be érkezd élek stilydnak sszegét. Szinezziik ki az N (v;)
csucsok altal kifeszitett G-beli részgraf cstcsait jol vagy éleit élesitett j6 szinezéssel.
Ha v; szerepel egy C klikkben, akkor az i-nél nagyobb index(i szomszédai koziil
azok, amelyek szintén szerepelnek C-ben, klikket alkotnak egymdssal. Tegyiik fel,
hogy a szinezéssel kapott becslés a részgrafban taldlhaté maximum klikk méretére
L;, ami azt jelenti, hogy az NT(v;) halmaz elemeibél legfeljebb L; szerepelhet C-
ben. Ezért tekintsiik a v;-b6l indulé N7 (v;) csicsokba érkezd élek stlyai koziil az
els6 L; darab legnagyobb suly Osszegét, ezt jelolje M;. Mivel M; < U;, ezért U;
helyére M;-t irva szorosabb korlatokat kapunk. A mddositott feltétel:

2 < Mixi, Vi € V\{’Un}

Legyen C;" az N*(v;) csicsok éltal kifeszitett G-beli részgrafban taldlhaté
maximum klikk, és jel6lje s; a v;-bol az C’;r csucsokba futd élek silyanak Gsszegét.

4.3. ALLiTAs. A (7) vegyes-egészértékii program optimalis megolddsa megadja
a maximalis élsilyu klikket G-ben.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy a (4.3) egyenlStlenséget lecserélhet-
jiik (5.3)-ra.

Legyen C maximalis élsilyd klikk G-ben. A (4) vegyes-egészértékii program
C-hez tartozé optimélis megoldasaban

Z we (v, v5), hawv € C,
2 = v;EN*(v;)NC
07 ha V; g C.

INT(0:) N C| <|Cff| < Ly <|NT(v;)], ezért

Z we (vi,v5) < 8 < M; < U
v;€NT(v;)NC

Ebbol kovetkezik, hogy a z; < U;x; feltételt valéban lecserélhetjiik a z; < M;x;
egyenl6tlenségre. Ezzel az allitast belattuk. a
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4.4. Az (5.4) korlatban az S vélasztdsa

A programokat tovabb javithatjuk, ha az eredeti grafot is kiszinezziik. Ezt
globdlis szinezésnek nevezziik. A kapott értéket jeloljiik S-sel. Ez felsé becslést
ad a grafban taldlhaté maximum klikk méretére, ezért a korabbi programokhoz

hozzévehetjiik a
n
Sass
i=1

feltételt. A tesztekben globalis élszinezést hasznaltunk a plusz feltétel megfogal-
mazasdhoz.

4.5. Példa
Tekintsiik a kovetkezé G grafot:
2 1
8 3 1 5

1. dbra. G graf

G-nek 6 cstcsa és 7 éle van. Az él atfogalmazasbol adddé egészértékli program
a maximum klikk probléméra 6 valtozot és 8 feltételt tartalmaz. A véltozdk 0-1
valtozdk.

X1 T2 I3 T4 I5 Tg

1 1 1 1 1 1 — | max
(1) |1 < |1
2) | 1 1 | < |1
(3) 1 1 < |1
(4) 1 1 < |1
(5) 1 1 [ < |1
(6) 1 1 < |1
(7) 1 < 1
(8) 1|1 [ < |1

1. tébldzat. El atfogalmazds

A Croce-Tadei atfogalmazasbdl kapott egészértékii programot a 2.tablazat, a
médositott Croce-Tadei atfogalmazédsbdl (a (3) program a (3.2) korlat helyett az
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(5.2) feltétellel) kapott egészértékii programot pedig a 3. téblazat tartalmazza. A
programokban 6 valtozé és 6 feltétel szerepel. A véltozdk 0-1 véltozdk.

1 | X2 | X3 | x4 | 5 | X6

1 1 1 1 1 — | max
(1) | 2 < 2
(2) 3 1 < 3
(3) |1 2 < 2
(4) 1 2 1 < 2
(5) 1 1 3 < 3
(6) |1 1 1 1 |4 < 4

2. tablazat. Croce-Tadei atfogalmazas

X1 | T2 | T3 | T4 | T5 | T

1 1 1 1 — | max
(1) | 2 < 2
(2) 2 1 1 < 2
3) |1 2 < 2
(4) 1 1 1 < 1
(5) 1 1 2 < 2
(6) |1 1 1 1 3 < 3

3. tablazat. Mddositott Croce-Tadei atfogalmazés

A megengedett megolddsok halmaza a hdrom egészértékli program esetén azo-
nos. Az z; € {0,1} valtozdékat a 0 < z; < 1 valds valtozdkkal helyettesitve az
egészértékil programok linearis relaxaciéit kapjuk. A kérdés az, hogy a linedris
relaxaciék megengedett megoldasainak A;, Ao, A3 halmazai hogyan viszonyulnak
egymaéashoz.

A Croce-Tadei dtfogalmazas minden feltétele az él atfogalmazas bizonyos fel-
tételeinek Osszege, amibdl kovetkezik, hogy A; C As. Egy egészértékii program
feltételei megfeleltethet6k hipersikoknak. Kiszamitva a koordinatatengelyek és a
hipersikok metszetét, arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy Az C As.

Legyen P = (p,p,p,p,p,p) egy tesztpont. Ha p = 0.5, akkor ldthatjuk, hogy
Pe Al,P S AQ,P ¢ Ag.

Legyen @Q = (0, 4,0,0, ¢,0) szintén egy tesztpont. Ha ¢ = 0.75, akkor lathatjuk,
hogy Q ¢ A1, Q € As, Q ¢ As. Ha ¢ = 0.66, akkor Q ¢ A1, Q € Az, Q € As.
Végiil, ha ¢ = 0.5, akkor Q € Ay, Q € As, Q € As.
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A ¢ =0.66 és a ¢ = 0.75 valasztdsok mutatjak, hogy az él atfogalmazds zo +
x5 < 1 feltétele nem kovetkezhet sem az eredeti, sem a médositott Croce-Tadei
atfogalmazdasbol.

A linedris relaxaciok megengedett megolddsainak halmazai k6zotti kapcesolatot
a kovetkezo dbra szemlélteti:

2. dbra. A megengedett megolddsok halmazai

A 2. dbra nemcsak a példdra, hanem altaldnosan is igaz. A kovetkezé abrdk
azt mutatjak, hogy bizonyos célfiiggvényekre az él atfogalmazas, mig mas célfiige-
vényre a médositott Croce-Tadei atfogalmazas ad jobb felsé korlatot.

Az alabbi helyzetben az él atfogalmazéds optimum értéke nagyobb, mint a mé-
dositott Croce-Tadei atfogalmazédsban.

optimum
-«
Ay

Célfuggvény
gradiense

3. abra. A célfiiggvény gradiense vertikalis

Ha a célfiiggvény gradiense horizontalis, akkor fordul a helyzet. A Croce-Tadei
atfogalmazdas optimum értéke nagyobb, mint az él atfogalmazas optimuma.

Célfuggvény
gradiense

- >

optimum ¢

4. dbra. A célfiiggvény gradiense horizontdlis
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A maximum klikk probléma él és Croce-Tadei atfogalmazdsdnak megengedett
megoldasai altaldban is Ugy viszonyulnak egymashoz, mint a példa esetében. Ha
egy csucssulyozott maximum klikk problémat tekintiink, vagyis egy ciz1 + ... +
cnx, alaku célfiiggvényt alkalmazunk, akkor a cq, ..., ¢, egyiitthatok valaszhatok
ugy, hogy az él atfogalmazas adja a kisebb optimumot, de valaszhatok ugy is, hogy
a Croce-Tadei atfogalmazashoz tartozik a kisebb optimum.

A maximalis élsulyu klikk probléma esetében a z1, ..., z,_1 0j valtozok miatt
a geometriai kép megvaltozik. A két dtfogalmazas Osszehasonlitasara nem marad
mas eszkOziink, mint numerikus kisérletek eredményeinek Gsszehasonlitdsa. Ezen
az alapon a Croce-Tadei dtfogalmazas jobb becsléseket ad, mint az él atfogalmazds.
Ez egy megfigyeléseken alapul6 észrevétel, amelynek van a gyakorlatban is hasz-
nalhaté jelentOsége, de nem szeretnénk matematikai értelemben vett bizonyitott
eredmény szintjére emelni.

5. Szamitasi eredmények

A médositott programokat a [6] cikkben taldlhaté DIMACS grafokon tesztel-
tiik. Ezek a grafok nem élsilyozottak, ezért a cikk szerzéihez hasonléan az éleket a
we (vi,v5) = (i + ) mod 200 4 1 médszerrel sulyoztunk, bér a [2] munka kritizélja
ezt a gyakorlatot. Az eredményeket a 6. tablazatban foglaltuk Gssze. A tablazat-
ban az eredeti és a moédositott programok linearis relaxaciéinak optimum értékei
szerepelnek. Az egyes oszlopok jelentését a 4. tédbldzat tartalmazza.

V| cstcsok szdma
|E| élek szdma
d élstirtiség
optimélis sily | a maximalis élstulyu klikk élsilyainak Osszege

LR az eredeti (4) vegyes-egészértékii program linedris relaxéci-
djanak optimuma

LP1 a (6) vegyes-egészértékii program linedris relaxdcidjanak
optimuma

LP2 a (9) vegyes-egészértékii program linedris relaxdcidjanak
optimuma

LP3 a (9) vegyes-egészértékii program linedris relaxdcidjanak

optimuma kiegészitve az (5.5) feltétellel

LP4 az (5) vegyes-egészértékli program linedris relaxdcidjanak
optimuma az (5.2) feltétel helyett a (8) feltétellel

4. tablazat. Az oszlopok jelentése a 6. tablazatban
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Az LR oszlopot 6sszehasonlitva az LP1, LP2, LP3 és LLP4 oszlopokkal lathatjuk,
hogy jelentésen csokkentek az optimum értékek, minél t6bb helyen mddositottuk
a programot, annal jobb becsléseket kaptunk. Ez azonban azzal jart, hogy tovabb
tartott az egyes feltételek meghatarozasa.

Az optimum értékek csokkenésétol azt reméljiik, hogy ez futdsidé megtakari-
téshoz vezet. Az 5.tébldzatban Gsszefoglalt eredmények megerésitik ezt a varako-
zasunkat. Egészértékii programokkal kerestiink maximum klikket tesztgrafokban.
A futésidéket az utolso kett6 oszlop tartalmazza. EP1 jeloli az (1) programmal (él
atfogalmazds), kapott értékeket, és EP2 a mddositott Croce-Tadei atfogalmazdssal
(a (3) program a (3.2) korlat helyett az (5.2) feltétellel) kapott eredményeket.

graf \4 |E| w(G) | EP1(s) EP2(s)
brock200_4 200 13 089 17 | 1264.57  250.96
c-fat200-2 200 3235 24 108.58 1.20
c-fat500-2 500 9139 26 | 3 920.36 88.95
hamming6-4 64 704 4 4.71 1.28
hamming8-2 256 31 616 128 0.70 0.56
johnson8-2-4 28 210 4 0.57 0.64
johnson8-4-4 70 1 855 14 0.87 0.72
johnsonl6-2-4 | 120 5 460 8 176.47 0.57
keller4 171 9435 11 198.16 63.67
MANN_a9 45 918 16 0.77 0.68

5. tablazat. Futasidok

6. Osszefoglalas

Jelen munkdban megmutattuk, hogy a maximalis élsulyt klikk problémat meg-
oldé (4) vegyes-egészértékli program modositasira milyen lehetdségeink vannak
csucs- és élszinezés alkalmazdasdval, tovabba hogy az altalunk tesztelt grafok ese-
tén az 1j programok linedris relaxacéinak optimumai hogyan kozelitették az eredeti
optimumokat. A kutatds folytatasara tovabbi lehet6ség a programok mdédositasa
mas grafszinezd eljarasokkal, kernelizalassal és kombinatorikus alapti metszésikok-
kal.

Koszonetnyilvanitas

Jelen munka az Innovacios és Technoldgiai Minisztérium UNKP-19-2 k6dszami
Uj Nemzeti Kivalésag Programjanak szakmai tamogatasaval késziilt.
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LINEAR PROGRAMS FOR THE EDGE WEIGHTED MAXIMUM CLIQUE PROBLEM

SANDOR SzABS, DORA SZTOJKOVICS

Finding an edge weighted maximum clique in a given graph is an interesting problem and
has many important applications. An earlier work [6] claims that a solver based on combina-
torial considerations and exhaustive search outperforms solvers based on linear and quadratic
programming. In this paper we propose modifications in the linear program reformulation of the
edge weighted maximum clique problem. The modifications are based on coloring the nodes and
edges of the graph. In order to assess the performance of the programs we carried out numerical
experiments.
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HIBRID ADATSZERKEZET HALMAZMﬁVELETEK HATEKONY
IMPLEMENTALASAHOZ

BERTOK BOTOND

Kombinatorikus vagy egészvaltozds optimalizdlasi algoritmusok leirdsa
gyakran tartalmaz halmazokat és azokon végzett miiveleteket. A kombi-
natorikus algoritmusok kozott sok az elméletileg is nagy szamitasi bonyo-
lultsdgu, ezért a praktikusan megoldhaté feladatok mérete nagyban fiigg
a megvaldsitds mindségétdl. Ugyanakkor a halmazmiiveletek szamitogépes
implementédcidja nem kézenfekvé. Ahogy a cikkben bemutatom, nagysédg-
rendi kiilonbségek lehetnek egyes halmazmiiveletek sebességei kozott annak
figgvényében, hogy a halmaz valéjaban milyen adatszerkezetet takar.

Uj eredményként egy olyan hasitétabla-bitvektor hibrid adatszerkeze-
tet javasolok objektumhalmazok szamitégépes implementacidjara, mely akar
tobb nagysagrenddel gyorsabb futdsi teljesitményre képes, mint a legijabb
forditéprogramokhoz mellékelt C++ fiiggvénykonyvtéari adatszerkezetek.

1. Bevezetés

Munkam soran iizleti és miiszaki folyamatok optimalizalasaval és szamitdgépes
déntéstdmogatdsdval foglalkozom, jarmiiiitemezést6l [1] az elektromos halézatok
terheléselosztdsdig [2] szdmos teriileten, ami magaban foglalja a tdmogatandé fel-
adatok formalizdldsat [3] és tdmogatd algoritmusaik hatékony implementaldsét [4].
Ebben a fejezetben azt mutatom be, hogyan fogalmazédott meg a cikkben javasolt
moédszerrel megoldandé feladat.

1.1. Folyamathalézat-szintézis

A vegyipari folyamatok hatékonysagara akar nagysagrenddel nagyobb hatés-
sal lehet annak topolégidja és a haldzat elemeinek megfelel kivélasztasa, mint
az elemek finomhangolasa, ezért Friedler és Fan a kordbbiaktol merdben eltér6
megkozelitést javasolt folyamattervezésre, amit hdlézatszintézisnek neveztek el [5].
Szintézisnek azt a kreativ tevékenységet hivtdk, ahol a lehetséges épitdelemek egy
halmazabol egy miikodd halézat eléall. A feladat megfelel¢ formalizdlasa és ma-
tematikai megalapozdsa mellett kezdettél fogva fontosnak tartottak a strukturalis

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)


https://doi.org/10.37070/AML.2020.37.2.15

340 BERTOK BOTOND

dontési alternativdk korének kézben tartdsét [6], mely struktirdk koziil — bizonyos
kvantitativ paraméterek mellett — barmelyik lehet optimalis. Egy-egy struktira
optimélis miikédési pontjanak meghatdrozdasat mdasodlagos feladatnak (analizis-
nek) tekintették, hiszen a legnehezebb kérdések addigra mér eldbltek, de a potenci-
alis strukturak szaméanak csokkentésével az optimélis halozat keresése is jelentésen
gyorsithaté [7].

1.1.1. A szuperstruktira megké6zelités

A vegyes egész optimalizalasi modellek egész része gyakran tartalmaz struktu-
ralis dontéseket, példaul az épitdelemek potencidlis kapcsolatairdl. Az optimalizé-
las azonban a lehet&ségeknek csak a véaltozokkal és korlatokkal definidlt kérében
keres megoldéast, azon kiviilre nem képes tekinteni. Tehat, ha a matematikai prog-
ramozasi modell felirdsakor a valtozok korébél vagy tartoményabdl kimarad olyan
eset, ami a valésdgban megvalésithaté vagy akar optimalis lenne, azt a programo-
zasi modell megoldédsaként értelmezett optimalizalas nem fedezheti fel. Gyakorlati
példakkal és félrevezetd modellekkel is szemléltetve a hiba kockazatat, bevezették
a szigoru szuperstruktura fogalmat, ami egy gyakorlati feladatra tekintve bizo-
nyithatéan tartalmazza annak alternativ struktirai kozott legalabb egy optimalis
megolddsét [8]. Folyamathdlézatok esetén a feladatot a kitiizott célok (termékek)
halmazdval, az elérhetd erdforrdsok (nyersanyagok) halmazdval és a kettét koz-
biils6 célokon atvezetd héldézatban Gsszekapcsolni képes egyes megengedett 1épések
(mfiiveleti egységek) halmazaval definidltdk [16]. A szuperstruktira épitésére gyors
polinomidlis algoritmust adtak [10]. Ezutédn a szuperstruktira garantéltan része-
ként tartalmazza a feladat alternativ megoldasainak szerkezetét, és strukturalis
értelemben a feladat minden lehetséges megoldasat definidlja a szuperstruktiura
egy részgrafja, ami megadhatd a benne szereplo 1épések, illetve azok elofeltételei-
nek és kovetkezményeinek halmazaval.

1.1.2. Problématérkép

Egy gyakorlati optimalizalasi feladat esetén a szamba veendé lehetséges 1épé-
sek feltardsaban is segit a maximalis struktura szisztematikus felépitése, mely egy
technoldgiai adatbazisban [12] vagy tithalézatban [13, 5. fejezet] lehatérolja a kiin-
duléstdl a célig vezeto lehetséges 1épéseket. ﬁgy, ahogyan egy gondos mérnok jar el
folyamattervezés esetén, amikor figyelembe veszi egy gyartasi feladatban felhasz-
nalhaté Gsszes ismert technolégiat [11], de figyelembe veszi a cég piaci pozicidjat,
megadva az altaluk redlisan eladhaté termékeket és redlisan elérheté nyersanyago-
kat is. Ezaltal megint egy hatalmas technoldgiai hdléhoz vagy uthélézathoz jutunk,
melynek része lesz a valasztott technoldgia 1épések vagy bejart ttszakaszok sora
az optimadlis halézatban.
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1.1.3. Problémateret leiré graf algoritmikus feltarasa

Vannak olyan folyamatok is, ahol a kozbiils6 1épések lehetséges el6zményei és
kovetkezményei nem adédnak olyan természetesen, mint egy utvonal kozbiilsé va-
rosai. Példaul egy jarmi- vagy személyzet-hozzarendelési feladatban a menetrend
és térkép alapjan eldonthetd, hogy egy tura teljesitése utan odaér-e még az erdfor-
ras egy masik tura kezdépontjara, de ez csak algoritmikusan feltarhatd, a feladat-
ban nem listaszertien adott [1]. Ugyanigy egy receptben szerepld tevékenységek
elofeltételeinek tranzitiv ldncolatan keresztiil visszakovethet6, hogy mely feladat
utan biztosan nem fog egyik berendezés sem olyan feladatot végezni, aminek a
recept szerint kordbban kell lennie [18]. Hasonléan a szétvalasztdsi technolégidk
Osszes permutacidjanak okos szisztematikus figyelembevételével generalhaté a szét-
vélasztasi 1épések kimenetén szereplé anyagaramok dsszetételét adé dsszes elérhetd
komponens varidcié [17, 5. fejezet]. Ezen példdk azt mutatjik, hogy a probléma-
tér gyakran nem explicit felsorolassal, hanem logikai szabédlyokkal adott, melyek
alapjan mégis bizonyithatéan felépitheté egy olyan nagy kiterjedést graf, mely
részeként tartalmazza a feladat minden kombinatorikusan megengedett megolda-
sat. Az allitds még akkor is igaz, ha a kapcsolédd kvantitativ paraméterek sem
pontosan, csak bizonyos diszkrét eloszldssal ismertek [19].

Fontos megjegyezni, hogy a problématérkép-graf abrazoldasa nemcsak az egzakt
modellezést, de egy feladat megértését is segiti. A konnyi érthetéség ellendrizhe-
t6 modell-prototipusokhoz, a prototipusok pedig modellezési sémdakhoz vezetnek.
Mindemellett az érthetOség és a graf egy-egy kiemelt részének atlathatosiga a fel-
hasznaléi bizalmat is noveli, ha a modellre épitett optimalizdlas ipari vagy tizleti
dontéstamogatds részévé valik.

1.2. Grafok, halmazok, diszkrét optimalizalas

Ha diszkrét struktiurak, grafok és halézatok formalis leirasdba kezdiink, ta-
nuldsunk els6 1épései kozott talalkozunk a halmazokkal és azokon végzett miive-
letekkel [9]. Ugyanigy igaz ez a folyamathdlézatok lefrdsdra [16] és algoritmusai-
ra [5]. Programozas vagy algoritmuselmélet kurzuson pedig megtanuljuk a — Knuth
konyvei Gta alapismeretként kezelt — alapvetd algoritmusokat [14] és adatszerke-
zeteket [15], de ritkdn taldlkozunk annak targyaldsdval, hogy milyen tulajdonsigi
halmazokat milyen adatszerkezettel érdemes megvaldsitanunk.

1.2.1. Grafok leirasa halmazokkal

Gréfokat gyakran irunk le halmazokkal, példaul a csiicsok és élek halmaza-
val. Folyamathdalézatok esetén az épitéelemek kettOssége miatt a folyamat-graf,
processzus-graf, vagy roviden P-graf egy paros graf. A csucsok két osztdlyadban
az aktivitasok (hagyoményos terminolégidval a miiveleti egységek) és az eléfelté-
teleiket és kovetkezményeiket add entitdsok (technoldgiai hélézatban a miiveleti
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egységek be- és kimeneti anyagai) vannak. Az aktivitdsokhoz egy halmaz- [16]
vagy leképezésparral [4] adjik meg az eléfeltételeik illetve kovetkezményeik (be-
és kimeneteik) halmazdt. Ezutdn az aktivitdsok vagy entitdsok egy halmazira is
leképezések adjak meg azok potencidlis elozményeit és hatasait.

1.2.2. A folyamathalézat-szintézis algoritmusok leggyakoribb
miuveletei

Akér a haldézatszintézis algoritmusok alapjait [5], akdr azok megvaldsitasat [4]
tekintjiik, szinte minden 1épésben halmazmiiveletekkel taldlkozunk. Annak érde-
kében, hogy a halmazmiiveletek koziil tudjuk, hogy melyik milyen hangsullyal
szerepel egy feladat megolddsaban, nézziink néhany példat. Ehhez a P-graph
Studio szoftverben [3] szerepld megoldéval megszémoltattam — szakirodalombdl
ismert komplex feladatokra— az alternativ legjobb megoldasok generaldasa soran
végrehajtott kiillonboz6 halmazmiiveleteket. A tesztfeladatok kozott szerepel egy
klasszikus halézatszintézis feladat (Process Network Synthesis, PNS)[6], egy szét-
véalasztasi hdlézat szintézise (Separation Network Synthesis, SNS)[8], egy jarmi-
hozzarendelési feladat (Vehicle Scheduling Problem, VSP)[22], egy evakudldsi tt-
vonal tervezése (Evacuation Rooute Planning, ERP)[21] és egy teljes ellatdsi ldnc
kornyezeti értékelése (Supply Chain Optimization, SCO)[23]. Mindegyik feladat
esetén a relaxaciévezérelt optimalizald eljarassal a 100 legjobb halézat leszamlé-
lasat kértem, kivéve az evakudcidtervezés feladatndl, ahol (a feladat nagy mérete
miatt) csak a két legjobb halézatot generaltattam. A szdmoldsok eredményét az 1.
tablazat tartalmazza. Megjegyzem, hogy az unié miveletek szamaba beleszamol-
tam a halmazok mésolasat végzo értékadas miiveleteket is, hiszen a gyakorlatban
ugyanarrol van szo: a halmaz minden elemét at kell masolni egy masik halmazba.

1. tablazat. Halmazmiiveletek eléforduldsa folyamatszintézis sordn

Miivelet PNS SNS VAP ERP SCO Atlag
unié 251 346 72181072 6878466 36 500 529 76 971  77,41%
metszet 27 385 8 608 074 230 518 2 660 931 6 442 6,32%
részhalmaz 1 892 393 004 13 102 17 105 501 0,34%
1j elem beszirasa 100 95 272 1729 88 0,03%
ismert elem beszurasa 10 142 5 646 549 118 475 2 506 031 4 596 3,94%
elem tartalmazds 29 550 16 593 572 453 379 10 730 444 7860 11,96%

A tesztfeladatok 1épéseinek eloszlasat atlagolva, a tablazat utolséd oszlopa alap-
jan megallapithatd, hogy a markansan legnagyobb aranyban végrehajtott halmaz-
mivelet az unié, melyet nagysdgrenddel kisebb szamban az elem tartalmazés vizs-
galata és a metszet kovet. Tehat a megoldds kombinatorikus részének gyorsi-
tasahoz alapvetOen az unié és metszet miiveletre, valamint az elemtartalmazas-
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vizsgalatra kell koncentralnunk, olyan implementaciét kell keresniink, mely ezen
miiveleteket nagyon gyorsan el tudja végezni.

1.3. Célkittizés

Ebben a publikaciéban a halmazok és halmazmiiveletek lehetséges implemen-
tacidit targyalom és hasonlitom Gssze — felépitésiik mellett — gyakorlati futési ide-
jiiket mérve kiilonboz6 tesztkészleteken. Ekozben javaslatot teszek egy 1j tipusu
hibrid adatszerkezetre is, mely altalanos objektumhalmazok esetén nagysagrendek-
kel gyorsabban teszi lehet6vé halmazmiiveletek (elsésorban unié6 és metszetképzés)
végrehajtasat, mint hagyomanyos alternativai.

2. Halmazokat leir6é adatszerkezetek

A halmaz adatszerkezeteket két csoportban vizsgalom. Elészor azokat, melyek
csak természetes szdmok taroldsara alkalmasak. Utédna pedig azokat, melyekben
tetszbleges adat tarolhato.

2.1. Szamhalmazok

A mai programozasi nyelvek alapvetéen haromféle halmazt kiilonboztetnek
meg. ElsO a rendezett halmaz, masodik a rendezetlen halmaz, harmadik pedig
a bithalmaz. Példaként mindhdrom esetben tekintsiik az {1;3;5} és az {1;3;8;9}
halmazokat, valamint ezek uniéjat.

2.1.1. Rendezett halmaz

A rendezett halmaz gyakorlatilag egy kereséfa, ahol egy-egy elem varhatéan
loga(n) nagysdgrendben beszirhatd, torslhetd és megtaldlhatd, ha a fa bindris és
kiegyenstlyozott, és n a tarolt elemek szdma.

Implementacidoban dltaldban a tarolt elemek értékén kiviil mutaték adjak meg
az adott részfiban nala nagyobb, néla kisebb elemek helyét valamely rendezés
szerint, tovabba a sziilhelyét, ahogy az 1. adbran is lathatjuk. Megjegyzem, hogy
ugyanazon szamhalmazhoz tobbféle keresofa is tartozhat, az abran egy lehetséges
példat, de nem az egyetlen helyes elrendezést ldthatjuk. A rendezés szamok esetén
természetes.

Két halmaz uniéjanak képzéséhez az egyik kereséfa minden elemét le kell méa-
solnunk, és beletenni mindazon elemeket, melyek ezen til a masik halmazban
szerepelnek. Ez a gyakorlatban szamos memdriafoglalasi miiveletet igényel a fa
csucsainak szamara akkor is, ha a halmaz elemeit nem a faban taroljuk, csak hi-
vatkozunk rajuk.

2.1.2. Rendezetlen halmaz

A rendezetlen halmazokat tobbnyire hasitotabldval implementéljak, ahol egy
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1. dbra. Szamhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirdsa keres6faval.

h() hasitéfiiggvény adja meg, hogy egy adott elem melyik taroléba keriiljon. J6
esetben minden taroloban, ha nem is egyetlen, de kevés korlatozott szamu elem
szerepel. Az egy tdroldban levé elemeket valamilyen dinamikus tdrolassal felsorol-
juk, példaul lancolt listaval, ahogy a 2-es abran lathaté.

n E
n

2. abra. Szamhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirdsa hasitétablaval.
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A hasitétébla elénye, hogy édltaldban adhaté olyan h() fiiggvény, ami konstans
id6ben kiszamithatd, és segitségével kozvetleniil a keresett tarol6hoz jutunk, mely-
ben az elére rogzitett korlatos elemszam miatt korldtos fix 1épésben biztosan meg-
taldljuk a keresett elemet. Ezért varhaté értékben egy elem megtalalasa gyorsabb,
mint a keres6fanal.

Unio6 képzéséhez itt is minden elemet &t kell masolnunk egyik téarolobdl a méa-
sikba, majd mellé tenni a méasik tarold kiegészité elemeit. Ez is szdmos memoria-
foglalasi miivelettel jar.

2.1.3. Bithalmaz

A halmazok egy specidlis véltozata, amit az angol irodalomban bithalmazként,
a magyar szaknyelvben inkabb bitvektorként emlegetiink. Itt egy tombben az
egyes poziciéban szereplo bitek jelzik, hogy a pozicidonak megfelel6 szam szerepel-e
a halmazban. Tehat, ha példaul a 2-es sorszamu bit értéke 0, akkor a 2-es szdm
nem szerepel, ha az 1l-es sorszamu bit értéke 1, akkor az egyes szam szerepel a
halmazban, lasd 3. abra.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[0T1TOo[T1TOJOTOTOTIT1] [0T1T0T1JO0T1IT0J0OJOTO]

[ [
A B

0 1 2 3 4 8 9
[0T1T0T1T0 111]

5 6 7
[1T0T0]
AuB

3. dbra. Szdmhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirdsa bitvektorral.

Ha a 0 értéket hamisnak, az 1 értéket igaznak tekintjiik, akkor két bithalmazzal
abrazolt szamhalmaz unidjit a bitenkénti ,,vagy’miivelettel szamolhatjuk. Ennek
megvalositasa rendkiviil gyors lehet, mert ezt a miiveletet minden mai CPU ismeri,
és egyszerre végre tudja hajtani annyi bitre, amennyi az adatregiszterek hossza,
ami manapsag tipikusan 64. Fontos megjegyezni, hogy ebben a leirdsban csak
természetes szamokat tudunk tarolni, vagy olyan adatokat, melyek kolcsondsen
egyértelmiien leképezhetdek természetes szamokra. A tarolé mérete pedig nem az
elemek szamatdl, hanem a szamok értelmezési tartomanydtdl fligg. Tehat, ha a
halmazban csak két szam, a 0 és a 10 000 szerepel, akkor is egy legalabb 10 001
bit hosszi tombre van sziikségiink.

2.1.4. Indexelt halmaz

Ijjdonségként egy olyan halmazleirast javaslok, amely 6tvozi a fentiekben be-
mutatott halmazleirasok elényeit. Ehhez olyan mdédszerre van sziikség, mely tet-
sz0leges objektumokhoz tud természetes szamokat rendelni olyan médon, hogy az
alabbi kérdések mindegyike gyorsan megvalaszolhaté legyen:
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— Egy objektumnak van-e mar sorszama?
— Mi egy mér ismert elem sorszama?

— Egy adott sorszam melyik objektumhoz tartozik?

Tegyiik fel, hogy egy keres6fdban vagy hasitotablaban nem a halmaz, hanem az
értelmezési tartomany elemeit taroljuk, de csak azokat, melyek a halmazmiiveletek
soran legaldbb egyszer el6fordultak méar. Példdul ahhoz, hogy egy tuthalézatban
leképezziik a 73-as és 7302-es ut eldgazdjat, nem kell minden szamot kezelniink 73-
t6l 7302-ig, melyek olyan utakat jelolnek, amik az orszag masik végében vannak.

Ezutan az értelmezési tartomany mar el6fordult elemeihez sorra egy-egy hivat-
kozast illesztiink egy tombben, ezédltal egy mesterséges hivatkozasi szamot vagy
indexet rendelve hozzajuk, mely nullatdl indul és az 1j elemekkel egyenként no.
Tehat a példdankban a 73-as uthoz hozzérendeljitkk a 0-s, a 7302-es tthoz pedig
az l-es indexet, igy a két elemet a 73-7302 szamtartomany helyett a 0-1 index
tartomannyal azonositjuk. Egytuttal az indexet a kereséfaban vagy hasitotablaban
tarolt elemek mellé is bejegyezziik, ahogy a 4-es és 5-6s abran lathaté. Ezutan az
elemek halmazait az indexek bithalmazaval irjuk le. Ennek eredményeként:

— A keres6fa vagy hasitétabla egyetlen példanyban létezik csak, a lehetd leg-
gyorsabban megadva egy tetszbleges objektumhoz a mellé bejegyzett indexet.

— A halmazmiiveletek soran a kereséfa vagy hasitétabla nem valtozik, hiszen
mar ismert elemekkel dolgozunk, nincs sziikség az elemek egyenkénti hely-
foglaldsara és masolaséra.

— A halmazmiiveletek bitenkénti logikai miiveletekkel elvégezhetdk, ugyanigy
és ugyanolyan gyorsan, mint a bithalmazoknal.

— A bithalmazzal ellentétben nem feltétleniil csak szdmokat tudunk térolni.

— A Dbitvektor hossza a miiveletek sordn legalabb egyszer el6fordulé elemek
szamatol és nem az értelmezési tartomanyatdl fiigg.

Ettol a lefrastdl azt remélem, hogy a korabbiaknal praktikusan sokkal gyorsab-
ban futé halmazmiveleteket eredményez. Ezt a késébbi fejezetekben tesztekkel
vizsgélom.

2.2. Univerzalis halmazok

Ebben a fejezetben bemutatom, hogy ha nem szamokat, hanem tetszoleges ob-
jektumot akarunk halmazban tarolni, akkor milyen adatszerkezetet hasznélhatunk.
Példaként karakterlancok tarolasat tekintjiik.

Gondolhatnank persze, hogy barmit meg tudunk szdmozni, és onnantdl hasz-
nalhatjuk az el6z6 fejezetben javasolt adatszerkezetek barmelyikét. Ugyanakkor
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4. dbra. Szamhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirasa keres6faval
implementalt indexelt halmazzal.
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5. abra. Szamhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirdsa hasitétablaval
implementalt indexelt halmazzal.

a szamozassal pontosan azokba a kérdésekbe iitkoziink, melyeket a 2.1.4. fejezet-
ben targyaltam, és melyekre adott valaszok a javasolt adatszerkezethez elvezettek.
Mindemellett a programozasi nyelvek tobb univerzalis beépitett adatszerkezetet
tartalmaznak objektumok halmazok téroldsara.
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2.2.1. Rendezett halmaz

Ahogy az el6z6 fejezetben lattuk, a rendezett halmaz a gyakorlatban egy kere-
sofa. Keres6faban minden olyan elem eltarolhatd, melyen értelmezheté rendezés.
Ez karakterlancok esetén lehet azok lexikografikus rendezése, ahogy a 6. 4bra mu-
tatja.

6. dbra. Objektumhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirdsa
kereséfaval.

Altaldnos esetben egy objektum rendezésének értelmezéséhez nem kell az 6sszes
adatat felhasznalnunk, elég ha valamely egyértelmil azonositdjan értelmezett a ren-
dezés, mert akkor az alapjan a keres6fiban egyértelmiien megtaldlhato lesz. Ha
nem az objektumot, hanem ra valé hivatkozast tarolunk, akkor az elem keresését
— a szamokkal Gsszevetésben — csak az hatraltatja, hogy az elemek rendezés sze-
rinti 6sszehasonlitasa valdjaban tobb Gsszehasonlitas sorozatara bomlik fel, mint
a karaktersorozatok lexikografikus rendezésekor: azonos kezd6 karakterek esetén a
tovabbi karaktereket is vizsgalnunk kell.
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7. abra. Objektumhalmazok és halmazmiveletek eredményének leirdsa
hasitétablaval.

2.2.2. Rendezetlen halmaz

Rendezetlen halmazban val6 taroldshoz nem sziikséges az elemeken rendezés-
nek léteznie. Ahogy az el6zd fejezetben is lathattuk, a hasitéfiiggvény nem feltét-
leniil rendezett sorrendjét adja az elemeknek. Ugyanakkor tetszéleges objektumra
hasznélhaté hasitéfiiggvényre van szitkségiink, mely informatikai megvaldsitasban
példaul az objektum binaris dbrézolasanak bitmintai alapjan hasit olyan mddon,
hogy tovabbra is egy résztaroléba nagy valdszinliséggel csak eldre tervezett mddon
korlatos véges szamu objektum keriiljon, ahogy azt a 7. dbran lathatjuk.

2.2.3. Indexelt halmaz

A 2.1.4. fejezetben bevezetett indexelt halmazok elénye, hogy bar halmaz-
miiveleteket ugyanolyan egyszerlien végezhetiink, mint bithalmazokkal, ekdzben

tetszéleges elemet tehetiink bele, ahogy a 8. és 9. abran lathatjuk.
Egy ismeretlen elem beszurdsa egy ilyen adatszerkezetbe persze még annadl is

lassabb, mintha csak egy kereso6faba vagy hasitétablaba tennénk be, de a megcél-
zott alkalmazdsi teriilet (a folyamathélézat-szintézis eljardsok) esetén, 1j elemek
csak addig jelenhetnek meg, mig a szuperstruktura felépiil. Ha minden a szuper-
struktiraban szereplé elemnek mar van indexe, akkor utdna csak a kapcsolédo
indexekkel és azok bitvektoraival dolgozunk.
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8. abra. Objektumhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirasa
keres6faval implementalt indexelt halmazzal.
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9. dbra. Objektumhalmazok és halmazmiiveletek eredményének leirasa
hasitétablaval implementalt indexelt halmazzal.

Példaul az 1. tédblazatban lathatéo PNS feladat maximélis struktiraja 35 mi-
veleti egységet és 65 anyagot tartalmaz, tehat dsszesen 100 graf csiicsot. A mérési
eredmények szerint pontosan 100-szor volt sziikség 1j elem besziréasra a halmazmii-
veletek sordn, utdna méar soha tobbet, hidba tortént tobb szdzezer halmazmiivelet.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



HIBRID ADATSZERKEZET HALMAZMﬁVELETEK HATEKONY
IMPLEMENTALASAHOZ 351

3. Adatszerkezetek implementalasa

Ebben a fejezetben a halmazok és miiveleteik informatikai megvaldsitasat te-
kintem at, ami alapjan azok gyakorlati sebessége mérhetové valik.

3.1. Szabvanyos tarolék

Az adatszerkezetek mindegyikét a lehetd legnagyobb sebesség elérése érdekében
gépkozeli nyelven, C++-ban implementalom, néhény esetben kozvetlen gépikddia
CPU utasitasok bedgyazdsaval.

A CH+ forditok részeként kapunk szabvanyos, univerzalisan hasznalhat6 adat-
szerkezeteket is, a szabvanyos sablon konyvtar azaz Standard Template Library
roviden STL elemeként. Az STL elemei a szabvéanyos azaz sztenderd, réviden std
névtérben talalhatéak, ezért az tigynevezett hatékor operator hasznélataval std :
elotaggal jeloljiik 6ket. Ebben a gylijteményben megtalalhaté az std :: set, ami
egy kerestfa, az std :: unordered_set, ami egy hasitétabla. Létezik ugyan egy
std :: bitset is, A&m annak értelmezési tartoméanya futdsi idében nem valtoztatha-
t6, ezért helyette — a forditoprogram fejlesztéseinek kovetkezd 1épéseit elére vetito
boost konyvtarbdl- a boost :: dynamic_bitset-et hasznéljuk bithalmazként.

3.2. Indexelt halmaz

Az indexelt halmaz megvaldsitdsdhoz a fentiek szerint sziikségiink van egy na-
gyon gyors tarolé-keresé adatszerkezetre, ez esetiinkben az std :: unordered_map
lesz, ami csak annyiban kiilonbozik az std :: unordered_set-tél, hogy a tarolt ob-
jektum mellé az index szerinti sorszamot is be tudjuk tenni masodlagos értékként.
Sziikségiink van tovabba egy index tombre, amit az std :: vector biztosit. Az igy
elkésziilt univerzalis halmazt objset-nek neveztem.

3.2.1. Bithalmaz megvaldsitasa

Az objset belsejében a bithalmazra hasznédlhatndnk a boost :: dynamic_bitset-
et, de egyrészt egy ilyen implementéciét mar kordbban elvégeztem smallset néven,
mintsem a boost :: dynamic_bitset 1étezett volna. Masrészt a smallset megvalosi-
tasanak részét képezik olyan kédrészek, amelyek a bitenkénti logikai miiveleteknél
a jelenlegi processzorok multimédids kiterjesztéseit hasznalva akar 128 bitre is el
tudnak végezni egy-egy miivelet egyetlen CPU-ban implementalt utasitassal. Ezen
miiveletek az SSE (Streaming SIMD Extensions) utasitdsok kozott taldlhatdak,
ahol a SIMD a ,Single instruction, multiple data”, tehat egyetlen utasitds tobb
adaton roviditése.

Fontos megjegyezni, hogy a smallset elnevezés arra utal, hogy a halmaz akkor
hatékony, ha a tarolt szamok értelmezési tartomanya kicsi, tehat nem kell sokkal
tobb bitet tarolni, mint ahdnyféle szammal valéjadban a miveletek soran talalko-
zunk. Ezt majd a mérések alapjan is latni fogjuk.
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4. Halmazmiiveletek sebességének tesztelése

Egy teszteléshez 100 véletlen halmazt generalok, koztitk szamos miiveletet vé-
geztetek el mindegyik halmazlefrasban. A miiveletek mindegyikét 10 000-szer is-
mételtem, hogy az eltelt id6 érdemben mérhet6 legyen. Végiil miden mérést 100
kiilonb6z6 véletlen halmazkészletre ismételtem meg. Tehdt Gsszesen minden miive-
let esetén 100 x 10 000 x 100 = 100 000 000 azaz szazmillié miivelet idejét mértem
meg Osszesen. A futdsi id6k mindenhol mésodpercben értendék. A méréseket egy
3,2 GHz-es Intel i5-8250U processzoron végeztem Linux Mint operaciés rendszer
alatt.

4.1. Paraméterkészletek

A fentiekben leirtak alapjin mas-mas kornyezetben az egyes halmazleirdasok
maésként viselkedhetnek, ezért négy kiilonboz6 paraméterkészletet definidltam:

1. Els6 esetben 0 és 255 kozotti értelmezési tartomanyt allitok be, és 128 vé-
letlen szamot generalok minden halmazba, tehdt koriilbeliil az értelmezési
tartomany felében lesznek ténylegesen szamok. Valéjaban valamivel keve-
sebb szam lesz, mert a generalt szamok kozott lehetnek azonosak.

2. Maésodik esetben is 0 és 255 kozotti értelmezési tartomanyt allitok be, de
csak 64 véletlen szamot generdlok minden halmazba, tehat koriilbelil az
értelmezési tartoméany negyedében lesznek ténylegesen szamok.

3. Harmadik esetben 0 és 511 kozotti értelmezési tartoményt allitok be, és
megint 64 véletlen szamot generdlok minden halmazba, tehat koriilbeliil az
értelmezési tartomany nyolcaddban lesznek ténylegesen szamok.

4. Végiil extrém példaként 0 és 99 999 kozott mindodssze 100 szamot generalta-
tok, tehat az értelmezési tartomanynak csak az ezrelékét hasznalom valdja-
ban.

Az objektumhalmazok teszteléséhez 3 és 8 karakter k6zotti hosszisagi véletlen
karakterlancokat generdlok, melyek az angol abécé betiiibdl allnak.

4.1.1. Tovabbi implementaciés megfontolasok

Az egyes adatszerkezetek osszehasonlithatésdgahoz azonos funkcionalitdst kell
elérniink veliik akkor is, ha a fiiggvénykonyvtar 6nmagaban nem minden miiveletet
tamogat, ezért az alabbi kiegészitéseket tettem.

A boost :: dynamic_bitset esetén az elemek berakdsa és torlése a megfelel
bitek true-ra illetve false-ra allitasaval torténik. A smallset és az objset esetén az
elemek berakdsa a + =, kivétele a — = operdtorral torténik. Az std :: set és std ::
unordered_set esetén a beszurasra az insert, torlésre az erase fiiggvényt tudjuk
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haszndlni. A generalt véletlen szamokat minden teszt esetén elészor egyenként
betessziik, majd egyenként kivessziik a halmazbdl, kivéve az utolsé teszt iteraciot,
amikor a szamok a halmazban maradnak a tovabbi halmazmiiveletek teszteléséhez.
Az indexelt halmazok esetén — a fair sszehasonlitas érdekében — minden teszt elétt
az indexet is toroljik.

A boots :: dynamic_bitset esetén a tartalmazdst az fejezi ki, hogy az adott
sorszamu logikai érték igaz-e. A smallset és objset esetén a tartalmazdst a <
operatorral tudjuk lekérdezni. Az std :: set és std :: unordered_set esetén akkor
szerepel egy elem a halmazban, ha rd a find() fiiggvény nem end() értéket ad.

A boost :: dynamic_bitset az uniét a | =, a metszetet pedig az & = operéto-
rokkal valésitja meg. A smallset és az objset szintén tdmogatjdk a | = és & =
operatorokat. Az std :: set esetén a fliggvénykonyvtar biztositja a set_union és
set_intersection fiiggvényeket. Sajnos az STL-ben szerepl6 set_union és set_inter-
section miiveletek csak rendezett halmazokon értelmezettek, ezért a rendezetlen
halmaz esetén csak definicié szerint tudunk uniét és metszetet képezni, tehdt unié
esetén a masik halmaz elemeit is betessziik az elsé mellé, mig metszet esetén egy
iires halmazba csak azon elemeit tessziik be az egyik halmaznak, ami a méasikban
is szerepel.

A tesztben a véletlen halmazokon végighaladva minden pédros indexiit unié
miivelettel hozzatettiik egy eredményhalmazhoz, minden paratlan indextivel pedig
metszetet képeztiink, és a metszetet tettiik vissza az eredményhalmazba. Tehat
felvaltva bévitjiik és sziikitjiik az eredményhalmazt.

A részhalmaz tartalmazds vizsgalatara a boost :: dynamic_bitset tartalmaz egy
is_subset_of logikai fiiggvényt. A smallset és objset esetén a részhalmaz tartal-
mazas a < logikai operatorral vizsgalhato. Az stl :: set-hez a fiiggvénykonyvtar
tartalmaz egy includes fiiggvényt erre a célra. Sajnos az includes fiiggvény csak
rendezett halmazra miikodik, ezért a rendezetlen std :: unordered_set halmaz ese-
tén csak definicié szerint egyenként vizsgalhatd, hogy az egyik halmaz minden
eleme szerepel-e a masikban.

4.2. Futasi eredmények szamhalmazokra

Ha a 10., 11. és 12. abrakat végignézziik, akkor azt lathatjuk, hogy az 1-3 pa-
raméterkészletek esetén a boost :: dymamic_bitset, a smallset és az objset nagy-
sdgrendekkel gyorsabb, mint az std :: set és std :: unordered_set. A legnagyobb
kiilonbség az unié és metszet miiveletekben taldlhaté. Ami meglepd, hogy az STL
tarolék koziil a kereséfaval megvaldsitott rendezett halmazhoz képest, a hasito-
tablaval implementdlt rendezetlen halmaz gyorsabb koriilbeliil kétszer, noha az
utobbihoz a fiiggvénykonyvtarban nem is kapunk unié és metszet miveleteket.

Ha csak kiilon a boost :: dymamic_bitset, a smallset és az objset sebességét
kinagyitva vizsgaljuk a 13., 14. és 15. dbran, akkor azt lathatjuk, hogy ezek koziil
a boost :: dymamic_bitset atlagosan gyorsabb. A legnagyobb kiilonbség az elem
beszurasaban lathaté, ahol nyilvanvaléan az objset hatranyban van, mert az a

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



354 BERTOK BOTOND

1200
1000
800

600

M részhalmaz tartalmazéas
unié és metszet

M elem tartalmazas

M elem hozzaadas és elvétel

400

200

10. abra. Szamhalmazokon végzett miiveletek ideje masodperchen az els6
paraméterbeallitas szerint.
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11. abra. Szamhalmazokon végzett miiveletek ideje masodpercben a masodik
paraméterbeallitas szerint.
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12. abra. Szamhalmazokon végzett miiveletek ideje masodpercben a harmadik
paraméterbeallitas szerint.

bitvektor mellett még egy dinamikus adatszerkezetet is épit. Ugyanakkor, érde-
mes megjegyezni, hogy ha az elemek mér a halmazban vannak, akkor az unié és
metszet miiveletek az objset eseten a leggyorsabbak, koszonhetéen az értelmezési
tartomany tomoritésének. Ez a kiilonbség annal szembetiinébb, minél ritkasabb a
halmaz.

4,5
4,0 |
35
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unié és metszet
2,0 M elem tartalmazas
1s M elem hozzéadas és elvétel
1,0 [ ]
0,5
oo
boost::bitset smallset objset

13. dbra. Szdmhalmazokon végzett miiveletek ideje masodpercben az elsé
paraméterbedllitas szerint.
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boost::bitset smallset objset
14. abra. Szamhalmazokon végzett miiveletek ideje masodpercben a mésodik
paraméterbeallitds szerint.
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boost::bitset smallset objset

15. dbra. Szdmhalmazokon végzett miiveletek ideje masodpercben a harmadik
paraméterbedllitas szerint.
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Tekintsiik most kiilon a negyedik paraméterkészletet a 16-os dbran. Ez az az
extrém példa, amikor a tarolandd szamok az értelmezési tartomanyuknak csak az
ezredében talalhaték. Ilyenkor fordul a kocka, mert kevés elemet tarolunk, de az
értelmezési tartomany mérete miatt a lefoglalt bitvektorok hossza oridsira né a
boost :: dynamic_bitset és a smallset esetén. Ebben az esetben a kerestfa és a
hasitotabla sebessége jobb, de a legjobb az objset, koszonhetéen annak, hogy t6-
moriti az értelmezési tartoméanyt, és ugyanakkor gyors az unié és metszet miivelete
is, amit bitvektorokon végez.
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16. dbra. Szamhalmazokon végzett miiveletek ideje masodpercben a negyedik
paraméterbeallitas szerint.

4.3. Futasi eredmények univerzalis halmazokra

Ha azokat a halmazleirdsokat vizsgéljuk, melyek tetszéleges objektum tarola-
sara alkalmasak, akkor egyértelmiien az objset a leghatékonyabb, a tesztekben
koriilbeliil két nagysagrenddel kisebb idéigénnyel, ahogy a 17., 18. és 19. abra-
kon a futdsi eredményeket nézziik. A kiilonbség nagy részét az unié és metszet
miiveletek adjak. Itt is megjegyezziik, hogy az STL tarolok koziil az a tarold, a
std :: unordered_set a gyorsabb koriilbeliil kétszer, amihez a fiiggvénykonyvtarban
nem is kapunk unié és metszet miiveleteket. Tehét, halmazmiiveletek implemen-
talasara az std :: set és std :: unordered_set koziil akkor is az utébbit érdemes
haszndlni, ha ahhoz nincsen meg minden miivelet a fiiggvénykonyvtarban, hanem
egy részét magunknak kell megirnunk.
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17. abra. Objektumhalmazokon végzett miiveletek ideje masodpercben az elsé
paraméterbeallitas szerint.
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18. dbra. Objektumhalmazokon végzett miiveletek ideje masodperchben a
méasodik paraméterbeallitas szerint.
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19. abra. Objektumhalmazokon végzett miiveletek ideje masodperchben a
harmadik paraméterbedllitds szerint.

Amennyiben az egyes halmazmiveletek futdsi idejét sulyozzuk az
1. tdbldzatban szerepld el6forduldsi szézalékokkal, majd tesztenként normal-
juk az objset futasi idejére, akkor a 2. tablazatban szerepl6 értékeket kapjuk.
Ezek azt mutatjék, hogy — a referenciaként hasznalt héldézatszintézis felada-
tok miveletigénye alapjan — haldzatszintézis feladatok esetén az std :: set és
std :: unordered_set-hez viszonyitva a jelen publikdciéban javasolt adatszerkezet
varhatéan koriilbeliil 700-szor, illetve 350-szer gyorsabb.

2. tablazat. Halmazmiiveletek relativ idoigénye alternativ megvaldsitasok esetén

objset  std :: set std:: unordered_set

Teszt1 1 11683 584,5
Teszt2 1 538,0 277.9
Teszt3 1 4474 228.5
Atlag 1 717.9 363,7
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5. Osszefoglalis

A halmazokat megvalodsitani képes adatszerkezet implementaciok atfogd elem-
zését és tesztelését mutattam be, azzal a motivacidval, hogy halézatszintézis elja-
rdsok megvalésitasahoz a leghatékonyabb halmazimplementédciét talaljuk meg. A
tesztelés soran megéllapitast nyert, hogy az altalam javasolt indexelt halmaz adat-
szerkezet atlagosan két nagysagrenddel ad hatékonyabb futési eredményt altaldnos
objektum halmazon végzett miiveletekre, mint a leghatékonyabb ismert fiiggvény-
konyvtari megoldasok. Raadasul egyszerli szamhalmazok tarolasara is dtlagosan az
altalam javasolt moddszer a leghatékonyabb, ha a tarolandé szamok vagy indexek
értelmezési tartoméanya tobb nagysagrenddel nagyobb, mint a halmazmiiveletek
soran ténylegesen el6fordulé szamok szamossdga. A javasolt indexelt halmazba 1j
elem beszurasa kicsit lassabb, ellenben ismert elem beszirasa, az unié és metszet
miiveletek szamolasa sokkal gyorsabb a szokasos fiiggvénykonyvtari taroloknal. Ha
a futési idok atlagat, a halmazmiveleteknek a folyamatszintézis feladatok megol-
désa soran el6fordulé gyakorisagaval stlyozzuk, akkor a sebességkiilonbség még
nagyobb a javasolt 1j adatszerkezet javara.

Visszatérve a munkdm sordn felmeriilt fejlesztésekre, megjegyzem, hogy a [4]
publikédcioban bemutatott folyamatszintézis optimalizalé algoritmus részben azért
tud versenyképes lenni nala sokkal komplexebb vegyes-egész matematikai progra-
mozasi feladat megolddkkal, mert egyaltalan nem kezel egész valtozdkat, hanem
helyette a fentiekben bemutatott rendkiviil hatékony objset halmazokkal megva-
16sitott osztdlyozdsokkal irja le az optimumkeresés minden dontését. A keresés
soran a részprobléma szétvalasztas, a logikai kovetkeztetésekre épiil6é gyorsitasok
és ellentmondés-vizsgalatok is rendre halmazmiiveletekkel valosulnak meg, a fen-
tiekben javasolt implementacié segitségével.
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Ajénlom ezt a cikket Steierlein Istvén tandr irnak, aki befogadott a szamitas-
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HYBRID DATA STRUCTURE FOR EFFICIENT IMPLEMENTATION OF SET
OPERATIONS

BoTonD BERTOK

The description of combinatorial or mixed integer optimization algorithms often in-
cludes sets and operations on them. Many of the combinatorial algorithms have a theo-
retically high computational complexity, so the size of the practically solvable problems
highly depends on the quality of the implementation. Software implementation of set
operations is not trivial. As I present in the article, there may be magnitude differences
between the speeds of set operations, depending on what data structure the set actually
covers.

As a new result, I propose a hash table — bit set hybrid data structure for software
implementation of object sets that can run up to multiple orders of magnitude faster
than the C ++ library data structures included in the latest compilers.

Keywords: set operations, C++, combinatorial algorithms.

Mathematics Subject Classification (2000): 03C62 Models of arithmetic and set theory; 68P05
Data structures.
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SZTOCHASZTIKUS GARANCIAK BINARIS KLASSZIFIKACIOHOZ

TAMAS AMBRUS ES CSAJI BALAZS CSANAD

A binéaris klasszifikdcié a statisztikus tanuldselmélet egyik alapveté prob-
lémaja. A jelen cikk célja a kimenetek bemenetekre nézve vett feltételes
varhatd értékének — a regresszids fiiggvénynek — megbecslése és a becslés
bizonytalansiaganak vizsgalata. A regresszids fiiggvény eléjele meghatarozza
a Bayes optimalis osztalyozdt, segitségével a félreosztalyozéds kockazata is ki-
szamolhaté. Bevezetiink egy jramintavételezésen alapulé keretrendszert és
héarom kernel-alapu algoritmust, amelyek gyenge feltételek mellett képesek
egzakt, nem-aszimptotikus konfidenciahalmazokat konstrudlni a regresszids
fiiggvényhez, és er6sen konzisztensek is.

1. Bevezetés

Az osztélyozds vagy klasszifikdcid a statisztikus tanuldselmélet [10] egyik alap-
vetd probléméja, amelyet szdmtalan teriileten (pénziigy, egészségiigy, ipar, stb.)
alkalmaznak. A (bindris) klasszifikdcié sordn adott egy fiiggetlen azonos eloszldsu
(i.i.d.) minta, Do = {(z;, ¥:)}7q, az (X, Y) véletlen vektor ismeretlen eloszlasabol,
P, ahol z; az i-edik bemenet és y; € {+1, —1} az i-edik megfigyelés cimkéje.

Osztdlyozdknak nevezzikk a g : X — {+1,—1} alakd (mérhetd) fiiggvénye-
ket. Altaldban a klasszifikdcié célja, hogy minimalizdlja az a priori kockazatot,
az R(g) = E[L(Y,g(X)] fiiggvényt, ahol L egy tetsz6leges (mérhet8) veszteség-
fliggvény. Bayes optimaélis osztalyozénak hivjuk és g,.-gal jeloljiik azt a fiiggvényt,
ahol ez a minimum felvétetik. Ebben a cikkben a 0 /1 veszteségfiiggvényt hasznal-
juk, azaz L(y, g(z)) = I(g(x) # y), ahol I az indikétor fiiggvény. Ebben az esetben
az a priori kockdzat a félreosztélyozas valészintlisége, R(g) = P(g(X) #Y ), és
levezethetd [4], hogy minden z € X esetén g.(z) = sign(E[Y | X = z]). Vegyiik
észre, hogy a feltételes varhaté érték fuggvény fi(x) = E[Y | X = x}, amit a to-
vabbiakban regresszids fiigguénynek neveziink, tobb informaciét hordoz magaban,
mint g., ui. f.-bol maga a kockédzat is kiszamolhat6. Ezért a jelen cikk a reg-
resszios fliggvényhez adhato sztochasztikus garanciakkal foglalkozik. F6 ijdonséga
egy ujramintavételezésen alapuld keretrendszer bevezetése, amelynek segitségével
nem-aszimptotikusan garantalt, egzakt konfidenciahalmazokat épithetiink, melyek
— a megfigyelések eloszlasatol fiiggetleniil — egy tetszbleges, elére meghatarozott

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)


https://doi.org/10.37070/AML.2020.37.2.16

366 TAMAS AMBRUS ES CSAJI BALAZS CSANAD

valdszintiséggel tartalmazzik a regresszids fiiggvényt. A javasolt — Monte Carlo és
bootstrap tesztekhez hasonl6 — keretrendszert véges-mintas rendszer identifikacis
mddszerek [2] motivaltak.

A konfidenciahalmazokat egy adott modellosztalyban konstrualjuk meg, ami
lehet tetszélegesen tag, akar végtelen dimenzids is. A javasolt keretrendszer se-
gitségével harom kernel-alapi algoritmust [3] is bevezetiink, amelyek egzakt kon-
fidenciatartomanyokat konstrualnak, valamint erdsen konzisztensek, azaz a hamis
modellek — gyenge feltételek mellett — a mintaméret névekedésével egy valdszinii-
séggel kikeriilnek a konstrudlt konfidenciahalmazokbol.

2. Reprodukéalé magua Hilbert-terek

Legyen adott egy f : X — R alaku fliggvényekbol all6 Hilbert-tér, H, a hoz-
zétartozé (-, - )y skaldrszorzattal. Azt mondjuk, hogy H egy reprodukdld magi
Hilbert-tér (RKHS), ha a kiértékeld linedris funkciondl 6, : f — f(x) minden
z € X esetén korldtos. Ekkor a Riesz reprezentdcids tétel alapjan létezik k(,-),
hogy minden = € X esetén k(-,x) € H és f(z) = (f,k(-,x) )n. Ezt hivjuk a re-
produkdld tulajdonsdgnak és a k : X x X — R fiiggvényt a kernelnek. Specidlisan
(k(,2),k(-,y) )u = k(z,y), amib8l kovetkezik, hogy k szimmetrikus és pozitiv
definit. Megforditva, minden szimmetrikus, pozitiv definit fiiggvény egyértelmiien
meghataroz egy RKHS-t (1d. Moore-Aronszajn tétel [1]). A legelterjedtebb ker-
nelek kozé tartozik a Gauss kernel, k(z,y) = exp(—llz=vl’/202) ahol o > 0 és a
polinomiélis kernel, k(z,y) = (zTy + ¢)¢ ahol ¢ > 0 és d € N.

Egy adott Dy mintdhoz tartozd tn. Gram maétrix, K € R"*™ a kernel értékek
segitségével hatdrozhaté meg: K; ;= k(x;,x;),1 <1i,j < n. Megmutathaté, hogy
ez mindig egy (adatfiiggd) szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtrix.

Legyen most X egy metrikus tér és Z C X kompakt. Jelolje tovdbba C(Z)
a Z-n értelmezett folytonos fiiggvények terét a supremum norma &ltal generalt
metrikaval és H(Z) = span{k(-,z) : z € Z} C H, azaz a k(-, z), z € Z, figgvények
altal kifeszitett teret. Azt mondjuk, hogy egy k kernel univerzdlis, ha minden Z
kompakt halmaz, f € C(Z) fiiggvény és € > 0 esetén létezik h € H(Z), hogy
sup,ez | f(x) — h(x)| < €, azaz H(Z) stird a C(Z) térben az uniform topolégidval.

Egyik fontos alkalmazdsa az RKHS-eknek a kernel dtlag bedgyazds [8], amely
eloszlasokhoz rendel RKHS-beli elemeket, a kernel segitségével:

2.1. Definicié. Legyen (X, X) egy mérheté tér és jelolje M, (X) a valészini-
ségi mértékek halmazat ezen a téren. Ezeknek a valésziniiségi mértékeknek egy k
kernellel ellatott H RKHS-be valé atlag bedgyazasat az alabbi médon definialjuk:

Wi M) S H, s u(P) :/k(x,-)dP(x), (1)

feltéve, hogy ez a Bochner integrél létezik.
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A kernelt karakterisztikusnak hivjuk, ha az imént definidlt beagyazas, p, in-
jektiv. Ekkor a bedgyazott elem megérzi az eloszlasban rejlé informéciot, példaul
minden P,Q € M, (X) esetén, ||u(P) — u(Q)]l,, = 0 pontosan akkor, ha P = Q.

Belathaté, hogy a Gauss kernel univerzalis és karakterisztikus is; valamint ha
X kompakt, akkor az univerzalitdsb6l mar kivetkezik is a karakterisztikussdg [8].

A mi esetiinkben a minta eloszlasa ismeretlen, ezért a bedgyazasat is csak be-
csiilni tudjuk a tapasztalati eloszlas segitségével. Ezt tobbek kozott azért tehetjiik
meg, mert a nagy szdmok erds térvénye (NSzET) édltaldnosithaté olyan véletlen
elemekre is, amelyek értékiiket egy szepardbilis Hilbert-térbél veszik [9]:

2.1. TETEL. Legyen {X,} fiiggetlen véletlen elemek sorozata egy H szepara-
bilis Hilbert-térbdl. Vezessiik be a Var(X) = E[|| X —E[X]||3,] jelolést. Ekkor

i % < o0 = % Zn:(Xk —E[X)]) = 0, (2)
n=1 k=1

egy valosziniiséggel, n — oo esetén, a skalarszorzat altal indukalt metrikaban.

3. Ujramintavételezd eljards

Eloszor azt a keretrendszert mutatjuk be, amelynek segitségével olyan konfi-
denciahalmazok konstrualhatok, amelyek a regressziés fiiggvényt, f.-ot, pontosan
egy altalunk megvalasztott valdsziniiséggel tartalmazzak a minta méretétol fiigget-
leniil. Korabban mér emlitettiik, hogy a vizsgélt regresszios fliggvény megegyezik
a feltételes varhaté érték fliggvénnyel, és a kovetkezd alakban irhato

filz) = E[Y | X=z]=2-P(Y=+41|X=2z) — 1 (3)
A tovabbiakban fel fogjuk tenni, hogy
(A0) X C RY és az {(z;,v:)}"; minta fiiggetlen, azonos eloszlasi (i.i.d.);

(Al) adott (mérhetd) regresszids fiiggvényeknek egy paraméterezett F csalddja,
amely tartalmazza fi.-ot, azaz f. € F = { fo: X — [-1,4+1] | €O };

(A2) a paraméterezés injektiv, azaz minden 61 # 65 € O esetén

I fo, = fo. 1% = /X(fel(x) — fou(2))*dBc(x) # 0, (4)

ahol P, a bemenetek eloszldsa (a P eloszlds egy peremeloszldsa).

Az egyszeriiség kedvéért gy tekintiink ©-ra, mint paramétertérre, de nem tessziik
fel, hogy ez véges dimenzids, példaul maguk a fiiggvények is lehetnek a paraméte-
rek. Az optimadlis f,-hoz tartozé paramétert 6*-gal jeloljiik, azaz f, = fg«.

Az djramintavételezés soran az i.i.d. tulajdonsagbdl fogunk kiindulni. Az o6t-
letiink az, ha adott egy 6 paraméter, akkor generdlhatunk alternativ cimkéket a
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meglévo bemenetekhez a paraméterhez tartozo feltételes eloszlas segitségével, ami
leithaté a kovetkezOképpen:

1 1—
Pg(Y:+1|X:x):%, ]P’g(Y:—1|X:x):%%x). (5)
Adott 6 esetén generdlunk m — 1 Gj alternativ mintdt, azaz legyen
Di(0) = ((x1,9:1(0)), -, (T, yin(0))), (6)
minden ¢ = 1,...,m—1 esetén, ahol minden (7, j) parra y; ;(6) egy véletlen generalt

véltozd a Po(Y | X = z;) feltételes eloszldsbdl. Az egyszertiség kedvéért ezt a
jelolést kiterjesztjiik a Dy esetre, azaz V8 : Dy(0) =Dy és Vi : yo,;(0) = y;.
Természetesen minden mintat tekinthetiink egy n dimenzids véletlen vektornak
és D1(0), ..., Dp—1(0) mindig feltételesen fiiggetlenek adott bemenetek esetén. Az
egyik legfontosabb észrevételiink, hogy ha 6 # 0*, akkor Dy eloszldsa dltaldban
kiilonbozik a tobbi minta eloszlasatél. Ez a kiillonbség egy statisztikai prébaval
kimutathaté. Mindazonaltal Dy és D;(0*) eloszldsa megegyezik minden ¢ esetén,
igy a mintdk statisztikailag nem kiilonboztethetek meg ebben az esetben. Ezek
alapjan a modszeriink a kovetkezo lesz: ha a generdlt mintak jelentOsen eltérnek az
eredetitol, akkor kizarjuk a vizsgdlt paramétert, mig ellenkez6 esetben elfogadjuk
a paraméter altal allitott hipotézist. A mintdk Osszehasonlitdsat sokféleképpen
végezhetjiik. Erre a célra bevezetjiik a rangsorold fliggvény fogalmat.

3.1. Definicid. Legyen A CR" és [m] = {1,...,m}. Egy ¢ : A™ — [m] ti-
pust (mérhetd) fiiggvényt rangsorold fiiggvénynek neveziink, ha minden lehetséges

(a1y...,a;m) € A™ esetén teljesiti az aldbbi tulajdonsdgokat:
(P1) A {2,...,m} halmaz minden p permutédcidjira
l/}(alaa%"'aam) = w(alaau(Z)a"'aap(m))a (7)

azaz a fliggvény inivarians az utolsé m — 1 elem sorrendmédositasara.
(P2) Minden 4,j € [m] esetén, ha a; # a;, akkor

V(ai, {artizi) # V(aj, {artrzs ), (8)
ahol az egyszeriisitett jel6lést (P1) indokolja.

A ¢ fliggvény kimenetét rangnak nevezziik. A kovetkez6é lemma egy fontos
észrevétel a felcserélhetd véletlen vektorok rangsoroldsaval kapcsolatban:

3.1. SEGEDTETEL. Legyenck Ay,..., Ay felcserélhets, m. m. pdronként kilon-
boz8 wvéletlen vektorok A C R"-bdl. Ekkor (A, Aa, ..., Ay) eloszldsa diszkrét
egyenletes, azaz minden k € [m] esetén, a rang k pontosan 1/m valdsziniséggel.

Vegyiik észre, hogy ez a lemma az {4;} véletlen vektorok eloszldsétdl fiigget-
leniil teljesiil. Az allitas a felcserélhetéségen miilik, ami a 6* segitségével generalt
mintak és az eredeti minta esetében fenndll. A paronkénti kiillonbozdség sziitkséges
feltétel ugyan, de altaldban kibdvithetjiik a mintdinkat egy véletlen permutéacio, m,
kiilsnbozé elemeivel DY (0) = (D;(#), (i) minden i = 0,...,m — 1 esetén, hogy
a paronkénti kiilonboz6séget biztositsuk. Ezzel a bovitéssel a lemmat altalanosan
is alkalmazhatjuk tetszoleges felcserélhetd elemekre.
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4. Nem-aszimptotikus konfidenciahalmazok

Legyen adott egy rangsorold fliggvény, 1, ami a kiterjesztett mintakon van ér-
telmezve, azaz 1 : (X x Y)™ x [m] — [m]. Tovédbbd legyenek p,q € [m] tetszéle-
ges segédparaméterek gy, hogy p < ¢ teljesiil. A o fiiggvény dltal meghatarozott
konfidenciahalmazt definidljuk a kovetkezé moédon:

@Z ={0€0:p < (D5 {D;(0)}izo) < q}, (9)

ahol o = (m,p,q) a segédparamétereket jeloli. Latni fogjuk, hogy m,p és ¢ dlta-
lunk vélaszthaté meg és ezek segitségével konnyedén beallithaté a konfidenciaszint.
A 3.1 Segédtétel segitségével beldthatd az alabbi altalanos tétel, ami egyben a cikk
egyik legfontosabb eredményét képezi.

4.1. TETEL. Az A0, Al és A2 feltételek mellett, minden v rangsorolé fiiggvény
és 0 = (m, p, q) egész segédparaméterek esetén, amelyekre fenndl1 < p < g < m,

qg—p+1
—_—

P(9*€0¥) = (10)

A tétel nagyon altaldnosan garantalja az ,igazi” regresszios fiiggvény, f., egzakt
tartalmazasi valoszintiségét, nem fiigg a minta eloszldsatdl — azaz eloszlds-fliggetlen
— és a rangsorolé fiiggvény megvalasztasatol sem. Nem-aszimptotikus eredmény,
tehat a konfidenciaszintet a minta mérete nem befolyasolja, sot, azt mi allithatjuk
be p, ¢ és m megvalasztdsdval. Vilagos, hogy tetszbleges (raciondlis) szint elérheté.
A p paramétert ebben a cikkben minden alkalommal 1-nek vélasztjuk meg, ezért
a késObbiekben attériink a o = (m, q) jelolésre.

Egy konfidenciahalmaz mindig alkalmas hipotézisvizsgdlatra is. Ebben az eset-
ben egy rangsorol6 fiiggvény segitségével tetszbleges regresszids fliggvény jelolt
tesztelheto, azaz meghatarozhatunk egy statisztikai probdt, ami elfogadja azt a
nullhipotézist, hogy a regresszids fiiggvény megegyezik a jelolttel, ha a rang értéke
p és q kozé esik. A tétel ilyenkor a préba szintjét hatarozza meg egzakt moédon,
amibdl az elsdfaji hiba valésziniisége is meghatarozhato.

Az altalanossagbdl adéddan ez a tétel megengedi patologikus rangsorold fligg-
vények hasznalatat, példaul olyanokét, amelyek csak a mintdkhoz csatolt véletlen
permutaciétol fiiggnek. Természetesen ezeket szeretnénk elkeriilni, ezért vizsgéljuk
a konfidenciahalmazaink egy mésik tulajdonsagat az tn. erds konzisztencidat. In-
tuitivan, egy erdsen konzisztens mddszer esetén a rossz paraméterek a mintaszam
novekedésével kikeriilnek a konstrualt konfidenciahalmazokbdl.

4.1. Definicio. Jeldlje az n elem(i mintara konstruélt konfidenciahalmazt QZ,n'
Egy modszert erésen konzisztensnek neveziink, ha V 0 # 6% 6 € © esetén:

P(ﬁ[]{@e@in}>:0. (11)

k=1n=~k
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Az er6s konzisztencia a konfidenciahalmazhoz kapcsol6dé préba esetében a md-
sodfaju hibdara ad aszimptotikus garanciat, ugyanis azokat a konfidenciahalmaz-
sorozatokat tekintjiik erésen konzisztensnek, amelyek 1 valdszintiséggel csak véges
sok n-re fogadnak el egy ,rossz” hipotézist. EbbOl kovetkezik, hogy ilyenkor a
,rossz” hipotézisek elfogadasi valdszinlisége — azaz a proba masodfaju hibajanak
valészintisége — nullahoz tart, amit egy préba konzisztenciajanak szoktak nevezni.

A tovabbiakban bevezetiink harom algoritmust, amelyek egzakt és erésen kon-
zisztens konfidenciahalmazokat konstrudlnak egy-egy kernel-mddszer segitségével.

4.1. Algoritmus I (szomszédsag alapi)

Az els§ algoritmus a k-legkozelebbi szomszéd (kKNN) mddszerbdl indul ki. Az
az Otlet, hogy adott 0 esetén megbecsiiljiik az fy fiiggvényt kiilon-kiilon minden
mintdbdl a kNN mddszer segitségével. Ezeket a becsléseket aszerint fogjuk Gssze-
hasonlitani, hogy melyikiik becsli pontosabban az fy fliggvényt.

Az els6 algoritmushoz feltessziik a kovetkezoket:
(B1) X kompakt,
(B2) a bemenetek eloszlasanak tartéja az egész X, azaz supp P = X
(B3) P abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.
A kNN becsléseket definidlhatjuk a kovetkezd médon

féle(m) = i Z i, (0)I(z; € N(z,ky)), (12)

ahol N(z,k,) jeloli az = pont k, legkozelebbl szomszédjat az {x;}}_; halmazbdl.
Az euklidészi metrikdt hasznaljuk X-en a szomszédok meghatarozasahoz Mivel
P abszolut folytonos, (12) Lebesgue-majdnem mindeniitt jél-meghatarozott.

Tekintsiik a becsléseink L2-hib4jt, azaz minden s = 0, ..., m — 1 esetén legye-
nek a ZT(Li)(G) referenciavaltozok a kovetkezék:

28900 = 10— I3 = [ (o) = £i0, (@) (13)
A rangsorol6 fiiggvényt ezek segftségével a kovetkez6 alakban irjuk fel:

Ra(0) = 1 + Z 1(z(0) <» 29(6)), (14)

ahol ,,<,” egy szigord rendezés a ZfL )(9)7 oz (0) elemeken a kivetkezOkép-
pen definidlva: Z 0) <= Z T(Lj)(Q) akkor és csak akkor, ha Z(k)(G) < Z(j)(G) vagy
zk) 0) = Zr(f)(ﬁ), illetve (k) < m(j). A kordbban hasznélatos jelolésekkel az els6

algoritmusban
(D5 ADE ()} k20 ) = Rn(9)- (15)
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A konfidenciahalmaz az eléz6ek alapjan a kovetkezd alakban adddik:
o) = {0ec0:R,0) < q}. (16)

ahol o = (m,q), 1 < g < m 4ltalunk vélasztott egész értékil segédparaméterek.
A 4.2 tétel foglalja Ossze az els6 algoritmus fontos tulajdonsagait.

4.2. TETEL. Tegyiik fel, hogy A0, A1, A2, B1, B2 és B3 teljesiil. Ekkor
P(6*€0l)) =q/m, (17)

minden mintaméretre. Tovabbd, ha {k,} olyan, hogy k, — oo és k,/n — 0, ha
n — 00, és ¢ < m, akkor Algoritmus I erésen konzisztens (11).

Az vildgos, hogy { fe(%} pontosan kiszamolhaté az adatokbdl, és szakaszonként

konstans. Tovabb4 || fo(lzl — fo |3 szintén pontosan megkaphaté, tehat az algorit-
musunk gyakorlatban is megvaldsithaté. Mindazondltal sok esetben gyorsabb, ha
Monte Carlo (MC) médszerrel kozelitjiik az integrélok értékeit:

ln
2

1450~ 20l =~ - Y (5@ = fulan))” (18)

k=1

ahol ¢, a MC minta mérete és {Z}} i.i.d. egyenletes valészintiségi véltozok az X-en.
Ez az otlet a NSzET-b6l adddik miszerint a (18) egyenletben szerepld atlag tart
I féi)l — fol%hez (m.m.), ha £, — co. Meggondolhaté, hogy az egzakt konfiden-
ciaszint megmarad, ha ezt a becslést hasznaljuk a pontos integralértékek helyett.
A cikk végén szerepld tesztesetekben is ezt a kozelitést alkalmaztuk.

Vegyiik észre, hogy a kNN-moddszer tekinthet6é egy lokalisan atlagolé kernel-
modszernek, ahol minden ponthoz adaptaljuk az ablakfiiggvény méretét és helyze-
tét. Ezért egy természetes dltalanositdsa lenne Algoritmus I-nek, ha mésik lokalisan
atlagolé médszert valasztandnk a kNN helyett [6]. Noha a k(-,-) fiiggvényt ismét
kernelnek hivjuk, nem koveteljiikk meg, hogy ez a fiiggvény pozitiv definit legyen.
Altaldban k(z,y) = K (z —1y), ahol K nemnegativ és az origébdl kiindulva minden
sugdr mentén monoton csokkendé. Ekkor adott kernel, k(-,-) — példdul Gauss —

esetén az { fe(lzl} becsléseket definidlhatjuk a kévetkez8képpen:

(6) x £L' ZTj).
Gn( ) Zl . LC xl Zylj ]) (19)

Ezekkel a regresszids fiiggvény becslésekkel is konstrualhatok konfidenciahalma-
zok a korabbihoz hasonlé mdédon. Algoritmus I-nek a lokalisan dtlagolé kernel-
modszerekkel altalanositott varidnsai szintén egzakt konfidenciahalmazt épitenek.
So6t, mivel a kernel becslések egy jelentOs része univerzalisan erOsen konzisztens,
az algoritmusunk altalaban 6rokli ezt a tulajdonségot.
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4.2. Algoritmus IT (bedgyazas alapn)

A masodik algoritmus alapotlete, hogy bedgyazzuk az eredeti minta eloszla-
sat és az alternativ mintak eloszldsat egy RKHS-be egy karakterisztikus kernel
segitségével. Ha a generdld eloszlasok kiilonboznek az eredetitél, akkor méasik elem-
hez lesznek rendelve, mint az eredeti minta eloszldsa. Ezt az eltérést probaljuk a
tapasztalati eloszlasok segitségével statisztikusan kimutatni.

Algoritmus II-h6z legyen S = X x {+1, —1} a mintatér és legyen H egy S — R
tipusu fiiggvényeket tartalmazé RKHS. Feltessziik, hogy
(C1) a H reprodukdlé magu Hilbert-tér szepardbilis,
(C2) a H-hoz tartozé kernel mérhetd, korldtos és karakterisztikus.
Ha X = R? akkor S = R? x {+1,—1} és haszndlhatjuk példdul a Gauss vagy a
Laplace kernelt, ui. ezek korldtosak és karakterisztikusak is [8].

Ertelmezziik az alabbi beagyazasokat

he(r) = ]E[k(,S*)] és ho(:) = E[k(»,Sg)], (20)

ahol S, és Sy véletlen elemek az S térbol. S, eloszldsa az eredeti mintank ke-
resett ismeretlen eloszlasa, és Sy eloszlasat a bemenetek peremeloszlasa és az fy
regresszids fiiggvény hatdrozzak meg (1d. [4]).

A kernel korlétos, ezért E[ \/k(Sp, Sp) | < oo, igy {he} létezik és H-beli [3]. A
kernel karakterisztikus, tehat hy = h, pontosan akkor, ha § = 0*. Most legyen a
bedgyazott eloszlas tapasztalati valtozata a kovetkez6

P = = 57 K 5i5(6)), (21)
j=1

minden i = 0,...,m — 1 esetén, ahol s;;(0) = (z;,v;(0)); emlékeztetsiil
Yo,;(0) = y;. Més széval minden ¢ # 0 esetén s; ;(#) eloszldsa megegyezik Sy
eloszlésdval, tovabbd sq ; eloszldsa megegyezik S, eloszlasaval.

Most definidljuk a {fo)(é') mot véltozdkat a kovetkezSképpen:

m—1
Z0O) = Y || — ) 112, (22)
j=0

azaz szamoljuk ki h‘(gizz teljes kumulativ tavolsdgat az sszes tobbi bedgyazott elem-
tél. Erre azért van sziikség, mert dltaldban nehéz a ho(-) = E[ k(-, Sp) | fiiggvényt

explicite megadni és az ettdl vett tavolsdgot kiszdmolni. Ezek utén a @E,ZJ)L konfi-
denciahalmaz hasonléan konstrudlhaté meg, mint kordbban, 1d. (16).

4.3. TETEL. Feltéve, hogy A0, Al, A2, C1 és C2 teljesiil, az Algoritmus II
altal konstrualt konfidenciahalmazokra fennall, hogy

IF’(G* € 922%) =gq/m, (23)

minden természetes n-re és o = (q,m), ¢ < m segédparaméterpdrra, valamint
q < m és 2 < m esetén a médszer erésen konzisztens.
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Vegyiik észre, hogy az algoritmus végrehajthatd, hiszen a bedgyazott elemek
négyzetes tévolsdga a Hilbert-térben, | héizl - hé] 7)1 13, kifejezhetd a reprodukalé
tulajdonsag és az s;1(0),...,8n(0),51(0),...,5;,(0) minta Gram matrixdnak
segitségével, azonban a {ZS)(G)} véaltozdk kiszdmoldsdhoz szitkséges Gram mét-
rixok fiiggnek a vizsgalt 6 paramétertdl, igy ez a mddszer nagy szamitasigénnyel
rendelkezik és jelentosége inkdbb elméleti.

4.3. Algoritmus IIT (eltérés alapn)

Algoritmus III az el6zé algoritmus intuiciéit koveti, de ebben az esetben egy
egyszeriibb alakban definialjuk a {fo)(ﬂ)} véaltozdkat, ami miatt a Gram matrixot
elég csak egyszer kiszamolni az algoritmus soran, ennél fogva a szamitasigény ebben
az esetben jelentOGsen alacsonyabb, mint kordabban.

Algoritmus ITI-hoz feltessziik, hogy
(D1) X kompakt,
(D2) minden f € F folytonos,

(D3) H egy mérhetd, korldtos és univerzdlis kernellel ellatott szepardbilis RKHS,
ami X — R alaku fliggvényeket tartalmaz.

Legyen ¢; ;(8) = v;,;(0) — fo(z;), minden ¢ = 0,....m—1és j =1,...,n
esetén. Vegyiik észre, hogy ha i # 0, akkor ¢; ;(#) nulla varhaté értékii minden j
esetén, mert fo(z;) = Eg[yi;(0)|x;].

Ebben a részben legyenek definidlva a {Z,(f)(H)} véltozdk az aldbbi médon:

n 1,7 ) m]

j=1

2

Z(0) = : (24)
H

minden 7 = 0,...,m — 1 esetén. Lathatd, hogy fo)(ﬁ) kiszédmolhaté a K Gram
métrix, K; ; = k(z;,z;), segitségével ugyanis a reprodukélé tulajdonsig miatt

i 1
Z0(0) = — el (0) Kei(0), (25)
hasznélva az €;(0) = (£;,1(0),...,ci.n(0))T vektor jelolést.

Innentdl fogva kovethetjiik Algoritmus I konstrukciéjat, azaz a rangsorold fiigg-
vényt ugy definidljuk, mint (14)-ben és a konfidenciahalmaz megadhaté gy, mint

(16)-ben, de természetesen most az 1j {Z,(f)(e)} véltozokat haszndljuk.

4.4. TETEL. Feltéve, hogy A0, Al, A2, D1, D2 és D3 teljesiil, az Algoritmus
IIT altal konstrualt konfidenciahalmazokra fenndll, hogy

IF’(O* € 923%) =gq/m, (26)

minden természetes n-re és ¢ = (q,m), ¢ < m segédparaméterparra; tovabbd

q < m esetén a modszer erésen konzisztens.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



374 TAMAS AMBRUS ES CSAJI BALAZS CSANAD

| | ‘ | ‘ | ‘

05

02 03 04 05 05 01 08 02 03 o4 05 06 07 08 02 03 04 05 06 07 08 02 03 04 05 06 07 08

(a) Algoritmus I (kNN) (b) Algoritmus I (Gauss) (c) Algoritmus II (Gauss) (d) Algoritmus IIT (Gauss)

15 5 157 15

ik 1 WL

ot of of of

1 1t i W

15 15 15 15
1 98 95 a4 02 0 02 o4 o5 08 1 1 98 45 24 92 0 02 o4 05 08 1 1 98 45 44 02 0 02 o4 05 08 1 1 98 45 a¢ 02 0 02 04 06 08 1

(e) Algoritmus I (kNN) (f) Algoritmus I (Gauss) (g) Algoritmus II (Gauss) (h) Algoritmus IIT (Gauss)
1. dbra. Egzakt, nem-aszimptotikusan garantdlt konfidenciahalmaz csalddok a bevezetett algoritmu-
sokhoz a paramétertérben (fenti 4brak: a, b, c, d) ill. a modelltérben (lenti dbrdk: e, f, g, h). A minta
Laplace eloszldsok keverékeként eldallitott szintetikus adatokat tartalmazott, a cél a keverési valdszi-
niiség (z-tengely) és a kozds skdlaparaméter (y-tengely) tartomanybecslése volt. A szinek a referencia
elemek normalizdlt rangjat — azaz az 1/m R, (0) értékét — mutatjdk. Minél sdtétebb egy pont szine,
anndl kisebb valdsziniiségli konfidenciahalmazokba is belekeriil. A paramétertérben szerepld fehér csil-

lag és a modelltérben szerepld tiirkiz fiiggvény az adatok generdldsara hasznilt ,igazi” paramétereket
— p« = 1/2 (z-tengely) és A\, = 1 (y-tengely) — ill. regressziés fiiggvényt jeldli.

5. Numerikus szimulaciék

Az algoritmusok szemléltetése végett numerikus kisérleteket is végeztiink szin-
tetikus és valds adatokon. Eloszor, két Laplace eloszlas keverékeként elGallitott
mintdn mutatjuk be a mddszerek miikkodését, majd egy valés adatokon alapu-
16 szivelégtelenség elorejelzési problémét vizsgdlunk, melyeken a mddszereinket
Osszevetjiik logisztikus regresszion alapuld aszimptotikus konfidenciahalmazokkal.

5.1. Kisérletek Laplace eloszlasok keverékével

Az els6ként bemutatott kisérletek esetében a szintetikus minta egyiittes el-
oszlasa két Laplace eloszlas keveréke, amelyek varhato értéke, pp és po, eltért
egymadstol, de a skdlaparaméteriik, A, megegyezik. A szimuldcié sordn természe-
tesen tetszoleges eloszlasokat tekinthettiink volna; azért védlasztottuk a vastagabb
farkd Laplace eloszldst (pl., a normalis helyett), hogy szemléltessiik a médszereink
altalanossagat. Ebben a példdaban p valdsziniiséggel a ,,+17 osztalyt, 1 — p valo-
szinlséggel a ,—1” osztalyt figyeltiik meg, azaz a regresszids fiiggvényekbol allé
modellcsalddot a p, w1, pe és A paraméterekkel adtuk meg.

A tesztesetekben a konfidenciahalmazokkal a p, = 1/2 (z-tengely) és A\, =1 (y-
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tengely) paramétereket szerettiik volna becsiilni. Az eltoldsparamétereket ismert-
nek tekintettiik, uy = —1 és uo = 1, igy két dimenzidés abréan tudtuk abrazolni a
halmazokat. Az 1. dbra mutatja a kapott relativ rangokat, {R,(0)/m}, a tesztelt
0 = (p, \) paraméterek fiiggvényében. A rangokat az (a), (c) és (d) esetben az
Algoritmus I-1I-11I-al, a (b) esetben pedig az Algoritmus I kernelizélt valtozatdval
szdmoltuk. Az (e), (f), (g) és (h) dbrdk a modelltérben szemléltetik a konfidencia-
halmazokat. Az eredeti minta mérete n = 500, és tovabbi 39 Gjramintavételezett
mintat hasznaltunk, azaz m = 40. A kNN mddszernél 15 szomszéddal dolgoz-
tunk. A kernel minden esetben a Gauss kernel o = 1/8 paraméterrel. Sotétebb
szinekkel jeloltiik a kisebb rangokat, ezért a sotétebb szin(i paraméterek az ala-
csonyabb szint{i konfidenciahalmazokba is bekeriilnek. A rangokat a paraméterek
egy slrli rdcsdn értékeltiik ki. A paraméterrdcsot 1/100-os 1épéskozzel alakitottuk
ki a [0,2,0,8] x [0,2,2,4]-0s téglan. Lathat6, hogy a kiilonboz6 algoritmusok dssze-
mérhetd (korlatos) konfidenciahalmazokat konstrudlnak. A tapasztalatok szerint
a konfidenciahalmazok mérete és a szamitasigény alapjan a III. algoritmus alkal-
mazasa a leghatékonyabb.

A bemutatott mddszerek egy elonye, hogy nem sziikséges, hogy a paramétereket
interpretdlni tudjuk azon til, hogy valamilyen médon egy regresszids fiiggvényt
hataroznak meg. Tovabbd, a regresszids fiiggvények kompatibilisek végtelen sok
egyliittes eloszldssal, ui. a bemenetek peremeloszlasa nincs rdjuk hatdssal. Emi-
att nincs sziikség arra, hogy az eloszldsok egyiittesen is paraméterezve legyenek,
ezért a moédszereket szemi- vagy félparametrikusnak is nevezhetjiikk. Ha 6* € R¢
akkor a mddszerek automatikusan egyiittes és tovabbra is egzakt konfidenciahal-
mazokat épitenek. Mindezek alapjan a bemutatott algoritmusaink amellett, hogy
er6s elméleti garancidkkal rendelkeznek, nagyon rugalmasan alkalmazhatdak.

5.2. Szivelégtelenség eldrejelzése sztochasztikus garancidkkal

Az Egészségiigyi Vilagszervezet (WHO) felmérései szerint a szivelégtelenség
tekinthetd vilagszerte az els§ szamu haldlozdsi oknak. 2016-ban példaul a WHO
becslése szerint 179 millidan haltak meg szivelégtelenség miatt. Az egyik leggya-
koribb szivelégtelenség a koszortér-betegség (CHD), aminek korai diagnosztizaldsa
milliék életében csokkentheti a komplikacidék kockazatat.

Mésodik numerikus kisérletiinkben egy Framinghamben (Massachusetts, USA)
végzett kutatas adatain dolgoztunk, amely a Kaggle honlapon szabadon elérhet6
és felhasznalhaté kutatdsi célokra [5]. Tobb, mint 4000 péciensnek 15 lehetsé-
ges kockdzati faktora és az adatfelvételt koveté 10 évben bekovetkezd koszoruér-
betegségei szerepeltek a vizsgdlt adathalmazban. A lehetséges kockédzati tényezok
kozott egészségiigyi, demogréfiai és viselkedési adatok voltak. A példa egyszertisége
kedvéért mi egyediil a szisztolés vérnyomas segitségével modelleztiik a koszoruér-
betegség bekovetkezési valosziniliségét. A szisztolés vérnyomadsra 85 és 295 Hgmm
kozotti értékek voltak felvéve. Viszonyitasi alapként a WHO téjékoztatdja szerint
a 140 Hgmm feletti érték mar magas vérnyoméasnak tekintendd.
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2. abra. Kisérletek szivelégtelenség elérejelzésére. A mintaelemek — amelyeket a kék ,, x”7-ek jeldlnek
— segitségével logisztikus modelleket, 1d., (27), teszteltiink. Minden modell esetén a referencia elemek
rangja a szin drnyalatdval van jelolve, igy a modellekhez tartozé elutasitéasi valésziniiségek leolvashaték
a szinskéla segitségével. A vékony sotétkék fiiggvények grafikonjai egy (konzervativ) 95%-os konfiden-
ciasdv hatdrait mutatjak. A vastagabb vildgoskék grafikon a logisztikus regressziés modellt dbrazolja.

A 2.4bran az x tengelyen lathatok a szisztolés vérnyomds értékek és az y tenge-
lyen 1-es érték jeloli, hogyha 10 éven beliil koszoruér-betegséggel diagnosztizaltak
valakit, illetve 0 érték jeloli az egészséges (nem diagnosztizalt) eseteket. A reg-
resszids fliggvényre egy logisztikus modellosztélyt tekintettiink:

1

F =9 fap(@) = 1 +exp(—(a-z+b))

a,beR ¢, (27)

amin kétféle médszert alkalmaztunk. Elészor az eltérés alapu Algoritmus III-at
hasznaltuk, hogy konfidenciahalmazokat konstrudljunk. A logisztikus modellek
megfelel6 transzformaéltjait teszteltiik az algoritmus segitségével egy stirti paramé-
terrdcson. A transzforméciéra azért volt sziikség, hogy a cimkék értékeit egysége-
sitsiik: az eddig ,,—17-gyel jelolt osztalyt azonositottuk a példaban szereplo ,,0” érté-
kii osztéllyal. A tesztelt paraméterparok a [—6, —4] intervallum 1/80-os 1épéskozzel
vett felosztdsanak osztépontjaibdl és a [0,015,0,035] intervallum 2,5 x 10~ %-es 1é-
péskozzel vett felosztasanak osztopontjaibol alltak. Viszonyitasképpen dbrazoltuk
a maximum likelihood (ML) mddszerrel meghatdrozott logisztikus regresszids mo-
dell koriil a Fisher-informéci6 segitségével megadott hatdreloszlds alapjan kapott
konfidenciahalmazokat [7]. A konfidencia-ellipszoidok hatdrain a paraméterekhez
tartozé modellek esetében szindrnyalattal (diszkretizalva) dbrézoltuk az elutasité-
si valdszinliségeket. A pontos valdszinliségek a szinskéla segitségével olvashatok
le mindkét mddszer esetén. Az dbrakon sotétkék szinnel feltiintettiik a 95%-os
konfidenciahalmazba eso fiiggvények pontonkénti maximumat és minimumat. Be-
lathatd, hogy a pontos minimum és maximum értékek egy legaldbb 95%-os (kon-
zervativ) konfidenciasdvot hatdroznak meg a regresszids fiiggvény értékeire. Fontos
megjegyezniink, hogy mig a mi mddszeriink egzakt garanciat szolgaltat az ,igazi”
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paraméterre nézve, addig a logisztikus regresszié esetében a korlatok egy hatéarel-
oszlason alapulnak, amelyek paraméterei csak becsiilve vannak. Ezek a tényezck
kisebb minta esetén jelent&sen befolyasolhatjak a kapott konfidenciahalmazok mé-
retét. Vegyiik észre tovabbd, hogy a mi mddszeriink egyediil a modellek alakjat
hasznélja ki és azon az intervallumon, ahol kevesebb adatunk van, nagyobb bizony-
talansaggal becsli a betegség kockazatat. Ez statisztikai szempontbdl egy sokkal
redlisabb megkozelités, mint amit a ,tankonyvi megoldéds”, az ML becslés hatéarel-
oszlasa szolgaltat.

6. Osszefoglalis

A cikkben bemutattuk, miként konstrualhatunk nem-aszimptotikus konfiden-
ciahalmazokat a feltételes varhato érték fiigguényhez binaris osztalyozas esetén tet-
sz6leges meghizhatésagi szintre, a minta eloszldsatodl fiiggetleniil. A regresszids
fiiggvény vizsgalata kiemelten fontos a klasszifikacié szempontjabol, mivel megad-
haté vele az optimalis Bayes osztalyozd, és a félreklasszifikdlas kockéazata is. A
cikkben szintetikus és valés adatokon keresztiil szemléltettiik a mddszereinket.

Az alapétlet az volt, hogy gy teszteliink egy modelljeldltet, hogy a segitségé-
vel alternativ mintdkat generalunk, és Gsszehasonlitjuk egy adott kernel-mdédszer
teljesit6képességét az eredeti mintan és a generalt mintakon. Altaldban, ha egy
modelljelslt ,,tdvol” van a keresett (ismeretlen) modellt6l, akkor a generdlt mintdk
nagy mértékben eltérnek az eredeti mintatol, amit statisztikailag kimutathatunk a
becsiilt modellek segitségével. A cikkben hirom konstrukcidt vezettiink be. Mind-
egyikrol megmutathatd, hogy egzakt és erdsen konzisztens konfidenciahalmazokat
épit tetszbleges mintaméret esetén, gyenge statisztikai feltételek mellett.!

A konstrukcié alapjan egyenként minden paraméterrdl egyértelmiien eldénthe-
t6, hogy keriil-e egy adott valdszinliségii konfidenciahalmazba, de a teljes halmaz
hatékony reprezentédldsa (példaul egy ellipszoiddal vald kiilsd kozelitése) kihivast
jelent. Alacsony dimenzids paramétertérben a halmaz jél kozelitheté diszkretizéci-
oval, azonban a kozelités szamitasigénye a dimenzié névekedésével hatvanyozottan
no, ezért a reprezentalas skilazhatosdga tovabbi kutatast igényel.
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STOCHASTIC GUARANTEES FOR BINARY CLASSIFICATION
AMBRUS TAMAS, BALAZS CSANAD CsAJl

Binary classification is one of the fundamental problems of statistical learning theory. The
paper aims at estimating, with strong non-asymptotic stochastic guarantees, the conditional
expectation of the class labels given the inputs, i.e., the regression function. The regression
function does not only determine a Bayes optimal classifier, which provides optimal predictions,
but also gives access to the misclassification probability. We introduce a resampling framework
to construct confidence regions for the regression function with exact coverage probabilities and
present three kernel-based semi-parametric methods, all of which are strongly consistent.
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