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ELŐSZÓ

Az Alkalmazott Matematikai Lapok 4 év szünet után 2004-ben jelent meg
ismét. Ez volt az első olyan szám, amit az akkor új szerkesztők jelentettek meg
(főszerkesztő: Páles Zsolt, felelős szerkesztő: Vizvári Béla, technikai szerkesztő:
Kovács Gergely).

Azóta ez a szerkesztőség 16 évfolyam 25 számának elkészültében vett részt.
Megjelent számos méltatás, tudománytörténeti cikk, illetve a számok már az
interneten is elérhetőek, letölthetőek.

2019-ben Vizvári Béla és Kovács Gergely sokadik megb́ızása után a
megújulás reményében lemondott. A szerkesztőbizottság felelős szerkesztőnek
Bozóki Sándort, helyettesének Csató Lászlót választotta meg. (Nekik köszönhető,
hogy azóta a cikkek már DOI-azonośıtóval is rendelkeznek.) Az új szerkesztőknek
jó munkát ḱıvánunk!

Ugyan a kötet boŕıtóján már az új szerkesztők neve szerepel, de a jelen szám
cikkei még zömében 2019-ben érkeztek be, ezért ez a szám még jelentős részben a
régi szerkesztők munkája.

Vizvári Béla, Kovács Gergely
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Stoyan Gisbert emlékére
(1942-2018)

Stoyan Gisbert tudományos életútja

Stoyan Gisbert 1942-ben született Berlinben. Az egyetem elvégzése után a
berlini Alkalmazott Matematika és Mechanika Intézetben dolgozott, majd 1967 és
1971 között Moszkvában, a Lomonoszov Egyetemen volt aspiráns. Szamarszkij
professzor, a világh́ırű szovjet numerikus matematika kiemelkedő képviselője volt
a témavezetője. Ő a későbbiekben is figyelemmel ḱısérte Stoyan Gisbert pálya-
futását, és mindig nagy elismeréssel szólt tudományos eredményeiről. A sikeres
fokozatszerzés után 1983-ig Berlinben, a Weierstrass Intézetben dolgozott. Az
Eötvös Loránd Tudományegyetemen 1983-ban az egyetemi számı́tóközpont mun-
katársaként kezdte több mint három évtizedes karrierjét. Ottani munkája a szá-
mı́tógépes alkalmazások egy fontos területéhez, a differenciálegyenletek numerikus
megoldásához kapcsolódott. A számı́tóközpontban töltött t́ız év után, 1993-tól kö-
zel három évtizedig, nyugd́ıjba vonulásáig a Numerikus Anaĺızis Tanszék egyetemi
tanára, utána pedig professzor emeritusa volt.

Stoyan Gisbert professzor az őt felületesen ismerők számára zárkózottnak tűn-
hetett, de ő egyáltalán nem volt elzárkózó. Mindenkinek sźıvesen seǵıtett, aki
matematikai kutatási, oktatási problémával felkereste. Hozzáállására leginkább a
szigorú szakmai következetesség és igényesség volt a jellemző. Ennek köszönhette
az alkalmazott matematikai körökben kiv́ıvott szakmai megbecsülését, hitelességét.
Véleményét oktatási kérdésekben is röviden, egyértelműen és nýıltan fogalmazta
meg. Kollégáival jó viszonyt ápolt, közelebbi munkatársaival szorosabb személyes
kapcsolatban is volt. Magatartása mintaként szolgált környezetének, tańıtványai-
nak.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



4 STOYAN GISBERT EMLÉKÉRE (1942-2018)

Kutatói munkássága

Stoyan Gisbert professzor magas sźınvonalú kutatási tevékenységével nemzet-
közi elismertséget szerzett a numerikus matematika és annak gyakorlati alkalma-
zásai területén. Különösen szép eredményeket ért el a parciális differenciálegyen-
letekkel kapcsolatban. Eredményeit jó meglátások és az elegáns megoldások jelle-
mezték.

Kutatási érdeklődése széles körű volt, a numerikus anaĺızis, a differenciálegyen-
letek numerikus megoldásai témaköréhez, azon belül is leginkább a parciális dif-
ferenciálegyenletek numerikus megoldási módszereihez kapcsolódott. A differenci-
álegyenletek numerikus megoldásának megmaradási tételeivel, például a pozitivi-
tással, monotonitással kapcsolatos vizsgálatok során is szép eredményeket ért el.
Paraméterbecslési módszerei, az úgynevezett inverz feladat megoldására vonatko-
zó eredményei is tanúśıtják az alkalmazásokhoz való szoros kapcsolatát, elkötele-
zettségét. A multigrid módszerekhez kötődő kutatásaiból is számos sźınvonalas
publikáció született.

A közel elliptikus parabolikus egyenletek integrálására adott módszere olyan
problémakört tárgyalt, ami sokáig szinte megoldhatatlannak tűnő feladat volt.
Számos cikkben foglalkozott a Stokes-egyenlet véges elemes megoldásával. Késői
publikációi, amelyek a Crouzeix–Velte-felbontás területén születtek, mind fontos
és jelentős dolgozatok.

Tudományos munkássága, eredményei Stoyan Gisbertet nemzetközileg ismert
és elismert kutatóvá tették.

Egyetemi oktatói munkássága

Az itthoni matematikai közösség olyan széles és mély matematikai műveltséggel
rendelkező szakemberként tisztelte, aki számos témakör művelését honośıtotta meg
itthon. Nemzetközi kapcsolatait kihasználva a numerikus matematika területén
kutatási együttműködést hozott létre neves külföldi egyetemek, kutatóközpontok
és egyetemünk kutatócsoportjai között. Tudományos kutatásaihoz kapcsolódóan
doktori témákat hirdetett meg tehetséges hallgatók számára. A kutatói utánpót-
lás nevelése terén végzett tevékenysége példaértékű. Több sikeresen védett doktori
ösztönd́ıjasa ma már a numerikus matematika elismert szakembere. A hazai nu-
merikus matematikát oktató, művelő szakemberek jó része az ő közvetlen, vagy
közvetett tańıtványának tekinthető.

Széles körű egyetemi oktatási, tananyagfejlesztési tevékenysége két kiemelke-
dő példájának egyike az intenźıv tankönyv́ırói munkássága, a másik az ELTE-n
a matematikus képzés keretében folyó alkalmazott matematikus szak létrehozásá-
ban betöltött kezdeményező és megvalóśıtó szerepe. Kitartó szervezői munkájának
döntő szerepe volt abban, hogy a sźınvonalas képzést nyújtó szak elindulhatott.
Nemcsak a szak létrehozásában, hanem annak működtetésében is akt́ıvan részt
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vett. Ő vezette be és dolgozta ki a
”
Nemlineáris problémák alkalmazott feladatok-

ban, esettanulmányok” ćımű tárgy anyagát. Emellett a Numerikus anaĺızis tárgy
anyagának kidolgozója, a tárgy felelőse és hosszú ideig oktatója volt.

Különösen fontosnak tartotta, hogy a hallgatók valódi gyakorlati problémákkal
találkozzanak. A diplomamunka védések alkalmával alaposan meggyőződött arról,
vajon a hallgató igazi, az ipari gyakorlatban felmerülő problémával foglalkozott-e,
és hogy az általa adott megoldás valóban alkalmazható-e a gyakorlatban. Inten-
źıv tankönyv́ırói tevékenységének ikonikus példája a társszerzővel ı́rt háromkötetes
Numerikus módszerek monográfia. A méretét tekintve is lenyűgöző, 1000 oldalt
meghaladó mű hiánypótló és meghatározó a magyar nyelvű numerikus matematika
oktatásban. Korszerű, modern tartalma és tárgyalásmódja kiállja az összehason-
ĺıtást a külföldi szakirodalomban megjelent hasonló témájú művekkel. Az első-
sorban nem matematikusok számára ı́rt Numerikus matematika mérnököknek és
programozóknak ćımű könyvének elkésźıtette az angol nyelvű változatát is, ami a
Birkhäuser Kiadónál jelent meg. A 2016-os első kiadása olyan sikeresnek bizonyult,
hogy a kiadó rögtön megkereste a második kiadás ügyében.

Egyetemi tanári tevékenységén belül a tudományos kutatást és az oktatást vé-
gig egymással összhangban művelte. Kiemelkedő évtizedes munkássága során szá-
mos elismerésben részesült. Kollégái megbecsülését jelzi a tiszteletére rendezett
jubileumi konferencia. A magyar állam 2012-ben a Magyar Érdemrend Lovagke-
resztjével tüntette ki. A HU-MATHS-IN, Magyar Ipari és Innovációs Matematikai
Szolgáltatási Hálózat, elind́ıtotta a róla elnevezett Stoyan Gisbert szemináriumot.

Szakmai hagyatékát a hazai numerikus matematikai közösség magáénak érzi,
azt a jövőben is gondozni fogja.

Fridli Sándor és Gergó Lajos

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)
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Stoyan Gisbert publikációi

[1] Stoyan Gisbert: On some economic additive difference schemes for the solution of
manydimensional partial differential equations of parabolic type, Soviet Journal of Nu-
merical Mathematics and Mathematical Physics, Vol. 10 No. 3, pp. 644-653 (1970).
(in Russian)

[2] Stoyan Gisbert: On the stability of additive difference schemes with respect to boundary
values, Soviet Journal of Numerical Mathematics and Mathematical Physics, Vol. 11
No. 4, pp. 934-947 (1971). (in Russian)

[3] Stoyan Gisbert: Zur Genauigkeit eines ökonomischen additiven Differenzenschemas,
Math.Nachrichten, Vol. 58, pp. 247-255 (1973).

[4] Stoyan Gisbert: On the stability of the two-dimensional Janenko scheme with respect to
boundary values, in: Theory of Nonlinear Operators: Proceedings of a Summerschool held
at Neuchtel (Hiddensee) in October, 1972, Akademie-Verlag, Berlin, pp. 241-246 (1974).

[5] Stoyan Gisbert: Higher order difference schemes for the first and third boundary value
problem to 1/rd/dr(rdu/dr) + f(r) = 0, ZAMM-Z. Angew. Math. Me., Vol. 55, pp. 635-
645 (1975).

[6] Stoyan Gisbert: Numerical experiments on the identification of heat conduction coeffi-
cients, in: Theory of Nonlinear Operators: Proc. Fifth Internat. Summer School, Central
Inst. Math. Mech. Acad. Sci. GDR, Berlin, 1977, Akademie-Verlag, Berlin, pp. 259-268
(1978).

[7] Stoyan Gisbert: Some results of numerical experiments on identification of a spatially
varying heat conduction coefficient, in: Summerschool of KAPG 5.2, Freiberg (1978).

[8] Stoyan Gisbert: On the identification of diffusion coefficients, in: Mathematical models
and numerical methods (Papers, Fifth Semester, Stefan Banach Internat. Math. Center,
Warsaw, 1975), Banach Center Publ., Vol. 3, PWN, Warsaw, pp. 367-377 (1978).

[9] Stoyan Gisbert: On a maximum norm stable, monotone and conservative differenceap-
proximation of the one-dimensional diffusion-convection equation, in: Simulation der
Migrationsprozesse im Boden- und Grundwasser, TU Dresden, pp. 139-160 (1979).

[10] Stoyan Gisbert: Identification of a spatially varying coefficient in a parabolic equation. A
report on numerical experiments, in: Inverse and Improperly Posed Problems For Partial
Differential Equations, Akademie-Verlag, Berlin, pp. 249-258 (1979).

[11] Stoyan Gisbert: Monotone difference schemes for diffusion-convection problems,
ZAMM-Z. Angew. Math. Me., Vol. 59 No. 8, pp. 361-372 (1979).

[12] Stoyan Gisbert: Modelling and computation of water quality problems in river networks,
in: Lecture Notes in Control and Information Science 23, Springer, Berlin, pp. 482-491
(1980). (with H. Baumert, P. Braun, E. Glos and W. Müller)

[13] Stoyan Gisbert and D. Stoyan: Über die Formen-Maxima-Regel von A.H. Müller,
Teil 1, in: Freiberger Forschungshefte C357, Leipzig, pp. 105-110 (1980).

[14] Stoyan Gisbert: Über eine monotone Differenzenapproximation einer partiellen
Differentialgleichung, in: Seminar on Numerical Methods for Solving Balance Equati-
ons: Papers presented at the Seminar held in Berlin, October 20-25, 1980, Akademie der
Wissenschaften der DDR, Berlin, pp. 83-94 (1980).
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[15] Stoyan Gisbert: On the asymptotic stability of some economic difference schemes, Soviet
Journal of Numerical Mathematics and Mathematical Physics, Vol. 20 No. 2, pp. 350-358
(1980). (in Russian)

[16] Stoyan Gisbert: Ein Fortran-Programm zur Lösung von Randwertproblemen für Syste-
me aus zwei partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, in: Numeri-
sche Behandlung mathematischer Modellgleichungen. Report 09/80, ZIMM der AdW der
DDR, Berlin (1980).

[17] Stoyan Gisbert: Zu einigen Arbeiten über monotone Differenzenschemata, Wiss.
Beiträge IHS Zwickau, Vol. 7 No. 2, pp. 67-68 (1981).

[18] Stoyan Gisbert: Mathematical modelling of a class of paleontological evolution processes,
Biometrical J., Vol. 23 No. 8, pp. 811-822 (1981).

[19] Stoyan Gisbert: Towards a general-purpose difference scheme for the linear one-
dimensional parabolic equation, in: Nonlinear Analysis: Theory and Applications : Pro-
ceedings of the seventh international summer school; Berlin, August 27 - September 1,
1979, Akademie-Verlag, Berlin, pp. 297-314 (1981).

[20] Stoyan Gisbert and H. Baumert, L. Luckner and W. Müller: A generalized pro-
gramme package for the simultanous simulation of transient flow and mattertransport
problems in river networks, in: Proceedings of the Conference Numerical Modelling of
River, Channel and Overlandflow for Water Resources and Environment Applications,
Bratislava (1981).

[21] Stoyan Gisbert and H. Baumert: Parameter identification in transverse mixing models
of rivers - an inverse problem for a parabolic equation, ZAMM-Z. Angew. Math. Me.,
Vol. 61 No. 12, pp. 617-627 (1981).

[22] Stoyan Gisbert and D. Stoyan: Über die Formen-Maxima-Regel von A.H. Müller, Teil
2, in: Freiberger Forschungshefte C 366, Leipzig, pp. 97-102 (1982).

[23] Stoyan Gisbert: On the monotone difference approximation of one-dimensional par-
tial differential equations, Soviet Diff. Equations, Vol. 18 No. 7, pp. 1257-1270 (1982).
(in Russian)

[24] Stoyan Gisbert: On maximum principles for matrices, and on conservation of mono-
tonicity. With applications to discretization methods, ZAMM-Z. Angew. Math. Me.,
Vol. 62 No. 8, pp. 375-381 (1982).

[25] Stoyan Gisbert: Identification of parameters in systems of spatially one-dimensional
partial differential equations. in: Conference on Math. Models in the Theory of Heat and
Mass Transfer, Proceedings, Minsk, pp. 137-144 (1982).

[26] Stoyan Gisbert, H. Baumert and W. Müller: Modelle von Oberflächengewässern,
Spectrum, Vol. 4, pp. 10-11 (1983).

[27] Stoyan Gisbert: Explicit error estimates for difference schemes solving the stationary
constant coefficient diffusion-convection-reaction equation, ZAMM-Z. Angew. Math. Me.,
Vol. 64 No. 3, pp. 173-191 (1984).

[28] Stoyan Gisbert: On monotone difference schemes for weakly coupled systems of partial
differential equations, in: Computational mathematics (Warsaw, 1980), Banach Center
Publ., PWN, Warsaw, Vol. 13, pp. 33-43 (1984).
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[29] Stoyan Gisbert: On a difference scheme for the spatially one-dimensional diffusion-
convection equation in several coordinate systems, in: Mathematical models in physics
and chemistry and numerical methods of their realization: Proceedings of the Seminar
Held in Visegrád, 1982, Teubner Verlag, Leipzig, pp. 142-150 (1984).

[30] Stoyan Gisbert: On maximum principles for monotone matrices, Linear Algebra Appl.,
Vol. 78, pp. 147-161 (1986).

[31] Stoyan Gisbert, H. Baumert and W. Müller: Numerische Simulation von wind- und
durchflussinduzierten Strömungen in Flachgewässern auf der Basis des Ekman-Models,
Acta Hydrophysica, Vol. 30 No. 1, pp. 51-67 (1986).

[32] Stoyan Gisbert: A programme system for the computation of free-surface flows and of
pollution transport, Hidrol. Közlöny, Vol.4/5, pp. 260-266 (1986). (in Hungarian)

[33] Stoyan Gisbert: Numerical solution of pipeline system problems by monotone difference
approximations, in: Proceedings ECMI, Oberwolfach 1987, Teubner Stuttgart, pp. 195-
209 (1988).

[34] Stoyan Gisbert and I. Mersich: Local scale pollution transport model. Part I. A model
for air flow over an inhomogeneous surface, Időjárás, Vol. 91 No. 6, pp. 347-360 (1988).
(in Hungarian)

[35] Stoyan Gisbert and H. Baumert: Operational forecasting of toxic waves in rivers, Acta
Hydrochim. Hydrobiol., Vol. 18 No. 4, pp. 449-458 (1990).

[36] Stoyan Gisbert and A. Kékesi: On the programming of the multigrid algorithm, in:
Proceedings of the Computing Center of the Moscow State University, pp. 90-107 (1990).
(in Russian)

[37] Stoyan Gisbert: Numerical aspects of an environment pollution problem in rivers,
in: Proceedings Conf. Numer. Methods, Sofia 1988, Publ. House Bulg. Acad.Sci., Sofia,
pp. 473-481 (1989).

[38] Stoyan Gisbert: On the monotone approximation of a two-dimensional equation with
non-negative characteristic form, in: Teubner Series in Mathematics: Numerical treat-
ment of differential equations: Selection of papers presented at the Fifth Interna-
tional Seminar ”NUMDIFF-5” held at the Martin-Luther-University Halle-Wittenberg,
Stuttgart, Teubner, Leipzig, pp. 259-266 (1991).

[39] Stoyan Gisbert and J. Nyers: Analysis of a dynamical model of the dry evaporator of
refrigerators and heat pumps, Alk. Mat. Lapok, Vol. 683, pp. 279-285 (1990).
(in Hungarian)

[40] Stoyan Gisbert: Numerical Solution of Partial Differential Equations, editor, coau-
thor of chapters: Parabolic Equations; Nonlinear Equations; The Multigrid Method,
Tankönyvkiadó, Budapest (1990). (in Hungarian)

[41] Stoyan Gisbert and R. Stoyan: Colouring the discretization graphs arising in the
multigrid method, Computers & Math. with Appls., Vol. 22 No. 7, pp. 55-62 (1991).

[42] Stoyan Gisbert and J. Nyers: A hőpumpa elpárologtatójának numerikus szimulációja
a fázishatár explicit meghatározásával, Alk. Mat. Lapok, pp. 143-147 (1991).

[43] Stoyan Gisbert and J. Nyers: The discrete evaporator model’s solution for heat pump
by means of Gauss-Newton method, Alk. Mat. Lapok, pp. 86-91 (1992).
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[44] Stoyan Gisbert and J. Nyers: A dynamical model adequate for controlling the evapo-
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[57] Stoyan Gisbert and G. Strauber and Á. Baran: Generalizations to discrete and
analytical Crouzeix-Velte decompositions, Numer. Linear Algebra Appl., Vol. 11 No. 5-6,
pp. 565-590 (2004).

[58] Stoyan Gisbert and H. Burchard and E. Deleersnijder: Some numerical aspects of
turbulence-closure models, in: Marine Turbulence: Theories, Observations, and Models.
Results of the CARTUM Project (eds. H. Baumert, J.Simpson, J. Sündermann), Cam-
bridge Univ. Press, Cambridge, pp. 197-206 (2005).
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A FARKAS GYULA EMLÉKDÍJ 2019. ÉVI DÍJAZOTTJA: GYÖRGYI PÉTER

A Bolyai János Matematikai Társulat Farkas Gyula Emlékd́ıját 2019-ben
Györgyi Péter kapta.

Györgyi Péter 1989-ben született. 2013-ban szerzett alkalmazott matemati-
kusi diplomát az Eötvös Loránd Tudományegyetem Természettudományi Karán,

”
kitüntetéses” minőśıtéssel. 2013 és 2016 között az ELTE TTK Matematika
Doktori Iskola ösztönd́ıjas hallgatója, 2016-tól pedig a SZTAKI tudományos mun-
katársa. 2018-ban summa cum laude minőśıtéssel védte meg PhD-értekezését,
témavezetője Kis Tamás volt. 2016 és 2019 között az MTA Fiatal Kutatói
Ösztönd́ıjában részesült.

2018-ban elnyerte a SZTAKI publikációs d́ıját, és ugyanebben az évben a
Rómában rendezett 16th International Conference on Project Management and
Scheduling c. konferencián második helyezést ért el a doktoranduszi cikkekre kíırt
pályázaton. 2019-ben Bolyai János Kutatási Ösztönd́ıjat nyert.

Eddigi eredményeit főleg az ütemezéselmélet területén érte el. Elsősorban nem
megújuló erőforrásos ütemezési problémák bonyolultságát és approximálhatóságát
vizsgálta, ebben a témában jelent meg a legtöbb tudományos dolgozata. Ezen
túlmenően részt vett egy új, egzakt módszer kidolgozásában a feladat egy varián-
sának megoldására. Egy másik témája az online jármű hozzárendelési feladat, va-
lamint a konfliktusmentes iránýıtás gráfokon. Eredményei felhasználásra kerültek
a SZTAKI győri, Ipar 4.0 ḱısérleti laborjában, az autonóm járműflotta iránýıtásá-
ban.

Eddig összesen 9 tudományos dolgozata jelent meg – témavezetőjével mint egy
cikk kivételével egyedüli társszerzőjével – nemzetközi, lektorált szakfolyóiratban,
amelyek közül 2 cikk Q2-es, 2 cikk Q1/D1-es, 5 cikk pedig D1-es besorolású, ezen
belül egy dolgozata egyszerzős. 2019-ben megh́ıvott előadó volt a leideni Lorentz
Center

”
Scheduling Meets Fixed-Parameter Tractability” megnevezésű workshop-

ján.
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Részt vett a 2016-ban Budapesten megrendezett European Chapter on
Combinatorial Optimization Conference ECCO 2016 nemzetközi konferencia szer-
vezésében (http://ecco2016.weebly.com/committees.html). Számos rangos nem-
zetközi szakfolyóirat számára b́ırál rendszeresen kéziratokat.
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KREDITRENDSZERŰ KÉPZÉSEK MINTATANTERVEINEK
ÉS ELŐTANULMÁNYI HÁLÓINAK ELEMZÉSE

A HAZAI MATEMATIKA ALAPSZAKOK PÉLDÁJÁN

BERGMANN JÚLIA, MOLONTAY ROLAND,
SZABÓ MIHÁLY, SZEKRÉNYES DÓRA LAURA

Dolgozatunkban egyrészt a kreditrendszerű képzések előtanulmányi há-
lóinak jellemzésére és összehasonĺıthatóságára mutatunk néhány módszert,
majd ezeket a magyarországi matematika alapképzéseken szemléltetjük. Át-
tekintjük a tantervi hálók elemzésének irodalmát, illetve bemutatunk egy
teljeśıtési adatokra alapuló valósźınűségi modellt is. Ezen módszerek se-
ǵıtségével olyan kérdésekre kaphatunk választ, hogy egy adott tantervben
melyek a legfontosabb, leghangsúlyosabb tantárgyak, illetve az előtanulmá-
nyi háló topológiája hogyan hat a képzés várható teljeśıtési idejére. Másrészt
ismertetünk néhány felvételi statisztikát az elmúlt évekből, többek között a
matematika alapszakokra felvett hallgatók létszámára, illetve felvételi pont-
számaira vonatkozóan.

1. Bevezetés

”
Életünk legszebb évei”, ı́gy emlékezünk vissza az egyetemi évekre, ugyanak-

kor a diákok izgatottan várják felsőfokú tanulmányaik befejezését és a diploma
megszerzését. A diploma megszerzéséig vezető utat a képzések mintatanterve, elő-
tanulmányi rendje jelöli ki. Ebben a cikkben egyetemi képzések előtanulmányi
hálóját elemezzük gráfelméleti és valósźınűségszámı́tási eszközökkel. Az előtanul-
mányi rend egy iránýıtott gráffal ı́rható le, ahol a csúcsok a tantárgyaknak felelnek
meg, és iránýıtott él fut két csúcs között, ha az egyik tantárgy előkövetelménye a
másiknak.

Az oktatásszervezési kérdések kvantitat́ıv módszereken alapuló és adatvezérelt
támogatására egyre nagyobb figyelem irányul úgy az oktatási kormányzat és a fel-
sőoktatási intézmények vezetői részéről, mint a kutatók részéről itthon és külföldön
egyaránt [4, 9, 11, 12, 18].

Az elmúlt években több cikk is született előtanulmányi hálózatok elemzéséről,
melyről jó áttekintést ad Wigdahl munkája [27]. Slim és szerzőtársai felismerték,
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hogy a hallgatók egyetemi előrehaladásában az előtanulmányi rend nagy szere-
pet játszik, ők a mintatantervek elemzésére a komplex hálózatok elméletéből és a
gráfelméletből ismert módszereket használják [21].

Ugyanezen szerzők elemzik a mintatantervek hatékonyságát és tanulmányi elő-
mentelre vonatkozó hatásukat gráfelméleti módszerekkel [28]. Az előtanulmányi
rendből kiindulva lineáris regresszió és Markov-hálózatok seǵıtségével predikt́ıv
analitikai elemzést végeznek a hallgatók teljeśıtményére vonatkozóan [20], továb-
bá hálózatelméleti eszközökkel vizsgálják a kurzusok1 előtanulmányi rendben be-
töltött szerepét az Új-mexikói Egyetem képzésein [21]. Szintén hálózatelméleti
módszertannal vizsgálja a mintatanterveket Aldrich [2] és Lightfoot [17].

Több tanulmány született a mintatantervek egyszerű és hatékony vizualizáció-
ját, illetve az előtanulmányi rendben való eligazodást, a kurzusfelvétel megkönnýı-
tését seǵıtő rendszerek tervezésével kapcsolatban is [1, 3, 15].

A mintatantervek és előtanulmányi hálók vizsgálatának másik megközeĺıtési
módja a hallgatói folyamok modellezése. Számos tanulmányban vizsgálták hall-
gatói áramokat szimulálva, hogy a mintatantervek átszervezésének milyen hatása
lenne a hallgatók előrehaladására vonatkozóan [19, 23, 26]. A mintatanterv hallga-
tói teljeśıtményre vonatkozó hatását vizsgálta Jansen és van der Hulst is [14, 25],
a hallgatói folyamok modellezésekor figyelembe véve a tanulók korát, nemét, ta-
nulmányi átlagát és a középiskolás eredményeit. Rahim és szerzőtársai Markov-
lánc alapú modellezést használnak posztgraduális képzések hallgatói áramainak
elemzésére [24]. A hallgatók előrehaladásának és végzési rátájának jobb nyomon-
követhetősége érdekében a hallgatók áramlását vizualizálták Sankey-diagramok
seǵıtségével friss cikkükben Horváth és szerzőtársai [13].

2. Mintatantervi gráfok elemzése

Ebben a fejezetben ismertetjük a mintatantervek elemzéséhez általunk használt
matematikai eszközöket. A továbbiakban feltételezzük, hogy az olvasó tisztában
van az alapvető gráfelméleti és valósźınűségszámı́tási fogalmakkal.2

2.1. Mintatantervi gráf

A kreditrendszerű képzésben a tantárgyak felvételének feltétele, hogy az adott
tantárgy (általában korábbi félév(ek)ben szereplő) előzetes követelményeit (döntő-
en másik tantárgya(ka)t) a hallgató már teljeśıtse. A kreditrendszerű mintatanterv
ábrázolásának legszemléletesebb módja az ún. előtanulmányi háló. A képzések elő-
tanulmányi rendje természetes módon jellemezhető gráfokkal, pontosabban iránýı-

1Dolgozatunkban a tantárgy és kurzus megnevezéseket szinonimaként használjuk.
2Ha mégsem lenne ı́gy, [5, 16] forrásokat ajánljuk.
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tott körmentes gráfokkal (DAG). A gráf csúcsai a tantárgyaknak felelnek meg, az
iránýıtott élek pedig az előkövetelményi rendszert jelölik. JelöljeMi,j n×n-es mát-
rix a gráf szomszédossági mátrixát, ahol n a vizsgált kurzusok száma, és Mi,j = 1
pontosan akkor, ha az i kurzus előfeltétele j kurzusnak, vagyis j tantárgy nem
vehető fel i sikeres teljeśıtése nélkül. Ez a megközeĺıtés nem veszi figyelembe az
ún. gyenge előkövetelmény lehetőségét. További egyszerűśıtő feltételezéseinkről a
4. és 5. fejezetekben ı́runk bővebben.

Egy tantárgy fontossága, képzésben betöltött szerepe nagyon sokféleképpen
definiálható, és számos tényezőtől függhet. Mi a következőkben ezt a

”
fontos-

ságot” az előtanulmányi hálóban betöltött szerepek alapján kvantifikáljuk. Mé-
rőszámokat mutatunk mind az egyes tantárgyakra, mind az előtanulmányi háló
egészének struktúrájára, sűrűségére vonatkozóan. Először az előtanulmányi háló
topológiájából származtatott mutatókat ismertetjük, később bevezetünk néhány
új, valósźınűségi alapokon nyugvó mérőszámot.

2.2. Topológikus mutatók

Késleltetési tényező (delay factor)[22]

A késleltetési tényező megmutatja, hogy egy kurzus sikertelen teljeśıtése biz-
tosan maga után vonja-e a képzési idő megnövekedését. A késleltetési tényező
értéke legyen a reciproka annak a számnak, ahányadszori bukás már biztosan fél-
évvesztést okoz a képzés elvégzését illetően. Tehát egy adott kurzus késleltetési
faktora 1, ha a kurzus nem teljeśıtése egy félévnyi csúszással jár, és 1/3, ha kétszer

”
büntetlenül” bukhatunk, de a harmadik nem teljeśıtés már biztosan félévvesztést
okoz. A fogalmat az 1. ábrán látható két rövid, három féléves mintatanterv se-
ǵıtségével szemléltetjük. Vegyük észre, hogy mı́g a Mintatanterv 1 esetén az A
tantárgy sikertelen teljeśıtése után még mindig pozit́ıv valósźınűséggel végezhető
el a program időben, azaz három félév alatt (feltételezve, hogy minden tantárgy
meghirdetésre kerül minden félévben), addig a második képzésen a B tantárgy
kivételével minden sikertelenség automatikus csúszást eredményez. Ilyen esetek-
ben mondhatjuk, hogy A, C és D jobban késleltetnek, mint B, hiszen A, C és D
tantárgy késleltetési tényezője 1, B tantárgyé pedig 1/2.
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1. ábra. Késleltetési tényező.

Blokkoló tényező (blocking factor)[22]

Természetes gondolat, hogy egy tantárgy minél több kurzusnak előkövetelmé-
nye, annál fontosabb a képzésen. Formálisan azt mondhatjuk, hogy egy kurzus
blokkoló tényezőjének értéke n ∈ N, ha pontosan n darab leszármazottja van a
gráfban, azaz a csúcsból pontosan n másik csúcsba vezet iránýıtott út. Vizsgáljuk
a 2. ábrán feltüntetett mintatanterveket. Vegyük észre, hogy az A tantárgy kü-
lönböző fontossággal b́ır a két mintatanterv esetén. Az első esetben csak egy, mı́g
a másodikban két tantárgynak is előkövetelménye, tehát utóbbiban fontosabbnak
számı́t.

2. ábra. Blokkoló tényező

Keveredés (dissimilar mixing)[22]

A kurzusokat számos szempont szerint csoportośıthatjuk, például témaköre
vagy a tantárgyat oktató tanszék szerint. Ezen csoportośıtás ismeretében vizsgál-
hatjuk, hogy az egyes tantárgycsoportok mekkora mértékben éṕıtenek más cso-
portok kurzusaira, azaz mennyi él fut egy csoportba a többiből. A gráf iránýı-
tottságából adódóan ez a mérőszám nem szimmetrikus. A keveredés mértékének
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meghatározására vezessük be a következő mennyiséget:

ers =
1

m

∑
i,j

Mijδ(ci, r)δ(cj , s),

ahol r és s tantárgyt́ıpusok (tanszékek), ci jelöli az i tantárgy t́ıpusát, m az élek
száma és δ a Kronecker-delta függvény. Azt mondhatjuk, hogy minél nagyobb
az ers érték, annál szorosabban kapcsolódnak az s t́ıpusú tantárgyak az r t́ıpusú
tantárgyakhoz.

Kölcsönös központiság (betweenness centrality)[17]

Az ún. kölcsönös központiság seǵıt megtalálnunk a gráf különböző részei között
gócpontokat formáló csúcsokat. Egy v csúcs (azaz esetünkben kurzus) kölcsönös
központiságán a következőt értjük:

bv =
∑

s̸=v,t ̸=v

σst(v)

σst
,

ahol σst az összes s-ből t-be menő legrövidebb utak száma, σst(v) pedig azon
ilyen utak, amelyek áthaladnak v csúcson. Iránýıtott gráf lévén iránýıtott utakról
beszélünk.

A kölcsönös központiság szofisztikált mérték, és különböző módośıtásait a há-
lózatelméletben széleskörben alkalmazzák [6], [8]. Az előtanulmányi hálók ugyan-
akkor speciális gráfok, a DAG-tulajdonságuk miatt a fenti mérték kevésbé jól hasz-
nálható fontosságot rendel a kurzusokhoz. A kölcsönös központiság minden első
féléves tantárgyhoz triviálisan 0-t fog rendelni, függetlenül attól, hány másik tan-
tárgynak előkövetelménye.

Összefüggő komponensek (connected components)[2]

Az összefüggő komponens olyan tovább nem bőv́ıthető részgráf, melynek bár-
mely két csúcsát út köti össze. A mintatantervek iránýıtott gráfok, a továbbiak-
ban a gyengén összefüggő komponenseket tekintjük (ezek az iránýıtatlan gráfban
összefüggő komponensek). Mintatantervi gráfoknál az ilyen komponensek egy-egy

elkülöńıtett tudományterületet jelölnek. Érdekes kérdés, hogy a különböző témák
hogyan kapcsolódnak egymáshoz, mennyire éṕıtenek egymásra, ezt hivatott mérni
a már emĺıtett keveredés.

Utak (paths)[28]

Egy mintatantervi gráfban a leghosszabb út az előkövetelmények leghosszabb
láncát jelöli. A hosszú utak olyan kurzusokat tartalmaznak, amik nagy hatással
lehetnek a végzési időre. Ezen csúcsok késleltetési faktora tipikusan magas (azaz 1
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vagy ahhoz közeli), hiszen ezek azok, amelyek sikertelen teljeśıtése könnyen okozhat
csúszást a hallgató életében. Egy hatféléves képzés esetén egy 4-hosszú út, ami 5
csúcsból és 4 élből áll, már hosszúnak tekinthető.

Üvegnyakak (bottlenecks)[28]

Vizsgálva az egyes csúcsok ki- és befokát (jelölés: ∆+(v),∆−(v)), előfordul-
hatnak kiemelkedően sok szomszéddal rendelkező kurzusok. Egy i kurzusra akkor
mondjuk, hogy üvegnyak, ha ∆+(v) > a, vagy ∆−(v) > a, vagy ∆+(v)+∆−(v) > b
valamilyen a, b ∈ N rögźıtett konstansra. Formálisan, egy programban pontosan

bn(G) =
∑

v∈V (G)

1
[(
∆+(v) > a

)
∨
(
∆−(v) > a

)
∨
(
∆+(v) + ∆−(v) > b

)]
,

darab üvegnyak van, ahol a és b értékét a képzés hosszától és a gráf sűrűségétől
függően határozzuk meg. Ezen kurzusok sikertelen teljeśıtése könnyen félévvesztést
eredményezhet.

2.3. Sztochasztikus mutatók

Az előbbi mérőszámok hiányossága, hogy csupán a gráf topológiáján alapsza-
nak, és nem veszik figyelembe a csúcsok áteresztő képességét, azaz, hogy a kurzusok
elvégzési valósźınűsége között nagy különbségek lehetnek. Az alábbiakban beveze-
tünk olyan új mérőszámokat, melyek az előbbi problémákat hivatottak áthidalni.

Várható végzési idő

Egy tantervet az jellemez legjobban, hogy mennyi idő alatt lehet (várhatóan)
elvégezni. Ezt alapvetően két dolog határozza meg: az előtanulmányi háló struk-
túrája és az egyes tantárgyak elvégzési valósźınűségei. Az alábbiakban a gráfot
a – modellünk szerinti – végzési idejével, mint valósźınűségi változóval, és annak
várható értékével jellemezzük. Célunk, hogy meghatározzuk a végzési idő (X)
valósźınűségi változójának súlyfüggvényét:

p(x) = P(X = x).

Ennek alapján a várható végzési idő könnyen kiszámı́tható:

E(X) =
∑
x

x · p(x).

Áteresztő hatás

A várható végzési idő tárgyalása után természetesen adódik a kérdés, hogy
az egyes tantárgyak milyen hatással vannak a végzési időre. A kérdés megvá-
laszolásához az alábbi egyszerűśıtett modellt tekintjük. Legyen adott egy virtu-
ális reprezentat́ıv hallgató, aki az előtanulmányi rend szerint igyekszik haladni
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tanulmányaival, és az i-edik tantárgyat pi valósźınűséggel végzi el (függetlenül a
múlttól). Egy tantárgy elvégzését csak akkor ḱısérelheti meg, ha az összes előköve-
telményét már sikeresen teljeśıtette, illetve a tantárgy mintatanterv szerinti féléve
nem előzi meg az aktuális félévet. A modellünk reprezentat́ıv hallgatója az aktuá-
lis félévben az összes olyan tantárgy elvégzését megḱısérli, amit a mintatanterv és
az előtanulmányi rend megenged számára.

Ebben a modellben a reprezentat́ıv hallgató várható végzési ideje a tantárgyak
teljeśıtési valósźınűségeitől, illetve a mintatanterv topológiájától függ. Tételezzük
fel, hogy ez az E(X) = f(p1, . . . , pn) függvénnyel ı́rható fel.

A függvényformát ismerve meghatározhatjuk, hogy az egyes tantárgyak telje-
śıtési valósźınűségeiben fellépő kis változás milyen hatással van a képzés várható
teljeśıtési idejére, azaz tekinthetjük a következő parciális deriváltat:

di =
∂f(p1, . . . , pn)

∂pi
.

Hasonlóan érdekes érték a képzés teljeśıtésének kurzusok elvégzési ideje szerinti
rugalmassága (elaszticitása):

dei =
∂ log f(p1, . . . , pn)

∂ log pi
.

A reprezentat́ıv hallgató tantárgyteljeśıtési valósźınűségeit valós historikus ada-
tokból a következőképpen tudjuk becsülni:

pi = P(az i kurzus sikeres teljeśıtése) ≈ sikeresen teljeśıtő hallgatók száma

kurzust felvett hallgatók száma
.

A 3. fejezetben még részletesebben visszatérünk a fent ismertetett valósźınűségi
modellre, az áteresztő hatásra és annak kiszámı́tására.

3. Végzési idők kiszámı́tása

A tantervek végzési idejének kiszámı́tása bár látszólag egyszerű és könnyen ért-
hető, gyorsan meglehetősen bonyolulttá válik. Egy nagyon rövid mintatanterven
fogjuk bemutatni a problémát (3. ábra).

Modellünkben egy tantárgy első felvételétől számı́tott, félévekben mért elvégzé-
si idejét egy p paraméterű (optimista3) geometrai valósźınűségi változó adja meg.
Ez azt jelenti, hogy ebben a megközeĺıtésben egy tantárgy többedszeri felvétele
nem változtatja annak elvégzési valósźınűségét. Továbbá feltesszük, hogy az egyes
tantárgyak végzési idejei is függetlenek egymástól.

3matematikai értelemben
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3. ábra. Egy képzeletbeli mintatanterv.

Tantárgy Valósźınűségi változó Eloszlás

Algebra 1 X1 ∼ Geom(p1)

Anaĺızis 1 X2 ∼ Geom(p2)

Gráfelmélet X3 ∼ Geom(p3)

Anaĺızis 2 Y1 ∼ Geom(q1)

Valósźınűségszámı́tás Y2 ∼ Geom(q2)

Algebra 2 Z1 ∼ Geom(r1)

Statisztika Z2 ∼ Geom(r2)

1. táblázat. A képzeletbeli mintatanterv tárgyai.

Ebben az esetben könnyű megállaṕıtani, hogy az első féléves kurzusok elvég-
zésének várható ideje rendre 1

p1
, 1
p2

és 1
p3
. Tekintsük most az Anaĺızis 2 c. kur-

zust! Ennek előkövetelménye az Algebra 1 és az Anaĺızis 1. Könnyen látszik,
hogy ekkor az Anaĺızis 2 beiratkozástól számı́tott elvégzési ideje a következő va-
lósźınűségi változóval ı́rható le: max{X1, X2}+ Y1. Ezt továbbgondolva, minden
tantárgyhoz feĺırhatjuk a tantárgy beiratkozásától számı́tott elvégzési idejét, amit
a 2. táblázatban foglaltunk össze. A fenti valósźınűségi változók súlyfüggvényé-

Tantárgy Elvégzési idő valósźınűségi változója

Algebra 1 X1

Anaĺızis 1 X2

Gráfelmélet X3

Anaĺızis 2 max{X1, X2}+ Y1

Valósźınűségszámı́tás max{X2, X3}+ Y2

Algebra 2 max{X1,max{X1, X2}+ Y1}+ Z1

Statisztika max{max{X1, X2}+ Y1,max{X2, X3}+ Y2}+ Z2

2. táblázat. A képzeletbeli mintatanterv kurzusaihoz tartozó valósźınűségi válto-
zók.
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nek és várható értékének analitikus meghatározása még kis mintatanterv esetén is
problémás. Általánosan igaz, hogy az X1, ...Xn független p paraméterű geometriai

változók maximumának várható értéke

∞∑
k=0

(
1−

(
1− qk

)n)
, ahol q = 1 − p [10].

Különböző valósźınűségeket feltéve ez az érték

∞∑
k=0

(
1−

n∏
i=1

(
1− qki

))
. Tovább-

lépve a harmadik félévre, még nehezebb probléma elé kerülünk, hiszen itt már
nem azonos eloszlású valósźınűségi változók maximumának várható értékét keres-
sük. Az analitikus megközeĺıtés helyett ezért inkább Monte Carlo-szimulációval
érdemes dolgozni [7].

4. Egy előtanulmányi hálózat vizsgálata

Az előző fejezetben ismertettünk néhány szempontot, ami jó alapul szolgál ah-
hoz, hogy egy egyetemi előtanulmányi gráfot vizsgáljunk. Ebben a fejezetben az
Eötvös Loránd Tudományegyetem (továbbiakban: ELTE) matematika BSc kép-
zését fogjuk közelebbről szemügyre venni.

A 4. ábra mutatja az ELTE matematika BSc képzés elméleti specializációjá-
nak előtanulmányi gráfját. Néhány egyszerűśıtő feltétellel éltünk a vizsgálat során
a könnyebb kezelhetőség és jobb átláthatóság érdekében. Csak a képzés kötele-
ző kurzusait vizsgáltuk, a kötelezően, illetve a szabadon választható tantárgyakat
elhagytuk, emellett nem vettük figyelembe az egyetem úgynevezett vagy-vagy elő-
követelményi rendszerét. Ez utóbbi azt jelenti, hogy némely tantárgynak nincs
egyértelmű előkövetelménye, hanem két különböző kurzus bármelyikének telje-
śıtése esetén felveheti a hallgató az adott tantárgyat. A következő elemzésben
kijelöltünk egy lehetséges utat, amivel teljeśıthető a képzés, az ábrán kékkel jelöl-
jük azon tantárgyakat, amelyek helyett más is választható lenne, pirossal azokat,
amelyek vagy-vagy előkövetelményűek.

Már első ránézésre is látszik, hogy az előtanulmányi háló elég sűrű, azaz sok az
előkövetelményi kapcsolat a tantárgyak között. Láthatjuk, hogy nincsenek nagy
különálló összefüggő komponensek, és izolált pontból is viszonylag kevés van. A
két leginkább üvegnyak szerepet betöltő tárgynak az Algebra 2 és az Anaĺızis 2
ćımű kurzusok bizonyulnak, befokuk rendre 2 és 1, mı́g mindkét tantárgy kifoka
6. Számos hosszú út található a gráfban, sőt, van az egész képzést végigḱısérő öt
hosszú út is: Anaĺızis 1 - Anaĺızis 2 - Anaĺızis 3 - Anaĺızis 4 - Valósźınűségszámı́tás
2 - Matematikai statisztika. Tehát ha ezen tantárgyak bármelyikét sikertelenül
végzi egy hallgató, az feltétlen megnöveli a képzés teljeśıtéséhez szükséges félévek
számát.

A csúcsokat vizsgálva a kölcsönös központiság szempontjából a legmagasabb
értékeket a 3. táblázatban látjuk.
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Kurzus Kölcsönös központiság

Algebra 2 1,00

Anaĺızis 3 0,64

Anaĺızis 2 0,54

3. táblázat. Az ELTE legnagyobb kölcsönös központiságú kurzusai.

4. ábra. Az ELTE elméleti matematika specializáció képzésének mintatantervi
gráfja.

A leghosszabb útra, valamint a ki- és befokokra tett megállaṕıtásainkat össze-
gezve kijelenthetjük, hogy kizárólag az előtanulmányi háló struktúráját vizsgálva
az Algebra 2, az Anaĺızis 3 és az Anaĺızis 2 kurzusok számı́tanak a legfontosabb
tantárgyaknak ezen a képzésen.

A tantárgyak áteresztő hatását tekintve – valós teljeśıtési arányok hiányában
– az összes tantárgynál azonos, 0,8-as teljeśıtési arányt feltételezve, szimulációnk
alapján a következő tantárgyak teljeśıtési arányának (ceteris paribus) növelése
csökkenti leginkább a képzés várható elvégzési idejét: Anaĺızis 3 (0,15), Anaĺızis 4
(0,14), Valósźınűségszámı́tás 2 (0,14). A zárójelbe ı́rt szám azt jelenti, hogy ha az
adott tantárgy teljeśıtési valósźınűségét 0,8-ról 0,9-re növeljük (ceteris paribus),
akkor a képzés félévekben mért várható elvégzési ideje a zárójelbe ı́rt számértékkel
csökken a 10 000 reprezentat́ıv hallgatóra futtatott szimuláció alapján. Felh́ıv-
juk a figyelmet, hogy ezeknek a tantárgyaknak a késleltetési tényezője is magas
(1 értékű).
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Pontosabb képet akkor kaphatnánk, ha a kurzusok valós teljeśıtési arányait
ismerve végeznénk el az elemzést.

Megvizsgáljuk az egyes tanszékek képzésen betöltött szerepét, súlyát három
különböző megközeĺıtésből. Az 5(a) ábra mutatja, hogy összesen az egyes tanszé-
keknek mennyi kötelező órájuk van, mı́g az 5(b) ábrán az oktatott kreditek száma
látszik. Az 5(c) ábra szemlélteti az oktatott órák átlagos kreditértékét.

(a) kurzusok (b) összkredit

(c) kreditérték

5. ábra. Tanszékek megoszlása oktatott kurzusok száma (a), összkreditek száma
(b), illetve átlagos kreditérték (c) alapján.

Az előző fejezetben definiáltuk az ún. keveredést, amely megállaṕıtja a tan-
székek közti kapcsolatot abban az értelemben, hogy melyik tanszék tantárgyai
mennyire éṕıtenek előkövetelményként a másik tanszék tantárgyaira. Ezt a 6. ábra
szemlélteti, a tengelyeken a nyolc tanszék és egy ”külsős” kar szerepel, a metszés-
pontokban lévő körök mérete azzal arányos, hogy a v́ızszintes tanszék tantárgyai
hány esetben előkövetelményei a függőleges tanszéknek. (Tulajdonképpen ez a
korábban emĺıtett ers érték a normálástól eltekintve.)

Megjegyezzük, hogy a Matematikatańıtási és Módszertani Központhoz tarto-
zó sor, illetve oszlop ürességének oka a központ által oktatott tantárgyak (Elemi
matematika és Matematika kritériumtárgy) izoláltsága az előtanulmányi hálóban
(4. ábra).
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6. ábra. Tanszékek kapcsolata.

5. Hazai matematika alapszakok tanterveinek összehasonĺıtása

Ebben a fejezetben a Magyarországon akkreditált matematika alapképzések
tantervét és előtanulmányi hálóját hasonĺıtjuk össze különböző szempontok alap-
ján. A Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem (BME), az Eötvös
Loránd Tudományegyetem (ELTE), a Debreceni Egyetem (DE), a Pécsi Tudo-
mányegyetem (PTE) és az Eszterházy Károly Egyetem (EKE) matematika alap-
szakjait vizsgáljuk. A Szegedi Tudományegyetem (SZTE) nyilvánosan elérhető
mintatanterv hiányában nem került az általunk elemzett egyetemek közé. Az
elemzéseink során elsősorban a képzések elméleti specializációjára összpontośıtot-
tunk a könnyebb összehasonĺıthatóság érdekében. A képzések nyújtotta további
specializációs lehetőségekről a 7 függelékben lesz bővebben szó. Továbbra is csak a
kötelező tantárgyakat vizsgáljuk, eltekintünk a vagy-vagy kapcsolatoktól, helyette
egy lehetséges utat vizsgálunk, nem teszünk különbséget gyenge és erős előkö-
vetelmények4 között, és nem tekintjük külön kurzusnak az adott tantárgyból az
előadást és a gyakorlatot.

5.1. Előtanulmányi gráfok

Ebben a részben szemléltetjük az egyes képzések gráfjait. Az ELTE előtanul-
mányi hálóját már korábban a 4. ábrán bemutattuk.

4Gyenge előkövetelmény, ha csupán a gyakorlat vagy labor teljeśıtése elég a továbbhaladáshoz
az előadás sikeres teljeśıtésétől függetlenül, illetve ha egyazon félévben végezhető az előkövetel-
mény és a ráépülő tantárgy.
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7. ábra. A BME elméleti matematika specializáció képzésének mintatantervi
gráfja.

8. ábra. A DE elméleti matematika specializáció képzésének mintatantervi gráfja.

5.2. A végzés várható ideje

Mind a hallgatók, mind az egyetemek vezetősége érdekeltek abban, hogy meg-
becsüljék, a diákok várhatóan mikor szereznek diplomát. Ennek elméleti hátterét
a 2. fejezetben, gyakorlati megvalóśıtásának módját pedig a 3. fejezetben tárgyal-
tuk. Szimulációnkat 10 000 virtuális reprezentat́ıv hallgatóra végeztük. Valós
statisztikai adatok hiánya miatt magunk választunk valósźınűségeket a kurzusok-
hoz, jelen vizsgálatban minden tantárgy sikeres teljeśıtésének valósźınűsége 0,8.
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9. ábra. A PTE elméleti matematika specializáció képzésének mintatantervi gráfja.

10. ábra. Az EKE elméleti matematika specializáció képzésének mintatantervi
gráfja.

Amennyiben historikus adatokból a tényleges becsült valósźınűségek rendelkezésre
állnak, a módszer sokkal pontosabb eredményre vezet. További egyszerűśıtő fel-
tételünk, hogy minden tantárgy minden félévben indul, a különböző tantárgyak
teljeśıtései függetlenek egymástól, a hallgatóknak nincs passźıv félévük, a hallgatók
hamarabb nem veszik fel a tantárgyat, mint ahogy a tantervben szerepel, illetve
nem teszünk különbséget az egyes hallgatók képességei között.

A következő ábrákon a hallgatók végzési idejének a modell által szimulált elosz-
lása látható a vizsgált egyetemek előtanulmányi hálói alapján, ahol a piros vonal az
átlagos végzési időt jelöli. A függőleges tengely mutatja a végzett diákok arányát,
továbbá a v́ızszintes tengelyen látható, hogy hányadik szemeszterben abszolváltak
a szimulált hallgatók. Tehát, ha a 10. félévben a végzettek aránya 0,3, az azt
jelenti, hogy 10 000 szimulált hallgatóból 3 000-en fejezték be a tanulmányaikat
a 10. félévben. A 10 000 virtuális hallgató végzésének átlagos időpontját a piros
vonal jelöli.
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(a) BME (b) DE

(c) ELTE (d) PTE

(e) EKE

11. ábra. A hallgatók végzési idejének szimulációval kapott eloszlása az egyes
elméleti matematika specializáció képzéseken.

A fentiek alapján azt mondhatjuk, hogy az Eötvös Loránd Tudományegyetem
képzésének a legsűrűbb az előtanulmányi rendje, mivel várhatóan itt szerzik meg
legkésőbb a hallgatók az abszolutóriumukat. A szimulációnk szerint leggyorsabban
a BME képzésén végeznek a hallgatók. Ez indokolható azzal, hogy a BME-n az
alapképzés utolsó évében az elméleti specializáció hallgatói nagy szabadsággal ren-
delkeznek a tantárgyak összeálĺıtásával kapcsolatban. Fontos ismét hangsúlyozni,
hogy ezek az eredmények a gráf topológiája alapján egyenlő teljeśıtési valósźınű-
ségekkel születtek. A valós teljeśıtési valósźınűségek nagy mértékben megváltoz-
tathatják ezeket az értékeket.
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Átlag Szórás Standard hiba CI(95)

ELTE 8,1308 1,3334 0,0133 (8, 105; 8, 157)

BME 7,1222 1,0823 0,0108 (7, 101; 7, 143)

DE 7,7348 1,2371 0,0124 (7, 711; 7, 759)

PTE 7,4698 1,1259 0,0113 (7, 448; 7, 492)

EKE 7,6487 1,1403 0,0114 (7, 626; 7, 670)

4. táblázat. A várható végzési idők átlaga, szórása, standard hibája és 95%-os
konfidenciaintervalluma.

5.3. Keresztfélévben is induló tantárgyak feltételének elhagyása

A keresztféléves kurzusok elind́ıtása részben függ attól, hogy az milyen jelentő-
séggel b́ır a hallgatók végzési idejére vonatkozóan. Az 5. táblázat azon szimuláció
eredményét mutatja képzésenként, amikor minden kurzust évente egyszer ind́ıtot-
tunk, tavaszi vagy őszi félévben, azaz a keresztfélév lehetősége nélkül. Jól látszik,
hogy keresztféléves tantárgyind́ıtások hiányában jelentősen megnő a képzés elvég-
zésének ideje.

Átlag Szórás Standard hiba CI(95)

ELTE 11,3372 2,55 0,0255 (11, 287; 11, 387)

BME 10,2765 2,3846 0,0238 (10, 230; 10, 323)

DE 10,4996 2,3572 0,0236 (10, 454; 10, 546)

PTE 10,4013 2,2738 0,0227 (10, 357; 10, 446)

EKE 10,4224 2,396 0,0240 (10, 376; 10, 469)

5. táblázat. A várható végzési idők átlaga, szórása, standard hibája és 95%-os
konfidenciaintervalluma keresztfélév nélkül.

Az 5. táblázat alapján átlagosan a diákok több mint 10 félév alatt végeznek az
alapszakon. Természetesen valós adatok esetén ezek az eredmények is módosulnak.

5.4. További mutatók

A várható végzési időn ḱıvül a többi ismertetett mérőszám alapján is összeha-
sonĺıtjuk a hazai matematika alapképzéseket. Ezen mutatók kizárólag az előtanul-
mányi hálók topológiáján alapszanak.

Megvizsgálva az öt mintatanterv leghosszabb útjait, azt kapjuk, hogy a BME-n
csupán három lépés hosszú a leghosszabb út (6. táblázat), igaz ilyen hosszú utakból
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Egyetem Leghosszabb út hossza Leghosszabb utak száma

BME 3 10

DE 5 1

EKE 4 2

ELTE 5 1

PTE 4 1

6. táblázat. Leghosszabb utak.

t́ız különböző (de nem diszjunkt) út is van. A többi egyetemen a leghosszabb út
négy vagy öt hosszú (azaz némelyik a teljes képzésen át́ıvel).

Egyetem Legalább kételemű összefüggő Izolált pontok száma

komponensek száma

BME 1 4

DE 2 8

EKE 1 8

ELTE 1 3

PTE 5 15

7. táblázat. Összefüggő komponensek.

A Pécsi Tudományegyetem és a Debreceni Egyetem kivételével mindegyik hazai
matematika alapszak gráfja egy legalább kételemű komponensre épül, sőt, Debre-
cenben is csak egy kételemű csoport adja a többkomponensűséget (7. táblázat).
Pécsett öt darabra hullik szét az előtanulmányi háló: logika, geometria, algebra és
anaĺızis, számelmélet, illetve informatika blokkokra. Ez a feldaraboltság seǵıtheti
a képzés elvégzését. Talán nem annyira meglepő eredmény, hogy korábbi megfi-
gyelésünk alapján a PTE képzése büszkélkedhet a második legrövidebb várható
végzési idővel (4. táblázat).

Térjünk át a csúcsokra vonatkozó topológiai mérőszámokra. A számszerű ered-
mények táblázatai a Függelékben találhatók. Összességében elmondható, hogy
minden képzésen kiemelten fontosnak számı́tanak az anaĺızis, illetve az algebra
tudományterületekhez köthető kurzusok a késleltetési tényező alapján. Hasonló
mintázat látszódik az üvegnyak szerepet betöltő tantárgyak meghatározásakor. A
kölcsönös központiságra vonatkozóan szintúgy ezen két tudományterület a kieme-
lendő, hiszen az ELTÉ-n egy algebra tárgy kapta a legnagyobb értéket (Algebra
2), mı́g a többi egyetemen az anaĺızis témakörébe tartozó kurzusok nyertek (BME:
Kalkulus 2, DE: Differenciál- és integrálszámı́tás, EKE: Anaĺızis 3, PTE: Bevezetés
az anaĺızisbe 2). Ezen eredmények összecsengenek azon életből vett tapasztalata-
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inkkal is, miszerint az anaĺızishez és az algebrához kötödő kurzusok okozzák a
legnagyobb fejfájást a hallgatók jelentős részének.

5.5. További lehetőségek

Elemzésünk további adatok esetén bőv́ıthető azzal, hogy tantárgyanként vizs-
gáljuk meg a keresztfélévben meghirdetett kurzusok hatását. Továbbá ezzel a
modellezési keretrendszerrel vizsgálható az a kérdés is, hogy milyen hatása van
többszöri sikertelen tantárgyteljeśıtésnek mint elbocsátási kritériumnak a végzet-
tek arányára.

6. Felvételi statisztikák

Ebben a fejezetben a nappali tagozatos matematika alapképzések (a képzések
részletes léırását lásd a Függelékben) felvételi statisztikáit elemezzük az elmúlt
néhány évre vonatkozóan. Vizsgáljuk a felvett hallgatók számát, az önköltséges
és államilag támogatott hallgatók arányát, a felvételi ponthatárokat és a felvettek
átlagpontszámát. Most itt csak néhány ábrát közlünk, további ábrák, a forrásául
szolgáló táblázatok, illetve egyéb elemzések megtalálhatóak a Függelékben.

12. ábra. 2015 és 2018 között a felvételt nyert matematika BSc-s hallgatók létszáma
egyetemenként.

A 12. ábrán megfigyelhető, hogy évről évre egyre kevesebb a matematika BSc
szakra felvettek létszáma, bár 2018-ban ez a trend megfordulni látszik. Itt emĺıt-
jük meg, hogy 2017 óta a BME angol nyelven is elind́ıtja a matematika alapsza-
kot, amin félévente t́ız-húsz fő körüli Stipendium Hungaricum ösztönd́ıjas hallgató
kezdi meg tanulmányait. Az angol nyelvű képzés azonban nem képezi jelen vizs-
gálódásunk tárgyát.
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Fontos mérőszám a felvételi ponthatár. Az érettségizők mindig nagy figyelmet
ford́ıtanak az általuk megjelölt intézmény felvételi pontszámaira. A felvi.hu adatai
alapján hasonĺıtottuk össze a ponthatárokat. Ahol nem indult az elmúlt három
év mindegyikében a szak, azokat kihagytuk a jellemzésből (13. ábra). Megfigyel-
hető, hogy a felvételi ponthatárok növekvő tendenciát mutatnak, de átlagosan a
ponthatár nem túl magas más képzésekhez viszonýıtva.

13. ábra. Ponthatárok változása 2015-2018 között.

Annak érdekében, hogy pontosabb képet kapjuk a felvételt nyert hallgatók
pontjairól, bemutatjuk a hallgatók átlagpontszámát is.

14. ábra. Átlagos pontszám egyetemenként.

Elemzésünk kiterjedt a matematika alapszakra felvett hallgatók összpontszá-
mának egyetemek közötti megoszlására is (lásd a Függelékben).
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7. Konklúzió, kitekintés

Az egyetemi képzések előtanulmányi hálóinak jellemzésére és összehasonĺıt-
hatóságára mutattunk néhány módszert, és ezeket a magyarországi matematika
alapképzéseken szemléltettük. Elemzésünk az irodalomban használatos gráfelmé-
leti módszertanon alapszik, de újdonságként bemutattunk egy teljeśıtési adatokra
alapuló valósźınűségi modellt is. Ezen módszerek seǵıtségével olyan kérdésekre
kaphatunk választ, hogy egy adott tantervben melyik a legfontosabb, leghangsú-
lyosabb tantárgy, illetve az előtanulmányi háló topológiája hogyan hat a képzés
várható teljeśıtési idejére. Továbbá ismertettünk néhány felvételi statisztikai ada-
tot az elmúlt néhány évre vonatkozóan: többek között a matematika alapszakokra
felvett hallgatók létszámának és felvételi pontszámainak alakulását.

Új módszereket mutattunk az egyetemi képzések előtanulmányi hálóinak jel-
lemzésére, illetve az egyes tantárgyaknak a képzés várható végzési idejére vonat-
kozó hatását illetően. Elemzésünk újdonsága, hogy nemcsak az előtanulmányi
háló struktúráját veszi figyelembe, hanem a tantárgyak teljeśıtési valósźınűségeit
is. A módszertant hazai matematika alapszakok mintatantervének összehasonĺı-
tásával szemléltettük. Fontos megemĺıteni, hogy valós tantárgyteljeśıtési adatok
hiányában a modellünk eredményei csak nagyon korlátozottan értelmezhetőek. Az
ismertetett módszerek azonban könnyen alkalmazhatóak valós teljeśıtési adatok is-
meretében, mint ahogyan azt megtettük a BME esetében [7].

Elemzéseink során a könnyebb kezelhetőség érdekében számos egyszerűśıtő fel-
tétellel éltünk. Ezen feltételek elhagyása, azaz a modell finomı́tása pontosabb
következtetések levonását teszi lehetővé. A továbbiakban célunk a különböző tan-
tárgyak teljeśıtését nem egymástól független eseményeknek tekinteni, és az eh-
hez kapcsolódó feltételes valósźınűségeket valós teljeśıtési adatokon feltérképezni.
A reprezentat́ıv hallgató feltevésünket finomı́tani szeretnénk a jövőben, beéṕıtve
a modellbe, hogy a valóságban a hallgatók szorgalma és képességei között nagy
különbségek vannak. A feltételek elhagyásával azonban egy bonyolultabb, össze-
tettebb modellt kapunk, ami a könnyű értelmezhetőség rovására mehet. Célunk,
hogy a meglévő módszert hatékonyabbá és pontosabbá tegyük.
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A. FÜGGELÉK: Üvegnyakak és késleltetési tényezők

A táblázatból kiolvasható, mely tantárgyak töltenek be üvegnyak szerepet az
egyes képzések előtanulmányi hálóiban. Korábbi jelöléseinkkel élve (2.2), a = 2 és
b = 5 paraméterekkel számoltunk.

BME:

Kalkulus 2

Bevezetés az algebrába 2

Algebra 1

Valósźınűségszámı́tás 1

Informatika 2

Topológia és differenciálható sokaságok

ELTE:

Anaĺızis 2

Algebra 1

Algebra 2

Anaĺızis 3

Bev. a diff.geometriába

Számı́tástudomány

PTE:

Bevezetés az algebrába és a számelméletbe 2. ea.

Bevezetés az anaĺızisbe 2. ea.

DE:

Lineáris algebra 1

Diff. és integrálszámı́tás

Többvált. függv. diff- és intszám.

EKE:

Anaĺızis 2

Bevezetés az algebrába és a számelméletbe

Lineáris algebra 1

Anaĺızis 3

Geometria 2

A matematika története

8. táblázat. Üvegnyakak.
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A késleltetési tényezők kiszámı́tásánál feltételeztük, hogy minden tantárgy in-
dul minden félévben, továbbá azt is, hogy az adott kurzus leszármazottjai első
próbálkozásra sikerülnek. Eredményeinket a 9. táblázat mutatja.

BME kurzusai: Késleltetési tényező

Pénzügy 1,00

Mikroökonómia+Makroökonómia 0,50

Anaĺızis 1 0,50

Matematikai modellalkotás szeminárium 0,50

Anaĺızis 2 0,50

Differenciálgeometria 1 0,50

Mértékelmélet 0,50

Algebra 2 0,50

Topológia és differenciálható sokaságok 0,50

ELTE kurzusai: Késleltetési tényező

Anaĺızis 1 1,00

Anaĺızis 2 1,00

Algebra 1 1,00

Algebra 2 1,00

Számelmélet 1 1,00

Anaĺızis 3 1,00

Anaĺızis 4 1,00

Valósźınűségszámı́tás 2 1,00

Matematikai statisztika 1,00

Funkcionálanaĺızis 1 1,00

Függvénysorok 1,00

Számı́tástudomány 1,00

Bev. a diff.geometriába 0,50

Valósźınűségszámı́tás 1 0,50

Differenciálegyenletek 0,50

Komplex függvénytan 0,50

Numerikus anaĺızis 0,50

DE kurzusai: Késleltetési tényező

Halmazok és függvények 1,00

Bevezetés az anaĺızisbe 1,00

Diff. és integrálszámı́tás 1,00

Mérték- és integrálelmélet 1,00

Valósźınűségszámı́tás 1,00

Statisztika 1,00

Elemi topológia 1,00

Többvált. függv. diff- és intszám. 0,50

Bev. a köz. diff.egyenletek elm. 0,50

Differenciálgeometria 0,50

Komplex függvénytan 0,50

Fej. az elemi számelméletből 0,50
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Minőségbiztośıtási ismeretek 0,50

PTE kurzusai Késleltetési tényező

Komputeralgebra 1,00

Multiplikat́ıv számelmélet ea 1,00

Bev. az algebrába és a számelméletbe 1. ea. 0,50

Bev. az algebrába és a számelméletbe 2. ea. 0,50

Bevezetés az anaĺızisbe 1. ea. 0,50

Bevezetés az anaĺızisbe 2. ea. 0,50

Algebra és számelmélet 1. ea. 0,50

Algebra és számelmélet 2. ea. 0,50

Anaĺızis 1. ea. 0,50

Anaĺızis 2. ea. 0,50

A matematika alapjai 0,50

Valósźınűségszámı́tás és mat. statisztika 1. ea. 0,50

Valósźınűségszámı́tás és mat. statisztika 2. ea. 0,50

Operációkutatás ea. 0,50

Számı́tástudományi alapismeretek 0,50

Komplex függvénytan elemei alkalmazásokkal ea. 0,50

Csoportelmélet ea. 0,50

EKE kurzusai: Késleltetési tényező

Lineáris algebra 2 1,00

Komputeralgebrai rendszerek 1,00

Operációkutatás 1,00

Komplex függvénytan 1,00

Matematikai praktikum 2 0,50

Anaĺızis 1 0,50

Anaĺızis 2 0,50

Geometria 1 0,50

Lineáris algebra 1 0,50

Anaĺızis 3 0,50

Geometria 2 0,50

Bevezetés a valósźınűségszámı́tásba 0,50

Geometria 3 0,50

Matematikai statisztika 0,50

Projekt́ıv geometria 0,50

A matematika története 0,50

9. táblázat. Késleltetési tényezők.

A nemnulla kölcsönös központiságú tárgyak a 10. táblázatban olvashatók.

BME kurzusai: Kölcsönös központiság

Kalkulus 2 8,50

Bevezetés az algebrába 2 6,00
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Anaĺızis 1 2,50

Algebra 1 6,00

Geometria 2,00

Valósźınűségszámı́tás 1 8,00

Informatika 2 4,00

Anaĺızis 2 3,50

Differenciálgeometria 1 3,50

ELTE kurzusai: Kölcsönös központiság

Anaĺızis 2 13,00

Algebra 2 22,50

Geometria 1 1,50

Véges matematika 2 2,00

Anaĺızis 3 18,00

Anaĺızis 4 8,00

Algebra 3 3,00

Geometria 2 3,00

Valósźınűségszámı́tás 1 6,00

Valósźınűségszámı́tás 2 9,00

Funkcionálanaĺızis 1 2,00

Operációkutatás 1 2,00

PTE kurzusai: Kölcsönös központiság

Bevezetés az algebrába és a számelméletbe 2. ea. 5,00

Bevezetés az anaĺızisbe 2. ea. 8,00

Algebra és számelmélet 1. ea. 2,00

Anaĺızis 1. ea. 4,00

Anaĺızis 2. ea. 3,00

Geometria 1. ea. 2,00

Geometria 2. ea. 2,00

Valósźınűségszámı́tás és matematikai statisztika 1. ea. 2,00

Programozás 1. gyakorlat 1,00

Numerikus anaĺızis 1. ea. 2,00

DE kurzusai: Kölcsönös központiság

Lineáris algebra 1 5,00

Bevezetés az anaĺızisbe 9,00

Bev. az alg. és számelméletbe 5,00

Számelmélet 1 4,00

Diff. és integrálszámı́tás 16,00

Geometria 1 3,00

Geometria 2 3,00

Lineáris algebra 2 3,00

Algebra 2,00

Többvált. függv. diff- és intszám. 9,00

Mérték- és integrálelmélet 6,00

Valósźınűségszámı́tás 4,00
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EKE kurzusai: Kölcsönös központiság

Anaĺızis 2 9,00

Bevezetés az algebrába és a számelméletbe 6,00

Geometria 1 6,00

Anaĺızis 3 17,50

Geometria 2 11,00

Számelmélet 1 4,00

Bevezetés a valósźınűségszámı́tásba 5,00

Lineáris algebra 2 0,50

10. táblázat. Kölcsönös központiságok.
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B. FÜGGELÉK: Hazai matematika alapképzések feléṕıtése

Ebben a fejezetben a képzés feléṕıtése, az induló specializációk és sávok sze-
rint hasonĺıtjuk össze a hazai matematika alapszakokat az egyetemek honlapján
található információk alapján.

B.1. ELTE

Hazánk egyik legnagyobb egyetemén a hallgatók három specializáció közül vá-
laszthatnak a matematika BSc képzésen. Ezek:

– matematika,

– alkalmazott matematika,

– matematikai elemző.

A hallgatók a második félévig közös képzésben vesznek részt, majd a harmadik
szemeszterben választanak specializációt. Az idejáró diákok tantárgyaikat, saját
érdeklődési körük szerint, különböző szinteken saját́ıthatják el. Választhatnak a
normál, intenźıv és haladó szintek között. A haladó szint csak a véges matematika
témakörébe tartozó kurzusok esetén indul. Ezen a szinten csak az anyag tárgyalá-
sának sebességében és mélységében különböznek, de adminisztrat́ıv szempontból
ekvivalensek. Ezek a tantárgyváltozatok szabadon választhatók és szabadon át-
járhatók.

A képzés során 180 kreditet kell teljeśıteni, melyből 54 kreditet tesz ki az első év-
ben a közös képzés. Részletesebben a tantárgycsoportok megoszlását a következő
táblázat mutatja be:

Kredit

Kötelező 149

Kötelezően választható 12

Szabadon választható tantárgy 9

Szakdolgozat 10

Öszesen 180

B.2. BME

2015-től új lehetőségeket ḱınál BME a specializációkat illetően. Az idejárók a
következő két specializáció és további négy sáv közül választhatnak:

– elméleti matematika,

– alkalmazott matematika,

adattudomány,
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mérnök matematika,

operációkutatás,

sztochasztika.

A specializáció kurzusai az 5. félévtől kezdődnek.
Az egyes tantárgycsoportok krediteit ismerteti az alábbi táblázat.

Kredit

Alapozó ismeretek 19

Szakmai törzsanyag 21

Differenciált szakmai ismeretek 70

Specializáció tantárgyak 29

Kötelezően választható tantárgyak 22

Szabadon választható tantárgyak 9

Szakdolgozat 10

Öszesen 180

B.3. DE

Debrecenben két specializáció van:

– matematika,

– alkalmazott matematika.

A képzés tantárgycsoportonkénki kreditmegoszlása a következő:

Kredit

Törzsanyag 50

Differenciált szakmai anyag 47

Specializáció kötelező szakmai anyag 38

Specializáció választható tantárgy 13

Környezettani, Európai Uniós, minőségbiztośıtási ismeretek 5

Természettudományi alapismeretek 8

Szabadon választható tantárgy 9

Szakdolgozat 10

Öszesen 180

B.4. PTE

Pécsett két specializáció van, az egyik a tanári szakirány, a másik az úgyne-
vezett szakirány nélküli képzés. A szakirányok választására az első év után van
lehetőség, habár 120 kredit kötelező mindkét specializáció számára. A kreditek
tantárgycsoportonkénti megoszlása a követekező:
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Kredit

Alapozó modul 22

Szakmai törzsmodul 68

Kötelezően választható tantárgyak modulja 10

Szabadon választott tantárgyak modulja 10

Szakdolgozat 10

Szakirány nélküli tantárgyak modulja 60

Öszesen 180

B.5. EKE

Egerben nincs külön szakirányválasztás. A többi képzéshez hasonlóan itt is
180 kreditet kell teljeśıteni a diploma megszerzéséhez, melyből 10 kredit a szak-
dolgozat́ırásért jár. A kreditek megoszlása a következőképpen néz ki:

Kredit

Értelmiségi modul 11

Természettudományi ismeretek modul 4

Alapozó szakmai modul 22

Szakmai törzsmodul 32

Differenciált szakmai ismeretek 81

Választható szakmai tantárgyak modulja 11

Szabadon választott tantárgyak modulja 9

Szakdolgozat 10

Öszesen 180

Az első négy modul más szakokkal közös, de a további modulok a matematikus
specializációhoz tartozó ismeretek.

B.6. SZTE

A Szegedi Tudományegyetem matematika alapszakának előtanulmányi hálója
nyilvánosan nem elérhető, ezért kimaradt korábbi elemzésünkből, ám néhány ada-
tot sikerült találni a struktúrájáról. A következő ösvények közül lehet választani:

– alkalmazott matematikus specializáció,

– gazdasági specializáció,

– informatikai specializáció,

– matematikus specializáció,

– specializáció nélküli.
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Az egyes tantárgycsoportokhoz rendelt kreditszámokat a következő táblázat
mutatja. Szegeden egyik tantárgycsoporthoz sincs pontos kreditszám meghatá-
rozva, ezek az értékek minimum elvégzendő krediteket jelölnek. Ebből adódóan
viszonylag nagy szabadságot kapnak a hallgatók a kurzusválasztást illetően, hiszen
51 kreditet szabadon oszthatnak el a képzés alatt.

Kredit (min.)

Alapozó ismeretek 19

Szakmai törzsanyag 24

További kötelező matematika tantárgyak 39

Kötelezően választható tantárgyak 30

Egyéb tantárgyak 51

Szakmai gyakorlat 3

Szakdolgozat 14

Öszesen 180

A hallgatók a BME és a SZTE képzésén választhatnak a legtöbbféle speciali-
záció közül. Az ELTE képzésén a diákok szabadon dönthetnek, hogy a kurzust
milyen szinten szeretnék hallgatni. A legnagyobb szabadságot adó képzés a BME
képzése, ahol a hallgatóknak a legkevesebb kötelező kreditet kell elvégezni, a hi-
ányzó krediteket a kötelezően választható tantárgyakból pótolják.

Különösen érdekes lenne a matematika alapszakok feléṕıtésének és mintatan-
tervének vizsálata nemzetközi kitekintésben, de ezen elemzés kimutatna jelen ta-
nulmányunk keretei közül.
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C. FÜGGELÉK: Felvételi statisztikák

A következő táblázatokban évenkénti bontásban közöljük a hazai matematika
alapszakok felvételi statisztikáit 2015-től 2018-ig.

BME ELTE PTE DE EKE SZTE NYME

Felvett hallgatók létszáma
önköltséges képzésen

2 6 0 1 0 3 1

Felvett hallgatók létszáma
állami ösztönd́ıjas képzésen

51 132 9 26 0 39 4

Felvett hallgatók létszáma
összesen

53 138 9 27 0 42 5

Felvételi ponthatár (ANA) 373 340 324 282 285

Átlagos felvételi pontszám 426,84 409,4 377,22 356,78 365,76 346,2

Minimális létszám 20 15 5 10 5 10 5

Maximális létszám 70 140 20 35 20 45 25

11. táblázat. 2015-ben nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

BME ELTE PTE DE EKE SZTE NYME

Felvett hallgatók létszáma
önköltséges képzésen

0 9 0 2 0 0 0

Felvett hallgatók létszáma
állami ösztönd́ıjas képzésen

45 109 0 11 0 30 0

Felvett hallgatók létszáma
összesen

45 118 0 13 0 30 0

Felvételi ponthatár (ANA) 368 351 n. i. 289 n. i. 294 n. i.

Átlagos felvételi pontszám 428,37 426,88 0 369,54 0 396,83 0

Minimális létszám 20 15 5 5 5 5 5

Maximális létszám 70 140 20 50 20 70 15

12. táblázat. 2016-ban nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

Megjegyezzük, hogy Szegeden és Egerben levelező tagozat indult.
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BME ELTE PTE DE EKE SZTE

Felvett hallgatók létszáma
önköltséges képzésen

3 6 0 2 0 1

Felvett hallgatók létszáma
állami ösztönd́ıjas képzésen

43 111 0 12 0 26

Felvett hallgatók létszáma
összesen

46 117 0 14 0 27

Felvételi ponthatár (ANA) 392 348 n. i. 298 n. i. 297

Átlagos felvételi pontszám 445,49 437,95 0 392,71 391,33

Minimális létszám 20 15 5 10 5 5

Maximális létszám 70 140 20 50 20 70

13. táblázat. 2017-ben nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

Megjegyezzük, hogy 2017-től a BME angol nyelven is elind́ıtja az alapképzést,
de angol nyelvű képzés nem képzi jelen vizsgálódásunk tárgyát.

Láthatjuk, hogy az ELTE rendelkezik a legnagyobb létszámú matematika kép-
zéssel. Vidéken a Szegedi Tudományegyetem a legjelentősebb.

BME ELTE PTE DE EKE SZTE

Felvett hallgatók létszáma
önköltséges képzésen

0 5 0 2 0 0

Felvett hallgatók létszáma
állami ösztönd́ıjas képzésen

41 127 5 15 0 15

Felvett hallgatók létszáma
összesen

41 132 5 17 6 15

Felvételi ponthatár (ANA) 396 341 282 286 329 282

Átlagos felvételi pontszám 440,02 440,94 358,00 379,76 n.i. 410,33

Minimális létszám 20 15 4 5 5 5

Maximális létszám 70 140 20 50 20 70

14. táblázat. 2018-ban nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

A 15. ábrán azt szemléltetjük, hogy hogyan oszlanak meg a diákok által ho-
zott összpontszámok az egyes egyetemek között. Egy egyetemre felvett hallgatók
létszámát megszoroztuk a hozott átlagponttal, és ennek arányát néztük az összes
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felvetthez képest. Formálisan,

(részesedési arány)i =
ni · µi

n · µ
,

ahol n az összes felvett hallgató száma, µ az összes hallgató átlagpontszáma, ni az
i egyetemre felvett hallgatók száma, µi pedig ezen hallgatók átlagpontszáma.

15. ábra. Felvételi pontszámok részesedése.

Ezen részesedési arány mutatja, hogy a matematika szakra felvett hallgatók
összpontszáma hogyan oszlik el az egyes egyetemek között. Egy sáv növekedése
magyarázható az adott egyetemre felvett hallgatók számának a növekedésével vagy
a felvett hallgatók átlagpontszámának emelkedésével.

(Beérkezett : 2018. február 26.)
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Bergmann Júlia 1992-ben született Szekszárdon. A
2011-ben tett érettségije után a Budapesti Műszaki
és Gazdaságtudományi Egyetem hallgatója lett,
ahol 2015-ben alapszakos, majd 2018-ban mes-
terszakos matematikus diplomát szerzett anaĺızis
specializációval. 2017-ben tantervi hálók elem-
zéséről szóló tudományos diákköri dolgozatával
I. d́ıjat ért el. Diplomaszerzés után az SZTAKI
Mérnöki és Üzleti Intelligencia Kutatólabora-
tóriumában helyezkedett el adatelemzőként, ahol

adatalapú ipari digitalizációs megoldások fejlesztésével és folyamatoptimalizálással
foglalkozik, továbbá a Fraunhofer Társaság különböző intézeteivel együtt végez
kutatómunkát.

BERGMANN JÚLIA
Természettudományi Kar
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem
H 1111 Budapest, Műegyetem rkp. 3-9.

Molontay Roland 1991-ben született Budapesten. A
Városmajori Gimnáziumban érettségizett, majd a
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetemen
folytatta tanulmányait, ahol 2015-ben kitünteté-
ses alkalmazott matematikusi diplomát szerzett.
Doktori tanulmányait a BME Matematika és Szá-
mı́tástudományi Doktori Iskolájában folytatta háló-
zatelméleti témában Simon Károly témavezetésével.
2016-ban az egyesült államokbeli Brown Egyetemen
volt vendégdoktorandusz. 2012 óta oktat a Mű-
egyetem Sztochasztika Tanszékén, 2019-től pedig az

Aquincum Institute of Technologyban is. 20 tudományos közlemény szerzője, nem-
zetközi konferenciák rendszeres előadója. 2018-ban a BME Sztochasztika Tanszék
magas sźınvonalú oktatói-kutatói munkájáért Innovációs Dı́jjal tüntette ki, 2019-
ben pedig a hallgatók javaslata alapján a BME TTK Kari Tanácsa a Kar Kiváló
Oktatója kitüntetéssel jutalmazta, kiterjedt tehetséggondozó munkájáért a Pro
Progressio Alaṕıtvány Oktatói TDK Különd́ıjában részesült. Jelenleg az MTA-
BME Szochasztika Kutatócsoport munkatársa, a HU-MATHS-IN Hálózat tagja,
az Új Nemzeti Kiválósági Program ösztönd́ıjasa.
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ki Kar dékáni hivatalvezetője, majd iránýıtásával
hozták létre 2004-ben az egyetem Központi Ta-
nulmányi Hivatalát, amit azóta is vezet. Részt
vett a kreditrendszerű képzést kiszolgáló első ta-
nulmányi rendszer kidolgozásában. 40 éve oktat
a BME Vegyészmérnöki és Biomérnöki Karának
Kémiai és Környezeti Folyamatmérnöki Tanszékén.
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Szekrényes Dóra 1993-ban született Budapesten.

2013-ban érettségizett a Premontrei Szent Norbert

Gimnáziumban, majd a Budapesti Műszaki és Gaz-

daságtudományi Egyetemen folytatta tanulmányait,

ahol 2016-ban matematika alapszakos, 2018-ban pe-

dig alkalmazott matematikus mesterszakos diplomát

szerzett. 2017-ben tantervi hálók elemzéséről szóló tu-

dományos diákköri dolgozatával I. d́ıjat ért el. 2018

óta az okos város gyakorlati megvalóśıtásait kutatja a

CHAOS Architects gépi tanulási algoritmusok fejlesz-

tőjeként.
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ANALYZING THE CURRICULA AND PREREQUISITE NETWORKS
OF HUNGARIAN MATHEMATICS BSC PROGRAMS

Júlia Bergmann, Roland Molontay, Mihály Szabó, Dóra Laura Szekényes

In this paper, we present several methods for analyzing and comparing prerequisite networks
of university programs, we evaluate these methods on the curricula of Mathematics BSc programs
in Hungary. Also, a brief literature review on the analysis of prerequsite networks is given, and
a new data based probabilistic model is presented. Using these methods one can easily answer
various important questions, such as which course is the most crucial, or what effect the topology
of a network has on the expected time of graduation. Furthermore, results of enrollment process
from previous years are summarized regarding Hungarian mathematics BSc programs.
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HÁLÓZATI MODELL EGYÜTTES CSŐDVALÓSZÍNŰSÉGEK
MEGHATÁROZÁSÁRA

BIHARY ZSOLT, NAGY NOÉMI, SIMON L. PÉTER

Bizonyos t́ıpusú hitelbiztośıtások (BDS) árazásának hálózati modellen
alapuló lehetőségét vizsgáljuk. Célunk a BDS veszteségfelületének kiszá-
mı́tása a biztośıtási kosárban szereplő cégek egyedi csődvalósźınűségeiből.
Bemutatunk egy intenzitás alapú, dinamikus, hálózati modellt, ami jól hasz-
nálható a feladat megoldására. Emellett ismertetésre kerül a gyakran alkal-
mazott, statikus Gauss-kopula modell is. Megmutatjuk, hogy a két eljárás
egymáshoz kalibrálható. A hálózati modell egy közeĺıtő változatával nagy-
számú cég esetén is hatékonyan mérhető a rendszerkockázat.

Kulcsszavak: hálózati modell, pénzügyi folyamatok, rendszerkockázat, mu-
lasztási csereügylet, BDS

1. Bevezetés

A pénzügyi piacokon a befektetők számára lehetőség van arra, hogy hitelde-
rivat́ıvák seǵıtségével kötvénykibocsátó cégek nemfizetési kockázata ellen védjék
magukat. Ezekre a hitelbiztośıtásokra abban az esetben van szükség, ha a kötvény-
kibocsátó cég csődbe menne a futamidő lejárata előtt. Az egyik legegyszerűbb a
mulasztási csereügylet, azaz CDS (credit default swap), ami védelmet nyújt egy
kockázatos kötvény vétele esetén. Ennél bonyolultabb biztośıtás a basket CDS,
azaz BDS (basket default swap), ami több (tipikusan 4-6) különböző cég által ki-
bocsátott kötvény esetén nyújt fedezetet. Aszerint rangsoroljuk a BDS-eket, hogy
a kosárban szereplő cégek közül hanyadik cég csődbe menetele után fizet kártéŕı-
tést: first-to-default (FTD) esetén az első csődbe kerülést állaṕıtják meg kifizetési
időpontnak, mı́g az n-th-to-default (NTD) azt jelenti, hogy a hitelbiztośıtás kíırója
az n-edik cégbedőlés után fizet csak. A szintetikus CDO (synthetic collateralized
debt obligation) termékek esetén a biztośıtott portfólióban több tucat cég is sze-
repelhet, és a biztośıtás a portfólióveszteség egy szeletére (tranche) vonatkozik. A
BDS és CDO tranche ügyleteket korrelációs hiteltermékeknek is nevezik, mivel ára-
zásukhoz elengedhetetlenül fontos modellezni a cégek jövőbeli csődeseményeinek
korrelációját.
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Cikkünkben BDS ügyletek vizsgálatára koncentrálunk. Az arbitrázsmentes
árazás feladata ezeknél a termékeknél tipikusan a következőt jelenti: A kosár-
ban szereplő cégek egyedi csődvalósźınűségeit, illetve csődfolyamatait adottnak
tekintjük, mivel ezek egyszerűen kalibrálhatóak a cégek piacon megfigyelhető CDS-
áraihoz. Az alkalmazott modell korrelációs paramétereit likvid korrelációs termé-
kekből, vagy az árazandó BDS múltbeli áraiból becsüljük. A modell megadja az
együttes csődvalósźınűségeket. Ezek után kiszámı́tjuk a BDS úgynevezett vesz-
teségfelületét, azaz meghatározzuk, hogy t idő elteltével mekkora valósźınűséggel
lesz pontosan i cég csődben. A veszteségfelületből és a BDS ügylet feltételes kifi-
zetéseiből a veszteség jelenértéke számolható, és ı́gy beárazhatjuk a terméket.

A korrelációs hiteltermékek modellezése fontos részterülete a pénzügyi iroda-
lomnak, és a befektetési bankok gyakorlatában is komoly szerepet játszik. Többféle
modellt́ıpust különböztethetünk meg. A statikus modellek nem próbálják a cső-
deseményeket sztochasztikus folyamattal reprezentálni, hanem minden lehetséges
lejáratra külön kalibrálják az együttes csődvalósźınűségek rendszerét. Ezek közé
tartozik a Gauss-kopula modell [15], aminek különböző változatai a mai napig a
legelterjedtebbek a pénzügyi gyakorlatban. A következő fejezetben röviden ismer-
tetjük majd a Gauss-kopula modellt, mivel javasolt modellünket ezzel a standard
modellel fogjuk összehasonĺıtani.

A dinamikus modellek sztochasztikus folyamatot feltételeznek a csődesemé-
nyekre. Ezeken belül a strukturális modellek [13] megpróbálják a cégek eszközér-
tékét korrelált módon modellezni, csődesemény akkor következik be, ha az eszköz-
érték egy kritikus szint alá esik.

Az intenzitás alapú, vagy redukált modellek [8, 10, 23] sztochasztikus pontfo-
lyamatként reprezentálják a csődeseményeket. Ezekben a modellekben az együt-
tes viselkedést a csődesemények intenzitásának korrelációja ragadja meg, amit egy
vagy több közös intenzitásfaktor valóśıt meg. Ennek közgazdasági interpretáció-
ja szerint a cégek mindegyike csatolódik különböző makrofaktorokhoz, ı́gy piaci
válságok idején sok egyszerre megy csődbe. Matematikai szempontból ezekben a
modellekben a közös faktorok egy rögźıtett értéke mellett a csődesemények felté-
telesen függetlenek.

A pénzügyi gyakorlat és empirikus tesztek [14] egyaránt azt mutatják, hogy
a feltételesen független modellek realisztikus paraméterezése mellett a csődkorre-
lációk meglehetősen gyengék. Ezért, és intuit́ıv okokból több szerző úgynevezett
fertőző modelleket vezetett be. Ezekben egy cég csődje egyéb cégek csődjét in-
dukálhatja akár közvetlenül, akár a csődintenzitások nagymértékű növelésén ke-
resztül. A fertőző modellek lehetnek statikusak [7], illetve dinamikus strukturális
alapúak [9]. Egyéb munkák a fertőzéseket a cégek hitelértékelés-migrációjával [11],
vagy hálózati modellekkel [1] ragadták meg.

Ebben a munkában egy egyszerű intenzitás alapú modellt mutatunk be, amely-
ben a csődbe menő cég fertőzése egyéb cégek csődintenzitásainak növelésével terjed
a pénzügyi hálózaton. A matematikai modell feléṕıtése során a fertőzés és informá-
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cióterjedés hálózati modelljeiből indulunk ki, egy olyan SI (susceptible-infected)
dinamikájú modellel, amiben spontán fertőződés is van. A járványterjedés háló-
zaton széles irodalommal rendelkezik [3, 6, 19], ezen összefoglaló művekben ismer-
tetik a járványterjedés modellezésének lehetőségeit különböző dinamikák mellett.
A pontos modell egy sztochasztikus folyamat, amihez kapcsolódóan feĺırhatóak az
ún. alapegyenletek, amelyek egy lineáris differenciálegyenlet-rendszert alkotnak.
Ezek az egyenletek kisebb hálózat esetén explicit módon feĺırhatóak, ezt az eljárást
a 3. fejezetben tekintjük át. A klasszikus Gauss-kopula módszerrel szemben meg-
közeĺıtésünk dinamikus és hálózati modellen alapul. Így modellünk betekintést
enged az egyes cégek állapotaiba bármely időpillanatban, emellett megvizsgálhat-
juk a rendszer viselkedését a hálózat feléṕıtésének függvényében. A 4. fejezetben
kidolgozunk egy közeĺıtő eljárást, amelynek seǵıtségével hatékonyan és gyorsan
elemezhető sok résztvevős rendszerek viselkedése is. Ennél a módszernél az egyes
csúcsok állapotának valósźınűségeire ı́runk fel közeĺıtő differenciálegyenleteket le-
zárás seǵıtségével. Alkalmazásképpen kiszámı́tjuk és összehasonĺıtjuk különböző
pénzügyi hálózatok rendszerkockázatát.

2. A probléma felvázolása és a Gauss-kopula modell bemutatása

Legyen adva N darab kötvénykibocsátó cég, és tegyük fel, hogy ismerjük va-
lamely T időpontban az egyes cégek csődbe jutási valósźınűségeit, jelöljük ezeket
p̃q-val, q = 1, . . . , N , illetve adott még a cégek közötti kapcsolat erőssége is. A
kérdés, hogy hogyan lehet ez alapján kiszámı́tani az együttes csődesélyeket, az-
az a D(i) értékeket, amely mennyiségek azt adják meg, hogy mi a valósźınűsége,
hogy pontosan i darab cég van csődben a T időpontban, i = 0, . . . , N . Ezen D(i)
értékek alapján történik a BDS-ek beárazása, de ennek az eljárásnak az ismer-
tetése nem képezi a cikk tárgyát, számunkra csak a D(i) értékek meghatározása
a cél. Először a pénzügyi életben használt Gauss-kopula modellt fogjuk röviden
bemutatni, majd összevetjük az eredményeit az általunk ḱınált modellel, és meg-
vizsgáljuk, hogy a két eljárást egymáshoz lehet-e kalibrálni a különböző bemeneti
paraméterek megfelelő beálĺıtásával.

Reprezentálja Vq(T ) standard normális eloszlású valósźınűségi változó a q-adik
cég (normalizált) eszközértékét a T időpontban, és legyen Bq(T ) egy determinisz-
tikus korlát, q = 1, . . . , N , T ∈ R+

0 . Ha az eszközérték a Bq(T ) korlát alá esik,
akkor a cég csődbe megy, azaz pq(T ), a q-adik cég csődjének a valósźınűsége T -ben:

pq(T ) = P (Vq(T ) < Bq(T )) = ϕ(Bq(T )),

ahol ϕ a standard normális eloszlás eloszlásfüggvénye.
Az eszközértékek közötti kapcsolat a következőképpen van megadva, rögźıtett

ρ ∈ [0, 1] korreláció paraméter mellett:

Vq =
√
ρZ +

√
1− ρYq, q = 1, . . . , N,
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ahol Z és Yq, q = 1, . . . , N független standard normális eloszlású valósźınűségi
változók. (Az eszközértékek közötti kapcsolat időben nem változik.) Ezek alapján
Vq ∼ N(0, 1), és könnyen látható, hogy bármely két cég közötti korreláció ρ, tehát
a ρ értéke adja meg a cégek egymásra hatásának erősségét, ami ebben a modellben
minden cég között ugyanakkora, tehát a kapcsolati háló homogén.

Adottak valamely T időpontban az egyes cégek csődjének valósźınűségei, azaz
a p̃q = pq(T ) értékek, q = 1, . . . , N , illetve a ρ ∈ [0, 1] korreláció. A Bq(T ) korlátok
a T időpontban könnyen visszaszámolhatók a bemeneti adatok alapján: Bq(T ) :=
ϕ−1(p̃q). Rögźıtsünk le egy konkrét z ∈ R értéket, és vizsgáljuk Z = z esetén
a különböző feltételes valósźınűségeket, ugyanis ebben az esetben a Vq változók
függetlenek. Ekkor Vq =

√
ρz +

√
1− ρYq, vagyis Vq ∼ N(

√
ρz,

√
1− ρ) és

pq(T |Z = z) = P (Vq(T ) < Bq(T )|Z = z) = ϕ

(
Bq(T )−

√
ρz

√
1− ρ

)
,

ahol pq(T |Z = z) jelöli a q-adik cég csődjének a valósźınűségét t-ben, feltéve, hogy
Z = z. Ezen értékek függvényében kiszámı́thatók a D(i|Z = z) mennyiségek, azaz
annak a valósźınűsége, hogy pontosan i darab cég van csődben T -ben, feltéve, hogy
a Z valósźınűségi változó értéke a rögźıtett z szám. Itt fogjuk kihasználni, hogy mi-
vel a Vq változók függetlenek, ı́gy a különböző cégek csődben levésének eseményei
függetlenek, tehát szorzatként feĺırhatóak. Például annak az esélye a Z = z feltétel
mellett, hogy 0 darab cég van csődben: D(0|Z = z) = ΠN

q=1(1 − pq(T |Z = z)),
illetve a többi D(i|Z = z) feltételes valósźınűség is hasonlóan számolható.

Ezek után használjuk a teljes valósźınűség tételét folytonos esetben, ı́gy meg-
kapjuk a keresett D(i) értékeket, azaz hogy mi a valósźınűsége annak, hogy pon-
tosan i cég van csődben a T időpontban:

D(i) =

∫ +∞

−∞
D(i|Z = z)φ(z)dz, i = 0, . . . , N,

ahol φ a standard normális eloszlás sűrűségfüggvénye. Érdekes észrevétel, hogy
habár a kimeneti adatokat is abban az időpontban kapjuk meg, mint amiben a
bemeneti adatokat adtuk meg, a módszer során nem kellett ismerni a T időpontot.
Ilyen értelemben a Gauss-kopula módszer statikusnak tekinthető.

3. A hálózati megközeĺıtésen alapuló modell

Most nézzük meg, hogyan lehet ezt a problémát elhelyezni a hálózati modellek
világában. Egy természetesen adódó intenzitás alapú hálózati modellt ajánlunk
a cégek együttes csődvalósźınűségeinek léırására. Ez a modell alkalmas a Gauss-
kopula modellel való összevetésre, illetve a rendszerkockázat vizsgálatára, azonban
csak kis N -re alkalmazható a nagy számı́tási igény miatt. A 4.1. részben egy
másik módszert ḱınálunk, ami nagy csúcsszámú hálózatra is alkalmazható.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)
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3.1. A hálózati modell léırása

Egy súlyozott gráffal fogjuk szemléltetni a cégek közötti kapcsolati hálót. A
gráf csúcsait tekintjük a cégeknek, mı́g az egyes csúcsok közötti éleken lévő súly
jelzi az adott cégek közötti kapcsolat erősségét. Legyen N a csúcsok száma és
bármely csúcs két lehetséges állapotban lehet: S – működő, I – csődbe ment,
azaz járványterjedési folyamatként tekintünk a cégek csődbe jutására. Így egy
2N állapotterű X(t), t ∈ R+

0 Markov-lánchoz jutunk, ahol X(t) egy olyan való-
sźınűségi változó, mely minden rögźıtett t ∈ R+

0 időpontban megadja, hogy a
folyamat melyik állapotban van. Az állapotteret jelöljük S-sel, és vezessük be az
Sk jelölést a k darab csődöt tartalmazó állapotok részhalmazára, ı́gy Sk elemei:
{Sk

1 ,Sk
2 , . . . ,Sk

dk
}, ahol dk =

(
N
k

)
, k = 0, . . . , N . Az Sk halmaz i-edik eleme esetén

az Sk
i állapotban az l-edik csúcs állapotát Sk

i (l) jelöli.

Feltesszük, hogy kezdetben minden cég működik, és a csődbe menés végleges
állapotváltozás, azaz bármely csúcs esetén csak S → I átmenet történhet, tehát
SI t́ıpusú dinamikával dolgozunk. Bármely cég csődbe jutását két tényező be-
folyásolja: egyrészt minden céghez tartozik egy λq ∈ R+

0 , q = 1, . . . , N spontán
csődbe menési ráta, ami a cégek sérülékenységét méri, másrészt a már csődbe ju-
tott cégek hatnak a még működő szomszédaikra a gráf G = ((ωp,q)) ∈ RN×N

adjacencia mátrixában tárolt nemnegat́ıv rátákkal, tehát ωp,q jelentse a p-edik cég
hatáserősségét a q-adik cégre, ezt a hatáserősséget élsúlynak is nevezzük a továb-
biakban. Az S → I átmenetet egy exponenciális eloszlású valósźınűségi változó
ı́rja le, aminek a paramétere

rki (l) := λl(1 +
∑

{p∈{1,...,N}|Sk
i (p)=I}

ωp,l), (1)

feltéve, hogy Sk
i (l) = S, azaz az l-edik cég még nincs csődben. Tehát ezzel a

rátával kerül az l-edik cég csődbe az Sk
i állapotban.

A hálózat és a dinamika léırása után feĺırjuk a folyamatot pontosan modellező
2N dimenziós alapegyenlet-rendszert, a feĺırás részletei a [20] cikkben megtalálha-
tóak. Ehhez vezessük be minden Sk

i ∈ Sk, i = 1, . . . , dk, k = 0, . . . , N esetén a

H−
Sk
i

, az
”
Sk
i múltja” halmazt: H−

Sk
i

:=
{
h ∈ {1, . . . , dk−1} | ∃! lh ∈ {1, . . . , N} :

Sk
i (lh) = I,Sk−1

h (lh) = S,Sk
i (m) = Sk−1

h (m),∀m ̸= lh,m = 1, . . . , N
}
, és a H+

Sk
i

,

az
”
Sk
i jövője” halmazt: H+

Sk
i

:=
{
j ∈ {1, . . . , dk+1} | ∃! lj ∈ {1, . . . , N} : Sk

i (lj) =

S,Sk+1
j (lj) = I,Sk

i (m) = Sk+1
j (m),∀m ̸= lj ,m = 1, . . . , N

}
. Tehát az Sk

i múltja

halmaz tartalmazza az összes olyan Sk−1 halmazbeli állapot indexét, melyek pon-
tosan egy csúcs állapotában térnek el az Sk

i állapottól, hiszen csak ilyen állapotok
között következhet be közvetlen állapotváltozás. Az Sk

i jövője halmaz jelentése is
értelemszerűen adódik az előbbi alapján.
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Jelölje xSk
i
(t) annak a valósźınűségét, hogy a t időpontban a Markov-folyamat

az Sk
i állapotban van. Ekkor az alapegyenlet-rendszer alakja:

ẋSk
i
(t) =

∑
h∈H−

Sk
i

rk−1
h (lh)xSk−1

h
(t)−

( ∑
j∈H+

Sk
i

rki (lj)
)
xSk

i
(t), (2)

i = 1, . . . , dk, k = 0, . . . , N.

Az egyenletrendszerre a kompaktabb ẋ(t) = Px(t) alakban is hivatkozhatunk.
Az alapegyenletek feĺırását egy 3 csúcsú gráfon szemléltetjük.

3.1. Példa. Legyen N = 3. A = ((ωp,q)) ∈ R3×3 a gráf adjacencia mátrixa és
a λq, q = 1, 2, 3 értékek a spontán csődbe kerülés rátái. Ekkor az alapegyenletek:

ẋSSS(t) =− (λ1 + λ2 + λ3)xSSS(t),

ẋISS(t) =λ1xSSS(t)− (λ2(1 + ω1,2) + λ3(1 + ω1,3))xISS(t),

ẋSIS(t) =λ2xSSS(t)− (λ1(1 + ω2,1) + λ3(1 + ω2,3))xSIS(t),

ẋSSI(t) =λ3xSSS(t)− (λ1(1 + ω3,1) + λ2(1 + ω3,2))xSSI(t),

ẋIIS(t) =λ1(1 + ω2,1)xSIS(t) + λ2(1 + ω1,2)xISS(t)− λ3(1 + ω1,3 + ω2,3)xIIS(t),

ẋISI(t) =λ1(1 + ω3,1)xSSI(t) + λ3(1 + ω1,3)xISS(t)− λ2(1 + ω1,2 + ω3,2)xISI(t),

ẋSII(t) =λ2(1 + ω3,2)xSSI(t) + λ3(1 + ω2,3)xSIS(t)− λ1(1 + ω2,1 + ω3,1)xSII(t),

ẋIII(t) =λ3(1 + ω1,3 + ω2,3)xIIS(t) + λ2(1 + ω1,2 + ω3,2)xISI(t)+

+ λ1(1 + ω2,1 + ω3,1)xSII(t).

A rendszer második egyenlete például azt rögźıti, hogy az (ISS) állapotba
az (SSS) állapotból juthatunk el spontán csődbemenéssel λ1 rátával, emellett az
(ISS) állapotból kimehetünk λ2(1 + ω1,2) rátával az (IIS) állapotba úgy, hogy
vagy a második cég spontán csődbe megy, vagy az első cég csődbe viszi a másodi-
kat, illetve az (ISS) állapotból átmehetünk az (ISI) állapotba úgy, hogy vagy a
harmadik cég spontán csődbe megy, vagy az első cég csődbe juttatja a harmadikat
λ3(1 + ω1,3) rátával.

3.2. Eljárás a csődvalósźınűségek meghatározására a hálózati modell
seǵıtségével

Most megmutatjuk, hogy ez a hálózati modell hogyan használható a fent is-
mertetett árazási probléma kezelésére, azaz hogyan lehet eljutni az egyes cégek
csődbe menési valósźınűségeinek ismeretéből az együttes bedőlési valósźınűségek-
hez. A Gauss-kopula modellben a cégek közötti korrelációt a ρ paraméter adja
meg, mı́g a hálózati modellnél a kapcsolat erősségét a G szomszédsági mátrix ı́rja
le, jelen esetben ωq,p :≡ ω, valamely rögźıtett ω esetén, p, q = 1, . . . , N , ı́gy meg-
tartva a homogén kapcsolati hálót. Tehát adott a cégek közötti kapcsolat erőssége
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ω paraméterrel, illetve adottak a T időpontban az egyes cégek csődbe jutási való-
sźınűségei, azaz a p̃q értékek, q = 1, . . . , N . Újdonság, hogy ennél a módszernél a
T időpontot is pontosan meg kell adni, ellentétben a Gauss-kopula modellel.

Tekintsünk a (2) alapegyenlet-rendszert. A pq(t) valósźınűségek és az egyenlet-
rendszer változói között feĺırható egy egyszerű összefüggés minden t ∈ R+

0 esetén:

pq(t) =

N∑
k=1

∑
{i∈{1,...,dk}|Sk

i (q)=I}

xSk
i
(t), q = 1, . . . , N. (3)

Ezek a képletek azt fejezik ki, hogy a q-adik cég pontosan akkor van csődben,
ha a folyamat egy olyan állapotban van, ahol a q-adik cég csődben van, ı́gy ezek
diszjunkt uniója kiadja a vizsgált eseményt, azaz a valósźınűségeik összege megadja
a pq értéket.

Fontos látni, hogy a hálózati modellhez szükséges λq spontán bedőlési ráták
nincsenek megadva, ı́gy először szeretnénk megkapni őket az eddigi információk
alapján. Ehhez bevezetjük a következő F függvényt:

λ1

...

λN

→


p1(T )− p̃1

...

pN (T )− p̃N

 ,

ahol pq(T ) jelöli a (3) összefüggéssel megadott függvényeket a T időpontban. Elő-
ször megoldjuk numerikusan a (2) egyenletrendszert tetszőleges (λ1, . . . , λN ) vek-
tor és a kezdetben megadott ω bemeneti paraméter mellett, az x(0) = (1, 0, . . . , 0)
kezdeti feltétellel, azaz a 0 időpontban minden cég működik még. Ezek után ki-
számı́tjuk az egyenletrendszer megoldásainak felhasználásával a (3)-ban megadott
pq valósźınűségeket a T időpontban. Azt keressük, hogy mely λq értékek mellett
vesz fel az F függvény nullát. A numerikus tapasztalatok azt mutatják, hogy ezen
λq értékek egyértelműen meghatározhatóak, azaz a modellünk jól kalibrálható.

Tehát visszakerestük azokat a λq, q = 1, ..., N értékeket, melyek esetén a T
időpontban az egyes cégek bedőlési valósźınűségei megegyeznek az előre elvárt p̃q
értékekkel, q = 1, . . . , N . Miután megvannak a megfelelő spontán bedőlési ráták
értékei, numerikusan megoldható a (2) alapegyenlet-rendszer és kiszámı́thatóak a
megoldásfüggvények seǵıtségével az együttes bedőlések valósźınűségei:

Di(t) =

dj∑
j=1

xSi
j
(t),

ahol Di(t) jelöli annak a valósźınűségét, hogy i darab cég van csődben a t időpont-
ban.

Az eljárás bemutatása után szeretnénk a Gauss-kopula és a hálózatos modell
eredményeit összevetni azonos bemeneti paraméterek esetén, azonban ez nehézség-
be ütközik, mert a cégek közötti kapcsolatokért felelős mennyiségek, a ρ és az ω
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viszonya nem ismert. Azonban ezen bemeneti paraméterek megfelelő választásá-
val a két eljárás egymáshoz kalibrálható, azaz a hálózatos modellel kapott Di(T )
értékek jól illeszkednek a Gauss-kopula modell D(i) értékeire, amit az 1. ábrán
szemléltetünk. Itt az látható, hogy előre megadott p̃q valósźınűségek esetén a ρ
paraméterhez megválasztható egy olyan ω érték, mely esetén a D(i) és a Di(T )
valósźınűségek megfelelően közel vannak egymáshoz. Ez azt mutatja, hogy ez az
új módszer is jól használható a feladat kezelésére. A mi modellünk fő előnye, hogy
dinamikus, azaz megadja a folyamat összes állapotának valósźınűségét minden
időpillanatban, szemben a Gauss-kopula modellel, ami csak az együttes csődva-
lósźınűségeket határozza meg, és csak a vizsgált T időpontban. Modellünk ı́gy
lehetőséget teremt a folyamat mélyrehatóbb vizsgálatára, illetve heterogén kap-
csolati hálóval ellátott hálózat elemzését is lehetővé teszi.

1. ábra. A két módszerrel kapott D(i) és Di(T ) értékek, i = 0, ..., 5, összehason-
ĺıtása (zöld görbe: Gauss-kopula modell, kék görbe: hálózati modell). Bemeneti
adatok: (p̃1, p̃2, p̃3, p̃4, p̃5) = 0.1014 · (1, 1, 1, 1, 1), ω = 0.35, ρ = 0.2 T = 1.

4. A rendszerkockázat mérése a hálózati modell seǵıtségével

A továbbiakban egy új problémával foglalkozunk, kihasználva a hálózati mo-
dell nyújtotta előnyöket. Az előbbi modell eredményeként kapottDi(t) függvények
seǵıtségével a pénzügyi élet egy fontos kérdésére is választ találhatunk: hogyan vál-
tozik a rendszerkockázat az idő függvényében különböző kapcsolati hálók esetén.
Itt megjegyezzük, hogy a rendszerkockázatnak nagyon sokféle értelmezése lehetsé-
ges, amelyek számos szakirodalomban megtalálhatóak [18, 5, 4, 21, 16]. Ebben a

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)
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munkában a rendszerkockázat alatt a csődök számának várható értékét értjük az
idő függvényében, és a következő formulával definiáljuk:

K(t) =

N∑
i=1

iDi(t).

Sajnos, az ajánlott új eljárás – és ı́gy a rendszerkockázat meghatározása – csak
kis N esetén működik, ugyanis beleütközünk a szokásos gondba, hogy a 2N mére-
tű alapegyenlet-rendszer túl nagy számı́tási igényű. A következő szakaszban egy
másik eljárást ḱınálunk a rendszerkockázat mérésére, mely nagy N -re is alkalmaz-
ható.

4.1. A csúcsok szintjén feĺırt egyenletek

A (2) alapegyenlet-rendszer egyenletei alapján szeretnénk feĺırni egy kisebb
dimenziós közeĺıtő differenciálegyenlet-rendszert, az ún. csúcsok szintjén feĺırt
egyenleteket [22, 19]. A redukált rendszer seǵıtségével kiszámoljuk a rendszerkoc-
kázatot, illetve azt tanulmányozzuk, hogy hogyan befolyásolja a gráf struktúrája
a rendszerkockázat alakulását különböző, nagy méretű hálózatok esetén.

4.1.1. A modell formalizálása

Vezessünk be néhány új jelölést. Legyen ⟨Iq⟩(t) annak a valósźınűsége, hogy a
q-adik cég csődben van a t időpontban. Tehát

⟨Iq⟩(t) :=
N∑

k=1

∑
i∈Gk

q (I)

xSk
i
(t), q = 1, . . . , N,

ahol Gk
q (I) := {i ∈ {1, . . . , dk} | Sk

i (q) = I}. Emellett használni fogjuk a következő
jelöléseket is:

⟨Sq⟩(t) :=
N−1∑
k=0

∑
i∈Gk

q (S)

xSk
i
(t), q = 1, . . . , N,

⟨SqIr⟩(t) :=
N−1∑
k=1

∑
i∈Gk

q,r(S,I)

xSk
i
(t), q = 1, . . . , N, r = 1, . . . , N,

a Gk
q (S) := {i ∈ {1, . . . , dk} | Sk

i (q) = S}, Gk
q,r(S, I) := {i ∈ {1, . . . , dk} |

Sk
i (q) = S,Sk

i (r) = I} jelölések mellett. Tehát ⟨Sq⟩ jelöli azon állapotok va-
lósźınűségének összességét, melyekben a q-adik csúcs működő cég, illetve ⟨SqIr⟩
annak a valósźınűségét, hogy a q-adik csúcs működik, az r-edik csődben van a
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t időpontban. A (2) alapegyenlet-rendszerből kiindulva szeretnénk ⟨Iq⟩-ra feĺırni
egy differenciálegyenlet-rendszert.

A (2) egyenletek teljesülése esetén az ⟨Iq⟩ függvényekre fennállnak az alábbi
differenciálegyenletek:

˙⟨Iq⟩(t) = λq⟨Sq⟩(t) +
N∑

p=1,p̸=q

λqωp,q⟨SqIp⟩(t), q = 1, . . . , N. (4)

A bizonýıtást hosszadalmas technikai részletei miatt itt nem közöljük, az álĺıtást
egy későbbi dolgozatban igazoljuk.

Megjegyezzük, hogy ha a kapcsolati háló homogén, és a spontán csődbe jutási
ráták is azonosak, azaz ωp,q ≡ ω, λq ≡ λ, p, q = 1, . . . , N , valamely ω és λ mellett,
akkor a (4) rendszerből levezethető egy pontos átlagoláson alapuló egyenlet az
átlagos csődszámra:

˙⟨I⟩(t) = λ⟨S⟩(t) + (N − 1)λω⟨SI⟩(t),

amennyiben a dinamika SI t́ıpusú és az (1) függvénycsaláddal adjuk meg az át-
meneti rátákat.

A (4) egyenletrendszer alapján megadunk egy közeĺıtő differenciálegyenlet-
rendszert is, melynek megoldásai az ⟨Iq⟩ valósźınűségeket közeĺıtik.

4.1. Álĺıtás. Felhasználva az ⟨Sq⟩ = 1 − ⟨Iq⟩ összefüggést és az ⟨SqIr⟩ ≈
⟨Sq⟩ · ⟨Ir⟩ közeĺıtést az egyenletek lezárására, a (4) egyenlet egy közeĺıtését kapjuk.
A közeĺıtő egyenletek a következő alakúak:

ẋq(t) = λq(1− xq(t))
(
1 +

N∑
p=1,p̸=q

ωp,qxp(t)
)
, q = 1, . . . , N, (5)

ahol az xq függvények jelölik a közeĺıtő egyenlet megoldásait.

Bizonýıtás. Mivel ⟨Iq⟩ ≈ xq, ⟨Sq⟩ ≈ 1−xq, és ⟨SqIp⟩ ≈ ⟨Sq⟩ · ⟨Ip⟩ = (1−xq)xp,
ezért a közeĺıtő differenciálegyenlet-rendszer:

ẋq(t) = λq(1− xq(t)) +

N∑
p=1,p̸=q

λqωp,q(1− xq(t))xp(t).

⊓⊔

Az (5) differenciálegyenlet-rendszer megoldása után a rendszerkockázatot könnye-
dén számolhatjuk a

K(t) =

N∑
q=1

xq(t)
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képlet seǵıtségével, hiszen xq közeĺıtőleg meghatározza a q-adik csúcs csődjének a
valósźınűségét. Az (5) modell előnye, hogy tetszőlegesen nagy N esetén is gyorsan
megoldható numerikusan.

2. ábra. Rendszerkockázat az idő függvényében teljes (kék) és csillag (zöld) gráfon
a (2) alapegyenletekkel (folytonos) és az (5) modellel (szaggatott görbe), N = 5,
λq = 1, ω = 2.

A 2. ábrán összevetjük az (2) és a (5) modellek eredményeit egyforma, spon-
tán csődbe menési ráták mellett különböző gráft́ıpusokon: teljes és csillag gráfon
rögźıtett összélsúly mellett, tehát ha

∑N
p=1

∑N
q=1 ωp,q adott. Látható, hogy a rend-

szerkockázati görbék kvalitat́ıve nagyon hasonlóak, ı́gy az (5) modell alkalmas a
(2) rendszer helyetteśıtésére nagy N esetén. Megjegyezzük, hogy az (5) rendszer
ugyanolyan eredményt ad kör- és teljes gráf esetén, mı́g a (2) modellel különbö-
ző rendszerkockázati görbéket kapunk. Ennek magyarázata később található. A
következő részben az (5) közeĺıtő rendszer viselkedését vizsgáljuk meg különböző
struktúrájú gráfok esetén.

4.1.2. A modell vizsgálata

Ebben a részben egyrészt explicit képletet adunk a rendszerkockázat kiszámı́-
tására az (5) rendszer alapján néhány egyszerű esetben, másrészt arra keressük
a választ, hogy csökkenthető-e a rendszerkockázat a gráf struktúrájának megfe-
lelő megválasztásával, illetve speciális struktúrájú gráfok esetén hogyan alakul a
várhatóan csődben lévő cégek száma az idő függvényében. Ilyen és ehhez hasonló
kérdésekkel gyakorta lehet találkozni az irodalomban, például azzal a felvetéssel
is, hogy a hálózat összekapcsoltsága növeli, vagy csökkenti-e a rendszerkockázatot
[17]. A tapasztalat azt mutatja, hogy attól függően, hogy a rendszerkockázatot
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hogyan definiálják és milyen modellekkel dolgoznak, különböző válaszokat lehet
kapni ezekre a kérdésekre [2, 4].

A közeĺıtő egyenletrendszer anaĺızise egyszerű esetekben Először néhány
egyszerű megállaṕıtást teszünk, ugyanis ha a cégek sérülékenysége azonos, akkor
az (5) differenciálegyenlet-rendszer leegyszerűsödik, ı́gy megoldható elemi mód-
szerek seǵıtségével. Két lemmát fogalmazunk meg – melyeket egyszerűségükből
adódóan bizonýıtás nélkül közlünk – az elsőt homogén, mı́g a másodikat heterogén
kapcsolati háló esetén.

4.1. Lemma. Ha λq ≡ λ, ωp,q ≡ ω, p, q = 1, . . . , N , valamely λ és ω mellett, és
a kezdeti feltétel a szokásos, azaz xq(0) = 0, q = 1, . . . , N , akkor az összes cég hely-
zete ugyanúgy fog alakulni, azaz ilyenkor xq(t) = x(t) teljesülni fog valamely x(t)
függvény esetén. Felhasználva a feltételeket, az (5) differenciálegyenlet-rendszerből
egy szétválasztható változójú differenciálegyenlethez jutunk:

ẋ(t) = λ(1− x(t))
(
1 + (N − 1)ωx(t)

)
.

Melynek megoldása az x(0) = 0 kezdeti feltétel mellett:

x(t) = 1− α

etλα + α− 1
, ahol α = 1 + (N − 1)ω.

Ekkor a rendszerkockázat képlete: K(t) = Nx(t) = N ·
(
1− α

etλα+α−1

)
.

4.2. Lemma. Ha λq ≡ λ, q = 1, . . . , N , valamely λ mellett, és a kezdeti fel-
tétel xq(0) = 0, q = 1, . . . , N , akkor az (5) rendszerből a következő N változós
differenciálegyenlet-rendszerhez jutunk:

ẋq(t) = λ(1− xq(t))
(
1 +

n∑
p=1,p̸=q

ωp,qxp(t)
)
, q = 1, . . . , N. (6)

Ha a
∑n

p=1,p̸=q ωp,q érték, azaz az egy csúcsba befutó súlyok összege független q-

tól, tehát
∑n

p=1,p ̸=q ωp,q = B, minden q = 1, . . . , N esetén, akkor xq(t) = y(t), q =
1, . . . , N teljesülni fog a (6) rendszer megoldásaira valamely olyan y(t) függvény
esetén, melyre

ẏ(t) = λ(1− y(t))
(
1 +By(t)

)
,

vagyis minden xq(t) függvényre ugyanazt a megoldást kapjuk: y(t) = 1− 1+B
etλ(1+B)+B

.
Ezek alapján a rendszerkockázat is kiszámı́tható:

K(t) = Ny(t) = N ·
(
1− 1 +B

etλ(1+B) +B

)
. (7)

Ezzel magyarázható, hogy ha az összélsúlyt lerögźıtjük, akkor például körgráfon
és teljes gráfon ugyanazt az eredményt kapjuk, ha az idő függvényében ábrázoljuk
a rendszerkockázatot az (5) rendszer alapján.
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Speciális struktúrájú gráfok esete Ebben a részben a rendszerkockázati gör-
be változását követjük nyomon a gráfstruktúra függvényében. Nyilván, ahogy az
éleken található összsúlyt növeljük, azaz egyre szorosabb kapcsolatot teszünk fel
a cégek között, úgy a rendszerkockázat egyre jobban növekszik, tehát adott idő
alatt várhatóan egyre több cég kerül csődbe. Ugyanez mondható el a cégek sérü-
lékenységének növelése esetén. Ezért állandó összsúly és rögźıtett spontán csődbe
menési ráták mellett fogjuk tekinteni a különböző gráft́ıpusokon a rendszerkocká-
zat időbeli lefolyását. A kérdés az, hogy hogyan érdemes beálĺıtani a kapcsolati
hálót, hogy minél kisebb legyen a várhatóan csődben lévő cégek száma. A folya-
matot speciális struktúrájú iránýıtatlan gráfokon, azaz teljes, kör- és csillag gráfon,
emellett véletlen gráfokon: reguláris, bimodális véletlen gráfon, illetve Barabási–
Albert-gráfon [12] is vizsgáljuk. Az összélsúly legyen:

∑N
p=1

∑N
q=1 ωp,q = 2ωN , és

λq = 1, q = 1, . . . , N , a gráfok struktúrájának megfelelően elosztva az egyes éleken,
példaként teljes gráf esetén egy élen 2ωN

N(N−1) =
2ω

N−1 súly lesz (mindkét irányban),

mı́g körgráf esetén 2ωN
2N = ω, és csillag gráf esetén 2ωN

2(N−1) =
ωN
N−1 . A továbbiakban

a vizsgálatok során mindig 0 kezdeti csődből ind́ıtjuk a folyamatot.

A numerikus eredményekből azt látjuk, hogy az idő függvényében ábrázolt
rendszerkockázati görbe nagyon hasonló a vizsgált gráfokon. A homogén súlyozá-
sú esetekben, vagyis a teljes és a reguláris véletlen gráfon a rendszerkockázat előáll
a (7) képlet alapján, ahol B = 2ω, hiszen ezekben az esetekben az egy csúcsból
kiinduló élsúlyok összege állandó. Sőt, még a körgráf rendszerkockázata is egybe-
esik az előbbiekével, mivel itt is az egy csúcsba befutó súlyok összege független a
csúcstól, és ez az érték megegyezik mindhárom gráf esetén. Ezen görbéhez képest
elemezzük a többi gráfhoz tartozó rendszerkockázati görbe helyzetét. A folyamat
kezdeti szakaszában a heterogén súlyozású gráfok a (7) görbe felett vannak, mi-
nél heterogénebb (csillag, majd Barabási-Albert, végül a bimodális gráf), annál
inkább felette, majd az idő előrehaladtával a (7) görbe alá mennek (ugyanilyen
sorrendben).

A rendszerkockázati görbék hasonlósága arra enged következtetni, hogy iránýı-
tatlan gráfok esetén, ha az összsúly fix, akkor a kapcsolati háló speciális beálĺıtá-
sával se lehet a rendszerkockázatot látványosan lecsökkenteni. Ez motiválja, hogy
megvizsgáljuk ugyanezt a kérdést iránýıtott, speciális struktúrájú gráfok esetén
is. Csak néhány jól átlátható esettel foglalkoztunk: körgráf esetén azt vizsgáltuk,
amikor a cégek között körbeiránýıtva mennek az élek, azaz van benne pontosan
egy iránýıtott kör. Csillag gráfnál két esetet néztünk meg: az egyik esetben a
gráfon minden él egy központi csúcs felé van befelé iránýıtva (a továbbiakban be-
csillag gráfként hivatkozunk rá), a másik esetben pedig kifelé iránýıtjuk az éleket
a központi csúcstól (a továbbiakban ki-csillag gráfként emĺıtjük). Természetesen
itt is feltettük, hogy az összélsúly állandó, és a sérülékenységi rátákat megint rög-
źıtettük.

A 3. ábrán az látható, hogy az iránýıtott körgráfon kapott megoldás a (7)
görbét adja B = 2ω mellett, hiszen itt is az egy csúcsba befutó súlyok összege

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



64 BIHARY ZSOLT, NAGY NOÉMI, SIMON L. PÉTER

3. ábra. Rendszerkockázat az idő függvényében a (7) egyenletből kapott esetben
(piros görbe), csillag gráfon (zöld), iránýıtott kör- (szaggatott fekete), ki-csillag
(szaggatott cián) és be-csillag (szaggatott lila) gráfon, N = 100, λq = 1, q =
1, . . . , N , ω = 2.

csúcsfüggetlen. Az aszimmetria csökkenti a rendszerkockázatot a csillag gráf ese-
tében: ha a középponti csúcs csődje van csak hatással a többi csúcs csődjére, az
már érzékelhető csökkenést okoz (ki-csillag), ugyanis csak a középponti csúcs csőd-
je esetén kezd el jelentősen összeomlani a rendszer, de ennek a csúcsnak a csődjét
csak a saját spontán csődbe jutási rátája befolyásolja. Ha csak a középponti cég
csődjére van hatással a többi periférián található cég, akkor lényegében a külső
N − 1 cég teljesen független egymástól, csődjüket más cégek összeomlása nem
befolyásolja, ı́gy ez a gráfstruktúra csökkenti a legjobban a rendszerkockázatot
(be-csillag).

Az utolsó vizsgált esetben már nem csak a cégek egymáshoz való viszonya lehet
különböző, hanem a különböző cégek sérülékenységi rátája is. Tehát ha egy cég
spontán csődbe menési rátája kicsi, az azt jelenti, hogy a cég erős, nehezen kerül
csődbe, mı́g nagy λq értékkel szerepelnek a gyenge cégek.

Itt is néhány szélsőséges esetet hasonĺıtottunk össze: iránýıtatlan teljes, csillag,
illetve iránýıtott kör-, ki-csillag és be-csillag gráfon. A cégek közötti erőviszony: az
első cég spontán csődbe menési rátája fele akkora, mint a többi cégnek, tehát az első
cég a legerősebb. Ki- és be-csillag gráf esetén az erős cég elhelyezkedése is fontos: ez
a cég van középen. Az összevetésbe néhány iránýıtatlan gráfot is belevettünk azért,
hogy pontosabb kép alakuljon ki az iránýıtott gráfok esetéről. A 4. ábrán látható
hogy a teljes, illetve az iránýıtott körgráf majdnem ugyanúgy szerepel, és ők a
legrosszabbak rendszerkockázat szempontjából. A ki-csillag gráf esetén a központi
erős cég csődje van hatással a periférián lévő gyengébb cégekre, ez tovább csökkenti
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4. ábra. Rendszerkockázat az idő függvényében teljes (kék), csillag (zöld), iránýı-
tott kör- (szaggatott fekete), be-csillag (szaggatott magenta) és ki-csillag (szagga-
tott cián) gráfon, N = 20, λ1 = 0.5, λq = 1, q ̸= 1, q = 1, . . . , N , ω = 2.

a rendszerkockázatot az előző esetbeli ki-csillag rendszerkockázatához képest, mert
az erős cég működése még stabilabb, mint egyforma λq értékek esetén. Ezzel
szemben a be-csillag gráfon a központi erős cégre vannak hatással a gyenge cégek,
amelyek gyorsabban csődbe kerülnek, ı́gy ez növeli kicsit a rendszerkockázatot az
előző esetbeli be-csillag gráfon mérthez képest, tehát a ki-csillag és be-csillag gráfok
rendszerkockázati görbéi egy erős cég esetén közelednek egymáshoz az egyforma
λq értékeket megadó esethez képest, de még ı́gy is a be-csillag gráf az optimális
struktúrájú gráf a kockázat szempontjából.

5. Összefoglalás

Számos modell ismert a pénzügyi piacokon megjelenő különböző problémák ke-
zelésére. Ebben a munkában a hitelbiztośıtások árazása, illetve a rendszerkockázat
mérése került a figyelem középpontjába. Kidolgoztunk egy hálózati modellen ala-
puló eljárást ezen feladatok megoldására. Modellünket összevetettük a gyakran
alkalmazott Gauss-kopula modell eredményeivel, amiből látható, hogy ez a dina-
mikus, hálózati modell is alkalmas a számı́tások elvégzésére. Továbbá a bemuta-
tott eljárás információt ad a rendszer működéséről és az egyes cégek állapotáról
minden időpontban, ellentétben a Gauss-kopula modellel, ı́gy lehetőséget teremt
további vizsgálatokra is, például választ találhatunk arra a kérdésre is, hogy ho-
gyan változik a rendszerkockázat a hálózat feléṕıtésének függvényében. A modell
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egy közeĺıtő változatával pedig sokrésztvevős rendszerek esetén is megfigyelhetjük
a cégek csődbejutásának folyamatát.
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dományegyetem matematikus szakán 1990-ben szerzett
diplomát, majd 1993-ban egyetemi doktori fokozatot.
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NETWORK MODEL FOR JOINED DEFAULT PROBABILITIES

Zsolt Bihary, Noémi Nagy, Péter L. Simon

We investigate the pricing of multi-name credit derivatives, namely Basket Default Swaps,
based on network modeling. The aim of the work is to calculate the loss surface from the
individual default probabilities. An intensity-based, dynamical network approach is introduced
to handle this problem. We show that the network model yields comparable results to the
industry-standard Gauss copula model. Moreover, an approximate network model is formulated
to investigate systemic credit risk in large networks.

Keywords: network modeling, credit derivatives, systemic risk, credit default swap (CDS), basket
default swap (BDS).
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EGY GYAKORI ZÁRT MINTÁKAT ÉS GYAKORI GENERÁTOROKAT
KERESŐ VERTIKÁLIS ALGORITMUS

SZATHMÁRY LÁSZLÓ

A gyakori minták feltárására az Apriori a legismertebb algoritmus.
Azonban az érdekes asszociációs szabályok előálĺıtásához kellenek még a
gyakori zárt minták (GyZM-k) és a gyakori generátorok is (GyG-ok), melyek
a gyakori minták részhalmazai. A Zart egy Apriori-szerű algoritmus,
mely képes kiszűrni a gyakori minták közül a GyZM-kat és a GyG-okat.
Viszont ismeretes, hogy a vertikális mintakereső algoritmusok általában
jobban teljeśıtenek, mint az Apriori-szerű szintenkénti algoritmusok. Az
Eclat egy másik jól ismert vertikális mintakereső, mely ugyanazt a kimenetet
álĺıtja elő, mint az Apriori, vagyis egy adathalmazban megkeresi az összes
gyakori mintát. Ebben a cikkben az Eclat egy kiterjesztését, az ún. Eclog
algoritmust mutatjuk be, amely képes kiszűrni a gyakori minták közül a
GyZM-kat és a GyG-okat. Az algoritmusunk egy menetben (utófeldolgozás
nélkül) tárja fel egy adathalmaz ekvivalencia-osztályait. A teszteredmények
azt mutatják, hogy az Eclog nagyon jól teljeśıt, különösen a sűrű, erősen
korrelált adathalmazok esetén.

1. Bevezetés

Az adatbányászatban a gyakori minták kinyerése és az asszociációs sza-
bályok feltárása fontos szerepet játszik [1]. A gyakori minták nagy száma miatt
számos tömöŕıtett reprezentációt ajánlottak, melyek közül a gyakori generátorok
(GyG-ok) és a gyakori zárt minták (GyZM-k) a legismertebbek [2, 3, 4]. A
szakirodalomban több módszer is létezik a GyG-ok és a GyZM-k egyidejű
kinyerésére, de ezen algoritmusok többsége szintenkénti megközeĺıtést alkalmaz
[5, 6]. Viszont a tapasztalat azt mutatja, hogy a mélységi elven működő
algoritmusok általában jobban teljeśıtenek, mint a szintenkénti megfelelőik. Ebben
a cikkben egy egylépcsős (utófeldolgozást nem igénylő), mélységi elven működő,
vertikális algoritmust mutatunk be a GyG-ok és a GyZM-k együttes kinyerésére.
Az algoritmusunk kimenetéből triviális módon lehet érdekes asszociációs sza-
bályokat, pl. minimális nem redundáns szabályokat generálni. A minimális nem
redundáns szabályokról és azok előálĺıtásáról egy korábbi cikkünkben ı́rtunk [7].
Jelen cikkünk egy korábban angolul megjelent közleményünk [8] kibőv́ıtett
változata.
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Ezen cikk a következőképpen épül fel. A 2. részben áttekintjük a mintakere-
séssel kapcsolatos alapvető fogalmakat és defińıciókat. A 3. részben az Eclog
algoritmust mutatjuk be részletesen. A pszeudokód után egy konkrét példán
keresztül szemléltetjük az algoritmus működését. A 4. részben az algoritmus futási
idejét mérjük össze három másik módszerrel. Végül az 5. részben a jövőbeli tervek
következnek, majd a konklúziókkal zárjuk a cikket.

2. Fogalmak és defińıciók

Vegyük a következő 4 × 6-os méretű adathalmazt: D = {(1, ACDE),
(2, ABCDE), (3, ABE), (4, BEF )}. A cikk további részében erre a példára
D adathalmaz néven fogunk hivatkozni.

Legyen O = {o1, o2, . . . , om} objektumok (vagy tranzakciók) egy halmaza,
A = {a1, a2, . . . , an} attribútumoknak egy halmaza, R ⊆ O×A pedig egy bináris
reláció. Az A halmaz egy tetszőleges részhalmazát mintának nevezzük. Minden
tranzakció rendelkezik egy egyedi azonośıtóval (tid), s a tranzakció-azonośıtók
egy tetszőleges halmazát tidsetnek h́ıvjuk. Ha egy tidset valamennyi tranzakci-
ója tartalmaz egy X mintát, akkor a tidsetet az X minta képének is nevezzük,
s t(X)-szel jelöljük. Pl. a D adathalmazban az {A,B} minta képe a {2, 3},
azaz egyszerűśıtett jelölést alkalmazva t(AB) = 23. Egy minta hossza alatt a
minta kardinalitását értjük, egy k darab attribútumot tartalmazó mintát pedig k-
hosszúságú mintának nevezünk. Egy X minta (abszolút) support értéke – jelölése
supp(X) – az X minta képének a mérete, azaz supp(X) = |t(X)|. Vagyis a
support azt mutatja meg, hogy egy minta hány tranzakcióban van jelen. Egy
X minta gyakori, ha a support értéke nem kisebb, mint egy adott minimum
support küszöbérték (jelölése min supp), azaz supp(X) ≥ min supp. Két minta
X,Z ⊆ A ekvivalens (X ∼= Z), ha a képük megegyezik, vagyis t(X) = t(Z). Egy P
mintával ekvivalens minták halmazát a P minta ekvivalenciaosztályának nevezzük:
[P ] = {Q ⊆ A | P ∼= Q}. Egy ekvivalenciaosztálynak egyetlen maximális eleme
van (zárt minta), s több minimális eleme is lehet (generátorok1) [9]. A generátorok
a szabad minták egy speciális esetét képviselik [10].

2.1. Defińıció. Egy minta zárt, ha nincs vele azonos support értékű valódi
szuperhalmaza.

2.2. Defińıció. Egy minta (minimális) generátor, ha nincs vele azonos support
értékű valódi részhalmaza.

1A szakirodalomban ezen mintákat többféleképpen is nevezik: kulcsminták, minimális gene-
rátorok, szabad minták, kulcsgenerátorok stb.
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EGY GYAKORI ZÁRT MINTÁKAT ÉS GYAKORI GENERÁTOROKAT KERESŐ... 73

A lezárási operátor egy X mintához az X ekvivalenciaosztályában található
maximális elemet rendeli hozzá. A hozzárendelt elemet X lezártjának nevezzük, s
γ(X)-szel jelöljük. Természetesen egy zárt X esetén X = γ(X).

2.1. Példa. A D adathalmazban B és C generátorok, melyek lezártjai: γ(B) =
BE, és γ(C) = ACDE (lásd még 1. ábra).

2.1. Tulajdonság. Legyen X ⊆ A. Ha X generátor, akkor ∀Y ⊆ X, Y is
generátor. Hasonlóképp, ha X nem generátor, akkor ∀Z ⊇ X, Z sem generátor.

A GyZM-k és a GyG-ok jól ismert tömör reprezentációi [11] a gyakori minták-
nak, s együtt alkotják az érvényes asszociációs szabályok nem redundáns bázisait
(pl. a generikus bázist) [3].

3. Generátorok és zárt minták kiszűrése a gyakori minták közül
mélységi bejárás alkalmazásával

Az Eclog algoritmusunk, mely jelen cikkünk központi témája, egy vertikális
mintakereső algoritmus, mellyel fel lehet fedezni egy adathalmazban a gyakori
ekvivalenciaosztályokat. Ebben a fejezetben először egy áttekintést nyújtunk
az algoritmusról. Ezt követően megvizsgálunk néhány vertikális elven működő
algoritmust, név szerint az Eclatot [12] és a Talkyt [13]. Végül részletesen is
bemutatjuk az Eclog algoritmust.

3.1. Az Eclog általános áttekintése

Az Eclog a Talky [13] algoritmusra épül, mı́g a Talky az Eclat [12] egy
módośıtott változata. Az Eclat és a Talky ugyanazt a kimenetet produkálják,
vagyis egy adathalmaz összes gyakori mintáját keresik meg. Azonban a Talky
egy eltérő bejárási stratégiát alkalmaz, az ún. ford́ıtott preorder módszert.
Ez a bejárás jobbról balra halad, s rendelkezik egy speciális tulajdonsággal:
amikor elérünk egy X mintához, addigra már felfedeztük X valamennyi
részhalmazát. Ennek eredményeképpen ez a bejárás felhasználható a GyG-ok
hatékony kiszűrésére. A bejárás során az Eclog a GyZM-kat is kiszűri, és
hozzárendeli őket a megfelelő GyG-okhoz. Így mire az Eclog befejezi a futását,
addigra feltárta az összes gyakori ekvivalenciaosztályt. A GyG-ok hatékony módon
való kiszűrésére az algoritmus a ford́ıtott preorder stratégiára támaszkodik, melyet
a következő alfejezetekben mutatunk be.

3.2. Vertikális mintakeresés

A mintakereső algoritmusok – akár az összes gyakori mintát keresik vagy
csak a GyZM-kat – általában két osztályba sorolhatók: vannak a szélességi
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1. ábra. A D adathalmaz ekvivalenciaosztályai min supp = 2 küszöbérték mellett.
A support értékek az osztályok jobb felső sarkában láthatók. Az E minta
generátora az üres halmaz.

keresők, ill. vannak a mélységi keresők. A szélességi elven működő algoritmusok,
egész pontosan az Apriori-szerű algoritmusok [1], a keresési teret szintenként
járják be, kihasználva a minták gyakoriságának antimonotonitását2. A mélységi
algoritmusok – pl. Closet [14] – ezzel szemben a keresési teret egy prefixfába
szervezik (lásd 2. ábra). Ezen algoritmusok közül a vertikális elven működők az
adathalmazt (minta, tidset) párokként reprezentálják ({(i, t(i))|i ∈ A}), mellyel el
tudják kerülni az adathalmaz költséges többszöri végigolvasását.

Az Eclat [12] volt az első olyan gyakori mintákat kereső algoritmus, amely
sikeresen kombinálta a mélységi keresést és az adathalmaz vertikális reprezentáci-
óját, s ezt egy fa adatszerkezettel, egy ún. IT-fával oldotta meg, melyben a csúcsok
X× t(X) párok.3 Az Eclat az IT-fát mélységi módon, preorder stratégiával, balról
jobbra haladva járja be [12, 15] (lásd 2. ábra).

2Az antimonotonitás elve szerint ha egy minta nem gyakori, akkor annak egyetlen
szuperhalmaza sem lehet gyakori [1].

3Az IT-fa esetén az IT az itemset-tidset rövid́ıtése, ami arra utal, hogy egy csúcsban egy
minta és a hozzá tartozó tidset helyezkedik el.
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2. ábra. Bal oldal: az Eclat preorder bejárása; jobb oldal: a Talky ford́ıtott
preorder bejárása. A bejárási sorrend a körökben van feltüntetve.

3.3. Ford́ıtott preorder bejárás

Az Eclog a Talky algoritmust terjeszti ki oly módon, hogy a gyakori minták
közül kiszűri a GyG-okat és a GyZM-kat. Vagyis az Eclog megvizsgál minden
újonnan talált gyakori mintát, hogy generátor-e. Ahhoz, hogy ezt a tesztet
hatékonyan tudjuk elvégezni, egy X minta esetén már X összes részhalmazát
érintenünk kellett. A korábban látott 2.1. tulajdonság alapján egy minta csak
akkor lehet generátor, ha az összes részhalmaza is generátor. Egy X minta
generátor státuszának megállaṕıtásához ezért szükségünk lesz az összes részhal-
mazának előzetes ismeretére. A szélességi keresést alkalmazó keresőalgoritmusok
triviális módon biztośıtják a minták helyes sorrendben való feltárását. Viszont a
ḱıvánt sorrendet egy mélységi keresésen alapuló algoritmussal is el lehet érni, bár
ekkor egy speciális bejárásra van szükség.

A kombinatorikus algoritmusok esetén gyakori elvárás, hogy a keresési tér
bejárása során egy adott X mintát az összes részhalmaza után dolgozzunk fel.
A szintenkénti algoritmusok triviális módon eléǵıtik ki ezt a feltételt. A for-
d́ıtott preorder bejárást [16] alapul véve, az adathalmaz attribútumait ford́ıtott
lexikografikus sorrendbe tesszük (E, D, C stb.). Ha az attribútumok numerikus
megfelelőit növekvő sorrendben követjük, akkor egy mélységi, jobbról balra haladó
prefixfa bejárást kapunk, ahol a prefixfa a keresési teret reprezentálja. Mivel a
csúcsokat a gyermekcsúcsok előtt dolgozzuk fel, ezért preorder (és nem postorder)
bejárásról beszélünk.

Összefoglalva: a módszerünk az IT-fát preorder módon járja be jobbról balra.
Így, ha veszünk egy tetszőleges X mintát az IT-fában, a bejárás garantálni fogja,
hogy azX csúcs előtt már azX összes részhalmazát tartalmazó csúcsot felfedeztük.

3.1. Példa. A 2. ábrán látható egy összehasonĺıtás a kétféle bejárásról. Bal
oldalt az Eclat preorder bejárása, mı́g jobb oldalt a Talky ford́ıtott preorder
bejárása szerepel.
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3. ábra. A Talky algoritmus végrehajtása a D adathalmazon min supp = 2 kü-
szöbérték mellett. A csúcsok feldolgozási sorrendje a körökben van feltüntetve.

3.4. A Talky algoritmus

A Talky egy vertikális, gyakori mintákat kereső algoritmus, amely a feléṕıtett
IT-fát mélységi módon, ford́ıtott preorder bejárással dolgozza fel (lásd 3. ábra).
A D adathalmazunkból min supp = 2 küszöbérték mellett a Talky a következő 19
gyakori mintát fedezi fel ebben a sorrendben4: E (4), D (2), DE (2), C (2), CE
(2), CD (2), CDE (2), B (3), BE (3), A (3), AE (3), AD (2), ADE (2), AC (2),
ACE (2), ACD (2), ACDE (2), AB (2) és ABE (2).

3.5. Az Eclog részletes bemutatása

Ebben az alfejezetben az Eclog algoritmust mutatjuk be részletesen. Mint már
korábban láttuk, az Eclog alapja a Talky. Az Eclog az IT-fát ford́ıtott preorder
módon járja be (lásd 3. ábra), s a gyakori minták feltárása közben kiszűri a GyG-
okat és a GyZM-kat. Az Eclog a generátorokat hozzákapcsolja a lezártjukhoz, ı́gy
kimenetként a gyakori ekvivalenciaosztályok listáját álĺıtja elő (lásd 1. táblázat).

Az Eclog egy hash táblázatot éṕıt fel (lásd 1. táblázat). A hash táblázat kulcsa
egy tidset, mı́g a kulcshoz tartozó érték egy sor objektum. A táblázat egy sora
egy ekvivalenciaosztályt reprezentál, s a következő mezőkből épül fel: (1) tidset
(defińıció szerint egy ekvivalenciaosztály valamennyi elemének azonos a tidset-je),
(2) generátorok (egy ekvivalenciaosztály minimális elemei), (3) ekvivalenciaosz-
tály tagok (egy ekvivalenciaosztály azon elemei, melyek se nem generátorok, se nem
zárt minták), (4) lezárt (egy ekvivalenciaosztály maximális eleme; ilyenből minden
osztályban egy és csakis egy van), ill. (5) support (ez a tidset kardinalitása).

Az algoritmus a következőképpen működik. Amikor az algoritmus feltár egy
új gyakori mintát az IT-fában, akkor megnézi, hogy a minta egy már korábban
felfedezett ekvivalenciaosztályhoz tartozik-e, vagyis megnézzük, hogy a minta
tidsetje szerepel-e a hash táblázatban. Ha nincs benne a hash táblázatban, akkor

4A zárójelben a support értékek szerepelnek.
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1. táblázat. Az Eclog egy ilyen táblázatot éṕıt fel, ami valójában egy hash táblázat,
ahol a kulcs egy tidset, az érték pedig a táblázat egy sora.

tidset generátorok ekv. osztály tagok lezárt support

(opcionális)

1234 ∅ E E 4

12 D, C DE, CE, CD, CDE, ACDE 2

AD, ADE, AC, ACE,

ACD, ACDE

234 B BE BE 3

123 A AE AE 3

23 AB ABE ABE 2

egy új ekvivalenciaosztályba tartozik, s ı́gy a hash táblázatba egy új sort szúrunk
be. Ha a tidsetje benne van a hash táblázatban, akkor két eset lehetséges. Jelöljük
R-rel azt a sort, amelynek tidsetje megegyezik az aktuális minta tidset értékével,
vagyis R azt az ekvivalenciaosztályt reprezentálja, amelybe az aktuális minta
tartozik.

Első eset. Az aktuális mintának van egy valódi részhalmaza az R sor
”
ge-

nerátorok” mezőjében. Ez azt jelenti, hogy a minta nem generátor, de ebbe az
ekvivalenciaosztályba tartozik. Az R

”
lezárt” mezőjét frisśıteni kell a mintával.

Ez a frisśıtés a következőből áll: ha a minta nagyobb, mint az eddig regisztrált
lezárt, akkor a lezártat lecseréljük az új mintára. Mint ismeretes, egy ekvivalen-
ciaosztály lezártja az ekvivalenciaosztály legnagyobb eleme, ami egy egyedi elem
(vagyis egy ekvivalenciaosztályban pontosan egy ilyen elem van). Mivel az Eclog
megkeresi az összes gyakori mintát, ezért az algoritmus befejeződésekor a

”
lezárt”

mezőben garantált módon minden sorban az adott ekvivalenciaosztály lezártja fog
szerepelni. Opcionálisan egy ekvivalenciaosztály azon elemeit, amelyek nem gene-
rátorok, össze lehet gyűjteni az

”
ekv. osztály tagok” mezőben. A 1. táblázatban

ezt a mezőt a könnyebb érthetőség kedvéért tüntettük fel, de ha csak a GyG-okra
és a GyZM-kra van szükségünk, akkor az implementáció során ezt a mezőt üresen
lehet hagyni.

Második eset. Az aktuális mintának nincs valódi részhalmaza az R sor
”
ge-

nerátorok” mezőjében. Ez azt jelenti, hogy a minta az ekvivalenciaosztály egy új
generátora, ı́gy hozzáadjuk a

”
generátorok” mezőhöz. Ha a generátor nagyobb,

mint a sor lezártja, akkor a
”
lezárt” mezőt frisśıteni kell (az előző esetben léırtak

szerint).
Amikor az algoritmus befejezi a futását, a

”
lezárt” mezőben lévő minták

mindegyike végleges, vagyis az ekvivalenciaosztályok tényleges lezártjait tartal-
mazzák. Az Eclog pszeudokódját az 1. algoritmus szemlélteti.
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2. táblázat. Az Eclog hash táblázatának inicializálása.

tidset generátorok ekv. osztály tagok lezárt support

(opcionális)

1234 ∅ ∅ 4

3. táblázat. Az Eclog hash táblázatának állapota az E, D és DE minták beszúrása
után.

tidset generátorok ekv. osztály tagok lezárt support

(opcionális)

1234 ∅ E E 4

12 D DE DE 2

3.2. Példa. A D adathalmazunk egy kissé speciális esetnek tekinthető, ui. az
adathalmaz E oszlopa teĺıtett. Ez azt jelenti, hogy az E minta nem generátor,
mivel van egy vele azonos support értékű részhalmaza, nevezetesen az üres halmaz.
Defińıció szerint az üres halmaz valamennyi sorban jelen van, ı́gy a support
értéke 100%. Ezek alapján a hash táblázatot a 2. táblázatban látható módon
inicializáljuk. A hash táblázat valójában bármilyen input adathalmaz esetén
inicializálható ı́gy, de ha az adathalmazban nincs teĺıtett oszlop, akkor az üres
halmaz lezártja végig az üres halmaz fog maradni.

Ezután az algoritmus elkezdi felsorolni a D adathalmaz 19 gyakori mintáját
a Talky bejárási stratégiáját alkalmazva (az adathalmaz gyakori mintáit a 3.4-es
alfejezetben tüntettük fel). Az első csúcs az E × 1234. Az 1234 tidset már egy
létező kulcs a hash táblázatban. Az E mintának van egy vele azonos support
értékű részhalmaza (az üres halmaz), ı́gy az E mintát hozzáadjuk az

”
ekv. osz-

tály tagok” oszlophoz, ill. frisśıtjük a
”
lezárt” mezőt az E mintával. A következő

gyakori minta a D × 12. Mivel a 12 még nincs benne a hash táblázatban, ezért
a táblázatba egy új sort kell beszúrni. A következő csúcs a DE × 12. Mivel az
12 tidset már szerepel a hash táblázatban, ezért a DE egy már felfedezett ekvi-
valenciaosztályhoz tartozik. Van neki egy valódi részhalmaza, a D, ı́gy a DE-t
hozzáadjuk az

”
ekv. osztály tagok”-hoz. Mivel a DE nagyobb, mint a jelenleg

regisztrált lezárt (D), ezért a
”
lezárt” mezőt frisśıtjük a DE mintával. A hash

táblázat aktuális állapota a 3. táblázatban található.

Az algoritmus hátralévő részének részletes bemutatását kihagyjuk. Az Eclog
kimenete – a végeredmény – az 1. táblázatban látható.
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Algoritmus 1 (az Eclog pszeudokódja):

hashTable: az 1. táblázatban látható hash táblázat; kezdetben üres

1) // inicializálás

2) sor.tidset← {legnagyobb tidset} // a példában: 1234

3) sor.generatorok ← ∅ // üres halmaz hozzáadása

4) sor.lezart← ∅
5) sor.support← |sor.tidset| // kardinalitás

6) hashTable.add(sor)

7)

8) // fő blokk

9) ind́ıtsuk el a Talky algoritmust s az aktuális csúcsot rendeljük hozzá

az akt nevű változóhoz

10) {
11) if akt.tidset nincs benne a hashTable-ben:

12) sor.tidset← akt.tidset

13) sor.generatorok.add(akt.minta)

14) sor.lezart← akt.minta

15) sor.support← |sor.tidset|
16) hashTable.add(sor)

17) else:

18) sor ← hashTable.get(akt.tidset)

19) if akt.minta-nak van egy valódi részhalmaza a sor.generatorok-ban:

20) sor.ekv oszt tagok.add(akt.minta) // opcionális

21) if |akt.minta| > |sor.lezart|:
22) sor.lezart← akt.minta

23) endif

24) else:

25) sor.generatorok.add(akt.minta)

26) if |akt.minta| > |sor.lezart|:
27) sor.lezart← akt.minta

28) endif

29) endif

30) endif

31) }
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4. Teszteredmények

Tesztjeink során az Eclog algoritmust az Eclat , Zart és LCM+GrGrowth
algoritmusokkal mértük össze. Az Eclog , Eclat és Zart algoritmusokat Java-
ban implementáltuk a Coron adatbányász platformban [17].5 Mivel az Eclog
alapja az Eclat , ezért az összehasonĺıtásba betettük az Eclatot is, ui. ḱıváncsiak
voltunk, hogy az Eclog extra műveletei okoznak-e érezhető teljeśıtménycsökkenést.
A Zart [7] egy szintenkénti algoritmus, mely a Pascal -algoritmus [9] kiterjesztése.
A Zart, köszönhetően az ún. mintaszámláló következtetésének, nagyon hatékonyan
tudja megkeresni a gyakori ekvivalenciaosztályokat. Az LCM az egyik leggyorsabb
GyZM-kat kereső algoritmus [18], mı́g a GrGrowth az egyik leghatékonyabb
GyG-okat előálĺıtó algoritmus [19]. Az Ecloggal való tisztességes összehasonĺıtás
kedvéért összefogtuk a két algoritmust, s az eredményre LCM+GrGrowth néven
hivatkozunk. Ez a kombinált algoritmus három lépést valóśıt meg: kigyűjti a
GyZM-kat az LCM -mel; kigyűjti a GyG-okat a GrGrowth-szal; majd végül egy
utófeldolgozás során összepárośıtja a GyG-okat és a GyZM-kat, ı́gy a kimenet a
gyakori ekvivalenciaosztályok listája lesz. Az LCM és a GrGrowth algoritmusok
esetén a szerzők eredeti forráskódját használtuk fel. Az LCM C nyelven, mı́g a
GrGrowth C++ nyelven lett implementálva.

A teszteket egy Intel Quad Core Xeon 2,33 GHz-es gépen végeztük el Ubuntu
GNU/Linux operációs rendszer alatt. Az adott gép 8 GB RAM-mal rendelkezett.
Valamennyi válaszidő valós idő, melyet a Unix rendszereken használt time pa-
ranccsal mértünk le a bemenet és a kimenet között. A tesztekhez a kö-
vetkező adathalmazokat használtuk fel: T20I6D100K, C20D10K, C73D10K és
Mushrooms. A T206 egy ritka adathalmaz, s feléṕıtésében a bevásárlóközpontok
adatbázisaira hasonĺıt, melyek általában gyengén korrelált adatokat tartalmaznak.
A C20 és C73 egy népszámlálás részadatait tartalmazza, mı́g a Mushrooms7

különböző gombák jellemzőit ı́rja le. Ez utóbbi három adathalmaz sűrű és erősen
korrelált.

Az emĺıtett négy algoritmus futási idejét a 4. táblázatban foglaltuk össze. A
táblázatban szintén megtalálható a gyakori minták, a gyakori generátorok, ill. a
gyakori zárt minták száma. Az Eclat megkeresi, s a kimenetében megjeleńıti az
összes gyakori mintát. Az Eclog és a Zart ugyan bejárja a keresési térben az összes
gyakori mintát, de a kimenetükben már csak a GyG/GyZM párokat jeleńıtik meg.
Az LCM+GrGrowth lecsökkenti a keresési teret a GyZM-kra és a GyG-okra, és
az Ecloghoz és a Zarthoz hasonlóan csak a GyG/GyZM párokat jeleńıti meg a
kimenetében.

5http://coron.loria.fr
6http://www.almaden.ibm.com/software/quest/Resources/
7http://kdd.ics.uci.edu/
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4. táblázat. Az Eclog futási ideje, ill. egyéb statisztikák (gyakori minták (GyM-
k) száma, gyakori generátorok (GyG-ok) száma, gyakori zárt minták (GyZM-k)
száma).

min supp futási idő (mp.) # GyM # GyG # GyZM

Eclog Eclat Zart
LCM+

GrGrowth

T20I6D100K

10% 0,97 0,97 0,80 0,36 7 7 7

0.75% 1,26 1,24 9,64 1,64 4710 4710 4710

0.50% 1,79 1,75 16,83 2,32 26 836 26 305 26 208

0.25% 5,25 4,43 41,82 7,31 155 163 149 447 149 217

C20D10K

30% 0,49 0,57 2,13 0,29 5319 967 951

20% 0,63 0,74 3,85 0,44 20 239 2671 2519

10% 0,83 1,10 7,72 0,67 89 883 9331 8777

5% 1,14 2,49 14,64 0,87 352 611 23 051 21 213

2% 2,63 9,33 45,53 1,41 1 741 883 57 659 50 729

C73D10K

95% 0,68 0,69 1,84 0,24 1007 121 93

90% 0,88 0,99 13,99 0,39 13 463 1368 942

85% 0,94 1,24 35,56 0,49 46 575 3513 2359

Mushrooms

40% 0,36 0,38 0,72 0,17 505 153 124

30% 0,42 0,46 1,22 0,22 2587 544 425

15% 0,65 1,07 3,83 0,43 99 079 3084 2210

10% 1,23 3,33 13,47 0,56 600 817 7585 4850

A T20 szintetikus adathalmaz a bevásárlóközpontok adatbázisait utánozza, ı́gy
egy ritka és gyengén korrelált adathalmazról van szó. Ezen adathalmazban kevés
a gyakori minta, s majdnem valamennyi gyakori minta GyZM és GyG egyszerre,
ami azt jelenti, hogy a legtöbb ekvivalenciaosztály egyelemű. Az Eclog és Eclat
hasonló módon viselkedik, bár az Eclog extra műveletei nagyon kis mértékben
lasśıtanak az algoritmuson. Az Eclog sokkal jobban teljeśıt a Zartnál, s ez a
különbség különösen akkor látványos, amikor a min supp érték nagyon alacsonyra
van álĺıtva. Mivel az LCM+GrGrowth algoritmusnak főleg egyelemű ekvivalenci-
aosztályokkal kell dolgoznia, ezért körülbelül ugyanazt a keresési teret kell bejárnia,
mint az Eclognak. A tesztek alapján az LCM+GrGrowth egy kicsit lassabban
teljeśıt, mint az Eclog .

A C20, C73 és Mushrooms adathalmazokban a GyG-ok és a GyZM-k száma
sokkal kevesebb, mint az összes gyakori minta száma. Az Eclog és Eclat hasonlóan
teljeśıt magasmin supp érték esetén. Azonban ahogy csökkentjük a küszöbértéket,
úgy nő a két algoritmus futási ideje közti különbség. Ez az Eclat nagyobb méretű
kimenetével magyarázható. Például a C20 adathalmazon min supp = 2% esetén
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az Eclat 1 741 883 gyakori mintát produkál kimenetként, mı́g az Eclog csupán
57 659 GyG-t és 50 729 GyZM-t. Habár a két algoritmus ugyanazt a keresési
teret járja be, ill. az Eclog még extra szűréseket is végez, az Eclat esetén alacsony
min suppmellett nagyon megnő az I/O műveletek száma, ami negat́ıv hatással van
az algoritmus teljeśıtményére. Az Eclog és Zart esetén a különbség még a korábbi
T20-nál is szembetűnőbb. Amint látható, az LCM+GrGrowth sűrű adathalmazok
esetén egy kicsit jobban teljeśıt az Eclognál. Ez azzal a ténnyel magyarázható,
hogy az LCM+GrGrowth-nak sokkal kisebb keresési teret kell bejárnia.

Összefoglalásképpen azt mondhatjuk, hogy ritka adathalmazok esetén az Eclog
extra jellemzői nem okoznak szinte semmiféle teljeśıtménycsökkenést az Eclathoz
képest, mı́g sűrű adathalmazok esetén az Eclog jobb teljeśıtményt nyújt az
Eclatnál, köszönhetően a kisebb kimenetének. Az Eclog minden esetben felülmúlja
a Zart teljeśıtményét, ami összhangban áll azzal az általános nézettel, mely
szerint a vertikális algoritmusok általában hatékonyabbak, mint a szintenkénti
algoritmusok. Az Eclogot szintén összehasonĺıtottuk az egyik leghatékonyabb
algoritmussal, az LCM+GrGrowth-szal. A ritka adathalmazok esetén az Eclog
volt gyorsabb, mı́g a sűrű adathalmazoknál az LCM+GrGrowth egy kicsit ha-
tékonyabbnak bizonyult, de az Eclog és az LCM+GrGrowth közti különbség
nem túl jelentős. Az LCM+GrGrowth kicsit jobb teljeśıtménye a követke-
zőkkel magyarázható: (a) az LCM és a GrGrowth a mintakereső algoritmusok
között a leghatékonyabb megoldások közé tartoznak, (b) C/C++ -ban lettek
implementálva, ill. (c) sűrű adathalmazok esetén egy sokkal kisebb keresési teret
kell feltárniuk. Mindent egybevetve úgy érezzük, hogy az Eclognak nincs oka
szégyenkeznie az LCM+GrGrowth mellett.

5. Konklúzió és jövőbeli tervek

Ebben a cikkben egy vertikális, mélységi elven működő algoritmust mutattunk
be, mely kimenetként a GyG/GyZM párokat álĺıtja elő, vagyis egy adathalmazban
a gyakori ekvivalenciaosztályokat tárja fel. Az Eclogot az első lépésnek szántuk
egy egylépcsős, vertikális elven működő, GyG-okat + GyZM-kat kereső algoritmus
tervezéséhez vezető úton. Ehhez egy ismert, gyakori mintákat kereső algoritmust
vettünk alapul, amit kiegésźıtettünk a GyZM-k és a GyG-ok szűrésének a
képességével, s azt is sikerült elérnünk, hogy a GyG-ok menet közben rendelődnek
hozzá a megfelelő GyZM-khoz, ı́gy nincs szükség utófeldolgozásra. Az Eclog
algoritmus a jövőben könnyen felkésźıthető asszociációs szabályok bányászatára
is, hiszen a jelenlegi kimenetéből már most is triviális módon előálĺıtható például
a generikus bázis [3]. Ha az Eclog kimenetét kombináljuk egy olyan algoritmussal,
amely képes megállaṕıtani az ekvivalenciaosztályok közti közvetlen és tranzit́ıv
kapcsolatokat, akkor egy komplett megoldást kaphatunk az ún. minimális nem
redundáns szabályok előálĺıtásához [3].

A közeljövőben olyan stratégiákat szeretnénk megvizsgálni, melyekkel csök-
kenteni lehetne az Eclog keresési terét. Ezzel függ össze az az érdekes kérdés,
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hogy hogyan lehetne úgy meghatározni egy ekvivalenciaosztály lezártját, hogy nem
álĺıtjuk elő az adott ekvivalenciaosztály összes elemét. Egy lehetséges út lehetne a
mintaszámláló következtetés [9] alkalmazása, mı́g egy másik lehetőség az lenne, ha
egy ekvivalenciaosztályban csak a kanonikus GyG-okat keresnénk meg, s ezekből
álĺıtanánk elő az ekvivalenciaosztály lezártját.

Köszönetnyilváńıtás
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A VERTICAL ALGORITHM FOR FINDING FREQUENT CLOSED ITEMSETS AND
FREQUENT GENERATORS

László Szathmáry

Apriori is the most well-known algorithm for finding frequent itemsets (FIs) in a dataset.
However, for generating interesting association rules, we also need the so-called frequent closed
itemsets (FCIs) and the frequent generators (FGs), where FCIs and FGs form a subset of FIs.
Zart is an Apriori-like algorithm that can filter FCIs and FGs among FIs. However, it is known
that vertical itemset mining algorithms outperform the Apriori-like levelwise algorithms. Eclat
is another well-known vertical miner that can produce the same output as Apriori, i.e. it also
finds the FIs in a dataset. Here we propose an extension of Eclat , called Eclog that can filter
FCIs and FGs among FIs. The proposed algorithm is a single-pass algorithm and it explores the
frequent equivalence classes in a dataset. Experimental results show that Eclog performs very
well, especially on dense, highly-correlated datasets.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



Alkalmazott Matematikai Lapok 37 (2020), 87–101.
DOI: 10.37070/AML.2020.37.1.04

KÉZZEL ÍRT SZÁMJEGYEKET FELISMERŐ NEURONHÁLÓ
ROBUSZTUSSÁGI VIZSGÁLATA

BISCHOF BARBARA HAJNALKA, KISS ATTILA ELEMÉR

A cikkben egy speciális adatbányászati algoritmust, nevezetesen a kézzel
ı́rt számjegyeket felismerő neurális hálót vizsgáljuk, miközben az adathal-
mazt egyre zajosabbá tesszük véletlen torźıtások hozzáadásával. A tańıtó és
a teszt adatok zajossá tételéhez többféle módszert is alkalmazunk. Részle-
tesen elemezzük, hogyan hat a zaj az osztályozó algoritmusra. Összefüggést
találunk a felismerés pontossága és aközött, hogy a teszt és a tańıtó adat-
halmazok milyen mértékben és milyen módon tartalmaznak zajt.

1. Bevezetés

Az adatbányászat olyan technológia, amely képes arra, hogy elemezze a nyers
adatokat információ szerzés céljából. Az elnevezés megtévesztő, hiszen nem adatot,
hanem számunkra hasznos információt, új és eddig rejtett összefüggéseket keresünk
egy nagy adathalmazban.

Manapság adatok millióit tároljuk különböző adatbázisokban, melyeknek egy
igen jelentős részét soha nem hasznośıtjuk. Emiatt jelentősen megnőtt az igény
mind a piaci élet résztvevői, mind a kutatók felől, a hatalmas adatbázisokból való
információ keresésére. Ennek két fő oka van: egyrészt a növekvő versenyhelyzet mi-
att az üzleti szféra szereplőinek szüksége van az adatbázisokban megbújó hasznos
információkra, ı́gy ez a fokozódó igény növekvő kutatói beruházásokat indukált.
Másrészt az adatbányászat a maga multidiszciplináris (több tudományágat érintő)
voltával attrakt́ıv terület számos kutató számára.

A sikeres adatbányászat alapfeltételei közt emĺıthetjük értelemszerűen a nagy
mennyiségű adatot, hiszen minél nagyobb az adatmennyiség, annál biztosabban
tudjuk kizárni bizonyos összefüggések esetiségét, azaz annál kisebb az esélye, hogy
a talált összefüggés csupán a véletlen eredménye.

További alapfeltétel az adatok tisztasága. A zajok, illetve hibás bejegyzések
jobb esetben csak neheźıtik az adatbányászatot, rosszabb esetben azonban ha-
mis eredményekhez vezetnek. Tekintsünk most el azoktól az esetektől amikor az
adatokat szándékosan torźıtjuk, például személyes adatok védelmének érdekében.
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A cikkben egy egyszerűbb kéźırásfelismerő program seǵıtségével mutatjuk be,
hogy az adatok különböző módon való torźıtása esetén a neuronháló mennyire
ismeri fel az adott karaktert. Összefüggéseket mutatunk a felismerés pontosságá-
ra az alapján, hogy a teszt és a tańıtó adathalmaz milyen mértékben és módon
tartalmaz zajt.

2. Kapcsolódó munkák

A t́ız legnépszerűbb adatelemzéssel, klaszterezéssel és statisztikával foglalkozó
algoritmus léırását a [8] publikációban találhatjuk meg. További algoritmusok
részletesebb léırásával és egymástól eltérő adatbázisra való tesztelésével, illetve
ezen eredmények összehasonĺıtásával és elemzésével [3] foglalkozik.

A kéźırásfelismerő programokról általánosságban, illetve az ehhez kapcsolódó
kérdésekről [6]-ban olvashatunk részletesebben. [5] egy olyan új algoritmust mutat
be, mely kézzel ı́rott számok offline felismerésére alkalmas egy egyszerű többrétegű
neurális hálózat felhasználásával, a hálózat a hasonló számok hatékony osztályo-
zására alkalmas. Az összetett mintázatfelismerési problémák megoldására a [2]
cikkben három összetett neuronhálózati osztályozót mutatnak be. A beszéd-, il-
letve kéźırásfelismerésben alkalmazott mély neurális hálókról [7]-ben olvashatunk,
a cikk bemutat egy olyan módszert, melynek seǵıtségével elérhetjük, hogy némi
zaj hozzáadásával a program rosszul osztályozzon adatokat.

Részletesebb és átfogóbb magyar nyelvű szakirodalom [4], az adatbányászat
alapvető fogalmaival és főbb területeivel foglalkozik.

3. Elméleti háttér

A mesterséges neuronhálózat egy biológiai ihletésű program, ami a biológi-
ai neurálisháló néhány tulajdonságát modellezi. Ezen modelleket természetesen
nemcsak a biológiában, hanem számos más területen alkalmazzák főként tańıtó
rendszerként. Leggyakoribb példája a képfelismerés, vagyis kéźırásos vagy digitá-
lis szöveg szkennelésétől egészen az arcfelismerésig.

A tanulási technika szempontjából megkülönböztetünk ellenőrzött, illetve nem-
ellenőrzött t́ıpusú tanulást. A kutatásunk során is alkalmazott ellenőrzött (fel-
ügyelt tanulás) esetében a rendszer számára nagy számú tańıtó mintapont párok
(be- és kimeneti értékek) állnak rendelkezésre és a tańıtás ezeken az ismert össze-
rendelt mintapárokon alapul. Mı́g nemellenőrzött tańıtásnál ćımkézetlen tańıtó-
pontjaink vannak, ı́gy a hálózatnak ḱıvánt válaszok ismerete nélkül kell valamilyen
viselkedést kialaḱıtania, a környezetből azonban nincs semmiféle visszajelzés, ami
a hálózat viselkedésének helyességére utalna.
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Karakterfelismerő rendszereknél megkülönböztetünk online és offline felisme-
rést, ez a tulajdonsága arra utal, hogy a feldolgozás azonnal, közvetlenül a betűk,
vagy szó béırása után, vagy passźıv módon, jelentősen később történik. Az on-
line ı́rásfelismerők jellemzően egy úgynevezett digitális tinta (digital ink) techni-
kát alkalmaznak, ahol a beviteli eszköz mozgásának folyamata kerül feldolgozásra,
vagyis rendelkezésre áll az ı́rás képzésének módja is. Ezzel ellentétben a cikkben is
tárgyalt offline technikát használó karakterfelismerők, az ı́rás befejeztével kapott
betűk képét használják fel, azon felül nem rendelkeznek további információval.

A karakterfelismerő algoritmusnak két alapvető eleme van, az úgynevezett
tulajdonságkinyerő (feature extractor) és az osztályozó (classifier). A tulajdon-
ság anaĺızis meghatározza azon jellegzetességeket, amikkel a karakter rendelkezik,
majd ezt küldi el az osztályozónak. Az egyik leggyakoribb osztályozó eljárás a
mintafelismerés, ebben az esetben az egyes pixelek az adott karakterkép sajátossá-
gai. Az osztályozás során az algoritmus képkockánként összehasonĺıtja a bemeneti
képet a különböző karakter-osztályok mintáival. Ennek eredményeként egy mérő-
számot kapunk, amely megadja, hogy mennyire hasonló a bemenet és az adott
minta, az eredménye az a karakter lesz, amihez a minta a legjobban hasonĺıtott.

4. Kı́sérletek

A vizsgálatainkhoz olyan neurális hálózatot éṕıtettünk ki, amely képes a kéz-
ı́rásos számok helyes azonośıtására. Ehhez a széles körben elterjedt MNIST adat-
bázist [1] használtuk, mely kéźırásos számjegyeket tartalmaz.

Az MNIST adatbázisban a tańıtó adathalmaz (train) 60 ezer mintát, mı́g a
tesztkészlet 10 ezer képet foglal magába. A képek halmaza tulajdonképpen egy
nagyobb adatbázis (NIST) része, amely közel 250 ı́ró példáit tartalmazza (a képe-
ket 8 biten ábrázoljuk, vagyis legfeljebb 256-féle árnyalatot látunk). Ezen képeket
méretnormalizálták, továbbá a számjegyeket a rögźıtett kép közepére helyezték.
Az általunk használt képadatok 28 × 28 szürkeárnyalatos képpont (összesen 784
képpont) formájában vannak rögźıtve, ćımkével együtt a kép helyes azonośıtásá-
hoz.

A karakterfelismerő programhoz importálnunk kell a Kereas-t, mely egy a
Python programozási nyelvhez elérhető könyvtár, ami Tensorflow-ra, Theano-ra
vagy CNTK-ra épül és kifejezetten mély tanuláshoz és neurális hálózatok gyors
defińıciójához használható. Használata előnyös, mert ı́gy nem kell manuálisan kó-
dolni a lineáris algebrát, valamint a szükséges aktivációs függvényeket (activation
function) és optimalizálókat.

Egy neuronhálózat elrendezése véletlenszerű, mivel annyi rejtett réteggel ren-
delkezik, amennyire szükség van, és az egyes rétegeken is eltérő számú neuronok
lehetnek. Az általunk feléṕıtett neuronhálózatba 784 képpont fog bemenni, ezen
pixeleket egy 512 neuronból álló rejtett rétegnek adjuk át, amely ezt 10 neuronnak
adja kimenetként (minden számjegyre egyet).
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Kutatásunkhoz szükségünk volt különböző módon és mértékben zajośıtott ké-
pek előálĺıtására, ehhez alapvetően 5 különböző módszert használtunk, melyek
közös jellemzője, hogy a zaj mértéke paraméterezhető volt, ı́gy seǵıtségükkel több
adathalmazt is elő tudtunk álĺıtani. A következőkben ezen zajgeneráló technikákat
mutatjuk be részletesebben.

4.1. Első módszer - véletlenszerű zaj

Első esetben minden kép esetén adott számú képpontot választottunk ki (ezt
a számot az összes képpont számának és az adott adathalmaz zaj százalékának a
szorzata adja), véletlenszerűen, egyenletes eloszlással, majd a képpontot értékétől
függően, 0-ra vagy 255-re álĺıtottuk át azt. Ha a képpont értéke nagyobb volt,
mint 128, akkor 0-ra, ellenkező esetben pedig 255-re, ı́gy biztośıtva, hogy a képpont
mindig változzon (legfeljebb 255-tel és legalább 128-cal nő vagy csökken az értéke).
A módośıtott képpontok száma minden kép esetén megegyezik (elhelyezkedésük
azonban eltérő) egy adathalmazon belül. Összesen 50 adathalmazt álĺıtottunk elő
ezzel a módszerrel, a zaj mértéke pedig 1-től 50 százalékig terjed, ami minimum
8, maximum 392 zajos képpontnak felel meg.

1. ábra. Zajośıtott kép - véletlenszerű zaj hozzáadásával

Az 1. ábra mutatja, hogy egy-egy kép mennyire tér el az eredetitől, ha adott
százaléknyi zajt adunk hozzá. A karakter 25 és 30 százalékos zaj esetén is könnye-
dén felismerhető, de nagy valósźınűséggel még 50 százaléknyi torźıtásnál is meg
tudjuk mondani, hogy milyen szám szerepel a képen.

4.2. Második módszer - sorok cseréje

A második módszernél szintén véletlenszerűen egyenletes eloszlással választot-
tunk két sorindexet (1 és 28 között), majd a kiválasztott indexek alapján meg-
cseréltük a kép két sorát. Minden képnél más sorindexet jelöltünk ki, de egy
adatkészleten belül a megcserélt sorpárok száma mindig azonos. Továbbá fontos
megjegyezni, hogy a cserék egymás után hajtódtak végre (́ıgy kis valósźınűséggel,
de lehetséges, hogy valójában nem változott a kép). A 2. ábrán látható, hogy hogy
néz ki az eredeti, illetve adott számú sorpár értékeinek felcserélése után a kép.
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2. ábra. Zajośıtott kép - sorok felcserélésével

4.3. Harmadik módszer - oszlopok cseréje

Harmadik esetben a másodikhoz hasonló technikát választottunk, azzal a kü-
lönbséggel, hogy nem a sorokat, hanem az oszlopokat cseréltük fel a képeken, ennek
eredményét a 3. ábrán láthatjuk.

3. ábra. Zajośıtott kép - oszlopok felcserélésével

Amint azt a 2. és a 3. ábra jól mutatja, a számok aránylag jól felismerhetők
vagy kikövetkeztethetők. Ebben jelentős szerepet játszik, hogy a képen belül a
szám középre van igaźıtva, ezáltal a kép szélén elhelyezkedő sorok és oszlopok
nem befolyásolják nagy mértékben a képek olvashatóságát, ı́gy ezeket egymással
megcserélve a karakter továbbra is könnyedén felismerhető.
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4.4. Negyedik módszer - fény változtatása

A negyedik módszer esetében egy adathalmazon belül minden képet egysé-
gesen világośıtottuk vagy sötét́ıtettük. Minden pixelhez hozzáadtunk, egy előre
megadott értéket (−200, −150, −100, −50, 0, 50, 100, 150, 200) és ha az ı́gy
kapott érték a [0, 255] intervallumon ḱıvülre esett, akkor azt az intervallum meg-
felelő végpontjával helyetteśıtettük. Az ı́gy generált képeket a 4. ábra szemlélteti
(minden kép bal felső pixelét fehérre (0), mı́g a jobb alsó pixelt feketére álĺıtottuk
(255), jobban szemléltetve a fény változását).

4. ábra. Zajośıtott kép - fény értékének változtatásával

Általánosságban elmondható, hogy a −100 és 100 között szinte biztosan és
egyértelműen felismerhető a szám, mı́g −200, −150, 150 és 200-as érték hozzáadása
esetén nehezebben tudjuk csak beazonośıtani.

4.5. Ötödik módszer - sźınek számának változtatása

Az ötödik technika a kép intenzitásának változtatásán alapul. Az eredeti képe-
ket 8 biten ábrázoltuk, ı́gy 256 különböző árnyalatot tudtunk megkülönböztetni.
A következőkben ezt módośıtjuk oly módon, hogy minden pixelt annak értéké-
től függően hozzárendelünk egy csoporthoz és az egy csoporthoz tartozó pixeleket
ugyanarra a sźınre álĺıtjuk be (az intervallum középső elemének sźınére), ezáltal 7
új tanuló és teszt adatkészletet hozunk létre, ahol az adathalmazokban a sźınek
száma: 128, 64, 32, 16, 8, 4 és 2.
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5. ábra. Zajośıtott kép - intenzitás változtatással

Az 5. ábra szemlélteti az eredeti, illetve a torźıtott képet. Ahogy látjuk, 16
sźın esetén nem feltétlen tudjuk az eredeti és a zajośıtott képet megkülönböztetni
egymástól, ezenfelül elmondhatjuk, hogy még 2 sźın esetén sem romlott jelentősen
az olvashatóság, és a karakter szépen kivehető.

5. Eredmények

Az előzőleg bemutatott zajgeneráló technikák seǵıtségével különböző tanuló és
teszt adathalmazokat késźıtettünk, majd egy-egy tanuló adathalmaz seǵıtségével
létrehozott neurális hálót minden (az adott módszer seǵıtségével előálĺıtott) teszt
adathalmazzal teszteltünk.

5.1. Első módszer - véletlenszerű zaj

1. táblázat. Felismerés pontossága a véletlenszerűen hozzáadott zaj hatására
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Az 1. táblázatban találjuk az első zajgeneráló módszerrel készült képek esetén
a felismerés pontosságának eredményeit (jobb olvashatóság érdekében a táblázat
nem tartalmaz minden eredményt). A sorok megadják, hogy a tańıtó adathal-
mazban egy kép esetén hány százalék a zaj (illetve hogy ez hány darab pixelt
jelent), mı́g az oszlopok a teszt adatokra vonatkoznak. Egy adott sor egy adott
neuronhálót jelent, melyet különböző mértékben zajośıtott adatokkal teszteltünk.

A legjobb eredményt (98,2 százalék) értelemszerűen abban az esetben értük el,
amikor a tańıtó adathalmaz és a teszt adathalmaz sem tartalmazott zajt. Mı́g a
legrosszabb értékeket (11,0 százalék) akkor kaptuk, amikor a modell által betanult
képek minimális (2-3 százalék) zajt tartalmaztak és a teszt adatoknál pedig minden
kép esetében a pixelek felének eltért a sźıne az eredetitől.

Azt mondhatjuk, hogyha a tańıtó adathalmaz képeinek zajossága X, a teszt
adathalmaz képeinek zajossága Y, akkor igaz az alábbi összefüggés: ha X ≤ 25 és
X − Y ≥ 0, vagy ha X > 25 és X + Y ≤ 50, ebben az esetben igaz az, hogy a
neuronháló legalább 90 százalékos valósźınűséggel felismeri az adott karaktert.

5.2. Második és harmadik módszer - sorok és oszlopok cseréje

Az oszlopok, illetve sorok cseréjével előálĺıtott képek esetében, hasonló ered-
ményeket kaptunk, ezeket a 2. és a 3. táblázatban látjuk. A legjobb érték a zaj
nélküli adatokban keletkezett, ahogy azt az előző esetben is láttuk, mı́g a leg-
rosszabb értéket akkor kaptuk, ha a teszt adathalmaz minden képében felcserél-
tünk 13 sort/oszlopot és a tanuló adatokat pedig nem zajośıtottuk. Az ı́gy kapott
legrosszabb értékek (40,6 százalék az oszlop és 32,6 százalék a sor cserék esetén)
jelentősen jobbak, mint az első (százalékos zaj) módszerrel zajośıtott képeknél
(11,1 százalék).

2. táblázat. Felismerés pontossága adott számú sorpár felcserélésének hatására
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Sorok esetén az alábbi összefüggés adja meg, hogy a felismerés pontossága hol
nagyobb mint 90 százalék: ha a tańıtó adathalmaz képeiben a felcserélt sorok
száma X, a teszt adathalmaz képeiben felcserélt sorok száma Y, akkor ha X ≤ 7
és X − Y ≥ 0, vagy ha X > 7 és X + Y ≤ 13.

Oszlopok cseréje esetén az előzőhöz hasonlóan X a tańıtó adathalmazra, mı́g
Y a tesztkészlet képeire vonatkozik, ekkor ha igaz, hogy X − Y ≥ 0, akkor a
neuronháló felismeri a karaktert 90 százalékos valósźınűséggel.

3. táblázat. Felismerés pontossága adott számú oszloppár felcserélésének hatására

Amint az a 2. és a 3. táblázatból is kiolvasható, adott számú oszlop felcserélése
esetén számottevően jobb a karakter felismerésének pontossága (átlagosan 85,3
százalék), mint ugyanannyi sorpár felcserélése esetén (átlagosan 90,3 százalék).
Ennek oka valósźınűleg a karakterek elhelyezkedéséből adódik, hiszen a képek nagy
részénél a tényleges betű egy kisebb téglalapban helyezkedik el a kép közepén.
Így a tőle jobbra, illetve balra levő

”
szinte” fehér oszlopok felcserélése nem ront

jelentősen az olvashatóságon.

5.3. Negyedik módszer - fény változtatása

A 4. táblázatban azt láthatjuk, milyen eredményeket kaptunk a felismerés pon-
tosságára abban az esetben, amikor a fény erejét álĺıtottuk az egyes képeken. Az
előző ḱısérletekhez hasonlóan a legjobb eredményt akkor értük el, ha a tanuló adat-
halmaz és a teszt adathalmaz sem tartalmazott zajt, mı́g a legrosszabb értéket
(10,28 százalék) abban a esetben kaptuk, ha a tanuló adathalmaz nem tartalma-
zott zajt, és a teszt adathalmaz képei pedig szemmel láthatóan sötétebbek (pixelek
értékét 200-zal növeltük).
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4. táblázat. Felismerés pontossága a fény változtatásának hatására

Ha a tańıtó adathalmaz képeinek zajosságát X-szel és a teszt adathal-
maz képeinek zajosságát Y -nal jelöljük, akkor igaz az alábbi összefüggés: ha
−200 ≤ X ≤ 150 és −200 ≤ Y ≤ 0, vagy ha 50 ≤ X,Y ≤ 150 és Y − X ≤ 0,
ilyenkor a karakter felismerésének pontosságának valósźınűsége legalább 90 száza-
lék.

5.4. Ötödik módszer - sźınek számának változtatása

5. táblázat. Felismerés pontossága az intenzitás változtatásának hatására

A sźınek számának változtatására kapott eredményeket az 5. táblázat tartal-
mazza. Amint azt az 5. táblázaton is láthattuk, hogy nem romlott nagy mérték-
ben az olvashatóság, ı́gy ennek megfelelően a karakter felismerésének pontosságára
kapott eredmények is magasak (átlagukat tekintve 85,5 százalék - összehasonĺıtás-
képp az első zajgeneráló módszerrel kapott eredmények átlaga 67,7 százalék).
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Mivel a csupán 16 sźınt tartalmazó képet szabad szemmel szinte meg sem tud-
juk különböztetni a 256 sźınt tartalmazó képtől, emiatt az 5. táblázatban látható
legmagasabb értéket (98,2 százalék) több esetben is elértük. A felismerés pontos-
ságára kapott legrosszabb eredményt (8,9 százalék) abban az esetben kaptuk, ha
a tanuló adathalmaz képei 64 sźınből állt, mı́g a teszt készlet képei csupán 2-ből.

6. Következtetések

Az előző fejezetben tárgyalt ḱısérletek alapján azt mondhatjuk, ha egy adott
mértékig zajos adatokat szeretnénk felismerni, akkor a legjobb módszer, ha a tańıtó
adathalmazt is hasonló módon és mértékben zajośıtjuk. Hiszen ı́gy tudjuk elérni
a felismerés pontosságára a legjobb értéket. Azonban fontos megjegyezni, hogy
ezekben az esetekben mind a teszt és mind a tańıtó adathalmaz elemei azonos
mennyiségű zajt tartalmaztak, ami egy nagyon speciális, a valóságtól igencsak
eltérő eset.

6. ábra. Felismerés pontossága véletlenszerűen zajośıtott tesztkészlet esetén

Mindezek miatt nézzünk egy olyan esetet, ahol több tańıtó adathalmazt hozunk
létre, oly módon, hogy egy-egy halmazon belül azonos százaléknyi zajt tartalma-
zó képek szerepelnek (ezen tańıtó adathalmazok megegyezhetnek az 5. fejezetben
tárgyalt tańıtó adathalmazokkal). Az ı́gy létrejött karakterfelismerő neuronhálók
mindegyikét ugyanarra az egy teszt adatkészletre teszteljük, melyre az teljesül,
hogy minden egyes kép esetén meghatároztunk egy véletlen számot (1 és 50 kö-
zött) és ezzel a véletlenszámmal generáltunk zajt (az első - százalékos - zajgeneráló
módszer seǵıtségével) külön-külön mindegyik kép esetén, ahol a véletlenszám adta
meg a zaj százalékos értékét. Ezáltal a tesztadathalmaz a valóságnak megfelelően
eltérő mértékben tartalmaz zajt az egyes képeken.
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Az ı́gy elért eredményeket a 6. ábrán láthatjuk, ahol a v́ızszintes tengely meg-
adja, hogy a neuronháló milyen mértékű zajt tartalmazó képeken tanult, mı́g a
függőleges tengely a karakter felismerésének valósźınűségét adja meg. Amint azt
láthatjuk, a legrosszabb esetben nagyjából 40 százalék valósźınűséggel ismeri fel a
képet a program, azonban egyetlen esetben sem éri el a 90 vagy annál nagyobb
százalékot, átlagosan azt mondhatjuk, hogy a felismerés pontossága 75-77 száza-
lék között mozog. Ezen értékek megegyeznek az 1. táblázatban a 25%-hoz tartozó
oszloppal, vagyis ha a tesztkészlet minden képét azonosan rontottuk el 25 száza-
lékban.

Ezenfelül tekintsünk egy további lehetőséget, amikor egy tańıtó adathalmazunk
van, melynek minden képe más mennyiségű zajt tartalmaz és az ezen képek által
feléṕıtett neuronhálót teszteljük különböző tesztkészletekkel, ebben az esetben a
tesztkészleten belül a képek egyformán zajosak.

7. ábra. Felismerés pontossága véletlenszerűen zajośıtott tańıtó adathalmaz
esetén

A 7. ábra diagramja mutatja, hogy ha egy neuronhálót éṕıtünk és azt külön-
böző tesztkészletekre teszteljük (v́ızszintes tengely), akkor milyen pontossággal
ismeri fel a program a karaktert. Az itt kapott értékek (legrosszabb esetben: 64,3
legjobb esetben: 96,8 átlagosan: 85,3 százalék) hozzávetőlegesen megegyeznek az-
zal az esettel, amikor a tańıtó adathalmaz minden képét azonosan zajośıtottuk
25 százalékban, ez az 1. táblázatban a 25%-hoz tartozó sor.

Az azonos mértékben zajośıtott tesztkészlet, és a véletlenszerűen zajt tartal-
mazó között talált összefüggés miatt alátámasztást nyert az a megállaṕıtás, hogy
egy karakterfelismerő neuronháló felismerésének pontosságát jav́ıthatjuk azáltal,
hogy a tańıtó adathalmaz képeit zajośıtjuk.
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7. Kitekintés

A cikkben végzett ḱısérletek során a zaj mértékét és módját változtattuk,
ehhez alapvetően 5 különböző módszert használtunk, ezenfelül hasznos lenne to-
vábbi technikák tesztelése, melyek életszerűbbek és jobban tükrözik a valóságot.
Ilyen lehet például az elmosódott, homályos képek vagy a rossz fény beálĺıtá-
sokkal késźıtünk fényképet (egyenletlen megviláǵıtás, erőteljes vaku) vagy elnyúj-
tott/összezsugoŕıtott képek (nem megfelelő szögben tartott fényképezőgép esetén).

A továbbiakban még érdemes vizsgálnunk, hogy mivel tudjuk még jobban ja-
v́ıtani a felismerés pontosságát, ez lehet esetleg a neuronháló alap beálĺıtásainak
módośıtása, vagyis a neuronok és idegrendszerek számának változtatása, vagy a ta-
nuló adathalmaz méretének módośıtása, továbbá a Keras által nyújtott különböző
optimalizálók használata.

Ezek mellett azt is célszerű vizsgálni, hogy hogyan tudjuk eldönteni egy meg-
adott képről, hogy milyen mértékben tartalmaz zajt, hiszen ennek az értéknek az
ismeretében könnyen tudjuk úgy kalibrálni a neuronhálónkat, hogy minél nagyobb
valósźınűséggel ismerje fel az adott karaktert.
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teleiket, javaslataikat és megjegyzéseiket.
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[4] Ferenc, Bodon: Adatbányászati algoritmusok (2002).
http://www.cs.bme.hu/~bodon/magyar/adatbanyaszat/tanulmany/adatbanyaszat.pdf

[5] Lee, Seong-Whan: Off-line recognition of totally unconstrained handwritten numerals us-
ing multilayer cluster neural network, IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine
Intelligence, Vol. 18 No. 6, pp. 648-652 (1996). DOI: 10.1109/34.506416

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)

https://doi.org/10.1109/72.554190
https://doi.org/10.1007/s10799-012-0135-8
http://www.cs.bme.hu/~bodon/magyar/adatbanyaszat/tanulmany/adatbanyaszat.pdf
https://doi.org/10.1109/34.506416


100 BISCHOF BARBARA HAJNALKA, KISS ATTILA ELEMÉR
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ROBUSTNESS TESTING OF NEURAL NETWORK FOR HANDWRITTEN DIGIT

RECOGNITION

Barbara Hajnalka Bischof, Attila Elemér Kiss

The paper examines a special data mining algorithm, namely the neural network that rec-
ognizes digits, while making the data set increasingly noisy by adding random distortions. We
analyze in detail how noise affects the classification algorithm. Using a simpler handwriting recog-
nition program, we show how the neural network recognizes a given character when it distorts
data in different ways (we used five different methods to noise the data). We find correlations for
recognition accuracy based on the extent and way in which the test and train data sets contain
noise.

Keywords: data mining, neural network, robustness, handwriting recognition.
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Nyomta a Coradix Kft., Budapest
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