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ELOSZO

Az Alkalmazott Matematikai Lapok 4 év sziinet utdn 2004-ben jelent meg
ismét. Ez volt az els6 olyan szam, amit az akkor 4j szerkesztok jelentettek meg
(f6szerkeszt8: Pales Zsolt, felelés szerkeszt6: Vizvari Béla, technikai szerkeszt6:
Kovécs Gergely).

Azéta ez a szerkesztéség 16 évfolyam 25 szamdanak elkésziiltében vett részt.
Megjelent szamos méltatds, tudomanytorténeti cikk, illetve a szdmok mér az
interneten is elérhetoek, letolthetdek.

2019-ben Vizvari Béla és Kovéacs Gergely sokadik megbizdsa utédn a
meguijulds reményében lemondott. A szerkesztObizottsdg felel0s szerkesztOnek
Bozdki Sandort, helyettesének Csaté Lészlot valasztotta meg. (Nekik koszonhetd,
hogy azéta a cikkek mar DOI-azonositéval is rendelkeznek.) Az 1ij szerkesztSknek
j6 munkat kivdnunk!

Ugyan a kotet boritdjan mar az 4j szerkesztok neve szerepel, de a jelen szam
cikkei még zomében 2019-ben érkeztek be, ezért ez a szdm még jelentds részben a
régi szerkeszték munkaja.

Vizvari Béla, Kovacs Gergely
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STOYAN GISBERT EMLEKERE
(1942-2018)

Stoyan Gisbert tudomanyos élettitja

Stoyan Gisbert 1942-ben sziiletett Berlinben. Az egyetem elvégzése utédn a
berlini Alkalmazott Matematika és Mechanika Intézetben dolgozott, majd 1967 és
1971 kozott Moszkvaban, a Lomonoszov Egyetemen volt aspirdns. Szamarszkij
professzor, a vilaghiri szovjet numerikus matematika kiemelked& képvisel6je volt
a témavezetije. O a késdbbiekben is figyelemmel kisérte Stoyan Gisbert palya-
futdsat, és mindig nagy elismeréssel szélt tudomdanyos eredményeirl. A sikeres
fokozatszerzés utan 1983-ig Berlinben, a Weierstrass Intézetben dolgozott. Az
Eo6tvos Lorand Tudoméanyegyetemen 1983-ban az egyetemi szamitékdzpont mun-
katarsaként kezdte tobb mint harom évtizedes karrierjét. Ottani munkdja a széd-
mitégépes alkalmazasok egy fontos teriiletéhez, a differencidlegyenletek numerikus
megolddsahoz kapcsolédott. A szamitékozpontban toltott tiz év utan, 1993-t61 ko-
zel hdrom évtizedig, nyugdijba vonuldsdig a Numerikus Analizis Tanszék egyetemi
tandra, utana pedig professzor emeritusa volt.

Stoyan Gisbert professzor az 6t feliiletesen ismerdk szaméara zarkézottnak tiin-
hetett, de 6 egyaltalan nem volt elzarkézé. Mindenkinek szivesen segitett, aki
matematikai kutatdsi, oktatasi problémaval felkereste. Hozzaallasara leginkabb a
szigoru szakmai kovetkezetesség és igényesség volt a jellemz6. Ennek koszonhette
az alkalmazott matematikai korokben kivivott szakmai megbecsiilését, hitelességét.
Véleményét oktatasi kérdésekben is réviden, egyértelmiien és nyiltan fogalmazta
meg. Kollégaival j6 viszonyt apolt, kozelebbi munkatérsaival szorosabb személyes
kapcsolatban is volt. Magatartasa mintaként szolgalt kérnyezetének, tanitvanyai-
nak.
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Kutatéi munkassaga

Stoyan Gisbert professzor magas szinvonali kutatéasi tevékenységével nemzet-
kozi elismertséget szerzett a numerikus matematika és annak gyakorlati alkalma-
zésal teriiletén. Kiilonosen szép eredményeket ért el a parcidlis differencidlegyen-
letekkel kapcsolatban. Eredményeit j6 meglatasok és az elegans megoldasok jelle-
mezték.

Kutatasi érdeklédése széles kort volt, a numerikus analizis, a differencidlegyen-
letek numerikus megoldasai témakoréhez, azon beliil is leginkabb a parcidlis dif-
ferencidlegyenletek numerikus megoldasi mdédszereihez kapcsolédott. A differenci-
alegyenletek numerikus megoldasanak megmaradasi tételeivel, példaul a pozitivi-
tassal, monotonitassal kapcsolatos vizsgalatok soran is szép eredményeket ért el.
Paraméterbecslési modszerei, az ugynevezett inverz feladat megoldasara vonatko-
z6 eredményei is tanusitjdk az alkalmazasokhoz vald szoros kapcsolatdt, elkotele-
zettségét. A multigrid mddszerekhez kot6d6 kutatdsaibdl is szdmos szinvonalas
publikacio sziiletett.

A kozel elliptikus parabolikus egyenletek integralasara adott mddszere olyan
problémakort targyalt, ami sokdig szinte megoldhatatlannak tiné feladat volt.
Szamos cikkben foglalkozott a Stokes-egyenlet véges elemes megoldasaval. Késoi
publikécidi, amelyek a Crouzeix—Velte-felbontas teriiletén sziilettek, mind fontos
és jelent6s dolgozatok.

Tudomanyos munkéssiga, eredményei Stoyan Gisbertet nemzetkozileg ismert
és elismert kutatéva tették.

Egyetemi oktatéi munkassaga

Az itthoni matematikai k6z0sség olyan széles és mély matematikai miiveltséggel
rendelkezo szakemberként tisztelte, aki szamos témakor miivelését honositotta meg
itthon. Nemzetkozi kapcsolatait kihasznalva a numerikus matematika teriiletén
kutatéasi egytittmiikodést hozott létre neves kiilfoldi egyetemek, kutatékézpontok
és egyetemiink kutatécsoportjai kézott. Tudoméanyos kutatasaihoz kapcsoléddan
doktori témakat hirdetett meg tehetséges hallgatok szamara. A kutatéi utanpot-
las nevelése terén végzett tevékenysége példaértékii. Tobb sikeresen védett doktori
Osztondijasa ma mar a numerikus matematika elismert szakembere. A hazai nu-
merikus matematikat oktatd, miivelé szakemberek jé része az & kozvetlen, vagy
kozvetett tanitvanyanak tekintheto.

Széles korii egyetemi oktatdsi, tananyagfejlesztési tevékenysége két kiemelke-
do6 példajanak egyike az intenziv tankoényviréi munkassdga, a masik az ELTE-n
a matematikus képzés keretében foly6 alkalmazott matematikus szak létrehozasé-
ban betoltott kezdeményez6 és megvaldsitod szerepe. Kitarté szervezoi munkajanak
dontd szerepe volt abban, hogy a szinvonalas képzést nyijtd szak elindulhatott.
Nemecsak a szak létrehozasdban, hanem annak miikodtetésében is aktivan részt
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vett. O vezette be és dolgozta ki a ,Nemlinearis problémak alkalmazott feladatok-
ban, esettanulmanyok” cimi targy anyagat. Emellett a Numerikus analizis targy
anyaganak kidolgozdja, a targy felel6se és hosszi ideig oktatdja volt.

Kiilonosen fontosnak tartotta, hogy a hallgatok valédi gyakorlati problémékkal
taldlkozzanak. A diplomamunka védések alkalméval alaposan meggy6z6dott arrdl,
vajon a hallgaté igazi, az ipari gyakorlatban felmeriil6 problémaval foglalkozott-e,
és hogy az altala adott megoldas valoban alkalmazhatoé-e a gyakorlatban. Inten-
ziv tankonyviréi tevékenységének ikonikus példaja a tarsszerzével irt haromkotetes
Numerikus médszerek monografia. A méretét tekintve is leny{igozo, 1000 oldalt
meghaladé ml hidnypo6tlé és meghatarozd a magyar nyelvii numerikus matematika
oktatasban. Korszerii, modern tartalma és targyalasmodja kidllja az 6sszehason-
litast a kiilfoldi szakirodalomban megjelent hasonlé témaji miivekkel. Az els6-
sorban nem matematikusok szdméra {rt Numerikus matematika mérnokoknek és
programozoknak cimii konyvének elkészitette az angol nyelvii valtozatat is, ami a
Birkh&user Kiadonadl jelent meg. A 2016-0s elso kiadasa olyan sikeresnek bizonyult,
hogy a kiadd rogton megkereste a masodik kiaddas tigyében.

Egyetemi tanari tevékenységén beliil a tudomanyos kutatast és az oktatast vé-
gig egymassal 6sszhangban mivelte. Kiemelked6 évtizedes munkéssaga soran sza-
mos elismerésben részesiilt. Kollégai megbecsiilését jelzi a tiszteletére rendezett
jubileumi konferencia. A magyar allam 2012-ben a Magyar Erdemrend Lovagke-
resztjével tiintette ki. A HU-MATHS-IN, Magyar Ipari és Innovaciés Matematikai
Szolgaltatasi Halézat, elinditotta a rola elnevezett Stoyan Gisbert szeminariumot.

Szakmai hagyatékat a hazai numerikus matematikai kozosség magaénak érzi,
azt a jov6ben is gondozni fogja.

Fridli Sandor és Gergé Lajos
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A FARKAS GYULA EMLEKDIJ 2019. EVI DIJAZOTTJA: GYORGYI PETER

A Bolyai Jédnos Matematikai Térsulat Farkas Gyula Emlékdijat 2019-ben
Gyorgyi Péter kapta.

Gyorgyi Péter 1989-ben sziiletett. 2013-ban szerzett alkalmazott matemati-
kusi diploméat az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karan,
HKitlintetéses” mindsitéssel. 2013 és 2016 kozott az ELTE TTK Matematika
Doktori Iskola 6sztondijas hallgatéja, 2016-t61 pedig a SZTAKI tudoményos mun-
katarsa. 2018-ban summa cum laude mindsitéssel védte meg PhD-értekezését,
témavezetGje Kis Tamds volt. 2016 és 2019 kozott az MTA Fiatal Kutatoi
Osztondijaban részesiilt.

2018-ban elnyerte a SZTAKI publikaciés dijat, és ugyanebben az évben a
Rémaban rendezett 16th International Conference on Project Management and
Scheduling c. konferencidn masodik helyezést ért el a doktoranduszi cikkekre kiirt
palyazaton. 2019-ben Bolyai Jdnos Kutatasi Osztoéndijat nyert.

Eddigi eredményeit f0leg az iitemezéselmélet teriiletén érte el. Elsésorban nem
megujulé ercforrasos litemezési problémak bonyolultsiagat és approximélhatosagat
vizsgalta, ebben a témaban jelent meg a legtébb tudomanyos dolgozata. Ezen
tulmenden részt vett egy 1j, egzakt modszer kidolgozasaban a feladat egy varian-
sdnak megolddsara. Egy masik témadja az online jarmi hozzarendelési feladat, va-
lamint a konfliktusmentes irdnyitds grafokon. Eredményei felhasznaldsra keriiltek
a SZTAKI gyo6ri, Ipar 4.0 kisérleti laborjaban, az autoném jarmiiflotta irdnyitass-
ban.

Eddig 6sszesen 9 tudoméanyos dolgozata jelent meg — témavezetéjével mint egy
cikk kivételével egyediili tarsszerz6jével — nemzetkozi, lektoralt szakfolyodiratban,
amelyek koziil 2 cikk Q2-es, 2 cikk Q1/Dl-es, 5 cikk pedig D1-es besoroldsu, ezen
beliil egy dolgozata egyszerzés. 2019-ben meghivott eléadé volt a leideni Lorentz
Center ,,Scheduling Meets Fixed-Parameter Tractability” megnevezésii workshop-
jan.
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Részt vett a 2016-ban Budapesten megrendezett European Chapter on
Combinatorial Optimization Conference ECCO 2016 nemzetkozi konferencia szer-
vezésében (http://ecco2016.weebly.com/committees.html). Szdmos rangos nem-
zetkozi szakfolydirat szamara birdl rendszeresen kéziratokat.
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KREDlTREN/DSZERINJ KEPZESEK MINTATANTERVEINEK
ES ELOTANULMANYI HALOINAK ELEMZESE
A HAZATI MATEMATIKA ALAPSZAKOK PELDAJAN

BERGMANN JULIA, MOLONTAY ROLAND,
SZABO MIHALY, SZEKRENYES DORA LAURA

Dolgozatunkban egyrészt a kreditrendszert képzések elétanulmanyi hé-
I6inak jellemzésére és Gsszehasonlithatésagara mutatunk néhdny mddszert,
majd ezeket a magyarorszagi matematika alapképzéseken szemléltetjiik. At-
tekintjiik a tantervi halok elemzésének irodalmat, illetve bemutatunk egy
teljesitési adatokra alapulé valdsziniliségi modellt is. FEzen mddszerek se-
gitségével olyan kérdésekre kaphatunk valaszt, hogy egy adott tantervben
melyek a legfontosabb, leghangsilyosabb tantargyak, illetve az elétanulma-
nyi héalé topolégidja hogyan hat a képzés varhaté teljesitési idejére. Masrészt
ismertetiink néhény felvételi statisztikat az elmilt évekbol, tobbek kozott a
matematika alapszakokra felvett hallgaték 1étszamara, illetve felvételi pont-
szamaira vonatkozdan.

1. Bevezetés

, Eletiink legszebb évei”, igy emlékeziink vissza az egyetemi évekre, ugyanak-
kor a didkok izgatottan varjak fels6foku tanulmanyaik befejezését és a diploma
megszerzését. A diploma megszerzéséig vezet6 utat a képzések mintatanterve, el6-
tanulmanyi rendje jeloli ki. Ebben a cikkben egyetemi képzések el6tanulmanyi
haléjat elemezziik grafelméleti és valdszintiségszamitasi eszkozokkel. Az elétanul-
manyi rend egy iranyitott graffal irhaté le, ahol a csicsok a tantargyaknak felelnek
meg, és iranyitott él fut két csics kozott, ha az egyik tantargy el6kdvetelménye a
masiknak.

Az oktatdsszervezési kérdések kvantitativ mdédszereken alapulé és adatvezérelt
tamogatdsara egyre nagyobb figyelem irdanyul Ugy az oktatdsi korményzat és a fel-
s6oktatasi intézmények vezetdi részérol, mint a kutatdk részérdl itthon és kiilfoldon
egyarént [4, 9, 11, 12, 18].

Az elmult években tobb cikk is sziiletett el6tanulméanyi hélézatok elemzésérél,
melyrél jé dttekintést ad Wigdahl munkdja [27]. Slim és szerzdtdrsai felismerték,
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hogy a hallgatok egyetemi elérehaladdsaban az elétanulmanyi rend nagy szere-
pet jatszik, 6k a mintatantervek elemzésére a komplex halézatok elméletébdl és a
grafelméletbdl ismert mddszereket hasznaljak [21].

Ugyanezen szerzok elemzik a mintatantervek hatékonysagat és tanulményi elo-
mentelre vonatkozé hatdsukat grafelméleti médszerekkel [28]. Az eldtanulményi
rendbdl kiindulva linearis regresszié és Markov-halézatok segitségével prediktiv
analitikai elemzést végeznek a hallgaték teljesitményére vonatkozéan [20], tovab-
bé hélézatelméleti eszkozokkel vizsgaljdk a kurzusok' elétanulmanyi rendben be-
toltott szerepét az Uj—mexikéi Egyetem képzésein [21]. Szintén hélézatelméleti
mdédszertannal vizsgélja a mintatanterveket Aldrich [2] és Lightfoot [17].

T6bb tanulmany sziiletett a mintatantervek egyszer és hatékony vizualizacio-
jat, illetve az el6tanulményi rendben valé eligazodést, a kurzusfelvétel megkonnyi-
tését segitd rendszerek tervezésével kapcesolatban is [1, 3, 15].

A mintatantervek és el6tanulmanyi halék vizsgalatanak maésik megkozelitési
modja a hallgatéi folyamok modellezése. Szamos tanulmanyban vizsgédltak hall-
gatdi aramokat szimuldlva, hogy a mintatantervek atszervezésének milyen hatasa
lenne a hallgatdk elérehaladédsdra vonatkozéan [19, 23, 26]. A mintatanterv hallga-
t6i teljesitményre vonatkozd hatdsét vizsgdlta Jansen és van der Hulst is [14, 25],
a hallgatoéi folyamok modellezésekor figyelembe véve a tanuldk korat, nemét, ta-
nulmanyi atlagat és a kozépiskolds eredményeit. Rahim és szerzétarsai Markov-
lanc alapi modellezést hasznalnak posztgradudlis képzések hallgatéi aramainak
elemzésére [24]. A hallgatok elérehaladdsdnak és végzési ratdjanak jobb nyomon-
kovethetésége érdekében a hallgaték aramlasat vizualizaltak Sankey-diagramok
segitségével friss cikkitkben Horvéth és szerz6tdrsai [13].

2. Mintatantervi grafok elemzése

Ebben a fejezetben ismertetjiik a mintatantervek elemzéséhez altalunk hasznélt
matematikai eszkozoket. A tovéabbiakban feltételezziik, hogy az olvasé tisztaban
van az alapvetd grafelméleti és valészintiségszamitasi fogalmakkal.?

2.1. Mintatantervi graf

A kreditrendszerli képzésben a tantargyak felvételének feltétele, hogy az adott
tantargy (dltaldban korabbi félév(ek)ben szerepld) elézetes kovetelményeit (donto-
en mdsik tantdrgya(ka)t) a hallgaté mér teljesitse. A kreditrendszeri mintatanterv
abrazolasanak legszemléletesebb mddja az in. elétanulméanyi halé. A képzések elo-
tanulmanyi rendje természetes modon jellemezhetd grafokkal, pontosabban iranyi-

1Dolgozatunkban a tantdrgy és kurzus megnevezéseket szinonimaként hasznaljuk.
2Ha mégsem lenne igy, [5, 16] forrdsokat ajanljuk.
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tott kormentes grafokkal (DAG). A graf csicsai a tantdrgyaknak felelnek meg, az
irdnyitott élek pedig az el6kdvetelményi rendszert jelolik. Jelélje M; ; nx n-es mat-
rix a graf szomszédossagi matrixat, ahol n a vizsgélt kurzusok szdma, és M; ; =1
pontosan akkor, ha az i kurzus el6feltétele j kurzusnak, vagyis j tantargy nem
vehet6 fel i sikeres teljesitése nélkiil. Ez a megkozelités nem veszi figyelembe az
un. gyenge elokovetelmény lehet6ségét. Tovabbi egyszerisito feltételezéseinkrdl a
4. és 5. fejezetekben {runk bovebben.

Egy tantdrgy fontossaga, képzésben betoltott szerepe nagyon sokféleképpen
definialhatd, és szamos tényezotél fligghet. Mi a kovetkezékben ezt a ,fontos-
sdgot” az el6tanulmanyi héléban betoltott szerepek alapjan kvantifikaljuk. Mé-
roszamokat mutatunk mind az egyes tantargyakra, mind az elétanulmanyi halé
egészének strukturajara, strliségére vonatkozoan. Eloszor az el6tanulmanyi halo
topologidjabdl szarmaztatott mutatdkat ismertetjiik, késébb bevezetiink néhany
1j, valésziniiségi alapokon nyugvé mérészamot.

2.2. Topolégikus mutatdk
Késleltetési tényez6 (delay factor)[22]

A késleltetési tényez6 megmutatja, hogy egy kurzus sikertelen teljesitése biz-
tosan maga utan vonja-e a képzési id6 megnovekedését. A késleltetési tényezo
értéke legyen a reciproka annak a szamnak, ahdnyadszori bukds mar biztosan fél-
évvesztést okoz a képzés elvégzését illetden. Tehdt egy adott kurzus késleltetési
faktora 1, ha a kurzus nem teljesitése egy félévnyi cstiszassal jar, és 1/3, ha kétszer
,blintetleniil” bukhatunk, de a harmadik nem teljesités mar biztosan félévvesztést
okoz. A fogalmat az 1. abran lathatd két révid, harom féléves mintatanterv se-
gitségével szemléltetjiik. Vegyiik észre, hogy mig a Mintatanterv 1 esetén az A
tantargy sikertelen teljesitése utan még mindig pozitiv valdsziniiséggel végezhetd
el a program id6ben, azaz hirom félév alatt (feltételezve, hogy minden tantérgy
meghirdetésre keriil minden félévben), addig a mdasodik képzésen a B tantdrgy
kivételével minden sikertelenség automatikus csiszast eredményez. Ilyen esetek-
ben mondhatjuk, hogy A, C és D jobban késleltetnek, mint B, hiszen A, C és D
tantargy késleltetési tényezdje 1, B tantargyé pedig 1/2.
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Mintatanterv 1 Mintatanterv 2
A | A ]
| ] | }
o] [ s | [ o
E ‘ D

1. dbra. Késleltetési tényezo.

Blokkolé tényezé (blocking factor)[22]

Természetes gondolat, hogy egy tantargy minél tobb kurzusnak elékovetelmé-
nye, annal fontosabb a képzésen. Formalisan azt mondhatjuk, hogy egy kurzus
blokkold tényezojének értéke n € N, ha pontosan n darab leszarmazottja van a
grafban, azaz a csticsbdl pontosan n masik csicsba vezet irdnyitott ut. Vizsgdljuk
a 2. dbran feltiintetett mintatanterveket. Vegyiik észre, hogy az A tantargy kii-
16nb6z6 fontossaggal bir a két mintatanterv esetén. Az elsé esetben csak egy, mig
a masodikban két tantargynak is elokovetelménye, tehat utébbiban fontosabbnak
szamit.

Mintatanterv 1 Mintatanterv 2
| .
A A
B B Cc

2. abra. Blokkol6 tényezo

Keveredés (dissimilar mixing)[22]

A kurzusokat szdmos szempont szerint csoportosithatjuk, példaul témakore
vagy a tantargyat oktato tanszék szerint. Ezen csoportositds ismeretében vizsgdl-
hatjuk, hogy az egyes tantargycsoportok mekkora mértékben épitenek mas cso-
portok kurzusaira, azaz mennyi él fut egy csoportba a tobbibél. A graf iranyi-
tottsdgabdl addéddan ez a mérészam nem szimmetrikus. A keveredés mértékének
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meghatarozasara vezessiik be a kévetkez6 mennyiséget:
1
ers = ZMijd(ci,r)é(cj, s),
i,j

ahol r és s tantdrgytipusok (tanszékek), ¢; jeloli az ¢ tantdrgy tipusat, m az élek
szdma és § a Kronecker-delta fliggvény. Azt mondhatjuk, hogy minél nagyobb
az e,s érték, anndl szorosabban kapcsolédnak az s tipusu tantargyak az r tipusi
tantargyakhoz.

Kolcs6nos kézpontisdg (betweenness centrality)[17]

Az un. kolesonos kdzpontisag segit megtalalnunk a graf kiillonb6z6 részei kozott
gdcpontokat forméls csticsokat. Egy v csics (azaz esetiinkben kurzus) kolesénos
kozpontisdgan a kovetkezot értjiik:

st(v)
bU: Z U;S;Ua

s#v,t#v

ahol o az Osszes s-bdl t-be mend legrovidebb utak széma, o4 (v) pedig azon
ilyen utak, amelyek dathaladnak v csicson. Iranyitott graf 1évén irdanyitott utakrdl
beszéliink.

A kolesonos kozpontisag szofisztikdlt mérték, és kiilonboz6 modositasait a hé-
l6zatelméletben széleskérben alkalmazzék [6], [8]. Az el6tanulményi halék ugyan-
akkor specidlis grafok, a DAG-tulajdonsdguk miatt a fenti mérték kevésbé jél hasz-
nalhaté fontossagot rendel a kurzusokhoz. A kolesonos kozpontisdg minden elsé
féléves tantargyhoz trividlisan 0-t fog rendelni, fiiggetleniil attél, hany masik tan-
targynak el6kdvetelménye.

Osszefiiggé komponensek (connected components)[2]

Az 6sszefiigg komponens olyan tovabb nem bévithetd részgraf, melynek bdr-
mely két csticsat at koti ossze. A mintatantervek irdnyitott grafok, a tovdabbiak-
ban a gyengén Osszefiiggd komponenseket tekintjiik (ezek az irdnyitatlan gréfban
osszefiiggd komponensek). Mintatantervi grafokndl az ilyen komponensek egy-egy
elkiilonitett tudomanyteriiletet jelolnek. Erdekes kérdés, hogy a kiilonbozé témak
hogyan kapcsolédnak egymaéshoz, mennyire épitenek egymasra, ezt hivatott mérni
a mar emlitett keveredés.

Utak (paths)[28]

Egy mintatantervi grafban a leghosszabb 1t az el6kovetelmények leghosszabb
lancéat jeloli. A hosszi utak olyan kurzusokat tartalmaznak, amik nagy hatéssal
lehetnek a végzési idére. Ezen csticsok késleltetési faktora tipikusan magas (azaz 1
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vagy ahhoz kozeli), hiszen ezek azok, amelyek sikertelen teljesitése kénnyen okozhat
csuszast a hallgaté életében. Egy hatféléves képzés esetén egy 4-hosszu 1t, ami 5
csucsbdl és 4 élbol all, mar hossziinak tekintheto.

Uvegnyakak (bottlenecks)[28]

Vizsgélva az egyes csticsok ki- és befokat (jelolés: AT (v), A= (v)), eléfordul-
hatnak kiemelked6en sok szomszéddal rendelkez6 kurzusok. Egy ¢ kurzusra akkor
mondjuk, hogy iivegnyak, ha A™ (v) > a, vagy A~ (v) > a, vagy AT (v)+A~(v) > b
valamilyen a,b € N rogzitett konstansra. Formélisan, egy programban pontosan

bo(G)= > 1[(AT(v) >a)V (A~ () >a) V(AT (v) + A (v) > )],
veV(G)

darab tivegnyak van, ahol a és b értékét a képzés hosszatdl és a graf sirtiségétol
fiiggden hatdrozzuk meg. Ezen kurzusok sikertelen teljesitése konnyen félévvesztést
eredményezhet.

2.3. Sztochasztikus mutatdk

Az el6bbi mérészamok hidnyossaga, hogy csupan a graf topologidjan alapsza-
nak, és nem veszik figyelembe a csiicsok atereszt6 képességét, azaz, hogy a kurzusok
elvégzési valosziniisége kozott nagy kiillonbségek lehetnek. Az aldbbiakban beveze-
tiink olyan 1j mérészamokat, melyek az el6bbi probléméakat hivatottak athidalni.

Varhato végzési id6

Egy tantervet az jellemez legjobban, hogy mennyi id6 alatt lehet (varhatdan)
elvégezni. Ezt alapvetOen két dolog hatdrozza meg: az el6tanulményi halo struk-
turdja és az egyes tantargyak elvégzési valdsziniiségei. Az aldbbiakban a grafot
a — modelliink szerinti — végzési idejével, mint valészintliségi valtozdval, és annak
varhat6 értékével jellemezziik. Célunk, hogy meghatdrozzuk a végzési idé (X)
valésziniiségi valtozéjanak silyfiiggvényét:

p(z) =P(X = x).

Ennek alapjan a varhaté végzési id6 konnyen kiszamithato:

E(X) = Z.Z‘ - p(x).

Ateresztd hatas

A varhat6 végzési id6 targyaldsa utdn természetesen adddik a kérdés, hogy
az egyes tantdrgyak milyen hatdssal vannak a végzési idére. A kérdés megva-
laszolasdhoz az alabbi egyszeriisitett modellt tekintjiik. Legyen adott egy virtu-
alis reprezentativ hallgatd, aki az el6tanulmanyi rend szerint igyekszik haladni
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tanulményaival, és az i-edik tantdrgyat p; valésziniiséggel végzi el (fiiggetleniil a
multtdl). Egy tantdrgy elvégzését csak akkor kisérelheti meg, ha az dsszes el6kove-
telményét mar sikeresen teljesitette, illetve a tantargy mintatanterv szerinti féléve
nem el6zi meg az aktualis félévet. A modelliink reprezentativ hallgatéja az aktua-
lis félévben az Gsszes olyan tantargy elvégzését megkisérli, amit a mintatanterv és
az el6tanulmanyi rend megenged szamara.

Ebben a modellben a reprezentativ hallgaté varhaté végzési ideje a tantargyak
teljesitési valosziniliségeitol, illetve a mintatanterv topolégidjatdl fiigg. Tételezziik
fel, hogy ez az E(X) = f(p1,...,pn) fiiggvénnyel irhaté fel.

A fliggvényformat ismerve meghatarozhatjuk, hogy az egyes tantargyak telje-
sitési valoszintiségeiben fellépé kis valtozas milyen hatédssal van a képzés varhatd
teljesitési idejére, azaz tekinthetjiik a kovetkezo parcidlis derivaltat:

d. = 6f(p17 . 7pn)
g = .
Opi
Hasonléan érdekes érték a képzés teljesitésének kurzusok elvégzési ideje szerinti
rugalmassédga (elaszticitasa):

dé = 810gf(p17,pn)
’ 0log p; '

A reprezentativ hallgatd tantargyteljesitési valdsziniiségeit valés historikus ada-
tokbdl a kovetkezoképpen tudjuk becsiilni:

sikeresen teljesito hallgatdk szama

; = P(az i kurzus sikeres teljesitése) ~
pi ( ) ) kurzust felvett hallgatéok szama
A 3. fejezetben még részletesebben visszatériink a fent ismertetett valésziniiségi
modellre, az ateresztd hatdsra és annak kiszamitasara.

3. Végzési idSk kiszdmitasa

A tantervek végzési idejének kiszamitdsa bar latszolag egyszerii és konnyen ért-
het6, gyorsan meglehetésen bonyolultta vélik. Egy nagyon révid mintatanterven
fogjuk bemutatni a problémdt (3. dbra).

Modelliinkben egy tantargy elsé felvételétol szamitott, félévekben mért elvégzé-
si idejét egy p paraméterti (optimista’) geometrai valészinfiségi valtozé adja meg.
Ez azt jelenti, hogy ebben a megkdozelitésben egy tantargy tobbedszeri felvétele
nem valtoztatja annak elvégzési valoszinliségét. Tovabba feltessziik, hogy az egyes
tantargyak végzési idejei is fiiggetlenek egymastdl.

3matematikai értelemben
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Algebra 1 Analizis 1 Grafelmélet
Val6sziniiség-
szamitas

]

Algebra 2 Statisztika

Analizis 2

3. abra. Egy képzeletbeli mintatanterv.

Tantargy Valészintiségi valtozo Eloszlas
Algebra 1 X1 ~ Geom(p1)
Analizis 1 Xo ~ Geom(p2)
Gréfelmélet X3 ~ Geom(p3)
Analizis 2 Y1 ~ Geom(q1)
Valészintliségszamitas Yo ~ Geom(q2)
Algebra 2 Z1 ~ Geom(r1)
Statisztika Zo ~ Geom(rz)

1. tdblazat. A képzeletbeli mintatanterv targyai.

Ebben az esetben konnyi megéllapitani, hogy az els6 féléves kurzusok elvég-
zésének varhaté ideje rendre p%, p% és p%. Tekintsitk most az Analizis 2 c. kur-
zust! Ennek el6kovetelménye az Algebra 1 és az Analizis 1. Konnyen latszik,
hogy ekkor az Analizis 2 beiratkozastdl szamitott elvégzési ideje a kovetkez6 va-
16szinliségi valtozdval frhaté le: max{X;, Xo} 4+ Y7. Ezt tovdbbgondolva, minden
tantargyhoz felirhatjuk a tantargy beiratkozasatdl szamitott elvégzési idejét, amit
a 2.tabldzatban foglaltunk Ossze. A fenti valésziniiségi véltozdk silyfiiggvényé-

Tantargy Elvégzési id§ valdsziniiségi valtozdja
Algebra 1 X1

Analizis 1 X

Grafelmélet X3

Analizis 2 max{X1, X2} + Y1
Val6szinliségszamitas max{ X2, X3} + Y2

Algebra 2 max{ X1, max{X1, X2} + Y1} + Z1
Statisztika max{max{X1, X2} + Y1, max{X2, X3} + Yo} + Z>

2. tablazat. A képzeletbeli mintatanterv kurzusaihoz tartozé valészintiségi valto-
z0k.
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nek és varhato értékének analitikus meghatarozéasa még kis mintatanterv esetén is
problémaés. Altalanosan igaz, hogy az X1, ...X,, fiiggetlen p paraméterii geometriai

valtozék maximumdnak varhaté értéke Z (1 -(1- qk)n), ahol ¢ = 1 — p [10].
k=0

o0 n
Kiilonbo6z6 valdszintiségeket feltéve ez az érték Z 1- H (1- qf) . Tovabb-
k= i=1
lépve a harmadik félévre, még nehezebb probléma elé keriiliink, hiszen itt mar
nem azonos eloszlasi valdszinliségi valtozok maximuma&anak varhato értékét keres-
siik. Az analitikus megkdozelités helyett ezért inkdbb Monte Carlo-szimuldcidval
érdemes dolgozni [7].

4. Egy el6tanulmanyi halézat vizsgalata

Az €l6z6 fejezetben ismertettiink néhdany szempontot, ami jé alapul szolgdl ah-
hoz, hogy egy egyetemi el6tanulmanyi grafot vizsgdljunk. Ebben a fejezetben az
Eotvos Lordnd Tudomédnyegyetem (tovdbbiakban: ELTE) matematika BSc kép-
zését fogjuk kozelebbrdl szemiigyre venni.

A 4.4bra mutatja az ELTE matematika BSc képzés elméleti specializacidjd-
nak el6tanulmanyi grafjat. Néhany egyszertisito feltétellel éltiink a vizsgalat soran
a konnyebb kezelhetGség és jobb atlathatosag érdekében. Csak a képzés kotele-
70 kurzusait vizsgaltuk, a kotelezOen, illetve a szabadon valaszthaté tantargyakat
elhagytuk, emellett nem vettiik figyelembe az egyetem tgynevezett vagy-vagy elo-
kovetelményi rendszerét. Ez utébbi azt jelenti, hogy némely tantargynak nincs
egyértelmii el6kovetelménye, hanem két kiillonb6zé kurzus barmelyikének telje-
sitése esetén felveheti a hallgaté az adott tantargyat. A kovetkezo elemzésben
kijeloltiink egy lehetséges utat, amivel teljesithet6 a képzés, az abran kékkel jelol-
jik azon tantargyakat, amelyek helyett mas is valaszthaté lenne, pirossal azokat,
amelyek vagy-vagy elckovetelménytiek.

Mar els6 ranézésre is latszik, hogy az elétanulmanyi halé elég stirii, azaz sok az
elokovetelményi kapcsolat a tantdrgyak kozott. Lathatjuk, hogy nincsenek nagy
kiilonallé Gsszefiiggé komponensek, és izolalt pontbdl is viszonylag kevés van. A
két leginkdbb {ivegnyak szerepet betoltd targynak az Algebra 2 és az Analizis 2
ciml kurzusok bizonyulnak, befokuk rendre 2 és 1, mig mindkét tantargy kifoka
6. Szamos hosszu Ut taldlhaté a gréfban, sét, van az egész képzést végigkisérd ot
hosszd 1t is: Analizis 1 - Analizis 2 - Analizis 3 - Analizis 4 - Valdsziniliségszamitds
2 - Matematikai statisztika. Tehat ha ezen tantargyak barmelyikét sikerteleniil
végzi egy hallgatd, az feltétlen megnoveli a képzés teljesitéséhez szitkséges félévek
szamat.

A csucsokat vizsgalva a kolesonos kozpontisdg szempontjabdl a legmagasabb
értékeket a 3. tablazatban latjuk.
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Kurzus Kolesonos kézpontisag
Algebra 2 1,00
Analizis 3 0,64
Analizis 2 0,54

3. tablazat. Az ELTE legnagyobb kolcsonds kozpontisagi kurzusai.

r
Elomi ’ | matematika Véges
Szamelmélet 1 Rt Algebra 1 { Analizis 1 ‘ kritérumtargy matematika 1
f 4{ 17
[ [ Programozasi [ Véges
Geometria 1 Algebra 2 Analizis 2 ‘ alapismeretek matematika 2

J 1 ] —
! ] |
{ v v 3 3
Bevezetés a Operacio- . Val6sziniség-
’ Algebra 3 ‘ Geometria 2 ‘ topolégiaba ’ ma{és ’ | Analizis 3 ‘ SZAMIAS 1
’ Algebra 4 ‘ [ Geometria 3 Halmazelmélet | SR
Beovezelés a T
Numerikus Differencial- Komplex Funkcional- Val6szin(iség-
[ S ‘ analizis egyenletek faggvénytan analizis ‘ szamitas 2
Jelmagyarézat:

vagy el6koveteiménye van [
% veay-iagy g saamis. [Fosoverysoroc|  [[Wiemetia
Egy lehetséges utvonal

[_] Vagy-vagy el6kovetelménye van és egy lehetséges utvonal

4. abra. Az ELTE elméleti matematika specializdcié képzésének mintatantervi
grafja.

A leghosszabb utra, valamint a ki- és befokokra tett megéllapitasainkat Ossze-
gezve kijelenthetjiik, hogy kizdrdlag az elotanulmanyi halé strukturdjat vizsgalva
az Algebra 2, az Analizis 3 és az Analizis 2 kurzusok szamitanak a legfontosabb
tantargyaknak ezen a képzésen.

A tantdrgyak dtereszté hatdsat tekintve — valds teljesitési ardnyok hidnyaban
— az Osszes tantargyndl azonos, 0,8-as teljesitési aranyt feltételezve, szimuldciénk
alapjan a kovetkez6 tantargyak teljesitési ardnydnak (ceteris paribus) novelése
csokkenti leginkdbb a képzés varhatd elvégzési idejét: Analizis 3 (0,15), Analizis 4
(0,14), Val6szintliségszamitas 2 (0,14). A zardjelbe irt szdm azt jelenti, hogy ha az
adott tantdrgy teljesitési valdsziniiségét 0,8-r6l 0,9-re noveljitk (ceteris paribus),
akkor a képzés félévekben mért varhaté elvégzési ideje a zardjelbe irt szamértékkel
csokken a 10 000 reprezentativ hallgatéra futtatott szimuldcié alapjén. Felhiv-
juk a figyelmet, hogy ezeknek a tantdrgyaknak a késleltetési tényezGje is magas
(1 értékii).
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Pontosabb képet akkor kaphatnank, ha a kurzusok valds teljesitési aranyait
ismerve végeznénk el az elemzést.

Megvizsgaljuk az egyes tanszékek képzésen betoltott szerepét, sulyat harom
kiilonboz8 megkozelitésb8l. Az 5(a) dbra mutatja, hogy Ssszesen az egyes tanszé-
keknek mennyi kételezé 6rdjuk van, mig az 5(b) dbran az oktatott kreditek szdma
latszik. Az 5(c) dbra szemlélteti az oktatott érdk dtlagos kreditértékét.

Oktatott kurzusok Oktatott kredit
3 45
6 40
35
2 30
4 25
3 20
P 15
10
; I [ | I ; I m B I
o o
& i @ @ & S & NG > & @ © @ & e K N >
\6@@ &8 @é« o ‘\3@ Q@Q \x\% &\& \&E\e & \@« @(\\@ .\f@ 0&7}0 Q&w @%\&
R A I R
& 9 X & & Ry &° & & 5 & &
o7 & & F ¢ ¢ AN & 0 F &
s N S = B N SRS
& & & & ¥ &
b & ® &
& &5
A’}o \\"’\o
(a) kurzusok (b) dsszkredit
Atlagkredit
7
6
] . P < R
N A megjelenitett tantszékek balrél jobbra:
3
5 1. Algebra és Szémelmélet Tanszék
1 2. Alkalmazott Analizis és Szamitasmatematikai Tanszék
0 3. Analizis Tanszék
\é & & $ @e Q\,«: @@@\ \@ S&\ 4. Geometria Tanszék
& « & &S 5@\\ & 5. Matematikatanitdsi és Mddszertani Kézpont
& & &@“\ & & © & sk foi g
& & T & & o 6. Operécidkutatasi Tanszél
& 4 y— 7 . <
?\o‘? v ~ 5@@ Q@& 7. Szamitégéptudomanyi Tanszék
& 5 P ’ s . - . <
4@“ 8. Valdszinliségelméleti és Statisztikai Tanszék
& gis
N 9. Informatikai Kar

(c) kreditérték

5. dbra. Tanszékek megoszldsa oktatott kurzusok szdma (a), dsszkreditek szdma
(b), illetve dtlagos kreditérték (c) alapjan.

Az el6z6 fejezetben definidltuk az dn. keveredést, amely megallapitja a tan-
székek kozti kapcsolatot abban az értelemben, hogy melyik tanszék tantargyai
mennyire épitenek el6kovetelményként a masik tanszék tantargyaira. Ezt a 6. abra
szemlélteti, a tengelyeken a nyolc tanszék és egy "kiils6s” kar szerepel, a metszés-
pontokban 1év6 korck mérete azzal aranyos, hogy a vizszintes tanszék tantargyai
hény esetben el6kovetelményei a fiiggbleges tanszéknek. (Tulajdonképpen ez a
kordbban emlitett e,.s érték a normaldstdl eltekintve.)

Megjegyezziik, hogy a Matematikatanitasi és Mddszertani Koézponthoz tarto-
z6 sor, illetve oszlop iirességének oka a kozpont dltal oktatott tantargyak (Elemi
matematika és Matematika kritériumtérgy) izoldltsdga az el6tanulmanyi haléban
(4. 4bra).
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a 5

12 3
00

1. Algebra és Szamelmélet Tanszék
8 ® @ 2. Alkalmazott Analizis és
Szamitasmatematikai Tanszék

" : - 3. Analizis Tanszék
6 . 4. Geometria Tanszék
s 5. Matematikatanitdsi és Modszertani
Kézpont
+ @ e O 6. Operdacidkutatdsi Tanszék
.~ Q 7. Szamitégéptudomanyi Tanszék
8. Valoszinlségelméleti és Statisztikai
z .. Tanszék
: . 9. Informatikai Kar

1 2 ] 4 5 & 7 8 £l

6. dbra. Tanszékek kapcsolata.

5. Hazai matematika alapszakok tanterveinek 6sszehasonlitasa

Ebben a fejezetben a Magyarorszagon akkreditalt matematika alapképzések
tantervét és eldtanulmanyi haldjat hasonlitjuk Gssze kiilonb6z6 szempontok alap-
jdn. A Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem (BME), az Eotvos
Lorénd Tudomdnyegyetem (ELTE), a Debreceni Egyetem (DE), a Pécsi Tudo-
ményegyetem (PTE) és az Eszterhdzy Kéroly Egyetem (EKE) matematika alap-
szakjait vizsgéljuk. A Szegedi Tudoményegyetem (SZTE) nyilvdnosan elérhet
mintatanterv hidanyaban nem keriilt az altalunk elemzett egyetemek kozé. Az
elemzéseink soran elsdsorban a képzések elméleti specializacidjara dsszpontositot-
tunk a konnyebb 6sszehasonlithatésig érdekében. A képzések nyijtotta tovabbi
specializacids lehetoségekrdl a 7 fiiggelékben lesz bovebben szé. Tovabbra is csak a
kotelezd tantargyakat vizsgaljuk, eltekintiink a vagy-vagy kapcsolatoktdl, helyette
egy lehetséges utat vizsgdlunk, nem tesziink kiilonbséget gyenge és erés eloko-
vetelmények? kozott, és nem tekintjiik kiilon kurzusnak az adott tantargybdl az
eléadast és a gyakorlatot.

5.1. El6tanulmanyi grafok

Ebben a részben szemléltetjiik az egyes képzések gréafjait. Az ELTE el6tanul-
manyi haldjat mar korabban a 4. abran bemutattuk.

4Gyenge el8kévetelmény, ha csupéan a gyakorlat vagy labor teljesitése elég a tovdbbhaladashoz
az el6adas sikeres teljesitésétdl fiiggetleniil, illetve ha egyazon félévben végezhetd az el6kovetel-
mény és a raépiilé tantargy.
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Bovezeté [ A matematica | Bovezelésaz |
geolrf;‘n?baa Kalkulus 1 aui{,’.‘:. [ algebraba 1 [ Informatika 1 ‘
I j:‘— ,_I_‘ ’—l—‘ Kombinalor
Geometria Kalkulus 2 B:I;eezb?;fa e Informatika 2 és grafelmélet
f
’_1_‘ ’_l_"— I ‘ [ } 4 ' )
Valészintség- | || asszintség- ‘ ; Differencial ‘ .
il sza'mﬂgﬁg” rlsmispros. | | Azt |  agyonilek 1 | | Aigebra 1 | Scéa |
[ oierencia | T l T T TimET| (P
geometria 1 Informatika 3 | [ rntis2 | CEiee | bl ciméie prog Statisztika 1
I —
:l;ow ia & [ Matematikai | ﬁ'ﬁ e
differencialhato modellalkotds Mértekelmélet ebra 2 ao- 65
sokasagok szeminanum o makrookonomia
Pénzugy

7. dbra. A BME elméleti matematika specializacié képzésének mintatantervi
grafja.

1 ["Bevezetésa |

Trigonomefria | ['Az informatika | [ Agevrai | Halmazok és | Eurdpai Uni
G e 2 pai Unics
["Sgemg";'ﬂ | alopyai 7alan|svrl\eve|ekr L gg«;m';m R [ fuggvények alaplsmere!ek‘
Linedris algebra Bovezelés a Bevezetés az Komyezetani
il U 1 szamelméletbe analizisbe alapismeretek

[Altaléings gazd. | [Differencal & razeimelet |
gy '-'“33"52"9‘3"'5‘ ‘ Algebra ‘menedzsment [ szameimeet 1 integral- és matematikai |A fizka alapjai 1
smeretek szémités logika

Bev. a mat. w‘rﬁm?@
Szameimélet és v v Mértek 6
prog csomadok | alkaimazasai (0 €5 integral- integralelmélet |A fizka alapjai 2

' 1 I Py | i
Differencial- & Fejezetekaz Komplex Valoszindség-
‘geometria S _elemi fggvénytan ‘ [ szémitas ]

Elemi topolégia Statisztika

8. dbra. A DE elméleti matematika specializdcié képzésének mintatantervi grafja.

Konvex Fejezetek az
geometria elgoorabol

5.2. A végzés varhaté ideje

Mind a hallgaték, mind az egyetemek vezetOsége érdekeltek abban, hogy meg-
becsiiljék, a didkok varhatéan mikor szereznek diplomét. Ennek elméleti hatterét
a 2. fejezetben, gyakorlati megvalésitasanak mddjat pedig a 3. fejezetben targyal-
tuk. Szimuldciénkat 10 000 virtualis reprezentativ hallgatéra végeztiik. Valds
statisztikai adatok hidnya miatt magunk véalasztunk valészintiségeket a kurzusok-
hoz, jelen vizsgdlatban minden tantargy sikeres teljesitésének valészintisége 0,8.
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9. abra. A PTE elméleti matematika specializdcié képzésének mintatantervi grafja.
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10. dbra. Az EKE elméleti matematika specializacié képzésének mintatantervi
grafja.

Amennyiben historikus adatokbdl a tényleges becsiilt valésziniiségek rendelkezésre
allnak, a mddszer sokkal pontosabb eredményre vezet. Tovabbi egyszerisitd fel-
tételiink, hogy minden tantargy minden félévben indul, a kiilénb6z6 tantargyak
teljesitései fliggetlenek egymastol, a hallgatoknak nincs passziv féléviik, a hallgaték
hamarabb nem veszik fel a tantdrgyat, mint ahogy a tantervben szerepel, illetve
nem tesziink kiilonbséget az egyes hallgaték képességei kozott.

A kovetkez6 abrakon a hallgatok végzési idejének a modell dltal szimulalt elosz-
lasa lathato a vizsgalt egyetemek el6tanulményi haléi alapjan, ahol a piros vonal az
atlagos végzési id6t jeloli. A fiiggbleges tengely mutatja a végzett didkok ardnyat,
tovabba a vizszintes tengelyen lathatd, hogy hanyadik szemeszterben abszolvaltak
a szimulalt hallgaték. Tehdat, ha a 10. félévben a végzettek aranya 0,3, az azt
jelenti, hogy 10 000 szimulalt hallgatébdl 3 000-en fejezték be a tanulmanyaikat
a 10. félévben. A 10 000 virtudlis hallgaté végzésének dtlagos idépontjat a piros
vonal jeloli.
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11. dbra. A hallgatok végzési idejének szimulaciéval kapott eloszldsa az egyes
elméleti matematika specializacié képzéseken.

A fentiek alapjan azt mondhatjuk, hogy az E6tvos Lordand Tudomédnyegyetem
képzésének a legstirtibb az elétanulményi rendje, mivel varhatéan itt szerzik meg
legkés6bb a hallgatok az abszolutériumukat. A szimulaciénk szerint leggyorsabban
a BME képzésén végeznek a hallgatok. Ez indokolhaté azzal, hogy a BME-n az
alapképzés utolsé évében az elméleti specializacié hallgatoi nagy szabadsaggal ren-
delkeznek a tantdrgyak osszeallitasaval kapcsolatban. Fontos ismét hangsilyozni,
hogy ezek az eredmények a graf topolégidja alapjan egyenld teljesitési valoszint-
ségekkel sziilettek. A valds teljesitési valdszinliségek nagy mértékben megvaltoz-
tathatjak ezeket az értékeket.
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Atlag  Szérds  Standard hiba CI(95)
ELTE| 8,1308 1,3334 0,0133 (8,105; 8,157)
BME| 7,1222 1,0823 0,0108 (7,101; 7,143)
DE| 17,7348 1,2371 0,0124 (7,711; 7,759)
PTE| 17,4698 1,1259 0,0113 (7,448; 7,492)
EKE| 17,6487 1,1403 0,0114 (7,626; 7,670)

4. tablazat. A vérhaté végzési id6k atlaga, szordsa, standard hibdja és 95%-os
konfidenciaintervalluma.

5.3. Keresztfélévben is induld tantargyak feltételének elhagyasa

A keresztféléves kurzusok elinditasa részben fligg attol, hogy az milyen jelento-
séggel bir a hallgatok végzési idejére vonatkozdéan. Az 5. tablazat azon szimulacié
eredményét mutatja képzésenként, amikor minden kurzust évente egyszer inditot-
tunk, tavaszi vagy 6szi félévben, azaz a keresztfélév lehetSsége nélkiil. Jol latszik,
hogy keresztféléves tantargyinditasok hidnyaban jelentésen megné a képzés elvég-
zésének ideje.

Atlag  Szérds Standard hiba CI1(95)
ELTE| 11,3372 2,55 0,0255 (11,287; 11,387)
BME| 10,2765 2,3846 0,0238 (10,230; 10,323)
DE| 10,4996 2,3572 0,0236 (10,454; 10,546)
PTE| 10,4013 22738 0,0227 (10, 357; 10,446)
EKE| 104224 2,396 0,0240 (10, 376; 10,469)

5. tdbldzat. A varhato végzési id6k atlaga, szdérasa, standard hibaja és 95%-os
konfidenciaintervalluma keresztfélév nélkiil.

Az 5. tablazat alapjan atlagosan a didkok t6bb mint 10 félév alatt végeznek az
alapszakon. Természetesen valés adatok esetén ezek az eredmények is médosulnak.

5.4. Tovabbi mutaték

A varhaté végzési idén kiviil a tobbi ismertetett méroszam alapjin is 6sszeha-
sonlitjuk a hazai matematika alapképzéseket. Fzen mutatdk kizardlag az elGtanul-
manyi halék topologidjan alapszanak.

Megvizsgdalva az 6t mintatanterv leghosszabb 1tjait, azt kapjuk, hogy a BME-n
csupéan harom lépés hosszi a leghosszabb 1t (6. tabldzat), igaz ilyen hosszi utakbdl
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Egyetem| Leghosszabb it hossza Leghosszabb utak szdma
BME 3 10
DE 5 1
EKE 4 2
ELTE 5 1
PTE 4 1

6. tablazat. Leghosszabb utak.

tiz kiilonbozé (de nem diszjunkt) Ut is van. A tébbi egyetemen a leghosszabb 1t
négy vagy 6t hosszi (azaz némelyik a teljes képzésen dtivel).

Egyetem | Legalabb kételemi Osszefiiggd Izolalt pontok szdma
komponensek szama
BME 1 4
DE 2 8
EKE 1 8
ELTE 1 3
PTE 5 15

7. téblazat. Osszefiiggd komponensek.

A Pécsi Tudoményegyetem és a Debreceni Egyetem kivételével mindegyik hazai
matematika alapszak grafja egy legalabb kételemli komponensre épiil, s6t, Debre-
cenben is csak egy kételemii csoport adja a tobbkomponensiiséget (7. tdbldzat).
Pécsett 6t darabra hullik szét az el6tanulmanyi halo: logika, geometria, algebra és
analizis, szamelmélet, illetve informatika blokkokra. Fz a feldaraboltsag segitheti
a képzés elvégzését. Talan nem annyira meglepé eredmény, hogy korabbi megfi-
gyelésiink alapjan a PTE képzése biiszkélkedhet a masodik legrévidebb varhaté
végzési idGvel (4. tédbldzat).

Térjiink 4t a cstucsokra vonatkozd topoldgiai mérészéamokra. A szamszerii ered-
mények tabldzatai a Fiiggelékben taldlhatok. Osszességében elmondhaté, hogy
minden képzésen kiemelten fontosnak szamitanak az analizis, illetve az algebra
tudomanyteriiletekhez kotheté kurzusok a késleltetési tényezé alapjan. Hasonld
mintézat 1atszodik az tivegnyak szerepet betolté tantargyak meghatarozasakor. A
kolesonos kozpontisagra vonatkozdan szintiugy ezen két tudoményteriilet a kieme-
lendd, hiszen az ELTE-n egy algebra térgy kapta a legnagyobb értéket (Algebra
2), mig a t&bbi egyetemen az analizis témakorébe tartozé kurzusok nyertek (BME:
Kalkulus 2, DE: Differencidl- és integrélszamitdas, EKE: Analizis 3, PTE: Bevezetés
az analizisbe 2). Ezen eredmények Osszecsengenek azon életbdl vett tapasztalata-
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inkkal is, miszerint az analizishez és az algebrahoz kotodd kurzusok okozzak a
legnagyobb fejfdjast a hallgatok jelentOs részének.

5.5. Tovabbi lehetdségek

Elemzésiink tovabbi adatok esetén bovithetd azzal, hogy tantargyanként vizs-
galjuk meg a keresztfélévben meghirdetett kurzusok hatasat. Tovabba ezzel a
modellezési keretrendszerrel vizsgalhaté az a kérdés is, hogy milyen hatdsa van
tobbszori sikertelen tantargyteljesitésnek mint elbocsatési kritériumnak a végzet-
tek aranyéra.

6. Felvételi statisztikak

Ebben a fejezetben a nappali tagozatos matematika alapképzések (a képzések
részletes lefrasat lasd a Fliggelékben) felvételi statisztikdit elemezziik az elmult
néhany évre vonatkozoan. Vizsgaljuk a felvett hallgatdk szamat, az onkoltséges
és allamilag tamogatott hallgaték aranyat, a felvételi ponthatarokat és a felvettek
atlagpontszamat. Most itt csak néhany abrat kozliink, tovabbi abrék, a forrdasaul
szolgald tablazatok, illetve egyéb elemzések megtaldlhatdak a Fiiggelékben.

Felvett matematikus hallgatok létszama

250 | NYME
m PTE
SZTE
150 DE
100 W ELTE
m BME

2015 2016 2017 2018

12. abra. 2015 és 2018 kozott a felvételt nyert matematika BSc-s hallgatok 1étszama
egyetemenként.

A 12. dbran megfigyelheto, hogy évrol évre egyre kevesebb a matematika BSc
szakra felvettek 1étszama, bar 2018-ban ez a trend megfordulni latszik. Itt emlit-
jik meg, hogy 2017 6ta a BME angol nyelven is elinditja a matematika alapsza-
kot, amin félévente tiz-hisz f6 koriili Stipendium Hungaricum 6szténdijas hallgaté
kezdi meg tanulmanyait. Az angol nyelvii képzés azonban nem képezi jelen vizs-
galodasunk targyat.
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Fontos mérészam a felvételi ponthatér. Az érettségiz6k mindig nagy figyelmet
forditanak az altaluk megjelolt intézmény felvételi pontszamaira. A felvi.hu adatai
alapjan hasonlitottuk ossze a ponthatarokat. Ahol nem indult az elmult hdrom
év mindegyikében a szak, azokat kihagytuk a jellemzésbdl (13. dbra). Megfigyel-
het6, hogy a felvételi ponthatdrok névekvo tendencidt mutatnak, de atlagosan a
ponthatar nem til magas més képzésekhez viszonyitva.

Felvételi ponthatarok

=g= BME
360

m —e—ELTE
340

2015 2016 2017 2018

13. dbra. Ponthatarok valtozasa 2015-2018 kozott.

Annak érdekében, hogy pontosabb képet kapjuk a felvételt nyert hallgatok
pontjairdél, bemutatjuk a hallgatok atlagpontszamat is.

Atlagos felvételi pontszdm

g BVE

—e—ELTE

2015 2016 2017 2018

14. abra. Atlagos pontszam egyetemenként.

Elemzésiink kiterjedt a matematika alapszakra felvett hallgatok Gsszpontsza-
ménak egyetemek kozotti megoszldsdra is (14sd a Fiiggelékben).
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7. Konkluazié, kitekintés

Az egyetemi képzések el6tanulmanyi haldinak jellemzésére és Gsszehasonlit-
hatosiagara mutattunk néhany modszert, és ezeket a magyarorszdgi matematika
alapképzéseken szemléltettiik. Elemzésiink az irodalomban hasznalatos grafelmé-
leti médszertanon alapszik, de ujdonsagként bemutattunk egy teljesitési adatokra
alapuld valdszintiségi modellt is. Ezen moédszerek segitségével olyan kérdésekre
kaphatunk valaszt, hogy egy adott tantervben melyik a legfontosabb, leghangsi-
lyosabb tantargy, illetve az elétanulméanyi hélé topoldgidja hogyan hat a képzés
varhato teljesitési idejére. Tovabba ismertettiink néhany felvételi statisztikai ada-
tot az elmilt néhany évre vonatkozéan: tobbek kozott a matematika alapszakokra
felvett hallgaték létszaméanak és felvételi pontszamainak alakuldsat.

Uj modszereket mutattunk az egyetemi képzések elétanulmanyi haldinak jel-
lemzésére, illetve az egyes tantargyaknak a képzés varhato végzési idejére vonat-
kozé hatédsat illetéen. Elemzésiink tjdonsdga, hogy nemcsak az elétanulmanyi
halé strukturajat veszi figyelembe, hanem a tantargyak teljesitési valdszintiségeit
is. A moddszertant hazai matematika alapszakok mintatantervének osszehasonli-
tasaval szemléltettiik. Fontos megemliteni, hogy valds tantargyteljesitési adatok
hidnyaban a modelliink eredményei csak nagyon korlatozottan értelmezhetéek. Az
ismertetett mddszerek azonban kénnyen alkalmazhatéak valds teljesitési adatok is-
meretében, mint ahogyan azt megtettiitk a BME esetében [7].

Elemzéseink soran a kénnyebb kezelhetdség érdekében szamos egyszeriisité fel-
tétellel éltiink. Ezen feltételek elhagydsa, azaz a modell finomitdsa pontosabb
kovetkeztetések levonasat teszi lehetové. A tovabbiakban célunk a kiilonb6z6 tan-
targyak teljesitését nem egymastdl fiiggetlen eseményeknek tekinteni, és az eh-
hez kapcsolodé feltételes valdszintiségeket valos teljesitési adatokon feltérképezni.
A reprezentativ hallgaté feltevésiinket finomitani szeretnénk a jovében, beépitve
a modellbe, hogy a valésdgban a hallgaték szorgalma és képességei kozott nagy
kiilonbségek vannak. A feltételek elhagyasdval azonban egy bonyolultabb, Gssze-
tettebb modellt kapunk, ami a konnyt értelmezhet&ség rovasara mehet. Célunk,

s

hogy a meglévo modszert hatékonyabbd és pontosabba tegyiik.
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A. FUGGELEK: Uvegnyakak és késleltetési tényez8k

A téblazatbdl kiolvashatd, mely tantargyak toltenek be tivegnyak szerepet az
egyes képzések elétanulmanyi héléiban. Kordbbi jelsléseinkkel élve (2.2), a = 2 és
b = 5 paraméterekkel szamoltunk.

BME:

Kalkulus 2

Bevezetés az algebrdba 2
Algebra 1

Valészinliségszamitas 1

Informatika 2

Topoldgia és differencidlhaté sokasagok
ELTE:

Analizis 2

Algebra 1

Algebra 2

Analizis 3

Bev. a diff.geometridba

Szamitastudomany

PTE:

Bevezetés az algebriba és a szamelméletbe 2. ea.

Bevezetés az analizisbe 2. ea.

DE:

Linedris algebra 1

Diff. és integralszamitds
Tobbvalt. fiiggv. diff- és intszam.
EKE:

Analizis 2

Bevezetés az algebraba és a szamelméletbe
Linedris algebra 1

Analizis 3

Geometria 2

A matematika toérténete

8. tablazat. Uvegnyakak.
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A késleltetési tényezdk kiszamitdasanal feltételeztiik, hogy minden tantargy in-
dul minden félévben, tovabba azt is, hogy az adott kurzus leszarmazottjai elsd
prébéalkozasra sikeriilnek. Eredményeinket a 9. tabldzat mutatja.

BME kurzusai: Késleltetési tényezd
Pénziigy 1,00
Mikroskonémia+Makroskonémia 0,50
Analizis 1 0,50
Matematikai modellalkotds szemindrium 0,50
Analizis 2 0,50
Differenciadlgeometria 1 0,50
Mértékelmélet 0,50
Algebra 2 0,50
Topoldgia és differencidlhaté sokasdgok 0,50
ELTE kurzusai: Késleltetési tényez6
Analizis 1 1,00
Analizis 2 1,00
Algebra 1 1,00
Algebra 2 1,00
Szamelmélet 1 1,00
Analizis 3 1,00
Analizis 4 1,00
Valészinliségszamitas 2 1,00
Matematikai statisztika 1,00
Funkciondlanalizis 1 1,00
Fuggvénysorok 1,00
Szamitastudomany 1,00
Bev. a diff.geometridba 0,50
Valészintiségszamitas 1 0,50
Differencialegyenletek 0,50
Komplex fiiggvénytan 0,50
Numerikus analizis 0,50
DE kurzusai: Késleltetési tényezd
Halmazok és fiiggvények 1,00
Bevezetés az analizisbe 1,00
Diff. és integrilszamitds 1,00
Mérték- és integralelmélet 1,00
Valbszinliségszamitas 1,00
Statisztika 1,00
Elemi topolodgia 1,00
Tobbvalt. figgv. diff- és intszam. 0,50
Bev. a koz. diff.egyenletek elm. 0,50
Differencialgeometria 0,50
Komplex fiiggvénytan 0,50
Fej. az elemi szdmelméletbol 0,50
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Minéségbiztositasi ismeretek 0,50
PTE kurzusai Késleltetési tényezd
Komputeralgebra 1,00
Multiplikativ szamelmélet ea 1,00
Bev. az algebrédba és a szamelméletbe 1. ea. 0,50
Bev. az algebrédba és a szamelméletbe 2. ea. 0,50
Bevezetés az analizisbe 1. ea. 0,50
Bevezetés az analizisbe 2. ea. 0,50
Algebra és szamelmélet 1. ea. 0,50
Algebra és szamelmélet 2. ea. 0,50
Analizis 1. ea. 0,50
Analizis 2. ea. 0,50
A matematika alapjai 0,50
Valészintliségszamitas és mat. statisztika 1. ea. 0,50
Valészintiségszamitas és mat. statisztika 2. ea. 0,50
Operaciokutatas ea. 0,50
Szédmitastudoményi alapismeretek 0,50
Komplex fiiggvénytan elemei alkalmazdsokkal ea. 0,50
Csoportelmélet ea. 0,50
EKE kurzusai: Késleltetési tényezd
Linedris algebra 2 1,00
Komputeralgebrai rendszerek 1,00
Operacidkutatas 1,00
Komplex fliggvénytan 1,00
Matematikai praktikum 2 0,50
Analizis 1 0,50
Analizis 2 0,50
Geometria 1 0,50
Linedris algebra 1 0,50
Analizis 3 0,50
Geometria 2 0,50
Bevezetés a valdszinliségszamitisba 0,50
Geometria 3 0,50
Matematikai statisztika 0,50
Projektiv geometria 0,50
A matematika torténete 0,50

9. tablazat. Késleltetési tényezok.

A nemnulla koélesonos kézpontisagi targyak a 10. tablazatban olvashatdk.

BME kurzusai: Kolcsonos kozpontisdg
Kalkulus 2 8,50
Bevezetés az algebrdba 2 6,00
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Analizis 1 2,50
Algebra 1 6,00
Geometria 2,00
Valoészinliségszamitas 1 8,00
Informatika 2 4,00
Analizis 2 3,50
Differencidlgeometria 1 3,50
ELTE kurzusai: Kolesonos kozpontisdg
Analizis 2 13,00
Algebra 2 22,50
Geometria 1 1,50
Véges matematika 2 2,00
Analizis 3 18,00
Analizis 4 8,00
Algebra 3 3,00
Geometria 2 3,00
Valészinliségszamitas 1 6,00
Valészinliségszamitas 2 9,00
Funkciondlanalizis 1 2,00
Operacidkutatéds 1 2,00
PTE kurzusai: Kolesonos kozpontisidg
Bevezetés az algebraba és a szamelméletbe 2. ea. 5,00
Bevezetés az analizisbe 2. ea. 8,00
Algebra és szamelmélet 1. ea. 2,00
Analizis 1. ea. 4,00
Analizis 2. ea. 3,00
Geometria 1. ea. 2,00
Geometria 2. ea. 2,00
Valészinliségszamitas és matematikai statisztika 1. ea. 2,00
Programozas 1. gyakorlat 1,00
Numerikus analizis 1. ea. 2,00
DE kurzusai: Kolesonos kozpontisdg
Linedris algebra 1 5,00
Bevezetés az analizisbe 9,00
Bev. az alg. és szamelméletbe 5,00
Szadmelmélet 1 4,00
Diff. és integralszamitas 16,00
Geometria 1 3,00
Geometria 2 3,00
Lineéris algebra 2 3,00
Algebra 2,00
Tobbvalt. figgv. diff- és intszam. 9,00
Mérték- és integralelmélet 6,00
Val6szinliségszamitas 4,00
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EKE kurzusai:

Kolesonos kozpontisdg

Analizis 2

Bevezetés az algebraba és a szamelméletbe
Geometria 1

Analizis 3

Geometria 2

Szamelmélet 1

Bevezetés a valdszinliségszamitdsba

Linedris algebra 2

9,00
6,00
6,00

17,50

11,00
4,00
5,00
0,50

10. tablazat. Kolcsonos kozpontisdgok.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



BERGMANN JULIA, MOLONTAY ROLAND,
40 SZABO MIHALY, SZEKRENYES DORA LAURA

B. FUGGELEK: Hazai matematika alapképzések felépitése

Ebben a fejezetben a képzés felépitése, az induld specializaciok és sdvok sze-
rint hasonlitjuk Gssze a hazai matematika alapszakokat az egyetemek honlapjan
talalhaté informaciok alapjan.

B.1. ELTE

Hazank egyik legnagyobb egyetemén a hallgaték harom specializécié koziil va-
laszthatnak a matematika BSc képzésen. Ezek:

— matematika,
— alkalmazott matematika,

— matematikai elemzd.

A hallgatok a masodik félévig kozos képzésben vesznek részt, majd a harmadik
szemeszterben valasztanak specializdciét. Az idejaré didkok tantargyaikat, sajat
érdeklodési koriik szerint, kiilonboz6 szinteken sajatithatjak el. Viélaszthatnak a
normdl, intenziv és haladd szintek kozott. A haladéd szint csak a véges matematika
témakorébe tartozé kurzusok esetén indul. Ezen a szinten csak az anyag targyala-
sanak sebességében és mélységében kiillonboznek, de adminisztrativ szempontbdl
ekvivalensek. Ezek a tantargyvaltozatok szabadon valaszthatok és szabadon at-
jarhatok.

A képzés sordn 180 kreditet kell teljesiteni, melybdl 54 kreditet tesz ki az els6 év-
ben a kozos képzés. Részletesebben a tantargycsoportok megoszlasat a kovetkezo
tablazat mutatja be:

Kredit

Kotelezd 149

Kotelezéen vélaszthato) 12
Szabadon valaszthaté tantargy| 9
Szakdolgozat 10

Oszesen 180

B.2. BME

2015-t61 1j lehetdségeket kindl BME a specializdciokat illetéen. Az idejardk a
kovetkezd két specializacié és tovabbi négy sav koziil valaszthatnak:

— elméleti matematika,

— alkalmazott matematika,

adattudomany,
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mérndk matematika,
operaciokutatas,
sztochasztika.

A specializacié kurzusai az 5. félévtol kezd6dnek.
Az egyes tantargycsoportok krediteit ismerteti az aldbbi tabldzat.

Kredit

Alapozé ismeretek| 19

Szakmai torzsanyag] 21

Differencialt szakmai ismeretek| 70
Specializacié tantargyak| 29
Kotelezéen vélaszthaté tantargyak 22
Szabadon valaszthaté tantdrgyak 9
Szakdolgozat 10

Oszesen 180

B.3. DE

Debrecenben két specializacié van:
— matematika,

— alkalmazott matematika.

A képzés tantargycsoportonkénki kreditmegoszlasa a kovetkezd:

Kredit

Torzsanyag 50

Differencialt szakmai anyag 47

Specializacié kotelezé szakmai anyag 38

Specializacié valaszthaté tantargy 13

Kornyezettani, Eurépai Unids, minGségbiztositdsi ismeretek| 5
Természettudoményi alapismeretek 8

Szabadon valaszthaté tantargy 9

Szakdolgozat 10

Oszesen| 180

B.4. PTE

Pécsett két specializécié van, az egyik a tanari szakirdny, a masik az dgyne-
vezett szakirdny nélkiili képzés. A szakirdnyok véalasztasdra az els6 év utdn van
lehetdség, habar 120 kredit kotelezdé mindkét specializacié szdmara. A kreditek
tantargycsoportonkénti megoszlasa a kovetekezo:
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Kredit
Alapoz6 modul 22
Szakmai torzsmodul 68
Kotelezéen valaszthaté tantargyak modulja 10
Szabadon vélasztott tantdrgyak moduljal 10
Szakdolgozat 10
Szakirany nélkiili tantargyak moduljal 60
Oszesen| 180

B.5. EKE

Egerben nincs kiilon szakiranyvélasztds. A tobbi képzéshez hasonldéan itt is
180 kreditet kell teljesiteni a diploma megszerzéséhez, melybol 10 kredit a szak-
dolgozatirasért jar. A kreditek megoszlasa a kovetkezéképpen néz ki:

Kredit

Ertelmiségi modul 11

Természettudomanyi ismeretek modul 4
Alapozé szakmai modul 22

Szakmai térzsmodul 32

Differencialt szakmai ismeretek 81
Valaszthaté szakmai tantargyak modulja 11
Szabadon vélasztott tantdrgyak moduljal 9
Szakdolgozat 10

Oszesen| 180

Az els6 négy modul mas szakokkal k6z6s, de a tovabbi modulok a matematikus
specializaciéhoz tartozé ismeretek.

B.6. SZTE
A Szegedi Tudoményegyetem matematika alapszakdnak el6tanulményi haléja

nyilvanosan nem elérhetd, ezért kimaradt korabbi elemzésiinkbdl, &m néhany ada-
tot sikeriilt talalni a strukturajarol. A kovetkezd osvények koziil lehet valasztani:

-+

— alkalmazott matematikus specializacio,
— gazdasagi specializacio,

— informatikai specializacio,

— matematikus specializacio,

— specializacié nélkiili.
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Az egyes tantérgycsoportokhoz rendelt kreditszémokat a kovetkezd tablazat
mutatja. Szegeden egyik tantdrgycsoporthoz sincs pontos kreditszdm meghaté-
rozva, ezek az értékek minimum elvégzendd krediteket jelolnek. Ebbol adéddan
viszonylag nagy szabadsagot kapnak a hallgatok a kurzusvalasztdst illetoen, hiszen
51 kreditet szabadon oszthatnak el a képzés alatt.

Kredit (min.)

Alapozé ismeretek 19

Szakmai toérzsanyag 24

Tovabbi kotelez6 matematika tantargyak| 39
Kotelezben vélaszthaté tantargyak 30
Egyéb tantargyak 51

Szakmai gyakorlat 3

Szakdolgozat 14

Oszesen 180

A hallgaték a BME és a SZTE képzésén valaszthatnak a legtobbféle speciali-
zécio kozil. Az ELTE képzésén a didkok szabadon donthetnek, hogy a kurzust
milyen szinten szeretnék hallgatni. A legnagyobb szabadsiagot ad6 képzés a BME
képzése, ahol a hallgatéknak a legkevesebb kotelez6 kreditet kell elvégezni, a hi-
anyzo krediteket a kotelezben valaszthato tantdrgyakbol pdtoljak.

Kiilonosen érdekes lenne a matematika alapszakok felépitésének és mintatan-
tervének vizsalata nemzetkozi kitekintésben, de ezen elemzés kimutatna jelen ta-
nulmanyunk keretei koziil.
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C. FUGGELEK: Felvételi statisztikak

A kovetkez6 tablazatokban évenkénti bontasban kozoljiik a hazai matematika
alapszakok felvételi statisztikait 2015-t61 2018-ig.

BME ELTE PTE DE EKE SZTE NYME
FelYett"hal/lgatok’ let/szama 9 6 0 1 0 3 1
onkoltséges képzésen
Felvett hallgatok létszima 51 132 9 26 0 39 4
allami 6sztondijas képzésen|
Felvett héllgatok létszama 53 138 9 97 0 42 5
Osszesen
Felvételi ponthatdr (ANA) 373 340 324 282 285
Atlagos felvételi pontszdm| 426,84  409,4 37722 356,78 365,76 346,2
Minimalis 1étszam 20 15 5 10 5 10 5
Maximalis 1étszam 70 140 20 35 20 45 25

11. tablazat. 2015-ben nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

BME ELTE PTE DE EKE SZTE NYME
Felyett..hal’lgatolf let/szama 0 9 0 9 0 0 0
onkoltséges képzésen
Felvett hallgatck létszdma 45 109 0 11 0 30 0
allami 6sztondijas képzésen|
Felvett hzillgatok 1étszama 45 118 0 13 0 30 0
Osszesen
Felvételi ponthatdr (ANA) 368 351  n. i 289  n. i 294 n. i.
Atlagos felvételi pontszam 428,37 426,88 0 369,54 0 396,83 0
Minimélis létszam 20 15 5 5 5 5 5
Maximalis 1étszam 70 140 20 50 20 70 15

12. tablazat. 2016-ban nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

Megjegyezziik, hogy Szegeden és Egerben levelezé tagozat indult.
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BME ELTE PTE DE EKE SZTE
Fel}/ett“hal,lgatok, let,szama 3 6 0 9 0 1
onkoltséges képzésen
,Felve‘tt" hal}gatf)k let,sza)ma 43 111 0 12 0 2%
allami 6sztondijas képzésen|
Felvett h?llgatok létszama 46 117 0 14 0 o7
Osszesen
Felvételi ponthatdr (ANA) 392 348 n. i 298 n. i 297
Atlagos felvételi pontszam| 445,49 437,95 0 392,71 391,33
Minimaélis 1étszam 20 15 5 10 5 5
Maximalis létszam 70 140 20 50 20 70

13. tablazat. 2017-ben nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

Megjegyezziik, hogy 2017-t61 a BME angol nyelven is elinditja az alapképzést,

de angol nyelvii képzés nem képzi jelen vizsgalodasunk targydt.

Lathatjuk, hogy az ELTE rendelkezik a legnagyobb létszami matematika kép-

zéssel. Vidéken a Szegedi Tudomanyegyetem a legjelent&sebb.

BME ELTE PTE DE EKE SZTE
Fell\./ett“hal’lgatolf let,szama 0 5 0 9 0 0
onkoltséges képzésen
Felvett hallgatok létszama 1 127 5 15 0 15
allami 6sztondijas képzésen
Felvett hrfm.llgatok létszama a1 139 5 17 6 15
Osszesen
Felvételi ponthatdr (ANA) 396 341 282 286 329 282
Atlagos felvételi pontszam| 440,02 440,94 358,00 379,76 ni. 410,33
Minimalis létszam 20 15 4 5 5 5
Maximalis 1étszam 70 140 20 50 20 70

14. téblazat. 2018-ban nappali matematika alapképzésre felvettek adatai.

A 15. abrén azt szemléltetjiik, hogy hogyan oszlanak meg a didkok altal ho-
zott Osszpontszamok az egyes egyetemek kozott. Egy egyetemre felvett hallgatok
létszamat megszoroztuk a hozott atlagponttal, és ennek aranyat néztiik az Gsszes

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



BERGMANN JULIA, MOLONTAY ROLAND,
46 SZABO MIHALY, SZEKRENYES DORA LAURA

felvetthez képest. Formalisan,

N - s

(részesedési ardny), = ;
nep

ahol n az Gsszes felvett hallgaté szama, p az Gsszes hallgaté atlagpontszama, n; az
i egyetemre felvett hallgatdk szama, u; pedig ezen hallgatok atlagpontszama.

Felvételi pontok részesedésének aranya egyetemenként

2015 2016 2017

mBME ®WELTE mSZTE mDE mEKE mPTE mNYME

15. abra. Felvételi pontszamok részesedése.
Ezen részesedési ardny mutatja, hogy a matematika szakra felvett hallgaték
Osszpontszama hogyan oszlik el az egyes egyetemek kozott. Egy sdv novekedése

magyarazhaté az adott egyetemre felvett hallgatok szamanak a névekedésével vagy
a felvett hallgaték atlagpontszaménak emelkedésével.

(Beérkezett: 2018. februdr 26.)
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Bergmann Julia 1992-ben sziiletett Szekszardon. A
2011-ben tett érettségije utan a Budapesti Miszaki
és Gazdasagtudoméanyi Egyetem hallgatéja lett,
ahol 2015-ben alapszakos, majd 2018-ban mes-
terszakos matematikus diplomat szerzett analizis
specializaciéval. 2017-ben tantervi haldk elem-
z6sérol  szO0l6  tudoméanyos didkkori dolgozatdval
I. dijat ért el. Diplomaszerzés utdan az SZTAKI
Mérnoki és  Uszleti Intelligencia Kutatélabora-
tériumaban helyezkedett el adatelemzéként, ahol

adatalapu ipari digitalizacios megoldasok fejlesztésével és folyamatoptimalizalassal
foglalkozik, tovdbba a Fraunhofer Térsasag kiilonbozé intézeteivel egyiitt végez
kutatémunkat.

BERGMANN JULIA

Természettudomanyi Kar

Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetem
H 1111 Budapest, Miiegyetem rkp. 3-9.

Molontay Roland 1991-ben sziiletett Budapesten. A
Viérosmajori Gimndziumban érettségizett, majd a
Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi Egyetemen
folytatta tanulmanyait, ahol 2015-ben kitiinteté-
ses alkalmazott matematikusi diplomét szerzett.
Doktori tanulmanyait a BME Matematika és Sza-
mitdstudomanyi Doktori Iskoldjaban folytatta halo-
zatelméleti témaban Simon Kaéroly témavezetésével.
2016-ban az egyesiilt allamokbeli Brown Egyetemen
volt vendégdoktorandusz. 2012 ota oktat a Mi-
egyetem Sztochasztika Tanszékén, 2019-t6l pedig az
Aquincum Institute of Technologyban is. 20 tudoményos kézlemény szerzdje, nem-
zetkozi konferencidk rendszeres el6addja. 2018-ban a BME Sztochasztika Tanszék
magas szinvonali oktatéi-kutatéi munkdjiért Innovaciés Dijjal tiintette ki, 2019-
ben pedig a hallgatok javaslata alapjan a BME TTK Kari Tandcsa a Kar Kivalo
Oktatéja kitiintetéssel jutalmazta, kiterjedt tehetséggondozé munkajaért a Pro
Progressio Alapitvany Oktatéi TDK Kiilond{jaban részesiilt. Jelenleg az MTA-
BME Szochasztika Kutatécsoport munkatarsa, a HU-MATHS-IN H&lézat tagja,
az Uj Nemzeti Kivalosagi Program 6sztond{jasa.

MOLONTAY ROLAND

Matematika Intézet, Sztochaszika Tanszék
Természettudomanyi Kar

Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
H 1111 Budapest, Miiegyetem rkp. 3-9.
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Szab6 Mihdly 1956-ban sziiletett, a Budapesti
Miszaki Egyetem Vegyészmérnoki Karan diplo-
mézott 1979-ben, majd 1987-ben altaldnos kémiai
technolégia “szaktudomanybdl” miiszaki doktori
cimet szerzett. 1993-1997 kozott a Vegyészmérno-
ki Kar dékani hivatalvezetGje, majd irdnyitasaval
hoztak 1étre 2004-ben az egyetem Kozponti Ta-
nulményi Hivatalat, amit azdéta is vezet. Részt
vett a kreditrendszerti képzést kiszolgald elsd ta-
nulmanyi rendszer kidolgozasdban. 40 éve oktat
a BME Vegyészmérnoki és Biomérnoki Karanak
Kémiai és Kornyezeti Folyamatmérnoki Tanszékén.

SZABO MIHALY

Ko6zponti Tanulmanyi Hivatal

Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetem
H 1111 Budapest, Miiegyetem rkp. 3-9.

Szekrényes Dora 1993-ban sziiletett Budapesten.
2013-ban érettségizett a Premontrei Szent Norbert
Gimndziumban, majd a Budapesti Miszaki és Gaz-
dasagtudomanyi Egyetemen folytatta tanulményait,
ahol 2016-ban matematika alapszakos, 2018-ban pe-
dig alkalmazott matematikus mesterszakos diplomét
szerzett. 2017-ben tantervi halok elemzésérol szolé tu-
domanyos didkkori dolgozataval 1. dijat ért el. 2018
ota az okos varos gyakorlati megvaldsitasait kutatja a
CHAOS Architects gépi tanuldsi algoritmusok fejlesz-
t6jeként.

SZEKRENYES DORA LAURA
Természettudomanyi Kar

Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetem
H 1111 Budapest, Miiegyetem rkp. 3-9.
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ANALYZING THE CURRICULA AND PREREQUISITE NETWORKS
OF HUNGARIAN MATHEMATICS BSC PROGRAMS

JULIA BERGMANN, ROLAND MOLONTAY, MIHALY SZABO, DORA LAURA SZEKENYES

In this paper, we present several methods for analyzing and comparing prerequisite networks
of university programs, we evaluate these methods on the curricula of Mathematics BSc programs
in Hungary. Also, a brief literature review on the analysis of prerequsite networks is given, and
a new data based probabilistic model is presented. Using these methods one can easily answer
various important questions, such as which course is the most crucial, or what effect the topology
of a network has on the expected time of graduation. Furthermore, results of enrollment process
from previous years are summarized regarding Hungarian mathematics BSc programs.
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HALOZATI MODELL EGYUTTES QSQDVALOSZiNﬁSEGEK
MEGHATAROZASARA

BIHARY ZSOLT, NAGY NOEMI, SIMON L. PETER

Bizonyos tipust hitelbiztositdsok (BDS) drazdsdnak hdlézati modellen
alapulé lehetOségét vizsgaljuk. Célunk a BDS veszteségfeliiletének kisza-
mitisa a biztositdsi kosarban szereplé cégek egyedi csédvalészintiségeibdl.
Bemutatunk egy intenzitds alapt, dinamikus, halézati modellt, ami jél hasz-
nélhaté a feladat megoldasdra. Emellett ismertetésre keriil a gyakran alkal-
mazott, statikus Gauss-kopula modell is. Megmutatjuk, hogy a két eljards
egymashoz kalibrdalhaté. A hélézati modell egy kozelité véltozataval nagy-
szamu cég esetén is hatékonyan mérhet6 a rendszerkockazat.

Kulesszavak: hilézati modell, pénziigyi folyamatok, rendszerkockézat, mu-
lasztési cseretigylet, BDS

1. Bevezetés

A pénziigyi piacokon a befektetCk szamara lehetOség van arra, hogy hitelde-
rivativak segitségével kotvénykibocsatd cégek nemfizetési kockazata ellen védjék
magukat. Ezekre a hitelbiztositasokra abban az esetben van sziikség, ha a kdtvény-
kibocsatd cég csédbe menne a futamidé lejarata elétt. Az egyik legegyszeriibb a
mulasztdsi csereiigylet, azaz CDS (credit default swap), ami védelmet nyijt egy
kockazatos kotvény vétele esetén. Ennél bonyolultabb biztositas a basket CDS,
azaz BDS (basket default swap), ami tobb (tipikusan 4-6) kiilonbozé cég &ltal ki-
bocsatott kdtvény esetén nytjt fedezetet. Aszerint rangsoroljuk a BDS-eket, hogy
a kosarban szerepl6 cégek koziil hanyadik cég csddbe menetele utan fizet kartéri-
tést: first-to-default (FTD) esetén az els6 cs6dbe keriilést dllapitjak meg kifizetési
idépontnak, mig az n-th-to-default (NTD) azt jelenti, hogy a hitelbiztositas kiiréja
az n-edik cégbedblés utdn fizet csak. A szintetikus CDO (synthetic collateralized
debt obligation) termékek esetén a biztositott portféliGban tébb tucat cég is sze-
repelhet, és a biztositds a portf6liGveszteség egy szeletére (tranche) vonatkozik. A
BDS és CDO tranche tigyleteket korrelacids hiteltermékeknek is nevezik, mivel ara-
zasukhoz elengedhetetleniil fontos modellezni a cégek jovébeli csédeseményeinek
korrelaciéjat.
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Cikkiinkben BDS iigyletek vizsgédlatdra koncentralunk. Az arbitrdzsmentes
arazas feladata ezeknél a termékeknél tipikusan a kovetkezdt jelenti: A kosar-
ban szereplé cégek egyedi cs6dvaldszintiségeit, illetve csédfolyamatait adottnak
tekintjiik, mivel ezek egyszertien kalibralhatéak a cégek piacon megfigyelheté CDS-
araihoz. Az alkalmazott modell korreldcids paramétereit likvid korrelacios termé-
kekbél, vagy az drazandé BDS miltbeli araibdl becsiiljiik. A modell megadja az
egyiittes csodvaldszintiségeket. Ezek utan kiszamitjuk a BDS ugynevezett vesz-
teségfeliiletét, azaz meghatdrozzuk, hogy t id6 elteltével mekkora valdszintliséggel
lesz pontosan i cég cs6édben. A veszteségfeliiletbol és a BDS tigylet feltételes kifi-
zetéseibll a veszteség jelenértéke szamolhatd, és igy bedarazhatjuk a terméket.

A korrelaciés hiteltermékek modellezése fontos részteriilete a pénziigyi iroda-
lomnak, és a befektetési bankok gyakorlatdban is komoly szerepet jatszik. Tobbféle
modelltipust kiilonboztethetiink meg. A statikus modellek nem prébaljak a cs6-
deseményeket sztochasztikus folyamattal reprezentalni, hanem minden lehetséges
lejaratra kiilon kalibraljak az egyiittes csodvaldszintiségek rendszerét. Ezek kozé
tartozik a Gauss-kopula modell [15], aminek kiilonbozé valtozatai a mai napig a
legelterjedtebbek a pénziigyi gyakorlatban. A kovetkez6 fejezetben réviden ismer-
tetjitk majd a Gauss-kopula modellt, mivel javasolt modelliinket ezzel a standard
modellel fogjuk Gsszehasonlitani.

A dinamikus modellek sztochasztikus folyamatot feltételeznek a cs6desemé-
nyekre. Ezeken beliil a strukturdlis modellek [13] megprébéljék a cégek eszkozér-
tékét korrelalt médon modellezni, csédesemény akkor kovetkezik be, ha az eszkoz-
érték egy kritikus szint ala esik.

Az intenzitds alapt, vagy redukdlt modellek [8, 10, 23] sztochasztikus pontfo-
lyamatként reprezentaljak a csodeseményeket. Ezekben a modellekben az egyiit-
tes viselkedést a cs6desemények intenzitasanak korrelacidja ragadja meg, amit egy
vagy tobb kozos intenzitasfaktor valésit meg. Ennek kozgazdasagi interpretécio-
ja szerint a cégek mindegyike csatolédik kiilonb6zé makrofaktorokhoz, igy piaci
valsagok idején sok egyszerre megy csédbe. Matematikai szempontbdl ezekben a
modellekben a kozos faktorok egy rogzitett értéke mellett a cs6desemények felté-
telesen fiiggetlenek.

A pénziigyi gyakorlat és empirikus tesztek [14] egyardnt azt mutatjik, hogy
a feltételesen fiiggetlen modellek realisztikus paraméterezése mellett a csédkorre-
laciék meglehetosen gyengék. Ezért, és intuitiv okokbdl tobb szerzé tigynevezett
fert6z6 modelleket vezetett be. Ezekben egy cég csédje egyéb cégek csodjét in-
dukélhatja akar kozvetleniil, akar a csédintenzitasok nagymértékli névelésén ke-
resztiil. A fertéz6 modellek lehetnek statikusak [7], illetve dinamikus strukturdlis
alaptak [9]. Egyéb munkék a fertézéseket a cégek hitelértékelés-migraciéjaval [11],
vagy halézati modellekkel [1] ragadtdk meg.

Ebben a munkédban egy egyszerili intenzitas alapt modellt mutatunk be, amely-
ben a cs6dbe men6 cég fertézése egyéb cégek csédintenzitasainak novelésével terjed
a pénziigyi halézaton. A matematikai modell felépitése sordn a fertozés és informéa-
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cidterjedés hélézati modelljeibdl indulunk ki, egy olyan ST (susceptible-infected)
dinamik&ju modellel, amiben spontan fertézddés is van. A jarvanyterjedés halo-
zaton széles irodalommal rendelkezik [3, 6, 19], ezen dsszefoglalé miivekben ismer-
tetik a jarvanyterjedés modellezésének lehetOségeit kiillonbozé dinamikdk mellett.
A pontos modell egy sztochasztikus folyamat, amihez kapcsoléddan felirhatéak az
un. alapegyenletek, amelyek egy linearis differencidlegyenlet-rendszert alkotnak.
Ezek az egyenletek kisebb héldzat esetén explicit médon felirhatéak, ezt az eljarast
a 3. fejezetben tekintjiitk at. A klasszikus Gauss-kopula mdédszerrel szemben meg-
kozelitésiink dinamikus és hélézati modellen alapul. fgy modelliink betekintést
enged az egyes cégek allapotaiba barmely idépillanatban, emellett megvizsgalhat-
juk a rendszer viselkedését a halézat felépitésének fiiggvényében. A 4. fejezetben
kidolgozunk egy kozelité eljarast, amelynek segitségével hatékonyan és gyorsan
elemezhetd sok résztvevis rendszerek viselkedése is. Ennél a moédszernél az egyes
csucsok dllapotanak valészintiségeire irunk fel kozelit6é differencidlegyenleteket le-
zaras segitségével. Alkalmazasképpen kiszamitjuk és Osszehasonlitjuk kiilonbozo
pénziigyi halézatok rendszerkockédzatat.

2. A probléma felvazolasa és a Gauss-kopula modell bemutatasa

Legyen adva N darab kotvénykibocsato cég, és tegyiik fel, hogy ismerjiik va-
lamely T id6pontban az egyes cégek csédbe jutasi valdszinliségeit, jeloljiik ezeket
Dg-val, ¢ = 1,..., N, illetve adott még a cégek kozotti kapcsolat erdssége is. A
kérdés, hogy hogyan lehet ez alapjan kiszamitani az egyiittes cs6desélyeket, az-
az a D(i) értékeket, amely mennyiségek azt adjidk meg, hogy mi a valdsziniisége,
hogy pontosan i darab cég van cs6dben a T idépontban, ¢ = 0,..., N. Ezen D(i)
értékek alapjan torténik a BDS-ek bedrazésa, de ennek az eljarasnak az ismer-
tetése nem képezi a cikk targydt, szdmunkra csak a D(i) értékek meghatdrozdsa
a cél. Elészor a pénziigyi életben hasznalt Gauss-kopula modellt fogjuk réviden
bemutatni, majd Osszevetjiik az eredményeit az altalunk kinalt modellel, és meg-
vizsgaljuk, hogy a két eljarast egymdshoz lehet-e kalibralni a kiilonb6z6 bemeneti
paraméterek megfeleld beallitasaval.

Reprezentélja V,(T') standard normalis eloszlast valészintiségi véltozé a g-adik
cég (normalizdlt) eszkozértékét a T idSpontban, és legyen B, (T) egy determinisz-
tikus korlat, ¢ = 1,..., N, T € R{. Ha az eszkozérték a B,(T) korldt ald esik,
akkor a cég csédbe megy, azaz p,(T'), a g-adik cég csédjének a valdszinlisége T-ben:

pq(T) = P(Vq(T) < Bq(T)) = ¢(Bq(T))a

ahol ¢ a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.
Az eszkozértékek kozotti kapesolat a kovetkezoképpen van megadva, rogzitett
p € 10, 1] korrelacié paraméter mellett:

Ve =VpZ ++/1—pYy, q=1,...,N,
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ahol Z és Y,, ¢ = 1,..., N fiiggetlen standard normélis eloszldst valdsziniiségi
valtozok. (Az eszkozértékek kozotti kapesolat idében nem valtozik.) Ezek alapjin
Vg ~ N(0,1), és kénnyen lathatd, hogy barmely két cég kozotti korreldcié p, tehét
a p értéke adja meg a cégek egymasra hatdsanak erésségét, ami ebben a modellben
minden cég kozott ugyanakkora, tehat a kapcsolati halé homogén.

Adottak valamely T id6pontban az egyes cégek csédjének valészintiiségei, azaz
apg = pg(T) értékek, g =1,..., N, illetve a p € [0,1] korreldcié. A By(T) korlatok
a T idépontban kénnyen visszaszdmolhatdk a bemeneti adatok alapjan: B, (T') :=
¢~ 1(py). Rogzitsiink le egy konkrét z € R értéket, és vizsgaljuk Z = z esetén
a kiilonboz6 feltételes valészintiségeket, ugyanis ebben az esetben a V, valtozék
fiiggetlenek. Ekkor V, = \/pz + /1 — pYy, vagyis V; ~ N(\/pz,/1—p) és

Po(T|Z = 2) = P(Vy(T) < By(T)|Z = z) = ¢<W>’

ahol p,(T'|Z = z) jeloli a g-adik cég csédjének a valdszinliségét t-ben, feltéve, hogy
Z = z. Ezen értékek fiiggvényében kiszamithatok a D(i|Z = z) mennyiségek, azaz
annak a valésziniisége, hogy pontosan i darab cég van csédben T-ben, feltéve, hogy
a Z valdszinliségi valtozo értéke a rogzitett z szam. Itt fogjuk kihaszndlni, hogy mi-
vel a V, véltozdk fliggetlenek, igy a kiilonboz6 cégek csédben levésének eseményei
fliggetlenek, tehat szorzatként felirhatéak. Példaul annak az esélye a Z = z feltétel
mellett, hogy 0 darab cég van csédben: D(0|Z = z) = II)L, (1 — p(T|Z = =2)),
illetve a tobbi D(i|Z = z) feltételes valdsziniiség is hasonléan szamolhatd.

Ezek utan hasznaljuk a teljes valdsziniiség tételét folytonos esetben, igy meg-
kapjuk a keresett D(i) értékeket, azaz hogy mi a valdszin{isége annak, hogy pon-
tosan ¢ cég van cs6dben a T idépontban:

—+oo
D(i) = D(i|Z = z)p(2)dz, i=0,...

— 00

N

) )

ahol ¢ a standard normalis eloszlas strliségfiiggvénye. Erdekes észrevétel, hogy
habar a kimeneti adatokat is abban az idépontban kapjuk meg, mint amiben a
bemeneti adatokat adtuk meg, a mddszer soran nem kellett ismerni a 7" idépontot.
Ilyen értelemben a Gauss-kopula mddszer statikusnak tekintheto.

3. A halézati megkozelitésen alapulé modell

Most nézziik meg, hogyan lehet ezt a problémat elhelyezni a hélézati modellek
vilagdban. Egy természetesen adddd intenzitds alapt halézati modellt ajanlunk
a cégek egyiittes cs6dvaldsziniiségeinek leirasara. Ez a modell alkalmas a Gauss-
kopula modellel valé 6sszevetésre, illetve a rendszerkockéazat vizsgédlatara, azonban
csak kis N-re alkalmazhaté a nagy szamitasi igény miatt. A 4.1. részben egy
masik mdédszert kindlunk, ami nagy csicsszamu halézatra is alkalmazhato.
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3.1. A halézati modell leirdsa

Egy silyozott graffal fogjuk szemléltetni a cégek kozotti kapcsolati halot. A
graf csucsait tekintjiik a cégeknek, mig az egyes csicsok kozotti éleken 1évo suly
jelzi az adott cégek kozotti kapcsolat erGsségét. Legyen N a csicsok szama és
barmely cstcs két lehetséges allapotban lehet: S — mikods, I — cs6dbe ment,
azaz jarvanyterjedési folyamatként tekintiink a cégek csédbe jutasara. igy egy
2N gllapotterti X(t),t € RY Markov-lanchoz jutunk, ahol X(t) egy olyan vals-
szinliségi valtozd, mely minden rogzitett ¢ € Rar idépontban megadja, hogy a
folyamat melyik dllapotban van. Az allapotteret jeloljitk S-sel, és vezessiik be az
S* jelolést a k darab csédot tartalmazé allapotok részhalmazara, igy S* elemei:
{8, 85,...,8k }, ahol dj, = (¥), k=0,...,N. Az S* halmaz i-edik eleme esetén
az SF allapotban az l-edik cstics allapotét SF(1) jeloli.

Feltessziik, hogy kezdetben minden cég miikodik, és a csddbe menés végleges
allapotvaltozas, azaz barmely csics esetén csak S — I atmenet torténhet, tehat
ST tipusi dinamikéaval dolgozunk. Barmely cég csodbe jutasat két tényezo be-
folyasolja: egyrészt minden céghez tartozik egy A\, € Ry, ¢ = 1,..., N spontén
csOdbe menési rata, ami a cégek sériilékenységét méri, masrészt a mar csédbe ju-
tott cégek hatnak a még miikodé szomszédaikra a graf G = ((wpq)) € RVN
adjacencia métrixdban tarolt nemnegativ ratakkal, tehat wy, , jelentse a p-edik cég
hataserésségét a g-adik cégre, ezt a hatdserdsséget élsulynak is nevezziik a tovab-
biakban. Az S — I atmenetet egy exponencidlis eloszlasi valdszinliségi valtozo
irja le, aminek a paramétere

ri() == N1+ > Wp,1); (1)

{pe{1,....N}|SF(p)=1}

feltéve, hogy SF(I) = S, azaz az l-edik cég még nincs csédben. Tehdt ezzel a
rétéval keriil az l-edik cég csédbe az SF allapotban.

A halozat és a dinamika leirdsa utdn felirjuk a folyamatot pontosan modellezé
2N dimenziés alapegyenlet-rendszert, a feliras részletei a [20] cikkben megtaldlha-
téak. Ehhez vezessiik be minden S¥ € S*, i = 1,...,dy, k = 0,..., N esetén a

Hg,. a2 ,SE miltja” halmazt: H, = {h e{l,....de} | Nl e{1,... N}

Sk(ly) = 1,851 (1y) = 8,85 (m) = SEL(m),Ym # ly,m = 1,.. N} és a HE,

az I joviie” halmazt: H, = {j e{l,....dea} |3l €{1,... N}:Sk1,) =
S, Sf“(lj) =1,8Fm) = Sf“(m),Vm #lim=1,.. .,N}. Tehét az SF miiltja

halmaz tartalmazza az Gsszes olyan S*~! halmazbeli dllapot indexét, melyek pon-
tosan egy cstics allapotaban térnek el az SF dllapottdl, hiszen csak ilyen llapotok
kozott kovetkezhet be kozvetlen dllapotvéltozds. Az SF jovéje halmaz jelentése is
értelemszeriien adodik az elébbi alapjan.
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Jelolje g (t) annak a val6szintliségét, hogy a ¢ id6pontban a Markov-folyamat
az SF &llapotban van. Ekkor az alapegyenlet-rendszer alakja:

dse(t)= Y Mg () = (Y ril)zs(t), (2)
hEH;f JEH],

i=1,...,dy, k=0,...,N.
Az egyenletrendszerre a kompaktabb &(t) = Px(t) alakban is hivatkozhatunk.
Az alapegyenletek felirdsat egy 3 csticsu grafon szemléltetjiik.

3.1. Példa. Legyen N = 3. A = ((wp,q)) € R3*3 a graf adjacencia méatrixa és
a Mg, ¢ = 1,2,3 értékek a spontan csédbe keriilés ratdi. Ekkor az alapegyenletek:

Zsss(t) = — (A1 + A2 + A3)zsss(t)

zrss(t) =Mzsss(t) — (A2(1 +wi2) + As(1 +wi 3))xrss(t),

Zsrs(t) =Xexsss(t) — (AM(1+wa1) + As(1+wa3))rsrs(t),
1( )

t

(
(
(
(
(t
(
(
(

TssI

)2

ML+ wo1)zsrs(t) + Aa(l + wi2)rrss(t) — As(1 + wi g +waz)zrrs(t),
M +ws1)zssi(t) + As(1 4+ wi3)zrss(t) — A2 (1 + wi 2 +ws2)zrsi(t),
Ao(1+ws2)rssr(t) + As(1 +waz)rsrs(t) — Ai(l +wa1 +ws1)rsrr(t),
=A3(1+wi 3 +was)rrrs(t) + Aol 4+ wi 2 +ws2)wrsr(t)+

+ M (1 +we 1 +wsi)rsrr(t).

ZIrs

Trsr(t

) )

) )
Aszsss(t) — (M (1 4+wsa) + Aa(l+ws2))zssi(t),

( ) —

( ) —

(

) =
)
)
)
)
)
tsrr(t)
@rrr(t)

A rendszer masodik egyenlete példaul azt rogziti, hogy az (ISS) allapotba
az (5S5S) allapotbdl juthatunk el spontan csddbemenéssel \; ratdval, emellett az
(ISS) éllapotbdl kimehetiink Ag(1 + wq 2) ratdval az (I1S) allapotba dgy, hogy
vagy a masodik cég spontan csddbe megy, vagy az els6 cég csédbe viszi a masodi-
kat, illetve az (IS5S) dllapotbdl dtmehetiink az (I.ST) allapotba dgy, hogy vagy a

harmadik cég spontan cs6dbe megy, vagy az elsé cég csédbe juttatja a harmadikat
)\3(1 + wl,g) rataval.

3.2. Eljaras a cs6dvaldsziniliségek meghatarozasara a halézati modell
segitségével

Most megmutatjuk, hogy ez a halézati modell hogyan hasznélhaté a fent is-
mertetett drazasi probléma kezelésére, azaz hogyan lehet eljutni az egyes cégek
cs0dbe menési valészintiségeinek ismeretébol az egylittes bedodlési valoszintiségek-
hez. A Gauss-kopula modellben a cégek kozotti korreldcidt a p paraméter adja
meg, mig a hélézati modellnél a kapcsolat erGsségét a G szomszédsagi matrix irja
le, jelen esetben wy ) := w, valamely rogzitett w esetén, p,q = 1,..., N, igy meg-
tartva a homogén kapcsolati hdlét. Tehat adott a cégek kozotti kapesolat erGssége
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w paraméterrel, illetve adottak a T id6pontban az egyes cégek csédbe jutasi valo-
szinliségei, azaz a pg értékek, ¢ =1,..., N. Ujdonség, hogy ennél a moédszernél a
T idSpontot is pontosan meg kell adni, ellentétben a Gauss-kopula modellel.
Tekintsiink a (2) alapegyenlet-rendszert. A p,(t) valésziniiségek és az egyenlet-
rendszer véltozéi kozott felirhaté egy egyszerti dsszefiiggés minden t € Ry esetén:

N

Pat) =Y > zsr(t), ¢=1,...,N. (3)

k=1 {ie{1,....di }|SF (@)=}

Ezek a képletek azt fejezik ki, hogy a ¢-adik cég pontosan akkor van csédben,
ha a folyamat egy olyan allapotban van, ahol a g-adik cég csédben van, igy ezek
diszjunkt uniéja kiadja a vizsgalt eseményt, azaz a valdszinliségeik 6sszege megadja
a pg értéket.

Fontos 14tni, hogy a hélézati modellhez sziikséges A\, spontdn beddlési ratak
nincsenek megadva, igy el6szor szeretnénk megkapni Oket az eddigi informécidk
alapjan. Ehhez bevezetjiik a kovetkezd § fliggvényt:

A1 pi(T) = p1
: - : ;
AN pn(T) — PN
ahol py(T') jeldli a (3) Gsszeftiggéssel megadott fuggvényeket a T idépontban. ElS-
sz6r megoldjuk numerikusan a (2) egyenletrendszert tetszéleges (A1,..., An) vek-
tor és a kezdetben megadott w bemeneti paraméter mellett, az 2(0) = (1,0,...,0)

kezdeti feltétellel, azaz a 0 idopontban minden cég miikodik még. Ezek utan ki-
szamitjuk az egyenletrendszer megolddsainak felhaszndldsdval a (3)-ban megadott
pq valészinliségeket a 1" idépontban. Azt keressiik, hogy mely A, értékek mellett
vesz fel az § fiiggvény nulldt. A numerikus tapasztalatok azt mutatjak, hogy ezen
Aq értékek egyértelmiien meghatdrozhatdak, azaz a modelliink jol kalibrdlhato.
Tehat visszakerestiik azokat a g, ¢ = 1,..., N értékeket, melyek esetén a T
idépontban az egyes cégek beddlési valdszinliségei megegyeznek az elbre elvart p,
értékekkel, g = 1,..., N. Miutdn megvannak a megfelel6 spontan beddlési ratak
értékei, numerikusan megoldhaté a (2) alapegyenlet-rendszer és kiszamithatéak a
megoldasfiiggvények segitségével az egyiittes bedOlések valdszintliségei:

d;j
Dilt) =Y (1),

ahol D;(t) jeloli annak a valdszin{iségét, hogy ¢ darab cég van csédben a t idépont-
ban.

Az eljards bemutatdsa utan szeretnénk a Gauss-kopula és a hélézatos modell
eredményeit 6sszevetni azonos bemeneti paraméterek esetén, azonban ez nehézség-
be {itkozik, mert a cégek kozotti kapcsolatokért felelés mennyiségek, a p és az w
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viszonya nem ismert. Azonban ezen bemeneti paraméterek megfelelé valasztdsa-
val a két eljards egymdashoz kalibrélhatd, azaz a hélézatos modellel kapott D;(T")
értékek jol illeszkednek a Gauss-kopula modell D(i) értékeire, amit az 1. dbrdn
szemléltetiink. Itt az ldthatd, hogy el6re megadott p, valdszintiségek esetén a p
paraméterhez megvdlaszthaté egy olyan w érték, mely esetén a D(i) és a D;(T)
valdszintiségek megfeleléen kozel vannak egyméshoz. Ez azt mutatja, hogy ez az
4j mddszer is jol hasznédlhaté a feladat kezelésére. A mi modelliink f6 elénye, hogy
dinamikus, azaz megadja a folyamat osszes allapotanak valdszinliségét minden
idépillanatban, szemben a Gauss-kopula modellel, ami csak az egyiittes csédva-
l6szintiségeket hatarozza meg, és csak a vizsgdlt T idopontban. Modelliink igy
lehet6séget teremt a folyamat mélyrehatobb vizsgalatara, illetve heterogén kap-
csolati haloval ellatott haléozat elemzését is lehetové teszi.

0.7, T

1. dbra. A két mddszerrel kapott D(i) és D;(T) értékek, i = 0, ..., 5, dsszehason-
litdsa (zold gorbe: Gauss-kopula modell, kék gorbe: hélézati modell). Bemeneti
adatok: (p1, Pa, P, Pas P5) = 0.1014 - (1,1,1,1,1), w = 0.35, p= 0.2 T = 1.

4. A rendszerkockazat mérése a halézati modell segitségével

A tovabbiakban egy 1j problémaval foglalkozunk, kihasznalva a hal6zati mo-
dell nytjtotta elénysket. Az eldbbi modell eredményeként kapott D;(t) fiiggvények
segitségével a pénziigyi élet egy fontos kérdésére is valaszt taldlhatunk: hogyan val-
tozik a rendszerkockézat az id6 fiiggvényében kiilonb6zé kapcsolati halok esetén.
Itt megjegyezziik, hogy a rendszerkockazatnak nagyon sokféle értelmezése lehetsé-
ges, amelyek szdmos szakirodalomban megtaldlhatéak [18, 5, 4, 21, 16]. Ebben a
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munkaban a rendszerkockazat alatt a cs6dok szamanak varhatd értékét értjitk az
id6 fiiggvényében, és a kovetkezd formulaval definialjuk:

N
K(t) =" iD;(t).
i=1

Sajnos, az ajanlott 1j eljards — és igy a rendszerkockdzat meghatarozasa — csak
kis N esetén miikodik, ugyanis beleiitkéziink a szokasos gondba, hogy a 2%V mére-

s 2 e e

masik eljarast kinalunk a rendszerkockdzat mérésére, mely nagy N-re is alkalmaz-
haté.

4.1. A csucsok szintjén felirt egyenletek

A (2) alapegyenlet-rendszer egyenletei alapjin szeretnénk felirni egy kisebb
dimenziés kozelité differencidlegyenlet-rendszert, az uin. csdcsok szintjén felirt
egyenleteket [22, 19]. A redukélt rendszer segitségével kiszamoljuk a rendszerkoc-
kazatot, illetve azt tanulmanyozzuk, hogy hogyan befolyasolja a graf struktiraja
a rendszerkockazat alakulasat kiilonb6z6, nagy méretii halézatok esetén.

4.1.1. A modell formalizalasa
Vezessiink be néhany 1j jelolést. Legyen (I,)(¢) annak a valészintisége, hogy a
g-adik cég cs6dben van a t idopontban. Tehét
N
)W) =" > as(t), q=1,...,N,

k=14€Gk(I)

ahol GE(I) := {i € {1,...,dy} | SF(q) = I'}. Emellett hasznalni fogjuk a kivetkezd
jeloléseket is:

N-1
(S =" > welt), g=1,...,N,
k=0 icGk(S)
N-1
(Sqlr)(t) == xgr(t), g=1,...,N,r=1,...,N,
k=1 ieGk (S.I)

a GF(S) == {i € {1,...,dx} | SF(q) = S}, GE.(S,1) = {i € {1,...,ds} |
Sk(q) = S,8F(r) = I} jelolések mellett. Tehat (S,) jelsli azon allapotok va-
16szintiségének Osszességét, melyekben a g-adik csics miikods cég, illetve (S, I;)
annak a valdszinliségét, hogy a g¢-adik csucs miikodik, az r-edik csédben van a
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t idépontban. A (2) alapegyenlet-rendszerbdl kiindulva szeretnénk (I,)-ra felirni
egy differencidlegyenlet-rendszert.

A (2) egyenletek teljesiilése esetén az (I;) fiiggvényekre fennallnak az aldbbi
differencidlegyenletek:

N
(L) () = A SO+ Y Agwpg(Sap) (), a=1,...,N. (4)

p=1,p#q

A bizonyitast hosszadalmas technikai részletei miatt itt nem kozoljitk, az &llitast
egy késébbi dolgozatban igazoljuk.

Megjegyezziik, hogy ha a kapcsolati halé homogén, és a spontan csédbe jutasi
raték is azonosak, azaz wp ¢ = w, Ay = A, p,g = 1,..., N, valamely w és A mellett,
akkor a (4) rendszerbdl levezethetd egy pontos atlagoldson alapulé egyenlet az
atlagos cs6édszamra:

(I)(t) = MS)(t) + (N — 1)Aw(ST)(1),

amennyiben a dinamika ST tipusi és az (1) fiiggvénycsaladdal adjuk meg az &t-
meneti ratakat.

A (4) egyenletrendszer alapjin megadunk egy kozelité differencidlegyenlet-
rendszert is, melynek megoldasai az (I,;) valészinliségeket kozelitik.

4.1. ALLiTAS. Felhaszndlva az (S,) = 1 — (I,) dsszefiiggést és az (S,I,) ~
(Sq) - (Ir) kozelitést az egyenletek lezdrdsara, a (4) egyenlet egy kozelitését kapjuk.
A kozelits egyenletek a kovetkez6 alakuak:

N
i1 = M=z, (1+ Y wperp®), a=1. N, ()

p=1,p#q

ahol az x, fiiggvények jelolik a kizelité egyenlet megoldésait.

Bizonyitds. Mivel (I) &~ x4, (Sq) = 1—xq, és (SyIp) = (Sq) - (L) = (1 —xz4)zp,
ezért a kozelito differencidlegyenlet-rendszer:

N
Tq(t) = Ag(1 —z4(t)) + Z Aqwp,q(1 = 24(t))zp(2).

p=1,p#q
O

Az (5) differencidlegyenlet-rendszer megoldédsa utan a rendszerkockézatot konnye-
dén szamolhatjuk a

N
K(t) = a,(t)
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képlet segitségével, hiszen x, kozelitéleg meghatdrozza a g-adik cstcs csédjének a
valészintiségét. Az (5) modell elénye, hogy tetszélegesen nagy N esetén is gyorsan
megoldhaté numerikusan.

rendszerkockazat

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 14 1.6 1.8 2

1
ido

2. dbra. Rendszerkockdzat az id§ fiiggvényében teljes (kék) és csillag (z6ld) grafon
a (2) alapegyenletekkel (folytonos) és az (5) modellel (szaggatott gorbe), N = 5,
Ag=1,w=2.

A 2. brén osszevetjiik az (2) és a (5) modellek eredményeit egyforma, spon-
tan cs6dbe menési ratak mellett kiillonb6zo graftipusokon: teljes és csillag grafon
rogzitett 6sszélsily mellett, tehdt ha Z;V:l 25:1 wp,q adott. Lathatd, hogy a rend-
szerkockdzati gorbék kvalitative nagyon hasonléak, {igy az (5) modell alkalmas a
(2) rendszer helyettesitésére nagy N esetén. Megjegyezziik, hogy az (5) rendszer
ugyanolyan eredményt ad kor- és teljes graf esetén, mig a (2) modellel kiilonbo-
70 rendszerkockédzati gorbéket kapunk. Ennek magyarazata kés6bb taldlhaté. A
kovetkez6 részben az (5) kozelitd rendszer viselkedését vizsgédljuk meg kiilonboz6

strukturaju grafok esetén.
4.1.2. A modell vizsgdlata

Ebben a részben egyrészt explicit képletet adunk a rendszerkockazat kiszami-
tasdra az (5) rendszer alapjan néhiny egyszerii esetben, mdasrészt arra keressiik
a valaszt, hogy csokkenthet6-e a rendszerkockazat a graf struktirajanak megfe-
lel6 megvalasztasaval, illetve specidlis strukturdju grafok esetén hogyan alakul a
varhatoan csédben 1év6 cégek szama az id6 fiiggvényében. Ilyen és ehhez hasonlo
kérdésekkel gyakorta lehet taldlkozni az irodalomban, példaul azzal a felvetéssel
is, hogy a haldzat 0sszekapcsoltsaga noveli, vagy csokkenti-e a rendszerkockazatot
[17]. A tapasztalat azt mutatja, hogy attdl fiiggéen, hogy a rendszerkockézatot
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hogyan definidljak és milyen modellekkel dolgoznak, kiilonb6z6 valaszokat lehet
kapni ezekre a kérdésekre [2, 4].

A ko6zelit6 egyenletrendszer analizise egyszerii esetekben FEldszor néhany
egyszeri megallapitast tesziink, ugyanis ha a cégek sériilékenysége azonos, akkor
az (5) differencidlegyenlet-rendszer leegyszeriisodik, igy megoldhat6 elemi mod-
szerek segitségével. Két lemmaédt fogalmazunk meg — melyeket egyszerliségiikbél
adododan bizonyitas nélkiil kozliink — az els6t homogén, mig a masodikat heterogén
kapcsolati halé esetén.

4.1. LEMMA. Ha Ay =\, wp g =w, p,q=1,..., N, valamely \ és w mellett, és
a kezdeti feltétel a szokdsos, azaz x4(0) =0, ¢ = 1,..., N, akkor az dsszes cég hely-
zete ugyanugy fog alakulni, azaz ilyenkor x4(t) = x(t) teljesiilni fog valamely x(t)
fiiggvény esetén. Felhasznélva a feltételeket, az (5) differenciglegyenlet-rendszerbél
egy szétvalaszthato valtozoju differencialegyenlethez jutunk:

(t) = A1 — x(t))(l F(N— 1)w:c(t)>.
Melynek megoldédsa az x(0) = 0 kezdeti feltétel mellett:

z(t) =1 1,aho]oz=1—|—(N—1)w.

et)\a +a—

Ekkor a rendszerkockézat képlete: K(t) = Nz(t) = N - (1 — eﬂ++a_1)

42. LEMMA. Ha Ay = A\, ¢ = 1,..., N, valamely X mellett, és a kezdeti fel-
tétel £4(0) =0, ¢ = 1,..., N, akkor az (5) rendszerbdl a kovetkez6 N valtozos
differencialegyenlet-rendszerhez jutunk:

xq(t):x(qu(t))(u 3 w,,,qx,,(t)), g=1,...,N. (6)

p=1,p#q

Haa ZZ=1 g W, érték, azaz az egy csucsba befuté sulyok dsszege fiiggetlen g-
tol, tehdt >, ., Wp,q = B, minden ¢ =1,..., N esetén, akkor x,(t) = y(t), ¢ =
1,..., N teljesiilni fog a (6) rendszer megolddsaira valamely olyan y(t) fiiggvény
esetén, melyre

g(t) = A1 = y(®) (1 + By(1)),

vagyis minden z,(t) fiiggvényre ugyanazt a megolddst kapjuk: y(t) =1
Ezek alapjan a rendszerkockazat is kiszamithato:

___14+B
eAIFB) 1B *

K(t) = Ny(®) = N - (1~ %)' "

Ezzel magyarazhato, hogy ha az 6sszélstlyt lerdgzitjiik, akkor példaul kérgrafon
és teljes grafon ugyanazt az eredményt kapjuk, ha az id6 fiiggvényében dbrazoljuk
a rendszerkockdzatot az (5) rendszer alapjén.
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Specialis struktiraji grafok esete Ebben a részben a rendszerkockézati gor-
be valtozasat kovetjiikk nyomon a grafstruktira fiiggvényében. Nyilvan, ahogy az
éleken talalhaté osszsulyt noveljiik, azaz egyre szorosabb kapcsolatot tesziink fel
a cégek kozott, igy a rendszerkockéazat egyre jobban novekszik, tehat adott idé
alatt varhatéan egyre tobb cég keriil csédbe. Ugyanez mondhaté el a cégek sérii-
lékenységének novelése esetén. Ezért allando 6sszsuly és rogzitett spontan csédbe
menési ratak mellett fogjuk tekinteni a kiilonboz6 graftipusokon a rendszerkockéa-
zat idébeli lefolyasat. A kérdés az, hogy hogyan érdemes bedllitani a kapcsolati
h&lét, hogy minél kisebb legyen a varhatéan csédben 1év6 cégek szdama. A folya-
matot specidlis strukturaju irdnyitatlan grafokon, azaz teljes, kor- és csillag gréfon,
emellett véletlen grafokon: regularis, bimodélis véletlen grafon, illetve Barabdasi—
Albert-gréfon [12] is vizsgdljuk. Az 6sszélsily legyen: Z;V:l Zflvzl Wp.q = 2wN, és

A¢ =1,g=1,..., N, agrafok struktirajanak megfeleléen elosztva az egyes éleken,
példaként teljes graf esetén egy élen N%J“\’,N 0= 2“ 7 stly lesz (mindkét irdnyban),

mig korgraf esetén 22“’1\1[\7 = w, és csillag graf eseten 2(2 = ‘”N . A tovébbiakban

a vizsgalatok soran mindig 0 kezdeti cs6dbdl inditjuk a folyamatot.

A numerikus eredményekbdl azt latjuk, hogy az id6 fliggvényében abréazolt
rendszerkockdzati gérbe nagyon hasonld a vizsgalt grafokon. A homogén silyozs-
st esetekben, vagyis a teljes és a regularis véletlen grafon a rendszerkockazat eloall
a (7) képlet alapjan, ahol B = 2w, hiszen ezekben az esetekben az egy csticsbdl
kiindulé élsilyok Gsszege allandé. S6t, még a korgraf rendszerkockazata is egybe-
esik az elébbiekével, mivel itt is az egy csucsba befutd silyok Gsszege fliggetlen a
csucstol, és ez az érték megegyezik mindharom graf esetén. Ezen gérbéhez képest
elemezziik a tobbi grafhoz tartozé rendszerkockazati gorbe helyzetét. A folyamat
kezdeti szakaszéban a heterogén sulyozdsi grafok a (7) gorbe felett vannak, mi-
nél heterogénebb (csillag, majd Barabési-Albert, végiil a bimodalis graf), anndl
inkdbb felette, majd az id§ elérehaladtdval a (7) gorbe ald mennek (ugyanilyen
sorrendben).

A rendszerkockazati gorbék hasonlésiaga arra enged kovetkeztetni, hogy irdnyi-
tatlan grafok esetén, ha az Osszsuly fix, akkor a kapcsolati halé specidlis beallita-
saval se lehet a rendszerkockazatot latvanyosan lecsokkenteni. Fz motivélja, hogy
megvizsgaljuk ugyanezt a kérdést irdnyitott, specidlis struktiraju grafok esetén
is. Csak néhany jol atlathaté esettel foglalkoztunk: korgraf esetén azt vizsgdltuk,
amikor a cégek kozott korbeiranyitva mennek az élek, azaz van benne pontosan
egy iranyitott kor. Csillag grafnal két esetet néztiink meg: az egyik esetben a
grafon minden él egy kozponti cstcs felé van befelé irdnyitva (a tovdbbiakban be-
csillag grafként hivatkozunk rd), a mésik esetben pedig kifelé irdnyitjuk az éleket
a kozponti csicstdl (a tovabbiakban ki-csillag grafként emlitjiik). Természetesen
itt is feltettiik, hogy az Osszélsily dllando, és a sériilékenységi ratakat megint rog-
zitettiik.

A 3. &dbrdn az lathatd, hogy az irdnyitott korgrafon kapott megoldds a (7)
gorbét adja B = 2w mellett, hiszen itt is az egy cstcsba befuté sulyok osszege
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rendszerkockazat

1
id6

3. dbra. Rendszerkockdzat az id§ fiiggvényében a (7) egyenletbdl kapott esetben

piros gorbe), csillag grafon (z6ld), irdnyitott kor- (szaggatott fekete), ki-csillag
(szaggatott cidn) és be-csillag (szaggatott lila) grafon, N = 100, A, = 1, ¢ =
1. N, w=2

csucsfiiggetlen. Az aszimmetria csokkenti a rendszerkockézatot a csillag graf ese-
tében: ha a koézépponti csiucs csOdje van csak hatdssal a tobbi csics cs6djére, az
maér érzékelhet6 csokkenést okoz (ki-csillag), ugyanis csak a kozépponti csics cséd-
je esetén kezd el jelentGsen Gsszeomlani a rendszer, de ennek a csicsnak a cs6djét
csak a sajat spontan csédbe jutési ratdja befolydsolja. Ha csak a kozépponti cég
csOdjére van hatdssal a tobbi periférian talalhaté cég, akkor lényegében a kiilsé
N — 1 cég teljesen filiggetlen egymastol, csodjiiket mas cégek Gsszeomldsa nem
befolyésolja, igy ez a grafstruktira csokkenti a legjobban a rendszerkockdzatot
(be-csillag).

Az utolsé vizsgalt esetben mar nem csak a cégek egymashoz vald viszonya lehet
kiilonb6z6, hanem a kiilonbozé cégek sériilékenységi rataja is. Tehat ha egy cég
spontan csodbe menési rataja kicsi, az azt jelenti, hogy a cég erds, nehezen keriil
cs6dbe, mig nagy A, értékkel szerepelnek a gyenge cégek.

Itt is néhany szélsGséges esetet hasonlitottunk Gssze: iranyitatlan teljes, csillag,
illetve irdnyitott kor-, ki-csillag és be-csillag grafon. A cégek kozotti er6viszony: az
els6 cég spontan csédbe menési rataja fele akkora, mint a tobbi cégnek, tehdt az elsé
cég a legerésebb. Ki- és be-csillag graf esetén az eros cég elhelyezkedése is fontos: ez
a cég van kozépen. Az Osszevetésbe néhany irdnyitatlan grafot is belevettiink azért,
hogy pontosabb kép alakuljon ki az irdnyitott grafok esetérdl. A 4. dbran lathatd
hogy a teljes, illetve az irdnyitott korgraf majdnem ugyanigy szerepel, és 6k a
legrosszabbak rendszerkockazat szempontjabdl. A ki-csillag graf esetén a kozponti
er0s cég cs6dje van hatdssal a periférian 1évé gyengébb cégekre, ez tovabb csokkenti
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.
A Y
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4. dbra. Rendszerkockdzat az id6 fiiggvényében teljes (kék), csillag (z6ld), irdnyi-
tott kor- (szaggatott fekete), be-csillag (szaggatott magenta) és ki-csillag (szagga-
tott cidn) grafon, N =20, \y = 0.5, \;=1,¢#1,¢=1,...,N,w=2.

a rendszerkockazatot az el6z6 esetbeli ki-csillag rendszerkockazatahoz képest, mert
az erés cég miikodése még stabilabb, mint egyforma A, értékek esetén. Ezzel
szemben a be-csillag grafon a kézponti erds cégre vannak hatassal a gyenge cégek,
amelyek gyorsabban csédbe keriilnek, igy ez noveli kicsit a rendszerkockazatot az
el6z6 esetbeli be-csillag grafon mérthez képest, tehét a ki-csillag és be-csillag grafok
rendszerkockazati gérbéi egy erds cég esetén kozelednek egymdashoz az egyforma
Aq értékeket megado esethez képest, de még igy is a be-csillag graf az optimalis
strukturaju graf a kockazat szempontjabol.

5. Osszefoglalss

Szamos modell ismert a pénziigyi piacokon megjelend kiilénbz6 problémak ke-
zelésére. Ebben a munkaban a hitelbiztositasok arazasa, illetve a rendszerkockazat
mérése keriilt a figyelem kozéppontjaba. Kidolgoztunk egy hélézati modellen ala-
puld eljarast ezen feladatok megolddsara. Modelliinket Gsszevetettiik a gyakran
alkalmazott Gauss-kopula modell eredményeivel, amibdl lathaté, hogy ez a dina-
mikus, hélézati modell is alkalmas a szamitasok elvégzésére. Tovabba a bemuta-
tott eljaras informaciot ad a rendszer miikodésérol és az egyes cégek allapotardl
minden id6pontban, ellentétben a Gauss-kopula modellel, igy lehetoséget teremt
tovabbi vizsgdlatokra is, példdul valaszt talalhatunk arra a kérdésre is, hogy ho-
gyan valtozik a rendszerkockazat a hélézat felépitésének fiiggvényében. A modell
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NETWORK MODEL FOR JOINED DEFAULT PROBABILITIES

ZSOLT BIHARY, NOEMI NAGY, PETER L. SIMON

We investigate the pricing of multi-name credit derivatives, namely Basket Default Swaps,
based on network modeling. The aim of the work is to calculate the loss surface from the
individual default probabilities. An intensity-based, dynamical network approach is introduced
to handle this problem. We show that the network model yields comparable results to the
industry-standard Gauss copula model. Moreover, an approximate network model is formulated
to investigate systemic credit risk in large networks.

Keywords: network modeling, credit derivatives, systemic risk, credit default swap (CDS), basket
default swap (BDS).
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EGY GYAKORI ZART MINTAKAT ES GYAKORI GENERATOROKAT
KERESO VERTIKALIS ALGORITMUS

SZATHMARY LASZLO

A gyakori mintdk feltdrdsara az Apriori a legismertebb algoritmus.
Azonban az érdekes asszocidcids szabdlyok elééllitasdhoz kellenek még a
gyakori zart mintdk (GyZM-k) és a gyakori generdtorok is (GyG-ok), melyek
a gyakori mintdk részhalmazai. A Zart egy Apriori-szerli algoritmus,
mely képes kisziirni a gyakori mintdk koziil a GyZM-kat és a GyG-okat.
Viszont ismeretes, hogy a vertikdlis mintakeres6 algoritmusok altalaban
jobban teljesitenek, mint az Apriori-szerli szintenkénti algoritmusok. Az
Eclat egy mésik jol ismert vertikdlis mintakeresd, mely ugyanazt a kimenetet
allitja el6, mint az Apriori, vagyis egy adathalmazban megkeresi az Osszes
gyakori mintat. Ebben a cikkben az FEclat egy kiterjesztését, az un. FEclog
algoritmust mutatjuk be, amely képes kiszlirni a gyakori mintdk koziil a
GyZM-kat és a GyG-okat. Az algoritmusunk egy menetben (utéfeldolgozas
nélkiil) térja fel egy adathalmaz ekvivalencia-osztdlyait. A teszteredmények
azt mutatjak, hogy az FEclog nagyon jél teljesit, kiilondsen a siiri, erésen
korreldlt adathalmazok esetén.

1. Bevezetés

Az adatbdnyédszatban a gyakori mintdk kinyerése és az asszocidcids sza-
balyok feltardsa fontos szerepet jatszik [1]. A gyakori mintdk nagy szdma miatt
szamos tomoritett reprezentaciot ajanlottak, melyek koziil a gyakori generatorok
(GyG-ok) és a gyakori zart mintdk (GyZM-k) a legismertebbek [2, 3, 4]. A
szakirodalomban tobb modszer is létezik a GyG-ok és a GyZM-k egyideji
kinyerésére, de ezen algoritmusok tobbsége szintenkénti megkozelitést alkalmaz
[6, 6]. Viszont a tapasztalat azt mutatja, hogy a mélységi elven miikodé
algoritmusok altalaban jobban teljesitenek, mint a szintenkénti megfeleléik. Ebben
a cikkben egy egylépcsés (utéfeldolgozast nem igényld), mélységi elven miikods,
vertikdlis algoritmust mutatunk be a GyG-ok és a GyZM-k egyiittes kinyerésére.
Az algoritmusunk kimenetébdl trividlis mdédon lehet érdekes asszocidcids sza-
bélyokat, pl. minimélis nem redundans szabélyokat generdlni. A minimélis nem
redundéns szabélyokrdl és azok eléallitdsérdl egy korabbi cikkiinkben {rtunk [7].
Jelen cikkiink egy kordbban angolul megjelent kozleményiink [8] kibdvitett
valtozata.
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Ezen cikk a kovetkezéképpen épiil fel. A 2. részben &ttekintjitkk a mintakere-
séssel kapcsolatos alapvetd fogalmakat és definicidkat. A 3. részben az FEclog
algoritmust mutatjuk be részletesen. A pszeudokéd utén egy konkrét példan
keresztiil szemléltetjiik az algoritmus miikodését. A 4. részben az algoritmus futési
idejét mérjiik 6ssze harom masik médszerrel. Végiil az 5. részben a jovobeli tervek
kovetkeznek, majd a konkliziokkal zarjuk a cikket.

2. Fogalmak és definiciék

Vegyiik a kovetkezé 4 x 6-os méretii adathalmazt: D = {(1, ACDE),
(2, ABCDE), (3, ABE), (4, BEF)}. A cikk tovabbi részében erre a példéra
D adathalmaz néven fogunk hivatkozni.

Legyen O = {01,02,...,0,} objektumok (vagy tranzakcidk) egy halmaza,
A ={ay,as,...,a,} attribitumoknak egy halmaza, R C O x A pedig egy bindris
relici6. Az A halmaz egy tetszbleges részhalmazat mintinak nevezziik. Minden
tranzakcié rendelkezik egy egyedi azonositéval (tid), s a tranzakcié-azonositék
egy tetszOleges halmazat tidsetnek hivjuk. Ha egy tidset valamennyi tranzakci-
Oja tartalmaz egy X mintat, akkor a tidsetet az X minta képének is nevezziik,
s t(X)-szel jeloljiik. Pl. a D adathalmazban az {A, B} minta képe a {2,3},
azaz egyszerlsitett jelolést alkalmazva t(AB) = 23. Egy minta hossza alatt a
minta kardinalitdsat értjiik, egy k darab attributumot tartalmazé mintat pedig k-
hossziisdgi mintdnak neveziink. Egy X minta (abszolit) support értéke — jelolése
supp(X) — az X minta képének a mérete, azaz supp(X) = [t(X)|. Vagyis a
support azt mutatja meg, hogy egy minta hany tranzakcioban van jelen. Egy
X minta gyakori, ha a support értéke nem kisebb, mint egy adott minimum
support kiiszobérték (jelolése min_supp), azaz supp(X) > min_supp. Két minta
X, Z C Aekvivalens (X 2 7), ha a képiik megegyezik, vagyis t(X) = t(Z). Egy P
mintaval ekvivalens mintak halmazat a P minta ekvivalenciaosztdlyanak nevezziik:
[P] ={Q C A | P = Q}. Egy ekvivalenciaosztélynak egyetlen maximadlis eleme
van (z4rt minta), s t6bb minimalis eleme is lehet (generatorok!) [9]. A generdtorok
a szabad mintdk egy speciélis esetét képviselik [10].

2.1. Definicio. Egy minta zdrt, ha nincs vele azonos support értékii valodi
szuperhalmaza.

2.2. Definicid. Egy minta (minimdlis) generdtor, ha nincs vele azonos support
értéki valodi részhalmaza.

LA szakirodalomban ezen mintdkat tobbféleképpen is nevezik: kulcsmintdk, minimélis gene-
ratorok, szabad mintdk, kulcsgeneratorok stb.
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A lezdrdsi operdtor egy X mintdhoz az X ekvivalenciaosztdlydban taldlhatd
maximalis elemet rendeli hozza. A hozzarendelt elemet X lezdrtjdnak nevezzik, s
v(X)-szel jeloljitk. Természetesen egy zért X esetén X = v(X).

2.1. Példa. A D adathalmazban B és C generatorok, melyek lezartjai: v(B) =
BE, és v(C) = ACDE (lasd még 1. 4bra).

2.1. Tulajdonsdg. Legyen X C A. Ha X generdtor, akkor VY C X, Y is
generator. Hasonléképp, ha X nem generator, akkor VZ O X, Z sem generator.

A GyZM-k és a GyG-ok j6l ismert t6mér reprezentéciéi [11] a gyakori mintak-
nak, s egyiitt alkotjak az érvényes asszociacids szabalyok nem redundans béazisait
(pl. a generikus bazist) [3].

3. Generatorok és zart mintak kiszilirése a gyakori mintak koziil
mélységi bejaras alkalmazasaval

Az FEclog algoritmusunk, mely jelen cikkiink kozponti téméja, egy vertikalis
mintakeresé algoritmus, mellyel fel lehet fedezni egy adathalmazban a gyakori
ekvivalenciaosztalyokat. Ebben a fejezetben el6szor egy attekintést nyujtunk
az algoritmusrél. Ezt kovetéen megvizsgalunk néhény vertikdlis elven miikodo
algoritmust, név szerint az Fclatot [12] és a Talkyt [13]. Végiil részletesen is
bemutatjuk az Fclog algoritmust.

3.1. Az Eclog altalanos attekintése

Az FEclog a Talky [13] algoritmusra épiil, mig a Talky az Eclat [12] egy
moédositott valtozata. Az FEclat és a Talky ugyanazt a kimenetet produkaljdk,
vagyis egy adathalmaz Osszes gyakori mintajat keresik meg. Azonban a Talky
egy eltéré bejarasi stratégiat alkalmaz, az Un. forditott preorder moédszert.
Ez a bejaras jobbrdl balra halad, s rendelkezik egy specidlis tulajdonsaggal:
amikor elériink egy X mintdhoz, addigra mar felfedeztilk X valamennyi
részhalmazat. Ennek eredményeképpen ez a bejaras felhasznalhatéo a GyG-ok
hatékony kiszlirésére. A bejards sordn az FEclog a GyZM-kat is kiszliri, és
hozzarendeli 6ket a megfelel6 GyG-okhoz. fgy mire az Fclog befejezi a futdsat,
addigra feltarta az Gsszes gyakori ekvivalenciaosztalyt. A GyG-ok hatékony médon
valé kisziirésére az algoritmus a forditott preorder stratégidra tamaszkodik, melyet
a kovetkez6 alfejezetekben mutatunk be.

3.2. Vertikalis mintakeresés

A mintakeresé algoritmusok — akar az Osszes gyakori mintat keresik vagy
csak a GyZM-kat — &altaldban két osztdlyba sorolhaték: vannak a szélességi
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Q ekvivalencia-osztaly "
_ _ (kbzvetlen)
I:I gyakori zart minta szomszédok

O gyakori generator

1. abra. A D adathalmaz ekvivalenciaosztalyai min_supp = 2 kiiszobérték mellett.
A support értékek az osztdlyok jobb fels§ sarkaban ldthatok. Az E minta
generatora az {ires halmaz.

keres6k, ill. vannak a mélységi keres6k. A szélességi elven miikod6 algoritmusok,
egész pontosan az Apriori-szerii algoritmusok [1], a keresési teret szintenként
jarjak be, kihasznilva a mintdk gyakorisigdnak antimonotonitdsat?. A mélységi
algoritmusok — pl. Closet [14] — ezzel szemben a keresési teret egy prefixfiba
szervezik (lasd 2. dbra). Ezen algoritmusok koziil a vertikdlis elven miikédok az
adathalmazt (minta, tidset) parokként reprezentéljak ({(i,t(i))]i € A}), mellyel el
tudjdk keriilni az adathalmaz koltséges tobbszori végigolvasasat.

Az Eclat [12] volt az els6 olyan gyakori mintdkat keres6 algoritmus, amely
sikeresen kombindlta a mélységi keresést és az adathalmaz vertikdlis reprezentaci-
djat, s ezt egy fa adatszerkezettel, egy un. I'T-faval oldotta meg, melyben a csticsok
X x t(X) parok.> Az Eclat az IT-f4t mélységi médon, preorder stratégidval, balrél
jobbra haladva jarja be [12, 15] (ldsd 2. dbra).

2Az antimonotonitds elve szerint ha egy minta nem gyakori, akkor annak egyetlen
szuperhalmaza sem lehet gyakori [1].

3Az IT-fa esetén az IT az itemset-tidset roviditése, ami arra utal, hogy egy csticsban egy
minta és a hozzé tartozé tidset helyezkedik el.
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2. dbra. Bal oldal: az FEclat preorder bejarasa; jobb oldal: a Talky forditott
preorder bejarasa. A bejarasi sorrend a korokben van feltiintetve.

3.3. Forditott preorder bejaras

Az Eclog a Talky algoritmust terjeszti ki oly mdédon, hogy a gyakori mintak
kozil kisziri a GyG-okat és a GyZM-kat. Vagyis az FEclog megvizsgdl minden
jonnan taldlt gyakori mintat, hogy generator-e. Ahhoz, hogy ezt a tesztet
hatékonyan tudjuk elvégezni, egy X minta esetén mar X Osszes részhalmazat
érinteniink kellett. A korabban latott 2.1. tulajdonsig alapjan egy minta csak
akkor lehet generdtor, ha az Osszes részhalmaza is generator. Egy X minta
generator statuszanak megéllapitdsahoz ezért sziikségiink lesz az Osszes részhal-
mazéanak elézetes ismeretére. A szélességi keresést alkalmazoé keresbalgoritmusok
trivialis médon biztositjak a mintédk helyes sorrendben valé feltarasat. Viszont a
kivant sorrendet egy mélységi keresésen alapuld algoritmussal is el lehet érni, bar
ekkor egy specialis bejarasra van sziikség.

A kombinatorikus algoritmusok esetén gyakori elvards, hogy a keresési tér
bejardsa sordn egy adott X mintat az Osszes részhalmaza utdn dolgozzunk fel.
A szintenkénti algoritmusok trividlis médon elégitik ki ezt a feltételt. A for-
ditott preorder bejardst [16] alapul véve, az adathalmaz attribitumait forditott
lexikografikus sorrendbe tessziik (E, D, C stb.). Ha az attribitumok numerikus
megfelelit névekvo sorrendben kovetjiik, akkor egy mélységi, jobbrdl balra halado
prefixfa bejarast kapunk, ahol a prefixfa a keresési teret reprezentdlja. Mivel a
csicsokat a gyermekesicsok elétt dolgozzuk fel, ezért preorder (és nem postorder)
bejarasrol beszéliink.

Osszefoglalva: a médszeriink az IT-fat preorder médon jarja be jobbrdl balra.
Igy, ha vesziink egy tetsz6leges X mintét az IT-faban, a bejards garantalni fogja,
hogy az X cstcs el6tt mar az X Osszes részhalmazat tartalmazo csicsot felfedeztiik.

3.1. Példa. A 2. dbrén liathatd egy osszehasonlitds a kétféle bejarasrol. Bal
oldalt az FEclat preorder bejarasa, mig jobb oldalt a Talky forditott preorder
bejarasa szerepel.
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3. dbra. A Talky algoritmus végrehajtdasa a D adathalmazon min_supp = 2 kii-
szobérték mellett. A cstcsok feldolgozasi sorrendje a korokben van feltiintetve.

3.4. A Talky algoritmus

A Talky egy vertikalis, gyakori mintdkat keresé algoritmus, amely a felépitett
IT-fat mélységi médon, forditott preorder bejérdssal dolgozza fel (lasd 3. &dbra).
A D adathalmazunkbdl min_supp = 2 kiiszobérték mellett a Talky a kovetkezd 19
gyakori mintat fedezi fel ebben a sorrendben*: E (4), D (2), DE (2), C (2), CE
(2),CD (2), CDE (2), B (3), BE (3), A (3), AE (3), AD (2), ADE (2), AC (2),
ACE (2), ACD (2), ACDE (2), AB (2) és ABE (2).

3.5. Az Eclog részletes bemutatasa

Ebben az alfejezetben az Fclog algoritmust mutatjuk be részletesen. Mint mar
kordbban lattuk, az Eclog alapja a Talky. Az FEclog az 1T-fat forditott preorder
médon jérja be (lasd 3. dbra), s a gyakori mintdk feltdrdsa kozben kisziiri a GyG-
okat és a GyZM-kat. Az Eclog a generdtorokat hozzakapcsolja a lezartjukhoz, igy
kimenetként a gyakori ekvivalenciaosztélyok listajat &llitja el (ldsd 1. tdblazat).

Az Eclog egy hash tdblézatot épit fel (14sd 1. tdbldzat). A hash tébldzat kulcsa
egy tidset, mig a kulcshoz tartozé érték egy sor objektum. A tdblazat egy sora
egy ekvivalenciaosztalyt reprezentdl, s a kovetkez6 mez6kbél épiil fel: (1) tidset
(definici6 szerint egy ekvivalenciaosztély valamennyi elemének azonos a tidset-je),
(2) generdtorok (egy ekvivalenciaosztdly minimélis elemei), (3) ekvivalenciaosz-
tély tagok (egy ekvivalenciaosztdly azon elemei, melyek se nem generdtorok, se nem
zart mintak), (4) lezért (egy ekvivalenciaosztdly maximélis eleme; ilyenb8l minden
osztalyban egy és csakis egy van), ill. (5) support (ez a tidset kardinalitdsa).

Az algoritmus a kovetkez6képpen mitkodik. Amikor az algoritmus feltar egy
1j gyakori mintat az IT-faban, akkor megnézi, hogy a minta egy mar korabban
felfedezett ekvivalenciaosztalyhoz tartozik-e, vagyis megnézziik, hogy a minta
tidsetje szerepel-e a hash tdblazatban. Ha nincs benne a hash tablazatban, akkor

1A zéréjelben a support értékek szerepelnek.
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1. tdblazat. Az Fclog egy ilyen tabldzatot épit fel, ami valgjaban egy hash tabldzat,
ahol a kulcs egy tidset, az érték pedig a tablazat egy sora.

tidset generatorok ekv. osztaly tagok lezart support
(opcionalis)
1234 ) E E
12 D, C DE,CE,CD,CDE, | ACDE 2
AD, ADE, AC, ACE,
ACD, ACDFE
234 B BE BE 3
123 A AFE AE
23 AB ABE ABE 2

egy 1j ekvivalenciaosztélyba tartozik, s igy a hash tablazatba egy 1j sort szurunk
be. Ha a tidsetje benne van a hash tablazatban, akkor két eset lehetséges. Jeloljiik
R-rel azt a sort, amelynek tidsetje megegyezik az aktudlis minta tidset értékével,
vagyis R azt az ekvivalenciaosztalyt reprezentédlja, amelybe az aktudlis minta
tartozik.

Els6 eset. Az aktualis mintanak van egy valédi részhalmaza az R sor ., ge-
neratorok” mezojében. Ez azt jelenti, hogy a minta nem generédtor, de ebbe az
ekvivalenciaosztdlyba tartozik. Az R ,lezart” mezdjét frissiteni kell a mintdval.
Ez a frissités a kovetkezébol all: ha a minta nagyobb, mint az eddig regisztralt
lezart, akkor a lezartat lecseréljiik az 1j mintara. Mint ismeretes, egy ekvivalen-
ciaosztaly lezartja az ekvivalenciaosztaly legnagyobb eleme, ami egy egyedi elem
(vagyis egy ekvivalenciaosztdlyban pontosan egy ilyen elem van). Mivel az Eclog
megkeresi az 0sszes gyakori mintat, ezért az algoritmus befejezédésekor a ,lezart”
mezében garantalt médon minden sorban az adott ekvivalenciaosztaly lezartja fog
szerepelni. Opciondlisan egy ekvivalenciaosztily azon elemeit, amelyek nem gene-
ratorok, Ossze lehet gytjteni az ,ekv. osztdly tagok” mezében. A 1. tabldzatban
ezt a mezOt a konnyebb érthetdség kedvéért tiintettiik fel, de ha csak a GyG-okra
és a GyZM-kra van sziikségiink, akkor az implementacié soran ezt a mezot iiresen
lehet hagyni.

Masodik eset. Az aktudlis mintdnak nincs valédi részhalmaza az R sor ,,ge-
neratorok” mezojében. Ez azt jelenti, hogy a minta az ekvivalenciaosztédly egy 1j
generatora, igy hozzdadjuk a , generatorok” mezohoz. Ha a generdtor nagyobb,
mint a sor lezartja, akkor a ,lezart” mez6t frissiteni kell (az el6z6 esetben leirtak
szerint).

Amikor az algoritmus befejezi a futdsat, a ,lezart” mezdben 1évé mintak
mindegyike végleges, vagyis az ekvivalenciaosztdlyok tényleges lezartjait tartal-
mazzak. Az Eclog pszeudokddjat az 1. algoritmus szemlélteti.
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2. tdblazat. Az Eclog hash tabldzatéanak inicializélasa.

tidset generatorok ekv. osztaly tagok lezart support

(opciondlis)
1234 | 0 \ o [ 4

3. tabldzat. Az Fclog hash tablazatdnak dllapota az E, D és DE mintak beszirésa
utan.

tidset generatorok ekv. osztaly tagok lezart support
(opciondlis)
1234 0 E E
12 D DE DE 2

3.2. Példa. A D adathalmazunk egy kissé specidlis esetnek tekinthetd, ui. az
adathalmaz FE oszlopa telitett. Ez azt jelenti, hogy az E minta nem generator,
mivel van egy vele azonos support értékii részhalmaza, nevezetesen az iires halmaz.
Definicié szerint az iires halmaz valamennyi sorban jelen van, igy a support
értéke 100%. Ezek alapjén a hash tdbldzatot a 2. tdbldzatban ldthaté mddon
inicializaljuk. A hash tébldzat valdéjdban barmilyen input adathalmaz esetén
inicializdlhat6 i{gy, de ha az adathalmazban nincs telitett oszlop, akkor az iires
halmaz lezartja végig az iires halmaz fog maradni.

Ezutdn az algoritmus elkezdi felsorolni a D adathalmaz 19 gyakori mintajat
a Talky bejardsi stratégidjat alkalmazva (az adathalmaz gyakori mintait a 3.4-es
alfejezetben tiintettiik fel). Az els6 csics az E x 1234. Az 1234 tidset mér egy
létezé kulcs a hash tédblazatban. Az E mintdnak van egy vele azonos support
értékill részhalmaza (az iires halmaz), {gy az E mintdt hozzdadjuk az ,ekv. osz-
taly tagok” oszlophoz, ill. frissitjiik a ,lezart” mezot az E mintaval. A kovetkezo
gyakori minta a D x 12. Mivel a 12 még nincs benne a hash tablazatban, ezért
a tédblazatba egy 1j sort kell beszirni. A kovetkezd cstics a DE x 12. Mivel az
12 tidset mar szerepel a hash tdblazatban, ezért a DE egy mar felfedezett ekvi-
valenciaosztalyhoz tartozik. Van neki egy valédi részhalmaza, a D, igy a DE-t
hozzaadjuk az ,ekv. osztdly tagok”™hoz. Mivel a DE nagyobb, mint a jelenleg
regisztrélt lezart (D), ezért a ,lezért” mez6t frissitjiik a DFE mintdval. A hash
tablazat aktudlis allapota a 3. tablazatban taldlhaté.

Az algoritmus hétralévé részének részletes bemutatasat kihagyjuk. Az Eclog
kimenete — a végeredmény — az 1. tablazatban lathato.
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Algoritmus 1 (az Eclog pszeudokédja):

hashTable: az 1. tablazatban lathaté hash tablazat; kezdetben iires

© 00 J O Ot = W N -
=D DD D DO —

e e e e e e e e
© 00 J O U i W NN = O

L W NN DD DN DN DNDNNDN
— O © 0 N O U W= O
NN N AN NN NSNS N N s SN 2 N N NN N

// inicializdlds

sor.tidset < {legnagyobb tidset} // a példdban: 1234
sor.generatorok <— 0 // tires halmaz hozzdaddsa
sor.lezart < 0

sor.support < |sor.tidset| [/ kardinalitds
hashTable.add(sor)

// [6 blokk
inditsuk el a Talky algoritmust s az aktualis csicsot rendeljitk hozza
az akt nevi véltozéhoz
{
if akt.tidset nincs benne a hashT able-ben:
sor.tidset < akt.tidset
sor.generatorok.add(akt.minta)
sor.lezart < akt.minta
sor.support  |sor.tidset|
hashTable.add(sor)
else:
sor < hashTable.get(akt.tidset)
if akt.minta-nak van egy valédi részhalmaza a sor.generatorok-ban:
sor.ekv_oszt_tagok.add(akt.minta) // opciondlis
if |akt.minta| > |sor.lezart|:
sor.lezart <— akt.minta
endif
else:
sor.generatorok.add(akt.minta)
if |akt.minta| > |sor.lezart|:
sor.lezart <— akt.minta
endif
endif
endif
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4. Teszteredmények

Tesztjeink soran az Fclog algoritmust az Fclat, Zart és LCM+GrGrowth
algoritmusokkal mértiik 6ssze. Az Eclog, FEclat és Zart algoritmusokat Java-
ban implementdltuk a CORON adatbdnyész platformban [17].5 Mivel az Eclog
alapja az FEclat, ezért az Osszehasonlitasba betettiik az Fclatot is, ui. kivancsiak
voltunk, hogy az Fclog extra miiveletei okoznak-e érezhetd teljesitménycsokkenést.
A Zart [7] egy szintenkénti algoritmus, mely a Pascal-algoritmus [9] kiterjesztése.
A Zart, koszonhetSen az in. mintaszamlalé kovetkeztetésének, nagyon hatékonyan
tudja megkeresni a gyakori ekvivalenciaosztalyokat. Az LCM az egyik leggyorsabb
GyZM-kat keres§ algoritmus [18], mig a GrGrowth az egyik leghatékonyabb
GyG-okat el84llité algoritmus [19]. Az Fcloggal vald tisztességes dsszehasonlités
kedvéért osszefogtuk a két algoritmust, s az eredményre LCM+GrGrowth néven
hivatkozunk. Ez a kombindlt algoritmus hdrom lépést valdsit meg: kigytjti a
GyZM-kat az LCM-mel; kigyujti a GyG-okat a GrGrowth-szal; majd végil egy
utofeldolgozas soran Osszeparositja a GyG-okat és a GyZM-kat, igy a kimenet a
gyakori ekvivalenciaosztalyok listdja lesz. Az LCM és a GrGrowth algoritmusok
esetén a szerzOk eredeti forrdskédjat hasznaltuk fel. Az LCM C nyelven, mig a
GrGrowth C++ nyelven lett implementalva.

A teszteket egy Intel Quad Core Xeon 2,33 GHz-es gépen végeztiik el Ubuntu
GNU/Linux operécids rendszer alatt. Az adott gép 8 GB RAM-mal rendelkezett.
Valamennyi vélaszid6é valés id6, melyet a Unix rendszereken hasznélt time pa-
ranccsal mértiink le a bemenet és a kimenet kozott. A tesztekhez a ko-
vetkez6é adathalmazokat haszndltuk fel: T20I6D100K, C20D10K, C73D10K és
MusHROOMS. A T20° egy ritka adathalmaz, s felépitésében a bevasarlékézpontok
adatbazisaira hasonlit, melyek altalaban gyengén korrelalt adatokat tartalmaznak.
A C20 és C73 egy népszamlalds részadatait tartalmazza, mig a MUSHROOMS’
kiilonb6z6 gombdak jellemzéit irja le. Ez utébbi harom adathalmaz stirii és erésen
korrelalt.

Az emlitett négy algoritmus futdsi idejét a 4. tdblazatban foglaltuk Gssze. A
tablazatban szintén megtaldlhaté a gyakori mintak, a gyakori generdtorok, ill. a
gyakori zart mintdk szama. Az Fclat megkeresi, s a kimenetében megjeleniti az
Osszes gyakori mintat. Az Fclog és a Zart ugyan bejarja a keresési térben az 6sszes
gyakori mintat, de a kimenetitkben mar csak a GyG/GyZM pérokat jelenitik meg.
Az LCM+GrGrowth lecsokkenti a keresési teret a GyZM-kra és a GyG-okra, és
az Ecloghoz és a Zarthoz hasonléan csak a GyG/GyZM pérokat jeleniti meg a
kimenetében.

Shttp://coron.loria.fr
Shttp://www.almaden.ibm.com/software/quest /Resources/
"http://kdd.ics.uci.edu/
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4. tabldzat. Az Fclog futési ideje, ill. egyéb statisztikdk (gyakori mintdk (GyM-
k) szdma, gyakori generdtorok (GyG-ok) szdma, gyakori zart mintdk (GyZM-k)
szama).

min_supp futési id6 (mp.) # GyM # GyG # GyZM
Eclog Eclat Zart LOM+
GrGrowth
T2016D100K
10% 0,97 0,97 0,80 0,36 7 7 7
0.75% 1,26 1,24 9,64 1,64 4710 4710 4710
0.50% 1,79 1,75 16,83 2,32 26 836 26 305 26 208
0.25% 5,25 4,43 41,82 7,31 155163 149 447 149217
C20D10K
30% 0,49 0,57 2,13 0,29 5319 967 951
20% 0,63 0,74 3,85 0,44 20239 2671 2519
10% 0,83 1,10 7,72 0,67 89 883 9331 8777
5% 1,14 2,49 14,64 0,87 352611 23051 21213
2% 2,63 9,33 45,53 1,41 1741883 57659 50729
C73D10K
95% 0,68 0,69 1,84 0,24 1007 121 93
90% 0,88 0,99 13,99 0,39 13463 1368 942
85% 0,94 1,24 35,56 0,49 46 575 3513 2359
MUSHROOMS
40% 0,36 0,38 0,72 0,17 505 153 124
30% 0,42 0,46 1,22 0,22 2587 544 425
15% 0,65 1,07 3,83 0,43 99079 3084 2210
10% 1,23 3,33 13,47 0,56 600817 7585 4850

A T20 szintetikus adathalmaz a bevasarlokozpontok adatbazisait utanozza, igy
egy ritka és gyengén korreldlt adathalmazrdl van sz6. Ezen adathalmazban kevés
a gyakori minta, s majdnem valamennyi gyakori minta GyZM és GyG egyszerre,
ami azt jelenti, hogy a legtobb ekvivalenciaosztaly egyelemii. Az FEclog és Eclat
hasonlé médon viselkedik, bar az FEclog extra miiveletei nagyon kis mértékben
lassitanak az algoritmuson. Az FEclog sokkal jobban teljesit a Zartnal, s ez a
kiilonbség kiilonosen akkor latvanyos, amikor a min_supp érték nagyon alacsonyra
van allitva. Mivel az LCM+GrGrowth algoritmusnak foleg egyelemi ekvivalenci-
aosztalyokkal kell dolgoznia, ezért koriilbeliil ugyanazt a keresési teret kell bejarnia,
mint az FEclognak. A tesztek alapjan az LCM+GrGrowth egy kicsit lassabban
teljesit, mint az Eclog.

A C20, C73 és MusHROOMS adathalmazokban a GyG-ok és a GyZM-k szama
sokkal kevesebb, mint az 0sszes gyakori minta szdma. Az Eclog és Fclat hasonléan
teljesit magas min_supp érték esetén. Azonban ahogy csokkentjiik a kiiszobértéket,
gy né a két algoritmus futdsi ideje kozti kiilonbség. Ez az Eclat nagyobb méretli
kimenetével magyardzhatdé. Példdul a C20 adathalmazon min_supp = 2% esetén
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az Fclat 1741883 gyakori mintat produkal kimenetként, mig az Fclog csupan
57659 GyG-t és 50729 GyZM-t. Habar a két algoritmus ugyanazt a keresési
teret jarja be, ill. az Eclog még extra sziiréseket is végez, az Fclat esetén alacsony
min_supp mellett nagyon megnd az I/O miiveletek szdma, ami negativ hatdssal van
az algoritmus teljesitményére. Az Fclog és Zart esetén a kiilonbség még a korabbi
T20-nél is szembet{in6bb. Amint lathatd, az LCM+GrGrowth siirti adathalmazok
esetén egy kicsit jobban teljesit az Eclognal. Ez azzal a ténnyel magyarazhato,
hogy az LCM+GrGrowth-nak sokkal kisebb keresési teret kell bejarnia.

Osszefoglalasképpen azt mondhatjuk, hogy ritka adathalmazok esetén az Eclog
extra jellemzOi nem okoznak szinte semmiféle teljesitménycsokkenést az Fclathoz
képest, mig siiri adathalmazok esetén az FEclog jobb teljesitményt nyujt az
Eclatnal, koszonhetSen a kisebb kimenetének. Az Eclog minden esetben feliilmulja
a Zart teljesitményét, ami 6sszhangban all azzal az altalanos nézettel, mely
szerint a vertikdlis algoritmusok &altaldban hatékonyabbak, mint a szintenkénti
algoritmusok. Az Eclogot szintén Osszehasonlitottuk az egyik leghatékonyabb
algoritmussal, az LCM+GrGrowth-szal. A ritka adathalmazok esetén az FEclog
volt gyorsabb, mig a slirti adathalmazoknal az LCM+GrGrowth egy kicsit ha-
tékonyabbnak bizonyult, de az Eclog és az LCM+GrGrowth kozti kiilonbség
nem tal jelentés. Az LCM+GrGrowth Kicsit jobb teljesitménye a kovetke-
z0kkel magyardzhaté: (a) az LOM és a GrGrowth a mintakeresd algoritmusok
kozott a leghatékonyabb megolddsok kozé tartoznak, (b) C/C++ -ban lettek
implementdlva, ill. (c) sfir(i adathalmazok esetén egy sokkal kisebb keresési teret
kell feltdarniuk. Mindent egybevetve tgy érezziik, hogy az FEclognak nincs oka
szégyenkeznie az LCM+GrGrowth mellett.

5. Konklazié és jovobeli tervek

Ebben a cikkben egy vertikélis, mélységi elven miik6dé algoritmust mutattunk
be, mely kimenetként a GyG/GyZM pérokat allitja el8, vagyis egy adathalmazban
a gyakori ekvivalenciaosztdlyokat tarja fel. Az Eclogot az els6 lépésnek széantuk
egy egylépcsis, vertikélis elven miik6ds, GyG-okat + GyZM-kat keres6 algoritmus
tervezéséhez vezetd tton. Ehhez egy ismert, gyakori mintakat keres6 algoritmust
vettiink alapul, amit kiegészitettiink a GyZM-k és a GyG-ok szilirésének a
képességével, s azt is sikeriilt elérniink, hogy a GyG-ok menet kézben rendelédnek
hozzd a megfeleld GyZM-khoz, igy nincs sziikség utéfeldolgozasra. Az Eclog
algoritmus a jovében konnyen felkészithetd asszocidcids szabalyok bényészatéara
is, hiszen a jelenlegi kimenetébdl mar most is trividlis médon eléallithaté példéul
a generikus bazis [3]. Ha az Fclog kimenetét kombindljuk egy olyan algoritmussal,
amely képes megéllapitani az ekvivalenciaosztdlyok kozti kozvetlen és tranzitiv
kapcsolatokat, akkor egy komplett megolddst kaphatunk az Gn. minim&lis nem
redundéans szabélyok eléallitasahoz [3].

A kozeljovében olyan stratégidkat szeretnénk megvizsgéalni, melyekkel csok-
kenteni lehetne az Fclog keresési terét. FEzzel fligg Ossze az az érdekes kérdés,
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hogy hogyan lehetne igy meghatarozni egy ekvivalenciaosztaly lezartjat, hogy nem
allitjuk el6 az adott ekvivalenciaosztaly 6sszes elemét. Egy lehetséges it lehetne a
mintaszdmlils kovetkeztetés [9] alkalmazdsa, mig egy méasik lehetéség az lenne, ha
egy ekvivalenciaosztalyban csak a kanonikus GyG-okat keresnénk meg, s ezekbol
allitanank el az ekvivalenciaosztaly lezartjat.
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A VERTICAL ALGORITHM FOR FINDING FREQUENT CLOSED ITEMSETS AND
FREQUENT GENERATORS

LASzLO SZATHMARY

Apriori is the most well-known algorithm for finding frequent itemsets (FIs) in a dataset.
However, for generating interesting association rules, we also need the so-called frequent closed
itemsets (FCIs) and the frequent generators (FGs), where FCIs and FGs form a subset of FIs.
Zart is an Apriori-like algorithm that can filter FCIs and FGs among FIs. However, it is known
that vertical itemset mining algorithms outperform the Apriori-like levelwise algorithms. Eclat
is another well-known vertical miner that can produce the same output as Apriori, i.e. it also
finds the FIs in a dataset. Here we propose an extension of Eclat, called Eclog that can filter
FCIs and FGs among FIs. The proposed algorithm is a single-pass algorithm and it explores the
frequent equivalence classes in a dataset. Experimental results show that Eclog performs very
well, especially on dense, highly-correlated datasets.
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KEZZEL IRT SZAMJEGYEKET FELISMERO NEURONHALO
ROBUSZTUSSAGI VIZSGALATA

BISCHOF BARBARA HAJNALKA, KISS ATTILA ELEMER

A cikkben egy specidlis adatbanyaszati algoritmust, nevezetesen a kézzel
irt szamjegyeket felismeré neurdlis halét vizsgaljuk, mikozben az adathal-
mazt egyre zajosabbd tessziik véletlen torzitdsok hozzdadasdval. A tanité és
a teszt adatok zajossa tételéhez tobbféle mddszert is alkalmazunk. Részle-
tesen elemezziik, hogyan hat a zaj az osztélyozé algoritmusra. Osszefiiggést
taldlunk a felismerés pontossdga és akozott, hogy a teszt és a tanité adat-
halmazok milyen mértékben és milyen mddon tartalmaznak zajt.

1. Bevezetés

Az adatbanydaszat olyan technoldgia, amely képes arra, hogy elemezze a nyers
adatokat informacio szerzés céljabol. Az elnevezés megtéveszto, hiszen nem adatot,
hanem szdmunkra hasznos informéciot, 1j és eddig rejtett osszefliggéseket keresiink
egy nagy adathalmazban.

Manapsag adatok milliéit taroljuk kiilonboz6 adatbazisokban, melyeknek egy
igen jelentGs részét soha nem hasznositjuk. Emiatt jelent6sen megnétt az igény
mind a piaci élet résztvevéi, mind a kutatok feldl, a hatalmas adatbazisokbdl vald
informécio keresésére. Ennek két f6 oka van: egyrészt a novekvé versenyhelyzet mi-
att az tizleti szféra szereplinek sziiksége van az adatbazisokban megbiijé hasznos
informéciokra, igy ez a fokozdédé igény novekvé kutatdi beruhdzasokat indukalt.
Maésrészt az adatbdnydszat a maga multidiszeiplindris (t6bb tudoménydgat érintd)
voltaval attraktiv teriilet szamos kutatd szamaéra.

A sikeres adatbanydaszat alapfeltételei kozt emlithetjiik értelemszeriien a nagy
mennyiségii adatot, hiszen minél nagyobb az adatmennyiség, annal biztosabban
tudjuk kizdrni bizonyos Osszefiiggések esetiségét, azaz anndl kisebb az esélye, hogy
a talalt osszefiiggés csupan a véletlen eredménye.

Tovabbi alapfeltétel az adatok tisztasdga. A zajok, illetve hibas bejegyzések
jobb esetben csak nehezitik az adatbdnyéaszatot, rosszabb esetben azonban ha-
mis eredményekhez vezetnek. Tekintsiink most el azoktdl az esetektol amikor az
adatokat szandékosan torzitjuk, példaul személyes adatok védelmének érdekében.
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A cikkben egy egyszer(ibb kézirdsfelismer6 program segitségével mutatjuk be,
hogy az adatok kiilonb6z6 moédon vald torzitdsa esetén a neuronhdlé mennyire
ismeri fel az adott karaktert. Osszefiiggéseket mutatunk a felismerés pontossigé-
ra az alapjan, hogy a teszt és a tanité adathalmaz milyen mértékben és mdédon
tartalmaz zajt.

2. Kapcsol6dé munkak

A tiz legnépszeriibb adatelemzéssel, klaszterezéssel és statisztikdval foglalkozd
algoritmus lefrasat a [8] publikdciéban taldlhatjuk meg. Tovébbi algoritmusok
részletesebb leirdsdval és egymastdl eltéré adatbazisra vald tesztelésével, illetve
ezen eredmények Osszehasonlitdsdval és elemzésével [3] foglalkozik.

A kézirasfelismer6 programokrdl altalanossagban, illetve az ehhez kapcsolodd
kérdésekrdl [6]-ban olvashatunk részletesebben. [5] egy olyan 1j algoritmust mutat
be, mely kézzel irott szamok offline felismerésére alkalmas egy egyszerii tobbrétegli
neurdlis hélézat felhasznéalasdval, a halézat a hasonlé szamok hatékony osztalyo-
zdsdra alkalmas. Az Osszetett mintdzatfelismerési problémék megolddsdra a [2]
cikkben harom osszetett neuronhdalézati osztalyozét mutatnak be. A beszéd-, il-
letve kézirdsfelismerésben alkalmazott mély neuralis hélékrdl [7]-ben olvashatunk,
a cikk bemutat egy olyan moddszert, melynek segitségével elérhetjiik, hogy némi
za]j hozzdadasaval a program rosszul osztalyozzon adatokat.

Részletesebb és dtfogébb magyar nyelvii szakirodalom [4], az adatbdnyészat
alapveto fogalmaival és fébb teriileteivel foglalkozik.

3. Elméleti hattér

A mesterséges neuronhdlézat egy biolégiai ihletésii program, ami a biol6gi-
ai neuralishdlé néhany tulajdonsagat modellezi. Ezen modelleket természetesen
nemcsak a biolégidban, hanem szdmos mas teriileten alkalmazzdk foként tanitéd
rendszerként. Leggyakoribb példdja a képfelismerés, vagyis kézirdsos vagy digita-
lis szoveg szkennelésétdl egészen az arcfelismerésig.

A tanuldsi technika szempontjabdl megkiilonboztetiink ellendrzott, illetve nem-
ellen6rzott tipust tanuldst. A kutatdsunk sordn is alkalmazott ellenérzott (fel-
iigyelt tanulds) esetében a rendszer szdmdra nagy szdmu tanité mintapont pérok
(be- és kimeneti értékek) allnak rendelkezésre és a tanitds ezeken az ismert dssze-
rendelt mintaparokon alapul. Mig nemellen6rzoétt tanitasnal cimkézetlen tanito-
pontjaink vannak, igy a halézatnak kivant valaszok ismerete nélkiil kell valamilyen
viselkedést kialakitania, a kdrnyezetbol azonban nincs semmiféle visszajelzés, ami
a halozat viselkedésének helyességére utalna.
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Karakterfelismer6 rendszereknél megkiilonboztetiink online és offline felisme-
rést, ez a tulajdonsaga arra utal, hogy a feldolgozas azonnal, kozvetleniil a betiik,
vagy szé beirdsa utén, vagy passziv moédon, jelentésen késébb torténik. Az on-
line {rasfelismerdk jellemzben egy tigynevezett digitélis tinta (digital ink) techni-
kat alkalmaznak, ahol a beviteli eszk6z mozgésanak folyamata keriil feldolgozasra,
vagyis rendelkezésre all az iras képzésének modja is. Ezzel ellentétben a cikkben is
targyalt offline technikat hasznal6 karakterfelismerok, az irds befejeztével kapott
betiik képét haszndljak fel, azon feliil nem rendelkeznek tovabbi informéaciéval.

A karakterfelismer6 algoritmusnak két alapvetd eleme van, az ugynevezett
tulajdonsdgkinyerd (feature extractor) és az osztélyozé (classifier). A tulajdon-
sag analizis meghatarozza azon jellegzetességeket, amikkel a karakter rendelkezik,
majd ezt kiildi el az osztalyozénak. Az egyik leggyakoribb osztalyozé eljaras a
mintafelismerés, ebben az esetben az egyes pixelek az adott karakterkép sajatossa-
gai. Az osztdlyozds soran az algoritmus képkockanként Gsszehasonlitja a bemeneti
képet a kiilonb6z6 karakter-osztalyok mintaival. Ennek eredményeként egy méro-
szamot kapunk, amely megadja, hogy mennyire hasonlé a bemenet és az adott
minta, az eredménye az a karakter lesz, amihez a minta a legjobban hasonlitott.

4. Kisérletek

A vizsgédlatainkhoz olyan neuralis hélézatot épitettiink ki, amely képes a kéz-
irdsos szamok helyes azonositasdra. Ehhez a széles korben elterjedt MNIST adat-
béazist [1] hasznéltuk, mely kézirdsos szdmjegyeket tartalmaz.

Az MNIST adatbdzisban a tanité adathalmaz (train) 60 ezer mintat, mig a
tesztkészlet 10 ezer képet foglal magdba. A képek halmaza tulajdonképpen egy
nagyobb adatbdzis (NIST) része, amely kozel 250 iré példéit tartalmazza (a képe-
ket 8 biten dbrazoljuk, vagyis legfeljebb 256-féle arnyalatot latunk). Ezen képeket
méretnormalizaltak, tovabba a szamjegyeket a rogzitett kép kozepére helyezték.
Az §ltalunk haszndlt képadatok 28 x 28 sziirkedrnyalatos képpont (Osszesen 784
képpont) formdjaban vannak rogzitve, cimkével egyiitt a kép helyes azonositdss-
hoz.

A karakterfelismer6 programhoz importdlnunk kell a Kereas-t, mely egy a
Python programozési nyelvhez elérheté konyvtar, ami Tensorflow-ra, Theano-ra
vagy CNTK-ra épiil és kifejezetten mély tanuliashoz és neurdlis halézatok gyors
definiciéjahoz hasznalhat6. Hasznalata elonyos, mert igy nem kell manualisan ko-
dolni a linedris algebrat, valamint a sziikséges aktivacids fiiggvényeket (activation
function) és optimalizalékat.

Egy neuronhélézat elrendezése véletlenszerii, mivel annyi rejtett réteggel ren-
delkezik, amennyire sziikség van, és az egyes rétegeken is eltéré szamu neuronok
lehetnek. Az éltalunk felépitett neuronhalézatba 784 képpont fog bemenni, ezen
pixeleket egy 512 neuronbdl 4116 rejtett rétegnek adjuk at, amely ezt 10 neuronnak
adja kimenetként (minden szdmjegyre egyet).
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Kutatasunkhoz sziikségiink volt kiilonbéz6 médon és mértékben zajositott ké-
pek eloallitasira, ehhez alapvetden 5 kiilonb6z6 médszert hasznaltunk, melyek
kozos jellemzbje, hogy a zaj mértéke paraméterezhetd volt, igy segitségiikkel to6bb
adathalmazt is el6 tudtunk allitani. A kovetkez6kben ezen zajgenerald technikdkat
mutatjuk be részletesebben.

4.1. Els6 mddszer - véletlenszeri zaj

Elsé esetben minden kép esetén adott szdmu képpontot vdlasztottunk ki (ezt
a szamot az Osszes képpont szadmanak és az adott adathalmaz zaj szazalékanak a
szorzata adja), véletlenszeriien, egyenletes eloszldssal, majd a képpontot értékétél
fiiggben, O-ra vagy 255-re allitottuk at azt. Ha a képpont értéke nagyobb volt,
mint 128, akkor 0-ra, ellenkez6 esetben pedig 255-re, igy biztositva, hogy a képpont
mindig valtozzon (legfeljebb 255-tel és legaldbb 128-cal né vagy cskken az értéke).
A moédositott képpontok szédma minden kép esetén megegyezik (elhelyezkedésiik
azonban eltérd) egy adathalmazon beliil. Osszesen 50 adathalmazt allitottunk el6
ezzel a modszerrel, a zaj mértéke pedig 1-t0l 50 szazalékig terjed, ami minimum
8, maximum 392 zajos képpontnak felel meg.

o% s% | 10% 15% 0% | 1% 30% /% | ao% as% | s0%
0 pixel 39pixel | 78pixel | 118pixel | 157pixel | 196pixel | 235 pixel | 274pixel | 314pixel | 353pixel | 392 pixel

- (PN &210)3]9

| B P 03

zajositott kép ? N

zaj mértéke

1. dbra. Zajositott kép - véletlenszert zaj hozzdadasaval

Az 1.4bra mutatja, hogy egy-egy kép mennyire tér el az eredetitél, ha adott
szazaléknyi zajt adunk hozza. A karakter 25 és 30 szazalékos zaj esetén is konnye-
dén felismerhetd, de nagy valésziniiséggel még 50 szdzaléknyi torzitasndl is meg
tudjuk mondani, hogy milyen szadm szerepel a képen.

4.2. Masodik moédszer - sorok cseréje

A maésodik mddszernél szintén véletlenszeriien egyenletes eloszlassal vélasztot-
tunk két sorindexet (1 és 28 kozott), majd a kivélasztott indexek alapjén meg-
cseréltiikk a kép két sorat. Minden képnél mas sorindexet jeloltiink ki, de egy
adatkészleten beliil a megcserélt sorparok szama mindig azonos. Tovabba fontos
megjegyezni, hogy a cserék egymds utédn hajtédtak végre (igy kis valdszintiséggel,
de lehetséges, hogy valéjdban nem véltozott a kép). A 2. dbrén ldthatd, hogy hogy
néz ki az eredeti, illetve adott szami sorpar értékeinek felcserélése utan a kép.
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caerék 0 sorpdr 1 sorpdr 2 sorpdr 3 sorpdr 4 sorpdr 5 sorpdr 6 sorpdr
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tiszta kép 6 3 ? S O ) S
= -— 5
== - - = = = —
.- - - = e, e N
zajositott kép ;'r 3 > -~ J: _“'_'____. ———
= - == e =
= ’ . it - = ——

2. dbra. Zajositott kép - sorok felcserélésével

4.3. Harmadik mdédszer - oszlopok cseréje

Harmadik esetben a méasodikhoz hasonlé technikat valasztottunk, azzal a kii-
I6nbséggel, hogy nem a sorokat, hanem az oszlopokat cseréltiik fel a képeken, ennek
eredményét a 3. dbran lathatjuk.

csarék | o osrloppir | 1ozl 2 oszloppér | 3 oszh 4 o8l 5oszloppér | &
asinn [ : pr F PP PF

-1 313 /| L 4|7 4
= | 3@ ¥ WL ] 7™

eserék | o osloppér | Boszloppir | Dosloppér | 10 eszloppér | 11 eszloppér | 12 oszloppér | 13
szama |

~2/@ 67187
b AR L P ML LN

3. abra. Zajositott kép - oszlopok felcserélésével

Amint azt a 2. és a 3. dbra jol mutatja, a szdmok aranylag jol felismerheték
vagy kikovetkeztethetok. Ebben jelentOs szerepet jatszik, hogy a képen beliil a
szam kozépre van igazitva, ezdltal a kép szélén elhelyezked6 sorok és oszlopok
nem befolyasoljdk nagy mértékben a képek olvashatésagét, igy ezeket egymédssal
megcserélve a karakter tovabbra is konnyedén felismerheto.
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4.4. Negyedik maddszer - fény valtoztatasa

A negyedik mddszer esetében egy adathalmazon beliill minden képet egysé-
gesen vilagositottuk vagy sotétitettiik. Minden pixelhez hozzaadtunk, egy elore
megadott értéket (—200, —150, —100, —50, 0, 50, 100, 150, 200) és ha az igy
kapott érték a [0, 255] intervallumon kiviilre esett, akkor azt az intervallum meg-
felel6 végpontjaval helyettesitettiik. Az igy generalt képeket a 4. dbra szemlélteti
(minden kép bal fels6 pixelét fehérre (0), mig a jobb alsé pixelt feketére &llitottuk
(255), jobban szemléltetve a fény valtozdsat).

hozzaadott
fény

tiszta kép q ; y x \
zajositott I '
kép | 1 ;

hozzaadott
fény

tiszta kép 0 : / 1 4 ; :;

4. abra. Zajositott kép - fény értékének valtoztatasdval

-200 -150 -100 0

0

QY :

0 50 100 150

M <

Altalénosségban elmondhatod, hogy a —100 és 100 kozott szinte biztosan és
egyértelmiien felismerheto a szam, mig —200, —150, 150 és 200-as érték hozzdadasa
esetén nehezebben tudjuk csak beazonositani.

4.5. Otddik médszer - szinek szamanak valtoztatdsa

Az 6todik technika a kép intenzitdsdnak valtoztatdsan alapul. Az eredeti képe-
ket 8 biten abrazoltuk, igy 256 kiilonb6z6 arnyalatot tudtunk megkiilonboztetni.
A kovetkez6kben ezt moédositjuk oly modon, hogy minden pixelt annak értéké-
t6l fiiggben hozzarendeliink egy csoporthoz és az egy csoporthoz tartozd pixeleket
ugyanarra a szinre allitjuk be (az intervallum kozéps6 elemének szinére), ezdltal 7
Gj tanuld és teszt adatkészletet hozunk létre, ahol az adathalmazokban a szinek
szama: 128, 64, 32, 16, 8, 4 és 2.
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szinek szama 256 szin 128 szin 64 szin 32 szin 16 szin 8 szin 4 szin 2s2in

e bl [ B /) O 7%

=6l 1] /]8]l/ 0178

5. abra. Zajositott kép - intenzitas valtoztatdssal

Az 5. abra szemlélteti az eredeti, illetve a torzitott képet. Ahogy latjuk, 16
szin esetén nem feltétlen tudjuk az eredeti és a zajositott képet megkiilonboztetni
egymastol, ezenfeliil elmondhatjuk, hogy még 2 szin esetén sem romlott jelentosen
az olvashatdsag, és a karakter szépen kivehetd.

5. Eredmények

Az el6z6leg bemutatott zajgenerald technikdk segitségével kiilonbozo tanuld és
teszt adathalmazokat készitettiink, majd egy-egy tanulé adathalmaz segitségével
létrehozott neuralis hélét minden (az adott médszer segitségével eléallitott) teszt
adathalmazzal teszteltiink.

5.1. Els6 moddszer - véletlenszerii zaj

teszt adatokban a zaj
0 39 78 118 157 196 235 274 314 353 392

db
db % o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0 o 65,6 48,0 37,7 30
8 1 51,0 396
16 2 47,5 31,5
_ 2 3 61,7
E 31 4 |
® 39 5
£ 78 10
B 118 15 so,g 52,6 453
B 157 20 69,9 61,6 55,1
£ 19 25 '
5 a5 30
274 35
314 40

353 45
392 50

1. tablazat. Felismerés pontossiga a véletlenszertien hozzdadott zaj hatasara
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Az 1.tablazatban taldljuk az elsé zajgeneralé moédszerrel késziilt képek esetén
a felismerés pontossiganak eredményeit (jobb olvashatésag érdekében a tébldzat
nem tartalmaz minden eredményt). A sorok megadjdk, hogy a tanité adathal-
mazban egy kép esetén hény szdzalék a zaj (illetve hogy ez hany darab pixelt
jelent), mig az oszlopok a teszt adatokra vonatkoznak. Egy adott sor egy adott
neuronhdaloét jelent, melyet kiillonb6zé mértékben zajositott adatokkal teszteltiink.

A legjobb eredményt (98,2 szdzalék) értelemszeriien abban az esetben értiik el,
amikor a tanité adathalmaz és a teszt adathalmaz sem tartalmazott zajt. Mig a
legrosszabb értékeket (11,0 szazalék) akkor kaptuk, amikor a modell altal betanult
képek minimélis (2-3 szdzalék) zajt tartalmaztak és a teszt adatokndl pedig minden
kép esetében a pixelek felének eltért a szine az eredetitdl.

Azt mondhatjuk, hogyha a tanité adathalmaz képeinek zajossiga X, a teszt
adathalmaz képeinek zajossaga Y, akkor igaz az alabbi Gsszefiiggés: ha X < 25 és
X —-Y >0, vagy ha X > 25 és X +Y < 50, ebben az esetben igaz az, hogy a
neuronhdlé legaldbb 90 szazalékos valdsziniiséggel felismeri az adott karaktert.

5.2. Masodik és harmadik médszer - sorok és oszlopok cseréje

Az oszlopok, illetve sorok cseréjével elballitott képek esetében, hasonlé ered-
ményeket kaptunk, ezeket a 2. és a 3. tdblazatban latjuk. A legjobb érték a zaj
nélkiili adatokban keletkezett, ahogy azt az el6z6 esetben is lattuk, mig a leg-
rosszabb értéket akkor kaptuk, ha a teszt adathalmaz minden képében felcserél-
tiink 13 sort/oszlopot és a tanulé adatokat pedig nem zajositottuk. Az {gy kapott
legrosszabb értékek (40,6 szézalék az oszlop és 32,6 szdzalék a sor cserék esetén)
jelentésen jobbak, mint az els6 (szdzalékos zaj) mddszerrel zajositott képeknél
(11,1 szdzalék).

teszt adatokban a cserék szama

O 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 13
0 (98,3 89,7 83,8 77,3 70,2 63,6 58,5 52,3 47,9 43,8 40,7 37,2 |
1 97,9 96,4 95,0 93,0 91,3 87,6 84,9 80,8 77,0 72,9 70,2 658 63,1 60,5
9‘?,6 96_;5 95,5 94,0 92,2 89,6 87,0 83,6 79,7 76,2 73,2 69,0 66,3 63,5
97,7 96,8 95,7 94,7 93,2 91,1 888 85,7 82,6 786 76,2 71,9 69,6 665
97,3 96,4 956 94,8 93,7 91,9 90,0 87,6 84,6 81,8 78,9 75,2 72,4 69,8
96,9 96,4 95,6 94,7 93,8 92,4 90,9 88,5 86,5 83,7 81,1 77,7 75,6 73,0
96,8 95,9 95,2 94,6 93,6 92,4 90,6 88,6 86,0 83,9 81,6 78,4 75,1 73,4
96,7 95,8 95,5 94,3 93,9 92,6 91,5 89,7 87,7 85,6 83,8 80,5 78,5 76,0
96,3 95,5 94,8 94,4 93,9 92,4 91,4 89,9 87,5 85,8 84,4 81,5 80,2 77,3
9 /96,0 95,5 94,8 94,2 93,5 92,2 91,7 90,1 88,0 86,4 85,4 82,8 81,1 79,1
10 95,7 95,0 943 93,8 93,4 92,3 91,0 89,7 88,0 869 85,6 83,2 81,5 80,0
11 95,3 94,5 93,9 93,4 92,8 92,2 90,8 89,8 88,2 86,9 85,9 83,9 82,0 80,1
12 95,3 94,6 94,1 93,2 92,5 91,7 91,1 89,9 88,6 87,5 86,4 83,6 82,6 81,1
13 94,9 93,9 93,3 92,8 92,1 91,4 90,2 89,4 87,3 86,8 85,2 83,9 82,0 81,0

L= I - T - )

train adatokban a cserék szama

2. tablazat. Felismerés pontossiga adott szamu sorpar felcserélésének hatdsara
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Sorok esetén az alabbi Gsszefiiggés adja meg, hogy a felismerés pontossaga hol
nagyobb mint 90 szazalék: ha a tanité adathalmaz képeiben a felcserélt sorok
szama X, a teszt adathalmaz képeiben felcserélt sorok szama Y, akkor ha X <7
és X —Y >0, vagy ha X >7és X +Y <13.

Oszlopok cseréje esetén az el6z0hoz hasonléan X a tanité adathalmazra, mig
Y a tesztkészlet képeire vonatkozik, ekkor ha igaz, hogy X —Y > 0, akkor a
neuronhdlé felismeri a karaktert 90 szézalékos valdsziniiséggel.

teszt adatokban a cserék szama

0 1 2 3 4 § 6 7 8 9% 10 1M 12 13
91,2 86,4 80,6 75,2 69,8 64,3 59,5 5! ;
: 91!790,0373859 83,9 81,8 79,3 77,5 749
89,5 88,2 86,5 84,6 82,8 81,5 78,7

91;2 89,8 88,7 87,2 85,2 84,0 819
90,5 89,4 88,0 86,4 85,2 83,7
m 50,3 89,2 87,9 86,5 85,2
92,1 91,6 90,0 88,4 87,8 86,2
. 91,6 90,7 89,6 88,7 87,6
92,6 91,5 91,0 89,6 89,3 B8,0
1,9 91,6 91,1 89,7 88,7 88,0
92,2 91,9 90,4 90,0 88,7
91,9 91,7 90,5 90,0 89,1

W0~ n AW N O

train adatokban a cserék szama

3. tablazat. Felismerés pontossdga adott szamu oszloppar felcserélésének hatasara

Amint az a 2. és a 3. tablazatbdl is kiolvashatd, adott szamu oszlop felcserélése
esetén szamottevéen jobb a karakter felismerésének pontossdga (dtlagosan 85,3
szdzalék), mint ugyanannyi sorpar felcserélése esetén (dtlagosan 90,3 szézalék).
Ennek oka valdszintileg a karakterek elhelyezkedésébol adédik, hiszen a képek nagy
részénél a tényleges betii egy kisebb téglalapban helyezkedik el a kép kozepén.
fgy a téle jobbra, illetve balra lev6 ,szinte” fehér oszlopok felcserélése nem ront
jelentésen az olvashatdésagon.

5.3. Negyedik moédszer - fény valtoztatasa

A 4.tablazatban azt lathatjuk, milyen eredményeket kaptunk a felismerés pon-
tossdgara abban az esetben, amikor a fény erejét allitottuk az egyes képeken. Az
el6zo kisérletekhez hasonléan a legjobb eredményt akkor értiik el, ha a tanul adat-
halmaz és a teszt adathalmaz sem tartalmazott zajt, mig a legrosszabb értéket
(10,28 szazalék) abban a esetben kaptuk, ha a tanulé adathalmaz nem tartalma-
zott zajt, és a teszt adathalmaz képei pedig szemmel lathatéan sotétebbek (pixelek
értékét 200-zal noveltiik).
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hozzaadott fény értéke a teszt adatokban
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

hozzdadott fény értéke a
train adatokban

200 80,6 80,1 79,6 79,1 78,2 79,7 81,3 83,8 82,5
4. tablazat. Felismerés pontossiga a fény valtoztatdsdanak hatasara

Ha a tanité adathalmaz képeinek zajossagat X-szel és a teszt adathal-
maz képeinek zajossdgat Y-nal jeloljiik, akkor igaz az aldbbi Osszefiiggés: ha
—200 < X <150 és —200 <Y <0, vagy ha 50 < X, Y < 150és Y — X <0,
ilyenkor a karakter felismerésének pontossaganak valdsziniisége legalabb 90 széza-
1ék.

5.4. Otddik mddszer - szinek szamanak valtoztatdsa

teszt adatokban a szinek szama
256 128 64 32 16 8 4 2

train adatokban a szinek
szama

5. tablazat. Felismerés pontossiga az intenzitds valtoztatasanak hatésara

A szinek szamédnak valtoztatasdra kapott eredményeket az 5. tdbldzat tartal-
mazza. Amint azt az 5. tdblazaton is lathattuk, hogy nem romlott nagy mérték-
ben az olvashatésdg, igy ennek megfelelGen a karakter felismerésének pontossagara
kapott eredmények is magasak (4tlagukat tekintve 85,5 szdzalék - sszehasonlités-
képp az elsd zajgenerdlé modszerrel kapott eredmények dtlaga 67,7 szdzalék).
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Mivel a csupan 16 szint tartalmazoé képet szabad szemmel szinte meg sem tud-
juk kiilonboztetni a 256 szint tartalmazd képtdl, emiatt az 5. tablazatban lathaté
legmagasabb értéket (98,2 szdzalék) t6bb esetben is elértiik. A felismerés pontos-
sdgdra kapott legrosszabb eredményt (8,9 szdzalék) abban az esetben kaptuk, ha
a tanulé adathalmaz képei 64 szinbdl allt, mig a teszt készlet képei csupan 2-bol.

6. Kovetkeztetések

Az €l6z6 fejezetben targyalt kisérletek alapjdn azt mondhatjuk, ha egy adott
mértékig zajos adatokat szeretnénk felismerni, akkor a legjobb mdédszer, ha a tanito
adathalmazt is hasonlé médon és mértékben zajositjuk. Hiszen igy tudjuk elérni
a felismerés pontossagara a legjobb értéket. Azonban fontos megjegyezni, hogy
ezekben az esetekben mind a teszt és mind a tanité adathalmaz elemei azonos
mennyiségii zajt tartalmaztak, ami egy nagyon specidlis, a valésdgtdl igencsak
eltéro eset.

Karakter felismerés pontossaga véletlenszerii zajjal
ellatott teszt adatok esetén

100,0 %
95,0%
90,0%
85,0%
80,0%
75,0%
70,0%
65,0%
60,0 %
55,0%
50,0 %
45,0%
40,0%
350%

0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50%

Karakterfelismerés pontosséaga

Zaj mértéke a tanulé adathalmaz képeiben
6. abra. Felismerés pontossaga véletlenszeriien zajositott tesztkészlet esetén

Mindezek miatt nézziink egy olyan esetet, ahol tébb tanité adathalmazt hozunk
létre, oly modon, hogy egy-egy halmazon beliil azonos szézaléknyi zajt tartalma-
76 képek szerepelnek (ezen tanité adathalmazok megegyezhetnek az 5. fejezetben
targyalt tanité adathalmazokkal). Az {gy létrejott karakterfelismerd neuronhdlék
mindegyikét ugyanarra az egy teszt adatkészletre teszteljitkk, melyre az teljesiil,
hogy minden egyes kép esetén meghatdroztunk egy véletlen szdmot (1 és 50 ko-
z6tt) és ezzel a véletlenszammal generaltunk zajt (az elsé - szazalékos - zajgenerald
mddszer segitségével) kiilon-kiilon mindegyik kép esetén, ahol a véletlenszdm adta
meg a zaj szazalékos értékét. Ezéltal a tesztadathalmaz a valdésdgnak megfelel6en
eltéré mértékben tartalmaz zajt az egyes képeken.
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Az igy elért eredményeket a 6.4bran lathatjuk, ahol a vizszintes tengely meg-
adja, hogy a neuronhdalé milyen mértéki zajt tartalmazé képeken tanult, mig a
fliggbleges tengely a karakter felismerésének valdszinliségét adja meg. Amint azt
lathatjuk, a legrosszabb esetben nagyjabdl 40 szazalék valdszintiséggel ismeri fel a
képet a program, azonban egyetlen esetben sem éri el a 90 vagy annal nagyobb
szazalékot, atlagosan azt mondhatjuk, hogy a felismerés pontossaga 75-77 széza-
1ék kozott mozog. Ezen értékek megegyeznek az 1. tablazatban a 25%-hoz tartozd
oszloppal, vagyis ha a tesztkészlet minden képét azonosan rontottuk el 25 széza-
lékban.

Ezenfeliil tekintsiink egy tovabbi lehet6séget, amikor egy tanité adathalmazunk
van, melynek minden képe mds mennyiségii zajt tartalmaz és az ezen képek altal
felépitett neuronhdldt teszteljitk kiillonbozo tesztkészletekkel, ebben az esetben a
tesztkészleten beliil a képek egyforman zajosak.

Karakter felismerés pontossaga véletlenszer zajjal
ellatott tanulé adatok esetén

100,0 %
95,0 %
90,0 %
85,0 %
80,0 %
75,0 %
70,0 %
65,0 %

60,0 %
0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40% 45% 50%

Karakterfelismerés pontosséga

Zaj mértéke a teszt adathalmaz képeiben

7. abra. Felismerés pontossaga véletlenszeriien zajositott tanité adathalmaz
esetén

A 7.4bra diagramja mutatja, hogy ha egy neuronhal6t épitiink és azt kiilon-
boz6 tesztkészletekre teszteljitk (vizszintes tengely), akkor milyen pontossiggal
ismeri fel a program a karaktert. Az itt kapott értékek (legrosszabb esetben: 64,3
legjobb esetben: 96,8 dtlagosan: 85,3 szdzalék) hozzdvetélegesen megegyeznek az-
zal az esettel, amikor a tanité6 adathalmaz minden képét azonosan zajositottuk
25 széazalékban, ez az 1.tdbldzatban a 25%-hoz tartozé sor.

Az azonos mértékben zajositott tesztkészlet, és a véletlenszerlien zajt tartal-
mazé kozott talalt Osszefiiggés miatt alatdmasztast nyert az a megallapitas, hogy
egy karakterfelismer6 neuronhdlé felismerésének pontossagat javithatjuk azaltal,
hogy a tanité adathalmaz képeit zajositjuk.
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7. Kitekintés

A cikkben végzett kisérletek sordn a zaj mértékét és modjat valtoztattuk,
ehhez alapvetGen 5 kiilonb6z6 mddszert hasznaltunk, ezenfeliil hasznos lenne to-
vabbi technikdk tesztelése, melyek életszeriibbek és jobban tiikrozik a valdsagot.
Ilyen lehet példaul az elmosédott, homalyos képek vagy a rossz fény beallita-
sokkal készitiink fényképet (egyenletlen megvildgitds, erételjes vaku) vagy elnyuj-
tott/dsszezsugoritott képek (nem megfelels szoghen tartott fényképezégép esetén).

A tovabbiakban még érdemes vizsgalnunk, hogy mivel tudjuk még jobban ja-
vitani a felismerés pontossagat, ez lehet esetleg a neuronhal6 alap beallitasainak
médositasa, vagyis a neuronok és idegrendszerek szamanak valtoztatdsa, vagy a ta-
nul6é adathalmaz méretének moédositasa, tovabbé a Keras altal nyijtott kiilonb6zo
optimalizdlék hasznéalata.

Ezek mellett azt is célszeri vizsgalni, hogy hogyan tudjuk eldénteni egy meg-
adott képrél, hogy milyen mértékben tartalmaz zajt, hiszen ennek az értéknek az
ismeretében kénnyen tudjuk tgy kalibralni a neuronhalénkat, hogy minél nagyobb
valészintiséggel ismerje fel az adott karaktert.
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ROBUSTNESS TESTING OF NEURAL NETWORK FOR HANDWRITTEN DIGIT
RECOGNITION

BARBARA HAJNALKA BISCHOF, ATTILA ELEMER KIss

The paper examines a special data mining algorithm, namely the neural network that rec-
ognizes digits, while making the data set increasingly noisy by adding random distortions. We
analyze in detail how noise affects the classification algorithm. Using a simpler handwriting recog-
nition program, we show how the neural network recognizes a given character when it distorts
data in different ways (we used five different methods to noise the data). We find correlations for
recognition accuracy based on the extent and way in which the test and train data sets contain

noise.

Keywords: data mining, neural network, robustness, handwriting recognition.
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