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A MATEMATIKAI MODELL MINT A FIZIKAI VALOSAG LEKEPEZESE

«Vitaindité elbadas kibbvitett, szdvege >

Almasv Gedeon

Az elBadas els6dleges célja az volt, hogy megkisérelje
megvilagitani és tobbé — kevésbé altalanosan megfogalmazni
a matematikus kollégaknak, hogy mit ért a rendszertechnikus
mérnok matematikai modellen. A helyszinen a vitaindité
el6adas nem provokalt, lényegbevagé hozzaszélasokat, de ezen
dolgozat els6 kéziratanak elolvasasa utan tobben tettek ra
észrevételeket. Megkodszonom Friedler Ferenc. Jedlovszky Pal .
Toth Janos és Uhrin Béla barataimnak a kézirat atnézése
soran tett hasznos megjegyzéseit. Ezek jJelentfs részét
felhasznaltam egyes allitasaim pontosabba tételére.

Mi a matematikai modell?

A  matematikai modell a valosag egy létez6. vagy
megvalésithatd részének célszer( leképezése a matematikanak
mint leiré nyelvnek objektumaira, ugy hogy a fizika
torvényeit ezen matematikai objektumok kozotti reléaciok

képviselik. A teljes részletességében belathatatlanul
bonyolult fizikai valo6sagot matematikailag kezelhetd,
algoritmizalhato objektumokra, leiré elemekre kell

leképeznink.

Ez a kiindulé allitasom hallgatélag i1"eltételezi, hogy a
fizikai valdésag objektumai leképezhetek matematikai
objektumokra. Mivel ez az allitas nem altalanosan
elfogadott, az eredetileg példakat nem tartalmazé

el6adasomat sajat (elkerulhetetlenil mérnodki ) szemléletem
részletesebb leirasaval kibdvitettem.
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Tekintésiuk a I17izlkai kér kivalasztott, részében a benne lev6
0sszes lehet.égés vegyitlek és mas, nem Ffel kék lenil kor lakos
szamu fizikai alakzat, (mink pl. adokk molekula kildnbdz6
alakjai, kulonb6z6 kolloid kulajdonsagl csoport.jai, skb..
st.b.), az entaipia és impulzusvekkor (minezek egyikkesen
extemit leir6 elemek) eloszlasat a harom fizikai kér
dimenzié és az i1d6 kerében. Ez annyi eloszlas. ahany
exkenziv leird elemek figyelembe vekkink . Természekesen ezek
Osszessége még nem a t.eljes valosag leképezése, és az adokk
kérrészt, csak a mérnoéki gyakorlatban gyakori egyszer(isitd
felkéke lezésekkel (erdkerekek, a mikrofizikai szerkezetet, és
még szamtalan egyéb, eset.leg altalunk ismeret.len Tizikai
tulajdonsagok is figyelmen kivil hagyva) irja le. Nem all
tavol a mérnoki szemlélett6l az a (természekesen soha nem
bizonyithato) feltevés, hogy 1ilyen médon a valésagok az
exkenziv leird elemek szamanak névelésével egyre pontosabban
leirhatjuk, akkor is, ha a teljes leirashoz
megszamlalhatoéan, vagy akar nem megszamlal hatéan végtelen
sokféle ilyen eloszlasra volna szikség. Ez utobbiban latom a
valésag végeke len bonyolultsagat, és egyben egyre mélyebb
megismerhetéségét. Egy masik leirasi lehetéség. hogy az
infinikezimalis és/vagy kvankalk megmaradé mennyiségekhez,
mintegy megcimkézve azokat, rendeljiuk a hely — id6 és
esetleg tovabbi tulajdonsag koordinatak halmazat (ezt
nevezik az &ramlastanban ‘'szubsztancialis" leirasmodnak) .
Feltehet6leg ezen leirasi médok mellett még szamos (vagy
éppen szamtalan) mas 1is lehetséges. Ha ezt a Teltételezést
elfogadjuk, akkor a fizikai valésag exkenziv leirdé elemei
kdolcsondsen egyértelmiien megfeleltethet6k egy matematikai
objektumokbél allé halmaz elemeivel. A valésag leirt része
ismert okb6l magat a modellt nem tartalmazhatja.

Leképezésiink elsd 1épéseként t-éges s:x<imi leird elemet.
valasztunk ki és a valosag elemeit ezen osztalyokba
soroljuk. Az alkalmazot.t leképiezés a ha 1maze Imél ét
fogalomrendszere szerint ui . 6szi alvozxis: egy bévebb halmaz
részhalmazaihoz a képhalmaz egy-egy elemét rendeljuk. Ez
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utdobbiak a matematikai modellben igen kuldénbdz6k lehetnek:
leggyakrabban, de nem feltétlenil. egész vagy valdos szamok
vagy azok részhalmazai, azok sokdimenzidés vektorai egy vagy
tobb figgetlen valtozés flggvények. valészinliségi vagy
slrliség mez6k, esetleg két vagy tobbér téii logikai értékek
vagy mindezek halmazai.

korrekt matematikai modellben a fizika torvényeit. a modell
objektumai kozotti relacidk képviselik. Ebb6l az kovetkezik,
hogy a modellt akkor nevezhetjik pontosnak, ha a relaciodk
alka Imazasanak sorrendje kommutativ olyan értelemben, hogy a
valésag egy rész—"halmaz"-ariak leképezésével ugyanazt a
részhalmazt nyerjuk a képtérben, akar el6szor képezzik le a
valésagot a modellre és alkalmazzuk ra a modellre
értelmezett, relaciot, akar eldszor alkalmazzuk a valoésagbeli
relaciot (vagyis tekintjik a fizikai vilag egy létez6 vagy
lehetséges folyamatat vagy annak egy részhalmazat) és ezt
képezzik le a modell elemeinek terére.

Jeldlje X a valdosag, Z a modell objektumainak halmazat.. T a
valdsagban érvényes Tfizikai torvényeket, mint. a valdsag
objektumaira értelmezett relaciodkat, t a modell altal
képviselt relaciokat, G a valosag extenziv leiréo elemeinek
leképezését a modell elemeire, végul xtX a relacidkat
kielégité valosadg objektumok halmazat, a modell
relacidokat kielégité modell objektumok halmazat. Azt
kivannank tehat, hogy jeloléseinkkel legyen

G“T = t»G.

= G(T(X)) es = tG X))

GT "6
(lasd a 1. abrat, is). Ezt a kivansagot altlabari pontosan nem
lehet kielégiteni : a modellek kdobbé — kevésbé mindig
porikat, lanok .
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Az. hogy a inllasug egy résiér6l beszélink, azt jelenti , hogy
megkildonbdztetjuk az altalunk vizsgalt és a modellel leirni
kivant fizikai objektumot és annak komplementer halmazat. a
vizsgalt objektum kdrnyezetéi. Mivel a kdornyezet hatasat a
modellek nagy tobbségében figyelembe kell venni, és az
elvileg a szo6banforgo objektumot kivéve az egész
vilagmindenség, azt is célszerilen le kell képezni Ilényegében
az el6bbi gondolatmenetet alkalmazva a bemenetele (inputok)
és hintenetek (outputok) halmazaira. Mar itt megjegyezzik,
hogy a fizikai valdsagban a bement. és kimenet kozotti
megkilénbéztetésnek nincs jelentésége és ezért a modell
bemenetének ill. kimenetének megvalasztasa célszerlségi
kérdés és nem kotédik szikségszerien a vizsgalt objektumba
fizikailag belépd ill . kilép6 aramok iranyahoz.

A leképezés trivialis esetektfl eltekintve nem lehet
kdélcsondsen egyértelm(, mivel az osztalyozas mlivelete csak
oly"an értelemben megfordithatdé, hogy egy modell elemhez a
valosag egy részét rendeli. Ett6l eltekintve is a modellezés
alapkérdése a modell pontossaga illetve hibaja. vagyis az.
hogy a modell milyen mértékben relacidtartdé. Ezt a leképezés
kommutativikasanak hibajara vonatkozé alkalmas egyértelmi
tavolsag definiciodoval volna célszer( jellemezni.

A matematikai modell létehozasanak Il1épései

A matematikai modellt osztalyokba sorolasi miveletek
sorozataval hozzuk létre. Az alédbbi Tfelosztds az eldbado
sajat, gyakorlati tevékenységének elemzésébdl adédo
szemléletét tiukroézi. Az alabb felsorolt 1épéseket a
mellékelt 2.4bra szemlélteti.

A gyakorlati modellalkotas soran az alabbi gondolatmenetet
addig ismételjuk ("iteraljuk™ ), amig a kapott modellt a
valésaggal oOsszevetve a célnak megfeleldét nem talalunk, Az
abran ez az iteracidé nem szerepel .
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A mode 11la 1kotras i tevékenységgé 1 kapcsolatban nem
foglalkozunk a valdsag megismerésével. Fe ltételezzik . hogy a
szikséges ismeretekkel és adatokkal a modell 1étrehozdja
rendel kéz ik .

1-

A valoésag leképezésének elsd fokazata a szolmai valdéséagra
valé leképezés. Ez az adott tudomanyag ill. szakma alapvet§
szemléletét tukrozi és a modellek szintjén a
legaltalanosabb. Lényege a leend6 alkalmazas szempontjabol
jelent6séggel nem birdé leiré elemek elhagyasa, a Tizikai
Osszefiiggések konkrét figyelembevétele nélkil.

2.

A valodésag leképezésének masodik fokazata a kognitiv
(megismerési ) modell-re torténd leképezés. A kognitiv modell
mindazon alapvetd extenziv leir6o elem és Osszeflggés
Osszessége, amit a modell alkotéja a TfTolyamat leirasa
szempontjabol lényegesnek itél, fuggetlenil az igy adodo
matematikai O0sszefilggések bonyolultsagatol és
algoritmizalasi lehet6ségeitdl.

Annyira egzakt egy tudomanyterilet, amennyire axiomatikusan
felépitett és amennyire van erre alapozott kognitiv
modellje. A mérnoki tudomanyokban az axiomak a sok
tapasztalat alapjan elfogadott, az adott szakma korlatain
belil vTitathatatlannak posztuldlt igazsagok imint pl. a

megmaradasi torvények).

A konkrét objektumot meghataroz6é informacidék oOsszessége a
kognitiv modell szint.jén olyan részletességet, igényelne, ami
gyakor lat. ilag meg ismerhetek len .
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Milyen leiré elemekkel 1irja le a vilagot, a
- vegyészmérnok :
kémiai elemek, vegyll etek tomege, energiaja, azok

térbeli eloszlasa és sirisége, nyomas, aramlas, atadas.

- biotechnoldégus :
a fent, ieken kivil: mikrobak fajtai, tulajdonsag
eloszlasok, kolloid jellemz6k, kompartmentek.
- gépészmérndk és sztatikus mérnok:
méretek. témeg . impulzus. nyomatékek . eré6k.
elmozdulasok. rezgések. -,
- irany itastecbni kus :
iranyitott szakasz, jelek, &l lapot.valtozok .
szabalyozott koérok , ...

A modellt alkotd oOsszefiggések altalanos érvényld megmaradasi
egyenletekbdl , egyensulyt iissre/uggésekbd1l és egyéb, a
specifikus dinamikat leird oOsszefiggésekbdl allnak. 1 lyenek
a teljesség igénye nélkil az aléabbiak.
- a vegyészmérndk szamara :
az egyensulyi és megmaradasi egyenletek, a
reakciokinetikai 0Osszefliggések, a transzportegyenletek,
a részecske tulajdonsag eloszlas transzportegyenletei

A biotechnolégus szamara:
az el6zékon felul a "mikroba kinetika™, a mikroba
tulajdonsagok eloszlasainak transzportegyenletei

A gépészmérntk és sztatikus mérndok szamara:
az energia megmaradasi egyenletek, az erd és nyomaték
mérlegek, a rugalmas és rugalmatlan deformacié
Osszeflggései , a nyomaték és komponensatadasi
Osszefilggések
- Az iranv it_astechn ikus szamara:
a kalman altal alkalmazott axidémak, ugy mint az oksag
torvénye, az 1idébeli knnkatenalhatésag, ill. a
folyamatok Markov twulajdonsaga . Az adott feladat egyéb,
az el6z6kben felsorolt alapvet6 Osszefiiggéseit
legtdbbszor nem alkalmazzak.
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3 -
A kognitiv model It leképezzik munkantodéllé . Ebben
alkalmazzuk az adott valdsagos objektummal kapcsolatos
kvalitativ ismereteinket a modell egyszerlsitésére. Az ennek
soran esetleg felhasznalhatd egvszei-Usitési lehetdségek pl.
az alabbiak.
- vegyészmérnok :
t.okélebesnek tekinthetd keveredés, térbeli szimmetriak,
teljesen eltolt egyensulyok, bizonyos kémiai reakciok
adott korumények kozott, nem jatszodnak le, ..
- biotechnolégus:
egységes mikroba allapotok feltételezése, a mikroba
fejl6dés szakaszokra bontasa . ...
- idranyitastechnikus:
a fizikai tér diszkrét, izaladsa , linearizalas

A leképezések sorozataban ide sorolhatjuk azt a mérnoki
gyakorlatban gyakori egyszer(isitést 1is, hogy a mindig
id6beli és id6ben elkerilhetetlenil tdbbé-kevésbé valtozo
valdésagot az 1d6t fiuggetlen valtozéként nem tartalmazo

sztatikus modellel kozelitjuk (sztatikus, allandosult
allapotot feltételez6 modell). Ez az id6figgvények valéds
szamokra valo leképezésének tekinthetd, ami ismét

osztalyokba sorolasi mivelet és a mérnoki szemlélet szerint
akkor engedhet6 meg, ha az id6 szerinti valtozasok hatasai a
modell értelmezési tartomanyaban a megoldandé feladat
szempontjabdol elhanyagolhatok.

A munkamodell kialakitasanak leglényegesebb szempontja, hogy
a kapott modell algoritmizalhato és elfogadhaté i1d§ alatt
szamithaté legyen.
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4 -
Ha gyakran ismétlédé Tfeladatrél van sz6, a gyakorlati
felhasznalashoz a munkamodellt tovabb kell egyszerilsiteni.
lyenkor olyan modell struktarat, kell talalni , amelyik
lehetéleg kevés paraméterrel. egyszerd algoritmussal
(gyakran a futasi idén kivill a program terjedelne is
lényeges szempont! ) éri el a szikséges pontossagot.
célszerl struktlra megkeresésére elei moédszert nem ismerink
és olyan valészinlileg nem is létezhet . A leggyakoribb
megoldas: néhany eldére definialt figgvény paramétereit
opt. imaiisan (?) illesztve, azok koziul a legjobban illeszkedd
kozel1td flggvényt, valasztjuk. Leggyakoribb a munkamodell
linearizalasa (ide tarozik dinamikus modellek esetében a
Laplace transzformaci6é alkalmazasa 1is). vagy tobbvaltozoés
poli nommai, racionalis tortfiggvénnyel vagy ezek
exponencialis vagy logaritmus fuggvényeivel valdé numerikus
kbze 1itése.

Megjegyzések

Fekete doboz (black-box) modellek

A fent. ismertetett lépések kihagyasaval, a valdésag kozvetlen
numerikus kozelitésével kapott modellt nevezik fekete doboz
iblack box) modellnek. Ide szokas sorolni azokat a
modelleket is, amelyeket ugyan a fent leirt Iépéseken
keresztiul nyertink, de végul is annyira egyszer(sitettink,
hogy egyiltthatéi mogott mas Fizikai tartalom, mint hogy azok
a fugg6é valtozok Tfiggetlenek szerinti parcialis derivaltjai,

nincseri .

Determinisztikus — sztochasztikus modellek

Sztochasztikus modellre akkor- van szikség, ha a valésag
leirandd része? olyan folyamatot és/vagv kornyezeti hatéast is
tartalmaz , amit a gyakoi lati alkalmazas soréan elvileg

lehetetlen pontosan el6r< meghatarozni. Ha a valosag
. 8 .
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sztochasztikus , az esetleges determinisztikus modell annak
osztalyokba sorolt. képe: eloszlasokat szamokra,
sztochasztikus folyamatokat és feltételes eloszlasokat
fliggvényekre képez 1le , természetesen ebben az esetben sem
lehet alt.alaban semmi lyen értelemben kdélcsdnos
egyérte Imliséget. varni.

Ha gyakorlati problémaink megoldasaval kapcsolatban el is
tekintink a mikrovildg sztochasztikus voltatol. a makrovilag
valésagat leképezéseink osztalyba sorold wolt.a (megszokott
mérnoki szoéhasznalattal elhanyagolasai ) miatt 1is gyakran
talaljuk sztochasztikusnak. A modellalkotas egyik alapvetéd ,
de tisztazatlan kérdése, hogy mely hatasokat szabad
sztochasztikusnak tekinteni. A fizikai megfontolasok sokszor
nem meggy6z6k a folyamatok sztochasztikus voltanak
alatamasztéasara vagy megcafolaséara és gyakran csak
megfigyeléseink hianyossagat mutatjak. Ugyanakkor a probléma
eldontésére gyakorlati célokra alkalmas tételt nem ismerink,
mert a matematika erre vonatkozo egzakt tételei a
gyakorlatban ki nem szamithatdé improprius integralokat
tartalmaznak. Ezért, ma a dontés a modellt [1étrehozé mérndok
szubjektiv megitélésén mulik, a folyamat megfigyelésére és
az észlelések értékelésére alapozva.

Talan a k.aoszelmélet fog egyszer erre a kérdésre az
eddigieknél egzaktabb valaszt adni, legalabb is egyszeribb
modellek esetében.

Nem analitikus modellek

A valos vilag fizikai folyamatai (beleértve a kémiai és
biolégiai folyamatokat is"™ sokszor leirhaték kielégit.6
pontossaggal analitikus fliggvényekkel . Az  Objekt.um

leirasaban gyakran szikségszerlen el6forduldé ugrasok vagy
torések legtdbbszor mégis megnehezitik. vagy gyakorlat, ilag
lehetetlenné t.eszik az analitikus elemzést. Hasonlo
nehézséget visz a targyalédsba, ha egyes rés.-"twodellek csak
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numerikus modszerekkel oldhaték meg. Szerepelhetnek pl . a
m-jelel lekben olyan, szakaszonként kildénb6z6 képletekkel leirt,

Osszefliggések, amiket. egységes. matematikai moédszerekkel
analizalhato képlet, alakban praktikusan szintén nem lehet,
leirni (@ spline flggvények is ilyenek). Ezért a
modellezend6 objektumok matematikai modelljei sok esetben
nem irhatok le egyetlen képlettel, algebrai
egyenletrendszerrel , kd6zbnséges vagy parc iai is

differencialegyenletek vagy int.egralegyen letek képletszeril
explicit rendszerével , hanem csak meglehet6sen Osszetett,
logikai feltételek szerint is elagazéi algoritmusokkal .

Inverz és részben inverz modellek

Gyakran vari szlkség tervezési és dontési feladatok
megoldasahoz inverz, vagy részben inverz modellekre. Részben
inverz modellen a valésag olyan képét értjik, amely az
eredeti modellhez hasonldéan kozelit6leg relaciotartd, de
amelyben a modell fuggetlen ill. figgé valtozéi nem mind
azonosak a valdés vilagbeli bemené ill . kimen6 aramokkal ,
vagy okokkal 1ill. okozatokkal. Ha egy numerikus modell a
leird mennyiségek kozotti egy vagy tobbvaltozos invertalhato
fuggvénykapcsolat, akkor inverz modellen értelemszerl(ien
ennek inverzét értjuk. De mivel ez a fuggvénykapcsolat az
esetek tobbségében nem invertalhaté, pl. azért nem, mert a
modell fliggetlen valtozoinak szama a fugg6kénél nagyobb, az
invertélashoz a fugg6 valtozok megvalasztasaval egyidejlileg
az eredeti fliggetlenek egy részét tovabbra is rogziteni
kell. Tervezési TfTeladatok soran az is lehetséges, hogy a
fizikai kimenetek (okozatok) egy részét fluggetlen, mas
részét figgé valtozdénak tekintjik. A tervezési feladatok
megoldasara szolgald modell eset.ében igen elényds. ha a
valtozék az éppen aktualis feladatnak megfelel8en sorolhatok
fuggdé - Fuggetlen osztalyokba. Ez linearis (valos
vektorvaltozos ) modellek esetében nem jelent nehézséget, de
nemlinearis eset.ben altalanosan csak numerikus

egyenletrendszer megoldé algoritmusokkal valésithaté meg.
_ 10 -
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Mode 11hiba

A modell hibaja a leképezés és a relacidok alkalmazasanak
kommutativ voltatol valé eltérése; ennek jellemzésére
alkalmas médon definialt tavolsagot. Volna célszeri
tekinteni. Leggyakrabban a valdsagos objektum mérésekkel
leképezett egyes mennyiségeit és modellel leképezett
objektum megfeleld szamitott mennyiségeit hasonlitjak Ossze
és mode 1lhibanak ezek kiilonbségének négyzetét tekintik. Az
igy adédo ""tavolsag" azonban nem teljesen egzakt fogalom és
nem tekinthetd egyértelm( hibamértéknek, mar csak azért sem.
mert figg az o6sszehasonl it.as alapjaul szolgaldé o©Onkényesen
megvalasztott mintavételtdl és mértékegység rendszertél , a
mintak sulyozasatol, és mindezeken felul az igy kapoit,
kilonbségek tartalmazzak a mérési hibakat is. Tervezett,
fizikailag nem létez6 objektum esetében még az el6bb
emlitett O0sszehasonlitasra sincs lehet6ség. ¢és a modell
hibajat csak a kidolgozasa soran felhasznalt részmodellek
hibajabol lehet becsilni. Ez a becslés azonban igen gyakran
elmarad, egyrészt az oOsszefiggések bonyolultsagabol adoédé
nehézségek miatt, masrészt azért, mert sokszor az
alkalmazott oOsszefiiggések hibaja sem ismert.

A model 1hibaval kapcsolatosan felvetetddd kérdések
egyértelmid elvi tisztazasa fontos lenne a matematikai
modellek egységes elbiralasa és objektiv 0Osszehasonlitasa
szempontjabol .
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A matematikai modell lIétrehozasanak fazisai

2. abra



Szemcsediszperzidés rendszerek altaladnos mérlegegyenlete

Blickle Tibor, Mihalyké Csaba, Lakatos Béla, Ulbert Zsolt

Bevezetés
A vegyipari miveletek és kémiai reakcidk matamatikai modellezésére
altalanosan elfogadottak az un. Damkohler egyenletek. Példaul elsérendl

kémiai reakci6 esetén:

3 c(x, t) 3u(x,t)c(x,t)

3t “+ 6x @

Az ilyen tipusu egyenletek alkalmazdsanak két feltétele van:

1. Adott x helyen, t id6pontban a jellemz6 értéke - altalanossagban i1)(x,t),
jelen estben c(x,t) - jol definialt.

2. Az adott x helyen At id6 alatt a jellemz6 egyértelmlen meghatarozhatd
A), esetinkben Ac értékkel valtozik meg.

Sok esetben - szemcsediszperzids rendszerekben szinte mindig - mind a két

feltétel nem teljestul. Példaul kristalyositasnal nem teljestil az elsé
feltétel, mert a szemcséknek méret szerinti eloszlasa van - esetinkben a
szamossagra irjuk fel - és ezért az un populécidés mérleget hasznaljak:
3 n(x,t,L)
3 n(x,t,b) 3u(x, t,Ln(x, t,L) 30.(x, t,Ln(x, t,L) o
3t 3x 3x 3L .
)

Az O6rlésnél a kettes feltétel nem teljesul, mert a torés C méretrdl
S(x,t,£) valdszinlséggel torténik, és kulonb6z6 C méretre B(Xx,t,C,C)

valészinliséggel , igy:



ZANZAN
aveot,l)  aulot ooty 2 REE A
at + 3x ax

Lm
+ S(x,t,L)v(x,t,L) - J S(x, £,0)v(x.t,N)a B(**?~L" dC = O.

Model legyenleteinknél az O6rlési egyenletb6l indultunk Ki. Megéallapi-
tottuk, hogy megfelelé moédositassal alkalmas a forgdékemencében, gordulé
rétegben &aramlé szemcse leirasara, két fazisra alkalmazva a g4zok porta-
lanitdsanak modellezésére. A végleges modellink akkor is alkalmazhaté, ha a
folyamat tobbfajta szemcse vagy fluidum elem érintkezésének hatasara megy
végbe, mint pl. a Kkiegyenlitédés, véges mikrokeveredés, diszperzids
kristalynovekedés és a granulaléas részfolyamatai.

Matematikailag levezettik az &altalanos modellb6l, hogy ha a 2. Tfeltétel
teljesul, vagyis ha B(x,t,C,<) a < = ¢ + AC helyen Dirac delta, akkor a (2
tipust, ha az 1. Tfeltétel is teljesul, vagyis n(x,t,L) az L = L helyen
Dirac delta, akkor az (1) tipuslt egyenleteket kapjuk, igy a modell valdéban
a vegyipari miveletek altalanos mérlegegyenlet rendszerének tekinthetd.

Eredményeinket a kdvetkez6ben mutatjuk be.

A rendszerben véghemend folyamatokat el8szdr egyes szemcsékre firjuk fel,
majd err6l az elemi modellrél térink &t a rendszer mérlegegyenleteire. A
kezelésmédot Kkiterjesztjuk a szemcséken kivul TFluidum elemekre is, igy
lehet6ség nyilik a véges mikrokevertséglu fluidum rendszerek modellezésére
is. Megmutatjuk, hogy a TFfluidum mérlegegyenletek végtelen mikrokeveredés
esetén a megszokott alakba mennek &t.

A modellben megkuldnbdztetjuk az elemek "mindségi“tulajdonséagait, pl.:

szemcse, granulum, folyadék elem, vagy pl. szemcse a gazban, szemcse a

folyadékban.

A rendszert az elemei adott folytonos tulajdonsagok (ellemzék)
szerinti, idotol fliggdé eloszlasai és eloszlas slriségei jellemzik,
altalanosséagban:

df ().t
&> @ 0. 4)
Ezek a tulajdonsagok CI)) pl.: L méret, g tomeg, c koncentraci6é, T hémér-
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séklet.

Az eloszléasok fajtai (y): n(t,ij) szémossag, v(t,rj) térfogat.

1._Mérlegegyenletek

A rendszerben 1év6 elemek folyamatokban vesznek részt. A tovabb mar nem
bonthaté, fluggetlen folyamatokat elemi folyamatoknak nevezzuk. Bizo-
nyitottuk, hogy az oOsszetett folyamatok atalakulasi tagjai (q) az elemi
folyamatok algebrai oOsszegei.

Az elemi folyamatokban lejatsz6dd atalakulasokat két Tfuggvénytipussal
jellemezzik. A kiindulasi elemek , melyek azonos és kiulonb6z6 minéségi
tulajdonséaguak lehetnek, 4 folytonos tulajdonsagait tartalmaz6é vektort
jeloljuk C - vei. A keletkez6 elemek szintén azonos és kiuldonbdzé minbéségi
tulajdonsaguak lehetnek. Jeldljiuk valamely min6ségi tulajdonsagu keletkezd
elem i folytonos tulajdonsiagat ¢ - val. A t id6pontban az "a" minéségl
elemek , melyek + folytonos tulajdonsaga C, &S[ C,t,At) hanyada
(4talakulasi héanyad) valtozik meg, elfogy vagy keletkezik, At id6 alatt. A
At id6 alatt keletkezett "a" mindségli elemek, melyek + folytonos
tulajdonsaga ~B[ C.~C.t.At) héanyada (valtozasi héanyad) tulaj-
donsagu. A moédszer lényegét egy egyszerl, de szinte minden szemcse-
diszperzids mliveletet magaban foglaldé elemi folyamaton mutatjuk be, amikor
a folyamat két kulonb6z6 minbéségi tulajdonsagu elem kozott jatszodik le, és

eredményeként két kuloénb6z6 minb6ségi tulajdonsagu elem keletkezik.

dy (@’
Az S atalakuléasi hanyadok ebben az esetben:
aS~"C.t.At), »ONC.T.AL).
cS ~ , b€, t,At), dS((;.bG.t.At).

A B valtozasi héanyadok:



A differencia mérlegek:

gD
daC = *,,.AMN_t_At) =
aT|+Aa7) bDM
db« dan
o) ¥
(5)
b~V
/ChN tHA)-br(bC.)] dbC = hIFfA_ AN t.AL)
Jn
av bV
db« da™
aW bV
®)
ct)*Acn
[eM"(cMHAY)VNA-t)] degc = A BV Lt,AD =
CT)+ACI) aDM b7)M
db™ dan dcon
cV avm b-qn
(7)
d7,+#AdD
[dA"~rV "™~ _ 0] ddgc=~_AN_Tt_AL)
d1,+AdT) a™M  b~™M
u ANAANA AN far~A A AN'dA"~A A db”da? dd<
d a7)m b7)m
®



Az S és B fiuggvényeknek olyanoknak kell lenniik, hogy
lim !gi_%t-_’_.t_’_Atg Vé(ges (9)
At—>» 0
minden elemre. Ez a feltétel &altaladnossagban teljesul, ha
lim = S véges. lim B = B véges. (0)

At-» O At At—=> 0

Az elb6bbiek szerint

tim  pim M _dr Aan
At-»> 0 Af» 0 "D AL St
igy kapjuk a kovetkezd populacios mérlegeket:
b
at =-ar™ D a2
b"m
V (b7't)
a - =- @3 NeObA'b™]) di (13
a™m
a™ b™
VO :D db? das
at
a?’n b7)m
as
a™ b™
3
V Calz ]) i N -1)brCbhbrMY)dS(aC-bC.t]dB(aC,bC,d7,,©) dbc dac
alh A
as5)

Ha csak egyfajta min6ségl kiinduladsi elem vesz részt a folyamatban, az

egyenletek a kovetkezék:



OaT Ci7,’t)

ae
a™
at dac @an
am
a™
VCC;EL-I) a N’ N"sSN_ t~"B~Tbt) da? 7 8)
a’m

Ha csak egyfajta min8ségli elem keletkezik akkor

Ha a populacioés

TI~-ig V szerint,

v = 0.

mérlegeket szorozzuk T -vei és integraljuk tjmi.n—téii

a momentum mérlegegyenleteket kapjuk:

d Mt a™ bW
a J
dt db? V» <19>
an me
dij(t) .anmm h'w
dt bAVCa”rVMaA bl dor,daC  (20)
a-% bl)m
deMj (D) .M aWm bW
dt
cm am Eqm
‘BaGOQCTIK CaCV
@y
dM aM
d M.
d J(t)
dt
v n. A

*dNM-b~rd~KS da? Vv

@22)



2. Specialis esetek

Az egyes szemcsediszperzités miveleteknél Kkuldonbdz6 specialis feltételek
teljesilnek, melyek egyszer(isitik a mérlegegyenleteket. A legfontosabbak a
kovetkez6k: (az egyszerlbb hivatkozasok miatt kdédokat is megadunk, a

levezetéseket nem kozoljuk).

A) A min6ségi tulajdonsagok specialis esetei

Al) A_folyamat_két_azonos_nundségi tulajdonséagu

®IEY? *2220 TI1?Sii 1E¢Ei '"a™ = 'b”

Ekkor:
0
23
Ilyen eset példaul amikor két primer szemcse granulumm& egyesul.
A2) A_folyamatban_fogyé_és_keletkez6_elemek azonos
minéség” tulajdonsaguak”™ "a" = "c"
o
o o
a
a%1 me
(€]

Példaul kristalyndvelés.

Ha Al és A2 is teljesul egyidejlileg, akkor:



a™™M a™

A TJ
st = - aria/-thaS [al," > 2

ah ah

eaNMaNW "ana™NK? N e

(25)
PI. granulumok egyesllése.
B) Az atalakulasok specialis esetei
B1) Egyicanyu_valtozas
= 0. ha c< s acg vagy c< * aC (26)
ioy:
.an  b™
at dbC daC
ah B
@n
vagy':
a™ bW
VC:B])
St db* da™ -
D ¥
(€9))

Példaul oldas, vagy kristalyndévelés, diszperzidés aramlas.

B2) SzimmetHkus_val tozas

Ekkor:
¢® («ehi-0GO

Ilyen eset pl. a diszperzidés keveredés.



B3) Lokalis valtozas

Teljesul A2, Bl és S a 1, tovabba

B C, t, At} a + A*n  helyen Dirac delta, és

vim A2
At-»

bC, t] véges, ekkor: (29)

JovH
*00 f b~r00a~Ob*"1) doC

Via™t) b
at

(30
aa1|
Mint latjuk a 9. feltétel ekkor is teljesul.
PI. a konvektiv aramlas.
B4) Le°I1SéliE_E5*mme*Uil5s valtozas
Teljesul A2; B2 és S s 1, tovabba
3_B§(I(;15 E[E;’t’At]' a &(; = EL(; + AEL7) helyen Dirac delta, és
lim “At- = akO0 b ¢,0 véges, ekkor: @D
At-»
b VOO
VO'O  m Sy
dt
an
Példaul diffuziv keveredés.
B5) Kotétt_valtozas_
0
A gqB (G, "¢, c?’D a cC= ¢X helyen Dirac delta @33)

Egyes esetek, ha a Jellemz6:

a) a méret, és CX alland6 - kristaly goc képzdédés
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R) a méret, és C =&C - portalanitas

y) a témeg, és C - granulum képzdédés
Példaul a ) esetben:

b™

VCcT71)
at  -—a»(c"-0 b* (G- bC> I)CBEFDC c’-0 dbr  (34)
b"m

B6) Fluggetlen mértéki_valtozas

A B fuggvény nem fligg a£-tol, ekkor:

b™ a7/

Vitcnhl )
at b"tbi.UcBtbi"c'""1) «»Ne)eST,i.bi"1) d.« db<

b™m a™m

(35)

Példaul granulumok szétesése.

C) Az eloszlas specialis esetei

Cl) 8gyenletes_eloszlas

=aW &

amM bW

—at— V (9 b* (b«’t)cS(.«.bT-*)cB (.«-bi "c<’t) db< dbi

(€

Példaul aC a hely, és teljesen kevert a rendszer.

c2) A ay(aﬁ,t) a? = aﬁ helyen Dirac delta

Ekkor:

10



abr Cb”’1I)

at b3rCh7,-t)bS (ar"b,.~t) (38)

PI. teljes kiegyenlitédés (mikrokeveredés).

Megmaradas

Az 4talakulasi fuggvényekre feltételt ad az, hogy adott momentumok

Osszegére megmaradas van.

3. Alkalmazasok

3.1 ~T|T]1yDOvelést=gganulum_feluleti_névekedései_h6-_és_anyagatadas

A folyamatok sémaja:

by Cb,,” 1)

teljesil.

ay (aT,’t) 5 anifaL-" és by (b?D
folyadék elemek koncentréacié szerinti térfogateloszlasa. Egyiranyu valto-

zas: BI.

A populéaciés mérlegek:

bCM
infaLlt)s
at bV (bC>t) db* +
Bm
a- e
{ bv (b«-t)aS(a«-b«"t)aB(a€.-b€.aL.-t) dbcdac
a% Bm

€5))



alLMm

d@t)
) @0

alLMm bCM

ar.t) br"-0b~A"b"A0Ob~A"b«-") db da

Megmaradas:

dal\/L,‘3 dij

6 dt + dt
A 39, 40, 41 egyenletek a diszperziés kristalynévekedés matematikai
je, nulla mikrokeveredésu oldat rendszerben.

Lokalis kristalyndvekedésnél teljesul B3. Ekkor:

bCM
bcm
at al
a
asl
Poan (ab-tprmit o Ot b e -t diag
abv (¢ *1) atm
at
abc
Megmaradasbo6l:
V (a C-bC-13aL
VAT Dboe>t3d =
Tay:

12
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model -

42)

“3)

€D



,,aLM
—a i an” -1) g ara* L*"bC'1)b<bC-t K ¢
abv(@C "0 am @5)

abC

A 42, 45 egyenletek a homogén kristalyndvekedés matematikai modellje nulla
mikrokeveredési oldat rendszerben.

Ha az oldatfazisban a mikrokeveredés végtelen nagy, akkor teljesul ra C2,

és 1igy:

VAL.t)

[ an(L]t) A C aL t)
at alL

(46)

a

aLM

a.bc(t)

at~ @n

aLm
A 46 és 47 egyenlet a homogén kristalyndévekedés matematikai modellje
végtelen mikrokeveredési oldat rendszerben.
Primer szemcséknek a granulum feluletére val6 épilése:
a? @M 5 an (aL} és s bv(@®L) az bL méretQ primér szemcsék
térfogata. Teljesul A2, B1l, B3, a megmaradas:

d M
n a3 dbMo n
6 dt +-dt-=0 “48)
M
o bel-that (el bty t)
aan (@L>t3. blm
(at (49
alL
a
aLM
i an” ’0 an(aC.bL.t)-]-bVCbL-t) dar
abv (bL-0
at (50)

abL

A 49 és 50 egyenlet a primér szemcsék granulum Teluletére épulésének
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matematikai modellje.

A hé és anyagatadasi folyamatokat a folyadék extrakcié példajan mutatjuk
be.

ay L 7,°t3 = aV (aC>t) és b~V ®1) = bV (bC>t)
folyadék csepp folyadék
Teljesul A2, Bl, B3 és folyadékra C2. A megmaradas:

dM  dM
gel*t i =0 - (51)

aaV (&Cho 3 A Cb») av@Cc~ 1

at ac (52)
a
aCMm
dc (1)
dt arCaClb5 *t)aV ta~t3 daC 3
C
am

Az 52 és 53 egyenlet a nulla mikrokevertségiu extrakcié matematikai modell-
je.

Ha az "a" komponensre is teljesul C2:

d c(t)
gt D)
de (t)
SV --* (.5bs™0 9

Az 54 és 55 egyenlet a végtelen mikrokevertséglu extrakcié matematikai mo-

dellje.
3.2 Kiegyenlitgd|§

A folyamat sémija:

y @7,"t) ayo D

VLT, ti
14



tehat teljesul Al és A2.

A megmaradas:

A = a< + a< €2
és
d Mj(t)
gt 0 (€))
fay;
dar(v,t)
d-t t®9 dac ¢

N

B~ "aC-T"t) daG¢ daG +

r2Zn-a€.©) BACNIrT.n.t)

(58)
Az 58. egyenlet a kiegyenlit6dés matematikai modellje.
A véges mikrokevertségli extrakclé amely a nulla mikrokevertségl extrakcio
atalakulasi tag mellett a mlkrokeveredés &atalakulasi tagjait Is figyelembe

veszi az 52. és 58. egyenlet alapjan a kovetkez6:

aCM
d v
dt =v L 0-D N T a N avn™ ) da +
c
a'm
aCM aCM
21— iS(a”a~t)av” - t)aV @«-t)aB ~ >aC>ac(t) d&€ d&?
r* r
am am



aCm

o é »(a«*l) v "
a%n

N » * IN
aa”CaC b? 0 avtaC 9

6_c
a
Az 53 és 59 egyenlet a véges mikrokevertségli extrakcié matematikai mo-
dellje.
3.3 Primér_szemcsékb6l_granujum_kég|67é|

A folyamat sémaja:
a"n)
AngLt) Teljesul Al és a a8 + al = c8 (60)

ank glt)

megmaradas miatt B5 teljesul, igy:

agM
\Y |3ta 8,1) an(aB-l) art~"g.”~_t) da< (61)
agm
agM
6cn Coglt)
at »(«*0.» 0 . «) cS («c8",«"I)oB (.«c8",«" c8"0

aén
(62)

Az 61 és 62 egyenlet a primér szemcsék egyesulésének matematikai modellje.

3.4 Granulumok_egyesulé]]

A folyamat sémaja:

an (eglt)
a"C:g’ 1) Teljesul Al, A2, BS

an Cbhglt)

16



AM
VCc8’l) L

N N 2
—At-———o = v Cc:8°1) S7g.n.t) da? +

agM

>(.<=t),n (e«-.5-1),5 (.<’c8-s5"I)CB (.C*c8"»i "c8”%) d,« <63>
agm

A 63 egyenlet a granulumok egyesilésének matamatikai modellje.

3.5 Portalanitas

A folyamat sémaja:

"faL’t) cv (cL.t)
A megmaradis miatt teljesil B5, a BALNL.t) az = cL helyen Dirac delta.
fgy;
davil,©
3t = "aS (aL,t)aVv (aL’t) G
vieM 65
at aS @L-t)Cv (L -t) (65
A 64, 65 egyenlet a gaz portalanitas matematikai modellje.
3.6 Granyiumok_szétesése
A folyamat sémija:
vQAL.-t) v, ) A keletkez6 primér szemcsék eloszlasa az eredeti
0
cv(clL) normalt eloszlas, és ez megegyezik B(cL,t) - vei, fuggetlen L-tol,

igy teljesul B6.

A megmaradas miatt:

17



0] 0]
= 66
aS cS (6>
igy
3 vfL,tl o
(CD)
alLM
a vf L,
° 5 ASAL.tAVAL.t) dé&L 68
3t = cvfcL™~ VL.t ©®
L
am
A 67 és 68 egyenletek a granulumok szétesésének matematikai modellje.
3.7 ©6c¢clég
A folyamat sémaja:
~A(NL.D) AVAL.T) teljesul A2 és Bl és a megmaradas miatt
aLM
daC = 1 9
am
(0] (0]
S=.S (70)
fgy:
alM
3 VA 3 0 0
3t = -aS (aL-t)aVv (aL-t)+
(€Y

A 71 egyenlet az 6rlés matematikai modellje.

3.8 Aramlas

A folyamat sémaja:

>aX’*0 av ("x.1), teljesiul A2,

18



A bevezetésnél B6 teljesil:
jSTtljBIx.t) 72)

Az elvezetésnél B5 teljesul:

av&>t) 2S(Xtt) @3

Diszperzids aramlas Bl teljesil:

-3s (x,av[x.t)+  3sC«"t)avC€.03BCE.x) d C (€]

X
m

Diszperziés keveredés B2 teljesul:

-4S X -tDaV x -t + 4SC€.1)av(C-1)4B[C.x) d € @5)

A mérlegegyenlet:

daV(X,t) o o o o
at ),(S(t) lB(x_t)—av(x,t)C.S(x,t)—JS(x,t)H_v(x,t) +
XM XM
FCi.0 vfc.t) B(i,x) d ¢ S(G.t) vfc.t)4B(C,.x -] dC
76
M (t) - ra megmaradas van, Igy
dMo(t)
—dt jS(t) jBfC.t) dC - av(C,t)2S«.t) dC an
X Xm
Kévetkezmény:
XM
B(x,C) d¢ = B(x.¢) d¢ =1 @8)

19



Specialis esetek:
Ha_Cl teljesil.: x mentén teljeskeveredés
A 77. egyenletbdl

dv(e) o rM o o
dt jSit) JjBCi.t) d¢ - v(v) 25(C,t) dC @9

Ha_B3_és Beteljesul: homogén aramléas

3v(x,t)

3K(x, 1) 3%

3v(x,t) 3x(X,t)v(x,t)
ot 3x 3%

®0)

A be- és elvezetés peremfeltétel
6?_C?_teljesul: teljes mikrokeveredés

Legyen 7 a folyamat jellemzdje és v(x,t,r)) a slriségfiggvény, mely az 4
szerinti teljes mikrokeveredés miatt az 4g=7) helyen Dirac delta.

Ekkor :

3IN® _ 3x(x,)r) (o) z 3x
3t 3x 3x

3.9 0Osszetett_foldatnatok

Dinamikus kristalynovelés 46., 47., 80., 8l. egyenlet felhasznalasaval:

3 nC L ©®
3ang L.t) + 3aX(X’ t)ang L,t)a SaK(x,t) 3x 3a| %c, aL't)an(aL’t)
3t 3x 3x <N
a
82)
3 c(v) aLm
3bc(t) 3bx(x,t) bc(t) 3hK(X’ t) a "
3t + 3x 3x »'(«mOa«2 | A~ " b0°1) dag
Lm
(83)

20



Dinamikus extrakcié 54, 55, 81 egyenlet felhasznalasaval:

a_x(x,t) c(t)
a T 2 (D)

a®x(x,tibc (t)
at * (85)

Osszefoglalas

Fizikai modellbdl kiindulva altalanos mérlegegyenlet rendszert adunk meg.
Megmutattuk, hogy kuldénb6zé specidlis feltételek esetén egyszeribb
egyenletrendszereket kapunk. Az &altaldnos modellt szamos konkrét szemcse-

diszperzids folyamatra alkalmaztuk.
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Lasz16 Zoltan

AZ APRITASI folyamatok matematikai modellezésével kapcsolatos

UJABB EREDMENYEK

A véletlen apritasi Tolyamatok matematikai modellezésével mintegy 20
éve foglalkozom. Kezdetben mérnok kollégaim gyakorlati probléméaival
kapcsolatban otletszerien foglalkoztam egy-egy specialis modellel. Kés6bb
ezek megoldasaival szerzett tapasztalataimat rendszereztem és
Osszegyljtottem azokat az apritasi modelleket, melyek megoldasa zart, vagy
egy Jol szamolhaté végtelen flggvénysor alakjaban megadhat6. Ezekbdl
szeretnék most valogatni abban a reményben, hogy ebb8l az alkalmazék

otleteket nyerhetnek gyakorlati problémaik megoldasahoz.

1. Az apritasi folyamatok matematikai modellezésének alapelvei.

Az &altalanos értelemben vett apritds egy az id6ben Kifejlédé véletlen

folyamat. A gyakorlati problémak kozos jellemz§je:

- A t=0 id6pontban ismerjuk az anyag valamely x-mérete szerinti kezdeti

eloszlasat.

- A torési Tfolyamat soréan minden részecske bizonyos valészinlséggel

legaldbb két részre torik.

- Ha a rendszer zart (forras és nyel6 mentes), akkor érvényes

valamilyen anyagmegmaradasi torvény.

Ilyen folyamat példaul a Kk&zuzds, a gabona6rlés, a diszpergaladas vagy a
lancmolekulak bomléasa.

Bar az anyagok atomos szerkezete miatt fizikailag minden apritasi folyamat
diszkrét A&llapotvaltozasokon megy &t, a matematikai modellezés soran a
folytonos &allapotvaltozasokat is megengedejiuk. Mivel a folyamatban az id6 is
lehet diszkrét vagy folytonos, a modelleknek négy alaptipusa van.
Ezek &llapot- és idé szerint: diszkrét-diszkrét, diszkrét-folytonos,

folytonos-diszkrét és folytonos-folytonos.



Az el6z6ekben leirt tul altalanos apritas! folyamatok halmazat a

megoldhatésag reményében szikitsiuk le az alabbi kovetelményekkel:

- A folyamat Markov-tipusu. (Durvan megfogalmazva: az I1d6ben kovetkezd

allapot csak a kozvetlenul eldétte l1évé allapottol figg. )
- Az x-méretl részecskék torésének valdszinlsége az id6ben homogén.
- A torés soran keletkezé tormelék eloszlasa az id6t6l nem figg.

A fentiek alapjan megfogalmazhaté sztochasztikus modellek pontos
megoldasa szinte reménytelen feladat. Ez egyebek koézétt wugyanis azt
jelentené, hogy példaul a diszkrét allapotd modelleknél minden Ilehetséges

méretre és minden t -re ismerjik a méret Cix"t) szamszerinti

eloszlasat, azaz ismerjik a

P(£(xi,t) = k) = pk(xi,t) valoészinlségeket,

Ezért a gyakorlatban megelégszink a modell determinisztikus valtozatanak
megoldaséaval, megelégszink a folyamat M (C(x,t)) = f(x,t) varhatd értékének
meghatarozdsaval. A valdsagnak ez a leegyszerilsitett valtozata azonban
felvet egy elvi problémit: a pontos eloszlas alapjan szamitott torés varhaté
értéke megegyezik-e a varhatdé értékbe koncentralt tomeg torésének varhato
értékével. Szerencsére ez igy van. Fontossaga miatt ezt a tulajdonsagot a

diszkrét allapotu - diszkrét idejl folyamatokra be is bizonyitjuk.

Evidens, hogy ezt a tényt elég egy tetsz6leges x-méret apritasa soréan
eltavoz6 mennyiségre belatnunk, hiszen a teljes folyamat ilyen tipusu elemi

1épésekbbl épithetd fel.

Tegyuk fel tehdt, hogy egy x-méretl részecske szamszerinti eloszlasat a

t=n id6pontban a £n valészinlségi valtoz6 irja le, P(£=i)=p , i=0,1,2,...

Ekkor

A teljes valdszinliség tételét felhasznalva



Ennek alapjéan

- k:io W v % kio * i£< _(‘H»-p>kp"‘ » N

= P, kf Mil-p)“plk= E P, ICIp) = (I-pM(C ). (€))
L | i=o0 n

i=o k=0

Ebb6l lathat6é, hogy az (n+1} -ik torési periddusban eltivozott részecskék
szamanak varhaté értéke pM((;n). E mennyiség azonban megegyezik az
M((;n) -szamu részecske p-valoészinlséggel valdé torése soran eltavozé
mennyiség varhaté értékével (binomialis eloszlas!), amit bizonyitani

akartunk.

Ezzel belattuk, hogy az M(E(X,t)) = F(x,t) varhaté értékkel
megfogalmazott determinisztikus torési modellek a méreteloszlas varhaté

értékére pontos megoldast adnak.

2. Egy egyszer( diszkrét allapotl diszkrét idejld modell.

Rényi Alfréd 1950-ben publikéalt egy dolgozatot, amelyben
bebizonyitotta, hogy a k&ézlzds soran elég &altalanos feltevések mellett a
tormelék eloszlasa aszimptotikusan lognormédlis eloszlasu és ezt a
tulajdonsagot allitélag a gyakorlat is igazolta. A Rényi cikke nyoman
akkoriban divat volt mindenféle torési Tfolyamatra rahazni a lognorméalis
eloszlast. Az els6 talalkozasom az apritas! folyamatokkal akkor volt, amikor
egy kollégam azzal a problémaval fordult hozzam, hogy az &rleménye nem akar
lognormalis eloszlast kovetni. Ekkor elfvettem Rényi munkédjat és elbszoris

adtam ra egy lényegesen egyszer(ibb bizonyitast.

A modell szerint kezdetben egy darab egységnyi tomegl részecskénk van.

Ezutéan minden torési periddusban minden x-toémegl részecske p
valészinliséggel két g tomegl darabra torok. igy az n -ik torési periddus
utan bizonyos véletlen szama 1, i, i, ..., — tomegl részecskénk lesz.



Jelolje g (K az - tomegl részecskék szamanak varhatdé értékét altkor
n

a modell feltételei, valamint (1) alapjan

9..,©® = a-p g O

9,@® =dd-p g @ +2pg O

9,,M™M = d-p g (M +2pg (n-1)

g, (1) = 2p g (M @
Mivel gQ@ = 1 a (2) rekurzio egyértelmien megoldhat6é. A megoldashoz
hasznaljuk fel a generatorfiggvény médszert. Ennek Iényege az, hogy a

n
gn(k), (k=0,1,2....n) egylutthatékkal megalkotjuk a Gn(x) = Vv gn(k)xk
k=0

polinomot, majd a rekurzidé alapjan meghatarozzuk. Szorozzuk be (2) alatti
egyenletek mindkét oldalat rendre 1, X, .-... X', xml TFuggvényekkel és

adjuk Ossze az igy kapott azonossagokat. Ekkor kapjuk:
6,0 = (1-p) 6 0O +2px 6 () = (1-p+2px) G (O

n+1

illetve Go(x) = 1.

Mivel n tetszbleges volt

6,00 = (I-p+2px) G )

GMx) = (I-p+2px)-1

Gn (D) (1-p+2px)n (©)

Mivel gn(k) a Gn(x) polinom k.-fokd tagjéanak egyutthatéja, ezért a

binomiadlis tétel alapjan

gnocy = [ pk (I-p)nk



Ha &attérnénk a szamszerinti eloszlasr6l tomegszerinti eloszlasra,
00

azaz mindkét oldalt elosztjuk £ g W = (I+p)n -nel, sikkor
=0 n

n-k
NG

binomidlis eloszlast kapjuk. Mivel n > ® esetén a binomidlis eloszlas a

centralis hatareloszlas-tétel miatt a normalis eloszlashoz tart és az

méret logaritmusa -k In 2, ezért a méret-szerinti eloszlas varhat6o értéke

aszimptotikusan lognorméalis eloszlassal firhaté le.

Nyilvanvalé, hogy az apritas! folyamiatoknal a két egyenld tomegl részre
valé torés tulsadgosan specialis Kkikotés, ezért igazdn j6é -egyezés a

gyakorlattal nem véarhat6.

Sokkal természetesebb, ha torés soran minden méretet megengedink. Ehhez
azonban mar célszer(i a folytonos &allapotu modellekkel foglalkozni. Ezek
megoldasa soran persze sosem kaptam lognormalis eloszlast, de néhany esetben
bekdvetkezett a matematikai statisztikaval Tfoglalkozok végzete, amely
szerint egy mintara, f6éleg ha kicsi a minta elemszama, minden eloszlast ra
lehet hazni. Ez lehet gondolom az oka annak is, hogy a lognormalis eloszlas

sok apritasi folyamatnal bevalt a gyeikorlatban.

3. Folytonos allapotu és folytonos idejl apritidsi modellek

Az apritasi folyamatok id6ben és méretben valé folytonos megfogalmazasa
a torési folyamatok egy jelentés részében az "atomos™ méret kicsisége miatt
gyakorlatilag pontos. A matematikai modell megalkotdsa az aléabbi elvekre
épul :
- Ismerjuk a t=0 -ban a kezdeti tomegeloszlast.
- Az x tomegli szemcsék torése valdszinlleg At id6 alatt
a(x)At + o(At), a(x) £ 0.

- Ha egy y méretl részecske eltorik, akkor a térmelék valamilyen

b(x,y) slrliségfiggvény szerint oszlik el (0 s x s vy),

y
J b(x, y)dx = 1.
(0]



Ennek alapjan ha a rendszer zart (nyel6 és forrasmentes), az altalanossag

megszoritasa nélkul két modelltipust alkothatunk meg.

Ha a t=0 -ban csak egy darab x=1 tomegl récsecskénk volt és f(x,t)

jelenti a 0 3 x < 1 tomegl részecskék varhato értékét t -ben, akkor

-a(x) f(x,t) + S ay) b(x,y) f(y,t)dy + a(l) b(x, 1) e a<lH

-
ha (@ s x < 1), illetve

-a(h) (.1 ha x

i
=

ot (©)

Ez utébbi megoldasa f(l,t) = e a(Dt szolgaltatja az el6z6 egyenlet

forras-tipusu tagjat.

A masik modelltipusnal azt feltételezzik, hogy az indulé eloszlés

1
(.0 = fO(X)’ / fo(x)dx = 1 folytonos a [0,1] -ben. Ekkor a modell
o)
alakja
Bfa(:’ B = —a(x) f(x,t) + J a(y) b(x,y) Ff(y,uj dy,
0 3X31 f(x,0) = fo(x) ®

A két modell keverhet6 is. Ha a kezd§ feltétel (I—p)fo(x), 03 x <1 és p
ha x = 1, akkor ha frix.t) és f2(x,t) jelenti a két tiszta modell
megoldasat az eredeti kezdd feltételekkel, akkor

(I—p)fl(x,t) + pfz(x,t) a kevert modell megoldasa.

Mindkét modellben a(x), b(x,y) és f (X)) megvalasztidsa a a(x) a O,

1
g b(x,y)dx =1 és S £ ()dx = 0 v 1 feltételek teljesedésén kivil
o o
elvileg tetsz6leges. A gyakorlatban azonban érthet6é médn a Tfolytonos

flggvények korébdl meritiunk. Ekkor mindig igaz az alédbbi négy tétel:



(1) A modellnek van megoldasa és a megoldas egyértelm(.
(1) A megoldas nem negativ.
(111)  Ervényes a tomegmegaradas.

(v) Ha a(x) >0, minden x >0 -ra, altkor 1lim f(x,t) =0,
X0
minden x > 0 -ra.

Az elsd6 harom tétel nem szorul magyardzatra, a negyedik tétel azt a
szemléletes tényt mondja ki, ha a(xx) > O, akkor minden X > 0 tomeg

részecske t > esetén elfogy.

a. A ot = —a()F (x, t)+ I aly dbx, y)F (. t)dy + a(l)b(x,1)e all)
X

(4 modell megoldas specialis a(x), b(x,y) fluggvényekkel .

Ebben a fejezetben a(x) = xp, p £ 0 és bx,y) =9 ----, q >0
¥q

esetekkel foglalkozunk és minden p,q -ra megadjuk a modell analitikus

megoldasat.

Q
a./ Ha p =0 és q >0 tetszbleges altkor ™ f(x, t) = f(x,t) jeldléssel

a megdldandé feladat

1 q-i
f(x,t) = -F(x,t) +S ——- f(y,t)dy + gxqle 1
X yq

Keressik a megoldast f(x,t) = gxq ’e tg(x,t) alakban. Ekkor g(x, t)-re

az alabbi egyenletet kapjuk.

g(x,t) = q F dy + 1, g(x,0) =0, 0 s x < 1

kezd6feltétel mellett. ®)



A jobboldal integral szerkezete miatt célszerl a g(x,t) fuggvényt

00
gx,t) = J C (In x)n tntl alakban keresni. Mivel g(x,0) = 1 ezért
n=0
Cg=1. A C n £ 1 meghatarozasadhoz helyettesitsik be g(x,t) -t (6) -ba
és a jobboldalon végezzik el az integralast:
£ (+1)C Innx t" = -q £ Cn (n+1) 1 + 1
n=0
Innen 1-C_ =1
o
2-C; =~ f1 o
3<C = 5 1
(n+1 )Cn = - H Cn_l -
Azaz Cc = (—1)n q
n! (n+1)!
1 efx ti =t V 1-qt In X
19y gt .t I 7 ﬂ!(n+1))
€s f(x.t) =gx-1tet £ ~ > ¥
Mivel a jobboldalon lev6é sor konvergens, T(x,t) megoldas!
Megjegyzés: konnyl beléatni, hogy f(x,t) + F(x,t) megoldasa az ()

model Inek fo(x) =q xql kezd6feltétel mellett,

Y [
b./ aGx) =x°, p >0 bGy) =q 2L g0

¥q

Ekkor a megoldand6 feladat

FO,t) = -xp F(x, t) + g Xal S yPrq f(y,t) + q Xql e-l
X



Keressilk a megoldast f(x,t) = q xq1le 1 g(x,t) alakban, akkor g(x,t) -re
az alabbi egyenletet kapjuk:
1
g(x,t) = (I-xp) g(x,t) + g J'yp’l g(y.t)dy + 1,
X
a g(x,0) =0, 0SS x <1; g(,0) =1 kezd6feltétel mellett. a
Mivel g(x,0) =0, g(x,0) =1, g (x,00 = (I-xp)(I+ 5) és
g (x,0) = (I-xp2(1+ )@+ 5) érezzik hogy a megoldas
@ p
Y C (I-xp)n tn+l alakd. S6t ha g(x,t) = t e*1lx h[(1-xp)t]
n
n=0
helyettesitést elvégezzik, és z = (I-xp)t valtozét bevezetjuk, akkor
h(z) -t a
zh* (z) + @+D)h* @D + (- g) h(z) =0 @)
lineadris homogén masodrend(i differencialegyenlet megoldasa adja, h(0) =1
kezd6feltétel mellett. A (8 -t agy kapjuk, hogy (7) egyenlet mindkét

oldladt x -szerint derivaljuk majd g(x,t) helyébe

00

fluggvényt. Keressik a (8) megoldasat
n=0

00 00 00 00

V n(n—I)an"'l + 2 £ nan"'l + V nann +(1- r31) £ cnz" = 0.

Rendezve:

Y n(n+I)an"'l

) YCn(g)—l—n)zn, CO: 1.

A megfeleld fokszamu tagok egyutthatdit Osszehasonlitva:

C0 =1 ezért
Cp=1

1- 2 =p(3 -D$

2- 320 =p(3 -2)1c

n(ntI) ¢ = B3-n)Cc ....

h(z) = J]an" alakban. Ekkor kapjuk

befrjuk a megadott



A 5 =p jeloléssel C =1, n > 1 esetén
o

r_ e1@2..-(en

”n n! (n+1)!
Ha bevezetjuk = [™i] szimb6lumot C minden n -re
egységesen
¢ = b b
00
Mivel Y.ann sor minden z -re konvergens, ezért
n=0
, o F n
hiz) = - E TP.1\ =m
p nro Intlj ni
igy az eredeti feladat megoldéasa
FOGD = p xa-j te-*r | Tpy nt ®
n=o t °J
Nagyon érdekesen alakul a (9) megoldas, ha p = 7 egész szam. Ekkor
lathat6, hogy a p -ik tagtél kezdve a C egyltthatiuk zérusak és ezért
n

(9) kifejezésben véges (p-tagu) fuggvénysor szerepel.

f(x.t) = p x“-1 t e-*Pt V fP ] [t )3n
n=0 "m

Irjunk fel néhany ilyen megoldast is.

Ha p=q, azaz p=1, akkor

ft)=p x"" te T

Ha qg=2p, azaz p=2, akkor

2p-1

ft) = p x te P12+t(1-xp))

Ha q=3p, azaz p=3, akkor

fox,t) = p xP7" 7Pt Aziat (-xp)+

10



Kilonosen érdekes a p=qg=1 eset. Ekkor

f(x,t) = t e"xt

Ekkor az f(x,t) megoldas 1id6-szerinti derivalasaval az (56) modell minden

fQX) = p xp1 tipust megoldasat megkapjuk.
Példaul F + f = e Xt(I+t(1-x)) az TQ() = 1 kezdéFeltételnek, mig

f-f = e’xt (2x+t (1-x2)) az fQXx) = 2x kezd6feltételnek felel meg, és
fgy tovabb.
Kéonnyl ellen6rizni, hogy a 4. fejezetben kapott Osszes megoldas kielégiti az

(DH-1VvV). tételekben megfogalmazott tulajdonséagokat.

5 A O(%(.’.t) = —a)f 1) +J a(y)b(x,y)f (y,Ddy
X

(5) modell megoldasa tetszéleges f(x,0) = fQX), 0 s x s 1

kezd6feltétel mellett.

Miel6tt az analitikus megoldasra vezetd specialis esetekkel

foglalkoznank, megjegyezzik: ha a modellnek van megoldasa akkor

t

f(x,t) = Y, vn(x) aF ahol A ) o f ).
n=0 )

1
v, 00 = -a0ov (0 + 3 a(b(x.y)V_ ()dy

X

Ez a formula a specialis esetek vizsgalataban az integralasok miatt nem igen
hasznalhato, inkabb a megoldas l1étezése, konvergencia-problémak

szempontjabol elényods.

Bar az (5) modell ugyan hasonlit a (4) modellhez, a kezd&éfeltétel
eltérése miatt az (5) esetében rittkabban tudunk analitikus megoldast

felirni. A tovabbiakban két esetet vizsgalunk.

a./ Az a(x), b(x,y) tetszbleges, NN = b(x, D).



Ha az a(x), b(x,y) fluggvényekkel a (4) modell megoldhaté, azaz f(x,t)
kielégiti a

1

f(x,t) = —-a(xX)f(x,t) + Ja(y)b X y)Ff(y, t)dy + a (@)b(x, 1)e-a(D1
X

egyenletet, akkor f(x,t) Kkielégiti a

R 1
f (x,©) = -aCtx) F(x,t) + S a(y)b(x, y)F , t)dy - [a(1)]2b X, 1)e~a<1ll
X

egyenletet.
Ha a két egyenletet Osszevetjuk, [lathaté, hogy f(x,t) + f(x, ©)
megoldasa az (6) modellnek az fQx) = fx,0) + f(x,0) = b, D

kezd6feltétel mellett. Ez azt jelenti, hogy a (@) modell analitikusan
megoldhaté eseteib6l az (5) modell analitikus megoldéasait kapjuk specialis

fo(x) = b(x, 1) kezdéfeltétellel,

Megjegyzés: f - — f , f + — - f , __. megoldasok tovabbi
[a()]2 [a(b]3

specialis kezd6feltételeket adnak.

q-1
b./ a(xX) = xp, b(x,y) =49 g B - p egész, fo(x) tetsz6leges
Yy

p -sz6r integralhat6é fuggvény.

Ha kovetjuk az el6z6 fejezet b./ pontjdban alkalmazott eljarast és a

megoldast f(x,t) = q xq_1 e Xt g(x,t) alakban keressik, akkor a megoldandé
feladat
-xpt * 1 p fO 0
e g(x,ty =g /7 y51eylg(x,t), ahol g(x,0) = gQ®X g-1
X q X

Megmutatjuk: ha egész, akkor

12



g(x-t). | f ;] ahol

Vo0 =g,00, V. 00 =SPf 1v (nNdy . @0

n+1l

Err6l legegyszer(ibben mindkét oldal x-szerinti derivaladsaval gy6z6dhetunk

meg. Ekkor d y3()>(<,t) = g(x,t) jelolés alkalmazasaval azt kell kimutatnunk,

hogy

-p xp 1 tglx,t) +g(x,t) +qg xplgx,t) =0

A behelyettesitést elvégezve és felhasznalva, hogy vr: ) = -pxp Tvn_l ),

(n s 1) kapjuk:

-

—n=|l L[n]Jntnvn(x)_ n=2I i{n)Jnt"'l v-i(X) -I-pn:!), [nJ tnv,,(x)=0

Ekkor csak tk v*ix), (k=0, 1....p) tagok egyitthatéirol kell Kkimutatni,

hogy zérusak. De

1
o

k=0 esetén - ~~ Jl + p”~o)

1
o

k=p esetén - [pip+pl[pl]

A tobbi esetben is teljesedik a feltétel, mert

- [k1k - [k*1]k+1) +p[K = [k ] t-k-p+k+p] =0

Eredményeink alapjan az 5.b. feladat megoldasa

f(x,t) =g xqle™xl £ T£7] t' vhx)
n=0 én J "

Ha p kicsi egész szam, példaul p=l, azaz p=g akkor a megoldas egyszeri

alakot vesz fel:

13



P ffF ® 1 v
fX,t) =pxplext —-——- — +tJFf (Ydy
<p x7"1 x 0 J

Végezetul szeretnénk néhany megjegyzést tenni a )-(5) model lek
kibévitésérdl, ha egy forrastagot is figyelembe vezink. Ez miszakilag

folyamatos betaplalas melletti apritast jelent.

6. A folytonos apritasi modell stacionarius megoldéasa allandé

(egységnyi) intenzitasu, x=lI tomegl forrastag esetén.

A folytonos apritas! modellek jeldléseit megtartva eldszér is adjuk meg

a forrastag nagysadgat a t > 0 idépillanatban, ha a rendszer kezdetben Ures
volt. Ekkor az

f(@,t) = —a(l) F(@@,t) + 1

differencialegyenletet megoldva kapjuk

AITTT (-

Ekkor a (4) modell alapjan a megoldand6 feladat

f(x,t) = -a(x) F(x,t) +J a(y)b(x,y)F (. 1)dy + b(x, 1)(1-e’a<1H)

Ha csak a stacionarius megoldas érdekes f(x) lim f(x,t), akkor az alabbi
o
—*0

feladat megoldasat keressik:

1
- a()fF ) + Ja(y)dbx, y)f(y)dy + b(x,1) =0 an
X

A (11) explicit megoldds az integralban szerepl§ b(x,y) tényezd x-tél
valo fiuggése neheziti meg. Ezért szép megoldast csak polinom alaki b(x,y)

esetén remélhetink. Nézzink meg néhéany esetet.

a./ Legyen a(x) tetsz6leges derivalhat6é fuggvény, a(x) > 0 minden

14



a./

b,/

c./

Legyen a(x) tetsz6leges derivalhatd fuggvény, a(x) > 0 minden

X >0 -ra és b(x,y) = akkor

—ax) F) + S f(y)dy + 1=0

megoldéasa

f(x) = x-a(x) x >0 12)
q-1

Ha a(x) = xp, b(x,y) =g — , akkor a
yd

-xp FC) + g xq1J y*qf()dy +q xql1l=0

feladat megoldasat f(x) = c x alakban keresve

0O = 730 a3

eredményt kapjuk.

Erdekes, hogy mindkét esetben konstanstdl eltekintve ugyanazt a megoldast
kaptuk, és a megoldas lényegében csak a torési valdészinlségtdl figg. Ez
a tény vilagosabba valik, ha felirjuk a stacionarius modell A&ltaléanos

megoldaséat.

1
A —aQOFC) + /7 a(y)b(x,y)f(y)dy + b(x,1) =0

feldat altalanos megoldasa

fOO) m THTT E vn(® ahol
v, 09 = b(x, 1); Vg @ = i b(x,y)v_()dy,
00
amennyiben a £ vn(x) sor konvergens. a4
=1
Behelyettesitve és az integralast elvégezve:V

\ vn(x) + £ vn(x) i+ v X)) =0,
n=1 n=2



tehat f () valdban megoldas.

Lathatjuk, hogy az Jj tényez6 minden megoldasban szerepel.

A Tv n(x) 0szzegzése zart alakba mar nehezebb feladat, bar csak
n=1

b(x,y) -téi figg. Egyszerlbb esetben azért elvégezhetd az Osszegzés.

Legyen az a./ esetnek megfeleléen b(x,y) =p

Akkor v () =1, v, (9 =f v - -In x
s r In y 1.2
v3(X) =S ———y dy = gr In x

v, ) = (1)1 én_l (In x)n 1

131

O @ . V-1 w«
Tgy E vn/(x)\ F L {"'n x)ln~l = e In X _ E—L

) 1 A
Tehat f(x) = ac;()r n¥1 vn(x) = )2_5(7)() R

Latjuk, hogy ugyanaz az eremdény jott ki mint a 6.a./ pontban.

Megjegyzés: mivel vn(x) n-szamu azonos eloszlasu, egymastol figgetlen
valészinlségi valtozé szorzatanak s(riségfuggvénye, n » & esetén vn (€3]
lognormalis eloszlashoz tart. Ugyanis In(Ql (;2 .- .n(;) =Ing I In (;2 +. ..

..+ 1In (;n és igy érvényesil a centralis hatareloszlastétel. Tehat a
lognormalis eloszlasnak mégis csak van valami szerepe az apritasi

folyamatokban.

A figyelmes olvas6 észrevehette, hogy nem sokat foglalkoztam az
egzisztencia kérdésekkel. Elfogadtam sok esetben azt az alkalmazoi
személetet, amely szerint a természet folyamatait jol leiré matematikai
modell megoldhaté, hiszen a valésagban megjelenik a megoldas. Ezt a hianyt
azzal poétoltam, hogy sok feladat megoldasat sikerult zart alakban
felirnom. Igy ezek a modellek beépitheték elemként egy Osszetettebb
modellbe, kiiktatva ezzel a numerikus becslések hibajat.
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A modellezés fejlédése a megbizhatdségelméletben 1

Dr. Kovacs Zoltan - Kodmon Istvan

A MODELLEZES FEJLODESE A f-EGBiZHATOSAGELMELETBEN

A modellezési eljarasok tobbsége arra Iranyul, hogy
megvizsgalja valamely renszerelem ill. rendszer mikodését.
Tanulmanyunkban a forditott megkdzel Ttést alkalmazzuk. Tehat
nem azt vizsgaljuk, hogy mi torténik akkor, ha egy rendszer
mlikodik, hanem azt, hogy ml torténik amikor nem mikoédik.
Tekintettel arra, hogy kétallapotu rendszerekben a
rendszerallapotokat szambavéve a mikoédik és a nem mikodik
allapoton kivil mas kategoridk nincsenek, 1igy a nemmikddés
vizsgalatabol is fontos Informacidkat nyerhetink a mikodés
hatékonysagara vonatkozoban.

A megbizhatésagelmélet az a tudomanyag, amely
meghatarozza a berendezésekben fellép6 meghibasodasok
keletkezésének torvényszeriségeit, ezek elbrejelzésének
moédjait, a megbizhatdsag novelésének lehetfségeit a
tervezés, a tarolads és a felhasznalas i1dfszakdban, tovabba a
megbizhatésag ellenb6rzésének modjait. [4]

Grafikus modellezés

Hagyomanyos és jol ismert modellezési eljards az a
modszer, amelyben a rendszereket egymastol flggetlen
megbizhatdsagu elemekbdl felépilbéeknek tekintjuk. Ezen
modellek grafikus megjelenitésének lehetséges modjai:

- megbizhatdsagi blokkdiagram ( 1. &bra
- megbizhatésagi logikai diagram ( 2. &bra ),
- [Ishikawa diagram ( 3. &bra ).l1

1. abra
Megbizhatdsagi blokkdiagram



A model lezés fejléddése a megbizhatdségelméletbe 2

A megbizhatdsagi b lokkdiagramban a négyszogek O
berendezések, elemek Tfizikai mivoltara utal, az elemek
kozott 1év6 kapcsolatok megadasaval a vizsgalandd rendszer
struktirajat, topoldégiajat irja le. A megbizhatésagi logikai
diagram a mikodést, ill. nemm(ikédést reprezentalja ES, VAGY
kapcsolatok megadasaval. Az Ishikawa diagram az ok - okozati
Osszefiggések hierarchikus leirasat mutatja be.

HAJTAS

2. &bra
Megbizhatosagi logikai diagram

3. abra
Ishikawa diagram

Mivel az elemek Tfuggetlenségét feltételez6 modellek a
va l6sagban csak sz(k korben alkalmazhatéak, kissé
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idealisztikusnak tidnnek. A valdsag minél jobb megkodzelitése
érdekében a megbizhatdsagi modellekben a rendszert felépitd
elemek flgg6ségének a TFigyelembe vétele nélkiloézhetetlen.

Ezt lIgazoljak a rendszerek (zemeltetési tapasztalatait
rogzité dokumentumok ( berendezésnapld, miszaknapld ),
ame lyekbd6l nyilvanvalé, hogy a rendszere lemek egymasra

hatassal vannak. Hogyan alakul ki a figg6ség? (A. abra)

4. é&bra
Hatasok egy rendszerelem mikodésére

Els6 helyen emlitendd a rendszerelem sajat bels6
tulajdonsagainak a megnyilvanulasa a megbizhatosagi
viselkedésében. Ha csak ezek a hatasok UlIépnek fel, akkor az
elemet figgetlen megbizhatésagunak tekintjuk. A bekdvetkezd
eseményeket kivaltd okok mogott gyakran a rendszerelem egy
tovabbi részegységének a megbizhatésagi viselkedésével
kapcsolatos esemény all, azonban ez a részegység mar nem
Jelenik meg elemként a rendszer megbizhatésagi modelljében.
Az, hogy mit tekintink rendszere lemnek és mit bels6é oknak,
bizonyos mértékig o©onkényes, <csak a vizsgalati cél altal
behatarolt. A sajat, bels6 hatasok kovetkeztében fTel 1épd
meghibasodasok az U.n. els6dleges, primer hibak ( failure ),
amely fogalmat a szakirodalom a hibafdk kapcsan hasznalja,
megkulonboztetésil az U.n. masodlagos, szekunder hibaktol
( fault ).[7]

Mas rendszerelem hatasa az el6z6ekben targyalt okok
hatasmechanizmusahoz hasonléon érvényesiill. Ebben az esetben
az ok nem a rendszere lemen belil, hanem azon kivul talalhatoé
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és a rendszerben egy masik rendszerelemnél Is megjelenik. A

hatasok eredménye a két rendszerelemnél kulonb6z6 Ilehet, pl

az egyik meghibasodik, a masik csak felflggeszti mikddését.
Eppagy mint az egyes elemek, a rendszer egésze is lehet

hatéassal egy adott elemre. Ez gyakran szandékosan a
rendszerbe beépitve ""programozottan” torténik féként
biztonségi és gazdasagossagi megfontolasok miatt. |11lyennek

tekinthetd pl. a villamoshalézat tulterhelés elleni védelme.
Az elemek megbizhatdsaga figg a belSlik Telépild rendszer
koérnyezetétdl Is, hiszen a koérnyezet hatdsa a rendszerre
mindig egy adott elemén keresztul realizalddik.
Annak elemzésére, hogy egy elem meghibasodasa miként hat
az egész rendszerre elterjedt eljaras a hibafa modszer. A
hibafa egy gyldjtéfogalom, amely tartalmazza a :
- hibale futas 1 fat,
- védelmi fat és az
- ok okozati grafot.

A hibalefutasi fa - mint nevébdl Is kovetkezik - azt
vizsgalja, hogy egy adott elem meghibasodasa miként vonul
végig a rendszeren, milyen " lancreakcidok ' alakulnak Ki.

A védelmi fa ezzel ellentétben nem a hibakra Oszpontosit,
hanem azt szolgaltatja, hogy milyen védekezési mechanizmusok
indulnak be egy adott elem meghibasodasanak eredménye képpen

Az ok okozati Osszefiiggés kapcsan a rendszere Iméletekt6l
kissé szokatlan megkézelitési mod érvényesil a megbizhatdsag
elméletben. Azzal, hogy az elem meghibasodasanak az okat is
vizsgaljuk, feltételezzik azt, hogy az elemnek van bels6
szerkezete. A model lunkben az elem bels6 szerkezetét nem
irjuk le, de az oksagi vizsgalattal utalunk ra.

Bool algebra alkalmazasa

Fuggetlen megbizhatésagu elemekb6l felépuld rendszerek
esetén a rendszereredd6 szamitasanak lehetséges modja a Bool
- algebrara épiulé szorzas |l szabaly. A szamitasi model 1
jellegzetességei az alabbiakban foglalhatd ossze:

- A  rendszer minden alkatrésze «csak két lehetséges
allapotban lehet: teljesen mikodbéképes, vagy
megh ibasodott.

- A rendszer véges ( megszamlalhaté ) szamu alkatrészt
torta Imaz.

- A rendszer alkatrészei egymastol  sztochasztikusan
fuggetlenek, azaz meghibasodasaik nincsenek egymassal
korre 1&c i6ban .
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Az

- Ervényes a monotoniatulajdonsag. Ez azt jelenti, hogy

egy mar meghibasodott rendszer tovabbi alkatrészek

meghibasodasa kovetkeztében nem vallk ismét
mikodbképessé ( nincsenek ongyogyulasi Jelenségek ).

Ha a rendszer mar nem tartalmaz 1ényegtelen

alkatrészeket, akkor tovabb nem redukalhatd.

Egyszeri szerkezetek tulélési valoszinlségei a
kévetkezbkben ismertetésre keruld négy képlettel

szami thatok.

elemek kapcsolddasi rendjének megfeleléen a rendszer

ered6 megbizhatdésagat az elemek megbizhatésagabol az
alabbiak szerint szamol hatJuk:[3]

- soros kapcsolas ( s.abra )

P(O = JT p (O
i-1 1

- parhuzamos kapcsolas ( 6. abra )

PH) =1- JT C1-PCD ]

- soros - parhuzamos kapcsolas ( 7. abra )
m._.

PO = JTC1-JTcl-p,,cto]

j-1 i-1

- parhuzamos - soros kapcsolas ( 8. abra )
m

P(t)=i- JT C1-JTp,j<b) ]

iml j-1

5. abra
Soros kapcsolasu rendszer
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6. abra
Parhuzamos kapcsolasu rendszer

7. abra
Parhuzamos - soros elrendezés

8. abra
Parhuzamos - soros elrendezés

A valoés rendszerek esetén azonban igen gyakran nem
hasznalhatéak ezek a formuldk: a rendszer bonyolultsaga nem
teszi lehetévé a soros és parhuzamos részekre vald bontast,
a flugg6ség Tfigyelembe vételével hasznalhatatlanna valnak a
képletek, olyan mikodési feltételeket szabunk, amely tl
mutat a képletek alkalmazhatdsagan stb. Ezen problémak
megoldasanak egyik médja az igazsagtablazat alkalmazasa.
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Az igazsagtabl azat

Az Igazsagtablazat: a rendszert felépitd elemek
lehetséges allapotainak kombinacigjabol adodo
rendszeral lapotok szambavétele. Mivel az elemek allapotat
tekintve csak két kategoriat kilonbéztetink meg ( mikoédik,
nem midkodik ), 1gy n elemi rendszer esetében 2n a
lehetséges rendszeral lapotok szama. A  rendszer eredd
mikodési valOszinlségét a mikod6képes rendszerallapothoz
tartozé allapotvalészinlségeknek az 0Osszege szolgaltatja.
Tekintsunk egy egyszerld  példat az igazsagtablazat
haszna latéara.

Legyen egy harom elemi rendszerink, melyben az egyes
elemek miikiudési valészinliségei p =0,8 4p2=0,9 , p3=0,95.
Rendszeriink topoldégiaja az alabbi:

Az abran feltintetett szaggatott wvonal a figgb6séget
jelképezi. Tehat ha a 2. berendezés barmilyen okb6l leall,
az maga utan vonja a 3. berendezés leallasat Is.

Ha a fugg6séget nem vesszik figyelembe a rendszereredd
szamitasara alkalmazhato a szorzasi szabaly. Ennek
meg felelben

Pr= C 1-C1-P, )’C1-P2)]-P3= 0.931

Most alkalmazzuk ugyanerre az esetre az igazsagtablazatot. A
tablazatban a "™ - 1 Jel a berendezés al lasat, a " + “ jel a
berendezés miikbdését jelzi. A rendszer allapdtva lészinlségéet
a berendezések allapotaihoz tartoz6é valdszinliségek szorzata
adja. Pl. a tablazat els6 soraban mind a harom berendezés
all, 1igy a rendszer allapotva I6szinlisége:

pd=(1-0.8)"(1-0.9)=<1-0.95) = 0.001
A tabladzat hatodik sordban az 1. és a 3. berendezés izemel,
a 2. all. Ehhez az allapothoz tartozé valdészinlség:

Pa= 0.8-(1-0.9)-0.95 = 0.076
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Birendzez Rendszeral lapot Al lapotval. Kgmgéalit

m val
- - - allas 0.001
- - allas 0.004
-+ - allas 0.009
+ - allas 0.036
- -+ allas 0.019
+ -+ miikodés 0. 076 0.247
- + miik 6dés 0.171 0.076+0 171
+ + miik 6dés 0.684 0 247+0.684- )

Ebben az egyszeri esetben az igazsagtablazat hasznalata
bonyolultabb mint a szorzasi szabaly alkalmazasa. Ezzel a
példaval csupan az  igazsagtablazat hasznalatat Kkivantuk
bemutatn i.

Ha figyelembe vesszik a példaban el6irt figg6séget is, a
szorzasi szabaly mar nem alkalmazhatdé, az igazsagtablazattal
azonban megoldhaté a feladat. Ennek megfelelben a kovetkez
képpen alakul az lgazsagtablazat:

(Az el6z6 tablazathoz képest a valtozast keretbe foglaltuk.)

Eﬁr"ndzez é% Rendszeral lapot Al lapotval. mmgégélt val

- - - allas 0. 001

+ - - allas 0.004

- + - allas 0. 009

+ + - allas 0.036

- - allas 0. 001

+ - ES3 allas 0.004

- + + mik 6dés 0.171 0.171

+ + o+ mikodés 0.684 0.171+0. 680‘}_855
Jol alkalmazhaté az Igazsagtabl azat olyan esetekben s,
amelyek kapcsan bizonyos TfTeltételekhez szabjuk a rendszer
miikodését. Példanak oké&ért tekintsik az alabbi harom elemd

rendszert :
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Feltételként szabjuk azt, hogy a rendszerinket csak abban az
esetben tekintjuk mikdd6képesnek, ha legalabb két eleme
miikoédik. A rendszer mikodési valészinliségének szamitasa:

Berendezés Kumu la 1t

1 2 3 Rendszeral lapot Al lapotval. nikodési val

- - - allas 0.006

+ - - allas 0.014

- + - allas 0.024

- - + allas 0. 054

+ + - mikodés 0 .056 0.056
S mikodés 0.126 0-056%0 128~
- + + mikedés 0.216 0182+0216 "
e mikodes 0. 504 0 398+0504-

Ha a feltételt nem vesszik Tfigyelembe a szorzas! szabdi lyal
szamithaté a rendszerered6, amelynek értéke 0.994.

Szimulacio

A tovabbiakban egy olyan modellezési médszer leirasa
kovetkezik, melynek segitségével a technoldgiai rendszerek
megbizhatésaganak modellje az eddig alkalmazott modszereknél
sokkal Jobban irja le a valésagot. Részletes leiras
talalhtdé [4] - ben.

A modellben elem mindaz, ami a rendszer megbizhatdésagat a
benne lezajldé valtozasok kovetkezményeként befolyasol ja. Az
elemekhez az alabbi jellemz6ket rendeljik hozza:

- hibamentes mékodési 1d6k eloszlasa,

ez lehet lefutas szerint:

- teljes,

- csonk Ttott,

- szazalékosan csonkitott,
az eloszlas Jellege szerint:

- determinisztikus,

- egyen letes,

- normalls,

- exponenc iai ls,

- Welbull,

- lognormalls,

- sth.
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- allasidék eloszlasai
- spontan médon bekévetkezb,
- tervszerlen bekovetkez6>
- mennyiségi kapacitasi
- min6ségi kapacitasi

A model Iben a kapcsolat fogalma is atértékelddik.
Kapcsolatnak nevezzik a hatasok érvényesilési modjat. A
hagyomanyos blokkvazlatban a kapcsolatot az elemek kozotti
vonalak Jelzik, ezek azonban a hatasokr6l nem mondanak
semmit. A modell az aldbbi kapcsolat leiré részekkel bévil:

- a lehetséges miikddési utak megadasai
- a hatas jeliege,
- miikbédést fe Iflggeszti,
- a meghibasodasat Idézi ¢€ldi
- meghibasodas nélkil a cseréjét idézi eld,

A hatas érvényesilhet:
- mindigi
- csak mékodés esetén.
Az 1d6zitést tekintve lehet,
- azonnall,
- kés le Itetett,
A megvaldésulas szerint:
- determinisztikus,
- sztochasztikus,
A fokozatok szama szerint:
- egyfokozatu,
- tobbfokozatu, tovabbgylrizé.

Az ismertetett modell elkészitése alapvetfen két esetben
val ik szikségessé:

- grafikus megadas leird model lként,

- input, szamitasokhoz.

Az els6 alapozza meg a masodikat. Ezért a grafikus
(szimbolikus) leirast ugy kellett kialakitani, hogy:

- az ember szamara szemléletes legyen, lehessen kovetkeztet-
ni a vizsgalandd rendszer tulajdonséagaira

- tartalmazza mlIndazokot az adatokat, amelyek a szamitasok-
hoz szikségesek.

Ennek megfeleléen allt oOssze a Jelolésrendszer, ani  a
finomabb modellezés miatt bonyolultabb, mint amit a hagyo-
manyos b lokkdiagram-technika igényel. (tég lalapok+vonalak)
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Jelodlésrendszer a modellek leirasahoz

A _Rendszerelem
——————————— X: azonositd sorszam
XK Koérnyezeti hatast reprezentaldé elem
Xq Elem(ek)re torténd rendszer visszahatast
reprezentalé
elem

Mdkodési  Utban szerepld kapcsolat az

elemek kozott

M: — >X— >Y- *
G
4 X—>Y—— ¢

Az alternativ mikddési utak megadasa.
A vonalak kozott az elemek azonositoi.

Mikodési UGtban nem szerepld,
———————————————— » hatas Jellegld kapcsolat a tipus és az

H=p esetleges valészinlség feltintetése
H: a hatas eredménye:

Csak miikodés

o esetén Mindig
A mikodés fel-
flggesztése az L T
al Tas 1de iére
Tonkretétel R E
KO0zOs csere U M

p: a hatas érvényesitlésének valdszinlisége
0™p<l alapértelmezés p=1

—— T t— ¢ Késleltetett hatas
t: a késleltetés ideje

Q ¢, vy, v, 2 Eloszlas megadasa

Q: az eloszlas tipusa, lehet

E egyen letes

Exp.: exponenclalls

W - Weibul I

N Normal Is

L : Lognormal Is

D egy determinisztikus érték megadasa

kovetkéz k
x: a valoztdé tipusa
t mikodés 1 1d6
-t allasidé
Tyes csonkulas eseténaz allasidé
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y: az els6 paraméter
v: a masodik paraméter
Z: csonkitas! érték. Opcional Is.

Az y és v paraméterek kulonb6zé6 eloszlasok esetén:

Q y v
Exp X -
W a R
N m )
L m )
E a b
Példak a jelolésrendszer alkalmazasara
1. Egy elem hibamentes . mikddési idejének eloszléasa

exponencialis, X = 0,001. Az &alléasidé normal is eloszlasd,
varhatoé értéke 10 6ra, szoérasa 5.

A model/

M 2 ———=»1-—->

1 : ExpCtm 0,001)

N Cta: 10, 5)

2 Az el6z6vel sorba kapcsolunk még egy elemet, aminek
hibamentes mikodési ideje Weibull eloszlasu, a = 0,006,
B - 2. Az allasid6 10 o¢ra.
A masodik elem javitasa idejére az els6t kikapcsol jok. 500
oranként a két elemet azonos i1d6ben kicserélik, aminek
idéigénye 5 ora.

A mode /s -

&
el
9]
-
3
>
o

3 OC tm:500 )
Cty- 5)

12
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Az el6z6ekben vazolt model 1 sztochasztikus,
miikddtetése Monte Carlo szimulcidéval torténik. A
kutatomunka Jelenlegi  fazisadban egy olyan program all
rendelkezésre, amely a megbizhatésagi modell 1ényeges
elemeit képes kezelni, és alkalmas arra, hogy a technolégiai
rendszerek megbizhatdsagara szimulacioés futtatasokat
végezziink. A program szolgaltatta eredmények:

- elvégzett kisérletek szama,

- szimulalt 1d6>

- tényleges Osszes miikddés,

- elméleti 0Osszes mikodés,

- Osszes allasidd sajat okbol,

- Osszes allasidd oOsszes okbol,

- Osszes al las,

- tervszerl allas,

- tényleges atlagos miikodés,

- elméleti atlagos mikudés,

- atlagos allasidf sajat okbol,

- atlagos allasidf oOsszes okbol

- hibamentes miikidésl valészin(iség,
- elméleti,

teljes,

- sajat,

flggb.

A szimulaciés programhoz késziult egy animacids Interface s,
hogy az események bekdvetkezése, a rendszer mikddése jobban
érzékelhetd legyen. [6] igy a folyamat dinamikussa tételével
a modell és a szimulaciods eljaras oktatasba vald bevezetése
Is kdnnyebbé, a hallgatdok szamara konnyebben feldo Igozhatéva
valik. Egy Ilyen megjelenitett rendszerképet mutat a 9. abra.

A megbizhatdésagi modellezés alkalmazasi terlletei:
- karbantartas - tervezés, szervezés,
- konstrukcié kialakitas, moédositas,
- biztonsagtechnika,
- terme léstervezés, kapacitas meghatarozas,
- minf@ségbiztositas.



A model

lezés

fejlédése a meghbizhatéségelmélethen

9. éabra
Egy szimulalt rendszer megjelenitése

14
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