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PREKOPA ANDRAS ES SZAKDOLGOZATI TEMAM

SZASZ DOMOKOS

Az 6téves matematikus, ill. alkalmazott matematikus képzés talan csak 1961-
ben indult el, igy amikor 1959-ben elkezdtem az egyetemet, még matematika-
fizika tanari szakosokként indultunk. Az elsé két év befejezése utan lehetéséget
kaptunk a fizika szak leadasara és tn. alkalmazott matematikus szakon folytatni
tanulmanyainkat. A Valésziniiségszamitas eldadast — 15 f6s — évfolyamunknak
Rényi Alfréd (akkori becenevén és egy id6 utén évfolyamunknak is: Buba), és hozza
a gyakorlatot Révész Pal (évfolyamunknak is: Pali) tartotta. Parosuk tobbiinkkel
igencsak megszerettette a sztochasztika témat. Emellett szamosan ugy éreztiik,
hogy mivel csak hiarom évig vagyunk kizardlag matematikus szakosok, ezért ez
alatt a harom év alatt kell minél tobbet megtanulnunk. En is igy voltam ezzel,
és e harom évben jénéhany valdsziniiségszamitas téméji specidlis el6adast vettem
fel. Ezek egyike volt a Prékopa Andrés altal tartott Sztochasztikus Folyamatok
targy. Ez annyira bejott nekem, hogy azutdn Andrastél még Linedris Programozas
és Operacidkutatas specidlis eléadasokat is hallgattam.

Az 1n. tiszta matematikatol magatdl is el vagyok biivilve, és maig is az emberi-
ség egyik legmegdobbentcbb és leglenytigozébb konstrukcidjdnak tartom. Ugyan-
akkor mindig erésen érdekeltek és foglalkoztattak tudomanyunknak a matematikan
kiviili kérdések altal motivalt problémakorei. Andras magatdl is, részben a nagy-
szerti Takacs Lajossal' valé egyiittmiikodés hatdséra is, a tiszta valdsziniiségsza-
mitastol tobb 1épésen keresztiil eljutott az Operacidkutatashoz és a Sztochasztikus
Programozéshoz. (Jémagam az utébbi tobb mint 40 évben a fizika dltal motivalt
matematikai elméletekkel foglalkozom.)

Amikor eljott az ideje a szakdolgozati témavalasztasnak, Andrastdl is kértem
témajavaslatokat. O tsbb feladatot vézolt fel, voltak ezek kozdtt kérdések mind
a sztochasztikus folyamatok mind az operaciékutatas témakorébol. Bar 6t akkor
mar elsésorban az utébbiak érdekelték, én mégis az elébbi csoportbdl valasztottam
témat: a folytonos idejii térbeli eldgazd folyamatok problematikajét.

Itt megallok egy pillanatra. Még hallgatoként kezembe adta Andréds a Stochas-
tic Set Functions cim{ haromrészes cikksorozatat, amelyet kandidatusi disszerta-

7oz

ciéja alapjan irt. Ez a cikksorozat rendkiviil igényes és messzemeno altalanositdsa

ITakdcs Lajos, 19242015, a valészintiségszamitds és a sorbandllds elmélet kiemelkeds kuta-
téja, az MTA kiils6 tagja. Dolgozott a Tungsramnal, az MTA Matematikai Kutaté Intézetében,
az ELTE-n, majd 1958-t6] az Imperial College-ban, a Columbia Universityn, végiil a CASE
Western Universityn, Clevelandben.
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2 SZASZ DOMOKOS

a Poisson-folyamat fogalménak. Utébbi akkoriban kiilonésen népszerii volt, mert
nemcsak a valdszintiségszamitas egyik legalapvetobb konstrukciéja, hanem sarkala-
tos a szerepe szamos kulcsfontossdgu elméletben, pl. a valoszinliségszamitas hatar-
eloszlas tételeinek elméletében, ugyanakkor tomegkiszolgalas alapveté modelljei-
ben is. (Hazankban Andrason kiviil Aczél Janos?, Janossy Lajos®, Rényi Alfréd
és Takéacs Lajos is foglalkoztak vele.) Andrés cikkeinek olvastakor szémomra igen
imponal6 volt az az altaldnos és elméletalapité megkozelités, amelyet Andras itt
alkalmazott. Hozzateszem még mély, mértékelméleten alapulé modszerét is.

Hasonlé megkozelités vezethette Andrést a szakdolgozati témam megfogalma-
zésédban. Az eldgazo folyamatokat Francis Galton (Darwin unokatestvére) vezette
be 1889-ben az angol torténelmi csaladnevek kihalasi statisztikdjanak leirdsara.
(Ebbél, a pusztdn kuriézumnak tiind kérdés dltal motivalt modellbdl egyre altala-
nosabb és alapvetobb matematikai konstrukcié lett, amelynek ma mar klasszikus
alkalmazdsai a szabad neutronok folyamaténak leirdsa az atomerémiivekben, vagy
éppen a legkiilonbozdbb fertézések terjedésének elemzése.)

Az 1950-es években sziiletett Jerzy Neyman és Elisabeth Scott kiilonlegesen
népszeri kozmolégiai modellje galaxisok statisztikai leirasara. Ez mar térbeli
eldgaz6 folyamat. Naluk az id6 még diszkrét volt, és Andras elséként vetette
fel, hogy érdemes lenne hasonlé folyamatokat vizsgalni folytonos idében.

Errél értem el az els§ eredményeket szak-
dolgozatomban (1964) és 1967-ben megvédett
dr. univ. értekezésemben is. Ugyan eredmé-
nyeim — mai szemmel nézve — meglehetdsen ele-
miek voltak, mégis — szdmomra fontos — pozi-
tiv visszhangjuk volt. Rényi — akkor éppen
kiilfoldon — t6bb oldalas levélben reagdlt ra-
juk tovabbi, kapcsolédd kérdéseket is felvet-
ve. Ezt kévetoen 1967-ben részt vettem Berlin-
ben a Kelet-Német Matematikai Térsulat kon-
ferencigjan, ahol a diszkrét idejii térbeli eldgazé
folyamatok nemzetkozileg vezeté és nagynevii
német triéja: Kerstan, Matthes és Mecke, a ké-
s6bbi monografia szerzo6i, komoly érdeklédéssel
fogadtak eredményeimet, és kés6bb hivatkoztdk
is dolgozatomat.

Ezutan 1968-ban Moszkvaban kezdtem meg
aspirantiram, és tanulmanyaim maés irdnyba
vittek.

Prékopa Andréas eléadast tart
(az 1960-as évek elején)

2Aczél Janos, sz. 1924, az MTA kiils§ tagja, a fiiggvényegyenletek elméletének kiemelkedd
kutatéja, a szegedi, miskolci, debreceni egyetemek professzora, végiil 1965-t61 a University of
Waterloo professzora.

3J4anossy Lajos, 1912-1978, kiemelked§ fizikus, az MTA rendes tagja, a KFKI igazgatéja.
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Ugyanakkor ma is érommel ldtom viszont a modern sztochasztikai, statisztikus
fizikai elméletekben, publikdcidkban azokat a téméakat, fogalmakat, amelyeket az
Andrés altal bevezetett modell vizsgalata soran tanultam.

Szakdolgozatom irasat kovetéen ugyan megszakadt a szoros szakmai kapcsola-
tom Andréssal, de igy is nyilvanvalé szdmomra, hogy kifejezetten széles tuddsi,
nagyszabasu elméletalapito és vilagviszonylatban is igen jelent&s hatdsd matema-
tikus volt, akinek igényessége, kulturaja és szorgalma is nagyszerl példa lehet az
tjabb generaciéknak.

Szasz Domokos 1941-ben sziiletett. Matema-
tikus diplomét az ELTE-n szerzett 1964-ben,
kandidatusi cimet 1971-ben a moszkvai Lomo-
noszov Egyetemen. Fo6 érdeklédési teriiletei a
szochasztika, a statisztikus fizika, valamint a
dinamikai rendszerek elmélete. Utdébbi kettd-
ben nemzetkozileg is rangos iskoldkat alapitott.
Tobb tanitvanya professzor hazai, illetve kiil-
foldi centrumokban. Az MTA tagja 1990 éta,
2011-17-ig alelnok volt.

1993-96-ig az MTA Matematikai Kutaté Intézetének és 1990-2005-ig a BME Mate-
matikai Intézetének igazgatdja volt, jelenleg a BME Sztochasztika Tanszék Pro-
fessor Emeritusa. Az Academia Europaea tagja. Vendégprofesszor: Dartmouth
College; Goethe Universitéit, Frankfurt; Princeton University; University of
Toronto. Vendégkutatd: IAS (Princeton), IHES (Bures-sur-Yvette), IMPA (Rio
de Janeiro), Mittag Leffler Institute (Stockholm), ICERM (Providence, RI). Dijai:
Széchenyi-dij, Szent-Gyorgyi Albert-dij, Magyar Erdemrend Kozépkereszt. 2014-
ben 6 tartotta az Abel Science Lecture-t Osléban.
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OPERACIOKUTATAS ES ALKALMAZOTT MATEMATIKA A SZTAKI-BAN

PREKOPA ANDRAS

1929-2016

El6zmények

1950-ben alapitottak a Magyar Tudoményos Akadémia Alkalmazott Matema-
tikai Intézetét azzal a céllal, hogy az orszdg szamara fontos gyakorlati felada-
tokat oldjon meg, és ennek kapcsan jelentOs mértékben fejlessze az alkalmaza-
sokhoz kozel all6 matematikai elméleteket, modszereket. Feltételezték, hogy a két
évvel korabban allamositott ipar alkalmas terep lesz a célkitiizések megvaldsita-
sara. Ez azonban nem valt valdra, jollehet az intézet sok sikeres alkalmazast vitt
végbe az orvostudomaéany, a kémia, a fizika, a mezégazdasag, a vizgazdédlkodas és
egyéb teriileteken. Az intézetet 1955-ben atalakitottak, az elméleti kutatas lett a
legfontosabb cél, nevét is megvaltoztattak, az j név MTA Matematikai Kutatéin-
tézet lett. Prékopa Andrés ezekben az intézetekben volt aspirans, ill. tudoméanyos
munkatdrs 1952-1956 kozott (utdna az ELTE-n lett adjunktus), 1957-ben ugyan-
itt szemindriumot inditott az 14j, operaciékutatdsnak nevezett tudomany eredmé-
nyének megismerésére és terjesztésére. Az ,operaciékutatds” elnevezés egy ideig
nem volt hasznalhatd, ugyanis az ,,0konometria” ellen parthatarozat sziiletett, és
félo volt, hogy annak miivelési tilalmat az operacidkutatdsra is vonatkoztatjak.
Helyette azt mondtuk, irtuk, hogy ez ,,a matematika kozgazdasagi alkalmazésa”.

Az operaciékutatédssal egy id6ben fejlédott a széamitdstechnika, és joggal remél-
tiik, hogy ezek egyiittes alkalmazasa révén, a kordbban alkalmazott matemati-
kai médszerekhez képest sokkal eredményesebb lesz a feladatmegoldéds. Ez végiil
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6 PREKOPA ANDRAS

be is jott, nemzetkozi viszonylatban is. Az eredményesség felfokozott reményé-
ben a Matematikai Kutatdintézet igazgatdja, Rényi Alfréd akadémikus, 1959-ben
létrehozta Prékopa Andrés vezetésével A Matematika Kozgazdasigi Alkalmaza-
sai Csoportot. Ez a Valdszinliségszamitasi Osztaly keretében kapott helyet, de
onalléan miikodott, eleinte minddssze négy f6vel (Prékopa Andrds, Ziermann
Margit, Bod Péter, Székely Gabor). A csoport munkdjanak jelentds kisugdrzoé
hatdsa volt, orszagosan és kés6ébb nemzetkozi viszonylatban is. Kutatasi vonat-
kozasban els6sorban Prékopa Andrés sztochasztikus programozasi eredményét, a
Prékopa—Ziermann-készletmodellt, alkalmazasi vonatkozasban ezeken kiviil Bod
Péter kozgazdasagi és Székely Gabor mezdgazdasagi szamitasait lehet megemli-
teni. A csoport késébb boviilt, Kovacs Lészl6 Béla, Majthay Antal és Kéri Gerzson
személyével. Az elméleti kutaté munkdban az egyre boviil§ létszamban jelenlévd
aspiransok is részt vettek.

Néhany évvel korabban, 1956-ban, létrejott az MTA Kibernetikai Kutaté Cso-
portja a Varban. Kezdetben a hangsilyt a sajat szamitogép épitésére tették, orosz
gépeket mésoltak (Ural II., M3), és prébaltdk alkalmazni gazdasdgi jellegii felada-
tokra. Legjelentésebb volt a Kornai-Liptak-féle kétszintli tervezéssel kapcsolatos
tevékenységiik az 1960-as évek elején. Az egész orszdg gazdasdgat szektorokba
osztva, a lokalis és az orszagos célok és kapacitasok egyeztetésével akartak részle-
tekbe mené gazdasagi tervet kidolgozni. A feladat szdmitdstechnikai jellegli prob-
lémdinak megoldédsira egy csoport szervezédott (a kés6bbiekben osztéllyd alakult
és felvette az Operdcidkutatéds nevet).

Kornai kisérlete félbemaradt egyfeldl, mert kételyek meriiltek fel egy ennyire
részletekbe mend gazdasagi terv realitisaban, masfell azért, mert mint kitlint,
a kétszintl tervezésre alkalmas elegans és hatékony matematikai elméletek 1960-
ban (Dantzig-Wolfe) és 1962-ben (Benders) mér megjelentek a szakirodalomban.
Ezek szadmitastechnikai megvaldsitdsa azonban a magyar kutatok szdméra nem
volt hozzaférhetd, mint ahogy maguk a korszeri szamitégépek sem.

Meg kell még emliteni, hogy az 1960-as években gombamddra szaporodni kezd-
tek a szamitastechnikat és az operacidkutatast alkalmazni szandékozé intézetek és
cégek. Ezek korében legjelentésebb volt az INFELOR, mely a kézponti Statisztikai
Hivatal keretében miikodott és orszdagos koordindld szerepet kapott. Az ebben az
intézetben létrejott Operacidkutatdsi Osztély a harmadik megemlitend6 a SZTAKI-
beli operacidkutatasi aktivitds szempontjabdl. A teljes forraslistat ezzel még nem
meritjiik ki, azonban terjedelmi okok miatt tovabbi részletekbe nem bocsatkozha-
tunk az elé6zményeket illetGen.

MTA Szamitastechnikai Kézpont 1970-73,
MTA SZTAKI 1973

1970-ben az MTA Szamitdstechnikai Koézpont 1j igazgatdt kapott, aki megpré-
béalta az akkoriban méar (kozponti feladatok hijéan) egyéni témavdlasztdsok alap-
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OPERACIOKUTATAS ES ALKALMAZOTT MATEMATIKA A SZTAKI-BAN 7

jan m(ikodé intézmény tevékenységet eredményesebbé tenni. Az Operédciékutatasi
Osztély tagjainak tobbsége (az osztalyvezetot is beleértve) az alkalmazédsoktdl ta-
voli elméleti matematikaval foglalkozott, csupan harom-négy kutaté foglalkozott
operacidkutatédssal. Az igazgatodi rendelkezések hatdsara az osztédly felbomlott. Ezt
kovetéen Prékopa Andras Matematikai Kutaté-beli csoportja meghivéast kapott,
hogy menjen at a Szamitastechnikai Kézpontba. Prékopa az ajanlatot elfogad-
ta, ugyanis a Matematikai Kutatoban a szamitastechnikai berendezések korsze-
rlitlenek voltak, viszont 1970-ben mar nem lehetett eredményes operaciékutatasi
munkat végezni megfelelé szamitastechnikai hattér nélkiil. A Szamitastechnikai
Ko6zpontban 1j Operédcidkutatési Osztaly jott 1étre, Prékopa Andras vezetésével.
Kevesen maradtak a régib6l, és nem mindenki jott el a Matematikai Kutatébol.
Az 14j osztdly dinamikusan fejlédétt mind 1étszamban, mind pedig tudoményos
eredményekben. A teljesség igénye nélkiil felsorolok neveket, melyek tulajdono-
sai 1970-ben, vagy néhany évvel kés6bb az osztaly munkatarsai lettek: Majthay
Antal, Kovacs Lészlé Béla, Kéri Gerzson, Baké Andras, Klafszky Emil, Komaromi
Eva, Fiilop Janos, Gerencsér Laszlo, Kelle Péter, Rapcsak Tamas, Szantai Tamaés,
Deék Istvan, Mayer Janos, Vizvari Béla, Kas Péter, Bir6 Miklos, Halasz Szilvia,
Turchanyi Piroska, Kun Istvan.

1977-ben az intézetet (SZTAKI)

az Akadémia atszervezte, féosztalyokra

tagozédott, és ekkor megalakult az Al-

kalmazott Matematikai Féosztaly, Pré-

kopa Andrés vezetésével. Harom osz-

taly alkotta a féosztalyt: Operaciékuta-

", tési Osztaly, Numerikus Mdédszerek Osz-

114 1 ' ' télya, Statisztikai Osztaly. Az els6 veze-

144 18| t6je Kovacs Laszlé Béla lett, de a szak-

! mai vezetés tovabbra is Prékopa Andra-

F sé maradt. A Numerikus Osztaly tag-

ja volt néhany évig Abaffy Jézsef, aki

nemzetkozi viszonylatban is értékelhe-

t6, kivalé tudoményos eredményeket ért

el, tovabba azt, hogy a Statisztikai Osz-

taly eredményesen vett részt az ITASA-

val (International Institute for Applied

: Systems Analysis, Laxenburg, Ausztria)

Prékopa Andrés fréasztalandl kozos Balaton projektben. A féosztéaly

konyvei elétt (1980 koriil) késébb a Geofizikai Osztallyal béviilt

Meské Attila akadémikus vezetésével, ez

azonban néhdny év miilva megsziint. Prékopa Andrds 1985-ben tavozott a f6osz-

taly élérél, utéda Maros Istvan lett (az INFELOR-bdl) és abban az idében keriilt
oda Mészaros Csaba is.

- -
8 B

g B

-
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PREKOPA ANDRAS

Tudomanyos eredmények

A legjelentésebb tudoméanyos eredmények a sztochasztikus programozas és

néhany orszagos jelent6ségii, sikeres projekt vonalan sziilettek.

II.

Sztochasztikus programozdsi vonatkozasban a vezet6 kutaté Prékopa And-
ras volt, tudomanyos eredményei mellett jelentds volt iskolateremtd szere-
pe is (Dedk Istvdn, Szantai Tamé&s, Gerencsér Laszl6, Kelle Péter, Mayer
Janos, Komdaromi Eva és mé&sok). Prékopa a sztochasztikus programozés
kezdeményezo6i kozé tartozik az in. valdszintiséggel korlatozott sztochaszti-
kus programozasi modell legéltalanosabb és leger6sebb forméja az 6 nevéhez
fliz6dik. A sztochasztikus programozési modellek dontési sémakhoz kapcso-
l6dnak, ezekben a dontések és a megfigyelések egymast kovetik. Ha csupan
egy dontés és egy ezt koveté megfigyelés torténik, a modell statikus, kiilon-
ben dinamikus. A statikus modellekben a valésziniiségi korlatozas altala-
ban azt jelenti, hogy valdszinliségi valtozdkat tartalmazé egyenlGtlenségek
egyiittes teljesiilésére el6irunk egy 1-hez kozeli, minimalisnak tekintett valé-
szinliségi szintet, ezt a kovetelményt az egyéb feltételek kozott helyezziik el,
majd el6irunk egy célfiiggvényt, mely a szabad paraméterek optimélis meg-
valasztasat célozza. A feladat tehat joval bonyolultabb, mint egy tipikus
megbizhatésdgelméleti feladat megoldédsa, ugyanis most nem csupan valé-
szintséget szamitunk, hanem egy arra tett feltétel mellett optimalizalunk
is. A valdszinliséggel korlatozott elvet Prékopa dinamikus modellek esetére
is alkalmazta.

A modellhez kapcsolédd elméleti matematikai eredmények dnmagukban is
nagy nemzetkozi visszhangot keltettek és azokat széles kérben alkalmaztak a
val6szintiségelméletben, a statisztikaban, a fizikdban, a kozgazdasagtanban,
pénziigyi modellekben, szociolégidban, dietetikaban stb. A modell algorit-
mikus és gépi-numerikus megoldasaban Dedk Istvan, Szantai Tamas, Mayer
Janos, Kelle Péter, Komaromi Eva, Rapcsak Tamas és mésok vettek részt.
Szédmos konkrét gyakorlati alkalmazés tortént Prékopa Andrés vezetésével:
1. A magyar villamosenergiaipar otéves terve. 2. Balatoni vizszintszabé-
lyozés. 3. Tiszai viztarozék optimdlis méretezése. 4. Dél-Magyarorszagi
4rvizi tdrozé optimalis méretezése. 5. Arvizi térozérendszer optimalis mére-
tezése. 6. Optimalis induld készletek meghatarozasa. 7. Biztositdsmatema-
tikai problémak megoldasa. 8. Mérnoki szerkezetek méretezése. 9. Kapaci-
tasméretezés kozuti hélézatokban.

Tovabbi alkalmazasok is vannak, melyek azonban nem a SZTAKI keretében
torténtek.

Az 1960-as évek elején sziiletett a Matematikai Kutatéintézet Csoportjanak
tevékenysége révén a Prékopa—Ziermann-féle készletmodell. Ennek az a
lényege, hogy ipari {izemek termeléséhez a folyamatos anyagellatast biztosi-
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tand6 biztonsdgi (induld) készleteket kell méretezni, mégpedig valamennyi
alapanyagra és félkész termékre. A faladat megolddsara egy egyszeriibb
(Ziermann, Prékopa) és egy igényesebb (Prékopa) modell sziiletett. A mo-
dellek nagymértékben eltértek az irodalomban kozolt modellektol, egyfe-
161 rendkiviil gyakorlatiasak voltak, masfeldl elméleti feldolgozasuk ujszerti
matematikai eredmények elérését tette sziikségessé (konvergencia mértékte-
rekben a Brown-mozgds folyamathoz). A Prékopa—Ziermann-modell volt az
egyetlen sikeres készletmodell, melyet magyarorszagi viszonylatban alkal-
maztak, a keletkezését kovetd negyedszazad soran. Ebbdl a munkabdl a
SZTAKI Alkalmazott Matematikai Féosztalyanak Operacidkutatasi Oszta-
lya is kivette a részét. Az alkalmazds sordn az alapmodellnek t6bb varidnsa
sziiletett, melyek a modell elméletét is gazdagitottak. A projektben Préko-
pa Andras, Kelle Péter és Gerencsér Laszl6 vettek részt.

A Magyar Villmosenergiaipar napi termelési iitemezésének meghatarozasa.
A feladatot az 1970-es években mintegy tiz évi kutatémunkaval oldotta meg
egy kutatocsoport Prékopa Andras vezetésével. A csoport tovdbbi tagjai
Mayer Janos, Strazicky Bedta, Dedk Istvan, Hoffer Janos, Németh Agos—
ton és Potecz Béla voltak. A feladatot altaldnosabban is megfogalmaztak,
igy alkalmas rovidtava villamosenergia-termelés iitemezésére, héerémiivek
rendszerében, a hélézati feltételek figyelembevétele mellett. A hazai ese-
tet tekintve, a napot egydrés ill., féléras periédusokra osztottdk, és min-
den egyes periédusra vonatkozolag megmondtdk, hogy melyik erémi me-
lyik gépegysége mikor kapcsolédjon be, ill. ki és bekapcsolt allapotdban
milyen szinten termeljen, hogy a napi termelési koltség minimalis legyen,
adott feltételek mellett. A feltételek kozott a rendelkezésre allé tiizeld-
anyag korldtozas mellett sok egyéb is van, ilyen pl. az, hogy egy kikapcsolt
generatort néhany éraig nem szabad bekapcsolni; a csomoéponti és halézati
fesziiltség sehol ne legyen tdl nagy; de a legfontosabbak azok a héalézati fel-
tételek, amelyek a halézat teljes fizikdjanak figyelembevételével biztositjak
a csomoépontokban jelentkez6 igények kielégitését. A modell nagyméreti,
nemkonvex, vegyes véltozds determinisztikus (az igényeket elég nagy pon-
tossdggal sikeriilt el6re jelezni) matematikai programozasi feladat, eredeti
forméjaban komplex szamokkal a feltételekben és a célfiiggvényben. A fel-
adat megoldasi ideje az 1980 koriil az Akadémian tizembe &llitott IBM3031
szamitoégépen két perc volt, tehdt alkalmas a gyakorlatban val6 bevezetésre.
Az eredményeket az 1980-as évek elején bemutattuk az MTA Operaciéku-
tatasi Bizottsagnak és még a rivalisok is nagy elismeréssel nyilatkoztak réla.
A modellrél és a feladat megoldasardl egy terjedelmes magyar nyelvii cikk-
ben szamoltunk be. Ennek angol forditdsa 2014 juliusdban kényv alakban
is megjelent a Springernél.

Forgalmi hélézatok fejlesztési és karbantartasi problémai. A kutatécsoport
vezetGje eleinte Klafszky Emil, kés6bb Baké Andras volt. Tovébbi részt-
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vevék: Kas Péter, Kirdly Laszld, Kis Dénes (kiils6), Vasarhelyi Boldizsar
(kiils6), Monigl Janos (kiils6) és masok. Varosok kozuti forgalmat model-
lezték a korzetekre osztds és a ,,nehézkedési vonzas”, tovabba az un. forga-
lom raterhelés (traffic assignment) mddszerével. Meg tudtdk mondani pl.,
hogy ha Budapesten egy hidat lezarnak, miként alakul a varos forgalma.
A modellt az orszagos tthdlézata is megfogalmaztak, szdmszerisitették és
eredményesen alkalmaztak az orszagos tervezésben.

Egy masik idevagd projekt volt az utburkolat menedzsmentjének problé-
méja, hogy ti. a téli leromlds utan milyen kezelést célszeri alkalmazni a
kiilonboz6 tipusu utakra. A kutatds a késObbiekben a hidak optimélis kar-
bantartési iitemezésére is kiterjedt.

Eredmények az operacidkutatasi szoftver teriiletén. E tekintetben elsésor-
ban Maros Istvan munkdassagat kell megemliteni, akihez tobb braviros LP-
megoldas flizédik. Ezek egy részét még az INFELOR-ban fejlesztette, ami-
kor a Kornai—Liptdak-modell alkalmazasa félbemaradt, és helyette Makra
Tamas ajanlott mésikat a Tervhivatal részér6l. A feladat sikeres megoldasa
utan Maros Istvan PC-re irt LP-kdédja egy nemzetkozi 6sszehasonlitdsban a
masodik helyen végzett (az elsé helyre egy professzionalis szoftvercég kidja
keriilt). Ezt ezutdn tobb nyugati intézmény is alkalmazta. Anglidban egy
takarmanyozasi programcsomagbdl kiemelték az LP-kédot, és azt a gyor-
sabb, megbizhatébb Maros-féle LP-kdoddal helyettesitették.

Maros Istvan hasonléan hatékony megoldéasi szoftvert készitett a minimum
koltséges halézati folyam problémadra vonatkozéan. Ez hisz évvel ezel6tt
megnyerte a Rutgers Egyetemen szervezett versenyt, maga mogé utasitva
tinnepelt megoldasi algoritmusokat alkalmazd kédokat. Az operacidkutatési
szoftver mésik nagy egyénisége Mészaros Csaba (Maros Istvén tanitvdnya),
aki a belsé pontos médszerek szamitogépes reprezentacidjaval ért el jelentos
nemzetkozi sikereket.

A fentiekben csupén a legfontosabb, legnagyobb hatédsti elméleti, alkalma-
zasi és szamitastechnikai eredmények Osszefoglalasara torekedtem. Terje-
delmi okok miatt nem térhettem ki sok egyéb tudoméanyos és alkalmazasi
eredmény ismertetésére. Megemlitem azonban, hogy sok szép eredmény
sziiletett diszkrét programozdsi vonatkozdsban (Kovacs Laszlé Béla, Viz-
véri Béla), hélézati folyamokkal kapcsolatban (Klafszky Emil, Baké And-
rés, Koméaromi Eva, Kas Péter, Kirdly Ldszl6) és nemlinedris programozas
vonatkozdsdban (Rapcsdk Tamds, Fiilop Jénos, Klafszky Emil). A projek-
tek koziil a Dunatjvarosi Acélmi termeléstervezési probléméjanak tobb f6-
osztalyt érinté munkéit kell megemliteni. Utobbi tudoméanyos értéke azon-
ban kérdéjeles.

Oktatas. 1968-1985 kozott a Matematikai Kutatdé Operdcidokutatési Cso-
portja, késébb az MTA Szamitdstechnikai Kézpontja, ill. a SZTAKI Ope-
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raciokutatasi Osztalya sikerrel latta el egy teljes operdcidkutatasi mester
szintli program miikodtetését az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem Mate-
matikai Intézetében. A program létrehozdja és vezetdje Prékopa Andrés
volt. Sajndlatos, hogy az utdnpotlas nevelése ilyen cimen a mai Magyaror-
szagon nem folyik.

A SZTAKI és az MTA Szamitéstechnikai Kozpont egykori munkatarsai
koziil tizenoten lettek egyetemi tanarok, ill. nyerték el a tudomany doktora
cimet, koziiliik egy az MTA rendes tagja. Munkéik nemzetkozileg ismertek
és elismertek. Ezt szamos dokumentum bizonyitja, melyek koziil e helyen
csak egyre hivatkozom.

Alex Orden, a matematikai programozas és az operaciékutatas egyik kezde-
ményezdbje és klasszikusa 1975 szeptemberében Magyarorszagon jart azzal a
feladattal, hogy a National Science Fundation szamara helyzetképet adjon
az operaciokutatasi és informatikai kutatasi és alkalmazasi munkakrol, ered-
ményekrél. Az USA-ba val6 visszatérése utan beszamoldt készitett, melyet
a SIGMAP (Special Interest Group in Mathematical Programming) foly4-
irataban megjelentetett. Ebben a SZTAKI Operaciékutatasi Osztdlyanak
munkajarol azt irja, hogy ,While the extent and variety of OR activity in
the US is much greater than in Hungay, it is difficult to find an American
OR unit in which mathematical research, algorithm and computer program
development and work on applications of OR coexist in harmony on such
an extensive front.”

Megjegyzés: A tud. eredmények listdjaban kiilon fejezetet érdemel Gerencsér
Laszl6 tevékenysége. Ezt azonban 6 sajat maga tudja a legjobban Osszefoglalni,
azért nem vettem be az én el6zetes anyagomba.

Budapest, 2014. majus 31.

Prékopa Andras
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KOLUMBAN JOZSEF

Babes—Bolyai Tudoményegyetem emeritus professzora, az MTA kiils6 tagja

Prékopa Andras 14 évesen lett a marosvédsarhelyi hadaprédiskola tanu-
16ja. A fegyelemre, a haza szeretetére, becsiiletre, hiiségre és onfelaldozé
bajtarsiassagra valé nevelés kovécsolta Ossze az iskola kozosségét. Andrés
életének kés6ébbi mozgatérugdi, motivacioi és sikerei erre az alapra épiiltek.
Neki koszonhetjiik, tobbek kozott, a sztochasztikus programozas elméletének
kidolgozasat és széles korii gyakorlati alkalmazdsdt, valamint a vildgszinten
elismert magyar operacidkutatdsi iskola megalapitasat. Rendkiviili mate-
matikai tehetséggel megaldott, nagy munkabirasi, céltudatos, tisztan 1ato,
otletgazdag, kitlind szervezoi és vezetdi képességekkel rendelkezd tudds volt.
Ha feladatai megolddsdhoz nem voltak meg a megfelel6 matematikai vagy ad-
minisztracids feltételek, szivésan addig kiizdott, amig megteremtette azokat.
Ez az attitiid jellemezte erdélyi kotédéseit is: allandban kereste kapcsolataink
megerdsitésének lehetdségeit, és kezdeményezéseit mindig siker koronazta.

Andrast jo helyre tette le a gélya. Edesapja Szabolcs varmegye legnagyobb
bankjanak, a Nyiregyhazi Takarékpénztar Egyesiiletnek volt az igazgatohelyet-
tese. A Prékopa csaldd 6si nyiregyhazi iparos, kereskedd és értelmiségi csalad.
Iskoldit Andras — két és fél év kivételével — Nyiregyhazan végezte, ott is érettsé-
gizett 1947-ben a Kossuth Lajos Gimnaziumban. Az emlitett két és fél év alatt a
marosvasarhelyi hadaprodiskola névendéke volt. Ekkor keriilt el6szor kapcsolatba
Erdéllyel, és mivel életére ez az idészak kétségkiviil nagy hatdssal volt, érdemes
néhany dolgot tudnunk az emlitett iskolardl.

A marosvasdrhelyi hadaprédiskola torténetének kezdete az Osztrak-Magyar
Monarchia idejére nyulik vissza, amikor hatarozat sziiletett a Kismartonban levé
csaszari és kiralyi alredliskola Marosvasarhelyre valo attelepitésérol. Az 1908-1909-
es tanévben Marosvasarhely szélén, a Somostetd aljaban egy djonnan épiilt impo-
zans épililetben megindult a tanitds német nyelven. 1920 és 1940 kozott az épiilet-
ben roméan katonaiskola miikodott, ma pedig ott van az orvosi egyetem székhelye.

1941-ben dontés sziiletett az otéves képzési idejli tisztképzd hadaprddiskolak
felallitasarol. Ezekben, a katonai képzésen kiviil, meghatarozott helyi tantervvel,
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érettségi vizsgaval végzO0do realgimnaziumi oktatéds is folyt az I-IV. évfolyamon.
A TV. évfolyam végén teendd érettségi vizsga elsGsorban a katonai akadémidkra,
de kiegészité vizsgak utdn barmely méas egyetemre valo felvételre jogot biztositott.
Az 6todik évfolyam sikeres elvégzése utdn a novendékeket zaszldsi rendfokozattal
felvették a tiszti dllomanyba, de a haboru kimenetele miatt erre csak egyszer, 1944
Oszén keriilhetett sor. Ilyen iskolak Budapesten, Marosvasarhelyen, Nagyvaradon,
Pécsett és Sopronban miikodtek.

A marosvasarhelyi Gyorsfegyvernemi Hadaprddiskola torténetével kapcesolat-
ban sok adatot taldlunk az iskola néhany novendékének visszaemlékezéseit tartal-
mazd, Vécsey Laszlo ltal szerkesztett és Tatabdnydn 1998-ban kiadott [1] konyv-
ben. Ebbdl kideriil, hogy egy nagyon komoly, sokoldali oktatdsi program sze-
rint mkodo intézményrdl van szd, amelyben jol felkésziilt tanarok foglalkoztak a
kamaszkoru tisztnovendékekkel. A tandri testiiletet nagyrészt palyazati alapon fel-
vett, tanari képesitéssel rendelkezé tartalékos tisztek alkottdk. Andrdsnak a mate-
matikat Batar Zoltan tanitotta, aki kés6bb Miskolcon egyetemi tanar lett. Kiss
Erné, az iskola masik matematikatanara, a kolozsvari Bolyai Egyetemen tandrom
volt.

A hadaprdédiskolak annak a kornak legkivalébb nevelintézményei kézé tartoz-
tak. Fiatal, 14-15 éves fiikbdl rovid id6 alatt kemény katondkat képeztek, akik
mind fizikailag, mind erkolcsileg megalltak a helyiiket az életben. Az iskola belsé
élete, mitkodésének rendje a legszigorubb szabalyok preciz betartdsaval tortént.
A szigorisdg mellett a tandroktdl elvartdk, hogy igazsigosak legyenek, tanitvé-
nyaik problémait targyilagosan és megértéssel kezeljék. A novendékek nevelé-
sében a kotelességtudat fejlesztése, a tanulmanyi, testedzési, fegyelmi elvarasok
maximélis teljesitése volt a cél. A novendékeknek fellépés, megjelenés, tisztasdg,
szabalyos 6lt6zék tekintetében az ,abszolitra” kellett torekedniiik. Aki fegyelmet
fog kovetelni, tigy éljen maga is! Az a szellem, amely athatotta az iskolat, tar-
tést, onfegyelmet, fizikai és lelki erét adott novendékeinek. A hébord utdn kozii-
liik sokan élsportoldk, olimpiai bajnokok, orvosok, mérnokok, tanarok, jogaszok,
kozgazdaszok, irok, 1jsagirok, orszagos hirti miivészek, zeneszerzok, tudomanyos
kutaték, a Magyar Tudomanyos Akadémia koztestiiletének tagjai lettek, Andras
pedig a Magyar Tudomanyos Akadémia, a Mexikéi Mérnoki Akadémia és a New
York-i Akadémia tagja, vildgszerte elismert tudés volt, aki uttoré felfedezéseivel
orokre beirta nevét a matematika torténetébe, és — sok mas kitiintetése mellett —
Széchenyi-dijas egyetemi tanarként fejezte be életét.

Még nem toltotte be 14. életévét, amikor 1943 augusztusanak végén felvételi
vizsgara jelentkezett. A tObb szaz kérvényez6 koziil Marosvasarhelyen 93 gyere-
ket vettek fel, akiket 4 osztdlyba soroltak be. Andrias a pancélosokhoz keriilt.
Szeptember 20-ara kellett az 1. éveseknek bevonulniuk. A civil ruhédt egyenruhara
cserélték, becsomagolt ruhaikat hazakiildték, és masnap elkezdddott a harom hé-
ten 4t tarté djonckiképzés, amelyet az osztalytisztek iranyitottak. A kiképzéshez
osztalyonként egy IV. éves és harom III. éves tanulét behivtak nyari szabadsé-
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gukrol, akiknek az volt a feladatuk, hogy harom hét alatt fegyelmezett egységet
kovacsoljanak a sok kis gyerkécbol.

Az 1943-1944-es tanévben az elméleti oktatas oktéber 11-én kezd6dott és majus
6-an ért véget. A katonai elméleti és gyakorlati idészak majus 8-tdl julius 29-ig
tartott. Ekkor csak katonai tdrgyak oktatdsa folyt. Sok volt a gyakorlati kikép-
zés, sportfoglalkozds, éleslovészet. Ekkor rendezték meg a labdariugé-, kézilabda-,
atlétikai és uszdéversenyeket. Kiilonbozé sporttevékenységek és terepgyakorlatok
lehet6vé tették, hogy a tanuldk megismerjék a gérgényi és gyergyoi hegyek szép-
ségeit is. Andréasnak az erdélyi t4j irdnti szeretete akkor alakult ki.

Julius 30-4n Andrasék évfolyama nyéri szabadsigra ment.

1944 augusztusaban, a romanok atdllasa kovetkeztében, stlyos helyzet alakult
ki Eszak—Erdélyben. A szabadsiagon lev IV. és V. éves novendékeket augusztus
28-an berendelték azzal a céllal, hogy az iskola kiiiritésénél segédkezzenek és a
roman betorés elleni védelemnél igénybe vehetdk legyenek. Szeptember 2-an a
szovjet hadsereg gyors eléretorése miatt a hadvezetéség Erdély védelmét feladta,
ezért elrendelték az iskola athelyezését Vasvarra. Azok a tanuldk, akik addig nem
érkeztek meg Marosvasarhelyre, oktéber 15-én ott kellett jelentkezzenek. Andrés
szeptember 6-an, miel6tt bevonult Vasvarra, atélte Nyiregyhdza egyik legszor-
ny{ibb, angolszaszok &ltal véghezvitt bombazasat. A kozeliikben sok haz megsem-
misiilt, sokan haltak meg és sebesiiltek meg a légitamadasban.

Az iskola felszerelése szeptember kozepére megérkezett Vasvarra. A vasiti
szallitas kozben a szerelvényeket szényegbombézas érte, aminek kovetkeztében az
iskola felszerelését nagy anyagi kér érte. A novendékek zome, a hdborus koriilmé-
nyek miatt, csak oktéber végére érkezett oda. A vontatottan indulé és idonként
megszakadd tanitas, a megszokott, szoros id6beosztas tarthatatlansdga és a front
kozelsége ranyomta bélyegét a hangulatra. December 6-dn megjott a parancs a
németorszagi kitelepitésre. December 19-én kalyhaval és dgyakkal ellatott teherva-
gonokban elindultak Németorsziagba. Andrésék sziazada a Celle melletti Bergenbe
telepiilt, ahova januar 3-an érkeztek meg. Lassan kialakult a napirend és az elldtéas
is elfogadhato6 volt. A heti program: két nap elméleti oktatds, két nap gyakorlati
foglalkozds, két nap pedig fagylijtés a 7 kilométerre levé erd6bél. A napirend
szerinti elméleti oktatasi napokon a polgari targyak tanitasa is folytatodott.

Aprilis elejére az angol hadsereg nagyon megkozelitette a tabort, ezért 11-én
elindultak északi irdnyban, gyalogmenetben, tébb szekeret hiizva maguk utén.
Aprilis 14-én eljutottak Schwarzenbeckbe, ahol méasnap bevagoniroztak, s vonat-
tal mentek tovabb Dania felé. Utkdzben sokszor volt légiriadd, s6t bombézas is,
tobbszor hosszu orakra félreallitottdk a szerelvényt. 17-én megérkeztek Dénidba,
de masnap a szerelvényt visszairanyitottak a németorszégi Flensburgba. Itt a kira-
kodas utédn gyalogmenetben Steinbergbe értek, ahol aprilis 21-t6] majus 3-ig a Ber-
genben kialakitott rend szerint folyt az elméleti és gyakorlati kiképzés. A német
fegyverletétellel egy id6ben az iskola tisztjei a fegyvereket Osszeszedték és atad-
tdk az angoloknak. Ezutan délelottonként rendszeres fegyvernélkiili foglalkozast
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tartottak, mig méajus 31-én megérkezett az indulasi parancs. Hosszabb-révidebb
megszakitdasokkal (tobbnyire gyalog) Hammba érkeztek, ahol a tdborban a britek
osztrék és magyar foglyokat Oriztek. Az ellatds itt is silany volt. Mivel a fitk az
éhséget mar nem birtak tovabb, egyszer néhanyan — Andrassal egyiitt — kiszoktek
a drétkeritéssel koriilvett taborbdl, és a kozeli krumplif6ldon krumplit szedtek.
Szerencséjiikre az Orok, akiknek tlizparancsuk volt, nem vették észre Oket.

A hadaprddiskola tisztjei a fogsag ideje alatt is Osszetartottdk a tanuldkat, és
biztositottdk azok rendszeres oktatasat a polgari tantargyakbdl. Tették ezt azért,
hogy tanitvanyaik a szabadulas utdn folytathassdk tanulményaikat, anélkiil, hogy
évet veszitsenek. 1945 kés6 6szén Andrds nem varta meg a fogsagbdl valé szaba-
dulds napjat, hanem néhéany tarsaval megszokott. A hazajutds Németorszagbdl
igen veszélyes volt a kiilonb6z6 zonak miatt, de a legnehezebb az orosz zénan vald
atjutds volt. Andrés és tdrsali a Komaromi Erédben alapos ellenérzésen estek &t.
Budapestrél mar egyediil indult vonattal Nyiregyhazéra. A nagy zsufoltsag miatt
a kiilso lépcson fél labon dllva utazott. Karacsony napjan érkezett haza, ahol Edes-
apja halalhire fogadta. 1944 szeptembere 6ta semmit sem tudott az otthoniakrdl,
és a csalddja se tudott réla. fgy ért véget Andris szdméra a hadaprédiskola idé-
szaka. A sok megproébéltatas ellenére gyakran mondta: ha Nyiregyhdzan marad,
nem biztos, hogy élve megszabadul a habori kévetkezményeitol, mert sok iskola-
tarsat az oroszok elvitték, és soha nem tértek haza.

A katonas iskolai nevelés, a menekiilés, a hadifogsag, az ijabb menekiilés min-
den bizonnyal embert formalé tapasztalatok voltak szaméra. Igy Andras tizenhat
és fél éves korara mar felnétt emberré valt, akinek életfelfogdsa, jelleme, tartdsa
aligha valtozott azutan.

Menekiilés kozben iskolai dokumentumai elvesztek, ezért hazaérkezése utan
elobb az els6 két év osztédlyvizsgait le kellett tegye, azutan folytathatta kozépiskolai
tanulmanyait. ,Errél az idGszakrodl szolva, mindig nagy szeretettel emlegette az
akkor mér nyugdijas Ambrézy tandr urat, akihez felolvasni jart, mert a tanar ur
vak volt. Remek matematika tanar volt, akitél Andrés sokat tanult, és matematikai
gondolkoddsmdédjét is befolydsolta.” (Széchenyi Kinga)

Az érettségi vizsga utan Andras beiratkozott a Debreceni Tudomanyegyetemre,
mint matematika, fizika és abrazolé geometria szakos tanarjelolt. Masodéves kora-
tél demonstratorként mar mas szakos hallgatékat tanitott az egyetemen. Mate-
matikus szaméra elényos, ha sok 6nbizalommal, kezdeményez6 készséggel, céltu-
datossaggal, hatarozottsaggal, kivancsisaggal, szakmaja iranti elkotelezettséggel,
fantdzidval és munkabirdssal rendelkezik. Ezeknek az erényeknek Andras béven
birtokdban volt, igy nem csoda, hogy Rényi Alfréddal kénnyen egymasra taldltak.
Rényi 1949-ben lett a Debreceni Tudoményegyetem professzora. A matematika
lételeme volt, tele volt 6tletekkel, Gjitd gondolatokkal, és 1949-t61 kezdodden tekin-
télyes iskolat hozott létre maga koriil. Tanitvanyai koziil Andrés idérendben is a
legels6k kozott volt.
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Prékopa Andras egyetemistaként Prékopa Andras Rényi Alfréddal
(1950 koriil) Obervolfachban

Andrés elsé dolgozata harmadéves egyetemi hallgaté koraban jelent meg , Egy
valdszintiségszamitasi feladatrél” cimmel, amelyet 1950-ben, az elsé magyar mate-
matikai kongresszuson is bemutatott. Az egyetemet 1951-ben végezte el, ez utan a
Budapesti Miiegyetemre irdnyitottak, ahol fél évig tanarsegéd volt a Vegyészmér-
noki Kar Matematika Tanszékén, majd aspirdns lett az Alkalmazott Matematikai
Intézetben Rényi Alfréd vezetése mellett. Ezek az évek formaltdk alkalmazott
matematikusi szemléletmodjat és hivatastudatat. Az aspirantirat 1955-ben fejez-
te be. ,,Sztochasztikus halmazfiiggvények” cimfi disszertdcifjat (amelyet Griinwald
Géza-dijjal jutalmazott a Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat) 1956-ban védte meg.

Az aspirantira utdn 1956 szeptemberéig az Alkalmazott Matematikai Intézet
jogutédjaban, a Matematikai Kutaté Intézetben tudomanyos munkatérs volt. Ez-
utdn az ELTE TTK Valészinliségszamitasi Tanszékén dolgozott 1968-ig, elobb
adjunktusi, 1963-t6l pedig docensi beosztasban. Legfontosabb oktatasi jellegii
tevékenysége az operaciokutatas ELTE-n valé meghonositdasa volt. FEls6, linea-
ris programozasi specialis eldadasit 1958-ban tartotta. Az 1965. évi egyetemi
reformtervben elfogadtak az operacidkutatasi szakirany létesitését, és 1969-ben
mar végzett is az els6 évfolyam. 1968-ban elfogadta a Miiegyetem ajanlatét és
a Villamosmérnoki Kar Matematika Tanszékének egyetemi tandra lett. Kés6bb,
1977-ben atment a Gépészmérnoki Kar Matematika Tanszékére, hogy részt vegyen
a matematikus- gépészmérnok szakiranyu képzésben. Itt dolgozott 1983-ig, amikor
visszakeriilt az ELTE-re, miutan ott 1étrejott az Operacidkutatéasi Tanszék, amely-
nek vezetdjévé nevezték ki. Volt tanitvanyai irjék, hogy ,egyetemi diploméajukat
frissen megszerzett hallgatéival azonnal tegez6désre valtott, és kozvetlen, gyakran
barati kapcsolatot alakitott ki veliik”.
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Andrés életében az akadémiai intézetekben betoltott mellékfoglalkozdst pozi-
ciéi legalabb olyan fontos szerepet jatszottak, mint fédllasai. Ezekben az inté-
zetekben a politikai nyomas joval enyhébb volt és igy a parton kiviili professzor
konnyebben nyerhetett el vezet6 beosztast. Az els6 kutatdcsoportja a Matematikai
Kutaté Intézeten beliil 1étesiilt 1959-ben ,,A Matematika Kozgazdasigi Alkalma-
zésai” elnevezéssel. 1970-ben dtment az Akadémia Szémitdstechnikai Kozpont-
jaba, ahol 1973-ig az Operacidékutatasi Osztaly vezetéje volt. A tudomanyok
doktora fokozatot operacidkutatasi jellegli disszertacidval szerezte meg 1971-ben.
Ennek cime: ,Sztochasztikus rendszerek optimalizalasi problémairdl”. 1977-ben
az akkor létesitett Alkalmazott Matematikai Féosztalynak lett a vezetOje. Ezen
beliil miikodott az Operacidkutatasi Osztaly, ezt szintén 0 irdnyitotta. Az akadé-
miai intézetekben betoltott pozicidi mellett az ELTE-n az Operédcidkutatési szak-
irdnyt is fenntartotta. Ezt az oktatdst 1968 utan is véltozatlanul § szervezte és
végezte, a SZTAKI Operacidkutatdsi Osztalyanak tagjaival egyiitt. 1975-ben Alex
Orden amerikai professzor igy ir az altala vezetett kutatécsoportrél: , Jéllehet az
amerikai operacidkutatasi aktivitas mérete és valtozatossiga a magyarorszaginal
sokkal nagyobb, nehéz olyan amerikai kutatéegységet taldlni, melyben a mate-
matikai kutatds, algoritmus, szamitégépes programfejlesztés és az operaciokutatas
alkalmazésai ily harménidban élnek egyiitt, ennyire széles teriileten”. Iskoldjanak
tevékenységérol 1982-ben H. Wacker ausztriai professzor a Zeitschrift fiir Hoch-
schuldidaktikban ezt irja: ,egyik példajat adja azoknak a csoportoknak, nemzet-
kozi viszonylatban, amelyek a matematikus képzésben az elméleti megalapoza-
son kiviil a gyakorlatorientaltsagot is megvaldsitottdk”. Andras egész tudoményos
palyafutdsa alatt éridsi érdeklédéssel fordult az alkalmazasok felé. Am e tekintet-
ben elsésorban a tudomanyos értékii alkalmazasok vonzottdk, melyekben 11j mate-
matikai eredményeket, djszeri modellalkotédst
és fontos gyakorlati hasznot lehet elérni.

1985-ben elfogadta az Amerikai Egyesiilt
Allamokbeli Rutgers Egyetem Operaciokuta-
tasi Kozpontjanak meghivasat elébb egy ,.dist-
inguished visiting professor”, majd egy allandé
jellegii ,,Professor II” pozicié betoltésére. Az
utébbi a Rutgers Egyetemen a legmagasabb
professzori rangot jelenti.

1977-ben kiilfoldi levelezo tagja lett a Mexi-
kéi Mérnoki Akadémidnak; 1979-ben a Magyar
Tudoméanyos Akadémia levelezd tagja, rendes
tagja pedig 1985-ben lett. Két évvel késébb
tagja lett a New York-i Tudoményos Akadémi-
dnak is. A fentieken kiviil sok mas, elismerést
jelentd funkciét is betoltott. Alapitdja és hu-
Prékopa Andrés a Széchenyi-dij szonegy éven &t (1964-1985 kozott) elndke volt

jelvényével (1996) a Bolyai Janos Matematikai Térsulat Alkal-
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mazott Matematikai Szakosztdlyanak. A Bolyai Téarsulatban kifejtett munkés-
sdgaért 1983-ban MTESZ dijban részesiilt. Létrehozdja és tiz éven &t elndke az
Akadémia Matematikai és Fizikai Tudoményok Osztalya Operdcidkutatédsi Bizott-
saganak. Egyik alapitéja, majd el6bb felelOs szerkeszt&je, késObb foszerkesztoje az
Alkalmazott Matematikai Lapoknak.

Tagja szdmos hazai és nemzetkozi folydirat szerkesztébizottsaganak. Elnoke
volt a Magyarorszagon 1963-ban rendezett els6 nemzetkozi jellegii operacidkuta-
tasi konferencidnak, majd ezt kovetéen kozel husz, Magyarorszagon rendezett,
nemzetkozi és magyar, féleg operaciokutatasi jellegli tudomanyos konferencianak.

Az eddig felsorolt fontos feladatainak listdja tavolrdl sem teljes, de elég hosszu
ahhoz, hogy elcsodalkozzunk rajta. Tudnunk kell, Andrés soha nem varta, hogy a
feladatok keressék meg 6t, 6nmaga kereste meg azokat. Mindig tudta, hol a helye,
és mit kell ott tennie. Ugy tlinik, sok-sok év tavlatabdl is gyakran visszakdszont
neki halkan a marosvéasarhelyi hadaprédiskola.

Elsé tudomanyos eredményei a sztochasztikus folyamatokkal és ezek altalano-
sitdsaival kapcsolatosak. Ezt kovetden az operaciékutatason beliil féleg sztochasz-
tikus programozéassal foglalkozott. A valdsziniiséggel korlatozott sztochasztikus
programozési modell legfontosabb eredményei az 6 nevéhez fliz6dnek. Errol Dedk
Istvan, aki az ELTE-n az operaciékutatasi szakosztdly els6 évfolyaman végzett,
a kovetkezdket irta: ,Amikor 1969-ben véglegessé valt, hogy hozzd mehetek dol-
gozni, Andrés elhivott az egyetem melletti Mizeum Kévéhdzba. K&avét ittunk,
6 meg egy szalvétara felvdzolta azt, amit kés6bb STABIL-modellnek nevezett el,
vagyis a tobb feltételre egyszerre meghizhatdsagi korlatot hasznalé optimalizalasi
feladatot.” A STABIL-modell kapcsan nyert logkonkavitési eredményeit a matema-
tika szdmos egyéb dgdban is felhaszndltdk (valdszinliségelmélet, statisztika, konvex
geometria, funkciondlanalizis). A logkonkav valészinliségi mértékkel kapcsolatos
eredményei — mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdél — joggal sorolhatdk a
legjelent6sebb magyar matematikai felfedezések kozé.

Ez irdnyi eredményeit nagydoktori tézisében foglalta Gssze, és 1971-ben a
[17]-[18]-as dolgozataiban publikdlta. FEgy évvel kés6bb Andrds gondolatait
Leindler Laszl6 [16] kiterjesztette arra az esetre, amikor a véltozdk szamtani koze-
pe helyett a véltozok tetszbleges konvex kombindcidja szerepel. Ezért az elmélet
féeredménye ma Prékopa—Leindler-egyenlétlenség néven ismert a szakirodalom-
ban. Ez az egyenl6tlenség kiindulépontja volt az analizis és a geometria hataran
kisarjadzott 1j matematikai elméletnek, amelyet analitikus konvex geometrianak
is neveznek. A Prékopa—Leindler-egyenlétlenség dltalanositasa a hires Brunn—
Minkowski-egyenl6tlenségnek és az integralokra vonatkozé Holder-egyenlGtlenség
forditottjanak tekinthet6. Kozel haromnegyed évszazad utdan kideriilt, hogy a
Brunn-Minkowski-egyenl6tlenség a dolgok mélyén nem a geometria, hanem inkabb
az analizis targykorébe tartozik. A Prékopa—Leindler-egyenlétlenség kapcsolatban
van az izoperimetrikus feladatokkal, a Szoboljev-egyenlGtlenséggel és az analizis
mas fontos kérdésével. Euklideszi terekben a Prékopa—Leindner-egyenlotlenséget
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Borell [8], és t6le fiiggetleniil Brascamp és Lieb [9] altaldnositotta, majd Cordero—
Erausquin, McCann és Schmuckenschliger [10] Riemann-terekre terjesztette ki.
Ebben a témakorben Boroczky Karoly [2], [3], Dancs Istvdn [11], [12], Ruzsa Imre
[19] és Uhrin Béla [11], [12], [20], [21], magyar matematikusok is fontos eredmé-
nyeket értek el. R.J. Gardner 2002-ben k6z6lt egy Osszefoglald cikket ezzel a kér-
déskorrel kapcesolatos addigi vizsgalatokrdl, és irodalomjegyzékében 153 dolgozatot
tiintetett fel. Azdta a Prékopa—Leindner-egyenl6tlenséggel kapcsolatos dolgozatok
szama egyre no. Kiilonodsen az egyenloség esetének és az egyenldtlenség stabilita-
sdnak vizsgalata all ma a figyelem kozéppontjaban.

Ijjabban héarom Kolozsvaron végzett matematikus is bekapcsolédott a téma-
kor tanulméanyozasaba, akik szépen fonogatjak az Andras matematikai hagyatékat
Erdéllyel 6sszekotd szalakat. Ok a Prékopa—Leindler-egyenl6tlenséget szinguldris
geometridk (mint amilyenek a Heisenberg- és a Carnot-csoportok) esetére dlta-
ldnositottdk és vizsgaltak az egyenléség, valamint a stabilitas kérdését is. Kris-
taly Sandor [14], [15], meghatdrozta Finsler-tereken a Szoboljev-egyenlétlenségben,
valamint a Heisenberg-féle hatarozatlansigi relaciéban szereplo legjobb egyiittha-
tokat. Balogh Zoltan és Kristdly Sédndor [4], alkalmazva az optimaélis tomegszalli-
tas elméletét, Riemann- és Finsler-tereken tanulmanyoztédk azt az esetet, amikor
a Borell-Brascamp—Lieb-egyenlétlenségben egyenléség all fenn. Balogh Zoltan,
Kristdly Séndor és Sipos Kinga [5], [6], [7], megcafolva egy tévhitet, kimutatték,
hogy az optimalis tomegszallitas médszere alkalmazhatd Heisenberg-csoportok ese-
tén is, ha a metrikus mértéktereken kordbban hasznalt Lott—Sturm—Villani-féle
gorbiileti feltételt massal helyettesitjiik. Igazoltdk, hogy ez a feltétel — bizonyos
Carnot-csoportok esetén — egy Jacobi-determindnsra vonatkozé egyenlGtlenséggel
adhaté meg. A szerzok ezekre az ujkeletii dolgozatokra nagyon biztaté visszajel-
zéseket kaptak a témakorben meghatdrozo jelentéségii matematikusoktdl (Villani,
McCann, Ambrosio, Cordero-Erausquin), akik az emlitett eredményeket dttorés-
nek minGsitették.

Az 1960-as évek eleje 6ta, leginkdbb szakmai okokbdl, de néha turistaként is,
Andrés tobbszor jart Romaniaban. Ezekre az utakra, ha lehetett, elkisérte felesége,
Kinga Asszony is. Egyiitt keresték fel Erdély fontosabb vérosait, Nagyvaradtdl a
Szaszfoldig, gyonyorkodtek ezek ,K und K” hangulatot idéz6 épiileteiben. Maros-
vasdrhelyen Andras lelkesen vezette végig Kingat az &ltala jol ismert utcdkon,
megmutatta neki a varos legfontosabb épiileteit, beleértve az egykori hadaprod-
iskola épiiletét is. Természetesen a csikszeredai varat és a csiksomlydi ferencesek
templomat sem keriilték el. A szdsz varosok és falvak kiilonleges hangulatat, a
Karpatok fenséges vonulatat szintén egyiitt csodaltdk meg el6szor. Késébb gyere-
keiket is elhoztak erre az istendldotta vidékre.

Andrést én 1969 szeptemberében ismertem meg, akkor jartam elészor Buda-
pesten, egy konferencian valé részvétel iiriigyén. A konferencian a dudlis feladatok

//////

bol ismertem és tudtam, hogy operaciékutatassal foglalkozik, szerettem volna vele
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beszélni. Felhivtam, és O azt javasolta, hogy keressem fel a lakdsdn. (Akkor-
tajt nagydoktori disszertaciéjan dolgozott, és csak akkor ment be az egyetemre,
ha foltétleniil sziikséges volt). Rovid latogatdsom alatt a dualitdsi tételekrél és
az operaciékutatas oktatasarol beszélgettiink. Csak a rendszervaltds utan taldl-
koztunk tdjra. Ennek f6 oka az volt, hogy azel6tt még nem volt internet, és az
egyetemi tantestiileti tagok kozotti személyes kapcsolatot sem tdmogattak. Az ak-
kori viszonyok ko6zott, rokoni vagy barati segitség nélkiil, fénylizésnek szamitott
néhany napra Kolozsvarrdl felmenni Budapestre, nem beszélve az utazasi enge-
dély megszerzésével jard hercehurcardl. 1989 utan fokozatosan kiépiilt a hatdron
tuli magyar tudoméanyos kutatdk és egyetemi oktaték tamogatasanak intézmény-
rendszere, foleg osztondijak és lakhatési lehetGségek biztositasaval.

1991 utdn rendszeresen jartam Budapestre, és ha Andras otthon volt, mindig
talalkoztunk. A magyarorszagi kollégakkal kozos kutatasi tevékenységeket kezde-
ményeztiink, aminek kovetkeztében robbandsszeriien megszaporodtak a
kozos tudomanyos dolgozatok. Ily médon szamunkra gyakorlatilag eltiintek a ha-
tarok.

Id6kozben a kolozsvari egyetem magyar tagozata megizmosodott. Hosszi csaté-
rozas utan sikeriilt elérniink, hogy minden tantargyat magyarul is oktathassunk
azok szamara, akik ezt igényelték. Mivel a rendszervaltds évében az egyetemen
mar csak néhdny magyar oktaté dolgozott, sziikség volt tehetséges fiatal tanerdkre.
Miutén ezek doktoraltak és alkalmassé valtak onallé kutatdsi munkéra is, lehetévé
valt az egyetem magyar tagozatanak relativ fiiggetlenitése. Erre nem keriilhetett
volna sor a magyarorszagi egyetemek rendszeres szakmai segitsége és a magyar
allam kiilhoni fiatalok tudoméanyos tevékenységét tamogatd hozzadllasa nélkiil.

A kolozsvari egyetemen bekovetkezett valtozasokat Andras mindig figyelemmel
kisérte, és ahol lehetett, segitett. 0O is vallotta, hogy az erdélyi anyanyelvi egye-
temi oktatast az eléttiink jard nagyok életmiivére tamaszkodva kell Gjraszervezni.
Szivén viselte a Bolyai-kultusz dpolasat és a Bolyaiak hagyatékanak teljes feldol-
gozasat. Ezért érdeklédéssel kovette Kiss Elemérnek Bolyai Janos kézirataival
kapcsolatos kutatasait. Tudjuk, hogy francia és olasz matematikusok kozbenjé-
rasa utan az MTA 1869-ben Bolyai Farkas és Jdnos hatrahagyott irasait kikérte
a marosvasarhelyi Reformatus Foétanodatdl. 1871-ben az MTA kinevezett egy
bizottsdgot a Bolyai-hagyaték atvizsgaldsara. A bizottsag a két Bolyai irdsaibol
mintegy 10-15 iv terjedelmii anyagot tartott mélténak kiaddsra. Az MTA 25 év
mulva azzal a megjegyzéssel kiildte vissza Marosvéasarhelyre a kéziratokat, hogy
»ezen iratokban kiadasra alkalmas anyag nem talaltatott”. fgy lett a kéziratok
els6 komoly kutatéja a német Paul Stéckel, akinek ,,Bolyai Farkas és Bolyai Janos
geometriai vizsgalatai” cimi kétkotetes konyve 1913-ban Lipcsében németiil, majd
1914-ben Budapesten magyar forditasban jelent meg. Bar voltak prébalkozasok
Bolyai Janos kb. 14 ezer oldalas kézirata matematikai részének tovabbi vizsgala-
taval kapcsolatban, a milt szdzad utolsé évtizede el6tt lényeges eredményt senki
sem tudott felmutatni. Ekkor azonban Kiss Elemér marosvasarhelyi matematikus
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addig nem tapasztalt alapossaggal Ujbdl elkezdte vizsgalni a Bolyai-hagyatékot,
és 15 évi aprolékos, faradtsdgos, kitarté munkaval sikeriilt neki egy arnyaltabb,
teljesebb Bolyai-képet kialakitania. Olyan eredményeket taldlt, amelyekrdl a ko-
rabbi Bolyai-irodalom semmit sem tudott. Kideriilt, hogy Bolyai Janos nemcsak
geometridval foglalkozott, hanem az algebra, analizis és szamelmélet teriiletén
is jelent6s eredményeket ért el. Ezek egy része Kiss Elemér nagy feltiinést kel-
t6 ,Matematikai kincsek Bolyai Janos kéziratos hagyatékabdl” (Budapest, 1999;
angol nyelven: 1999; bévitett kiadds: 2005) cimi koényvében taldlhaté. Kiss Ele-
mért ezért a rendkiviil értékes munkaért 2001-ben — Andrés ajanldasara — a Magyar
Tudoményos Akadémia kiils6 tagjai kozé vélasztotta. (Ezt kovetéen Andrds més
erdélyi matematikusok akadémiai kiils§ tagsdgat is tdmogatta.)

Kiss Elemér rendkiviil kedves, j6 modori, nagy munkabirasi ember volt. And-
ras 17 nappal fiatalabb volt néla és természetiikben is sok k6zos vonas fedezhet6 fel.
Ha ehhez hozzavessziikk mindkettdjitk rajongasat a Bolyaiakért, konnyen megért-
jiikk, hogy hamar 6sszebaratkoztak. ,,Elemért és Agit mindketten nagyon szeretjiik.
Olyan emberek, akikkel azonnal ugy éreztiik magunkat, mintha mindig is ismertiik
volna egymast. Agival most is él a j6 és kozvetlen kapesolat.” (Széchenyi Kinga).

Agnes Asszony a kovetkezdket irja a két csaldd tizendt éves baratsiagardl:
,,E/hrdekes7 hogy személyesen el6szor Péter fiink és felesége ismerkedett meg And-
rassal egy amerikai magyar rendezvényen, amelyet Andrés szervezett havonta. Itt
deriilt ki, hogy Andras ismerte Elemér Bolyai Janossal kapcsolatos kutatési ered-
ményeit. Késébb, 2002 nyardn a Bolyai-iinnepségekre Andrds meghivta Elemért
Budapestre eldadénak, tobb erdélyi matematikussal egyiitt. Ekkor taldlkoztak
személyesen el6szor. Hamar Osszebaratkoztak, nemcsak matematikardél beszélget-
tek, hanem csaladjainkrdl is. Andras elmondta, hogy Marosvasarhelyhez fiatalkori
emlékek flzik, mert itt jart hadaprédiskolaba. Amikor Elemér hazaérkezett, bol-
dogan mesélt Andrassal valé taldlkozédsardl.”

,2002 novemberében Andrds Bolyai-konferencidt szervezett New Brunswick-
ban is, ahova minket meghivott. Elemér eldadasa utan Andrés ismertette a részt-
vevokkel az erdélyi matematikusok érdemeit, vazolva, hogy milyen koriilmények
kozott élnek és dolgoznak. Mi itt ismerkedtiink meg Kingdval. Rovid id6 mulva
meghivtak minket ottani lakdsukba, ahol nagyon baratsdgosan fogadtak. .. Andras
75. sziiletésnapjan a MTA &ltal rendezett iinnepi iilésre és sziiletésnapi vacsorara
a Prékopa csaldd minket is meghivott; benséséges hangulatban koszontottiik Ot
és feleségét, megpecsételve baratsagunkat. . . Mindig érdeklédtek az itthoni ismero6-
sok feldl, a Sapientia Egyetem helyzetérdl. . . Temetésekor Elemért O bucstztatta
az Akadémia részérél. Elemér haldla utan sem szlint meg baratsigunk; amikor
fiaimnal voltam ldtogatoban mindig megkerestek Kingaval, hol Magyarorszégon,
hol Amerikdban. IGAZI BARAT tesz ilyet.” (Kiss Agnes)

A budapesti bicentenariumi iinnepségek alkalméval Andréds kezdeményezésére
a Magyar Tudoméanyos Akadémian ,Bolyai Jdnos emlékezete” névvel egy kialli-
tast rendeztek. A kiallitdas rendkiviil értékes anyaganak teljes masolatat Andras a
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marosvasarhelyi Teleki Tékanak adomanyozta. Ezzel tisztelte meg egykori iskola-
janak székhelyét.

2002. oktéber 1 és 5. kozott Kolozsvaron is nemzetkozi Bolyai-konferencidt
rendeztiink, ahol a roman matematikusok nagy szdmban vettek részt. A Magyar
Tudoményos Akadémia iizenetét Csészar Akos professzor olvasta fel. Az egyetem
rektora a kovetkezd szavakkal fejezte be megnyit6 beszédét: ,, Today, on celebrating
200 years since Bolyai Janos’s birth, we bow respectfully in front of his memory,
being aware that the deepest homage to a thinker is to continue his tireless in-
terrogations for a better understanding of the world’s structure and to share the
highest performance criteria he adopted.”

Prékopa Andras 80. sziiletésnapjén (2010)

Andréas a logkonkdv mérték fogalmahoz a linearis sztochasztikus optimalizé-
lasi feladatokra vonatkozdé dualitdsi tétel kapcsan jutott el. Ez a fontos tétel
lényegében egyenértékili Farkas Gyula (1847-1930) kolozsvari matematikus (fél-
évszazaddal a dualitdsi tétel elott publikalt és linearis egyenlGtlenségrendszerekre
vonatkozd) egyik tételével, amit a kiilfoldiek tobbsége nem tudott. Andrds sokat
tett azért, hogy az operacidkutatéssal foglalkozé matematikusok korében Farkas
Gyula eredményei mélté helyre keriiljenek. To6bb angol nyelvii cikket {rt réluk,
és elérte, hogy mara az (igényesebb) optimalizaldselméleti szakkonyvek hivatkoz-
nak Farkas Gyuldra. A kolozsvéri egyetem egyik legnagyobb hatdsd tanara volt,
ezért orokségét mi is apoljuk. Ma a féépiiletben mellszobra van, 1étezik , Farkas
Gyula-tarsasag” és ,Farkas Gyula-terem”. Haldlanak 75. évforduléjan nemzetkozi
konferenciat rendeztiink, amelyen meghivott eléadéként Andrés is vendégiink volt.
AKkkori el6adasanak cime ,,Linear Inequalities, Duality Theorems and their Finan-
cial Applications”.
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2010-ben Andrés volt a Bolyai Janos haldldnak 150. évforduldja alkalméval ren-
dezett nemzetkozi emlékkonferencia szervezébizottsdganak elndke. A nagy sikerii
konferenciat két helyen tartottdk meg: augusztus 30-tél szeptember 1-ig Buda-
pesten a Magyar Tudomanyos Akadémian és szeptember 2-t0l szeptember 4-ig
Marosvéasarhelyen, a Sapientia Egyetemen. A programba beiktattak a nagykozon-
ség szamara sz0l6, torténelmi jellegli eléadasokat is, hogy minél tébben megismer-
kedjenek a nagy tudds életével és munkassigaval, emellett lehetoséget nyijtottak
a Bolyai-emlékhelyek meglatogatasara. Mintegy kétszaz résztvevd jelenlétében
leplezték le azt az emléktablat, amelyet Bolyai Janos egykori héza helyén &ll6
ingatlan falara helyeztek el. Errdl a helyi sajté masnap a kovetkezoket irta: ,,Bandi
Arpad nyugalmazott, de kozéleti tevékenységben fiatalosan nyughatatlan tanar-
ember folyamatos és faradhatatlan 16tas-futésa, szervezémunkdja, kilincselései nél-
kiil két fontos Bolyai Janos-emlékhellyel lennénk szegényebbek Marosvasarhelyen
— az eredeti Bolyai-sir kopjafdjaval és a németvérosi emléktdblaval. Bolyai Janost
életében csak kevesen ismerték polgartarsai koziil, s a mostani tdblaavatasra is
csak kétszaznyira tellett, s koztiik is tobb volt a tdn nem is vésarhelyi. . . Prékopa
Andras akadémikus és az emléktédbla dombormiivét megalkoté Széchenyi Kinga
mivésznd Bandi Arpédnak az MTA emlékplakettjét adtdk at azért az aldoza-
tos munkéért, amit a Bolyai-emlékek megdvésa, megismertetése terén kifejtett”.
A konferencia bankettjét Andrés javaslatara a résztvevék Bolyai Janos-vacsoranak
nevezték el, és elhatdroztdk, hogy ezentdl harom évenként rendszeresen tartanak
Bolyai-vacsordkat. Az 6tlet onnan szdrmazott, hogy Széchenyi Istvan haldla utan
Marosvésarhelyen 1860-ban jeles személyek emlékvacsorat tartottak tiszteletére.

Marosvasarhelyi Bolyai konferencia csoportképe (2010)
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A maésodik Bolyai-vacsorat 2013 novemberében tartottuk Kolozsvaron a Far-
kas Gyula-emlékérem atadasa utdn. Ezt a kitlintetést 2006 6ta évente legfeljebb
hiarom személynek adja at egy bizottsag a Magyar Tudomany Napja Erdélyben
nevil konferencian. A bizottsag elnoke a Farkas Gyula Egyesiilet elnoke, és tagjai
kozt vannak az Erdélyi Muzeum Egyesiilet Matematikai és Informatikai szakosz-
talyanak elnoke és titkara, a Radd Ferenc Matematikamiivel¢ Tarsasdg elnoke,
valamint a Matlap szerkeszt6ségének képviselGje. A Farkas Gyula-emlékérem ala-
pitasénak célja, hogy a matematikai és informatikai ismeretek magyar nyelvii ter-
jesztésében és a tehetséggondozasban kiemelked6 eredményeket elért tandrok tevé-
kenységét elismerje. Az érem Széchenyi Kinga képzomiivészné alkotasa. A szép
kivitelii bronzplaketten Farkas Gyula képe és a ,Farkas Gyula Dij” felirat szere-
pel. A Bolyai-vacsorara Andras meghivott minden Farkas Gyula-emlékéremmel
kitlintetett személyt, aki a 2013-as konferencidn jelen volt. fgy Osszesen 20 erdélyi
kollégdnak fizette a fogyasztast. Rendkiviil gdlans ember volt. Ha hozzank jott,
soha nem jott iires kézzel.

Utols6 kolozsvari latogatasa elétt, 2014 tavaszan a kovetkezoket {rta nekem:
,Kedves Jéska! Valoszintlileg tudod, hogy eléadast tartok Kortesi Péter konferenci-
ajan. Szerdan, majus 21-én érkezem Kingaval, és pénteken utazunk vissza. Szerda
este szeretettel meghivunk vacsordra Németh Sanyival és a feleségével. A helyet
valasszatok ki Sanyival, ti ismeritek a kolozsvari lehetdségeket. Nekem a Pira-
mis étterem is jo, de voltunk egyszer a Szentegyhdz utcdban, egy jé vendéglében,
talan az Egyhdz miikodteti, vagy barmi mas is megfelel, de hangulatos, és lehe-
t6leg magyar hely legyen. Gondolom, este 7-kor taldlkoznank a helyszinen. En
viszek magammal kb. 20 db. Appendixet, amit a Farkas Gyula Térsasdgnak aka-
rok ajandékozni. Elég silyosak egytiitt, igyhogy gondolkodj rajta, ki vinné el a
szalloddnkbdl a kivant helyre. Barati iidvozlettel, Andras”

A harmadik Bolyai-vacsordt 2016 novemberében kellett volna megtartanunk.
Andréas 2015 decemberében nekem cimzett utolsé levele révid volt: ,,Koszonom,
J6ska, j6 lenne mar taldlkozni, régen lattuk egymast. Olellek, Andrés”. Es még egy
idézet: ,Ami Andras Marosvasarhelyen toltott katonaiskolas idejét illeti, kétség-
telen, hogy nagyon hatott Erdély iranti szeretetének kialakuldsdhoz, ami azutan
életre szélénak bizonyult.” (Széchenyi Kinga) Tanusithatom, hogy ez az érzés nem
maradt viszonzdstalan: Erdélyben Andrast nagyon sokan szeretjiik és tiszteljiik.

Végezetiil Széchenyi Kinga Asszonynak sok irdnyt segitségéért halamat szeret-
ném kozvetiteni. Nélkiile ez az irds nem sziiletett volna meg.
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Kolumbén Joézsef 1935-ben sziiletett Gyergyd-
szentmikléson, ahol elemi iskoldit és gimnéazi-
umi tanulményait végezte. 1953-ban a csik-
szeredai tanitéképzében érettségizett, 1957-
ben a kolozsvari Bolyai Tudomanyegyetem
Matematika-Fizika Karan szerzett tanéri ok-
levelet, majd a rakovetkezd évben a kolozs-
vari Victor Babes Egyetemen megszerezte a ku-
taté matematikusi képesitést is. Rovid tekei
(Beszterce-Naszéd megye) tandrkodds utdn a
Bolyai Tudoményegyetem Analizis és Algebra
Tanszékére nevezték ki gyakornoknak. Ugyan-
abban az évben - a Bolyai Egyetem megsziinte-
tése utan - a Babes-Bolyai Tudoményegyetem
Analizis tanszékére nevezték ki, ahol az évek
sordn végigjarta az egyetemi oktatoi palya lépcséfokait. Matematikai palyafutasara
dont6 hatassal volt Tiberiu Popoviciu akadémikus, akinek irdanyitasa alatt irta dok-
tori disszertacidjat az optimalizdlas dualitdselveir6l. Nevéhez flizodik a nemlinedris
analizis teriiletén elindult kutatémunka a kolozsvari egyetemen. Jelentés ered-
ményeket ért el az egyensulyfeladatok, varidcidos egyenlétlenségek, KKM-tételek,
fraktdlgeometria és a homogenizdcié elmélet témakorében. A kolozsvari egyetem
mai magyar matematikusai koziil sokan az ¢ irdanyitasdval kezdtek tudomaéanyos
kutatéassal foglalkozni. 1972-ben elnyerte az Alexander von Humboldt Alapitvany
kutatéi 6sztondijat. Ennek keretében masfél évig Lothar Collatz professzor ham-
burgi intézetében dolgozott. 2001-ben a Magyar Tudomanyos Akadémia kiils
tagjava valasztotta. 2007-ben a Magyar Operacidkutatasi Tarsasdg Egervéry-
dijjal tiintette ki. Az erdélyi matematikusok érdekében kifejtett tevékenységéért,
nemzedékeket nevel6 oktatdi és tudoméanynépszeriisité munkassagéért az Erdélyi
Muzeum Egyesiilet 2017-ben az Apathy Istvan-dijat adoményozta neki.
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TRANSYLVANIAN RELATIONS OF ANDRAS PREKOPA

JOzSEF KOLUMBAN

Andras Prékopa became a student of Marosvasarhely’s military school at the age of 14.
Education for discipline, love of the homeland, honesty, loyalty and self-sacrificing camaraderie
were what forged the school community together. The spirit that permeated the school gave
character, self-discipline, physical and spiritual strength to its students. Andrds’ motivations
and success in the later part of his life were based on these experiences. He was always aware
of the right position for him and what he had to do there. We can thank him for, amongst
many other things, developing the theory of Stochastic Programming with its broad spectrum
of applications, and establishing a globally recognized Hungarian school of Operations Research.
Being blessed with exceptional mathematical talents, he was hardworking, single-minded, in-
sightful, rich in ideas, and held good knowledge of organizing and leadership. If the necessary
mathematical or administrative conditions were not met in order to solve his problems, he would
fight relentlessly until those were established. This attitude was what also characterized Andras’
bonds to Transylvania: he was always looking for opportunities to strengthen our relationship,
and his initiatives were always met with success.
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PREKOPA ANDRAS: LINEARIS PROGRAMOZAS T.

A MAGYAR OPERACIOKUTATAS ELSO FELIDEJEROL, AHOGY EN LATTAM

KOMAROMI EVA

Amirdl beszélni szeretnék, azt az alcim foglalja magaban. Az 1. tabldzat
azonban meggy6zden bizonyitja, hogy a két cim szorosan kapcsolédik egy-
mdshoz. Prékopa Andrds Rutgers egyetemi honlapjdrdl [1] toltottem le a
PhD tanitvanyairdl szdl6 sszefoglalé tablazatot, az 1. tabldzat ennek alap-
jan késziilt. A felsorolt 57 tanitvanya 10 kiilonb6z6 orszagbdl szarmazott, 3
kontinensen él-€élt, legtobben egyetemi tandrok, vagy kutatdk az életiik vala-
melyik szakaszdban, 41-en Magyarorszdagon szerezték a fokozatukat, matema-
tikusok mellett mérnokok, orvosok is voltak koztiik. Tobbségiikben a magyar
operaciékutatas tudomanyos kozéletének aktiv és meghatarozé részesei.

1. Bevezetés

A magyar operédcidkutatds kezdetét, felfogdsom szerint, Prékopa Andras lined-
ris programozasi kurzusatdl szamithatjuk, amit 1958-ban inditott el az ELTE TTK
Valészintiségszamitas Tanszékén. Hamarosan mésok is kovették, pl. Hosszi Miklés
Miskolcon, Kreké Béla a Kozgazdasigi Egyetemen. Baké Andréds ugy emlékszik,
Stach6 Lajostél mar hallgatott linearis programozast a 60-as évek elején, Szege-
den. Az els6 félido, amelyrél itt szé lesz, a Magyar Operaciékutatdsi Tarsasag
megalapitasaig terjed, 1991-ig. Ennek az iddszaknak is csak egy szeletérdl szdl a
kromika, arrdl a szeletérdl, amelynek résztvevije-tanija voltam.

El6addsom célja és motivacidja: tiszteletadds Prékopa Andrdsnak, aki mun-
kassaga fontos részének tekintette, hogy 6sztonozze, megteremtse, népszeriisitse a
magyar operacidkutatdst, oktatasat, intézményeit, alkotdi miihelyeit, hogy szorgal-
mazza mikodési lehetOségeinek tagitdasat, és akinek a tamogatasara tanitvanyai,
munkatarsai mindig szamithattak. Tiszteletadds azoknak, akik ebben az izgalmas
és felfedezd idOszakban résztvevék voltak, hozzajarultak az operacidkutatas stabil
kereteinek a létrehozdsahoz. Szeretnék minél tobb eseményrol hirt adni, kdzremii-
kodoit névsorba szedni, de ezt a torekvésemet nem korondzhatja teljes siker. Ez
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nem nagy baj: a krénika tovabb irhatd, a névsor tovabb bévitheto, més kronikasok
személyes torténeteivel, szemszogeivel a kép teljesebb lesz.

Azok neveit, akik az altalam kozelr6l ismert mithelyekben, tanszékeken miikod-
tek, megfordultak, tdblazatokban foglaltam ossze. E tabldzatok nem illusztraciok,
hanem a cikk 1ényegét adjak, csak az attekinthetOség kedvéért kiilonitettem el Gket.
Az események felidézésében tamaszkodom az Alkalmazott Matematikai Lapokban
Prékopa Andrés 75. sziiletésnapjdra irt méltatdsra [2]. Amit elmondok, személyes
visszaemlékezés, amely azonban nem csak az én személyemre korlatozodik, sokan
segitettek, akiknek ez uiton is szeretném kifejezni halds koszonetemet: Arany Ilona,
Baké Andras, Barany Imre, Forgé Ferenc, Fiilop Janos, Hencsey Gusztdv, Med-
vegyev Péter, Nagy Tamds és Szantai Tamas.

2. A kezdet: G.B. Dantzig

Az operéacidkutatast mint tudomanyagat G.B. Dantzig 1949-ben megjelent
Programming in a Linear Structure c. Econometrics cikkétol szamitjak. Dantzig
egy visszaemlékez6 cikkében [3] felidézi, hogy a matematikusok és kozgazdaszok
korében 1947 el6tt teljességgel hidnyzott az érdeklédés az optimalizalds irdnt. Bar
a linedris egyenl6tlenségrendszerekrdl a korabbi évtizedekben szamos eredmény
jelent meg, dualitast kifejezo alternativa tételek is, de nem keltettek kiilonésebb
figyelmet. Lényegében kész volt a jatékelmélet is, benne a szintén dualitast kifejez6
nyeregpont fogalmaval. Dantzig a Leontief-féle input-output modellt, amelyet a
30-as években mar alkalmaztak az amerikai nemzetgazdasagi tervezésben, szerette
volna altaldnositani egy olyan feladatban, amelyet hamarosan linedris programo-
zasi feladatnak neveznek. Szérakoztatéan szamol be arrdl, hogyan fogadta 6t Neu-
mann Janos 1947-ben Princetonban, amikor felkereste, hogy a véleményét kérje a
koncepciéjarol. Hosszadalmas bevezetGje utdn Neumann annyit mondott: ,O, hat
ez az?” - és tartott neki egy méasfél oras eloadédst a linedris programok matema-
tikai elméletérdl. Dantzig ekkor, Neumanntdl hallott el6szor a Farkas-lemmarol
és a dualitasrél. Az 1947-49-es évek el6tt tehat dualitds volt, de optimalizalas
még nem. Ekkor azonban a matematikusok és kozgazddszok korében tudatosult,
hogy sziiletében van, nemsokara meglesz a szamitégép, és ekkor megjelent a cél-
fiiggvény. Az operacidkutatast, szamos al-dgaval egyiitt, a feltételes optimalizalast
megalapoz6 addigi tudoméanyos eredmények, a II. vilaghaborts katonai miiveletek
sordn a matematika alkalmazdsédban szerzett tapasztalatok (innen az elnevezés)
és a szadmitogép megjelenése egyiittesen inditotta utjara — az Amerikai Egyesiilt
Allamok jelentds anyagi tdmogatdsdval. (J6val kés6bb deriilt ki, hogy Kantoro-
vics a 30-as évek végén mar megfogalmazta a linedris programozasi feladatot — és
a szallitasi feladatot is —, de munkdaja észrevétlen maradt. Igaz, késébb ezért és
mds eredményeiért is Nobel-dijat kapott — ez azonban mar egy mdsik torténet.)
A TI. vildghdboriban Anglidban is bevontak tuddsokat a katonai miiveletek terve-
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zésébe és az 50-es években ott is komoly tamogatast kapott az operacidkutatéas.
Amerikaban ,,operations research” néven, Anglidban ,operational research” néven
terjedt el, a mai napig igy hivjak a tanszékeket, folyéiratokat, konferencidkat.

Prékopa Andras kurzusa az amerikai kezdés utan 9 évvel indult, ez nem is olyan
nagy késés. De masok is felfigyeltek az \j teriiletre.

3. A kétszintu tervezés

Legalabb ilyen gyorsan ismerték fel az j lehet&ségeket a magyar kozgazda-
szok, mindenekel$tt Kornai Jénos. A Kétszintli tervezés (Matematikai mddszer
a népgazdasdgi terv javitdsara) cimf cikke a Kozgazdasdgi Szemlében 1962-ben
jelent meg [4]. A cikkben ismertette és dsszefoglalta azt a kutatdst, amelyet Lip-
tak Tamdas matematikussal (aki az 1956-os forradalomban valé részvétele miatti
borténbiintetésébdl akkor szabadult) végeztek egy széles korti vizsgédlat keretében,
amelyet az Orszagos Tervhivatal megbizasabdl folytatott a Magyar Tudomanyos
Akadémia Szamitastechnikai Kozpontja, és amelynek eredményét egy hosszabb
tanulmanyban mér az év tavaszén ismertették [5]. A koncepcid a kovetkezd volt:
a tervgazdasig gyakorlatdnak megfeleléen a kozpont (a Tervhivatal) mennyisé-
geket (inputkereteket és outputfeladatokat) oszt el. Az alsébb szinten dolgozd
szervezetek (a szektorok) visszajelentik a nekik kiosztott kvétdk és tervieladatok
arnyékarait. Ezek figyelembevételével a kozpont revidedlja a mennyiségi alloké-
ciékat. Ez djra és tjra ismétlodik, amig csak kozel nem keriilnek egy optimalis
allokdciéhoz. Liptak Tamés segitségével Kornai dinamikus linedris programozasi
feladat és jatékelméleti modell formajaban kapcsolta Ossze az dgazati tervezést a
népgazdasagi szinti tervezéssel. Ez volt a kiindulépontja nagysikeri konyvének is:
A gazdasagi szerkezet matematikai tervezése, Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiado,
1965.

Személyesen is biiszkeséggel tolt el, hogy ennek a nagyszabasi kutatdsnak és
alkalmazdsnak a gazddja az MTA Szamitastechnikai Kézpontja volt, amelyhez tar-
tozott az operdcidkutatdsi alma materem, Dancs Istvan Operdcidkutatias Osztédlya
(vagy Kozgazdasdgi Alkalmazdsok Osztalya volt a neve? — megoszlanak az emlé-
kez8k). Az osztdly munkatdrsainak nevei a 2. tédbldzatban taldlhatdk. Izgalmas
id6szak volt. Részt vettiink a Kornai Janos altal irdanyitott nagy tervezési fel-
adatban. Szamitégépes programokat irtunk és futtattunk eleinte az intézet Ural-2
szamitégépén, majd a SZUV GIER gépén, amely mar ALGOL nyelvhez késziilt
forditéprogrammal és virtudlis tarkezeléssel rendelkezett. Szeminariumok kereté-
ben feldolgoztunk fontos, azéta klasszikussa valt szerzoket a linedris és nemline-
aris programozas, héldzati feladatok, szallitasi feladat és jatékelmélet témakban.
Magunk is megjelentettitk a Szeminariumi Fiizetek sorozatot, amelynek a 3. ko-
tetét ketten frtuk Arany Ilondval, a cime: H&lézati feladatok. Mi volt az els6 két
kotet? Volt-e negyedik? Nem sikeriilt kideritenem. De megjelent az MTA SZK
Kozlemények is, a 2. kotet 1967-ben 264 oldalbdl &llt, a 8. és 9. kotetben Klafszky
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Emil egy kétrészes cikket publikdlt a geometriai programozésrol, ezt a mai olvasd
figyelmébe is ajanlandm, ha hozzaférheté még valahol.

4. SZK — SZTAKI

1970-ben az SZK perszonédluniéba keriilt az MTA Automatizaldsi Kutaté Inté-
zettel. Ko6zos igazgaténk Vamos Tibor lett, aki meghivta Prékopa Andrast az
Operaciokutatds Osztaly élére, és megerdsitette az Araté Matyas vezette Valoszi-
niiségelmélet és Matematikai Statisztika Osztalyt. Vamos Tibor célja és feladata
volt egyrészt el6késziteni a két intézet egyesiilését, masrészt fogadni az orszagban
akkor legkorszeriibb szdmitégépet: a CDC 3300-t. 1973-ban létrejott a SZTAKI,
korszer(i nagy intézmény. Az eseményekrdl 1d. a SZTAKI torténetét [6], Strehd
Méria és Szdsz Aron tanulmédnya alapjén.

Miel6tt folytatnam a SZTAKI torténetével, visszakanyarodom a 60-as évek-
re. Merthogy kozben — elsésorban Prékopa Andras kezdemén yezésére — a Bolyai
Tarsulatban 1963-ban 1étrejott a Matematika Alkalmazésai Szakosztaly, az MTA
Matematikai és Fizikai Tudoményok Osztalya 1975-ben létrehozta az Alkalmazott
Matematikai Lapokat. Az 1965-ben életbe 1ép6 egyetemi reform az ELTE-n az ope-
racidkutatast a matematikusképzésen beliil kiilon szakirdnnya emelte. 1968-ban
indult el ennek a szakiranynak a gradudlis szakasza.

5. Az operdcidkutatis matematikai mdédszerei tanfolyam (1968-70):
fordulépont

A BJMT Matematika Alkalmazésai Szakosztély keretében 1968-70 kozott Pré-
kopa Andras nagysikerii kétéves operdcidkutatasi gradudlis-posztgradudlis tanfo-
lyamot szervezett Az operdcidkutatds matematikai médszerei cimmel, amelyen az
elbadasok az egyetemi féléveknek megfelel6 id6ben, minden héten 6t napon at, napi
négy oraban folytak. Egyrészt az ELTE-n életbe 1épett egyetemi reformnak meg-
feleléen operacidkutatasi szakiranyt valaszté matematikushallgatok vettek részt
ezen a tanfolyamon, maésfel6l kordbban végzettek, akik szerettek volna megismer-
kedni az 4j tudomdnyteriilettel. Az eldaddsokat Prékopa Andras, Klafszky Emil,
Majthay Antal, Kovacs Laszlo Béla, Eltets Odon, Araté Matyas, Tomké Jozsef
tartottak, az el6addk egy része jegyzetet is irt.

Ekkor késziilt Prékopa Andréas 440 példanyban megjelent Linearis programozas
I. cimi kényve [7], amelyet a mai napig haszndlnak az LP fejezeteinek oktatédsa-
ban. Megjelenése idején kiemelkedGen a legjobb konyv volt a témaban, elegans,
egzakt és vilagos stilusi. Minden fejezet végén nem csak példatar van, hanem az
addigi vonatkozo6 irodalom szinte teljes felsoroldsa, segitségiil a szakirodalomban
téjékozdédni akard olvasénak.
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Az Operacidkutatas Matematikai Mdédszerei tanfolyamot és ezzel egytitt a Line-
aris programozas I. konyvet fordulépontnak vélem. Addig kicsit szégyenlésen a
matematika kozgazdasagi alkalmazasai néven emlegették ezt a tudomanyteriiletet,
Prékopa Andras tudoméanyszervezési eréfeszitései, az alkalmazasok iranti elkGte-
lezettsége kellett ahhoz, hogy maga az ,operacidkutatas” szé polgarjogot nyerjen
nalunk. Nagyjabdl ez utan jottek létre Operacidkutatas elnevezésli tanszékek,
kutatécsoportok, tantargyakat e néven kezdtek meghirdetni, kényveket e cimen
megjelentetni, konferencidkat tartani — bar a zavar a sz6 jelentését illetéen a nagy-
kozonségben talan maig is fennall, sajnos.

Az ITASA megalakitdsa komoly lendiiletet adott az operacidkutatasnak és miive-
16inek.

6. ITASA (International Institute for Applied Systems Analysis), 1972

A hideghaboruban bekodvetkezett politikai enyhiilés egyik jeleként alapitotta az
intézetet az USA, a Szovjetunié és 10 masik orszdg a keleti és nyugati blokkbdl —
koztiik Magyarorszag. A Bécs melletti Laxenburgban, egy elegans és erre a célra
korszertsitett nagy kastélyban helyezték el. Interdiszciplinaris kutatéhely lett,
vilaghiri kutatokat hivtak meg hosszabb-révidebb idére. A nemzetkozi kutato-
csoportokban nagy szamban voltak operaciékutatdk, de vegyészek, kozgazdaszok,
biolégusok is. Szamos projekt indult, koztiik a Balaton program. A jelentds poli-
tikai tdmogatds bokezii anyagi tdmogatdssal is pdrosult. Az itt dolgozé nagynevii
kutaték magyarorszagi konferencidkon is részt vettek, eléadtak.

Térsszervezetét, az MNITPU-t(Mex1yHapoaHblii HAYIHO-UCCIIEA0BATELCKUIT
UHCTHTYT mpobiem ynpasnerus) 1976-ban Moszkvdban alapitottdk hasonlé céllal.

Az akkori szokasoknak megfelel6en kijeloltek egy magyar intézményt a két nem-
zetkozi intézettel valo kapcsolattartasra, ez a hazai kapcsolat az Orszagos Tervhiva-
tal Szamitokozpontja keretében, illetve késébb az Orszagos Vezetoképzo Kozpont
keretében miikodé Rendszeranalizis Osztaly volt. A 3. tabldzat tartalmazza azok
neveit, akik a Rendszeranalizis Osztalyon megfordultak 1975-90 kozott.

A laxenburgi és a moszkvai intézetben is szamos magyar kutaté dolgozott.
A magyar operaciékutaték szaméra lehetéség nyilt meghivasokra, kiilfoldi utaza-
sokra, hazai és kiilfoldi konferencidkon val6 részvételre, kapcsolatépitésre, tapasz-
talatszerzésre. Példaként: az 1978-79-es tanévben Moszkvaban az MNIIPU-ban
dolgoztak kutatoként, egy-masfél éves tanulmanytt keretében: Bardny Imre, Kiirti
Sandor, Nyiri Géza, Pintér Janos, Vermes Domokos és jémagam.

7. Az MTA SZK-SZTAKI Operaciokutatas Osztaly 1970-91 kozott

Az MTA SZTAKI 1973-ban jott 1étre. A jelentés létszamu intézet beépiilt a
nemzetkozi tudomanyos életbe, elismertséget szerzett, kellé anyagi hatteret, széles
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korii kapcsolatrendszert hozott 1étre. Prékopa Andrds a két intézet egyesitése
utdn az MTA SZTAKI Alkalmazott Matematikai Féosztdlydnak alapité f6osz-
talyvezetdje lett és maradt 1985-ig. Ekkor elfogadta az amerikai Rutgers Uni-
versity meghivédsat, operacidkutatasi centruménak, a RUTCOR-nak 30 évig volt
vezet6 professzora, és kezdeményezdje jo néhdny magyar tanitvanya, munkatér-
sa meghivasanak a RUTCOR eseményeire, az ottani oktatasban-kutatasban valéd
részvételre. Prékopa egy 1970-es dolgozatédban [8] bemutatta (kés6bb szdmos mun-
kéjaban vizsgilta, tovabbfejlesztette) a valésziniliséggel korldtozott programozasi
feladatot, feladatcsoportot. E feladat sokunk érdeklodését hosszu idére orientélta,
kutatdsban és alkalmazasban egyarant.

Az 1970-es évek kronikajahoz tartozik a matrafiiredi matematikai programozasi
konferencidk elinditasa is, az els6 1973-ban volt, alapitdja, {Gszervezdje és program-
addja Prékopa Andréas. Az ITASA kozelségének is koszonhetGen a matrafiiredi kon-
ferencidkon a matematikai programozas szamos neves egyénisége megfordult: az
amerikai Dantzig, Rockafellar, Grigoriadis, Wets, Zionst, Jewell és Bell, az osztrak
Burkard, a svajci Kall, a dan Krarup, az orosz Mojszejev, Yeremin és Jevtusenko,
a roman Dragan, a lengyel Walukewicz és Slovinsky, a cseh Nozicka és Dupacova, a
német Korte, Zowe, Guddat és Elster, a francia Houard, a brit Sargent és mésok —
1d. [2]. Eleinte évenként, majd ritkabban keriilt e konferencidkra sor, az 1996-ban
Matrahdzan tartott konferencia volt taldn az utolsé a sorozatban, ezt Rapcsdk
Tama&s rendezte.

Az Operacidkutatas Osztéaly vezetdi ebben az idGszakban a kovetkezok voltak:
Miutéan létrejott az Alkalmazott Matematikai Féosztély, Prékopa Andras az osztély
vezetését Kovacs Laszlo Bélanak adta at, aki maradt e funkcigjdban 1984-ig, ami-
kor Koppenhédgéba ment tanitani. Ekkor Mayer Janos jott, és 1989-ig vezette az
osztalyt, kozben a f6osztdly vezetését Maros Istvan vette at, majd mindketten
kiilfoldre mentek. Megjott viszont egy kiilfoldi utjarol Rapcsdk Tama&s, 1989-91
kozott 6 volt az osztaly vezetje. Az osztalyon 1979-ben 26-an voltak, ekkor volt
a legnagyobb létszami. A 21 év alatt 52 kutaté fordult meg az osztdlyon, az 6
neveiket soroljuk fel a 4. tablazatban.

Rapcsédk Tamas 1991-ben dtszervezte az osztalyt, létrehozta az MTA SZTAKI
Operacidkutatds és Dontési Rendszerek Laboratériumot. Ebbél alakult meg az
MTA SZTAKI Operéacidékutatds és Dontési Rendszerek Kutatécsoport 2009-ben
Fiilop Janos vezetésével. A kutatocsoport egyben kihelyezett egyetemi tanszéke a
Corvinus Egyetemnek.

8. A 80-as években alakult operaciékutatasi tanszékek

Az operacidkutatdsi kurzusokat a legtobb egyetemen a Matematika Tanszék
szervezte. Az ELTE-n, a Kozgazdasagi Egyetemen és a Miskolci Egyetemen a 70—
80-as években 6nallé operaciékutatasi tanszékek jottek létre, ha nem is feltétleniil
ezen a néven.
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8.1. ELTE Operacidokutatas Tanszék

Az elézményekre Vizvéri Béla igy emlékszik: ,Amig nem volt kiilon tanszék,
addig a Valészintiségszamitas Tanszék latta el az operdcidkutatési tanszék admi-
nisztraciés feladatait. Rényi Alfréd haldla utan Mogyorddi Jozsef lett a tanszék-
vezet6 docensként. A dolog ugy miikodott, hogy a SZTAKI Operaciékutatasi
Osztalyan volt egy Osszekoto, 6 jart at egyeztetni az orakat és a sziikséges dolgo-
kat Mogyorédi Jozsethez. Az 6sszekotd eldszor Straziczky Bea volt, majd ezt a
feladatot atvettem téle, és ellattam a tanszék megalakuldsaig.”

Prékopa Andréas 1983-ban megalapitotta az ELTE Operéacidokutatds Tanszékét,
amelynek tanszékvezetd egyetemi tandra lett. A tanszék azonban j6 néhany évig
még rendkiviil mostoha kériilmények kozott miikodstt (1d. [2]). Prékopa Andris
mellett 1991-ig a tanszék f6dllasu oktatdi voltak: Dédsa Gyorgy, Illés Tibor, Kas
Péter, Szantai Tamas és Terlaky Tamas.

Prékopa Andras Rutgers egyetemi tavollétében 1988-92 kozott a tanszék veze-
tését Szantai Tamas vette at. 1993-ban megalakult az Operacidkutatasi, Alkalma-
zott Matematikai és Statisztikai doktori program Prékopa Andrés alapité vezeté-
sével.

8.2. Miskolci Egyetem: Szamitastechnikai Tanszék

A Matematika Tanszéken a banyéasz, kohdsz, gépész képzésben az 1960-as évek-
t6l vizsgakoteles targy volt a Matematikai programozas, kés6bb az Operacidkuta-
tds. 1975-ben megalakult a Matematikai Intézet, ezen beliil a Szamitastechnikai
Tanszék, vezetéje 1980-89 kozott Klafszky Emil. Az 5. tdblazatban soroljuk fel
azon oktaték-kutatok neveit, akikhez e képzések tartoztak, 1d. [9].

8.3. Kozgazdasagtudoméanyi Egyetem: A Matematika Ko6zgazdasagi
Alkalmazasai Tanszék

A tanszék 1980-95 kozott a Matematikai és Szamitastudomanyi Intézet kere-
tében mikodott, tanszékvezetd egyetemi tanara: Meszéna Gyorgy. Ebbol lett az
Operaciokutatds Tanszék 1995-2000 kozott, vezetoi: Forgd Ferenc, majd Temesi
Jozsef. Kozben a tanszék tevékenysége kiboviilt az aktudrius szakirdny oktatasé-
val, 2011-ben nevében is megvéltozott.

OTKA-kutatas keretében indult az Operdcidkutatds sorozat, 10 kotete 2002—
2010 kozott jelent meg. A lektordlt kotetek szerzéi kozott feltiinnek: Dedk Istvan,
Fiala Tibor, Hujter Mihély, Nagy Tamds, Klafszky Emil, Rapcsdk Tamds, Szén-
tai Tamas, Terlaky Tamds, jomagam mint szerzé és szerkeszté — mindegyik név
olvashat6 valamelyik tablazatban. A kotetek megtaldlhaték a tanszék honlapjan
[10] és a MOT honlapjén [11] is.

Az egyetemen az 1970-80-as években jelen 1év6 operacidkutaté munkatarsak
neveit a 6. tablazat tiinteti fel.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



36 KOMAROMI EVA

9. Szamitékdzpontok, intézetek a 60—70-es években és utana, KSH

A 60-as, 70-es években nagy szamitokozpontok és veliik kapcsolatban all6 kuta-
téintézetek jottek létre, szinte minden minisztériumban, valamennyien azzal a cél-
lal is, hogy széleskori ipari, kozgazdasigi alkalmazasokban vegyenek részt. Ez a
kiterjedt kutatasi-informatikai hélézat sokba keriilt, de erre a célra ma mar elkép-
zelhetetleniil nagyvonalt tdmogatéast adtak e korszakban mindeniitt, Magyarorsza-
gon is. A Tervhivatalrél mér volt sz, a masik legfontosabb a Statisztikai Hivatal,
amelyben a 60-as évek kozepén megalakult az INFELOR, késébb mas kapcsolddé
intézetek is, amelyek kivaltak, majd egyesiiltek SZAMALK csoport néven. 2011-
ben visszaemlékezd kotet jelent meg A SZAMALK és elddei cimmel Havas Miklos
szervezésében és szerkesztésében, két fejezet az operaciokutatas krénikdjahoz tar-
tozik:

Heppes Aladér: A népességnyilvantartd rendszer;
Maros Istvan: Operaciékutatds a SZAMALK-n4l és jogelédeinél.

A konyv és a vonatkozé fejezetek is elolvashatdk a [12] honlapon.

10. Konferenciak, kérdések, 6sszefoglalas

A 2017. évi ceglédi konferencia a 32. a Magyar Operaciokutatasi Konferen-
cidk (MOK) sordban. A Bolyai Tarsulat mindegyiknek szervezdje volt, eleinte a
Magyar Kozgazdasdgi Tédrsasdggal (MKT), majd az 1968-ban alakult Neumann
Janos Szamitégép-tudomanyi Téarsasaggal, 1990 utan a Magyar Operacidkutatasi
Térsasdggal (MOT) és a Gazdasdgmodellezési Térsasdggal kozosen. Hogy az elsé
31 konferenciat hol és mikor tartottak, errél szdl a 7. tablazat, amelyet elsésorban
Meszéna Gyorgy és Illés Tibor szives kozlése alapjan allitottam 6ssze. Vannak
persze eltérések az 6 adataik és mas visszaemlékezések kozott is. Vita van az
els6ségrél is. A tablazatban a lista az 1967-es veszprémi MOK konferencidval
kezdédik, osszhangban a [2] cikkben foglalt adattal. A szervezdk kozott szerepel
Komlési Sandor, Péles Zsolt, Csendes Tibor, Bod Péter, Ziermann Margit, Jordan
Tibor, Temesi Jozsef, Illés Tibor, Maros Istvan, Meszéna Gyorgy, Pongracz Tibor,
Ormos Zsolt. Milyen jelents konferencidkra emléksziink még?

Készletezési és tarozasi nemzetkozi konferencia volt 1971-ben Gyérben, ahol
mar sztochasztikus programozasi modellekrol is tartottak el6adasokat.

Az ITASA-ban 1984-ben megrendezett Matematikai Programozési Konferen-
cidnak Prékopa Andras és Roger J.-B. Wets volt a {6 szervezfje, nagyszamu
magyar eléadd vett részt, az 1986-os Mathematical Programming Study két
kotetben publikalta az eldadasok dolgozat véaltozatat.
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Prékopa Andras Budapestre hozta az 1976-os Nemzetkozi Matematikai Prog-

ramozdsi Sziimpoziont.

11. Osszefoglalas

Dolgozatom a magyar operacidkutatas 1958-91 — Prékopa Andrés els6, az
ELTE-n tartott Linedris Programozas kurzusa és a Magyar Operaciokutatédsi Tar-
sasag megalakuldsa — kozotti idoszakdnak eseményeit, az események résztvevoi
koziil azokat idézi fel, amiket-akiket én ldthattam, magam is résztvevéként. A dol-
gozat visszaemlékezés, a miifaj vonzd, de hidnyérzetet is kelté vondsaival. Azt re-
mélem, hogy lesznek majd masok is, akik szintén jelen voltak, lattak, hogy tortént,
és elmesélik, amit Ok lattak, vdlaszolnak a kérdésekre és feltesznek tjakat.

C WO R WN-=

12. Téablazatok: miihelyek, résztvevik, események

1. tablazat. Prékopa Andras PhD tanitvanyai:

W. Aigbe

H. Bogner
Baké Andras
Boros Endre
Bukszar Jozsef
A. Burkauskas
Deak Istvan
Dinh The Luc
Fabidan Csaba
E. Ferenczy
Fut6 Péter

L. Gao
Gerencsér Laszl
Haldsz Szilvia
T. Heikkinen
X. Hou

Ho Ngoc Luat
Kelle Péter
Kéri Gerzson
Koméromi Eva
Kopp Maria
Kopp Maria
Lészl6 Zoltan
J. Lee

Prof., Univ. of Ibadan

Prof., Univ. of Leipzig, GE
Prof., Obudai Egy., Budapest
Prof., Rutgers University, USA
Prof., Virginia Commonw. Univ.
Lith. Acad. Sci., Vilnius, LH
Prof. Corvinus Univ., Budapest
Prof., Univ. Avignon, FR

Prof., Kecskeméti Fdiskola
Prof., Kanada

Vallalkoz6, Budapest

Kutaté, AT&T, USA

Prof., MTA SZTAKI

Kutaté, AT&T, USA

Prof., Univ. of Lund, SE
Kutaté, Pennsylvania, USA

VN

Prof., Univ. of Louisiana, USA
Kutaté, MTA SZTAKI

Prof., Corvinus Univ., Budapest

Prof., Semmelweis Univ., Budapest

Prof.Semmelweis Egy., Budapest
Prof., Pannon Egy., Veszprém
Drexel University, PA. USA

ELTE
Univ. Leipzig
ELTE
ELTE
ELTE
MTA
MTA
MTA
ELTE
ELTE
MTA
Rutgers
ELTE
ELTE
Rutgers
Rutgers
MTA
ELTE
MTA
MTA
MTA
MTA
MTA
Rutgers

1980
1975
1971
1984
1998
1985
1971
1984
1999
1963
1980
2001
1970
1976
2001
2006
1984
1979
1978
1980
1982
1982
1972
2015
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24 W.Li Kutatd, California, USA Rutgers 1995
25 T. Liu Kutaté, Pennsylvania, USA Rutgers 2005
26 J. Long Kutaté, Merck Co., NJ, USA Rutgers 1995
27  Majthay Antal Prof., Univ. of Florida, USA MTA 1969
28 Mayer Janos Habil, Dozent, Univ. Ziirich, NL MTA 1976
29  Monhor Prof., Nyugat-Magyarorszagi MTA 1983
Davaadorzsin Egyetem
30 A. Mdricz Kutaté, Pénziigyminisztérium ELTE 1970
31 M. Murr Kutaté, AT&T, Princeton Rutgers 1992
32 Németh Gyula Kutaté, Budapest ELTE 1969
33 Mad4di-Nagy Gergely  Prof., ELTE, Budapest ELTE 2002
34 O. Myndyuk Teza Technologies, NY. USA Rutgers 2016
35 M. Naumova Dpt. of Math., Rutgers, NJ. USA Rutgers 2015
36 Ninh Anh William and Mary Coll.,, VA. USA  Rutgers 2016
37 M. Oschwald Igazgaté, Erasmus Co., NL ELTE 1981
38 Pintér Janos Pintér Consulting Services, CA ELTE 1975
39 R.Rao Prof., Indian Inst. Techn. IN, USA  MTA 1980
40 Rapcsak Tamés Prof., Hung. Acad. Sci., SZTAKI MTA 1974
41 Révész Pal Prof. Techn. Univ. Vienna, ELTE 1962
az MTA rendes tagja
42  Sebestyén Ferenc Kutaté, Budapest MTA 1970
43  Sebd Andrés Prof., Univ. Grenoble, FR MTA 1988
44  Stahl Janos Prof., Corvinus Univ. Budapest MTA 1974
45  Strazicky Beata Prof., Szt. Istvan Egy., Budapest ELTE 1976
46 Stubnya E. Prof., Techn. Univ. of Budapest MTA 1979
47  E. Subasi Prof., Univ. of Florida Rutgers 2006
48 M. Subasi Postdoc., Rutgers Univ. NJ, USA Rutgers 2008
49  Szantai Tamds Prof., Techn. Univ. of Budapest MTA 1985
50 Szedmdk Sandor Kutaté, Univ. of Southhampton Rutgers 2003
51  A. Viésdrhelyi Prof., Techn. Univ. of Budapest MTA 1984
52  Veress Gabor Prof., Pannon Univ., Veszprém MTA 1974
53  Vermes Domokos Prof. Univ.of Washington, Seattle MTA 1984
54 M. Uniivar IBM Research, NY, USA Rutgers 2012
55 K. Yoda post doct. sch, DIMACS, NJ. USA  Rutgers 2015
56  Zaki Istvéan Oktatd, Novi Sad, YU ELTE 1972
57  Zsuffa Istvédn Prof. Techn. Univ. of Budapest BME 1962

2. tablazat. Az MTA SZK Operaciékutatéasi Osztdly munkatarsai 1965-70 kozott:

Koméromi Eva
Lehel Jen6
Matolcsy Tamaés
Sonnevend Gyérgy
Srajber Benedek
Székely Sandor
Tihanyi Ambrus
Uhrin Béla

Dancs Istvan osztalyvezeto
Arany Ilona

Baké Andras

Gehér Istvan

Gombos Zoltanné titkarné
Gyaérfds Andras

Harnos Zsolt

Klafszky Emil
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Dancs Istvan osztalyvezeto
Alexics Gyorgy

Balla Odon

Bérany Imre

Csurilla Kéaroly

Gehér Istvan

Fiala Tibor

Harnos Zsolt

Karpati Zoltan

3. tablazat. A Rendszeranalizis Osztdly munkatdrsai 1975-90 kozott:

Koméromi Eva
Klafszky Emil
Locsey Balazs
Magyarkiti Gyula
Medvegyev Péter
Pér Andras
Tihanyi Ambrus
Vermes Domokos
Uhrin Béla

4. tablazat. Az MTA SZK-SZTAKI Operdcickutatdas Osztdly munkatdrsai
1970-91 kozott:

Prékopa Andras osztdlyvezeté 1970-77  Kelle Péter

Kovécs Laszl6 Béla o.v. 1984-ig
Mayer Jénos o.v. 1989-ig
Rapcsak Tamés o.v. 1991-ig
Bajan Lészloné titkarno
Baké Andrés

Balla Katalin

Bene Béla

Bernau Heinz

Biré Miklés

Boros Endre

Borzsak Péter

Dabasi Miklés

Deédk Istvan

Dinh The Luc

Filop Janos

Gerencsér Lészlé
Gombocz Lajos

Haldsz Szilvia

Harnos Zsolt

Hoffer Janos

Horvath Attila

Hujter Mihaly

Illés Tibor

Ivanyi Antal

Kas Péter

Keller Krisztina
Kéri Gerzson
Klafszky Emil
Koméromi Eva
Kun Istvan
Majthay Antal
Maros Istvan
Marton Sandor
Monhor Davaadorzsin
Moséczy Zoltan
Moczar Karoly
Moécsi Zoltan
Prill Méria
Sebestyén Ferenc
Sebd Andrés
Somos Endre
Soé6s Zsolt
Straziczky Bedta
Szantai Tamés
Szekendy Krisztina
Telegdi Léaszlo
Tihanyi Ambrus
Turchényi Piroska
Uhrin Béla
Vizvari Béla
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5. tablazat. A Miskolci Egyetemen operdcidkutatast oktatattak-kutattak 1991-ig:

Dorméany Mih4ly Hujter Mih&ly
Egertné Molnér Eva Klafszky Emil
Erdélyi Zoltan Nagy Tamas

Galantai Aurél Vincze Endre

Hosszu Miklds

6. tablazat. A Kozgazdasigi Egyetemen operacidkutatast oktattak-kutattak
1991-ig:

Abafty Jézsef Meszéna Gyorgy
Bikics Istvanné Miké Gyula

Bod Péter Stahl Janos

Chikén Attila Szentpéteri Gyorgyné
Forgé Ferenc Szép Jend

Gaéspér Laszlo Temesi Jozsef

Kreké Béla Varga Jézsef

Matits Agnes Ziermann Margit

»

7. tablazat. A Magyar Operaciokutatasi Konferencidk helye, ideje:

1. Veszprém 1967 17.  Balatonfiired 1987
2. Debrecen 1970 18. Pécs 1988
3. Pécs 1972 19. Miskolc 1989
4. Balatonfiired 1973 20. Esztergom-kertvaros 1991
5. Gyor 1975 21.  Szeged 1993
6. Godolls 1976 22. Balatonkenese 1995
7. Pécs 1977 23. Pécs 1997
8. Szeged 1978 24.  Veszprém 1999
9. Gyo6r 1979 25.  Debrecen 2001
10.  Debrecen 1980 26.  Gyor 2004
11.  Miskolc 1981 27. BalatonGszod 2007
12.  Készeg 1982 28. Balaton6szod 2009
13. Balatonfiired 1983 29. Balaton6szod 2011
14. Kaposvar 1984 30. Balatondszod 2013
15.  Sopron 1985 31. Cegléd 2015
16. Balatonfoldvar 1986 32.  Cegléd 2017

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



(1]
2]

9
(10]
(11]

(12]

PREKOPA ANDRAS: LINEARIS PROGRAMOZAS 1. 41

Hivatkozasok

http://rutcor.rutgers.edu/Prekopa/pss.html

PREKOPA ANDRAS: 75 éves, Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004), 181-194.

DaNtziG G. B.: Linear Programming, appeared in History of Mathematical Programming,
A Collection of Personal Reminiscences (1991), J. K. Lenstra, A.H.G. Rinnooy Kan and
A. Schrijver, eds., Elsevier Science Publishers B.V., Amsterdam, The Netherlands.

http://www.kornai-janos.hu/Kornail962\%20Ketszintu\%20tervezes\%20-\%20KSz.pdf

KORNAT J., LIPTAK T.: Kétszinti tervezés, MTA Szamitastechnikai Kézpont, 1962. méjus,

sokszorositva.

https://www.sztaki.hu/tarsadalom/tortenetunk.

PREKOPA ANDRAS: Linedris Programozds I. (1968), Bolyai Janos Matematikai Tarsulat,

Budapest.

PREKOPA, A.: On Probabilistic Constrained Programming, Mathematical Programming

Study 28 (1970), 113-138.

NaGY TAMAS: A Miskolci Egyetemen torténtekrdl, kézirat, 2017.

http://www.uni-corvinus.hu/index.php?id=21710

www.mot.org.hu/index.php?option=com_content&view=article&id=9&Itemid=143&lang=

hu

http://www.szamalkcsoport.hu/download/A_SZAMALK_ es_elodei.pdf

Munkéacson sziiletett 1940-ben. Az ELTE
TTK matematika-fizika szakan szerzett dip-
lomat 1963-ban. Az MTA Szdmitastechni-
kai Kozpont, majd SZTAKI Operacidékuta-
tds Osztalydnak kutatdja volt, eleinte hélo-
zati feladatokkal, majd valdszinliséggel kor-
latozott LP-feladatok és dualitdsi kapcso-
lataik vizsgalataval, megoldasdval foglalko-
zott, kandidatusi értekezését is e téméban
irta 1984-ben. A moszkvai MNITPU tudo-
manyos kutatdja 1978-79-ben, vendégpro-
fesszor a The University of Toledo, Ohio Ma-
tematika Tanszékén 1987-88-ban. Széche-
nyi Professzori Osztoéndfjas 2000-2003 ko-
zott. A Kozgazdasigi Egyetem Operaciéku-
tatds Tanszékén oktatott 1993 6ta, szerkesz-
toje és szerzoje az ,,Operacidkutatas” sorozat-
nak. Szamos gazdasagi, pénziigyi alkalma-
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zasban, dontéselemzési projektben vett részt, némelyekben programvezetéként,
alapité tag az ELTE TTK Operaciékutatds, alkalmazott matematika, statisztika
doktori programban.

KOMAROMI EVA
e-mail: kordata@t-online.hu
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A KVAZI-HESSE-MATRIX

KOMLOSI SANDOR!

Optimumszamitédssal foglalkozék koérében jél ismertek minimum felada-
tok esetén a konvex modellek elényos tulajdonsagai. A tobbvaltozos fliggvé-
nyek klasszikus elméletébdl jol ismert, hogy kétszer differencidlhaté fliggvé-
nyek konvexitdsa egyenértékii a masodik derivaltjuk, a Hesse-matrixuk po-
zitiv szemidefinitdsdval. A mult szdzad méasodik felében komoly érdeklédés
mutatkozott a konvexitas fiiggvénytulajdonsdg lehetséges és célszeri alta-
lanositasait illetéen. Ezek koziil ebben a tanulményban a pszeudokonvex
figgvények masodrendi jellemzését ismertetem a kvazi-Hesse-matrix segit-
ségével, nevezetesen azt, hogy a pszeudokonvexitdst a kvazi-Hesse-matrix
pozitiv szemidefinitdsa jellemzi. Alkalmazdsként megmutatom, hogyan le-
het a kapott eredményeket tortfiiggvények pszeudolinearitdsanak vizsgalata-
ra felhasznalni.

1. Bevezetés

A XXXII. Magyar Operaciékutatasi Konferencian valt publikussd a Magyar
Operécidkutatasi Tarsasag (MOT) Elnokségének 2016-os dontése, hogy az Eger-
vary Jeno emlékplakettel abban az évben az én szakmai-kozéleti tevékenységemet
jutalmazzak. Mint a MOT egyik alapité tagjanak, egykori vezetségi tagjanak,
elnckének jél esett az elismerés.

Az elismerés az embert dnvizsgalatra is készteti. Vajon mivel érdemeltem ki ezt
a megtiszteltetést, és kik segitettek abban, hogy sikeres legyek? Annak ellenére,
hogy sokat tanultam szegedi professzoraimtol, a segitség Martos Bélatol jott, akit
sokdig nem is ismertem személyesen. A nemlinedris programozdsrdl irt konyve [17],

1 Komldsi Sdndor tudomdnyos eredményei kiemelkeddek, szakmai kézéleti hatdsa jelentds,
tevékenysége jelentdsen hozzdjdrult az operdcidkutatds fejlédéséhez mind hazai, mind nemzetkozi
szinten. (Eletmjza a cikke végén olvashatd - a szerk. megj.) A fent ismertetettek miatt dgy
dontottink, hogy az Egervdry Jend emlékplakett 2016-o0s dijazottja Komldsi Sdndor.

A Magyar Operaciokutatasi Tarsasag Elnoksége
Esztergom, 2016. december 14.
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amely a maga koraban vildgszerte az egyik alapmiinek szamitott, adott szimomra
ttmutatast, hogy merre érdemes tajékozdédnom.

Ez a dolgozat az Alkalmazott Matematikai Lapok SzerkesztObizottsaganak fel-
kérésére késziilt, hagyomanyteremtés céljabél. Nem tartalmaz 1j eredményeket,
munkdéssagom egy szeletét probalja bemutatni. Azt a szeletet, melyet alapvetéen
Martos Béla gondolatai inspirdltak.

2. Egy elnagyolt palyakép

Programtervez6 matematikusként diplomaztam Szegeden 1972-ben, de mivel
érdeklédésem mar hallgaté koromban a funkciondlanalizis felé fordult, ezért fel-
mentést kaptam a ,program-tervezés” alél. 1972 és 1976 kozott a JATE Bolyai
Intézetében Szokefalvi-Nagy Béla tanarsegédeként kezdtem oktatdi és tudomé-
nyos palyafutasomat. Egyetemi doktori disszertaciémat a Von-Neumann-algebrak
elméletébdl irtam, melyet 1978-ban summa cum laude minGsitéssel meg is véd-
tem. Disszertaciéom irdsa kozben azonban egyre er6sodott bennem a kétely, hogy
a Szokefalvi-Nagy Béla altal vezetett vilaghirti Funkcionalanalizis Iskola szakmai
szinvonaldnak meg tudok-e majd hosszitavon is felelni. Végiil is a tavozas mellett
dontottem. Ebben az is segitett, hogy komoly hivast kaptam a Pécsi Tudomany-
egyetem éppen azokban az években formalédé Kozgazdasdgtudomanyi Kardra.
1976 6ta — ma mar csak emeritusként — ennek a karnak a munkatdrsa vagyok.

A megvaltozott koriilmények és a megvaltozott feladatok hatdrozott szakmai
irdnyvaltast is eredményeztek. A nemlinedris programozas felé fordult az érdekls-
désem. Az optimalizalds elmélettel foglalkozdk szaméra jol ismert, hogy a nemli-
nearis programozas alapproblémaéja a kovetkezo:

f(x) = min
feltéve, hogy (NLP)
gi(x)§07 i=1,...,m

ahol f(x) és g;(x) n-valtozos differencidlhato figgvények. A klasszikus analizisb8l
ismert, hogy amennyiben a feltételi fliiggvények konvexek, akkor a feltételi hal-
maz zart és konvex halmaz, ha rdadasul a célfiiggvény is konvex, akkor a lokdlis
optimalitds sziikséges feltételei a globdlis optimalitds elégséges feltételei.

A 1I. vildghaboru utdn er6sodtek fel azok a kutatdsok, melyek azt igyekeztek
kideriteni, hogy vannak-e olyan, a konvex fiiggvényeknél altalanosabb fiiggvényosz-
talyok, melyekkel az (NLP) feladat a konvex esettel megegyez6 j6 tulajdonsagokkal
rendelkezik. A kezdetekrdl részletes torténeti attekintést ad Angelo Guerraggio és
Elena Molh¢ cikke [1], melyben kiilén fejezetben elemzik Neumann Jénos hozzé-
jarulasat az adott témakorhoz. A cikkbdl megtudhatd, hogy a matematikai iroda-
lomban a kvézikonvexitds/kvazikonkavitas fiiggvénytulajdonsdg Neumann Jénos-
nél jelenik meg elészor [18]. Nem, mint definici, hanem a méatrixjatékok egzisz-
tencia tételének bizonyitasanal, mint egy technikai feltétel. Ezekbe a kutatdsokba
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— melyeket alapvetéen kozgazdasigi alkalmazasok inspirdltak — kapcsolodott be
Martos Béla is és vivott ki eredményeivel nemzetkozi elismerést.

Szerencsémre az ismerkedést a nemlinedris programozassal Martos Béla kivélé
konyve alapjan kezdtem, és ami azonnal komoly érdekl6dést ébresztett bennem,
azok az altalanositott konvexitassal foglalkozo fejezetek voltak. Ezen a teriileten
sikeriilt szakmai sikereket elérnem. Erdekl6désem két részteriilet kiré Osszponto-
sult.

Az egyik azt a kérdéskort vizsgalta, hogyan lehet nemdifferencidlhaté fiiggvé-
nyekre célszertien kiterjeszteni a differencialhaté fiiggvényekre értelmezett pszeu-
dokonvexitas fogalmat. Komoly 0sztonzést jelentett szamomra, hogy a Mathemati-
cal Programming folyéirat lekozolte elsé prébélkozdsomat [7]. Ebben a cikkemben
a gradiens vektor és az irdnymenti derivéalt szerepét a Dini-derivaltak vették at.
A Dini-derivaltak optimalizalaselméletben valé alkalmazasérdl Giorgio Giorgi olasz
professzorral tobb cikket is irtunk [3,4,5]. Kés6bb tovabbi dltaldnositott derivdltak
szerepét is vizsgaltam a nemdifferencidlhaté optimalizalas kiilonb6z6 témakorei-
ben, mely eredményeket a Handbook on Generalized Convexity and Generalized
Monotonicity [6] 10. fejezetében 6ssze is foglaltam [13].

A miésik, szdmomra érdekesnek igérkezd teriilet, a differencidlhaté pszeudo-
konvex fiiggvények lokélis analizisének kimunkdlasa volt. Ebben a cikkben az ezen
a teriileten elért eredményeimrol adok egy rovid attekintést. Erdeklédésemet a
téma irdnt Martos Béla konyve [17] keltette fel, de megerésitést kaptam Rapcsdk
Taméstol is [19], aki mas mdédszerekkel ugyan, de hasonlé problémékat is vizsgalt.

Tudomaényos palyam alakuldsat szamos kiilsé tényezd is tamogatta. Mar a
kezdetektdl fogva rendszeres résztvevije voltam az MTA SZTAKI-ban Rapcsdk
Tamaés altal vezetett operacidkutatési és dontéstudomanyi szemindriumnak, mely
abban az id6ben az operacidkutatassal foglalkozé kollégik egyik jelentés szakmai
,»gylujtohelye” is volt. Ennek a szemindriumnak egyik fontos mellékterméke lett
a Magyar Operacidkutatasi Tarsasdg megalapitasa 1991-ben. Egy cikluson at
(2000-2002) a térsasig elnokeként is tevékenykedtem.

Szédmomra meghatdrozd jelent6ségli volt az OTKA megjelenése a tudoményta-
mogatasi palettan. Mar az els¢ alkalommal, 1986-ban — annak dacara, hogy egyéni
palyazdé voltam — kaptam annyi tamogatast, melynek segitségével lehet6vé valt sza-
momra jelentds nemzetkozi konferencidkon vald részvétel. Az OTKA tdmogatasa
tovabbi 3 tAmogatott palydzat révén biztositotta szimomra késébb is a nemzetkozi
jelenlétet.

Palyam alakuldsa szempontjabdl kiilonos jelentosége volt az 1990 augusztusa-
ban, Bécsben rendezett Nemzetkozi Operdciékutatasi Konferencidnak, ahol szemé-
lyesen is megismerkedhettem Siegfried Schaible akkor éppen Kanadaban é16 német
professzorral. Vele kordbban mar intenziv levelezésben voltam, nagy tisztel6je volt
Martos Bélanak, és hihetetlen energiaval prébalta létrehozni az dltalanositott kon-
vexitassal valamilyen szinten foglalkozo kollégak szakmai kozosségét. Oroszlan-
része volt harom nemzetkozi konferencia létrejottében és megszervezésében (1980.
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Vancouver/Kanada, 1986. Canton/USA, 1988. Pisa). Bécsi taldlkozasunk alkal-
maval széba hozta, hogy jé lenne folytatni, és 3-4 éves gyakorisdggal rendszeressé
tenni a mar megkezdett nemzetkozi konferencidkat. Az egyetlen gond, ,,panasz-
kodott”, hogy nincs jelentkezo a kovetkezd taldlkozd megszervezésére. Gondol-
tam egy merészet és nagyot, és elvédllaltam a IVth International Symposium on
Generalized Convexity konferencia megszervezését, mely 1992 augusztusdban Vo-
r6s Jézsef kollégam, bardtom, a kar akkori dékédnja hathatds tamogatésaval tobb
mint 70 {6 részvételével meg is valésult Pécsett, a Pécsi Tudomanyegyetem Koz-
gazdasdgtudomanyi Kardn. Ezen a konferencian Martos Béla is jelen volt, mint
a konferencia diszvendége. A konferencia kotetét a Springer Verlag adta ki 1994-
ben [11]. A pécsi konferencia sikere nagyban hozzdjérult ahhoz, hogy 1994-ben a
15th International Symposium on Mathematical Programming konferencidn (Ann
Arbor/USA) a jelenlevé kollégdkkal megalakitottuk a Working Group on Genera-
lized Convezity szakmai kozosséget, melynek 1997 és 2000 kozott elndke is voltam.
Ennek az idoszaknak talan a legjelentGsebb eredménye az volt, hogy sikeriilt egy
szinvonalas kézikonyvet [6] Osszedllitanunk és egy rangos kiadéval megjelentetni.
A térsasdgnak jelenleg 52 orszaghdl 455 regisztralt tagja van. A konferencidk rend-
szeressé valtak, és kiilon orom, hogy 2011-ben Kolozsvér, az idén pedig (2017-ben)
Debrecen/Hajdiszoboszlé adott otthont az éppen esedékes szakmai taldlkozdknak.

Visszatekintve palydmon, szivesen emlékezem meg a XXIII. Magyar Opera-
ciékutatasi Konferenciarél, melynek megrendezését a BJIMT felkérésére magamra
vallaltam és melyre 1997 oktéberében keriilt sor a Pécsi Tudomanyegyetem Ter-
mészettudomanyi Karan. A konferencidan megemlékeztiink a 150 évvel korabban
sziiletett Farkas Gyularél. A konferencia kiadvanykdotete , Uj utak a magyar operd-
ciokutatdisban, In memoriam Farkas Gyula” cimmel 1999-ben jelent meg a Dialdg
Campus Kiadé gondozdsdban [12].

3. Tobbvaltozos differencialhaté fiiggvények altalanos konvexitasanak
lokalis jellemzése a kvazi-Hesse-matrix segitségével

A konvexitas szamos altalanositasa koziil, csak kettot emlitek.

3.1. Definicio.

(i) A g(x) (nem feltétleniil differencidlhatd) fiiggvényt kviazikonvexnek ne-
vezzitkk a K C R™ konvex halmazon, ha barmely ¢ € R esetén az
{x € K : g(x) < ¢} alsé nivéhalmaz konvex.

(ii) A differencidlhaté f(x) fiiggvényt pszeudokonveznek nevezziik a K
konvex halmazon, ha barmely x;,x2 € K esetén teljesiil az alabbi
implikacié

f(Xl) < f(Xg) = vf(XQ)T(Xl — XQ) < 0. (PCX)
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Megjegyzés. A differencidlhaté fliggvények esetén a kvazikonvexitds definiciéja
ekvivalens a kovetkezdvel: barmely x1,x2 € K esetén teljesiil az alabbi implikacié

f(Xl) < f(XQ) = Vf(Xz)T(Xl — XQ) <0. (QCX)
Réadésul barmely x;1,x2 € K esetén a (PCX) = (QCX) implikdcié is teljesiil.
Martos Béla [16, 17] tobb érdekes eredményt e fogalmak pontbeli véltozataival
bizonyitott.

3.2. Definicié. (Martos): A differencidlhaté f(x) fliggvényt lokdlisan kvdzi-
konvexnek / lokdlisan pszeudokonvexnek nevezziik az a € K pontban a K konvex
halmazra nézve, ha barmely x € K esetén teljesiil a (QCXa)/(PCXa) implikacié:

f(x) < f(a) = vf(a)'(x —a) <0. (QCXa)

f(x) < fla) = vf(a)'(x—a) <
f(x) < fla) = vf(a)'(x—a)

Martos Béla a ,lokalis” jelzOt nem a matematikai analizisben megszokott érte-
lemben hasznélja. Az altala is haszndlt fogalmak (a lokalis jelz§ ellenére) az adott
fiilggvénynek nem csupdn lokélis (az adott pont kozelében vald) viselkedését feje-
zik ki. A matematikai analizisben nem csak egy pontot régzitiink, hanem annak
egy kornyezetét is. Els¢ probalkozasaim egyike volt a matematikai analizis meg-
kozelitésmodjat alkalmazni kvazikonvex, pszeudokonvex fiiggvények jellemzésére
8]

(PCXa)

3.8. Definicié. (Komlési): A differencidlhatéd f(x) figgvényt lokdlisan kvdzi-
konvexnek/ lokdlisan pszeudokonveznek nevezziik az a € K pontban a K konvex
halmazra nézve, ha van az a pontnak olyan G kornyezete, hogy barmely x € KNG
esetén teljesiil az (LQCXa)/ (LPCXa) implikdcid:

F(x) < f(a) = Vf(a)" (x —a) < 0. (LQCXa)

fx) < f(a) = Vf(a)T(xfa) <0.
f(x) < f(a) = vf(a)'(x —a) <0.

A definiciékbdl latszik, hogy lokélisan pszeudokonvex fiiggvény lokalisan kvéazi-
konvex is. Bizonyithatd, hogy amennyiben V f(a) # 0, akkor az a pontbeli lokalis
kvazikonvexitas ekvivalens a lokalis pszeudokonvexitédssal.

Amint az varhaté, igaz a kovetkezd tétel.

(LPCXa)

3.1. TETEL. (8, 2.4. tétel) A K C R™ konvex, nyilt halmazon differencidlhaté
f(x) fiiggvény akkor és csak akkor pszeudokonvex K-n, ha a K halmaz barmely
pontjaban lokadlisan pszeudokonvex K-ra nézve.
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Erdekes médon lokélis kvazikonvexités és kvazikonvexités kozétt nem all fenn
hasonlé kapcsolat. Az f(x) = —x? fiiggvény R minden pontjaban lokélisan kvaz-
ikonvex, de f(x) nem kvazikonvex R-en. Ezért a tovabbiakban csak a pszeudo-
konvex esettel fogok foglalkozni.

El6szor is az (LPCXa) tulajdonsigot egy egyszeriibbel helyettesitjiik.

3.2. TETEL. Ha Vf(a) # 0, akkor az (LPCXa) feltétel ekvivalens az aldbbi
»Szintvonal-feltétellel”. Barmely x € K N G esetén

F(x) = fla) = 7 f(a)"(x — a) <0. (LSCa)

3.1. KOVETKEZMENY. A differencidlhaté f(x) fiiggvény akkor és csak akkor
lokalisan pszeudokonvex az a € K pontban a K konvex halmazra nézve, ahol
vf(a) # 0, ha van az a pontnak olyan G kérnyezete, hogy barmely x € K NG
esetén teljesiil az (LSCa) implikdcid.

A tovébbiakban f(x) lokélis pszeudokonvexitdsat olyan a € K pontban vizs-
géljuk, ahol Vf(a) # 0. Az f(x) = f(a) szintvonalat az implicitfiiggvény tétel
([23], 6. fejezet, 3. tétel) segitségével vizsgdljuk. Hogy ezt megtehessiik, feltessziik,
hogy f(x) folytonosan differencidlhaté.

Legyen {bi,ba,...,b,_1,d} egy olyan ortonormélt bdzis R™-ben, melyre
vf(a)Td # 0. Jelslje B a b; oszlopvektorok méatrixat, azaz legyen

B=1lb; by ... by

Legyenek u € R"~1 és v € R az x € R"™ vektor koordinatdi a {B,d} bazisban,
azaz legyen
x = Bu+vd.

A tovabbiakban x-et (u,v)-vel azonositjuk. Tekintsikk most az f(x) = f(a)
egyenletet az f(u,v) = f(a) alakban, ahol a = (ug,vg). Az implicitfiiggvény tétel
szerint van a-nak olyan G és van ug-nak olyan IV kdrnyezete és van egyetlen olyan
N-en értelmezett és ott folytonosan differencidlhaté h(u) fiiggvény, hogy

(i) minden u € N-re (u,h(u)) € G, és f(u,h(u)) = f(a),
(ii) minden x € G-re Vf(x)Td # 0, és ha f(x) = f(a), akkor van olyan
u € N, hogy x = (u, h(u)).
Ha f(x) kétszer folytonosan differencidlhatd, akkor h(u) is kétszer folytonosan
differencialhato.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



A KVAZI-HESSE-MATRIX 49

3.4. Definicio.
(i) A H(u) = (=vf(a)Td) h(u), u € N fiiggvényt az f(x) = f(a) szint-
vonal a pontbeli korrigdlt implicitfiigguényének nevezziik.

(i) A H(u) figgvényt lokdlisan konvexnek nevezzilk az uy pontban, ha
barmely u € N esetén

H(u) > H(ug) + VH(ug)” (u —up). (LCX)

A korrigalt implicitfiiggvény szerepe és haszna a kovetkezo tételbdl deriil ki
([8], 3.2., 3.6. és 3.8. tételek).

3.3. TETEL.

(i) A folytonosan differencidlhaté f(x) fiiggvény akkor és csak akkor lokd-
lisan pszeudokonvex az a = (ug,vg) pontban, ha a H(u) korrigdlt
implicitfiiggvény lokalisan konvex az uy pontban.

(ii) Ha f(x) kétszer folytonosan differencidlhatd és lokélisan pszeudokon-
vex az a = (ug,vo) pontban, akkor a V2H(ug) Hesse-matrix pozitiv
szemidefinit.

(iii) Ha f(x) kétszer folytonosan differencidlhaté az a = (ug,v9) pont-
ban, és a V2H (ug) Hesse-matrix pozitiv definit, akkor f(x) lokélisan
pszeudokonvex a-ban.

Az f(u,h(u)) = f(a), u € N fiiggvényegyenletbdl nyerhetjiikk a kovetkezd
Osszefiiggéseket:

VH(u) = BTV f(x),

vZH(u) = BT |v2f(x) — m (Vf(x)d" v f(x) + V2 f(x)dV f(x)") +
d’v?f(x)d X o7
7(Vf(x)Td)2 VI(x)Vf(x)" | B,

ahol u € N, és x = (u, h(u)).

3.5. Definicié. A V?H (ug) Hesse-métrixot a kétszer folytonosan differencial-
haté f(x) figgvény a pontbeli kvdzi- Hesse-mdtrizdnak nevezziik. Jelolje a tovabbi-
akban Qp af(a) a V2H (ug) métrixot.

Az elmondottakbdl nyilvédnvald, hogy f(x) a pontbeli kvézi-Hesse-mdtrixa nem
egyértelmii. Kiilonbsz6 bazisokhoz és azon beliil is azok kiilonb6z6 { B, d} partici-
onalasukhoz kiilonb6z6 kvéazi-Hesse-méatrixok tartoznak. Bizonyithatd, hogy ezek
a kvazi-Hesse-matrixok hasonléak. Mindegyiknek ugyanaz a sajatérték rendszere,
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kévetkezésképpen valamennyi Qg 4 f(a) kvézi-Hesse-métrix ugyanabba a definité-
si osztalyba tartozik.

A kvéazi-Hesse-matrixok kozott vannak egyszeriibb szerkezetiiek is. Ha a d
vektor torténetesen sajatvektora a V2 f(a) Hesse-matrixnak, akkor BTd = 0, és
emiatt
d’v2f(a)d
(Vf(a)Td)*

Alkalmasan vélasztott QQp af(a) kvézi-Hesse-métrix segitségével sikeriilt egy-
séges targyaldsat adnom a pszeudokonvexitds (az irodalombdl mér ismert) szdmos
mésodrendi jellemzésének [8, 9].

Egy tovabbi lehetséges alkalmazési teriilet a tortfliggvények vizsgalata. Ismert,
hogy tortlinedris fiiggvények, amennyiben gradiens vektoruk egy konvex halmaz
minden pontjaban kiillonbozik 0-tdl, az adott halmazon pszeudolinedrisak, vagyis
egyidejiileg pszeudokonvexek és pszeudokonkdvak. Rapcsik Tamésnak [20] a psze-
udolinedris fiiggvényekre vonatkozd vizsgalatai is inspiraltak arra, hogy ennek a
fliggvényosztalynak az elemzését is végezzem el a kvazi-Hesse-métrixok segitségé-
vel.

A tovabbiakban kétszer folytonosan differencidlhaté pszeudolinedris fiiggvényt
vizsgdlunk az a pontban olyan {B,d} ortonormélt bézis segitségével, ahol
vIif(a)d # 0, és d sajatvektora V2f(a)-nak A(d) sajatértékkel. — Mivel
Qp,af(a) =0, ezért

Qpaf(a) =BT |v%f(a) + vf(a)vf(a)'| B.

BY'v2f(a)B = c(d)rr”,
A(d)
(Vf(a)7d)’
Vezessilk be a P = [B d] bdzismétrixot. Ekkor, tekintettel a BTd = 0
Osszefiiggésre,

ahol ¢(d) = — ést = BTvf(a).

T 2 _|BTv2f(a)B BTvif(a)d| |c(d)rr? 0
PrV@P = r o2 a)p dTVQf(a)d] - [ 0T Ad)
Ha A(d) = 0, akkor PTv2f(a)P = OOT g . Ebben az esetben v2f(a) = 0.

0 0
o7 \(d)
az esetben V2 f(a) rangja egy, és pozitiv, vagy negativ szemidefinit attdl fiiggéen,
hogy A(d) > 0, vagy A(d) < 0. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben V f(a) = dd,
vagyis V f(a) sajatvektora V2 f(a)-nak.

Ha A(d) # 0, és r = BTvf(a) # 0, akkor PTv?f(a)P rangja kettd, c(d)
és A(d) kiilonbozé eléjell egyszeres sajatértékek. Sylvester inerciatétele szerint

V2 f(a) rangja ugyancsak kettd, egy negativ és egy pozitiv sajatértékkel rendelke-
zik.

Ha A(d) # 0, ésr = BTv f(a) = 0, akkor PTv2f(a)P = l . Ebben
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3.4. TETEL. Legyen a kétszer folytonosan differencidlhaté f(x) fiiggvény loka-
lisan pszeudolinedris az a pontban, ahol Vf(a) # 0. FEkkor a v2f(a) Hesse-
matrixot az alabbi tulajdonsagok egyike jellemzi:

(i) rang(v2f(a)) =0, azaz v2f(a) =0,

(i) rang(V2f(a)) =1, V2f(a) (pozitiv vagy negativ) szemidefinit, V f(a)
sajatvektora V2 f(a)-nak,

(iii) rang (v2f(a)) =2, v2f(a) indefinit.

Riccardo Cambini és Laura Carosi [2], majd Rapcsdk Tamds [21,22] a

(%) xTCx +cTx+ 7

X) =

¢ bTx + 3

kvadratikus tortfiiggvény pszeudolinearitdsét vizsgdltdk a K = {x€ R™:

b'x + 3> O} nyilt konvex halmazon, ahol C' # 0 szimmetrikus matrix. Meg-
mutattak, hogy amennyiben ¢(x) pszeudolinedris a K nyilt, konvex halmazon,
akkor két eset lehetséges:

(i) rang(C) =1, és q(x) = p (b"x+ ) +
po <0,
(i) rang(C) =2, és f(x) =plx+m.

g ’
m‘i’T, p, 0, T € Rés

Ezt a karakterizaciot a 3.4. tétel segitségével egyszeriibben és gyengébb feltéte-
lek mellett is el lehet érni. Tortfiiggvények vizsgalatanal azonban komoly technikai
nehézséget okoz a Hesse-matrix kiszamitasa. Az aldbbi ,redukcids tétel” némileg
enyhit ezen a probléman.

3.5. TETEL. (15) Legyenek g(x) és h(x) folytonosan differencialhaté fiiggvé-
nyek az a € R™ pontban, ahol h(a) > 0 is teljesiil. Az

tortfiiggvény akkor és csak akkor lokalisan pszeudolinedris az a pontban, ha a
P(x) = g(x) — f(a)h(x)
segédfiiggvény lokalisan pszeudolinearis a-ban.

A g(z) tortlinedris fiiggvény pszeudolinearitdsa ezzel a médszerrel konnyebben
vizsgalhaté. A redukcids tétel szerint ez a vizsgalat ,,atjatszhatd” a

¢(x) =x"Cz+c'x+~— f(a) (b'x+B)
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kvadratikus fliggvény vizsgalatara, melynek Hesse-méatrixa konnyen szamithatoé:

v2p(x) = 2C.

Ezek szerint, ha ¢(x) lokdlisan pszeudolinedris az a € K pontban, ahol

Vq(a) # 0, akkor a 3.4. tétel szerint a C' matrix rangja vagy 1, vagy 2. Egy-
szerli linedris algebrai megfontolasok segitségével a Cambini-Carosi-tétel allitasa
gyengébb feltételek mellett is érvényes.

3.6. TETEL. [14, 15] Legyen q(x) Iok&lisan pszeudolinedris az a € K pontban,

ahol Vq(a) # 0. Ekkor a C' mdtrix ragja vagy 1, vagy 2.

(i)

(ii)

Legyen rang(C') = 1. Ha q(x) lokdlisan pszeudolinedris egy a-tdl kiilon-
boz8 & pontban is, ahol Vq(a) # 0, és q(a) # q(a), akkor

q(x) = p (b"x+ B) + 7, p, o, TER, éspo <0,

? 4
bTx + 8
amibdl az is kévetkezik, hogy q(x) pszeudolinedris a K = {x € R™ :
bix + 3> O} nyilt, konvex halmazon.

Ha rang(C) = 2, akkor C indefinit, és amennyiben ¢(x) a K halmaz
legalabb 3 kiilénb6z6 pontjaban — ahol a gradiensek nem tiinnek el, és
a fiiggvényértékek kiilénbozbek — lokdlisan pszeudolinedris, akkor q(x)
linedris fiiggvény K-n, q¢(x) = p'x + 7.

4. Ko6szonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom anonim lektoraimnak jobbité javaslataikért és a gépelési

pontatlansdgaimra torténé figyelmeztetéseikért.
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ON QUASI-HESSE MATRICES

SANDOR KoMLOsI

It is well known that for optimization problems, the convexity/concavity of the problem func-
tions plays crucial role in characterizing and finding optimal solutions. Moreover the convexi-
ty/concavity of a given twice differentiable function can be tested by the positive/negative semi-
definiteness of its second derivative (which, in the several variable cases, is called the Hessian
matrix). Since the second half of the last century there have been devoted many ef-forts to find
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suitable generalizations for the convexity/concavity property. The present paper reviews some
former results obtained by the author on the second order characterization of pseudoconvex and
pseudolinear functions by the help of the quasi-Hessian matrix.
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A VALOSZINUSEGELOSZLAS HATASA AZ EGYUTTES VALOSZINUSEGI
FELTETELLEL KORLATOZOTT SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI

FELADATOK OPTIMUM ERTEKERE!

SZANTAI TAMAS

A dolgozat {6 célkitlizése annak a vizsgédlata, hogy egy egyiittes valdszi-
niiséggel korlatozott sztochasztikus programozasi feladat optimum értékében
mekkora valtozasokat eredményezhet, ha megvaltoztatjuk az egyiittes valé-
szinliségeloszlas tipusat, mikdzben tigyeliink arra, hogy az Gsszes els6 és ma-
sodik momentum (véarhaté érték, szérds, korreldcid) azonos legyen. Harom
eloszlast tekintiink: a tobbdimenzds normalis eloszlast, a Dirichlet-eloszlast
és a Prékopa—Szantai-féle tobbdimenziés gamma eloszlast. Mivel a Dirichlet-
eloszlas komponensei kozt mindig negativ, a vizsgalt tobbdimenzids gamma
eloszlas komponensei kézt mindig pozitiv a korrelacid, azért ezek az eldirt fel-
tételeink mellett egymassal nem hasonlithatok 6ssze. Ezért mindkét eloszlast
a tobbdimenziés normalis eloszlassal hasonlithatjuk csak 6ssze. Megadunk
egy életszeri tesztfeladatot, melyre nyert numerikus eredményeink azt iga-
zoljak, hogy az optimum értékek a vélasztott tobbdimenzids eloszlasok sze-
rint meglehetésen nagy eltéréseket mutathatnak. A nyert eredmények arra
is ravilagitanak, hogy azonos tipusu egyiittes valdszinliségeloszlds alkalma-
zésa esetén a korrelaciés matrix kiillonbozosége hasonldan jelent6s eltérésekre
vezethet az optimum értékekben.

1. Bevezetés

Ebben a cikkben a kovetkez6 sztochasztikus programozasi feladatot fogjuk
a benne szerepld valdszintiségi valtozdk kiillonbozo egyiittes valdsziniiségeloszlasa

LJelen cikk lényegében az [5] angol nyelven megjelent kozlemény magyar forditdsa. Azért
is szdnom ezt az Alkalmazott Matematikai Lapok Prékopa Andras emlékének szentelt kote-
tébe, mert 1997-es megjelenése miatt Andrés a [2] konyvében ezeket az eredményeket még nem
szerepeltethette. Megismerni is mondhatni véletleniil ismerte meg a 2000-es évek elején, mikor
meglepddve latta a cimét a pulikdciés listamban. Rogton elkérte télem a konferenciakotetet
és elolvasva a cikkemet igen érdekesnek taldlta a benne ismertetett numerikus eredményeket.
Hiszem, hogy a mostani magyar nyelvii megjelenése ,elésegitheti az elért eredmények minél
elébbi, széles korli hazai felhasznédlasat”.
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mellett megoldani:

dllxl + ...+ dlnmn 2 /81

P >p

dslxl +...+ dsnxn Z /Bs

a1xr1+ ... +a1pry = b1

Am1T1 + - - F AT = bm

min( c1x1 + ...+ cpy)

ahol 1, ..., 85 tetszbleges egyiittes valoszintiségeloszlassal birhatnak, csak azzal a
feltételezéssel éliink, hogy a komponenseik varhaté értékei rendre

E(/Bl) :/~‘L17~"7E(BS) = Us,

szordsal rendre
D2(61) = 0-%7"'aD2 (ﬁé) = 0-52’7

a korrelacids egyiitthatéik matrixa pedig

1 7 T1s
rig 1 T9s
R= )
T1s T2s 1

Meg fogjuk vizsgalni azt, hogy a kiillénbozé egyiittes valdsziniiségeloszlasok
hasznalata mekkora kiilonbségeket hozhat létre a célfiiggvény optimum értéké-
ben. A vizsgilt egyiittes valésziniliségeloszlasok a tobbdimenziés normélis elosz-
las, a Dirichlet-eloszlds egy alkalmas transzforméltja és a Prékopa—Szantai-féle
tobbdimenziés gamma eloszlds lesznek. A szarmaztatott nemlinedris programo-
zasi feladatokat a Veinott-féle tdmaszsik algoritmus egy mddositott valtozatdval
oldottuk meg (1dsd [4]). A tobbdimenzids normalis eloszldst ismertnek tételezziik
fel, a 2. szakaszban megadjuk a Dirichlet-eloszlast és annak alkalmazasi modjat;
a 3. szakaszban ugyanezt tessziikk a tobbdimenzés gamma eloszlasra, és végiil a
4. szakaszban futdsi eredményeket ismertetiink, melyek segitségével képet kapha-
tunk az egyes tobbdimenzids valdszintliségeloszldsoknak a célfiiggvény optimum
értékére gyakorolt hatasarol.
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2. A Dirichlet-eloszlas és tulajdonsagai

A &,... & valdsziniiségi véltozok 91 > 0,...,9s > 0,9511 > 0 paraméterii
Dirichlet-eloszlastiak, ha az egyiittes stirtiségfiiggvényiik

B F(191_|_.,,+’l95+795+1) Y1—1
f(xh...,xs) - F(ﬂl)r(ﬁs)r(ﬁerl)xl

hazy >0,...,2,>0é 21 +...+ x5 <1.
Ekkor a &1,...,&s valdszinliségi valtozdk varhatd értékei, szérasnégyzetei és
kovariancia egyiitthatéi a kovetkezok:

Vs
E i) = )
(6) 191—|—...—|-193—|-193+1
D2(§‘): 19i(191+...+19i,1+19i+1+...+19S+19S+1)
R N NI E e
—;9; o
cov (&,&5) = : (i # 7).

(914 ..+ O+ V1)’ (91 + .o+ O + Vi1 + 1)

Mivel a Dirichlet-eloszlast valészintiségi vektorvaltozéo minden komponense
nulla és egy kozti értékeket vesz fel, az egyiittes valdszintiséggel korlatozott szto-
chasztikus programozasi feladatokban ezeknek a komponenseknek egy-egy alkal-
mas linearis transzformaltjat kell hasznalni. Ezért az alkalmazott valdsziniiségi
korlat a kovetkezo alakot olti:

dinri + ...+ dipr, > 1 =a1+ (by —a1) &
Pl z z > p,
dslxl ++dsnxn Z /Bs =as + (bs _as)gs

ahol &,...,& 91 > 0,...,95 > 0,9,41 > 0 paraméterti, Dirichlet-eloszlasu
valdsziniiségi valtozék. Minthogy a B;, 5; valésziniiségi valtozok kozti korreld-
cids egyiitthatdk ugyanazok, mint a &;,§; valészinliségi véltozok kozottiek, ezért
az egyiittes valdszinliségi korlatban a jobboldalon szereplé valdszintiségi valto-
z6k korrelaciés matrixat a ¥; > 0,...,9s > 0,941 > 0 paraméter értékek
vélasztdsa meghatdrozza. Ugyanakkor nyilvanvaléan E (5;) = a; + (b; — a;) E (&)
6s D2(B;) = (b —a;)> D2 (&), ezért a fBi,i = 1,...,n valészinfiségi valtozdk
E(Bi),i = 1,...,n varhaté értékei és D?(3;),i = 1,...,n szérdsnégyzetei az
a;,bi, 1 = 1,...,n paraméterek alkalmas megvalasztdsaval rogzithetoek. Megje-
gyezziik, hogy ezek a paraméterek a §;,7 = 1,...,n valdszinliségi valtozok lehet-
séges legkisebb, illetve legnagyobb értékeit jelentik.
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3. A tébbdimenziés gamma eloszlas és tulajdonsagai

Az egyviéltozos gamma eloszlas siriiségfiiggvénye
)\192197167)\2
fE) =g
I'(9)
és f(2) =0, ha z <0, ahol A > 0,9 > 0 paraméterek.
Ha )\ = 1, akkor a gamma eloszlast standardnak nevezziik. Ha £ a fenti stirtiség-

fiiggvénnyel bir, akkor konnyt azt belatni, hogy ¢ = A¢ standard gamma eloszlasu.
A [3] cikkben a szerz8k olymddon vezettek be egy tobbdimenzids standard gamma

,2>0

eloszlast, hogy vették annak a ¢T = ((y,...,(,) véletlen vektornak a tobbdimen-
zi0s eloszlasat, amelyet ugy definidltak, hogy:
¢ = An,

ahol A egy olyan n x (2™ — 1) méret{i matrix, amely oszlopai az 6sszes lehetséges
0,1 komponensekbdl all6, nem azonosan nulla vektorok, és n egy 2" — 1 kompo-
nenst, fiiggetlen, standard gamma eloszlasi komponensekkel biré véletlen vektor.
Megjegyezziik, hogy a cikk szerz6i az n valészintiségi vektorvaltozé barmelyik n;
komponensére megengedték, hogy a ©¥; paraméterének nulla legyen az értéke. Ezen
nyilvan azt kell érteni, hogy n; = 0. Ezt az egyiittes eloszlast és annak empirikus
adatokhoz torténd illesztésének a modszerét a szerzoik egy olyan hidrologiai alkal-
mazas kapcsan dolgozték ki, amely soran egymést koveté idéperiodusok vizhozam
adatainak ez egyiittes valoszintiségeloszlasat kellett leirniuk.

A tobbdimenziés gamma, eloszlasi valdszintliségi vektorvaltozé komponenseivel
felirt egyiittes valdszintiségi korlat a mi alkalmazdsunkban a kovetkezé alakot oOlti:

di1x1 + ...+ dipx, > /81 = %151

P >p

- P

dslxl + ...+ dsnxn > /Bs = ,\%53

ahol a &, ..., & valdsziniiségi valtozok a fent leirt standard gamma egyiittes elosz-
lastak 91 > 0,...,05 > 0 paraméterekkel. Ekkor, ha adottak az F (8;), D?(8;)
és cov(f;, B;) > 0 értékek, akkor a Ai,...,Ag;04,..., U, paraméterek a kovetkezd
Osszefiiggésekbdl szamolhatok:

1 1
EB)=FE(—&|=—F(&),
30 =5(56) = 5B
D?(B;) = D* ifi - Lo (&) -
Ai A2
Mivel a standard gamma eloszlasu &; valészintiségi valtozdkra

E (&) = D* (&) = s,
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azért azt kapjuk, hogy
_ E()
3 D2 (/87,) b

¥; = B2 () Bi)
" D(B)

Mivel a f3;, B; valdésziniiségi valtozok kozti korreldcids egyiitthaté ugyanaz, mint
a §;,&; valdszintiségi véltozdk kozotti, azért a jobboldali valdsziniiségi valtozék
(B1,...,Bs) kozotti korreldcids szerkezet létrehozhaté azéltal, hogy a &1,...,&s
valésziniiségi valtozdk standard gamma egyiittes eloszlasat illesztjiik az empirikus
korrelacids egyiitthatékhoz.

A Dirichlet-eloszlasrél tovabbi részletek a [6] konyvben, a tdbbdimenziés gamma
eloszlasrdl pedig a [3] cikkben olvashaték. Az egyiittes valésziniiségi eloszléstiige-
vény és parcidlis derivéltjai értékeinek numerikus meghatdrozasardl pedig a [2]
konyvben taldl tovabbi részleteket az érdekl6do olvasé.

—~

4. Numerikus eredmények egy teszt feladatra

Tekintsiink egy hdromféle kdvé keveréket (1. porkslt kavé, 2. porkolt kévé és
3. porkolt kévé) eldéllité kavéporkold tizemet. Az iizem szigori kovetelménye-
ket fogalmazott meg a haromféle porkolt kavé keverék f6 mindségi tulajdonsigait
illetGen:

1. porkolt kavé 2. porkolt kavé 3. porkolt kavé
savassag <3,5 <4,0 <5,0
koffein tartalom <2,8 <22 <24
viz tartalom >17,0 >6,0 > 5,0
erosség <25 <3,0 <738
aroma tartalom >17,0 >5,0 >4,0

Az elbrejelzések szerint az tizem hdromféle porkolt kavé keverékébol a kovetkezd
hénap soran véletlen mennyiségekre lesz igény az alabbi varhato értékekkel és
szoérasokkal:

varhato érték  szoras

1. porkolt kavé 3000 1000
2. porkolt kavé 30000 10000
3. porkolt kavé 15000 5000

Az egyik hénap els6 napjén az tizem azt latja, hogy 8 kiilonbozé tipusi nyers-
kavé all kiilonb6z6 mennyiségekben a rendelkezésére. A kovetkezd tdblazat meg-
adja, hogy az egyes nyerskavé-féleségeknek mennyi volt a beszerzési dra; a rendel-
kezésre 4116 mennyisége; és hogy az tféle eléirt mindségi tulajdonsdgot (savassig,
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koffeintartalom, viztartalom, erésség és aroma) illetéen milyen értékkel rendelkez-
nek:

ar mennyiség savassag koffeintartalom viztartalom er6sség aroma

(eFt/kg) (kg) (pH) (%) (%) index  index
1 0,35 25000 4,0 1,8 6 2 8
2 0,20 75000 4,5 1,0 5 7 4
3 0,44 5000 3,0 3,0 8 2 7
4 0,41 20000 4,0 2,0 6 2 7
5 0,36 5000 3,5 1,5 6 3 9
6 0,34 4000 3,6 1,1 6 4 7
71 036 5000 3,2 1,4 6 3 8
8| 0,19 100000 5,1 1,7 5 9 1

Az tizemnek azt kell meghatdroznia, hogy a rendelkezésre allé nyerskavékbol
porkolés utan mennyit hasznaljon az egyes kavékeverékek eléallitasara. Ehhez
egy egyiittes valésziniiséggel korlatozott sztochasztikus programozési feladatot kell
megfogalmaznia, amelyben eléirt (magas) valdszintiséggel megkisérli kielégiteni a
kavékeverékekre vonatkozé véletlen igényeket, mikozben a leheté legkevesebbet
igyekszik kifizetni a felhasznalt nyerskdvékért. Ennek a sztochasztikus programo-
zési feladatnak a megfogalmazdsa megtaldlhaté a [4] cikkben és a [2] kényvben is.
Ezért ezt itt most nem irjuk fel.

Az 6sszes megoldott tesztfeladatban a 1, B2, B3 valdszinliségi valtozékra azt
tessziik fel, hogy

E (B1) = 3000, E(Bs)=30000, E (85)= 15000,
D (B1) =1000, D (Bs)=10000, D (85)= 5000,

és az el6irt megbizhatdsagi szint minden esetben p = 0, 9.

A kovetkez6 két tabldzat a tesztfeladatok egy sorozatdnak eredményeit adja
meg. Mindkét tablazatban az elsé harom oszlop a korrelaciés egyiitthatékat tar-
talmazza, a kovetkezd két oszlop pedig a célfiiggvény két kiillonbozé egyiittes valo-
szinliségeloszlas alkalmazasa melletti optimum értékét adja meg. Az elsé tablazat
esetében ezek a Dirichlet és a normalis eloszlasok, mig a masodik tablazat eseté-
ben a gamma és a normalis eloszlasok. Az utolsé oszlopban mindig a két optimum
érték kozti eltérés szazalékos értéke talalhaté a normélis eloszlashoz tartozé opti-
mum érték szazalékaban.
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1. tablazat

corr(f1, B2) | corr(B1,Bs) | corr(Bz,Ps) | Dirichlet | normadlis | eltérés
—0,41 0,44 0,47 | 23540 22407 | 5,06%
0,20 —0,21 0,22 | 24361 22382 | 8,84%
0,13 0,14 0,14 | 24531 22374 | 9,64%

2. tablazat
corr(f1, B2) | corr(B1,Bs) | corr(Bs2,f3) | gamma normdlis | eltérés
0,0 0,0 0,0 | 23396 99345 | 4,70%
0,1 0,3 0,4 | 23085 22200 | 3,99%
0,2 0,6 0,8 | 22689 21776 | 4,19%
0,8 0,8 0,8 | 22166 21514 | 3,03%
0,98 0,98 0,98 | 21131 20775 | 1,711%

63

Az eddigi vizsgdlataink azt mutatjik meg, hogy az egyiittes valdsziniiséggel
korlatozott sztochasztikus programozési feladatok optimuma mennyire robusztus
a feladatokban szerepl6 véletlen mennyiségek kiilonbozé eloszldstipusaira nézve.
Megjegyezziik azonban, hogy a két tablazat eredményeibdl az is leolvashatd, hogy
mekkora eltérés lehet az optimum értékek kozt akkor is, ha a tobbdimenzids egyiit-
tes eloszlas jellegét nem, hanem csak a komponensek kozti korrelacidkat véaltoztat-
juk meg. fgy példaul, ha a legnegativabban korreldlt komponensekkel biré egyiittes
normadlis eloszlds eredményét (1. tabldzat elsé sora) viszonyitjuk a legpozitivabban
korreldlt komponensekkel biré egyiittes normélis eloszlds eredményéhez (2. tabla-
zat utolsé sora), az eltérés a kisebbik optimum érték szdzalékaban 7,86%. Ugyanez
a legnegativabban korreldlt komponensekkel (1. tdbldzat elsé sora) és a legkevésbé
negativan korrelalt komponensekkel bir6 (1. tdblazat utolsé sora) Dirichlet-eloszlds
esetében 4,04%. Végiil a fiiggetlen komponensekkel biré (2. tdbldzat elsd sora) és
a legpozitivabban korreldlt komponensekkel biré (2. tdbldzat utolsé sora) gamma
eloszlas esetében 10, 72%.

Hasonlé vizsgélatokat végzett Chopra és Ziemba ([1]) a portf6lié vélasztas prob-
lémajara. Megéllapitottak, hogy az optimalis portféliora a legnagyobb hatassal a
véletlen hozamok varhaté értékei vannak, mésodik legnagyobb hatéssal a széras-
négyzeteik és csak harmadsorban vannak hatéssal a hozamok kozti kovariancidk.
A cikkiinkben nem vizsgaltuk az egyiittes valdszintiséggel korlatozott sztochasz-
tikus programozasi feladatokban szereplé véletlen mennyiségek varhato értékei,
illetve szorasnégyzetei megvaltoztatdsanak a hatdsat, mert azt trividlisnak tar-
tottuk. Arra azonban kevésbé lehetett szadmitani, hogy csupan a kovariancidk
valtoztatasdval is ilyen nagy szézalékkal meg tudnak valtozni a feladatok opti-
mum értékei.
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5. Tovabbi kutatasi lehetdségek

Tovabbi érdekes kutatési lehet&ség lehet az, hogy hogyan véltozik meg egy
egyiittes valdszintiséggel korlatozott sztochasztikus programozasi feladat optimum
értéke az egyiittes eloszlas megvéltoztatasaval, még ha bizonyos szdmu momen-
tumot nem is valtoztatunk meg. Az is érdekes kérdés lehet, hogy egyre tobb
momentum rogzitésével maximum mennyire kiilonbozhetnek a kiilonbozé elosz-
lasokkal kapott optimum értékek, valamint, hogy ez a feladat egyéb szerkezeti
tulajdonsdgaitdl (példdul, véltozdk szdma, korldtozdsok szdma, konstansok nagy-
saga, specidlis struktira stb.) hogyan fiigg. Még djabban a jelen cikk szerzdje
és Kovacs Edith konferencia eléaddsokban megmutatta, hogy kopula fliggvények
altal generalt fiiggéségi rendszerrel bird egyiittes valésziniiségeloszlasok alkalma-
zasa ugyancsak jelentOs hatdssal lehet az egyiittes valdszintiséggel korlatozott szto-
chasztikus programozasi feladatok optimum értékére. Ezért is és azért is, mert a
kopula fiiggvények egyre szélesebb korben nyernek alkalmazast a sztochasztikus
modellezésben, fontos lehet ebbben az irdnyban is kutatasokat folytatni.
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PROBABILISTIC CONSTRAINED PROGRAMMING AND
DISTRIBUTIONS WITH GIVEN MARGINALS

TAMAS SZANTAI

The paper examines the effect of the joint probability distributions with different margi-
nals on the optimum value of a probabilistic constrained stochastic programming problem. The
investigated joint probability distributions are the multivariate normal, the Dirichlet and a mult-
ivariate gamma probability distributions. A real life test problem is formulated. Numerical
results of this problem show that the optimum values may differ significantly when changing
the joint probability distribution of the random parameters involved in the problem. Further
interesting research directions are also formulated at the end of the paper.

This paper is a Hungarian version of the paper published by the author in the conference
volume [5].
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ROVIDEN A PERT VALOSZINUSEGI MEGKOZELITESEROL

MONHOR DAVAADORZSIN

Amerikaban az 1950-es években kezdtek el dolgozni a Polaris Program
néven ismertté valt rakétafejlesztési projekten. Ennek keretében sziiletett
meg a PERT (Program Evaluation and Review Technique) modell, amely a
bonyolult projektek tervezésének, tsszehangolasanak és iranyitdsanak mate-
matikai modellezésére, valamint ezen beliil a véletlen tevekénységi idok meg-
felel6 kezelésére és koordindlasédra szolgdl. A , The US Navy Special Projects
Office” fejlesztési programjainak tervezésével és a munka folyamatanak kiér-
tékelésében alkalmazand6 matematikai médszerek tanulméanyozasaval, illetve
fejlesztésével foglalkozé munkacsoport 1958. januar 27-én kezdte meg munka-
jat, ezért ehhez a datumhoz kotik a PERT-modell kidolgozasanak a kezdetét.

A modellr8l Malcolm, Roseboom, Clark és Fazar [15] 1959-ben tudo-
manyos cikket publikélt, az azdta eltelt id6 alatt pedig a PERT-modell az
operaciékutatas egyik fontos eszkozévé valt. Az elmuilt kozel 60 év alatt
terjedelmes irodalom foglalkozott a PERT-tel. A tanulmanyok tilnyomé
része a PERT numerikus, menedzsment és modellmiikodtetési aspektusaval
foglalkozott. Azonban a PERT valésziniliségi aspektusaval viszonylag keve-
sen foglalkoztak, bar szép szammal akadnak valészintiségelméleti szemponti
tanulményok is. Jelenleg nincs altaldnosan elfogadott modell vagy egységes
elmeléti koncepcié a PERT valészintiségelméleti tanulmanyozasaban, vannak
azonban kiilonb6z6 hozzadllasok és kezdeményezések.

Jelen dolgozat a PERT-modell valészintiségi megkozelitését roviden Sssze-
foglalé kozlemény, valamint néhany megjegyzésben ismerteti a PERT-modell
keletkezésének torténetét is.

1. Bevezetés

Az 1950-es években az iparilag, gazdasagilag fejlett orszagokban — mind a hadi-
iparban, mind a polgéri célu ipari-gazdasagi tevékenységekben — felvet6dott a tobb-
komponensii, bonyolult projektek tervezése, Gsszehangoldsa és iranyitdsa mate-
matikai modellezésének és azon beliil az id6optimalizalasi problémak megoldasa-
nak kérdése. E problémakor megolddsara két modell sziiletett: a CPM (Critical
Path Method, magyarul kritikus 4t mddszer) és a PERT (Program Evaluation and
Review Technique, magyarul projektek kiértékelési és djratervezési mddszere).
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Az azéta eltelt 60 év alatt mindkét modell széles korli gyakorlati alkalmazést nyert,
a CPM és a PERT az operacidkutatas egyik fontos eszkozévé valt.

Egy nagy projektet szdmos kis részprojektre, vagyis tevékenységre lehet fel-
bontani. E tevékenységek kozott a megelozési relaciékat ugy szemléltetjiik, hogy
a tevékenységeket egy iranyitott graf éleivel azonositjuk. Az Osszes egy csucsba
iranyulod tevékenységet be kell fejezni azel6tt, miel6tt barmelyik kifelé iranyitott te-
vékenységet elkezdenénk. Ily mddon egy projektet alkoto kiilonféle tevékenységek
végrehajtasanak egymastdl vald fliggdségét leird graf a kovetkezéképpen definidl-
haté.

1.1. Definicid. Az aldbbi hdrom tulajdonsiggal rendelkezd irdanyitott (N, .A)
grafot projektgrafnak nevezziik, ha

(i) létezik s € N tgynevezett kezdSpont és s’ € N tgynevezett végpont;
(ii) az (N,.A) irdnyitott graf hurokmentes;

(i) minden z € N — {s, s’} esetén van s-bél z-be és z-bdl s'-be vezetd 1t.

Ha egy (N, .A) projektgraf minden éléhez hozza van rendelve egy nemnegativ
valés szam, akkor a grafot CPM terviitem hélénak, s e szamokat a tevékenységek
végrehajtasi idoinek, vagyis roviden tevékenységi idoknek nevezziik.

Ha egy (N, .A) projektgraf minden éléhez hozza van rendelve egy nemnegativ
folytonos valdszintliségi valtozo, és a kiilonboz6 élekhez tartozé valdszinliségi val-
tozdk egymadstol fliggetlenek, akkor a grafot PERT terviitem hélénak nevezziik.
E valdszinfiségi véltozokat (véletlen) tevékenységi id6knek nevezziik.

A sztochasztikus programozési problémat Prékopa Andras altaldban a kovet-
kezOképpen szokta megfogalmazni: a sztochasztikus programozasi problémak meg-
fogalmazasakor determinisztikus problémakbdl indulunk ki, melyek altaldban line-
aris vagy nem linedris matematikai programozasi feladatok. Eszrevesszﬁk, hogy a
feladatban szereplé bizonyos mennyiségek a valésagban nem determinisztikusak,
hanem valdszintiségi valtozok, és emiatt ebben a mar megfogalmazott formaban
nem megfelel6k. Olyan 14j feladatot (modellt) fogalmazunk meg, amelyben mdr
szerepet jatszik a véletlen mennyiségek valdsziniliségi viselkedését leird valdszint-
ségeloszlas is. Ez az 1j feladat altalaban egy matematikai programozasi feladat,
amelyet sztochasztikus programozasi feladatnak neveziink. Azt a feladatot pedig,
amelybdl kiindultunk, determinisztikus alapfeladatnak nevezziik (Prékopa és Szén-
tai [25]). Ugy latszik, hogy ez az elv nem csak a sztochasztikus programozasi fel-
adatokra korlatozodik, hanem maés sztochasztikus optimalizaldsi modellezésre is,
példaul a PERT-modellre is kiterjeszthetd.

A CPM és a PERT terviitem halékkal kapcsolatos fenti definiciék formailag
eltérnek a szokdsos megfogalmazasoktdl. Az eltérés csupan annyi, hogy a Prékopa-
féle gondolkoddsméd figyelembevételével a Klafszky [12] dltal megadott CPM és
PERT terviitem halokra vonatkozé definicidkat kicsit médositottuk.A definiciékbdl
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lathaté az is, hogy a CPM-modell felfoghaté a PERT terviitem haléra vonatkozé
sztochasztikus optimalizalési feladat determinisztikus alapfeladataként.

A Prékopa-féle megfogalmazas egyszeriien és vildgosan megmutatja a szto-
chasztikus programozasi modellalkotasi folyamatot, s igy médszertani jelentoséggel
bir.

A sztochasztikus PERT-tel sokan foglalkoztak, a tanulményok tilnyomé része
a PERT-probléma szamitdsi, menedzsmenti, szervezési, illetve modellmiikodte-
tési aspektusara és a PERT &ltal generalt determinisztikus modellekre vonatko-
zik, mely teriileteknek terjedelmes irodalma van. Ezekhez a problémakorokhoz
képest a PERT val6szintiségi aspektusaval viszonylag kevesen foglalkoztak, bar
szép szammal vannak valoszinliségelméleti szempontu tanulmanyok is. Azonban
a PERT-modell valésziniiségi vonatkozdsai még mindig nem tisztdzottak kielégitd
modon.

Jelen dolgozat a PERT-modell valészintiségelméleti vonatkozasainak rovid at-
tekintésével foglalkozik, mikézben néhiny megjegyzés erejéig kitér a modell kiala-
kulasanak torténetére is.

2. Megjegyzések a PERT-modell keletkezésének torténetéhez

A PERT- és a CPM-médszer keletkezésének torténete altalanos értelemben
tobbé-kevésbé ismert. Ezzel kapcsolatban a koévetkez6 megjegyzést szoktak emli-
teni. Az 1950-es években, Amerikdban a Polaris Program néven ismertté valt
rakétafejlesztési projekt megvaldsitasa soran dolgoztik ki a PERT-médszert. Ezzel
koriilbeliil egy idében fejlesztettek ki hasonlé mddszert az E. I. duPont de Nemours-
ndl (Newark, Delaware, USA) egy kémiai gyér tervezése kapcsan.

Azonban az ilyen tipusi megjegyzések tulsagosan altalanosak, hidnyoznak beld-
liikk olyan konkrét, pontos informéaciok, amelyek elésegithetnék annak megértését,
hogy mi volt a modellalkotast alapvetéen meghatarozo tényezo, s egészen konkré-
tan hogyan is sziiletett a PERT-modell és egyéb hasonlé modellek.

A Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat Az operdcickutatds matematikai modsze-
rei cim jegyzetsorozata keretén beliil 1969-ben jelent meg Klafszky Emil Hdldzati
folyamok cimii konyve [12], amely — tudomdsom szerint — az els6 magyar nyelvii
mil, amely a hélézati folyamokkal foglalkozik. A konyv konkrét példdkkal illuszt-
ralva jol targyalja a haldzati folyamok alapvetd témakoreit és azok alkalmazésait,
s mara mar klasszikussa valt. A konyv nyolcadik, Terviitemezési mddszerek cimi
fejezete alapvetéen a CPM-mddszerrel foglalkozik, s az utolsé rovid szakasza ad
bevezetést a PERT-modellezésbe. Azonban ennek a szakasznak a torténelmi meg-
jegyzései nagy részben keveredtek a CPM-moddszer keletkezésének torténetével.
A Sztochasztikus iddtervezési feladat (PERT) cimi szakasz végén talalhaté rovid
megjegyzésben a kovetkezd olvashaté: ,,A CPM (Critical Path Method) és a PERT
(Program Evaluation and Review Technique) modelleket az 1950-es évek elsé felé-
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ben a RAND corporation-ndl dolgoztdk ki. Kezdetben ezeket titkos (secret) ered-
ményekként kezelték, igy nem hoztak nyilvinossdgra. Az elsd publikdciok, amelyek
a probléma megolddsdt nyilvdnossdgra hoztdk, Ford [6] és Minty [18] dolgozatai
voltak.” Mivel ezen megjegyzések kivételével a PERT-r6l szélé6 magyar nyelvi
irodalom eddig nem foglalkozott a PERT torténetével, azért a késébbiekben is
hasznos lehet a torténelmi megjegyzések pontositasa, bar valgjdban csak egy apro
észrevételt szeretnék ezzel kapcsolatban megfogalmazni. Ahogyan latni fogjuk a
kovetkez6 szakaszban, a PERT-et nem a RAND Corporationnél dolgozték ki. Ford
[6] és Minty [18] dolgozatai nem foglalkoztak a PERT-tel, hanem egyértelmien a
CPM-moédszerhez kapcsolhatok.

Kall és Wallace [10] konyvében taldlhaté egy altaldnos megjegyzés: ,,... When
PERT was introduced in 1959, it was seen as a method for analysing projects
with stochastic activity durations. Howewver, the way in which the randomness
was treated quite primitive. Therefore, despite historical setting, many people
today view PERT as deterministic approach, simply disregarding what the original
authors said about randomness.”

A sztochasztikus programozasban Peter Kall és Stein Wallace ismert, j6 szakér-
tok, s tanulsdgos azon észrevételilk, hogy a PERT-re sokan determinisztikus meg-
kozelitésként tekintenek. Az alkalmat megragadva megjegyezziik, hogy személyes
beszélgetésiink soran Prékopa Andras is ugy vélte, hogy a PERT valdsziniiségi
vonatkozasaiban egyelére még nincs lényeges eredmény.

Viszont az eredeti PERT valdszintiségi megkozelitésre vonatkozdan Kall és
Wallace ,,...was treated quite primitive”. kritikajat kicsit tdlzottnak tartom, mert
a PERT alkotéi viszonylag jol és gyakorlatiasan oldottak meg igen komplikalt
és nagyméretii projektekben felmeriild, bonyolult véletlen jelenséget. Az eredeti
PERT-terviitemhalé 3000 koriili szamu tevekénységet tartalmazott. Akkoriban
ilyen méretnél a véletlenszerliség modellezése igen nehéz feladat lehetett, hiszen a
PERT-modell sziiletési idejében a sztochasztikus optimalizdlas még gyerekcipében
jart.

A The Fleet Ballistic Missile Program (réviditve Polaris vagy Polaris program)
nevl hadiipari projekt szervezési és kivételezési munkait az amerikai haditengeré-
szetben kezdték el, és e munka irdnyitéjavd William Francis Rabornt (1905-1990),
a haditengerészet tisztjét nevezték ki 1955. november 8-an. Raborn admirdlis
szakmailag tapasztalt tengerész, mérnok és miiszaki menedzser, ezen til igen jo
szervezO egyéniség volt. Ezt kovetden 1955. november 17-én létrehoztdk a The
US Navy ’Special Projects Office’-t (SPO). Az SPO célja a tengeralattjérérdl indi-
tott ballisztikus rakétarendszer fejlesztése volt. Az ilyen tipusi rakétdkat nevezik
polarisnak, innen ered a Polaris program elnevezés. Az 1956. év folyamén az SPO
bonyolitatta a projekt tervezésével, 6sszehangolasaval és irdnyitasaval kapcsolatos
elokészitési, illetve szervezési munkat, és késobb 1étrejott egy fejlesztési csoport,
amelynek tagjai az SPO tagjaibol, valamint mas tandcsadd és fejleszté cégbeli
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munkatarsakbdl alltak, feladatuk a Polaris program tervezése, koordinélasa, ira-
nyitasa és kivételezése volt.

A PERT, Program Evaluation Research Task, Summary Report Phase 1 [24]
kutatasi beszdmolé a kovetkez6 mondatokkal kezdodik: ,, This report summarizes
the work and results of the first phase of Project PERT (Program FEvaluation
Research Task). The project began on 27 January 1958 with the purpose of studying
the application of statistical and mathematical methods to the planning, evaluation,
and control of the program of the Navy Special Projects Office...” EbbOl lathato,
hogy akkoriban a PERT elnevezés a Program Evaluation Research Task kifejezés-
bol képzett betiiszé volt. Ez az elnevezés késobb a Project Evaluation and Review
Technique-re médosult, de a PERT betiiszé ettél nem valtozott meg.

3. A PERT eredeti valésziniiségi megkozelitésérol

A PERT kezdeményez6i altal javasolt valdsziniiségi megkozelitést és annak
modellalkotasi hatterét a Special Projects Office, Bureau of Naval Weapons Depart-
ment of the Navy, Washington, D. C. 1958. juiliusi Program Evaluation Research
Task Summary Report Phase 1 cimi 35 oldalas kutatasi beszamolobdl és az 1959-
ben Malcolm et al. [15] dltal kozzétett tudoményos cikkbél ismerhetjitk meg korrekt
mddon. A [15] cikkben Malcolm et al. az aldbbiakat irjak:

The PERT team felt that the most important requirement for project evaluation

at SPO|[Special Projects Office] was the provision of detailed, well-considered

estimates on the time constraints on future activities. Hence it seemed impera-
tive that each planned acivity, no matter how far into the future, a carefully
considered time estimate must be obtained. The qualifications of a person
making such an estimate must include a thorough understanding of the work

to be done. Furthermore, the time estimates for some activities such as a

research and development, are highly uncertain. This uncertainity must be

exposed. Ideally for each activity we should have a probability distribution of
the times that the activity might require as explained below, we focused attention
on a few parameters of the distribution such as the range.

E szovegkivonat minden egyes mondata egyértelmien leirja azokat a legfonto-
sabb tényezoket, amelyeket mindenképpen figyelembe kellett venniiik a modellalko-
téknak a PERT tevékenységi id6 modellezése sordn. Azonban a kiegészités, illetve
az elemzés miatt az aldbbiakban néhany megjegyzést szeretnék flizni a szovegkivo-
nathoz. A fentiek alapjan némi egyszertisitéssel elmondhaté, hogy a PERT-modell
eredetileg egy hadiipari kutaté és fejlesztd projekt kivételezési idejének optimali-
zalaséat célzo sztochasztikus optimalizaldsi probléma volt, hiszen a valés helyzetbol
adédéan abbdl a felismerésbol indultak ki, hogy a tevékenységi idok valdszintiségi
valtozok. Ezutdn két alapvetd problémdt kellett megoldani: (i) a tevékenységi
id6k modellezésére konkrétan milyen valészintiségi valtozdk a legalkalmasabbak?
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(ii) a tevékenységi id6k eloszldsdnak ismeretében hogyan hatérozzuk meg az egész
projekt varhaté idGtartamét?

Azonos koriilmények kozott egymdéstol fiiggetleniil tijra és djra ismétlédo jelen-
ségekben (pl. tomeggydrtdsban, statisztikai mindség-ellenérzésben, mérési hibdk
matematikai feldolgozdsdban és egyebekben) a statisztikai tesztelés, a paraméter-
becslés és egyéb statisztikai dontést tamogaté statisztikai eljarasok jol bevalt esz-
kozok. Azonban a kutaté-fejleszto projektek tevékenységei — kiilonosen a Poldris
program esetén — nem ilyen ismételhetd jelenségek. Eppen ezért, az els6 probléma,
megoldasaban nem voltak alkalmazhatdk az eloszlasfiiggvény illesztésére vonatkozo
statisztikai mddszerek, kovetkezesképpen szakértéi véleményekre tamaszkodva, az-
az szubjektiv valdsziniiségi megfontolds alapjan dontottek a béta-eloszlas mellett.
Ezt a véleményt tdmasztjak ald a fent emlitett torténelmi tények és a Malcolm
et al. [15] azon visszaemlékezése, amely szerint , this result was derived under the
assumption that the beta distibution is an adequate model of the distribution of an
activity time. The choice of the beta distribution was dictated by intuition because
empirical evidence is lacking.”

A masodik problémat, az egész projekt varhaté idétartamanak meghatarozasat
ugynevezett ,three-time estimation” bevezetésével oldottak meg. Ez a harom idé
egy tevékenységi idére vonatkozé legrosszabb (leghosszabb) idd, azaz pesszimista
id6becslés, a legjobb esetre szdmit6 id6 (a legrévidebb id6), vagyis optimista idé-
becslés és a legvaldsziniibb id6. Egy adott tevékenység esetén ezt a harom idot
szakértok véleménye alapjan hataroztdk meg. Ha az optimista id6 a, a pesszi-
mista id8 b, és a legvalészintibb idé m, akkor a tevékenységi id6 eloszldsa az [a, b]
intervallumon az m modusszal rendelkez6 béta-eloszlas lesz. Ezutan a varhaté
tevékenységi idét E(t) = %’"H’ képlettel szamitottak. Ily médon a PERT-
modellben az egész projekt varhato idétartamanak becslése egy determinisztikus
terviitem feladatta alakult at.

Az E(t) = %m*b képlet hattere a kovetkez&képpen interpretalhato.

a+4m+b 1 4 1
=g tmg b

Bl == 6 6

ami azt jelenti, hogy az optimista ido, a legvaldsziniibb id6 és a pesszimista id6
rendre é, %, % valésziniiségi sillyal szamitott varhato értéke megadja a varhaté
tevékenységi idot.

A 2. fejezet végén emlitettiik, hogy a PERT elnevezés eredetileg a Program
Evaluation Research Task kifejezésbol képzett betiliszé volt. De eredetileg miért
szerepelt a Research Task (kutatdsi feladat) sz6 a PERT elnevezésben? Mar a
kezdet kezdetén is, a PERT-mddszer nem csak egy nagy kutatéd-fejleszto projekt
kezelésére, hanem egy teljesen 1j tipusi hadiipari fejlesztés levezénylésére lett 1étre-
hozva. Ezért a projekt megvaldsitasaban a tevékenységi idok, illetve idétartamok
teljes mértékben el6relathatatlanok, azaz tudomanyos szakkifejezéssel élve, valdszi-
niiségi valtozok voltak. A projekt 4j tipusi menedzsmentjének modellalkotasdaban
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ezeknek a véletlen idétartamoknak a matematikai kezelése egy kutatasi feladatként
meriilt fel. Ily médon a Research Task sz6 haszndlata természetes volt, viszont
a kifejlesztett modell alkalmazdsa sordn a mar feldllitott PERT-modell adatainak
és paramétereinek 1jboli és ujbdli kiértékelésére, illetve mddositasara volt sziik-
ség. Valoészintileg ezért cserélodott ki a ,, Research Task” a ,,Review Technique”
kifejezésre.

4. PERT valésziniliségi megkozelitése napjainkban: révid dsszefoglald

A PERT-tel foglalkozé valdszintiségelméleti szemponti tanulményokban van-
nak kiilénb6z6 hozzaallasok, illetve kezdeményezések, azonban jelenleg még nincs
altalanosan elfogadott modell vagy egységes elmeléti koncepcio.

Az eredeti PERT éltaldnositasaként a béta-eloszlas helyett mas eloszldsokat
prébaltak alkalmazni, igy példaul a gamma-eloszlast, az exponenciélis eloszlast, a
normalis eloszlast, a lognormalis eloszlast, az egyenletes eloszlast és a haromszog el-
oszlast is tébben javasoltdk (Charnes, Cooper and Thompson [2], Kamburoski [11],
MacCrimmon and Ryavec [14], Mohan, Gopalakrishnan, Balasubramanian and
Chandrashekar [19], Martin [16], Monhor [20]). E tanulményok lényege az volt,
hogy a tevékenységi idot reprezentald valdsziniiségi valtozdkat valamilyen deter-
minisztikus mennyiségekkel helyettesitették, leggyakrabban a varhaté értékiikkel
vagy a legvaldsziniibb értékiikkel, s ezutan determinisztikus idotervezési technikat
alkalmaztak. Ennek a hozzdallasnak az az elénye, hogy a CPM-mddszer numeriku-
san jol fejlesztett determinisztikus eljarasai rogton alkalmazhatéva valnak. Azon-
ban, a ,korai és gyors” determinizdlasnak, azaz a tevékenységi id6 szintjén torténd
determinizaldsnak az a stulyos ara, hogy a projekt egészében rejloé véletlenszerti-
séget nem tudjuk kell6képpen figyelembe venni.

Ha egy projekt megvaldsitasi idejének véletlen 1étét kell6képpen akarjuk figye-
lembe venni, akkor a tevékenységi id6ket nem determinizalhatjuk, hanem az egész
projekt megvaldsitasanak idejét modellez6 valdszinliségi valtozd eloszlasat vagy
legalabb annak fontos paramétereit kellene tudnunk figyelembe venni.

Tegyiik fel, hogy az (N, A) PERT-terviitemhdl6 kezdSpontjabdl a befejezd
pontjéba vezetd Osszes utat meghatdrozzuk, s ezt a halmazat Il-vel jeloljiik. Jelolje
tovabba A(my), k = 1,2,...,q, a m Ut véletlen hosszét, azaz a 7y, Gthoz tartozé
tevékenységi idOk Osszegét. Ez azt jelenti, hogy A(mg) nem més, mint a 7 1t
megvalositasi idejét leird valdszintiségi valtozo.

Ekkor a

¢ = max {\(my) : m, € II} (1)

valészintliségi valtozot az (N, A) PERT-terviitemhdlé megvaldsitdsi idejének (comp-
letion time) szokés nevezni.

A PERT-terviitemhdlé kezd&pontjabdl befejezd pontjaba vezeté Osszes ut
szdma 4ltaldban nagyon nagy, és az egyes utak kozos éleibél (tevékenységeibdl)
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adédé sztochasztikus fiiggéségek miatt az (1) megvaldsitdsi idé valsziniiségi elosz-
ldsdnak numerikus meghatarozasa — ha egyaltalan lehetséges — rendkiviil nehéz.
Egyébként az emlitett nagy szamu 1t 1étezésén til, ha az egyes utakat reprezen-
talé valosziniiségi valtozdk nem fiiggetlenek, azaz sztochasztikus fiiggéségek dllnak
fent kozottiik, akkor csupan csak azok maximumai eloszlasdnak numerikus meg-
hatarozasa is nagyon nehéz feladat. fgy érthet6, hogy a kutatasok féiranya a
megvaldsitdsi id6 varhatéd értékének, valdsziniliségi eloszldsdnak approximacidja és
korl4tai meghatdrozdsa lett (Birge és Maddox [1], Devroye [3], Dodin [4], Klein-
dorfer [13], Fulkerson [7], Iida [9], Meilijson és Nédas [17], Monhor [21], Prékopa és
Long [26], Prékopa [27], Prékopa, Széntai és Long [28], Robillard és Trahan [29],
Szantai [32], Sculli [30]).

Prékopa Andréas és Long [25] kideritette, hogy ha a tevékenységi id6k alulrdl és
feliilrél korlatos valdszintiségi valtozok, akkor e valdszintiségi valtozok barmilyen
relacidja esetén viszonylag kevés a kritikus utként a széba johet6 utak szama.
Tovabba kozoltek két olyan algoritmust, melyek segitségével a kritikusként széba
nem johet6 utakat elimindlni lehet. Ez az eredmény nemcsak a megvaldsitédsi idé
tekintetében, hanem a PERT tanulmanyozasdnak és alkalmazdsdnak tobb maés
teriiletén is igen hasznosnak bizonyult (Szantai, Prékopa és Long [27], Szantai
31]).

A PERT megval6sitési idejére vonatkozé kiilonféle kozelitések és korldtok hasz-
nos informéciékkal szolgalnak, azonban ezek nem tudnak azonositani egy konkrét
utat, amely a CPM kritikus 0t sztochasztikus analégja lenne. E hatrany kikii-
szobolésével eddig nemigen foglalkoztak, kivéve egy-két esetet (Elmaghraby [5],
Monhor [22]).

Egy rogzitett mp, k =1,2,...,q esetén a

P (M) > Nmgr), Ve € 1Ly 7 mir) (2)

valészinliséget Elmaghraby [5] a m, Ut kritikussdgi indexének (path criticality
index) nevezte el. Nyilvdn az az ut, amelyre a (2) valdszinliség maximalis, valszi-
niiségi értelemben kritikus 1t lenne. Ily médon Elmaghraby a CPM determinisz-
tikus kritikus ut PERT-beli sztochasztikus megfelel6jét probalta meg definidlni, s
ebben az értelemben ez a prébalkozas egy figyelemre mélté kezdeményezés volt.
Azonban, ez a megkozelités két ok miatt sem jarhaté at. Elészor is, tobbdimenzids
korrelalt valészintiségi valtozok esetén a (2) valdsziniiség numerikus meghatdrozdsa
kozismerten igen nehéz feladat. Ezért a nagyon magas dimenzié és a korrelaltsag
miatt a 7, Ut hosszat az Osszes tobbi 1t hosszaval Osszehasonlité valdszintiség,
azaz a (2) valésziniiség numerikus meghatérozdsa vallalhatatlan feladat. Tovabba,
a (2) elméletileg sem tud a kit{izoétt célnak megfeleld valésziniliséget eredményezni,
hanem anndl sokkal kisebb valészinliséget tudna csak adni, amint ez rogton lat-
hat6 Prékopa és Long [26] eredményébdl. Monhor [22] a CPM kritikus it PERT
sztochasztikus megfelel6jének egy lehetséges valtozatdval foglalkozott. A CPM
esetén az utak hosszainak halmaza nyilvin nemnegativ valds szamok halmazaként
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foghato fel, viszont a PERT esetén a valdszintiségi valtozék halmazarél van szé.
A halmazstruktira szemszogéb6l nézve az els6 esetben, azaz a CPM esetén a
valés szdmok rendezési relacija révén a determinisztikus utak (pontosabban az
utak hosszai) egy teljesen rendezett halmaz. Ezzel szemben valdszinf{iségi valtozok
kozott nincs ilyen természetes rendezési relacid, két valdszintiségi valtozd szokdsos
maximuma egy Uj valésziniiségi valtozot eredményez, més széval a max(.,.) nem
nem tud egy olyan konkrét utat adni, amelynek hossza a projekt megvalésitasi ideje
lenne. Erre az észrevételre alapozva Monhor [22] definidlt a {\(7) : k € 11} halma-
zon egy rendezési reldciét, azon feltétel mellett, hogy a (), k € II utak hosszai
t6bbdimenziés normélis eloszldsiak. A definiciéban csak a korreldlt kétdimen-
zi6s normélis eloszlas valdszinlisége szerepel, s annak numerikus meghatarozasa
nem annyira nehéz. Tovabba erre alkalmazhaté egyszert valészintiségi korlatok is
vannak, pl. Monhor [23]. Elfogadhaté az a feltétel is, hogy a véletlen utak hossza-
inak egyiittes eloszldsa tobbdimenziés normalis, hiszen ha a tevékenységi idok
nem normalis eloszlasiak, akkor is a kézponti hatareloszlas tétel alapjan az utak
hosszait t6bbdimenzids normalis eloszlassal kozelithetjiik.

Szantai [33] a valdszinliséggel korldtozott programozasra alapozva a PERT egy
14j modelljét allitotta fel. Ebben a modellben a tevékenységi idéket nem deter-
minizalta, hanem ezeket a véletlen idGket el6irt valésziniiségi szinten feltételként
szerepeltette, és a projekt idGtartamat minimalizdlandé célfiiggvényként kezelte.
Szantai [33], Gouda és Szdntai [8] numerikusan is tanulményoztdk a modellt, illet-
ve a modellt alkalmaztak mind t6bbdimenzidés normélis, mind Dirichlet-eloszlast
tevékenységi idok feltételezése mellett, s érdekes, a gyakorlatban is jol értelmezheto
eredményeket értek el.

5. Zaré megjegyzések

Ahogyan a harmadik szakaszban emlitettiik, a PERT-modell megalkotdsaval
foglalkozo6 kutato-fejleszté munka hivataloson 1958. januar 27-én kezdodott. Ez azt
jelenti, hogy a folyé év a PERT megsziiletésének 60. évforduldja — tobbek kozott
ez adta jelen iras elkészitésének gondolatat. Ezen til, az Alkalmazott Matematikai
Lapok e kiilonszama Prékopa Andras professzorom tiszteletének van szentelve, aki
jelent&sen jarult hozza a PERT valdszintiségi aspektusai tanulmanyozisahoz.

A sztochasztikus PERT egy sokoldald, terjedelmes irodalommal rendelkezé
teriilet, ily médon e teriilet Osszefoglaldsa meghaladnd szerény erémet. Ezért egy
szlikebb részteriiletre, a PERT valdsziniiségi megkozelitésére, azon belill is tovabb
sziikitve, a determinisztikus kritikus 1t sztochasztikus megfeleldjének kereséséhez
direkt, vagy indirekt médon sorolhaté témakordkre szoritkoztam a jelen dolgoza-
tomban.
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6. Koszonetnyilvanitas

A szerz6 koszonettel tartozik egy anonim birdlénak, aki a jelen dolgozat meg-

fogalmazasat nyelvileg javitotta néhdny helyen.
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A SHORT EXPOSITORY OVERVIEW
ON PROBABILISTIC APPROACH TO STOCHASTIC PERT

DAVAADORJIN MONHOR

On January 27, 1958, under the direction of The US Navy ,,Special Projects Office” a research
team began to develop a mathematical model for the management of planning and evaluating of
the Polaris program. The team developed a new model called ,,Program Evaluation and Review
Technique (PERT)”. In 1959 Malcolm et al., [15] published a paper on this model. Since this
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publication, PERT has emerged as a successful tool of Operations Research. Over the last 60
years, a voluminous number of papers have been devoted to studies on PERT, and a vast majority
of the research has, however, been carried out on the topics of computational, managerial and
operational aspects of PERT. The probabilistic nature of the PERT model seems to be still not
understood properly, although there has been appeared a number of papers on the topic. The
present paper discusses probabilistic aspects of the PERT model in historical setting.
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TOBBVALTOZOS DISZKRET MOMENTUM PROBLEMAK ES
ALKALMAZASATK

MADI-NAGY GERGELY

A diszkrét momentum problémdk témakorét a 80-as évek végétsl Préko-
pa Andrés kezdte el vizsgdlni: megmutatta, hogy a probléma (egy rosszul
kondiciondlt) linedris programozasi feladattal modellezhetd. A célfiiggvény-
re tett bizonyos feltételek mellett sikeriilt a dudl megengedett bazisok teljes
halmazat az oszlopindexek segitségével leirnia és ez alapjan egy numeriku-
san stabil dudl megoldé algoritmust kifejlesztenie. A mddszertan lehetéséget
nyujtott éles valésziniiségi korldtok algoritmikus, illetve képletszerli megada-
sara: ezek jol alkalmazhatdak példaul eloszldsfiiggvény értékeinek becslésére,
hélézat megbizhatésiganak becslésére, Boole-Bonferroni-tipusu korlatok fel-
irasara.

A doktori dolgozatomat Andréds témavezetése alatt a diszkrét momentum
probléma tobbvaltozds altaldnositasabdl irtam. Ko6zos munkank sordn, mely
a doktori fokozat megszerzése utdn is folytatédott, a tobbvéltozds eset dual
megengedett bazisstrukturait vizsgaltuk kiilonféle momentumfeltételek mel-
lett, djabb alkalmazdsokkal (pl. varhaté hasznossdg becslése) kiegészitve.
A tobbvialtozos modellezés segitségével szamos alkalmazasi teriileten sikeriilt
az egyvaltozos modell eredményeinél erdsebb korldtokat adni, illetve lehet6-
ség nyilt vegyes momentumokat hasznalé Boole-Bonferroni-tipusu korlatok
kidolgozaséra is.

A cikk k6z6s munkank eredményeit, és azok tovabbfejlesztéseit foglalja
ossze. A dolgozatot Prékopa Andrés emlékének ajénlom.

1. Bevezetés
1.1. Diszkrét momentum probléma (DMP)

Legyen X egy I tartéja valészintiségi valtozd, melynek eloszldsa nem ismert.
Tegyiik fel, hogy az X* hatvanyok varhaté értékei viszont ismertek, k = 1,...,m.
Dolgozatunkban az alabbi korldtozdsi momentum probléma diszkrét, véges tartédju
eloszlasokra megszoritott valtozatait vizsgaljuk:

inf(sup) E[f(X)] = / f(z)dP
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feltéve, hogy
E[X* = /dePZ,uk, k=0,1,...,m,
I

ahol P az ismeretlen, az I, f, ug, k=0,1,...,m pedig adott.

Momentumokkal kapcsolatos korldtozési feladatok elészor Bienaymé [3], Cheby-
shev [12], [13] és Markov [42] dolgozataiban szerepeltek. Korldtozasi momentum
problémdk gyakran meriilnek fel a Csebisev-tipusi egyenl6tlenségek témakorében:
a teriileten sziiletett eredményeknek jé dsszefoglaldsit adja Krein és Nudelman [30].
Torténeti dttekintést nyujtanak Kjeldsen [29], ill. Prékopa és Alexe [55] dolgozatai.

A 80-as évek végén Prékopa [48], [49], [50], ill. Samuels és Studden [59] egymds-
tél fiiggetleniil vezették be és kezdék el vizsgalni a diszkrét momentum problémdt,
amikor is I = {zp, 21, ..., 2n} véges diszkrét halmaz.

Samuels és Studden a klasszikus megkozelités alapjan adtak megolddsokat zart
formuldk segitségével, ennek megfeleloen médszereik csak kis méretii feladatokra
voltak alkalmazhatbak. Ezzel szemben Prékopa egy 1j linedris programozési (LP)
keretrendszerbe iiltette a probléméat. Az LP megkozelités segitségével sikeriilt a
DMP-k t6bb fontos esetére &dltaldnos (és egyszerli) megolddsi algoritmust adni,
mely segitségével lehet6ség nyilt nagy méretii feladatokat is hatékonyan kezelni,
masrészt képlettel megadott éles korlatokat kapni.

A DMP tulajdonsagai koziil az aldbbi harmat mindenképp érdemes kiemelni.
Egyrészt a véges, diszkrét tartd ismerete a momentum értékeken tul tovabbi infor-
maciot jelent az ismeretlen eloszlasra vonatkozéan. Ennek megfeleléen a DMP
esetében adott korlatok a klasszikus korlatoknél jéval szorosabbak.

A masodik fontos tulajdonsdg, hogy a DMP felirhaté LP-feladatként. Jeloljiik
az X valdsziniiségi véltozé (ismeretlen) eloszldsat az aldbbi médon:

pi = P(X = z), 1=0,1,...,n,
és legyen f(z;) = f;. A DMP-hez tartozé LP-feladat:

min(max)E[f(X)] = fopo + fip1 + - + fapn, feltéve, hogy
Po+ P14 4 = po(=1),
Zopo + z1p1 + -+ ZpPn = Ha,
Z(Q)po + 21+ 2P = o, (1)

Zanp() +Z{np1 + - +Z;npn = Hm,
Po,P1s---Pn > 0)

ahol p;, i« = 0,1,...,n lesznek a valtozék. Az I = {z,21,...,2,} tartd, az
f(2), z € I figgvényértékei, ill. a up, k = 0,1,...,m momentumok pedig para-
méterként adottak.
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Mivel az (1) linedris egyenletrendszer egyiitthatémétrixa egy rosszul kondicio-
nalt Vandermonde-matrix, ezért a fenti feladat nagyobb méret esetén nem oldhaté
meg altalanos solverek segitségével. Azonban, az f fiiggvényre tett bizonyos felté-
telek mellett, Prékopa [50] kifejlesztett egy numerikusan stabil dudl szimplex algo-
ritmust. A modszer olyan tételeken alapul, melyek kombinatorikusan megadjak
az 0sszes dudl megengedett bazis oszloprendszert. Az algoritmus lényege vazlato-
san: a dudlvaltozok eldjelének elegdns, numerikusan stabil kiszdmitasa segitségével
megadja a bazisbdl kimend oszlopot, majd utana a dual megengedett bazisstruk-
tura ismerete alapjan meghatarozza a kovetkezd béazisba bejové oszlopot. A dudl
megengedett bazisstruktiura ismerete lehetoséget nyujt képletszeri korlatok meg-
addsara is, lasd Boros és Prékopa [5].

A harmadik hasznos tulajdonsag, hogy a DMP optimalis megoldédsa segitségé-
vel lehet6ség van Bonferroni-tipust, ill. egyéb képletszerii valésziniiségi korlatok
megadasara. Ebben az esetben a hatvany momentum probléma helyett a binomi-
4lis momentum problémat érdemes tekinteni.

Az I C N tartéjia X valdszinliségi valtozd k-adik binomidlis momentuménak

definiciéja:
X
=[]

Tekintsiik az Ay, Ao, ..., A, tetszOleges eseményeket. Legyen a {0,1,...,n} tar-
téja X valdszintiségi valtozd a bekovetkezett események szdma. Ekkor X binomi-
alis momentumaira igaz az aldbbi egyenldség (lasd pl. Prékopa [52, 182. old.]):

E[()k(ﬂ =S = > P(A;, N Ay, N---N A,

0<i1 <2< -<ip <n
k=1,2,.... A binomiélis momentum probléma az aldbbi médon irhaté fel:

min(max) fopo + fip1 + -+ + fuPn, feltéve, hogy
po+p1+-+pn=S(=1),

(e (s (o
(e Qs (s

0 1 n
< >p0+( >p1+"'+( >pn:Sm7
m m m

P0sP1s---Pn > 0.

Ha az n esemény unidjara, ill. metszetére szeretnénk korlatokat adni, akkor ehhez
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az aldbbi fliggvényeket kell tekinteni:

f(Z){ 0, haz=0." f(z){ 1, ha z = s, 5

1, kiilonben, 0, kiilénben.

Abban az esetben, ha az (1) feladatban {zg, z1,...,2,} = {0,1,...n}, az (1) és (2)
probléma egymasba atképezhetd egyszerii nemszingularis linearis transzformécick
segitségével (1dsd Prékopa [48]). Pontosabban, az egyiitthatémdatrixok és a jobb-
oldal vektorai atviheték egymasba egy nemszingularis négyzetes métrixszal, illetve
annak inverzével torténo szorzas altal. Ez egyuttal azt jelenti, hogy egy oszlop-
rendszer pontosan akkor alkot dudl megengedett bazist az (1) feladatban, ha ennek
bézisvaltozéihoz tartozé oszloprendszer a (2) feladatban is dudl megengedett bazis.
Emiatt Prékopa [50] dudl szimplex megoldé médszere kozvetleniil alkalmazhaté a
binomialis momentum feladatra is. Ennek segitségével pedig itt is lehetOség nyilik
képletszerfi korldtok megaddséra: (3) elsd fiiggvényének alkalmazédsival példdul
korlatok adhatéak az események uniéjara az Sg, S1, ..., Sy, binomiilis momentu-
mok linedris kombindcidinak segitségével. Az igy kapott éles Bonferroni-tipusi
korlatokba nyujt betekintést Prékopa [49], [51], [52], ill. Boros és Prékopa [5].

1.2. T6bbvaltozds diszkrét momentum probléma (TDMP)

A tobbvaltozés diszkrét momentum problémét Prékopa [51] vezette be, majd
vizsgalta az [53], [54] dolgozatokban. A TDMP az egyvaltozds eset természetes

altaldnositdsa az aldbbi mdédon. Legyen X = (Xi,...,X,) véletlen vektorval-
tozé. Tegyiik fel, hogy X tartdja egy ismert véges Z; = {zjo0,...,2jn, } halmaz,
j=1,...,s. A kovetkezOkben az alabbi momentumok bizonyos halmazainak érté-

kei szolgaltatnak majd informéaciot az ismeretlen eloszlasrol.
1.1. Definicio. Az (X, ..., Xs) véletlen vektor (a1, ..., as) rendd hatvdnymo-
mentuma az alabbi varhaté érték:

ooy = EIXT - X3,

ahol ay, ..., ay természetes szdmok. Az« +- - -+« Osszeget a momentum (teljes)
rendjének hivjuk.

X (ismeretlen) eloszldsdra az aldbbi jelolést haszndljuk:
Piy.i. = P(X1 = 214, X5 = 244,), 0<i;<n;, j=1,...,s.
Tekintsiik a Z = Z; X --- X Zs halmazt és ezen az f(z), z € Z fiiggvényt.
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Legyen fi,..i. = f(21iy5- -+, 2si,). A TDMP felirhat6 az alabbi LP-feladatként:

ni Ns
min(max) E[f(X)] = Z Z fireiaDiv.ins feltéve, hogy

i1=0 =0
moo @)
S S = e (o100 € M)
i1=0  i5=0
Diy..i. > 0 minden iq,...,7s esetén.
A (4) feladatban p;,. 4., 0 <1i; <n;, j=1,...,s, ismeretlen valtozd, mig a tobbi

paraméter (az f fiiggvény és a momentumok) adottak. A fogalom bevezetésekor
(Prékopa [53], [54]) H a legfeljebb m-ed rend{i momentumok halmaza volt (ahol
m egy adott természetes szdm), tehdt

H={(a1,...,04)| 0< o, aj egész, cn +---+a,<m, j=1,...,s}, (5)

késébb ennél altalanosabb eseteket is vizsgalunk.

A TDMP egyik legnépszeriibb alkalmazési teriilete az események Boole-fiigg-
vényeinek korldtozasa. Ezekben esetben a binomidlis TDMP-feladatot érdemes
tekinteni. Ehhez vezessiik be a kereszt-binomidlis momentum fogalmat.

1.2. Definicis. A Z C N° tartéju (Xi,...,Xs) véletlen vektor (ai,...,as)
rendd kereszt-binomidlis momentuma az alabbi varhaté érték:

s[5 ()

ahol aq, ..., as természetes szamok. Az oy + - -+ + ag Osszeg ebben az esetben is
a momentum (teljes) rendje.

Tekintsiink ismét n tetszdleges eseményt. Particiondljuk az események halma-
zét s darab esemény részsorozatba. A j-edik részsorozatot jelolje Aji,..., Ajn;,
j=1,...,s. Természetesen n; + --- +ny, = n. Legyen a Z; = {0,1,...,n;} tar-
t6ju X; valészintiségi véltozé a j-edik sorozatban bekovetkezett események szdma,
j=1,...,s. Ekkor

X X,
E|:< 1)( S>:| — Z P[Aliuﬂ"'mAlimlﬂ'"mAsislﬂ"'ﬂAsimsL (7)

a1 Qg
1S7;j1<"'<7;ja7‘ <nj,

J=1,...s8

osszhangban Sy, o, (6) definici¢javal. A binomidlis TDMP az aldbbi LP-feladat-
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ként formalizalhato:

ni Ng
min(max) Z Z JiviiDiy i feltéve, hogy

i1=0  i,=0
ni N . .
11 (3 (8)
S ST L B ) PR
! : aq Qg
71=0 15=0
Diy..iy, >0 minden iq,...,7is esetén.

Ebben az esetben is adhaté korlat az n esemény unidjara, ill. metszetére az alabbi
fliggvények segitségével:

f(zl,...,zs>={ 0, ha (z1,...,25) = (0,...,0), 9

1, kiilonben,

f(Zl,...,Zs)—{ L, ha (217"'>Zs):(n1a-~-anj)7

0, kiilonben.

Itt is igaz, hogy Z; = {0,1,...,n;}, j =1,..., s esetén a hatvany és binomidlis
TDMP egymasba nemszingularis négyzetes matrix szorzédssal attranszformalhatd,
és ennek megfeleléen az ekvivalens hatvdny és binomidlis TDMP-feladatok dudl
megengedett bdzisstruktirdja megegyezik. fgy a binomialis TDMP dudl megen-
gedett bazisainak segitségével is lehet&ség nyilik valdszinliségek becslésére, illetve
Bonferroni-tipusi egyenlotlenségek konstrukciéjara. Tekintve, hogy az esemény
részsorozatok segitségével kapott kereszt-binomidlis momentumok tébb informé-
ciét nyujtanak az eseményekrol, mintha csak az egyvaltozdés binomislis momen-
tumokat tekintenénk, ezért az itt kapott korlatok a binomidlis DMP korlataindl
er0sebbek lesznek.

A TDMP esetében sajnos eddig semmilyen nemtrividlis momentumhalmaz, ill.
f fiiggvényre tett feltétel mellett sem sikeriilt a teljes dudl megengedett bazistruk-
tura felderitése, igy az egyvaltozds, numerikusan stabil dudl szimplex mddszert
sem sikeriilt dltalanositani. A megoldasra, ill. korlatozasra eddig kétféle megkoze-
litéssel sikeriilt eredményeket elérni.

Az els6 megkozelités lényege, hogy bar az 6sszes duidl megengedett bazis nem
ismert, de az f fiiggvényre tett megfelelé konvexitasi feltételek mellett szamos duél
megengedett bazis kombinatorikusan megtalalhaté. A dual megengedett bazismeg-
oldédsok pedig alsé és felsd korlatokat szolgaltatnak a célfiiggvény értékére (ha nem
is az egzakt minimumot, maximumot). Ez egyrészt lehetGséget nyujt képletszerti
korlatok megadasara, masrészt, ha az ismert bazisok halmaza elég bo, a korlatok is
elég szorosak lesznek a gyakorlati alkalmazasokhoz. A teriileten elért eredményeket
targyaljdk tobbek kozt Prékopa [51, 53, 54], Madi-Nagy és Prékopa [39, 40, 41],
Madi-Nagy [34, 35, 36] dolgozatai.
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A masik megkozelités, hogy valahogy jobban kondicionéltta tessziik az egytitt-
hatémaéatrixot. A késébbiekben bemutatunk erre egy olyan megoldédst, mely a
Vandermonde-tipusi matrix mogotti hatvanyok helyett ortogonélis polinombazi-
sokat hasznal. A mddszer elonye, hogy nem sziikséges feltételeket tenni a célfiigg-
vényre, lényegében barmilyen TDMP esetén megtalalhatjuk vele az optimalis meg-
oldast. Masrészt viszont, mivel itt nem kombinatorikusan kapott dual megengedett
béazisokkal dolgozunk, a médszer nem alkalmas képletszerii korlatok megadasara.
A mddszer lefrdsa Madi-Nagy [37] dolgozatdban taldlhatd.

A dolgozat tovabbi részében bemutatjuk, hogy a fentebb vazolt probléméikra
milyen megoldasokat, eredményeket talaltunk, illetve bemutatjuk a TDMP-par
hasznos alkalmazasi teriiletét is, numerikus eredményekkel illusztrdlva. A mé&so-
dik fejezetben megmutatjuk, hogy a H momentum indexhalmaz altaldnositasaival
milyen médon bovithet6 a dudl megengedett bazisstrukturak halmaza, illetve hogy
ezek segitségével milyen szoros korldtok adhatéak bizonyos feladatokra. A har-
madik fejezet a polinom bézis transzformécién alapulé megoldasi algoritmust és
annak eredményeit mutatja be. A negyedik fejezetben kiilonféle alkalmazdsokat
mutatunk be szamolési eredményekkel. Az utolsé fejezetben a konklizién til meg-
emlitiink par nyitott kérdést, lehetséges kutatdsi iranyt.

2. Dudl megengedett bazisstrukturak

A fejezetben azokat az eredményeket foglaljuk 6ssze, melyek az (5) indexhalmaz
kiilonbo6z6 altalanositasain mutatnak dudl megengedett bazisstrukturdkat. Eloszor
roviden bemutatjuk a tobbvéltozds Lagrange-interpolacié elméletét, illetve defini-
aljuk a Newton-féle alakban szereploé tobbvaltozds osztott differencidkat. Ezek
segitségével definialjuk a diszkrét f fiiggvényekre vonatkozd konvexitasi feltéte-
leket, illetve latni fogjuk, hogy a dudl megengedett bazis struktira tételek egy-
uttal diszkrét Lagrange-interpolacids eredményekként is értelmezhetéek. Uténa
bemutatjuk az (5) indexhalmaz két altaldnositdsit és az ezekhez tartozé struktira
tételeket. Illusztracidként bemutatunk par numerikus eredményt is. Végezetiil
megmutatjuk, hogy hogyan lehetséges a struktirak alapjan tobbvaltozés képlet-
szerli korlatokat megadni.

2.1. A TDMP és a Lagrange-interpolacié kapcsolata

A tobbvaltozos Lagrange-interpolacié jéval bonyolultabb az egyvaltozds eset-
nél, ahol barmely z,...,z, € R kiilonboz§ alappontokra kénnyen adhaté (egy-
értelmii) n-ed fokd Lagrange-polinom. Egyrészt a tobbvéltozds esetben nehezen
megvalaszolhaté az a kérdés, hogy az alappontok milyen geometriai elhelyezke-
dése esetén létezik az eldirt fokszdmu tagokkal rendelkezd (egyértelmii) Lagrange-
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polinom. Maésrészt, ugyancsak nehézségekbe titkozik a maradéktag attekintheto
struktiraval rendelkezd képletének megtaldlasa.

A tobbvaltozés Lagrange-polinom fokszaméra vonatkozdan irjuk fel a kovetkezd
definiciét.

2.1. Definicid. Legyen H = {(aq,...,as)} természetes szdm s-esek egy véges
halmaza. Legyen z = (z1,...25) € R®. Akkor mondjuk, hogy p(z) egy H-tipusi
polinom, ha véltozéi fokszamai a H halmaz elemei, tehat

p(z) = Z Cayan 100 25,

(oq,..,a5)EH
ahol minden cq,...q, valds szdm.

Az alappontok geometriai elhelyezkedésével kapcsolatos az alabbi definicié.

2.2. Definicid. Legyen U = {uy,...,up} egy R°-beli pontokbdl &ll6 halmaz,
H = {(a1,...,as)} pedig az (a1, ..., ;) természetes szdm s-esek egy véges hal-
maza. Azt mondjuk, hogy U megenged egy H-tipusu Lagrange-interpolaciét, ha
barmilyen f(z), z € U valés fiiggvény esetén létezik p(z), H-tipusi polinom,
melyre

A H-tipusi Lagrange-interpoldciérdl, tébbek kozt az (5)-beli H esetére is, j6
attekintést nyijt Gasca és Sauer [18], torténeti attekintésért pedig ldsd Gasca és
Sauer [19] dolgozatét.

A kovetkezokben kapcsolatot teremtiink a TDMP és a tobbvéltozés Lagrange-
interpolacié kozott. Ehhez {rjuk fel a (4) hatvdny TDMP-feladatot az aldbbi kom-
paktabb formdban (barmilyen adott H indexhalmaz mellett)

min(max) f'p, feltéve, hogy
Ap =
p 2

b, (10)
0.

Hasznaljuk még az alabbi jel6léseket.

2.8. Definicié. b(z1,...,zs) jelentse azt a vektort, melyet a b vektorbdl kapunk
ugy, hogy eltekintiink a varhaté értéktél, az X; argumentumokat pedig z;-re
cseréljilk, j = 1,...,s. Tehdt, ha b egy komponense fiq,...q, = F[X]' -+ X]
((o1, ... as) € H) volt, akkor neki a 27" - - - z& komponens felel meg a b(z1, ..., 2zs)
vektorban.

2.1. TETEL. Tekintsiik a (10) feladat egy B bazismdtrixat és legyen I a bdzis-
oszlopok indexhalmaza, tehat

1= {(il,...,is)| Ay EB}, (11)
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ahol a;,...;, jeloli az A matrix (z14,, ..., 2si,) ponthoz tartozo oszlopat. Tekintsiik
az aldabbi (kiilonboz6) R®-beli pontok halmazat

U={(213,,..25.)| (ir,...,is) € I}, (12)

ekkor
Li(z1,...,25) = fpB7'b(z1,...,2s)

az U alapponthalmaz egy egyértelmii H-tipusi Lagrange-polinomja.
Bizonyitds. Lasd pl. Madi-Nagy [35] Theorem 2.1. a

Nem nehéz beldtni, hogy a (10) minimum (maximum) feladat dudl megenge-
dett bazisa esetén a fenti konstrukcié olyan Lagrange-polinomot ad meg, mely a
Z =7y X -+ X Zg tartd pontjain az f(z1,...,z2s) fiiggvényértéket alulrdl (feliilrdl)
becsiili. Ennek kévetkezménye az alabbi

2.2. TETEL. Ha B a minimum (maximum) feladat dudl megengedett bdzisa,
és az I index (11) szerinti, akkor

f(Zla--~7Zs) ZL[(Zl,...,Zs) (21,...725) ez,
(f(z1,.-.y25) < Li(z1,...,25) (21,-..,2s) € Z),

amely, a (12) szerinti, (z1,...,zs) € U esetén egyenléséggel teljesiil. f(X1,...,Xs)
varhato értékére pedig az alabbi korlatok adhatok:

E[f(X17-~7Xs)] > E[LI(X17~-~aXs)]7
(E[f(Xlava>] < E[LI(Xh' aXS)])

Ha a bdzis primal megengedett is (tehdt optimalis), akkor a kapott korldtok élesek.

Bizonyitds. Lasd pl. Madi-Nagy [35] Theorem 2.3. ad

A kovetkezd bazisstruktira tételekben a Lagrange-polinom Newton-féle alak-
ban lesz megadva, tehdt az egyiitthaték az f fiiggvény in. tobbvaltozds osztott
differencidi lesznek. A teljesség kedvéért kozoljiik az aldbbi definicidkat.

2.4. Definicid. Legyen f(z), z € {z0,...,2n} egy egyvaltozds valés fiiggvény,
ahol zg, ..., z, kiilonboz6 valés szamok, ekkor az els6rendii osztott differencidk:
[zi; f] :== f(zi), ahol 2z; € {20,...,2n}.

A k-ad rendd (egyvdltozds) osztott differencidk (k > 1) az aldbbi rekurziéval defi-
nialtak:

[Zit1, s Zivks £l = (20, Zivn—1; ]

, ahol z; € {20,...,2n}
Ritk — %i

[2177Z1+k7f] =
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2.5. Definicid. Legyen f(z), z € Z = Zy X+ --X Z, tobbvéltozds valds diszkrét
fliggvény, és tekintsiik az aldbbi részhalmazt:

Zr..a, =A{z, i€ Iy x - X {zg, 1 € I} (13)
=21, X oo X L,

ahol |I;| = k; +1, j =1,...,s. Ekkor definidlhatjuk f (13) pontokhoz tartozé
(k1,...,ks) rendd (tobbvdltozds) osztott differencidjat. Elészér tekintsiik az elsd
valtozd szerinti k1 rendii osztott differenciat, majd ennek a masodik véltozéhoz
tartozé ko rendli osztott differencidjat, és igy tovabb. Megjegyezziik, hogy a fenti
miiveleteket barmilyen més (akdr vegyes) sorrendben elvégezve a végeredmény
ugyanaz lesz. Jelolje

(215, i € In5- -+ 5244, 0 € I f]

a megfelel§ I = I; x - - - x I halmazhoz tartozé (ki, ..., ks) rend{i osztott differen-
cidt. A ki +-- -+ ks Osszeget pedig hivjuk az osztott differencia (teljes) rendjének.

Az fenti definiciot illusztralja az aldbbi példa.

2.1. Példa.
) o f(z11,22) — f(210, 22)
[210721172207221,f] = | %20, %215
211 — %10
f(z11,221) = f(210,221) _ f(211,220)—f(210,220)
— Z11—Z10 Z11—Z210
221 — 220

Megjegyezziik, hogy folytonos, megfeleléen derivalhato fiiggvények esetén a fiigg-
vény derivaltjai, ill. diszkrét megszoritdsanak osztott differencidi kozt hasonl (els-
jel) osszefiiggések éllnak a tobbvéltozds esetben, mint az egyvaltozésban.

2.2. Vegyes momentumok hatareloszlasok magasabb rendii
momentumaival kiegészitve

A (4) hatvany TDMP esetén az (5) képlettel definidlt H halmaz esetét Pré-
kopa [53] vizsgélta. Isaacson és Keller [27] tobbvaltozés Lagrange-interpoldcids
tételét, ill. a TDMP dual megengedett béazisa és a féloldalas interpolacié kozti
Osszefiiggést felhasznélva sikeriilt taldlnia a kétvéltozos esetben lényegében két
kiilonb6z6, mig magasabb dimenzidk esetén lényegében egy dudl megengedett
bézisstruktirat. Az eredmény elméleti jelentOségén til, alkalmas egy megoldd
(nagy pontosségi aritmetikdt hasznéld) duél szimplex algoritmus kezdeti megen-
gedett bazisdnak megtaldldsira (ezzel nagyjdbdl megfelezve a futdsi id6t), illetve
képletszeru korlatok konstrualasara is.

Mivel a gyakorlatban az egydimenzidés hatareloszlasoknak altalaban a maga-
sabb rendli momentumai is rendelkezésre allnak, ill. kiszdmithatdak, ezért kovet-
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kezd 1épésben Madi-Nagy és Prékopa [39] a momentumok rendjét mutaté H index-
halmazt az aldbbi mdédon bovitette:

H={(as,...,0a)| 0< aj, aj egbsz, a1 +---+as<m, j=1,...,s;

vagy (14)
a;=0,7j=1,...,k—Lk+1,...,8, m<op<my, k=1,...,s}

Ebben az esetben a dual megengedett bazsistrukturdk megtaldlasahoz az alabbi
jelolésekre és fogalmakra lesz sziikség. Tekintsiik az aldbbi indexhalmazt:

I=1U (Ui L), (15)
ahol
Iy ={(i1,...,is)| 0<ij <m—1, egészek, j=1,....s, i1 +...+is <m}
és
I = {(ir,...,is)| i; € Kj, iy =01# 5}
K= {0y e mom 1, ) =1 s (16)

A véltozé halmazokra az alabbi jelolésrendszert vezetjiik be:

Zii ={zj0,---, 2},
! = ) — > —
Z5 =205 5 24is 25}, 1=0,..0my, j=1,...,5,

1
Kj; = {k( ) (Z)},
ZjKji :{ij;1),...7 jk;i)}’ i:17~-~>‘Kj|7 j:L...,S,
ZjKj :ZjKj\Kjw jzl,...,s.

A Zr = {(#14y5- -, 2si.)| (i1,...,is) € I} alappont rendszerhez rendeljiik az
aldbbi Newton-féle alakban felirt Lagrange-polinomot:

LI(le"azs) =
s i;—1
— Z [lel’ szgaf HH *ij
i1+.. +zb<m j=1 k=0
0<ij<m-—1, j=1,.
s K]
+ Z Z [ZIO; . ;Z(jfl)O; ZJ(m 1) U ZJKJU Z(j+1)0; .. ;ZsO; f] % (17)
j=1i=1
% II (25 = 2jk) »
k€{0,....,m—1}UK;_1)
i;—1
ahol, definicié szerint, H —zx) =1, hai; =0, és Kjo = 0.
k=0
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Megjegyezziik, hogy a (17) esetben nem feltétleniil szitkséges, hogy az f fiiggvény
értelmezési tartomédnya pontosan Z legyen, elég ha R®-beli, és tartalmazza a Z

halmazt.
A maradéktagot az alabbi médon konstrualjuk:

R](Zl,...725):Rl](Zl,-..7ZS)+R2[(21,...,Zs)7

ahol
Rif(z1,...,25) =
—Z 2105+ 1 2(-1)0 Zjtm—1) U Zik, U {2z} 241005 -+ 3 205 f] X
X 11 (25 — 2jk) »
kef{0,....m—1}UK;
és
Ror(z1,...,25) =
s—1

= E (215 3 2h=13 Zhiy s Zihtyinaas - 5 Zsini ] ¥

h=1 it tis=m
0<i;<m—1, j=h,..

s 1]71

(zn —2n) [ 11 (25 — 2in) +

h+1 k=0

+ Z [Zl;"' ;Zh—l;Z;/«L();Z(hH)o;“' §Z(j—1)o;Z§(m_1)%Z(j+1)0;‘" s Zso| X

j=h+1
m—1

x (zn = zn0) [ (25— 2n) -
k=0

2.3. TETEL. (Madi-Nagy és Prékopa [39] Th. 3.1) A fenti jelolések mellett a

(17) szerinti polinom valdban a Z; = {(z14y,- -+ %si,)| (i1,-..,15) € I} alappont
rendszerhez tartozé (14) szerinti H-tipusi Lagrange-polinom és az f értelmezési
tartomdnyédnak bdarmely z = (z1,...,2s) pontjdra igaz, hogy

Li(z1,...,25) + Rr(z1, .-y 25) = f(21, oy 25)-

A fenti interpoldcié maradéktagjaban az egyiitthatok m + l-edrendi, illetve
m + | K| rend{ osztott differencidk. Ha ezekre elSjelfeltételekkel éliink, akkor az
alappontok megfelel6 megvalasztasaval biztosithatd, hogy a maradéktag eléjele
minden Z halmazbeli pontra pozitiv (negativ) legyen, és ennek megfelelen (4)
TDMP-alappontokhoz tartozé oszlopai a minimum (maximum) feladat dudl meg-
engedett bazisai legyenek.
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Tovabbra is tegyiik fel, hogy K; C {m,m+1,...,n;}, és vezessiik be az aldbbi
négy index strukturat:

|K;| péaros |K;| paratlan
min u(j),u(j)+1,...,U(j),v(j)+1 m,u(j),u<j)+1,...,U(j),v<j)+1 (18)
max m,u(j),u(j)+1,...,v(j),v(j)+1,nj u(j),u<j>+1,...,v(j),v<j>+1,nj.

Ezt felhaszndlva az aldbbi struktiratételt fogalmazzuk meg.

2.4. TETEL. (M4di-Nagy és Prékopa [39] Th. 4.1) Legyen zjp < zj1 < -+ <
< Zjn;, §j = 1,...,s. Tegyiik fel, hogy az f(z), z € Z fiiggvény m + 1-ed rendii és
minden egyes z; valtozo szerinti m + | K| rendi osztott differencidja nemnegativ,
és K; (18) valamelyik min struktirdjat kéveti.

Ezen feltételek mellett a (17) szerinti Li(z1,...,z2s) egy egyértelmii H-tipusd
Lagrange-polinom lesz a Z; alaphalmazon. Raadasul teljesiti az alabbi egyenlét-
lenségeket:

flz1,.00y25) > Li(z1, ..., 25), (21,...,25) € Z, (19)

tehdt a (10) feladatban az A métrix I indexeihez tartozo oszlopaibdl dll6 B métrix
a minimum feladat dudl megengedett bazisa. Ennek megfelelGen:

E[f(X17-~7Xs)]ZE[LI(Xlw-st)]' (20)

Ha B egyiittal primal megengedett is, akkor a fenti (20) egyenlStlenség éles korlatot
ad.

Ha a fenti osztott differencidk nempozitivak, akkor (19) és (20) ellentétes rela-
cios jellel érvényesek.

A fenti gondolatmenetet kovetve M&di-Nagy és Prékopa [39] tovabbi struktura-
tételeket is megfogalmaz, egyrészt arra az esetre, mikor a tarték komponenseinek
elemei monoton csokkend sorrendben szerepelnek, masrészt arra az esetre, amikor
a (15) és (18) indexstrukturdk az n; — i;, j = 1,..., s indexekre vannak &tfogal-
mazva. Az igy kapott dudl megengedett bazisstrukturdkat szemlélteti az 1. abra.

A kétvéltozds esetre Madi-Nagy és Prékopa [39] a dudl megengedett bézisoknak
ennél bévebb halmazét tudta megadni, a Z; = {2j0,...,%jn,}, j = 1,...,s halma-
zok elemei sorrendjeinek megfelelé megvalasztasaval. A tovdbbiakban is tegyiik
fel, hogy az f(z), z € Z fiiggvény m + l-ed rendii és minden egyes z; véltozé
szerinti m + | K| rend{i osztott differencidja nemnegativ.

Tekintsiik el0szor azt az esetet, amikor minimum feladathoz keresiink
dudl megengedett bazist. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
Z1 = {0,17...,77,1}, ZQ = {0,1,...,77,2}.
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9 e o o o o o o o o o 9 e e o o o e * ok k%
8 e o o o o o o o o o 8 o o o o o o * ok ok %
7 o o o o o o o o o o 7 o o o o o o o % * *
6 o o o o o o o o o o 6 o o o o o o o o kx %
5 o o o o o o o o o o 5 o o o o o o o o o e
4 e o o o o o o o o o 4 o o o o o o o o o o
3 * * o o o o o o o o 3 o o o o o o o o o o
2 % %x %x o o o o o o O 2 o o o o o o o o o o
1 * % % *x o o o o o o 1 o o o o o o o o o e
0 = = o o o e e 0 o o o o o o o o o e

1 5 6 7 8 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(a) (b)

1. d4bra. Az (a) dbra a (10) minimum feladat 2.4. tétel dltal megadott egyik duél
megengedett bézisdt, mig a (b) dbra a (10) maximum feladat M&di-Nagy és Pré-
kopa [39] Th. 4.3 egyik dudl megengedett bazisat mutatja. Az Iy halmaz elemeit
*, mig az I; és I, halmaz elemeit o jeloli. Mindkét esetben: Z; = Zo = {0,...,9}.
m :4, mi1p = myg = 6. Kl = K2 = {4,8,9}

Min algoritmus (MAadi-Nagy és Prékopa [39])
A 21055 21(m-1)} 220, - - - » 22(m—1) Sorozatok konstrukcidja.

0. lépés: Legyent =0, -1 < g <m—-1,L=(0,1,...,¢1), U = (n1,n1 — 1,...,
n1 — (m —q1 —2)), és legyen (z10,...,21(m-1)) = (az L,U rendezett halmazok
tetsz6leges Osszefésiilése). Ha |U| paros, akkor legyen 299 = 0, I° = 1, 4 = ny, ha
|U| paratlan, akkor pedig legyen zo0 = ng, I = 0, u® = ny — 1. Hat =m — 1,
menjiink a 2. 1épésre, kiilonben pedig az 1. 1épésre.

1. lépés: Ha z1(;m_1-1) € L, akkor legyen zo(; 1) = I, "' = 1" + 1, w'™! = !, ha
Z1(m—1-t) € U, akkor pedig legyen zo( 41y = u’, '™ = u! =1, 1" = 1" ¢+ t+1.
Ha t = m — 1, menjiink a 2. 1épésre, kiilonben ismételjiik meg az 1. 1épést.

2. lépés: Stop, megkonstrudltuk a z10, ..., 21(m—1); 2205 - - - » 22(m—1) SOrozatokat.
Legyen 0,1,...,¢2,n2,...,n9— (m— g2 —2) a konstrukciéban eddig szereplé vilto-
z6k halmaza. Eszerint (2jm, 2j(m+1)s - - > Zjn;) = (¢j+1,¢j42, ..., nj—(m—q;—1)),

j=1,2. Ham — 1 — g; péros, akkor K; kévesse (18) min strukturdjdt, ha pedig
m — 1 — g; paratlan, akkor pedig max strukturat, j = 1,2. Ezzel befejeztiik az I
indexhez tartozd dudlmegengedett bazis konstrukciéjat.

Ha a maximum feladathoz szeretnénk dudl megengedett bazisokat talalni, akkor
& 210, - -5 Z1(m—1)} 220, - - - » Z2(m—1) Sorozatok megaddsahoz a Min algoritmusnak
csak a 0. lépését kell megvaltoztatni, a tobbi lépés ugyanaz marad. A K; halmaz
megvalasztasa pedig pont ellenkezd médon torténik.
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Max algoritmus (Mddi-Nagy és Prékopa [39])

A 210, -5 Z1(m=1); %20, - - - » Z2(m—1) Sorozatok konstrukcidja.
0. lépés: Legyent =0, -1 < ¢ <m—-1, L=(0,1,...,q1), U = (ny1,n1 — 1,...,
ny — (m —q1 —2)), és legyen (z10,...,21(m-1)) = (az L, U rendezett halmazok

tetsz6leges Osszefésiilése). Ha |U| paratlan, akkor legyen 299 = 0, 10 = 1, u® = no,
ha |U| péros, akkor pedig legyen 200 = ng, I = 0, u® = ny — 1. Hat = m — 1,
menjiink a 2. 1épésre, kiilonben pedig az 1. 1épésre. Stb.

Maximum feladat esetén, ha m —1 — ¢; paros, akkor K; kévesse a max strukturat,
kiilonben pedig a min struktirdt.

Altalanos esetben (ha Z; # {0,1,...,n;}) rendezziik Z; elemeit névekvé sorrend-
be, rendeljitk hozza bijektiven ebben a sorrendben a (0,1,...,n;) halmaz elemeit,
és ennek megfeleléen hajtsuk végre az algoritmust.

A fenti tételekkel és algoritmusokkal a (14) dltal definidlt momentum index-
halmaz esetén altalaban mar sikeriilt akkora szamossdgi dudl megengedett bazis
halmazt talalni, mely segitségével sok esetben lehet6ség nyilik elég szoros kozvet-
len korlatok megadasara. Els6 lehetoség, hogy kiszamoljuk az Gsszes taldlt bazisra
a célfiiggvény értékét, majd tekintjiikk minimum (maximum) feladat esetén ezek
koziil a legnagyobbat (legkisebbet). Szerencsére, a feladat trividlis transzforméci-
6ja segitségével kideriil, hogy a legszorosabb korldtok keresésekor a K; halmazok
egymdstdl fiiggetleniil optimalizdlhatéak (MAdi-Nagy [34]), ill. még egy észrevé-
tel segitségével lathatd, hogy ez az optimalizdcié elvégezhetd Prékopa [50] DMP-
feladatot megoldé dudl médszerének analdgidjéra (Madi-Nagy [36]).

Tekintsiik a (10) TDMP-feladatot. Célunk a (15) szerint definidlt indexhalma-
zokhoz tartozé megoldasok koziil a legjobb megtaldldsa. Nevezziik a TDMP ezen
megoldasait a tovabbiakban Z;-tipusi megolddsoknak. A tovéabbiakban feltessziik,

hogy

Zj():O,j:l,...,S (21)
és

.](‘(21107 ey Zs()) =0. (22)
A fenti feltételek nem jelentik az dltaldnossdg megszoritasat, mivel a tarto, ill. cél-
fiiggvény aldbbi eltoldsdval (és a jobboldal vektordnak komponenseibél zyq, . . ., 24

megfelel hatvéanyainak levondsaval) az eredetivel ekvivalens, (21), (22) feltételeket
teljesité TDMP-feladatot kapunk:

Zcon'uerted -7 _ (210 P O)
PR a1 )
feemverted (o) — (21 + 20,5 25 + 2e0) — f (210, - - -, Zs0)-
Az indexhalmazok tekintetében egy masik felosztast alkalmazunk, legyen

L™ = A, i) 1< 45 Sm—1, egész, j = 1,....,s, i1+ +is <m},

. 23
175 = {(i1, ... i) 1 < i5 <y, egész; 4 =01 j esetén }. )
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2. dbra. A (23) indexhalmazok elhelyezkedése, ha ny =ny =9, m =5, a (14) H
halmaz esetén. Az IJ™ halmaz elemeit x, az I{%¢ és IS elemeit pedig e jeloli.

Ezt a strukturat mutatja a 2. dbra.

Ha a (10) TDMP egyiitthatémétrixdnak oszlopaibdl elhagyjuk azokat, melyek
indexei nem lehetnek tagjai egyetlen (15) szerint definidlt indexhalmaznak sem,
majd a maradék oszloprendszert (23) szerint rendezziik az aldbbi blokk struktirat
kapjuk:

Zygwes Zrgwes Zrgwes Zlém,
0 ~ = ~~ ~~ ~~ b
T T T T
’ O ‘ f]izmes fIézzes ‘ tt ’ f[gmes ‘ Iént ‘
1 1---1 1---1 1---1 1---1 .0 | =1
211 -+ 2lng H10...0
. IG/TES . IGEE‘«S
0 . . 0 - 0 ! . zes
rowes Lint Bpgwes
my mi
211 - Pling Hm10...0
221 ...22n9 M01...0
- jazes- 1gwes
0 0 Afeeet | o 0 A, : pggoes
meo meo
291" - .- 2277.2 HOoms...0
Zsl - Zsng HO...01
- jazes- jawes
0 0 0 o 'AIZI'T'SS’ AIZ"‘ . H[gzes
ms ms
251+ Rsng HO0...0ms
Ié"t
0 0 0 e 0 A Hpint
0 0
T T . T T
o] e | o | [ P | |
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A fenti struktira mutatja, hogy az Iy indexhalmazhoz tartozé valdsziniiségek az
alabbi képlettel egyértelmiien adottak:

Iint -1
pIént = (Alént) /j,lént.

Innen pedig az is latszik, hogy a feladat az alabbi részfeladatokra esik szét:

max(min) = f7 aeesPy aves, feltéve, hogy
AV eeiprjaces = by (24)
Ppjoces = €8y Z 7-tipusu bazismegoldas része,
ahOI I{lwea‘ I(_z:tes
b1] = /JJI]qzes - AIE"" Pryint,

j =1,...,s. Ez pedig pont azt jelenti, hogy a fentieken alapulva a (16)-beli
K struktirdk a (24) feladat segitségével j = 1,..., s koordinatdnként egymadstdl
fiiggetleniil tesztelhet8ek. Részletekért lasd M4di-Nagy [34].

Tekintsiik a (24) szerinti egyiitthatémétrixszal és jobboldallal felirt feladatot:

min(max) f7 aeesPpjaves, feltéve, hogy
,awes Jawes
AIj_a:cEsijazes = b1] B (25)
ija:L'es > 0.

Beldthat6, hogy a (24) feladatbeli Zj-tipusd bézismegoldds részek a (25) feladat
dudl megengedett bazisai. Ha az is igaz, hogy a dudl megengedett bdzisok nem
dudl degenerdltak, akkor a (24) feladat dudl megengedett megolddsainak teljes
struktirdja megengedi, hogy hasznédljuk Prékopa [50] algoritmusénak az aldbbi &t-
alakitasat:

1. lépés: Tekintsiink egy kezdeti (24) feladatbeli Z;-tipusi bazismegoldés részt, je-
Iolje ennek indexeit Ip = {1,...,m — 1ig,41,...,4m;—m}, ahol
m <o, 01,y imy;—m < nj. Legyen K = 0,...,m; —m. (A K halmaz kiilon-
bozik a K; halmaztdl!)

2. lépés: Kimené oszlop meghatarozasa: Tekintsiink egy i,k € K indexet. Pré-
kopa [50] szerint a hozzd tartozé p;, bézisvaltozd elbjele megegyezik

(_1)mj—(qj+k+1) %
owes awes

X bn{] - Z Zji; bn]v,j—l + .-
JergTes\{iy} (26)

ot (‘ijil H Zi; by’ )

JEI}””“\{ik}
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eléjelével, ahol ¢; a Min, ill. Max algoritmus paramétere (pl. a 2.4. tétel esetén
g; = m —1). Tehat ha (26)

— negativ, akkor az ig-adik vektor lesz a kimend oszlop;

— ha nemnegativ, akkor valasztani kell egy 4j ix, k € K indexet, és megnézni
ra (26) elbjelét.

— Ha (26) minden i, k € K esetén nemnegativ, akkor menjiink a 4. lépésre.

3. lépés: Ha a kimend oszlop megvan, akkor vdlasszuk azt az egyértelmii (kimen&t6l
kiilonb6z8) bemend oszlopot, melyre a Z;-tipust bézismegoldds rész struktira
visszadllitédik. Menjiink a 2. 1épésre.

4. lépés: Stop, megtaldltuk (24) optimalis megoldasat.

Megjegyezziik, hogy a dudl nemdegeneréltsagra elégséges feltétel, hogy a z; valtozoé
szerinti m + | K| rendii osztott differencidk szigorian pozitivak.

Végezetiil a kiillonb6z6 moédszerek futési idejére tekintsiink egy numerikus pél-
dat. Mindegyik algoritmust a szimbolikusan is szdmolni képes Wolfram Mathe-
matica [62] alatt implementdltuk, ennek oka az aldbbi. Szerettiik volna a kapott
korlatokat az optimumokkal 6sszehasonlitani, viszont a hagyomanyos solverek a
rossz numerikus tulajdonsdgok miatt nem hasznalhatdak, ezért {irtunk ezen a nyel-
ven egy olyan dudl szimplex algoritmust, amely szimbolikusan, végig tortalakkal
szamol. A kovetkez6kben az alsé és fels6 korldtok esetén az Osszes generalt ba-
zist végigprobalé maédszer futdsi idejét C PUy, a koordindtanként a K; halmazokat
fiiggetleniil probalgaté médszerét C' PU,,, mig a dudl médszert is hasznalé algorit-
musét pedig CPU, jeloli. A pontos optimum megtaldldsanak idejét pedig C PU.

2.2. Példa. A feladat Madi-Nagy és Prékopa [39] Example 6.6 egyik vizsgdlt
esete. Legyen 7, = Zy = {0,...,14}, m = 6, m; = mo = 4, és generdljuk a
hatvanymomentumokat a Z tartén vett egyenletes eloszlas segitségével. Tekintsiik
az alabbi fliggvényt:

f(Z1 22) — 621/25+2122/400+Z2/15
y .

Eredményeink az alabbiak:

Ert¢k  CPU; CPU, CPU,
Als6 korldt:  2,61202 253 1,76 0,83
Fels6 korlat:  2,67123 254 1,59 0,69

Erték CPU
Dual Min:  2,63549 4596
Dual Max:  2,64247 3156
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Lathato, egyrészt hogy a dual megengedett struktiurdkbdl szarmazé alsé és felsd
korlatok viszonylag gyorsan adnak hasznalhaté korlatokat, masrészt pedig, hogy a
legjobb korldtok megtaldlasara valéban hatékonyan hasznalhaté a fent leirt mod-
szer.

2.3. Ijj tipusu altaldnositas magasabb dimenzidja esetekre

Az elézé szakaszban lathattuk, hogy a kétvaltozos esetre bemutatott Min és
Max algoritmus segitségével a 2.4. tétel, és a tobbi Mddi-Nagy és Prékopa [39]
cikkben szerepld struktiratétel bazisaindl jéval nagyobb szamossagi dudl megen-
gedett bazist generdlhatunk. Sajnos magasabb dimenzidkra, a (14) indexhalmaz
esetén, nem sikeriilt a médszert altaldnositani.

M4di-Nagy [35] mutatta meg, hogy a mddszer, nemnegativ osztott differencidk
és minimum feladat esetén, az alabbi indexhalmazra tovabbviheto:

H={(1,0,...,0,a;,0,...,0)| 0 < a1, qj, o,

aj egész, o +a; <m,j=2,...,8} (27)
u{(0,...,0,¢;,0,...,0)| m+1<a; <mj,
o egész, j=1,...,s}.

Konnyen l4thatd, hogy (14) és (27) a kétvaltozis esetben ugyanazt az indexhalmazt
adja.

Ebben az esetben az I indexhalmazt és a késobbiekben hasznalt jeloléseket az
alabbi médon definialjuk.

I= OIJ U DJJ ) (28)
j=1 j=1

ahol
I = {(i1,0,...,0)] 0 <43 <m — 1, egészek},
IJ:{(11?0’3032j70770)| Ogilg 1§Zj §m717 egéSZek7 7,1+’I,j gm}7
j=2,...,s,
és
Kj = {k](1)77kj(\KJ|)} c {m,m—&—l,...mj},
|K;l=mj+1-—m, j=1,...,s.

A fenti jelolésekkel megfogalmazhatjuk, a 2.3. tételhez hasonléan, a (27) index-
halmazhoz tartozé H-tipusi Lagrange-interpoldcids tételt: ldsd M&di-Nagy [35]
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Th. 3.1. Bizonyos feltételek, és a (28) szerinti I halmazhoz tartozé Zj valtozé-
halmaz megfelelé megvalasztasaval, ebben az esetben is szdmos dudlmegengedett
bézis talalhato.

A kovetkezOkben az aldbbiakat tessziik fel a célfiiggvényrol.

2.1. Feltételek. Az f(z), z € Z fiiggvény

(a) z; szerinti m; + 1 rend osztott differencidi nemnegativak, j =1,...,s,

(b) a kétvéltozés m + 1 rendli osztott differencidi is nemnegativak,

(¢) minden mdasodrendii osztott differencidja nemnegativ.

A fenti feltételek mellett az alabbi algoritmussal a minimum feladathoz szamos
dudl megengedett bazis generalhaté. Természetesen, ha a fenti osztott differencidk

nempozitivak, akkor az aldabbi mddszerrel a maximum feladathoz kapunk dudl
megengedett bazisokat.

Min algoritmus

Elészor, az dltalanossdg megszoritdsa nélkiil, tegyiik fel, hogy Z; = {0,1,...,n;},
j=1...,s.
0. lépés: Legyen
290 = 230 =+ = 250 = 0, (29)
vagy
220 = N2,230 = N3y...,250 — Ng- (30)

(29) esetén legyen 0 < g1 < m péros egész, (30) esetén pedig péaratlan egész.

L:=(0,1,...,(m=1)—q), U := (n1,n1—1,...,n1—(q1—1)), V° := {L, U tetszdle-

ges Osszefésiilése } = (00,01, ... 0™ 7L,

(210, ey Zl(m—l)) = VO.

Legyen j = 2. Menjiink az 1. 1épésre!

1. lépés: Legyen t = 0. (29) esetén legyen ly = 1 és ugp = n;, kiilénben legyen
lo =0 és up = nj — 1. Menjiink a 2. 1épésre.

2. lépés: Legyen Vt = {00 vl ... om= 1= H! = {p' ... A'}. Ha o™ 17t € L,
legyen hitl = [t "1 = [t + 1, u!*t! = !, ha pedig v~ 1~ € U, akkor legyen
ML =t wft =t — 1, T =1t t « t+ 1. Ha t = m, akkor menjiink a 3.
1épésre, kiilonben ismételjiik a 2. 1épést.

3. lépés: Legyen
(215> Zjm—1)) = H™ 1.

j < j+1. Haj =s+ 1, menjiink a 4. 1épésre, kiilonben pedig az 1. 1épésre.

4. lépés: Jeldljiik a zj0, 251, - - - , 2j(m—1) Sorozat elemeit a kévetkezé médon: 0,1,. ..,
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rj,Nj,...,n; —(m—r; —2). Ekkor a maradék j-edik koordinatékat rendezett hal-
mazként tekintve legyen

(Zjm> Zj(ma1)s > 2jny) = (5 F Lry + 2,000 ,n5 — (m —1; — 1)),

j=1,...,5. Haom —r; — 1 paros, akkor K; kovesse (18) min struktirdjit, ha
pedig m —r; — 1 paratlan, akkor K; kdvessen max strukturdt. Vége: legeneraltuk
az I indexhalmazhoz tartozé dudl megengedett bazisstrukturat.

Altaldnos esetben (ha Z; # {0,1,...,7n,}) rendezziik Z; elemeit névekvs sorrend-
be, rendeljiik hozzd bijektiven ebben a sorrendben a (0,1,...,n;) halmaz elemeit
és ennek megfeleléen hajtsuk végre az algoritmust.

2.5. TETEL. (Mddi-Nagy [35] Theorem 4.2)  Legyen a (2jo,. - -, Zjn, ),
j =1,...,s, sorozat a fenti Min algoritmus szerinti sorrendben, és kévessen K;
min (max) strukturdt, ha m — r; — 1 pdros (pdratlan), j =1,...,s.

Ekkor a 2.1. feltételek teljesiilése esetén az A matrix I indexhalmazhoz tartozo
B oszloprendszere a minimum feladat dual megengedett bazisa lesz. Ha B egytttal
primal megengedett, akkor a kapott korlat éles lesz.

A kapott bézisokat szemlélteti a 3. dbra. A fent vazolt mddszerrel kapott
numerikus eredmények az alkalmazasokat tartalmazo szakaszban talalhatoak.

2.4. Képletszeri korlatok

A duil megengedett bézisstruktirdk, a beldlik szarmaztatott féloldalasan
kozelité Lagrange-polinomok segitségével, lehetdséget nyijtanak tobbvaltozos
Bonferroni-tipusd korlatok felirdsara. A kétvaltozos eredményeket foglalja Gssze
Madi-Nagy és Prékopa [41].

Legyen Aj,..., AN és By,..., By két eseménysorozat ugyanabban a valdszi-
niliségi mezében. Az vy (A), ill. vy (B) valészinliségi véltozdk legyenek a beksvet-
kezések szamai a A;, ill. B; események korében.

A cél Bonferroni-tipusu korlatok megadésa a kétvaltozos esetre, amely alatt az
aldbbi séma szerinti egyenl6tlenségeket értjiik:

Z chtSkt <r(u,v;N,M) < Z detSkt, (31)

keK teT keK teT

ahol
K C{0,...,N}, ésT C{0,...,M},

és r(u,v; N, M) az aldbbi valészinliségek valamelyikre

p(u,v; N, M) = P(uny(A) =u v
Q(uav;NvM) :P(VN(A) ZU’?VM(B) Z’U)v
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012345678910

(a) (b)

3. dbra. Legyen Z; = {0,...,10}, j =1,2,3, m =4, m; =7, mg = 8, mg = 6.
A fentiek a Min algoritmus dudl megengedett bézisai, ( ): ahol (zjo, 2j1, 2j2, 2j3) =
= (0,1,2,3), j = 1,2,3, K1 = {4,6,7}, Kz = {5,6,8,9}, K3 = {7,8}, illetve (b):
ahol (2107211,212,@3) (0,1,10,2), (2j0,2j1,2j2,253) = (10,0,9,1), j 2,
Ky = (6,710} (Zins = 15.6.0)). Ko = {6.7.9. 10} (Zarey = 14.5.7.8)), Ky
={8,9} (Z3k, = {6,7}). Az Uj‘:1 I; halmaz elemei sziirke, mig az Uj: J; halmaz
elemei fekete gombokkel jeloltek.

mig az Sy értékek pedig az eseménysorozatokhoz tartozd, (7) szerinti, binomid-
lis momentumok. Az egyenlétlenségek cyt, ill. di: egyiitthatdéi pedig olyan valds
szamok, melyekre (31) teljesill, fiiggetleniil az A;, ill B; eseményrendszerek valé-
szintiségi eloszlasatol.

A korldtozandé valésziniiségek varhato értékként is felirhatéak r(u,v; N, M) =
=F [Ir(u,v;N,M) (vn(A), VM(B))] alakban, ahol

1, hazi=u, z9 =0
I e z ,Z = ? I ’ 32
p(u,oiN, M) (21, 22) { 0, kiilonben, o
és
1, hazy >u, 20 >v
Ly(uw: z1,22) =8 o 33
g(uiN.M) (215 22) { 0, kiilénben. )

Miédi-Nagy és Prékopa [41] az (5) indexhalmaznak megfelel§ eseteket vizsgalja,
tehét ahol az ismert binomidlis momentumok rendje legfeljebb m. A p(0,0; N, M),
q(1,1; N, M) val6sziniiségekhez tartozé (32), (33) indikatorfiiggvények m + 1 ren-
dii osztott differencidinak eléjele kiszamolhaté. Ebbdl kiindulva a dual megenge-
dett bazisstrukturakat a megfelel6 Min és Max algoritmusokkal el6allithatjuk, és

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



TOBBVALTOZOS DISZKRET MOMENTUM PROBLEMAK ES ALKALMAZASAIK 103

igy az I indexhalmazhoz tartozé alapponton definidlt alulrdl, ill. feliilrdl kozelitd
Lagrange-polinomok képletszertien felirhatéak: ldsd M&di-Nagy és Prékopa [41]
Theorem 2.2.

Az {gy kapott Lagrange-polinomok varhato értékeként kozvetleniil adédnak az
irodalomban ismert, mas mddszerekkel megkapott egyenlétlenségek, mint példa-
ul Galambos és Xu [21] (I) egyenl6tlensége vagy Lee [31] Th. 2 egyenlétlensége.
Az el6tte ismert eredményeknél erésebb korldtokat mutat az aldbbi példa.

2.3. Példa. (Mddi-Nagy és Prékopa [41] Ezx. 3.3) Legyen m = 4, és tekintsiik
a q(1,1; N, M) valészintliséget. Alkalmazva a Min és Max algoritmusokat legyen:

L. (210, 211, 212, 213, 214) = (0,1, N, 2, 3)

= (220, 221, 222, 223, 224) = (0,1, M,2,3),
2. (2107 211, 2125 %135 214) = (07 N? ]-7 N - ]-7 2)
= (220, 221, 222, 223, , 224) = (0, M, 1, M — 1,2).

A fenti valtozésorrendeknek megfelels alsé és fels6 korldtok az aldbbiak lesznek:

1.
3 3 4
q(L,1; N, M) > S11 — S12 — Sa1 + MSB + NSSI + WSZ27 (34)

2NM — N + M —2)

. < —
q(lalaNaM)_Sll NM(M—l) 512
2(NM — M + N —2)
_ 35
NMN—1) S21 (35)
6 6 4
T NMO = 1)513 T NMN = 1)531 + v

Léthato, hogy (34) a klasszikus S11 — S12 — So1 alsé korlatndl erdsebb:
3 3 4
q(1,1;N,M) > S11 — S12 — Sa1 + MSB + NSM + Wszz > S11 — Si2 — Sau,

mig (35) pedig Galambos és Xu [20] fels§ korldtjénal ad jobb eredményt:
QNM — N+ M —2) oQNM — M+ N —2)

S = NM(M —1) S12 = NM(N —1) St
+ ﬁsm + NM(ZGV - 1)531 * N%MS22 -
= <511 - %Su - %521 + ]éwszz> -
“r (s n) (S ) <
< B11 — o512 — oS + S
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3. Polinombazis-transzformacio

A (4) TDMP egyiitthatématrixa is rosszul kondicionalt, hasonléan az egyvél-
tozos eset Vandermonde-matrixahoz, igy a feladat nagyon érzékeny numerikusan:
emiatt gyakran nem oldhaté meg hagyomanyos LP-megoldé solverek segitségével.
Sajnos, mivel ebben az esetben nem ismert a dudl megengedett bazisstruktirdk
teljes halmaza, a feladat megolddsdra nem tudunk Prékopa [50] egyvaltozds kom-
binatorikus dudl médszeréhez hasonlé algoritmust kidolgozni. Széba johet még
nagy pontossagi megoldok hasznalata, de ezek éridsi hatranya a hosszu futési id6.
Ebben a szakaszban bemutatunk egy masik megkozelitést, mely segitségével be-
lathaté idén beliil megoldhaté a TDMP, rdadéasul a célfiiggvényre tett barmilyen
feltétel nélkiil.

Tekintsiik az alabbi vektort:

1
21
7
b(z) =b(z1,...,25) = : , ahol (aq,...,as) € H. (36)
g g
zg"

Ezek utdn a (4) TDMP A egyiitthatémétrixdnak oszlopai az aldbbi médon forma-
lizdlhatbak:

ai, i, = bz, 241,),
mig a jobboldal vektora az aldbbi médon irhato
b=FE(b(Xy,...,Xs)).

Az stletet az (5) H indexhalmazra mutatjuk be, tehdt amikor a legfeljebb m-ed
rend{i momentumok adottak. Ekkor (36) b(z) vektordnak komponensei a legfeljebb
m-ed fokd, s vdltozés polinomok monomidl (legfeljebb m-ed fokd z hatvdnyok)
polinombézisai. Tekintsiik a fenti polinomok terének egy mésik bazisat, jelolje ezt

p0-~~0(z)> pl...O(Z)>"'a pal-nas(z)?"" pO..~m(z)' (37)
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Legyen
po.‘.o(z)
Pl...o(z)
b(z) =b(z1,...,2) = : . ahol (ay,...,a,) € H,  (38)
Poay ..o (z)
PO...m(Z)
@i,..i. = b(z1iy,- -, 2Zsi.)-
és

b=FE (b(Xy,...,X,)).

Az Ap = b egyenletrendszer ekvivalens a (4) Ap = b egyenletrendszerével, abban
az értelemben, hogy 1étezik egy T invertalhaté matrix, melyre

A=TAés b=To.

Célunk olyan (37) bazis megtaldldsa, melyre az A matrix mar jobban kondicionalt.
Ha ilyet taldlunk, akkor (4) helyett a numerikusan stabilabb

min (max)f'p, feltéve, hogy
Ap =b, (39)
p=0,

feladatot mar regularis solverekkel is megoldhatjuk. Eloszor felsoroljuk, hogy mely
polinombézisok esetén varhaté javulas az egylitthatématrix kondicigjaban, majd
teszteljiik a jelolteket, végiil ezek alapjan bemutatunk egy numerikusan stabil és
emellett hatékony algoritmust, mely egytttal azt is megmutatja, hogy a kapott
megoldas valéban megengedett és optimalis megoldasa-e az TDMP-feladatnak.

3.1. Kondiciészam, polinombazisok

Ahhoz, hogy a kiilonboz6 polinombaézisokkal felirt egyiitthatémaéatrixok tulaj-
donsagait tesztelhessiik, sziikség van a kondicidszam fogalméara. Tekintsiik az
aldbbi linedris egyenletrendszert

Ax = b,

ahol A invertalhatd, négyzetes matrix. Tegyiik fel, hogy a b jobboldali vektor pon-
tatlanul, e hibavektorral adott, ekkor a megoldas hibas lesz, ennek hibaja legyen
d. Tehat

Alx+d)=b+e.
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Az A métrix kondiciészama az x megoldas relativ hibdja és a b jobboldal relativ
hibdja hdnyadosanak maximuma. Tehat az A kondiciészama az aldbbi hanyados
maximuma:

/Il _ 1A~ ell/llzl] _ 4o
el el = el gl = (147 ell/liel) (lazll/lz])

Vegyiik észre, hogy a tényez6k maximumai rendre az ||A7Y|], ill. ||A|| métrixnor-
mak. Ebbdl kovetkezik az alabbi definicié.
3.1. Definicio. Az invertalhato, kvadratikus A matrix kondicidszama

R(A) = ||ATH] - 1]

Polinombazisok esetére, fiiggvények kozelitésével kapcsolatban, mas tipusi kon-
diciészédmok is értelmezhetbek, lasd pl. Lyche és Penia [33], Skeel [60].

A vizsgdlandé polinombézisok elsé csoportja az ortogonalis polinomok csaldd-
jabdl szarmazik. Ennek oka, hogy szamos tétel szdl ortogondlis bazisok alkal-
mazasarél Vandermonde-tipust matrixok kondiciészamaval kapcsolatban, lasd pl.
Gautschi [22], Blyth, Luo és Pozrikidis [4], Li [32]. Ezen tételek fokuszdban altald-
ban az interpoléciés pontok optimélis helyzetének megaddsa all, annak érdekében,
hogy a Vandermonde-tipusi matrix kondicidszama minél jobb legyen. Sajnos a
TDMP megoldasa soran a bdzis folyton vdltozik, ennek megfeleléen az oszlopokhoz
tartozo pontrendszer sem marad dllando. Eppen ezért sziikséges, hogy az alkal-
mazott polinombézisok kondiciészamra gyakorolt hatasat legalabb numerikusan
leteszteljiik.

Az egyvaltozds ortogondlis polinomokat vezeti be az alabbi definicid.

3.2. Definicié. A p={po,...,pn} polinomrendszert — ahol p; foka i,
1=0,...,n — ortogondlis polinomnak nevezziik az [a,b] intervallumon (ahol
a = —o0, ill. b = +o00 is megengedett), ha létezik egy w(z) (w(z) > 0,z € [a,b])
sulyfiiggvény, melyre (p;,p;) = 0,7 # j, ahol

b
(f,9) :/ f(2)g(2)w(2)dz.
Legyen
¢i = (pi,pi), 1=0,1,2,...

Ha ¢; = 1 minden ¢ esetén, akkor p ortonormdlis polinomrendszer.
Az egyviéltozds ortogonalis polinomok tobbvaltozés megfeleldit az aldbbi médon
konstrualhatjuk:

Pai...as (Zla ceey Zs) = Pa; (Zl) X+ X Pag (Zb) (40)

ahol (aq,...,as) € H, ahol H (5) szerint definidlt. Belathatd, hogy a fenti poli-
nomok is ortogondlisak az I® kockdra torténd integrélds és w(z1) X -+ X w(zs)
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sulyfiiggvény esetén, ahol I az egyvaltozds polinom ortogonalitdsi intervalluma.
Ez egyuttal biztositja, hogy (40) béazisa a legfeljebb m-ed fokd s véltozds polino-
moknak.

A kovetkezékben a Legendre-, els6- és masodfaji Csebisev-polinomok tobbvél-
tozos altaldnositdsait vizsgaljuk. Mivel ezen polinomok esetén az ortogonalitdsi
tartomdny [—1,1]°, ezért sziikséges a Z halmazt is ennek megfelelen skdldzni.

A fentieknek megfeleléen a Legendre-polinom képlete

221 — (ZloJrzlm)) .. P <225(2s0+2sns))

Z1n, — 210 Zsng T Zs0

Pal...as (Zla .. 'azs) = Pal <

ahol (o, ...,as) € H, ahol H (5) szerint definidlt, és P, (z) az a-adik egyvéltozos
Legendre-polinom.
Az els6faji Csebisev-polinom alakja

2Z1_(210+Z1n1)> %o T <2Zs_(zso+zsns))

Z1n, — %10 Zsng — Rs0

Tal.“as (21, ceey Zs) = Ta1 (

ahol T, (z) az a-adik egyvéltozos elséfaji Csebisev-polinom.
Az mésodfaji Csebisev-polinom

2 - n 23_ s Sng
Ualu.as(zlyuwzs):Ual( 21 — (210 + 21 1))><"'><Uas< zs — (250 + 2 5))7

Z1n, — <10 Zsng T Rs0

ahol U, (z) az a-adik egyvéltozés masodfaji Csebisev-polinom.

Lyche és Petia, [33] Theorem 5.1 szerint, polinomokra értelmezett kondicié-
szam tekintetében a Bernstein-polinomokon alapulé bazisrendszer, bizonyos tar-
tomanyokon optimélis. Ezért, az ortogondlis polinomokon til, ennek az aldbbi
tobbvaltozos, megfelelden skalazott valtozatat is figyelembe vessziik:

ag
m! Z1 — 210
Bay oo (21,.00,25) = ' ' ' ( X
agl-cagl(m—ag — - —ag)! \ 210, — 210
g m—oy—-—Qg
Zs — Zs0 21 — 210 Zs T Zs0
X =z o xl{1l-— .= - ,
Zsng — Rs0 Z1ni — 210 Zsng — %s0

ahol (a1,...,a5) € H, ahol H (5) szerint definiélt.
3.2. Megoldé algoritmus, numerikus tesztek
Mivel a (4) és (39) feladatok kozti polinombdzis-transzformécié ugyancsak

rosszul kondicionalt feladat (14sd Farouki [17]), ezért a (4) megolddsara az aldbbi
algoritmust hasznaljuk.
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Megoldé algoritmus

1. lépés: Hajtsuk végre a (4) és (39) feladatok kozti polinombézis-transzforméciot
nagy pontossagu aritmetika segitségével.

2. lépés: Oldjuk meg a (39) feladatot valamely regularis LP-megold6 duél szimplex
modszerével.

3. lépés: Tekintsiik a bazisoszlopok indexeinek rendszerét. Ezen oszlopokat ki-
valasztva ellendrizziik a bazis dudl, ill. primal megengedettségét nagy pontossagi
aritmetika segitségével, majd szamoljuk ki a célfiiggvény értéket.

Bar a fenti algoritmus is hasznél nagy pontossagi aritmetikat, de mindossze
csak két 1épésben. Ennek koszonhetben a futdsi idé 1ényegesen rovidebb lesz, mint-
ha egy (dudl) szimplex médszer dsszes 16pését szamoltuk volna nagy pontossiggal.

A kovetkezékben empirikus tesztek segitségével szeretnénk megtaldlni azt a
polinombézist, melyre a (39) feladatbeli A matrix kondiciészdma a lehetd leg-
kisebb. oco-norméji kondicidszamokat hasznalunk, mivel ez jellemzi legjobban a
(dudl) szimplex médszer numerikus érzékenységét (tekintve a primal/dudl valtozdék
eldjeleit).

Mivel nem tudjuk elére, hogy a szimplex algoritmus az A métrix mely bézisain
halad végig (nyilvén ez fiigg tobbek kozt a célfiiggvénytél is), ezért a 3.1. példdban
véletlenszeriien valasztunk bazismatrixokat, és szamoljuk ki ezek kondicidészamaét.
Azt varjuk, hogy az alacsonyabb &atlagos kondicidszam esetén majd a szimplex
modszer is meghizhatébban fut le.

3.1. Példa. Valasszunk ki a [0, 1]° kocka pontjai koziil (m:S)_darabot véletlen-
szerlien, egyenletes eloszldssal. Konstrudljuk meg a (38) szerinti b oszlopokbdl 4116
matrixot. Ha a matrix nemszinguldris, akkor rakjuk be a vizsgdlandé mintaba.
100 elem mintat generaltunk, kiszamoltuk a végtelen norméju kondiciészamokat,
és vettiik ezek atlagat, minden egyes polinombézisra. Az s = 2 esetén kapott
eredményeket mutatja a 4. abra.

Megjegyezziik, hogy s = 3 esetén is hasonlé eredményeket kaptunk. Latha-
t6, hogy bar mindegyik kondicidszdm exponencidlisan novekszik, de az ortogona-
lis polinomok a monomidl-, ill. Bernstein-bazisok kondicidszamait korolbeliil azok
gyokére csokkentették. Tehdt a teszt tanulsdga szerint az ortogondlis polinombd-
zisok segitségével lényegesen csokkenthetd a kondicioszam. Megjegyezziik, hogy
mind az s = 2, mind az s = 3 esetben a masodfaji Csebisev-polinom teljesitett a
legjobban.

A kovetkez6 példaban egy konkrét feladatra mutatjuk meg a kiilonb6z6 poli-
nombdazisok esetén kapott megoldasok mindségét. Megjegyezziik, hogy Madi-
Nagy [37] tobb feladatot is vizsgdl, hasonlé eredményekkel.

3.2. Példa. Legyen Z ={0,1,...,10} x {0,1,...,20} x {0,1,...,30}. Legyen
X, Y1, Y5 és Y3 Poisson-eloszlast valészintiségi véaltozo rendre A = 0,1, 0,2, 0,3,
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4. abra. Atlagos kondiciészamok a maximélis m momentumrend fliggvényében
(s =2).

0,05 paraméterekkel.
moédon

Definialjuk a momentumokat generalé vektort az alabbi

(min(X + Y1,10), min(X + Y2,20), min(X + Y3, 30)).

A célfiiggvény legyen

f(Zl, Z2,Z3) = Sin(zl + 22 + 23).

A minimum feladat eredményei az aldbbiak,

m |  Monomiél Bernstein Legendre 1. Csebisev 2. Csebisev
1| -0,16301713 -0,16301713 —0,16301713 —0,16301713 —0,16301713
2 | 0,20039622  0,20039622  0,20039622  0,20039622  0,20039622
3 | 0,25350547  0,25350547  0,25350547  0,25350547  0,25350547
4 | 0,27167527  0,26575235  0,27316847 0, 27315366 0, 27206079
51 0,26469815  0,28452612  0,28228435  0,28214106 0, 28526692
6 | 0,28393933  0,28696505  0,28816140 0, 28789129 0, 28822397
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a maximum feladaté pedig ezek:

m | Monomial Bernstein Legendre 1. Csebisev 2. Csebisev
1| 0,71525034 0,71525034 0,71525034 0,71525034 0, 71525034
2] 0,47997864  0,47997864  0,47997864 0,47997864  0,47997864
3] 0,31651723 0,31651723 0,31651723 0,31651723 0,31651723
4| 0,31049303 0,31108264 0,31197905 0,31242441 0,81244058
51 0,30509224 0, 30268923 0,30859098 0,30272386 0, 30352714
6 | 0,29666626 0,29609722 0,29760208 0, 29873506 0, 29855087

— Az aldhtizott eredmények mar a (39) feladat Ap = b egyenletrendszerének
sem megoldésai. Legendre-polinomok esetén az infizibilis segédvaltozd nagy-
sagrendje 10~7, monomidlbazisok esetén viszont 102, amely mér nagyon tavol
esik a megengedett megoldastol.

— A ferdén szedett eredmények nem primal, de dudl megengedettek, tehat nem
éles alsd, illetve fels6 korlatokat adnak a célfiiggvényre.

Lathato, hogy a minimum feladatra csak a Csebisev-polinomok adtak haszndlhato

eredményt.
Az algoritmus utolsé 1épései bazisainak kondicidészamai az alabbiak:

|| Monomial | Bernstein | Legendre | 1. Csebisev | 2. Csebisev

o v ok w3

8.E + 00/2.E + 01
3.E + 02/4.F + 02
3.E + 05/6.F + 03
9.E + 07/3.E + 07
2.E +11/1.E + 12
1.E + 16/2.E + 12

1.E + 02/7.E 4 02
2.E + 05/3.E + 05
4.E +07/1.E + 07
3.E 4 08/2.E + 08
3.E +09/2.E + 09
1.E + 10/4.E 4 10

4.E 4 01/2.E + 02
3.F 4 04/3.E + 04
2.E + 06/7.F + 05
1.E + 07/1.E + 06
7.E 4 06/7.E + 06
3.E 4 07/2.E + 08

4.E 4 01/2.E + 02
3.F 4 04/3.E + 04
2.F 4 06/7.E + 05
4.E 4 06/7.E + 05
3.E 4 06/7.E + 06
2.E 4 07/2.E + 07

6.E +01/3.E + 02
6.E +04/5.F + 04
1.E + 06/2.E + 06
4.E + 06/2.E + 06
2.E +07/2.E + 07
6.E +07/4.FE + 07

A fentiek is azt mutatjak, hogy nagyobb m értékek esetén az ortogondlis polino-
mokhoz tartozé kondiciészamok lényegesen kisebbek.

A példak jdl illusztraljak, hogy

— ortogonalis polinombéazis hasznalataval a bazismatrixok kondiciészdma drasz-
tikus mértékben csokkenthetd,

— igy lehet6ség nyilik olyan TDMP-feladatok megoldaséra, melyek eddig regu-
laris solverek segitségével nem voltak megoldhatdak.

— A Megoldé algoritmus, til azon, hogy hatékony keretrendszert biztosit mas
polinombézisok hasznélatdra, lehetéséget nydjt a megoldas primal, ill. dual
megengedettségének tetszéleges pontossdgu vizsgalatara is.

A tesztekhez az ILOG CPLEX 9 [25] solverét hasznaltuk, mig a nagy pon-
tossagi szamoldsokhoz a Wolfram Mathematica [62] programnyelvet. Azdta a
fenti algoritmus Java nyelven megirt, Mosek [43] solvert és Apfloat [1] tetszéle-
ges pontossagu aritmetikai csomagot hasznald, implementaciéjanak forraskédja is
megtaldlhaté a Numerical MDMP [46] github projektben.
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4. Alkalmazasok
4.1. A hatvanymomentum problémahoz kéthet6 alkalmazasok
4.1.1. Varhaté hasznossag

Egy (bdrmennyiszer differencidlhaté) u(z), z > 0 hasznossigi fiiggvénytél a
legt6bb esetben minimum azt megkoveteljiik, hogy legyen szigori monoton novek-
v6, tehdt legyen u'(z) > 0. A hasznossigi fiiggvényt kockdzatkeriilének hivjuk, ha
u’(z) < 0 is teljesiil, tehdt ha a fiiggvény szigorian konkév.

Pratt [47] és Arrow [2] kozgazdasigi szempontbdl indokoltak a csokkené kock4-
zatkeriilés fontossdgdt. Az abszolut kockdzatkeriilés Arrow—Pratt-mértéke:

A csdkkenés sziikséges feltétele, hogy u”’(z) > 0. Altalanosabban megkdvetelhet-
jiik, hogy

()" u™(2) >0, n=1,2,... (41)

A (41) feltételrendszert teljesitd hasznossdgi fiiggvényeket Caballe és Pomansky [10]
dolgozata kevert hasznossdgi fligguényeknek nevezi. Hasznossigi fiiggvényekre
hasonld, de szigoribb feltételeket vezetett be Chander [11], a kozgazdasigi indo-
kokrol ldsd Ingersoll [26] dolgozatét.

A tobbvéltozds hasznosséagi fiiggvények teriilete is széles korben kutatott, beve-
zetd irodalomként 1dsd pl. Keeney és Raiffa [28], Dyer és Sarin [16], Dyer, Fishburn,
Steuer, Wallenius és Zionts [15]. A legtébb esetben a tobbvaltozds hasznosségi
fliggvény egyvaltozds hasznossagi fiiggvények szorzatai egyszerli Osszegeként all
el6. Azonban az irodalomban nem nagyon talalhaté olyan kell6en tag, analitikusan
felirhaté fuggvénycsalad, mely a gyakorlatban is j6l illeszthet6. A kovetkezékben
definialt, tobbvaltozds fiiggvénycsalad 1ényegében barmilyen egyvaltozds, megfele-
16 konvexitasi tulajdonsagokkal biré hasznossagi fiiggvényekbdl megkonstrualhatd,
rdaddsul rendelkezik mind a tobbvaltozés hasznosséagi fliggvények altalanossdgban
megkovetelt tulajdonsdgaival, mind a kevert tulajdonsag tobbvaltozos altalanosi-
tasaval.

A tobbvaltozds hasznossagi fiiggvénycsaladot irja le az alabbi definicid.

4.1. Definicié. Legyen k > 1 és D = {(z1,...,24)]e9() > 2 5 =1,...,s}.
Az u hasznossagi fiiggvényt a kovetkezdé médon definidljuk:

u(z1,...,25) :=log [k:(egl(zl) — 1) (e ) — 1) — 1} ) (42)
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ahol (z1,...,2,) € D, és az aldbbi feltételek teljesiilnek:

g;(zj) > 0,
g§i)(zj) >0, ha i > 1 és pératlan,
(i

gj)(zj)go, ha i péros, j=1,...,s.

A g;(z;) tiggvények vélaszthatéak példdul az aldbbiak koziil:

alog(1+§), ahol a >0, b > 0,
ae~®*  ahola >0, b >0,
anz™ + -+ a1z +ag, megfeleléen vélasztott egyiitthatékkal.

4.1. TETEL. (Prékopa és Madi-Nagy [56], Th. 2.1) A (42) fiiggvény konkdv a
D halmazon.

4.2. TETEL. (Prékopa és Madi-Nagy [56], Th.2.2) Minden z = (z1,...,25) €D
esetén igaz, hogy
Ot Tleq (2, .., 2)

0z -+ 0z

>0, hai; + ---+is paratlan,

és . 4
Ot ey (2, .., 24)
0zt -+ - 0z

<0, ha iy + ---+ i, paros.
4.1. Példa. (Prékopa és Mddi-Nagy [56], Ex. 3.2) Tekintsiik az aldbbi fiigg-
vényt,

1.7521+3 __ 1)(61.2522-‘1-2 _ 1)(60.7523+1 _ 1) _ 1} (Zla 29, 23) EZ,

u(z1, 22, 23) = log [(e
ahol
Z=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) x (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) x (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).
A momentumokat az alabbi valészintiségi valtozok segitségével generaljuk:
X1 =min(X +Y7,9), Xo =min (X +Y5,9), X3 =min (X +Y3,9),
ahol X, Y7,Y5,Ys Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozd rendre 1;2;2,5;3 para-
méterekkel. Megjegyezziik, hogy igy X1, X2, X3 nem fiiggetlenek.

A maximum maéasodrendii vegyes momentumokon és ezenfeliil magasabb rendi
margindlis momentumokon alapulé eredményeket foglalja 6ssza az aldbbi tablazat:
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3 H Minimum

Maximum

m
2 18, 466954935
4 18, 532630264
6 18, 541879509
8 18, 543136443

Ha a vegyes momentumok maximalis rendjét m = 4-re emeljiik, a kapott eredmé-

nyek igy valtoznak:

2 ‘ 3 H Minimum

18, 572924791
18, 550298509
18, 544391959
18, 543344110

Maximum

18, 541926465

m
4
6
8 18, 543148260

m
4 18, 532852070
6
8

18, 550297658
18, 544391052
18, 543343503

A fenti tédbldzatok j6l illusztréljdk a (14) momentumrendhalmaz 1étjogosultsagat:

kell6en szoros korlatok gyakran elérhetdek csak a figyelembe vett marginalis momen-
tumok rendjének novelésével, és igy kevésbé van sziikség az (altaldban nehezebben

kiszdmolhatd) vegyes momentumok maximélis rendjének novelésére.

4.1.2. Tobbvaltozés momentumgenerald fiiggvények korlatozasa
Az X valdsziniiségi valtozdé momentumgenerilé fiiggvénye:
M(t) = E[e'¥], t € R.

Ha M(t) véges a nulla egy nyilt J kornyezetében, akkor a momentumgene-
ralé fiiggvény egyértelmiien determinalja X eloszlasat. Konnyen lathato, hogy ez
esetben M (t) = E[X"e!X], t € J, ebbél pedig kivetkezik, hogy M (0) =
=FE[X",n=12,...

Az Xq,..., X, valdszinliségi valtozok egyiittes momentumgeneralé fiiggvénye:

M(ty, ... ts) = Bleh X1 taXa],

Hasonléan az egyvéltozds esethez, ha M véges az origd egy nyilt kornyezetében,
akkor egyértelmiien meghatdrozza az X = (X, ..., X,) véletlen vektor eloszldsat.
Tovabbi tulajdonsdgai, hogy M(0,...,0,¢;,0,...,0) = M;(t;), i =1,...,s, és

aal+...a5 M

ot o (O 0) = Haras

A témakorrdl bévebben 1asd pl. Ross [58].

Tegyiik fel, hogy X diszkrét, véges tartdju, ismertek az (5) szerinti hatvanymo-
mentumal, és szeretnénk becslést adni a momentumgeneralé fiiggvény értékére egy
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adott (t1,...,ts) helyen. Egyvéltozds esetben Ibrahim és Mugdadi [24] készitett
hasonlé, momentumon alapulé becsléseket.

Rogzitett (t1,...,ts) > 0 esetén az e!1#1T T2 §sszes osztott differencidja
nemnegativ. Hasonldan, ha (¢1,...,ts) < 0, akkor paros (paratlan) m+1 esetén az

m + 1-edik osztott differencidk nemnegativan (nempozitivak) lesznek. Ennek meg-
feleléen M (t1,...,ts) = Ele!rX1++tXs] becslésére az eddig ismertetett TDMP-
korlatozéasi mdédszereinket hasznalhatjuk. Ezt illusztralja az alabbi példa.

4.2. Példa. (Mddi-Nagy és Prékopa [40]) A Min és Max algoritmusok segitsé-
gével adunk korldtokat az aldbbi M (¢1,t2) kétvaltozds momentumgenerald fiige-
vényre, a (t1,t2) = (0,04;0,05) helyen. A momentumokat az X, Xy fiiggetlen
egyenletes eloszldsu, 7, = Zy = {0,...,14} tartéju valdsziniiségi valtozdk segit-
ségével allitottuk eld. A szdmoldsokat Wolfram Mathematica [62] segitségével
végeztiik, a nagy pontossagi dudl szimplex médszert a struktiratételek altal adott
kezdGbazissal inditva. A momentumok maximalis rendjétol fiiggéen az alabbi ered-
ményeket kaptuk:

Lower CPU Upper CPU
1,91194 0,28 1,98564 0,28

m
2
3 1,94560 0,58 1,95640 0,56
4
5
6

1,95009 1,18 1,95108 1,19
1,95051 2,59 1,95060 2,39
1,95053 6,11 1,95056 6,13

Megjegyezziik, hogy az ILOG CPLEX [25] a magasabb rend{i esetekben mar itt is
infizibilitast adott, dacara annak, hogy a példa konstrukciéja miatt 1étezik megen-
gedett megoldas.

4.2. Valészintiségi korlatok

4.2.1. Eloszlasfiiggvények becslése

A tobbvéltozds eloszlsfiiggvényre (CDF) az aldbbi mddon is tekinthetiink
F(Il,...,l‘n> :P(§1 <I1,...7£n <In) :17P(A1UUAT,), (43)

ahol

Tegyiik fel, hogy a CDF értékei m dimenzidig konnyen szamolhatéak (dltaldban
n >>m), tehat az aldbbi valészintiségek adottak:

P(A;, N---NA;), 1<ii<---<ip<n, k<m.

Ezek alapjian mér szdmolhatbak alsé és felsé korlatok a (43) eloszléstiiggvényre, a
(9) szerinti célfiiggvénnyel rendelkez6 (8) binomidlis TDMP segitségével. A madd-
szer olyan esetekben tud hasznos lenni, amikor magasabb dimenzidkra mar nehe-
zen, vagy egyaltalan nem szamolhaté ki CDF értéke integréalassal.
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Az aldbbi példaban 6sszehasonlitjuk a kiilonbozé mddszerekkel kapott alsé és
fels6 korldtokat egy adott Dirichlet-eloszlas esetére. Tovabbi eloszlasfiiggvény-
korldtozasi példék taldlhatéak Bukszar, Madi-Nagy és Szdntai [7] dolgozatdban.

A kovetkez6kben, a momentum feladatokon til, az 6sszehasonlitasba bevessziik
Bukszar és Prékopa [8], Bukszér és Szantai [9] és Bukszar [6] grafelméleti alapokon
nyugvé un. multifa (Multitree) korlataibdl szamitott eredményeket is. A fenti
cikkekben targyalt modszerek hatékony és emiatt népszerli eszkozrendszernek bizo-
nyultak a CDF-korldtozas teriiletén.

Mivel az A; eseményeket tobbféleképpen oszthajuk rész-eseménysorozatokra,
ezért a momentum alapi korlatok kozt kiilon vizsgaljuk az egyvaltozés DMP
alapjén kapott egyvdltozds (Univariate) korldtokat, a kétvéltozés DMP Min és
Max algoritmusaibdl kapott kétvdltozds (Bivariate) korlatokat, a tobbvaltozés Min
algoritmusb6l adédé tobbudltozds (Multivariate) korlatokat, illetve a tobbvaltozds
DMP egzakt optimumait szolgaltaté méasodfaju Csebisev-polinombézist haszndld
polinom (Polynomial) korlatokat.

Mivel ebben az esetben a binomidlis momentumok gy szdmolédnak, hogy
minden egyes metszetvalészinliséget kiszamolunk, majd ezeket Osszeadjuk, igy
nagyobb m esetén mar ez a szamitas is tekintélyes futési idovel, ill. egyre nagyobb
numerikus pontatlansidggal jar. A multifa korldtok nagy elénye, hogy a korlato-
z4as soran nincs sziikség mindegyik metszetvaldsziniiség ismeretére, igy magasabb
rendi momentumok soran is jol hasznalhatoak.

A kovetkezd példa Bukszar, Madi-Nagy és Szantai [7] dolgozatabdl szérmazik,
kiegészitve a polinom korlatok eredményeivel. Tovabbi hasonlé példék talalhatéak
Madi-Nagy és Nagy [38] dolgozatdban. Nem til magas dimenzidkra a Dirichlet-
eloszlds CDF-értékei jol szdmolhatéak Gouda és Széntai [23] implicit rekurziv algo-
ritmusaval. Ezt alkalmazzuk a kévetkez6 példaban is, a futasi idoknél kiilon jelezve
a binomidlis momentumok kiszdmoldsainak idejét (multifa korlatok esetén a valé-
szinliségek kiszdmoldsa az algoritmus futdsa alatt toérténik).

4.8. Példa. A Dirichlet-eloszlds paraméterei és argumentumai az aldbbiak:

index ¢ értékek =z értékek index O értékek z értékek

1 1,5 0,1 11 15 0,1
2 1.4 0,2 12 1.4 0,2
3 1,3 0,2 13 1,3 0,2
4 1,2 0,2 14 1,2 0,2
5 1,1 0,2 15 1,1 0,2
6 1,2 0,3 16 1,2 0,1
7 1,3 0,2 17 1,3 0,2
8 1.4 0,1 18 1.4 0,1
9 1,2 0,2 19 1,2 0,2
10 1,3 0,1 20 1,3 0,1
21 2,1
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m = 3 esetre a Dirichlet-CDF-korlatai:
Korlét értéke ~ CPU (s)

Multifa alsé 0,290188 0,02
Multifa fels6 0,377891 1,41
Egyvaltozds alsé 0,366196 1,22+0,00
Egyvaltozds felsé 0,385005 1,22+0,00
Kétvaltozos alsé 0,366196 1,22+0,01
Kétvaltozos felsd 0,382324 1,22+0,02
Tobbvaltozds alsé 0,366196 1,22+0,02
Polinom alsé 0,366196  1,1849,23
Polinom felsé 0,378233 1,1848,99

Lathato, hogy a legjobb felsé korldtot a multifa médszer adta, mig alsé korlat
tekintetében a momentum feladatok miikodtek hatékonyabban. Felsé korlatok
esetében jél kovethetdek a kiilonb6z6 mddszerek, elméleti szinten is elvart, haté-
konysag kiilonbségei. Lathatd, hogy a polinom fels6 korlat mar nagyon kozel esik
a multifa mddszer eredményéhez. Mivel més esetekben is hasonlé nagysagrendii
eltérést tapasztaltunk, ezért ha nem akarunk tobb kiilonb6zé algoritmust hasz-
nalni, a polinom mdédszer egyszerre lehet alkalmas megfelelé alsé és fels6 korlatok
megadasara. Raadédsul ehhez rendelkezésre all a githubon megtalalhaté Numerical
MDMP [46] implement&cié.

Magasabb rendi esetekben viszont mér gondot jelenthet, hogy a momentumok
kiszamitasahoz rengeteg metszetvaldszintiségre van sziikség. Ezt is illusztraljak az
m = 5 eset Dirichlet-CDF-korlatai:

Korlét értéke CPU (s)
Multifa alsé 0,345615 14,15
Multifa felsd 0,368858 119,46
Egyviéltozés alsé 0,367014  27116,96+0,00
Egyviéltozos felsé 0,367021 27116,964-0,00
Kétvaltozos alsé 0,367014  27116,96+0,13
Kétvaltozos felsd 0,367019  27116,96+-0,60
Tobbvaltozds alsd 0,367014  27116,96+0,06
Polinom alsé 0,367014 27116,96+21,26
Polinom felsd 0,367019 27116,96+28,56

A legszorosabb korldtokat ebben az esetben a momentum mddszerek segitségével
kapjuk, viszont a feladathoz sziikséges momentumok kiszamitési ideje drasztikusan
megnétt. A multifa korlatok nagy elénye, hogy csak az algoritmus sordn felmeriilt
viszonylag kevés szami metszetvaldszintliség kiszamitasara van sziikség, és emiatt
magasabb rendi feladatok esetén is belathaté idon belill eredményt kapunk.
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Osszefoglalva: nagyobb m értékek esetén csak a multifa médszerek segitségével
kaphatunk korlatokat, amik m novekedésével varhatéan egyre szorosabbak lesznek.
A polinom alsé és felsé korlatok eredményei azon esetekben lehetnek hasznosak,
ha a valdszinliségek eleve csak kevés esemény metszetére szamolhatoak, vagy ha
mar az altaluk adott korlatok alacsony m érték mellett is elég szorosak.

4.2.2. Hal6ézatok megbizhatésaga

Tekintsiik az aldbbi aciklikus (N, .A) digrdfot. Legyen N = {c1,...,c,} a
pontok és A C N x N az élek halmaza. Legyen c; a forrds, ¢, a nyelé. A hélo-
zat megbizhatésaga alatt azt értjiik, hogy mekkora valdszintiséggel vezet hibatlan
élekbél allo it a forrdstol a nyeldig.

A korldtozasi feladat az alabbi médon fogalmazhaté meg. Legyen a forrastdl a
nyel6ig vezet6é utak halmaza P, ..., Py, és jelentse A; azt az eseményt, hogy a P;
utak 6sszes éle hibatlan, ¢ = 1,..., N. Ekkor a halézat megbizhatdsiga:

P(AU---UAy).

Annak a val6szinliségét, hogy par it mindegyike hibatlan élekbdl &ll (tehat par A;
esemény metszetének valdsziniiségét) ki lehet beldthaté idén beliil szdmolni.

4.4. Példa. Tekintsiik az aldbbi 8 pontt, 16 élii halézatot: N = {cy,...,cs}
és ./4 = {(Cl, 62), (Cl, 63)7 (Cl, 64), (Cl, 65), (CQ, 63)7 (02, 05), (CQ, 66), (63, (34)7 (03, 05),
(C4a 06)7 (C4> 07)7 (057 06)3 (C5a CS), (067 07)7 (C6a CS); (07» CS)}~

Tegyiik fel, hogy az élek egymastdl fliggetleniil, p valésziniiséggel hibatlanok.
Ebben az esetben csak 23 ut létezik a forrasbdl a nyelébe, és az Gsszehasonlitds
kedvéért a pontos meghizhatdsag is kiszamolhatd az alabbi képlettel:

p? + 6p° + 5p* — 18p° — 33p8 + 26p” + 129p® — 108p?
—273p'0 + 605p!! — 547p'? + 279p'3 — 84p'4 4 14p'® — plb

Az el6z6 szakasz mddszereit hasonlitjuk ossze ebben az esetben is, az ered-
mények grafikus illusztracidja lathaté az 5. és 6. abrakon. Az eredmények azt
mutatjék, hogy az m = 3 esetben altaldban a legjobb korlatot a polinom maédszer
adja, kivéve ha 0 < p < 0, 36, amikor a multifa korlat erésebb. Az m = 5 esetben
végig a polinom korlat a legszorosabb.

Részletekért 1lasd Bukszdr, Madi-Nagy és Szantai [7], ill. Madi-Nagy és Nagy [38].

A fenti két példaban a szamoldsok multifa korldtok esetén Fortran nyelven, az
egyvaltozds, kétvaltozds és tobbvéltozds korldtok esetén C++ nyelven (14sd [45]),
polinom korldtok esetén pedig Java nyelven Mosek solverrel (lasd [46]) torténtek.
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5. Osszefoglalds, tovabbi kutatasi irdnyok

A dolgozat tsszefoglalta a tobbvaltozés diszkrét momentum probléma fogal-
mait, megoldasi mddszereit, alkalmazasi teriileteit. Sok esetben ismerjitk a dual
megengedett bazisok kelléen nagy szamossigi halmazat, ezek segitségével pedig
kozvetlen, akédr képletszerii korlatokat adhatunk, illetve kezdébazisként is hasznéal-
hatjuk 6ket dudl szimplex megoldé algoritmusokhoz. Ismertettiink egy mddszert,
mellyel lényegében barmilyen TDMP-feladat numerikusan stabilan megoldhato.
Bemutattuk, hogy a TDMP kozvetleniil alkalmas specidlis fiiggvények varhato
értékének becslésére, illetve a binomidlis momentumokon keresztiil valésziniiségek
korlatozésara.

Az egyik legfontosabb mdédszertani nyitott kérdés, hogy

— létezik-e olyan (gyakorlatban is haszndlhat6) TDMP-feladat, mely esetén a

dudl megengedett bazisstruktiurak teljes halmaza leirhaté.

Erdekes, még nem vizsgalt teriiletek lehetnek példaul:

— hogyan lenne hasznalhaté a TDMP ’k-out-of-r’ tipusi halézati megbizhatosa-
gok becslésére, ill. esetleg mds sztochasztikus hdlézati feladatok (pl. PERT)
esetén,

— a TDMP és a tobbvaltozds Lagrange-interpolécié kapcsolatanak vizsgalata,

— nem egzakt momentum informéciékkal rendelkezé TDMP-feladatok vizsgé-
lata.

Masok &ltal folytatott diszkrét momentum probléméval kapcsolatos kutatdasok
koziil érdekes irdny példaul a nem feltétleniil egész kitevéjli hatvanymomentumok
hasznélata, 14sd Ninh és Prékopa [44]. A mdsik inteziven kutatott irdny, hogy
unimodalitast feltételezve az eloszlasrdl, hogyan javithatéak a korlatok, lasd pl.
Subasi et al. [61]. Prékopa Andrds egyik utolsé publikdcidjaban (Prékopa, Ninh és
Alexe [57]) két tarsszerzbjével kozosen nagyon szép kapcesolatot tart fel a diszkrét
és a folytonos korldtoz6 momentum problémak kozott.
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MULTIVARIATE DISCRETE MOMENT PROBLEMS AND THEIR APPLICATIONS

GERGELY MADI-NAGY

The multivariate discrete moment problem was introduced by Andras Prékopa in the late
80’s. He showed that the problem can be modeled as a (poorly conditioned) linear programming
problem. Under certain conditions of the objective function, it was possible to describe the
complete set of the dual feasible bases, and on this basis, to develop a numerically stable dual
solving algorithm. The methodology provides us with numerical as well as closed-form sharp
probability bounds. They can be used e.g. for estimating cumulative distribution function
values, bounding network reliability, and constructing Boole-Bonferroni type inequalities.
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I wrote my Ph.D. thesis under the supervision of Andras Prékopa on the topic of multivariate
generalization of the discrete moment problem. During our joint work, which continued after
the PhD degree, we studied the feasible basis structures of the multivariate case with different
moment conditions, supplemented by new applications (e.g. expected utility estimation). With
multivariate modeling, it has been possible to give better bounds than the results of the univa-
riate model in many applications, and to develop Boole-Bonferroni-type inequalities using mixed
moments.

This article summarizes the results of our joint work and their further developments. I re-
commend the paper to memory of Andréds Prékopa.
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MIRE JOK A STABIL PAROSITASOK?

(Stabil parositdsok és alkalmazdsaik)

FLEINER TAMAS

A stabil parositas fogalmat 1962-ben Gale és Shapley vezették be. A foga-
lom rendkiviil sikeresnek bizonyult nem csupédn az un. kétoldald piacokra tor-
ténd gyakorlati alkalmazhatésdga miatt, hanem azért is, mert tobb, elméleti
szempontbdl érdekes probléma esetében eredményes a stabil péarositdsokra
(illetve azok altaldnositdsara) alapozott megkozelités. Az aldbbiakban azt
mutatjuk be, hogy a stabil parositasok létezése és azok struktirdja hogyan
kothet6 Knaster és Tarski egy fixponttételéhez, és milyen idénként meglepd
alkalmazdsai vannak az igy kapott eredményeknek. A jelen munka alapja a
2017-ben Cegléden rendezett XXXII. Magyar Operacidokutatas Konferencian
elhangzott, hasonlé cimi el6adas.

1. Bevezetés

Sokat idézett cikkiitkben Gale és Shapley vetették fel az aldbbi problémat [18].
Képzeljiik el, hogy n férfi és n n6 mindegyike sorba rendezi az ellentétes nem képvi-
sel6it aszerint, hogy szamara az adott illeté hanyadikként jon széba mint hazastars.
Ha a fenti szereplok n hazaspart alkotnak, akkor az igy meghatdrozott parositas
instabil, ha taldlhaté olyan férfi és né, akik egymadst az emlitett sorban kolesono-
sen elébbre helyezték, mint a hazastarsukat. Természetes cél ugy Osszehazasitani
a példaban szerepl6 személyeket, hogy az imént leirt instabilitds ne 1épjen fel. Ez
a gondolat tobb altalanositési lehetoséget rejt magaban. Elképzelheto, hogy az
egyes jatékosok nem egy, hanem tobb hazastarsat keresnek. Ennek egy gyakorlati
szempontbdl is érdekes véltozata az egyetemi felvételi probléma, aholis férfiak és
nok helyett az egyetemi szakok és az oda jelentkezok alkotjak a két, egymast sorba
rendez6 halmazt, tovabba az egyetemi szakok mindegyike rendelkezik egy, a felve-
het6 hallgatok szamat feliilrdl korlatozo kvétaval. Ebben a modellben egy felvételi
séma (aholis minden jelentkez6t legfeljebb egy szakra vesznek fel, és egyetlen szak
sem lépi tul a kvdétajat) akkor lesz instabil, ha van olyan szak és hallgatd, hogy a
szak szivesen felvenné e hallgatét (esetleg azon az dron, hogy egy szdmadra kevésbé
értékes hallgatét elutasit), és az emlitett hallgaté pedig jobban jar, ha a felvételi
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séma altal el6irt helyett erre a szakra nyer felvételt. Erdemes megemliteni, hogy a
Magyarorszagon a felvi.hu altal meghatarozott vonalhtizasbdl ad6dé felvételi séma
éppen ezt a fajta instabilitdst zarja ki.

Elképzelhetd az is, hogy nem minden férfi-né (vagy szak-jelentkezd) pér valdsul-
hat meg, azaz a lehetséges hazasparokat (felvételeket) leird graf nem teljes péros
graf. S6t: ennek a grafnak még csak parosnak sem kell lennie. Erre az dltalanosi-
tdsra vezet az a szobatars probléma, ahol — mondjuk — kétagyas kollégiumi szobak-
ban kell elhelyezni néhdny tanulét, akik mindegyike aszerint rendezte sorba a lehet-
séges szobatdrsait, hogy mennyire szivesen lakna egy szobaban az adott személlyel.
Itt egy szobabeosztas instabilitasa azt jelenti, hogy talalhato két kollégista, akik
szivesebben laknanak egyiitt, mint a beosztas szerinti szobatarsukkal.

Tovabbi, a gyakorlati alkalmazds szempontjabdl is érdekes altalanositasi lehe-
t6ség, ha nem koveteljiik meg az egyes részvevoktol, hogy szigort sorrendet hata-
rozzanak meg lehetséges parjaikon, igy a dontetlenek is megengedettek. Az egye-
temi felvételi probléméban példdul a jelenkezéknek ugyan szigoru sorrendet kell
felallitaniuk a jelentkezéseik kozott, am az egyetemi szakok esetében megengedett,
hogy két jelentkezot egyformén értékeljenek, hiszen kizardlag a felvételi pontszam
dont, ami minden tovabbi nélkiil megegyezhet.

Visszatérve az eredeti probléméara: Gale és Shapley az un. lanykérd algoritmus
segitségével igazoltak, hogy mind a hazassagi, mind az egyetemi felvételi problé-
méban mindig létezik stabil megoldas. Knuth kényvében Conwaynek tulajdonitja
azt az észrevételt, hogy a stabil parositdsok halét alkotnak [28]. Ez a megfigyelés
kés6bb elengedhetetleniil fontosnak bizonyult szdmos tovabbi, stabil parositdsokkal
kapcsolatos eredményhez. A stabil parositasok vizsgdlata egyébként szamos tudo-
ményteriilet eszkoztdrdt felhaszndlja: Knuth mdar emlitett [28] konyvét egyfajta
algoritmuselméleti bevezetének szanta azzal, hogy egy kézzelfoghaté példan szem-
léltessen szamos, az algoritmusok tervezéséhez és analiziséhez sziitkséges modszert.
A ma mar klasszikus bonyolultsagelméleti és tovabbi algoritmikus vonatkozasok
tekintetében érdemes megemliteni még Gusfield és Irving konyvét is [20]. A sta-
bil péarositasokon torténd optimalizalds is természetes feladat, és ehhez kiilonféle
poliéderes médszerek bizonyulnak hasznosnak [41, 36, 5, 33, 1, 40, 11]. A gyakor-
lati alkalmazasok kapcsan pedig a jatékelméletbél ismerds fogalmak és mddszerek
bukkannak fel, elég taldn csak Roth és Sotomayor kényvét emliteni [35].

Mai tuddsunk alapjan batran kijelenthetd, hogy Gale és Shapley a stabil parosi-
tas fogalmanak bevezetésével joval tobbet ért el, mint a cikkiikben megfogalmazott
célt, azaz a matematikai-jatékelméleti gondolkoddsmod népszertisitését. A munkéa-
juk nyoman indult kutatds eredményeibol vilagossa valik, hogy mind a gyakorlati
alkalmazéasok, mind pedig az elméleti jelent&ségli eredmények okan kivételesen jol
eltalalt és hasznalhaté fogalommal van dolgunk. Az elébbi tényt a stabil paro-
sitdsok elméletében és a mechanizmustervezésben kifejtett munkéassdgukért 2012-
ben Rothnak és Shapleynek {télt kozgazdasagi Nobel-emlékdijnal taldn nem is kell
jobban indokolni, mig az utébbira példa lehet Galvinnak a Dinitz-sejtésre adott,
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lényegében stabil parositdsokat felhaszndlé bizonyitdsa [19] vagy Kirdly varatlan
attorést hozoé kozelité algoritmusa [25].

Erdemes még néhdny szot szdélni az altalanositasokkal kapcsolatos eredmények-
r6l. Az altalanositott stabilitdsfogalom manifesztalodhat részben rendezett halma-
zok kozos antildncdban vagy matroidok kozos fiiggetlenjében [14], de definidlhaté
halézati folyamok stabilitasa is a kozgazdasidgtanbdl ismert ellatasi lancok egyfajta
modelljeként [12]. A stabil folyammodell szorosan kapcsolédik Ostrovskyéhoz, ami
bizonyos tekintetben dltaldnosabb, masfeldl specidlisabb az elébbinél [30]. Minden
esetre a kozgazdasz-szakirodalomban komoly attorést hozott, és szamos tovabbi
eredmény kiindulépontja lett.

A stabil péarositdsoknak mara mar komoly irodalma van. A tudomany 2013
koriili allasat csak az algoritmikus vonatkozésok tekintetében foglalja Ossze
Manlove impozéns kényve [29]. A jelen munka egy ennél sokkal szerényebb célt tiiz
ki maga elé: az olvasot egy unortodox mddszer alkalmazasaba vezeti be, és mutat
ra annak néhany érdekes vonatkozasara. Mintegy mellékesen igyekszik megvaltoz-
tatni a stabil parositasok ,,torténelmérél” alkotott képet is. Emlékezetes, hogy Gale
és Shapley 1962-ben publikéltak az elsé cikket a témaban. Késébb Roth mutatott
ra arra, hogy a lanykéré algoritmus egy valtozata mar 1952 6ta alkalmazasban
van az USA-ban [32], a stabil parositdsok ismert toérténelme tehat inkabb ekkor-
t0l kezdodik. Mi arra tesziink kisérletet, hogy még korabbra, konkrétan 1928-ra
dataljuk a torténet kezdetét, amikoris Knaster és Tarski egy monoton halmaz-
fiiggvényekrdl sz6lé fixponttételt publikdltak (akkor még bizonyitds nélkiil) [27].
Kés6bb, 1955-ben Tarski igazolt egy haléelméleti altalanositast, aminek alkalmaz-
hatésagat kiilonféle, analizisbol ismert kozépértéktételek levezetésével illusztralta
[39]. Kideriilt, hogy a tételnek mdr a véges esetben is nemtrividlis kévetkezmé-
nyei vannak. Vildgosan megmagyarizza ugyanis, hogy miért is miikodik a lanykéro
algoritmus, illetve a fixpontok halétulajdonsagabol kozvetleniil levezethetévé valik
a stabil péarositasok halétulajdonsaga. A stabil parositasok és a monoton leképezé-
sek fixpontjai kozti kapcsolatot a Kelso és Crawford munkaja nyoman bevezetett
kivdlasztési fiiggvények alkalmazdsa teremti meg [24].

Terjedelmi okok miatt nem tériink ki a részletekre, csak megemlitiink
néhany tovabbi, stabil parositdasok altalanositdsaival kapcsolatos jelent6s ered-
ményt. Sokaig kérdés volt, hogy egy nem feltétleniil paros grafban eldénthetd-e
polinomidejii algoritmussal a stabil parositas 1étezése. A pozitiv valasz Irvingt6l
szarmazik, aki a lanykér6 algoritmus lépéseibdl all6 elsé fazis utan in. rotacidkat
elimindl algoritmusa mésodik fdzisaban, mig végiil stabil parositast talal, ha egy-
altaldn van ilyen a grafban [23]. Tan késébb kiterjesztette Irving algoritmusat, és
ennek segitségével igazolta stabil félparositasok 1étezését, amelyek % sulyt éleket is
tartalmazhatnak [38]. Az is kideriilt, hogy pontosan akkor van stabil parositds egy
grafban, ha minden stabil félparositds stabil (egész)pdrositas. Aharoni és Fleiner
arra mutattak ra, hogy a stabil félparositas létezése a Scarf-lemma kovetkezmé-
nyeként is felfoghatd, a Scarf-lemma pedig tekintheté a Brouwer-féle fixponttétel

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



128 FLEINER TAMAS

egy rokondnak [3]. Ilyenformén a stabil parositdsok fixpontokként is kezelhetok,
péros graf esetén egy monoton halmazfiiggvény, nemparos graf esetén egy ennél
bonyolultabb leképezésként. Cechlarova és Fleiner a stabil b-pérositds keresésére
adtak eljardst Irving algoritmusdnak &ltaldnositdsaval [8]. Bird szerzétérsaival a
stabil parositasok valtozasat vizsgalta abban az esetben, ha egy 1j jatékos jele-
nik meg a piacon. Eredményei segitségével nempéros graf esetén is definidlhaté
egyfajta bardt-ellenség viszony a jatékosok kozott aszerint, hogy ha az egyikiik
tévozik, akkor ettdl a mdsik helyzete javul-e vagy romlik [6].

A jelen munka az aldbbiak szerint épiil fel. Az 1.1. részben a stabil parositasok-
kal kapcsolatos alapvetd terminolégiat tisztazzuk, és egy kevéssé ismert bizonyitast
adunk a Gale-Shapley-tételre. Az 1.2. részben targyaljuk a tovabbi modellek szem-
pontjabdl alapvet6 fontossagu kivalasztasi fiiggvényeket és azok szamunkra fontos
tulajdonsagait. Az 1.3. részben arra mutatunk ré, hogy a lanykér algoritmus kul-
csa Tarski fixponttétele. Ez a megfigyelés rendkiviil hatékony eszkéznek bizonyul
kiilonféle altaldnositasok és kiterjesztések igazolasahoz. Ilyenekre latunk példat
a 2. részben, aholis matroidokra, ill. részbenrendezésekre mutatunk be stabilitas-
jellegi eredményeket. Ezutan a 3. részben kiilonféle kernelek halétulajdonsdgaval
kapcsolatban mutatunk rd néhany érdekes tényre. Az ezt kovetd 4. rész tovabbi,
idénként meglepd alkalmazasokra mutat be néhany példat. A Tarski-féle fixpontté-
tel szerint monoton leképezés fixpontjai halot alkotnak, ezért bizonyos stabil paro-
sitds poliéderekre kozvetleniil alkalmazhaté Hoffman-halépoliéderekrél szolo egyik
eredménye. Az 5. részben ennek segitségével adjuk meg kiilonféle dltalanositott
stabil parositas poliéderek egyfajta implicit karakterizaciéjat. Ugyanitt emlitjiik
meg a stabil b-parositas poliédernek egy kevésbé implicit lefrasat is, amely a stabil
b-parositasok egy meglepd tulajdonsagat akndzza ki. Végiil a 6. rész foglalja 6ssze
az attekintett anyagot.

1.1. Stabil parositasok

Legyen G = (V, E) gréf, és legyen minden v cstcsra adott a v-re illeszkedd
élek F(v) halmazdnak egy =, linedris rendezése, amit preferenciarendezésnek is
szokds nevezni. Azt mondjuk, hogy az e él jobb a v szdmara az f élnél, ha e <, f
teljesiil. Elek egy M C E halmaza pdrositds, ha az M-beli éleknek nincs kézos
cstcsa, azaz dpr(v) < 1 teljesiil minden v € V csicsra. Tetszéleges b : V. — N
korldtok esetén az M C E halmazt b-pdrositdsnak nevezziik, ha das(v) < b(v)
teljesiil G minden v csucsara. Vildgos, hogy a pdrositds a b-parositds specialis
esete, mégpedig b = 1 esetén. Azt mondjuk, hogy az M pérositds domindlja az
e = uv élt, ha M-nek van olyan m éle, amire m =, f, vagy m =, [ teljesiil.
Hasonldan, az M b-parositas b-domindlja az e = uv élt, ha M-nek vannak olyan
my,...,mg élei, amire m; <, f teljesiil minden 1 < ¢ < k = b(u) esetén, vagy
m =, f teljesiil minden 1 < ¢ < k = b(v) esetén. Az e él akkor blokkolja az M
(b-)pérositast, ha M nem (b-)domindlja e-t. Végiil M akkor stabil (b-)parositas,
ha nincs blokkol6 él, azaz, ha M minden M-en kiviili élt domindl. Ha példaul G
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egy paratlan kor, és valamilyen koriiljaras szerint minden csics a kortiljarasban
kordbbi élt preferdlja a késébbihez képest, akkor kénnyen liathatd, hogy G-nek
nincs stabil parositasa. Paros grafok esetén azonban nem ez a helyzet, és ezt az
aldbbi tétel garantalja.

1.1. TETEL. (Gale és Shapley [18]) Tetsz8leges G péros grafon tetszéleges pre-
ferenciak esetén létezik stabil parositas.

Gale és Shapley valdéjaban a fenti tételt a K, ,, teljes paros grafra igazoltak,
azonban ezt az eredményt kiterjesztve azt is megmutattak, hogy mindig létezik
stabil b-parositas, ha b = 1 teljesiil a paros graf egyik szinosztalyan. Gale és Shap-
ley bizonyitasa a lanykérd algoritmus, ami a probléma tetszdleges bemenetéhez
hatékonyan taldl egy stabil parositast. Az algoritmus miikédése (fin-lany-hdzassdg
terminoldgidban) az aldbbi. Elészér minden fid megkéri a szdméra legszimpatiku-
sabb lany kezét. Ha minden fii mas-mas lanyt kér meg, akkor a lanykérésekbél
hézassagok lesznek, és ez stabil. Ha azonban van olyan lany, akit egynél t6bb fit
kér meg, igy az ilyen lanyok a legjobb kéréjiik kivételével minden mas kérojiiket
kikosarazzak. Ha tortént kikosarazas, igy a fiuk ismételten megkérik a legszimpa-
tikusabb olyan lany kezét, aki még nem kosarazta ki az adott fiut. EI6bb utébb
nem lesz kikosarazés: ekkor az utolsé lanykérésekbdl hazassagok lesznek, és az igy
kapott parositas az algoritmus outputja.

Gale és Shapley cikkiikben megjegyzik, hogy a targyalt eredmény kivéls ellen-
példa arra a kozkeletli vélekedésre, miszerint minden valamirevalé matematikai
levezetés Shatatlanul nehéz szdmitdsokat és/vagy kiilonféle obskurus képleteket
tartalmaz. A ldnykérd algoritmus leirdsa, ill. helyességének igazolasa példdul men-
tes mindezektol, mégis egyértelmiien egy ,tisztességes” matematikai bizonyitas.
Mindezt nem vitatva, az aldbbiakban ramutatunk az algoritmus helyességének
egy unortodox bizonyitasara. Ez egyetlen, nempéaros grafokra is érvényes, apro
megfigyelésen alapul.

1.1. LEMMA. Legyen G = (V, E) (nem feltétleniil pdros) graf minden v csticsd-
hoz megadva a =, preferenciarendezés a v-re illeszkedd élek F(v) halmazén, vala-
mint tegyiik fel, hogy e <, f teljesiil arra az e = uv élre, ami elsé az u szerinti =,
rendezés szerint. Ekkor G-ben a stabil parositdsok halmaza megegyezik a G — f

graf stabil parositasainak halmazaval.

A lemma szerint tehdt ,,ingyen” térolhetiink G-bél bizonyos éleket anélkiil, hogy
ettél akar csak egy stabil parositds is eltiinne vagy keletkezne. Paros graf esetén
ezekkel a lépésekkel el6bb-utobb oda jutunk, hogy nem lehet tovabbi élt torol-
ni, ezért mind a fiuk, mind a ldnyok mas-mas lanyt, ill. fiat szerepeltetnek a
preferenciasorrendjiik élén. Konnyen lathatd, hogy ilyenkor mind a fitik legjobb
valasztasai, mind a lanyok legjobb véalasztasai egy-egy stabil parositast hataroznak
meg az éltorlések utani grafban, igy persze az 1.1. lemma tobbszori alkalmazésa
miatt az eredeti G grafban is. S6t, az is azonnal latszik a gondolatmenetbdl, hogy a
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lanykérd algoritmus altal szolgédltatott stabil parositas fitoptimdlis, ami azt jelenti,
hogy abban minden fii a szdmaéra stabil parositasban elérheté legszimpatikusabb
lanyt kapja feleségiil. De az is kovetkezik mindebbdl, hogy ez az eljards minden
lany a szamara lehet6 legrosszabb olyan férjet szolgaltatja, aki stabil parositasban
az adott lany pérja lehet.

A fent vazolt bizonyitas minimalis médositassal igazolja a lanykérd algoritmus
b-pérositasokra torténé értelemszeri kiterjesztésének helyességét, valamint azt is,
hogy a megtalalt stabil b-parositas a fenti értelemben optimalis lesz az ajanlatokat
tevo oldal szamaéra.

Gréfelméleti médszerekkel nem nehéz a fitoptimélis parositas 1étezésének azt az
altaldnositdsat sem igazolni, amely szerint a stabil (b-)pérositdsok halét alkotnak
az aldbbiak szerint. Ha M; és Ms stabil (b-)parositdsok, és minden fid az My U Mo-
bél szabadon valasztja magénak a (b-)parositds él(eke)t, akkor az {gy vélasztott
élek ismét stabil (b-)pdrositdst alkotnak.

1.2. Kivalasztasi fiiggvények

Stabil parositasok és altalanositasaik vizsgalatakor rendkiviil hasznos segéd-
eszkoz a kivédlasztdsi fiiggvény fogalma, mely segitségével konnyen leirhaté az egyes
jatékosok preferencidja. Az aldbb leirt targyaldsmoéd unortodoxidja a determi-
néansokra alapozott felépités. TetszOleges E alaphalmaz esetén az F : 28 — 2F
leképezés

— kivdlasztdsi fiigguény, ha van olyan D : 2F — 2F leképezés, amelyre F(X) =
= X ND(X) teljesiil az F minden X részhalmazéra (az ilyen D leképezést
az F determindnsanak nevezzik), ill.

— monoton, ha F(X) C F(Y) teljesiil X CY C E esetén, valamint
— antiton, ha F(X) C F(Y) teljesiil Y C X C E esetén, végiil

— komonoton!, ha F olyan kivélasztdsi fiiggvény, aminek van antiton determi-
2

nansa”.
Vildgos, hogy F pontosan akkor kivdlasztési fiiggvény, ha F(X) C X teljesiil
minden X C FE esetén, tovabba, hogy egyazon kivalasztéasi fiiggvénynek szamos
kiilonb6z6 determindnsa létezhet, F példaul mindig determinédnsa sajat maganak.
A | tankonyvi” példa komonoton kivélasztasi fliggvényre a fiik kivalasztasi fligg-
vénye a Gale-Shapley-modellben.

LAz angol nyelvii szakirodalomban ,substitutable” tulajdonsdgnak nincs frappans magyar
neve, ezért most a komonoton kifejezést hasznéljuk, utalva arra, hogy a ki nem vélasztott elemek
altal definalt kivalasztasi fliggvény monoton.

2A komonoton tulajdonsig szokdsos definiciéja azt kivanja meg, hogy tetszéleges X C E és
e € F esetén XNF(X+e) C F(X) teljesiiljon. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha egy lehetdség
nem érdekel benniinket, akkor a valaszték béviilésétél ugyanez a lehetéség nem valik értékessé.
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1.1. Példa. Legyen G = (V, E) véges pdros graf, melynek szinosztalyait a fitk
F, ill. lanyok L halmaza alkotja, és tartozzék minden v € V cstcshoz egy =<,
linedris rendezés a v-re illeszkedd élek E(v) halmazédn. Ekkor tetsz6leges X C F
élhalmazbdl a fitk altal kivalasztott élek Fp(X) halmaza nem mds, mint azon
X-beli e = fl élek halmaza, amelyre e az f fid szdmara a legjobb él X-ben a <y
rendezés szerint.

Az 1.1. példaban szerepl6 kivélasztési fiiggvény egy konnyen ldthatéan antiton
determindnsa példéul a Dp(X) = U,crNeexnpw) Pr(v.€) leképezés, ahol
e € E(v) esetén Dp(v,e) := {¢’ € E(v) : ¢ <, e} azon élek halmaza, amelyek
v szamara a =, preferencia szerint jobbak e-nél. A fenti példabelihez hasonléan
definialhaté a lanyok Fp kivalasztasi fiiggvénye és az ahhoz tartozé Dy determi-
nans.

1.1. Megfigyelés. Az S C E pontosan akkor stabil parositds a G = (V, E)
paros grafban, ha vannak olyan X,Y C E élhalmazok, amelyekre Dp(X) =Y é
DL(Y) = X teljesiil.

Kivalasztési fiiggvényeknek a mi szempontunkbdl alapvetd fontossdgu tulajdonsé-

gai az aldbbiak. Az F : 2F — 2F kivdlasztasi fiiggvény

— IRC tulajdonsagi, ha tetszileges F(X) C Y C X esetén F(X) = F(Y)
teljesiil,

— dtfiggetlen, ha X, Y C E= F(XUY)=F(XUF(Y)),
— névekedd, ha X CY esetén |F(X)| < |F(Y)| all.

1.2. Megfigyelés. Legyen E véges halmaz és F : 2F — 2F komonoton kiva-
lasztdsi fiiggvény. Ekkor F pontosan akkor IRC tulajdonsdgu, ha F utfiiggetlen.
Tovébbé, ha F névekedd, akkor F tfiiggetelen (és {gy IRC tulajdonsdgi) is egy-
uttal.

1.2. LEMMA. (Fleiner, Janké [16]) Legyen E véges halmaz és F : 28 — 2F
komonoton kivalasztdsi fiiggvény. Ekkor F pontosan akkor ttfiiggetlen, ha F-nek
létezik olyan D antiton determinansa, amelyre

D(X) =D(F (X)) teljesiil tetszbleges X C E esetén. (1)
1.3. Tarski fixponttétele és a Gale—Shapley-algoritmus

Az (L, <) részbenrendezett halmazt (avagy posetet) haldnak nevezziik, ha bér-
mely x,y € L elemnek van egy x A y-nal jelolt legnagyobb alsé, és egy x V y-nal
jelolt legkisebb fels6 korlatja. Ha a részbenrendezés vildgos a szovegkornyezetbél,
akkor a beszélhetiink L halérél. Az L haloé akkor teljes, ha tetszbleges X C L
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halmaznak van egy A X-szel jelolt legnagyobb alsé és egy \/ X-szel jelolt legkisebb
fels6 korlatja. Teljes halo esetén 0, ill. 1 jeloli a héls legkisebb és legnagyobb ele-
mét, azaz 0 = A\ L, ill. 1 = \/ L. Vildgos, hogy minden véges halé teljes, dm ez
forditva nem igaz, pl. az egész szamok véges részhalmazai ugyan hélét alkotnak
a tartalmazkodasra, de ennek a halmaznak nincs legnagyobb eleme, igy ez a hélé
nem teljes. Az el6z8, 1.2. részben definidlt fogalmak minden tovabbi nélkiil defini-
alhatok héldkon azzal, hogy a C relacié a halé < rendezésének, a N és U miiveletek
pedig a A és V hélémiiveleteknek felelnek meg. Teljes halokrdl szol Tarski aldbbi
fixponttétele.

1.2. TETEL. (Tarski [39]) Ha (L, <) teljes hdld, és F : L — L monoton leké-
pezés, akkor F fixpontjainak halmaza nem tires, tovabba F fixpontjainak halmaza
teljes halét alkot a < rendezésre nézve.

Megemlitjiik, hogy a szdmunkra legfontosabb (L,=) = (2F,C) esetre az
1.2. tételt Knaster és Tarski bizonyitottdk [27]. Ugyancsak érdemes megfigyel-
ni, hogy véges L halé esetén a legkisebb fixpont megkaphatd, mint a 0 < F(0) <
=< F(F(0)) < ... lanc legnagyobb eleme. (Hasonléan, a legnagyobb fixpont az
1> FQ1) = F(F(1)) = ... lanc legkisebb eleme.) Tarski az 1.2. tétel alkalmazasat
végtelen haldkon kiilonféle kozépértéktételek levezetésével illusztralta. A mésik
jol ismert alkalmazds, a Cantor—Bernstein-tétel bizonyitdsa szintén végtelen ha-
16k segitségével torténik. Azonban az 1.2. tételnek mar véges halokon is izgalmas
kovetkezményei vannak.

1.1. KOVETKEZMENY. ([10]) Ha F,G : 2F — 2F komonoton kivalasztési fiigg-
vények, akkor taldlhaték az E-nek olyan X,Y részhalmazai, melyre Y = Dz(X) és
X =Dg(Y) teljesiil, ahol D, ill. Dg az F, ill. a G egy-egy antiton determindnsa.
Tovébbd az ilyen tulajdondsgi (X,Y) pdrok hdlét alkotnak a < rendezésre, ahol
(X17Y1) j (XQ,YQ), ha X1 g X2 és Y2 Q Yl.

Az 1.1. kovetkezmény motivilja az aldbbi definiciét.

1.1. Definicié. Legyenek F,G : 2P — 2F komonoton kivélasztési fiiggvé-
nyek. Az FE alaphalmaz K részhalmazdt FG-kernelnek nevezziik, ha léteznek
olyan X,Y C E halmazok, valamint az F és a G-nek olyan Dr és Dg antiton
determinénsai, amelyekre

K=XnNY,Y=Dx(X)é X =Dg(Y) (2)
teljesiil.

Az 1.1. definiciéban szerepld antiton determindnsok bar altaldban sokféleképp
valaszthatdk, utfiiggetlen kivalasztasi fiiggvények esetén nem jatszanak lényeges
szerepet a definiciéban. Ezt mutatja az alabbi lemma.

1.3. LEMMA. ([10]) Legyenek F,G : 2F — 2F iitfiiggetlen és komonoton kiva-
lasztdsi fiiggvények, K egy FG-kernel, Dy és Dg pedig az F és G tetszlleges,
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az (1) tulajdonsédggal rendelkezé antiton determindnsai. Ekkor léteznek olyan X, Y
részhalmazai E-nek, amelyre (2) teljesil.

Az 1.2. és az 1.3. lemmék miatt utfiiggetlen kivélasztési fiiggvényekre az 1.1.
kovetkezmény megfogalmazhaté a determindnstdl fiiggetlen médon az aldbbiak
szerint.

1.2. KOVETKEZMENY. ([10]) Ha F,G : 2F — 2F itfiiggetlen, komonoton kiva-
lasztdsi fiiggvények, akkor létezik FG-kernel, tovabba az FG-kernelek halét alkot-
nak arra a <z részbenrendezésre, amire X <z Y pontosan akkor teljesiil, ha
F(X UY) = X. Rdaddsul az FG-kerneleken a <z részbenrendezés pontosan a
forditottja a =g részbenrendezésnek.

Ha a fentieken til az F és G kivalasztasi fiiggvények novekeddk is, akkor tetszo-
leges K1, Ko FG-kernelek esetén K1V Ky := F(K1UK>) és K1 AKy := G(K1UK>)
szintén FG-kernelek, tovabba

X(K1) 4+ x(K2) = x(K1 V Ka) + x (K1 A K3) (3)
teljesiil ezen kernelek karakterisztikus fiiggvényeire.

Mlusztracidként alljon itt egy példa az 1.2. kovetkezmény kernel 1étezésérol szold
részének alkalmazaséra.

1.2. Példa. (Kiirschdk Jézsef Matematikai Tanuldverseny, 2007, 3. feladat)
Legyen H a sik rdcspontjainak tetszoleges véges halmaza. Ekkor H-nak bizonyosan
létezik olyan K részhalmaza, melyre az alabbi tulajdonsdgok teljesiilnek:

1. a sik barmely tengelyparhuzamos (azaz fiigg6leges vagy vizszintes) egyenese
K-t legfeljebb 2 pontban metszi,

2. H\ K barmely pontja rajta van egy K-beli végpontokkal rendelkezd, tengely-
parhuzamos szakaszon.

Az 1.1. megfigyelésbol és az 1.1. kbvetkezménybdl azonnal adddik Gale és Sha-
pely 1.1. tétele. Ennél azonban tobb is latszik. Az 1.1. megfigyelés miatt a stabil
parositasok megegyeznek az FG-kernelekkel, amelyek pedig egy monoton leképe-
zés fixpontjaival azonosak. Az 1.2. tétel miatt a fixpontok teljes halét alkotnak,
igy van a fixpontok kozott legkisebb és legnagyobb is. Innen koézvetleniil adédik,
hogy a stabil parositdsok kozott van fidoptimalis (amelyben minden fit a legjobb
olyan partnert kapja, amelyet stabil parositdsban megkaphat, és egyuttal minden
lany a lehetséges legrosszabb stabil partnerével van parositva), és lanyoptimdlis is
(amely szerepcserével definidlhatd). Az is kideriil, hogy a Gale-Shapley-algoritmus
tekinthetd az imént emlitett monoton fiiggvény iterdcidjanak (ami — mint lattuk —
a legkisebb, ill. legnagyobb fixpontot taldlja meg). Blair halétulajdonsdgrél szélé
eredményét sem nehéz igazolni az 1.2. kovetkezmény felhasznaldsaval.
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1.3. TETEL. (Blair [7]) Legyen G = (V,E) egy F és L szinosztdlyokkal ren-
delkez8 paros graf, és legyen F, : 2F() — 2E() JRC tulajdonségii, komonoton
kivdlasztasi fiiggvény minden v € V csiicsra. Legyen

FX) = {F(XNE®W) :veF}, éG(X) = {F(XNEw):veL}.

Ekkor az FG-kernelek (teljes) hdlot alkotnak a <p részbenrendezésre nézve, ahol
X =<r Y pontosan akkor teljesiil, ha F(X NY) = X.

2. Kernel-tipusi eredmények

A bevezetésben leirt fixpont-alapi megkozelités segitségével szamos kordbbi
eredményt kiterjeszthetiink, ill. dltaldnosithatunk. A P = (E,<;) és P, = (F,<3)
véges posetek K kozos antilancat PjPs-kernelnek mondjuk, ha barmely e € FE
elemre van olyan k € K elem, amelyre e <; k vagy e <, k teljesiil. Sands Sauer és
Woodrow [37] eredményébdl kinnyen levezethetd az aldbbi tétel elsd része. (Igaz
tovabba az is, hogy a Sands—Sauer—Woodrow-tétel levezetheté a 2.1. tétel elsé
részébol.)

2.1. TETEL. ([10]) Tetszdleges Py = (E,<1) és P = (F, <) véges posetek
esetén létezik Py Py-kernel. Tovabba, a Py Py-kernelek halot alkotnak a < rende-
zésre nézve, ahol A <; A’ pontosan akkor teljesiil két Pi-beli antildncra, ha A
minden elemének van A’-beli felsé korlatja.

A 2.1. tétel azon mulik, hogy a részhalmazhoz annak maximumait rendeld
leképezés komonoton utfiiggetlen kivalasztasi fliggvény. A 2.1. tétel elsé részét
illusztralja az alabbi példa.

2.1. Példa. (Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuldverseny, 2016, 2. feladat)
A pozitiv egész szamok tetszbleges véges A halmazanak van olyan B részhalmaza,
amelyre fenndll az alabbi két feltétel.

— Ha by és by a B kiilonb6z6 elemei, akkor sem by és by, sem pedig b1 + 1 és
b 4+ 1 nem egymads tobbszorosei, tovabba

— az A halmaz tetszéleges a eleméhez van B-nek olyan b eleme, amelyre a
osztéja b-nek, vagy (b+ 1) osztéja (a + 1)-nek.

Aharoni, Berger és Gorelik igazoltdk a 2.1. tétel egy sulyozott valtozatét [2],
melynek kimonddsdhoz néhény definiciéra van sziikség. Legyen P = (V, <) véges
poset, w : V — N egy igényfiiggvény, f : V — N pedig egy sulyfliggvény. Tetszo-
leges v € V esetén legyen fI(v) = max{f(c1)+ f(co) +...:v =11 <cy < ...}
a v-bdl indulé ldncok sszstlydnak maximuma. A fenti f silyfiiggvény (<, w)-
fiiggetlen, ha
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— barmely ¢; < c2 < ... < ¢ ldnc esetén Zle flei) <max{w(c;):1<i<k}
teljesiil, és

— barmely v € V esetén f(cy) - f; (v) < f(e1) - w(ep) all fenn.

(Az els6 feltétel azt jelenti, hogy egyetlen ldnc 6sszsilya sem haladja meg a lanc
elemeinek maximaélis igényét, mig a méasodik szerint pozitiv silyt c¢; elembdl induléd
lanc 6sszsulya nem haladhatja meg c¢; igényét.) Konnyen lathatd, hogy az (<, 1)-
fliggetlen sulyfiiggvények pontosan az antilancok karakterisztikus vektorai.

A fenti f sulyfiiggvény w-domindlja a P poset c; elemét, ha létezik olyan
€1 < ¢ < ...< ¢ ldnc, amelyre w(cy) < Ele f(c;) teljesiil, azaz van olyan c¢;-
bél indulé lanc, melynek 6sszsilya eléri ¢; igényét. Legyenek most P = (V, <y) és
Py, = (V,<3) a V kozos alaphalmazon két véges poset, és legyen wy,wq : V. — N
két igényfiiggvény. E posetek (wq,ws)-kernelén olyan f : V — N silyfiiggvényt
értiink, amely egyszerre (<1, w;)-fiiggetlen és (<o, ws)-fiiggetlen, valamintf a V'
alaphalmaz minden v elemét Pj-ben wi-domindlja, vagy Ps-ben ws-domindlja.
Erdemes megfigyelni, hogy az (1,1)-kernel épp a korabban definidlt kernellel esik
egybe. Immar kimondhatjuk a korabbban emlitett silyozott kernelekrdl szdlo
tételt.

2.2. TETEL. (Aharoni, Berger, Gorelik [2]) Legyenek P, = (V,<;) és P =
= (V, <3) véges posetek, és legyen w : V — N egy igényfiiggvény. Ekkor e pose-
teknek létezik (w, w)-kernele.

Az 1.2. tétel az 1.1. kovetkezményének haldkra torténo kiterjesztésével és alkal-
mas halok megfelel6 kivalasztasi fiiggvényeit definidlva a 2.2. tétel dltalanosithatd
az aldbbiak szerint.

2.3. TETEL. (Fleiner, Janké [16]) Legyenek Py = (V,<y) és Py = (V,<s)
véges posetek, és legyen wy : V. — N és wy : V. — N igényfiiggvények. Ekkor
e poseteknek létezik (wy,ws)-kernele, tovabbd a (wy,ws)-kernelek haldt alkot-
nak a sulyfiiggvények azon =i részbenrendezésére, amelyre f <y g akkor all, ha

f;l Sg;f

Részbenrendezéseken kiviil més struktirakon is igazolhatok kernel tipusi ered-
mények. Legyenek My = (E,Z;) és My = (E,Zs) matroidok, valamint <; és <y
a kozos E alaphalmazuk linedris rendezései. E két matroid kozos K fiiggetlenjét
My Ms-kernelnek nevezziik, ha tetszéleges e € E'\ K elemhez valamely i € {1,2}-
re 1étezik az M; matroidnak olyan C kore, amelyre C C K U {e} és ¢ <; e teljesiil
minden ¢ € C — e-re.

2.4. TETEL. ([10]) Tetszbleges My = (E,I;) és My = (F,Zs) matroidok ese-
tén létezik My My-kernel. Ha Ky, Ko C E MjMs-kernelek, akkor a K1 U Ko
halmazbdl a <; szerint M;-n futtatott mohé algoritmus i = 1,2 esetén M1 Ms-
kernelt valaszt ki. E két operdcio meghatarozta miiveletek az M Ms-kernelek
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halmazdn olyan hdldt definidlnak, amelyben érvényes a (3) tulajdonsdg, tovdbbd
tetszéleges K1, Ko MiMay-kernelekre fenndll, hogy spana, K1 = span, Ko, és
spanp, K1 = span g, Ka.

A 2.4. tétel kulcsa az 1.2. kovetkezmény mellett az, hogy a matroid részhalma-
zan futtatott mohd algoritmussal meghatarozott kivalasztasi fiiggvény egyszerre
komonoton és novekedo.

3. Kernelek strukturaja

Ebben a részben kiilonféle FG-kerneleknek struktirdjat vizsgaljuk. Az 1.2. ko-
vetkezmény masodik részének a héldtulajdonsagon tul egy mésik kévetkezménye
az, hogy FG-kernelek hatékonyan kikeresztezhetok.

3.1. TETEL. ([10]) Legyenek F,G : 28 — 2F novekedé, iitfiiggetlen és komo-
noton kivalasztasi fiiggvények, és legyenek K1, Ko, ..., K,, tetszoleges FG-kernelek.
Ekkor létezik FG-kernelek egy K' <5 K? =<z ... <z K™ ldnca, amelyre
teljesiil, hogy >, x(K;) = Z:n 1 X(Ki), tovdbbd, hogy 1 < j < m-re

Ki = F(supp(>it, x(K;) — ZHX )

Stabil b-parositasok esetén a 3.1. tétel kiilondsen egyszert alakot 6lt, A&m ehhez
hasznos ismerni a Roth—Sotomayor-féle dsszehasonlitdsi tételnek (Comparability
Theorem) [34] Baiou és Balinski dltal adott aldbbi dltaldnositasat.

3.2. TETEL. (Baiou és Balinski [4]) Legyen G = (V, E) pdros graf, minden v
csucsra legyen <, linedris rendezés a v-re illeszked§ élek E(V') halmazdn, valamint
legyen b: V. — N. Ha S és Sy stabil b-parositasok és v € V, akkor az alabbi két
lehetéség valamelyike all fenn.

~ S1(v) = S1(v) vagy

— |S1(v)| = |S2(v)| = b(v) és Si(v) U Sz2(v) halmaz <, szerint legjobb b(v)
eleme vagy Si(v) vagy Sa(v).

A 3.2. tétel egy kovetkezménye, hogy barhogy is adunk meg k db stabil
b-pérositast és egy v csucsot, a b-parositasok v-re illeszkedd élhalmazain v-nek
linedris rendezése van. Stabil b-parositasokra tehdt az aldbbi &llitds szerint érvé-
nyes, hogy ha egy paros graf k megadott stabil b-parositdsabdl az egyik szinosz-
talyabol mindenki a szamara i-edik legjobb hozzarendelést vélasztja, akkor stabil
b-parositast kapunk.

3.3. TETEL. ([9]) Legyen G = (V, E) egy B és G szinosztalyokkal rendelkezb
paros graf, minden v csucsra legyen =, linedris rendezés a v-re illeszkeds élek
E(V) halmazén, valamint legyen b : V. — N. Legyenek Si,Ss,...,S) stabil
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b-pérositasok, és legyen 1 < i < k. Jelslje az S1(v), S2(v),...,Sk(v) élhalma-
zok =, szerinti sorrendjét S1(v), S%(v),...,S*(v). Ekkor S := |J{S(v) : v € B}
stabil b-parositas.

A fenti 3.3. tételt stabil parositdasok esetére Teo és Sethuraman linedris prog-
ramozdsi eszkozok felhasznédlasaval igazoltdk [40], majd Klaus és Klijn (4llitasuk
szerint a 3.3. tételt nem ismerve) adtak a miénkhez nagyon hasonlé révid bizonyi-
tast egy speciélis esetben [26].

Stabil b-parositdsoknak van egy kevésbé ismert, dm rendkiviil hasznos, un.
splitting tulajdonsaga, ami példaul a stabil b-parositds poliéder linedris leirasahoz
jon kapéra.

3.4. TETEL. ([11]) Legyen a G = (V, E) véges graf minden v csticsdéhoz meg-
adva egy =, linedris rendezés a v-re illeszked$ élek E(V') halmazédn, valamint
legyen b : V. — N. Ekkor minden v € V cstcsra létezik egy olyan E(v) =
= Ei1(v) U... U Ey)(v) particid, melyre |E;(v) N S| < 1 teljesiil tetszéleges S
stabil b-pdrositdsra, v csticsra és 1 < i < b(v) indexre.

A 3.4. tételbdl igazolhatd, hogy tetszéleges cstucspreferencidkkal és csicskorlé-
tokkal elladtott G grafhoz 1étezik egy olyan G’ gréf, amelybdl G megkaphaté bizo-
nyos csticshalmazok sszeolvasztdsdval, és G minden stabil b-pérositdsa a G’ egy
stabil parositdsnak felel meg. Bar e G’ graf hatékonyan el6édllithaté G, a <, pre-
ferenciak és a b csucskorlatok ismeretében, ez a megfigyelés sajnos nem alkalmas
arra, hogy a stabil b-péarositas keresését stabil parositas keresésére vezessiik vissza.
Nem igaz ugyanis, hogy G’ minden stabil pdrositdsa G egy stabil b-parositdsabdl
adodik.

4. Alkalmazasok

Ebben a részben a stabil parositasokrdl szold, ismert és kevésbé ismert tételek
néhany alkalmazédsat mutatjuk be. Viszonylag konnyen lathatd, hogy a Tarski-féle
fixponttétel egyik sztenderd alkalmazasa, a Cantor-Bernstein-tétel levezethet6 a
(szintén a Tarski-féle fixponttétellel bizonyithatd) stabil parositas tétel végtelen
valtozatabdl. Mivel a Cantor—Bernstein-tétel tekintheté a Mendelsohn—Dulmage-
tétel végtelen valtozatanak, nem meglepd, hogy ez utébbi is igazolhatd stabil
parositasokkal. A Mendelsohn—Dulmage-tétel matroidos altalanositdsa, a Kundu—
Lawler-tétel pedig konnyen bizonyithaté a matroidkernelekre vonatkozd 2.4. té-
telbol. Kordbban emlitettiik, hogy az alabbi, grafkernelekrdl szdélé eredmény is
levezethetd Tarski-féle fixponttétel segitségével.

4.1. TETEL. (Sands, Saurer és Woodrow [37]) Ha E) és Es két hurokélt nem
tartalmazo irdnyitott élhalmaz a V' ponthalmazon, akkor létezik a V pontjainak
olyan U részhalmaza, melyre teljesiil az alabbi két tulajdonsag.
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— Két kiilonbozé U-beli cstics kozott nem vezet sem FEi-beli, sem Es-beli tt,
illetve

— bdrmely v € V' \ U csticsbdl vezet U-beli csiicsba E1-beli vagy Fs-beli tit.

A Gale-Shapley-tétel egy talan kevésbé kézenfekv alkalmazdsa Pym aldbbi
linking tételének bizonyitasa.

4.2. TETEL. (Pym [31]) Legyen a D = (V, E) digrdfban P és Q pontdiszjunkt
iranyitott utak egy-egy halmaza. Ekkor létezik pontdiszjukt iranyitott utak egy
R halmaza 1gy, hogy

— minden P-beli it kiindulépontjabdl indul R-beli 1it, és minden R-beli it
kiindulépontja kiindulépontja egy P-beli vagy Q-beli titnak, és

— minden Q-beli 1t végpontjaban végzidik R-beli tt, és minden R-beli 1t
végpontja végpontja egy P-beli vagy Q-beli iitnak, valamint

— minden R-beli tit egy P-beli it (esetleg iires) kezddszeletének és egy Q-beli
ut (esetleg iires) végszeletének dsszefiizésével jon létre.

Stabil parositasok egyik legismertebb alkalmazasa Galvinnak a Dinitz-sejtésre
adott bizonyitdsa [19], mely a ,Proofs from the book” cim{ kényvben is megjelent.
Galvin mddszere az aldbbi médon terjeszthetd ki nem paros grafokra.

4.3. TETEL. ([13]) Legyen G = (V, E) gréf, ¢: E — {1,2,...,k} pedig G egy
k élszinezése. Legyen adott minden e € E élhez egy k méretii L(e) szinlista. Ha
G egyetlen pdratlan korének éleihez tartozo szinlistaknak sincs k6zos eleme, akkor
van G-nek olyan [ élszinezése, amelyre minden élt a sajat listajabol szineziink, azaz
l(e) € L(e) teljesiil G minden e élére.

Létezik Galvin tételének és a péros grafok egyenletes szinezésérol szolo tételnek
is egy kozos dltalanositasa.

4.4. TETEL. ([15]) Legyen G = (V, E) pédros graf, ¢ : E — {1,2,...,k} pedig
G éleinek egy tetszlleges szinezése k szinnel. Adott tovabbd minden e € E élhez
egy k méretii L(e) szinlista. Ekkor taldlhaté G minden e éléhez egy l(e) € L(e)
szin 1ugy, hogy az | szinezés az alabbi értelemben jobb legyen a c szinezésnél. A G
barmely v csticsdra és barmely ni,na,...,n; szinre léteznek my, mo, ..., m; szinek
valamely j < i-re dgy, hogy a v-bll a c szinezés szerint legalabb annyi él kapja
meg az my, ..., m; szinek valamelyikét, mint ahdny v-bdl indulé él az | szinezés
szerint az nq,...,n; szinek valemelyikét kapja.

A matroidkerneleknek egy gyakorlati szempontbdl is érdekes alkalmazdsaval
zérjuk ezt a részt. Ehhez definidljuk a 2LCSM-problémaét (a rovidités a szakiroda-
lomban haszndlt ,,2-sided laminar classified stable matching” megnevezésre utal).
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Legyen G = (V, E) péaros graf, melynek minden v cstcsdhoz adott egy =, line-
aris rendezés E(v)-n, egy C, lamindris halmazrendszer E(v)-n, valamint minden
C € C, halmazra az [(C) < u(C) alsé és fels6 korlatok. A G éleinek M részhal-
maza akkor lu-pdrositds, ha I(C) < |[M N C| < u(C) teljesiil minden v csticsra és
C € C, halmazra. Az M lu-pérositds akkor lu-domindlja az e € E\ M élt, ha
van e-nek olyan v végpontja és olyan C' € C, halmaz, amelyre |[M N C| = u(C)
és m =, e teljesiil minden m € M N C esetén. Az M lu-pérositds pedig akkor
lu-stabil, ha minden E \ M-beli élt lu-domindl. A 2LCSM-probléma pedig az
lu-stabil parositas 1étezésének eldontése. Ezzel a megkozelitéssel dltaldnosithatjuk
a Huang altal bevezetett LCSM-problémat [22], melynek motivacidja az egyetemi
felvételi probléma egy, a gyakorlatot jobban kozelitd leirdsa: szemben ugyanis a
stabil b-pédrositas problémaéaval, a jelen modell kezelni tudja az olyasfajta feltételt
is, amely szerint az egyes egyetemi szakok csak bizonyos minimalis 1étszam eléré-
sekor indulhatnak el, ill. bizonyos egyetemi szakok (a sajat egyéni kvétdjukon til)
kozos kvotaval is rendelkeznek. A 2LCSM-probléma egy lehetséges megolddsa az
alabbi eredmény alapjan torténhet.

4.5. TETEL. (Fleiner, Kamiyama [17]) A G = (V, E) grdfon megadott 2LCSM-
problémahoz polinom idében konstrualhatok az M,y és My matroidok azzal a
tulajdonsaggal, hogy ha létezik lu-stabil parositas, akkor az lu-stabil parositasok
halmaza megegyezik az M Maso-kernelek halmazaval. Igaz tovabba, hogy egy M
M1 Ma-kernel pontosan akkor lu-stabil parositas, ha M lu-pdrositas.

A 4.5. tétel szerint tehdat elegendd egyetlen M M Mso-kernelt taldlni: ha M
lu-pérositas, akkor kész vagyunk, hisz M lu-stabil, ha pedig M nem lu-parositas,
akkor egyaltalan nem létezik lu-stabil parosités.

5. Stabil parositas poliéderek

Természetes kérdés a stabil parositas és a maximélis sulyt pérositas keresé-
sének az az Otvozete, amelyben adott élstlyozas mellett kell a stabil parositasok
halmazabdl egy maximalis stulytt keresni. Egy természetesen kindlkozé it a stabil
parositasok karakterisztikus vektorai feszitette politépon torténé optimalizalds, és
ehhez ennek a politopnak egy jo karakterizacidjara, tipikusan egy linearis leira-
sdra van sziikség. Az els§ 1épést Vande Vate tette meg azzal, hogy teljes paros
graf esetén megadott egy ilyen lefrdst [41]. Ezt kovette Rothblum, aki tetszéleges
péros grafra adott karakterizéciét [36], majd Baiou és Balinski adtdk meg péros
graf esetén a stabil b-parositds politép exponencidlisan sok feltételt tartalmazo
lefrasdt abban az esetben, amikoris a b korlat az egyik szinosztdlyon azonosan
1-gyel egyenld [5].

Az FG-kernelek héléstrukturajanak ismeretében azonban az el6bbieknél sokkal
altaldnosabb esetekben (példdul matroidkernelek esetében) is megadhaté linedris
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karakterizacié, mégpedig Hoffman halopoliéderekre igazolt tételeinek segitségével
[21]. Néhany jelolésre lesz szitkségiink. F,G : 2F — 2F kivdlasstési fiiggvények
esetén jelolje Krg az FG-kernelek halmazdt, ill.
Prg := conv{x(K): K € Krg},
Prg' := Prg +RY,
Prg* = (Prg + RY) NRY,
Arg ={ACE:|ANK|<1 VK € Kzgg},
Brg :={BCE:|BNK|>1 VK € Kgzgg}

rendre az FG-kernel politépot, annak felszdlld burkat, a pozitiv ortdnsban alatta
levé részt, az FG-kernelek antiblokkold, valamint blokkolé halmazait. Egy = € RF
vektor és Z C F esetén alkalmazzuk az

(Z) = Z{x(z) iz €7}
jelolést. Ennek segitségével ki tudjuk mondani az aldbbi eredményt.
5.1. TETEL. ([10]) Ha F,G : 2F — 2F névekedd és komonoton kivélasztdsi
fiiggvények, akkor
Prg' ={zeRF:2>0, Z(B)>1 VBeBrg},
Prgt={zecRF:2>0, Z(A) <1 VAecArg, z(e)=0 Vec E\UIC]—'Q},
Png{Z‘ERE:IZO, T(B)>1 VBeBrg, z(A)<1 VAecArg}.

Az 5.1. tételben szereplo linedris feltételek egy elonye, hogy a megfeleld linedris
programozasi problémaban fellépé matrixokban csak 0 és 1 szerepel. Hatranyuk
azonban, hogy a linearis feltételek implicitek, és akar exponencialisan sok is lehet
bel6liik. Mindazonaltal a szeparaciés probléma kénnyen megoldhaté, igy sztenderd
technikdk alkalmazhatdk az adott poliédereken torténé optimalizdciora. Stabil
b-pérositasok esetén azonban a 3.4. tétel segitségével joval konkrétabban megad-
hatdk a politopot leiré blokkerek és antiblokkerek.

5.2. TETEL. ([11]) Legyen G = (V, E) pdros graf, minden v csticsra legyen =<,
linedris rendezés E(v)-n, valamint legyen b : V. — N. Jelélje P(G,b) a G-beli stabil
b-pdrositasok karakterisztikus vektorainak konvex burkat, valamint 1 < ¢ < b(v)
esetén E;(v) jelolje az E(v) a 3.4. tétel szerinti részhalmazdt. Ekkor

P(G,b) ={zeRF : 2 >0,
T(Ei(v)) <1 VYoeV, V1<i<b(v),
(P ;(uww)) > 1 Yuw € E V1 <i<b(u), V1<j<b)},

ahol ®; j(uwv) = {uv} U{uv" € E;(u) : uv’ <, uv} U{u'v € E;(v) : u'v <, uv} .
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6. Konkluzié

Jelen munka attekintést adott a stabil parositasokkal és altalanositasaikkal kap-

csolatos néhany problémarol és alkalmazasrol. Ramutattunk arra, hogy szdmos
korabbrol ismert jelenség jol magyarazhato, ill. altalanosithaté kivalasztasi fiigg-
vények bevezetésével és Knaster és Tarski fixponttételének segitségével.
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WHAT ARE STABLE MATCHINGS GOOD FOR?
(STABLE MATCHINGS AND THEIR APPLICATIONS)

TAMAS FLEINER

The notion of a stable matching have been introduced by Gale and Shapley in 1962. The
notion turned out to be extremely succesful not only for its applicability to two-sided market
economies but also because the approach based on (generalized) stable matchings led to success
in case of several theoretical problems. The present work demonstrates how the existence and
structure of stable matchings are related to a fixed point theorem by Knaster and Tarski and
what kind of sometimes surprising applications are implied by the hence obtained results. This
work is based on the invited talk given on the 23rd Hungarian Operations Research Conference
organized in 2017 at Cegléd.
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EROSEN POLINOMIALIS PIVOT ALGORITMUSOK A MAXIMALIS
FOLYAM FELADATRA

ILLES TIBOR, MOLNAR-SZIPAI RICHARD

Prékopa Andrds és Klafszky Emil munkdssdga elbtt tisztelegue

A dolgozatban bemutatjuk a maximalis folyam feladat javitéutas algorit-
musaitdl eredeztethetd cimkézéses technika felhasznalasat és tovabbfejlesz-
tését a feladat kiilonboz6 polinomidlis pivot algoritmus varidnsainak létreho-
zéséara. Egységes rendszerben targyaljuk a 90-es évek primél és dudl szimp-
lex algoritmusait [6, 27] és az MBU-algoritmus varidnsait [33, 34, 40], kiilén
hangsulyt fektetve a gyakorlati feladatok modellezése sordn gyakran eléfor-
dulé nem nulla alsé korlatok kezelésére. Az algoritmusokat mozdony hozza-
rendelési feladatokon végzett szamitasokon hasonlitjuk dssze.

1. Bevezetd

A hélézati folyam modell egy felettébb népszerii optimalizalasi modell, készon-
hetéen annak, hogy intuitiv, mégis a gyakorlatban széles korben alkalmazhato.
Ennek megfeleléen rendkiviil sok publikacié foglalkozik vele, szamtalan jobbnal
jobb algoritmust javasolva, mind elméleti, mind gyakorlati hatékonysagukat
tekintve.

A halbzati folyam természetes modellje olyan problémaknak, ahol egy rend-
szerben anyag dramlik bizonyos keletkezési helyektol bizonyos felhasznalasi helyek
felé. Az el6bbi helyeket forrasoknak, az utébbiakat nyelcknek nevezziik. Anyag
alatt sokféle dolgot érthetiink: lehet sz6 csOvezetékben aramléd folyadékrol, utcé-
kon mozgé jarmilvekrdl, vagy szamitogépes hédldzaton kozvetitett informéciordl.
A hélézat egyes csomopontjai kozott az anyag szallitdsdra alkalmas médiumok
vannak (cs6, utca, kdbel). Ezek a legegyszertibb modellben egyirdnyd dramlast
engednek meg, és rendelkeznek egy kapacitassal, amit az idGegység alatt atvihe-
t6 maximélis anyag mennyiségének tekinthetiink. Folyamnak nevezziik az anyag
aramlasdnak egy olyan leirdsat, ami eleget tesz ezen kapacitasoknak, és a for-
rasoktol és nyel6ktol kiilonbozo csomdépontokon csak ataramlds torténik, illetve
megfelelnek a forrasokbdl kifoly6 és nyelékbe befolyé mennyiségekre tett esetleges
egyéb korlatoknak.
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Egy specidlis halézati folyam feladat a maximalis folyam feladat, ahol a halézat
egy forrast és egy nyel6t tartalmaz, és szeretnénk meghatarozni a forrasbdl a nye-
16be elszallithaté maximalis mennyiséget, vagyis valamilyen értelemben az egész
halézat ,kapacitdsat” (tobb forrds és tobb nyels esetén a kapacitéds keresése szintén
visszavezethetd erre a problémadra). Megjegyezziik, hogy a fenti példdkban a ,nulla
folyam”, vagyis amikor semmi sem torténik a halézatban, egy megengedett folyam,
de bonyolultabb modellek esetén mar megengedett folyam keresése sem trivialis.

Az egyik elsd hdldzati folyam feladatot Tolstoi frta fel 1930-ban [51], aki egy
szallitasi terv optimalizaldsdra javasolt egy moddszert. Ez lényegében a negativ
salyu korok kikiiszobolésére jott ra. Logisztikai jellegu feladatok modellezésére
napjainkban is hasznalunk halézati folyam modelleket, ilyen példaul a tehervon-
tatds optimalizdldsa [7, 32, 44], avagy a buszkozlekedésé [5]. A hélézati folyam
modell tulajdonsagaival, algoritmusaival és alkalmazédsaival tobb, nagyobb 1éleg-
zetvételll mii is foglalkozik: [2, 20, 31, 37, 38, 45].

A fejezet hatralevd részében roviden osszefoglaljuk a javitoutas algoritmusokat,
illetve kitekintiink egyéb hatékony algoritmusokra. A 2. fejezetben ismertetjiik a
primal, illetve dudl szimplex algoritmust maximélis folyam feladaton, illetve ezek
polinomidlis valtozatait. A 3. fejezetben foglalkozunk a nem nulla alsé korlatok
esetén felmeriilé6 problémakkal, bemutatjuk az els6 fazis feladatot, illetve a fizi-
bilitasi MBU-algoritmust, mint primél indulé megoldast el6allité algoritmusokat.
A 4. és 5. fejezetben ismertetjiik a primadl, illetve dual MBU-algoritmust, és az ezek
polinomialitasdnak beldtasdhoz sziikséges technikdkat. A 6. fejezetben a mozdony
hozzarendelési feladaton 6sszehasonlitjuk az ismertetett algoritmusokat.

1.1. Javitéutas algoritmusok

Az egyik alkalmazési teriilet természetesen a tényleges halézatok kapacitasanak
vizsgdlata. A probléméval foglalkozé egyik elsd cikkben [17] Ford és Fulkerson
motivaciéként egy, a szovjet vasuthalézat kapacitdsanak felmérésével foglalkozd
jelentést nevez meg [28], mely jelentés egyébként 1999-ig titkos volt [46].

A matematikailag szabatos megfogalmazéshoz tekintsiink egy G = (V, F) dssze-
fliggo, irdnyitott grafot egy kitiintetett s € V forrassal és ¢t € V nyel6vel, valamint
egy u : F — Rg kapacitasfiiggvénnyel. Ekkor a feladat egy olyan  : £ — R
fliggvény keresése, melyre

Z x(s,v) — max

(s,v)EE
Vo e V\{s,t}: Z x(w,v) = Z z(v,w)
(w,w)EE (v,w)EE

Vee E: 0<uzx(e) <ule).

Itt az s-bol t-be eljuté mennyiséget a forrdsbdl kimeno folyam mennyiségeként
irtuk fel, ez a koztes cstucsokra érvényes megmaraddsi egyenletek miatt meg kell,
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hogy egyezzen a nyel6be érkezé folyam mennyiségével. A feladat felirdsidbél az is
rogton latszik, hogy egy linedris programozési feladattal dllunk szemben.
Természetes Otlet, hogy az x = 0 folyambdl kiindulva keressiink olyan s — ¢
irdnyitott utat, melyen nincsen telitett él. Ekkor egy pozitiv értékkel meg tudjuk
novelni a folyamot ezen Gt mentén, ami tovabbra is megengedett marad. Koénnyen
mutathaté azonban példa olyan megengedett folyamra, ahol ilyen Ut nem talal-
hato, de a folyamérték mégsem optimalis. Tekintsiik az 1a abrat, ahol minden él
kapacitasa 1. Itt az els6 1épésben az s — 1 — 2 — t utat hasznaltuk, és elakad-
tunk, noha a feladat optimuma nyilvanvaléan 2. Az 1b abran lathaté optimalis
megoldast ekkor ugy kaphatjuk meg, hogy az s — 2 <~ 1 — ¢ uton ,, javitunk” 1-et,
ahol javitas alatt az eléreéleken novelést, mig a visszaéleken csdkkentést értiink.

(a) egy javitéut (b) a javitds utédn

1. dbra. Javitéutas modszer

Javitéut alatt tehat egy olyan s-bol t-be men6é P irdnyitatlan utat értiink,
melynek eléreéleire < u, visszaéleire pedig x > 0. Ekkor az iton

5= min{ u(e) —x(e), ha e eléreél, } >0

e€P z(e), ha e visszaél

mennyiséget tudunk javitani.
A javitout mar tényleg megfelel§ objektum a folyam optimalitdsanak vizsgala-
tara:

1.1. LEMMA. Az x megengedett folyam pontosan akkor optimalis, ha nem
taldlhato a grafban javitout.

Bizonyitds vdzlat: Optimalis folyamhoz természetesen nem létezhet javitout.

A masik irdny belatasahoz tekintsiik azon cstcsok S halmazat, melyek elérheték
s-bél javitont segitségével. Ekkor beldthatd, hogy az S-bél V\S-be mend élek
telitettek, és értékiik megegyezik a folyam értékével, tehdt az (S,V\S) vagdson
nem lehet tobb folyamot atvinni, mint amennyit z atvisz, igy x-nek maximalisnak
kell lennie. a
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A bizonyitds gondolatdbdl kijon tovabbd Ford és Fulkerson hires maximalis
folyam—minimélis vagas tétele is:

1.1. TETEL. (Ford, Fulkerson [18]) Az s-bdl t-be széllithaté maximalis folyam
értéke megegyezik az s ést csicsokat elvalaszto vagasok minimalis értékével.

A tétel elméleti jelentOségén til egy olyan, a feladat méretéhez viszonyitva
kis méretli ,,tani” 1étezését garantdlja, mellyel nagy feladatok esetén is konnyen
ellenérizhet6 az adott folyam optimalitasa.

Ford és Fulkerson eredményeibdl latszik, hogy az altaluk felirt javitoutas al-
goritmus (1. algoritmus) korrekt eredményt ad, ha megéll. Egész kapacitdsokkal
rendelkez6 folyam esetén a talalt javitéouton mindig legaldabb 1-et tudunk javitani,
igy az algoritmus tényleg megdll, viszont irracionalis kapacitasok mellett az algo-
ritmus végessége nem garantalt. Erre Ford és Fulkerson konyve [19] is hoz egy
példat, de a legkisebb ilyen hélézat minddssze 6 cstcsot és 8 élt tartalmaz [52].

1. Algoritmus. Javitéutas algoritmus

1. FORD-FULKERSON(G, ¢, s, 1)

2. Legyen x egy megengedett folyam > példaul x =0
3. amig talalunk javitéutat s-bol t-be,

4. javitsunk az tton

5. vége

6. Megéllunk, x optimalis folyam.

7. vége

Azonban egész kapacitasokkal rendelkez6 hélézat esetén sem kielégit6 az algo-
ritmus. A fenti gondolatbdl adédé elméleti futdsidé O(|E|K), ahol K a legnagyobb
kapacitds a halézatban. Tekintsiik példaul a kordbban latott egyszert halézatot,
némileg megnovelt kapacitdsokkal (2a dbra).

(a) indulas (b) €ls6 javitds utdn  (c) mésodik javitds utdn
2. abra. Ford-Fulkerson-algoritmus szerencsétlen utvélasztassal.

Itt els6 javitéitnak az s — 1 — 2 — t utat valasztva 1-et tudunk javitani az
(1,2) él kapacitdsa miatt (2b dbra). Majd az s — 2 + 1 — ¢ javitéutat valasztva
ismét csak l-et tudunk javitani (2c dbra). Ezt a lépéspart K-szor ismételve elju-
tunk a maximdlis folyamhoz, ahol K egység folyik az s -1 =t ésazs— 2 —t
utakon.
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1.2. Polinomidlis javitoutas algoritmusok

Az el6z8 példét (2. dbra) tehat 2 javitéittal is meg lehet oldani, amik rdada-
sul rovidebbek is, mint a példdban haszndlt utak. Ez azért is érdekes, mivel az
algoritmus egy kézenfekvd implementacidjaban szélességi kereséssel keresve javi-
téutat mindig egy lehetd legrovidebb javitoutat hasznalunk, igy az el6z6 példat
hatékonyan oldjuk meg.

Az 1970-es évek elején Edmonds és Karp [16], illetve téliik fiiggetleniil Dinic
[15] is beldtta, hogy ez nem csak kényelmes, de hatékonyabb is:

1.2. TETEL. (Edmonds, Karp [16]; Dinic [15] ) Ford és Fulkerson algoritmusa
(1. algoritmus) minden lépésben egy lehetS legrévidebb javitéutat haszndlva leg-
feliebb 1|V | - |E| javitds utdn véget ér.

A tétel bizonyitasdnak 6 felismerése, hogy a csiicsoknak a forrdstol vett, javito-
uton valé tavolsdga az algoritmus soran nem csokkenhet, ha mindig egy legrovidebb
javitéit mentén javitunk. Ezt a tdvolsdgot szoktdk a v csies d(v) ,,cimkéjének” is
nevezni, ami igy az algoritmus soran monoton névekszik.

Ha az (7,7) él az altalunk hasznalt javitéuton fekszik, akkor d(i) + 1 = d(j),
mivel egy legrévidebb javitéutat hasznalunk. Ha ez az €l telitédik a javitas soran,
akkor legkozelebb csak visszaélként haszndlhatjuk, vagyis ekkor d'(j) + 1 = d'(i)
fog teljesiilni. A j csics cimkéjének monoton névekedésébdl igy azt kapjuk, hogy
d'(i) > d(i) + 2. Mivel egy cstcs cimkéje legfeljebb |[V| — 1 lehet, vagy végtelen,
igy az él legfeljebb %|V|—szer telitddhet, és hasonlé érveléssel %\V\—szer csokkenhet
0O-ra. Mivel minden javitdsnal van legaldbb egy ilyen él, igy legfeljebb |V |- |E| javi-
tas tortonhet. Tobb munkdval (példdul figyelembe véve a nyel§tél vald tavolsdgot
is) bizonyithaté az 3|V - |E| korlat is.

A cimkézési technikat és a bizonyitds gondolatmenetét kés6bb tobben is fel-
hasznélték, igy érdemes 6sszefoglalni, hogy milyen 1épésekbdl all:

— A csuicsok egy korldtos cimkézésének bevezetése.

A cimkék monotonitdsanak megmutatasa.
— Annak megmutatéasa, hogy cimkék rendszeresen novekednek is.
— Korlat adéasa a lépések szamaéra.

A legrovidebb javitéutas algoritmus tehat er6sen polinomialis. Naivan imple-
mentdlva minden javitdshoz sziikségiink van egy javitéiut megkeresésére (O(|E|)
1épés), illetve a kapott, legfeljebb |V| hosszi uton a javitds elvégzésére (O(|V])
lépés). Tgy az algoritmus futasideje O(|V|- |E|?).

Itt tehat a javitéutak keresgélése viszi el az id6 nagy részét. Dinic a javitasok
szaméanak megbecsiilése mellett egy tigyesebb implementaciot is javasolt, lényegé-
ben az 6sszes k hosszi javitéutat egyszerre keresi meg. Egy O(|E|) 1épésszdmu
szélességi kereséssel felépithetd egy szintezett graf, amelyen O(|V] - |E|) 1épéssel
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taldl egy blokkolé folyamot. A blokkols folyam eredeti hdlézathoz addsa utén
a legrovidebb javitout hossza legaldabb 1-gyel né, igy ilyen segédfeladatbdl keve-
sebb, mint |V| darabot kell megoldani, {gy O(|V|?|E|)-re csokken az algoritmus
futédsideje.

1.3. Egyéb algoritmusok

Uj megkozelitést jelentett az igynevezett eléfolyamokra épiilé mddszer. Az el6-
folyam a folyamnal gyengébb struktira: ugyanugy megkoveteljilkk a kapacitasok
betartasat, de a kozbiilsé csicsokra csak annyit kotiink ki, hogy a bejévo mennyi-
ség legaldbb annyi legyen, mint a kimend. A mddszer a javitéutas algoritmusokkal
ellentétes iranybdl kozeliti meg a problémat. Mig ott a folyam struktirat minden
lépésben megérizve noveltiik a folyam értékét a maximumig, addig az eléfolyamos
algoritmusoknal a forrasbol kidaramlé mennyiség optimalis, vagy a folotti szinten
tartasa mellett lépkediink el6folyamokon, amig a struktira meg nem javul.

Karzanov 1974-es cikke [36] szdmit a médszer alapmiivének. A Dinic altal beve-
zetett részfeladatokat gyorsabban megoldva O(n?) 1épésszamii algoritmust sikeriilt
létrehoznia. fgy minden fazis utdn egy valddi folyamot kapunk.

Késobbi el6folyam algoritmusoknal, egészében kezelve a feladatot, csak az algo-
ritmus végén kapunk valédi folyamot. Kiilonosen érdekes szamunkra Goldberg és
Tarjan eléfolyam algoritmusa [24, 25]. Ez a cstcsoktdl a nyelSig vezetd javitdut
tavolsagat becsld cimkézést hasznal. Minden lépésben egy kisebb cimkéjii csiics
felé tol folyamot az algoritmus, illetve ha egy aktiv csiicsnak (ahol tébb a bejové
folyam, mint a kimend) nincs ilyen szomszédja, akkor tjracimkézi azt. Bebizonyit-
hatd, hogy némi rendszerezettséggel (példdul FIFO-szabéllyal vélasztva az aktiv
csticsok koziil) legfeljebb O(n?) tjracimkézés és O(n3) tolds torténik az algorit-
musban. Mivel egy tolas miiveletigénye konstans, szemben a javitéutas algoritmu-
sokndl haszndlt O(n) hosszd tton toérténé javitassal, igy az algoritmus teljes miive-
letigénye is O(n?). A két jellemz8 miivelet alapjan ,push-relabel” algoritmusként
is hivatkozzak az ehhez hasonlé algoritmusokat az angol nyelvii szakirodalomban.

Ezek az el6folyamos algoritmusok mar nemcsak az elméleti 1épésszam, de kiilon-
b6z6 tesztfeladatokon mért futasidé tekintetében is jobban teljesitettek mint a
kordbbi javitéutas algoritmusok [1, 3, 14]. Itt jegyeznénk meg, hogy az elméleti
lépésszéam tovabb javithatd specidlis adatstruktirdk hasznédlataval [22, 47, 48], de
a gyakorlatban ez sokszor az algoritmus lassulasahoz vezet.

Szintén kombinatorikus megkozelités eredménye Hochbaum tdgynevezett psze-
uddfolyam algoritmusa [29]. Ez az el6folyam algoritmusndl 4ltaldnosabb mddon
megengedi a kozbiils6 csicsokra a megmaradasi egyenletek barmelyik irdnyban tor-
ténd megsértését. Az indulé megoldds folyamértéke legaldbb a maximalis
folyam értéke, majd a tobblettel rendelkezd csicsokbdl a sziikséglettel rendelkezd
cstcsok felé terelve probalja a pszeuddfolyamot szokdsos folyamma alakitani a
folyam értékét nem csokkentve. Amikor ez mar nem lehetséges, akkor a pszeu-
dofolyam egyszerlien visszaalakithaté egy maximalis folyamma. Az algoritmus az
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elofolyam algoritmusoknal hasznalt technikakkal polinomidlissa tehetd, tovabba
létezik egy pivotalgoritmus variansa is.

2. Pivot algoritmusok

A maximélis folyam feladat, és altaldnosabban a minimalis koltségli halo-
zati folyam feladat felfoghatd linedris programozasi feladatként is. Vezessiink be
egy (t,s) élt, amin az sszes nyel6be érkez6 folyamot visszavezetjiik a forrdsba,
E* := EU(ts) és G* := (V,E*). Ekkor a csucsokra vonatkozé megmara-
dési egyenletek egységesebbé valnak, és a célfiiggvény felirhaté a (¢, s) élen folyé
folyam maximalizaldsaként:

max oy s

YveV: Z Tow — Z Ty =0 (1)
(w,w)eE* (v,w)eE*

Vee FE: le <ze < Ug.

A csicsokra vonatkozo egyenletek réviden Ax = 0 alakba irhatdk, ahol A a G*
graf illeszkedési matrixa. Ismert, hogy egy n csicsi osszefiiggd graf illeszkedési
matrixanak rangja n — 1, tovabba a métrix valamely n — 1 oszlopa pontosan akkor

7oz

linearisan fiiggetlen, ha az oszlopoknak megfelel6 élek feszitofat alkotnak a grafban.

Kovetkezésképpen (1) egy B bézisa megfelel G* egy T feszitéfijanak, a fan
kiviili élek folyamértéke megegyezik az als6 vagy fels6 korlatjukkal, ebbdl is kdvet-
kezik, hogy T mindig tartalmazza a (t, s) élt. fgy egy feszit6fahoz tobb bazismeg-
oldés is tartozik, szokds a véltozékat harom részre osztani: (B, L,U), ahol B a
béazisban levé valtozdk, L az alsé korlaton, U pedig a fels6 korlaton levé bazison
kiviili valtozok.

Irdnyitott graf illeszkedési matrixarodl ismert tovabbd, hogy teljesen unimodu-
laris, vagyis minden négyzetes részmatrixanak determindnsa 0, 1 vagy —1. Ebbél
egész jobboldal esetén kovetkezik (példdul a Cramer-szabdly alapjan), hogy a fel-
adat barmely bézismegoldédsa egészértéki, ami bizonyos alkalmazasoknal felettéb
hasznos tulajdonsag.

Primdl megengedett bdzismegolddsnak egy olyan bazismegoldast neveziink, ahol
az l. < x. < u, korlatok is teljesiilnek. A bazison kiviili valtozdkra ez automati-
kusan teljesiil, vagyis primal nem megengedett valtozo csak a bazisban lehet.

A duél megengedett bazismegolddsok karakterizaldsdhoz hagyjuk el a (¢, s) élt
a T feszit6fabol. Ekkor a feszitofa két Osszefiiggd részre esik, jeloljiikk S-sel az s
csucsot tartalmazo részfat, és Z-vel a t csucsot tartalmazét. Egy bdzismegoldds
dudl megengedett, ha az S — Z élekre x, = u., mig a Z — S élekre x. = I,
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teljesiil. Ennek belatasdhoz irjuk fel az (1) feladat dudlisét:

min Z UeAe — lefbe

ecEl
V(v,w) € E: m(w) — (V) + Av,w — fo,w > 0
w(s) —m(t) > 1
Vee E: Ae, tte > 0.
Elég meggondolnunk, hogy a dualis feladat kdvetkezd megolddsa megengedett,

valamint komplementaris a primal feladat fenti struktirdji megolddsanak eltérés-
valtozdira (A az u — x eltérésekre, u pedig az x — 1 eltérésekre):

1, have s,
m(v) =

0 egyébként.
) 1, have Séswe 7,

"o egyébként.

1, have Zés wesS,
How =

0 egyébként.

fgy egy adott T feszitéfdhoz tartozé bazismegolddsban a dudl nem megengedett
valtozdk azon S — Z élekhez tartozé valtozdk, melyekre z, = ., és azon Z — S
élekhez tartozé valtozok, melyekre z, = u.. Optimélis megoldés esetén az (.S, Z)
vagas egy a Ford-Fulkerson-tétel altal garantalt minimalis vagas.

2.1. Primal és dual szimplex modszer

A linedris programozési feladat pivot algoritmussal torténé megoldésa soran
béazismegoldasrol ,;szomszédos” bazismegoldasra lépiink, egy ilyen 1épést neveziink
pivotalasnak. Ehhez ki kell valasztanunk egy, a bazisba belépd, és egy onnan kilép6
valtozdt gy, hogy a csere utan is bazismegoldasunk legyen. Ez folyam problémak
esetén a feszitOfa struktira megtartdsat jelenti.

Primal szimplex mdédszer esetén egy primal megengedett bazismegoldasbdl indu-
lunk, egy duédl nem megengedett valtozd 1ép be a bazisba, és a primél hanyadosteszt
segitségével valasztott valtozé 1ép ki a bazisbdl, igy egy primal megengedett bazis-
megoldast kapunk, mely célfiiggvényértéke nem romlott. Ezt a 1épést addig ismé-
teljiik, amig dudl megengedett, és egyben optimdlis megolddst nem kapunk (vagy
beldtjuk, hogy a célfiiggvény nem korlatos). Ez véges sok 1épés utdn megtorténik,
amennyiben tesziink valamit a ciklizalas elkeriilése érdekében. Erre természetesen
miikodnek az altalanos linearis programozési feladatoknal alkalmazott szabalyok
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(Bland-szabély [9], lexikografikus szabdly [10], s-monoton szabalyok [11],...), de
léteznek specidlisan héldzati folyamokra kifejlesztett megolddsok is [12, 39].

Maximélis folyam feladat esetében egy T feszit6fdhoz tartozé primdal megenge-
dett bazismegolddssal kezdiink (ilyen megoldds keresésének nehézségeit a 3. feje-
zetben részletezziik). Kivalasztunk egy p dudl nem megengedett véltozét, ez sziik-
ségszerlien az (S,7) véagas egy éle. A T U {p} élhalmaz tartalmaz egy p-n és
(t,s)-en is dtmend P kort. A kilépd élt ebbdl a korbél kell valasztanunk, hogy
helyredlljon a bézis struktira (pivot tdbldn p oszlopdban pontosan a kér éleinek
megfelel§ valtozok egyiitthatéja nem nulla). A primal hdnyadostesztnek ebben az
esetben megfelel a javitéutakndl latott § kiszdmitdsa: tekintsiik a P kort a (¢, s)
éllel egyezd iranyitassal, ekkor legyen

. Ue — T ha e eldreél
d = min € € ) 7 > 0.
e€eP | x,—1., ha e visszaél

P eléreélein 6-t novelve, visszaélein -t csokkentve tovabbra is megengedett folya-
mot kapunk. Egy olyan ¢ élt kivéve a bazisbdl, ahol § felvette a minimumat, pedig
egy hozzd tartozo feszitéfat, hiszen x, értéke ekkor u. vagy l. lesz. Az 1j feszit6fa
tehat 77 = T'U {p}\{q}. A folyam értéke, vagyis =, s értéke d-val névekedett, ami
a javitéutas algoritmusokkal ellentétben lehet 0 is (degeneralt pivot).

2. Algoritmus. Hal6zati primal szimplex algoritmus

1. Legyen x egy megengedett bazismegoldés.
2. amig x nem dudl megengedett

3. p tetszoleges dudl nem megengedett él.

1. P :=T U {p}-ben taldlhat$ kor, (¢, s)-sel egyezd irdnyitdssal.
5. Meghatérozzuk 6-t és g-t.

6. Moédositjuk a folyamértékeket P-n.

7. Az 4j bazis T U {p}\{q}.

8. vége

Dual szimplex médszer esetén dual megengedett bazismegoldasboél indulunk,
egy primdal nem megengedett valtozoé 1ép ki a bazisbdl, és dudl hanyadosteszt segit-
ségével valasztjuk ki a belép6 valtozot. fgy dudl megengedett bazismegoldasokon
haladunk, am{g az primdl megengedett nem lesz (vagy beldtjuk, hogy a feladatnak
nincs primédl megengedett megoldédsa). Ciklizdlds elleni szabélyok segitségével itt
is biztosithaté a véges futdsido.

Maximélis folyam feladat esetében egy T feszitofahoz tartozé dudl megenge-
dett bazismegoldéssal kezdiink. Kivalasztunk egy ¢ primal nem megengedett élt.
q elhagyésdaval T két részre esik, legyen T, a (¢, s) élt nem tartalmazé részfa. Ekkor
a belépb élnek Gssze kell kétnie T,-t T\Ty-val, tovdbba lehetévé kell tennie, hogy
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g-t a megfelel6 irdanyban médosithassuk. Példaul tekintsiik azt az esetet, amikor
Tq > Ug, és q a T\T, részfabdl a T, részfdba megy. Ekkor a lehetséges belépd
élek a T, — T\T, irdnyd z = u folyamértékii élek, illetve a T\T, — T, irdnyd
x =1 élek (14sd 3. dbra). Ezek koziil dudl hdnyadosteszttel valasztunk: az (S, Z)
vagasbeli élekre ez 1, mig a tobbire 0, igy ez utébbiakat preferaljuk. A belépé él
kivalasztasa utan a kialakuld koron annyit javitunk, hogy a kilépo él folyamértéke
a megfeleld korlattal egyezzen meg (x4 > uq esetén ug-val, x4 < Iy esetén [4-val).

Z

3. abra. Lehetséges belépd élek a dudl szimplex algoritmusban.

Amennyiben nem taldlunk belépé élt, tgy a feladatnak nincs megengedett meg-
oldasa. Ez nulla als6 korlati maximadlis folyam feladat esetén nem lehetséges, igy
ez a helyzet ott nem fordulhat el6. Nemnulla alsé korlat esetén ez a helyzet elo-
allhat, a részleteket a 3. fejezetben targyaljuk.

3. Algoritmus. Hal6zati dudl szimplex algoritmus

1. Legyen x egy dudl megengedett bazismegoldas.
2. amig x nem primdal megengedett

3. q tetszOleges primal nem megengedett él.

4, Legyen P a lehetséges belép6 élek halmaza.

5. ha P C (S, Z) akkor

6. Legyen p € P tetszoleges.

7. egyébként

8. Legyen p € P\(S, Z) tetsz6leges.

0. vége

10. Modositjuk a folyamértékeket a kialakul6 koron.
1. Az 4j bazis T U {p}\{q}.

12. vége
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2.2. Polinomialis primal szimplex mdédszer maximalis folyam feladatra

Bar a primél szimplex moédszer fent leirt szemléletes értelmezése tulajdon-
képpen egyidds a szimplex mddszerrel (mar Dantzig 1963-as linedris programo-
zési kényvében is lefrasra keriilt [13]), er6sen polinomidlis véltozatot csak 1990-re
publikaltak beldle.

Atnézve a primal szimplex algoritmus pszeudékédjat (2. algoritmus), lathatjuk,
hogy szamottevd dontési lehetdségiink a belépé él kivalasztasanal van. A kilépd él
lényegében egyértelmi, ha a fels6 korldatok kellen valtozatosak, igy a tovdbbiakban
sem vezetiink be szabalyt arra nézve, hogy tobb lehetséges kilépo él esetén melyiket
valasztjuk.

Goldfarb és Hao eredménye [26, 27] tényleg egy, a belépd él kivélasztdséra
adott szabdly, lényegében a legrévidebb javitéutas algoritmus sordn alkalmazott
»cimkézés” (forrastdl vald tavolsdg a redukalt gréfban) hozzdigazitdsa a szimplex
moédszer bézis struktirajdhoz. Megjegyezziik, hogy a fejezet tovabbi részében 0
alsé korlatokat feltételeziink, az algoritmus értelemszeriien médosithaté alsé korla-
tos feladatra, plusz munkat csak egy kiindulé primél megengedett bazis megoldas
keresése jelent (amirél tobbet a 3. fejezetben szélunk).

2.1. Definicid. (pszeudo-javitéit) Legyen az i. pivotdlds el6tti megengedett
bézismegoldasunk z’, a T feszit6fa mellett. Ekkor egy v csucsbdl w csicsba
vezet6 élsorozat pszeudo-javitdit, ha a kovetkez6 tipusu élekbdl all:

— T'-n kiviili eléreél % = 0 folyamértékkel,
— T'-n kiviili visszaél 2! = u, folyamértékkel,
— TN{(t, s)}-beli él tetszbleges iranyban.

Lathatjuk, hogy a pszeudo-javitout a javitéut fogalmanak bévitése a bazisbeli
élek tetszbleges haszndlataval.

2.2. Definicid. (cimkézés) Egy v cstcs cimkéje az i. pivotdlds elétt a legrovi-
debb s-bdl v-be mend pszeuddjavitout hossza.

Ezen cimkék kiszamitdsa egy egyszerii szélességi kereséssel torténhet (4. algo-
ritmus).

4. Algoritmus. Goldfarb—Hao-cimkézés

1. di(s) =0, lista = {s}
2. amig lista # ()

3. v legyen a lista els6 eleme

4 minden (v,w) € E, ((v,w) € T; vagy Z, ., = 0), w cimkézetlen
5. di(w) = dl(’l)) +1

6. w a lista végére keriil

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



156 ILLES TIBOR, MOLNAR-SZIPAI RICHARD

7. vége

5. minden (w,v) € E, ((w,v) € T; vagy Ty .y = Uww), w cimkézetlen
9. dz(w) = dl(v) + 1,

10. w a lista végére keriil

11. vége

12, toroljiikk v-t a listarol

13. vége

Az i. pivotélds soran lehetséges belépd élek C* halmaza az (S, Z) vagas megfe-
lel§ élei (S-b8l Z-be mend x% = 0, illetve Z-bél S-be mend x% = u, folyamértéki
élek), ezek koziil egy olyat valasztunk ki, melynek S-beli végpontjanak cimkéje
minimalis (5. algoritmus).

5. Algoritmus. Cimkézéses primdl szimplex (Goldfarb, Hao)

1. T tetszbleges feszitéfa, z' =0, i = 1.
2. Goldfarb—Hao-cimkézés

3. amig d;(t) # oo

4, valasszunk belépd élt: egy minimalis S-beli cimkéjii él
5. valasszunk kilép6 élt: primél hdnyados teszt

6. végezziik el a pivotalast, ¢ =14 + 1.

7. Goldfarb—Hao-cimkézés

8. vége

Megjegyzés: a cimkézést nem feltétleniil kell minden pivotalasnal Gjraszamolni
[27]. Ez némileg javit az implementécié miiveletigényén, de pivotdldsok szdmén
nem, igy a részletekbe nem megyiink bele.

Az igy pontositott algoritmus mar erésen polinomidlis lesz:

2.1. TETEL. (Goldfarb, Hao [27]) Goldfarb és Hao algoritmusa (5. algoritmus)
legfeljebb nm pivotaldssal megtaldlja a maximalis folyam feladat egy optimalis
bazismegoldasat.

A részletes bizonyitds megtaldlhat6 az eredeti cikkben. Vézlatosan a legrovi-
debb javitoutas algoritmusoknadl ismertetett sémat koveti: belatja a cimkék mono-
tonitasat, illetve rendszeresen bekovetkezd valddi novekedését; ebbol és a cimkézés
korlatossagabdl fels6 becslést ad a pivotalasok maximaélis szamara. Mivel a mono-
tonitdsi lemma kiilonboz6 valtozatai még tobbszor el fognak keriilni, igy ennek a
részletes bizonyitasat ismertetjiik.

2.1. LEMMA. (Goldfarb, Hao [27]) Goldfarb és Hao algoritmusa (5. algoritmus)
soran a csucsok cimkéi monoton névekednek, vagyis minden z € V-re és minden
i-re d;(z) < dip1(2).
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Bizonyitds: Legyen az i. pivotdlasndl belépd él p = (v,w), és tegyiik fel, hogy
x; =0 (vagyisv € S; ésw € Z;). Az x;, = u,, eset hasonléan bizonyithato.

Figyeljiik meg, hogy d;(w) = d;(v) + 1. Egyrészt a cimkézés definicidja alapjan
d;(w) < d;(v) + 1. Mésrészt ha d;(w) < d;(v) lenne, akkor a legrévidebb s-bél
w-be vezetd pszeuddjavitont elsd (S, Z) vagasbeli éle lehetséges belépd él, és kisebb
S-beli cimkével rendelkezne, mint p, evvel ellentmondva p valasztdsanak.

Ha az s-bél z-be vezet6 pszeudo-javitéit hossza csokkent, akkor 1étezik olyan
él, amit a pivotalas utan olyan iranybdl tudunk hasznalni, ahogyan a pivotalas
elott nem tudtuk. Vizsgaljuk meg tehat, hogy hogyan valtozik az élek ,haszndl-
hatésaga”.

A T; N T;41-beli éleket mindkét cimkézésnél mindkét irdnyban lehet hasznélni,
a T; UT;11 éleknek pedig nem valtozott a folyamértéke, igy mindkét cimkézésnél
ugyanabban az iranyban lehet 6ket hasznalni.

Ha a kilép6 €l is p, akkor p-t az i. cimkék meghatarozasanal csak el6reélként,
mig az ¢ + 1. cimkék meghatarozasanal csak hatraélként lehet hasznalni. Vagyis
z cimkéje csak akkor csokkenhetett, ha az i + 1. pivotalas el6tti allapot szerinti
legrévidebb s-bdl z-be men6 pszeuddjavitout visszaélként hasznélja p-t.

Ha a kilép6 él ¢ # p, akkor p-t az i. cimkék meghatarozdsanal csak elére
irdnyban, mig az ¢ + 1. cimkékhez mindkét irdanyban hasznalhatjuk. A kilépé ¢ élt
pedig az i. cimkék meghatarozasnal mindkét iranyban, mig az i + 1. cimkékhez
csak az egyik iranyban tudjuk hasznalni. Tehdt ebben az esetben is csak dgy
csokkenhet z cimkéje, ha az 4j legrovidebb pszeuddjavitdut visszaélként hasznalja
p-t.

De ekkor a kovetkez6 egyenlStlenség-lancnak kéne fenndalnia:

di+1(2’) = di+1(’w) +1+ di+1(’l},Z) 2 dl(w) +1+ di(’l),Z)
=d;(v) + 2+ d;i(v, 2) 2 di(2) + 2,

ahol d;(v, z) a legrovidebb 7 melletti v — z pszeudo-javitéit hossza. A 1épések
indoklésai rendre:

1. Megallapitottuk, hogy a legrévidebb z'*! melletti s — z pszeudo-javitétt
s — w5 v— z alaki.

2. A legrovidebb z'+! melletti s — w és v — z pszeudé-javitéutak nem hasz-
ndlhatjdk visszafele a (v, w) élt, {gy ezek az utak legaldbb olyan hossziak,
mint ' melletti parjuk.

3. Itt felhaszndljuk, hogy d;(w) = d;(v) + 1.
4. Haromszog egyenlStlenség: d;(z) < d;(v) + d;(v, 2).
Vagyis ebben az esetben sem csokkent z cimkéje. a

Az algoritmus egyszerti adatstruktirakkal implementalhaté O(nm?) miivelet-
igénnyel, illetve az tjracimkézés sziikségességére figyelve O(n?m) miiveletigénnyel.
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Az tigynevezett dinamikus fa adatstrukturat [48] alkalmazva pedig a futdsidé levi-
heté O(nmlogn)-re [23], ami mar egy logaritmikus faktortdl eltekintve megegyezik
az el6folyamos algoritmusok lépésszamaval.

2.3. Polinomidlis dudl szimplex mdédszer maximalis folyam feladatra

Az elsé maximalis folyam feladaton erdsen polinomidlis dudl szimplex valto-
zat Orlintdl szarmazik [41]. Ez az algoritmus az dltaldnosabb minimélis koltségl
hélézati folyamra adott hatékony algoritmust. Ebben a fejezetben egy késébbi, de
egyszeribb algoritmust mutatunk be az Armstrong, Chen, Goldfarb és Jin szer-
z6kt6l [6], amely szintén a cstcsok egy cimkézésével biztositja a polinomialitdst.

Az egyszer(ibb targyalds érdekében bazisfolyamok helyett bazis el6folyamokkal
dolgozunk. Egy x : E — R fiiggvény eldfolyam, ha minden élre 0 < x, < u, telje-
siil, illetve minden v € V\{s} cstcsraa cstics e(v) := 32, e Tww =2 (v.w)eE Tow
tobblete nemnegativ. Egy csticsot aktivnak neveziink, ha e(v) > 0. Az eléfolyam
bézis el6folyam, ha minden e & T élre . = 0, vagy Te = Ue.

Minden bazis eléfolyam visszaalakithaté egy nem feltétlentil primal megenge-
dett bézis folyammaéa az aktiv csicsokban lev6 tobbletek forrasba vald visszato-
lasaval (a feszitéfdban levé egyértelmli s — v tdton csokkentjiik a folyamértéket
e(v)-vel). Ez forditva nem igaz, hiszen egy tetszleges nem megengedett bazis-
folyam hasonlé dtalakitdsdndl kialakulhatnak e(v) < 0 csicsok is.

Az algoritmus sordn a T feszit6fat s gyokérrel fogjuk elképzelni. Az s cstcsot
legfeliilre rakva (mint a valds faknél szokds) mindegyik feszit6fabeli él , felfelé” vagy
Hlefelé” mutatd él. Az algoritmus sordn tobbletet mindig a forrds felé, felfelé fogunk
tolni, egy bazisbeli él ,felfelé mutatd rezidualis kapacitasan” felfelé élek esetén az
Ue — Te, mig lefelé élek esetén az z. értéket értjiikk. T,-vel jeloljik a feszitofa v
gyoker(i részfajat (de megtartva a Z = Ty és S jeloléseket is), illetve pred(v)-vel
jeloljitk a v # s cstcs f6lotti bazisbeli élt (a T-beli v — s 0t elsé élét).

Az algoritmus soran dudl megengedett béazis eléfolyamokon haladunk. Kezdé
megoldédsnak megfelel a kovetkezd: T legyen egy S = {s} és Z = V\{s} részekkel
rendelkez§ feszitéfa, illetve legyen minden (s,v) € E élre x5, = us,, majd az igy
kialakulé tobbletekbdl toljunk fel a fan annyit, amennyit lehet.

Duél szimplex algoritmusként el8szor a g kilépd élt valasztjuk ki. Ez g = pred(v)
lesz, egy tetszdleges v aktiv csicsra (e(v) > 0). Ezutdn a belépé él a T, részfdbdl
kimend, rezidudlis kapacitassal rendelkezé él kell, hogy legyen. Fzek koziil egy
cimkézési technikdval valasztunk.

Legyen Ar, = {(v,w): (v,w) €T vagy (w,v) € T, vagy T, = 0, vagy
Tw,p = Uyw}, €8 ETJ = Ar,\{(s,t)}. Egy d : V — N cimkézést helyes cim-
kézésnek neveziink, ha d(t) = 0, d(s) = n, és minden (v,w) € Ar, esetén
d(v) < d(w) + 1. Ekkor kénnyen lathatd, hogy d(u) egy alsé becslés a legrévidebb
u — t irdnyitott Ut hosszdra Ap -ben, ha az (s,t) él hossza n, és minden mas
él hossza 1. Az algoritmus végig egy helyes cimkézéssel dolgozik, a fenti legrovi-
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debb utakkal kapott ,egzakt” cimkézés helyett, igy az implementacié lépésszama
javul, az algoritmus helyességének bizonyitdsa viszont némileg bonyolultabbd vélik.
Ezzel a cimkézéssel olyan élek belépése ,,megengedett”, amelyen a cimkézés szoros,
vagyis
veTy,w& Ty, xyy =0, ésdv) =dw)+1,
VE Ty w € Ty, Ty = Uy, 68 dw) =d(v) + 1.

Egy ilyen belép6 éllel (és a g kilép6 éllel) elvégzett pivotalds az eléfolyamos

technoldgidval annak felel meg, hogy a feszitéfaban kicseréljiik a kilépd élt a belépd

élre, majd a v aktiv csicsbdl s felé toljuk a lehet6 legtobb folyamot az 4j v — s
feszit6fabeli tuton.

6. Algoritmus. Cimkézéses dudl szimplex (Armstrong, Chen, Goldfarb, Jin)

1. T egy tetszdleges feszit6fa S = {s} részfaval.

2. Az (S, 7) végas élei legyenek dudl fizibilisek, mds bazison kiviili élre legyen
Te = 0.

3. Toljuk a tobbleteket s felé.

1. Legyen d(s) =n, d(t) =0, d(v) = 1 minden v € V\{s,t}.

5. amig létezik g € V' aktiv cstics

6. Legyen g egy aktiv csics, ¢ = pred(g).

7. amig nincs p belépd éliink

8. Legyen v € Ty olyan, hogy d(v) = minyer, d(w).
0. ha létezik v-hez illeszked6 megengedett belép6 él akkor
10. Legyen p egy v-hez illeszked6 megengedett él.
11, egyébként

12, Legyen d(v) = d(v) + 1.

13. vége

14. vége

15, T =T U{p}\{q}, toljuk g tobbletét s felé.

16. vége

2.2. TETEL. (Armstrong, Chen, Goldfarb, Jin [6]) A 6. algoritmus legfeljebb
2nm pivotalassal helyesen megoldja a maximalis folyam feladatot.

Roviden osszefoglaljuk a bizonyitds 1épéseit.

Az els6, bizonyitast érdemld allitds szerint a csiicsok cimkézése minden ciklus
elején (az aktiv csucs kivélasztdsakor) helyes. Ez kezdetben természetesen igaz, a
fennmaradédsat pedig a legkisebb cimkéjli csics vizsgédlata garantélja.

Tovabbé a dudl fizibilitdas is fennmarad az algoritmus soran. Kezdetben ez is
teljesiil, késébb pedig akkor véltozhat, ha az (S, Z) végasbdl szdrmazik a belépd
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él. Ilyenre viszont csak akkor fanyalodunk, ha a Z-beli megengedett belépd élek
elfogytak, hiszen a Z\Tj-beli csticsok cimkéje kisebb, mint n, mig az S-beli csu-
csoké legaldbb n marad. fgy az aktiv csucsok elfogyasaval optimalis megoldast
kapunk.

Végiil a pivotalasok szamara kapott korlat a kévetkez6 lemmaén alapul:

2.2. LEMMA. Tegyiik fel, hogy a 6. algoritmus soran (u,v) egy pivotalds sordn
belép a bazisba, legyen d a pivotalas el6tti cimkézés. Tegytik fel, hogy kés6bb kilép,
majd még kés6bb ismét belép a bdzisba, ezen pivotalas el6tti cimkézés legyen d'.
Ekkor min{d'(u),d'(v)} > min{d(u), d(v)} + 1.

Mivel a cimkék monoton nének, és feliilrol korlatosak, igy egy él legfeljebb
2n-szer léphet be a bazisba, vagyis tényleg legfeljebb 2nm pivotalas torténhet.

Az algoritmus implementalhaté O(n?m) futdsidével, illetve némi valtoztatassal
a miiveletigény leviheté a kombinatorikus el6folyam algoritmusok altal gyakran
elért O(n3) futdsidére. A ,pivotéldsok” szdma ez utébbi esetben is O(nm), viszont
az aktiv csicsbdl nem toljuk el a tébbletet teljesen s-ig, igy egy pivotdlds O(1)
id6t vesz igénybe ([6], Algoritmus 3).

3. Nem nulla alsé korlatu feladatok

Ebben a fejezetben olyan maximaélis folyam feladatokat tekintiink, ahol a folyam
alsé korlatja nem feltétleniil nulla, hanem egy [ fiiggvénnyel adott:

max oy s

YveV: Z Toww — Z Ty =0 2)
(ww)eE* (v,w)eE*

Vee F . le < xe < Ue.

A primadl és dudl halézati szimplex algoritmusok miikodését a 2. fejezetben
nemnulla alsé korlatokkal {rtuk le.

Primél szimplex algoritmus esetén (2. és 5. algoritmus) az x = 0 folyammal és
egy tetszoleges T feszit6faval indultunk el. Nem nulla alsé korlat esetén talalnunk
kell egy primal fizibilis bazismegoldast, ezek utdn mindkét algoritmus ugyantgy
miikodik tovabb, a pivotdlasok szamaéra adott korlat is valtozatlan marad a ma-
sodik algoritmusnal.

Duél szimplex algoritmus esetén (3. és 6. algoritmus) egy tetsz6leges dudl fizibi-
lis bazismegoldéssal indulunk. Ilyet egyszeri konstrualni. Vegyiink egy tetszoleges
T feszit6fat, allitsuk az (S, Z) vagdsbeli éleket dudl fizibilis folyamértékre, dllitsuk
a tobbi bédzison kiviili él folyamértékét az alsé vagy fels6 korldtjara, majd szamit-
suk ki a béazisbeli élek folyamértékét. fgy valéban dudl fizibilis bazismegoldést
kapunk, a bazisbeli élek primal fizibilitdsa persze nem biztositott. Ez a cimkézés
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nélkiili, altaldnos dudl halézati szimplex algoritmushoz megfelel6 indulé megoldas,
azonban a cimkézéses dudl szimplex algoritmus [6] egy speciélis dudl megengedett
megoldassal indult, ami garantédlta, hogy a folyam &atirhaté el6folyam forméra.
Sajnos jelen esetben ez nem feltétleniil igaz.

Tovabbé mivel nem nulla alsé korlatok esetén nem feltétleniil 1étezik megenge-
dett megoldasa a feladatnak, igy a dudl jellegli algoritmusokban valahol szerepelnie
kell egy megéllasi feltételnek, ahol az algoritmus azt mondja, hogy a feladat nem
megoldhatd, és ledll. Val6ban, a dudl szimplex algoritmusndl (3. algoritmus) le-
hetséges, hogy a kivalasztott kilép6 élhez nem létezik lehetséges belépé él.

Legyen példdul a kilépd q élre x, > u,, és mutasson g az alatta levé T, részfaba.
Ekkor lehetséges belépd él nemlétezése azt jelenti, hogy minden més Tj-ba befelé
mutaté élre z. = u. (ezek bazison kiviili élek), illetve a Ty-bdl kifelé mutaté élekre
Ze = le. Ty cstcsaiba (a megmaradasi egyenleteket Gsszegezve) ugyanannyi folyam
folyik be, mint ki, tehat:

§ Tyw = § LTy, w-

(v,w):Tyg—Ty (v,w):Ty—T,

Itt felhaszndlva a folyamértékekre vonatkozd informécidinkat (a bal oldalon

Tq > Ug):
Z Uy < Z lyw-

(v,w):Ty—Ty (v,w):Ty—Tq

Vagyis a T; halmazbdl tobb folyamot kell kivinniink, mint amennyit be lehet vinni.
Tehat ha az algoritmus elakad a belépd él vélasztasanal, akkor a feladat tényleg
infizibilis. S6t, erre kapunk egy egyszertien ellenérizhet6 bizonyitékot is a T, hal-
mazban. Ilyen halmaz létezése egyébként karakterizalja a halézati folyam feladat
megoldhatdsagat:

3.1. TETEL. (Gale [21], Hoffman [30]) A h&ldzati folyam feladatnak pontosan
akkor létezik megengedett megolddsa, ha minden ) C V' csiicshalmazra

Z Uy, > Z lv,w-
(v,w):Q—Q (v,w):Q—Q

3.1. Els6 fazis feladat

Visszatekintve a feladat felirdsdra (2), természetes 6tlet bevezetni az x, = x.—I,

véltozdkat (és legyen x; o = x4 ), hiszen igy az 2’ véltozékra nulla alsé korldtot
kapunk. A cstcsokra vonatkozé egyenletek azonban megvéltoznak:

YweV: Z Ty — Z Ty = Z lyw — Z Lipv- (3)

(ww)eE* (v,w)eE* (v,w)eE™ (w,w)eE*
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Itt (3) jobboldaldt b(v)-vel jeldlve a kovetkezé linedris programozasi feladatot
kapjuk:

max z

YoeV: Z Loy p — Z 'y, . = b(v)
(w,v)eE* (v,w)eE*

Vee E : 0<a, <ue—le.

Itt b(v) értelmezhetd Ggy, mint a csics igénye, illetve negativ érték esetén mint
a csticsban 1év6 —b(v) tébblet. Természetesen ) oy, b(v) = 0 fennall. Ismert méd-
szer ilyen feladatok megengedett megolddsanak elééllitasara a kovetkezo visszave-
zetés.

Vezessiink be két 1j csicsot, jelolje ket s’ és t'. Huizzuk be az (s',v) élt, ha
b(v) < 0, és legyen ezen él fels6 korldtja —b(v). Hasonl6an, hiizzuk be a (v, t") élt,
ha b(v) > 0, és legyen ezen él fels6 korlatja b(v). Az 4j élek alsé korldtja mindkét
esetben legyen 0. Tekintsiik a 4. dbran lathato példat.

(a) az eredeti feladat (b) 4talakitds utdn

4. 4bra. Als6 korlatos feladat atalakitésa.

Koénnyen lathatd, hogy 4a egy tetszéleges megoldasa atalakithato 4b egy meg-
oldasava az alsé korlatok levonaséaval, illetve az 1j élek folyamértékének a felsd
korldton valé megvdalasztdsaval. Ekkor egyben 4b egy maximélis s’ — ¢’ folyamét
is kapjuk, hiszen példdul az s’-bdl indulb élek egy vagdst alkotnak. Ennek meg-
felel6en az eredeti feladatnak pontosan akkor van megengedett megoldédsa, ha az
atalakitott feladatot mint maximalis folyam feladatot megoldva, a kapott folyam
teliti az Wjonnan bevezetett éleket. Ebben az esetben az alsé korlatok visszaadasé-
val és az \j élek elvételével az eredeti feladat egy megengedett megoldasat kapjuk.

7 7

Tehat megengedett megoldast eléallithatunk egy kicsit nagyobb (n + 2 cstcst
és legfeljebb m + n élii, tehat nagysdgrendileg nem nagyobb) maximélis folyam
feladat megolddsdaval. Amennyiben ezt pivotalgoritmussal végezziik, igy a kapott
megoldas is konnyen bazismegoldassa alakithato.
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3.2. Fizibilitasi MBU-algoritmus

Egy masik, linearis programozéasbeli megkozelitéssel indulhatunk egy tetszo-
leges (nem feltétleniil primdl vagy dudl megengedett) bazisbdl, majd a primdl
nem megengedett éleket egyenként , kijavithatjuk”. Amennyiben a pivotalgoritmus
soran mindig egy kivalasztott nem megengedett élre koncentralunk, és figyeliink
arra, hogy primal megengedett élek ne véaljanak nem megengedetté, akkor a fi-
zibilitdsi MBU [8] egy specializécidjét kapjuk. Mivel a fizibilitdsi MBU sordn a
valédi célfiiggvénnyel nem foglalkozunk, felfoghatjuk tgy is az algoritmust, mintha
az éppen kijavitani kivant él folyamértékét maximalizdlndnk (z < [ esetén, illetve
az él megforditdsat x > u esetén) a nem megengedett éleket nem figyelembe véve
a ¢ kiszdmoldsandl, és az algoritmust megallitjuk, amint éliink elérte a fizibilis
intervallumot. Az élek kijavitasdt Goldfarb és Hao [26, 27] mér ismertett cimké-
zési technikdjaval (5. algoritmus) végezve erésen polinomiélis algoritmust kapunk
a feladatra [33].

Példaként tekintsiik az 5. abrat. Itt a zold és kék élek alkotjak a maximalis
folyam feladat béazisat. A jelenlegi bazismegoldas tobb primal nem megengedett
élt is tartalmaz, ezek koziil a kékkel jelolt (s,n;) élt valasztottuk ki, 6t javitjuk ki
elOszor.

5. dbra. MBU fizibilitdsi algoritmus.

Szeretnénk, ha a (g,h) = (s,n1) él kilépne a bézisbdl. Ekkor a feszitéfa két
részre szakadna: G = {s,ng, ng,t}, illetve H = {ny,n3}. Mivel cstkkenteni szeret-
nénk (s,nq)-et, igy olyan G — H él 1éphet be a bézisba, amelyen tudunk noévelni
(vagyis amelyre x = 1), vagy olyan H — G él, amelyen tudunk cstkkenteni (vagyis
amelyre x = u). A megfelel6 élek {(nz2,n3), (n3,t), (n4,n1), (na,ns)}, koziilik kell
egy cimkézés segitségével valasztanunk.

A primdl szimplex algoritmus cimkézéses valtozatdhoz (5. algoritmus) hason-
l6an szeretnénk cimkézni. Jelen esetben az (s,n1) élt szeretnénk csokkenteni, amit
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az (n1,s) ,6é1” noveléseként is felfoghatunk, vagyis a (t,s) él szerepét az (nq,s) él
veszi at. igy tehat érdemes a cimkézést az s csiicsbdl inditani, illetve jelen esetben
az (s,n1) él nem haszndlhatd, ellenben a (¢, s) él igen.

Altalémosan, a (g, h) primél nem megengedett élhez térténé cimkézés megegye-
zik a 4. algoritmusban leirtakkal, annyi kiilonbséggel, hogy a (¢, s) él hasznalhatd,
de a (g,h) él nem, illetve a cimkézés kiinduldpontja x4 > ug; esetén a g, mig
ZTgn < lgn esetén a h cstcs.

Az algoritmus vazlata a kovetkezo:

7. Algoritmus. Megengedett folyam keresése az MBU-algoritmussal [33]

1. T tetszéleges feszitofa, x egy T-hez tartozé bazismegoldas.
2. amig létezik nem megengedett él

3. Legyen (g, h) egy primdl nem megengedett él.

4 amig (g, h) nem megengedett

5. Cimkézés (g, h)-hoz.

6. ha d(h) = co (d(g) = o0) akkor

7. Nincs megengedett megoldas, megéllunk.

8. vége

0. Belép6 él: egy minimalis cimkéjli lehetséges belépo él.
10. Kilép6 él: primal hanyadosteszt a megengedett valtozdkon.
11, Végezziik el a pivotalast.

12. vége

13. vége

Egy (g, h) él kijavitdsahoz legfeljebb nm pivotra van sziikség (amennyiben nem
akad el az algoritmus infizibilitds miatt), ennek bizonyitdsa nagyrészt megegyezik
a cimkézéses primél szimplex algoritmusndl [27] lefrtakkal. Az algoritmus elején
legfeljebb n — 2 primél nem megengedett véltozénk lehet (a feszitéfa n — 1 élb8l
all, és (t,s) nem lehet infizibilis). Mivel a kilépd élt mindig a megengedett éleken
valé primal hanyadosteszttel valasztjuk, igy az algoritmus sordn nem valhat mar
megengedett él nem megengedetté. Ebbol kovetkezden legfeljebb n — 2 javitasi
ciklus torténik az algoritmusban, vagyis a pivotalasok szamara a kdvetkez6 korlatot
kapjuk:

3.2. TETEL. (Illés, Molndr-Szipai [33]) A 7. algoritmus O(n*m) pivotaldssal
megtaldlja a maximalis folyam feladat egy megengedett megoldasat, vagy kimu-
tatja, hogy a feladat nem megoldhato.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus nem haszndlja, hogy a (¢, s) élt maximalizal-

juk, tetszOleges célfiiggvénytli haldzati folyamhoz hasznalhaté megengedett cirku-
lacio keresésére.
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4. Primal MBU szimplex algoritmus

A primél MBU szimplex algoritmus [4] 6tlete a primél szimplex algoritmushoz
képest a kovetkezo. Egy tetszbleges dual nem megengedett valtozo kivalasztasa
utan hanyadosteszttel kivalasztjuk a kilép6 valtozdt, de nem végezziik el rogton
a pivotalast. Ekkor ugyanis dudl megengedett valtozdk dudl infizibilissé valhat-
nak. Ezt elkeriilendd, végziink egy dual hanyadostesztet a kilép6 valtozd soran, és
amennyiben kisebb dual hédnyadost kapunk, mint az eredetileg kivalasztott dudl
nem megengedett valtozon, akkor inkabb ezt a pivotot 1épjiik meg.

8. Algoritmus. Primél MBU szimplex algoritmus LP-feladaton [4]

1. & primal megengedett bazismegoldas.
2. amig létezik dual nem megengedett valtozo

3. Legyen z,+ egy dudl nem megengedett valtozé (,vezérvaltozd”).

4. amig x,« dudl nem megengedett

5. Primal hanyadosteszt p* oszlopaban a primal megengedett valtozo-
kon:

b, _
qzargmin{q D Agpe > 0,b, > 0}.

Gq,p*
7. Ha nem létezik g, melyre Ggp« > 0 és Eq > 0, akkor a feladat dual
nem megengedett.
8. Legyen 91 = [Cp+|/aq,p*-
9. Végezziink dudl hdnyadostesztet ¢ sordban a dudl megengedett val-
tozdkon:
10.
p= argmin{ 1 ¢y 20,04, < 0} .
|@q,p
1. Legyen @9 =¢,/|aq,p|-
12. ha ¥, < ¥; akkor
13, Pivotaljunk ay 4-n.
14. egyébként
15. Pivotéljunk ap- 4-n.
16. vége
17. vége

18. vége
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Felmeriilhet benniink, hogy mivel a primal hanyadostesztet a vezérvaltozé osz-
lopéan végeztiik, de a 95 < ¥1 esetben nem 6 1ép be a bazisba, igy a primal megen-
gedettség nem feltétleniil marad fenn. Ez igy is van, az algoritmus némileg meglep6
tulajdonsdga viszont az, hogy a vezérvéltoz6 bézisba vals belépése (5 > ¥1) utén,
ami valamilyen ciklizalas elleni technika hasznalata esetén véges sok pivotdlas utan
megtorténik, a bazis ismét primdal megengedetté valik. Tovabba a vezérvaltozd
béazisba 1épésével a dual nem megengedett valtozok szama legalabb 1-gyel csok-
kent, hiszen a dudl hanyadosteszt garantédlja, hogy mar dudl megengedett valto-
z0k nem valnak infizibilissé az algoritmus soran. fgy a dual megengedett valtozok
halmaza ,monoton mdédon novekszik”, innen az algoritmus elnevezése (monotonic
build up simplex algorithm).

Nézziikk meg, hogyan valtozik az algoritmus, ha maximélis folyam feladatra
alkalmazzuk! A maximélis folyam feladat primél megengedett bazismegolddsanak
struktirajat mar ismerjiik a primal szimplex algoritmusndal leirtakbdl. Ismerjiik
a dudl nem megengedett él fogalmat, ilyen csak az (S, Z) véagasban lehet. A pri-
mal hanyadosteszt a vezérvaltozd belépésével kialakuld kérben vald javitas szlik
keresztmetszetét valasztja ki. A 6. dbran x4 5 alsé korldton levd vezérvaltozéval
lathatunk egy példat.

6. abra. Primal MBU halézati szimplex

A dudl hanyadostesztnél torténik lényeges egyszeritisodés a linedris programo-
zéshoz képest. A kilép6 g élhez tartozd lehetséges p belépé élek dudl héanyadosa
0 (ha a p él S-en beliil van), illetve 1 lehet (ha p az (S, Z) vigasban van). Mivel
a vezérvaltozé dudl hanyadosa is 1, igy csak akkor nem engedjiik a vezérvaltozot
belépni, ha létezik S-en beliili belép6 él (Z-n beliili, ha ¢ € Z). Ha t6bb ilyen
lehetséges belépd él létezik, akkor cimkézéssel fogunk koztiik donteni.
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9. Algoritmus. Primal MBU-SA maximaélis folyam feladaton, cimkézéssel [34]

1. x primal megengedett bazismegoldas.
2. amig létezik dual nem megengedett él

3. Legyen (g, h) egy dudl nem megengedett él (,,vezérvaltozsd”).
4 amig (g, h) dudl nem megengedett

5. Legyen ¢ a primal hanyadosteszttel kapott kilépo él.

6. ha létezik ¢ részfajan beliili lehetséges p belépo él akkor
7. Viélasszunk koziilitk minimélis cimké;jiit.

8. Pivotaljunk: belép p, kilép q.

9. egyébként

10. Pivotaljunk: belép (g, h), kilép q.

11. vége

12, vége

13. vége

Vegyiik észre, hogy egy (g, h) vezérvaltozéhoz tartozé ciklus sordn végig S-en
vagy Z-n beliili élek 1épnek be (g helyzetétél fiiggéen), igy az S és Z halmazok
nem véltoznak, amig a vezérvaltozé be nem 1ép a bazisba, és a ciklus véget ér. Igy
tehat az S és Z részfat kezelhetjiik kiilon egy cikluson beliil, bevezethetiink kiilon
cimkézést a két részgrafon.

Tegyiik fel, hogy g € S és h € Z, ellenkez6 esetben g és h szerepe felcserélodik.
Ha v € S, akkor a d(v) cimke legyen a legrévidebb pszeudo-javitéit hossza v-bél
g-be S-en beliil, és ha v € Z, akkor legyen a legrévidebb pszeudo-javitéiat hossza
h-bél v-be Z-n beliil.

4.1. A primal MBU ha&lézati szimplex polinomialitdsa maximalis
folyam feladatra

Feladatunk egy vezérvaltozé-ciklus 1épésszaménak megbecsiilése, hiszen a dudl
megengedett élek szdmanak monoton névése miatt legfeljebb annyi ciklus lesz,
ahdny dudl nem megengedett él volt a kezd§ bazismegolddsban (O(m)).

A bizonyitas gondolatmenete azonos a kordbban latott gondolatmenettel: meg-
mutatjuk, hogy a cimkék monoton névekednek, korlatosak, illetve egy él két bazisba
valé belépése kozott ténylegesen nétt legalabb az egyik csicsdanak cimkéje. Mivel
a cimkék egy h-tél, vagy g-be vezet6 legrovidebb pszeudo-javitéut hosszaként van-
nak definidlva, tényleg feliilrél becsiilhetok n-nel, hiszen legrosszabb esetben is
1étezik egy, a feszit6fan beliili ut, ami legfeljebb ilyen hosszu.

4.1. LEMMA. (Monotonitds) Tegyiik fel, hogy a maximalis folyam feladatot
a 9. algoritmussal oldjuk meg. Egy vezérvaltozo cikluson beliil barmely v € V
csticsra és i iterdcidra igaz, hogy dt1(v) > di(v).
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A lemma bizonyitdsa hasonl6 a 2.1. lemma bizonyitdsdhoz (monotonitasi lem-
ma a Goldfarb—Hao-cimkézéssel), részletei (az alfejezet t6bbi dllitdsanak bizonyi-
tasdval egyiitt) megtaldlhatdk a szerzdk [34] cikkében. A cimkék tényleges néve-
kedésérél szdlo lemma a kovetkezd alaki:

4.2. LEMMA. (F§ lemma) Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatot a
9. algoritmussal oldjuk meg. Ha egy vezérvaltozé-cikluson beliil (v, w) belépett az
i. pivot sordn, kilépett a i < j. pivot sordn, majd ismét belépett a
j < k. pivot sordn, akkor d**1(v) 4+ d**1(w) > d'(v) + d'(w) + 2 teljesiil (ahol
d™(v) az m. pivotdlds el6tti cimke).

A lemma bizonyitasa két részre bomlik aszerint, hogy a bazisba valé két belépés
sordn azonos irdnyban tortént-e a belépés, vagyis ha példaul (v,w) € S, és az
1. pivot utan v volt kozelebb g-hez, akkor ugyanez igaz-e a k. pivot sordn torténd
belépés utan is. Ezt a tovabbiakban ,.fels6 csicsnak” fogjuk nevezni, ami egybevag
az elképzeléssel, hogy a két részfa a g, illetve h csiccsal van ,fellégatva”. Mindkét
eset alapja a kovetkezd ,részfa lemma” (4.3. lemma), de az egyik esetben sziikség
van a ,megforditdsi lemmadra” (4.4. lemma) is.

4.3. LEMMA. (Részfa lemma) Tegyiik fel, hogy a maximdlis folyam feladatot a
9. algoritmussal oldjuk meg. Ha (v, w) belépett a bézisba az i. pivot sordn w felsé
csticcsal, és ez igy marad az i < j. pivot elvégzése utdn is, akkor minden z € TJ+!
csticsra d?t1(2) > di(w) + 1.

A lemma bizonyitdsa sordn teljes indukciét hasznalunk, illetve kihasznaljuk,
hogy a lehetséges belépo élek koziil mindig a minimalis cimkéjit vélasztjuk.

4.4. LEMMA. (Megforditdsi lemma) Tegyiik fel, hogy a maximalis folyam fel-
adatot a 9. algoritmussal oldjuk meg. Ha (v,w) belépett a bdzisba az i. pivot
sordn w fels6 csticcsal, és ez az i < j. pivot soran megvaltozik, akkor d’*1(w) >
> di(w) + 1.

A két segédlemmadbdl 6sszerakhaté a f6 lemma bizonyitdsa, aminek birtokdban
maér konnyen bizonyithaté a kovetkezo6 felsé korlat a pivotalasok szaméra:

4.1. TETEL. A cimkézéses primal MBU szimplex algoritmus (9. algoritmus)
legfeljebb 2nm? pivotéldssal megoldja a maximalis folyam feladatot.

5. Dudl MBU szimplex algoritmus

A duél MBU szimplex algoritmus [4] a primal MBU szimplex algoritmus dud-
lisa. Roviden Gsszefoglalva egy dudl megengedett megoldasbdl indul, és egyenként
kijavitja a primal nem megengedett valtozdkat. Egy ilyen valtozé kijavitdsa sordn
elveszhet a dudl megengedettség, de a valtozé kilépésével helyreall.
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Az algoritmus pszeudo-kédja szintén nagyon hasonlit:

10. Algoritmus. Dudl MBU szimplex algoritmus LP-feladaton [4]

1. x dudl megengedett bazismegoldas.
2. amig létezik primél nem megengedett valtozo

3. Legyen x4+ egy infizibilis valtozo (,vezérvéltozd”).
4. amig z,~ infizibilis
5. Dudl hanyadosteszt ¢* soraban a dudl megengedett valtozdkon:

C
p= argmin{p Dagrp < 0,6 > O}.

|aq*,p
. (Ha nem létezik p, melyre ay4+ , < 0 és ¢, > 0, akkor a feladat nem
megoldhaté.)
8. Legyen 01 = by [Gg+ p.
0. Végezziink primal hanyadostesztet p oszlopaban a primal megenge-

dett valtozdékon:
10.

b _
q= argmin{q i by > 0,ag,, > O}.

Qq,p
11 Legyen 92 = by /dy -
12. ha 9, < 1, akkor
13, Pivotaljunk a, 4-n.
14. egyébként
15. Pivotaljunk a, 4+-on.
16. vége
17, vége
18. vége

A 95 < ¥ esetben elromolhat a dudl megengedettség, hiszen a duél hdnyados-
tesztet ¢* soran végeztiik, nem pedig q soran, de a vezérvaltozé kilépésével a dudl
megengedettség helyredll. fgy a dudl MBU-algoritmus sordn a primdl megenge-
dett valtozdk halmaza monoton novekszik, az utolsé ciklus utdn pedig optimalis
megolddst kapunk (ha fizibilis a feladat).

Ez két okbdl is szerencsés a mi helyzetiinkben. Egyrészt kiindulé dudl megen-
gedett megoldast konnyen adhatunk nem nulla alsé korlatok esetén is. Masrészt
a kijavitani kivant primdl infizibilis élek szdma kezdetben O(n), hiszen 6k csak a
feszit6faban tartézkodhatnak, vagyis kevesebb ciklusra lesz sziikség, mint a primal
MBU-algoritmus esetében.
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Mennyivel egyszeriisodik az algoritmus, ha maximalis folyam feladatra alkal-
mazzuk? A vezérvaltozonk egy infizibilis él a feszitéfaban. Mint kilépd élt tekintve,
a lehetséges belépo élek dudl hanyadosa 0 vagy 1 attdl fiiggéen, hogy a vezérvaltozd
részfajan beliil van, vagy az (S, Z) vigds egy telitett éle. Tehdt belépd élnek csak
akkor valasztunk vagasbeli élt, ha mas nincs, ettdl eltekintve szabadon valasztha-
tunk. Végiil a primdl hanyadosteszt eldonti, hogy a kialakuld koérbdl kiléphet-e a
vezérvaltozdnk a tobbi él megengedettségének megsértése nélkiil. A 7. dbran egy
példat lathatunk a ¢* € S és x4+ > uy- esetben.

7. dbra. Dual MBU haélézati szimplex

A belépé él kivalasztasdban van némi szabadsagunk, megfelel6 cimkézési tech-
nikdval polinomidlis futdsidét remélhetiink. A cimkézés soran figyelembe kell ven-
niink, hogy a dual hanyadosteszt szerint a nem vagasbeli éleket kell preferalnunk.
Ez els6 ranézésre jelentosen megneheziti a dolgunkat. Tekintsiik viszont az MBU-
algoritmus korrektségére vonatkozé bizonyitdst ([4], 1. tételének 4tirdsa a dudl

MBU-algoritmusra):
5.1. TETEL. Tekintsiik a dudl MBU-algoritmus q* vezérvaltozé ciklusaban tér-

ténd Y9 < v tipusu pivotok egy sorozata utan el6allé megoldast. Ekkor a jelenlegi
bazismegoldasra a kévetkezé harom tulajdonsag teljesiilni fog:

a) by <0.
b) Ha¢; <0, akkor @g« ; > 0.

¢) max; {a‘?lj 1G5 < O} < min, {07 1Cp > 0,Tg- p < O}.

_Cp
[@g=,pl

Az a) tulajdonsdg szerint a vezérvaltozo infizibilis marad, amig a ciklus végén
ki nem 1ép a bézisbdl (egy 1 > 5 tipusi pivotdlassal).

A b) tulajdonsdg szerint a ciklus sordn dudl infizibilissé valt valtozok akkor
sem lehetnének lehetséges belépé élek, ha ezt egyébként nem kotottiik volna Kki.
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A c¢) tulajdonsdg szerint egy tetszOleges lehetséges belépd valtozé dudl hénya-
dosa legaldbb annyi, mint egy tetszéleges dudl infizibilis valtoz6 duédl hanyadosanak
abszolut értéke. Vagyis ha elvégeznénk a pivotalast egy tetszbleges lehetséges
belépd élen és a vezérvaltozdén, akkor helyredllna a duél fizibilitds (persze a primdl
hdnyadosteszt figyelembe vétele nélkiil néhdny valtozo fizibilitdsa elromolhatna).

Atirva a ¢) egyenlétlenséget maximalis folyam feladatra a kovetkez6t kapjuk:

max{l:¢; = —1} <min{¢, : ¢, > 0,4~ , = —1}.
J p

Itt a bal oldal —oo, ha nincsen még dudl infizibilis él a jelenlegi megoldasban. Ha
viszont létezik legalabb egy ilyen él, akkor a bal oldal 1, és igy az egyenl6tlenség
szerint minden lehetséges belépo él redukalt koltsége legalabb 1, vagyis ekkor mar
csak vagasbeli élek vannak.

Végiil figyeljiik meg, hogy ha a belépd valtozé a vagasbdl szarmazott, vagyis
¢, = 1, akkor a kilépd valtozé 1j redukalt koltsége E; =7Cq — E‘Z’p =0- % =—1.

Osszefoglalva, ha a vezérvaltozé ciklusa sordn egyszer elfogynak a ¢, = 0 tipusi
belépd élek, akkor kivalasztunk egy ¢, = 1 tipusi belépd élt, de ekkor a kilépd €l
dudl infizibilis lesz, és igy a kovetkezd pivotalas soran sem lesz mar ¢, = 0 belép6
éliink. Tehat a vezérvaltozé ciklusa két részre bomlik, egy ¢, = 0 és egy ¢, =1
részre.

Az elsé részben lényegében csak ¢* részgrafjaban dolgozunk, igy a szokasos
cimkézést megszorithatjuk erre a részre. Amikor elfogynak a 0 hianyadosi belé-
po élek, akkor elkezdhetjiik az egész grafot cimkézni anélkiil, hogy az ilyen élek
1jboli felbukkanasatdl kéne tartanunk. A cimkézés megegyezik a fizibilitasi MBU-
algoritmusnél (7. algoritmus) lefrtakkal. Igy a kévetkezd algoritmust kapjuk:

11. Algoritmus. Dual MBU-SA maximalis folyam feladaton cimkézéssel [40]

1. & dual megengedett bazismegoldas.
2. amig x nem primdal megengedett

3. Legyen ¢* egy primal nem megengedett él (,,vezérvaltozd”).
4, Fizibilitdasi MBU-cimkézéssel g* részgrafjan

5. ha ¢* infizibilis akkor

6. Fizibilitasi MBU-cimkézéssel az egész grafon

7. vége

8. ha ¢* infizibilis akkor

0. A feladat infizibilis, megdllunk

10. vége

1. vége

12. A jelenlegi megoldas optimalis, megallunk
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A fizibilitasi MBU-algoritmusra belédtott 1épésszam korlatokbdl kénnyen Gssze-
rakhaté a 11. algoritmus 1épésszambecslése:

5.2. TETEL. (Molnér-Szipai [40]) A cimkézéses dudl MBU-algoritmus legfel-
jebb 2n2m pivotaldssal megoldja a maximalis folyam feladatot.

6. Mozdony hozzarendelési probléma

A MAV-TRAKCIO Zrt. (2014 6ta a MAV-START része) és a BME Optimali-
zalasi Csoportja egy kutatas-fejlesztési projekt keretében vizsgalta a kovetkezék-
ben ismertetett mozdony hozzdrendelési problémét [35]. A véllalat vasiti vonta-
tési feladatok ellatdsaval foglalkozik. A személyszallitas teriiletén a megrendeld a
MAV—START, mig teherszallitas esetén szamos cég foglalkozik vasuti fuvarozéassal.
A MAV-TRAKCIO Zrt. megallapodik a megrendelével, hogy az 6 vasuti kocsikra
pakolt szallitményat egy adott helyen és idében felveszi, majd a sajat mozdonyai
segitségével elszallitja egy masik adott helyre és idére.

A teherszallitast a személyszallitassal szemben az jellemzi, hogy a megrende-
lések tobbféle bizonytalansdgot mutatnak: (i) gyakoriak a késések, (ii) el6for-
dulnak lemonddsok, (iii) idénként a szillitds id6pontjdhoz nagyon kozel adjik
le a megrendelést. Mindezek negativan befolyasoljdk az optimalis tehervontatés
megszervezését. A teherszallitds esetén, mivel nem menetrend alapd a kozlekedés
megszervezése, sziikségszeri az un. gépmenetek nagyobb szamanak a hasznalata.
A tehervonatok kozlekedtetése esetén kétféle logikus cél meriilhet fel: 1. minél ke-
vesebb mozdony segitségével végezziik el a feladatot, 2. minél kevesebb gépmenet
kilométert fussanak a mozdonyaink. Matematikai szempontbdl az elsé esetben
maximélis folyam feladatot kapunk, mig a masodik esetben minimalis koltségii fo-
lyam feladatot. Ezeket a feladatokat megoldd, specializalt algoritmusok jelent&sen
eltérnek egymdstél. Mivel ebben a tanulmanyban nem célunk a vasit optima-
lizalasi feladat részletekbe mend targyaldsa és megoldasa, igy mi csak azzal az
esettel foglalkozunk, amikor a cél minél kevesebb mozdony segitségével elvégez-
ni a vontatdst. Tehdt a vasut optimalizaldsi probléma&t csak a maximélis folyam
feladat polinomidlis pivot algoritmusai hatékonysdganak illusztralasdra hasznaljuk
fel. Az optimalizdldsi feladatot tehét egy maximdlis (illetve minim4lis) folyam
feladatként fogalmazzuk meg, és arra az egyszeriibb kérdésre keressiik a valaszt,
hogy legalabb hany mozdonyra van sziikség az elvallalt vontatasok elvégzéséhez.

A matematikai modell

Legyen a teljesitend6 megbizasok halmaza V. Minden v € V megbizdshoz
rendelkezésiinkre allnak a kovetkezé adatok: induldsi hely, indulasi id6, érkezési
hely, érkezési id6, hasznalhaté mozdonytipusok. A felépitett matematikai modell
egy halézati folyam, melyben minden v megbizdsnak megfelel egy v’ és v” cstics,
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illetve egy (v',v”) él. Ha egy mozdony a v megbizds teljesitése utan képes elvé-
gezni a w megbizdst, akkor felvesziink egy (v”,w’) élt. Ez akkor teljesiil, ha a v
elvégzése utdn van elég id6 az esetleges gépmenetre v érkezési helyérdl w indulési
helyére (d), illetve a szerelvények 6sszerakédséra, ellenérzésre (7 ,technikai id6”):

t5 + d(py, pipt) + 7 < 1.
Bevezetiink tovabbd egy s forrdst és t nyel6t, és felvesziink minden v-re egy

(s,v") és (v",t) élt. Végiil bevezetiink egy (¢, s) élt. Az igy kapott hdlézati folyamot
szemlélteti a 8. abra.

8. abra. Minimdlis koltségii haldzati folyam modell

Lathato, hogy egy 1 értékili s-bdl t-be men6 folyam megfeleltethet6 egy tgyne-
vezett mozdonyfordulénak, vagyis egy mozdony altal elvégzett feladatsorozatnak.
Megkdvetelve, hogy mindegyik (v’,v”) tipusi élen legaldbb 1 legyen a folyamérték,
a modell megengedett egészértékii megoldésai leirjdk a valds feladat megoldasait.

A modellr8l részletesebben [32]-ben olvashatunk.
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Implementacié és eredmények

Jellemzo6 méretii feladat a havi terv. Mivel a személyzetnek 15 nappal a honap
kezdete el6tt meg kell adni egy beosztastervet, igy a kovetkezd hénap tervét a
jelenlegi hénap kozepén rendelkezésre allé adatok alapjan kell optimalizélni. Ez
persze sziikségessé tesz késObbi valtoztatasokat, de a mdédszer hatékonysagat jol
méri.

A teszteléshez hdrom mozdonytipus (V43, M62, M63) harom havi (szeptem-
ber, oktéber, november) megrendeléseit hasznaltuk. Indulé bazismegolddsként azt
a megoldast haszndltuk, ahol mindegyik feladatot egy kiilon mozdony vontat el.
Megjegyezziik, hogy csak a legfeljebb 3 nappal késobbi feladatokat kotottitk dssze
a modellezésnél leirtak szerint; evvel a megoldas mindsége varhatéan nem romlik,
viszont a graf mérete jelentésen csokken. Kétféle indulé bazismegoldast hasznal-
tunk. Az elsé indulé megoldasban minden feladatot kiilon mozdony vontat, mig
a masodik megolddsban egy egyszer(i mohd heurisztikdval javitottunk ezen (ez a
legnagyobb modell esetén is kevesebb, mint 6 mdsodperc alatt lefutott). Az igy
kapott modellek dimenzibit a 9. dbra tartalmazza.

Mozdonytipus feladatok | cstucsok | élek 2. indulé
szama szama | szama | megoldas
szeptember V43 2850 5702 | 726338 | 93 mozdony
szeptember M62 1450 2902 | 175145 | 65 mozdony
szeptember M63 1789 3580 | 292260 | 63 mozdony

oktéber V43 2901 5804 | 738650 | 94 mozdony
oktéber M62 1400 2802 | 163437 | 59 mozdony
oktober M63 1780 3562 | 285932 | 59 mozdony
november V43 2816 5634 | 716115 | 90 mozdony
november M62 1403 2808 | 164792 | 62 mozdony
november M63 1742 3486 | 278817 | 60 mozdony

9. dbra. Hasznalt adathalmazok.

Az algoritmusokat C#-ban implementaltuk. Teszteltiik a szimplex algoritmust
miniméal index és Goldfarb—Hao-cimkézés szerinti belépo él vélasztdssal. Tesztel-
tiik az MBU-algoritmust minimal index, illetve Goldfarb—Hao-cimkézéssel valasz-
tott vezérvaltozdval, kombindlva a belépd él minimal index, illetve cimkézés sze-
rinti valasztasdval. Az eredmények, mind a pivotdlasok széma, mind a futdsidd
(perc:masodperc, illetve pivotdldsok szdma) a 10. dbrdn taldlhatéak az els6 indulé
megoldéssal, a 11. dbran a masodik indulé megoldassal. A tesztelés egy Intel Core
i7-3630QM processzoron tortént.
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szimplex | szimplex | MBU MBU MBU MBU
min GH min/min | GH/min | min/cmke | GH /cmke

szept. 43 42:43 12:47 30:15 32:58 36:56 40:08
327720 352432 62771 97677 361617 330575

szept. 62 2:40 1:10 4:18 2:21 2:38 2:36
80969 86627 45476 31666 83518 81258

szept. 63 6:49 2:33 8:02 5:36 7:09 6:54
127084 143782 52859 40505 129703 133742

okt. 43 44:01 12:30 30:16 35:47 47:09 40:05
329907 357003 64011 104258 365251 336215

okt. 62 2:20 1:03 3:14 1:50 2:21 2:28
76010 81628 36450 25149 79154 77389

okt. 63 6:39 2:34 10:09 5:38 7:02 6:19
125990 142162 62604 41392 146698 131238

nov. 43 43:58 12:06 26:54 30:56 48:24 38:22
325876 347392 55468 92563 351603 327108

nov. 62 2:21 1:03 3:09 1:49 2:38 2:24
76050 81848 37760 28858 78040 77873

nov. 63 6:10 2:24 11:22 6:00 6:24 5:57
119792 138085 72000 39418 136417 126316

10. abra. Eredmények primitiv indulé megoldéssal.

A mozdony hozzarendelési feladatbdl egyszerli struktiraji, de nagyon dege-
nerdalt feladatokat kapunk. Az iteraciok jelentOs szama, mondhatnank tilnyomo
tobbsége, primal degenerdlt iteracid.

Egy oszlopon beliil jol megfigyelhetd a feladat méretének hatdsa mind a futés-
idére, mind a pivotalasok szaméra. A legtobb oszlop az élek szdméban linedris
pivotszdmot mutat (kivétel taldn az els§ tédbldzat harmadik oszlopa). Példaul a
mésodik indulé megolddssal, minimél indexes szimplex algoritmussal (id6ben leg-
gyorsabb algoritmus) kapott pivotszamokra négyzetes értelemben leginkabb illesz-
ked$ a + b - m¢ gorbe a 6711 + 0,007 - mb!, mig a Goldfarb-Hao-szimplexre (leg-
kevesebb pivotdlds) a 2434 + 0,011 - m®98.

A heurisztikus indulé megoldas jelentésen csokentette az elvégzett pivotalasok
szamat. Mig az elsé indulé megoldéds esetén a minimal indexes MBU-algoritmu-
soknak (3. és 4. algoritmus) jelentdsen kevesebb iterdciéra volt sziikségiik, mig
a masodik indulé bazisnal a Goldfarb—Hao-szimplex pivotszama tlinik csak ki a
tobbi algoritmus koziil.
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szimplex | szimplex | MBU MBU MBU MBU

min GH min/min | GH/min | min/cmke | GH /cmke
szept. 43 2:45 3:48 14:52 16:11 26:17 21:34
27630 8721 28291 28073 21276 22281
szept. 62 0:20 0:21 1:14 1:16 2:04 1:51
11223 4113 11271 10921 9672 10126
szept. 63 0:41 0:43 2:46 2:51 4:33 4:24
14708 4904 14967 14716 11633 12553
okt. 43 2:44 3:51 14:32 15:13 23:58 24:07
28178 8798 28747 28549 21649 23491
okt. 62 0:17 0:17 1:04 1:05 1:22 1:37
10369 3765 10595 10390 8326 9315
okt. 63 0:36 0:40 2:20 2:28 3:28 3:39
13490 4820 13700 13213 10768 11042
nov. 43 2:14 3:41 14:13 14:16 21:33 21:26
26280 8695 26948 26976 20561 21960
nov. 62 0:19 0:19 1:15 1:12 1:29 1:29
10970 4005 11266 10846 8655 9117
nov. 63 0:39 0:42 2:34 2:36 3:39 3:44
14028 5002 14118 13909 11245 11859

11. dbra. Eredmények heurisztikus indulé megoldéssal.

Osszehasonlitva a szimplex- és az MBU szimplex algoritmusok iterdcids szamait
és futéasi idejeit, két megallapitast tehetiink: 1. Mivel az MBU szimplex algoritmus
két hanyadostesztet végez, és bonyolultabb, igy nem meglepd, hogy jelentésen
elmaradnak a futdsi idejei a szimplex variansokétél. 2. Mivel az MBU szimplex
algoritmusnal a dudl megengedetté valt valtozdk azok is maradnak, igy a trividlis
bézisrdl inditva, sokszor van olyan variansuk, amelyik sokkal kevesebb iteracidval
oldja meg a feladatot. Ezt az elényiiket a heurisztikus, kozel optimalis béazisrol
inditva mar elveszitik.

A szimplex algoritmusvariansokat 6sszehasonlitva elmondhaté, hogy a trivialis
bézisrél indulva a Goldfarb—Hao-féle cimkézésnek jelentGs hatasa van abban, hogy
jobb futasi idok legyenek, kozel azonos iteraciészam mellett. A méasodik, heurisz-
tikus bazis esetén ez az elony eltlinik, és altalaban a minimal indexes szimplex
algoritmus produkdlja a leggyorsabb futdsokat, annak ellenére, hogy a Goldfarb—
Hao-féle cimkézést hasznal6 szimplex algoritmus iterdciészama, a masik valtozat
iterdcids szdménak 25-35%-4t produkalja csupén.
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Erdekességképpen megjegyezziik, hogy a heurisztikus bézisrdl inditva az algo-
ritmusokat az MBU szimplex varidnsok iteraciészamban mutatkozé sikeressége
eltlinik, hiszen az 6sszes algoritmusvarians kozel azonos iterdciészamot produkal,
kivéve a Goldfarb—Hao-féle cimkézést haszndlé szimplex algoritmust, amelyik ite-
raciészamok tekintetében minden mas algoritmusnal jobban teljesit.

Mindkét bézis esetén megallapithatd, hogy az itt vizsgalt feladatok esetén a
sziikséges 1épésszam, az iterdciok szdma az Osszes algoritmusvéltozat esetén jelen-
tosen kisebb, mint az erésen polinomidlis algoritmusvaltozatok elméleti korlatja.
Erdekességképpen jegyeznénk meg, hogy az MBU-szimplexvaridnsok kozott az elsé
béazison a legkisebb iteracidszamot egyetlen egyszer sem produkalta az elméle-
tileg er6sen polinomidlis varidns (a 6. algoritmus). S6t a mésodik bdazis esetén
sem volt olyan feladat, amelyik esetén az elméletileg erésen polinomidlis MBU-
szimplexvéltozat (6. algoritmus) produkélta volna a legkisebb 1épésszdmot.

A szimplexvaridnsok kozott mar érdekesebb a verseny. A Goldfarb—Hao-féle
cimkézést hasznaléd szimplex algoritmus erésen polinomialitdsa ismert [27]. Annak
ellenére, hogy az els6 bazis esetén, a feladatok megoldasahoz sziikséges iterdcidk
szama mindig magasabb volt, mint a minimal indexes szimplex algoritmusnél, a
futasi idék mindig kisebbek voltak. Ezzel szemben a heurisztikus béazisrdl indulva
a minimdal indexes szimplex algoritmus bizonyult gyorsabbnak, de a Goldfarb—
Hao-féle cimkézést hasznald szimplex algoritmus iteracié szama jelentésen kisebb
volt.

A futdsidék elemzésénél Gvatossagra intjiik az olvasét, ugyanis a futdsidét
erésen befolydsolja az implementdcié minésége (mds tényezOk mellett), hiszen
szamos olyan teriilete van a szimplex- és MBU szimplex algoritmusnak, ahol az
igyes implementaciénak (pl. cimkézés, minimél index kivélasztdsa egy halmazbdl)
komoly hatédsa lehet a futasidore. Altalénosségban talan annyi mégis elmondhato,
hogy a cimkézést hasznald algoritmusok a korrekt pivot pozicié megtaldlasahoz
tobb szamitast végeznek, ami a legiigyesebb implementacidk esetén is novelheti a
futésidot. Ez féleg a masodik indulé megoldédssal kapott eredményeken figyelhetd
meg.

7. Osszefoglalds és tovabbi kutatdsi irdnyok

A dolgozat elsé felében Gsszefoglaltuk a maximalis folyam feladatra adott poli-
nomidlis primél és dudl szimplex algoritmusok [6, 27] eldzményeit és technikait.
Megmutattuk, hogy a gyakorlatban gyakran el6fordulé nem nulla alsé korlatok
esetében mit lehet tenni. Az egyik megoldas egy segédfeladat megoldasa megen-
gedett megoldas keresésére, mig a masik a fizibilitdsi MBU-algoritmus, melyrol
megmutattuk, hogy szintén van polinomialis valtozata. Ezutan belattuk, hogy a
primal és dudl MBU szimplex algoritmusok is polinomidlissa tehet6k a megfelel$
cimkézési technika alkalmazasdval.
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A primél és dudl szimplex algoritmusokkal ellentétben az MBU szimplex algo-
ritmusok athaladnak se nem primél, se nem dudl fizibilis bdzismegoldasokon.
A dual MBU-algoritmus tovébbi elénye, hogy alsé korlatos feladat esetén is els6
fazis feladat nélkiil elindithaté.

Erdekes lenne tovabbi linesris programozasi pivot algoritmusok [50] polinomi-
alitdsat megvizsgalni maximélis folyam feladatra. Az els6, természetes jelolt ilyen
vizsgalatra a criss-cross algoritmus [49] lenne, amelyiknél a gond a nem struk-
turdltan eléfordulé se nem primdl, se nem dudl bazisok jelentkezése. Tovabbi
altalanositasi irany a feladatosztaly bovitése lehetne. Minimalis koltségii haldzati
folyam feladat esetén elveszik a redukalt koltségek egyszerii struktiraja, vajon igy
is polinomialissa teheték a linedris programozas teriiletérol ismert pivot algorit-
musok? A primél és duél szimplex algoritmusoknak létezik ilyen varidnsa [42, 43],
bar joval bonyolultabb technikaval igazolhaté az erésen polinomialitas, mint a
maximélis folyamnél ldtottak.
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El6szor az MTA-SZTAKI kutatdja, majd 1990-
t6l 2016-ig az ELTE Operécidkutatas Tanszék
oktatéja. 2010 éta a BME TTK egyetemi do-
cense, 2011-t6]1 a BME Differencidlegyenletek
Tanszék vezetGje. Kutatdsi teriiletei a linea-
ris és nemlinedris programozas és ezek ipari és
gazdasagi alkalmazasai. T6bb, mint 60 kozle-
ményére 500-nal is t6bb hivatkozast kapott, h-
indexe 12. Témavezetésével, kozel 60 hallgatéd
készitette el szakdolgozatat 2 magyar és 2 kiil-
foldi egyetemen. Négy hallgatéja szerzett dok-
tori fokozatot.
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STRONGLY POLYNOMIAL PIVOT ALGORITHMS FOR MAXIMAL FLOW PROBLEMS

TiBOR ILLES AND RICHARD MOLNAR-SZIPAI

In this article we describe labelling techniques applied to the maximum flow problem. These
can be traced back to the shortest augmenting path algorithm, and later used to prove the
polynomiality of various pivot algorithms. We discuss the primal and dual simplex algorithms,
as well as variants of the MBU algorithm in a unified system, with an added emphasis on handling
nonzero lower bounds that arise frequently in applications. We compare the algorithms on railway
engine assignment problems.
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HISZTEREZIS, UTFUGGOSEG, POTENCIALIS KIBOCSATAS!

DR. MELLAR TAMAS

A hiszterézis a fizikdbdl atvett fogalom, a kozgazddszok mér elég rég-
6ta haszndljék, de csak a mostani valsdg utan kezdett széles korben terjed-
ni. A tanulmény els§ két része roviden bemutatja a hiszterézis mikro- és
makromechanizmusait. Majd a harmadik rész a potencialis kibocsatas és a
hiszterézis kapcsolatat vizsgalja meg. Végiil a negyedik rész a potenciilis
kibocsatési palya meghatarozasanak j lehet6ségeit villantja fel a hiszterézis
mechanizmus figyelembe vétele alapjén.

1. A hiszterézisrol

Az elmult 150 esztendében a kozgazdaszok nagyon sok fogalmat vettek at a
fizikabol. Ebben az atvételben élenjaré szerepet toltottek be a 19. szazad végén
és a 20. szazad els6 harmadaban a neoklasszikus iskola képvisel6i, majd a mult
szézad hetvenes éveitél kezd6déen pedig az tjklasszikus kozgazddszok. (Ez a két
irdnyzat képezi a kozgazdasagi gondolkoddas f6 iranyat, kiegészitve a legutdbbi
id6kben az tdjkeynesi-tujklasszikus szintézissel.) A nem f8irdnyd kozgazdasigtan
idegenkedve tekintett ezekre az dtvételekre, mert gy vélte, hogy ezéltal gyengiil
a kozgazdasig-tudomany tarsadalomtudomanyi jellege, mikézben pedig a statikus
egyensilyi szemléletméd erésodik. A sors érdekes fintora, hogy a nem f6iranyhoz
tartozo kozgazdéaszok ugyancsak a fizikaban talaltak meg az egyik legjobb fegyvert
a neoklasszikus-tjklasszikus iranyzattal szemben. Ez pedig a hiszterézis jelensége.

A hiszterézis jelenségét tobb természettudomdnyi dgban is megfogalmaztak,
a fizikdban a mégnesesség vizsgalatandl keriilt az érdeklédés eléterébe, amikor a
megfigyelések azt mutattak, hogy az egyes targyak emlékeznek a korabbi mégne-
sezettségiikre, az nem mulik el nyomtalanul a mégneses hatds megsziinése utan
sem.? A kozgazdasagi alkalmazasok a leggyakrabban erre a mégnesességnél megfi-
gyelt hatdsmechanizmusra hivatkoznak (Cross [1993], Gocke [2002]). Altaldnosan
tekintve a hiszterézis olyan hatas, amely

1Ez a tanulmény a XXXII. Magyar Operéaciékutatdsi Konferencidn (Cegléd, 2017. jinius 15.)
elhangzott el6adés irott véltozata.

2Ewing [1881] a névaddja a hiszterézisnek, & volt az, aki kisérleti titon elséként felfedezte azt
a magnesesség kapcsan. Preisach [1935] pedig az elsd volt, aki feldllitott egy modellt a magneses
hiszterézis leirdsara.
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1. tovabb fennmarad, a kivalté ok megsziinése utan is;
2. Kkésleltetéssel érvényesiil;

3. eredményeként a rendszer nem tér teljesen vissza az eredeti allapotaba.

Ez a harom jellemz& nem egyeztetheté Ossze az altalanos gazdasigi egyensuly
neoklasszikus-tujklasszikus elméletével, amely a kereslet-kinalat-ar piaci mechaniz-
mus negativ visszacsatolasos rendszerére épit. A statikus egyenstlyi doktrina sze-
rint az egyenstly egy olyan egyedi, 1étez6 (meghatdrozhato) éallapot, amelyhez a
piaci rendszer gravital, s ha valamilyen kiils6 zavaré hatas eredményeként meg-
bomlik az egyenstly, akkor az gyorsan helyredll. Ez az altalanos egyensiilyelmélet
jOl ismert héarmas kritériuma: egzisztencia, unicitas, stabilitas.

Az egyensulyelmélet elsd kritikusai kozott volt Kaldor [1934], aki rdmutatott
arra, hogy egy adott indulé allapotnak megfelelé egyensulyi helyzet csak akkor
érhet6 el, ha a gazdasagi folyamatok id6igény nélkiil, egy szempillantas alatt lebo-
nyolédnak. Ha ugyanis az egyensulyi konvergencia id6t vesz igénybe, akkor menet
kozben folyamatosan véltozik a gazdasdg dllapota (a kereslet, a kindlat, a készletek,
a kapacitaskihaszndlds stb.) és sziikségképpen nem az eredeti, kiindulé dllapotnak
megfelel6 egyensilyi allapot valésul meg.

Maga a konvergenciafolyamat id6beli lezajldsa, annak sorrendisége komoly be-
folyassal bir a bekdvetkezd eredményre. Ebbél viszont két egymaéssal Osszefiiggd
fontos jellemz6 kovetkezik a gazdasagi folyamatokra: a tobbes egyensuly és az ut-
fiiggdség. Az egyensily megvaldsuldsa felé megtett gazdasigi tranzakcidk, és az
ennek kovetkeztében kialakulé kozbiils§ (multbeli) dllapot, befolydssal bir arra
vonatkozéan, hogy milyen egyensulyi helyzet felé mozdul a rendszer. De igy maga
az egyensilyi dllapot is véltoz6 lesz, semmiképpen sem egyedi (unikdlis) a gaz-
dasagi allapot dinamikus valtozadsa kovetkeztében. Kaéldor szerint az altaldnos
egyensulyi doktrina csak akkor valésulhatna meg a maga tiszta formajaban, ha
létezne egy walrasi Kikialtd, aki az egy helyre Osszegytijtott eladok és vasarlok
tranzakcidit koordindlnd, és a tényleges kontraktusok csak az egyensilyi ar 1étre-
jotte utan mennének végbe. Az altalanos egyensilyelmélet ezen statikus, stacioner
jellegét Kornai [1971] birdlta igen erdteljesen.

A gazdaséagi folyamatok idoigénye és a késleltetési hatasok kovetkeztében kiala-
kulhatnak olyan anomalidk, amelyek még a negativ visszacsatolasos tulkereslet-ar
mechanizmus mellett sem hozzdk el az egyensilyt. Jé példa erre a régrol ismert
pokhdlo tétel. Amikor a kindlat 1étrejottének hosszabb idéigénye van, akkor a ter-
melés beinditasakor a dontéshozé csak a jelenlegi drat ismeri, de azt a jovébeli
arat, amely majd akkor fog érvényesiilni, amikor a terméke elkésziil, azt nem.
Ezért csak feltételezésekkel élhet a jovobeli dralakulasrdl, ami viszont meghitsitja
az armechanizmus egyenstlyteremt6 szerepét (Kéldor [1934]). A gyakorlatbdl jol
ismert a mezégazdasigi arak termékek arainak és termelési mennyiségeinek cikli-
kus alakulasa.
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A posztkeynesi kozgazdédszok a hetvenes-nyolcvanas években egyre erételje-
sebben adtak hangot annak a meggy6zOodésiiknek, hogy a gazdasdgi folyamatok
nem ergodikus jellegliek (Davidson [1982-83]), szemben a hagyomdnyos (uniké-
lis, stabil) egyenstlyi felfogds feltételezésével. Samuelson [1964] feltételezése arra
vonatkozoan, hogy a gazdaséagi folyamatok ergodikus jellegliek, vagyis hogy az id6-
beli és a térbeli statisztikai atlagok és szérasok nem térnek el egymastol, széles utat
nyitott az egyensilyi modellezés és az dkonometriai vizsgalatok felé. Nem nehéz
észrevenni, hogy az ergodicitas feltételezésében is az el6zéekben mar érintett neo-
klasszikus statikus felfogas érhetd tetten, vagyis hogy a korabbi tranzakciék nem
szamitanak, a piac mindig megtisztitja magat, és minden ujabb id6periédusban
reprodukalja 6nmagét, adott technikai-technologiai feltételek kozott. Valdjaban
azonban a gazdaséigi szereplok szama és Osszetétele dllanddan valtozik, a piacok
sohasem tisztulnak meg teljesen, mindig vannak készletek és kapacitastartalékok,
a résztvevék allanddan tanulnak, folyamatosan adaptaléodnak a valtozd koriilmé-
nyekhez (Melldr [2016]). S természetesen szdmolni kell a véletlen hatdsokkal is,
amelyek a legtobb esetben nem jelezhetok elére, ugyanakkor viszont hatasuk igen
jelentds lehet. Az dltaldnos bizonytalansag ellehetetleniti a statikus, determinisz-
tikus miikodést (Bélyédcz [2017]).

A fejlédésgazdasigtan megjelenése és térnyerése 1j értelmezést adott az utfiig-
gbségnek, nevezetesen hogy ha az egyes gazdasdgok valamilyen konkrét irdnyba
elindulnak, akkor szdmukra bizonyos lehet6ségek (utak) bezdrulnak, mig mésok
kinyilnak. A kevésbé fejlett orszagok konnyen keriilhetnek ordogi korbe, megreked-
ve egy alacsony egyensulyi szinten. A tradiciondlis technika alkalmazésa, rogziilt
intézmények és magatartasi formak nem teszik lehetévé a kitorést az elmaradott
allapotbdl. Viszont, ha valamilyen kedvezo6 kiils6 hatas kovetkeztében &t tudjak
lépni a fejletlenség kiiszobét, akkor mar lehetévé valik szamukra, hogy a fejlett
technika alkalmazéasa révén érvényre jusson a névekvé hozadék és igy a gazdasag
egy magasabb szint{l egyensilyi palydra alljon (Krugman [1997]). A fejlédési folya-
mat azonban nem folyamatos és nem szabdlyszertien lezajlé folyamat. Gyakran
elofordul, hogy egy hosszi stagnélasi folyamat utan jon a nagy ugrés és forditva:
egy nagy kiils6 sokk hatasara keriilhet a gazdasag olyan lecsiiszott helyzetbe, amely
tartésan is fennmaradhat, a sokk elmuldsa utdn is.

2. A hiszterézis mechanizmusai

A hiszterézis jelensége elég gyakran felbukkan a gazdasig miikodésében, mond-
hatnank azt is, hogy legalabb annyira tipikus, mint a klasszikus kereslet-kinalat-ar
mechanizmus. A hiszterézis miikédési mechanizmusdnak két meghatérozé jellem-
z0je van: az aszimmetrikus jelleg és az irreverzibilitds. Az aszimmetrikus jelleg
azt jelenti, hogy a gazdaségi aktorok kiilonb6z6 médon reagalnak az eltérd irdanyt
sokkokra, az irreverzibilitds pedig azt, hogy a gazdasigi egység, vagy a gazdasagi
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folyamat nem tér vissza az eredeti dllapotdba a sokk megsziinése utdn. A hisz-
terézis dinamikéjat az an. hiszterézis operdtor hatarozza meg, amelyet eredetileg
a fizikdban a médgneses mezdk vizsgdlata soran alkalmaztak. Ennek matematikai
megfogalmazasat Mayergoyz [1985] adta meg.

Nlusztréciéként tekintsiik 4t a Gocke [2002] dltal megfogalmazott piacra 1épés
dilemmajat az ar és a koltségek fliggvényében! Tegyiik fel, hogy a kisvallalatok
szamara az ar kiilsé adottsag, toliik fliggetleniil a piac alakitja ki. Az 6 dontésiik
arra korlatozédik, hogy az adott piaci ar ismeretében piacra lépjenek-e, vagy sem.
Ha a piaci ar elég magas ahhoz, hogy fedezze a termelési koltségeket (a termékegy-
ségre jutd allando és véltozé koltséget), akkor belépnek a piacra. Ha a piaci ar tul
alacsony az el6allitasi koltségekhez képest, akkor a termel6 nem fog kapcsolédni
a piachoz. Elééllhat viszont olyan eset, amikor az ar olyan kozbiilsé értéket vesz
fel, amely ugyan fedezi a vallalkozas egységre juté valtozé koltségét, de az allandd
koltségét nem. Ebben az esetben a vallalat viselkedése attdl fog fliggni, hogy a
piacon van, vagy sem. Ha aktiv a piacon, akkor ennél a kozbiilsé drnal nem fog
kilépni a piacrdl, mert a bennmaradéssal az allandé koltségeinek egy része leg-
alabb megtériil, s nem veszik el mind, mivel az allandé koltségeket mar ki kellett
fizetnie. Viszont, ha a termel6nk nincs a piacon, akkor ez a kozbiils6 ar nem fogja
arra 0sztonozni, hogy belépjen, mert nem tériilnének meg a koltségei. fgy tehdt
a vallalkozds szaméra més és mas lesz a belépési és a kilépési ar. A vallalkozd
dontési egyenlete a kivetkezéképpen formalizdlhaté:

ha ;41 =14é&s p; > cj;

S ha x;+-1 =0 és p > ¢; + Kj;
gt = )
, haxzj; 1 =1¢é p <cj;

S O ==

, haxj; 1 =0¢é p <cj+ Ky

ahol z; a j-edik vallalat piaci aktivitasat, c; az atlagos valtozé, x; az éatlagos
allandé koltségét, p pedig az exogén moédon adott piaci arat jeloli.

Az 1. dbra szemléletesen mutatja a hiszterézis jelenség aszimmetrikus és irrever-
zibilis tulajdonsdgat. A B pontban 1évé vallalkozas egy kis aremelkedés hatéasara
be fog lépni a piacra, és az ar valtozatlanul maradédsa vagy csokkenése esetén in-
aktiv fog maradni. Ugyanezen kiindulé arnal a C' pontndl 1év6 aktiv vallalkozdas
nem fog valtoztatni a pozicidjan, akar pozitiv, akar negativ irdnyba valtozik kis
mértékben az ar. Hasonldéképpen az E pontban 1évé vallalkozéas az arcsokkenés
hatasara ki fog lépni, mig az F' pontnél 1évé inaktiv vallalkozas ugyanezen induld
arnal nem fog reagalni semmilyen irdnyud kismértékii arvaltozasra. Ha egy negativ
kiilsé sokk kovetkeztében az ar az A pontrdl az F' pont ald esik, akkor az aktiv
vallalatok ki fognak 1épni a piacrol, mert még valtozé koltségeik sem tériilnek meg.
Viszont a sokk megsziinése utdn az ar hidba &ll vissza az A szintre, az inaktivva
valt véllalatok nem fognak ismét visszatérni a piacra.
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1. dbra. A belépési és a kilépési ar kiilonbsége.

Ez a példa azt sugallja, hogy az arak véltozasai egy bizonyos sdvban nem
idéznek elé semmilyen véltozdst a piacon. Példdnkndl maradva, ha az 4r c; és
¢j + r; kozott fluktudl, akkor ennek semmilyen kovetkezménye nem lesz, mert
a piacon lévOk nem akarnak kilépni, a kint 1évék pedig nem akarnak belépni.
Makroszinten azonban nem ez a helyzet, mert a kiilonb6z6 vallalatoknak eltér6
a koltségszerkezete, s igy mindegyiknél mashol lesz a belépési és kilépési kiiszob.
Ez viszont azt eredményezi, hogy kismértékili arvaltozasnak is lehet jelentos hatasa,
mivel tobb vallalat is dteshet a kritikus ponton. A hatds eréssége makroszinten
nyilvan attdl fiigg, hogy milyen az eloszlasa a véllalatonként eltéré belépési és
kilépési araknak. Ha sok véllalat van a kiiszobértékekhez kozel, akkor akar a kis
sokkoknak is jelentGs hatasa lehet makroszinten: ez az erds hiszterézis jelensége.

A mindennapi gazdasagi életben gyakran alakulnak ki olyan helyzetek, amelyek
a hiszterézis jelenségét produkaljak. Ezek koziil most csak kettot emlitiink. Elso-
ként a beruhdzasi dontések (Dixit [1992]) péld4jat mutatjuk be. A mainstream
elmélet tanitasa szerint, ha az ar meghaladja a hosszi tava atlagkoltséget, akkor
ez a vallalkozokat beruhazasra sarkallja, és forditva: ha az ar az atlagkoltség alatt
van, akkor a vallalat elhalasztja a beruhazasi tevékenységét. A valdsagban azonban
egészen mas a helyzet. Mivel a beruhazas elinditasanak vannak egyszeri koltségei,
ezért a véallalat csak akkor kezd bele, ha lényegesen magasabb az ar a termelési
koltségeknél (ha a vért hozamrata igen jelentésen meghaladja a piaci kamatldbat).
Ekkor 14t csak biztositékot arra, hogy a tobbletkoltségei megtériiljenek. Viszont
az arak csokkenése esetén nem hagy fel azonnal a beruhdazasi tevékenységgel, csak
akkor, amikor mar a piaci ar annyira lecsokken, hogy a valtozé koltségei sem
tériilnek meg.

A masik példa a kiilfoldi piacra 1épés, az exportpiacra 1épés az arfolyam ala-
kuldsdnak fiiggvényében (Amable és tarsai [1994], Delgado [1991]). A véllalatok
belépése egy kiilfoldi orszag piacara a devizadrfolyamtdl fiigg. Ez a belépés azonban
bizonyos egyszeri tobbletkoltséggel jar, amelyet nyilvan szeretne a belép6 vallalat
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visszanyerni, igy aztdn csak akkor kezd exportalni, ha elég magas szamara a kiil-
foldi deviza arfolyama. Viszont ha mér belépett, akkor az el6zénél alacsonyabb
arfolyam mellett is bent marad a kiilféldi orszag piacdn, mivel a belépési koltséget
mar egyszer kifizette.

Makroszinten is kimutathaték a hiszterézis miikodési mechanizmusai és azo-
nosithaték az azt kivalté okok. Ezek koziil taldn a legismertebb a humén téke
leépiilése, amely azért allhat eld, mert ha az emberek hosszabb idén keresztiil
munkanélkiiliek, akkor kiesnek a gyakorlatbdl, a mindennapi rutinbdl, nem tud-
jak kovetni a folyamatos technikai fejlédést, és rdadéasul a tétlenség idGszakaban
gyakran karos szenvedélyek rabjaiva valnak. fgy aztan hidba tér vissza a jé kon-
junktura, ezek az emberek nem, vagy csak nagyon lassan tudnak visszatérni a
munkapiacra (Phelps [1972], Cross [1987]).

A tOkeképz6dés vonatkozasaban hasonlé folyamat figyelheté meg, a kereslet
visszaesése kdvetkeztében a termelSk visszafogjdk a beruhdzasaikat, sokszor még az
elhasznalt eszkozok potlasarol sem gondoskodnak. Ezért aztan a fellendiilés soran
gyorsan novekvd kereslethez nem tudnak megfeleld médon alkalmazkodni (Bassi
— Lang [2016]). A beruhdzasok visszaesése egyben a technikai fejlodés lassuldsat
is el6idézi, a recesszié id6szakaban gyakori, hogy jelentosen csokkentik a kutatés-
fejlesztési kiadasokat is. Ezért aztan a kereslet kés6bbi felfutasaval nem tud 1épést
tartani a technikai fejlesztés, az csak id6késlekedéssel fog felzdrkézni (Dutt [2006]).

Tipikus jelenség a gazdasagi valsag utan a mérlegkiigazitds. A korabbi eufori-
kus hangulat a visszdjara fordul: mig a fellendiilés id6szakaban jelent&s mennyiségli
hitelt vesznek fel a gazdasagi szereplok, és ezért tobbet koltenek, mint amennyi a
jovedelmiik, tehat erdsitik a konjunktirat, addig a visszaesés idészakaban a hitelek
visszafizetésére koncentralnak, a jovedelmeiknél jéval kevesebbet koltenek, és ezzel
hozzéajarulnak a valsag elhizédasdhoz. A visszaesés ugyancsak komoly hatédst gya-
korol az intézményi hattérre is, a kormdnyzati szervek 1étszaméra (leépités), miiko-
dési médjara, a szabdlyozas szakszeruségére. Mindezek nem tudnak egy csapasra
megvéltozni, amikor novekszik a kereslet, csak nagyon lassan és fokozatosan tudja
elérni a régi allapotot és ezzel parhuzamosan, csak nagyon lassan tér vissza 1jbol
a bizalom a gazdasagi szereplék korébe. A Benczir—Koénya [2013] szerzépéros egy
kis, nyitott gazdasig példajan keresztiil mutatja be a mérlegalkalmazkodas ezen
sajatos mechanizmusait.

3. A potencidlis kibocsatas és hiszterézis

A hiszterézis makroszintli érvényesiilését és annak elméleti jelentGségét mar
évtizedekkel ezel6tt felismerte Phelps [1972], amikor a természetes munkanélkiili-
ség ratajanak meghatdrozasa kapcsan annak utfliggéségét hangsulyozta. A kés6b-
biekben a Blanchard—Summers [1987] szerzépéros is hasonlé konkluziéra jutott,
amikor az amerikai és az eurdpai munkanélkiiliségi ratak kozotti nagy kiillonbségre
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kerestek magyarazatot. Az emlitett szerzék szerint a hosszi id6n keresztiil fenn-
all6 munkanélkiiliség megemeli a munkanélkiiliség természetes ratajat. S mivel
Eurépédban a hetvenes években igen magas (az amerikai szintet jéval meghaladd)
munkanélkiiliségi rata alakult ki az olajvalsdg kovetkeztében, ezért megemelkedett
a munkanélkiiliség természetes ratdja, amely aztan tovabb éreztette a hatdsat, a
mar nem valsagos nyolcvanas években is.

Ezek a felismerések azonban nem gyakoroltak komoly befolyast a kozgazda-
sagi gondolkodas {6 irdnyara. Sem a munkanélkiiliség természetes rataja, sem az
Okun-torvény alapjan vele szoros kapcsolatban 1évé potenciélis kibocsatds (poten-
cidlis GDP) meghatédrozasiandl nem tulajdonitottak kiilonos jelentéséget a valtozok
kordbbi értékeinek. Az volt az uralkodé nézet, hogy a potencidlis (hosszi tdvon
fenntarthatd, egyensilyi, trend) pédlya a gazdasdgi szerepl6k optimalizdlé dontései
és a technologiai fejlédés altal meghatarozott, s ettol a palyatdl a gazdasag csak
a zavaro kiilsé sokkok hatasara térhet el. Ez az eltérés azonban csak rovid ideig
tarthat, mert az egyensilyteremtd piaci erék gyorsan miikodésbe 1épnek, és hama-
rosan visszatéritik a gazdasdgot a hosszi tavi egyensulyi pélydjahoz (Woodford
[2003], Gali [2008]). J6l lathatd tehdt egyfeldl, hogy ebben a felfogdsban a potenci-
alis palya vonala fiiggetlen a gazdasdg valdsdgosan megtett atjatol, masfeldl pedig
a tényleges GDP nem térhet el jelentGsen és tartésan a potencidlis palyatol.
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2. dbra. A tényleges, a potencidlis (Hodrick—Prescott trend) kibocséitds és az
output gap (kibocsatdsi rés) alakuldsa a magyar gazdasdgban 1995 és 2016 kozott.
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A f6irdnyu kozgazdasdgtan imént vazolt doktrindja hosszi id6én keresztiil volt
uralkodé poziciéban, mignem a 2008-ban kitort valsag, és az azt koveto tartos stag-
nélas és lassulé novekedési iitem 1j megvildgitasba helyezte a kérdést. Az elmult
években egyre tobb olyan tanulmény latott napvildgot, amely a valsag kovetkez-
tében eldallt 1j tények ismeretében az egyensilyi doktrina atértékelését vetette fel
a hiszterézis bekapcsoldsaval. Jo attekintést ad ezekrdl a tanulméanyokrol az MNB
[2016] 6sszefoglald jelentése. Erdemes megemliteni, hogy még a DSGE-modelleket
is elkezdték mddositani annak érdekében, hogy a vélsdg kévetkeztében megjeleno
tartés médosité hatdsokat (permanens sokkokat) figyelembe vehessék (Cacciatore,
M. — R. Duvaland — G. Fiori [2012]).

Ha ratekintiink a magyar adatokra (ldsd 2. dbra), akkor innen is leolvashatd,
hogy a féiranyu kozgazdasdgtan egyensilyi palya hipotézise 1996-2008 kozott
helytallé lehetett, de az azt koveté idészakban mar nem. Azért nem, mert a
véalsdg idészakdban kialakult jelentds output gap (eltérés a tényleges és a poten-
cidlis kibocsédtds kozott) nem hagyta érintetleniil magat a potencidlis palyét sem,
amely igazodni kényszeriilt a lecsokkent GDP-értékekhez.

A magyar tapasztalatok tavolrél sem egyediilalloak, a fejlett vilag nagy részén
igen hasonld jelenségek voltak megfigyelhet6k. A 2008-as vélsag egyik fontos tanul-
sdga lett, hogy a valsdg utdn a gazdasagok nem tértek vissza az eredeti egyenstlyi
péalydjukra, ldsd bévebben Ball [2014], Blanchard — Cerutti — Summers [2015].
A vélsidg kovetkeztében szinte mindeniitt lefelé tolddott a potencidlis kibocséatési
palya. De nemcsak szintbeli eltolédas tortént, hanem a potencialis névekedési
iitem is csokkent, vagyis a pédlya meredeksége is csokkent. Az aggregalt keres-
let valsag alatti visszaesése nemcsak a GDP jelentOs csokkenését eredményezte,
hanem a potencidlis kibocsatasét is. Ezt kovetoen hidba emelkedett a valsag utan
az aggregalt kereslet a régi szintjére, a termelés nem allt vissza a régi szintre.
A valsag kovetkeztében el6allt nemzetgazdasdgi veszteség kettds: egyfeldl a nagy
negativ output gap miatti veszteség (a tényleges GDP jelentds mértékben elmaradt
a potenciélistdl), masfeldl pedig a potencidlis palya médosuldsdbdl adédo veszteség
(a potencidlis novekedési iitem csokkenése). Magyarorszdg a 2008-13-as idészak-
ban ily médon az éves GDP-jének mintegy 30 szézalékdt vesztette el (Ball [2014]).
A 3. dbra grafikusan mutatja be a magyar esetet (Ball szdmitdsi metodikaja alap-
jdn), az y** az eredeti, valsag el6tti, az y* pedig az 14j, a valsdg utdn mdédosult
potencialis palyat jeloli.

4. A potencialis palya meghatarozasa

A potencidlis egyenstlyi novekedési palya szilard alapokon &ll6 pontos meg-
hatarozasa igen fontos nemzetgazdasdgi szempontbdl. A gazdasagpolitika erdtel-
jesen tamaszkodik a tényleges és a potencidlis kibocsatas kiilonbségeként el6alld
kibocsatasi rés mutatészamra. Ez jelzi ugyanis a keresleti nyomds er6sségét, és
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3. abra. A magyar gazdasag 2008-as valsig kivetkeztében elszenvedett kibocsatési
vesztesége.

ennek megfeleléen lehet visszafogd vagy élénkité gazdasdgpolitikai akcidkat indi-
tani. Ugyancsak fontos a kibocsatasi rés a monetaris politika szamara, az inflaciés
célkovetés soran haszndlatos Taylor-szabdly egyik fontos vezérlési valtozdja.

A potencidlis kibocsatasi palya lényegében az egyensulyi novekedési palyat
jelenti. A kérdés csak az, hogy miként értelmezendé maga az egyensily. A fogalom
megalkotdja Okun (1981) a potencidlis kibocsatds meghatdrozasat a munkanélkiili-
ség természetes rataja alapjan képzelte. Vagyis ebben a felfogasban, az egyensulyi
kibocsatas azt a termelési szintet jelenti, amikor nincs kényszeri munkanélkiiliség.
Kés6bb, a Phillips-gorbe megjelenése utan, az egyensily 6 meghatdrozé elemévé
az infldcié vélt, pontosabban annak konstans volta (ez volt a NATRU-koncepcid).
A redl tizleti ciklusok megjelenésével a potencidlis kibocsitds novekedési modell
alapi meghatarozasa valt egyre elterjedtebbé: a Ramsey-Solow névekedési modell
dinamizélasa technologiai sokkokkal. Majd ezt kovetSen a mar emlitett DSGE-
konszenzus modell jott: lasst aralkalmazkodas, ezért a sokkok atmenetileg letéritik
a gazdasdgot az egyensulyi pélyéardl

Az eddigiekben az egyensulyi palya meghatarozasanak harom irdnya volt meg-
kiilonboztethetd. Ezek koziil a legrégebbi és taldn a legegyszertibb a trendala-
pi meghatdrozds. A trendalapi mddszereken beliil a legnépszeriibb a Hodrick —
Prescott-filter alapjan torténé meghatdrozés:

T T-1
miny {Z(Y{g ~Y)? + A Z ((Y;SJrl - Yt) - (Y;: - Yt1>)2} .

Népszertiségét, az egyszertiségén til, valészintileg annak koszonheti, hogy itt kalib-
ralhatéva valik az output—gapek nagysaga. A késébbiekben a termelési oldald,
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a termelési tényezSk rendelkezésre allasa alapjan torténd meghatérozas jellemzo.
A termelési fiiggvény alapi meghatdrozas egy példaja:

11—«
V= 4, K- {Lt.<1_Nf‘11&1)%U>] ,
A legutébbi id6kben egyre inkdbb elterjedt az egyensiily tobbdimenzids értel-
mezése és ennek megfelelden a tobbvaltozds mddszerek alkalmazasa: &allapottér
reprezentdci6, Kalmédn-filter (ldsd err6l bévebben Melldr — Németh [2018]).

A hiszterézis elmélet kozéppontba keriilése kovetkeztében valdszintileg jelento-
sen modosulni fog a potencialis kibocsatas meghatarozasa. Hogy miként, azt most
még nem lehet pontosan elérejelezni. Annyi azonban mar latszik, hogy két iranyba
is el lehet indulni az 4j meghatarozéas felé: 1. a potencidlis kibocsatds meghata-
rozdsa a multbeli értékek és a véletlen sokkok alapjan, 2. a tényleges GDP olyan
szétvalasztasa trend és ciklikus elemre, amelyben a ciklikus sokkok kimutathato
hatast gyakorolnak a trendre.

Az elsoként emlitett iranyvonal a kovetkezo egyenlettel jellemezhet6 tomoren:

Y, =aYy—p +bZi—1 + cerj.

A magyardzé egyenlet hdarom elemi: (i) a potencidlis kibocsétds az el6z6 id6-
szaki potencidlis kibocséatdsoktdl fiigg (ez utal az utfiiggbségre), (ii) a potencidlis
kibocsétés fiigg a strukturdlis tényezéktdl (a gazdasigi dllapotvaltozoktdl, techno-
16gidt6], a gazdasigi szereplék optimalizdlé magatartasatol), és (iii) fiigg a kordbbi
véletlen sokkoktdl (a korébbi tilkeresleti dllapotoktdl, output-gapektdl). Az egyen-
letbdl a hagyomanyos egyensulyi felfogds is felirhatd, ha az ”a” és ”c” paramétert
nulldnak vessziik, mert ekkor a strukturalis elemek (vagyis a hosszi tavi egyensu-
lyi pélya) hatérozzak meg a potencidlis kibocsdtast. Egyébként még az a < 1 eset
is megfeleltethet6 a hagyoményos felfogasnak, mivel itt a potencidlis palya korabbi
értéke fokozatosan elenyészik.

Amennyiben viszont a Z valtozotdl eltekintiink, akkor mér a hiszterézis felé
mozdulunk el. A k=c=1,j=0¢és e~ N(0,0) feltételezés esetén egy véletlen
bolyongdsi (random walk) folyamatot kapunk a potencidlis kibocsdtdsra. Erre a
konklizidra jutott a Blanchard — Summers [1987] szerzépéros a munkanélkiiliség
természetese ratdja eurdpai vizsgdlata sordn, illetve Smitt — Grohé — Uribe [2003]
neoklasszikus, kis nyitott gazdasigi modelljével. Amable és szerz6tarsai [1994] sze-
rint azonban a véletlen bolyongds nem tekinthetd valédi hiszterézis folyamatnak,
mert az egységgyOkot tartalmazo osszefiiggés linedris kapcsolatot tételez, nincs
benne strukturalis torés, és nem teljesiil az irreverzibilitas feltétele sem. Ugyanis,
az

Vi=Y 1 +e

véletlen bolyongasi folyamat esetében konnyen belathatd, hogy egy adott nagysagu
negativ sokk hatasat a kovetkezo idészak ugyanilyen nagysagui pozitiv sokkja teljes
egészében ellensulyozni képes.
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A hiszterézis folyamatdnak jobb megragaddsahoz juthatunk, ha a véletlen ténye-
z6t az output-gappel helyettesitjiik. Tehat, ha azt tételezziik fel, hogy a korabbi
pozitiv vagy negativ, kormanyzati vagy kiilsé gazdasédgi sokkok, a tilkeresleti vagy
tulkindlati allapotok maradandé hatast gyakorolnak a potencialis kibocsatasra.
Ennek a megfontoldsnak az értelmében vegyiik példaul az

Y} = aYLl + bGAPt,1 (1)

meghatarozast. Ha a potencidlis kibocsatas és az output-gap értékei egyméstol
fiiggetlen becslések eredményei, akkor az (1) becsléfiiggvényként is alkalmazhato.
A magyar gazdasigra gy alkalmaztuk ezt a becsléfiiggvényt, hogy a potencidlis
kibocsdtds értékeit tobbvaltozds dllapottér modellel becsiiltiik (Mellar — Németh
[2018]), az output-gap értékeit pedig az MNB és az OECD adatbézisaibdl vettiik at.
A becslések eredményeként a ,,b” paraméterre szignifikans pozitiv értéket kaptunk,
mind a két gap-adatsor esetében.

A masik irdnyu kozelités a potencidlis kibocsatas 1j meghatarozasa felé, a GDP
idésoranak felbontdsa trendre és ciklikus dsszetevore. A GDP-iddsorok altalaban
nem staciondriusak, egy sztochasztikus trendbol és egy ciklikus részbol Gsszealld
ARIMA-folyamatként jellemezhetek (Campbell -~ Mankiw [1987]). Igy ennél az
irdnyvonalnal a kiindulépont:

Y =Y, +Y°.

Ha levalasztjuk az Y'© ciklikus részt, akkor megkapjuk a trendet, amely esetiinkben
a potencialis kibocsatéds lesz. A ciklikus rész meghatarozasahoz nem tamaszkod-
hatunk biztos elméleti Osszefliggésekre, ezért feltételezésekkel kell élni a folyamat
jellemzéi tekintetében. A Jaeger-Parkinson [1989] szerzépéros a kapacitdskihasz-
nélas idobeli alakulasara tamaszkodva hatarozta meg a ciklikus részt, s ugy taldlta,
hogy a ciklikus 6sszetevé AR(2)-es folyamatot kévet. A magyar adatok alapjan mi
azt taldltuk, hogy a negyedéves ipari kapacitdskihasznalasok alakuldsa AR(1)-es
folyamattal jellemezhets. A ciklikus rész igy a kovetkezOképpen hatarozhaté meg
Magyarorszag esetében:
Y=oV e

Az €© hibatag itt a ciklikus sokkokat jelzi. A hiszterézis feltétel akkor teljesiil, ha
a 0 értéke szignifikdnsan pozitiv a becsléfiiggvényiinkben:

AY, =c+e + Getc_l.

Ez azt jelenti, hogy az el6z6 idészaki output-gap hatdssal van a potencidlis ki-
bocsatds alakuldsdra. A magyar adatok alapjan azt kaptuk, hogy a kapacitdski-
hasznalas 1 szdzalékpontnyi eltérése a potencidlis névekedési iitemet 0,05 széza-
lékponttal valtoztatja meg egy idoszakkal késébb és 0,04 szazalékponttal két ido-
szakkal kés6bb. Ez els6 latasra elég jelentéktelen mértéknek szamit, de ha a poten-
cidlis kibocsatas atlagos novekedési iiteméhez viszonyitjuk, ami kozelitdleg 0, 5%,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



194 DR. MELLAR TAMAS

akkor mar nem ennyire elenyész6 a hatds. A két negyedéves hatds majdnem
eléri az édtlagos novekedési iitem 1/5-ét. A hatds értékelése tekintetében érde-
mes még azt is figyelembe venni, hogy a vélsdg éveiben igen jelent6s 6-8 szdza-
lékpontos kapacitaskihasznalas-csokkenések voltak, amelyek a becslésiink alapjan
0, 5-1 szazalékponttal csokkenthették a potencidlis novekedési titemet idészakon-
ként. Természetesen a kapott eredmények hasznalhatosaga jelentésen fiigg attol,
hogy a ciklikus hatdst mennyire sikeriilt j6l megragadni az AR(1)-es folyamattal.
Végezetiil rovid 0sszegzésként az mondhato el, hogy komoly véltozasok zajla-
nak a makrookonémiaban a 2008-as valsag tapasztalatai alapjan. Egyre nagyobb
figyelem irdanyul a hiszterézis jelenségre, és annak révid- és hosszutavi hatdsaira.
Valészintisithet6, hogy 1jbdl polgéarjogot nyert az aktiv monetaris és fiskélis politi-
ka mint gazdasagpolitikai eszk6z. Ugyanis a piaci rendszer egyensilyteremtd erdire
szamité gazdasagpolitika olyan karokat okozott, amelyek nagy része elkeriilhet6
lett volna. A makro-kozgazdasagi szemléletmdd valtozasanak kovetkeztében fel-
tételezhetd, hogy a potencidlis kibocsdtas meghatarozasanak médszerei is valtozni
fognak, az ismert régiek mellé vagy helyettiik Gjak jonnek. Varhatoéan felértéke-
16dnek a multbeli tényszamokon alapulé potencialis kibocsatas-meghatarozasok.
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HYSTERESIS, PATH DEPENDENCE AND POTENTIAL OUTPUT

TAMAS MELLAR

The concept of hysteresis is taken from physics, economists have been using it for quite
some time, but it only started to spread widely after the crisis. The first two parts of the study
briefly present the micro- and macro-mechanisms of hysteresis. Then the third part examines
the relationship between the potential output and hysteresis. Finally, the fourth part reveals
new possibilities for determining the potential output (growth) path based on the mechanism of
hysteresis.
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UTOSZO

A 2017. juinius 14-16. kozott Cegléden megrendezett XXXII. Magyar Operéa-
cidkutatasi Konferencidhoz kapcsoléddan az Alkalmazott Matematikai Lapok két
kotetet jelentet meg. Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkesztébizottsdganak
vezetOi a kiilonszamok gondozasara vendégszerkesztéket kértek fel Bozoki Sandor,
Fleiner Tamas, Illés Tibor és Tasnadi Attila személyében.

A jelenlegi els6 kotettel Prékopa Andras emléke el6tt tisztelgiink. A kotet
szerz6i Prékopa Andrds tanitvdnyai és/vagy munkatdrsai, valamint a konferencia
plenaris eléadoéi.

Szasz Domokos, aki Prékopa Andrés vezetésével készitette el egyetemi tanul-
manyait lezaré diplomamunkéjat, nagyon személyes hangvételii irasban emlékezik
vissza az 1960-as évek elejére, Prékopa Andras hatasédra és a diplomamunkdjénak
a szakmai Osszefiiggéseire.

Prékopa Andrés szdamara a személyes kutatdson tul a csapatépités, az opera-
ciékutatas magyarorszagi mithelyeinek a megerGsitése, elfogadtatasa mindig is cél
volt. Kéziratban maradt irdsdban errdl a tevékenységérdl emlékezik meg érde-
kes, nem mindenki szdmara ismert tények és adatok felsorolasaval. Valésziniileg
jo kiindulasi pontot adva a magyar operacidkutatas kozelmultjat kutatni vagyok
szamara.

Prékopa Andras mindig is fontosnak tartotta a magyarsdg egységét, igy sza-
mara természetes volt a hataron tili magyarok szakmai segitése. Nem meglepd,
hogy komolyan kétédott Erdélyhez, és mindig is igyekezett szakmai kapcsolatokat
kiépiteni erdélyi magyar matematikusokkal. Kolumbén Jézsef nagyon sok érdekes
részletet elevenit fel Prékopa Andras és az erdélyi matematikusok kapcsolatarol.

Prékopa Andrés iskola teremtd tevékenységét és a magyar operdciokutatds fej-
16dését jarja koriil Komaromi Eva visszaemlékezésében. Koméromi Eva cikke sok-
kal tobbrol szdl, mint ahogyan a cime és alcime alapjan képzelnénk. Rendszerezi,
Osszegzi a magyar operaciokutatas elsé félidejét, ahogyan 6 irja, nagyon sok adatot
szolgaltatva tomoren azok szdmara, akik majd a magyar operdcidkutatas fejlodé-
sének részleteit szeretnék kifejteni. Talan mar valamelyik kovetkez6 Alkalmazott
Matematika Lapban vagy Magyar Operaciokutatasi Konferencian.

A torténeti visszaemlékezéseket életszeriibbé tevo fényképeket Prékopa And-
rasné Széchenyi Kinga, Kolumban Jézsef és Hujter Mihdly tették kozolhetévé a
szamunkra.
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mit

Aki nem szamol az nem sza

Prékopa Andrés plendris el6adast tart a XXIX. Magyar Operacidkutatési
Konferencian, Balaton6sz6don, 2009 juniusaban. Fot6: Hujter Mihdly.

Alapvetéen fontos egy kozosség életében, hogy megemlékezzen dijazottjairdl,
kiemelked6 teljesitményt nyajtéd kollégairdl, a szakmai kozosségért dolgozdkrol.
Komlési Sandort a Magyar Operacidkutatdsi Tarsasdg 2016-ban Egervary Jend
emlékéremmel tiintette ki. A dij ataddsdra csak 2017-ben, a XXXII. Magyar
Operécidkutatasi Konferencian keriilt sor, Cegléden. Az Alkalmazott Matema-
tika Lapok kiilonszaméanak szerkeszt6i ugy gondoltak, hogy ebbdl az alkalombol
felkérik Komlési Sandort egy dsszefoglalé dolgozat irdséra, amely egy-egy szamara
fontos és mésok szamara is érdekes teriiletet dolgoz fel. A kiilonszdm szerkeszt6i
csak remélni tudjak, hogy hagyoméanyt teremtenek, és évrol-évre olvashatunk majd
érdekes Osszefoglald cikkeket az wjabb és ijabb Egervary dijazottak tollabdl.

Szantai Tam&ds megvizsgalta, hogy egy egyiittes valdszinliséggel korlatozott
sztochasztikus programozasi feladat optimum értékében mekkora valtozasokat ered-
ményezhet, ha megvéltozik az egyiittes valdsziniiségeloszlas tipusa, az Gsszes els6
és masodik momentum (vérhaté érték, szoras, korreldcid) véltozatlansédga mellett.

Prékopa Andrds nemcsak a magyar operaciékutatasért tett sokat, hanem a
szocializmus évei alatt szamos szocialista orszagbdl jové fiatal tehetséget segitett
hozza érdekes kutatasi témdhoz és kivalé munkakoriilményekhez. Koziiliik t6bben
nemzetkozi karriert futottak be, mint példaul Dinh The Luc, a tobbcélfiiggvényes
optimalizdlas vilaghiri szakértGje. Masok a magyarorszagi szakmai korokben ta-
laltak meg szakmai érvényesiilésiik lehetoségét. Kozéjiik tartozik Monhor Davaad-
orzsin, aki a PERT-modell valdsziniiségi aspektusait tdrgyalé munkaval emlékezik
meg témavezetGjérol.
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Madi-Nagy Gergely mint az egyik utols6 Magyarorszagon PhD-fokozatot szer-
zett Prékopa-tanitvany, a tobbvaltozds diszkrét momentum problémakrol irt egy
izgalmas Osszefoglalé dolgozatot, amelyik alapjan nagyon is gy tlinik, hogy a
magyar operaciokutatok, Prékopa Andras tetten érheté hatasara, komoly eredmé-
nyekkel gazdagitottdk ezt a teriiletet.

Fleiner Tamas a stabil parositasokat és azok altalanositésait vizsgalva bemu-
tatja, hogy egy, az egyetemi felvételi problémabdl szarmazo feladat megoldasanak
milyen szertedgazd kovetkezményei vannak, és maga a feladat milyen varatlan mé-
don kapcsolddik Knaster és Tarski egy méltatlanul elhanyagolt fixponttételéhez.

Illés Tibor és Molnar-Szipai Richéard a folyamalgoritmusbol szarmazé cimkézé-
ses technikat és annak tovabbfejlesztését mutatja be, és alkalmazza ezt kiillonb6zé
pivot algoritmusokban. Kideriil, hogy az MBU-algoritmus megfelel6 cimkézési
technika alkalmazédsdval polinomidejivé tehetd. Egy konkrét — a mozdony hozza-
rendelési — feladaton végzett szamitdsok illusztraljak a munkét.

Mellar Tamas, a 2017. évi Krek6é Béla-dij nyertese bemutatja a hiszterézis
kozgazdasagi alkalmazdsait, foglalkozik a potencialis kibocsatas és a hiszterézis
kapcsolataval.

Végezetiil szeretnénk felsorolni, hogy az elmult idészakban az operacidékutatasi
szakmai kozosség milyen cikkekkel, kotetekkel és eseményekkel emlékezett meg
Prékopa Andrésrdl, a kutatordl, tanarrdl és iskolateremtd egyéniségrol:

Boros Endre, Maros Istvan: Megemlékezés - Prékopa Andrds 1929-2016, Ma-
gyar Tudomdny 178. évf. 4. szam (2017) 497-500.1

Deédk Istvan, Szantai Tamds: FEmlékezés professzor Prékopa Andrds akadé-
mikusra, haldldnak elsé évforduldjin, Magyar Tudomany 178. évf. 12. szam
(2017) 1599-1605.2

Az Acta Polytechnica Hungarica folyéirat a 2018-ban megjelent 15. évf. 1. ko-
tetével tisztelgett Prékopa Andrés emléke el6tt.>

Az Annals of Operations Research folyéirat Stochastic Modeling and Optimi-
zation in Memory of Andrds Prékopa cimmel kiilonszamot jelentet meg Boros
Endre, Michael Katehakis és Andrzej Ruszczyniski szerkesztésével . ®

A 2016-ban Esztergomban megrendezett VOCAL Optimization Conference:
Advanced Algorithms konferencia 4 szekcidval tisztelgett Prékopa Andras em-
léke elGtt.

Thttp://www.matud.iif.hu/2017/04/13.htm
2http://www.matud.iif.hu/MaTud-2017-12.pdf
3http://www.uni-obuda.hu/journal /Preface%5F80.pdf
4http://rutcor.rutgers.edu/CfP%20Andras%20Prekopa.pdf
Shttps://link.springer.com/journal /volumesAndIssues/10479

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



200 UTOSZO

In Memoriam Andras Prekopa (1929-2016) cimmel emlékezik az Institute of
Operations Research and the Management Sciences (INFORMS) OR/MS To-
day Vol. 43 No. 5 cikke.%

2014-ben Prékopa Andras kapta az INFORMS President’s Award kitiinteté-
sét, amelyr8l az INFORMS OR/MS Today Vol. 41 No. 6 Prékopa garners
INFORMS President’s Award cimfi cikke szamolt be.”

Prékopa Andras 80. sziiletésnapjara az Annals of Operations Research folyo6-
irat kiillonszamot jelentetett meg Stochastic modeling and optimization cimmel,
Vol. 200 No. 1 (2012).89

Prékopa Andrés 75. sziiletésnapjéara az Alkalmazott Matematikai Lapok 21. évf.
(2004) 181-214. o. cikke jelent meg.'°

2003-ban Prékopa Andrés kapta az EURO Gold Medalt.'!

Prékopa Andrés életrajza 1992-ben: Szigma, 23. évf. 3-4. szdm (1992) 119-124.
oldal.'?

Bozdki Sandor
Fleiner Tamas
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