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ELOSZO

BJMT Alkalmazott Matematikai Konferencia, 2016.

El6zmények. 2011-ben sziiletett meg szlikkori szakmai megbeszélések soran az
a gondolat, hogy idészeri lenne a hazai alkalmazott matematika helyzetének fel-
mérésére egy olyan konferencidt szervezni, amelynek tematikajat 3-4 kiemelt, nagy
alkalmazdsi teriilet hatdrozza meg. A helyszin tekintetében a regiondlis kdzpont
szerepét jatszd Gydr varosara esett a valasztds, a dinamikusan fejlédé Széchenyi
Istvan Egyetem, ezen beliil Horvath Zoltan professzor kozremiikodésére szamitva.

Ennek nyomdn jott létre a 2012. évi gyéri BJMT Alkalmazott Matematikai
Konferencia, a Bolyai Janos Matematikai Térsulat (BJMT) égisze alatt, az em-
beri er6forrasokat és anyagi tamogatast biztosité Széchenyi Istvan Egyetem és az
MTA SZTAKI kozremiikodésével. A konferencia programja az alabbi 4 alkalmazasi
teriilet koré szervezodott:

Biolégia, Orvosi Alkalmazasok, Gyodgyszeripar,
— Jarmi- és Gépipar, Energia,

— Pénziigyi- és Biztositdsi Matematika,

— Telekommunikacié és Web Technoldgidk.

A plendris és a kiemelt (,,szemi-plenéris”) eléaddkat szinte kizdrdlag a matema-
tika vilagan kiviil es6 tudoményteriiletekrol vagy alkalmazasi teriiletekrdl hivtuk
meg, a képviselt szakma legjobbjait felkérve. A plendris el6addk a fenti témak sze-
rinti felsoroldsban Szathmary Eérs (ELTE), Stépan Gédbor (BME), Kovécs Levente
(Bankszovetség) és Telek Miklés (BME) voltak.

A konferenciarél szamos nagyon pozitiv visszajelzést kaptunk, amelyek alapjan
megallapithattuk, hogy a konferencia elérte céljat. Egyfeldl a matematikus hallga-
tésag szembesiilt azzal, hogy mas szakteriiletek élvonalbeli kutatéinak kivalé ma-
tematikai alapképzettségiik van, és érzékiik van ahhoz is, hogy sajat szakteriiletiik
problémaiban felismerjék annak esetleges matematikai vonatkozasait. A plendris
és a kiemelt el6addk koziil tobben kifejezték érdeklodésiiket a matematikusokkal
valé egyiittmiikodés irant.

Masrészt megtapasztaltuk azt is, hogy nem csekély azoknak a matematiku-
soknak a szdma, akik amellett, hogy a matematika valamely teriiletén otthonosan
mozognak, fogékonyak més tudomanyteriileteken és alkalmazasi teriileteken felme-
riilé problémék irant, st kifejezetten keresik az egytittmiikodés lehet6ségét.
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BJMT AMK 2016. Ilyen elozmények utan természetesen felmeriilt az igény,
hogy prébéljuk meg tjra. Erre négy évvel kés6ébb, 2016-ban tudtunk vallalkozni,
azonos helyszinnel, és a korabbi szervez6k korét az akkor még ij HU-MATHS-IN,
Magyar Ipari és Innovacios Matematikai Szolgédltatasi Halézattal bovitve.

Utébbinak volt koszonhetd, hogy a konferencia els6 napjan részt vett és eld-
addst tartott Volker Mehrmann professzor is (TU Berlin), aki az EU-MATHS-IN
egyik alapité tagja, a kozonséges és algebrai differencidlegyenletek numerikus maéd-
szereinek nemzetkozileg is vezet6 szaktekintélye, 2018 6ta az EMS elnoke.

Szintén a HU-MATHS-IN meghivottja volt Richard Varga professzor, a parcia-
lis differencialegyenletek és a numerikus linearis algebra kolcsonhatasabdl sziiletett
elmélet egyik megalkotéja és nemzetkozi hirti, magyar szarmazasu professzora.

Béwiilt a kordabbi tematika is, 6todikként felvettiik a programba a ,, Tarsadalmi
Kihivdsok: Demogréfia és Kornyezetvédelem” cimii téméat. A plendris eléaddk a
témak szerinti sorrendben: Perczel Andras (ELTE), Fath Gébor (Morgan Stan-
ley), Biré Jézsef (BME), Benczir Andrds (MTA SZTAKI), Szirdnyi Taméds (MTA
SZTAKTI) és Naray-Szabé Gabor (ELTE) voltak.

A konferencia egy 1j szinfoltja volt az els6 nap kés6 délutanjara szervezett, nagy
érdeklodéssel kisért kerekasztal beszélgetés ,, Az alkalmazott matematika szerepe a
kutatdsban, a fejlesztésben és az innovdcioban” cimmel. A panel résztvev6i Domo-
kos Gabor (BME), Friedler Ferenc (NKFIH), Palfy Péter Pal (MTA Rényi Alfréd
Matematikai Kutatéintézet), Prékopa Andras (Rutgers University és ELTE), va-
lamint a szinkrontolmaccsal tamogatott fent emlitett Volker Mehrmann professzor
voltak, a moderdtor szerepét Recski Andrds (BME) véllalta el.

A kerekasztal résztvevoi kiilonféle, részben ismert, részben wjszeri szempon-
tok, ill. tudomanytorténeti példak alapjan értékelték az alapkutatasok és a célzott
kutatasok, a matematika és a természettudomanyok, valamint a matematika és
az ipar kapcsolatainak viszonyat. Retrospektiv viszonylatban a beszélgetés értel-
mezhetd Ugy is, mint az akkor még csekély érdeklédést kivalté 2014. évi LXXVI.
torvény a tudomdnyos kutatdasrol, fejlesztésrdl és innovdciordl c. torvény értel-
mez6 rendelkezéseire torténd tobbszemélyes reflexié. A vita Osszegzése maga egy
kiilon tanulmany targya lehetne, itt most csak a néhéany hénappal késébb elhunyt
Prékopa Andrds akadémikus, a hazai és nemzetkozi operacidkutatasi kultura ki-
emelkedd személyiségének az aldbbi tomor, de taldlé meghatdrozasat idézziik fel:

LAz alkalmazott matematika a maga problémdit és motivdcicit a matematikdn
tul keresi, de eszkiozeiben és maodszereiben dontéen a matematikdra tdmaszkodik.”

Ezen tulmenGen - ugyancsak Prékopa Andréssal tortént eszmecserék folyaman
- felmeriilt az a gondolat is, hogy a konferencian elhangzott eléaddsok anyaganak
torténd publikédldsira az Alkalmazott Matematikai Lapok (AML) egy kiilonszdma
biztositson lehetéséget. A konferenciat kdvetd egymdsba iitkozd szervezési felada-
tok okén ez a terv eredeti formédjaban meghiisult, a jelen szdm ezt a hidnyt van
hivatva potolni Csaji Baldzs Csanad kozremiikodésével.
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Visszatekintés. A konferencidt kovet6 sokoldald eszmecsere egyik eredménye az
MTA III. Osztalya szakfolyéirata, az Alkalmazott Matematikai Lapok profiljanak
bo6vitése, annak megfogalmazésa és elfogadtatdsa, hogy az AML ,kifejezetten té-
mogatja révid cikkek publikdlasat, amelyek célja tovabbi kutatasokat inspirald,
matematikai kérdéseket is felvetd alkalmazasi problémak, illetve az utébbiak altal
motivalt igényes matematikai kérdések rovid, kozérthetd cikkekben térténé bemu-
tatdsa”. Ezzel parhuzamosan a szerkesztébizottsdg is kibévilt dontéen a fiatalitas
jegyében.

A konferencia soran a multidiszciplindris kapcsolatokban megmutatkozd foko-
zott kolesonos érdeklédés és egylittmiikodési hajlanddsag is egy Orvendetes fejle-
mény, de a kulturalis kiillonbozoségek athidaldsa vagy a szellemi jogok kérdésének
rendezése még varhatéan hosszi folyamat lesz.

A konferencia utani késébbi iddszak sem telt el eseményteleniil. A két BJMT
Alkalmazott Matematikai Konferencia egy mélté folytatasanak tekinthetjiik a 2018-
ban a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat altal szervezett, mintegy 350 f6s, nem-
zetkozi ipari matematikai konferenciat: The 20th European Conference on Mathe-
matics for Industry (ECMI 2018)*.

Megemlitendék még a stabil szakmai k6zosséget vonzd, kétévenként rendezett
Magyar Operdcickutatdsi Konferencidk?, és az ELTE TTK 4&ltal évenként szerve-
zett, a Morgan Stanley és az MSCI &ltal tamogatott Workshops on Understanding
the Diversity of Financial Risk® c. rendezvények, a Magyar Bioinformatikai T4r-
sasdg szamos rendezvénye, a BME Alkalmazott Matematikai Napok, vagy az MTA
SZTAKI altal elinditott R.E. Kalman Distinguished Lecturer Program eléadésai.

Ijgy gondoljuk, hogy a fenti szakmai férumoknak kozos célja lehet a matemati-
kai vonatkozasu alapkutatds, ill. az innovacié kozotti, kiaknazésra vard hatalmas
teriilet feltérképezése és az egymdstol elkiilonithetd teriiletek kozotti kapcsolatok
elmélyitése. A hivatkozott 2014. évi torvény terminoldgidjat kissé drnyalva a saja-
tos szabadsédgot élvez6 alapkutatasokat kiegészité két lehetséges kozvetlen vonat-
kozasi pont a célzott alapkutatds, ill. az alkalmazott kutatds. Szémos véleményt
0sszegz6 értelmezésiink szerint az el6bbi témavalasztasat és irdnyat egy jol koriil-
hatarolt alkalmazdsi terilet inspirdlja, mig az utébbi modszertanaban is jelent6s
mértékben a kivalasztott alkalmazési teriilet relevdns szakirodalmdra tamaszkodik,
azt fejleszti tovabb az alapkutatdsokban szokasos keretek és feltételek kozott. Az
alapkutatdsok és az alkalmazdsok sokszinti kapcsolatat illetden lésd az Erints egy
vonatkozé cikkét?.

Lhttp://ecmi.bolyai.hu/

2http:/ /www.mot.org.hu/XXXIII-magyar-operaciokutatasi-konferencia

Shttps://valstat.elte.hu/conf2018/

4http:/ /www.ematlap.hu/index.php/interju-portre-2019-6 /877-ronyai-lajos-szechenyi-dij-
2019
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Véleményiink szerint ezek a vonatkozasi pontok megnyugtatéan tiikrozik a szé-
ban forgé kutatasok természetének és az értékelhetd kutatoi habitusoknak a valto-
zatossagat, és irdnyt szabhatnak a kiillonbo6z6 tipusu kutatasi tevékenységek kozotti
ésszerli ardnyok és dsszhang kialakitdsanak. Hogy ezek a torekvések mennyiben
lesznek sikeresek, az a jovo titka. Egyelore zarszéként:

,Nem a siker elérése a cél, hanem a cél elérése a siker.” (Bill Gates)

Gerencsér Laszlé
a BJMT Alkalmazott Matematikai Konferencidk elnoke

2019. junius 21.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkesztGsége eziton is koszoni Gerencsér
Laszlonak és Csaji Balazs Csanadnak, hogy e kiilonszam szerkesztéiként segitettek
a szam elkésziiltében. A kiilonszam szerkesztdinek rovid életrajza a cikkeik utan
olvashato.
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SIS TIPUSU JARVANYTERJEDES VIZSGALATA HIPERGRAFOKON

BODO AGNES

Hipergrafokon torténé jarvanyterjedés matematikai vizsgdlata keriil be-
mutatdsra. A cél, hogy a modellezés sordn egyrészt figyelembe lehessen ven-
ni, hogy &ltalaban a populédcié aprobb kozosségekbdl all, mésrészt, hogy a
terjedést meghatdrozé fertézési rata nem feltétleniil linedrisan fiigg a be-
teg szomszédok szamatdl. Levezetésre keriil a jarvanyterjedésre vonatkozd
alapegyenlet tetsz6leges hipergraf esetén. Ennek segitségével bevezethets az
atlagtér kozelités, mint az alapegyenlet egy lehetséges egyszeriisitése, amely
a sztochasztikus szimuldcié eredményeivel Gsszevethetd. A szimuldcié so-
ran mind a hipergraf szerkezete, mind a matematikai leirdsban alkalmazott
paraméterek hatdsai vizsgalhatdak.

1. Bevezetés

Torténelmiink sordn szamos sulyos jarvany sujtotta a vilag népességét, tobbek
kozott a fekete haldlnak emlegetett pestis, amely mar az 5. szdzadban jelen volt,
és azdta folyamatosan szedi dldozatait a vilag kiillonb6zo teriiletein, vagy példaul
az 1918-ban felbukkand spanyolndtha, amely a Fold teljes lakossdganak 2-4%-at
betegitette meg, és amely csak az 1918-as évben t6bb aldozatot kovetelt, mint az
egész elsé vildghaboru. Az orvostudomany elérehaladasaval folyamatosan fejlodik
a jarvanyokkal vivott kiizdelem, amelyben nagy szerepet kapnak a jarvanyterjedési
modellek.

A jérvényterjedés matematikai modellezésének kezdetei a 20. szazad elejére
nyulnak vissza, az els6 ilyen jellegli mii Kermack és McKendrick 1927-ben meg-
jelent munkéja. Az ebben a dolgozatban megjelend modell még igen kezdetleges
volt, azonban az évek soran a tudomanyag folyamatosan fejlédott és az alkalma-
zott matematika egyik fontos kutatdsi teriiletévé valt. Ezen modellek segitségével
olyan kérdések valaszolhatéak meg, mint példaul el fog-e terjedni a jarvany egy
adott populdcion beliil, és ha igen, akkor varhatdéan a populdcié hanyadat fogja
érinteni a fert6zés, de meghatdarozhatéak olyan mennyiségek is, mint példaul a
reprodukcids szam vagy a kritikus oltdsi kiiszob [3].
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2. A modell

A jarvanyterjedés leirasara szamos dinamika létezik, az egyik legegyszeriibb az
ugynevezett SIS tipusu jarvanyterjedés, amely olyan fertézések leirdsara alkalmas,
ahol a betegségen atesett egyedek nem nyernek immunitast, hanem djra fertoz-
hetévé valnak. Ilyenek altalaban a nemi uton terjedd betegségek, mint példaul a
kanké. Ezen betegségeknél az egyedek kétféle allapotban lehetnek: egészséges és
fert6z6, amelyeket a tovdbbiakban jelsljon S és I (az angol susceptible és infected
szavakbol). Egy cstcs édllapota kétféleképpen véltozhat: egy egészséges egyed a
fert6z6 szomszédai hatdsdra fert6zotté valhat, ez a fertézés folyamata (S — I),
illetve egy fert6z6 egyed meggyégyulhat, ez a gyégyulds folyamata (I — S). Mind
a fertézés, mind a gydgyulas folyamatat Poisson-folyamattal irjuk le, amelynek
értelmében annak a valészintisége, hogy kis At id6 alatt egy egyed S allapotbol
I allapotba keriil 1 — exp (7kAt), illetve annak, hogy I dllapotbdl S &llapotba
1 — exp (yAt), ahol k jeloli az adott egyed fertdzott szomszédai szamdt, és 7, v
pozitiv szamok. A tovébbiakban a Tk és v szdmokat a fertézési és gydgyulasi
folyamatok ratainak nevezziik.

A betegségterjedés matematikai leirasahoz célszeri megallapitani a kapcsolati
strukturat, amelyet hagyomanyosan grafokkal szoktak jellemezni. Legyen tehat
adott egy N csdcsu iranyitatlan, egyszertt graf, ahol a graf csicsai a populacié
egyedeinek felelnek meg. Tovdbbda két csics kozott akkor van él, ha a fertozés
terjedhet koztiik, ami a kiilonboz6 betegségek esetében mas és mas lehet, attol
fliggben, hogy példaul cseppfertézéssel vagy nemi 1ton terjedé betegségrol van
s76.

Megfigyelhetd, hogy a betegségterjedés egyes csoportokon beliil jéval erésebb,
mig a kiiloénféle csoportok kozott kevésbé meghatarozo, ilyen csoportra termé-
szetes példa egy csaldd vagy egy munkahelyi kozosség. FEzen folyamatokat ta-
nulményozzdk az tgynevezett haztartds tipusi hélézatok segitségével [2]. Ezen
kutatasok alapjan a jarvanyterjedés sordn a populdciét nem graffal, hanem ugy-
nevezett hipergraffal, vagy més néven altalanositott gréffal reprezentaltuk. A
hipergréf egy (V,€) par, ahol V = {v1,va,...,vn} a hipergraf csicsait jeloli,
E ={ey,ea,...,en} pedig a hiperéleket, ahol e; C V teljesiil mindeni = 1,2,..., M
esetén. Hagyomanyos értelemben vett grafoktdl eltéréen hipergrafokndl egy él ket-
ténél tobb cstcsot is 6sszekothet.

A tovabbiakban célunk az SIS tipusu jarvanyterjedés hipergrafokon valé vizs-
galata. A hipergraf csicsai tehat kétféle dllapotban lehetnek: S, illetve I. A
gyogyulas ratdja a grafos esethez hasonléan v maradt, azonban a fertozés ratajat
az aldbbiak szerint moédositottuk:

)\SI ZTZf(k?h)7 (1)
h

ahol az Osszegzés azon h € £ hiperélekre torténik, amelyek tartalmazzék az adott
csucsot, ky, jeloli a fert6zott cstcsok szamét a h hiperélben, és f adott fliggvény. A
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hagyomanyos grafos megkozelitésben, ha f az identitésfiiggvény, akkor visszakap-
juk a kordbban emlitett k7 ratat, ahol k = ), kj, a fert6z6tt szomszédok szama. A
modellezés soran fontos kérdés volt, hogy az (1) ratdban milyen f fliggvénnyel dol-
gozzunk. A hipergrafokon valé vizsgédlat mellett egy maésik jelentOs valtoztatas volt
ezen f fiiggvény bevezetése, amivel azt a jelenséget szerettiik volna figyelembe ven-
ni, hogy sok esetben a fert6zés ratdja nem linearisan fiigg a fert6zott szomszédok
szamatol. Példanak okaért bioldgiai neurdlis hélézatok modellezésénél egy inaktiv
neuron aktivvd valdsanak ratdja nem linedrisan fligg az aktiv szomszédok szaméa-
tél, hanem a tangens hiperbolikusz fiiggvényhez hasonld telitédés szerint. Tehéat
nagyon sok szomszéd nem noveli az atmenet valoszinliségét, ami betegségterjedés
sordn is életszerti. Az [1] cikkben a szerzék arra jutottak, hogy a folyamat meg-
értéséhez elegendd a tangens hiperbolikusz fiiggvénynél numerikusan kénnyebben
kezelheto fiiggvény alkalmazdsa, nevezetesen

Fa) = x, ha0 <z <eg, (2)

c, ha z > ¢,

amelyet csupan a c kiiszobértéknek nevezett paraméter jellemez.

3. Eredmények
3.1. Alapegyenlet és varhaté értékre vonatkozd egyenletek

Célunk volt grafokhoz hasonléan az allapotvaldszintiségekre vonatkozo linearis
differencidlegyenlet-rendszer levezetése [5], amelyet alapegyenletnek neveznek. Egy
N csticst hipergréf soran az allapottér az {S, I}V halmaz, ugyanis barmely cstics
ezen kétféle allapotban lehet. Célszerii ezt a halmazt N + 1 részhalmazra osztani
a fert6z6 csicsok szdma szerint. A tovdbbiakban legyen S = (SSS...S) az
az allapot, ahol a hipergrafban nincs fertézé csics. Hasonléan jellie S* azon
allapotokat, amelyeknél k fertéz6 csics talalhato a hipergrafban. Végezetiil legyen
SN = (III...1) az az &llapot, ahol minden cstcs fert6z6. Az S* halmaz elemeit
jelolje SF, S§, ..., ka, ahol ¢, = (JZ) Ezen jelolések segitségével felirhaté a
fert6zés és a gydgyulds folyamata, lasd [1].

Az alapegyenlet felirdsdhoz jelslje Xjk(t) annak a valdszintiségét, hogy a rend-
szer a t idopillanatban Sf allapotban van. Tovabba legyen

XF(t) = (X0 (1), Xa(t), ..., X (1), k=0,1,...,N

a k beteget tartalmazoé dllapotok valdsziniliségeibol 4116 vektor. A fenti dtmenetek
az Xf(t) valtozdkra az aldbbi linedris, dllandé egyiitthatds differencidlegyenlet-
rendszert hatarozzak meg:

Xk = Akxk=1 L Bkxk L ckxktl L —01,... N,
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ahol A° és CN nulla matrixok. Az AF métrixok a fertézés, a C* métrixok a
gybgyulas folyamatdt irjik le, amelyek részletes leirdsa megtalalhaté az [1] cikkben.
Az egyenlet az alabbi alakban is irhato:

X =Px, (3)

ahol P blokk-tridiagonélis matrix, amelynek f6atléjaban a B* métrixok szerepel-
nek, a f6atlé alatt az A*, a f64tl6 felett pedig a C* matrixok.

A (3) alapegyenlet nagy N esetén kezelhetetlenné valik, ezért célszerti az alap-
egyenletet leegyszeriisiteni, amelynek egyik médja az tigynevezett atlagtér kozeli-
tés. Ilyenkor nem az egyes allapotvaldszintiségekre {runk fel differencidlegyenlete-
ket, hanem bizonyos varhato értékekre, jelen esetben a fert6z6 és egészséges tipusu
csucsok szamdnak vdrhaté értékeire, amelyeket [I] és [S] jelol, ahol

N N Ck
1) =D kY XF@),  [SI) =D _(N—k) > XF(D)
k=0 j=1 k=0 j=1

Az egyenletek felirdsahoz vezessiik be a kovetkez6 mennyiségeket: jelolje Ny, (Sjk)
a h hiperélben 1év6 fert6zott csticsok szamat az S]’.C allapotban, tovabba legyen

NEshH= ST T r(Nush)

1:Sk(1)=8 h:l€h

azaz az S§ allapotban 16v6 egészséges csticsokra vonatkozd Y, o, f (Ni(SF))
értékek osszege. Ekkor az [I](t) és [S](t) fiiggvényekre az aldbbi differencidlegyen-
letek irhatéak fel.

3.1. TETEL. Az [I](t) és [S](t) vdrhaté értékek az aldbbi differencidlegyenlete-
ket elégitik ki tetszéleges hipergraf esetén:

(8] =11 - 7(s1], (4)
(1] = 751 = 1], (5)

ahol

N ¢k
=Y NL(SHAS(®).

k=0 j=1
A bizonyitds megtalalhat6 az [1] cikkben.
3.2. Szimuléicick

A (4), (5) tipusi egyenletek korlatozottak abban az értelemben, hogy nem
tudjak figyelembe venni a fertézés utjat, azaz hogy a betegség pontosan melyik
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egyedrol melyik egyedre jut at. Ennek lefrasahoz célszerii megéllapitani a kapcso-
lati struktirat. A hélézat szerkezetének ismeretében Monte-Carlo-szimulacidval
lehet vizsgdlni a betegség terjedésének folyamatat, példdul 1asd [4].

A gyakorlatban a pontos kapcsolati struktura feltérképezése altalaban nehezen
kivitelezheto, ezért gyakran alkalmaznak véletlen grafokat a folyamatok leiraséara.
Ebbol fakadéan a szimulédcidkat kiilonféle véletlen hipergrafokon végeztiik. Az elsd
hipergraftipus a valds életnek egy nagyon leegyszeriisitett modellje, ahol feltéte-
lezziik, hogy minden egyednek van otthona és munkahelye, tehat minden cstics
pontosan két hiperélben szerepel. A madsodik hipergraftipus soran a konfigura-
ciés modell segitségével generdltunk véletlen hipergrafokat. A pontos részletek
megtaldlhatéak az [1] cikkben.

700 700
p od“,"’f“-"- QOgOR0ReRoRO®
600 600 S
o ’ *********HHHHW
*
500 500 A
o *
1 *
400 400 o1 x
s | e = ot *
= 300 = 300 ol ¥
teljes o ! ** /
200 - - C=3 200 OII % ——H=5,W=10
c=1 o x — = H=10,W=10
100 z c=1(6) 100 o *  atlag-tér H=5,W=10
c= X o atlag-tér H=10,W=10
0 0f
0 1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10

t t

(a) A teljes gréfos és a hipergrafos megko-
zelités az (1) rdtdban szerepl§ fiiggvény c
kiiszobértékének kiilonb6zé megvalasztasai
esetén 16 nagysagu, 500 hiperéllel rendel-
kez§ véletlen hipergrafon 7 = 0,02, v = 1
paraméterek esetén.

(b) A hipergrafos megkéozelités ¢ = 7 kii-
szobérték valasztassal, és az atlagtér ko-
zelitésnek megfeleld (6) egyenlet megolda-
sa kiilonboz6 otthon (H) és munkahely
mérettel (W) rendelkezd hipergrafokon
T =0,18, v = 1 paraméterek esetén.

1. 4bra. A fertdzott cstcsok szaménak idébeli valtozdsa N = 1000 esetén.

A szimulécidk soran a folyamatot meghatarozé mennyiséget, azaz a betegszam
id6beli véltozasat kovethetjiik nyomon. Egyrészt megvizsgaltuk a (2)-ben definidlt
f fiiggvény hatédsat, azaz azt, hogy a kiiszobérték véltozasa milyen hatassal van
a betegszamra. Kétféle megkozelitést hasznaltunk: teljes grafok és hipergrafok.
A teljes gréfos megkozelitésben minden hiperélt teljes gréaffal helyettesitettiink.
Azt az eredményt kaptuk, hogy hipergraftipustdl fiiggetleniil a kiiszobérték elég
nagy értékére a teljes grafos és a hipergrafos szimulacié kozelitleg megegyezik,
lasd az la. abrat. Masrészt megvizsgaltuk a struktiura hatasat, azaz azt, hogy a
hipergrafok homogenitasat valtoztatva hogyan alakul a betegszam idéfiiggése. Ho-
mogenitéds alatt azt értjiik, hogy a hipergraf uniform és reguldris. Hipergraftipustol
fliggetleniil arra az eredményre jutottunk, hogy minél homogénebb a folyamatot
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leir6 hipergraf, anndl lassabb kezdetben a jarvény terjedése (azaz anndl kevesebb
kezdetben a betegszam), azonban anndl hatékonyabban terjed el id6vel a jarvany
(azaz a betegszdm kelld id8 elteltével nagyobb lesz). A homogenitds hatédsa az [1]
cikkben van illusztralva. Végiil pedig Gsszehasonlitottuk a szimulaciét a varhaté
értékre vonatkozd egyenlettel, lasd az 1b. abrét, ahol az els6 hipergraftipusnél az
(5) egyenletre az aldbbi kozelitést irhatjuk fel:

)] 1] ) B L

I - P)/I, (6)

ahol H az otthonok, W a munkahelyek méretét jeloli.
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Mathematical modeling of epidemic propagation on hypergraphs is considered in this paper.
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dence of the infection pressure on the number of infected neighbours with a nonlinear function.
The master equation describing the process is derived for an arbitrary hypergraph. The mean-
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KISERLETILEG MEGHATAROZOTT, BELSO DINAMIKAT TUKROZO
FEHERJESZERKEZETT SOKASAGOK: ELOALLITAS, ELEMZES ES
BIOLOGIAI RELEVANCIA

GASPARI ZOLTAN

Az ut6ébbi évtizedekben nyilvdnvaléva valt, hogy a fehérjék térszerkezete
mellett bels6é dinamikajuk is kulcsfontossagu szerepet jatszik biolégiai funkci-
djuk meghatdrozasdban és finomhangolasaban. A bels6é mozgasok atomi szin-
tl reprezentacidjara olyan 4j modellek keriiltek el6térbe, amelyek ugyanan-
nak a molekuldnak nagyszamu kiilonbozo térszerkezeteit tartalmazzék, ame-
lyek kozotti kiilonbségek nem elsésorban bizonytalansaghdl adédnak, hanem
azt biztositjak, hogy a szerkezetek Osszessége megfeleltetheto legyen egyes,
a bels6 dinamikara vonatkozé kisérleti paramétereknek. Aldbb réviden &at-
tekintem az ilyen térszerkezeti sokasagok eldallitasanak f6bb mddszereit és
azok validdlasanak legfontosabb alapelveit. Végiil két, sajat kutatasainkbdl
vett példan bemutatom a koncepcié alkalmazhatésdgét.

1. Bevezetés

A fehérjék az élet alapveté molekulai kozé tartoznak. A molekuldris biolégia
régi alaptétele szerint a fehérjék szekvencidja, azaz az Oket felépité aminosavak
sorrendje meghatarozza térszerkezetiiket, azaz atomjaik egymashoz képesti térbeli
elhelyezkedését. Az utdbbi évtizedekben ez annyival egésziilt ki, hogy a szekvencia
nem csupan a térszerkezetet, hanem annak idébeli atalakuldsait, azaz dinamikajat
is meghatarozza. A jol meghatarozott haromdimenzids szerkezettel biré fehérjék
mellett ez igaz az tn. funkciondlisan rendezetlen fehérjékre is, amelyek bioldgiai
feladatukat gy latjék el, hogy nem rendelkeznek egyetlen jol koriilirhaté térszerke-
zettel. Ezek a fehérjék igen dinamikusak, rovid idé alatt nagyon véaltozatos térbeli
elrendezédéseket vehetnek fel, szerkezetiik mégsem teljesen véletlenszerti.

Az utébbi évtizedben minden korabbindl nyilvanvalébba valt, hogy a fehérjék
bels6 dinamikéja, azaz a térszerkezet idObeli megvaltozasa jelentOs szerepet jatszik
a bioldgiai funkcié betdltésében. A fehérjék belsé mozgésai kozott vannak, ame-
lyek jellemzoen néhany ezred, vagy akar milliomod masodperc alatt jatszodnak le,
és vannak, amelyek akar 10~Y masodpercnél is jéval gyorsabban. A gyorsabb moz-
gasokat tipikusan a molekuldris folyamatok entrépidjahoz valé hozzajarulasuk, a

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)


https://doi.org/10.37070/AML.2019.36.2.03

198 GASPARI ZOLTAN

lassabb, milliszekundum-mikroszekundum idéskalaja dtrendezédéseket pedig a ké-
miai reakcidk segitéséhez (katalizis), egyéb molekuldkhoz val6 kotéshez sziikséges
alakvéltozasok miatt tartjuk fontosnak[7], bar a hatdrvonalak természetesen nem
minden esetben élesek. A jelenleg népszerii elmélet, a konformerszelekcié szerint
egy adott partner, pl. gyégyszermolekula a folytonosan valtozd szerkezeti fehérje-
molekuldk koziil azokkal létesit kapcsolatot, amelyeknek alakja (és ezzel egyiitt
fizikai-kémiai tulajdonsdgai, pl. elektromos t6ltéseinek helyzete) éppen megfele-
16 a kolcsonhatéas kialakitdsahoz. Ezaltal a szerkezetvaltozasnak megfelelé kémiai
egyensily eltolédik a fehérje-partner komplex irdnydba, igy végiil a fehérjék nagy
része kotott allapotba kertil.

A fehérjék szerkezetét az Oket alkoté atomok 3D koordinatdival adjuk meg.
A belsé dinamika lefrasdhoz tobb ilyen koordindtakészletet hasznalunk, ez a szer-
kezeti sokasdg, a gyakorlatban ponthalmazok Osszessége. A kiilonb6zé ponthal-
mazokban (szerkezetekben) ugyanazon atom pozicidjat leiré koordindtdk kozotti
kiilonbségek tiikrozik az adott atom mozgékonysagat ugy, hogy kézben minden
teljes ponthalmaz egy-egy kémiailag is redlis molekulaszerkezetet ir le.

” 2

2. Dinamikus fehérjeszerkezeti sokasagok el6allitasa és elemzése

A fehérjék minden egyes szerkezetéhez rendelhetiink egy, az atomok egymads
kozotti helyzetébdl szarmazo potencidlis energiat. Idedlis esetben, ha ismernénk
minden lehetséges szerkezetet és azok energiajat, akkor a Boltzmann-eloszlds alap-
jan meg tudnank hatarozni az egyes szerkezetek gyakorisdgdt, és ezaltal a fehérje
megvaldsuld szerkezeteinek és azok egymashoz viszonyitott gyakorisaganak teljes
leirasat tudnank nyujtani. A gyakorlatban ez tobb okbdl sem megvaldsithats. A
lehetséges szerkezetek szama csillagaszati, egy 100 aminosavbol 4116 fehérje eseté-
ben évatos becslés szerint is nagysigrendben 3190 térszerkezetet kellene eldéllita-
ni és megvizsgalni. Masrészt a potencidlis energia pontos kiszdmitdsa is nagyon
er6forrasigényes. Ezért jelentGsen egyszeriisitett fizikai modellek segitségével, az
ismert fehérjeszerkezetekre jellemzé tulajdonsagokat felhasznalva probaljuk meg a
varhatdan leggyakoribb, legfontosabb szerkezeteket és azok egymads kozotti atme-
neteit lefrni. Ezen leirds pontossagdt noveli, ha megkoveteljitk, hogy a szerkeze-
tek Osszessége feleljen meg a kisérletileg meghatarozott paramétereknek. Ennek
legfontosabb feltétele, hogy ezek a paraméterek a kémiai szerkezet ismeretében
becsiilhetéek, ,visszaszamolhatoak” legyenek, azaz legyen egyértelmii kapcsolat a
térbeli szerkezet és az adott paraméter kozott. A kisérleti paraméterek lehetnek
olyanok, amelyek egyenként, minden szerkezetre kiilon kiszamithatéak és a szer-
kezetek Osszességére vonatkozéan megfeleld6 modon atlagolnunk kell Sket, illetve
olyanok, amelyek csak tobb szerkezet, azaz ponthalmaz egyiittesére értelmezhe-
téek. Az elsore példa az in. nukledris Overhauser-effektusbdl szarmaztathaté, a
hidrogénatomok kozotti tavolsagokra vonatkozd paraméter, mely minden szerke-
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zetre kiszamithaté adott atompar esetére, a sokasagra atlagolni pedig nemlindris
médon sziitkséges (1. egyenlet):

N -1/6
Tavg = (Z ) : (1)

=1

ahol r; az i. szerkezetben mért tavolsdg, N a szerkezetek szdma, rq,g pedig a
kisérleti adattal Osszevetheto, a szerkezetek sokasidgara vonatkozé atlag.

Ezzel szemben az tn. S? rendparaméter csak tobb szerkezeten értelmezhetd,
egyetlen szerkezeten értéke mindig 1 (2. egyenlet, [4]).

3, . .
Sfj:§(< 85>+ < gy >+ <8 >+

o o A 1
2 < TijYij >2 42 < TijZzij >2 492 < YijZij >2) — (2)

ahol ;; az 7 és j atomok mint hdromdimenziés pontok kozotti vektor irdnyaval
megegyezd irdny1 egségvektor x komponense egy szerkezetben, < #;; > pedig ezek
atlaga az Osszes szerkezetben.

A gyakorlatban a dinamikus sokasagok el6allitasara két f6 megkozelités 1étezik
[2]: a kisérleti adatokkal mint megkotésekkel kombinalt, sokasdg alapi, un. mo-
lekuladinamikai szimulécid, illetve a nagy szerkezeti sokasdgbol a paramétereknek
valé megfelelés alapjan valogatd szelekcids eljarasok. El6bbi megkozelitésnél egy-
szerre tObb fehérjeszekezetben modelleziik az atomok elmozduldsat olyan mdédon,
hogy az egyidejiileg megvaldsulé atomi elrendez6dések megfeleljenek a kisérleti
paramétereknek. A szelekcids eljardasok soran nagyszamu, kémiailag realis lehetsé-
ges atomelrendezodést generalunk, és ezek koziil valasztunk ki szerkezeteket ugy,
hogy azok Osszessége minél jobban teljesitse a mért paramétereket. A szelekcids
eljarasok lehetnek determinisztikusak vagy sztochasztikusak.

A kapott sokasdgok mindségének ellenérzése, validaldsa sordan két szempon-
tot kell érvényesiteniink [1], [8]. Egyrészt elvards, hogy a szerkezetcsaldd minden
tagja geometrialiag redlis legyen, azaz az atomok mint pontok kozott definialt ta-
volsagok és szogek fizikailag és kémialiag megfeleloek legyenek, pl. az egymashoz
kémiai kotéssel kapcsolédd atomok ne legyenek egymastdl tal tavol, az egymas-
hoz nem kapcsoléddak til kozel stb. Masrészt természetesen kivanatos, hogy a
szerkezetek Osszessége megfeleljen az adott molekuldra mért kisérleti adatoknak,
azoknak is, amelyeket felhasznaltunk a szerkezetek elGallitdasakor, és azoknak is,
amelyeket nem. Ez utébbi a keresztvalidacié, melynek fontos jelentosége van annak
megitélésében, hogy a kapott szerkezeti sokasdgok ténylegesen mennyire jé modell-
jei a valésagban megvaldsulé molekularis szerkezeteknek és elmozdulasoknak, és
felhasznalhatéak-e biokémiai jelenségek értelmezésére.
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3. Alkalmazasok

3.1. A PAF gombaellenes fehérje

A PAF (Penicillium antifungal protein) egy igéretes gombaellenes fehérje, mely
szelektiven pusztitja az Aspergillus nem fajait. M{ikodési mechanizmuséardl ugyan-
akkor igen keveset tudunk, kétOpartnere nem ismeretes. Errol az 55 aminosavas
fehérjércdl a Debreceni Egyetemen Batta Gyula vezetésével atfogd NMR-vizsgalatok
késziiltek, amelyek arra utalnak, hogy az NMR-spektroszképiaval kozvetleniil ész-
lelhetd forma csupdn a molekuldk mintegy 70%-4t képviseli, a maradék kb. 30% a
mérések szamara ,lathatatlan” ,s6tét anyag”. A molekula szerkezete mind hiités,
mind melegités hatasara megbomlik. Mindemellett sikeriilt egy, a mérhetd for-
maval kémiai egyenstlyban 1év6, kozvetleniil nem észlelheté allapot detektaldsa,
amely azonban 6nmagaban csupan a ,,s6tét anyag” elenyészo részéért lehet felelOs.
Kisérleti adatokbdl szarmazé megkotéseket alkalmazé molekuladinamikai szami-
tasokkal [6] eléllitottuk az észlelhetd allapot gyors, 1072 — 1072 mdsodperces
idéskalaju dinamikajat leird térszerkezeti sokasagot, valamint egy megfeleléen val-
tozatos szerkezethalmazbdl kiindulva sztochasztikus szelekciéval feltérképeztiik a
hideg és meleg kitekeredett allapotra jellemz6 szerkezetek kozotti kiillonbségeket.
Ezen feliil modelleztiink néhany olyan szerkezetet, amelyek egyiittesen, kozelitSleg
leirjak a 6 forméval egyensilyt tarté ,rejtett” allapotot. Elmondhatd, hogy bar
a fehérje nem megy at drasztikus szerkezetvaltozason, egyes jél koriilhatarolhaté
szerkezeti részei jelentsen és jellegzetes médon kiillonboznek az egyes allapotokban.
Ezt az tn. lokdlis RMSD (root mean square deviation), az egyes atomi poziciok
eltéréseit jellemzd mennyiség is j6l mutatja (3. egyenlet, 1. dbra). Osszességében
egy olyan modell allithaté fel, ahol szamos, kozvetleniil nem észlelhet6 forma tart
egyensulyt a kozvetleniil mérhet6 allapottal. Ezek funkcionalis szerepe jelenleg
kérdéses [5] (1. dbra).

ahol d; a vizsgdlt atom tavolsaga az N darab szerkezetre vonatkozo atlagos pozi-

ciojatdl az i. szerkezetben.
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1. dbra. A PAF gombaellenes fehérje dllapotai. A diagramon a lokalis RMSD
lathatd, kékkel a hideg, pirossal a meleg kitekeredett forma és a szobah&mérsék-
leten domindns lathaté allapot kiilonbsége, zolddel a hideg és meleg kiteketredett
formak kozotti eltérés.

3.2. Parvulin tipusi peptidil-prolil izomerazok

Egy 1jabb, sajat kutatdsainkbdl vett példa az in. parvulin tipust peptidil-
prolil izomerdzok (fehérjemolekuldkban adott molekularészletnél lejatszodé szer-
kezeti dtalakuldst segité fehérjék) osszehasonlité vizsgdlatdbdl szérmazik. Ezen
izomerazok koziil egyesek egyrészt segitik mas fehérjék szerkezetének megfeleld
kialakulaséat a sejten beliil, masok fontos genetikai szabélyozé folyamatokban vesz-
nek részt. Munkank soran a molekulacsalad harom kiilénb6z6 tagjanak gyors,
10712 — 10~ mésodperces idéskalaji dinamikat tiikrozo szerkezeti sokasdgait alli-
tottuk el6, majd elvégeztiik ezek Gsszehasonlito elemzését. Megallapitottuk, hogy
a vizsgalt fehérjék kozotti legfontosabb kiilonbség a szerkezet ,kinyil6” mozgasé-
nak mértékében van. Ez a kinyilé mozgas azon régiot érinti, ahol a parvulinok a
partnerfehérjéket megkotik, és azok szerkezeti atalakulasat, izomerizaciojat kata-
lizaljak, segitik. Részletesebb vizsgalataink, tobbek kozott a szerkezeti sokasdgok
fékomponens-elemzése és korabbi irodalmi adatok alapjan felallitottunk egy olyan
modellt, amely szerint ezen kinyilé mozgas jellemz6i hozzdjarulnak annak megha-
tarozasahoz, hogy az egyes parvulinok mely partnerfehérjéket ismerik fel és azok
atalakuldsat milyen hatékonyan segitik. Maga a kinyilé mozgéas tobbféle médon
befolyasolhatd, vagy egyes, minden parvulinban megtaldlhaté aminosavak kozotti
atomi kolcsonhatasok, nevezetesen hidrogénkotések adott parvulinra jellemzé 1ét-
rejottével, vagy olyan, csak bizonyos parvulinokban meglévé tovabbi molekularész-
let, in. WW domén segitségével, melyek szintén felismerik a partner molekuldkat
[3] (2. dbra).
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Hisztidin aminosavak koré
szervezGdo
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2. dbra. A parvulinok kotészebének kinyilé mozgdsa és az azt szabalyozd fakto-

rok,

balra véazlatosan, jobb oldalon egy konkrét parvulinon bemutatva, kiemelve a

konzervalt hisztidin aminosavak koré szervez6do hidrogénkotés-halézatot.
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PROTEIN STRUCTURAL ENSEMBLES REFLECTING INTERNAL
DYNAMICS: GENERATION, EVALUATION AND BIOMEDICAL
RELEVANCE

ZOLTAN GASPARI

Protein molecules are dynamic by nature and their internal dynamics is considered as a key
factor determining and fine-tuning their mode of action. Motions in the microsecond-millisecond
regime are generally considered as governing molecular recognition by changing the shape and
surface properties of proteins, whereas dynamics on the picosecond-nanosecond time scale is
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primarily thought to contribute to conformational entropy. Getting a detailed, atomic-level de-
scription of these motions is a nontrivial task. Currently, the best general approach is to combine
molecular mechanics with experimental data obtained for the given protein. The resulting rep-
resentation is an ensemble of protein conformations whose diversity reflects the motions of the
protein occurring at a given time scale[1]. Such ensembles can be generated by molecular dynam-
ics calculations directly restrained with experimental data or by selecting a suitable subset of a
large pre-calaculated pool of conformations. The resulting ensemble should be carefully evalu-
ated for compliance with experimental parameters with special emphasis on those not included
in the generation of the ensemble (cross-validation). Only then can the ensemble be analyzed
in terms of biological relevance, whether it can be used to get closer to the understanding of
mechanistic details of protein action. Application of the methods on the antifungal protein PAF
and parvulin-type peptydil-proline isomerases are summarized briefly.

Keywords: applied mathematics, molecular dynamics, protein structure.

Mathematics Subject Classification (2000): 92E10,70E99,74E99.
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A TORTRENDU DIFFUZIO MODELLJEI ES SZIMULACIOJA

1ZSAK FERENC, SZEKERES BELA JANOS

A tortrendii diffizié modelljeit és a kapott egyenletek numerikus meg-
oldéasat targyaljuk. Kitériink tobb alkalmazdsra, az egyenletek megoldasa
kapcsan pedig hatékony eljarasokat mutatunk, és megemlitjiik a teriilet né-
hény nyitott problémajat.

1. Bevezetés

A Kklasszikus diffizi6é a természettudomédnyos modellekben igen gyakran meg-

figyelheté dinamika. Ezt egy diszkrét modellben példaul az jellemzi, hogy egy
részecske t id6 alatti elmozduldsnégyzetének (x2(t)) varhaté értéke ardnyos az el-
telt id6vel. A diffizids folyamat mésik alapvetd tulajdonsdga, hogy az abban részt
veve részecskék Brown-mozgast végeznek, vagyis az adott id6 alatt torténd elmoz-
dulds normalis eloszldsi. Az utdbbi évtizedek pontosabb mérési eljarasai lehet6vé
tették, hogy a fenti Osszefiiggéseket valéban megvizsgaljak. Tobb esetben azt a
meglep6 eredményt kaptak, hogy ezek nem teljesiilnek.
A leginkabb latvanyos példdk a populdciédinamikdhoz kothet6k. Ragadozé alla-
tok, illetve egyéb tapldlékkeresd egyedek mozgasiat (mitholdhoz kapcsolt szenzo-
rokkal) vizsgdlva azt kaptdk, hogy az adott id6 alatt mért elmozduldsok eloszldsa
polinomidlisan csokkené stirtiségfiiggvényekkel kozelithetd. A tesztelésen tul a po-
linom fokat is becsiilik [5], [9].

M4s tipust vizsgdlatok azt mutattak, hogy t* ~ (x%(t)) teljesiil valamilyen o
alland6éval. Amennyiben o > 1, a dinamikat szuperdiffiziénak, ha o < 1, akkor
szubdiffiziénak nevezziik.

Szuperdiffuziot észleltek még ionok plazma halmazallapotu kézegben torténé
mozgdsa esetén [16], tovabba emberek és bankjegyek mozgdsat nyomon kovetve [1].
A biokémia témakorébe tartozé szamos hasonld megfigyelésrél részletes attekintést
ad a [8] munka t&bb tabldzata.

2. A tortrendi diffazié modelljei

A Fick-torvény szerint minden egyes pontban a fluxus siirlisége az ottani kon-
centraciogradiens ellentettjével aranyos. Ha azonban egy diszkrét modell keretében
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gyors mozgasu részecskéket is feltételeziink, akkor el6fordulhat, hogy a fluxushoz
olyan récsecskék is hozzajarulnak, amelyek nem a vizsgalt pontban vannak. fgy a
folyamatot nem tudjuk derivaltakkal modellezni, és a megfelel§ egyenletek felira-
sdhoz az Gn. nemlokalis analizist kell haszndlnunk, 1d. [3], [4]. Ez alkalmasnak
tlinik a szuperdiffizié jelenségének modellezésére.

Mivel a diffuzids egyenletben szereplé Laplace-operator az egydimenzids eset-
ben kétszeres derivaltat jelent, a tortrendi diffizié kézenfekvé modellje lehet a
tortrendii derivaltat tartalmazé parcialis differencidlegyenlet. Ezen operatorokra
tobb, egyméssal nem egyenértékii definicid is sziiletett [7] (mér Leibniz foglalkozott
ezzel); példaként az alabbit a,b € R esetén olyan f : [a,b) — R fiiggvényekre ér-
telmezziik, amelyekre minden x € (a,b) esetén a megadott hozzdrendelés értelmes,
tovdbbd n = [«].

— A Riemann—Liouville-derivdlt, valamint szimmetrizalt verzidja:

Ofufe) =0 (oo [ o ).
1

2T'(n — «)

T b
a" (/ (x—7)" " f(r)dr + (=1)" / (1 —2)" "1 f(7) d'r) .

sal%Lf(l') =

Erdekes feladat beldtni, hogy ez egész n esetén azonos a klasszikus derivalttal.
Egy korlatos tartomanyon adott feladat esetén valamilyen peremfeltételt is meg
kell adnunk. A funkciondlanalizis szemsz6gébdl nézve egy differencidloperdtort tgy
kell definidlni, hogy rogzitjiik annak értelmezési tartomanyat.
Az Q C R™ korlatos Lipschitz-tartomanyon (amelynek pereme lokélisan egy
Lipschitz-fiiggvény grafikonja) homogén Dirichlet-peremfeltétellel definidlt —Ap
negativ Laplace-operdtor értelmezési tartomanya a H} (Q)NH?(Q2) halmaz. Ismert,
hogy ennek inverze kompakt, énadjungélt és pozitiv (—Ap)~t 1 La(Q) — L2(9)
tipusi operdtorként értelmezhetd, amelynek (és igy az eredeti —Ap operdtornak
is) egyértelmiien definidlhaté barmilyen hatvanya. Ezek alapjan az a-drendd de-
rivéltra egy ujabb definiciét adunk.

— A homogén peremfeltételhez tartozd tortrendid Laplace-operdtor:
(Ap)® f(x) = —(~Ap) % f(2).

A fentieknek megfelel6en az ezen témaval foglalkozé cikkek nagy részében az
egydimenzids esetet elemezve az alabbi feladat numerikus megoldasaval foglalkoz-
nak.

dru(t, x) = 0g gru(t, ) +g(t,z), (t,z) € (0,T) x (a,b)

u(0,2) = ug(x), x € [a,d] (1)
u(t,a) = ug(t),u(t,b) = up(t), tel0,T17,
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ahol ug € Cla, b, uq,up € C[0,T] és g € C([0,T] X [a,b]) adott fiiggvények.
Homogén Dirichlet-peremfeltétel esetén pedig adott ug € Cla, b] fiiggvény ese-
tén a kovetkez6 egyszerti feladatot irjuk fel:

owu(t,r) = (App)2u(t,z), (t,x) € (0,T) x (a,b)
u(0,2) = uo(x), x € [a,b].

(2)

3. A modellek vizsgalata

Fontos kérdés, hogy a fenti problémék korrekt kitiizéstiek-e. Bar az els6 modell
esetén ezt az allitdst tudomasunk szerint nem irték le expliciten, a [6] munkdban a
jobb oldalon lev6 operatorra vonatkozd peremérték-feladat egyértelmii megoldha-
t6sagabol kovetkezik. A mésodik modell esetén (—Ap)~! kompaktsiga, valamint
a [11] konyv 8. fejezetének elmélete ad igenld valaszt.

Nem definialtuk, mit értiink jé, vagy éppen nem jé modellen. Ennek ellenére
azt mondhatjuk, hogy az els6 modellel kapcsolatban tobb fenntartasunk is lehet.
Maris latszik, hogy nincs nyilvanvalé tobbdimenzids altaldnositasa, tovdbbd nem
sikeriilt a maximumelvet sem igazolni, ellentétben a masodik modellel [10], amely
ebbdl a két szempontbdl megfelelobbnek latszik.

Attekintjiik a kiilonbozé modellekhez tartozé numerikus médszereket. Az elsé
hatékony eljarast a [12] munkaban kozolték, amelynek alapgondolata, hogy el kell
tolni a véges differencidban szerepld egyiitthatékat valamilyen p € ZT paraméter-

rel:
[z;a]+p

1 1 'k -«

RS~ e L T e ko) ®)
Ha ugyanis ezt nem tessziik, akkor a térbeli differencidloperdtorok (egyébként pon-
tos) kozelitésének és az id6 szerinti derivéltra vonatkozd implicit Euler-médszernek
a kombinaci¢jabdl is instabil mddszert nyeriink.

A fentiek alapjdn az (1) és (2)-beli modellekhez hasznalt numerikus mddszerek
lefrdshoz haszndljuk az u® jelélést, amely u(t, -) kozelitése akdr egy felosztds pont-
jaiban, akar egy végeselem térben. Mindkét feladat térbeli diszkretizacidja utan a
Oul = Aput differencidlegyenletet kapjuk, ahol

— az (1)-beli feladat esetén az Aj, métrixban (3)-beli egyiitthatdk szerepelnek,

— a (2) feladat térbeli diszkretizdcidja utdn a fenti A, métrixnak egyszeriien
valaszthatjuk a Ap-hez tartozé matrix §-edik hatvanyat.

Mindkét esetben telt (azaz nem ritka) matrixot kapunk, amely a nem lokélis tulaj-

donsdgnak felel meg. A kapott differencidlegyenlet-rendszereket a szokasos kozelité

mddszerekkel oldhatjuk meg. Az elsd eset analiziséhez a [12] és [17], a mésodikéhoz

a [14] és [15] munkdkat idézziik.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



208 1ZSAK FERENC, SZEKERES BELA JANOS

4. Tovabbi kérdések, nyitott problémak

Az els6 problémakor az inhomogén Dirichlet-peremfeltételhez kapcsolodik. Ho-
gyan lehet ezt modellezni, egy ennek megfelel§ matematikai feladatot felirni? A
kérdés igazan két- és haromdimenzids esetben érdekes. A funkciondlanalizis esz-
kozeivel sem latszik nyilvdnvalénak a megoldés, hiszen az inhomogén peremfel-
tételnek megfelel6 értelmezési tartomanyt véve az nem lesz altér. Ha pedig nem
vesziink semmilyen megszoritast, akkor az igy kapott Laplace-operator nem is po-
zitiv, az inverze pedig nem is létezik.

A maésodik problémakor a Neumann-féle peremfeltétel beépitésével kapcsola-
tos. A gyakorlatban ezt lehet leggyakrabban hasznalni, mert ez a peremen mért
fluxusnak felel meg. Ha példdul zart térben (kémcsé, lombik, tartély) végbemend
anyagtranszportot modelleziink, akkor annak hatdran mindig homogén Neumann-
féle peremfeltételt kell venniink. Az egydimenzids esetben sikeriilt a homogén
feltételt a modellbe beépiteni [13], azonban a té6bbdimenzids eset és az inhomogén
peremfeltételek kezelése tovabbra is nyitott kérdés. Megjegyezziik, hogy még a
megfelel elliptikus feladatok esetén is a legfrisebb elméleti eredmények homogén
Dirichlet-peremfeltételekre vonatkoznak [2].
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EPILEPSZIAS/AGYI HALOZATOK EGYSEJT-AK/TIV}ITA’SA'NAK
JELLEMZESE HAWKES-FOLYAMATOK SEGITSEGEVEL

PERCZEL GYORGY, EROSS LORAND, FABO DANIEL, GERENCSER LASZLO, HAJNAL
BOGLARKA, SZABO CSILLA, VAGO ZSUZSANNA, WITTNER LUCIA

Az epilepszia az egyik leggyakoribb idegrendszeri megbetegedés, mely
mintegy 50 millié embert érint vildgszerte. A betegek életminéségének javi-
tdsdra egy igéretes, fejlesztés alatt allé technolégia az un. zart hurku neu-
rostimulatorok alkalmazdsa, melyek révén a rohamok kifejlédése jé eséllyel
megakadalyozhat6. Az ilyen tipusu eszkozokben kritikus tényez6 a rohamok
elOrejelzése agyi elektromos jelek alapjan. Az idegsejtek tiizelési mintazatai-
nak modellezéséhez a pontfolyamatok elmélete altal felkinalt keretrendszert,
ezen belill a Hawkes-folyamatok elméletét alkalmazzuk. Jelen dolgozatban
valds idegsejtek tiizelési mintdzatait elemezziik, Ozaki — exponencidlis va-
laszfiiggvényel leirhaté Hawkes-folyamat esetére kidolgozott — maximum li-
kelihood (ML) médszerének implementéldséval és kiterjesztésével.

1. Bevezetés
1.1. Az epilepszia révid ismertetése

Az epilepszia el6forduldsi gyakorisdga 0,5-1%, mellyel ez az egyik leggyako-
ribb idegrendszeri megbetegedés. A betegség legfEbb jellegzetességei a vissza-
téré rohamok, melyek az egyes izomcsoportok koriilirt rangasaitél az atmeneti
eszméletvesztésen keresztiil a legismertebb tonusos-klénusos nagyrohamokig vél-
tozatos formakban jelentkezhetnek. A gydgyszeres és sebészeti kezelési lehetdségek
ellenére a betegek koriilbeliil 30%-4nél nem érhetd el megfeleld rohamkontroll.

A rohamok varatlansiaga olyannyira befolyasolja a betegek jollétét, hogy 6n-
magédban a rohamszam csokkenése kevéssé javitja az életmindségiiket — még ritkan
jelentkezd rosszullétek esetén is az ezektdl vald félelem szervezi az életiiket [12].
Epp emiatt sltaldnosan elfogadott az a feltételezés, hogy egy rohamokat elorejelz6
rendszer nagyban hozzajarulna az életmindség javulasahoz, arrél nem is beszélve,
hogy egy elektromos stimulator vagy gydgyszeradagolé pumpa hozzakapcsoldsa
révén akdr a rohamok kifejlédését is megakadalyozhatna [4].
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1.2. Zart hurkd neurostimulatorok az epileptolégiaban

Az epilepszids rohamok eldrejelzésére szamos mdédszert javasoltak a szakiroda-
lomban, 1d. [4]. Ezek tipikusan az agyi elektromos jelek (EEG, electrocorticogram
vagy ECoG) elemzésén alapulnak. Fokalisan (egyetlen koriilirt agyteriiletrdl) indu-
16 rohamok esetén feltételezhetd, hogy a rohamok idegrendszeri események kasz-
kadjaként fejlédnek ki, ezért — bar a kezdetiiket megeléz6 specifikus jellemz6rol
nincs tudomasunk — elvileg elérejelezheték. Ugyan az elmilt években megfogal-
mazott statisztikai kovetelményeket (above chance) néhdny mdédszer teljesitette, a
klinikai alkalmazhatdsdg szdamara ennél szigorubb kritériumokra lehet sziikség.

Napjainkban egyetlen sebészileg beiiltethetd, zart hurki eszkoz talalhatoé a pia-
con, a Responsive Neurostimulation (RNS, NeuroPace, Mountain View, CA, USA).
Ez ,mindossze” detektélja, és nem prediktalja a rohamokat, majd stimulédlja a ro-
ham induldséért felelés agyteriiletet. FEzzel szemben a Seizure Advisory System
(NeuroVista, Seattle, WA, USA) valédi rohampredikciét céloz meg, de ez a készii-
16k egyel6re nem keriilt kereskedelmi forgalomba [4].

Mivel az eddig megjelent rohampredikcids eszk6zok dontéen a helyi mez6poten-
cidlok (local field potential, LFP) elemzésén alapulnak, felmeriil a kérdés, hogy
vajon egyéb, szintén az agyi elektromos aktivitasbol szarmaztathaté jelek, igy az
egy -, és soksejt-aktivitas haszndlhato-e a rohamok elOrejelzésére. A kovetkezOkben
roviden ismertetjiik ezeket és az epilepszia szempontjabdl relevans jellemzoiket.

1.3. Egysejt-aktivitas az epilepsziaban

Mivel az idegsejtek egymds kozott akcids potencidlok (AP) révén kommuni-
kalnak, az egyes sejtek altal létrehozott AP-sorozatok alapvet6 fontossdguak az
ideghélozatok miikodésének megértésében. A sejten kivil regisztralt elektromos
jelekbdl, 200-500Hz feletti feliilatereszté sziir6 alkalmazasa révén olyan idésoro-
kat nyerhetiink, melyek elsésorban a regisztralé elektrod kozvetlen kornyezetében
taldlhaté sejtek akcids potencidljait tartalmazzak (populdcids sejtaktivitds, multi-
unit activity, MUA). Tovébbi feldolgozés (spike-sorting) révén ezek az akcids po-
tencidlok, tiizelési mintdzatok lényegében egyes sejtekhez rendelhetbéek (egysejt-
aktivitds, single-unit activity, SUA).

Az epilepszids rohamok neurondlis eredetének egy korai allatkisérletes bizonyi-
téka a sejtek tiizelési mintazatainak rohaminduldskor megfigyelt valtozasa volt.
Egy kurrens, human mérési eredményeken alapulé elmélet szerint az epilepszids
roham tér-id6beli terjedése két dllapottal jellemezhetd. A tilserkentett, in. ,,ik-
talis core” teriileten a sejtaktivitds jelentésen megemelkedik, hiperszinkronitast
mutat, és a neuronok egymastol elkiiloniilt akciés potencidlok helyett sorozatok-
ban, Gn. burst-izemmoddban kezdenek tiizelni. A kornyez6 gatolt un. iktalis
penumbra”-ban jéval heterogénebb marad a sejtek tiizelési mintdzata [9].

Az altalunk mért jellemzd sejtaktivitds valtozast az 1. dbra mutatja be. Ezen

s

az agykéreg egy koriilirt teriiletérol indul6 epilepszids roham elektromos minta-
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zata ldthat6, a piros nyil a roham kezdetének idépontjdt jeloli. Az agykéregbe
idegsejtek tiizelésének detektalasra is alkalmas 1n. intrakortikalis rétegelektréda
lett beiiltetve. Az innen nyert adatsort az (a) dbrarészlet mutatja. A detektalt
AP-ok morfoldgidja alapjan végzett spike-sorting a (b) dbrarészleten lathato. fgy a
cl, c2, ¢3 jelolésii idegsejtek aktivitasat egyedileg vizsgalhatjuk, 1d. (c) dbrarészlet.

A vélogatott sejtek aktivitdsat bemutatd dbrarészleten jol latszik, hogy mig
egyes neuronok a rohamindulastél fliggetleniil folyamatosan, ,nyugalmi” &llapot-
ban is aktivak (c1, s6tétkék), addig mésok a roham kezdetét kovetden aktivdlddnak
(c3, vildgoskék), vagy azt kovetben fokozddik az aktivitdsuk (c2, zold).

a b
Nyers adat (200-5000Hz) A valogatott idegsejtek akciés potencialjai

—~

cl

! (0 llruw JﬁWM

1. dbra. Epilepszids roham induldsakor mért sejtaktivités.

c

2. Hawkes-folyamatok az egysejt-aktivitas modellezésére

Az akcids potencidlok idépontjai altal definialt idésort egy in. pontfolyamat-
tal modellezziik. Matematikailag ez véletlen események T, id6pontjainak szigo-
riaan novekeds, 0 = Ty < Ty < Ty ... sorozata, amelynek nincs torlédasi pont-
ja. A matematikai kezelhet&ség szempontjabol hasznos megengedniink kétoldald,
(T,),—c0 < n < oo folyamatokat is, amelyek értéktartomdnya (—oo,+00). A
témakor kit{in bevezetését adja [1].

Egy pontfolyamat alternativ leirdsat adja a szamlédld folyamat, amelyet egy
(a,b] intervallumra az N(a,b] = #{n : a < T, < b} egyenléséggel definidlunk. Egy
pontfolyamat ¢ id6 elotti torténelmét az

Fi=0{N(a,b]:a<b<t}

o-algebra definialja.
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Egy (f:) >0, ¢ > 0, un. j6solhaté fiiggvény N(.) pontfolyamat szerinti integ-

raljat az
/ fdN, = 3" f(T)
0

n>0

egyenléséggel definidljuk. (A jésolhatdsdg heurisztikus jelentése: f; el6all, mint
Fi-adaptalt, balrdl folytonos folyamatok limesze.) Megmutathatd, hogy az N(.)
pontfolyamathoz létezik egy akar jésolhaténak is valaszthaté in. intenzitasfiigg-
vény, amely eleget tesz az alabbi azonossagnak:

([ 1) -o( [ )

Az idegtudoméanyokban kitiintetett szerepe van az in. dngerjeszté (self-exciting
vagy mutually exciting) pontfolyamatoknak, vagy in. Hawkes-folyamatoknak, 1d.
[7], tovabba [1], [2], [6] és [5], amelyek az egymadssal hélézatba kapcsolt idegsejtek
akciés potencidljait modellezik. Egy kétoldald, tobbvaltozds (T;,),1 = 1,...,k,
pontfolyamat Hawkes-folyamat, ha az N;(.) szdmldlomértéke eltolasinvaridns, és a
;¢ intenzitasfiiggvénye eleget tesz egy

k t
)‘i,t =pu; + Z / gij(t — S)de’s, wi >0, gij(u) >0

=10

egyenletrendszernek. Itt p; a hdttérintenzitdsokat jeloli, g;;(u) pedig nemnegativ
impulzusvalasz-fiiggvényeket (IRF) jelol. Egyetlen idegsejt tiizelési mintdzatdnak
(egysejt aktivitds) modellezésére az egydimenziés Hawkes-folyamatot alkalmazzuk,
amelyet implicit médon az alabbi zartkorii rendszer definidl:

t

At =p+ / g(t — s)dNs, w>0, glu) >0. (1)

—0Q0

Az (1) egyenlet mindkét oldaldnak vérhat6 értékét véve, a A = E\; jeloléssel a
A = p+c) egyenletet kapjuk, amelybdl a szébanforgé Hawkes-folyamat létezésének
alabbi sziikséges (és egyben elégséges, 1d. [10]) feltételét kapjuk:

c= /OO g(t)dt < 1. (2)
0

A Hawkes-folyamatok idegtudomanyi alkalmazdsanak, ezen belill az egysejt-
aktivitds modellezésének tobbek kézott az a meggondolas az alapja, hogy a neuro-
nok burst-lizemmodja egyfajta feedback-hatasra utal. Jelen vizsgalédasunk célja,
hogy egyvéltozos Hawkes-folyamatok segitségével létrehozzunk egy, az idegsejtek
tlizelését jol leird, de egyszerli modellt, és azt statisztikailag értelmezziik. Ilyen
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eszk6zok birtokaban varhaté annak feltérképezése, hogy bizonyos agyi torténések
— nevezetesen epilepszids rohamok soran — milyen utat jarnak be az egyes tiizelési
mintdzatok paraméterei a paramétertérben. Az ML-becsléssel (1d. [11]) kapott
paraméterekhez tartozé konfidenciaellipszoidok tampontot adhatnak a betegség
szempontjabdl lényeges, kiilonboz6 agyi dllapotok detektéldsara, 1d. [2, 6].

3. Hawkes-folyamatok illesztése

Hawkes-folyamatoknak valés, SUA-adatokhoz torténd illesztése céljabdl tekint-
siik Hawkes-folyamatok egy paraméteres osztalyat, 1d. [11]:

g(u) =0 -e*™,u >0, ahol ¢ >0, a<0.

Ebben az esetben a (2) stabilitdsi kritérium azt jelenti, hogy —o/a < 1, vagy
ekvivalens médon « := a + 0 < 0. Az igy definidlt o a stabilitdsnak egyfajta
mértéke (stability margin). Legyen n = (u, a, o), és tegyiik fel, hogy az adatainkat
ténylegesen egy Hawkes-folyamat definidlja, amelynek valédi paramétere n*. Az
7n* becsléséhez vegyiink egy tetszoleges megengedett 1 paramétert, amely tehat
kielégiti az a + 0 < 0 < p feltételt, és definidljunk egy A;(n) intenzitdsfiiggvényt a

t t

Au(n) = p+ /g(t —s,1m) dNg = p + /o -e*t=9) dN, (3)
0 0

egyenlettel. Vegyiik észre, hogy ha feltessziik, hogy a valédi pontfolyamatban a 0
idépont el6tt nincs esemény, azaz dN; = 0, ha t < 0, akkor ezen feltétel mellett
At(0) = A(0*) minden t > O-ra. A (feltételes) log-likelihood fiiggvény kiszami-
tdsdnak alapja az a matematikailag pontosan megalapozhaté heurisztika, hogy
minimalis feltételek mellett egy pontfolyamat lokalisan olyan, mint egy Poisson-
folyamat, 1d. [1]. Ez alapjan kapjuk, 1d. [11], ill. [3], hogy a negativ log-likelihood
a [0, T intervallumon, konstanstdl eltekintve,

T T
Lr(n) = / Ne(n)dt — / log A (7). (4)
0 0

A \(n) fiiggvény meghatdrozdsdhoz minden ¢ értékre kiilon numerikusan ki
kell szdmitani a (3)-beli integralt. Exponencidlis vélaszfiiggvény esetén ez meg-
keriilhetd, ugyanis ha a (3) egyenldségben p-t atvissziik a baloldalra, majd pedig
t szerint ,differencidljuk” az egyenletet, akkor a T, 1 < t < T}, intervallumon —
amelynek belsejében nincs esemény — a (balrdl folytonos) intenzitdsfiiggvényre az
aldbbit kapjuk:

AT, 4, = A1, , +oO, Ae(n) — =T (\p, L () = p).
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Tlymdédon az ML-becsléshez sziikséges (1) fiiggvény a fenti intervallumon expli-
cite kiszdmithaté a Ap,_, (n) kezdeti érték ismeretében!

A Hawkes-folyamat természetes, fizikailag értelmezhetd jellemzoi a stabilitasi
tliréshatar és az atlagos intenzitds, igy exponencidlis valaszfiiggvény esetén egy ter-
mészetes alternativ paraméterezés: 6 = (o, o, \). A becslés aszimptotikus pontos-
sagdnak mértékét 95%-os konfidenciaellipszoidokkal jellemezziik. A Fisher-matrix
altaldnos paraméterezés mellett a (4) egyenlet alapjan, az n helyett a 6 paramé-
tert hasznalva — tovabba egy alkalmas nagy szdmok erds torvényének érvényességét
feltételezve — az aldbbi médon szamithaté:

o g L Ao, (6%) - Ajr,, (67)
I1(0*) = lim — Z 22 (6%) )

ahol a ¢ alsé index 0 szerinti parcialis derivaltat jelol.

4. Kisérleti eredmények

A fenti — MATLAB-kornyezetben implementalt — illesztési médszer miikodésé-
nek vizsgalatahoz patkanyhippokampusz-agyszeletekbol szarmazé mintegy 3 per-
ces felvételek egysejt-aktivitdsdt [8] hasznéltuk fel. A kisérletesen megfigyelt 12
SUA-hoz rendelt paraméterhdrmasok megadjdk szdmunkra a paramétertér egy
élettani szempontbdl relevans tartomanyat. Az 1. tédbldzatban referenciapélda-
ként két SUA-hoz tartozé becsiilt (o, o, \) Hawkes-paramétereket tiintettiik fel,
ahol n a tiizelések szamat jeloli.

’ SUA ‘ n ‘ « ‘ o ‘ A ‘
3 1639 | -24,72 | 29,98 | 9,13
5 609 | -88,78 | 24,22 | 3,39

1. tdblazat. Két kisérletes SUA Hawkes-paraméterei.

Az els6 referenciapélda adataihoz tartozé Lp(6) koltségfiiggvényt (negativ log-
likelihood fiiggvényt), pontosabban annak metszeteit a 2. abrdan mutatjuk be, a
metszeteket a becsiilt 67 egy-egy koordinatajanak rogzitése mellett véve.

Osszevetve az egyes SUA-khoz tartozé konfidenciaellipszoidokat, 1d. 3. &bra,
ill. azok térfogatait, empirikusan is megerGsitést nyert az a tény, hogy kis minta-
elemszam, és ebbél adédé kis \ dtlagos tiizelési gyakorisag esetén bizonytalanabb
a becslés. Megjegyezziik, hogy a megyfigyelt SUA-k tiizelési rdataja 0,3 és 8,5
Hz kozott, a kisérleti adatokbdl becsiilt A dtlagos tiizelési gyakorisig pedig 0, 36
és 12,88 kozott véltozott. Levonhaté tehdt az a kovetkeztetés, hogy a tiizelés
dinamikédjanak becsiilhetésége a feltételezetten rovid, roham el6tti periddusban
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//
(a) (b) (c)
2. dbra. Egy referenciapéldédhoz tartozé Lr(6) koltségfiiggvény

metszetfiiggvényei.

3. dbra. A referenciapélddk becslésének 95%-o0s konfidenciaellipszoidja.

lényegesen fiigg a vizsgdlt SUA-tél. A Hawkes-folyamatok fenti osztalya paramé-
tereinek ML-becslését, annak numerikus és statisztikai tulajdonsagait fiziolégidsan
relevédns paraméterekkel szimuldlt adatokon (1d. [11]) teszteltiik. A dolgozatban
véazolt metodika alkalmazhatésidganak végso kritériuma, hogy az epilepszids roha-
mok szempontjabol relevans agyi allapotokat képes-e elkiiloniteni. Ennek eldontése
egy még folyamatban 1év6 kutatasunk targya.
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MODELING SINGLE-UNIT ACTIVITY OF EPILEPTIC BRAIN
NETWORKS USING HAWKES PROCESSES

GYORGY PERCZEL, LORAND EROSS, DANIEL FABO, LASZLO GERENCSER,
BOGLARKA HAJNAL, CSILLA SzABO, ZSUZSANNA VAcd, LUcCIA WITTNER

Epilepsy is one of the most common neurological disorder affecting around 50 million people
worldwide. For approximately 30% of the patients satisfactory seizure control cannot be achieved
with anti-epileptic drugs or surgical interventions. An alternative emerging technology is closed-
loop neurostimulation that might prevent the evolution of full-blown seizures, assuming that
reliable seizure forecasting is available. With the aid of state-of-the-art microelectrodes single
neuron action potentials can be recorded in the living brain giving insight into cellular-level
changes during the onset of seizures. The firing patterns of individual nerve cells are modeled
via the theory of point processes. In particular, Hawkes processes with exponential response
function are fitted using maximum likelihood estimation (MLE) to neuronal spike-trains from
rat hippocampal slice preparations. The accuracy and discriminating power of the MLE method
is verified using the associated confidence ellipsoids on a large variety of physiologically relevant
simulated data.

Keywords: point processes, Hawkes processes, point estimation, maximum likelihood estimation,
applications to biology and medical sciences.
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OSSZEKAPCSOLT, AXIALIS IRANYBAN MOZGO SZAL HALOZATOK
MEREVSEGENEK JELLEMZESE GRAFOKKAL

NAGY KEM GYULA

Szalakat tartalmazd hélézatok kinematikai jellemzése hozzajarul bizonyos
szerves és szervetlen struktirdk, mint a celluléz nanoszalakat tartalmazoé
novényi szervek, vagy a kollagén szalakat, illetve ezek kotegeit tartalma-
z6 csontok, kiilonbozé szalerdsitett kompozit anyagok tulajdonsdgainak mé-
lyebb megértéséhez. E dolgozatban a szdlakat olyan egyenes szakaszoknak
tekintjiik, amelyek csak a szakasz egyenese mentén mozdulhatnak el. A sza-
lak Gsszekottetéseit rudakkal biztositjuk, ezek a tdvolsdg kényszerek tovabb
korlatozzak a szalak elmozdulasat. Eltekintve a szalak és a rudak alkotta
hélézat merevtestszerli mozgdsaitdl a szalhalézat merevségi grafjanak tulaj-
donsagaival jellemezziik a struktira infinitezimalis merevséget. Sziikséges és
elégséges feltételt adunk a rudakkal 6sszekapcsolt szalak halézatdanak merev-
ségére.

1. Bevezetés

Szalakat tartalmazoé halézatok kutatasa felgyorsult, amidta ismert, hogy ezek
nagy szerepet jatszanak az él6 szervezetekben, szovetekben, ill. sejtekben a me-
chanikai jelek és azokra adott védlaszok transzportjaban. A szalakat tartalmazd
biolégiai vagy egyéb, szintén szalakkal merevitett halézatokban a tobbszorés kap-
csolatok felel@sek a teljes struktira vagy egyes részeinek merevségéért [25], [24],
[6], [10]. A bioldgiai szélakhoz kapcsol6dé hatalmas irodalombdl csak néhényat
emlitiink meg: celluléz nanoszalak [2], [20], [19]; kollagén szédlak kotegei [4], [15]; a
bogarak merev vdzét alkoto kitin hélézatok [9]. A sejtjeinkben megtaldlhaté aktin
szélak, és az ezeket Osszekapcsol6 fehérje szdlak [13]; szintén a sejtekben taldlhaté
mikrotubulusok, és az ezeket dsszekapcsolé gyengébb fehérje szalak [1].

A fenti hierarchikus struktirak maguk is tébbnyire szalas szerkezetiiek: az ala-
csonyabb szinteken a szalak kotegekbe rendezodnek, és ezek a kotegek alkotnak
vastagabb szalakat. E szédlak és a kozottiik levo 0sszekapcesolo elemek esetében az a
feltétel, hogy merev szakaszként tekintsiik ezeket, erdsnek tiinhet. Az emlitett sza-
lak, illetve azok kotegei legtobb esetben hasonlé vagy jobb anyagtulajdonsagokkal
rendelkeznek, mind a megnyulds, 6sszenyomads, mind a hajlithatosag tekintetében,
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mint egy feny&fabdl készitett hurkapélca, 1d. 1. (a) dbra. A kék (nagyobb, so-
tétebb) tartoméanyok a névényi celluléz szdlakat tartalmazoé struktirdkat jelenitik
meg (pl. fas szdrt novények), mig a sdrga (nagyobb, vildgosabb) tartoményok az
allati, emberi kollagén szélakat tartalmazé szovetekhez, szervekhez tartoznak (pl.
csontok, in, bér) a rugalmassdgi modulus-sfirtiség koordindtarendszerben dbrazol-
va (mindkét skéla logaritmikus). A kék (nagyobb, sitétebb) tartomanyon beliili
legfelsd zold (vildgosabb) tartomanyban a celluléz nanofibrillek CNF-rugalmassagi
modulusa meghaladja az acélét, ez szintén alatdmasztja modelliink azon feltevését,
hogy e szalakat tekintjiikk merev rudaknak. A szalakat 6sszekoto rudak altalaban
gyengébb anyagszerkezeti tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint maguk a szalak, e
modellben azonban ezeket is rudaknak tekintjiik.

2. Szalszerkezetetek matematikai modelljei

A haromdimenziés térben elhelyezked6 szalak stlirli elrendezése és a koztiik 1é-
v0 viszkozus kozeg miatt csak axidlis irdnyban torténd elmozdulasokat tekintiink.
Tehat a lehetséges elmozduldsok a szdl irdnyvektordanak, v;-nek konstansszorosai
lehetnek, x; - 07, ahol - a vektor skaldrral torténd szorzdsat jeloli, ezt az 1. (b)
abran szemléltetjiik a sotét nyilakkal. Minden szdlnak van egy sajat palydja te-
héat a térben, amely egy rogzitett egyenes, ennek mentén a szl egyéb kényszerek
hianyaban tud mindkét irdnyban mozogni.
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vetek sliriiség-rugalmassigi modulus grafi-
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mozduldsa esetén az elmozduléds vektorok-
nak az 6sszekotd ridra (az dbran fiiggdle-
ges) esé vetiiletei egyenlék, ha deform4lha-
tatlan elemeket feltételeziink.

1. dbra. A valddi szdlak 1ényeges fizikai tulajdonsdgai és a matematikai modell
altal feltételezett deformélhatatlansdg szemléltetése.
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2.1. Egyetlen riddal 6sszekétott két szal mozgasai

Amennyiben két szdlat ideélis (deformélhatatlan) rid (amelyet szintén szakasz-
nak tekinthetiink) kapcsol 6ssze tigy, hogy a rudat a szélhoz egy barmely irdnyt
elforduldst megengedd (gomb-) csuklé kapcesolja, akkor a rid merevségének kovet-
keztében az egyes szdlak elmozduldsvektorainak az 0sszek6to riud egyenesére eso
merdleges vetiiletei egyenlék kell legyenek.

Azért allitottuk a két szalat és az 6sszekotd rudjukat olyan helyzetbe az 1. (b)
abran, hogy valédi méretben ldssuk a szdlak elmozdulasvektorainak vetiileteit az
Osszekoto rudon. Ha térbelinek tekintjiik az abrat, akkor a rudak infinitezimalis
elmozdulasanak vektorai nem valédi méretiikben latszanak, ha azonban sikbelinek
tekintjiik az abrat, akkor az infinitezimalis elmozduldsvektorok valdédi méretiik-
ben és iranyukban latszanak. Mindkét esetben igaz lesz a kovetkezd, ha a két
szal mindegyike a sajit egyenese mentén gy mozdulna el, hogy az infinitezimalis
elmozdulasvektoraik 6sszekotd ridjukra esé meréleges vetiilete nem egyezne meg
irdny és nagysag szerint is, akkor az 0sszekoto rud hossza megvaltozna, ez azon-
ban ellentmond annak a feltételnek, hogy szélaink, ridjaink és csukldink idedlisak.
Tehat, ha az 6sszekotd rid végpontjai altal meghatarozott vektort ri-val jeloljiik,
az aldbbi feltételt kapjuk:

T 0; O =xj - 05 O T, (1)

ahol a © jel a két vektor skalaris szorzatdat jelenti. Ha barmely két szalat 6sszekoto
rud merdleges az egyik szdlra, akkor a szalszerkezetet degenerdltnak hivjuk.

Amennyiben a két szalat 0sszek6t6 rid merdleges valamelyik, de csak az egyik
szalra, akkor a masik szalnak nem lehetséges nullatél kiilonb6z6 elmozdulasa. Ha
mindketten merélegesek a ridra, akkor mindkét szalnak lehet nem nulla infinite-
zimélis elmozduldsa, hiszen ekkor z; és z; barmekkora lehet, mivel az (1) egyenlet
mindkét oldala nulla. Mivel olyan szerkezeteket keresiink, amelyek infinitezimé-
lis elmozdulasokkal sem rendelkeznek, ezért a fenti eseteket kizarjuk azzal, hogy
ezutan nem degeneralt szerkezeteket vizsgalunk. A késébbi merevségi tétel megér-
téséhez a kovetkezd rész nem sziikséges, a lehetséges valds (nem az infinitezimélis)
mozgasok megértéséhez igen.

2.2. Egyetlen riddal 6sszekotott két szal valés mozgasai

A két szalat 0sszekotd rud mozgdsat szemléltetjiik a 2. dbran, mivel a szdlak az
egyeneseik mentén mozognak, igy nehéz szemléltetni lehetséges helyzeteiket, job-
ban el tudjuk képzelni a teljes mozgast, ha a két szal 6sszekotd radjanak helyzeteit
mutatjuk meg. Adott, egyetlen riddal dsszekapcesolt két szal (nem degenerdlt) ese-
tén az (1) egyenletnek végtelen sok megoldasa lesz. Az ezekhez tartozé mozgé rud
diszkrét helyzeteit szemlélteti a 2. dbra két kiillonbozd nézetben. Az 6sszekotd
rud (fekete ferde vonalak), felezd és egyik negyedel§ pontjanak néhdny lehetséges
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helyzetét is jeloltiik. A rid felezd pontja (fekete pontok) és egyik negyedelé pont-
ja (narancssarga pontok) &ltal leirt alakzat rendre kor (ha a szdlak merdlegesek
voltak), illetve ellipszis, amelyek valédi méreteikben litszanak a 2. (a) dbran. Egy
tetszdleges masik irdnybdl vett vetiiletet (nézetet) ldtunk a 2. (b) dbrdn. Ha az alsé
szdl és a kapcsol6dé csukldja (kék pont) egyenes vonald egyenletes mozgést végez,
tehét x; linedrisan véltozik, akkor az 6sszekotd rid mésik csukléjanak helyzete, x;
rezgémozgasszeriien véltozik, erre a megfelelé végpontok elhelyezkedésébdl kovet-
kezthetiink. Ekozben az 6sszekotd riud barmely kijeldlt fixpontja ellipszispalyét ir
le.

7

NN / i
OARSRON

AR

e

O
MAQQSS\

(a) Mindkét szallal parhuzamos sikra vo- (b) A rud felezd pontja és negyedeld pont-
natkozé vetiilet (z tengely irdnyabdl néz- jai altal leirt kor, illetve ellipszis egy tet-
ve). sz6leges nézetben

2. abra. Két szdlat 0sszekoto rud lehetséges helyzetei, ill. a rad végpontjai a meg-
felel6 szalakon, és rendre egy koron és ellipszisen mozgé felezGpontja és negyedeld
pontja.

A palyagorbék alakjanak igazolasa a szalak merOlegessége esetén, és a felezo-
pontra szoritkozva a KoMal, 2006-os aprilisi szaméanak B. 3906. feladata megol-
désaként olvashaté [14]. A rid egyéb fixpontjinak, azaz az a:b ardnyd osztépont-
janak palyaja e feladat megoldasdnak segitségével hasonléan meghatarozhaté. A
szdlak (egyenesek) a + b tdvolsiga és az AB szakasz d hossza kozott fennéll, hogy
0 < a+ b < d. Ekkor vegyiink fel ugy egy derékszogl koordindtarendszert, hogy
az A pontot tartalmazd egyenes pontjait az y = 0,z = a sikok, a B pontot tar-
talmazo egyenes pontjait pedig az x = 0,z = —b sikok egyenletei, mint egy-egy
egyenletrendszer megoldasai adjak. fgy az AB szakasz a : b ardnyu osztopontja az
x,y sikban helyezkedik el, és egyenlete:

x? x?

” (ﬁ—l) +xa2 (ﬁ—l) =1 (2)

Nem derékszogi szalak esetén a rud felez6pontja ellipszist ir le, ahogy ezt a
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(3) egyenlet mutatja, ahol a szdlak tdvolsdga 2d, a rid hossza 21, és a szdlak &ltal
bezart szog felének tangense c:

z? x?

(e R S R ®)
A nem derékszogli szalak esetében a rud egyéb pontjanak pontos pélyaleirasatol
eltekintiink, mivel az ellipszisek fOtengelyeinek irdnyai az osztéponthoz tartozo
arany fiiggvényében véltoznak, még inkabb azért, mert e bekezdés az 6sszeksto rad
teljes mozgasat szemléltette, mi pedig infinitezimalis elmozduldsokat vizsgdlunk,
igy a fenti megéallapitasoknak a tovabbiakban nem lesz szerepe. Azért vizsgéljuk az
infinitezimalis elmozduldsokat a merevség szempontjabdl, mert ezen elmozdulasok
hidnyaban szerkezeteink infinitezimdlisan merevnek tekinthet6k, valamint mert ha
mar ezeket az elmozdulasokat sem engedik meg a kényszerek, akkor természetesen
valés mozgasok sem lehetségesek.

2.3. Tobb ruddal 6sszek6tott szalak lehetséges mozgasai

Ha legaldbb két rud kapcsolja egymdshoz a szdlakat (akdr két szalnal tobbet
is), akkor a lehetséges mozgdsokat egy, az (1) egyenlethez hasonl6 egyenletekbél al-
16 egyenletrendszer megoldasai irjak le. Ebben az x; ismeretlenek az egyes szalak
lehetséges (infinitezimdlis) elmozduldsai, az egyenletek pedig az egyes rudakhoz
tartoz6 kényszereket fejeznek ki. Az egyes rudak végpontjai dltal meghatarozott
vektorokat rj-val jelolve egy 3 szalbdl és 3 riadbdl allé rendszerhez tartozd egyen-
letrendszer a kovetkezo:

MO -1 — U507 T =0
U1 ©7T3 21 - v3Orz-xz = 0 (4)
Vs @139 — v3Or3-ax3 = 0

A fenti egyenletrendszer x; megoldasai hatdrozzak meg a szerkezet szalaihoz tar-
tozé lehetséges x; - v; elmozduldsvektorokat. A péarhuzamos szalak esetét és a
jelen cikkben targyalt altaldnos esetet (nem ilyen részletességgel) a [17] dolgozat
targyalja. Altaldnos helyzeti szélakbdl és rudakbdl allé rendszer akkor lesz infini-
tezimélisan merev, ha a fentihez hasonlé egyenletrendszernek csak az z = 0 vektor
a megolddsa. Az egyenletrendszer egyiitthatdit a szalak és merevit6é rudjaik tér-
beli helyzete hatarozza meg. El6fordulhat, hogy két nem lényegesen kiilénb6zé
konfiguraciot tekintve egyiknek létezik, mig a masiknak nem létezik infinitezimalis
elmozdulésa.

2.3.1. Két rudal 6sszekapcsolt két szdl infinitezimalis mozgasai

Pédaképpen legyenek az ABC D szabélyos tetraéder AB és C'D egyenesein a
szalak igy, hogy a szalak végpontoktdl mért tilnyilasa legyen azonos, riudjai pedig
AC és BD 3. ébra bal oldali szerkezete.
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3. dbra. Balra egy infinitezimalisan nem merev, mig jobbra egy infinitezimélisan
merev két szalbol és két riadbdl allé szerkezet lathato.

Igazoljuk, hogy ez a szerkezet infinitezimdlisan flexibilis (nem merev), vagyis
van nem nullatdl kiillonb6zo infinitezimalis elmozdulasa. Tekintsiik a DC egyenesen
mozgd szal egy infinitezimalis elmozduldsat a jobb oldali végpontjatol a C pontig,
ekkor a D pont a szal bal oldali végpontjaig mozdulna. Ekkor az AB szal A csukldja
a szal bal oldali végpontjdba mozdulna el, igy a rudakon az elmozduldsok vetiiletei

i §

mind egyenlék lennének, hiszen azok a lehetséges elmozdulésok cos § = 5-szorosai.
s

Az dbrdn a vékony fvekkel jelolt szogek mindegyike 5.

Ha a BD rad D végpontjat athelyezziik a DC szal D, -el jelolt, D-hez ko-
zelebbi harmadolé pontjaba, akkor ilyen infinitezimdlis elmozdulds nincs, vagyis
a rendszer infinitezimélisan is merev lesz. Ekkor az AC rudra és a BD; rud-
ra egyidejiileg nem teljesiilhet az (1). Tegyiik fel, hogy mindkét ridra teljesiilne
(1), akkor az elébbi elmozduldsokat tekintve cosa = cos 3 teljesiilne. Ezért, mi-
vel mindkett6 hegyesszog, azt kapnank, hogy a = [, de ez nem teljesiil, mivel
a = 7 + 7, azonban 3 < § + v, mivel ezek egy B csticsi triéder szogei, ezért a
gombharomszogekre vonatkozé haromszog-egyenlétlenség igazolja az o > 3 egyen-
16tlenséget. Természetesen pontosan kiszamolhatd a szogek és koszinuszaik pontos
értéke is. Fentihez hasonlé indoklassal viszont altalanosan igazolhaté az is, ha
D; kiilonbozik a D pontdl, a C ponttdl és a C'D szakasz felez6pontjatdl, akkor
infinitezimalisan merev szerkezetet kapunk. Tehat esetiinkben mondhatjuk azt,
hogy majdnem mindig merev elrendezést kapunk, tehat a generikus tulajdonsag
is megjelent, ami azt jelenti, hogy néhany eset kivételével két ruddal Gsszekap-
csolt két szal infiniteziméalisan merev lesz. A kovetkezSkben azt vizsgéljuk, hogy a
szalak és rudak altalanos, azaz generikus térbeli helyzete esetén milyen tényezék
befolyasoljdk a merevséget.
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3. Szalak generikus halézata

Az eldz6 fejezet végén talalhaté indoklds bonyolultabb hdlézat (t6bb szél dssze-
kapcsolva tobb riddal) esetén dltaldban nehezen kivitelezhetd, ezért ilyenkor a (4)
egyenletrendszerhez hasonld egyenletrendszert kell vizsgélni. Az oszlopvektorai li-
nedris fiiggetlenségéhez sziikséges, hogy a szalak és a rudak iranyvektorainak ska-
laris szorzatai linearisan fiiggetlen rendszert alkossanak. Ezeket viszont a rudak
végpontjainak koordinataibol, illetve a szalak végpontjaibdl szamolhatjuk. Kel-
16en altalanos, generikus lesz a héldzat, ha a szalak tartépontjainak és a rudak
végpontjainak koordinatdibol allo struktira algebrailag fliggetlen lesz a racionalis
test felett, hiszen ekkor nem lesz esetleges az egyenletrendszer oszlopvektorainak
fliggetlensége, azok kozott algebrai osszefiiggés nem lehet. A kizart lehetéségeket
0, mig a megengedetteket 1 valdszinliséggel valaszthatjuk.

3.1. Lehetséges el6zmények

Modelliink hasonlit a generikus rad-csuklé szerkezetekhez [16], [22], [12]. A
szerzok foglalkoznak a letiizési problémékkal is, amely azt kérdezi, hogy adott szer-
kezetnek melyik csukléit kell kiilonb6z6 kényszerekkel ,,rogziteniink”, hogy merev
szerkezethez jussunk [21], [11]. Bevezethettiik volna modelliinket tigy, hogy egy
rid-csuklé szerkezet néhany riadjat kinevezziik szalnak, és ezek csukléira frunk el
sz&l (kinevezés el6tt rud) irdnyu linedris kényszereket, hasonléan a let{izési prob-
léméhoz. A t6bbi rid pedig tovdbbra is rid maradna. Ez a modell azonban t6bb
vonatkozasban is kiilonbozne az altalunk vizsgalttél. Az emlitett letiizési probléma
esetén a feltételek a csuklokra irnak elé kényszereket, esetiinkben pedig a rudakra
irjuk el6 ezeket. Valdszintileg el6bbi elgondoldssal is megkaphaté e cikk eredménye,
tudtommal nem ko6zoltek ilyen eredményt térben, tehat megvalaszolandé nyitott
kérdésnek tekinthetd.

3.2. Kapcsolat a mechanizmusokkal és a tensegrity szerkezetekkel

Bevezethettiik volna modelliinket a test-rdd (body-bar) struktirdk specidlis
eseteként gy is, hogy az egyes test elemeket tekintettiik volna szdlaknak. Ez egy
ujabb megvélaszoland6 kérdés lehet. A mechanizmusok mozgasainak vizsgalata
([5], 7], [8]) mar egyetemi szinten is a szabadsdgi fok megéllapitdsdval szokott
kezdédni. A Csebisev-Griibler-Kutzbach-kritérium vizsgédlata a kiindulépont, az
altalunk vizsgalt probléma tekinthet6 specialis, nagyon sok elembdl 4ll6 mechaniz-
musként, és tételiink tekinthet6 a mi specidlis probléméankra adott olyan valasznak,
amely garantalja a mechanizmus szabadsagi fokanak gyors attekinthet6 meghata-
rozdsat. A mechanizmus alkotéelemei jelen targyaldsban egydimenzids szakaszok,
ezek koziil a szdlaknak nevezettek két pontja azonos csiszkan mozog, mig a rudak-
nak nevezettek a végpontjaikban csatlakoznak a szdlakhoz. E felfogasbdl adéddan
tovdabbi problémédk vetheték fel, amelyeknek részletes targyaldsardl a szerzének
nincs tudomaésa, igy feltehetOen tovabbi nyitott kérdések is megfogalmazhatdk e
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teriileten. Példaul korlapok normalisat és kozéppontjat rogzitve a térben, majd
ezek kivalasztott pontjait csuklékkal rudak kozbeiktatasaval egyméshoz rogzitve
analdg feladatot kapunk. Szintén nem targyalt kérdés, ha a keresztkapcsolatokat
létesit6 rudak helyett, vagy mellett koteleket, illetve tamaszokat is megengediink,
mint lehetséges kényszereket [18], azaz kiterjesztheté-e Recski és Shai [23] ered-
ménye az altalunk vizsgalt szal szerkezetekre. SejthetOen igen, hiszen mindkét
esetben egydimenzidés mozgasokat vizsgalunk. Ez a rész a szerkeszté azon kéré-
sére keriilt a cikkbe, hogy prébaljam magasabb kontextusba helyezni a kévetkezo
eredményt.

3.3. Rudakkal 6sszekapcsolt szalakbdl allé generikus halézat merevsége

A 2. fejezet szerint ketto kitéro szal egyetlen 6sszekapcsolt ruddal még nem lesz
merev, kettével dsszekapcsolva generikus helyzetben mar merev lesz.

3.1. Definicid. Legyen G(v,r) a generikus helyzet(i szalakbdl és rudakbol 8116
halézat grafja. A graf pontjai feleljenek meg az egyes szalaknak, a graf élei pedig
feleljenek meg a rudaknak, azaz két pont kozott akkor van m szamu él, ha a
megfelel két szal kozott m darab rid van.

fgy G(v,r) parhuzamos élekkel is rendelkezhet. Sziikséges és elégséges feltételt
adunk a generikus helyzetili szalakbol és rudakbdl allé halézat merevségére.

3.1. TETEL. Generikus szalakbdl és rudakbdl 4116 halézat akkor és csak akkor
infinitezimélisan merev, ha G(v,r) minden komponense tartalmaz kort.

Bizonyitds. Tekintsiink egy komponenst (6sszefiigg6 részgrafot), ha nincsen
benne kor, akkor a pontoknak megfelel6 szdlak egyiitt tudnak mozogni, mivel a
szélakhoz és megfelel rudakhoz tartozé egyenletrendszer-részletnek, amely a (2)
egyenletrendszerrel analdg egyenletrendszer megfelel6 elemeibdl &ll; lesz zérustol
kiilonb6z6 megoldasa, hiszen ez a részegyenletrendszer eggyel kevesebb egyenletbol
all, mint a szdlak, azaz az ismeretlenek szama. A komponenshez tartozé rudak
szama ugyanis eggyel kevesebb, mint a szalaké a kérmentesség miatt, igy az oszlop-
vektorok Osszefiiggd rendszert alkotnak. Masik irdny: ha a kivalasztott komponens
tartalmaz kort, akkor a kor pontjainak megfeleld szalak és az ezeket Gsszekapcsold
rudaknak megfelel6 részegyenletrendszer tovabbra is homogén és egyiitthatovekto-
rai linearisan fiiggetlenek a generikussig kovetkeztében. Egyszeriibben: a megfele-
16 részegyenletrendszerben az ismeretlenek szadma nem t6bb, mint az egyenleteké.
fgy a megoldas csak a zérus vektor lehet, tehat a megfelel$ szalak nem mozognak.

O
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4. dbra. Balra harom szl lathaté paronként Osszekapcsolva rudakkal, jobbra mel-
lette a szdlakbdl és rudakbdl 4116 halézat G(v,r) gréfja, amely Osszefiiggd, tehdt
egyetlen komponensbdl all, és az tartalmaz kort, ezért a 3.1. tétel kovetkeztében
a bal oldali hélézat merev, amennyiben generikus.

Példaként hagyjuk el a 4. dbra szerkezetének ri rudjat, ugy a szerkezetnek egy
véges mozgasa a kovetkez6: ha vy balra, akkor ro miatt v elore, r3 miatt vy pedig
lefelé mozog. Az ry visszahelyezése esetén vy hasonléan lefelé mozdulna, generikus
esetben ez a két egyirdnyu elmozdulas kiilonb6z6 nagysdgi lenne, ezért nem is
johet létre, igy a generikus szerkezet merev lesz.

3.1. KOVETKEZMENY. A fenti tétellel egy gyorsan ellendrizhetd feltételt (Gssze-
fiiggbség, kormentesség) adtunk kiilonbézé elasztikus szdl struktirdkat modellezd
szimuldcids algoritmusok bemeneti struktiraihoz, ezek altalaban egy, a fentihez ha-
sonlé merev struktirabdl indulnak, a szdlak és a rudak helyén azonban rugékbdl
és dugattyiikbdl 4ll6, sorosan és/vagy parhuzamosan illesztett elemek taldlhatdk,
igy kozelitve a konkrét szdlak valosdgos tulajdonsédgait [1], [4], [15].

3.2. KOVETKEZMENY. A szilak dltaldaban tébb riddal kapcsolédnak egymds-
hoz. Erdemes vizsgalni a szerkezet stabilitasa, biztonsaga érdekében, mi torténik
akkor, ha néhany szereplé kiesik, tonkremegy. A grafok pont- és élosszefiiggbségé-
re vonatkozo eredmények [3] jol jellemzik a szdlak hélézatdnak biztonsdgat, hiszen
a szalak szétszakadasa esetén a pontosszefiiggbség, mig a rudak tonkremenetele
esetén az élosszetiiggbség lesz hasznos jellemzé a tovabbi vizsgalatokban.

Ko6szonetnyilvanitas

Ko6szonom Gerencsér Laszl6 értékes észrevételeit, amelyek segitették a cikket
jobbé tenni.
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CHARACTERIZATION OF THE CROSS-LINKED FIBRILS UNDER
AXTAL MOTION CONSTRAINTS WITH GRAPHS

GyuLA Nagy KEm

The filament networks play a significant role in biomaterials as structural stability and trans-
mit mechanical signs. Introducing a 3D mechanical model for the infinitesimal motion of cross-
linked fibrils under axial motion constraints, we provide a graph theoretical model and give the
characterization of the flexibility and the rigidity of this framework.

The connectedness of the graph G(v,r) of the framework in some cases characterizes the
flexibility and rigidity of these structures. In this paper, we focus on the kinematical properties
of fibrils and proof the next theorem for generic nets of fibrils that are cross-linked by another
type of fibrils. “If the fibrils and the bars are generic positions, the structure will be rigid if and
only if each of the components of G(v,r) has at least one circuit.” We offer some conclusions, in-
cluding perspectives and future developments in the frameworks of biostructures as microtubules,
collagens, celluloses, actins, other polymer networks, and composite which inspired this work.

Keywords: kinematics, graph connectivity, generic, fibril network, cross-link.
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A PENZUGYI TERMEKEK ARA

BANYAR JOZSEF

Az ar fogalmét a pénziigyi termékekkel kapcsolatban altaldban nem hasz-
naljédk, vagy ha igen, akkor 6ssze-vissza. Néha azonositjdk azt konkrét pénz-
iigyi termékeknél, mint pl. a biztositdsoknal és az opcidkndl azok dijaval,
vagy ugy tekintenek rd, mint egy nem hasznalt, ,szabad” fogalomra, aminek
ezért (szinte) tetszOleges értelmet lehet tulajdonitani. Ha jobban megvizsgél-
juk azonban a dolgot, akkor arra jutunk, hogy igenis lehet egy, a tobbi termék
és szolgaltatds ardval konzisztens arfogalmat alkotni a pénziigyi ,,termékekre”
is, a kulcs ehhez azonban annak felismerése, hogy ezek nem termékek, ha-
nem standardizalt szolgdltatdscsomagok. A dolog nehézsége az a sajdtossig,
hogy a szolgéltatds maga is arra az eszkozre vonatkozik, amivel magét az
arat mérjiik, vagyis a pénzre. A szolgaltatétdl pénz aramlik az tigyfél felé, az
ligyféltol pénz aramlik a szolgaltato felé az Osszes pénziigyi szolgaltatasndl.
Nem szabad arnak nevezni egyszerlien az egyik pénzaramot, viszont észre
kell venni, hogy - varhaté értékben - az iigyféltdl a szolgdltatd felé irdnyuld
pénzaram nagyobb, mint a forditott. A kiilonbség - amit szoktak koltségnek
is nevezni - pont a szolgdltatds ardanak tekinthetd, ha analégidnak akarmi-
lyen javitasi szolgaltatast vesziink. S ez az arfogalom konzisztens lesz, viszont
nem magétol értet6dd, hogy hogyan kell azt reprezentalni. A probléma, hogy
egy pénziigyi szolgaltatasnak - ellentétben a legtobb, fizikai dologhoz kotott
szolgdltatassal - nincs magatdl értet6dd egysége, illetve az, hogy sok olyan
pénziigyi ,,termék” van, aminek szolgédltatasi periédusa akar évtizedekig is
tarthat. fgy specialis arreprezentacié kell, ami viszont épp megegyezik a
pénziigyi termékek koltségmutatdival, igy az ar reprezentacidéjanak kérdése
visszavezethet6 a lehetséges koltségmutatdk problémaéjéara.

1. Bevezetés

A dolgozat két, mostandban megjelent tanulmédnyom (az egyiket Vékas Péterrel
kozosen jegyzem) néhany fontos motivumaéval foglalkozik (Banyér [2015], Banyér-
Vékas [2016)).

Ha kérdéssé fogalmazzuk at a cimet, s arra keressiik a vélaszt, hogy mi is
a pénziigyi termékek ara, akkor a valasz az elsé pillanatban egyértelmiinek és
egyszeriinek tiinik, mégpedig:
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— a hitelek ara a torlesztorészlet,
— a biztositasoké a biztositdsi dij,
— az opcidké az opcids dij stb.

Ugyantgy, mint a zsemle vagy a szék ara, és ezzel a kérdést le is zarhatnank.

2. Bonyodalmak

Sajnos azonban a probléma ennél bonyolultabb, hiszen ha a fenti hipotézisekbdl
indulunk ki, akkor furcsa megallapitdsokra juthatunk. Ezek szerint ugyanis példaul
a kamatmentes barati kolecson nem ingyenes. A fentiek alapjan az csak akkor lenne
az, ha egyéltalan nem kérnék vissza. Vagyis eszerint az ingyen hitel nem més, mint
az ajandék pénz. Ez viszont nyilvan nem igy van, hiszen a kett6t nem kezeljiik
szinonimaként, és nagyonis jelentds kiilonbséget érziink a két dolog kozott. Az
ajandékot nem kell visszaadni, a hitelt viszont igen, vagyis az inkabb csak bérlés,
tehdt a hitelfelvétel pénzbérlés. A bérlés dra pedig a bérleti dij, vagyis a hitelkamat
(és az esetleg egyéb fizetendd koltségek). Tehdt a hitelek dra mégsem az egész
torlesztOrészlet, hanem csak a kamat (és még egyéb felszdmitott koltségek - ha
van ilyen).

De azért nem muszdj elsietniink azt a megallapitast sem, hogy a pénziigyi
termékek ara a kamat, mert abbdl viszont az kovetkezik, hogy a betételhelyezés
mint pénziigyi ”termék” nemcsak, hogy ingyenes banki szolgaltatds, hanem még
nekem fizetnek kamatot - hiszen itt forditva van, mint a hitelnél, én adom bérbe
a pénzem a banknak kamatért. Ugyanez igaz a befektetési jegy vésarlasara, ami
igy szintén ingyenes (s6t) pénziigyi szolgaltatds, hiszen lényegében ugyanolyan
pénzbérbeadas, mint a betét.

Itt azonban a pénziigyi intézmény szolgdltatisa az, hogy helyettiink adja bérbe
a pénziinket, s a bérleti dij, vagyis a kamat egy részét elteszi. Olyasmi szolgaltatédst
végeznek itt nekiink, mint azok, akik neviinkben kiadjak a lakasunkat, beszedik
utdna a bérleti dijat, ellendrzik, hogy a bérlok fizetik-e a rezsit, stb., s ennek
fejében levonnak valamit a nekiink jaré bérleti dijbél. Ha mi magunk intéznénk a
bérbeadast, a bérleti dij, vagyis ezeknél a pénziigyi termékeknél a kamat, magasabb
lenne, igy a betét, befektetési jegy stb. ara valéjaban egyfajta feldldozott haszon,
a lehetséges és a tényleges hozam kiilonbsége.

Tehat gy tlinik, hogy a szék és a befektetési jegy ara mégsem ugyanaz. A
befektetési jegy ara toredéke annak a pénznek, amennyiért megvasaroltam azt,
hiszen az erre koltott pénzem kamatostul visszakapom (legaldbbis dltaldban').

ITermészetesen a pénziigyi szolgéltaté, akire a pénzemet biztam, csédbe mehet, vagy eleve
kezelheti hiitleniil is masok pénzét, igy van valamekkora kockizata annak, hogy egyaltaldn nem
kapom vissza a pénzem. Ez egy érdekes probléma, de jél elkiilonithetd attdl, amit itt targyalok,
ezért a tovabbiakban ezzel nem foglalkozom.
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Amit nem kapok vissza, azért szolgaltatast végeztek, amit kiilonben nekem kellett
volna elvégezni. (S6t, mivel 6k ehhez jobban is értenek, mint én, ezt olcsébban is
végezték.)

Ha 6sszehasonlitjuk az eddig vizsgalt pénziigyi termékeket, vagyis a betételhe-
lyezést, illetve a befektetési jegy vasarlasat a hitelfelvétellel, akkor azt latjuk, hogy
két osztélyba sorolhatjuk oket.

E két osztaly kozott a 6 kiilonbség az {igyfél és a pénziigyi szolgaltatd hely-
zetében van. A hitel esetében elGszor a szolgaltaté fizet az iigyfélnek, aztdn az a
pénziigyi szolgaltaténak, a masik két esetben pedig ez forditva torténik, mintha a
pénziigyi szolgaltaté lenne a hitelfelvevd (valdjdban inkdbb egyfajta ,hitelkozveti-
t6”). A tovdbbiakban a vizsgdléddsomat lesziikitem az ilyen jelleg{i pénzarammal
biré pénziigyi termékekre (annak ellenére, hogy a kiindulépontom a hitelfelvétel
volt), de a megéllapitasok konnyen atfogalmazhatdk a hiteltermékekre is.

3. A pénziigyi termékek dra’? = A szolgaltatas dija

Amikor azt mondjuk, hogy pénziigyi ,termék” dra, akkor nem fogalmazunk
precizen, hiszen a héattérben nem termék, hanem szolgaltatdas van. Ha a széknél
maradunk, akkor a dolog nem annyira a szék vasarlasdhoz hasonlit, hanem ahhoz,
amikor a széket javitasra adjuk be egy asztaloshoz. A javitas ara sem tartalmazza
az egész szék arat! Ennek ellenére, a tovdbbiakban megtartjuk a ,termék” szét, s
nem helyettesitjiik a bonyolultabb ,standardizalt szolgaltatascsomag” kifejezéssel,
hiszen ez a pontatlansig mésfajta problémé&t nem okoz.

Tehdt a befektetési jegy (UL, pénztar, betét stb.) dra a befektetett pénzem
potencialis teljes hozama és a tényleges hozam kiilonbsége.

Ha most bovitjilkk a vizsgalt pénziigyi termékek korét, akkor elsé ranézés-
re azt mondhatnank, hogy akkor ez az &ardefinicié nem alkalmazhaté a nem-
életbiztositasokra. Hiszen ezeknél altalaban nem kapjuk vissza a pénziinket. Emi-
att azt mondhatnank, hogy a biztositas csak akkor ingyenes, ha karkifizetésként
legalabb annyit kapok, mint a fizetett dij - ha tobbet, akkor még jobb is, mint
ingyenes. Igaz ez?

Nem igazan, hiszen ez csak az egyes biztositott nézépontja. Az eddig vizsgalt
tobbi pénziigyi terméknél az egyes tigyfél és a szolgaltaté nézbépontja egybeesett,
de a nem-életbiztositasok esetében mar nem. A biztosité nézépontjabdl ugyanis
azt mondhatjuk, hogy annak minden évben stabilan tervezhetd dijbevétele és kar-
kifizetése van, ami nagyrészt egybeesik (az eltérés pont az, ami minket érdekel).
Ugyanakkor, ha nem korlatozzuk le magunkat - a végs6 soron 6nkényesen megél-
lapitott - egy évre, hanem noveljiik a vizsgalt idotartamot, akkor azt mondhatjuk,

2 A dolgozat nem foglalkozik a pénziigyi és biztositési kockdzatokkal, illetve azok ellenértékének
a meghatdrozasaval, azt adottnak veszi, jéllehet esetenként nagyon bonyolult ezek meghatarozé-
sa. Ugyanakkor ez az ,ellenérték” nem az ,,ar”, akkor sem, ha idénként dgy nevezziik. Az &4r -
véleményem szerint - az, amit ebben a dolgozatban annak nevezek.
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hogy az minél hosszabb, annal stabilabb lesz az egyes biztositottra juté karkifize-
tés is. Vagyis hosszabb tdvon mar nem annyira szembe6tlé a biztosito és az tigyfél
nézépontja kozti kiillonbség. Az eltérést az oldja fel, hogy a biztositdsok esetében a
szolgaltatdasnal a varhaté szolgaltatast kell venni. Ez a tobbi eddig vizsgalt pénz-
iigyi termék esetében is igaz, csak ott a varhaté szolgiltatas és a tényleges kozti
eltérés szinte nulla, a biztositasban viszont nagyon nagy is lehet. A biztositasban
amugy a varhaté szolgaltatas nem mas, mint

— elézetesen: a netté dij,
— utdlag: a tényleges karhanyad.

Vagyis a biztositds ara is hasonloképpen szarmaztathatd, mint az el6bb vizsgalt
tobbié, csak némileg masképp kell azt megfogalmazni, valahogy igy: az iigyfél altal
befizetett dijak + az elérhet6 (teljes) hozam - a vdrhat6 karkifizetés (= netté dij).

Tehat a pénziigyi termékek dra dltaldnosabban nem mas, mint

az Ugyfél varhato, a pénzigyi szolgaltatonak tett befizetései + az azokon elérhetd
(teljes) hozam - a pénziigyi szolgdltatotdl az igyfél felé irdnyuld vdrhato
kifizetések.

Egyszertibben megfogva a dolgot:
a pénzigyi termékek dra = a szolgdltatd tigyfél felé felszamolt koltségei.

Ezt a megfogalmazast pedig mar minden tovabbi nélkiil tudjuk alkalmazni az
életbiztositasokra is. Ezek - jellegiiket tekintve - a betétek, illetve befektetési je-
gyek és a nem életbiztositasok kombindcidi. Mindkett6tél elsésorban abban kiilon-
boznek, hogy jellemzben hosszi tartamu szerzédések, amelyek egyfajta technikai
bonyodalmat okoznak a rovid tartami termékekhez képest, amikor az ar konkrét
megkonstrudlasardl van szo.

Ha azt gondolnank, hogy a biztositas ara a biztositasi dij stb., ugyantgy, mint
a széknél, akkor azt is gondolhatnank, hogy az iigyfél mar mindent tud, ami &t
érdekli, s nem sziikséges szamara informaciét adni arrél, hogy mennyi a netté dij
- illetve ennek komplementere: a biztositas koltségrésze. Hiszen a butorboltban
sincs feltiintetve a szék ara mellett, hogy ebbdl mennyi a fa, a karpit stb. része. De
ha ezt a felfogést elvetjiik, s magunkéva tessziik a fentieket, akkor hirtelen teljesen
legitimmé valik a biztositas koltségrészének nyilvanossagra hozatala, hiszen végso
soron ez lesz szamdara az arinformdacié. Ugyanez a helyzet minden maés pénziigyi
termék esetében is, vagyis az ligyfél jogosan kivancsi azok koltségeire, hiszen az az
ar. S az is jogos kivansaga, hogy ne széttoredezett arinforméciok tomegét kapja,
hanem egyetlen mutatéban Osszefoglalt tomor informéaciot. Azt is mondhatjuk
ezért, hogy az ar a pénziigyi terméknél nem mds, mint egy koltségmutatd. A
kérdés ezért, hogy ezt hogyan lehet, illetve célszerii megkonstrualni?
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4. Az ar mint koltségmutaté megkonstrualasa

A koltségmutaté megkonstrualdsat - terjedelmi okokbdl - a fent emlitett pénz-
iigyi termékek koziil lesziikitjiik kettore: a befektetési jegyekre és az életbiztosita-
sokra. A hitelekrdl fent mar beszéltem. A betétek esetében - amelyek koltségeinek
logikdja hasonlé a befektetési jegyekhez - az a technikai probléma, hogy els6d-
legesen nem a koltség mint informécié all rendelkezésiinkre, hanem az tigyfélnek
fizetendd kamat, s ebbdl kell el6bb magat a koltséget a koltségmutatéhoz el6allita-
ni. A nem életbiztositasokra vonatkozd koltségmutaté pedig mar kénnyen el6allit-
haté a néala egyszeribb befektetési jegy, illetve a nala bonyolultabb életbiztositas
példajan. Erdemes még megjegyezni, hogy a befektetési jegyekre és az életbiztosi-
tdsokra (de nem a betétekre és a nem életbiztositasokra) jelenleg egy kozos eurépai
koltségmutato fejlesztése folyik. Az e mutatd altal érintett pénziigyi termékeket
osszefoglaléan “packaged retail insurance and investment products”nak, réviden
PRIIPs-nek nevezik. (A munka alldsarél 1d. ESMA, EBA, EIOPA [2015]. Jelen

anyag nem koveti ennek a dokumentumnak a gondolatmenetét és megolddsait.)

5. Koltségmutaté rovid tartami termékekre

A befektetési jegyre vonatkozé koltségmutaté megkonstrualdsakor kihasznal-
hatjuk azt, hogy ez egy relative egyszerii termék, hatdrozatlan tartammal (ami a
gyakorlatban &ltaldban roévid tdvot jelent), amit nyugodtan vehetiink egy évnek,
és ahol a felszamitott koltségek jol ismertek.

Ha bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket, akkor a révid (1 éves) tartamu, egyszeri
befizetésre sz6l6 befektetési jegyre vonatkozo koltségmutatéd egyszerii lesz:

L%
GP’
(= ,brutté dijas valtozat”) vagy

Tl Q

ahol

GP: az tigyfél brutté befizetése,
P: az iigyfél nett6 befizetése = GP-C (koltségek nélkiil),
C = GP-P: a szolgaltato koltsége.

A maésodik képlet (= a ,netté dijas véltozat”) hozzdvetSlegesen megegyezik
az EU-ban néhany éve az ezekre a termékekre bevezetett “total expense ratio”
(=TER) mutatéval.

Ezt a mutatét (mindkét véltozatat) kétféleképpen interpretalhatjuk:
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1. mint kamatveszteséget (hozamrést), illetve

2. mint koltséghdnyadot.

Igazébol ez csak a hosszi tartami termékekre vonatkozé koltségmutatébol
visszatekintve latszik, ugyanis a kétféle interpretécié 1 éves tartamndl egybeesik. A
tobb évesnél viszont méar nem, ott fontos vildgosan latni, hogy melyik interpretacié
szerint képezziik meg a koltségmutatot.

6. Koltségmutato hosszi tartamu termékekre

A kamatveszteség-mutaté (mégpedig a netté dijas vdltozat) egy lehetséges al-
talanositdsa tobb évre és rendszeres éves befizetésekre, rogzitett i hozammal, az
alabbi egyenlet megoldasa r-re:

iGP Ca): <1+r>j <1—|—r> ZGP

Ez leginkdbb egy hosszi (n éves) tartamt, rendszeres dijas befektetési alapra
vonatkozoé koltségmutatd. Ilyen altalaban nincs, de az életbiztositok altal értékesi-
tett ,befektetési egységekhez kotott” (BEK) életbiztositdsok ehhez nagyon hason-
l6ak, azzal az eltéréssel, hogy ott a ,koltség” egy része egy halaleseti életbiztositas
dija lesz, vagyis igazabdl nem koltség. Ha mégis annak tekintjiik, akkor kaphatunk
ezekre a konkrét életbiztositasokra egy nem tokéletes, de kielégité koltségmutatot.
Pontosan igy jért el 2009-ben a Magyar Biztositék Szovetsége (MABISZ [2009]),
amelyik erre a specidlis életbiztositdsra ,teljes koltségmutats” (TKM) névvel be-
vezetett egy ilyen mutatoét.

Ezt némiképpen lehet tovdabb &dltaldnositani, ha feltessziik, hogy van egy ga-
rantalt éves ¢ hozam:

iGP Cj)- (1+T>j <1+T> ZGP (140"

Ekkor a koltségmutaté nem r, hanem r — i lesz (a MABISZ TKM specilis,
i = 0%-os garantdlt hozamot feltételez). Az is ldthatd, hogy a MABISZ-mutatd
megoldésa n = l-re: r = GT% lesz, ami nagyjabol a TER-nek megfelelé mutato.
Hosszabb tartamokra mér egyre kompromisszumosabban tudjuk ezt az egyezbséget

megkapni. Példaul n = 2-re (de egyetlen befizetésre): r ~ 75 lesz.

Ez a mutaté azonban tidl egyszerti ahhoz, hogy az Gsszes életbiztositasra ki
lehessen terjeszteni. A BEK-biztositasok tobbsége esetében a halaleseti szolgalta-
tés, és igy annak a dija is elenyészd, emiatt nem okoz til nagy problémat, ha azt -
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amugy helyteleniil - koltségnek tekintjiik. Az Ggynevezett hagyomanyos életbizto-
sitasokndl azonban ez mar nagy probléma, igy célszeriibb, ha itt attériink a brutté
dijas alvaltozatra. Ennek egy elég altalanos képlete az alabbi:

n—1 1 J
> om0 (57) -
7=0

n—1 1 Fi n—1 1 Jj+1
=Y jipe- AB;- <W> + > jias - DB;- (m) +n| Pz - M B,
j=0 j=0

ahol p a tdlélési, ¢ a haldlozdsi val6sziniiség (x éves belépési kort biztositottra, j
éves ,halasztdssal”), AB, DB és MB a jaradék-, haldleseti- és elérési szolgdltatas.

A Kkoltségmutaté itt: ¢ — r lesz, ahol ¢ a garantalt hozam, ami a képletben
nem jelenik meg kiilon, hanem tudjuk, hogy a biztosit6 altal igért AB, DB és MB
szolgaltatdasok kalkuldldsa soran mar ,beszamitottak” azt.

A két valtozat kiilonbsége, hogy az eléz6, nettd dijas véltozat esetében a tar-
talékra, itt viszont a teljes befizetett dijra vetitjiik a kamatveszteséget.

Ez tehdt a kamatveszteség/hozamrés tipusd koltségmutaté. De hogyan néz
ki hosszabb tartamra a koltséghdnyad tipusi véltozat (amit - ugyantigy, mint a
hozamrés tipusit - vetithetiink netté és brutté dijra egyardnt)? A brutté dijra
vetitett koltséghanyad tipusu koltségmutato képlete:

n—1 j
1 J

n—1

1 J n—1 1 Jj+1

1 n
n IMBH . 5
TP (1+z>

ahol a koltségmutaté - vagyis az ar: c.
Fontos kiilonbség a hozamrés tipusi mutatéhoz képest, hogy itt r helyett ¢
(,,beépitett hozam” = ,technikai kamatldb”) szerepel.

7. Osszefiiggés a koéltséghanyad és a hozamrés tipusi mutaték kozott

A koltséghanyad és a hozamrés tipust mutaté kolesondsen megfeleltethetd egy-
madsnak. A kett6 kozti Osszefiiggést az alabbi abrak mutatjék:
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A koltséghanyadok hozamréssé transzformalt értéke a tartam

fiiggvényében
120%
100%
80%
]
HFANN
g
40%
20% -
0% T T T
1 2 3 4 5 & 7 8 9 10
Tartam

1. dbra. 10%, 20%, ..., 90%, 100% kéltséghdnyadokat transzformaltunk 4t ho-
zamréssé. Egyéves tartamndl a kettd egybeesik, de a tartam noévekedésével
egyre kisebb lesz az ugyanahhoz a koltséghanyadhoz tartozé hozamrés.

2. abra. Ez a forditott transzforméciot mutatja, vagyis itt a kamatrést transz-
formdljuk koltségrésszé. Lathatd, hogy a 0,56%, 1%, ..., 4,5%, 5% nagysdgu
kamatrések a tartam novekedésével egyre nagyobb koltségrészeknek felelnek

meg.
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THE PRICE OF FINANCIAL PRODUCTS
JOZSEF BANYAR

The concept of “price” in connection with financial product is generally not used, or if still,
indiscriminately. Sometimes it refers to the premium of some financial products as insurances
and options, or it is regarding as a “free”, underused concept, which can be used in almost any,
arbitrary meaning. But, if we examine the matter more detailed, we could concluded, that it is
possible to create a price concept also for financial ” products” which is consistent with the price
of other products or services. The key to this is to recognize, that these are not “products” but
standardized service bundles. The topic’s main difficulty is that specialty that the (financial)
service itself refers to the same tool with which the price itself is measured: the money. At all
financial services money flows from the provider towards the client and vice versa. It is not
allowed simply to call as price one of these flows (from the client towards the provider), but it
have to recognized, that - in expected value - the flow from the client is larger than the opposite.
The difference - which can be called as cost - is just the price, if we use as analogy any repair
service. Another problem, that financial service - contrary to the most other services linked
to physical object - has not obvious unit, and that there are many financial “products”, whose
service period can last even decades. So we need a special price representation, which in turn
just equal to the cost indicators of the financial products, so the problem of the representation
of the price can be originated in the problem of possible cost indicators.

Keywords: cost indicators, price

Mathematics Subject Classification (2000): 62P05, 91B24
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~ DISZKRET KOCKAZATI MODELL
ALTALANOS BEFIZETESI RATA MELLETT

GYORFI-BATORI ANDRAS, MIHALYKO CSABA, MIHALYKONE ORBAN EVA

A publikdciéban egy Sparre Andersen-kockazati folyamatot vizsgdlunk.
Egy diszkrét modellel foglalkozunk, amelyben altaldnos befizetési ratat felté-
teleziink. A Gerber—Shiu-fiiggvény egy diszkrét valtozatéra dltaldanos esetben
differenciaegyenletet adunk meg, a differenciaegyenlet megolddsianak egyér-
telmiiségére feltételt adunk. Az egyenletet negativ binomidlis kareloszlds
esetén egy masik egyenletté transzformaljuk, amelynek megadjuk a megol-
désat. Eredményiinket példaval illusztraljuk.

1. Bevezetés

Az tizleti életben miikodo vallalatoknak, igy a biztositotarsasdgoknak is fon-
tos, hogy tizleti kornyezetiikbdl fakado kockézataik felismerhetéek és kezelhetéek
legyenek, ne veszélyeztessék miikodésiiket. A biztositék kockazata az altaluk ki-
nélt szolgaltatds sztochasztikus természetén alapszik. Ezen kockdzatok felmérése
mind a biztositétarsasdgok szempontjabdl, mind pedig a veliik szerzodést kotott
iigyfelek szaméra fontos, hiszen nekik sem érdekiik, hogy a tarsasig fizetésképte-
lenné valjon. Hasonld kérdések vetddnek fel ipari rendszereknél kozbiilsé tarolok
alkalmazdsa esetén is (ldsd példaul [7]).

A kockézati folyamatok vizsgalata a huszadik szdzad elején kezdett intenziven
fejlédni. Kezdépontként Lundberg munkajat érdemes emliteni 1903-bdl. Kés6bb,
1957-t61, nagyrészt az igynevezett Sparre Andersen-modellt hasznaltdk, amelyben
a karigények kozott eltelt id6 eloszlasat exponencidlis eloszlas helyett altalanosnak
tekintették. Folytonos eloszlasok esetén nagy attorést hozott a Gerber—Shiu-féle
diszkontdlt biintetéfiiggvény [3] bevezetése, mivel igy egyetlen fiiggvény segitsé-
gével lehet szamolni a tonkremenés valdszinliségét és a tonkremenési id6 varhatéd
értékét, s6t a tonkremenés idejének szérdsat is. A Gerber—Shiu-fiiggvény mate-
matikai tulajdonsagainak elemzésével, specialis esetekben kiszamoldsaval szdmos
publikécié foglalkozik ([3], [1], [8], [9]).

A diszkrét kockazati modellekre kevesebb figyelem jut, mint a folytonosakra,
béar gyakorlati szempontbo6l nagyobb a jelentéségiik. Az irodalomban megtaldl-
haté publikaciok tobbnyire egységnyi befizetési ratat feltételeznek, és a karigé-
nyek ennek tObbszoroseit teszik ki. A Gerber—Shiu-fiiggvény diszkrét megfelel6jét
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Cheng és térsai irtak fel 2000-ben [2]. Szamos speciélis esetben taldlhaté ered-
mény vele kapcsolatban [6]-ban és az ott hivatkozott cikkekben. Li [5]-ben olyan
esettel foglalkozott, amikor a karok kozott eltelt idé véletlen nagysagi. Ekkor a
szerz6 rekurziét adott meg a Gerber—Shiu-fiiggvényre. A folytonos esetben Al-
brecher és munkatarsai adtak kvéziexplicit megoldast 2010-ben olyan feltételezé-
sek mellett, hogy a kdrok kozott eltelt id6 és a karok nagysiga eloszlasa siri-
ségfiiggvényének Laplace-transzformaltja raciondlis tortfiiggvény. Megjegyezziik,
hogy az irodalomban megtalalhaté publikdciék nem foglalkoznak a felirt differen-
cia/differencidlegyenlet megolddsénak egyértelmiiségével, csupan adnak egy meg-
oldast. Ezzel kapcsolatban elvi problémét jelent, hogy az egyenleteknek szamos
esetben nem egyértelmli a megolddsa, igy a megtalalt megoldas nem biztos, hogy
a keresett fliggvénnyel azonos.

Jelen cikkben altalanositjuk Li eredményeit Albrecher és tarsai dltal vizsgalt
irdnyban haladva. Altaldnos kérok kozti idSeloszlast és kérigényeloszlast alkalmaz-
va vizsgédljuk a Gerber—Shiu-fiiggvény egy specidlis esetére felirt egyenlet egyértel-
mi megoldhatdsigat, és negativ binomialis eloszlasu karigények esetén megadjuk
a fiiggvényt. A vizsgalt modell annyiban is dltaldnosabb a szokasosndl, hogy nem
tételezziik fel, hogy a karigények a befizetési rata egész szamu tobbszorosei. Ered-
ményiinket egy példén illusztraljuk.

2. A vizsgalt modell

Vizsgdaljuk a biztositotarsasag kasszajaban levs pénzosszeget az ido fiiggvé-
nyében. A biztositétarsasighoz idéegységenként beérkez6 pénzmennyiséget jelolje
k € NT, a kezd6t6kéjét pedig n € N. Legyen V (t) a biztositétarsasig kasszdjadban
1év6 pénzmennyiség a t. id6pillanatban, ahol ¢ nemnegativ egész szam. Jeldlje
N(t) a bekovetkez6 kdrok szamét a ¢. idépillanatig, és legyen Z; a biztositétérsa-
saghoz beérkezd [. karigény nagysdga. Mindkettd véletlen mennyiség, és tegyiik
fel, hogy egymastdl is fiiggetlenek, valamint a Z;, | = 1,2, ... valésziniiségi valto-
z6k nemnegativ, egész értékiiek és azonos eloszlastak. Ekkor ¢ id6 eltelte utan a
tarsasag pénzmennyisége az alabbi:

N(t)
Vt)=n+k-t—> Z,t=01,..
=1

s

Jelolje u(n) annak a valdszintliségét, hogy n kezd6tékérél indulva a biztositétarsa-
sag cs6dbemegy, azaz a tOkéje 0 ald csokken:
N(t)

un)=Pn+k-t— Z Z; < 0, valamely t =0,1,2, ... esetén). (1)
=1

Negativ n érték esetén értelemszeriien u(n) = 1.
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Legyen Ty (n) a tonkremenési idé n kezd6t6ke esetén, amennyiben tonkremegy
a biztositétarsasag, azaz

Ty (n) = min{t >0:t €N}, V(t) <0,
v 00, ha V(t) >0, VteN.

Legyen
ET(n) = E(Tv(n) - (1, (n)<cc))>
D*T(n) = E(T3(n) - Liry (n)<oc)) — E2(Tv(n) - L1y (n)<o0))»

feltéve, hogy a varhaté érték és a szérdasnégyzet véges. Vezessiik be tovabba a
Gerber—Shiu-féle diszkontalt fiiggvény diszkrét verzidjat abban a specialis esetben,
amikor a Gerber-Shiu-fiiggvény nem fiigg a cs6d nagysagatdl és a cséd bekovet-
kezése el6tt felhalmozott téke értékétél:

<p(n,z) = E(Z_TV(n) . 1(Tv(n)<oo))a z Z 1. (2)

Lathaté, hogy ¢(n, z) minden n € N és z > 1 esetén 0 és 1 kozé esik, azaz p(n, z)
jol definidlt. Lathatd, hogy n < 0 esetén ¢(n,z) = 1. Minden rogzitett z esetén
n-ben és rogzitett n esetén z-ben monoton fogy. Tovabbé fenndll, hogy

pln1) = un), BT(n) =~ 22D, ®)
D21y = LA g — (1)), (@

Legyen to = 0, és jelolje az (I — 1). és az . kdrigény kozott eltelt id6t ¢,
1 =1,2,3,... At; valdszintiségi valtozokrdl feltételezziik, hogy egymdéstdl és a Z;
valésziniiségi valtozoktdl is fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. A karok kozott el-
telt 1d6 eloszlasat jelolje f(j) = P(t; = j), 7 = 0,1,..., mig a kérok nagysdganak
eloszlasat g(i) = P(Z; = i), i = 1,2,... A t; lehetséges értékeinél megengedjiik a
j = 0 értéket, de a kirok nagysdga csak pozitiv egész szam lehet. Az irodalomban
vizsgalt eseteknél ez tObbszorose az egységnyi id6 alatt befizetett pénzmennyiség-
nek, mi most annak tortrészét is megengedjiik. Mind a ¢;, mind a Z; valoszinliségi
valtozdk esetén véges szérast feltételeziink.

A folyamat viselkedését alapvetéen befolydsolja, hogy az egységnyi id6 alatt
befizetett és a kifizetett pénzosszeg varhaté értéke hogy viszonyul egymashoz. Az

E(Z1) < k- E(t) (5)

egyenlotlenség azt fejezi ki, hogy a befizetett pénzmennyiség varhato értéke tobb
a kifizetettnél, ezt nettd profit feltételnek nevezik. A nagy szdmok erds torvénye
és a Chung—Fuchs-tétel alkalmazdsaval belathaté, hogy

lim u(n) =0,ha E(Z;) < k- E(t;),

n—r oo
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u(n) =1 ¥Yn>0,hak-E) < E(Z).

3. A ¢(n, z)-re vonatkozé 6sszefiiggések

Az els6 karkifizetés id6pontja és a karkifizetés nagysaga szerinti feltételes var-
haté érték alkalmazdsdval (2)-re az aldbbi egyenlet {rhaté fel:

oo n+jk

o(n,2)=> > en+ik—i,2)f(e@z7+> Y. ez, (6)

=0 i=1 §=0 i=n-+jk+1

ezért (3), (4) miatt az

oo n+jk 00 50
X(n2) =Y X(n+jk—i2)f(De@=7+Y. > fGe=" (7)
J=0 i=1 §=0 i=n+jk+1

egyenlet megolddsara vagyunk kivancsiak. A (7) egyenlet megolddsa azonban &l-
taldnosan nem egyértelmii. Példaul z = 1 esetén a konstans 1 sorozat kielégiti az
egyenletet. Mi a korlatos, s6t a 0-hoz tarté6 megoldasokat keressiik. Ezzel kapcso-
latban az alabbi éllitas bizonyithatd a kontrakcids elv segitségével:

3.1. TETEL. Ha f(0) < 1, akkor minden 1 < z esetén (7)-nek pontosan egy
megoldédsa van a korldtos sorozatok kérében. Ha z = 1, akkor (5) teljesiilése esetén
a (7) egyenletnek pontosan egy megolddsa van a nulldhoz tarté sorozatok korében.

3.1. KOVETKEZMENY. Hal < z, akkor f(0) < 1 esetén (7) korldtos megolddsa
a (2) éltal defindlt p(n, z) fiiggvény, mig z = 1 esetén, ha a netté profit feltétel
teljesiil, akkor az egyetlen zéréhoz konvergdlé megolddsa az (1) altal definidlt u(n).

Ezek alapjan a (7) differenciaegyenlet ilyen megolddsait keressiik.

Az alapegyenlet altalanos megolddsa nem ismert. A szdmos vizsgalt specidlis
eset koziil (14sd [4]) tekintsiik most a negativ binomidlis eloszldsok esetét. Ekkor
az alabbi allitds bizonyithaté ([4]):

3.2. TETEL. Legyen a kdrok kozt eltelt id6k eloszldsa dltaldnos, mig a karigé-
nyek eloszldsa (eggyel eltolt) negativ binomidlis eloszlds a 2 < s és 0 < ¢ < 1
paraméterrel, azaz

. t+s—2\ ;4 .
= TH1—-¢q)fi=1,2,..
g(i) ( e 1 )q (1-9)i=12,
Ekkor (6) az aldbbi alakba transzformélhato:
> S . r+1 s = . . —q
p(n,2) = Z( )q7-<—1> Hpn—r,2)+(1-0)" Y pln—1+kj 2)-f ()= . (8)

r

r=1 7=0
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A Rouché-tétel segitségével beldthatd, hogy a (8) egyenlet karakterisztikus
egyenletének 1 < z esetén pontosan s darab egynél kisebb abszolut értékli gyoke
van, mig z = 1 esetén legfeljebb s az abszolut értékben egynél kisebb gyokok
szédma. A gyokok ismeretében ¢(n, z) felirhaté a szokdsos médon, specidlisan egy-
szeres gyokok esetén ezek n-edik hatvanyai linedris kombinacidjaként. A gyokoket
1i(z)-vel jelolve ekkor a c¢;(z) egyiitthatékra az aldbbi Osszefiiggések teljesiilnek
(1=1,2,..9):

W (2) () N S ORI Y
OG- T T gt e Oty = (1) - ©

Ez egyértelmiien megoldhatd, és megolddsdval megkaphatjuk ¢(n, z)-t.

4. Alkalmazas

Egy biztositétarsasighoz naponta érkezik 3 millié forint bevétel a biztositott
felekt6l. Tételezziik fel, hogy az el6z6 karigényhez viszonyitva 0,35 valoszintiséggel
aznap, 0,25 valdsziniiséggel a kovetkezd nap, 0,4 valészintiséggel 2 nap mulva ér-
kezik legkozelebb karigény. Tegyiik fel, hogy a karok nagysaga negativ binomialis
eloszlast s = 2 paraméterrel, és atlagosan naponta 2,5 millié forintot kell kifizetni.
Viélasszuk id6egységnek az 1 napot, pénzegységnek az 1 millié Ft-ot.

Jelen példéban k = 3, f(0) = 0,35, f(1) = 0,25, f(2) = 0,4. Felhasznalva a
negativ binomialis eloszlas varhaté értékének képletét, g = 0, 4286.

A p(n, z)-re vonatkoz6 egyenlet az aldbbi:

p(n,2) = 2qp(n —1,2) — ¢*p(n — 2,2)+ (10)
(1—q)* (p(n—1,2) 0,354+ @(n+2,2)-0,25- 271 + p(n + 5, 2) ~O,4~z*2).
(10) karakterisztikus egyenlete

0,13064(2)" +0,0816p(2)* - 2 — p(2)*- 22 +0,9715u(z) - 22 — 0,1837- 2% = 0. (11)

Ennek z = 1 esetén két megfelel6 gyoke a pu; = —0,2564 és pus = 0,7315, a
hozzajuk tartozé konstansok (9) alapjan ¢; = —0,0185 és co = 0, 7315. Tehét
o(n,1) = u(n) = cy - + co -t = —0,0185 - (—0,2564)" + 0, 7315 - 0, 7315".
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A DISCRETE SPARRE ANDERSEN RISK MODEL WITH GENERAL
INCOME RATE

ANDRAS GYORFI-BATORI, CSABA MIHALYKS, Eva ORBAN-MIHALYKO

A discrete Sparre Andersen risk process with general income rate is investigated. A discrete
version of the Gerber-Shiu function is introduced and a difference equation is set up for it. The
existence and the uniqueness of its solution is investigated and an analytical solution is given
in the case when the claim size has negative binomial distribution. An example is given for
illustrating the computations.
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ALTALANOSITOTT THURSTONE-MODSZER ALKALMAZASOKKAL

MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, KAJTAR PATRIK

Publikaciéonkban egy paros Osszehasonlitdsi mddszert mutatunk be,
amely segitségével tobb dontési kategdriat megengedve tudjuk elemezni az
Osszehasonlitasi eredményeket. A cikkben példat is mutatunk az alkalmazds-
ra, amely soran néi teniszcsillagok rangsorat allitjuk fel egymas ellen jatszott
mérkézéseik alapjan.

1. Bevezetés

Péaros osszehasonlitdsokat gyakran alkalmaznak a dontéselméletben objektu-
mok osszehasonlitdsakor abban az esetben, ha az 6sszehasonlitis kritériuma va-
lamilyen nehezen skalazhaté szubjektiv szempont. Szdmos példat tartalmaz az
alkalmazdsra példaul [10] és az altala hivatkozott publikdciék. Magyar kutatdk is
intenziven foglalkoznak a teriilettel [2].

A péros Osszehasonlitasi médszerek két 6 csoportba sorolhaték. Az egyikbe
tartozok paros 6sszehasonlitds matrixon alapulnak. A maétrix a; ; eleme gy inter-
pretalandd, hogy az i-edik és a j-edik objektum Gsszehasonlitasakor az i-edik elem
,hanyszorosan” jobb, mint a j-edik. A mddszert Saaty dolgozta ki, és AHP néven
ismert [9]. A kiértékelés leggyakrabban hasznalt mdédszere a sajdtvektor médszer.
Ennek el6nye a konnyl kivitelezhet6ség, valamint az, hogy a koordindtak sulyok-
ként is értelmezhetCk, ezdltal tobbszintli dontést tesznek lehetévé. Héatranya, hogy
ilyen formajaban csak teljes dsszehasonlitas esetén miikodik, valamint az objektu-
mok egyenloségének tesztelése nem kidolgozott. Nem teljes 6sszehasonlitas esetén
is miikodd mddszer példdul a logaritmikus legkisebb négyzetek médszere (LLSM),
amely egy optimalizacids problémahoz vezet, s egy linedaris egyenletrendszer meg-
olddsat igényli. [2]-ben a szerzék sziikséges és elégséges feltételt fogalmaznak meg
LLSM alkalmazasakor nemteljes 6sszehasonlitas esetére a paraméterek egyértelmi
meghatarozasara.

A masik gyakran alkalmazott eljards soran az értékelendd objektumok mogé
egy-egy latens valdszintiségi valtozot képzelnek, és az értékelés soran a valdszi-
niiségi valtozok kiilonbségérdl dontenek. A latens valdsziniiségi valtozok elosz-
lasanak kiilonbségére Thurstone normalis eloszlast javasolt, de a leggyakrabban
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logisztikus eloszlast hasznalnak [3]. Legtobbszor két kategdridt engednek meg
(jobb/rosszabb), azonban a mégottes gondolatmenet altaldnosithaté tobb dontési
kategéridra is. Dontetlent is megenged pl. [8], illetve tébb kategérit is alkalmaz
[1]. Széleskorii dttekintést ad a ldtens valdsziniiségi véltozékkal kapcsolatos model-
lekrdl [4]. A leggyakrabban alkalmazott megolddsi médszer ezen modellek esetén
az, hogy a paraméterekre egy linearis egyenletrendszert allitanak fel, amelynek
egyik oldalan a kategéridk becsiilt valdszinliségeinek valamely fiiggvénye all. Az
eredmények kozti inkonzisztencia az egyenletrendszer pontos megoldasat altala-
ban nem teszi lehetové, csak a megoldas legkisebb négyzetek mddszerével torténd
kozelitését. A megoldédst tobbnyire abban az esetben adjak meg, amikor minden
objektum minden més objektummal 6ssze van hasonlitva. A becsiilt paraméterek
egyértelmii létezése a valdszintiségek fiiggvényének képezhetdségétol is fiigg, meg-
oldhatoésagra vonatkozdé tételek tobb kategoria megengedése esetén nem taldlhatdk.
A hidnyzé 6sszehasonlitdsokbdl adédd problémaékat [4] kiilon megemliti.

Mi visszanyulunk Thurstone eredeti gondolatahoz. Normalis eloszlasu latens
valészintiségi valtozokat feltételeziink, az objektumok sorrendjének a varhato ér-
tékek sorrendjét tekintjiik. Tobb dontési kategéridt is megengediink. Az egyes
kategériak bekovetkezésének valdszintliségeit a paraméterek fiiggvényében felirjuk.
A paramétereket maximum likelihood (ML) becsléssel becsiiljiik. Ez a becslési
modszer nemteljes 6sszehasonlitasok esetén is természetes médon miikédik. Publi-
kacionkban bemutatjuk az altaldnos modellt, és néhany esetben elégséges feltételt
adunk az ML-becslés 1étezésére és egyértelmiiségére. Az ML-becslések aszimptoti-
kus normalitdsa alapjan a varhato értékekre konfidenciaintervallumok konstrual-
haték. Az ML-becslések tovabbi elénye, hogy hozzdjuk kapcsoléddan a hipotézis-
vizsgalatok is kidolgozottak. Emellett a varhaté értékek silyokkd konvertalhatdk,
igy lehetévé valik tobbszintli dontések kivitelezése is.

2. Az altalanos modell

Legyen a rangsorolandé objektumok szama n, jeloljiikk ket 1,2,...,n-nel. Az
i—edik objektumhoz tartozé latens valdszinliségi valtozé legyen &;, ¢ = 1,2, ..., n.
A lehetséges dontési kategéridk szdma legyen s (2 < s), és a dontéseket jeldl-
je Cq, Ca,..., Cs. Ezek egymdést paronként kizdrjak. Nekik megfeleléen a valds
szdmok halmazdt s darab diszjunkt részintervallumra (I, k = 1,2, ..., s) osztjuk,
IiNnly = haj#ké R=[UlLU..UI. Ha az i-edik és a j-edik ob-
jektum Osszehasonlitdsdndl a dontés Cj, akkor & — & € Ij. Feltételezziik, hogy
& ~ N(myi,02),i = 1,2,...,n fiiggetlen valészintiségi valtozok. Ezzel a feltétele-
zéssel mas publikdcidkban is taldlkozhatunk. Az m;, i = 1,2, ...,n varhato értékek
sorrendje adja meg az objektumok sorrendjét.

Az altalanossig tovabbi korldtozasa nélkiil feltételezhetd, hogy o = % Ekkor
adontések az n; ; =& —§&; ~ N(m;—m;,1),i=1,...,n—1,j =i+1,...,n valdszi-
niiségi valtozokrdl szélnak. A kiilonbségekre fiiggetlen megfigyeléseket tételeziink
fel.
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Jelolje A; ; i azt a szamot, ahany dontés a Cj, kategoriat jeloli meg az 4. és a j.
objektum &sszehasonlitasa soran, és lljon az A haromdimenziés matrix az A; ; ,
i=1,2,..,n—1,7=4i+1,...n, k=1,2,..,s elemekbdl. Az intervallumokat
meghatarozzak a végpontjaik, ezeket jeloljitk az alabbi médon:

— 0 =ayg< a1 <az < .. <ag-1<ag=00.

Hasznélva a ®(—o0) = 0 és ®(0c0) = 1 megfeleltetést, ahol & a standard nor-
malis eloszlasfiiggvény, a likelihood fiiggvény az alabbi:

L(Amy,...;mp, I, ..., Is) = L(Almy, ...,mp, a1, ...,a5-1) = (1)

TT @ — (mi—my) = Banoy = (mi = my)) ",

amit m = (my,...,my)-ben valamint (aq, ..., as—1)-ben maximalizdlva kapjuk a
paraméterek maximum likelihood becslését.

A modellben természetes médon feltételezziik a szimmetridt, azaz a; = —as_;,
i = 1,2,...,[s/2]. A becsiilt varhaté értékekbdl exponencidlis transzformécié és
normalds utdn silyok képezhetOk. A varhatd értékek azonossiaganak tesztelésére
a likelihood hényados préba alkalmazhaté. A becslések 1étezésére és egyértelmii-
ségére a kovetkezd fejezetben specidlis esetekben elégséges feltételeket adunk.

3. Speciilis esetek

Ebben a fejezetben a legfontosabb specidlis eseteket mutatjuk be, és ezekben
elégséges feltételt adunk az ML-becslés létezésére és egyértelmiiségére. Ennek
kulcsmotivuma egy graf dsszefiiggdsége, amelyben a csticsok mindig az értékelendo
objektumok, az élek viszont mas-mas feltételek teljesiilése esetén vannak behtzva.
Példat emlitiink arra, amikor a modell természetes médon hasznalhato.

1. A klasszikus Thurstone-modell - jobb/rosszabb opciék esete: s =2

Ebben az esetben két kategoria van a dontésre, a jobb és a rosszabb, ami két
intervallumot jelent az a; = 0 ponttal elvdlasztva. Az ML-becslés 1étezésével és
egyértelmiiségével kapcsolatban az alabbi allitast bizonyitottuk:

3.1. TETEL. Definidljuk a GRy gréfot a kévetkez8képpen: az i. és j. objektum
akkor legyen dsszekdtve, ha 0 < A; ;1 - Ajjo. Legyen my = 0. Ha a GRy graf
Osszefiiggd, akkor (1)-nek létezik maximuma, és a maximumbhely egyértelm.

Ezt a modellt alkalmaztuk gyartasi hibdk osszehasonlitdsandl [5].
2. Jobb, egyforma, rosszabb opcidk esete: s =3
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Ebben az esetben az i. és a j. objektumot egyformanak tekintjiik, ha a latens
valdsziniiségi valtozok egymdstol vald eltérése nem halad meg egy bizonyos szintet.
A szamegyenes 3 részre van osztva, a szimmetria miatt egy osztépont bevondsa és
becslése sziikséges. Az ML-becslés létezésével és egyértelmiiségével kapcsolatban
az aldbbi 4llitdst bizonyitottuk [7]:

3.2. TETEL. Legyen s = 3 vagy s = 4. Tegyiik fel, hogy valamely i; < j;
esetén 0 < A;, j, 1, valamely 1 < k < s esetén. Tovabba tegyiik fel, hogy valamely
g < jo esetén 0 < A;, j, k, €5 0 < A, j, fenndll valamely |k — 1] > 1 pdr esetén.
Legyen a GR3 graf az aldabbi médon definialva: az (i,j) i < j csdcspar akkor van
Osszekotve, ha 0 < A; ;) valamely k = 2,3,..,5 — 1 esetén, vagy 0 < A; j1 - Ajjs-
Rogzitsiik az my = 0 értéket. Ha a GR3 graf dsszefiiggd, akkor az (1) likelihood
fiiggvény maximuma létezik és egyértelmdi.

A modell jol alkalmazhaté olyan sportagak esetében, ahol dontetlennel vagy
gyozelemmel, vereséggel végzodhetnek a mérkozések. Miikodik nem teljes Gssze-
hasonlitasok esetén is, igy olyan jatékosok rangsora is elkészithetd, akik kozott
voltak olyanok is, akik soha nem jatszottak egymads ellen.

3. Sokkal jobb, jobb, rosszabb, sokkal rosszabb opcidk esete: s =4

Ebben az esetben az egyforma nem megengedett, viszont ha a kiilonbség abszo-
lit értéke meghalad egy szintet, akkor az egyik objektumot sokkal jobbnak/sokkal
rosszabbnak tekintjiik a masikndl. Ebben az esetben a szimmetria miatt a harom
osztopont egy paraméterrel megadhatd. Az ML-becslés 1étezésével és egyértelmii-
ségével kapcsolatos tétel megegyezik a 3.2 tétellel s = 4 esetén. A mobdszer jol
alkalmazhaté példaul olyan sportdgak esetén, ahol dontetlen ugyan nem lehet a
mérkozések kimenetele, de nagy gyoOzelem, vagy silyos vereség definidlhaté. Ilyen
sportdg lehet példdul a tenisz. A jobb/sokkal jobb besoroldst itt és més esetekben
is a teriilet szakértOire lehet bizni. Példat a 4. fejezetben mutatunk.

4. Sokkal jobb, jobb, egyforma, rosszabb, sokkal rosszabb opcidk
esete: s =95

Ebben az esetben két objektum egyforma, ha a latens valdszintliségi valtozdk
kiilonbsége abszolut értékben nem halad meg egy szintet. Ha azonban egy ennél
nagyobb szintet is meghalad, akkor sokkal jobb/sokkal rosszabb értékelés alakul ki.
A 4 osztépont két a; véltozd bevezetését igényli. A likelihood fiiggvény maximumé-
nak 1étezésével és egyértelmiiségével kapcsolatban az alabbi tételt bizonyitottuk:

3.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy valamely i1 < ji esetén 0 < A;, j, 3, valamint
valamely i < jo esetén 0 < A, j, 2, vagy 0 < A, j, 4, tovdbbd valamely i3 < j3
esetén 0 < A;, j, 1, 650 < A, j, 5 fenndll. Legyen a GRys gréfban az (i,j) i < j
cstcspdr Osszekotve, ha 0 < A; ;3 - A; i valamely k = 1,2,4,5 esetén, vagy
0 < Ai,j,Z . Ai,j,47 vagy 0< Ai,j,l 'Ai,j,4; vagy 0< A@jyg 'Ai,j,s- Ha a GRjy gl‘éf
Osszefiiggs, akkor my = 0 rogzitése utdn az (1) likelihood fiiggvény maximuma
létezik és egyértelmii.
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A modellt alkalmaztuk fényforrasok sszehasonlitdsa esetén és a kapott ered-
ményeket publikaltuk a [6] publikdciéban.

4. Alkalmazas

Most mutatunk egy egyszerii alkalmazast s = 4 esetén néi tenisz vildgklasszi-
sok Osszehasonlitasara. Kiemelkedd néi tenisz jatékosok voltak, a vildgranglistat
is vezették a kovetkezd személyek: Chris Evert (#1), Steffi Graf (#2), Martina
Navratilova (#3), Szeles Ménika (#4) és Serena Williams (#5). A néi torndkon
tobbnyire olyan mérkozéseket jatszanak, ahol az eredmények 2:0, 2:1, 1:2 vagy 0:2.
Ezeket tekintettiik a 4 kategdridnak. Az 5 teniszezd egymads ellen jatszott ATP-
mérkézéseinek végeredményeit a http://www.wtatennis.com/head2head/ honlap-
rél toltottiik le. Az egymas elleni eredményeket az 1. tablazat elso fele tartalmazza.
A meccsek eredményei azt mutatjik, hogy Szeles Navratilova kivételével minden-
kinél gyengébb, viszont Navratilova jobb, mint Evert és jobb, mint Graf. fgy
az egymas elleni eredmények inkonzisztensek, nem adnak kénnyen megallapithato
sorrendet. Bar nem mindenki jatszott mindenkivel, de az ML-becslés 1étezésének
és egyértelmiiségének feltételei konnyen lathatéan teljesiilnek. A likelihood fiigg-
vényt numerikusan optimalizaltuk, és a varhaté értékek ML-becslésére sorrendben
az alabbi eredményeket kaptuk: ms = 0,374, m3 = 0,084, mo = 0,066, mq = 0,

5

my = —0,067. A belélikk w; = exp(m;)/ Y exp(m;) transzforméciéval kialakitott
i=1
sulyvektor w = (0,180, 0,193, 0,196, 0,169, 0,262). Az egymads elleni eredmények

becsiilt valdszintiségeit az 1. tablazat masodik fele tartalmazza.

Jétékosok Az eredmények A becsiilt valdszintiségek

SA” | B[ 2:0 | 2:1 | 1:2 | 0:2 2:0 2:1 1:2 0:2 | ,A” gy6z
1 2 6 0 1 6 || 0,289 | 0,185 | 0,190 | 0,336 0,474
1] 3 123 14| 13301 0283]0184]0,191 0342 0467
1 4 2 0 1 0 || 0,336 | 0,191 | 0,184 | 0,289 0,527
1 5 0 0 0 0 || 0,194 | 0,160 | 0,192 | 0,454 0,354
2 3 4 5 3 6 |l 0,306 | 0,187 | 0,189 | 0,318 0,493
2 4 5 5 2 3 0,361 | 0,192 | 0,180 | 0,267 0,553
ol 5 o[ 1] 1] o0 [o212]0167]0,193]0428| 0379
3 4 4 3 5 5 || 0,367 | 0,193 | 0,179 | 0,261 0,560
3 5 0 0 0 0 || 0,218 | 0,168 | 0,193 | 0,421 0,386
4 5 0 1 2 2 || 0,176 | 0,154 | 0,190 | 0,480 0,330

1. tablazat. Az egymads elleni eredmények és a becsiilt valésziniiségek.
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Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy szigoriian csak az egymas elleni mérkozések
eredményeit figyelembe véve, a bemutatott mddszerrel elvégezve a kiértékelést, a
vizsgalt néi teniszklasszisok sorrendje Williams, Navratilova, Graf, Evert és Szeles.
Osszehasonlitasképpen megemlitjiik, hogy a [2]-ben vizsgalt LLSM segitségével ki-
értékelve az eredményeket, a paros Osszehasonlitdas matrixba a nyert és vesztett
meccsek ardnyét irva, a w 5™ = (0,149, 0,222,0,153,0,133, 0,343) stilyokhoz ju-
tunk. gy a jétékosok rangsora Williams, Graf, Navratilova, Evert, Szeles. Tehdt
a két modszer mind stlyokban, mind sorrendben kiilonb6z6 eredményt szolgaltat.
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A GENERALIZATION OF THE THURSTONE METHOD WITH
APPLICATIONS

Eva ORBAN-MIHALYKO, CSABA MIHALYKS, PATRIK KAJTAR

In this paper we present a generalization of Thurstone’s method for multiple choices. We
apply the maximum likelihood method for the estimation of the parameters. In special cases we
present sufficient conditions for the existence and uniqueness of the maximizer. We also present
practical cases for the applications and we also present an example for the evaluation of female
tennis players’ results.

Keywords: paired comparison, Thurstone method, maximum likelihood estimation, testing hy-
potheses, confidence interval.
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NAVIGACIO HALOZATOKBAN BOLYAI JANOS GEOMETRIAJA
SEGITSEGEVEL

BIRO JOZSEF, GULYAS ANDRAS, RETVARI GABOR, KOROSI ATTILA,
HESZBERGER ZALAN, MAJDAN ANDRAS

Ebben a tanulmanyban roviden 6sszefoglaljuk a Bolyai Janos Matemati-
ka Térsulat 2016. évi Alkalmazott Matematikai Konferencidjan elhangzott
el6adas lényegét, amely a kiilonb6z6 komplex halézatokban tortén6 naviga-
ciérdl szolt. Jelen cikkben kiemelt figyelmet forditunk az tn. skélafiiggetlen
hélézatokra, amelyekhez sok szempontbdl Bolyai Janos hiperbolikus geomet-
ridja jobban illeszkedik, mint az euklideszi tér. Roviden megmutatjuk, hogy
a hiperbolikus geometria segitségével hogyan lehet meghatarozni azokat a
minimalisztikus (adott csomdépontok esetén a lehetd legkevesebb élt tartal-
mazd) hélézatokat, amelyek maximélis mértékben navigdlhatéak. Arrdl is
értekeziink, hogy ezek a navigaciés vazak strukturalisan hasonldéak szamos
valés hal6zathoz és nagy mértékben benne is vannak azokban.

1. Bevezetés

A hélézattudomany paradigméja, hogy a benniinket koriilvevé legkiilonfélébb
technolégiai és természetben el6forduldé hélézatok (pl. internet, legijaratok héls-
zata, szavak szomszédossagi hdlézata, emberi agy strukturdlis hélézata) egységes
keretrendszerben vizsgalhatok, felfedhetok a legkiilonbozobb topolégidji haldza-
tok kozos vondsai, meghatarozhatok a halézati funkcidk szempontjabol lényeges
tulajdonsagaik.

A valdsigban el6fordulé hélézatokban a navigacié alapvet6 fontossagu funk-
cié. Technoldgiai halézatokban ez altalaban azt jelenti, hogy a haldzat strukturdja
alapjan meg kell hatarozni azokat az ttvonalakat, amelyek mentén a csomépontok
kozott gazdasdgosan és hatékonyan lehet az informéciot, utasokat, drut tovabbi-
tani. Kozosségi/ismeretségi hélézatokban a navigdcié kapcsén gondolhatunk pl.
arra, hogy nem trivialis feladat utvonalat talalni ismeretségi kapcsolatokon keresz-
tiil egy szdmunkra ismeretlen emberhez. Bioldgiai halézatokban is megfigyelhetok
olyan jel-, energia- vagy informéaciétovabbitasi folyamatok, amelyek hal6zatszintii
navigaciés koordinaciéra utalnak. Vannak olyan halézatok is, amelyekrdl intuitive
érezziik, hogy valamilyen médon navigalhatdk, de nagyon nehéz (vagy kozvetleniil
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nem is lehetséges) tetten érni ezt a funkciét. Ilyen pl. a szavak szomszédossigi
hélézata, amely a fejiinkben 1évé mentalis lexikon egyfajta lenyomatanak is tekint-
het6. Amikor pl. beszéliink, agyunk a mentélis lexikonban navigdl, és ez rendkiviil
gyors, azonban a szavak hélézatdn ezt a navigaciot kozvetleniil nem tudjuk meg-
figyelni.

A hélézattudomanyban az in. mohé navigécié népszerti és sokat vizsgalt funk-
cié. A népszeriliség oka valésziniileg az, hogy rendkiviil egyszerii, a halézati cso-
moépontokrdl feltételezi, hogy nem ismerik a teljes topoldgiat, csak a veliik kozvet-
len Gsszekottetésben 1évékrol tudnak valamit. Stanley Milgram 1967-es kisvilag
kisérletében demonstralta, hogy emberek kozotti ismeretségi halézatban hatéko-
nyan terjesztheté informacié, amely a haldézat kisvildg tulajdonsaganak és a moho
navigdciénak tulajdonithaté. A mohd navigacié réviden dgy jellemezhet6, hogy a
hélézatban minden csomépont az informéciét annak a szomszadjanak adja tovabb,
aki a célhoz a ,legkozelebbinek” tlinik. A modellezés szintjén ez implicite feltételezi
egy rejtett metrikus tér jelenlétét, és az ezen torténd tavolsagszamitas alkalmaza-
sat. El6szor Jon Kleinberg mutatta meg egy egyszerii, hosszi kapcsolatokat is
tartalmazoé euklideszi rdcsmodellen, hogy a csomépontok a koordinatak alapjan
torténd mohd navigacié segitségével hatékonyan taldlnak révid utvonalakat mas
csomépontokhoz [4].

2. Moh6 navigacié halézatokban

A moho navigacié kapcsan fontos grafelméleti kérdés, hogy egy véges dsszeko-
tott iranyitatlan graf bedgyazhato-e valamilyen metrikus térbe oly mddon, hogy
barmely két pontja kozott legyen mohd itvonal. A valasz megadéasa elott defini-
aljuk a mohé beagyazhatdsag fogalmat.

2.1. Definicio. Mohé beagyazas: Egy G irdnyitatlan graf mohd bedgyazasa
egy metrikus (X, d) térbe jelentse azt az f : V(G) — X leképezést, amely ren-
delkezik a kovetkezd tulajdonsiggal: minden kiilonboz6 s,t € V(G) csticspérhoz
létezik egy s-sel szomszédos u csucs, amelyre d(f(u), f(t)) < d(f(s), f(t))-

Ez azt jelenti, hogy ha egy graf mohon beagyazhato, akkor barmely két forras-cél
csucspar kozott létezik olyan ttvonal, amelyen a forrdasbdl indulva és végigha-
ladva, minden lépésben kozelebb keriiliink a célhoz. Szamos eredmény sziiletett
arra vonatkozéan, hogy adott tulajdonsagu gréafokat milyen metrikus térbe lehet
mohén bedgyazni. Egy jelentOs negativ eredmény, hogy minden véges dimenzids
normalizélt vektortérhez talalhatdk olyan grafok, amelyek abba mohé médon nem
agyazhatoak be. Specidlis esetként ez pl. azt jelenti, hogy szamos graf az euklideszi
sitkba nem agyazhaté be.

A fentiek fényében taldn meglepOnek tlinhet a kovetkezé tétel:

2.1. TETEL. ([5]) Minden 6sszekdtstt véges graf mohdn bedgyazhatd a hiper-
bolikus sikba.
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Ez gy interpretalhatd, hogy minden grafhoz taldlhatok kétdimenzids hiperbolikus
koordinatak, amelyekkel a csomépontokat felcimkézve a grafban a mohé ttvonal-
vélasztas megvaldsithaté. E nagyon altaldnos eredmény hatranyaként mindenkép-
pen meg kell emliteni, hogy a tétel nem mond semmit az Gtvonalak hosszardl (két
csomépont kozotti mohd dtvonal hdny lépést tartalmaz), a csomépontok és az
élek ttvonalterhelésérdl (hdny mohd ttvonal halad rajtuk keresztiil). Egy adott
hélézatban a kialakitandé titvonalvalasztas szempontjabdl ezek fontos miiszaki jel-
lemzdk.

A fenti eredmények és az a tény, hogy a valésdgban el6fordulé halézatok nem
akdrmilyenek, motivéltdk a koévetkezd (a mohd bedgyazds szempontjabdl dudlis-
nak tekinthetd) problémakor felvetését. Tekintsiik a hiperbolikus sikon a leheté
legegyszeriibb és legkevesebb paramétert hasznédlé halézatgeneralé modszereket és
az altaluk eldallitott halézatokat. Ezek a halézatok vajon rendelkeznek-e a mo-
hoé navigalahtésdg tulajdonsédgaval. Milyen egyéb tulajdonsdgokkal rendelkeznek,
hasonlitanak-e pl. a valésdgban el6fordulé hélézatokhoz?

Egy ilyen nagyon egyszer(i hiperbolikus generativ modell a kévetkez6 [6]: Egy
R sugart hiperbolikus korlapon helyezziink el egyenletesen véletlenszertien N pon-
tot, majd minden pontot kossiink Ossze a nala R-nél nem tavolabbi pontokkal. Az
igy kialakult hal6zatokrél megmutathatd, hogy szamos valdés hélézathoz hasonld-
an fokszameloszlasuk skalafiiggetlen, kisvildg tulajdonsiguak és klaszterezettségiik
pedig magas. Az is kimutathaté, hogy az igy generalt halézatok szinte 100%-os
mértékben mohoén navigdlhatéak (azaz barmely két csomépont kozott 1étezik mo-
hé tutvonal). Kiilon érdekes megfigyelés, hogy a mohé utvonalak rovidek és a
hiperbolikus sikon kozel vannak a geodetikus vonalakhoz. Ezek az eredmények
szamos tovabbi, a hiperbolikus geometria és a komplex hélézatok mélyebb meg-
értését célzd kutatast inspiraltak. Talan az egyik legjelentosebb miiszaki kutatasi
irdnyvonal annak vizsgdlata, hogy az internet AS (autonomous System) szintii
utvonalvalaszté rendszerének teljes cseréje milyen feltételekkel és hatékonysaggal
lenne lehetséges [2]. Erre vonatkozdan kisérleti rendszer épitése is folyamatban
van [9].

3. Mohoé navigaciés vazhalézatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk a hélézatok mohoé navigacidja terén elért sajat
eredményeinket. A korabbi fejezetben ismertetett generativ modell alapjan tugy
tlinik, hogy a hasonlé tulajdonsagu valés halézatok beagyazhaték a hiperbolikus
sikba oly médon, mintha egy bizonyos paraméterii generativ hiperbolikus vélet-
len modell megvaldsulasai lennének. Az irodalombdl ismertek ilyen beagyazasi
algoritmusok, ezek leirasatél most eltekintiink, csak annyit jegyziink meg, hogy a
bedgyazdsok alapja lehet pl. a Markov-lanc Monte-Carlo-médszer [7]. A bedgya-
zas eredményei a valds halézat csomdépontjaihoz rendelt kétdimenzids hiperbolikus
koordinatak.
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Mind a beagyazott halézatok, mind pedig a generativ modellek esetén felvet-
hetd a kovetkezd kérdés: Csupdn a csomdpontok koordindtai alapjan (egy pilla-
natra elfelejtve a csomépontok kozotti éleket) meghatdrozhaté-e az a minimaélis
szadmu élt tartalmazdé halézat, amely 100%-os mértékben mohd navigilhaté. Egy
ilyen maximalisan navigalhaté minimalisztikus vazhal6zat 1étezése fontos szerepet
kaphat a navigalhaté halézatokban, amelyrdl egy kicsit kés6bb részletesebben is
értekeziink. A kovetkezékben bemutatunk egy nagyon egyszerii, barmely metrikus
térben miikod6 halézatformald navigdcids jatékot, amelynek egy Nash egyensilya
a hiperbolikus sik esetén éppen a fent keresett navigaciés vazhaldzat.

3.1. Definicio. Halézatformalé navigacids jaték:

Stratégiak. A stratégidk tere egy u € P jatékos szamara, amely szerint més
jétékosokhoz éleket hiiz a halézatban, legyen S, = 2P\M“}. Legyen s egy vektor
ebben a térben: s = (sg,81...5ny-1) € (S0, 51...58-1), és G(s) legyen az a graf,
amelyet s generdl, azaz G(s) = Uf\gol(z X 8;).

Kiadas. A jatékosok célja minimalizalni a kiaddsaikat, azaz

Cu = Z das)(u,v) + [sul, uw,v € P,
Yu#v

ahol
0, ha3 v — v mohé tdtvonal G(s)-ben,

da(s)(u,v) = {

00 egyébként.

A fenti hilézatformélé navigicios jaték Nash-egyensilyair6l megmutathatd, hogy
egyben szocialis optimumot is biztositanak, igy meghatarozasuk visszavezethetd
egy minimélis halmazlefedési probléméra [3]. Mivel tobb Nash-egyensily is van,
vizsgalatainkban mindig azt az egyensilyi halézatot hataroztuk meg, amely az
élek hosszdnak Osszegét is minimalizalja. Ez teljesen Gsszhangban van az Gn. él-
lokalitds elvvel [8] [4] [1], amely sokszor a valés hélézatokban megfigyelheté magas
klaszterezettség egyik kivalté oka lehet.

A hiperbolikus sik esetén a fenti jaték Nash-egyensilyi hal6zatardl szamos ér-
dekes és fontos tulajdonsagot bizonyitottunk analitikusan, amelyeket nagy szamu
numerikus vizsgdlat eredményei is aldtdmasztottak [3]. Megmutattuk, hogy min-
den Nash-egyenstlyi halozat tartalmaz egy bizonyos halézati topoldgiat, és benne
van egy masik bizonyos héldézati topolégiaban. Ennek fontos kovetkezménye pl. az,
hogy a Nash-egyensiilyi halézat atlagos fokszama 1 és 4 kozott van, a numerikus
vizsgalatok alapjan az &atlagos fokszam 2,29. Bebizonyitottuk, hogy az egyen-
silyi hélézat fokszameloszlasa jé kozelitéssel hatvanyfiiggvény, klaszterezettségi
egyiitthatdja pedig 0,447 koriili érték, azaz ezekben a strukturalis jellemzokben is
hasonlitanak a valdsagban megfigyelheté halézatokhoz.

Megvizsgaltuk azt a kérdést is, hogy a hiperbolikus sikba bedgyazott valds halo-
zatok esetén a csak a koordinatak alapjan generalt Nash-egyensiilyi hdlézat milyen
mértékben van benne az eredeti valos halézatban. A vizsgalt halézatok az USA
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Internet | Metabolikus | Szavak | Repterek
Csomépontok 4919 602 4065 283
Elek 28361 2498 38631 1973
Nash egyensiilyi vazhal6 élek 5490 743 4634 328
Tartalmazas 83% 87% 71,5% 84%
Navigacids sikerességi ardny 87% 85% 81% 89%

1. tablazat

légiforgalmi halézata, az internet AS szint{i topolégidja, egy metabolikus héldzat
és a szavak egy bizonyos szomszédossagi hdlézata voltak. Az 1. tabldzat mutatja a
csomépontok és élek szama mellett a tartalmazést, amely azt jelenti, hogy a Nash-
egyensulyi halézat élei koziil hany szazalék van benne az eredeti halézatban is. A
navigacié sikerességi aranya azt jelenti, hogy az eredeti halézatban a bedgyazas
utdn a csomopontparok hany szazaléka kozott 1étezik mohd dtvonal. Megfigyel-
het6, hogy a Nash-egyensulyi halézatok nagy mértékben benne vannak a valds
héalézatokban, amely 6sszhangban van a magas navigacids sikerességi ardnnyal is.
Randomizalt nullmodellek segitségével azt is igazoltuk, hogy a magas tartalmazasi
arany nem lehet a véletlen mive.

1. dbra. Az internet AS topoldgia élei (halvdnykék), a Nash-egyenstlyi hdlézat
élei (a pirosak részei az eredeti internet topoldgidnak, a zoldek nem).

Ko6szonetnyilvanitas

A cikkben szerepl6 kutatasok az OTKA FK_17 123957., KH_18 129589., K_17
124171. palyazatok tamogatasdval valdsultak meg. Heszberger Zalant az MTA
Bolyai Jénos Kutatasi Osztondij, valamint az UNKP-19-4 Uj Nemzeti Kivéldsag
Program keretében az Emberi Er6forrasok Minisztériuma tdmogatta. A tdmoga-
tasokért a szerzok koszonetiiket fejezik ki.
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NAVIGATION IN NETWORKS BY THE BOLYAI-LOBACHEVSKY
HYPERBOLIC GEOMETRY

JOzSEF BfRO, ANDRAS GULYAS, GABOR RETVARI, ATTILA KOROSI,
ZALAN HESZBERGER, ANDRAS MAJDAN

In this paper we briefly overview greedy navigation issues in networks. We argue that in case
of scale-free and small-world networks with high clustering the Bolyai-Lobachevsky hyperbolic
geometry is suitable for greedy geometric navigation. We also highlight that Nash equilibrium
networks that have the smallest possible number of links required to maintain 100% navigability,
form skeletons of real networks and share with them their basic structural properties.

Keywords: navigation, complex networks, Bolyai-Lobachevsky hyperbolic geometry.
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SZIMMETRIA ES KONFIDENCIA

CSAJI BALAZS CSANAD

A cikkben attekintjiikk az SPS (Sign-Perturbed Sums) becslési mddszert,
amely a zaj szimmetridjat kihaszndlva egzakt, nem aszimptotikus konfiden-
ciatartomanyokat tud konstrudlni regressziés modellek pontbecslései koré.

1. Bevezetés

Regressziés modellek becslése zajos megfigyelési adatokbdl (pl. iddsorokbdl)
fontos statisztikai probléma, amely szamos teriilten el6keriil, példdaul a rendszer
identifikdciéban, jelfeldolgozasban, gépi tanulasban és a pénziigyi matematikdban.

A standard médszerek — példdul az elorejelzési hiba-, maximum likelihood- és
korreldciés médszer [5] — tipikusan pontbecsléseket szolgéltatnak. Gyakorlati szem-
pontbdl is fontos kérdés, hogy mennyire bizhatunk a kapott becslésben, amelyre
egy lehetséges valasz, hogy megadott valdszinlségi konfidenciatartomdnyt épi-
tiink a becslés koré. Az ilyen halmazok konstrukciéjanak klasszikus médja az,
ha a pontbecslés hatareloszldsat hivjuk segitségiil [5]. Az aszimptotikus eredmé-
nyeken alapulé megkozelitések azonban nem nyudjtanak szigori garanciakat véges
mintaszam esetén, hacsak nem tesziink erds statisztikai feltevéseket a rendszerrol.

A dolgozat célja a nemrég kidolgozott SPS (Sign-Perturbed Sums) médszer [3]
bemutatasa, amely minimalis statisztikai feltevésekkel képes regressziés modellek
pontbecslései koré egzakt, nem aszimptotikus konfidenciahalmazokat épiteni.

Az SPS egy félparametrikus becslési médszer, mivel egy parametrikus (akar
dinamikus) modellb8l indul ki, de a folyamatot hajté zajra nézve nem tételez
fel paraméterezést. ElOszor az egyszeri linedris regresszié esetére mutatjuk be a
modszert, majd kiterjesztjitk dinamikus rendszerekre is a konstrukciét.

2. Konfidenciahalmazok linearis regressziés problémakhoz
Adott egy bemenet-kiment parokbdl all6 minta, D,, £ {(p1,Y1),. .., (¥n, Yn)},

Y;‘/ £ @?0* + Nt7
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t € {1,...,n}, ahol Y; a kimenet (magyarazott valtozd), ¢ a bemenet (magyardzé
valtozo, regresszor) és N; pedig a (nem megfigyelhetd) zaj, a t-edik megfigyelés
esetén. A cél az ismeretlen, ,igazi” 6* paraméter becslése. Feltessziik, hogy a
bemenetek, {¢;} C RY, determinisztikusak, * € R konstans, és a zaj, {N;},
fiiggetlen, szimmetrikus (a nulla koriil) eloszldst! (valds értékii) valészintiségi vél-
tozokbol all; azaz N; és — N, eloszldsa megegyezik minden t-re. Az egyszeriiség
kedvéért szintén feltessziik, hogy n > d és a ® £ [y, ..., @, | métrix teljes (sor)
rangu.

2.1. Legkisebb négyzetek becslés- és konfidenciaellipszoidjai

Az egyik standard pontbecslés a jol ismert legkisebb négyzetek (LS) becslés,

s 1
0, 2 argminV(0|D,) = argmin - ||Y — &"9)|3,
fer? ferd 2

ahol Y 2 [Yy,...,Y,]". A normdlegyenlet megoldésaval megkaphaté 0,,, azaz
VoV(0, | D,) = ®3'6, — dY = 0,

aminek a fenti feltételek mellett az analitikus megolddsa 6,, = (®&1)~1(®Y).
Fontos kérdés, hogy mennyire megbizhat6 a kapott pontbecslés. Erre egy va-
lasz, ha tudunk peldaul egy megadott p € (O 1) valoszmusegu @pn P konfidencia-
tartomanyt késziteni 0,, koré, azaz amelyre 0, € @D p» €8 IP’(H* € @D p) >p.
Ilyen halmazok konstrukciéjdra egy standard médszer [5], ha kihaszndljuk, hogy
az LS-becslés (atskéldzott) hibdja aszimptotikusan Gauss-eloszldsi, azaz

Vi (0, —07) -5 N(0,02R™Y),  ahogy n — o0,

amely fenndll pl., ha korlatosak a regresszorok, és létezik egy olyan pozitiv definit
R métrix, amely az R, £ 1@, ®T hatdrértéke?, valamint {IV,} fiiggetlen, azonos
eloszlast (f.a.e.) véltozokbdl all, amelyekre E[N;] = 0, és E[N?] = 02,0 < 02 < oc0.

A pontbecslés hatédreloszldsanak felhaszndlasaval egy adott p valdsziniiséghez
0,, kézépponti (kozelit6) konfidenciaellipszoid konstrudlhato,

. R R ~2
6,, & {eeRd (0 —0,) R, (0 —0,) < an } (1)

1A fiiggetlenség gyengithetd, a szimmetria a kritikus az SPS-hez. Szamos nevezetes eloszls
lehet ilyen, példaul Gauss, Laplace, Cauchy, Bernoulli, Student t, egyenletes.
2 Ttt kivételesen — a hatarérték miatt — expliciten kifrtuk, hogy ® fiigg n-tél.
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ahol p = F\2(4)(q), itt F\2(g) a d szabadsagfoki x2-eloszlas eloszlasfiiggvénye, és

62 a zaj variancidjanak becslése az LS-megoldds rezidudlisainak segitségével,

6n & —¢10,,)

Ekkor nyilvén 6, € én’p, valamint P(0* € én’p) ~ p. Az igy kapott konfiden-
cia halmazok azonban véges mintak esetén nem garantaltak, és csak heurisztikus
megkozelitésnek tekinthetéek; kis mintaszdm esetén tipikusan pontatlanok [5].

2.2. SPS linearis regresszi6 esetén

Most rétériink az SPS-mddszer [3] ismertetésére, amellyel minimalis statisztikai
feltevésekkel véges mintak esetén is garantdlt konfidenciatartoményokat konstru-
alhatunk az LS-becslés koré. Elso kozelitésben tekinthetiink az SPS-re gy, mint
egy hipotézisvizsgalatra, amely egy adott § paraméter esetén azt a nullhipotézist
vizsgéalja, hogy 0 = 0%, a 6 # 0* alternativ hipotézissel szemben.

A bootstrap- és Monte-Carlo-tesztek alapgondolatahoz hasonléan abbdl indu-
lunk majd ki, hogy ha § = 6*, akkor egyrészt (i) megkaphatjuk a zajvaltozok
pontos értékét a rendszer ,invertdldsaval”, valamint (ii) a zaj eloszldsdnak bizo-
nyos regularitdsat kihaszndlva (a jelen esetben a szimmetridt) alternativ mintdkat
generalhatunk, amelyek statisztikailag , hasonléan viselkednek” majd, mint az ere-
deti minta. Ha azonban 6 # 0*, akkor a rendszer invertaldsaval kapott zajbecslések
torzitottak lesznek, és igy az alternativ mintdk statisztikailag ,eltéréen viselked-
nek” majd, mint az eredeti minta. Azt, hogy mennyire ,hasonléan viselkednek”
a generalt (perturbélt) értékek az eredeti mintdhoz viszonyitva, a mintdk skaldr
értéki kiértékelése utan egy rangteszttel dontjitk majd el.

Els6 lépésként bevezetiink m (véletlenitett) kvadratikus R — R fiiggvényt,

Z;(0) 2 | Rn 2 @A, (Y — 870) 2,

i€{0,1,...,m—1},ahol Ag £ I, és A; = diag(i1,...,; ), hai # 0; {a;,} fiig-
getlen, azonos eloszldsi Rademacher-valészintiségii valtozok?; a diag(:) fiiggvény
pedig egy diagonalis matrixot képez az argumentumaibdl. A Zy-t referenciafiigg-
vénynek, mig a tobbi {Z;} fiiggvényt eldjelperturbdlt fiiggvényeknek nevezziik.
Vegyiik észre a kapcsolatot a {Z;} fiiggvények definicidja és a koltségfiiggvény
gradiense, VoV, kozott. A {Z;} fiiggvényeket interpretalhatjuk dgy, hogy V gra-
diensében a rezidudlisok eldjelét véletlenitjiik Rademacher-valtozok segitségével,
majd a kapott vektor ,nagysdgat” kiértékeljiik egy silyozott norma segitségével.

3Azaz 1 és —1 értékeket vehetnek fel, mindegyiket 1/2 valésziniiséggel.
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Ha 6§ = 0*, akkor Y — ®10* = N, ahol N = [Ny,..., N,]T, és a szimmetriafel-
tevésbol tudjuk, hogy N és A; N eloszldsa minden i-re megegyezik. Ekkor

*\ —% 2 i _% . 2 (D*
Zo(0%) = [[Rn*®N|5 = |[Rn*@AN|; = Zi(67),

de a {Z;(0*)} valdszintliségi valtozok természetesen nem teljesen fiiggetlenek. Be
lehet 14tni azonban, hogy feltételesen f.a.e. tulajdonsdgiak az {|IN;|} &ltal gene-
ralt o-algebréra nézve. Ekkor viszont felcserélhetdek is, és igy minden lehetséges
rendezésiik?, Z; (0*) < --- < Z;, _,(6%), ugyanolyan 1/m! valészinfiséggel 4ll el6.
Ha azonban 0 # 6* | akkor mér ez a felcserélhet6ségi tulajdonsag nem &ll fenn, és
Zy(0) egyre nagyobb valészintiséggel fogja dominalni a tobbi {Z;(6)}.0 valtozét,
ahogy egyre tavolabb keriiliink az igazi paramétertél, azaz ahogy [|6* — 6|2 — oo.
Ahhoz, hogy 6ssze tudjuk mérni a referenciafiiggvény értékét az eldjelperturbalt
fliggvényekével, sziikségiink lesz a referenciafiiggvény normalizdlt rangjdra,

R(O) = (14 Y 120(0) < Z:6)) ).

=1

ahol I(-) egy indikatorfiiggvény; tehdt 1, ha az argumentuma (egy formula) igaz,
és 0 maskiilonben. Tegyiik fel, hogy p = 1 — ¢/m alakban frhaté, ahol 0 < ¢ < m,
és q,m egész szamok. Ekkor az SPS-teszt elfogadja a nullhipotézist, ha R(0) <
p, és elutasitja, ha R(6) > p. Mivel mind m, a referencia- és el6jelperturbalt
fiiggvények szdma, mind g szabad paraméterek (a felhasznalé dltal meghatdrozott),
fgy tetsz6leges raciondlis® p € (0, 1) valészintiséghez készithetd egy SPS-teszt.

A fentiek szellemében az SPS-konfidenciatartomanyt igy definidlhatjuk:

Onp 2 {0eR:RO) <p}.
Bebizonyithaté [3], hogy az igy kapott (véletlenitett) konfidenciahalmaz egzakt,
]P’(H* € én)p) = p.

A konfidenciahalmaz egzaktsiga annak ellenére fenndll, hogy nem hasznaltuk ki
a zaj konkrét eloszlasat, sét, még azt is megengedtiik, hogy minden megfigyelésre
kiilonb6z6 eloszlast zaj hasson, amelyeknek akédr végtelen variancija is lehet.

Az SPS konfidenciahalmazai csillagkonvezek, ahol az LS-becslés egy csillagkdz-
pont [3]. Tehdt minden 6 € an és B 0,1)-re, B0+ (1— )6, €O, np-

1A <7 egy szigoru teljes rendezés, amit a standard ,,<”-bél Ggy kapunk, hogy egyenls értékek
esetén véletlenszeriien dontjiik el, hogy melyiket tekintjiik kisebbnek; formalis def. ldsd [3].

5Tovéabbi véletlenitéssel konnyen kiterjeszthetd a teszt irracionalis valészintiségekre is, azonban
ennek elhanyagolhaté a gyakorlati jelent&sége, ezért ismertetésétol eltekintiink.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



SZIMMETRIA ES KONFIDENCIA 275

Az SPS-konfidenciahalmazok erdsen konzisztensek [2], azaz aszimptotikusan
egy valdszinliséggel semmilyen hamis paraméterértéket nem tartalmaznak; a hal-
maz 6* koriili tetszdéleges kicsi gobmb belsejébe keriil, ahogy a mintaszam novekszik,

]P’( D ﬁ{@nng(a*)}) =1,

k=1n=k

minden € > 0, ahol B.(0*) £ {6 € R?: [|§ — 0*||2 < e}. A konzisztencia gyenge

plusz feltevések mellett fenndll, pl. mind a zaj szérasnégyzete, mind a regresszorok

norméja tarthat a végtelenhez, ha a névekedésiik bizonyos rata alatt marad [2].
Hatékony kiilsé approximdcids ellipszoid is konstrualhaté az SPS-halmazokhoz:

én,P c {9 eR?: (0 _én)TRn(e_ én) <r }7

amelyek gyorsan (polinomiélis id6ben) — szemidefinit programozdsi feladatok meg-
olddsaval — szdmolhatdak. Vegyiik észre, hogy az igy kapott konfidenciaellipszoi-
doknak ugyanaz lesz a kézéppontja (ti. az LS-becslés), és az alakjat meghatarozé
métrixa, mint (1) esetén, csak az ellipszoidok sugara fog kiilonbozni. Azonban,
mig a hatareloszlason alapulé ellipszoidok csak heurisztikak, az SPS-halmaz kiils6
approximdciéjan alapuld ellipszoidok garantalt konfidencidval rendelkeznek [3].

3. Konfidenciahalmazok dinamikus rendszerekhez

Az alapvet§ célkitlizés az SPS-mddszer megalkotasakor az volt, hogy dinamikus
rendszerek pontbecslései koré tudjunk nem aszimptotikus garancidkkal rendelke-
70 konfidenciahalmazokat késziteni. A linedris regresszios eset egy természetes
altaldnositdsa, ha dltaldnos linedris (dinamikus) rendszereket [5] vizsgélunk, azaz

Y; 2 G50 U + H(z 1 0%) Ny,

ahol G és H (stabil) lineéris sz{ir6k, H stabilan invertdlhaté, z~! a késeltetés

(,lag”) operétor, 0* € R? az ,igazi” paraméter, G(0;60*) = 0, H(0;60*) = 1, {U;} a

(megfigyelt) bemenetek, {N;} a (nem megfigyelt) fiiggetlen és szimmetrikus zaj, a

bementek és a zaj fiiggetlenek, valamint a rendszer kezdeti dllapota ismert [4].
Ekkor az elérejelzési hibdk vektoraS £(0) £ [£1(0),...,8,(0)]T, ahol £(0) =

H='(27%;0) (Y; — G(27';0) U;) minden t-re; valamint teljesiil, hogy £,(6*) = N;.
Egy tipikus koltségfiiggvény az eldrejelzési hibak négyzetosszege [5], azaz

V(0| D) = %gT(e)g(a), ekkor  W(0,)&(6,) = 0,

6Tegyiik fel, hogy pont annyi adatunk van, hogy n hibatagot kiszimolhassunk.
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ahol a 0, az elérejelzési hibabecslés, W(0) 2 [1h1(6), ..., ¥n(0)], és ¥ (0) pedig a t-
edik el6rejelzési hiba gradiense. Ismert, hogy ez a gradiens 1, (0) = W (z~%;0)Y; +
K(271;0) U, alakban is frhaté, ahol W és K (vektorértékil) linedris szfirék [5].

Ha megpréobaljuk ugyanazt a konstrukciot hasznalni, mint a . fejezetben, az
sajnos erre az &ltaldnos esetre nem fog miikodni, a Zy(6*) -nak nem ugyanaz
lesz az eloszldsa, mint a tobbi {Z;(6*)}izo-nek, igy az igazi paraméterhez tartézd
fiiggvényértékek felcserélhet&ségéhez vezetd érvelés sem marad érvényben [4].

A probléma a rendszer dinamikussagabdl fakad; azaz abbdl, hogy ha a zajt
perturbaljuk, az — a linedris regresszios esettdl eltéréen — hatassal van az elorejel-
zési hibak gradiensére is. A megoldast alternativ kimeneti trajektéridk generdlasa
jelenti, amelyeket a perturbalt elorejelzési hibakkal hajtunk meg:

Yia(0) £ G(z710) U + H(z7150) (00 E4(0)),

(4S {1,...,m — 1}, és a jelolés egyszerlisitése miatt bevezetjiik, hogy minden t-re
Y0.4(0) £Y,. Az alternativ trajektéridkkal perturbalt gradienseket szamolhatunk,

1@’,5(9) £ W(Z_1; 0) f’ht(@) + K(Z_l; 9) Ut7
i €{0,...,m — 1}, amelyekkel eljutunk az SPS miikodéképes altaldnositdsdhoz:
_1 N
Zi(0) = 1Q; *(0)¥:(0)A:E(0)]13,
ahol W;(0) £ [1;1(0), ..., 1in(0)], és Qi(0) £ LW;(0)¥L(#). Bebizonyithats, hogy
az ezekkel a fliggvényekkel konstrudlt SPS-halmazok mar egzakt konfidencidval

rendelkeznek [4]. A konstrukcié kiterjeszthetd visszacsatolt (pl. szabdlyozéval
rendelkez8) rendszerekre [4], valamint nemlinedris (pl. GARCH) modellekre is [1].

4. Konkliuzié és nyitott problémak

A dolgozatban réviden bemutattuk az SPS-mddszert, amely minimalis statisz-
tikai feltevésekkel képes regresszios modellek adott pontbecslései koré véges mintak
esetén is garantalt — tipikusan egzakt — konfidenciatartomanyokat késziteni.

Ugyan az SPS-mddszer viselkedését mar elég jol ismerjiik linedris regresszids
problémakon, de még sok nyitott kérdés van vele kapcsolatban példaul dinamikus
rendszerek esetén. Ilyen kérdés az SPS-teszt masodfaji hibdjanak jellemzése és
hatékony kiilsé approximaciok konstrudldsa kiilonb6z6 dinamikus modellekhez.
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SYMMETRY AND CONFIDENCE
BALAzs CSANAD CSAJI

In this article we briefly overviewed the SPS (Sign-Perturbed Sums) method which was
recently developed by Marco Campi, Erik Weyer and Baldzs Csandd Csaji. The main draw card
of SPS is that it can construct non-asymptotically guaranteed confidence regions for parameters
of regression models under minimal statistical assumptions. The fundamental assumption of the
SPS method is that the noises affecting the system are distributed symmetrically about zero, but
their distributions may change over time.

We started with investigating classical linear regression problems. We recalled the standard
least-squares (LS) estimate with its confidence ellipsoids, whose construction is based on the
asymptotic Gaussianity of the estimate. We argued that such ellipsoids do not come with rigorous
finite sample guarantees and are imprecise for small samples.

Then, we presented the construction of SPS confidence regions for linear regression problems.
We highlighted that these regions have (i) exact confidence probabilities; are (ii) star convex with
the LS estimate as a star center; are (iii) strongly consistent, that is, for every ball around the true
parameter, the confidence regions are asymptotically (as the sample size tends to infinity) almost
surely remain inside the ball (thus every false parameter value will be eventually excluded); and
(iv) efficient ellipsoidal outer-approximations can be constructed for them by solving semidefinite
programming problems. The SPS ellipsoids have the same center (i.e., the LS estimate) and kernel
matrix as the classical ellipsoids of the LS theory, only their radii are different. However, while
the ellipsoids of the classical theory (based on limiting distributions) are just heuristics for finite
samples, the SPS ellipsoids have rigorous non-asymptotic guarantees.

Finally, we generelized the SPS construction for general linear (dynamical) systems. We
discussed that a straightforward generalization would not work, as the noises affecting the system
and the outputs are not independent for dynamical systems. It was shown that the proper
generalization should be built using alternative output trajectories, which are constructed using
perturbed prediction error sequences. The resulting SPS confidence regions also have exact
confidence probabilities, and the construction can be generalized for closed-loop and certain
non-linear systems (such as GARCH models), as well.

There are several open problems concerning the SPS method, especially for its construction
for dynamical systems: for example, building efficient outer-approximations for various types of
dynamical systems and analyzing the type II errors of SPS tests.

Keywords: confidence regions, resampling methods, linear regression, time series.
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A CSOMAGTOVABBITAS SKALAZHATOSAGA:
KORLATOK ES OPTIMUMOK

KOROSI ATTILA, RETVARI GABOR

A szdmitégépes halézatok egyik legalapvetébb feladata az informaécio-
tovabbitas, ennek egy mddja, amikor az utvonal mentén a koztes csoméd-
pontok dontik el 1épésrél 1épésre, hogy merre tovabbitsak a csomagot. Eppen
ezért egy elemi probléma, hogy ennek a megvaldsitasahoz mennyi informa-
ciét kell eltarolni a halézatban. Szdmos eredmény sziiletett mar a témaban,
azonban azok jellemzden azt vizsgaltak, hogy legrosszabb esetben miniméli-
san hény bitet kell eltarolni. Ebben a cikkben azonban egy 1j megkozelités
révén ehelyett azt vizsgaljuk, hogy kiilénb6z6 konkrét hélézatokban mennyi
informaécié sziikséges. Mind analitikus, mind szimuldcids vizsgdlataink soran
azt tapasztaltuk, hogy a gyakorlatban elterjedt hélézatokban jellemzden 1é-
nyegesen alacsonyabb a sziikséges informaciémennyiség, mint a legrosszabb
esetben.

1. Bevezetés

Napjainkban a szamitogépes hélézat fogalma mar nem jelent egyet az internet-
tel, szdmos mas formaban is talalkozhatunk veliik, ilyenek példaul adatkézpontok
is. Barmilyen forméajaval talalkozunk, mindenhol els6 szamu feladata az informé-
ci6 tovabbitasa. Ennek két legegyszerlibb mddja a forrdsalapu csomagtovabbités,
mikor a csomag feladdja el6re eldonti a csomag utvonaldt, azt belekédolja a cso-
magba, és a halézatban a tobbi pont az ttvonal mentén csak egyszeriien kiolvassa,
hogy merre kell tovabbitania. Illetve a koztes pontok alapjan torténé csomagto-
vabbitas, mely esetben a feladd a csomagba csupan a forrds és a cél csomodpont
azonositéjat irja a csomagra, és ezen informécié alapjan a koztes pontok maguk
dontik el, merre tovabbitjdk a csomagot.

Mindkét moédszernek megvan az elénye és a hatranya. A forrasalapu
tovabbitasnal a feladénak ismernie kell a teljes hdldzati topoldgiat, a koztes pon-
toknak azonban nem sziikséges semmilyen szamitast végezniiik, mindent a feladé
intéz. Ezzel szemben a koztes pont alapi megoldasnal a feladat terhe és az infor-
macidtarolas is megoszlik a halézatban, viszont figyelni kell arra, nehogy végtelen
ciklusba keriiljén egy csomag.
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Az internet az utébbi mechanizmussal miikodik, és ebben a munkaban a
tovdbbiakban mi is csak ezzel fogunk foglalkozni. Attdl fiiggden, hogy milyen
metrika szerint optimalizaljuk az tUtvonalainkat, a koztes pontoknak a soron ko-
vetkezd pont megvalasztiasahoz esetleg elég csak a céldllomast figyelembe venni,
vagy a forrassal is kalkuldlnia kell. Példdul ha a legrévidebb utat keressiik, akkor a
forrastol teljesen fliggetlen a tovabbi ttvonal, azonban ha a legszélesebb utvonalat
keressiik, akkor az dtvonal multja is szempont lehet, konkrétan ha a legrévidebb
legszélesebb utvonalon szeretnénk haladni, akkor szamit a forrds is.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért legrovidebb utvonalakat fogunk ke-
resni, igy elég lesz a dontést a forrastdl fiiggetleniil, a cél csomépont fiiggvényében
meghozni. Ez a modelliinkben azt jelenti, hogy minden csomépontnak le kell ta-
rolnia egy n hosszi t6mbot, ahol az i-edik elem az i-edik csomdépont irdnyaba adja
a kovetkezo6 1épést. Ez a tomb felfoghat6 egy n karakterbdl allé szovegnek is, ahol
a karakterek a lehetséges kovetkezo 1épések, szomszédok. Ezt a szoveget kell tomo-
riteniink, ha minimalizalni szeretnénk a csomagtovabbitashoz sziikségesen letérolt
informaéciot.

Természetesen, mar sokan vizsgaltak hasonl6 kérdéseket, a ,,compact routing”
teriilet kimondottan azzal foglalkozik, hogy alsé-fels6 korlatokat adjon a csomag-
tovébbitdshoz sziikséges informécié mennyiségérél. [4]-ben megmutattdk, hogy
adott d-re mindig 1étezik olyan n pontt, legfeljebb d foku graf, hogy Q(n?logd)
informéciot kell a grafban térolni. Ezt természetesen nem kivanjuk megcafolni, de
ugy gondoljuk, hogy a gyakorlatban el6fordulé grafok esetében nem ilyen rossz a
helyzet.

A kovetkezo fejezetben pontosan bemutatjuk a hasznédlt modellt. A 3. fejezet-
ben ismertetiink par elméleti eredményt, mig a 4. fejezetben szimulaciés eredmé-
nyekrol és a tovabbi lehetséges kutatasi iranyokrol ejtiink par szot.

2. Modell

A tovébbiakban a kovetkezé modellben fogunk dolgozni. Adott egy n pontd G
graf, amiben barmely két pont kozott definialjuk az optimadlis itvonalat. Ezekrol
az utakrol feltessziik, hogy minden v pont esetén a v-be mené optimalis utvonalak
unidja G egy feszit6 faja, vagyis a koztes pontok szamara az optimalis utak csak a
céltdl fiiggnek, ilyen példaul a legrovidebb utak rendszere. Ezen tutvonalvalasztd
megvalositasdhoz feltessziik, hogy minden u csomoépontban van egy adatstruktira,
mely minden v csomoépontra megadja, hogy u-nak melyik szomszédja felé kell
tovabbitani, amennyiben v a célpont. Feltehetjiik, hogy a csomdépontokat 1-t6l
n-ig felszdmozzuk, igy a koztes pontokhoz tartozé struktira lehet egy m hosszu
tomb, mely i-dik eleme az ¢ irdnyaba mend Ut kovetkezo pontja.

Ezek utdn ez a tomb felfoghaté egy m hossza szévegnek is, ahol a karakterek
a szomszédokhoz tartozé azonositék, mi pedig azt szeretnénk megallapitani, hogy
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mennyi tarhelyre van szitkksége ezeknek a szovegeknek. A szdvegek taroldsigényé-
nek és tomoritésének irodalma elég béséges, és nagy multra tekinthet vissza. A 6
eredmények viszonylag egyszeriiek és széles korben ismertek.

Amennyiben a szévegre vonatkozé informécionk kimeriil abban, hogy n hosszi
és a karakterek ¥ halmazanak d az elemszama, Ugy értelemszertien nlogd bitre
van szilkség. Amennyiben ismert az egyes karakterek eloszldsa, gy mar tudunk
entrépidra tomoriteni: Ho = ) .y, 7 log n%’ ahol n. darab c karakter van a sz6-
vegben, ez esetben nHy + o(n) bit sziikséges [2]. Amennyiben struktira is van
a szovegben, ugy elképzelhetd, hogy magasabb rendli entrépiara is tomoritheto:
Hy, = quzk > ees i< log 7:‘;, ahol az ng4. azt mondja meg hdnyszor koveti a g-t
c. Itt is és a tovabbiakban log fliggvény alatt a kettes alapu logaritmust értjiik.

3. Analizis
3.1. Teljes graf véletlen élsilyokkal

Ebben a fejezetben azt a modellt vizsgaljuk meg, melyben a halézat egy teljes
graf, azonban a pontok kozotti élek hosszai fiiggetlen azonos exponencialis elosz-
last kovetd valdsziniiségi valtozdk. Mivel folytonos eloszldsiak, ezért azon elemi
események halmaza, melyben van két pont, mik kozott 1étezik tobb legrévidebb
1ut, null mértéki.

3.1. TETEL. Az entrdpia varhaté értéke log e.

Bizonyitds. A nulladrendi entrépia kiszamolasahoz, arra van sziikségiink, hogy
meg tudjuk mondani, melyik szomszédot hany célpont felé hasznalja az adott
pont. Ennek eloszlasa megegyezik a pontbdl kiindulé legrévidebb utak fajaban a
gyokérrdl logo részfik méretének eloszlasival.

3.1. SEGEDTETEL. A legrévidebb utak fdjdnak a gyokérbdl tekintett részfak
méretének eloszlasa megegyezik a kinai étterem asztalméret eloszlasaval.

Bizonyitds. A legrovidebb utak fajat megkaphatjuk Dijkstra algoritmusdnak
segitségével, elindulunk az s pontunkbdl, 6 lesz a fa gyokere, és megkeressiik a
beldle kiindulé legrovidebb élt, ez tartozzon a v; ponthoz. A kovetkezo 1épésben
megkeressiik azt a vs pontot, aki a masodik legkézelebb van s-hez. wvs-t vagy
kozvetlentil s-bdl érjiik el, vagy vi-en keresztiil.

Ennek a keresésnek egy szemléletes médja, ha az élekre véletlen exponencialis
ideji csorgdorakat képzeliink el, melyek csorgési ideje az élek hosszat jelenti. Ennek
megfeleléen, els6 1épésben elinditjuk az érikat az s-bdl kiinduld éleken. Az elsének
megcsorrend él végpontja lesz v1, ebben a pillanatban elinditjuk az 6rdkat a wvi-
b6l kiindulé éleken is, mikozben az s-bél kiindulékon még mindig futnak az érék.
Ekkor nyilvan a kovetkezonek megszdlalé él végpontja lesz vy, és attdl fiiggden,
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hogy s-bol vagy v1-bdl indult az él, oda kotjiik be a faban. Ezt az eljarast folytatva
megkaphatd a legrovidebb utak faja.

Az exponencialis eloszlas 6rokifju tulajdonsagét felhasznalva megtehetem, hogy
amikor az els6 él megcsorren, és elinditom az érakat a v1-bdl kiindulé éleken, akkor
az s-bol kiinduld tobbi élen ujrainditom az ordkat. Ezzel az eloszlasokon nem
valtoztattam, azzal a megkotéssel, hogy nyilvan hozzé kell adnom az élhosszakhoz
az Ujrainditas idopontjat is. Fz azt is jelenti, hogy amennyiben minket csak az
érdekel, hogy melyik pont hova kotédik be a faban, gy azt tapasztaljuk, hogy
ugyanannyi eséllyel fognak megszdlalni az s-b6l kiindulé élekre rakott érak, mint
a v1-bdl kiindulé élekre rakottak.

Tehat az 1j pontok a fa régebbi pontjaihoz egyenletes eloszlassal kotédnek be, a
részfak a méretiikkel ardnyos valészintiséggel boviilnek. Uj részfa akkor keletkezik,
ha az 4j pont s-hez kotddik, ami vy, esetén 1/k valdszintiséggel kovetkezik be. Ez
pedig pontosan a kinai étterem névekedési modellje. a

Az entrépia eloszlasanak kiszamitasahoz sziikség lenne a részfik méretének
eloszlaséara is, mi azonban megelégsziink a varhaté entrépiaval, ahhoz pedig elég a
kiilonb6z6 méret részfak varhaté darabszama.

3.2. SEGEDTETEL. Vérhatdan 1/k darab k méreti részfa lesz.

Ebbdl kénnyen szdmolhaté a varhaté entrépia egy pontban: Ho = ) % log -
ahol n; az i-edik szomszédhoz tartozé részfa mérete. Ez atirhatd a kovetkezo
alakba: Ho = > X(k)£log %, ahol X (k) a k méretii részfak széma. X (k)-rél
viszont mér tudjuk, hogy értéke varhatéan 1/k, ez alapjan Hy vdrhaté értéke is
szamolhato:

n

E. n _ 1 n

~ 1ogn —logn + loge = loge,
hiszen logn! ~ nlogn —nloge. a

Ebbél az is kiszamolhatd, hogy egy pont varhatéan Inn pont felé fog tovab-
bitani, ami varhatéan nloglnn bitet jelentene csomépontonként, ha nem vessziik
figyelembe az eloszlast. Az entrépia segitségével viszont varhatéan nloge kornyé-
kére tomorithetéek a csomdépontokhoz tartozé utvonalvalaszté tombok.

3.2. Szabalyos grafstruktiurdk egységnyi élsilyokkal
Az el6z6 példaval ellentétben ebben a részben olyan grafokrdl esik szd, melyek-
ben az élek egységnyi hossziiak, ebbdl kdvetkezben két pont kozott jellemzben tobb

legrovidebb 1t is van, ami azt is jelenti, hogy nem egyértelmii a kovetkezd pont
szamtalan célpontra vonatkozdlag. Ha véletlenszeriien vélasztanank ezek koziil,
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akkor jellemzoen egyenletes lenne a kovetkez6 pontok eloszlasa is, illetve a maga-
sabb rendii entrépidval se mennénk sokra. Ezért a tovabbiakban erre figyelni kell,
hogy tigyesen valasszuk meg a kévetkez6 pontokat.

Az 1. tablazat tartalmazza az ide vonatkoz6 eredményeinket. Fakat, d dimen-
zi6s hiperkockdkat, négyzetracsokat és toruszokat vizsgdltunk. Az I oszlop azt
mutatja, mennyi a sziikséges varhaté informécid, ha véletlenszertien valasztunk
a legrovidebb utak koziill. A Hy oszlop a nulladrendii entrépiat jeloli, ahol az
értékeket gy kaptuk meg, hogy a lehetséges kovetkez6 pontok kozott feldllitunk
egy prioritast, és ez altal lesznek gyakoribb meg ritkdbb szomszédok a téombben.
Tovabba a Hy oszlop jeloli az elsérendi entrépiat, itt figyeliink a csomoépontok
megfelel6 szamozasara is. Fak esetében ez elérhetd mélységi szamozassal, mig a
tobbiek esetén ez elérhetd a koordindtazasbol adédo felsorolassal. Végiil az utolséd
oszlopban az irodalomban ismert korlatok szerepelnek.

1. tabldzat. Entrépia kiillonbozo specidlis struktirdju grafokra

Gréafosztaly 1 ‘ H, H, Compact routing
n pontu fa loan , , loge logn logn [3]
d dim. hiperkocka | logd 2 qloer d'er [5]
d dim. rdcs log(2d) | ‘&< drer d'en [5]
d dim. térusz log(2d) | 1 | (d+1)ken d'er [s]

4. Szimulaciés eredmények, tavlati célok

Az elméleti eredmények azt sugalljak, hogy mar ezzel az egyszerii modszerrel is
a minimalishoz kozeli eredmények érhetok el. Sajnalatos médon a fentieken feliil
mas grafokra egyelére nem sikeriilt analitikus korlatokat talalnunk. Ezek a kezdeti
eredmények elég igéretesnek tiintek ahhoz, hogy szimulacids vizsgalat ald vonjunk
a gyakorlatban el6fordul6 grafokat. Az elméleti példdkban a szabalyos strukti-
rakhoz természetesen adédott a csomépontok megfelelo felszamozasa, azonban a
gyakorlatban sziikségiink volt valamilyen heurisztikara, amivel csokkenthettiik a
magasabb rendi entrépidkat. Tobbféle mdédszerrel is probalkoztunk, jellemzoen
azt probaltuk elérni, hogy a kozeli pontok kozeli sorszamot kapjanak, igy a tavo-
labbi pontok kovetkez6 pont tombjében azonos karakterekbdl allé részsorozatok
johetnek létre, amiknek jellemzden kicsik a magasabb rendii entrépiaik.

Az 2. tablazatban kiilonb6z6 AS-grafokra vonatkozé eredmények lathatok, az
AS-grafok az internet autoném rendszerei (Autonomous System) [1]. Az eredmé-
nyekbdl lathatd, hogy pusztan az eloszlas figyelembevételével mar konnyen felére
csOkkenthet6 a szilikséges tarhely, tovabba magasabb rendl entrépia figyelembevé-
telével még az is jelent6sen tovabb csokkenthetd.
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2. tablazat. AS-grafok cimzési méretei

Graf n m I Hy H,
3-core 12 905 | 235 102 3 1,6 | 1,02
5-core 5328 186 570 | 3,95 | 2,4 | 1,56
T-core 3729 169 594 | 4,41 | 2,51 | 1,66
9-core 3006 158 898 | 4,90 | 2,73 | 1,53
17-core 1685 128 718 | 5,55 | 2,99 | 1,33

A tovabbiakban szeretnénk folytatni az analitikus vizsgdlatokat, tobb graf-
osztalyra is szeretnénk analitkus korlatokat adni az entropiaértékekre, illetve sze-
retnénk taldlni egy jo felszdmozast, ami altalanos grafokra kelléen csckkenti a
magasabb rendi entrépiakat.
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ON THE SCALABILITY OF HOP-BY-HOP PACKET ROUTING:
TIGHT BOUNDS AND OPTIMAL ADDRESS SPACES

ATTILA KOROSI, GABOR RETVARI

Routing in large-scale computer networks today is built on hop-by-hop routing: packet head-
ers specify the destination address and routers use internal forwarding tables to map addresses
to next-hop ports. In this paper we take a new look at the scalability of this paradigm.

First, we give a model that translates problems related to routing scalability to the language
of information-theory. Forwarding tables are modeled as sequential strings, admitting tight
memory requirement characterizations using Shannon’s entropy measures and standard data
compression techniques.

Contrary to previous work, our analysis is not of worst-case nature, but gives verifiable and
realizable memory requirement characterizations even when subjected to concrete topologies and
routing policies.

Using pure information-theoretic arguments, we are able to reproduce most of the space
bounds obtained in the compact routing literature using piecemeal addressing schemes and anal-
ysis.

Our evaluations suggest that in most practically important cases significant memory savings
can be attained by forwarding table compression over optimal address spaces. As far as we are
aware of, this is the first study to link computer network scalability to information theory.

Keywords: shortest path routing, routing table entropy.

Mathematics Subject Classification (2000): 68R10, 05C12.
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DONTESI BEFOLYAS AZ EUROPAI UNIO TANACSABAN:
MIT HOZHAT A BREXIT?

KOCZY A. LASZLO

A Brexit, azaz az Egyesiilt Kirdlysdgnak az Eurépai Uniébdl valé ki-
lépése jelentOs gazdasagi és politikai hatasokkal jar. Itt egyetlen konkrét
aspektust, az Eurépai Unié Tanacsaban valé hatalmi viszonyok atrendezo-
dését vizsgaljuk. A Lisszaboni Szerz6désnek koszonhetéen a kilépés nem
igényel 14j targyaldsokat, a Tandcsban foly6 szavazasi jatékokat a rendelke-
zésre all6 népességi adatok, illetve Eurostat-becslések alapjan modellezziik.
A Shapley—Shubik-index segitségével meghatdrozzuk az egyes tagorszagok
hatalmi befolydsiat mind az Egyesiilt Kirdlysag kilépése el6tt és utdn, és
markans kapcsolatot taldlunk az orszagméret és a befolyas valtozasa kozott.

1. Bevezetés

Nagy-Britannia és az Eurépai Unié kapcsolata soha sem volt egyszerii: kima-
radtak jogelddje, az Eurépai Gazdasigi Kozosség (EGK) alapitdsédbdl; az EGK
ellensilyozasara 1960-ban létrehozott Eurdpai Szabadkereskedelmi Tarsulas pe-
dig nem lett igazdn sikeres, tagjai a kovetkezd évben mar jelezték csatlakozdasi
szandékukat az EGK-hoz. Erre végiil csak 1973-ban keriilhetett sor, miutan Fran-
ciaorszag két alkalommal is élt vétdjogaval. A megszerzett tagsdgot az Egyesiilt
Kiralysag nem becsiilte meg, kilépése szinte az els6 naptél napirenden volt; 2013-
ban a Konzervativ Part miniszterelnok-jeloltje, David Cameron igéretet tett, hogy
megvalasztdsa esetén népszavazast tartanak a tagsig kérdésérél. A tobbi, ahogy
mondani szokas, mér torténelem: a 2016. junius 23-4n tartott népszavazasban a
tobbség a kilépés mellett tette le a voksat. Maga a jogi aktus nem egyszerii 1épés,
évekig elhizédhat, de el8készitése folyamatban van!.

Bar altaldban az Eurépai Uni6 bovitésérdl beszéliink, Nagy-Britannia kilépése
nem lenne precedens nélkiili. Gronland 1985-ben dontott a kilépés mellett a hala-
szati jogok koriili nézeteltérések miatt, de ez az elsé alkalom, hogy egy szuverén

IMegjegyzés: A cikk 2017-es elfogadésa 6ta folynak a kilépési targyalasok, a kilépés idépontja
tobbszor halasztast nyert, de a szdndék valtozatlan.
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allam, amely nem mellesleg az EU egyik legnagyobb tagallama, lépne ki, s ennek
varhatdan széleskorli hatdsai lesznek a mindennapi életre az Egyesiilt Kiralysag-
ban, de az EU t6bbi tagorszdgaban is [5, 6, 17]. Mi a hatdsok koziil csak egyet
emeliink ki és vizsgdlunk, az Eurépai Unié Tandcsaban, korabbi nevén a Minisz-
terek Tandcsdban folyd szavazdsokhoz kapcsolédé hatalmi befolyas eloszlasdnak
valtozasat.

Az Eurépai Unié Tandcsa az EU egyik {6 dontéshozd szerve. Szemben az Eu-
répai Parlamenttel, minden tagéllamot egyetlen személy képvisel, de az orszagok
kozotti méretkiilonbségeket kifejezendd a dontéshozas sulyozott, mindsitett tobb-
ségi szavazassal torténik. Egy szavazas sikeres és eredményes, ha a javaslatot
a tagorszdgok legalabb 55%-a tdmogatta, s a tdmogatd orszdgok Ossznépessége
legaldbb az Unié lakossdgdnak 65%-4t adja. Ezek a szabdlyok a Lisszaboni Szer-
z6désnek koszonhetSk [11], mig kordbban minden be-, vagy kilépést a szavazasi
stulyok ujraosztasanak vitdja kisért, az 1j szabdlyok nem csak Horvatorszag belé-
pését tették konnyebbé, de lehetOséget adnak arra, hogy elemezziik a Brexit utani
Tandcs munkdjat is, illetve, hogy tovabbi kilépések esélyét vizsgaljuk [18].

A dolgozat két 6 részbdl all: elészor roviden bemutatjuk a hasznélt fogalmakat
és jeloléseket, majd ratériink a hatalmi viszonyok elemzésére.

2. Fogalmak és jeltlések

Ha N a szavazok, vagy jatékosok halmazat jeloli, a szavazasi helyzetek felirha-
tok (N, v) egyszerli jatékként, azaz olyan kooperativ, dtruhdzhaté hasznossigi
v: 2N — {0,1} jatékként, ahol a nyertes koalicidk értéke 1, a veszteseké 0. Vizs-
galatunk kozéppontjdban a szavazok hatalmi befolyasa all, ami a dontéshozd ké-
pességiiket hivatott mérni. Els6sorban hatalmi indexekkel dolgozunk; ezek segit-
ségével mérhetd a dontéshozdk részesedése a dontéshozasbdl. Egy szavazo hatalmi
indexe megmutatja, hogy ha valaki meghatéroz6 volt egy dontésben, akkor mek-
kora a valdsziniisége annak, hogy ez az adott szavazo6 volt. Gondoljunk arra, hogy
a dontés egy egységnyi pénz elkoltésérdl szol és rogton lathatd, hogy egy hatalmi
index segit a koltségvetésbdl vald varhato részesedések megallapitasaban is.

A hatalmi indexek koziil az egyik legismertebb a ¢ Shapley—Shubik-index [22],
ami lényegében a Shubik-érték [21, 19] alkalmazdsa egyszerii jatékokra. Ut6bbi
nem mads, mint a szavazok dtlagos hatdrhozzdjaruldsa az aktudlis S koalicié v(S)
értékéhez véletlen érkezési sorrend esetén. Egyszerli jatékok esetén a hatarhoz-
zajarulds csak akkor nem 0, ha a szavazé éppen nyertessé tette a koaliciot; egy
tetszbleges (N, v) egyszerii jaték esetén az i jatékos, vagy szavazé Shapley—Shubik-
indexe I N

slln—s—1)!
= Y TR (50U i) - as) |
SCN\{i}
ahol s = |S|. Hasonlban elismert a Banzhaf-index, s bar a ketté kozott jelentds
szemléletbeli kiilonbség van, értékiikben alig térnek el. Erdekes megemliteni, hogy
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a Shubik-érték szamtalan elosztasi probléma megoldasaban segit legyen sz6 kolt-
ségmegosztdsrol egy ontozési jatékban [15], vagy kockazatelosztdsrdl [2, 1], illetve
a szavazasi modell hidnyzassal val6 kiegészitése hasonld, altalanosabb jatékokhoz
vezet [14].

Befolyasvéltozas a népesség fliggvényében
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1. abra. Modositott hatalmi indexek a jelenlegiek szazalékaban és a népességek
fliggvényében.

3. Adatok és eredmények

Az Eurépai Unié Tandcsédban foly6 szavazds a népességi adatokon is mulik; a
sziikséges népességszdmokhoz és ezek 2080-ig sz616 elbrejelzéseihez az Eurostat [8]
adatait hasznédltuk. A szamitdsokat az IOP - Indices of Power 2.05 [4] program
segitségével végeztiik.

A kapott hatalmi valtozasok tobbnyire elére lathatok. Az ij tagok tulajdonsdg
[3, 10] szerint egy tag, példdul az Egyesiilt Kirdlysig tavozdsa — t6bbnyire — noveli a
tobb hatalmi befolyasdt, és valéban a legtcbb tag, kiilondsen a nagyobb népességii
tagok Shapley—Shubik-indexe né. Ezzel szemben a Lettorszdgnal is kisebb orszagok
esetében az 1 tag paradozon [23, 20| figyelhetd meg, azaz befolydsuk a kilépés
ellenére csokken.

No de vajon a nagy orszagok jol jarnak-e? Bar az évek alatt az Egyesiilt Ki-
ralysag jelentos kedvezményeket harcolt ki maganak, tovabbra is jelent6s befizetd,
a Unié koltségvetésének 8,8%-at az Egyesiilt Kirdlysdg adja [7]. A Brexit utdn
91,2%-4ra csokken a koltségvetés, igy az ebb6l szdmolt szeletek értéke is. Ha ,,fo-
rintositani” szeretnénk a Brexit hatdsat, akkor a kapott indexeket is korrigalni kell.
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Az 1. 4bran j6l ldthatd, hogy a 6 milliénal kisebb lakossagu orszagok jelentds, akar
15%-o0s veszteséget szenvednek, csak a 20 millié felettiek, kiiléndsen a négy leg-
nagyobb: Francia-, Német-, Olasz- és Spanyolorszag nyer. Tovabbi eredményeket
[13] és [18] kozol.

25% 23%
2000 2010 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2000 2010 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090

(a) Az Unié magja (b) Dél-Eurépa
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(c) Eszak-Eurépa, Baltikum, Ausztria (d) Kozép-Kelet Eurépa

2. dbra. Hatalmi index eldrejelzések négy orszdgesoportra. (A 2010-es [12], aktu-
alizélt és Brexit utdni értékek szaggatott, folytonos és pontozott vonallal.)

4. Konklizié

Elemzok [16] szerint az Egyesiilt Kirdlysag célja a kilépés helyett a kedvez6bb
tagsagi feltételek kiharcolasa volt. London a pénziigyi, iizleti vilag egyik kdzpont-
ja, Eurépa szaméra nélkiilozhetetlen, gondolhatnank. A Brexit, mint fenyegetés
meg kellett volna tegye a hatést, s varhato volt, hogy miutan az Egyesiilt Kirdlysag
(ismét) térdre kényszeritette a Kontinenst, a vélaszték szivesen tdmogatnak egy
ilyen Uniét. Nem ez tortént. Az Egyesiilt Kirdlysag a kezdetektdl fogva problémas
tag volt, nincs még egy orszag, ami akar kozel annyiszor allt volna a kisebbségi vé-
lemény mellé [9]. Bér elemzésiink a problémakérnek csak egy kicsi részét vizsgalja,
ugy tunik, hogy az Unié véleményformald orszégai kotségvetési szemponthbdl kifeje-
zetten jOl jarnak a Brexittel (2. dbra). Az eredményt mdr ismerjiik. A térgyaldsok
minimalis, inkdbb szimbolikus engedményeket hoztak csak, a terv forditva siilt el.
Kommunikalhat6 eredmények hianyaban a hivatalos kampany is csalédott, erétlen
volt, s végiil a szavazok tobbségiikben a kilépés mellett dontottek.
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POWER DISTRIBUTION IN THE COUNCIL OF THE EUROPEAN
UNION: WHAT A DIFFERENCE WILL BREXIT MAKE?

Liszré A. Kéczy

The possible exit of the United Kingdom from the European Union will have profound
economic and political effects. Here we look at a particular aspect, the power distribution
in the Council of the European Union. Since the Lisbon treaty the exit does not require new
negotiations as the success of a voting initiative depends only on the number and total population
of the supporting member states. Using the Shapley-Shubik power index we calculate the member
states’ powers with and without the United Kingdom and update earlier power forecasts using the
Eurostat’s latest population projections. There is a remarkably sharp relation between population
size and the change in power: Brexit increases the largest members’, while decreases the smallest
ones’ powers.

Keywords: European Union, Council of the European Union, qualified majority voting, power
index, a priori voting power, demographics.
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