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FELELŐS SZERKESZTŐ
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folyóiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungarica,
2. Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica.



Alkalmazott Matematikai Lapok 36 (2019), 185–188.
DOI 10.37070/AML.2019.36.2.01

ELŐSZÓ

BJMT Alkalmazott Matematikai Konferencia, 2016.

Előzmények. 2011-ben született meg szűkkörű szakmai megbeszélések során az
a gondolat, hogy időszerű lenne a hazai alkalmazott matematika helyzetének fel-
mérésére egy olyan konferenciát szervezni, amelynek tematikáját 3-4 kiemelt, nagy
alkalmazási terület határozza meg. A helysźın tekintetében a regionális központ
szerepét játszó Győr városára esett a választás, a dinamikusan fejlődő Széchenyi
István Egyetem, ezen belül Horváth Zoltán professzor közreműködésére számı́tva.

Ennek nyomán jött létre a 2012. évi győri BJMT Alkalmazott Matematikai
Konferencia, a Bolyai János Matematikai Társulat (BJMT) égisze alatt, az em-
beri erőforrásokat és anyagi támogatást biztośıtó Széchenyi István Egyetem és az
MTA SZTAKI közreműködésével. A konferencia programja az alábbi 4 alkalmazási
terület köré szerveződött:

– Biológia, Orvosi Alkalmazások, Gyógyszeripar,

– Jármű- és Gépipar, Energia,

– Pénzügyi- és Biztośıtási Matematika,

– Telekommunikáció és Web Technológiák.

A plenáris és a kiemelt (
”
szemi-plenáris”) előadókat szinte kizárólag a matema-

tika világán ḱıvül eső tudományterületekről vagy alkalmazási területekről h́ıvtuk
meg, a képviselt szakma legjobbjait felkérve. A plenáris előadók a fenti témák sze-
rinti felsorolásban Szathmáry Eörs (ELTE), Stépán Gábor (BME), Kovács Levente
(Bankszövetség) és Telek Miklós (BME) voltak.

A konferenciáról számos nagyon pozit́ıv visszajelzést kaptunk, amelyek alapján
megállaṕıthattuk, hogy a konferencia elérte célját. Egyfelől a matematikus hallga-
tóság szembesült azzal, hogy más szakterületek élvonalbeli kutatóinak kiváló ma-
tematikai alapképzettségük van, és érzékük van ahhoz is, hogy saját szakterületük
problémáiban felismerjék annak esetleges matematikai vonatkozásait. A plenáris
és a kiemelt előadók közül többen kifejezték érdeklődésüket a matematikusokkal
való együttműködés iránt.

Másrészt megtapasztaltuk azt is, hogy nem csekély azoknak a matematiku-
soknak a száma, akik amellett, hogy a matematika valamely területén otthonosan
mozognak, fogékonyak más tudományterületeken és alkalmazási területeken felme-
rülő problémák iránt, sőt kifejezetten keresik az együttműködés lehetőségét.
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BJMT AMK 2016. Ilyen előzmények után természetesen felmerült az igény,
hogy próbáljuk meg újra. Erre négy évvel később, 2016-ban tudtunk vállalkozni,
azonos helysźınnel, és a korábbi szervezők körét az akkor még új HU-MATHS-IN,
Magyar Ipari és Innovációs Matematikai Szolgáltatási Hálózattal bőv́ıtve.

Utóbbinak volt köszönhető, hogy a konferencia első napján részt vett és elő-
adást tartott VolkerMehrmann professzor is (TU Berlin), aki az EU-MATHS-IN
egyik alaṕıtó tagja, a közönséges és algebrai differenciálegyenletek numerikus mód-
szereinek nemzetközileg is vezető szaktekintélye, 2018 óta az EMS elnöke.

Szintén a HU-MATHS-IN megh́ıvottja volt Richard Varga professzor, a parciá-
lis differenciálegyenletek és a numerikus lineáris algebra kölcsönhatásából született
elmélet egyik megalkotója és nemzetközi h́ırű, magyar származású professzora.

Bővült a korábbi tematika is, ötödikként felvettük a programba a
”
Társadalmi

Kih́ıvások: Demográfia és Környezetvédelem” ćımű témát. A plenáris előadók a
témák szerinti sorrendben: Perczel András (ELTE), Fáth Gábor (Morgan Stan-
ley), B́ıró József (BME), Benczúr András (MTA SZTAKI), Szirányi Tamás (MTA
SZTAKI) és Náray-Szabó Gábor (ELTE) voltak.

A konferencia egy új sźınfoltja volt az első nap késő délutánjára szervezett, nagy
érdeklődéssel ḱısért kerekasztal beszélgetés

”
Az alkalmazott matematika szerepe a

kutatásban, a fejlesztésben és az innovációban” ćımmel. A panel résztvevői Domo-
kos Gábor (BME), Friedler Ferenc (NKFIH), Pálfy Péter Pál (MTA Rényi Alfréd
Matematikai Kutatóintézet), Prékopa András (Rutgers University és ELTE), va-
lamint a szinkrontolmáccsal támogatott fent emĺıtett Volker Mehrmann professzor
voltak, a moderátor szerepét Recski András (BME) vállalta el.

A kerekasztal résztvevői különféle, részben ismert, részben újszerű szempon-
tok, ill. tudománytörténeti példák alapján értékelték az alapkutatások és a célzott
kutatások, a matematika és a természettudományok, valamint a matematika és
az ipar kapcsolatainak viszonyát. Retrospekt́ıv viszonylatban a beszélgetés értel-
mezhető úgy is, mint az akkor még csekély érdeklődést kiváltó 2014. évi LXXVI.
törvény a tudományos kutatásról, fejlesztésről és innovációról c. törvény értel-
mező rendelkezéseire történő többszemélyes reflexió. A vita összegzése maga egy
külön tanulmány tárgya lehetne, itt most csak a néhány hónappal később elhunyt
Prékopa András akadémikus, a hazai és nemzetközi operációkutatási kultúra ki-
emelkedő személyiségének az alábbi tömör, de találó meghatározását idézzük fel:

”
Az alkalmazott matematika a maga problémáit és motivációit a matematikán

túl keresi, de eszközeiben és módszereiben döntően a matematikára támaszkodik.”

Ezen túlmenően - ugyancsak Prékopa Andrással történt eszmecserék folyamán
- felmerült az a gondolat is, hogy a konferencián elhangzott előadások anyagának
történő publikálására az Alkalmazott Matematikai Lapok (AML) egy különszáma
biztośıtson lehetőséget. A konferenciát követő egymásba ütköző szervezési felada-
tok okán ez a terv eredeti formájában meghiúsult, a jelen szám ezt a hiányt van
hivatva pótolni Csáji Balázs Csanád közreműködésével.
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Visszatekintés. A konferenciát követő sokoldalú eszmecsere egyik eredménye az

MTA III. Osztálya szakfolyóirata, az Alkalmazott Matematikai Lapok profiljának

bőv́ıtése, annak megfogalmazása és elfogadtatása, hogy az AML
”
kifejezetten tá-

mogatja rövid cikkek publikálását, amelyek célja további kutatásokat inspiráló,

matematikai kérdéseket is felvető alkalmazási problémák, illetve az utóbbiak által

motivált igényes matematikai kérdések rövid, közérthető cikkekben történő bemu-

tatása”. Ezzel párhuzamosan a szerkesztőbizottság is kibővült döntően a fiataĺıtás

jegyében.

A konferencia során a multidiszciplináris kapcsolatokban megmutatkozó foko-

zott kölcsönös érdeklődés és együttműködési hajlandóság is egy örvendetes fejle-

mény, de a kulturális különbözőségek áthidalása vagy a szellemi jogok kérdésének

rendezése még várhatóan hosszú folyamat lesz.

A konferencia utáni későbbi időszak sem telt el eseménytelenül. A két BJMT

Alkalmazott Matematikai Konferencia egy méltó folytatásának tekinthetjük a 2018-

ban a Bolyai János Matematikai Társulat által szervezett, mintegy 350 fős, nem-

zetközi ipari matematikai konferenciát: The 20th European Conference on Mathe-

matics for Industry (ECMI 2018)1.

Megemĺıtendők még a stabil szakmai közösséget vonzó, kétévenként rendezett

Magyar Operációkutatási Konferenciák2, és az ELTE TTK által évenként szerve-

zett, a Morgan Stanley és az MSCI által támogatott Workshops on Understanding

the Diversity of Financial Risk3 c. rendezvények, a Magyar Bioinformatikai Tár-

saság számos rendezvénye, a BME Alkalmazott Matematikai Napok, vagy az MTA

SZTAKI által elind́ıtott R.E. Kálmán Distinguished Lecturer Program előadásai.

Úgy gondoljuk, hogy a fenti szakmai fórumoknak közös célja lehet a matemati-

kai vonatkozású alapkutatás, ill. az innováció közötti, kiaknázásra váró hatalmas

terület feltérképezése és az egymástól elkülöńıthető területek közötti kapcsolatok

elmélýıtése. A hivatkozott 2014. évi törvény terminológiáját kissé árnyalva a sajá-

tos szabadságot élvező alapkutatásokat kiegésźıtő két lehetséges közvetlen vonat-

kozási pont a célzott alapkutatás, ill. az alkalmazott kutatás. Számos véleményt

összegző értelmezésünk szerint az előbbi témaválasztását és irányát egy jól körül-

határolt alkalmazási terület inspirálja, mı́g az utóbbi módszertanában is jelentős

mértékben a kiválasztott alkalmazási terület releváns szakirodalmára támaszkodik,

azt fejleszti tovább az alapkutatásokban szokásos keretek és feltételek között. Az

alapkutatások és az alkalmazások soksźınű kapcsolatát illetően lásd az Érintő egy

vonatkozó cikkét4.

1http://ecmi.bolyai.hu/
2http://www.mot.org.hu/XXXIII-magyar-operaciokutatasi-konferencia
3https://valstat.elte.hu/conf2018/
4http://www.ematlap.hu/index.php/interju-portre-2019-6/877-ronyai-lajos-szechenyi-dij-
2019
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Véleményünk szerint ezek a vonatkozási pontok megnyugtatóan tükrözik a szó-

ban forgó kutatások természetének és az értékelhető kutatói habitusoknak a válto-

zatosságát, és irányt szabhatnak a különböző t́ıpusú kutatási tevékenységek közötti

ésszerű arányok és összhang kialaḱıtásának. Hogy ezek a törekvések mennyiben

lesznek sikeresek, az a jövő titka. Egyelőre zárszóként:

”
Nem a siker elérése a cél, hanem a cél elérése a siker.” (Bill Gates)

Gerencsér László
a BJMT Alkalmazott Matematikai Konferenciák elnöke

2019. június 21.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkesztősége ezúton is köszöni Gerencsér
Lászlónak és Csáji Balázs Csanádnak, hogy e különszám szerkesztőiként seǵıtettek
a szám elkészültében. A különszám szerkesztőinek rövid életrajza a cikkeik után
olvasható.
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SIS TÍPUSÚ JÁRVÁNYTERJEDÉS VIZSGÁLATA HIPERGRÁFOKON

BODÓ ÁGNES

Hipergráfokon történő járványterjedés matematikai vizsgálata kerül be-
mutatásra. A cél, hogy a modellezés során egyrészt figyelembe lehessen ven-
ni, hogy általában a populáció apróbb közösségekből áll, másrészt, hogy a
terjedést meghatározó fertőzési ráta nem feltétlenül lineárisan függ a be-
teg szomszédok számától. Levezetésre kerül a járványterjedésre vonatkozó
alapegyenlet tetszőleges hipergráf esetén. Ennek seǵıtségével bevezethető az
átlagtér közeĺıtés, mint az alapegyenlet egy lehetséges egyszerűśıtése, amely
a sztochasztikus szimuláció eredményeivel összevethető. A szimuláció so-
rán mind a hipergráf szerkezete, mind a matematikai léırásban alkalmazott
paraméterek hatásai vizsgálhatóak.

1. Bevezetés

Történelmünk során számos súlyos járvány sújtotta a világ népességét, többek
között a fekete halálnak emlegetett pestis, amely már az 5. században jelen volt,
és azóta folyamatosan szedi áldozatait a világ különböző területein, vagy például
az 1918-ban felbukkanó spanyolnátha, amely a Föld teljes lakosságának 2-4%-át
beteǵıtette meg, és amely csak az 1918-as évben több áldozatot követelt, mint az
egész első világháború. Az orvostudomány előrehaladásával folyamatosan fejlődik
a járványokkal v́ıvott küzdelem, amelyben nagy szerepet kapnak a járványterjedési
modellek.

A járványterjedés matematikai modellezésének kezdetei a 20. század elejére
nyúlnak vissza, az első ilyen jellegű mű Kermack és McKendrick 1927-ben meg-
jelent munkája. Az ebben a dolgozatban megjelenő modell még igen kezdetleges
volt, azonban az évek során a tudományág folyamatosan fejlődött és az alkalma-
zott matematika egyik fontos kutatási területévé vált. Ezen modellek seǵıtségével
olyan kérdések válaszolhatóak meg, mint például el fog-e terjedni a járvány egy
adott populáción belül, és ha igen, akkor várhatóan a populáció hányadát fogja
érinteni a fertőzés, de meghatározhatóak olyan mennyiségek is, mint például a
reprodukciós szám vagy a kritikus oltási küszöb [3].
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2. A modell

A járványterjedés léırására számos dinamika létezik, az egyik legegyszerűbb az
úgynevezett SIS t́ıpusú járványterjedés, amely olyan fertőzések léırására alkalmas,
ahol a betegségen átesett egyedek nem nyernek immunitást, hanem újra fertőz-
hetővé válnak. Ilyenek általában a nemi úton terjedő betegségek, mint például a
kankó. Ezen betegségeknél az egyedek kétféle állapotban lehetnek: egészséges és
fertőző, amelyeket a továbbiakban jelöljön S és I (az angol susceptible és infected
szavakból). Egy csúcs állapota kétféleképpen változhat: egy egészséges egyed a
fertőző szomszédai hatására fertőzötté válhat, ez a fertőzés folyamata (S → I),
illetve egy fertőző egyed meggyógyulhat, ez a gyógyulás folyamata (I → S). Mind
a fertőzés, mind a gyógyulás folyamatát Poisson-folyamattal ı́rjuk le, amelynek
értelmében annak a valósźınűsége, hogy kis ∆t idő alatt egy egyed S állapotból
I állapotba kerül 1 − exp (τk∆t), illetve annak, hogy I állapotból S állapotba
1 − exp (γ∆t), ahol k jelöli az adott egyed fertőzött szomszédai számát, és τ , γ
pozit́ıv számok. A továbbiakban a τk és γ számokat a fertőzési és gyógyulási
folyamatok rátáinak nevezzük.

A betegségterjedés matematikai léırásához célszerű megállaṕıtani a kapcsolati
struktúrát, amelyet hagyományosan gráfokkal szoktak jellemezni. Legyen tehát
adott egy N csúcsú iránýıtatlan, egyszerű gráf, ahol a gráf csúcsai a populáció
egyedeinek felelnek meg. Továbbá két csúcs között akkor van él, ha a fertőzés
terjedhet köztük, ami a különböző betegségek esetében más és más lehet, attól
függően, hogy például cseppfertőzéssel vagy nemi úton terjedő betegségről van
szó.

Megfigyelhető, hogy a betegségterjedés egyes csoportokon belül jóval erősebb,
mı́g a különféle csoportok között kevésbé meghatározó, ilyen csoportra termé-
szetes példa egy család vagy egy munkahelyi közösség. Ezen folyamatokat ta-
nulmányozzák az úgynevezett háztartás t́ıpusú hálózatok seǵıtségével [2]. Ezen
kutatások alapján a járványterjedés során a populációt nem gráffal, hanem úgy-
nevezett hipergráffal, vagy más néven általánośıtott gráffal reprezentáltuk. A
hipergráf egy (V, E) pár, ahol V = {v1, v2, . . . , vN} a hipergráf csúcsait jelöli,
E = {e1, e2, . . . , eM} pedig a hiperéleket, ahol ei ⊂ V teljesül minden i = 1, 2, . . . ,M
esetén. Hagyományos értelemben vett gráfoktól eltérően hipergráfoknál egy él ket-
tőnél több csúcsot is összeköthet.

A továbbiakban célunk az SIS t́ıpusú járványterjedés hipergráfokon való vizs-
gálata. A hipergráf csúcsai tehát kétféle állapotban lehetnek: S, illetve I. A
gyógyulás rátája a gráfos esethez hasonlóan γ maradt, azonban a fertőzés rátáját
az alábbiak szerint módośıtottuk:

λSI = τ
∑
h

f(kh), (1)

ahol az összegzés azon h ∈ E hiperélekre történik, amelyek tartalmazzák az adott
csúcsot, kh jelöli a fertőzött csúcsok számát a h hiperélben, és f adott függvény. A
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hagyományos gráfos megközeĺıtésben, ha f az identitásfüggvény, akkor visszakap-
juk a korábban emĺıtett kτ rátát, ahol k =

∑
h kh a fertőzött szomszédok száma. A

modellezés során fontos kérdés volt, hogy az (1) rátában milyen f függvénnyel dol-
gozzunk. A hipergráfokon való vizsgálat mellett egy másik jelentős változtatás volt
ezen f függvény bevezetése, amivel azt a jelenséget szerettük volna figyelembe ven-
ni, hogy sok esetben a fertőzés rátája nem lineárisan függ a fertőzött szomszédok
számától. Példának okáért biológiai neurális hálózatok modellezésénél egy inakt́ıv
neuron akt́ıvvá válásának rátája nem lineárisan függ az akt́ıv szomszédok számá-
tól, hanem a tangens hiperbolikusz függvényhez hasonló teĺıtődés szerint. Tehát
nagyon sok szomszéd nem növeli az átmenet valósźınűségét, ami betegségterjedés
során is életszerű. Az [1] cikkben a szerzők arra jutottak, hogy a folyamat meg-
értéséhez elegendő a tangens hiperbolikusz függvénynél numerikusan könnyebben
kezelhető függvény alkalmazása, nevezetesen

f(x) =

x, ha 0 ≤ x ≤ c,

c, ha x > c,
(2)

amelyet csupán a c küszöbértéknek nevezett paraméter jellemez.

3. Eredmények

3.1. Alapegyenlet és várható értékre vonatkozó egyenletek

Célunk volt gráfokhoz hasonlóan az állapotvalósźınűségekre vonatkozó lineáris
differenciálegyenlet-rendszer levezetése [5], amelyet alapegyenletnek neveznek. Egy
N csúcsú hipergráf során az állapottér az {S, I}N halmaz, ugyanis bármely csúcs
ezen kétféle állapotban lehet. Célszerű ezt a halmazt N + 1 részhalmazra osztani
a fertőző csúcsok száma szerint. A továbbiakban legyen S0 = (SSS . . . S) az
az állapot, ahol a hipergráfban nincs fertőző csúcs. Hasonlóan jelölje Sk azon
állapotokat, amelyeknél k fertőző csúcs található a hipergráfban. Végezetül legyen
SN = (III . . . I) az az állapot, ahol minden csúcs fertőző. Az Sk halmaz elemeit
jelölje Sk

1 , Sk
2 , . . ., Sk

ck
, ahol ck =

(
N
k

)
. Ezen jelölések seǵıtségével feĺırható a

fertőzés és a gyógyulás folyamata, lásd [1].
Az alapegyenlet feĺırásához jelölje X k

j (t) annak a valósźınűségét, hogy a rend-

szer a t időpillanatban Sk
j állapotban van. Továbbá legyen

X k(t) = (X1(t),X2(t), . . . ,Xck(t)), k = 0, 1, . . . , N

a k beteget tartalmazó állapotok valósźınűségeiből álló vektor. A fenti átmenetek
az X k

j (t) változókra az alábbi lineáris, állandó együtthatós differenciálegyenlet-
rendszert határozzák meg:

Ẋ k = AkX k−1 +BkX k + CkX k+1, k = 0, 1, . . . , N,
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ahol A0 és CN nulla mátrixok. Az Ak mátrixok a fertőzés, a Ck mátrixok a
gyógyulás folyamatát ı́rják le, amelyek részletes léırása megtalálható az [1] cikkben.
Az egyenlet az alábbi alakban is ı́rható:

Ẋ = PX , (3)

ahol P blokk-tridiagonális mátrix, amelynek főátlójában a Bk mátrixok szerepel-
nek, a főátló alatt az Ak, a főátló felett pedig a Ck mátrixok.

A (3) alapegyenlet nagy N esetén kezelhetetlenné válik, ezért célszerű az alap-
egyenletet leegyszerűśıteni, amelynek egyik módja az úgynevezett átlagtér közeĺı-
tés. Ilyenkor nem az egyes állapotvalósźınűségekre ı́runk fel differenciálegyenlete-
ket, hanem bizonyos várható értékekre, jelen esetben a fertőző és egészséges t́ıpusú
csúcsok számának várható értékeire, amelyeket [I] és [S] jelöl, ahol

[I](t) =

N∑
k=0

k

ck∑
j=1

X k
j (t), [S](t) =

N∑
k=0

(N − k)

ck∑
j=1

X k
j (t).

Az egyenletek feĺırásához vezessük be a következő mennyiségeket: jelölje Nh(Sk
j )

a h hiperélben lévő fertőzött csúcsok számát az Sk
j állapotban, továbbá legyen

Nf
SI(S

k
j ) =

∑
l:Sk

j (l)=S

∑
h: l∈h

f
(
Nh(Sk

j )
)
,

azaz az Sk
j állapotban lévő egészséges csúcsokra vonatkozó

∑
h: l∈h f

(
Nh(Sk

j )
)

értékek összege. Ekkor az [I](t) és [S](t) függvényekre az alábbi differenciálegyen-
letek ı́rhatóak fel.

3.1. Tétel. Az [I](t) és [S](t) várható értékek az alábbi differenciálegyenlete-
ket eléǵıtik ki tetszőleges hipergráf esetén:

˙[S] = γ[I]− τ [SI], (4)

˙[I] = τ [SI]− γ[I], (5)

ahol

[SI] =

N∑
k=0

ck∑
j=1

Nf
SI(S

k
j )X k

j (t).

A bizonýıtás megtalálható az [1] cikkben.

3.2. Szimulációk

A (4), (5) t́ıpusú egyenletek korlátozottak abban az értelemben, hogy nem
tudják figyelembe venni a fertőzés útját, azaz hogy a betegség pontosan melyik
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egyedről melyik egyedre jut át. Ennek léırásához célszerű megállaṕıtani a kapcso-
lati struktúrát. A hálózat szerkezetének ismeretében Monte-Carlo-szimulációval
lehet vizsgálni a betegség terjedésének folyamatát, például lásd [4].

A gyakorlatban a pontos kapcsolati struktúra feltérképezése általában nehezen
kivitelezhető, ezért gyakran alkalmaznak véletlen gráfokat a folyamatok léırására.
Ebből fakadóan a szimulációkat különféle véletlen hipergráfokon végeztük. Az első
hipergráft́ıpus a valós életnek egy nagyon leegyszerűśıtett modellje, ahol feltéte-
lezzük, hogy minden egyednek van otthona és munkahelye, tehát minden csúcs
pontosan két hiperélben szerepel. A második hipergráft́ıpus során a konfigurá-
ciós modell seǵıtségével generáltunk véletlen hipergráfokat. A pontos részletek
megtalálhatóak az [1] cikkben.

t

0 1 2 3 4 5

I(
t)

0

100

200

300

400

500

600

700

teljes

c=3

c=7

c=10

c=16

(a) A teljes gráfos és a hipergráfos megkö-
zeĺıtés az (1) rátában szereplő függvény c
küszöbértékének különböző megválasztásai
esetén 16 nagyságú, 500 hiperéllel rendel-
kező véletlen hipergráfon τ = 0, 02, γ = 1
paraméterek esetén.

t
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I(
t)
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H=5,W=10

H=10,W=10

átlag-tér H=5,W=10

átlag-tér H=10,W=10

(b) A hipergráfos megközeĺıtés c = 7 kü-
szöbérték választással, és az átlagtér kö-
zeĺıtésnek megfelelő (6) egyenlet megoldá-
sa különböző otthon (H) és munkahely
mérettel (W ) rendelkező hipergráfokon
τ = 0, 18, γ = 1 paraméterek esetén.

1. ábra. A fertőzött csúcsok számának időbeli változása N = 1000 esetén.

A szimulációk során a folyamatot meghatározó mennyiséget, azaz a betegszám
időbeli változását követhetjük nyomon. Egyrészt megvizsgáltuk a (2)-ben definiált
f függvény hatását, azaz azt, hogy a küszöbérték változása milyen hatással van
a betegszámra. Kétféle megközeĺıtést használtunk: teljes gráfok és hipergráfok.
A teljes gráfos megközeĺıtésben minden hiperélt teljes gráffal helyetteśıtettünk.
Azt az eredményt kaptuk, hogy hipergráft́ıpustól függetlenül a küszöbérték elég
nagy értékére a teljes gráfos és a hipergráfos szimuláció közeĺıtőleg megegyezik,
lásd az 1a. ábrát. Másrészt megvizsgáltuk a struktúra hatását, azaz azt, hogy a
hipergráfok homogenitását változtatva hogyan alakul a betegszám időfüggése. Ho-
mogenitás alatt azt értjük, hogy a hipergráf uniform és reguláris. Hipergráft́ıpustól
függetlenül arra az eredményre jutottunk, hogy minél homogénebb a folyamatot
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léıró hipergráf, annál lassabb kezdetben a járvány terjedése (azaz annál kevesebb
kezdetben a betegszám), azonban annál hatékonyabban terjed el idővel a járvány
(azaz a betegszám kellő idő elteltével nagyobb lesz). A homogenitás hatása az [1]
cikkben van illusztrálva. Végül pedig összehasonĺıtottuk a szimulációt a várható
értékre vonatkozó egyenlettel, lásd az 1b. ábrát, ahol az első hipergráft́ıpusnál az
(5) egyenletre az alábbi közeĺıtést ı́rhatjuk fel:

İ = τ(N − I)

[
f

(
H − 1

N
I

)
+ f

(
W − 1

N
I

)]
− γI, (6)

ahol H az otthonok, W a munkahelyek méretét jelöli.
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Eötvös Loránd Tudományegyetem
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KÍSÉRLETILEG MEGHATÁROZOTT, BELSŐ DINAMIKÁT TÜKRÖZŐ
FEHÉRJESZERKEZETI SOKASÁGOK: ELŐÁLLÍTÁS, ELEMZÉS ÉS

BIOLÓGIAI RELEVANCIA

GÁSPÁRI ZOLTÁN

Az utóbbi évtizedekben nyilvánvalóvá vált, hogy a fehérjék térszerkezete
mellett belső dinamikájuk is kulcsfontosságú szerepet játszik biológiai funkci-
ójuk meghatározásában és finomhangolásában. A belső mozgások atomi szin-
tű reprezentációjára olyan új modellek kerültek előtérbe, amelyek ugyanan-
nak a molekulának nagyszámú különböző térszerkezeteit tartalmazzák, ame-
lyek közötti különbségek nem elsősorban bizonytalanságból adódnak, hanem
azt biztośıtják, hogy a szerkezetek összessége megfeleltethető legyen egyes,
a belső dinamikára vonatkozó ḱısérleti paramétereknek. Alább röviden át-
tekintem az ilyen térszerkezeti sokaságok előálĺıtásának főbb módszereit és
azok validálásának legfontosabb alapelveit. Végül két, saját kutatásainkból
vett példán bemutatom a koncepció alkalmazhatóságát.

1. Bevezetés

A fehérjék az élet alapvető molekulái közé tartoznak. A molekuláris biológia
régi alaptétele szerint a fehérjék szekvenciája, azaz az őket feléṕıtő aminosavak
sorrendje meghatározza térszerkezetüket, azaz atomjaik egymáshoz képesti térbeli
elhelyezkedését. Az utóbbi évtizedekben ez annyival egészült ki, hogy a szekvencia
nem csupán a térszerkezetet, hanem annak időbeli átalakulásait, azaz dinamikáját
is meghatározza. A jól meghatározott háromdimenziós szerkezettel b́ıró fehérjék
mellett ez igaz az ún. funkcionálisan rendezetlen fehérjékre is, amelyek biológiai
feladatukat úgy látják el, hogy nem rendelkeznek egyetlen jól körüĺırható térszerke-
zettel. Ezek a fehérjék igen dinamikusak, rövid idő alatt nagyon változatos térbeli
elrendeződéseket vehetnek fel, szerkezetük mégsem teljesen véletlenszerű.

Az utóbbi évtizedben minden korábbinál nyilvánvalóbbá vált, hogy a fehérjék
belső dinamikája, azaz a térszerkezet időbeli megváltozása jelentős szerepet játszik
a biológiai funkció betöltésében. A fehérjék belső mozgásai között vannak, ame-
lyek jellemzően néhány ezred, vagy akár milliomod másodperc alatt játszódnak le,
és vannak, amelyek akár 10−9 másodpercnél is jóval gyorsabban. A gyorsabb moz-
gásokat tipikusan a molekuláris folyamatok entrópiájához való hozzájárulásuk, a
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lassabb, milliszekundum-mikroszekundum időskálájú átrendeződéseket pedig a ké-
miai reakciók seǵıtéséhez (kataĺızis), egyéb molekulákhoz való kötéshez szükséges
alakváltozások miatt tartjuk fontosnak[7], bár a határvonalak természetesen nem
minden esetben élesek. A jelenleg népszerű elmélet, a konformerszelekció szerint
egy adott partner, pl. gyógyszermolekula a folytonosan változó szerkezetű fehérje-
molekulák közül azokkal léteśıt kapcsolatot, amelyeknek alakja (és ezzel együtt
fizikai-kémiai tulajdonságai, pl. elektromos töltéseinek helyzete) éppen megfele-
lő a kölcsönhatás kialaḱıtásához. Ezáltal a szerkezetváltozásnak megfelelő kémiai
egyensúly eltolódik a fehérje-partner komplex irányába, ı́gy végül a fehérjék nagy
része kötött állapotba kerül.

A fehérjék szerkezetét az őket alkotó atomok 3D koordinátáival adjuk meg.
A belső dinamika léırásához több ilyen koordinátakészletet használunk, ez a szer-
kezeti sokaság, a gyakorlatban ponthalmazok összessége. A különböző ponthal-
mazokban (szerkezetekben) ugyanazon atom poźıcióját léıró koordináták közötti
különbségek tükrözik az adott atom mozgékonyságát úgy, hogy közben minden
teljes ponthalmaz egy-egy kémiailag is reális molekulaszerkezetet ı́r le.

2. Dinamikus fehérjeszerkezeti sokaságok előálĺıtása és elemzése

A fehérjék minden egyes szerkezetéhez rendelhetünk egy, az atomok egymás
közötti helyzetéből származó potenciális energiát. Ideális esetben, ha ismernénk
minden lehetséges szerkezetet és azok energiáját, akkor a Boltzmann-eloszlás alap-
ján meg tudnánk határozni az egyes szerkezetek gyakoriságát, és ezáltal a fehérje
megvalósuló szerkezeteinek és azok egymáshoz viszonýıtott gyakoriságának teljes
léırását tudnánk nyújtani. A gyakorlatban ez több okból sem megvalóśıtható. A
lehetséges szerkezetek száma csillagászati, egy 100 aminosavból álló fehérje eseté-
ben óvatos becslés szerint is nagyságrendben 3100 térszerkezetet kellene előálĺıta-
ni és megvizsgálni. Másrészt a potenciális energia pontos kiszámı́tása is nagyon
erőforrásigényes. Ezért jelentősen egyszerűśıtett fizikai modellek seǵıtségével, az
ismert fehérjeszerkezetekre jellemző tulajdonságokat felhasználva próbáljuk meg a
várhatóan leggyakoribb, legfontosabb szerkezeteket és azok egymás közötti átme-
neteit léırni. Ezen léırás pontosságát növeli, ha megköveteljük, hogy a szerkeze-
tek összessége feleljen meg a ḱısérletileg meghatározott paramétereknek. Ennek
legfontosabb feltétele, hogy ezek a paraméterek a kémiai szerkezet ismeretében
becsülhetőek,

”
visszaszámolhatóak” legyenek, azaz legyen egyértelmű kapcsolat a

térbeli szerkezet és az adott paraméter között. A ḱısérleti paraméterek lehetnek
olyanok, amelyek egyenként, minden szerkezetre külön kiszámı́thatóak és a szer-
kezetek összességére vonatkozóan megfelelő módon átlagolnunk kell őket, illetve
olyanok, amelyek csak több szerkezet, azaz ponthalmaz együttesére értelmezhe-
tőek. Az elsőre példa az ún. nukleáris Overhauser-effektusból származtatható, a
hidrogénatomok közötti távolságokra vonatkozó paraméter, mely minden szerke-
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zetre kiszámı́tható adott atompár esetére, a sokaságra átlagolni pedig nemlináris
módon szükséges (1. egyenlet):

ravg =

(
N∑
i=1

r−6
i

)−1/6

, (1)

ahol ri az i. szerkezetben mért távolság, N a szerkezetek száma, ravg pedig a
ḱısérleti adattal összevethető, a szerkezetek sokaságára vonatkozó átlag.

Ezzel szemben az ún. S2 rendparaméter csak több szerkezeten értelmezhető,
egyetlen szerkezeten értéke mindig 1 (2. egyenlet, [4]).

S2
ij =

3

2
(< x̂2

ij >
2 + < ŷ2ij >

2 + < ẑ2ij >
2 +

2 < x̂ij ŷij >
2 +2 < x̂ij ẑij >

2 +2 < ŷij ẑij >
2)− 1

2
, (2)

ahol x̂ij az i és j atomok mint háromdimenziós pontok közötti vektor irányával
megegyező irányú egségvektor x komponense egy szerkezetben, < x̂ij > pedig ezek
átlaga az összes szerkezetben.

A gyakorlatban a dinamikus sokaságok előálĺıtására két fő megközeĺıtés létezik
[2]: a ḱısérleti adatokkal mint megkötésekkel kombinált, sokaság alapú, ún. mo-
lekuladinamikai szimuláció, illetve a nagy szerkezeti sokaságból a paramétereknek
való megfelelés alapján válogató szelekciós eljárások. Előbbi megközeĺıtésnél egy-
szerre több fehérjeszekezetben modellezük az atomok elmozdulását olyan módon,
hogy az egyidejűleg megvalósuló atomi elrendeződések megfeleljenek a ḱısérleti
paramétereknek. A szelekciós eljárások során nagyszámú, kémiailag reális lehetsé-
ges atomelrendeződést generálunk, és ezek közül választunk ki szerkezeteket úgy,
hogy azok összessége minél jobban teljeśıtse a mért paramétereket. A szelekciós
eljárások lehetnek determinisztikusak vagy sztochasztikusak.

A kapott sokaságok minőségének ellenőrzése, validálása során két szempon-
tot kell érvényeśıtenünk [1], [8]. Egyrészt elvárás, hogy a szerkezetcsalád minden
tagja geometrialiag reális legyen, azaz az atomok mint pontok között definiált tá-
volságok és szögek fizikailag és kémialiag megfelelőek legyenek, pl. az egymáshoz
kémiai kötéssel kapcsolódó atomok ne legyenek egymástól túl távol, az egymás-
hoz nem kapcsolódóak túl közel stb. Másrészt természetesen ḱıvánatos, hogy a
szerkezetek összessége megfeleljen az adott molekulára mért ḱısérleti adatoknak,
azoknak is, amelyeket felhasználtunk a szerkezetek előálĺıtásakor, és azoknak is,
amelyeket nem. Ez utóbbi a keresztvalidáció, melynek fontos jelentősége van annak
meǵıtélésében, hogy a kapott szerkezeti sokaságok ténylegesen mennyire jó modell-
jei a valóságban megvalósuló molekuláris szerkezeteknek és elmozdulásoknak, és
felhasználhatóak-e biokémiai jelenségek értelmezésére.
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3. Alkalmazások

3.1. A PAF gombaellenes fehérje

A PAF (Penicillium antifungal protein) egy ı́géretes gombaellenes fehérje, mely

szelekt́ıven puszt́ıtja az Aspergillus nem fajait. Működési mechanizmusáról ugyan-

akkor igen keveset tudunk, kötőpartnere nem ismeretes. Erről az 55 aminosavas

fehérjéről a Debreceni Egyetemen Batta Gyula vezetésével átfogó NMR-vizsgálatok

készültek, amelyek arra utalnak, hogy az NMR-spektroszkópiával közvetlenül ész-

lelhető forma csupán a molekulák mintegy 70%-át képviseli, a maradék kb. 30% a

mérések számára
”
láthatatlan”

”
sötét anyag”. A molekula szerkezete mind hűtés,

mind meleǵıtés hatására megbomlik. Mindemellett sikerült egy, a mérhető for-

mával kémiai egyensúlyban lévő, közvetlenül nem észlelhető állapot detektálása,

amely azonban önmagában csupán a
”
sötét anyag” elenyésző részéért lehet felelős.

Kı́sérleti adatokból származó megkötéseket alkalmazó molekuladinamikai számı́-

tásokkal [6] előálĺıtottuk az észlelhető állapot gyors, 10−12 − 10−9 másodperces

időskálájú dinamikáját léıró térszerkezeti sokaságot, valamint egy megfelelően vál-

tozatos szerkezethalmazból kiindulva sztochasztikus szelekcióval feltérképeztük a

hideg és meleg kitekeredett állapotra jellemző szerkezetek közötti különbségeket.

Ezen felül modelleztünk néhány olyan szerkezetet, amelyek együttesen, közeĺıtőleg

léırják a fő formával egyensúlyt tartó
”
rejtett” állapotot. Elmondható, hogy bár

a fehérje nem megy át drasztikus szerkezetváltozáson, egyes jól körülhatárolható

szerkezeti részei jelentősen és jellegzetes módon különböznek az egyes állapotokban.

Ezt az ún. lokális RMSD (root mean square deviation), az egyes atomi poźıciók

eltéréseit jellemző mennyiség is jól mutatja (3. egyenlet, 1. ábra). Összességében

egy olyan modell álĺıtható fel, ahol számos, közvetlenül nem észlelhető forma tart

egyensúlyt a közvetlenül mérhető állapottal. Ezek funkcionális szerepe jelenleg

kérdéses [5] (1. ábra).

RMSD =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

d2i , (3)

ahol di a vizsgált atom távolsága az N darab szerkezetre vonatkozó átlagos poźı-

ciójától az i. szerkezetben.
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1. ábra. A PAF gombaellenes fehérje állapotai. A diagramon a lokális RMSD
látható, kékkel a hideg, pirossal a meleg kitekeredett forma és a szobahőmérsék-
leten domináns látható állapot különbsége, zölddel a hideg és meleg kiteketredett
formák közötti eltérés.

3.2. Parvulin t́ıpusú peptidil-prolil izomerázok

Egy újabb, saját kutatásainkból vett példa az ún. parvulin t́ıpusú peptidil-
prolil izomerázok (fehérjemolekulákban adott molekularészletnél lejátszódó szer-
kezeti átalakulást seǵıtő fehérjék) összehasonĺıtó vizsgálatából származik. Ezen
izomerázok közül egyesek egyrészt seǵıtik más fehérjék szerkezetének megfelelő
kialakulását a sejten belül, mások fontos genetikai szabályozó folyamatokban vesz-
nek részt. Munkánk során a molekulacsalád három különböző tagjának gyors,
10−12−10−9 másodperces időskálájú dinamikát tükröző szerkezeti sokaságait álĺı-
tottuk elő, majd elvégeztük ezek összehasonĺıtó elemzését. Megállaṕıtottuk, hogy
a vizsgált fehérjék közötti legfontosabb különbség a szerkezet

”
kinýıló” mozgásá-

nak mértékében van. Ez a kinýıló mozgás azon régiót érinti, ahol a parvulinok a
partnerfehérjéket megkötik, és azok szerkezeti átalakulását, izomerizációját kata-
lizálják, seǵıtik. Részletesebb vizsgálataink, többek között a szerkezeti sokaságok
főkomponens-elemzése és korábbi irodalmi adatok alapján felálĺıtottunk egy olyan
modellt, amely szerint ezen kinýıló mozgás jellemzői hozzájárulnak annak megha-
tározásához, hogy az egyes parvulinok mely partnerfehérjéket ismerik fel és azok
átalakulását milyen hatékonyan seǵıtik. Maga a kinýıló mozgás többféle módon
befolyásolható, vagy egyes, minden parvulinban megtalálható aminosavak közötti
atomi kölcsönhatások, nevezetesen hidrogénkötések adott parvulinra jellemző lét-
rejöttével, vagy olyan, csak bizonyos parvulinokban meglévő további molekularész-
let, ún. WW domén seǵıtségével, melyek szintén felismerik a partner molekulákat
[3] (2. ábra).
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2. ábra. A parvulinok kötőszebének kinýıló mozgása és az azt szabályozó fakto-
rok, balra vázlatosan, jobb oldalon egy konkrét parvulinon bemutatva, kiemelve a
konzervált hisztidin aminosavak köré szerveződő hidrogénkötés-hálózatot.
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PROTEIN STRUCTURAL ENSEMBLES REFLECTING INTERNAL
DYNAMICS: GENERATION, EVALUATION AND BIOMEDICAL

RELEVANCE

Zoltán Gáspári

Protein molecules are dynamic by nature and their internal dynamics is considered as a key
factor determining and fine-tuning their mode of action. Motions in the microsecond-millisecond
regime are generally considered as governing molecular recognition by changing the shape and
surface properties of proteins, whereas dynamics on the picosecond-nanosecond time scale is

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)

https://doi.org/10.1007/s10858-006-9117-7
https://doi.org/10.1002/bies.201000068
https://doi.org/10.1016/j.pnmrs.2014.08.001
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primarily thought to contribute to conformational entropy. Getting a detailed, atomic-level de-
scription of these motions is a nontrivial task. Currently, the best general approach is to combine
molecular mechanics with experimental data obtained for the given protein. The resulting rep-
resentation is an ensemble of protein conformations whose diversity reflects the motions of the
protein occurring at a given time scale[1]. Such ensembles can be generated by molecular dynam-
ics calculations directly restrained with experimental data or by selecting a suitable subset of a
large pre-calaculated pool of conformations. The resulting ensemble should be carefully evalu-
ated for compliance with experimental parameters with special emphasis on those not included
in the generation of the ensemble (cross-validation). Only then can the ensemble be analyzed
in terms of biological relevance, whether it can be used to get closer to the understanding of
mechanistic details of protein action. Application of the methods on the antifungal protein PAF
and parvulin-type peptydil-proline isomerases are summarized briefly.

Keywords: applied mathematics, molecular dynamics, protein structure.

Mathematics Subject Classification (2000): 92E10,70E99,74E99.
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A TÖRTRENDŰ DIFFÚZIÓ MODELLJEI ÉS SZIMULÁCIÓJA

IZSÁK FERENC, SZEKERES BÉLA JÁNOS

A törtrendű diffúzió modelljeit és a kapott egyenletek numerikus meg-
oldását tárgyaljuk. Kitérünk több alkalmazásra, az egyenletek megoldása
kapcsán pedig hatékony eljárásokat mutatunk, és megemĺıtjük a terület né-
hány nyitott problémáját.

1. Bevezetés

A klasszikus diffúzió a természettudományos modellekben igen gyakran meg-
figyelhető dinamika. Ezt egy diszkrét modellben például az jellemzi, hogy egy
részecske t idő alatti elmozdulásnégyzetének ⟨x2(t)⟩ várható értéke arányos az el-
telt idővel. A diffúziós folyamat másik alapvető tulajdonsága, hogy az abban részt
vevő részecskék Brown-mozgást végeznek, vagyis az adott idő alatt történő elmoz-
dulás normális eloszlású. Az utóbbi évtizedek pontosabb mérési eljárásai lehetővé
tették, hogy a fenti összefüggéseket valóban megvizsgálják. Több esetben azt a
meglepő eredményt kapták, hogy ezek nem teljesülnek.
A leginkább látványos példák a populációdinamikához köthetők. Ragadozó álla-
tok, illetve egyéb táplálékkereső egyedek mozgását (műholdhoz kapcsolt szenzo-
rokkal) vizsgálva azt kapták, hogy az adott idő alatt mért elmozdulások eloszlása
polinomiálisan csökkenő sűrűségfüggvényekkel közeĺıthető. A tesztelésen túl a po-
linom fokát is becsülik [5], [9].

Más t́ıpusú vizsgálatok azt mutatták, hogy tα ∼ ⟨x2(t)⟩ teljesül valamilyen α
állandóval. Amennyiben α > 1, a dinamikát szuperdiffúziónak, ha α < 1, akkor
szubdiffúziónak nevezzük.

Szuperdiffúziót észleltek még ionok plazma halmazállapotú közegben történő
mozgása esetén [16], továbbá emberek és bankjegyek mozgását nyomon követve [1].
A biokémia témakörébe tartozó számos hasonló megfigyelésről részletes áttekintést
ad a [8] munka több táblázata.

2. A törtrendű diffúzió modelljei

A Fick-törvény szerint minden egyes pontban a fluxus sűrűsége az ottani kon-
centrációgradiens ellentettjével arányos. Ha azonban egy diszkrét modell keretében
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gyors mozgású részecskéket is feltételezünk, akkor előfordulhat, hogy a fluxushoz
olyan récsecskék is hozzájárulnak, amelyek nem a vizsgált pontban vannak. Így a
folyamatot nem tudjuk deriváltakkal modellezni, és a megfelelő egyenletek feĺırá-
sához az ún. nemlokális anaĺızist kell használnunk, ld. [3], [4]. Ez alkalmasnak
tűnik a szuperdiffúzió jelenségének modellezésére.

Mivel a diffúziós egyenletben szereplő Laplace-operátor az egydimenziós eset-
ben kétszeres deriváltat jelent, a törtrendű diffúzió kézenfekvő modellje lehet a
törtrendű deriváltat tartalmazó parciális differenciálegyenlet. Ezen operátorokra
több, egymással nem egyenértékű defińıció is született [7] (már Leibniz foglalkozott
ezzel); példaként az alábbit a, b ∈ R esetén olyan f : [a, b) → R függvényekre ér-
telmezzük, amelyekre minden x ∈ (a, b) esetén a megadott hozzárendelés értelmes,
továbbá n = ⌈α⌉.

– A Riemann–Liouville-derivált, valamint szimmetrizált verziója:

∂α
RLf(x) = ∂n

(
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− τ)n−α−1f(τ) dτ

)
,

s∂
α
RLf(x) =

1

2Γ(n− α)

∂n

(∫ x

a

(x− τ)n−α−1f(τ) dτ + (−1)n
∫ b

x

(τ − x)n−α−1f(τ) dτ

)
.

Érdekes feladat belátni, hogy ez egész n esetén azonos a klasszikus deriválttal.
Egy korlátos tartományon adott feladat esetén valamilyen peremfeltételt is meg

kell adnunk. A funkcionálanaĺızis szemszögéből nézve egy differenciáloperátort úgy
kell definiálni, hogy rögźıtjük annak értelmezési tartományát.
Az Ω ⊂ Rn korlátos Lipschitz-tartományon (amelynek pereme lokálisan egy
Lipschitz-függvény grafikonja) homogén Dirichlet-peremfeltétellel definiált −∆D
negat́ıv Laplace-operátor értelmezési tartománya aH1

0 (Ω)∩H2(Ω) halmaz. Ismert,
hogy ennek inverze kompakt, önadjungált és pozit́ıv (−∆D)

−1 : L2(Ω) → L2(Ω)
t́ıpusú operátorként értelmezhető, amelynek (és ı́gy az eredeti −∆D operátornak
is) egyértelműen definiálható bármilyen hatványa. Ezek alapján az α-drendű de-
riváltra egy újabb defińıciót adunk.

– A homogén peremfeltételhez tartozó törtrendű Laplace-operátor :

(∆D)
α
2 f(x) := −(−∆D)

α
2 f(x).

A fentieknek megfelelően az ezen témával foglalkozó cikkek nagy részében az
egydimenziós esetet elemezve az alábbi feladat numerikus megoldásával foglalkoz-
nak. 

∂tu(t, x) =s ∂
α
x,RLu(t, x) + g(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (a, b)

u(0, x) = u0(x), x ∈ [a, b]

u(t, a) = ua(t), u(t, b) = ub(t), t ∈ [0, T ],

(1)
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ahol u0 ∈ C[a, b], ua, ub ∈ C[0, T ] és g ∈ C([0, T ]× [a, b]) adott függvények.
Homogén Dirichlet-peremfeltétel esetén pedig adott u0 ∈ C[a, b] függvény ese-

tén a következő egyszerű feladatot ı́rjuk fel:∂tu(t, x) = (∆x,D)
α
2 u(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (a, b)

u(0, x) = u0(x), x ∈ [a, b].
(2)

3. A modellek vizsgálata

Fontos kérdés, hogy a fenti problémák korrekt kitűzésűek-e. Bár az első modell
esetén ezt az álĺıtást tudomásunk szerint nem ı́rták le expliciten, a [6] munkában a
jobb oldalon levő operátorra vonatkozó peremérték-feladat egyértelmű megoldha-
tóságából következik. A második modell esetén (−∆D)

−1 kompaktsága, valamint
a [11] könyv 8. fejezetének elmélete ad igenlő választ.

Nem definiáltuk, mit értünk jó, vagy éppen nem jó modellen. Ennek ellenére
azt mondhatjuk, hogy az első modellel kapcsolatban több fenntartásunk is lehet.
Máris látszik, hogy nincs nyilvánvaló többdimenziós általánośıtása, továbbá nem
sikerült a maximumelvet sem igazolni, ellentétben a második modellel [10], amely
ebből a két szempontból megfelelőbbnek látszik.

Áttekintjük a különböző modellekhez tartozó numerikus módszereket. Az első
hatékony eljárást a [12] munkában közölték, amelynek alapgondolata, hogy el kell
tolni a véges differenciában szereplő együtthatókat valamilyen p ∈ Z+ paraméter-
rel:

∂α
RLf(x) ≈

1

Γ(−α)

1

hα

[ x−a
h ]+p∑
k=0

Γ(k − α)

Γ(k + 1)
f(x− (k − p)h). (3)

Ha ugyanis ezt nem tesszük, akkor a térbeli differenciáloperátorok (egyébként pon-
tos) közeĺıtésének és az idő szerinti deriváltra vonatkozó implicit Euler-módszernek
a kombinációjából is instabil módszert nyerünk.

A fentiek alapján az (1) és (2)-beli modellekhez használt numerikus módszerek
léıráshoz használjuk az ut jelölést, amely u(t, ·) közeĺıtése akár egy felosztás pont-
jaiban, akár egy végeselem térben. Mindkét feladat térbeli diszkretizációja után a
∂tu

t = Ahu
t differenciálegyenletet kapjuk, ahol

– az (1)-beli feladat esetén az Ah mátrixban (3)-beli együtthatók szerepelnek,

– a (2) feladat térbeli diszkretizációja után a fenti Ah mátrixnak egyszerűen
választhatjuk a ∆D-hez tartozó mátrix α

2 -edik hatványát.

Mindkét esetben telt (azaz nem ritka) mátrixot kapunk, amely a nem lokális tulaj-
donságnak felel meg. A kapott differenciálegyenlet-rendszereket a szokásos közeĺıtő
módszerekkel oldhatjuk meg. Az első eset anaĺıziséhez a [12] és [17], a másodikéhoz
a [14] és [15] munkákat idézzük.
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4. További kérdések, nyitott problémák

Az első problémakör az inhomogén Dirichlet-peremfeltételhez kapcsolódik. Ho-
gyan lehet ezt modellezni, egy ennek megfelelő matematikai feladatot feĺırni? A
kérdés igazán két- és háromdimenziós esetben érdekes. A funkcionálanaĺızis esz-
közeivel sem látszik nyilvánvalónak a megoldás, hiszen az inhomogén peremfel-
tételnek megfelelő értelmezési tartományt véve az nem lesz altér. Ha pedig nem
veszünk semmilyen megszoŕıtást, akkor az ı́gy kapott Laplace-operátor nem is po-
zit́ıv, az inverze pedig nem is létezik.

A második problémakör a Neumann-féle peremfeltétel beéṕıtésével kapcsola-
tos. A gyakorlatban ezt lehet leggyakrabban használni, mert ez a peremen mért
fluxusnak felel meg. Ha például zárt térben (kémcső, lombik, tartály) végbemenő
anyagtranszportot modellezünk, akkor annak határán mindig homogén Neumann-
féle peremfeltételt kell vennünk. Az egydimenziós esetben sikerült a homogén
feltételt a modellbe beéṕıteni [13], azonban a többdimenziós eset és az inhomogén
peremfeltételek kezelése továbbra is nyitott kérdés. Megjegyezzük, hogy még a
megfelelő elliptikus feladatok esetén is a legfrisebb elméleti eredmények homogén
Dirichlet-peremfeltételekre vonatkoznak [2].
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& MTA Numerikus Anaĺızis és Nagy Hálózatok Kutatócsoport
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EPILEPSZIÁS AGYI HÁLÓZATOK EGYSEJT-AKTIVITÁSÁNAK
JELLEMZÉSE HAWKES-FOLYAMATOK SEGÍTSÉGÉVEL

PERCZEL GYÖRGY, ERŐSS LORÁND, FABÓ DÁNIEL, GERENCSÉR LÁSZLÓ, HAJNAL
BOGLÁRKA, SZABÓ CSILLA, VÁGÓ ZSUZSANNA, WITTNER LÚCIA

Az epilepszia az egyik leggyakoribb idegrendszeri megbetegedés, mely
mintegy 50 millió embert érint világszerte. A betegek életminőségének jav́ı-
tására egy ı́géretes, fejlesztés alatt álló technológia az ún. zárt hurkú neu-
rostimulátorok alkalmazása, melyek révén a rohamok kifejlődése jó eséllyel
megakadályozható. Az ilyen t́ıpusú eszközökben kritikus tényező a rohamok
előrejelzése agyi elektromos jelek alapján. Az idegsejtek tüzelési mintázatai-
nak modellezéséhez a pontfolyamatok elmélete által felḱınált keretrendszert,
ezen belül a Hawkes-folyamatok elméletét alkalmazzuk. Jelen dolgozatban
valós idegsejtek tüzelési mintázatait elemezzük, Ozaki – exponenciális vá-
laszfüggvényel léırható Hawkes-folyamat esetére kidolgozott – maximum li-
kelihood (ML) módszerének implementálásával és kiterjesztésével.

1. Bevezetés

1.1. Az epilepszia rövid ismertetése

Az epilepszia előfordulási gyakorisága 0,5-1%, mellyel ez az egyik leggyako-
ribb idegrendszeri megbetegedés. A betegség legfőbb jellegzetességei a vissza-
térő rohamok, melyek az egyes izomcsoportok körüĺırt rángásaitól az átmeneti
eszméletvesztésen keresztül a legismertebb tónusos-klónusos nagyrohamokig vál-
tozatos formákban jelentkezhetnek. A gyógyszeres és sebészeti kezelési lehetőségek
ellenére a betegek körülbelül 30%-ánál nem érhető el megfelelő rohamkontroll.

A rohamok váratlansága olyannyira befolyásolja a betegek jóllétét, hogy ön-
magában a rohamszám csökkenése kevéssé jav́ıtja az életminőségüket – még ritkán
jelentkező rosszullétek esetén is az ezektől való félelem szervezi az életüket [12].

Épp emiatt általánosan elfogadott az a feltételezés, hogy egy rohamokat előrejelző
rendszer nagyban hozzájárulna az életminőség javulásához, arról nem is beszélve,
hogy egy elektromos stimulátor vagy gyógyszeradagoló pumpa hozzákapcsolása
révén akár a rohamok kifejlődését is megakadályozhatná [4].
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1.2. Zárt hurkú neurostimulátorok az epileptológiában

Az epilepsziás rohamok előrejelzésére számos módszert javasoltak a szakiroda-
lomban, ld. [4]. Ezek tipikusan az agyi elektromos jelek (EEG, electrocorticogram
vagy ECoG) elemzésén alapulnak. Fokálisan (egyetlen körüĺırt agyterületről) indu-
ló rohamok esetén feltételezhető, hogy a rohamok idegrendszeri események kasz-
kádjaként fejlődnek ki, ezért – bár a kezdetüket megelőző specifikus jellemzőről
nincs tudomásunk – elvileg előrejelezhetők. Ugyan az elmúlt években megfogal-
mazott statisztikai követelményeket (above chance) néhány módszer teljeśıtette, a
klinikai alkalmazhatóság számára ennél szigorúbb kritériumokra lehet szükség.

Napjainkban egyetlen sebészileg beültethető, zárt hurkú eszköz található a pia-
con, a Responsive Neurostimulation (RNS, NeuroPace, Mountain View, CA, USA).
Ez

”
mindössze” detektálja, és nem prediktálja a rohamokat, majd stimulálja a ro-

ham indulásáért felelős agyterületet. Ezzel szemben a Seizure Advisory System
(NeuroVista, Seattle, WA, USA) valódi rohampredikciót céloz meg, de ez a készü-
lék egyelőre nem került kereskedelmi forgalomba [4].

Mivel az eddig megjelent rohampredikciós eszközök döntően a helyi mezőpoten-
ciálok (local field potential, LFP) elemzésén alapulnak, felmerül a kérdés, hogy
vajon egyéb, szintén az agyi elektromos aktivitásból származtatható jelek, ı́gy az
egy -, és soksejt-aktivitás használható-e a rohamok előrejelzésére. A következőkben
röviden ismertetjük ezeket és az epilepszia szempontjából releváns jellemzőiket.

1.3. Egysejt-aktivitás az epilepsziában

Mivel az idegsejtek egymás között akciós potenciálok (AP) révén kommuni-
kálnak, az egyes sejtek által létrehozott AP-sorozatok alapvető fontosságúak az
ideghálózatok működésének megértésében. A sejten ḱıvül regisztrált elektromos
jelekből, 200-500Hz feletti felüláteresztő szűrő alkalmazása révén olyan idősoro-
kat nyerhetünk, melyek elsősorban a regisztráló elektród közvetlen környezetében
található sejtek akciós potenciáljait tartalmazzák (populációs sejtaktivitás, multi-
unit activity, MUA). További feldolgozás (spike-sorting) révén ezek az akciós po-
tenciálok, tüzelési mintázatok lényegében egyes sejtekhez rendelhetőek (egysejt-
aktivitás, single-unit activity, SUA).

Az epilepsziás rohamok neuronális eredetének egy korai állatḱısérletes bizonýı-
téka a sejtek tüzelési mintázatainak rohaminduláskor megfigyelt változása volt.
Egy kurrens, humán mérési eredményeken alapuló elmélet szerint az epilepsziás
roham tér-időbeli terjedése két állapottal jellemezhető. A túlserkentett, ún.

”
ik-

tális core” területen a sejtaktivitás jelentősen megemelkedik, hiperszinkronitást
mutat, és a neuronok egymástól elkülönült akciós potenciálok helyett sorozatok-
ban, ún. burst-üzemmódban kezdenek tüzelni. A környező gátolt ún.

”
iktális

penumbrá”-ban jóval heterogénebb marad a sejtek tüzelési mintázata [9].

Az általunk mért jellemző sejtaktivitás változást az 1. ábra mutatja be. Ezen
az agykéreg egy körüĺırt területéről induló epilepsziás roham elektromos mintá-
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zata látható, a piros nýıl a roham kezdetének időpontját jelöli. Az agykéregbe
idegsejtek tüzelésének detektálásra is alkalmas ún. intrakortikális rétegelektróda
lett beültetve. Az innen nyert adatsort az (a) ábrarészlet mutatja. A detektált

AP-ok morfológiája alapján végzett spike-sorting a (b) ábrarészleten látható. Így a
c1, c2, c3 jelölésű idegsejtek aktivitását egyedileg vizsgálhatjuk, ld. (c) ábrarészlet.

A válogatott sejtek aktivitását bemutató ábrarészleten jól látszik, hogy mı́g
egyes neuronok a rohamindulástól függetlenül folyamatosan,

”
nyugalmi” állapot-

ban is akt́ıvak (c1, sötétkék), addig mások a roham kezdetét követően aktiválódnak
(c3, világoskék), vagy azt követően fokozódik az aktivitásuk (c2, zöld).

1. ábra. Epilepsziás roham indulásakor mért sejtaktivitás.

2. Hawkes-folyamatok az egysejt-aktivitás modellezésére

Az akciós potenciálok időpontjai által definiált idősort egy ún. pontfolyamat-
tal modellezzük. Matematikailag ez véletlen események Tn időpontjainak szigo-
rúan növekedő, 0 = T0 < T1 < T2 . . . sorozata, amelynek nincs torlódási pont-
ja. A matematikai kezelhetőség szempontjából hasznos megengednünk kétoldalú,
(Tn),−∞ < n < ∞ folyamatokat is, amelyek értéktartománya (−∞,+∞). A
témakör kitűnő bevezetését adja [1].

Egy pontfolyamat alternat́ıv léırását adja a számláló folyamat, amelyet egy
(a, b] intervallumra az N(a, b] = #{n : a < Tn ≤ b} egyenlőséggel definiálunk. Egy
pontfolyamat t idő előtti történelmét az

Ft = σ{N(a, b] : a < b ≤ t}

σ-algebra definiálja.
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Egy (ft) ≥ 0, t ≥ 0, ún. jósolható függvény N(.) pontfolyamat szerinti integ-
rálját az ∫ ∞

0

ftdNt =
∑
n≥0

f(Tn)

egyenlőséggel definiáljuk. (A jósolhatóság heurisztikus jelentése: ft előáll, mint
Ft-adaptált, balról folytonos folyamatok limesze.) Megmutatható, hogy az N(.)
pontfolyamathoz létezik egy akár jósolhatónak is választható ún. intenzitásfügg-
vény, amely eleget tesz az alábbi azonosságnak:

E

(∫ ∞

0

ftdNt

)
= E

(∫ ∞

0

ftλtdt

)
.

Az idegtudományokban kitüntetett szerepe van az ún. öngerjesztő (self-exciting
vagy mutually exciting) pontfolyamatoknak, vagy ún. Hawkes-folyamatoknak, ld.
[7], továbbá [1], [2], [6] és [5], amelyek az egymással hálózatba kapcsolt idegsejtek
akciós potenciáljait modellezik. Egy kétoldalú, többváltozós (Ti,n), i = 1, . . . , k,
pontfolyamat Hawkes-folyamat, ha az Ni(.) számlálómértéke eltolásinvariáns, és a
λi,t intenzitásfüggvénye eleget tesz egy

λi,t = µi +

k∑
j=1

t∫
−∞

gij(t− s)dNj,s, µi > 0, gij(u) ≥ 0

egyenletrendszernek. Itt µi a háttérintenzitásokat jelöli, gij(u) pedig nemnegat́ıv
impulzusválasz-függvényeket (IRF) jelöl. Egyetlen idegsejt tüzelési mintázatának
(egysejt aktivitás) modellezésére az egydimenziós Hawkes-folyamatot alkalmazzuk,
amelyet implicit módon az alábbi zártkörű rendszer definiál:

λt = µ+

t∫
−∞

g(t− s)dNs, µ > 0, g(u) ≥ 0. (1)

Az (1) egyenlet mindkét oldalának várható értékét véve, a λ = Eλt jelöléssel a
λ = µ+cλ egyenletet kapjuk, amelyből a szóbanforgó Hawkes-folyamat létezésének
alábbi szükséges (és egyben elégséges, ld. [10]) feltételét kapjuk:

c =

∫ ∞

0

g(t)dt < 1. (2)

A Hawkes-folyamatok idegtudományi alkalmazásának, ezen belül az egysejt-
aktivitás modellezésének többek között az a meggondolás az alapja, hogy a neuro-
nok burst-üzemmódja egyfajta feedback-hatásra utal. Jelen vizsgálódásunk célja,
hogy egyváltozós Hawkes-folyamatok seǵıtségével létrehozzunk egy, az idegsejtek
tüzelését jól léıró, de egyszerű modellt, és azt statisztikailag értelmezzük. Ilyen
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eszközök birtokában várható annak feltérképezése, hogy bizonyos agyi történések
– nevezetesen epilepsziás rohamok során – milyen utat járnak be az egyes tüzelési
mintázatok paraméterei a paramétertérben. Az ML-becsléssel (ld. [11]) kapott
paraméterekhez tartozó konfidenciaellipszoidok támpontot adhatnak a betegség
szempontjából lényeges, különböző agyi állapotok detektálására, ld. [2, 6].

3. Hawkes-folyamatok illesztése

Hawkes-folyamatoknak valós, SUA-adatokhoz történő illesztése céljából tekint-
sük Hawkes-folyamatok egy paraméteres osztályát, ld. [11]:

g(u) = σ · eau, u ≥ 0, ahol σ > 0, a < 0.

Ebben az esetben a (2) stabilitási kritérium azt jelenti, hogy −σ/a < 1, vagy
ekvivalens módon α := a + σ < 0. Az ı́gy definiált α a stabilitásnak egyfajta
mértéke (stability margin). Legyen η = (µ, a, σ), és tegyük fel, hogy az adatainkat
ténylegesen egy Hawkes-folyamat definiálja, amelynek valódi paramétere η∗. Az
η∗ becsléséhez vegyünk egy tetszőleges megengedett η paramétert, amely tehát
kieléǵıti az a+ σ < 0 < µ feltételt, és definiáljunk egy λt(η) intenzitásfüggvényt a

λt(η) = µ+

t∫
0

g(t− s, η) dNs = µ+

t∫
0

σ · ea(t−s) dNs (3)

egyenlettel. Vegyük észre, hogy ha feltesszük, hogy a valódi pontfolyamatban a 0
időpont előtt nincs esemény, azaz dNt = 0, ha t ≤ 0, akkor ezen feltétel mellett
λt(θ) = λt(θ

∗) minden t ≥ 0-ra. A (feltételes) log-likelihood függvény kiszámı́-
tásának alapja az a matematikailag pontosan megalapozható heurisztika, hogy
minimális feltételek mellett egy pontfolyamat lokálisan olyan, mint egy Poisson-
folyamat, ld. [1]. Ez alapján kapjuk, ld. [11], ill. [3], hogy a negat́ıv log-likelihood
a [0, T ] intervallumon, konstanstól eltekintve,

LT (η) =

T∫
0

λt(η)dt−
T∫

0

log λt(η)dNt. (4)

A λt(η) függvény meghatározásához minden t értékre külön numerikusan ki
kell számı́tani a (3)-beli integrált. Exponenciális válaszfüggvény esetén ez meg-
kerülhető, ugyanis ha a (3) egyenlőségben µ-t átvisszük a baloldalra, majd pedig
t szerint

”
differenciáljuk” az egyenletet, akkor a Tn−1 < t ≤ Tn intervallumon –

amelynek belsejében nincs esemény – a (balról folytonos) intenzitásfüggvényre az
alábbit kapjuk:

λTn−1+
= λTn−1

+ σ, λt(η)− µ = ea(t−Tn−1)(λTn−1+
(η)− µ).
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Ilymódon az ML-becsléshez szükséges λt(η) függvény a fenti intervallumon expli-
cite kiszámı́tható a λTn−1(η) kezdeti érték ismeretében!

A Hawkes-folyamat természetes, fizikailag értelmezhető jellemzői a stabilitási
tűréshatár és az átlagos intenzitás, ı́gy exponenciális válaszfüggvény esetén egy ter-
mészetes alternat́ıv paraméterezés: θ = (α, σ, λ). A becslés aszimptotikus pontos-
ságának mértékét 95%-os konfidenciaellipszoidokkal jellemezzük. A Fisher-mátrix
általános paraméterezés mellett a (4) egyenlet alapján, az η helyett a θ paramé-
tert használva – továbbá egy alkalmas nagy számok erős törvényének érvényességét
feltételezve – az alábbi módon számı́tható:

I(θ∗) = lim
T→∞

1

T

∑
0<Tn≤T

λθTn
(θ∗) · λT

θTn
(θ∗)

λ2
Tn

(θ∗)
,

ahol a θ alsó index θ szerinti parciális deriváltat jelöl.

4. Kı́sérleti eredmények

A fenti – MATLAB-környezetben implementált – illesztési módszer működésé-
nek vizsgálatához patkányhippokampusz-agyszeletekből származó mintegy 3 per-
ces felvételek egysejt-aktivitását [8] használtuk fel. A ḱısérletesen megfigyelt 12
SUA-hoz rendelt paraméterhármasok megadják számunkra a paramétertér egy
élettani szempontból releváns tartományát. Az 1. táblázatban referenciapélda-
ként két SUA-hoz tartozó becsült (α, σ, λ) Hawkes-paramétereket tüntettük fel,
ahol n a tüzelések számát jelöli.

SUA n α σ λ

3 1639 -24,72 29,98 9,13

5 609 -88,78 24,22 3,39

1. táblázat. Két ḱısérletes SUA Hawkes-paraméterei.

Az első referenciapélda adataihoz tartozó LT (θ) költségfüggvényt (negat́ıv log-
likelihood függvényt), pontosabban annak metszeteit a 2. ábrán mutatjuk be, a

metszeteket a becsült θ̂T egy-egy koordinátájának rögźıtése mellett véve.
Összevetve az egyes SUA-khoz tartozó konfidenciaellipszoidokat, ld. 3. ábra,

ill. azok térfogatait, empirikusan is megerőśıtést nyert az a tény, hogy kis minta-
elemszám, és ebből adódó kis λ átlagos tüzelési gyakoriság esetén bizonytalanabb
a becslés. Megjegyezzük, hogy a megyfigyelt SUA-k tüzelési rátája 0, 3 és 8, 5
Hz között, a ḱısérleti adatokból becsült λ átlagos tüzelési gyakoriság pedig 0, 36
és 12, 88 között változott. Levonható tehát az a következtetés, hogy a tüzelés
dinamikájának becsülhetősége a feltételezetten rövid, roham előtti periódusban
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(a) (b) (c)

2. ábra. Egy referenciapéldához tartozó LT(θ) költségfüggvény
metszetfüggvényei.

3. ábra. A referenciapéldák becslésének 95%-os konfidenciaellipszoidja.

lényegesen függ a vizsgált SUA-tól. A Hawkes-folyamatok fenti osztálya paramé-
tereinek ML-becslését, annak numerikus és statisztikai tulajdonságait fiziológiásan
releváns paraméterekkel szimulált adatokon (ld. [11]) teszteltük. A dolgozatban
vázolt metodika alkalmazhatóságának végső kritériuma, hogy az epilepsziás roha-
mok szempontjából releváns agyi állapotokat képes-e elkülöńıteni. Ennek eldöntése
egy még folyamatban lévő kutatásunk tárgya.
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Információs Technológiai és Bionikai Kar
1083 Budapest, Práter utca 50/A
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Semmelweis Egyetem
1085 Budapest VIII. Üllői út 26.
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volt tanársegéd. 1992 és 2006 között az MTA SZTAKI
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mációs Technológiai és Bionikai Karán dolgozik, ahol több
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MODELING SINGLE-UNIT ACTIVITY OF EPILEPTIC BRAIN
NETWORKS USING HAWKES PROCESSES

György Perczel, Loránd Erőss, Dániel Fabó, László Gerencsér,
Boglárka Hajnal, Csilla Szabó, Zsuzsanna Vágó, Lúcia Wittner

Epilepsy is one of the most common neurological disorder affecting around 50 million people
worldwide. For approximately 30% of the patients satisfactory seizure control cannot be achieved
with anti-epileptic drugs or surgical interventions. An alternative emerging technology is closed-
loop neurostimulation that might prevent the evolution of full-blown seizures, assuming that
reliable seizure forecasting is available. With the aid of state-of-the-art microelectrodes single
neuron action potentials can be recorded in the living brain giving insight into cellular-level
changes during the onset of seizures. The firing patterns of individual nerve cells are modeled
via the theory of point processes. In particular, Hawkes processes with exponential response
function are fitted using maximum likelihood estimation (MLE) to neuronal spike-trains from
rat hippocampal slice preparations. The accuracy and discriminating power of the MLE method
is verified using the associated confidence ellipsoids on a large variety of physiologically relevant
simulated data.
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ÖSSZEKAPCSOLT, AXIÁLIS IRÁNYBAN MOZGÓ SZÁL HÁLÓZATOK
MEREVSÉGÉNEK JELLEMZÉSE GRÁFOKKAL

NAGY KEM GYULA

Szálakat tartalmazó hálózatok kinematikai jellemzése hozzájárul bizonyos
szerves és szervetlen struktúrák, mint a cellulóz nanoszálakat tartalmazó
növényi szervek, vagy a kollagén szálakat, illetve ezek kötegeit tartalma-
zó csontok, különböző szálerőśıtett kompozit anyagok tulajdonságainak mé-
lyebb megértéséhez. E dolgozatban a szálakat olyan egyenes szakaszoknak
tekintjük, amelyek csak a szakasz egyenese mentén mozdulhatnak el. A szá-
lak összeköttetéseit rudakkal biztośıtjuk, ezek a távolság kényszerek tovább
korlátozzák a szálak elmozdulását. Eltekintve a szálak és a rudak alkotta
hálózat merevtestszerű mozgásaitól a szálhálózat merevségi gráfjának tulaj-
donságaival jellemezzük a struktúra infinitezimális merevséget. Szükséges és
elégséges feltételt adunk a rudakkal összekapcsolt szálak hálózatának merev-
ségére.

1. Bevezetés

Szálakat tartalmazó hálózatok kutatása felgyorsult, amióta ismert, hogy ezek
nagy szerepet játszanak az élő szervezetekben, szövetekben, ill. sejtekben a me-
chanikai jelek és azokra adott válaszok transzportjában. A szálakat tartalmazó
biológiai vagy egyéb, szintén szálakkal merev́ıtett hálózatokban a többszörös kap-
csolatok felelősek a teljes struktúra vagy egyes részeinek merevségéért [25], [24],
[6], [10]. A biológiai szálakhoz kapcsolódó hatalmas irodalomból csak néhányat
emĺıtünk meg: cellulóz nanoszálak [2], [20], [19]; kollagén szálak kötegei [4], [15]; a
bogarak merev vázát alkotó kitin hálózatok [9]. A sejtjeinkben megtalálható aktin
szálak, és az ezeket összekapcsoló fehérje szálak [13]; szintén a sejtekben található
mikrotubulusok, és az ezeket összekapcsoló gyengébb fehérje szálak [1].

A fenti hierarchikus struktúrák maguk is többnyire szálas szerkezetűek: az ala-
csonyabb szinteken a szálak kötegekbe rendeződnek, és ezek a kötegek alkotnak
vastagabb szálakat. E szálak és a közöttük levő összekapcsoló elemek esetében az a
feltétel, hogy merev szakaszként tekintsük ezeket, erősnek tűnhet. Az emĺıtett szá-
lak, illetve azok kötegei legtöbb esetben hasonló vagy jobb anyagtulajdonságokkal
rendelkeznek, mind a megnyúlás, összenyomás, mind a hajĺıthatóság tekintetében,
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mint egy fenyőfából késźıtett hurkapálca, ld. 1. (a) ábra. A kék (nagyobb, sö-
tétebb) tartományok a növényi cellulóz szálakat tartalmazó struktúrákat jeleńıtik
meg (pl. fás szárú növények), mı́g a sárga (nagyobb, világosabb) tartományok az
állati, emberi kollagén szálakat tartalmazó szövetekhez, szervekhez tartoznak (pl.
csontok, ı́n, bőr) a rugalmassági modulus-sűrűség koordinátarendszerben ábrázol-
va (mindkét skála logaritmikus). A kék (nagyobb, sötétebb) tartományon belüli
legfelső zöld (világosabb) tartományban a cellulóz nanofibrillek CNF-rugalmassági
modulusa meghaladja az acélét, ez szintén alátámasztja modellünk azon feltevését,
hogy e szálakat tekintjük merev rudaknak. A szálakat összekötő rudak általában
gyengébb anyagszerkezeti tulajdonságokkal rendelkeznek, mint maguk a szálak, e
modellben azonban ezeket is rudaknak tekintjük.

2. Szálszerkezetetek matematikai modelljei

A háromdimenziós térben elhelyezkedő szálak sűrű elrendezése és a köztük lé-
vő viszkózus közeg miatt csak axiális irányban történő elmozdulásokat tekintünk.
Tehát a lehetséges elmozdulások a szál irányvektorának, v⃗i-nek konstansszorosai
lehetnek, xi · v⃗i, ahol · a vektor skalárral történő szorzását jelöli, ezt az 1. (b)
ábrán szemléltetjük a sötét nyilakkal. Minden szálnak van egy saját pályája te-
hát a térben, amely egy rögźıtett egyenes, ennek mentén a szál egyéb kényszerek
hiányában tud mindkét irányban mozogni.

(a) Cellulóz, illetve kollagén szálakat tar-
talmazó anyagok növények, szervek, szö-
vetek sűrűség-rugalmassági modulus grafi-
konja.

(b) Két szál lehetséges infinitezimális el-
mozdulása esetén az elmozdulás vektorok-
nak az összekötő rúdra (az ábrán függőle-
ges) eső vetületei egyenlők, ha deformálha-
tatlan elemeket feltételezünk.

1. ábra. A valódi szálak lényeges fizikai tulajdonságai és a matematikai modell
által feltételezett deformálhatatlanság szemléltetése.
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2.1. Egyetlen rúddal összekötött két szál mozgásai

Amennyiben két szálat ideális (deformálhatatlan) rúd (amelyet szintén szakasz-
nak tekinthetünk) kapcsol össze úgy, hogy a rudat a szálhoz egy bármely irányú
elfordulást megengedő (gömb-) csukló kapcsolja, akkor a rúd merevségének követ-
keztében az egyes szálak elmozdulásvektorainak az összekötő rúd egyenesére eső
merőleges vetületei egyenlők kell legyenek.

Azért álĺıtottuk a két szálat és az összekötő rúdjukat olyan helyzetbe az 1. (b)
ábrán, hogy valódi méretben lássuk a szálak elmozdulásvektorainak vetületeit az
összekötő rúdon. Ha térbelinek tekintjük az ábrát, akkor a rudak infinitezimális
elmozdulásának vektorai nem valódi méretükben látszanak, ha azonban śıkbelinek
tekintjük az ábrát, akkor az infinitezimális elmozdulásvektorok valódi méretük-
ben és irányukban látszanak. Mindkét esetben igaz lesz a következő, ha a két
szál mindegyike a saját egyenese mentén úgy mozdulna el, hogy az infinitezimális
elmozdulásvektoraik összekötő rúdjukra eső merőleges vetülete nem egyezne meg
irány és nagyság szerint is, akkor az összekötő rúd hossza megváltozna, ez azon-
ban ellentmond annak a feltételnek, hogy szálaink, rúdjaink és csuklóink ideálisak.
Tehát, ha az összekötő rúd végpontjai által meghatározott vektort rk-val jelöljük,
az alábbi feltételt kapjuk:

xi · v⃗i ⊙ r⃗k = xj · v⃗j ⊙ r⃗k, (1)

ahol a ⊙ jel a két vektor skaláris szorzatát jelenti. Ha bármely két szálat összekötő
rúd merőleges az egyik szálra, akkor a szálszerkezetet degeneráltnak h́ıvjuk.

Amennyiben a két szálat összekötő rúd merőleges valamelyik, de csak az egyik
szálra, akkor a másik szálnak nem lehetséges nullától különböző elmozdulása. Ha
mindketten merőlegesek a rúdra, akkor mindkét szálnak lehet nem nulla infinite-
zimális elmozdulása, hiszen ekkor xi és xj bármekkora lehet, mivel az (1) egyenlet
mindkét oldala nulla. Mivel olyan szerkezeteket keresünk, amelyek infinitezimá-
lis elmozdulásokkal sem rendelkeznek, ezért a fenti eseteket kizárjuk azzal, hogy
ezután nem degenerált szerkezeteket vizsgálunk. A későbbi merevségi tétel megér-
téséhez a következő rész nem szükséges, a lehetséges valós (nem az infinitezimális)
mozgások megértéséhez igen.

2.2. Egyetlen rúddal összekötött két szál valós mozgásai

A két szálat összekötő rúd mozgását szemléltetjük a 2. ábrán, mivel a szálak az
egyeneseik mentén mozognak, ı́gy nehéz szemléltetni lehetséges helyzeteiket, job-
ban el tudjuk képzelni a teljes mozgást, ha a két szál összekötő rúdjának helyzeteit
mutatjuk meg. Adott, egyetlen rúddal összekapcsolt két szál (nem degenerált) ese-
tén az (1) egyenletnek végtelen sok megoldása lesz. Az ezekhez tartozó mozgó rúd
diszkrét helyzeteit szemlélteti a 2. ábra két különböző nézetben. Az összekötő
rúd (fekete ferde vonalak), felező és egyik negyedelő pontjának néhány lehetséges
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helyzetét is jelöltük. A rúd felező pontja (fekete pontok) és egyik negyedelő pont-
ja (narancssárga pontok) által léırt alakzat rendre kör (ha a szálak merőlegesek
voltak), illetve ellipszis, amelyek valódi méreteikben látszanak a 2. (a) ábrán. Egy
tetszőleges másik irányból vett vetületet (nézetet) látunk a 2. (b) ábrán. Ha az alsó
szál és a kapcsolódó csuklója (kék pont) egyenes vonalú egyenletes mozgást végez,
tehát xi lineárisan változik, akkor az összekötő rúd másik csuklójának helyzete, xj

rezgőmozgásszerűen változik, erre a megfelelő végpontok elhelyezkedéséből követ-
kezthetünk. Eközben az összekötő rúd bármely kijelölt fixpontja ellipszispályát ı́r
le.

(a) Mindkét szállal párhuzamos śıkra vo-
natkozó vetület (z tengely irányából néz-
ve).

(b) A rúd felező pontja és negyedelő pont-
jai által léırt kör, illetve ellipszis egy tet-
szőleges nézetben

2. ábra. Két szálat összekötő rúd lehetséges helyzetei, ill. a rúd végpontjai a meg-
felelő szálakon, és rendre egy körön és ellipszisen mozgó felezőpontja és negyedelő
pontja.

A pályagörbék alakjának igazolása a szálak merőlegessége esetén, és a felező-
pontra szoŕıtkozva a KöMaL 2006-os áprilisi számának B. 3906. feladata megol-
dásaként olvasható [14]. A rúd egyéb fixpontjának, azaz az a:b arányú osztópont-
jának pályája e feladat megoldásának seǵıtségével hasonlóan meghatározható. A
szálak (egyenesek) a+ b távolsága és az AB szakasz d hossza között fennáll, hogy
0 < a + b < d. Ekkor vegyünk fel úgy egy derékszögű koordinátarendszert, hogy
az A pontot tartalmazó egyenes pontjait az y = 0, z = a śıkok, a B pontot tar-
talmazó egyenes pontjait pedig az x = 0, z = −b śıkok egyenletei, mint egy-egy
egyenletrendszer megoldásai adják. Így az AB szakasz a : b arányú osztópontja az
x, y śıkban helyezkedik el, és egyenlete:

x2

b2
(

d2

(a+b)2 − 1
) + x

x2

a2
(

d2

(a+b)2 − 1
) = 1. (2)

Nem derékszögű szálak esetén a rúd felezőpontja ellipszist ı́r le, ahogy ezt a
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(3) egyenlet mutatja, ahol a szálak távolsága 2d, a rúd hossza 2l, és a szálak által
bezárt szög felének tangense c:

x2

c2 (l2 − bd2)
+

x2

c2

l2−b2 − 1
= 1. (3)

A nem derékszögű szálak esetében a rúd egyéb pontjának pontos pályaléırásától
eltekintünk, mivel az ellipszisek főtengelyeinek irányai az osztóponthoz tartozó
arány függvényében változnak, még inkább azért, mert e bekezdés az összekötő rúd
teljes mozgását szemléltette, mi pedig infinitezimális elmozdulásokat vizsgálunk,
ı́gy a fenti megállaṕıtásoknak a továbbiakban nem lesz szerepe. Azért vizsgáljuk az
infinitezimális elmozdulásokat a merevség szempontjából, mert ezen elmozdulások
hiányában szerkezeteink infinitezimálisan merevnek tekinthetők, valamint mert ha
már ezeket az elmozdulásokat sem engedik meg a kényszerek, akkor természetesen
valós mozgások sem lehetségesek.

2.3. Több rúddal összekötött szálak lehetséges mozgásai

Ha legalább két rúd kapcsolja egymáshoz a szálakat (akár két szálnál többet
is), akkor a lehetséges mozgásokat egy, az (1) egyenlethez hasonló egyenletekből ál-
ló egyenletrendszer megoldásai ı́rják le. Ebben az xi ismeretlenek az egyes szálak
lehetséges (infinitezimális) elmozdulásai, az egyenletek pedig az egyes rudakhoz
tartozó kényszereket fejeznek ki. Az egyes rudak végpontjai által meghatározott
vektorokat r⃗k-val jelölve egy 3 szálból és 3 rúdból álló rendszerhez tartozó egyen-
letrendszer a következő:

v⃗1 ⊙ r⃗1 · x1 − v⃗2 ⊙ r⃗1 · x2 = 0

v⃗1 ⊙ r⃗2 · x1 − v⃗3 ⊙ r⃗2 · x3 = 0

v⃗2 ⊙ r⃗3 · x2 − v⃗3 ⊙ r⃗3 · x3 = 0

(4)

A fenti egyenletrendszer xi megoldásai határozzák meg a szerkezet szálaihoz tar-
tozó lehetséges xi · v⃗i elmozdulásvektorokat. A párhuzamos szálak esetét és a
jelen cikkben tárgyalt általános esetet (nem ilyen részletességgel) a [17] dolgozat

tárgyalja. Általános helyzetű szálakból és rudakból álló rendszer akkor lesz infini-
tezimálisan merev, ha a fentihez hasonló egyenletrendszernek csak az x = 0⃗ vektor
a megoldása. Az egyenletrendszer együtthatóit a szálak és merev́ıtő rúdjaik tér-
beli helyzete határozza meg. Előfordulhat, hogy két nem lényegesen különböző
konfigurációt tekintve egyiknek létezik, mı́g a másiknak nem létezik infinitezimális
elmozdulása.

2.3.1. Két rúdal összekapcsolt két szál infinitezimális mozgásai

Pédaképpen legyenek az ABCD szabályos tetraéder AB és CD egyenesein a
szálak úgy, hogy a szálak végpontoktól mért túlnyúlása legyen azonos, rúdjai pedig
AC és BD 3. ábra bal oldali szerkezete.
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3. ábra. Balra egy infinitezimálisan nem merev, mı́g jobbra egy infinitezimálisan
merev két szálból és két rúdból álló szerkezet látható.

Igazoljuk, hogy ez a szerkezet infinitezimálisan flexibilis (nem merev), vagyis
van nem nullától különböző infinitezimális elmozdulása. Tekintsük aDC egyenesen
mozgó szál egy infinitezimális elmozdulását a jobb oldali végpontjától a C pontig,
ekkor a D pont a szál bal oldali végpontjáig mozdulna. Ekkor az AB szál A csuklója
a szál bal oldali végpontjába mozdulna el, ı́gy a rudakon az elmozdulások vetületei
mind egyenlők lennének, hiszen azok a lehetséges elmozdulások cos π

3 = 1
2 -szorosai.

Az ábrán a vékony ı́vekkel jelölt szögek mindegyike π
3 .

Ha a BD rúd D végpontját áthelyezzük a DC szál D1 -el jelölt, D-hez kö-
zelebbi harmadoló pontjába, akkor ilyen infinitezimális elmozdulás nincs, vagyis
a rendszer infinitezimálisan is merev lesz. Ekkor az AC rúdra és a BD1 rúd-
ra egyidejűleg nem teljesülhet az (1). Tegyük fel, hogy mindkét rúdra teljesülne
(1), akkor az előbbi elmozdulásokat tekintve cosα = cosβ teljesülne. Ezért, mi-
vel mindkettő hegyesszög, azt kapnánk, hogy α = β, de ez nem teljesül, mivel
α = π

3 + γ, azonban β < π
3 + γ, mivel ezek egy B csúcsú triéder szögei, ezért a

gömbháromszögekre vonatkozó háromszög-egyenlőtlenség igazolja az α > β egyen-
lőtlenséget. Természetesen pontosan kiszámolható a szögek és koszinuszaik pontos
értéke is. Fentihez hasonló indoklással viszont általánosan igazolható az is, ha
D1 különbözik a D pontól, a C ponttól és a CD szakasz felezőpontjától, akkor
infinitezimálisan merev szerkezetet kapunk. Tehát esetünkben mondhatjuk azt,
hogy majdnem mindig merev elrendezést kapunk, tehát a generikus tulajdonság
is megjelent, ami azt jelenti, hogy néhány eset kivételével két rúddal összekap-
csolt két szál infinitezimálisan merev lesz. A következőkben azt vizsgáljuk, hogy a
szálak és rudak általános, azaz generikus térbeli helyzete esetén milyen tényezők
befolyásolják a merevséget.
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3. Szálak generikus hálózata

Az előző fejezet végén található indoklás bonyolultabb hálózat (több szál össze-
kapcsolva több rúddal) esetén általában nehezen kivitelezhető, ezért ilyenkor a (4)
egyenletrendszerhez hasonló egyenletrendszert kell vizsgálni. Az oszlopvektorai li-
neáris függetlenségéhez szükséges, hogy a szálak és a rudak irányvektorainak ska-
láris szorzatai lineárisan független rendszert alkossanak. Ezeket viszont a rudak
végpontjainak koordinátáiból, illetve a szálak végpontjaiból számolhatjuk. Kel-
lően általános, generikus lesz a hálózat, ha a szálak tartópontjainak és a rudak
végpontjainak koordinátáiból álló struktúra algebrailag független lesz a racionális
test felett, hiszen ekkor nem lesz esetleges az egyenletrendszer oszlopvektorainak
függetlensége, azok között algebrai összefüggés nem lehet. A kizárt lehetőségeket
0, mı́g a megengedetteket 1 valósźınűséggel választhatjuk.

3.1. Lehetséges előzmények

Modellünk hasonĺıt a generikus rúd-csukló szerkezetekhez [16], [22], [12]. A
szerzők foglalkoznak a letűzési problémákkal is, amely azt kérdezi, hogy adott szer-
kezetnek melyik csuklóit kell különböző kényszerekkel

”
rögźıtenünk”, hogy merev

szerkezethez jussunk [21], [11]. Bevezethettük volna modellünket úgy, hogy egy
rúd-csukló szerkezet néhány rúdját kinevezzük szálnak, és ezek csuklóira ı́runk elő
szál (kinevezés előtt rúd) irányú lineáris kényszereket, hasonlóan a letűzési prob-
lémához. A többi rúd pedig továbbra is rúd maradna. Ez a modell azonban több
vonatkozásban is különbözne az általunk vizsgálttól. Az emĺıtett letűzési probléma
esetén a feltételek a csuklókra ı́rnak elő kényszereket, esetünkben pedig a rudakra
ı́rjuk elő ezeket. Valósźınűleg előbbi elgondolással is megkapható e cikk eredménye,
tudtommal nem közöltek ilyen eredményt térben, tehát megválaszolandó nyitott
kérdésnek tekinthető.

3.2. Kapcsolat a mechanizmusokkal és a tensegrity szerkezetekkel

Bevezethettük volna modellünket a test-rúd (body-bar) struktúrák speciális
eseteként úgy is, hogy az egyes test elemeket tekintettük volna szálaknak. Ez egy
újabb megválaszolandó kérdés lehet. A mechanizmusok mozgásainak vizsgálata
([5], [7], [8]) már egyetemi szinten is a szabadsági fok megállaṕıtásával szokott
kezdődni. A Csebisev-Grübler-Kutzbach-kritérium vizsgálata a kiindulópont, az
általunk vizsgált probléma tekinthető speciális, nagyon sok elemből álló mechaniz-
musként, és tételünk tekinthető a mi speciális problémánkra adott olyan válasznak,
amely garantálja a mechanizmus szabadsági fokának gyors áttekinthető meghatá-
rozását. A mechanizmus alkotóelemei jelen tárgyalásban egydimenziós szakaszok,
ezek közül a szálaknak nevezettek két pontja azonos csúszkán mozog, mı́g a rudak-
nak nevezettek a végpontjaikban csatlakoznak a szálakhoz. E felfogásból adódóan
további problémák vethetők fel, amelyeknek részletes tárgyalásáról a szerzőnek
nincs tudomása, ı́gy feltehetően további nyitott kérdések is megfogalmazhatók e
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területen. Például körlapok normálisát és középpontját rögźıtve a térben, majd
ezek kiválasztott pontjait csuklókkal rudak közbeiktatásával egymáshoz rögźıtve
analóg feladatot kapunk. Szintén nem tárgyalt kérdés, ha a keresztkapcsolatokat
léteśıtő rudak helyett, vagy mellett köteleket, illetve támaszokat is megengedünk,
mint lehetséges kényszereket [18], azaz kiterjeszthető-e Recski és Shai [23] ered-
ménye az általunk vizsgált szál szerkezetekre. Sejthetően igen, hiszen mindkét
esetben egydimenziós mozgásokat vizsgálunk. Ez a rész a szerkesztő azon kéré-
sére került a cikkbe, hogy próbáljam magasabb kontextusba helyezni a következő
eredményt.

3.3. Rudakkal összekapcsolt szálakból álló generikus hálózat merevsége

A 2. fejezet szerint kettő kitérő szál egyetlen összekapcsolt rúddal még nem lesz
merev, kettővel összekapcsolva generikus helyzetben már merev lesz.

3.1. Defińıció. Legyen G(v, r) a generikus helyzetű szálakból és rudakból álló
hálózat gráfja. A gráf pontjai feleljenek meg az egyes szálaknak, a gráf élei pedig
feleljenek meg a rudaknak, azaz két pont között akkor van m számú él, ha a
megfelelő két szál között m darab rúd van.

Így G(v, r) párhuzamos élekkel is rendelkezhet. Szükséges és elégséges feltételt
adunk a generikus helyzetű szálakból és rudakból álló hálózat merevségére.

3.1. Tétel. Generikus szálakból és rudakból álló hálózat akkor és csak akkor
infinitezimálisan merev, ha G(v, r) minden komponense tartalmaz kört.

Bizonýıtás. Tekintsünk egy komponenst (összefüggő részgráfot), ha nincsen
benne kör, akkor a pontoknak megfelelő szálak együtt tudnak mozogni, mivel a
szálakhoz és megfelelő rudakhoz tartozó egyenletrendszer-részletnek, amely a (2)
egyenletrendszerrel analóg egyenletrendszer megfelelő elemeiből áll, lesz zérustól
különböző megoldása, hiszen ez a részegyenletrendszer eggyel kevesebb egyenletből
áll, mint a szálak, azaz az ismeretlenek száma. A komponenshez tartozó rudak
száma ugyanis eggyel kevesebb, mint a szálaké a körmentesség miatt, ı́gy az oszlop-
vektorok összefüggő rendszert alkotnak. Másik irány: ha a kiválasztott komponens
tartalmaz kört, akkor a kör pontjainak megfelelő szálak és az ezeket összekapcsoló
rudaknak megfelelő részegyenletrendszer továbbra is homogén és együtthatóvekto-
rai lineárisan függetlenek a generikusság következtében. Egyszerűbben: a megfele-
lő részegyenletrendszerben az ismeretlenek száma nem több, mint az egyenleteké.
Így a megoldás csak a zérus vektor lehet, tehát a megfelelő szálak nem mozognak.

⊓⊔
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4. ábra. Balra három szál látható páronként összekapcsolva rudakkal, jobbra mel-
lette a szálakból és rudakból álló hálózat G(v, r) gráfja, amely összefüggő, tehát
egyetlen komponensből áll, és az tartalmaz kört, ezért a 3.1. tétel következtében
a bal oldali hálózat merev, amennyiben generikus.

Példaként hagyjuk el a 4. ábra szerkezetének r1 rúdját, úgy a szerkezetnek egy
véges mozgása a következő: ha v1 balra, akkor r2 miatt v3 előre, r3 miatt v2 pedig
lefelé mozog. Az r1 visszahelyezése esetén v2 hasonlóan lefelé mozdulna, generikus
esetben ez a két egyirányú elmozdulás különböző nagyságú lenne, ezért nem is
jöhet létre, ı́gy a generikus szerkezet merev lesz.

3.1. Következmény. A fenti tétellel egy gyorsan ellenőrizhető feltételt (össze-
függőség, körmentesség) adtunk különböző elasztikus szál struktúrákat modellező
szimulációs algoritmusok bemeneti struktúráihoz, ezek általában egy, a fentihez ha-
sonló merev struktúrából indulnak, a szálak és a rudak helyén azonban rugókból
és dugattyúkból álló, sorosan és/vagy párhuzamosan illesztett elemek találhatók,
ı́gy közeĺıtve a konkrét szálak valóságos tulajdonságait [1], [4], [15].

3.2. Következmény. A szálak általában több rúddal kapcsolódnak egymás-
hoz. Érdemes vizsgálni a szerkezet stabilitása, biztonsága érdekében, mi történik
akkor, ha néhány szereplő kiesik, tönkremegy. A gráfok pont- és élösszefüggőségé-
re vonatkozó eredmények [3] jól jellemzik a szálak hálózatának biztonságát, hiszen
a szálak szétszakadása esetén a pontösszefüggőség, mı́g a rudak tönkremenetele
esetén az élösszefüggőség lesz hasznos jellemző a további vizsgálatokban.

Köszönetnyilváńıtás

Köszönöm Gerencsér László értékes észrevételeit, amelyek seǵıtették a cikket
jobbá tenni.
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Rigid Graphs with Pinned Vertices, Egerváry Research Group on Combinatorial Optimiza-
tion, Vol. 05, 1-18 (2009). DOI: 10.2118/0209-018-TWA

[12] Jordán Tibor; Recski András; Szeszlér Dávid: Rendszeroptimalizálás, Typotex (2004).
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matematikát oktat a Budapesti Szent István Gimnázium
speciális matematika tagozatán. 1990-től matematika, áb-
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oktatásával.
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CHARACTERIZATION OF THE CROSS-LINKED FIBRILS UNDER
AXIAL MOTION CONSTRAINTS WITH GRAPHS

Gyula Nagy Kem

The filament networks play a significant role in biomaterials as structural stability and trans-
mit mechanical signs. Introducing a 3D mechanical model for the infinitesimal motion of cross-
linked fibrils under axial motion constraints, we provide a graph theoretical model and give the
characterization of the flexibility and the rigidity of this framework.

The connectedness of the graph G(v, r) of the framework in some cases characterizes the
flexibility and rigidity of these structures. In this paper, we focus on the kinematical properties
of fibrils and proof the next theorem for generic nets of fibrils that are cross-linked by another
type of fibrils. “If the fibrils and the bars are generic positions, the structure will be rigid if and
only if each of the components of G(v, r) has at least one circuit.” We offer some conclusions, in-
cluding perspectives and future developments in the frameworks of biostructures as microtubules,
collagens, celluloses, actins, other polymer networks, and composite which inspired this work.

Keywords: kinematics, graph connectivity, generic, fibril network, cross-link.
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A PÉNZÜGYI TERMÉKEK ÁRA

BANYÁR JÓZSEF

Az ár fogalmát a pénzügyi termékekkel kapcsolatban általában nem hasz-
nálják, vagy ha igen, akkor össze-vissza. Néha azonośıtják azt konkrét pénz-
ügyi termékeknél, mint pl. a biztośıtásoknál és az opcióknál azok d́ıjával,
vagy úgy tekintenek rá, mint egy nem használt,

”
szabad” fogalomra, aminek

ezért (szinte) tetszőleges értelmet lehet tulajdońıtani. Ha jobban megvizsgál-
juk azonban a dolgot, akkor arra jutunk, hogy igenis lehet egy, a többi termék
és szolgáltatás árával konzisztens árfogalmat alkotni a pénzügyi

”
termékekre”

is, a kulcs ehhez azonban annak felismerése, hogy ezek nem termékek, ha-
nem standardizált szolgáltatáscsomagok. A dolog nehézsége az a sajátosság,
hogy a szolgáltatás maga is arra az eszközre vonatkozik, amivel magát az
árat mérjük, vagyis a pénzre. A szolgáltatótól pénz áramlik az ügyfél felé, az
ügyféltől pénz áramlik a szolgáltató felé az összes pénzügyi szolgáltatásnál.
Nem szabad árnak nevezni egyszerűen az egyik pénzáramot, viszont észre
kell venni, hogy - várható értékben - az ügyféltől a szolgáltató felé irányuló
pénzáram nagyobb, mint a ford́ıtott. A különbség - amit szoktak költségnek
is nevezni - pont a szolgáltatás árának tekinthető, ha analógiának akármi-
lyen jav́ıtási szolgáltatást veszünk. S ez az árfogalom konzisztens lesz, viszont
nem magától értetődő, hogy hogyan kell azt reprezentálni. A probléma, hogy
egy pénzügyi szolgáltatásnak - ellentétben a legtöbb, fizikai dologhoz kötött
szolgáltatással - nincs magától értetődő egysége, illetve az, hogy sok olyan
pénzügyi

”
termék” van, aminek szolgáltatási periódusa akár évtizedekig is

tarthat. Így speciális árreprezentáció kell, ami viszont épp megegyezik a
pénzügyi termékek költségmutatóival, ı́gy az ár reprezentációjának kérdése
visszavezethető a lehetséges költségmutatók problémájára.

1. Bevezetés

A dolgozat két, mostanában megjelent tanulmányom (az egyiket Vékás Péterrel
közösen jegyzem) néhány fontos mot́ıvumával foglalkozik (Banyár [2015], Banyár-
Vékás [2016]).

Ha kérdéssé fogalmazzuk át a ćımet, s arra keressük a választ, hogy mi is
a pénzügyi termékek ára, akkor a válasz az első pillanatban egyértelműnek és
egyszerűnek tűnik, mégpedig:
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– a hitelek ára a törlesztőrészlet,

– a biztośıtásoké a biztośıtási d́ıj,

– az opcióké az opciós d́ıj stb.

Ugyanúgy, mint a zsemle vagy a szék ára, és ezzel a kérdést le is zárhatnánk.

2. Bonyodalmak

Sajnos azonban a probléma ennél bonyolultabb, hiszen ha a fenti hipotézisekből
indulunk ki, akkor furcsa megállaṕıtásokra juthatunk. Ezek szerint ugyanis például
a kamatmentes baráti kölcsön nem ingyenes. A fentiek alapján az csak akkor lenne
az, ha egyáltalán nem kérnék vissza. Vagyis eszerint az ingyen hitel nem más, mint
az ajándék pénz. Ez viszont nyilván nem ı́gy van, hiszen a kettőt nem kezeljük
szinonimaként, és nagyonis jelentős különbséget érzünk a két dolog között. Az
ajándékot nem kell visszaadni, a hitelt viszont igen, vagyis az inkább csak bérlés,
tehát a hitelfelvétel pénzbérlés. A bérlés ára pedig a bérleti d́ıj, vagyis a hitelkamat
(és az esetleg egyéb fizetendő költségek). Tehát a hitelek ára mégsem az egész
törlesztőrészlet, hanem csak a kamat (és még egyéb felszámı́tott költségek - ha
van ilyen).

De azért nem muszáj elsietnünk azt a megállaṕıtást sem, hogy a pénzügyi
termékek ára a kamat, mert abból viszont az következik, hogy a betételhelyezés
mint pénzügyi ”termék” nemcsak, hogy ingyenes banki szolgáltatás, hanem még
nekem fizetnek kamatot - hiszen itt ford́ıtva van, mint a hitelnél, én adom bérbe
a pénzem a banknak kamatért. Ugyanez igaz a befektetési jegy vásárlására, ami
ı́gy szintén ingyenes (sőt) pénzügyi szolgáltatás, hiszen lényegében ugyanolyan
pénzbérbeadás, mint a betét.

Itt azonban a pénzügyi intézmény szolgáltatása az, hogy helyettünk adja bérbe
a pénzünket, s a bérleti d́ıj, vagyis a kamat egy részét elteszi. Olyasmi szolgáltatást
végeznek itt nekünk, mint azok, akik nevünkben kiadják a lakásunkat, beszedik
utána a bérleti d́ıjat, ellenőrzik, hogy a bérlők fizetik-e a rezsit, stb., s ennek
fejében levonnak valamit a nekünk járó bérleti d́ıjból. Ha mi magunk intéznénk a
bérbeadást, a bérleti d́ıj, vagyis ezeknél a pénzügyi termékeknél a kamat, magasabb
lenne, ı́gy a betét, befektetési jegy stb. ára valójában egyfajta feláldozott haszon,
a lehetséges és a tényleges hozam különbsége.

Tehát úgy tűnik, hogy a szék és a befektetési jegy ára mégsem ugyanaz. A
befektetési jegy ára töredéke annak a pénznek, amennyiért megvásároltam azt,
hiszen az erre költött pénzem kamatostul visszakapom (legalábbis általában1).

1Természetesen a pénzügyi szolgáltató, akire a pénzemet b́ıztam, csődbe mehet, vagy eleve
kezelheti hűtlenül is mások pénzét, ı́gy van valamekkora kockázata annak, hogy egyáltalán nem
kapom vissza a pénzem. Ez egy érdekes probléma, de jól elkülöńıthető attól, amit itt tárgyalok,
ezért a továbbiakban ezzel nem foglalkozom.
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Amit nem kapok vissza, azért szolgáltatást végeztek, amit különben nekem kellett
volna elvégezni. (Sőt, mivel ők ehhez jobban is értenek, mint én, ezt olcsóbban is
végezték.)

Ha összehasonĺıtjuk az eddig vizsgált pénzügyi termékeket, vagyis a betételhe-
lyezést, illetve a befektetési jegy vásárlását a hitelfelvétellel, akkor azt látjuk, hogy
két osztályba sorolhatjuk őket.

E két osztály között a fő különbség az ügyfél és a pénzügyi szolgáltató hely-
zetében van. A hitel esetében először a szolgáltató fizet az ügyfélnek, aztán az a
pénzügyi szolgáltatónak, a másik két esetben pedig ez ford́ıtva történik, mintha a
pénzügyi szolgáltató lenne a hitelfelvevő (valójában inkább egyfajta

”
hitelközvet́ı-

tő”). A továbbiakban a vizsgálódásomat leszűḱıtem az ilyen jellegű pénzárammal
b́ıró pénzügyi termékekre (annak ellenére, hogy a kiindulópontom a hitelfelvétel
volt), de a megállaṕıtások könnyen átfogalmazhatók a hiteltermékekre is.

3. A pénzügyi termékek ára2 = A szolgáltatás d́ıja

Amikor azt mondjuk, hogy pénzügyi
”
termék” ára, akkor nem fogalmazunk

prećızen, hiszen a háttérben nem termék, hanem szolgáltatás van. Ha a széknél
maradunk, akkor a dolog nem annyira a szék vásárlásához hasonĺıt, hanem ahhoz,
amikor a széket jav́ıtásra adjuk be egy asztaloshoz. A jav́ıtás ára sem tartalmazza
az egész szék árát! Ennek ellenére, a továbbiakban megtartjuk a

”
termék” szót, s

nem helyetteśıtjük a bonyolultabb
”
standardizált szolgáltatáscsomag” kifejezéssel,

hiszen ez a pontatlanság másfajta problémát nem okoz.
Tehát a befektetési jegy (UL, pénztár, betét stb.) ára a befektetett pénzem

potenciális teljes hozama és a tényleges hozam különbsége.
Ha most bőv́ıtjük a vizsgált pénzügyi termékek körét, akkor első ránézés-

re azt mondhatnánk, hogy akkor ez az árdefińıció nem alkalmazható a nem-
életbiztośıtásokra. Hiszen ezeknél általában nem kapjuk vissza a pénzünket. Emi-
att azt mondhatnánk, hogy a biztośıtás csak akkor ingyenes, ha kárkifizetésként
legalább annyit kapok, mint a fizetett d́ıj - ha többet, akkor még jobb is, mint
ingyenes. Igaz ez?

Nem igazán, hiszen ez csak az egyes biztośıtott nézőpontja. Az eddig vizsgált
többi pénzügyi terméknél az egyes ügyfél és a szolgáltató nézőpontja egybeesett,
de a nem-életbiztośıtások esetében már nem. A biztośıtó nézőpontjából ugyanis
azt mondhatjuk, hogy annak minden évben stabilan tervezhető d́ıjbevétele és kár-
kifizetése van, ami nagyrészt egybeesik (az eltérés pont az, ami minket érdekel).
Ugyanakkor, ha nem korlátozzuk le magunkat - a végső soron önkényesen megál-
laṕıtott - egy évre, hanem növeljük a vizsgált időtartamot, akkor azt mondhatjuk,

2A dolgozat nem foglalkozik a pénzügyi és biztośıtási kockázatokkal, illetve azok ellenértékének
a meghatározásával, azt adottnak veszi, jóllehet esetenként nagyon bonyolult ezek meghatározá-
sa. Ugyanakkor ez az

”
ellenérték” nem az

”
ár”, akkor sem, ha időnként úgy nevezzük. Az ár -

véleményem szerint - az, amit ebben a dolgozatban annak nevezek.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



240 BANYÁR JÓZSEF

hogy az minél hosszabb, annál stabilabb lesz az egyes biztośıtottra jutó kárkifize-
tés is. Vagyis hosszabb távon már nem annyira szembeötlő a biztośıtó és az ügyfél
nézőpontja közti különbség. Az eltérést az oldja fel, hogy a biztośıtások esetében a
szolgáltatásnál a várható szolgáltatást kell venni. Ez a többi eddig vizsgált pénz-
ügyi termék esetében is igaz, csak ott a várható szolgáltatás és a tényleges közti
eltérés szinte nulla, a biztośıtásban viszont nagyon nagy is lehet. A biztośıtásban
amúgy a várható szolgáltatás nem más, mint

– előzetesen: a nettó d́ıj,

– utólag: a tényleges kárhányad.

Vagyis a biztośıtás ára is hasonlóképpen származtatható, mint az előbb vizsgált
többié, csak némileg másképp kell azt megfogalmazni, valahogy ı́gy: az ügyfél által
befizetett d́ıjak + az elérhető (teljes) hozam - a várható kárkifizetés (= nettó d́ıj).

Tehát a pénzügyi termékek ára általánosabban nem más, mint

az ügyfél várható, a pénzügyi szolgáltatónak tett befizetései + az azokon elérhető
(teljes) hozam - a pénzügyi szolgáltatótól az ügyfél felé irányuló várható

kifizetések.

Egyszerűbben megfogva a dolgot:

a pénzügyi termékek ára = a szolgáltató ügyfél felé felszámolt költségei.

Ezt a megfogalmazást pedig már minden további nélkül tudjuk alkalmazni az
életbiztośıtásokra is. Ezek - jellegüket tekintve - a betétek, illetve befektetési je-
gyek és a nem életbiztośıtások kombinációi. Mindkettőtől elsősorban abban külön-
böznek, hogy jellemzően hosszú tartamú szerződések, amelyek egyfajta technikai
bonyodalmat okoznak a rövid tartamú termékekhez képest, amikor az ár konkrét
megkonstruálásáról van szó.

Ha azt gondolnánk, hogy a biztośıtás ára a biztośıtási d́ıj stb., ugyanúgy, mint
a széknél, akkor azt is gondolhatnánk, hogy az ügyfél már mindent tud, ami őt
érdekli, s nem szükséges számára információt adni arról, hogy mennyi a nettó d́ıj
- illetve ennek komplementere: a biztośıtás költségrésze. Hiszen a bútorboltban
sincs feltüntetve a szék ára mellett, hogy ebből mennyi a fa, a kárpit stb. része. De
ha ezt a felfogást elvetjük, s magunkévá tesszük a fentieket, akkor hirtelen teljesen
legitimmé válik a biztośıtás költségrészének nyilvánosságra hozatala, hiszen végső
soron ez lesz számára az árinformáció. Ugyanez a helyzet minden más pénzügyi
termék esetében is, vagyis az ügyfél jogosan ḱıváncsi azok költségeire, hiszen az az
ár. S az is jogos ḱıvánsága, hogy ne széttöredezett árinformációk tömegét kapja,
hanem egyetlen mutatóban összefoglalt tömör információt. Azt is mondhatjuk
ezért, hogy az ár a pénzügyi terméknél nem más, mint egy költségmutató. A
kérdés ezért, hogy ezt hogyan lehet, illetve célszerű megkonstruálni?
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4. Az ár mint költségmutató megkonstruálása

A költségmutató megkonstruálását - terjedelmi okokból - a fent emĺıtett pénz-
ügyi termékek közül leszűḱıtjük kettőre: a befektetési jegyekre és az életbiztośıtá-
sokra. A hitelekről fent már beszéltem. A betétek esetében - amelyek költségeinek
logikája hasonló a befektetési jegyekhez - az a technikai probléma, hogy elsőd-
legesen nem a költség mint információ áll rendelkezésünkre, hanem az ügyfélnek
fizetendő kamat, s ebből kell előbb magát a költséget a költségmutatóhoz előálĺıta-
ni. A nem életbiztośıtásokra vonatkozó költségmutató pedig már könnyen előálĺıt-
ható a nála egyszerűbb befektetési jegy, illetve a nála bonyolultabb életbiztośıtás
példáján. Érdemes még megjegyezni, hogy a befektetési jegyekre és az életbiztośı-
tásokra (de nem a betétekre és a nem életbiztośıtásokra) jelenleg egy közös európai
költségmutató fejlesztése folyik. Az e mutató által érintett pénzügyi termékeket
összefoglalóan “packaged retail insurance and investment products”-nak, röviden
PRIIPs-nek nevezik. (A munka állásáról ld. ESMA, EBA, EIOPA [2015]. Jelen
anyag nem követi ennek a dokumentumnak a gondolatmenetét és megoldásait.)

5. Költségmutató rövid tartamú termékekre

A befektetési jegyre vonatkozó költségmutató megkonstruálásakor kihasznál-
hatjuk azt, hogy ez egy relat́ıve egyszerű termék, határozatlan tartammal (ami a
gyakorlatban általában rövid távot jelent), amit nyugodtan vehetünk egy évnek,
és ahol a felszámı́tott költségek jól ismertek.

Ha bevezetjük a következő jelöléseket, akkor a rövid (1 éves) tartamú, egyszeri
befizetésre szóló befektetési jegyre vonatkozó költségmutató egyszerű lesz:

C

GP
,

(=
”
bruttó d́ıjas változat”) vagy

C

P
,

ahol

GP: az ügyfél bruttó befizetése,

P: az ügyfél nettó befizetése = GP-C (költségek nélkül),

C = GP-P: a szolgáltató költsége.

A második képlet (= a
”
nettó d́ıjas változat”) hozzávetőlegesen megegyezik

az EU-ban néhány éve az ezekre a termékekre bevezetett “total expense ratio”
(=TER) mutatóval.

Ezt a mutatót (mindkét változatát) kétféleképpen interpretálhatjuk:
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1. mint kamatveszteséget (hozamrést), illetve

2. mint költséghányadot.

Igazából ez csak a hosszú tartamú termékekre vonatkozó költségmutatóból
visszatekintve látszik, ugyanis a kétféle interpretáció 1 éves tartamnál egybeesik. A
több évesnél viszont már nem, ott fontos világosan látni, hogy melyik interpretáció
szerint képezzük meg a költségmutatót.

6. Költségmutató hosszú tartamú termékekre

A kamatveszteség-mutató (mégpedig a nettó d́ıjas változat) egy lehetséges ál-
talánośıtása több évre és rendszeres éves befizetésekre, rögźıtett i hozammal, az
alábbi egyenlet megoldása r-re:

n−1∑
j=0

(GPj − Cj) ·
(

1

1 + r

)j

=

(
1

1 + r

)n

·
n∑

j=1

GPj .

Ez leginkább egy hosszú (n éves) tartamú, rendszeres d́ıjas befektetési alapra
vonatkozó költségmutató. Ilyen általában nincs, de az életbiztośıtók által értékeśı-
tett

”
befektetési egységekhez kötött” (BEK) életbiztośıtások ehhez nagyon hason-

lóak, azzal az eltéréssel, hogy ott a
”
költség” egy része egy haláleseti életbiztośıtás

d́ıja lesz, vagyis igazából nem költség. Ha mégis annak tekintjük, akkor kaphatunk
ezekre a konkrét életbiztośıtásokra egy nem tökéletes, de kieléǵıtő költségmutatót.
Pontosan ı́gy járt el 2009-ben a Magyar Biztośıtók Szövetsége (MABISZ [2009]),
amelyik erre a speciális életbiztośıtásra

”
teljes költségmutató” (TKM) névvel be-

vezetett egy ilyen mutatót.
Ezt némiképpen lehet tovább általánośıtani, ha feltesszük, hogy van egy ga-

rantált éves i hozam:

n−1∑
j=0

(GPj − Cj) ·
(

1

1 + r

)j

=

(
1

1 + r

)n

·
n∑

j=1

GPj · (1 + i)n−j .

Ekkor a költségmutató nem r, hanem r − i lesz (a MABISZ TKM speciális,
i = 0%-os garantált hozamot feltételez). Az is látható, hogy a MABISZ-mutató
megoldása n = 1-re: r = C

GP−C lesz, ami nagyjából a TER-nek megfelelő mutató.
Hosszabb tartamokra már egyre kompromisszumosabban tudjuk ezt az egyezőséget

megkapni. Például n = 2-re (de egyetlen befizetésre): r ≈
C
2

GP−C lesz.
Ez a mutató azonban túl egyszerű ahhoz, hogy az összes életbiztośıtásra ki

lehessen terjeszteni. A BEK-biztośıtások többsége esetében a haláleseti szolgálta-
tás, és ı́gy annak a d́ıja is elenyésző, emiatt nem okoz túl nagy problémát, ha azt -
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amúgy helytelenül - költségnek tekintjük. Az úgynevezett hagyományos életbizto-
śıtásoknál azonban ez már nagy probléma, ı́gy célszerűbb, ha itt áttérünk a bruttó
d́ıjas alváltozatra. Ennek egy elég általános képlete az alábbi:

n−1∑
j=0

j|px ·GPj ·
(

1

1 + r

)j

=

=
n−1∑
j=0

j|px ·ABj ·
(

1

1 + r

)j

+
n−1∑
j=0

j|qx ·DBj ·
(

1

1 + r

)j+1

+ n|px ·MBn,

ahol p a túlélési, q a halálozási valósźınűség (x éves belépési korú biztośıtottra, j
éves

”
halasztással”), AB, DB és MB a járadék-, haláleseti- és elérési szolgáltatás.

A költségmutató itt: i − r lesz, ahol i a garantált hozam, ami a képletben
nem jelenik meg külön, hanem tudjuk, hogy a biztośıtó által ı́gért AB, DB és MB
szolgáltatások kalkulálása során már

”
beszámı́tották” azt.

A két változat különbsége, hogy az előző, nettó d́ıjas változat esetében a tar-
talékra, itt viszont a teljes befizetett d́ıjra vet́ıtjük a kamatveszteséget.

Ez tehát a kamatveszteség/hozamrés t́ıpusú költségmutató. De hogyan néz
ki hosszabb tartamra a költséghányad t́ıpusú változat (amit - ugyanúgy, mint a
hozamrés t́ıpusút - vet́ıthetünk nettó és bruttó d́ıjra egyaránt)? A bruttó d́ıjra
vet́ıtett költséghányad t́ıpusú költségmutató képlete:

(1− c) ·
n−1∑
j=0

(j|px ·GPj ·
(

1

1 + i

)j

=

=

n−1∑
j=0

(j|px ·ABj ·
(

1

1 + i

)j

+

n−1∑
j=0

(j|qx ·DBj ·
(

1

1 + i

)j+1

+

+(n|px ·MBn ·
(

1

1 + i

)n

,

ahol a költségmutató - vagyis az ár: c.
Fontos különbség a hozamrés t́ıpusú mutatóhoz képest, hogy itt r helyett i

(
”
beéṕıtett hozam” =

”
technikai kamatláb”) szerepel.

7. Összefüggés a költséghányad és a hozamrés t́ıpusú mutatók között

A költséghányad és a hozamrés t́ıpusú mutató kölcsönösen megfeleltethető egy-
másnak. A kettő közti összefüggést az alábbi ábrák mutatják:
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A költséghányadok hozamréssé transzformált értéke a tartam
függvényében

1. ábra. 10%, 20%, ..., 90%, 100% költséghányadokat transzformáltunk át ho-
zamréssé. Egyéves tartamnál a kettő egybeesik, de a tartam növekedésével
egyre kisebb lesz az ugyanahhoz a költséghányadhoz tartozó hozamrés.

2. ábra. Ez a ford́ıtott transzformációt mutatja, vagyis itt a kamatrést transz-
formáljuk költségrésszé. Látható, hogy a 0,5%, 1%, ..., 4,5%, 5% nagyságú
kamatrések a tartam növekedésével egyre nagyobb költségrészeknek felelnek
meg.
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Marx Károly Közgazdaságtudományi Egyete-
men végzett 1985-ben matematikus közgazdász
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Budapesti Corvinus Egyetem
1093 Budapest, Fővám tér 8.
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THE PRICE OF FINANCIAL PRODUCTS

JÓZSEF BANYÁR

The concept of “price” in connection with financial product is generally not used, or if still,
indiscriminately. Sometimes it refers to the premium of some financial products as insurances
and options, or it is regarding as a “free”, underused concept, which can be used in almost any,
arbitrary meaning. But, if we examine the matter more detailed, we could concluded, that it is
possible to create a price concept also for financial ”products” which is consistent with the price
of other products or services. The key to this is to recognize, that these are not “products” but
standardized service bundles. The topic’s main difficulty is that specialty that the (financial)
service itself refers to the same tool with which the price itself is measured: the money. At all
financial services money flows from the provider towards the client and vice versa. It is not
allowed simply to call as price one of these flows (from the client towards the provider), but it
have to recognized, that - in expected value - the flow from the client is larger than the opposite.
The difference - which can be called as cost - is just the price, if we use as analogy any repair
service. Another problem, that financial service - contrary to the most other services linked
to physical object - has not obvious unit, and that there are many financial “products”, whose
service period can last even decades. So we need a special price representation, which in turn
just equal to the cost indicators of the financial products, so the problem of the representation
of the price can be originated in the problem of possible cost indicators.
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DISZKRÉT KOCKÁZATI MODELL
ÁLTALÁNOS BEFIZETÉSI RÁTA MELLETT

GYŐRFI-BÁTORI ANDRÁS, MIHÁLYKÓ CSABA, MIHÁLYKÓNÉ ORBÁN ÉVA

A publikációban egy Sparre Andersen-kockázati folyamatot vizsgálunk.
Egy diszkrét modellel foglalkozunk, amelyben általános befizetési rátát felté-
telezünk. A Gerber–Shiu-függvény egy diszkrét változatára általános esetben
differenciaegyenletet adunk meg, a differenciaegyenlet megoldásának egyér-
telműségére feltételt adunk. Az egyenletet negat́ıv binomiális káreloszlás
esetén egy másik egyenletté transzformáljuk, amelynek megadjuk a megol-
dását. Eredményünket példával illusztráljuk.

1. Bevezetés

Az üzleti életben működő vállalatoknak, ı́gy a biztośıtótársaságoknak is fon-
tos, hogy üzleti környezetükből fakadó kockázataik felismerhetőek és kezelhetőek
legyenek, ne veszélyeztessék működésüket. A biztośıtók kockázata az általuk ḱı-
nált szolgáltatás sztochasztikus természetén alapszik. Ezen kockázatok felmérése
mind a biztośıtótársaságok szempontjából, mind pedig a velük szerződést kötött
ügyfelek számára fontos, hiszen nekik sem érdekük, hogy a társaság fizetésképte-
lenné váljon. Hasonló kérdések vetődnek fel ipari rendszereknél közbülső tárolók
alkalmazása esetén is (lásd például [7]).

A kockázati folyamatok vizsgálata a huszadik század elején kezdett intenźıven
fejlődni. Kezdőpontként Lundberg munkáját érdemes emĺıteni 1903-ból. Később,
1957-től, nagyrészt az úgynevezett Sparre Andersen-modellt használták, amelyben
a kárigények között eltelt idő eloszlását exponenciális eloszlás helyett általánosnak
tekintették. Folytonos eloszlások esetén nagy áttörést hozott a Gerber–Shiu-féle
diszkontált büntetőfüggvény [3] bevezetése, mivel ı́gy egyetlen függvény seǵıtsé-
gével lehet számolni a tönkremenés valósźınűségét és a tönkremenési idő várható
értékét, sőt a tönkremenés idejének szórását is. A Gerber–Shiu-függvény mate-
matikai tulajdonságainak elemzésével, speciális esetekben kiszámolásával számos
publikáció foglalkozik ([3], [1], [8], [9]).

A diszkrét kockázati modellekre kevesebb figyelem jut, mint a folytonosakra,
bár gyakorlati szempontból nagyobb a jelentőségük. Az irodalomban megtalál-
ható publikációk többnyire egységnyi befizetési rátát feltételeznek, és a kárigé-
nyek ennek többszöröseit teszik ki. A Gerber–Shiu-függvény diszkrét megfelelőjét
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Cheng és társai ı́rták fel 2000-ben [2]. Számos speciális esetben található ered-
mény vele kapcsolatban [6]-ban és az ott hivatkozott cikkekben. Li [5]-ben olyan
esettel foglalkozott, amikor a károk között eltelt idő véletlen nagyságú. Ekkor a
szerző rekurziót adott meg a Gerber–Shiu-függvényre. A folytonos esetben Al-
brecher és munkatársai adtak kváziexplicit megoldást 2010-ben olyan feltételezé-
sek mellett, hogy a károk között eltelt idő és a károk nagysága eloszlása sűrű-
ségfüggvényének Laplace-transzformáltja racionális törtfüggvény. Megjegyezzük,
hogy az irodalomban megtalálható publikációk nem foglalkoznak a feĺırt differen-
cia/differenciálegyenlet megoldásának egyértelműségével, csupán adnak egy meg-
oldást. Ezzel kapcsolatban elvi problémát jelent, hogy az egyenleteknek számos
esetben nem egyértelmű a megoldása, ı́gy a megtalált megoldás nem biztos, hogy
a keresett függvénnyel azonos.

Jelen cikkben általánośıtjuk Li eredményeit Albrecher és társai által vizsgált
irányban haladva. Általános károk közti időeloszlást és kárigényeloszlást alkalmaz-
va vizsgáljuk a Gerber–Shiu-függvény egy speciális esetére feĺırt egyenlet egyértel-
mű megoldhatóságát, és negat́ıv binomiális eloszlású kárigények esetén megadjuk
a függvényt. A vizsgált modell annyiban is általánosabb a szokásosnál, hogy nem
tételezzük fel, hogy a kárigények a befizetési ráta egész számú többszörösei. Ered-
ményünket egy példán illusztráljuk.

2. A vizsgált modell

Vizsgáljuk a biztośıtótársaság kasszájában levő pénzösszeget az idő függvé-
nyében. A biztośıtótársasághoz időegységenként beérkező pénzmennyiséget jelölje
k ∈ N+, a kezdőtőkéjét pedig n ∈ N. Legyen V (t) a biztośıtótársaság kasszájában
lévő pénzmennyiség a t. időpillanatban, ahol t nemnegat́ıv egész szám. Jelölje
N(t) a bekövetkező károk számát a t. időpillanatig, és legyen Zl a biztośıtótársa-
sághoz beérkező l. kárigény nagysága. Mindkettő véletlen mennyiség, és tegyük
fel, hogy egymástól is függetlenek, valamint a Zl, l = 1, 2, ... valósźınűségi válto-
zók nemnegat́ıv, egész értékűek és azonos eloszlásúak. Ekkor t idő eltelte után a
társaság pénzmennyisége az alábbi:

V (t) = n+ k · t−
N(t)∑
l=1

Zl, t = 0, 1, ...

Jelölje u(n) annak a valósźınűségét, hogy n kezdőtőkéről indulva a biztośıtótársa-
ság csődbemegy, azaz a tőkéje 0 alá csökken:

u(n) = P (n+ k · t−
N(t)∑
l=1

Zl < 0, valamely t = 0, 1, 2, ... esetén). (1)

Negat́ıv n érték esetén értelemszerűen u(n) = 1.
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DISZKRÉT KOCKÁZATI MODELL 249

Legyen TV (n) a tönkremenési idő n kezdőtőke esetén, amennyiben tönkremegy
a biztośıtótársaság, azaz

TV (n) =

{
min {t ≥ 0 : t ∈ N} , V (t) < 0,

∞, ha V (t) ≥ 0, ∀ t ∈ N.

Legyen
ET (n) = E(TV (n) · 1(TV (n)<∞)),

D2T (n) = E(T 2
V (n) · 1(TV (n)<∞))− E2(TV (n) · 1(TV (n)<∞)),

feltéve, hogy a várható érték és a szórásnégyzet véges. Vezessük be továbbá a
Gerber–Shiu-féle diszkontált függvény diszkrét verzióját abban a speciális esetben,
amikor a Gerber–Shiu-függvény nem függ a csőd nagyságától és a csőd bekövet-
kezése előtt felhalmozott tőke értékétől:

φ(n, z) = E(z−TV (n) · 1(TV (n)<∞)), z ≥ 1. (2)

Látható, hogy φ(n, z) minden n ∈ N és z ≥ 1 esetén 0 és 1 közé esik, azaz φ(n, z)
jól definiált. Látható, hogy n < 0 esetén φ(n, z) = 1. Minden rögźıtett z esetén
n-ben és rögźıtett n esetén z-ben monoton fogy. Továbbá fennáll, hogy

φ(n, 1) = u(n), ET (n) = −∂φ(n, z)

∂z
|z=1, (3)

D2T (n) =
∂2φ(n, z)

∂2z
|z=1 − ET (n)− (ET (n))

2
. (4)

Legyen t0 = 0, és jelölje az (l − 1). és az l. kárigény között eltelt időt tl,
l = 1, 2, 3, ... A tl valósźınűségi változókról feltételezzük, hogy egymástól és a Zl

valósźınűségi változóktól is függetlenek és azonos eloszlásúak. A károk között el-
telt idő eloszlását jelölje f(j) = P (tl = j), j = 0, 1, ..., mı́g a károk nagyságának
eloszlását g(i) = P (Zl = i), i = 1, 2, ... A tl lehetséges értékeinél megengedjük a
j = 0 értéket, de a károk nagysága csak pozit́ıv egész szám lehet. Az irodalomban
vizsgált eseteknél ez többszöröse az egységnyi idő alatt befizetett pénzmennyiség-
nek, mi most annak törtrészét is megengedjük. Mind a tl, mind a Zl valósźınűségi
változók esetén véges szórást feltételezünk.

A folyamat viselkedését alapvetően befolyásolja, hogy az egységnyi idő alatt
befizetett és a kifizetett pénzösszeg várható értéke hogy viszonyul egymáshoz. Az

E(Zl) < k · E(tl) (5)

egyenlőtlenség azt fejezi ki, hogy a befizetett pénzmennyiség várható értéke több
a kifizetettnél, ezt nettó profit feltételnek nevezik. A nagy számok erős törvénye
és a Chung–Fuchs-tétel alkalmazásával belátható, hogy

lim
n→∞

u(n) = 0,ha E(Zl) < k · E(tl),
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u(n) = 1 ∀n ≥ 0, ha k · E(tl) ≤ E(Zl).

3. A φ(n, z)-re vonatkozó összefüggések

Az első kárkifizetés időpontja és a kárkifizetés nagysága szerinti feltételes vár-
ható érték alkalmazásával (2)-re az alábbi egyenlet ı́rható fel:

φ(n, z) =
∞∑
j=0

n+jk∑
i=1

φ(n+ jk − i, z)f(j)g(i)z−j +
∞∑
j=0

∞∑
i=n+jk+1

f(j)g(i)z−j , (6)

ezért (3), (4) miatt az

X(n, z) =
∞∑
j=0

n+jk∑
i=1

X(n+ jk − i, z)f(j)g(i)z−j +
∞∑
j=0

∞∑
i=n+jk+1

f(j)g(i)z−j (7)

egyenlet megoldására vagyunk ḱıváncsiak. A (7) egyenlet megoldása azonban ál-
talánosan nem egyértelmű. Például z = 1 esetén a konstans 1 sorozat kieléǵıti az
egyenletet. Mi a korlátos, sőt a 0-hoz tartó megoldásokat keressük. Ezzel kapcso-
latban az alábbi álĺıtás bizonýıtható a kontrakciós elv seǵıtségével:

3.1. Tétel. Ha f(0) < 1, akkor minden 1 < z esetén (7)-nek pontosan egy
megoldása van a korlátos sorozatok körében. Ha z = 1, akkor (5) teljesülése esetén
a (7) egyenletnek pontosan egy megoldása van a nullához tartó sorozatok körében.

3.1. Következmény. Ha 1 < z, akkor f(0) < 1 esetén (7) korlátos megoldása
a (2) által definált φ(n, z) függvény, mı́g z = 1 esetén, ha a nettó profit feltétel
teljesül, akkor az egyetlen zéróhoz konvergáló megoldása az (1) által definiált u(n).

Ezek alapján a (7) differenciaegyenlet ilyen megoldásait keressük.
Az alapegyenlet általános megoldása nem ismert. A számos vizsgált speciális

eset közül (lásd [4]) tekintsük most a negat́ıv binomiális eloszlások esetét. Ekkor
az alábbi álĺıtás bizonýıtható ([4]):

3.2. Tétel. Legyen a károk közt eltelt idők eloszlása általános, mı́g a kárigé-
nyek eloszlása (eggyel eltolt) negat́ıv binomiális eloszlás a 2 ≤ s és 0 < q < 1
paraméterrel, azaz

g(i) =

(
i+ s− 2

s− 1

)
qi−1(1− q)s, i = 1, 2, ...

Ekkor (6) az alábbi alakba transzformálható:

φ(n, z) =
s∑

r=1

(
s

r

)
qr ·(−1)

r+1
φ(n−r, z)+(1−q)s

∞∑
j=0

φ(n−1+kj, z)·f(j)·z−j . (8)
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A Rouché-tétel seǵıtségével belátható, hogy a (8) egyenlet karakterisztikus
egyenletének 1 < z esetén pontosan s darab egynél kisebb abszolút értékű gyöke
van, mı́g z = 1 esetén legfeljebb s az abszolút értékben egynél kisebb gyökök
száma. A gyökök ismeretében φ(n, z) feĺırható a szokásos módon, speciálisan egy-
szeres gyökök esetén ezek n-edik hatványai lineáris kombinációjaként. A gyököket
µi(z)-vel jelölve ekkor a ci(z) együtthatókra az alábbi összefüggések teljesülnek
(l = 1, 2, ..., s):

c1(z)
µl−1
1 (z)

(µ1(z)− q)l
+ c2(z)

µl−1
2 (z)

(µ2(z)− q)l
+ ...+ cs(z)

µl−1
s (z)

(µs(z)− q)l
=

( 1

1− q

)l

. (9)

Ez egyértelműen megoldható, és megoldásával megkaphatjuk φ(n, z)-t.

4. Alkalmazás

Egy biztośıtótársasághoz naponta érkezik 3 millió forint bevétel a biztośıtott
felektől. Tételezzük fel, hogy az előző kárigényhez viszonýıtva 0,35 valósźınűséggel
aznap, 0,25 valósźınűséggel a következő nap, 0,4 valósźınűséggel 2 nap múlva ér-
kezik legközelebb kárigény. Tegyük fel, hogy a károk nagysága negat́ıv binomiális
eloszlású s = 2 paraméterrel, és átlagosan naponta 2,5 millió forintot kell kifizetni.
Válasszuk időegységnek az 1 napot, pénzegységnek az 1 millió Ft-ot.

Jelen példában k = 3, f(0) = 0, 35, f(1) = 0, 25, f(2) = 0, 4. Felhasználva a
negat́ıv binomiális eloszlás várható értékének képletét, q = 0, 4286.

A φ(n, z)-re vonatkozó egyenlet az alábbi:

φ(n, z) = 2qφ(n− 1, z)− q2φ(n− 2, z)+ (10)

(1− q)2·
(
φ(n− 1, z) · 0, 35 + φ(n+ 2, z) · 0, 25 · z−1 + φ(n+ 5, z) · 0, 4 · z−2

)
.

(10) karakterisztikus egyenlete

0, 1306µ(z)7+0, 0816µ(z)4 · z−µ(z)2 · z2+0, 9715µ(z) · z2−0, 1837 · z2 = 0. (11)

Ennek z = 1 esetén két megfelelő gyöke a µ1 = −0, 2564 és µ2 = 0, 7315, a
hozzájuk tartozó konstansok (9) alapján c1 = −0, 0185 és c2 = 0, 7315. Tehát

φ(n, 1) = u(n) = c1 · µn
1 + c2 · µn

2 = −0, 0185 · (−0, 2564)n + 0, 7315 · 0, 7315n.
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[8] Mihálykó, É. O. and Mihálykó, C.: Mathematical investigation of the Gerber–Shiu func-
tion in the case of dependent inter-claim time and claim size, Insurance: Mathematics and
Economics, Vol. 48 No. 3, pp. 378-383 (2011). DOI: 10.1016/j.insmatheco.2011.01.005
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Publikációnkban egy páros összehasonĺıtási módszert mutatunk be,
amely seǵıtségével több döntési kategóriát megengedve tudjuk elemezni az
összehasonĺıtási eredményeket. A cikkben példát is mutatunk az alkalmazás-
ra, amely során női teniszcsillagok rangsorát álĺıtjuk fel egymás ellen játszott
mérkőzéseik alapján.

1. Bevezetés

Páros összehasonĺıtásokat gyakran alkalmaznak a döntéselméletben objektu-
mok összehasonĺıtásakor abban az esetben, ha az összehasonĺıtás kritériuma va-
lamilyen nehezen skálázható szubjekt́ıv szempont. Számos példát tartalmaz az
alkalmazásra például [10] és az általa hivatkozott publikációk. Magyar kutatók is
intenźıven foglalkoznak a területtel [2].

A páros összehasonĺıtási módszerek két fő csoportba sorolhatók. Az egyikbe
tartozók páros összehasonĺıtás mátrixon alapulnak. A mátrix ai,j eleme úgy inter-
pretálandó, hogy az i-edik és a j-edik objektum összehasonĺıtásakor az i-edik elem

”
hányszorosan” jobb, mint a j-edik. A módszert Saaty dolgozta ki, és AHP néven
ismert [9]. A kiértékelés leggyakrabban használt módszere a sajátvektor módszer.
Ennek előnye a könnyű kivitelezhetőség, valamint az, hogy a koordináták súlyok-
ként is értelmezhetők, ezáltal többszintű döntést tesznek lehetővé. Hátránya, hogy
ilyen formájában csak teljes összehasonĺıtás esetén működik, valamint az objektu-
mok egyenlőségének tesztelése nem kidolgozott. Nem teljes összehasonĺıtás esetén
is működő módszer például a logaritmikus legkisebb négyzetek módszere (LLSM),
amely egy optimalizációs problémához vezet, s egy lineáris egyenletrendszer meg-
oldását igényli. [2]-ben a szerzők szükséges és elégséges feltételt fogalmaznak meg
LLSM alkalmazásakor nemteljes összehasonĺıtás esetére a paraméterek egyértelmű
meghatározására.

A másik gyakran alkalmazott eljárás során az értékelendő objektumok mögé
egy-egy látens valósźınűségi változót képzelnek, és az értékelés során a valósźı-
nűségi változók különbségéről döntenek. A látens valósźınűségi változók elosz-
lásának különbségére Thurstone normális eloszlást javasolt, de a leggyakrabban
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logisztikus eloszlást használnak [3]. Legtöbbször két kategóriát engednek meg
(jobb/rosszabb), azonban a mögöttes gondolatmenet általánośıtható több döntési
kategóriára is. Döntetlent is megenged pl. [8], illetve több kategóriát is alkalmaz
[1]. Széleskörű áttekintést ad a látens valósźınűségi változókkal kapcsolatos model-
lekről [4]. A leggyakrabban alkalmazott megoldási módszer ezen modellek esetén
az, hogy a paraméterekre egy lineáris egyenletrendszert álĺıtanak fel, amelynek
egyik oldalán a kategóriák becsült valósźınűségeinek valamely függvénye áll. Az
eredmények közti inkonzisztencia az egyenletrendszer pontos megoldását általá-
ban nem teszi lehetővé, csak a megoldás legkisebb négyzetek módszerével történő
közeĺıtését. A megoldást többnyire abban az esetben adják meg, amikor minden
objektum minden más objektummal össze van hasonĺıtva. A becsült paraméterek
egyértelmű létezése a valósźınűségek függvényének képezhetőségétől is függ, meg-
oldhatóságra vonatkozó tételek több kategória megengedése esetén nem találhatók.
A hiányzó összehasonĺıtásokból adódó problémákat [4] külön megemĺıti.

Mi visszanyúlunk Thurstone eredeti gondolatához. Normális eloszlású látens
valósźınűségi változókat feltételezünk, az objektumok sorrendjének a várható ér-
tékek sorrendjét tekintjük. Több döntési kategóriát is megengedünk. Az egyes
kategóriák bekövetkezésének valósźınűségeit a paraméterek függvényében feĺırjuk.
A paramétereket maximum likelihood (ML) becsléssel becsüljük. Ez a becslési
módszer nemteljes összehasonĺıtások esetén is természetes módon működik. Publi-
kációnkban bemutatjuk az általános modellt, és néhány esetben elégséges feltételt
adunk az ML-becslés létezésére és egyértelműségére. Az ML-becslések aszimptoti-
kus normalitása alapján a várható értékekre konfidenciaintervallumok konstruál-
hatók. Az ML-becslések további előnye, hogy hozzájuk kapcsolódóan a hipotézis-
vizsgálatok is kidolgozottak. Emellett a várható értékek súlyokká konvertálhatók,
ı́gy lehetővé válik többszintű döntések kivitelezése is.

2. Az általános modell

Legyen a rangsorolandó objektumok száma n, jelöljük őket 1, 2, ..., n-nel. Az
i−edik objektumhoz tartozó látens valósźınűségi változó legyen ξi, i = 1, 2, ..., n.
A lehetséges döntési kategóriák száma legyen s (2 ≤ s), és a döntéseket jelöl-
je C1, C2,..., Cs. Ezek egymást páronként kizárják. Nekik megfelelően a valós
számok halmazát s darab diszjunkt részintervallumra (Ik, k = 1, 2, ..., s) osztjuk,
Ij ∩ Ik = ⊘, ha j ̸= k és R =I1 ∪ I2 ∪ ... ∪ Is. Ha az i-edik és a j-edik ob-
jektum összehasonĺıtásánál a döntés Ck, akkor ξi − ξj ∈ Ik. Feltételezzük, hogy
ξi ∼ N(mi, σ

2), i = 1, 2, ..., n független valósźınűségi változók. Ezzel a feltétele-
zéssel más publikációkban is találkozhatunk. Az mi, i = 1, 2, ..., n várható értékek
sorrendje adja meg az objektumok sorrendjét.

Az általánosság további korlátozása nélkül feltételezhető, hogy σ = 1√
2
. Ekkor

a döntések az ηi,j = ξi−ξj ∼ N(mi−mj , 1), i = 1, ..., n−1, j = i+1, ..., n valósźı-
nűségi változókról szólnak. A különbségekre független megfigyeléseket tételezünk
fel.
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Jelölje Ai,j,k azt a számot, ahány döntés a Ck kategóriát jelöli meg az i. és a j.
objektum összehasonĺıtása során, és álljon az A háromdimenziós mátrix az Ai,j,k,
i = 1, 2, ..., n − 1, j = i + 1, ..., n, k = 1, 2, ..., s elemekből. Az intervallumokat
meghatározzák a végpontjaik, ezeket jelöljük az alábbi módon:

−∞ = a0 < a1 < a2 < .... < as−1 < as = ∞.

Használva a Φ(−∞) = 0 és Φ(∞) = 1 megfeleltetést, ahol Φ a standard nor-
mális eloszlásfüggvény, a likelihood függvény az alábbi:

L(A|m1, ...,mn, I1, ..., Is) = L(A|m1, ...,mn, a1, ..., as−1) = (1)

s∏
k=1

n−1∏
i=1

n∏
j=i+1

(Φ(ak − (mi −mj))− Φ(ak−1 − (mi −mj)))
Ai,j,k ,

amit m = (m1, ...,mn)-ben valamint (a1, ..., as−1)-ben maximalizálva kapjuk a
paraméterek maximum likelihood becslését.

A modellben természetes módon feltételezzük a szimmetriát, azaz ai = −as−i,
i = 1, 2, ..., [s/2]. A becsült várható értékekből exponenciális transzformáció és
normálás után súlyok képezhetők. A várható értékek azonosságának tesztelésére
a likelihood hányados próba alkalmazható. A becslések létezésére és egyértelmű-
ségére a következő fejezetben speciális esetekben elégséges feltételeket adunk.

3. Speciális esetek

Ebben a fejezetben a legfontosabb speciális eseteket mutatjuk be, és ezekben
elégséges feltételt adunk az ML-becslés létezésére és egyértelműségére. Ennek
kulcsmot́ıvuma egy gráf összefüggősége, amelyben a csúcsok mindig az értékelendő
objektumok, az élek viszont más-más feltételek teljesülése esetén vannak behúzva.
Példát emĺıtünk arra, amikor a modell természetes módon használható.

1. A klasszikus Thurstone-modell - jobb/rosszabb opciók esete: s = 2

Ebben az esetben két kategória van a döntésre, a jobb és a rosszabb, ami két
intervallumot jelent az a1 = 0 ponttal elválasztva. Az ML-becslés létezésével és
egyértelműségével kapcsolatban az alábbi álĺıtást bizonýıtottuk:

3.1. Tétel. Definiáljuk a GR2 gráfot a következőképpen: az i. és j. objektum
akkor legyen összekötve, ha 0 < Ai,j,1 · Ai,j,2. Legyen m1 = 0. Ha a GR2 gráf
összefüggő, akkor (1)-nek létezik maximuma, és a maximumhely egyértelmű.

Ezt a modellt alkalmaztuk gyártási hibák összehasonĺıtásánál [5].
2. Jobb, egyforma, rosszabb opciók esete: s = 3
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Ebben az esetben az i. és a j. objektumot egyformának tekintjük, ha a látens
valósźınűségi változók egymástól való eltérése nem halad meg egy bizonyos szintet.
A számegyenes 3 részre van osztva, a szimmetria miatt egy osztópont bevonása és
becslése szükséges. Az ML-becslés létezésével és egyértelműségével kapcsolatban
az alábbi álĺıtást bizonýıtottuk [7]:

3.2. Tétel. Legyen s = 3 vagy s = 4. Tegyük fel, hogy valamely i1 < j1
esetén 0 < Ai1,j1,k, valamely 1 < k < s esetén. Továbbá tegyük fel, hogy valamely
i2 < j2 esetén 0 < Ai2,j2,k, és 0 < Ai2,j2,l fennáll valamely |k − l| > 1 pár esetén.
Legyen a GR3 gráf az alábbi módon definiálva: az (i, j) i < j csúcspár akkor van
összekötve, ha 0 < Ai,j,k valamely k = 2, 3, .., s− 1 esetén, vagy 0 < Ai,j,1 ·Ai,j,s.
Rögźıtsük az m1 = 0 értéket. Ha a GR3 gráf összefüggő, akkor az (1) likelihood
függvény maximuma létezik és egyértelmű.

A modell jól alkalmazható olyan sportágak esetében, ahol döntetlennel vagy
győzelemmel, vereséggel végződhetnek a mérkőzések. Működik nem teljes össze-
hasonĺıtások esetén is, ı́gy olyan játékosok rangsora is elkésźıthető, akik között
voltak olyanok is, akik soha nem játszottak egymás ellen.

3. Sokkal jobb, jobb, rosszabb, sokkal rosszabb opciók esete: s = 4
Ebben az esetben az egyforma nem megengedett, viszont ha a különbség abszo-

lút értéke meghalad egy szintet, akkor az egyik objektumot sokkal jobbnak/sokkal
rosszabbnak tekintjük a másiknál. Ebben az esetben a szimmetria miatt a három
osztópont egy paraméterrel megadható. Az ML-becslés létezésével és egyértelmű-
ségével kapcsolatos tétel megegyezik a 3.2 tétellel s = 4 esetén. A módszer jól
alkalmazható például olyan sportágak esetén, ahol döntetlen ugyan nem lehet a
mérkőzések kimenetele, de nagy győzelem, vagy súlyos vereség definiálható. Ilyen
sportág lehet például a tenisz. A jobb/sokkal jobb besorolást itt és más esetekben

is a terület szakértőire lehet b́ızni. Példát a 4. fejezetben mutatunk.
4. Sokkal jobb, jobb, egyforma, rosszabb, sokkal rosszabb opciók

esete: s = 5
Ebben az esetben két objektum egyforma, ha a látens valósźınűségi változók

különbsége abszolút értékben nem halad meg egy szintet. Ha azonban egy ennél
nagyobb szintet is meghalad, akkor sokkal jobb/sokkal rosszabb értékelés alakul ki.
A 4 osztópont két ai változó bevezetését igényli. A likelihood függvény maximumá-
nak létezésével és egyértelműségével kapcsolatban az alábbi tételt bizonýıtottuk:

3.3. Tétel. Tegyük fel, hogy valamely i1 < j1 esetén 0 < Ai1,j1,3, valamint
valamely i2 < j2 esetén 0 < Ai2,j2,2, vagy 0 < Ai2,j2,4, továbbá valamely i3 < j3
esetén 0 < Ai3,j3,1, és 0 < Ai3,j3,5 fennáll. Legyen a GR5 gráfban az (i, j) i < j
csúcspár összekötve, ha 0 < Ai,j,3 · Ai,j,k valamely k = 1, 2, 4, 5 esetén, vagy
0 < Ai,j,2 · Ai,j,4, vagy 0 < Ai,j,1 ·Ai,j,4, vagy 0 < Ai,j,2 ·Ai,j,5. Ha a GR5 gráf
összefüggő, akkor m1 = 0 rögźıtése után az (1) likelihood függvény maximuma
létezik és egyértelmű.
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A modellt alkalmaztuk fényforrások összehasonĺıtása esetén és a kapott ered-
ményeket publikáltuk a [6] publikációban.

4. Alkalmazás

Most mutatunk egy egyszerű alkalmazást s = 4 esetén női tenisz világklasszi-
sok összehasonĺıtására. Kiemelkedő női tenisz játékosok voltak, a világranglistát
is vezették a következő személyek: Chris Evert (#1), Steffi Graf (#2), Martina
Navratilova (#3), Szeles Mónika (#4) és Serena Williams (#5). A női tornákon
többnyire olyan mérkőzéseket játszanak, ahol az eredmények 2:0, 2:1, 1:2 vagy 0:2.
Ezeket tekintettük a 4 kategóriának. Az 5 teniszező egymás ellen játszott ATP-
mérkőzéseinek végeredményeit a http://www.wtatennis.com/head2head/ honlap-
ról töltöttük le. Az egymás elleni eredményeket az 1. táblázat első fele tartalmazza.
A meccsek eredményei azt mutatják, hogy Szeles Navratilova kivételével minden-
kinél gyengébb, viszont Navratilova jobb, mint Evert és jobb, mint Graf. Így
az egymás elleni eredmények inkonzisztensek, nem adnak könnyen megállaṕıtható
sorrendet. Bár nem mindenki játszott mindenkivel, de az ML-becslés létezésének
és egyértelműségének feltételei könnyen láthatóan teljesülnek. A likelihood függ-
vényt numerikusan optimalizáltuk, és a várható értékek ML-becslésére sorrendben
az alábbi eredményeket kaptuk: m̂5 = 0,374, m̂3 = 0,084, m̂2 = 0,066, m̂1 = 0,

m̂4 = −0,067. A belőlük wi = exp(m̂i)/
5∑

j=1

exp(m̂j) transzformációval kialaḱıtott

súlyvektor w = (0,180, 0,193, 0,196, 0,169, 0,262). Az egymás elleni eredmények
becsült valósźınűségeit az 1. táblázat második fele tartalmazza.

Játékosok Az eredmények A becsült valósźınűségek

”
A”

”
B” 2:0 2:1 1:2 0:2 2:0 2:1 1:2 0:2

”
A” győz

1 2 6 0 1 6 0,289 0,185 0,190 0,336 0,474

1 3 23 14 13 30 0,283 0,184 0,191 0,342 0,467

1 4 2 0 1 0 0,336 0,191 0,184 0,289 0,527

1 5 0 0 0 0 0,194 0,160 0,192 0,454 0,354

2 3 4 5 3 6 0,306 0,187 0,189 0,318 0,493

2 4 5 5 2 3 0,361 0,192 0,180 0,267 0,553

2 5 0 1 1 0 0,212 0,167 0,193 0,428 0,379

3 4 4 3 5 5 0,367 0,193 0,179 0,261 0,560

3 5 0 0 0 0 0,218 0,168 0,193 0,421 0,386

4 5 0 1 2 2 0,176 0,154 0,190 0,480 0,330

1. táblázat. Az egymás elleni eredmények és a becsült valósźınűségek.
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Összefoglalva elmondhatjuk, hogy szigorúan csak az egymás elleni mérkőzések
eredményeit figyelembe véve, a bemutatott módszerrel elvégezve a kiértékelést, a
vizsgált női teniszklasszisok sorrendje Williams, Navratilova, Graf, Evert és Szeles.
Összehasonĺıtásképpen megemĺıtjük, hogy a [2]-ben vizsgált LLSM seǵıtségével ki-
értékelve az eredményeket, a páros összehasonĺıtás mátrixba a nyert és vesztett
meccsek arányát ı́rva, a wLLSM = (0,149, 0,222, 0,153, 0,133, 0,343) súlyokhoz ju-

tunk. Így a játékosok rangsora Williams, Graf, Navratilova, Evert, Szeles. Tehát
a két módszer mind súlyokban, mind sorrendben különböző eredményt szolgáltat.
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zserként dolgozott a veszprémi Continentalnál. Jelenleg ve-
zetés és szervezés mesterszakot végez a Pannon Egyetemen
és projektmenedzserként dolgozik a budapesti AIMotive-nál,
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A GENERALIZATION OF THE THURSTONE METHOD WITH
APPLICATIONS

Éva Orbán-Mihálykó, Csaba Mihálykó, Patrik Kajtár

In this paper we present a generalization of Thurstone’s method for multiple choices. We
apply the maximum likelihood method for the estimation of the parameters. In special cases we
present sufficient conditions for the existence and uniqueness of the maximizer. We also present
practical cases for the applications and we also present an example for the evaluation of female
tennis players’ results.

Keywords: paired comparison, Thurstone method, maximum likelihood estimation, testing hy-
potheses, confidence interval.
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NAVIGÁCIÓ HÁLÓZATOKBAN BOLYAI JÁNOS GEOMETRIÁJA
SEGÍTSÉGÉVEL

BÍRÓ JÓZSEF, GULYÁS ANDRÁS, RÉTVÁRI GÁBOR, KŐRÖSI ATTILA,
HESZBERGER ZALÁN, MAJDÁN ANDRÁS

Ebben a tanulmányban röviden összefoglaljuk a Bolyai János Matemati-
ka Társulat 2016. évi Alkalmazott Matematikai Konferenciáján elhangzott
előadás lényegét, amely a különböző komplex hálózatokban történő navigá-
cióról szólt. Jelen cikkben kiemelt figyelmet ford́ıtunk az ún. skálafüggetlen
hálózatokra, amelyekhez sok szempontból Bolyai János hiperbolikus geomet-
riája jobban illeszkedik, mint az euklideszi tér. Röviden megmutatjuk, hogy
a hiperbolikus geometria seǵıtségével hogyan lehet meghatározni azokat a
minimalisztikus (adott csomópontok esetén a lehető legkevesebb élt tartal-
mazó) hálózatokat, amelyek maximális mértékben navigálhatóak. Arról is
értekezünk, hogy ezek a navigációs vázak strukturálisan hasonlóak számos
valós hálózathoz és nagy mértékben benne is vannak azokban.

1. Bevezetés

A hálózattudomány paradigmája, hogy a bennünket körülvevő legkülönfélébb
technológiai és természetben előforduló hálózatok (pl. internet, legijáratok háló-
zata, szavak szomszédossági hálózata, emberi agy strukturális hálózata) egységes
keretrendszerben vizsgálhatók, felfedhetők a legkülönbözőbb topológiájú hálóza-
tok közös vonásai, meghatározhatók a hálózati funkciók szempontjából lényeges
tulajdonságaik.

A valóságban előforduló hálózatokban a navigáció alapvető fontosságú funk-
ció. Technológiai hálózatokban ez általában azt jelenti, hogy a hálózat struktúrája
alapján meg kell határozni azokat az útvonalakat, amelyek mentén a csomópontok
között gazdaságosan és hatékonyan lehet az információt, utasokat, árut tovább́ı-
tani. Közösségi/ismeretségi hálózatokban a navigáció kapcsán gondolhatunk pl.
arra, hogy nem triviális feladat útvonalat találni ismeretségi kapcsolatokon keresz-
tül egy számunkra ismeretlen emberhez. Biológiai hálózatokban is megfigyelhetők
olyan jel-, energia- vagy információtovább́ıtási folyamatok, amelyek hálózatszintű
navigációs koordinációra utalnak. Vannak olyan hálózatok is, amelyekről intuit́ıve
érezzük, hogy valamilyen módon navigálhatók, de nagyon nehéz (vagy közvetlenül
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nem is lehetséges) tetten érni ezt a funkciót. Ilyen pl. a szavak szomszédossági
hálózata, amely a fejünkben lévő mentális lexikon egyfajta lenyomatának is tekint-
hető. Amikor pl. beszélünk, agyunk a mentális lexikonban navigál, és ez rendḱıvül
gyors, azonban a szavak hálózatán ezt a navigációt közvetlenül nem tudjuk meg-
figyelni.

A hálózattudományban az ún. mohó navigáció népszerű és sokat vizsgált funk-
ció. A népszerűség oka valósźınüleg az, hogy rendḱıvül egyszerű, a hálózati cso-
mópontokról feltételezi, hogy nem ismerik a teljes topológiát, csak a velük közvet-
len összeköttetésben lévőkről tudnak valamit. Stanley Milgram 1967-es kisvilág
ḱısérletében demonstrálta, hogy emberek közötti ismeretségi hálózatban hatéko-
nyan terjeszthető információ, amely a hálózat kisvilág tulajdonságának és a mohó
navigációnak tulajdońıtható. A mohó navigáció röviden úgy jellemezhető, hogy a
hálózatban minden csomópont az információt annak a szomszádjának adja tovább,
aki a célhoz a

”
legközelebbinek”tűnik. A modellezés szintjén ez implicite feltételezi

egy rejtett metrikus tér jelenlétét, és az ezen történő távolságszámı́tás alkalmazá-
sát. Először Jon Kleinberg mutatta meg egy egyszerű, hosszú kapcsolatokat is
tartalmazó euklideszi rácsmodellen, hogy a csomópontok a koordináták alapján
történő mohó navigáció seǵıtségével hatékonyan találnak rövid útvonalakat más
csomópontokhoz [4].

2. Mohó navigáció hálózatokban

A mohó navigáció kapcsán fontos gráfelméleti kérdés, hogy egy véges összekö-
tött iránýıtatlan gráf beágyazható-e valamilyen metrikus térbe oly módon, hogy
bármely két pontja között legyen mohó útvonal. A válasz megadása előtt defini-
áljuk a mohó beágyazhatóság fogalmát.

2.1. Defińıció. Mohó beágyazás: Egy G iránýıtatlan gráf mohó beágyazása
egy metrikus (X, d) térbe jelentse azt az f : V (G) → X leképezést, amely ren-
delkezik a következő tulajdonsággal: minden különböző s, t ∈ V (G) csúcspárhoz
létezik egy s-sel szomszédos u csúcs, amelyre d(f(u), f(t)) < d(f(s), f(t)).

Ez azt jelenti, hogy ha egy gráf mohón beágyazható, akkor bármely két forrás-cél
csúcspár között létezik olyan útvonal, amelyen a forrásból indulva és végigha-
ladva, minden lépésben közelebb kerülünk a célhoz. Számos eredmény született
arra vonatkozóan, hogy adott tulajdonságú gráfokat milyen metrikus térbe lehet
mohón beágyazni. Egy jelentős negat́ıv eredmény, hogy minden véges dimenziós
normalizált vektortérhez találhatók olyan gráfok, amelyek abba mohó módon nem
ágyazhatóak be. Speciális esetként ez pl. azt jelenti, hogy számos gráf az euklideszi
śıkba nem ágyazható be.

A fentiek fényében talán meglepőnek tűnhet a következő tétel:

2.1. Tétel. ([5]) Minden összekötött véges gráf mohón beágyazható a hiper-
bolikus śıkba.
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Ez úgy interpretálható, hogy minden gráfhoz találhatók kétdimenziós hiperbolikus
koordináták, amelyekkel a csomópontokat felćımkézve a gráfban a mohó útvonal-
választás megvalóśıtható. E nagyon általános eredmény hátrányaként mindenkép-
pen meg kell emĺıteni, hogy a tétel nem mond semmit az útvonalak hosszáról (két
csomópont közötti mohó útvonal hány lépést tartalmaz), a csomópontok és az
élek útvonalterheléséről (hány mohó útvonal halad rajtuk keresztül). Egy adott
hálózatban a kialaḱıtandó útvonalválasztás szempontjából ezek fontos műszaki jel-
lemzők.

A fenti eredmények és az a tény, hogy a valóságban előforduló hálózatok nem
akármilyenek, motiválták a következő (a mohó beágyazás szempontjából duális-
nak tekinthető) problémakör felvetését. Tekintsük a hiperbolikus śıkon a lehető
legegyszerűbb és legkevesebb paramétert használó hálózatgeneráló módszereket és
az általuk előálĺıtott hálózatokat. Ezek a hálózatok vajon rendelkeznek-e a mo-
hó navigálahtóság tulajdonságával. Milyen egyéb tulajdonságokkal rendelkeznek,
hasonĺıtanak-e pl. a valóságban előforduló hálózatokhoz?

Egy ilyen nagyon egyszerű hiperbolikus generat́ıv modell a következő [6]: Egy
R sugarú hiperbolikus körlapon helyezzünk el egyenletesen véletlenszerűen N pon-
tot, majd minden pontot kössünk össze a nála R-nél nem távolabbi pontokkal. Az
ı́gy kialakult hálózatokról megmutatható, hogy számos valós hálózathoz hasonló-
an fokszámeloszlásuk skálafüggetlen, kisvilág tulajdonságúak és klaszterezettségük
pedig magas. Az is kimutatható, hogy az ı́gy generált hálózatok szinte 100%-os
mértékben mohón navigálhatóak (azaz bármely két csomópont között létezik mo-
hó útvonal). Külön érdekes megfigyelés, hogy a mohó útvonalak rövidek és a
hiperbolikus śıkon közel vannak a geodetikus vonalakhoz. Ezek az eredmények
számos további, a hiperbolikus geometria és a komplex hálózatok mélyebb meg-
értését célzó kutatást inspiráltak. Talán az egyik legjelentősebb műszaki kutatási
irányvonal annak vizsgálata, hogy az internet AS (autonomous System) szintű
útvonalválasztó rendszerének teljes cseréje milyen feltételekkel és hatékonysággal
lenne lehetséges [2]. Erre vonatkozóan ḱısérleti rendszer éṕıtése is folyamatban
van [9].

3. Mohó navigációs vázhálózatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk a hálózatok mohó navigációja terén elért saját
eredményeinket. A korábbi fejezetben ismertetett generat́ıv modell alapján úgy
tűnik, hogy a hasonló tulajdonságú valós hálózatok beágyazhatók a hiperbolikus
śıkba oly módon, mintha egy bizonyos paraméterű generat́ıv hiperbolikus vélet-
len modell megvalósulásai lennének. Az irodalomból ismertek ilyen beágyazási
algoritmusok, ezek léırásától most eltekintünk, csak annyit jegyzünk meg, hogy a
beágyazások alapja lehet pl. a Markov-lánc Monte-Carlo-módszer [7]. A beágya-
zás eredményei a valós hálózat csomópontjaihoz rendelt kétdimenziós hiperbolikus
koordináták.
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Mind a beágyazott hálózatok, mind pedig a generat́ıv modellek esetén felvet-
hető a következő kérdés: Csupán a csomópontok koordinátái alapján (egy pilla-
natra elfelejtve a csomópontok közötti éleket) meghatározható-e az a minimális
számú élt tartalmazó hálózat, amely 100%-os mértékben mohó navigálható. Egy
ilyen maximálisan navigálható minimalisztikus vázhálózat létezése fontos szerepet
kaphat a navigálható hálózatokban, amelyről egy kicsit később részletesebben is
értekezünk. A következőkben bemutatunk egy nagyon egyszerű, bármely metrikus
térben működő hálózatformáló navigációs játékot, amelynek egy Nash egyensúlya
a hiperbolikus śık esetén éppen a fent keresett navigációs vázhálózat.

3.1. Defińıció. Hálózatformáló navigációs játék:
Stratégiák. A stratégiák tere egy u ∈ P játékos számára, amely szerint más

játékosokhoz éleket húz a hálózatban, legyen Su = 2P\{u}. Legyen s egy vektor
ebben a térben: s = (s0, s1 . . . sN−1) ∈ (S0, S1 . . . SN−1), és G(s) legyen az a gráf,

amelyet s generál, azaz G(s) =
∪N−1

i=0 (i× si).
Kiadás. A játékosok célja minimalizálni a kiadásaikat, azaz

cu =
∑
∀u ̸=v

dG(s)(u, v) + |su|, u, v ∈ P,

ahol

dG(s)(u, v) =

{
0, ha∃ u → v mohó útvonal G(s)-ben,

∞ egyébként.

A fenti hálózatformáló navigációs játék Nash-egyensúlyairól megmutatható, hogy
egyben szociális optimumot is biztośıtanak, ı́gy meghatározásuk visszavezethető
egy minimális halmazlefedési problémára [3]. Mivel több Nash-egyensúly is van,
vizsgálatainkban mindig azt az egyensúlyi hálózatot határoztuk meg, amely az
élek hosszának összegét is minimalizálja. Ez teljesen összhangban van az ún. él-
lokalitás elvvel [8] [4] [1], amely sokszor a valós hálózatokban megfigyelhető magas
klaszterezettség egyik kiváltó oka lehet.

A hiperbolikus śık esetén a fenti játék Nash-egyensúlyi hálózatáról számos ér-
dekes és fontos tulajdonságot bizonýıtottunk analitikusan, amelyeket nagy számú
numerikus vizsgálat eredményei is alátámasztottak [3]. Megmutattuk, hogy min-
den Nash-egyensúlyi hálózat tartalmaz egy bizonyos hálózati topológiát, és benne
van egy másik bizonyos hálózati topológiában. Ennek fontos következménye pl. az,
hogy a Nash-egyensúlyi hálózat átlagos fokszáma 1 és 4 között van, a numerikus
vizsgálatok alapján az átlagos fokszám 2,29. Bebizonýıtottuk, hogy az egyen-
súlyi hálózat fokszámeloszlása jó közeĺıtéssel hatványfüggvény, klaszterezettségi
együtthatója pedig 0,447 körüli érték, azaz ezekben a strukturális jellemzőkben is
hasonĺıtanak a valóságban megfigyelhető hálózatokhoz.

Megvizsgáltuk azt a kérdést is, hogy a hiperbolikus śıkba beágyazott valós háló-
zatok esetén a csak a koordináták alapján generált Nash-egyensúlyi hálózat milyen
mértékben van benne az eredeti valós hálózatban. A vizsgált hálózatok az USA
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NAVIGÁCIÓ HÁLÓZATOKBAN 267

Internet Metabolikus Szavak Repterek

Csomópontok 4919 602 4065 283

Élek 28361 2498 38631 1973

Nash egyensúlyi vázháló élek 5490 743 4634 328

Tartalmazás 83% 87% 71,5% 84%

Navigációs sikerességi arány 87% 85% 81% 89%

1. táblázat

légiforgalmi hálózata, az internet AS szintű topológiája, egy metabolikus hálózat
és a szavak egy bizonyos szomszédossági hálózata voltak. Az 1. táblázat mutatja a
csomópontok és élek száma mellett a tartalmazást, amely azt jelenti, hogy a Nash-
egyensúlyi hálózat élei közül hány százalék van benne az eredeti hálózatban is. A
navigáció sikerességi aránya azt jelenti, hogy az eredeti hálózatban a beágyazás
után a csomópontpárok hány százaléka között létezik mohó útvonal. Megfigyel-
hető, hogy a Nash-egyensúlyi hálózatok nagy mértékben benne vannak a valós
hálózatokban, amely összhangban van a magas navigációs sikerességi aránnyal is.
Randomizált nullmodellek seǵıtségével azt is igazoltuk, hogy a magas tartalmazási
arány nem lehet a véletlen műve.

1. ábra. Az internet AS topológia élei (halványkék), a Nash-egyensúlyi hálózat
élei (a pirosak részei az eredeti internet topológiának, a zöldek nem).
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Jelenleg a BME Villamosmérnöki és Informatikai Kar Táv-
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NAVIGÁCIÓ HÁLÓZATOKBAN 269

Dr. Gulyás András 2002-ben szerzett informatikus okleve-
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NAVIGATION IN NETWORKS BY THE BOLYAI-LOBACHEVSKY
HYPERBOLIC GEOMETRY

József B́ıró, András Gulyás, Gábor Rétvári, Attila Kőrösi,
Zalán Heszberger, András Majdán

In this paper we briefly overview greedy navigation issues in networks. We argue that in case
of scale-free and small-world networks with high clustering the Bolyai-Lobachevsky hyperbolic
geometry is suitable for greedy geometric navigation. We also highlight that Nash equilibrium
networks that have the smallest possible number of links required to maintain 100% navigability,
form skeletons of real networks and share with them their basic structural properties.

Keywords: navigation, complex networks, Bolyai-Lobachevsky hyperbolic geometry.
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A cikkben áttekintjük az SPS (Sign-Perturbed Sums) becslési módszert,
amely a zaj szimmetriáját kihasználva egzakt, nem aszimptotikus konfiden-
ciatartományokat tud konstruálni regressziós modellek pontbecslései köré.

1. Bevezetés

Regressziós modellek becslése zajos megfigyelési adatokból (pl. idősorokból)
fontos statisztikai probléma, amely számos terülten előkerül, például a rendszer
identifikációban, jelfeldolgozásban, gépi tanulásban és a pénzügyi matematikában.

A standard módszerek – például az előrejelzési hiba-, maximum likelihood- és
korrelációs módszer [5] – tipikusan pontbecsléseket szolgáltatnak. Gyakorlati szem-
pontból is fontos kérdés, hogy mennyire b́ızhatunk a kapott becslésben, amelyre
egy lehetséges válasz, hogy megadott valósźınűségű konfidenciatartományt éṕı-
tünk a becslés köré. Az ilyen halmazok konstrukciójának klasszikus módja az,
ha a pontbecslés határeloszlását h́ıvjuk seǵıtségül [5]. Az aszimptotikus eredmé-
nyeken alapuló megközeĺıtések azonban nem nyújtanak szigorú garanciákat véges
mintaszám esetén, hacsak nem teszünk erős statisztikai feltevéseket a rendszerről.

A dolgozat célja a nemrég kidolgozott SPS (Sign-Perturbed Sums) módszer [3]
bemutatása, amely minimális statisztikai feltevésekkel képes regressziós modellek
pontbecslései köré egzakt, nem aszimptotikus konfidenciahalmazokat éṕıteni.

Az SPS egy félparametrikus becslési módszer, mivel egy parametrikus (akár
dinamikus) modellből indul ki, de a folyamatot hajtó zajra nézve nem tételez
fel paraméterezést. Először az egyszerű lineáris regresszió esetére mutatjuk be a
módszert, majd kiterjesztjük dinamikus rendszerekre is a konstrukciót.

2. Konfidenciahalmazok lineáris regressziós problémákhoz

Adott egy bemenet-kiment párokból álló minta, Dn , {(φ1, Y1), . . . , (φn, Yn)},

Yt , φTt θ
∗ +Nt,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)

https://doi.org/10.37070/AML.2019.36.2.11
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t ∈ {1, . . . , n}, ahol Yt a kimenet (magyarázott változó), φt a bemenet (magyarázó
változó, regresszor) és Nt pedig a (nem megfigyelhető) zaj, a t-edik megfigyelés
esetén. A cél az ismeretlen,

”
igazi” θ∗ paraméter becslése. Feltesszük, hogy a

bemenetek, {φt} ⊂ Rd, determinisztikusak, θ∗ ∈ Rd konstans, és a zaj, {Nt},
független, szimmetrikus (a nulla körül) eloszlású1 (valós értékű) valósźınűségi vál-
tozókból áll; azaz Nt és −Nt eloszlása megegyezik minden t-re. Az egyszerűség
kedvéért szintén feltesszük, hogy n > d és a Φ , [φ1, . . . , φn ] mátrix teljes (sor)
rangú.

2.1. Legkisebb négyzetek becslés- és konfidenciaellipszoidjai

Az egyik standard pontbecslés a jól ismert legkisebb négyzetek (LS) becslés,

θ̂n , argmin
θ∈Rd

V(θ | Dn) = argmin
θ∈Rd

1

2
∥Y − ΦTθ∥22,

ahol Y , [Y1, . . . , Yn]
T. A normálegyenlet megoldásával megkapható θ̂n, azaz

∇θV(θ̂n | Dn) = ΦΦTθ̂n − ΦY = 0,

aminek a fenti feltételek mellett az analitikus megoldása θ̂n = (ΦΦT)−1(ΦY ).

Fontos kérdés, hogy mennyire megb́ızható a kapott pontbecslés. Erre egy vá-
lasz, ha tudunk például egy megadott p ∈ (0, 1) valósźınűségű Θ̂Dn,p konfidencia-

tartományt késźıteni θ̂n köré, azaz amelyre θ̂n ∈ Θ̂Dn,p, és P
(
θ∗ ∈ Θ̂Dn,p

)
≥ p.

Ilyen halmazok konstrukciójára egy standard módszer [5], ha kihasználjuk, hogy
az LS-becslés (átskálázott) hibája aszimptotikusan Gauss-eloszlású, azaz

√
n (θ̂n − θ∗)

d−→ N (0, σ2R−1), ahogy n→ ∞,

amely fennáll pl., ha korlátosak a regresszorok, és létezik egy olyan pozit́ıv definit
R mátrix, amely az Rn , 1

nΦnΦ
T
n határértéke2, valamint {Nt} független, azonos

eloszlású (f.a.e.) változókból áll, amelyekre E[Nt] = 0, és E[N2
t ] = σ2, 0 < σ2 <∞.

A pontbecslés határeloszlásának felhasználásával egy adott p valósźınűséghez
θ̂n középpontú (közeĺıtő) konfidenciaellipszoid konstruálható,

Θ̃n,p ,
{
θ ∈ Rd : (θ − θ̂n)

TRn (θ − θ̂n) ≤ q σ̂2
n

n

}
, (1)

1A függetlenség gyenǵıthető, a szimmetria a kritikus az SPS-hez. Számos nevezetes eloszlás
lehet ilyen, például Gauss, Laplace, Cauchy, Bernoulli, Student t, egyenletes.

2 Itt kivételesen – a határérték miatt – expliciten kíırtuk, hogy Φ függ n-től.
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ahol p = Fχ2(d)(q), itt Fχ2(d) a d szabadságfokú χ2-eloszlás eloszlásfüggvénye, és
σ̂2
n a zaj varianciájának becslése az LS-megoldás reziduálisainak seǵıtségével,

σ̂2
n , 1

n− d

n∑
t=1

(Yt − φT
t θ̂n)

2.

Ekkor nyilván θ̂n ∈ Θ̃n,p, valamint P( θ∗ ∈ Θ̃n,p ) ≈ p. Az ı́gy kapott konfiden-
cia halmazok azonban véges minták esetén nem garantáltak, és csak heurisztikus
megközeĺıtésnek tekinthetőek; kis mintaszám esetén tipikusan pontatlanok [5].

2.2. SPS lineáris regresszió esetén

Most rátérünk az SPS-módszer [3] ismertetésére, amellyel minimális statisztikai
feltevésekkel véges minták esetén is garantált konfidenciatartományokat konstru-
álhatunk az LS-becslés köré. Első közeĺıtésben tekinthetünk az SPS-re úgy, mint
egy hipotézisvizsgálatra, amely egy adott θ paraméter esetén azt a nullhipotézist
vizsgálja, hogy θ = θ∗, a θ ̸= θ∗ alternat́ıv hipotézissel szemben.

A bootstrap- és Monte-Carlo-tesztek alapgondolatához hasonlóan abból indu-
lunk majd ki, hogy ha θ = θ∗, akkor egyrészt (i) megkaphatjuk a zajváltozók
pontos értékét a rendszer

”
invertálásával”, valamint (ii) a zaj eloszlásának bizo-

nyos regularitását kihasználva (a jelen esetben a szimmetriát) alternat́ıv mintákat
generálhatunk, amelyek statisztikailag

”
hasonlóan viselkednek”majd, mint az ere-

deti minta. Ha azonban θ ̸= θ∗, akkor a rendszer invertálásával kapott zajbecslések
torźıtottak lesznek, és ı́gy az alternat́ıv minták statisztikailag

”
eltérően viselked-

nek” majd, mint az eredeti minta. Azt, hogy mennyire
”
hasonlóan viselkednek”

a generált (perturbált) értékek az eredeti mintához viszonýıtva, a minták skalár
értékű kiértékelése után egy rangteszttel döntjük majd el.

Első lépésként bevezetünk m (véletleńıtett) kvadratikus Rd → R függvényt,

Zi(θ) , ∥R− 1
2

n ΦΛi

(
Y − ΦTθ

)
∥22,

i ∈ {0, 1, . . . ,m−1}, ahol Λ0 , I, és Λi , diag(αi,1, . . . , αi,n), ha i ̸= 0; {αi,t} füg-
getlen, azonos eloszlású Rademacher-valósźınűségű változók3; a diag(·) függvény
pedig egy diagonális mátrixot képez az argumentumaiból. A Z0-t referenciafügg-
vénynek, mı́g a többi {Zi} függvényt előjelperturbált függvényeknek nevezzük.

Vegyük észre a kapcsolatot a {Zi} függvények defińıciója és a költségfüggvény
gradiense, ∇θV, között. A {Zi} függvényeket interpretálhatjuk úgy, hogy V gra-
diensében a reziduálisok előjelét véletleńıtjük Rademacher-változók seǵıtségével,
majd a kapott vektor

”
nagyságát” kiértékeljük egy súlyozott norma seǵıtségével.

3Azaz 1 és −1 értékeket vehetnek fel, mindegyiket 1/2 valósźınűséggel.
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Ha θ = θ∗, akkor Y − ΦTθ∗ = N , ahol N = [N1, . . . , Nn]
T, és a szimmetriafel-

tevésből tudjuk, hogy N és ΛiN eloszlása minden i-re megegyezik. Ekkor

Z0(θ
∗) = ∥R− 1

2
n ΦN∥22

d
= ∥R− 1

2
n ΦΛiN∥22 = Zi(θ

∗),

de a {Zi(θ
∗)} valósźınűségi változók természetesen nem teljesen függetlenek. Be

lehet látni azonban, hogy feltételesen f.a.e. tulajdonságúak az {|Nt|} által gene-
rált σ-algebrára nézve. Ekkor viszont felcserélhetőek is, és ı́gy minden lehetséges
rendezésük4, Zi0(θ

∗) ≺ · · · ≺ Zim−1(θ
∗), ugyanolyan 1/m! valósźınűséggel áll elő.

Ha azonban θ ̸= θ∗, akkor már ez a felcserélhetőségi tulajdonság nem áll fenn, és
Z0(θ) egyre nagyobb valósźınűséggel fogja dominálni a többi {Zi(θ)}i̸=0 változót,
ahogy egyre távolabb kerülünk az igazi paramétertől, azaz ahogy ∥θ∗ − θ∥2 → ∞.

Ahhoz, hogy össze tudjuk mérni a referenciafüggvény értékét az előjelperturbált
függvényekével, szükségünk lesz a referenciafüggvény normalizált rangjára,

R(θ) , 1

m

(
1 +

m−1∑
i=1

I (Z0(θ) ≺ Zi(θ))

)
,

ahol I(·) egy indikátorfüggvény; tehát 1, ha az argumentuma (egy formula) igaz,
és 0 máskülönben. Tegyük fel, hogy p = 1− q/m alakban ı́rható, ahol 0 < q < m,
és q,m egész számok. Ekkor az SPS-teszt elfogadja a nullhipotézist, ha R(θ) ≤
p, és elutaśıtja, ha R(θ) > p. Mivel mind m, a referencia- és előjelperturbált
függvények száma, mind q szabad paraméterek (a felhasználó által meghatározott),
ı́gy tetszőleges racionális5 p ∈ (0, 1) valósźınűséghez késźıthető egy SPS-teszt.

A fentiek szellemében az SPS-konfidenciatartományt ı́gy definiálhatjuk:

Θ̂n,p ,
{
θ ∈ Rd : R(θ) ≤ p

}
.

Bebizonýıtható [3], hogy az ı́gy kapott (véletleńıtett) konfidenciahalmaz egzakt,

P
(
θ∗ ∈ Θ̂n,p

)
= p.

A konfidenciahalmaz egzaktsága annak ellenére fennáll, hogy nem használtuk ki
a zaj konkrét eloszlását, sőt, még azt is megengedtük, hogy minden megfigyelésre
különböző eloszlású zaj hasson, amelyeknek akár végtelen varianciája is lehet.

Az SPS konfidenciahalmazai csillagkonvexek, ahol az LS-becslés egy csillagköz-
pont [3]. Tehát minden θ ∈ Θ̂n,p és β ∈ [0, 1]-re, β θ + (1− β) θ̂n ∈ Θ̂n,p.

4A
”
≺” egy szigorú teljes rendezés, amit a standard

”
<”-ből úgy kapunk, hogy egyenlő értékek

esetén véletlenszerűen döntjük el, hogy melyiket tekintjük kisebbnek; formális def. lásd [3].
5További véletleńıtéssel könnyen kiterjeszthető a teszt irracionális valósźınűségekre is, azonban

ennek elhanyagolható a gyakorlati jelentősége, ezért ismertetésétől eltekintünk.
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Az SPS-konfidenciahalmazok erősen konzisztensek [2], azaz aszimptotikusan
egy valósźınűséggel semmilyen hamis paraméterértéket nem tartalmaznak; a hal-
maz θ∗ körüli tetszőleges kicsi gömb belsejébe kerül, ahogy a mintaszám növekszik,

P
( ∞∪

k=1

∞∩
n=k

{
Θ̂n ⊆ Bε(θ

∗)
})

= 1,

minden ε > 0, ahol Bε(θ
∗) , { θ ∈ Rd : ∥θ − θ∗∥2 ≤ ε }. A konzisztencia gyenge

plusz feltevések mellett fennáll, pl. mind a zaj szórásnégyzete, mind a regresszorok
normája tarthat a végtelenhez, ha a növekedésük bizonyos ráta alatt marad [2].

Hatékony külső approximációs ellipszoid is konstruálható az SPS-halmazokhoz:

Θ̂n,p ⊆
{
θ ∈ Rd : (θ − θ̂n)

TRn(θ − θ̂n) ≤ r∗
}
,

amelyek gyorsan (polinomiális időben) – szemidefinit programozási feladatok meg-
oldásával – számolhatóak. Vegyük észre, hogy az ı́gy kapott konfidenciaellipszoi-
doknak ugyanaz lesz a középpontja (ti. az LS-becslés), és az alakját meghatározó
mátrixa, mint (1) esetén, csak az ellipszoidok sugara fog különbözni. Azonban,
mı́g a határeloszláson alapuló ellipszoidok csak heurisztikák, az SPS-halmaz külső
approximációján alapuló ellipszoidok garantált konfidenciával rendelkeznek [3].

3. Konfidenciahalmazok dinamikus rendszerekhez

Az alapvető célkitűzés az SPS-módszer megalkotásakor az volt, hogy dinamikus
rendszerek pontbecslései köré tudjunk nem aszimptotikus garanciákkal rendelke-
ző konfidenciahalmazokat késźıteni. A lineáris regressziós eset egy természetes
általánośıtása, ha általános lineáris (dinamikus) rendszereket [5] vizsgálunk, azaz

Yt , G(z−1; θ∗)Ut +H(z−1; θ∗)Nt,

ahol G és H (stabil) lineáris szűrők, H stabilan invertálható, z−1 a késeltetés
(
”
lag”) operátor, θ∗ ∈ Rd az

”
igazi” paraméter, G(0; θ∗) = 0, H(0; θ∗) = 1, {Ut} a

(megfigyelt) bemenetek, {Nt} a (nem megfigyelt) független és szimmetrikus zaj, a
bementek és a zaj függetlenek, valamint a rendszer kezdeti állapota ismert [4].

Ekkor az előrejelzési hibák vektora6 ε̂(θ) , [ ε̂1(θ), . . . , ε̂n(θ) ]
T, ahol ε̂t(θ) ,

H−1(z−1; θ)
(
Yt −G(z−1; θ)Ut

)
minden t-re; valamint teljesül, hogy ε̂t(θ

∗) = Nt.
Egy tipikus költségfüggvény az előrejelzési hibák négyzetösszege [5], azaz

V(θ | Dn) =
1

2
ε̂T(θ)ε̂(θ), ekkor Ψ(θ̂n) ε̂(θ̂n) = 0,

6Tegyük fel, hogy pont annyi adatunk van, hogy n hibatagot kiszámolhassunk.
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ahol a θ̂n az előrejelzési hibabecslés, Ψ(θ) , [ψ1(θ), . . . , ψn(θ) ], és ψt(θ) pedig a t-
edik előrejelzési hiba gradiense. Ismert, hogy ez a gradiens ψt(θ) =W (z−1; θ)Yt+
K(z−1; θ)Ut alakban is ı́rható, ahol W és K (vektorértékű) lineáris szűrők [5].

Ha megpróbáljuk ugyanazt a konstrukciót használni, mint a . fejezetben, az
sajnos erre az általános esetre nem fog működni, a Z0(θ

∗) -nak nem ugyanaz
lesz az eloszlása, mint a többi {Zi(θ

∗)}i ̸=0-nek, ı́gy az igazi paraméterhez tartózó
függvényértékek felcserélhetőségéhez vezető érvelés sem marad érvényben [4].

A probléma a rendszer dinamikusságából fakad; azaz abból, hogy ha a zajt
perturbáljuk, az – a lineáris regressziós esettől eltérően – hatással van az előrejel-
zési hibák gradiensére is. A megoldást alternat́ıv kimeneti trajektóriák generálása
jelenti, amelyeket a perturbált előrejelzési hibákkal hajtunk meg:

Ȳi,t(θ) , G(z−1; θ)Ut +H(z−1; θ) (αi,t ε̂t(θ)),

i ∈ {1, . . . ,m − 1}, és a jelölés egyszerűśıtése miatt bevezetjük, hogy minden t-re
Ȳ0,t(θ) , Yt. Az alternat́ıv trajektóriákkal perturbált gradienseket számolhatunk,

ψ̄i,t(θ) , W (z−1; θ) Ȳi,t(θ) +K(z−1; θ)Ut,

i ∈ {0, . . . ,m− 1}, amelyekkel eljutunk az SPS működőképes általánośıtásához:

Zi(θ) , ∥Q− 1
2

i (θ)Ψi(θ)Λiε̂(θ)∥22,

ahol Ψi(θ) , [ ψ̄i,1(θ), . . . , ψ̄i,n(θ) ], és Qi(θ) , 1
nΨi(θ)Ψ

T
i(θ). Bebizonýıtható, hogy

az ezekkel a függvényekkel konstruált SPS-halmazok már egzakt konfidenciával
rendelkeznek [4]. A konstrukció kiterjeszthető visszacsatolt (pl. szabályozóval
rendelkező) rendszerekre [4], valamint nemlineáris (pl. GARCH) modellekre is [1].

4. Konklúzió és nyitott problémák

A dolgozatban röviden bemutattuk az SPS-módszert, amely minimális statisz-
tikai feltevésekkel képes regressziós modellek adott pontbecslései köré véges minták
esetén is garantált – tipikusan egzakt – konfidenciatartományokat késźıteni.

Ugyan az SPS-módszer viselkedését már elég jól ismerjük lineáris regressziós
problémákon, de még sok nyitott kérdés van vele kapcsolatban például dinamikus
rendszerek esetén. Ilyen kérdés az SPS-teszt másodfajú hibájának jellemzése és
hatékony külső approximációk konstruálása különböző dinamikus modellekhez.
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SYMMETRY AND CONFIDENCE

Balázs Csanád Csáji

In this article we briefly overviewed the SPS (Sign-Perturbed Sums) method which was
recently developed by Marco Campi, Erik Weyer and Balázs Csanád Csáji. The main draw card
of SPS is that it can construct non-asymptotically guaranteed confidence regions for parameters
of regression models under minimal statistical assumptions. The fundamental assumption of the
SPS method is that the noises affecting the system are distributed symmetrically about zero, but
their distributions may change over time.

We started with investigating classical linear regression problems. We recalled the standard
least-squares (LS) estimate with its confidence ellipsoids, whose construction is based on the
asymptotic Gaussianity of the estimate. We argued that such ellipsoids do not come with rigorous
finite sample guarantees and are imprecise for small samples.

Then, we presented the construction of SPS confidence regions for linear regression problems.
We highlighted that these regions have (i) exact confidence probabilities; are (ii) star convex with
the LS estimate as a star center; are (iii) strongly consistent, that is, for every ball around the true
parameter, the confidence regions are asymptotically (as the sample size tends to infinity) almost
surely remain inside the ball (thus every false parameter value will be eventually excluded); and
(iv) efficient ellipsoidal outer-approximations can be constructed for them by solving semidefinite
programming problems. The SPS ellipsoids have the same center (i.e., the LS estimate) and kernel
matrix as the classical ellipsoids of the LS theory, only their radii are different. However, while
the ellipsoids of the classical theory (based on limiting distributions) are just heuristics for finite
samples, the SPS ellipsoids have rigorous non-asymptotic guarantees.

Finally, we generelized the SPS construction for general linear (dynamical) systems. We
discussed that a straightforward generalization would not work, as the noises affecting the system
and the outputs are not independent for dynamical systems. It was shown that the proper
generalization should be built using alternative output trajectories, which are constructed using
perturbed prediction error sequences. The resulting SPS confidence regions also have exact
confidence probabilities, and the construction can be generalized for closed-loop and certain
non-linear systems (such as GARCH models), as well.

There are several open problems concerning the SPS method, especially for its construction
for dynamical systems: for example, building efficient outer-approximations for various types of
dynamical systems and analyzing the type II errors of SPS tests.

Keywords: confidence regions, resampling methods, linear regression, time series.
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A CSOMAGTOVÁBBÍTÁS SKÁLÁZHATÓSÁGA:
KORLÁTOK ÉS OPTIMUMOK

KŐRÖSI ATTILA, RÉTVÁRI GÁBOR

A számı́tógépes hálózatok egyik legalapvetőbb feladata az információ-
tovább́ıtás, ennek egy módja, amikor az útvonal mentén a köztes csomó-
pontok döntik el lépésről lépésre, hogy merre tovább́ıtsák a csomagot. Éppen
ezért egy elemi probléma, hogy ennek a megvalóśıtásához mennyi informá-
ciót kell eltárolni a hálózatban. Számos eredmény született már a témában,
azonban azok jellemzően azt vizsgálták, hogy legrosszabb esetben minimáli-
san hány bitet kell eltárolni. Ebben a cikkben azonban egy új megközeĺıtés
révén ehelyett azt vizsgáljuk, hogy különböző konkrét hálózatokban mennyi
információ szükséges. Mind analitikus, mind szimulációs vizsgálataink során
azt tapasztaltuk, hogy a gyakorlatban elterjedt hálózatokban jellemzően lé-
nyegesen alacsonyabb a szükséges információmennyiség, mint a legrosszabb
esetben.

1. Bevezetés

Napjainkban a számı́tógépes hálózat fogalma már nem jelent egyet az internet-
tel, számos más formában is találkozhatunk velük, ilyenek például adatközpontok
is. Bármilyen formájával találkozunk, mindenhol első számú feladata az informá-
ció tovább́ıtása. Ennek két legegyszerűbb módja a forrásalapú csomagtovább́ıtás,
mikor a csomag feladója előre eldönti a csomag útvonalát, azt belekódolja a cso-
magba, és a hálózatban a többi pont az útvonal mentén csak egyszerűen kiolvassa,
hogy merre kell tovább́ıtania. Illetve a köztes pontok alapján történő csomagto-
vább́ıtás, mely esetben a feladó a csomagba csupán a forrás és a cél csomópont
azonośıtóját ı́rja a csomagra, és ezen információ alapján a köztes pontok maguk
döntik el, merre tovább́ıtják a csomagot.

Mindkét módszernek megvan az előnye és a hátránya. A forrásalapú
tovább́ıtásnál a feladónak ismernie kell a teljes hálózati topológiát, a köztes pon-
toknak azonban nem szűkséges semmilyen számı́tást végezniük, mindent a feladó
intéz. Ezzel szemben a köztes pont alapú megoldásnál a feladat terhe és az infor-
mációtárolás is megoszlik a hálózatban, viszont figyelni kell arra, nehogy végtelen
ciklusba kerüljön egy csomag.
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Az internet az utóbbi mechanizmussal működik, és ebben a munkában a
továbbiakban mi is csak ezzel fogunk foglalkozni. Attól függően, hogy milyen
metrika szerint optimalizáljuk az útvonalainkat, a köztes pontoknak a soron kö-
vetkező pont megválasztásához esetleg elég csak a célállomást figyelembe venni,
vagy a forrással is kalkulálnia kell. Például ha a legrövidebb utat keressük, akkor a
forrástól teljesen független a további útvonal, azonban ha a legszélesebb útvonalat
keressük, akkor az útvonal múltja is szempont lehet, konkrétan ha a legrövidebb
legszélesebb útvonalon szeretnénk haladni, akkor számı́t a forrás is.

A továbbiakban az egyszerűség kedvéért legrövidebb útvonalakat fogunk ke-
resni, ı́gy elég lesz a döntést a forrástól függetlenül, a cél csomópont függvényében
meghozni. Ez a modellünkben azt jelenti, hogy minden csomópontnak le kell tá-
rolnia egy n hosszú tömböt, ahol az i-edik elem az i-edik csomópont irányába adja
a következő lépést. Ez a tömb felfogható egy n karakterből álló szövegnek is, ahol
a karakterek a lehetséges következő lépések, szomszédok. Ezt a szöveget kell tömö-
ŕıtenünk, ha minimalizálni szeretnénk a csomagtovább́ıtáshoz szükségesen letárolt
információt.

Természetesen, már sokan vizsgáltak hasonló kérdéseket, a
”
compact routing”

terület kimondottan azzal foglalkozik, hogy alsó-felső korlátokat adjon a csomag-
tovább́ıtáshoz szükséges információ mennyiségéről. [4]-ben megmutatták, hogy
adott d-re mindig létezik olyan n pontú, legfeljebb d fokú gráf, hogy Ω(n2 log d)
információt kell a gráfban tárolni. Ezt természetesen nem ḱıvánjuk megcáfolni, de
úgy gondoljuk, hogy a gyakorlatban előforduló gráfok esetében nem ilyen rossz a
helyzet.

A következő fejezetben pontosan bemutatjuk a használt modellt. A 3. fejezet-
ben ismertetünk pár elméleti eredményt, mı́g a 4. fejezetben szimulációs eredmé-
nyekről és a további lehetséges kutatási irányokról ejtünk pár szót.

2. Modell

A továbbiakban a következő modellben fogunk dolgozni. Adott egy n pontú G
gráf, amiben bármely két pont között definiáljuk az optimális útvonalat. Ezekről
az utakról feltesszük, hogy minden v pont esetén a v-be menő optimális útvonalak
uniója G egy fesźıtő fája, vagyis a köztes pontok számára az optimális utak csak a
céltól függnek, ilyen például a legrövidebb utak rendszere. Ezen útvonalválasztó
megvalóśıtásához feltesszük, hogy minden u csomópontban van egy adatstruktúra,
mely minden v csomópontra megadja, hogy u-nak melyik szomszédja felé kell
tovább́ıtani, amennyiben v a célpont. Feltehetjük, hogy a csomópontokat 1-től
n-ig felszámozzuk, ı́gy a köztes pontokhoz tartozó struktúra lehet egy n hosszú
tömb, mely i-dik eleme az i irányába menő út következő pontja.

Ezek után ez a tömb felfogható egy n hosszú szövegnek is, ahol a karakterek
a szomszédokhoz tartozó azonośıtók, mi pedig azt szeretnénk megállaṕıtani, hogy
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mennyi tárhelyre van szűksége ezeknek a szövegeknek. A szövegek tárolásigényé-
nek és tömöŕıtésének irodalma elég bőséges, és nagy múltra tekinthet vissza. A fő
eredmények viszonylag egyszerűek és széles körben ismertek.

Amennyiben a szövegre vonatkozó információnk kimerül abban, hogy n hosszú
és a karakterek Σ halmazának d az elemszáma, úgy értelemszerűen n log d bitre
van szűkség. Amennyiben ismert az egyes karakterek eloszlása, úgy már tudunk
entrópiára tömöŕıteni: H0 =

∑
c∈Σ

nc

n log n
nc
, ahol nc darab c karakter van a szö-

vegben, ez esetben nH0 + o(n) bit szűkséges [2]. Amennyiben struktúra is van
a szövegben, úgy elképzelhető, hogy magasabb rendű entrópiára is tömöŕıthető:
Hk =

∑
q∈Σk

∑
c∈Σ

nqc

n log nc

nqc
, ahol az nqc azt mondja meg hányszor követi a q-t

c. Itt is és a továbbiakban log függvény alatt a kettes alapú logaritmust értjük.

3. Anaĺızis

3.1. Teljes gráf véletlen élsúlyokkal

Ebben a fejezetben azt a modellt vizsgáljuk meg, melyben a hálózat egy teljes
gráf, azonban a pontok közötti élek hosszai független azonos exponenciális elosz-
lást követő valósźınűségi változók. Mivel folytonos eloszlásúak, ezért azon elemi
események halmaza, melyben van két pont, mik között létezik több legrövidebb
út, null mértékű.

3.1. Tétel. Az entrópia várható értéke log e.

Bizonýıtás. A nulladrendű entrópia kiszámolásához, arra van szükségünk, hogy
meg tudjuk mondani, melyik szomszédot hány célpont felé használja az adott
pont. Ennek eloszlása megegyezik a pontból kiinduló legrövidebb utak fájában a
gyökérről logó részfák méretének eloszlásával.

3.1. Segédtétel. A legrövidebb utak fájának a gyökérből tekintett részfák
méretének eloszlása megegyezik a ḱınai étterem asztalméret eloszlásával.

Bizonýıtás. A legrövidebb utak fáját megkaphatjuk Dijkstra algoritmusának
seǵıtségével, elindulunk az s pontunkból, ő lesz a fa gyökere, és megkeressük a
belőle kiinduló legrövidebb élt, ez tartozzon a v1 ponthoz. A következő lépésben
megkeressük azt a v2 pontot, aki a második legközelebb van s-hez. v2-t vagy
közvetlenül s-ből érjük el, vagy v1-en keresztül.

Ennek a keresésnek egy szemléletes módja, ha az élekre véletlen exponenciális
idejű csörgőórákat képzelünk el, melyek csörgési ideje az élek hosszát jelenti. Ennek
megfelelően, első lépésben elind́ıtjuk az órákat az s-ből kiinduló éleken. Az elsőnek
megcsörrenő él végpontja lesz v1, ebben a pillanatban elind́ıtjuk az órákat a v1-
ből kiinduló éleken is, miközben az s-ből kiindulókon még mindig futnak az órák.
Ekkor nyilván a következőnek megszólaló él végpontja lesz v2, és attól függően,
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hogy s-ből vagy v1-ből indult az él, oda kötjük be a fában. Ezt az eljárást folytatva
megkapható a legrövidebb utak fája.

Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonságát felhasználva megtehetem, hogy
amikor az első él megcsörren, és elind́ıtom az órákat a v1-ből kiinduló éleken, akkor
az s-ből kiinduló többi élen újraind́ıtom az órákat. Ezzel az eloszlásokon nem
változtattam, azzal a megkötéssel, hogy nyilván hozzá kell adnom az élhosszakhoz
az újraind́ıtás időpontját is. Ez azt is jelenti, hogy amennyiben minket csak az
érdekel, hogy melyik pont hova kötődik be a fában, úgy azt tapasztaljuk, hogy
ugyanannyi eséllyel fognak megszólalni az s-ből kiinduló élekre rakott órák, mint
a v1-ből kiinduló élekre rakottak.

Tehát az új pontok a fa régebbi pontjaihoz egyenletes eloszlással kötődnek be, a
részfák a méretűkkel arányos valósźınűséggel bővülnek. Új részfa akkor keletkezik,
ha az új pont s-hez kötődik, ami vk esetén 1/k valósźınűséggel következik be. Ez
pedig pontosan a ḱınai étterem növekedési modellje. ⊓⊔

Az entrópia eloszlásának kiszámı́tásához szűkség lenne a részfák méretének
eloszlására is, mi azonban megelégszünk a várható entrópiával, ahhoz pedig elég a
különböző méretű részfák várható darabszáma.

3.2. Segédtétel. Várhatóan 1/k darab k méretű részfa lesz.

Ebből könnyen számolható a várható entrópia egy pontban: H0 =
∑ ni

n log n
ni
,

ahol ni az i-edik szomszédhoz tartozó részfa mérete. Ez át́ırható a következő
alakba: H0 =

∑
X(k) kn log n

k , ahol X(k) a k méretű részfák száma. X(k)-ról
viszont már tudjuk, hogy értéke várhatóan 1/k, ez alapján H0 várható értéke is
számolható:

EH0 =
∑

EX(k)
k

n
log

n

k
=

∑ 1

k

k

n
log

n

k
=

1

n

∑
log

n

k
=

1

n
log

nn

n!
∼ log n− log n+ log e = log e,

hiszen log n! ∼ n log n− n log e. ⊓⊔

Ebből az is kiszámolható, hogy egy pont várhatóan lnn pont felé fog továb-
b́ıtani, ami várhatóan n log lnn bitet jelentene csomópontonként, ha nem vesszük
figyelembe az eloszlást. Az entrópia seǵıtségével viszont várhatóan n log e környé-
kére tömöŕıthetőek a csomópontokhoz tartozó útvonalválasztó tömbök.

3.2. Szabályos gráfstruktúrák egységnyi élsúlyokkal

Az előző példával ellentétben ebben a részben olyan gráfokról esik szó, melyek-
ben az élek egységnyi hosszúak, ebből következően két pont között jellemzően több
legrövidebb út is van, ami azt is jelenti, hogy nem egyértelmű a következő pont
számtalan célpontra vonatkozólag. Ha véletlenszerűen választanánk ezek közül,
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akkor jellemzően egyenletes lenne a következő pontok eloszlása is, illetve a maga-
sabb rendű entrópiával se mennénk sokra. Ezért a továbbiakban erre figyelni kell,
hogy ügyesen válasszuk meg a következő pontokat.

Az 1. táblázat tartalmazza az ide vonatkozó eredményeinket. Fákat, d dimen-
ziós hiperkockákat, négyzetrácsokat és tóruszokat vizsgáltunk. Az I oszlop azt
mutatja, mennyi a szükséges várható információ, ha véletlenszerűen választunk
a legrövidebb utak közül. A H0 oszlop a nulladrendű entrópiát jelöli, ahol az
értékeket úgy kaptuk meg, hogy a lehetséges következő pontok között felálĺıtunk
egy prioritást, és ez által lesznek gyakoribb meg ritkább szomszédok a tömbben.
Továbbá a H1 oszlop jelöli az elsőrendű entrópiát, itt figyelünk a csomópontok
megfelelő számozására is. Fák esetében ez elérhető mélységi számozással, mı́g a
többiek esetén ez elérhető a koordinátázásból adódó felsorolással. Végül az utolsó
oszlopban az irodalomban ismert korlátok szerepelnek.

1. táblázat. Entrópia különböző speciális struktúrájú gráfokra

Gráfosztály I H̄0 H̄1 Compact routing

n pontú fa logn
n
←→ log e

2
2 logn

n
logn
n

[3]

d dim. hiperkocka log d 2 d logn
n

d logn
n

[5]

d dim. rács log(2d) log e
2

d logn
n

d logn
n

[5]

d dim. tórusz log(2d) 1 (d+ 1) logn
n

d logn
n

[5]

4. Szimulációs eredmények, távlati célok

Az elméleti eredmények azt sugallják, hogy már ezzel az egyszerű módszerrel is
a minimálishoz közeli eredmények érhetők el. Sajnálatos módon a fentieken felül
más gráfokra egyelőre nem sikerült analitikus korlátokat találnunk. Ezek a kezdeti
eredmények elég ı́géretesnek tűntek ahhoz, hogy szimulációs vizsgálat alá vonjunk
a gyakorlatban előforduló gráfokat. Az elméleti példákban a szabályos struktú-
rákhoz természetesen adódott a csomópontok megfelelő felszámozása, azonban a
gyakorlatban szükségünk volt valamilyen heurisztikára, amivel csökkenthettük a
magasabb rendű entrópiákat. Többféle módszerrel is próbálkoztunk, jellemzően
azt próbáltuk elérni, hogy a közeli pontok közeli sorszámot kapjanak, ı́gy a távo-
labbi pontok következő pont tömbjében azonos karakterekből álló részsorozatok
jöhetnek létre, amiknek jellemzően kicsik a magasabb rendű entrópiáik.

Az 2. táblázatban különböző AS-gráfokra vonatkozó eredmények láthatók, az
AS-gráfok az internet autonóm rendszerei (Autonomous System) [1]. Az eredmé-
nyekből látható, hogy pusztán az eloszlás figyelembevételével már könnyen felére
csökkenthető a szűkséges tárhely, továbbá magasabb rendű entrópia figyelembevé-
telével még az is jelentősen tovább csökkenthető.
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2. táblázat. AS-gráfok ćımzési méretei

Gráf n m Ī H̄0 H̄1

3-core 12 905 235 102 3 1,6 1,02

5-core 5328 186 570 3,95 2,4 1,56

7-core 3729 169 594 4,41 2,51 1,66

9-core 3006 158 898 4,90 2,73 1,53

17-core 1685 128 718 5,55 2,99 1,33

A továbbiakban szeretnénk folytatni az analitikus vizsgálatokat, több gráf-
osztályra is szeretnénk analitkus korlátokat adni az entrópiaértékekre, illetve sze-
retnénk találni egy jó felszámozást, ami általános gráfokra kellően csökkenti a
magasabb rendű entrópiákat.
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retvari@tmit.bme.hu

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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ON THE SCALABILITY OF HOP-BY-HOP PACKET ROUTING:
TIGHT BOUNDS AND OPTIMAL ADDRESS SPACES

Attila Kőrösi, Gábor Rétvári

Routing in large-scale computer networks today is built on hop-by-hop routing: packet head-
ers specify the destination address and routers use internal forwarding tables to map addresses
to next-hop ports. In this paper we take a new look at the scalability of this paradigm.

First, we give a model that translates problems related to routing scalability to the language
of information-theory. Forwarding tables are modeled as sequential strings, admitting tight
memory requirement characterizations using Shannon’s entropy measures and standard data
compression techniques.

Contrary to previous work, our analysis is not of worst-case nature, but gives verifiable and
realizable memory requirement characterizations even when subjected to concrete topologies and
routing policies.

Using pure information-theoretic arguments, we are able to reproduce most of the space
bounds obtained in the compact routing literature using piecemeal addressing schemes and anal-
ysis.

Our evaluations suggest that in most practically important cases significant memory savings
can be attained by forwarding table compression over optimal address spaces. As far as we are
aware of, this is the first study to link computer network scalability to information theory.

Keywords: shortest path routing, routing table entropy.

Mathematics Subject Classification (2000): 68R10, 05C12.
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DÖNTÉSI BEFOLYÁS AZ EURÓPAI UNIÓ TANÁCSÁBAN:
MIT HOZHAT A BREXIT?

KÓCZY Á. LÁSZLÓ

A Brexit, azaz az Egyesült Királyságnak az Európai Unióból való ki-
lépése jelentős gazdasági és politikai hatásokkal jár. Itt egyetlen konkrét
aspektust, az Európai Unió Tanácsában való hatalmi viszonyok átrendező-
dését vizsgáljuk. A Lisszaboni Szerződésnek köszönhetően a kilépés nem
igényel új tárgyalásokat, a Tanácsban folyó szavazási játékokat a rendelke-
zésre álló népességi adatok, illetve Eurostat-becslések alapján modellezzük.
A Shapley–Shubik-index seǵıtségével meghatározzuk az egyes tagországok
hatalmi befolyását mind az Egyesült Királyság kilépése előtt és után, és
markáns kapcsolatot találunk az országméret és a befolyás változása között.

1. Bevezetés

Nagy-Britannia és az Európai Unió kapcsolata soha sem volt egyszerű: kima-
radtak jogelődje, az Európai Gazdasági Közösség (EGK) alaṕıtásából; az EGK
ellensúlyozására 1960-ban létrehozott Európai Szabadkereskedelmi Társulás pe-
dig nem lett igazán sikeres, tagjai a következő évben már jelezték csatlakozási
szándékukat az EGK-hoz. Erre végül csak 1973-ban kerülhetett sor, miután Fran-
ciaország két alkalommal is élt vétójogával. A megszerzett tagságot az Egyesült
Királyság nem becsülte meg, kilépése szinte az első naptól napirenden volt; 2013-
ban a Konzervat́ıv Párt miniszterelnök-jelöltje, David Cameron ı́géretet tett, hogy
megválasztása esetén népszavazást tartanak a tagság kérdéséről. A többi, ahogy
mondani szokás, már történelem: a 2016. június 23-án tartott népszavazásban a
többség a kilépés mellett tette le a voksát. Maga a jogi aktus nem egyszerű lépés,
évekig elhúzódhat, de előkésźıtése folyamatban van1.

Bár általában az Európai Unió bőv́ıtéséről beszélünk, Nagy-Britannia kilépése
nem lenne precedens nélküli. Grönland 1985-ben döntött a kilépés mellett a halá-
szati jogok körüli nézeteltérések miatt, de ez az első alkalom, hogy egy szuverén

1Megjegyzés: A cikk 2017-es elfogadása óta folynak a kilépési tárgyalások, a kilépés időpontja
többször halasztást nyert, de a szándék változatlan.
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állam, amely nem mellesleg az EU egyik legnagyobb tagállama, lépne ki, s ennek
várhatóan széleskörű hatásai lesznek a mindennapi életre az Egyesült Királyság-
ban, de az EU többi tagországában is [5, 6, 17]. Mi a hatások közül csak egyet
emelünk ki és vizsgálunk, az Európai Unió Tanácsában, korábbi nevén a Minisz-
terek Tanácsában folyó szavazásokhoz kapcsolódó hatalmi befolyás eloszlásának
változását.

Az Európai Unió Tanácsa az EU egyik fő döntéshozó szerve. Szemben az Eu-
rópai Parlamenttel, minden tagállamot egyetlen személy képvisel, de az országok
közötti méretkülönbségeket kifejezendő a döntéshozás súlyozott, minőśıtett több-
ségi szavazással történik. Egy szavazás sikeres és eredményes, ha a javaslatot
a tagországok legalább 55%-a támogatta, s a támogató országok össznépessége
legalább az Unió lakosságának 65%-át adja. Ezek a szabályok a Lisszaboni Szer-
ződésnek köszönhetők [11], mı́g korábban minden be-, vagy kilépést a szavazási
súlyok újraosztásának vitája ḱısért, az új szabályok nem csak Horvátország belé-
pését tették könnyebbé, de lehetőséget adnak arra, hogy elemezzük a Brexit utáni
Tanács munkáját is, illetve, hogy további kilépések esélyét vizsgáljuk [18].

A dolgozat két fő részből áll: először röviden bemutatjuk a használt fogalmakat
és jelöléseket, majd rátérünk a hatalmi viszonyok elemzésére.

2. Fogalmak és jelölések

Ha N a szavazók, vagy játékosok halmazát jelöli, a szavazási helyzetek feĺırha-
tók (N, v) egyszerű játékként, azaz olyan kooperat́ıv, átruházható hasznosságú
v : 2N → {0, 1} játékként, ahol a nyertes koaĺıciók értéke 1, a veszteseké 0. Vizs-
gálatunk középpontjában a szavazók hatalmi befolyása áll, ami a döntéshozó ké-
pességüket h́ıvatott mérni. Elsősorban hatalmi indexekkel dolgozunk; ezek seǵıt-
ségével mérhető a döntéshozók részesedése a döntéshozásból. Egy szavazó hatalmi
indexe megmutatja, hogy ha valaki meghatározó volt egy döntésben, akkor mek-
kora a valósźınűsége annak, hogy ez az adott szavazó volt. Gondoljunk arra, hogy
a döntés egy egységnyi pénz elköltéséről szól és rögtön látható, hogy egy hatalmi
index seǵıt a költségvetésből való várható részesedések megállaṕıtásában is.

A hatalmi indexek közül az egyik legismertebb a ϕ Shapley–Shubik-index [22],
ami lényegében a Shubik-érték [21, 19] alkalmazása egyszerű játékokra. Utóbbi
nem más, mint a szavazók átlagos határhozzájárulása az aktuális S koaĺıció v(S)
értékéhez véletlen érkezési sorrend esetén. Egyszerű játékok esetén a határhoz-
zájárulás csak akkor nem 0, ha a szavazó éppen nyertessé tette a koaĺıciót; egy
tetszőleges (N, v) egyszerű játék esetén az i játékos, vagy szavazó Shapley–Shubik-
indexe

ϕi(v) =
∑

S⊆N\{i}

s!(n− s− 1)!

n!
(v (S ∪ {i})− v(S)) ,

ahol s = |S|. Hasonlóan elismert a Banzhaf-index, s bár a kettő között jelentős

szemléletbeli különbség van, értékükben alig térnek el. Érdekes megemĺıteni, hogy
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a Shubik-érték számtalan elosztási probléma megoldásában seǵıt legyen szó költ-
ségmegosztásról egy öntözési játékban [15], vagy kockázatelosztásról [2, 1], illetve
a szavazási modell hiányzással való kiegésźıtése hasonló, általánosabb játékokhoz
vezet [14].

1. ábra. Módośıtott hatalmi indexek a jelenlegiek százalékában és a népességek
függvényében.

3. Adatok és eredmények

Az Európai Unió Tanácsában folyó szavazás a népességi adatokon is múlik; a
szükséges népességszámokhoz és ezek 2080-ig szóló előrejelzéseihez az Eurostat [8]
adatait használtuk. A számı́tásokat az IOP - Indices of Power 2.05 [4] program
seǵıtségével végeztük.

A kapott hatalmi változások többnyire előre láthatók. Az új tagok tulajdonság
[3, 10] szerint egy tag, például az Egyesült Királyság távozása – többnyire – növeli a
több hatalmi befolyását, és valóban a legtöbb tag, különösen a nagyobb népességű
tagok Shapley–Shubik-indexe nő. Ezzel szemben a Lettországnál is kisebb országok
esetében az új tag paradoxon [23, 20] figyelhető meg, azaz befolyásuk a kilépés
ellenére csökken.

No de vajon a nagy országok jól járnak-e? Bár az évek alatt az Egyesült Ki-
rályság jelentős kedvezményeket harcolt ki magának, továbbra is jelentős befizető,
a Unió költségvetésének 8,8%-át az Egyesült Királyság adja [7]. A Brexit után
91,2%-ára csökken a költségvetés, ı́gy az ebből számolt szeletek értéke is. Ha

”
fo-

rintośıtani” szeretnénk a Brexit hatását, akkor a kapott indexeket is korrigálni kell.
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Az 1. ábrán jól látható, hogy a 6 milliónál kisebb lakosságú országok jelentős, akár
15%-os veszteséget szenvednek, csak a 20 millió felettiek, különösen a négy leg-
nagyobb: Francia-, Német-, Olasz- és Spanyolország nyer. További eredményeket
[13] és [18] közöl.

(a) Az Unió magja (b) Dél-Európa

(c) Észak-Európa, Baltikum, Ausztria (d) Közép-Kelet Európa

2. ábra. Hatalmi index előrejelzések négy országcsoportra. (A 2010-es [12], aktu-
alizált és Brexit utáni értékek szaggatott, folytonos és pontozott vonallal.)

4. Konklúzió

Elemzők [16] szerint az Egyesült Királyság célja a kilépés helyett a kedvezőbb
tagsági feltételek kiharcolása volt. London a pénzügyi, üzleti világ egyik központ-
ja, Európa számára nélkülözhetetlen, gondolhatnánk. A Brexit, mint fenyegetés
meg kellett volna tegye a hatást, s várható volt, hogy miután az Egyesült Királyság
(ismét) térdre kényszeŕıtette a Kontinenst, a választók sźıvesen támogatnak egy
ilyen Uniót. Nem ez történt. Az Egyesült Királyság a kezdetektől fogva problémás
tag volt, nincs még egy ország, ami akár közel annyiszor állt volna a kisebbségi vé-
lemény mellé [9]. Bár elemzésünk a problémakörnek csak egy kicsi részét vizsgálja,
úgy tűnik, hogy az Unió véleményformáló országai kötségvetési szempontból kifeje-
zetten jól járnak a Brexittel (2. ábra). Az eredményt már ismerjük. A tárgyalások
minimális, inkább szimbolikus engedményeket hoztak csak, a terv ford́ıtva sült el.
Kommunikálható eredmények hiányában a hivatalos kampány is csalódott, erőtlen
volt, s végül a szavazók többségükben a kilépés mellett döntöttek.
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POWER DISTRIBUTION IN THE COUNCIL OF THE EUROPEAN
UNION: WHAT A DIFFERENCE WILL BREXIT MAKE?

László Á. Kóczy

The possible exit of the United Kingdom from the European Union will have profound
economic and political effects. Here we look at a particular aspect, the power distribution
in the Council of the European Union. Since the Lisbon treaty the exit does not require new
negotiations as the success of a voting initiative depends only on the number and total population
of the supporting member states. Using the Shapley-Shubik power index we calculate the member
states’ powers with and without the United Kingdom and update earlier power forecasts using the
Eurostat’s latest population projections. There is a remarkably sharp relation between population
size and the change in power: Brexit increases the largest members’, while decreases the smallest
ones’ powers.

Keywords: European Union, Council of the European Union, qualified majority voting, power
index, a priori voting power, demographics.
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