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ELOSZO

A 2017. jinius 14-16. kozott Cegléden megrendezett XX XII. Magyar Operécio-
kutatasi Konferencidhoz kapcsolédéan az Alkalmazott Matematikai Lapok két ko-
tetet jelentetett meg. Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkesztObizottsaga-
nak vezet6i a kiilonszamok gondozasiara vendégszerkesztoket kértek fel Bozoki
Séandor, Fleiner Tam4s, I11és Tibor és Tasnddi Attila személyében. Az els6 kotettel
Prékopa Andras emléke el6tt tisztelegtiink. A jelenlegi mésodik kotetben az alabbi
dolgozatok talalhatok:

Agoston és Bir6 egészértékii programozasi feladatként vizsgalja a kdzpontosi-
tott egyetemi felvételik utan a hallgaték szakokhoz rendelését. Bar az alapfeladatra
hatékonyan miikodik a jél ismert Gale—Shapley-algoritmus, ez nem képes kezelni
szamos, a gyakorlatban el6fordulé megkotést, mint amilyen példdul a kozos kvo-
tak rendszere. A javasolt megkozelités bar joval szamitasigényesebb, flexibilitasa
révén képes az ilyen el6irasok figyelembevételére is.

Bir6 az utébbi idében sokat kutatott, rendkiviil igéretes vesecsereprogramokat
mutatja be, és néhany, ennek kapcsan fellépé matematikai problamat ismertet. A
vesecserék lehetdsége és az ezekhez alkalmazott kozpontositott programok kiva-
16 példajat adjak annak, hogy a matematikai mddszerekkel torténd optimalizalas
esetenként életeket menthet.

Kiraly és Mészaros-Karkus a népszerii parositasokat vizsgalja. Népszeru az
olyan parositds, amelynél nincs népszeriibb abban az értelemben, ha két paro-
sitasbol a népszeriibbet a résztvevik szavazatainak egyszerli tobbsége hatdrozza
meg. Jélismert, hogy ha a résztvevok preferencidi nem szigoriak, akkor a népszert
pérositas keresése reményteleniil nehéz. A szerzok f6 eredménye, hogy erésen nép-
szer(l parositds polinomidében taldlhaté akkor is, ha a résztvevék preferencidiban
dontetlenek is lehetnek.

Fleiner és Romsics munkdja igazsdgos osztozkodasokrdl szol. Két- és tobb-
szerepl6s problémdakra mutat be igazsdgos elosztast eredményezd eljarasokat, 1j
eredményiik pedig a részvénytarsasag felosztdsi algoritmus, amelyben a két, nem
feltétleniil egyforma sulyu jatékos osztozkodik a kozos joszadgban birtokolt részvé-
nyein.

Forgd becslést ad a kétkiszolgalds, nem novekve, egyszeri, linearis torlodasi
jatékok puha korrelalt egyensulyanak kényszeritési értékére.

Petréczy, Rogers és Koczy két nevezetes hatalmi index segitségével vizsgalja az
Eurépai Unié Tanacsdban egy, a Brexitet kdvet6 tjabb tagdllamkilépés hatasat a
bent maradé tagorszagok, kivaltképp Magyarorszag befolyasolo képességére.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



2 ELOSZO

Radvanyi attekinté tanulményaban a kooperativ jatékelmélet eszkoztaranak
felhasznalasaval a fastruktiraju halézatokon vizsgdlja a koltségelosztdsi problé-
makat ,igazsagossagi” kritériumok alapjan.

Solymosi az ismertebb magkiterjesztések kozill tdargyalja az alkuhalmazokat,
tobb fontos jatékosztalyra ismerteti a mag és az alkuhalmazok kozotti viszonyt, és
megfogalmaz egy tucat nyitott kérdést.

Csat6 cikkének f6 eredménye a toébbszemponti dontéshozatalban sokat hasz-
nalt logaritmikus legkisebb négyzetek modszerével generalt rangsorok axiomatikus
karakterizdcidja. Ennek kapcsan a szerzé karakterizédlja a silyozasi mddszereket,
és ezeknek, illetve a rangsorolasi modszereknek kiilonféle tulajdonsidgaira mutat
ré.

Dobos az 6koldgiai ldbnyom, a nemzetgazdasagok foldteriilet felhasznélasanak
kiszamitasahoz haszndlja a Leontieff-féle input-output modellt, korrigalva az iro-
dalomban talalhaté megkozelitések pontatlansagait.

Nagy és Szakal a Hu-invaridns momentumok segitségével egy 1j korszeriiségi
mutatot alkalmaz néhany amerikai valasztokeriilet alakjanak és az djrarajzolasok
hatasanak vizsgdlatara.

Bozdki Sandor
Fleiner Tamas

Illés Tibor
Tasnddi Attila

Az Alkalmazott Matematika Lapok szerkesztOsége eziiton is koszoni Bozoki
Sandornak, Fleiner Tamdasnak, Illés Tibornak és Tasnadi Attilanak, hogy e kiilon-
szam vendég szerkesztoiként segitettek a szdm elkésziiltében.

A vendég szerkesztSk rovid életrajzai az eléz6 kotetben olvashatdak.
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EGESZERTEKU PROGRAMOZAS HASZNALATA KOZOS KVOTAS
EGYETEMI FELVETELI FELADATOKRA

AGOSTON KOLOS CSABA, BIRO PETER

Felvételi feladatok elemzése a matematikai, kézgazdasagi és szamitastu-
domaényi szakirodalomban egyarant prosperald teriiletté valt az elmult 55 év-
ben. Ezeket a kétoldali parositasi feladatokat jellemz&en az in. Gale-Shapley
(késleltetett elfogaddsi) algoritmussal, vagy annak valamely tovdbbfejlesztett
valtozataval oldjak meg. Ebben a cikkben alternativat adunk: a felvételi
feladatokat egészértékil programozisi feladatként (IP) kezeljiik. Arra a spe-
cidlis esetre adunk meg harom kiilonb6z6 IP-modellt, amikor az egyetemekre
(vagy a magyar alkalmazdsban a szakokra) kozos felsé kvétdk vonatkoznak.
Ez alapvet&en egy NP-nehéz feladat, de az altalunk bemutatott IP-modellel
a szimulacidink szerint nagyméretii feladatok is megoldhatéak.

1. Bevezetés

A felséoktatasi jelentkezéseket a vilag tobb orszagaban kdzpontositott rendsze-
rek kezelik [5]. Ezekben a rendszerekben a didkok jelentkezéskor sorrendet 4lli-
tanak fel azon képzések kozott, amelyeken el tudjak képzelni tovabbtanulasukat.
A jelentkezdket az egyetemek a felvételi pontszdm alapjan rangsoroljak, amely
jellemzben a kozépiskolai érdemjegyeken és a felvételi vizsgan elért eredményen
alapul. A szakok esetén a kvéta meghatarozza a maximalis felvehetd létszamot. A
feladat az, hogy megadjunk egy hozzarendelést a jelentkezdk és a képzések kozott,
azaz megadjuk, hogy melyik didk melyik szakon fog tovabbtanulni.

A felvételi feladatok megolddsdban mérfoldké Gale és Shapley [10] altal javasolt
késleltetett elfogadési algoritmus, amely a jelentkezések szdmaval ardnyosan névo
futdsidében (linedris id6ben) megad egy tn. stabil megolddst. A megoldds akkor
stabil, ha nem létezik un. blokkold par; azaz semelyik didkot sem lehet a preferencia
listdjaban egy jobb helyre felvenni, ugyanis ott mér telitve van a kvéta nélanal jobb
diakokkal.

Konkrét felsdoktatési rendszerekben eléfordulnak olyan specialitdsok, amelyek
megnehezitik (vagy lehetetlenné teszik) a Gale—Shapley-algoritmus alkalmazdsat.

Ilyen specialitds a holtversenyek kezelése: konnyen elképzelhetd, hogy kettd
(vagy t6bb) didk azonos pontot ér el egy adott szakon. Ha ez a pontszdm pont a
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4 AGOSTON KOLOS CSABA, BIRO PETER

,hatdron” van, akkor mindegyikiik felvételével tullépnénk a kvétat. Ilyen esetben
tobbféle megoldés is elképzelhetd: a) valamilyen mddon felbontjik a holtversenyt,
azaz meghataroznak egy mesterséges sorrendet a jelentkezok kozott, mondjuk vé-
letlen szdm generdldsdval (ahogy frorszégban teszik), vagy demografiai véltozok
segitségével (pl. a torok rendszerben); b) egyenld bandsmdédot alkalmaznak, mint
példaul Magyarorszagon vagy Chilében. Ez utébbi esetben az azonos pontszamu
didkokat egyformén kell kezelni: mindenkit fel kell venni, vagy mindenkit vissza
kell utasitani. Magyarorszagon a kvéta nem sériilhet, tehdt itt konnyen el6fordul-
hat, hogy egy képzés nem lesz tele, még ha lennének is hallgaték, akik szeretnének
ott tovdbbtanulni. Chilében a dontés a didkoknak kedvez: az utolsé csoportot
még akkor is felveszik, ha velilk mar tuilcsordul a kvéta. Holtversenyek esetén
modositott Gale-Shapley-algoritmust tudunk haszndalni, amely hatékonyan meg-
oldja a problémat, bar az eljards néhany jé tulajdonsiga sériil, pl. az igazmondésra
osztonzés (bévebben lasd [1], [7] és [9]).

Magyarorszagon egy masik specialitas az alsé kvétak haszndlata, amellyel gaz-
dasdgos méretit képzések inditasat érhetjiik el. Egy szak csak akkor indul, ha
legalabb minimalis létszamu didkot oda tudunk rendelni. Az alsé kvétak haszné-
lata esetén a stabil megoldds létezése nem garantdlt, és a feladat NP-nehéz [6].
Ugyes heurisztikdkkal és egészértékii programozasi médszerrel azonban kezelhetd
a probléma [2].

Egy 1jabb specialitas az un. kozos kvéta, amellyel ebben az {rasban foglalko-
zunk. Magyarorszagon sok képzés esetén van allamilag tdmogatott és 6nkoltséges
finanszirozasi forma is. Az egyetemek 2008 6ta szakonként egy keretszammal ad-
jak meg a hozzdjuk felvehet6 didkok maximélis 1étszamat, ezen tilmenden rend-
szerszinten szdmukra kozombos a finanszirozdsi forma (azaz, nem osztjdk meg a
kvétét). A korményzat oktatdspolitikai megfontoldsok miatt szakonként szab kere-
tet az dllamilag finanszirozott helyekre (de csak ezekre, a koltségtéritéses helyekre
nem), és ezt a keretszdmot nem osztja szét az egyetemek kozott. Erre a feladatra
nem mindig adhaté stabil megoldds, és a probléma NP-nehéz [6]. Jelen cikkben h&-
rom IP-modellt adunk meg a kozos kvétas feladatra; és bar mindhdrom ugyanazt
a parositast adja, futdsi idében jelentés a kiilonbség.

IP-feladatok hasznélata felvételi feladatok (vagy egyéb kétoldali stabil parosi-
tési feladatok) esetén egy 1ij irdny a szakirodalomban. Az eddigi mell8zottségnek
részben az az oka, hogy a gyakorlatban nagyok a feladatok és a Gale-Shapley-
tipusu heurisztikdk elég jol miikodnek. Az egészértékli programozas ujkeletli vizs-
galatat viszont az indokolja, hogy a konkrét alkalmazasok soran egyre tobb a
specialitas, amelyek sokszor NP-nehézzé teszik a problémat. Emellett a szofisz-
tikdlt szolverek és az erds gépek egyre nagyobb feladatok megoldésat teszik le-
het6vé egészértékli programozasi technikdval. Tovabba ez a mddszer robosztus,
vagyis konnyen bévithet6 1j feltételekkel, illetve a dontéshozok szempontjai meg-
jelenithetéek a célfiiggvényekben. A kovetkez6 szakirodalmi forrasokat ajanljuk
az érdekléknek a témakorben: [2], [3], [8], [11], [12].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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2. Egészértékii programozasi feladat
2.1. Jelolések

Jelolje A a jelentkezOk halmazat, amelynek elemei: a; € A, és C a szakok
halmazat, amelynek elemei: c¢; € C. Legyen 7;; a j szak rangsorszama i je-
lentkezé esetén, s;; pedig az i jelentkezd felvételi pontszdma j szak esetén. Egy
didknak eltérhet a pontszama szakonként: pl. kozgazdasagi képzés esetén az angol
nyelvvizsgaért jar pluszpont, angol szak esetén nem; illetve kozgazdédsz szakra a
torténelem jegyek szamitanak, mig informatikus szakra a fizika. Cikkiink tovab-
bi részében feltessziik, hogy semelyik két didknak nem egyezik meg a pontszama
egyik szakon sem (ez a helyzet példdul frorszégban, ahol sorsolassal bontjak fel
a holtversenyeket, didkonként kiilonb6z6 kis véletlen szamot adva a pontszamok-
hoz). A képzések esetén u; jeloli a (fels6) kvétat, ennél tobb didkot nem lehet
felvenni az adott szakra. A jelentkezések halmazat E jeloli, ahol E C A x C.

2.2. Alap felvételi feladat

A jelentkezések egy halmazdt pdrositdsnak nevezziik, ha minden jelentkezé csak
maximum egy szakra keriil felvételre, és minden szak esetén a felvett didkok szama
legfeljebb annyi, mint a kvéta. Egy péarositds stabil, ha minden nem kivalasztott
(@i, c;) esetén vagy a; didk fel lett véve egy szdmdra kedvezébb helyre, vagy c;
szakon a kvéta telitve van a;-nél jobb jelentkezokkel. Felvételi feladatok esetén a
legismertebb LP-modell Baiou és Balinski ([4]) nevéhez fiiz6dik.

Z Tij <1 Ya; € A, (1)
ji(ai,ci;)EE
Z Tij S U, VCJ' S C, (2)
i:(ai,c; ) EE
Z Tik | u; + Z Thy = Uy v(aivcj) ek,
kirik<ri; h:(an,c;)EE, sn;>si; (3)

Tij S {0,1}, V((ZLZ‘,CJ‘) cF .

Az (1) és (2) korlatok tn. megualdsithatdsdgi korldtok: (1) korlat biztositja,
hogy egy didkot csak maximum egy helyre lehet felvenni, (2) pedig azt, hogy egy
szakra maximum wu; didkot lehet felvenni. A (3) korldt az un. stabilitdsi korldt.
Minden jelentkezés esetén van egy ilyen stabilitasi korlat. Ha az a; jelentkezot fel-
vették a c; szakra, vagy egy ennél preferdltabb szakra, akkor (3_,.. <ri; Tik)Uj tag
legalabb u;, tehat a stabilitasi korlat teljesiil. Ha a; jelentkezot nem vették fel sem
erre a szakra, sem egy ennél szdmdra kedvezSbb szakra, akkor a (3., <ri; Tik)U;j
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6 AGOSTON KOLOS CSABA, BIRO PETER

kifejezés 0, ebbol kivetkezden a Zh:(ah,cj)eﬂsw”” xpj kifejezés legaldbb u;, tehdt
van kvétanyi didk, akiket felvettek a c; szakra, és tobb pontjuk van, mint a;-nek.

Koz6s kvotdk esetén szakhalmazokra adhatunk meg fels6 korlatot. Ha C), C C
egy szakhalmaz, akkor jelolje u, a rd vonatkozoé kozos kvotat. A parositds megen-
gedett, ha ezeket a kozos kvotakat is teljesiti. Kozos kvotakat csak olyan szakokra
van értelme meghatarozni, ahol a didkoknak ugyanannyi pontjuk van a kézos kvo-
ta minden szakja esetén. A megoldds stabilitdsa igy mddosul, hogy ha egy (a;, ¢;)
jelentkezés nincs benne a parositasban, akkor a korabbi két indokon kiviil egy har-
madik oka is lehet, mégpedig, hogy c; benne van egy olyan C, szakhalmazban,
aminek az u, kozos kvétdja a;-nél magasabb pontszamu didkokkal lett feltoltve.

Az egyetemi felvételi kozos kvdtas valtozatat Bird és szerzotdrsai definidltdk
és vizsgaltdk meg el6szor [6]. Megmutattak, hogy ha egymdsba dgyazottak a kozos
kvétéval rendelkezd szakhalmazok (vagyis ha barmely C, és C; szakhalmazokban
van egy kozos szak, akkor vagy C, C Cy, vagy Cp, D C, fenndll), akkor a Gale—
Shapley-algoritmus dltaldnositott valtozataival mindig hatékonyan talalhato stabil
megoldas. Ha viszont ez a tulajdonsdg nem all fenn a szakhalmazok rendszerére,
akkor nem garantdlt a stabil parositas létezése, és a feladat NP-nehéz. Sajnala-
tos médon a hazai rendszer egymésba agyazottsiga egy korményzati dontés utan
megszlint 2008-ban, vagyis a hazai feladat nem mindig megoldhaté, és NP-nehéz.

Az egészértéki programozasi feladatot tekintve, amennyiben k6zos kvotak van-
nak, gy (1) korldtot kicseréljiik a

> zy; <u, VC,CC (4)

(ai,cj)EE;c;€C,

korldtra, tehdt van a szakoknak egy részhalmaza (C,), amely szakokon tanuld
didkok Gsszes szama nem lehet tobb, mint u,. Az egyszertiség kedvéért az egyedi
korlatokat is (ha vannak) kozos kvétaként fogalmazzuk meg. Ebben az esetben C,,
részhalmaz csak egy szakot tartalmaz.

Kozos kvotak esetén egy didkot csak akkor lehet hozzarendelni egy szakhoz, ha
belefér az Gsszes kvotaba. Pl.: ¢y szak esetén a kvota 20, ¢ és co szak egylittesére
a kozos kvota 10. Ekkor ¢; szakhoz biztosan nem fogunk tudni hozzarendelni 20
didkot, még akkor sem, ha lenne 20 didk, aki szeretne itt tanulni. Tehdat ko6zos
kvétdk esetén nem biztosithaté a (3) stabilitdsi korldt teljesiilése, médositanunk
kell ezen korlaton:

E Tik | Up + E , Thk + up(L = bys) > up
kirip<rij (an,ck)€EE: (5)
ck€Cp,S8h >80

ch, (ai,cj) S E,Cj S Cp

Lathatd, hogy ha a b,; bindris segédvéltozé 0, akkor az (5) stabilitdsi korlat
teljesiill. Minden szak esetén legaldbb egy kvétara teljesiilnie kell a stabilitédsi
korlatnak az eredeti formajaban is, azaz:

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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> b=l Vg eC,. (6)
pic;€C)

Tehat stabil megoldast kapunk, ha egy tetszéleges célfiiggvényt maximalizalunk
az (1), (4), (5) és (6) korldtok mellett. Minden dontési véltozd (z és b valtozok)
bindris. Nevezziik ezt a modellt AFFF-nek (alap felvételi feladat felirds). Fontos
hangsilyozni, hogy ezen modell esetén a nemnulla elemek szama kvadratikusan n6
a jelentkezések szamaval.

2.3. Stabil felvételi feladat ponthatarokkal

Az egyetemi felvételi feladat (kozos kvitak esetén is) lefrhaté a pontszdmha-
tarokkal. Minden kvotahoz meghatarozunk egy felvételi pontszamot. Egy didk
felvehet6 egy szakra, ha a szakot tartalmazoé Gsszes kvota pontszamat eléri vagy
meghaladja. A ponthatdrok alapjan természetes moédon generdlhatunk egy péaro-
sitast: minden didkot felvessziik a preferencia listajadban az elsé olyan szakra, ahol
a szakhoz tart6zo Osszes ponthatart eléri vagy meghaladja.

Ponthatarok altal megadott parositds akkor lehetséges, ha egyik kvéta sem
sériil. Egy ilyen lehetséges allokéciét irigységmentes allokdciénak (envy-free al-
location) hiv a szakirodalom (lasd pl.:[13]). Kérdés, hogy egy lehetséges pontha-
tarvektor mikor fog stabil allokaciét eredményezni. Egy irigységmentes allokacio
esetén a rendszerben lehet ,pazarlas”. Pazarlds alatt azt értjiik, hogy egy didkot
elutasitanak egy olyan szakrol, ahova ha felvennénk, semilyen feltétel sem sériilne.
Erre a pazarlasra a legegyszeriibb példa, ha kelléen magasra allitjuk be a pontha-
tarokat: ekkor egy didk sem keriil be egyetlen szakra sem. Tehdt a stabilitashoz
azt kell elérni, hogy ne legyen pazarlas egy irigységmentes parositasban.

Elsé megkozelités az lehetne, hogy egy ponthatarvektor akkor lesz stabil, ha
barmelyik ponthatart is csokkentjiik, akkor valamelyik kvota tultelitodik. Ez a
klasszikus egyetemi felvételi problémara miikodik, de sajnos k6zos kvdtak esetén
nem vezet eredményre. Kozos kvétdk esetén ugyanis elképzelhetd, hogy nincs sta-
bil allokacid, pedig ebben az esetben is meg tudunk adni ponthatarokat, hogy
ha barmelyik ponthatart csokkentjiik, akkor sziikségképpen tultelitédik egy kvo-
ta. Ilyen ponthataroknak az lesz a tulajdonsaguk, hogy ha bizonyos ponthatarok
csokkenése esetén tultelitédik egy kvota, akkor az nem feltétleniil a sajatjuk. Azt
kell elérni, hogy barmelyik ponthatar csckkentésével a sajat kvétdjuk telitodjon
tul. Ez a megkozelités oda vezet, hogy a nem telitett kvétak esetén le tudjuk vinni
a ponthatart 0-ig. Tehdat egy ponthatar egyiittes stabil elosztast eredményez, ha
az elosztds lehetséges, és nem telitett kvotak esetén a ponthatir 0 (b&vebben ldsd
2)).

A kozos kvotds egészértékii programozési modellt most pontszamok segitségé-
vel irjuk le: jelolje ¢, a C}, kvéta esetén a felvételi ponthatart. Az egyszerliség
kedvéért feltessziik, hogy a pontszamok csak egész értékek lehetnek, ¢, valtozo is
egészértékii dontési valtozoé lesz.
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ElGszor egy irigységmentes hozzarendelést adunk meg alkalmas korlatokkal.
Az z;; valtozé ugyanazt jelenti, mint kordbban, és szitkségiink van az (1) és (4)
korlatokra. A stabilitasi korlatok helyett més korlataink lesznek. Nézziik el6szor
a klasszikus esetet, amikor nincsenek kozos kvotak, csak a szakokra vannak egyedi
kvéték. Jelolje s a lehetséges legnagyobb pontszamot. Ekkor:

tj < (1 — xij) . <§+ 1) + Sij V(ai7cj) eFE, (7)
és
sytl<ti+| > wu|-G+1) Ve €E (8)
kirig<ri;

korlatok megteremtik a kapcsolatot a ponthatarok és a pérositas kozott, vagy-
is megadnak egy irigységmentes hozzarendelést. A (7) korldt semmitmondd, ha
x;; = 0. Ha z;; = 1 (tehat az a; jelentkezét felveszik a c¢; szakra), akkor viszont a
korlat eldirja, hogy a c; szak esetén a ponthatdr nem lehet nagyobb, mint amennyi
pontja van az a; didknak. Nézziik a (8) korldtot. Amennyiben egy jelentkezés
esetén a Zk:nk <ry; Tik osszeg 1 (tehét az a; jelentkezot felvették vagy a j szakra,
vagy egy ennél preferdltabb szakra), akkor a korldt semmitmondé megint. Ellen-
ben ha a Ek:rikgw x;k, Osszeg 0 (tehdt az a; jelentkez6t nem vették fel sem a ¢;
szakra, sem egy ennél preferdltabb szakra), akkor a korlét el6irja, hogy a c; szak
esetén a ponthatar nagyobb, mint amennyi pontja az a; jelentkezének van.

Nézziik, hogyan véltoznak a korlatok kozos kvéotas modell esetén. Ekkor a
ponthatdrok nem a szakokhoz tartoznak, hanem a (k6z6s) kvétdkhoz, és egy didkot
csak akkor lehet felvenni egy szakra, ha a hozza tartozd Osszes kvotara felveszik.
A (7) korldt

t, < (1—$Z‘j)~(§+1)+8ij V(ai,cj) EE,Cj ECP (9)

alakra médosul, a (8) korldtot pedig helyettesitjiik a

si;+1 <t + Z .’L‘ik—l-(l—bpj) . (§+1) V(ai,cj) EE,CJ‘ S Cp (10)

kirip <rij

korldttal, és természetesen most is sziikségiink van a (6) korldtra.

A (10) és (6) korlatok egyiittesen biztositjdk, hogy ha valakit nem vesznek fel
egy adott szakra, akkor van egy olyan kvéta, ahol a ponthatar nagyobb, mint
amennyi pontja az a; didknak van.

Ha azt szeretnénk elérni, hogy az eredményiil adédo irigységmentes parositas
stabil is legyen, akkor el kell irni, hogy a nem telitett szakok esetén a ponthatar
0. Ennek biztositasara bevezetiink egy f, bindris valtozét, ami azt fogja mutatni,
hogy a C, kvéta telitett-e.
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fprup < > zi;  VC,CC, (11)
(a;,c;)EE:c;€C),
és

t, < f,(5+1) VC,CC. (12)
Osszességében egy tetszéleges célfiiggvényt maximalizdlunk az (1), (4), (9),
(10), (6), (11) és (12) korldtok mellett. Az z;;, by; és f, dontési véltozék bindri-
sak, a t, dontési viltozok pedig egészértékiiek. Nevezziik ezt a modellt SFPF-nek
(stabil felvételi ponthatérok felirds). Lehet latni, hogy az AFFF-modellhez képest
tobb a dontési valtozé. Viszont a nemnulla elemek szdma csak linedrisan névek-
szik a jelentkezések szaméval. Mivel az SFPF-modell vegyes egészértékii feladat,
ezért numerikus szempontbdl nem feltétleniil a legjobb (akér nagyon hosszi futdsi

id6kkel is szembesiilhetiink).

2.4. Stabil felvételi feladat binaris ponthatarokkal

Lehetséges azonban tiszta bindris modellé atformalni az SFPF felirast. Ekkor
a ponthatarokat bindris valtozokka alakitjuk. Szerencsére a ponthatarok csak
ténylegesen el6fordulé pontok lehetnek, ezért nem sziikséges minden lehetséges
pontszamhoz bindris valtozdét bevezetni. Tekintsiink egy (a;, ¢;) € E jelentkezést,
vagyis az a; didk jelentkezését a c; szakra. Ekkor az sszes C, kvéta esetén,
ami tartalmazza a c; szakot, bevezetiink egy t,; bindris véltozét. Ezen véltozd 1
értéke azt jelenti, hogy a C), kvéta esetén a ponthatar s;;, vagy ennél alacsonyabb
(tehat az a; didkot a C), kvétaba felvehetjitk). A t,; véltozé 0 értéke azt jelenti,
hogy a C), kvétdba s;; pontndl kevesebbel nem lehet bekeriilni (s;; ponttal nem
eldontott, hogy egy didk bekeriil-e vagy sem). Nézziink tehét ezt a konkrét (a;, ¢;)
jelentkezést. Az a; didkot fel kell venni a c; szakra, vagy egy ennél preferaltabb
szakra, ha minden, a szakhoz tartoz6 kvota ponthatarat eléri. Ekkor:

Z Lij > Z t;Di - (qj — 1) V(ai,cj) [SDR (13)
kirin <ryj pic; €C)y

ahol g; jeloli azon kvétak szdmat, ami tartalmazza a j szakot.

Ha egy didkot nem vesziink fel egy kvitaba, akkor nala rosszabbat sem vehe-
tiink fel ide. Ezt a reldciét viszont nem irjuk fel az Gsszes viszonylatban, csak a
pontszamok tekintetében a soron kovetkez6 esetén:

Tij < tpi/ V(G,i, Cj), (aif,le) S E; Cj,Cjr € Cp; n(p, Sij) = Si/4/, (14)

ahol n(p, s;;) megadja a Cp, kvéta esetén a rangsorban s;; pontszam utén kovetkez6
(magasabb) pontszdmot.
Sziikségiink van még a ponthatarok kozotti koherenciara:

tpi < tpi/ V(ai,cj), (ai/, Cj/) S E; Cj,Cjr € Cp;n(p, Sij) = 84 (15)
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Eljutottunk megint egy irigységmentes hozzarendeléshez. Ha azt akarjuk, hogy
a parositas stabil legyen, akkor el6 kell megint irni, hogy egy adott kvéta vagy tele
van, vagy 0 a ponthatar. A 0 ponthatar azt is jelenti, hogy mindenkit felvettiink
az adott szakra, aki ott szeretett volna tanulni:

Up — Uptp; < Z Tij VC, C Csa; : a; = m(p), (16)
(a;,c;)EE:c;€C)

ahol m(p) megadja azt a jelentkezdt, akinek legkisebb a felvételi pontszdma a C),
kvéta esetén.

Maximalizdlunk egy tetszéleges célfiiggvényt az (1), (4), (13), (14), (15) és (16)
korlatok mellett. Ez a modell az SBFPF (stabil bindris felvételi ponthatdrok fel-
irds), ezen megkozelités esetén minden dontési valtozé (x;; és tp;) bindris. Most
is linedris a viszony a jelentkezések szama és a nemnulla elemek kozott. Tovabbi
fontos megjegyzés, hogy a t,,; valtozd esetén nem kell egészértékiiségi kikotés, csak
a legalsé pontszamok esetén. Ha a legmagasabb pontszdmokhoz tartozé t,; valto-
z0khoz eldirjuk, hogy értékiik 1-nél nem lehet nagyobb, akkor a tébbi t,; valtozé
esetén a t,; <1 kikokéteseket is el lehet hagyni.

Numerikus vizsgalatok sordn azt tapasztaltuk, hogy az SBFPF-modell segitsé-
gével viszonylag nagyméreti feladatokat is meg lehet oldani. Generdlt adatokon
300 000 jelentkezést tartalmazd mintat is meg tudtunk oldani, kb. ennyi jelentke-
zés van (évente) a magyar fels6oktatdsi jelentkezési rendszerben (nem kozos kvotds
modellekhez numerikus eredmények elérhetdek [1]-ben és [2]-ben; a kozds kvités
modellek tesztelésén jelenleg is dolgozunk, amelynek eredményét egy késobbi ta-
nulmédnyban fogjuk ismertetni). Az eredmény azért is kiilonésen hangsilyos, mert
a kozos kvéotdas modell NP-nehéz feladat, ezért hatékony algoritmus 1étezése gya-
korlatilag kizart ebben az esetben. Természetesen nem biztos, hogy tetszdleges
minta esetén ilyen kedvezdek a futdsi eredmények, de gy tiinik, hogy az alkalma-
zasokban el6fordulé mintak esetén az SBFPF-modell hatékony mdédszer az egzakt
megoldés kiszamitasara.

3. Osszefoglalis

A cikkben ismertettiik a felvételi feladatot. Felvételi feladatokat jellemzoen az
un. Gale-Shapley-algoritmussal szokds megoldani. A ténylegesen megvaldsulé fel-
vételi rendszerekben szdmos specialitds van, ami lehetetlenné teszi a Gale-Shaley-
algoritmus hasznalatat. Az egyik ilyen specialitas a kozos kvétdk jelenléte.

A cikkben bemutatésra keriilt harom kiilonboz6 egyészértékii programozasi fel-
adat a kozos kvotak esetére. Az un. stabil binaris felvételi ponthatarok modell se-
gitségével generdlt mintdkon meg tudtunk oldani akkora méretii feladatokat, mint
amilyen nagy a magyar felsGoktatasi rendszer. Raadasul ezen modellek robosztu-
sak, tovabb bovithetoek linearis korlatok hozzdadaséval, illetve a célfiiggvényiik is
szabadon véalaszthatd, ami a tovabbi elényoket jelent a Gale—Shapley-algoritmuson
alapulé heurisztikakkal szemben.
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College admission problems have been intensively studied in the past 55 years in the math-
ematics, economics and computer science literatures. The standard method for solving these
two-sided matching problems is by the deferred-acceptance algorithm of Gale and Shapley, or
by its variants. In this paper we study the alternative method of integer programming (IP). We
give three different IP formulations for the special case of college admission problems, where the
common upper quotas are present. This is an NP-hard problem, but our simulations show that
one of our formulations can be solved for large instances as well.
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VESECSEREPROGRAMOK MATEMATIKAJA

BIRO PETER

Amennyiben egy vesebetegnek van egy lehetséges élédonorja, de az im-
munolégiai szempontbdl nem kompatibilis vele, akkor tobb orszdgban le-
hetésége van arra, hogy szervezett keretek kozt elcserélje a donorjat egy
szédmara kompatibilis donorra. A cseréket kozpontilag koordindlé parositéd
alkalmazdsokat kozgazdédszok, szamitastuddsok és transzplantdciés szakem-
berek egyarant szervezik és kutatjak. Ebben a dolgozatban révid attekintést
adunk a mogottes grafelméleti problémardl és annak megoldési lehetségeirdl
egészértékili programozassal.

1. Bevezetés

Kozpontilag koordinalt parositd programok az élet sok teriiletén keriiltek mar
bevezetésre, didkok allokélasa iskoldkhoz, egyetemi felvételi, gyakornokok alloka-
ldsa, tantargyvalasztas, cikkek allokdlasa birdlékhoz, hogy csak néhany példat
emlitsiink (egy részletes dsszefoglalé az alkalmazdsokrdl: [5]). A vesebetegek és
potencialis élédonorok szervezett egymdashoz parositisa egy 4j tipusu alkalmazas,
ami az elmult két évtizedben vilagszerte elterjedt.

A kroénikus vesebetegség hagyoméanyos kezelése a dializis, ami rossz életming-
séget és kedvezbtlen életkildtdsokat biztosit a betegnek (nagyjabdl 10 éves, folya-
matosan romlé életkilatdssal), ezért az orvostudomdny jelenlegi alldsa szerint a
transzplantacio az egyetlen realis gyogyitasi lehetoség. Halott donorbdl kevés van,
példaul az USA-ban 300 000 ember &ll dializises kezelés alatt, amib&l 100 000 van
rajta a vardlistan, de évente csak nagyjabol 12 000 halott donor van, ezért az atla-
gos varakozasi id6 8-10 év a vesére. Mivel egy egészséges embernek két veséje van,
és eggyel sem romlik lényegesen az életkilatasa, ezért az élédonoros transzplanticié
a nyugati vildgban mindeniitt elétérbe keriilt. Ha azonban a beteg donorja (tipi-
kusan a hdzastdrsa) nem kompatibilis a beteggel, vércsoport vagy antigén (HLA)
probléma miatt, akkor a kozvetlen dondcié nem johet létre. Ha viszont van egy
masik, hasonl6 probléméval rendelkez6 par, és keresztben stimmelnek az immuno-
l6giai adatok, akkor a két beteg elcserélheti egymads kozott a donorjait. Az elsd
ilyen péaros cserét Eurépaban 1999-ben hajtottdk végre egy svéjci és egy német
péar kozott. 2004-ben indult be az els§ eurdpai program Hollandidban [8], aminek
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keretében a regisztralt beteg-donor parokat hiaromhavonta Osszepdrositjak. Je-
lenleg 10 eurdpai orszagban miikodik vesecsereprogram, amelyrél a COST Action
CA15210 (European Network for Collaboration on Kidney Exchange Programmes)
keretében nemrég készitettiink egy tanulményt [6].

A cseréket szinte minden miik6dé programban egyidében hajtjdk végre, hiszen
lépésenként torténé dondacié esetén fennallhat a veszély, hogy a cserekor megsza-
kad és az egyik beteg nemcsak kimarad a cserébdl, hanem a donorjat is elvesziti.
Az egyetlen eurdpai program, ahol véllaltan nem szimultan cseréket hajtanak vég-
re (t6bb nap alatt), Csehorszagban miikédik, itt hat-, illetve héthosszi cseréket
is véghezvittek mar. Az altaldnosan kovetett egyidejii cserék viszont logisztikai
okokbdl azt eredményezik, hogy csak kis méretii, tipikusan legfeljebb haromhossziu
cseréket keresnek a programokban (Hollandidban legfeljebb négyhosszut).

Az Amerikai Egyesiilt Allamokban a New England Kidney Exchange Program
volt az els§ vesecsereprogram, ami 2005-ben kezdte meg mitkodését [18]. Jelenleg
harom nagy orszagos program miitkédik egymédssal atfedésben: United Network for
Organ Sharing (UNOS), National Kidney Registry (NKR), és Alliance for Paired
Donation (APD) [13] néven, de a cserék t6bbségét a nagyobb transzplantacids koz-
pontok hézon beliil oldjik meg. Kanaddban és Ausztralidban orszdgos programok
miikddnek, melyeket egy tanulmanyban nemrég 6sszehasonlitottak a holland és az
egyesiilt kirdlysdgbeli programokkal [12]. Végiil két dsszefoglald cikket javaslunk
a vesecsere témakorének attekintésére: [12], [14].

A cikk szerzdje az Egyesiilt Kirdlysag vesecsereprogramjanak algoritmusan dol-
gozott 2007 és 2010 kozott Glasgowban, ezen alapulnak a cikkben ismertetett elsé
leirdsok. A program 2007-ben kezdte meg milk6dését az NHS Blood and Tran-
splant szervezésében [15]. El8szor csak paros cseréket engedtek meg, majd 2008-t61
hiarom hossza cseréket is alkalmaztak. Az dltalunk implementalt els6 megoldasi
médszer egy grafos heurisztikdn alapuld egzakt algoritmus volt [7], amelyet a ké-
sébbiekben egészértékli programozasi médszerre cseréltek [16]. Az elmilt 10 évben
tobb mint 700 beteg kapott vesét a programon keresztiil.

2. A vesecsereprogramok alapfeladata

Az Furépaban és a vildg més részein miikodd programok sajatossagai eltér-
nek egymastdl, melyekrél az utolsé fejezetben bévebben is frunk. Az alapfeladat
viszont minden orszagban ugyanaz: a dondaciok szadméanak maximalizaldsa révid
cserekorok segitségével. Ezt a feladatot fogjuk a kovetkezOkben elOszor két graf-
elméleti modell segitségével leirni, majd két egészértékii programozasi leirast adni
ra.

2.1. Gréafelméleti leiras, komplexitas

Amennyiben a donorokat és betegeket egy-egy cstccsal reprezentaljuk, akkor a
kompatibilitasi graf egy pdros grdf lesz, ahol egy donor akkor van osszekotve egy
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2. dbra. Az el6z6 probléma leirdsa az iranyitott grafos modellben.

beteggel, ha az kompatibilis vele. Amennyiben a dondciék mindségét is tekintjiik,
ahogy azt minden eurdpai orszagban teszik, akkor ezt az élekre irt silyokkal rep-
rezentdlhatjuk. A rovid cserékbdl all6 megoldds egy olyan pérositdasnak felel meg
ezen a grafon, ahol egy donor akkor és csakis akkor lehet fedve, ha a péarja is fedve
van. Az 1. dbran egy 6t donorbdl és 6t betegbdl allé problémat illusztralunk.

A feladat maésik természetes grafos leirdsa az irdnyitott grdfos modell, ahol a
csucsok beteg-donor parokat reprezentdlnak, és egy cstcsbdl akkor fut irdnyitott
él egy masik cstcsba, ha az elsé donor kompatibilis a masodik beteggel. Ebben
a modellben a megoldas diszjunkt korok halmaza, vagyis egy un. korpakolas. A
fenti példa atirata az iranyitott grafos modellben a 2. dbrén lathato.

A maximdlis méretii vagy silyd megoldas probléméja eltéré komplexitdsu attol
fiigg&en, hogy milyen fels6 korldt van adva a cserekorok hosszara nézve. Amennyi-
ben csak kett6hosszi cseréket engediink (ahogy jelenleg Franciaorszagban és Svéd-
orszdgban teszik), akkor a feladat egy maximélis méretii/stlyt péarositds feladat-
ra redukalodik egy nempéaros grafon, amely Edmonds algoritmuséval hatékonyan
megoldhaté [11].

Amennyiben nincs megkotés a cserekoérok hosszéra nézve, ahogy Csehorszag-
ban tekintenek a problémara, akkor szintén polinomidlis idében megoldhaté a fel-
adat. A maximdlis méretii cserék problémé&ja esetén ezt a pdros graf egyszerii
moédositasdval tudjuk megtenni: kossiink 6ssze minden beteget a donorjaval egy 0
sulyt éllel, a tobbi kompatibilis par kozott futd él silya pedig legyen 1. Az eredeti
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feladatban egy maximalis méretli cserének a modositott paros grafban egy teljes
maximalis stulyt parositas felel meg, melyet a magyar mdédszerrel gyorsan kiszamit-
hatunk. Amennyiben maximaélis silyi megolddst keresiink (ahol a siily a dondcié
mindségének felel meg), akkor ugyanigy kell eljarnunk, a betegek és eredeti donor-
jaik kozott 0 sulya élt kell bevezetniink a paros grafban és maximalis silyu teljes
pérositast taldlni. A konstrukei6 lényege, hogy amennyiben egy donor nem a sajat
betegével keriil parositasra, akkor az 6 betege is egy kompatibilis donorral lesz
pérositva, vagyis szerepelni fognak egy cserekérben, ha viszont egymaéssal vannak
pérositva, akkor nem vesznek részt cserében [1].

Sajnédlatos médon a valdsagban leggyakoribb eset, amikor kettonél hosszabb, de
korlatos cseréket engediink meg, NP-nehéz feladatra vezet [1], amelyet hatékonyan
kozeliteni sem lehet [7]. A gyakorlatban viszont a feladatot leiré grafok viszonylag
ritkdk, és emiatt exponencialis idejii egzakt algoritmus is megfeleléen miikodott
a 100-150 parbdl all6 feladatokra az Egyesiilt Kirdlysdgban 2007-2010 kozott [7].
Ez a grafos heurisztika azonban nem feltétleniil miikodik nagyobb feladatokra,
illetve komplikdlt az atirasa specialis optimalitasi feltételek esetén, ezért tértek at
a legtobb orszagban egészértékii programozasi modszerekre.

2.2. Egészértékii programozas hasznélata

Az egészértékii programozds hasznalatdt vesecsereprogramokban elészor Roth
és tdrsai javasoltdk [17], majd Abraham és tdrsai [1] fejlesztették ki az elsd szofiszti-
kalt formalizacidkat az alapfeladatra, amelyek rendkiviil hatékonynak bizonyultak
véletleniil generalt adatokon. A ma méar klasszikusnak tekintheté cikkben két
alapformalizaciét adtak, amelyeket itt leirunk.

Els6ként az un. kérformalizdaciét irjuk le. Itt a véltozoink a megengedett ko-
rokon lesznek, és feltételként csupan azt fogjuk megkovetelni, hogy a kivalasztott
korok ne érintsék ugyanazon beteg-donor part egynél tobbszor. Formalisan, jelol-
je {v1,va,...,v,} a beteg-donor pérokat, és jelolje {C1,Cq,...,Cp} a lehetséges
koroket, ahol minden C; kérhéz hozzarendeliink egy ¢; bindris (0, 1) véltozdt,
tovabbd jelolje w; a C; kor méretét (vagy silyét). Amennyiben C; tartalmazza a
v; part, azt v; € Cj-vel jeldljiik. Feladatunk a kovetkezo:

m
max E ’ijj
Jj=1

f.h. Z c¢; <1 minden v; csucsra.
jvi €Cy
A masodik lefrast élformalizdcidnak nevezi a szakirodalom, mert itt a valtozdk
az irdnyitott graf élein vannak. Jeldlje v;v; a v; csiesbdl v; csticsba futé élt, és
a hozzd tartozdé bindris (0, 1) véltozd legyen x(v;v;), illetve az él siilyét jeldlje
we(v;v5). A feladat a kovetkezé.
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max Z we (v;v)z(viv4)
,J

f-h. Z z(vv;) — Z z(vjv;) =0  minden v; csicsra, és
j J
Zx(vivj) <1 minden v; csucsra, valamint
J
(v, Viy) + (Viy05,) + - F (Vi _ v ) < L minden L hosszi tra,

ahol L a korok hosszéanak fels6 korlatjat jeloli, és az utak valédi utak, vagyis
diszjunkt cstcsokbdl allnak, igy kérok sem lehetnek.

Mindkét alapformalizdcié egyszerii, és konny(i igazolni a helyességiiket. Azt
viszont lathatjuk, hogy egyik egészértéki program sem kompakt, a kérformaliza-
ci6nal a valtozok szdma lehet exponencidlis (a feltételek szama linedris a graf csd-
csainak szdméban), mig az élformalizéciondl a feltételek szdma lehet exponencidlis
(a véltozdk szama linedris a graf éleinek szdméban). Megfelel implementécié ese-
tén mégis j6l miikddhetnek, ahogy azt Abraham és térsai bemutatjak [1], példdul
az oszlopgeneralas technikija donto fontossagu a korformalizaciés megoldasaban.

Vannak azonban tijabb lefrdsok is, amelyek kompaktak (vagyis a véltozdk és a
feltételek szdma is polinomidlis a graf paramétereiben), ezek attekintésére Dicker-
son és téarsai cikkét javasoljuk az olvasénak [9)].

3. Ijj kihivasok a vesecsereprogramokban

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk az elmilt évek legfontosabb fejlesztéseit és
kihivasait, amelyek tjfajta matematikai kérdésekhez vezetnek.

3.1. Altruisztikus donorok &altal inditott lancok

Altruisztikus donorok azok a donorok, akik nincsenek senkivel kapcsolatban,
csak onzetleniil felajanljak a veséjiiket, hogy ezzel megmentsenek egy ismeretlent.
Az ilyen donorok szdma nagyjabdl 2-5 minden hirom hénapban az Egyesiilt Ki-
ralysdgban. Eredetileg az ilyen onzetlen donorok veséit a kadaver (halott donorbdl
szdrmazé szervekre torténé) vardlistan szerepld betegeknek adtak, de kés6bb fel-
ismerték, hogy nagy segitséget jelenthetnek a vesecsereprogramokban is, hiszen
lancot lehet 1étrehozni egy ilyen kezdeti donorral. Az altruisztikus lancok nagy
elonye, hogy a donacidkat nem kell egyidében végrehajtani, mert el6szér minden
beteg megkaphatja a vesét, és csak utdna kell a donorjanak tovabb adnia az 6vét.
Az ilyen lancokat az eurdpai orszdgokban viszonylag roviden futtatjék, abbdl a
megfontoldsbol, hogy az utolsé vese hamar keriiljon egy vardlistan 1évé beteghez,
béar Spanyolorszagban, Olaszorszagban és Csehorszagban egyarant eléfordult mar
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hathosszu lanc. Az Egyesiilt Allamokban viszont végtelen altruisztikus lancokat is
kezdeményeztek, ahol egyes esetekben mér 60 felett jar a dondcidk szama [19].

A feladat matematikai oldalat ez a lehetoség nagyban befolyasolja, hiszen most
mar nem csak rovid koroket, de egytttal hosszu utakat is kereshetiink az irdnyitott
grafban. Végtelen hosszi lancok esetén a vegyes problémara adtak egészértéki
programozasi lefrdst Anderson és tarsai [2], ahol a dfjgydjtd utazéiigyndk probléma
egy variansat haszndaltdk a megolddsban. Rovid korok és hosszabb utak esetén
Dickerson és tarsai adtak 1j egészértékii programokat [9].

3.2. Deszenzitizacié mint alternativ kezelés

Az inkompatibilis beteg-donor parok kozott bizonyos esetekben mégis végre-
hajthato az atiiltetés, ha a beteg keresztiilmegy egy koltséges és idoigényes deszen-
elmaradnak a kompatibilis cserétdl, ezt az eljarast sok orszégban (Olaszorszig,
Franciaorszdg, Svédorszig) mégis alapeljardasként hasznéljdk, ami a vesecsereprog-
ramok sikerességének is gatja, hiszen kevés inkompatibilis par jelentkezik. A fejlett
programokban elszér mindig a vesecsereprogramban torténé részvételt javasol-
jak a paroknak, és csak egy-két sikertelen pérositasi fordulé utdn tamogatjak a
deszenzitizacios eljarast. Tobb programban, igy a most indulé skandinav kozos
programban is, a deszenzitizacié lehet6ségét megengedik ismeretlen beteg-donor
parok kozott is, amennyiben a varhaté eredmény jobb, mint az eredeti beteg-
donor par esetén. Hasonl6 kérdés meriil fel kompatibilis paroknal is, akiknek tobb
orszag programjaban is felajanljak a részvételt, egyrészt, hogy immunolégiailag
alkalmasabb donort taldljanak a betegnek, masrészt pedig, hogy a részvételiikkel
masokon segitsenek.

Amennyiben a deszenzitizacié egy lehetséges cserén beliili eljardas barmelyik
donor és beteg kozott, akkor nem feltétleniil csak a dondcidk szamét igyekeznek
maximalizalni a programokban, hanem az ezen kezelésre utalt betegek szamat is
minimalizaljak. Ezen két cél jol definialt médon, egyszerre jelenik meg a skandinav
programban [3].

3.3. Laboratériumi tesztelelés utani tjraoptimalizalas

A kompatibilitasi grafokat a donorok és betegek kiilon-kiilon elemzett vérmintéi
alapjan hozzék létre. Ezek a grafok azonban nem mindig pontosak — féleg, ha nem
egységes az immunoldgiai vizsgalat —, és emiatt az operacidk el6tt végrehajtott la-
boratériumi vizsgdlatndl (amikor a donor és beteg vérét ténylegesen dsszekeverik)
gyakoriak a pozitiv keresztprobak. Ez az egyik {6 oka a cserék meghiusuldsanak.
Amerikdban a meghitsult cserében szerepl$ parokat egyszertien visszateszik a fel-
adatba, és 1j cseréket keresnek, mert ott naponta-hetente térténnek a futtatasok.
Eurépéaban viszont tipikusan haromhavonta vannak a futtatasok, ezért a laborato-
riumi tesztek utan sok programban régton igyekeznek javitott megoldast talalni.
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A javitds szempontjabdl a legnagyobb eurépai program, az FEgyesiilt Kirdlysag
programja, a leginkabb kotott: ott csak egyfajta javitast engedélyeznek. Amennyi-
ben a v; — v; — vy — v; hdromhosszi cserében van egy Un. visszaél, példaul v;v;,
és a v;ui, vagy viv; élek valamelyike sériil, akkor még megprébaljak a bedgyazott
v; <> v; kettd hosszi cserét végrehajtani. Ezért is alakitjdk gy az eredeti op-
timalizaldsi feladatot, hogy az ilyen bedgyazott kettOhosszi koroket tartalmazo
haromhosszi koroket talaljak meg nagy szamban.

A kisebb programok esetén egyrészt a megoldés is kisebb, és altalaban a tesz-
telés is gyorsabban miikddik, ezért sokkal rugalmasabb médon tudjak javitani a
megoldast. Hollandidban példaul iterativ tesztelést végeznek: elészor az elsd cse-
rekort tesztelik, ha ez rendben van, akkor folytatjdk a maésodik cserekorrel, ha
viszont probléma akad, akkor a teljes megoldast ijraszamoljdk. Matematikai ér-
telemben a robosztus parositasok kérdéskore &ll a legkozelebb a feladatkorhoz, de
egészértékil programozassal is kereshetd varhaté értékben j6 megoldas [10].

3.4. Stratégiai kérdések korhazaknal és nemzetkozi egyiittmiikédésben

Az amerikai vesecsereprogramok egyik legnagyobb probléma&ja, hogy a transz-
plantaciés kozpontok gyakran nem jelentik a konnyen parosithaté beteg-donor
parjaikat, mert ezeknek hézon beliil keresnek pért [4]. Az orszdgos programokban
ezért tulsulyba keriilnek a nehezen parosithaté beteg-donor parok, és emiatt nehéz
cseréket talalni. Tobb megoldasi javaslat koziil az egyik programban krediteket
kezdtek el osztani a jol parosithaté parokat regisztralé kérhdzaknak, amelyek ré-
vén a kés6bbiekben elényben részesitik ezen kérhaz betegeit a nehezen parosithato
betegek kivalasztasakor.

Hasonl6 kérdések meriilnek fel a nemzetkozi programokban is. Eurépdban a
cseh és osztrak program lényegében mar egybeolvadt, amihez esetleg hazank is
csatlakozhat majd a jovében, és a skandindv orsziagokban is rogtén egy svéd-
norvég-dan kozos programban kezdték meg a miikodést. Itt is felmeriil a kérdés,
hogy az orszdgok vajon a konnyen létrehozhaté cseréket nem fogjak-e orszdgon be-
lill végrehajtani, illetve nem vétéznak-e meg egy olyan kézos optimalis megoldast,
amelyet orszdgon beliil javitani tudndnak. Ezen kérdések vizsgialataban a mate-
matikai megkozelités mellett a jatékelméleti modellek is a segitségiinkre lehetnek.
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EROSEN /NEPSZERI"J PAROSITAS KERESESE
BIZONYOS PAROS PREFERENCIARENDSZEREKBEN

KIRALY TAMAS, MESZAROS-KARKUS ZSUZSA

A népszerii parositas probléma bonyolultsadga dontetlenes péaros preferen-
cia-rendszerekben nagyban fiigg a dontetlenek struktirajitél. Ha az egyik
oldalon a csiicsok szigoru preferencidjuak, mig a masik oldalon indifferensek
(de jobban szeretnek pdrositva lenni, mint paratlanul maradni), akkor po-
linom idében tudunk népszerii parositdst keresni (Cseh, Huang és Kavitha
[2]). Mésrészt ugyanebben a cikkben azt is beldttdk, hogy a probléma NP-
teljessé valik, ha szigoru preferenciaju csicsok mindkét oldalon lehetnek,
mig indifferens csicsok csak az egyik oldalon. Megmutatjuk, hogy az erdsen
népszerli parositds keresésének probléméja megoldhaté polinom idében az
utébbi esetben is.

1. Bevezetés

Egy (G = (V,E), %) preferenciarendszer egy G = (V, E) grafb6l és minden
v € V-re a v-re illeszkedo élek egy <, részbenrendezésébdl all. Egy v € V cstcs
egy adott preferenciarendszerben jobban szereti az My parositast, mint az Mo-t, ha
Mi-ben parositva van, de Ms-ben nem, vagy ha M;i-ben jobb élen van parositva,
mint Ms-ben. Egy My parositds népszerdbb, mint egy M, parositds, ha azon csu-
csok szama, amelyek jobban szeretik Mj-et, mint Ms-t, szigorian nagyobb, mint
azon csucsok szama, amelyek jobban szeretik Ms-t, mint Mi-et. Egy M parositas
népszert, ha nincs olyan parositds, ami népszeriibb néla, és erdsen népszert, ha M
népszeriibb barmely mésik parositasndl. Ezeket a fogalmakat Gérdenfors [6] ve-
zette be, aki megmutatta, hogy szigori preferenciak esetén minden stabil parositas
népszeri, és minden erésen népszerii parositas stabil.

Egy preferenciarendszerben nyilvan nem lehet két kiillonbozé er6sen népszerti
parositas, mivel ekkor mindkett6 népszeriibb lenne a masikndl, ami lehetetlen. Sét,
egy erdsen népszerii parositas sziikségképp az egyetlen népszerii parositas — viszont
létezik olyan preferenciarendszer, ahol ugyan egyetlen népszert parositdas van, de
az nem erdsen népszerd (erre [1] technical report véltozatdban taldlhaté példa).

Az utébbi idében nagy érdeklédés 6vezi a népszerli parositasokkal kapcsolatos
algoritmikus kérdéseket; a nemrégiben sziiletett eredmények egy rovid osszefog-
lalgjat lasd az 1.1. fejezetben. Itt csak megemlitjiik, hogy barmely dontetlenes
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preferenciarendszer esetén polinom idében eldénthet6, hogy egy adott péarositas
népszerii vagy erésen népszerii-e (a probléma visszavezethet6 egy maximalis silyd
teljes parositds feladatra egy élsiilyozott segédgrafban [1]). Ez azt jelenti, hogy a
népszeri parositasok dontési problémaja az NP bonyolultsagi osztdlyban van, mig
az er6sen népszeril parositasok dontési probléméja a kevésbé ismert UP (Unam-
biguous Polynomial-time) bonyolultsdgi osztélyba esik. Az utébbi osztdly, melyet
Valiant [11] vezetett be, azokbdl a dontési problémdakbdl all, melyek megoldhatdk
egy NP-géppel tgy, hogy a feladat egy ,nem” példanyaban egyik tanit sem fogadja
el, mig a feladat egy ,igen” példdnydban pontosan egy tanit fogad el. Az erdsen
népszeri parositas probléma ebbe az osztdlyba tartozik, mivel a feladat egy ,igen”
példanyaban van egy egyértelmii er6sen népszerii parositas, és ez polinom idében
ellenérizheto.

Ebben a cikkben olyan paros preferenciarendszerekkel foglalkozunk, amelyek-
ben a kovetkezd két tipusu csucs fordul eld: szigori preferencidji csucsok, ahol a
=<, preferencia-sorrend egy linedris rendezés, és indifferens csicsok, ahol a cstcs
minden 14 illeszked$ élt egyformdn szeret (de jobban szeret parositva lenni). Ha
minden csics szigoru preferencidji, akkor minden stabil parositas népszeri. Ebbol
viszont kovetkezik, hogy mindig létezik népszerii parositas, és talalhatunk egyet
a jol ismert Gale-Shapley-algoritmussal [5]. Mésrészt el tudjuk dénteni, hogy
létezik-e er6sen népszerli parositds, ugy, hogy talalunk egy tetszéleges népszeri
parositdst, és leellendrizziik, hogy erdsen népszerii-e (ez miikédik nem péros, szi-
goru preferenciarendszerek esetén is [1]).

A problémdk nehezebbé vilnak, ha az egyik oldalon megengediink indifferens
csucsokat is. Abban az esetben, ha az egyik oldalon minden csics szigord prefe-
rencigju, mig a mésik oldalon minden csics indifferens, Cseh, Huang és Kavitha
[2] adott egy polinom idejii algoritmust annak eldéntésére, hogy létezik-e népszerii
pérositds. Azonban ha szigort preferencigju csicsokat mindkét oldalon megen-
gediink, mig indifferens csiicsokat csak az egyiken, a probléma NP-teljessé valik
2, 3].

Ennek a cikknek a f6 eredménye, hogy az erdsen népszerli parositis létezése
polinom id6ben eldénthet6 az utébbi esetben is.

1.1. TETEL. Adott (G = (S,T; E), X) pdros preferenciarendszer esetén, ahol
az S-beli csucsok szigoru preferencigjuak, mig minden T-beli cstics vagy szigo-
ru preferenciaju, vagy indifferens, polinom idében eldonthetd, hogy van-e erésen
népszert parositas.

1.1. Kapcsol6dé eredmények

Az utébbi idében tobb eredmény is sziiletett a népszerii parositas probléma
bonyolultsagarol. Szigorti paros preferenciarendszerek esetén Huang és Kavitha
[7] megmutatta, hogy tudunk polinom idében maximaélis méret{i népszer(i parosi-
téast keresni, mig Cseh és Kavitha [4] annak eldontésére adott algoritmust, hogy
egy adott él benne van-e népszerii parositdsban. Nyitott kérdés viszont annak
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a dontési problémanak a bonyolultsaga, hogy egy adott szigord, nem péaros pre-
ferenciarendszerben van-e népszerti parositds. Huang és Kavitha [8] bevezette a
népszeritlenségi faktor fogalmat, és megmutatta, hogy minden pozitiv ¢ esetén
NP-teljes megadni egy olyan parositast, amelynek népszeriitlenségi faktora legfel-
jebb % — e-szorosa az optimalisnak.

2. Az algoritmus

Ebben a fejezetben ismertetjitkk az 1.1. tételt bizonyité algoritmust. Adott
egy G = (S,T; E) paros multigraf, ahol a T csicshalmaz két részre, Tp-re és
Ty-re van osztva. Az S U Tp-beli csticsok szigoru preferencidjiak, mig a Tr-beli
csicsok indifferensek (de jobban szeretnek pérositva lenni). Adunk egy polinom
ideju algoritmust, ami eldonti, hogy a feladat egy adott példanydban van-e erésen
népszeril parosits (roviden ENP).

Az algoritmus soran mddositasokat hajtunk végre az aktualis preferenciarend-
szeren a kovetkezo két redukdld miveletet hasznalva:

1. Torliink éleket, amelyek nem szerepelhetnek az aktudlis preferenciarendszer
ENP-jében, vagyis torolhetdk, és torliink minden keletkez6 izolalt cstcsot.

2. Rogzitiink éleket, amelyeknek mindenképpen szerepelniiik kell az aktudlis
preferenciarendszer ENP-jében (feltéve hogy az 1étezik), vagyis rdgzithetdk.
A rogzitett élek halmazat F-fel jeloljiikk. A rogzitett éleket toroljiik a vég-
pontjaikkal egyiitt, és toroljiik a keletkez6 izolalt csticsokat.

Legyen G* = (S*, T*; E*) az aktulis preferenciarendszer k fenti miivelet elvég-
zése utan, és legyen F az eddig rogzitett élek halmaza. Az algoritmus helyességének
kulcsa az aldbbi lemma, amit itt bizonyitds nélkiil kozliink.

2.1. SEGEDTETEL. Ha az eredeti preferenciarendszerben van egy M ENP, ak-
kor F C M, és M \ F is ENP-je G*-nak.

Lehetséges, hogy G*-ban van ENP, holott G-ben nincs, de ez nem probléma,
mivel ha redukalé miiveletekkel eljutunk az {ires grafhoz, akkor a lemma szerint
F az egyetlen lehetséges jelolt ENP-re, és polinom id6ben ellendrizhetjiik, hogy
ez G-nek ENP-je, vagy sem. Ugyanakkor ha G*-ban nincs ENP, akkor a lemma
szerint G-ben sincs.

Osszefoglalva, az a stratégiank, hogy addig hajtunk végre redukalé miivelete-
ket, amig eljutunk az iires grafhoz, vagy bizonyitékot talalunk ré, hogy nincs ENP.
A reduk&lasi miiveletek lefrasdhoz sziikségiink van az aktudlis graf kovetkez6 meg-
irdnyitasara.

Irdnyitas: Minden v € S U Tp cstcsnak megirdnyitjuk a kedvenc élét a mdsik
végpontja felé. Az irdnyitast djra végrehajtjuk minden redukcié utén.
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Az aldbbi pontokban részletezziik, hogy mely élek torolhetdk, illetve rogzithe-
t6k. Ezek a miveletek konstruktivak olyan szempontbdl, hogy a nevezett éleket
meg is tudjuk taldlni linearis idében. Az algoritmus sorban torli, illetve rogziti
a pontok szerint torolheto, illetve rogzithetd éleket, gy, hogy mindig feltessziik,
hogy az aktudlis preferenciarendszer nem redukalhaté tovabb a korabbi pontok
alapjan.

Azon Tr-beli csicsok halmazat, amelyekbe tobb mint egy irdnyitott él 1ép,
jeloljitk Ty-gyel, és legyen T5 := Ty \ Ti.

— Ha egy v € SUTp csticsba 1ép egy uw irdnyitott él, akkor a v szerint uv-nél
rosszabb élek nem szerepelhetnek ENP-ben, vagyis torolhetok.

— Ha valamikor egyetlen st irdnyitott él 1ép egy T7-beli csticsba, akkor ha van
ENP, akkor st benne van, vagyis st rogzithet6. Kovetkezésképp ez utan a
redukcié utan a Th-beli csiicsokba nem 1ép irdanyitott él.

— Tegyiik fel, hogy az st él benne van az aktudlis grafban, ahol s € S, t € T5.
Ekkor st-nél s szerint rosszabb él nem lehet EN P-ben, vagyis ezek torolhe-
t6k.

— Haegy G[SUTpUT}]-beli él nem irdnyitott, akkor nem szerepelhet ENP-ben,
vagyis torclheto.

— Ha egy S-beli s csticsba nem 1ép irdnyitott él, és s-b6l nem megy (irdnyi-
tatlan) él Th-be, akkor az s-bél kilépé irdnyitott él benne van az ENP-ben
(ha létezik), vagyis rogzithetd.

2.2. SEGEDTETEL. Ha a fentiek alapjin végrehajtott redukciékkal nem az iires
grathoz jutunk, akkor G-ben nincs ENP.

A lemma bizonyitdsa megtaldlhaté a cikk technical report véltozatdban [10].
A bizonyitds azon alapszik, hogy ha nem az iires grafhoz jutunk, akkor a redukalt
graf tartalmaz egy olyan kort, ami mentén cserélve ugyanolyan népszerii parositast
kapunk.

Mivel minden redukalé miivelet csokkenti az élek szamat, az algoritmus leg-
feljebb élszamnyi redukcié utan véget ér. Ha az iires grathoz jutunk, az egyetlen
jelolt ENP-re F', és polinom idében ellendrizhetjiik, hogy ez ENP-je-e G-nek.

Megjegyzés. Az 1.1. tételre adott algoritmus kis médositasokkal miikodik arra
az esetre is, amikor az egyik oldal szigori preferencidju, a masik oldalon pedig csak
a preferencialistak végén lehet dontetlen. Ebben az esetben az algoritmus soran
azokat a csucsokat, amelyek nem indifferensek, szigortu preferencidjunak tekintjiik
mindaddig, mig nem toroltiink annyi élt a listajukrdl, hogy indifferensekké valtak.
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3. Konkluzié

A cikkben leirt médszerrel olyan péaros preferenciarendszerekben lehet eldonteni
er6sen népszeru parositds létezését, ahol az egyik osztalyban csak szigord prefe-
rencidk vannak. Nyitott kérdés, hogy polinom idében megoldhato-e a feladat, ha
mindkét oldalon lehetnek indifferens csicsok is. Tovabbi kérdés, hogy az ered-
mény kKiterjeszthet6-e olyan preferencidkra, ahol nem csak a lista végén lehetnek
dontetlenek.

Alkalmazasok szempontjabdl érdekes lehet a feladatnak az az éltalanositdsa,
ahol az egyes csicsok szavazatanak kiilonbo6zo a silya. Errél a valtozatrdl nagyon
keveset tudni, mind a népszerii parositasok, mind az erésen népszerii parositasok
vonatkozasadban. Nyitott, hogy utébbinak a bonyolultsiga a legéltaldnosabb val-
tozatban (nem péros graf, tetszéleges preferencidk) hogy viszonyul egyes nehéznek
gondolt UP-beli problémak bonyolultsdgahoz.
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FINDING STRONGLY POPULAR MATCHINGS IN CERTAIN
BIPARTITE PREFERENCE SYSTEMS

TaMAS KIRALY, ZSUZSA MESZAROS-KARKUS

A bipartite preference system with ties consists of a bipartite multigraph G = (S, T; E) and
partial orders <, on the edges incident to v, for every node v € SUT. Given a bipartite preference
system with ties, a node prefers a matching M; to a matching Ms if either it is matched in My
but not in Ma, or it is matched by a better edge in M; than in Ms. A matching M; is more
popular than matching My if the number of nodes preferring M; to My is strictly larger than
the number of nodes preferring My to M;. A matching M is popular if no matching is more
popular than M, and it is strongly popular if M is more popular than any other matching.

In this paper we consider bipartite preference systems with two types of nodes: nodes with
strict preferences, where the preference order <, is a linear order, and indifferent nodes, where
every incident edge is equally good (but who still prefer to be matched). If all nodes have strict
preferences, then every stable matching is popular. On one hand, this implies that there always
exists a popular matching and one can be found using the well-known Gale—Shapley-algorithm.
On the other hand, we can decide if a strongly popular matching exists by finding an arbitrary
stable matching and checking whether it is strongly popular.

The problems become more difficult if indifferent nodes are allowed on one side. For the
case when nodes on one side have strict preferences while those on the other side are all indif-
ferent, Cseh, Huang, and Kavitha [2] gave a polynomial-time algorithm for deciding if a popular
matching exists. However, if one side has strict preferences while the other side may feature both
indifferent nodes and nodes with strict preferences, then the problem becomes NP-complete[2, 3].

The main result of the present paper is that the existence of a strongly popular matching
can be decided in polynomial time even in the latter case.

Theorem. Given a bipartite preference system (G = (S,T; E), =) where nodes in S have
strict preferences and each node in T is either indifferent or has strict preferences, it can be
decided in polynomial time if there is a strongly popular matching.

Keywords: bipartite matching, social choice, efficient algorithms, popular matching.

Mathematics Subject Classification (2000): 05C70, 91B14, 91B68.
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IGAZSAGOS TORTAOSZTASI ALGORITMUSOK EGYENLO ES
NEMEGYENLO FELOSZTAST ARANYOKON

FLEINER TAMAS, ROMSICS ERZSEBET

A dolgozatban bemutatjuk az ardnyos tortaosztozkodds elméletéhez tar-
toz6é matematikai apparatus egy részét, majd 1j eredményeket ismertetiink:
az aranyos osztozkodast végzé Boldogsdg az Egyenjogusdgban Algoritmust,
amely nem tudl erds feltételek mellett erGsebb, szigortan ardnyos elosztas
ad, és a Részvénytarsasdg Felosztds Algoritmust, amely sikeresen végzi el a
k-személyes nem egyenld részesedések melletti aranyos osztozkodast.

1. Bevezetés

Az igazsdgos osztozkodds szamos torténelmi forrds szerint mar az Skorban
is problémékat okozott az akkori tarsadalomnak. Tobb irdasos emléket talalunk,
amelyben a hatalom vagy az egyhaz rogziti a kiilonboz6 javak felosztasdnak sza-
bélyait. Attdl fiiggben, hogy a felosztandd jészdg milyen tulajdonsdgokkal ren-
delkezik, tobbféle, gyakorlati problémara vonatkozo igazsagos osztozkodasi eljaras
ismert. A pénzzel reprezentalhaté osztozkodasok viszonylag egyszertiek, mert a
pénz homogén és barhogy feloszthaté. Ha példaul a valéfélben 1év6 hazastarsak a
koz6s vagyonon osztozkodnak, és a vagyonnak része valamilyen feloszthatatlan jo-
szdg (mondjuk egy autd), akkor az osztozkodds kozben arra is kell figyelniink, hogy
ezt az autot ne vagjuk ketté. Természetesen sok esetben egyaltalan nem létezik a
feladatnak tokéletes megolddsa. Az ardnyos tortaosztas soran egy olyan joszagot
osztunk fel, amely heterogén allagu és korlatlanul feloszthaté. Ez azt jelenti, hogy
a jatékosok értékelhetnek egy adott szeletet (tortarészt) kiilsnbozdképpen, tovab-
béa barhogy is vagjuk a torta valamely szeletét két tetszoleges szeletre, e két szelet
Osszértéke megegyezik az eredeti szelet értékével. A jelen munka célja két konkrét
tortaoszté algoritmus bemutatasa.

A Boldogsédg az Egyenjogusaghban Algoritmus ardnyos osztozkodast végez, azaz
egyenlo részesedések esetén aranyosan osztja szét a tortat. Itt az Un. egyiittesen
abszolut folytonossag tulajdonsiag megléte esetén koénnyen elérhetd, hogy az osz-
tozkodasunk szigortian aranyos legyen, azaz mindenki szigorian tobbet kapjon a
részesedésénél.
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A Részvénytarsasag Felosztas Algoritmus sikeresen végzi el k személyre a nem
egyenld részesedések melletti ardnyos osztozkoddst. Az algoritmus alapjaként a
Részvénytarsasiag Szétvalasztas szubrutin szolgal, amely kettévag egy részvény-
tarsasdgot (ami itt a felosztandd jészagot jelenti), majd a jatékosok a szémuk-
ra jovedelmezobb oldalra probédlnak helyezkedni a részvényeik cserélgetésével. A
hatékonysigot aldtamasztandd, igazolunk a vagasszamra egy felsé becslését. Ez
altalaban nem éles, igy tobbnyire az algoritmus még ennél is jobban teljesit.

A Boldogsag az Egyenjogusagban Algoritmus az altalunk Oszd Meg és Ural-
kodj Algoritmusnak nevezett Even—Paz-eljards alapjdn késziilt [2, 3, 4]. Ez utébbi
modszer 1ényege, hogy egy vagéassal ugy vagja szét a tortat, és szeparalja ezaltal
kisebb csoportokra a jatékosokat, hogy mindenki pontosan egy szeleten osztozkod-
jon tovabb. Egy adott szelet szétdarabolasat pedig addig folytatjuk, amig minden
szeletnek legfeljebb 2 tulajdonosa van. E két jatékos pedig mar egyszeriien elosztja
az adott szeletet: az egyik vag, a masik valaszt. Ebben az eljardsban szerepel egy
passziv jatékos is, aki a tobbiek egyidejii cselekvése utan, azokat mérlegelve hozza
meg sajat dontését a torta szeletelésérol. Ezzel lehetoséget kap, hogy akar jéval
értékesebb szeletet kapjon a tortabdl, mint a részesedése. A Boldogsag az Egyenjo-
gusagban Algoritmus elkeriili ezt a jatékosok kozti aszimetriat, mégis legtobbszor
eléri, hogy mindenki szigorian tobbet kapjon a jussanal. Masik eredményiink, a
Részvénytarsasag Felosztas Algoritmus dltaldnositja az ismert kétszemélyes Kozel
Felez6 Algoritmust. Ezek az algoritmusok arra szolgdlnak, hogy olyan osztozkod&-
sokat hajtsanak végre, melyekben a jatékosok nem egyenl6 ardnyban részesednek a
tortabdl [3]. A Kozel Felezd Algoritmusban a vagé jatékos kozel felezi a tortét, mig
a masik jatékos szeletet valaszt, és ezzel lecsokken a részesedése a maradékbdl. A
megmaradt szeleten addig alkalmazzak Gjra a kozel felezés médszerét, amig egyenlo
részesedésekhez jutnak, és egy vagassal befejezhetik az osztozkodast. Robertson és
Webb kényve megemlit egy lehetséges dltaldnositast [3]. Ha feltessziik, hogy k— 1
személy mar ardnyosan elosztotta a tortdt, akkor a k-személyes felosztast meghaté-
rozhatjuk tgy, hogy a k. személy (akinek még nincs tortdja) a kétszemélyes Kozel
Felez6 Algoritmust haszndlva kiilon-kiilon osztozkodik a tobbi jatékossal a sajat
szeleteiken. Ennek az algoritmusnak egy héatranya, hogy igen sok vagast igényel,
igy a sok djraosztas miatt a jatékosok tipikusan igen sok kiilonallé darabot kapnak.
Akit a probléma részletesebben érdekel, Tasnadi Attila Igazsdgos elosztasok cimii
kényvének ezt a fejezetét olvassa el [4].

Jelen munkénk az aldbbiak szerint épiil fel. A masodik fejezetben a tortaosztés-
sal kapcsolatos, szamunkra sziikséges alapvetd fogalmakat tisztdzzuk. A harmadik
a Boldogsdg az Egyenjogusagban Algoritmust és annak tulajdonsagait irja le, majd
a negyedik a Részvénytarsasag Felosztas Algoritmust mutatja be.
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