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deti tudományos cikkeket publikál, amelyek a gyakorlatban, vagy más tudományokban közvetlenül
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ELŐSZÓ

A 2017. június 14-16. között Cegléden megrendezett XXXII. Magyar Operáció-
kutatási Konferenciához kapcsolódóan az Alkalmazott Matematikai Lapok két kö-
tetet jelentetett meg. Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkesztőbizottságá-
nak vezetői a különszámok gondozására vendégszerkesztőket kértek fel Bozóki
Sándor, Fleiner Tamás, Illés Tibor és Tasnádi Attila személyében. Az első kötettel
Prékopa András emléke előtt tisztelegtünk. A jelenlegi második kötetben az alábbi
dolgozatok találhatók:

Ágoston és Biró egészértékű programozási feladatként vizsgálja a központośı-
tott egyetemi felvételik után a hallgatók szakokhoz rendelését. Bár az alapfeladatra
hatékonyan működik a jól ismert Gale–Shapley-algoritmus, ez nem képes kezelni
számos, a gyakorlatban előforduló megkötést, mint amilyen például a közös kvó-
ták rendszere. A javasolt megközeĺıtés bár jóval számı́tásigényesebb, flexibilitása
révén képes az ilyen elő́ırások figyelembevételére is.

Biró az utóbbi időben sokat kutatott, rendḱıvül ı́géretes vesecsereprogramokat
mutatja be, és néhány, ennek kapcsán fellépő matematikai problámát ismertet. A
vesecserék lehetősége és az ezekhez alkalmazott központośıtott programok kivá-
ló példáját adják annak, hogy a matematikai módszerekkel történő optimalizálás
esetenként életeket menthet.

Király és Mészáros-Karkus a népszerű párośıtásokat vizsgálja. Népszerű az
olyan párośıtás, amelynél nincs népszerűbb abban az értelemben, ha két páro-
śıtásból a népszerűbbet a résztvevők szavazatainak egyszerű többsége határozza
meg. Jól ismert, hogy ha a résztvevők preferenciái nem szigorúak, akkor a népszerű
párośıtás keresése reménytelenül nehéz. A szerzők fő eredménye, hogy erősen nép-
szerű párośıtás polinomidőben található akkor is, ha a résztvevők preferenciáiban
döntetlenek is lehetnek.

Fleiner és Romsics munkája igazságos osztozkodásokról szól. Két- és több-
szereplős problémákra mutat be igazságos elosztást eredményező eljárásokat, új
eredményük pedig a részvénytársaság felosztási algoritmus, amelyben a két, nem
feltétlenül egyforma súlyú játékos osztozkodik a közös jószágban birtokolt részvé-
nyein.

Forgó becslést ad a kétkiszolgálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris torlódási
játékok puha korrelált egyensúlyának kényszeŕıtési értékére.

Petróczy, Rogers és Kóczy két nevezetes hatalmi index seǵıtségével vizsgálja az
Európai Unió Tanácsában egy, a Brexitet követő újabb tagállamkilépés hatását a
bent maradó tagországok, kiváltképp Magyarország befolyásoló képességére.
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2 ELŐSZÓ

Radványi áttekintő tanulmányában a kooperat́ıv játékelmélet eszköztárának
felhasználásával a fastruktúrájú hálózatokon vizsgálja a költségelosztási problé-
mákat

”
igazságossági” kritériumok alapján.

Solymosi az ismertebb magkiterjesztések közül tárgyalja az alkuhalmazokat,
több fontos játékosztályra ismerteti a mag és az alkuhalmazok közötti viszonyt, és
megfogalmaz egy tucat nyitott kérdést.

Csató cikkének fő eredménye a többszempontú döntéshozatalban sokat hasz-
nált logaritmikus legkisebb négyzetek módszerével generált rangsorok axiomatikus
karakterizációja. Ennek kapcsán a szerző karakterizálja a súlyozási módszereket,
és ezeknek, illetve a rangsorolási módszereknek különféle tulajdonságaira mutat
rá.

Dobos az ökológiai lábnyom, a nemzetgazdaságok földterület felhasználásának
kiszámı́tásához használja a Leontieff-féle input-output modellt, korrigálva az iro-
dalomban található megközeĺıtések pontatlanságait.

Nagy és Szakál a Hu-invariáns momentumok seǵıtségével egy új körszerűségi
mutatót alkalmaz néhány amerikai választókerület alakjának és az újrarajzolások
hatásának vizsgálatára.

Bozóki Sándor
Fleiner Tamás

Illés Tibor
Tasnádi Attila

Az Alkalmazott Matematika Lapok szerkesztősége ezúton is köszöni Bozóki
Sándornak, Fleiner Tamásnak, Illés Tibornak és Tasnádi Attilának, hogy e külön-
szám vendég szerkesztőiként seǵıtettek a szám elkészültében.

A vendég szerkesztők rövid életrajzai az előző kötetben olvashatóak.
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EGÉSZÉRTÉKŰ PROGRAMOZÁS HASZNÁLATA KÖZÖS KVÓTÁS
EGYETEMI FELVÉTELI FELADATOKRA

ÁGOSTON KOLOS CSABA, BIRÓ PÉTER

Felvételi feladatok elemzése a matematikai, közgazdasági és számı́tástu-
dományi szakirodalomban egyaránt prosperáló területté vált az elmúlt 55 év-
ben. Ezeket a kétoldali párośıtási feladatokat jellemzően az ún. Gale-Shapley
(késleltetett elfogadási) algoritmussal, vagy annak valamely továbbfejlesztett
változatával oldják meg. Ebben a cikkben alternat́ıvát adunk: a felvételi
feladatokat egészértékű programozási feladatként (IP) kezeljük. Arra a spe-
ciális esetre adunk meg három különböző IP-modellt, amikor az egyetemekre
(vagy a magyar alkalmazásban a szakokra) közös felső kvóták vonatkoznak.
Ez alapvetően egy NP-nehéz feladat, de az általunk bemutatott IP-modellel
a szimulációink szerint nagyméretű feladatok is megoldhatóak.

1. Bevezetés

A felsőoktatási jelentkezéseket a világ több országában központośıtott rendsze-
rek kezelik [5]. Ezekben a rendszerekben a diákok jelentkezéskor sorrendet álĺı-
tanak fel azon képzések között, amelyeken el tudják képzelni továbbtanulásukat.
A jelentkezőket az egyetemek a felvételi pontszám alapján rangsorolják, amely
jellemzően a középiskolai érdemjegyeken és a felvételi vizsgán elért eredményen
alapul. A szakok esetén a kvóta meghatározza a maximális felvehető létszámot. A
feladat az, hogy megadjunk egy hozzárendelést a jelentkezők és a képzések között,
azaz megadjuk, hogy melyik diák melyik szakon fog továbbtanulni.

A felvételi feladatok megoldásában mérföldkő Gale és Shapley [10] által javasolt
késleltetett elfogadási algoritmus, amely a jelentkezések számával arányosan növő
futásidőben (lineáris időben) megad egy ún. stabil megoldást. A megoldás akkor
stabil, ha nem létezik ún. blokkoló pár ; azaz semelyik diákot sem lehet a preferencia
listájában egy jobb helyre felvenni, ugyanis ott már teĺıtve van a kvóta nálánál jobb
diákokkal.

Konkrét felsőoktatási rendszerekben előfordulnak olyan specialitások, amelyek
megneheźıtik (vagy lehetetlenné teszik) a Gale–Shapley-algoritmus alkalmazását.

Ilyen specialitás a holtversenyek kezelése: könnyen elképzelhető, hogy kettő
(vagy több) diák azonos pontot ér el egy adott szakon. Ha ez a pontszám pont a
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4 ÁGOSTON KOLOS CSABA, BIRÓ PÉTER

”
határon” van, akkor mindegyikük felvételével túllépnénk a kvótát. Ilyen esetben
többféle megoldás is elképzelhető: a) valamilyen módon felbontják a holtversenyt,
azaz meghatároznak egy mesterséges sorrendet a jelentkezők között, mondjuk vé-
letlen szám generálásával (ahogy Írországban teszik), vagy demográfiai változók
seǵıtségével (pl. a török rendszerben); b) egyenlő bánásmódot alkalmaznak, mint
például Magyarországon vagy Chilében. Ez utóbbi esetben az azonos pontszámú
diákokat egyformán kell kezelni: mindenkit fel kell venni, vagy mindenkit vissza
kell utaśıtani. Magyarországon a kvóta nem sérülhet, tehát itt könnyen előfordul-
hat, hogy egy képzés nem lesz tele, még ha lennének is hallgatók, akik szeretnének
ott továbbtanulni. Chilében a döntés a diákoknak kedvez: az utolsó csoportot
még akkor is felveszik, ha velük már túlcsordul a kvóta. Holtversenyek esetén
módośıtott Gale–Shapley-algoritmust tudunk használni, amely hatékonyan meg-
oldja a problémát, bár az eljárás néhány jó tulajdonsága sérül, pl. az igazmondásra
ösztönzés (bővebben lásd [1], [7] és [9]).

Magyarországon egy másik specialitás az alsó kvóták használata, amellyel gaz-
daságos méretű képzések ind́ıtását érhetjük el. Egy szak csak akkor indul, ha
legalább minimális létszámú diákot oda tudunk rendelni. Az alsó kvóták haszná-
lata esetén a stabil megoldás létezése nem garantált, és a feladat NP-nehéz [6].
Ügyes heurisztikákkal és egészértékű programozási módszerrel azonban kezelhető
a probléma [2].

Egy újabb specialitás az ún. közös kvóta, amellyel ebben az ı́rásban foglalko-
zunk. Magyarországon sok képzés esetén van államilag támogatott és önköltséges
finansźırozási forma is. Az egyetemek 2008 óta szakonként egy keretszámmal ad-
ják meg a hozzájuk felvehető diákok maximális létszámát, ezen túlmenően rend-
szerszinten számukra közömbös a finansźırozási forma (azaz, nem osztják meg a
kvótát). A kormányzat oktatáspolitikai megfontolások miatt szakonként szab kere-
tet az államilag finansźırozott helyekre (de csak ezekre, a költségtéŕıtéses helyekre
nem), és ezt a keretszámot nem osztja szét az egyetemek között. Erre a feladatra
nem mindig adható stabil megoldás, és a probléma NP-nehéz [6]. Jelen cikkben há-
rom IP-modellt adunk meg a közös kvótás feladatra; és bár mindhárom ugyanazt
a párośıtást adja, futási időben jelentős a különbség.

IP-feladatok használata felvételi feladatok (vagy egyéb kétoldali stabil párośı-
tási feladatok) esetén egy új irány a szakirodalomban. Az eddigi mellőzöttségnek
részben az az oka, hogy a gyakorlatban nagyok a feladatok és a Gale–Shapley-
t́ıpusú heurisztikák elég jól működnek. Az egészértékű programozás újkeletű vizs-
gálatát viszont az indokolja, hogy a konkrét alkalmazások során egyre több a
specialitás, amelyek sokszor NP-nehézzé teszik a problémát. Emellett a szofisz-
tikált szolverek és az erős gépek egyre nagyobb feladatok megoldását teszik le-
hetővé egészértékű programozási technikával. Továbbá ez a módszer robosztus,
vagyis könnyen bőv́ıthető új feltételekkel, illetve a döntéshozók szempontjai meg-
jeleńıthetőek a célfüggvényekben. A következő szakirodalmi forrásokat ajánljuk
az érdeklőknek a témakörben: [2], [3], [8], [11], [12].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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2. Egészértékű programozási feladat

2.1. Jelölések

Jelölje A a jelentkezők halmazát, amelynek elemei: ai ∈ A, és C a szakok
halmazát, amelynek elemei: cj ∈ C. Legyen rij a j szak rangsorszáma i je-
lentkező esetén, sij pedig az i jelentkező felvételi pontszáma j szak esetén. Egy
diáknak eltérhet a pontszáma szakonként: pl. közgazdasági képzés esetén az angol
nyelvvizsgáért jár pluszpont, angol szak esetén nem; illetve közgazdász szakra a
történelem jegyek számı́tanak, mı́g informatikus szakra a fizika. Cikkünk továb-
bi részében feltesszük, hogy semelyik két diáknak nem egyezik meg a pontszáma
egyik szakon sem (ez a helyzet például Írországban, ahol sorsolással bontják fel
a holtversenyeket, diákonként különböző kis véletlen számot adva a pontszámok-
hoz). A képzések esetén uj jelöli a (felső) kvótát, ennél több diákot nem lehet
felvenni az adott szakra. A jelentkezések halmazát E jelöli, ahol E ⊆ A× C.

2.2. Alap felvételi feladat

A jelentkezések egy halmazát párośıtásnak nevezzük, ha minden jelentkező csak
maximum egy szakra kerül felvételre, és minden szak esetén a felvett diákok száma
legfeljebb annyi, mint a kvóta. Egy párośıtás stabil, ha minden nem kiválasztott
(ai, cj) esetén vagy ai diák fel lett véve egy számára kedvezőbb helyre, vagy cj
szakon a kvóta teĺıtve van ai-nél jobb jelentkezőkkel. Felvételi feladatok esetén a
legismertebb LP-modell Bäıou és Balinski ([4]) nevéhez fűződik.∑

j:(ai,cj)∈E

xij ≤ 1 ∀ai ∈ A, (1)

∑
i:(ai,cj)∈E

xij ≤ uj ∀cj ∈ C, (2)

 ∑
k:rik≤rij

xik

uj +
∑

h:(ah,cj)∈E, shj>sij

xhj ≥ uj ∀(ai, cj) ∈ E,

xij ∈ {0, 1}, ∀(ai, cj) ∈ E .

(3)

Az (1) és (2) korlátok ún. megvalóśıthatósági korlátok : (1) korlát biztośıtja,
hogy egy diákot csak maximum egy helyre lehet felvenni, (2) pedig azt, hogy egy
szakra maximum uj diákot lehet felvenni. A (3) korlát az ún. stabilitási korlát.
Minden jelentkezés esetén van egy ilyen stabilitási korlát. Ha az ai jelentkezőt fel-
vették a cj szakra, vagy egy ennél preferáltabb szakra, akkor (

∑
k:rik≤rij

xik)uj tag
legalább uj , tehát a stabilitási korlát teljesül. Ha ai jelentkezőt nem vették fel sem
erre a szakra, sem egy ennél számára kedvezőbb szakra, akkor a (

∑
k:rik≤rij

xik)uj

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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kifejezés 0, ebből következően a
∑

h:(ah,cj)∈E,shj>sij
xhj kifejezés legalább uj , tehát

van kvótányi diák, akiket felvettek a cj szakra, és több pontjuk van, mint ai-nek.
Közös kvóták esetén szakhalmazokra adhatunk meg felső korlátot. Ha Cp ⊆ C

egy szakhalmaz, akkor jelölje up a rá vonatkozó közös kvótát. A párośıtás megen-
gedett, ha ezeket a közös kvótákat is teljeśıti. Közös kvótákat csak olyan szakokra
van értelme meghatározni, ahol a diákoknak ugyanannyi pontjuk van a közös kvó-
ta minden szakja esetén. A megoldás stabilitása úgy módosul, hogy ha egy (ai, cj)
jelentkezés nincs benne a párośıtásban, akkor a korábbi két indokon ḱıvül egy har-
madik oka is lehet, mégpedig, hogy cj benne van egy olyan Cp szakhalmazban,
aminek az up közös kvótája ai-nél magasabb pontszámú diákokkal lett feltöltve.

Az egyetemi felvételi közös kvótás változatát Biró és szerzőtársai definiálták
és vizsgálták meg először [6]. Megmutatták, hogy ha egymásba ágyazottak a közös
kvótával rendelkező szakhalmazok (vagyis ha bármely Cp és Cq szakhalmazokban
van egy közös szak, akkor vagy Cp ⊂ Cq, vagy Cp ⊃ Cq fennáll), akkor a Gale–
Shapley-algoritmus általánośıtott változataival mindig hatékonyan található stabil
megoldás. Ha viszont ez a tulajdonság nem áll fenn a szakhalmazok rendszerére,
akkor nem garantált a stabil párośıtás létezése, és a feladat NP-nehéz. Sajnála-
tos módon a hazai rendszer egymásba ágyazottsága egy kormányzati döntés után
megszűnt 2008-ban, vagyis a hazai feladat nem mindig megoldható, és NP-nehéz.

Az egészértékű programozási feladatot tekintve, amennyiben közös kvóták van-
nak, úgy (1) korlátot kicseréljük a∑

(ai,cj)∈E;cj∈Cp

xij ≤ up ∀Cp ⊆ C (4)

korlátra, tehát van a szakoknak egy részhalmaza (Cp), amely szakokon tanuló
diákok összes száma nem lehet több, mint up. Az egyszerűség kedvéért az egyedi
korlátokat is (ha vannak) közös kvótaként fogalmazzuk meg. Ebben az esetben Cp

részhalmaz csak egy szakot tartalmaz.
Közös kvóták esetén egy diákot csak akkor lehet hozzárendelni egy szakhoz, ha

belefér az összes kvótába. Pl.: c1 szak esetén a kvóta 20, c1 és c2 szak együttesére
a közös kvóta 10. Ekkor c1 szakhoz biztosan nem fogunk tudni hozzárendelni 20
diákot, még akkor sem, ha lenne 20 diák, aki szeretne itt tanulni. Tehát közös
kvóták esetén nem biztośıtható a (3) stabilitási korlát teljesülése, módośıtanunk
kell ezen korláton: ∑

k:rik≤rij

xik

up +
∑

(ah,ck)∈E:
ck∈Cp,shk>sij

xhk + up(1− bpj) ≥ up

∀Cp, (ai, cj) ∈ E, cj ∈ Cp

(5)

Látható, hogy ha a bpj bináris segédváltozó 0, akkor az (5) stabilitási korlát
teljesül. Minden szak esetén legalább egy kvótára teljesülnie kell a stabilitási
korlátnak az eredeti formájában is, azaz:
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∑
p:cj∈Cp

bpj ≥ 1 ∀cj ∈ Cp . (6)

Tehát stabil megoldást kapunk, ha egy tetszőleges célfüggvényt maximalizálunk
az (1), (4), (5) és (6) korlátok mellett. Minden döntési változó (x és b változók)
bináris. Nevezzük ezt a modellt AFFF-nek (alap felvételi feladat feĺırás). Fontos
hangsúlyozni, hogy ezen modell esetén a nemnulla elemek száma kvadratikusan nő
a jelentkezések számával.

2.3. Stabil felvételi feladat ponthatárokkal

Az egyetemi felvételi feladat (közös kvóták esetén is) léırható a pontszámha-
tárokkal. Minden kvótához meghatározunk egy felvételi pontszámot. Egy diák
felvehető egy szakra, ha a szakot tartalmazó összes kvóta pontszámát eléri vagy
meghaladja. A ponthatárok alapján természetes módon generálhatunk egy páro-
śıtást: minden diákot felvesszük a preferencia listájában az első olyan szakra, ahol
a szakhoz tartózó összes ponthatárt eléri vagy meghaladja.

Ponthatárok által megadott párośıtás akkor lehetséges, ha egyik kvóta sem
sérül. Egy ilyen lehetséges allokációt irigységmentes allokációnak (envy-free al-
location) h́ıv a szakirodalom (lásd pl.:[13]). Kérdés, hogy egy lehetséges pontha-
tárvektor mikor fog stabil allokációt eredményezni. Egy iŕıgységmentes allokáció
esetén a rendszerben lehet

”
pazarlás”. Pazarlás alatt azt értjük, hogy egy diákot

elutaśıtanak egy olyan szakról, ahova ha felvennénk, semilyen feltétel sem sérülne.
Erre a pazarlásra a legegyszerűbb példa, ha kellően magasra álĺıtjuk be a pontha-
tárokat: ekkor egy diák sem kerül be egyetlen szakra sem. Tehát a stabilitáshoz
azt kell elérni, hogy ne legyen pazarlás egy irigységmentes párośıtásban.

Első megközeĺıtés az lehetne, hogy egy ponthatárvektor akkor lesz stabil, ha
bármelyik ponthatárt is csökkentjük, akkor valamelyik kvóta túlteĺıtődik. Ez a
klasszikus egyetemi felvételi problémára működik, de sajnos közös kvóták esetén
nem vezet eredményre. Közös kvóták esetén ugyanis elképzelhető, hogy nincs sta-
bil allokáció, pedig ebben az esetben is meg tudunk adni ponthatárokat, hogy
ha bármelyik ponthatárt csökkentjük, akkor szükségképpen túlteĺıtődik egy kvó-
ta. Ilyen ponthatároknak az lesz a tulajdonságuk, hogy ha bizonyos ponthatárok
csökkenése esetén túlteĺıtődik egy kvóta, akkor az nem feltétlenül a sajátjuk. Azt
kell elérni, hogy bármelyik ponthatár csökkentésével a saját kvótájuk teĺıtődjön
túl. Ez a megközeĺıtés oda vezet, hogy a nem teĺıtett kvóták esetén le tudjuk vinni
a ponthatárt 0-ig. Tehát egy ponthatár együttes stabil elosztást eredményez, ha
az elosztás lehetséges, és nem teĺıtett kvóták esetén a ponthatár 0 (bővebben lásd
[2]).

A közös kvótás egészértékű programozási modellt most pontszámok seǵıtségé-
vel ı́rjuk le: jelölje tp a Cp kvóta esetén a felvételi ponthatárt. Az egyszerűség
kedvéért feltesszük, hogy a pontszámok csak egész értékek lehetnek, tp változó is
egészértékű döntési változó lesz.
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Először egy irigységmentes hozzárendelést adunk meg alkalmas korlátokkal.
Az xij változó ugyanazt jelenti, mint korábban, és szükségünk van az (1) és (4)
korlátokra. A stabilitási korlátok helyett más korlátaink lesznek. Nézzük először
a klasszikus esetet, amikor nincsenek közös kvóták, csak a szakokra vannak egyedi
kvóták. Jelölje s̄ a lehetséges legnagyobb pontszámot. Ekkor:

tj ≤ (1− xij) · (s̄+ 1) + sij ∀(ai, cj) ∈ E, (7)

és

sij + 1 ≤ tj +

 ∑
k:rik≤rij

xik

 · (s̄+ 1) ∀(ai, cj) ∈ E (8)

korlátok megteremtik a kapcsolatot a ponthatárok és a párośıtás között, vagy-
is megadnak egy irigységmentes hozzárendelést. A (7) korlát semmitmondó, ha
xij = 0. Ha xij = 1 (tehát az ai jelentkezőt felveszik a cj szakra), akkor viszont a
korlát elő́ırja, hogy a cj szak esetén a ponthatár nem lehet nagyobb, mint amennyi
pontja van az ai diáknak. Nézzük a (8) korlátot. Amennyiben egy jelentkezés
esetén a

∑
k:rik≤rij

xik összeg 1 (tehát az ai jelentkezőt felvették vagy a j szakra,

vagy egy ennél preferáltabb szakra), akkor a korlát semmitmondó megint. Ellen-
ben ha a

∑
k:rik≤rij

xik összeg 0 (tehát az ai jelentkezőt nem vették fel sem a cj
szakra, sem egy ennél preferáltabb szakra), akkor a korlát elő́ırja, hogy a cj szak
esetén a ponthatár nagyobb, mint amennyi pontja az ai jelentkezőnek van.

Nézzük, hogyan változnak a korlátok közös kvótás modell esetén. Ekkor a
ponthatárok nem a szakokhoz tartoznak, hanem a (közös) kvótákhoz, és egy diákot
csak akkor lehet felvenni egy szakra, ha a hozzá tartozó összes kvótára felveszik.
A (7) korlát

tp ≤ (1− xij) · (s̄+ 1) + sij ∀(ai, cj) ∈ E, cj ∈ Cp (9)

alakra módosul, a (8) korlátot pedig helyetteśıtjük a

sij + 1 ≤ tp +

 ∑
k:rik≤rij

xik + (1− bpj)

 · (s̄+ 1) ∀(ai, cj) ∈ E, cj ∈ Cp (10)

korláttal, és természetesen most is szükségünk van a (6) korlátra.
A (10) és (6) korlátok együttesen biztośıtják, hogy ha valakit nem vesznek fel

egy adott szakra, akkor van egy olyan kvóta, ahol a ponthatár nagyobb, mint
amennyi pontja az ai diáknak van.

Ha azt szeretnénk elérni, hogy az eredményül adódó irigységmentes párośıtás
stabil is legyen, akkor elő kell ı́rni, hogy a nem teĺıtett szakok esetén a ponthatár
0. Ennek biztośıtására bevezetünk egy fp bináris változót, ami azt fogja mutatni,
hogy a Cp kvóta teĺıtett-e.
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fp · up ≤
∑

(ai,cj)∈E:cj∈Cp

xij ∀Cp ⊆ C, (11)

és
tp ≤ fp(s̄+ 1) ∀Cp ⊆ C. (12)

Összességében egy tetszőleges célfüggvényt maximalizálunk az (1), (4), (9),
(10), (6), (11) és (12) korlátok mellett. Az xij , bpj és fp döntési változók binári-
sak, a tp döntési változók pedig egészértékűek. Nevezzük ezt a modellt SFPF-nek
(stabil felvételi ponthatárok feĺırás). Lehet látni, hogy az AFFF-modellhez képest
több a döntési változó. Viszont a nemnulla elemek száma csak lineárisan növek-
szik a jelentkezések számával. Mivel az SFPF-modell vegyes egészértékű feladat,
ezért numerikus szempontból nem feltétlenül a legjobb (akár nagyon hosszú futási
időkkel is szembesülhetünk).

2.4. Stabil felvételi feladat bináris ponthatárokkal

Lehetséges azonban tiszta bináris modellé átformálni az SFPF feĺırást. Ekkor
a ponthatárokat bináris változókká alaḱıtjuk. Szerencsére a ponthatárok csak
ténylegesen előforduló pontok lehetnek, ezért nem szükséges minden lehetséges
pontszámhoz bináris változót bevezetni. Tekintsünk egy (ai, cj) ∈ E jelentkezést,
vagyis az ai diák jelentkezését a cj szakra. Ekkor az összes Cp kvóta esetén,
ami tartalmazza a cj szakot, bevezetünk egy tpi bináris változót. Ezen változó 1
értéke azt jelenti, hogy a Cp kvóta esetén a ponthatár sij , vagy ennél alacsonyabb
(tehát az ai diákot a Cp kvótába felvehetjük). A tpi változó 0 értéke azt jelenti,
hogy a Cp kvótába sij pontnál kevesebbel nem lehet bekerülni (sij ponttal nem
eldöntött, hogy egy diák bekerül-e vagy sem). Nézzünk tehát ezt a konkrét (ai, cj)
jelentkezést. Az ai diákot fel kell venni a cj szakra, vagy egy ennél preferáltabb
szakra, ha minden, a szakhoz tartozó kvóta ponthatárát eléri. Ekkor:∑

k:rik≤rij

xij ≥
∑

p:cj∈Cp

tpi − (qj − 1) ∀(ai, cj) ∈ E, (13)

ahol qj jelöli azon kvóták számát, ami tartalmazza a j szakot.
Ha egy diákot nem veszünk fel egy kvótába, akkor nála rosszabbat sem vehe-

tünk fel ide. Ezt a relációt viszont nem ı́rjuk fel az összes viszonylatban, csak a
pontszámok tekintetében a soron következő esetén:

xij ≤ tpi′ ∀(ai, cj), (ai′ , cj′) ∈ E; cj , cj′ ∈ Cp;n(p, sij) = si′j′ , (14)

ahol n(p, sij) megadja a Cp kvóta esetén a rangsorban sij pontszám után következő
(magasabb) pontszámot.

Szükségünk van még a ponthatárok közötti koherenciára:

tpi ≤ tpi′ ∀(ai, cj), (ai′ , cj′) ∈ E; cj , cj′ ∈ Cp;n(p, sij) = si′j′ . (15)
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10 ÁGOSTON KOLOS CSABA, BIRÓ PÉTER

Eljutottunk megint egy irigységmentes hozzárendeléshez. Ha azt akarjuk, hogy
a párośıtás stabil legyen, akkor elő kell megint ı́rni, hogy egy adott kvóta vagy tele
van, vagy 0 a ponthatár. A 0 ponthatár azt is jelenti, hogy mindenkit felvettünk
az adott szakra, aki ott szeretett volna tanulni:

up − uptpi ≤
∑

(ai,cj)∈E:cj∈Cp

xij ∀Cp ⊆ C; ai : ai = m(p), (16)

ahol m(p) megadja azt a jelentkezőt, akinek legkisebb a felvételi pontszáma a Cp

kvóta esetén.
Maximalizálunk egy tetszőleges célfüggvényt az (1), (4), (13), (14), (15) és (16)

korlátok mellett. Ez a modell az SBFPF (stabil bináris felvételi ponthatárok fel-
ı́rás), ezen megközeĺıtés esetén minden döntési változó (xij és tpi) bináris. Most
is lineáris a viszony a jelentkezések száma és a nemnulla elemek között. További
fontos megjegyzés, hogy a tpi változó esetén nem kell egészértékűségi kikötés, csak
a legalsó pontszámok esetén. Ha a legmagasabb pontszámokhoz tartozó tpi válto-
zókhoz elő́ırjuk, hogy értékük 1-nél nem lehet nagyobb, akkor a többi tpi változó
esetén a tpi ≤ 1 kikökéteseket is el lehet hagyni.

Numerikus vizsgálatok során azt tapasztaltuk, hogy az SBFPF-modell seǵıtsé-
gével viszonylag nagyméretű feladatokat is meg lehet oldani. Generált adatokon
300 000 jelentkezést tartalmazó mintát is meg tudtunk oldani, kb. ennyi jelentke-
zés van (évente) a magyar felsőoktatási jelentkezési rendszerben (nem közös kvótás
modellekhez numerikus eredmények elérhetőek [1]-ben és [2]-ben; a közös kvótás
modellek tesztelésén jelenleg is dolgozunk, amelynek eredményét egy későbbi ta-
nulmányban fogjuk ismertetni). Az eredmény azért is különösen hangsúlyos, mert
a közös kvótás modell NP-nehéz feladat, ezért hatékony algoritmus létezése gya-
korlatilag kizárt ebben az esetben. Természetesen nem biztos, hogy tetszőleges
minta esetén ilyen kedvezőek a futási eredmények, de úgy tűnik, hogy az alkalma-
zásokban előforduló minták esetén az SBFPF-modell hatékony módszer az egzakt
megoldás kiszámı́tására.

3. Összefoglalás

A cikkben ismertettük a felvételi feladatot. Felvételi feladatokat jellemzően az
ún. Gale–Shapley-algoritmussal szokás megoldani. A ténylegesen megvalósuló fel-
vételi rendszerekben számos specialitás van, ami lehetetlenné teszi a Gale–Shaley-
algoritmus használatát. Az egyik ilyen specialitás a közös kvóták jelenléte.

A cikkben bemutatásra került három különböző egyészértékű programozási fel-
adat a közös kvóták esetére. Az ún. stabil bináris felvételi ponthatárok modell se-
ǵıtségével generált mintákon meg tudtunk oldani akkora méretű feladatokat, mint
amilyen nagy a magyar felsőoktatási rendszer. Ráadásul ezen modellek robosztu-
sak, tovább bőv́ıthetőek lineáris korlátok hozzáadásával, illetve a célfüggvényük is
szabadon választható, ami a további előnyöket jelent a Gale–Shapley-algoritmuson
alapuló heurisztikákkal szemben.
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ja (KEP-6/2018) támogatta.

Hivatkozások
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[6] Biró, P., Fleiner, T., Irving, R. W., and Manlove, D. F.: The College Admissions
problem with lower and common quotas, Theoretical Computer Science, Vol. 411, pp. 3136-
3153 (2010).
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1097 Budapest, Tóth Kálmán u. 4.
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sok mellett gyakorlati alkalmazásokban is közreműködött, ı́gy például az Egyesült
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INTEGER PROGRAMMING TECHNIQUES FOR COLLEGE
ADMISSION PROBLEM WITH COMMON QUOTAS

Kolos Csaba Ágoston and Péter Biró

College admission problems have been intensively studied in the past 55 years in the math-
ematics, economics and computer science literatures. The standard method for solving these
two-sided matching problems is by the deferred-acceptance algorithm of Gale and Shapley, or
by its variants. In this paper we study the alternative method of integer programming (IP). We
give three different IP formulations for the special case of college admission problems, where the
common upper quotas are present. This is an NP-hard problem, but our simulations show that
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Amennyiben egy vesebetegnek van egy lehetséges élődonorja, de az im-
munológiai szempontból nem kompatibilis vele, akkor több országban le-
hetősége van arra, hogy szervezett keretek közt elcserélje a donorját egy
számára kompatibilis donorra. A cseréket központilag koordináló párośıtó
alkalmazásokat közgazdászok, számı́tástudósok és transzplantációs szakem-
berek egyaránt szervezik és kutatják. Ebben a dolgozatban rövid áttekintést
adunk a mögöttes gráfelméleti problémáról és annak megoldási lehetőségeiről
egészértékű programozással.

1. Bevezetés

Központilag koordinált párośıtó programok az élet sok területén kerültek már
bevezetésre, diákok allokálása iskolákhoz, egyetemi felvételi, gyakornokok alloká-
lása, tantárgyválasztás, cikkek allokálása b́ırálókhoz, hogy csak néhány példát
emĺıtsünk (egy részletes összefoglaló az alkalmazásokról: [5]). A vesebetegek és
potenciális élődonorok szervezett egymáshoz párośıtása egy új t́ıpusú alkalmazás,
ami az elmúlt két évtizedben világszerte elterjedt.

A krónikus vesebetegség hagyományos kezelése a diaĺızis, ami rossz életminő-
séget és kedvezőtlen életkilátásokat biztośıt a betegnek (nagyjából 10 éves, folya-
matosan romló életkilátással), ezért az orvostudomány jelenlegi állása szerint a
transzplantáció az egyetlen reális gyógýıtási lehetőség. Halott donorból kevés van,
például az USA-ban 300 000 ember áll diaĺızises kezelés alatt, amiből 100 000 van
rajta a várólistán, de évente csak nagyjából 12 000 halott donor van, ezért az átla-
gos várakozási idő 8-10 év a vesére. Mivel egy egészséges embernek két veséje van,
és eggyel sem romlik lényegesen az életkilátása, ezért az élődonoros transzplantáció
a nyugati világban mindenütt előtérbe került. Ha azonban a beteg donorja (tipi-
kusan a házastársa) nem kompatibilis a beteggel, vércsoport vagy antigén (HLA)
probléma miatt, akkor a közvetlen donáció nem jöhet létre. Ha viszont van egy
másik, hasonló problémával rendelkező pár, és keresztben stimmelnek az immuno-
lógiai adatok, akkor a két beteg elcserélheti egymás között a donorjait. Az első
ilyen páros cserét Európában 1999-ben hajtották végre egy svájci és egy német
pár között. 2004-ben indult be az első európai program Hollandiában [8], aminek
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keretében a regisztrált beteg-donor párokat háromhavonta összepárośıtják. Je-
lenleg 10 európai országban működik vesecsereprogram, amelyről a COST Action
CA15210 (European Network for Collaboration on Kidney Exchange Programmes)
keretében nemrég késźıtettünk egy tanulmányt [6].

A cseréket szinte minden működő programban egyidőben hajtják végre, hiszen
lépésenként történő donáció esetén fennállhat a veszély, hogy a cserekör megsza-
kad és az egyik beteg nemcsak kimarad a cseréből, hanem a donorját is elvesźıti.
Az egyetlen európai program, ahol vállaltan nem szimultán cseréket hajtanak vég-
re (több nap alatt), Csehországban működik, itt hat-, illetve héthosszú cseréket
is véghezvittek már. Az általánosan követett egyidejű cserék viszont logisztikai
okokból azt eredményezik, hogy csak kis méretű, tipikusan legfeljebb háromhosszú
cseréket keresnek a programokban (Hollandiában legfeljebb négyhosszút).

Az Amerikai Egyesült Államokban a New England Kidney Exchange Program
volt az első vesecsereprogram, ami 2005-ben kezdte meg működését [18]. Jelenleg
három nagy országos program működik egymással átfedésben: United Network for
Organ Sharing (UNOS), National Kidney Registry (NKR), és Alliance for Paired
Donation (APD) [13] néven, de a cserék többségét a nagyobb transzplantációs köz-
pontok házon belül oldják meg. Kanadában és Ausztráliában országos programok
működnek, melyeket egy tanulmányban nemrég összehasonĺıtottak a holland és az
egyesült királyságbeli programokkal [12]. Végül két összefoglaló cikket javaslunk
a vesecsere témakörének áttekintésére: [12], [14].

A cikk szerzője az Egyesült Királyság vesecsereprogramjának algoritmusán dol-
gozott 2007 és 2010 között Glasgowban, ezen alapulnak a cikkben ismertetett első
léırások. A program 2007-ben kezdte meg működését az NHS Blood and Tran-
splant szervezésében [15]. Először csak páros cseréket engedtek meg, majd 2008-tól
három hosszú cseréket is alkalmaztak. Az általunk implementált első megoldási
módszer egy gráfos heurisztikán alapuló egzakt algoritmus volt [7], amelyet a ké-
sőbbiekben egészértékű programozási módszerre cseréltek [16]. Az elmúlt 10 évben
több mint 700 beteg kapott vesét a programon keresztül.

2. A vesecsereprogramok alapfeladata

Az Európában és a világ más részein működő programok sajátosságai eltér-
nek egymástól, melyekről az utolsó fejezetben bővebben is ı́runk. Az alapfeladat
viszont minden országban ugyanaz: a donációk számának maximalizálása rövid
cserekörök seǵıtségével. Ezt a feladatot fogjuk a következőkben először két gráf-
elméleti modell seǵıtségével léırni, majd két egészértékű programozási léırást adni
rá.

2.1. Gráfelméleti léırás, komplexitás

Amennyiben a donorokat és betegeket egy-egy csúccsal reprezentáljuk, akkor a
kompatibilitási gráf egy páros gráf lesz, ahol egy donor akkor van összekötve egy
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1. ábra. Egy öt párból álló probléma léırása a páros gráfos modellben.

2. ábra. Az előző probléma léırása az iránýıtott gráfos modellben.

beteggel, ha az kompatibilis vele. Amennyiben a donációk minőségét is tekintjük,
ahogy azt minden európai országban teszik, akkor ezt az élekre ı́rt súlyokkal rep-
rezentálhatjuk. A rövid cserékből álló megoldás egy olyan párośıtásnak felel meg
ezen a gráfon, ahol egy donor akkor és csakis akkor lehet fedve, ha a párja is fedve
van. Az 1. ábrán egy öt donorból és öt betegből álló problémát illusztrálunk.

A feladat másik természetes gráfos léırása az iránýıtott gráfos modell, ahol a
csúcsok beteg-donor párokat reprezentálnak, és egy csúcsból akkor fut iránýıtott
él egy másik csúcsba, ha az első donor kompatibilis a második beteggel. Ebben
a modellben a megoldás diszjunkt körök halmaza, vagyis egy ún. körpakolás. A
fenti példa átirata az iránýıtott gráfos modellben a 2. ábrán látható.

A maximális méretű vagy súlyú megoldás problémája eltérő komplexitású attól
függően, hogy milyen felső korlát van adva a cserekörök hosszára nézve. Amennyi-
ben csak kettőhosszú cseréket engedünk (ahogy jelenleg Franciaországban és Svéd-
országban teszik), akkor a feladat egy maximális méretű/súlyú párośıtás feladat-
ra redukálódik egy nempáros gráfon, amely Edmonds algoritmusával hatékonyan
megoldható [11].

Amennyiben nincs megkötés a cserekörök hosszára nézve, ahogy Csehország-
ban tekintenek a problémára, akkor szintén polinomiális időben megoldható a fel-
adat. A maximális méretű cserék problémája esetén ezt a páros gráf egyszerű
módośıtásával tudjuk megtenni: kössünk össze minden beteget a donorjával egy 0
súlyú éllel, a többi kompatibilis pár között futó él súlya pedig legyen 1. Az eredeti
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feladatban egy maximális méretű cserének a módośıtott páros gráfban egy teljes
maximális súlyú párośıtás felel meg, melyet a magyar módszerrel gyorsan kiszámı́t-
hatunk. Amennyiben maximális súlyú megoldást keresünk (ahol a súly a donáció
minőségének felel meg), akkor ugyańıgy kell eljárnunk, a betegek és eredeti donor-
jaik között 0 súlyú élt kell bevezetnünk a páros gráfban és maximális súlyú teljes
párośıtást találni. A konstrukció lényege, hogy amennyiben egy donor nem a saját
betegével kerül párośıtásra, akkor az ő betege is egy kompatibilis donorral lesz
párośıtva, vagyis szerepelni fognak egy cserekörben, ha viszont egymással vannak
párośıtva, akkor nem vesznek részt cserében [1].

Sajnálatos módon a valóságban leggyakoribb eset, amikor kettőnél hosszabb, de
korlátos cseréket engedünk meg, NP-nehéz feladatra vezet [1], amelyet hatékonyan
közeĺıteni sem lehet [7]. A gyakorlatban viszont a feladatot léıró gráfok viszonylag
ritkák, és emiatt exponenciális idejű egzakt algoritmus is megfelelően működött
a 100-150 párból álló feladatokra az Egyesült Királyságban 2007-2010 között [7].
Ez a gráfos heurisztika azonban nem feltétlenül működik nagyobb feladatokra,
illetve komplikált az át́ırása speciális optimalitási feltételek esetén, ezért tértek át
a legtöbb országban egészértékű programozási módszerekre.

2.2. Egészértékű programozás használata

Az egészértékű programozás használatát vesecsereprogramokban először Roth
és társai javasolták [17], majd Abraham és társai [1] fejlesztették ki az első szofiszti-
kált formalizációkat az alapfeladatra, amelyek rendḱıvül hatékonynak bizonyultak
véletlenül generált adatokon. A ma már klasszikusnak tekinthető cikkben két
alapformalizációt adtak, amelyeket itt léırunk.

Elsőként az ún. körformalizációt ı́rjuk le. Itt a változóink a megengedett kö-
rökön lesznek, és feltételként csupán azt fogjuk megkövetelni, hogy a kiválasztott
körök ne érintsék ugyanazon beteg-donor párt egynél többször. Formálisan, jelöl-
je {v1, v2, . . . , vn} a beteg-donor párokat, és jelölje {C1, C2, . . . , Cm} a lehetséges
köröket, ahol minden Cj körhöz hozzárendelünk egy cj bináris (0, 1) változót,
továbbá jelölje wj a Cj kör méretét (vagy súlyát). Amennyiben Cj tartalmazza a
vi párt, azt vi ∈ Cj-vel jelöljük. Feladatunk a következő:

max

m∑
j=1

wjcj

f.h.
∑

j:vi∈Cj

cj ≤ 1 minden vi csúcsra.

A második léırást élformalizációnak nevezi a szakirodalom, mert itt a változók
az iránýıtott gráf élein vannak. Jelölje vivj a vi csúcsból vj csúcsba futó élt, és
a hozzá tartozó bináris (0, 1) változó legyen x(vivj), illetve az él súlyát jelölje
we(vivj). A feladat a következő.
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max
∑
i,j

we(vivj)x(vivj)

f.h.
∑
j

x(vivj)−
∑
j

x(vjvi) = 0 minden vi csúcsra, és∑
j

x(vivj) ≤ 1 minden vi csúcsra, valamint

x(vi1vi2) + x(vi2vi3) + · · ·+ x(viL−1
viL) ≤ L minden L hosszú útra,

ahol L a körök hosszának felső korlátját jelöli, és az utak valódi utak, vagyis
diszjunkt csúcsokból állnak, ı́gy körök sem lehetnek.

Mindkét alapformalizáció egyszerű, és könnyű igazolni a helyességüket. Azt
viszont láthatjuk, hogy egyik egészértékű program sem kompakt, a körformalizá-
ciónál a változók száma lehet exponenciális (a feltételek száma lineáris a gráf csú-
csainak számában), mı́g az élformalizációnál a feltételek száma lehet exponenciális
(a változók száma lineáris a gráf éleinek számában). Megfelelő implementáció ese-
tén mégis jól működhetnek, ahogy azt Abraham és társai bemutatják [1], például
az oszlopgenerálás technikája döntő fontosságú a körformalizációs megoldásában.

Vannak azonban újabb léırások is, amelyek kompaktak (vagyis a változók és a
feltételek száma is polinomiális a gráf paramétereiben), ezek áttekintésére Dicker-
son és társai cikkét javasoljuk az olvasónak [9].

3. Új kih́ıvások a vesecsereprogramokban

Ebben a fejezetben összefoglaljuk az elmúlt évek legfontosabb fejlesztéseit és
kih́ıvásait, amelyek újfajta matematikai kérdésekhez vezetnek.

3.1. Altruisztikus donorok által ind́ıtott láncok

Altruisztikus donorok azok a donorok, akik nincsenek senkivel kapcsolatban,
csak önzetlenül felajánlják a veséjüket, hogy ezzel megmentsenek egy ismeretlent.
Az ilyen donorok száma nagyjából 2-5 minden három hónapban az Egyesült Ki-
rályságban. Eredetileg az ilyen önzetlen donorok veséit a kadaver (halott donorból
származó szervekre történő) várólistán szereplő betegeknek adták, de később fel-
ismerték, hogy nagy seǵıtséget jelenthetnek a vesecsereprogramokban is, hiszen
láncot lehet létrehozni egy ilyen kezdeti donorral. Az altruisztikus láncok nagy
előnye, hogy a donációkat nem kell egyidőben végrehajtani, mert először minden
beteg megkaphatja a vesét, és csak utána kell a donorjának tovább adnia az övét.
Az ilyen láncokat az európai országokban viszonylag röviden futtatják, abból a
megfontolásból, hogy az utolsó vese hamar kerüljön egy várólistán lévő beteghez,
bár Spanyolországban, Olaszországban és Csehországban egyaránt előfordult már

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



20 BIRÓ PÉTER

hathosszú lánc. Az Egyesült Államokban viszont végtelen altruisztikus láncokat is
kezdeményeztek, ahol egyes esetekben már 60 felett jár a donációk száma [19].

A feladat matematikai oldalát ez a lehetőség nagyban befolyásolja, hiszen most
már nem csak rövid köröket, de egyúttal hosszú utakat is kereshetünk az iránýıtott
gráfban. Végtelen hosszú láncok esetén a vegyes problémára adtak egészértékű
programozási léırást Anderson és társai [2], ahol a d́ıjgyűjtő utazóügynök probléma
egy variánsát használták a megoldásban. Rövid körök és hosszabb utak esetén
Dickerson és társai adtak új egészértékű programokat [9].

3.2. Deszenzitizáció mint alternat́ıv kezelés

Az inkompatibilis beteg-donor párok között bizonyos esetekben mégis végre-
hajtható az átültetés, ha a beteg keresztülmegy egy költséges és időigényes deszen-
zitizálási procedúrán. Habár az eredmények a beültetett vese funkcióit tekintve
elmaradnak a kompatibilis cserétől, ezt az eljárást sok országban (Olaszország,
Franciaország, Svédország) mégis alapeljárásként használják, ami a vesecsereprog-
ramok sikerességének is gátja, hiszen kevés inkompatibilis pár jelentkezik. A fejlett
programokban először mindig a vesecsereprogramban történő részvételt javasol-
ják a pároknak, és csak egy-két sikertelen párośıtási forduló után támogatják a
deszenzitizációs eljárást. Több programban, ı́gy a most induló skandináv közös
programban is, a deszenzitizáció lehetőségét megengedik ismeretlen beteg-donor
párok között is, amennyiben a várható eredmény jobb, mint az eredeti beteg-
donor pár esetén. Hasonló kérdés merül fel kompatibilis pároknál is, akiknek több
ország programjában is felajánlják a részvételt, egyrészt, hogy immunológiailag
alkalmasabb donort találjanak a betegnek, másrészt pedig, hogy a részvételükkel
másokon seǵıtsenek.

Amennyiben a deszenzitizáció egy lehetséges cserén belüli eljárás bármelyik
donor és beteg között, akkor nem feltétlenül csak a donációk számát igyekeznek
maximalizálni a programokban, hanem az ezen kezelésre utalt betegek számát is
minimalizálják. Ezen két cél jól definiált módon, egyszerre jelenik meg a skandináv
programban [3].

3.3. Laboratóriumi tesztelelés utáni újraoptimalizálás

A kompatibilitási gráfokat a donorok és betegek külön-külön elemzett vérmintái
alapján hozzák létre. Ezek a gráfok azonban nem mindig pontosak – főleg, ha nem
egységes az immunológiai vizsgálat –, és emiatt az operációk előtt végrehajtott la-
boratóriumi vizsgálatnál (amikor a donor és beteg vérét ténylegesen összekeverik)
gyakoriak a pozit́ıv keresztpróbák. Ez az egyik fő oka a cserék meghiúsulásának.
Amerikában a meghiúsult cserében szereplő párokat egyszerűen visszateszik a fel-
adatba, és új cseréket keresnek, mert ott naponta-hetente történnek a futtatások.
Európában viszont tipikusan háromhavonta vannak a futtatások, ezért a laborató-
riumi tesztek után sok programban rögtön igyekeznek jav́ıtott megoldást találni.
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A jav́ıtás szempontjából a legnagyobb európai program, az Egyesült Királyság
programja, a leginkább kötött: ott csak egyfajta jav́ıtást engedélyeznek. Amennyi-
ben a vi → vj → vk → vi háromhosszú cserében van egy ún. visszaél, például vjvi,
és a vjvk vagy vkvi élek valamelyike sérül, akkor még megpróbálják a beágyazott
vi ↔ vj kettő hosszú cserét végrehajtani. Ezért is alaḱıtják úgy az eredeti op-
timalizálási feladatot, hogy az ilyen beágyazott kettőhosszú köröket tartalmazó
háromhosszú köröket találják meg nagy számban.

A kisebb programok esetén egyrészt a megoldás is kisebb, és általában a tesz-
telés is gyorsabban működik, ezért sokkal rugalmasabb módon tudják jav́ıtani a
megoldást. Hollandiában például iterat́ıv tesztelést végeznek: először az első cse-
rekört tesztelik, ha ez rendben van, akkor folytatják a második cserekörrel, ha
viszont probléma akad, akkor a teljes megoldást újraszámolják. Matematikai ér-
telemben a robosztus párośıtások kérdésköre áll a legközelebb a feladatkörhöz, de
egészértékű programozással is kereshető várható értékben jó megoldás [10].

3.4. Stratégiai kérdések kórházaknál és nemzetközi együttműködésben

Az amerikai vesecsereprogramok egyik legnagyobb problémája, hogy a transz-
plantációs központok gyakran nem jelentik a könnyen párośıtható beteg-donor
párjaikat, mert ezeknek házon belül keresnek párt [4]. Az országos programokban
ezért túlsúlyba kerülnek a nehezen párośıtható beteg-donor párok, és emiatt nehéz
cseréket találni. Több megoldási javaslat közül az egyik programban krediteket
kezdtek el osztani a jól párośıtható párokat regisztráló kórházaknak, amelyek ré-
vén a későbbiekben előnyben résześıtik ezen kórház betegeit a nehezen párośıtható
betegek kiválasztásakor.

Hasonló kérdések merülnek fel a nemzetközi programokban is. Európában a
cseh és osztrák program lényegében már egybeolvadt, amihez esetleg hazánk is
csatlakozhat majd a jövőben, és a skandináv országokban is rögtön egy svéd-
norvég-dán közös programban kezdték meg a működést. Itt is felmerül a kérdés,
hogy az országok vajon a könnyen létrehozható cseréket nem fogják-e országon be-
lül végrehajtani, illetve nem vétóznak-e meg egy olyan közös optimális megoldást,
amelyet országon belül jav́ıtani tudnának. Ezen kérdések vizsgálatában a mate-
matikai megközeĺıtés mellett a játékelméleti modellek is a seǵıtségünkre lehetnek.
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[6] Biró, P., Burnapp, L., Haase, B., Hemke, A., Johnson, R., van de Klundert, J.,
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[17] Roth, A. E., Sönmez, T., and Ünver, M.: Efficient kidney exchange: Coincidence of
wants in markets with compatibility-based preferences, The American Economic Review,
Vol. 97 No. 3, pp. 828-851 (2007).
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ERŐSEN NÉPSZERŰ PÁROSÍTÁS KERESÉSE
BIZONYOS PÁROS PREFERENCIARENDSZEREKBEN

KIRÁLY TAMÁS, MÉSZÁROS-KARKUS ZSUZSA

A népszerű párośıtás probléma bonyolultsága döntetlenes páros preferen-
cia-rendszerekben nagyban függ a döntetlenek struktúrájától. Ha az egyik
oldalon a csúcsok szigorú preferenciájúak, mı́g a másik oldalon indifferensek
(de jobban szeretnek párośıtva lenni, mint páratlanul maradni), akkor po-
linom időben tudunk népszerű párośıtást keresni (Cseh, Huang és Kavitha
[2]). Másrészt ugyanebben a cikkben azt is belátták, hogy a probléma NP-
teljessé válik, ha szigorú preferenciájú csúcsok mindkét oldalon lehetnek,
mı́g indifferens csúcsok csak az egyik oldalon. Megmutatjuk, hogy az erősen
népszerű párośıtás keresésének problémája megoldható polinom időben az
utóbbi esetben is.

1. Bevezetés

Egy (G = (V,E),≼) preferenciarendszer egy G = (V,E) gráfból és minden
v ∈ V -re a v-re illeszkedő élek egy ≼v részbenrendezéséből áll. Egy v ∈ V csúcs
egy adott preferenciarendszerben jobban szereti az M1 párośıtást, mint az M2-t, ha
M1-ben párośıtva van, de M2-ben nem, vagy ha M1-ben jobb élen van párośıtva,
mint M2-ben. Egy M1 párośıtás népszerűbb, mint egy M2 párośıtás, ha azon csú-
csok száma, amelyek jobban szeretik M1-et, mint M2-t, szigorúan nagyobb, mint
azon csúcsok száma, amelyek jobban szeretik M2-t, mint M1-et. Egy M párośıtás
népszerű, ha nincs olyan párośıtás, ami népszerűbb nála, és erősen népszerű, ha M
népszerűbb bármely másik párośıtásnál. Ezeket a fogalmakat Gärdenfors [6] ve-
zette be, aki megmutatta, hogy szigorú preferenciák esetén minden stabil párośıtás
népszerű, és minden erősen népszerű párośıtás stabil.

Egy preferenciarendszerben nyilván nem lehet két különböző erősen népszerű
párośıtás, mivel ekkor mindkettő népszerűbb lenne a másiknál, ami lehetetlen. Sőt,
egy erősen népszerű párośıtás szükségképp az egyetlen népszerű párośıtás – viszont
létezik olyan preferenciarendszer, ahol ugyan egyetlen népszerű párośıtás van, de
az nem erősen népszerű (erre [1] technical report változatában található példa).

Az utóbbi időben nagy érdeklődés övezi a népszerű párośıtásokkal kapcsolatos
algoritmikus kérdéseket; a nemrégiben született eredmények egy rövid összefog-
lalóját lásd az 1.1. fejezetben. Itt csak megemĺıtjük, hogy bármely döntetlenes
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preferenciarendszer esetén polinom időben eldönthető, hogy egy adott párośıtás
népszerű vagy erősen népszerű-e (a probléma visszavezethető egy maximális súlyú
teljes párośıtás feladatra egy élsúlyozott segédgráfban [1]). Ez azt jelenti, hogy a
népszerű párośıtások döntési problémája az NP bonyolultsági osztályban van, mı́g
az erősen népszerű párośıtások döntési problémája a kevésbé ismert UP (Unam-
biguous Polynomial-time) bonyolultsági osztályba esik. Az utóbbi osztály, melyet
Valiant [11] vezetett be, azokból a döntési problémákból áll, melyek megoldhatók
egy NP-géppel úgy, hogy a feladat egy

”
nem”példányában egyik tanút sem fogadja

el, mı́g a feladat egy
”
igen” példányában pontosan egy tanút fogad el. Az erősen

népszerű párośıtás probléma ebbe az osztályba tartozik, mivel a feladat egy
”
igen”

példányában van egy egyértelmű erősen népszerű párośıtás, és ez polinom időben
ellenőrizhető.

Ebben a cikkben olyan páros preferenciarendszerekkel foglalkozunk, amelyek-
ben a következő két t́ıpusú csúcs fordul elő: szigorú preferenciájú csúcsok, ahol a
≼v preferencia-sorrend egy lineáris rendezés, és indifferens csúcsok, ahol a csúcs
minden rá illeszkedő élt egyformán szeret (de jobban szeret párośıtva lenni). Ha
minden csúcs szigorú preferenciájú, akkor minden stabil párośıtás népszerű. Ebből
viszont következik, hogy mindig létezik népszerű párośıtás, és találhatunk egyet
a jól ismert Gale–Shapley-algoritmussal [5]. Másrészt el tudjuk dönteni, hogy
létezik-e erősen népszerű párośıtás, úgy, hogy találunk egy tetszőleges népszerű
párośıtást, és leellenőrizzük, hogy erősen népszerű-e (ez működik nem páros, szi-
gorú preferenciarendszerek esetén is [1]).

A problémák nehezebbé válnak, ha az egyik oldalon megengedünk indifferens
csúcsokat is. Abban az esetben, ha az egyik oldalon minden csúcs szigorú prefe-
renciájú, mı́g a másik oldalon minden csúcs indifferens, Cseh, Huang és Kavitha
[2] adott egy polinom idejű algoritmust annak eldöntésére, hogy létezik-e népszerű
párośıtás. Azonban ha szigorú preferenciájú csúcsokat mindkét oldalon megen-
gedünk, mı́g indifferens csúcsokat csak az egyiken, a probléma NP-teljessé válik
[2, 3].

Ennek a cikknek a fő eredménye, hogy az erősen népszerű párośıtás létezése
polinom időben eldönthető az utóbbi esetben is.

1.1. Tétel. Adott (G = (S, T ;E),≼) páros preferenciarendszer esetén, ahol
az S-beli csúcsok szigorú preferenciájúak, mı́g minden T -beli csúcs vagy szigo-
rú preferenciájú, vagy indifferens, polinom időben eldönthető, hogy van-e erősen
népszerű párośıtás.

1.1. Kapcsolódó eredmények

Az utóbbi időben több eredmény is született a népszerű párośıtás probléma
bonyolultságáról. Szigorú páros preferenciarendszerek esetén Huang és Kavitha
[7] megmutatta, hogy tudunk polinom időben maximális méretű népszerű párośı-
tást keresni, mı́g Cseh és Kavitha [4] annak eldöntésére adott algoritmust, hogy
egy adott él benne van-e népszerű párośıtásban. Nyitott kérdés viszont annak
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a döntési problémának a bonyolultsága, hogy egy adott szigorú, nem páros pre-
ferenciarendszerben van-e népszerű párośıtás. Huang és Kavitha [8] bevezette a
népszerűtlenségi faktor fogalmát, és megmutatta, hogy minden pozit́ıv ε esetén
NP-teljes megadni egy olyan párośıtást, amelynek népszerűtlenségi faktora legfel-
jebb 4

3 − ε-szorosa az optimálisnak.

2. Az algoritmus

Ebben a fejezetben ismertetjük az 1.1. tételt bizonýıtó algoritmust. Adott
egy G = (S, T ;E) páros multigráf, ahol a T csúcshalmaz két részre, TP -re és
TI -re van osztva. Az S ∪ TP -beli csúcsok szigorú preferenciájúak, mı́g a TI -beli
csúcsok indifferensek (de jobban szeretnek párośıtva lenni). Adunk egy polinom
idejű algoritmust, ami eldönti, hogy a feladat egy adott példányában van-e erősen
népszerű párośıtás (röviden ENP).

Az algoritmus során módośıtásokat hajtunk végre az aktuális preferenciarend-
szeren a következő két redukáló műveletet használva:

1. Törlünk éleket, amelyek nem szerepelhetnek az aktuális preferenciarendszer
ENP-jében, vagyis törölhetők, és törlünk minden keletkező izolált csúcsot.

2. Rögźıtünk éleket, amelyeknek mindenképpen szerepelniük kell az aktuális
preferenciarendszer ENP-jében (feltéve hogy az létezik), vagyis rögźıthetők.
A rögźıtett élek halmazát F -fel jelöljük. A rögźıtett éleket töröljük a vég-
pontjaikkal együtt, és töröljük a keletkező izolált csúcsokat.

LegyenGk = (Sk, T k;Ek) az aktuális preferenciarendszer k fenti művelet elvég-
zése után, és legyen F az eddig rögźıtett élek halmaza. Az algoritmus helyességének
kulcsa az alábbi lemma, amit itt bizonýıtás nélkül közlünk.

2.1. Segédtétel. Ha az eredeti preferenciarendszerben van egy M ENP, ak-
kor F ⊆ M , és M \ F is ENP-je Gk-nak.

Lehetséges, hogy Gk-ban van ENP, holott G-ben nincs, de ez nem probléma,
mivel ha redukáló műveletekkel eljutunk az üres gráfhoz, akkor a lemma szerint
F az egyetlen lehetséges jelölt ENP-re, és polinom időben ellenőrizhetjük, hogy
ez G-nek ENP-je, vagy sem. Ugyanakkor ha Gk-ban nincs ENP, akkor a lemma
szerint G-ben sincs.

Összefoglalva, az a stratégiánk, hogy addig hajtunk végre redukáló művelete-
ket, amı́g eljutunk az üres gráfhoz, vagy bizonýıtékot találunk rá, hogy nincs ENP.
A redukálási műveletek léırásához szükségünk van az aktuális gráf következő meg-
iránýıtására.

Iránýıtás: Minden v ∈ S ∪ TP csúcsnak megiránýıtjuk a kedvenc élét a másik
végpontja felé. Az iránýıtást újra végrehajtjuk minden redukció után.
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Az alábbi pontokban részletezzük, hogy mely élek törölhetők, illetve rögźıthe-
tők. Ezek a műveletek konstrukt́ıvak olyan szempontból, hogy a nevezett éleket
meg is tudjuk találni lineáris időben. Az algoritmus sorban törli, illetve rögźıti
a pontok szerint törölhető, illetve rögźıthető éleket, úgy, hogy mindig feltesszük,
hogy az aktuális preferenciarendszer nem redukálható tovább a korábbi pontok
alapján.

Azon TI -beli csúcsok halmazát, amelyekbe több mint egy iránýıtott él lép,
jelöljük T1-gyel, és legyen T2 := TI \ T1.

– Ha egy v ∈ S ∪ TP csúcsba lép egy uv iránýıtott él, akkor a v szerint uv-nél
rosszabb élek nem szerepelhetnek ENP-ben, vagyis törölhetők.

– Ha valamikor egyetlen st iránýıtott él lép egy TI -beli csúcsba, akkor ha van
ENP, akkor st benne van, vagyis st rögźıthető. Következésképp ez után a
redukció után a T2-beli csúcsokba nem lép iránýıtott él.

– Tegyük fel, hogy az st él benne van az aktuális gráfban, ahol s ∈ S, t ∈ T2.
Ekkor st-nél s szerint rosszabb él nem lehet ENP -ben, vagyis ezek törölhe-
tők.

– Ha egy G[S∪TP ∪T1]-beli él nem iránýıtott, akkor nem szerepelhet ENP-ben,
vagyis törölhető.

– Ha egy S-beli s csúcsba nem lép iránýıtott él, és s-ből nem megy (iránýı-
tatlan) él T2-be, akkor az s-ből kilépő iránýıtott él benne van az ENP-ben
(ha létezik), vagyis rögźıthető.

2.2. Segédtétel. Ha a fentiek alapján végrehajtott redukciókkal nem az üres
gráfhoz jutunk, akkor G-ben nincs ENP.

A lemma bizonýıtása megtalálható a cikk technical report változatában [10].
A bizonýıtás azon alapszik, hogy ha nem az üres gráfhoz jutunk, akkor a redukált
gráf tartalmaz egy olyan kört, ami mentén cserélve ugyanolyan népszerű párośıtást
kapunk.

Mivel minden redukáló művelet csökkenti az élek számát, az algoritmus leg-
feljebb élszámnyi redukció után véget ér. Ha az üres gráfhoz jutunk, az egyetlen
jelölt ENP-re F , és polinom időben ellenőrizhetjük, hogy ez ENP-je-e G-nek.

Megjegyzés. Az 1.1. tételre adott algoritmus kis módośıtásokkal működik arra
az esetre is, amikor az egyik oldal szigorú preferenciájú, a másik oldalon pedig csak
a preferencialisták végén lehet döntetlen. Ebben az esetben az algoritmus során
azokat a csúcsokat, amelyek nem indifferensek, szigorú preferenciájúnak tekintjük
mindaddig, mı́g nem töröltünk annyi élt a listájukról, hogy indifferensekké váltak.
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3. Konklúzió

A cikkben léırt módszerrel olyan páros preferenciarendszerekben lehet eldönteni
erősen népszerű párośıtás létezését, ahol az egyik osztályban csak szigorú prefe-
renciák vannak. Nyitott kérdés, hogy polinom időben megoldható-e a feladat, ha
mindkét oldalon lehetnek indifferens csúcsok is. További kérdés, hogy az ered-
mény kiterjeszthető-e olyan preferenciákra, ahol nem csak a lista végén lehetnek
döntetlenek.

Alkalmazások szempontjából érdekes lehet a feladatnak az az általánośıtása,
ahol az egyes csúcsok szavazatának különböző a súlya. Erről a változatról nagyon
keveset tudni, mind a népszerű párośıtások, mind az erősen népszerű párośıtások
vonatkozásában. Nyitott, hogy utóbbinak a bonyolultsága a legáltalánosabb vál-
tozatban (nem páros gráf, tetszőleges preferenciák) hogy viszonyul egyes nehéznek
gondolt UP-beli problémák bonyolultságához.
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[1] P. Biró, R. W. Irving, and D. F. Manlove, Popular matchings in the marriage and room-
mates problems, In Proceedings of CIAC ’10: the 7th International Conference on Algo-
rithms and Complexity, volume 6078 of Lecture Notes in Computer Science, pp. 97-108
(2010). Technical Report: http://eprints.gla.ac.uk/39469/
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FINDING STRONGLY POPULAR MATCHINGS IN CERTAIN
BIPARTITE PREFERENCE SYSTEMS

Tamás Király, Zsuzsa Mészáros-Karkus

A bipartite preference system with ties consists of a bipartite multigraph G = (S, T ;E) and
partial orders ≼v on the edges incident to v, for every node v ∈ S∪T . Given a bipartite preference
system with ties, a node prefers a matching M1 to a matching M2 if either it is matched in M1

but not in M2, or it is matched by a better edge in M1 than in M2. A matching M1 is more
popular than matching M2 if the number of nodes preferring M1 to M2 is strictly larger than
the number of nodes preferring M2 to M1. A matching M is popular if no matching is more
popular than M , and it is strongly popular if M is more popular than any other matching.

In this paper we consider bipartite preference systems with two types of nodes: nodes with
strict preferences, where the preference order ≼v is a linear order, and indifferent nodes, where
every incident edge is equally good (but who still prefer to be matched). If all nodes have strict
preferences, then every stable matching is popular. On one hand, this implies that there always
exists a popular matching and one can be found using the well-known Gale–Shapley-algorithm.
On the other hand, we can decide if a strongly popular matching exists by finding an arbitrary
stable matching and checking whether it is strongly popular.

The problems become more difficult if indifferent nodes are allowed on one side. For the
case when nodes on one side have strict preferences while those on the other side are all indif-
ferent, Cseh, Huang, and Kavitha [2] gave a polynomial-time algorithm for deciding if a popular
matching exists. However, if one side has strict preferences while the other side may feature both
indifferent nodes and nodes with strict preferences, then the problem becomes NP-complete[2, 3].

The main result of the present paper is that the existence of a strongly popular matching
can be decided in polynomial time even in the latter case.

Theorem. Given a bipartite preference system (G = (S, T ;E),≼) where nodes in S have
strict preferences and each node in T is either indifferent or has strict preferences, it can be
decided in polynomial time if there is a strongly popular matching.

Keywords: bipartite matching, social choice, efficient algorithms, popular matching.

Mathematics Subject Classification (2000): 05C70, 91B14, 91B68.
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IGAZSÁGOS TORTAOSZTÁSI ALGORITMUSOK EGYENLŐ ÉS
NEMEGYENLŐ FELOSZTÁSI ARÁNYOKON

FLEINER TAMÁS, ROMSICS ERZSÉBET

A dolgozatban bemutatjuk az arányos tortaosztozkodás elméletéhez tar-
tozó matematikai apparátus egy részét, majd új eredményeket ismertetünk:
az arányos osztozkodást végző Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmust,
amely nem túl erős feltételek mellett erősebb, szigorúan arányos elosztás
ad, és a Részvénytársaság Felosztás Algoritmust, amely sikeresen végzi el a
k-személyes nem egyenlő részesedések melletti arányos osztozkodást.

1. Bevezetés

Az igazságos osztozkodás számos történelmi forrás szerint már az ókorban
is problémákat okozott az akkori társadalomnak. Több ı́rásos emléket találunk,
amelyben a hatalom vagy az egyház rögźıti a különböző javak felosztásának sza-
bályait. Attól függően, hogy a felosztandó jószág milyen tulajdonságokkal ren-
delkezik, többféle, gyakorlati problémára vonatkozó igazságos osztozkodási eljárás
ismert. A pénzzel reprezentálható osztozkodások viszonylag egyszerűek, mert a
pénz homogén és bárhogy felosztható. Ha például a válófélben lévő házastársak a
közös vagyonon osztozkodnak, és a vagyonnak része valamilyen feloszthatatlan jó-
szág (mondjuk egy autó), akkor az osztozkodás közben arra is kell figyelnünk, hogy
ezt az autót ne vágjuk ketté. Természetesen sok esetben egyáltalán nem létezik a
feladatnak tökéletes megoldása. Az arányos tortaosztás során egy olyan jószágot
osztunk fel, amely heterogén állagú és korlátlanul felosztható. Ez azt jelenti, hogy
a játékosok értékelhetnek egy adott szeletet (tortarészt) különbözőképpen, továb-
bá bárhogy is vágjuk a torta valamely szeletét két tetszőleges szeletre, e két szelet
összértéke megegyezik az eredeti szelet értékével. A jelen munka célja két konkrét
tortaosztó algoritmus bemutatása.

A Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus arányos osztozkodást végez, azaz
egyenlő részesedések esetén arányosan osztja szét a tortát. Itt az ún. együttesen
abszolút folytonosság tulajdonság megléte esetén könnyen elérhető, hogy az osz-
tozkodásunk szigorúan arányos legyen, azaz mindenki szigorúan többet kapjon a
részesedésénél.
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A Részvénytársaság Felosztás Algoritmus sikeresen végzi el k személyre a nem

egyenlő részesedések melletti arányos osztozkodást. Az algoritmus alapjaként a

Részvénytársaság Szétválasztás szubrutin szolgál, amely kettévág egy részvény-

társaságot (ami itt a felosztandó jószágot jelenti), majd a játékosok a számuk-

ra jövedelmezőbb oldalra próbálnak helyezkedni a részvényeik cserélgetésével. A

hatékonyságot alátámasztandó, igazolunk a vágásszámra egy felső becslését. Ez

általában nem éles, ı́gy többnyire az algoritmus még ennél is jobban teljeśıt.

A Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus az általunk Oszd Meg és Ural-

kodj Algoritmusnak nevezett Even–Paz-eljárás alapján készült [2, 3, 4]. Ez utóbbi

módszer lényege, hogy egy vágással úgy vágja szét a tortát, és szeparálja ezáltal

kisebb csoportokra a játékosokat, hogy mindenki pontosan egy szeleten osztozkod-

jon tovább. Egy adott szelet szétdarabolását pedig addig folytatjuk, amı́g minden

szeletnek legfeljebb 2 tulajdonosa van. E két játékos pedig már egyszerűen elosztja

az adott szeletet: az egyik vág, a másik választ. Ebben az eljárásban szerepel egy

passźıv játékos is, aki a többiek egyidejű cselekvése után, azokat mérlegelve hozza

meg saját döntését a torta szeleteléséről. Ezzel lehetőséget kap, hogy akár jóval

értékesebb szeletet kapjon a tortából, mint a részesedése. A Boldogság az Egyenjo-

gúságban Algoritmus elkerüli ezt a játékosok közti aszimetriát, mégis legtöbbször

eléri, hogy mindenki szigorúan többet kapjon a jussánál. Másik eredményünk, a

Részvénytársaság Felosztás Algoritmus általánośıtja az ismert kétszemélyes Közel

Felező Algoritmust. Ezek az algoritmusok arra szolgálnak, hogy olyan osztozkodá-

sokat hajtsanak végre, melyekben a játékosok nem egyenlő arányban részesednek a

tortából [3]. A Közel Felező Algoritmusban a vágó játékos közel felezi a tortát, mı́g

a másik játékos szeletet választ, és ezzel lecsökken a részesedése a maradékból. A

megmaradt szeleten addig alkalmazzák újra a közel felezés módszerét, amı́g egyenlő

részesedésekhez jutnak, és egy vágással befejezhetik az osztozkodást. Robertson és

Webb könyve megemĺıt egy lehetséges általánośıtást [3]. Ha feltesszük, hogy k− 1

személy már arányosan elosztotta a tortát, akkor a k-személyes felosztást meghatá-

rozhatjuk úgy, hogy a k. személy (akinek még nincs tortája) a kétszemélyes Közel

Felező Algoritmust használva külön-külön osztozkodik a többi játékossal a saját

szeleteiken. Ennek az algoritmusnak egy hátránya, hogy igen sok vágást igényel,

ı́gy a sok újraosztás miatt a játékosok tipikusan igen sok különálló darabot kapnak.

Akit a probléma részletesebben érdekel, Tasnádi Attila Igazságos elosztások ćımű

könyvének ezt a fejezetét olvassa el [4].

Jelen munkánk az alábbiak szerint épül fel. A második fejezetben a tortaosztás-

sal kapcsolatos, számunkra szükséges alapvető fogalmakat tisztázzuk. A harmadik

a Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmust és annak tulajdonságait ı́rja le, majd

a negyedik a Részvénytársaság Felosztás Algoritmust mutatja be.
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2. Az arányos tortaosztás léırása

Legyen az X = [0, 1] halmaz egy heterogén, felosztható jószág, melyet ezentúl
tortának h́ıvunk (a léırtak az Rn minden mérhető, korlátos halmazára általánośıt-
hatóak). Legyen {P1, P2, ..., Pk} a játékosok csoportja, akik a tortát egymás közt
felosztják. Legyen az indexhalmazunk I := {1, 2, ..., k}. Minden Pi játékos ezentúl
az Xi ⊂ X halmazban részesül, valamint egy µi mértékkel rendelkezik. Ez a µi

egy végesen szubaddit́ıv mérték:

∀k < ∞ : µ
( k∪
i=1

Xi

)
≤

k∑
i=1

µ(Xi), (1)

abszolút folytonos a Lebesgue-mértékre:

∀Xj ⊂ X : λ(Xi) = 0 ⇒ µi(Xj) = 0, (2)

és normált, azaz
µi(X) = 1. (3)

Jegyezzük meg, hogy µ és ν mérték együttesen abszolút folytonos, ha egymásra
abszolút folytonosak, azaz

∀Xj ⊂ X : µ(Xj) = 0 ⇔ ν(Xj) = 0. (4)

Az X egy felosztása az {Xi}i∈I rendszer, ha∪
i∈I

Xi = X, és ∀i ̸= j : Xi ∩Xj = ∅.

A torta, mint egy szétosztandó jószág, részhalmazainak lehet különböző tulaj-
donsága, vagyis két azonos Lebesgue-mértékű részhalmaz képviselhet más értéket
az egyes játékosoknak, és mindenki annál boldogabb, minél nagyobb szeletet kap.
Minden játékos egy nemnegat́ıv valós számot rendel a tortaszeletekhez, vagyis
értékeli őket a saját mértéke szerint. Fontos megjegyeznünk, hogy a szeletek ér-
tékének megadásakor az egyes játékosok döntései egymástól függetlenek. Ez azt
jelenti, hogy nem ismerik a többiek mértékét, nem tudják, hogy milyen értékűnek
tartják az egyes szeleteket.

A Pi játékos tortából való részesedését reprezentálja di ∈ N+, azaz a Pi játékos
di∑

j∈I dj
∈]0, 1[ részét szeretné a tortának. Feltehető, hogy a di részesedések relat́ıv

pŕımek. Egy felosztást arányosnak nevezünk, ha minden játékos úgy gondolja,
hogy legalább a részesedésével arányos halmazt kapott a tortából, azaz

µi(Xi) ≥
di∑

j∈I

dj
∀i ∈ I. (5)
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Arányos osztozkodási feladatnak nevezzük a problémát, ha:

di = 1 ∀i ∈ I, (6)

vagyis mindenki egyenlő részben részesül a tortából. Ha minden Pi játékos szi-
gorúan nagyobb részét kapja a tortának, mint az arányos részesedése, akkor azt
mondhatjuk, hogy az osztozkodás szigorúan arányos, azaz ha:

µi(Xi) >
di∑

j∈I

dj
∀i ∈ I. (7)

Az osztozkodáshoz maximálisan szükséges vágásokról hozott döntések számát a
tortaosztó algoritmus vágásszámának nevezzük. Ez azt jelenti, hogy egyéb paramé-
terek kiszámolása és a vágások utáni szeletválasztások nem számı́tanak vágásnak,
hiszen azok nem a vágások helyéről döntenek. JelöljeD(k, n) a vizsgált k-személyes
tortaosztó algoritmus maximális vágásszámát, ahol n =

∑
i∈I di. Egyenlő részese-

dések (azaz arányos osztozkodás) esetén ezt a vágásszámot jelölje D(k).

3. Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus

A Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus arányos osztozkodást eredményez,
amely bizonyos feltételek mellett szigorúan arányos. A módszer a már ismertetett
Oszd Meg és Uralkodj Algoritmus módośıtása, mely elhagyja a kitüntetett passźıv
játékos szerepét. Ezenḱıvül megköveteli, hogy minden játékos mértéke együttesen
abszolút folytonos legyen a Lebesgue-mértékre nézve. Ez abban egésźıti ki az ed-
digi mértékre tett megköveteléseinket, hogy ha egy halmaznak Lebesgue-mérték
szerinti pozit́ıv mértéke van, akkor minden játékos úgy gondolja, hogy a saját
mértéke szerint is pozit́ıv mértékű. A fejezet végén bemutatjuk, hogy ezek a mó-
dośıtások nagyságrendben nem változtatnak az Oszd Meg és Uralkodj Algoritmus
vágásszámán, vagyis a Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus nagyságrend-
ben optimális marad, és egy nem túl szigorú feltétel teljesülése esetén szigorúan
arányosan oszt.

Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus
Tegyük fel, hogy minden játékos mértéke együttesen abszolút folytonos a
Lebesgue-mértékre nézve.
Ha k = 1, akkor az egyetlen játékos megkapja a teljes tortát.
Ha k ≥ 2, akkor minden játékos jelölje be a tortán egy függőleges, a töb-
biekéhez képest párhuzamos vonallal, hogy hol vágná el a tortát ⌊k

2 ⌋ : ⌈
k
2 ⌉

arányban. A játékvezető balról a ⌊k
2 ⌋-dik és a (⌊k

2 ⌋+ 1)-dik jelölés között
elvágja a tortát úgy, hogy e két jelölés közti szeletet felezze Lebesgue-
mérték szerint.
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IGAZSÁGOS TORTAOSZTÁSI ALGORITMUSOK... 37

A vágás bal oldalán lévő szeletet balról számolva az első ⌊k
2 ⌋ játékosnak,

a jobb oldalán lévő szeletet pedig a maradék ⌈k
2 ⌉ játékosnak adja további

osztozkodásra. Ha valamelyik vágásra több játékos jelölése esik, akkor a
játékvezető tetszés szerint ossza őket az egyes oldalakra úgy, hogy a to-
vábbosztozkodó játékosok száma megfelelő legyen. A bal oldali szeleten a
megfelelő játékosok folytatják az osztozkodást az ℓ = ⌊k

2 ⌋-személyes algo-

ritmussal, a jobb oldali szeleten pedig egy m = ⌈k
2 ⌉-személyes változatot

játszanak majd le.

3.1. Példa. Alice, Bob, Charlie és Dave osztozkodnak a tortán. Minden játékos

megjelöli a tortát ott, ahol elfelezné. Tegyük fel, hogy a következő sorrendben

látjuk a játékosok jelöléseit balról jobbra: Alice, Charlie, Bob és Dave. Ekkor

a játékvezető Charlie és Bob jelölése között elvágja a tortát vigyázva arra, hogy

e két jelölése közötti részt Lebesgue-mérték szerint felezze. A bal oldali szeletet

Alice-nek és Charlie-nak adja, a jobb oldalit pedig Bobnak és Dave-nek. Ezzel a

négyszemélyes problémát kettő kétszemélyesre szűḱıtettük. Az 1. ábra illusztrálja

a példában elvégzett osztozkodást.

1. ábra. A BEA futása négy személy esetén.

A Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmusról könnyen belátható, hogy ará-

nyos osztozkodást valóśıt meg. Az algoritmus párhuzamos vágásokkal szeleteli fel

a tortát, ezért a játékosok jelölései balról jobbra megszámozhatóak az I indexhal-

mazzal. Ekkor egy π : I → I permutáció határozza meg, hogy a játékosok milyen

sorrendben jelölték meg a tortát:

π(i) = j ⇔ az i. jelölést Pj tette le.
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3.1. Tétel. Ha egy játékos más helyen jelöli meg a tortát bármelyik jelölés-

kor, mint a többi k−1 játékos, akkor a Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus

garantálja számára a szigorúan nagyobb, mint 1
k részt. Ha minden játékosra igaz,

hogy legalább egyszer nem az ő jelölése mentén vágtak el egy szeletet, akkor a Bol-

dogság az Egyenjogúságban Algoritmus szigorúan arányos osztozkodást produkál.

Bizonýıtás. Legyen ℓ := ⌊k
2 ⌋. Tegyük fel, hogy a játékvezető az első vágást az ℓ.

vágás mentén ejtette. Legyen a vágás bal oldalán lévő szelet XB . Ekkor pontosan

tudjuk, hogy Pπ(ℓ), vagyis az ℓ. jelölést tevő játékos mekkorának tartja az XB

szeletet:

µπ(ℓ)(XB) =
ℓ

k
. (8)

Megjegyezhetjük, hogy az ℓ. jelölés menti vágás azt jelenti, hogy balról az ℓ.

és (ℓ+ 1). jelölések egybeesnek, vagyis Pπ(ℓ+1) játékos is ugyanazt gondolja a bal

oldali szeletről, mint Pπ(ℓ). Sőt, előfordulhat, hogy több mint két játékos jelölése

esett egybe a vágással, ekkor a játékvezető megfelelő számú játékost sorsol a bal

és a jobb oldalra.

Az XB szeleten a vágás után a Pπ(1), Pπ(2), ..., Pπ(ℓ) játékosok osztozkodnak

tovább. Ekkor a Pπ(ℓ) játékos részesedése az XB szeletből 1
ℓ , az XB szeletet pedig

ℓ
k nagyságúnak tartja. Ha megkapja az XB szeletből a részesedését, akkor számára

a saját szelete legalább 1
ℓ ·

ℓ
k = 1

k értékű, vagyis megkapta legalább az arányos részét

a teljes tortából. Ha a vágásra ezek közül a játékosok közül többek jelölése esett,

azokra ugyanez levezethető.

De mi történik a többiekkel? Ha Pπ(i) egy bal oldalra osztott játékos

(i ∈ {1, 2, . . . , ℓ− 1}), és az adott körben tett jelölése nem esik az akkori vágásra,

akkor a jelölése és a vágás között van egy pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Mivel

a saját mértéke együttesen abszolút folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, ı́gy ő is

pozit́ıv mértékűnek látja ezt a köztes halmazt, vagyis ∃ ε > 0, hogy:

µπ(i)(XB) =
ℓ

k
+ ε. (9)

Hasonló érvényes a Pπ(ℓ+1), Pπ(ℓ+2), ..., Pπ(k) játékosokra és a jobb oldali szeleten

történtekre. Tehát mindenki, akinek a jelölése nem esik első körben a vágásra,

szigorúan többet kap a tortából, mint az arányos része.

Az előzőek általánośıthatók, ha minden körben az új szeletek értékét normáljuk.

Ezzel az általánośıtással megállaṕıthatjuk, hogy ha egy játékos mindenki mástól

különbözőképpen jelöli meg a tortát bármelyik körben, akkor biztosan nem a je-

lölése mentén vágnak, vagyis az (9) egyenletben léırtak alapján szigorúan többet

fog kapni az arányos részénél.

Ezek alapján pedig ha mindenkire igaz, hogy legalább egyszer más helyen jelölte

meg a tortát, mint többiek, akkor az osztozkodás szigorúan arányos. ⊓⊔
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A Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus léırása alapján a vágásszámra
rekurziós formulát definiálhatunk. Ha k személy osztozkodik a tortán, akkor a
legelső körben mindenki megjelöli, hogy hol vágná el. Mivel ezek mind vágásokkal
kapcsolatos döntések, amik befolyásolhatják a vágás fizikai helyét, beleszámı́tanak
a vágásszámba. A játékvezető lépései, a fizikai vágás és a játékosok szétosztása
nem számı́tanak bele. A vágás után pedig két, kevesebb résztvevős tortaosztást
kell majd végigjátszaniuk a megfelelő játékosoknak, tehát a rekurziós formula a
következőképpen ı́rható fel az alsó és felső egészrész függvények seǵıtségével:

D(k) = k +D
(⌊k

2

⌋)
+D

(⌈k
2

⌉)
. (10)

3.2. Tétel. A k-személyes Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus vágás-
száma rekurźıv formulájának zárt alakja

D(k) = k · ⌈log2 k⌉ − 2⌈log2 k⌉ + k. (11)

Bizonýıtás. A Boldogság az Egyenjogúságban Algoritmus az Oszd meg és Uralkodj
Algoritmus egy egyszerű módośıtásával született, és előbbi vágásszámát egyszerű-
en megkapjuk utóbbi vágásszámából (a levezetés Robertson és Webb könyvében
megtalálható [2, 3]). A passźıv játékos elkerülése a Boldogság az Egyenjogúságban
Algoritmusban azt eredményezi, hogy minden egyes körben (jelöléskor) plusz egy
vágást ejtünk. Az Oszd Meg és Uralkodj Algoritmus vágásszáma tehát

D(k) = k · ⌈log2 k⌉ − 2⌈log2 k⌉ + 1.

A k résztvevő esetén összesen k darab szeletre vágjuk a tortát, vagyis k− 1 darab
fizikai vágást ejtünk. Ezt pedig pontosan k− 1 kör alatt érhetjük el, ami összesen
k − 1 plusz vágást jelent az Oszd meg és Uralkodj Algoritmus vágásszámához
képest. ⊓⊔

Even és Paz [2] Oszd Meg és Uralkodj Algoritmusa O(k · log k) vágással végzi
el az arányos tortaosztást. Edmonds és Pruhs [1] belátta, hogy ez a vágásszám
optimális a determinisztikus algoritmusok körében.

3.1. Következmény. A determinisztikus Boldogság az Egyenjogúságban Al-
goritmus vágásszáma O(k · log k) nagyságrendű, vagyis optimális.

4. Részvénytársaság Felosztás Algoritmus

Ebben a fejezetben áttérünk a nem egyenlő részesedések melletti arányos osz-
tozkodási feladatra, azaz amikor a játékosok részesedése a tortából egymáshoz
képest különböző. Az itt definiált algoritmus természete miatt célszerű újrafo-
galmazni az eddigi tortaosztással kapcsolatos fogalmakat. Ezentúl a C részvény-
társaság reprezentálja a tortát, Pi játékosok pedig a vállalat részvényesei lesznek

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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di részesedéssel (i ∈ I = {1, 2, ..., k}). A részesedések összege n =
∑

i∈I di, jelölje
ezentúl a C vállalat részvényeinek számát, valamint a teljes C részvénytársaság
érjen minden játékosnak 1-et. Így a részvényesek 1

n értékűnek tartják a vállalat
minden részvényét.

Az eljárás során a C részvénytársaságot C1, C2, ..., Cm részvénytársaságokra

vágjuk (rendre n1, n2, ..., nm részvénnyel), ahol
∑m

j=1 n
j = n. Egy Pi részvényes

akkor tartja jövedelmezőnek a Cj vállalatot, ha egy részvény értéke Cj-ben leg-

alább annyit ér számára, mint egy részvény C-ben, azaz ha

α

nj
≥ 1

n
, ahol α = µi(C

j) ∈]0, 1[. (12)

Ezek alapján Pi jövedelmezőbbnek tartja a Cj vállalatot bármelyik másikhoz ké-

pest, ha számára többet ér egy Cj-beli részvény, mint egy részvény a másik vál-

lalatból. Célunk, hogy minden Cj vállalat pontosan egy részvényes tulajdonában

legyen, és minden Pi részvényes pontosan di részvénnyel rendelkezzen az osztoz-

kodás végére, vagyis

∀i ∈ I : di =
∑
Ji⊂J

nj , ahol

�∪
i∈I

Ji = J (13)

Bemutatjuk az ismert Közel Felező Algoritmus egy k-személyes általánośıtását,

a Részvénytársaság Felosztás Algoritmust, amellyel a fent emĺıtett {Cj}j∈J fel-

osztás elkésźıthető. Az algoritmus alapjaként a következőkben megfogalmazott

Részvénytársaság Szétválasztás szubrutin szolgál, amely kettévág egy részvény-

társaságot, majd a játékosok a számukra jövedelmezőbb oldalra próbálnak helyez-

kedni a részvényeik cserélgetésével. A szubrutint újra alkalmazzuk azokra a kisebb

vállalatokra, melyeknek még legalább két tulajdonosa van.

A Részvénytársaság Felosztás Algoritmus bemenete maga a {C} vállalat és

egy (d1, d2, . . . , dk)
T részesedési lista, amely az osztozkodó P1, P2, . . . , Pk játé-

kosok részesedését reprezentálja a C vállalatban. Az algoritmus kimenete egy

C = {C1, C2, . . . , Cm} felosztás és egy D ∈ Nk×m mátrix, melynek dji (i. sor, j.

oszlopbeli) eleme megmutatja, hogy a Pi játékos mekkora arányban részesül a Cj

vállalatból, ahol a Cj vállalati részvények száma nj =
∑

i∈I d
j
i .

D =


d11 d21 . . . dm1

d12 d22 . . . dm2
...

...
. . .

...

d1k d2k . . . dmk

 ∈ Nk×m. (14)
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4.1. Következmény. Mivel az Részvénytársaság Felosztás Algoritmus végén
minden Cj vállalatnak egy tulajdonosa van, ı́gy tudjuk, hogy D minden oszlopában
pontosan egy elem nem 0. Ez nem mondható el a sorokról, hiszen egy játékosnak
lehet több vállalata is: az i. sort összegezve di-t kapunk.

A Részvénytársaság Szétválasztás szubrutin bemenete egy {Cj} tortaszelet

és egy (dj1, d
j
2, ..., d

j
k)

T lista, amely az osztozkodó P1, P2, ..., Pk játékosok ré-

szesedését reprezentálja a Cj vállalatban (a mátrix j. oszlopa). Az szubrutin

kimenete a Cj vállalat egy felosztása: egy C∗ és egy C∗∗ vállalat, rendre

(d∗1, d
∗
2, ..., d

∗
k) és (d∗∗1 , d∗∗2 , ..., d∗∗k ) részesedési listákkal, melyekre teljesül, hogy

minden i ∈ I : d∗i + d∗∗i = dji . Ha a vállalatnak (amit bemenetként adtunk)

csak egy tulajdonosa van, akkor a szubrutin visszaadja a bemenetet (vagyis C∗∗

nem feltétlenül létezik). A szubrutin kimenetét a Részvénytársaság Felosztás

Algoritmus beilleszti a saját C halmazába és D mátrixába, és ekkor a csillagok

helyére a megfelelő indexek kerülnek.

Részvénytársaság Felosztás (RTF) Algoritmus

BEMENET: C = {C} és D = (d1, d2, ..., dk)
T .

Megh́ıvjuk a Részvénytársaság Szétválasztás szubrutint: RTSzV (C,D).

A kimenetet feldolgozzuk: C = {C1, C2}, és a (d11, d
1
2, ..., d

1
k)

T és

(d21, d
2
2, ..., d

2
k)

T részesedési listák lesznek a D mátrix oszlopai. Az

RTSzV (C1, (d11, d
1
2, ..., d

1
k)

T ) és RTSzV (C2, (d21, d
2
2, ..., d

2
k)

T ) szubrutinok

közül megh́ıvjuk azokat, melyeknek a bemenetként megadott részesedési

listájában legalább két 0-tól különböző szám van.

Ha egy részesedési listában pontosan egy 0-tól különböző szám van, akkor

az ahhoz tartozó vállalat egy ember tulajdonában van, és nem osztozkod-

nak tovább rajta.

REKURZIÓ: A kimeneteket feldolgozzuk: a C halmazban minden Cj he-

lyére a C∗ és a C∗∗ kimenetként kapott vállalatok kerülnek (megfelelő in-

dexszel), a D mátrixból töröljük a (dj1, d
j
2, ..., d

j
k)

T listát, helyette pedig be-

illesztjük a (d∗1, d
∗
2, ..., d

∗
k)

T és (d∗∗1 , d∗∗2 , ..., d∗∗k )T listákat (megfelelő index-

szel). A feldolgozás után megh́ıvjuk azokat az RTSzV (Cj , (dj1, d
j
2, ..., d

j
k)

T )

szubrutinokat (ahol Cj ∈ C), melyeknek a bemenetként megadott részese-

dési listájában legalább két 0-tól különböző szám van. Ha egy részesedési

listában pontosan egy 0-tól különböző szám van, az ahhoz tartozó válla-

laton nem osztozkodnak tovább.

KIMENET: C = {C1, C2, ..., Cm} felosztás és egy D ∈ Nk×m.
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A következőkben bemutatjuk a Részvénytársaság Szétválasztás szubrutint, ami
az RTF algoritmus alapja.

Részvénytársaság Szétválasztás (RTSzV) szubrutin

BEMENET: C vállalat és (d1, d2, ..., dk)
T részesedési lista.

Ha csak egy tulajdonosa van a C vállalatnak, akkor készen vagyunk.

Egyébként tegyük fel, hogy Pℓ a legnagyobb részesedéssel rendelkező játé-

kos, vagy azok egyike. Ekkor n = d1 + d2 + ...+ dk.

1.eset: Ha dℓ ≥ ⌈n
2 ⌉, akkor a Pℓ játékos közel felezi a C vállalatot

C1 és C2 vállalatokra, rendre ⌈n
2 ⌉ és ⌊n

2 ⌋ számú részvénnyel, azaz
µℓ(C

1)
⌈n

2 ⌉ = µℓ(C
2)

⌊n
2 ⌋ teljesül (minden részvény egyenlő értékű Pℓ-nek).

A C1 vállalatból minden Pi (i ∈ I) játékos di · ⌈n
2 ⌉ ·

1
n részvényt

kap, a C2 vállalatból pedig di · ⌊n
2 ⌋ ·

1
n részvényt. A C1 és C2 vál-

lalat közül a Pℓ játékoson ḱıvül minden Pi játékos kiválasztja, hogy

számára melyik jövedelmezőbb. (Ha minden részvény ugyanannyit

ér Pi-nek, akkor tetszőlegesen választhat vállalatot.) Ezek után a

játékosok elkezdenek a Pℓ játékossal részvényeket cserélni. Ha egy

játékos jövedelmezőnek tart egy vállalatot, akkor a másik vállalatbeli

részvényeit (akár törtszámú részvényt is) örömmel cserél jövedelme-

zőbbekre.

A részvénycsere addig tart, amı́g minden játékosnak egész számú

részvénye lesz mindkét vállalatban, és Pℓ játékoson ḱıvül mindenki-

nek már csak vagy C1-ben, vagy C2-ben vannak részvényei. (Ha a

Pℓ játékosnak túl nagy részesedése van a C vállalatból, akkor előfor-

dulhat az az eset, hogy nem lehet csak egy oldalon részvénye.)

Ebben az esetben vagy redukáltuk a k-személyes problémát egy ⌈n
2 ⌉

és egy ⌊n
2 ⌋ részvényszámú, kevesebb résztvevős problémára, vagy

csökkentettük Pℓ részesedését.

2.eset: Ha dℓ < ⌈n
2 ⌉, akkor Pℓ pontosan felezi a C vállalatot C1

és C2 vállalatokra, vagyis µℓ(C
1) = µℓ(C

2) = 1
2 teljesül, a részvé-

nyek pedig inflálódnak : mindkét vállalat n részvényt kap, és minden

Pi játékos di részvényt kap mindkét vállalatból. Ekkor, ahogy az

1. esetben, minden játékos kiválasztja a jövedelmezőbb vállalatot,

majd részvényeket cserélnek mindaddig, amı́g valamely játékosnak

lehetősége van, hogy egy részvényt jövedelmezőbb részvényre cserél-

jen.
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Ebben az esetben redukáltuk a k-személyes problémát két, legfeljebb
(k − 1)-személyes problémára, hiszen minden esetben van egy Pi

játékos (legrosszabb esetben Pℓ), akinek elég részvénye van ahhoz,
hogy a legkisebb részesedésű játékossal addig cseréljen, amı́g annak
csak jövedelmező részvénye marad. Ezenḱıvül a Pi játékos is tud
addig cserélni, amı́g csak jövedelmezőbb részvénye van, különben
nem ebben az esetben lennénk.

Megjegyezzük, hogy k = 2 személyre az RTF algoritmus 2. esete nem fordulhat
elő, vagyis a kétszemélyes algoritmus ekvivalens a Közel Felező Algoritmussal.

4.1. Álĺıtás. Az RTSzV szubrutin 1. esetében a vágó Pℓ játékosnak mindig
van elég részvénye, hogy addig cseréljen, amı́g minden játékosnak csak az egyik
vállalatban van egész számú részvénye.

Bizonýıtás. Mindkét új vállalathoz egész számú részvény tartozik, és ebből
következik, hogy kaphatunk kimenetként egészelemű részesedési listákat.

A legrosszabb eset, ha a Pℓ vágó játékoson ḱıvül mindenki ugyanazt a válla-
latot tartja jövedelmezőbbnek, és ennek a vállalatnak ⌊n

2 ⌋ részvénye van, ugyanis
ekkor van szüksége a Pℓ játékosnak a legtöbb részvényre a másik vállalatból. Ezek
alapján teljesülnie kell a következő egyenlőtlenségnek, hogy mindig elég részvénye
legyen a Pℓ játékosnak:

dℓ ·
⌊n
2 ⌋
n

≥ (n− dℓ) ·
⌈n
2 ⌉
n

dℓ ·
⌊n
2

⌋
≥ (n− dℓ) ·

⌈n
2

⌉
= n

⌈n
2

⌉
− dℓ ·

⌈n
2

⌉
dℓ ·

⌊n
2

⌋
+ dℓ ·

⌈n
2

⌉
≥ n ·

⌈n
2

⌉
dℓ · n ≥ n ·

⌈n
2

⌉
dℓ ≥

⌈n
2

⌉

Vagyis megkaptuk azt a feltételt, ami alapján a szubrutin 1. esetébe kerültünk. ⊓⊔

4.2. Álĺıtás. Az RTSzV szubrutin 2. esetében mindegyik vállalatnak leg-
alább eggyel kevesebb tulajdonosa lesz, mint az eredetiben volt.

Bizonýıtás. Legyen a legkevesebb részesedéssel rendelkező játékos Pm. Mivel nem
egyenlő részesedésekkel dolgozunk, ı́gy lesz legalább egy játékos (aki akár a Pℓ

vágó játékos is lehet), akinek a részesedése több, mint a Pm játékosé. A nagyobb
részesedéssel rendelkező tud annyi részvényt adni Pm-nek, hogy csak egy vállalat-
nál legyen részvénye.
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A legrosszabb eset, amikor a Pℓ játékoson ḱıvül minden játékos ugyanazt a vállala-
tot tartja jövedelmezőbbnek. Ellenkező esetben a Pℓ játékoson ḱıvüli Pi játékosok
(i ̸= ℓ) elkezdik a részvénycseréket, és a Pℓ játékos részvényeire csak részben
van szükség ahhoz, hogy teljesüljön az álĺıtás. Megmutatjuk, hogy a Pℓ játékos
a legrosszabb esetben el tudja cserélni a mindenki által jövedelmezőbbnek tartott
vállalati részvényeit, és ezzel a Pm és Pℓ játékosok teljeśıtik a feltételt. Az esetszét-
választás szerint akkor vagyunk a 2. esetben, ha dℓ < ⌈n

2 ⌉. Ekkor n − dℓ ≥ ⌈n
2 ⌉,

és pontosan n − dℓ részvény kellene a Pℓ vágó játékosnak, hogy részvénycserélés
során mindenki másnak csak a jövedelmezőbb oldalon legyen részvénye, de a felte-
vés miatt ennyi nincs neki. Tehát meg tudjuk oldani, hogy a Pℓ játékos részvényei
elfogyjanak a jövedelmezőbb vállalatban. ⊓⊔

4.3. Álĺıtás. Az RTSzV szubrutin során a játékosok arányosan osztozkodnak.
Következésképpen az RTF algoritmus kimenete arányos felosztást szolgáltat.

Bizonýıtás. Igazoljuk, hogy az RTSzV szubrutin végrehajtása során egyetlen
játékos vagyona sem csökken, azaz a

∑
j µi(C

j) · dji mennyiség legalább akko-
ra a szubrutin végrehajtása után, mint amekkora az előtt volt minden i ese-
tén. Az RTSzV szubrutin két lépésből áll: először egy Cj vállalatból egy C∗

és egy C∗∗ vállalat keletkezik. Ennek során az i. játékos vagyonának változá-
sa µi(C

∗) · dji + µi(C
∗∗) · dji − µi(C

j) · dji = dji · (µi(C
∗) + µi(C

∗∗) − µi(C
j)) =

dji · (µi(C
j)− µi(C

j)) = 0.

Ha a szubrutin második részében végrehajtott részvénycsere során mondjuk az
i. játékos a C∗ vállalatban ε mennyiségű részvényét elcseréli ugyancsak ε mennyi-
ségű részvényre a C∗∗ vállalatban, akkor teljesül, hogy µi(C

∗) ≤ µi(C
∗∗). Az i.

játékos vagyonának változása tehát ε · (µi(C
∗∗)− µi(C

∗) ≥ 0, ı́gy a részvénycsere
során sem csökkenhet egyetlen játékos vagyona sem.

Tekintettel arra, hogy a játékosok vagyona kizárólag az RTSzV szubrutin során
változhat az RTF algoritmus futása során, ezért az algoritmus kimeneteként kapott
felosztásban az i. játékos vagyona legalább akkora lesz, mint amekkora az eredeti
részesedése volt, azaz legalább di. Nekünk pedig éppen ezt kellett igazolnunk. ⊓⊔

4.1. Példa. Alice, Bob és Charlie részesedése a Gyümölcs vállalatból rendre
(3, 28, 7). A felosztáskor Bob vág először, mert övé a legnagyobb részesedés a vál-
lalati részvényekből. Mivel n = 38, és dB ≥ ⌈n

2 ⌉ = 19, Bob közel felezi a Gyümölcs
vállalatot két, 19 részvénnyel rendelkező részre, az Alma és Banán vállalatokra.
A vágás után Alice és Charlie jövedelmezőbb oldalt, mondjuk az Alma vállalatot
választják, lásd a 3. ábra (A) részén. A törtek eltüntetése után Alice 2 Alma és 1
Banán, Bob 13 Alma és 15 Banán, Charlie pedig 4 Alma és 3 Banán részvénnyel
rendelkezik. A részvénycsere után Bob megkapja a teljes Banán vállalatot, hiszen
már csak ő a tulajdonosa. A részesedése ezzel csökken, és folytatják az osztozko-
dást (3,9,7) részesedési listával. A vágó játékos ismét Bob lesz. Mivel n = 19, és
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dB < ⌈n
2 ⌉ = 10, Bobnak nincs elég részvénye a közel felező esethez, ezért pontosan

felez, és a részvények inflálódnak, lásd a 3. ábra (B) részén. A részvénycsere után
redukáltuk a problémát két darab kétszemélyes problémára, és innentől a Közel
Felező Algoritmust használhatjuk külön-külön a két vállalatra.

2. ábra. A Gyümölcs vállalat egy kétszemélyes
felosztása (3,8) részesedési listával.

(a) Az első kör (3,28,7) részesedési
listával.

(b) A második kör (3,9,7)
részesedési listára.

3. ábra. Redukciós lépések a háromszemélyes
RTF algoritmusban (3,28,7) részesedési listával.

4.1. Tétel. Ha k ≥ 2, n ≥ 3, és n > k, akkor a k-személyes Részvénytársaság
Felosztás Algoritmus, melyben a résztvevők részesedéseinek összege n, felülről be-
csülhető a következőképpen:

D(k, n) ≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1. (15)

Speciálisan, ha k = 2, akkor

D(2, n) = ⌈log2 n⌉.
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Bizonýıtás. Ha k = 2, akkor az algoritmusunk megegyezik a Közel Felező Algorit-
mussal, vagyis a vágásszámuk is megegyezik [3].
Hajtsunk végre indukciót a lexikografikus rendezett (k, n) párokon. Az algoritmus
léırását követve az alábbi felső becslést adhatjuk D(k, n)-ra:

D(k, n) ≤ 1 + max
{
2 ·D(k − 1, n) ; D

(
k,
⌈n
2

⌉)
;{

D
(
k − i+ 1,

⌈n
2

⌉)
+D

(
i,
⌊n
2

⌋)
∀i = 2, 3, ...

⌈k + 1

2

⌉}}
.

Ahhoz, hogy bebizonýıtsuk a tételt, be kell látnunk a következőt:

1 + max
{
2 ·D(k − 1, n) ; D

(
k,
⌈n
2

⌉)
;{

D
(
k − i+ 1,

⌈n
2

⌉)
+D

(
i,
⌊n
2

⌋)
∀i = 2, 3, ...

⌈k + 1

2

⌉}}
≤

≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1.

Használjuk a tételbeli (15) felső becslést a maximumbeli elemekre. Egyszerűen
belátható, hogy a legtöbb elhagyható közülük, mert D(k, ⌈n

2 ⌉) felső becslésével

őket is felülről becsüljük. Írjuk fel a tételbeli (15) felső becslést D(k, ⌈n
2 ⌉)-ra:

D
(
k,
⌈n
2

⌉)
≤ (2k−1 − 1) ·

⌈
log2

⌈n
2

⌉⌉
+ 1. (16)

Minden i ∈ {2, 3, ...⌈k+1
2 ⌉} indexre feĺırható a következő:

D
(
k − i+ 1,

⌈n
2

⌉)
+D

(
i,
⌊n
2

⌋)
≤

≤ (2k−i − 1) ·
⌈
log2

⌈n
2

⌉⌉
+ 1 + (2i−1 − 1) ·

⌈
log2

⌊n
2

⌋⌉
+ 1

= (2k−i + 2i−1 − 2) ·
⌈
log2

⌈n
2

⌉⌉
+ 2,

és felülről becsülhetjük az egyenlőtlenség jobb oldalát az előzőekben feĺırt (16) felső
becsléssel, majd rendezhetjük:

(2k−i + 2i−1 − 2) ·
⌈
log2

⌈n
2

⌉⌉
+ 2 ≤ (2k−1 − 1) ·

⌈
log2

⌈n
2

⌉⌉
+ 1

1

⌈log2⌈n
2 ⌉⌉

≤ (2k−1 − 2k−i − 2i−1 + 1) = (2k−i − 1) · (2i−1 − 1) (17)

Mivel n ≥ 3 esetén az előző (17) egyenlőtlenség bal oldalán mindig 1-nél nem
nagyobb, a jobb oldalán pedig 1-nél nem kisebb tényezőket szorzunk, a tételbeli
(15) felső becsléssel a következőt kapjuk:

D(k, n) ≤ 1 + max
{
2 ·D(k − 1, n) ; D

(
k,
⌈n
2

⌉)}
.
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IGAZSÁGOS TORTAOSZTÁSI ALGORITMUSOK... 47

Ahhoz, hogy a tételbeli (15) felső becslés mindig igaz legyen, a következő két
egyenlőtlenséget kell még belátnunk:

1 + 2 ·D(k − 1, n) ≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1, (18)

1 +D
(
k,
⌈n
2

⌉)
≤ (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1. (19)

Becsüljük felülről az előzőekben feĺırt (18) egyenlőtlenség bal oldalát, hogy
eljussunk a jobb oldaláig:

1 + 2 ·D(k − 1, n) ≤ 1 + 2 ·
[
(2k−1−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1

]
=

= 3 + (2k−1 − 2) · ⌈log2 n⌉
= (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1−⌈log2 n⌉+ 2︸ ︷︷ ︸ .

≤ 0 (∀n ≥ 3)

Valamint becsüljük felülről az előzőekben feĺırt (19) egyenlőtlenség bal oldalát,
hogy eljussunk a jobb oldaláig, és közben használjuk ki, hogy ∀x ∈ R : ⌈log2⌈x⌉⌉ =
⌈log2 x⌉:

1 +D
(
k,
⌈n
2

⌉)
≤ 1 + (2k−1 − 1) ·

⌈
log2

⌈n
2

⌉⌉
+ 1 =

= 1 + (2k−1 − 1) ·
⌈
log2

n

2

⌉
+ 1

= 1 + (2k−1 − 1) · ⌈log2 n− log2 2⌉+ 1

= 1 + (2k−1 − 1) · (⌈log2 n⌉ − 1) + 1

= (2k−1 − 1) · ⌈log2 n⌉+ 1−2k−1 + 2︸ ︷︷ ︸ .
≤ 0 (∀k ≥ 2)

Ezzel beláttuk, hogy a tételbeli (15) felső becslés mindig elegendő vágás lesz.

⊓⊔
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ALGORITHMS FOR CAKE CUTTING WITH EQUAL AND UNEQUAL SHARES

Tamás Fleiner, Erzsébet Romsics

An unceasing problem of our prevailing society is the fair division of goods. The problem of

fair cake cutting is dividing a heterogeneous and divisible resource, the cake, among k players

who value pieces according to their own measure function. The goal is to assign each player a

not necessarily connected part of the cake that the player evaluates at least a much as her equal

fair share.

In this paper, we present two new algorithms. Our first algorithm guarantees a piece strictly

larger than 1
k
of the whole cake for certain measure functions. In the second setting, we investigate

the problem of unequal shares, where each player needs to be assigned a piece that she evaluates

at least a much as her predefined fair share. We present an algorithm that delivers such a solution

and in some cases, runs faster than all known algorithms. In both problems, we establish upper

bounds on the number of cuts our algorithms execute.
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KÉTKISZOLGÁLÓS, NEM NÖVEKVŐ, EGYSZERŰ, LINEÁRIS
TORLÓDÁSI JÁTÉKOK PUHA KORRELÁLT EGYENSÚLYÁNAK

KÉNYSZERÍTÉSI ÉRTÉKÉRŐL

FORGÓ FERENC

Prékopa András emlékére

Becslést adunk a puha korrelált egyensúly (Forgó F (2010) Mathematical
Social Sciences 60:186-190) kényszeŕıtési értékére (Ashlagi I, Monderer D
and Tennenholz M (2008) Journal of Artificial Intelligence 33:575-613) a
kétkiszolgálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris torlódási játékok osztályán.
Az alsó korlát 1,125, a felső korlát 1,265625. A felső korlát lényegesen jobb
az eddig ismert 1,333-nál.

1. Bevezetés

A korrelált egyensúly (correlated equilibrium CE) fogalmát Aumann [3] ve-
zette be mint a Nash-egyensúly (Nash equilibrium NE [14], [15]) általánośıtását.
Véges játékok korrelált egyensúlyát többféleképpen is lehet definiálni, illetve in-
terpretálni. Matematikai preciźıtással a korrelált egyensúlyt a stratégiaprofilokon
adott olyan valósźınűségeloszlásként definiáljuk, amely egy lineáris egyenlőtlen-
ségrendszer lehetséges megoldása. Az egyenlőtlenségeket ösztönző feltételeknek
nevezzük és a véges játék kifizető függvényéből konstruáljuk. Az ösztönző fel-
tételek megértéséhez az Aumann által megadott interpretáció seǵıt a legjobban,
ami tulajdonképpen egy forgatókönyv, amelyet egy játékvezetőnek és a játékosok-
nak követniük kell, mielőtt a játékot magát lejátsszák. A forgatókönyv szerint a
játékvezető egy adott és minden résztvevő által ismert valósźınűségeloszlás sze-
rint kisorsol egy stratégiaprofilt. Utána minden játékosnak külön-külön javasolja,
hogy játssza a kisorsolt stratégiaprofilból a saját részét. Minden játékosnak szabad
választása van abban, hogy elfogadja-e a javaslatot, vagy pedig valami más stra-
tégiát játszik. A valósźınűségeloszlást korrelált egyensúlynak nevezzük, ha abban
az esetben, ha mindenki elfogadja a játékvezető ajánlását, akkor senki sem tudja a
várható kifizetését (hasznosságát) növelni azzal, hogy nem fogadja meg a játékve-
zető tanácsát. Ezáltal a társadalmi hasznosság (social welfare SW ), amit általában
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a játékosok hasznosságának összegével (vagy ami ezzel ekvivalens, az átlagos hasz-
nossággal) mérünk, nagyobb lehet, mint bármelyik Nash-egyensúlyban. Vannak
azonban olyan játékok (pl. a fogoly dilemma), amikor a korrelált egyensúly nem
tud nagyobb társadalmi hasznosságot produkálni, mint a legjobb Nash-egyensúly.
Aumann adott egy másik interpretációt is [4], amelyben a korrelált egyensúlyt a
bayesi racionalitás megtestesülésének tartja.

A korrelált egyensúly általánośıtásai általában azt a célt tűzik ki, hogy az
egyensúly megtartása mellett nagyobb társadalmi hasznosságot lehessen elérni,
mint a korrelált egyensúllyal. Ezt a célt a forgatókönyv megváltoztatásával érik
el. Ennek azonban ára van. A játékosok részéről erősebb elkötelezettséget köve-
telünk meg. Moulin és Vial [13] vezette be a gyenge korrelált egyensúly fogalmát
(coarse correlated equilibrium CCE). A játékosoknak el lehet kötelezni magukat
arra, hogy vakon követik a játékvezető javaslatát. Ha nem kötelezik el magukat,
akkor szabadon választhatnak bármilyen stratégiát. A gyenge korrelált egyensúly
egy olyan valósźınűségeloszlás, amely mellett senki sem jut nagyobb kifizetéshez
az elkötelezettség megtagadásával, feltéve, hogy mindenki más elkötelezte magát.
Vannak példák, sőt egész játékosztályok [10],[11],[12],[13], ahol a gyenge korrelált
egyensúly jobban

”
teljeśıt”, mint a korrelált egyensúly. A puha korrelált egyensúly

(soft correlated equilibrium SCE) [6] egy másik általánośıtása a korrelált egyen-
súlynak. A puha korrelált egyensúly forgatókönyve

”
kicsit” különbözik a gyenge

korrelált egyensúly forgatókönyvétől. Ha egy játékos nem akarja elkötelezni ma-
gát, akkor bármelyik stratégiát választhatja, kivéve azt, amelyet a játékvezető
javasolt volna neki, ha elkötelezte volna magát. Mind a gyenge, mind a puha kor-
relált egyensúly a korrelált egyensúly általánośıtása, de egyik sem általánośıtása a
másiknak. Vannak azonban olyan játékosztályok, ahol a puha korrelált egyensúly
általánośıtása a gyenge korrelált egyensúlynak. Egy fontos példa a bináris játékok
osztálya, ahol mindegyik játékos stratégiahalmaza két elemű.

Ebben a dolgozatban a puha korrelált egyensúly
”
teljeśıtményét” szeretnénk

mérni egy adott C játékosztályban. Ehhez egy olyan mérőszámot használunk,
amely azt hivatott megmutatni, hogy milyen mértékben tudja a

”
legjobb” puha

korrelált egyensúly által biztośıtott társadalmi hasznosság megközeĺıteni a társa-
dalmi hasznosság maximumát. Erre a célra a kényszeŕıtési értéket (enforcement
value EV ) használjuk. A G ∈ C játék EV (G) kényszeŕıtési értéke a társadalmi
hasznosság maximumának és a puha korrelált egyensúly által biztośıtható legna-
gyobb társadalmi hasznosság értékének a hányadosa. Az egész C osztályon vett
kényszeŕıtési értéket pedig az EV = supG∈C EV (G) értékkel definiáljuk. A kény-
szeŕıtési érték közeli rokonságban van a

”
stabilitás ára” (price of stability, [1],[5])

mutatószámmal. Itt egy költségalapú modell keretében álĺıtják arányba a leg-
jobb Nash-egyensúly (vagy korrelált egyensúly) társadalmi költségét a társadalmi
költség minimumával. A költségmodellel nyert eredményeket nem lehet egyszerű
eszközökkel átvinni hasznosságalapú modellekre, mint ahogy azt [2]-ben a szerzők
megmutatják.
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Ebben a dolgozatban a kétkiszolgálós, egyszerű, torlódási játékokkal foglalko-
zunk. Ezekben a játékokban minden játékos két adott kiszolgáló közül választhat
és a kifizetés (hasznosság), amit az egyes játékosok kapnak, csak az adott ki-
szolgálót választó játékosok számától függ. A torlódási játékok speciális esetként
tartalmazzák a legismertebb társadalmi csapdákat (fogoly dilemma, nemek harca,
gyáva nyúl, galamb-héja) és azok bizonyos általánośıtásait több személy (játékos)
esetére [8], [9]. Ebben a munkában még azt is feltesszük, hogy mindkét kiszolgá-
ló esetében a kifizetés nem növekszik (általában csökken) a használók számának
növekedésével, és a kifizetés változását egy lineáris függvény ı́rja le. Ashlagi et al.
[2] részletesen tanulmányozták ezeket a játékokat, és becsléseket adtak a korrelált
egyensúly kényszeŕıtési értékére. Mi a következőkben a puha korrelált egyensúly
kényszeŕıtési értékével foglalkozunk. Korábban Forgó [6] két, három és négy já-
tékos esetére pontos értéket határozott meg, mı́g tetszőleges számú játékosra a 4

3
felső becslést adta. Ebben a dolgozatban meghatározunk egy pontos alsó korlátot,
ami 9

8 -dal egyenlő, és a 4
3 -nál lényegesen jobb felső korlátot. Ez a korlát aszimp-

totikusan (ha a játékosok száma tart a végtelenhez) szintén 9
8 -dal egyenlő. Gyáva

nyúl t́ıpusú játékokra [9], amelyeknél az egyik kiszogálónál a kifizetés növekszik, a
másiknál pedig csökken a használók számának növekedésével, sikerült bizonýıtani,
hogy a kényszeŕıtési érték pontosan 2.

A cikk szerkezete a következő. A második fejezetben összefoglaljuk a szükséges
előzményeket. A harmadik fejezetben meghatározzuk az SCE kényszeŕıtési ér-
tékének alsó és felső becsléseit. A negyedik fejezetben további kutatási irányokat
vázolunk fel.

2. Előzmények

Az SCE defińıciójához szükség van néhány játékelméleti jelölésre és defińı-
cióra. Jelölje G = {S1, ..., Sn; f1, ..., fn} egy n-személyes, nem kooperat́ıv játék
normál formáját, ahol S1, ..., Sn a véges stratégiahalmazok, f1, ..., fn pedig a kifize-
tőfüggvények. A korrelált egyensúlyok alapvető meghatározói a különféle ösztönző
feltételek. Ezek egy játékosnak a játékvezető tanácsának megfogadásával elérhe-
tő várható hasznosságát hasonĺıtják össze azzal a várható hasznossággal, amit a
tanács megfogadása nélkül lehet elérni. Az ösztönző feltételt az i játékosra fogal-
mazzuk meg, de a könnyebb jelölés miatt az indexet elhagyjuk ott, ahol ez nem
okoz félreértést.Vezessük be a következő jelöléseket:

N = {1, ..., n}: a játékosok halmaza.

I = {1, ...,m}: az i játékos stratégiahalmaza, az egyes stratégiákat a megfelelő
indexszel reprezentáljuk.

s− az i játékos stratégiáját nem tartalmazó csonka stratégiaprofil.

S−: a csonka stratégiaprofilok halmaza.

(j, s−), j ∈ I, s− ∈ S−: egy teljes stratégiaprofil.

S = {(j, s−) : j ∈ I, s− ∈ S−}: a teljes stratégiaprofilok halmaza.
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f(j, s−): az i játékos kifizetése (hasznossága), ha ő a j stratégiát játssza, a
többiek pedig s−-et.

p: egy valósźınűségeloszlás S-en.
p(j, s−): az a valósźınűség, amelyet p a (j, s−) stratégiaprofilhoz rendel.

2.1. Defińıció. A CE egy olyan p valósźınűségeloszlás, amely minden i (i ∈ N)
játékos esetében kieléǵıti az alábbi ösztönző feltételeket∑

s−∈S−

f(j, s−)p(j, s−) ≥
∑

s−∈S−

f(k, s−)p(j, s−) minden j, k ∈ I -re.

2.2. Defińıció. A CCE egy olyan p valósźınűségeloszlás, amely minden i (i ∈ N)
játékos esetében kieléǵıti az alábbi ösztönző feltételeket∑

j∈I

∑
s−∈S−

f(j, s−)p(j, s−) ≥
∑
j∈I

∑
s−∈S−

f(k, s−)p(j, s−) minden k ∈ I -re.

A következőkben szükségünk lesz a következő jelölésre. Legyen

K =

m∏
j=1

(I \ {j}).

A K elemeit
”
megengedett” (index)halmazoknak nevezzük.

2.3. Defińıció. Az SCE olyan p valósźınűségeloszlás, amely minden i (i ∈ N)
játékos esetében kieléǵıti az alábbi ösztönző feltételeket∑

j∈I

∑
s−∈S−

f(j, s−)p(j, s−) ≥
∑
j∈I

∑
s−∈S−

f(kj , s−)p(j, s−)

minden (k1, ..., km) ∈ K megengedett indexhalmazra.

Az SCE részletes tárgyalása megtalálható [6]-ban.
Röviden foglaljunk össze néhány tudnivalót az n-személyes, kétkiszolgálós, egy-

szerű, torlódási játékokról. Részletesen [2]-ben és [7]-ben olvashatunk róla. Egy
n-személyes, kétkiszolgálós, egyszerű, torlódási játékot a

”
torlódási formával” ad-

hatunk meg legkönnyebben. A torlódási forma két a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn)
nem negat́ıv vektor, amelynek jelentése a következő. Ha az F1 kiszolgálót válasz-
tó játékosok száma j, akkor mindegyikük aj hasznossághoz, ha az F2 kiszolgálót
választó játékosok száma k, akkor mindegyikük bk hasznossághoz jut. Látható,
hogy a hasznosságok csak az adott kiszolgálót igénybe vevők számától függenek.
A torlódási formához természetes módon rendelhető hozzá egy n-személyes játék
(a torlódási játék). Jelöljük a játékosok halmazát N -el. Minden játékos stratégia-
halmaza {F1, F2}, amelyet röviden {1, 2}-vel, a kiszolgálók indexeivel jelölünk, a
kifizetéseket pedig az a és b vektorokból határozzuk meg. Egy stratégiaprofil tehát
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(i1, ..., in), ij ∈ {1, 2}, j ∈ N . Jelöljük pi1,...,in -vel annak a valósźınűségét, hogy
a játékvezető az (i1, ..., in) stratégiaprofilt választja. Legyen továbbá t azoknak a
játékosoknak a száma, akik az F2, t = 0, 1, ..., n kiszolgálót választották, továbbá
legyen St azoknak a stratégiaprofiloknak a halmaza, amelyekben az F2-t választó
játékosok száma t. Figyelembe véve a játék szimmetriáját, feltesszük, hogy minden
pi1,...,in , (i1, ..., in) ∈ St valósźınűség egyenlő. Jelöljük ezt pt-vel.

Ezeknek a jelöléseknek a használatával minden játékos ösztönző feltétele a kö-
vetkező

(an − b1)p0 +

n−1∑
t=1

((
n− 1

t− 1

)
(bt − an−t+1)+

(
n− 1

t

)
(an−t − bt+1)

)
pt + (bn − a1)pn ≥ 0,

(1)

a normalizáló feltételek pedig

n∑
t=0

(
n

t

)
pt = 1 , pt ≥ 0, t = 0, 1, ..., n, (2)

valamint az SW (a játékosok hasznosságainak az összege):

SW =

n∑
t=0

(
n

t

)
(btt+ an−t(n− t))pt . (3)

A qt =
(
n
t

)
pt, t = 0, 1, ..., n jelölés bevezetésével (1), (2) és (3) az alábbi egyszerűbb

alakra hozható:
n∑

t=0

(
t(bt − an−t+1) + (n− t)(an−t − bt+1)

)
qt ≥ 0,

n∑
t=0

qt = 1, qt ≥ 0, t = 0, 1, ..., n,

(4)

SW =

n∑
t=0

(
btt+ an−t(n− t)

)
qt. (5)

A maximális SW , amit az SCE biztośıtani tud, az alábbi LP optimális célfügg-
vényértéke

P : max
n∑

t=0

(
btt+ an−t(n− t)

)
qt

n∑
t=0

(
t(bt − an−t+1) + (n− t)(an−t − bt+1)

)
qt ≥ 0 ,

n∑
t=0

qt = 1, qt ≥ 0, t = 0, 1, ..., n .
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3. Kétkiszolgálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris torlódási játékok
puha korrelált egyensúlyának kényszeŕıtési értéke

Ezt a játékosztályt a CE szempontjából Ashlagi et al. [2] vizsgálták, az SCE
szempontjából pedig Forgó [7]. Forgó [7] a kényszeŕıtési értékre a 4

3 felső korlátot
adta meg, és azt a sejtést fogalmazta meg, hogy ez a korlát jav́ıtható. Mint látni
fogjuk, ez tényleg ı́gy van. Az EV pontos értékei ismertek egészen n = 4-ig.
EV = 1 az n = 2, 3 esetben, és EV = 1, 007478 az n = 4-re, lásd [7]. Így
a következőkben feltehetjük, hogy n ≥ 5. Egy kétkiszolgálós, nem növekvő,
egyszerű, lineáris torlódási játék torlódási formáját az alábbi táblázattal adhatjuk
meg, ahol x, y, z a hasznosság változását léıró lineáris függvények paraméterei.

F1 F2
a1 = (n− 1)x b1 = y + (n− 1)z
a2 = (n− 2)x b2 = y + (n− 2)z

... ...
at = (n− t)x bt = y + (n− t)z

... ....
an−1 = x bn−1 = y + z
an = 0 bn = y

Az általánosságot valamennyire sérti, hogy a legalacsonyabb hasznosságot 0-nak
vettük, ugyanakkor az elemzés ı́gy lényegesen könnyebb, mert ezzel a paraméte-
rek számát eggyel csökkentettük. A mikroökonómiában egyébként ez egy szokásos
feltevés. Feltesszük továbbá, hogy x > 0, y > 0, z ≥ 0. Ha behelyetteśıtjük a
torlódási formát (4)-be és (5)-be, akkor a következőket kapjuk

n∑
t=0

(
t(n+ 1− 2t)x+ (2t− n)y + (n− t)(2t− n+ 1)z

)
qt ≥ 0,

SW =

n∑
t=0

(
t(n− t)(x+ z) + ty

)
qt.

Abból a célból, hogy az x, y, z paraméterektől való függést jól láthatóvá tegyük,
vezessük be a következő jelöléseket

C(n, x, y, z, t) = −
[
t(n+ 1− 2t)x+ (2t− n)y + (n− t)(2t− n+ 1)z

]
, (6)

W (n, x, y, z, t) = t(n− t)(x+ z) + ty (7)

minden t = 0, 1, ..., n, (n ≥ 5)-re. Mint azt a korábbiakban láttuk, a maximálisan
elérhető SW , amit egy SCE realizálni tud rögźıtett n, x, y, z esetén, a következő
LP optimális célfüggvényértéke:

P : max

n∑
t=0

W (n, x, y, z, t)qt
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n∑
t=0

C(n, x, y, z, t)qt ≤ 0,

n∑
t=0

qt = 1, qt ≥ 0, t = 0, 1, ..., n.

Konkretizálva az EV bevezetésben megadott általános defińıcióját a kétkiszol-
gálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris torlódási játékok osztályára, az EV -t a
következő képpen definiáljuk:

3.1. Defińıció.

EV = sup
n,x,y,z

maxt=0,1,...,n W (n, x, y, z, t)

maxq∈LP

∑n
t=0 W (n, x, y, z, t)qt

,

ahol LP a P feladat lehetséges tartományát jelöli.

Nyilván a max0≤t≤n W (n, x, y, z, t) folytonos maximum a számláló felső kor-
látja, ugyanakkor bármely q ∈ LP -re

∑n
t=0 W (n, x, y, z, t)qt a nevező alsó korlátja.

Így a P minden q = (q0, q1, ..., qn) lehetséges megoldására

EV ≤ sup
n,x,y,z

max0≤t≤n W (n, x, y, z, t)∑n
t=0 W (n, x, y, z, t)qt

. (8)

Ugyanakkor bármely n, x, y, z paraméterre

EV ≥ maxt=0,1,...,n W (n, x, y, z, t)

maxq∈LP

∑n
t=0 W (n, x, y, z, t)qt

. (9)

Hasznos lesz a következő egyszerű lemma és annak két következménye.

3.1. Lemma. Minden n, x, y, z, t-re és λ > 0-ra,

W (n, λx, λy, λz, t) = λW (n, x, y, z, t)

és
C(n, λx, λy, λz, t) = λ C(n, x, y, z, t).

Bizonýıtás. A(6) és (7 formulákba való behelyetteśıtéssel azonnal látható.

⊓⊔

3.1. Következmény. EV értékét nem befolyásolja a λ > 0 faktorral való
átskálázás.

3.2. Következmény. Az általánosság korlátozása nélkül feltehetjük, hogy
y = 1.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



58 FORGÓ FERENC

3.1. Tétel. A kétkiszolgálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris torlódási játé-

kok osztályán az SCE kényszeŕıtési értéke EV ≤
(
9
8

)2
= 1, 265625.

Bizonýıtás. Könnyen látható, hogy W (n, x, y, z, t) a t szerinti folytonos maxi-
mumát a

t∗ =
n

2
+

y

2(x+ z)
(10)

pontban veszi fel. A 3.2. következmény szerint feltehetjük, hogy y = 1. Vezessük
be az r = 1

x+z jelölést. Két esetet különböztetünk meg.

A) r ≤ n+3
2 . Ha n páros, akkor qn

2
= 1, qt = 0, t ̸= n

2 a P lehetséges megoldása.

Így a (8) egyenlőtlenség miatt

EV ≤ W (n, x, 1, z, t∗)

W (n, x, 1, z, n
2 )

.

Belyetteśıtve (7)-be, és felhasználva az r = 1
x+z jelölést, azt kapjuk, hogy

EV ≤ W (n, x, 1, z, t∗)

W (n, x, 1, z, n
2 )

=

(
(n2 )

2 − ( r2 )
2
)
(x+ z) + (n2 + r

2 )

(n2 )
2(x+ z) + n

2

=
(n+ r)2

n(n+ 2r)
.

A jobboldal r növekvő függvénye, ezért r ≤ n+3
2 miatt

EV ≤
(n+ n+3

2 )2

n(n+ 2n+3
2 )

=
1
4 (3n+ 3)2

n(2n+ 3)
. (11)

A jobboldal n csökkenő függvénye, és ı́gy, minthogy n = 6 a legkisebb páros szám,
amely kieléǵıti az n ≥ 5 feltételt,

EV ≤
1
4 (3 · 6 + 3)2

6(2 · 6 + 3)
= 1, 225.

Ha n páratlan, akkor a P feladat qn−1
2

= 1
2 , qn+1

2
= 1

2 , qt = 0, t ̸= n−1
2 , n+1

2

lehetséges megoldásával dolgozunk. Behelyetteśıtésekkel azt kapjuk, hogy

EV ≤
1
4 (3n+ 3)2

n(2n+ 3)− 1
.

A jobboldal most is n csökkenő függvénye, amiből az n = 5 behelyetteśıtéssel az

EV ≤ 81

64
=

(
9

8

)2

= 1, 265625

becslést kapjuk.
B) r > n+3

2 . Vegyük a C(n, x, 1, z, t) t-szerinti minimumát. A minimumpont
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t′ =
(n+ 1)x+ 2 + (3n− 1)z

4(x+ z)
=

n+ 1

4
+

r

2
+

(n− 1)zr

2
. (12)

Mivel r > n+3
2 , és zr > 0, ezért

t′ − n

2
=

n+ 1

4
+

r

2
+

(n− 1)zr

2
− n

2
> 1 . (13)

Jelölje [a] az a valós szám egészrészét. A C(n, x, 1, z, t) a t-nek konvex kvadratikus
függvénye. Tudjuk, hogy C(n, x, 1, z, n

2 ) < 0, ı́gy C(n, x, 1, z, t′) < 0. Mivel a
t′ a C(n, x, 1, z, t) konvex kvadratikus függvény minimumpontja, ezért (13) miatt
[t′] > n

2 , és ı́gy C(n, x, 1, z, [t′]) < 0. A kvadratikus függvény szimmetriája miatt
C(n, x, 1, z, t′ + (t′ − n

2 ) < 0. Ugyanakkor (13) miatt [t′] + 1 < t′ + (t′ − n
2 ), és ı́gy

C(n, x, 1, z, [t′] + 1) < 0.
Tekintsük először azt az egyszerű esetet, amikor [t′] ≤ t∗ < [t′]+1. Az egészrész

defińıciója miatt [t′] = [t∗], és mivel

max
t=0,1,...,n

W (n, x, y, z, t) = max{W (n, x, 1, z, [t∗]),W (n, x, 1, z, [t∗] + 1},

és q[t∗] = 1, qt = 0, t ̸= [t∗], valamint q[t∗]+1 = 1, qt = 0, t ̸= [t∗] + 1 is lehetséges
megoldása P -nek, ezért EV = 1.

Nézzük most azt az esetet, amikor t∗ /∈ [[t′], [t′] + 1). Belátjuk, hogy

EV ≤ sup
n,x,z

W (n, x, 1, z, t∗)

W (n, x, 1, z, t′)
≤ 9

8
. (14)

Azt bizonýıtjuk, hogy a

8W (n, x, z, t∗)− 9W (n, x, z, t′) < 0 (15)

egyenlőtlenség fennáll a paraméterek minden megengedett értékére, amiből (14)
következik. Felhasználva az r = 1

x+z jelölést, behelyetteśıtések után (15) az alábbi
formát ölti

8

((n
2
+

r

2

)(n
2
− r

2

) 1

r
+

n

2
+

r

2

)
− 9

((
n+ 1

4
+

r

2
+

n− 1

2
rz

)
(
3n− 1

4
− r

2
− n− 1

2
rz

)
1

r
+

n+ 1

4
+

r

2
+

n− 1

2
rz

)
< 0.

Szorozzuk be mindkét oldalt r-el

8

(
n2

4
− r2

4
+

n

2
r +

r2

2

)
− 9

[(
n+ 1

4
+

r

2
+

n− 1

2
rz

)
(
3n− 1

4
− r

2
− n− 1

2
rz

)
+

n+ 1

4
r +

r2

2
+

n− 1

2
r2z

]
< 0.
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A kijelölt szorzások elvégzése, némi átrendezés és egyszerűśıtés után azt kapjuk,
hogy

5

16
n2 − 9

8
n+

9

16
+ r

(
−1

2
n) + r2(−1

4

)
+ rz(

−9

4
(n− 1)2

)
+ (rz)

2 9

4
(n− 1)

2
< 0.

(16)

Az utolsó két tag rz-nek konvex kvadratikus függvénye, 0 ≤ rz < 1, ezért
az utolsó két tag összege nem lehet nagyobb 0-nál. Mivel r és r2 együtthatói
negat́ıvak, figyelembe véve az r > n+3

2 feltételt, ha a (16) fennáll az r = n+3
2

helyetteśıtéssel és az utolsó két tag elhagyásával, akkor a paraméterek minden
megengedett értékére is fennáll. Ezek után a kijelölt műveletek elvégzése és egy-
szerűśıtések után a − 9

4n < 0 egyenlőtlenséget kapjuk, ami nyilván fennáll minden
n ≥ 1-re.

Az A és B r minden lehetséges értékét lefedi, és mivel 9
8 <

(
9
8

)2
, a tétel álĺıtását

bebizonýıtottuk. ⊓⊔

Megjegyezzük, hogy a (11) becslés n növekedésével javul, és aszimptotikusan

EV ≤ lim
n→∞

1
4 (3n+ 3)2

n(2n+ 3)
=

9

8
= 1, 125.

3.2. Tétel. A kétkiszolgálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris torlódási játé-
kok osztályán az SCE kényszeŕıtési értéke EV ≥ 9

8 = 1, 125.

Bizonýıtás. Tekintsük minden n ≥ 5-re az x = 2
n−3 , y = 1, z = 0 paraméterek-

kel megadott kétkiszolgálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris torlódási játékokat
(vagy ezzel ekvivalensen r = n−3

2 , y = 1, z = 0). Tegyük fel, hogy n páratlan és√
n+ 1 egész. Nevezzük ezeket megengedhető n-eknek. A legkisebb megenged-

hető n = 15. A (9) egyenlőtlenségben szereplő tört számlálója meghatározásának
érdekében a W (n, x, y, z, t) függvény t-szerinti maximumát kell vennünk a [0, n]

intervallumban lévő egészekre. A folytonos maximumpont t∗ = n
2+

r
2 = 3(n−1)

4 . Ez
vagy egész, vagy két szomszédos egész számtani átlaga. Az első esetben a folytonos
és egész értékű maximumpontok egybeesnek. A második esetben, mivel rögźıtett
n, x, y, z-re a W a t változónak konkáv kvadratikus függvénye, a W egészértékű
maximumpontjai a t∗ egészértékű szomszédai. Az egyik t∗ − 1

2 = 3n−5
4 . Így a W

egészértékű maximuma

9(n− 1)2

8(n− 3)
, ha t∗ egész,

(3n− 5)(3n− 1)

8(n− 3)
, ha t∗ nem egész.
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A (9) egyenlőtlenségben szereplő tört nevezőjének meghatározása céljából emlékez-
tetünk arra, hogy C(n, x, y, z, t) a t változó konvex kvadratikus függvénye n, x, y, z
rögźıtett értékeire. Határozzuk meg a

C(n, x, y, z, t) = C(n,
2

n− 3
, 1, 0, t) = 0

másodfokú egyenlet gyökeit. Ezek

t1 =
n− 1−

√
n+ 1

2
,

t2 =
n− 1 +

√
n+ 1

2
.

Megengedhető n-ekre mindkét gyök egész. Azt álĺıtjuk, hogy q′ = (q′0, q
′
1, ..., q

′
n),

q′t2 = 1, qt = 0, t ̸= t2 a P feladat optimális megoldása. A lehetségességről egysze-
rű behelyetteśıtéssel meggyőződhetünk. A célfüggvény értéke ebben a lehetséges
megoldásban

W (t2) =
1

2(n− 3)
(2n2 − 5n+ (n− 1)

√
n+ 1 + 1) .

A P egy lineáris programozási feladat, amelynek a duálja a következő LP

D : min v

v ≥ −C(n,
2

n− 3
, 1, 0, t)u+W (n,

2

n− 3
, 1, 0, t) minden t = 0, 1, ..., n-re,

u ≥ 0.

Behelyetteśıtéssel és némi számolással belátható, hogy

u =
1

4n

(
(n− 1)

√
n+ 1− (n+ 1)

)
,

v =
1

2(n− 3)
(2n2 − 5n+ (n− 1)

√
n+ 1 + 1)

a D lehetséges megoldása, a v változó értéke egyúttal a célfüggvényérték is. Mivel
v = W (t2), a lineáris programozás gyenge dualitási tétele értelmében

W (t2) = max
q∈LP

t=n∑
t=0

W (n, x, y, z, t)qt.

Így fennállnak az alábbi egyenlőtlenségek

EV ≥

9(n− 1)2

8(n− 3)
1

2(n−3) (2n
2 − 5n+ (n− 1)

√
n+ 1 + 1)

=

9

4

(n− 1)2

2n2 − 5n+ (n− 1)
√
n+ 1 + 1

, ha t∗ egész,
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EV ≥

(3n− 5)(3n− 1)

8(n− 3)
1

2(n− 3)
(2n2 − 5n+ (n− 1)

√
n+ 1 + 1)

=

1

4

(3n− 5)(3n− 1)

2n2 − 5n+ (n− 1)
√
n+ 1 + 1

, ha t∗ nem egész.

Mindkét esetben az egyenlőtlenség jobb oldala n-nek monoton növekvő függvénye,
és 9

8 -hoz tart, ha n → ∞, amiből a tétel álĺıtása következik. ⊓⊔

A 3.1. és 3.2. tételekből következik a

3.3. Következmény. A kétkiszolgálós, nem növekvő, egyszerű, lineáris tor-

lódási játékok osztályán az SCE kényszeŕıtési értékére 9
8 ≤ EV ≤

(
9
8

)2
.

4. Kitekintés

A további kutatások sokféle irányban mehetnek. Néhány lehetőség:

- Meg kellene határozni EV pontos értékét. Szimulációs vizsgálatok azt a
sejtést támogatják, hogy EV = 9

8 .

- Másféle társadalmi hasznossággal is dolgozhatunk (mint például az egalitá-
rius).

- Meg lehet vizsgálni, hogy milyen hatása van, ha hasznosságok helyett költ-
ségekkel számolunk.

- Mi a helyzet, ha több mint két kiszolgáló van?

- Hogyan lehet kiterjeszteni az elemzést nem egyszerű torlódási játékokra?

- Milyen a puha korrelált egyensúly teljeśıtménye, ha azt nem a legrosszabb
esetre, hanem az átlagos esetre vizsgáljuk?

További konkrét alkalmazások kutatása, ahol a puha korrelált egyensúly nö-
velni tudja a társadalmi hasznosságot, szintén szép feladat.

Köszönetnyilváńıtás

Az elméleti eredmények számı́tógépes tesztelésében nyújtott seǵıtségéért kö-
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ON THE ENFORCEMENT VALUE OF SOFT CORRELATED EQUILIBRIUM FOR

TWO-FACILITY, NON-INCREASING, SIMPLE LINEAR CONGESTION GAMES

Ferenc Forgó

Lower and upper bounds for the enforcement value (Ashlagi I, Monderer D and Tennenholz

M (2008) Journal of Artificial Intelligence 33:575-613) of soft correlated equilibrium (Forgó

F (2010) Mathematical Social Sciences 60:186-190) are given for the class of two-facility,

non-increasing, simple linear congestion games. The lower and upper bounds are 1.125 and

1.265625, respectively. The upper bound is significantly better than the previously known 1.333.
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TAGKILÉPÉSEK ÉS A MAGYAR BEFOLYÁS VÁLTOZÁSA
AZ EURÓPAI UNIÓ TANÁCSÁBAN

PETRÓCZY DÓRA GRÉTA, ROGERS MARK FRANCIS, KÓCZY Á. LÁSZLÓ

Az Egyesült Királyságot követően több uniós országban is felmerült az
Európai Unióból való kilépés gondolata. Cikkünkben megvizsgáltuk, hogy ha
valamely ország kilépne, hogyan változnának az erőviszonyok a bennmaradók
között. A kilépések lehetséges hatásaiból egyetlen vonatkozást elemeztünk:
az egyes tagországok, különösen Magyarország befolyásának változását az
Európai Unió Tanácsában. Minden ország kilépésére ugyanazt a mintáza-
tot találtuk, szoros összefüggés van a népességszám és a döntési befolyás
változása között, a kis országok hatalma nőtt a legnagyobb mértékben.

1. Bevezetés

Az Egyesült Királyság Európai Unióból való kilépése (az úgynevezett Brexit)
váratlan fordulat az európai integrációs folyamatban. A lépés meglepő, korábban
egyetlen önálló ország sem kezdeményezte a kilépést. Azóta szóba került a görög
(Grexit), a francia (Frexit) és a cseh (Czexit) kilépés lehetősége is [21].

Bár egy lehetséges kilépésnek számos politikai és gazdasági hatása van, cikkünk-
ben egyetlen nézőpontot vizsgálunk meg, nevezetesen, hogy hogyan változnak a
kilépések hatására az erőviszonyok az Európai Unió Tanácsában.

Az Európai Unió Tanácsa, vagy ismertebb nevén a Miniszterek Tanácsa az
Európai Parlamenttel együtt az Unió egyik fő döntéshozó szervezete, többek kö-
zött az uniós költségvetés elfogadásáért is felelős. A Tanácsban az uniós országok
miniszterei üléseznek. Minden országnak egyetlen képviselője van, az országok
közötti méretkülönbség a lakossággal súlyozott minőśıtett többségi szavazási eljá-
rásban jelenik meg.

A Lisszaboni Egyezmény a döntéshozatalt a támogató országok számához,
illetve lakosságához köti [4]. Egy javaslat akkor lép érvénybe, ha

1. a tagállamok legalább 55%-a támogatja (tagállam kvóta);

2. akik az EU állampolgárainak legalább 65%-át képviselik (lakosság-kvóta).
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A minőśıtett többségi szavazás jelentőségét mutatja, hogy az interneten elérhető és
mobilapplikációként is letölthető egy hivatalos, az EU által kiadott szavazatszám-
láló program [7]. A súlyok ilyen módon történő kialaḱıtása lehetővé teszi, hogy
előre meg tudjuk mondani, hogyan alakulnak a szavazási erőviszonyok, ha egy or-
szág kilép az Európai Unióból. Számos tanulmány bizonýıtotta az a priori hatalmi
befolyás szerepét a végleges döntéshozatalra [10, 12]. Warntjen [30] empirikusan
is belátta, hogy erős pozit́ıv kapcsolat van az uniós jogalkotásban a változtatási
javaslatot benyújtó ország szavazati ereje és a szavazás sikeressége között. Éppen
ezért fontos megvizsgálni, mekkora befolyással rendelkeznek az egyes országok az
Európai Unió Tanácsában.

A cikkben két széles körben használt [12, 14, 17, 19, 31] hatalmi mérték, a
Shapley–Shubik-index [26] és a Banzhaf-index [1, 3] seǵıtségével vizsgáljuk a tagok
befolyását a lehetséges kilépővel együtt, illetve nélküle. Figyelembe vesszük, hogy
egy ország kilépésével a befizetése is elveszik, a számı́tott hatalmi indexeket a
befizetés csökkenésével arányosan korrigáljuk. Minden ország kilépésére ugyanazt
a mintázatot találjuk: szoros összefüggés van a népességszám és a döntési befolyás
változása között. A kis országok hatalmi indexe növekszik a legnagyobb mértékben.
Ezek az eredmények ellentétesek azzal, amit Kóczy [18, 19] talált a brit kilépéssel
kapcsolatban. Megállaṕıtjuk, hogy egy kilépés a nagy országok számára akkor
kedvező, ha a tagállam kvóta csökken, mı́g a kis országok hatalmi indexét akkor
növeli, ha nem változik a korlát.

A 2. fejezetben ismertetjük a felhasznált hatalmi indexet és a számı́tási módsze-
rünket. A 3. fejezet tartalmazza az eredményeinket. Írásunkat rövid összefoglalás
zárja.

2. Módszertan

A szavazási helyzeteket kezelhetjük egyszerű átruházható hasznosságú koope-
rat́ıv játékként, ahol a játékosok a szavazók, egy koaĺıció értéke egy, ha tagjai
elegendően vannak egy kérdés megszavazásához, minden más esetben pedig nulla.
Az egyes játékosok befolyását hatalmi mértékkel vagy hatalmi index szel mérjük.

Felsenthal és Machover [11, 13] kétféle megközeĺıtést külöńıtett el a szavazási
erő a priori mérésében, az I-hatalmat és a P-hatalmat. Az első a befolyásra kon-
centrál, azt mérjük, mekkora a szavazó lehetséges hatása a meghozott döntésekre.
Ez a jobb megközeĺıtés, ha azt vizsgáljuk, hogy különböző döntési helyzetekben
milyen eséllyel tudunk egy döntést elérni, például, hogy szigoŕıtsuk a tagorszá-
gok gazdálkodásáról szóló szabályokat. A második értelmezés szerint a játékosok
a szavazással egyfajta d́ıjhoz jutnak hozzá, a hatalmi index azt méri, mekkora a
játékos várható részesedése a jutalomból. Itt a döntési képességet teljesen figyel-
men ḱıvül hagyjuk: ha a szavazás eredménytelen, a d́ıj nem kerül kiosztásra. Ez a
célszerűbb megközeĺıtés, ha azt szeretnénk mérni, mekkora szeletet kaphatunk egy
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költségvetésből, viszont alkalmatlan különböző szavazási helyzetek összehasonĺıtá-
sára. A szavazási játékok legelterjedtebb hatalmi mértékei a Banzhaf-mérték és a
Shapley–Shubik-index, az első az I-hatalom, mı́g a második a P-hatalom mérőszá-
ma [13, 29].

Cikkünkben azt vizsgáljuk, hogy az egyes országok mekkora befolyással b́ırnak
az Európai Unió költségvetésének elosztására, ı́gy a második, P-hatalom megköze-
ĺıtést követjük, ezért elsősorban a Shapley–Shubik-indexet használjuk. Ugyanak-
kor, ahogy látni fogjuk, a Banzhaf-mérték normalizált változata, a Banzhaf-index
is hasonló eredményekre vezet. A két index közti különbséget legjobban Straffin
[28] valósźınűségi modellje fogja meg: a Shapley–Shubik-index homogén, az (ab-
szolút) Banzhaf-index független támogatási hajlamot feltételez.

A Shapley–Shubik-index [26] tulajdonképpen a Shapley-érték [25] alkalmazá-
sa szavazási játékokra. A Shapley-érték (magyar nyelven lásd Csóka [5], Kóczy
[16, 19], Kóczy és Pintér [20], Pintér [23, 24], Solymosi [27]) a kooperat́ıv já-
tékelmélet egyik legelterjedtebb megoldásfogalma. Minden játékoshoz az egyes
koaĺıciókhoz való egyéni hozzájárulásainak átlagát rendeli.

2.1. Defińıció. Shapley–Shubik-index : Legyen v egy szavazási játék. Ekkor az
i játékos Shapley–Shubik-indexe:∑

S⊆N\{i}

s!(n− s− 1)!

n!

(
v
(
S ∪ {i}

)
− v
(
S
))
,

ahol s = |S| az S koaĺıció tagjainak számát jelöli, N a játékosok halmaza,
n = |N | a játékosok száma, és v a karakterisztikus függvény, ami megadja a
koaĺıciók (0 vagy 1) értékét.

Egy másik megközeĺıtést képvisel a Banzhaf-index, amely a játékosok normali-
zált Banzhaf-értéke [1, 22]. Azt vizsgálja, milyen valósźınűséggel befolyásolja egy
játékos a szavazás kimenetelét [3]. A szavazó kritikus, ha kiválásával a korábban
nyertes koaĺıció már vesźıt.

2.2. Defińıció. Az i játékos Banzhaf-értéke:∑
S⊆N\{i}

1

2n−1
(
v
(
S ∪ {i}

)
− v
(
S
))

=
ηi(v)

2n−1
,

ahol ηi(v) az i játékos Banzhaf-féle pontszáma, azaz azon koaĺıciók száma, ahol
i kritikus szavazó.

A szavazási erő mérésére a normalizált értékét szokták használni.

2.3. Defińıció. A Banzhaf-féle pontszám normalizált értéke a Banzhaf-index :

βi =
ηi(v)∑

j∈N ηj(v)
.
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A hatalmi indexek számı́tását két példával szeretnénk megviláǵıtani.

2.1. Példa. Legyen adott három játékos, A, B és C, akiknek rendre 8, 6 és 4
súlyuk van egy szavazási helyzetben. Egy javaslatot akkor fogadnak el, ha az azzal
egyetértők összsúlya legalább 12. Szavazni csak igennel vagy nemmel lehet.

A Shapley-érték kiszámı́tásához azt kell megnéznünk, hogy egy adott játékos
az egyes koaĺıciók értékéhez mennyivel járul hozzá. Képzeljük el, hogy a három
játékos véletlenszerű sorrendben lép be egy szobába, ahol az együttműködési meg-
beszélések zajlanak. Egy játékost akkor nevezünk pivotnak, ha belépése előtt
nem, belépésével viszont már elérik a szobában tartozkodók a szavazási küszöböt.
A pivot játékos határ-hozzájárulása 1, a többieké 0.

Három játékos esetén a csatlakozási sorrendek száma 3!, azaz 6. Az 1. táblázat
bemutatja, hogy az egyes sorrendek esetén ki lesz a pivot játékos. Például az
A-B-C sorrend esetén a 12-es küszöböt akkor érik el, amikor A után B is belép a
szobába. Négy esetben A a pivot játékos, mı́g egy-egy esetben B és C. Tehát az
A játékos Shapley-értéke 2/3, mı́g B és C játékosoké 1/6. A Shapley-érték szerint
B és C játékosnak, bár különböző a súlya, valós szavazási befolyása egyforma.
Ha az A játékos megszavazza kérdést, akkor mindegy, hogy B vagy C csatlakozik
hozzá. Amennyiben A nem szavazza meg, akkor a másik két játékos együttesen
sem képes erre.

Lehetséges csatlakozási sorrendek

Játékos A-B-C A-C-B B-A-C B-C-A C-A-B C-B-A

A 0 0 1 1 1 1

B 1 0 0 0 0 0

C 0 1 0 0 0 0

1. táblázat. Határ-hozzájárulások a 2.1. példában.

A Banzhaf-index kiszámı́tásához a kritikus játékost kell meghatároznunk. Eh-
hez először a nyertes koaĺıciókat kell megvizsgálnunk, ezek azok a koaĺıciók, ame-
lyek elérik a szavazási küszöböt. A kritikus játékos az, aki kilépésével egy győztes
koaĺıciót vesztessé változtat. A 2. táblázat tartalmazza a győztes koaĺıciókat és a
kritikus játékosokat. A nagykoaĺıció esetén csak A játékos kritikus, B-nek és C-nek
együtt sincs meg a kellő súlya. A kéttagú győztes koaĺıciókból azonban bárki lép
ki, vesźıtenek. Tehát összesen öt esetben kritikus valamelyik játékos, az A három-
szor, B és C pedig egyszer-egyszer. Így A Banzhaf-indexe 3/5, B és C indexe 1/5.
A Banzhaf-index seǵıtségével is megkaptuk, hogy B és C játékosok szerepe azonos.
Azonban a Shapley–Shubik és a Banzhaf-indexek értéke nem egyezik meg.

A Shapley–Shubik és a Banzhaf-érték közötti hasonlóságot szemlélteti a 3. és
4. táblázat. Összesen háromféle koaĺıció van, amely megnyerheti a szavazást.
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Nyertes koaĺıciók

Játékos ABC AB AC

A 1 1 1

B 0 1 0

C 0 0 1

2. táblázat. Kritikus játékosok a 2.1. példában.

A táblázatokban szerepeltettük az egyes koaĺıciókhoz tartozó pivot, illetve kri-
tikus játékosokat a megfelelő súlyokkal. Például az ABC koaĺıcióban A játékos
két esetben pivot, ha a sorrend BCA, illetve CBA, ezért súlya 1/3. A Banzhaf-
féle megközeĺıtésben azonban nem számı́t a sorrend, ezért a súlya 1/23−1 = 1/4.
Látható, hogy a pivot és kritikus játékosok megegyeznek, azonban a Shapley-féle
megközeĺıtés a nagyobb koaĺıciókhoz nagyobb súlyt rendel. Az egyes játékosok
megfelelő értékei a sorösszegek. Tehát A játékos Banzhaf-értéke 3/4, B és C játé-
kosé 1/4. Ezeket normalizálva kapjuk meg a Banzhaf-indexüket.

Nyertes koaĺıciók

Játékos ABC AB AC

A 1/3 1/6 1/6

B 0 1/6 0

C 0 0 1/6

3. táblázat. Shapley–Shubik-indexek a 2.1. példában.

Nyertes koaĺıciók

Játékos ABC AB AC

A 1/4 1/4 1/4

B 0 1/4 0

C 0 0 1/4

4. táblázat. Banzhaf-értékek a 2.1. példában.

2.2. Példa. Az Európai Unió elődjében, az Európai Gazdasági Közösségben
a hat alaṕıtó ország már alkalmazta a súlyozott minőśıtett többségi szavazást. A
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nagyok (Franciaország, Németország, Olaszország) súlya 4, a közepeseké (Belgium,
Hollandia) 2, a legkisebb tagállamé (Luxemburg) 1 volt. A döntési küszöb 12.

Tagállam Súly S-S index (%) Banzhaf index (%)

Franciaország 4 23,33 23,80

Németország 4 23,33 23,80

Olaszország 4 23,33 23,80

Belgium 2 15,00 14,29

Hollandia 2 15,00 14,29

Luxemburg 1 0 0

5. táblázat. Döntéshozás az 1958-as Miniszterek Tanácsában [15].

A 5. táblázat tartalmazza a tagállamok súlyát, Shapley–Shubik (itt, és a továb-
biakban S-S) és Banzhaf-indexeit. Látható, hogy Luxemburg befolyása mindkét
hatalmi mérték szerint nulla, hiszen nincs olyan helyzet, amikor egy döntés rajta
múlna.

Költségvetésre leford́ıtva, a Shapley–Shubik és Banzhaf-hatalmi indexek meg-
mutatják egy ország befolyását egy euró elköltésére. Figyelembe kell azonban
vennünk, hogy a kilépő ország befizetése is elveszik. Így a szavazással felosztható
d́ıj, a költségvetés csökken. Ezért kiigaźıtottuk a hatalmi mértékeket az alábbi
hányadossal:

eredeti költségvetés – kilépő befizetése

eredeti költségvetés
.

Természetesen a kiigaźıtott hatalmi indexek összege már nem 1, hanem a
kiigaźıtási hányados, de ı́gy is kifejez egyfajta méltányos pénzügyi részesedést.
A kiigaźıtott indexek használatát a 2.2. példán keresztül ismertetjük. Az EGK
költségvetéséhez Franciaország, Németország és Olaszország 28%-kal, Belgium és
Hollandia 7,9%-kal, Luxemburg pedig 0,2 %-kal járult hozzá [6]. Luxemburg ki-
lépésével, ha a szavazási küszöb továbbra is 12 marad, a bennmaradó országok
Shapley–Shubik-indexe nem változik. Viszont Luxemburg befizetésével csökken
a költségvetés, ezért a kiigaźıtott Shapley–Shubik-indexek kisebbek lesznek, a ki-
igaźıtási arányszám 0,998. A kilépés okozta befolyásváltozás megegyezik ezzel az
értékkel. Mivel a kilépő Luxemburgnak nem volt hatása a szavazásra, Banzhaf-
indexszel is pontosan ugyanezt az eredményt kapnánk, a résztvevők ereje 0,2%-kal
csökken.

Látványosabb a változás, ha egy nagy ország, például Franciaország lép ki.
Mivel ebben az esetben a bennmaradók összsúlya 13-ra csökken, nem valósźı-
nű, hogy továbbra is 12 maradna a küszöb. Az eredeti kvóta körülbelül 70%-os
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Tagállam
S-S-index

kilépés előtt (%)
S-S-index

kilépés után (%)
Kiigaźıtott

S-S-index (%)

Franciaország 23,33 23,33 23,25

Németország 23,33 23,33 23,25

Olaszország 23,33 23,33 23,25

Belgium 15,00 15,00 14,97

Hollandia 15,00 15,00 14,97

6. táblázat. Luxemburg kilépésének hatása az 1958-as Miniszterek Tanácsából
(2.2. példa), Shapley–Shubik-index.

volt, ezen logika mentén haladva az új küszöbnek 9-et választottuk. Franciaor-
szág kilépésével a költségvetés 28%-kal csökken, ezért a kiigaźıtási arányszám 0,72.
A 7. táblázatban a Shapley–Shubik-index, a 8. táblázatban a Banzhaf-index hasz-
nálatával kapott eredményeink láthatók. A kilépés egyetlen nyertese Luxemburg,
a többi ország rosszul jár.

Tagállam
S-S-index

kilépés előtt (%)
S-S-index

kilépés után (%)
Kiigaźıtott

S-S-index (%)

Németország 23,33 30,00 21,60

Olaszország 23,33 30,00 21,60

Belgium 15,00 13,33 9,60

Hollandia 15,00 13,33 9,60

Luxemburg 0 13,33 9,60

7. táblázat. Franciaország kilépésének hatása az 1958-as Miniszterek Tanácsából
(2.2. példa), Shapley–Shubik-index.

3. Eredmények

A fejezetben ismertetjük az eredményeinket. A hatalmi változásokat a kiigaźı-
tott indexeknek a kilépés előtti indexekhez viszonýıtott százalékos arányával mér-
jük. A számı́tásokhoz szükséges, 2015-re vonatkozó lakosságadatokat az Eurostat
adatbázisából vettük [9]. A költségvetési adatokat az Európai Parlament honlap-
járól töltöttük le [8]. A számı́tások elvégzéséhez IOP–Indices of Power programot
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Tagállam
Banzhaf-index

kilépés előtt (%)
Banzhaf-index

kilépés után (%)
Kiigaźıtott

Banzhaf-index (%)

Németország 23,80 30,43 21,91

Olaszország 23,80 30,43 21,91

Belgium 14,29 13,04 9,39

Hollandia 14,29 13,04 9,39

Luxemburg 0 13,04 9,39

8. táblázat. Franciaország kilépésének hatása az 1958-as Miniszterek Tanácsából
(2.2. példa), Banzhaf-index.

használtuk [2]. Mivel az IOP program nem képes nagy számokat kezelni, ezért a
számoláshoz a lakosságadatokat százezres nagyságrendben adtuk meg. A felhasz-
nált adatok és a jelenlegi (Brexit utáni) helyzet Shapley–Shubik-indexei megtalál-
hatóak a Függelékben.
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sá
go

t
je

lö
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1. ábra. Csehország kilépésének (Czexit) hatása,
kiigaźıtott Shapley–Shubik-index.

Az egyes országok hatalmi befolyásának változását Csehország példáján ke-
resztül mutatjuk be: az 1. ábrán a kiigaźıtott Shapley–Shubik-indexszel számolva,
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a 2. ábrán pedig kiigaźıtott Banzhaf-indexszel (az országok nevének kétbetűs rö-
vid́ıtései megtalálhatók a Függelékben).
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2. ábra. Csehország kilépésének (Czexit) hatása,
kiigaźıtott Banzhaf-index.

Az ábrák v́ızszintes tengelyén a logaritmikus skálán mért lakosság, mı́g függőle-
ges tengelyén a befolyás változása látható. A kiigaźıtás szerepe, hogy a költségve-
tés csökkenésének mértékével arányosan csökkenti a befolyásváltozásokat. Ahogy a
két ábrán látható, az alacsony népességű országok járnak jól, és ez nem csak a cseh,
hanem bármely más kilépésre is igaznak bizonyult. A különböző indexszekkel mér-
ve azonban más-más mértékű befolyásváltozást kapunk. A sorrend csak néhány
ország esetén tér el. A kiigaźıtott Shapley–Shubik-indexszel számolva Lengyelor-
szág hatalma csökken a legnagyobb mértékben, mı́g a kiigaźıtott Banzhaf-indexszel
nézve azt kapjuk, hogy Németországnak árt leginkább a cseh kilépés.

A továbbiakban a P-hatalom megközeĺıtésnek jobban megfelelő Shapley–Shubik-
indexre korlátozzuk vizsgálatainkat. Kóczy [18, 19] szintén a kiigaźıtott Shapley–
Shubik-indexet használta mérőeszköznek. A Brexittel kapcsolatban éppen ellenté-
tes hatást talált: a nagy országok hatalma nőtt. Azt, hogy kis vagy nagy országok
járnak jól, a kiigaźıtás nem befolyásolja, a Shapley–Shubik-indexek változása ha-
tározza meg.

Az eltérő eredmények magyarázata, hogy a Brexittel szemben a következő kilé-
pés nem változtatja meg a szavazás tagállam korlátját. A brit kilépés után 27 tag-
állam maradt az EU-ban. Ebben az esetben legalább 15 tagállam egyetértésére
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van szükség, hogy egy kérdés elfogadásra kerülhessen. Egy újabb kilépés után már
csak 26 tagállam marad, viszont ebben az esetben is kell 15 tagállam egyetértése.
Azaz, a lakosság korlát csökken, a tagállam korlát nem változik. Ez pedig a kis
országoknak kedvez, melyek lakossággal alig rendelkeznek, ı́gy ebből a szempont-
ból nem tudnak lényegesen hozzájárulni egy koaĺıcióhoz, viszont a tagállam korlát
elérésében teljes értékűnek számı́tanak. Több olyan koaĺıció lesz, melyek elérik a
lecsökkent lakossági korlátot, viszont éppen egy szavazat hiányzik nekik a tagállam
korláthoz. Ha egy ilyen koaĺıcióhoz csatlakozik egy kis ország, akkor vele együtt
már döntésképesek, ı́gy határ-hozzájárulása 1 lesz. Mivel csökkent lakossági kor-
láttal több ilyen lehetőség van, a kis országok Shapley-értéke, azaz befolyásuk nő.
A Brexit esetén viszont változott a tagállam korlát is, ı́gy abban a forgatókönyv-
ben inkább a nagy országok jártak jobban. Ez az eredmény független a kilépő
ország költségvetési hozzájárulásától.

Málta és Luxemburg, a két legkisebb ország befolyása bármelyik tagállam kilé-
pése esetén nő. A következő hét kisebb ország: Ciprus, Észtország, Horvátország,
Írország, Litvánia, Lettország és Szlovénia befolyása csak Németország kilépé-
se esetén csökken. Magyarország ebből a szempontból a közepes méretű orszá-
gokhoz tartozik, melyek befolyása nagy országok kilépése esetén csökken, bár-
mely más esetben nő, de csak csekély mértékben. Ilyen közepes méretű ország
még: Ausztria, Belgium, Bulgária, Dánia, Finnország, Görögország, Hollandia,
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3. ábra. EU-tagállamok kilépésének hatása,
kiigaźıtott Shapley–Shubik-index.
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Portugália, Svédország és Szlovákia. Románia és Lengyelország hatalma marginá-
lis mértékben változik.

A négy igazán nagy ország, Franciaország, Németország, Olaszország és
Spanyolország befolyása csak akkor nem csökken, ha valamelyikőjük, vagy ha
Lengyelország lép ki. Lengyelország helyzete sajátos, ahogy a következő 3. ábráról
is kiderül. Közepes méretű országnak túl nagy, de az emĺıtett nagy államoknál
kisebb.

A 3. ábrán látható, hogy az egyes országok kilépésével hány bennmaradó tag-
állam befolyása nőne, és ezeknek mekkora az összlakosságuk. Például a magyar
kilépéssel 21 ország járna jól, lakosságuk azonban csak 141 millió fő. Az Egye-
sült Királyság nélküli Európai Unió Tanácsában a döntéshozáshoz 15 tagállam
egyetértésére van szükség, akik legalább 288 millió lakost képviselnek. A vastag
vonalak ezt a két határt jelölik. 23 olyan ország van, amelynek a kilépésével több
mint 15 állam befolyása növekszik. Azonban Lengyelország az egyetlen, amire a
lakosságkorlát is teljesül. Ha kilépne, a teljes EU lakosság 82%-ának növekedne a
befolyása az Unió költségvetésére. Ennek oka, hogy Lengyelország, nagy méreté-
hez képest alacsony költségvetési befizetéssel rendelkezik. Amikor kilép, mindenki
(kiigaźıtás nélküli) Shapley–Shubik-indexe növekszik, és a kiigaźıtott érték is csak
6 ország esetén kisebb, mint a kilépés előtti.

A 4. ábrán szerepel, hogy hány százalékkal változna a magyar befolyás az egyes
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4. ábra. Magyarország befolyásának változása,
kiigaźıtott Shapley–Shubik-index.
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kilépések hatására. Leginkább Németország kilépése érintené rosszul hazánkat,
mivel még a lakosság méretéhez képest is nagy a befizetése. A legtöbb kilépés a
magyar befolyás növekedését eredményezné, azonban csak nagyon kis mértékben.

4. Összefoglalás

Tanulmányunkban Kóczy [16, 17, 18, 19] módszertanát követtük, aki a
Shapley–Shubik-indexet használta a szavazási erő mérésére. Mı́g Kóczy [18, 19]
azt találta, hogy a Brexit után nő a nagy országok befolyása, a fentiekben belát-
tuk, hogy egy következő kilépés inkább a kis országoknak lenne előnyös. Ezeknek
az országoknak kedvez, hogy 27, illetve 26 tagállam esetén is legalább 15 ország
támogatása szükséges a szavazás eredményességéhez, viszont a kilépéssel a népes-
ségkorlát csökken. Magyarország a közepes méretű országokhoz tartozik, ı́gy kis
mértékben, de az esetek többségében jobban járna egy kilépéssel. Csupán négy
olyan forgatókönyv van, amely csökkentené a befolyását, ha valamelyik nagy ország
(Franciaország, Németország, Olaszország vagy Spanyolország) lépne ki. Felfedez-
hető egy általános mintázat: egy olyan kilépés, ami nem változtatja a tagállam
kvótát, a kis országok befolyását fogja növelni, mı́g egy tagállam kvótát csökkentő
kilépés a nagy országoknak kedvez.
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Függelék

Tagállamok Rövid́ıtés
Lakosság

(százezer fő)

Lakosság-

arány

Befizetési

arány
S-S-index

Ausztria AT 86 1,93% 1,51% 2,02%

Belgium BE 113 2,56% 3,52% 2,41%

Bulgária BG 72 1,62% 0,39% 1,81%

Ciprus CY 9 0,20% 0,14% 0,92%

Csehország CZ 105 2,38% 1,26% 2,30%

Dánia DK 56 1,27% 2,13% 1,59%

Észtország EE 13 0,30% 0,17% 0,98%

Finnország FI 55 1,24% 1,71% 1,57%

Franciaország FR 662 14,92% 18,81% 11,27%

Görögország EL 110 2,47% 1,76% 2,37%

Hollandia NL 169 3,80% 6,14% 3,27%

Horvátország HR 42 0,96% 0,37% 1,39%

Írország IE 46 1,04% 1,37% 1,44%

Lengyelország PL 385 8,68% 3,39% 6,42%

Lettország LV 20 0,45% 0,23% 1,07%

Litvánia LT 29 0,65% 0,31% 1,20%

Luxemburg LU 6 0,13% 0,22% 0,88%

Magyarország HU 99 2,22% 0,86% 2,21%

Málta MT 4 0,10% 0,06% 0,85%

Németország DE 807 18,19% 24,81% 14,44%

Olaszország IT 609 13,74% 13,81% 10,25%

Portugália PT 104 2,34% 1,57% 2,28%

Románia RO 199 4,49% 1,30% 3,74%

Spanyolország ES 464 10,46% 9,59% 7,56%

Svédország SE 97 2,19% 3,68% 2,18%

Szlovákia SK 54 1,22% 0,60% 1,56%

Szlovénia SI 21 0,47% 0,31% 1,09%
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Alkalmazott Matematikai Lapok, (megjelenés alatt).
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Közgazdasági Szemle, Vol. 58 No. 6, pp. 543-551 (2011).

[21] Lyons, K. and Darroch, G.: Frexit, Nexit or Oexit? Who will be next to leave
the EU, The Guardian, https://www.theguardian.com/politics/2016/jun/27/frexitnexit-
or-oexit-who-will-be-next-to-leave-the-eu/. Letöltve: 2018.01.20.
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Scientiae Alaṕıtvány ösztönd́ıjasa. 2019 febru-
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ram ösztönd́ıját. Jelenleg a Budapesti Corvinus
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berétől kezdve a manchesteri egyetemen tanul
matematikát.

ROGERS MARK FRANCIS

Insitute for Quantum Optics and Quantum Information, Austrian Academy of Sciences

mark.rogers@oeaw.ac.at

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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EUROPEAN UNION’S POWER DISTRIBUTION AFTER A WITHDRAWAL

Dóra Gréta Petróczy, Mark Francis Rogers, László Á. Kóczy

After Brexit, debates on an own EU-leaving referendum arose in several other member
countries. From the impact of a departure, we inspect one factor: how the power distribution
changes in the Council of the European Union. The Lisbon Treaty specified the qualified ma-
jority voting procedure conditional on (1) the number of member states and (2) the population
data; it does not need to be renegotiated after each entry or exit. Using the Shapley-Shubik and
Banzhaf power indices, we calculated the power of all member states both with and without
the member who might leave the union. We interpret power as a payoff, an influence on the
Union’s budget and this is naturally updated removing the departed members’ contributions.
Our results show a pattern connected to a change of the threshold of the required member
states and the change in power distribution. An exit, which causes a change to the member
state threshold of the Council of the European Union benefits large, an exit that does not cause
such a change benefits small member states.
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KOOPERATÍV SZTENDERD FIXFA JÁTÉKOK ÉS ALKALMAZÁSUK A
VÍZGAZDÁLKODÁSBAN

RADVÁNYI ANNA RÁHEL

A cikk alapvető célja betekintést nyújtani a kooperat́ıv játékelmélet esz-
köztárába, egy speciális játékosztályon, a sztenderd fixfa játékok osztályán
keresztül. A napjainkban egyre népszerűbb tudományág olyan megoldá-
si koncepciókat szolgáltat, melyek széleskörű gyakorlati alkalmazást tesz-
nek lehetővé, többek között különböző gazdasági problémák költségelosztási
kérdéseire adnak megoldási javaslatokat. A sztenderd fixfa játékok egy fa
struktúrájú hálózatot reprezentálnak, ahol a hálózat csúcsai felhasználókat
jelölnek, akik a hálózaton keresztül vesznek igénybe egy bizonyos szolgál-
tatást. A felmerülő költségek szétosztására keresünk

”
igazságos” elosztáso-

kat. Az alapvető fogalmak bemutatása és a modell definiálása után konkrét
v́ızgazdálkodási alkalmazásokat mutatunk, amelyek valós gazdasági problé-
mákon alapulnak. A cikk a kooperat́ıv játékelmélet egy szeletét mutatja be,
ugyanakkor jól látható, hogy a specifikusan bemutatott példákon túl hasonló
struktúrájú problémák modellezéséhez is hatékony megoldásokat szolgáltat.

1. Bevezetés

A kooperat́ıv játékelmélet jelentősége elvitathatalan. A matematika, illetve a
közgazdaságtan határmezsgyéjén elhelyezkedő tudományterület eszköztára lehető-
vé teszi számunkra, hogy olyan gazdasági szituációkat modellezzünk, elemezzünk,
amelyekben a felek közötti együttműködésen, és a közösen elért eredményen van
a hangsúly. Az ilyen jellegű szituációkban alapvetően két kérdéskört vizsgálunk:
milyen kooperációs csoportok (koaĺıciók) jönnek létre, illetve hogyan tudjuk elosz-
tani az együttműködésből eredő hasznot a résztvevő felek között. A kooperat́ıv
játékelmélet területén az utóbbi évtizedekben számos elméleti eredmény született,
de fontos kiemelni, hogy ezek nem csak elméleti jellegűek, hanem a gyakorlat-
ban is alkalmazható/alkalmazott megoldásokat szolgáltatnak. Például 1933-ban
a Tennessee Valley Authority (TVA), a Tennessee-völgy gazdasági iránýıtására
létrejövő társaság esetében, amely többek között a térség v́ızgazdálkodási problé-
máinak iránýıtásával is foglalkozott. Költségelosztási megoldásaik között olyanok
is szerepelnek, amelyek megfeleltethetők kooperat́ıv játékelméleti megoldáskoncep-
cióknak, ezen eredményeket Straffin és Heaney [33], a TVA munkásságát játékel-
méleti szempontból is bemutató cikkében olvashatjuk. Célunk elsősorban az lesz,
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hogy egy speciális játékosztályt, a sztenderd fixfa játékok osztályát bemutassuk, és
példákkal szolgáljunk a v́ızgazdálkodás területéről származó alkalmazhatóságukra.
További játékelméleti alkalmazásokat v́ızgazdálkodási problémákra Parrachino et
al. [21] munkájában olvashatunk. A fixfa struktúrán túl számos egyéb gráfelméleti
modell is alkalmazható, ilyen például a legrövidebb út játékok osztálya, melyekről
bővebben például Fragnelli et al. [8], illetve Pintér és Radványi [27] cikkeiben
olvashatunk.

A cikk feléṕıtése a következő: A bevezetőt követő 2. fejezetben a TU-játékok
alapvető fogalmait mutatjuk be. A 3. szakaszban ismertetjük az elosztásokra vo-
natkozó legfontosabb fogalmakat, valamint a mag elosztást. A 4. és 5. fejezetekben
bemutatásra kerül a Shapley-érték, illetve a nukleolusz, a két legismertebb megol-
dáskoncepció. A 6. szakaszban definiáljuk a fixfa játékok modelljét, a 7. fejezetben
pedig konkrét v́ızgazdálkodási alkalmazásokat mutatunk, amelyek valós gazdasági
problémákon alapulnak. Ezután röviden összefoglaljuk az olvasottakat.

A következőkben tehát megismerkedünk a kooperat́ıv játékelmélet legfontosabb
alapfogalmaival és összefüggéseivel. Defińıcióinkban és jelöléseinkben alapvetően
Peleg és Sudhölter [22] könyvére, valamint Solymosi [32] jegyzetére támaszkodunk.

2. TU-játékok

Egy koaĺıciós formában megadott játékot kooperat́ıvnak nevezünk, ha egy já-
tékban kikényszeŕıthető szerződések vannak. Azaz a játékosoknak lehetőségük
van a kifizetés elosztásáról vagy a választott stratégiáról megállapodásokat kötni,
még akkor is, ha ezeket a megállapodásokat az adott játék szabályai nem ı́rják
elő. Szerződések, illetve megállapodások kötése többek között a közgazdaságtan-
ban elterjedt tevékenység, például minden egyfordulós eladó-vevő tranzakció egy
megállapodás. Sőt, ez többlépcsős tranzakciók esetében is elmondható. Egy meg-
állapodást általában akkor tekintünk megkötöttnek, ha a megsértése olyan (akár
magas pénzbeli) büntetéssel jár, ami visszatartja a játékost a megszegéstől.

A kooperat́ıv játékokat két csoportba soroljuk: az átruházható és az át nem
ruházható hasznosságú játékok csoportjaiba. Az átruházható hasznosságúak ese-
tében feltesszük, hogy a játékosok egyéni preferenciái egy közvet́ıtő eszköz (pl.

pénz) által összemérhetők. Így egy konkrét koaĺıció tagjai a koaĺıció által elért
kifizetést szabadon feloszthatják egymás között. Követve az elterjedt elnevezést,
ezeket a játékokat TU-játékoknak (transferable utility games) fogjuk h́ıvni. Az
átruházható hasznossággal nem rendelkező NTU-játékok (non-transferable utility
games) esetén vagy ez a közvet́ıtő eszköz hiányzik, vagy ha van is ilyen kompen-
zálást lehetővé tevő jószág, azt a szereplők nem egyforma mértékben ı́télik meg.
Ezen tanulmány keretében TU-játékokra szoŕıtkozunk.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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2.1. Koaĺıciós játékok

Legyen N a játékosok nemüres, véges halmaza, egy S koaĺıció pedig az N
halmaz egy részhalmaza.

2.1. Defińıció. Egy átruházható hasznosságú kooperat́ıv játék egy olyan (N, v)
pár, ahol N a játékosok véges, nemüres halmaza, v pedig egy függvény, ami az N
minden S részhalmazához egy v(S) valós számot rendel hozzá. Minden esetben
feltesszük, hogy v(∅) = 0.

2.1. Megjegyzés. Egy (N, v) kooperat́ıv játékot röviden v játéknak is nevezünk.
N a játékosok halmaza, v a koaĺıciós függvény, S pedig az N részhalmaza. Ha az
S koaĺıció létrejön a v játékban, akkor a koaĺıció tagjai megkapják a v(S) értéket,
amely számot a koaĺıció értékének nevezünk.

2.2. Megjegyzés. Egy adott S koaĺıció a v(S) értéket tetszés szerint szétoszt-
hatja tagjai között. Egy x ∈ RS kifizetés megvalóśıtható, ha kieléǵıti a∑

i∈S

xi ≤ v(S)

egyenlőtlenséget. Az átruházható hasznosság valójában azt a tényt takarja, hogy
az S koaĺıció el tud érni minden megvalóśıtható kifizetést, illetve, hogy a hasznos-
ságok összege a koaĺıció hasznossága.

A kooperat́ıv játékok legtöbb alkalmazásában általában egyének, vagy egyének
bizonyos csoportjai (például szakszervezetek, városok, nemzetek) töltik be a játé-
kosok szerepét. Néhány érdekes közgazdasági játékelméleti modellben a játékosok
azonban nem egyének, hanem közgazdasági projektek céljai, termelési tényezők,
illetve egyéb szituációk közgazdasági változói.

2.2. Defińıció. Egy (N, v) játék szuperaddit́ıv, ha

v(S ∪ T ) ≥ v(S) + v(T )

minden S, T ⊆ N és S ∩ T = ∅ esetén. (Ford́ıtott reláció fennállása esetén szub-
addit́ıv játékról beszélünk.)

Amennyiben az S ∪ T koaĺıció létrejön, tagjai dönthetnek úgy, mintha S és T
külön-külön jöttek volna létre, ekkor a v(S)+v(T ) kifizetést érik el. Mindazonáltal
a szuperadditivitás sokszor sérül. Léteznek trösztellenes törvények, melyek az S∪T
koaĺıció profitját csökkentenék, ha a koaĺıció létrejönne.

2.3. Defińıció. Egy (N, v) játék konvex, ha

v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) + v(S ∩ T )

minden S, T ⊆ N esetén.
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Nyilvánvaló, hogy egy konvex játék szuperaddit́ıv is. A következő ekvivalens
karakterizáció könnyen meggondolható: egy (N, v) játék pontosan akkor konvex,
ha ∀ i ∈ N -re

v(S ∪ {i})− v(S) ≤ v(T ∪ {i})− v(T )

∀ S ⊆ T ⊆ N \ {i} esetén.
Tehát egy játék akkor és csak akkor konvex, ha a játékosoknak egy koaĺıcióhoz

való egyéni határhozzájárulásai (v(S ∪ {i})− v(S)) monoton növőek. Konvex já-
tékok többek között a konkáv költségjátékokhoz kapcsolódó megtakaŕıtási játékok
is, ezekkel később foglalkozunk még.

2.4. Defińıció. Egy (N, v) játék konstans összegű, ha ∀S ⊆ N -re

v(S) + v(N \ S) = v(N).

Konstans összegű játékokkal már a játékelmélet kezdeti szakaszaiban is sokat
foglalkoztak (Neumann [37]).

2.5. Defińıció. Egy (N, v) játék lényeges, ha v(N) >
∑
i∈N

v({i}).

2.6. Defińıció. Egy (N, v) játék addit́ıv, ha ∀S ⊆ N esetén v(S) =
∑
i∈S

v({i}).

Az addit́ıv játékok nem lényeges játékok, ezek a játékelmélet szemszögéből
triviálisnak mondhatóak. Ha ugyanis minden i ∈ N játékos igénye legalább v({i}),
akkor a v(N) érték elosztása egyértelműen meghatározott.

2.3. Megjegyzés. Legyen N a játékosok, R a valós számok halmaza. Jelölje
RN az N -ből R-be menő függvények halmazát. Ha x ∈ RN és S ⊆ N , akkor
x(S) =

∑
i∈S

xi.

2.4. Megjegyzés. Legyen N a játékosok halmaza, x ∈ RN , az eddigiek szerint
tekintsük x-et mint koaĺıciós függvényt. Így (N, x) koaĺıciós formában adott játék,
ahol x(S) =

∑
i∈S

xi minden S ⊆ N -re.

2.7. Defińıció. Egy (N, v) játék 0-normalizált, ha v({i}) = 0 ∀i ∈ N -re.

2.2. Költségallokációs játékok

Legyen N a játékosok halmaza. A költségallokációs probléma egy (N, vc) játék-
ból indul, ahol N a játékosok halmaza, a vc koaĺıciós függvény pedig a problémához
tartozó költségfüggvény. Intuit́ıv módon N lehet egy közmű vagy középület po-
tenciális felhasználóinak halmaza. Minden felhasználót egy adott szinten, vagy
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egyáltalán nem szolgálunk ki. Legyen S ⊆ N . Ekkor vc(S) reprezentálja az S tag-
jainak kiszolgálásához szükséges minimális költséget. Az (N, vc) játékot költségjá-
téknak nevezzük. Célunk pedig majd az lesz, hogy a játék által léırt szituációban
az összköltség egy valamilyen módon igazságos elosztását adjuk meg a felhasználók
között.

Az (N, vc) költségjátékok kapcsolatba hozhatók az (N, v) koaĺıciós játékok kö-
zül az ún. megtakaŕıtási játékokkal, amelyek esetében vs(S) =

∑
i∈S

vc({i})− vc(S)

minden S ⊆ N esetén. (Számos alkalmazás kapcsolatba hozható a TU-játékok jól
ismert alosztályaival, például a költségjátékok megegyeznek a nemnegat́ıv, szub-
addit́ıv, a megtakaŕıtási játékok pedig a 0-normalizált, nemnegat́ıv, szuperaddit́ıv
játékok osztályával, ld. Driessen [7].)

Legyen (N, vc) egy költségjáték, (N, vs) pedig a hozzá tartozó megtakaŕıtási
játék. Ekkor (N, vc):

– szubaddit́ıv, vagyis

vc(S) + vc(T ) ≥ vc(S ∪ T )

minden S, T ⊆ N és S ∩ T = ∅ esetén pontosan akkor, ha (N, vs) szuperad-
dit́ıv;

– konkáv, vagyis

vc(S) + vc(T ) ≥ vc(S ∪ T ) + vc(S ∩ T )

minden S, T ⊆ N esetén pontosan akkor, ha (N, vs) konvex.

Az alkalmazásokban a költségjátékok többnyire szubaddit́ıvak (és monotonok)
(ld. Lucas [16], Young [38], illetve Driessen [36] tanulmányait a költségjátékokról).

2.2.1. Megyei költségelosztási probléma

Tekintsük példaképp a következő szituációt. Városok egy N csoportjának (azaz
egy megyének) lehetősége van közös v́ızellátó rendszer éṕıtésére. Minden városnak
van egy minimum v́ızigénye, amit vagy a saját elosztórendszerükkel, vagy néhány
másik, esetleg az összes többi várossal közös rendszer seǵıtségével eléǵıtenek ki.
Egy S ⊆ N koaĺıció alternat́ıv vagy egyéni vc(S) költsége az a minimális költ-
ség, mellyel az S tagjainak igényei a lehető leghatékonyabb módon kieléǵıthetők.
Abból a tényből kiindulva, hogy egy S ⊆ N halmazt számos különböző alrend-
szer szolgálhat ki, szubaddit́ıv költségjátékhoz jutunk. Ilyen játékok vizsgálatával
többek között Suzuki és Nakayama [34], illetve Young et al. [39] foglalkozott.
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3. Kifizetések és a mag

A gyakorlatban előforduló problémák kapcsán nemcsak azt fontos megvizsgál-
ni, hogy egy adott koaĺıció létrejön-e, illetve melyek azok a koaĺıciók, amelyek
létrejönnek. Lényeges továbbá az is, hogy az adott koaĺıció tagjai meg tudnak-e
egyezni abban, hogy a koaĺıció által elért összhasznot mindenki számára elfogad-
ható módon osszák szét egymás között. Ezt az elosztást nevezzük majd a játék
megoldásának.

Gyakran előfordul, hogy a játékosok akkor érik el a legnagyobb kifizetést, ha
egyedül a nagykoaĺıció jön létre. Például a szuperaddit́ıv játékokkal modellezhető
esetekben minden közös taggal nem rendelkező koaĺıciónak érdemes egyesülnie,
mert ezáltal nagyobb összhaszonra tehetnek szert. Így végül minden játékos a
nagykoaĺıció mellett fog dönteni. Ez azonban nem mindig egyértelmű. Például
a csak 0-monoton vagy lényeges játékkal modellezhető helyzetekben előfordulhat,
hogy a játékosok egy valódi részhalmazának előnyösebb a belőlük álló koaĺıciót
választani a nagykoaĺıcióval szemben.

Tegyük fel a továbbiakban, hogy a nagykoaĺıció létrejön, azaz minden játé-
kos számára előnyösebb egyetlen koaĺıcióba szerveződni. Ekkor a feladat az elért
maximális összhaszon mindenki számára

”
kieléǵıtő” módon történő szétosztása.

3.1. Defińıció. Az (N, v) játékban a v(N) érték elosztása során keletkező
xi ∈ R értéket az i ∈ N játékos kifizetésének nevezzük.
A v koaĺıciós függvény által léırt kooperat́ıv játék egy lehetséges kimenetelét a
játékosok kifizetéseit tartalmazó x = (x1, . . . , xn) ∈ RN kifizetésvektorral jellemez-
zük.

3.2. Defińıció. Az (N, v) játékban az x = (x1, . . . , xn) kifizetésvektor

– elérhető az S koaĺıció számára, ha
∑
i∈S

xi ≤ v(S),

– elfogadható az S koaĺıció számára, ha
∑
i∈S

xi ≥ v(S),

– előnyösebb az S számára, mint az y = (y1, . . . , yn) kifizetésvektor, ha ∀i ∈ S
esetén xi > yi,

– az S koaĺıción keresztül dominálja az y = (y1, . . . , yn) kifizetésvektort, ha az
S számára x elérhető, és egyben előnyösebb, mint y (ezt x domS y-nal fogjuk
jelölni),

– nem dominált az S koaĺıción keresztül, ha nincs az S számára olyan elérhető
z kifizetésvektor, amire z domS x,

– dominálja az y kifizetésvektort, ha létezik olyan S koaĺıció, amelyre x domS y
(ezt x dom y-nal fogjuk jelölni),

– nem dominált, ha egyetlen S koaĺıción keresztül sem dominált.
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Az elérhető, elfogadható és előnyösebb fogalmak pusztán azokat a természetes
elvárásokat tükrözik, hogy egy koaĺıció tagjai a v(S) érték elosztása során csak
olyan kifizetéseket tudnak megvalóśıtani, amik nem haladják meg a koaĺıció ál-
tal elért összhasznot. Ezen felül pedig minden játékos szeretné egyéni hasznát
maximalizálni, ı́gy a számára előnyösebb kifizetést szeretné választani.

A dominancia fogalma pedig azt próbálja megragadni, hogy a játékosok szaba-
don dönthetnek arról, hogy mely koaĺıció(k)ban ḱıvánnak részt venni, és egy adott
koaĺıció csak akkor jön létre, ha tagjai azt egyöntetűen akarják.

3.1. Megjegyzés. Fennállnak az alábbi összefüggések:

1. Az x kifizetésvektor pontosan akkor elfogadható az S koaĺıció számára, ha x
S-en keresztül nem dominált.

2. Tetszőleges S ⊆ N esetén a domS aszimetrikus, irreflex́ıv és tranzit́ıv reláció.

3. A dom reláció mindig irreflex́ıv, de még egy szuperaddit́ıv játékban sem
feltétlenül aszimetrikus vagy tranzit́ıv.

3.1. A mag

A mag ([30], [9]) a kooperat́ıv játékelmélet egyik alapvetően fontos fogalma.
Seǵıtségével megfoghatóbbá válik, hogy egy játékban melyek lesznek azok az el-
osztások, amiket egy adott koaĺıció tagjai megoldásként elfogadnak. Tekintsük az
alábbi defińıciót!

3.3. Defińıció. Az (N, v) játékban az x = (x1, . . . , xn) kifizetésvektor

– szétosztás, ha
∑
i∈N

xi = v(N), vagyis az N koaĺıció számára elfogadható és

elérhető,

– elosztás (imputáció), ha
∑
i∈N

xi = v(N), és xi ≥ v({i}) ∀i ∈ N -re, azaz olyan

szétosztás, ami minden egyszemélyes koaĺıció (azaz minden játékos) számára
elfogadható,

– mag elosztás, ha
∑
i∈N

xi = v(N), és
∑
i∈S

xi ≥ v(S) ∀S ⊆ N esetén, azaz olyan

szétosztás, ami minden koaĺıció számára elfogadható.

Egy (N, v) játékban a szétosztások halmazát I∗(N, v)-vel, az elosztások halma-
zát I(N, v)-vel, a mag elosztások halmazát pedig C(N, v)-vel jelöljük. Ez utóbbi
C(N, v) halmazt szoktuk röviden a kooperat́ıv játék magjának h́ıvni.

A mag tehát valamiféleképpen azt fejezi ki, hogy mik azok az elosztások, me-
lyeket egy-egy adott koaĺıció tagjai elég

”
igazságosnak” éreznek ahhoz, hogy elfo-

gadják azt.
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3.2. Megjegyzés. Igazak az alábbi álĺıtások:

1. Tetszőleges (N, v) játék esetén a szétosztások I∗(N, v) halmaza egy hiperśık,
azaz sosem üres.

2. Egy (N, v) játékban az elosztások (imputációk) I(N, v) halmaza pontosan
akkor nemüres, ha v(N) ≥

∑
i∈N

v({i}).

A fentieket a következő példán keresztül szemléltetjük.

3.1. Példa. Legyen (N, v) egy 3-szereplős, (0,1)-normalizált játék (azaz olyan
0-normalizált játék, ahol v(N) = 1). Az I∗(N, v) szétosztáshalmaz az x1+x2+x3 =
1 egyenlet megoldásvektoraiból álló hiperśık. Az I(N, v) elosztáshalmaz pedig a
hiperśıkon elhelyezkedő, (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) csúcspontok által meghatározott
egységszimplex lesz.
A mag nemürességének kérdése azonban már nem ilyen egyértelmű.

Különböztessünk meg két esetet:

1.
S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 2/3 2/3 2/3 1

2.
S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
v(S) 0 0 0 0 1 1 1 1

Ha az 1. esetet tekintjük, akkor azt tapasztaljuk, hogy ebben az esetben a mag
az egyetlen x = ( 13 ,

1
3 ,

1
3 ) kifizetésből áll. Ha viszont a 2. esetet nézzük, akkor

a kétszemélyes koaĺıciók esetében csak akkor lesz egy x = (x1, x2, x3) kifizetés
elfogadható, ha x1 + x2 ≥ 1, x1 + x3 ≥ 1, x2 + x3 ≥ 1 mindegyike teljesül, azaz
x1 + x2 + x3 ≥ 3

2 . Ez viszont a nagykoaĺıció számára nem elérhető. Ebben az
esetben tehát a játék magja üres.

Az előző példa második esetében a mag azért üres, mert a nagykoaĺıció értéke a
többi koaĺıcióhoz képest nem

”
elég nagy”. További példák és egyéb meggondolások

az alábbi jegyzetben olvashatók: Solymosi [32].

4. A Shapley-érték

Ebben a részben megismerkedünk Shapley h́ıressé vált megoldáskoncepciójával,
a Shapley-értékkel [29], és áttekintjük annak tulajdonságait. Shapley azt vizsgál-
ta, hogy egy adott játékban egy szereplő számára mi lesz az

”
értéke” annak, hogy

csatlakozik a játékhoz. Azaz milyen
”
mérőszám” az, ami megadja egy játékos sze-

repének értékét a játékban. Bevezetjük a megoldás fogalmát, és rögźıtünk néhány
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természetesen adódó axiómát, amik már egyértelműen meghatározzák a Shapley-
értéket.

Jelöljük GN -nel az N játékoshalmazzal rendelkező TU-játékok halmazát. Meg-
oldásnak egy olyan ψ : GN → RN függvényt nevezünk, ami tetszőleges v ∈ GN

játékhoz hozzárendeli a ψ(v) = (ψi(v))i∈N ∈ RN vektort, azaz megadja egy játékos
értékét egy tetszőleges v ∈ GN játékban.

Legyen π : N → {1, . . . , n} a játékosok egy sorbarendezése, ΠN pedig a játé-
kosok összes lehetséges sorbarendezéseinek a halmaza.

4.1. Defińıció. Azt mondjuk, hogy a ψ : GN → RN megoldás

– hatékony (Pareto-optimális), ha
∑
i∈N

ψi(v) = v(N),

– egyénileg elfogadható, ha ψi(v) ≥ v({i}) minden i ∈ N -re,

– egyenlően kezelő, ha ∀i, j ∈ N , ∀S ⊆ N \ {i, j} és v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j})
esetén ψi(v) = ψj(v),

– sallangmentes, ha ψi(v) = v({i}), amennyiben i ∈ N sallang játékos v-ben,
vagyis v(S ∪ i)− v(S) = v({i}) minden S ⊆ N \ i-re,

– addit́ıv, ha ψ(v + w) = ψ(v) + ψ(w) minden v, w ∈ GN -re ((v + w)(S) :=
v(S) + w(S) értelmezéssel minden S ⊆ N -re),

– homogén, ha ψ(αv) = αψ(v) minden α ∈ R-re ((αv)(S) := αv(S) értelme-
zéssel minden S ⊆ N esetén),

– kovariáns, ha ψ(αv + β) = αψ(v) + b minden α > 0 és b ∈ RN esetén (ahol
β a b vektor által generált addit́ıv játék),

ahol a fenti feltételek minden v, w ∈ GN -re fennállnak minden tulajdonság
esetén.

A hatékonyság felel azért, hogy szétosztást kapjunk. Az egyéni elfogadhatóság
természetes reprezentációja annak, hogy minden játékos legalább annyit

”
ér”, mint

a belőle álló egyszemélyes koaĺıció. Az egyenlően kezelő tulajdonság azt fogalmazza
meg, hogy egy játékos kifizetése csak a játékban betöltött szerepétől függ, olyan ér-
telemben, hogy azonos szerepet betöltő játékosok azonos kifizetésben részesülnek.
A sallangmentesség azt fejezi ki, hogy annak a játékosnak az értéke, aki bármelyik
koaĺıcióhoz csatlakozva az általa elérhetőnél se nagyobb, se kisebb értékváltozást
nem idéz elő, annyi legyen, mint amennyi ezen konstans hozzájárulása. A kovari-
ancia azért fontos, hogy egy esetleges skála módośıtást az értékelés is

”
megfelelően”

kövessen. Az addit́ıv, illetve homogén tulajdonságok már nem ennyire egyértelmű-
en megkövetelhetőek, együttes teljesülésük azonban a kovarianciánál jóval erősebb
tulajdonságot eredményez.

Most pedig tekintsük Shapley [29] megoldásának defińıcióját:
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4.2. Defińıció. Tetszőleges (N, v) játékban az i ∈ N játékos Shapley-értéke a

φi(v) =
∑

S⊆N\i

|S|!(|N \ S| − 1)!

|N |!
(v(S ∪ i)− v(S))

szám, mı́g a játék Shapley-megoldása:

ϕ(v) = (φi(v))i∈N ∈ RN .

4.1. Álĺıtás. A Shapley-értékre az alábbi tulajdonságok teljesülnek: haté-
kony; szuperaddit́ıv (sőt 0-monoton) játékban egyénileg elfogadható; nem feltétle-
nül magbeli elosztás; egyenlően kezelő; sallangmentes; addit́ıv; homogén; és mivel
sallangmentes, következésképpen kovariáns is.

4.1. Tétel. (Shapley [29]) Tetszőleges v ∈ GN játékban a ϕ(v) Shapley-
megoldás az egyetlen hatékony, egyenlően kezelő, sallangmentes és addit́ıv
GN → RN függvény.

A Shapley-érték további axiomatizációs lehetőségeiről bővebben ld. Pintér [23],
[24], [25], illetve [26] munkáit.

Általánosan is belátható (ld. például Solymosi [32]), hogy a Shapley-érték
feĺırható a következő alakban:

φi(v) =
1

|N |!
∑

π∈ΠN

xπi (v),

ahol xπ jelöli a játékosok π sorrendjéhez tartozó határhozzájárulás-vektort. Így
azt kapjuk, hogy a Shapley-érték a határhozzájárulás-vektorok egyenlően súlyozott
átlaga.

4.1. Megjegyzés. Tetszőleges konvex játékban a mag mindig nemüres [31], és
a Shapley-érték mindig egy magbeli elosztást ad.

5. A prenukleolusz és a nukleolusz

Egy tetszőleges játék magja általában vagy üres, vagy több elemből áll. Ez
utóbbi esetben felmerül a kérdés, hogy a többféle mag elosztás közül hogyan vá-
lasszunk ki egyet, hiszen elvileg mindegyik egyéni, és koaĺıciós szinten is elfogadha-
tó megoldást ad. Két megoldást összehasonĺıtva előfordul, hogy egy adott koaĺıció
az egyik elosztás szerint jobban jár, ők nyilván azt preferálnák. De ez lehet, hogy
egy másik koaĺıciónak nem előnyösebb, stb. Kézenfekvő azt a megoldást választa-
ni, ahol a legrosszabbul járó koaĺıció is a lehető legjobban jár.

5.1. Defińıció. Egy adott (N, v) játékban az S koaĺıciónak az x kifizetésnél
vett többlete alatt az e(S, x) = v(S)− x(S) különbséget értjük.
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A többlet tehát azt mutatja meg, hogy egy adott koaĺıció mennyit nyerhet (vagy
negat́ıv nyereségek esetén mennyit vesźıthet) azáltal, hogy a nagykoaĺıcióban való
részvételt és az x szétosztást visszautaśıtja. A szétosztások halmazán az üres,
illetve a nagykoaĺıció többlete 0, ı́gy csak a valódi részkoaĺıciók vizsgálata lesz
releváns, ezeket jelöljük N+-szal. Egy tetszőleges (N, v) játék magja tehát ı́gy is
feĺırható: C(v) = {x ∈ I∗(v) : max

S∈N+

e(S, x) ≤ 0}. A szétosztások halmaza bármely

játékban nemüres, a mag viszont csak akkor nemüres, ha a nagykoaĺıció értéke a
többi koaĺıcióhoz képest

”
elég nagy”.

Amennyiben több olyan szétosztásunk/elosztásunk is van, amiknél a legma-
gasabb többlet a lehető legalacsonyabb, akkor ezek közül stabilabbnak tartjuk
azokat, amelyek esetén a második legnagyobb többlet is a lehető legalacsonyabb,
és ı́gy tovább. Ez egy olyan optimalizálási sorozat, amelynek egyetlen kimenetele
van, szétosztások esetén a prenukleolusz, elosztások esetén pedig a nukleolusz.

Rendezzük tehát az N+-beli koaĺıcióknak egy adott x ∈ RN kifizetés esetén
vett többleteit nemnövekvő sorrendbe:

E(x) = [· · · ≥ e(S, x) ≥ . . . : S ∈ N+].

Legyen ρ(x) az E(x)-ben előforduló többletszintek száma, t1(x) a legnagyobb
többlet, t2(x) a második legnagyobb többlet, stb, egészen tρ(x)-ig, ami a leg-
alacsonyabb többlet, vagyis t1(x) > t2(x) > · · · > tρ(x). A fenti jelölésekkel a
prenukleolusz és a nukleolusz defińıciója tehát:

5.2. Defińıció. (Schmeidler [28]) Egy (N, v) játék N∗(v) prenukleolusza /
N(v) nukleolusza a szétosztások / elosztások azon halmaza, amelyek a szétosztá-
sok / elosztások között lexikografikusan minimalizálják a nemnövekvő sorrendbe
rendezett többletek vektorát, azaz

N∗(v) = {x ∈ I∗(v) : E(x) ≤L E(y) ∀y ∈ I∗(v)-re},
N(v) = {x ∈ I(v) : E(x) ≤L E(y) ∀y ∈ I(v)-re},

ahol ≤L jelöli a rögźıtett komponenssorrendű vektorok közötti gyenge lexikografi-
kus rendezést (vagyis A ≤L B pontosan akkor, ha A = B, vagy Ai < Bi az első
olyan i komponensre, ahol az A és B vektorok különböznek).

Schmeidler [28] azt is megmutatta, hogy tetszőleges játék prenukleolusza egyet-
len elemből áll, illetve, hogy bármely elosztással rendelkező játék nukleolusza egyet-
len elosztásból áll.

6. Fixfa játékok

A fixfa játékok struktúrájukból adódóan számos gyakorlati alkalmazás model-
lezésében nyújtanak seǵıtséget. Mint azt a fejezetben látni fogjuk, ezek a játékok
speciális költségjátékok, ezért tudjuk, hogy mindig létezik mag elosztás, nukleo-
lusz, a Shapley-érték pedig magbeli, ezért egy-egy elosztási problémának mindig
lesz megoldása.
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Ebben a részben tehát olyan szituációkkal foglalkozunk, amelyek gráfelméleti
terminológiával élve rögźıtett fákkal modellezhetőek. Adott a résztvevők egy rög-
źıtett, véges halmaza, akik egy rögźıtett fával reprezentálható hálózaton keresztül
kapcsolódnak egy kitüntetett csúcshoz, amit gyökérnek fogunk nevezni. Számos
valós életbeli szituáció modellezhető ı́gy. Vegyük például azt az esetet, amikor
egy öntözési csatornarendszer fenntartási költségeit vizsgáljuk. A csatornarend-
szer felhasználói a hálózat csúcsai, a hálózat élei az egyes csatornaszakaszokat,
az élek súlyai pedig az adott szakasz fenntartási költségeit jelölik. A probléma
reprezentálható egy kooperat́ıv fixfa játékkal, ahol az egyes csoportok, koaĺıciók
költségét az a minimális költség adja, ami a csoport tagjait a gyökérrel összekötő
élekhez tartozik. A fixfa játékok modellje Megiddo [19] cikkéből ered, aki bebizo-
nýıtotta, hogy ezen játékok esetén a Shapley-érték és a nukleolusz kiszámı́tására
létezik hatékony algoritmus, a nukleolusz O(n3), a Shapley-érték O(n) idő alatt
kiszámolható.

Speciális esetként meg kell emĺıtenünk a
”
repülőtér/kifutópálya problémák”

osztályát (airport problems), melyek egy elágazásmentes fával, ún. lánccal mo-
dellezhetőek. Az ehhez kacsolódó repülőtér játékok a sztenderd fixfa játékok egy
valódi részhalmazát adják. A repülőtér játékokat Littlechild és Owen [15] mutat-
ták be az irodalomban, az osztállyal kapcsolatos eredmények egy összefoglalóját
pedig Thomson [35] cikkében olvashatjuk.

Nézzük tehát pontosabban a fixfa játékokat. Granot és Maschler [11] olyan költ-
ségjátékokat vizsgáltak, melyek Γ(V,E, b, c,N) fixfa hálózatokból erednek. Ebben
a rendezett ötösben a (V,E) páros alkotja az iránýıtott fát, V a csúcsok, E az
élek halmaza. Az r csúcs szerepe a V -ben kitüntetett, ezt fogjuk gyökérnek (root)
nevezni. (A fa lehet iránýıtatlan is, ha a modell úgy ḱıvánja, a játék szempontjából
nem lesz különbség.) Adott továbbá az élek halmazán egy c : E → R költségfügg-
vény, ahol c(e) jelöli az e élhez tartozó teljes (kiéṕıtési, üzemeltetési stb) költséget.
Hasonlóan adott a csúcsok halmazán is egy b : V → R költségfüggvény. N a
felhasználók, későbbiekben játékosok halmaza, minden i ∈ N egy adott v(i) ∈ V
csúcshoz van hozzárendelve. Egy v csúcs akkor foglalt, ha legalább egy játékos
hozzá van rendelve. NT -vel a T ⊆ V csúcsokhoz tartozó játékosokból álló koaĺıci-
ót fogjuk jelölni. Szükségünk lesz továbbá egy (részben-) rendezésre a csúcsokon:
két i, j ∈ V csúcsra i ≤ j, ha a gyökértől a j-hez vezető egyértelmű út áthalad i-n.
Si(G)-vel pedig a {j ∈ V : i ≤ j} halmazt jelöljük, vagyis azon csúcsok halmazát,
melyek i-ből iránýıtott úton elérhetőek.

6.1. Defińıció. Egy Γ(V,E, b, c,N) fixfa hálózat akkor sztenderd, ha az alábbi
tulajdonságok teljesülnek:

– A c költségfüggvény nemnegat́ıv számokat rendel az élekhez.

– A csúcsokhoz tartozó költségek nullák, azaz b(v) = 0 minden v ∈ V esetén.

– A gyökérhez nincs hozzárendelve egyetlen játékos sem.
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– Minden v ∈ V levélhez (vagyis olyan csúcshoz, amiből további csúcs már
nem érhető el) tartozik legalább egy játékos.

– Ha v ∈ V -t nem birtokolja egyetlen játékos sem, akkor van legalább két
csúcs, v1 ̸= v2, amikre (v, v1), (v, v2) ∈ E.

– Pontosan egy olyan v ∈ V létezik, amire (r, v) ∈ E.

A (V,E) gráfot a továbbiakban G-vel, a Γ(V,E, b, c,N) sztenderd fixfa hálóza-
tot pedig Γ(G, c,N)-nel fogjuk jelölni. A játékosok célja, hogy a hálózaton keresz-
tül össze legyenek kötve a gyökérrel. Tekintsünk a fenti példát, ahol gazdálkodók
egy csoportja egy közös csatornarendszeren keresztül szeretné ellátni földterületeik
öntözését. Ez a csatornahálózat egy ponton csatlakozik a főcsatornához, ahonnan
a v́ızellátást fedezni tudják, ez lesz a gyökércsúcs. A felhasználók lesznek a gráf
csúcsai, minden él a hálózatban a gyökértől kifelé, a felhasználók felé van iránýıtva.
A felhasználóknak kell fedezniük a gyökértől a csúcsaikba irányuló út költségeit.
Hasonlóképpen a felhasználók egy csoportja, koaĺıciója akkor van összekötve a
gyökérrel, ha a koaĺıció minden egyes tagja elérhető a gyökérből iránýıtott úton.
Ekkor a csoport együttesen fedezi a részgráfon fellépő összköltséget. A koopera-
t́ıv játékelmélet az ilyen t́ıpusú szituációkhoz az (N, vc) kooperat́ıv költségjátékot
rendeli, amire a továbbiakban az egyszerűség kedvéért (N, c) rendezett párként
fogunk hivatkozni.

A gráfban az S ⊆ N koaĺıció tagjaihoz tartozó csúcsokat a gyökérrel összekötő
egyértelmű utak unióját fa buroknak (vagy törzsnek) nevezzük, és S̄-sal jelöljük.
A következő álĺıtás bizonýıtása megtalálható Koster et al. [13] cikkében.

6.1. Álĺıtás. Egy Γ(G, c,N)-hez tartozó sztenderd fixfa probléma esetén
fennáll az alábbi egyenlőség: c(S) =

∑
v∈S̄

c(ev), minden S ⊆ N esetén, ahol ev

azt az élt jelöli, ami a v csúcsot a gyökérrel összekötő úton a v-re, és az őt meg-
előző csúcsra illeszkedik.

A bizonýıtás során az egyetértési játék duálisai adják a vonatkozó költségjáték
reprezentációjának alapját. Ehhez tekintsük az alábbi két defińıciót:

6.2. Defińıció. Az N játékoshalmazon minden T ∈ 2N \∅, illetve S ⊆ N esetén
legyen

uT (S) =

{
1, ha T ⊆ S

0 különben.

Az uT játékot a T koaĺıcióhoz tartozó egyetértési játéknak nevezzük.

6.3. Defińıció. Az N játékoshalmazon minden T ∈ 2N \∅, illetve S ⊆ N esetén
legyen
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ūT (S) =

{
1, ha T ∩ S ̸= ∅
0 különben.

Az ūT játékot a T koaĺıcióhoz tartozó egyetértési játék duálisának nevezzük.

Megmutatható (Márkus et al. [17]), hogy az egyetértési játék duálisa meg-
egyezik egy megfelelő repülőtér játékkal. A fentiek seǵıtségével a sztenderd fixfa
problémához tartozó költségjáték a következőképpen adható meg:

6.2. Álĺıtás. Legyen Γ(G, c,N) egy sztenderd fixfa probléma, ekkor a vonat-
kozó (N, c) játék a következőképpen reprezentálható: c =

∑
v∈V \{r}

c(ev) · ūSv(G),

ahol ev azt az élt jelöli, ami a v csúcsot a gyökérrel összekötő úton a v-re és az őt
megelőző csúcsra illeszkedik, Sv(G) pedig a v-ből iránýıtott úton elérhető csúcsok
halmaza.

Sztenderd fixfa játékok esetén a magról a következő álĺıtásokat tudjuk (a bizo-
nýıtások, illetve további reprezentációk megtalálhatók itt: Koster et al. [13]):

– Egy x elosztásvektor pontosan akkor magbeli, ha x ≥ 0, és x(S̄) ≤ c(S̄),
minden S̄ fa-burok esetén.

– Egy x elosztásvektor pontosan akkor magbeli, ha x ≥ 0, és minden e =
(i, j) ∈ E élre: ∑

j∈Ve\{i}

xj ≥
∑

e′∈Ee

c(e′).

– Egy x elosztásvektor pontosan akkor magbeli, ha létezik y1, . . . , yn, ahol yj

(minden j ∈ 1, . . . , n-re) az RSj(G) egység-szimplex egy pontja, és

xi =
∑

j∈N(Pi(G))

yji c(ej), ∀i ∈ N,

ahol Pi(G) jelöli az iránýıtott fában az i-t a gyökérrel összekötő úton lévő
csúcsok halmazát.

(Itt felh́ıvnám a figyelmet arra, hogy mag sztenderd defińıciójához képest a
költségjátékok esetén a definiáló relációk megfordulnak, mivel a mag eredetileg a

”
minél nagyobb” kifizetésekről szól, ez pedig nemnegat́ıv költségfüggvény esetén

”
minél kisebb” költség megvalósulását jelenti.)

6.1. Megjegyzés. A 3. pont alapján egy-egy magbeli megoldás generálása egy-
szerű (ld. Koster et al. [13]).
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6.2. Megjegyzés. Mivel a fixfa problémák speciális költségjátékokhoz vezet-
nek, ı́gy a 4.1. megjegyzés értelmében tudjuk, hogy a magjuk nemüres, illetve
a Shapley-érték magbeli megoldást ad a vonatkozó elosztási problémára.

A Shapley-érték fixfa játékok esetén a következő, ún. soros elosztási szabály
seǵıtségével számolható (Littlechild és Owen [15]):

xi =
∑

j∈Pi(G)\{r}

c(ej)

#Sj(G)
,

ahol # jelöli az adott halmaz elemszámát.
Ez olyan szempontból is fontos eredmény, hogy amı́g egyes játékosztályok ese-

tén a Shapley-érték meghatározása számı́tási szempontól bonyolult, addig ebben
a speciális esetben, vagyis a fixfa játékok esetén a soros elosztás szabálya alapján
könnyen kiszámolható.

6.1. Példa. Tekintsük szemléltetésképp az 1. ábra fixfa hálózatát:

1. ábra. Fixfa probléma hálózata.

A vonatkozó költségjátékot az alábbi táblázat adja meg:

S ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
vc(S) 0 12 5 13 17 25 13 25

Ekkor a játék Shapley-értéke: ϕ(v) = (12; 2, 5; 10, 5).

(Megjegyezném, hogy a példa egy nem sztenderd 3 fős fixfát ábrázol, mivel a
gyökér nem egyetlen csúcshoz kapcsolódik. Ez a bemutatott algoritmusok tekin-
tetében nem releváns, azonban a gyökér után egy senki által sem birtokolt plusz
csúcs, illetve két 0 értékű él hozzávételével sztenderddé tehető, ha erre az alkal-
mazás miatt feltétlen szükség van.)

A nukleolusz kiszámolása esetén ugyanaz a probléma, mint a Shapley-értéknél,
általánosságban bonyolult. Fixfa játékok esetén azonban a következő, ún. festőal-
goritmussal könnyen számolható (ld. például Borm et al. [6] vagy Maschler et al.
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[18]). Tegyük fel, hogy a fa csúcsai házak, az élek pedig utak, amik a házakat kötik
be a közösségi házhoz, ami a gyökér. Az élek költsége azt mutatja, hogy egyetlen
munkás (akit a tulajdonos felbérel) hány óra alatt tudja megfesteni az adott útsza-
kaszon az út felfestéseit. A házaktól induló festési megoldást a következő szabályok
alapján kaphatjuk meg:

1. Minden munkás azonos sebességgel fest.

2. Minden munkás egészen addig dolgozik, amı́g az otthonától a közösségi házig
vezető úton nincs készen a felfestés.

3. Minden munkás egy, az otthona és a közösségi ház között vezető befejezetlen
útszakaszon dolgozik.

4. Amennyiben egy szakasz a munkás, és a fában az őt megelőző lakó között
nincs kész, a munkásnak azon a szakaszon kell dolgoznia.

5. Minden munkás a hozzá legközelebbi szakaszokon dolgozik az 1-4 pontok
szerint.

A 6.1. példa esetén ez azt jelenti, hogy az 1-es játékos dolgozik az előtte lévő
élen, mı́g a 2-es, 3-as a 2-es előtti élen, mindhárom fejenként 2,5 órát. Ezt követően
a 2-es játékos végzett, az 1-es tovább fest még 9,5 órát a saját szakaszán, a 3-as
pedig folytatja a munkát az előtte lévő élen 8 órán át. Így a játék nukleolusza
(12; 2,5; 10,5), ami ebben az esetben megegyezik a Shapley-értékkel.

A festőalgoritmust egy, a közösségi háztól induló megoldás szerint módośıt-
hatjuk úgy, hogy a 4-es pontot elhagyjuk, az 5-öst pedig ı́gy módośıtjuk: minden
munkás a közösségi házhoz legközelebbi szakaszokon dolgozik az 1-3 pontok szerint.
Ebben az esetben a módośıtás eredményeképp éppen a Shapley-értéket kapjuk.

A fixfa játékok egyik általánośıtása az ún. FMP-játékok (fixed tree games
with multilocated players), ahol egy-egy játékos több csúcsot is birtokolhat, ı́gy
alternat́ıv lehetőségei vannak a gyökércsúccsal való összeköttetésre. Ezekről a
játékokról bővebben Hamers et al. [12] cikkében olvashatunk. A szerzők azt is
megmutatják, hogy egy FMP-játék magja megegyezik a vonatkozó szubmoduláris
sztenderd fixfa játék magjával.

Bjørndal et al. [5] cikkükben olyan sztenderd fixfa játékot vizsgáltak, ahol a
játékosokhoz hozzá vannak rendelve bizonyos súlyok (pl. öntözési rendszer esetén
a felhasznált v́ızmennyiség stb). A festőalgoritmus általánośıtásaként definiálják
az ún. súlyozott festőalgoritmust, mindkét (házaktól, illetve a közösségi háztól
induló) irányban. Megmutatták, hogy az ı́gy kapott két megoldás az ún. súlyozott
Shapley-értéket, illetve a nukleolusz egy általánośıtását adja eredményül.
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7. Alkalmazások

7.1. Fenntartási vagy öntözési játékok

A fixfa játékok egy elterjedt alkalmazási területe az ún. fenntartási játékok (ma-
intenance games). Ezek olyan szituációkat ı́rnak le, ahol játékosok, felhasználók
egy csoportja egy fixfa hálózaton keresztül kapcsolódik egy bizonyos szolgáltatóhoz
(ez a fa gyökércsúcsa). A hálózat minden élének adott a fenntartási költsége, a
kérdés pedig az, hogy miként osszuk el

”
igazságosan” a teljes hálózat fenntartási

költségét (ami az éleken vett költségek összege) a felhasználók között.
Egy kevésbé elterjedt elnevezés ugyanezen fixfa játékokra az ún. öntözési já-

tékok (irrigation games), melyek egy konkrét v́ızgazdálkodási problémához kap-
csolódnak. Gazdálkodók egy csoportja egy közös csatornarendszerből (hálózatból)
fedezi a földjeik öntözését, amely egy kitüntetett ponton (gyökér-csúcs) csatlako-
zik a főcsatornához. Ennek a hálózatnak a költségeit szintén a gazdálkodók között
kell elosztani. Aadland és Kolpin [1] 25 Montana állambeli csatornarendszert vizs-
gált, ahol az adott szituációkban két különböző t́ıpusú költségelosztási módszert
alkalmaztak az ottani gazdálkodók. Az egyik az átlag szerinti elosztások, a másik
a soros elosztások t́ıpusa. Az első esetén az összköltséget egyenlően osztották fel a
gazdálkodók között. Érezzük azonban, hogy ez nem minden szempontból igazsá-
gos, például ha valaki a hálózat elején van, nem használja ugyanolyan mértékben
a rendszert, mint valaki a hálózat legvégén. A soros elosztási elv szerint minden
egyes csatornaszakasz költségét egyenlően kell szétosztani azon felhasználók kö-
zött, akik az adott szakaszt használják. Egy-egy játékos pedig az általa használt
csatornaszakaszok utáni szakaszonkénti költségek összegét fizeti. A soros elosztási
elv rendelkezik az ún. szubvenciómentességi tulajdonsággal, ami azt jelenti, hogy
ebben az elosztásban senki nem fizet többet, mint amennyit akkor kellene fizetnie,
ha a hálózat csak belőle állna. Vagyis úgymond nem

”
támogatja”a tőle hátrébb el-

helyezkedőket. Littlechild és Owen [15] azt is megmutatták, hogy a soros elosztási
elv szerinti megoldás fixfa hálózatok esetén megyezik a Shapley-értékkel.

Aadland és Kolpin [2] azt is vizsgálták, hogy mik azok a környezeti, geográfiai
tényezők, amik esetleg egy-egy csatornarendszert az alkalmazott költségelosztási
elv kiválasztásában befolyásoltak. A soros és átlag szerinti költségelosztások to-
vábbi tulajdonságait fixfák esetében pedig többek között Kovács és Radványi [14]
vizsgálta.

7.2. Folyóelosztási, illetve folyótiszt́ıtási problémák

Bizonyos szempontból a fixfa játékok alá sorolhatóak a folyóelosztási, illetve
a folyótisźıtási problémák modellezésére szolgáló játékok is. Alapvetően egy spe-
ciális fixfa játékról van szó, ahol a fa egyetlen útból (lánc) áll. Adott egy folyó,
és a folyó mentén elhelyezkedő játékosok, ezek lehetnek országok, városok, folyó
menti vállalatok stb. A folyó menti elhelyezkedésük pedig definiál egy természe-
tesen adódó sorrendet a játékosok között, a folyó sodrása mentén, i < j jelenti,
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hogy az i játékos a j-hez képest a folyó mentén feljebb helyezkedik el. Adott
egy tökéletesen osztható jószág, a pénz, illetve a folyóból kinyerhető v́ızmennyi-
ség, amit a játékosok egy hasznossági függvény szerint értékelnek. A folyóelosztási
problémák esetén pl. nemzetközi viszonylatban elmondható, hogy egy-egy ország
a saját folyószakaszán bizonyos szempontból teljhatalommal rendelkezik a folyó
vize felett. Az alatta lévőknek nem mindegy, hogy milyen és mennyi vizet enged
tovább az ország, ugyanakkor neki sem mindegy, hogy a felette lévő országok hogy
rendelkeznek a folyóval az őt megelőző szakaszon. Nemzetközi egyezmények men-
tén lehet ezeket a kérdéseket szabályozni, ezek modellbe való beéṕıtése már kilép
a fixfa játékok eddig tárgyalt köréből. Ambec és Sprumont [4] cikkében a szerep-
lők (országok) folyó menti elhelyezkedése határozza meg a v́ızmennyiséget, amit
kontrollálnak, és a jólétet, amit ezáltal biztośıtani tudnak maguknak. Ambec és
Ehlers [3] azt vizsgálták, hogy miként lehet hatékonyan elosztani egy folyót a kap-
csolódó országok között. Megmutatták, hogy az együttműködésből pozit́ıv módon
profitálnak az abban résztvevők, illetve megadták, hogy miként lehet a profitot
elosztani.

A folyótiszt́ıtási problémák esetén hasonló a kiindulási struktúra. Adott a folyó,
ennek mentén az országok (vállalatok, gyárak stb), illetve a szennyezés mértéke,
amit az egyes szereplők kibocsájtanak. A folyó minden egyes szakaszán adottak
a tiszt́ıtási költségek is, ı́gy a kérdés az lesz, hogy ezeket a tiszt́ıtási költsége-
ket hogyan osszák fel egymás között. Mivel a folyó mentén feljebb elhelyezkedők
szennyezése befolyásolja a szennyezettséget, és ezáltal a tiszt́ıtási költséget az utá-
nuk lévő szakaszokon is, ı́gy egy egyetlen útból álló fixfa struktúrát kapunk. Ni és
Wang [20] két különböző aspektusból vizsgálták a tiszt́ıtási költségek elosztásának
kérdését. Nemzetközi szinten két doktŕına létezik, az abszolút területi szuvere-
nitás, illetve a határokon felüli területi integritás. Az első értelmében az adott
országnak teljes szuverenitása van a területén belüli folyószakasz felett, a második
szerint pedig egyetlen országnak sincs joga a természeti adottságok megváltoz-
tatásához, a szomszédos országok kárára. Ezen két doktŕına figyelembevételével
azt vizsgálták, hogy milyen elosztási módszerek adottak a folyótiszt́ıtási költsé-
gek elosztásakor, és ezek milyen tulajdonságokkal rendelkeznek. Megmutatták,
hogy mindkét esetben adott egy-egy elosztási módszer, amely a megfelelő koope-
rat́ıv játékban megegyezik a Shapley-értékkel. Ebből kiindulva Gómez–Rúa [10]
azt vizsgálta, hogy a tiszt́ıtási költség bizonyos környezeti adók figyelembevéte-
lével hogyan osztható szét. Mik azok az elvárt tulajdonságok, amelyeket valós
szituációkban országok adózási stratégiájában elő́ırnak, és ezek hogyan implemen-
tálhatóak a konkrét modellek esetén. Megvizsgálta, hogy adott elosztási stratégiák
mely tulajdonságokkal karakterizálhatók, és megmutatta, hogy az egyik elosztási
szabály megegyezik a vonatkozó játék súlyozott Shapley-értékével.
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8. Összefoglalás

A cikkben a kooperat́ıv játékelmélet alapfogalmainak bemutatásán túl defini-
áltuk a fixfa játékok osztályát. Ezen speciális játékosztály olyan gazdasági szi-
tuációk modellezésében nyújt seǵıtséget, amelyek fa struktúrájú gráfokkal repre-
zentálhatók. Például egy csatornahálózat esetén a felhasználók egy fa struktúrá-
jú hálózaton keresztül jutnak v́ızhez. Ennek a hálózatnak a kitűntetett pontja
(a fa gyökere) a szolgáltató, a többi csúcsai pedig a felhasználók. A hálózat élei,
illetve az azokon definiált költségek jelzik az egyes felhasználók hálózathoz való
kapcsolódását, illetve a hálózat kiéṕıtésének vagy a szolgáltatás igénybevételének
költségét. Egy-egy ilyen hálózat működésekor felmerül az a természetes kérdés,
hogy a fennálló költségeket hogyan osszák szét

”
igazságosan” az egyes szereplők

között. Megmutattuk, hogy a problémához kapcsolódó fixfa játékok esetén mindig
létezik olyan elosztás, ami egyéni és koaĺıciós szinten is elfogadható, speciálisan
ez azt jelenti, hogy a vonatkozó játék magja mindig nemüres. Bemutattunk két
elterjedt elosztási megoldást, a Shapley-értéket, illetve a nukleoluszt (ami mindig
magbeli.) A Shapley-érték nem feltétlenül ad magbeli megoldást, viszont olyan
tulajdonságokkal rendelkezik, amelyek sok esetben intuit́ıv módon elvártak adott
elosztási kérdés megoldása esetén. A nukleolusszal szemben pedig akkor is létezik,
amikor az adott játékban a mag üres, vagyis ebben az esetben is bizonyos

”
igaz-

ságossági” feltételeknek eleget tevő megoldással tudunk szolgálni. A fixfa játékok
esetén viszont a Shapley-érték is mindig magbeli, esetenként megegyezik a nukle-
olusszal. Számı́tási szempontból általában mindkét megoldás bonyolult, azonban
a fixfa játékok osztályán mindkét esetben létezik olyan algoritmus, amellyel ha-
tékonyan számolható. Az, hogy adott szituációban melyik megoldást érdemes
választani, a konkrét problémától függ. Mindkét megoldásnak vannak olyan tulaj-
donságai, amelyek miatt bizonyos esetekben előnyösebbek, ezt a konkrét helyzetre
vonatkozóan kell kiértékelni.

A cikk az elméleti alapok után az utolsó fejezetben olyan alkalmazási lehe-
tőségeket mutat be, amelyek valós v́ızgazdálkodási problémákhoz köthetőek. Az
öntözéses gazdálkodás területéről származó probléma esetén egy csatornarendszer
fenntartási és működési költségeit kell szétosztani, a folyótiszt́ıtási probléma esetén
pedig a folyószennyezés kapcsán felmerülő tiszt́ıtási költségeket. Természetesen az
alkalmazási lehetőségek köre ennél jóval szélesebb, számos olyan valós gazdasági
(és nemcsak gazdasági) probléma létezik, ami hálózattal reprezentálható, és va-
lamilyen elosztási (költség, bevétel, haszon stb.) kérdést vet fel. A cikk célja az
volt, hogy a kooperat́ıv játékelmélet seǵıtségével egy olyan eszköztárat mutasson
be, ami előseǵıti a modellezést, és speciális elosztási problémák (fixfa struktúrák)
esetében jól számolható megoldásokat szolgáltat.
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óta pedig egyetemi tanársegédként dolgozik
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This paper aims to provide an introduction to the toolset of cooperative game theory through
standard fixed tree games, a special game class. This increasingly popular area provides solution
concepts for a wide range of practical applications, different economic cost allocation problems,
among others. Standard fixed tree games represent a tree structure network where nodes of the
network denote users using a service via the network. Our aim is to find ”fair” allocations for the
costs arising from using the system. After introducing the basic concepts and model we present
water management applications based on real-world problems. We present one specific area of
cooperative game theory, however, fixed trees provide an effective solution to more problems than
those demonstrated through examples in this paper.
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ALKUHALMAZOK ÉS A MAG EGYBEESÉSE

SOLYMOSI TAMÁS

A kooperat́ıv játékok legtöbbet vizsgált halmazértékű megoldása a mag,
ami azt az alapvető stabilitási követelményt fogalmazza meg, hogy a nagyko-
aĺıció értékét mindegyik koaĺıció számára elfogadható módon kell szétosztani.
Mivel sok játékban nem létezik ennyire stabil elosztás, olyan megoldási kon-
cepciókra is szükség van, amelyek akkor sem üresek, amikor a mag üres. A
szakirodalomban található számos magkiterjesztés közül itt csak az alkuhal-
mazok kerülnek teŕıtékre, azok közül is csak a legismertebbek. A különféle
alkuhalmazok közös jellemzője, hogy a magbelieken ḱıvül olyan, a magon
ḱıvüli elosztásokat is megengednek, amelyeknél egy koaĺıció kiválását az el-
lenérdekelt játékosok meg tudják hiúśıtani néhány kiválni szándékozó játékos
kifizetésének megemelésével. A dolgozat bevezető jellegű áttekintést ḱıván
nyújtani a klasszikus, a reakt́ıv, a szemireakt́ıv és a Mas-Colell-féle alku-
halmaz és a mag egybeesésére vonatkozó ismert eredményekről, kiegésźıtve
néhány új észrevétellel.

1. Bevezetés

A játékelmélet tárgya a többszereplős interakt́ıv döntési helyzetek matemati-
kai modellezése és vizsgálata. A szereplők (játékosok) szuverén döntéshozók, akik
a számukra adott cselekvési lehetőségek közüli választással valamilyen mérték-
ben befolyásolni tudják a döntési helyzet (játék) kimenetelét, s ezáltal nemcsak
a saját magukra, hanem a többi résztvevőre vonatkozó következményeket is. Ez
a szereplők között fennálló kölcsönös függőség szinte valamennyi gazdasági, tár-
sadalmi döntési helyzet alapvető jellemzője, ezért érthető, hogy az ilyen szitu-
ációk absztrakt vizsgálatának fő motiváló forrása, illetve alkalmazási területe a
közgazdaság-tudomány, illetve tágabban a társadalomtudományok. A formalizált
modellek elemzése ugyanakkor matematikai eszközökkel történik.

A játékelméletet szokás két fő, egymástól szigorúan el nem választható terü-
letre osztani. A legegyszerűbb, a két racionális döntéshozó közötti antagonisztikus
konfliktust léıró nemkooperat́ıv modell elemzése mellett a terület alapvetésének
és névadójának számı́tó könyvükben Neumann és Morgenstern [26] elsősorban a
hatékonyságnövelés által motivált döntéshozók közötti együttműködés kérdéseit
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vizsgálták. Egy játékot kooperat́ıvnak tekintünk, követve a Nobel-d́ıjas Harsányi
János meghatározását [14], ha a játékosok közötti egyeztetések után a felek szá-
mára kötelező érvényű megállapodások (binding agreement) szület(het)nek. Ilyen-
kor a játék lefolyásának részleteit és az egyes játékosok stratégiai megfontolásait
háttérbe szoŕıtják az egyes koaĺıciók által elérhető kimenetelek meghatározására,
illetve az együttműködés hozadékának szétosztására vonatkozó kérdések.

A kooperat́ıv modellek több alapkategóriába sorolhatók. Az első választóvonal
az, hogy az adott szituációban létezik-e, vagy sem, egy olyan

”
pénzszerű termék”

(side-payment) aminek átadásával az egyéni hasznosságok egymás között átru-
házhatók. Például a klasszikus párośıtási modellekben a szereplőknek csak sor-
rendi preferenciáik vannak, mert a vizsgált helyzetek (felvételi, vesecsere) esetleg
kimondottan tiltják a játékosok közötti bármiféle pénzbeli kompenzációt. Az át-
ruházható hasznosságokat feltételező modellek tovább bonthatók aszerint, hogy az
átadott

”
pénzszerű termék”minden résztvevő számára minden esetben azonos érté-

ket jelent-e. Amennyiben az egyéni hasznosságskála-egységek azonosak, átváltható
hasznosságú (transferable utility) kooperat́ıv játékról beszélünk. Ilyenkor az egyé-
ni hasznosságok összehasonĺıthatók, sőt összeadhatók, ı́gy értelmezhető az egyes
koaĺıciók

”
értéke” is. Neumann és Morgenstern [26] óta az átváltható hasznosságú

kooperat́ıv alapmodellben egy koaĺıció értékének a tagjai által (a koaĺıcióban részt
nem vevő játékosok döntéseitől függetlenül) elérhető legnagyobb összhasznosságot
szokás tekinteni. A központi kérdés pedig a koaĺıció által elért összhaszonnak a
tagok közötti újraelosztása.

Itt csak átváltható hasznosságú kooperat́ıv játékok megoldásaival foglalkozunk,
ezért a továbbiakban (kooperat́ıv) játék alatt mindig ilyen játékot értünk. A ćım-
ben jelzett halmazértékű megoldások egybeesésének körülményeit vizsgáljuk. A
mag (core), illetve a különféle alkuhalmazok (bargaining sets) mindegyike vala-
milyen stabilitási követelményt testeśıt meg. Amikor tehát ezen megoldások kap-
csolatát vizsgáljuk, tulajdonképpen a mögöttes stabilitási tulajdonságok viszonyát
elemezzük.

2. Alapok

Egy kooperat́ıv játék alatt az (N, v) párt értjük, ahol N a játékosok véges,
nemüres halmaza, és v : 2N → R a koaĺıciós függvény, ami mindegyik S ⊆ N
koaĺıcióra megadja annak v(S) értékét (a tagjai együttműködése által elérhető
maximális összhasznosságot). Defińıció szerint v(∅) = 0. Az (N, v) játék szuper-
addit́ıv, ha tetszőleges S ∩ T = ∅ koaĺıciókra v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T ) teljesül, és
gyengén szuperaddit́ıv, ha az egyenlőtlenséget csak egyelemű T -vel követeljük meg.
A szuperaddit́ıv játékok az olyan kooperat́ıv helyzetek modelljei, ahol a közös tagot
nem tartalmazó koaĺıciók együttműködése csak előnnyel járhat. Amennyiben ez a

”
pozit́ıv szinergia” csak a nagykoaĺıciót eredményező együttműködéseknél jön biz-
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tosan létre, azaz ha tetszőleges N = N1 ∪ . . . ∪Nk part́ıcióra

v(N1) + . . .+ v(Nk) ≤ v(N)

teljesül, a játékot kohéźıvnek h́ıvjuk. Amikor ezt a kohéziós egyenlőtlenséget a
nagykoaĺıciónak csak az olyan part́ıcióitól várjuk el, amelyekben legfeljebb egy
koaĺıció nem egyelemű, azaz ha tetszőleges S ⊆ N -re v(S) +

∑
j∈N\S v(j) ≤ v(N)

teljesül, a játékot gyengén kohéźıvnek mondjuk. Egy szuperaddit́ıv játék nyilván
kohéźıv is, egy gyengén szuperaddit́ıv játék pedig gyengén kohéźıv is.

Az (N, v) játék egy megoldás án a játékosok egyéni részesedését tartalmazó
x = (xi : i ∈ N) ∈ RN kifizetés-vektort értjük, amire azt mondjuk, hogy

– szétosztás, ha x(N) = v(N);

– elosztás, ha szétosztás, és xi ≥ v(i) minden i ∈ N -re;

– mag-elosztás, ha szétosztás, és x(S) ≥ v(S) minden S ⊂ N -re,

ahol x(S) :=
∑

i∈S xi jelöli az S ⊆ N koaĺıció összkifizetését. Azt mondjuk,
hogy az y kifizetésvektor az S koaĺıció által dominálja az x kifizetés-vektort, ha
y(S) ≤ v(S), és yi > xi minden i ∈ S-re. Nyilvánvaló, hogy az x csak akkor
dominálható az S-en keresztül, ha az ex(S) = v(S)−x(S) többlet pozit́ıv, és minél
nagyobb ez a többlet, az S annál

”
elégedetlenebb” az x megoldással.

Vizsgálatainkban szinte kizárólag elosztásokra szoŕıtkozunk, halmazukat Im
jelöli (imputations). Könnyen adódik, hogy tetszőleges (N, v) játékra,

Im(v) ̸= ∅ ⇐⇒ v(N) ≥
∑
i∈N

v(i). (1)

Szuperaddit́ıv (gyengén szuperaddit́ıv / kohéźıv / gyengén kohéźıv) játékokban ez
az egyenlőtlenség nyilván teljesül, az elosztások halmaza ilyenkor tehát nem üres.

2.1. A mag

A mag elosztások halmaza a mag, jelölése Co (core). Belátható, hogy szuper-
addit́ıv (gyengén szuperaddit́ıv / kohéźıv / gyengén kohéźıv) játékokban a mag
azonos a semmilyen elosztás által sem dominált elosztások halmazával. Nyilván
minden játékban Co ⊆ Im. A mag nemüressége is eldönthető az (1)-ben sze-
replőhöz hasonló lineáris egyenlőtlenségek ellenőrzésével, de ehhez sokkal több és
jóval összetettebb egyenlőtlenségnek kell teljesülnie. A részletek tárgyalása nélkül
azt mondjuk, hogy egy játék kiegyensúlyozott, ha a magja nem üres, és teljesen
kiegyensúlyozott, ha bármelyik koaĺıcióhoz tartozó részjátéka is kiegyensúlyozott.
Rögtön adódik, hogy minden teljesen kiegyensúlyozott játék szuperaddit́ıv, és min-
den kiegyensúlyozott játék kohéźıv.

Kétszemélyes játékokban Co = Im, hiszen a nagykoaĺıción ḱıvül csak egy-
személyes koaĺıciók vannak, az elosztások és a mag elosztások tehát ugyanazok.
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Az (1) alatti jellemzés tükrében kapjuk, hogy a (gyengén) kohéźıv / szuperaddit́ıv
esetben Co = Im ̸= ∅, egyébként viszont Co = Im = ∅.

A legalább háromszemélyes játékok halmazán a szuperadditivitás se nem szük-
séges, se nem elégséges feltétele a kiegyensúlyozottságnak. Ismeretes például, hogy
egy háromszemélyes szuperaddit́ıv játékban (sőt gyengén szuperaddit́ıv / kohéźıv /
gyengén kohéźıv játékban is)

Co(v) ̸= ∅ ⇐⇒ v(ij) + v(ik) + v(jk)

2
≤ v(ijk). (2)

Másrészt nyilván kiegyensúlyozott (tehát (gyengén) kohéźıv), de nem (gyengén)
szuperaddit́ıv az a háromszereplős játék, amelyben minden koaĺıció értéke 0, kivéve
egy kétszemélyes koaĺıciót, aminek viszont negat́ıv az értéke.

A mag a kooperat́ıv játékok legtöbbet vizsgált halmazértékű megoldása. Azt a
nagyon intuit́ıv stabilitási követelményt fogalmazza meg, hogy a játék megoldásá-
nak olyan módon kell a nagykoaĺıció értékét szétosztania, ami mindegyik koaĺıció
számára elfogadható, másképpen, ami egyetlen koaĺıción keresztül sem dominálha-
tó. Mivel sok játékban nem létezik ennyire stabil elosztás, szükség van olyan meg-
oldási koncepciókra is, amelyek akkor sem üresek, amikor a mag üres. A Neumann
és Morgenstern [26] által leginkább vizsgált ún. konstans összegű játékokban pél-
dául a mag csak a kooperáció szempontjából érdektelen (addit́ıv) esetben nem üres,
ezért ők a stabil halmazokat tekintették a modell megoldásának. Az irodalomban
fellelhető számtalan egyéb magkiterjesztés közül mi itt csak az egyik legelsőt, az
Aumann és Maschler [2] által javasolt alkuhalmazokat tárgyaljuk.

2.2. A klasszikus alkuhalmaz

Az alkuhalmazok közös jellemzője, hogy olyan dominált (magon ḱıvüli) elosztá-
sokat is megengednek, amelyeknél egy koaĺıció kiválási szándékát az ellenérdekelt
játékosok meg tudják hiúśıtani néhány kiválni szándékozó játékos kifizetésének
megemelésével. A mögöttes alkufolyamat részletei, s ı́gy az azt túlélő elosztás-
halmazok is nagyon sokfélék lehetnek. Az Aumann és Maschler [2] által felvetett
számos változat közül az a t́ıpus került a vizsgálatok fókuszába, amelyről Davis és
Maschler [5], [6] bebizonýıtották, hogy amennyiben a játékban vannak elosztások,

ez az alkuhalmaz nem üres. Írásunkban, az utolsó fejezetig, alkuhalmaz alatt mi
is ezt a

”
klasszikus” alkuhalmazt értjük.

Legyen (N, v) egy nemüres elosztáshalmazzal rendelkező játék (lásd (1)). Azt
mondjuk, hogy az x ∈ Im elosztásnál az (S, y) pár az i játékosnak a j ( ̸= i)
játékossal szembeni kontrája (objection), ha

S ⊂ N, i ∈ S ̸∋ j, y ∈ RS , y(S) = v(S), yk > xk ∀k ∈ S-re.
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Az i játékos j-vel szembeni (S, y) kontrájára a j játékos rekontrája (counter-
objection) a (T, z) pár, ha

T ⊂ N, j ∈ T ̸∋ i, z ∈ RT , z(T ) = v(T ),

zk ≥ yk ∀k ∈ T ∩ S-re, zk ≥ xk ∀k ∈ T \ S-re .

Az alkuhalmaz, jelölje M , a játék azon elosztásainak halmaza, amelyeknél min-
den kontrára van rekontra. Másképpen, azok az elosztások nem tartoznak az
alkuhalmazba, amelyeknél van megalapozott kontra (justified objection), azaz egy

”
támadó” játékosnak egy olyan kontrája, amire a

”
védekező” játékosnak nincsen

rekontrája.
A továbbiakban szükségünk lesz a következő, könnyen belátható észrevételekre.

2.1. Álĺıtás. Tetszőleges gyengén kohéźıv játékban egy elosztásnál:

1. Egy koaĺıció csak akkor szerepelhet egy kontrában, ha a többlete pozit́ıv.
Következésképpen, a nagykoaĺıción és az egyszemélyes koaĺıciókon keresztül
nem lehet kontrázni.

2. Egy koaĺıció csak akkor szerepelhet egy rekontrában, ha a többlete nemne-
gat́ıv, és amennyiben van közös tagja a kontrában szereplő koaĺıcióval, akkor
a többlete pozit́ıv. Következésképpen, egy játékos a saját egyszemélyes ko-
aĺıcióján keresztül csak akkor tud rekontrázni, ha a többlete nulla.

3. Az i ∈ N játékosnak a j ∈ N játékossal szemben csak egy olyan koaĺıción ke-
resztül lehet megalapozott kontrája, amelynek a (pozit́ıv) többlete szigorúan
több, mint bármelyik az i-t nem, de a j-t tartalmazó koaĺıció többlete.

Davis és Maschler [6] bizonýıtották, hogy az M alkuhalmaz nem üres, ha a já-
tékban az elosztások Im halmaza nem üres. Mivel pontosan azok az elosztások
a magbeliek, amelyeknél egyetlen játékosnak sincs kontrája, tehát megalapozott
kontrája sem lehet, adódik, hogy

– bármilyen játékban Co ⊆ M ⊆ Im.

Kétszemélyes játékokban, mint láttuk, Co = Im, következésképpen,

Co = M = Im,

mégpedig a szuperaddit́ıv (vagy ami ilyenkor ugyanaz, gyengén szuperaddit́ıv /
kohéźıv / gyengén kohéźıv) esetben Co = M = Im ̸= ∅, egyébként viszont
Co = M = Im = ∅.

Az alkuhalmaz még a háromszemélyes játékokban is könnyen meghatározható,
legalábbis a nagyon enyhe feltételt jelentő gyengén kohéźıv esetben.

2.2. Álĺıtás. Legyen (N = {i, j, k}, v) egy háromszereplős játék.
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1. Ha v kiegyensúlyozott (tehát gyengén kohéźıv is), akkor Co(v) = M(v).

2. Ha v nem kiegyensúlyozott, de gyengén kohéźıv, akkor M(v) azt az egyetlen
x elosztást tartalmazza, amelyre ex(ij) = ex(ik) = ex(jk).

3. Ha v egy nemüres elosztáshalmazzal rendelkező, de nem gyengén kohéźıv
játék, akkor M(v) egy (esetleg egyetlen pontból álló) egyenes szakasz.

Bizonýıtás. Terjedelmi okokból csak az első két álĺıtást bizonýıtjuk. A nem gyen-
gén kohéźıv esettel kapcsolatban Tchantcho, Moyouwou és Andjiga [41] cikkére
utalunk, akik megadták tetszőleges háromszereplős játékra az alkuhalmaz (ami
a kiegyensúlyozott esetben a mag) pontos szerkezetét. Az alkalmazásokban csak
kivételesen előforduló nem gyengén kohéźıv esetet a 2.2. példával szemléltetjük.

Legyen v egy tetszőleges gyengén kohéźıv játék (tehát nemüres elosztáshalmaz-
zal rendelkező) háromszereplős játék, és legyen x ∈ Im\Co egy tetszőleges, magon
ḱıvüli elosztás (ha a mag üres, akkor persze ez a kitétel semmis). Ćımkézzük úgy
a három játékost, hogy ex(ij) ≥ ex(ik) ≥ ex(jk) legyen. Mivel ex(ij) > 0, ezen a
maximális (pozit́ıv) többletű koaĺıción keresztül az i és a j is kontrázhatja a komp-
lementerbeli k játékost. Mivel v gyengén kohéźıv, v(ijk) ≥ v(ij) + v(k), amiből
0 = ex(ijk) ≥ ex(ij) + ex(k), innen pedig ex(k) < 0 következik. Tehát a k játékos
a saját egyszemélyes koaĺıcióján keresztül nem tud rekontrázni, csak a kontrázó ij
koaĺıcióval átfedő ik, illetve jk koaĺıciókon keresztül, de ezekkel is csak akkor, ha
pozit́ıv a többletük (2.1. álĺıtás 2. pont).

Amennyiben ex(ij) > ex(jk) > 0, az i játékos megalapozottan tudja kont-

rázni k-t az S = ij koaĺıción keresztül az yi = xi +
ex(ij)− ex(jk)

2
és yj =

xj +
ex(ij) + ex(jk)

2
kifizetésekkel. A k játékos ezzel szemben ugyanis csak a

T = jk koaĺıción keresztül tudna védekezni, de egy rekontrához kettőjüknek össze-

sen legalább yj + xk = xj +
ex(ij) + ex(jk)

2
+ xk > x(jk) + ex(jk) = v(jk)

kifizetés kellene, ami viszont elérhetetlen a jk koaĺıció számára. Magon ḱıvüli el-
osztás (akár üres a mag, akár nem) tehát csak akkor lehet az alkuhalmaz eleme,
ha ex(ij) = ex(ik) = ex(jk) > 0.

Ha a v kiegyensúlyozott, akkor v(ijk) ≥ v(ij) + v(ik) + v(jk)

2
, amiből

0 = ex(ijk) ≥ ex(ij) + ex(ik) + ex(jk)

2
következik tetszőleges x elosztásra. Az

előbbi megállaṕıtás tükrében ez azt jelenti, hogy magon ḱıvüli elosztás nem tartoz-
hat az alkuhalmazba, hiszen x ∈ M \Co esetén a számlálóban szereplő mindhárom
többlet pozit́ıv lenne. Következésképpen, ha a mag nemüres, akkor Co(v) = M(v).
Ezzel az álĺıtás 1. pontját beláttuk.

Ha a v nem kiegyensúlyozott, akkor minden elosztás magon ḱıvüli, tehát mind-
egyik kétszemélyes koaĺıció többlete pozit́ıv. Ezek közül, mint megállaṕıtottuk,
csak azok az elosztások tartozhatnak az alkuhalmazba, amelyeknél a kétszemélyes
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koaĺıciók többlete azonos. A v(ij)− xi − xj = v(ik)− xi − xk = v(jk)− xj − xk

lineáris egyenletrendszernek viszont egyetlen megoldása van, mégpedig

xi =
v(ijk) + v(ij) + v(ik)− 2v(jk)

3
,

és a megfelelő módon permutált változatok a másik két játékosra. Az alkuhalmaz
tehát ebből az egyetlen elosztásból áll. Ezzel az álĺıtás 2. pontját is beláttuk. ⊓⊔

A fenti második álĺıtás szemléltetésére nézzük a következő példát.

2.1. Példa. Legyen N = {1, 2, 3}, a koaĺıciós függvény pedig

S 1 2 3 12 13 23 123

v(S) 0 0 0 30 30 30 30

A játék szuperaddit́ıv, de nem kiegyensúlyozott, mag elosztás csak v(123) ≥ 45
esetén létezne (lásd (2)). Az alkuhalmaz viszont M = {(10; 10; 10)}, ugyanis
csak ennél az elosztásnál nincsen megalapozott kontra. Egyrészt a (10; 10; 10)
elosztásnál egy i-nek egy k-val szembeni kontrája csak

(S = ij; yi = 10 + α, yj = 20− α)

alakú lehet, ahol 0 < α < 10, erre viszont tud válaszolni k, például a

(T = jk; zj = 20, zk = 10)

rekontrával. Másrészt, ha az x elosztásban van két különböző kifizetés, mondjuk
xi ≤ xj ≤ xk, de xi < xk, akkor nyilván xi < 10 < xk, és xj ≤ 15, vagyis az
(S = ij; yi = 10, yj = 20) az i-nek egy olyan kontrája a k-val szemben, amire
k-nak nincsen rekontrája, sem egyéni (az x elosztás), sem a T = jk-n keresztül,
ahhoz ugyanis legalább zj + zk ≥ 20 + xk > 30 = v(jk) kifizetés kellene, ami
kettőjük számára elérhetetlen.

A 2.1. álĺıtás 3. pontja szerint egy nem gyengén kohéźıv, háromszereplős játék-
ban az alkuhalmaz lehet egy szakasz is. Ennek az esetnek a szemléltetésére nézzük
a következő példát.

2.2. Példa. Legyen N = {1, 2, 3}, a koaĺıciós függvény pedig

S 1 2 3 12 13 23 123

v(S) 0 0 0 4 1 1 3

A játék nem gyengén kohéźıv, hiszen v(12) + v(3) > v(123), a mag tehát üres. Az
alkuhalmaz mégis több pontból áll, M = {xα = (x1 = 2−α; x2 = 1+α; x3 = 0) :
0 ≤ α ≤ 1}.
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Egyrészt, az xα elosztásoknál a koaĺıciónkénti összkifizetések, illetve többletek
az alábbiak:

S 1 2 3 12 13 23 123

xα(S) 2− α 1 + α 0 3 2− α 1 + α 3

exα(S) −2 + α −1− α 0 1 −1 + α −α 0

Mivel akármelyik xα (0 ≤ α ≤ 1) elosztásnál csak az S = 12 koaĺıció többlete
pozit́ıv, csak 1 → 3 és 2 → 3 kontrák keletkezhetnek, de ezeket a 3-as játékos
egyedül is képes rekontrázni a (T = 3; z3 = 0) párral.

Másrészt, bármelyik xα (−1 ≤ α < 0) elosztásnál a 2-es játékos kontrázhatja
az 1-est az (S = 23; y2 = 1+ α

2 ; y3 = 0− α
2 ) párral, amire viszont nincs az 1-esnek

rekontrája, sem önállóan, sem a T = 13 koaĺıción keresztül, ahhoz ugyanis legalább
z1 + z3 ≥ 2− 3α

2 > 1 = v(13) kifizetés kellene, ami kettőjük számára elérhetetlen.
Hasonlóképpen, bármelyik xα (0 < α ≤ 1) elosztásnál az 1-es játékosnak van
megalapozott kontrája a 2-sel szemben. Végül, minden olyan x elosztásnál, amiben
x3 > 0, a 3-as játékos önállóan nem képes rekontrára, tehát az

(S = 12; y1 = x1 +
x3

2
; y2 = x2 +

x3

2
)

egy megalapozott kontra a 3-assal szemben (például az 1-esé).

3. Az alkuhalmaz és a mag egybeesése

Mivel bármilyen játékban a mag (akár üres, akár nem) részhalmaza az alkuhal-
maznak, az elosztásokkal (tehát nemüres alkuhalmazzal is) rendelkező játékokban
a Co = M egyenlőséghez elengedhetetlen a játék kiegyensúlyozottsága. Ugyanak-
kor Maschler [20] ötszereplős, teljesen kiegyensúlyozott példája is mutatja, hogy
a magelosztások létezése messze nem zárja ki az alkuhalmaz értelmében stabil el-
osztások létezését. Ismertek ugyanakkor olyan speciális játékosztályok, ahol az
alkuhalmaz nem bővebb, mint a nemüres mag. Ilyen például a konvex játékok
osztálya (Maschler et al. [22]), a vétó játékossal rendelkező (vagyis a kiegyensú-
lyozott) monoton egyszerű játékok osztálya (Einy, Wettstein [7]), a szuperaddit́ıv
egyszerű folyamjátékok osztálya (Reijnierse et al. [32]), vagy az alkalmazások-
ban ugyancsak gyakran előforduló faösszefüggő addit́ıv játékok osztálya (Potters,
Reijnierse [31]). Az ezekre az egybeesési eredményekre adott bizonýıtások egységes
keretbe helyezhetők és általánośıthatók az alábbi fogalom seǵıtségével.

Kiindulva az (N, v) játékból, definiáljuk az x ∈ RN -hez tartozó (N,wx) maxi-
mális többlet játékot a

wx(S) := max
T⊆S

ex(T ) minden S ⊆ N -re
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koaĺıciós függvénnyel. Nyilván wx(∅) = 0, tehát wx valóban egy játék.

Könnyen adódnak a következő észrevételek.

3.1. Álĺıtás. Tetszőleges x ∈ RN -re

1. wx monoton (azaz wx(S) ≤ wx(T ) minden S ⊆ T -re);

2. wx(S) ≥ max{ex(S), 0} minden S ⊆ N -re;

3. wx a minimális olyan monoton koaĺıciós függvény, ami teljeśıti az előző pont-
beli tulajdonságot (a wx az ex többlet játék monoton fedőjátéka);

4. x ∈ Im ⇐⇒ wx 0-normalizált (azaz wx(i) = 0 minden i ∈ N -re);

5. x ∈ Co ⇐⇒ wx a nulla-játék (azaz wx(S) = 0 minden S ⊆ N -re);

6. ha a v játék szuperaddit́ıv / gyengén szuperaddit́ıv, akkor az ex többlet játék,
illetve a wx maximális többlet játék is szuperaddit́ıv / gyengén szuperaddit́ıv.

7. ha a v játék konvex (azaz v(S)+v(T ) ≤ v(S∪T )+v(S∩T ) minden S, T ⊆ N -
re), akkor az ex többlet játék, illetve a wx maximális többlet játék is konvex.

A fentiekből következik, hogy amennyiben x ∈ Im, a wx maximális többlet játék
tetszőleges játék esetén gyengén szuperaddit́ıv, hiszen az 1. pont szerint mindig
monoton és a 4. pont szerint elosztásnál 0-normalizált is.

A maximális többlet játék jól használható a megalapozott kontrák létezésének
eldöntésére. Az S koaĺıció ugyanis nyilván csak akkor szerepelhet egy kontrában az
x elosztásnál, ha ex(S) > 0, és annál nehezebb erre rekontrázni, minél magasabb
ez a többlet (lásd az 2.1. álĺıtás 3. pontját).

3.1. Tétel. (Solymosi [35])
Legyen v egy szuperaddit́ıv játék és x ∈ Im(v) \ Co(v) egy magon ḱıvüli elosztás.
Ha a wx maximális többlet játék kiegyensúlyozott, akkor az x elosztásnál van
megalapozott kontra, tehát x /∈ M(v).

Bizonýıtás. Legyen v egy szuperaddit́ıv játék, és x ∈ Im(v) \ Co(v) egy olyan
magon ḱıvüli elosztás, amelynél a wx kiegyensúlyozott. Vegyünk egy u ∈ Co(wx)
vektort. Mivel u ≥ 0 (hiszen wx 0-normalizált), és u(N) = wx(N) > 0, az u
pozit́ıv komponenseinek P := {i ∈ N : ui > 0} halmaza nem üres.

Legyen S ⊂ N egy tartalmazásra nézve maximális olyan koaĺıció, amire ex(S) =
wx(N). Nyilván ∅ ̸= S ̸= N . Továbbá P ⊆ S, és ex(S) = u(S), hiszen

ex(S) ≤ wx(S) ≤ u(S) ≤ u(S) + u(N \ S) = u(N) = wx(N) = ex(S)

miatt uj = 0 minden j ∈ N \ S játékosra.
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Legyen i ∈ P ⊆ S, és j ∈ N \ S. Definiáljuk az y ∈ RS vektort a következőkép-
pen:

yi := xi +
ui

|S|
, és yk := xk + uk +

ui

|S|
, ha k ̸= i, k ∈ S.

Mivel ui > 0, és uk ≥ 0 minden k ∈ S-re, yk > xk minden k ∈ S játékosra. Mivel
y(S) = x(S)+u(S) = x(S)+ex(S) = v(S), az (S, y) konfiguráció az i egy kontrája
a j-vel szemben az x-nél. Sőt, egy megalapozott kontrája.

A j játékosnak ugyanis nincs rekontrája az (S, y) kontrára. Egyrészt, mivel
az S tartalmazásra nézve maximális, és az ex szuperaddit́ıv (3.1. álĺıtás 6. pont),
bármely T ̸= ∅ és T ∩ S = ∅ koaĺıció többlete negat́ıv, hiszen

ex(S) > ex(S ∪ T ) ≥ ex(S) + ex(T ).

Vagyis az S-től diszjunkt koaĺıcióval a j nem tud rekontrázni (2.1. álĺıtás 2. pont).
Másrészt, vegyünk egy olyan T ∩ S ̸= ∅ koaĺıciót, amire j ∈ T ̸∋ i, és egy z ∈ RT

vektort. A (T, z) akkor lenne egy rekontra az (S, y) kontrára, ha

z(T ) ≥ x(T \ S) + y(T ∩ S),

= x(T \ S) + x(T ∩ S) + u(T ∩ S) + |T∩S|
|S| ui,

> x(T ) + u(T ), mivel u(T \ S) = 0, ui > 0,

≥ x(T ) + ex(T ),mivel u(T ) ≥ wx(T ) ≥ ex(T ),

= v(T ) ≥ z(T )

teljesülne, de ez lehetetlen. Következésképpen, az (S, y) egy megalapozott kontra
az x-nél, tehát x /∈ M(v). ⊓⊔

Mielőtt rátérnénk a tétel alkalmazhatóságának szemléltetésére, pár fontos meg-
jegyzést teszünk.

3.1. Megjegyzés. A maximális többlet játék kiegyensúlyozottsága csak elégsé-
ges, de nem szükséges feltétele annak, hogy az adott elosztásnál legyen megalapo-
zott kontra.

Vegyük például a 2.1. példabeli háromszereplős szuperaddit́ıv (de nem kiegyen-
súlyozott) játékot és az x = (12; 9; 9) elosztást. Itt a koaĺıciónkénti összkifizetések,
a többletek, illetve a maximális többletek az alábbiak:

S 1 2 3 12 13 23 123

x(S) 12 9 9 21 21 18 30

ex(S) −12 −9 −9 9 9 12 0

wx(S) 0 0 0 9 9 12 12

Az x elosztásnál például a 3-as kontrázhatja az 1-est az (S = 23; y2 = 19; y3 = 11)
konfigurációval, amire viszont az 1-esnek nincs rekontrája, sem önállóan, sem a
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T = 12 koaĺıción keresztül, ahhoz ugyanis legalább z1 + z2 ≥ 12 + 19 = 31 > 30 =
v(12) kifizetés kellene, ami kettőjük számára elérhetetlen. Ugyanakkor az x elosz-
tásnál a wx maximális többlet játék nem kiegyensúlyozott, hiszen szuperaddit́ıv
(3.1. álĺıtás 6. pont), de 12 < 15 = 1

2 (9 + 9 + 12), a (2) feltétel szerint tehát a wx

magja üres.

3.2. Megjegyzés. A legalább ötszereplős játékok esetén a 3.1. tételben a játék
szuperadditivitása nem gyenǵıthető le sem a gyengén szuperadditivitásra, sem a
kohézivitásra.

Vegyük például azt az ötszereplős játékot, amelyben N = {1, 2, 3, 4, 5} a koa-
ĺıciós függvény pedig

v(S) =


0, ha |S| ≤ 1,

2|S|+ 1, ha S = 12,

2|S| − 1, ha S = 345,

2|S| egyébként.

Könnyen ellenőrizhető, hogy v gyengén szuperaddit́ıv és kohéźıv is. Megjegyez-
zük ugyanakkor, hogy v nem kiegyensúlyozott, hiszen egy y mag elosztásra tel-
jesülniük kellene az y1 + y2 ≥ 5 = v(12), y1 + y3 + y4 + y5 ≥ 8 = v(1345) és
y2 + y3 + y4 + y5 ≥ 8 = v(2345) egyenlőtlenségeknek, viszont ezeket összeadva a
20 = 2v(N) = 2(y1 + y2 + y3 + y4 + y5) ≥ 5 + 8 + 8 = 21 > 20 ellentmondást
kapnánk, a mag tehát üres.

Az x = (2; 2; 2; 2; 2) elosztásnál a többletek, illetve a maximális többletek:

ex(S) =



0, ha |S| = 0,

−2, ha |S| = 1,

+1, ha S = 12,

−1, ha S = 345,

0 egyébként.

wx(S) =

1, ha S ⊇ 12,

0 egyébként

A wx maximális többlet játék kiegyensúlyozott, például ( 12 ;
1
2 ; 0; 0; 0) ∈ Co(wx),

mégsincs az x-nél megalapozott kontra, tehát x ∈ M . Valóban, az x-nél kontrája
csak az i = 1, 2 játékosok egyikének lehet az egyetlen pozit́ıv többletű S = 12
koaĺıción keresztül a j = 3, 4, 5 játékosok valamelyikével szemben, aki viszont egy
k ̸= j, k ∈ {3, 4, 5} társával együttműködve rekontrázni tud bármilyen i → j
kontrát a (T = jk; zj = 2; zk = 2) konfigurációval.

3.3. Megjegyzés. A négyszereplős játékok esetén a 3.1. tételben a játék szu-
peradditivitása nem gyenǵıthető le a gyengén szuperadditivitásra. Solymosi [35]
közöl ugyanis egy olyan négyszereplős gyengén szuperaddit́ıv, de nem szuperad-
dit́ıv (tehát nem is kohéźıv, ı́gy nem is kiegyensúlyozott) játékot, amelyben van
olyan x ∈ M elosztás, amelynél wx kiegyensúlyozott.
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A legfeljebb háromszereplős játékok között hasonló ellenpélda nem létezhet, mivel a
szuperadditivitás és a gyengén szuperadditivitás ilyenkor ekvivalens tulajdonságok.

A fenti megjegyzések tükrében viszont adódik a kérdés, hogy

? a négyszereplős játékok esetén a 3.1. tételben a játék szuperadditivitása
legyenǵıthető-e a kohézivitásra?

Sejtésünk szerint igen. Másképpen fogalmazva a kérdés az, hogy

? adható-e olyan négyszereplős kohéźıv játék, és abban egy olyan x ∈ Im \Co
elosztás, hogy a wx kiegyensúlyozott, de az x-nél mégsincs megalapozott
kontra?

Az alábbi, 3.2. tétel szerint, ha a négyszereplős játék kiegyensúlyozott (akár szu-
peraddit́ıv, akár nem), akkor csak a magbeli elosztásoknál nincsen megalapozott
kontra, tehát ilyen ellenpélda nem létezhet. Vagyis csak egy kohéźıv, de nem ki-
egyensúlyozott és nem szuperaddit́ıv négyszereplős játékban fordulhatna esetleg
elő egy olyan x elosztás, hogy a wx kiegyensúlyozott, de az x-nél mégsincs meg-
alapozott kontra. Sejtésünk szerint viszont nem található ilyen ellenpélda.

A teljesség kedvéért vegyük észre, hogy háromszereplős ilyen példa biztosan
nincs, hiszen a 2.2. álĺıtás szerint vagy csak a magbeli elosztásoknál nincsen meg-
alapozott kontra (1. eset), vagy csak az egyetlen olyan (az üres magon ḱıvüli) x
elosztásnál, amelynél wx(ijk) = wx(ij) = wx(ik) = wx(jk) > 0 (2. eset), ekkor
viszont a wx nem kiegyensúlyozott (lásd a (2) feltételt).

A 3.1. tétel diszkussziója után térjünk vissza az alkuhalmaz és a mag egy-
beesésének kérdéséhez. A 2.2. álĺıtás 1. pontja szerint ha egy háromszereplős
játék kiegyensúlyozott (akár szuperaddit́ıv, akár nem), akkor az alkuhalmaz és a
mag egybeesnek. Ugyanakkor, Maschler [20] vizsgált egy olyan ötszemélyes tel-
jesen kiegyensúlyozott (tehát szuperaddit́ıv) játékot, amelyben a mag az alkuhal-
maz szigorú része, vagyis több mint négy szereplő esetén az egybeeséshez a játék
valamilyen további specialitása is szükséges. Az alábbi eredmény szerint (a há-
romszereplős játékokhoz hasonlóan) a négyszereplős játékokban a nyilvánvalóan
szükséges kiegyensúlyozottság önmagában is elégséges feltétele az alkuhalmaz és a
mag egybeesésének.

3.2. Tétel. (Solymosi [36])
Ha egy négyszereplős kooperat́ıv játékban a mag nem üres, akkor azonos az alku-
halmazzal.

Fontos hangsúlyozni, hogy a játékosok kis száma miatt itt nincs szükség a játék
szuperadditivitására. A 3.2. tétel tehát teljessé teszi a kisméretű játékokban a
klasszikus alkuhalmaz és a mag viszonyára vonatkozó tudásunkat.

Nyitott kérdés viszont, hogy
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? milyen szerkezetű az alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyensúlyozott játé-
kokban?

Nincsen tudomásunk olyan eredményről, ami az alkuhalmaz pontos léırását ad-
ná, még a szuperaddit́ıv esetben sem. Maschler [19] ugyan megmutatta, hogy
egy (elosztásokkal rendelkező) általános négyszereplős játék alkuhalmaza léırha-
tó 15012 darab, egyenként 41 lineáris egyenlőtlenségből, illetve egyenlőségből álló
rendszer megoldáshalmazának uniójaként, de még részleges válaszok sem ismertek
a Maschler [19] által is feltett kutatási kérdésre:

? Csökkenthető-e, és ha igen mennyire, az alkuhalmazt alkotó véges sok konvex
poliéder számára a négyszereplős esetben adott felső korlát?

A 3.2. tétel mutatja, hogy a kiegyensúlyozott esetben az alkuhalmaz egyetlen line-
áris feltételrendszerrel léırható. A konkrét esetekben szerzett tapasztalatok mellett
ez is azt sejteti, hogy a négyszereplős játékok alkuhalmazának léırásához szükséges
lineáris rendszerek számára a mag üressége esetén is adható az emĺıtett 15012-nél
nagyságrendekkel kisebb felső korlát is.

4. Néhány speciális szuperaddit́ıv játékt́ıpus

A 3.1. tétel seǵıtségével könnyen igazolhatjuk az alkuhalmaz és a mag egy-
beesését a szuperaddit́ıv játékok bizonyos részosztályaira. Amennyiben ugyanis
egy speciális t́ıpusú szuperaddit́ıv játékról megmutatható, hogy az ilyen játékok
bármelyik elosztása kiegyensúlyozott maximális többlet játékot indukál (a mag-
beli elosztásokra ez mindig igaz, hiszen a konstans 0 játékot indukálják), akkor
az alkuhalmaznak nem lehet a maghoz nem tartozó eleme, a két megoldáshalmaz
tehát egybeesik. Ezen gondolatmenet mentén bizonýıthatók az alább ismertetett
ekvivalencia eredmények is. Az egyes játékt́ıpusok pontos defińıcióját a rövidség
kedvéért itt nem adjuk meg, csak utalunk a vonatkozó cikkekre.

A konvex játékokra Maschler, Peleg és Shapley [22] bizonýıtották a mag és
az alkuhalmaz azonosságát (egyébként bizonýıtásuk általánośıthatósága vezetett
a 3.1. tételhez). Mivel minden konvex játék szuperaddit́ıv és kiegyensúlyozott
(Shapley [33]), az 3.1. álĺıtás 7. pontja alapján a 3.1. tételből rögtön következik a
két megoldás egybeesése.

A vétó kontrollált monoton játékokra a mag és az alkuhalmaz azonossága szin-
tén könnyen bizonýıtható (Solymosi [35]). Egy nemnegat́ıv v játékban az i ∈ N
egy vétó játékos, ha v(S) = 0, valahányszor S ̸∋ i. A nemnegat́ıv v játék egy i-vétó
játék, ha az i ∈ N vétó játékos v-ben, és azt mondjuk, hogy vétó kontrollált, ha
van benne vétó játékos. Könnyen belátható, hogy

– minden vétó kontrollált monoton játék szuperaddit́ıv és kiegyensúlyozott;
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– ha v egy monoton i-vétó játék, akkor tetszőleges x ∈ Im elosztás által indu-
kált wx maximális többlet játék is egy monoton i-vétó játék.

Ezen két megállaṕıtás alapján a 3.1. tételből rögtön következik a két megoldás
ekvivalenciája ezen a játékosztályon. Speciális esetként egy új bizonýıtást kapunk
a következő ismert eredményekre: a mag és az alkuhalmaz egybeesnek

– a vétó kontrollált monoton egyszerű játékokban (Einy, Wettstein [7]);

– a klán (clan) játékokban (Potters et al. [30]), speciális esetként, a nagyfőnök
(big boss) játékokban (Potters et al. [29]).

A hozzárendelési játékokat Shapley és Shubik [34] használták először osztha-
tatlan termékek kétoldalú piacainak alapmodelljeként. Igazolták, hogy minden
hozzárendelési játék teljesen kiegyensúlyozott, tehát szuperaddit́ıv is. A 3.1. tétel-
re támaszkodva Solymosi [35] állaṕıtotta meg, hogy

– hozzárendelési játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel korábban Granot és Granot [11] már igazolták, hogy egy hozzárendelési játék
bármelyik elosztásához tartozó maximális többlet játék is egy hozzárendelési játék,
tehát kiegyensúlyozott.

A permutációs játékokat Tijs et al. [42] vezették be bizonyos többszereplős
feladat ütemezési (scheduling, sequencing) helyzetekben felmerülő költség elosztá-
si problémák modelljeként. Megmutatták, hogy minden permutációs játék telje-
sen kiegyensúlyozott, tehát szuperaddit́ıv is. A 3.1. tételt alkalmazva Solymosi,
Raghavan és Tijs [37] bizonýıtották, hogy

– permutációs játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel igazolták, hogy egy permutációs játék bármelyik elosztásához tartozó ma-
ximális többlet játék is egy permutációs játék, tehát kiegyensúlyozott. A permu-
tációs játékok egyébként tekinthetők a hozzárendelési játékok egyfajta általánośı-
tásának is, mivel az utóbbiak beágyazhatók az előbbiek halmazába (Curiel, Tijs
[4]).

A part́ıciós játékok (Kaneko, Wooders [17]) a hozzárendelési játékok más jel-
legű általánośıtásai. Ez a játékt́ıpus két szempontból is érdekes. Egyrészt mo-
dellkeretet ad a valamilyen külső tényező (például a közvetlen kommunikációs csa-
tornák hiánya) miatt csak korlátozott együttműködési lehetőségekkel rendelkező
döntési helyzetek vizsgálatának (Myerson [25], Owen [27]). Másrészt számos tel-
jes kooperációs, de speciális struktúrájú játékt́ıpus tekinthető part́ıciós játéknak,
amennyiben előre megadható a koaĺıcióknak egy B részhalmaza úgy, hogy a teljes
játék feléṕıthető az ezekből a bázis-koaĺıciókból álló maximális értékű part́ıciókon
keresztül. A hozzárendelési játékokon ḱıvül speciális part́ıciós játékok, például a
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faösszefüggő addit́ıv játékok is (Potters, Reijnierse [31]), speciálisan, a nagyfőnök
(big boss) játékok (a fa egy csillag), illetve az egykiszolgálós ütemezési játékok
(a fa egy lánc) (Curiel, Pederzoli, Tijs [3]) is.

Minden part́ıciós játék szuperaddit́ıv. A B báziskollekcióra (és bármelyik be-
lőle generált B-part́ıciós játékra) azt mondjuk, hogy erősen kiegyensúlyozott, ha a
B-part́ıciós játékok mindegyikének nem üres a magja, függetlenül a báziskoaĺıciók
értékétől. Ennek a tulajdonságnak egyébként a kombinatorikus optimalizálásban
számos ekvivalens jellemzése ismert. A 3.1. tételt alkalmazva Solymosi [38] iga-
zolta, hogy

– erősen kiegyensúlyozott part́ıciós játékokban a mag és az alkuhalmaz egybe-
esnek.

A bizonýıtás lényege itt is az adott játékosztály zártsága a maximális többlet játék
képzésére nézve. Solymosi [38] megmutatta, hogy ha rögźıtünk egy B báziskollek-
ciót, az ebből generált bármelyik B-part́ıciós játék akármelyik elosztásához tartozó
maximális többlet játék is egy B-part́ıciós játék lesz. Speciálisan, ha B erősen ki-
egyensúlyozott, akkor bármelyik B-part́ıciós játék akármelyik elosztásához tartozó
maximális többlet játék is (erősen) kiegyensúlyozott lesz. Innen pedig a 3.1. té-
telből következik a mag és az alkuhalmaz azonossága. Mivel a hozzárendelési
játékok, illetve a faösszefüggő addit́ıv játékok báziskollekciója is erősen kiegyensú-
lyozott (Kaneko, Wooders [17], Le Breton et al. [18]), speciális esetként egy újabb
bizonýıtást kapunk az alkuhalmaz és a mag korábbról már ismert azonosságára
ebben a két játékosztályban (Solymosi [35], Potters, Reijnierse [31]).

Az egyszerű hálózati játékok (Kalai, Zemel [16]) is part́ıciós játékok, de nem
tartoznak az erősen kiegyensúlyozott t́ıpusba, mert a báziskoaĺıcióknak nem min-
den elképzelhető, hanem csak bizonyos, az adott játékosztály előálĺıtásához szük-
séges (például az addit́ıv) értékelései mellett lesznek a generált játékok kiegyensú-
lyozottak. Kalai és Zemel [16] igazolták, hogy az egyszerű hálózati játékok teljesen
kiegyensúlyozottak, tehát szuperaddit́ıvak is. A 3.1. tételre támaszkodva Solymosi
[38] bizonýıtotta, hogy

– egyszerű hálózati játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

felhasználva Granot, Granot és Zhou [12] egy korábbi eredményét, miszerint egy
egyszerű hálózati játék bármelyik elosztásához tartozó maximális többlet játék is
egy egyszerű hálózati játék, tehát kiegyensúlyozott.

Az eladó-cég-vevő játékok, vagy általánosabban a lokálisan addit́ıv többoldalú
hozzárendelési játékok szintén teljesen kiegyensúlyozott (de nem erősen kiegyen-
súlyozott) part́ıciós játékok, tehát szuperaddit́ıvak is (Stuart [39]). A 3.1. tételt
alkalmazva Atay és Solymosi [1] bizonýıtották, hogy

– eladó-cég-vevő játékokban a mag egybeesik az alkuhalmazzal,

mivel igazolták, hogy egy eladó-cég-vevő játék bármelyik elosztásához tartozó ma-
ximális többlet játék is egy eladó-cég-vevő játék, tehát kiegyensúlyozott.
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5. Néhány egyéb alkuhalmaz

Az eddig tárgyalt (klasszikus) alkuhalmaz mellett számtalan egyéb kontrákra
és rekontrákra épülő (halmazértékű) megoldási koncepció található a szakiroda-
lomban. Bőséges listát közöl Maschler [21], de ez a kitűnő áttekintő dolgozat már
csak a keletkezési ideje miatt sem lehet teljeskörű. Mi itt ḱısérletet sem teszünk
az összes alkuhalmaz változat számbavételére, csupán három másik variánst emĺı-
tünk.

A reakt́ıv alkuhalmaz (Granot [9], [10]) abban hasonĺıt a klasszikus alkuhalmaz-
ra, hogy itt is egyéni játékosok kontráznak, illetve rekontráznak egyéni játékosokat.
A különbség abban van közöttük, hogy a modellezni ḱıvánt alkufolyamatban a

”
tá-

madó” játékos először a kontrájának milyen részleteit fedi fel a
”
védekező” játékos

számára. A klasszikus alkuhalmaz esetében rögtön a teljes kontrát, a koaĺıciót és a
megemelt új kifizetéseket is. A reakt́ıv alkuhalmaz esetében viszont először csak a
kontra tényét közli, sem a koaĺıciót, sem az új kifizetéseket nem árulja el. A véde-
kező játékosnak viszont válaszában meg kell adnia, hogy melyik koaĺıción keresztül
fog védekezni. A támadó játékos erre reagálva (innen az elnevezés), már ennek is-
meretében határozhatja meg a kontrája részleteit. A védekező játékos pedig vagy
képes úgy csoportośıtani a meghirdetett koaĺıciója által elérhető kifizetéseket, hogy
az rekontra legyen, vagy sem. Ilymódon nyilván könnyebb megalapozott kontrák-
kal előállni, a reakt́ıv alkuhalmaz tehát részhalmaza a klasszikus alkuhalmaznak.
Ugyanakkor nyilvánvalóan a reakt́ıv alkuhalmaz is tartalmazza a magot (az akár
üres, akár nem). Granot [9], [10] bizonýıtotta, hogy a reakt́ıv alkuhalmaz nem üres,
ha a játék elosztáshalmaza nem üres, továbbá, hogy legfeljebb háromszereplős já-
tékokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Bemutatott ugyanakkor egy olyan
gyengén kohéźıv (de nem gyengén szuperaddit́ıv és nem is kohéźıv) négyszereplős
játékot, amelyben a reakt́ıv alkuhalmaz szigorúan szűkebb, mint a klasszikus alku-
halmaz. E két megoldás viszonyának pontosabb feldeŕıtésében vélhetően hasznos
lenne tudni, hogy

? a maximális többlet játékok seǵıtségével jellemezhető-e a reakt́ıv alkuhal-
maz?

A reakt́ıv és a klasszikus alkuhalmaz hasonlóságait és különbözőségeit tárgyalja
Granot és Maschler [13]. Megmutatják például, hogy egy (elosztásokkal rendelke-
ző) általános négyszereplős játék reakt́ıv alkuhalmaza léırható 512 darab, egyen-
ként 53 lineáris egyenlőtlenségből, illetve egyenlőségből álló rendszer megoldáshal-
mazának uniójaként. A tartalmazási relációkból és a 3.2. tételből következik, hogy
a kiegyensúlyozott esetben a reakt́ıv alkuhalmaz is azonos a maggal, tehát egyetlen
lineáris feltételrendszerrel is léırható. Tudomásunk szerint itt is nyitottak még a
következő kérdések:

? Milyen feltételek mellett esik egybe a reakt́ıv alkuhalmaz és a klasszikus
alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyensúlyozott játékok osztályán?
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? Milyen szerkezetű a reakt́ıv alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyensúlyo-
zott játékokban?

? Csökkenthető-e, és ha igen mennyire, egy négyszereplős játék reakt́ıv alku-
halmazát alkotó véges sok konvex poliéder számára adott felső korlát?

A klasszikus alkuhalmazzal kapcsolatos sejtésünk alapján úgy gondoljuk, hogy a
reakt́ıv alkuhalmaz esetében is adható az emĺıtett 512-nél sokkal kisebb felső korlát
is.

Granot és Maschler [13] azt is igazolták, hogy Maschler [20] h́ıres ötszerep-
lős teljesen kiegyensúlyozott játékában a reakt́ıv alkuhalmaz egybeesik a klasszi-
kus alkuhalmazzal, tehát a reakt́ıv alkuhalmaz is szigorúan bővebb, mint a mag.
Ugyanakkor, már az előző fejezetben ismertetett eredményeket megelőzően ismert
volt, hogy a reakt́ıv alkuhalmaz nem bővebb a magnál a hozzárendelési játékok-
ban (Granot [9]), illetve az egyszerű hálózati játékokban (Granot, Granot, Zhou

[12]). Érdekes volna olyan speciális szerkezetű, kiegyensúlyozott játékt́ıpus(oka)t
ismerni, ahol a reakt́ıv alkuhalmaz szigorúan tartalmazza a magot, de szigorúan
szűkebb a klasszikus alkuhalmaznál.

A szemireakt́ıv alkuhalmaz (Sudhölter, Potters [40]) által modellezett alkufo-
lyamatban a támadó játékos rögtön közli a kontrájában használt koaĺıciót, de az
új kifizetéseket majd csak akkor árulja el, ha a védekező játékos megadta, hogy
melyik koaĺıción keresztül fog védekezni. A támadó játékos már ennek ismere-
tében határozhatja meg az általa megnevezett koaĺıció tagjainak szánt megemelt
új kifizetéseket, amiket a védekező játékos vagy képes megadni az ő koaĺıciójában
is szereplő játékosoknak, és tartani az eredeti kifizetést a többieknek, vagy sem.
Ebben az esetben is nyilván könnyebb megalapozott kontrákkal előállni, mint ha
rögtön mindent elárult volna, de nehezebb, mint ha csak a kontra tényét közölné.
A szemireakt́ıv alkuhalmaz tehát szűkebb, mint a klasszikus alkuhalmaz, de tartal-
mazza a reakt́ıv alkuhalmazt. Következésképpen, a szemireakt́ıv alkuhalmaz sem
üres, ha a játék elosztáshalmaza nem üres, továbbá, legfeljebb háromszereplős já-
tékokban egybeesik a klasszikus alkuhalmazzal. Sudhölter és Potters [40] közölnek
egy olyan gyengén szuperaddit́ıv, de nem kohéźıv négyszereplős játékot, amelyben
a reakt́ıv alkuhalmaz szigorúan szűkebb, mint a szemireakt́ıv alkuhalmaz, illetve
egy olyan gyengén szuperaddit́ıv, de nem kohéźıv négyszereplős játékot, amelyben
a szemireakt́ıv alkuhalmaz szigorúan szűkebb, mint a klasszikus alkuhalmaz. Itt
is felmerülnek a következő kérdések:

? A maximális többlet játékok seǵıtségével jellemezhető-e a szemireakt́ıv alku-
halmaz?

? Milyen feltételek mellett esik egybe a szemireakt́ıv alkuhalmaz a reakt́ıv al-
kuhalmazzal, illetve a klasszikus alkuhalmazzal a négyszereplős nem kiegyen-
súlyozott játékok osztályán?
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? Milyen szerkezetű a szemireakt́ıv alkuhalmaz a négyszereplős nem kiegyen-
súlyozott játékokban?

Sudhölter és Potters [40] ugyan megmutatták, hogy a szemireakt́ıv alkuhalmaz is
véges sok konvex poliéder uniója, de bizonýıtásukban expliciten nem adták meg
azokat a logikai műveletekkel összekapcsolt lineáris feltételrendszereket, amelyek
léırják a szemireakt́ıv alkuhalmazt. Nincs tudomásunk ilyen irányú eredményekről,
ı́gy már a legkisebb nem triviális esetben, a négyszereplős általános játékokra sem
tudunk ismertetni felső korlátot ezeknek a lineáris feltételrendszereknek a méretére,
illetve a számára vonatkozóan.

A Mas-Colell-alkuhalmaz (Mas-Colell [24]) is kontrákra és rekontrákra épül, de
egyrészt itt koaĺıciók alkudoznak koaĺıciókkal, másrészt a kontrák és a rekontrák
is kicsit mást jelentenek, mint az eddig tárgyalt (klasszikus, reakt́ıv, szemireakt́ıv)
alkuhalmazoknál, harmadrészt a megengedett kifizetésvektorok köre nem korláto-
zódik az elosztásokra, elvben bármilyen szétosztás szóba jöhet.

Egy (N, v) játékban a szétosztások (sosem üres) halmazát jelölje Im∗(N, v).
Egy adott x ∈ Im∗(N, v) szétosztásnál az (S, y) pár, ahol ∅ ̸= S ⊆ N , és y ∈ RS ,
egy gyenge kontra, ha y(S) = v(S), továbbá yk ≥ xk minden k ∈ S-re, és legalább
egy k ∈ S-re az egyenlőtlenség szigorú. Az (S, y) gyenge kontrára a (T, z) pár, ahol
T ⊆ N és z ∈ RT , egy erős rekontra, ha z(T ) = v(T ), továbbá zk ≥ yk minden
k ∈ T ∩ S-re, zk ≥ xk minden k ∈ T \ S-re, és legalább egy k ∈ T -re az egyen-
lőtlenség szigorú. Vegyük észre, hogy nincs semmi kikötés a gyenge kontrában
szereplő S és az erős rekontrában szereplő T koaĺıciókra, az egyik akár részhal-
maza is lehet a másiknak. A Mas-Colell-alkuhalmaz azon szétosztások halmaza,
amelyeknél minden gyenge kontrára van erős rekontra, másképpen, amelyeknél
nincsen Mas-Colell-féle megalapozott kontra.

Mas-Colell [24] bizonýıtotta, hogy a Mas-Colell-alkuhalmaz bármilyen játék-
ban nem üres (szétosztások minden játékban vannak), továbbá, hogy tartalmaz-
za a magot (mag elosztásoknál gyenge kontrák sincsenek). Viszont Mas-Colell
[24] közölt egy olyan négyszereplős teljesen kiegyensúlyozott (tehát szuperaddit́ıv)
játékot, amelyben a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmaz magon ḱıvüli elosztást is.
Giménez-Gómez és Vilella [8] bizonýıtotta, hogy háromszereplős szuperaddit́ıv és
kiegyensúlyozott játékokban a mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal, de a szu-
peradditivitás nélkül az egybeesés már nem feltétlenül teljesül. Természetszerűleg
adódik a kérdés, hogy

? milyen szerkezetű a Mas-Colell-alkuhalmaz a háromszereplős, esetleg a négy-
szereplős nem szuperaddit́ıv és/vagy nem kiegyensúlyozott játékokban?

Ezekben a vizsgálatokban is nagyon hasznos lehet a következő eredmény, ami a
3.1. tétellel van szoros kapcsolatban.

5.1. Tétel. (Holzman [15])
Tetszőleges v játékban, az x ∈ Im∗(v) \ Co(v) szétosztásnál pontosan akkor van
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Mas-Colell-féle megalapozott kontra, ha a wx maximális többlet játék kiegyensú-
lyozott.

Kiemeljük, hogy ez a tétel a Mas-Colell-alkuhalmaz elemeinek egy karakterizációját
adja, a maximális többlet játék kiegyensúlyozottsága alapján bármelyik szétosz-
tásról pontosan eldönthető, hogy a halmazba tartozik-e, vagy sem. A 3.1. tétel
szerint viszont ugyanezzel a segédeszközzel az elosztásoknak csak egy olyan hal-
mazát tudjuk azonośıtani, amely biztosan (de általában szigorúan) tartalmazza a
klasszikus alkuhalmazt, ráadásul a 3.1. tétel csak a szuperaddit́ıv esetben általá-
nos érvényű. A 3.1. és 5.1. tételek összevetéséből adódik Holzman [15] egy másik
fontos eredménye:

– szuperaddit́ıv játékokban a Mas-Colell-alkuhalmaz tartalmazza a klasszikus
alkuhalmazt,

mivel a szétosztások halmaza bővebb, mint az elosztások halmaza.
A 5.1. tétel seǵıtségével több (teljesen) kiegyensúlyozott játékt́ıpusra könnyen

igazolható a Mas-Colell-alkuhalmaz és a mag egybeesése. Az előző fejezetben
használt gondolatmenetet követve, ha bizonýıtható, hogy tetszőleges szétosztásnál
a maximális többlet játék is az adott játékosztályba tartozik, tehát kiegyensú-
lyozott, akkor magon ḱıvüli szétosztás nem tartozhat a Mas-Colell-alkuhalmazba,
tehát egybeesnek.

Például, a konvex játékokra az 3.1. álĺıtás 7. pontja alapján a 5.1. tételből
rögtön következik a Mas-Colell-alkuhalmaz és a mag egybeesése is, mivel minden
konvex játék (teljesen) kiegyensúlyozott (Shapley [33]).

A vétó kontrollált monoton játékokra is erőśıthető az előző fejezetben tárgyalt
ekvivalencia eredmény (Solymosi [35]) a magnak a Mas-Colell-alkuhalmazzal való
egybeesésére. Bizonýıtásunk a következő:

Legyen v egy monoton i-vétó játék, a 0-normalizáltját jelölje v0. Mivel v(j) = 0
minden j ̸= i-re, nyilván v0 is egy monoton i-vétó játék, tehát szuperaddit́ıv is.
Alkalmazhatjuk tehát v0-ra Atay és Solymosi [1] észrevételét, miszerint

– egy szuperaddit́ıv 0-normalizált játékban egy x szétosztás által indukált ma-
ximális többlet játék 0-normalizáltja ugyanaz, mint a szétosztás pozit́ıv része
által indukált maximális többlet játék, azaz w0

x(S) = wx+(S) minden S ⊆ N -
re, ahol x+

i = max{xi, 0} minden i ∈ N -re.

Vegyünk egy tetszőleges x szétosztást a v0 monoton i-vétó játékban. Mivel
v0(T ) = 0 minden T ⊆ N \ {i}-re, és x+

i ≥ 0 minden i ∈ N -re, a v0 többlet
játékában ex+(T ) ≤ 0 minden T ⊆ N \ {i}-re, tehát a maximális többlet játéká-
ban wx+(N \ {i}) = 0, vagyis az i egy vétó játékos a (defińıció szerint) monoton
wx+ játékban. Kapjuk, hogy a w0

x = wx+ játék kiegyensúlyozott. A 5.1. tétel-
ből, valamint a magnak és a Mas-Colell-alkuhalmaznak a 0-normalizálásra való
kovarianciájából következik, hogy
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– vétó kontrollált monoton játékokban a mag és a Mas-Colell-alkuhalmaz egy-
beesnek.

Megjegyezzük, hogy a vétó kontrollált monoton egyszerű játékokra Einy és Wettstein
[7] ezt az ekvivalenciát már igazolták.

Végezetül megemĺıtjük, hogy az előző fejezetben tárgyalt mindegyik további
játékosztályra is igaz az erősebb mag ekvivalencia is, mivel mindegyik emĺıtett
játékosztály tartalmazza a tetszőleges szétosztásnál vett maximális többlet játékot
is. Ezen álĺıtások bizonýıtása megtalálható az alább felsorolt munkákban.

5.2. Tétel. A mag azonos a Mas-Colell-alkuhalmazzal

– a permutációs játékokban (Solymosi, Raghavan, Tijs [37]);

– az erősen kiegyensúlyozott part́ıciós játékokban, speciálisan a hozzárendelési
játékokban, illetve a faösszefüggő addit́ıv játékokban (Solymosi [38]);

– az egyszerű hálózati játékokban (Solymosi [38]);

– az eladó-cég-vevő játékokban (Atay, Solymosi [1]).

Az ı́rásunkban ismertetett számos egybeesési eredmény alapján meggyőződé-
sünk, hogy a maximális többlet játékok kiegyensúlyozottságának vizsgálatával szá-
mos további (teljesen) kiegyensúlyozott játékt́ıpusra is viszonylag könnyen igazol-
hatók (vagy cáfolhatók) lesznek különféle, elsősorban a klasszikus és a Mas-Colell-
alkuhalmazokkal kapcsolatos mag ekvivalencia eredmények.

Az alkuhalmazokkal való további ismerkedésre az itt emĺıtett munkákon ḱı-
vül elsősorban a (Peleg, Sudhölter [28]), illetve (Maschler, Solan [23]) könyvek
megfelelő fejezeteit ajánljuk.
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Budapest, Fővám tér 8.
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COINCIDENCE OF BARGAINING SETS AND THE CORE

Tamás Solymosi

The core is the most frequently studied set-valued solution of cooperative games. It

embodies the basic stability requirement that the allocation of the grand coalition value must

be acceptable for all coalitions. In many games no such allocation exists, hence other solution

concepts which are nonempty even for games with empty core are also needed. Among the

plethora of available nonempty core extensions, here only the best known bargaining sets are

discussed. The common feature of the various bargaining sets is that, in addition to core

allocations, they also admit non-core imputations at which disruption by a coalition could

happen, but can be prevented by raising the payoffs to the disruptive players. The aim of

the paper is to give an introductory overview of known results, augmented by some new

observations and open questions, on the coincidence of the core and the classical, the reactive,

the semireactive, and the Mas-Colell bargaining sets.
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A LOGARITMIKUS LEGKISEBB NÉGYZETEK MÓDSZERÉNEK
KARAKTERIZÁCIÓI

CSATÓ LÁSZLÓ

Többszempontú döntési problémák megoldása során gyakran szükségessé
válik súlyvektor számı́tása a döntéshozó által megadott páros összehasonĺıtás
mátrixból. Az e célra szolgáló módszerek közötti választás egyik lehetséges
útja az axiomatikus megközeĺıtés alkalmazása. A cikk az egyik legnépszerűbb
eljárás, a logaritmikus legkisebb négyzetek módszere, valamint az ezáltal
generált rangsor egy-egy axiomatikus karakterizációját mutatja be.

1. Bevezetés

Döntési problémák modellezésekor számtalan alkalommal találkozhatunk a pá-
ros összehasonĺıtások fogalmával: a döntéshozónak azt a kérdést tesszük fel, hány-
szor tekinti az egyik elemet jobbnak vagy nagyobbnak a másiknál. A kapott vála-
szok jellemzően nem teljeśıtik a konzisztencia követelményét, megtörténhet, hogy
A alternat́ıva kétszer jobb, mint B, B pedig háromszor jobb C-nél, ennek ellenére
A nem hatszor jobb C-nél. Ugyanez a jelenség előfordulhat objekt́ıv adatokból
feĺırt páros összehasonĺıtás mátrixok esetén is, például országok rangsorolásánál
[39], de a sportban sem ismeretlen a

”
körbeverés” jelensége [5, 10, 16, 19]. Ilyenkor

egyáltalán nem triviális feladat az inkonzisztens páros összehasonĺıtásokból adó-
dó preferenciákat a legjobban közeĺıtő súlyvektor meghatározása, az irodalomban
nem véletlenül javasoltak különböző módszereket erre a célra [12].

Az eljárások közötti választás egyik lehetséges útja az axiomatikus megköze-
ĺıtés alkalmazása, vagyis néhány, a módszerektől

”
elvárt” tulajdonság bevezetése,

majd annak vizsgálata, mely eljárások teljeśıtik azokat. [36] könyvében három
lehetséges esetet emĺıt az axiómák kapcsolatáról: (I) az axiómák ellentmondó-
ak, egyetlen módszer sem eléǵıtheti ki egyszerre mindegyiket; (II) pontosan egy
módszer teljeśıti az axiómákat, azok karakterizálják az adott eljárást; (III) az axi-
ómák több módszer alkalmazását is megengedik. Ezentúl a leginkább

”
vágyott”

(II) esetben, a karakterizáció bizonýıtásában meg szokás vizsgálni a felhasznált
axiómák logikai függetlenségét, mert kiderülhet, esetleg kevesebb is elég a ḱıvánt
eredmény eléréséhez. Erre kiváló példa [9] eredménye a Kemény-távolság eredeti
karakterizációjában szereplő egyik tulajdonság redundanciájáról.
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Az utóbbi években hazai kutatók többször foglalkoztak bizonyos módszerek
axiomatikus megalapozásával, elsősorban a játékelmélet területén. Az Alkalma-
zott Matematikai Lapok hasábjain [40] tárgyalta a Shapley-érték axiomatizálásait.
[46] a Shapley-érték, [27] az arányos csődszabály, [45] egy szakértők kiválasztására
alkalmas eljárás karakterizációját adta. [20] és [24] az első axiomatizációk a pá-
ros összehasonĺıtás mátrixok inkonzisztenciájának mérésében. A felsorolásból nem
hiányozhatnak a lehetetlenségi tételek, az axiómák összeegyeztethetetlenségével
kapcsolatos eredmények sem: [28] a kockázatelosztás, [22] és [23] a páros összeha-
sonĺıtásokon alapuló sport rangsorolás területén jutott

”
negat́ıv” eredményre.

A következőkben a páros összehasonĺıtás mátrixok súlyvektorának számı́tásával
kapcsolatos axiomatizációkat tárgyalunk. Az 1. fejezet a főbb elméleti fogalmakat,
az 1. fejezet az irodalmi előzményeket ismerteti. Az 1. fejezet a súlyozási mód-
szerekre (1. alfejezet), illetve a rangsorolási eljárásokra (1. alfejezet) vonatkozó
tulajdonságokat mutatja be. Tételeinket az 1. fejezetben mondjuk ki. Miután e
cikk összefoglaló céllal ı́ródott, a bizonýıtások – nagyrészt technikai – részleteit nem
közöljük, az érdeklődő olvasó a kapcsolódó munkákban [21, 25] megtalálja azokat.
Végül az 1. fejezet néhány következtetést, ı́géretes kutatási irányt fogalmaz meg.

2. A súlyvektor számı́tása

Célunk n alternat́ıva rangsorának meghatározása páronkénti összehasonĺıtásaik
alapján. Legyen aij az i alternat́ıva j alternat́ıvához viszonýıtott relat́ıv értékelése,
a
”
Hányszor jobb az i alternat́ıva a j alternat́ıvánál?” kérdésre adott numerikus

válasz.
Jelölje Rn

+ és Rn×n
+ a pozit́ıv (minden elem nullánál nagyobb) n elemű vektorok

és n×n-es mátrixok halmazát. Legyen N = {1, 2, . . . , n} az alternat́ıvák halmaza.

2.1. Defińıció. Páros összehasonĺıtás mátrix : Az A = [aij ] ∈ Rn×n
+ mátrix

páros összehasonĺıtás mátrix, ha aji = 1/aij minden 1 ≤ i, j ≤ n-re.

Jelölje An×n az n× n-es páros összehasonĺıtás mátrixok halmazát.
Az A páros összehasonĺıtás mátrixot konzisztensnek nevezzük, amennyiben

aik = aijajk minden 1 ≤ i, j, k ≤ n esetén. Ellenkező esetben a mátrix inkon-
zisztens. Egy A páros összehasonĺıtás mátrix akkor és csak akkor konzisztens, ha
elemei előállnak az aij = wi/wj alakban.

2.2. Defińıció. Súlyvektor : A w = [wi] ∈ Rn
+ vektor súlyvektor, ha

n∑
i=1

wi = 1.

Legyen Rn az n elemű súlyvektorok halmaza.
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2.3. Defińıció. Súlyozási módszer : Az f : An×n → Rn függvény egy súlyozási
módszer.

A súlyozási módszer minden páros összehasonĺıtás mátrixhoz egy súlyvektort
rendel. Az irodalomban számos különböző súlyozási módszert javasoltak (ismerte-
tésüket lásd [12]), az egyik legnépszerűbb az alábbi.

2.4. Defińıció. Logaritmikus legkisebb négyzetek módszere (LLSM) [14, 15, 29,
30, 41]: A logaritmikus legkisebb négyzetek módszere azA → wLLSM (A) függvény,
ahol a wLLSM (A) súlyvektor a következő optimalizálási feladat megoldása:

min
w∈Rn

+,
∑n

i=1 wi=1

n∑
i=1

n∑
j=1

[
log aij − log

(
wi

wj

)]2
. (1)

Az LLSM -et mértani közép módszernek is nevezik, mert (1) optimuma a sor-
elemek mértani közepeinek normalizálásával kapható:

wLLSM
i (A) =

∏n
j=1 a

1/n
ij∑n

k=1

∏n
j=1 a

1/n
kj

.

A súlyozási módszerek használata gyakran csak az alternat́ıvák rangsor ának
meghatározását célozza. A ≽ rangsor egy teljes (i ≽ j vagy i ≼ j minden i, j ∈ N
esetén) előrendezés, azaz reflex́ıv (i ≽ i minden i ∈ N -re) és tranzit́ıv (bármely
i, j, k ∈ N -re: i ≽ j és j ≽ k esetén i ≽ k) bináris reláció az alternat́ıvák N
halmazán.

A ≽ rangsor aszimmetrikus és szimmetrikus részeit ≻ és ∼ jelöli: i ≻ j akkor
és csak akkor, ha i ≽ j teljesül, de j ≽ i nem; i ∼ j pedig pontosan akkor, ha i ≽ j
és j ≽ i.

Legyen Rn az n alternat́ıva összes lehetséges rangsorainak halmaza.

2.5. Defińıció. Rangsorolási módszer : A g : An×n → Rn függvény egy rang-
sorolási módszer.

A rangsorolási módszer minden páros összehasonĺıtás mátrixhoz hozzárendeli
az alternat́ıvák egy rangsorát. A továbbiakban ≽g

A a g rangsorolási módszer A
páros összehasonĺıtás mátrixra történő alkalmazásának eredményét jelöli.

Világos, hogy minden súlyozási módszer egyértelműen meghatároz egy rang-
sorolási módszert. Például a ≽LLSM logaritmikus legkisebb négyzetek rangsorolási
módszer esetén i ≽LLSM

A j akkor és csak akkor, ha wLLSM
i (A) ≥ wLLSM

j (A). Egy
rangsorolási módszer azonban több súlyozási módszer eredményeként is előállhat.

A társadalmi választások elméletében jól ismert rangsorolási módszer [11, 35]
fogalmát [18] alkalmazta a páros össszehasonĺıtás mátrixok tárgyalásában, bár ko-
rábban egyes szerzők implicit módon használták azt (lásd például [26, 34, 38, 44]).
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3. A súlyozási módszerek karakterizációi

A páros összehasonĺıtás mátrixok súlyvektorának számı́tására természetesen
már szintén többször alkalmazták az axiomatikus megközeĺıtést. Valósźınűleg az
első ilyen munka [32] a logaritmikus legkisebb négyzetek módszerének karakteri-
zálásáról. Az ehhez szükséges négy tulajdonság, a korrekt eredmény a konzisztens
esetben (correct result in the consistent case), az összehasonĺıtás sorrendjére való
invariancia (comparison order invariance), a simaság (smoothness) és a hatványo-
zás invariancia (power invariance).1 [33, Theorem 2] értelmében a hatványozás
invariancia kicserélése a rangsor megőrzés (rank preservation) követelményre a
[42, 43] által javasolt sajátvektort módszert karakterizálja.

Az axiómák közül az első kettő aligha vitatható. [8] azonban egy olyan cél-
programozási módszert mutat, mely invariáns a hatványozásra is, és teljeśıti a
simaság egy szerintünk természetesebb, alternat́ıv megfogalmazását (a derivál-
ható függvények és folytonos deriváltak seǵıtségével történő léırás helyett annak
megkövetelése, hogy a mátrixelemek kis változása a súlyvektorban se eredményez-
hessen nagy változást), továbbá egy outlier megléte még nem akadályozza meg
az eredeti preferenciavektor azonośıtását. [13] egy újabb célprogramozási eljárást
karakterizált.

A simaság és a hatványozás-invariancia akár teljes egészében elhagyható a lo-
garitmikus legkisebb négyzetek módszerének axiomatizálásából. Ezeket [3] egy
konzisztenciaszerű követelményre cseréli: a súlyvektornak ugyanannak kell lennie,
ha több páros összehasonĺıtás mátrix aggregáltjából számı́tjuk, vagy a prioritáso-
kat egyenként határozzuk meg az egyes mátrixokra, majd ezeket a mértani közép
módszerrel összegezzük. [2] ezen axiómát és az összehasonĺıtás sorrendjére való
invarianciát egyetlen tulajdonsággal helyetteśıti, miszerint az alternat́ıvák súlya
csak a páros összehasonĺıtás mátrix megfelelő sorától függhet. [31]-hez hasonlóan
ezt kissé mesterséges feltételnek tartjuk.

A fenti eredmények alapján a páros összehasonĺıtás mátrixokból származó súly-
vektor meghatározásának problémája axiomatikus szempontból sem tűnik lezárt-
nak. Jelen cikk ehhez a kérdéshez szeretne hozzájárulni a logaritmikus legkisebb
négyzetek módszerének két karakterizációját bemutatva. Az első az eljárásra mint
súlyozási módszerre vonatkozik, a két axióma közül az egyik szinte természetes el-
várás, a másik pedig egyfajta lokális jól viselkedést követel meg. Miután az utóbbi
nem feltétlenül vitathatatlan követelmény, ez az axiomatizáció inkább a módszer
jobb megértését seǵıtheti. A második karakterizációs eredmény az alternat́ıvák
logaritmikus legkisebb négyzetek módszerével kapott rangsorára vonatkozik, mi-
után a javasolt axiómák csak az alternat́ıvák relat́ıv viszonyát veszik figyelembe.
Itt mindhárom tulajdonság jól indokolható, sőt, a bizonýıtásban központi szerepet
játszó axióma a többszempontú döntéselmélet Analytic Hierarchy Process (AHP)

1 A korábbi karakterizációkban használt tulajdonságok közül csak azokat vezetjük be formá-
lisan az 1. fejezetben, melyek jelen cikk szempontjából jelentőséggel b́ırnak.
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módszerének
”
atyja”, Thomas L. Saaty egyik – Aczél Jánossal közös – nevezetes

eredményén [1] alapul.

4. Axiómák

Ez a fejezet néhány súlyozási, illetve rangsorolási módszerrel szembeni követel-
ményt ismertet.

4.1. Súlyozási módszerek tulajdonságai

4.1. Axióma. Korrektség (correctness, CR): Legyen A ∈ An×n egy konzisz-
tens páros összehasonĺıtás mátrix. Az f : An×n → Rn súlyozási módszer korrekt,
ha fi(A)/fj(A) = aij minden 1 ≤ i, j ≤ n-re.

A CR axióma megköveteli, hogy a súlyvektor minden konzisztens páros össze-
hasonĺıtás mátrix esetén a mátrixot generáló vektor legyen. A tulajdonságot [32]
vezette be korrekt eredmény a konzisztens esetben (correct result in the consistent
case) néven, és többek között [2], [3], valamint [33] használta.

4.1. Segédtétel. A logaritmikus legkisebb négyzetek módszere teljeśıti a CR
axiómát.

4.1. Defińıció. α-transzformáció egy triádon (α-transformation on a triad):
Legyen A ∈ An×n egy páros összehasonĺıtás mátrix, 1 ≤ i, j, k ≤ n pe-
dig három különböző alternat́ıva. Az (i, j, k) hármason (triádon) végrehajtott

α-transzformáció eredménye az Â ∈ An×n páros összehasonĺıtási mátrix, ahol
âij = αaij (âji = aji/α), âjk = αajk (âkj = akj/α), âki = αaki (âik = aik/α) és
âℓm = aℓm minden más elemre.

A triádon végzett α-transzformáció három mátrixelemet módośıt egy kör men-
tén. Az α = 3

√
aik/(aijajk) paraméterválasztással az i, j, k alternat́ıvák vonatko-

zásában megteremthető a lokális konzisztencia, hiszen ekkor âij âjk = α2aijajk =
aik/α = âik. Ugyanakkor ez a változtatás

”
elronthatja” más alternat́ıvahármasok

konzisztenciáját.

4.2. Axióma. α-transzformációtól való függetlenség egy triádon (invariance to

α-transformation on a triad, ITT ): Legyen A, Â ∈ An×n két páros összehasonĺıtá-

si mátrix úgy, hogy Â megkapható az A mátrix egy triádján végzett
α-transzformációval. Az f : An×n → Rn súlyozási módszer független a triádon
végrehajtott α-transzformációra nézve, ha f(A) = f(Â).

Az ITT axióma fennállásakor a súlyvektort nem befolyásolják a triádokon vég-
zett α-transzformációk. A tulajdonság bevezetését [4] körfüggetlenség (indepen-
dence of circuits) nevű axiómája inspirálta (magyar nyelven lásd [17]).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



136 CSATÓ LÁSZLÓ

Az e transzformációtól való függetlenség megkövetelése az alábbi érveléssel in-
dokolható. Tekintsünk egy sportversenyt, ahol i játékos legyőzte j-t, j legyőzte
k-t, végül k legyőzte i-t, vagyis a három játékos

”
körbeverte” egymást. Legyen

mindhárom győzelem és vereség egyenértékű. A játékosok rangsorát észszerűnek
tűnik változatlanul hagyni, amennyiben a három mérkőzés eredményét ugyanolyan
mértékben és irányban módośıtjuk. Például mindegyiket az ellenkezőjére ford́ıt-
hatjuk (azaz immár i ugyanolyan arányú vereséget szenved j-től, mint j játékos
k-tól, k pedig i-től), vagy döntetlenre változtathatjuk azokat. Az ITT axióma
lényegében ezen elvárás formalizálása.

4.2. Rangsorolási módszerek tulajdonságai

4.3. Axióma. Anonimitás (anonymity, ANO): Legyen A = [aij ] ∈ An×n egy
páros összehasonĺıtás mátrix, σ : N → N az alternat́ıvák halmazának egy per-
mutációja, mı́g σ(A) = [σ(a)ij ] ∈ An×n az A-ból ezen permutáció révén kapható
páros összehasonĺıtás mátrix, azaz σ(a)ij = aσ(i)σ(j). A g : An×n → Rn rangsoro-
lási módszer anonim, ha i ≽g

A j ⇐⇒ σ(i) ≽g
σ(A) σ(j) minden 1 ≤ i, j ≤ n-re.

Az anonimitás értelmében az alternat́ıvák rangsora nem függhet azok elneve-
zésétől. Ezt a tulajdonságot – súlyozási módszerek esetén – [32] az összehasonĺıtás
sorrendjére való invariancia (comparison order invariance) néven vezette be.

4.2. Defińıció. Páros összehasonĺıtás mátrixok aggregálása (aggregation of pair-
wise comparison matrices): Legyenek

A(1) =
[
a
(1)
ij

]
∈ An×n

A(2) =
[
a
(2)
ij

]
∈ An×n, . . . ,A(k) =

[
a
(k)
ij

]
∈ An×n

páros összehasonĺıtás mátrixok. Az ezekből képzett aggregált páros összehasonĺıtás
mátrix a következő:

A(1) ⊕A(2) ⊕ · · · ⊕A(k) =

[
k

√
a
(1)
ij a

(2)
ij · · · a(k)ij

]
∈ An×n.

Tehát páros összehasonĺıtás mátrixok aggregálása az azonos poźıciójú mátrix-
elemek mértani közepei által meghatározott páros összehasonĺıtás mátrixhoz vezet.
[1] axiomatikus érveléssel bizonýıtja, hogy a mértani közép az egyetlen

”
jól visel-

kedő”aggregáló módszer, mert nem létezik más olyan kváziaritmetikai közép, mely
teljeśıtené a reciprocitás és a pozit́ıv homogenitás követelményét. A reciprocitás
értelmében a mátrixelemek összegzése, majd invertálása ugyanazt az eredményt
adja, mint az egyenkénti invertálás, és az ezt követő aggregálás. Ez a tulajdonság
garantálja az aggregált mátrix páros összehasonĺıtás mátrix voltát (2.1. defińıció).
A pozit́ıv homogenitás szerint pedig az összegzendő mátrixelemek mindegyikének

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



A LOGARITMIKUS LEGKISEBB NÉGYZETEK MÓDSZERÉNEK ... 137

ugyanazon pozit́ıv konstanssal történő megszorzása az aggregált mátrix megfelelő
elemét is ezzel arányosan változtatja meg.

4.4. Axióma. Aggregálás invariancia (aggregation invariance, AI): Legyenek
A(1),A(2), . . . ,A(k) ∈ An×n páros összehasonĺıtás mátrixok, g : An×n → Rn

pedig egy olyan rangsorolási módszer, hogy i ≽g
A(ℓ) j minden 1 ≤ ℓ ≤ k-re. Ekkor

g aggregálás invariáns, ha i ≽g
A(1)⊕A(2)⊕···⊕A(k) j, valamint i ≻g

A(1)⊕A(2)⊕···⊕A(k) j,

amennyiben i ≻g
A(ℓ) j legalább egy 1 ≤ ℓ ≤ k esetén.

A Pareto-elvnek is nevezett, ebben a formában [21] által javasolt AI axióma a
csoportos döntéshozatal kézenfekvő feltétele: amikor a döntéshozók egyetértenek
abban, hogy az i alternat́ıva nem rosszabb j-nél, akkor ezt a relációt – az egyéni
vélemények összegzésével kapott – aggregált preferenciáknak is tükröznie kell.

4.5. Axióma. Reszponzivitás (responsiveness, RES): Legyenek A,A′ ∈ An×n

páros összehasonĺıtás mátrixok, mı́g 1 ≤ i, j ≤ n két különböző alternat́ıva úgy,
hogy A és A′ minden eleme azonos a′ij > aij (a′ji < aji) kivételével. A

g : An×n → Rn

rangsorolási módszer reszponźıv, ha i ≽g
A j ⇒ i ≻g

A′ j.

A reszponzivitás – egy természetesnek tűnő monotonitási tulajdonság – értel-
mében, amennyiben az i alternat́ıva nem rosszabb j-nél, akkor szigorúan prefe-
rálttá kell válnia, miután egymással szembeni páros összehasonĺıtásuk eredménye
i számára kedvezően változik.

5. Axiomatizációk

Az alábbiakban a logaritmikus legkisebb négyzetek módszerét karakterizáljuk.

5.1. Az LLSM mint súlyozási módszer

Az 1. fejezetben bemutatott, súlyozási módszerekre vonatkozó két tulajdonság
már elegendő egy eljárás egyértelmű meghatározásához.

5.1. Tétel. A logaritmikus legkisebb négyzetek módszere az egyetlen korrekt
és egy triádon végrehajtott α-transzformációra nézve független súlyozási módszer.

Bizonýıtás. Lásd [25, Theorem 4.1]. ⊓⊔

Miután az 5.1. tétel karakterizációja csak két tulajdonságot használ, inkább
technikai jelentőségű az alábbi eredmény.

5.1. Segédtétel. CR és ITT logikailag független axiómák.
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Bizonýıtás. Lásd [25, Proposition 4.1]. ⊓⊔

Az 5.1. tétel fő üzenete, hogy a logaritmikus legkisebb négyzetek módszere egy-
szerre rendelkezik jó lokális (ITT ) és globális (CR) tulajdonságokkal. Ez az egyet-
len olyan eljárás, amely nem

”
romlik el” akkor, ha a páros összehasonĺıtás mátrix

vágyott konzisztenciáját
”
mohó”módon, mindig csak egy-egy alternat́ıvahármasra

összpontośıtva szeretnénk helyreálĺıtani, miközben nem engedjük meg a súlyvek-
tor változását. Ez azért lehet némileg meglepő, ugyanakkor egyértelműen kedvező
eredmény, mert első látásra egyáltalán nem nyilvánvaló, hogy a konzisztencia loká-
lis helyreálĺıtása, egy-egy triád

”
kijav́ıtása” ne súlyosb́ıtaná helyrehozhatatlanul a

mátrix többi részén meglevő inkonzisztenciát (vagy rontaná el a kezdetben meglevő
konzisztenciát). Ilyen értelemben az LLSM eljárással kapott súlyvektor nevezhető
a triádon végzett α-transzformáció fixpontjának.

Az 5.1. tétel szerint, ha valaki nem ért egyet a logaritmikus legkisebb négyzetek
módszerének használatával, akkor a CR és ITT axiómák közül legalább az egyiket
el kell utaśıtania. A korrektség elhagyása nehezen védhető. A triádon végrehajtott
α-transzformációtól való függetlenségről adott esetben le lehet mondani, bár ezzel
elvesźıtjük a fenti egyszerű iterat́ıv eljárás alkalmazhatóságát.

5.2. Az LLSM mint rangsorolási módszer

A 1 fejezetben ismertetett három tulajdonság seǵıtségével karakterizálható egy
rangsorolási módszer.

5.2. Tétel. A logaritmikus legkisebb négyzetek rangsorolási módszere az egyet-
len anonim, aggregálásinvariáns és reszponźıv rangsorolási módszer.

Bizonýıtás. Lásd [21, Theorem 1]. ⊓⊔

A tételben szereplő tulajdonságok egyike sem nélkülözhető.

5.2. Segédtétel. ANO, AI és RES logikailag független axiómák.

Bizonýıtás. Lásd [21, Proposition 3]. ⊓⊔

Az 5.2. tétel alapján az LLSM eljárás elvetéséhez az ANO, AI és RES tulaj-
donságok valamelyikét fel kell áldozni. Az anonimitás elhagyása megmagyarázha-
tatlan. Az aggregálás invariancia alapja [1] h́ıres eredménye.2 Végül, a reszponzi-
vitás feladása ellentmond a páros összehasonĺıtás mátrix elemeinek tulajdońıtott
jelentésnek. Minden bizonnyal bármelyik vállalati döntéshozó rövid úton elbocsá-
taná azt a pénzügyi tanácsadóját, aki megpróbálná megmagyarázni, hogy azért
kell kevesebb pénzt szánni egy projektre, mert annak relat́ıv hozama (változatlan
piaci körülmények, például azonos kockázat mellett) váratlanul nagyobb lett.

2 A hivatkozott cikk 2019. február 27-én 921 hivatkozással rendelkezett a Google Scholar, és
370-nel a Web of Science össześıtése alapján.
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6. Összefoglalás

Az előzőekben a páros összehasonĺıtás mátrixok súlyvektorának meghatározá-
sára szolgáló egyik eljárás, a logaritmikus legkisebb négyzetek módszerével kap-
csolatos két karakterizációt ismertettünk. Mindegyik hatásos érvekkel szolgál az
LLSM eljárás alkalmazása mellett, mely az itt tárgyaltakon túl számos kedvező
tulajdonsággal rendelkezik (lásd például [2, 3, 31, 32, 33, 37]).

Ugyanakkor fontos felh́ıvni a figyelmet arra, hogy a bemutatott axiomatizációk
csak az összes páros összehasonĺıtás mátrix halmazán érvényesek. Első ránézésre
ennél szűkebb osztályok választása nem jelenthet gondot, ez azonban tévedés [40]:
két, egyébként különböző súlyozási vagy rangsorolási eljárás egy kisebb halmazon
már egybeeshet, ı́gy ott nem feltétlenül az LLSM lesz az egyetlen olyan módszer,
ami az összes axiómát teljeśıti. Például konzisztens páros összehasonĺıtás mátrixok
esetén az ITT axióma triviális módon teljesül, vagyis minden korrekt súlyozási
módszer azonos a logaritmikus legkisebb négyzetek módszerével, ı́gy az 5.1. tétel
álĺıtásának egyértelműségre vonatkozó része hamis.

Talán érdekesebb kérdés, vajon mi a helyzet egy bővebb halmazon, a nem tel-
jesen kitöltött páros összehasonĺıtás mátrixokén, ahol bizonyos összehasonĺıtások
ismeretlenek is lehetnek. A célfüggvény okán a logaritmikus legkisebb négyzetek
módszere minden nehézség nélkül kiterjeszthető erre az osztályra [6], miközben
az eljárás bizonyos tulajdonságai érvényesek maradnak [7]. Ez az általánośıtás
azonban már egy másik kutatás témája lehet.
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Fülöp János és Temesi József témavezetésé-
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CHARACTERIZATIONS OF THE LOGARITHMIC LEAST SQUARES METHOD

László Csató

An axiomatic approach is applied for the problem of extracting weights or rankings of the

alternatives from a pairwise comparison ratio matrix. First, we provide an axiomatic charac-

terization of the Logarithmic Least Squares Method, which is sometimes called row geometric

mean. This procedure is shown to be the only one satisfying correctness in the consistent case,

which requires the reproduction of the inducing vector for any consistent matrix, and invariance

to a specific transformation on a triad, that is, the weight vector is not influenced by an arbi-

trary multiplication of matrix elements along a 3-cycle by a positive scalar. Second, it is proved

that the ordering induced by this method is uniquely determined by three independent axioms,

anonymity (independence of the labelling of alternatives), responsiveness (a kind of monotonicity

property) and aggregation invariance, which demands the preservation of the pairwise ranking

between two alternatives if unanimous individual preferences are combined by geometric mean.

Keywords: decision analysis; pairwise comparisons; ranking; geometric mean; axiomatic approach;
characterization.
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MEGJEGYZÉS AZ ÖKOLÓGIAI LÁBNYOM INPUT-OUTPUT MODELLEL
VALÓ SZÁMÍTÁSÁHOZ

DOBOS IMRE1

Az ökológiai, valamint a kapcsolódó lábnyomok számı́tása egyre népsze-
rűbb a környezet- és/vagy ökológiai közgazdaságtan művelői számára. A
dolgozat a számı́tások egy új módszerét vizsgálja; nevezetesen azt a módszer-
tant, amely a Leontief által kifejlesztett input-output modellt használja a láb-
nyomok számı́tásához. A dolgozat a statikus ökológiai lábnyom input-output
modellel történő meghatározásának irodalmát bemutatva egy új módszert
javasolt annak kiszámı́tásához. A továbbfejlesztett módszertan lehetőséget
nyújt további lábnyomok számı́tásához is, mint a karbon-, vagy v́ızlábnyom
meghatározása.

Keywords: input-output modell, ökológiai lábnyom, környezet-gazdaságtan

1. Bevezetés

A lábnyomok, mindenekelőtt az ökológiai lábnyom meghatározása a 90-es évek
elejére nyúlik vissza (Rees [5], Wackernagel és Rees [6]). Ezen vizsgálatok cél-
ja annak meghatározása, hogy az egyes nemzetgazdaságok mekkora földterületet
használnak fel az ország területén élő népesség szükségleteinek kieléǵıtéséhez. Az
ágazati kapcsolatok mérlege (ÁKM), vagyis a Leontief-féle input-output modell
jó lehetőséget nyújt az ilyen számı́tások elvégzéséhez (Leontief [3], Miller és Blair
[4], Zalai [7]). A lineáris modellek, mint az input-output modell, nagyfokú rugal-
massága és könnyen alkalmazhatósága miatt a környezeti, ökológiai és regionális
közgazdaságtanokban széles alkalmazásra talál.

Jelen dolgozatban két, az irodalomban és alkalmazásban népszerű modellt mu-
tatunk be. Mindkettő az ökológiai lábnyom számı́tását szemlélteti input-output
modellel. Bicknell et al. vizsgálták először az ökológiai lábnyomot input-output
modellel. A modell alkalmazásához a földterületeket fel kell bontani arra, hogy az
külföldről származik-e az importon keresztül, vagy a belső termeléshez szükséges-e.
Ez az oldal tekinthető a

”
ḱınálati” oldalnak. A másik oldal, nevezhetjük

”
keresle-

ti” oldalnak, a földterületek fogyasztáshoz rendelhető részét reprezentálja. Mivel a

1A szerző köszöni az OTKA K 116472 támogatását.
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világ nemzetgazdaságainak többsége nyitott gazdaság, ezért ezen összefüggéseket
árnyalja az, hogy mindez exportra kerül-e, vagy importból származik. Bicknell et
al. [1] dolgozatukban egy zárt gazdaság keretei között kezdik az elemzésüket, és
a végső fogyasztás földterület igényét határozzák meg először. Ezt követően te-
szik nýılttá az input-output modelljüket az export és import számbavételével. Az
import számbavételénél három területt́ıpust külöńıtenek el: (1) az a földterület,
amely az importon keresztül közvetlenül a végső fogyasztásba kerül, (2) az a föld-
terület, amely a termelésbe kerül, és csak közvetetten kerül a fogyasztóhoz, és (3)
az importból közvetetten az exportba kerülő földterület. Számı́tási módszerüket
egy 3× 3-as gazdaság mintaszámain demonstrálják, amit mi is használni fogunk.
A konkrét számı́tásokat mátrixformában a következő részekben mutatjuk be.

Ferng [2] dolgozatában nagyban éṕıtkezik Bicknell et al. [1] munkájára, de
a számı́tások elvégzéséhez

”
földszorzó” (land multiplier) bevezetését javasolja. A

számı́tásai eredménye lényegében megegyezik az előbb idézett munkával. Ami
sokkal lényegesebb különbség, az a földterület importban megtestesülő része. Ezen
a ponton Ferng [2] dolgozata lényegesebb eltérést mutat.

Dolgozatunkban ismertetjük az előbbi két hozzájárulást matematikai szem-
pontból, és néhány ponton korrigáljuk a dolgozatokban meglévő hibákat. A cikk
további része a következőképpen alakul. A második fejezetben ismertetjük Bicknell
et al. számpéldáját, amin Ferng is bemutatta kutatásai eredményeit. A harma-
dik részben rámutatunk a korábbi elemzések hiányosságaira és egy új számı́tási
módszert javaslunk. Végül összegezzük vizsgálataink eredményeit.

2. Bicknell et al. számpéldája: elsődleges erőforrás szemlélet

Az alapadatokat, amelyekből az ismertetett dolgozatok kiindultak, az 1. táblá-
zat mutatja. A táblázat elemei pénzegységben értendőek.

Az input-output modell a következő ábrán szereplő módon értelmezhető:

1. ábra. Az input-output modell anyagáramlási ábrája

Az 1. ábrán látható, hogy az import termékeket közvetlenül fel lehet használni
a termelésben és a fogyasztásban is. A bemutatandó két dolgozat is ezeket az
anyagáramlási folyamatokat álĺıtja a vizsgálatai középpontjába.

Tekintsük először Bicknell et al. [1] munkáját. Elemzésüket azzal kezdik, hogy
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Mező-

gazdaság
Ipar

Kereske-

delem

Végső

fogyasztás
Export

Teljes

kibocsátás

Mezőgazdaság 45 15 8 55 25 148

Ipar 23 30 42 25 20 140

Kereskedelem 15 25 10 40 5 95

Hozzáadott

érték
45 55 30 20

Mezőgazdasági

import
5 5 0 7

Ipari import 15 8 5 3

Kereskedelmi

import
0 2 0 0

Teljes

kibocsátás
148 140 95

Földterület 14 000 2000 100

(ha)

1. táblázat. A 3× 3-as mintagazdaság input-output táblája.

meghatározzák az input-output modell technológiai együtthatóit. Az együttható-
kat a következőképpen számolhatjuk ki:

A =

 45 15 8

23 30 42

15 25 10


 148 0 0

0 140 0

0 0 95


−1

≈

 0, 304 0, 107 0, 084

0, 155 0, 214 0, 422

0, 101 0, 179 0, 105

 ,

vagyis a bruttó kibocsátás vektorával elosztjuk a közvetlen felhasználás mátrixának
oszlopait. Az A mátrix Leontief-inverzét könnyen kiszámı́thatjuk:

(I −A)
−1 ≈

 1, 539 0, 273 0, 280

0, 453 1, 514 0, 791

0, 264 0, 333 1, 307

 .

Határozzuk most meg a modell import technológiai együtthatóit:

Aimp = Ximp⟨x⟩−1
=

 5 5 0

15 8 5

0 2 0


 148 0 0

0 140 0

0 0 95


−1

≈

 0, 034 0, 036 0

0, 101 0, 057 0, 053

0 0, 014 0

 .
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Ugyanezzel a módszerrel kiszámı́tható a földegyüttható is:

l = L⟨x⟩−1
[
14 000 2000 100

]148 0 0

0 140 0

0 0 95


−1

≈

[
94, 59 14, 29 1, 05

]
ami azt mutatja, hogy egységnyi kibocsátásnak mekkora a földterület igénye az
adott nemzetgazdaságban. Ennek figyelembevételével a végső fogyasztás terület-
igénye nem más, mint

l (l −A)
−1 ⟨c⟩ ≈

[
94, 59 14, 29 1, 05

]1, 539 0, 273 0, 280

0, 453 1, 514 0, 791

0, 264 0, 333 1, 307


55 0 0

0 25 0

0 0 40

 =

[
8377, 02 1196, 25 1566, 2

]
,

ahol a c vektor a végső fogyasztást tartalmazza. Tehát ez az a földterületnagyság,
ami a közvetlen fogyasztáshoz szükséges a gazdaságban. Ezt interpretálhatjuk úgy
is, mint a zárt gazdaság földterület igényét, amint azt Bicknell et al. [1] is értel-
mezte. Ha az 1. ábrát tekintjük, akkor ez mutatja a termelésből a fogyasztás felé
mutató nyilat.

Vizsgáljuk most az importtartalmakat a nýılt gazdaságban. Ezt a szerzők
három lépésben teszik meg. Először a végső fogyasztáshoz közvetlenül felhasznált
importot számı́tották ki:

l (l −A)
−1 ⟨cimp⟩ ≈

[
94, 59 14, 29 1, 05

]1, 539 0, 273 0, 280

0, 453 1, 514 0, 791

0, 264 0, 333 1, 307


7 0 0

0 3 0

0 0 0

 =

[
1066, 27 143, 55 0

]
,

ahol a cimp vektor a végső fogyasztáshoz közvetlenül beszerzett importot tartal-
mazza. Az 1. ábrában ezt az importból közvetlenül a fogyasztáshoz mutató nýıllal
demonstrálhatjuk.

A következő kategória azon földterületet mutatja, amely az importból közvet-
lenül a termelésbe irányul, vagyis az 1. ábra nyilai közül az importból a termelésbe
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mutatót ḱıvánjuk kiszámı́tani:

l (l −A)
−1

Aimp ⟨x⟩ ≈

[
94, 59 14, 29 1, 05

]1, 539 0, 273 0, 280

0, 453 1, 514 0, 791

0, 264 0, 333 1, 307


 5 5 0

15 8 5

0 2 0

 =

[
1479, 3 1222, 66 239, 25

]
,

ahol a szektorok importtartalma az 1. táblázatból is leolvasható. Végül az export
földtartalmát kell kiszámı́tani, mivel az exportot nem az adott nemzetgazdaságban
használják fel. Ezt a szerzők egy szorzóval oldották meg. Ez a szorzó azt mutatja
az értelmezésükben, hogy a végső felhasználásból egy adott szektorban mennyi
kerül a végső fogyasztásra, kisebb́ıtve azt az exporttal. Formalizáltan:

l (l −A)
−1

Aimp ⟨x⟩ ⟨c⟩
⟨
c+ exp−1

⟩
[
1479, 3 1222, 66 239, 25

]

55

80
0 0

0
25

20
0

0 0
40

45

 =

[
1017, 02 679, 26 212, 67

]
,

ahol exp vektorral jelöljük a végső felhasználásban szereplő exportot ágazatonként.
A három tényezőből (a végső fogyasztás, a fogyasztáshoz közvetlenül importált

termékek és az ágazatok termeléséhez felhasznált import földigénye) megállaṕıt-
ható a gazdaság ökológiai lábnyoma, amit a következő táblázatban mutathatunk
be:

Hazai föld Importált föld Ökológiai lábnyom

Mezőgazdaság 8377,02 2083,19 10 460,21

Ipar 1196,25 822,81 2019,06

Kereskedelem 1566,2 212,67 1778,87

Összesen: 11 139,47 3118,67 14 258,14

(78,13%) (21,87%)

2. táblázat. Bicknell et al. számı́tásainak összefoglaló táblázata.

A táblázatban az importált földet a közvetlenül a végső fogyasztásként im-
portált áruk és a termelésből a végső fogyasztáshoz került áruk felhasználásaként
definiálták a szerzők.
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A dolgozattal kapcsolatban három fontos ponton lehet kritikával élni. Az el-
ső kritikai pontot már a szerzők is jelezték a dolgozatukban. Az import föld
megállaṕıtásánál a szerzők nem vették figyelembe, hogy az importált áruk és szol-
gáltatások különböző országokból származhatnak, ahol a technológiai együtthatók
mások és mások. Ezen megkülönböztetés helyett az adott gazdaság együtthatóival
számolnak a szerzők, elismerve azt, hogy ez csak egy közeĺıtés.

A másik kritikai pontot Ferng fogalmazta meg azzal, hogy a földszorzókat más-
hogyan kellene számolni, a földterület használatát már a Leontief-inverzbe be kelle-
ne éṕıteni, hogy azzal az aggregálási problémát kiküszöböljük, amint arra a szerző
rámutat. Dolgozatában új megragadási módszert javasolt, amit a következő feje-
zetben mutatunk be.

A harmadik kritikai pont az export kiküszöbölését illeti. Ilyen módszerrel az ex-
port importanyag tartalma nem mutatható ki, amire megoldást később mutatunk
be a modell általánośıtásával.

3. Ferng módszere az ökológiai lábnyom kiszámı́tására:
felhasználási szemlélet

A Ferng által javasolt módszer bemutatásánál támaszkodunk az 1. táblázat
adataira, azonban szerepeltessük a földterület igényt a felső szárnyon, és nem az
alsón. Ezzel a módszerrel a következő, 3. táblázatot kaphatjuk.

Mezőgaz-

daság
Ipar

Kereske-

delem

Végső

fogyasztás
Export

Teljes

kibocsátás

Földterület

(ha)

Mezőgazdaság 45 15 8 55 25 148 14 000

Ipar 23 30 42 25 20 140 2000

Kereskedelem 15 25 10 40 5 95 100

Hozzáadott

érték
45 55 30 20

Mezőgazdasági

import
5 5 0 7

Ipari import 15 8 5 3

Kereskedelmi

import
0 2 0 0

Teljes

kibocsátás
148 140 95

3. táblázat. A 3× 3-as gazdaság input-output táblája.

Az ilyen felfogásban a földterületet nem elsődleges erőforrásnak tekintjük mo-
dellezési szempontból, hanem felhasználásnak, amit naturáliában, esetünkben hek-
tárban mérünk. Ezzel a szemlélettel minden adott szektor kibocsátási és felhaszná-
lási értékét megállaṕıthatjuk a földterület nagyságával is. Ez az az ötlet, amellyel
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Ferng megalkotta az ismertetésre kerülő földszorzóját.
A földszorzó mátrix itt azt mutatja, hogy egységnyi kibocsátáshoz mekkora

közvetlen és közvetett földterület szükséges. A mátrixot az előbbi adatokra ala-
pozva:

⟨l⟩ (I −A)
−1 ≈

 145, 55 25, 87 26, 48

6, 48 21, 63 11, 30

0, 28 0, 35 1, 38

 .

A következőkben nagyjából hasonlóan veszi végig a szerző a földterület igénye-
ket, azonban más értékekre.

Az első, és talán legfontosabb földigénye a végső fogyasztásnak van. Ezt ebben
a szemléletben az alábbi módon számolhatjuk:

⟨l⟩ (I −A)
−1

c ≈

145, 55 25, 87 26, 48

6, 48 21, 63 11, 30

0, 28 0, 35 1, 38


5525
40

 =

9711, 401348, 95

79, 14

 .

Amint látjuk, ez csak abban tér el a Bicknell et al. [1] dolgozatában adottaktól,
hogy a földterület igény és végső fogyasztás vektorait szerepükben felcseréltük
mátrixaritmetikai szempontból: itt a földigény vektor veszi át a fogyasztástól a
diagonális mátrix szerepét, és ford́ıtva.

A második elem a hazai termelésen belül az exportra előálĺıtott termékek és
szolgáltatások földigénye. Ezt az előbbiekhez hasonlóan határozhatjuk meg:

⟨l⟩ (I −A)
−1

exp ≈

145, 55 25, 87 26, 48

6, 48 21, 63 11, 30

0, 28 0, 35 1, 38


5525
40

 =

4288, 6651, 05

20, 86

 .

Ezzel a két elemmel a haza termelő szektor kibocsátása végső felhasználásának
területigényét kiszámı́tottuk. Térjünk most rá az importált termékek földigényé-
nek megragadásához. Amint a másik módszert, úgy ezt is kritizálhatjuk azzal,
hogy az adott nemzetgazdaság földszorzóját használjuk az importra is. Később
megmutatjuk, hogy mátrixaritmetikai szempontból a probléma kezelhető lehet, de
az annyi információ tárolását és feldolgozását jelentené, amivel a nyert tudástöbb-
let nem tart lépést.

Az importot Ferng két elemből vezeti le: egyrészt fogyasztáshoz közvetlenül
felhasznált importból, valamint a termeléshez szükséges importból. A végső fo-
gyasztáshoz felhasznált közvetlen import kiszámı́tása a következő módon áll elő:

⟨l⟩ (I −A)
−1

cimp ≈

145, 55 25, 87 26, 48

6, 48 21, 63 11, 30

0, 28 0, 35 1, 38


5525
40

 =

1096, 48110, 23

3, 0

 .

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



152 DOBOS IMRE

A termelés importigényének, és ezen keresztül a földigény megállaṕıtásához a szer-
ző hasonló utat választott, mint Bicknell et al. [1] dolgozatukban, vagyis egy
szorzót vezet be. Ezzel a módszerrel a következő eredményre jutunk:

⟨l⟩ (I −A)
−1

Aimp (x− exp) ≈

 145, 55 25, 87 26, 48

6, 48 21, 63 11, 30

0, 28 0, 35 1, 38


 0, 034 0, 036 0

0, 101 0, 057 0, 053

0 0, 014 0


 123

120

90

 =

 1896, 4

594, 52

13, 15

 .

Ezzel a földigényeket kiszámı́tottuk.

Amint a 2. táblázatban, most is összefoglaljuk a számı́tások eredményeit a
4. táblázatban.

Hazai föld Importált föld Ökológiai lábnyom

Mezőgazdaság 9711,4 2992,88 12 704,28

Ipar 1348,95 704,75 2053,7

Kereskedelem 79,14 16,15 95,29

Összesen: 11 139,50 3713,79 14 853,27

(75,00%) (25,00%)

4. táblázat. Ferng [2] számı́tásainak összefoglaló táblázata.

Mielőtt a két lábnyom számı́tási módszert összevetnénk, fogalmazzunk meg
kritikát Ferng módszerével szemben is. Itt is elmondható, hogy az importált ter-
mékek és szolgáltatások földigényének meghatározásánál nem az importáló ország
földigényét veszi a metódus figyelembe. A másik, de súlyosabb kritikai pont az
lehet, hogy ezzel a módszerrel sem lehet szétválasztani egyértelműen, hogy a ter-
melés közvetett importigényéből, és ezen keresztül a földigényéből mennyi tudható
be a végső fogyasztásnak és az exportnak. Ezt a hiányosságot orvosoljuk majd a
következő fejezetekben.

4. Bicknell et al. [1] és Ferng [2] módszerének összehasonĺıtása

Mindkét ökológiai lábnyom számı́tási módszer az input-output modellel jól
megragadható jelenségcsoportokat ḱıván bemutatni, azonban más-más irányból,
amire a korábbiakban utaltunk.
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A módszerek a következő ökológiai lábnyom tényezőket ragadják meg:

- a végső fogyasztás hazai földigénye,

- az export hazai földigénye,

- a végső fogyasztáshoz közvetlenül felhasznált import külföldi földigénye,

- a termeléshez felhasznált import külföldi földigénye export nélkül.

Ebben a felsorolásban mindazon tényezőket felsoroltuk, amelyeket a két vizsgált
dolgozat tartalmaz, de van olyan tényező, amely nem szerepel mindkét munkában.
Az alábbi táblázatban szerepeltetjük a két dolgozatban megragadott lábnyom ka-
tegóriákat, és azok kiszámı́tási módját mátrixaritmetikai jelöléssel.

Bicknell et al. [1] Ferng [2]

A végső fogyasztás

hazai földigénye
l(I − A)−1 ⟨c⟩ ⟨l⟩ (I − A)−1c

A végső fogyasztás

külföldi földigénye
l(I − A)−1 ⟨cimp⟩ ⟨l⟩ (I − A)−1cimp

A termelés külföldi

földigénye
l(I − A)−1Aimp ⟨x⟩ -

A végső fogyasztás

külföldi földigénye
l(I − A)−1Aimp ⟨x⟩ ⟨c⟩ ⟨c + exp⟩−1 ⟨l⟩ (I − A)−1Aimp (x − exp)

Az export hazai

földigénye
- ⟨l⟩ (I − A)−1exp

5. táblázat. A két dolgozat által megragadni ḱıvánt kategóriák.

A két módszer tehát a fogyasztáshoz és az exporthoz a termelésen keresztül
közvetetten felhasznált import földigényében különbözik élesen. Amı́g Bicknell et
al. [1] dolgozatukban a termeléshez felhasznált importot ágazatonként a végső
felhasználásban szereplő végső fogyasztás és export arányában osztják fel, addig
Ferng [2] dolgozatában a teljes kibocsátást csökkenti az exporttal, és nem külön-
bözteti meg, hogy a termeléshez felhasznált import a gazdaságban marad-e, vagy
közvetetten fogyasztásra kerül.

Dolgozatunk elsődleges célja, hogy ez utóbbi következetlenséget vizsgálja, és
arra megnyugtató megoldást nyújtson. Ehhez újra csak a lineáris algebra és a
mátrixaritmetika eredményeit fogjuk felhasználni.
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5. Egy új módszer az ökológiai lábnyom számı́tásához input-output
modellel

A lábnyomszámı́táshoz a következő, 6. táblázatból indulunk ki. A táblázat
annyiban különbözik az 3. táblázattól, hogy az importot megosztottuk azon gaz-
daságok (országok) között, akikkel a vizsgált nemzetgazdaság kereskedelmi kap-
csolatban van. Ilyen t́ıpusú modellezéseket a regionális közgazdaságtanban lehet
találni. Tételezzük fel, hogy az ı́gy modellezett nemzetgazdaságban n darab ága-
zat, szektor van, valamint m másik nemzetgazdasággal van a vizsgált gazdaság
kapcsolatban. Amint korábban is, x-szel jelöljük a gazdaság bruttó kibocsátását,
c vektor a végső fogyasztás, exp vektor az exportot jelöli, mı́g X az ágazatközi fel-
használás. Az l vektor a gazdaság földterületi igényét mutatja. Az Ximpi

mátrix
az i-ik gazdaságból importált, és az ágazatokban felhasznált termékeket mutatja,
mı́g a cimpi vektor az i-ik gazdaságból a nemzetgazdaságunk végső fogyasztásához
importált termékeket jelöli. A v és vc vektorok a hozzáadott értékeket mutatják.
Az impi vektorok a vizsgált nemzetgazdaságból összesen importált termékeket je-
lölik, azaz impi = Ximpi

1 + cimpi
, ahol az 1 vektor az összegző vektort jelöli,

amelynek minden eleme egy.

Ágazatok
Végső

fogyasztás
Export

Teljes kibocsátás,

import
Földterület

Ágazatok X c exp x L

1. ország Ximp1 cimp1 imp1

2. ország Ximp2 cimp2 imp2

. . . . . . . . . . . .

m. ország Ximpm cimpm impm

Hozzáadott

érték
v vc

Teljes

kibocsátás
x

6. táblázat. Egy nemzetgazdaság input-output táblája külkereskedelemmel

Ezek után konstruáljuk meg a modell input együtthatóit a gazdaságba és az im-
portokra is:

A = X⟨x⟩−1
, Aimpi = Ximpi⟨x⟩

−1
, i = 1, 2, . . . ,m).

Ezekkel az együtthatómátrixokkal a következő egyenleteket nyerhetjük, amelyek
léırják a gazdaságot:

x = Ax+ c+ exp,

impi = Aimpi
x+ cimpi

, (i = 1, 2, . . . ,m).
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Ezzel az összefüggéssel lényegében megegyezik a 3. táblázat modellje, amennyiben

Ximp =

m∑
i=1

Ximpi
, cimp =

m∑
i=1

cimpi
,

vagyis nem csináltunk mást, mint az importot forrásuk szerint válogattuk szét.

Térjünk most rá az ökológiai lábnyom megragadásához. Mint látható, a ferngi
értelemben vett földszorzót csak a vizsgált nemzetgazdaságra ismerjük a többi
gazdaságra nem, mert akkor minden nemzetgazdaság input-output modelljével
tisztában kellene lennünk. Ha mégis ismernénk az ottani földszorzókat, akkor
azok a következő formát vennék fel:

⟨li⟩ (I −Ai)
−1

,

ahol az Ai mátrix az i-ik nemzetgazdaság ágazati kapcsolati mérlege, és az li vektor
a gazdaság földigénye. Ennek ismeretében az importokat, amit az általunk vizsgált
gazdaság felhasznál, összegezhetjük az 1. ábrán bemutatott rendező modellnek
megfelelően:

m∑
i=1

⟨li⟩ (I −Ai)
−1

impi =

m∑
i=1

⟨li⟩ (I −Ai)
−1

Aimpi
x+

m∑
i=1

⟨li⟩ (I −Ai)
−1

cimpi
.

Ez a kifejezés akkor egyezik meg a korábbi modellekkel, ha A = Ai, valamint
l = li , vagyis minden gazdaság homogén abban az értelemben, hogy azonos a
technológiai mátrixa, és azonos területűek. Ekkor teljesül az alábbi összefüggés:

imp =

m∑
i=1

Aimpi
x+

m∑
i=1

cimpi
,

ami azt jelenti, hogy összegezzük az importokat, annak származási helyétől füg-
getlenül. A további vizsgálatainkat ezen az aggregált modellen folytatjuk tovább,
ahol

Aimp =

m∑
i=1

Aimpi , cimp =

m∑
i=1

cimpi .

A vizsgált modell tehát most a következő lesz:

x = Ax+ c+ exp,

imp = Aimpx+ cimp.
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Oldjuk meg ezt a modellt a teljes kibocsátásra:

x = (I −A)
−1

c+ (I −A)
−1

exp,

imp = Aimp(I −A)
−1

c+Aimp(I −A)
−1

exp+ cimp.

Itt az első egyenletrendszer a hazai termelést ı́rja le, mı́g a második rendszer az
importot mutatja a végső hazai felhasználás, az export és a végső felhasználás-
hoz közvetlenül importált termékek függvényében. A földigényeket úgy tudjuk
meghatározni, hogy a hazai egyenleteket a hazai terület diagonalizált mátrixával
szorozzuk, mı́g az importált termékekre a földszorzót alkalmazzuk. Ezzel a

⟨l⟩x = ⟨l⟩ (I −A)
−1

c+ ⟨l⟩ (I −A)
−1

exp,

⟨l⟩ (I −A)
−1

imp = ⟨l⟩ (I −A)
−1

Aimp(I −A)
−1

c+

⟨l⟩ (I −A)
−1

Aimp(I −A)
−1

exp+ ⟨l⟩ (I −A)
−1

cimp

kifejezést kapjuk. Így a földigényekre öt összefüggésünk van, amelyek

- ⟨l⟩ (I −A)
−1

c : a végső fogyasztás hazai földigénye,

- ⟨l⟩ (I −A)
−1

exp: az export hazai földigénye,

- ⟨l⟩ (I −A)
−1

cimp: a végső fogyasztáshoz importált termékek földigénye,

- ⟨l⟩ (I −A)
−1

Aimp(I −A)
−1

c: a végső fogyasztás előálĺıtásához importált
termékek földigénye,

- ⟨l⟩ (I −A)
−1

Aimp(I −A)
−1

exp: az exportált termékek előálĺıtásához impor-
tált termékek földigénye.

Ezeknek a kategóriáknak az ismeretében két csoportba sorolhatjuk a földigé-
nyeket: (1) hazai felhasználású földigények, amelyek a végső fogyasztáshoz kapcso-
lódnak, és (2) a külföldi felhasználású földigények, amelyek az exporthoz tapadnak,
és ı́gy nem jelennek meg a hazai felhasználásban. Ez utóbbi földigényt mint átme-
nő tételt számı́thatjuk, ugyanis importálás után exportban el is hagyja az adott
országot, és annak gazdaságát, ı́gy az ország földigényébe nem kerül be.

Vessük most össze Bicknell et al. [1] és Ferng [2] eredményeit a most ismerte-
tettel, amit a 7. táblázatban szemléltetünk:
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Bicknell et al. [1] Ferng [2] Saját modell

A végső fogyasztás

hazai földigénye
l (l − A)−1 ⟨c⟩ ⟨l⟩ (I − A)−1c ⟨l⟩ (I − A)−1c

A végső fogyasztás

közvetlen külföldi

földigénye

l (l − A)−1 ⟨cimp⟩ ⟨l⟩ (I − A)−1cimp ⟨l⟩ (I − A)−1cimp

A termelés külföldi

földigénye
l (l − A)−1 Aimp ⟨x⟩ - -

A végső fogyasztás

külföldi földigénye

l(I − A)−1Aimp ⟨x⟩

⟨c⟩ ⟨c + exp⟩−1

⟨l⟩ (I − A)−1Aimp

(x − exp)

⟨l⟩ (I − A)−1Aimp

(I − A)−1c

Az export hazai

földigénye
- ⟨l⟩ (I − A)−1exp ⟨l⟩ (I − A)−1exp

Az export külföldi

földigénye

(nem kerül elszámolásra)

- -
⟨l⟩ (I − A)−1Aimp

(I − A)−1exp

7. táblázat. A két dolgozat által megragadni ḱıvánt kategóriák.

Azonnal látható, hogy Ferng [2] dolgozatában nem határozta meg az export
importigényéhez tapadó földszükségletet, földigényt, ami nagyban megneheźıtette
a termeléshez felhasznált importtermékek földigényének meghatározását. Mivel

x− exp− c = Ax ≥ 0,

ezért az általunk adott földigény alacsonyabb lesz, mint a Ferng által adott. Ezzel
elemzésünket befejeztük, a következő fejezetben a számpéldát követve hasonĺıtjuk
össze az eredményeket.

6. A korábbi és a saját eredmények összevetése a számpéldán keresztül

Az összehasonĺıtásban csak a lábnyomot érintő kategóriákat vonjuk be. Elte-
kintünk az exporthoz tapadó tényezőktől, mert az nem jelenik meg közvetlenül a
lábnyom kiszámı́tásánál.

A végső fogyasztás

hazai földigénye

A végső fogyasztáshoz

közvetlenül felhasznált

import külföldi

földigénye

A termeléshez

felhasznált

import külföldi

földigénye

Bicknell et al. [1] 8777,02 1066,17 1479,3

119,63 143,55 1222,66

156,62 0 239,25

Ferng [2] 9711,4 1096,48 1896,4

1348,95 110,23 594,52

79,14 3 13,15

Javasolt modell 9711,4 1096,48 1542,49

1348,95 110,23 486,96

79,14 3 10,69
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Az összes földigény a Bicknell et al. modelljében 15 290,4, Ferngnél 14 853,3 ha,
mı́g a mi modellünkben 14 389,3 ha, ami azt jelenti, hogy még Ferng modelljéhez
képest is a különbség 463,9 ha, ami 3,1 százalékkal alacsonyabb a Ferng által
adottnál. Ez a különbség most nem tűnik soknak, de más adathalmazhoz sokkal
nagyobb különbség is tartozhat.

7. Összefoglalás

A dolgozatban az ökológiai lábnyom meghatározását vizsgáltuk a Leontief-féle
input-output modellel. Megmutattuk, hogy az általunk javasolt módszerrel jól
léırhatóak a végső fogyasztás és az export ökológiai lábnyomra gyakorolt hatásai.

Eredményünk az, hogy sikerült korrigálnunk a korábbi modellezésben elköve-
tett apróbb pontatlanságot. Az általunk javasolt módszerrel alacsonyabb lábnyo-
mot számoltunk, ami az eddigi felülbecslést elég jelentősen módośıtja.

Megmutattuk azt is, hogy általánosan is lehetne kezelni az importot a lábnyom
számı́tásához, azonban ez óriási számı́tási igénnyel járna, mert minden érintett
nemzetgazdaság technikai együtthatóit ismerni kellene. A más szerzők által is tett
feltételezés azon alapszik, hogy minden gazdaság területe azonos, és a technológiai
feltételei is megegyeznek.

Egy következő elemzésben a bemutatott modellt pl. a magyar gazdaság ada-
taival szembeśıthetnénk. Ebben az esetben nem kell feltétlenül az ökológiai láb-
nyommal számolnunk, hanem az lehet karbonlábnyom is. A modell másik irányú
kiterjesztése a lábnyomok dinamizálása, vagyis a felhalmozási-beruházási folyama-
tok lábnyomra gyakorolt hatásának vizsgálata. Ehhez a Leontief-modell dinamikus
változata szolgálhat megfelelő módszernek.
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több, mint 430 hivatkozása érkezett a Web of Science adatbázisban.

DOBOS IMRE
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1111 Budapest, Magyar tudósok körútja 2., Q épület
dobos@kgt.bme.hu

A NOTE ON THE CALCULATION OF ECOLOGICAL FOOTPRINT WITH

INPUT-OUTPUT MODEL

Imre Dobos

Calculation of ecological and other type of footprints is a very popular topic in ecological

economics. This paper investigates the mathematical background of footprint calculation on the

basis of the input-output model developed by Wassily W. Leontief. The goal of the paper is to

present former footprint calculations, and to improve these methodologies.
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VÁLASZTÓKERÜLETEK ALAKJÁNAK VIZSGÁLATA HU-FÉLE
INVARIÁNS MOMENTUMOK ALKALMAZÁSÁVAL

NAGY BALÁZS, SZAKÁL SZILVIA

A gerrymandering a választókerületek politikai elfogultság szerinti átraj-
zolása. Számos mérték létezik śıkbeli alakzatok bizonyos tulajdonságainak
léırására, ezzel szemben az ideális választókerület formát nehéz lenne meg-
határozni. Kutatásunkban a Hu-invariáns momentumok seǵıtségével egy új
körszerűségi mutatót alkalmazunk néhány amerikai választókerület alakjá-
nak és a rendszeresen előforduló változtatások hatásának vizsgálatára, emel-
lett tárgyaljuk az általunk használt alakmutatókkal kapcsolatban felmerülő
módszertani kérdéseket is. További célunk egy olyan eljárás kidolgozása,
amellyel a manipuláció szándéka hatékonyan kiszűrhető a választókerületek
újrarajzolásánál.

1. Bevezetés

Ennek a tanulmánynak alapvetően két célja van. Az egyik, hogy összehasonĺıtsa
néhány amerikai állam választókerületeinek alakját. A másik, hogy bemutassa
az alkalmazott alakmutatókat, és tárgyalja az ezekkel kapcsolatos módszertani
kérdések egy részét.

A választókerület kialaḱıtása során első lépésként a körzetek méretét, azaz a
körzetbe tartozó választók számát, majd határát kell meghatározni. A körzetki-
osztási feladat és a körzethatárok megrajzolása is alapvető fontosságú az arányos
képviselet szempontjából. Nem csak a probléma, de az irodalom is két részre ta-
gozódik, az előbbiről áttekintést ad [6], mı́g az utóbbi témáról az alábbi cikkek
értekeznek részletesen: [18], [14]. Vizsgálataink középpontjában a körzethatárok
kialaḱıtása áll. A választási körzetek létrehozatalakor az alak önálló kutatási té-
ma, mivel az, hogy a körzetek határait pontosan hol húzzák meg, meghatározó
lehet a pártok választási eredményeit illetően, ami közvetve jelentős gazdasági kö-
vetkezményekkel is járhat. A politikai hátsó szándékkal történő térképrajzolást,
a választókerület-manipulációt a nemzetközi irodalomban gerrymanderingnek h́ıv-
ják.

A szakirodalomban számos olyan módszert különböztetnek meg, amellyel egy
régió alakja mérhető [21], [9]. Magyarországi megyék vizsgálatát illetően ld. [2].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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Mivel egy régió alakjával kapcsolatban több, egymással is összefüggő tulajdonságot
lehet vizsgálni, ı́gy annak egyetlen mutatóval való pontos léırása nem lehetséges.
Egy kétdimenziós területegység formáját tekintve számos különböző szempontot
lehet vizsgálni: földrajzi kompaktság (körszerűség), elnyúltság, konvexitás, lyukas-
ság, összefüggőség, a határvonal csipkézettsége. Mivel a téma több tudományte-
rületet is átfog, nincs egységes nyelvezet az alak tulajdonságait illetően. Részben
ez az oka annak, hogy a szerzők gyakran szinonimaként alkalmaznak olyan kife-
jezéseket, mint pl. körszerűség, megnyúlás, konvexitás stb. A korábban felsorolt
tulajdonságok közül gyakorlati fontosságuk miatt a körszerűség mutatói a legfon-
tosabbak és a leggyakrabban tárgyaltak, ezért ebben a tanulmányban csak eze-
ket használjuk. Egy

”
minden igényt kieléǵıtő” alakmutatónak több kritériumot is

teljeśıtenie kellene, mint például a mérőszám mindenféle mértani alakzatra alkal-
mazható legyen; minden alakzatot egyetlen számmal jellemezzen; lehetőleg a 0-tól
1-ig terjedő skálán vegye fel az értékeket; a mérőszám nagyságát ne befolyásolja
az alakzat elforgatása, eltolása, nagýıtása stb.

A választókörzetek kialaḱıtásánál számos alakmutatót használnak a körzetek
földrajzi

”
kompaktságának” (tömörségének) mérésére. Ezen mutatók a vizsgált

alakzatok kerülete, területe és különféle hosszmértékeinek összevetésén alapul-
nak. A Reock-teszt [15] például a körzet területét viszonýıtja a legkisebb olyan
kör területéhez, amely a körzetet éppen körbekeŕıti. A Polsby–Popper-teszt [13]
a körzet területét a kerületével azonos kerületű kör területéhez viszonýıtja. A
Schwartzberg-teszt [17] a körzet határvonalának hosszát a körzet területével azo-
nos területű kör kerületéhez viszonýıtja. További mutatók is léteznek, amelyek
kétségtelenül hasznosak, azonban ezek közül egy olyan sincs, amit legjobbnak vagy
minden szempontból jónak lehetne tartani.

Alapvetően a képfeldolgozásban használt momentumokat alkalmazzuk az ob-
jektumok formájának léırására jelen dolgozatunkban. Ismeretes, hogy a különböző
rendű momentumokból olyan mennyiségek származtathatók, amelyek – azonḱıvül,
hogy hasznos információt nyújtanak az objektumok alakjáról – invariánsak az elto-
lásra, nagýıtásra és forgatásra. A képmomentumok rendszere ilyenformán alkalmas
a választókerületek alakjának léırására. Munkánkat jelentősen inspirálták Zunic,
Hirota és Rosin [20], [11], [19] dolgozatai, akik bevezették a körszerűség momentum
alapú mértékét.

Ebben a cikkben a választókerületek formájának léırására javasoljuk az általuk
bevezetett momentum alapú alakmutatót. A legelterjedtebb körszerűségi muta-
tókhoz képest, amelyek a körzet területét és kerületét is figyelembe veszik, az új
mutató jobban működik abban az esetben, amikor a vizsgált választókerület olyan
csipkézett határral rendelkezik, amely a kerület nagy növekedéséhez vezet.

Dolgozatunkban a körszerűség momentum alapú mértékét alkalmazzuk négy
állam, nevezetesen Arkansas, Iowa, Kansas és Utah kongresszusi választókerüle-
teire. Összehasonĺıtva a korábban már emĺıtett klasszikus mértékekkel, jelentős
különbségeket figyelhetünk meg a momentum alapú és a hagyományos alakmutató
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értékek között. Úgy találtuk, hogy a momentum alapú mérték hatékony módja
annak, hogy azonośıtsuk a szabálytalan alakú választási körzeteket. Az alakmuta-
tó értékek időbeli változása alapján lehetőség van a gerrymandering gyanús esetek
észlelésére is. Az ezzel kapcsolatos eredményeket a 4. fejezet tartalmazza.

Mostani tanulmányunk folytatását illetően a következő kutatási irányt jelöljük
ki. Az alakkal kapcsolatos vizsgálatoknál figyelembe kell venni a szabálytalan ál-
lamhatárokat. További fontos tényező a népesség területegységen belüli eloszlása
is, ami felveti az adatok súlyozásának kérdését. Az úgynevezett korrigált körszerű-
ségi mutató figyelembe veszi a lakosság területegységen belüli eloszlását, valamint
az államhatárokat is. Jelen dolgozat az ehhez szükséges előkészületeket tartal-
mazza. Bár az alak jellemzőinek egyetlen mutatóval történő egzakt matematikai
léırása nem lehetséges, célunk egy olyan módszer, ill. alakmutató kidolgozása,
amely a földrajzi, valamint a népesség-eloszlási jellemzőket is figyelembe véve a
lehető legpontosabban jellemzi a választókerületek alakját.

2. Invariáns momentumok

Mivel az új körszerűségi1 mutató meghatározásához a (geometriai) momen-
tumokat fogjuk használni, az alábbiakban összefoglaljuk az ezekkel kapcsolatos
legfontosabb jelöléseket és tényeket. Érdemes megemĺıteni, hogy a geometriai mo-
mentumokat széles körben használják a számı́tógépes képelemzési és alakfelisme-
rési feladatokban – lásd [1] [5],[20] és (Chapter 12 [11]).

Egy D alakzat (p+ q)-adrendű (geometriai) momentumai folytonos esetben:

mp,q(D) =

∫ ∫
D

xpyqdxdy

(p, q = 0, 1, 2, ...).
A valódi képfeldolgozó alkalmazásokban diszkrét adatokkal dolgoznak, ahol a

vizsgált objektumok pixelekből állnak. Ebben az esetben a geometriai momentu-
mok pontos kiszámı́tása nem lehetséges, ezért gyakorlatban minden egyes mp,q(D)
momentumot a diszkrét megfelelőjére cserélünk ki:

mp,q(D) =
∑

(i,j)∈D∩Z2

ipjq,

ahol Z az egész számok halmaza.
Egy D alakzat (p+ q)-adrendű (képi) momentumai folytonos esetben:

mp,q(D) =

∫ ∫
D

xpyqf (x, y) dxdy,

1A szakirodalomban a körszerűség csak elnevezésbeli egyszerűśıtés, valójában körlapszerűség-
ről van szó.
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diszkrét esetben pedig

mp,q(D) =
∑

(i,j)∈D∩Z2

ipjqf (i, j)

(p, q = 0, 1, 2, ...) , ahol f (x, y) a kép világosságfüggvénye. Világosságfüggvényen
egy olyan nemnegat́ıv, valós értékű függvényt értünk, amely szakaszosan folytonos,
kompakt tartójú, és az egyes változókban vett improprius integráljai egyenletesen
konvergensek.

A világosságfüggvényt 0 és 1 közé normálva egy kétdimenziós valósźınűségi
változó sűrűségfüggvényeként is értelmezhetjük. Mivel különböző rendű momen-
tumokkal a kép világosságának eloszlását tudjuk jellemezni, ı́gy a képmomentumok
rendszere alkalmas a választókerületek alakjának léırására. Területelemzési vizs-
gálatok esetén a világosságfüggvénnyel tudjuk megadni a lakosság területegységen
belüli eloszlását.

Az origónak a súlypontba való eltolásával olyan momentumok számı́thatók,
amelyek függetlenek a vizsgált objektum helyétől.

Egy D alakzat (p+q)-adrendű centrális (képi) momentumai folytonos esetben:

µp,q(D) =

∫ ∫
D

(x− x)
p
(y − y)

q
f (x, y) dxdy,

diszkrét esetben pedig

µp,q(D) =
∑

(i,j)∈D∩Z2

(i− x)
p
(j − y)

q
f (i, j)

(p, q = 0, 1, 2, ...) , ahol (x, y) a kép súlypontja, amely az elsőrendű momentumok
normálásával kapható meg:

x =
m1,0(D)

m0,0(D)
, y =

m0,1(D)

m0,0(D)
.

Centrális momentumok alkalmazása esetén eltolásra invariáns momentumokat
kapunk.

Néhány momentumnak fizikai jelentés is tulajdońıtható. A nulladrendű mo-
mentum (m0,0(D)) például a kép összintenzitását reprezentálja. A másodrendű
centrális momentumok (µ2,0(D) és µ0,2(D)) képviselik a kép világosságfüggvé-
nyének átlag körüli szórásnégyzetét. Ez utóbbiak különösen fontosak lesznek a
vizsgálataink szempontjából.

Normalizált centrális momentumok:

ηp,q (D) =
µp,q(D)

[µ0,0(D)]γ
, γ = 1 +

p+ q

2
.
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A normalizált centrális momentumok alkalmazásával Hu és munkatársai olyan
mennyiségeket konstruáltak, amelyek invariánsak a forgatásra, eltolásra és skálá-
zásra. Ezek az úgynevezett Hu-féle invariáns momentumok [5]. A mi vizsgálataink
középpontjában az első invariáns momentum áll, nevezetesen:

ϕ1(D) = η2,0 (D) + η0,2 (D) .

3. Körszerűségi mutatók

Sokan a politikai gerrymandering megakadályozásának objekt́ıv megelőző esz-
közének tartják azt, hogy a körzetek

”
kompaktsága” megfelelő mértékű legyen.

Nem meglepő tehát, hogy az alakmutatók egy része a körtől, mint ideális alaktól
való eltérés mérésén alapul.

3.1. Megjegyzés. Egy C körszerűségi mutatóval szemben az alábbi, természetes
elvárásokat támasztjuk:

a) C(D) ∈ (0, 1] bármely D śıkbeli alakzatra.

b) C(D) = 1 pontosan akkor, ha D egy kör.

c) C(D) invariáns az eltolásra, forgatásra és a nagýıtásra;

d) Minden δ > 0 esetén létezik olyan D alakzat, amelyre 0 < C(D) < δ,
azaz léteznek olyan alakzatok, amelyek körszerűségi mértéke tetszőlegesen
megközeĺıti a 0-t.

A szakirodalomban számos olyan alakmutatót alkalmaznak, amellyel a régió
körszerűsége mérhető. A mérési eljárások alapján MacEachren [9] a következő
négy, egymással némileg átfedésben lévő kategóriába osztotta a javasolt mutató-
kat: a területegység kerületének és területének összehasonĺıtásán alapuló mutatók;
a területegységgel kapcsolatba hozható köröket és egyéb śıkidomokat felhasználó
mutatók; egy szabályos alakkal való direkt összehasonĺıtáson alapuló mutatók; a
területegység alkotóelemeinek eloszlásán alapuló mutatók. A fenti négy kategórián
ḱıvül más csoportośıtások is lehetségesek, ı́gy például Niemi és munkatársai [12]
szintén négy (de a fentiektől eltérő), mı́g Frolov [4] nyolc fő csoportot javasolt a
számı́tásban részt vevő adatok t́ıpusa alapján. Dolgozatunkban nem ismertetjük
az összes lehetséges alakmutatót, de röviden bemutatjuk a leggyakrabban használ-
takat.

3.1. Klasszikus körszerűségi mutatók

A Polsby–Popper -teszt az egyik legelterjedtebb kontúr alapú körszerűségi mu-
tató. A körzet területét a kerületével azonos kerületű kör területéhez viszonýıtja:

CPP (D) =
4π · area(D)

[perimeter(D)]
2 , (1)
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ahol D egy śıkbeli alakzat [13]. Ez az alakmutató a kontúr simaságát is tükrözi.
Könnyű ellenőrizni, hogy (1) teljeśıti a körszerűségi mutatóval szembeni 3.1. kri-
tériumokat.

Az egyik legismertebb terület alapú alakelemzési módszer a Reock -teszt, amely
a körzet területének és a köré ı́rható legkisebb kör területének hányadosaként adja
meg egy alakzat körszerűségi mértékét:

CR(D) =
area(D)

area(C)
,

ahol D egy śıkbeli alakzat, C a legkisebb olyan kör, amely a körzetet éppen kör-
bekeŕıti [15].

A körszerűség meghatározására az alak meghatározásának egyik általános meg-
közeĺıtése is alkalmazható. Az egyik ilyen megközeĺıtés a Lee és Salle által bemu-
tatott index. Az index kiszámı́tásához először egymásra helyezzük a D alakzatot
és az R szabványos egységet (referenciatartomány) úgy, hogy a közös rész területe
maximális legyen. Ezek után a Lee–Sallee-indexet a következőképpen határozhat-
juk meg [7]:

τ(D) =
area(D

a
R)

area(D ∪R)
.

A gyakorlatban könnyebben kivitelezhető, ha a két alakzatot úgy rendezzük el,
hogy azok súlypontja egybeessen. Abban az esetben, amikor az alakzat körsze-
rűségét vizsgáljuk, a referenciataromány egy kör lesz. Például illesszünk egy C
kört egy D alakzatra, ekkor a D alakzat körszerűsége becsülhető C és D össze-
hasonĺıtásával. Tehát egy egyszerű lehetőség, ha az illesztett C kör középpontja
egybeesik a D alakzat súlypontjával, és területe megegyezik a D területével. Végül
a körszerűségi mutató:

CLS(D) = 1− area(D
a
C)

area(D ∪ C)
=

area(D ∩ C)

area(D ∪ C)
,

ahol D egy śıkbeli alakzat, C a referenciakör. Természetesen vannak más változa-
tai is ennek a megközeĺıtésnek.

3.2. Invariáns momentum mint körszerűségi mutató

A továbbiakban feltételezzük, hogy minden vizsgált alakzat kompakt (topológi-
ai értelemben). Nyilvánvaló, hogy ez nem korlátozza a képfeldolgozási feladatokat.
Mivel jelen dolgozatban a választókerületek alakját vizsgáljuk, amelyben a lakos-
ság területegységen belüli eloszlása nem játszik szerepet, ı́gy a világosságfüggvény
a továbbiakban indikátorfüggvénynek tekinthető.
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3.1. Álĺıtás. Legyen D egy kompakt alakzat a śıkon. Ekkor

ϕ1(D) = η2,0 (D) + η0,2 (D) =
µ2,0(D) + µ0,2(D)

[µ0,0(D)]2
≥ 1

2π
,

ϕ1(D) = η2,0 (D) + η0,2 (D) =
µ2,0(D) + µ0,2(D)

[µ0,0(D)]2
=

1

2π
⇐⇒ ha D kör.

Következésképpen ϕ1(D) pontosan akkor éri el a minimális értékét, ha D egy
kör. Ez a minimum 1/ (2π). Ennek alapján az új körszerűségi mértéket a követ-
kezőképpen adhatjuk meg [20] alapján.

3.1. Defińıció. Tegyük fel, hogy D egy kompakt alakzat a śıkon. Ekkor legyen
a C1(D) körszerűségi mutató

C1(D) =
ϕ1(C)

ϕ1(D)
=

1

2π
· [µ0,0(D)]2

µ2,0(D) + µ0,2(D)
,

ahol a C kör területe megegyezik a D területével.

Könnyű ellenőrizni, hogy az ı́gy definiált körszerűségi mutató kieléǵıti a 3.1.
feltételeket. A normalizált centrális momentumok használatakor skálázásinvariáns
jellemzőket kapunk. Ha a skálázási faktor λ, akkor az új centrális momentumok:

µ′
p,q = λp+q+2 · µp,q.

Speciálisan,
µ′
0,0 = λ2 · µ0,0.

Következésképpen,

η′2,0 =
µ′
2,0[

µ′
0,0

]2 =
λ4 · µ2,0

[λ2 · µ0,0]
2 = η2,0 ,

η′0,2 =
µ′
0,2[

µ′
0,0

]2 =
λ4 · µ0,2

[λ2 · µ0,0]
2 = η0,2,

ami igazolja a normalizált centrális momentumok skálázásinvarianciáját.
Az α-szöggel történő forgatás utáni másodrendű momentumok kifejezhetőek az

alábbi módon:

µ′
2,0 = cos2 (α) · µ2,0 + sin2 (α) · µ0,2 − sin (2α) · µ1,1,

µ′
0,2 = sin2 (α) · µ2,0 + cos2 (α) · µ0,2 + cos (2α) · µ1,1.

Tehát
µ′
2,0 + µ′

0,2 =
(
sin2 (α) + cos2 (α)

)
(µ2,0 + µ0,2) = µ2,0 + µ0,2,
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azaz
ϕ′
1 = ϕ1.

Mivel a centrális momentumok alkalmazása esetén eltolásra invariáns momen-
tumokat kapunk, a normalizált centrális momentumok alkalmazása biztośıtja az
invarianciát a tetszőleges pont körüli forgatáshoz. A bizonýıtás részleteit illetően
ld. [5].

A regionalizációs problémák során gyakran fordul elő, hogy területeket kell
egyeśıteni vagy épp szétválasztani. Az optimális felosztás meghatározásához szük-
ségünk lehet arra, hogy miként változik egy régió körszerűségi értéke, ha például
egy szomszédos tartományt hozzácsatolunk. Erre ad választ a következő álĺıtás.

3.2. Álĺıtás. Legyen D1 és D2 két szomszédos śıkbeli alakzat. Jelölje D az
ezek egyeśıtésével létrejövő új tartományt. Ekkor

µ2,0(D) + µ0,2(D) = µ2,0(D1) + µ0,2(D1) + µ2,0(D2) + µ0,2(D2)

+ d21 · µ0,0(D1) + d22 · µ0,0(D2),

ahol d1, illetve d2 a D1, illetve D2 súlypontjának a D súlypontjától való távolsága.

Bizonýıtás. Jelölje (x1, y1), illetve (x2, y2) a D1, illetve D2 alakzatok súlypont-
ját. A D alakzat súlypontjának koordinátái:

x =
m0,0(D1) · x1 +m0,0(D2) · x2

m0,0(D1) +m0,0(D2)
, y =

m0,0(D1) · y1 +m0,0(D2) · y2
m0,0(D1) +m0,0(D2)

.

Tehát

µ2,0(D) + µ0,2(D) =

∫ ∫
D

(x− x)
2
dxdy +

∫ ∫
D

(y − y)
2
dxdy

=

∫ ∫
D1

(x− x)
2
+ (y − y)

2
dxdy +

∫ ∫
D2

(x− x)
2
+ (y − y)

2
dxdy.

A D1 tartomány feletti integrálra kapjuk, hogy:∫ ∫
D1

(x− x)
2
+ (y − y)

2
dxdy

=

∫ ∫
D1

[(x1 − x) + (x− x1)]
2
+ [(y1 − y) + (y − y1)]

2
dxdy

=

∫ ∫
D1

(
(x1 − x)

2
+ (y1 − y)

2
)
dxdy +

∫ ∫
D1

(
(x− x1)

2
+ (y − y1)

2
)
dxdy

+2 (x1 − x)

∫ ∫
D1

(x− x1) dxdy + 2 (y1 − y)

∫ ∫
D1

(y − y1) dxdy

= d21 · µ0,0(D1) + µ2,0(D1) + µ0,2(D1).
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Itt felhasználtuk a következő, egyszerűen belátható azonosságot:∫ ∫
D1

(x− x1) dxdy =

∫ ∫
D1

(y − y1) dxdy = 0.

Hasonlóan kapjuk, hogy∫ ∫
D2

(x− x)
2
+ (y − y)

2
dxdy = d22 · µ0,0(D2) + µ2,0(D2) + µ0,2(D2),

ami az álĺıtásunk helyességét igazolja. ⊓⊔

Analóg álĺıtás igaz abban az esetben is, ha geometriai momentumok helyett képi
momentumokat alkalmazunk. Konkrét regionalizálási problémánál ez azt jelenti,
hogy figyelembe vesszük a lakosság területegységen belüli eloszlását.

1. ábra. Példa regionalizálási problémára

3.1. Példa. Az alábbi egyszerű példán egy regionalizálási problémát szemlél-
tetünk. A célunk most csak annyi, hogy maximalizáljuk a körszerűségi mutató
értékének növekedését. Megvizsgáljuk, hogy miként változik a körszerűségi muta-
tó értéke, amikor egy régióhoz hozzácsatolunk egy egységet. Az 1. ábra két régiót
(D1 és D2) és három egységet (E1, E2 és E3) ábrázol, amelyek még nincsenek hoz-
zárendelve egyetlen régióhoz sem. Tegyük fel, hogy a D1 és D2 régiók a korábbi
feldolgozási fázisok során a jelenlegi állapotukra nőttek. Az 1. táblázat tartalmaz-
za µ2,0(.)+µ0,2(.), µ0,0(.) és C1(.) értékét az emĺıtett tartományokra vonatkozóan.
Jelölje d1 az aktuális régió súlypontjának az egység hozzáadásával keletkező új ré-
gió súlypontjától való távolságát. Továbbá, legyen d2 az egység súlypontjának az
egység hozzáadásával keletkező új régió súlypontjától való távolsága. Mivel a D1

régió és az E3 egység, valamint a D2 régió és az E1 egység nem szomszédosak, ı́gy
ezeket nem lehet egyeśıteni.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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Tehát a következő lehetséges opciók jöhetnek szóba:

I. Az E1 egységet hozzárendeljük a D1 régióhoz.

II. Az E2 egységet hozzárendeljük a D1 régióhoz.

III. Az E2 egységet hozzárendeljük a D2 régióhoz.

IV. Az E3 egységet hozzárendeljük a D2 régióhoz.

µ2,0(.) + µ0,2(.) µ0,0(.) C1 (.)

D1 régió 1, 711 2, 967 0, 819

D2 régió 1, 948 3, 043 0, 756

E1 egység 1, 359 2, 761 0, 893

E2 egység 0, 638 1, 173 0, 343

E3 egység 1, 869 3, 251 0, 9

1. táblázat. A régiók és egységek az egyeśıtés előtt.

Opció d1 d2 µ2,0(D) + µ0,2(D) C1 (D) ∆C1 (D)

I. 0, 9 0, 97 8, 071 0, 647 −0, 172

II. 0, 28 0, 68 3, 124 0, 873 0, 054

III. 0, 26 0, 64 3, 272 0, 865 0, 109

IV. 1, 3 1, 23 13, 878 0, 454 −0, 302

2. táblázat. A lehetséges egyeśıtési opciók.

Itt D az adott opció végrehajtása után létrejövő új tartományt, ∆C (D) pedig
az egyeśıtés során bekövetkezett körszerűségiérték-növekedést jelöli. A III. opció
végrehajtása során bekövetkezett körszerűségiérték-növekedés 0, 109. Most ez a

”
legjobb” opció az összes többi lehetőséghez képest. Ha a II. opció valósul meg,
akkor a D1 körszerűségi értéke lesz a legmagasabb (0, 873), de mivel a körszerűségi
együttható értékének legnagyobb növekedését kerestük ahelyett, hogy a legmaga-
sabb körszerűségi értéket figyelnénk, ı́gy a III. opció tekinthető a legjobbnak.

Egy mohó algoritmus csak azt nézné, hogy melyik esetben lesz valamely körzet
körszerűségi értéke a legnagyobb. A mi célfüggvényünk azonban az egyes régiók
körszerűségi együtthatójának összege. Egy regionalizálási feladat célja maximali-
zálni adott számú régió teljes körszerűségének mértékét. Az általunk alkalmazott
módszer, amely az alakzat körszerűségét a momentum invariánsak alapján szá-
molja, számı́tási szempontból hatékony körszerűségi mérést biztośıt. A különböző
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alkalmazási igényeknek megfelelően egy regionalizálási probléma további korláto-
zásokat is tartalmazhat. Ilyen például a fizikai korlát, azaz a régiók határai nem
léphetik át a főbb földrajzi jellemzőket, például egy hegységet. A méretkorlátozás
megkövetelheti, hogy a keletkező régiók azonos méretűek legyenek, vagy bármely
régió nagyobb vagy kisebb legyen, mint egy bizonyos méret. Gyakran meg kell
őrizni a politikai határok hierarchiáját is. Korlátozhatjuk az egyes régiók kör-
szerűségi értékének az ”ideális” értéktől való eltérését is. Már ebből is látszik,
hogy egy tartomány minden igényt kieléǵıtő felosztása rendḱıvül összetett feladat.
Jelen tanulmányban egyelőre néhány kezdeti lépést tettünk meg. Az ilyen irány-
ban történő további kutatásokat a megkezdett vizsgálatok természetes folytatási
lehetőségének tartjuk. A témával kapcsolatban ld. még [16], [8].

Előfordulhat, hogy bizonyos helyzetekben szeretnénk megváltoztatni a pon-
tok poźıciójának hatását a mért alakzat körszerűségére. Például szeretnénk, ha
az alakzat súlypontjától távol lévő pontok nagyobb hatást gyakorolnának a mért
körszerűségre, ily módon csökkentve annak mértékét. Vagy ford́ıtva, csökkente-
ni szeretnénk a távoli pontok hatását. A módośıtott módszer mindezt lehető-
vé teszi számunkra azáltal, hogy figyelembe veszi az alak belsejében lévő pon-
tok relat́ıv poźıciójának hatását a számı́tott körszerűségre. Legyen D egy śık-
beli alakzat, amelynek súlypontja egybeesik az origóval. Figyeljük meg, hogy
η2,0 (D) + η0,2 (D) = (µ2,0(D) + µ0,2(D)) /[µ0,0(D)]2 nem más, mint a D alakzat
pontjainak átlagos négyzetes távolsága a D súlypontjától. Minden (x, y) ∈ D pont
x2 + y2 értékkel járul hozzá a µ2,0(D) + µ0,2(D) értékéhez. Nyilvánvaló, hogy ha
egy (x, y) pont közelebb van a D középpontjához, akkor ez a hatás kisebb. Mi-
vel C1(D) arányos a (µ2,0(D) + µ0,2(D)) /[µ0,0(D)]2 hányados reciprokával, ı́gy a
D centrumhoz képest kisebb távolsággal rendelkező pontok nagyobb hatást gya-
korolnak a D számı́tott körszerűségi mértékére. A következő defińıció a C1 (D)
körszerűségi mutató egy általánośıtását adja meg [20] alapján.

3.2. Defińıció. Legyen D egy kompakt śıkbeli alakzat, amelynek súlypontja
egybeesik az origóval, továbbá β valós szám úgy, hogy −1 < β, és β ̸= 0. A
Cβ (D) általánośıtott momentum alapú mértéket az alábbi formulával definiáljuk:

Cβ (D) =


[µ0,0(D)]β+1

πβ(β+1)
∫ ∫

D
(x2+y2)βdxdy

, ha β > 0,

πβ(β+1)
∫ ∫

D(x
2+y2)

β
dxdy

[µ0,0(D)]β+1 , ha β ∈ (−1, 0) .

A módośıtott mutató alkalmazásával lehetőségünk lesz befolyásolni azt, hogy
a körszerűségi mérték nagyságára mekkora hatást gyakoroljon a határvonal csip-
kézettsége, amely például sokkal kisebb Arkansas 2/113-as választókerületénél,
mint Illinois 4/107-es választókerülete esetén (ld. 2. ábra). Kismértékű deformá-
ció esetén Cβ (D) értéke enyhén csökken, mı́g nagymértékű deformáció esetén ez
a csökkenés sokkal gyorsabb. Az 2. ábrán látható grafikon jól illusztrálja azt is,
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hogy a
”
tökéletes” körhöz képest nagyon eltérő formájú, szabálytalan formák ese-

tében a nagyon nagy β használata nem ad értelmezhető eredményt, mivel a β
növekedésével Cβ (D) értéke nagyon gyorsan konvergál a nullához. Az emĺıtett
konvergencia bizonýıtását illetően ld. [20].

Az 2. ábrán látható Illinois állam 4-es választókerülete az egyik legh́ıresebb
példa gerrymanderingre. A területéhez képest nagy kerülettel rendelkező alakzat
sokkal kevésbé körszerű, mint Arkansas 2-es választókerülete. A Polsby–Popper-
teszt ugyan figyelembe veszi a szabálytalan határokat, de ha a határvonal erősen
csipkézett, akkor nem ad megb́ızható eredményt. Az eltérő formák megkülönböz-
tetéséhez különböző β értékek alkalmazása válhat szükségessé. Az ábrán látható,
hogy a nevezetes Lee–Sallee-index, Reock- és Polsby–Popper-teszt értékei mind
a β ∈ [1, 3] intervallumba esnek. Összességében elmondható, hogy az általunk
vizsgált választókerületek esetében 5. fejezet a legjobb választás, ha β ∈ [1; 3], a
tapasztalataink szerint a mutatónak itt ideális az érzékenysége az alakzatok csip-
kézettségre.

2. ábra. Arkansas 2/113-as és Illinois 4/107-es választókerületek általánośıtott
momentum alapú mértékének változása különböző β értékek esetén,

összehasonĺıtva a nevezetes mutatók értékeivel.
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4. Az Egyesült Államok néhány választókerületének vizsgálata az
általánośıtott momentum alapú mérték seǵıtségével

Az Amerikai Egyesült Államok 50 tagállamát összesen 435 választókerületre
osztották fel, és átlagosan 710 ezer állampolgár tartozik egy kerülethez. Ennek
megfelelően 435 képviselői hely található az Egyesült Államok Kongresszusának
képviselőházában, amely kétéves ciklusokban ülésezik. A t́ızévente lebonyoĺıtott
népszámlálások adatai alapján, az egyes államok választókerületeinek határait át-
rajzolhatják, esetleg összevonhatnak vagy szétbonthatnak választókerületeket.

Ebben a tanulmányban négy állam választókerületét vizsgáltuk a 107., 108. és
113. kongresszus idején érvényes körzethatárokkal. Ezek az államok, ld. 3. ábra:
Arkansas (AR), Iowa (IA), Kansas (KS) és Utah (UT), amelyeknek a lakossága
nagyjából hárommillió fő, és a választókerületek száma is hasonló (AR: 4, IA: 5 (4),
KS: 4, UT: 3 (4)). A 107. kongresszus 2001. január 3-tól 2003. január 3-ig tartott,
ami után, a 108. kongresszusra (2003. január 3. – 2005. január 3.) módośıtották a
vizsgált államok választókerületeinek határát, hasonlóan a 113. kongresszus (2013.
január 3. – 2015. január 3.) előtt is újrarajzolták ezeket a határokat, Iowa esetében
5-ről 4-re csökkentve, mı́g Utah esetében 3-ról 4-re növelve a számukat.

Az Egyesült Államok Legfelsőbb B́ırósága deklarálja 2, hogy a nevezetes körsze-
rűségi mutatók által meghatározni ḱıvánt kompaktság (itt annak a mértéke, hogy
egy alakzat pontjai mennyire vannak távol a középpontjától), fontos szempont a
választókerületek törvényes kialaḱıtásánál, amit ezeknek a kiterjedt szakirodalma
is alátámaszt. Mivel a földrajzi kompaktság meghatározása nem pontos, ezért is
célszerű több mutató használata. Sok esetben prima facie sejthető, ha egy kör-
zet valamilyen politikai manipuláció eredménye, jó példa erre a 2. ábrán látható
Illinois-beli 4-es választókerület. Ezzel szemben az ideális választókerület alak-
jának meghatározása nem könnyű. Érdemes megjegyezni, hogy egy adott párt
számára optimális választókerület-szabdalás is nehéz probléma [3].

A 3.2.-ben definiált, a tehetetlenségi nyomatékokra épülő és a képfeldolgozás-
ban is gyakran használt, általánośıtott momentum alapú mértéket még nem hasz-
nálták választókerületeket alakjának elemzésére. Az eredmények szemléletes be-
mutatását seǵıti a szerzők által, Leaflet térinformatikai keretrendszerben késźıtett
interakt́ıv térkép [10].

4.1. A mutatók kiszámı́tása

Az előfeldolgozás során a kiválasztott államok választókerületeinek vektorgrafi-
kus térképét szürkeárnyalatos rasztergrafikus képekké alaḱıtottuk a Quantum GIS
alkalmazás seǵıtségével. Így az egyes területeket a pixelek intenzitásértékei alap-
ján lehet megkülönböztetni. A rasztergrafikus képek feldolgozásához MATLAB-ot
és a hozzá tartozó Image Processing Toolbox-ot használtuk. Például a 4a. képen
látható fehér terület a vizsgált választókerület, a fekete az adott állam többi része,

2Act of Jan. 16, 1901, ch. 93, 31 Stat. 733.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)
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3. ábra. Arkansas, Iowa, Kansas és Utah választókerületei a 113. kongresszus
idején érvényes körzethatárokkal.

végül a szürke a szomszédos állam területe. A 4b. képen pedig egy referenciaalak-
zat található, aminek a meghatározásához szükségünk van a vizsgált választóke-
rület súlypontjának koordinátáira. Ezek a koordináták a centrális momentumok
seǵıtségével könnyen meghatározhatók, ld. 2. fejezet. Tanulmányunkban a kör a
referenciaalakzat, ezért a súlypontból, egy sugár mentén kiindulva addig növelünk
egy körlapot, amı́g ennek területe el nem éri a vizsgált választókerület területét.
Ezután a Hu-féle invariáns momentumok már könnyen kiszámı́thatók, amik seǵıt-
ségével adódik az általánośıtott momentum alapú mérték. A nevezetes mutatók
kiszámı́tásához csupán az alakzatok területére és kerületére volt szükség.

A probléma általánośıtásánál, megfelelő adatok birtokában, a pixelek intenzitá-
sát feleltethetjük majd meg a népesség eloszlásának, és megvizsgálunk olyan össze-
tettebb referenciaalakzatot is, ami figyelembe veszi az államhatárokat és egyéb
földrajzi jellemzőket.

(a) Az algoritmus bemenete (b) A referenciaalakzat

4. ábra. Az AR01/108 választókerület.
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4.2. Eredmények

4.2.1. Az általánośıtott momentum alapú mérték változása a β
paraméter függvényében

Tanulmányunkban a 3.2. defińıcióban léırt általánośıtott momentum alapú
mértékkel vizsgáltuk a választókerületek alakját. Ennek a mutatónak fontos tulaj-
donsága, hogy invariáns az eltolásra, forgatásra, skálázásra és figyelembe veszi az
alakzat kerületét, sőt a csipkézettségre való érzékenység beálĺıtható a β paraméter
seǵıtségével, ld. 2. ábra. További előnye a gyors kiszámolhatósága, szemben más
kerület alapú mutatókkal. Vizsgálataink során, három nevezetes mutató értékét
is meghatároztuk a kiválasztott államok választókerületein. A Polsby–Popper-
tesztet, a Reock-tesztet és a Lee–Sallee-indexet összehasonĺıtottuk az általánośıtott
momentum alapú mértékkel a β = −0, 5; 1; 2; 8 értékekre.

Ahogyan az 5. fejezetben található táblázatokban és az interakt́ıv térképen is
látható, a β = −0, 5 paraméterrel a mutató túlságosan érzéketlen a csipkézettség-
re, mı́g β = 8 esetén nagyon érzékennyé válik. Például az 5. ábrán látható két
választókerület és a táblázatban található értékek azt mutatják, hogy az általáno-
śıtott momentum alapú mérték hogyan függ β-tól. Megfigyelhető az is, hogy az
5a. ábrán látható alakzaton a mutató értéke valamivel érzékenyebben változik a β
növelésével, mint az 5b.-ben találhatón, mivel ennek határa kevésbé csipkézett.

A vizsgálataink alapján, az általánośıtott momentum alapú mértéket 1 és 3
közötti β értékkel célszerű használni a választókerületek alakjának elemzésére.

β Cβ(AR02/107) Cβ(KS04/107)

-0,5 0,9235 0,9226

1 0,6401 0,6550

2 0,3013 0,3321

8 0,0008 0,0014

(a) Az AR02/113 választókerület (b) A KS04/107 választókerület

5. ábra. Két választókerület körszerűségének összehasonĺıtása.
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4.2.2. Az általánośıtott momentum alapú mérték változása a
választókerület határának átrajzolásai után

Az időszakok közötti változás vizsgálatához érdemes az államok választókerü-
leteinek átlagát nézni a különböző mértékek szerint. A 4.2.1. alfejezettel összhang-
ban, az általánośıtott momentum alapú mértéknél a β = 2 paraméterű mértéket
érdemes vizsgálni. Az 5. fejezetben található eredmények alapján, általánosság-
ban elmondható, hogy Arkansas és Utah esetében az összes mutató szerint a 113.
időszaki értékek a legrosszabbak. Az általánośıtott momentum alapú mérték sze-
rint Kansas és Iowa államoknál is ez az időszak a legkedvezőtlenebb. Iowaban
és Utahban pedig egyértelműen a 107. időszak volt a legjobb. Kansas esetében,
a kis változtatások miatt, a különböző mértétek szerint nagyon eltérő sorrendek
alakulnak ki az időszakok között.

A 6. ábrán látható Arkansas állam 3. választókerülete a 107., 108. és 113.
kongresszus idején érvényes körzethatárokkal. Megfigyelhető, hogy a 107. és a
108. között javult, majd a 113. időszakra jelentősen romlott a választókerület
körszerűsége, és szemmel is látható, hogy az utolsó időszaki határmódośıtás gyanút
adhat gerrymanderingre.

β Cβ(AR03/107) Cβ(AR03/108) Cβ(AR03/113)

-0,5 0,9404 0,9509 0,5324

1 0,6977 0,7931 0,4008

2 0,3648 0,5351 0,1618

8 0,0012 0,0120 0,0003

(a) AR03/107 (b) AR03/108 (c) AR03/113

6. ábra. Az AR03/03 választókerület a 107., 108. és 113. kongresszus idején
érvényes határokkal.

5. Melléklet
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Vol. 55 No. 2, pp. 142-156 (2015).
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A szerzők a dolgozatukról 20 darab ingyenes különlenyomatot kapnak. A dolgozatok után
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