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0sszZEFOGLALO. Kapcsolatot vezetiink le a divergencidra vonatkozé Babuska-Aziz
és a kapcsolodd Friedrichs-Velte egyenlOtlenségben szerepld optimélis
tartomanyspecifikus konstansok és a gradiensre vonatkozd kibdvitett Poincaré
egyenldtlenségben szereplé megfeleld konstans kozott. Ugyanezzel a mddszerrel
igazolunk egy Uj, a roticidra vonatkozd kibdvitett Poincaré egyenldtlenséget és
kapcsolatat a roticiéra vonatkozé BabuSka-Aziz egyenldtlenséggel.

ABSTRACT. We derive connections between optimal domain specific constants
figuring in the Friedrichs-Velte inequality for conjugate harmonic functions, in the
Babuska-Aziz inequality for the divergence and in the improved Poincaré
inequality for the gradient. With the same method we obtain for spatial domains an
improved Poincaré inequality for the rotation in connection with the corresponding
Babuska-Aziz inequality.

1. Introduction

In [11] Friedrichs proved an inequality between the norms of square integrable conjugate
harmonic functions on planar domains. Horgan and Payne [13] discovered that a smooth
simply connected planar domain supports the Friedrichs inequality if and only if it supports
the BabuSka-Aziz inequality for the divergence [3], which ensures the stable solvability of the
divergence equation in an appropriate function space on the domain. Moreover, they proved
an important equation involving the optimal domain specific constants figuring in the
corresponding inequalities. Velte [21] generalized this connection for smooth simply
connected spatial domains and for the BabuSka-Aziz inequality for the rotation using another
variant of the Friedrichs inequality. Costabel et al. [6] proved that this connection between the
Friedrichs-Velte and BabuSka-Aziz inequalities and constants remains valid without any
smoothness assumptions on the domain and can be further generalized for differential forms
on arbitrary dimensional domains, see [7].

These inequalities and constants are not only of theoretical but also of practical interest
for the numerical solutions of problems in fluid dynamics and elasticity, see [8,19,20] and
references therein. Despite of their importance exact values of these constants are known in a
few cases [11,21], altough the inequalities are proved to be valid on general classes of
domains. Shapiro [18] proved the Friedrichs inequality for planar domains satisfying an
interior cone condition, Acosta et al. [1] established the BabuSka-Aziz inequality for the

KuLcsszAVAK. Friedrichs-Velte egyenldtlenség, Babuska-Aziz egyenl6tlenség, Poincaré egyenldt-
lenség.
KEYWORDS. riedrichs-Velte inequality, Babuska-Aziz inequality, Poincaré inequality.
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divergence in the class of John domains, which is a generalization of the class of domains
satisfying an interior cone condition. Recently Jiang et al. [15] proved that the validity of the
Babuska-Aziz inequality is equivalent to the John condition and to the validity of an improved
Poincaré inequality [14] provided the domain satisfies the separation property (which
condition is fulfilled for any simply connected plane domain).

In this paper we focus rather on the constants than on the inequalities itself. Motivated by
a result in [10] we establish a connection between the optimal constant in the improved
Poincaré inequality and the Friedrichs-Velte constant, which connection implies the
simultaneous validity of the corresponding inequalities. With the same method using the
Friedrichs constant connected to BabuSka-Aziz constant for the rotation we derive an
improved Poincaré inequality using the rotation instead of the gradient.

In section 2 we formulate the notation and the preliminaries. Next in section 3 we derive
the main result, Theorem 3.13, which states that domains satisfying the Hardy inequality
simultaneously support the Friedrichs-Velte and the improved Poincaré inequalities. As a
byproduct we obtain upper estimations for the constant in the improved Poincaré inequality
for star-shaped domains using known upper estimations for the Friedrichs-Velte constants
from [6,13,17]. We also discuss geometric conditions for the problem domain in order to
satisfy the conditions of Theorem 3.13.

2. Notation and preliminary results

In this paper Q denotes a bounded domain in R™. Let L, () be the usual space of square

integrable functions over Q. The norm and the integral mean on Q of f € L,(Q) are ||f]|? =

1

Jo If1? and fq = o J, f respectively. H'(Q) denotes the Sobolev space of functions with

Vf € L,(Q)™. Its subspace Hj (Q) is the closure of smooth functions with compact support in

Q under the norm ||f]|? = fﬂ If1% + |Vf|? of HX(Q). |f]; = |IVf]| denotes the seminorm on
H}(Q) equivalent to the H!-norm.

Definition 2.1. The domain Q c R"™ (n = 2,3) supports the Friedrichs-Velte inequality if
there is a positive constant I' depending only on the domain () such that for every pair of
square integrable conjugate harmonic functions u and v there holds

llul|? < T||v||? provided ug = 0. (1)

The least possible constant in (1) is denoted by I, and is called the Friedrichs-Velte constants
of the domain Q. Conjugate harmonic means in Definition 2.1. the Cauchy-Riemann
equations

Vu =Viy ()
with V+= (d,, —0,) for planar domains and the Moisil-Teodorescu equations
rotv =Vuand divv =0 3)

for spatial domains. The normalization ug = 0 means that u belongs to the orthogonal
complement of the kernel of the gradient in L,(Q). The inequality (1) was investigated by
Friedrichs [11] and Shapiro [18] for planar domains and then by Velte, [21] for simply
connected spatial domains with sufficiently smooth boundary. Velte [21] also formulated
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another related inequality for simply connected spatial domains estimating the norm of the
vector valued function v in (3) as

vl < Tllull? provided [, v - V¢ = 0 for every ¢ € H'(Q) 4)

This normalization means that the solution v of (3) belongs to the orthogonal complement
of the kernel of rot in L,(£)3. On simply connected domains it is equivalent to divv = 0 in
the domain and v - n = 0 on the boundary where n denotes the unit normal vector.

The exact value of the Friedrichs-Velte constant does not depend on the size of () only on
its shape. Its value is known only for a few domains, [6,13,17] contain useful estimations for
the class of star-shaped domains. Costabel [7] developed a generalization of the Friedrichs-
Velte inequality for differential forms which generalization incorporates also the unification
of (1) and (4) along with (2) and (3) and it is valid at least in the class of Lipschitz domains.

As observed in [6,13,21] the Friedrichs-Velte inequalities and constants are closely
related to the Babuska-Aziz inequality and to the corresponding domain specific constants.

Definition 2.2. The domain Q € R™ (n = 2,3) supports the Babuska-Aziz inequality for the
divergence if there is a positive constant C depending only on the domain () such that for
every u € L,(Q) with ug = 0 there is a v € H}(Q)™ such that divv = u and

vl < Cllull®. S)

The least possible constant in (5) is denoted by Cq and is called the Babuska-Aziz constant for
the divergence of the domain. Cq < oo was proved for bounded Lipschitz domains in [3] and
was generalized for John domains in [1].

The inequality (5) can be formulated as |v|? < C||divv]||? for every function v in the
orthogonal complement of the kernel of the divergence in H}(Q)™. Similarly there is a
BabuSka-Aziz inequality for the rotation:

[v[} < Clirotv||? (6)

provided v is in the orthogonal complement of the kernel of the rotation in HJ(Q)3.
According to [6,7,21] there also hold

Co=1+Tgand Cq=1+T, (7)

for any planar or spatial domain the constants being simultaneously finite or infinite.
The third class of inequalities utilized in this paper is the class of the improved Poincaré
inequalities.

Definition 2.3. The domain Q c R" (n = 2,3) supports supports the improved Poincaré
inequality if there is a positive constant P depending only on the domain {1 and on the
exponents «, p and q such that

llu — U-Q”Zq(g) < Plld?zVuIlZp(m (8)

holds for every u € Ly ;,.(Q) such that dqVu € L,(Q)", where dq(x) = dist(x, Q) is the
distance of x € () to the boundary.
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It was proved in [4] in case p = q for domains whose boundary is locally the graph of a
Holder continuous function of order a and it was generalized in [14] for 0 <a <1,

p(l—a)<nandp <q < % in a class of domains including John-domains.

In case « = 0 and ¢ = p = 2 one has the classical Poincaré inequality but in this paper we
utilize the case ¢ = p = 2 and @ = 1 in the form

lu — ugll® < PylldgVull? 9)

wherein the improved Poincaré constant Py of (1 is the least possible positive constant
satisfying (9). For bounded simply connected planar domains it was proved in [15] that the
domain supports the BabuSka-Aziz inequality (5) iff it supports the improved Poincaré
inequality (9) and iff (1 is a John domain. For more general domains there are additional
properties needed in order to have equivalence between () being a John domain and ()
supporting the inequalities (5) and (9), c.f. [15].

Remark 2.4. As proved in [5] for convex domains in arbitrary dimensions the constant P in
(8) can be estimated from above by a scalar multiple of the product n()?*diam(Q)?~2¢,
where () and diam(Q) denote the eccentricity and the diameter of (), respectively. This
estimator is independent of diam({) only for « = 1 in which case the improved Poincaré
constant P in (9) can be estimated by a scalar multiple (depending only on the dimension n)
of n(Q)?%. Hence if one wants to derive a correspondence between the diameter invariant
Friedrichs-Velte constant and the improved Poincaré constants then one has to choose ¢ = 1
in(8). m

3. Connections between the constants

In this section, motivated by Theorem 5.1 an Theorem 5.3 in [10], we derive connections
between the Friedrichs-Velte and improved Poincaré inequalities and constants.
Lemma 3.1. If the domain Q € R™ (n = 2,3) supports the improved Poincaré inequality (9)
with the constant Pq, then it also supports the Friedrichs-Velte inequality (1) with the constant

Ty < 4P, (10)

Proof. Let u and v be conjugate harmonic functions in the sense of (3) on the spatial domain
() supporting the improved Poincaré inequality. We develop the norm on the right-hand side
of (9):

ldqVul|? f d3|Vul? =f déVu-rotv=j v - rot(d3Vu)
Q Q Q

= f v ZdﬂVdﬂ X Vu = f ZdQVu ' ('U X VdQ)
Q Q
We estimate by the Cauchy-Schwarz inequality and we also use |Vdg| = 1 for the boundary

distance function of () valid a.e. in ().

1 1

|y 2daVu- (v x V)| < 2 ([, ldaVul?) - (J, 1vI2)" (11)
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There follows
ldoVull® <2-lvll - lldgVull. (12)
By the improved Poincaré inequality there follows
llu —ugll* < PalldaVull® < 4Pgllvll* . (13)

which implies (10) for the Friedrichs-Velte constant I of the domain.
For planar domains the above proof remains valid with minor changes using the Cauchy-
Riemann equations (2) instead of (3). m

Remark 3.2. Theorem 5.1 in [10] formulates a similar result between the BabuSka-Aziz
constant for the divergence and the improved Poincaré constant for arbitrary dimensional
domains, however, with another dimension dependent constant which value is not specified.
This reads with the notation of Lemma 3.1

J1+Tg < cp(1+/Py). (14)

Altough Lemma 3.1 is proved only for planar and spatial domains but we now have an
explicit constant in the inequality estimating [ by P from above. m

Remark 3.3. In the proof of Lemma 3.1 we used |Vdg| = 1 for the boundary distance
function valid a.e. in Q. The proof remains valid using instead of d another weight function
w with bounded gradient on Q, |[Vw| < ¢ and with zero boundary values on dQ) (appropiate
solution of the eikonal equation). However, in this case one has to use another weighted
Poincaré inequality instead of (8) and one has another constant in (10) instead of 4. m

Remark 3.4. The constant 4 in (10) can be improved, for example for convex polygons one
has more: Il < Pq. In order to prove this we consider first that by [12] every convex polygon
has a unique mother body (skeleton) consisting of line segments which are subsets of
bisectors of angles between appropriate two sides of the polygon. The convex polygon () has
a partition along this mother body Q = U; ;. We have |[Vdg| = 1 and |Adg| = 0 in each
subpolygon (); hence there follows

A(d}) = 2|Vdg|? + 2dgAdg = 2

for the Laplacian of the square of the boundary distance function of {2 in each subpolygon ().

On the boundary of each subpolygon (}; we have % > 0 because () is convex. By partial
J

integration we have on each (),

2 _ 2 1 2\ _ dv 6d9_ 1 2 2
fQdeQVuI = fﬂj dQA (EU ) = fanj dQU (dﬂa_n] - Ua—nj) + Efﬂjv A(dﬂ)

for a conjugate harmonic pair Vu = Vtv. Now summing up all these equations some
boundary terms cancel out and we obtain

ad
ldaVull? = f, v2 =% fq dav? 52

6nj
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Using % > 0 on the boundaries of the subpolygons, there follows
J

ldoVull? < [lv]?

which gives [ < Po. =
Lemma 3.1 says that each domain which supports the improved Poincaré inequality also
supports the Friedrichs-Velte inequality.
In order to prove the reverse direction we use
e the equality Cq = 1 + Iy proved in [6,7] stating the simultaneous finiteness of the
Friedrichs-Velte and the BabuSka-Aziz constants for a domain () without assuming
any boundary regularity and
*  Theorem 5.3 in [10], in which the finiteness of the improved Poincaré constant was
proved assuming the finiteness of the BabuSka-Aziz constant Cy provided the
domain () also supports a Hardy type inequality involving the boundary distance
function.

Definition 3.5. The bounded domain Q c R" supports the Hardy inequality if there is a finite
positive constant H depending only on () such that

Jo v < H [, |Vul? (15)

df,

holds for every u € H}(©)). The Hardy constant Hy of the domain is the least positive
constant H for which (15) holds.

Lemma 3.6. If the domain Q ¢ R™ (n = 2,3) supports the Friedrichs-Velte inequality (1)
with the constant 'y and the Hardy inequality (15) with the constant Hq, then it also supports
the improved Poincaré inequality (8) with the constant

Py < Ho(1 +Ty). (16)

Proof. The proof is due to Duran [10], Theorem 5.3, which we reproduce here for the
convenience of the reader using the notation of the present paper. Given u € H*(Q) with zero
integral mean ug = 0 let v € H}(Q)" such that

divv = u and ||Vv||? < Cqllull?. (17)

Using the Hardy inequality (15) there follows

1
lull2 = f, udivo=—f, v-Vu< ”%” NdoVull < H2[IVoll - lldgVull.  (18)

Using now the BabuSka-Aziz inequality there follows

1 1

lull? < H2CZ|lull - lldqVull (19)

which gives (16) utilizing Cq =1+ To. &
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Remark 3.7. Lemma 3.6 means that Hy < oo is sufficient for an estimation of the improved
Poincaré constant by the Friedrichs-Velte constant. Example 4.1 in [15] shows that the
validity of the Hardy inequality (15) is not necessary for such an estimation. m

The proofs of Lemma 3.1 and Lemma 3.6 are applicable with minor changes for the other
Friedrichs-Velte inequality (4) and for the Babu§ ka-Aziz inequality (6) for the rotation.

Lemma 3.8. If the domain Q ¢ R supports the Hardy inequality (15) and the Friedrichs-
Velte inequality (4) with the finite constants Hq and [, respectively, then there is a finite
positive constant Pydepending only on Q such that the inequality

vl < P lldgrotvl|? (20)

is valid for every v in the orthogonal complement of the kernel of rot in L, (£)3. Moreover,
we have Py < Hqg(1 + T) for the least possible constant P in (20).

Proof. The proof is essentially the same as that of Lemma 3.6. First use Cq = 1 + I, see
[7,21]. By the Babuska-Aziz inequality for the rotation there exists w € H}(Q)3 such that

rotw = v and ||[Vw||? < Cqllv||?. (21)

There follows by the Hardy inequality (15)

1
lv]|? = fn vrotw = fﬂ wrotv < ”%” “|ldg rotv|| < H3[IVw]| - [ldg rotv]|. (22)

Substituting now the Babuska-Aziz inequality for the rotation gives

1 1

Ivl|2 < H2C2|lv]l - ldg rot v, (23)
from which the statement of the lemma follows. m

Remark 3.9. In the improved Poincaré inequality (9) the function u — uq belongs to the
orthogonal complement of the kernel of the gradient, hence (9) can be also stated as ||u||? <
PolldgVu||? for every u € (kerV)1. The previous Lemma 3.8 formulates an analogous
inequality for the rotation instead of the gradient, hence (20) can be seen as an improved
Poincaré inequality for the rotation. According to [7] we have Iy < oo at least for Lipschitz
domains, for which the Hardy constant Hg, is also finite [16], hence (20) is valid for spatial
Lipschitz domains. ®

Remark 3.10. In two dimensions we have ||dqoVul|l = ||dqV+tul|, hence the improved
Poincaré constant for the vector-curl V* (adjoint of the scalar rotation) coincides with the
usual Poincaré constant for the gradient. For planar domains the Friedrichs-Velte constants [’
and [, are equal as well. m

The counterpart of Lemma 3.1 is the following.

Lemma 3.11. If the domain Q c R3 supports the inequality (20) for every v in the orthogonal
complement of the kernel of the rot in L, ()3 with the least possible positive constant Py,
then it also supports the Friedrichs-Velte inequality (4). Moreover, we have Iq < 4P.
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Proof. The proof is similar to that of Lemma 3.1. Let u and v be conjugate harmonic
functions on the spatial domain ) in the sense of the Moisil-Teodorescu equations (3)
normalized such that v lies in the orthogonal complement of the kernel of the rot in L, (€)3.
We develop the norm on the right-hand side of (20) using |Vdg| = 1 a.e. in Q.

ldq rotv||? J, délrotv|? = [ diVu-rotv = [, u-div(d§rotv)

= fﬂ u2doVdg -rotv < 2||ul| - ||dg rot v||

This implies by (20)
IvlI? < 4Pqllull? 24)

which means the Friedrichs-Velte inequality (4) with [, < 4P,. m

Remark 3.12. Considering the similarities between the proofs of Lemma 3.6 and Lemma 3.8
and between their reversed counterparts Lemma 3.1 and Lemma 3.11 they could be possibly
unified in the framework of [7] provided there is a usable version of the utilized Hardy and
improved Poincaré inequalities for differential forms. However, the investigation of this is
beyond the scope of the present paper. m

As a consequence of these lemmata we obtain the following

Theorem 3.13. If the bounded domain Q) supports the Hardy inequality (15), then (1 supports
the Friedrichs-Velte (1) and (4) and simultaneously the Babuska-Aziz inequalities (5) and (6)
if and only if ) supports the improved Poincaré inequalities (9) and (20), respectively.
Moreover, we have

~To < P < Ho(1 +Tg) and - T < Pq < Ho(1 +Ty) (25)

for the domain spacific constants in the corresponding inequalities. ®

Remark 3.14. Theorem 3.13 opens the possibility to obtain upper estimates for the improved
Poincaré constant P using known exact values or estimates for the corresponding Friedrichs-
Velte and the Hardy constants. Such upper estimates for [ of a star-shaped planar or spatial
domain are given in [6,13,17] which upper estimates depend on the eccentricity of the domain
with respect to the center of the star-shapedness. As shown in [5] the Poincaré constant (9) of
a convex domain can be estimated by its eccentricity 17, i.e. Pq < cn? for some positive
constant ¢. According to Theorem 6.2 in [6] and Theorem 3.13 this remains valid for a planar
star-shaped domain as well because its Hardy constant is at most 16, see [2].

Po < 16(n+ 12 —1) < 6412, (26)

R . . . . . .
where n = - for the domain (1 star-shaped with respect to a disc of radius r and contained in a
concentric disc of radius R. m
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Remark 3.15. As one sees the improved Poincaré inequalities imply the corresponding
Friedrichs-Velte and BabuSka-Aziz inequalities without any condition on the domain, the
validity of the Hardy inequality is required only for the reverse implication. Finiteness of the
Hardy constant was proved in [16] and [4] for Lipschitz and for Holder domains, respectively.
For upper estimations of the Hardy constant in terms of geometric characteristics of the
domain c.f. [9] and the references given there. m

4. Concluding remarks

The main result of this paper is twofold. First, we proved by esimating the corresponding
domain specific constants by each other that planar and spatial domains satisfying the Hardy
inequality simultaneously support the Friedrichs-Velte inequality, the BabusSka-Aziz
inequality for the divergence and the improved Poincaré inequality for the gradient. This
enables us to extend the validity of known upper estimates for the Friedrichs-Velte constants
for the improved Poincaré constant for the gradient. Second, in the three dimensional case we
derived with the same method a novel improved Poincaré inequality for the rotation.
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OsSZEFOGLALO. Bemutatjuk, hogyan lehet megjeleniteni a 120-cella laphél6jat a
3-dimenziés euklideszi térnek olyan parkettazdsaként, melynek minden eleme
konvex poliéder vagy annak komplementere, és a parkettdzas cellarendszere a
szabélyos dodekaéder szimmetridival rendelkezik. Konstrukciokat mutatunk a 600-
cella élgrafjanak dodekaéderes szimmetridji 3-dimenzids reprezentacioira is.
Végezetill 0Osszegezzilk a szerzOnek a témakorrel kapcsolatos —oktatéasi
tapasztalatait.

ABSTRACT. We demonstrate how we can represent the face lattice of the 120-cell
as a tiling of the 3-dimensional Euclidean space in which every cell is a convex
polyhedron or its complement, and the cell system of the tiling possesses the
symmetries of a regular dodecahedron. We construct 3D representations of the
edge graph of the 600-cell with dodecahedral symmetry as well. Finally, we sum
up the educational experiences of the author in this subject.

1. Bevezetés

Két probléma motivalta a szerz6t ebben a munkdban. Egyrészt, mivel a 120-cella és a
600-cella szerkezetét leginkdbb csak bonyolult abrak lattatjdk, ezért jO lenne olyan
abrazolasuk, amely vilidgosan bemutatja a szerkezetiiket, mindenféle hosszadalmas leirés
nélkiil! Masrészt, a 120-cella laphédldjanak poliéderekbdl all6 térbeli parkettazassal vald
modellezését érdemes lehet-e a felsdoktatasban térgeometriai feladatként feladni?

Idézziik fel a konvex politopok alaptulajdonsédgait! A d-dimenzidés euklideszi térben
(d = 0) k-dimenzids konvex politopnak (0 <k < d) hivunk egy konvex halmazt, ha az
eldall, mint véges sok, affin hipersik altal hatarolt zart féltér metszete, amelynek affin burka
egy k-dimenzids affin altér (amely persze tekinthetd egy k-dimenzids euklideszi térnek is).
Egy d-dimenziés konvex politopnak egy olyan affin hipersikkal (tdmaszhipersikkal) vett
metszetét, amely nem tartalmazza a politdp belsd pontjait (és igy a politdp a hipersik altal
hatarolt egyik zart féltérben helyezkedik el), a poliéder egy lapjanak nevezziik (plusz még a
politépot magit a politdp d-dimenzids lapjanak is tekintjiik). Egy d-dimenziés konvex
politépnak a valddi lapjai (azaz a legfeljebb (d — 1)-dimenzids lapjai) nala kisebb dimenzids
konvex politopok, hatéra pedig hiperlapjainak (azaz (d — 1)-dimenziés lapjainak) uni6ja. Egy
politop lehet korlatos vagy nem korlatos. A korlatos konvex politopok megkaphatdk, mint
véges sok pont (a csucsaik, azaz a 0-dimenzids lapjaik) konvex burka. A 2-dimenzids korlatos
konvex politopokat konvex sokszognek, a 3-dimenziés konvex politopokat konvex
poliédernek hivjuk.

KULCSSZAVAK. Szabalyos test, konvex poliéder, parkettazas, szimmetria, geometria oktatas.
KEYWORDS. Regular solid, convex polyhedron, tiling, symmetry, geometry education.
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Egy d-dimenziés konvex politép lapjainak Osszessége a tartalmazas reldciéra nézve
részben rendezett halmaz, amely egy algebrai halo — ezt a politép laphaldjanak hivjuk. A
laphaldval ekvivalens halot kapunk a tartalmazas relaciora nézve, ha a kiilonb6z6 dimenzids
lapok helyett azok csicshalmazait vessziik a halé elemeinek.

Egy d-dimenzidés konvex politép 0-dimenzids lapjait csicsoknak, 1-dimenzids lapjait
éleknek, 3-dimenzids lapjait celldknak, (d — 1)-dimenzids lapjait hiperlapoknak hivjuk, ill. a
3-dimenziés konvex poliéderek 2-dimenziés lapjait roviden lapoknak is hivhatjuk. A
k-dimenzi6s lapokra a kD lap elnevezést is haszndlhatjuk. A k-dimenzids politépokra a kD
politép, vagy k-politép elnevezés is hasznilhatd. A laphalonak a tartalmazas relaciora vett
maximalis lancai (d + 1) elemiiek, 0-dimenziés laptél d-dimenzids lapig bezarélag minden
dimenzids lapbdl tartalmaznak egyet, az el6z6 elem a rdkovetkez6 elem részhalmaza.

A d-dimenzids euklideszi térben szabdlyos testnek neveziink egy d-dimenzidés konvex
politépot, ha az korlatos, minden hiperlapja egy szabalyos (d — 1)-dimenzids test, hiperlapjai
egybevagdk, minden cstcsalakzata egy szabalyos (d — 1)-dimenzids test, és csucsalakzatai
egybevagok. (Szabalyos test csucsalakzatan az egy csucsbdl kiindul6 éleken a csucstol adott
tavolsagra levd pontok konvex burkét értjiik, amikor az a tdvolsag az €lek hosszanal kisebb.)
Szabdlyos testek szimmetriacsoportja tranzitivan hat a lapjainak dimenzié szerint novekvo
maximalis lancain, azaz barmely két ilyen lanchoz 1étezik olyan egybevagdsaga a d-dimenzids
térnek, melyik az egyik lancot a masikba viszi, és igy a testet is onmagara képezi le (tehat ez a
testnek egy szimmetridja). Ez utébbi tulajdonsag ekvivalens a szabalyos testek definicigjaval.

Az euklideszi terekben a szabalyos testek (hasonlosag erejéig) a kovetkezok:

» sikban a szabélyos konvex sokszogek (végtelen sok ilyen van),

* harom dimenzidban a szabalyos tetraéder, oktaéder, kocka, ikozaéder, és a dodekaéder
(5 test),

* négy dimenzidban a szabdlyos 4-szimplex (5-cella), a 4D kocka (8-cella), a 4D
kereszt-politop (16-cella), a 24-cella, a 120-cella, és a 600-cella (6 test),

* d-dimenzids terekben (d = 5) csak a szabdlyos d-szimplex, a d-dimenzids hiperkocka
és a d-dimenzi6s keresztpolitdp a szabalyos testek (3 test).

A szabdlyos testek minden lapja (akdrhany dimenziés lapja, pl. hiperlapja, 2D lapja)
szabalyos test (persze egy kisebb dimenzids térbeli szabalyos test). Ha egy 4-dimenzids
szabalyos testet n-cellinak neveznek valamely n szamra, akkor ez azt jelenti, hogy n darab
hiperlapja (azaz n darab 3-dimenzids lapja) van.

A 4-dimenzids szabalyos politépokrol par jellemzd:

* a szabdlyos 4-szimplex (5-cella) cellai tetraéderek, egy csicsban 4 cella talalkozik,
egy élre 3 cella illeszkedik (azaz egy élét 3 cella tartalmazza),

* a 4D kocka (8-cella) cellai kockdk, egy csicsban 4 cella taldlkozik, egy élre 3 cella
illeszkedik,

* a 4D keresztpolitop (16-cella) celldi tetraéderek, egy csicsban 8 cella talalkozik, egy
élre 4 cella illeszkedik,

* a 24-cella cellai oktaéderek, egy csticsban 6 cella taldlkozik, egy élre 3 cella

illeszkedik,

* a 120-cella cellai dodekaéderek, egy csticsban 4 cella talidlkozik, egy élre 3 cella
illeszkedik,

* a 600-cella cellai tetraéderek, egy csucsban 20 cella talalkozik, egy élre 5 cella
illeszkedik.

Megjegyzendd, hogy 4D politdpok esetében barmely 2D lapra 2 cella illeszkedik (azaz
egy 2D lapot 2 cella tartalmaz).



A 120-cella és a 600-cella 3-dimenzids reprezentacidirol 15

Mindegyik szabalyos testnek van egy dualis politopja (pl. a hiperlapkdzéppontok konvex
burka), az is szabélyos test. Dudlis politép duélisa onmaga (hasonlosag erejéig), igy a dualitas
szimmetrikus relaci6. A szabdlyos tetraéder dudlisa szabdlyos tetraéder, a kocka dudlisa
oktaéder. Dodekaéder dudlisa ikozaéder. A szabalyos 4-szimplex dudlisa 6nmaga, a 4D kocka
dudlisa 4D keresztpolitop. A 24-cella dualisa Onmaga. A 120-cella dudlisa 600-cella.
Szabalyos d-szimplex dudlisa Onmaga, a d-dimenzids hiperkocka dudlisa d-dimenzids
keresztpolitop.

A kovetkezo fejezetben a 120-cella szerkezetét irjuk le részletesebben.

2. A120-cella

A 4-dimenziés szabalyos politopok laphdléit mar azok a lokalis tulajdonsidgok is
egyértelmiien meghatirozzak, hogy melyik poliéder laphal6javal ekvivalensek a celldinak
laphdl6i, mennyi celldja taldlkozik egy csticsban és mennyi celldja illeszkedik egy élre.
Azonban ezek csak lokélis tulajdonsagok, azaz az egy csucsra illeszkedd, vagy legfeljebb az
egy adott cellaval legalabb egy k6zos pontot tartalmazé celldk elrendezését lehet egyszeriien
meghatirozni az elébb emlitett 0sszefliggésekbdl, az egész laphalo szerkezetét nem irjak le.

Fdleg a sok cellabol allo szabalyos 4D politopok esetében (120-cella, 600-cella) elég
komplex a laphalo strukturdja — ezekben az esetekben nem is ismert olyan abrazolasa a
laphdlonak, vagy akarcsak az élgrafnak (a csicsokat és az €leket tartalmaz6 grafnak), amely
egy abriban, és attekinthetd modon 4brazolja az illeszkedéseket.

A fejezet tovabbi részében leirjuk a 120-cella szerkezetének fontosabb jellemzdit.

A 120-cella alaptulajdonsagai: 120 szabdlyos dodekaédercella alkotja, minden csicsban
4 dodekaéder talalkozik, minden €élre 3 dodekaéder illeszkedik. 600 csucsa, 1200 éle és 720
darab 2-dimenzids lapja van.

A 120-cella celldinak csaladjat csoportokba, ,rétegekbe” oszthatjuk tugy, hogy egy
tetszOleges cellajat kivalasztjuk, és a celldk szimmetriakdzéppontjainak a tavolsagait tekintjiik
a kivalasztott cella szimmetriakozéppontjatol. Ekkor az azonos tavolsagra levo
cellakozéppontokhoz tartozd celldk alkotnak egy réteget. A tivolsdgok szerinti ndvekedd
sorrendben indexeljiik az egyes rétegeket. 9 réteg adodik.

Egy réteg cellakozéppontjai egy 3-dimenzios konvex poliéder csucsaira illeszkednek
(ezek a 3D poliéderek egymassal parhuzamos affin hipersikokban helyezkedek el, melyek a
120-cellanak egy szimmetriatengelyére merdlegesek), kivéve az 1. és 9. réteget, amelyek 1-1
cellabol allnak. A rétegek a kovetkezOképp jellemezhetok, a cellakdozéppontjaik konvex
burkaval (Id. [1], [3]):

* l.réteg (1 cella): a kivélasztott cella,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

. réteg (20 cella): dodekaéderes elrendezés,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

. réteg (30 cella): ikozidodekaéderes elrendezés,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

. réteg (20 cella): dodekaéderes elrendezés,

. réteg (12 cella): ikozaéderes elrendezés,

* O.réteg (1 cella): a kivalasztott cellaval atellenes cella.

)
0N LB W

Tovéabb pontosithaté a rétegek cellakozéppontjainak az elhelyezkedése a kovetkezoképp.
Jelolje D, a kivalaszott dodekaédercellat, I, jelolje a D, cella lapkozéppontjai altal
meghatérozott ikozaédert, F, pedig jelolje a D, cella élfelezOpontjai 4ltal meghatarozott
ikozidodekaédert (egy dodekaéder élfelez6pontjai pontosan egy ikozidodekaéder csucsait



16 Talata Istvan

adjak ki). Ekkor Dy, I, és F, egyarant a 120-cellanak ugyanabban a tamaszhipersikjaban
vannak a 4-dimenzids euklideszi térben. Legyen f az az egyenes, amely merdleges a
tdmaszhipersikra és atmegy D, szimmetriakdzéppontjan.

Ekkor a 2., 4., 6. és 8. rétegek mindegyikében a 12 cellakdzéppont konvex burka egy
olyan ikozaéder, amely kozéppontosan hasonld képe az I,, ikozaédernek, az f egyenes egy
megfeleld pontjat hasonlosagi kozéppontnak valasztva.

A 3. és 7. rétegek mindegyikében a 20 cellakézéppont konvex burka egy olyan
dodekaéder, amely kozéppontosan hasonld képe a D, dodekaédernek, az f egyenes egy
megfeleld pontjat hasonlosagi kozéppontnak valasztva.

Az 5. rétegben a 30 cellakdzéppont konvex burka pedig egy olyan ikozidodekaéder,
amely kozéppontosan hasonldé képe az F, ikozidodekaédernek, az f egyenes egy megfeleld
pontjat hasonlosagi kozéppontnak valasztva.

Ha a 120-cellanak az élgrafjat sikban abrazoljuk tigy, hogy a csicsokat valamilyen médon
(de A4ltalanos helyzetben) elhelyezziik a sikon, és az éleket csucsparokat Osszekotd
egyenesszakaszokként abrazoljuk, akkor a nagyszamu cstcs és €l (600 csics, 1200 él) miatt
eléggé attekinthetetlen abrat kapunk, még ha a csiicsokat szimmetrikus médon helyezziik is
el, 1d. [1]. (Altalanos helyzetli sikgrafon azt értjiikk, hogy nem esik egybe két cstics, és nincs
harmadik cstics két, €llel Osszekotott csucs Osszekotd szakaszan.) A 120-cella egyes
otszoglapjainak az é€lei olykor meghatarozhatok, de a cellak élvazanak az alakja altalaban
eléggé atlathatatlan. A dualis 600-cellanal (120 csucs, 720 €l) is hasonl6 a helyzet, nem lehet
az élgrafjat a sikban igy 4brazolni, hogy a cellarendszer szerkezetét jol szemléltesse, 1d. [2].

A dualitds miatt a 600-cella jellemzését nem sziikséges részletezniink, mert a 120-cella
fentebb emlitett tulajdonsagai konnyen atfogalmazhat6k a 600-cella tulajdonsigaira. A 600-
cella szamunkra legfontosabb tulajdonsagait azért a 4. fejezet elején 6sszefoglaljuk.

3. A 120-cella 3D reprezentacioi

A 3-dimenzids térben olyan, konvex poliéderekbdl vagy azok komplementereibdl allé
parkettazast szeretnénk eldallitani, amelynek a laphaldja ekvivalens a 120-cella laphélgjaval.
Megjegyezziik, hogy parkettizdson olyan konvex poliéderekbdl vagy komplementereikbdl
allo fedését értjiik a 3D térnek, amelyben a celldknak paronként nincs kozos belsé pontjuk, és
barmely két poliéder metszete azok egy kozos, valahdny dimenzios lapja, vagy az iires
halmaz. Parkettazas laphal6jan pedig a parkettdzas elemei és azok lapjai altal meghatarozott
algebrai halo tértjiik a tartalmazas relaciéra nézve. Elonyds minél tobb szimmetridval
rendelkezd cellarendszert tekinteniink, hogy minél kevesebb kiillonbozé alaku cella legyen a
parkettizas cellarendszerében, ez az dbrazolas konnyebb attekinthetdségét is segiti.

Ha a 120-cellat parhuzamos vetitéssel képezziik le egy 3-dimenzids affin alterére, akkor a
120-cella vetiiletét a cellainak a vetiiletei kétszeresen fedik: a cellai feloszthatok lathatd és
nem lathatd celldkra (némely, a vetitésugarral parhuzamos cella képe elfajulé — azaz
2-dimenzids — lehet). Ezért parhuzamos vetitéssel nem kapunk a 120-cella laphdldjabol a
3-dimenzids tér konvex poliédereibdl alld parkettazast, de azért ilyenkor is kapunk a laphalo
egyik felét abrazold cellarendszert (1d. [3]), valamint hasonlon, a dudlis 600 cella-esetén is
kapunk a laphal6 egyik felét 4brazol6 cellarendszert (1d. [4]).

A 120-cella centralis vetiilete esetén, ha a vetités az egyik cella 4ltal kifeszitett
3-dimenzids hipersikra torténik, és a vetités centruma elég kozel van a cellanak egy belsd
pontjdhoz, akkor az Gsszes tobbi cella vetiilete abba a cellaba esik bele. A vetitéskor fixen
maradt cellara mondhatjuk, hogy annak képe legyen a cella 3-dimenzids hipersikjanak a
kiilseje, ekkor a 120-cella laphalgjaval ekvivalens laphalgju, a teret parkettazé cellarendszert
kapunk. Egyszeriibben atlathaté struktirat kapunk dodekaéderes szimmetridji centralis
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vetiilet esetén — ehhez sziikséges, hogy a vetités centruma a szabdlyos dodekaédercella
kozéppontjan atmend, a dodekaédercellara merdleges egyenesen legyen rajta, igy ekkor
egyetlen paramétertdl fiigg a vetiilet alakja. A sok cella miatt lesznek olyan celldk, melynek
vetiilete mar nagyon kicsi a legkiils6 dodekaédercellahoz képest, ezért a vetiileten a 120-cella
egészének a szerkezete nem 4tlathato.

Sztereografikus projekcidval is dbrazolhaté a 120-cella: eldszor a koriilirt gombjének a
felszinére vetitjiik a gobmbkozéppontbdl a celldit, majd egy gombfeliileti pontbdl (egy gdémbi
cella relativ belsé pontjabol) centrélis vetitéssel az atellenes pont gombi tdmaszhipersikjara
vetitjiikk a gombi celldkat. Ekkor az egyik cella képe nem korlatos tartomany, a celldk vetiiletei
kiadjak az egész sikot, de sajnos a celldk képei nem poliéderek, hanem masodrendi
feliiletdarabok altal hatérolt, olykor nem konvex testek.

A kovetkezdkben olyan 3D cellarendszereket tekintiink, amelyek altalanositjak azt az
esetet, amikor dodekaéderes szimmetriaval rendelkez6 centralis vetitést alkalmazunk a 120-
cellara, és ebbdl kapjuk a 3-dimenzids térnek egy parkettizasat. Ezért a 3-dimenzids
euklideszi térnek olyan parkettazasait vizsgaljuk, melyben minden cella egy, a szabélyos
dodekaéder laphaldjaval ekvivalens laphdldju konvex poliéder vagy annak komplementere,
mindegyik csucsban 4 cella taldlkozik és mindegyik élre 3 cella illeszkedik.

Ekkor a cellarendszer laphal6ja ekvivalens a 120-cella laphaldjaval, a cellarendszer
szimmetriakozéppontjat (jeloljik ez O -val) tartalmazd celldhoz (tovabbiakban: kozponti
celldhoz, a 2. fejezet Dy jelolését haszndlva rd) viszonyitva a celldkat, 9 rétegre bomlik fel a
3D cellarendszer, aszerint, hogy a cellaknak megfeleltethetd 120-cellabeli hiperlap melyik
rétegbe tartozik a kozponti cella hiperlapjdhoz viszonyitva. A szimmetria miatt az egyes
rétegekben a cellak egymassal egybevagok.

A 2-8. réteg cellai olyan szimmetridkkal rendelkeznek, melyek egy dodekaédert fixen
hagynak, és melyek ezen feliil a dodekaéder egy lapjat, vagy csucsat, ill. élét is fixen hagyjik.
Tehat ezek a szimmetridk egy sikbeli alakzatot onmagaba visznek, és a sik féltereit fixen
hagyjék, a kovetkezOképp:

* az l.réteg egy szabidlyos dodekaéder,

* a2.,4.,6., ¢és 8. réteg celldi egy szabalyos 6tszog szimmetridival rendelkeznek,

* a3.és7.réteg cellai egy szabdlyos haromszog szimmetridival rendelkeznek,

* az 5. réteg cellai egy sikba dgyazott szakasz szimmetridival (tehét pl. egy nem egyenld
oldalu téglalap szimmetridival) rendelkeznek,

* a?9.réteg egy szabilyos dodekaéder kiilseje.

Az 6tszoges, haromszoges és téglalap szimmetridji, dodekaéderrel ekvivalens laphaléju
konvex poliéderek alakjat (egybevagdsig erejéig) befolydsold fiiggetlen paraméterek szdmat
megkapjuk, ha egy ilyen poliéder lapsikjainak a szimmetriatengellyel bezart szogeit, valamint
ezen sikoknak a tengely egyik végpontjatdl vett tavolsagait tekintjiikk, és az egyméstol
fiiggetlen, nem konstans szogek, ill. tivolsigok maximalis szadmat vessziik.
(Szimmetriatengelyen azt a szakaszt értjiikk, amely a poliéder olyan szimmetridinak a
fixpontjaibol all, melyek az adott sikidom —szabdlyos 6tszog, szabalyos haromszog, téglalap—
sikjanak a féltereit fixen hagyjik.) Igy adédik, hogy 6tszoges szimmetriaji poliéder esetében
5, haromszoges szimmetridju poliéder esetében 7, téglalap szimmetridju poliéder esetében 9
fiiggetlen paramétertdl fiigg a cella alakja (csak a szimmetriafeltételt és a dodekaéderrel
ekvivalens laphal6t megkovetelve a konvex poliédertdl — igy azt, hogy ez a poliéder egy
térbeli parkettdzis egyik rétegének az eleme legyen, még nem vettiik figyelembe).

A cellaparkettazas feltétele az egyes cellak konstrukcidinal a fentebbi szabadsagi fokokat
csokkenti. Ha ugyanis az 1. réteg D, szabalyos dodekaéderét fixnek tekintjiik, és a 2-8.
rétegek poliédereit egymas utan, a rétegek novekvd indexei alapjan készitjiikk el, akkor az
egyes rétegek celldinak a konstrukcidikor figyelembe kell venni a kordbban elkészitett
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rétegekkel kozos lapokat, és hogy az egyes rétegeken beliil a celldk sokszor k6zos lapokkal
rendelkeznek. Igy a cellaparkettdzasra dsszesen 13 szabad paraméter adédik gy, hogy a 2., 3.
€és 5. rétegnek 3 szabadsagi foka van, a 4., 6., 7. és 8. rétegnek 1 szabadsigi foka van. Persze
a siklapok tengellyel bezart szogei és tengely végpontjatoél vett tavolsigai helyett maés
paraméterek is hasznalhatok, pl. a cellak élhosszai, oldallapjainak szogei koziil a megfelelden
kivalasztott mennyiségek Att6l, hogy egy mennyiség szabad paraméter, még vannak ra
korlatozo feltételek, és a tobbi paraméter értékétdl is fiigg, hogy milyen intervallumon vagy
intervallumokon vélaszthatd meg ugy az értéke, hogy a kivant tulajdonsdgi konvex
poliédercellat kapjuk.

Amennyiben az Otszdges szimmetridju celldkat, azaz a 2., 4., 6. és 8. rétegek poliédereit
készitjiik el eloszor, azokhoz is 13 szabad paraméter rendelhetd, igy ekkor a 3., 5. és 7.
rétegek poliéderei mar egyértelmiien adottak. A 2., 4., 6. és 8. rétegek Osszes cellaja (48
darab) lefog a 120-cella 600 csucsa koziil 560-at, a maradék 40 csucs koziil 20 darab a 3. és 5.
rétegek cellaira, 20 darab pedig az 5. és 7. rétegek celldira illeszkedik. Az 1. dbran lathatdk az
1-8. réteg poliédercelldi — a szabad paraméterek varidlasaval persze masféle alaku celldk is
kaphatok. A 2. dbran mutatjuk be a modellezési fazisokat, amikor az egyes rétegeket egymas
utan, indexeik szerint novekvo sorrendben adjuk hozza a cellarendszerhez (az utolsé fazisban
a 7. és 8. réteget egyszerre adtuk hozza a cellarendszerhez, mert a 8. réteg attetszOsége miatt a
7. réteg is jOl latszik ilyenkor).

Egy geometriai feltétel is adhat6 a celldkra: ha a 2., 4., 6. és 8. rétegek Otszoges
szimmetridju poliédereit elkészitjiik tigy, hogy kozos lapjaik legyenek a 2. és 4., a 4. és 6.,
valamint a 6. és 8. rétegek poliédereinek, akkor azok egy olyan végtelen gildban kell, hogy
elhelyezkedjenek, melynek csicsa a dodekaéderes szimmetria O kozéppontja, €s a gilat az 1.
réteg D, szabilyos dodekaéderének az egyik Otszoglapja fesziti ki. A 2. és 8. réteg
poliédereinek is vannak lapjaik (5-5 darab) a végtelen gila hatirin, igy lesz a D, kozponti
cella éleinél, valamint a 9. réteg dodekaéder éleinél a cellarendszer parkettazas (azaz igy lesz
ott hézagmentes a cellaelrendezés).
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Erdekes lenne megvizsgalni, hogy a 3., 5. és 7. rétegek poliédereinek az alakja hogyan
valtozik a 2., 4., 6. és 8. rétegek Otszoges szimmetridju poliédereinek az alakja fliggvényében.
De még az sem vilagos, hogy milyen mérészamokkal (pl. térfogat, beirt gomb sugara, koré irt
gomb sugara, szimmetriatengelyek hossza valamelyikével, vagy mas mennyiségekkel) lenne
érdemes jellemezni a poliédercellak alakjat, hogy ilyen Osszefiiggéseket kapjunk.

az egyes rétegek indexeik szerinti n6vekvé sorrendben torténé hozzaadasa utan

4. A 600-cella élgrafjanak a 3D reprezentacioi

Ebben a fejezetben a 600-cella élgrafjanak két 3D reprezentacidjat is megadjuk.

Mivel a 600-cella a 120-cella dudlisa, ezért a 600-cella absztrakt élgrafja megkaphat6 egy
olyan grafként, melynek csucsai a 120-cella cellainak felelnek meg, két csucs pedig akkor van
Osszekotve éllel, ha a 120-celldban a nekik megfeleltetett celldiknak kozos 2D lapjuk van. A
600-cella absztrakt laphal6janak a tovabbi elemei, a 2D lapoknak és cellaknak megfeleld
laphaléelemek pedig azon csicsharmasok, ill. csicsnégyesek, melyek eseteiben barmely két
csucs €llel van 0sszekotve az élgratban.

Ha a 120-cella szabdlyos dodekaéder hiperlapjainak kdzéppontjait gombkozéppontoknak
vessziikk a 4-dimenzids euklideszi térben, olyan maximalis gombsugarakat hasznalva, hogy
gombpakolast kapjunk, akkor a 120 gomb mindegyikének 12 szomszédja lesz (azaz 12 masik
gdmb érint egy gdbmbot a maradék 119 gobmbbdl) a 4-dimenzids euklideszi térben (két gomb
pontosan akkor lesz érintd, ha a gombkozéppontok celldinak van egy kozds 2-dimenzids
lapja, az érintési pontok a cellakdzéppontok altal meghatarozott 600-cella élfelezd pontjaiban
lesznek).

Ekkor a gombok érintési pontjai egy F gombfeliileten helyezkednek el, és azt a 120 gomb
mindegyike merdlegesen metszi. Alkalmazzunk egy olyan inverziét, melynek a kozéppontja
az egyik gomb kozéppontjanak az F gombfeliilet kozéppontabol az F gombfeliiletre torténd
vetitéssel kaphat6 meg! Ekkor 120 olyan gombot kapunk, melyek kozéppontjai egy
hipersikon fekszenek, mellyel lemetszve a gomboket, egy 3D gombelrendezést kapunk
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dodekaéderes szimmetridval. Ebben minden gombnek 12 szomszédja van, egy gomb
tartalmazza az Osszes tobbit, a maradék 119 gomb pedig gdmbpakolast alkot — az egymast
érintd gombok érintési sikjai cellarendszert hataroznak meg, a cellarendszer dodekaéderes
szimmetridval rendelkezik. Mind a 119 korlatos cella beirt gombje a gdmbpakolés eleme.

3. abra. A 600-cella dodekaéderes szimmetriaju 3D gombelhelyezésként torténé reprezentaciéjanak
felépitése az egyes rétegek indexeik szerinti novekvé sorrendben torténé hozzaadasa utan

Ezért a 120 darab 3D gomb 9 kiilonb6z6 sugard gombbdl éll, az egyforma sugari gombok
egy-egy rétegben helyezkednek el, 9 rétegre osztva fel a gombelhelyezést (1d. 3. és 4. abra).
Ez a gombelhelyezés a 600-cella €lgrafjaval ekvivalens: a gomboknek feleltehetok meg a
600-cella csticsai, az éleknek pedig a gombok paronkénti érintési pontjai (amelyek két-két
gombre illeszkednek).

4 abra. Azonos aranyban lekicsinyitett gombok a 600-cella dodekaéderes szimmetriaja
3D gombelhelyezésként torténé reprezentaciéjabol
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Az Altalunk készitett modellben kozvetleniil a 600-cella csucsainak a 4-dimenzids
koordinataibdl szamitottuk ki a 3D gombok kozéppontjait €s sugarait, inverzidt és merdleges
vetitést alkalmazva — ugyanis igy egyszerlibb elkésziteni a gomboket, mint kdzvetleniil a 3D
gombkonfiguracié érintési tulajdonsagai alapjan rétegenként megszerkeszteni a gomboket
(mivel ilyenkor tobb réteg gombjeinél is sziikséges 3D inverzié alkalmazéisa a szerkesz-
tésekhez).

A kovetkezOkben a 600-cella élgrafjanak egyetlen abrdban torténd, atlathatéd
vizualizacigjat adjuk meg. Ehhez érdemes a 120-cella dodekaéderes szimmetridji 3D
600-cella csucsaihoz 3-dimenzids térbeli csucsok tartozzanak, és a csdicshalmaz dodekaéderes
szimmetriaju legyen. Ekkor a graf csucsai ikozaéderek, dodekaéderek, és egy ikozidodekaéder
csucsaiban helyezkednek el (kivéve az 1. és 9. osztily egyelemii halmazait). A csicsokat 9
osztalyba sorolhatjuk (1d. [2], [4]): az 1. osztdly egyponti — a dodekaéderes szimmetria
kozéppontja, a 2., 4., 6. és 8. osztily csucsainak a konvex burka ikozaéder, a 3. és 7. osztaly
csucsainak konvex burka dodekaéder, az 5. osztaly csticsainak konvex burka ikozidodekaéder,
a 9. osztaly egyelemtl, ez a végtelen tavoli pont (a 3-dimenzids euklideszi teret jelen esetben
egy végtelen tavoli ponttal kibdvitett, ezaltal kompaktifikalt euklideszi térnek kell tekinteniink
— a dodekaéderes szimmetria kovetkeztében a 600-cellanak a szimmetriakozépponthoz tartoz6
csucsdval atellenes csticsat a 3D térben mar nem tudjuk reprezentélni).

5. abra. A 600-cella élgrafjanak 3D reprezentaciéja takaro6 lapokkal

Az egyes csticsok irdnya a szimmetria egy fixen hagyott dodekaédere altal meghatarozott
lapkozéppontok, csicsok, ill. élfelezépontok irdnyaba kell, hogy essen, igy hasonldsag erejéig
Osszesen 6 szabadsigi foka van a 3D reprezenticié csicshalmazanak (mivel ekkor a csicsok
1. és 2. osztalyanak halmaza adottnak tekinthetd).



22 Talata Istvan

Megfeleld 2D sikidomok berajzolasaval (a szimmetriakozéppontbdl dodekaéder-élekig,
ill. ikozaéder-élekig terjedd sarga, valamint vildgoskék haromszoglapokkal) segitjiik a
vizualizaciét: a létrejovo takardsok miatt nem lesz kusza az 4brazolas, és a szimmetridk
hangsilyozasa is megtorténik ezaltal. Ezek a haromszoglapok tehat nem a 600-cella lapjai, az
oldalaik sem a 600-cella élei.

A 600-cella 2D lapjainak 6sszességét nem abrazoljuk, csak megjegyezziik, hogy pontosan

a haromszogekhez (azaz azon csicsharmasokhoz, melyekben barmely két csucs kozott van €l)
tartozik 2D lap, valamint, hogy azon csicsnégyesekhez, melyekben barmely két csics kozott
van él, 3D cellak tartoznak.
1. osztaly csucsa (a szimmetriakozéppont), a kék csicsok a 2., 4., 6. és 8. osztaly cstcsai (a
szimmetriakozéppontbol kifelé novekvo indexszel), a voros csicsok a 3. €s 7. osztaly csucsai
(szintén kifelé novekvO indexszel), a zold csucsok pedig az 5. osztaly csticsai (a 9. osztaly
csicsa a végtelen tavoli pont, nincs abrdzolva). Az egyes osztilyok csicsai egyforma
tavolsagra vannak a szimmetriak6zépponttol.

Az egyes osztilyokon beliili élek a konvex burok élei, azaz a kék legkozelebbi és
legtavolabbi csucsok (2. és 8. réteg csucsai) esetén ikozaéder-élek, a vords cstcsok esetén
dodekaéder-€lek, €s a zold csucsok esetén ikozidodekaéder-€lek tartoznak az élgrathoz. Ezen
élek nincsenek megjelenitve az 5. dbran (hogy az é4bra ne legyen Aatlathatatlan), de a
vilagoskék, €s sarga takardlapok tartalmazzak a dodekaéder-éleket, ill. az ikozaédér-éleket, és
ezeknek a lapoknak a lila, ill. barna kiilsé élei épp ilyen élhal6zatokat adnak ki, csak a
szimmetriakozéppontbdl kinagyitottan (de az ikozidodekaéder-€élekre ez nem mondhat6 el).

A szimmetriakdzéppontbol kiinduld, sugérirdnyban elhelyezkedd egymas utani kék
csucsok élekkel vannak 6sszekotve (ezek szerepelnek az dbran), sot a legbelsd kék csticsokat
élek kotik 0ssze a szimmetriak6zéppontbeli cstccsal. A sarga haromszoglapokon élek kotik
0ssze a zold csucsot 4 voros csuccsal (ez szerepel az abran). Két egymas utani kék csucsot a
szimmetriakozépponttol vald tavolsagra nézve kozottiik elhelyezkedd, hozzajuk legkozelebbi
sarga lapokon talalhat6 csucsokkal élek kotik Ossze, azaz a 2. €s 4. osztaly kék cstucsai és a
3. osztily voros csucsai, a 4. és 6. osztaly kék csucsai és az 5. osztaly zold csicsai, valamint a
6. és 8. osztaly kék csucsai és a 7. osztaly voros csucsai élekkel vannak 6sszekotve ezekben
az esetekben, ezeket az éleket voros, ill. zold haromszoglapok éleikén abrizoltuk (ezek a 2D
lapok kiilonben ténylegesen a 600-cella 2D lapjai). Ami még hianyzik az abrardl: a 9. osztaly
végtelen tavoli pontban levo csucsat €] koti Ossze a 8. osztaly minden cstcsaval.

5. Oktatasi tapasztalat

A SZIE Ybl Miklés Epitéstudomanyi Karon oktatott ,,Szamitégépes térgeometriai
modellezés” kurzus egyik témakore a poliéderek modellezése. A tapasztalatok alapjan a
hallgatoknak megfelelé ismereteik vannak az alaptestekrdl (hasab, gula) és a szabalyos
testekrdl. De tovabbi konvex és nem konvex poliéderekrdl, vagy azok tulajdonsigairdl az
ismereteik elég hianyosak. A konvex poliéderek dualitdsat csak szabalyos poliéderek esetében
értik jol, mar az archimédeszi poliéderek esetében is nehézséget okoz szamukra a dudlis
poliéder konstrukci6janak a megértése.

A 120-cella 3D reprezentacidja olyan feladatnak bizonyult, mely elég nagy kihivas volt a
hallgatoknak, de a térbeli szerkesztési lépésekre bontott feladat mar megoldhatd volt
hallgatok nagyon élvezték és latvanyosnak taldltdk, itt az egyszeriiség kedvéért a
gdmbkozéppontok koordinatait egy szoveges fajlban megkaptik (a koordinatidk GeoGebraval
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lettek kiszamitva) és AutoCAD script fajlt készitettek, melynek futtatidsakor késziilt el a
gombpakolas.

A kurzuson a 3D poliéderek modellezéséhez Cabri 3D, GeoGebra, és AutoCAD
szoftvereket hasznalunk. Geometriai médszerekkel szerkesztjiik a poliédereket. A 120-cella
modellezéséhez a Cabri 3D szoftvert hasznaltik legszivesebben a hallgatok, de volt, aki
AutoCAD-ben szivesebben modellezte a cellakat, korabbi AutoCAD-es modellezési
tapasztalatai miatt. A GeoGebrat tilsigosan matematikai szintaktikat hasznilonak talaltak
ennek a feladatnak a megoldasahoz, igy kissé nehézkesen tudtdk alkalmazni, de mivel
megfeleld el0késziiletek utdn a GeoGebraban a Sorozat paranccsal nagyon latvanyosan meg-
sokszorozhatok a cellak, ezért a 120-cella GeoGebraban torténd modellezése is nagyon
érdekelte a hallgatokat.

A cellak elkészitéséhez felhasznaltuk a szimmetridkat €s az alkalmazhatd geometriai
transzforméacidkat. Mindez hozzéisegitette a hallgatdkat, hogy jobban megértsék a poliéderek
kombinatorikus és metrikus tulajdonségait, €s fejlodjon a térlatasuk.
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OsSZEFOGLALO. Hamilton 1843-ban dolgozta ki a valés kvaterniok algebrdjit,
amely lehetdséget nytjt térgeometriai problémak vizsgélatira. Dickson 1912-ben
bevezette a test feletti altaldnositott kvaternié algebrak fogalmét. Ezek struktudrait
vizsgdlva bevezetjik a szimmetrikus 4ltaldnositott kvaternié algebrakat é&s
megvizsgaljuk e struktirak egy érdekes tipusit.

ABSTRACT. Hamilton worked out the real quaternion algebra theory in 1843, that
enables us to examine problems of spatial geometry. Dickson introduced the
generalised quaternion algebras over local fields. Based on their structures, we
introduce the symmetrical generalised quaternion algebras and examine an
interesting type of them.

1. Bevezetés

A klasszikus komplex szamok algebrajanak rendezett valds szadmparokbol torténd
felépitését 1833-ban publikalta Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikus,
fizikus és csillagidsz. Mivel a komplex szamok eredményesen hasznilhatok sikgeometriai
problémak megoldasara, ezért Hamilton a térgeometriai problémdak analog kezelésére a
rendezett valés szdmharmasok algebrijanak megalkotésat tiizte ki célul. 1843-ban ismerte fel,
hogy rendezett valos szamharmasok helyett rendezett valos szamnégyesekkel érhet célt és
megalkotta a valos kvaterniok algebrajat. A kvaterniokhoz sokban hasonlé split kvaternidok
struktdrajat 1849-ben az angol Sir James Cockle (1819-1895) dolgozta ki. (HAMILTON
1834, 1844)

Leonard Eugene Dickson (1874-1954) 1912-ben bevezette a test feletti altalanositott
kvaterni¢ algebra fogalmat és 1919-ben megalkotta a késObb Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljardsnak nevezett mddszert, amellyel Hamilton-féle kvaterniokbol kiindulva
felépitette a Cayley-féle oktoniok struktirdjat. (ROSENFELD 1997, WARD 1997)

Ebben a dolgozatban a Cayley-Dickson-féle eljaras egy altalanositasat alkalmazva a valds
szamok R struktirijabdl elindulva eldszor az altalanositott komplex szdmok C, strukturdjat,
ebbdl pedig ezutdn az altalanositott kvaterniok H,g struktirajat épitjiik fel.

2. Az altalanositott komplex szamok

Jelolje {R, +,-} a valos szamok testét s értelmezziink miiveleteket az

R X R:={(a,b):abe€R}

KULCSSZAVAK. Altalanositott komplex szamok, altalanositott kvaternidk, hiperkomplex szamok,
Cayley-Dickson eljaras

KEYWORDS. Generalized Complex Numbers, Generalized Quaternions, Hypercomplex Numbers,
Cayley-Dickson Process.
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direktszorzatban az alabbi mdédon:

skalarral val6 szorzas: r-(a,b) := (r-a,r-b), (1)

Osszeadas: (a,b) + (c,d) :=(a+c,b+d), )

SZOTZA4s: (a,b)-(c,d):=(a-c—a-b-d,a-d+b-c), 3)
ahol r€ R, (a,b),(c,d) € RXR tetsz6legesek, tovabba a € R egy rogzitett valds
paraméter.

Egyszerii kozvetlen szamolassal igazolhatjuk, hogy R X R az (1),(2) és (3) miveletekkel
egy 2-dimenziés kommutativ, asszociativ €s neutralis elemes algebrat alkot az R test felett. E
struktira Osszeadasi neutrdlis eleme a 0:= (0,0), szorzési neutrdlis eleme az 1:= (1,0),
tovabba mint R feletti vektortérben az 1:= (1,0) és az i := (0,1) egy természetes bazist alkot.

Az S:={(a,0) : a € R} c R X R halmazrdl kénnyen belathatjuk, hogy zart az (1), (2) és
(3) miiveletekre, tovabba az f : R — S, a = (a, 0) leképezésr6l megmutathatjuk, hogy egy
algebra-izomorfizmus, amelynek alapjan az f*:R->RXR, a~ (a,0) algebra-
monomorfizmussal R beledgyazhaté az R X R algebraba.

A bedgyazas eredményeként nyert struktirat az dltaldnositott komplex szdmok
algebrajanak nevezziik és a C, szimb6élummal jeloljiik. Specidlisan, ha ¢ = 1, akkor a
klasszikus Gauss-féle komplex szamok C, ha @ = 0, akkor a dudlis komplex szdmok C°, s ha
a = —1, akkor a split komplex szamok C' algebrdjahoz juthatunk el. Bizonyithat6, hogy
minden R feletti 2-dimenzids asszociativ algebra izomorf az ¢ € R paraméter 1,0, vagy —1
értékéhez tartozo C, struktdra valamelyikével.

Az i =(0,1) € C, elemrdl megmutathat6, hogy (a) i* = —a, .(b) (0,b) =b"i,
(c) minden (a, b) € C, felirhaté a + b - i alakban, amelyet az &ltalanositott komplex szam
algebrai alakjdnak neveziink. Az altalanositott komplex szamok algebrai alakjaval a
kovetkezd szamolasi szabalyok szerint dolgozhatunk:

r-(a+b-i))=@-a)+(r-b)-i, 4)
(a+b-D)+(c+d-D)=(@+c)+(b+d) i, (5)
(a+b-i)-(c+d-i)=(a-c—a-b-d)+(a-d+b-c) i, (6)

aholr e Résa+b-i,c+d-i€ C, tetszéleges elemek.

Az=a+b-i€C, konjugdltidn aZ=a—b-i € C, szamot értjiik. A konjugélést az
alabbi tulajdonsagok jellemzik: (a) Z =2z involutiv, (b) 7-zZ=r-Z homogén,
(c) z+t=2z+t additiv, (d) z-t = Z-t multiplikativ, (e) z-Z=Z-z=a*’+a-b*€R
teljesiil, ahol r € R, z,t € C,.

A z=a+b-i€C, normdjin az N(z):=2z-zZ € R valds szdmot értjiikk, amelyre
teljesiilnek a kovetkezd osszefiiggések: (a) minden z,t € C, esetén N(z-t) = N(z) - N(t),
(b) a z € C, invertalhaté akkor és csakis akkor, ha N(z) # 0, (c¢) ha z,t € C, invertilhatd
elemek, akkor a z - t € C, is invertdlhat6 és (z+-t) 1 = z71-¢t71,

Az=a+b-i t=c+d-i€C,elempar skaldris szorzatdn a{z,t) :=a-c+a-b-d
valos szamot értjiikk. A skalaris szorzat egy szimmetrikus bilinearis leképezés, amelybdl a
norma az N(z) = (z, z) alapjan szarmaztathato.

Az =a+b-ie€ C,éltalanositott komplex szamok reprezentilhatok az

a=(_%, Demm )

alakd masodrend{i négyzetes matrixok M<(R) halmazaval, mert a

9: o ME®),atbeim (0 Z) ®)
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leképezés egy algebra-izomorfizmus, tovabba érvényes az

N =det(_* ) ©)

Osszefiiggés.
3. Az altalanositott kvaternidk
Az altalanositott komplex szdmok C, 2-dimenziés kommutativ és asszociativ

algebrdjabdl kiindulva a C, X C, := {(2y,2,) : 24,2, € C,} direktszorzatban miiveleteket
értelmeziink az alabbi médon:

skalarral valo szorzas: 1 - (zq,2z,) := (r-z,,r-2,), (10)
Osszeadas: (z1,25) + (Wi, wy) = (21 + Wy, 2z, +Wy), (11)
sz0rzas: (2, 22) - (W, wy) := (21" w1 — B~ 25 * W3, 21 "W, + 75 " Wy) , (12)

ahol r € R, (z4,2,), (wy,w,) € C, X C, tetszOlegesek, tovabba B € R egy rogzitett valds
paraméter.

Egyszerii, bar hosszadalmas szadmitassal belathatjuk, C, X C, a (10), (11) és (12)
miuveletekkel egy 4-dimenzids, nem kommutativ, de asszociativ €s neutrdlis elemes algebrat
alkot az R test felett. E struktirdban az Osszeadds neutrdlis eleme a
(0,0)=(0+0-i,0+4+0-1i), aszorzas neutralis eleme (1,0) = (1 +0-i,0 + 0 i), tovabba
mint R feletti vektortérben az

(1,00)=(1+0-i,0+0-10), (i,0)=(0+1-i,0+0-1),
j:=00,1)=0+0-i,1+0-1), 0,)=0+0-i,0+1-1).
elemek egy természetes bazist alkotnak.

AT :={(z,0):2, €C,} € C, X C, halmaz zart a (10), (11) és (12) miiveletekre, az
F:C,—>T,z; » (2,,0) leképezés egy algebra-izomorfizmus, ez alapjan az
F*:C, — Cy X Cy, 2z, = (24,0) egy algebra-monomorfizmus, amellyel a C, beledgyazhaté a
C, X C, algebraba.

A beédgyazas eredményeként nyert struktirat a tovabbiakban dltaldnositott kvaterniok
algebrdjdnak nevezzik és a M,z szimbélummal jeloljiik. Specialisan, ha (a,pB) = (1,1)
akkor a klasszikus Hamilton-féle kvaterniok H, ha (a, 8) = (1, —1), akkor a split kvaterniok
H', ha (a,B) = (1,0), a szemi kvaterniok H°, ha (a,B) = (—1,0), akkor a split szemi
kvaterniok H'°, végiil ha (a, ) = (0,0), akkor a kvézi kvaterniok H°° algebrajat kapjuk.

A j=(0,1) € Hyp elemrl megmutathatd, hogy (a) j* = —pB, (b) (0,2) =2z,j,
(c) minden (z,,z,) € Hyp felirhaté z; + z, - j alakban, amelyet az altaldnositott kvaterni6
komplex algebrai alakjdnak nevezziik. Az A&ltalanositott kvaterniok komplex algebrai
alakjaval a kovetkez6 szabalyok szerint dolgozhatunk:

T (Z1+ 2 )= 2)+ (T 2)j (13)

(Zy+zp P+ Wi +wyj)=(zg+w) + (2 +wy) " j (14)

(Zy+ 2z ) (Wi twy ) =(z1-wy — B2, Wg) + (2w +25-Wp) -j (15)
Megmutathatd, hogy ha w; € C,, akkor érvényes a

Jjrwi=wrj (16)

Osszefliggés, amelynek specidlis eseteként

jri=—i-j (17)
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adodik.

Hazy =a+b-i,z,=c+d-i€Cyésq=2+2,j€ Mgz, akkor a q éltaldnositott
kvaterni6 felirhat6 agq=a+b-i+c-j+d-i-jalakban, s bevezetve a k :=i-j jelolést
minden q € Hp eldéllithato a

g=a-1+b-i+c-j+d-k (18)

alakban, amelyet az altalanositott kvaternié valds algebrai alakjanak hivjuk, az 1,i,j,k €
Hgp elemeket pedig altalanositott kvaternidegységeknek nevezziik.
A kvaternidegységek Cayley-féle szorzotablaja:

1 i j k
1 1 i j k
i i —a k —a-j
J J —k —B p-i
k k a-j —Li | —a-p

Az Altalanositott kvaterniok valds algebrai alakjaval a kovetkezd szdmolasi szabalyok
alapjan dolgozhatunk:

r-(a+b-i+c-j+d-k)=C-a)+@-b) i+ (r-c)j+@-d)-k (19)

(a+b-i+c-j+d-k)+ (@ +b -i+c'-j+d k)= (20)
=(@a+ad)+b+b)i+(c+c)j+{d+d) k

(a+b-it+c-j+d-k)-(a@"+b-i+c'-j+d k)= (21)

=(a-a'—a-b-b'—f-c-c’"—a-f-d-d)+
+(a-b'"+b-a"+B-c-d —B-d-c')-i+
+(a-c'"—a-b-d' +c-a'+a-d-b")-j+
+(a-d+b-¢c'"—c-b'+d-a') -k,
aholr €ER,a+b-i+c-j+d-ka' +b' -i+c'-j+d -k€Hgy.

A q=12z,+2,-j€MHyp konjugdltign a q:=2; —2z,-j€ Hyp szdmot értjik. A
konjugalést az alabbi tulajdonsdgok jellemzik: (a) ¢ = q involutiv, b) ¥-q = r - § homogén,
(c) q+tq =q+¢q additiv, (d) g9 =q-q anti-multiplikativ,
e q-g=qg-q=a*+a-b*+p-c*+a-p-d*€eR , ahol reR,zy=a+b"i
Z,=c+d-i€Cyésq=12z1+2, € Hy.

A q=12z +2z, j€Hgyp elem normdjdin a N(q) = q-q € R szdmot értjiik, amelyre
teljesiilnek az aldbbi Osszefiiggések: (a) minden q,q" € Hyp esetén N(q - q') = N(q) - N(q"),
(b) q € Hyp elem invertdlhaté akkor és csakis akkor, ha N(q) # 0, (c) ha p,q € Hg
invertdlhat6 elemek, akkor p - g € Hyp is invertdlhaté és (p-q)™' =g~ - p~™.

Ag=a+b-itcjtd-kq =a +b-i+c"-j+d  -k€Hyp elempir skaldris
szorzatin a (q,q'):=a-a'+a-b-b'+f-c-c'+a-B-d-d €R szamot értjik. A
skalaris szorzat egy szimmetrikus bilineéris leképezés, ebbdl a norma az N(q) = (q,q)

alapjan szarmaztathato.
Agq=a+b-i+c-j+d- k€ H,s altaldnositott kvaterniok reprezentalhatok az
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a b c d
_ —ab a —a-d c
a={ g% 7 g o0 |em® (22)

—a-f-d —f-c a'b a

alakd martixok Mi!(R) halmazaval, mivel a
a b c d
G:Hyp > MI(R),a+b-i+c-j+d ke —,8_-ac.b %.d _Z.d_g
—a-B-d —Bc ab a

leképezés egy algebra-izomorfizmus, érvényes tovabba az

a b c d
—a'b a —a-d c¢
NZ(CI)=det —B-c B-d a b (23)

—a-B-d —Bc a'b a
Osszefiiggés.

Minden a, 8 € R esetén a H,p struktira Osszeaddsa €s skalarral valé szorzéasa (10) €s
(11), tovabba (19) és (20) szerint azonos, tehat az 6sszeg és a skalarszoros is fliggetlen az «
€s B paraméterek megvalasztasatol. A Hyp struktirdk kozotti eltérés a szorzasban van,
amelyet a (12) és (21) szerint az a, f € R paraméterpar hatiroz meg. E szorzast viszont az
Osszeadasra vonatkoz6 disztributivitds szabalya miatt egyértelmiien meghatdrozza az
altalanositott kvaternidéegységek Cayley-féle szorzotiblaja.

A t:a+b-i+c-j+d-kma+c-i+b-j+d-k transzpozicios leképezés,
valamint a k:a+b-i+c-j+d-k-a—b-i—c-j—d-k konjugdldsi leképezés 1is
algebra-izomorfizmusok, amelyek ko7 kompozicidja a Hyg kvaternidegységeinek
szorzOtébldjat éppen a Hig, kvaternidegységeinek szorzotablgjdba viszi at. Ezért Hpg, algebra
izomorf a Hp algebraval.

Legyen E :={-1,0,1} . Lattuk, hogy C, mindharom alaptipusindl a € E teljesiil.
Ha § € E is fenndll, akkor kozvetleniil belathat6, a - € E is teljesiil. Ekkor viszont az
iltalanositott kvaternidegységek négyzeteire 12 = 1,i% = —a,j*> = —f,k* = —a - f miatt
12,i%,j%, k? € E is teljesiil, vagyis a kvaternidegységek szerepe szimmetrikus. Ezért az
a, B € E esetben a Hp dltalanositott kvaternidalgebrét szimmetrikusnak nevezziik, amelyet
az (a, f) értékparjainak megfeleléen a kovetkezd tablazatba rendezhetjiik:

(1,1) (1,-1) (1,0)
(-11) [(-1,-1)| (-1,0)

(0,1) (0,-1) (0,0)

E 9 struktira koziil a H,p €sHpg, izomorf volta miatt elegendd pl. a felsd triangularis 6
struktdrat tekinteni:
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(1,1) (1,-1) (1,0)

(-1,-1) | (=10

(0,0)

E struktirdk koziil 5 ismert, amelyek a tablazat elsé soraban és harmadik oszlopaban
szerepelnek. Ezek €ppen a Hp altalanositott kvaternidalgebrakra kordbban példaként emlitett
H, H', H°, H'® és H°° struktdrak.

Az (a, ) = (—1,—1) paraméterpérral rendelkez6 H,p 6. struktiraban az elemeket a (19)
€s (20) osszefiiggés szerint kell skaldrral szorozni és Osszeadni, szorozni pedig a (21) szerint
az a = f = —1 helyettesitéssel. Ekkor a normat a N(q) = a? — b? — ¢ + d? alapjan, a
skalaris szorzatot a (q,q')=a-a’'—b-b"'—c-c'"+d-d" 0Osszefiiggéssel szamolhatjuk,
végiil e struktdraban szerepld kvaterniokat a

a b c d
b a d c
c —d —b EM4(]R)

alaku matrixok reprezentaljak.

4. Befejezés

Az el6z0 részben az altalanositott kvaternidalgebrak egy, az A&ltalanositott komplex
szamok algebrajara tamaszkod6 felépitését mutattuk be. Ennek kapcsan vezettiik be és
hataroztuk meg a szimmetrikus altalanositott kvaterni6algebrakat, s utaltunk egy, kordbban a
szakirodalomban nem vizsgélt tipuséra.

Az altalanositott kvaternidalgebrdk mas targyaldsaval taldlkozhatunk JAFARI (2016) és
JAFARI — YAYLI (2015), valamint PIERCE (1982) munkaiban is.

A dolgozatban bemutatott felépités folytathat6 és felépithetd e modszerrel a Cayley-féle
oktoniok algebréja is, amelynek vizsgélataval a jovében kivanunk foglalkozni.
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OSSZEFOGLALO. A mezbgazdasigi termdtalajok hasznositisa és miivelése a
talajosszetétel alapjan torténik. A talajparaméterek meghatirozdsa helyszini
mintavétellel és a talajmintdk laboratériumi elemzésével torténik. Ez koltséges és
hosszadalmas eljards, ezért megvizsgaltuk, helyettesithet6-e hiperspektralis
(digitalis) felvételek készitésével és kiértékelésével.

ABSTRACT. Utilization and cultivation of agricultural soils is done on the basis of
the soil composition. Soil parameters are determined by on-site sampling and by
laboratory analysis of soil samples. This is a costly and lengthy procedure, so we
have examined whether it can be replaced by making hyperspectral (digital) images
and evaluating them.

1. Bevezetés

A preciziés mezdgazdasag egy technoldgia, amelyik tgy segiti a mezdgazdasagi termelés
optimalizalasat, hogy a mivelési tdblakat kisebb egységekre lebontva ,,stiri” mérési adatok
alapjan timogatja a dontés-elokészitést.

Két parcellan folytattunk adatgyiijtést, dsszesen 21 mintavételi helyen. A talajmintakat
laboratoriumban értékeltiik ki 17 OsszetevOre (talajparaméterre) vonatkozdlag, melybdl a
sOtartalmat allandésaga miatt elhagytuk. A mintavételi helyeken hiperspektralis felvételeket is
készitettiink a (350, 2500) nm hulldmhosszu tartomanyban, 1 nm felbontéssal [1], [2].

Hiperspektrélis felvétel mliszerhidny miatt csak 13 mintavételi helyen késziilt, viszont
pontonként két példanyban: az egyik felvétel a bolygatlan (normal) talajfelszinrdl, a masik
pedig a simitottrdl késziilt. Miiszerhiba miatt az 1835 nm €s 1905 nm hulldmhosszu reflexiok
koziil 34 darab simitott €s 39 darab normal talajrdl késziilt adatot toroltiink.

KULCSSZAVAK. Preciziés mezdgazdasag, talajparaméterek meghatarozasa, hiperspektralis képek.
KEYWORDS. Precision agriculture, determination of soil parameters, hyperspectral images.
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2. A hiperspektralis képek vizsgalata

Eldszor 0Osszehasonlitottuk a hiperspektrilis reflexiok szomszédos hullamhosszait:
varakozasainknak megfeleléen az kaptuk, hogy a reflexiok korrelacidja a szomszédos
hullamhosszakon nagyon magas, csak az esetek 5 %-ban (106 mérési ponton) volt kisebb
0,99-nal. Elgondolkodtaté eredményre vezetett a normal és simitott reflexiok elkiilonitett
Osszehasonlitdsa: a szomszédos adatsorok korrelacidinak atlaga ugyan alig kiilonbozik
(0,9961 — 0,9963), viszont a korrelaciok szoérasa (0,054 — 0,049), és kiilonGsen a minimuma
mar szignifikdnsan eltér (0,304 — 0,594), ami a simitott talajrdl felvett adatsorok elonyét
(robusztussiagat) mutatja.

Az un. fokomponens analizis (tovabbiakban PCA) képes az adatsorok szamat variancia-
vesztés nélkiil csokkenteni, ezért fokomponens analizissel (PCA) vizsgaltuk meg a spektrélis
adatsorok 20 nm szélességli Osszefliggd (szomszédos) nyaldbjait. A PCA az adatsorok
keresztkorrelacids (vagy kovariancia) matrixan alapul, mely maétrix sajatértékei mutatjdk a
fokomponensek fontossagat, a flkomponenseket pedig az eredeti adatsorok olyan lineéris
kombinaci6jaként allitja eld, ahol a silyok a sajatvektor komponensei. Tudjuk, hogy a
kovariancia matrix pozitiv szemidefinit, ezért minden sajitértéke pozitiv, és a sajatértékek
0sszege megegyezik a matrix méretével.

* Vizsgilatunkban a kovariancia matrix sajatértékeinek Osszege elméletileg 20, de a
legfontosabb komponens sajatértéke altaldban kozel husznak (>19) adodott, ezért a
tobbi fdkomponens szerepe elhanyagolhat6.

* A legnagyobb sajatértékhez tartozd sajatvektor koordinatai kozelitéleg egyformak
voltak, ami a sajitérték dominancidjaval egyiitt azt jelenti, hogy a szomszédos 20
spektrélis adatsor informécid-vesztés nélkiil helyettesithetd az atlagukkal.

* A kivételek kozé tartozott a (2474, 2500) nm hulldmhosszu intervallum: az itt elvégzett
PCA szerint a 27 nm széles spektralis adatsort legalabb 2 fOlkomponens adatsorral
(sajatértékeik 17.8 és 3,1) kell helyettesiteni konyokszabély értelmében (1. dbra):

- A dominans sajatvektor komponensei most is kozel egyenlonek bizonyultak
(atlag: 0.19, szoéras: 0.037, 2. abra)

- A masodik sajatvektor komponensei mar nem egyformék, és eldjelben is igen
valtozatosak, a sajatvektorok egyben bazisvektorok is, ezért skalaris szorzatuk 0.

Sajatértékek
20
18
16
14
12
10
8
6
4
2 e
0 ¢ =
1 2 3 4 5

1. abra. A dominans sajatvektorokat a sajatértékekre alkalmazott konyokszabaly jeloli ki
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Sajatvektor komponensek
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2. abra. (2474 - 2500) nm hullamhosszokhoz szamolt PCA két dominans sajatvektora

A tapasztaltak miatt tehat nem allithaté az, hogy minden rovidebb spektrum-
tartomanyban mért reflexidkat variancia-vesztés nélkiil helyettesithetiink a reflexiok atlagaval,
de a dominans sajatvektor komponensei kozel egyenlonek bizonyultak, vagyis a legfontosabb
helyettesitd adatsor (linearis kombinicid) mindig az atlag.

Ezutan meghataroztuk a 2120 db spektralis adatsor keresztkorrelacidés matrixat. A matrix
minden sordabdl (tehat hullamhosszanként) egy 20 oszlopos hisztogramot (gyakorisig
fiiggvényt) készitettiink. A 20 pontos gyakorisdg fiiggvényeket az atlag, ferdeség és
csucsossag/6 statisztikakkal jellemeztiik (3. — 4. abrak).

* A statisztikdk diagramja ramutatott arra, hogy a gorbék tobbnyire nyugodt, stabil
szakaszokbdl allnak, a spektrum elején (kb. 1000 nanométerig) - az atlag kivételével -
novekvl hullamzast mutatnak. Csak a simitott képeken latunk intenziv kilengést az
1115-1150 nanométer hulldmhossz tartomanyban, viszont 1350 és 1450 nanométer
hullamhosszok kozott, 1800 és 1950 nanométer hullamhosszok kozott, és a spektrum
végén (2400 nanométer f616tt) mindegyik statisztika intenziv kilengést mutat.

* A hisztogramok a korrelaciés matrix sorai alapjan késziiltek, ezért a kilengések arra
utalnak, hogy a spektrum csak a jelzett hullimhossz tartomanyokban érzékeny a mérési
poziciora, tehat a talaj tulajdonsiagainak valtozasara.

3. Atalaj-6sszetevOk laboradatainak vizsgalata

* A mért 16 talajparaméterre is fokomponens analizist alkalmaztunk, hogy feltarjuk a
kozottiik talalhato rejtett osszefliggéseket.

* A konyokszabaly szerint (5. dbra) a laboradatok mar harom fékomponenssel leirhatok.

* A 6. dbran lathatok a legnagyobb sajatértékekhez tartozé sajatvektorok.

* A 7-8. dbrdkon a talajosszetevOk mar fontossaguk (sajatértékkel szorzott sajatvektor
komponensek 0sszegeként meghatarozott) sorrendjében lathatok.
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A korrelacids hisztogramok viselkedése
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5. abra. A dominans sajatvektorokat a sajatértékekre alkalmazott konyokszabaly jeloli ki
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6. abra. A laboradatokbél szamolt PCA legfontosabb sajatvektorai

4. A hiperspektralis és a laboradatok kapcsolata

A képi és laboradatok kapcsolatiat ugy hatdroztuk meg, hogy korrelaciét szamitottunk
minden hullimhossz-reflexié és minden labor adatsor (a komponensek mérési-hely fiiggdk)
kozott. A korrelaciok csak sziik hullimhossz tartomanyokban mutattak (abszolit értékben)
0,5-nél nagyobb értékeket, ezért a spektrummal kapcsolatos korabbi PCA-k alapjan
feltételeztiik, hogy a spektralis adatok legfeljebb tiz hullamhossznyi Osszefiiggd tartoméanya
helyettesithetd a spektrélis adatok atlagaval. Minden labor-adatsorhoz megkerestiik azon 1, 2,

.., 10 hosszd hulldmhossz tartomanyt, ahol a labor-adatsor és a reflexiok atlaganak
korreléacidja (abszolut értékben) maximélis volt. A 10 maximum tartomany koziil véalasztottuk
7.—8.-9. abrakon szemléltettiik — természetesen a normal és a simitott talajrol késziilt
felvételeket végig megkiilonboztettiik. Lathatd, hogy csak N és Mn talajparaméterek esetén
korrelal 1ényegesen jobban (= 0.1) a labor adat a normal talajrol késziilt képpel, mint a
simitott talajjal. Ettdl eltekintve a laboradatok €s a simitott talajrél késziilt felvételek atlagosan
0.075-tel jobb korrel4dcidt mutatnak, mint a normél talaj esetén.

Tovéabbi érdekes megfigyelés, hogy a normal talajrél késziilt képeknél az optimalis
korrelacidhoz 10 talaj-OsszetevOnél csak egy hullamhosszat szabad figyelembe venni, és 5
esetben két szomszédost. A simitott talajnal a spektralis kornyezet jobban korrelal a talaj-
Osszetevovel, 7 esetben kell egy hullimhosszat figyelembe venni, 3 esetben pedig legalabb
kettot, de 7 hh is el6fordul (KA).

Vegyiikk észre, hogy K20 és SO4-S talaj-OsszetevOket ugyanazon az 1849-es
hullamhosszon a legbiztosabb észlelni, sét, ugyanazon korrelacioval. Ugyanezt figyelhetjiik
meg az Mg és Clay Osszetevoknél is — vajon nincs kozottiik valami direkt kapcsolat? A
korreldcidszdmitas szerint igen, mert a korreldcidjuk 0.93-nal nagyobb. Hasonlé megallapitast
tehetiink, ha megvizsgaljuk Sand és Silt OsszetevOk kapcsolatat. Sand talajparaméter
hullamhossz tartomanya tartalmazza Silt-ét, és korrelacidjuk osszege kozelitéleg 0. Ebben az
esetben az adatsorok kozotti korrelacié (— 0.97) még erdsebb is, mint az eldzd példakban.
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Végeredményben a szerzok azt javasoljak, hogy a spektralis mérések csak simitott talajon
torténjenek, mert:

* amérések (illetve atlaguk) jobban korrelalnak a laboradatokkal,

* a szélesebb optimalis hullimhossz tartomanyok atlagoldsa nagyobb hibatiirést
(robusztussigot) eredményez,

* csak az (1841, 1870) és (2474, 2500) hullamhossz tartomanyokat érdemes mérni,
viszont normal talajon a (1831, 1910) és (2463, 2482) tartomanyokon kiviil sziikség van
a 446 és 873 nanométeres hullaimhosszakra is.

Labor adat korr/simitott | kezdé hh | utolsé hh |korr/normal| kezdé hh utols6 hh
pH (KC]) 0,74404744 2494 2494 0,66945753 1909 1909
KA -0,82240143 2493 2499 -0,77818156 2482 2482
CaCO3 0,75805876 1851 1853 0,73946585 1901 1901
Humusz -0,82147033 2492 2497 -0,62540187 873 873
No02+NO3-N 0,57043033 1869 1870 -0,6714987 1855 1858
P205 0,71732301 1858 1858 -0,61360923 446 446
K20 -0,76824831 1849 1849 -0,66255002 1849 1849
Na 0,58352248 2498 2500 0,47748388 1851 1852
Mg -0,88173063 2475 2475 -0,87102881 1831 1831
Cu -0,77196251 2474 2475 -0,75079347 1900 1901
Zn 0,77043110 1857 1858 0,73627430 1831 1832
Mn -0,46224779 1859 1859 -0,56489117 1858 1859
S04-S -0,77323049 1849 1849 -0,73280416 1849 1849
Sand % 0,91297538 1841 1845 0,79055039 1909 1910
Silt% -0,88239173 1841 1844 -0,70036498 1910 1910
Clay % -0,87035868 2475 2475 -0,88816105 2463 2463

1. tablazat. A legjobb korrelacidk a labor és a spektralis adatok kozott

Max. korrelaciok labor- és spektralis adatsorok kozott

e KOFT/SIMitOtt e korr/normal

7. abra. A labor- és spektralis adatsorok legerésebb kapcsolatai
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Max. korrelaciéju kezd6 hullamhosszak
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8. abra. A labor adatra leginkabb érzékeny hullamhosszak simitott/normal talaj esetén

Max. korrelacidju hulldamhosszak szomszédainak szama
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9. abra. A max. korrelacional figyelembe vett szomszédos hullimhosszak szama

5. Alaboradatok becslése a hiperspektralis adatokbél

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy bizonyos spektralis adatsorok (illetve azok éatlaga) jol
korreldlnak a labor-adatokkal. A jo korrelacid viszont kozelitdleg linearis kapcsolatot
feltételez az adatsorok kozott, ami regresszids egyenes illesztéssel meghatarozhatd. A kutatds
zarasaként meghataroztuk a simitott talaj és a talajparaméterek legjobb korrelaciéjanal
érvényes egyenes-illesztés (linedris regresszid) paramétereit és hibajat, amit a 2. tablazatban
foglaltunk Ossze:
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Talaj attributum | kezdé hh | utolsé hh | Kkorrelacié |m* intenzitds| + konstans | atlagos hiba
pH (KCI) 2494 2494 0,744047445| 0,945893825( 7,17114112]0,086870166
KA 2493 2499 -0,822401438 [ -41,38217159| 55,002649 | 2,589002186
CaCO3 1851 1853 0,758058768 | 14,27983081 | 11,3285781 | 2,048742253
Humusz 2492 2497 -0,821470332 | -3,611737425 | 3,33340928 | 0,199029439
No2+NO3-N 1870 1870 0,570430331 9,2108647 | 3,36817544 [4,757651887
P205 1872 1872 0,717323014 [ 147,3655419| 134,48017]33,58685803
K20 1849 1849 -0,768248319 [ -277,4079628 | 384,851677]67,88898619
Na 2498 2500 0,583522484  91,4145948 [ 29,1253924| 17,5190072
Mg 2475 2475 -0,881730636 [ -1371,854066 | 651,107612 | 37,22532888
Cu 2474 2475 -0,771962518 [ -23,91006587 [ 12,307372 1,002542246
Zn 1908 1912 0,770431108  4,54802179 1,09366512 ) 0,350396624
Mn 1868 1868 -0,46224779 | -19,02886049 | 32,5268205 | 11,83677712
S04-S 1849 1849 -0,773230494 [ -17,0688913 | 31,3539888 | 4,111215183
Sand % 1841 1846 0,912975388 | 53,92367293 [ 4,755214295,204997516
Silt % 1842 1845 -0,88239173 | -33,17047645 | 69,0639769 | 4,36215317
Clay % 2475 2475 -0,870358686 | -73,32830072| 40,716835 | 2,104065309

Mar utaltunk ra, ha szélesebb Osszefiiggd tartomanyban detektalunk, akkor a spektralis
adatok atlagoldsa javitja a hibatlirést. A talajparaméterek tobbségénél a legjobb korrelaciot
egyedi, nem szomszédos hullamhosszakon kaptuk, ezzel ez a hibajavitd opci6é kiesett.
Megvizsgaltuk ezért, ha megelégsziink az optiméalisnal legfeljebb 0,1-el kisebb korrelacidval,
tudjuk-e novelni a detektald tartomdny hosszit. A valasz természetesen igen, és az

2. tablazat. A linearis regresszié paraméterei és hibaja

eredményeket a 3. tablazat tartalmazza.

A regisztraland6 spektralis tartomanyok - természetesen most is simitott talajnél - (1826,
1916) és (2476, 2500)-ra néttek. Az alacsonyabb korrelacié miatt a linearis becslés
atlaghibdja ugyan noétt, de az eljaras robusztusabb lett; az atlagszamitds miatt kevésbé

érzékeny az egyedi mérési hibakra.

Talaj attribtitum | kezdé hh | utolsé hh | korrelacié | m * intenzitas | + konstans | atlagos hiba
pH (KCD) 2492 2496 0,7141035| 0,965679365| 7,15539451(0,091019558
KA 2491 2500 -0,746042 | -37,98773274 | 53,7732071 | 3,030392961
CaCO3 1826 1835 0,5611566 | 25,33492736| 7,8283256|2,478766134
Humusz 2490 2499 | -0,8414135| -3,482238028 | 3,315502140,188607857
No2+NO3-N 1869 1872 0,6546498 10,4461466 | 3,10281759 | 3,176786172
P205 2479 2481 0,6254813 | 520,5185891| 27,350564|37,61195169
K20 1848 1849 | -0,7385674 | -322,6904595| 406,782762|71,49766462
Na 2497 2500 0,585624 | 97,00546181 | 28,3045939 | 17,48634292
Mg 2473 2476 | -0,8411375| -1285,975252 | 620,6395504 | 42,67538593
Cu 2490 2499 | -0,7376959 | -13,79582055| 8,4239765 | 1,064784557
Zn 1907 1916 0,6555008 | 4,634827774| 1,10977595]0,415071272
Mn 1868 1869 0,5099243 | 28,00535249 | 14,5632884 | 11,72269405
S04-S 1848 1849 | -0,7438687| -19,86878481 | 32,7100108 | 4,332948023
Sand % 1841 1850 0,822889 | 43,71973523 | 8,96588654 | 7,24849115
Silt% 1841 1850 | -0,8030664 | -31,00772199| 69,1223839 |5,524497619
CLAY % 2473 2476 | -0,8115942| -67,19020033 | 38,55142629 | 2,496333399

3. tablazat. A bovitett tartomanyi linearis regresszio és hibaja
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6. Osszefoglalo

A talajmintdkat vettiink és hiperspektralis felvételeket készitettiink mezdgazdasigi
miuvelésti parcelldk ugyanazon mintavételi helyein. Korrelaci6szamitissal hatdroztuk meg,
hogy az egyes talaj-OsszetevOk mely hullaimhossz tartomanyokon mutathatok ki a
legbiztosabban, illetve regresszid-analizissel kovetkeztettiink a hiperspektralis képekbdl a
talajparaméterek mennyiségére. Ajanlast adtunk a felvételek készitésének koriilményeire is.
Megallapitottuk, hogy a felvételek pontossagvesztés nélkiil készithet6k olcsobb multi-
spektrélis kamerakkal is.

Koszonetnyilvanitas.

Kutatasainkat a VKSZ_12-1-2013-0034 Klima?2 palyazat timogatta.
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OSSZEFOGLALO. Az idébeli folyamatok, osszefiiggd fizikai, bioldgiai jellemzok
kapcsolatdnak regressziés vizsgidlata sordn a statisztikai programok adta
lehetdségek végett, szamos bonyolult matematikai modell alkalmazasara nyilik
mod. Az aldbbiakban egy specidlis modell keriil bemutatasra, annak sokoldaldsiagat
kiemelve, példakkal illusztrilva.

ABSTRACT. Statistical programs enabled us to apply several complex mathematical
models for regression analysis in the investigation of the relationships of physical
and biological properties in time processes. In what follows, we present a special
model and emphasize its versatility by introducing examples.

1. Bevezetés

A regresszios elemzések esetén a szamitdogépes statisztikai programok lehetdséget
kindlnak arra, hogy viszonylag bonyolult modellek keriiljenek alkalmazasra, melyek a
folyamatot nemcsak megfelelé pontossiggal irjak le, hanem szdmos feltételnek is eleget
tesznek. FErdekes talin megemliteni, hogy az tgynevezett exponencidlis gorbék
alkalmazaséaval — és itt nem a hagyomanyos értelemben vett exponencialis fiiggvényrdl van
sz0 — mar a XIX szazadban is foglalkoztak, példaul kiilonb6z6 biologiai folyamatok
leirasdnal. Ezeket a fiiggvényeket lehetne az Awrami fiiggvény elddjeinek nevezni, amely
fiiggvények kezdetleges telitési modelleknek tekinthetok. Mivel illesztésiik meglehetdsen
szamolasigényes és bonyolult miivelet volt, alkalmazasuk nem igazan terjedt el. Napjainkban
viszont djra felfedezték a telitési modelleket és egyre gyakoribb a hasznélatuk a mar emlitett
kedvezd tulajdonsagaik végett — a teljesség igényétdl eltekintve csak néhany ezek koziil -
z€rusbdl indithatd, korldtos, aszimptotikus. Az emlitett fiiggvénytipusok kedvezd
felhasznalhat6saga tovabbi modellfejlesztésekre 0sztonodz, igy keriilt sor egy olyan modell
létrehozasara, ami két eltolt helyzeti Awrami fiiggvény szuperponiltja. Az alidbbiakban
bemutatasra keriil az alkalmazott modell, valamint néhany konkrét alkalmazas, melyhez a
vizsgélt adatsor a Kozponti Statisztikai Hivatal adatbazisabdl keriilt kivalasztasra.

A vizsgalat az 1995-2017 éves iddészak egyes éveiben felmért teljes juh, sertés és
szarvasmarha allomany adatainak statisztikai regresszids elemzésére terjedt ki. Az adatok az
1. tiblazat: Allatlétszam tartalmazza.

A vizsgdlt adathalmaz és az alkalmazott modell. A lehetséges kutatas végett, torekedve a
teljességre az alabbiakban bemutatasra keriil a vizsgalt adatsor. A tablazat elsd oszlopiban az
évek, elsé sordban a sorszamozott vizsgalati adatsorok keriiltek feltiintetésre. fgy:

1: Juh allomany.

2: Sertés allomany.

3: Szarvasmarha allomény.

KuULCSSZAVAK. Regresszid, specidlis Awram fiiggvény, nem linedris regresszio.
KEYWORDS. Regression, special Awrami function, nonlinear regression.
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1 2 3, N

- Sertés | Szarvasmarha

Ev Juh (ezer)

(ezer) (ezer)

1 1995 977 5032 421
2 1996 872 5289 414
3 1997 858 4931 403
4 1998 909 5479 407
5 1999 934 5335 399
6 2000 1129 4834 380
7 2001 1136 4822 368
8 2002 1103 5082 362
9 2003 1296 4913 350
10 2004 1397 4059 345
11 2005 1405 3853 334
12 2006 1298 3987 322
13 2007 1232 3871 322
14 2008 1236 3383 324
15 2009 1223 3247 312
16 2010 1181 3169 309
17 2011 1120 3044 329
18 2012 1185 2989 339
19 2013 1214 3004 345
20 2014 1185 3135 359
21 2015 1190 3124 368
22 2016 1141 2907 383
23 2017 1146 2870 395

1. tablazat. Allatlétszam

Az alkalmazott regressziés modell
hagyomanyos matematikai alakja:

y = b8 — b7 . e(_l'(b6'(x_b5))b4) _ b3 . e(—l-(—l-bz-(x—bl))bo)

a szamitégépes alak:
var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(varl-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(varl-1*b1))"b0).

Kezdoértékek meghatdrozdsa.
b8=a maximalis vagy minimalis var2 érték,
b7=a maximalis vagy minimaélis var2 érték minusz a kezdo var2 érték,
b6=a varl nagysagrend reciproka, az esetek tobbségében 0,1 (0,05),
b5=a varl kezddértéke, vagy annal relativ kisebb,
b4=az esetek tobbségében 3 (5),
b3=a maximalis vagy minimalis var2 érték minusz a végso var2 érték,
b2=a varl nagysagrend reciproka, az esetek tobbségében 0,1 (0,05),
bl=a varl végsdértéke, vagy anndl relativ nagyobb,
b0=az esetek tobbségében 3 (5).
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A modell levezetése.

Az alkalmazott fliggvény egy normal helyzetii transzformalt és egy y-tengelyre tiikrozott
megfelelden transzformalt Awrami fliggvény 0sszegébdl kertilt kialakitasra, zart értelmezési
tartomany feltételével. A modell levezetése megtalalhaté Csanady V.: Gazdasagi valtozasok
regresszids vizsgalata c. cikkében (Dimenzidk 2017).

Az alkalmazott modell rendkiviili rugalmassagit néhiny kisérleti adatsorra torténd illesztés
igazolja. Az illesztéseknél alkalmazott adatsorok nem keriilnek feltiintetésre, ahogy a kapott
paraméterek értékeinek tablazata sem. A korrelacids egyiitthaté minden esetben meghaladta a
0,995-6s értéket, ami szoros korrelaciéra utal. A mar emlitett rugalmassagot
legszemléletesebben a kapott regressziés modellek &4brija mutatja. Az alabbi 1. &bra:
Modellek kilenc kiilonb6z6 adatsorra tortént illesztés regresszids modelljének grafikonjat
mutatja. Az dbra 6nmagéért beszé€l, igazolva a modell hihetetlen rugalmassagéat, amit a kilenc
paraméter értékének valtozatossidga okozza.

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(vari-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(vari-1*b1))b0)

VAR2

0 10 20 30 40 50 60
VAR1

1. abra. Modellek
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2. Szamitott eredmények, kiértékelés
2.1. Avregresszios eljarassal nyert eredmények

A mar emlitett Kozponti Statisztikai Hivatal adatbazisabdl letoltott adatokra torténd

illesztés eredményét €s azok grafikonjait az alabbiak mutatjak.

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))*b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(var1-1*b1))*b0)

y=(3315,3)-(2420,79)*exp(-1*((0,0811225)*(x-1*(1990,48)))*(9,03982))-(2137,7)*exp(-1*(-1*(0,0208062)*(x

VAR2

1500

(2050,09)))(33,0691))

1400

1300 f
o
1200 o ©O
o O
1100
1000 f
900 £
800 - - - - - - - - - - -
1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018
VAR1
2. abra. Juh allomany
Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (Juhok szama)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 26453,852404 R=,97311 Variance explained: 94,694%
N=23 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bt
Estimate | 3315,2¢ 2420,78 0,08112 1990,47 9,0398Z 2137,7C. 0,0208C 2050,09

2. tablazat. Juh allomany
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Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5)) b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(var1-1*b1))"b0)
y=(5264,32)-(2473,76)*exp(-1*((0,253323)*(x-1*(1988,79)))(1,98179))-(2289,13)*exp(-1*(-1*(0,0616665)*(
*(2019,97)))"(4,86094))

1994 1996 1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018

VAR1

3. abra. Sertés allomany

N=23

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (Sertések szama)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 751274,14209 R= ,98058 Variance explained: 96,153%

b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1 |

Estimate

5264,3z 2473,7%¢ 0,2533z 1988,7¢ 1,9817¢ 2289,1z 0,0616€ 2019,97

3. tablazat. Sertés allomany
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Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6"(var1-1*b5))\b4)-b3*exp(-1*(-1 62" (vari-1"b1))"b0)
y=(300,938)-(-119,953)*exp(-1*((0,0990787)*(x-1*(1993,55)))*(2,15056))-(-118,107)*exp(-1*(-1*(0,0521532)
(x-1*(2032,22)))(5,99469))

440 i . . :
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300 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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VAR1

4. 4abra. Szarvasmarha allomany

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (Szarvasmarhak szama)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 386,33192451 R=,99260 Variance explained: 98,526%

N=23 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bt
Estimate 300,937 -119,95 0,09907 1993,54 2,15055 -118,10 0,05215 2032,21

5. tablazat. Szarvasmarha allomany

2.2. Elemazés, értékelés

A regresszids vizsgélat elemzése €s kiértékelése dllomanyonként a kovetkezo:

Juh dllomdny
Az illesztés eredményébdl a kovetkezo alapvetd megallapitasok tehetdk:
1.) A kapott R=0,97311 érték jelzi az idébeli folyamat bizonyos iddszakonként ingadozé
jellegét.
2.) A fiiggvénygorbe harom alapvetden eltérd jellegli idobeli folyamatot mutat.
3.) Az els6 tartomany az 1995-2001 év iddszaka, jOl jelzett er6s6dd novekedéssel, az
inflexio elérésével.
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4.) A masodik tartomany a 2001-2005 év intenziv novekedéssel €s, maximum elérésével.
5.) A harmadik tartomany a 2005-2017 év erdésen ingadozé gyengiilé csokkenéssel , a
végso érték tovabbiakban maradandé eldjelzésével.

Ertékelés:
A fentiek igazoljak, hogy az alkalmazott fiiggvény, hasonlo jellegii adatsorok vizsgalatara
egyszertien alkalmazhatd, és teljes korii pontos, részletes tajékoztatast ad.

Sertés dllomdny
Mivel a nyert paraméterek kozott a b4=1,9818 joval kisebb mint 3, ezért a fentebb
bemutatott értékek alapjan elsOsorban a gorbe részletes elemzése segitségével tehetdk a
kovetkez6 megallapitasok:
1.) Az 1995-2017 idOszakban legnagyobb sertéslétszdm iddpontja varlmax=1998 év,
mértéke var2max=5240 ezer f6.
2.) Az 1995-2017 iddszakban a kezddlétszam id6pontja varlkez=1995 év, mértéke
var2kez=5030 ezer 0.
3.) Az 1995-2017 iddszakban a végsolétszam idOpontja varlvég=2017 év, mértéke
var2vég=2960 ezer f6.
4.) Az 1995-1998 idoszakban kismértékii 1étszamnovekedés mutatkozik 5240-5030=210
ezer fovel.
5.) Az 1998-2013 iddszakban monoton létszamcsokkenés mutatkozik 5240-3000=2240
ezer fovel.
6.) A 2013-2017 iddszakot bizonytalan kisebb mérték 1étszamingadozas jellemez 130 ezer
fovel.
7.) A korrelacios egyiitthato értéke szoros kapcsolatra utal R=0,98058.

Ertékelés:

A valasztott fiiggvény kiemelkedd pontossagu illeszkedése a vizsgalt folyamatrdl
részletes tajékoztatast ad. A felsorolt megallapitdsok Osszefoglaloan jelzik a sertésallomany
nagymértékii csokkenését az 1995-2017 évi idészakban.

Szarvasmarha dllomdny
A nyert gorbe és paraméterek részletes értékelése alapjan a kovetkezd alapvetd
meghatirozasok tehetdk:
1.) A R=0,9926 érték a gorbeillesztés kiemelkedd pontossagat jelzi.
2.) Az 1995-2009 éves idOszakban az dlloméany 1étszama 419 ezerrdl 316 ezerre csokkent
ingadozas nélkiili folyamattal.
3.) A tehénéllomany létszdma a minimumot a 2009-2010-es évben érte el 316 ezer
értékkel ingadozas jelleggel.
4.) A 2010-2017 éves idOszakban az allomény 1étszdma 316 ezerrdl 392 ezerre novekedett
ingadozas nélkiili folyamattal.
5.) A kapott bl=2032 paraméter a fliggvény matematikai jellege miatt 2017 utani
id6szakra még novekedést jelez.
6.) A b6*b4 és b2*b0 kapott paraméter értékek alapjan megallapithatd, hogy a
1étszamnovekedés az intenzivebb.
7.) A korrelacios egyiitthato értéke szoros kapcsolatra utal R=0,99260.

Ertékelés:
A fentiek igazoljdk, hogy az alkalmazott fliggvény, kiilonb6z6 jellegli adatsorokra
egyszertien, kedvezden és nagy pontossiggal illeszthetd, kiemelkedd rugalmassaga miatt.
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3. Osszefoglalo

A bemutatasra keriilt adatsorok kiillonbozdsége jOl mutatja az Osszegzett Awrami
fiiggvény sokoldali hasznilhatosagat, annak rugalmassaga végett. A magas korrelacios
egylitthatd érték jelzi az illesztés pontossdgat. A paraméter értékek alapjan fontos
jellemzok szdmithatdk, a fiiggvény jol mutatja az adathalmaz egyes szakaszainak menetét,
a szélsoértékek esetleges inflexiés pontok behatarolhatok megfeleld pontossaggal.
Mindezen ismeretek arra utalnak, hogy a fiiggvény alkalmazasa szélsdséges adatsorok
esetén is indokolt.
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OSSZEFOGLALO. Az univerzum az észlelhets-, tudottan 1étez6, de nem észlelhetd-
és altalunk elképzelhetetlen allapotjellemzd értékek, relaciok és mindezek
sajatossagainak 0sszességébdl all. Az univerzum kialakuldsédban nagy szerepe lehet
az ugy nevetett PMSB matematikai modellen.

ABSTRACT. Natural phenomena consist of the entirety of the following: existent
and known state characteristics and their values; existent but unknown state
characteristics and their values; state characteristics inconceivable by us and their
values; existent and known relations as well as relation features; existent but
unknown relations and relation features, relations and relation features
inconceivable by us.

We assume that the entirety of the above creates objects by existing organising
principles, with these objects constituting non-empty subsets of a certain entirety of
natural phenomena. Creation may also happen with the so-called PMSB method.
The PMSB method is of very high significance for calculating optima in expert
systems. The entirety of past, present and future natural phenomena constitutes the
universe.

1. Introduction

Man has always been interested in the universe. Today, a number of new discoveries is
made with the help of space probes. Geysers were detected on the surface of Sirius. On Mars
and Saturn, organic molecules were found. On the moon, signs of water were discovered.
Nearly all scientific disciplines turn towards the universe, and this is true for mathematics as
well.

2. Extending state characteristics in the universe

Be all the possible state characteristic values of the states occurring in nature
(ain, ay.p> G345 ..., a; ,), Where i= 1, 2, ... is the index of the state characteristic,
n=1, 2, ... is the indicating index of the observed value ([1], pp. 16-23; [2], pp. 14-36;
[9], pp. 16-33; [10], p. 41), where in case of iy and ng the state characteristics and values are
known, in case of i and n a different part is existent but unknown, in case of
= i-(ip+ i)and f = n-(ny + n), the remaining part is inconceivable and

[pCi,npCn,iCi, ncn,
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Definition 2.1. Out of all the possible state characteristic values the state characteristic values
observed within the possibilities given by the observation system should be:

(al,m’ Q2 m> A3, > +++5 4j, m)’

wherej <i,m <n.
Definition 2.2. Relation means the arbitrary adequacy between the state characteristic values.

The following types of relations between state characteristics must be distinguished:
relations that correspond theoretically to all combinatorial possibilities among the state
characteristics above, relations existing in reality, and relations perceivable within the
possibilities of the observing system.

Definition 2.3. Be b, = R, (aL ,,) (r=1,2,...) the relations corresponding to all theoretically
possible combinations of the former state characteristics a; .

Definition 2.4. Be b,= R, (a,; n) (s=1, 2,... n< r) the really existing relations among the
former state characteristics a; ,,.

Definition 2.5. Be b, = R, (a; ,,) (t =1, 2, ... <) the relations perceivable on the basis of the
possibilities of the observing system among the state characteristics a; .

Definition 2.6. The peculiarities of the state characteristic values and relations detectable by
mathematical methods are called specific features.

In all of the specific features deducible from the values and relations of the former state
characteristics, one has to distinguish between all theoretically possible relations, the really
existing features and those that can be interpreted within the possibilities of the observing
system.

Definition 2.7. Be F, (a,-’,,; R, (a,-, n)) ,(c=1,2,...) all the theoretically possible specific
features of the state characteristics a; ,, and of the relations b, = R, (a; ,).

Definition 2.8. Be F, (am; R, (a,-, ,,)) ,(d=1,2,...) the specific features existing on the
basis of the state characteristics a; ,, and the relations b, = R; (a; ,).

Remark. An effect is a special case of relation ([2], pp.28-35, 256, 260; [9],
pp- 27-32).

Definition 2.9. Be F, (aj’ ms Ry (aj, m)) ,(e=1,2,...) the specific features interpretable on the
basis of the state characteristics g; ,, and the relations b, = R, (4, ,,) within the possibilities of
the observing system ([10], p. 42).

Definition 2.10. On the basis of the foregoing, the natural phenomenon T is the set of the

state characteristic values a; ,, i= 1, 2, ... and n= 1, 2, ... of all the possible relations

R,(ai, n), r=1,2,...as well as of all specific features F.. (a,-’ s R, (a,; n)), c=1,2,...,1.e.:
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T= [ai,n; R, (a; ,); F. (ai,n; R, (a; n))]’ (D

wherei=1,2,...,.n=1,2,...,r=1,2,...andc=1, 2, ....

Definition 2.11. The natural phenomenon T, is called closed if the defining state
characteristics a;,, the a;, ,, state characteristic values, the relations R, (al.0 no) between the
state characteristics and their features F [a;y n,; Ry, (aij, »,)] are known ([11], p. 32).

Definition 2.12. The entity of natural phenomena is closed if each natural phenomenon
constructing it is also closed.

Definition 2.13. There exists a T}, natural phenomenon inconceivable by man ([11], p. 33).

Definition 2.14. The natural phenomenon T_, is open if its defining state characteristics,
state characteristic values g; , and the relations R, (a; ,,) between its state characteristics are
known, a part of their features F [a; ,; R, (a,;,,)] is known in case of iy, ny, ry, o, i.e. T, a
different part is existent but unknown in the cases of i, n, r, ¢, i.e. Tu, and the remaining part
is inconceivable in the cases of i—(ijp+i), n—(ng+n), r—(rp+r), c—(c+c), 1Le.,
Ty.T—, =Ty UTy U Ty

Definition 2.15. The entity of the natural phenomenon is open if there exists at least one
natural phenomenon that is open.

Definition 2.16. The entirety of natural phenomena of the past, the present and the future
defines V (universe) ([11], p. 22), essential features of which are completeness and porousness
([11], p. 22—27).

Definition 2.17. The universe concept V is open if it has a subset V) consisting of
inconceivable natural phenomena.

Definition 2.18. The subset V, U V), of the open universe concept V which consists of V,
imaginable but unknown and of V), inconceivable natural phenomena is called black hole, i.e.
BH. BH=V,UV,.

Be V universe notion and V=V,U V, UV, where V, is the existing known, V, the
existing unknown and V), the inconceivable subset ([11], p. 36).

V! universe and V? universe are different V' # V? if V(l) and V% existing known universe
subsets are different. Over time, we will have more and more information about Vlll and Vﬁ
existing unknown and Vlll and Vﬁ inconceivable subsets that will extend V(l) and V% subsets.

Definition 2.19. The entirety V" of two or more (n= 2, 3, ..., ©) universes that differ from
each other is called multiverse MV.

MV = U yn
n=2

Definition 2.20. It is a fact that V universe has a living subset. Let its sign be L.
LcV

Remark. L living subset has an existing known subset — let its sign be Ly —, has an existing
unknown subset — let its sign be L,, — and has an inconceivable subset — let its sign be L.

L=LyUL, UL,
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The state characteristics, the values of the state characteristics, the relations and the
features of the L, existing known subset are necessary but not sufficient prerequisites of life.
This is true, for example, for the existence of carbon molecules. The state characteristics, the
values of the state characteristics, the relations and the features of the L, existing unknown
subset are special concomitants of life, the existence of which we know of, but the essence of
which we do not know. This is true, for example, for the Black Bear Effect (BBE), the
existence of which we know about, whilst we have no idea about its effect mechanism. ([12],
pp. 7-10) Of the state characteristics, the values of the state characteristics, the relations and
the features of L, inconceivable subset we do not even have a notion. Probably, these
constitute the majority of the necessary and sufficient prerequisites of life.

3. Mathematical organisation in the universe

Definition 3.1. Non-empty subsets of the entirety of natural processes are called objects. Let
their sign be O.

Definition 3.2. It follows from observing the universe that there are organising principles in
the universe that create objects from other objects, such as the “effect” referred to in
connection with relations.

It is a large blank spot in mathematical organisation that with our human concepts we are
unable to give precise answers to the questions of the creation of the universe. All we can do
is accept as a definition the principle of “from nothing to something”.

Definition 3.3. All we can do is assume that there were, are and will be state characteristics
and values of state characteristics inconceivable by us, that there are relations inconceivable
by man between them, and all these have features inconceivable by us, the entirety of which
create objects.

Remark. With progress in observing the universe, we get to know more and more elements
of the mathematical organisation of the universe.

Definition 3.4. An organising principle that exists because of a particular interest or for a
particular goal is called an advantageous principle ([10], pp. 42-53). The goal to be achieved
is called wanted entity.

Definition 3.5. Of natural phenomenon T the set of states perceivable by living and non-
living observation systems and of interpretable relations and deducible specific features, i.e.
the wanted entity Cs is ([10], p. 42), as follows from Equation (1):

Cs = [aj, m Y R, (aj, m) UF, (af’ ms By (aj’ ”‘))]’

wherej<i,m<n,t<rande<c.
One element of the wanted entity Cs is the wanted element C, i.e.

Ciom1,e = (@), m)s R (@, m)s Fe @, m3 Ry (@)}

as given for a fixed, arbitrary subscript j, m, ¢, e.

Consequence 3.1. With regard to implementing an interest or goal, the optimum is the
wanted entity.

Consequence 3.2. The optimum is the special case of the wanted entity.
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Consequence 3.3. The optimum is the special case of the object.

Definition 3.6. Of all specific features determined on the basis of the known relations
R, (a; ,) as interpreted over the values of the given state characteristics a; ,,
j=1,2,...;m=1,2, ..., the most advantageous one is called optimum and denoted by

Opt]mteo {]m’R( m);Feo [aj,m;Rf(aj,m)]}’ €O<€.

Theorem 3.1. Theorem of the optimum wanted entity ([10], p. 43): Be the state characteristic
values g; ,,, j=1,2,...andm=1,2, ....

The relations R, (a; ,,), where £ =1, 2, ..., should be existent. The specific features detected

by the mathematical methods in the state characteristic values g; ,, and relations R, (aj, m)
should be

Fe aj. s R (@)
The most advantageous specific feature should be
Fo, [a; i R (4, )], e is fixed > 1.

Statement. The optimum wanted entity Optj is that of the existing wanted entities that

m,t, 80
has the most advantageous specific feature.

Proof. [10], p. 44.

Consequence 3.4. The implementation of a particular interest or the achieving of a particular
goal can be regarded most of all as an object optimum.

Consequence 3.5. In a universe set consisting of uncountable state characteristics the
optimum can also be determined or achieved with the PMSB method. Thus, the realisation or
coming into being of a particular object may also happen with the PMSB method.

In case of practical human application, the generalisation of the PMSB is performed by the
user on the basis of his specific interest relations. In nature, the generalised wanted entity or
the optimum, respectively, is determined by the mechanism of action resulting from the
extended state characteristics ([1], p. 62; [2], pp. 28—35; [7], pp. 27—32).

The mechanism of action may constitute a complicated system and represents a given
regularity. As already explained, it is not necessary to explore the regularity by modelling as
it is represented by the entirety of the extended state characteristic values.

The existence of the advantageous principle follows from the mechanisms of action.

Type 1 PMSB task. Selection entity C,,,. — identity entity C,.,, — advantageous
principle = Opt as the solution.

Type 2 PMSB task. Advantageous principle = Opr — entity pertaining to the entity C,,, as
the solution.

Complex PMSB task. The entirety of the type 1 and type 2 PMSB task, for example:
partial 1 selection entity Csle,m — identity entity Cﬁ,p, advantageous principle — Optl — entity
pertaining to the optimum Cip, as the solution.

For that matter, there are philosophies and religions that attribute supernatural ordering
principles to a certain belief or ideal, and the advantageous principle follows from it.
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Since selection is planned by the advantageous principle, the method was named Planned
Method of Selection, with the first letter of Ban being attached to it later as a result of its
applications.

Consequence 3.6. Two objects, O and O, are different or miss each other, if
01 N 02 - 0.

Definition 3.7. The attribute of an object consisting in its existence is called balanced inertia.

Definition 3.8. An object O,, n=1, 2, 3, ..., K is absolutely stable, if a Q (Oy) finite fixed
environment pertaining to an f fixed index exists, part of which is an O, n=1, 2, 3, ..., k
object. The Q (Oy fixed environment is called limit of equalisability, k< f ([1], pp. 14-23,
56-59, 62-65; [2], pp. 14-35, 69-72, 256-257, 260-261; [11], pp. 37-39).

Thus, 0, € Q(0f),n=1,2,3, ..., kand ffix index k < f.

Consequence 3.7. Above the f fix index as so-called critical index, the given object is no
longer part of the limit of equalisability, i.e., it “leaves” it, which means that it is not

absolutely stable. O, .., ¢ Q(Of), m=1,2,3, ..., co.
The 0,,,.,, object is called unstable or critical object ([9], p. 31).

4. Application in practice

The above mathematical model for describing the universe helps in choosing the most
suitable strategy, determining the optimum and working out expert systems in an arbitrary
subset of the universe, for example, in everyday practice.
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6. Summary

In this article, the universe is described with state characteristics, values of state
characteristics, relations and their features. The existent known, existent unknown and
inconceivable entirety of all these makes up the natural process. The entirety of the past,



Mathematical model for describing the universe 55

present and future natural processes constitutes the universe. For the creation of the universe,
we assume the existence of the definition of “from nothing to something”, of which the
PMSB method can also be a part.

(1]
(2]
(3]
(4]

(5]

(6]
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(9]
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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban bemutatunk néhany médszert arra, ahogyan a négy
alapmiveletet hasznéltdk kozépkorban, és didhéjban korvonalazzuk a torténelmi
hétteriiket.

ABSTRACT. In the paper, several medieval algorithms for four basic arithmetic
operations are presented together with a short outline of their historical
background.

1. Bevezetés

A kiilonféle nézetek szerint a 14 — 17. szdzad kozotti idoszakaszban ért véget a kozépkor.
Tobb nagy jelentdségli esemény is az eurdpai tudomanyok fejlodését segitette, és Eurdpa a
tudoméanyos és kulturdlis vezetd szerepet atvette Kina és az arab vilag helyett. A tudoményos
gondolkozasban uj, fontos szerepet kaptak a kisérletek, és 1j technoldgiai otletek vezettek a
kaoszbdl az uj rend felé.

A tudomany és a matematika még a 14. szazadban is részben a hittudomény szolgélataban
allt. A szamolast gyakorlati céloktdl vezérelve tanitottdk, példaul egyhazi iinnepnapok
kiszamitasahoz. Szent Agoston (354-430) hangsiilyozta a szdmok ismeretének fontossagat és
szamokrdl A keresztény tanitdsrol cimi miivében irja [2, XXXIX,56]: ... a szdmtant sem az
emberek hoztdk létre, hanem csak rdjottek és kipuhatoltdk szabdlyait ... hogy hdromszor
hdrom ne legyen kilenc, ... hogy a hdrmas szdmhoz viszonyitva ne legyen hdromszoros, a
hatoshoz mérve egyszer és félszer akkora, hogy valamely szdmnak a kétszerese legyen, mivel
a pdratlan szdmoknak fele nincsen ... vdltozatlan szabdlyok vannak, melyek semmikép sem
emberi alkotdsok, hanem csupdn a tehetségesek éleselméjiiségének leleményei. A
hagyomanyos vélekedés szerint Agoston a matematikat mindennél jobban gyiilélte, és a
matematika nila nem tudomény, mert tobb helyen megtalalhat6 ez a forditds (A Genezisrdl
sz0 szerinti értelemben, 2, XVII, 37): Jo keresztények ovatosak legyenek a matematikusokkal
és minden mds tanitoval, kik iires dolgokat hirdetnek. A veszély mdr régota valosdagos, hogy a
matematikusok szovetséget kotottek az ordoggel az ember lelke elhomdlyositdsdra, és az
ember pokolhoz ldncoldsdban. Nagyon valdsziniitlennek tiinik, hogy Sz. Agoston, mint a
kereszténység és kiilonOsen a nyugati gondolkodas egyik kozponti személyisége, €s az elso
kozépkori és utols6 Okori gondolkoddénak tekintendd, ilyen negativ kapcsolatban éllna a
matematikaval. Nagyon val6észinii, hogy a helytelen hivatkozis rossz forditasbol ered. Az
agostoni idében a mathematici allat a numeroldgusokat vagy az asztrologusokat jelentették.

Persze, korabban és késobb is talalhatunk kiemelkedo tuddsokat, akik nem szerették a
matematikat. Al-Gazali (1058-1111) arab nyelvii perzsiai muszlim teolégus és filozofus, az
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egész iszlam vilag egyik legnagyobb gondolkoddja szerint a szamok manipulalasa az ordog
munkaja.

Aurillaci  Gerberttet (940-1003), a késobbi II. Szilveszter papat (999 — 1003)
boszorkanysaggal gyanusitottak matematikai és rendkiviili szamolasi képessége miatt. Oneki,
aki a Szent Istvan kiradlyunknak koronat kiildott, pontosabban a mai korona fels6 részét és
megalapitotta Magyarorszag elsé (Esztergomi) érsekségét, tulajdonitjuk az arab
szamjegyeknek bevezetése FEurOpidban. Azok hasznalatit Spanyolorszagban, az arab
miveltség eurdpai kozpontjadban Cordobaban tanulta meg. Mint elsé nyugat eurdpai tudos
honositotta meg a nyugat Eurépaban a moérok altal kozvetitett szanszkrit szdmjegyekkel vald
szamolasi eljarasokat, melyeket masfél évszazaddal korabban Al-Khvarizmi fejlesztett ki.
Olyan szamitisokat tudott fejben elvégezni, amelyek nagyon nehezek voltak azok szdmaéra,
akik csak romai szamokat hasznaltak. Ez pedig nincsen az ordoggel valo cimborasdg nélkiil.

1. abra. II. Szilveszter és az 6rdog Chronicon pontificum et imperatorum (1277) szerint

A kozépkori 1d0 végének egy 1ényeges vonasanak a matematika kiemelkedése bizonyult.
Thomas Bradwardine (1290 — 1349), kozépkori angol matematikus, csillagisz, az Oxfordi
Egyetem magisztere, teologiai doktor €s rovid ideig canterbury érsek, mar abban az irdnyba
érvel, hogy a szamok az alapja az egész természetfilozo6fidnak. A matematika a
kinyilatkoztatéja minden valodi igazsdgnak.

Nem mind arany, ami fénylik. Jacques Le Goff (1924 — 2014) a hires francia torténész, a
kozépkorra orientalt szakértd, egyik konyvében [1] igy jellemezte a kozépkori népi szamitasi
képességet: A kozépkor nem szamol a 12. szdzadig, vagy legaldbbis nem szereti a szdmokat.
Amikor a kozépkori emberek szamokat haszndlnak, azok szimbolumok szamukra: 3, 7, 12 és
tobbszoroseik, vagy nagy szdm, ezer vagy millio. ... A kozépkori falusiak nem irnak. A
forrdsokban csak kozvetve jelennek meg, abban amit a papsdg mond roluk. De a kozépkori
Eurépa nyolcvan szdzaléka falusi.

2. Matematika a kozépkori egyetemeken

Az az egyetemi vilag €és egyetemi rendszer, amit ma ismeriink, kozépkori alapokon nott
fel. Az elsé eurdpai egyetemek katedralisok mellett jottek létre. A kozépkori egyetemek
viszont egyediilallo intézmények voltak, teljesen masképpen szervezddtek, mint a korabbiak.
Bar egyhazi alapitasiak voltak, mégis teljes Onallosaggal rendelkezd szervezeteknek
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szamitottak, és a papat kivéve minden egyhazi és vilagi hatalomtdl fiiggetlenek voltak.
II. Szilveszter volt az atyja az ugynevezett quadrivium négy tudomanyaganak bevezetésével,
ami az aritmetikdbol, a geometridbol, a zenébdl és az asztrologiabol (csillagaszatbol) allt
ossze. O bévitette ki addigi trivium (a grammatika, a dialektika és a retorika) targyakat.
Gerbert ezeket a tudomanyokat még az arabok szomszédsigaban mikodoé ibériai
kolostorokban sajatitotta el. Azt megeldzden Gerbert a trivium alapjan tanitott.

A legalso szintli egyetemi végzettség, a baccalaureus (“babérkoszoris”) cim volt — ezzel a
fokozattal tanithattak az alsébb iskoldkban. Két-harom évi tovabbi tanulds utdn a magister
(“mester”) fokozatot lehettet elérni, amely jogot adott el6adasok tartdsara a szabad
miivészetek karan.

Az alapitast kovetd években a pragai Karoly Egyetem hallgatéinak a baccalaureus cim
eléréséhez Joannis de Sacro-Bosco Algorismus cimii (mas néven De arti numerandi)
konyvérdl szolo eldadisokat kellett hallgatniuk. Ez a konyv jelentdsen befolydsolta
Eurépaban az arab szamok hasznélatat a 13. szazad végén. A konyv versekbe volt irva az
aritmetikai szabdlyok egyszerlibb memorizaldsa érdekében (természetesen latinul). A 11
fejezetet mindegyike egy-egy aritmetikai mivelettel foglalkozott: numericié (az indiai
szamok olvasdsa és irdsa), Osszeadas, kivonas, felezés, kettdzés (duplazis), szorzds, osztas, a
szamtani sorozat 0sszegzési képlete, négyzet- és kobgyokvonas, stb., abban az idében ezek
mindegyike kiilonallé muvelet jelentett.

Eldadasokon a hallgaté megtanulta azt is, hogy kell az abakuszon kavics segitségével
szamolni. Hallgatonak 3 heti el0adasért fél pragai garast kellett fizetni.

Kiilonbozé modszerek maradtak fenn az 6kori Egyiptombdl, Babilonbdl, Gorogorszagbdl,
az Indus-volgybdl, és Kinabol. Kétszerezést eloszor az egyiptomiak hasznaltak a szorzashoz.
Az egyiptomi matematika szamirasa és a szamolas additiv volt. Szamirasuk 10-es alapu, és a
10 hatvéanyaira kiilonboz0 jeleket hasznaltak. A szorzést kezdetben kettdzésre vezették vissza
(késobb tizszereztek is). Az egyiptomiak igyekeztek mindent 0sszeadasra vezetni vissza, és
csak harom aritmetikai miiveleteket ismertek:

e (sszeadas,

* kivonas,

* kettdzés.
A kettdz€s nem a kettdvel valo szorzast jelenti a mai felfogasban, mert a kettdvel vald szorzas
elvégezhetO az egyszeregy ismerete nélkiil, hiszen elegend6 Osszeadni a szamot dnmagéval.
Az egyiptomi mddszer a Jahmesz altal irt Rhind-papirusz szerint sorozatos kettdzésen és
Osszeadason alapul. Példdul a 13 és 21 egyiptomi Osszeszorzdsa kettézésekkel (mai
jelolésekkel, bal tabla):

vl 21 v 13 21
2 42 6 42

v 4 84 v 3 84

v 8 168 vl 168
13 273 273

Az egyiptomi szamoldémester addig folytatta a kétszerezést, ameddig elérte, hogy az elso
tényezd, jelen esetben a 13, Osszetehetdé a bal oldali oszlopban 4ll6 kettes hatvanyokbdl,
ezeket a kétszerezés kozben megjelolte, és a végén az alkalmas szorzatokat a jobb oldalon
Osszeadta.

Ahogy itt leirtuk, ezt az degyiptomi szorzdsi mdédot még a kozépkorban is tanitottdk
Eurépa-szerte. Az egyiptomi milveletekhez hozzatartozik még a felezés. Az egyiptomi
szorzas a kozépkorban a ,kétszerezés és felezés” modszerévé fejlodott ki. Megjegyezziik,
hogy bér az utobbi két miivelet meglepd szamunkra, a kozépkorban szerepelnek az aritmetikai



60 Porubszky Istvan

miveletek listajaban. Példaul, 1400 koriil a cseh matematikus, csillagisz és orvos Prachatici
Christian (Kfist'an z Prachatic) irta az Algorismus prosaycus elnevezésii tankonyvet a pragai
Karoly Egyetem hallgat6i szdmara, amelyben igy irt: megprobdltam roviden osszedllitani a
szamitdsi miivészet alapjait. A munka megkiilonboztet kilenc aritmetikai miiveletet a fent
emlitett de Sacro-Bosco konyvben leirtak szerint.

A fenti felezést az un. orosz parasztok szorzds hasznélta, amelynél csak ismételt
kettdzésre és felezésre van sziikség (jobb tabla), és ezért elonyds volt az tanulatlan orosz
muzsikok szdméra. Egymas mellé irjuk a két 6sszeszorzand6 szdmot. Az egyiket (leginkébb a
nagyobbikat) duplazzuk, de a mésikat felezziik. Ha kapunk maradékot, azt elhagyjuk. Ezt
addig végezziik, amig a felezéssel el nem jutunk 1-ig. Az igy duplazassal kapott olyan
szamokat, amelyikek a felezéses oszlopban paros szdmot tartalmaznak, kihagyjuk. A
megmaradt szamokat 6sszeadjuk, és az Osszeadas eredménye a adott két szadm szorzata.

3. Ujjak - alegrégebbi digitdlis szamit6gép

A kozépkori ember toll és papir nélkiil végzett minden szamitast (elszigetelt esetekben
részeredményeket jegyzett le), de nem segédeszkozok nélkiill. A legfontosabb,
elengedhetetlenek és mindig elérhetdk voltak a sajat kezei €s a sajat ujjai. A kéz ujjai mint egy
tobb golyds szamlalo eszkdz miikodtek (a golyok mint ujjiziiletek szerepeltek, a kéz tenyér, és
ha sziikség volt ra, erre a célra hasznélta az ujjbegyeket, tenyérrészeket, stb.). A szamold
gyakran mnemotechnikai verseket hasznalt, amelyeket a szamitdsnil hangosan mondott fel
magénak fejbdl, és amelyikek a numerikus értékeket kddoltak.

Err6l a tényrdl, hogy az ujjakkal valé szdmolas valamikor fontos szerepet jatszott az
életben, tandskodik a nyelviink. A szamjegyeket angolul digits €s a franciaul doigts szavak
jelolik. Mindkét kifejezés a latin digitus (ujj) sz6bdl szarmazik.

A szamok abrazolasa ujjak segitségével (jelenleg is hasznélt rendszer) a benedekrendi
szerzetestol, tiszteletre méltd6 Szent Bédatdl (Venerabilis) (672/673 — 735) szarmazik. A
rendszert leirta Az ido szdmitdsdrol (De temporum ratione) cimii munkajaba. Mégpedig annak
az elso fejezetében, az Tractatus de computo, vel per loquela gesztusok digitorum-ban. Ez az
els6 irasban fennmaradt abrazolas az ujjakon vald szamolasrdl. A rendszer lehetové teszi a két
kézzel vald szamolast 9999-ig, de nehézkes a 100 feletti értékekkel. Béda rendszerét az egész
kozépkorban hasznaltik. Valdszinlileg Béda nélkiil az ujjakon szamolds, mint egy eurdpai
kozépkori kulturalis-torténelmi kategdria, feledésbe meriilne, mivel minden késObbi iras
visszatér a Béda fejtegetéséhez. Az ujjakkal valé szamolasra figyelmet szentelt Fibonacci is a
Liber Abbaci miivében. Az elso fejezetének végén egy részletes leirast ad az ujjakkal torténd
szamolasrol. Az olasz ferences rendi szerzetes, egyetemi tanar, €s matematikus Luca Pacioli
(14457 — 1514), Leonardo da Vinci matematikatanara, részben modositott Béda rendszerét a
nagy enciklopédikus konyvében, az egyik leghiresebb miben, €és az egyik els6 nyomtatott
konyvben: Summa de arithmetica, geometrica, propotioni et proporcionalita, (Az aritmetika,
a geometria, az ardnyok, és az ardnylatok osszefoglal6 targyaldsa), amely 1494-ben jelent meg
Velencében, rdadasul nem latin, hanem olasz nyelven. A Béda-féle rendszerben, az ujjak
mozgatisa és pozicionaldsa jelzi a kiilonféle szamokat, kiilonboz6képpen behajlitott ujjak
jelolték az egyeseket, tizeseket, stb.

Eurdpaban a kozépkorban gyakorlat volt az ujjakon torténd szamléalas. Ujjaink nem csak
Osszeadni és kivonni segitenek nekiink, hanem szorzashoz is hasznalhattuk. Az egyik ilyen
rendszert, a regula ignavi-t, néha cigany (egy masik moddositisa: pillangd) szorzasnak is
nevezik. Az eljaras a kovetkezd: mindkét keziinkon annyi ujjat egyenesitiink ki, amennyivel a
tényezd nagyobb, mint 5. Ekkor az egyenes ujjak Osszege adja a tizek szamat és a fel nem
emelt ujjak (a kéz tenyerében rejtett ujjak) szorzata eredményezte az egyeseket. Ennek a

Z.,%0

modszernek 1étezik szinte egy ,,negativ”’ valtozata is: Mindkét keziinken annyi ujjat hajlitsunk
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be, amennyivel a tényezd nagyobb, mint 5. A behajlitott ujjak 6sszege adja a tizesek szdmat,
az emelt ujjak szorzata pedig az egyeseket. Ennek az eljardsnak az az eldnye, hogy
lecsokkenti az egyszeregy szorzotidbla ismereteit a negyedrészre, 5 X 5-Osre. Az eljaras
bizonyitasa nagyon egyszeri: (5 + a) (5 + b) = 10(a + b) + (5 — a) (5 — b).

4. Abakusz

Az abakusz az els0 szamoldeszkoz, amelynek Osi formdit majdnem minden Okori
kultiraban, és valdsziniileg egymastdl fiiggetleniil, hasznaltidk. Megnevezésére sokszor helyi
nevét hasznaltik: szdmveto (magyar), szcsoti (orosz), szuan-pan (kinai), szoroban (japan), stb.
Erdekes az orosz szcsoti abakusz verzi6. A kozépkor vége felé a kinai abakusz eljutott
Oroszorszagba és ott az eurdpai hatas alapjan modosulva terjedt el, és mostandig hasznalatban
van.

Roéméban kobdl, bronzbdl vagy agyagbdl készitett abakuszt hasznéltak, amelyeken
kavicsokkal (calculi) szamoltak. A szamolds latin eredetli neve calculare, amely a
szamologépek angol eredetli kalkulator elnevezésének is az eredete, a kavics azaz calculus
szObol szarmazik (innen szarmazik tehét a latin calculus (szdmolds) sz6). Masik forméja tobb,
vékony rudat vagy palcat tartalmaz, amelyek mindegyikén esetleg kiilonb6zd szind,
meghatirozott szamu és rendll csusztathaté korong vagy golyé taldlhatd. Gyakran csak egy
hét bardzdaval ellatott agyagtabla volt, mindegyik bardzda a romai szamok egyikét képviselte.
A golyodkat ezekben a bardzdakban lehettet mozgatni. Ezek segitségével végezte el a kezeld az
Osszeadds és a kivonds miiveletét.

2365 + 1473 = 3838
ezresek (co) L ° ® *—o o oo o
L]
szazasok (C) e o o e & o o seosso s e o o
] ® . ]
tizesek (X) L ® ® *—o—o ® o @
L J L ] L ]
egyesek (I} e o e e o o e o o
Oszeadandok egybevetés tisztazas

2. abra. Osszeadas abakusszal

Szorzas €s osztas elvégzésére csak bonyolult szabalyokkal alkalmazhaté. Példaul, az
elsddleges probléma a szorzisnél, amely a legmagasabb hatvanytol kezdddik, abban all, hogy
azt a legmagasabb 10 hatvanyt meg kell hatdrozni, vagyis az abakusz szempontjabol azt a
barazdat kitlizni, amelybe szorzat els6 golydja keriil. Ehhez egy kényelmes szabaly van, hogy
ez ¢ =a+ b — 1 bardzda lesz, ahol a a szorzand6 Aaltal elfoglalt barazdak szama, b a
szorzoval elfoglalt barazdak szdma, és ¢ a szorzat bardzdainak szama. Ezt a szabalyt mar
Arkhimédész (kb. i.e. 287 — 1. e. 212) is ismerte, és a kozépkori abakuszistak hasznaltik.

Ko6zépkori Eur6paban hasznaltak még egy 30 oszlopba osztott sima falapot, altalaban az
elsé harmat tortszdmokkal valé szdmoldshoz, a megmarad oszlopokat a természetes
szamokkal torténd szdmolasara (egységek, tizesek, szazasok, stb). Aurillaci Gerbert bevezetett
egy érdekes abakusz mddositast: ahelyett hogy a kavicsokat rakta a megfeleld helyre vagy
oszlopokba, szamolasi bélyegeket (apex, apices) haszndlt a keleti arab szamjegyekkel
(dgynevezet ghubar (,,homoktabla” vagy ,,portabla”)). Igy val6jdban a tizedes helyiértékes
rendszert (nulla nélkiil) alkalmazta, és késobb csak a kolostori iskoldkban jelent meg.
Egyébként a 15. szazad végéig az abakuszt a romai szamjegyekkel hasznaltak.
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A 12. szazad végétdl az abakuszt az asztalra rajzolt vonalakbdl 4116 tablazat valtotta fel.
Ennek az eljarasnak az az eldnye, hogy nincs sziikség semmilyen eszkozre. Elég volt tobb
parhuzamos vonalat megrajzolni és minden vonalhoz egy nagysagrendet (egyesek, tizesek,
szazasok, stb.) hozzarendelni. A kavicsokat vagy a vonalakra vagy a koztiik 1évd hézagokban
(ahol a fele értékiik volt) helyezték el. Ezt még a 16. szazadban is sikeresen hasznaltik. A
szamvetd tabldk a kozépkori kereskedOk nélkiilozhetetlen eszkozei voltadk. Késébb a
szamvetdk vagy letorolhetd tabldkon szamokkal, vagy abakuszon szamol6 pénzekkel
szamoltak. A szamol6 asztalok vagy tablak mellett hasznaltdk még un. szamold-teritdket vagy
szamolo-szonyegeket. Ezek tulajdonképpen egy textilidra himzett vagy rajzolt abakuszt
alkotnak, melyet barhol le lehetett kiteriteni és hasznalni. A régi francia bure, burel sz6bodl,
amely "durva gyapjui"-nak felel meg, szarmazik a bureau, Biiro, stb.

A romai szamokat a 14. szizadig hasznaltdk, amikor a matematikai és gazdasagi
szamitisokban lassan de visszavonhatatlanul kiszoritottdk Oket az indiai-arab szamok.
Fibonacci (1180? — 1250), aki jelentdsen segitett az arab szamok eurdpai felhasznalasdban, a
Floss cimii miivében az x3 + 2x? + 10x = 20 egyenletet targyalja. Anélkiil, hogy jelezné,
hogyan taldlta meg az egyenlet egy kozelitd megoldasat, vératlanul a hexadecimalis
rendszerben adja meg azt: 1°22'7"742"'33%4740% . Azt a tényt, hogy az arab szamok
altalanos hasznalata lassan terjedt el, mutatja, hogy pl. Kopernikusz kétféle moédon irta a
szamokat. A hatvanas alapu rendszerben irt és fokokba mért szogeket romai szdmokkal
jegyezte, ugyanakkor az egész szamokban mért hosszusagokat arab szamokkal.

5. Aritmetikai miiveleteket

A kozépkorban még a négy alapmivelet elvégzése sem volt egyszerii feladat. A 15.
szazad végén a nagyobb irasbeli feladatok még inkébb el6térbe helyezték a vonalakon torténd
szamolast. A tizedes helyiértékes rendszer elterjedésével az aritmetikai miiveleteket kezdték
irasban végrehajtani és a hasznalt modszereket fokozatosan tokéletesitettek. Maga szamitas
balrél jobbra haladt, ami azt jelentette, hogy a legmagasabb helyiértékli helyen kezdték. Ez
okozta azt, hogy a részleges eredményeket a szamitis sordn gyakran kellett korrigalni, mert az
alsébbrendii jegyek befolyasoltdk a mar kiszdmitott felsobb rendii részeredményeket. Ezek az
eljarasok 4ltalaban Indidnbdl terjedtek el, ahol poros- vagy homoktablakon végezték el Oket,
lehetové téve a részleges eredmények egyszert torlését és azonnali modositast. Eur6paban
ezeket a eljardsokat papiron kezdték végrehajtani, és emiatt a eredmények torlése nem volt
ennyire egyszerli. Ezért az eredmények torlését a sziikségtelen szadmjegyeknek athizas
valtotta fel. A szamitas eredményét azutdn a megmaradt szamjegyekbdl allitottak Ossze.

5.1. Osszeadas

A szamolo felirta az 6sszeadandokat egymds ald, az eredményt pedig altalaban foléje irta.
Példaul 3478 + 5673 + 9784 = 1893 . Osszeadni a legmagasabb helyiértékii helyen
kezdtek:

O W W[4 oo
N O B
[C<BENEENE LN O]
B~ W ocoln

Ezt az 6sszeadasi mddszert megtalalhatjuk még a 16. szazadi tankonyvekben, és idonként
késobb is.
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5.2. Kivonas

A kivonast a kozépkorban tobbféle moédon végezték el. Az elsé moddszer Indiabol
szarmazik, és hasonlo az eldbb leirt Osszeaddshoz. A kisebbitenddt és a kisebbitdt irjuk
egymas ala és balrdl jobbra vonunk ki.

Egy masodik kivonasi mddszer un. tizes kiegészitéssel Europaban fejlédott ki. Az 1, 2, ...,
9 szamjegyeknek a tizes kiegészitése: 9 =10—-1,8=10—-2, ..., 1 = 10 — 9. A szdmol6 az
elsd sorba beirta a kisebbitenddt, alatta a méasodik sorba a kivonandot, és a kiillonbséget
harmadik sorba alattuk. Maga a szamitas itt is jobbrdl balra tortént. Ha a kivonand6ban egy
kisebb szamjegy 4llt mint a kisebbitendoben, vagy ez a két szdm azonos volt, akkor a két
szamjegy kivonasat a jelenlegi kivonasi médon végezték. Ha azonban a kisebbitenddbe
kisebb szamjegy allt, mint az alatta levd kivonandonak a szdmjegye, akkor a kivonandd
szamjegyet a tizes kiegészitésével cserélték fel, €s ezt a 1j értéket a kisebbitendé szamjegyhez
adtak hozza, és ezt a Osszeget irtak le mind eredményt. Egyuttal a kovetkezd kivonandd
szamjegyhez egyet hozzaadtak.

Példaul a 67 — 48 kivonasnal a kivonas utols6 helyén 7 — 8 van, amit ,,nem lehetet
megtenni”, azért a 8 helyett vették a tizes kiegészitését, amelyiket hozzaadtak a 7-hez, és igy
kaptdk meg a kiilonbség utolsé szamjegyét: 9. Az eredménynek az els6 szamjegye
6—-(4+1)=1.

Ez a mddszer nyilvanvaldan azért igaz merta — b = a + (10 — b) — 10.

5.3. Szorzas

A szorzési algoritmusok fejlédése egy kicsit valtozatosabb. A hasznélt algoritmusok
tobbsége Indiabdl szarmazik. Minden szorzasi algoritmus feltételezi az egyszeregy ismeretét,
azaz a1 X 1-t6l 9 X 9-ig a szorzatok tudasat. Mégis ennek a kis egyszeregynek az ismerete
tilsdgosan nagy igényt jelentett a kozépkori szamolOk szdméra, ezért olyan moddszereket
fejlesztettek ki, amelyben a szorzétablanak csak egy kisebb részét kellett fejben tartaniuk.
Egyik ilyen moddszert, ahol csak 5 X 5-ig kellett az egyszeregyet megtanulni, az Ujjak — a
legrégebbi digitdlis szamologép fejezetben méar lattunk.

Az egyik kozépkori eljards, amelyet a tobbszamjegyli szamok szorzasra hasznéltik, és
amelyet galea, vagyis hajo néven neveztek, szintén indiai eredetii. Megint a legmagasabb
szamjegytol kezdték, és fokozatosan, sziikség szerint haszndltdk a részeredmények torlését.
Amikor az eurépaiak ezeket az eljarasokat papiron kezdték végrehajtani, a torlést a részleges
eredmények athuzasaval és folé irassal helyettesitették. Az igy létrejovO szamitasnak a
lejegyzése egy vazlatos hajora emlékeztetett vitorlarudakkal és vitorldkkal, ahonnan az eljaras
a nevét kapta. Példaul a 246 x 387 = 95202 szorzas a végén igy nézet ki (bal oldalon a lenti
abran):

2 3
5 4 + 5
4 38 32 4 3
9 3 4 0 + 9 5 4
& 9 9 6 s + + 8 5
+ 3 & 8 2 2 3 9 5 6 % | 6 2 3
6 2 3 8 7 32 8 4 4 4
2 4 6 6 6 32 8 8
2 4 4 3
2 3
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5.4. Osztas

A legelterjedtebb kozépkori mddszer a tobb szamjegyli szdmok osztisara egy olyan
eljaras volt, amely ugyanolyan nevet kapott, mint egy szorzas: galea vagy battello. Ez az
algoritmus is Indiabdl szarmazik, melyet poros tablakon végeztek el. A 239567:384 = 623
maradékkal 335 maradékos osztas az el6z0 4bra jobb oldalan lathato.

3. abra. Egy 16. szazadi osztasnak a sziluettje

6. Osszefoglal6

A kozépkor egy fordul6 korszakot jelentett a ma hasznalt négy alapmiivelet elvégzésének
kialakitasaban. A hatékonysag novekedésében alapvetd tényezd volt az Indidban kidolgozott
tizes helyiértékes rendszer atvétele, tovabba az arab tuddsok 4ltal alkalmazott szdmolasi
eljarasok hozziillesztése az eurdpai koriilményekhez. A dolgozatban néhany ilyen alapvetd
szamolasi mddszert mutattunk, kitérve a szoban forg6 korszak rovid torténelmi hatterére.

Koszonetnyilvanitas.

A szerz0 szeretné kifejezni kdszonetét a meghivasért Szalay Laszl6 tandr urnak, hogy
részt tudott venni és hozzajarulni Sopronban a Matematika Oktatdisa és KUtatdsa
Szemindrium (MOKUS) 2018-as munk4jdhoz. Szeretné még kifejezni mély koszonetet a
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sorban, a szerz6t az RVO 67985807 stratégiai fejlesztési finanszirozas tamogatta.
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Probléma megoldasi mddszerek egy térgeometriai feladat kapcsan

Barta Edit
Soproni Egyetem Matematikai Intézet
barta.edit(@uni-sopron.hu

OsSZEFOGLALO. Egy térgeometriai feladaton keresztiil szeretném bemutatni azokat
a probléma megoldasi modszereket, gondolkodasi moédokat, amelyeket az élet
kiilonboz6 teriiletein dolgozd, munk4juk soran konstruktiv gondolkozast igényld
feladatokkal talalkozé emberek alkalmaznak, ha egy-egy problémaval taladlkoznak.
A példan keresztill arra is szeretnék ramutatni, hogy egy-egy kézzelfoghat6
feladattal hogyan tehetjiik szinesebbé, érdekesebbé az integralszamitas oktatasat.

ABSTRACT. We show how people working in different fields use different thinking
methods and problem solving skills for figuring out the same spatial geometrical
exercise. We also point out that a real life problem can give a challenge in teaching
integral calculus.

1. Bevezetés

Ennek a cikknek az otletét egy magam altal megélt torténet adta. Néhany évvel ezelott
kozvetlen kollégaim korében valaki felvetett egy térgeometriai feladatot, amelynek az eredete
szamomra nem ismert. Egy kockat két lapparjara merdlegesen atfurunk egy-egy hengerrel
ugy, hogy a henger palastja érinti a kocka mésik négy oldalat. Mekkora az igy megmaradd
megmozgatta a feladat, de végiil csak harman foglalkoztunk a problémaval, és jutottunk el a
megoldasig: a technikus, a faipari mérnokhallgatdé €s a matematika-fizika szakos tanar.
Megoldasunk szinte viccbe ill6, legalabb is alatdmasztja azokat a vicceket, amelyek a
matematikusok koriilményes gondolkodasmddjat allitjak kozéppontba szemben a mérnok
frappans megoldasaival. Oldalakat szamoltam teleirva integriljelekkel, tobbszor is mellékutra
tévedve, mig kikristalyosodott a legrévidebb megoldds. A technikus rovid matematikai
probalkozés utan elkészitette a kérdéses testet, és tomegméréssel jutott helyes eredményre. A
mérnokhallgat6 pedig leiilt a szamitdgép elé, és egy tervezdprogram segitségével megrajzolta
az atfart kockat, majd kiszamoltatta a megmarad6 rész térfogatat. Itt elsdsorban a sajat,
matematikai megold4saimat szeretném ismertetni a mellékutak nélkiil. Egyik célom az, hogy
ramutassak arra, hogy a tilsdgosan szaraznak t{ind integralszdmitisi tananyagot igenis van
lehetésége az oktatonak élettel feltolteni, érdekesebbé, szinesebbé tenni egy-egy ilyen
feladattal.

2. Afeladat és a megoldasok ismertetése

A feladat

Egy kockét henger alaku lyukkal atfirunk az egyik szemkozti lappérjara merdlegesen
ugy, hogy a lyuk tengelye egybeesik a kocka ezen lapparjara merdleges szimmetriatenge-

KULCSSZAVAK. Integralszamitas, gondolkodasi médok, atfirt kocka.
KEYWORDS. Integral calculus, ways of thinking, drilled cube.
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lyével, és érinti a kocka masik négy oldalat. Ezek utan ugyanilyen lyukat firunk egy masik
lapparra merdlegesen is. Hanyad része a kocka igy megmaradd térfogata az eredeti
térfogatanak?

A ,,matematikus” megoldasai.

Eldszor a megoldas menetét talaljuk ki! Ha a kocka térfogatabol kivonjuk az egyik henger
térfogatat majd a masikét, akkor a két henger k6zos részének térfogatat kétszer vontuk ki,
tehat azt még hozza kell adni az eredményhez. Egyfajta szita-formulaval:

Vmegmaradé = Vkocka - 2Vhenger + kazés°

A kocka és a henger térfogata jol ismert képlettel szamithatd, tehét a feladat kulcsa a két
henger k6zos részének meghatarozasa. Erre tobb lehetdség is kinalkozik, ezek koziil szeretnék
néhinyat bemutatni. El6szor érdemes a testet elképzelni, vazlatosan megrajzolni. Mar itt
felmeriil az els6 probléma. A haromdimenzids test két dimenzidban valé szabadkézi
megrajzolidsa kissé nehézkes, jo térlatast igényel, dmde a hallgatknak tobbnyire ez az
egyetlen lehetdség all rendelkezésre, foleg ha akkor halljak eldszor a feladatot, és ott helyben
6ran meg is kell oldani. Ugy vélem, pedagdgiailag helyesebb, ha az oktat6 is szabadkézzel
rajzolja fel a tablara. A kész abrdk kivetitése latvinyosabb ugyan, de hitelesebb és
konnyebben kovethetd a valds idOben felrajzolt abra. Ennek ellenére jelen cikkben a
szemléltetd abrak szamitogéppel késziiltek.

A feladatot legkézenfekvobb integralszamitassal megoldani. Eloszor helyezziik el a két
athat6 hengert a haromdimenzids derékszogli koordinata-rendszerben. Erre két lehetOség
kindlkozik, melyeket az 1. abra szemléltet.

YA YA

1 1
a) b)

1. abra. A test elhelyezése a koordinata-rendszerben és vetiilete az xy-sikra
Az origét mindkét esetben a kocka kozéppontjaba helyeztiik. Szimmetria okok miatt a

kozos rész térfogatat elegendd az xy-sik pozitiv siknegyede felett kiszdmolni, igy az egész
rész nyolcadat kapjuk meg. Mivel a kérdés egy viszonyszam, a megoldas fiiggetlen a kiinduld
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kocka méretétdl. Célszerti tehat az oldalélét 2 egységnyinek valasztani, igy az atfur6 henger
sugara 1 egység lesz. Az a) elrendezés esetén egységnyi oldali négyzet-tartomanyon kell
integralni két hengerfeliiletet, mig a b) esetben negyedkor tartoméanyon kell integralni egy
hengerfeliiletet. Sziikségiink van az x-, y- és z-tengelyli hengerfeliiletek egyenletére, melyek a
kovetkezdk:

x-tengelyli hengerfeliilet: y? + z2 = 1,

y-tengelyli hengerfeliilet: x% + z% = 1,

z-tengelyli hengerfeliilet: x? + y? = 1.
A feladat megoldasat a

Vmegmaradé _ Vkocka - 2Vhenger + Vkézds

Vkocka Vkocka

formula fogja szolgéltatni, amelyben

Viocka = (2r)* =2° =38,
Vhenger = r*m(2r) = 2m.
1. megoldas

Nézziik eldszor az 1. dbra a) elrendezését. Az x- és az y-tengelyll hengerek az y = x és az
y = —x egyenletii sikokban metszik egymast, melyeknek az xy-sikra eso vetiilete ugyancsak
azy = x és az y = —x egyenletli egyenesek. Az 1. siknegyed vonalkazott tartomanya felett az
y-tengelyli henger helyezkedik el lentebb, mig a potty6zott tartomanyon az x-tengelyi.
Mindkét tartomany felett ugyanakkora térfogat van, ezért elegendd az egyiket szamitani, s az
eredményt 16-tal szorozni. Ez most a vonalkazott tartomany feletti rész lesz. Tehat feladatunk
az, hogy az 1. a) dbran lathaté vonalkazott haromszog tartomanyon integraljuk az y-tengelytli
hengerfeliiletet, vagyis az

z=f(x,y) =Vv1—x? ey

kétvaltozos fiiggvényt.

A két valtoz6 integralasi sorrendjétdl fiiggden kétféleképpen irhatjuk fel az integrélt:

1y
szf\/l—xzdxdy
00

vagy
V= fol f(ic\/1 — x2dydx.

Az elObbi integral esetében az
x =sint

helyettesités alkalmazandd, amellyel kissé hosszabb €s koriilményesebb a szamolas, mig az
utobbi integral egészen egyszertien elvégezhetd.

V= [ [INT—*2dydx = [INT—x2[ylidx = [} xVT— *2dx @
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Az y valtozo szerinti integralas utan egy klasszikusnak mondhaté integralt kapunk. Egyik

megoldasi lehetdség az

1—x%2=t
helyettesités. Masik lehetdség az, hogy a kifejezést megszorozzuk — 2-vel és el is osztunk
vele:
1 1 1
szx 1—x2dx = —EI—Zx 1 — x2dx,
0 0
ekkor egy
fn+1(x)
n ! d —
[ e =22
alaku integralt kapunk, ahol
f) =1-x2
f'(x) = —2x,
1
n==.

A megoldas:

Tehat a két athat6é henger ko6z0s részének térfogata

16
Vikizos = 16V = 3
A feladat megoldasa pedig:
16
Vmegmaradé _ 8 —dm + 3 —
Vkocka 8

2. megoldas

31

(1-x2)2| 1 1

[ T
0

w| v
|
NI

Tekintsiik most az 1. b) abra szerinti elrendezést. A z-tengelyli henger xy-sikba eso

vetiilete nem mas, mint az

xt2+y?t=1

3)

egyenletll kor. Elegendd most is az 1. siknegyedbe esé negyed korlapon integrali (vonalkazott
tartomany). Az integrdland6 fiiggvény most is az y-tengelyli hengerfeliilet, azaz az (1)
fiiggvény. Az x és y valtozok szerinti integralas sorrendje itt is kétféle lehet, de az el6zdekben
elmondottak alapjan célszerli most is el0szor y azutdn x szerint integrilni. Ez esetben az
integraldsi tartominy hatarvonalét jelentd negyed koriv egyenletét a (3)-bol kifejezett

y=+1-—x?

fiiggvény adja.



Probléma megoldéasi modszerek egy térgeometriai feladat kapcsan 69

A kiszdmoland6 kétvaltozds integral a kovetkezo:

1
- |
0

V1 —x?dydx.

o\'-‘
RN

A szamolas menete:
V1-x2

1 1
V= f f V1 —x2dydx = f\/l — x2 [y|y* " dx
0o 0 0

1

1 31 1
=f\/1—x2\/1—x2dx=f(1—x2)dx=lx—%l =1—§=
0 0

0

Wl N

Ez a nyolcada a két henger kozos részének, tehat a teljes kozos rész térfogata 16/3.

Megjegyzés: konnyen félrecsiszhat a feladat megoldasa, ha a kortartoméany lattdn az
integralt sikbeli polarkoordinétikkal akarjuk felirni. A probalkozast az olvaséra bizom.

3. megoldas

Egy kovetkez6 megoldas tovabbi térlatast igényel. Tekintsilk most csak a két athatd
hengert, valamint annak k6zos részét mint 6nall6 testet (2. a) és b) dbra).

a) b)

c) d)

2. abra. A két egymasba tolt henger (a), kozos résziik (b) és a kozos részt felépito elemek (c), (d)

Vegyiik észre, hogy a kozos rész a 2. c¢) dbran lathat6 mddon nyolc egybevagd kisebb
testre bonthatd. Egy ilyen épitéelemet a kdvetkezd modon szdrmaztathatunk: messiik el az
egységsugard, egységnyi magassagd hengert egy olyan sikkal, amely az alaplapjanak egy
atmérojét tartalmazza, és az alaplappal 45 fokos szoget zar be. Az igy kettévagott hengernek
eltavolitjuk a sik f6lé esd részét. A megmaradé alsé részt térfogatdnak meghatarozasihoz a 2.
d) abran lathat6 moédon helyezziik koordinata-rendszerbe. Az xy-sikkal 45 fokot bezaro, y-
tengelyt tartalmaz6 sikot megadé kétvaltozds fiiggvény:

fooy)=x

Ezt a fliggvényt kell integralnunk az xy-sik pozitiv siknegyedébe esdé negyed koron, igy a
test térfogatanak felét, a két henger k6zos részének pedig 1/16-at kapjuk.

1V1-x2 1
V= Jj xdxdy=§
0 0

Az eredmény levezetését az olvasora bizzuk.
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4. megoldas

Felmeriil a kérdés, hogy ha mar tgyis integralnunk kell, miért nem irjuk fel kozvetleniil —
a szita formula kihagyasaval — a kocka megmarad6 térfogatit. Ehhez az 1. a) 4abra
elrendezését hasznalhatjuk. Elegendd most is az egyik haromszog tartomény folott szamolni,
ez az eredmény 1/16-at adja. Mig a két henger kozos részének kiszdmolasakor a két henger
koziil a lentebb elhelyezkedének a feliilete alatti térfogatot kell kiszdmolnunk, gy most a
fentebbi henger feliilete és a kocka fels6 lapja kozotti térfogatot kell meghataroznunk.
Viélasszuk most a pottyozott haromszoget, mely folott az y-tengelyli hengerfeliilet
helyezkedik el magasabban, melynek egyenletét (1) adja, mig a kocka fels6 lapjanak
egyenlete

gx,y) = 1.
Az integralast célszeriien el0szor az y aztan az x valtozod szerint hajtjuk végre.

= ff(g(x,y) — f(x,y)) dydx = ff(l —M) dydx.

A szamolas menete:

1

11
V= 6]-;!- 1—x2)dydx—j(1—M)(1—x)dx.

0

A szorzést elvégezve és rendezve az integrandust a kovetkezd harom tagra bonthat6 az
integral:

1 1 1
=f(l—x)dx—f\/l—xzdx+fx\/1—xzdx.
0 0 0

Vi V2 V3

Az elso tag:

N| =

1
v—f(1 Ydx = x21—1 1_
= Xdx = |x ——| = 5=
0 0

A mésodik tagnal alkalmazhatjuk a kissé hosszadalmas x = sint helyettesitést, de van
egy mas lehetdség is. Vegyiik észre, hogy az integrandus nem mas, mint egy origd
kozéppontd egységsugard kor, melyet a [0,1] intervallumon integrdlva éppen a negyed kor
tertiletét kapjuk, értéke tehat /4. A harmadik tag pedig épen (2)-vel egyezik, értéke 1/3. A
kapott eredményekkel a feladat megoldasa:

1 m 1 16
16(z-7+3) 8-d4n+3

Vmegmarad() _ 16V _ _ _
Vkocka Vkocka 8 8

wl u
NS

Ez a hosszadalmas mddszer ugyan nem tartalmazza azt az Otletet, amellyel a szita-
formula segitségével egyszeriibben jutunk el a megoldashoz, mégis ugyanazt a szamitast
végeztiik el, hiszen Vi a kocka, V> a két henger, V3 pedig a két henger kozos részének a
térfogatat szolgaltatja.
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A ,,mérnok” megoldasa.

A feladat els6 megoldasa alkalméval (2010 el6tt) az atfurt kocka a Solid Edge ST2
programmal lett megszerkesztve €s a térfogat kiszamolva. Most a cikk irdsakor az Autodesk
Inventor 2015 és az Autodesk AutoCAD 2016 tervezdprogramok didkverzi6it hasznaltuk. A
minél pontosabb eredmény elérése céljabol a kocka élének hosszat 2000 mm-nek
vélasztottuk, mig a lyuk atmérdjét 1999,98 mm-nek. Erre azért volt sziikség, mert ha a lyuk
atméréje egyezik a kocka oldalélének hosszaval, akkor a kocka fizikailag szétesik
résztestekre, és a program nem kezeli egy testként. A szerkesztés gyors és egyszerli volt, a
szamolas két gombnyomas. A kocka megmaradoé térfogata:

Vinegmaraas = 767054089,9292 mm?>.
Vessiik ezt 0ssze a matematikai szamitassal kapott pontos eredménnyel:
16
Vinegmaraas = 8 — 4m + 3= 0,766962718 térfogategység.

A mérnok 4ltal kiszamitott eredmény a pontostol mindossze 0,012 %-kal tér el.

3. Osszefoglalé

[rasomban négy gondolatmenet alapjan ismertettem a Kkitiizott feladat matematikai
megoldasi lehetdségeit. A kozos bennilk az, hogy a megmaradd rész térfogatat
integralszamitassal hatdrozzuk meg. Az els6 hirom megoldas a két 4thaté henger kozos
részének térfogatit hatdrozza meg, majd a szita-formulat alkalmazva kapjuk meg a
megmaradé térfogatot. A negyedik megoldas kozvetleniil a megmaradé térfogatot hatarozza
meg, de ugyanigy a szita-formula van benne elrejtve. Jol példazza ez azt, hogy ha nincs egy
jo otletiink, terviink a megoldashoz, sokszor akkor is ugyanazokat a lépéseket végigjarva
jutunk el a végeredményhez, de kissé hosszadalmasabban, s esetleg rejtve marad eldttiink, mit
is szamolunk éppen. A megoldasokban szerepld integralok technikailag nem nehezek, talan
minden olyan oktatdsi intézményben, ahol integrilszamitdst oktatnak — beleértve a
kozépiskoldkat is — a tananyag részét képezik, igy elvileg kiszdmolhatdk a tanultak alapjan.
Az igazi konstruktiv gondolkodast maganak az integralnak a felirasa jelenti, mely igényli a
test elképzelésének képességét, azt, hogy hogyan célszerl azt a testet elhelyezni a koordinata-
rendszerben, valamint az alapvetd feliiletek egyenleteinek ismeretét. Az elobbi két képesség
fejleszthetd, ha nem pusztan hatirozott integralokat frunk fel megoldasra, hanem alapvetd
teriileteket, egyszeriibb testek, csonkolt testek térfogatdt szamoltatjuk a hallgatokkal,
szabadkézi vazlatot készittetve velilk. Ugyanakkor remekiil alkalmazhaték szemléltetésre a
tervezOprogramokkal elkészitett abrak.

A torténetbdl tanulsagként levonhatd, hogy mindenki olyan eszkozokhoz folyamodik egy-
egy probléma megoldasa sordn, amelynek birtokdban van: a ,matektanir” a papiron vald
szamolashoz, a ,technikus” a furdégéphez és a preciziés mérleghez, a ,,mérnok” pedig a
tervezOprogramhoz.

Koszonetnyilvanitas.

Ezuton szeretnék koszonetet mondani piromnak, Bakki-Nagy Imrének, aki annak idején
faipari mérnokhallgatoként megrajzolta és kiszamolta a megmaradd kocka térfogatat, és most
a cikk kedvéért ujrarajzolta, szamolta a feladatot az emlitett két djabb programmal. Tovibba
koszonom neki a cikk abréainak elkészitését.
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OSSZEFOGLALO. Megérkezett a Z-generécio a felséoktatasba, ezért a matematika
oktatds modernizaldsa az egyetemeken is nagyon idOszerii. Milyen legyen az a
matematika-oktatas, amellyel képesek lesziink megfelelni a jov6 kihivasainak?

ABSTRACT. The modernization of mathematics teaching in higher education is very
timely. The notation used in mathematics to learn, develop problem-solving skills
and the development of mathematical thinking is the most important goal. How can
this be achieved in higher education?

1. Bevezetés

A  matematika fogalmai, tételei, eljarasai, jelolésrendszere biztositja azokat az
ismereteket, amelyekkel a mérndki berendezések milkodését meghataroz6 természeti
torvények, vagy a kisérletek sordn tapasztalt jelenségek leirhatok. A matematika masrészt
intellektudlis tevékenység, egy specidlis gondolkoddsmod. Tanulédsa soran fejlodnek ki azok a
gondolkodasi képességek, amelyek nélkiilozhetetlenek minden miszaki, agrar, informatikai
€s gazdasagi teriileten dolgoz6 értelmiségi szdmara. Ilyenek példaul az ok-okozati kapcsolat
felismerése, a sziikséges, az elegendd, és a sziikséges és elegendo feltétel fogalma, az allando
kételkedés és kérdésfeltevés, a bizonyitdsok sziikségességének felismerése és a bizonyitdsok
modszerei. Az sem mellékes, hogy a szaktargyak jelentds részében hasznosithatdé a
matematika tudoméinyanak logik4ja, tovdbba a matematika tanuldsa sordn az 0©nallé
ismeretszerzéshez sziikséges képességek is fejlddnek.

2. Uj generacio, uj médszerek

Napjainkban az 1995 utan sziiletett Z generaci6 keriil be az egyetemekre. A modern
technikak, az informatika, az online vilag veliik egyiitt valt nagykoruva, és a személyiségiikre
hatalmas hatast gyakorol. A Z generacié tagjai kérdéseikre a valaszt azonnal az interneten
keresik, koOzosségi forumokon egymast kérdezik. A kisgyermek koruk o6ta hasznalt
szamitdgép, a virtudlis vildg magas foku vizualitast, fejlett térlatast, j6 figyelem megosztasi
képességet, gyors reakcidkészséget, eredményorientaltsagot alakitott ki benniik. Ezzel egyiitt
negativ tulajdonsagok sorat is eredményezte, mint példaul a tiirelmetlenség, kisebb kudarc- és
stressz tlir@ képesség, vagy az, hogy nincs kitartdsuk hagyomanyos modszerekkel (konyvbdl,
jegyzetbdl, papirra tollal irva, sok levezetést begyakorolva) tanulni. A Z generacié tagjai
»szenvednek” a hagyoményos egyetemi képzésben, sokszor tobb a kudarcélményiik, mint a
sikerélmény, igy elveszitik a motivaci6jukat. Nem feltétleniil arrdl van sz6, hogy a szellemi
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képességeik rosszabbak az el6zd generaciOkéndl. Csupdn mas kornyezetben nevelkedtek,
szocializalodtak.

Mi, egyetemi oktatok az X vagy Y generdcid tudasit, képességeit keressiik benniik, és
ugyanugy szeretnénk tanitani oket, ahogy ezt az el6z6 generaciokkal tettiik. Ezzel szemben
mas a belépd tudisuk, mint amit mi elvarunk, és mast var el t6lik a munka vildga is, mint
amire mi jelenleg felkészitjilk 6ket. Lehet, hogy a probléma megoldasat ezek szerint a
felsdoktatison beliil kell keresni?

3. A matematikai képzés rendszere a felsooktatasban - a képzés harom
szintje

A felsOoktatdsban a matematikai a képzés rendszerében harom szint elkiilonitésére lenne
sziikség. Az els6 1épcsofok a BSc képzés matematika-oktatdsdnak alapozasa lenne.
Egyetemiinkon néhany évvel ezel6tt még 1étezett ez a szintje az oktatasnak, sajnos jelenleg
mar nincs. A kordbbi gyakorlat az volt, hogy az egyetemiinkre frissen belépd elséves
hallgatok matematika tudasat a tanév legelején felmértiikk. Ez egy ugynevezett alapvizsga
dolgozat megiratdsaval tortént. Bizonyos szakok hallgatéi csak akkor vehették fel a
Matematika I. tantargyat, ha az elsé szemeszter legelején sikeres alapvizsgat tettek. A
sikertelen alapvizsgét tett hallgatdsag szidmara egy Alapozd matematika cimi, valaszthato
targy keriilt meghirdetésre, amelynek célja a kozépiskolai tananyag vézlatos attekintése volt.

A masodik szint a BSc (vagy osztatlan képzés) matematikai ismereteinek elsajatitasa. Itt
mar viszonylag stabil kozépiskolai ismeretekkel €s rendszerezett tudasanyaggal rendelkezd
hallgatokra van sziikség. Ha a tandr altal vezérelt, szigorian megtervezett, jol iitemezett
tanitasi-tanulasi folyamatban mindenki hajland6 lenne aktivan részt venni, azaz a tananyagot
heti rendszerességgel elsajititand, a hazi feladatokat megoldand, idoben kérne segitséget
masoktol, akkor sokkal tobb sikeres hallgatonk lenne. Egy téveszme az, hogy elegendd a
zarthelyi elott egy héttel nekidllni a matematika tananyag elsajatitisanak, és mégis sokan
elhiszik. Szerencsére azért talalkozunk egy-egy lelkesen tanuld, egymast motivalé kisebb
csoporttal, 6k j6 eredményeket érnek el. Szamukra sokkal kevesebb kudarccal jar a felsobb
matematikai alapismeretek elsajatitasa, s6t még oromet és sikerélményt is taldlnak benne,
fiiggetleniil attdl, hogy kifejezetten érdeklddnek a matematika irdnt, vagy sem.

A harmadik szint a matematikai alapismeretek soran elsajatitott tudasanyag és képességek
alkalmazasa a matematika késobbi, specialis fejezeteiben. Egyes szakokon mar a BSc képzés
soran linearis algebrat, valdszinliségszamitast, statisztikat kiilon tantargyként hallgatjak
hallgatdink, illetve az MSc és PhD képzésben is visszatér a matematika. A miiszaki alapoz6
targyak, majd a mérnoki szaktargyak elsajatitdsa sordn is nagy segitség, ha valaki a
matematika tanuldsa sordn szerzett ismereteket, jartassigokat, készségeket, képességeket
hasznositani tudja. Megallapithatd, hogy még a tanulminyaik elején nagyon gyenge
hallgatoink is legtobbszor sikeresebbé valnak a késdbbi, specidlis matematika tantargyak
elsajatitasa soran. Valdsziniileg idokozben megtanuljak, hogy hogyan kell a matematikét
elsajatitani, illetve az els6 félévek sorozatos kudarcainak hatdsara a targyhoz vald
hozzaallasuk is megvaltozik.

4. A matematika tanar munkaja

Az oktatds — barmilyen tantargyr6l is van sz6 — egy nagyon komplex feladat: az
ismeretszerzési, tanitasi-tanulasi folyamat tervezése, irdnyitasa és értékelése a cél. Hatékony
pedagdgiai eszkozrendszert kell kidolgozni, azt végrehajtani, és a képzési célokat el kell
elérni. A tervez6 munkinak vannak bizonyos peremfeltételei, pl. a hallgatokr6l (a hallgat6i
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csoportokrdl) szerzett és feldolgozott informécidk, a meghatarozott tananyag, valamint a
tanitasi célja. Tudni kell, hogy a hallgatok az el6tanulméanyaik soran milyen ismeretekre,
jartassagra, készségekre tettek szert, milyenek a képességeik, milyen a munkamddszeriik,
mennyire  Onalléak, van-e Onellendrz0 képességiik, fegyelmiik (6nfegyelmiik),
koncentraloképességiik. Milyen a motivacidjuk, milyenek az akarati tulajdonsagaik. A
peremfeltételek ismeretében, a feltart koriillmények mellett kell megtervezni a kozelebbi és
tdvolabbi célok elérésének konkrét modjat. Az oktatasi folyamat hatékonysaga attdl is fligg,
hogy a folyamat egyes szakaszai mennyire vannak osszehangolva. Figyelembe kell tehat
venni az egyes szakaszok kozti ugrdsokat, atvaltasi nehézségeket is (kozépiskola — BSc
képzés, BSc képzés — MSc képzés).

A peremfeltételek feltardsa utdn a kordbbiakban emlitett els6 és masodik 1épcséfok
sikeres végrehajtasdhoz a tananyagot elemezni kell, annak didaktikai szerkezetét meg kell
vizsgalni (fogalmak, ezek kapcsolatrendszere, tételek, ezek kapcsolatai, bizonyitasok,
eljarasok, sziikséges eldismeretek). Ezt kovetden a tevékenységszintek megéllapitisa (a
fels@oktatasban szokasos oktatési struktira szerint: eldadas anyag, gyakorlati anyag és onallo
munka), és az eszerinti tagolas, majd ezeknek a szakaszokra val6 bontdsa (kb. 13 oktatési
hétre torténd elosztas) torténik. Fontos a kozépiskolai és egyetemi oktatasi forma kozti
eltéréseket is figyelembe venni, de alkalmazkodni kell a hallgatésag igényeihez is.

Az egyetemeken nagy ardnyban megjelend gyenge eldképzettségli tanulok fejlesztésére a
felsdoktatasban kevés lehetdség van. Nincs felzarkéztaté oOra, legfeljebb néha egy-egy
konzulticiés lehetdség. Ez utdbbin nem a kozépiskolai hidnyossagok poétlasa, hanem az
aktudlis tananyag kapcsan felmeriil6 kérdések megvalaszolasa a cél. A didkok egyéni haladasi
tempojat nem tudjuk figyelembe venni. Legtobbszor nagy létszamu csoportokban zajlik a
gyakorlati 6ra, rdadasul feszitett a tananyag mennyisége miatt a munkatempd, igy a tabldhoz
kihivni hallgatékat csak nagyon ritkdn van lehetdségiink. A matematika Oraszdmokat
minimalizaltdk, viszont a mérnoki tudomanyok késdébbi elsajatitdsidhoz sziikséges minimalis
matematika tananyagot mégis meg kellene tanitanunk. Az oktatok leterheltek, igy tovébbi
csoportbontdsokra nincs lehetdéség. A gyenge munkafegyelmii, tanuldsban alulmotivalt
didkokrdl nincs rendszeres visszajelzés, csupan a rengeteg elégtelen zarthelyi dolgozat
mutatja, hogy valami nincsen rendben. A kis egységekben megfogalmazott, igy teljesithetd
kovetelmények megadhatndk a siker lehetdségét, az értelmes tanulds Oromét, de ennek
megvalOdsitasa ilyen koriilmények mellett nagyon nehézkes.

Tapasztalataink szerint napjainkban a hozzank érkezd hallgatok jelentds részének joval
tobb instrukcidra, vezetésre, gyakoribb szdmonkérésre lenne sziiksége, mint a korabbi évek
didksaganak, azaz az oktatas modszereit a kozépiskolai mddszerek irdnyaba kell eltolni.

5. Projektpedagogia a matematika oktatasban?

A munka vilagiban ma mar egyre gyakran taldlkozunk a projekttervezés és
projektvégrehajtis fogalmédval. A projektpedagogia olyan tanuldsszervezés, amelynek
kozéppontjaban valamilyen probléma (esetleg elvégzendd tevékenység) all, és a hangstlyt az
ismeretek megszerzésének, illetve a képességek fejlesztésének folyamatara helyezik.
Idetartozik az altalanos iskoldkban, illetve kozépiskoldkban mar bevezetésre keriilt projekt-
vagy témahét fogalma is. A projektmddszer a tanuloi tevékenységek tudatos tervezését
igényli, a megismerés f6 forrasava a tanuld tapasztalatat, érdeklddését, tevékenységét teszi. A
projektpedagdgidban nagyon sokszor alkalmazzdk a csoportos és paros munkéit. Ennek
hatékonysagat azzal indokoljak, hogy minden ismeretszerzési folyamatnak két oldala van:
egyrészt individualis €s kollektiv, mésrészt tarsadalmi tevékenység. A csoportmunka és paros
munka sordn a matematikai probléma megoldasa marad a kozéppontban, a tevékenység mégis
érdekességé, kiilonlegességé valik, és ez a moddszer az Osszetettségével, Ujszerliségével a
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figyelem fenntartdsanak fontos eszkoze. Tehét az egyén még hatékonyabban jut ismeretekhez,
ha nem csak kozlés altal kapja az informaciokat, hanem sajat tevékenységével is hozzijarul az
ismeretszerzéshez, illetve vitdk, eszmecserék altal a tobbiektdl is tanul. A csoportmunka a
matematikaoktatisnak ezen a szintjén szervezetten kevéssé kivitelezhetd. Vannak ugyan
barati, kollégiumi tanul6parok, kisebb tanuldécsoportok, amelyek eredményesen miitkodnek, de
tanari irdnyitassal végzett csoportmunkit eddig nem alkalmaztunk. Val6sziniileg hasznos
lenne, ha a hallgatok szdmara a jelenleginél tobbszor tudnink kiadni feladatokat otthoni
feldolgozasra, gy, hogy kozbeiktatott kozos megbeszélésekkel, tanari iranyitassal,
kiegészitésekkel €s magyarazattal, de mégis onalldan szerezzenek ismereteket. Ezt a modszert
tobbnyire csak a kis 1étszamui MSc és PhD 6rakon hasznéljuk, tovabba a zarthelyik €s vizsgak
eldtti konzultacidkon fordul eld kétetlen csoportos beszélgetés a matematikarol. Ez a médszer
hatékony mind a tervezés, mind az ismeretszerzési folyamat irdnyitdsa szempontjabdl is,
ugyanis megvalosul benne a visszajelzés (formativ értékelés). Ez pedig lehetdséget ad arra,
hogy a tananyag targyaldsara szant idOot a hallgatéi igényeknek legmegfelelobb ardnyban
osszuk el az egyes anyagrészek kozott. Haszna tovabba, hogy felkészit az ©nalld
ismeretszerzésre, fejleszti az onellendrzo és onértékelési képességet.

6. A modern el6adas és gyakorlat

A felsOoktatdsban a tandrdk két kiillonbozd tipusa az eldadis és a gyakorlat. A
szakirodalom az el6adasoknak harom kiilonbozd tipusat emliti: hagyomanyos,
problémafelvetd és interaktiv.

A hagyoméinyos eldadds sordn az eldado bizonyos informacio-anyagot kész,
megjegyzésre alkalmas formédban kozol, a hallgatok nem vesznek részt az informécidk
létrehozasaban, munkajuk csupan az ingerek befogadasa és a jegyzetelés. Ha kozvetleniil az
eldadds utdn mérjilk, hogy mennyire hatékony ez a modszer az ismeretelsajatitas
szempontjabol, akkor 10-20 szdzalékos eredményt kapunk. A hagyomanyos eldadas és a
kozépiskolai oktatas kozott olyan nagy a szakadék, hogy még a tehetséges hallgatdknak is
nehézséget jelent az atallas.

A problémafelvetd (diszkurziv) eldadas lényege az, hogy téarsalgasi stilusban, a
hallgatosaggal parbeszédet folytatva ismertetjilk meg a tananyagot. Ez az eldbbi modszernél
nagyobb aktivitast kovetel a didksagtdl és onall6 gondolkodésra tanit. A problémafelvetd
eldadis hatranya az, hogy a kérdések megvitatdsara, igazi parbeszéd kialakitasara —
legtobbszor idébeli korlatok miatt — csak csekély mértékben van lehetdség, a hallgatok 6nalld
gondolatai sokszor rejtve maradnak. Mérések igazoljak, hogy ennek hatékonysiga 40-60
széazalék.

Az interaktiv jellegli eldadast egyes irodalmakban konverzatorium jellegii, vagy
konverzatorikus eldadasnak is nevezik (konverzici6=tarsalgas, beszélgetés). Ez azt jelenti,
hogy az eldadason megprobaljuk sokat foglalkoztatni a hallgatokat, igy az érdeklddésiiket
végig fenntartjuk. Hallgat6i tevékenység lehet példaul a matematika oktatis sordn a targyalt
egyszeriibb tételek 6ndllo igazolasa (akar hazi feladatként), és az eldadashoz kapcsolddo,
tanar altal kiadott tipuspéldak otthoni megoldasa. Ez a mddszer all legkdzelebb a Galilei altal
mar tobb, mint 400 évvel ezel6tt megfogalmazott gondolathoz, miszerint ,,Az embert nem
lehet valamire megtanitani, hanem csak hozzasegiteni ahhoz, hogy a tudist maga szerezze
meg.” Az interaktiv el6adas hatékonysaga kutatasok szerint 70-90 szazalék.

Intézetiink oktatoéi igyekeznek interaktiv jellegli eladdsokat tartani, de mindnyéjan maés-
més személyes megkozelitésben. Onalléan bizonyitando6 tételeket, illetve hazi feladat példakat
adunk minden 6ran, de természetesen megfeleld elokészitést (ravezetés, instrukcidk, stb.)
kovetden. Egyiitt ,,fedezziik fel” az Osszefiiggéseket, nehézségeket és szépségeket, amelyek a
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tananyagban szerepelnek, és matematika torténeti érdekességek emlitésével probaljuk
kozelebb hozni a tananyagot a didkokhoz. A hallgatdk ilyen moédon tapasztalataim szerint
nagyobb eséllyel szokjadk meg a rendszeres, tananyag kovetd tanulést, illetve az 0nalld
ismeretszerzésre is fokozatosan alkalmassa valnak.

A gyakorlatokon a legfontosabb cél az eldadas anyaganak alkalmazasa, de el@adast
el0készitd, ismereteket rendszerezd funkcidja is lehet. Az ismeretanyagot tobb oldalrél
megkozelitve mélyithetok a hallgatok ismeretei, fejleszthetd gondolkodasi képességiik.
Gyakorlaton egy kicsit tobb lehetdség van problémafelvetésre, kérdésfeltevésre, és az egyiitt
gondolkodésra, de szamtalan nehézség és oktatdsi kérdés is felmeriil a gyakorlatokkal
kapcsolatban, amelyekrdl mar az el6z6 részben szo volt.

Mind el6adason, mind gyakorlaton igyeksziink figyelembe venni a didaktikai alapelvek
mindegyikét: fokozatossdg, szemléletesség, ardnyossig, rendszeresség-szervezettség,
komplexicitds. Mindezek ellenére sokszor taldlkozunk a matematika tantiargyak
kovetelményeit nem, vagy csak sokadszorra, az elégségeshez sziikséges minimélis
eredménnyel teljesitd hallgatokkal. ElsOsorban az oktatdsi modszereinket, a tananyag
mennyiségét és egyéb koriilmények feliilvizsgélatat szoktuk ilyenkor elvégezni. Egy hatalmas
dilemma a kovetkezd: ha nem engediink az oktatis szinvonalabol, akkor nagy lesz a
lemorzsolddas, ha kisebb kovetelményeket timasztunk, akkor pedig romlik az intézmény
presztizse, és a végzettek alkalmatlanok lesznek a feladataik ellatdsara. A tananyag
mennyisége véleményiink szerint sajnos tovabb mar nem csokkenthetd, hiszen vannak
minimalis kovetelmények, amelyekre sziikkség van a mérnoki tudoményok elsajatitisahoz.
Felmeriil néhany masik tényezd szerepe is ebben a kérdésben: példaul a hallgatd képességei,
szorgalma, a tantargyhoz val6 hozzaallasa.

7. Osszefoglalas: Mi lehet a megoldas?

Modern oktatdsi modszerek kialakitdsara van sziikkség: problémaalapi oktatas,
projektmunka, kollaborativ, kooperativ tanulds, ismeretitadis helyett kompetenciafejlesztés,
az ismeretek szamonkérése helyett kompetenciamérés. Sokak szerint az ismeretkdzl0
kontaktérak szamat csokkenteni, €s az iranyitott, 6nalld, problémamegoldé tanulasi id6t pedig
novelni kellene. A hagyomanyos, frontalis oktatds nem oly mértékben késztet gondolkodésra,
mint a modern, interaktiv oktatas. Korszerli tanulasiranyitasi modszereket kellene alkalmazni,
a tanulasi folyamatot szinte semleges szereploként, facilititorként kellene iranyitani A kérdés
csak az, hogy lehet-e, €s ha igen, akkor hogyan lehet matematikat oktatni a napjainkban
szokdsos Oraszamban, nagy 1étszamu csoportokban, a mar korabbiakban vizolt matematikai
alapismeretekkel rendelkez6 hallgatoknak facilitatorként?
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