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ARATO MATYAS (1931-2015)

SLirelemmel viselt hosszu, sulyos betegség utdn 2015. junius 2-dn elhunyt
Araté Matyds, a Debreceni Egyetem Informatikai Kardnak professzor emeritusa,
Széchenyi-dijas és Akadémiai dijas matematikus, az ELTE diszdoktora, a Magyar
Koztarsasdgi Erdemrend Tisztikeresztje és az Eotvos Jozsef Koszori kitintetések
tulajdonosa, munkatdrsunk, tandrunk, kedves jo bardtunk. 84 éves volt.”

Lapunk négy alapité tagjanak sordbdl mar egyik sincs kozottiink. Koziiliik
most Araté Métyas emlékét orokitjitk meg a lap hasdbjain. A bevezetést Fazekas
Gabor megemlékezésébol idézziik, és majd téle kolesonozziik a lezarast is.

Végig kovetjiik palyajat publikdciéinak idérendi sorrendje szerint, kozbe
illesztve életének f6 allomasait, felhasznélva ehhez Fazekas Gébor altal készitett
interjut 1994-bdl, és sajat onvallomdsnak is beilld koszond beszédét, amelyet az
ELTE diszdoktoravé avatisa alkalmabdl irt.

Egy kis svab faluban Eleken sziiletett Arad megyében, egy kistisztvisel$ elsé
gyermekeként, akit még kett6 kovetett. Eredeti neve Sipiczki Matyéds volt, &sei
kozott magyar nevii nem is volt. Mégis magyarnak tartotta magat, ragaszkodott
hazajédhoz.
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2 ARATO MATYAS (1931-2015)

Az els6 10 év, a tanyavildgban toltott nyarakkal, a szeret6 rokonsdg korében,
élete szép, meghatarozo korszaka volt.

Igy fejezte ki ennek egész életére vald kihatdsat:

,,E’s ez az élet, ez a szeretetteljes inditds, ami korilvett, hazamhoz, a nagy csalddhoz
kotott egész életemben. Mert akdrmit is mondhattak, akdrmi is torténhetett, elsza-
kadhattam egy idére, messzire kerilhettem, messzire kertlhettek a hozzdm kozel-
allok, én megmaradtam magyarnak.”

Ko6z0sségi embernek tartotta magat, ezt tekintette sikerei zalogjanak:

HFiatal éveim leglatvdnyosabb eredménye, hogy mindig be tudtam illeszkedni kéozos-
ségekbe, és kozosségi emberré vdltam. Ez segitett a tovabb haladdsban, az élet
megértésében. Ez segitett abban, hogy meg tudjam kilonboztetni a jot a rossztol,
az értékest az értéktelentdl.”

1941-ben Makéra koltoztek, igy tudott gimnaziumba jarni. A Csandd Vezér
Gimndazium 4j vildgaban taldlt els6 kozosségére a Csandd cserkészcsapatban. Itt
alakult fejlédése, embersége és édesapja asszimilaciés szandékdanak is megfelel6en
ismeretrendszere népi gyokerti magyarnak. Fz a kozosség segitette, amikor 14
éves koraban elvesztette édesapjat. A harom &arvéat édesanyja egyediil nevelte,
szegénységben, de szeretetben.

A vildgégés eltiintette teljes eleki rokonsdgat; munkaszolgélat, kitelepités volt
sorsuk. Szegeden matematika, fizika és abrazol6é geometria szakra iratkozott be
1949-ben. Viélasztasiat az motivalta, hogy akkor ezt olyan szakménak tartotta,
amelynek mindig megmarad a becsiilete. Gimnaziumi tanulményaib6l a mate-
matika szinte teljesen hidnyzott, ami sokdig akadalyozta abban, hogy évfolyam-
tarsaival egyenrangu hallgatoként vegyen részt az egyetemi oktatdsban. De itt is
sikeriilt a kozosségbe beilleszkedne, sikeriilt kivivnia szorgalméaval, akardsaval az
évfolyamtarsak megbecsiilését és szeretetét. Ez a szorgalom, akarat és kitartas
végig meghatarozé jellemz&je maradt.

Alkalmazas iranti érdeklédésének megfeleléen 1951-t61 Budapesten folytatta
tanulmanyait az akkor indult alkalmazott matematikus szakon. Eros tarsak kozé
keriilt, tjabb felzdrkézési feladattal kellett megbirkéznia. 1954-ben diplomazott,
majd az MTA Alkalmazott Matematikai Intézetébe keriilt tudomanyos segédmun-
katarsként. Az ebben a periédusban megjelent els6é 5 dolgozatabdl kitlinik az ana-
litikus formuldk kezelésében és veliik valé szamolasban valé készsége, integralok
és differencidlegyenletek megolddsaban vald felkésziiltsége. A késEbbiekben ezt
nagyon j6l kamatoztatta. Rényi Alfréd iranyitdsaval dogozott, és 1957-ben meg-
jelent kozos cikkiik mar a valdsziniiségszamitasi el6zetes ismereteire utal. Az éle-
tét és palyafutdsat meghatarozé merész vallalkozasa volt, hogy 1958-ban el mert
menni aspiranturara Moszkvaba, a vilig egyik legnagyobb matematikusdhoz,
A. N. Kolmogorovhoz. Rényi ajdnldsdra jutott a vildg akkor egyik, vagy taldn
a legerdsebb sztochasztikus rendszerekkel foglalkozé iskoldjaba. Sikeresen beil-
leszkedett a rendkiviil erds korabbi és akkori aspirdnsok kozosségébe (Prohorov,
Rozanov, Sirjajev, Zolotarjov), elismerésiiket és sokuk bardtsigét elnyerte. Kolmo-
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gorovval vald baratsagat megtapasztalhattuk magyarorszégi latogatésai alkalma-
val. Sok neves aspiranstarsa koziil kiemelheté Ja. G. Szinajjal, a 2014. évi Abel—dfj
nyertesével kotott baratsaga, aki tarsszerzije is volt, és aki sok mindent tanitott is
neki. Ennek nyomdt ldthatjuk a [109-111] szdmu dolgozataiban, amelyek inkdbb
az 1j ismereteirdl szolnak, kis kiegészitésekkel, és még nem 14j témajarol.

1962-ben Moszkvaban megszerzett kandidatusi fokozatdt a [112], [107] és [108]
dolgozatok alapoztdak meg, amelyek a staciondrius Gauss-folyamatok statisztikai
elemzésében jelentettek érdemi attorést. A [107] cikk az egydimenzids staciond-
rius Gauss—Szamol6Markov-folyamat paramétéreinek becslésével, mig a legneve-
sebb dolgozat, a [108], a komplex esettel foglalkozik, és tdrsszerz6i Kolmogorov és
Szinaj voltak. Az altaldnos becslés meghatdrozdsa mellett a dolgozat érdekessége
még a Foldtengely rotécidja, a Chandler-ingadozés, sztochasztikus komponensé-
nek paraméterbecslése.

A baratsagok és tudomanyos fejlodés mellett mast is hoztak a moszkvai évek,
a csalddalapitast. Lidia Puskinszkajaval kotott hazassdga egyben egy nagy kulti-
ra, az orosz kultira elsajatitasat is jelentette szaméra. Ezzel is kib&viilt otthona.
Felesége irodalmar, az orosz irodalom kutatéja, az ELTE oktatéjaként tudta foly-
tatni Budapesten is oktatdi, kutatéi munkajit. Gyermekeiket, Mikldst és Verat
mindkét nyelvre és mindkét kultira mélyebb ismeretére tanitottdk.

Hazatérése utan 1965-ig a Beliigyminisztériumban dolgozott rejtjelfejté ma-
tematikusként. Moszkvai tartézkodasa idején és utana is gondot forditott arra,
hogy hazai folyéiratokban, és magyarul is megjelentesse 1j ismereteit és eredmé-
nyeit. Jellemz6 publikdcidi a folytonos dllapoti Markov-folyamatok statisztikai
vizsgdlatardl irt négy részes cikk [105-108], jegyzetek, ijabb eredmények a folya-
matok paraméterbecslésérél, statisztikdrdl és alkalmazdsokrdl (1968-ig 8 magyar
nyelvii folydiratcikk). 1965-t6] tartott specidlis el6addsokat az ELTE matemati-
kus szakédn sztochasztikus folyamatok elméletébél. Ezen taldlkoztam vele elészor.
A kovetkez6 nagy fordulépontot 1965-ben az MTA Szamité Kozpontban kapott
osztalyvezetoi kinevezése hozta el. Itt kezdte meg vezetéi palyafutasat és tudo-
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ményiranyitdsi tevékenységét. A matematika alkalmazdsai szdmitégép felhasznald-
saval, els6sorban statisztikai, sztochasztikus modellek, szamitasok jellemezték az 1j
Statisztikai és Valosziniliségszamitdsi osztalyt. Jol élt az MTA éltal kapott lehe-
t6séggel. A két Szovjetuniobdl visszaérkezett kandidatussal, Pergel Jozseffel és
Tomké Jézseffel harmasban frissen végzett egyetemistakbdl épitette ki néhdny év
alatt az osztélyt. (Az 1966-ban végzettek koziill Kramli Andrds és Knuth Eldd, az
1967-ben végzettek koziil rajtam kiviil David Gébor és Gyurdcz Németh Teréz és
Horvath Gaudi Istvdn, majd Téke Pal és még évente tobben keriiltek az osztalyra.)
Sajat kutatasi téméjaban els6sorban a folyamatok paraméterbecsléséhez tartozé el-
oszlasok numerikus meghatarozasahoz, szimuldcidéjadhoz végeztetett szamitasokat,
akkor még az Ural-2 csoves gépen. Osztalyanak ismereteit tudatosan felépitett
tanulassal fejlesztette a valdszintliségszamitas, statisztika, sztochasztikus folyama-
tok elmélete és statisztikajuk, idGsorelemzés, tomegkiszolgalds és megbizhatdsag-
elmélet, szimulaciok terén. Példaul, a Gihman—Szkorohod-konyv, Box—Jenkins-
konyv, Feller-konyv I1. kotetének teljes feldolgozasa heti szemindrium keretében.
Intenziv munka folyt, mégis kotetlen, csalddias 1légkorben, kiranduldsokkal, vizi-
tardkkal. Az osztdlyt felkésziilten érte a lehetdség, amit az MTA 1j, méasodik
generacios gépének, a CDC-3300-nak iizembe &llitasa jelentett.

Az MTA 1970. évi Tudoményos Ulésszakan, a Matematikai és Fizikai Tudo-
manyok Osztélyanak és a Miiszaki Tudoméanyok Osztélyanak ,,A szamolégéptudo-
mény kérdései” cimii kozos vitaiilésén elhangzott eléaddsa [82] vildgosan mutatja
a gép altal megnétt lehetbségeket.

»A modern nagyteljesitményl szdmoldgépek programkionyvtdranak tekintélyes
részét alkotjak az iddsor elemzéssel foglalkozo programok. Ebben a vonatkozdsban
a Magyar Tudomdnyos Akadémia CDC 3300-as 1uj gépe megfeleld lehetdségeket
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biztosit mind a matematikai kutatdsok tovdbb fejlesztéséhez, mind az alkalmazdsok
kiterjesztéséhez. Az Akadémia intézményei kutatoinak rendelkezésére dllo program-
konyvtar elég gazdag ahhoz, hogy standard feladatok megolddsdt kénnyen megkap-
jak, masrészt a Szamitdstechnikai Kézpont Valdszintségszamitdsi és matematikai
statisztikai osztdlydn mdr most is folyik az idekerild programkényvtdar kiprobdldsa
és bovitése.”

Az Uri utcai otthonos kis elhelyezést kindtte az Intézet, az Osztdly a Var
aljaban, a Logodi utcaban atmenetileg egy barakkba koltozott, onnan az Automa-
tizalasi Kutatdintézettel vald egyesiilés utan par évig a Kende utcaban voltunk,
majd 1975-t6l a Victor Hugo utcai 1j épiiletbe keriiltiink. Araté az egyesiiléssel a
SZTAKI igazgatShelyettese lett. 1974-ben teljesen varatlanul az osztaly vezetését
atadta nekem.

A gép lehetOséget adott szerz6déses munkakra, ami ijdonsdg volt az MTA kuta-
téintézeti tevékenységében. (Errdl kiilon is irt elemzést 1975-ben, [75].) Folytatni
lehetett a paraméterbecslésekhez tartozo eloszlasok tébldzatainak osszeallitdsat
szimulacioval és numerikus kozelitéssel, a géphez tartozé statisztikai konyvtar-
hoz id8sorelemzd programcsomag késziilt. A magas szintii programozasi nyelvek
(Algol, Fortran, Cobol, SIMULA) elsajatitdsa mellett hangsilyt helyezett szdmi-
tastudomanyi ismeretek erdsitésére, példaul Donald. E. Knuth kényveinek szemi-
narium keretében val6 feldolgozasara. Két 1j teriileten inditott el tudatos kutaté-
sokat. Az adatfeldolgozas, adatrendszerek, informéacios rendszerek irdnyvonalat a
szerzodéses munkak, mint a Dunai Vasmi termelésiranyitasi rendszere és a kérhazi
morbiditasi adatok feldolgozasa tette sziikségessé. Ehhez a teriilethez kapcsold-
dott be Békéssy Andras és Demetrovics Jdnos a relaciés adatmodell kutatdsaval,
és egyben a diszkrét matematikaval bévitve az osztaly profiljat. Araté érdeme
ezen a téren a rendszerszervezés fontossaganak és az informéciés rendszerek foko-
z0d6 szerepének felismerése volt. Az informéciés rendszerek, adatbazisok kutatasi
irdnyzatat ezzel inditotta be, ami azdta is folytatédik a SZTAKI-ban, az ELTE-n
és a Debreceni Egyetemen.

A miésik nagy teriilet az id6osztasi rendszerben {izemeld Gj gép operacids rend-
szerének elemzéséhez kapcsolédd hatékonysdgvizsgalatokbdl alakult ki. Az oszté-
lyon t6bb irdnyu modellezés folyt, szimulacids, tomegkiszolgalasi, valészinliségsza-
mitasi analitikus modellezés. Mindegyikhez hozzdjarult, legerésebb eredményei az
operacios rendszerekben zajlé tomegkiszolgalasi folyamatok diffizios kozelitésében
voltak, valamint a memoria lapozési és a hattértaroldk lapelhelyezési kérdéseinek
optimalizdlasaban. Tobb tarsszerzovel dolgozott egyiitt ezeken a témakon, de 6n-
all6 dolgozatokat is irt, sokat szerepelt nemzetkozi forumokon. Sajat f6 téméja, a
sztochasztikus folyamatok statisztikai vizsgalata élete végéig foglalkoztatta. 1970-
ben védte meg , Elemi Gauss folyamatok statisztikai problémai” cimi tudoményok
doktora értekezését. A linedris sztochasztikus rendszerek statisztikdjaban egyarant
tudta kezelni a folytonos és a diszkrét esetet, és ezzel a technikdval gazdagitotta a
statisztikai modszereket.
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JelentGs aktivitassal kapcsolédott be a hazai tudoményos és szakmai kozélet-
be. Kiemelhet$ az ELTE, JATE, KLTE részére oktatasban, kutatasban nytijtott
tamogaté egyiittmiikodése. A matematika alkalmazdsainak és a szamitastechnika
kibontakozasanak szerepét koran felismerve 1972-ban az MTA III. Matematikai és
Fizikai Osztaly keretében megalapitott Szamitastudoméanyi Bizottsdg elndke lett,
Varga Laszloval, a bizottsag titkarjaval 15 éven keresztiil vezették a bizottsagot.
A bizottsag elndkeként és vezetdi funkcidinak kihasznaldsaval a hazai szdmitas-
technikai konferencidk, férumok meghatarozé szerepléje volt.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok 1975. évi alapitasa el6tt a III. Osztaly
Koézleményei, az SZK, illetve kés6bb a SZTAKI Koézlemények és Tanulmanyok
sorozataiban mind sajat maga, mind kornyezete igen sokat publikalt magyar nyel-
ven. Az AML els6 évfolyamaiban megjelent cikkek jol tiikrozik azt az intenziv
fejlodést, amit a korszeri szamitogépek megjelenése hozott a matematika alkalma-
zasal szamara. Jol kiveheté az akkori két nagy iskola, Prékopa operaciékutatasi
és Araté informatikai orientaci6ju kornyezetének kibontakozésa.

Felismerte a szamitastechnika és informatika jelentGségét, és ezen a teriile-
ten hatékonysigelemzési modellekkel, mddszerekkel maga is ért el szamitastudo-
manyi, matematikai eredményeket. Sokunkat inditott el ezen az uton. A linea-
ris sztochasztikus rendszerek statisztikdjaban elért eredményei mellett ezt tekin-
tette masodik f6 eredményének. Ennek a teriiletnek elismertetéséért sokat tett, és
egyuttal sokat {itk6zott is, tudoméanypolitikaban és szakmai irdnyitasi szinteken.
Informatikai, informaciés rendszerek létrehozasat tartotta a legfontosabb célnak,
a hardvergyartéast ellenezte. T6bbszor is jelolték az MTA levelez6 tagjanak, volt,
amikor a III. Osztaly is megszavazta.

1976-ban SZTAKI-ban betoltott igazgatohelyettesi megbizasat felvaltotta a
szamitastechnika alkalmazasai terén sajat elképzeléseinek megvaldsitdsahoz na-
gyobb lehetdségeket biztosité KSH-hoz tartozd Szamitégépalkalmazasi Kutaté In-
tézet (SZAMKI) igazgatéi feladatdval. Az MTA kutatéintézetben toltott 10 év
utan Gjabb 10 év kévetkezett. A SZAMKI-ban sikeresen épitett fel 4j, fiatal cso-
portokat, batran bizott rajuk kihivéast jelenté feladatokat. Legnagyobb biiszke-
séggel ebbdl az idoszakbdl a Heppes Aladar féosztalyanak kozremiikodésével meg-
valésitott népességnyilvantartasi rendszer fejlesztését, a személyiszamok sikeres
kiosztasat szokta emlegetni.

A SZAMKI-ban 1980-ig sikeresen valésitotta meg elképzeléseit. Nagy orszégos
rendszerek fejlesztése — mint a népesség-nyilvantartas — mellett hatékony alkalma-
zott kutatdsok folytak. J6 hangulatu kozosséggé szervezddott az intézet, sokan
azota is tartjak egymassal a kapcsolatot.

Vezet6i terhelése mellett is folyamatosan dolgozott kutatasi témain. Publi-
kacios listajabdl lathatd, hogy a valtas id6szaka kornyékén tobb szakmapolitikai
jellegii cikket is irt. Ezek az irdsok torténetileg is érdekes képei a hazai szami-
tastechnika kibontakozasanak, jol kifejezik terveit, szandékait és az informatika
értékei melletti dllasfoglaldsét. Ilyenek a [66] cikk, ami a IT. Magyar Szamitastech-
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nikai Konferencia megnyitdsaként elhangzott angol nyelvii eléadédsa, majd a [65]
cikk az AML-ban, ahol el6szor jelenik meg szédmitastechnika helyett az informatika,
és mutatja be szamitastudoményi és matematikai problémait. Tovabbi ide tartozé
cikkek a [62], [58], [67] és [56]. Az informatika érdekérvényesitéséért, az infor-
macids, informatikai rendszerek fejlesztésének fontossagaért emelt szot ezekben az
irasaiban is. Az ESZR gépek idészakdban ez nem egyezett a hivatalos irdnyvo-
nallal. A matematika értékrendjében is az informatikdhoz sziikséges matemati-
kai alkalmazasok, az algoritmizalas szerepének nagyobb elismertetéséért harcolt.
Nem volt matematikaellenes, hiszen mindig is hangsiilyozta — ahogy Kolmogorovtol
tanulta — a matematika mély tuddsanak fontossdgat az alkalmazdsokban. Az 1981-
ig tarto idoszakban a hatékonysagelemzés teriiletén éppen a sztochasztikus appara-
tus mélyebb ismeretére épiilé eredményeivel szerzett nemzetkozi tekintélyt, amit
konferencidk szervezésében, a Performance Modelling folydirat szerkesztébizott-
sdgéba vald felkérése, és Erol Gelenbe (jelenleg az MTA kiilsd tagja) bardtsdga
mutat.

A T0-es évek legemlékezetesebb konferenciasorozata a hazai szamitdstechni-
kai kutatasok fellendiilésében, nemzetkozi kapcsolatainak kiépiilésében kiemelkedd
szerepet betoltd, hazai és nemzetkozi résztvevikkel az Operaciés Rendszerek Viseg-
radi Téli Iskola sorozat volt, amelyet Knuth Eléddel szervezett. Aktiv résztvevdje
volt a szocialista orszdgok akadémiai kozotti egyiittmiikodés keretében a KNVVT-
nek (Komisszija Naucsnije Voproszi Vicsiszlityelnoj Tehniki), a szdmitdstechnika
tudomanyos kérdései bizottsdgnak. A bizottsdg munkacsoportjainak évente ren-
dezett szakmai konferencidi és ahhoz kapcsolddd iilései jelentették akkor a hazai
informatikai kutatdsok f6 nemzetk6zi mozgasterét.

A SZAMKI-ban igazgatéi munkéjanak els6 felében épiilt ki kapcsolata a haté-
konyséagvizsgalat nemzetkozi élcsoportjaval, publikacidi is inkabb erre a teriiletre
estek. A diffazids kozelitések tovabbi modelljei és a dinamikus lapelhelyezési stra-
tégidk djszeril vizsgdlatai a [68], [67], [64], [63], [61], [60], [54], [55], [57], [51], [49],
48], [46], [45], [44] és végiil a [41] dolgozatokban szerepelnek. A SZAMKI-s kérnye-
zetben ehhez t6bb kapcsolddédsa volt, mig a SZTAKI-ban megkezdett sztochasz-
tikus folyamatok statisztikdjaval foglakozé csoporttal még az 1995-ben készitett
[73], [71], [70] dolgozatok jelentik az utolsé publikdcidkat.

1980-t6] tjra elotérbe keriilt a sztochasztikus folyamatok kutatdsa. Nem-
zetkozi kapcsolatainak erfsségét mutatja ezen a téren is példaul, hogy itt jart
S. R. Srinivasa Varadhan, az egyetlen, aki val6szin{iségelméletbél Abel-dijas (2007),
a Balakrishnannal szervezett visegrddi 3rd IFIP-WG 7/1 konferencidn. Majd egy
masik, a sztochasztikus differencidlrendszerekrol tartott eurépai konferencian valé
részvétele is mutatja a visszatérést. Ehhez tartoznak a [43], [42], [40] dolgozatok.

Erre az idére tehets a SZAMKI &talakitésa koriil kialakult nézeteltérése a felsé
vezetéssel, az intézetosszevonasok és a SZAMALK megalakuldsa. Ahogy csokkent
szerepe az intézet feladatainak iranyitasaban, sajat kutatasi téméja keriilt Gjra el6-
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térbe. Fel is késziilt ezzel egyéves amerikai ttjéra, Los Angelesben, a UCLA-n tol-
tott vendégprofesszorsagra. Ezt hasznalta ki, hogy megirja legjelentésebb miivét,
a Springer Verlagnal megjelent kényvet , Linear stochastic systems with constant
coefficients: A statistical approach” cimmel.

Hazatérése utdn a SZAMALK-ban még 1986-ig oktatési igazgatohelyettesként
dolgozott. Egyetemi oktatdsban folyamatosan részt vett, 1971-t6l az ELTE-n fél-
allasu egyetemi tanarként tanitott, majd 1984-t6l lett Debrecenben a KLTE fél-
allasu egyetemi tanara, amit 1986-t6l teljes allasra véltott és egyuttal a Szamolo-
kozpont igazgatdja lett.

Lathatoan a kozosségvaltas idoszakaban szinte kizarolag sajat kutatasi témaja-
ban, a sztochasztikus differencidlegyenleteken dolgozott. Egyszer még bevont egy
konyvfejezet ([33] publikdcid) frdsdba, ami els6 kozos munkdkat is részben tartal-
mazta. Az djabb és djabb részletek a diffizids folyamatok, a Kélméan-sziirés, a
zaj melletti paraméterbecslés terén — a [38-34], [31-29] dolgozatokban — mutat-
jak, hogy ezen a témakordn ugyaniugy nap mint nap dolgozott, ahogy a napi 5-10
kilométeres futasokat is minden reggel teljesitette.

A folyamatok eloszldsdnak a standard Wiener-mérték szerinti Randon—Niko-
dym-derivéltjanak kiszdamolasara és a diszkrét-folytonos dtmenet kezelésére épiilé
modszere és finom technikéja huzdédik eredményei mogott.

A feladat véltozasa életviteli valtozast is hozott.

A sport, mozgéds mindig lételeme volt. Ez jarult hozza kivételes munkabird
képességéhez. Egyetemi éveiben néptanc csoport tagja volt, a foci, evezés és leg-
jellemzébben a futds voltak kedvencei. Nem kocogott, tempdsan futott minden
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reggel 5-10 kilométert. Természetkedvel6 volt, a 80-as évek elején a Pilisben épi-
tett Tanya lett a csalad kedvelt pihendhelye. Kés6bb is, méar romlé egészségi
allapotaban is ide szeretett visszavonulni. Itt toltotte a nyarat, ide koltoztek ki,
amig dpolasa még lehetové tette.

60 éves koraban hatarozta el, hogy ettdl kezdve a csaldd és a matematika
alkalmazédsanak oktatasa keriil a tudomanyos kutatas helyett elotérbe. Feltehe-
téen ebben az elhatarozasaban kozrejatszott az is, hogy betegségének elso tiinetei
ekkor mar jelentkeztek. 1992-ben hollandiai utja mégis visszahozta régi kutata-
saiba. Sokkolé esemény mélyitette tovabb csaladjahoz fordulasat. Robi unok&ja-
nak elrabldsa Moszkvaba, majd kalandos visszahozdsa még nagyobb elszantsagot
véltott ki benne, hogy osszeszedje magdt. Ezt mutatjdk a [26], [25], [23], [22]
dolgozatok.

Legnagyobb kitiintetését 1994-ben elnyert Széchenyi-dij jelentette. Ezt kdve-
téen 70 éves kordban az MTA Eotvos Jozsef koszortjat, majd 75 éves kordban a
Magyar Koztarsasagi Erdemrend tiszti keresztjét kapta.

A Szamolokozpont vezetdjeként kihasznalta a lehetOséget fiatalok bevondsara,
akik koziil tobben kés6bb az informatika oktatdsédba keriiltek &t. A statisztika
oktatasa mellett f6 hatdsa az informatikus képzés megujitdsaban volt, elsGsorban
a rendszerszervezés, alkalmazasi rendszerek, informéciés rendszerek fejlesztésének
el6térbe hozédsa flizodik hozza. Vezetéi feladatai sorrendben: a Szamol6okdzpont
igazgatdja, az Informécidtechnolégiai Tanszék vezetéje, a Valdszinliségszamitasi
Tanszék vezetoje, végiil a Matematikai és Informaciétechnoldgiai Intézet igazgato-
helyettese.

Onallé dolgozata mér alig késziilt, viszont az 4j kozossége tagjaival sikeresen
bévitette ki a sztochasztikus folyamatok statisztikai vizsgdlatat — lasd [16-13], [10],
[8], [6], dolgozatok; 2-3 térsszerzdvel, dsszesen 9 személyt bevonva. Minden vezetéi
beosztasaban az informatika helyzetének javitasdért harcolt, sokat tett az informa-

tika anyagi és szervezeti feltételeinek karon és intézeten beliili erositéséért. Mindez
nagyban jarult hozza az Informatikai Kar 1étrejottéhez.

Az elhatalmasodé betegség egyre nehezebbé tette mozgdsat, mégis nyugdijba
vonulasaig, 2001-ig teljes intenzitassal végezte munkdjat, heti harom napot toltve
Debrecenben. A heti tobb napos debreceni tartézkodashoz az egyetem szolgélati
lakast biztositott, amit harmasban hasznaltak Lovas Istvannal és Pozsgai Imrével
nyugdijba vonulasukig. Utana is, mig 6nallé kozlekedésre képes volt, lejart Debre-
cenbe, részt vett szakmai rendezvényeken, a valdsziniiségszamitasi iskolak éves
sikfokuti taldlkozdin, sOt, szervezett is rendezvényeket. Doktoranduszaival még
héarom publikacié készitésében vett részt.

A szakmai kozosség igyekezett kifejezni elismerését, héldjat munkassidgaért.
Az ISSPSM sztochasztikus stabilitds nemzetkozi szemindriumsorozat 1996-os
Hajdtszoboszlén rendezett konferenciajan 65. évének betoltése alkalmabdl tartott
koszontésén mar ersen lathatéak voltak silyos betegségének tiinetei. A 2001-ben
Egerben rendezett kozos informatikai (ICAI) és sztochasztikus (ISSPSM) konfe-
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rencia Aratd, Varga Lészl6 és Zolotarjov 70. éves koszontésének jegyében zajlott.
A konferencia valogatott eldaddsait az Mathematical and Computer Modelling
folyéirat kiillonszaméaban sikeriilt megjelentetnie az én szerkesztésemben. A szer-
kesztés munkaiban mind a valogatdasban, mind atnézésben igen nagy részt vél-
lalt. Ebben a kotetben jelent meg ([4] dolgozat) utolsé 1j matematikai eredmé-
nye, a populdcidédinamikaban - vadasz-préda modell - hasznélt Lotka—Volterra-
differencidlegyenlet difftizids valtozatdnak bevezetésével és megoldasaval.

75. évében Debrecenben részt tudott még venni a tiszteletére rendezett tudo-
manyos iilésszakon. A 80. évfordul6 alkalmabdl a Debreceni Egyetem Informatikai
Karanak 14j épiiletében rendezett konferencidara mar nem tudott eljénni.

Utols6 nyilvanos szereplésén 2007-ben, az ELTE diszdoktorava avatasa alkal-
mabdl a k6szono6 hozzaszélasat nem tudta mar elmondani, jelenlétében én olvastam
fel. Kérhazi 4gyan a részletekben diktafonra mondott készoné beszédet egyiitt ala-
kitottuk, és jelenlétében én olvastam fel az iinnepi iilésen. Beszédének f6 mondani-
valéja sikereinek titka volt, egy sikeres palyara vald visszaemlékezés. Ezt kovetGen
allapota rohamosan romlott. Az utolsé években egyre sziikiilt mozgdsi lehetd-
sége, dlland6 dpoldsra szorult. Amig elldtdsa megoldhaté volt, a nyarat a Pilisben
toltotték Lidiaval, és az éveken keresztiil a havi valtasban naluk laké dpoldokkal.

A hivatdsa és a csaldd volt legfontosabb szamara. Edesanyjéhoz val6 szoros
kotodése mellett testvéreivel, unokatestvéreivel és csalddjaikkal szoros kapcsolatot
apolt. A csalad szeretete vette koriil élete elsé 10 évében Eleken, a boldog gyer-
mekkorban, majd a csalad szeretete kisérte végig utols6 10 évének nehéz, tiire-
lemmel viselt dtjan. o) maga is végsokig itt kivant maradni, ebben az 6nfeldldozé
szeretetben, sajat dontéssel valasztotta az életét a végsokig meghosszabbité orvo-
si lehet&séget. A szeretet, az otthonaban biztositott dldozatos apolds éltette az
emberi lehet6ség hatarain til. Nehéz at végén, mégis boldog emberként tavozott.

Visszatekintve palyajara, nem csak jo6 matematikus volt, hanem kiilonleges
adottsagu vezetd is. Nem csak kovetelt, de inspirdlni is tudott. Sokunkat inditott
el olyan tton, amiben csak az elején tartott veliink, majd 6rémmel vette, hogy
lehagyva folytatjuk sajat utunkat. Aspirdnsainak, aspirantirdn kiviili tanitva-
nyaik, majd doktoranduszainak igen magas szdma egyik jelzGje eredményessé-
gének.

Ko6zosségi megmozdulasokon kozvetlen, jé hangulatot keltd, kedves és figyel-
mes volt egyarant. Ugyanakkor tudomanypolitikai kérdésekben, szakmapolitikai
vitdkban nézépontja és az altala képviselt kozosség érdekében indulatos, hara-
gos fellépéseirdl ismerték tobben. Mit is képviselt? A matematika alkalmazéasat
tamogaté réteg létrehozasat, ami folytatédott a szamitastudomanyra épiilé pro-
fesszionalis szoftver és informatikai fejleszté garda kiépitésével, a mikods, valds
informatikai rendszerek fejlesztésének fontossagdval.

Alkalmazott matematikusnak tartotta magat, aki felismerte a szamitégépek és
informatika jelentGségét, és sokat tett hazai kutatdsuk, alkalmazasaik kibontako-
zasaért.
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,oajdt véleménye szerint: amiért dolgozott és szamdra elégedettséget is jelentett, az
annak a sok-sok tehetséges fiatal embernek elére haladdsa, akik valaha tanitvdinyai
és munkatdrsai voltak. Mi sem bizonyitja ezt jobban, mint a Széchenyi-dij elnye-
rése utdn vele készitett riport (Debreceni Szemle 1995/1) dltala vdlasztott alcime:
... arra torekedtem, hogy magamat nalam tehetségesebb emberekkel vegyem koril”.
Emlékét szeretettel megorizziik.

Budapest, 2017. marcius
Benczir Andrés
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DR. IMREH CSANAD EMLEKERE

Imreh Csanad 1975. méjus 20-an sziiletett Szegeden, édesapja Imreh Baldzs
(1945-2006) matematikus volt. ~Altalanos és kozépiskolai tanulményait is itt
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cum laude mindsitéssel. 2010-ben informatikai tudoméanyokbdl habilitalt.
2001-2002 kozott egyetemi tanarsegéd, 2002-2010 kozott egyetemi adjunktus az
SZTE Informatikai Tanszékcsoportjan. 2010-t6] tanszékvezetd egyetemi docens, a
Szamitégépes Algoritmusok és Mesterséges Intelligencia Tanszék vezetoje. 2015-t61
az SZTE Térsadalmi Kihivasok Kozpontjanak igazgatdja.

Tudomanyos érdeklodése rendkiviil széleskorii volt: kutatasokat végzett tobbek
ko6zott az online algoritmusok elemzése, a kombinatorikus optimalizalés, az iiteme-
zés, a logisztikai problémadk és az irdnyithaté automatdak teriiletén. 67 tudoméanyos
kozleménye jelent meg. 2015-ben benytjtotta MTA Doktori értekezését, amelynek
megvédését korai, hirtelen haldla akadalyozta meg. Sokoldald volt oktatasi tevé-
kenysége is: sokszinili gyakorlatai mellett el6adasokat tartott a pakolas és iitemezés,
az online algoritmusok, az algoritmusok és adatszerkezetek tovabba a véletlenitett
algoritmusok témakorébol. Kozel 100 diplomamunkat és szakdolgozatot vezetett,
két PhD hallgatdja szerzett doktori oklevelet.
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Imreh Csanad kiterjedt és valtozatos nemzetkozi tapasztalattal rendelkezett.
Még egyetemi hallgatéként 9 héonapot toltott TEMPUS 6sztondijjal az Utrechti
Egyetemen, majd 1998-99-ben hat hénapot a Grazi Miiszaki Egyetem matematikai
tanszékén végzett kutatémunkat. 2001-2002-ben Saarbriickenben a Max-Planck
Intézet postdoc 6sztondijasa. 2007-2008-ban a Kiotdi Sangyo Egyetem vendégku-
tatdja, 2012-ben, majd 2015-ben Berlinben Humboldt-6szténdijas volt. Mindezen
intézmények a nemzetkozi élmezényhoz tartoznak, igy az ott eltoltott idé nem-
zetkozileg ismert, érett kutatéva tette Imreh Csanddot. Nemzetkozi konferencidk
szervezésében vett részt, szamtalan rangos folyéiratnal végzett birdl6i munkat.
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A DYNAMIC MATRIX CONTROL AL’KALMAZA,SA LINEARIS )
DIFFERENCIALEGYENLETEKRE KORLATOSAN VALTOZO BEMENO
JEL ES VALTOZO REFERENCIA TRAJEKTORIA ESETEN

DARIDA SANDOR

Cikkiinkben a Model Predictive Control (MPC) médszercsalad egy algo-
ritmusdt, az ugynevezett Dynamic Matrix Controlt (DMC) vizsgéljuk olyan
rendszerekre, melyeket egy linedris differencidlegyenlettel adunk meg.
Az MPC-algoritmusok alapelve, hogy a vezérérelni kivant rendszert annak
bels6 ismerete nélkiil, pusztan a bemend jelekre adott valasza alapjan iranyit-
juk. A DMC-algoritmus leginkabb diszkrét idejii, linearis, id6ben invaridns
rendszerekre alkalmazhaté. A rendszer részletes leirdsa és a szamitdsok meg-
talalhatéak a szerzé MSc szakdolgozatédban [1] is. Ismeretes annak matema-
tikai bizonyitasa, hogy egy linedris differencidlegyenlet altal definidlt rend-
szert a DMC-algoritmussal a kivant konstans trajektdridra vezérelhetjiik,
amennyiben a rendszer aszimptotikusan stabil [2], és a bemend jel megval-
tozésara nincs fels6 korlat. Cikkiinkben azt vizsgaljuk, hogyan vezérelhetd a
rendszer, ha ez a két feltétel nem teljesiil, vagyis, vezérelhet6-e a rendszer a
DMC-algoritmussal, ha a bemend jel megvéltozdsa korlatos, és vezérelheté-e
valtozo trajektéridara. Mindkét eset gyakorlati jelent6séggel bir, a bemend jel
altalaban valamilyen bemend energidt reprezental, igy annak megvaltozasa
(speciélisan novelése) mindenképpen korldtos mennyiség.

1. Az algoritmus felépitése

El6szor tekintsiik at, hogyan épiil fel a step response modell, illetve a DMC
algoritmus. Vegyiink egy linedris, diszkrét idejii, s idOben invaridns rendszert,
melynek a ¢t = 0,1... idépontbeli bemenete u(t), kimenete y(t) valds szdmok.
Tovabba tegyiik fel, hogy y(0) = 0. Az algoritmus felépitéséhez a step response
modellt hasznaljuk. Ehhez el6szor sziikség van a rendszer egységugrédsra adott
valaszara mas néven unit step response-ra, vagyis hogy milyen kimeneteket kapunk,
ha u(t) =0, hat < 0ésu(t) =1, hat > 0. Jelsljiik az igy kapott kimeneteket,
y(i) = gi-vel. Ennek segitségével épitjiik fel a step response modellt, nevezetesen
a rendszer jésolt kimenete a ¢ id6pillanatban [3]:

y(t)model = Zngu(t - Z)
1

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



30 DARIDA SANDOR

A DMC-algoritmus felépitése az aldbbi. Tegyiik fel, hogy m lépésre elére jésolunk
control effort-ot. A jésolt kimentekre, az aldbbi osszefiiggés 4ll fenn (részletesen
lasd [2] vagy [1]):

7 =GAu+ f,

ahol,
9= @+ 1]t),.... (Gt +mt)T,
Au = (Au(t),. .., Aut +m —1))7T,
f: (f(t+1)v""f(t+m))Ta

a rendszer ugynevezett szabad véalasza,

Ft+k) =yt)+ Z (Grri — 9i) Ault — ).
=1
Ha feltessziik, hogy a rendszer stabil, vagyis lim,,_, o, y(t) létezik és véges, igy elég
nagy N-re g; =~ gy minden ¢ > N-re. Igy megfelel§ N-re szimolhatunk az

fit+k)=y(t)+ Z Grti — gi)Au(t — 1) (1)

=1

szabad valasszal.
Definialjuk tovabba a

g2 g1 e 0
G=1 " : .
dm 9m—1 oo g1

maétrixot, mely a rendszer ugynevezett dinamikus mdtriza. A referencia trajekto-
riatol valé eltérést a kovetkezo kvadratikus fiiggvénnyel reprezentaljuk,

J = (0t + jlt) — w(t+5))°
Jj=1

Bevezetve a

w=(wt+1),...,w(t+m))
vektort, ez J = |GAu + f — w|?, melynek minimuméat a Au = G=1(f — w) 6ssze-
fiiggés adja [2]. Természetes otlet, hogy valamilyen médon szabédlyozzuk a kontroll

paramétert. Ennek egyik médja Au beépitése a minimalizalandé kvadratikus fiigg-
vénybe, valamilyen A > 0 paraméterrel. Ekkor
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J = (y(t+ijlt)—w(t+j)) +Z>\A (t+5-1))% = |GAu+f—w*+A|Aul?. (2)
j=1

Ez egy kvadratikus pozitiv definit fiiggvény, melynek minimumbhelye ott lesz, ahol
a Au szerinti derivalt 0. Derivalds utédn, 2G(GAu + f — w) + 2AAu = 0, melybél
az aldbbi Gsszefliggésre jutunk:

Au= (G*+\)"'G(w — f). (3)

A )\ paraméter azt fejezi ki, hogy mennyire "biintetjiik” a kontroll gyors véltozasat.
Gyakorlati szempontbdl ennek igen nagy jelentosége van, hisz altalaban a kontroll
egyfajta bemend energiat fejez ki, ami mindenképpen korlatos mennyiség.

2. Alkalmazas linearis differenciadlegyenletekre

Vegyiik az alabbi differencidlegyenletet:

y(t) = ay(t) + bu(t), (4)

ahol a,b € R, és u(t) a kontrollfiiggvény. A célunk, hogy y(t)-t (illetve egy diszkre-
tizdcidjat) egy adott trajektdridra vezessiik. Ezt a tovdbbiakban w(t)-vel jeloljiik,
ez lesz a referencia-trajektoéria. Tegyiik fel, hogy u(t) = w valamilyen konstans.
Ekkor a megoldés, konnyen kiszamithaté:

y(t) = e™yo + g(e“t — u. (5)

Diszkretizaljuk (5)-t 7 1épéskozt valasztva. Keressiink olyan kontrollt, mely kons-
tans minden [74, 7(i+1)] szakaszon. Igy ezeken a szakaszokon (5) érvényes. Jeloljitk
tovabba a-val e*”-t. Ekkor az alabbi diszkrét rendszert kapjuk:

b
Yr+1 = oy + 5(04 — Dug, (6)

ahol a megfelel6 k alséindex azt jelenti hogy a k7 idOpillanatban vagyunk. Az igy
kapott rendszer (6) linedris, idéinvaridns és diszkrét, igy alkalmazhatjuk rd a DMC-
algoritmust. Az algoritmus vizsgdlatdbdl kapott kordbbi eredményekbél [2] az
alabbi osszefiiggések adottak.

— Ha az eredeti rendszer stabil volt, azaz (4)-ben a < 0, és A = 0, akkor 1étezik
N gy, hogy a DMC-mddszerrel a rendszer a kivant konstans trajektéridhoz
tart, ahol N a rendszer szabad vélaszénak kozelitésére utal (1). A konver-
gencia sebességére fels6 becslést is adhatunk, nevezetesen, hogy

AN
|Yr1 — w] < BNFT[a M5 )[yy, — wl.
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— Ha a fenti rendszerre A = 0 mellett alkalmazhaté a DMC-algoritmus és
a kivant trajektorara vezérli a rendszert, akkor létezik A* > 0 gy, hogy
minden \* > X esetén szintén vezérelhet6 a rendszer a DMC-algoritmussal,
ha a dinamikus matrix 1 x 1-es, vagyis a dinamikus matrixban m = 1.

3. Vezérlés korlatos valtozasi bemend jellel
3.1. Au korlatjanak beépitése az algoritmusba

A kovetkezoekben arra keressiik a valaszt, milyen feltételekkel alkalmazhaté a
DMC-algoritmus a (6) rendszerre, ha feltessziik hogy Aug < Au* minden k-ra,
vagyis a bemend jel megvaltozasa korlatos. Tegyiik fel, hogy a dinamikus matrix
1 x 1-es, vagyis p = m = 1. Ekkor tudjuk, hogy Au; = g%"ﬁ(w — fx+1). Bevezetve

2
apu = grfjr)\ paramétert, a Aug = g—l(w — frr1) Osszefiiggésre jutunk. Rogzitett

Au* mellett az alabbi egyenlGtlenségnek kell fenndlnia:

g1
A —— > . 7
W — fre1 =M @

Vegyiik észre, hogy minél kisebb Au*-ot hatdrozunk meg, annél kisebb p-t, sziik-
ségképpen nagy A-t kell valasztanunk. Ha az egyenlotlenség bal oldala nagyobb,
mint 1, akkor a u = 1, azaz A = 0 paraméterekkel fut az algoritmus.

3.2. Vezérelhet6ség Au* fiiggvényében

”

Az el6zbekben lathattuk, hogy Au* megvalasztdsabdl egyértelmiien meghaté-
rozhaté a p (tehdt kozvetve a A) paraméter. Ez két kérdést vet fel. Egyrészt, az
adott p paraméterrel a DMC-algoritmus a kivant trajektéridra vezérli-e a rend-
szert? Masrészt ha igen, logikus kovetkeztetés, hogy a paraméter valamelyest ront
a konvergencia sebességén, ezt az adatot szeretnénk becsiilni, illetve szamszerisi-
teni. Ezt a feltételezésiinket az aldbbi két abran szemléltetem.

A [2] cikk eredménye azon alapul, hogy a

v = (yx —w,up — (L= @)w/gr, ..., up—nt1 — (1 — a)w/g1)

vektorral felirva a referencia trajektoriatdl valo eltérést, az algoritmus adott 1épé-
sét, és igy a hiba csokkenését egy vi11 = Mpyvi matrix szorzassal reprezentilja
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-

1. 4bra. A X =0 eset

2. dbra. A X = 0.5 eset

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



34 DARIDA SANDOR

ahol
«@ g1 0 0 0
_pa g1—g _ 292—91—g 29N—-1—9gN-2—9N 29N —9N-1—9gN+1
a M 191 Pt 1lop 911 S g1 K g1
0 1 0 0 0
My=| 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
. . / , , 92 7 7
a szokdsos jelolésekkel, azaz ov = €7, tovdbba p = 215 Igy IM,|| < 1 az elég-
1

séges feltétel arra, hogy a DMC-algoritmussal a kivant trajektoridra vezérelheto
a rendszer. Arra a specidlis esetre, amikor y = 1 (azaz A = 0) adott a bizonyi-
téas, illetve azt is tudjuk, hogy bizonyos specidlisan megvélasztott u esetén szintén
vezérelheto a redszer.

Szeretnénk tehdt a hibat, a mar kiszdmolt p fliggvényében vizsgdlni. Az alap-
Otlet az, hogy az My matrixot irjuk fel két matrix szorzataként, My = L - My
az aldbbi feltételekkel. Az L méatrix nem fiigghet csak a p paramétertdl, My
pedig az My matrix 4 = 1 esetének felel meg. Ha ez megvaldsithatd, akkor
az L métrix reprezentdlja azt a hatdst, amit a Awu maximalizdlasdval okozunk.
Ebben az esetben tudjuk, hogy ||MNH = R, ahol R < 1 a konvergencia sebességét
mutaté érték. A hibavektorra igy vpy1 = Myvgy = L - Mva. Felhasznélva a
Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenséget,

[ogsall < 1Mol < LM [[[ox]]- (8)

Tehat kimondhatjuk, hogy ekkor az L matrix normdjival szamszeriisithetjiik a
konvergencia romlasat. Kiszamithato, hogy

10 0 0 0
0 u 1—p 00
00 1 00

L=19 o 0 0
00 0 .. 01

Vegyiik észre, hogy p = 1 esetén L = Iny1, igy az eredeti A = 0 feladatra vezet
vissza. Tehdt a tovabbiakban az L matrix normajat fogjuk vizsgalni.

Fontos megemliteni, hogy az My-1él ismeretes [2], hogy minden sajatértéke
kisebb, mint 1, ezért barmely norméja kisebb, mint 1 [4]. Mi tovdbbi szdmitdsain-
kat a || « |2 norméban végezziik, melyet az egyszeriiség kedvéért || . ||-vel jeloliink.
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Jegyezziik meg, hogy az N x N métrixok véges dimenziés vektorteret alkotnak, és
véges dimenziés vekrortéren minden norma ekvivalens [5].

”L” =V )‘max(LTL)~

Némi szamitas utan,

1 0 0 0 0
0o p (1 — p) 00

prp_ | O HA-m) (1-p)?+1 00
1o 0 0 0 0

0 0 0 .01

Ez egy blokkdiagonalis matrix, igy a sajatértékei megegyeznek a blokkok sajatér-
tékeivel. Az egyetlen blokk, melynek nem trividlis a sajatértéke a

< It n(1 = p) )
p(l—p) (I—=p)*+1

Vegyiik észre a blokk és az alabbi matrix kozti osszefiiggést:

s= H 1-r
0 1

esetén ST pont a blokkot adja. Igy ||S| kiszdmitdséra vezettiik vissza a feladatot.
Masrészt S felirhaté két matrix osszegeként, nevezetesen, S = S1 + S ahol

Sl—<'u 0>7

0 1

sy=( O t=r .
0 0

Ekkor a haromszog-egyenl6tlenség miatt az ||S|| < ||S1]] + [|S2|| fels6 becslés hasz-
nalhaté. Mivel STS; és ST'Sy is szimmetrikus, fgy minden sajatértékiik valds.
Kénnyen kiszamithaté, hogy S{S; sajatértékei az 1 és a u, és p < 1 miatt
|S1]| = 1. Tovdbba SI'S, sajétértékei a 0 és az (1 — p)?, fgy [|S2f] = 1 — p.
Mivel mindkét érték pozitiv, igy fenndll az ||S]| < 2 — u becslés.

Osszegezve az eddigi eredményeket a kovetkezére jutunk. A hibavektor csok-
kenését reprezentalé My métrixra fenndll az ||My|| < (2 — p)R becslés, ahol R

masrészt
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volt a korlatozas nélkiili rendszer hibajanak csokkenése lépésenként. Vegyiik ész-
re, hogy p = 1-re valéban az eredeti konvergenciasebességet kapjuk vissza, és u
ismeretében most mar becsiilhetjiik az algoritmus konvergencidjanak sebessegét,
és elégséges feltételiink van arra, hogy milyen korldtozas mellett haszndlhaté az
algoritmus.

4. Vezérlés nem konstans trajektoriara

Az alabbiakban azt vizsgaljuk, hogyan viselkedik a rendszer, ha nem konstans,
hanem egy w(t) id6ben valtozé trajektéridra akarjuk vezérelni, ahol w(t) egy foly-
tonos fiiggvény. Ebben az esetben legyen a G dinamikus matrix 1 x 1-es, vagyis
egyszerten g;. Tegyiik fel hogy a mddszer asszimptotikusan stabil, és a rendszert a
kivant konstans trajektoriara vezérli, tehat a hibamatrix sajatértékeire R < 1 fels6
becslést tudunk adni. Ha a trajektéria nem konstans, |yg+1—wr+1| < Rlyx— w41,
ahol wy = w(kT), illetve y;, legyen a 7k idépontban vett, mar silyvektorral szorzott
egydimenzids kimenet. Nekiink azonban |y; — wg|-fiiggvényében kellene becslést
adnunk. Legyen Awy41 = wi41 — wg. Ekkor,

Rlyr, — wi + Awgp1| > |Yk+1 — Wht1]-

Kihasznalva a haromszog egyenlétlenséget,
lykr1 — wrr1] < Rlyx — wi| + |RAwg41].
Ez az osszefliggés nyilvan fenndl a k + 2 idépontban is, igy
[Yrr2 — Wri2| < Rlyrpr1 — wri1] + [RAwg4 2],
igy a masodik 1épésre
[Ykt2 — wita| < R2|yp — wi| + R?|Awgyo| + R|Awg1].
Altalanosan a n-edik lépésre
[Yktn — Wein| < R™|yp — wi| + R Awpy1| + ... + R2|Awppn_1| + R|Awgyn|.

Tegyiik fel, hogy létezik valamilyen L, konstans, ugy, hogy minden k-re
|Awg| < L,. Ha w(t) folytonos Lipschitz-tulajdonsigi fiiggvény, akkor annak
Lipschitz-konstansa szorozva a lépéskozzel megfelel6 lesz. Ekkor a mértani sor
Osszegképlete alapjan,

RnJrl -1
R‘ < R"|yp — wg| + LyT

|yk+n - wk+n‘ S Rn|yk - wk| + LwT R_1

1—R"
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3. dbra. Az algoritmus viselkedése valtozé trajektéridra

Mivel |2=| konstans, igy a hiba o(7)-val névekszik a konstans trajektoriara valé
vezérlés hibajahoz képest. Ezt figyelhetjiik meg, egy folyamatosan valtozé trajek-
toria esetén az aldbbi abran:

Az dbran w(t) = sint fiiggvény dltal definiélt trajektéridra vezérliink. Kivaldan
megfigyelhet6 a lépéskidzzel megegyez6 nagysagrendii eltolodas a célfiiggvény és az
algoritmus altal adott kimenet kozott.

Kovetkezmény: Barmely linedris differencidlegyenlet-rendszerre kimondhatjuk,
hogy ha az a DMC-algoritmussal konstans trajektéridra vezérelhetd, akkor bar-
mely olyan trajektéridra vezérelhetd o(7) pontossiggal, melyet Lipshitz-folytonos
fliggvénnyel definidlunk.

5. Eredmények

Korédbbi eredményekbdl lathattuk, hogy linedris differencidlegyenlettel defini-
alt rendszer vezérelhet6 a DM (C-algoritmussal abban az esetben, ha az eredeti
differencidlegyenlet aszimptotikusan stabil. Cikkiinkben ilyen rendszerek vezérel-
het6ségét vizsgdltuk két tovabbi altalanositassal, a bemend jel megvéltozasanak
korlatozédsat, és referencia trajektoria valtozasat szem el6tt tartva. A bemend jel
megvéltozasara tett korlatbdl (Au* ) kifejezheté ugyanis a bemené jel csillapitdsét
szolgalé paraméter (u vagyis kozvetve \), nevezetesen fennéll a
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g1

Ay ———
W — fr41

Osszefiiggés. A p paraméter meghatdrozdsa utdn a kovetkezd feladat annak vizs-
galata volt, hogy adott p mellett az algoritmus alkalmazhaté-e vezérlésre. A hiba
csOkkenését reprezentalé matrix My tigyes felbontdsa utan sikeriilt szamszeriisi-
teniink a csillapitas hatasat a konvergencidra, igy az

Myl < 2 - )R

Osszefiiggésre jutunk, ahol R csillapitas nélkiili algoritmus konvergencidjanak sebes-
sége.

Ezek utan megvizsgaltuk, hogyan viselkedik a rendszer, ha nem konstans,
hanem id6ben valtoz6 trajektdridra w(t) vezéreljiikk. Szdmitdsaink megmutatjik,
ha a w(t) folytonos fliggvénnyel definidlt trajektéria Lipshitz-folytonos, akkor a
hiba a w(t) fiiggvényhez tartozé Lipshitz-konstans és a rendszer diszkretizdls-
sakor 1épéskdznek valasztott 7 értékektdl fiigg. Igy ha egy rendszert a DMC-
algoritmussal konstans trajektéridra vezérelhetiink, akkor barmilyen Lipshitz-foly-
tonos fiiggvény altal definidlt trajektéridra is, egy 7 1épéskoz nagysagrendii hibatol
eltekintve.
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THE USE OF DYNAMIC MATRIX CONTROL FOR CONTROLLING
LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR NON-CONSTANT
TRAJECTORIES WITH LIMITED INPUT PARAMETER

SANDOR DARIDA

Dynamic Matrix Control (DMC) is one of the most used algorithm of Modell Predictive
Control (MPC) method. We use DMC to drive a system to a given trajectory where the system
is defined by a linear differential equation. We already know from previous results that such
a system can be controlled by DMC when it is asymptotically stable. However results were
restricted to constant trajectory case and also did not considered the fact that input must be
bounded. We show controllability can be proved with theese extended conditions. It is also shown
that convergence speed can be calculated directly from the bound of the input. For non-constant
trajectories we proved that system can be controlled by DMC if the trajectory is defined by a
Lipschitz continuous function.
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EGYFAJTA VAL(')SZI',N[':JSEGI MODSZER UTAZA§I JELLEMZOK
BECSLESEHEZ UTASFELMERESBOL

VASS LAJOS

A cikkben egy a szokdsos és altaldnosan hasznilt médszerektél eltérd
megkozelitést becslési eljarasrél van szé kategorizalt valtozék populacidbeli
valészinliségeloszldsanak, illetve paraméterének szamitisara. Az eljards a
vizsgélt kategoéria mintabeli gyakorisdganak a paraméter fiiggvényében sza-
mitott valészinliségeloszldsan alapszik. A paraméter becsiilt értéke pedig a
szamitashoz felvett paraméter értékek silyozott atlaga lesz, ahol a sily a
mintdban realizdlédott gyakorisdg szamitott valdszinlisége. Lényeges kér-
dés a mintavételi eljards modellezése és a valdszinliségeloszlas ebbdl adédé
szamitasa.

A mddszer alkalmazdsa els6sorban egyes utasfelmérési médok esetén az
utasfelmérésbol torténd becslésnél latszik megfontolanddénak, a kidolgozdsat
is éppen az utasfelmérés egzaktabb kiértékelése indukalta. Kiilonosen kisebb
mintanagysagnal 14tszik hasznosnak alkalmazdsa. A cikkben le van irva egy
konkrét utasfelmérési médra — jarmiivon torténd kikérdezésnél — az eljéras,
valamint a szamitdsi méd, valés példan pedig bemutatjuk az alkalmazaséat a
szamitasok kapott eredményeivel egyiitt.

1. Bevezetés

Amikor valamilyen jellemz6 megjelenését, megmutatkozasat vizsgaljuk egy
populacidban, ezt a populdciébdl vett minta alapjén tessziik meg. Ha a populacié
az emberek bizonyos csoportja, a mintavétel sok esetben a kérdezés, az interju.
A vizsgalat sordn nem tekinthetiink el attdl, hogy a vizsgalt jellemz& a populé-
ciéban mennyire véltozékony; id6tol, helytél, stb. mennyire fiigg. A kozlekedéssel,
az utazassal kapcsolatos jellemz6k vizsgalatandl a populacié az utasok valamilyen
kore lesz. A jellemzok egy része koritkben csak lassan véltozik, pl. azok, amelyek
az utasok utazasi szokdsaihoz kapcsolodnak, vagy a kozlekedési adottsagaikhoz
kotodnek — a szokasok, illetve az adottsagok lassan valtoznak —, de vannak gyor-
sabban, akar 6ranként valtozo jellemzok: utasok Osszetétele, utazas indoka, a f6bb
utazasi relaciok, stb. Amig az el6bbi jellemzbkkel kapcsolatban az utasokat tagabb
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idoéhatarok kozott kérdezhetjiik meg, addig az utébbi tipusu jellemzok vizsgalata-
nal a mintavétel szokasosan az utasok utazasuk kozbeni megkérdezésével torténik.
Ez utébbi mintat csak ott és akkor utazé utasok sokasagara lehet vonatkoztatni,
vagyis egy adott idéintervallumban, vagy egy adott helyen vett minta mar nem
feltétlen vonatkozik egy-két érdval késébb és mdshol utazokra, hiszen az utazas
allandéan valtozé folyamat.

Eppen e miatt egyes kozlekedési jellemzok vizsgalata, valamint a rajuk vonat-
koz6 becslési méd eltérhet tobbé-kevésbé mas teriiletek statisztikai vizsgdlatatol,
ez vonatkozik a mintavételre, de a kiértékelésre is. Pl. a kérdezési koriilmények,
vagy annak az idétartamnak a rovidsége, amelyre a mintavételt relevansnak gon-
doljuk, nem teszi lehet&vé, hogy minden esetben kell§ nagysagi mintdval szamol-
junk. Tovabba a kiértékelésnél figyelembe kell venni az utasforgalomra fennalld
Osszefiiggéseket is.

E cikk egyfajta becslési mddszert targyal, amely a sajatossdgok miatt a kozle-
kedéssel, az utazdssal kapcsolatos jellemzok becslésénél latszik jol hasznalhaténak
(4. fejezet). A mintavétel egy specidlis médja esetében pedig a szadmitdsi eljardst
ismerteti részletesebben (5., 6., 7. fejezetek). Egy valds példan keresztiil pedig a
mddszer alkalmazdsat mutatja be a kapott eredményekkel (8. fejezet).

A cikk nem szandékozik foglalkozni részletesebben és matematikai alapossag-
gal az ismertetett becslési mod statisztikai tulajdonsdgaival, ez még tovabbi mas
jellegli munkat, elemzést és idoraforditast igényelt volna. Inkdbb kapott hangsilyt
a moédszer leirdsan til az alkalmazasanak bemutatdsa egy valds példan keresztiil.
Ilyen szemszogbdl egy esettanulmanynak is tekinthetd ezen irés.

2. A cikkben hasznalt fogalmak ismertetése

A megértés és az egyértelmiiség érdekében attekintjiik a hasznalt fogalmakat.

Utazdsi jellemzd: térben, id6ben, vagy egyéb szempontbdl (pl. iizemeltetd sze-
rint, vagy kozlekedési méd alapjdn) behatdrolt személykozlekedés mennyiségét,
mindségét, milyenségét osszefogdan megadd tulajdonsdg, ismérv. Amennyiben
szamértékkel adjuk meg, akkor ezt az értéket az adott jellemz6 mutatdjanak nevez-
ziik a specifikalt kozlekedésre. Ilyen jellemzé lehet példaul egy adott telepiilés egy
napi kozlekedési teljesitménye (utaskilométerben), vagy pl. a délelbtti idészakban
az utasok valamilyen szempont szerinti Osszetétele, szdzalékos megoszlasa.

Az adott kozlekedésben résztvevd utasok adjak a vizsgalt populaciét. A popu-
l4ci6 egyes egyedeinek (utasoknak) utazdsi jellemzdit, megkiilonboztetésiil a koz-
lekedés egészére vonatkozo el6bb definidlt jellemzotdl, ezen iras keretében ezutan
eqyéni utazdsi jellemzonek hivjuk.

A kozlekedés egészére vonatkozé mutatdk egy részét a populacié egyedeinek
egyéni utazasi jellemzo6ibol szamoljuk ki. Ha nem ismerjiik minden egyedre a kér-
déses jellemzGjét, akkor mintavétel alapjan becsiiljiikk meg a mutaté populaciora
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vonatkozé értékét. Az ,utazési jellemz6” — széhasznalat el6fordul — a fogalmazas
gordiilékenysége érdekében esetenként az egyéni utazasi jellemzoére is. A széveg-
kornyezetbdl kideriil azonban, hogy a két fenti fogalom melyikét kell érteni alatta.

Ezen iras sordn az egyéni utazasi jellemzbket valdsziniségi vdltozoknak tekint-
jiik, amelyek mindegyike valamilyen sajat eloszldst kovet a populdciéban. A valé-
szintiségi valtozé jellemzésénél a [18] irodalom fogalmait kovetjiik. A valdsziniisé-
gi véltozd, az egyéni utazasi jellemzo milyenségétol fliggoen, felvehet szamértéket
(metrikus valdszintiségi véltozd), pl. atszallasok szdma, utazdsi id6, illetve tobb no-
minalis értéket, un. kategéridkat. Ez utdbbi esetben beszéliink kategorizalt valo-
szinlségi valtozdkrol. Példaul, ha a valdszinliségi valtozé az utasok statusza,
akkor dolgozd, tanulo, nyugdijas, eqyéb értékeket rendelhetiink hozza, vagy az
utazas indoka esetén munkavégzés, tanulds, szorakozds, eqyéb értékeket.

E cikk keretében ez utobbi esetet targyaljuk, vagyis a valdszintiségi valtozé
diszkrét, véges szamu kategériaértéket vesz fel. A kozlekedés egészét ilyen tipu-
su egyéni utazasi jellemz6 esetén a valdszinliségi valtozé populacidbeli eloszlasa
jellemzi, mésként fogalmazva az egyes értékek relativ gyakorisdga (szézalékos el-
oszldsa). Ez tekinthetd ilyen esetekben az utazési jellemz6 mutatdjanak.

A valészintiségi valtozé értékeinek populacidbeli relativ gyakorisagat a populd-
cid paraméterének nevezziik és p-vel jeloljiik. (A p vektorként van jelolve, mivel
a valdsziniiségi valtozé minden lehetséges értékére van egy értéke. Az i-edik kom-
ponense p; az i-edik kategdridra vonatkoz6 paraméter). Ezen {rds a populdciéban
a kategorizalt valtozok paramétereinek becslésérdl sz6l. Ha nincs kiilon jelolve,
akkor paraméter kifejezés alatt valamelyik i-edik vektorkomponensét értjiik.

E cikk keretében ezutan alapsokasdgnak nevezziik az utasok azon korét, amely-
bol a mintat vessziik. A populdcionak pedig az utasok azon korét, amelyre a becs-
lést végezziik. A populdcié lehet az alapsokasdg maga, vagy annak részhalmaza.
Altaldban a két fogalmat szinonimaként hasznéljak, de mostan targyaldsunk soran
célszeriinek latjuk, hogy kiilonbséget tegyiink. Rendszerint a vett mintdnak csak
azon elemeit hasznaljuk fel egy konkrét halmazra vonatkozo becslésnél, amelyek
egyuttal ebbdl a halmazbdl is szarmaznak. Pl. egy telepiilés délelétti kozlekedési
mutatéit a telepiilés délel6tti utasainak mintajabol becsiiljiik, jollehet a mintavétel
egész nap tortént. Vagyis az a halmaz, amelyre becsléseket tesziink, megegyezik
azzal, amelybdl szdrmazé mintaelemekbdl tessziik a becslést.

A kozlekedésre vett mintdkndl azonban, igy a mostani targyaldsunkban bemu-
tatott esetben is, a két halmaz nem esik feltétleniil egybe. Az alapsokasdgbol
vett minden mintaelem figyelembe van véve a vizsgéalt populacié paraméterének
becslésénél, st a szamitasndl figyelembe vett egyéb feltételek is az alapsokasdgra
vonatkoznak. Ezért célszerli a két fogalmat ezuttal megkiilonboztetni. Példaul a
kés6bb ismertetendé EMAH projekt keretében a vonaton levd 6sszes utasra tortént
az utasszamlalas, de csak a hatdron atutazokra végziink becslést.

A rovidség kedvéért a tovabbiakban a valdsziniliségi véltozé egy értékének
(kategéridjanak) mintabeli gyakorisdga, illetve mintabeli ardnya kifejezés alatt a

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



44 VASS LAJOS

valtozo adott értékének a mintaban levé gyakorisagat, illetve relativ gyakorisagat
értjiik.

3. Utasfelmérés madjai

Szamos utazasi jellemzo az utasok egy részének megkérdezésével kapott un. cél-
forgalmi mintabol ismerheté meg. Ilyen felmérések esetében az alapsokaség az uta-
sokat, az utazo kozonséget jelenti, illetve a vizsgdlattdl fiiggden, ezek egy helyben
vagy idében behatarolt és konkrétabb halmazat, amelybol a mintavétel torténik.
Példaul egy varos egy napi utasait, vagy egy megye, egy térség utasait, vagy egy
vasuti vonalon utazdkat, stb...

A mintavételi eljarast az utazasi médhoz alkalmazva, pl. a kozforgalmi jarmi-
vekkel torténd (autébusz, vonat) utazdsndl, valamint az adottsidgokra, a meg-
valosithatésagra tekintettel és a gazdasagossag szem elGtt tartasaval a vizsgalat
céljahoz kell megvalasztani. Ennek megtervezése és végrehajtdsa a felmérni
kivant utazasok alapos, részletes ismeretét és nagy gyakorlatot igényel. Auté-
buszndl, vonatnal altalaban két modszer haszndlatos az utasok kikérdezésére: a
megdllokban torténd kikérdezés, vagy a jarmiveken torténd kikérdezés.

Mindkét felmérési méd utazas kézbeni csoportos egyszerti mintavétel — amikor
is minden szébajohetd, vagy fontos csoportbdl vesziink mintat —, amelynek soran
torekszenek az utasok fiiggetlen és véletlen kivéalasztdsara. Ezek megvaldsuldsat a
kiértékelés soran tényként is kezeljiik. Az utasok kivalasztasanak mddja azonban
nem jelenti azt, hogy a mintdban a mintaelemek egymdstdl fiiggetlenek is!

A korrekt és jol hasznalhaté felmérésnél a célforgalmi mintavételhez sziikséges
tovabba az is, hogy kiegészitse utasszamlélas, az an. keresztmetszeti felmérés. Fz a
megalléhelyeken fel- és leszallé utasok megszamlalasat jelenti. A populacid, illetve
az alapsokasdg nagysagat kapjuk meg ez altal. Egy adott felmérésnél ezeket az
utasszamokat nem tekintjiik véletlen értékeknek.

Az utasfelmérés mindegyikére jellemzd, kiilonosen, ha idében, térben kiter-
jedt utasforgalomrol van szd, hogy koltségessége miatt nem ismétlik meg hasonld
koriilmények kozott, ezért altaldban nincs t6bb minta, csak egy. Ezért egy minta

alapjan kell a hibdt is megmondani, ha egyaltalan megtudjuk. Altaldban tobb
ezres utasforgalom esetén mintegy 10-15%-o0s mintavételi ardny a szokédsos elvaras
(utalunk itt a KTI-ben levs szdmos utaskozlekedéssel foglalkoz6 tanulményra).
Ebben az esetben a teljes alapsokasdgra — feltéve a normalis eloszlas kozelitést a
kategéridk mintabeli relativ gyakorisagara — a paraméter hibdja nagy biztonsaggal
(= 90%) 0,05 érték alatt marad. Ahhoz, hogy egyes fontosabb utascsoportokra
kell6en nagy mintadarabszam jusson, a kikérdezés soran minél nagyobb mintavételi
arany elérésére torekszenek. Azonban az, hogy az egyes vizsgélt részpopuléciékba
hény darab mintaelem keriil, az majd a feldolgozas soran deriil ki. A kisebb rész-
populacidkra mér csak nagyobb pontatlansaggal szamolhatunk. Ezért ezekre nem
lehet hibat elére megfogalmazni.
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4. Paraméter felmérésbodl torténd becslése
4.1. Jelenleg szokasos eljaras

Az egyéni utazasi jellemz6, mint valdszintiségi valtozd, eloszlasat megadd p
paraméter becslési értéke szokdsosan a jellemzd egyes kategéridinak a vizsgalt
populécié célforgalmi mintdjdban levé ardanya. Ezt az ardnyt alkalmazzuk a popu-
lacional, és igy egy kategdria populdciéban el6forduld szamossigat a populacié
nagysaganak ezen arannyal valé megszorzasaval becsiiljiik meg. Ezt gyakran a
minta ,, felszorzdsdnak” is nevezik.

Az arany alkalmazasa praktikus egyszeriisége és a gyakorlati esetek nagy ré-
szében elfogadhatd pontossdga miatt. Vannak olyan vizsgdlatok azonban, ahol az
arany alkalmazéasa kétségeket vet fel.

Amennyiben a kikérdezéses minta jél visszatiikrozi a populdciot, akkor a min-
tabdl jél becsiilhetd az utazasi jellemz6 populacidbeli eloszlasa. Példaul igy van
ez akkor, eloszlastol fiiggetleniil, ha a mintanagysag kozeliti a populéacié szamos-
sdgat, vagy a minta kellen nagy egy adott pontossiaghoz, példdul a Bernstein
tétele értelmében.

Amennyiben egy kivélasztott kategdriat néziink, akkor tekinthetjiik tgy, hogy
a populdcié egyedei csak kétféle értéket vesznek fel (az adott kategéridt, illetve
nem azt), vagyis a valészin(iségi valtozé Bernoulli-eloszldst kovet. Ilyen esetek-
ben a célforgalmi felmérés mintavételi eljarasa alapjan a kategdria mintdban levo
gyakorisaga esetenként binomidlis vagy hipergeometrikus eloszlasu lehet. A para-
méterre a relativ gyakorisag ilyen esetekben jé becslést ad: torzitatlan, konzisztens
és a becslés hibajat is ismerjiik, 1/y/n-nel (ahol n a minta elemszdma) ardnyos.
Ezen eloszlasokra a maximum likelihood mdédszerrel is a relativ gyakorisagot kap-
juk torzitatlan és konzisztens becslésként, hipergeometrikus eloszlasnal aszimp-
totikusan. [2], [12]. E fenti eloszldsok dltaldban csak egyszeriibb felmérésnél és
mintavételnél johetnek létre. ,Tiszta” eloszldssal altalaban nem szémolhatunk a
gyakorlatban megvalosulé mintavételi eljarasok soran.

Amikor egész napi, vagy nagyobb teriiletre, pl. egész varosra vonatkozé utazasi
mintdt néziink, akkor egyes populdciék (pl. ha egyuttal az maga az alapsokasdg),
valamint a minta is elég nagyok lehetnek, igy a nagy minta esetére alkalmazhatjuk
a kozponti hatareloszlas tételét a mintaelemek eloszlasanak széles korére, ami
szerint a relativ gyakorisag jél kozelithet6 normaélis eloszldssal. Nem csak fiig-
getlen és azonos eloszlast mintaelemek esetében alkalmazhatjuk, de kiilonboz6 el-
oszlésiakra, sét nem fiiggetlenekre is [16], [17]. Ilyen esetben is a mintabeli ardny
a populéciora jé becslést ad, és ismerjitk a hibajat is. Utalunk itt a 3. fejezet
végére. Ekozben azonban eltekintiink a mintavétel eltérd tér- és idobeli torténésé-
t6l. Ahogy emlitettiik a Bevezetdben, az egész minta felhasznéldsa a kozlekedés
egészére ad meg egy atlagos értéket az utazasi jellemz6 mutatdjara.

Egyes elemzéseknél azonban érdekelhet minket, hogy az utazési jellemz6 id6-
ben hogyan valtozik, pl. hogyan alakul egy mutaté érankénti értéke, vagy kisebb
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térségben (pl. egy varos valamelyik korzetében) mik lesznek a jellemzk értékei.
Ekkor az egész minta valamilyen kivéalasztott részét nézziik csak, amelynél a minta
nagysaga, vagy a mintavételi arany is kicsi, és amelyben nem ismerjiik a kategé-
ria eloszlasat, és nem alkalmazhatjuk a kozponti hatdreloszlas tételét sem kell6
pontossaggal. ([16]-ban a normalis eloszlds alkalmazdsédnak elfogadhatdsdgéra ad-
nak meg Osszefiiggést.) Ezért kisebb mintdknél a mintabeli ardny eloszldsérdl nem
tudunk semmit, igy a paraméter becslésére ezen érték felhasznalasa kétséges meg-
bizhat6sagu, hibajat sem tudjuk megmondani. S mivel csak egy minta van — mint
mar emlitettiik, a felmérést altalaban nem ismétlik meg —, még egy masik méréssel
sem tudjuk Gsszevetni a kapott becslést.

Gyengébb minta esetén alkalmazhatunk 6nkényes meggondolasokat is, amelyek
gyakorlati szempontbdl elfogadhatdk és altalaban megfeleld eredményeket adnak,
de matematikai-statisztikai szempontbdl nem értelmezhetok. Ezért elméletileg
jobban aladtamaszthaté maéas becslési médot dolgoztunk ki. Ez a matematikai-
statisztika és a valoszinliségszamitas mddszereinek alkalmazédsan alapul, lehet vele
becsiilni a standard hibat is, és emellett figyelembe veszi az utasforgalom Ossze-
fliggéseit is.

4.2. Egy mas megkozelitésii eljaras

Alapvetéen az ebben a pontban ismertetendé eljards a cikk targya. Az eljé-
ras lényege, mint altalaban a becslések esetében: a paraméter értéke a kategd-
ria mintabeli gyakorisdganak valésziniliségeloszlasa alapjan lesz becsiilve. Ez az
eloszlas fiigghet a mintavételiil szolgdlé alapsokasag és a populdcié nagysagatol,
a paraméter értékétol, a célforgalmi kikérdezés modjatdl, mikéntjétél, valamint a
mintavételi eredmény realizdci6jétél (pl. mikor, milyen mintaelemeket kaptunk).
Az altalunk haszndlt megkozelitésnél a becslési eljarasnak két £ része van: eldszor
a vizsgalt kategdridra a mintabeli gyakorisag valészintiiségeloszlasanak meghataro-
zasa a paraméter fiiggvényében, azutan a valdszinliségeloszlasbol a p paraméterre
becsl6 statisztika készitése. A becsld statisztika egyfajta stlyozott atlag lesz. Lasd
aldbb. Ebbdl a statisztikabdl a becslés hibdjat is meghatarozhatjuk.

Nevezziik joesetnek az altalanossag és a rovidség kedvéért, ha egy utas az
alapsokasdgban a vizsgalt kategériaji utazast bonyolitja le. A joeset el6fordulhat
a mintaban is, oda azonban véletleniil keriil be. Ha bevezetjiik az indikatorvaltozot
arra az eseményre, hogy egy adott mintaelem jéesetként szerepel a mintaban, és
1 értéket rendeliink hozzd, és 0-at az olyan mintaelemhez, amely nem egy joesetet
jelenit meg, akkor az indikatorvéltozo értékeinek Gsszege a mintara egy statisztika,
és véletlen vdltozo, amely a jéesetek mintaban levé szamat adja meg.

Legyen ez a véletlen valtozd &, és P legyen annak valészintisége, hogy & = k
érték adddik n utas kikérdezésébdl (n nagysdgu a minta), és ez a populdcié p
paraméterének, a populdcié M, valamint a mintavételiil szolgalé sokasag N nagy-
sagdnak (utasok szdma) fiiggvénye. Vagyis:

P{¢=k; p,n,M,N} = Pi(p; n, M,N).
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Altaldban és leggyakrabban M-et és N-et azonosnak vessziilk a mostani irds
kivételével. Ez a fliggvény a vizsgalt kategdridhoz tartozé utazdsok mintabeli
gyakorisaganak valdszintiségeloszlasa.

A P fliggvény formdja akar megadhatd zart alakban, akar nem, fiigg a minta-
vételi eljardstdl és a mintavételi torténésektdl. Adott n, M, N esetén £ = K el6-
fordulds valdszintlisége, a Pk(p;n,M,N) fiiggvény, ahol K a mintavétellel
kapott joesetek szama, csak a populdcié paraméterétol fiigg, és e fliggvény alapjan
a paramétert megbecsiilhetjiik.

Pi(p;n, M, N) fiiggvényt abrézolhatjuk adott K esetén p fiiggvényében. A p
paraméter becslésének egyik lehetOsége az a ppq. érték, amelynél a fiiggvény a
maximalis értékét veszi fel a fenti feltételek esetén p szerint, vagyis

PK(pmax,n,M,N):mazPK(p;n,M,N).

A pras érték a paraméter maximum likelihood becslése. Egy vizsgalt katego-
ridnak mintabeli ardnya lehet a p paraméter becsiilt értéke a maximum likelihood
médszer alkalmazasaval bizonyos eloszlasokndl, ahogy mér szé is volt réla.

Az altalunk alkalmazott megkozelitésben a p paraméter becslésének eljarisa
altalanossagban a kovetkezd 1épések szerint torténik.

1. A mintavételi méd modellezése.
A P fiiggvény (valésziniiségeloszlds) szdmitdsi eljdrdsdnak meghatdrozésa.
3. Paraméter fiiggvényében a P fiiggvény szamitédsa.
a) A p paraméterre egy lehetséges p,. értéket felvéve, szdmitjuk a & valé-

szinliségi valtozo eloszlasat a mintaban, és a bekovetkezett K el6for-
dulds valészintiségét.

b) A valdszinliségi értéket a paraméterre felvett p, értékkel egyiitt el-
mentjiik.

¢) Vesziink egy kovetkezd lehetséges értéket a paraméterre, és a 3. a)
ponttdl folytatjuk

4. Az elmentett értékparok alapjan felvessziik a valésziniiség-paraméter fligg-
vényt, és a paraméter becsiilt értéke a p, értékeknek a szamitott valdszi-
niiséggel sulyozott atlaga lesz.

A 3. pontbdl 1lathatd, hogy a szamitdst numerikusan végezziik, hiszen nem véar-
hatd, hogy valamilyen analitikus formaja eloszldsfiiggvényt kapjunk.

A numerikus eljaras roviden

A szamitast az egyszeriiség kedvéért diszkrét p értékekre végezziik el. A p
paraméter lehetséges értékét tartalmazé [0, 1] intervallumot R egyenld diszjunkt
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intervallumokra osztjuk fel. Az egyes intervallumok kivélasztott pontjai legyenek
a p1,P2,.--,Pr, ..., PR értékek, ezek lesznek a paraméterre felveend6 lehetséges
értékek, amelyekre aztdn a 3-as pont végrehajtodik.

Az R nagysiga a szamitas pontossagat meghatarozza, értékét a gyakorlati eset-
ben elfogadhaté pontossdghoz lehet megvélasztani. A szdmitdsainkban a [0, 1]
intervallumot 100 egyenlo részre osztottuk fel, hogy a szamitas elég pontos is
legyen, iddigénye pedig elfogadhato.

Megjegyzés: ha tudjuk, hogy a paraméter milyen intervallumba esik, akkor
elegendo csak azt az intervallumot vizsgdlni, és ott venni fel sziikséges szamu p,
értéket.

A 4. pontndl a becsl§ statisztika a valésziniiséggel sulyozott atlag lesz:

Pbecs = Psdtl = Zpr . PK(pT;nvaN)7

ahol az Osszegzés r = 1,2, ..., R-re torténik, tovabba fenn kell alljon:

ZPK(pT;n,M,N) =1.

4.3. Az eljaras Gsszevetése mas maédszerekkel

A fentebb leirt eljards egyik {6 1épése, a mintabeli gyakorisag valésziniiségének
szamitasa, magatol értetddo eljards, ez a maximum likelihood becsléshez is sziik-
séges 1épés. A masik f6 1épés a p becsiilt értékének valdszintiséggel stulyozott atlag-
gal torténd szamitasa. Szilikebb internetes irodalmi kutatas soran nem volt fellel-
het6 irodalmi példa ilyen statisztikara. Természetesen nem zarhaté ki, hogy ilyen
becsl6 statisztika alkalmazdsdnak méar volt akar tobb elézménye is. Az e sta-
tisztikaval torténd becslésnél szamithatjuk a becsiilt érték varhaté értékét, illetve
a becslés standard hibajat, amennyiben adott mintavételi koriilmények mellett a
mintaban el6fordulhaté jéesetek szamat tekintjiik valdszintiségi valtozonak. E cikk
keretében nem targyaljuk a varhaté érték és standard hiba szamitasat. Ez a becs-
lési méd a maximumra nem szimmetrikus eloszldsokra nem a maximum érték
szerinti becslést adja. A sulyozott atlaggal val6 becslés statisztikai tulajdonsagait
sem targyaljuk, de egy-két szempontbdl Gsszevetjiik mas modszerekkel.

A maximum likelihood becsléssel szemben a silyozott dtlag jobban figyelembe
vesz két szempontot. Egyrészt az eloszlasfiiggvény olyan tulajdonsagat, hogy a
maximum értéken kiviili més p értékek esetén is viszonylag nagy valdszintiséggel
eléfordulhat a mintaban a kapott K érték, tehat egy masik p érték is jé eséllyel
lehet a populédcié paramétere. Valamint, hogy elkeriiljiik azt az esetet, mikor a
maximum a paraméter 0 értékénél van, ugyanis p = 0 eset a kozlekedésben ritkan
fordul el6. Gyakrabban viszont az, hogy nincs a mintdban mintaelem valamely
kategoériara.

A paraméter becslésére, becslés hibdjanak vagy egyéb becslési jellemzének
szamitasara hasznaljak a kifejezetten szamitogépes alapu bootstrap eljardst. Ez a
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mddszer azonos eloszlasi és fiiggetlen elemeket tételez fel a mintaban [17]. Az utas-
felmérésre jellemz6 mintavételeknél ezzel dltaldban nem szamolhatunk, tovabba az
eloszlast egyrészt nem lehet analitikusan megmondani, mésrészt az a nem ismert
paraméter fiiggvénye is. Ezért — ha széba johet — csak a paraméteres bootstrap
johet szamitasba. Esetiinkben, leegyszertsitve, a mintaban joesetek és nem joese-
tek fordulnak eld, vagyis kétféle értékli adatsorunk van. (A megélléban toérténd
mintavételnél dltaldban tobbértékli adatsor jon szdmitdsba.) A mintabdl valami-
lyen mdédszerrel (igy akdr az altalunk kidolgozottal) megbecsiilhetiink egy kozelito
értéket a paraméterre, és a kapott paraméterérték alapjan generalhatunk bootstrap
mintdkat az adatsorunkbdl a minta minden egyes elemének kivalasztasi valoszini-
sége alapjan. A mintavételi modelliink alapjén szamolt valészintiségi értékeket itt
fel kell hasznalni. Lehetséges, hogy a mintaelemek fiiggésége miatt szukcessziv
modon kell eljarni. A kapott mintara pedig valamilyen mddszerrel szamitjuk ki a
paraméter ijabb becsiilt értékét. A 6. fejezetben targyalt esetben is eljarhatnank
igy. A szamitas elvégezheto, de tulsdgosan idGigényes, és a gyakorlati pontossag
sem igényli.

Itt megemlithet6 a bootstrap mddszer egyik alkalmazasi lehetdsége. Elébe
menve a 8. fejezet 8.4.3. pontban targyalt érzékenység vizsgdlatnak, a bemend ada-
tokban torténd valtozdsnak valamekkora hatdsa van a végeredmény valtozasaira
(ez az un. érzékenység), kiilondsen kis minték esetén. E kiadvény par éve foglal-
kozott egy Osszefoglald cikkben [10] a paraméterek becslését dltaldban befolydsold
tényezokrol és a kiilonboz6 maddszerekrdl. Tobb irodalmi utalds van benne emlitve
a szimulacids, nevezetesen a bootstrap technika alkalmazdasara, olyan esetekben,
amikor az eloszlas nem formuldzhaté és a mintaelemszam kicsi, amint ez esetiink-
ben is fennall.

Egyes esetekben a mintdban kapott gyakorisig (K) az adott mintavétel jellemzd
értékei alapjan egy tulzottan kicsi, vagy éppen nagy valdszinliségli esemény beko-
vetkezésének eredménye lesz. Ha ezt hasznéljuk fel a becslésnél, akkor nagyobb
hibaval szamolhatunk. Hasznalhatunk szimuldcids maodszert arra, hogy egy valé-
szinlibb joéeset szamot kapjunk a mintaban. A szimuldciordl és alkalmazasairdl szé-
mos irodalom van. Jé attekintést ad ezekrél [8], [9]. Az alkalmazdsédhoz az eloszlds
ismeretére sziikség van, hogy véletlen valtozot generaljunk. Ahogy a paraméteres
bootstrap alkalmazésihoz, gy a szimuldciénal is a paraméter értékének eldzetes
becslése sziikséges. A becsiilt paraméterértéknél kapott eloszlas alapjan jéeseteket
generalhatunk. A mintara ezen szamok mellett aztan a paraméter szamitasara az
altalunk alkalmazott eljarast elvégezhetjiik. Ez sok szamitast igényelhet. A szami-
tast kevesebbszer kell elvégezni, ha a generdlt joeset szamok atlagat vessziik. Ezen
atlag-gyakorisagot tekinthetjiik a mintabeli pontosabb gyakorisdgnak, és csak erre
a gyakorisagi értékre végezziik el a szamitast és kaphatunk egy 1jabb becslést a
paraméterre. De az atlagtdl eltéré gyakorisdgra megismételve a szamitast, akar
standard hibdt vagy konfidencia intervallumot is szdmithatunk. Ebben az eset-
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ben a szimulacids mddszert nem egy bonyolult eloszlas szamitdsara, vagy valamely
becslési jellemz6 szamitasara hasznéljuk, hanem csak 1j mintaelemek generaldsara.

A targyalt mddszer alkalmazasat a 6. fejezetben — egy adott konkrét minta-
vételi eljards esetében (jarmiivon torténd kikérdezésnél) — bemutatjuk a megdl-
16k kozotti utasmozgasok szamitasara. Felmeriilhet erre més lehetséges szamitasi
eljaras alkalmazasa is. Ennek néhdny vonatkozdsat a 6. fejezet alatt targyaljuk.

A fenti 4.2. részben leirt eljards a megdlléban torténd kikérdezés esetén tér-
gyalva lett a Kozlekedéstudoményi Intézet (KTT) 2011-2012-es évkonyvében [21].
A jarmilivon torténé kikérdezésnél torténd alkalmazdsa és a konkrét szamitasi
eljaras e cikk targyat képezik.

5. Mintavételi modell a jarmuvon torténéd kikérdezésnél

A jarmivon torténd mintavételkor a jarmiivon levé utasokat kérdezik meg, és
a mar kikérdezett utast a felmérés sordn, a megkérdezés napjan, nem kérdezik meg
tobbé. A jarmiivon levd utasok szdma dllandéan valtozik, de nem folyamatosan,
hanem lépcsézetesen, két megdlld kozotti szakaszon dllandd az utasszam. A kapott
minta tartalmazza, hogy melyik felszall6 megéllébol melyik leszélléban szallnak le
az utasok. A kikérdezést kiegésziti még a jarmiire torténé fel- és leszallé utasok
szamlaldsa megallénként.

Mivel minden jérmii (pontosabb beszélni a kozforgalmi kozlekedésnél jdrat-
rol vagy vonatrdl, amely meghatarozott idoben meghatarozott ttvonalon kozle-
kedd jarmiivet jelent) idében mdskor kozlekedik, akar eltérd ttvonalon, részben
vagy egészben mas megallékat érintve, ezért az utasok Osszetétele, utazasi attitiid-
jik jaratonként valtozhat, ezaltal az egyéni utazasi jellemzdk eloszlasa is. Ezért
minden egyes jarat utasaira kiilon becslés jon széba.

Alapsokasdgnak tehat a jarat utasainak Osszességét tekintjiik, koziilik torté-
nik a mintavétel. Azonban paramétereket erre az alapsokasdgra vonatkoztatni
a feladathoz, az elemzéshez nem minden esetben megfeleld, mivel egy jarat uta-
sai dltalaban tobb csoportba sorolhaték utazasi jellemzoik (mutaték) tekintetében
— amelyek esetenként jelentGsen kiilonbozhetnek — és ezért a jaratot nem lehet
egy homogén egységnek tekinteni, valamint sok esetben ezen kiilonboz6 csoportok
jellemz6i érdekelhetnek minket. Az utasoknak olyan korét kell definidlni, amely-
re az utazasi jellemzok viszonylag egyértelmiien erre a korre vonatkoztathatok.
Tovabba kell, hogy legyen ismeretiink a csoport nagysigar6l. A mintat is majd
erre a halmazra kell , felszorozni”, vagyis ez lesz a populéacié. Ez a populdcié nem
esik feltétleniil egybe az alapsokasdggal.

Egy jaratnal minden egyes megalléhoz hozzarendeliink egy populaciét, éspe-
dig a megdlléban felszallt vagy leszallt utasok halmazdt. Azt mondhatjuk, hogy
egy jaratnal egy adott megélléban felszallt utasok az utazési jellemzok olyan mu-
tatéit hatdrozzdk meg, amelyek az adott megallora jellemzbek, egyben kiilonboz-
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hetnek més megallok utasai altal meghatérozott mutatoktol. Tehat megallonként
mas és mas lehet az utasok Osszetétele, az utazas indokanak megoszldsa, stb...
Ehhez a halmazhoz hozzarendelhetok az egyéni utazasi jellemzok eloszlasat leird
paraméterek. Ugyanez igaz a leszalld megélldkra is. (Itt megjegyezziik, hogy a
megall6 Gsszes utasforgalma ismert. De nem lehet alkalmas populacié pl. a meg-
alléban felszdllt dolgozdk Gsszessége, mert azok szdma mdr nem ismert.)

A kovetkez6 részek targyalasdndl az egyéni utazési jellemz6 az utazasi reldcié
lesz. Vagyis az a jellemzd, hogy adott megdalléban felszdllt utas melyik megélléba
utazik. Ehhez az utazési jellemzohoz, a 2. pont értelmében, hozzarendelt valdszi-
niiségi valtozé értékei (kategdridk) pedig lehetnek pl. az egyes megdll6k sorszama
a jaraton. A valdsziniségi valtozd csak a hozzatartozé populdciéra vonatkozik.
A valdszintliségi véltozé eloszlasa adja meg, hogy milyen ardnyban oszlanak el egy
felszallé megélld utasai a kiillonbo6z6 leszallé megallok kozott, vagy mas oldalrdl, a
leszallé megéllé szemszogébdl, a felszallé megallok kozott. Ezt adjak meg az adott
populacidra vonatkozd paraméterek. Minden megall6hoz, illetve a populacidjahoz
hozzarendeliink valdsziniiségi valtozét, és minden egyes valtozéhoz annyi elemi
paramétervektor tartozik, ahdny megalléban leszallhatnak, vagy felszallhatnak az
utasok.

A megdllok kozotti szakaszon tobb megéllébdl jove (vagy més megkozelités
esetén tobb megélléban leszdll) utas tartézkodik, tehdt egyszerre tobb megalld
populécidja létezik egylitt, tehat egyszerre tobb és kiilonb6zé paraméterti populacié
van jelen. Amennyiben megéllok kozotti mintabeli forgalom (mintabeli gyakorisdg)
valdszintiségeloszlasanak szamitdsanal egyszerre kivannank kezelni a megéllokat,
akkor sokdimenzids problémaval kellene szembenézni. Emellett a valdszintiségel-
oszlasokat nem lehet analitikus formaban megadni, de még numerikus kezelése is
nagymértékben bonyolultnak latszik.

Ezért a problémat leegyszeriisitettiik. Egyrészt egyszerre csak egy populé-
ciét vizsgdlunk. Masrészt az egyes megallokban a leszdllok szamat a mintaban
nem tekintjiikk valészintiségi valtozonak, és értéke a megalld mintaban realizald-
dott leszallé utasszam lesz. Ez azt jelenti, hogy az utasgyakorisdg eloszldsanak
szamitasanal az egyes megallékndl leszalld jéesetek szama nem haladhatja meg a
megélléra vonatkozé ezen értéket. E feltétel mellett minden lehetséges eset figye-
lembe van véve, és a nem megvalésulhaté esetek (pl. a mintdban egy szakaszon
(két megdll6 kozott) mintavételkor nem kaphatunk annyi jéesetet, amellyel mar
meghaladnénk a vizsgélt megédlléban a leszdllé utasszamot) ki vannak zirva. Ez a
feladat kénnyebben megoldhatd.

5.1. A leegyszeriisitett modell

A leirt utas-kikérdezési médszer egy visszatevés nélkiili mintavételhez hasonlit
két megall kozott. A € valdszintliségi valtozéhoz hasonléan bevezetjiik két megalld
kozotti szakaszra, legyen ez az i-edik szakasz, a &; valdszintiségi valtozdt, amely az
i-edik szakaszon tortént mintavételnél kapott joesetek szamat adja meg. A beve-
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zetett valdszinliségi valtozok egy kivalasztott populdciéra (megalléra) értenddk.
Ez a valtozé un. hipergeometrikus eloszlast fog kovetni az alabbi forma szerint.

H (& =Fk; N,M,n) = (]1\:[)((1\:\7[)1]1\@/[)

ahol két megall6 kozotti i-edik szakaszon
N az utasszam,
M az utasok kozott a joesetek szama,
n  a mintavétel szama,
k  a szakaszon vett mintaban levl jbesetek szama.

A kovetkez6 szakaszon, vagyis a kovetkezd két megdlld kozott torténd minta-
vétel esetén is ugyanez az eloszlasfiiggvény, de argumentumai mar més értéket
vesznek fel, és fiiggenek az el6z6 mintavétel kimenetelétdl.

Tehat a mintavétel két megallé kozti szakaszon a teljes alapsokasagbdl, vagy
részhalmazdbdl (az addig felszéllt utasokbdl) torténik, de a becslést csak egyik
konkrét részhalmazara végezziik el: amennyiben a felszallé megallét vizsgdljuk,
akkor az adott felszall, ha a leszall6 megdllét, akkor az adott leszallé megdlld
utasaira. A jarat utasaira (fel- és leszallok szdméra) vannak utasszémléldsi ada-
tok, de kiilénbséget nem tudunk tenni abban a dologban, hogy pl. egy megalléban
leszallok kozott mennyi a kiilonb6z6 megdllokbol jovo utasok szama, vagyis melyik
populéciobdl valok. Ezért bizonyos szamitasok az Gsszes, megéallonként nem meg-
kiilonboztetett utasra fognak vonatkozni. Az Gsszes utas alatt az alapsokasagnak
a vizsgélt leszallé megalldig felszallt utasok halmazat értjiik természetesen.

A joeset az lesz, ha a vizsgdlt megalloban felszallt utas a vizsgalt utazési
jellemzének, pontosabban valamely kategéridjanak megfelel6 utazdst bonyolit le.
Tovabba, mivel csak egy adott megélléra vonatkozé populdciét néziink, a maés
megallok utasait ugy vessziik, mint ami nem jdeset. fgy, amennyiben az utazasi
jellemz6 a reldcid, a felszallo megdlls j, a leszallé ¢, akkor csak a (4, ¢) reldcié lesz
joeset. Ha a leszall utasokat vizsgaljuk, akkor is igy értelmezziik a jéesetet.

6. A megallok kézotti utasszam szamitasa a populaciéra

A kozlekedés elemzése szempontjabdl a lényeg: mekkora a forgalom nagysaga
(utasok szdma) megdllok kozott, vagy telepiilések kozott, stb... Ez gyakorlatilag
megfelel annak az utazasi jellemzoének, hogy adott felszallohelyrol hanyan utaznak
mas megallokba, mondjuk egy j megalléban felszallt utasokbdl a kovetd megdl-
lékban hanyan szallnak le. (De lehet mds utazasi jellemzéket is vizsgdlni, példdul
hany dolgoz6 utazik a jarmiivén az adott megdllébdl, stb...) E szdmitdshoz az
utazdsi reldcié egyéni utazdsi jellemzOnek (valdsziniiségi valtozénak) eloszldsat
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haszndljuk fel, amelynek értékei (kategériai) lehetnek példaul, hogy a j megdl-
16t kovetd megallok koziil hanyadiknal, elsénél, masodikndl stb.-nél széll-e le az
utas. Ezeket a vizsgédlatokat el lehet végezni minden egyes megdlléra j = 1-t6l, az
utolsé kivételével. Minden egyes két megdllé kozotti forgalom nagysagat e valo-
szinlségi valtozo populédcidbeli eloszldsa tehat paramétere segitségével kaphatjuk
meg, megszorozva vele a populdcié szdmossdgat. A paramétereket azonban nem
ismerjiik.

A targyalas egyszerisitése érdekében egy vizsgalt megalléban felszdllt utasok
képezzék a populdcidt. (A masik lehetdség lenne, hogy a vizsgdlt megalld leszalld
utasai jelentik a populdciét. A szamitdsi elv ugyanaz marad ez utébbi esetben is,
csak egyes konkrét szdmitasi megoldasok kiilonboznek a két esetben.)

6.1. A megallok koz6tti utasszam valdszintiiségeloszlasanak szamitisa a
mintaban

Az utazési relacié valdszinliségi valtozé esetén a 4.2.-ben leirtak szerint a
paraméterek kiszdmitdsahoz a megallok kozott utazék mintabeli szamanak vald-
szinlségét kell el6szor meghatarozni. A j-edik felszallé megdllé esetében a j-edik
és a kovetd megalldk kozotti utasszamot. A szamitdsi eljardst most egy kategdrid-
ra végezzik el, arra, hogy az f-edik megalléban szall le az utas. A megbecsiilendd
érték, hogy itt a vizsgalt megalloban felszallt utasokbdl hanyan szallnak le milyen
valészintiséggel. Joeset most esetiinkben, ha egy utas, amelyik a j-edik megélléban
felszallt, az ¢-adik megalloban szall le.

Tehét a felszallok kozott Mj, = pje - I lesz az adott jellemzovel biré utasok
(j6esetek) szédma, ahol

M;, az l-edik megallohelyen leszallok szdma a j-edik megall6bdl,

F;  a j-edik megall6helyen a felszallé utasok szama,

pjr  az f-edik megalléra jellemz6 paraméter a j-edik megalléban felszallok
korében.

Annak val6szintiségét, hogy a j < i-edik és az i + 1 < f-edik megallé kozotti
i-edik szakaszon vett mintdban a j megdalléban felszallt utasok koziil k£ darab olyan
utas fordul el6, amelyik az ¢-edik megélléban leszéll, az aldbbiak szerint irhatjuk
fel, amennyiben a megel6z6 szakaszokon eddig Gsszesen z; darab jéeset fordult elé.

P(fl = ]f) = Pk(l) = H(k, NZ‘,Mi7TL7;|ng) = H(k, Ni»%l - zi7ni|ng), (1)

ahol
i az argumentumban az Gsszes sziikséges paraméter i-edik szakaszbeli értékére
utal,
N; az adott szakaszon figyelembe veheté utasok szdma,
M; az adott szakaszon figyelembe vehetd joesetek szama,
n; az adott szakaszon a mintavételek szama,
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Cj¢ olyan feltételek, amelyeknek figyelembevételével kell a valészintiséget kisza-
mitani.
Nem részletezve, ezek arra vonatkoznak, hogy a k szdm nem lehet tetszéle-
ges nagy egy szakaszon, korlatot szab az f-edik megdlléban leszallé utasok
szama, valamint megallonkénti leszallok szama a mintaban, szakaszonként
vett mintaelemek szama, tovabba a vizsgdlt szakaszig az Osszes vett joeset
szama (z; értéke) is.
A figyelembe vehetd utasszam:
N; = (az utasok széma az i-edik szakaszon) — (az el6z8 szakaszokon
megkérdezett és az i-edik szakaszon még fennlevd utasok).
A figyelembe vehet6 jéesetek szdma:
M; = My — (az i-edik szakaszt megel6z6 szakaszokon megkérdezett utasok
kozott a joesetet jelentd Osszes utas szdma, vagyis z;).
Ha az i-edik szakaszig z; szdmu jdeset fordul el§ a mintdban, akkor a Pj(4)
valészintiséget felfoghatjuk feltételes valészintiségnek is, ezért jelolhetjitk Py (i]z;)-
vel a fiiggvényt. lgy az el6z6 egyenletet (2) szerint is felirhatjuk.

Pk(l|21) = H{k, Ni,sz — zi,ni|ng} . (2)

Annak valészintiségét, hogy egyaltalan az i-edik szakasszal bezardlag, azaz az
i szakaszon kapott jéeset szdmmal egyiitt Osszesen w jéeset forduljon eld, a (3)
alapjan szamithatjuk ki, mivel a z;-nek tobb értéke lehet véletlen mddon. S; jeloli
az i-edik szakasz utani joesetek szamanak valdszintiségeloszlasat:

zmax

Si(w) = > Pu_z,(ilz:) * Si-1)(21), (3)

23 =0

ahol az Osszegzés z;-re a megel6z0 szakaszokon maximalisan elérheté lehetséges
értékéig, zmq.-1g torténik.

A w érték pedig nem lehet tobb, mint 24z + kmaz- A kmaee érték az i-edik
szakaszon kivalaszthaté maximalis joesetek szama, amelyet az i-edik szakaszon
vett mintdk szdma és a z; érték hatdroz meg. A (3) Osszefiiggés a teljes valdszi-
niiség tétele alapjan lett felirva, mert a kiillonboz6 z; értékek eléforduldsa egymast
kizaré események, és valoszinliségeik Osszege 1. Ha w — z; < 0, akkor a feltételes
valdszintliség értelemszertien 0 lesz.

A (3) osszefiiggés azt mutatja, hogy az S;(w) valésziniiséget szukcesszive szdmit-
hatjuk az el6z6 szakaszokbdl és az adott szakaszon tortént mintavételbol. Vagyis
az eloz6 szakaszokon kapott Osszes joeset valdsziniiségébol és az aktualis szakaszon
kapott joesetek szama valdsziniiségébdl lehet szamolni az aktualis szakasz utani
joesetek szaméra vonatkozé eloszlast. Felhaszndlva, hogy az elsé szakaszra z; = 0
lesz és Sp(0) = 1, hiszen az els6 szakasz el6tt nem volt mintavétel. Minden szakasz
utdn megkapjuk az addig lehetséges joesetek szamat, valamint a hozzatartozé valo-
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szinliséget. A kapott joesetek szamaval aztdn csokkentjitk a kovetkezd szakaszon
figyelembe vehetd joesetek szamat (Mj, — z;)-t, és folytatjuk a kovetkezd (i + 1)
szakaszon torténo mintavétel valdszinliségének szamitasaval. Ezt a szamitast elvé-
gezziik minden két szomszédos megall6 kozotti szakaszra a j-edik megallétol az -
edikig, és igy megkapjuk az adott utazasi jellemzére, vagyis a j megalloban felszallt
és az (-nél leszall6 utasok szdmanak eloszlasat a mintaban adott p;, mellett. A pa-
raméter ezen értékénél igy megkapjuka & =5>¢ i=j4, j+1, j+2,...({—1)
valdsziniiségi valtozo eloszlasat.

A gyakorisag valdszinliség eloszlasanak fenti szamitasat numerikusan végez-
ziik a 4.2.-ben a 3-as pontban leirtak szerint a p;, paraméterre felvett minden
pr,m=1,2,... R értékre, és igy a mintdban az ¢-nél leszallok szamahoz tarto-
z6 valdsziniiségeket is ismerjiik minden p,-re, és abbdl a p,-ek stlyozott atlagat
tudjuk szamitani. fgy kaphatunk becslést a paraméter értékére.

Elvégezhetjiik a szamitdst minden szébajohetd (7, £) megélléparra, rogzitett j
mellett, ahol j < ¢, tovdbba minden j-re. Mivel minden mintaelemrdl tudjuk,
hogy melyik szakaszon vették, és melyik megalléban szallt le, tovabba ismerjiik a
megallénkénti felszallo és leszallé utasok szamat, a fenti szamitést elvégezhetjiik.
Nem sziikséges minden megalloparra elvégezni, ha csak egy megdalléban felszallt
utasok mozgésa érdekel, vagy csak adott megalléban leszallt utasok szama érdekel
benniinket, akkor csak j-ben felszallt, vagy csak £-ben leszall6 utasokat kell nézni.
Ilyen eset lehet példaul, ha a megdllé egy atszallohely.

A (3) osszefiiggés azt mutatja, hogy mivel minden, az adott szakasznél lehetsé-
ges z értékre torténik az Osszegzés, az eloszlas szamitasandl az 6sszes megvaldsul-
haté eseményt figyelembe vessziik, és nem vagyunk tekintettel arra, hogy hogyan
realizalodott az egyes szakaszokon vett mintavételek sordn a mintdban végiil jelen-
levd j6esetek szdma. Vagyis a konkrét realizdcié figyelembe vétele nélkiil (a priori)
szamitjuk az eloszlast. Ez az 5.1.-ben leirtaknak megfelel, vagyis minden lehetséges
eset alapjan szamitjuk az eloszlast.

A szamitast kiegésziti, tul az Cj, feltételek figyelembevételén, két alapvet6
feltétel szamitdsa: az f-edik megalléban a lehetséges maximdlis leszdllok szaméa-
nak, illetve a legaldbb sziikséges leszdllok szaménak szamitasa. Ezeket a szamokat
a keresztmetszeti felmérésbol kapjuk és a konkrét utasforgalom hatarozza meg.
A lehetséges maximailis leszallészam azt adja meg, hogy a j megédlléban felszallt
utasokbdl mennyi szallhat le legfeljebb az f-edik megalloban. (Ha kozben kevés
a felszallé utas, akkor a j-edik megdllobdl mas kozbensé megallokba is kell kertil-
jon utas, ezért korlatozva van j-edik megallobdl az f-edik megélléban leszallhato
utasok szdma.) A legaldbb sziikséges leszdllok szdma pedig azt adja meg, hogy a
j-edik megéllé utasai koziil ennyinek biztos le kell szallnia (-ben. (Ha (-ig kevés a
felszallé utas mas megallokban az £-nél leszéllékhoz képest, akkor j-bdél is kell, hogy
valamennyi leszélljon.) fgy az eloszlas szamitasanal, illetve a becslésnél a szam-
lalt utasforgalom alakuldsa is figyelembe van véve. Ha nincs minta véve valamely
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(4, €) megallépar kozott, akkor a fenti két szdm atlagat tekinthetjiik a paraméter
becslésének.

A fentebb leirt eljaras végén addédé paraméterrel aztdn megkaphatjuk a popu-
laciéra a megallok kozotti utasszam becslését, és ha minden egyes populdciéra
osszeadjuk, akkor megkapjuk a jaratra a megallok kozotti utasszédmot.

6.2. Atmeneti valésziniiségek szamitasanak mas lehetSségei

A fentebb leirt eljardssal szamolt paraméter azt is megadja, hogy a j-edik meg-
alléban felszallt utasok koziil milyen aranyban szallnak le az f-edik megalléban,
mas széval, hogy milyen valésziniiséggel utazik egy utas a két megélld kozott. Ezt
a valdszinliséget tekinthetjiik a megallok kozotti atmeneti valészintiségnek. Sza-
mithatjuk minden egyes (j,¢) megdlloparra kiilon-kiilon. Vagyis a becslési eljards
leirasara felhasznalt példan egy sztochasztikus folyamat dtmeneti valdsziniiségé-
nek szamitdsdra is sor keriilt. (Bér nem ez volt a céll) A lefrt szdmitds csak
egyszerisitve veszi figyelembe, hogy a felszall6 megdllék kozott kolesonhatéds van.

Megallok kozotti atmenet valdszinliségének becslésére valé mddszerekre az Inter-
neten konkrét, kozvetlen példa, irodalom nem volt talalhaté. Kozvetetten, Markov-
lancokra vonatkozdan az dtmeneti valdsziniiség szamitdsara azonban voltak mod-
szerek. Amennyiben fel lehet allitani valamilyen Markov-lanc modellt a fel- és
leszallé utasok megallonkénti alakulasara, vagy a populdcié egy utasdnak leszal-
lasdra (pl. egy lehetéség a szdmegyenesen egy specidlis vandorlds), akkor lehet
hasznélni ezeket a becslési eljarasokat.

Véges allapotii és homogén Markov-ldncra az [1], [11] ad meg maximum likeli-
hood becslést az atmeneti matrix elemeinek becslésére. Esetiinkben azonban meg-
alléktdl fliggben valtozik az dtmeneti valésziniliség, ezért nemhomogén Markov-
lanccal kellene szamolni az dtmeneti matrix szamitasanal. A nemhomogén Markov-
lancra az [5] irodalom ad szdmitdsi médszert. Amennyiben figyelembe vessziik a
felszalldé megallok kozotti kolesonhatast, vagyis egyszerre vessziik figyelembe az
Osszes megalld felszalld utasait, akkor tobbvaltozés Markov-lanccal kellene model-
lezni a folyamatot [3], [6], [13], [19].

Barmelyik esetet nézziik azonban, magat a Markov-lancot, vagy annak egy
részét kellene megfigyelni az atmeneti valészintiségi métrix kiszamitasahoz, vagy-
is esetiinkben a tényleges utasszam alakuldsat megallonként. De hat éppen ezt
szeretnénk tudni! Mivel a folyamatbdl csak mintaval rendelkeziink, igy nem alkal-
mazhatok a Markov-lancra és més idosorokra vonatkoz6 mddszerek.

Ha az atmeneti valésziniiség
Pj; = Val{(j, ) kozott egy utas leszallasdnak valdszintisége},

akkor az emlitett szakirodalmakbdl a szamitasok altaldanosan a megfigyelt allapot-
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atmenetek aranydaval fejezik ki ezt a valdszintiséget, vagyis
Pjy = {a j-bdl £-nél leszallé dtmenetek szdma/az Gsszes j-bol
szédrmazé dtmenetek szdmal.

Amennyiben a mintdban kapott atmenetek szdmaval, amely most a megallok
kozotti mintabeli gyakorisdgokat jelenti, helyettesitjiik a fenti Osszefiiggésben az
allapotatmenetek szamat, nem varhatunk jo eredményt. Kicsi, vagy nincs is
minden (j,f) parra minta. Ezért a Pj, métrix er6sen pontatlan és ritka lesz.
Nem tudjuk, hogy ha nincs mintaelem valamelyik leszall6 megallora, akkor az mit
is jelent valdjaban: kevesen szédllnak-e le itt, vagy egyaltalan nincs leszallé utas.
Tovabba a minta nem is fejezi ki, hogy a megéllok konkurdlnak egymassal. A min-
tanagysag novelheté tobb jarat mintajanak Gsszevonasaval. Azonban a nagyobb
mintdban levo aranyok nem alkalmazhatéak kiilon-kiilon az egyes jaratokra, mert
a jaratok forgalma kiilonbdzd, és a megallok kozotti forgalom is méshogy alakul
jaratonként. Osszevont mintdnak a megallok kozotti forgalom szémitésara torténé
alkalmazdsdval a [22] foglalkozik.

7. Egyszerlisitések a gyakorlati esetekben

A célforgalmi minta adatai és a keresztmetszeti adatok minden szamitdshoz
szitkséges adatot tartalmaznak, ezért a szamitas elvégzése lehetséges. Gyakorlati
esetekben azonban szamolnunk kell azzal, hogy az adatok nem mindig pontosak,
valamint egy jaratnak sok megéllja is lehet. A gyakorlati esetekben minden egyes
mintavételt nem lehet mindig ahhoz a szakaszhoz hozzarendelni, ahol is a minta-
vétel ténylegesen tortént. Ez részben adatfelvételi pontatlansaghdl eredhet, rész-
ben, ha tobb megéllé kozel van egymashoz, akkor a szakaszok nem kiilonithet6k
el j6l id6ben a mintavételeknél. Figyelembe kell venni a szamolési igényt is, amely
a megallok szamaval erdteljesen novekszik. Tovabba az adatokndl is sok esetben
csak telepiilés van megjelolve, és nem a konkrét megall6. A gyakorlati esetre a
modell egyszertisitése:

a) Megallokat dsszevonhatunk telepiilési szinten, és csak akkor kezeliink kiilon
egy telepiilésen beliil egy megallot, ha a megalloba érkezo, illetve kiinduld
utasszam jelentosebben kiilonbozik a megalld esetében a tobbitdl, vagy nagy
az utascsere. Azokat a megalldkat, ahol kevés az utasmozgds, méas megdl-
lokkal Gssze lehet vonni.

b) Az egyes mintaclemeket a szakaszokhoz a mintavétel ideje alapjan rendeljiik
hozzé, de megengediink egy révid idoeltérést, és az ebbe az idétolerancidba
esO szakaszok valamelyikéhez rendeljiik a mintat gyakorlati megfontoldsok
alapjdn. (Példdul ha tébb az utas, akkor nagyobb lehet a vett minta nagy-
sdga.)
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8. A médszer alkalmazasa egy utasfelmérésre

Az ismertetett modszer valds felmérési adatokon lett kipréobédlva. A mddszerrel
az utazdsi relacié paraméterei lettek megbecsiilve, tovabba egy masik médon
tortént becslés eredményével Gssze lettek hasonlitva. Szuréprobaszertien — egy-két
esetben — megnéztiik, hogy az adatokban torténd valtozas mennyire véltoztatja
meg az eredményt.

8.1. Az utasfelmérési példa

Az EMAH nevi, EU-finanszirozasd, ckomobilitast vizsgalé projekt kereté-
ben az osztrdk-magyar hataron atmend vasiti utazasok lettek felmérve 2013-ban
néhény vasuti vonalon tavasszal, valamint nyaron a hét ugyanazon harom napjan
[20]. Minden alkalommal célforgalmi kikérdezés, valamint keresztmetszeti szamla-
las tortént tobb vonatnal. A célforgalmi kikérdezés tartalmazta — maés, utazasra
vonatkozé kérdések mellett — az induld telepiilésre/vastutdllomdsra, esetleges &t-
szdll6 vasttéllomdsra és végiil céltelepiilésre/vasitdllomdsra irdnyulé kérdéseket
is. Fel lett véve a vonalszadm, a vonat szama (amely vonaton a kikérdezés tortént)
és a kikérdezés ideje. Megjegyezziik, hogy most a telepiilés vagy wvasutdllomds
fogalmak az eddig hasznalt megdlld fogalom értelmében vannak hasznalva, kifejez-
ve, hogy a vasuti megallohelyrol van szd, és hogy a vasuti megallohely lényegében
a telepiilést is meghatédrozza.

A vonatok a vasiuti vonalak egy adott szakaszdn lettek felmérve. A felmért
szakaszon mintavételre barmely két megdllé kozott sor keriilhetett. A felmérés
célja miatt altalaban és tobbségében a hatart atlépo utasok lettek megkérdezve.
A keresztmetszeti felmérés is a vasiti vonal vizsgalt szakaszéanak dllomésaira tor-
tént. A felmért szakasz minden allomédsian meg lettek szamlédlva a fel- és leszallo
utasok, természetszeriileg a vonatokon utazé Osszes utas, tehat nem csak a hatart
atlépok.

A szamitdsokat csak egy vasuti vonalra (524-esre) végeztiik el, a Bécs irdnydba
mend, illetve a Bécs irdnyabdl jovo forgalomra. A vizsgélt vasuti vonal megall6i
sorrendben Bécs irdnyaba:

Deutschkreutz

Sopron

Loipersbach-Schattendorf

Marz-Rohrbach

Mattersburg

Mattersburg Nord

Wiesen-SigleR

Bad Sauerbrunn

Neudorf

Katzelsdorf
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Wiener Neustadt Hbf.

Wien

A vizsgalt szakasz ezen a vonalon Deutschkreutztdl Sopronon keresztiil Wiener
Neustadtig tartott, a Wiener Neustadt — Wien szakaszon célforgalmi kikérdezés
és keresztmetszeti szamldlas nem volt. Ennek ellenére a Wiener Neustadt — Bécs
kozotti utolsé szakasz forgalmara a keresztmetszeti felmérésbol adédik érték, mivel
kozbensé megallé nincs. A mddszer alkalmazdséndl a fenti dllomésok csak Sopron-
t6l kezdédden érdekesek.

8.2. Az adatok megfeleltetése a mdédszer alkalmazasahoz

A feltett kérdés: a vasiti vonal ausztriai dllomdsain hdny utas szdll le, akik
Magyarorszdagrol jonnek, illetve az ausztriai dllomdsairol hdny utas indul, akik
Magyarorszdgra utaznak.

A modszerhez a felmért adatokat meg kellett feleltetni. Mivel a kikérdezés
gyakorlatilag csak a hataratlépé utasokra szoritkozott, ugy tekinthetjiik, hogy a
mintavétel a hataratlépo utasokbdl tortént, vagyis a vonaton levé hataratlépd uta-
sok szolgalnak alapsokasigként a mintavételhez. Viszont a forgalomszamlalasi
adat az Osszes utasra vonatkozik, tehat minden két szomszédos megalld kozotti
szakaszra meg kell hatarozni a vonaton levé hataratlépd utasok szamat. Ezt az
Osszes utasra vonatkozé keresztmetszeti adatokbdl valamiféle ésszerii feltételezés-
sel kaphatjuk meg. A feltett kérdés megfelel annak, vajon a hataron (Sopronban)
felszall6 utasok koziil milyen ardnyban szallnak le, illetve a Sopronban leszall6 uta-
sok milyen aranyban szalltak fel az egyes osztrak &llomasokon. Tehat Sopronban
felszallt, illetve leszallt utasok adjak a populdciét, amelyre a paramétereket (ard-
nyokat) szamitjuk. Vagyis esetiinkben most a két halmaz (a mintavételiil szolgdls
alapsokasdg, illetve a populdcié) egybeesik.

A moédszer alkalmazasanak kiprébélasara csak egy egyszerisitett eset lett vizs-
galva. Azért, hogy minél kevesebb szakaszra kelljen a hataratlép6 utasok szamat
megbecsiilni, amely becslés a szamitds eredményét befolyasolja, és ezéltal az ered-
mények Osszevetését mas mddon szamolt értékekkel megneheziti, a lehet6 legke-
vesebb megallé haszndlata a célszeri. Ehhez, amennyire lehetséges, megallékat
kellene Gsszevonni, aminek kovetkezményeként pedig az Gsszevont keresztmetszeti
utasszamok eredményre vonatkoz6 hatasaval kellene szamolni.

Szerencsére az expresszvonatok lehetéséget adtak az emlitett eljarasok elke-
riilésére, ugyanis e vonatokndl csak 4 megallot kell figyelembe venni. Ezek az
alabbiak:

Sopron
Mattersburg
Wiener Neustadt Hbf.

Wien
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Ez pedig azt jelenti, hogy csak egy szakaszra kell a hataratlép6 utasok szamat
megbecsiilni, és pedig Mattersburg — Wiener Neustadt szakaszra, mert a Wiener
Neustadt — Wien szakaszon a mintavétel hidnyaban az értéke k6z6mbdos, a Sopron
— Mattersburg szakaszon pedig adott. Egyuttal pedig, mivel a megallok idében
eléggé tavol esnek egymastol, az adatfelvétel ideje alapjan, ha csak az nem teljesen
hamis, vagy nem hidnyzik, az egyes mintakat elég bizonyossdggal tudjuk a megfe-
lel6 szakaszhoz hozzarendelni, ezaltal a mintavétel idejének kisebb pontatlansiaga
nem okoz problémat a hozzarendelésnél.

Az expresszvonatok felmérési és mintavételi adatait Gsszefoglaléan az 1. tabla-
zat mutatja meg. Lathatdéan az egy vonatra atlagosan juté mintaelem-szam nem
nagy. A mintavételi ardny széles intervallumban véltozik, igy egyes vonatoknal
csak 1-2 mintaval szamolhatunk.

vonatok utasszam mintanagysag* mintavételi arany*

Osszes hataron Osszes vonat Aatlagos min. max.

atlépo atlag
nyar 12 2901 710 109 9,08 0,15 0,04 0,20
tavasz 11 1856 797 71 6,45 0,09 0,01 0,60
Osszes 23 4757 1507 180 7,83 0,12 0,01 0,60

*A hatdratlépd utasokra

1. tabldzat. A vizsgalt expresszvonatok utasfelmérésének Osszesitése

8.3. Az 6sszehasonlité mdédszer ismertetése

A targyalt mddszerrel kapott eredményeket Osszehasonlitottuk masik moédon
becstilt értékekkel. Az dsszehasonlité szamitasnal az alapsokasdgot szintén a vona-
ton utazéd Osszes hataratlépo utas adja, és a becslést is ugyan erre a halmazra
tessziik, vagyis a soproni fel-, vagy leszall6 utasokra. Vonatonként ismert a hatér-
atlépo utasok szdma és a vett minta nagysaga, és igy a mintavételi ardny is.

Az utasszam Osszehasonlito értékét alapvetGen az osztrak dllomasokon leszdllé
soproni utasoknak, illetve a Sopronban leszallé osztrak allomasokrdl jovo utasok-
nak a mintdban levé aranyaval szamoljuk ki. Ez a 4.1. pontban leirt szokasos aré-
nyos becslési eljards, vonatonként vettitk az dllomasok utasszdmainak mintaban
levé aranyait. Figyelmen kiviil hagytuk, hogy a mintaban lev6 egyes mintaelemek
mekkora sokasagbdl keriiltek ki.

A fenti eljardst onkényes, de ésszeri meggondoldssal ,finomitottuk” is. Ami-
nek a lényege, hogy gyengébb minta esetén az utasszamot nem egyetlen vonat
alapjan szamitjuk, hanem az Gsszes hasonléan kozleked6 vonat figyelembe véte-
lével. Feltételezziik, hogy egy gyengébb minta esetén az egy megalléban fel-, vagy
leszallt utasok szdmat pontosabban hatarozhatjuk meg, ha az Gsszes hasonléan
kozleked6 vonat mintdjat is figyelembe vessziik. Megosztottuk a vonat utassza-
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mat: egy részét a vonatra kapott mintdban levo ardny alapjan, a mésik részét
az Osszes hasonléan kozlekedd vonat figyelembe vételével szamolt ardny alapjan
osztottuk el a megalldkra.

A 2. tdblazat mutatja azokat a vonat mintavételére vonatkozé szdmokat, ame-
lyek alapjan az utasszamot megosztjuk a kétféle szamitashoz.

szétosztas mintavételi mintanagysag becslés vonat becslés Osszes
tipusa arany alapjan [%] vonat alapjan [%]
a > 60% kozombos 100 0

b > 30% és >12 100 0

b > 25% és >14 100 0

[¢ k6zombos < 0,06« N 40 60

d egyéb esete 60 40

Megjegyzés: N a vonat Osszes utasa

2. tablazat. Vonat forgalmanak megosztasa a kétféle becslési méd kozott a vonat
mintavétele alapjan

Ha a mintavételi ardny nagyobb 60%-nal, akkor csak a mintabeli ardnyt alkal-
mazzuk az utasszamra. (,a” eset). Ha a mintavételi ardny > 30%-ndl, és a minta-
nagysdg 12-nél nagyobb (,b” eset), akkor is a mintabeli ardnyt alkalmazzuk. Ha
nagyon gyenge a mintavétel (,c” eset), akkor az adott vonat forgalmanak 60%-at
osztjuk el az Osszes vonat forgalmdnak figyelembe vételével, és 40%-4t a mintdban
lev6 ardny szerint szamoljuk. Példdul ha 1 db mintaelem van, vagyis 1 f6 utas,
akkor a vonat forgalméanak 0, 4-szerese lesz a mintaban levé megallé forgalma, és
0, 6-szerese oszlik el az Osszes megdlld kozott, tehat harom megallora ez a forgalom
az Osszes hasonléan kozleked6 vonat figyelembevételével szamolt ardnyok alapjan
oszlik el. (Mert harom megéllé van Sopronon kiviill)

A hatérszamok onkényesek. Egyrészt ugy lettek megvélasztva, hogy egy vo-
natra a ,, j6” minta a becsléshez elfogadhaté pontossdgot adjon. Az a) tipus esetén
ez nyilvanvals. A b) tipusnél, megkozelitve valamennyire a valdsdgot, visszatevés
nélkiili mintavétellel szamolva a legkedvezotlenebb mintavétel esetén mindkét eset-
ben ~ 0,15 lesz a standard hiba fels6 értéke a paraméterre. Tovabba figyelembe
véve az Osszes vonatot (tehat nem csak az itt vizsgdlt expresszvonatokat) utas-
szam és mintavétel tekintetében, az is szempont volt, hogy a valasztott értékek
igazodjanak a vonatok &ltaldnos mintavételi jellemzGihez: se tul engedékenyek,
se tul szigoriak ne legyenek. Szempont volt az is, hogy egy megalléra dtlagosan
mennyi utas jut. (Ha 1-nél kevesebb, akkor azt gyengébb mintdnak tekintettiik.)
Az atlagos megdllészam 10, vagyis 1-2 mintaelem varhaté atlagosan megallénként
b) esetben, ha a hatdrszdmnal kicsit nagyobb a mintaelemszam. Az expresszvo-
natoknal a helyzet valamivel kedvezObb, ezért a b eset jé mintavételnek veheto
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mind a mintavételi ardny, mind az atlagosan egy megalléra es6 mintaelemszam
szempontjabdl.

Az 6sszehasonlitd szédmitdshoz hasznélt mintabeli ardny valdsziniiségeloszldsat
adott vonatndl nem ismerjiik. fgy a becslés pontossagiat nem tudjuk pontosan
megmondani, kiilonésen, ha az emlitett korrigalast is hasznaljuk. Azt azonban
kijelenthetjiik dltaldnosan, hogy a) és b) esetben a minta jobb, mint a c) és d)
esetekben, és ezért pontosabb eredményt varunk az el6bbieknél. Ez nem jelenti
azt, hogy d) esetben gyakorlati szempontbdl a kapott becslés nem lehet elfogadhaté
pontossagu.

8.4. Eredmények
8.4.1. A becsiilt utasszamok

Meghataroztuk a hdrom osztrak allomasra a paramétereik értékét, vagyis a sop-
roni felszalld, illetve leszallé utasokbol vald részesedésiiket- mind a tavaszi, mind
a nyari két vizsgalt napra. Az ezekkel kapott utasszamok tort értékek, amelyek
végiil egész értékre lettek kerekitve. A 3. tdbldzat mutatja az eredményeket. Fel-
tiintettitk az egyes szakaszokon a mintavételre vonatkozo jellemzo értékeket is, a
populdcié (egytittal az alapsokasdg) nagysdgat.

Az is latszik a tabldzatbol, hogy a legtobb esetben a mintavételek szama kicsi.
12 mintaelembdl all6, vagy ennél nagyobb minta 7 vonatndl van, 5 elemi, vagy
kisebb mintanagysig szintén 7 vonatnal van. Ez utobbi esetben az egy allomésra
juto atlagos mintaelemszam 2 alatt van. Ezért az Osszehasonlité szamitasnal - de
a leirt médszernél is - nagyobb pontatlansidgra szamithatunk.

Feltiintettiik a leirt modszerrel szamolt paraméter varhaté értékét és a stan-
dard hib4jat (mint eléz6ekben emlitettiik, ezek szdmolhatdk). Egyes esetekben
a standard hibat a paraméter lehetséges legnagyobb és lehetséges legkisebb érték
kiilonbségének (terjedelemnek) harmaddval tettiik egyenlévé. Amennyiben egy
megélléra nincs vagy fel-, vagy leszalld utas, akkor - értelemszeriien - minden
érték 0 a tablazatban. Ha Sopron és a vizsgédlt megdllé kozott nem volt minta-
vétel, akkor a sziikséges legkisebb, valamint a lehetséges mazimadlis értékek atlaga
lett a becsiilt érték, és ugyanez az érték lesz a varhatéd érték is, a standard hiba
pedig a két érték kiilonbségének harmada lesz. A standard hiba ténylegesen 0,
ha csak egyféle leszallé esemény kovetkezhet be egy megalloban. Vagyis, bar volt
mintavétel Sopron és a vizsgalt megdllé kozott, csak 0 leszallé utas volt a min-
tdban. A hibdnak akkor is 0 értéket adtunk, amikor szdmitott értéke kisebb lett
0,001-nél. Amennyiben a paraméter értéke csak nagyon kis intervallumon beliili
értéket vehet fel (0,05-on beliil), akkor a vérhat6 értéket a szdmitott paraméter
értékkel tettiik egyenlové, és a standard hiba értékének a terjedelem 3-ad részét
adtuk.
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8.4.2. Az 6sszehasonlitas eredménye

A 3. tdblazat az ismertetett masik mddszerrel valo Gsszehasonlitas eredményét
is mutatja. Amikor csak a mintabeli ardnnyal szdmoltuk a megallék forgalmét (a
és b tipust eseteknél), csupédn 2 eset volt ilyen, akkor j6 egyezés van a két becslési
eredmény kozott. Amikor gyengébb volt a minta (d eset), és ez volt a legtibb,
akkor esetenként hol egyezés volt, hol jelentésebb eltérés adédott. Kb. azonos
szamban, és a mintavételi ardny sem latszik perdontének. Most nem bemutatva
az eredményeket, el lett végezve a szamitas csak a mintabeli ardny hasznalata
alapjén (finomitds nélkiil), de az se adott jobb egyezést. Ha nagyon gyenge volt a
minta (c eset), akkor az eredmények meglehetésen eltérnek. (A megadott standard
hiba 2-szeresénél is, s6t a 3 szorosdndal is vannak nagyobb eltérések.)

Nyilvanvalé volt a tapasztalatok alapjan, és ez az eredményekbodl latszik is,
hogy &altalaban a Bécsbe, illetve onnan utazok aranya a legnagyobb, olykor eléggé
dominaléan. Ez még akkor is igy van, amikor nincs is olyan minta, amely Bécsben
felszallo, vagy leszallé utasra vonatkozik. Ezért tlinik elfogadhatébbnak példaul
a tavaszi keddi 1810-es vonatnal a Bécsben leszallok szaménak az dltalunk hasz-
nalt médszerrel kapott értéke (28), mint az osszehasonlité eljardssal szamolté (7).
A Dbécsi utasszdmra egy-két ilyen jelentGsebb eltérés még el6fordul az eredmények
kozott.

Megjegyzés: Esetenként az 6sszehasonlité mddszernél figyelembe vett alapso-
kasag kicsit eltér a tablazati értéktol, mert a Deutschkreutz — Sopron kozti utasok
is benne vannak. Ez azonban nem befolyésolja az eltérés megitélését.

8.4.3. Erzékenységi vizsgalat

Megvizsgaltuk, hogy a szamitas eredményét a pontatlan, hibas adatok mennyi-
re befolyasoljdk. Nem torekedtiink teljes, megalapozott vizsgédlatra, csak egy-két
esetnél néztitkk meg az eltérést.

A fel- és leszallok szamaét, és igy a szakaszonkénti utasszamot pontosnak lehet
tekinteni, hiszen csak egy szakaszra lett utasszam becsiilve. A mintandl pedig el-
fogadhatjuk, hogy hol széllt fel, vagy le az utas. A leginkabb problémds adat, —
és ennek tobb oka is van — ha nem ahhoz a szakaszhoz rendeljiik a mintavételt,
ahol az ténylegesen megtortént. Ezért megvizsgaltuk, hogy ha a mintavétel egyes
mintaelemeknél més szomszédos szakaszon torténik, hogyan befolyasolja az ered-
ményt. Olyan esetekben érdemes ilyet nézni, ahol egy szakaszon tobb mintaelem
lett véve.

Ezért megviéltoztattuk az egyes szakaszokon vett mintaelemek darabszamat,
de meghagyva a megélléra vett dsszdarabszdmot. (A 4.3. pontban leirtak sze-
rint az érzékenységet vizsgalni lehet bootstrap mdodszerrel is, mi nem ezt az utat
véalasztottuk.) A 4. tdbldzat bemutatja a kapott eltérést.

A tablazat tartalmazza az eredeti szamitasndl haszndlt szakaszonkénti utasszé-
mot, és a szakaszonkénti mintavételek szamat, valamint ugyanezen adatokat a min-
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tavételek egy részének méas szakaszokhoz tortént hozzarendelése esetén. A para-
métereket mindkét esetre kiszamoltuk. Lathatd, hogy jelentésen nem valtozik a
szamolt utasszam, pedig a mintaelemek egy része mas szakaszra keriilt at. Ez az
eredmény részben varhato is, hiszen a sulyozott atlag értéke az eloszlas valtoza-
saval csak kevéssé valtozik. Az eloszlas véltozasa nagyobb mértéki lehet, ha a
mintavételiil szolgal6é utasszam a szakaszokon kisebb érték. Erre vizsgalatot nem
végeztiink.

9. Osszegzés

A cikkben bemutattunk egy két 1épésbél alld, a szokdsos eljarasoktdl valame-
lyest més megkozelitésli becslési mddszert arra vonatkozdan, hogyan becsiilhetjiik
meg kategéria valtozdk populaciobeli valésziniiségeloszlasat megad6 paramétere-
ket bizonyos mintavételi adottsdgok esetén. Az els6 lépésben a vizsgalt kategéria
mintaban lev6 gyakorisaganak eloszlasat hatarozzuk meg a paraméterre felvett
valamilyen érték mellett. A konkrét szamitdsi eljards fiigg a mintavételi méd-
tél. A mdsodik 1épésben a paramétert becsiiljilk meg a gyakorisag eloszldsanak
szamitasahoz hasznalt kiillonb6z6 paraméter értékek silyozott atlaga alapjin, ahol
a sulyok a gyakorisag eloszlasabdl kaphatoak meg. Ezt a moddszert leginkdbb az
utasforgalom felmérésébol torténd becslésnél latjuk alkalmazhatonak az eddig szo-
késos ardnyos becslés helyett, féleg olyan esetekben, amikor a minta kicsi. A mdd-
szer matematikailag mindenképpen megalapozottabbnak latszik, mint az eddig
hasznalt médszer, és akdr standard hib&t, akar konfidencia intervallumot lehet
szamolni a mddszerhez kapcsoloddan kialakitott modell keretein beliil, ismerve a
vizsgalt kategoria gyakorisdganak mintabeli eloszlasat.

A silyozott atlaggal szamolt becslési mddra nem taldltunk irodalmat, ezért a
statisztikai tulajdonsagait a kés6bbiekben vizsgalni tandcsos akar elméletileg, akar
generalt mintdk alapjdn. A cikkben erre nem tértiink ki, nem is torténtek ilyen
irdnyu vizsgalatok, szamitasok.

Az irds célja volt az is, hogy a mddszer alkalmazasa a szamitési eljaras jarmiivén
torténd felmérés esetére be legyen mutatva, valamint gyakorlati példdn az altala
kapott eredmények is.

A kapott eredményeket az alkalmazott Gsszehasonlité médszerrel dsszevetve az
latszik, hogy jonak vehetd minta esetén a kétféle médon kapott értékek kozel esnek
egymashoz. Gyengébbnek tartott mintandl egyes esetekben jelentésebb eltérés is
adédik. Mivel j6 mintakndl a két eredmény kozel esett egymashoz, ezért mas min-
tak esetén is feltételezhetjiik, hogy a mddszerrel kapott eredmények elfogadhatok,
kiilonssen akkor, ha a standard hiba kis értéknek adédik. (A mintdban a megallék
leszall6 utasszamainak rogzitése miatt a becsiilt értékre ugyan kisebb standard
hiba adédik, de ennek ellenére azt irdnymutaténak gondoljuk.) Az eredmények
alapjan erésen allithatd, hogy a mddszer ugyanolyan, s6t pontosabb eredményt
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ad, mint a szokasos eljaras, raadasul akkor is kaphaté becslés ez alapjan, ha nem
volt mintavétel a vizsgalt megallék kozott.

A bemutatott médszer nagyobb szamolasi igénytl, mint egy egyszerii felszorzas
valamilyen ardnnyal, vagy akar valamilyen heurisztikus eljaras alkalmazasa. Ha
nem is mindegyik megalléra, de a fontosabb megalléknal alkalmazasra javasolhato.

Nem gondoljuk, hogy a modellben a mintavételnek teljesen a valésdgban tor-
téntek szerint kell lennie. A szirdprébaszeri érzékenység vizsgalat alapjan tugy
tlinik, hogy nem kell pontosan a valésagban tértént mintavételt leutanozni, csak
egy, a ténylegeshez kozeli helyzetet kell leirni, és arra végezni el a szamitast.
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Vass Lajos 1948-ban sziiletett. Az ELTE-n ok-
leveles fizikusként végzett. A Kozlekedéstudo-
manyi Intézetnek volt fémunkatarsa, most mar
visszavonult.

1992-t6] az Intézetben a kozlekedési (druszél-
litasi, személyszallitasi) adatok feldolgozdsdval,
kiértékelésével foglalkozott, valamint a kiérté-
keléshez hasznédlhaté matematikai modszerek,
els6sorban matematikai-statisztikai modszerek

alkalmazdsaval, kidolgozasdval.
Szémos tanulmany elkészitésében kozremiikodd, illetve tarsszerzd volt. A méd-

szerek alkalmazdsdval kapcsolatban néhdny (5 db) cikket jelentetett meg itthoni
lapokban.

Az Intézeti munkdjanak elismeréséil a ,KTI-ért” dijat kapta (kétszer) munka-
helyétél, valamint a szakminisztériumtél ,,Kozlekedésért” érmet kapott miniszteri
kitiintetésként.

1992 el6tt az el6z6 munkahelyein, a Csepel Mivek fejlesztési, kutatasi és ter-
vez6 intézeteiben dolgozott. Gydrtasi hiba keresésére és anyagvizsgalati adatok
kiértékelésére szintiigy matematikai-statisztikai médszereket haszndlt (tobbvélto-
z6s linedris regresszidt, clusteranalizist, stb.). Szamitégépes modellezést is vég-
zett fizikai folyamatokra tervezési munkak segitéséhez. Spektrometrids kiértékelési
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progam kifejlesztéséért kollégajaval fiatal kutatok akadémiai elismeréseként Erdey
Ferenc-dijat kapott.

VASS LAJOS
KTI Kozlekedéstudomanyi Intézet

A PROBABILITY METHOD FOR THE ESTIMATION OF
TRIP CHARACTERISTICS FROM PASSENGER SURVEYS

LAJOs VAss

The paper introduces an estimation procedure that is different from the mainstream and
widely-used methods for calculating distribution and parameters of categorical variables. This
procedure is based on sampling distribution of the frequency of analyzed category, calculated
in function of the parameter. The estimator of the parameter is weighted average of parameter
values used for calculation, in which weighting factors are the probabilities of the frequency
observed in the sample, obtained with different values.

Essential point is modeling sampling and how to calculate distribution on the base of the mo-
del. As it has been developed to help the analysis of passenger trip characteristics, its application
may be useful for estimations on the basis of passenger surveys. It might be useful especially for
small samples. The paper describes the method and calculation techniques for a special survey —
questionnaires on-board public transport vehicles — and an application is presented here through
a real-life example.
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EGY NEMLINEAR;S VEGYES-EGESZERTEKU OPTIMALIZALASI
FELADAT KULONFELE MODELLJEINEK KOMPARATIV ELEMZESE

DOBJANNE ANTAL ELVIRA ES VINKO TAMAS

Egy optimalizalasi feladat megoldasanak sebességét sokféle tényezd befo-
lydsolhatja, té6bbek kozott az adott feladat mérete (beleértve a valtozok és a
korlatok szamadt is), tipusa (linedris, egészértékii stb.), a megoldé algoritmus,
valamint a reprezentacié médja (beleértve az alkalmazott adatstruktirdkat
és a matematikai modellt is). Jelen tanulményt egy halézati folyam probléma
matematikai modelljének felirdsa kapcsan felmeriil6 kérdések ihlették.

A cikkben azt vizsgaljuk, hogy egy konkrét, nagyméretii linedris és nemli-
nedris vegyes-egészértékii programokat is magaban foglalé optimalizalasi fel-
adat megoldasanak sebességét mennyiben befolyasolja kiilonféle modellezési
technikdk alkalmazédsa. Egy elosztott tartalommegoszté halézat max-min
méltanyos eréforras-elosztdsanak kiszamitasat célzé modell tizenkét valtoza-
tat hasonlitjuk 6ssze egy kiterjedt numerikus tesztelés soran, két professzio-
nélis megoldé és huszonhét nagymeéretii tesztfeladat felhasznaldsaval.

Reményeink szerint a kozolt eredmények tulmutatnak a konkrét problé-
man, és arnyaltabb képet adnak més hasonlé feladatok megértéséhez is.

1. Bevezetés

El(’ikép interneten torténé kozvetitésére szamos megoldas 1étezik. Amennyiben
a skaldzhatosag kérdése folmeriil, gyakran az elosztott médon miikkodoé modszerek
adnak min0Oségi valaszt. Egy ilyen lehetséges moédszer a BitTorrent protokollon
alapszik [4]. A BitTorrent eredetileg egy tartalommegoszté rendszer, amely elsé-
sorban nagyméretii fijlok hatékony hozzaférését segiti el6 [5, 8]. Kideriilt azonban,
hogy a protokoll részleteinek megfelel6 médositasaval lehet&ségiink van é16 kozve-
titésre (live streaming), illetve video-on-demand szolgéltatdsok tdmogatdséra is
7,6, 15, 13, 12].

Mig a hagyomanyos tartalomletoltésnél a felhasznaldk igénye els6sorban a letol-
tés sebességére vonatkozik (minél gyorsabb, anndl jobb), addig a letoltés kozbeni
megtekintés vagy meghallgatds jellegii szolgaltatdsoknal minden felhaszndléra a
szamara elérhetd lehetd legjobb minimalis letoltési sebességet kell garantalnunk.
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Jelen cikkben ez utébbi feladatra fékuszalunk. A feladat, bizonyos feltételek kiko-
tése mellett, megfogalmazhatd egy specidlis szerkezetii grafon értelmezett nemline-
aris vegyes-egészértékii optimalizaldsi feladatként. Ennek részletes lefrasat az [1]
cikkben taldlhatjuk meg. Mivel a vizsgalt feladat megoldasara javasolt iterdcids
modszer szamos részletet és modellezési meggondolast tartalmaz, ezért természe-
tesen adddik a kérdés: vajon milyen tényezdk befolyasoljak a megoldas sebességét?
Jelen cikkben 6sszegy(ijtottiik a lehetséges opcidkat, amelyeket részletes numerikus
vizsgalatoknak vetettiink ald. Bar a feladat specifikus, meggy&zddésiink, hogy az
elvégzett numerikus tesztek altal kapott eredmények altaldnosabb érvényl empiri-
kus képet adnak a hasonlé tipust problémak szamitogépes megoldasi lehet&ségeire.

A kovetkezSkben el6szor megadjuk a legfontosabb fogalmakat, valamint a hasz-
nalt halézati modellt (2. szakasz). Ezutan roviden ismertetjiik az [1] cikkben java-
solt iteracids modszert, tovabba a lehetséges algoritmus valtozatok egy boséges
listdjat (3. szakasz). A felhasznalt tesztesetek leirasat (4. szakasz) a numerikus
eredmények diszkusszidja koveti (5. szakasz).

2. Max-min méltianyos er6forras-elosztas problémadja

Ebben a fejezetben bevezetjiik a legsziikségesebb definiciékat, amelyek egy-
részt megadjak a vizsgalt feladat felhasznaldsi teriiletét, masrészt leirjak a vizsgalt
optimalizdlasi algoritmus bemeneteként szolgald folyam halézatot.

Mint azt a bevezetSben emlitettiik, a vizsgalt feladat egy elosztott tartalom-
megoszto rendszerben eléforduld eréforrds-elosztas problémakoréhez tartozik. Ez
a rendszer a BitTorrent. Jelen cikk szempontjabdl nézve a rendszernek harom {6
komponense van: letoltk (leecherek), megosztdk (seederek) és a megosztott fjlok
(ezeket gyakran torrenteknek is nevezziik, amely valdjaban a megosztott tartalom
technikailag fontos jellemz6it leir6é meta fdjl, de az elnevezés nem lesz félreérthetd).
A BitTorrent a fajlokat darabokra osztja. Egy adott fdjlra nézve a megosztdk hal-
maza azon felhasznédlékat tartalmazza, akik rendelkeznek a fajl tsszes darabjaval.
Fontos szempont, hogy a letoltok is tudnak egymas kozott darabokat cserélni, igy
a letoltés kozben egyben feltoltoként is szolgaljak a rendszer miikodését. Pontosan
ez az az Otlet, amitdl a BitTorrent rendkiviili médon jél skdldzhaté [5]. A tovab-
biakban BitTorrent kizdsség alatt felhasznalék (leecherek és seederek), valamint
fajlok egy rogzitett halmazat értjiik.

Capota és szerzdtarsai [3] nyomén egy BitTorrent kozosség aktudlis dllapotét
— vagyis, hogy egy adott idépillanatban ki kinek tolthet fel, milyen adatatviteli
korlatok érvényesek, stb. — egy specidlis harmas graf reprezentacioval irhatjuk le.
Ezt az irdnyitott, silyozott hdrmas grafot G = ({U, L, D}, E, f,¢) jeloli. A kozos-
ség alapvetd elemei a felhaszndlék halmaza (I) és a torrentek halmaza (T'). Minden
i € I felhasznal6 rendelkezik p; feltoltési kapacitassal és 9; letoltési kapacitdssal,
tovabba
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U={wu;|i€l}: a feltéltd csicsok halmaza, ahol u; az i felhaszndld feltoltési
(seeding vagy leeching) potencidljat reprezentdlja;

D={d;|i€el}: a letiltd csicsok halmaza, ahol d; az i felhaszndlé letoltési
(leeching) potencidljit reprezentdlja,;

L={llliel, teT}: a leeching csicsok halmaza, ahol az [} (un. leeching
session) létezése azt jeloli, hogy az i felhaszndlé éppen leech-eli, letslti a
t torrentet;

E : azélek halmaza; E = EyUEp, ahol By = Um,t(ui, l;) a feltoltd élek halmaza,
és Ep = ; (%, d;) a letdlts élek halmaza;

c:UULUD — N: akapacitds fiiggvény, amely a résztvevok savszélesség-korlatait
reprezentalja:
c(ui) = pi, e(di) = 6;, c(lf) = o0;

K2

f:E—RT: a folyam fiigguény, a kiosztott sdvszélességet reprezentdlja azokon
az éleken, amelyek kielégitik a folyammegmaraddsi tulajdonsdgot:

Y flunlh) = f(,dy) VIt e L,

u, €U

valamint a kapacitds korldtokat:

ST i lh) < Vu; € U,
17 (ui,l;)EEU
S fdy) <6 Vd; € D.

1t: (I%,d;)EED

Célunk minden (l;, d;) € Ep élre a maz-min méltdnyos erdforrds-elosztds meg-
hatarozasa, vagyis minden egyes letoltd élre a lehetd legnagyobb folyam kiszami-
tasa, figyelembe véve, hogy egy letolto élen sem novelhet6 a folyam értéke olyan
aron, hogy egy téle kisebb folyammal rendelkez6 letolté élen csokkentjilk azt.
Ez tulajdonképpen a Pareto-optimélis eréforrds-elosztds egy rokon feladata [14].
A formélis definicié megtaldlhaté pl. [3] és [14] cikkekben.

3. A probléma megoldasa; modellatirasi lehetSségek

A max-min méltanyos er6forrds-elosztéds kiszamitdsat célzd algoritmus kiindu-
lasi alakjat a 3.1. algoritmus tartalmazza. A kordbbi cikkiinkben [1] bemutatott
megoldas tulajdonképpen Radunovi¢ és Le Boudec altaldnos max-min programo-
zdsi algoritmusdnak [14] a feladatra adaptélt valtozata. A letdltési élek max-min
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méltanyos folyamait iterativ médon szamitjuk: minden iterdciéban a legkisebb,
még nem rogzitett folyammal rendelkezd letolté élekre dllapitjuk meg a minden
korlatot kielégito legnagyobb folyam értékét. A halmazokat nagy betilikkel, az opti-
malizélasi feladatok dontési valtozoit kis betiikkel, mig a paramétereket (a rogzitett
értékkel biré véltozokkal egyetemben) gorog betilikkel jeloljiik.

3.1. Algoritmus. mMazxMin
1. Alsé korlat szamitasa a folyam értékekre. MMy megolddsa:
max f,
th. f(i%,d;) > f V(% d;) € Ep.
A minimadlis folyam érték eltarolasa. Legyen ¢ := f.
2. Maximalis atvitel szamitdsa. Az MMyiaxriow -val jelolt LP-feladat megoldasa:

max Z f(l;-,clj)7
(l;,dj)eED
fh. f(%,dj)>¢  V(},d;) € Ep.
Optimum eltaroldsa. Legyen o := Z(l},dj)eED f(l;7 dj).
3. Inicializalds. Legyen F :=0, k:=1, E1 := Ep, V(l;,dj) € Ep :83- :=0,¢0 = 0.
4. LP-megoldas (max-min folyam érték kiszamitdsa). Az mMMgcl) -gyel jelslt LP-
feladat megoldéasa:
max fk’ (1)
£ > f(tdy) + > t>(1-e 0
(lzwdj)EEk (lgvdj)e(ED\Ek)
FUd) > fi V(L dy) € By
Optimum eltarolasa. Legyen ¢ := fi.

5. Elémegoldds (max-min folyammal rendelkezd élek kivalasztdsa).

\ e(dj) =Xt a,)eEp\Ey) b
Ery = (5,d5) € Eg dea= (d,) =k ¢
K \%j
xé =0, V(l’;,dj) € By,

A degy (d;) a d; azon bemend éleinek szdma, amelyek Ej elemei. Ha [Ej | # 0, ugrés

a 7. 1épésre.
6. MINLP-megoldds (max-min folyammal rendelkezd élek kivalasztésa).

Az mMMf)—vel jelolt vegyes-egészértékii bilinearis programozési feladat megoldasa:

max E :Jc; ,

(U%,d;j) € By,
£h. > fUdp)al ek D> (1-ah)+ > t=01-e op (2
(I%,d;)E€ By, (1%,d;)€E), (1t,d;)e(Ep\Ey)
f,ds) > ¢ V(5 dj) € B,
f5,dy) > ¢ @ V(1% d;) € Ey,
ahol :c§ e {0, 1}.
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7. Fixalas (kivalasztott éleken folyam roégzitése). A ¢p-ra vonatkozé aktiv korldtok

kikeresése, és a kapcsolédé letolté éleken a folyam értékek rogzitése:
@y := {(1%,d;) € By, |z =0},

£k = ¢y, V(I%,d;) € Ey ahol z =0,
F:=FU®y, Ek+1 = Ek\<1>k
8. Megdllasi feltétel. Ha F' = Ep, megallunk. Kiilonben k := k + 1 és ugréds a 4. lépésre.

Az algoritmus 1. 1épésében egy jé als6 korlatot szamitunk a folyam értékekre,
ezt a 4. 1épésben haszndljuk majd fel. A 2. lépésben meghatdrozzuk a hélézat
maximalis atvitelének mértékét abban az esetben, amikor minden let6lt6 élre az
I (l;-,dj) > ¢. Kordbbi cikkiinkben megmutattuk, hogy ez a o-val jelolt szint az
algoritmus minden iterdciéjaban biztosithaté. A kdvetkezd 1épésben inicializalunk:
az F halmaz kezdetben iires, ez tartalmazza majd a rogzitett folyam értékek azo-
nositoit; k a ciklusvaltozd; Ej a k. iterdciéban rogzitetlen folyammal rendelkezo
élek halmaza; az utolsé iteracié utan pedig é; tartalmazza minden (l;-,dj) € Ep
letoltd élre az optimalis folyam értékét. A 4. lépésben kiszamitjuk a rogzitetlen
folyamok max-min értékét, tovabba egy jé kezdd (fizibilis) megoldédst a 6. 1épés
specidlis MINLP-jéhez. Az 5. 1épés egyfajta elomegoldas, szerepét a 3.5. alsza-
kaszban részletesebben bemutatjuk. Ez a 1épés el is hagyhat6. A 6. 1épésben
allitjuk el6 azt a max-min méltanyos elosztast, ami egyuttal a o atvitelt is garan-
télja (e tolerancidval, amit a lehetséges numerikus hibdk miatt engediink meg).
Ennek a MINLP-nek a célja, hogy a 4. 1épésben meghatirozott max-min értéket a
lehetd legkevesebb élre rogzitsiik egy-egy iterdcié 7. 1épésében. Végiil, 4-t0] ismé-
teljiik a lépéseket, amig minden élre meg nem hatdroztuk a max-min méltanyos
allokaciot.

A 3.1. algoritmusnak természetesen sokféle varidcidja képzelhets el, a megva-
16sitas soran érdemes lehet kiilonféle modellezési , triikkoket” alkalmazni. Korabbi
cikkiink munkdlatai kdozben mi magunk is tobbféle valtoztatdst eszkozoltiink a
hatékonysdg novelése érdekében, azonban az egyes valtoztatasok hasznossdganak
igazoldsara akkor nem keriilhetett sor. A kovetkezékben szdmbavessziik az dlta-
lunk javasolt moédositasokat, az 5. szakaszban pedig elemezziik az ezen moddosi-
tasok kombindciéibdl el6allé modell-véaltozatok hatékonysagat a futasi id6 és az
elért optimum érték tekintetében.

3.1. Egy redundans korlat hozzaadasa

A 3.1. algoritmus 4. 1épésében szerepl6 mMMg) jelzésti LP feladathoz hozza-
adhatjuk a kovetkez6 korlatot:

k> ¢. (3)
Antal és Vinké [1] 3. lemmadja alapjin a (3) korlat redunddns, és csak az elsé
iterdciéban aktiv, mivel az (1) jelzésii célfiiggvény és a 7. fixal6 1épés egyiittesen
kikényszeriti, hogy fr > fr—1 minden k iterdcidra. Ugyanakkor benyomasunk
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szerint az LP-megoldonak jelentOs segitség, ha ez a fix alsé korlat is szerepel a
feladatban.

3.2. Bilinearis vegyes-egészértékii feladat McCormick-atirdsa

A 3.1. algoritmus 6. lépésében szerepld mMMf) jelzési bilinedris programozasi
feladat helyettesitheté a McCormick-atirdsaval [11]. Ez az 4tirds egy ekvivalens
vegyes-egészértékii linedris programozéasi (MILP) feladatot eredményez, amelyben
a bilinearis kifejezések helyére 1j, folytonos véltozokat vezetiink be:

ahol V(I%,d;) € Ey, : p € RY, tovdbbd 2! € {0, 1}. Az mMMff) feladat McCormick-

atirdsa tehat a kovetkezd:

(l;,dj)EEk

£ > phtee Y, -2+ Y lx(1-e-0, (4)

(15,d;)EEy (15.d;)EEx (15,d;)€(Ep\Ex)
f5.dj) > oy, (15, d;) € Ey,
FU5.dj) > pexy V(1 dj) € Ey,
min (6; 24, f(I%,d;)) > pt V(5. dj) € Ex, (5)
max (0, f(I},d;) —&; (1 — b)) < p} V(15,d;) € Ex, (6)

vagyis az eredeti (2) jelzésli korlatot lecseréljiik (4)-re, és kiegészitjiik a feladatot
az (5) és (6) korlatokkal.

Habar a probléma dimenzidja né az atiras folytan, egy egzakt korlatozas és
szétvalasztds tipusid megoldd alkalmazhatd az el6allé MILP globélis optimumanak
megtaldldsdra [2].

A kovetkez6kben az algoritmus 6. lépésében szereplé MINLP-, ill. MILP-fela-
datokra gyiijténéven MIP-ként fogunk hivatkozni.

3.3. Kezddértékadas a binaris valtozdkra

Az mMMg) optimalis megoldasa leképezhetd mMMﬁf) egy fizibilis megoldésa-
ra. Legyen
05 dg) = 10 dy),
és
o)1 ma gV dy) > o s (1L, dy) € By,
"o na £ ) = gk bs (I, d;) € By
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Itt f(y)(lt d;) a kapcsol6dé f(I%, d;) folyam értékeket jeloli az mMMg’) egy fizibilis

megoldasaban. Az mMMi ) feladat megoldasa soran segitséget jelenthet a bindris
véltozékra vonatkozé kezdoértékek explicit megadasa.

3.4. Kezd6értékadas a McCormick-atiras mesterséges valtozdira

Az mMM? McCormick-dtirdsénak kezd8értéke csakugyan eléallithaté mMM.”
kezd6értékébol. Ehhez mMMf) kezd&értékét bovitsiik a p valtozdkra vonatkozo
értékekkel:

1
. Wt dy) haa

- L =1¢és (I,d;) € Eg,
p]'_ ¢
J

0 ha ! =0 és (I%,d;) € Ej.

3.5. El6megoldas, avagy folyamok rogzitése a folyammegmaradasra
hivatkozva

A 3.1. algoritmus 5. 1épése egy, az AMPL-elémegolddjaban is megvalésitott
standard LP-elémegoldé technika [9, 10]. Az

E. = (lt d) cE C(d‘]) _Z(l§»dj)€(ED\Ek) Z; — ¢
S deg;. (d;) -

halmaz azokat a letolto éleket tartalmazza, amelyekre a kapcsolédod f (l;, d;) folyam
értékek egyértelmiien kiszdmithatéak a halézat folyammegmaradasi tulajdonsaga
alapjan. A fenti kifejezésben deg, (d;) a d; csics azon bemend éleinek szamat
jeloli, amelyeken a k. iterdciéban még nincs rogzitett folyam.

Pontosabban, Ej, minden elemére rogzithetd a ¢y folyamérték az algoritmus
k. iteracidjanak 7. 1épésében, méghozzé a 6. lépésben szereplé MIP megoldasatol
fiiggetleniil. Ennek megfelelGen az elémegoldast tartalmazé modellekben kimarad
a MIP megolddsa, amennyiben Ej, # () valamely k. iterdcioban.

Ha lenne olyan letolté él, amelyre ¢y értékii folyamot kellene rogziteni, de az
elémegoldo ezt nem tudja megallapitani, gy a kovetkezo iteraciéban ¢p4q értéke
meg fog egyezni ¢p-val és a MIP megoldasra keriil. Legrosszabb esetben az iterd-
ciék szaméanak duplazasaval is jarhat ez a megoldas, azonban az altalunk tesztelt
esetekben az iteracidk jelentés részében minden sziikséges fixalds megtortént az
elémegoldési fazisban, és csak az esetek toredékében volt sziikség a MIP megold4-
sara.

3.6. Modellvaltozatok

A fent bemutatott mddositasi javaslatok kombindciéibdl Gsszesen tizenkettd
modellvéltozatot készitettiink, hogy a mddositasok hasznossagat kiilon-kiilon, ill.
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1. tablazat. A wvizsgdlt modellek dttekintése

Modell 3.1 32 33 34 35

ref ° . . . .
1 . . . .

2 . . .

3 . °

4 °

5

6 .

7 ° °

8 ° ° °
9 . °
10 . .
11 °

egyiittesen elemezni tudjuk (eredmények az 5. szakaszban). Az 1. tdbldzat Gssze-
foglalja, hogy melyik modell melyik kordbbi alszakasz(ok)ban bemutatott médo-
sitdst tartalmazza. Referenciaként (ref) a kordbban publikdlt matematikai mo-
dell [1] szolgalt, amely minden médositést tartalmazott, a tébbi modellt szdmokkal
jeloltiik.

4. Tesztesetek

Ahhoz, hogy a kiilonb6zé algoritmusvariansokkal numerikus hatékonysagi vizs-
galatokat készithessiink, szdmos mesterségesen generalt halézatot készitettiink.
Ebben a szakaszban ezen teszthdlézatok el6édllitasanak mddszereit kozoljik.

Alapvetéen harom, lényegileg kiilonb6z6 tipusi halézatot gyartottunk, amelyek
a kovetkezok:

Tlkereslet: Ebben az esetben a kozosségben elérheto fajlok egy részét sokkal
tobben akarjak letolteni, mint amennyien a teljes tartalommal rendelkeznek.
A BitTorrent fogalmai szerint tehat ilyenkor nagyon sok letoltd és ehhez
képes nagyon kevés megoszto van jelen. A hélézatokat ugy gyartottuk, hogy
a fajlok véletlenszertien valasztott 10%-dban legyen ttlkereslet. Konkrétan
a felhasznaldk fele letoltoként van jelen a kivélasztott tiz szazalékban. Meg-
jegyezzilkk, hogy ezek a felhasznalék emellett letoltéként vagy feltoltoként
részt vehetnek mas fajlokban is. Az ilyen &llapot altaldban akkor fordul
el6 valds BitTorrent kozosségekben, amikor megjelennek rendkiviil népszerti
tartalmak, amire hirtelen nagyon sokan kivancsiak.
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Egyenletes: Itt minden fijlra teljesiil egyfajta egyenstly, nagyjabdl ugyanannyi
a letolto, mint a megosztd.

Tualkinalat: Itt pedig a kozosségben elérheto fajlokat sokkal tobben kinaljak letol-
tésre, mint amennyien azt ténylegesen le is toltik éppen. Tehat tobb meg-
oszt6 van, mint letolto. Erdekes médon valés BitTorrent kozosségekben ez
az allapot az, amely a legtobbszor eléfordul. Ennek részben az a magyara-
zata, hogy az ilyen kozosségekben a rogzitett szabalyok egyike dltaldban el6ir
bizonyos id6tartamig torténd rendelkezésre dllast (seedelést), vagy pedig azt,
hogy a letoltott mennyiség valamely részét fel kell tolteni a rendszerbe. Ez
utébbi hosszas id6ét vehet igénybe abban az esetben, ha a fajlra méar csak
csekély az érdeklodés.

Tipusonként 9 teszthalozatot gyartottunk, amelyekben a felhasznalok szama
100, 300 és 500 volt, mig a torrentek szama rendre 50, 100 és 200. Ami a sdvszé-
lességeket illeti (amely a folyam hdlézatban az élek kapacitdsét jelenti), mindegyik
hélézatban véletlenszerlien valasztottunk értékeket, egyenletes eloszlassal, még-
pedig a feltoltd élekre a [128, 2048] intervallumbél, mig a letoltd élekre az [512, 4096]
intervallumbol. A grafok méretét a 2. tablazatban foglaltuk Gssze. Vegyiik észre,
hogy minden grafban a pontok szama jelentésen tobb, mint a felhasznaldk és tor-
rentek szama. FEnnek a magyardzata, hogy bemenetként nem péros grafot kell
megadnunk, hanem a 2. fejezetben emlitett harmas grafot, amelyben elsésorban a
koztes (L halmazba tartozd) csicsok szama lesz magas.

2. tabldzat. A teszteléshez haszndlt grdfok csicsainak szdma (n) és éleinek szama

(m)

egyenletes tulkereslet tulkinalat
user-torrent n m n m n m
100-50 653 10 447 307 3850 827 24229
100-100 1172 21734 513 8111 1561 48 872
100-200 2135 40206 919 16 201 2992 99 686
300-50 3279 255412 963 37082 2571 218375
300-100 5837 523330 1603 75338 4664 433011
300-200 10748 1015084 2710 142701 14782 2407987
500-50 1913 85316 1597 101 097 4252 598 766
500-100 3395 175709 2626 204077 7827 1203877
500-200 6376 357693 4690 411916 14818 2417266

A valds BitTorrent kozosségekbol szarmaztathatd grafok az itt vizsgaltakndl
joval nagyobb méretiiek, ugyanakkor nem feltétleniil reprezentalnak olyan eseteket,
amelyeket itt vizsgaltunk. A kisebb méret tovabbé lehetévé teszi, hogy kivarhatd
id6n beliil legyen megolddsunk.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



82 DOBJANNE ANTAL ELVIRA ES VINKO TAMAS

5. Eredmények
5.1. Tesztkornyezet leirasa

A haldzat osszetételének, valamint a megoldas soran alkalmazott matematikai
modellnek a megoldé (solver) program hatékonysigédra gyakorolt hatdsdt szerettiik
volna megéllapitani, ezért kiterjedt numerikus tesztelést végeztiink. A 3. szakasz-
ban bemutatott tizenkettd modellvdltozat, a 4. szakasz huszonhét tesztesete és kettd
professziondlis megoldé minden lehetséges kombindciéjara hdrom futtatdst végez-
tiink.

Az algoritmus-varidnsok AMPL-nyelven voltak kédolva. A Gurobi- és a MOSEK-
solvert vettiik géreso ala, mivel ez a két dltaldnos nemlinedris megoldé allt rendel-
kezésiinkre, amelyek a szoban forgd modellek optimalizalédsi feladatait kivarhato
idon beliil meg tudték oldani. Mindkét megoldét az alapértelmezett paraméterek-
kel mikodtettiik. A tesztek egy 24 magos Intel Xeon 2,27 GHz-es szamitégépen
futottak, ahol 24 GB memoria allt rendelkezésre.

5.2. Gurobi

A 3-5. tablazatok a Gurobi-megoldéval elért atlagos futdsi id6ket mutatjak
a kiilonbozo feladatosztalyokra. Megjegyezziik, hogy bizonyos modell-teszteset—
megoldé kombinacidokra, valésziniileg a feladat bonyolultsagabol ad6dé nagy tar-
igény miatt, mindhdrom futtatdskor szegmentdlasi hibaval 4llt le az AMPL. Ezeket
az eseteket ,n.a.” jeloli a tablazatokban.

A megértés segitésére minden tovabbi tabldzatra vetitettiink egy, az adatokbdl
késziilt hétérképet is, a kovetkezd szinskala alapjan:

0 50 500 5000 50000 500000

Tovabba minden oszlopban aldhtizassal jeloltiik a minimumot.

Mindenekel6tt szembeotld, hogy a haldzat felépitése rendkiviili mértékben befo-
lyasolja a megold6 sebességét. Az egyenletes tipusu halézatokra lehetett a leggyor-
sabban kiszamitani a max-min méltanyos eréforras-elosztast, a futdsi id6 atlaga
itt 475 méasodperc volt. A tulkeresletet mutaté halézatokban az atlagos futdsi
id6 egy nagysagrenddel nagyobb, 5380 mésodperc volt, mig a tulkindlatot mutatd
hélézatokon dolgozott legtovabb a megoldd, atlagosan ismét egy nagysdgrenddel
tovabb, 41 940 mésodpercig.

Az 1-3. algoritmusvariansok minden tesztesetre a leglassabbnak bizonyultak,
a 2. és 3. varidns tobb esetben szegmentdldsi hibaval allt le. Az 1. varidns az
5.-hez képest dtlagosan 59%-kal lassabban futott, a referencidhoz viszonyitva tehat
atlagosan tobb, mint négyszeres futdsi id6t igényelt. Ugyanakkor a 8. varidns
a referencidhoz viszonyitva &atlagosan 4%-kal révidebb futdsi idSket produkalt.
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3. tdblazat. A futdsi idd dtlaga Gurobi-megoldéval a tulkeresletet mutats hdloza-
tokra (mdsodperc)

o o o o ) o

o 3 S o 3 = o 3 S

o — a v = a o = a

1 1 1 1 1 1 1 1

= = =) ) ) = = -] s

3 3 =) 3 3 S S 3 S

= = = & & * » ) B

ref 10,07 18,19 45,94 325,74 673,29 1646,35 1571,61 4156,12 10037,23

2470 52,59 163,54 100558 2893,92 1013124 6372,63 22021,62 | 74968,79
2428 57,54 178,90 1032,78 na. 1119377 6662,24 2412010 = 8145334
2437 5531 171,21 1014,39 na. 1122316 6696,87 26537.26 n.a.
1995 3452 106,72 637,97 1550,51 440624 341754 9616,70 24060,11
119,00 624,85 1611,28 488442 354483 0812,60 2671523
1925 36,23 100,05 500,36 1082,60 6648388 3200,78 847957 2251250
16,08 27,04 90,44 574,74 1880,29 620034 3080,95 789206 2062751
8,68 14,76 4213 30423 696,97 185449 162695 408175 1017245
9,15 17,78 50,14 34847 78558 222804 1699,07 456172 12356,00
5228 302,80 699,03 184976 162243 407437 10322,80
65,44 35352 765,38 228731 178571 458257 12446,04
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4. tablazat. A futdsi idd dtlaga Gurobi-megolddval az egyenletes keresletet mutato
hdldzatokra (mdsodperc)

o o o o o o

o S = o S S o S S

B = a B = a B = &

1 1 | ] 1 1 1 1 1

= = = = =) = =) ) =)

=) S = S S S =3 S =)

= = = » & & B S B

ref 1,78 326 678 5274 9549 20250 24021 506,27  1229.56
1 4.39 8,71 17,19 130,11 238,36 529,75 567,47 1281,63 3038,54
2 443 987 20,11 12507 264,64 62330 657,11 136520 335250
3 444 052 2073 13639 25463 618,02 65403 130340 335522
4 340 687 1430 10326 10923 40247 44903 141148 283784
5 331 688 1460 101,57 20126 707,21 45440 124100 269943
6 307 672 1503 0324 20008 50048 44903 1179.65  2350,24
7 303 661 1503 0802 10827 50040 44246 100627 248853
8 155 326  7.83 50,10 10744 23083 21754 75042 131550
9 1,59 3,14 7,83 46,81 106,70 258,43 220,95 506,30 1125,56
10 1,54 330 756 5032 10627 923528 24448 487,50  1162,61
11 1,54 3,14 8,39 50,98 106,82 269,73 208,76 495,27 1156,44
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5. tablazat.

DOBJANNE ANTAL ELVIRA ES VINKO TAMAS

A futdsi idé d

tokra (mdsodperc)

tlaga Gurobi-megoldoval a tulkindlatot mutatd hdloza-

(] (=) (] (] o [==]
(=] =] (=) (o] (=] (=) o (=} (=]
[ — a iTs] Lo (3] w —~ (]
=) =) =) =) =) =) =) =) =)
o (e (==} (=] (=] (=] (=] o (=]
- — - o -] o Y=} v =]
ref 4462 99,71 30493 1767,19 3602,11 ]
1 164,46 437,85 1816,25 11773,90 2327835 RlCRlR 303 350,03
2 203,01 410,63 188552 11005,87 P 3693862,33 400 560,57
3 204,05 417,74 174320 | 11535,95 n.a.
4 13354 281,15 135930 6527,94 10146,21
5 133,68 332,27 1506,10 7481,82 2012671
6 118,68 312,86 1350,50 680564 18939,62
7 8775 321,38 138552 6107,48 17703,81 @ 87309,58 ) 04794,
8 52,84 8587 406,71 1741,15 3756,55 @ 30590,76 776745 1727340 28178,77
9 50,06 12565 516,26 184200 4019,80 3441882 853570 1916541 3492232
10 57,75 109,89 37508 1981,35 4000,36 2954593 820324 16128,15 2737215
11 6025 12450 454,04 2064,10 435751 3714215 9126,37 18057,12 35088,72

Megéllapithaté tehat, hogy a 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-dtirds alkal-
mazasa az elomegoldas nélkiil jelentOsen, de az elémegoldassal egytitt is kismér-
tékben bonyolitja a feladatot.

A 3.4. alszakaszban felvdzolt kezddértékadds, az 1. és 2. varidns eredményeire
alapozva, az esetek 84%-dban javitott a futédsi idén, atlagosan 6%-kal.

A 8.8. alszakasz kezddértékaddsa, a 2. és 3. varidns Gsszevetése alapjan a McCor-
mick-atirdssal kombindlva tizenegy esetben, vagyis az Osszevethetd esetek 50%-
aban lassitott némileg a megoldason. Ugyanakkor az 5. és 6. varidns alapjan,
tehat csupan a kezddéértékadas hatasat vizsgalva kedvezobb a helyzet: az esetek
89%-aban gyorsabb volt a 6. varidns, dtlagosan 6%-kal. Ugy tlinik tovadbba, hogy
a haldzat tipusatdl fiigg a javulas nagysiga: mig a tilkeresletet mutatd példdk-
ban 1%-os lassulést eredményezett a kezdSértékadds, az egyenletes halézatokban
6%-kal gyorsabb, mig a tilkindlatot mutaté halézatokban 12%-kal gyorsabb volt
a 6. varidns. A 4. és 7., 10. és 8., valamint 11. és 9. varidnsok futdsi idejét is
osszehasonlitva, a 3.3. alszakasz kezd6értékadasat implementdlé modellek atlago-
san mintegy 3%-kal voltak gyorsabbak a kezd8értékadédst mell6z6, minden egyéb
tekintetben megegyez6 variansoknal.

A 3.1. alszakaszban bemutatott redunddns korldt hozzdaddsa a 4. és 5. vari-
ans Osszehasonlitdasaban 7 esetet leszamitva segit a Gurobinak, dtlagosan mintegy
4%-kal futott gyorsabban a 4. varidns. Ebben a tekintetben azonban igen nagy
a szérds, a legjobb esetben 30%-kal is gyorsabb volt a 4. varidns, a legrosszabb
esetben azonban 13%-kal lassabb. A 10. és 11. varidns az elémegoldét is imple-
mentélja, ebben a kontextusban nagyobb hasznot hozott a plusz korlat: atlagosan
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9%-kal gyorsabban futott a 10. varidns. A 6. és 7., valamint a 8. és 9. varidnst
is figyelembe véve dtlagosan 6%-os javuldst eredményez a futdsi id6 tekintetében
a 3.1. alszakaszban targyalt médosités. Erdemes megfigyelni, hogy az egyenletes
kinalatot mutaté grafokra csak kis mértékii javulast, ill. bizonyos esetekben lassu-
last eredményez ez a mdédosités.

Mindharom tipust hélézatban a 3.5. alszakasz eldmegoldojdt megvaldsito 6t
algoritmusvaridns (a referencia és a 8-11.) produkélta a legrévidebb atlagos futa-
si id6ket, a 8. és 10. varians hasonlé id6vel a két leggyorsabb volt. A referencia
algoritmus dtlagosan 58%-kal gyorsabban futott, mint a 3. szakaszban bemutatott
médositasokat nélkiilézé 5. varidns, habar egyetlen esetben 16%-kal lassabb volt
annal (az 500 felhasznaldt és 200 torrentet tartalmazé példan a tilkindlatos teszt-
halmazban). Osszevetve a referencia algoritmust az 1. varidnssal, tovdbba a 8. és
7., 9. és 6., 10. és 4., valamint a 11. és 5. variansok futési idejét, az elomegoldd
beépitése 32-88%-kal (dtlagosan 61%-kal) gyorsitotta meg a végrehajtést.

A megoldds minGségét tekintve nem volt jelent6s kiilonbség az egyes algorit-
musvaridansok kozott. A tobbszori futtatds eredményei is identikusak voltak, csak
a futdsi idok kiilonboztek.

A futési id6k varidcios koefficienseit mutatja a 6-8. tablazat. A varidciés koeffi-
ciens tulajdonképpen az atlaggal normélt szérds szazalékos formaja. A tesztesetek
eltéré mérete miatt a szoérast ebben az esetben nincs értelme Gsszehasonlitani.

A Gurobi &ltal igényelt futédsi id6k dtlagos varidcids koefficiense mintegy 19%
volt a teljes adathalmazra.

5.3. MOSEK

A 9-11. tablazatok a MOSEK-megolddval elért atlagos futasi idéket mutatjak.
A Gurobival dsszehasonlitva ez a megoldé az esetek 65%-aban lassabb volt: a tul-
keresletet mutaté hdlézatokra dtlagosan 56%-kal, az egyenletes keresletet mutatd
hélézatokra 151%-kal, mig a tilkindlatot mutaté hélézatokra atlagosan 20%-kal
tobb idét igényelt, mint a Gurobi.

A halozat felépitésétél itt is nagy mértékben fiiggdtt a megoldd sebessége.
Az ardnyok a Gurobihoz hasonléak voltak: az egyenletes tipusi halézatok max-min
méltanyos er6forrds-elosztasat dtlagosan 884 masodperc alatt lehetett kiszamitani,
a tulkeresletet mutaté halézatokra ugyanez 3966 masodpercig tartott, a tulkind-
latot mutaté halézatokra pedig atlagosan 34 649 méasodpercig.

Erdekes, hogy a 4-7. algoritmusvariansok produkaltak a leggyorsabb futdsi
idéket, ugyanakkor a MOSEK ezekre a modellekre jelentésen eltéré optimumot
taldlt mind a harom teszthalmazban, mint a Gurobi. A t6bbi esetben nem volt
jelent&s eltérés a kiilonb6zé varidnsok éltal taldlt optimumban. Felmeriil a kérdés,
hogy egyaltalan itt mirdl is van szd. Az algoritmus végeredményként egy valds
szamokbdl allé vektort ad meg, amelynek hossza megegyezik az Ep letolto élek
halmazanak méretével. Mivel a haszndlt programok lebegépontos miiveleteket
végeznek, ezért kerekitési hiba el6fordulhat, amely befolyasolhatja a végeredményt.
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6. tdblazat. A futdsi idd varidcios koefficiense Gurobi-megolddval a tilkeresletet
mutatd hdldzatokra (szdzalék)

= = (=3 =) (=} o

=) (=1 = Qo (=] Q =1 (=1 Q

Yol o | «a el L] 2] T} - N

=) ) 2 =) ) =) S =) =)

o =] (=] o (=3 Q =] o o

— - - [} ] -] v vy =

ref 37,03 33,80 18,61 27,12 20,64 25,82 18,35 23,75 22,83
1 34,34 37,36 16,41 21,98 20,05 21,80 17,62 20,01 25,10
2 27,51 40,27 18,49 21,23 n.a. 23,50 20,42 22,06 26,76
3 25,44 33,19 13,69 21,14 n.a. 19,76 21,31 21,88 n.a.
4 35,66 30,57 34,26 22,45 26,29 20,16 20,74 22,31 23,46
5 35,38 26,25 32,78 19,59 22,42 22,45 21,55 21,47 22,68
6 37,45 27,75 28,32 20,41 26,28 17,84 22,44 22,52 21,89
7 14,44 1,34 21,07 20,94 23,22 17,96 20,95 23,24 22 52
8 18,46 4,78 2,70 22,50 25,10 21,53 22,45 22 38 22,57
9 20,80 5,30 17,75 25,92 27,02 21,58 19,57 21,48 22,57
10 29,47 1,15 36,84 21,31 27,73 21,35 22,01 21,49 22,81
11 27,70 12,88 34,04 25,58 24,55 23,15 22,32 21,50 22,78

7. tdblazat. A futdsi id6 varidcids koefficiense Gurobi-megoldéval az egyenletes
keresletet mutatd hdlézatokra (szdzalék)

(=] =] =} [} (=] (=}

(=] (=} =} [=} (=] [=] =1 =] Q

1 & % i i 9 2 iy o

o) f=] o] Q =] o o) (=} Qo

=] (=} (=] (=) (=} [=] =} =] o

L] L] v ”m [~2] [3p] n Tn) Te}

ref 1745 23,02 6,03 28,77 13,98 8,29 12,43 13,99 23,03
1 2383 1600 12,12 35,90 3,83 5,72 19,80 18,73 11,56
2 2191 2319 14,36 19,28 11,32 8,95 32,06 11,79 10,56
3 2274 2415 9,63 35,74 7,22 5,22 35,39 11,63 4,09
4 591 2250 1323 25,50 2,37 16,45 5,09 19,64 9,21
5 292 25T 9,78 23,76 137 62,09 6,06 19,17 24,89
6 228 2443 2024 13,04 3,44 24,36 10,39 13,00 5,52
4 165 2193 1655 15,11 5,51 22,92 7,18 18,24 13,47
8 1,98 2263 2586 13,38 9,50 10,33 2,90 64,26 13,00
9 436 1310 18,96 3,19 10,35 94,54 5,61 12,18 3,64
10 3,81 21,62 2045 22,44 9,01 10,38 21,32 14,35 6,54
11 0,65 11,80 2434 18,98 5,57 23,60 2,00 14,04 6,74

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



EGY NEMLINEARIS VEGYES-EGESZERTEKU OPTIMALIZALASI FELADAT
KULONFELE MODELLJEINEK KOMPARATIV ELEMZESE 87

8. tablazat. A futdsi iddé varidcios koefficiense Gurobi-megoldoval a tulkindlatot
mutatd hdldzatokra (szdzalék)

[=} =} =} o =] (=]

=] =] =1 [=] =} =] =} =} =)

n ~ a n — 3 D — a8

=) S = = 2 =) = = =

=} =] =} =] =] =] =] =} =]

— — — ® ] ] 0 n w

ref 17,10 20,36 22,37 16,83 4,78 41,50 20,69 34,38 31,64
1 26,17 25,88 9,06 16,56 11,01 30,07 9,71 18,32 37,32
2 27,29 15,03 6,16 1,56 n.a. 42,28 1,98 15,26 36,69
3 25,43 20,85 12,53 11,36 n.a. n.a. 5,83 20,39 n.a.
4 11,80 20,69 17,55 6,55 4,23 31,12 7,09 21,16 26,06
5 26,36 12,10 13,78 7,30 15,90 23,56 14,22 23,00 31,46
6 37,25 11,84 16,64 16,64 10,66 19,74 13,09 27,30 31.68
7 26,02 18,37 17,01 9,26 9,25 21,96 11,15 27,84 23,61
8 42 45 11,62 25,16 18,88 21,21 20,88 13,95 22,66 27,23
9 29,26 25,73 28,06 7,49 8,20 17,65 8,08 21,25 29.25
10 20,47 24,51 19,52 15,42 18,49 17,27 13,57 14,44 35,02
11 11,00 33,34 32,51 18,38 14,41 30,56 23,31 16,11 29,43

9. tablazat. A futdsi idé dtlaga MOSEK-megoldéval o tilkeresletet mutatd hdlo-
zatokra (mdsodperc)

100-200

100-50
100-100
300-50
300-100
300-200
500-50
500-100
500-200

..,
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e
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B
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3
%]
=
oo
=

100,39 786,25 2322,84 2832,95 314239 8264,79 15530,16

1 5375 11494 53845 199433 5640,38 820687 7911,81 na | 4384291
2 5279 19694 39344 200440 437185 8574,19 781497 na | 4441097
3 4831 157,22 43142 203238 375317  7766,67 7069,46 na. n.a.
4 1285 9243 7979 85203 263,57 376914 249232 632274 1282044
5 1744 6343 116,95 784,68 162,88  3341,78 282370 743314 1275480
6 1924 5313 12465 76261 162,81 342815 282049  T7370,58 1254212
7 14,04 66,16 3896 764,09 262,85  3600,78 246055 662507 1232743
8 1892 4649 13229 70370 152222 312300 294277  7480,00 1291544
9 20,01 4945 11592 706,56 1488,22  3179,90 2970,85 775406 1247233

[
(=]
ot

=
gt
=3
i
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13

116,00 837,10 148742 2918,84 2923,90 7171,64 1324978
96,26 853,30 1484,55 3002,99 3007,52 6993,45 12526,17
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10. tablazat. A futdsi idd dtlaga MOSEK-megolddval az egyenletes keresletet
mutaté hdldzatokra (mdsodperc)

100-50
100-100
100-200
300-50
300-100
300-200
500-50
500-100
500-200

ref 443 31,50 2648 104,31 277,44 507,66 840,05 134894  3086,97
11,09 66,68 80,08 330,60 131809 282221 182050 3007,72 882578

14,00 5581 6527 364,01 1580,55 142326 176854 3850,00 849337

16,88 33,00 54,80 28220 1003,68 120461 149253 3557,27 811597

3,00 2550 1579 51,63 120,08 187,58 158,41 475,96 211255

44,06 78,10 173,78 43864  1491,71  1116,60
446 2298 2246 50,81 80,89 15547 526,75 1339,68 103596
410 2442 20,09 74,23 70,36 153,93 164,91 383,88  1959,77
5,59 0,60 20,23 156,57 276,25 49052 622,67 120438  3048,18
564 18,10 17,07 116,46 337,68 45445 811,80  1376,10  2860,50
111,70 428,71 47550 890,35  1301,00 2786,75
104,67 370,40 467,71 672,61  1286,03  3057,33
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11. tablazat. A futdsi id6 dtlaga MOSEK-megoldéval a tilkindlatot mutatd hdld-
zatokra (mdsodperc)

(=] [=} (=} (=] =] =]

(=} o (=] (=} [=] (=] (=} [=] =1
1=} - 3] i=] - 3] i} - [y
i 1 s i 1 1 i 1 N
[=] (=] [=] [=] [=] [=] (=] =3
[=] (=] =} (=] [=] =] (=] =] =}
- - - =] « « i) Tel Yol

ref 89,05 151,76 444,85 4507,05 6306,93
233,39 38546 1486,71 1119584 18563,54
234,78 414,23 1393,63 1241449 20058,58
238,75 384,34 1230,84 1122346 17062,86
125,17 203,71 743,85 568584 843862

23689,90 20777,48

© W DO R W N
=
=
&
[oud
[}

22373 719,30 492470 5386,52 24601,20 12603,89
71,94 23158 610,23 5280,23 5521,25 24371,14 12235,95
70,34 23452 800,96 564532 8211,28 24 576,04
71,53 18045 520,43 434772 6983,03 | ¢ 6 2178544
78,30 152,02 501,05 438132 650054 21597,08
10 8325 137,53 527,78 407426 6469,97 20479,21
11 89,08 13440 461,94 5126,51 6951,19 636 20635,79
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Jelen esetben pontosan ezt tapasztaltuk, tehat a két megoldé a kerekitési hibakra
kiilonbozoképpen érzékeny.

A Gurobihoz hasonldan itt is a McCormick-atirast megvaldsité 1-3. algorit-
musvariansok voltak a leglassabbak, mindharom produkalt szegmentdlasi hibat is
a legnagyobb feladatokon.

A 3.4. alszakasz kezddértékaddsa, a 3.3. alszakasz kezdbértékaddsa, és a 3.1. al-
szakasz redunddns korldtja atlagosan mintegy 4%, 3%, ill. 5% lassuldst eredménye-
zett a MOSEK-megoldéval kombindlva.

A referencia atlagosan 65%-kal gyorsabban futott, mint az 1. algoritmusva-
ridns, rdaddsul ebben az dsszehasonlitdsban (tehdt a McCormick-dtirdssal kombi-
ndlva) minden esetben tbb, mint 50%-o0s gyorsuldst eredményezett a 3.5. alsza-
kasz elémegolddja. Ugyanakkor a 8-11. algoritmusvaridnsokat az elémegold6t nem
implementdlé parjaikkal 6sszehasonlitva atlagosan 67%-os lassuldst tapasztaltunk
a MOSEK esetében.

A futési id6k variaciés koefficienseit a 12—-14. tablazat tartalmazza. A MOSEK
altal igényelt futasi idok atlagos varidciés koefficiense a Gurobitdl nagyobb, atla-
gosan 30% volt a teljes adathalmazra.

5.4. Konkluzié

A 15. tablazat tartalmazza egy-egy algoritmusvaridns atlagos futasi idejét az
egyes teszthalmazokra. A 300 felhasznalét és 100, ill. 200 torrentet, tovabba az 500
felhasznalot és 100, ill. 200 torrentet tartalmazo teszteseteket mell6ztiik az atlag-
szdmitds sordn, hogy a szegmentdldsi hiba miatt hidnyzé adatok (1d. az 5.2. alfe-
jezet eleje) ne torzitsék az eredményt.

A cikkben kozolt tesztek eredményei alapjan a kovetkezé tanulsagokat vonhat-
juk le:

e A hiélézat felépitésétol rendkiviili mértékben fiigg a megold6 sebessége.
Az egyenletes tipusi hélézatokra a leggyorsabb, a tulkindlatot mutaté halé-
zatokra pedig a leglassabb kiszamitani a max-min méltanyos eroforras-el-
osztast. A sebesség nagyjabdl ardanyos az alkalmazott specidlis harmas graf
reprezentacié csicsainak és éleinek a szdmaval.

e A Gurobi altaldban gyorsabban oldotta meg a feladatot, és kevésbé volt
érzékeny a kerekitési hibdkra, mint a MOSEK. Ugyanakkor a Gurobi t6bb
tesztesetre produkalt szegmentélasi hibat.

e A Gurobi kedvez6bben reagdlt a cikkben szereplé modellatirasokra.

e A 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-atirds alkalmazdsa minden eset-
ben lassitotta a megoldast. Ez meglepd és egyben pozitiv eredmény, amellyel
kimutattuk, hogy a tesztelt megoldék konnyebben boldogultak a kisebb mé-
retl nemlinedris feladattal, mint a nagyobb méretii linearis valtozattal.
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12. tablazat. A futdsi idd varidcids koefficiense MOSEK-megolddval a tilkeresletet
mutatd hdldzatokra (szdzalék)

o o o o = =
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= — - & S a b b b

ref 6526 2393 4954 31,02 73,51 22,05 10,98 20,21 24,87
1 4164 6523 107,28 28,85 66,07 23,65 7,97 e 31,11
2 3094 11142 83,50 20,34 35,13 2431 7,20 T 32,20
3 4445 103,21 100,73 35,36 24,82 30,37 7,70 n.a. n.a.
4 33,08 115,95 135,16 27,09 22,69 23,61 12,82 17,03 18,87
5 40,03 112,76 126,79 26,06 24,67 27,89 9,64 09,47 20,25
6 56,65 103,42 129,77 21,47 21,36 20,63 9,27 16,56 20,53
7 4787 0397 97,79 19.17 10,97 30,95 10,72 17,79 14,93
8 30,8 7325 83,44 17.28 24,93 31,32 7,85 14,84 8,09
9 4505 8140 68,19 16,28 22,77 44,87 8,47 12,12 8,64
10 42,73 6207 69,34 41,11 22,03 36,62 6,68 6,41 10,67
11 2801 3927 4805 44,45 21,88 36,85 10,25 3,02 8,53

13. tablazat. A futdsi id6 varidcios koefficiense MOSEK-megolddval az egyenletes
keresletet mutatd hdlézatokra (szdzalék)

o o o o o =

o IS S o 3 3 o 3 S

V-] L (3] D L] a V-] - a

1 1 1 1 1 1 1 1
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ref 7,33 14123 3884 13,61 44,22 22,02 30,54 11,74 11,63
1 6,40 119,65 59,00 2047 88,08 85,49 4,73 6,23 4,04
2 24,65 100,17 62,14 6,99 102,51 1,67 2,62 11,90 4 30
3 4402 5641 43,35 18,08 71,41 7,01 3,40 19,66 5,79
4 3618 98,00 49,05 11,96 87,76 6,42 8,46 29,16 18,54
5 368 61,39 26,39 16,12 50,71 10,28 18,36 17,86 24,11
6 30,77 52,55 A Lo 16,70 65,96 13,72 42,35 8,61 8,91
7 2332 90,66 85,02 58,06 49,42 7,78 3,81 11,45 7,64
8 13,79 56,88 53,72 31,80 25,18 10,77 9,58 8,64 7,92
9 12,31 69,97 32,70 2,56 58,58 13,61 40,86 10,11 9,09
10 11,36 71,84 23,41 15,93 89,39 5,57 32,99 11,13 3,63
11 22,53 4354 4141 20,39 56,87 8,02 8,90 9,63 4,36
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14. tablazat. A futdsi id6 varidcids koefficiense MOSEK-megoldoval a tulkindlatot
mutatd hdlézatokra (szdzalék)

o o o o o =

o IS S o 3 3 o 3 S

V-] L (3] D L] a V-] - a

1 1 1 1 1 1 1 1

=) = = =) ) =) =) = =

3 S =) S 3 S 3 3 S

b ™ — -] [-~] [~r] Y= w0 W

ref 29,25 Tl 24,14 2,59 10,76 27,78 14,36 15,56 17,52
1 22,50 16,73 8,48 5,56 8,565 20,15 12:72 7,10 19,83
2 13,62 23,59 17,34 6,83 14,59 21,13 10,53 5,21 31,88
3 27,39 41,50 25,06 6,65 14,30 31,39 12,56 5.85 28,28
4 9,77 24,58 21,49 5,30 5,71 28,74 10,37 9,90 22,38
5 14,64 18,95 26,74 13,33 13,24 20,51 8,89 4,65 20,40
6 22,50 20,60 10,38 12,79 6,53 21,00 9,60 4,35 19,19
7 14,93 16,78 16,81 16,00 8,24 20,33 13,32 12,91 26,02
8 1759 2236 3358 11,17 15,05 25,69 19,84 15,08 29,04
9 18,60 12,54 20,73 9,91 5,63 30,06 7,03 10,64 32,64
10 40,88 16,28 28,19 8,60 5,59 27,76 12,40 18,82 31,31
11 32,82 7,70 20,34 17,81 8,25 25,50 14,45 17,84 34,86

15. tabldzat. Egy-egy modell-vdltozat dtlagos futdsi ideje (mdsodperc)

Gurobi MOSEK

talkereslet egyenletes tulkindlat tilkereslet egyenletes tualkindlat

ref 394,31 60,95 248161 817,04 203,15 5349,53
1 1523,81 145,57 = 16 206,43 2122,66 461,09 13311,69
2 1591,15 163,32 16 183,00 2092,51 453,53 = 13602,79
3 1592,43 165,20 | 15128,01 1947,76 375,04 1222258
4 843,34 115,57 9923,46 705,88 51,08 6 089,69
5 869,00 116,17 = 10694,17 761,24 105,33 6132,51
6 811,11 113,42 9557,88 756,02 125,49 6114,82
7 759,65 113,03 9389,50 668,76 5755 6 267,42
8 399,35 56,07 2010,80 768,83 162,93 5382,91
9 426,72 56,06 2215,91 772,56 193,83 5341,95
10 400,28 61,44 2145,46 787,46 208,86 5240,41
11 446,61 54,56 2365,85 801,81 162,48 5 289,54
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A mesterséges valtozokra vonatkozé kezdéértékadas (3.4. alszakasz) hatdsa
az alkalmazott megoldétol és a feladat tipusatdl fliggben valtozott, az Gsszes
teszt atlagdban +1,01% volt.

e A bindris véltozékra vonatkozé kezdGértékadas (3.3. alszakasz) hatdsa az
alkalmazott megold6tol és a feladat tipusatdl fiiggden valtozott, az Osszes
teszt atlagdban elenyészd, mindéssze +0,06% volt.

e A 3.1. alszakaszban leirt fix als6 korlat hozzdadasa az alkalmazott megol-
dotdl és a feladat tipusatdl fiiggden eltérd hatast gyakorolt, az Osszes teszt
atlagdban +0,66% javuldst eredményezett a megoldds sebességében.

e A cikkben szereplé modellatirasok koziil a 3.5. alszakaszban bemutatott el6-
megoldé hatdsa a legkedvezObb, az Osszes teszt atlagaban 49,75% javuldst
eredményezett.

e Nem volt olyan algoritmusvarians, amely minden teszthalmaz esetén egyér-
telmiien a legjobb lett volna, még azonos megoldd esetében sem.

6. Osszefoglalas

Jelen cikkben egy komplex, nagyméretii linearis és vegyes-egészértékii nemline-
aris optimalizdlasi feladatokat is felvonultaté probléma kapcsan elemeztiik a mate-
matikai modellezés soran felmertil¢ atirasi lehetGségek hatasait. Kiterjedt nume-
rikus tesztelést végeztiink tizenkét modellvaltozat, huszonhét teszteset és kettd
professzionalis megoldé minden lehetséges kombinaciéjaval.

Az elvégzett kisérletek szdmos érdekes eredménnyel szolgédltak. Egyrészt meg-
allapithatjuk, hogy nem taldltunk olyan modellvaltozatot, amely minden esetben
a leggyorsabban oldotta meg a feladatot. Lattuk tovabbd, hogy a tesztelt korszeri
megolddk szaméra nem jelentett problémat a bilinearis feliras hatékony megoldésa.
Végiil ismét kiemelendd az elémegoldé (presolve) technikdk hasznalatdnak jelent&s
elénye.

Tovabblépésként tervezziik megvizsgdlni a modellek halézati folyam alaku fel-
irdsanak hatasvizsgalatat, amelyre az AMPL-nyelv lehet6séget ad. Ezutdn pedig
az elvégzett kisérletek egyfajta megforditdsa kovetkezhet, amelyben a bemenetként
megadott grafok szerkezetének mélyebb elemzésével kimutatjuk, hogy az egyes
algoritmus varidnsoknak mely gréfok a legkedvezébbek a megoldds hatékonysa-
ganak szempontjabol.

Ko6szonetnyilvanitas

Vink6 Tamast az MTA Bolyai-6sztondija tdAmogatta.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF SEVERAL MODELS OF THE SAME
SAME MIXED-INTEGER NONLINEAR PROGRAMING PROBLEM

ELVIRA D. ANTAL AND TAMAS VINKO

Our study was inspired by modeling questions emerging in connection to computing max-min
fair bandwidth allocation in BitTorrent communities.

We analyze several reformulation and solution techniques, including the McMormick refor-
mulation of a MINLP, and a standard LP presolve technique, in point of running time and
reached optimum value. Our extensive numerical investigation involves twelve different models
of the same problem, twenty-seven test cases, and two professional solvers.
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SZORASELMELET: MATEMATIKAI ALAPOK ES NEHANY AKTUALIS
KERDES

HORVATH MIKLOS

A dolgozatban bemutatjuk az alkalmazésok egész sordban fontos szerepet
jatszo szoraselmélethez tartozé matematikai apparatus egy részét, a téma-
korrel valé els§ ismerkedésre is alkalmas térgyaldsban. A dolgozat méso-
dik részében részletesebben megismerkediink a kvantummechanikai poten-
cidlszéras néhdny aspektusaval, ismertetve néhdny 1j eredményt és nyitott
kérdéseket is.

1. Bevezetés

Az internetes bongészokben a ,scattering” keres6kérdésre és valtozataira kapott
t6bb milli6 taldlat minden eléismeret nélkiil is mutatja, hogy a szorasi feladatok a
tudomany, a technika és a mindennapi élet szamos teriiletén felbukkannak. A sz6-
rasi feladatok kozos sajatsaga, hogy egy vizsgalando ismeretlen objektumra hulld-
mokat bocsdtunk és a visszaver6dd (szért) hulldmokat megfigyeljiikk. A hulldm
lehet példaul hanghulldm, amely egy kdzegben, vagy akar a vizsgalt objektum bel-
sejében terjed, lehet elektromagneses hullam, illetve kvantummechanikai szdérasi
feladatok esetén a részecske-hullam ekvivalencianak megfelelGen lehet egy vizsga-
landé anyagra irdnyitott részecskenyaldb is. A direkt szérasi feladatban ismert
objektum esetén kivanjuk a visszavert hulldmot meghatérozni. Az alkalmazé-
sok szempontjdbdl nagy jelentOségii az inverz szorasi feladat, amelyben a szort
hullam megfigyelésébol kovetkeztetiink az ismeretlen objektum tulajdonsigaira,
pl. elhelyezkedésére, alakjara, belsé szerkezetére, részecskékkel bombazott anyag
esetén az anyag tulajdonsigaira. A leginkdbb hétkoznapi inverz szoérdsi feladat a
latas, amely soran a targyakrol a szemiinkbe jutott visszavert fény alapjan agyunk
megallapitja a minket koriilvevd targyak elhelyezkedését, szinét, tavolsagat stb.
A legtobb inverz szoérasi feladat azért nagy jelentéségli, mert ezzel olyan informé-
cidkat szerezhetiink, melyek kozvetleniil csak nehezen, vagy egyaltalan nem elérhe-
t6k. Az elektromédgneses hullamok széréddsan alapul példaul a radar technoldgia.
Hanghullamok visszaverddésének érzékelésével tajékozodik rossz latasi viszonyok
esetén példaul a denevér és a delfin, ezen az elven miikodik a szonar. Ilyen tech-
nolégidk nyujtanak segitséget pl. a tengerfenék feltérképezése sordan. Az ultra-
hangos orvosi vizsgalatban bels6 szerveink elhelyezkedésérdl nyeriink informacidt
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arra a tényre tamaszkodva, hogy a kiilénbozé szovetekben mas sebességgel terjed-
nek a rezgések. Hasonlé elven alapulnak példaul olyan geoldgiai kutatasok, ahol
mesterségesen keltett rezgések visszaverddésének mérésébol lehet kovetkeztetni a
foldfelszin alatti strukturakra. A radar technoldgia is alkalmazhaté bizonyos fold-
felszin alatti strukturdk vizsgalatara. A roncsoldsmentes anyagvizsgalat a rejtett
hibédk olyan médon torténd felderitését jelenti, amely nem kérositja a vizsgalt
anyagot, illetve terméket. Az elnevezés moddszerek egész sokasdgét fedi, melyek
kozott szoraselméleti alkalmazasok is vannak. Az elemi részecskék kozti koleson-
hatasok vizsgalata a rendkiviil kis méretek kovetkeztében nem konnyii feladat.
Az egyik elterjedt mddszer az inverz szérasi eljaras: részecskenyaldbot bocsatunk
a vizsgdland6 anyagra. A bel6tt részecskék kolcsonhatdsba lépnek az anyagot
alkot6 molekuldk, vagy atomok eréterével, majd kiilonb6z6 irdnyokba visszaverod-
nek. Az egyes irdnyokba egységnyi idé alatt visszaver6do részecskék alkalmasan
elhelyezett detektorokkal szamlalhatok, és ezekbdl a szorasi adatokbdl a kévetke-
z6kben bemutatott matematikai apparatussal informéciokat nyerhetiink a vizsgalt
atomok, vagy molekulak tulajdonsagairdl.

A szérési feladatok témakorének elmélete és alkalmazdsi teriiletei egyarant
olyan 6ridsi mennyiségli informaciétomeget jelentenek, melynek attekintésére jelen
dolgozatban még kisérletet sem érdemes tenni. Célunk mindGssze az, hogy ize-
lit6t adjunk ennek a rendkiviil érdekes és sokrétiien hasznositott teriiletnek az
alapjaibol, és legaldabb egy részteriileten, a kvantummechanikai potencidlszéras
téméjaban eljussunk aktudlis kutatasi kérdésekhez is. A tovabbiakban a szorasi
feladatoknak csak a matematikai aspektusaival foglalkozunk. A nagy terjedel-
met igénylé matematikai precizitds helyett az alapveté gondolatok és konstrukcidk
heurisztikus bemutatasara toreksziink; az alaposabb targyalds irant érdeklodék-
nek ajanljuk tobbek kozott az [1, 3, 19, 4, 5, 14, 15, 16, 18, 22, 23, 26] és [27]
monografidkat. A széraselmélet kétféle felépitése koziil az idofiiggetlen elméletet
valasztjuk. Az idofiiggé felépités irant érdeklodéknek tobbek kozott ajanlhatjuk
Teschl [25] monogréfidjanak 12. fejezetét; a konyv az alapoktdl indulva felépiti a
szoraselmélethez sziikséges matematikai hatteret is.

2. A széras matematikai leirasa

Els6 példa: akusztikus széras egy objektumon
Vegyiink egy 2 C R3 korldtos tartomanyt (testet) a hdromdimenziés térben.
Tegyiik fel, hogy a test egy homogén izotrép kozegbe van beagyazva, azaz a ko-

zegben a hanghulldimok minden irdnyban azonos c sebességgel terjednek. A hul-
ldmterjedést jo kozelitéssel az

1
672Utt = AU, U= U(t,l’) (].)
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hulldmegyenlet irjale, ahol A = 82 +92, +02, a Laplace-operétor és v = 1/gogradlU
a hanghullam sebességvektora, gy a kozeg stirlisége. A kozeg tulajdonsdgai miatt
idoben harmonikus megoldast keresiink, azaz

U(t, ) = R(u(z)e™™") (2)

alaki megolddst. A (2) képletet (1)-be helyettesitve egyszerti szdmolds adja az
id6fiiggetlen
Au+k*u=0 (3)

Helmholtz-egyenletet az Q tartomény komplementerén, ahol k = w/c. A tovdbbi-
akban feltessziik, hogy a rezgések nem hatolnak az ) test belsejébe. A test feliileti
tulajdonsagai befolyasoljak a hanghullamok visszaverddését. Teljesen puha felii-
letil test esetén a nyomaés a test feliiletén nulla, amit matematikailag az

ulpo =0

Dirichlet-peremfeltétel fejez ki, nagyon kemény feliilet{i test esetén pedig a hang-
hullam sebességvektoranak nem lehet az € hatardara meréleges komponense, amit a

ou
$|89 =0

Neumann-peremfeltétel ir le, ahol v az  hatardra meréleges kiils6 egységvektor.
Legyen d € R? egy egységvektor. Az u;(z) = e**"? olyan megoldédsa a Helmholtz-
egyenletnek, mely a d irdnyba halad6 sikhullamot irja le. Keressiik a vissza-
verddott hulldmot leiré us megoldast. Tapasztalataink szerint a visszaver6dott
(viz-)hulldmok a szérédés helyétél tavolodva kozelitéleg kor alakban terjednek és
lecsengenek. Egyszertien kiszamolhatd, hogy az r = |z| jelolés mellett az
eikr ) e—ikr

és
r r

fiiggvények is megoldésai a (3) Helmholtz-egyenletnek. Az elsd esetben

ikr
U(t,z) =R <eeiwt> ,

r

a szamlalé novekvo ¢ esetén novekvé r = |z| mellett lesz konstans, vagyis a szért
hulldm az id6ében ,szétfolyik”; mig a maésodik esetben éppen ellenkezbleg, névé
t-hez csokkend |z| tartozik, mintha egy hullimfront az id6ben egyre kisebb helyre
koncentralddna. Az utébbi eset tehat, jollehet matematikailag kifogastalan meg-
oldasa a Helmholtz-egyenletnek, a valésdgban nem fordul el6. Milyen médon lehet
az ilyen megoldasokat kizéarni? Vegyiik észre, hogy

d eik:r eikr eikr

=ik —_
dr r r r2’
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tehat nagy r esetén a demvalt majdnem pontosan egyenlo a fiiggvény ik-szorosaval,
—ik-szorosa lesz. Ezért a

lim r (%us - z'k‘uS) =0 (4)

r

efzkr

Sommerfeld sugdrzdsi feltétel megengedi az el:r tipusu és kizarja az tipusu
megoldasokat, vagyis azt biztositja, hogy a szért hullam az id6ben szétterjedjen.

A fenti feltételek egyiittesen mar matematikailag is egyértelmiien meghataroz-
zék a ténylegesen lejatszédo folyamatnak megfelel6 u fliggvényt:

2.1. TETEL. Legyen Q C R? egy sima hatéri korldtos tartomany és a € R®
egy egységvektor Akkor a Au + k?u = 0, z € R® \ Q Helmholtz-egyenletnek az
ulaq = 0 (vagy a a Loa = 0) peremfeltétel mellett létezik pontosan egy u = u; +us
alaku megoldasa, ahol _

ul(x) — ezkmz
az « iranybdl érkezé sikhulldm, és az ug szort hulldimra teljesiil a (4) Sommerfeld
sugarzasi feltétel. A szort hullam aszimptotikus viselkedése
eikr

s () = A(;@,a,k)+o(:2), r=|z| = o0, & =a/r (5)

r

A bizonyitéssal és a feltételek pontosabb megfogalmazaséaval itt nem foglalkozunk,
ezek megtalalhat6k tobbek kozott a Colton-Kress [4] monogréfia 3.2. alfejezetében,
illetve Ramm [22] 4.2. alfejezetében.

Az (5) egyenlet azt fejezi ki, hogy nagy tavolsdgban a visszavert hulldm koze-
lit6leg gomb alaki, de az & irdanyoktdl fiiggd amplitidéval. Ezért az itt szereplo
A(Z, a, k) komplex szdmot szdrdsi amplitiuddnak nevezziik. Mivel a szérdsamp-
litddo6 a visszavert hulldim mérésével meghatarozhatd, ez a fiiggvény lett a szo6-
raselmélet kozponti fogalma. Az inverz szérdsi feladat ebben a kontextusban azt
jelenti, hogy a szorasamplitido ismeretében hatarozzuk meg az (2 test helyzetét és
alakjat. Ismert, hogy az Q test biztosan rekonstrualhaté végtelen sok kiilonb6z6
« beesési szoghtz tartozd szérasamplituddbol, de véges sok, akar egyetlen beesési
sz0ghoz tartozd szérasamplitudd alapjan is lehet rekonstrualhatd, ha kozelitSleg
ismerjiik azt a tartomédnyt, amelyen beliil Q-nak lennie kell, ldsd Colton-Kress [4],
5.1. alfejezet és Ramm [22] 4.2. alfejezet.

Maisodik példa: akusztikus széras inhomogén kézegben

Ebben a feladatban a hanghulldmok az egész térben terjednek. A homogén
befogadé kozegben a hangsebesség cp, mig a tér egy korlatos részében a kozeg
inhomogén, tehét az x pontbeli hangsebesség c(x) értéke a helytdl fiigg. Az
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fiiggvényt refrakcids indexnek nevezziik. A hulldmegyenletbél inhomogén kozeg
esetén a
Au+ k*n(z)u =0, z € R

egyenlet adédik. Az el6z6 példa mintdjéra a feltételek részletezése és bizonyitas
nélkiil megemlitjiik a kévetkez6 eredményt:

2.2. TETEL. Legyen a € R? egy egységvektor, és tegyiik fel, hogy az n(z) > 0
refrakciés indexre n(x) =1 egy korlatos halmazon kiviil. Akkor a Au + k*n(z)u=0
x € R3 egyenletnek Iétezik pontosan egy u = u; + us alaki megoldasa, ahol

wi (l‘) — eikwm

az « irdnybdl érkezd sikhulldm, és az ug szort hulldmra teljesiil a (4) Sommerfeld
sugarzasi feltétel. Erre az ug-re

eikr

us(x) = A(i,a,k)+0<:2), r=lz| = o0, &=ua/r.

r

Az inverz feladat most a szérasamplitiidébdl az n(x) refrakcids index meghatd-
rozésa. Ilyen modon feltarhaté a hanghullamok altal atjart tartomany belsé szer-
kezete, a hangot egyformén vezetd résztartomanyok alakja. Az ezzel kapcsolatos
klasszikus eredményekrdl j6 dsszefoglald taldlhaté Colton-Kress [4] 1.2. alfejezeté-
ben.

Harmadik példa: potencidlszéras a kvantummechanikdaban

Ahogy korabban is emlitettiik, itt arra a jelenségre illesztiink matematikai
modellt, amikor egy a irdnybél k2 energidji elemi részecskékkel valamilyen anyagot
bombazunk, szamoljuk a kiilonb6z6 iranyokba visszaver6do részecskéket, és ezek-
b6l az adatokbol vonunk le kovetkeztetéseket az anyag tulajdonsdgaira. A jelen-
séget lefré u(z) hulldmfiiggvény eleget tesz a

~Au+V(x)u = k*u, z € R (6)

Schradinger-egyenletnek. Itt V(z) a vizsgélt anyag atomjainak, vagy molekuldi-
nak er6terébdl szamolt potencialis energia, rovidebben potencidl. Mivel a kvan-
tummechanikai erék nagyon kis hatdésugariak, az alkalmazasok szempontjabol
fontos esetekben altalaban feltehet6, hogy a potencial gyorsan tart nulldhoz, ha
r = |z| = oo. A kordbban targyalt esetekkel analdg &llitds itt is igaz:

2.3. TETEL. Legyen o € R® egy egységvektor, és tegyiik fel, hogy a V(x)
potencidl gyorsan lecseng |x| — oo esetén. Akkor a —Au + V(x)u = k*u, € R?
egyenletnek Iétezik pontosan egy u = u; + us alaki megolddsa, ahol

wi (l’) _ eika-a:

)
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és ug-re teljesiil a (4) Sommerfeld sugdrzasi feltétel. Erre az ug-re fenndll, hogy

ikr 1
ug(z) = ¢ Az, o, k) + 0O (7‘2) , r=lz| =00, T=2a/r

r

Megjegyezziik, hogy most az A(#, o, k) szérasamplitiidé helyett csak a o = |A|?
hataskeresztmetszet mérheté kozvetleniil, ugyanis a AZ térszoghe egységnyi id6
alatt visszaverddott részecskék szdma AZ|A|?-tel ardnyos. Ismert ugyanakkor,
hogy |A| ismeretében az A szérdsamplitidé meghatdrozhatd, 1d. Chadan-Sabatier
[3] X. fejezetében. Ezért a tovdbbiakban A-t ismertnek tételezziik fel, az inverz
feladat pedig A ismeretében a V(z) potencidl meghatdrozisa. Ezzel a témakorrel
b6vebben foglalkozunk a kovetkezd részben egy szimmetriafeltevés mellett.

3. Potencialszdoras gombszimmetrikus potencial esetén

A tovabbiakban kiilon emlités nélkiil mindig feltessziik, hogy a vizsgélt anyag
részecskéinek erdtere gombszimmetrikus, és emiatt a V' (z) potencidlfiiggvény is
csak |z|-t6l fiige:

Viz) =q(r), r=lx]

A szimmetria kiakndzédsdra érdemes dttérni az
x = (rsinf cos p, rsin O sin p, r cos §)
gdémbi koordinatakra.

A radialis Schrédinger-operator és a fazistolasok

Egy Y (0, p) figgvényt n-edrendd gombi harmonikus figguénynek neveziink,
ha az f(z) = r"Y (0, ) fiiggvény harmonikus, azaz Af = 0. Ismert, hogy az
n-edrendit gébmbi harmonikusok 2n + 1-dimenzids teret alkotnak, és az alkalma-
san vélasztott Y, m = —n,...,n gombi harmonikusok az 6sszes n > 0 index-
re egylittesen ortonormadlt bazist alkotnak az egységgomb feliiletén négyzetesen
integralhaté fiiggvények terében, Lo(S)-ben. A véltozdk szétvilasztdsinak elvét

kovetve keressiik a (6) Schrodinger-egyenlet megoldését

u(e) = 2y 0,0, v =

alakban. Felhasznalva a Laplace-operator gombi koordinatdkkal felirt alakjat, a
radialis valtozéban a

nn+1)

) + (qm 1 e ) Yn(r) = K2n(r), 72 0

r
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radidlis Schrodinger-egyenlet adodik. Ez egy masodrendii linedris kozonséges diffe-
rencidlegyenlet, ezért a megoldasai kétdimenziés vektorteret alkotnak. Vizsgéljuk
meg heurisztikusan a megoldasok viselkedését r — 0+ és r — oo esetén. Az elsd
esetben % dominéns, tehdt kozelitsleg a !/ (r) = %Qﬁn (r) egyenlet adédik,
melynek megolddsai "1 és r~™ linedris kombinaciéi. Ebben csak az elsé megoldés
szerepelhet, méskiilonben a kapott u(z) megoldéds szinguldris lenne az origéban.
Az r — 00 esetben a potenciél lecsengése miatt kozelitSleg a —i!! = k%), egyen-
letet kapjuk, ezért v,, aszimptotikusan sin kr és cos kr linearis kombinacidja lesz.
A paraméterek alkalmas valasztasaval tehdt feltehetd, hogy

™ (14 0(1)), 7 — 0+,

1/Jn(7’) = )
sin(kr —nw/2+6,) +0o(1), r— oo.

(7)

A szinuszfiiggvény fazisat azért célszeri az itt megadott médon beallitani, mert igy
a ¢ = 0 potencidlhoz a d,, = 0 értékek tartoznak (és 1, (1) = \/mkr/2J, 41 /2(kr)

= krjn(kr), ahol Jy,11/2 a Bessel-fiiggvényt, j, pedig a szferlkus Bessel- fuggvenyt
jeloli). Ezért a potencidl jelenlétének aszimptotikusan az egyetlen kovetkezménye,
hogy a szinuszfiiggvény fazisa eltolddik egy d,-nel jelolt konstanssal, amelyet az
n-edik fdzistoldisnak neveziink. A fazistolasok sorozata is kozponti jelentéségli a
potencialszéras elméletében. A (7) formula a d,, szdmokat csak modulo 7 definidlja,
de a definicié egyértelmiivé tehetd, ha feltessziik, hogy a nulla potencialhoz nulla
fazistolasok tartoznak, és hogy a fazistolasok a g potencial folytonos fiiggvényei.

A szérasamplitiidé felirasa a fazistolasokkal
A P, (t) Legendre-polinomokat a szokésos
L orp2 (n)
2nn! [(t B 1)”}
képlettel definidljuk. Bebizonyithatd, hogy a véltozok szétvélasztdsanak imént

bemutatott médszerével a 2.3. Tételben lefrt w(z) hullamfiiggvény felirhaté a
kovetkezo alakban:

P,(t) =

s 2n+1 T R
u@)z%z 65"77’[}”: >Pn(a:-a), (8)
specidlisan a potencidlmentes ¢ = 0 esetben
M =3 i (2n + 1) (kr) Pa(i - ). (9)
n=0

Ezek bizonyitdsa megtaldlhaté példdul Newton [18] monografidjanak 11.1.1. alfe-
jezetében, itt nem részletezziik. Ezen képletek felhasznaldsaval mar egyszeriien
nyerhetiink egy fontos kapcsolatot a §,-ek és a szérasamplitido6 kozott:
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3.1. TETEL. A szdrdsamplitiidé felirdsa a fazistoldsokkal:

A(Z, o, k) = Z(Zn + 1) sin 6, Py (2 - ). (10)
n=0

el

Bizonyitds. Vezessiik be a ~ jelolést az r — oo-ben vett aszimptotikus egyen-
16ségre. A (8) és a (9) formuldk kivondsa utan (7) behelyettesitésével azt kapjuk,

hogy

us(z) = u(x) — k=
= Z i (et LZY) — jn(kr))(2n 4+ 1)P, (2 - «)
N >, €0 sin(kr —nm/2 4 6,) — sin(kr — nw/2) .
~ Zz - (2n+ 1)P,( - ).

n=0

A szamlalét a konnyen ellenérizhetd

1 1

e cosd, — 1 =1ie*" sind,,

trigonometrikus azonossag felhasznalasaval egyszertibb alakra hozhatjuk:

e sin(kr — nw/2 + 6, — sin(kr — nw/2)

=sin(kr — nw/2) (e cos b, — 1) + cos(kr — nw/2)e"" sind,,

=e!(br=n7/2) gidn gin 5, = i """ sin 4.
Ezért
eikr 0 "
us () ~ T Z e sin 0, (2n + 1) P, (2 - ),
n=0
ami bizonyitja a (10) formulat. O

A bizonyitott képlet mutatja, hogy az Z irdnyban val6 szérédéas amplitudéja
csak az & és a beeso részecskenyaldb « irdanya kozt bezart szogtél fiigg; ez egyébként
a potencidl gombszimmetriajabol is kovetkezik. Mivel a Legendre-polinomok or-
togondlis bazist alkotnak a [—1, 1] szakaszon négyzetesen integralhaté fiiggvények
korében, a (10) formuldra gy is tekinthetiink, mint a szérdsamplitidé ortogondlis
sorfejtésére a Legendre-polinomok szerint. Ezért a modulo 7 vett J,, sorozat és a
szorasamplitido kolesonosen meghatarozzak egymast, igy az inverz szérasi feladat
atfogalmazhato gy is, hogy a modulo m megadott fazistolas-sorozatbol hatarozzuk
meg a ¢(r) pontencidlt.
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Unicitasi és stabilitasi kérdések

A fazistolasok biztosan meghatdrozzak a potencidlt, ha a potencidl nagyon
gyorsan lecseng a végtelenben, vagy akar azonosan nulla nagy tavolsagban. Kom-
pakt tartéji potencidlokra unicitést Loeffel [17] igazolt. Ugyanakkor r—3/2-rendii
lecsengés esetén mar nincs unicitas, lehet konstrualni olyan transzparens potenci-
dlokat, melyekre az 6sszes fazistolds nulla, 14sd Newton [18], 20.4. alfejezet.

A kovetkezo allitas szerint kompakt tart6ju potencidlokat mar a fazistolasok
egy ,kis” részsorozata meghataroz:

3.2. TETEL. Ramm, [20] Ha q(r) =0, r > a-ra, és rq(r) € L2(0,a), akkor

1
Z — =00 = {0, : n € L} meghatdrozza q-t.
n€L,n#0

Vagyis akar az Gsszes fazistolast eldobhatjuk egy nulla slirtiségli indexsorozatot
leszamitva; ha a meghagyott indexek reciprokosszege végtelen, a meghagyott fazis-
toldsok is csak egy potencidlhoz tartozhatnak. A [8] dolgozatban megmutattam,
hogy az allitas a bovebb L; térben is igaz és egy ,kicsit” nagyobb térben a feltétel
sziikséges lesz, azaz a feltétel megsértésével az unicitas elveszik:

3.3. TETEL. Horvdth [8] Az el6z6 tétel 4llitdasa q(r) =0, r > a-ra, és
rq(r) € L1(0,a) feltevés mellett is érvényes. Mésrészt legyen 0 < o < 2 esetén

By ={q:q(r)=0, har > a,r'"7q(r) € L1(0,a)}.

Z l<oo,

neL,n#0

akkor barmely q € B,-hoz van egy kiilonb6z6 q* € B, amelyre
0n(q) = 6n(¢"), VneL.

A Dbizonyitds alapgondolata a 1, (r) = /ry,(log(a/r)) véltozétranszformés-
ci6é, amely az inverz szorasi feladatot inverz sajatérték-feladatba viszi at, ezzel
a sajatérték-feladatokra kidolgozott apparatus elérhetové valik inverz szorasi fel-
adatok megoldésara.

Konkrét inverzios eljarasokkal kapcsolatban megemlitheté az Apagyi, Horvéth
[2] cikk, ahol a nevezetes Gelfand—Levitan—-Marchenko-integrélegyenlet magfiigg-
vényét egy momentumfeladat megoldasaként kozelitettiik és az Apagyi, Horvath,
Palmai [13] dolgozat, ahol a Cox-Thompson inverzidés médszer egy valtozatét vizs-
galtuk.

Az inverz szérési feladatok unicitds esetén is csak gyengén stabilak. Egy tipikus
eredmény, hogy ha a bemend adatok hibdja |5, (q) — §,(¢*)| < €, akkor a ¢ — ¢*
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eltérés valamilyen normaban egy loge-t tartalmazo kifejezéssel becsiilhetd. Ez azt
jelenti, hogy hidba javul radikalisan a bemend adatok pontossiga, a megtalalt
potencial hibakorlatja alig valtozik. Egy ilyen eredmény és az el6zményekrol egy
attekintés olvashaté a [11] dolgozatban:

3.4. TETEL. (Horvdth and Kiss [11]) Legyen D >0 és tegyiik fel, hogy
rlg(r)] < D, [y |d(r?*q(r))| < D, és hasonldan q*-ra. Ha

<2n> |sin(n(q") — dn(q))| <&, VR <N,

—
— og — .
VN & €
Itt tehat némileg realisztikusabban nem az Gsszes fazistolasrol, hanem csak az
elsé néhényrdl tessziik fel, hogy ismerjiik kis hibdval. A kapott hibabecslés elég
szegényes. A bemen6 adatok hibdjanal szerepld szorzdtényezo lattan feltételezhetd,

hogy a fazistoldsok nagyon gyorsan tartanak nulldhoz. Ilyen kérdéseket targyalunk
a kovetkez6 részben.

akkor

72 (q* (r) — ()l La0,a) <€

A fazistolasok sorozatanak matematikai tulajdonsagai

Nagyon érdekes lenne egy egyszeri belsé jellemzés a §,, sorozatokra, azaz meg-
mondani, melyek azok a sorozatok, amelyek el6allnak egy potencidl fazistolasa-
iként. Ett6l feltehetGen még messze vagyunk (Loeffel [17] cikkében a kompakt
tart6ji potencidlok fazistoldsaira adott egy komplikélt leirdst), de a sorozat tag-
jainak eloszlasdra nézve vannak eredmények, ezek koziil targyalunk néhanyat.

Az egyszerliség kedvéért legyen k = 1. Kompakt tartéju potencidlra a fazisto-
lasok gyors csokkenését mondja ki a kovetkezd

3.5. TETEL. (Ramm [21]) Ha rq(r) € L2(0,a), ¢ = 0, ha r > a, és q konstans
elgjelii valamilyen (a — €, a) szakaszon, akkor

lim n|d \1/(2”) _ o
n—00 " 2

Az &llitas kovetkezé kiterjesztése azt mondja, hogy ha a fazistoldsok eltérése
elegendden kicsi, akkor a két potencidl megegyezik nagy r-ekre:

3.6. TETEL. (Horvath [10]) Legyen rq(r), rq*(r) € L1(0, 00).
a) Ha ¢ = ¢* m.m. (a,00)-en, akkor minden elég nagy n indexre

c /ae\?2n
S, — 85| < S (7) .
| J n| = n2 \2n
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b) Megforditva, ha q és ¢* kompakt tartéju, rq(r), rq¢*(r) € L1(0,00), és

§n5:—0<<a21;)2n>, n — 0o

teljesiil minden a; > a-ra, akkor ¢ = ¢* m.m. (a,0)-en.

A szérasi amplituddk eltérésére vonatkozd analég éllitds kimondasdhoz legyen

F(t) = i@n + 1)e®" sin d,, P, ()

n=0
a széréasi amplitidé rovidebb jelolése.

3.7. TETEL. (Horvéth [10]) Legyen rq(r), rq*(r) € L1(0,00), és 0 < a < 0.
a) Ha ¢ = ¢* m.m. (a,00)-en, akkor F(t) — F*(t) a t komplex véltozéban egész
fiiggvény, és

|[F(t) = F* ()] < e(1+ [¢]) exp(ay/2]¢])-

b) Forditva, ha q és ¢* kompakt tartéji, F(t) — F*(t) egész fiiggvény, és

F(t) — F*(t) = O (exp(a1 2|t\))
teljesiil minden a; > a esetén, akkor ¢ = ¢* m.m. (a, 00)-en.

A fazistoldsok eloszldsat illetéen emlitiink végiil néhdany eredményt. Régdta
ismert, hogy
(Sn+]_ - (Sn < 7T/2

(Regge [24]). A potencidl kis véltozdsandl a fazistoldsok valtozdsét jellemzi a

0

varidciés formula ([6, 9]). Eszerint g novelésével a fazistoldsok csokkennek, ¢
csOkkenésével pedig nének. Ennek felhasznalasaval igazolhatok a kévetkez6 pontos
alsé és fels becslések:

3.8. TETEL. (Horvéath [9]) Legyen rq(r) € L1(0,a), ¢ = 0 mm. (a,00)-en.
Akkor

—a <dg < 0,
—a + arctana <d; < o0,

T a’> -3
5~ + arctan <dg < 00,
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és altalaban

Jnt1/2(a)

— k1 < 9, < o0,
n+1/2(a)

arctan

ahol Y;, 1/ masodfajii Bessel-fiiggvény, és k az Y, 11/, gyokeinek szama (0, a)-n.
A becslések nem javithatok.

Ha tovabbi informaciéink vannak a potencialrol, akkor jobb becslések is igazak:

3.9. TETEL. (Horvath [7]) Az el8z8 tétel feltételein tul tegyiik fel, hogy
q(r) <1 mm. (0,a)-n. Akkor

a
/ r(1—q(r))dr <1= arctana —a < §p < 7 — a,
0

2 _
<41 < 7T —a+arctana.

“ 71' a
r(1—gq(r))dr<3= 5 ¢ + arctan
0

3.10. TETEL. (Horvéth [7]) Legyen rq(r) € L1(0,a), ¢ = 0 mm. (a,00)-en.
Akkor

0,2

/ r|1 —g(r)|dr < 1 esetén > 1+ acot(dy + a).
0

1—acot(d + a)

Ha még q <1 is igaz mm., akkor

2
a

—_—— >2 (6

1—acot(dy +a) ~ +acot(% +a),

és egyenl8ség pontosan akkor &ll fenn, ha ¢ = 1 mm. (0,a)-n.
A §p és 01 kozti ardnyossdg becslését jelenleg is vizsgaljuk:

3.11. TETEL. (Horvdth and Séfdr [12]) Legyen 0 < b < a < w/2, suppg C
[b,a], ¢ > 0 mm., rq(r) € L1(b,a). Akkor

(1/a — cot a)?
~r @ 7 < .
(1/b—cotb)t ° = o

Erdekes lenne &ltaldban vizsgalni a két vagy tobb fazistolas kozotti linearis
egyenlStlenségeket (példdul 4, és dy ardnydt). A fazistolds-sorozat sok m&s mate-
matikai tulajdonsiga is még felfedezésre var.
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SCATTERING THEORY:
BASIC MATHEMATICAL IDEAS AND SOME RECENT PROBLEMS

MiIKLOS HORVATH

In this paper we present some basic mathematical ideas of scattering theory; emphasis is on
the light presentation rather than on mathematical rigor. The quantum scattering with fixed
energy and spherically symmetrical potential is discussed in more detail. Some recent results
and open problems are also formulated.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



Az Alkalmazott Matematikai Lapok megjelenését tamogatja
a Magyar Tudoméanyos Akadémia Konyv- és Folydiratkiadé Bizottsaga.

A kiadéasért felelds a BJ MT fé&titkara
Szedte és tordelte Elids Mariann

Nyomta a Synra Nyomda és Kiado Kft., Budapest
Felelds vezetd: Sziics Ernéné

Budapest, 2017
Megjelent 18 (A/5) {v terjedelemben
100 példanyban
HU ISSN 0133-3399



UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelvli dolgozatokat kozol. A kozlésre
szant dolgozatokat e-mailen az aml@math.elte.hu cimre kérjiik elkiildeni az dbrakat tartalmazoé
fajlokkal egyiitt. Elényben részesiilnek a IATEX-ben elkészitett dolgozatok.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezs kivetelményeket kell kielégiteni:
Fejléc: A fejlécnek tartalmaznia kell a dolgozat cimét és a szerzd teljes nevét.

Kivonat: A fejléc utan egy, képletet nem tartalmazd, legfeljebb 200 sz6bdl all6 kivonatot kell
minden esetben megadni.

Fejezetek: A dolgozatot cimmel elldtott szakaszokra kell bontani, és az egyes szakaszokat
arab sorszdmozdssal kell ellatni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé szakaszt kell
megnevezni.

A dolgozatban el6fordulé képleteket a dolgozat szakaszokra bontasatél fiiggetlen, foly-
tatélagos arab sorszamozéassal kell azonositani. Természetesen nem sziikséges minden
képletet szamozdssal ellatni, csak azokat, amelyekre a szerzé a dolgozatban hivatkozni
kivéan.

Mind az dbrdkat, mind a libjegyzeteket szintén folytatdlagos arab sorszdmozdssal kell
ellatni. Az dbrdk elhelyezését a dolgozat megfelel6 helyén dbraazonosité sorszamokkal
kell megadni. A ldbjegyzetekre a dolgozaton beliil az azonosité sorszém felsé indexkénti
hasznéalatdval lehet hivatkozni.

Az esetleges definicidkat és tételeket (segédtételeket és lemmékat) szakaszonként ujrakezd8ds,
ponttal elvédlasztott, kettGs szdmozassal kell ellatni. Kérjiikk a szerzdket, hogy ezeket,
valamint a tételek bizonyitdsit a szovegben kell6 médon emeljék ki.

Irodalomjegyzék: A dolgozatok szévegében az irodalmi hivatkozds szamait szogletes zardjel-
ben kell megadni, mint példdul [2] vagy [1, 7-13].
Az irodalmi hivatkozasok formaja a kovetkezé: Minden hivatkozast fel kell sorolni a dol-
gozat végén taldlhaté irodalomjegyzékben, a szerzok, illetve a tarsszerzok esetén az elsé
szerz6 neve szerint alfabetikus sorrendben tgy, hogy a cirill betiis szerz6k nevét a Mathe-
matical Reviews atirdsi szabdlyai szerint latin betiisre kell atirni. A folyéiratban megjelent
cikkekre [1], a kényvekre [2] a kovetkez8 minta szerint kell hivatkozni:

[1] FARKAS, J.: Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 124, (1902) 1-27.

[2] ZoUTENDUIK, G.: Methods of Feasible Directions, Elsevier Publishing Company, Ams-
terdam and New York (1960), 120 o.

Szerz6 adatai: Az irodalomjegyzék utdn, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzé
teljes nevét és a munkahelye (esetleg lakdsa) pontos cimét, illetve e-mail cimét.
Idegen nyelvii kivonat: Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol nyelvili 6sszefoglalét.

A szerzék a dolgozatukrdl 20 darab ingyenes kiilonlenyomatot kapnak. A dolgozatok utdn
szerz6i dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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