KOSZONTO
KOMLOSI SANDOR 70 EVES

Komlési Sandor 1976 6ta kollegank a Pécsi Tudomanyegyetem Kozgazdasag-
tudoményi Karan, nagy 6romiinkre, intézményiinknél tolti be 70-ik életévét.
Az itt eltoltott tobb mint 40 év nem csak id6ben hosszi, munkaja sokoldalian
hozzajarult a kar hirnevének, teljesitményének noveléséhez. El6z6 munka-
helyérdl igényes munkakulturat hozott, a Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai
Intézetében eltoltott négy év tapasztalataibdl kollegdi is hasznosithattak, a
funkciondlanalizis, a Neumann-algebra teriiletén megirt doktori disszertacié-
janak tartalma jol beilleszkedett az akkor még jéval matematizaltabb kozgaz-
dasdgtudomdnyi karok kutatdsi tevékenységébe. A kozgazdasigtudomanyi
karok akkori népszerti tudomanyos kutatasi teriiletei kozé tartozott az opera-
cidkutatas, optimalizalds, matematikai programozés és a dontéstudomanyok,
mely teriiletek szinte mindegyikében figyelemre méltét alkotott. A pécsi évek
eredményeihez tartozik mar az 1983-as Mathematical Programming-ban meg-
jelent cikke a nem differencialhaté pszeudoé-konvex fliggvényekrol, és megtisz-
tel6 nemzetkozi visszhangot valtott ki mind az 1993-ban a European Journal
of Operational Research-ben a pszeudo-linearis fiiggvények elsé- és masod-
rendi karakterizalasarél, mind az 1995-ben a Journal of Optimization Theory
and Applications-ben az dltalanositott monotonitasrél és konvexitdsrél meg-
irt tanulméanya.

Tudomanyszervezé munkdja ugyanilyen sokoldali. Ki ne emlékezne ka-
runk elsé nemzetkozi termelés menedzsment konferencidjara 1988-ban, amikor
a résztvevoket oly sok szeretettel latta vendégiil zengévarkonyi otthonaban.
Ugyanilyen segitokész volt kutatétarsaival szemben is, 6nzetleniil segitve min-
denkit, aki tanacsot kért tole. Két jelentés tudomanyos tarsasagnak is alapito
tagja. A Magyar Operdcidkutatasi Tarsasagnak késébb alelndke, a Magyar
Gazdasagmodellezési Tarsasagnak pedig segitokész tagja, melyért Krekd Béla
Dijat is kapott, a MOK pedig Egervary Jené Emlékdijjal ismerte el a magyar
operacidkutatasi eredményekhez valé hozzajarulasat. Viszont talan soha nem
volt annyira latvanyos, de mégis nagyon jelentés az a munka, melyet a Szigma
gazdasagmatematikai folyodirat szerkesztébizottsagaban végzett. Szakmai is-
meretei nélkiilozhetetlenek voltak a szerkeszt6i munkaban, és segitsége mindig
hozzajarult a lap sztenderdjeinek emeléséhez.

Mivel is koszonhetnénk meg Komldsi Sindornak a tudomany teljesitmé-
nyéhez valé hozzajaruldasat, ha nem azzal, hogy kollegai, baratai 6sszefogtak a
Szigma kétkotetnyi kiillonkiadasaban, hogy tisztelegjenek teljesitménye el6tt.

Voros Jozsef, vendégszerkeszto

Pécs, 2017 6sz
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PAROS OSSZEHASONLITAS MATRIXOKBOL SZAMOLT
SULYVEKTOROK HATEKONYSAGA!

BOZOKI SANDOR -~ FULOP JANOS
MTA SZTAKI és BCE — MTA SZTAKI és Obudai Egyetem

A tobbkritériumi déntéshozatal mddszereiben gyakran alkalmaznak péros
Osszehasonlitdas matrixokat, amelyekbol megfelel6 mddszerekkel az Gsszeha-
sonlitasokban részt vevo alternativakra vonatkozoéan egy fontossagi sulyvektor
nyerheté ki. A vektoroptimalizalds terminoldgidjat alkalmazva egy silyvektor
hatékony, ha nem létezik egy méasik olyan silyvektor, amely minden kompo-
nensben legalabb olyan jol kozelit, s6t legaldbb egy poziciéban szigorian job-
ban. Egy sulyvektor gyengén hatékony, ha a paronkénti hanyadosokkal vald
kozelités nem javithaté meg egyszerre minden diagondlison kiviili poziciéban.
Megmutatjuk, hogy a sajatvektor mdédszer soran alkalmazott, a legnagyobb
sajatértékhez tartozé sajatvektor mindig gyengén hatékony, viszont numeri-
kus példakat mutatunk arra is, hogy lehet nem hatékony is. Linedris prog-
ramozasi feladatokat vezetiink be annak ellenérzésére, hogy egy adott sily-
vektor (gyengén) hatékony-e, és ha nem az, akkor egy (erdsen) domindld
hatékony sulyvektort is kapunk. Kitériink a pcmc.online helyen elérhetd,
bongészoben futtathaté Pairwise Comparison Matrix Calculator alkalmazésra
is, amelyben az itt bemutatott modszereket is implementaltuk.

Kulcsszavak: tobbszemponti dontési modellek, paros osszehasonlitas mat-
rix, hatékonysag, Pareto-optimalitas, linearis programozas

1 Bevezetés

1.1 Paros 0sszehasonlitas matrixok

A t6bbszemponti dontési feladatok — 1d. pl. Temesi Jozsef [19] — egyik kulcs-
lépése az egyes szempontok fontossdgi silyainak szdmszerisitése. A gyakor-
lati feladatokban ugyanis ritka az olyan dontési alternativa, amely minden
szempontbdl jobb a tobbinél. A szempontok silyozédsa nélkiil legfeljebb sziiki-
teni lehet az alternativak korét — példaul azon alternativak kizarasaval, ame-
lyeknél van (minden szerint legaldbb olyan jé, és legaldbb egy szempont sze-
rint szigortian) jobb alternativa. A hatékonység (Pareto-optimalitds) {gy mar
a dontési folyamat els6 fazisaban is megjelenik, de a dolgozatunk kozponti
témaja a dontési folyamat egy késobbi fazisaban felmeriil6 hatékonysag, a
sulyvektor hatékonysaga lesz.

Ha a dontéshozé nem tudja kozvetleniill megadni a szempontsilyokat
(pl. ot szempont esetén 35%, 15%, 20%, 5%, 25%), akkor jol alkalmazhatd

1Beérkezett: 2017. maércius 11. E-mail: bozoki.sandor@sztaki.mta.hu,
fulop.janos@sztaki.mta.hu.
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egyszerlibb kérdések sorozatan keresztiil felmérni a preferencidkat. Ezt az
alapgondolatot fejlesztette tovdbb Saaty 1977-ben [18]. Modelljében a péron-
kénti 6sszehasonlitasok tobb évszazados hagyomanyara és gyakorlatara épitve
a dontéshozot egyszerre egy kérdéssel szembesiti: a két adott szempont kozil
melyik a fontosabb és hanyszor. Hasonlbéan, a dontési alternativik értékelése,
pontozasa soran egy adott szempont szerint melyik alternativa erdsebb, és az
hényszor annyi pontot érdemel, mint a gyengébb. Az n > 3 elem (szempont,
alternativa, vagy akdr szavazéerd) Osszehasonlitdsdbdl az A n x n-es paros
6sszehasonlitds matrixot kapjuk, amelynek minden eleme pozitiv, a;; = 1/aj;
minden 1 < 4,5 < n esetén, specidlisan a féitléban 1-esek allnak. Abban
a leginkabb elméleti esetben, amikor fennall a kardinalis tranzitivitas, azaz
aijaj; = a;; minden ¢, 7, k indexharmasra, a paros sszehasonlitds matrixot
konzisztensnek, kiilonben pedig inkonzisztensnek nevezziik.

Egy, a dontéshozé altal kitoltétt A = [a;;] paros Osszehasonlitds métrix
ismeretében megfogalmazhaté a silyvektor szamitdsanak alapfeladata: ke-
ressiik azt a

w = (wl,wg,...,w”)T c R}

sulyvektort, amelyre teljesiil, hogy a w; /w; ardnyok jol kézelitik a déntéshozé
altal megadott a;; értékeket. Attdl fiiggden, hogy hogyan specifikdljuk a
jol kozelitést, szdmos sulyozdsi mddszer addédik. Saaty [18] az A matrix
legnagyobb sajatértékéhez tartozo jobb oldali sajatvektort javasolta, de a
min; ;(loga;; — log(w;/w;))?, azaz a logaritmikus legkisebb négyzetes cél-
fiiggvényt [9,10,13] minimalizdlé stlyvektor is a legnépszeriibb és a legtobbet
kutatott mdédszerek kozé sorolhaté. Tovabbi sulyozasi médszerek ismertetése
taldlhaté Rapesdk Taméds jegyzetének [17] 1.2.2. alfejezetében, valamint Ko-
méromi Eva cikkében [15]. A silyozasi médszereket szdmos alkalommal és
tobb szempont szerint Gsszehasonlitottak — mi csak Bajwa, Choo és Wedley
[3] tanulmany&t emlitjitk —, de a szakmai vita arrdl, hogy melyik mddszer
tekintheto a legjobbnak, ma is tart.

A péros 6sszehasonlitds métrixok inkonzisztencidjanak mérése szintén ak-
tiv kutatasi téma, a hazai eredmények koziil Kéri Gerzson grafelméleti meg-
kozelitésére [14] és Poesz Attila doktori értekezésére [16] hivjuk fel az Olvasd
figyelmét.

A péros Gsszehasonlitds méatrixok hagyoméanyos alkalmazési teriilete —
a mar emlitett tobbszemponti dontési modellezés — mellett megemlitjiik
Duleba Szabolcs [12] munkdjat trendek elérejelzésére, és Csaté Laszlé részle-
tes attekintését [11] a rangsoroldsi problémakra vonatkozdan.

Dolgozatunk 2. fejezetében a — paros Gsszehasonlitas matrixbdl szamolt —
sulyvektor hatékonysdganak alapfogalmait ismertetjiik. Mivel ebben a téma-
ban még nincs magyar nyelvii tanulmany, a szokasosnal hosszabb terjedel-
met szemléltetd szampéldakkal ellensilyozzuk. Az ezt kovetd fejezetekben a
sajat eredményeinket foglaljuk Ossze, kiilonos tekintettel a [6] publikdciéban
szereplékre. A hatékonysdg és a gyenge hatékonysdg harom definicigjanak
ekvivalencigjat a 3. fejezetben mutatjuk meg.
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2 A sulyvektor hatékonysaga

Ahogyan a bevezetében emlitettiik, a paros dsszehasonlitds matrixbol szamolt
sulyvektorok szamitasi modjaira szamos javaslat, elméleti és szamitasi ered-
mény sziiletett Saaty 1977-es cikkét kovetoen. Tudomanytorténeti szempont-
bdl is érdekesnek és meglepének tartjuk, hogy kozel 30 évnek kellett eltelnie
ahhoz, hogy a silyvektor hatékonysdganak kérdése felmeriiljon. Jelenlegi is-
mereteink szerint Blanquero, Carrizosa és Conde [4] foglalkozott el6szor e
problémaval. Adott A = [a;;]i j=1,...n DParos Osszehasonlitds matrix esetén
a sulyvektor szamitdsa egy olyan tobbcéli optimalizalasi feladat, amelynek
célfiiggvényei a minimalizdlandé |z;/z; — a;;|, 1 < @ # j < n fliggvények,

Osszesen n? — n darab.
min |— — a,-j‘ . (1)
x€RY 1T 1<i#j<n
Legyen w = (w1,w2,...,w,) | egy pozitiv silyvektor.

Definicié. A w sulyvektor hatékony, ha nem létezik olyan w' = (w},w},
., wh) T silyvektor, hogy

/
w;

aij — minden 1 < 4,5 < n esetén, és (2)

-7
j

w/

—F valamely 1 < k,{ < n esetén. (3)
¢

A

S

x>

S
|

‘akﬂ -

Ha a w sulyvektor nem hatékony, azaz 1étezik egy w’ stilyvektor a (2)—(3)
tulajdonsdgokkal, akkor azt mondjuk, hogy w’ dominélja w-t. A dominancia
tranzitiv relacié.

Egy hatékony sulyvektort tehdt nem lehet dominalni, azaz megjavitani
ugy, hogy legalabb egy poziciéban jobban kozelitse a dontéshozé altal meg-
adott értéket, mikozben egyetlen mas pozicioban sem keletkezik rosszabb
kozelités.

A definiciébdl kovetkezik, hogy egy silyvektor hatékonysaga nem fiigg a
normalizdlastdl, azaz a w és a cw sulyvektorok egyszerre hatékonyak vagy
nem hatékonyak barmely ¢ > 0 esetén. Ennek az észrevételnek a kés6bbiekben
szerepe lesz, mert egy nem hatékony sulyvektor és egy 6t dominald silyvektor
Osszehasonlitasat nem feltétleniil konnyiti meg, ha mindketten 1-re normali-
zaltak, azaz a komponensek Gsszege 1.

Példa. Tekintsiik az aldbbi 4 X 4-es paros Osszehasonlitds matrixot és
annak w sajatvektorat:

1 2 7 9 0.562646 0.562646
A2 1 2 8 w_ | 0200697 | 0281323
72 17 YT loaaes |0 Y T | 0141195
1/9 1/8 1)7 1 0.035463 0.035463
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Ahhoz, hogy a w sajatvektor nem hatékonysdgara ramutassunk, elegendé
mutatni egy 6t domindlé w’ stlyvektort. Esetiinkben legyen wh := wq/2 =
0.281323, w} := w;,i = 1,3,4. A w’ silyvektor ugyan nem 1-re normalizalt,
de a korabbiak szerint ennek nincs jelentOsége.

A w sajdtvektorbol, valamint a w’ stlyvektorbdl képzett

1 2.1582 3.9849 15.866
w; | [ 0.4633 1 1.8464 7.3513
| 0.2509 0.5416 1 3.9815 | 7

o
0.0630 0.1360 0.2512 1

1 2 3.9849  15.866
wil [ 05 1 1.9924 7.9329
w,| | 0.2509 0.5019 1 3.9815 |’

0.0630 0.1261 0.2512 1
konzisztens péros Gsszehasonlitds matrixok mutatjik, hogy a (2) egyenltlen-
ség minden 1 < 4, j < 4 indexpérra teljesiil, a (3) szigoru egyenlétlenség pedig
a(k,0) €{(1,2),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2), (4,2)} indexpédrokra. Ak =1,{ =2
indexpdr esetén példdul | — a1z = (22| =0 < [ —ap] = [2.1582-2| =
2

0.1582.

Megjegyezziik, hogy els6ként Blanquero, Carrizosa és Conde [4, 3. fejezet]
mutatott példat arra, hogy a sajatvektor nem hatékony. Szintén Ok definial-
tak a sulyvektor lokalis hatékonysagat az alabbiak szerint.

Definicié. A w sulyvektor lokélisan hatékony, ha van olyan V(w) kérnyezet,

amelyben egyetlen w' = (w},wh, ..., wh) " silyvektorra sem teljesiil, hogy
!
w’i Wy . .. 7 7
aij — —I‘ < l|ay —— minden 1 <1¢,j < n esetén, és
7 J
!
‘au — —’,“ < ‘ake — —k‘ valamely 1 < k,¢ < n esetén.
We

£

A hatékonysag harmadik valtozatdt Bozoki Sandor [5] definidlta.

Definicié. A w sulyvektor beliilrdl hatékony, ha nem létezik olyan w' =
(wh,wh,...,w) T silyvektor, hogy

A
aij < — = a5 <— < —
wj w:; wj . .. , ,
J minden 1 <1, j <n esetén, és 4
W; ’LUI W 7] 9
aij > — = > — > —
wj wj wj
A
e < Wi Wy (A
— A
w w w ,
¢ ¢ ¢ valamely 1 < k,{ < n esetén. (5)
Wi Wy Wy
ape > — == —5 > —
Wy w, Wy



Paros 6sszehasonlitas matrixokbdl szamolt sulyvektorok hatékonysaga 7

A belsé hatékonysidg mogdtti intuicié az, hogy ha példaul a déntéshozd
altal adott matrixelem 4, amit egy adott sulyvektor feliilbecsiil, mondjuk 6-
tal, akkor minden 4 és 6 kozotti értéket jobb kozelitésnek tekintiink, mint
a 6, ugyanakkor nem foglalkozunk a 4 alatti becslések mindsitésével. Mig a
hatékonysdg definicigjaban a 3 is jobban kozeliti a 4-et, mint a 6, a belsd
hatékonysag definicidja kizardlag a 4 és 6 kozotti kozelitéseket engedi meg.

Vegyiik észre, hogy az el6z6 példdban szereplé w’ silyvektor nemcsak
dominélja w-t, hanem beliilr6l domindlja: az (5) szigori egyenlétlenségek a
2. sor, ill. oszlop féatlon kiviili elemeire teljesiilnek.

Példa. Az elézé példa folytatisaként érdemes megvizsgilni a

0.562646
» | 0.283701
0.141195
0.035463

sulyvektort is. A

1 1.9832 3.9849 15.866
wi' | _ [ 0.5042 1 2.0093 8
| 0.2509 0.4977 1 3.9815

w!!
0.0630 0.125 0.2512 1

szemlélteti, hogy a w' stlyvektor is domindlja w-t, de nem beliilrél.

A definiciékbdl kovetkezik, hogy egy hatékony silyvektor egytuttal lo-
kélisan és beliilrdl is hatékony. Blanquero, Carrizosa és Conde [4] pedig
megmutatta, hogy a hatékonysdg és a lokalis hatékonysdg ekvivalensek. Az
alabbi allitas alapjan a belsé hatékonysag is ekvivalens a hatékonysaggal.

Allitas. A w sulyvektor akkor és csak akkor hatékony, ha belilrol hatékony.

Bizonyitds. Amint azt tisztaztuk, elegendd azt belatni, hogy ha a w
sulyvektor nem hatékony, akkor beliilr6l sem hatékony. A hatékonysag és a
lokalis hatékonysag ekvivalencidja szerint ekkor w lokdlisan sem hatékony,
azaz w tetszOleges U(w) kornyezetében létezik olyan w’ € U(w) silyvektor,
ami dominélja w-t. Egy kelléen sziik U(w) kérnyezetben azonban

!
w; i o Wi
a; < — = ;< —<—
i - i T T

W LT W

w; Wi w;
Qjj > — = @ > —p 2 —, (6)

W wi T w,

w; w;w;

W wi o w,
amibdl kovetkezik, hogy w belilrél nem hatékony. |

Ko6vetkezmény. A hatékonysdg, a lokadlis hatékonysdg és a belsé haté-
konysdg ekvivalensek.
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Blanquero, Carrizosa és Conde [4, Remark 12], valamint Conde és Pérez
[8, Theorem 2.2] a hatékonysdg gyenge valtozatat is definidlta.

Definicié. A w silyvektor gyengén hatékony, ha nem létezik olyan w' =
s Y
(wh,wh,...,w) " sulyvektor, hogy

Wy
Q5 — ——

minden 1 <14 # j < n esetén. (7)
wj

Ha a w és w’ stilyvektorokra teljesiilnek a (7) egyenl6tlenségek, akkor azt
mondjuk, hogy w’ szigoriian domindlja w. A szigorti dominancia is tranzitiv.
A definiciékbdl koévetkezik, hogy minden hatékony sulyvektor egytttal gyen-
gén hatékony is, ugyanakkor nem minden gyengén hatékony silyvektor ha-
tékony.

Példa. Rogzitsiik az

1 2 4
A=[1/2 1 2
1/4 1/2 1

paros Osszehasonlitds matrixot. Ekkor a

sulyvektorbdl képzett [%}] konzisztens paros Gsszehasonlitds matrix minden
J

diagonalison kiviili poziciéban szigorian jobban kozeliti az A elemeit, mint

a

- 1 3 9
H: 13 1 3
Wi 1/9 1/3 1

matrix. A példdban rdadédsul %}] = A, tehdt minden matrixelem kozelitése

J
tokéletes, de ez dltaldban nem sziikségszeri.

Amint azt koradbban lattuk, a sajatvektor nem mindig hatékony. Megmu-
tathato azonban, hogy mindig gyengén hatékony.

Tétel ([6, 2. fejezet]). A sajatvektor gyengén hatékony.
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3 A hatékonysag és a gyenge hatékonysag ek-
vivalens definicidi

A hatékony esethez hasonléan a lokédlian és a beliilrél gyengén hatékony pon-
tokat is lehet explicit mddon, feladatspecifikusan definialni.

Jelolje E, Ep és E; a hatékony, lokalisa hatékony és beliilrél hatékony
megoldasok halmazat. Hasonldan, jelolje WE, WE}, és WE a gyengén haté-
kony, lokélisan gyengén hatékony és beliilrél gyengén hatékony megoldasok
halmazat.

A gyenge hatékonysdg definicidja alapjin

WE = {w > 0 | nincsen olyan w’ > 0, amelyre (7) teljesiilne} .
Hasonlé médon
WEL = {w > 0| van olyan U(w) kérnyezet, hogy
nincsen w’ € U(w), amelyre (7) teljesiilne}
és

WE; = {w > 0 | nincsen olyan w' > 0, amelyre az teljesiilne, hogy
!

a; <— = a;<—<— V1<i#j<n,
Wi w; w;
7
aijzj = az’jzw_,t>w—t VlSZ;ﬁ]Sn}_
J ki 7

A fenti 6sszefliggésekbdl azonnal kovetkezik, hogy ha egy adott w > 0
esetén van olyan (k,f),k # ¢ indexpdr, hogy are = 3£, akkor w € WE,
w e WE; éswe WE].

Nyilvanvald, hogy £ C WE, E;, C WE, és E; C WE;. Megmutatjuk,
hogy F = FEr = Ej és WE = WE = WEy is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy
a hiarom definicié ekvivalens az er6sebb és a gyengébb hatékonysag esetén
egyarant. A szampéldak viszont arrdl tantuskodnak, hogy F # WE.

Vezessiik be az fi; : R}, — IR, i,j = 1,...,n figgvényeket az aldbbi
modon:

fii (%) =

Adott w > 0 esetén jelolje D(w) a w pontot domindlé pontok halmazt,
azaz

D(w) ={x>0] fij(x) < fi;(w) minden ¢ # j esetén, és
fre(x) < fre(w) valamely k # € esetén} .

Hasonléképpen, jelolje SD(w) a w pontot erdsen domindld pontok hal-
mazat, azaz

SD(w)={x>0] f;;(x) < fi;(w) minden ¢ # j esetén} .
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Konnyen lathatd, hogy ha SD(w) # 0, akkor SD(w) = int(D(w)) és
cl(SD(w)) = cl(D(w)), ahol int és cl egy adott halmaz bels6 pontjait, illetve
lezartjat jeloli.

Allitas. D(w) és SD(w) konvex halmazok, és ha valamelyikiik nem iires,
akkor w a halmaz hatdrdn fekszik.

Bizonyitds. A bizonyitast az egyszeriibb SD(w) esettel kezdjiik. Kénnyen
lathatd, hogy

x € SD(w) <~ < fif(w) Vi#j

T
— —ayj
Xy Y
xT; ZT; . .
= — —ai < fij(w), —— tai; < fij(w) Vi#]
Jij Jij

<~ z;+ (_aij — fU(W))JiJ < 0, —T; + (a,-j — fU(W))JiJ < 0,

Vi#j
Azon pontok halmaza, amelyek eleget tesznek az utébbi szigori egyenl6tlen-
ségek rendszerének véges szamu nyilt féltér metszete, tehat egy nyilt konvex
halmaz. Ugyanakkor x = w esetén a fenti linedris egyenlotlenségek egyenld-
ségként teljesiilnek, igy w a SD(w) halmaz hatdran fekszik, mar amennyiben
az nem iures.
Hasonl6 atrendezések utan azt kapjuk, hogy

X € D(W) <~ z; + (—ai]- — fl](W))CL‘] <0, —xz; + (ai]- — fl](W))CC] <0 Vi#j, és (8)

Tp + (—ake — fre(W))ze <0, —zp + (age — fre(w))ze < 0 valamely )
k # £ esetén.

Megmutatjuk, hogy D(w) konvex halmaz. Legyeny #z € D(w), 0 < A< 1
ésx =y + (1 —XN)z. A (8) linedris egyenlStlenségei teljesiilnek az X,y és z
pontokban.

Jeloljon (12;, é),l% # { egy olyan indexpért, amelyre (9) is teljestil az x =y
pontban. Ekkor x = % esetén (9) szintén teljesiil a (&, ¢) indexparra. Ebbél
azonnal kovetkezik X € D(w) és D(w) konvexitésa.

Az x = w pontra (8) egyenl6ségként teljesiil. Igy w & D(w), de w a
D(w) egy hatérpontja, ha a halmaz nem iires. |

Allités. E = E;, = E; és WE = WE;, = WE}.
Bizonyitds. Nyilvan
E={w>0|D(w) =0},

Er={w>0|D(w)nU(w) =0},

ahol U(w) egy megfelelGen kis kdrnyezet w koriil, és

Er={w>0|D(w)NnVi(w) =10},
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ahol Vy(w) ={x>0]a;; < iﬁ < %JL ha a;; < %;, Vi # g, illetve a;; > i@ >
%; ha a;; > %;, Vi # j} egy a w pontot tartalmazé konvex halmaz.

Ha w € E, akkor D(w) =0, {gy w € Ep és w € Er, kovetkezésképpen
FE g EL és B g E[.

Megmutatjuk, hogy E; C E is teljesiil. Legyen w € Ej, és tegyiik fel,
hogy w &€ E, azaz D(w) # . Legyen X € D(w). Mivel w a D(w) konvex
halmaz egy hatdrpontja, ezért az [k, w) félig nyilt szakasz minden pontja a
D(w) halmazban fekszik. Azonban [X,w) azon pontjai, amelyek elég kozel
vannak a w-hez, benne vannak U(w)-ben is. Ez ellentmond a w € Ej,
feltevésnek. mivel D(w)NU(w) # (). Tehdt w € E, {gy Er C F, ebbdl pedig
FE;, = E kovetkezik.

Az E; C FE bizonyitdsa hasonlé. Legyen w € FEj, és tegyiik fel, hogy
w ¢ E. Legyen % € D(w). Ha a;; = oy akkor a;; = £+ minden x € %, W]
esetén. Ha a;; < %, akkor a;; < - < 2t a w-hez elég kozel fekvé x € [%, w]
pontok esetén. Hasonlé teljesil a;; > %; esetén, csak ellenkezd elGjellel.
Ebbél [X,w) N D(w) N Vi(w) # 0 adédik, ez pedig djra ellentmondés. Ko-
vetkezésképpen Er C E, {gy Ef = E .

A WE = WE; = WE] bizonyitésa teljesen hasonld, egyszertien az SD(w)
halmazt kell haszndlni a D(w) helyett. A bizonyitds hatralevé részét igy az
Olvasora bizzuk. a

4 Hatékonysagi teszt és hatékony dominalo
sulyvektor keresése linearis programozas se-
gitségével

Mint kordbban is, legyen adott egy A = [ai;]i j=1,....n Paros Osszehasonlitds
métrix és egy w = (w1, ws, ..., w,) " pozitiv silyvektor. El6szor egy linedris
programozas feladatot allitunk fel annak ellenorzésére, hogy vajon w haté-
kony megoldasa-e az (1) feladatnak. Ezutan, ha az deriil ki, hogy w nem haté-
kony, megmutatjuk, hogy a linedris programozasi feladat optimalis megoldasa
olyan hatékony vektor, amely beliilr6l dominalja a w vektort.

Tekintsiik a belsé hatékonysig definiciéjdban szereplé (4) kettds egyen-
16tlenségeket. Minden pozitiv x = (z1, %9, ...,7,) " stlyvektor esetén

oy B S W (Bl g B )
Y= () wy -7

T; T; w; (<)

T Cwy 1
= (‘WCJ <1, Y% — <1 valamely 0 <ty 21 esetén),

)

ZT; T; w; tij < (10)
és
at]—m_i.zﬂ (.x.l.SLm_]:ii.Zl)
z; (>) w; Aij T x; wj (>)
; iw; 1
— ( Ti <q, B © <9 valamely 0<t;; > 1 esetén),
J
Qi T Ti Wj ti]' >)

(11)
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és
X Xy
— <

=1. (12)

Qi =
Jij a,-jxj

A fenti Osszefliggések alapjan allitjuk Ossze a kdvetkezd optimalizdlasi
feladatot. Legyen w,
1= {0 s < 5}

.. w; . .
Jz{(z,j)|aijza,z<j}.

j
Ha az I indexhalmaz tres, akkor az A matrix konzisztens. Ebben az esetben
a w silyvektor hatékony és |J| = n(n—1)/2. A tovdbbiakban feltessziik, hogy
I nem iires. A J indexhalmazra vonatkozéan nem éliink hasonlé feltevéssel.

min H tij

(G.g)el
L, <1 V(i) el
T
Tq Wy 1 P
———<1 v (i,j)el,
Ty W; ttJ - (Z J) (13)

0<t; <1 V(i,j)EI,

a;— =1 VY(i,j) e,

A feladat valtozdi z; > 0,1 <i <mnést;y, (4,5) € 1.

Allitas. A (13) optimalizdldsi feladat optimumértéke legfeljebb 1, és pon-
tosan akkor 1, ha a w sulyvektor az (1) tobbeélid optimalizdldsi feladat haté-
kony megolddsa. Jelolje (x*,t*) € BT_'” a (13) feladat optimdlis megolddsdt.
Ha w nem hatékony, akkor az x* sulyvektor hatékony és belilrél domindlja
a w vektort.

Bizonyitds. A (10)—(12) feltételeket egyszerii dtrendezéssel kaphatjuk
meg. Nyilvdnval6, hogy (10) f;% < 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha
létezik olyan 0 < ¢;;<1 skaldr, hogy f%% < 1. Réadasul a szigoru egyen-
16tlenségek egyszerre teljesiilnek a két oldalon. A (11) indokldsa hasonld, a
(12) pedig evidens.

A (13) feladatban csak az I és J halmazok indexpdarjaihoz tartozé feltéte-
lek jelennek meg. A reciprocitési tulajdonsadg miatt a t&bbi hasonlé feltétel
redundédns. Elészor azt mutatjuk meg, hogy a (13) feladat megengedett hal-
maza nem Uures és kompakt. Mivel a célfiiggvény folytonos, azt kapjuk, hogy
a (13) feladatnak van véges optimumértéke és optimélis megolddsa.

A (13) feladatnak van megengedett megolddsa, példdul x = iw ést;; =
1,V (i,7) € I teljesiti a feltételeket. Az xq = 1 normalizéldsi feltétel miatt
a tobbi x;, i # 1 valtozdnak pozitiv alsé és felsd korldtja van a megengedett
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tartoményon. Ezt dgy kapjuk, hogy minden i # 1 esetén (i,1) és (1,4)
koziil egy mindenképpen az I U J indexhalmaz eleme. A negyedik feltétel
rogziti x; értékét, az els6 és masodik feltételbdl pedig pozitiv alsé és felso
korlat szamolhaté ki ra vonatkozdéan. Mivel az x komponensei pozitiv alsd
és fels6 korlattal rendelkeznek, a masodik feltételbdl pozitiv alsé korlatok
hatdrozhatSk meg a t;;, (i, j) € I véltozokra is.

A célfiiggvény w bels6 hatékonysaga tesztelésére szolgal. Ertéke nem lehet
nagyobb, mint 1. Ha értéke kisebb, mint 1, akkor 1étezik olyan (ig, jo) index-
par, amelyre f“—%l < tigjo < 1, 18y %“— < %;— teljestil. Ebbdl, valamint a
(10) és (13) ekvivalens alakjaib6l kapjuk, hogy x beliilr6l domindlja a w vek-
tort. Forditva, tegytik fel, hogy x beliilr6]l dominélja a w vektort. Konnyen
lathaté, hogy az x normalizalt vektor és a t;; = f%, (i,7) € I kom-
ponensek (13) megengedett megolddsat alkotjik. Rdadédsul, minden olyan
(40, jo) indexpdrra, amelyre a belsé dominancia miatt J < AJL teljestl,

fennadll ¢;,;, < 1is. Ezért a tekintett megengedett megoldas celfuggvenyerteke
kisebb, mint 1, tehat az optimumérték szintén kisebb, mint 1.

Azzal az esettel kell még foglalkoznunk, amikor a w vektorrdl az deriil
ki, hogy nem hatékony. Nyilvanvald, hogy a (13) feladat (x*,t*) optimélis
megolddsdnak x-része belilrél domindlja a w vektort, és ¢}, = %_% minden
(i,7) € I esetén. Tegyiik fel, hogy x* nem hatékony. Ekkor van olyan X
vektor, amely beliilr6l dominalja ét. Ekkor a;; = %, Y(i,j) € J, tovabba

a;; < % < liL < %;, V(i,7) € I és létezik legaldbb egy olyan (ig,jo) € I
indexpar, amelynél a masodik egyenl6tlenség szigoru egyenlétlenségként tel-
jesiil. Legyen ¢;; = %ﬁ V(i,7) € I. Konnyen lathatd, hogy a normalizalds
utén (X,t) a (13) megengedett megolddsa. Azonban most ¢;; < ¢, V(4,7) € I
sty < t7 jo- Ebbol azt kapjuk, hogy a célfiiggvény értéke az (X, t) pontban

kisebb, mint az (x*,t*) pontban. Ez ellentmond annak, hogy (x*,t*) a (13)
feladat optimalis megoldasa. Kovetkezoleg, x* hatékony megoldas. |

Bér (13) egy nemlinedris optimalizéldsi feladat, egy ekvivalens linedris op-
timalizalasi feladattd alakithatd at. Legyen y; = logz;, v; = logw;, 1 < i <
n; sij = —logtsj, (i,7) € I; és by; =logasj, 1 <i,j <n. A szigorian mono-
ton névekvd logaritmus fiiggvényt alkalmazva a célfiiggvényre és a feltételek
két oldalara, a kovetkezo ekvivalens linearis optimalizalasi feladatot kapjuk:

(i,4)€el o
y_]_yi S_bu V(l,])EI,
Yi Z/J + Sij S U; U_] V(Z,j) € I, (14)
yt_yj_bu V(i,j)EJ,
sij 2 0 v (i,j) € I,
Y1 =0.

A feladat valtozéi y;, 1 <i<méss;; >0, (4,5) € I.
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Tétel. A (14) linedris programozdsi feladat optimumértéke legfeljebb 0, és
pontosan akkor 0, ha a w silyvektor az (1) tébbcéli optimalizdldsi feladat
hatékony megolddsa. Jeldlje (y*,s*) € IR"| a (14) feladat optimdlis megol-
dasat. Haw nem hatékony, akkor az exp(y™) stlyvektor hatékony és belilrdl
domindlja a w vektort.

A (14) linedris programozasi feladatot a Pairwise Comparison Matrix Cal-
culator programunkban implementdltuk. A pcmc.online cimen elérheté,
bongészobdl kozvetleniil futtathato kornyezetben szabadon tesztelheto a sily-
vektorok hatékonysdga, és ha az adott sulyvektor nem hatékony, akkor egy
Ot beliilr6l dominalé hatékony silyvektor is taldltatik.

5 Gyenge hatékonysagi teszt és gyengén haté-
kony dominalé sulyvektor keresése linearis
programozas segitségével

A gyenge hatékonysag ellenérzése és egy domindlé gyengén hatékony domindld
vektor keresése a hatékony esethez hasonléan torténik. Tekintsiink egy w > 0
vektort. Nyilvdn ha J # 0, azaz ha f;;(w) = 0 valamely ¢ # j indexpér
esetén, akkor w € WE, igy maris készen vagyunk a gyenge hatékonysag
ellenérzésével.

Most a J = () esetet vizsgaljuk meg. Ekkor |I| = n(n —1)/2. Ime néhdny
ekvivalens alak az erés nem-hatékonysdgra vonatkozéan. Minden (i,5) € T
esetén

a,-jgx—‘<—‘ = (Lgl —‘—J<1)

)
j UJJ €T; Jij w;

cws 1
<1, Bz o 0<t<1).
xZ; xjw,-

o (G (15)

A (15) utolsé alakja alapjén felallithatjuk a (13) feladat egy mddositasat
is, megfeleloen adaptédlva azt a gyenge hatékonysag esetére.

mint

La; <1 V(i) el
Jw; 1
%<1 V(g el (16)

Jij w; t
0<t<1
xr1 = 1.
A feladat valtozéi z; > 0,1 <i<mnést.

Allitas. A (16) optimalizdldsi feladat optimumértéke legfeljebb 1, és pon-
tosan akkor 1, ha a w stlyvektor az (1) tobbcéli optimalizdldsi feladat gyengén
hatékony megolddsa. Jeldlje (x*,t*) € IRT‘1 a (16) optimdlis megolddsdt.
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Ha a w erdsen nem-hatékony, akkor az x* sulyvektor gyengén hatékony és
szigoruan belilrél domindlja a w vektort.

Bizonyitas. Az éllitasok az el6zé fejezet dllitasanak bizonyitasdhoz ha-
sonlban igazolhatok. Az ottani indokldst hasznélva itt is, kénnyen megmu-
tathat6, hogy (16) megengedett halmaza nem ftires, valamint pozitiv alsé
és fels§ korlat hatdrozhaté meg minden valtozéra. Tehat a (16) feladatnak
szintén van optimalis megoldasa és egy véges t* < 1 optimumértéke.

Ha t* < 1, akkor f% < t* < 1 minden i # j esetén, kbvetkezésképpen x
beliilr6l er6sen dominalja a w vektort. Forditva, tegyiik fel, hogy x beliilrél
er6sen dominalja a w vektort. Kénnyen lathatd, hogy a normalizalt x vektor
al = max;.j fj% skaldrral kiegészitve a (16) egy megengedett megolddsat
alkotja. Nyilvan ennél a megengedett megoldasnal 0 < ¢t < 1, ezért az opti-
mumértékre is t* < 1 teljestil.

Tekintstik végiil azt az esetet, amikor a w vektorrél az deriil ki hogy
er6sen nem-hatékony, azaz erésen domindlt. A (16) feladat (x*,t*) op-
timélis megolddsanak x-része beliilrél erésen domindlja a w vektort és t* =
max;£; %;%ZL Tegyiik fel, hogy x* erGsen nem-hatékony. Ekkor 6t beliilrol

J
erésen domindlja egy X vektor. Nyilvan a;; < % < l—le < %; minden i # j
esetén. Legyen ¢ = max;x; %% Konnyen 14thaté, hogy a megfelelé nor-
malizdlds utdn kapott (X,t) vektor a (16) feladat megengedett megoldésa.
Nyilvdn ¢ < t*, ez pedig ellentmond (x*,¢*) optimalitdsanak. Kovetkezés-
képpen x* gyengén hatékony megoldas. |

.....

kaptuk a nemlineéris (13) feladatbél, (16) is linedris alakra transzformalhaté.
A korabbi jeloléseket haszndlva és bevezetve az s = —logt véltozot, kapjuk
a kovetkez6 ekvivalens linearis programozasi feladatot:

min —s
yi —yi < —by; (i, j) € I,
Yi—yj+s<v—u Y(i, j) €1, (17)
s>0,
y1 =0.

A véltozdk y;, 1 <i < néss.

Tétel. A (17) linedris programozdsi feladat optimumeértéke legfeljebd 0,
és pontosan akkor 0, ha a w sulyvektor az (1) tébbcéli optimalizaldsi feladat
gyengén hatékony megolddsa. Jellje (y*,s) € IR" ™' a (17) optimdlis meg-
oldisdt. Ha w erdsen nem-hatékony, akkor az exp(y*) sulyvektor gyengén
hatékony és belilrdl szigorian domindlja a w vektort.

Megjegyzés. Ha w az (1) tobbcéli optimalizalasi feladat egy er6sen nem-
hatékony megoldasa, akkor a fenti tétel alapjan kapott exp(y*) silyvektor
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gyengén hatékony, de nem feltétleniil hatékony. Az el6z6 fejezet (14) felada-
ta segitségével azonban tesztelhetjik, hogy a kapott vektor hatékony-e. Ha
nem az, akkor a (14) feladat taldl egy beliilrél dominélé hatékony megol-
dést, amely egyuttal belilrdl és szigorian dominalja a kiinduld, erésen nem-
hatékony w sulyvektort is.

A Pairwise Comparison Matrix Calculator (pcmc.online) a gyenge ha-
tékonysagot is vizsgalja. Ha a megadott silyvektor nem gyengén hatékony,
akkor a program keres egy Ot beliilrél és erésen dominal6 hatékony silyvektort.

6 Osszefoglalas és nyitott kérdések

A péros Osszehasonlitds méatrixbdl szamolt sulyvektorok hatékonysagdnak
vizsgdlatdval Blanquero, Carrizosa és Conde [4] foglalkozott el8szér. Az
altaluk a hatékonyséag tesztelésére javasolt linearis programozasi feladatokbol
kiindulva olyan lineéris programozasi feladatokat konstrualtunk, amely nem-
csak tesztelésre alkalmas, hanem ha a stlyvektor nem (gyengén) hatékony,
akkor egy 6t (erésen) domindlé hatékony sulyvektort is taldl.

A hatékonysag grafelméleti eszkozokkel is jellemezhetd, amelynek alapjait
szintén Blanquero, Carrizosa és Conde [4] dolgozta ki. Mivel a cikkiinkben
kidolgozott linedris programozasi feladatokhoz nem volt sziikség grafelméleti
megkozelitésre, a részleteket sem kozoltiik. Kidolgozasra var a linedris prog-
ramozasi és a grafelméleti modszerek ekvivalencidjanak megértése, amelytol
egyrészt a domindlé hatékony sulyvektorok halmazanak eléallitasa, masrészt
a sajatvektor hatékonysiaganak jellemzése remélhet6. Jelenleg csak néhany
nagyon specialis esetben sikeriilt bizonyitani, hogy a sajatvektor hatékony:
ha a péros Gsszehasonlitds matrix egy [1] vagy két [2] elemének megvaltozta-
tasdval konzisztenssé tehetd. Szintén nagyon speciélis az a matrixosztaly [5],
amely sajatvektora sosem hatékony.

Folyamatban van a 4 x 4-es paros Gsszehasonlitds matrixok sajatvektora-
nak hatékonysaganak numerikus vizsgalata is, amelybdl Gtletet vagy sejtést
merithetink. Jelenleg még az sem vilagos, hogy mennyire messze vagyunk az
altaldnos eset megértésétol.
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EFFICIENCY OF WEIGHT VECTORS DERIVED FROM PAIRWISE
COMPARISON MATRICES

Multi-criteria decision models and ranking methods often apply pairwise compar-
ison matrices in order to determine a weight vector. A weight vector is called
efficient if no other weight vector approximates the elements of the pairwise com-
parison matrix such without larger errors, but with strictly smaller error in at least
one position. A weight vector is called weakly efficient if the errors cannot be im-
proved in all non-diagonal positions. Some weight vectors, calculated by, e.g., the
least squares or logarithmic least squares methods, are always efficient. However,
the often applied eigenvector can be inefficient. We develop linear programs to
test whether an arbitrary weight vector is (weakly) efficient, and, if it is not, a
dominating efficient weight vector is found. A challenging open problem, on find-
ing sufficient and necessary conditions for the efficiency of the eigenvector, is also
proposed.
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MERFOLDKOVEK A BEFEKTETESI KOCKAZAT
MODELLEZESEBEN!

BUGAR GYONGYI
PTE KTK

A tanulmédny a befektetési kockazat modellezésében napjainkig végbement
médszertani fejlédés fontosabb mérféldkoveit tekinti 4t. A befektetési kocké-
zat modellezése befektetés-kombindcidk, azaz portféliok kockazatdanak becs-
lését igényli. E folyamat két kritikus pontjat a kockazati mérték jo megva-
lasztésa és az egyes portfolié elemek kozotti kapcesolat szorossaganak korrekt
mérése képezi. A varianciatdl a varhaté tobbletveszteségig illetve a linedris
korrelacids egytitthatotol a kopulak alkalmazésaig tarté fejlodés fobb sajatos-
sagainak attekintését kovetéen megmutatjuk, hogyan alkalmazhatoé a kopula-
modszertan a varhato tobbletveszteség becslése soran.
Kulcsszavak: portfolié optimalizdlas, kockazati mérték, kopula

1 Bevezetés

Szegb (2004), a Journal of Banking and Finance folydirat egykori f&szer-
kesztéje a pénziigyi kutatdsok szaktertiletének ,harmadik forradalmaként”
emlitette a kockdzatmérés tertiletén az 1990-es évek végétol felgyorsult ku-
tatasi érdeklodést. Mindez jol érzékelteti, hogy a modern portfolié elmélet
kialakulasatél kezd6doen — de kiilonosen az utébbi két évtizedben — e téma-
korben szamos értékes hozzajarulas sziiletett.

A kockézat megfelel§ modellezése nemcsak a befektetési portf6liok opti-
malizdlasaban jatszik kulcsfontossdgu szerepet, hanem donté jelentéségl a
bankok szabalyozéi tékekovetelményének megallapitdsaban, valamint a biz-
tositasi tevékenységben is.

A jelen iras célja, hogy attekintse a befektetési portfélidk kockazatéanak
becslésében végbement modszertani fejlodés {6bb sajatossagait, és ramutasson
néhany jovoben megoldandé problémara is.

A tanulmédny az aldbbi médon épiil fel: a kévetkezd rész Markowitz mo-
dern portfolié elméletet megalapozé modelljét mutatja be, majd ratériink
a befektetési kockazat becslésével kapcsolatos problémakra. Ezek kozott
kiilon alfejezetekben tekintjik at a kockazati- és a fliggdségi mérték meg-
valasztasaval kapcsolatos fejlédés fontosabb dlloméasait. Ezt kovetéen meg-
mutatjuk, hogyan hasznalhaté a kopula moddszertan napjaink ,.favorizalt”
kockdzati mértékének, a vérhatd tobbletveszteségnek (ES) a becslésében. A
tanulmanyt rovid Osszefoglaldssal és néhany, a sziikséges jovobeli kutatési
irdnyokat felvazolé megjegyzéssel zarjuk.

IBeérkezett: 2017. februdr 4. E-mail: bugar@ktk.pte.hu.
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2 A modern portfélié elmélet megalapozasa

A kockézat 6nallé dontési valtozdként torténé alkalmazésa és a modern port-
f6li6 elmélet megalapozasa Markowitz nevéhez kotheto.

A modern portfélié-elmélet kezdete az 1950-es évekre tehetd. Markowitz
(1952) definidlta a varhat6é hozam-kockazat hatékonysdg fogalmdt és a koc-
kazatot célfiggvényként bevonta az optimélis befektetés-kombinacio kialaki-
tasanak folyamataba. Mind az egyedi befektetések rangsorolasaban, mind
pedig a portfélick optimalizaldsaban — azaz a portfoliot alkotd egyes befekte-
tések optimalis aranyanak meghatarozasaban — két dontési valtozot alkalma-
zott: a varhaté hozamot (E) és a hozamok variancidjat (V). Mig az elsével az
atlagos jovedelmezoséget, addig a masodikkal a befektetés kockazatat jelle-
mezte. A portféliét alkoté egyedi befektetések hozama kozotti kapcsolat
szorossaganak mérésére ugyanakkor a linedris korrelacids egytitthatét hasz-
nalta fel.

A Markowitz-féle E-V hatékony portf6lidk — a bemend paraméterek (p és
C) becslését kovetben — egy kvadratikus parametrikus programozasi feladat
megoldéasaval nyerhetok:

x'Cx =V — min

Tx=F
8 W
Ax=Db
x>0

Az (1) modellben szereplé x és u n-dimenzids vektorok megfelelé kom-
ponensei az egyes értékpapirokba fektetett tokehanyadot és az értékpapirok
varhato hozamat jelentik. A a portfélié kivalasztast korlatozé linearis fel-
tételrendszer egyiitthatémétrixa (m x n-es), C pedig a hozamok variancia-
kovariancia matrixa (n x n-es). E a létrehozott portf6lié varhaté hozaménak,
mig V a portfélihozam variancidjanak jelolésére szolgdl, a T szimbélum pedig
a megfeleld vektor transzponéltjara utal. A feladat megoldésa n értékpapirbdl
allé portfélié esetében az egyes (lehetséges) vérhaté hozamszintekhez tar-
tozd, minimalis variancidt biztosité befektetési ardnyok (x) meghatdrozdsit
célozza. Mint lathatd, a felirt modellben kizartuk a fedezetlen eladasokat
(short sales), azaz azt, hogy az egyes értékpapirokba torténé befektetési ara-
nyok negativak legyenek.

Az (1) modellben az egyes értékpapir-parok hozama kozotti kapcsolat
er0sségét a Pearson-féle linearis korrelacids egyiitthato méri:

C(T,',Tj) Cij . .
) = = 1,20, j=12,....n. (2
Prs) = ety ~ ooy o n @

A (2) osszefliggésben p(r;,r;) az i és j értékpapir-par hozama koézotti korre-
laciét, Cy; pedig a koztiik 16v6 kovarianciat jelenti (az (1) modellben szerepld
variancia-kovariancia métrix megfeleld eleme). o; az i értékpapir hozaménak
szérdsa, amelyre 07 = Cy; (i =1,2,...,n).
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Markowitz az E-V hatékony portfdlidk analitikus meghatarozasara — azaz
az (1)-ben szerepld probléma megolddsara a Kuhn-Tucker feltételeket alkal-
mazva — kidolgozta az Un. kritikus vonal algoritmust. Bebizonyitotta, hogy
az (1) modell megoldésait képezd hatékony portfélidk szakaszonként linedris
halmazt alkotnak az m-dimenziés térben. Ennek a szakaszonként linedris
halmaznak a megfeleld szakaszai a kritikus vonalak (innen az algoritmus el-
nevezése).2

Markowitz modelljét — amelynek kifejlesztéséért 1990-ben megkapta a
kozgazdasagi Nobel-dijat — sok kritika érte amiatt, hogy alkalmazasa csak
abban az esetben tekinthetd elméletileg teljesen megalapozottnak, ha a be-
fekteto hasznossagi fliggvénye kvadratikus vagy a befektetés hozama normalis
eloszldsi. Eftekhari és szerzétérsai (2000) az elliptikus eloszlast (amelynek
specidlis esete a normdlis eloszlds) emlitik annak feltételeként, hogy a koc-
kézat a variancia segitségével egzakt médon mérhetd legyen. Szegd (2005)
kimutatta, hogy a hozamok elliptikus eloszldsa minden olyan kockazati mu-
tato alkalmazhatésdganak alapfeltétele, amely a hozamok kozotti kapcsolat
mérésére a linearis korrelaciés egytitthatot hasznalja.

Markowitz (1991) a fent emlitett feltételeken tul djabb, empirikusan is alé-
tamaszthaté érveket hozott fel modellje elényeinek érzékeltetésére. Ramuta-
tott ugyanakkor arra is, hogy moédszere altalaban csak kozelité megoldast ad.
Az emlitett érvek mogott meghizédd alapgondolat, hogy mddszere dsszhang-
ban van a varhat6 hasznossag maximalizdlasaval. Igazolta, hogy a befekteto
hasznossagi fliggvényének masodfoki polinommal val6 kozelitése — bizonyos
hasznossagi fliggvényosztalyokra — kozel azonos eredményekhez vezet, mint
amelyekhez a Markowitz-modell alkalmazdsaval jutunk.?

3 Kritikus pontok a befektetési kockazat mo-
dellezésében

A befektetési kockdzat mérése egy befektetés-kombinacid, azaz portfélié koc-
kazatdnak becslését igényli. Ennek a folyamatnak két kritikus 6sszetevoje van
(Dowd, 2005). Az els6 egy megfeleld kockdzati mérészam azonositdsa és alkal-
mazdasa, mig a masodik a portfélioban szerepld kiilonféle egyedi befektetések
hozama egyiittmozgdsanak (statisztikai fiigg&ségének) szamszertisitése. Nap-
jainkra bebizonyosodott, hogy a kockazat becslésében széleskoriien hasznalt
mérészamok, mint példaul a variancia vagy a kockaztatott érték, megbiz-
hatatlanok. Egy tovabbi jelentos kihivas, hogy az egyes portfdlio elemek
hozama kozotti kapcsolatnak a linedris korreldcids egyiitthatora alapozott
becslése torz képet ad a hozamok kozotti kapcesolat er6sségérol.

2Az E-V hatékony portfélidk explicit szdrmasztatasdhoz kapcsolédéan Vorss Jézsefnek
jelentek meg értékes munkai. Lasd Voros (1986), Vorss (1987) és Voros et al. (1999).
3A fentieket lasd részletesen Bugér (1997).
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3.1 A varianciatdl a varhaté tobbletveszteségig

A kockézati mértékeket t&bb szempont szerint rendszerezhetjiik. Az egyik —
talan leginkabb elterjedt — csoportositas azon alapul, hogy valamihez viszo-
nyitva hatarozzuk-e meg kockazat értékét, vagy tun. abszolut médon. Ebben
az értelemben relativ és abszoltit mérészamokat kiillonboztethetiink meg. A
relativ kockazati mutatok egy elére meghatarozott értéktol vald eltérés nagy-
sagaként értelmezik a kockazatot, az abszolit kockazati mérészamok pedig
egy adott pénzligyi pozicié megteremtéséhez sziikséges tékenagysiggal mérik
azt.

A kockazati mutatdk csoportositdsa torténhet annak alapjan is, hogy csak
bizonyos kedvezétlen értékeket veszlink-e figyelembe a mutaté kiszamitasanal
(pl. egy célértéknél csak kisebb értékeket) vagy az ingadozdsra jellemz6 vala-
mennyi értéket. Ezen az alapon beszélhetiink egyoldali vagy kétoldali muta-
tokrol.

A variancia kockéazati mértékként torténé hasznalatdnak a legfébb elénye,
hogy segitségével a portféliok kockazata visszavezethetd az egyedi befekteté-
sek kockdzatdra. Ezzel a portf6lié optimalizélds — az (1) modell megolda-
saval — analitikusan konnyen elvégezhetd. A variancia elényei kozott fontos
hangsilyozni, hogy szubadditiv, igy tdmogatja a diverzifikaciét. Alkalma-
zasanak hatranya ugyanakkor, hogy kétoldali kockazati mérték, igy nincs
Osszhangban a befektetok altal a kockazatrdl alkotott intuitiv képpel, mi-
szerint csak azoknak az értékeknek a bekovetkezése kedvezotlen a befektetd
szamara, amelyek a varhaté értéknél kisebbek.

A kockazatott érték nevének VaR roviditése a mutaté angol nevének
(Value at Risk) kezdSbetiiibél ered. Altalinos hasznélata csak az 1990-es
években honosodott meg a szakirodalomban, annak ellenére, hogy a vilag
jelentésebb multinaciondlis bankjai méar az 1970-es évek végétol kezdodbGen
hasznaltak belsé kockazat elérejelzé modelljeikben. Emlitésre méltd, hogy a
mérészam alkalmazasa valdjaban sokkal korabbrol eredeztetheto: az aktua-
riusok mar a huszadik szdzad elején hasznaltdk a belsé tartalékok becslésére.
A VaR befektetés-elméletben torténé alkalmazdsa Baumol (1963) nevéhez
kotodik, aki a kockazat mérésére a y — ko értéket javasolta. Az elézéekben
w a befektetés (portfdlié) varhaté hozama, o a portf6lié hozamanak szérésa,
k pedig az a szubjektiv paraméter, amely a dontéshozo kockazattal szem-
beni attitlidjét (kockdzatérzékenységét) fejezi ki. A Baumol altal bevezetett
kockazati méroszam elliptikus hozameloszlas esetén egyenértékii a kockazta-
tott értékkel.

Adott o megbizhatdsigi szinthez tartozéan a VaR a veszteségeloszlds a-
kvantilise:

P(L<VaR,)=F(VaR,) = «a, (3)

amelybol
VaR,(L)=F (), O0<a<l. (4)

A fentiekben az F~(a) a veszteséget jelentd véletlen véltozé (L) F(z) elosz-
lasfiiggvényének altaldnositott inverze (lasd Embrechts és szerzétérsai, 1999),
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azaz:

F7(a)=inf{zr e R| F(x) > a}. (5)

A VaR 1j szemléletet képvisel a kockézatkezelés gyakorlatdban. Legfébb
elonye, hogy veszteség alapt, abszolut kockazati mérték. Egyoldali mutaté-
ként a kedvezétlen értékeken alapul. Ertelmezése egyszerl, mert egy el6re
meghatarozott megbizhatdsagi szinthez tartozd maximalis veszteséget szam-
szertsiti. Eredménye kozértheto, mert a befektetés pénznemében adja meg a
kockézatot.

A kockaztatott érték kockdzati mértékként torténé felhasznédlasival kap-
csolatos egyik legfontosabb probléma, hogy nem veszi figyelembe a VaR-t
meghaladod veszteségeket, ami vastagszéli eloszlasok esetében a kockazat ala-
becsléséhez vezet. A VaR maésik hidanyossdga, hogy nem teljesiti a szubaddi-
tivitas kovetelményét, ezért a kockaztatott értékkel mért portfélié-kockazat
magasabb lehet, mint a portféliét alkotd értékpapirok kockazatanak Osszege.
Harmadik nagy hatranya, hogy nem konvex, igy a VaR-t minimalizalé port-
f6li6 nem hatarozhaté meg egyértelmiien.

A Bézeli Bizottsag 2004 juniusdban hozta nyilvédnossagra Bazel II (BCBS,
2004) néven ismert ajanldsait, amelyek a piaci kockdzat VaR-ral torténd
becslését tamogattak. A Bézel II ajéanldsok 2006-ban keriiltek be az Eurdpai
Uni6 altal foganatositott, az egyes tagorszagokra — igy Magyarorszag szamara
is — egységesen alkalmazandd pénziigyi szabalyozasba.

A VaR alkalmazasdval kapcsolatos kétségeiket mar a 2000-es évek elejétdl
kezd6doen megfogalmaztak a kutatok és a kockéazati szakértok. Egy sor olyan
tanulmany jelent meg, amely ramutatott a VaR hidnyossdgaira, sét a ,,Jour-
nal of Banking and Finance” 2002-ben kiilon kotetet is szentelt a kocké-
zatkezelés teriiletén el6forduld statisztikai és mérési probléméknak. Szegd
(2002) a kotetben megjelent tanulmanyokat bemutaté szerkesztéi elészavénak
a ,,Soha t6bbé VaR (ez nem sajtéhiba)” provokativ cimet adta. Kiemelte,
hogy a VaR alkalmazasa mddszertani szempontbdl ,,aggalyos”, és leginkdbb
a ,,problémakeresésben bizonyult megoldasnak”. A figyelmeztetd jelzéseket
azonban a bankok szabdlyozasaért felelés dontéshozok nem vették komolyan.

Egy igazan figyelemremélté mérfoldko a kockazatelmélet fejlédésében a
kockazati mértékek axiomatikus felépitése, azaz a kockazati méroszamoktol
elvart sajatossagok megfogalmazdsa és rendszerbe foglaldsa. A kockazati
axiémarendszerek koziil a leginkabb elfogadott az Artzner és szerzétérsai
(1999) koherens mértékeket leir6 rendszere, amelyre a szerzék nevének kezdé-
betiiibél all6 ADEH réviditéssel szokds hivatkozni. A rendszer négy axiémat
foglal magaba, a transzlaciés invariancia, a szubadditivitas, a pozitiv ho-
mogenités és a monotonitds tulajdonsigok megfogalmazdséra (1dsd bévebben:
Bugér, 2015).

A koherens kockazati mértékek nevezetes képviseléje a varhatd tobblet-
veszteség (ES — Expected Shortfall) vagy més néven feltételes kockazatott
érték (CVaR — Conditional Value at Risk). Meghatdrozott oz megbizhatGsagi
szinthez tartozéan ES a VaR-t meghaladd veszteségek varhaté értéke:

ES.(L)=E(L|L>VaR,). (6)
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Folytonos veszteségeloszldsra (6) a kovetkez alakot 6lti (Embrechts, 2014):
1 1

:l—a

ES. (L) VaR,(L)dx . (7)

(6%

Az ES olyan kockédzati mérték, amely egyrészt kikiiszobdli a VaR-ral kapcso-
latos mdédszertani problémék nagy részét, masrészt wjakat is felvet. Az ES
mindenekel6tt — a VaR-hoz hasonléan — egyoldali, abszolit mutaté. A VaR-
t meghaladd atlagos veszteségként értelmezhetd, ami kiilonos jelentéséggel
bir vastagszélli eloszlasok esetén. Mint mar emlitettiik, koherens kockazati
mérték, azaz eleget tesz az ADEH axiémarendszer kbvetelményeinek. A fenti-
eken tul emlitésre mélto technikai sajatossaga, hogy konvex. Ez utébbi tulaj-
donsag nagy jelentéséggel bir a portfélié-optimalizaldsban. A varhaté hozam-
varhato tobbletveszteség hatékony portfélidk eléallitasa — ahogy Rockafellar
és Uryasev (2000) megmutatta — egy linedris programozési feladat megoldésat
igényli.

Az ES becslésének pontossiagaban nagy szerepet jétszik az eloszldsfiigg-
vény szélének modellezése. Nem megfelel6 modell haszndlata esetén az ES
alkalmazdsa félrevezeto lehet, hiszen a VaR-ndl joval érzékenyebb a becslési
hibakra (Sarykalin és szerzétarsai, 2008). Adott konfidencia-szinten a VaR-
becslések altalaban stabilabbak, mint az ES becslések. Az eltérés a vastagszéli
eloszlasok esetén a legjelentosebb és elhanyagolhaté a normélishoz kozeli
eloszlas esetén. A mintaméret névelése csokkenti az ES becslésének hibajabdl
ered6 modellkockdzatot (Yamai és Yoshiba, 2002). A nagy minta elemszamot
azonban csak Monte Carlo szimuldciéval tudjuk biztositani.

Az ES alkalmazdsanak leginkabb vitatott pontja visszatesztelhetdségével
(back-testing) kapcsolatos. A visszatesztelés célja, hogy a kockézati mérték
elérejelzéseinek pontossagat értékeljiik multbeli adatok alapjan. Létezik egy
statisztikai tulajdonsag, az eliszitabilitas, amely lehetové teszi az elorejelzd
modellek rangsoroldsat. A kockdzat r(L) becsléfiiggvénye eliszitabilis, ha
egyértelmi megoldasa az alabbi egyenletnek:

r(L) = arg mlmE[s(x, Lyj, (8)

ahol s : IR? — [0, 00) szigorian konzisztens értékelé-fiiggvény.

Gneiting (2011) bizonyitotta, hogy az ES — a VaR-ral ellentétben — nem
eliszitabilis kockazati mérték. Egyes vélemények szerint az eliszitabilitas hi-
anya lehetetlenné teszi az ES alkalmazdsara épiilé modellek visszatesztelését
(ldsd példaul Carver, 2013). Mds szerzék kidllnak az ES-modellek visszatesz-
telhet8sége mellett. Acerbi és Székely (2014)* kifejlesztettek harom modell-
fliggetlen, nem parametrikus visszatesztelési eljardst. A biztaté eredmények
ellenére még sok ezen a teriileten a tennivalé addig, amig az alkalmazandd
modszertan tekintetében kielégité szakmai konszenzus sziiletik.

A pénziigyi szektor dinamikus fejlédése, az jonnan megjelend piaci in-
novacidk tjabb és tjabb megoldando kérdéseket vetnek fel a szabalyozdk sza-
méra. A médsodrendii jelzaloghitel-piaci vélsag felhivta a figyelmet a VaR-ral

4Kiilon érdekesség, hogy az emlitett szerz6k rdmutattak arra, hogy habar a VaR elisz-
itabilis, visszatesztelése sordn sohasem hasznaltak ki ezt a tulajdonsdgét.
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torténé kockdzatmérés tarthatatlansagara. A valsdg idején a bankok veszte-
ségei 1ényegesen meghaladtak a VaR-ral kalibralt minimalis tokekovetelmény
értékét. Ennek hatasara — csaknem egy évtizeddel a valsag kitorése utan —
2016 januarjaban — gyckeres valtozas kovetkezett be a bazeli szabédlyozasban:
a kereskedési konyvben szerepld, piaci kockazatnak kitett poziciok utan kép-
zend6 szabalyozoi tokekovetelmény megallapitasanal a VaR helyett az ES al-
kalmazdsét frtdk eld az in. belsé modellt hasznalé bankok szdméra (BCBS,
2016). Ezzel mintegy elismerést nyert az a sok er6feszités, amellyel az akadé-
miai szféra a kockdzati mértékek kutatdsdhoz hozzajdrult. Az ehhez fiizédé
euforikus képet némiképp arnyalja az ES visszateszteléséhez fiiz6do, fent
emlitett bizonytalansag. A szabdlyozas ezt gy igyekezett athidalni, hogy a
bels6 kockazatértékelé modell validitdsanak ellenérzésére tovabbra is a VaR
alkalmazdasat irja eld.

3.2 A linearis korrelaciotél a kopulakig

A linedris korrelacids egyiitthatéval kapcesolatos legfébb probléma, hogy kizé-
rélag a linedris fliggéséget méri. A korreldlatlansig csak akkor jelent fiigget-
lenséget, ha a valtozok egyiittes eloszlasa elliptikus. Napjainkban a pénziigyi
valtozok eloszlasa altalaban nélkiilozi a szimmetriat és vastagszélii. Ez utébbi
egylitt jar azzal, hogy a normalis eloszlasnal jelzetthez képest nagyobb a nagy
veszteségek egylittes bekovetkezésének az esélye. Mindez felveti a valtozdk
kozotti kapcsolatnak a linedris korreldciora alapozott becslésétol eltéré mo-
dellezésének igényét.

A linedris korrelaciés egyiitthaté alkalmazdsat az is korldtozza, hogy ki-
zarélag véges varianciaval rendelkezd valdsziniiségi valtozokra értelmezhetd.
Nem definialhaté példaul 2-nél nem nagyobb szabadsagfoki kétdimenzids t-
eloszlasra (Dowd, 2005).

Tovabbi jelentés probléma, hogy a linearis korrelacids egytitthaté nem
invaridns a valdsziniiségi valtozok szigorin monoton névekvo, nem linedris
T : IR — IR transzformécidjaval szemben, azaz:

p(T(X), T(Y)) # p(X,Y) . 9)

Ha példaul a befektetések hozamait logaritmikus hozamokksd alakitjuk, akkor
az egyes hozamparok kozotti korreldcié megvaltozik. Embrechts és szerzétar-
sai (2002) a linedris korrelaciéval kapcsolatos gyakori tévhitek elemzése sordn
két eltéré modellre tamaszkodva elvégezték két azonos peremeloszldssal ren-
delkez6 valdszinliségi valtozo egyiittes bekovetkezésének szimulalasat. Mind-
két modellben azonos volt a véaltozdk kozotti linearis korrelacié mértéke. A
kapott eredményeket az 1. dbra mutatja.
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1. dbra. Két azonos peremeloszldssal és megegyez8 korreldciés egyiitthatéval rendelkezé
eloszlas szimuldciéja. Forrds: Embrechts et al. (2002), 177. o.

A két modell &ltal reprezentdlt fiiggdségi struktira szemmel lathatéan
eltéré. Ha az igy szimulalt ponthalmaz két befektetésen elért veszteséget jel-
képez, akkor nyilvanvalé, hogy a masodik eset sokkal kedvezotlenebbiil érinti
a befektetdt, hiszen ebben az esetben nagyobb a nagy veszteségek egyiittes
bekdvetkezésének esélye. A példa meggy6zden mutatja, hogy a linedris kor-
relacié félrevezetd eredményeket adhat két véletlen valtozd kozotti kapcesolat
modellezésében.

A fenti problémaéra a kopula-mddszertan kinal megoldést.

Az n-dimenziés kopula az n-dimenziés egységkockdn értelmezett, n-val-
tozds C : [0,1]" — [0, 1] eloszlasfiiggvény, amelynek mindegyik marginélisa
egyenletes eloszlast a [0, 1] intervallumon.

A fenti meghatédrozashoz a kovetkezoképpen lehet eljutni: tekintsiink egy
véletlen (valdszintiségi) valtozokbdl allé n-dimenzids (X1, Xa, ..., X,) vek-
tort. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt n véletlen véltozé mindegyike folytonos,
azaz az

Fi(z;)=P(X; <z;) i=1,2,...,n (10)

egyvaltozés eloszlasfliiggvények folytonosak. A valdsziniliségi integrél-transz-
formécié alkalmazdsaval az eredeti véletlen véltozék mindegyike a [0, 1] in-
tervallumon egyenletes eloszlasuva valik, azaz

(U1, Ugy...,Up) = (F1(X1), Fa(Xa2), ..., Fh(Xy)) (11)

n-dimenzids vektor valamennyi komponense a [0, 1] intervallumon egyenletes
eloszldst valdsziniiségi véltozé. Az (X1, Xo, ..., X,)-hez tartozé kopula nem
més, mint az (U, Us,...,U,) egylittes eloszlasfiiggvénye:

C(ul,uQ,...,un) = P(Ul S ul,Ug S u2,...,Un S u”) . (12)
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Az alkalmazdsok szempontjabdl nagy jelentésége van Sklar (1959) tételének:

Ha H(z1,x2,...,Tn) egy n vdltozds eloszlasfiggvény, Fi,Fs,...,F, mar-
gindlisokkal, akkor létezik olyan n-dimenzios C kopula, amelyre:

H(le,.rg, e ,JJ”) - C(Fl(lil), FQ(-T;Q); v )Frb(‘r’rb)) . (13)

Amennyiben az Fy, Fs, ..., F, margindlisok mindegyike folytonos, akkor a C
kopula egyértelmiien meghatdrozott. Megforditva, ha C egy n-dimenzids kopu-
la és F1, Fy, ..., F, egyvdltozos eloszldsfligguények, akkor a tételben szerepld
H egy n-vdltozds eloszlasfiigguény Fi, Fs, ..., F, margindlisokkal.

Sklar fenti tétele lehetové teszi a margindlis eloszlasok és a fliggbségi struk-
tura szétvalasztasat. Igy a fliggdségi struktira ,,feltérképezése” két, jol elkii-
16nitheto 1épést foglal magaba:

1. A marginalis eloszldsok becslését, ami egyszeriibb feladat, mint az egyfit-
tes eloszlas becslése;

2. A kivant fligg&ségi struktira margindlis eloszlasokra torténd illesztését.

A kopula, mint a fiigg6ség altaldnos ,,mértéke” nagyfoki rugalmassigot
biztosit a modellezésben, mert az egyes kockazati tényezokre akar eltéré mar-
gindlis eloszlast is illeszthetiink. Sklar tételének felhasznaldsaval tetszoleges
eloszlds (amelynek margindlisai folytonosak) kopula fiiggvénye el6éllithaté az
alabbi médon:

Clur,uz, ... up) = H(Fy (wn), Fy (u2), - F (un)) (14)
ahol F,L-_1 (u;)i=1,2,...,n kifejezések a marginélis eloszlasfiiggvények inverz
fliggvényeit jelolik. A fent definidlt kopula stirliségfiiggvénye az aldbbi médon
értelmezheto:

5’”C(u1,u2, e ,u”)
5’u1 8“2 ce au” '

c(ug,ug, ... Uy) = (15)

4 A kopulak alkalmazasa a kockazat model-
lezésében

A tovabbiakban — a kétdimenzids esetre szoritkozva — azt mutatjuk be, hogyan
lehetséges egy portfélié ES-sel mért kockazatat becsiilni. A portfélié hoza-
meloszlasa — az dltalunk meghatarozott marginalis hozamokra és a hozamok
fiiggdségét jellemzd kopuldra (Bouyé és szerzétdrsai, 2000) tdmaszkodva —
Monte Carlo szimulaciéval allithaté el6.

A szimulécié 1épései a kovetkezdk:

1. Generélunk két, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldst valdsziniiségi
valtozét: vy, vs.
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2. Legyen u; = v;.

3. uy realizalt értéke alapjan szimulaljuk uy értékét a

GC(ul,uQ)
C =0 % = 16
(uz | u1) ou, vy (16)
feltételes eloszlasra tamaszkodva.
4. A (16) egyenletet megoldjuk ug-re.
5. u; (i = 1,2) segitségével generdljuk a kivant margindlisok egy-egy
értékét:
Flu)=r, (i=12). (17)

6. A fentiek alapjan egy szimulalt portfélié hozam:

R=wri+ (1 —w)ry. (18)

7. Az 1-6. 1épéseket m-szer ismételve m szami portfélidhozamhoz jutunk.

8. A kapott empirikus hozameloszldsbdl meghatéarozhaté ES (a kivint «
konfidenciaszinten).

A (18) Gsszefiiggésben szerepl6 w portfdlié sily véltoztatdsival az ES becslése
tetszbleges portfolio-allokaciéra elvégezhetd.

Az el6zbekben leirt szimulacié valédi tézsdei adatsorokon torténd meg-
valositdsanak eredményét a 2. dbra szemlélteti. Az elemzés elvégzéséhez
a londoni tézsdeindex (FTSE100) két, itt nem nevesitett Osszetevéjének,
2008. janudr 3. és 2010. januar 4. kozotti, napi bontasu arfolyam-idésorat
vettitk alapul. A két idésorbdl szarmaztatott napi hozamok felhasznéldsaval
becstltiik a két értékpapir varhaté hozamat, szorasat és a hozamaik kozotti
korrelaciét. Mig a hozamokra normalis marginalisokat illesztettiink, addig
a fiiggdségi kapcsolatot kétféle modon modelleztitk. Egyrészt Gauss-kopu-
laval, ami jelen esetben annak felel meg, hogy a hozamok kozotti kapcsolat
er0sségét a linearis korrelaciés egyiitthatoval mérjiik. Masrészt a normalis
marginalisokra Clayton-kopulat iiltettiink. Ez a tapasztalatok szerint kiilo-
nosen hasznosnak bizonyul befektetési portfoliok esetében, amikor a hozamok
viszonylag erds fliggdséget mutatnak a negativ széleken, azaz a nagy veszte-
ségek tartomdnydban (Breymann és szerzOtarsai, 2003).

A Clayton-kopula eloszlasfiiggvénye:

Co(ur,uz) = max(uy? +uy? —1,0)71/7 (19)

ahol 6 € [~1,00) \ {0} a kopula paramétere.®

59 az adatokbdl kénnyen becsiilhetd.
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2. dbra. Két értékpapirbdl 4llé portfélick kockdzat—varhaté hozam profilja két eltérd fiiggbségi
struktira esetén. Forrds: Bugar-Uzsoki (2013), 48. o.

A 2. abrardl leolvashatd, hogy minden olyan esetben aldbecsiiljiik a koc-
kazatot, amikor az egyes portfoliéelemek ko6zotti kapcsolat modellezésénél
— a nagy veszteségek egylittes bekovetkezését hangsilyozé Clayton-kopula
helyett — a linedris korrelacids egyiitthatéra tamaszkodunk. A fiiggéségi kap-
csolat eltéré modellezése 0,1%-0s vdrhaté hozamszint mellett — napi szin-
ten — példaul kozel egy 1 szazalékpontos névekedést okozott az ES becsiilt
értékében.

A kopuldk megjelenése és tulajdonsagaik kutatdsa nagyban hozzajarult
a véletlen valtozok fiiggdségének eredményes modellezéséhez. Fontos azon-
ban hangsilyozni, hogy hatékony felhasznaldsukhoz fontos kovetelmény al-
kalmazhatésaguk verifikalasa.

A kétdimenzids kopuldk tébb dimenziéra térténd lehetséges kiterjesztését
képviselik a Vine-kopuldk. JelentGségiik abban keresendo, hogy ezek lehetévé
teszik a tobbvaltozos fliggdségi kapcsolatok par-kopuldkkal — azaz magasabb
dimenziés kopulak alkalmazasa helyett kétdimenzids fiiggdségi strukturdkkal
— torténd hierarchikus modellezését (Aas et al., 2006).

5 Osszegzés

A tanulményban a befektetési kockazat mérésében a modern portfélié elmélet
kialakulasiaval kezd6d6 fejlodés fontosabb allomasait tekintettiik at. Kiilon-
kiilon tértiink ki a megfelel6 kockdzati mérték megvalasztasaval és a portfolio
elemek hozama ko6zotti kapcsolatot kifejezd fliggdségi mérték modellezésével
kapcsolatos megoldési javaslatokra.

Gyakorlati szempontbdl nagy jelentoségi az a dontés, amellyel a Bézeli
Bankfeliigyeleti Bizottsdg (BCBS) a varhaté tobbletveszteséget (ES) — a belsd
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modellben alkalmazandé kockazati mértékként — 2016 januarjaban beemelte a
szabalyozasba. Némiképp rontja a képet, hogy habar a kereskedési konyvben
szereplO, piaci kockazatnak kitett poziciok utan képzendd szabalyozdi toke-
kovetelmény megallapitasanal az ES hasznalatat irjak eld, a bels6 kockazatér-
tékel6 modell validitasanak ellenorzésére tovabbra is a VaR-t kell alkalmazni.

Donté jelentOségii tehat a jovore nézve, hogy a Feliigyelet megnyugtatd
modon ellendrizni tudja a bankok altal kifejlesztett belsé kockazatmérési mo-
dellek hitelességét. Ez megkivanja az ES-re vonatkozé visszatesztelési eljara-
sok fejlesztését és a lehetséges tesztek koziil annak a kivalasztasat, amely a
fenti kivanalmat képes teljesiteni.

Véleményem szerint egy masik fontos kutatdsi irany a Vine-kopuldk fel-
hasznalasa a portfélié-elemek fiiggdségi kapcsolatanak modellezésében. Nagy-
méretli portfélidkra e mddszertan alkalmazdsanak nehézségét az jelenti, hogy
a tobbdimenzids fiiggdségi struktira par-kopuldkra torténé felbontasa nem
egyértelmii és nagy a vizsgalando lehet6ségek szama.

Fontos megjegyezni, hogy a kopula-moddszertan lehetéséget kindlhat eltérd
kockazati tényezOknek — elsGsorban piaci és hitelkockazatnak — kitett banki
portfélio elemek fliggdségi kapcsolatanak modellezésében is.
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MILESTONES IN MODELLING INVESTMENT RISK

This paper reviews the most important milestones of the methodological develop-
ment in modelling investment risk. This process requires the estimation of portfolio
risk, and it has two critical points. The first one is the proper selection of risk mea-
sure and the second one is the correct modelling of dependency between different
portfolio elements. After reviewing the most important features characterizing the
development from variance to expected shortfall in measuring risk and from lin-
ear correlation to copula approach in modelling dependency, it will be shown how
copula methodology can be used in estimating expected shortfall.

Keywords: portfolio optimization, risk measure, copula
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NEMLINEARIS SZIMBOLIKUS TRANSZFORMACIOK
OPTIMALIZALASI FELADATOKRA!

CSENDES TIBOR -~ DOBJANNE ANTAL ELVIRA
Szegedi Tudomdnyegyetem — Neumann Jdnos FEgyetem, Kecskemét

A szimbolikus algebra rendszerek elterjedése kapcsan egyre nyilvanvalébb az
optimalizalasi feladatok atirasanak, kedvezobb alakra hozasanak lehetosége.
Az ilyen egyszeriisitések haszna tobbrétii lehet. Egyrészt kevesebb miivelettel
kiértékelhet6 alakra hozhatjuk az érintett fiiggvényeket. Folismerhetiink to-
vabba olyan, a feladat redundancidjara vonatkozo Osszefliggéseket, amiket
altalaban nincs esélylink észrevenni. Ezek ismeretében az atalakitott feladat
megoldéasaibdl az optimalis pontokbdl all6 alteret is meghatarozhatjuk. Végiil
az esetleges dimenzidcsokkentés a legtobb optimalizalasi eljaras iteracidsza-
ménak csokkenését eredményezi. Az automatikus miikodés miatt eljardsunk
érdemi emberi kozbeavatkozast nem igényel, és igy nagyméretli, bonyolult
feladatok is kezelhetévé valhatnak. A jelen cikkben &ttekintjiik az e téren
végzett munkankat, és 1j eredményeket mutatunk az intervallum aritmetikan
alapulé globalis optimalizalasi algoritmus hatékonysdganak és pontossaganak
novelése vonatkozasaban.

1 Bevezeto

Szimbolikus eszk6zok régdta hasznalatosak optimalizalési feladatok megolda-
sédban. Példaul a szimbolikus preprocesszilds a linedris programozasban [16],
illetve ilyen atalakitds az AMPL automatikus ,,presolving” mechanizmusa is
[9,10]. Egy tjabb példa Liberti és munkatarsai Reformulation-Optimization
Software Engine nevii (vegyes-) egészértékil optimalizaldsi segédprogramja
[14].

Csendes és Rapcsak cikkei [7,19] megmutatték, hogy lehetséges korldtozds
nélkiili nemlinearis optimalizalasi feladatokat gy atirni automatikus médon
szimbolikus eszkozokkel, hogy kolcsénosen egyértelmii hozzarendelés 1étezzen
a két probléma széls6értékei kozott. Ez a modszer alkalmas a redundéns vél-
tozdk kikiiszobolésére és a feladat mas szempontbdl vald egyszerisitésére is.

Az eredeti (kicsit bonyolult) motivalé feladat a kovetkezé 1égzésmechanikai
paraméterbecslési probléma volt [13], az

1/2

m

1
F (R, Loy Bo7) = | — 7 | Z0(wi) - Z (wi)?
i=1

1Az elvégzett kutatést részben a Nemzeti Fejlesztési Ugynokség TAMOP-4.2.2/08/1/
2008-0008 pélyazata tAmogatta. Beérkezett: 2017. januér 7. E-mail: csendes@inf.szte.hu.
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minimalizaldsa, ahol Zp(w;) € C a mért impedancia érték és Z7 (w;) az
impedancia modellfiiggvénye az w; frekvencia értékekre (i = 1,2,...,m).
A keresett modell paraméterek Ry, lqw, B, és 7. Az eredeti nemlinedris
modellfiiggvény a fizikai modell paramétereivel:

B Bl w
Zi(w) = Raw + é -1 <Iaww+ %) )

ahol v = 101/4 és 1 a képzetes egység.
A szimbolikus algoritmus kidolgozasat a kdvetkezd egyszeriisitett modell-
fliggvény motivalta, ami linearis a modell paraméterekben:

A 25B + B1
Br Z<Iaw n +0.25B + og(w)>-

Zi(w) = Raw + 46w - w

A nehezen folismerhetd ligyes helyettesités lényegében az A = Blog(r). A
modell paraméterek szama megegyezik a két alakban. Az dtalakitds nagy
érdeme, hogy linearis modellek legkisebb négyzetes illesztése egyszeri, nem
is igényel optimalizalast.

A cikk a kovetkez6 szerkezetet koveti: a masodik szakaszban ismertetjiik
az Otletet és megadjuk a kapcsolédd elméleti eredményeket, a harmadik sza-
kaszban pedig az eljarassal elérhet6 javulas részleteit adjuk meg tobb szem-
pont szerint rendezve.

2 Az egyszerisitési mdédszer, otlet és elméleti
eredmények

Tekintsiik a korlatozas nélkiili nemlinedris optimalizalési feladatot a

S T M
alakban, ahol f(x) : R™ — IR egy sima fiiggvény, amit képlet formajaban
is ismeriink. Itt képleten szimbdélumoknak (konstans, valtoz6, miiveleti jel,
fiiggvénynév és zéargjel) egy zart alakban folirt, szintaktikailag helyes kom-
bindcigjat értjik. Ezt egy szdmitégépes algebra rendszerben (mint amilyen
példdul a Mathematica) altaldban egy irdnyitott kormentes grafot [20] leird
listdval adhatjuk meg. A szimbolikus alak rendelkezésre alldsa az egyszerti-
sités természetes foltétele, habar az optimalizalandé fliggvény gyakran csak
eljarassal adott, esetleg kozelités formajaban, vagy példaul szimulaciora ta-
maszkodva érhetd el.

Az egyszeriisit6 eljards azt donti el, hogy (1) dtalakithaté-e olyan ekvi-
valens alakba, amely kedvezébb valamely szempontbdl: az 1j fiiggvény ke-
vesebb aritmetikai miveletet igényel a kiértékeléshez, a probléma dimenzidja
alacsonyabb, vagy egyszeriibb megoldani valamely més okbdl. Az ekvivalens
alak itt azt jelenti, hogy kolcsonosen egyértelmii leképezés adhatd az eredeti
és az atalakitott feladat szélséérték pontjai kozott.



Nemlinedris szimbolikus transzformacick optimalizalasi feladatokra — 35

Csendes és Rapcsdk [7] megmutattak, hogy egy ¢(y) célfiiggvény ekvi-
valens f(x)-el, ha g(y) el64all a kovetkezd transzforméciéval:

o alkalmazzunk egy helyettesitést f(x)-re:
yi::h(x)a lglgna

ahol h(x) egy sima fliggvény, aminek értékkészlete IR, és szigorian mo-
noton legalabb egy x; valtozdjaban,

e a megmarado valtozdkat nevezziik at:
yj=xj, Jj=1...,0—-114+1,...,n,
és

e hagyjuk el azokat az y; valtozdkat, amelyek nem szerepelnek a kialakult
célfiiggvényben.

Alkalmas helyettesitésen olyan y; = h(x) helyettesitést értiink, amelyre
teljestl, hogy

e h(x) sima, monoton legaldbb egy z; valtozdban, és az értékkészlete IR,

e h(x) jellemzi legalabb egy x; valtozd Osszes eléforduldsat, azaz z; tel-
jesen eltavolithatd f(x)-bol, ha h(x)-et y;-vel helyettesitjiik, és

e y; = h(x) nem egy egyszerli atnevezés, tehat h(x) # x;, i =1,...,n.

Az y; = h(x) helyettesités utdn y valtozdinak szédma legfoljebb annyi,
mint az x dimenzidja. A redunddns véltozok torlédnek, ha h(x) t6bb valtozd
Osszes el6fordulasat jellemzi. Mas szoval, fel tudjuk ismerni, hogy a mo-
delliinket kevesebb ismeretlennel is meg lehet-e fogalmazni. A megadott, a
helyettesitésre vonatkozé foltételek elegenddek, de nem foltétlen sziikségesek.
Ennek megfelelden a targyalt eljaras csak egy a lehetségesek kozott, mas utak
is elképzelhetok.

Tekintsiik példdul az f(z1,22) = (21 +5)? fiiggvény minimalizalasit. Ez
nyilvanvaléan ekvivalens a g(y;) = y3 széls6értékének megkeresésével, és az
1 és xo optimalis értékeit meghatarozhatjuk az y; = x1+x2 egyenletbdl, ami
egy alkalmas helyettesitést ad. Ezen a mdédon végtelen sok minimumpontot
is tudunk kezelni, ami amigy nem lenne lehetséges a szokdsos numerikus
modszerekkel. Ez az egyik f6 célja a mddszeriinknek: szimbolikus helyette-
sitéssel felismerni és alkalmas helyettesitéssel megsziintetni a redundancit a
fliggvénytinkben.

Az elsé cikkben [7] igazolt két tétel foltételeket ad az alkalmazott transz-
formacidkra ahhoz, hogy az eredeti és az atirt feladat megolddsai szarmaz-
tathatok legyenek.

1. tétel. Ha h(x) sima és szigorian monoton az x; vdltozéban, akkor az
ennek megfeleld transzformdcio egyszerisiti a fiigguényt abban az értelemben,
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hogy h(x) minden eldforduldsat egy j vdltozoval helyettesitjik az dtalakitott
9(y) fliggvényben, mig f(x) minden helyi minimumpontja (mazimumpontja)
transzformaltja a g(y) figgvény minimumpontja (mazimumpontja) lesz.

2. tétel. Ha h(x) sima és szigorian monoton az x; vdltozéban, és az ér-
tékkészlete egyenld a valds szamokkal (IR), akkor a g(y) dtalakitott fiiggvény
minden y* helyi minimumpontjdhoz (mazimumpontjihoz) van olyan x*, hogy
y* az az xX* transzformdltja, és x* helyi minimumpontja (mazimumpontja)

f(x)-nek.

Ugyanez a cikk médszert javasolt az alkalmas helyettesitési képletek meg-
keresésére az 1. és 2. llitasban [7], ehhez képezni kell a J f(x)/0x; parciélis
derivéltakat, majd szorzatra bontani ezeket, és a faktorok kozott megkeresni
az alkalmas helyettesité képleteket.

1. allitds. Ha az x; vdltozd az f(x) sima figgvény képletében mindenditt
a h(x) kifejezés formdjaban fordul eld, akkor a Of(x)/0x; parcidlis derivdlt
folirhaté (Oh(x)/0x;) p(x) alakban, ahol p(x) folytonosan differencidlhatd.

2. allitds. Ha az z; és x; vdltozdk az f(x) figgvényben mindenhol egy
h(x) kifejezés formdjdaban jelennek meg, akkor a O0f(x)/0x; és 0f(x)/0x;
parcidlis derivdltak szorzatra bonthatdk gy, hogy (Oh(x)/0z;) p(x), illetve
(Oh(x) /) q(x), és p(x) = q(x).

Ha 0f(x)/0x; nem bonthaté szorzatra, akkor csak olyan alkalmas helyet-
tesitést végezhetiink, amelynek képlete az z; véltozé linearis fiiggvénye.

Az emlitett elméleti eredmények alapjén egy olyan szamitégépes progra-
mot lehet irni, amely korlatozas nélkiili optimalizalasi feladatok egyszertisi-
tésére automatikusan képes alkalmas helyettesitést keresni. Az implement&-
cionk a kovetkez6 1épéseket koveti.

1. Hatarozzuk meg a célfiiggvény gradiensét.
2. Faktorizaljuk a parcialis derivaltakat.

3. Gyujtsiik Ossze az x;-re vonatkozé lehetséges helyettesitési képleteket
az [; listaba:

(a) Inicializaljuk [;-t az iires halmazzal.

(b) Ha a faktorizalas eredményes volt 0f(x)/0x;-re nézve, akkor egé-
szitsiik ki az [; listat a faktorok megfeleld integréaljaival.

(c) Bévitsiik az I; listat f(x) olyan részkifejezéseivel, amelyek linedri-
sak x;-ben.

(d) Tordljik I; azon elemeit, amelyek nem teljesitik az alkalmas helyet-
tesités foltételeit (az l;-beli kifejezéseknek monotonnak kell lenniiik
x;-re vonatkozdan).

4. Hozzunk létre alkalmas helyettesitéseknek f(x)-re val6 alkalmazdsdbdl
egy S listdt: S =L, i=1,...,n.
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5. Valasszuk ki a legkisebb miiveletigényt elemet S-bol, ami az egyszeri-
sitett célfliggvény lesz.

6. Oldjuk meg az egyszeriisitett célfiiggvény minimalizaldsi feladatat (ha
lehetséges).

7. Hatarozzuk meg az eredeti feladat megoldasat az inverz transzformacio
alkalmazdsaval.

Az algoritmus dltal megkivant 1épések tGbbsége (parciélis differenciélés,
szorzatra bontds, szimbolikus integralds és helyettesités) kozvetlentil elér-
hetok a modern szamitégépes algebra rendszerekben. Masrészt a Maple
rendszerben irt elsé implementacionk azt mutatta, hogy még a piacvezeto
szamitogépes algebra rendszerekben is komoly hidnyossagok vannak a behe-
lyettesitési képességek és az intervallum aritmetika végtelen intervallumokra
val6 alkalmazdsa terén [4].

Egy fliggvény monotonitasat intervallum aritmetikéval is lehet ellenérizni.
Egy f: R™ — IR fiiggvény akkor szigorian monoton, ha barmely x,y € IR"-
re ha x <y, akkor f(x) < f(y) (f(x) > f(y)). Ez ellenérizhet6 az f de-
rivaltja értékkészletével: amennyiben az nem tartalmazza a nulldt, akkor f
monoton. Az algoritmusunkban azt kell tisztdzni, hogy a h;(x) helyettesitd
képletre igaz-e, hogy 0h;(x)/0z; nem veheti fol a nulla értéket. Meg kell
emliteni, hogy a monotonitas intervallum aritmetikaval vald ellenorzését ne-
heziti az intervallumos szdmitdsok gyakori tilbecslése (az, hogy a kapott
korlatok sokszor nem élesek).

3 Implementacio és szamitogépes eredmények

A [4] cikkben bemutatott Maple implementéci6 soran felmeriilt — a program-
kornyezetbol adodo — hidnyossagok kikiiszobolésére az eljarast megvaldsitot-
tuk Mathematicdban is [3]. A kordbbival Gsszehasonlitva a Mathematicdnak
tobb elénye is van. El6szor is, a mi célunkhoz szitkséges helyettesitések sokkal
jobban miikédnek, mivel a Mathematica programozasi nyelve term-atirason
alapul [15]. Pontosabban, a Mathematica helyettesit rutinja regularis kife-
jezésekkel megadott term-atirasi szabdlyokkal vezérelhetd, raadasul ezek a
felhasznal6 altal definialt szabalyok magasabb precedenciat élveznek a rend-
szerbe épitettekkel szemben [11]. A megirt specidlis helyettesité rutin mint-
egy Otven programsorbdl all, ami a Mathematica elegans, kifejezé nyelvét
ismer8k szamdra 6nmagdban is drulkodik Gsszetettségérél. Tucatnyi (késlel-
tetett) szabdlyt vezettiink be, amiket négy kiilonb6z6 médon értékeliink ki,
bevonva a képlet Mathematica altal kifejtett, egyszerusitett, és faktorizalt
alakjait is. Valdszintileg ez a rutin a program legfontosabb része, hiszen tobb
fazisban is meghivédik, igy kis javitasokkal alapvetéen megvaltoztathato az
egyszerusitési folyamat eredménye.

A Mathematicdban taldlhat6 intervallum aritmetika is megbizhatébb: ez
a helyettesitésre szoba jovo kifejezések gyors és megbizhaté értékkészlet-
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becsléséhez kiilonosen fontos. Az értékkészlet behatdrolasira szolgdld naiv
intervallumos befoglalast a beépitett intervallum aritmetikdval valdsitottuk
meg,.

Az \4j program tdmogatja az Gsszes lehetséges helyettesités felsoroldsat is,
majd ezek koziil a legkedvezobb kivalasztasat az algoritmusunk 4.-5. 1épé-
sében, futasi id6 tekintetében mégis felveszi a versenyt az egyszeriibb Maple
valtozattal, amely mohé mddon az els6 megtalalt alkalmas helyettesitést
szolgaltatta. Koszonheto ez a mindkét szamitogépes algebra rendszer altal
kindlt, de a Mathematicdban alapvetdbb [12,23] funkciondlis programozgsi
paradigma alkalmazasédnak, és a Mathematica rendszer tovabbi kedvez6 tulaj-
donsagainak, mint amilyen a lista miiveletek automatikus parhuzamositasa.
Ugyanakkor az Osszes lehetséges helyettesitésen értelmezett keresési térre
vonatkozdé korlatozas és szétvalasztas jellegl stratégia megalkotasa gyorsitana
az eljarason, ez egy eddig kiaknazatlan tovabbfejlesztési lehetOség.

Késziilt egy webes alkalmazas is a bemutatott algoritmus képességeinek
demonstrilasara, ez a Mathematica programkdddal egyiitt a kovetkez6 linken
érheto el:

http://www.inf.u-szeged.hu/~csendes/symbsimp/

3.1 Elorelépés a Maple valtozathoz képest

A Mathematica implementacié hatékonysagat elészor is a sajat teszthalma-
zon, abbdl is a Maple verzi6 szaméra problémés eseteken vizsgdltuk. A kordb-
bi vizsgalatainkban szerepld tesztesetekre a Mathematicaban elért eredményt
az 1. tabldzat tartalmazza. Az ebben nem szerepldé esetekben a két im-
plementécié kimenete azonos volt. Az érdekesebb helyettesitések kiemelése
érdekében az egyszer dtnevezéseket (y; := x;) nem tintetjiik fel. Jelolések:
Azon.: a feladat azonositéja, Fel.: a feladat tipusa, Ered.: az eredmény jel-
lege. Utébbi két jellemz6 tartalma: A feladat tipusdt A-nak definidljuk, ha
egyszerlsitd atalakitasok adhatok a bemutatott elmélettel 6sszhangban. A
feladat tipusa D, ha nem szdmitottunk semmilyen hasznos dtalakitdsra. Az
eredmény jellege azt mutatja, hogy a programunk korrekt helyettesitést adott
(1), vagy semmilyen helyettesitést sem adott (2). A kategorizdlds részletesebb
volt korabbi kozleményeinkben [2,3,4].

Azon. f fuggvény g figgvény Helyettesitések  Fel. Ered.
Sin2 2z3 -sin(2z1 + 2) 2x3sin(y1) Y1 = 2x1 + x2 A 1
Expl eP1te2 eyl y1 = o1 + x2 A 1
Exp2 2er1+>2 2eY1 Y1 = 1 + T2 A 1
Sql x%x% semmi semmi D 2
Sq2 (z122 + 23)2 yi Y1 = T1T2 + T3 A 1
SqCosl  (z1z2 + :c3)2 —cos(z1x2) yi —cos(zixa) Y1 = T1x2+ T3 A 1
SqExp2  (z1 + z2)2 + 2eler1 122 y£ + 2eltu y1 = x1 + x2 A 1
SqExp3  (z1 + x2)2 + 2elt@1te2 y% + 2eltu1 y1 = o1 + T2 A 1

1. tabldzat. A problémds sajat tesztfliiggvényeken elért eredmények a Mathematica
implementéciéval
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A Maple intervallum aritmetikéja kapcsan jelentkezé anomélidk miatt az
eredeti implementacidoban heurisztikat alkalmaztunk az értékkészlet-becslésre.
A felmeriil6 hibak méasik nagy csoportjat a gyenge helyettesité rutin okozta.
A kovetkezdkben részletesen kifejtjiik az eredményekben jelentkezd kiilonbsé-
geket. A Sin2 problémara az 1ij implementédcié alkalmas helyettesitést talalt,
mig a régi egy Osszetettebb, de nem monoton helyettesitést szolgaltatott.

Ezp2-ben e®11%2 értékkészlete nem a teljes valds szdmok halmaza, de a
Maple-ben hasznélt heurisztikus értékkészlet-becslés alkalmas helyettesités-
ként ismerte fel. A Mathematicdban késziilt értékkészlet-becsld rutin jobban
teljesitett ebben az esetben.

Az Sq1 esetén a Maple nem ismerte fel x%x%-ben a r1To képletet, habar
Sq2-nél x1x2+x3-at megtalalta a négyzetes alakban. Mivel az utébbi a legma-
gasabb szinten szorzat helyett Osszeadas tipusi, a reprezentacidja kiilonbozo.
Mathematicadban hasonlé az eset, de az egyedi helyettesitési szabalyokbol
épitkezd specidlis helyettesito rutin jol vizsgazott erre a feladatra. Masrészt
T1T9 nem monoton sem x1, sem x4 fliggvényeként a teljes keresési tartomany-
ban (amit R-nek feltételeziink), ezért nem volt alkalmas helyettesitésként
megjelolve.

Hasonléképp az SqCosi tesztfeladatra az 1j, Mathematica-alapt eljaras
helyesen allapitotta meg, hogy y1 = x122 nem monoton, ezért eltavolitotta a
lehetséges helyettesitések listajabol.

SqEzp2-3 esetén ugyancsak a Maple mintaillesztés terén jelentkezd gyen-
gesége figyelheté meg, mivel z; + xo-t felismerte ele®1t*2-ben, elt®1te2.
ben azonban nem. A Mathematica implementdciéban nem jelentkezett ez a
probléma. Osszefoglalésul megallapithatjuk, hogy a Mathematica alapd im-
plementéacionk lényeges javitast jelent a kordbbihoz képest, és 1ényegében az
elvarhaté médon miikodik.

3.2 Globalis optimalizalasi tesztfeladatokon elért ered-
mények

A Mathematica implementécié vizsgdlata sorén a standard és egyéb gyakran
hasznélt globalis optimalizalasi tesztfeladatokat tartalmazé teszthalmazt né-
mileg bovitettiik a korabbi publikdciéhoz képest [4,3]. A legtobb esetben az 1]
eredmény megegyezik a korabbi megvaldsitdséval. A két eltérést a Schwefel-
227 (Sch227) és a Schwefel-32 (Sch32) fuggvény kétdimenzids alakjandl ta-
pasztaltuk. A Schwefel-227 feladatra a Maple valtozat az y; = 2% + 23 — 224
helyettesitést adta. Ez a kifejezés jellemzi x5 minden el6fordulasat, de nem
monoton egyik valtozéjaban sem, ezért a Mathematica valtozat nem java-
solta helyettesitésre. A Rosenbrock-feladattal rokon kétdimenziés Schwefel-
32 esetén a Mathematica talalt alkalmas helyettesitést, mig a Maple nem.
Ezuattal az atalakitas futasi idejét is mértiik. Minden atiras a Mathema-
tica 9.0-es verzidjaval késziilt, a futdsi idot fél éraban maximéltuk. Azokban
az esetekben, amikor a teljes egyszeriisités nem zajlott le 1800 masodpercen
beliil, a futdst megallitottuk. A numerikus teszteket egy Intel i5-3470 pro-
cesszorral, 8 GB RAM-mal, és 64-bites operdcids rendszerrel felszerelt szami-
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tégépen futtattuk.

A teljesitmény profil értékelése alapjan kijelenthetd, hogy a futdsi idé
nagy részét — nem meglepé médon — a szimbolikus képlet-atalakitasok és a
kiterjesztett helyettesité rutin igényelte. Mig az 1. tablazat atalakitasainak
mindegyike kevesebb, mint 0,2 masodperc alatt lezajlott, a standard tesztfe-
ladatok futési ideje sokkal nagyobb szérast mutatott. A 45-bél 24 teszteset
kevesebb, mint egy masodperc alatt futott. Tovabbi 10 esetben kevesebb,
mint egy perc elegendének bizonyult. Viszont 7 esetben tobb, mint fél 6rat
igényelt volna az automatikus egyszerisito.

Osszesen 45 jOl ismert globalis optimalizalasi tesztfeladatot vizsgaltunk,
és ezek kozil 8 esetben a Mathematica program taldlt ekvivalens atirast.
Més szavakkal, a mddszeriink a teszthalmaz 18%-dra ajinlott valamiféle
egyszerusitést. Tekintve, hogy ezekre a feladatokra nincs mas ismert moédszer,
amely ilyen jellegii automatikus egyszertsitéseket allitana el6, az eredmény
figyelemre mélté. Megvizsgaltuk, hogy a produkalt dtirasok milyen hatast
gyakorolnak egy klasszikus numerikus multi-start megoldé teljesitményére.
Az Gsszes tesztfeladat atlagaban a fiiggvény-kiértékelések szamanak az at-
irasnak koszonhetd relativ javuldsa 32,0% volt. Ugyanakkor ez a mutaté a
sajat tesztfeladataink dtlagaban kedvez6bb (51,8%), a standard problémékon
kevésbé j6 (14,7%). A futdsi id6k tekintetében az &dtalakitott feladatalak
szinte minden esetben egy kicsivel gyorsabb futést tett lehetévé a GLOBAL
optimalizdlé eljaras szédméra. Az egész teszthalmazra a futdsi id6 atlagos re-
lativ javuldsa 31,5%. E mutaté a sajat tesztfeladataink dtlagaban 56,9%, a
standard problémékra pedig 9,3%.

3.3 Az intervallumos befoglalas javitasa

Intervallumos médszerek [1] mind népszertibbek olyan esetekben, amikor
globalis optimalizalési feladatok megbizhaté megoldasédra van sziikség. Az in-
tervallum aritmetikat tamogatd olyan korszeri szamitogépes eszkozok, mint
a Matlab intervallumos kiegészité csomagja, az Intlab, vagy magas szintii
programozasi nyelvek, amelyek mind az intervallumos befoglalé fiiggvényeket,
mind a derivaltakat automatikusan tudjék generdlni (pl. C-XSC) szélesitették
a lehetséges alkalmazasok korét. Mégis, az intervallumos szamitasok f6 nehéz-
sége, az ugynevezett tilbecslés nagyon meg tudja névelni az egyes feladatok
megoldasahoz sziikséges szamitasi idot.

A tiilbecslésre az egyik gyakran haszndlt elrettentd példa az f(z) = 22—z
fliggvény értékkészletének intervallumos befoglaldsa az Gn. naiv intervallum
aritmetika segitségével. Tekintsiik az X = [0, 1] intervallumot. Ezen az f(x)
értékkészlete nyilvan f(X) = [—0,25, 0], hiszen 0 és 1 épp f(z) zérushelyei, és
f(z) minimuma a 0,5 pontban van, az értéke —0,25. Ezzel szemben f(z) egy
befoglalé fiiggvénye F(X) = X-X — X, amit a [0,1] intervallumon kiértékelve
[0,1] - [0,1] — [0,1] = [0,1] — [0,1] = [-1,1]-et kapunk. Ez az intervallum
nyolcszor szélesebb, mint f(z) értékkészlete a [0,1] intervallumon! Mik6zben
mindGssze két miveletet hajtottunk végre, és nyilvanvaléan a bonyolultabb
fliggvények esetén nagyobb tilbecslésre szamithatunk.
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A probléma részletes elemzésébe most nem tudunk belemenni, de arra
szeretnénk ramutatni, hogy a problémat az okozza, hogy ha matematikai bi-
zonyito erével biré befoglald fiiggvényeket hatékonyan akarunk kiszamitani
szamitogépen, akkor minden mivelet végrehajtasa soran azt kell foltételez-
niink, hogy az argumentum intervallumok fiiggetlenek, azaz az azokban 1évé
valds szamok barmely kombinacidja el6fordulhat. Ez nyilvan nem teljesiil a
példankban. Az intervallum aritmetika hiivelykszabdlya szerint akkor lehet
pontos befoglaldst kapni, ha a fiiggvényiink tgynevezett SUE tipusi (single
use expression), amely tehdt minden véltoz6t csak egyszer haszndl a kiérté-
kelés soran. Ezt sajnos nem lehet foltételezni altaldban gyakorlati feladatok
esetén, s6t, a nagy méretil modellezési feladatok Osszeallitasaban alkalma-
zott folyamatszintézis rendszerek [8] épp hogy erésen redundéns kifejezéseket
produkélnak.

A cikkiinkben leirt mddszer alapjiban véve az optimalizdlandé fliggvé-
nyunk kiértékeléséhez szikséges miiveletek szamat akarja csOkkenteni, és
amennyiben ez lehetséges, folismerni az eredeti alakban a redundanciat. Ez
nem ugyanaz, mint ami az intervallumos kiértékelés pontossaganak névelésé-
hez kell. A probléma megolddsanak elsé 1épéseként mégis azt vizsgdltuk meg,
hogy a meglevo nemlinedris fliggvény egyszertsitési transzformaciénknak mi
a hatdsa globdlis optimalizdlasi feladatok intervallumos moddszerekkel vald
megoldédsara. A tesztelt algoritmus az intervallumos Newton-mddszerrel ki-
egészitett korszerll korldtozas és szétvdilasztas tipusu globalis optimalizdlasi
algoritmus volt [18]. A megdllasi feltételbeli konstans legaldbb két értékes
jegynyi relativ pontossagot kovetelt meg.

Tekintstik el6szor a jél ismert Rosenbrock-feladatot (bananfiiggvényként
is ismert, a képlete (1 —x)2 +100(x? — y)?, az egyetlen helyi minimumpontja
nyilvanvaléan (1,1)7, az optimum értéke nulla). Maga az egyszerfisités el-
hanyagolhaté mennyiségli szamitast kellett volna hogy megtakaritson, hiszen
a két fliggvényalak kozti eltérés a végzett miiveletek szamaban nem jelentds.
Az eredeti fliggvényalakra a kévetkezd eredményt kaptuk:

Function name: ros2

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:
c1:[0.99487304687500, 1.00235210730573] [0.98876953125000, 1.00708007812500]
c2:[1.00271012643331, 1.00488165028086] [1.00097656250000, 1.01318359375000]

The global minimum is enclosed in:
[0.000000000000000000, 0.0000222601350218641]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
36 251 174 15 10 0.94

Megallapithatjuk, hogy az eredmény helyes, a cl intervallum tartalmazza
a megoldast, és a kapott relativ pontossag is jé: 2-3 jegynyi a helyben, és
hasonlé az optimalis célfiiggvény értékben. Lassuk az atalakitott feladatra
kapott outputot:
Function name: ros2v
The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:
c1:[-0.00000000000000, 0.00000000000000] [-0.00000000000000, 0.00000000000000]

The global minimum is enclosed in:
[0.000000000000000000, 0.000000000000000000]
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Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
9 42 31 1 1 0.11

Ez nyilvan az atalakitott feladat eredménye, tehat a nulla értékek a hely-
ben és az optimum értékében helyesek. A kapott pontossag olyan jé, hogy
igazabol Ossze sem vethet6 az eredetiével. A Matlab kifratasi rendszere isme-
retében azt lehet mondani, hogy a kapott intervallumok eltérnek ugyan a [0,0]
intervallumtdl, de az eltérések mértéke olyan kicsi, hogy azt még a standard-
nal hosszabb szamabréazolas sem tudja megmutatni. Minden esetre olyan tiz
nagysagrenddel pontosabb az eredményiink. Réadasul ezt a szép eredményt
nem noévekvd szamitdsi raforditassal értiik el, hiszen minden hatékonysagi
mutaté javult: 36 helyett elég volt 9 iterdcié (Iter). A fliggvényhivisok (Fe-
val), a gradienshivdsok (Geval) és a Hesse matrix szdmitdsok (Heval) szdma
is csokkent, rendre: 251-r6l 42-re, 174-rél 31-re és 15-r6l 1-re. Az is nagyon
beszédes, hogy a foldolgozatlan részintervallumok maximélis szama (MLL) is
kisebb lett: 10-rol 1-re. Ez azt jelzi, hogy a mddszer a lehetd legegyszeriibb-
nek taldlta az atirt feladatot. A CPU id6 csokkenése ugyan sszhangban van
az el6bb mondottakkal, de ennek kisebb a jelent6sége, hiszen valédi feladaton
inkdbb az el6z6 mutatdk a fontosak. Osszességében azt mondhatjuk, hogy a
kapott eredmény méar-mér gyanisan kedvezo.

Lassunk most egy masik standard globdlis optimalizdlasi feladatot, a
Levy-10 neviit.

Function name: L10

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:

c1: [0.99999993564181, 1.00000006433416] [0.96591507795486, 1.04004632763272]
[0.99366780273703, 1.12761120490455] [0.93750000000000, 1.19587646550836]
[0.89381419541709, 1.00189285440539]

The global minimum is enclosed in:
[0.000000000000000000, 0.000567456706858098 ]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
17 127 85 6 17 3.20

Az egyszeriisitett feladatra kapott eredmény:

Function name: L10v
The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:
c1: [0.00000000000000, 0.00077514614094] [-0.01031504005235, 0.02046607537265]
[-0.04137133829842, 0.01705999539191] [-0.04080756533673, 0.04296875000000]
[-0.02127534259525, 0.01985113485206]
The global minimum is enclosed in:
[0.000000000000000000, 0.000000000000000000]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)
258 2130 1651 133 32 51.73

Megallapithatjuk, hogy ez esetben a hatékonysagi mutaték mind rosszab-
bak lettek, az atirt feladatra egy-két nagysagrenddel tobb szamitégépes erd-
forrast kellett forditani. Ennek ellenére ez is egy lelkesité eredmény, mert
ugyan a megallasi feltétel valtozatlan volt, mégis ismét sokkal pontosabb
eredményt kaptunk. A pontossdg javuldsat is figyelembe véve a fliggvényhi-
vasok stb. szama fajlagosan lényegesen csokkent. Ennek valdsziniileg az az
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oka, hogy az atirt fiiggvény kedvez6bb volt a Newton-lépés szamara. Ezt a
megallapitast a tobbi, itt nem részletezett tesztiink is alatdmasztja.

A szdmitégépes vizsgdlatokat megismételtiik az olyan gyakran hasznalt
globalis optimalizdlasi tesztfeladatokra, amelyen az egyszeriisitési eljardasunk
valtoztatott. Az eredményeket a 2. tabldzatban foglaltuk Ossze. Tehat a kovet-
kez6 1épéseket kovettiik: lefuttattuk a [18] cikkben leirt intervallumos globélis
optimalizal$ algoritmust minden gyorsité teszttel (monotonitdsi teszt, kon-
kavitasi teszt, intervallumos Newton-lépés) az eredeti és az atirt feladaton.
Ezutan megmértiik a globélis optimum helyében és értékében kapott bizony-
talansagot. Ezt azzal jellemeztiik, hogy a kiindulasi tobb-dimenzids interval-
lum méretéhez képest mekkora az eredmény intervallumok Gssztérfogata. A
kapott értékeket szdzalékos forméban jelenitettiik meg. Az &tirt feladatok
eredményeit Ugy kaptuk, hogy az atalakitott kiindulé box térfogatdahoz ha-
sonlitottuk az eredmény térfogatat. fgy a tablazatunk Gsszevethetd értékeket
tartalmaz.

A 2. tdbldzatban hasznélt jelolések a kovetkezok. Min. pont rel. mérete
(%): a globalis minimum pontot befoglalé boxok &ssztérfogatdnak a kiindulé
boxhoz viszonyitott szdzalékos ardnya. Min. rel. mérete (%): a minimu-
mot befoglalé box térfogatdanak a kiindulé boxhoz viszonyitott szazalékos
ardnya. A futtatdsi id6t masodpercben mértiik, és minden kisérletet 10 al-
kalommal megismételtiink. Maga az optimalizalo eljaras determinisztikus, a
megismételt futtatasra csak a futdsidé megbizhaté meghatarozasa végett volt
sziikség. Az atirt feladatok azonositdja végére egy ”v” betlit irtunk, tehat az
eredeti és az egyszertsitett feladatok egymas utan kovetkeznek a tablazatban
a konnyebb Gsszevetés érdekében.

Azon. Min. pont rel. mérete Min. rel. mérete Futési id6
(%) (%) (mp)
Br 6.4114 - 10~ 1.4059 - 10—11 1.5304
Brv 0.0000 - 10° 8.7349-10~8 0.4243
L8 6.3680 - 10—10 6.4578 - 10~8 1.0499
L8v 1.2049 - 105 1.9293 - 10731 4.2791
L9 1.4414 - 109 5.3049 - 10~8 1.8486
L9v 1.3570- 107 3.5078 - 1032 16.662
L10 1.1151- 1015 1.7733-10~8 3.0077
L10v 9.5443 - 10— 11 6.3778 - 1033 51.2230
L11 3.7110- 10730 5.5522 - 10713 7.3071
Lllv 4.0440 - 10715 3.8334-1073% 1025.0000
Rb2 7.3628 - 107 5.5650 - 10~8 0.9220
Rb2v 0.0000 - 10° 3.8670 - 1033 0.1123
Rb5 1.1622 - 1011 5.6901 - 10—6 60.3720
Rb5v 6.2214 - 1091 2.2637-10"7 36.8400
Sch3.2 9.3274-103 4.4420-10~% 0.3214
Sch3.2v 0.0000 - 10° 0.0000 - 109 0.1014

2. tabldzat. Futési eredmények az intervallumos globalis optimalizalé eljrassal ([18]),
10 futtatds atlagdban

A 2. tablazat eredményei kiértékelése soran tekintettel kell lenniink arra,
hogy az algoritmust az alap beallitdasokkal futtattuk, valtozatlan formaban.
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Igy nem is hangoltuk azt az adott helyzetre. Enneck kovetkezménye az,
hogy a globalis minimum helyében, illetve értéke korlataiban nagyon eltérd
pontossagu eredményeket kaptunk. Mindenesetre az megallapithaté, hogy
az egyszerisitett feladatokra kapott eredmények minden esetben hatalmas
pontossagjavuldst mutatnak vagy a helyben, vagy az értékben, vagy mind-
kettoben. Ezzel messze nem ardanyos a mutatkozé szamitasi id6 igény. Tehat
azt jelenthetjik ki, hogy az alkalmazott szimbolikus egyszerisitési mdodszer
sok nagysagrendnyi pontossagi javulast okoz, ezzel 6ssze nem mérhetd, sokkal
kisebb aranyud szamitasi id6 novekedés aran.

Az intervallumos Newton-mdédszer az intervallumos globalis optimalizdlasi
algoritmusok legkritikusabb eleme, jellemz6 médon maés gyorsitd technikakkal
(példaul a monotonitési teszt) utolérhetetlen hatékonysdgu is lehet, de nagy
idopazarlast is okozhat. Tanulményunk alapjan azt az 6vatos kovetkeztetést
tudjuk levonni, hogy a szimbolikus egyszerilisito transzformdciék a megvizs-
galt standard globdlis optimalizalasi feladatokon nagyon igéretes hatékony-
sagjavulast mutattak. A jelen tanulmany csak a kezdetét jelzi a fejlesztési
munkénak, hiszen a talalt rendkiviili pontossdgnovel6 hatds iigyes kiaknazasi
médjait még nem ismerjiik. A kovetkez6 vizsgdlatok kiterjedt tesztelés utan
olyan &atirasi algoritmusokat keresnek majd, amelyek az intervallumos globalis
optimalizalé algoritmusok pontossdganak novelésére, illetve hatékonysaguk
javitasara tornek. Ezzel egyiitt az intervallumos globalis optimalizalasi algo-
ritmust is ennek megfeleléen hangolni kell majd, hogy a megéllasi feltételekkel
jOl szabdlyozhato legyen a pontossidg novekedés nyeresége a szamitdsi ido
vonatkozasaban.
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NONLINEAR SYMBOLIC TRANSFORMATIONS FOR OPTIMIZATION
PROBLEMS

With the advent of symbolic computer algebra systems the possibility has become
clear for reforming the optimization problems into a more advantageous form. The
advantages of such simplifications are many-folded. At one hand the respective
functions can hopefully be evaluated with less operations. Then we can recog-
nize such redundant relations among the variables that usually cannot be noticed.
Knowing these allows us to determine the subspace that consists only of optimal
points. And finally, due to the possible dimension decrease the iteration numbers
of most of the optimization techniques can drop. The procedure does not require
human interaction, hence large scale and complex problems can become solvable by
applying our simplification tool. The present paper overviews our work done on this
field and new results are demonstrated on the application of the novel algorithm
to improve the efficiency and precision of interval arithmetic based optimization
algorithms.
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KORRELACIO, TORLODASI JATEKOK, A GYAVA NYUL
JATEK!

FORGO FERENC
Budapesti Corvinus Egyetem

Komlési Sandor 70-ik sziletésnapjdra

Az n-személyes, kétkiszolgalds, egyszerli, vegyes, linearis torlédési jatékok
osztalyat vizsgdljuk abbdl a szempontbdl, hogy mennyire képes a puha kor-
reldlt egyensily (Forgé 2010) &ltal biztositott tédrsadalmi hasznossdg meg-
kozeliteni a tarsadalmi hasznossidg abszolit maximumat. FErre a célra a
kényszeritési érték mérészamat (Ashlagi et al. 2008) hasznaljuk. Bebizonyit-
juk, hogy a vizsgdlt jatékosztalyra a kényszeritési érték pontosan 2. Ennek a
jatékosztalynak egy alosztalyat alkotjdk az n-személyes gyava nyul jatékok,
amelyek esetében a kényszeritési érték ugyancsak 2. Ugyanakkor, han =2 (a
klasszikus gyava nytl jaték) vagy n = 3, akkor a kényszeritési érték % Egy
kornyezetvédelmi példan illusztraljuk, hogy miként miikodik a puha korrelalt
egyensuly protokollja.

Kulcsszavak: korrelalt egyensily, puha korrelalt egyensily, torlodasi jaté-
kok, gyava nyul jaték, kényszeritési érték

1 Bevezetés

A jatékelméletben egészen a kezdetektdl lathatd az a cél, hogy minél na-
gyobb tarsadalmi hasznossdgot (social welfare, SW) tudjunk elérni gy, hogy
ez lehetbleg a jatékosok egyéni torekvéseinek eredményeképpen jéjjon létre.
Sokféle eszkoz all rendelkezésre, amelyekben kozos az eredeti tisztan nem-
kooperativ és egyszeri szimultdan dontéseken alapulé modell médositasa, ki-
egészitése, dltaldnositdsa. Neumann Janos 6ta (1928) vildgos a kevert bovités
jelentosége. Enélkiil a legérdekesebb véges jatékok esetében altaldban még
az egyensulyt sem tudjuk biztositani. Nem véletlen, hogy Nash hires egzisz-
tencia tétele is erre vonatkozik, Nash (1950).

Az altaldnositdsok koziil ebben a cikkben a ,.klasszikus” korreldlt egyen-
sillyal (CE), Aumann (1974, 1987), illetve ennek is egy speciélis altaldno-
sitasdval foglalkozunk, amit puha korrelélt egyensilynak (SCE) neveziink,
Forgd (2010). A korreldlt egyensily egyes valtozataiban kozos vonds, hogy
az ,egyensuly” interpretalasaban nagy szerepet jatszik egy szemléletes for-
gatokonyv (protokoll). Ennek a forgatékonyvnek a részleteiben kiilonboznek
a C'E egyes altalanositasai.

1A kutatdst az NKFI K-119930 tdmogatta. Beérkezett: 2017. februar 24. E-mail:
ferenc.forgoQuni-corvinus.hu.
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Fontos, hogy egy adott jatékosztalyban mennyire képes pl. az SCE javi-
tani az SW-n. Erre a célra Ashlagi et al. (2008) kétféle mérdszamot java-
soltak és haszndltak. A medidcids érték (mediation value, M'V') azt mutatja
meg, hogy az SC'E hanyszorosara tudja névelni a legjobb esetben az SW-t
valamilyen referencia szinthez képest. Ilyen lehet pl. a legjobb Nash egyen-
silypont (NEP), vagy akér a legjobb tiszta Nash egyenstlypont (PN EP).
A mésik a kényszeritési érték (enforcement value, EV'), ami azt mutatja meg,
hogy az SW abszolut maximuma hanyszorosa az SCE altal elérhet6 maxi-
mélis SW-nek. Az MV egy ,,legjobb eset” (best case), mig az EV egy ,,leg-
rosszabb eset” (worst case) mérdszam. Az EV egy koltségmodell keretében
megfelel a ,,stabilitds dra (price of stability)” mutatészamnak, Roughgarden
and Tardos (2002), amikor is a viszonyitdsi alap a legjobb NEP. Ebben
a cikkben a vizsgdlt jatékosztdly a kétszemélyes egyszeri linearis torlodasi
jatékok osztalya és els6sorban az E'V érdekel benntinket.

Megmutatjuk, hogy minden 2 x 2-es szimmetrikus bimatrix jaték ekvi-
valens egy kétkiszolgalds, kétszemélyes egyszerii linedris torlodasi jatékkal.
Ezek kozott kitiintetett figyelmet érdemelnek a tarsadalmi dilemmak. Leg-
tobbet a fogolydilemmaval és n-személyes dltalanositasaival foglalkoztak, Car-
rol (1988) és Hamburger (1973). Kozismert, hogy az (n-személyes) fogoly-
dilemma esetében egyetlen C'E van és ez egybeesik az egyetlen NEP-el. Az
SCE azonban képes Pareto-javitani a N EP kifizetésen, Forgé (2010), Forgd
(2016). Ebben a cikkben a tarsadalmi dilemmadk kozil a ,,gydva nydl” (game
of chicken) jétékkal és n-személyes dltaldnositdséval foglalkozunk. Egy kiting
referencia Szilagyi and Somogyi (2010). Megmutatjuk, hogy az EV pontos
értéke a vegyes kétkiszolgdlds egyszeri linearis torlodasi jatékok osztalyan
2, az ennek alosztalyat alkoté m-személyes gyava nyul jatékok osztalyan ez
az érték szintén 2. A két- és hiaromszemélyes gydva nyil jatékok osztalydn
viszont jobb a helyzet, EV = % Az SW-t maximalizalé SCF kiszdmitasét
egy négyszemélyes gyava nyul jatékon illusztraljuk.

A cikk szerkezete a kovetkezd. A maésodik fejezetben az SCE-vel kap-
csolatos legfontosabb definicidkat és elézményeket targyaljuk. A harmadik
fejezetben a kétkiszolgalds torlodasi jatékokkal foglalkozunk és ezeknek a
tarsadalmi dilemmakkal valé kapcsolatat vizsgdljuk. A negyedik fejezetben
meghatarozzuk az EV értékét a ,,gyava nyul” tipusd vegyes kétkiszolgalos
egyszerl linedris torlodasi jatékok, valamint a két- és haromszemélyes gyava
nyul jatékok osztalydn. Az 6todik fejezetben egy példdt ismertetiink. A ha-
todik fejezetben osszefoglaljuk az eredményeket és tovabbi kutatési iranyokat
jeloliink ki.

2 Fogalmak és el6zmények

A Nash-egyensily egy fontos altaldnositdsdéhoz vezet, ha a kevert stratégia
fogalmét tdgabban értelmezziik. Legyen N = {1,...,n} a jatékosok halmaza
és G ={S1,...,8n; f1,--, fn} egy véges jaték. Amikor G kevert bovitésérsl
beszéliink, akkor legalabbis a leggyakoribb interpretacioban, feltessziik azt,
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hogy a jatékosok egymastdl fiiggetlentil, kevert stratégiajuk altal meghataro-
zottan, véletlenszertien valasztanak tiszta stratégiat, amit sokszor akcionak is
neveznek. Ehhez mindegyik jatékos kiilon-kiilon egy véletlen mechanizmust
(random device, RD) haszndl. Ezek az eloszldsok egy valdszintiségeloszldst
generdlnak az S = x}_;5; akcidprofilok véges halmazédn. Ha félretessziik azt
a feltételezést, hogy az egyéni randomizalasok egymastdl fiiggetlenek, akkor
boviilnek a lehetGségek: tetszoleges valdszintiségeloszlast hasznalhatunk S-
en egy akcioprofil véletlenszeri kivalasztasara. Ez tulajdonképpen az akcio-
vélasztdsok Osszehangoldsa (korreldldsa), amit ugy kell megvaldsitani, hogy
ne kelljen valamilyen szerz6désben a jatékosokat az Gsszehangolt cselekvésre
kotelezni.

Az egyszerliség kedvéért el6szor kétszemélyes (bimétrix) jatékokat tekin-
tliink, a tobb személyre vald kiterjesztés csak jelolésbeli kellemetlenségeket
okozna, a lényeg ugyanaz. Jeloljiik az elsé (sor)jétékos akcidinak halmazat I-
vel, a masodikét (oszlop) J-vel, az elsé jatékos kifizetéseit a;;, a masodikét b, ;-
vel,i € 1,j € J. Jelolje A = [a;;] és B = [b;;] a két jatékos kifizet6matrixat.
Legyen p;; az (i,7) akciéprofil valasztdsdnak valészintisége. A p;; valészind-
ségeket rendezziik el egy nemnegativ P matrixban, amely elemeinek Osszege
1. A P matrix koztudott. Ezt a valdszinliségeloszlast és az azt reprezentald
P matrixot korreldlt stratégianak nevezziik. Ez mar nem a sz6 eredeti értel-
mében vett stratégia, és taldan az elnevezés sem szerencsés, de altalaban ez
hasznalatos.

A véletlen vélasztast, az RD-t |, egy ,,jatékvezeté” miikodteti. Amint a
valasztds megtortént, a jatékvezeto az elsé jatékosnak, gy, hogy a masodik
ezt ne tudja, javasolja, hogy az ¢ akciot jatssza. Ugyanigy javasolja a masodik
jatékosnak, hogy a j akcidt jatssza. A korreldlt stratégidt korrelalt egyensily-
nak hivjuk, ha varhaté értékben egyik jatékosnak sem érdeke a jatékvezeto
javaslatat elutasitani és valami mast jatszani, mint az éppen javasolt akcid,
feltéve, hogy a masik jatékos megfogadja a jatékvezeto javaslatat. Itt tulaj-
donképpen a jaték lejatszasanak egy forgatdokonyvét adtuk meg. Ez a for-
gatokonyv a korreldlt egyensily feltaldléjanak, Aumannak (1974) a nevéhez
flizédik.

A fentiek alapjdan a korreldlt egyensilyok halmaza egyenld az aldbbi li-
nearis egyenlOtlenségrendszer 6sszes megolddsainak halmazaval

> D pi=1

il jeJ
Z(aij —ag;)pij >0, kel (1)
JjeJ

Z(bij —bu)pi; 20, jled.

il

Ezt az egyenl6tlenségrendszert hasznalhatjuk a korrelalt egyensily formalis
definici6jéra is. Az egyenlGtlenségeket szokds ,,0szt6nzé feltételeknek” (in-
centive constraints) nevezni.
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1. Definicié. A P = [p;;] valdsziniségeloszldst a G = (A, B) bimdtriz jaték
korreldlt egyensilydnak (CE) nevezziik, ha kielégiti az (1) egyenlbtlenségrend-
szert.

A korreldlt egyensily valéban altaldnositdsa a Nash-egyenstlynak, amit
a kovetkez6 egyszertien igazolhato tételben fogalmazunk meg.

1. Tétel (Aumann 1974). Ha (z,y) a G = (A, B) bimdtrixz jaték N EP-je,
akkor a pi; = x5, © € I, j € J korreldlt stratégia CE. Ha viszont p;;
egy olyan CE, amelyre fenndll, hogy p;; = w;v;, @ € I, j € J valamely u,v
valdszindségi vektorokra (vagyis a p;; valdszinidségekbdl dsszedllitott P mdtrix
rangja 1), akkor az (u,v) stratégiaprofil eqy NEP.

A CFE-t nemcsak bimatrix jatékokra, hanem akarhdny személyes véges jé-
tékokra is lehet definidlni, mint azt a kés6bbiekben meg is fogjuk tenni. A CFE
itt is egy eloszlds a jaték lehetséges kimenetelein. Az interpretédcié teljesen
ugyanaz: a jatékvezetd kisorsol egy akcidé n-est, majd minden jatékosnak
titokban javasolja, hogy jatssza a kisorsolt akciét. Ekkor egyetlen jatékos
sem tudja javitani a varhaté kifizetését azzal, hogy eltér a jatékvezeto altal
javasolt akciétol.

A CFE-k halmaza sokkal egyszerlibb szerkezetli, mint a N FEP-eké: egy
konvex politép. Altalaban végtelen sok C'E létezik. Ezek kozil lehet ugy
vélasztani (pl. a jatékvezetd valaszthat), hogy valamilyen célt reprezentdld
fliggvényt maximalizalunk a C'E-k halmazan és a kivélasztott C'E-t majd
a jatékvezeto implementalja egy megfelel6 RD segitségével. Ha a jatékosok
hasznossagai 6sszeadhatok, akkor egy ilyen cél lehet a hasznossagok Osszegé-
nek a maximalizdlasa. Az igy kapott C'E egyszerre valdsit meg , kollektiv”
hasznossagot és stabilitast, abban az értelemben, hogy a kollektiv ,,optimum”
onmegvaldsité (self enforcing), ha a jatékosok hajlanddk a jéték szabdlyait
elfogadni (azt tehdt, hogy a mindenki altal ismert eloszlds szerint sorsol a
jatékvezetd és a leirt titoktartdsi szabélyokat betartjak).

Felmeriilt az a kérdés, hogy a C'E tovabbi altalanositdsaval lehetne-e még
nagyobb SW-t elérni. A tovdbbiakban, hacsak nem jelezziik, SW-n automa-
tikusan az egyes jatékosok hasznossigainak (kifizetéseinek) az dsszegét értjiik.
Vilagos, hogy ez egyéltalan nem magatdl értet6do, de mivel az irodalomban
az egyes egyensulytipusok Osszehasonlitasanal altalaban ezt hasznéljak, nem
érdemes ettol eltérni.

Moulin és Vial (1978) tértek el elészor az Aumann-féle protokolltdl. Csak
bimatrix jatékokat vizsgaltak. Nagyobb elkotelezettséget kovetelnek a jaté-
kosoktdl: Legel6szor dontenitik kell, hogy vakon kovetik-e a jatékvezetd ja-
vaslatat a sorsolds megtorténte utan, vagy nem akarjak elkotelezni magukat,
amikor is nem kapnak semmilyen javaslatot, de azt csindlhatnak, amit akar-
nak. Valami olyasmire gondolhatunk, mint amikor valakinek dontenie kell,
hogy szabad kezet adjon-e a brokerének a befektetés kivalasztdsahoz, vagy
pedig sajat maga hozza meg a befektetési dontést.

Szemléletes, ha a forgatokényvet a kovetkezéképpen képzeljiik el. A jé-
tékvezeto elvégzi a sorsolast az adott, kozismert valoszintiségeloszlas szerint.
A kisorsolt akcidkat (illetve egy papirt, amire az akci6 fel van {rva) beteszi az
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egyes jatékosok szamdra kijelolt piros boritékokba. A jétékosok valamennyi
akcidjat, azt is, amelyik a piros boritékban van, beteszi egy fehér boritékba.
A jatékosok egyméstol fiiggetleniil (szimultdn) valasztanak a piros és a fehér
boriték koziil. Ha egy jatékos a pirosat valasztotta, akkor azt az akciét
kell végrehajtania, ami a boritékban van. Ha a fehéret valasztotta, akkor
szabadon valaszt a boritékban 1év6 akcidk koziil, vagyis az akcidhalmazabdl
barmelyiket valaszthatja. A valészintiségeloszlast, amely szerint a jatékvezetd
a sorsoldst végzi, gyenge korreldlt egyensiilynak (weak correlated equilibrium,
W C E)-nek nevezziik, ha egyik jatékos sem tudja névelni a varhaté kifizetését
azzal, ha a piros boriték helyett a fehéret vélasztja, feltéve, hogy mindenki
mas a pirosat valasztotta.

Moulin és Vial (1978) mutattak példat arra, amikor a WCE nagyobb
SW-t ad, mint barmelyik CE.

Felmeriil a kérdés, hogy nem lehet-e a C'E protokolljat masképpen meg-
valtoztatni ugy, hogy tovabbra is a CE altalanositasat kapjuk, de olyan jaté-
kok esetében is (nem mindegyiknél természetesen) el tudunk érni Pareto-jobb
kifizetéseket, amelyeknél a WC'E ezt nem tudja megtenni. A kovetkez6 pro-
tokoll alapjan Forgd (2010) a C'E egy 1j altaldnositdsét vezette be, amelyet
,,puha korreldlt egyensilynak” (soft correlated equilibrium, SC'E) nevezett.
A protokoll lefraséandl célszerti ismét a ,,boritékos” interpretéaciét hasznalni a
szemléletesség kedvéért.

Most is azzal kezdiink, hogy a jatékvezeto egy koztudott valdsziniiség-
eloszlas szerint kisorsol egy akciéprofilt. Minden jatékos szamara a sajat piros
boritékjaba teszi a kivélasztott akcidt. A fehér boritékjaba a tobbi akcidkat.
Vegyiik észre a WCE-t6l valo eltérést: mig ott minden akciét elhelyezett a
jatékvezetd a fehér boritékba, itt a kivdlasztott (piros boritékban 16v6) akcidt
nem. Innentdl kezdve a protokoll ugyanaz. A jatékosok szimultédn valaszta-
nak a piros és a fehér boritékok koziil. A valdsziniiségeloszlast SC E-nek
nevezziik, ha varhaté értékben egyik jatékosnak sem érdeke a fehér boritékot
valasztani, feltéve, hogy az Osszes tobbi a pirosat valasztotta.

Nézziik meg, hogy miképpen tudjuk jellemezni a hdromféle korrelalt egyen-
sulyt, a CE-t, a WCE-t és az SCFE-t egy linedris egyenlotlenségrendszer
segitségével n-személyes véges jatékok esetében. Az egyenlétlenségek az ugy
nevezett ,,6sztonzé feltételek”, amelyek annak a varhato hasznat, hogy egy
jatékos engedelmeskedik a jatékvezetének, hasonlitja Ossze azzal, amikor ezt
nem teszi meg, mindig feltéve, hogy a tobbi jatékos koveti a jatékvezeto
utasitasait.

Legyen G = {S1,...,Su; f1,--, fu} €gy n-személyes jaték normél formés-
ban, az 51, ..., .S, véges akcibhalmazokkal és az f1, ..., f, kifizetofiiggvények-
kel. Az 6sztonzo feltételeket az i régzitett jatékosra irjuk fel és az egyszeriiség
kedvéért ezt az indexet elhagyjuk ott, ahol ez nem okoz félreértést.

A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

N ={1,...,n}: a jatékosok halmaza.

I ={1,...,m}: az i jatékos akci6halmaza, amelyeket az akcidk indexei
reprezentalnak.

S_: az 1 jatékos kivételével az Osszes tobbi jatékos akcidhalmazainak
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Descartes-szorzata (a csonka akciéprofilok halmaza).

s_ € S_: egy csonka akcioprofil.

(Jys-),7 € 1,5 € S_: egy (teljes) akcidprofil.

S={(,s-):jel,s_ €S_}: a (teljes) akciéprofilok halmaza.

f(4,s_): az i jatékos kifizetése, ha 6 a j akcidt jatssza, a tobbiek pedig
Ss_-t.

p: egy valbszinliségeloszlas S-en.

p(j,s—): az a valésziniiség, amelyet a p eloszlds a (j, s—) akcidprofilhoz
rendel.

A CF olyan p valésziniiségeloszlds, amely minden i-re (i € N) kielégiti
az alabbi 0sztonz6 feltételt

> fGosop(is=) = > fkys-)p(j.s-)

s_€S_ s_€S_

minden j, k € I-re, vagy, ami ezzel ekvivalens

Pl s L plis)
Z fj) Zt eS_ p]) Z fk Zt eS_ p(]) )

s_€S_ s_€S_

minden j,k € I-re, feltéve, hogy > .o p(j,5-) > 0. Itt a bal oldalon
a kifizetés varhato értéke szerepel akkor, ha az i jatékos engedelmeskedik a
jatékvezetdnek, a jobb oldalon pedig annak a kifizetésnek a varhato értéke, ha
a k € I stratégiat valasztja fiiggetlentl attdl, hogy mi a jatékvezeto javaslata.

A WCE olyan p valésziniiségeloszlas, amely kielégiti minden i (i € N)
jatékos alabbi 0sztonzo feltételeit

Z Z [ s=)p(jss-) ZZ Z f(k,s-)p(4,s—) minden k € I-re.

jeEl s_€S_ jeEl s_eS_

A bal oldalon annak a kifizetésnek a varhaté értéke van, amit az ¢ jatékos
kap, ha elkotelezi magat, hogy mindig végrehajtja a jatékvezeto javaslatat, a
jobb oldalon pedig az a varhato kifizetés szerepel, amelyet az i jatékos akkor
kap, ha nem kotelezi el magat és a k € I akciét valasztja. Vilagos, hogy
a WCFE altalanositasa a C' E-nek, hiszen 6sztonzé feltételei a CE bizonyos
Osztonzo feltételeinek Gsszegzésével alltak elo.

Az SCE definidlaséhoz kell némi el6késziilet. Egy rogzitett j € I-re
tekintsiik az alabbi feltételeket:

Z f(,s-)p(, s Z f(l;s-)p(j,s—) minden [ € I-re,

s_€S_ S_ES_

és nevezziik ezeket j-halmaznak. Vildgos, hogy a j-halmazok egyesitése min-
den j € I-re pontosan a C'E 6sztonzé feltételeinek a halmazat adja az ¢
jatékosra. A WCE 6sztonzé feltételeit az i jatékosra gy kapjuk, hogy min-
den j-halmazbdl a k indexti feltételeket Osszegezziik, k € 1.
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Ugyanezt tessziik az SCE esetében, azzal a kiilonbséggel, hogy a j-hal-
mazbdl mas feltételeket adunk Ossze, mint a WCE esetében. Tekintsiuk a
kovetkez6 halmazt

m

K=[[a\{} -

j=1

A K elemeit megengedett (index)halmazoknak nevezziik. Péld4ul, ha m = 3,
akkor (2, 3,2) megengedett, mig (1, 3,2) nem megengedett. Az SCE 6szténzd
feltételeit az ¢ € N jatékos szamara az alabbi egyenl6tlenségekkel definialjuk

Z Z f(jas—)p(jas—)zz Z f(kj7s—)p(jas—)

jeEIl s_€S_ jeEl s_eS_

minden (ki,...,k») € K megengedett halmazra.

Valéban, az SC'E 6szt6nzo feltételei az i jatékos szamara m egyenlétlenség
Osszes lehetséges 0sszegei, amelyek mindegyikét egy-egy j-halmazbodl vessziik
azzal a megkotéssel, hogy azokat az egyenlotlenségeket, amelyeket a WCFE
definidlasakor hasznaltunk, nem vélaszthatjuk. Mar a WCE és az SCE
definicijabol is latszik, hogy a C'E két kiilonbozé altaldnositasardl van szd,
és ezek egyike sem &ltalanositasa a masiknak.

Az SCFE 6s7t6nz6 feltételeinek szdma az i jatékosra (m —1)". Ez nagyon
sok, Osszehasonlitva azzal, hogy ugyanez a WCFE esetében m, mig a CE
esetében m?. Ezek kozott az egyenlStlenségek kozott sok redundédns van,
amelyek kikiiszobolése nehéz feladat, de még a redundancia megsziintetése
utén is til sok marad ahhoz, hogy nagy m esetében barmit is lehessen vele
kezdeni. A probléma azonban megoldhaté. Lehet ugyanis egy olyan ekvi-
valens egyenlGtlenségrendszert definidlni, amely esetében a feltételek szama
csak kvadratikusan novekszik m noévekedésével.

2. Tétel (Forg6 2010). Minden i € N jdtékos esetében van olyan linedris
egyenldtlenségrendszer, amelynek mérete (a vdltozdk és feltételek szdma) kvad-
ratikusan né az akciok szdmdnak novekedésével, és az dltala meghatdrozott
lehetséges tartomdny alkalmas vetitése megegyezik az SC E-k halmazdval.

Mivel az SCE (és a WCE) fogalomalkotdsnak a legfébb célja az, hogy
,,jobb” varhato kifizetéseket érjlink el, mint a C'E-vel, az dltalanositas erejét
azzal lehet demonstralni, hogy mutatunk olyan fontos jatékosztéalyokat, ahol
az SCE jobban teljesit. A bindris jatékokban (minden jatékosnak csak
két lehetséges akcidja van), ahol a WCE-ek halmaza megegyezik a CE-
ek halmazaval, az SCFE jobban teljesithet, de nem binaris jatékokban is
lehet hatdsos, Forgé (2010). A kés6bbiekben ezt a torldédési jatékok egyes
osztalyaira tessziik majd meg.

Hogyan interpretalhatjuk az SCE-t &ltaldban? (Az egyes konkrét j&-
tékokban konkrétabb értelmezést is adhatunk.) Gondoljunk az egész for-
gatokonyvre ugy, hogy van egy klub, és a jatékosok szabadon doénthetnek
arrol, hogy belépnek-e. Tudjak, hogy a klubtagsag elonyokkel és hatranyokkal
is jarhat. Elény, hogy a sorsolds utan a kisorsolt akcidk csak a klubtagok
szamara lehetOségek, a kiviil maradottaknak nem. Hatrany, hogy ha belépnek
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a klubba, a klub szabalyzata kimondja, hogy feltétleniil engedelmeskedni kell
és azt az akciét kell végrehajtani, amely ki lett sorsolva. SCE-ben senki-
nek sem érdeke a klubbdl kilépni, ha a tobbiek benn maradnak. Kiilonb6zo
jatékokban konkrét format 6lt a ,,klub”, a ,,szabalyok”, az ,,akciok” stb.

Milyen jatékosok hajlanddk részt venni olyan jatékokban, amelyeket a
WCE vagy az SCE protokollja szerint jatszanak? Azt varhatjuk, hogy
a minél nagyobb varhaté kifizetésben érdekelt, szabalykoveto, intelligens
jatékosok hajlandok részt venni olyan jatékban, amiben megvan a lehet6sége
nagyobb kifizetés elérésének, amennyiben mindenki betartja a szabalyokat
és/vagy megvan az eszkoz a szabélyok betartatdsénak. A WCE és az SCE
ebbdl a szempontbdl is hasonldak, csak a szabalyok kiilonboznek valamennyi-
re. A legtobb sportidgban alkalmaznak és betartatnak sokszor teljesen 6n-
kényesnek tiné szabalyokat, amelyek egyik célja, hogy a jatékot érdekessé
tegyék. A sport népszeriisége nem kérddjelezheté meg.

A korrelécién kiviil vannak més eszk6zok is a hatékonysdg novelésére. Az
egyik experimentdlis kutatds, amelyet Bracht and Feltovich (2008) végzett
el, azt mutatja, hogy a jatékosok az elvarhaté moddon cselekszenek olyan
jatékokban, ahol az elozetes elkotelezettség lehetGsége integrans része a ja-
téknak, és azt a célt szolgdlja, hogy a varhaté kifizetéseket névelni lehessen.
Egy mésik kisérletben Cason and Sharma (2006) azt taldlta, hogy a C'E rea-
lizalhato, ha a jatékosok biztosak abban, hogy masok is kovetik a jatékvezeto
ajanlasait. Ez azt sugallja, hogy a kritikus kérdés nem annyira a szabalyok
és a protokoll, hanem a jatékosok kolcsonos bizalma. Természetesen ezt a
bizalmat csak gy lehet tesztelni, ha a szabdlyok és a protokoll mindenki
szamara vilagosak.

3 Puha korrelalt egyensiily egyszeri, kétki-
szolgalds, linearis torlédasi jatékokban

Ha kiilonb6z6 korrelélt egyensiily koncepciok (CE, WCE, SCE) ,erejét” sze-
retnénk 6sszehasonlitani abbdl a szempontbdl, hogy mennyire néveli az SW-t
a NEP-hez képest, tobbféle megkozelitést alkalmazhatunk. A szdmitdstu-
doményban j6l bevélt az in. legrosszabb eset elemzés (worst case analy-
sis) és az &dtlagos eset elemzés (average case analysis). Az el6bbit hasznélva
azt hatarozzuk meg, hogy egy problémaosztilyon beliil a legrosszabb eset-
ben mennyire javul az SW értéke abszolut vagy relativ értelemben valamely
korreldlt egyensily forgatékonyvének alkalmazasdval. Az utébbit hasznalva
a problémaosztalybdl véletlenszertien, egyenletes eloszlas szerint valasztunk
egy problémat, arra alkalmazzuk a korrelaciét, és a korrelaciéo eredménye-
képpen kapott atlagos javulast tekintjiik mértéknek. Ezen kiviil még vannak
mas megkozelitések is.

Az els6 és taldn a legszebb példaja a legrosszabb eset elemzésnek jaték-
elméleti kontextusban Roughgarden és Tardos (2002) munkéja, akik a kolt-
ségalapu torlodasi jatékok egy osztalyan hataroztdk meg az ,,anarchia arat”
(price of anarchy), ami a legrosszabb N E P tarsadalmi koltségének és a mini-
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mélis tdrsadalmi koltségnek a hanyadosa. A | stabilitds dra” (price of stabil-
ity) ugyanez a hanyados azzal kiilénbséggel, hogy a legjobb N EP tarsadalmi
koltsége a viszonyitasi alap.

Ha nem a NEP a viszonyitasi alap, hanem a korreldlt egyensily valami-
lyen fajtdja és ugyanezt a megkozelitést alkalmazzuk, akkor egy ,,alacsonyabb
szint” irdnyitott stabilitds arat kaphatjuk meg. Christodoulou és Koutsou-
pias (2005) kiszdmitottdk a C'E esetében a stabilitds drat a torldédasi jatékok
egy osztalydra. Ashlagi et al. (2008) tarsadalmi koltségek helyett a tarsadal-
mi joléttel szamoltak. Els6 latasra gy tlnik, mintha ez nem lenne 1ényeges
kiilonbség, de az emlitett szerzék meggy6z6 példakat mutatnak arra, hogy
egészen eltéré eredményeket kaphatunk a két megkozelitéssel. Mi a kovet-
kez6kben ez utobbit valasztjuk, tehat a jatékosok kifizetdfiiggvényeinek 0sz-
szegeként értelmezett ST -t haszndljuk. A mérészédmok formélis definicidit
kicsit késébbre halasztjuk.

A jatékosztaly, amit tekintiink, a torléddsi jatékok egy alosztélya. Az
egyszerl torlodasi jatékokban a jatékosok valaszthatnak bizonyos kiszolgalék
kozott, amelyeknek a szolgédlatait szeretnék igénybe venni. Egy jatékos hasz-
nossaga (kifizetése) csak attdl fiigg, hogy hdnyan hasznéljak (valasztottak) az
illet6 kiszolgalét. Példaul ha a kozlekeddk valaszthatnak két alternativ itvo-
nal k6zott, amelyek A varost B varossal kotik 6ssze, akkor, ha sok kézlekedd
valasztja az egyik utat, ezaltal torlodast és lassulast okozva, akkor az ezen
tuton haladdok hasznossaga csokken a haszndlok szamanak novekedésével. Mi
csak két-kiszolgalés torlodasi jatékokkal foglalkozunk.

Eloszor az altalanos esetet nézziik, amikor a jatékosok szama n > 2. Egy
ilyen jatékot a legegyszeriibben egy ,,torlédési alakkal” (congestion form) ad-
hatunk meg, ami két nemnegativ n komponensii vektor: a = (a,...,a,),
b= (b,...,b,). A jelentése a kiévetkezd: ha j darab jétékos vilasztja az
F'1 els6 kiszolgaldt, akkor mindegyik jatékos a; hasznossighoz jut, és ha k
darab jatékos valasztja az F'2 masodik kiszolgalét, akkor ezek mindegyike
by, hasznossdghoz jut. A torlédési alakbdl konstrualni tudunk egy torlédési
jatékot. A jatékosok halmaza N = {1,...,n}, minden jatékos akcidhalmaza
{F1, F2}, amelyet réviden {1, 2}-vel jeloliink, a kifizetéseket pedig az a és b
hasznossagvektorok hatérozzédk meg. Egy akciéprofil (iq,...,1,), ahol i; €
{1,2}, 7 € N. Példdul, ha n = 4, akkor (1,1,2,1) azt a helyzetet je-
lenti, amikor az 1,2, 4 jatékosok az F'1 kiszolgaldt, a 3 jatékos pedig az F2
kiszolgdldt vélasztja. Jeloljiik az akcioprofilok halmazéat S-el.

Legyen I1(i1,...,i,) = {k € N : 4y = 1}, és I, = N\ I, amelyek azoknak
a jatékosoknak a halmazai, akik rendre az F'1 és F'2 kiszolgalokat valasztottak
az (i1,...,4,) € S akciéprofilban. Jeldlje p;, . ;, annak a valészintiségét,
hogy a jétékvezetd az (i1, ..., i) akcidprofilt vélasztja, |T'| pedig egy T véges
halmaz elemeinek szamat. Az f;(i1,...,%,) hasznossg, amit a j jatékos kap,
irhat6 a kovetkezdképpen:

haijzl,

(4 c N ) (i) g
fJ(Zla-..;Z'rL) {bllz(’h,---,in)la ha i —9.
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Definidljuk a g; fiiggvényt

: e, had; =2,
(i1, in) = .
gJ( 1 rb) {b|12(’i1,---,’in)|+1 , ha Zj — 1 .
gj(i1,...,1,) az a hasznossdg, amelyet a j jatékos kapna, ha az F'2 kiszol-

galordl az F'l-re valtana, vagy az F2-rél Fl-re, feltéve, hogy senki mas nem
valtoztatja meg a valasztasat.

Ebben a specidlis esetben (két kiszolgal van) a torl6dési jaték egy bindris
jaték, amelyben az SCE-k halmazat definialé 6sztonzé feltételek igen egy-
szerli formét Oltenek. A j jatékos 6sztonzé feltétele (csak egy ilyen van!) az
aldbbi médon irhaté fel

Z i, oo in)Piy,in = Z 901,y in)Di,i -

(’i17...7in)es (’i17...7in)es

Az SW véarhaté értéke

n
Z Z fj(ila---)in)pil,...,in .

J=1 (i1,...,in)ES

Ha az SW-t maximalizalni akarjuk az SCE-k halmazan, akkor egy LP fel-
adatot kapunk, amelyet ,,teljes méretti LP”-nek fogunk nevezni. Az a tény,
hogy a torlédési jatékban a kifizetéseket csak az hatarozza meg, hogy hanyan
valasztjak az F'1 és F2 kiszolgalokat, lehetové teszi egy olyan LP feladat
hasznalatat, amelynek a nemnegativitasi és a normalizdlé feltételeken kiviil
csak egy feltétele van. Ezt fogjuk , kisméretii LP”-nek nevezni. Jelolje ¢
azoknak a jatékosoknak a szamat, akik az F2 kiszolgdlot valasztottak, ¢ =
0,1,...,n. Legyen tovdbbd S; = {(i1,...,i,) € S : |I2(i1,...,0,)| =t} azok-
nak az akcioprofiloknak a halmaza, amelyekben ¢ jatékos valasztotta F2-t.
Tegyiik fel, hogy valamennyi p;, . ;, valésziniiség egyenlé, (i1,...,4,) € Si,
és jeloljik ezt ps-vel.

Ennek a jelolésnek a haszndlataval minden jatékos 6sztonzo feltétele az
aldbbi

n—1

(an —b1)po + tzzl [(?: 11> (bt — an—t+1) + <n ; 1> (@p—t — bt+1)] P+

+ (bn - al)pn 2 0.
3)

A normalizalé feltétel és a nemnegativitasi feltételek

i(?)pt=l,

=0 (4)

Po,P1y---3Pn 2 0 )
és az SW

n

O <Tt‘> (bet + an—i(n —t))p; -

t=
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Igy a kisméretii LP az a feladat, amely az SW-t maximalizalja a (3) és (4)
feltételek mellett. Ez egy ,,konnyd” feladat, a jatékosok szamaban linearis
id6 alatt oldhaté meg, Dyer (1984). Nem nehéz megmutatni, hogy ha pf, p7,
..., Py, a kisméreti LP egy optimalis megolddsa, akkor a

Pi i, =Pt (i1, ,00) €8, t=0,1,...,n (5)

a teljes méretli LP egy (nem az egyetlen!) optimalis megolddsa, amely
ugyanakkora SW értéket szolgaltat, mint a kisméretii LP optimalis célfiige-
vényértéke.

Az SCFE erejének mérésére altalaban két mutatészamot hasznalnak, ame-
lyeket Ashlagi et al (2008) javasoltak a C'E-re. Ezek a ,,medidcids érték”
(MV) és a ,kényszeritési érték” (E'V). Mi ebben a cikkben csak az EV-vel
foglalkozunk, ami kéltségmodellben a stabilitas aranak felel meg.

Legyen C a véges jatékok egy osztdlya és G € C. Jelolje P(G) a G
akciéprofiljain értelmezett Gsszes valdsziniiségeloszldsok halmazat, és S(G)
az SCE-k halmazat. Jeloljik SW(p)-vel a p eloszlashoz tartozé varhatd
tarsadalmi hasznossdgot (a jatékosok vérhaté hasznossigainak az Gsszege).
Definidljuk az EV(G) kényszeritési értéket az aldbbi médon

max,cpa) SW(p)
max,es(c) SW(p)

EV(G) =

Az EV kényszeritési értéket a C jatékosztalyon pedig igy definidljuk

EV = sup EV(G) .
GeC
Az EV egy valédi ,,legrosszabb-eset” elemzés eredménye, és azt mutatja, hogy
(relativen) maximum mennyit veszithetiink az ST maximuméhoz képest az
SCFE protokolljat alkalmazva. Nyilvan az EV =1 a legjobb érték.

Ha ezeket az értékeket konkréten ki szeretnénk szamolni, illetve becslést
adni rdjuk, a legegyszertibb esetre, a két-kiszolgalds, linedris torlodasi jaté-
kokra kell szoritkozunk, illetve, ha még egyszeribb esetet akarunk elemezni,
akkor a jatékosok szamat is a leheto legkisebbnek, kettének kell venniink.
Persze ez utébbi esetben a linearitas automatikusan teljestil. Ezek a jatékok
szoros kapcsolatban vannak a tdrsadalmi dilemma (social dilemma, SD)
jatékokkal.

Egy SD olyan szimmetrikus kétszemélyes bindris bimatrix jaték, amely-
nek valamely ,.dilemma tipusi” tulajdonsiga van (4ltaldban intuicidellenes
vagy problémds N E P létezése) A leghiresebb SD a fogolydilemma (prisoners’
dilemma, PD). Més példdk: nemek héborija, gydva nyil, szarvasvaddszat,
galamb-héja stb.). Bevezet jatékelmélet konyvekben lehet olvasni a hozzajuk
tartozé torténetekrdl (példaul Osborne and Rubinstein (1994), Forgé et al.
(1999)). A szimmetrikus kétszemélyes bindris bimdatrix jatékok és az egyszerii
torlédasi jatékok kapcsolatat két, szinte trividlis allitas formajaban fogalmaz-
zuk meg.

1. Allitas (Forgd 2016). Minden szimmetrikus bindris bimdtriz jaték egy

/////
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Bizonyitds. Egy szimmetrikus binaris bimatrix jatékot az a,b, ¢,d para-
méterek hataroznak meg

A B

A a,a bd

B d,b cc

Az ehhez tartozo torlédési alak
F1 F2
Haszndlok széma A B (6)

1 b d
2 a c

Példaul a generikus PD a 0 < b < ¢ < a < d paraméterekkel adhaté meg.
A hozzétartozé torlédasi alakban A reprezentélja a ,.kooperdl”, B pedig a
,,iem kooperal” | kiszolgalékat”. Ez egy vegyes torlédasi jaték, amennyiben
az egyik kiszolgalénal novekszik, mig a mésikndl csokken a jatékosok hasznos-
sdga a torlédas névekedésével. Az sem mindegy, hogy a legalacsonyabb hasz-
nossag annal a kiszolgdlénal van-e, amelynél a hasznossagok novekszenek a
,,torlédas” novekedésével gy, mint a PD esetében, vagy ott van a legalacso-
nyabb hasznossag, ahol a hasznossidgok csckkennek a torlédas novekedésével,
Ugy, mint a ,,gydva nyul” (GN) jatéknal, amit a kévetkezo fejezetben fogunk
vizsgalni.

Az 1. Allitss megforditdsa is igaz.

2. Allitas (Forgé 2016). Minden kétszemélyes kétkiszolgdlds torlodasi jaték
reprezentdlhato egy szimmetrikus bimdtrix jatékkal.

Bizonyitds. Ha a torlddasi alak a (6) formaban van megadva, akkor mind-
két jatékosnak F'1 és F'2 a vélasztasi lehetGsége, és a jatékot az alabbi szim-
metrikus bimatrix jatékként adhatjuk meg:

F1 F2
Fl1 a,a b,d
F2 d,b cc

4 ,,Gyava nyul” tipusu, vegyes, kétkiszolgalos,
egyszeru, linearis torlédasi jatékok

Az n-személyes G N-tipusu vegyes kétkiszolgalds egyszerii linedris torléddasi
jatékot (ezentul réviden csak GN-tipusu jaték) az aldbbi torlddési alakkal
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adjuk meg.
F1 2
a =(n-1z b=y
as =(n—2)z by=y+=z
a=(n—t)x b=y+(t—1)z (™)
ap—1 =T bn_1 :y—l—(n—2)z
a, =0 bp=y+(n—1)z.

A lineéris torlédési fiiggvényeket meghatdrozéd x,y, z nem-negativ para-
méterekrol feltessziik, hogy x > 0, y és z koziil legaldbb az egyik nem 0. Az
F1 elso kiszolgalo esetében nem novekszik, az F'2 mésodik kiszolgdld esetében
nem csokken egy haszndlé hasznossaga. Kissé sérti az altaldanossagot, de
nagymértékben megkonnyiti az elemzést, ha a legalacsonyabb hasznossagot
0-ra normalizaljuk.

El6szor meghatarozzuk ezen a jatékosztalyon az E'V értékét. Ha bevezet-
jik a ¢4 = ("Z)pt, t=0,1,...,n 4j véltozdkat, a kisméretli LP feladat (SW
maximalizaldsa a (3), (4) feltételek mellett) a (7) tdbldzatot felhaszndlva némi
atalakitas és egyszertsités utan a kovetkezo format Olti, miutan bevezetjik
a kovetkezd jeloléseket, amelyekben explicitté tessziik a paraméterektol vald
fluggdséget.

C(n,z,y,z,t) =t(n —2t+ x4+ 2t —n)y +t(2t —n— 1)z
W(n,z,y,z,t) =t(n —t)x +t(y + (t — 1)z) .

A kisméreti LP

n

P: maXZW(n,x,y,Z,t)qt
t=0

Zc(naxayazat)(h 2 0 (8)
t=0

n
ZQtzla %20» tzoala"'an'
t=0

Emlékeztetink arra, hogy korabbi jeloléseinkkel Gsszhangban t jatékos
vélasztja F2-t, n — t jatékos pedig Fl-et. Az n,x,y,z paraméterek adott
értékei mellett a P feladat optimalis célfiiggvényértéke adja meg azt a ma-
ximalis SW-t, amit az SCFE segitségével realizélni lehet. Hasznos lesz a ko-
vetkezOkben az alabbi egyszerti lemma. Jeloljik P(n,z,y, z)-vel P optimélis
célfiiggvényértékét.

1. Lemma. Ha A > 0, akkor W(n,\x, Ay, Az,t) = AW (n,z,y,z2,t) és
P(n, Az, \y, \z) = AP(n,x,y, z) minden n,x,y, z,t-re.

Bizonyitas. A P feladat célfiiggvényébe és feltételeibe valé behelyettesi-
téssel azonnal kapjuk a lemma allitasat. a



60 Forgé Ferenc

1. Kovetkezmény. EV értékét nem befolydsolja az x,y, z paramétereknek
egy A > 0 faktorral valo dtskdldzdsa.

2. Kovetkezmény. Az dltaldnossdg megsértése nélkil feltehetjik, hogy y és
z kozil valamelyik értéke 1.

3. Tétel. A GN-tipusu jatékok osztilydra EV < 2.

Bizonyitds. Két esetet kiillonboztetiink meg.

a) < z. Ekkor W a t valés szdm konvex (linedris, ha x = z) kvadratikus
fiiggvénye a [0,n] intervallumon. Igy maximumét az intervallum valame-
lyik (vagy mindkettd) végpontjdban veszi fel. Mivel W(n,z,y,z,0) = 0
és W(n,z,y,z,n) > 0, a maximumpont ¢ = n. Mivel C(n,z,y,z,n) =
n(n —1)(z —z) + ny > 0, ezért ¢, = 1, ¢: = 0, t # n kielégiti a (8) feltételt,
és ezaltal lehetséges megoldasa P-nek, ezért EV = 1.

b) x > z. Tegyiik fel, hogy n pédros. Ekkor gz =1, ¢; =0, i # § egy
SCE, amit ellendrizhetiink a P feltételeibe valé behelyettesitéssel. Valoban

n, n
C(n,x,y,z,i) = E(x—z) >0.

A W(n,x,y,z,t) egész szdmegyenesen vett ¢ szerinti abszolit maximuma a

*_y—l—nx—z
b= 2(x —z) ©)

pontban van. Azonnal latszik, hogy t* > 4. Ha t* > n, mivel W a t konkév
kvadratikus fliggvénye és ezért monoton noévekvo a maximumpontjaig, ezért
a [0, n] intervallumon a maximumét a ¢t = n pontban veszi fel. Igy az aldbbi
becslést kapjuk EV-re

-1
py < Wz nly+ (=12
W(naxayazaﬁ) %(.f—FZ)—%Z—F%y

<2. (10)
Tekintsiik most azt az esetet, amikor t* < n. Ekkor (9)-bél az aldbbi
egyenl6tlenséget kapjuk
y<nzx—(2n-1)z. (11)
Ha z > 0, akkor a 2. Kovetkezmény miatt feltehetjiik, hogy z = 1. fgy
W(n,x,y,1,t*)

PV < —X" = =
- W(naxayalag)
(y+nz—1)2
) B (y 4+ nx —1)?

S H@t) -3y @ - DD -0

Ha a jobb oldal y szerinti derivaltjat vessziik, akkor konnyt latni, hogy az
pozitiv minden n > 2-re, vagyis y névekvo fliggvénye. A z = 1 behelyettesi-
téssel (11)-bél azt kapjuk, hogy

y<l+nzr—2n. (12)
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Igy W( 1 2n,1 ) 4
n,x,l +nxr —2n,1,n
EV < S L ==<2. 13
-~ Wn,z,1+nz —2n,1,2) 3= (13)

) ’ 2

Ha z = 0, akkor y > 0 és a 2. K6vetkezmény miatt y = 1 felteheto. Ekkor
(11) az aldbbi egyszerii format olti

1< nx

és
o2
BV < W(n,z,1,0,t*) %L _ (1+nx)? (14)
-~ W(n,2,1,0,2) %x—l-% C n222 4 2nx ]

ami kisebb, mint % ha nz > 1.

A bizonyitas hasonld, ha n paratlan. Az egyetlen kiilénbség, hogy ebben
az esetben qu_; = %, qui1 = %, q = 0,1 37— 1,5 +1 SCE-vel kell
szamolnunk a (10), (13) és (14) nevezéiben. O

4. Tétel. A GN-tipusi jatékok osztalydra EV > 2.

Bizonyitds. Tekintsiink egy n-személyes G N-tipust jatékot az o = 14 2 =,
y = 0, z = 1 paraméterekkel, és tegyiik fel, hogy n > 4 és paros. ElGszor
meghatérozzuk maxqer, >y W(n,1+ 2,0,1,t)q; pontos értékét, ahol Lp
a P kisméreti LP lehetséges tartoméanya. Azt allitjuk, hogy a gz = 2”5:_22,
q3+1 = 3730 ¢ = 0,14 5,5 + 1 SCE optimdlis megolddsa az aldbbi
formaban felirt kisméretii L P-nek

P maXZWn l—l- ,0,1,t)q;
[#=0

—ch1+ ,0,1,)g: <0 (15)

ZQtzla %20» tzoala"'an

Behelyettesitéssel lathatjuk, hogy a megadott megoldas lehetséges, és a cél-
fiiggvény értéke 2 1 A P dudlisa az aldbbi kétvaltozds LP

D: minwv
v > C(n, 1+ ,0, 1, t)u + W(n, 1+ ,0,1,¢8) (t=0,1,...,n) (16)
u>0.
Azt allitjuk, hogy u =2 —1, v = "(';;12 —1 a (16) egy lehetséges megoldésa.

Egyszeri szamolassal (kvadratikus fiiggvény maximalizaldsa) lathatjuk, hogy
a kovetkezd konkav kvadratikus fliggvény

Q(t) = C(n, 1+ ,0, 1, t)u + W(n, 1+ ,0,1,%)
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t szerinti folytonos maximumpontja t = %"—1, amely nem egész, de pontosan
a [§,% + 1] egész végponti szakasz felez6pontja. A kvadratikus fiiggvény
szimmetridja miatt az egészértékii maximum a két végpontban van és a fligg-
vényérték lmindkét por'ltbaln "(';;12 — 1, amely egyenlo 2 P-nek aqg = 27;4-227
93+1 = 3753, ¢ = 0, i # 5,5 + 1 lehetséges megolddsédban (ami egy SCE)

felvett célfiiggvényértékével. fgy a linedris programozas gyenge dualitas tétele
értelmében ez az SCE a P optimalis megoldasa. Most tehdt éppen azt mu-
tattuk meg, hogy

t=n

P 1
max S W(n, 1+ =,0,1,t)q = nnt D)
geLp n 2

—-1.

AW(n,1+4+ %, 0,1,t) fiiggvény a t-szerinti abszolit folytonos maximumét
a [0, 00) tartoméanyon a
o on(l+ %) -1
=—7n

n

*

pontban veszi fel. Ez nem lehet kisebb, mint n, ha n > 4, amit viszont
feltettiink. Igy W(n,1+ 2,0,1,t) t-szerinti folytonos maximuma a [0,n]

tartomanyon Wi(n,1 + %,Ort 1,n) = n(n —1). Ezért a kovetkezd becslést
kapjuk EV-re
n(n —1) 2n(n —1)
EV > = . 17
- ”(”2‘*‘1 —1 nn+1)-2 (17

Az egyenlétlenség jobb oldala n novekvd fliggvénye, amely 2-héz tart, ha
n — oo paros n-eken keresztiil. |

3. Kovetkezmény. A GN -tipusi jatékok osztdlydra EV = 2.

Tekintstik most azt a specidlis esetet amikor n = 2 és
y+z<x<2y+2z. (18)

Ez a j6l ismert gydva nyul jaték (GN-jaték), amelyik bimétrix formdban a
kovetkezo
y+tzytz y,x
T,y 0,0

Mindkét jétékos elsd stratégidja egy alacsony kockédzati akeié (L), a mésodik
pedig egy magas kockdzati (H). Két NEP van a tiszta stratégidk kozott:
(L,H) és (H,L). Az SW maximuma 2(y+z), amely az (L, L) stratégiapdros-
hoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy ha barmelyik jatékos egyediil valasztja H-t,
akkor a legmagasabb hasznossagot éri el, mig ha mindketten H-t valasztjak,
az katasztrofalis szdmukra. Abbdl a célbdl, hogy egy GN-tipusu jaték egy
n-személyes G N-jatékot adjon, ezeknek a tulajdonsagoknak a megmaraddsat
koveteljiikk meg, vagyis a torlodasi alakban specifikaltakon kivil feltessziik a
kovetkezoket:

(i) egy jétékos a maximalis hasznossdgot akkor éri el, ha egyediil jétssza
H-t, mig mindenki més L-et,
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(ii) a maximélis SW-t az L kollektiv vélasztdsa adja.

A torlédasi alakban most F'1 a H szerepét, mig F'2 az L-ét jatssza. fgy a
torlédasi alakbdl, a kordabbi jeloléseket hasznélva a két kovetelmény:

(i) (n—1z>y+(n—-1)z
(ii) W(n) > W(t), minden t =0,1,...,n — 1 esetében.

Amint azt a 3. Tétel bizonyitdsdban lattuk, (ii) fenndll, ha < z. Ha pedig
x > z, akkor a

. y+nr—=z
=——-—2>n
2 —2) —
vagy az ezzel ekvivalens
y>nxr—(2n—1)z (19)

egyenlStlenség teljesiilése esetén (ii) fenndll. Felmeriil a kérdés, hogy jobb
EV-t kapunk-e, ha a GN-jatékok osztdlydra korlatozzuk magunkat? A fele-
letet a kovetkezo tétel adja meg.

5. Tétel. A GN-jdtékok osztdlydra EV = 2.

Bizonyitds. Mivel a GN jatékok egyuttal GN-tipusu jatékok is, ezért
a 3. Tétel éllitdsa szerint EV < 2. Annak beldtdsdhoz, hogy EV > 2, azt
fogjuk megmutatni, hogy a 4. Tétel bizonyitdsaban szereplé x = l—l-%, y=0,
z =1 (n > 4 és paros) paraméterekkel adott GN-tipusu jéték egyittal egy
GN j4ték is. Ha a paramétereket behelyettesitjiik (i)-be és (19)-be, akkor
azt kapjuk, hogy

2
(=11 +2) > (1),
2
n(l+=)—-2n+1<0,
n
ami konnyen igazolhatéan fennall, ha n > 3. |

Kis n-ekre 2-nél lényegesen jobb értékeket kapunk. Kiilonésen fontos
maga a ,,klasszikus” GIN-jaték esete, amikor n = 2.

6. Tétel. A 2-személyes GN -jdtékokra EV = %
Bizonyitds. Elegendé a 3. Tétel bizonyitdsabol a b) esetet és abbdl is azt

az alesetet tekinteni, amikor t* = % > 2, mivel a bizonyitdsban azt mar

belattuk, hogy ha t* < 2, akkor EV < % < % A maximélis SW a (18)

feltétel szerint 2(y + 2z). Az SW maximumat az SCE-k halmazdn az aldbbi
L P optimélis célfliggvényértéke adja
max (z + y)p1 + 2(y + 2)p2
2ypgo + (z — )@ +2(x —y — 2)g2 <0
Qo+qa+e=1
g0, q1, g2 = 0.
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Konnyl megmutatni egyszeri behelyettesitéssel, hogy qo = 0, ¢1 = %, q2 = %
a (20) egy lehetséges megolddsa. Ebbél kapjuk az aldbbi becslést, felhasznélva
a (18) egyenl6tlenséget
2(y + 2) 2z
Fa+y)+3W+2) " F@ty 3

3
< —=.
-2

Tekintsik most az x = 1+ ¢, y = 0, z = 1 paraméterekkel definidlt G N-
jatékot, ami nyilvanvaléan kielégiti a (18) feltételt, ha e elég kicsi. Kénnyen
2 L a (20) feladat egy optimélis megol-
2
3

igazolhatd, hogy qo = 0, ¢1 = 3 =3
dasa, és a célfiiggvény értéke £(1+¢) 4 5. Az SW abszolit maximuma 2.
Igy
lim g = 2
=0 2(1+¢e)+2 27
amivel a tétel allitasat bebizonyitottuk. O

Erdekes, hogy az EV nem romlik, ha a jatékosok szamat eggyel noveljik.
7. Tétel. A 3-személyes GN -jdatékokra EV = %

Bizonyitds. Az SW maximumat az SCFE-k halmazan az aldbbi LP op-
timalis célfiiggvényértéke adja:

max (2z +y)q1 +2(z + y + 2)q2 + (3y + 62)g3

3yqo + (—2x +y +22)q1 — yg2 + (6 — 3y — 62)q3 <0, (21)
Go+q+q@+tg=1

40,91,G2,q93 > 0.

Az SW maximuma vagy 2(x + y + z) vagy 3y + 6z. Az els6 esetben g =1,
qi =0,i# 2egy SCE és EV = 1. A mésodik esetben a 2(z+y+2) < 3y+62
egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy x > z + % Mivel g5 =1, ¢; =0, i # 2
egy lehetséges megoldas, az alabbi becsléshez jutunk
BV < 3y + 62 3y + 62 _ 3y + 6z
20+2y+2z  2z+3)+2y+22  2y+4z+1

< g . (22)

Tekintstuk ismét azt a GN-jatékot, amelynek paraméterei xt = 1+ ¢, y = 0,
z = 1. Konnyen beldthatd, hogy g2 = 1, ¢; = 0, ¢ # 2 egy SCE és optimélis
megolddsa a (21) feladatnak, az optimalis célfiiggvény érték pedig 4 +2¢. Az
SW abszolit maximuma 6. fgy

3

> 1 ==
BV =lm =3 (23)

A (22)-t és (23)-at Osszevetve azt kapjuk, hogy EV = 2, ami a tétel 4llitdsa. O

Mar n = 8-tdl kezdve a (17) egyenlStlenséghdl egy ennél nagyobb alsé
korlatot (EV > 1,6) kapunk, majd ez az als6 korlat a (17) egyenlétlenség
szerint n novekedésével (paros n-eken keresztiil) monoton névekedve tart 2-
hoz.
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5 Egy példa

Van négy vallalat, amelyek koziil mindegyik donthet, hogy egy téba az ipari
vizet tisztitatlanul, vagy tisztitva ereszti be. Kétoldalu szerzodéseik van-
nak egymadssal, amelyekben megigérik, hogy a vizet tisztitjak miel6tt a téba
eresztik. Ha barmelyikiik is megszegi az igéretét, akkor biintetést kell fizetnie.
A biintetés mértéke fiigg a téba bekeriilé karos anyagok teljes mennyiségétél,
amely aranyos a szerz6dést megszegé vallalatok szaméval. fgy tehat mind-
egyik véllalat szdmdra két cselekvési lehet8ség van: tisztitani (7)) vagy nem
tisztitani a vizet (P). A hasznossigok az elérhetd nyereségb6l vezetheték le
és olyanok, hogy minden vallalat egy gyava nyul jatékot jatszik mindegyik
masikkal. Tegyiik fel, hogy a hasznossiagok az alabbi tablazatban talalhatoak.
(Az egyik vallalat a sor- a masik az oszlopjatékos.)

T P
T (6,6) (2,7)
P (7,2) (0,0)

Ebbdl egy torlodasi jaték konstrualhaté az alabbi torlédési alakkal:

vallalatok szama 1T M

1 21 6
2 14 10
3 7 14
4 0 18

Lathatjuk, hogy ez egy 4-személyes GN-jaték. Az SW maximalizdlé SCE-
ket a kovetkez6 (kisméreti) L P megolddsival kapjuk:

max 27q; + 48q2 4 63q3 + 72q4

feltéve, hogy
24q0 + 3q1 — 692 — 3g3 + 1294 <0

QO+ +et+eata=1

90, ¢1,92,93,q4 = 0.
Az optimalis megoldas: go =0, g1 =0, g2 =0, g3 = 0,8, ¢4 = 0,2 az SW =
64,8 optimélis célfiggvényértékkel. A legjobb (tiszta) NEP esetében SW =
63. Igy az SCE protokoll alkalmazésival 2,86%-os térsadalmi hasznossag
javulds érhet6 el a Nash-egyensiillyal 6sszehasonlitva.

Ennek az SCFE-nek az implementélasiara létesithetiink egy ,klub”-ot,
amelyhez barmely vallalat csatlakozhat, vagy kiviil maradhat. A csatlakozdk
visszavonhatatlanul elkctelezik magukat, hogy a klub vezetésének utasitasait
kovetik, barmi legyen is az. Miel6tt barki is belépne a klubba, a vezetdség
nyilvanossagra hozza, hogy 0,2 valdsziniisége van annak, hogy egyontetiien
minden klubtagnak tisztitani kell és 0,8 valdszinliséggel haromnak tisztitani
kell, egynek pedig nem. Hogy melyik legyen az, akinek nem kell tisztitani,
azt egy tovabbi sorsolds donti el. Logikus a szimmetridra valo tekintettel,



66 Forgé Ferenc

hogy mindegyik véllalat azonos valésziniiséggel (0,25) részesiiljon ebben a
kedvezményben. fgy végeredményben a sorsolas olyan lehet, hogy 6t cédulat
tesziink egy urndba a kovetkezd megjelolésekkel (ez a tisztitasi kotelezettségre
vonatkozik):

Valészinliség
Mindenki 0,2
Mindenki az 1. vallalat kivételével 0,2
Mindenki a 2. vallalat kivételével 0,2
Mindenki a 3. vallalat kivételével 0,2
Mindenki a 4. vallalat kivételével 0,2

)

Ez az SCFE stabil abban az értelemben, hogy ha mindenki csatlakozik a klub-
hoz, akkor egyetlen vallalat sem érdekelt abban, hogy egyediil elhagyja azt.

6 (")sszefoglalés

Megmutattuk, hogy az n-személyes, vegyes, egyszerii, kétkiszolgalds linea-
ris torlédasi jatékok egy osztdlydban, az n-személyes ,,gyava nyudl’-tipusu
jatékok korében a korreldlt egyensily egy altalanositdsa, a puha korrelalt
egyensuly még a legrosszabb esetben is biztositani tudja, hogy a tarsadalmi
jolét (a vizsgdlt modellben a jatékosok hasznossdgainak Osszege) abszolit
maximuménak legalabb a felét elérjiik, vagyis a kényszeritési érték 2. A gy&-
va nyul jatékokra, amelyek a gyava nyul tipusu jatékok egy alosztdlya és
természetes altalanositasa n jatékosra a klasszikus kétszemélyes gyava nytl
jatéknak, ugyanez a garancia vonatkozik. A két- és hdromszemélyes gydva
nyul jatékokra megmutattuk, hogy a kényszeritési érték % A puha korrelalt
egyensuly protokolljat egy kornyezetvédelmi példan illusztraltuk.

Tovébbi kutatomunkara sokféle iranyban mutatkozik lehetség. Elsosor-
ban azt érdemes megnézni, mi torténik, ha a kiszolgalohelyek szama legaldbb
3. Ebben az esetben a gyenge korreldlt egyensuly is novelheti a tarsadalmi
hasznossagot és igy lehetéség nyilik a korrelalt egyensily, a gyenge- és puha
korrelalt egyensily teljesitményének Gsszehasonlitasara, illetve annak elem-
zésére, hogy mikor melyik dltaldnositds a legmegfelelébb. A tarsadalmi hasz-
nossagot is lehetne a hasznossdgok Gsszege (utilitaridnus megkozelités) helyett
a legkisebb hasznossdggal (egalitaridnus megkozelités) definidlni és az ered-
ményeket Gsszehasonlitani. At lehet térni, megvaltoztatva a megvaltozta-
tanddkat, tarsadalmi hasznossagrol a tarsadalmi koltségekre, és ugyanazokat
a kérdéseket feltenni. fgy ,,stabilitas ara” tipusu eredményeket kaphatunk a
puha korrelalt egyenstlyra, amelyet mar kozvetlentil tudunk 6sszehasonlitani
a Nash-egyensilyra és a klasszikus korrelalt egyensilyra vonatkozo eredmé-
nyekkel. Egy masik irdny lehet a legrosszabb eset elemzés mellett az atlagos
eset vizsgalata. Ekkor a szimuldcié jon els6sorban széba, munkéat adva ezen
teriilet kutatdinak is.
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CORRELATION, CONGESTION GAMES, CHICKEN GAME

We study the class of n-person, two-facility, simple, mixed, linear congestion games
and determine how close the social welfare achievable by soft correlated equilibria
(Forgé 2010) can get to the absolute maximum of social welfare. For this purpose
we use the enforcement value (Ashlagi et al. 2008). We prove that the enforcement
value for the class of games under study is exactly 2. For the class of n-person
chicken games that form a subclass of n-person, two-facility, simple, mixed, linear
congestion games the enforcement value is also 2. For the special case n = 2
(the classical chicken game) and n = 3, however, the enforcement value is % We
illustrate the working of the protocol of soft correlated equilibrium in an example
of environmental background.

Keywords: correlated equilibrium, soft correlated equilibrium, congestion games,
chicken game, enforcement value





