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KÄOSZÄONT}O
KOML¶OSI S¶ANDOR 70 ¶EVES

Koml¶osi S¶andor 1976 ¶ota kolleg¶ank a P¶ecsi Tudom¶anyegyetem KÄozgazdas¶ag-
tudom¶anyi Kar¶an, nagy ÄorÄomÄunkre, int¶ezm¶enyÄunkn¶el tÄolti be 70-ik ¶elet¶ev¶et.
Az itt eltÄoltÄott tÄobb mint 40 ¶ev nem csak id}oben hossz¶u, munk¶aja sokoldal¶uan
hozz¶aj¶arult a kar h¶³rnev¶enek, teljes¶³tm¶eny¶enek nÄovel¶es¶ehez. El}oz}o munka-
hely¶er}ol ig¶enyes munkakult¶ur¶at hozott, a Szegedi Tudom¶anyegyetem Bolyai
Int¶ezet¶eben eltÄoltÄott n¶egy ¶ev tapasztalataib¶ol kolleg¶ai is hasznos¶³thattak, a
funkcion¶alanal¶³zis, a Neumann-algebra terÄulet¶en meg¶³rt doktori disszert¶aci¶o-
j¶anak tartalma j¶ol beilleszkedett az akkor m¶eg j¶oval matematiz¶altabb kÄozgaz-
das¶agtudom¶anyi karok kutat¶asi tev¶ekenys¶eg¶ebe. A kÄozgazdas¶agtudom¶anyi
karok akkori n¶epszer}u tudom¶anyos kutat¶asi terÄuletei kÄoz¶e tartozott az oper¶a-
ci¶okutat¶as, optimaliz¶al¶as, matematikai programoz¶as ¶es a dÄont¶estudom¶anyok,
mely terÄuletek szinte mindegyik¶eben ¯gyelemre m¶elt¶ot alkotott. A p¶ecsi ¶evek
eredm¶enyeihez tartozik m¶ar az 1983-as Mathematical Programming-ban meg-
jelent cikke a nem di®erenci¶alhat¶o pszeud¶o-konvex fÄuggv¶enyekr}ol, ¶es megtisz-
tel}o nemzetkÄozi visszhangot v¶altott ki mind az 1993-ban a European Journal
of Operational Research-ben a pszeud¶o-linearis fÄuggv¶enyek els}o- ¶es m¶asod-
rend}u karakteriz¶al¶as¶ar¶ol, mind az 1995-ben a Journal of Optimization Theory
and Applications-ben az ¶altal¶anos¶³tott monotonit¶asr¶ol ¶es konvexit¶asr¶ol meg-
¶³rt tanulm¶anya.

Tudom¶anyszervez}o munk¶aja ugyanilyen sokoldal¶u. Ki ne eml¶ekezne ka-
runk els}o nemzetkÄozi termel¶es menedzsment konferenci¶aj¶ara 1988-ban, amikor
a r¶esztvev}oket oly sok szeretettel l¶atta vend¶egÄul zeng}ov¶arkonyi otthon¶aban.
Ugyanilyen seg¶³t}ok¶esz volt kutat¶ot¶arsaival szemben is, ÄonzetlenÄul seg¶³tve min-
denkit, aki tan¶acsot k¶ert t}ole. K¶et jelent}os tudom¶anyos t¶arsas¶agnak is alap¶³t¶o
tagja. A Magyar Oper¶aci¶okutat¶asi T¶arsas¶agnak k¶es}obb alelnÄoke, a Magyar
Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶agnak pedig seg¶³t}ok¶esz tagja, mely¶ert Krek¶o B¶ela
D¶³jat is kapott, a MOK pedig Egerv¶ary Jen}o Eml¶ekd¶³jjal ismerte el a magyar
oper¶aci¶okutat¶asi eredm¶enyekhez val¶o hozz¶aj¶arul¶as¶at. Viszont tal¶an soha nem
volt annyira l¶atv¶anyos, de m¶egis nagyon jelent}os az a munka, melyet a Szigma
gazdas¶agmatematikai foly¶oirat szerkeszt}obizotts¶ag¶aban v¶egzett. Szakmai is-
meretei n¶elkÄulÄozhetetlenek voltak a szerkeszt}oi munk¶aban, ¶es seg¶³ts¶ege mindig
hozz¶aj¶arult a lap sztenderdjeinek emel¶es¶ehez.

Mivel is kÄoszÄonhetn¶enk meg Koml¶osi S¶andornak a tudom¶any teljes¶³tm¶e-
ny¶ehez val¶o hozz¶aj¶arul¶as¶at, ha nem azzal, hogy kolleg¶ai, bar¶atai Äosszefogtak a
Szigma k¶etkÄotetnyi kÄulÄonkiad¶as¶aban, hogy tisztelegjenek teljes¶³tm¶enye el}ott.

VÄorÄos J¶ozsef, vend¶egszerkeszt}o

P¶ecs, 2017 }osz
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P¶AROS ÄOSSZEHASONL¶IT¶AS M¶ATRIXOKB¶OL SZ¶AMOLT
S¶ULYVEKTOROK HAT¶EKONYS¶AGA1

BOZ¶OKI S¶ANDOR { FÄULÄOP J¶ANOS
MTA SZTAKI ¶es BCE { MTA SZTAKI ¶es ¶Obudai Egyetem

A tÄobbkrit¶erium¶u dÄont¶eshozatal m¶odszereiben gyakran alkalmaznak p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixokat, amelyekb}ol megfelel}o m¶odszerekkel az Äosszeha-
sonl¶³t¶asokban r¶eszt vev}o alternat¶³v¶akra vonatkoz¶oan egy fontoss¶agi s¶ulyvektor
nyerhet}o ki. A vektoroptimaliz¶al¶as terminol¶ogi¶aj¶at alkalmazva egy s¶ulyvektor
hat¶ekony, ha nem l¶etezik egy m¶asik olyan s¶ulyvektor, amely minden kompo-
nensben legal¶abb olyan j¶ol kÄozel¶³t, s}ot legal¶abb egy poz¶³ci¶oban szigor¶uan job-
ban. Egy s¶ulyvektor gyeng¶en hat¶ekony, ha a p¶aronk¶enti h¶anyadosokkal val¶o
kÄozel¶³t¶es nem jav¶³that¶o meg egyszerre minden diagon¶alison k¶³vÄuli poz¶³ci¶oban.
Megmutatjuk, hogy a saj¶atvektor m¶odszer sor¶an alkalmazott, a legnagyobb
saj¶at¶ert¶ekhez tartoz¶o saj¶atvektor mindig gyeng¶en hat¶ekony, viszont numeri-
kus p¶eld¶akat mutatunk arra is, hogy lehet nem hat¶ekony is. Line¶aris prog-
ramoz¶asi feladatokat vezetÄunk be annak ellen}orz¶es¶ere, hogy egy adott s¶uly-
vektor (gyeng¶en) hat¶ekony-e, ¶es ha nem az, akkor egy (er}osen) domin¶al¶o
hat¶ekony s¶ulyvektort is kapunk. Kit¶erÄunk a pcmc.online helyen el¶erhet}o,
bÄong¶esz}oben futtathat¶o Pairwise Comparison Matrix Calculator alkalmaz¶asra
is, amelyben az itt bemutatott m¶odszereket is implement¶altuk.

Kulcsszavak: tÄobbszempont¶u dÄont¶esi modellek, p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶at-
rix, hat¶ekonys¶ag, Pareto-optimalit¶as, line¶aris programoz¶as

1 Bevezet¶es

1.1 P¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok

A tÄobbszempont¶u dÄont¶esi feladatok { ld. pl. Temesi J¶ozsef [19] { egyik kulcs-
l¶ep¶ese az egyes szempontok fontoss¶agi s¶ulyainak sz¶amszer}us¶³t¶ese. A gyakor-
lati feladatokban ugyanis ritka az olyan dÄont¶esi alternat¶³va, amely minden
szempontb¶ol jobb a tÄobbin¶el. A szempontok s¶ulyoz¶asa n¶elkÄul legfeljebb sz}uk¶³-
teni lehet az alternat¶³v¶ak kÄor¶et { p¶eld¶aul azon alternat¶³v¶ak kiz¶ar¶as¶aval, ame-
lyekn¶el van (minden szerint legal¶abb olyan j¶o, ¶es legal¶abb egy szempont sze-
rint szigor¶uan) jobb alternat¶³va. A hat¶ekonys¶ag (Pareto-optimalit¶as) ¶³gy m¶ar
a dÄont¶esi folyamat els}o f¶azis¶aban is megjelenik, de a dolgozatunk kÄozponti
t¶em¶aja a dÄont¶esi folyamat egy k¶es}obbi f¶azis¶aban felmerÄul}o hat¶ekonys¶ag, a
s¶ulyvektor hat¶ekonys¶aga lesz.

Ha a dÄont¶eshoz¶o nem tudja kÄozvetlenÄul megadni a szemponts¶ulyokat
(pl. Äot szempont eset¶en 35%, 15%, 20%, 5%, 25%), akkor j¶ol alkalmazhat¶o

1Be¶erkezett: 2017. m¶arcius 11. E-mail: bozoki.sandor@sztaki.mta.hu,

fulop.janos@sztaki.mta.hu.
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egyszer}ubb k¶erd¶esek sorozat¶an keresztÄul felm¶erni a preferenci¶akat. Ezt az
alapgondolatot fejlesztette tov¶abb Saaty 1977-ben [18]. Modellj¶eben a p¶aron-
k¶enti Äosszehasonl¶³t¶asok tÄobb ¶evsz¶azados hagyom¶any¶ara ¶es gyakorlat¶ara ¶ep¶³tve
a dÄont¶eshoz¶ot egyszerre egy k¶erd¶essel szembes¶³ti: a k¶et adott szempont kÄozÄul
melyik a fontosabb ¶es h¶anyszor. Hasonl¶oan, a dÄont¶esi alternat¶³v¶ak ¶ert¶ekel¶ese,
pontoz¶asa sor¶an egy adott szempont szerint melyik alternat¶³va er}osebb, ¶es az
h¶anyszor annyi pontot ¶erdemel, mint a gyeng¶ebb. Az n ¸ 3 elem (szempont,
alternat¶³va, vagy ak¶ar szavaz¶oer}o) Äosszehasonl¶³t¶as¶ab¶ol az A n £ n-es p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixot kapjuk, amelynek minden eleme pozit¶³v, aij = 1=aji

minden 1 · i; j · n eset¶en, speci¶alisan a f}o¶atl¶oban 1-esek ¶allnak. Abban
a legink¶abb elm¶eleti esetben, amikor fenn¶all a kardin¶alis tranzitivit¶as, azaz
aijajk = aik minden i; j; k indexh¶armasra, a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixot
konzisztensnek, kÄulÄonben pedig inkonzisztensnek nevezzÄuk.

Egy, a dÄont¶eshoz¶o ¶altal kitÄoltÄott A = [aij ] p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix
ismeret¶eben megfogalmazhat¶o a s¶ulyvektor sz¶am¶³t¶as¶anak alapfeladata: ke-
ressÄuk azt a

w = (w1; w2; . . . ; wn)> 2 IRn
+

s¶ulyvektort, amelyre teljesÄul, hogy a wi=wj ar¶anyok j¶ol kÄozel¶³tik a dÄont¶eshoz¶o
¶altal megadott aij ¶ert¶ekeket. Att¶ol fÄugg}oen, hogy hogyan speci¯k¶aljuk a
j¶ol kÄozel¶³t¶est, sz¶amos s¶ulyoz¶asi m¶odszer ad¶odik. Saaty [18] az A m¶atrix
legnagyobb saj¶at¶ert¶ek¶ehez tartoz¶o jobb oldali saj¶atvektort javasolta, de a
mini;j(log aij ¡ log(wi=wj))

2; azaz a logaritmikus legkisebb n¶egyzetes c¶el-
fÄuggv¶enyt [9,10,13] minimaliz¶al¶o s¶ulyvektor is a legn¶epszer}ubb ¶es a legtÄobbet
kutatott m¶odszerek kÄoz¶e sorolhat¶o. Tov¶abbi s¶ulyoz¶asi m¶odszerek ismertet¶ese
tal¶alhat¶o Rapcs¶ak Tam¶as jegyzet¶enek [17] I.2.2. alfejezet¶eben, valamint Ko-
m¶aromi ¶Eva cikk¶eben [15]. A s¶ulyoz¶asi m¶odszereket sz¶amos alkalommal ¶es
tÄobb szempont szerint Äosszehasonl¶³tott¶ak { mi csak Bajwa, Choo ¶es Wedley
[3] tanulm¶any¶at eml¶³tjÄuk {, de a szakmai vita arr¶ol, hogy melyik m¶odszer
tekinthet}o a legjobbnak, ma is tart.

A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok inkonzisztenci¶aj¶anak m¶er¶ese szint¶en ak-
t¶³v kutat¶asi t¶ema, a hazai eredm¶enyek kÄozÄul K¶eri Gerzson gr¶afelm¶eleti meg-
kÄozel¶³t¶es¶ere [14] ¶es Poesz Attila doktori ¶ertekez¶es¶ere [16] h¶³vjuk fel az Olvas¶o
¯gyelm¶et.

A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok hagyom¶anyos alkalmaz¶asi terÄulete {
a m¶ar eml¶³tett tÄobbszempont¶u dÄont¶esi modellez¶es { mellett megeml¶³tjÄuk
Duleba Szabolcs [12] munk¶aj¶at trendek el}orejelz¶es¶ere, ¶es Csat¶o L¶aszl¶o r¶eszle-
tes ¶attekint¶es¶et [11] a rangsorol¶asi probl¶em¶akra vonatkoz¶oan.

Dolgozatunk 2. fejezet¶eben a { p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixb¶ol sz¶amolt {
s¶ulyvektor hat¶ekonys¶ag¶anak alapfogalmait ismertetjÄuk. Mivel ebben a t¶em¶a-
ban m¶eg nincs magyar nyelv}u tanulm¶any, a szok¶asosn¶al hosszabb terjedel-
met szeml¶eltet}o sz¶amp¶eld¶akkal ellens¶ulyozzuk. Az ezt kÄovet}o fejezetekben a
saj¶at eredm¶enyeinket foglaljuk Äossze, kÄulÄonÄos tekintettel a [6] publik¶aci¶oban
szerepl}okre. A hat¶ekonys¶ag ¶es a gyenge hat¶ekonys¶ag h¶arom de¯n¶³ci¶oj¶anak
ekvivalenci¶aj¶at a 3. fejezetben mutatjuk meg.
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2 A s¶ulyvektor hat¶ekonys¶aga

Ahogyan a bevezet}oben eml¶³tettÄuk, a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixb¶ol sz¶amolt
s¶ulyvektorok sz¶am¶³t¶asi m¶odjaira sz¶amos javaslat, elm¶eleti ¶es sz¶am¶³t¶asi ered-
m¶eny szÄuletett Saaty 1977-es cikk¶et kÄovet}oen. Tudom¶anytÄort¶eneti szempont-
b¶ol is ¶erdekesnek ¶es meglep}onek tartjuk, hogy kÄozel 30 ¶evnek kellett eltelnie
ahhoz, hogy a s¶ulyvektor hat¶ekonys¶ag¶anak k¶erd¶ese felmerÄuljÄon. Jelenlegi is-
mereteink szerint Blanquero, Carrizosa ¶es Conde [4] foglalkozott el}oszÄor e
probl¶em¶aval. Adott A = [aij ]i;j=1;...;n p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix eset¶en
a s¶ulyvektor sz¶am¶³t¶asa egy olyan tÄobbc¶el¶u optimaliz¶al¶asi feladat, amelynek
c¶elfÄuggv¶enyei a minimaliz¶aland¶o jxi=xj ¡ aij j, 1 · i 6= j · n fÄuggv¶enyek,
Äosszesen n2 ¡ n darab.

min
x2IRn

++

¯̄
¯xi

xj
¡ aij

¯̄
¯
1·i 6=j·n

: (1)

Legyen w = (w1; w2; . . . ; wn)> egy pozit¶³v s¶ulyvektor.

De¯n¶³ci¶o. A w s¶ulyvektor hat¶ekony, ha nem l¶etezik olyan w0 = (w0
1; w

0
2,

. . ., w0
n)> s¶ulyvektor, hogy

¯̄
¯aij ¡ w0

i

w0
j

¯̄
¯ ·

¯̄
¯aij ¡ wi

wj

¯̄
¯ minden 1 · i; j · n eset¶en, ¶es (2)

¯̄
¯ak` ¡ w0

k

w0
`

¯̄
¯ <

¯̄
¯ak` ¡ wk

w`

¯̄
¯ valamely 1 · k; ` · n eset¶en. (3)

Ha a w s¶ulyvektor nem hat¶ekony, azaz l¶etezik egy w0 s¶ulyvektor a (2){(3)
tulajdons¶agokkal, akkor azt mondjuk, hogy w0 domin¶alja w-t. A dominancia
tranzit¶³v rel¶aci¶o.

Egy hat¶ekony s¶ulyvektort teh¶at nem lehet domin¶alni, azaz megjav¶³tani
¶ugy, hogy legal¶abb egy poz¶³ci¶oban jobban kÄozel¶³tse a dÄont¶eshoz¶o ¶altal meg-
adott ¶ert¶eket, mikÄozben egyetlen m¶as poz¶³ci¶oban sem keletkezik rosszabb
kÄozel¶³t¶es.

A de¯n¶³ci¶ob¶ol kÄovetkezik, hogy egy s¶ulyvektor hat¶ekonys¶aga nem fÄugg a
normaliz¶al¶ast¶ol, azaz a w ¶es a cw s¶ulyvektorok egyszerre hat¶ekonyak vagy
nem hat¶ekonyak b¶armely c > 0 eset¶en. Ennek az ¶eszrev¶etelnek a k¶es}obbiekben
szerepe lesz, mert egy nem hat¶ekony s¶ulyvektor ¶es egy }ot domin¶al¶o s¶ulyvektor
Äosszehasonl¶³t¶as¶at nem felt¶etlenÄul kÄonny¶³ti meg, ha mindketten 1-re normali-
z¶altak, azaz a komponensek Äosszege 1.

P¶elda. TekintsÄuk az al¶abbi 4 £ 4-es p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixot ¶es
annak w saj¶atvektor¶at:

A =

0
B@

1 2 7 9
1=2 1 2 8
1=7 1=2 1 7
1=9 1=8 1=7 1

1
CA ; w =

0
B@

0:562646
0:260697
0:141195
0:035463

1
CA ; w0 =

0
B@

0:562646
0:281323
0:141195
0:035463

1
CA :
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Ahhoz, hogy a w saj¶atvektor nem hat¶ekonys¶ag¶ara r¶amutassunk, elegend}o
mutatni egy }ot domin¶al¶o w0 s¶ulyvektort. EsetÄunkben legyen w0

2 := w1=2 =
0:281323; w0

i := wi; i = 1; 3; 4: A w0 s¶ulyvektor ugyan nem 1-re normaliz¶alt,
de a kor¶abbiak szerint ennek nincs jelent}os¶ege.

A w saj¶atvektorb¶ol, valamint a w0 s¶ulyvektorb¶ol k¶epzett

·
wi

wj

¸
=

0
B@

1 2:1582 3:9849 15:866
0:4633 1 1:8464 7:3513
0:2509 0:5416 1 3:9815
0:0630 0:1360 0:2512 1

1
CA ;

"
w0

i

w0
j

#
=

0
B@

1 2 3:9849 15:866
0:5 1 1:9924 7:9329

0:2509 0:5019 1 3:9815
0:0630 0:1261 0:2512 1

1
CA ;

konzisztens p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok mutatj¶ak, hogy a (2) egyenl}otlen-
s¶eg minden 1 · i; j · 4 indexp¶arra teljesÄul, a (3) szigor¶u egyenl}otlens¶eg pedig
a (k; `) 2 f(1; 2); (2; 1); (2; 3); (2; 4); (3; 2); (4; 2)g indexp¶arokra. A k = 1; ` = 2

indexp¶ar eset¶en p¶eld¶aul jw0
1

w0
2
¡a12j = j2¡2j = 0 < jw1

w2
¡a12j = j2:1582¡2j =

0:1582:

MegjegyezzÄuk, hogy els}ok¶ent Blanquero, Carrizosa ¶es Conde [4, 3. fejezet]
mutatott p¶eld¶at arra, hogy a saj¶atvektor nem hat¶ekony. Szint¶en }ok de¯ni¶al-
t¶ak a s¶ulyvektor lok¶alis hat¶ekonys¶ag¶at az al¶abbiak szerint.

De¯n¶³ci¶o. A w s¶ulyvektor lok¶alisan hat¶ekony, ha van olyan V (w) kÄornyezet,
amelyben egyetlen w0 = (w0

1; w
0
2; . . . ; w

0
n)> s¶ulyvektorra sem teljesÄul, hogy

¯̄
¯aij ¡ w0

i

w0
j

¯̄
¯ ·

¯̄
¯aij ¡ wi

wj

¯̄
¯ minden 1 · i; j · n eset¶en, ¶es

¯̄
¯ak` ¡ w0

k

w0
`

¯̄
¯ <

¯̄
¯ak` ¡ wk

w`

¯̄
¯ valamely 1 · k; ` · n eset¶en.

A hat¶ekonys¶ag harmadik v¶altozat¶at Boz¶oki S¶andor [5] de¯ni¶alta.

De¯n¶³ci¶o. A w s¶ulyvektor belÄulr}ol hat¶ekony, ha nem l¶etezik olyan w0 =
(w0

1; w
0
2; . . . ; w

0
n)> s¶ulyvektor, hogy

aij · wi

wj
=) aij · w0

i

w0
j

· wi

wj

aij ¸ wi

wj
=) aij ¸ w0

i

w0
j

¸ wi

wj

9
>>=
>>;

minden 1 · i; j · n eset¶en, ¶es (4)

ak` · wk

w`
=) w0

k

w0
`

<
wk

w`

ak` ¸ wk

w`
=) w0

k

w0
`

>
wk

w`

9
>>=
>>;

valamely 1 · k; ` · n eset¶en. (5)
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A bels}o hat¶ekonys¶ag mÄogÄotti intu¶³ci¶o az, hogy ha p¶eld¶aul a dÄont¶eshoz¶o
¶altal adott m¶atrixelem 4, amit egy adott s¶ulyvektor felÄulbecsÄul, mondjuk 6-
tal, akkor minden 4 ¶es 6 kÄozÄotti ¶ert¶eket jobb kÄozel¶³t¶esnek tekintÄunk, mint
a 6, ugyanakkor nem foglalkozunk a 4 alatti becsl¶esek min}os¶³t¶es¶evel. M¶³g a
hat¶ekonys¶ag de¯n¶³ci¶oj¶aban a 3 is jobban kÄozel¶³ti a 4-et, mint a 6, a bels}o
hat¶ekonys¶ag de¯n¶³ci¶oja kiz¶ar¶olag a 4 ¶es 6 kÄozÄotti kÄozel¶³t¶eseket engedi meg.

VegyÄuk ¶eszre, hogy az el}oz}o p¶eld¶aban szerepl}o w0 s¶ulyvektor nemcsak
domin¶alja w-t, hanem belÄulr}ol domin¶alja: az (5) szigor¶u egyenl}otlens¶egek a
2. sor, ill. oszlop f}o¶atl¶on k¶³vÄuli elemeire teljesÄulnek.

P¶elda. Az el}oz}o p¶elda folytat¶asak¶ent ¶erdemes megvizsg¶alni a

w00 =

0
B@

0:562646
0:283701
0:141195
0:035463

1
CA

s¶ulyvektort is. A

"
w00

i

w00
j

#
=

0
B@

1 1:9832 3:9849 15:866
0:5042 1 2:0093 8
0:2509 0:4977 1 3:9815
0:0630 0:125 0:2512 1

1
CA

szeml¶elteti, hogy a w00 s¶ulyvektor is domin¶alja w-t, de nem belÄulr}ol.

A de¯n¶³ci¶okb¶ol kÄovetkezik, hogy egy hat¶ekony s¶ulyvektor egy¶uttal lo-
k¶alisan ¶es belÄulr}ol is hat¶ekony. Blanquero, Carrizosa ¶es Conde [4] pedig
megmutatta, hogy a hat¶ekonys¶ag ¶es a lok¶alis hat¶ekonys¶ag ekvivalensek. Az
al¶abbi ¶all¶³t¶as alapj¶an a bels}o hat¶ekonys¶ag is ekvivalens a hat¶ekonys¶aggal.

¶All¶³t¶as. A w s¶ulyvektor akkor ¶es csak akkor hat¶ekony, ha belÄulr}ol hat¶ekony.

Bizony¶³t¶as. Amint azt tiszt¶aztuk, elegend}o azt bel¶atni, hogy ha a w
s¶ulyvektor nem hat¶ekony, akkor belÄulr}ol sem hat¶ekony. A hat¶ekonys¶ag ¶es a
lok¶alis hat¶ekonys¶ag ekvivalenci¶aja szerint ekkor w lok¶alisan sem hat¶ekony,
azaz w tetsz}oleges U(w) kÄornyezet¶eben l¶etezik olyan w0 2 U(w) s¶ulyvektor,
ami domin¶alja w-t. Egy kell}oen sz}uk U(w) kÄornyezetben azonban

aij <
wi

wj
=) aij <

w0
i

w0
j

· wi

wj
;

aij >
wi

wj
=) aij >

w0
i

w0
j

¸ wi

wj
;

aij =
wi

wj
=) aij =

w0
i

w0
j

=
wi

wj
;

(6)

amib}ol kÄovetkezik, hogy w belÄulr}ol nem hat¶ekony. 2

KÄovetkezm¶eny. A hat¶ekonys¶ag, a lok¶alis hat¶ekonys¶ag ¶es a bels}o hat¶e-
konys¶ag ekvivalensek.
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Blanquero, Carrizosa ¶es Conde [4, Remark 12], valamint Conde ¶es P¶erez
[8, Theorem 2.2] a hat¶ekonys¶ag gyenge v¶altozat¶at is de¯ni¶alta.

De¯n¶³ci¶o. A w s¶ulyvektor gyeng¶en hat¶ekony, ha nem l¶etezik olyan w0 =
(w0

1; w
0
2; . . . ; w

0
n)> s¶ulyvektor, hogy

¯̄
¯̄
¯aij ¡ w0

i

w0
j

¯̄
¯̄
¯ <

¯̄
¯̄aij ¡ wi

wj

¯̄
¯̄ minden 1 · i 6= j · n eset¶en. (7)

Ha a w ¶es w0 s¶ulyvektorokra teljesÄulnek a (7) egyenl}otlens¶egek, akkor azt
mondjuk, hogy w0 szigor¶uan domin¶alja w. A szigor¶u dominancia is tranzit¶³v.
A de¯n¶³ci¶okb¶ol kÄovetkezik, hogy minden hat¶ekony s¶ulyvektor egy¶uttal gyen-
g¶en hat¶ekony is, ugyanakkor nem minden gyeng¶en hat¶ekony s¶ulyvektor ha-
t¶ekony.

P¶elda. RÄogz¶³tsÄuk az

A =

0
@

1 2 4
1=2 1 2
1=4 1=2 1

1
A

p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixot. Ekkor a

w =

0
@

9
3
1

1
A

s¶ulyvektor nem gyeng¶en hat¶ekony, mert a

w0 =

0
@

4
2
1

1
A

s¶ulyvektorb¶ol k¶epzett
h

w0
i

w0
j

i
konzisztens p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix minden

diagon¶alison k¶³vÄuli poz¶³ci¶oban szigor¶uan jobban kÄozel¶³ti az A elemeit, mint
a

·
wi

wj

¸
=

0
@

1 3 9
1=3 1 3
1=9 1=3 1

1
A

m¶atrix. A p¶eld¶aban r¶aad¶asul
h

w0
i

w0
j

i
= A, teh¶at minden m¶atrixelem kÄozel¶³t¶ese

tÄok¶eletes, de ez ¶altal¶aban nem szÄuks¶egszer}u.

Amint azt kor¶abban l¶attuk, a saj¶atvektor nem mindig hat¶ekony. Megmu-
tathat¶o azonban, hogy mindig gyeng¶en hat¶ekony.

T¶etel ([6, 2. fejezet]). A saj¶atvektor gyeng¶en hat¶ekony.
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3 A hat¶ekonys¶ag ¶es a gyenge hat¶ekonys¶ag ek-
vivalens de¯n¶³ci¶oi

A hat¶ekony esethez hasonl¶oan a lok¶alian ¶es a belÄulr}ol gyeng¶en hat¶ekony pon-
tokat is lehet explicit m¶odon, feladatspeci¯kusan de¯ni¶alni.

JelÄolje E, EL ¶es EI a hat¶ekony, lok¶alisa hat¶ekony ¶es belÄulr}ol hat¶ekony
megold¶asok halmaz¶at. Hasonl¶oan, jelÄolje WE, WEL ¶es WEI a gyeng¶en hat¶e-
kony, lok¶alisan gyeng¶en hat¶ekony ¶es belÄulr}ol gyeng¶en hat¶ekony megold¶asok
halmaz¶at.

A gyenge hat¶ekonys¶ag de¯n¶³ci¶oja alapj¶an

WE = fw > 0 j nincsen olyan w0 > 0; amelyre (7) teljesÄulneg :

Hasonl¶o m¶odon

WEL = fw > 0 j van olyan U(w) kÄornyezet, hogy

nincsen w0 2 U(w); amelyre (7) teljesÄulneg

¶es

WEI = fw > 0 j nincsen olyan w0 > 0; amelyre az teljesÄulne, hogy

aij · wi

wj
=) aij · w0

i

w0
j

<
wi

wj
8 1 · i 6= j · n;

aij ¸ wi

wj
=) aij ¸ w0

i

w0
j

>
wi

wj
8 1 · i 6= j · ng :

A fenti ÄosszefÄugg¶esekb}ol azonnal kÄovetkezik, hogy ha egy adott w > 0
eset¶en van olyan (k; `); k 6= ` indexp¶ar, hogy ak` = wk

w`
, akkor w 2 WE,

w 2 WEL ¶es w 2 WEI .
Nyilv¶anval¶o, hogy E µ WE, EL µ WEL ¶es EI µ WEI . Megmutatjuk,

hogy E = EL = EI ¶es WE = WEL = WEI is teljesÄul. Ez azt jelenti, hogy
a h¶arom de¯n¶³ci¶o ekvivalens az er}osebb ¶es a gyeng¶ebb hat¶ekonys¶ag eset¶en
egyar¶ant. A sz¶amp¶eld¶ak viszont arr¶ol tan¶uskodnak, hogy E 6= WE.

VezessÄuk be az fij : IRn
++ ! IR; i; j = 1; . . . ; n fÄuggv¶enyeket az al¶abbi

m¶odon:

fij(x) =

¯̄
¯̄ xi

xj
¡ aij

¯̄
¯̄ ; i; j = 1; . . . ; n :

Adott w > 0 eset¶en jelÄolje D(w) a w pontot domin¶al¶o pontok halmaz¶at,
azaz

D(w) = fx > 0 j fij(x) · fij(w) minden i 6= j eset¶en, ¶es

fk`(x) < fk`(w) valamely k 6= ` eset¶eng :

Hasonl¶ok¶eppen, jelÄolje SD(w) a w pontot er}osen domin¶al¶o pontok hal-
maz¶at, azaz

SD(w) = fx > 0 j fij(x) < fij(w) minden i 6= j eset¶eng :
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KÄonnyen l¶athat¶o, hogy ha SD(w) 6= ;, akkor SD(w) = int(D(w)) ¶es
cl(SD(w)) = cl(D(w)), ahol int ¶es cl egy adott halmaz bels}o pontjait, illetve
lez¶artj¶at jelÄoli.

¶All¶³t¶as. D(w) ¶es SD(w) konvex halmazok, ¶es ha valamelyikÄuk nem Äures,
akkor w a halmaz hat¶ar¶an fekszik.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶ast az egyszer}ubb SD(w) esettel kezdjÄuk. KÄonnyen
l¶athat¶o, hogy

x 2 SD(w) ()
¯̄
¯̄ xi

xj
¡ aij

¯̄
¯̄ < fij(w) 8 i 6= j

() xi

xj
¡ aij < fij(w); ¡xi

xj
+ aij < fij(w) 8 i 6= j

() xi + (¡aij ¡ fij(w))xj < 0; ¡xi + (aij ¡ fij(w))xj < 0;
8 i 6= j

Azon pontok halmaza, amelyek eleget tesznek az ut¶obbi szigor¶u egyenl}otlen-
s¶egek rendszer¶enek v¶eges sz¶am¶u ny¶³lt f¶elt¶er metszete, teh¶at egy ny¶³lt konvex
halmaz. Ugyanakkor x = w eset¶en a fenti line¶aris egyenl}otlens¶egek egyenl}o-
s¶egk¶ent teljesÄulnek, ¶³gy w a SD(w) halmaz hat¶ar¶an fekszik, m¶ar amennyiben
az nem Äures.

Hasonl¶o ¶atrendez¶esek ut¶an azt kapjuk, hogy

x 2 D(w)() xi + (¡aij ¡ fij(w))xj · 0; ¡xi + (aij ¡ fij(w))xj · 0 8 i 6= j; ¶es (8)

xk + (¡ak` ¡ fk`(w))x` < 0; ¡xk + (ak` ¡ fk`(w))x` < 0 valamely
k 6= ` eset¶en. (9)

Megmutatjuk, hogy D(w) konvex halmaz. Legyen y 6= z 2 D(w), 0 < ¸ < 1
¶es x̂ = ¸y + (1 ¡ ¸)z. A (8) line¶aris egyenl}otlens¶egei teljesÄulnek az x̂;y ¶es z
pontokban.

JelÄoljÄon (k̂; ^̀); k̂ 6= ^̀egy olyan indexp¶art, amelyre (9) is teljesÄul az x = y

pontban. Ekkor x = x̂ eset¶en (9) szint¶en teljesÄul a (k̂; ^̀) indexp¶arra. Ebb}ol
azonnal kÄovetkezik x̂ 2 D(w) ¶es D(w) konvexit¶asa.

Az x = w pontra (8) egyenl}os¶egk¶ent teljesÄul. ¶Igy w 62 D(w), de w a
D(w) egy hat¶arpontja, ha a halmaz nem Äures. 2

¶All¶³t¶as. E = EL = EI ¶es WE = WEL = WEI .

Bizony¶³t¶as. Nyilv¶an

E = fw > 0 j D(w) = ;g ;

EL = fw > 0 j D(w) \ U(w) = ;g ;

ahol U(w) egy megfelel}oen kis kÄornyezet w kÄorÄul, ¶es

EI = fw > 0 j D(w) \ VI(w) = ;g ;
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ahol VI(w) = fx > 0 j aij · xi

xj
· wi

wj
ha aij · wi

wj
; 8i 6= j, illetve aij ¸ xi

xj
¸

wi

wj
ha aij ¸ wi

wj
; 8i 6= jg egy a w pontot tartalmaz¶o konvex halmaz.

Ha w 2 E, akkor D(w) = ;, ¶³gy w 2 EL ¶es w 2 EI , kÄovetkez¶esk¶eppen
E µ EL ¶es E µ EI .

Megmutatjuk, hogy EL µ E is teljesÄul. Legyen w 2 EL, ¶es tegyÄuk fel,
hogy w 62 E, azaz D(w) 6= ;. Legyen x̂ 2 D(w). Mivel w a D(w) konvex
halmaz egy hat¶arpontja, ez¶ert az [x̂;w) f¶elig ny¶³lt szakasz minden pontja a
D(w) halmazban fekszik. Azonban [x̂;w) azon pontjai, amelyek el¶eg kÄozel
vannak a w-hez, benne vannak U(w)-ben is. Ez ellentmond a w 2 EL

feltev¶esnek. mivel D(w)\U(w) 6= ;. Teh¶at w 2 E, ¶³gy EL µ E, ebb}ol pedig
EL = E kÄovetkezik.

Az EI µ E bizony¶³t¶asa hasonl¶o. Legyen w 2 EI , ¶es tegyÄuk fel, hogy
w 62 E. Legyen x̂ 2 D(w). Ha aij = wi

wj
, akkor aij = xi

xj
minden x 2 [x̂;w]

eset¶en. Ha aij < wi

wj
, akkor aij < xi

xj
< wi

wj
a w-hez el¶eg kÄozel fekv}o x 2 [x̂;w]

pontok eset¶en. Hasonl¶o teljesÄul aij > wi

wj
eset¶en, csak ellenkez}o el}ojellel.

Ebb}ol [x̂;w) \ D(w) \ VI(w) 6= ; ad¶odik, ez pedig ¶ujra ellentmond¶as. KÄo-
vetkez¶esk¶eppen EI µ E, ¶³gy EI = E .

A WE = WEL = WEI bizony¶³t¶asa teljesen hasonl¶o, egyszer}uen az SD(w)
halmazt kell haszn¶alni a D(w) helyett. A bizony¶³t¶as h¶atralev}o r¶esz¶et ¶³gy az
Olvas¶ora b¶³zzuk. 2

4 Hat¶ekonys¶agi teszt ¶es hat¶ekony domin¶al¶o
s¶ulyvektor keres¶ese line¶aris programoz¶as se-
g¶³ts¶eg¶evel

Mint kor¶abban is, legyen adott egy A = [aij ]i;j=1;...;n p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
m¶atrix ¶es egy w = (w1; w2; . . . ; wn)> pozit¶³v s¶ulyvektor. El}oszÄor egy line¶aris
programoz¶as feladatot ¶all¶³tunk fel annak ellen}orz¶es¶ere, hogy vajon w hat¶e-
kony megold¶asa-e az (1) feladatnak. Ezut¶an, ha az derÄul ki, hogy w nem hat¶e-
kony, megmutatjuk, hogy a line¶aris programoz¶asi feladat optim¶alis megold¶asa
olyan hat¶ekony vektor, amely belÄulr}ol domin¶alja a w vektort.

TekintsÄuk a bels}o hat¶ekonys¶ag de¯n¶³ci¶oj¶aban szerepl}o (4) kett}os egyen-
l}otlens¶egeket. Minden pozit¶³v x = (x1; x2; . . . ; xn)> s¶ulyvektor eset¶en

aij · xi
xj

·
(<)

wi
wj

()
³
aijxj
xi

· 1; xi
xj

wj
wi

·
(<)
1
´

()
³
aijxj
xi

· 1; xi
xj

wj
wi

1

tij
· 1 valamely 0 < tij ·

(<)
1 eset¶en

´
;

(10)
¶es

aij ¸ xi
xj

¸
(>)

wi
wj

()
³
xi
aijxj

· 1; xj
xi

wi
wj

¸
(>)
1
´

()
³
xi
aijxj

· 1; xj
xi

wi
wj

1

tij
· 1 valamely 0 < tij ¸

(>)
1 eset¶en

´
;

(11)
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¶es
aij =

xi

xj
() xi

aijxj
= 1 : (12)

A fenti ÄosszefÄugg¶esek alapj¶an ¶all¶³tjuk Äossze a kÄovetkez}o optimaliz¶al¶asi
feladatot. Legyen

I =
n
(i; j) j aij <

wi

wj

o
;

J =
n

(i; j) j aij =
wi

wj
; i < j

o
:

Ha az I indexhalmaz Äures, akkor az A m¶atrix konzisztens. Ebben az esetben
a w s¶ulyvektor hat¶ekony ¶es jJ j = n(n¡1)=2. A tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy
I nem Äures. A J indexhalmazra vonatkoz¶oan nem ¶elÄunk hasonl¶o feltev¶essel.

min
Y

(i;j)2I

tij

xj

xi
aij · 1 8 (i; j) 2 I;

xi

xj

wj

wi

1

tij
· 1 8 (i; j) 2 I;

0 < tij · 1 8 (i; j) 2 I;

aji
xi

xj
= 1 8 (i; j) 2 J;

x1 = 1 :

(13)

A feladat v¶altoz¶oi xi > 0; 1 · i · n ¶es tij ; (i; j) 2 I:

¶All¶³t¶as. A (13) optimaliz¶al¶asi feladat optimum¶ert¶eke legfeljebb 1, ¶es pon-
tosan akkor 1, ha a w s¶ulyvektor az (1) tÄobbc¶el¶u optimaliz¶al¶asi feladat hat¶e-

kony megold¶asa. JelÄolje (x¤; t¤) 2 IRn+jIj
+ a (13) feladat optim¶alis megold¶as¶at.

Ha w nem hat¶ekony, akkor az x¤ s¶ulyvektor hat¶ekony ¶es belÄulr}ol domin¶alja
a w vektort.

Bizony¶³t¶as. A (10){(12) felt¶eteleket egyszer}u ¶atrendez¶essel kaphatjuk
meg. Nyilv¶anval¶o, hogy (10) xi

xj

wj

wi
· 1 akkor ¶es csak akkor teljesÄul, ha

l¶etezik olyan 0 < tij·1 skal¶ar, hogy xi

xj

wj

wi

1
tij

· 1. R¶aad¶asul a szigor¶u egyen-

l}otlens¶egek egyszerre teljesÄulnek a k¶et oldalon. A (11) indokl¶asa hasonl¶o, a
(12) pedig evidens.

A (13) feladatban csak az I ¶es J halmazok indexp¶arjaihoz tartoz¶o felt¶ete-
lek jelennek meg. A reciprocit¶asi tulajdons¶ag miatt a tÄobbi hasonl¶o felt¶etel
redund¶ans. El}oszÄor azt mutatjuk meg, hogy a (13) feladat megengedett hal-
maza nem Äures ¶es kompakt. Mivel a c¶elfÄuggv¶eny folytonos, azt kapjuk, hogy
a (13) feladatnak van v¶eges optimum¶ert¶eke ¶es optim¶alis megold¶asa.

A (13) feladatnak van megengedett megold¶asa, p¶eld¶aul x = 1
w1

w ¶es tij =
1; 8 (i; j) 2 I teljes¶³ti a felt¶eteleket. Az x1 = 1 normaliz¶al¶asi felt¶etel miatt
a tÄobbi xi, i 6= 1 v¶altoz¶onak pozit¶³v als¶o ¶es fels}o korl¶atja van a megengedett
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tartom¶anyon. Ezt ¶ugy kapjuk, hogy minden i 6= 1 eset¶en (i; 1) ¶es (1; i)
kÄozÄul egy mindenk¶eppen az I [ J indexhalmaz eleme. A negyedik felt¶etel
rÄogz¶³ti xi ¶ert¶ek¶et, az els}o ¶es m¶asodik felt¶etelb}ol pedig pozit¶³v als¶o ¶es fels}o
korl¶at sz¶amolhat¶o ki r¶a vonatkoz¶oan. Mivel az x komponensei pozit¶³v als¶o
¶es fels}o korl¶attal rendelkeznek, a m¶asodik felt¶etelb}ol pozit¶³v als¶o korl¶atok
hat¶arozhat¶ok meg a tij; (i; j) 2 I v¶altoz¶okra is.

A c¶elfÄuggv¶eny w bels}o hat¶ekonys¶aga tesztel¶es¶ere szolg¶al. ¶Ert¶eke nem lehet
nagyobb, mint 1. Ha ¶ert¶eke kisebb, mint 1, akkor l¶etezik olyan (i0; j0) index-
p¶ar, amelyre

xi0

xj0

wj0

wi0
· ti0j0 < 1, ¶³gy

xi0

xj0
<

wi0

wj0
teljesÄul. Ebb}ol, valamint a

(10) ¶es (13) ekvivalens alakjaib¶ol kapjuk, hogy x belÄulr}ol domin¶alja a w vek-
tort. Ford¶³tva, tegyÄuk fel, hogy x belÄulr}ol domin¶alja a w vektort. KÄonnyen
l¶athat¶o, hogy az x normaliz¶alt vektor ¶es a tij = xi

xj

wj

wi
; (i; j) 2 I kom-

ponensek (13) megengedett megold¶as¶at alkotj¶ak. R¶aad¶asul, minden olyan
(i0; j0) indexp¶arra, amelyre a bels}o dominancia miatt

xi0

xj0
<

wi0

wj0
teljesÄul,

fenn¶all ti0j0 < 1 is. Ez¶ert a tekintett megengedett megold¶as c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶eke
kisebb, mint 1, teh¶at az optimum¶ert¶ek szint¶en kisebb, mint 1.

Azzal az esettel kell m¶eg foglalkoznunk, amikor a w vektorr¶ol az derÄul
ki, hogy nem hat¶ekony. Nyilv¶anval¶o, hogy a (13) feladat (x¤; t¤) optim¶alis

megold¶as¶anak x-r¶esze belÄulr}ol domin¶alja a w vektort, ¶es t¤ij = x¤
i

x¤
j

wj

wi
minden

(i; j) 2 I eset¶en. TegyÄuk fel, hogy x¤ nem hat¶ekony. Ekkor van olyan ¹x
vektor, amely belÄulr}ol domin¶alja }ot. Ekkor aij = ¹xi

¹xj
; 8(i; j) 2 J , tov¶abb¶a

aij · ¹xi

¹xj
· x¤

i

xj
¤ · wi

wj
; 8(i; j) 2 I ¶es l¶etezik legal¶abb egy olyan (i0; j0) 2 I

indexp¶ar, amelyn¶el a m¶asodik egyenl}otlens¶eg szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent tel-
jesÄul. Legyen ¹tij = ¹xi

¹xj

wj

wi
; 8(i; j) 2 I. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a normaliz¶al¶as

ut¶an (¹x;¹t) a (13) megengedett megold¶asa. Azonban most ¹tij · t¤ij; 8(i; j) 2 I
¶es ¹ti0j0 < t¤i0j0

. Ebb}ol azt kapjuk, hogy a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke az (¹x;¹t) pontban
kisebb, mint az (x¤; t¤) pontban. Ez ellentmond annak, hogy (x¤; t¤) a (13)
feladat optim¶alis megold¶asa. KÄovetkez}oleg, x¤ hat¶ekony megold¶as. 2

B¶ar (13) egy nemline¶aris optimaliz¶al¶asi feladat, egy ekvivalens line¶aris op-
timaliz¶al¶asi feladatt¶a alak¶³that¶o ¶at. Legyen yi = log xi; vi = log wi; 1 · i ·
n; sij = ¡ log tij ; (i; j) 2 I ; ¶es bij = log aij; 1 · i; j · n. A szigor¶uan mono-
ton nÄovekv}o logaritmus fÄuggv¶enyt alkalmazva a c¶elfÄuggv¶enyre ¶es a felt¶etelek
k¶et oldal¶ara, a kÄovetkez}o ekvivalens line¶aris optimaliz¶al¶asi feladatot kapjuk:

min
X

(i;j)2I

¡sij

yj ¡ yi · ¡bij 8 (i; j) 2 I;

yi ¡ yj + sij · vi ¡ vj 8 (i; j) 2 I;

yi ¡ yj = bij 8 (i; j) 2 J;

sij ¸ 0 8 (i; j) 2 I;

y1 = 0 :

(14)

A feladat v¶altoz¶oi yi; 1 · i · n ¶es sij ¸ 0; (i; j) 2 I:



14 Boz¶oki S¶andor { FÄulÄop J¶anos

T¶etel. A (14) line¶aris programoz¶asi feladat optimum¶ert¶eke legfeljebb 0, ¶es
pontosan akkor 0, ha a w s¶ulyvektor az (1) tÄobbc¶el¶u optimaliz¶al¶asi feladat
hat¶ekony megold¶asa. JelÄolje (y¤; s¤) 2 IRn+jIj a (14) feladat optim¶alis megol-
d¶as¶at. Ha w nem hat¶ekony, akkor az exp(y¤) s¶ulyvektor hat¶ekony ¶es belÄulr}ol
domin¶alja a w vektort.

A (14) line¶aris programoz¶asi feladatot a Pairwise Comparison Matrix Cal-
culator programunkban implement¶altuk. A pcmc.online c¶³men el¶erhet}o,
bÄong¶esz}ob}ol kÄozvetlenÄul futtathat¶o kÄornyezetben szabadon tesztelhet}o a s¶uly-
vektorok hat¶ekonys¶aga, ¶es ha az adott s¶ulyvektor nem hat¶ekony, akkor egy
}ot belÄulr}ol domin¶al¶o hat¶ekony s¶ulyvektor is tal¶altatik.

5 Gyenge hat¶ekonys¶agi teszt ¶es gyeng¶en hat¶e-
kony domin¶al¶o s¶ulyvektor keres¶ese line¶aris
programoz¶as seg¶³ts¶eg¶evel

A gyenge hat¶ekonys¶ag ellen}orz¶ese ¶es egy domin¶al¶o gyeng¶en hat¶ekony domin¶al¶o
vektor keres¶ese a hat¶ekony esethez hasonl¶oan tÄort¶enik. TekintsÄunk egy w > 0
vektort. Nyilv¶an ha J 6= ;, azaz ha fij(w) = 0 valamely i 6= j indexp¶ar
eset¶en, akkor w 2 WE, ¶³gy m¶aris k¶eszen vagyunk a gyenge hat¶ekonys¶ag
ellen}orz¶es¶evel.

Most a J = ; esetet vizsg¶aljuk meg. Ekkor jIj = n(n ¡ 1)=2. ¶Ime n¶eh¶any
ekvivalens alak az er}os nem-hat¶ekonys¶agra vonatkoz¶oan. Minden (i; j) 2 I
eset¶en

aij · xi

xj
<

wi

wj
()

³aijxj

xi
· 1;

xi

xj

wj

wi
< 1

´

()
³aijxj

xi
· 1;

xi

xj

wj

wi

1

t
· 1; 0 < t < 1

´
:

(15)

A (15) utols¶o alakja alapj¶an fel¶all¶³thatjuk a (13) feladat egy m¶odos¶³t¶as¶at
is, megfelel}oen adapt¶alva azt a gyenge hat¶ekonys¶ag eset¶ere.

min t
xj

xi
aij · 1 8 (i; j) 2 I;

xi

xj

wj

wi

1

t
· 1 8 (i; j) 2 I;

0 < t · 1

x1 = 1 :

(16)

A feladat v¶altoz¶oi xi > 0, 1 · i · n ¶es t.

¶All¶³t¶as. A (16) optimaliz¶al¶asi feladat optimum¶ert¶eke legfeljebb 1, ¶es pon-
tosan akkor 1, ha a w s¶ulyvektor az (1) tÄobbc¶el¶u optimaliz¶al¶asi feladat gyeng¶en
hat¶ekony megold¶asa. JelÄolje (x¤; t¤) 2 IRn+1

+ a (16) optim¶alis megold¶as¶at.
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Ha a w er}osen nem-hat¶ekony, akkor az x¤ s¶ulyvektor gyeng¶en hat¶ekony ¶es
szigor¶uan belÄulr}ol domin¶alja a w vektort.

Bizony¶³t¶as. Az ¶all¶³t¶asok az el}oz}o fejezet ¶all¶³t¶as¶anak bizony¶³t¶as¶ahoz ha-
sonl¶oan igazolhat¶ok. Az ottani indokl¶ast haszn¶alva itt is, kÄonnyen megmu-
tathat¶o, hogy (16) megengedett halmaza nem Äures, valamint pozit¶³v als¶o
¶es fels}o korl¶at hat¶arozhat¶o meg minden v¶altoz¶ora. Teh¶at a (16) feladatnak
szint¶en van optim¶alis megold¶asa ¶es egy v¶eges t¤ · 1 optimum¶ert¶eke.

Ha t¤ < 1, akkor xi

xj

wj

wi
· t¤ < 1 minden i 6= j eset¶en, kÄovetkez¶esk¶eppen x

belÄulr}ol er}osen domin¶alja a w vektort. Ford¶³tva, tegyÄuk fel, hogy x belÄulr}ol
er}osen domin¶alja a w vektort. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a normaliz¶alt x vektor
a t = maxi6=j

xi

xj

wj

wi
skal¶arral kieg¶esz¶³tve a (16) egy megengedett megold¶as¶at

alkotja. Nyilv¶an enn¶el a megengedett megold¶asn¶al 0 < t < 1, ez¶ert az opti-
mum¶ert¶ekre is t¤ < 1 teljesÄul.

TekintsÄuk v¶egÄul azt az esetet, amikor a w vektorr¶ol az derÄul ki hogy
er}osen nem-hat¶ekony, azaz er}osen domin¶alt. A (16) feladat (x¤; t¤) op-
tim¶alis megold¶as¶anak x-r¶esze belÄulr}ol er}osen domin¶alja a w vektort ¶es t¤ =

maxi6=j
x¤

i

x¤
j

wj

wi
. TegyÄuk fel, hogy x¤ er}osen nem-hat¶ekony. Ekkor }ot belÄulr}ol

er}osen domin¶alja egy ¹x vektor. Nyilv¶an aij · ¹xi

¹xj
< x¤

i

xj
¤ · wi

wj
minden i 6= j

eset¶en. Legyen ¹t = maxi 6=j
¹xi

¹xj

wj

wi
. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a megfelel}o nor-

maliz¶al¶as ut¶an kapott (¹x;¹t) vektor a (16) feladat megengedett megold¶asa.
Nyilv¶an ¹t < t¤, ez pedig ellentmond (x¤; t¤) optimalit¶as¶anak. KÄovetkez¶es-
k¶eppen x¤ gyeng¶en hat¶ekony megold¶as. 2

Ugyanazt a logaritmiz¶al¶asi Äotletet alkalmazva, amellyel a (14) feladatot
kaptuk a nemline¶aris (13) feladatb¶ol, (16) is line¶aris alakra transzform¶alhat¶o.
A kor¶abbi jelÄol¶eseket haszn¶alva ¶es bevezetve az s = ¡ log t v¶altoz¶ot, kapjuk
a kÄovetkez}o ekvivalens line¶aris programoz¶asi feladatot:

min¡s

yj ¡ yi · ¡bij 8(i; j) 2 I;

yi ¡ yj + s · vi ¡ vj 8(i; j) 2 I;

s ¸ 0 ;

y1 = 0 :

(17)

A v¶altoz¶ok yi; 1 · i · n ¶es s.

T¶etel. A (17) line¶aris programoz¶asi feladat optimum¶ert¶eke legfeljebb 0,
¶es pontosan akkor 0, ha a w s¶ulyvektor az (1) tÄobbc¶el¶u optimaliz¶al¶asi feladat
gyeng¶en hat¶ekony megold¶asa. JelÄolje (y¤; s) 2 IRn+1 a (17) optim¶alis meg-
old¶as¶at. Ha w er}osen nem-hat¶ekony, akkor az exp(y¤) s¶ulyvektor gyeng¶en
hat¶ekony ¶es belÄulr}ol szigor¶uan domin¶alja a w vektort.

Megjegyz¶es. Ha w az (1) tÄobbc¶el¶u optimaliz¶al¶asi feladat egy er}osen nem-
hat¶ekony megold¶asa, akkor a fenti t¶etel alapj¶an kapott exp(y¤) s¶ulyvektor
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gyeng¶en hat¶ekony, de nem felt¶etlenÄul hat¶ekony. Az el}oz}o fejezet (14) felada-
ta seg¶³ts¶eg¶evel azonban tesztelhetjÄuk, hogy a kapott vektor hat¶ekony-e. Ha
nem az, akkor a (14) feladat tal¶al egy belÄulr}ol domin¶al¶o hat¶ekony megol-
d¶ast, amely egy¶uttal belÄulr}ol ¶es szigor¶uan domin¶alja a kiindul¶o, er}osen nem-
hat¶ekony w s¶ulyvektort is.

A Pairwise Comparison Matrix Calculator (pcmc.online) a gyenge ha-
t¶ekonys¶agot is vizsg¶alja. Ha a megadott s¶ulyvektor nem gyeng¶en hat¶ekony,
akkor a program keres egy }ot belÄulr}ol ¶es er}osen domin¶al¶o hat¶ekony s¶ulyvektort.

6 ÄOsszefoglal¶as ¶es nyitott k¶erd¶esek

A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixb¶ol sz¶amolt s¶ulyvektorok hat¶ekonys¶ag¶anak
vizsg¶alat¶aval Blanquero, Carrizosa ¶es Conde [4] foglalkozott el}oszÄor. Az
¶altaluk a hat¶ekonys¶ag tesztel¶es¶ere javasolt line¶aris programoz¶asi feladatokb¶ol
kiindulva olyan line¶aris programoz¶asi feladatokat konstru¶altunk, amely nem-
csak tesztel¶esre alkalmas, hanem ha a s¶ulyvektor nem (gyeng¶en) hat¶ekony,
akkor egy }ot (er}osen) domin¶al¶o hat¶ekony s¶ulyvektort is tal¶al.

A hat¶ekonys¶ag gr¶afelm¶eleti eszkÄozÄokkel is jellemezhet}o, amelynek alapjait
szint¶en Blanquero, Carrizosa ¶es Conde [4] dolgozta ki. Mivel a cikkÄunkben
kidolgozott line¶aris programoz¶asi feladatokhoz nem volt szÄuks¶eg gr¶afelm¶eleti
megkÄozel¶³t¶esre, a r¶eszleteket sem kÄozÄoltÄuk. Kidolgoz¶asra v¶ar a line¶aris prog-
ramoz¶asi ¶es a gr¶afelm¶eleti m¶odszerek ekvivalenci¶aj¶anak meg¶ert¶ese, amelyt}ol
egyr¶eszt a domin¶al¶o hat¶ekony s¶ulyvektorok halmaz¶anak el}o¶all¶³t¶asa, m¶asr¶eszt
a saj¶atvektor hat¶ekonys¶ag¶anak jellemz¶ese rem¶elhet}o. Jelenleg csak n¶eh¶any
nagyon speci¶alis esetben sikerÄult bizony¶³tani, hogy a saj¶atvektor hat¶ekony:
ha a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix egy [1] vagy k¶et [2] elem¶enek megv¶altozta-
t¶as¶aval konzisztenss¶e tehet}o. Szint¶en nagyon speci¶alis az a m¶atrixoszt¶aly [5],
amely saj¶atvektora sosem hat¶ekony.

Folyamatban van a 4 £ 4-es p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok saj¶atvektor¶a-
nak hat¶ekonys¶ag¶anak numerikus vizsg¶alata is, amelyb}ol Äotletet vagy sejt¶est
mer¶³thetÄunk. Jelenleg m¶eg az sem vil¶agos, hogy mennyire messze vagyunk az
¶altal¶anos eset meg¶ert¶es¶et}ol.
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EFFICIENCY OF WEIGHT VECTORS DERIVED FROM PAIRWISE

COMPARISON MATRICES

Multi-criteria decision models and ranking methods often apply pairwise compar-
ison matrices in order to determine a weight vector. A weight vector is called
e±cient if no other weight vector approximates the elements of the pairwise com-
parison matrix such without larger errors, but with strictly smaller error in at least
one position. A weight vector is called weakly e±cient if the errors cannot be im-
proved in all non-diagonal positions. Some weight vectors, calculated by, e.g., the
least squares or logarithmic least squares methods, are always e±cient. However,
the often applied eigenvector can be ine±cient. We develop linear programs to
test whether an arbitrary weight vector is (weakly) e±cient, and, if it is not, a
dominating e±cient weight vector is found. A challenging open problem, on ¯nd-
ing su±cient and necessary conditions for the e±ciency of the eigenvector, is also
proposed.
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M¶ERFÄOLDKÄOVEK A BEFEKTET¶ESI KOCK¶AZAT
MODELLEZ¶ES¶EBEN1

BUG¶AR GYÄONGYI
PTE KTK

A tanulm¶any a befektet¶esi kock¶azat modellez¶es¶eben napjainkig v¶egbement
m¶odszertani fejl}od¶es fontosabb m¶erfÄoldkÄoveit tekinti ¶at. A befektet¶esi kock¶a-
zat modellez¶ese befektet¶es-kombin¶aci¶ok, azaz portf¶oli¶ok kock¶azat¶anak becs-
l¶es¶et ig¶enyli. E folyamat k¶et kritikus pontj¶at a kock¶azati m¶ert¶ek j¶o megv¶a-
laszt¶asa ¶es az egyes portf¶oli¶o elemek kÄozÄotti kapcsolat szoross¶ag¶anak korrekt
m¶er¶ese k¶epezi. A varianci¶at¶ol a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶egig illetve a line¶aris
korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot¶ol a kopul¶ak alkalmaz¶as¶aig tart¶o fejl}od¶es f}obb saj¶atos-
s¶againak ¶attekint¶es¶et kÄovet}oen megmutatjuk, hogyan alkalmazhat¶o a kopula-
m¶odszertan a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eg becsl¶ese sor¶an.

Kulcsszavak: portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as, kock¶azati m¶ert¶ek, kopula

1 Bevezet¶es

SzegÄo (2004), a Journal of Banking and Finance foly¶oirat egykori f}oszer-
keszt}oje a p¶enzÄugyi kutat¶asok szakterÄulet¶enek ,,harmadik forradalmak¶ent"
eml¶³tette a kock¶azatm¶er¶es terÄulet¶en az 1990-es ¶evek v¶eg¶et}ol felgyorsult ku-
tat¶asi ¶erdekl}od¶est. Mindez j¶ol ¶erz¶ekelteti, hogy a modern portf¶oli¶o elm¶elet
kialakul¶as¶at¶ol kezd}od}oen { de kÄulÄonÄosen az ut¶obbi k¶et ¶evtizedben { e t¶ema-
kÄorben sz¶amos ¶ert¶ekes hozz¶aj¶arul¶as szÄuletett.

A kock¶azat megfelel}o modellez¶ese nemcsak a befektet¶esi portf¶oli¶ok opti-
maliz¶al¶as¶aban j¶atszik kulcsfontoss¶ag¶u szerepet, hanem dÄont}o jelent}os¶eg}u a
bankok szab¶alyoz¶oi t}okekÄovetelm¶eny¶enek meg¶allap¶³t¶as¶aban, valamint a biz-
tos¶³t¶asi tev¶ekenys¶egben is.

A jelen ¶³r¶as c¶elja, hogy ¶attekintse a befektet¶esi portf¶oli¶ok kock¶azat¶anak
becsl¶es¶eben v¶egbement m¶odszertani fejl}od¶es f}obb saj¶atoss¶agait, ¶es r¶amutasson
n¶eh¶any jÄov}oben megoldand¶o probl¶em¶ara is.

A tanulm¶any az al¶abbi m¶odon ¶epÄul fel: a kÄovetkez}o r¶esz Markowitz mo-
dern portf¶oli¶o elm¶eletet megalapoz¶o modellj¶et mutatja be, majd r¶at¶erÄunk
a befektet¶esi kock¶azat becsl¶es¶evel kapcsolatos probl¶em¶akra. Ezek kÄozÄott
kÄulÄon alfejezetekben tekintjÄuk ¶at a kock¶azati- ¶es a fÄugg}os¶egi m¶ert¶ek meg-
v¶alaszt¶as¶aval kapcsolatos fejl}od¶es fontosabb ¶allom¶asait. Ezt kÄovet}oen meg-
mutatjuk, hogyan haszn¶alhat¶o a kopula m¶odszertan napjaink ,,favoriz¶alt"
kock¶azati m¶ert¶ek¶enek, a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶egnek (ES) a becsl¶es¶eben. A
tanulm¶anyt rÄovid Äosszefoglal¶assal ¶es n¶eh¶any, a szÄuks¶eges jÄov}obeli kutat¶asi
ir¶anyokat felv¶azol¶o megjegyz¶essel z¶arjuk.

1Be¶erkezett: 2017. febru¶ar 4. E-mail: bugar@ktk.pte.hu.
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2 A modern portf¶oli¶o elm¶elet megalapoz¶asa

A kock¶azat Äon¶all¶o dÄont¶esi v¶altoz¶ok¶ent tÄort¶en}o alkalmaz¶asa ¶es a modern port-
f¶oli¶o elm¶elet megalapoz¶asa Markowitz nev¶ehez kÄothet}o.

A modern portf¶oli¶o-elm¶elet kezdete az 1950-es ¶evekre tehet}o. Markowitz
(1952) de¯ni¶alta a v¶arhat¶o hozam-kock¶azat hat¶ekonys¶ag fogalm¶at ¶es a koc-
k¶azatot c¶elfÄuggv¶enyk¶ent bevonta az optim¶alis befektet¶es-kombin¶aci¶o kialak¶³-
t¶as¶anak folyamat¶aba. Mind az egyedi befektet¶esek rangsorol¶as¶aban, mind
pedig a portf¶oli¶ok optimaliz¶al¶as¶aban { azaz a portf¶oli¶ot alkot¶o egyes befekte-
t¶esek optim¶alis ar¶any¶anak meghat¶aroz¶as¶aban { k¶et dÄont¶esi v¶altoz¶ot alkalma-
zott: a v¶arhat¶o hozamot (E) ¶es a hozamok varianci¶aj¶at (V ). M¶³g az els}ovel az
¶atlagos jÄovedelmez}os¶eget, addig a m¶asodikkal a befektet¶es kock¶azat¶at jelle-
mezte. A portf¶oli¶ot alkot¶o egyedi befektet¶esek hozama kÄozÄotti kapcsolat
szoross¶ag¶anak m¶er¶es¶ere ugyanakkor a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot hasz-
n¶alta fel.

A Markowitz-f¶ele E-V hat¶ekony portf¶oli¶ok { a bemen}o param¶eterek (¹ ¶es
C) becsl¶es¶et kÄovet}oen { egy kvadratikus parametrikus programoz¶asi feladat
megold¶as¶aval nyerhet}ok:

xTCx = V ! min

¹Tx = E

Ax = b

x ¸ 0

(1)

Az (1) modellben szerepl}o x ¶es ¹ n-dimenzi¶os vektorok megfelel}o kom-
ponensei az egyes ¶ert¶ekpap¶³rokba fektetett t}okeh¶anyadot ¶es az ¶ert¶ekpap¶³rok
v¶arhat¶o hozam¶at jelentik. A a portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶ast korl¶atoz¶o line¶aris fel-
t¶etelrendszer egyÄutthat¶om¶atrixa (m £ n-es), C pedig a hozamok variancia-
kovariancia m¶atrixa (n£n-es). E a l¶etrehozott portf¶oli¶o v¶arhat¶o hozam¶anak,
m¶³g V a portf¶oli¶ohozam varianci¶aj¶anak jelÄol¶es¶ere szolg¶al, a T szimb¶olum pedig
a megfelel}o vektor transzpon¶altj¶ara utal. A feladat megold¶asa n ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol
¶all¶o portf¶oli¶o eset¶eben az egyes (lehets¶eges) v¶arhat¶o hozamszintekhez tar-
toz¶o, minim¶alis varianci¶at biztos¶³t¶o befektet¶esi ar¶anyok (x) meghat¶aroz¶as¶at
c¶elozza. Mint l¶athat¶o, a fel¶³rt modellben kiz¶artuk a fedezetlen elad¶asokat
(short sales), azaz azt, hogy az egyes ¶ert¶ekpap¶³rokba tÄort¶en}o befektet¶esi ar¶a-
nyok negat¶³vak legyenek.

Az (1) modellben az egyes ¶ert¶ekpap¶³r-p¶arok hozama kÄozÄotti kapcsolat
er}oss¶eg¶et a Pearson-f¶ele line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o m¶eri:

½(ri; rj) =
C(ri; rj)

¾(ri)¾(rj)
=

Cij

¾i¾j
i = 1; 2; . . . ; n; j = 1; 2; . . . ; n : (2)

A (2) ÄosszefÄugg¶esben ½(ri; rj) az i ¶es j ¶ert¶ekpap¶³r-p¶ar hozama kÄozÄotti korre-
l¶aci¶ot, Cij pedig a kÄoztÄuk l¶ev}o kovarianci¶at jelenti (az (1) modellben szerepl}o
variancia-kovariancia m¶atrix megfelel}o eleme). ¾i az i ¶ert¶ekpap¶³r hozam¶anak
sz¶or¶asa, amelyre ¾2

i = Cii (i = 1; 2; . . . ; n).
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Markowitz az E-V hat¶ekony portf¶oli¶ok analitikus meghat¶aroz¶as¶ara { azaz
az (1)-ben szerepl}o probl¶ema megold¶as¶ara a Kuhn-Tucker felt¶eteleket alkal-
mazva { kidolgozta az ¶un. kritikus vonal algoritmust. Bebizony¶³totta, hogy
az (1) modell megold¶asait k¶epez}o hat¶ekony portf¶oli¶ok szakaszonk¶ent line¶aris
halmazt alkotnak az n-dimenzi¶os t¶erben. Ennek a szakaszonk¶ent line¶aris
halmaznak a megfelel}o szakaszai a kritikus vonalak (innen az algoritmus el-
nevez¶ese).2

Markowitz modellj¶et { amelynek kifejleszt¶es¶e¶ert 1990-ben megkapta a
kÄozgazdas¶agi Nobel-d¶³jat { sok kritika ¶erte amiatt, hogy alkalmaz¶asa csak
abban az esetben tekinthet}o elm¶eletileg teljesen megalapozottnak, ha a be-
fektet}o hasznoss¶agi fÄuggv¶enye kvadratikus vagy a befektet¶es hozama norm¶alis
eloszl¶as¶u. Eftekhari ¶es szerz}ot¶arsai (2000) az elliptikus eloszl¶ast (amelynek
speci¶alis esete a norm¶alis eloszl¶as) eml¶³tik annak felt¶etelek¶ent, hogy a koc-
k¶azat a variancia seg¶³ts¶eg¶evel egzakt m¶odon m¶erhet}o legyen. Szeg}o (2005)
kimutatta, hogy a hozamok elliptikus eloszl¶asa minden olyan kock¶azati mu-
tat¶o alkalmazhat¶os¶ag¶anak alapfelt¶etele, amely a hozamok kÄozÄotti kapcsolat
m¶er¶es¶ere a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot haszn¶alja.

Markowitz (1991) a fent eml¶³tett felt¶eteleken t¶ul ¶ujabb, empirikusan is al¶a-
t¶amaszthat¶o ¶erveket hozott fel modellje el}onyeinek ¶erz¶ekeltet¶es¶ere. R¶amuta-
tott ugyanakkor arra is, hogy m¶odszere ¶altal¶aban csak kÄozel¶³t}o megold¶ast ad.
Az eml¶³tett ¶ervek mÄogÄott megh¶uz¶od¶o alapgondolat, hogy m¶odszere Äosszhang-
ban van a v¶arhat¶o hasznoss¶ag maximaliz¶al¶as¶aval. Igazolta, hogy a befektet}o
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek m¶asodfok¶u polinommal val¶o kÄozel¶³t¶ese { bizonyos
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyoszt¶alyokra { kÄozel azonos eredm¶enyekhez vezet, mint
amelyekhez a Markowitz-modell alkalmaz¶as¶aval jutunk.3

3 Kritikus pontok a befektet¶esi kock¶azat mo-
dellez¶es¶eben

A befektet¶esi kock¶azat m¶er¶ese egy befektet¶es-kombin¶aci¶o, azaz portf¶oli¶o koc-
k¶azat¶anak becsl¶es¶et ig¶enyli. Ennek a folyamatnak k¶et kritikus Äosszetev}oje van
(Dowd, 2005). Az els}o egy megfelel}o kock¶azati m¶er}osz¶am azonos¶³t¶asa ¶es alkal-
maz¶asa, m¶³g a m¶asodik a portf¶oli¶oban szerepl}o kÄulÄonf¶ele egyedi befektet¶esek
hozama egyÄuttmozg¶as¶anak (statisztikai fÄugg}os¶eg¶enek) sz¶amszer}us¶³t¶ese. Nap-
jainkra bebizonyosodott, hogy a kock¶azat becsl¶es¶eben sz¶eleskÄor}uen haszn¶alt
m¶er}osz¶amok, mint p¶eld¶aul a variancia vagy a kock¶aztatott ¶ert¶ek, megb¶³z-
hatatlanok. Egy tov¶abbi jelent}os kih¶³v¶as, hogy az egyes portf¶oli¶o elemek
hozama kÄozÄotti kapcsolatnak a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ora alapozott
becsl¶ese torz k¶epet ad a hozamok kÄozÄotti kapcsolat er}oss¶eg¶er}ol.

2Az E-V hat¶ekony portf¶oli¶ok explicit sz¶armaztat¶as¶ahoz kapcsol¶od¶oan VÄorÄos J¶ozsefnek
jelentek meg ¶ert¶ekes munk¶ai. L¶asd VÄorÄos (1986), VÄorÄos (1987) ¶es VÄorÄos et al. (1999).

3A fentieket l¶asd r¶eszletesen Bug¶ar (1997).
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3.1 A varianci¶at¶ol a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶egig

A kock¶azati m¶ert¶ekeket tÄobb szempont szerint rendszerezhetjÄuk. Az egyik {
tal¶an legink¶abb elterjedt { csoportos¶³t¶as azon alapul, hogy valamihez viszo-
ny¶³tva hat¶arozzuk-e meg kock¶azat ¶ert¶ek¶et, vagy ¶un. abszol¶ut m¶odon. Ebben
az ¶ertelemben relat¶³v ¶es abszol¶ut m¶er}osz¶amokat kÄulÄonbÄoztethetÄunk meg. A
relat¶³v kock¶azati mutat¶ok egy el}ore meghat¶arozott ¶ert¶ekt}ol val¶o elt¶er¶es nagy-
s¶agak¶ent ¶ertelmezik a kock¶azatot, az abszol¶ut kock¶azati m¶er}osz¶amok pedig
egy adott p¶enzÄugyi poz¶³ci¶o megteremt¶es¶ehez szÄuks¶eges t}okenagys¶aggal m¶erik
azt.

A kock¶azati mutat¶ok csoportos¶³t¶asa tÄort¶enhet annak alapj¶an is, hogy csak
bizonyos kedvez}otlen ¶ert¶ekeket veszÄunk-e ¯gyelembe a mutat¶o kisz¶am¶³t¶as¶an¶al
(pl. egy c¶el¶ert¶ekn¶el csak kisebb ¶ert¶ekeket) vagy az ingadoz¶asra jellemz}o vala-
mennyi ¶ert¶eket. Ezen az alapon besz¶elhetÄunk egyoldali vagy k¶etoldali muta-
t¶okr¶ol.

A variancia kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent tÄort¶en}o haszn¶alat¶anak a legf}obb el}onye,
hogy seg¶³ts¶eg¶evel a portf¶oli¶ok kock¶azata visszavezethet}o az egyedi befektet¶e-
sek kock¶azat¶ara. Ezzel a portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as { az (1) modell megold¶a-
s¶aval { analitikusan kÄonnyen elv¶egezhet}o. A variancia el}onyei kÄozÄott fontos
hangs¶ulyozni, hogy szubaddit¶³v, ¶³gy t¶amogatja a diverzi¯k¶aci¶ot. Alkalma-
z¶as¶anak h¶atr¶anya ugyanakkor, hogy k¶etoldali kock¶azati m¶ert¶ek, ¶³gy nincs
Äosszhangban a befektet}ok ¶altal a kock¶azatr¶ol alkotott intuit¶³v k¶eppel, mi-
szerint csak azoknak az ¶ert¶ekeknek a bekÄovetkez¶ese kedvez}otlen a befektet}o
sz¶am¶ara, amelyek a v¶arhat¶o ¶ert¶ekn¶el kisebbek.

A kock¶azatott ¶ert¶ek nev¶enek VaR rÄovid¶³t¶ese a mutat¶o angol nev¶enek
(Value at Risk) kezd}obet}uib}ol ered. ¶Altal¶anos haszn¶alata csak az 1990-es
¶evekben honosodott meg a szakirodalomban, annak ellen¶ere, hogy a vil¶ag
jelent}osebb multinacion¶alis bankjai m¶ar az 1970-es ¶evek v¶eg¶et}ol kezd}od}oen
haszn¶alt¶ak bels}o kock¶azat el}orejelz}o modelljeikben. Eml¶³t¶esre m¶elt¶o, hogy a
m¶er}osz¶am alkalmaz¶asa val¶oj¶aban sokkal kor¶abbr¶ol eredeztethet}o: az aktu¶a-
riusok m¶ar a huszadik sz¶azad elej¶en haszn¶alt¶ak a bels}o tartal¶ekok becsl¶es¶ere.
A VaR befektet¶es-elm¶eletben tÄort¶en}o alkalmaz¶asa Baumol (1963) nev¶ehez
kÄot}odik, aki a kock¶azat m¶er¶es¶ere a ¹ ¡ k¾ ¶ert¶eket javasolta. Az el}oz}oekben
¹ a befektet¶es (portf¶oli¶o) v¶arhat¶o hozama, ¾ a portf¶oli¶o hozam¶anak sz¶or¶asa,
k pedig az a szubjekt¶³v param¶eter, amely a dÄont¶eshoz¶o kock¶azattal szem-
beni attit}udj¶et (kock¶azat¶erz¶ekenys¶eg¶et) fejezi ki. A Baumol ¶altal bevezetett
kock¶azati m¶er}osz¶am elliptikus hozameloszl¶as eset¶en egyen¶ert¶ek}u a kock¶azta-
tott ¶ert¶ekkel.

Adott ® megb¶³zhat¶os¶agi szinthez tartoz¶oan a VaR a vesztes¶egeloszl¶as ®-
kvantilise:

P (L · V aR®) = F (V aR®) = ® ; (3)

amelyb}ol

V aR®(L) = F Ã(®) ; 0 < ® < 1 : (4)

A fentiekben az FÃ(®) a vesztes¶eget jelent}o v¶eletlen v¶altoz¶o (L) F (x) elosz-
l¶asfÄuggv¶eny¶enek ¶altal¶anos¶³tott inverze (l¶asd Embrechts ¶es szerz}ot¶arsai, 1999),
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azaz:
F Ã(®) = inffx 2 IR j F (x) ¸ ®g : (5)

A VaR ¶uj szeml¶eletet k¶epvisel a kock¶azatkezel¶es gyakorlat¶aban. Legf}obb
el}onye, hogy vesztes¶eg alap¶u, abszol¶ut kock¶azati m¶ert¶ek. Egyoldali mutat¶o-
k¶ent a kedvez}otlen ¶ert¶ekeken alapul. ¶Ertelmez¶ese egyszer}u, mert egy el}ore
meghat¶arozott megb¶³zhat¶os¶agi szinthez tartoz¶o maxim¶alis vesztes¶eget sz¶am-
szer}us¶³ti. Eredm¶enye kÄoz¶erthet}o, mert a befektet¶es p¶enznem¶eben adja meg a
kock¶azatot.

A kock¶aztatott ¶ert¶ek kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent tÄort¶en}o felhaszn¶al¶as¶aval kap-
csolatos egyik legfontosabb probl¶ema, hogy nem veszi ¯gyelembe a VaR-t
meghalad¶o vesztes¶egeket, ami vastagsz¶el}u eloszl¶asok eset¶eben a kock¶azat al¶a-
becsl¶es¶ehez vezet. A VaR m¶asik hi¶anyoss¶aga, hogy nem teljes¶³ti a szubaddi-
tivit¶as kÄovetelm¶eny¶et, ez¶ert a kock¶aztatott ¶ert¶ekkel m¶ert portf¶oli¶o-kock¶azat
magasabb lehet, mint a portf¶oli¶ot alkot¶o ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azat¶anak Äosszege.
Harmadik nagy h¶atr¶anya, hogy nem konvex, ¶³gy a VaR-t minimaliz¶al¶o port-
f¶oli¶o nem hat¶arozhat¶o meg egy¶ertelm}uen.

A B¶azeli Bizotts¶ag 2004 j¶unius¶aban hozta nyilv¶anoss¶agra B¶azel II (BCBS,
2004) n¶even ismert aj¶anl¶asait, amelyek a piaci kock¶azat VaR-ral tÄort¶en}o
becsl¶es¶et t¶amogatt¶ak. A B¶azel II aj¶anl¶asok 2006-ban kerÄultek be az Eur¶opai
Uni¶o ¶altal foganatos¶³tott, az egyes tagorsz¶agokra {¶³gy Magyarorsz¶ag sz¶am¶ara
is { egys¶egesen alkalmazand¶o p¶enzÄugyi szab¶alyoz¶asba.

A VaR alkalmaz¶as¶aval kapcsolatos k¶ets¶egeiket m¶ar a 2000-es ¶evek elej¶et}ol
kezd}od}oen megfogalmazt¶ak a kutat¶ok ¶es a kock¶azati szak¶ert}ok. Egy sor olyan
tanulm¶any jelent meg, amely r¶amutatott a VaR hi¶anyoss¶agaira, s}ot a ,,Jour-
nal of Banking and Finance" 2002-ben kÄulÄon kÄotetet is szentelt a kock¶a-
zatkezel¶es terÄulet¶en el}ofordul¶o statisztikai ¶es m¶er¶esi probl¶em¶aknak. SzegÄo
(2002) a kÄotetben megjelent tanulm¶anyokat bemutat¶o szerkeszt}oi el}oszav¶anak
a ,,Soha tÄobb¶e VaR (ez nem sajt¶ohiba)" provokat¶³v c¶³met adta. Kiemelte,
hogy a VaR alkalmaz¶asa m¶odszertani szempontb¶ol ,,agg¶alyos", ¶es legink¶abb
a ,,probl¶emakeres¶esben bizonyult megold¶asnak". A ¯gyelmeztet}o jelz¶eseket
azonban a bankok szab¶alyoz¶as¶a¶ert felel}os dÄont¶eshoz¶ok nem vett¶ek komolyan.

Egy igaz¶an ¯gyelemrem¶elt¶o m¶erfÄoldk}o a kock¶azatelm¶elet fejl}od¶es¶eben a
kock¶azati m¶ert¶ekek axiomatikus fel¶ep¶³t¶ese, azaz a kock¶azati m¶er}osz¶amokt¶ol
elv¶art saj¶atoss¶agok megfogalmaz¶asa ¶es rendszerbe foglal¶asa. A kock¶azati
axi¶omarendszerek kÄozÄul a legink¶abb elfogadott az Artzner ¶es szerz}ot¶arsai
(1999) koherens m¶ert¶ekeket le¶³r¶o rendszere, amelyre a szerz}ok nev¶enek kezd}o-
bet}uib}ol ¶all¶o ADEH rÄovid¶³t¶essel szok¶as hivatkozni. A rendszer n¶egy axi¶om¶at
foglal mag¶aba, a transzl¶aci¶os invariancia, a szubadditivit¶as, a pozit¶³v ho-
mogenit¶as ¶es a monotonit¶as tulajdons¶agok megfogalmaz¶as¶ara (l¶asd b}ovebben:
Bug¶ar, 2015).

A koherens kock¶azati m¶ert¶ekek nevezetes k¶epvisel}oje a v¶arhat¶o tÄobblet-
vesztes¶eg (ES { Expected Shortfall) vagy m¶as n¶even felt¶eteles kock¶azatott
¶ert¶ek (CVaR { Conditional Value at Risk). Meghat¶arozott ® megb¶³zhat¶os¶agi
szinthez tartoz¶oan ES a VaR-t meghalad¶o vesztes¶egek v¶arhat¶o ¶ert¶eke:

ES®(L) = E(L j L > V aR®) : (6)
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Folytonos vesztes¶egeloszl¶asra (6) a kÄovetkez}o alakot Äolti (Embrechts, 2014):

ES®(L) =
1

1 ¡ ®

Z 1

®

V aRx(L) dx : (7)

Az ES olyan kock¶azati m¶ert¶ek, amely egyr¶eszt kikÄuszÄobÄoli a VaR-ral kapcso-
latos m¶odszertani probl¶em¶ak nagy r¶esz¶et, m¶asr¶eszt ¶ujakat is felvet. Az ES
mindenekel}ott { a VaR-hoz hasonl¶oan { egyoldali, abszol¶ut mutat¶o. A VaR-
t meghalad¶o ¶atlagos vesztes¶egk¶ent ¶ertelmezhet}o, ami kÄulÄonÄos jelent}os¶eggel
b¶³r vastagsz¶el}u eloszl¶asok eset¶en. Mint m¶ar eml¶³tettÄuk, koherens kock¶azati
m¶ert¶ek, azaz eleget tesz az ADEH axi¶omarendszer kÄovetelm¶enyeinek. A fenti-
eken t¶ul eml¶³t¶esre m¶elt¶o technikai saj¶atoss¶aga, hogy konvex. Ez ut¶obbi tulaj-
dons¶ag nagy jelent}os¶eggel b¶³r a portf¶oli¶o-optimaliz¶al¶asban. A v¶arhat¶o hozam-
v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eg hat¶ekony portf¶oli¶ok el}o¶all¶³t¶asa { ahogy Rockafellar
¶es Uryasev (2000) megmutatta { egy line¶aris programoz¶asi feladat megold¶as¶at
ig¶enyli.

Az ES becsl¶es¶enek pontoss¶ag¶aban nagy szerepet j¶atszik az eloszl¶asfÄugg-
v¶eny sz¶el¶enek modellez¶ese. Nem megfelel}o modell haszn¶alata eset¶en az ES
alkalmaz¶asa f¶elrevezet}o lehet, hiszen a VaR-n¶al j¶oval ¶erz¶ekenyebb a becsl¶esi
hib¶akra (Sarykalin ¶es szerz}ot¶arsai, 2008). Adott kon¯dencia-szinten a VaR-
becsl¶esek ¶altal¶aban stabilabbak, mint az ES becsl¶esek. Az elt¶er¶es a vastagsz¶el}u
eloszl¶asok eset¶en a legjelent}osebb ¶es elhanyagolhat¶o a norm¶alishoz kÄozeli
eloszl¶as eset¶en. A mintam¶eret nÄovel¶ese csÄokkenti az ES becsl¶es¶enek hib¶aj¶ab¶ol
ered}o modellkock¶azatot (Yamai ¶es Yoshiba, 2002). A nagy minta elemsz¶amot
azonban csak Monte Carlo szimul¶aci¶oval tudjuk biztos¶³tani.

Az ES alkalmaz¶as¶anak legink¶abb vitatott pontja visszatesztelhet}os¶eg¶evel
(back-testing) kapcsolatos. A visszatesztel¶es c¶elja, hogy a kock¶azati m¶ert¶ek
el}orejelz¶eseinek pontoss¶ag¶at ¶ert¶ekeljÄuk m¶ultbeli adatok alapj¶an. L¶etezik egy
statisztikai tulajdons¶ag, az eliszitabilit¶as, amely lehet}ov¶e teszi az el}orejelz}o
modellek rangsorol¶as¶at. A kock¶azat r(L) becsl}ofÄuggv¶enye eliszitabilis, ha
egy¶ertelm}u megold¶asa az al¶abbi egyenletnek:

r(L) = arg min
x

E
£
s(x; L)

¤
; (8)

ahol s : IR2 ! [0; 1) szigor¶uan konzisztens ¶ert¶ekel}o-fÄuggv¶eny.
Gneiting (2011) bizony¶³totta, hogy az ES { a VaR-ral ellent¶etben { nem

eliszitabilis kock¶azati m¶ert¶ek. Egyes v¶elem¶enyek szerint az eliszitabilit¶as hi-
¶anya lehetetlenn¶e teszi az ES alkalmaz¶as¶ara ¶epÄul}o modellek visszatesztel¶es¶et
(l¶asd p¶eld¶aul Carver, 2013). M¶as szerz}ok ki¶allnak az ES-modellek visszatesz-
telhet}os¶ege mellett. Acerbi ¶es Sz¶ekely (2014)4 kifejlesztettek h¶arom modell-
fÄuggetlen, nem parametrikus visszatesztel¶esi elj¶ar¶ast. A biztat¶o eredm¶enyek
ellen¶ere m¶eg sok ezen a terÄuleten a tennival¶o addig, am¶³g az alkalmazand¶o
m¶odszertan tekintet¶eben kiel¶eg¶³t}o szakmai konszenzus szÄuletik.

A p¶enzÄugyi szektor dinamikus fejl}od¶ese, az ¶ujonnan megjelen}o piaci in-
nov¶aci¶ok ¶ujabb ¶es ¶ujabb megoldand¶o k¶erd¶eseket vetnek fel a szab¶alyoz¶ok sz¶a-
m¶ara. A m¶asodrend}u jelz¶aloghitel-piaci v¶als¶ag felh¶³vta a ¯gyelmet a VaR-ral

4KÄulÄon ¶erdekess¶eg, hogy az eml¶³tett szerz}ok r¶amutattak arra, hogy hab¶ar a VaR elisz-
itabilis, visszatesztel¶ese sor¶an sohasem haszn¶alt¶ak ki ezt a tulajdons¶ag¶at.
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tÄort¶en}o kock¶azatm¶er¶es tarthatatlans¶ag¶ara. A v¶als¶ag idej¶en a bankok veszte-
s¶egei l¶enyegesen meghaladt¶ak a VaR-ral kalibr¶alt minim¶alis t}okekÄovetelm¶eny
¶ert¶ek¶et. Ennek hat¶as¶ara { csaknem egy ¶evtizeddel a v¶als¶ag kitÄor¶ese ut¶an {
2016 janu¶arj¶aban { gyÄokeres v¶altoz¶as kÄovetkezett be a b¶azeli szab¶alyoz¶asban:
a keresked¶esi kÄonyvben szerepl}o, piaci kock¶azatnak kitett poz¶³ci¶ok ut¶an k¶ep-
zend}o szab¶alyoz¶oi t}okekÄovetelm¶eny meg¶allap¶³t¶as¶an¶al a VaR helyett az ES al-
kalmaz¶as¶at ¶³rt¶ak el}o az ¶un. bels}o modellt haszn¶al¶o bankok sz¶am¶ara (BCBS,
2016). Ezzel mintegy elismer¶est nyert az a sok er}ofesz¶³t¶es, amellyel az akad¶e-
miai szf¶era a kock¶azati m¶ert¶ekek kutat¶as¶ahoz hozz¶aj¶arult. Az ehhez f}uz}od}o
euforikus k¶epet n¶emik¶epp ¶arnyalja az ES visszatesztel¶es¶ehez f}uz}od}o, fent
eml¶³tett bizonytalans¶ag. A szab¶alyoz¶as ezt ¶ugy igyekezett ¶athidalni, hogy a
bels}o kock¶azat¶ert¶ekel}o modell validit¶as¶anak ellen}orz¶es¶ere tov¶abbra is a VaR
alkalmaz¶as¶at ¶³rja el}o.

3.2 A line¶aris korrel¶aci¶ot¶ol a kopul¶akig

A line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval kapcsolatos legf}obb probl¶ema, hogy kiz¶a-
r¶olag a line¶aris fÄugg}os¶eget m¶eri. A korrel¶alatlans¶ag csak akkor jelent fÄugget-
lens¶eget, ha a v¶altoz¶ok egyÄuttes eloszl¶asa elliptikus. Napjainkban a p¶enzÄugyi
v¶altoz¶ok eloszl¶asa ¶altal¶aban n¶elkÄulÄozi a szimmetri¶at ¶es vastagsz¶el}u. Ez ut¶obbi
egyÄutt j¶ar azzal, hogy a norm¶alis eloszl¶asn¶al jelzetthez k¶epest nagyobb a nagy
vesztes¶egek egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶enek az es¶elye. Mindez felveti a v¶altoz¶ok
kÄozÄotti kapcsolatnak a line¶aris korrel¶aci¶ora alapozott becsl¶es¶et}ol elt¶er}o mo-
dellez¶es¶enek ig¶eny¶et.

A line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o alkalmaz¶as¶at az is korl¶atozza, hogy ki-
z¶ar¶olag v¶eges varianci¶aval rendelkez}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okra ¶ertelmezhet}o.
Nem de¯ni¶alhat¶o p¶eld¶aul 2-n¶el nem nagyobb szabads¶agfok¶u k¶etdimenzi¶os t-
eloszl¶asra (Dowd, 2005).

Tov¶abbi jelent}os probl¶ema, hogy a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o nem
invari¶ans a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok szigor¶un monoton nÄovekv}o, nem line¶aris
T : IR ! IR transzform¶aci¶oj¶aval szemben, azaz:

½(T (X); T (Y )) 6= ½(X;Y ) : (9)

Ha p¶eld¶aul a befektet¶esek hozamait logaritmikus hozamokk¶a alak¶³tjuk, akkor
az egyes hozamp¶arok kÄozÄotti korrel¶aci¶o megv¶altozik. Embrechts ¶es szerz}ot¶ar-
sai (2002) a line¶aris korrel¶aci¶oval kapcsolatos gyakori t¶evhitek elemz¶ese sor¶an
k¶et elt¶er}o modellre t¶amaszkodva elv¶egezt¶ek k¶et azonos peremeloszl¶assal ren-
delkez}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶enek szimul¶al¶as¶at. Mind-
k¶et modellben azonos volt a v¶altoz¶ok kÄozÄotti line¶aris korrel¶aci¶o m¶ert¶eke. A
kapott eredm¶enyeket az 1. ¶abra mutatja.
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1. ¶abra. K¶et azonos peremeloszl¶assal ¶es megegyez}o korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval rendelkez}o
eloszl¶as szimul¶aci¶oja. Forr¶as: Embrechts et al. (2002), 177. o.

A k¶et modell ¶altal reprezent¶alt fÄugg}os¶egi strukt¶ura szemmel l¶athat¶oan
elt¶er}o. Ha az ¶³gy szimul¶alt ponthalmaz k¶et befektet¶esen el¶ert vesztes¶eget jel-
k¶epez, akkor nyilv¶anval¶o, hogy a m¶asodik eset sokkal kedvez}otlenebbÄul ¶erinti
a befektet}ot, hiszen ebben az esetben nagyobb a nagy vesztes¶egek egyÄuttes
bekÄovetkez¶es¶enek es¶elye. A p¶elda meggy}oz}oen mutatja, hogy a line¶aris kor-
rel¶aci¶o f¶elrevezet}o eredm¶enyeket adhat k¶et v¶eletlen v¶altoz¶o kÄozÄotti kapcsolat
modellez¶es¶eben.

A fenti probl¶em¶ara a kopula-m¶odszertan k¶³n¶al megold¶ast.
Az n-dimenzi¶os kopula az n-dimenzi¶os egys¶egkock¶an ¶ertelmezett, n-v¶al-

toz¶os C : [0; 1]n ! [0; 1] eloszl¶asfÄuggv¶eny, amelynek mindegyik margin¶alisa
egyenletes eloszl¶as¶u a [0; 1] intervallumon.

A fenti meghat¶aroz¶ashoz a kÄovetkez}ok¶eppen lehet eljutni: tekintsÄunk egy
v¶eletlen (val¶osz¶³n}us¶egi) v¶altoz¶okb¶ol ¶all¶o n-dimenzi¶os (X1; X2; . . . ;Xn) vek-
tort. TegyÄuk fel, hogy a vizsg¶alt n v¶eletlen v¶altoz¶o mindegyike folytonos,
azaz az

Fi(xi) = P (Xi · xi) i = 1; 2; . . . ; n (10)

egyv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyek folytonosak. A val¶osz¶³n}us¶egi integr¶al-transz-
form¶aci¶o alkalmaz¶as¶aval az eredeti v¶eletlen v¶altoz¶ok mindegyike a [0; 1] in-
tervallumon egyenletes eloszl¶as¶uv¶a v¶alik, azaz

(U1; U2; . . . ; Un) = (F1(X1); F2(X2); . . . ; Fn(Xn)) (11)

n-dimenzi¶os vektor valamennyi komponense a [0; 1] intervallumon egyenletes
eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o. Az (X1; X2; . . . ;Xn)-hez tartoz¶o kopula nem
m¶as, mint az (U1; U2; . . . ; Un) egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enye:

C(u1; u2; . . . ; un) = P (U1 · u1; U2 · u2; . . . ; Un · un) : (12)
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Az alkalmaz¶asok szempontj¶ab¶ol nagy jelent}os¶ege van Sklar (1959) t¶etel¶enek:

Ha H(x1; x2; . . . ; xn) egy n v¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny, F1; F2; . . . ; Fn mar-
gin¶alisokkal, akkor l¶etezik olyan n-dimenzi¶os C kopula, amelyre:

H(x1; x2; . . . ; xn) = C(F1(x1); F2(x2); . . . ; Fn(xn)) : (13)

Amennyiben az F1; F2; . . . ; Fn margin¶alisok mindegyike folytonos, akkor a C
kopula egy¶ertelm}uen meghat¶arozott. Megford¶³tva, ha C egy n-dimenzi¶os kopu-
la ¶es F1; F2; . . . ; Fn egyv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyek, akkor a t¶etelben szerepl}o
H egy n-v¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny F1; F2; . . . ; Fn margin¶alisokkal.

Sklar fenti t¶etele lehet}ov¶e teszi a margin¶alis eloszl¶asok ¶es a fÄugg}os¶egi struk-
t¶ura sz¶etv¶alaszt¶as¶at. ¶Igy a fÄugg}os¶egi strukt¶ura ,,felt¶erk¶epez¶ese" k¶et, j¶ol elkÄu-
lÄon¶³thet}o l¶ep¶est foglal mag¶aba:

1. A margin¶alis eloszl¶asok becsl¶es¶et, ami egyszer}ubb feladat, mint az egyÄut-
tes eloszl¶as becsl¶ese;

2. A k¶³v¶ant fÄugg}os¶egi strukt¶ura margin¶alis eloszl¶asokra tÄort¶en}o illeszt¶es¶et.

A kopula, mint a fÄugg}os¶eg ¶altal¶anos ,,m¶ert¶eke" nagyfok¶u rugalmass¶agot
biztos¶³t a modellez¶esben, mert az egyes kock¶azati t¶enyez}okre ak¶ar elt¶er}o mar-
gin¶alis eloszl¶ast is illeszthetÄunk. Sklar t¶etel¶enek felhaszn¶al¶as¶aval tetsz}oleges
eloszl¶as (amelynek margin¶alisai folytonosak) kopula fÄuggv¶enye el}o¶all¶³that¶o az
al¶abbi m¶odon:

C(u1; u2; . . . ; un) = H(F¡1
1 (u1); F

¡1
2 (u2); . . . ; F

¡1
n (un)) ; (14)

ahol F¡1
i (ui) i = 1; 2; . . . ; n kifejez¶esek a margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek inverz

fÄuggv¶enyeit jelÄolik. A fent de¯ni¶alt kopula s}ur}us¶egfÄuggv¶enye az al¶abbi m¶odon
¶ertelmezhet}o:

c(u1; u2; . . . ; un) =
@nC(u1; u2; . . . ; un)

@u1@u2 . . .@un
: (15)

4 A kopul¶ak alkalmaz¶asa a kock¶azat model-
lez¶es¶eben

A tov¶abbiakban { a k¶etdimenzi¶os esetre szor¶³tkozva { azt mutatjuk be, hogyan
lehets¶eges egy portf¶oli¶o ES-sel m¶ert kock¶azat¶at becsÄulni. A portf¶oli¶o hoza-
meloszl¶asa { az ¶altalunk meghat¶arozott margin¶alis hozamokra ¶es a hozamok
fÄugg}os¶eg¶et jellemz}o kopul¶ara (Bouy¶e ¶es szerz}ot¶arsai, 2000) t¶amaszkodva {
Monte Carlo szimul¶aci¶oval ¶all¶³that¶o el}o.

A szimul¶aci¶o l¶ep¶esei a kÄovetkez}ok:

1. Gener¶alunk k¶et, a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶ot: v1; v2.
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2. Legyen u1 = v1.

3. u1 realiz¶alt ¶ert¶eke alapj¶an szimul¶aljuk u2 ¶ert¶ek¶et a

C(u2 j u1) =
@C(u1; u2)

@u1
= v2 (16)

felt¶eteles eloszl¶asra t¶amaszkodva.

4. A (16) egyenletet megoldjuk u2-re.

5. ui (i = 1; 2) seg¶³ts¶eg¶evel gener¶aljuk a k¶³v¶ant margin¶alisok egy-egy
¶ert¶ek¶et:

F¡1(ui) = ri (i = 1; 2) : (17)

6. A fentiek alapj¶an egy szimul¶alt portf¶oli¶o hozam:

R = wr1 + (1 ¡ w)r2 : (18)

7. Az 1-6. l¶ep¶eseket m-szer ism¶etelve m sz¶am¶u portf¶oli¶ohozamhoz jutunk.

8. A kapott empirikus hozameloszl¶asb¶ol meghat¶arozhat¶o ES (a k¶³v¶ant ®
kon¯denciaszinten).

A (18) ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o w portf¶oli¶o s¶uly v¶altoztat¶as¶aval az ES becsl¶ese
tetsz}oleges portf¶oli¶o-allok¶aci¶ora elv¶egezhet}o.

Az el}oz}oekben le¶³rt szimul¶aci¶o val¶odi t}ozsdei adatsorokon tÄort¶en}o meg-
val¶os¶³t¶as¶anak eredm¶eny¶et a 2. ¶abra szeml¶elteti. Az elemz¶es elv¶egz¶es¶ehez
a londoni t}ozsdeindex (FTSE100) k¶et, itt nem neves¶³tett Äosszetev}oj¶enek,
2008. janu¶ar 3. ¶es 2010. janu¶ar 4. kÄozÄotti, napi bont¶as¶u ¶arfolyam-id}osor¶at
vettÄuk alapul. A k¶et id}osorb¶ol sz¶armaztatott napi hozamok felhaszn¶al¶as¶aval
becsÄultÄuk a k¶et ¶ert¶ekpap¶³r v¶arhat¶o hozam¶at, sz¶or¶as¶at ¶es a hozamaik kÄozÄotti
korrel¶aci¶ot. M¶³g a hozamokra norm¶alis margin¶alisokat illesztettÄunk, addig
a fÄugg}os¶egi kapcsolatot k¶etf¶ele m¶odon modelleztÄuk. Egyr¶eszt Gauss-kopu-
l¶aval, ami jelen esetben annak felel meg, hogy a hozamok kÄozÄotti kapcsolat
er}oss¶eg¶et a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval m¶erjÄuk. M¶asr¶eszt a norm¶alis
margin¶alisokra Clayton-kopul¶at ÄultettÄunk. Ez a tapasztalatok szerint kÄulÄo-
nÄosen hasznosnak bizonyul befektet¶esi portf¶oli¶ok eset¶eben, amikor a hozamok
viszonylag er}os fÄugg}os¶eget mutatnak a negat¶³v sz¶eleken, azaz a nagy veszte-
s¶egek tartom¶any¶aban (Breymann ¶es szerz}ot¶arsai, 2003).

A Clayton-kopula eloszl¶asfÄuggv¶enye:

Cµ(u1; u2) = max(u¡µ
1 + u¡µ

2 ¡ 1; 0)¡1=µ ; (19)

ahol µ 2 [¡1; 1) n f0g a kopula param¶etere.5

5µ az adatokb¶ol kÄonnyen becsÄulhet}o.
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2. ¶abra. K¶et ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol ¶all¶o portf¶oli¶ok kock¶azat{v¶arhat¶o hozam pro¯lja k¶et elt¶er}o fÄugg}os¶egi
strukt¶ura eset¶en. Forr¶as: Bug¶ar-Uzsoki (2013), 48. o.

A 2. ¶abr¶ar¶ol leolvashat¶o, hogy minden olyan esetben al¶abecsÄuljÄuk a koc-
k¶azatot, amikor az egyes portf¶oli¶oelemek kÄozÄotti kapcsolat modellez¶es¶en¶el
{ a nagy vesztes¶egek egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶et hangs¶ulyoz¶o Clayton-kopula
helyett { a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ora t¶amaszkodunk. A fÄugg}os¶egi kap-
csolat elt¶er}o modellez¶ese 0,1%-os v¶arhat¶o hozamszint mellett { napi szin-
ten { p¶eld¶aul kÄozel egy 1 sz¶azal¶ekpontos nÄoveked¶est okozott az ES becsÄult
¶ert¶ek¶eben.

A kopul¶ak megjelen¶ese ¶es tulajdons¶agaik kutat¶asa nagyban hozz¶aj¶arult
a v¶eletlen v¶altoz¶ok fÄugg}os¶eg¶enek eredm¶enyes modellez¶es¶ehez. Fontos azon-
ban hangs¶ulyozni, hogy hat¶ekony felhaszn¶al¶asukhoz fontos kÄovetelm¶eny al-
kalmazhat¶os¶aguk veri¯k¶al¶asa.

A k¶etdimenzi¶os kopul¶ak tÄobb dimenzi¶ora tÄort¶en}o lehets¶eges kiterjeszt¶es¶et
k¶epviselik a Vine-kopul¶ak. Jelent}os¶egÄuk abban keresend}o, hogy ezek lehet}ov¶e
teszik a tÄobbv¶altoz¶os fÄugg}os¶egi kapcsolatok p¶ar-kopul¶akkal { azaz magasabb
dimenzi¶os kopul¶ak alkalmaz¶asa helyett k¶etdimenzi¶os fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶akkal
{ tÄort¶en}o hierarchikus modellez¶es¶et (Aas et al., 2006).

5 ÄOsszegz¶es

A tanulm¶anyban a befektet¶esi kock¶azat m¶er¶es¶eben a modern portf¶oli¶o elm¶elet
kialakul¶as¶aval kezd}od}o fejl}od¶es fontosabb ¶allom¶asait tekintettÄuk ¶at. KÄulÄon-
kÄulÄon t¶ertÄunk ki a megfelel}o kock¶azati m¶ert¶ek megv¶alaszt¶as¶aval ¶es a portf¶oli¶o
elemek hozama kÄozÄotti kapcsolatot kifejez}o fÄugg}os¶egi m¶ert¶ek modellez¶es¶evel
kapcsolatos megold¶asi javaslatokra.

Gyakorlati szempontb¶ol nagy jelent}os¶eg}u az a dÄont¶es, amellyel a B¶azeli
BankfelÄugyeleti Bizotts¶ag (BCBS) a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eget (ES) { a bels}o
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modellben alkalmazand¶o kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent { 2016 janu¶arj¶aban beemelte a
szab¶alyoz¶asba. N¶emik¶epp rontja a k¶epet, hogy hab¶ar a keresked¶esi kÄonyvben
szerepl}o, piaci kock¶azatnak kitett poz¶³ci¶ok ut¶an k¶epzend}o szab¶alyoz¶oi t}oke-
kÄovetelm¶eny meg¶allap¶³t¶as¶an¶al az ES haszn¶alat¶at¶³rj¶ak el}o, a bels}o kock¶azat¶er-
t¶ekel}o modell validit¶as¶anak ellen}orz¶es¶ere tov¶abbra is a VaR-t kell alkalmazni.

DÄont}o jelent}os¶eg}u teh¶at a jÄov}ore n¶ezve, hogy a FelÄugyelet megnyugtat¶o
m¶odon ellen}orizni tudja a bankok ¶altal kifejlesztett bels}o kock¶azatm¶er¶esi mo-
dellek hiteless¶eg¶et. Ez megk¶³v¶anja az ES-re vonatkoz¶o visszatesztel¶esi elj¶ar¶a-
sok fejleszt¶es¶et ¶es a lehets¶eges tesztek kÄozÄul annak a kiv¶alaszt¶as¶at, amely a
fenti k¶³v¶analmat k¶epes teljes¶³teni.

V¶elem¶enyem szerint egy m¶asik fontos kutat¶asi ir¶any a Vine-kopul¶ak fel-
haszn¶al¶asa a portf¶oli¶o-elemek fÄugg}os¶egi kapcsolat¶anak modellez¶es¶eben. Nagy-
m¶eret}u portf¶oli¶okra e m¶odszertan alkalmaz¶as¶anak neh¶ezs¶eg¶et az jelenti, hogy
a tÄobbdimenzi¶os fÄugg}os¶egi strukt¶ura p¶ar-kopul¶akra tÄort¶en}o felbont¶asa nem
egy¶ertelm}u ¶es nagy a vizsg¶aland¶o lehet}os¶egek sz¶ama.

Fontos megjegyezni, hogy a kopula-m¶odszertan lehet}os¶eget k¶³n¶alhat elt¶er}o
kock¶azati t¶enyez}oknek { els}osorban piaci ¶es hitelkock¶azatnak { kitett banki
portf¶oli¶o elemek fÄugg}os¶egi kapcsolat¶anak modellez¶es¶eben is.
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MILESTONES IN MODELLING INVESTMENT RISK

This paper reviews the most important milestones of the methodological develop-
ment in modelling investment risk. This process requires the estimation of portfolio
risk, and it has two critical points. The ¯rst one is the proper selection of risk mea-
sure and the second one is the correct modelling of dependency between di®erent
portfolio elements. After reviewing the most important features characterizing the
development from variance to expected shortfall in measuring risk and from lin-
ear correlation to copula approach in modelling dependency, it will be shown how
copula methodology can be used in estimating expected shortfall.

Keywords: portfolio optimization, risk measure, copula
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NEMLINE¶ARIS SZIMBOLIKUS TRANSZFORM¶ACI¶OK
OPTIMALIZ¶AL¶ASI FELADATOKRA1

CSENDES TIBOR { DOBJ¶ANN¶E ANTAL ELVIRA
Szegedi Tudom¶anyegyetem { Neumann J¶anos Egyetem, Kecskem¶et

A szimbolikus algebra rendszerek elterjed¶ese kapcs¶an egyre nyilv¶anval¶obb az
optimaliz¶al¶asi feladatok ¶at¶³r¶as¶anak, kedvez}obb alakra hoz¶as¶anak lehet}os¶ege.
Az ilyen egyszer}us¶³t¶esek haszna tÄobbr¶et}u lehet. Egyr¶eszt kevesebb m}uvelettel
ki¶ert¶ekelhet}o alakra hozhatjuk az ¶erintett fÄuggv¶enyeket. FÄolismerhetÄunk to-
v¶abb¶a olyan, a feladat redundanci¶aj¶ara vonatkoz¶o ÄosszefÄugg¶eseket, amiket
¶altal¶aban nincs es¶elyÄunk ¶eszrevenni. Ezek ismeret¶eben az ¶atalak¶³tott feladat
megold¶asaib¶ol az optim¶alis pontokb¶ol ¶all¶o alteret is meghat¶arozhatjuk. V¶egÄul
az esetleges dimenzi¶ocsÄokkent¶es a legtÄobb optimaliz¶al¶asi elj¶ar¶as iter¶aci¶osz¶a-
m¶anak csÄokken¶es¶et eredm¶enyezi. Az automatikus m}ukÄod¶es miatt elj¶ar¶asunk
¶erdemi emberi kÄozbeavatkoz¶ast nem ig¶enyel, ¶es ¶³gy nagym¶eret}u, bonyolult
feladatok is kezelhet}ov¶e v¶alhatnak. A jelen cikkben ¶attekintjÄuk az e t¶eren
v¶egzett munk¶ankat, ¶es ¶uj eredm¶enyeket mutatunk az intervallum aritmetik¶an
alapul¶o glob¶alis optimaliz¶al¶asi algoritmus hat¶ekonys¶ag¶anak ¶es pontoss¶ag¶anak
nÄovel¶ese vonatkoz¶as¶aban.

1 Bevezet}o

Szimbolikus eszkÄozÄok r¶eg¶ota haszn¶alatosak optimaliz¶al¶asi feladatok megold¶a-
s¶aban. P¶eld¶aul a szimbolikus preprocessz¶al¶as a line¶aris programoz¶asban [16],
illetve ilyen ¶atalak¶³t¶as az AMPL automatikus ,,presolving" mechanizmusa is
[9,10]. Egy ¶ujabb p¶elda Liberti ¶es munkat¶arsai Reformulation-Optimization
Software Engine nev}u (vegyes-) eg¶esz¶ert¶ek}u optimaliz¶al¶asi seg¶edprogramja
[14].

Csendes ¶es Rapcs¶ak cikkei [7,19] megmutatt¶ak, hogy lehets¶eges korl¶atoz¶as
n¶elkÄuli nemline¶aris optimaliz¶al¶asi feladatokat ¶ugy ¶at¶³rni automatikus m¶odon
szimbolikus eszkÄozÄokkel, hogy kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u hozz¶arendel¶es l¶etezzen
a k¶et probl¶ema sz¶els}o¶ert¶ekei kÄozÄott. Ez a m¶odszer alkalmas a redund¶ans v¶al-
toz¶ok kikÄuszÄobÄol¶es¶ere ¶es a feladat m¶as szempontb¶ol val¶o egyszer}us¶³t¶es¶ere is.

Az eredeti (kicsit bonyolult) motiv¶al¶o feladat a kÄovetkez}o l¶egz¶esmechanikai
param¶eterbecsl¶esi probl¶ema volt [13], az

F (Raw; Iaw;B; ¿) =

"
1

m

mX

i=1

jZL(!i) ¡ Z0
L(!i)j2

#1=2

1Az elv¶egzett kutat¶ast r¶eszben a Nemzeti Fejleszt¶esi ÄUgynÄoks¶eg T¶AMOP-4.2.2/08/1/
2008-0008 p¶aly¶azata t¶amogatta. Be¶erkezett: 2017. janu¶ar 7. E-mail: csendes@inf.szte.hu.
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minimaliz¶al¶asa, ahol ZL(!i) 2 C a m¶ert impedancia ¶ert¶ek ¶es Z0
L(!i) az

impedancia modellfÄuggv¶enye az !i frekvencia ¶ert¶ekekre (i = 1; 2; . . . ;m).
A keresett modell param¶eterek Raw; Iaw;B, ¶es ¿ . Az eredeti nemline¶aris
modellfÄuggv¶eny a ¯zikai modell param¶etereivel:

Z 0
L(!) = Raw +

B¼

4:6!
¡ {

µ
Iaw! +

B log(°¿!)

!

¶
;

ahol ° = 101=4 ¶es { a k¶epzetes egys¶eg.
A szimbolikus algoritmus kidolgoz¶as¶at a kÄovetkez}o egyszer}us¶³tett modell-

fÄuggv¶eny motiv¶alta, ami line¶aris a modell param¶eterekben:

Z0
L(!) = Raw +

B¼

4:6!
¡ {

µ
Iaw! +

A + 0:25B + B log(!)

!

¶
:

A nehezen fÄolismerhet}o Äugyes helyettes¶³t¶es l¶enyeg¶eben az A = B log(¿). A
modell param¶eterek sz¶ama megegyezik a k¶et alakban. Az ¶atalak¶³t¶as nagy
¶erdeme, hogy line¶aris modellek legkisebb n¶egyzetes illeszt¶ese egyszer}u, nem
is ig¶enyel optimaliz¶al¶ast.

A cikk a kÄovetkez}o szerkezetet kÄoveti: a m¶asodik szakaszban ismertetjÄuk
az Äotletet ¶es megadjuk a kapcsol¶od¶o elm¶eleti eredm¶enyeket, a harmadik sza-
kaszban pedig az elj¶ar¶assal el¶erhet}o javul¶as r¶eszleteit adjuk meg tÄobb szem-
pont szerint rendezve.

2 Az egyszer}us¶³t¶esi m¶odszer, Äotlet ¶es elm¶eleti
eredm¶enyek

TekintsÄuk a korl¶atoz¶as n¶elkÄuli nemline¶aris optimaliz¶al¶asi feladatot a

min
x2IRn

f(x); (1)

alakban, ahol f(x) : IRn ! IR egy sima fÄuggv¶eny, amit k¶eplet form¶aj¶aban
is ismerÄunk. Itt k¶epleten szimb¶olumoknak (konstans, v¶altoz¶o, m}uveleti jel,
fÄuggv¶enyn¶ev ¶es z¶ar¶ojel) egy z¶art alakban fÄol¶³rt, szintaktikailag helyes kom-
bin¶aci¶oj¶at ¶ertjÄuk. Ezt egy sz¶am¶³t¶og¶epes algebra rendszerben (mint amilyen
p¶eld¶aul a Mathematica) ¶altal¶aban egy ir¶any¶³tott kÄormentes gr¶afot [20] le¶³r¶o
list¶aval adhatjuk meg. A szimbolikus alak rendelkez¶esre ¶all¶asa az egyszer}u-
s¶³t¶es term¶eszetes fÄolt¶etele, hab¶ar az optimaliz¶aland¶o fÄuggv¶eny gyakran csak
elj¶ar¶assal adott, esetleg kÄozel¶³t¶es form¶aj¶aban, vagy p¶eld¶aul szimul¶aci¶ora t¶a-
maszkodva ¶erhet}o el.

Az egyszer}us¶³t}o elj¶ar¶as azt dÄonti el, hogy (1) ¶atalak¶³that¶o-e olyan ekvi-
valens alakba, amely kedvez}obb valamely szempontb¶ol: az ¶uj fÄuggv¶eny ke-
vesebb aritmetikai m}uveletet ig¶enyel a ki¶ert¶ekel¶eshez, a probl¶ema dimenzi¶oja
alacsonyabb, vagy egyszer}ubb megoldani valamely m¶as okb¶ol. Az ekvivalens
alak itt azt jelenti, hogy kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u lek¶epez¶es adhat¶o az eredeti
¶es az ¶atalak¶³tott feladat sz¶els}o¶ert¶ek pontjai kÄozÄott.
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Csendes ¶es Rapcs¶ak [7] megmutatt¶ak, hogy egy g(y) c¶elfÄuggv¶eny ekvi-
valens f(x)-el, ha g(y) el}o¶all a kÄovetkez}o transzform¶aci¶oval:

² alkalmazzunk egy helyettes¶³t¶est f(x)-re:

yi := h(x) ; 1 · i · n;

ahol h(x) egy sima fÄuggv¶eny, aminek ¶ert¶ekk¶eszlete IR, ¶es szigor¶uan mo-
noton legal¶abb egy xi v¶altoz¶oj¶aban,

² a megmarad¶o v¶altoz¶okat nevezzÄuk ¶at:

yj := xj ; j = 1; . . . ; i ¡ 1; i + 1; . . . ; n;

¶es

² hagyjuk el azokat az yi v¶altoz¶okat, amelyek nem szerepelnek a kialakult
c¶elfÄuggv¶enyben.

Alkalmas helyettes¶³t¶esen olyan yi = h(x) helyettes¶³t¶est ¶ertÄunk, amelyre
teljesÄul, hogy

² h(x) sima, monoton legal¶abb egy xi v¶altoz¶oban, ¶es az ¶ert¶ekk¶eszlete IR,

² h(x) jellemzi legal¶abb egy xi v¶altoz¶o Äosszes el}ofordul¶as¶at, azaz xi tel-
jesen elt¶avol¶³that¶o f(x)-b}ol, ha h(x)-et yi-vel helyettes¶³tjÄuk, ¶es

² yi = h(x) nem egy egyszer}u ¶atnevez¶es, teh¶at h(x) 6= xi; i = 1; . . . ; n.

Az yi = h(x) helyettes¶³t¶es ut¶an y v¶altoz¶oinak sz¶ama legfÄoljebb annyi,
mint az x dimenzi¶oja. A redund¶ans v¶altoz¶ok tÄorl}odnek, ha h(x) tÄobb v¶altoz¶o
Äosszes el}ofordul¶as¶at jellemzi. M¶as sz¶oval, fel tudjuk ismerni, hogy a mo-
dellÄunket kevesebb ismeretlennel is meg lehet-e fogalmazni. A megadott, a
helyettes¶³t¶esre vonatkoz¶o fÄolt¶etelek elegend}oek, de nem fÄolt¶etlen szÄuks¶egesek.
Ennek megfelel}oen a t¶argyalt elj¶ar¶as csak egy a lehets¶egesek kÄozÄott, m¶as utak
is elk¶epzelhet}ok.

TekintsÄuk p¶eld¶aul az f(x1; x2) = (x1 +x2)
2 fÄuggv¶eny minimaliz¶al¶as¶at. Ez

nyilv¶anval¶oan ekvivalens a g(y1) = y2
1 sz¶els}o¶ert¶ek¶enek megkeres¶es¶evel, ¶es az

x1 ¶es x2 optim¶alis ¶ert¶ekeit meghat¶arozhatjuk az y1 = x1+x2 egyenletb}ol, ami
egy alkalmas helyettes¶³t¶est ad. Ezen a m¶odon v¶egtelen sok minimumpontot
is tudunk kezelni, ami am¶ugy nem lenne lehets¶eges a szok¶asos numerikus
m¶odszerekkel. Ez az egyik f}o c¶elja a m¶odszerÄunknek: szimbolikus helyette-
s¶³t¶essel felismerni ¶es alkalmas helyettes¶³t¶essel megszÄuntetni a redundanci¶at a
fÄuggv¶enyÄunkben.

Az els}o cikkben [7] igazolt k¶et t¶etel fÄolt¶eteleket ad az alkalmazott transz-
form¶aci¶okra ahhoz, hogy az eredeti ¶es az ¶at¶³rt feladat megold¶asai sz¶armaz-
tathat¶ok legyenek.

1. t¶etel. Ha h(x) sima ¶es szigor¶uan monoton az xi v¶altoz¶oban, akkor az
ennek megfelel}o transzform¶aci¶o egyszer}us¶³ti a fÄuggv¶enyt abban az ¶ertelemben,
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hogy h(x) minden el}ofordul¶as¶at egy ¶uj v¶altoz¶oval helyettes¶³tjÄuk az ¶atalak¶³tott
g(y) fÄuggv¶enyben, m¶³g f(x) minden helyi minimumpontja (maximumpontja)
transzform¶altja a g(y) fÄuggv¶eny minimumpontja (maximumpontja) lesz.

2. t¶etel. Ha h(x) sima ¶es szigor¶uan monoton az xi v¶altoz¶oban, ¶es az ¶er-
t¶ekk¶eszlete egyenl}o a val¶os sz¶amokkal (IR), akkor a g(y) ¶atalak¶³tott fÄuggv¶eny
minden y¤ helyi minimumpontj¶ahoz (maximumpontj¶ahoz) van olyan x¤, hogy
y¤ az az x¤ transzform¶altja, ¶es x¤ helyi minimumpontja (maximumpontja)
f(x)-nek.

Ugyanez a cikk m¶odszert javasolt az alkalmas helyettes¶³t¶esi k¶epletek meg-
keres¶es¶ere az 1. ¶es 2. ¶all¶³t¶asban [7], ehhez k¶epezni kell a @f(x)=@xi parci¶alis
deriv¶altakat, majd szorzatra bontani ezeket, ¶es a faktorok kÄozÄott megkeresni
az alkalmas helyettes¶³t}o k¶epleteket.

1. ¶all¶³t¶as. Ha az xi v¶altoz¶o az f(x) sima fÄuggv¶eny k¶eplet¶eben mindenÄutt
a h(x) kifejez¶es form¶aj¶aban fordul el}o, akkor a @f(x)=@xi parci¶alis deriv¶alt
fÄol¶³rhat¶o (@h(x)=@xi) p(x) alakban, ahol p(x) folytonosan di®erenci¶alhat¶o.

2. ¶all¶³t¶as. Ha az xi ¶es xj v¶altoz¶ok az f(x) fÄuggv¶enyben mindenhol egy
h(x) kifejez¶es form¶aj¶aban jelennek meg, akkor a @f(x)=@xi ¶es @f(x)=@xj

parci¶alis deriv¶altak szorzatra bonthat¶ok ¶ugy, hogy (@h(x)=@xi) p(x), illetve
(@h(x)=@xj) q(x), ¶es p(x) = q(x).

Ha @f(x)=@xi nem bonthat¶o szorzatra, akkor csak olyan alkalmas helyet-
tes¶³t¶est v¶egezhetÄunk, amelynek k¶eplete az xi v¶altoz¶o line¶aris fÄuggv¶enye.

Az eml¶³tett elm¶eleti eredm¶enyek alapj¶an egy olyan sz¶am¶³t¶og¶epes progra-
mot lehet ¶³rni, amely korl¶atoz¶as n¶elkÄuli optimaliz¶al¶asi feladatok egyszer}us¶³-
t¶es¶ere automatikusan k¶epes alkalmas helyettes¶³t¶est keresni. Az implement¶a-
ci¶onk a kÄovetkez}o l¶ep¶eseket kÄoveti.

1. Hat¶arozzuk meg a c¶elfÄuggv¶eny gradiens¶et.

2. Faktoriz¶aljuk a parci¶alis deriv¶altakat.

3. Gy}ujtsÄuk Äossze az xi-re vonatkoz¶o lehets¶eges helyettes¶³t¶esi k¶epleteket
az li list¶aba:

(a) Inicializ¶aljuk li-t az Äures halmazzal.

(b) Ha a faktoriz¶al¶as eredm¶enyes volt @f(x)=@xi-re n¶ezve, akkor eg¶e-
sz¶³tsÄuk ki az li list¶at a faktorok megfelel}o integr¶aljaival.

(c) B}ov¶³tsÄuk az li list¶at f(x) olyan r¶eszkifejez¶eseivel, amelyek line¶ari-
sak xi-ben.

(d) TÄorÄoljÄuk li azon elemeit, amelyek nem teljes¶³tik az alkalmas helyet-
tes¶³t¶es fÄolt¶eteleit (az li-beli kifejez¶eseknek monotonnak kell lenniÄuk
xi-re vonatkoz¶oan).

4. Hozzunk l¶etre alkalmas helyettes¶³t¶eseknek f(x)-re val¶o alkalmaz¶as¶ab¶ol
egy S list¶at: S =

S
li; i = 1; . . . ; n.
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5. V¶alasszuk ki a legkisebb m}uveletig¶eny}u elemet S-b}ol, ami az egyszer}u-
s¶³tett c¶elfÄuggv¶eny lesz.

6. Oldjuk meg az egyszer}us¶³tett c¶elfÄuggv¶eny minimaliz¶al¶asi feladat¶at (ha
lehets¶eges).

7. Hat¶arozzuk meg az eredeti feladat megold¶as¶at az inverz transzform¶aci¶o
alkalmaz¶as¶aval.

Az algoritmus ¶altal megk¶³v¶ant l¶ep¶esek tÄobbs¶ege (parci¶alis di®erenci¶al¶as,
szorzatra bont¶as, szimbolikus integr¶al¶as ¶es helyettes¶³t¶es) kÄozvetlenÄul el¶er-
het}ok a modern sz¶am¶³t¶og¶epes algebra rendszerekben. M¶asr¶eszt a Maple
rendszerben ¶³rt els}o implement¶aci¶onk azt mutatta, hogy m¶eg a piacvezet}o
sz¶am¶³t¶og¶epes algebra rendszerekben is komoly hi¶anyoss¶agok vannak a behe-
lyettes¶³t¶esi k¶epess¶egek ¶es az intervallum aritmetika v¶egtelen intervallumokra
val¶o alkalmaz¶asa ter¶en [4].

Egy fÄuggv¶eny monotonit¶as¶at intervallum aritmetik¶aval is lehet ellen}orizni.
Egy f : IRn ! IR fÄuggv¶eny akkor szigor¶uan monoton, ha b¶armely x;y 2 IRn-
re ha x < y, akkor f(x) < f(y) (f(x) > f(y)). Ez ellen}orizhet}o az f de-
riv¶altja ¶ert¶ekk¶eszlet¶evel: amennyiben az nem tartalmazza a null¶at, akkor f
monoton. Az algoritmusunkban azt kell tiszt¶azni, hogy a hi(x) helyettes¶³t}o
k¶epletre igaz-e, hogy @hi(x)=@xi nem veheti fÄol a nulla ¶ert¶eket. Meg kell
eml¶³teni, hogy a monotonit¶as intervallum aritmetik¶aval val¶o ellen}orz¶es¶et ne-
hez¶³ti az intervallumos sz¶am¶³t¶asok gyakori t¶ulbecsl¶ese (az, hogy a kapott
korl¶atok sokszor nem ¶elesek).

3 Implement¶aci¶o ¶es sz¶am¶³t¶og¶epes eredm¶enyek

A [4] cikkben bemutatott Maple implement¶aci¶o sor¶an felmerÄult { a program-
kÄornyezetb}ol ad¶od¶o { hi¶anyoss¶agok kikÄuszÄobÄol¶es¶ere az elj¶ar¶ast megval¶os¶³tot-
tuk Mathematic¶aban is [3]. A kor¶abbival Äosszehasonl¶³tva a Mathematic¶anak
tÄobb el}onye is van. El}oszÄor is, a mi c¶elunkhoz szÄuks¶eges helyettes¶³t¶esek sokkal
jobban m}ukÄodnek, mivel a Mathematica programoz¶asi nyelve term-¶at¶³r¶ason
alapul [15]. Pontosabban, a Mathematica helyettes¶³t}o rutinja regul¶aris kife-
jez¶esekkel megadott term-¶at¶³r¶asi szab¶alyokkal vez¶erelhet}o, r¶aad¶asul ezek a
felhaszn¶al¶o ¶altal de¯ni¶alt szab¶alyok magasabb precedenci¶at ¶elveznek a rend-
szerbe ¶ep¶³tettekkel szemben [11]. A meg¶³rt speci¶alis helyettes¶³t}o rutin mint-
egy Äotven programsorb¶ol ¶all, ami a Mathematica eleg¶ans, kifejez}o nyelv¶et
ismer}ok sz¶am¶ara Äonmag¶aban is ¶arulkodik Äosszetetts¶eg¶er}ol. Tucatnyi (k¶eslel-
tetett) szab¶alyt vezettÄunk be, amiket n¶egy kÄulÄonbÄoz}o m¶odon ¶ert¶ekelÄunk ki,
bevonva a k¶eplet Mathematica ¶altal kifejtett, egyszer}us¶³tett, ¶es faktoriz¶alt
alakjait is. Val¶osz¶³n}uleg ez a rutin a program legfontosabb r¶esze, hiszen tÄobb
f¶azisban is megh¶³v¶odik, ¶³gy kis jav¶³t¶asokkal alapvet}oen megv¶altoztathat¶o az
egyszer}us¶³t¶esi folyamat eredm¶enye.

A Mathematic¶aban tal¶alhat¶o intervallum aritmetika is megb¶³zhat¶obb: ez
a helyettes¶³t¶esre sz¶oba jÄov}o kifejez¶esek gyors ¶es megb¶³zhat¶o ¶ert¶ekk¶eszlet-
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becsl¶es¶ehez kÄulÄonÄosen fontos. Az ¶ert¶ekk¶eszlet behat¶arol¶as¶ara szolg¶al¶o naiv
intervallumos befoglal¶ast a be¶ep¶³tett intervallum aritmetik¶aval val¶os¶³tottuk
meg.

Az ¶uj program t¶amogatja az Äosszes lehets¶eges helyettes¶³t¶es felsorol¶as¶at is,
majd ezek kÄozÄul a legkedvez}obb kiv¶alaszt¶as¶at az algoritmusunk 4.-5. l¶ep¶e-
s¶eben, fut¶asi id}o tekintet¶eben m¶egis felveszi a versenyt az egyszer}ubb Maple
v¶altozattal, amely moh¶o m¶odon az els}o megtal¶alt alkalmas helyettes¶³t¶est
szolg¶altatta. KÄoszÄonhet}o ez a mindk¶et sz¶am¶³t¶og¶epes algebra rendszer ¶altal
k¶³n¶alt, de a Mathematic¶aban alapvet}obb [12,23] funkcion¶alis programoz¶asi
paradigma alkalmaz¶as¶anak, ¶es a Mathematica rendszer tov¶abbi kedvez}o tulaj-
dons¶againak, mint amilyen a lista m}uveletek automatikus p¶arhuzamos¶³t¶asa.
Ugyanakkor az Äosszes lehets¶eges helyettes¶³t¶esen ¶ertelmezett keres¶esi t¶erre
vonatkoz¶o korl¶atoz¶as ¶es sz¶etv¶alaszt¶as jelleg}u strat¶egia megalkot¶asa gyors¶³tana
az elj¶ar¶ason, ez egy eddig kiakn¶azatlan tov¶abbfejleszt¶esi lehet}os¶eg.

K¶eszÄult egy webes alkalmaz¶as is a bemutatott algoritmus k¶epess¶egeinek
demonstr¶al¶as¶ara, ez a Mathematica programk¶oddal egyÄutt a kÄovetkez}o linken
¶erhet}o el:

http://www.inf.u-szeged.hu/»csendes/symbsimp/

3.1 El}orel¶ep¶es a Maple v¶altozathoz k¶epest

A Mathematica implement¶aci¶o hat¶ekonys¶ag¶at el}oszÄor is a saj¶at teszthalma-
zon, abb¶ol is a Maple verzi¶o sz¶am¶ara probl¶em¶as eseteken vizsg¶altuk. A kor¶ab-
bi vizsg¶alatainkban szerepl}o tesztesetekre a Mathematic¶aban el¶ert eredm¶enyt
az 1. t¶abl¶azat tartalmazza. Az ebben nem szerepl}o esetekben a k¶et im-
plement¶aci¶o kimenete azonos volt. Az ¶erdekesebb helyettes¶³t¶esek kiemel¶ese
¶erdek¶eben az egyszer}u ¶atnevez¶eseket (yj := xj) nem tÄuntetjÄuk fel. JelÄol¶esek:
Azon.: a feladat azonos¶³t¶oja, Fel.: a feladat t¶³pusa, Ered.: az eredm¶eny jel-
lege. Ut¶obbi k¶et jellemz}o tartalma: A feladat t¶³pus¶at A-nak de¯ni¶aljuk, ha
egyszer}us¶³t}o ¶atalak¶³t¶asok adhat¶ok a bemutatott elm¶elettel Äosszhangban. A
feladat t¶³pusa D, ha nem sz¶am¶³tottunk semmilyen hasznos ¶atalak¶³t¶asra. Az
eredm¶eny jellege azt mutatja, hogy a programunk korrekt helyettes¶³t¶est adott
(1), vagy semmilyen helyettes¶³t¶est sem adott (2). A kategoriz¶al¶as r¶eszletesebb
volt kor¶abbi kÄozlem¶enyeinkben [2,3,4].

Azon. f fÄuggv¶eny g fÄuggv¶eny Helyettes¶³t¶esek Fel. Ered.
Sin2 2x3 ¢ sin(2x1 + x2) 2x3 sin(y1) y1 = 2x1 + x2 A 1
Exp1 ex1+x2 ey1 y1 = x1 + x2 A 1
Exp2 2ex1+x2 2ey1 y1 = x1 + x2 A 1
Sq1 x21x

2
2 semmi semmi D 2

Sq2 (x1x2 + x3)2 y21 y1 = x1x2 + x3 A 1
SqCos1 (x1x2 + x3)

2 ¡ cos(x1x2) y21 ¡ cos(x1x2) y1 = x1x2 + x3 A 1
SqExp2 (x1 + x2)2 + 2e1ex1+x2 y21 + 2e

1+y1 y1 = x1 + x2 A 1
SqExp3 (x1 + x2)2 + 2e1+x1+x2 y21 + 2e

1+y1 y1 = x1 + x2 A 1

1. t¶abl¶azat. A probl¶em¶as saj¶at tesztfÄuggv¶enyeken el¶ert eredm¶enyek a Mathematica
implement¶aci¶oval
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A Maple intervallum aritmetik¶aja kapcs¶an jelentkez}o anom¶ali¶ak miatt az
eredeti implement¶aci¶oban heurisztik¶at alkalmaztunk az ¶ert¶ekk¶eszlet-becsl¶esre.
A felmerÄul}o hib¶ak m¶asik nagy csoportj¶at a gyenge helyettes¶³t}o rutin okozta.
A kÄovetkez}okben r¶eszletesen kifejtjÄuk az eredm¶enyekben jelentkez}o kÄulÄonbs¶e-
geket. A Sin2 probl¶em¶ara az ¶uj implement¶aci¶o alkalmas helyettes¶³t¶est tal¶alt,
m¶³g a r¶egi egy Äosszetettebb, de nem monoton helyettes¶³t¶est szolg¶altatott.

Exp2 -ben ex1+x2 ¶ert¶ekk¶eszlete nem a teljes val¶os sz¶amok halmaza, de a
Maple-ben haszn¶alt heurisztikus ¶ert¶ekk¶eszlet-becsl¶es alkalmas helyettes¶³t¶es-
k¶ent ismerte fel. A Mathematic¶aban k¶eszÄult ¶ert¶ekk¶eszlet-becsl}o rutin jobban
teljes¶³tett ebben az esetben.

Az Sq1 eset¶en a Maple nem ismerte fel x2
1x

2
2-ben a x1x2 k¶epletet, hab¶ar

Sq2 -n¶el x1x2+x3-at megtal¶alta a n¶egyzetes alakban. Mivel az ut¶obbi a legma-
gasabb szinten szorzat helyett Äosszead¶as t¶³pus¶u, a reprezent¶aci¶oja kÄulÄonbÄoz}o.
Mathematic¶aban hasonl¶o az eset, de az egyedi helyettes¶³t¶esi szab¶alyokb¶ol
¶ep¶³tkez}o speci¶alis helyettes¶³t}o rutin j¶ol vizsg¶azott erre a feladatra. M¶asr¶eszt
x1x2 nem monoton sem x1, sem x2 fÄuggv¶enyek¶ent a teljes keres¶esi tartom¶any-
ban (amit IR-nek felt¶etelezÄunk), ez¶ert nem volt alkalmas helyettes¶³t¶esk¶ent
megjelÄolve.

Hasonl¶ok¶epp az SqCos1 tesztfeladatra az ¶uj, Mathematica-alap¶u elj¶ar¶as
helyesen ¶allap¶³totta meg, hogy y1 = x1x2 nem monoton, ez¶ert elt¶avol¶³totta a
lehets¶eges helyettes¶³t¶esek list¶aj¶ab¶ol.

SqExp2-3 eset¶en ugyancsak a Maple mintailleszt¶es ter¶en jelentkez}o gyen-
ges¶ege ¯gyelhet}o meg, mivel x1 + x2-t felismerte e1ex1+x2-ben, e1+x1+x2-
ben azonban nem. A Mathematica implement¶aci¶oban nem jelentkezett ez a
probl¶ema. ÄOsszefoglal¶asul meg¶allap¶³thatjuk, hogy a Mathematica alap¶u im-
plement¶aci¶onk l¶enyeges jav¶³t¶ast jelent a kor¶abbihoz k¶epest, ¶es l¶enyeg¶eben az
elv¶arhat¶o m¶odon m}ukÄodik.

3.2 Glob¶alis optimaliz¶al¶asi tesztfeladatokon el¶ert ered-
m¶enyek

A Mathematica implement¶aci¶o vizsg¶alata sor¶an a standard ¶es egy¶eb gyakran
haszn¶alt glob¶alis optimaliz¶al¶asi tesztfeladatokat tartalmaz¶o teszthalmazt n¶e-
mileg b}ov¶³tettÄuk a kor¶abbi publik¶aci¶ohoz k¶epest [4,3]. A legtÄobb esetben az ¶uj
eredm¶eny megegyezik a kor¶abbi megval¶os¶³t¶as¶eval. A k¶et elt¶er¶est a Schwefel-
227 (Sch227) ¶es a Schwefel-32 (Sch32) fÄuggv¶eny k¶etdimenzi¶os alakj¶an¶al ta-
pasztaltuk. A Schwefel-227 feladatra a Maple v¶altozat az y1 = x2

1 +x2
2 ¡2x1

helyettes¶³t¶est adta. Ez a kifejez¶es jellemzi x2 minden el}ofordul¶as¶at, de nem
monoton egyik v¶altoz¶oj¶aban sem, ez¶ert a Mathematica v¶altozat nem java-
solta helyettes¶³t¶esre. A Rosenbrock-feladattal rokon k¶etdimenzi¶os Schwefel-
32 eset¶en a Mathematica tal¶alt alkalmas helyettes¶³t¶est, m¶³g a Maple nem.

Ez¶uttal az ¶atalak¶³t¶as fut¶asi idej¶et is m¶ertÄuk. Minden ¶at¶³r¶as a Mathema-
tica 9:0-es verzi¶oj¶aval k¶eszÄult, a fut¶asi id}ot f¶el ¶or¶aban maxim¶altuk. Azokban
az esetekben, amikor a teljes egyszer}us¶³t¶es nem zajlott le 1800 m¶asodpercen
belÄul, a fut¶ast meg¶all¶³tottuk. A numerikus teszteket egy Intel i5-3470 pro-
cesszorral, 8 GB RAM-mal, ¶es 64-bites oper¶aci¶os rendszerrel felszerelt sz¶am¶³-
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t¶og¶epen futtattuk.
A teljes¶³tm¶eny pro¯l ¶ert¶ekel¶ese alapj¶an kijelenthet}o, hogy a fut¶asi id}o

nagy r¶esz¶et { nem meglep}o m¶odon { a szimbolikus k¶eplet-¶atalak¶³t¶asok ¶es a
kiterjesztett helyettes¶³t}o rutin ig¶enyelte. M¶³g az 1. t¶abl¶azat ¶atalak¶³t¶asainak
mindegyike kevesebb, mint 0,2 m¶asodperc alatt lezajlott, a standard tesztfe-
ladatok fut¶asi ideje sokkal nagyobb sz¶or¶ast mutatott. A 45-b}ol 24 teszteset
kevesebb, mint egy m¶asodperc alatt futott. Tov¶abbi 10 esetben kevesebb,
mint egy perc elegend}onek bizonyult. Viszont 7 esetben tÄobb, mint f¶el ¶or¶at
ig¶enyelt volna az automatikus egyszer}us¶³t}o.

ÄOsszesen 45 j¶ol ismert glob¶alis optimaliz¶al¶asi tesztfeladatot vizsg¶altunk,
¶es ezek kÄozÄul 8 esetben a Mathematica program tal¶alt ekvivalens ¶at¶³r¶ast.
M¶as szavakkal, a m¶odszerÄunk a teszthalmaz 18%-¶ara aj¶anlott valamif¶ele
egyszer}us¶³t¶est. Tekintve, hogy ezekre a feladatokra nincs m¶as ismert m¶odszer,
amely ilyen jelleg}u automatikus egyszer}us¶³t¶eseket ¶all¶³tana el}o, az eredm¶eny
¯gyelemre m¶elt¶o. Megvizsg¶altuk, hogy a produk¶alt ¶at¶³r¶asok milyen hat¶ast
gyakorolnak egy klasszikus numerikus multi-start megold¶o teljes¶³tm¶eny¶ere.
Az Äosszes tesztfeladat ¶atlag¶aban a fÄuggv¶eny-ki¶ert¶ekel¶esek sz¶am¶anak az ¶at-
¶³r¶asnak kÄoszÄonhet}o relat¶³v javul¶asa 32,0% volt. Ugyanakkor ez a mutat¶o a
saj¶at tesztfeladataink ¶atlag¶aban kedvez}obb (51,8%), a standard probl¶em¶akon
kev¶esb¶e j¶o (14,7%). A fut¶asi id}ok tekintet¶eben az ¶atalak¶³tott feladatalak
szinte minden esetben egy kicsivel gyorsabb fut¶ast tett lehet}ov¶e a GLOBAL
optimaliz¶al¶o elj¶ar¶as sz¶am¶ara. Az eg¶esz teszthalmazra a fut¶asi id}o ¶atlagos re-
lat¶³v javul¶asa 31,5%. E mutat¶o a saj¶at tesztfeladataink ¶atlag¶aban 56,9%, a
standard probl¶em¶akra pedig 9,3%.

3.3 Az intervallumos befoglal¶as jav¶³t¶asa

Intervallumos m¶odszerek [1] mind n¶epszer}ubbek olyan esetekben, amikor
glob¶alis optimaliz¶al¶asi feladatok megb¶³zhat¶o megold¶as¶ara van szÄuks¶eg. Az in-
tervallum aritmetik¶at t¶amogat¶o olyan korszer}u sz¶am¶³t¶og¶epes eszkÄozÄok, mint
a Matlab intervallumos kieg¶esz¶³t}o csomagja, az Intlab, vagy magas szint}u
programoz¶asi nyelvek, amelyek mind az intervallumos befoglal¶o fÄuggv¶enyeket,
mind a deriv¶altakat automatikusan tudj¶ak gener¶alni (pl. C-XSC) sz¶eles¶³tett¶ek
a lehets¶eges alkalmaz¶asok kÄor¶et. M¶egis, az intervallumos sz¶am¶³t¶asok f}o neh¶ez-
s¶ege, az ¶ugynevezett t¶ulbecsl¶es nagyon meg tudja nÄovelni az egyes feladatok
megold¶as¶ahoz szÄuks¶eges sz¶am¶³t¶asi id}ot.

A t¶ulbecsl¶esre az egyik gyakran haszn¶alt elrettent}o p¶elda az f(x) = x2 ¡x
fÄuggv¶eny ¶ert¶ekk¶eszlet¶enek intervallumos befoglal¶asa az ¶un. naiv intervallum
aritmetika seg¶³ts¶eg¶evel. TekintsÄuk az X = [0; 1] intervallumot. Ezen az f(x)
¶ert¶ekk¶eszlete nyilv¶an f(X) = [¡0;25; 0], hiszen 0 ¶es 1 ¶epp f(x) z¶erushelyei, ¶es
f(x) minimuma a 0,5 pontban van, az ¶ert¶eke ¡0;25. Ezzel szemben f(x) egy
befoglal¶o fÄuggv¶enye F (X) = X ¢X ¡X, amit a [0,1] intervallumon ki¶ert¶ekelve
[0; 1] ¢ [0; 1] ¡ [0; 1] = [0; 1] ¡ [0; 1] = [¡1; 1]-et kapunk. Ez az intervallum
nyolcszor sz¶elesebb, mint f(x) ¶ert¶ekk¶eszlete a [0,1] intervallumon! MikÄozben
mindÄossze k¶et m}uveletet hajtottunk v¶egre, ¶es nyilv¶anval¶oan a bonyolultabb
fÄuggv¶enyek eset¶en nagyobb t¶ulbecsl¶esre sz¶am¶³thatunk.
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A probl¶ema r¶eszletes elemz¶es¶ebe most nem tudunk belemenni, de arra
szeretn¶enk r¶amutatni, hogy a probl¶em¶at az okozza, hogy ha matematikai bi-
zony¶³t¶o er}ovel b¶³r¶o befoglal¶o fÄuggv¶enyeket hat¶ekonyan akarunk kisz¶am¶³tani
sz¶am¶³t¶og¶epen, akkor minden m}uvelet v¶egrehajt¶asa sor¶an azt kell fÄolt¶etelez-
nÄunk, hogy az argumentum intervallumok fÄuggetlenek, azaz az azokban l¶ev}o
val¶os sz¶amok b¶armely kombin¶aci¶oja el}ofordulhat. Ez nyilv¶an nem teljesÄul a
p¶eld¶ankban. Az intervallum aritmetika hÄuvelykszab¶alya szerint akkor lehet
pontos befoglal¶ast kapni, ha a fÄuggv¶enyÄunk ¶ugynevezett SUE t¶³pus¶u (single
use expression), amely teh¶at minden v¶altoz¶ot csak egyszer haszn¶al a ki¶ert¶e-
kel¶es sor¶an. Ezt sajnos nem lehet fÄolt¶etelezni ¶altal¶aban gyakorlati feladatok
eset¶en, s}ot, a nagy m¶eret}u modellez¶esi feladatok Äossze¶all¶³t¶as¶aban alkalma-
zott folyamatszint¶ezis rendszerek [8] ¶epp hogy er}osen redund¶ans kifejez¶eseket
produk¶alnak.

A cikkÄunkben le¶³rt m¶odszer alapj¶aban v¶eve az optimaliz¶aland¶o fÄuggv¶e-
nyÄunk ki¶ert¶ekel¶es¶ehez szÄuks¶eges m}uveletek sz¶am¶at akarja csÄokkenteni, ¶es
amennyiben ez lehets¶eges, fÄolismerni az eredeti alakban a redundanci¶at. Ez
nem ugyanaz, mint ami az intervallumos ki¶ert¶ekel¶es pontoss¶ag¶anak nÄovel¶es¶e-
hez kell. A probl¶ema megold¶as¶anak els}o l¶ep¶esek¶ent m¶egis azt vizsg¶altuk meg,
hogy a meglev}o nemline¶aris fÄuggv¶eny egyszer}us¶³t¶esi transzform¶aci¶onknak mi
a hat¶asa glob¶alis optimaliz¶al¶asi feladatok intervallumos m¶odszerekkel val¶o
megold¶as¶ara. A tesztelt algoritmus az intervallumos Newton-m¶odszerrel ki-
eg¶esz¶³tett korszer}u korl¶atoz¶as ¶es sz¶etv¶alaszt¶as t¶³pus¶u glob¶alis optimaliz¶al¶asi
algoritmus volt [18]. A meg¶all¶asi felt¶etelbeli konstans legal¶abb k¶et ¶ert¶ekes
jegynyi relat¶³v pontoss¶agot kÄovetelt meg.

TekintsÄuk el}oszÄor a j¶ol ismert Rosenbrock-feladatot (ban¶anfÄuggv¶enyk¶ent
is ismert, a k¶eplete (1¡x)2 +100(x2 ¡ y)2, az egyetlen helyi minimumpontja
nyilv¶anval¶oan (1; 1)T , az optimum ¶ert¶eke nulla). Maga az egyszer}us¶³t¶es el-
hanyagolhat¶o mennyis¶eg}u sz¶am¶³t¶ast kellett volna hogy megtakar¶³tson, hiszen
a k¶et fÄuggv¶enyalak kÄozti elt¶er¶es a v¶egzett m}uveletek sz¶am¶aban nem jelent}os.
Az eredeti fÄuggv¶enyalakra a kÄovetkez}o eredm¶enyt kaptuk:

Function name: ros2

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:

c1:[0.99487304687500, 1.00235210730573] [0.98876953125000, 1.00708007812500]

c2:[1.00271012643331, 1.00488165028086] [1.00097656250000, 1.01318359375000]

The global minimum is enclosed in:

[0.000000000000000000, 0.000022260135021864]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)

36 251 174 15 10 0.94

Meg¶allap¶³thatjuk, hogy az eredm¶eny helyes, a c1 intervallum tartalmazza
a megold¶ast, ¶es a kapott relat¶³v pontoss¶ag is j¶o: 2-3 jegynyi a helyben, ¶es
hasonl¶o az optim¶alis c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶ekben. L¶assuk az ¶atalak¶³tott feladatra
kapott outputot:

Function name: ros2v

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:

c1:[-0.00000000000000, 0.00000000000000] [-0.00000000000000, 0.00000000000000]

The global minimum is enclosed in:

[0.000000000000000000, 0.000000000000000000]
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Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)

9 42 31 1 1 0.11

Ez nyilv¶an az ¶atalak¶³tott feladat eredm¶enye, teh¶at a nulla ¶ert¶ekek a hely-
ben ¶es az optimum ¶ert¶ek¶eben helyesek. A kapott pontoss¶ag olyan j¶o, hogy
igaz¶ab¶ol Äossze sem vethet}o az eredeti¶evel. A Matlab ki¶³rat¶asi rendszere isme-
ret¶eben azt lehet mondani, hogy a kapott intervallumok elt¶ernek ugyan a [0,0]
intervallumt¶ol, de az elt¶er¶esek m¶ert¶eke olyan kicsi, hogy azt m¶eg a standard-
n¶al hosszabb sz¶am¶abr¶azol¶as sem tudja megmutatni. Minden esetre olyan t¶³z
nagys¶agrenddel pontosabb az eredm¶enyÄunk. R¶aad¶asul ezt a sz¶ep eredm¶enyt
nem nÄovekv}o sz¶am¶³t¶asi r¶aford¶³t¶assal ¶ertÄuk el, hiszen minden hat¶ekonys¶agi
mutat¶o javult: 36 helyett el¶eg volt 9 iter¶aci¶o (Iter). A fÄuggv¶enyh¶³v¶asok (Fe-
val), a gradiensh¶³v¶asok (Geval) ¶es a Hesse m¶atrix sz¶am¶³t¶asok (Heval) sz¶ama
is csÄokkent, rendre: 251-r}ol 42-re, 174-r}ol 31-re ¶es 15-r}ol 1-re. Az is nagyon
besz¶edes, hogy a fÄoldolgozatlan r¶eszintervallumok maxim¶alis sz¶ama (MLL) is
kisebb lett: 10-r}ol 1-re. Ez azt jelzi, hogy a m¶odszer a lehet}o legegyszer}ubb-
nek tal¶alta az ¶at¶³rt feladatot. A CPU id}o csÄokken¶ese ugyan Äosszhangban van
az el}obb mondottakkal, de ennek kisebb a jelent}os¶ege, hiszen val¶odi feladaton
ink¶abb az el}oz}o mutat¶ok a fontosak. ÄOsszess¶eg¶eben azt mondhatjuk, hogy a
kapott eredm¶eny m¶ar-m¶ar gyan¶usan kedvez}o.

L¶assunk most egy m¶asik standard glob¶alis optimaliz¶al¶asi feladatot, a
Levy-10 nev}ut.

Function name: L10

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:

c1: [0.99999993564181, 1.00000006433416] [0.96591507795486, 1.04004632763272]

[0.99366780273703, 1.12761120490455] [0.93750000000000, 1.19587646550836]

[0.89381419541709, 1.00189285440539]

The global minimum is enclosed in:

[0.000000000000000000, 0.000567456706858098 ]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)

17 127 85 6 17 3.20

Az egyszer}us¶³tett feladatra kapott eredm¶eny:

Function name: L10v

The set of global minimizers is located in the union of the following boxes:

c1: [0.00000000000000, 0.00077514614094] [-0.01031504005235, 0.02046607537265]

[-0.04137133829842, 0.01705999539191] [-0.04080756533673, 0.04296875000000]

[-0.02127534259525, 0.01985113485206]

The global minimum is enclosed in:

[0.000000000000000000, 0.000000000000000000]

Statistics:
Iter Feval Geval Heval MLL Time(sec)

258 2130 1651 133 32 51.73

Meg¶allap¶³thatjuk, hogy ez esetben a hat¶ekonys¶agi mutat¶ok mind rosszab-
bak lettek, az ¶at¶³rt feladatra egy-k¶et nagys¶agrenddel tÄobb sz¶am¶³t¶og¶epes er}o-
forr¶ast kellett ford¶³tani. Ennek ellen¶ere ez is egy lelkes¶³t}o eredm¶eny, mert
ugyan a meg¶all¶asi felt¶etel v¶altozatlan volt, m¶egis ism¶et sokkal pontosabb
eredm¶enyt kaptunk. A pontoss¶ag javul¶as¶at is ¯gyelembe v¶eve a fÄuggv¶enyh¶³-
v¶asok stb. sz¶ama fajlagosan l¶enyegesen csÄokkent. Ennek val¶osz¶³n}uleg az az
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oka, hogy az ¶at¶³rt fÄuggv¶eny kedvez}obb volt a Newton-l¶ep¶es sz¶am¶ara. Ezt a
meg¶allap¶³t¶ast a tÄobbi, itt nem r¶eszletezett tesztÄunk is al¶at¶amasztja.

A sz¶am¶³t¶og¶epes vizsg¶alatokat megism¶eteltÄuk az olyan gyakran haszn¶alt
glob¶alis optimaliz¶al¶asi tesztfeladatokra, amelyen az egyszer}us¶³t¶esi elj¶ar¶asunk
v¶altoztatott. Az eredm¶enyeket a 2. t¶abl¶azatban foglaltuk Äossze. Teh¶at a kÄovet-
kez}o l¶ep¶eseket kÄovettÄuk: lefuttattuk a [18] cikkben le¶³rt intervallumos glob¶alis
optimaliz¶al¶o algoritmust minden gyors¶³t¶o teszttel (monotonit¶asi teszt, kon-
kavit¶asi teszt, intervallumos Newton-l¶ep¶es) az eredeti ¶es az ¶at¶³rt feladaton.
Ezut¶an megm¶ertÄuk a glob¶alis optimum hely¶eben ¶es ¶ert¶ek¶eben kapott bizony-
talans¶agot. Ezt azzal jellemeztÄuk, hogy a kiindul¶asi tÄobb-dimenzi¶os interval-
lum m¶eret¶ehez k¶epest mekkora az eredm¶eny intervallumok Äosszt¶erfogata. A
kapott ¶ert¶ekeket sz¶azal¶ekos form¶aban jelen¶³tettÄuk meg. Az ¶at¶³rt feladatok
eredm¶enyeit ¶ugy kaptuk, hogy az ¶atalak¶³tott kiindul¶o box t¶erfogat¶ahoz ha-
sonl¶³tottuk az eredm¶eny t¶erfogat¶at. ¶Igy a t¶abl¶azatunk Äosszevethet}o ¶ert¶ekeket
tartalmaz.

A 2. t¶abl¶azatban haszn¶alt jelÄol¶esek a kÄovetkez}ok. Min. pont rel. m¶erete
(%): a glob¶alis minimum pontot befoglal¶o boxok Äosszt¶erfogat¶anak a kiindul¶o
boxhoz viszony¶³tott sz¶azal¶ekos ar¶anya. Min. rel. m¶erete (%): a minimu-
mot befoglal¶o box t¶erfogat¶anak a kiindul¶o boxhoz viszony¶³tott sz¶azal¶ekos
ar¶anya. A futtat¶asi id}ot m¶asodpercben m¶ertÄuk, ¶es minden k¶³s¶erletet 10 al-
kalommal megism¶eteltÄunk. Maga az optimaliz¶al¶o elj¶ar¶as determinisztikus, a
megism¶etelt futtat¶asra csak a fut¶asid}o megb¶³zhat¶o meghat¶aroz¶asa v¶egett volt
szÄuks¶eg. Az ¶at¶³rt feladatok azonos¶³t¶oja v¶eg¶ere egy "v" bet}ut ¶³rtunk, teh¶at az
eredeti ¶es az egyszer}us¶³tett feladatok egym¶as ut¶an kÄovetkeznek a t¶abl¶azatban
a kÄonnyebb Äosszevet¶es ¶erdek¶eben.

Azon. Min. pont rel. m¶erete Min. rel. m¶erete Fut¶asi id}o
(%) (%) (mp)

Br 6:4114 ¢ 10¡4 1:4059 ¢ 10¡11 1:5304
Brv 0:0000 ¢ 100 8:7349 ¢ 10¡8 0:4243
L8 6:3680 ¢ 10¡10 6:4578 ¢ 10¡8 1:0499
L8v 1:2049 ¢ 10¡5 1:9293 ¢ 10¡31 4:2791
L9 1:4414 ¢ 10¡9 5:3049 ¢ 10¡8 1:8486
L9v 1:3570 ¢ 10¡7 3:5078 ¢ 10¡32 16:662
L10 1:1151 ¢ 10¡15 1:7733 ¢ 10¡8 3:0077
L10v 9:5443 ¢ 10¡11 6:3778 ¢ 10¡33 51:2230
L11 3:7110 ¢ 10¡30 5:5522 ¢ 10¡13 7:3071
L11v 4:0440 ¢ 10¡15 3:8334 ¢ 10¡35 1025:0000
Rb2 7:3628 ¢ 10¡7 5:5650 ¢ 10¡8 0:9220
Rb2v 0:0000 ¢ 100 3:8670 ¢ 10¡33 0:1123
Rb5 1:1622 ¢ 10¡11 5:6901 ¢ 10¡6 60:3720
Rb5v 6:2214 ¢ 10¡91 2:2637 ¢ 10¡7 36:8400
Sch3.2 9:3274 ¢ 10¡3 4:4420 ¢ 10¡4 0:3214
Sch3.2v 0:0000 ¢ 100 0:0000 ¢ 100 0:1014

2. t¶abl¶azat. Fut¶asi eredm¶enyek az intervallumos glob¶alis optimaliz¶al¶o elj¶ar¶assal ([18]),
10 futtat¶as ¶atlag¶aban

A 2. t¶abl¶azat eredm¶enyei ki¶ert¶ekel¶ese sor¶an tekintettel kell lennÄunk arra,
hogy az algoritmust az alap be¶all¶³t¶asokkal futtattuk, v¶altozatlan form¶aban.
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¶Igy nem is hangoltuk azt az adott helyzetre. Ennek kÄovetkezm¶enye az,
hogy a glob¶alis minimum hely¶eben, illetve ¶ert¶eke korl¶ataiban nagyon elt¶er}o
pontoss¶ag¶u eredm¶enyeket kaptunk. Mindenesetre az meg¶allap¶³that¶o, hogy
az egyszer}us¶³tett feladatokra kapott eredm¶enyek minden esetben hatalmas
pontoss¶agjavul¶ast mutatnak vagy a helyben, vagy az ¶ert¶ekben, vagy mind-
kett}oben. Ezzel messze nem ar¶anyos a mutatkoz¶o sz¶am¶³t¶asi id}o ig¶eny. Teh¶at
azt jelenthetjÄuk ki, hogy az alkalmazott szimbolikus egyszer}us¶³t¶esi m¶odszer
sok nagys¶agrendnyi pontoss¶agi javul¶ast okoz, ezzel Äossze nem m¶erhet}o, sokkal
kisebb ar¶any¶u sz¶am¶³t¶asi id}o nÄoveked¶es ¶ar¶an.

Az intervallumos Newton-m¶odszer az intervallumos glob¶alis optimaliz¶al¶asi
algoritmusok legkritikusabb eleme, jellemz}o m¶odon m¶as gyors¶³t¶o technik¶akkal
(p¶eld¶aul a monotonit¶asi teszt) utol¶erhetetlen hat¶ekonys¶ag¶u is lehet, de nagy
id}opazarl¶ast is okozhat. Tanulm¶anyunk alapj¶an azt az ¶ovatos kÄovetkeztet¶est
tudjuk levonni, hogy a szimbolikus egyszer}us¶³t}o transzform¶aci¶ok a megvizs-
g¶alt standard glob¶alis optimaliz¶al¶asi feladatokon nagyon ¶³g¶eretes hat¶ekony-
s¶agjavul¶ast mutattak. A jelen tanulm¶any csak a kezdet¶et jelzi a fejleszt¶esi
munk¶anak, hiszen a tal¶alt rendk¶³vÄuli pontoss¶agnÄovel}o hat¶as Äugyes kiakn¶az¶asi
m¶odjait m¶eg nem ismerjÄuk. A kÄovetkez}o vizsg¶alatok kiterjedt tesztel¶es ut¶an
olyan ¶at¶³r¶asi algoritmusokat keresnek majd, amelyek az intervallumos glob¶alis
optimaliz¶al¶o algoritmusok pontoss¶ag¶anak nÄovel¶es¶ere, illetve hat¶ekonys¶aguk
jav¶³t¶as¶ara tÄornek. Ezzel egyÄutt az intervallumos glob¶alis optimaliz¶al¶asi algo-
ritmust is ennek megfelel}oen hangolni kell majd, hogy a meg¶all¶asi felt¶etelekkel
j¶ol szab¶alyozhat¶o legyen a pontoss¶ag nÄoveked¶es nyeres¶ege a sz¶am¶³t¶asi id}o
vonatkoz¶as¶aban.
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NONLINEAR SYMBOLIC TRANSFORMATIONS FOR OPTIMIZATION

PROBLEMS

With the advent of symbolic computer algebra systems the possibility has become
clear for reforming the optimization problems into a more advantageous form. The
advantages of such simpli¯cations are many-folded. At one hand the respective
functions can hopefully be evaluated with less operations. Then we can recog-
nize such redundant relations among the variables that usually cannot be noticed.
Knowing these allows us to determine the subspace that consists only of optimal
points. And ¯nally, due to the possible dimension decrease the iteration numbers
of most of the optimization techniques can drop. The procedure does not require
human interaction, hence large scale and complex problems can become solvable by
applying our simpli¯cation tool. The present paper overviews our work done on this
¯eld and new results are demonstrated on the application of the novel algorithm
to improve the e±ciency and precision of interval arithmetic based optimization
algorithms.
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KORREL¶ACI¶O, TORL¶OD¶ASI J¶AT¶EKOK, A GY¶AVA NY¶UL
J¶AT¶EK1

FORG¶O FERENC
Budapesti Corvinus Egyetem

Koml¶osi S¶andor 70-ik szÄulet¶esnapj¶ara

Az n-szem¶elyes, k¶etkiszolg¶al¶os, egyszer}u, vegyes, line¶aris torl¶od¶asi j¶at¶ekok
oszt¶aly¶at vizsg¶aljuk abb¶ol a szempontb¶ol, hogy mennyire k¶epes a puha kor-
rel¶alt egyens¶uly (Forg¶o 2010) ¶altal biztos¶³tott t¶arsadalmi hasznoss¶ag meg-
kÄozel¶³teni a t¶arsadalmi hasznoss¶ag abszol¶ut maximum¶at. Erre a c¶elra a
k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek m¶er}osz¶am¶at (Ashlagi et al. 2008) haszn¶aljuk. Bebizony¶³t-
juk, hogy a vizsg¶alt j¶at¶ekoszt¶alyra a k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek pontosan 2. Ennek a
j¶at¶ekoszt¶alynak egy aloszt¶aly¶at alkotj¶ak az n-szem¶elyes gy¶ava ny¶ul j¶at¶ekok,
amelyek eset¶eben a k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek ugyancsak 2. Ugyanakkor, ha n = 2 (a
klasszikus gy¶ava ny¶ul j¶at¶ek) vagy n = 3, akkor a k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek 3

2 . Egy
kÄornyezetv¶edelmi p¶eld¶an illusztr¶aljuk, hogy mik¶ent m}ukÄodik a puha korrel¶alt
egyens¶uly protokollja.

Kulcsszavak: korrel¶alt egyens¶uly, puha korrel¶alt egyens¶uly, torl¶od¶asi j¶at¶e-
kok, gy¶ava ny¶ul j¶at¶ek, k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek

1 Bevezet¶es

A j¶at¶ekelm¶eletben eg¶eszen a kezdetekt}ol l¶athat¶o az a c¶el, hogy min¶el na-
gyobb t¶arsadalmi hasznoss¶agot (social welfare, SW ) tudjunk el¶erni ¶ugy, hogy
ez lehet}oleg a j¶at¶ekosok egy¶eni tÄorekv¶eseinek eredm¶enyek¶eppen jÄojjÄon l¶etre.
Sokf¶ele eszkÄoz ¶all rendelkez¶esre, amelyekben kÄozÄos az eredeti tiszt¶an nem-
kooperat¶³v ¶es egyszeri szimult¶an dÄont¶eseken alapul¶o modell m¶odos¶³t¶asa, ki-
eg¶esz¶³t¶ese, ¶altal¶anos¶³t¶asa. Neumann J¶anos ¶ota (1928) vil¶agos a kevert b}ov¶³t¶es
jelent}os¶ege. En¶elkÄul a leg¶erdekesebb v¶eges j¶at¶ekok eset¶eben ¶altal¶aban m¶eg
az egyens¶ulyt sem tudjuk biztos¶³tani. Nem v¶eletlen, hogy Nash h¶³res egzisz-
tencia t¶etele is erre vonatkozik, Nash (1950).

Az ¶altal¶anos¶³t¶asok kÄozÄul ebben a cikkben a ,,klasszikus" korrel¶alt egyen-
s¶ullyal (CE), Aumann (1974, 1987), illetve ennek is egy speci¶alis ¶altal¶ano-
s¶³t¶as¶aval foglalkozunk, amit puha korrel¶alt egyens¶ulynak (SCE) nevezÄunk,
Forg¶o (2010). A korrel¶alt egyens¶uly egyes v¶altozataiban kÄozÄos von¶as, hogy
az ,,egyens¶uly" interpret¶al¶as¶aban nagy szerepet j¶atszik egy szeml¶eletes for-
gat¶okÄonyv (protokoll). Ennek a forgat¶okÄonyvnek a r¶eszleteiben kÄulÄonbÄoznek
a CE egyes ¶altal¶anos¶³t¶asai.

1A kutat¶ast az NKFI K-119930 t¶amogatta. Be¶erkezett: 2017. febru¶ar 24. E-mail:
ferenc.forgo@uni-corvinus.hu.
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Fontos, hogy egy adott j¶at¶ekoszt¶alyban mennyire k¶epes pl. az SCE jav¶³-
tani az SW -n. Erre a c¶elra Ashlagi et al. (2008) k¶etf¶ele m¶er}osz¶amot java-
soltak ¶es haszn¶altak. A medi¶aci¶os ¶ert¶ek (mediation value, MV ) azt mutatja
meg, hogy az SCE h¶anyszoros¶ara tudja nÄovelni a legjobb esetben az SW -t
valamilyen referencia szinthez k¶epest. Ilyen lehet pl. a legjobb Nash egyen-
s¶ulypont (NEP ), vagy ak¶ar a legjobb tiszta Nash egyens¶ulypont (PNEP ).
A m¶asik a k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek (enforcement value, EV ), ami azt mutatja meg,
hogy az SW abszolut maximuma h¶anyszorosa az SCE ¶altal el¶erhet}o maxi-
m¶alis SW -nek. Az MV egy ,,legjobb eset" (best case), m¶³g az EV egy ,,leg-
rosszabb eset" (worst case) m¶er}osz¶am. Az EV egy kÄolts¶egmodell keret¶eben
megfelel a ,,stabilit¶as ¶ara (price of stability)" mutat¶osz¶amnak, Roughgarden
and Tardos (2002), amikor is a viszony¶³t¶asi alap a legjobb NEP . Ebben
a cikkben a vizsg¶alt j¶at¶ekoszt¶aly a k¶etszem¶elyes egyszer}u line¶aris torl¶od¶asi
j¶at¶ekok oszt¶alya ¶es els}osorban az EV ¶erdekel bennÄunket.

Megmutatjuk, hogy minden 2 £ 2-es szimmetrikus bim¶atrix j¶at¶ek ekvi-
valens egy k¶etkiszolg¶al¶os, k¶etszem¶elyes egyszer}u line¶aris torl¶od¶asi j¶at¶ekkal.
Ezek kÄozÄott kitÄuntetett ¯gyelmet ¶erdemelnek a t¶arsadalmi dilemm¶ak. Leg-
tÄobbet a fogolydilemm¶aval ¶es n-szem¶elyes ¶altal¶anos¶³t¶asaival foglalkoztak, Car-
rol (1988) ¶es Hamburger (1973). KÄozismert, hogy az (n-szem¶elyes) fogoly-
dilemma eset¶eben egyetlen CE van ¶es ez egybeesik az egyetlen NEP -el. Az
SCE azonban k¶epes Pareto-jav¶³tani a NEP ki¯zet¶esen, Forg¶o (2010), Forg¶o
(2016). Ebben a cikkben a t¶arsadalmi dilemm¶ak kÄozÄul a ,,gy¶ava ny¶ul" (game
of chicken) j¶at¶ekkal ¶es n-szem¶elyes ¶altal¶anos¶³t¶as¶aval foglalkozunk. Egy kit}un}o
referencia Szilagyi and Somogyi (2010). Megmutatjuk, hogy az EV pontos
¶ert¶eke a vegyes k¶etkiszolg¶al¶os egyszer}u line¶aris torl¶od¶asi j¶at¶ekok oszt¶aly¶an
2, az ennek aloszt¶aly¶at alkot¶o n-szem¶elyes gy¶ava ny¶ul j¶at¶ekok oszt¶aly¶an ez
az ¶ert¶ek szint¶en 2. A k¶et- ¶es h¶aromszem¶elyes gy¶ava ny¶ul j¶at¶ekok oszt¶aly¶an
viszont jobb a helyzet, EV = 3

2 . Az SW -t maximaliz¶al¶o SCE kisz¶am¶³t¶as¶at
egy n¶egyszem¶elyes gy¶ava ny¶ul j¶at¶ekon illusztr¶aljuk.

A cikk szerkezete a kÄovetkez}o. A m¶asodik fejezetben az SCE-vel kap-
csolatos legfontosabb de¯n¶³ci¶okat ¶es el}ozm¶enyeket t¶argyaljuk. A harmadik
fejezetben a k¶etkiszolg¶al¶os torl¶od¶asi j¶at¶ekokkal foglalkozunk ¶es ezeknek a
t¶arsadalmi dilemm¶akkal val¶o kapcsolat¶at vizsg¶aljuk. A negyedik fejezetben
meghat¶arozzuk az EV ¶ert¶ek¶et a ,,gy¶ava ny¶ul" t¶³pus¶u vegyes k¶etkiszolg¶al¶os
egyszer}u line¶aris torl¶od¶asi j¶at¶ekok, valamint a k¶et- ¶es h¶aromszem¶elyes gy¶ava
ny¶ul j¶at¶ekok oszt¶aly¶an. Az ÄotÄodik fejezetben egy p¶eld¶at ismertetÄunk. A ha-
todik fejezetben Äosszefoglaljuk az eredm¶enyeket ¶es tov¶abbi kutat¶asi ir¶anyokat
jelÄolÄunk ki.

2 Fogalmak ¶es el}ozm¶enyek

A Nash-egyens¶uly egy fontos ¶altal¶anos¶³t¶as¶ahoz vezet, ha a kevert strat¶egia
fogalm¶at t¶agabban ¶ertelmezzÄuk. Legyen N = f1; . . . ; ng a j¶at¶ekosok halmaza
¶es G = fS1; . . . ; Sn; f1; . . . ; fng egy v¶eges j¶at¶ek. Amikor G kevert b}ov¶³t¶es¶er}ol
besz¶elÄunk, akkor legal¶abbis a leggyakoribb interpret¶aci¶oban, feltesszÄuk azt,
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hogy a j¶at¶ekosok egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul, kevert strat¶egi¶ajuk ¶altal meghat¶aro-
zottan, v¶eletlenszer}uen v¶alasztanak tiszta strat¶egi¶at, amit sokszor akci¶onak is
neveznek. Ehhez mindegyik j¶at¶ekos kÄulÄon-kÄulÄon egy v¶eletlen mechanizmust
(random device, RD) haszn¶al. Ezek az eloszl¶asok egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ast
gener¶alnak az S = £n

i=1Si akci¶opro¯lok v¶eges halmaz¶an. Ha f¶elretesszÄuk azt
a felt¶etelez¶est, hogy az egy¶eni randomiz¶al¶asok egym¶ast¶ol fÄuggetlenek, akkor
b}ovÄulnek a lehet}os¶egek: tetsz}oleges val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ast haszn¶alhatunk S-
en egy akci¶opro¯l v¶eletlenszer}u kiv¶alaszt¶as¶ara. Ez tulajdonk¶eppen az akci¶o-
v¶alaszt¶asok Äosszehangol¶asa (korrel¶al¶asa), amit ¶ugy kell megval¶os¶³tani, hogy
ne kelljen valamilyen szerz}od¶esben a j¶at¶ekosokat az Äosszehangolt cselekv¶esre
kÄotelezni.

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert el}oszÄor k¶etszem¶elyes (bim¶atrix) j¶at¶ekokat tekin-
tÄunk, a tÄobb szem¶elyre val¶o kiterjeszt¶es csak jelÄol¶esbeli kellemetlens¶egeket
okozna, a l¶enyeg ugyanaz. JelÄoljÄuk az els}o (sor)j¶at¶ekos akci¶oinak halmaz¶at I-
vel, a m¶asodik¶et (oszlop) J-vel, az els}o j¶at¶ekos ki¯zet¶eseit aij ; a m¶asodik¶et bij-
vel, i 2 I; j 2 J: JelÄolje A = [aij] ¶es B = [bij ] a k¶et j¶at¶ekos ki¯zet}om¶atrix¶at.
Legyen pij az (i; j) akci¶opro¯l v¶alaszt¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶ege. A pij val¶osz¶³n}u-
s¶egeket rendezzÄuk el egy nemnegat¶³v P m¶atrixban, amely elemeinek Äosszege
1. A P m¶atrix kÄoztudott. Ezt a val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ast ¶es az azt reprezent¶al¶o
P m¶atrixot korrel¶alt strat¶egi¶anak nevezzÄuk. Ez m¶ar nem a sz¶o eredeti ¶ertel-
m¶eben vett strat¶egia, ¶es tal¶an az elnevez¶es sem szerencs¶es, de ¶altal¶aban ez
haszn¶alatos.

A v¶eletlen v¶alaszt¶ast, az RD-t , egy ,,j¶at¶ekvezet}o" m}ukÄodteti. Amint a
v¶alaszt¶as megtÄort¶ent, a j¶at¶ekvezet}o az els}o j¶at¶ekosnak, ¶ugy, hogy a m¶asodik
ezt ne tudja, javasolja, hogy az i akci¶ot j¶atssza. Ugyan¶³gy javasolja a m¶asodik
j¶at¶ekosnak, hogy a j akci¶ot j¶atssza. A korrel¶alt strat¶egi¶at korrel¶alt egyens¶uly-
nak h¶³vjuk, ha v¶arhat¶o ¶ert¶ekben egyik j¶at¶ekosnak sem ¶erdeke a j¶at¶ekvezet}o
javaslat¶at elutas¶³tani ¶es valami m¶ast j¶atszani, mint az ¶eppen javasolt akci¶o,
felt¶eve, hogy a m¶asik j¶at¶ekos megfogadja a j¶at¶ekvezet}o javaslat¶at. Itt tulaj-
donk¶eppen a j¶at¶ek lej¶atsz¶as¶anak egy forgat¶okÄonyv¶et adtuk meg. Ez a for-
gat¶okÄonyv a korrel¶alt egyens¶uly feltal¶al¶oj¶anak, Aumannak (1974) a nev¶ehez
f}uz}odik.

A fentiek alapj¶an a korrel¶alt egyens¶ulyok halmaza egyenl}o az al¶abbi li-
ne¶aris egyenl}otlens¶egrendszer Äosszes megold¶asainak halmaz¶aval

pij ¸ 0 ; i 2 I; j 2 J
X

i2I

X

j2J

pij = 1

X

j2J

(aij ¡ akj)pij ¸ 0 ; i; k 2 I

X

i2I

(bij ¡ bil)pij ¸ 0 ; j; l 2 J :

(1)

Ezt az egyenl}otlens¶egrendszert haszn¶alhatjuk a korrel¶alt egyens¶uly form¶alis
de¯n¶³ci¶oj¶ara is. Az egyenl}otlens¶egeket szok¶as ,,ÄosztÄonz}o felt¶eteleknek" (in-
centive constraints) nevezni.
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1. De¯n¶³ci¶o. A P = [pij] val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ast a G = (A;B) bim¶atrix j¶at¶ek
korrel¶alt egyens¶uly¶anak (CE) nevezzÄuk, ha kiel¶eg¶³ti az (1) egyenl}otlens¶egrend-
szert.

A korrel¶alt egyens¶uly val¶oban ¶altal¶anos¶³t¶asa a Nash-egyens¶ulynak, amit
a kÄovetkez}o egyszer}uen igazolhat¶o t¶etelben fogalmazunk meg.

1. T¶etel (Aumann 1974). Ha (x; y) a G = (A;B) bim¶atrix j¶at¶ek NEP -je,
akkor a pij = xiyj, i 2 I, j 2 J korrel¶alt strat¶egia CE. Ha viszont pij

egy olyan CE, amelyre fenn¶all, hogy pij = uivj , i 2 I, j 2 J valamely u; v
val¶osz¶³n}us¶egi vektorokra (vagyis a pij val¶osz¶³n}us¶egekb}ol Äossze¶all¶³tott P m¶atrix
rangja 1), akkor az (u; v) strat¶egiapro¯l egy NEP .

A CE-t nemcsak bim¶atrix j¶at¶ekokra, hanem ak¶arh¶any szem¶elyes v¶eges j¶a-
t¶ekokra is lehet de¯ni¶alni, mint azt a k¶es}obbiekben meg is fogjuk tenni. A CE
itt is egy eloszl¶as a j¶at¶ek lehets¶eges kimenetelein. Az interpret¶aci¶o teljesen
ugyanaz: a j¶at¶ekvezet}o kisorsol egy akci¶o n-est, majd minden j¶at¶ekosnak
titokban javasolja, hogy j¶atssza a kisorsolt akci¶ot. Ekkor egyetlen j¶at¶ekos
sem tudja jav¶³tani a v¶arhat¶o ki¯zet¶es¶et azzal, hogy elt¶er a j¶at¶ekvezet}o ¶altal
javasolt akci¶ot¶ol.

A CE-k halmaza sokkal egyszer}ubb szerkezet}u, mint a NEP -ek¶e: egy
konvex polit¶op. ¶Altal¶aban v¶egtelen sok CE l¶etezik. Ezek kÄozÄul lehet ¶ugy
v¶alasztani (pl. a j¶at¶ekvezet}o v¶alaszthat), hogy valamilyen c¶elt reprezent¶al¶o
fÄuggv¶enyt maximaliz¶alunk a CE-k halmaz¶an ¶es a kiv¶alasztott CE-t majd
a j¶at¶ekvezet}o implement¶alja egy megfelel}o RD seg¶³ts¶eg¶evel. Ha a j¶at¶ekosok
hasznoss¶agai Äosszeadhat¶ok, akkor egy ilyen c¶el lehet a hasznoss¶agok Äosszeg¶e-
nek a maximaliz¶al¶asa. Az ¶³gy kapott CE egyszerre val¶os¶³t meg ,,kollekt¶³v"
hasznoss¶agot ¶es stabilit¶ast, abban az ¶ertelemben, hogy a kollekt¶³v ,,optimum"
Äonmegval¶os¶³t¶o (self enforcing), ha a j¶at¶ekosok hajland¶ok a j¶at¶ek szab¶alyait
elfogadni (azt teh¶at, hogy a mindenki ¶altal ismert eloszl¶as szerint sorsol a
j¶at¶ekvezet}o ¶es a le¶³rt titoktart¶asi szab¶alyokat betartj¶ak).

FelmerÄult az a k¶erd¶es, hogy a CE tov¶abbi ¶altal¶anos¶³t¶as¶aval lehetne-e m¶eg
nagyobb SW -t el¶erni. A tov¶abbiakban, hacsak nem jelezzÄuk, SW -n automa-
tikusan az egyes j¶at¶ekosok hasznoss¶againak (ki¯zet¶eseinek) az Äosszeg¶et ¶ertjÄuk.
Vil¶agos, hogy ez egy¶altal¶an nem mag¶at¶ol ¶ertet}od}o, de mivel az irodalomban
az egyes egyens¶ulyt¶³pusok Äosszehasonl¶³t¶as¶an¶al ¶altal¶aban ezt haszn¶alj¶ak, nem
¶erdemes ett}ol elt¶erni.

Moulin ¶es Vial (1978) t¶ertek el el}oszÄor az Aumann-f¶ele protokollt¶ol. Csak
bim¶atrix j¶at¶ekokat vizsg¶altak. Nagyobb elkÄotelezetts¶eget kÄovetelnek a j¶at¶e-
kosokt¶ol: Legel}oszÄor dÄonteniÄuk kell, hogy vakon kÄovetik-e a j¶at¶ekvezet}o ja-
vaslat¶at a sorsol¶as megtÄort¶ente ut¶an, vagy nem akarj¶ak elkÄotelezni magukat,
amikor is nem kapnak semmilyen javaslatot, de azt csin¶alhatnak, amit akar-
nak. Valami olyasmire gondolhatunk, mint amikor valakinek dÄontenie kell,
hogy szabad kezet adjon-e a br¶oker¶enek a befektet¶es kiv¶alaszt¶as¶ahoz, vagy
pedig saj¶at maga hozza meg a befektet¶esi dÄont¶est.

Szeml¶eletes, ha a forgat¶okÄonyvet a kÄovetkez}ok¶eppen k¶epzeljÄuk el. A j¶a-
t¶ekvezet}o elv¶egzi a sorsol¶ast az adott, kÄozismert val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as szerint.
A kisorsolt akci¶okat (illetve egy pap¶³rt, amire az akci¶o fel van ¶³rva) beteszi az
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egyes j¶at¶ekosok sz¶am¶ara kijelÄolt piros bor¶³t¶ekokba. A j¶at¶ekosok valamennyi
akci¶oj¶at, azt is, amelyik a piros bor¶³t¶ekban van, beteszi egy feh¶er bor¶³t¶ekba.
A j¶at¶ekosok egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul (szimult¶an) v¶alasztanak a piros ¶es a feh¶er
bor¶³t¶ek kÄozÄul. Ha egy j¶at¶ekos a pirosat v¶alasztotta, akkor azt az akci¶ot
kell v¶egrehajtania, ami a bor¶³t¶ekban van. Ha a feh¶eret v¶alasztotta, akkor
szabadon v¶alaszt a bor¶³t¶ekban l¶ev}o akci¶ok kÄozÄul, vagyis az akci¶ohalmaz¶ab¶ol
b¶armelyiket v¶alaszthatja. A val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ast, amely szerint a j¶at¶ekvezet}o
a sorsol¶ast v¶egzi, gyenge korrel¶alt egyens¶ulynak (weak correlated equilibrium,
WCE)-nek nevezzÄuk, ha egyik j¶at¶ekos sem tudja nÄovelni a v¶arhat¶o ki¯zet¶es¶et
azzal, ha a piros bor¶³t¶ek helyett a feh¶eret v¶alasztja, felt¶eve, hogy mindenki
m¶as a pirosat v¶alasztotta.

Moulin ¶es Vial (1978) mutattak p¶eld¶at arra, amikor a WCE nagyobb
SW -t ad, mint b¶armelyik CE.

FelmerÄul a k¶erd¶es, hogy nem lehet-e a CE protokollj¶at m¶ask¶eppen meg-
v¶altoztatni ¶ugy, hogy tov¶abbra is a CE ¶altal¶anos¶³t¶as¶at kapjuk, de olyan j¶at¶e-
kok eset¶eben is (nem mindegyikn¶el term¶eszetesen) el tudunk ¶erni Pareto-jobb
ki¯zet¶eseket, amelyekn¶el a WCE ezt nem tudja megtenni. A kÄovetkez}o pro-
tokoll alapj¶an Forg¶o (2010) a CE egy ¶uj ¶altal¶anos¶³t¶as¶at vezette be, amelyet
,,puha korrel¶alt egyens¶ulynak" (soft correlated equilibrium, SCE) nevezett.
A protokoll le¶³r¶as¶an¶al c¶elszer}u ism¶et a ,,bor¶³t¶ekos" interpret¶aci¶ot haszn¶alni a
szeml¶eletess¶eg kedv¶e¶ert.

Most is azzal kezdÄunk, hogy a j¶at¶ekvezet}o egy kÄoztudott val¶osz¶³n}us¶eg-
eloszl¶as szerint kisorsol egy akci¶opro¯lt. Minden j¶at¶ekos sz¶am¶ara a saj¶at piros
bor¶³t¶ekj¶aba teszi a kiv¶alasztott akci¶ot. A feh¶er bor¶³t¶ekj¶aba a tÄobbi akci¶okat.
VegyÄuk ¶eszre a WCE-t}ol val¶o elt¶er¶est: m¶³g ott minden akci¶ot elhelyezett a
j¶at¶ekvezet}o a feh¶er bor¶³t¶ekba, itt a kiv¶alasztott (piros bor¶³t¶ekban l¶ev}o) akci¶ot
nem. Innent}ol kezdve a protokoll ugyanaz. A j¶at¶ekosok szimult¶an v¶alaszta-
nak a piros ¶es a feh¶er bor¶³t¶ekok kÄozÄul. A val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ast SCE-nek
nevezzÄuk, ha v¶arhat¶o ¶ert¶ekben egyik j¶at¶ekosnak sem ¶erdeke a feh¶er bor¶³t¶ekot
v¶alasztani, felt¶eve, hogy az Äosszes tÄobbi a pirosat v¶alasztotta.

N¶ezzÄuk meg, hogy mik¶eppen tudjuk jellemezni a h¶aromf¶ele korrel¶alt egyen-
s¶ulyt, a CE-t, a WCE-t ¶es az SCE-t egy line¶aris egyenl}otlens¶egrendszer
seg¶³ts¶eg¶evel n-szem¶elyes v¶eges j¶at¶ekok eset¶eben. Az egyenl}otlens¶egek az ¶ugy
nevezett ,,ÄosztÄonz}o felt¶etelek", amelyek annak a v¶arhat¶o haszn¶at, hogy egy
j¶at¶ekos engedelmeskedik a j¶at¶ekvezet}onek, hasonl¶³tja Äossze azzal, amikor ezt
nem teszi meg, mindig felt¶eve, hogy a tÄobbi j¶at¶ekos kÄoveti a j¶at¶ekvezet}o
utas¶³t¶asait.

Legyen G = fS1; . . . ; Sn; f1; . . . ; fng egy n-szem¶elyes j¶at¶ek norm¶al form¶a-
ban, az S1; . . . ; Sn v¶eges akci¶ohalmazokkal ¶es az f1; . . . ; fn ki¯zet}ofÄuggv¶enyek-
kel. Az ÄosztÄonz}o felt¶eteleket az i rÄogz¶³tett j¶at¶ekosra¶³rjuk fel ¶es az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert ezt az indexet elhagyjuk ott, ahol ez nem okoz f¶elre¶ert¶est.

A kÄovetkez}o jelÄol¶eseket haszn¶aljuk:
N = f1; . . . ; ng: a j¶at¶ekosok halmaza.
I = f1; . . . ;mg: az i j¶at¶ekos akci¶ohalmaza, amelyeket az akci¶ok indexei

reprezent¶alnak.
S¡: az i j¶at¶ekos kiv¶etel¶evel az Äosszes tÄobbi j¶at¶ekos akci¶ohalmazainak
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Descartes-szorzata (a csonka akci¶opro¯lok halmaza).
s¡ 2 S¡: egy csonka akci¶opro¯l.
(j; s¡); j 2 I; s¡ 2 S¡: egy (teljes) akci¶opro¯l.
S = f(j; s¡) : j 2 I; s¡ 2 S¡g: a (teljes) akci¶opro¯lok halmaza.
f(j; s¡): az i j¶at¶ekos ki¯zet¶ese, ha }o a j akci¶ot j¶atssza, a tÄobbiek pedig

s¡-t.
p: egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as S-en.
p(j; s¡): az a val¶osz¶³n}us¶eg, amelyet a p eloszl¶as a (j; s¡) akci¶opro¯lhoz

rendel.
A CE olyan p val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as, amely minden i-re (i 2 N) kiel¶eg¶³ti

az al¶abbi ÄosztÄonz}o felt¶etelt

X

s¡2S¡

f(j; s¡)p(j; s¡) ¸
X

s¡2S¡

f(k; s¡)p(j; s¡)

minden j; k 2 I-re, vagy, ami ezzel ekvivalens

X

s¡2S¡

f(j; s¡)
p(j; s¡)P

t¡2S¡ p(j; s¡)
¸

X

s¡2S¡

f(k; s¡)
p(j; s¡)P

t¡2S¡ p(j; s¡)

minden j; k 2 I-re, felt¶eve, hogy
P

s¡2S¡ p(j; s¡) > 0. Itt a bal oldalon
a ki¯zet¶es v¶arhat¶o ¶ert¶eke szerepel akkor, ha az i j¶at¶ekos engedelmeskedik a
j¶at¶ekvezet}onek, a jobb oldalon pedig annak a ki¯zet¶esnek a v¶arhat¶o ¶ert¶eke, ha
a k 2 I strat¶egi¶at v¶alasztja fÄuggetlenÄul att¶ol, hogy mi a j¶at¶ekvezet}o javaslata.

A WCE olyan p val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as, amely kiel¶eg¶³ti minden i (i 2 N)
j¶at¶ekos al¶abbi ÄosztÄonz}o felt¶eteleit

X

j2I

X

s¡2S¡

f(j; s¡)p(j; s¡) ¸
X

j2I

X

s¡2S¡

f(k; s¡)p(j; s¡) minden k 2 I-re.

A bal oldalon annak a ki¯zet¶esnek a v¶arhat¶o ¶ert¶eke van, amit az i j¶at¶ekos
kap, ha elkÄotelezi mag¶at, hogy mindig v¶egrehajtja a j¶at¶ekvezet}o javaslat¶at, a
jobb oldalon pedig az a v¶arhat¶o ki¯zet¶es szerepel, amelyet az i j¶at¶ekos akkor
kap, ha nem kÄotelezi el mag¶at ¶es a k 2 I akci¶ot v¶alasztja. Vil¶agos, hogy
a WCE ¶altal¶anos¶³t¶asa a CE-nek, hiszen ÄosztÄonz}o felt¶etelei a CE bizonyos
ÄosztÄonz}o felt¶eteleinek Äosszegz¶es¶evel ¶alltak el}o.

Az SCE de¯ni¶al¶as¶ahoz kell n¶emi el}ok¶eszÄulet. Egy rÄogz¶³tett j 2 I-re
tekintsÄuk az al¶abbi felt¶eteleket:

X

s¡2S¡

f(j; s¡)p(j; s¡) ¸
X

s¡2S¡

f(l; s¡)p(j; s¡) minden l 2 I-re;

¶es nevezzÄuk ezeket j-halmaznak. Vil¶agos, hogy a j-halmazok egyes¶³t¶ese min-
den j 2 I-re pontosan a CE ÄosztÄonz}o felt¶eteleinek a halmaz¶at adja az i
j¶at¶ekosra. A WCE ÄosztÄonz}o felt¶eteleit az i j¶at¶ekosra ¶ugy kapjuk, hogy min-
den j-halmazb¶ol a k index}u felt¶eteleket ÄosszegezzÄuk, k 2 I .
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Ugyanezt tesszÄuk az SCE eset¶eben, azzal a kÄulÄonbs¶eggel, hogy a j-hal-
mazb¶ol m¶as felt¶eteleket adunk Äossze, mint a WCE eset¶eben. TekintsÄuk a
kÄovetkez}o halmazt

K =
mY

j=1

(I n fjg) :

A K elemeit megengedett (index)halmazoknak nevezzÄuk. P¶eld¶aul, ha m = 3,
akkor (2; 3; 2) megengedett, m¶³g (1; 3; 2) nem megengedett. Az SCE ÄosztÄonz}o
felt¶eteleit az i 2 N j¶at¶ekos sz¶am¶ara az al¶abbi egyenl}otlens¶egekkel de¯ni¶aljuk

X

j2I

X

s¡2S¡

f(j; s¡)p(j; s¡) ¸
X

j2I

X

s¡2S¡

f(kj; s¡)p(j; s¡)

minden (k1; . . . ; km) 2 K megengedett halmazra.
Val¶oban, az SCE ÄosztÄonz}o felt¶etelei az i j¶at¶ekos sz¶am¶ara m egyenl}otlens¶eg

Äosszes lehets¶eges Äosszegei, amelyek mindegyik¶et egy-egy j-halmazb¶ol vesszÄuk
azzal a megkÄot¶essel, hogy azokat az egyenl}otlens¶egeket, amelyeket a WCE
de¯ni¶al¶asakor haszn¶altunk, nem v¶alaszthatjuk. M¶ar a WCE ¶es az SCE
de¯n¶³ci¶oj¶ab¶ol is l¶atszik, hogy a CE k¶et kÄulÄonbÄoz}o ¶altal¶anos¶³t¶as¶ar¶ol van sz¶o,
¶es ezek egyike sem ¶altal¶anos¶³t¶asa a m¶asiknak.

Az SCE ÄosztÄonz}o felt¶eteleinek sz¶ama az i j¶at¶ekosra (m¡1)m. Ez nagyon
sok, Äosszehasonl¶³tva azzal, hogy ugyanez a WCE eset¶eben m, m¶³g a CE
eset¶eben m2. Ezek kÄozÄott az egyenl}otlens¶egek kÄozÄott sok redund¶ans van,
amelyek kikÄuszÄobÄol¶ese neh¶ez feladat, de m¶eg a redundancia megszÄuntet¶ese
ut¶an is t¶ul sok marad ahhoz, hogy nagy m eset¶eben b¶armit is lehessen vele
kezdeni. A probl¶ema azonban megoldhat¶o. Lehet ugyanis egy olyan ekvi-
valens egyenl}otlens¶egrendszert de¯ni¶alni, amely eset¶eben a felt¶etelek sz¶ama
csak kvadratikusan nÄovekszik m nÄoveked¶es¶evel.

2. T¶etel (Forg¶o 2010). Minden i 2 N j¶at¶ekos eset¶eben van olyan line¶aris
egyenl}otlens¶egrendszer, amelynek m¶erete (a v¶altoz¶ok ¶es felt¶etelek sz¶ama) kvad-
ratikusan n}o az akci¶ok sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶evel, ¶es az ¶altala meghat¶arozott
lehets¶eges tartom¶any alkalmas vet¶³t¶ese megegyezik az SCE-k halmaz¶aval.

Mivel az SCE (¶es a WCE) fogalomalkot¶asnak a legf}obb c¶elja az, hogy
,,jobb" v¶arhat¶o ki¯zet¶eseket ¶erjÄunk el, mint a CE-vel, az ¶altal¶anos¶³t¶as erej¶et
azzal lehet demonstr¶alni, hogy mutatunk olyan fontos j¶at¶ekoszt¶alyokat, ahol
az SCE jobban teljes¶³t. A bin¶aris j¶at¶ekokban (minden j¶at¶ekosnak csak
k¶et lehets¶eges akci¶oja van), ahol a WCE-ek halmaza megegyezik a CE-
ek halmaz¶aval, az SCE jobban teljes¶³thet, de nem bin¶aris j¶at¶ekokban is
lehet hat¶asos, Forg¶o (2010). A k¶es}obbiekben ezt a torl¶od¶asi j¶at¶ekok egyes
oszt¶alyaira tesszÄuk majd meg.

Hogyan interpret¶alhatjuk az SCE-t ¶altal¶aban? (Az egyes konkr¶et j¶a-
t¶ekokban konkr¶etabb ¶ertelmez¶est is adhatunk.) Gondoljunk az eg¶esz for-
gat¶okÄonyvre ¶ugy, hogy van egy klub, ¶es a j¶at¶ekosok szabadon dÄonthetnek
arr¶ol, hogy bel¶epnek-e. Tudj¶ak, hogy a klubtags¶ag el}onyÄokkel ¶es h¶atr¶anyokkal
is j¶arhat. El}ony, hogy a sorsol¶as ut¶an a kisorsolt akci¶ok csak a klubtagok
sz¶am¶ara lehet}os¶egek, a k¶³vÄul maradottaknak nem. H¶atr¶any, hogy ha bel¶epnek
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a klubba, a klub szab¶alyzata kimondja, hogy felt¶etlenÄul engedelmeskedni kell
¶es azt az akci¶ot kell v¶egrehajtani, amely ki lett sorsolva. SCE-ben senki-
nek sem ¶erdeke a klubb¶ol kil¶epni, ha a tÄobbiek benn maradnak. KÄulÄonbÄoz}o
j¶at¶ekokban konkr¶et form¶at Äolt a ,,klub", a ,,szab¶alyok", az ,,akci¶ok" stb.

Milyen j¶at¶ekosok hajland¶ok r¶eszt venni olyan j¶at¶ekokban, amelyeket a
WCE vagy az SCE protokollja szerint j¶atszanak? Azt v¶arhatjuk, hogy
a min¶el nagyobb v¶arhat¶o ki¯zet¶esben ¶erdekelt, szab¶alykÄovet}o, intelligens
j¶at¶ekosok hajland¶ok r¶eszt venni olyan j¶at¶ekban, amiben megvan a lehet}os¶ege
nagyobb ki¯zet¶es el¶er¶es¶enek, amennyiben mindenki betartja a szab¶alyokat
¶es/vagy megvan az eszkÄoz a szab¶alyok betartat¶as¶anak. A WCE ¶es az SCE
ebb}ol a szempontb¶ol is hasonl¶oak, csak a szab¶alyok kÄulÄonbÄoznek valamennyi-
re. A legtÄobb sport¶agban alkalmaznak ¶es betartatnak sokszor teljesen Äon-
k¶enyesnek t}un}o szab¶alyokat, amelyek egyik c¶elja, hogy a j¶at¶ekot ¶erdekess¶e
tegy¶ek. A sport n¶epszer}us¶ege nem k¶erd}ojelezhet}o meg.

A korrel¶aci¶on k¶³vÄul vannak m¶as eszkÄozÄok is a hat¶ekonys¶ag nÄovel¶es¶ere. Az
egyik experiment¶alis kutat¶as, amelyet Bracht and Feltovich (2008) v¶egzett
el, azt mutatja, hogy a j¶at¶ekosok az elv¶arhat¶o m¶odon cselekszenek olyan
j¶at¶ekokban, ahol az el}ozetes elkÄotelezetts¶eg lehet}os¶ege integr¶ans r¶esze a j¶a-
t¶eknak, ¶es azt a c¶elt szolg¶alja, hogy a v¶arhat¶o ki¯zet¶eseket nÄovelni lehessen.
Egy m¶asik k¶³s¶erletben Cason and Sharma (2006) azt tal¶alta, hogy a CE rea-
liz¶alhat¶o, ha a j¶at¶ekosok biztosak abban, hogy m¶asok is kÄovetik a j¶at¶ekvezet}o
aj¶anl¶asait. Ez azt sugallja, hogy a kritikus k¶erd¶es nem annyira a szab¶alyok
¶es a protokoll, hanem a j¶at¶ekosok kÄolcsÄonÄos bizalma. Term¶eszetesen ezt a
bizalmat csak ¶ugy lehet tesztelni, ha a szab¶alyok ¶es a protokoll mindenki
sz¶am¶ara vil¶agosak.

3 Puha korrel¶alt egyens¶uly egyszer}u, k¶etki-
szolg¶al¶os, line¶aris torl¶od¶asi j¶at¶ekokban

Ha kÄulÄonbÄoz}o korrel¶alt egyens¶uly koncepci¶ok (CE;WCE; SCE) ,,erej¶et" sze-
retn¶enk Äosszehasonl¶³tani abb¶ol a szempontb¶ol, hogy mennyire nÄoveli az SW -t
a NEP -hez k¶epest, tÄobbf¶ele megkÄozel¶³t¶est alkalmazhatunk. A sz¶am¶³t¶astu-
dom¶anyban j¶ol bev¶alt az ¶un. legrosszabb eset elemz¶es (worst case analy-
sis) ¶es az ¶atlagos eset elemz¶es (average case analysis). Az el}obbit haszn¶alva
azt hat¶arozzuk meg, hogy egy probl¶emaoszt¶alyon belÄul a legrosszabb eset-
ben mennyire javul az SW ¶ert¶eke abszol¶ut vagy relat¶³v ¶ertelemben valamely
korrel¶alt egyens¶uly forgat¶okÄonyv¶enek alkalmaz¶as¶aval. Az ut¶obbit haszn¶alva
a probl¶emaoszt¶alyb¶ol v¶eletlenszer}uen, egyenletes eloszl¶as szerint v¶alasztunk
egy probl¶em¶at, arra alkalmazzuk a korrel¶aci¶ot, ¶es a korrel¶aci¶o eredm¶enye-
k¶eppen kapott ¶atlagos javul¶ast tekintjÄuk m¶ert¶eknek. Ezen k¶³vÄul m¶eg vannak
m¶as megkÄozel¶³t¶esek is.

Az els}o ¶es tal¶an a legszebb p¶eld¶aja a legrosszabb eset elemz¶esnek j¶at¶ek-
elm¶eleti kontextusban Roughgarden ¶es Tardos (2002) munk¶aja, akik a kÄolt-
s¶egalap¶u torl¶od¶asi j¶at¶ekok egy oszt¶aly¶an hat¶arozt¶ak meg az ,,anarchia ¶ar¶at"
(price of anarchy), ami a legrosszabb NEP t¶arsadalmi kÄolts¶eg¶enek ¶es a mini-
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m¶alis t¶arsadalmi kÄolts¶egnek a h¶anyadosa. A ,,stabilit¶as ¶ara" (price of stabil-
ity) ugyanez a h¶anyados azzal kÄulÄonbs¶eggel, hogy a legjobb NEP t¶arsadalmi
kÄolts¶ege a viszony¶³t¶asi alap.

Ha nem a NEP a viszony¶³t¶asi alap, hanem a korrel¶alt egyens¶uly valami-
lyen fajt¶aja ¶es ugyanezt a megkÄozel¶³t¶est alkalmazzuk, akkor egy ,,alacsonyabb
szint}u" ir¶any¶³tott stabilit¶as ¶ar¶at kaphatjuk meg. Christodoulou ¶es Koutsou-
pias (2005) kisz¶am¶³tott¶ak a CE eset¶eben a stabilit¶as ¶ar¶at a torl¶od¶asi j¶at¶ekok
egy oszt¶aly¶ara. Ashlagi et al. (2008) t¶arsadalmi kÄolts¶egek helyett a t¶arsadal-
mi j¶ol¶ettel sz¶amoltak. Els}o l¶at¶asra ¶ugy t}unik, mintha ez nem lenne l¶enyeges
kÄulÄonbs¶eg, de az eml¶³tett szerz}ok meggy}oz}o p¶eld¶akat mutatnak arra, hogy
eg¶eszen elt¶er}o eredm¶enyeket kaphatunk a k¶et megkÄozel¶³t¶essel. Mi a kÄovet-
kez}okben ez ut¶obbit v¶alasztjuk, teh¶at a j¶at¶ekosok ki¯zet}ofÄuggv¶enyeinek Äosz-
szegek¶ent ¶ertelmezett SW -t haszn¶aljuk. A m¶er}osz¶amok form¶alis de¯n¶³ci¶oit
kicsit k¶es}obbre halasztjuk.

A j¶at¶ekoszt¶aly, amit tekintÄunk, a torl¶od¶asi j¶at¶ekok egy aloszt¶alya. Az
egyszer}u torl¶od¶asi j¶at¶ekokban a j¶at¶ekosok v¶alaszthatnak bizonyos kiszolg¶al¶ok
kÄozÄott, amelyeknek a szolg¶alatait szeretn¶ek ig¶enybe venni. Egy j¶at¶ekos hasz-
noss¶aga (ki¯zet¶ese) csak att¶ol fÄugg, hogy h¶anyan haszn¶alj¶ak (v¶alasztott¶ak) az
illet}o kiszolg¶al¶ot. P¶eld¶aul ha a kÄozleked}ok v¶alaszthatnak k¶et alternat¶³v ¶utvo-
nal kÄozÄott, amelyek A v¶arost B v¶arossal kÄotik Äossze, akkor, ha sok kÄozleked}o
v¶alasztja az egyik utat, ez¶altal torl¶od¶ast ¶es lassul¶ast okozva, akkor az ezen
¶uton halad¶ok hasznoss¶aga csÄokken a haszn¶al¶ok sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶evel. Mi
csak k¶et-kiszolg¶al¶os torl¶od¶asi j¶at¶ekokkal foglalkozunk.

El}oszÄor az ¶altal¶anos esetet n¶ezzÄuk, amikor a j¶at¶ekosok sz¶ama n ¸ 2. Egy
ilyen j¶at¶ekot a legegyszer}ubben egy ,,torl¶od¶asi alakkal" (congestion form) ad-
hatunk meg, ami k¶et nemnegat¶³v n komponens}u vektor: a = (a1; . . . ; an),
b = (b1; . . . ; bn). A jelent¶ese a kÄovetkez}o: ha j darab j¶at¶ekos v¶alasztja az
F1 els}o kiszolg¶al¶ot, akkor mindegyik j¶at¶ekos aj hasznoss¶aghoz jut, ¶es ha k
darab j¶at¶ekos v¶alasztja az F2 m¶asodik kiszolg¶al¶ot, akkor ezek mindegyike
bk hasznoss¶aghoz jut. A torl¶od¶asi alakb¶ol konstru¶alni tudunk egy torl¶od¶asi
j¶at¶ekot. A j¶at¶ekosok halmaza N = f1; . . . ; ng, minden j¶at¶ekos akci¶ohalmaza
fF1; F2g, amelyet rÄoviden f1; 2g-vel jelÄolÄunk, a ki¯zet¶eseket pedig az a ¶es b
hasznoss¶agvektorok hat¶arozz¶ak meg. Egy akci¶opro¯l (i1; . . . ; in), ahol ij 2
f1; 2g; j 2 N . P¶eld¶aul, ha n = 4, akkor (1; 1; 2; 1) azt a helyzetet je-
lenti, amikor az 1; 2; 4 j¶at¶ekosok az F1 kiszolg¶al¶ot, a 3 j¶at¶ekos pedig az F2
kiszolg¶al¶ot v¶alasztja. JelÄoljÄuk az akci¶opro¯lok halmaz¶at S-el.

Legyen I1(i1; . . . ; in) = fk 2 N : ik = 1g; ¶es I2 = N nI1, amelyek azoknak
a j¶at¶ekosoknak a halmazai, akik rendre az F1 ¶es F2 kiszolg¶al¶okat v¶alasztott¶ak
az (i1; . . . ; in) 2 S akci¶opro¯lban. JelÄolje pi1;...;in annak a val¶osz¶³n}us¶eg¶et,
hogy a j¶at¶ekvezet}o az (i1; . . . ; in) akci¶opro¯lt v¶alasztja, jT j pedig egy T v¶eges
halmaz elemeinek sz¶am¶at. Az fj(i1; . . . ; in) hasznoss¶ag, amit a j j¶at¶ekos kap,
¶³rhat¶o a kÄovetkez}ok¶eppen:

fj(i1; . . . ; in) =

½
ajI1(i1;...;in)j ; ha ij = 1 ;
bjI2(i1;...;in)j ; ha ij = 2 :
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De¯ni¶aljuk a gj fÄuggv¶enyt

gj(i1; . . . ; in) =

½
ajI1(i1;...;in)j+1 ; ha ij = 2 ;
bjI2(i1;...;in)j+1 ; ha ij = 1 :

gj(i1; . . . ; in) az a hasznoss¶ag, amelyet a j j¶at¶ekos kapna, ha az F2 kiszol-
g¶al¶or¶ol az F1-re v¶altana, vagy az F2-r}ol F1-re, felt¶eve, hogy senki m¶as nem
v¶altoztatja meg a v¶alaszt¶as¶at.

Ebben a speci¶alis esetben (k¶et kiszolg¶al¶o van) a torl¶od¶asi j¶at¶ek egy bin¶aris
j¶at¶ek, amelyben az SCE-k halmaz¶at de¯ni¶al¶o ÄosztÄonz}o felt¶etelek igen egy-
szer}u form¶at Äoltenek. A j j¶at¶ekos ÄosztÄonz}o felt¶etele (csak egy ilyen van!) az
al¶abbi m¶odon ¶³rhat¶o fel

X

(i1;...;in)2S

fj(i1; . . . ; in)pi1;...;in
¸

X

(i1;...;in)2S

gj(i1; . . . ; in)pi1;...;in
:

Az SW v¶arhat¶o ¶ert¶eke
nX

j=1

X

(i1;...;in)2S

fj(i1; . . . ; in)pi1;...;in :

Ha az SW -t maximaliz¶alni akarjuk az SCE-k halmaz¶an, akkor egy LP fel-
adatot kapunk, amelyet ,,teljes m¶eret}u LP"-nek fogunk nevezni. Az a t¶eny,
hogy a torl¶od¶asi j¶at¶ekban a ki¯zet¶eseket csak az hat¶arozza meg, hogy h¶anyan
v¶alasztj¶ak az F1 ¶es F2 kiszolg¶al¶okat, lehet}ov¶e teszi egy olyan LP feladat
haszn¶alat¶at, amelynek a nemnegativit¶asi ¶es a normaliz¶al¶o felt¶eteleken k¶³vÄul
csak egy felt¶etele van. Ezt fogjuk ,,kism¶eret}u LP"-nek nevezni. JelÄolje t
azoknak a j¶at¶ekosoknak a sz¶am¶at, akik az F2 kiszolg¶al¶ot v¶alasztott¶ak, t =
0; 1; . . . ; n. Legyen tov¶abb¶a St = f(i1; . . . ; in) 2 S : jI2(i1; . . . ; in)j = tg azok-
nak az akci¶opro¯loknak a halmaza, amelyekben t j¶at¶ekos v¶alasztotta F2-t.
TegyÄuk fel, hogy valamennyi pi1;...;in val¶osz¶³n}us¶eg egyenl}o, (i1; . . . ; in) 2 St,
¶es jelÄoljÄuk ezt pt-vel.

Ennek a jelÄol¶esnek a haszn¶alat¶aval minden j¶at¶ekos ÄosztÄonz}o felt¶etele az
al¶abbi

(an ¡ b1)p0 +
n¡1X

t=1

·µ
n ¡ 1

t ¡ 1

¶
(bt ¡ an¡t+1) +

µ
n ¡ 1

t

¶
(an¡t ¡ bt+1)

¸
pt +

+ (bn ¡ a1)pn ¸ 0 :
(3)

A normaliz¶al¶o felt¶etel ¶es a nemnegativit¶asi felt¶etelek

nX

t=0

µ
n

t

¶
pt = 1 ;

p0; p1; . . . ; pn ¸ 0 ;

(4)

¶es az SW
nX

t=0

µ
n

t

¶¡
btt + an¡t(n ¡ t)

¢
pt :
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¶Igy a kism¶eret}u LP az a feladat, amely az SW -t maximaliz¶alja a (3) ¶es (4)
felt¶etelek mellett. Ez egy ,,kÄonny}u" feladat, a j¶at¶ekosok sz¶am¶aban line¶aris
id}o alatt oldhat¶o meg, Dyer (1984). Nem neh¶ez megmutatni, hogy ha p¤

0, p¤
1,

. . ., p¤
n a kism¶eret}u LP egy optim¶alis megold¶asa, akkor a

p¤
i1;...;in = p¤

t ; (i1; . . . ; in) 2 St; t = 0; 1; . . . ; n (5)

a teljes m¶eret}u LP egy (nem az egyetlen!) optim¶alis megold¶asa, amely
ugyanakkora SW ¶ert¶eket szolg¶altat, mint a kism¶eret}u LP optim¶alis c¶elfÄugg-
v¶eny¶ert¶eke.

Az SCE erej¶enek m¶er¶es¶ere ¶altal¶aban k¶et mutat¶osz¶amot haszn¶alnak, ame-
lyeket Ashlagi et al (2008) javasoltak a CE-re. Ezek a ,,medi¶aci¶os ¶ert¶ek"
(MV ) ¶es a ,,k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek" (EV ). Mi ebben a cikkben csak az EV -vel
foglalkozunk, ami kÄolts¶egmodellben a stabilit¶as ¶ar¶anak felel meg.

Legyen C a v¶eges j¶at¶ekok egy oszt¶alya ¶es G 2 C. JelÄolje P (G) a G
akci¶opro¯ljain ¶ertelmezett Äosszes val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶asok halmaz¶at, ¶es S(G)
az SCE-k halmaz¶at. JelÄoljÄuk SW (p)-vel a p eloszl¶ashoz tartoz¶o v¶arhat¶o
t¶arsadalmi hasznoss¶agot (a j¶at¶ekosok v¶arhat¶o hasznoss¶againak az Äosszege).
De¯ni¶aljuk az EV (G) k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶eket az al¶abbi m¶odon

EV (G) =
maxp2P (G) SW (p)

maxp2S(G) SW (p)
:

Az EV k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶eket a C j¶at¶ekoszt¶alyon pedig ¶³gy de¯ni¶aljuk

EV = sup
G2C

EV (G) :

Az EV egy val¶odi ,,legrosszabb-eset" elemz¶es eredm¶enye, ¶es azt mutatja, hogy
(relat¶³ven) maximum mennyit vesz¶³thetÄunk az SW maximum¶ahoz k¶epest az
SCE protokollj¶at alkalmazva. Nyilv¶an az EV = 1 a legjobb ¶ert¶ek.

Ha ezeket az ¶ert¶ekeket konkr¶eten ki szeretn¶enk sz¶amolni, illetve becsl¶est
adni r¶ajuk, a legegyszer}ubb esetre, a k¶et-kiszolg¶al¶os, line¶aris torl¶od¶asi j¶at¶e-
kokra kell szor¶³tkozunk, illetve, ha m¶eg egyszer}ubb esetet akarunk elemezni,
akkor a j¶at¶ekosok sz¶am¶at is a lehet}o legkisebbnek, kett}onek kell vennÄunk.
Persze ez ut¶obbi esetben a linearit¶as automatikusan teljesÄul. Ezek a j¶at¶ekok
szoros kapcsolatban vannak a t¶arsadalmi dilemma (social dilemma, SD)
j¶at¶ekokkal.

Egy SD olyan szimmetrikus k¶etszem¶elyes bin¶aris bim¶atrix j¶at¶ek, amely-
nek valamely ,,dilemma t¶³pus¶u" tulajdons¶aga van (¶altal¶aban intu¶³ci¶oellenes
vagy probl¶em¶as NEP l¶etez¶ese) A legh¶³resebb SD a fogolydilemma (prisoners'
dilemma, PD). M¶as p¶eld¶ak: nemek h¶abor¶uja, gy¶ava ny¶ul, szarvasvad¶aszat,
galamb-h¶eja stb.). Bevezet}o j¶at¶ekelm¶elet kÄonyvekben lehet olvasni a hozz¶ajuk
tartoz¶o tÄort¶enetekr}ol (p¶eld¶aul Osborne and Rubinstein (1994), Forg¶o et al.
(1999)). A szimmetrikus k¶etszem¶elyes bin¶aris bim¶atrix j¶at¶ekok ¶es az egyszer}u
torl¶od¶asi j¶at¶ekok kapcsolat¶at k¶et, szinte trivi¶alis ¶all¶³t¶as form¶aj¶aban fogalmaz-
zuk meg.

1. ¶All¶³t¶as (Forg¶o 2016). Minden szimmetrikus bin¶aris bim¶atrix j¶at¶ek egy
k¶etszem¶elyes, k¶etkiszolg¶al¶os (line¶aris) torl¶od¶asi j¶at¶ek.
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Bizony¶³t¶as. Egy szimmetrikus bin¶aris bim¶atrix j¶at¶ekot az a; b; c; d para-
m¶eterek hat¶aroznak meg

A B
A a; a b; d
B d; b c; c

Az ehhez tartoz¶o torl¶od¶asi alak

F1 F2
Haszn¶al¶ok sz¶ama A B

1 b d
2 a c

(6)

P¶eld¶aul a generikus PD a 0 · b < c < a < d param¶eterekkel adhat¶o meg.
A hozz¶atartoz¶o torl¶od¶asi alakban A reprezent¶alja a ,,kooper¶al", B pedig a
,,nem kooper¶al" ,,kiszolg¶al¶okat". Ez egy vegyes torl¶od¶asi j¶at¶ek, amennyiben
az egyik kiszolg¶al¶on¶al nÄovekszik, m¶³g a m¶asikn¶al csÄokken a j¶at¶ekosok hasznos-
s¶aga a torl¶od¶as nÄoveked¶es¶evel. Az sem mindegy, hogy a legalacsonyabb hasz-
noss¶ag ann¶al a kiszolg¶al¶on¶al van-e, amelyn¶el a hasznoss¶agok nÄovekszenek a
,,torl¶od¶as" nÄoveked¶es¶evel ¶ugy, mint a PD eset¶eben, vagy ott van a legalacso-
nyabb hasznoss¶ag, ahol a hasznoss¶agok csÄokkennek a torl¶od¶as nÄoveked¶es¶evel,
¶ugy, mint a ,,gy¶ava ny¶ul" (GN) j¶at¶ekn¶al, amit a kÄovetkez}o fejezetben fogunk
vizsg¶alni.

Az 1. ¶All¶³t¶as megford¶³t¶asa is igaz.

2. ¶All¶³t¶as (Forg¶o 2016). Minden k¶etszem¶elyes k¶etkiszolg¶al¶os torl¶od¶asi j¶at¶ek
reprezent¶alhat¶o egy szimmetrikus bim¶atrix j¶at¶ekkal.

Bizony¶³t¶as. Ha a torl¶od¶asi alak a (6) form¶aban van megadva, akkor mind-
k¶et j¶at¶ekosnak F1 ¶es F2 a v¶alaszt¶asi lehet}os¶ege, ¶es a j¶at¶ekot az al¶abbi szim-
metrikus bim¶atrix j¶at¶ekk¶ent adhatjuk meg:

F1 F2
F1 a; a b; d
F2 d; b c; c

2

4 ,,Gy¶ava ny¶ul" t¶³pus¶u, vegyes, k¶etkiszolg¶al¶os,
egyszer}u, line¶aris torl¶od¶asi j¶at¶ekok

Az n-szem¶elyes GN -t¶³pus¶u vegyes k¶etkiszolg¶al¶os egyszer}u line¶aris torl¶od¶asi
j¶at¶ekot (ezent¶ul rÄoviden csak GN -t¶³pus¶u j¶at¶ek) az al¶abbi torl¶od¶asi alakkal
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adjuk meg.
F1 F2

a1 = (n ¡ 1)x b1 = y
a2 = (n ¡ 2)x b2 = y + z

. . . . . .
at = (n ¡ t)x bt = y + (t ¡ 1)z

. . . . . .
an¡1 = x bn¡1 = y + (n ¡ 2)z
an = 0 bn = y + (n ¡ 1)z :

(7)

A line¶aris torl¶od¶asi fÄuggv¶enyeket meghat¶aroz¶o x; y; z nem-negat¶³v para-
m¶eterekr}ol feltesszÄuk, hogy x > 0, y ¶es z kÄozÄul legal¶abb az egyik nem 0. Az
F1 els}o kiszolg¶al¶o eset¶eben nem nÄovekszik, az F2 m¶asodik kiszolg¶al¶o eset¶eben
nem csÄokken egy haszn¶al¶o hasznoss¶aga. Kiss¶e s¶erti az ¶altal¶anoss¶agot, de
nagym¶ert¶ekben megkÄonny¶³ti az elemz¶est, ha a legalacsonyabb hasznoss¶agot
0-ra normaliz¶aljuk.

El}oszÄor meghat¶arozzuk ezen a j¶at¶ekoszt¶alyon az EV ¶ert¶ek¶et. Ha bevezet-
jÄuk a qt =

¡
n
t

¢
pt; t = 0; 1; . . . ; n ¶uj v¶altoz¶okat, a kism¶eret}u LP feladat (SW

maximaliz¶al¶asa a (3), (4) felt¶etelek mellett) a (7) t¶abl¶azatot felhaszn¶alva n¶emi
¶atalak¶³t¶as ¶es egyszer}us¶³t¶es ut¶an a kÄovetkez}o form¶at Äolti, miut¶an bevezetjÄuk
a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket, amelyekben explicitt¶e tesszÄuk a param¶eterekt}ol val¶o
fÄugg}os¶eget.

C(n;x; y; z; t) = t(n ¡ 2t + 1)x + (2t ¡ n)y + t(2t ¡ n ¡ 1)z

W (n;x; y; z; t) = t(n ¡ t)x + t(y + (t ¡ 1)z) :

A kism¶eret}u LP

P : max
nX

t=0

W (n;x; y; z; t)qt

nX

t=0

C(n; x; y; z; t)qt ¸ 0

nX

t=0

qt = 1; qt ¸ 0; t = 0; 1; . . . ; n :

(8)

Eml¶ekeztetÄunk arra, hogy kor¶abbi jelÄol¶eseinkkel Äosszhangban t j¶at¶ekos
v¶alasztja F2-t, n ¡ t j¶at¶ekos pedig F1-et. Az n; x; y; z param¶eterek adott
¶ert¶ekei mellett a P feladat optim¶alis c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶eke adja meg azt a ma-
xim¶alis SW -t, amit az SCE seg¶³ts¶eg¶evel realiz¶alni lehet. Hasznos lesz a kÄo-
vetkez}okben az al¶abbi egyszer}u lemma. JelÄoljÄuk P (n;x; y; z)-vel P optim¶alis
c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek¶et.

1. Lemma. Ha ¸ > 0, akkor W (n;¸x; ¸y; ¸z; t) = ¸W (n; x; y; z; t) ¶es
P (n;¸x; ¸y; ¸z) = ¸P (n;x; y; z) minden n; x; y; z; t-re.

Bizony¶³t¶as. A P feladat c¶elfÄuggv¶eny¶ebe ¶es felt¶eteleibe val¶o behelyettes¶³-
t¶essel azonnal kapjuk a lemma ¶all¶³t¶as¶at. 2
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1. KÄovetkezm¶eny. EV ¶ert¶ek¶et nem befoly¶asolja az x; y; z param¶etereknek
egy ¸ > 0 faktorral val¶o ¶atsk¶al¶az¶asa.

2. KÄovetkezm¶eny. Az ¶altal¶anoss¶ag megs¶ert¶ese n¶elkÄul feltehetjÄuk, hogy y ¶es
z kÄozÄul valamelyik ¶ert¶eke 1.

3. T¶etel. A GN-t¶³pus¶u j¶at¶ekok oszt¶aly¶ara EV · 2.

Bizony¶³t¶as. K¶et esetet kÄulÄonbÄoztetÄunk meg.
a) x · z. Ekkor W a t val¶os sz¶am konvex (line¶aris, ha x = z) kvadratikus

fÄuggv¶enye a [0; n] intervallumon. ¶Igy maximum¶at az intervallum valame-
lyik (vagy mindkett}o) v¶egpontj¶aban veszi fel. Mivel W (n;x; y; z; 0) = 0
¶es W (n;x; y; z; n) > 0, a maximumpont t = n. Mivel C(n; x; y; z; n) =
n(n ¡ 1)(z ¡ x) + ny > 0, ez¶ert qn = 1, qt = 0, t 6= n kiel¶eg¶³ti a (8) felt¶etelt,
¶es ez¶altal lehets¶eges megold¶asa P -nek, ez¶ert EV = 1.

b) x > z. TegyÄuk fel, hogy n p¶aros. Ekkor q n
2

= 1, qi = 0, i 6= n
2 egy

SCE, amit ellen}orizhetÄunk a P felt¶eteleibe val¶o behelyettes¶³t¶essel. Val¶oban

C(n;x; y; z;
n

2
) =

n

2
(x ¡ z) > 0 :

A W (n; x; y; z; t) eg¶esz sz¶amegyenesen vett t szerinti abszol¶ut maximuma a

t¤ =
y + nx ¡ z

2(x ¡ z)
(9)

pontban van. Azonnal l¶atszik, hogy t¤ ¸ n
2
. Ha t¤ ¸ n, mivel W a t konk¶av

kvadratikus fÄuggv¶enye ¶es ez¶ert monoton nÄovekv}o a maximumpontj¶aig, ez¶ert
a [0; n] intervallumon a maximum¶at a t = n pontban veszi fel. ¶Igy az al¶abbi
becsl¶est kapjuk EV -re

EV · W (n; x; y; z; n)

W (n; x; y; z; n
2 )

=
n(y + (n ¡ 1)z)

n2

4 (x + z) ¡ n
2 z + n

2 y
< 2 : (10)

TekintsÄuk most azt az esetet, amikor t¤ < n. Ekkor (9)-b}ol az al¶abbi
egyenl}otlens¶eget kapjuk

y < nx ¡ (2n ¡ 1)z : (11)

Ha z > 0, akkor a 2. KÄovetkezm¶eny miatt feltehetjÄuk, hogy z = 1. ¶Igy

EV · W (n; x; y; 1; t¤)

W (n; x; y; 1; n
2 )

=

=

(y+nx¡1)2

4(x¡1)

n2

4
(x + 1) ¡ n

2
+ n

2
y

=
(y + nx ¡ 1)2

n2(x2 ¡ 1) + 2n(x ¡ 1)(y ¡ 1)
:

Ha a jobb oldal y szerinti deriv¶altj¶at vesszÄuk, akkor kÄonny}u l¶atni, hogy az
pozit¶³v minden n ¸ 2-re, vagyis y nÄovekv}o fÄuggv¶enye. A z = 1 behelyettes¶³-
t¶essel (11)-b}ol azt kapjuk, hogy

y < 1 + nx ¡ 2n : (12)
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¶Igy

EV · W (n;x; 1 + nx ¡ 2n; 1; n)

W (n;x; 1 + nx ¡ 2n; 1; n
2
)

=
4

3
< 2 : (13)

Ha z = 0, akkor y > 0 ¶es a 2. KÄovetkezm¶eny miatt y = 1 feltehet}o. Ekkor
(11) az al¶abbi egyszer}u form¶at Äolti

1 < nx

¶es

EV · W (n;x; 1; 0; t¤)
W (n;x; 1; 0; n

2 )
=

(1+nx)2

4x
n2

4 x + n
2

=
(1 + nx)2

n2x2 + 2nx
; (14)

ami kisebb, mint 4
3

ha nx > 1.
A bizony¶³t¶as hasonl¶o, ha n p¶aratlan. Az egyetlen kÄulÄonbs¶eg, hogy ebben

az esetben q n
2 ¡1 = 1

2
, qn

2 +1 = 1
2
, qi = 0; i 6= n

2
¡ 1; n

2
+ 1 SCE-vel kell

sz¶amolnunk a (10), (13) ¶es (14) nevez}oiben. 2

4. T¶etel. A GN-t¶³pus¶u j¶at¶ekok oszt¶aly¶ara EV ¸ 2.

Bizony¶³t¶as. TekintsÄunk egy n-szem¶elyes GN-t¶³pus¶u j¶at¶ekot az x = 1 + 2
n
,

y = 0, z = 1 param¶eterekkel, ¶es tegyÄuk fel, hogy n ¸ 4 ¶es p¶aros. El}oszÄor
meghat¶arozzuk maxq2LP

Pn
t=0 W (n; 1 + 2

n ; 0; 1; t)qt pontos ¶ert¶ek¶et, ahol LP

a P kism¶eret}u LP lehets¶eges tartom¶anya. Azt ¶all¶³tjuk, hogy a qn
2

= n+2
2n+2 ,

q n
2 +1 = n

2n+2 , qi = 0; i 6= n
2 ; n

2 + 1 SCE optim¶alis megold¶asa az al¶abbi
form¶aban fel¶³rt kism¶eret}u LP -nek

P : max
nX

t=0

W (n; 1 +
2

n
; 0; 1; t)qt

¡
nX

t=0

C(n; 1 +
2

n
; 0; 1; t)qt · 0

nX

t=0

qt = 1; qt ¸ 0; t = 0; 1; . . . ; n :

(15)

Behelyettes¶³t¶essel l¶athatjuk, hogy a megadott megold¶as lehets¶eges, ¶es a c¶el-

fÄuggv¶eny ¶ert¶eke n(n+1)
2 ¡ 1: A P du¶alisa az al¶abbi k¶etv¶altoz¶os LP

D : min v

v ¸ C(n; 1 +
2

n
; 0; 1; t)u + W (n; 1 +

2

n
; 0; 1; t) (t = 0; 1; . . . ; n)

u ¸ 0 :

(16)

Azt ¶all¶³tjuk, hogy u = n
2 ¡1, v = n(n+1)

2 ¡1 a (16) egy lehets¶eges megold¶asa.
Egyszer}u sz¶amol¶assal (kvadratikus fÄuggv¶eny maximaliz¶al¶asa) l¶athatjuk, hogy
a kÄovetkez}o konk¶av kvadratikus fÄuggv¶eny

Q(t) = C(n; 1 +
2

n
; 0; 1; t)u + W (n; 1 +

2

n
; 0; 1; t)
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t szerinti folytonos maximumpontja t = n+1
2 , amely nem eg¶esz, de pontosan

a [n
2 ; n

2 + 1] eg¶esz v¶egpont¶u szakasz felez}opontja. A kvadratikus fÄuggv¶eny
szimmetri¶aja miatt az eg¶esz¶ert¶ek}u maximum a k¶et v¶egpontban van ¶es a fÄugg-

v¶eny¶ert¶ek mindk¶et pontban n(n+1)
2 ¡ 1, amely egyenl}o a P -nek a q n

2
= n+2

2n+2 ,
q n

2 +1 = n
2n+2 , qi = 0, i 6= n

2 ; n
2 + 1 lehets¶eges megold¶as¶aban (ami egy SCE)

felvett c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek¶evel. ¶Igy a line¶aris programoz¶as gyenge dualit¶as t¶etele
¶ertelm¶eben ez az SCE a P optim¶alis megold¶asa. Most teh¶at ¶eppen azt mu-
tattuk meg, hogy

max
q2LP

t=nX

t=0

W (n; 1 +
2

n
; 0; 1; t)qt =

n(n + 1)

2
¡ 1 :

A W (n; 1+ 2
n ; 0; 1; t) fÄuggv¶eny a t-szerinti abszol¶ut folytonos maximum¶at

a [0; 1) tartom¶anyon a

t¤ =
n(1 + 2

n
) ¡ 1

4
n

;

pontban veszi fel. Ez nem lehet kisebb, mint n, ha n ¸ 4, amit viszont
feltettÄunk. ¶Igy W (n; 1 + 2

n ; 0; 1; t) t-szerinti folytonos maximuma a [0; n]
tartom¶anyon W (n; 1 + 2

n ; 0; 1; n) = n(n ¡ 1). Ez¶ert a kÄovetkez}o becsl¶est
kapjuk EV -re

EV ¸ n(n ¡ 1)
n(n+1)

2 ¡ 1
=

2n(n ¡ 1)

n(n + 1) ¡ 2
: (17)

Az egyenl}otlens¶eg jobb oldala n nÄovekv}o fÄuggv¶enye, amely 2-hÄoz tart, ha
n ! 1 p¶aros n-eken keresztÄul. 2

3. KÄovetkezm¶eny. A GN-t¶³pus¶u j¶at¶ekok oszt¶aly¶ara EV = 2.

TekintsÄuk most azt a speci¶alis esetet amikor n = 2 ¶es

y + z < x < 2y + 2z : (18)

Ez a j¶ol ismert gy¶ava ny¶ul j¶at¶ek (GN -j¶at¶ek), amelyik bim¶atrix form¶aban a
kÄovetkez}o ·

y + z; y + z y; x
x; y 0; 0

¸
:

Mindk¶et j¶at¶ekos els}o strat¶egi¶aja egy alacsony kock¶azat¶u akci¶o (L), a m¶asodik
pedig egy magas kock¶azat¶u (H). K¶et NEP van a tiszta strat¶egi¶ak kÄozÄott:
(L;H) ¶es (H;L). Az SW maximuma 2(y+z), amely az (L;L) strat¶egiap¶aros-
hoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy ha b¶armelyik j¶at¶ekos egyedÄul v¶alasztja H-t,
akkor a legmagasabb hasznoss¶agot ¶eri el, m¶³g ha mindketten H-t v¶alasztj¶ak,
az katasztrof¶alis sz¶amukra. Abb¶ol a c¶elb¶ol, hogy egy GN -t¶³pus¶u j¶at¶ek egy
n-szem¶elyes GN -j¶at¶ekot adjon, ezeknek a tulajdons¶agoknak a megmarad¶as¶at
kÄoveteljÄuk meg, vagyis a torl¶od¶asi alakban speci¯k¶altakon k¶³vÄul feltesszÄuk a
kÄovetkez}oket:

(i) egy j¶at¶ekos a maxim¶alis hasznoss¶agot akkor ¶eri el, ha egyedÄul j¶atssza
H-t, m¶³g mindenki m¶as L-et,
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(ii) a maxim¶alis SW -t az L kollekt¶³v v¶alaszt¶asa adja.

A torl¶od¶asi alakban most F1 a H szerep¶et, m¶³g F2 az L-¶et j¶atssza. ¶Igy a
torl¶od¶asi alakb¶ol, a kor¶abbi jelÄol¶eseket haszn¶alva a k¶et kÄovetelm¶eny:

(i) (n ¡ 1)x > y + (n ¡ 1)z

(ii) W (n) > W (t); minden t = 0; 1; . . . ; n ¡ 1 eset¶eben.

Amint azt a 3. T¶etel bizony¶³t¶as¶aban l¶attuk, (ii) fenn¶all, ha x · z. Ha pedig
x > z, akkor a

t¤ =
y + nx ¡ z

2(x ¡ z)
¸ n ;

vagy az ezzel ekvivalens
y ¸ nx ¡ (2n ¡ 1)z (19)

egyenl}otlens¶eg teljesÄul¶ese eset¶en (ii) fenn¶all. FelmerÄul a k¶erd¶es, hogy jobb
EV -t kapunk-e, ha a GN -j¶at¶ekok oszt¶aly¶ara korl¶atozzuk magunkat? A fele-
letet a kÄovetkez}o t¶etel adja meg.

5. T¶etel. A GN-j¶at¶ekok oszt¶aly¶ara EV = 2:

Bizony¶³t¶as. Mivel a GN j¶at¶ekok egy¶uttal GN -t¶³pus¶u j¶at¶ekok is, ez¶ert
a 3. T¶etel ¶all¶³t¶asa szerint EV · 2. Annak bel¶at¶as¶ahoz, hogy EV ¸ 2, azt
fogjuk megmutatni, hogy a 4. T¶etel bizony¶³t¶as¶aban szerepl}o x = 1+ 2

n
, y = 0,

z = 1 (n ¸ 4 ¶es p¶aros) param¶eterekkel adott GN -t¶³pus¶u j¶at¶ek egy¶uttal egy
GN j¶at¶ek is. Ha a param¶etereket behelyettes¶³tjÄuk (i)-be ¶es (19)-be, akkor
azt kapjuk, hogy

(n ¡ 1)(1 +
2

n
) > (n ¡ 1) ;

n(1 +
2

n
) ¡ 2n + 1 · 0 ;

ami kÄonnyen igazolhat¶oan fenn¶all, ha n ¸ 3. 2

Kis n-ekre 2-n¶el l¶enyegesen jobb ¶ert¶ekeket kapunk. KÄulÄonÄosen fontos
maga a ,,klasszikus" GN -j¶at¶ek esete, amikor n = 2.

6. T¶etel. A 2-szem¶elyes GN-j¶at¶ekokra EV = 3
2 .

Bizony¶³t¶as. Elegend}o a 3. T¶etel bizony¶³t¶as¶ab¶ol a b) esetet ¶es abb¶ol is azt
az alesetet tekinteni, amikor t¤ = y+2x¡z

2(x¡z) > 2, mivel a bizony¶³t¶asban azt m¶ar

bel¶attuk, hogy ha t¤ · 2, akkor EV · 4
3 < 3

2 . A maxim¶alis SW a (18)
felt¶etel szerint 2(y + z). Az SW maximum¶at az SCE-k halmaz¶an az al¶abbi
LP optim¶alis c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶eke adja

max (x + y)p1 + 2(y + z)p2

2ypq0 + (z ¡ x)q1 + 2(x ¡ y ¡ z)q2 · 0

q0 + q1 + q2 = 1

q0; q1; q2 ¸ 0:
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KÄonny}u megmutatni egyszer}u behelyettes¶³t¶essel, hogy q0 = 0, q1 = 2
3 , q2 = 1

3
a (20) egy lehets¶eges megold¶asa. Ebb}ol kapjuk az al¶abbi becsl¶est, felhaszn¶alva
a (18) egyenl}otlens¶eget

2(y + z)
2
3(x + y) + 2

3(y + z)
· 2x

2
3 (x + y) + 1

3x
· 3

2
:

TekintsÄuk most az x = 1 + ", y = 0, z = 1 param¶eterekkel de¯ni¶alt GN-
j¶at¶ekot, ami nyilv¶anval¶oan kiel¶eg¶³ti a (18) felt¶etelt, ha " el¶eg kicsi. KÄonnyen
igazolhat¶o, hogy q0 = 0, q1 = 2

3 , q2 = 1
3 a (20) feladat egy optim¶alis megol-

d¶asa, ¶es a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke 2
3 (1 + ") + 2

3 . Az SW abszol¶ut maximuma 2.
¶Igy

lim
"!0

2
2
3
(1 + ") + 2

3

=
3

2
;

amivel a t¶etel ¶all¶³t¶as¶at bebizony¶³tottuk. 2

¶Erdekes, hogy az EV nem romlik, ha a j¶at¶ekosok sz¶am¶at eggyel nÄoveljÄuk.

7. T¶etel. A 3-szem¶elyes GN-j¶at¶ekokra EV = 3
2 .

Bizony¶³t¶as. Az SW maximum¶at az SCE-k halmaz¶an az al¶abbi LP op-
tim¶alis c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶eke adja:

max (2x + y)q1 + 2(x + y + z)q2 + (3y + 6z)q3

3yq0 + (¡2x + y + 2z)q1 ¡ yq2 + (6x ¡ 3y ¡ 6z)q3 · 0 ;

q0 + q1 + q2 + q3 = 1

q0; q1; q2; q3 ¸ 0 :

(21)

Az SW maximuma vagy 2(x + y + z) vagy 3y + 6z. Az els}o esetben q2 = 1,
qi = 0, i 6= 2 egy SCE ¶es EV = 1. A m¶asodik esetben a 2(x+y+z) < 3y+6z
egyenl}otlens¶egb}ol azt kapjuk, hogy x > z + 1

2
. Mivel q2 = 1, qi = 0, i 6= 2

egy lehets¶eges megold¶as, az al¶abbi becsl¶eshez jutunk

EV · 3y + 6z

2x + 2y + 2z
<

3y + 6z

2(z + 1
2) + 2y + 2z

=
3y + 6z

2y + 4z + 1
<

3

2
: (22)

TekintsÄuk ism¶et azt a GN -j¶at¶ekot, amelynek param¶eterei x = 1 + ", y = 0,
z = 1. KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy q2 = 1, qi = 0, i 6= 2 egy SCE ¶es optim¶alis
megold¶asa a (21) feladatnak, az optim¶alis c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶ek pedig 4+2". Az
SW abszol¶ut maximuma 6. ¶Igy

EV ¸ lim
"!0

6

4 + 2"
=

3

2
: (23)

A (22)-t ¶es (23)-at Äosszevetve azt kapjuk, hogy EV = 3
2 , ami a t¶etel ¶all¶³t¶asa.2

M¶ar n = 8-t¶ol kezdve a (17) egyenl}otlens¶egb}ol egy enn¶el nagyobb als¶o
korl¶atot (EV ¸ 1; 6) kapunk, majd ez az als¶o korl¶at a (17) egyenl}otlens¶eg
szerint n nÄoveked¶es¶evel (p¶aros n-eken keresztÄul) monoton nÄovekedve tart 2-
hÄoz.
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5 Egy p¶elda

Van n¶egy v¶allalat, amelyek kÄozÄul mindegyik dÄonthet, hogy egy t¶oba az ipari
vizet tiszt¶³tatlanul, vagy tiszt¶³tva ereszti be. K¶etoldal¶u szerz}od¶eseik van-
nak egym¶assal, amelyekben meg¶³g¶erik, hogy a vizet tiszt¶³tj¶ak miel}ott a t¶oba
eresztik. Ha b¶armelyikÄuk is megszegi az¶³g¶eret¶et, akkor bÄuntet¶est kell ¯zetnie.
A bÄuntet¶es m¶ert¶eke fÄugg a t¶oba bekerÄul}o k¶aros anyagok teljes mennyis¶eg¶et}ol,
amely ar¶anyos a szerz}od¶est megszeg}o v¶allalatok sz¶am¶aval. ¶Igy teh¶at mind-
egyik v¶allalat sz¶am¶ara k¶et cselekv¶esi lehet}os¶eg van: tiszt¶³tani (T ) vagy nem
tiszt¶³tani a vizet (P ). A hasznoss¶agok az el¶erhet}o nyeres¶egb}ol vezethet}ok le
¶es olyanok, hogy minden v¶allalat egy gy¶ava ny¶ul j¶at¶ekot j¶atszik mindegyik
m¶asikkal. TegyÄuk fel, hogy a hasznoss¶agok az al¶abbi t¶abl¶azatban tal¶alhat¶oak.
(Az egyik v¶allalat a sor- a m¶asik az oszlopj¶at¶ekos.)

T P
T (6; 6) (2; 7)
P (7; 2) (0; 0)

Ebb}ol egy torl¶od¶asi j¶at¶ek konstru¶alhat¶o az al¶abbi torl¶od¶asi alakkal:

v¶allalatok sz¶ama T M
1 21 6
2 14 10
3 7 14
4 0 18

L¶athatjuk, hogy ez egy 4-szem¶elyes GN -j¶at¶ek. Az SW maximaliz¶al¶o SCE-
ket a kÄovetkez}o (kism¶eret}u) LP megold¶as¶aval kapjuk:

max 27q1 + 48q2 + 63q3 + 72q4

felt¶eve, hogy
24q0 + 3q1 ¡ 6q2 ¡ 3q3 + 12q4 · 0

q0 + q1 + q2 + q3 + q4 = 1

q0; q1; q2; q3; q4 ¸ 0 :

Az optim¶alis megold¶as: q0 = 0, q1 = 0, q2 = 0, q3 = 0;8, q4 = 0;2 az SW =
64;8 optim¶alis c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ekkel. A legjobb (tiszta) NEP eset¶eben SW =
63. ¶Igy az SCE protokoll alkalmaz¶as¶aval 2;86%-os t¶arsadalmi hasznoss¶ag
javul¶as ¶erhet}o el a Nash-egyens¶ullyal Äosszehasonl¶³tva.

Ennek az SCE-nek az implement¶al¶as¶ara l¶etes¶³thetÄunk egy ,,klub"-ot,
amelyhez b¶armely v¶allalat csatlakozhat, vagy k¶³vÄul maradhat. A csatlakoz¶ok
visszavonhatatlanul elkÄotelezik magukat, hogy a klub vezet¶es¶enek utas¶³t¶asait
kÄovetik, b¶armi legyen is az. Miel}ott b¶arki is bel¶epne a klubba, a vezet}os¶eg
nyilv¶anoss¶agra hozza, hogy 0;2 val¶osz¶³n}us¶ege van annak, hogy egyÄontet}uen
minden klubtagnak tiszt¶³tani kell ¶es 0;8 val¶osz¶³n}us¶eggel h¶aromnak tiszt¶³tani
kell, egynek pedig nem. Hogy melyik legyen az, akinek nem kell tiszt¶³tani,
azt egy tov¶abbi sorsol¶as dÄonti el. Logikus a szimmetri¶ara val¶o tekintettel,
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hogy mindegyik v¶allalat azonos val¶osz¶³n}us¶eggel (0;25) r¶eszesÄuljÄon ebben a
kedvezm¶enyben. ¶Igy v¶egeredm¶enyben a sorsol¶as olyan lehet, hogy Äot c¶edul¶at
teszÄunk egy urn¶aba a kÄovetkez}o megjelÄol¶esekkel (ez a tiszt¶³t¶asi kÄotelezetts¶egre
vonatkozik):

Val¶osz¶³n}us¶eg
Mindenki 0; 2

Mindenki az 1. v¶allalat kiv¶etel¶evel 0; 2
Mindenki a 2. v¶allalat kiv¶etel¶evel 0; 2
Mindenki a 3. v¶allalat kiv¶etel¶evel 0; 2
Mindenki a 4. v¶allalat kiv¶etel¶evel 0; 2

Ez az SCE stabil abban az ¶ertelemben, hogy ha mindenki csatlakozik a klub-
hoz, akkor egyetlen v¶allalat sem ¶erdekelt abban, hogy egyedÄul elhagyja azt.

6 ÄOsszefoglal¶as

Megmutattuk, hogy az n-szem¶elyes, vegyes, egyszer}u, k¶etkiszolg¶al¶os line¶a-
ris torl¶od¶asi j¶at¶ekok egy oszt¶aly¶aban, az n-szem¶elyes ,,gy¶ava ny¶ul"-t¶³pus¶u
j¶at¶ekok kÄor¶eben a korrel¶alt egyens¶uly egy ¶altal¶anos¶³t¶asa, a puha korrel¶alt
egyens¶uly m¶eg a legrosszabb esetben is biztos¶³tani tudja, hogy a t¶arsadalmi
j¶ol¶et (a vizsg¶alt modellben a j¶at¶ekosok hasznoss¶againak Äosszege) abszol¶ut
maximum¶anak legal¶abb a fel¶et el¶erjÄuk, vagyis a k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek 2. A gy¶a-
va ny¶ul j¶at¶ekokra, amelyek a gy¶ava ny¶ul t¶³pus¶u j¶at¶ekok egy aloszt¶alya ¶es
term¶eszetes ¶altal¶anos¶³t¶asa n j¶at¶ekosra a klasszikus k¶etszem¶elyes gy¶ava ny¶ul
j¶at¶eknak, ugyanez a garancia vonatkozik. A k¶et- ¶es h¶aromszem¶elyes gy¶ava
ny¶ul j¶at¶ekokra megmutattuk, hogy a k¶enyszer¶³t¶esi ¶ert¶ek 3

2 . A puha korrel¶alt
egyens¶uly protokollj¶at egy kÄornyezetv¶edelmi p¶eld¶an illusztr¶altuk.

Tov¶abbi kutat¶omunk¶ara sokf¶ele ir¶anyban mutatkozik lehet}os¶eg. Els}osor-
ban azt ¶erdemes megn¶ezni, mi tÄort¶enik, ha a kiszolg¶al¶ohelyek sz¶ama legal¶abb
3. Ebben az esetben a gyenge korrel¶alt egyens¶uly is nÄovelheti a t¶arsadalmi
hasznoss¶agot ¶es ¶³gy lehet}os¶eg ny¶³lik a korrel¶alt egyens¶uly, a gyenge- ¶es puha
korrel¶alt egyens¶uly teljes¶³tm¶eny¶enek Äosszehasonl¶³t¶as¶ara, illetve annak elem-
z¶es¶ere, hogy mikor melyik ¶altal¶anos¶³t¶as a legmegfelel}obb. A t¶arsadalmi hasz-
noss¶agot is lehetne a hasznoss¶agok Äosszege (utilitari¶anus megkÄozel¶³t¶es) helyett
a legkisebb hasznoss¶aggal (egalit¶ari¶anus megkÄozel¶³t¶es) de¯ni¶alni ¶es az ered-
m¶enyeket Äosszehasonl¶³tani. ¶At lehet t¶erni, megv¶altoztatva a megv¶altozta-
tand¶okat, t¶arsadalmi hasznoss¶agr¶ol a t¶arsadalmi kÄolts¶egekre, ¶es ugyanazokat
a k¶erd¶eseket feltenni. ¶Igy ,,stabilit¶as ¶ara" t¶³pus¶u eredm¶enyeket kaphatunk a
puha korrel¶alt egyens¶ulyra, amelyet m¶ar kÄozvetlenÄul tudunk Äosszehasonl¶³tani
a Nash-egyens¶ulyra ¶es a klasszikus korrel¶alt egyens¶ulyra vonatkoz¶o eredm¶e-
nyekkel. Egy m¶asik ir¶any lehet a legrosszabb eset elemz¶es mellett az ¶atlagos
eset vizsg¶alata. Ekkor a szimul¶aci¶o jÄon els}osorban sz¶oba, munk¶at adva ezen
terÄulet kutat¶oinak is.
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CORRELATION, CONGESTION GAMES, CHICKEN GAME

We study the class of n-person, two-facility, simple, mixed, linear congestion games
and determine how close the social welfare achievable by soft correlated equilibria
(Forg¶o 2010) can get to the absolute maximum of social welfare. For this purpose
we use the enforcement value (Ashlagi et al. 2008). We prove that the enforcement
value for the class of games under study is exactly 2. For the class of n-person
chicken games that form a subclass of n-person, two-facility, simple, mixed, linear
congestion games the enforcement value is also 2. For the special case n = 2
(the classical chicken game) and n = 3, however, the enforcement value is 3

2 : We
illustrate the working of the protocol of soft correlated equilibrium in an example
of environmental background.

Keywords: correlated equilibrium, soft correlated equilibrium, congestion games,
chicken game, enforcement value




