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,.Es fme, én veletek vagyok minden nap a vilag végezetéig” (Maté 28,20)

Zavoti J6zsef (1949-2017)

A Teremtd varatlanul magahoz 6lelte a soproni matematika tarsadalom szellemi vezetdjét,
Dr. Zavoti Jozsef professzort, tanarunkat, bardtunkat. Bizonyara sziiksége volt egy 1) tanics-
adora a statisztika tudomanyédban, bar Einstein még azt tartotta, hogy ,,Isten nem kockazik”.

Emlékezetembe villan, amikor felfelé kaptattunk a Schneebergre, és éppen a sakkozisrol
beszélgettiink. Emlékszem, amikor arrdl gondolkoztunk, hogy a magyar és osztrak fogado-
iroddk focimeccseire adott kiilonb6z6 odds-ait hogyan lehetne kihasznilni. Ahogy megnyi-
totta a 2. Soproni Diofantikus és Kriptografiai Napokat, ahogy tdmogatta tudoményos elo-
meneteliinket, a MOKUS konferencidkat. Emlékezem. Emlékezem, és 0sztonosen érzem, soOt
tudom, hogy hihetetleniil sokat tanultunk Tdle, de leginkdbb emberséget, mésok tiszteletét, a
szakma szeretetét.

Csak szellemisége élvezheti a nyugdijas éveit a tarsasdgunkban...

Szalay Laszl6
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Hardy inequality for star-shaped domains

Sandor Zsuppan
Berzsenyi Daniel Evangélikus (Liceum) Gimnazium és Kollégium
zsuppans(@gmail.com

OSSZEFOGLALO. Csillagszerli tartomany Hardy egyenlétlenségben szerepld
konstansanak egy felsd becslését adjuk a tartomany peremétdl vett tavolsag-
figgvény segitségével. Amennyiben a szokdsos euklidészi peremtavolsag-
fliggvény helyett a sugérirdnyd peremtidvolsdgot alkalmazzuk a Hardy
egyenlOtlenségben, akkor a minden csillagszeri tartomdny konstansa egyenld az
egy dimenzids egyenl6tlenségben szerepld konstanssal.

ABSTRACT. We investigate in this note the Hardy inequality on a star-shaped
domain. We give an upper estimation for the Hardy constant figuring in the
inequality in terms of the distance to the boundary function. Besides the Euclidean
boundary distance function in the inequality we also consider the distance function
in the radial direction for which the Hardy constant of the star-shaped domain turns
out to be equal to the constant of an interval.

1. Introduction

The Hardy inequality [13] states thatif 1 < p < c0oand ¢ < p — 1 then

f°°|u(x)|p dx s( P )Pfooolu,(x)|pxa dx (1)

0 xp—« p—a—1

for any function u absolutely continuous on [0; oo[. provided u(0) = 0. If u # 0 then the
P
p—Z—1) is sharp.
It was generalized in [17] for Lipschitz domains Q € R™, n > 2, i.e. there is a constant H
depending on the domain (1 and on the values of n, p and a such that

inequality in (1) is strict but the constant (

p
fﬂ % dx < an lu()|Pd(x)* dx (2)
for every u € C;°(Q2), where d(x) = dist(x,dQ) denotes the distance to the boundary
function. The least possible value of H in (2) is called the Hardy constant of ( and it is
denoted by Hg(n, p, a) or simply by Hq by suppressing the other parameters in the notation.
Conditions for the finiteness of Hq, or extensions of (2) by some terms on the left-hand side or
for other weight functions than the boundary distance d were investigated by many authors,

KuLcsszavak. Hardy egyenldtlenség, Hardy konstans, csillagszerli tartomany, peremtavolsig
fiiggvény.
KEYWORDS. Hardy inequality, Hardy constant, star-shaped domain, boundary distance function.
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p
see [1-12,14-19] and references given therein. For example one has Ho(n, p,0) = (ﬁ) for

convex domains in R™, especially Hq(n,2,0) = 4 but there are other nonconvex domains
with Ho(n, 2,0) = 4, see e.g. [4, 6, 9].

According to Ancona [1] we have Hq(n, 2,0) < 16 for simply connected planar domains,
moreover, for arbitrary planar domains Avkhadiev [3] proved

min(2; p} Mo(Q) < Hq(2ipip — 207 < 2p (ﬂMo(ﬂ) + 4(_)2 ) , 3)

where M, () denotes the maximal module of annuli centred on the boundary contained in £
and separating its boundary, especially My(2) = 0 for simply connected domains. Hence
Ho(2; p; p — 2) is finite iff the boundary of the domain is uniformly perfect. However, it is
still an open question to determine the exact value of H, in (2) for nonconvex domains in R™.

In this note the Hardy constant Hg in (2) of a star-shaped domain is estimated by
elementary means.

2. Hardy constant of a star-shaped domain

Let @ € R™, n > 2 be a star-shaped domain with respect to the origin the boundary of which
is parametrized by the function f(8) = f (64, ..., 6,_1), i.c.

Q={0):r<f(6), 6 €S} 4)
where S denotes the domain of the angles of the n -dimensional spherical coordinate system,
thatis0 <6, <mforj=1,..,n—2and 0 < 6,,_; < 2m. According to Ch. 1.1.8 in [16] in

this case f is a Lipschitz function on S.
For any u € C5°(2) we have u(f(6),0) = 0 and therefore

—u(r,6)P = frf © pu(p,0)P~*o,u(p,6) dp. (5)

We take the absolute value and estimate the integral

2] _
ur, )17 < [7¥ plutp, 0)IP~1|8,u(p, 6)| dp. ©)

Let ¥ = (r,0) denote a locally integrable nonnegative weight function on Q. We
multiply (6) by 1 and integrate on (). On the left-hand side of (6) we obtain

Loy =[SO, o)y, 01 6) dr do, %

where J(8) = []j=1 Z sin™~1J 8; is the part of the Jacobian containing the angles. On the right-
hand side of (6) we change the integrations with respect to the variables p and 7:

I 117 [0 vt 0) dr] pluto, ©) P~ |0,u(p, 0)| 7Y (0) dp do.  (®)

Using also |8pu(p, 8)| < IVu(p, 6)| we obtain the following inequality
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fy ulPw < [ plulP™ [VulW, 9)

where
Y(p,0) = %fop r* 1y (r,0) dr. (10)
This definition of the function ¥ by (10) makes also sense when p — 0 because

W(p,0) < [P (r,0)dr (11)

1
and hence lirr(l) W(p,0) = 0. Expand the right-hand side of (9) by the factor 17 and estimate
p—

by Holder's inequality:
1 1

i i a P P
jp|u|p—1¢a|w|¢‘ap < pO |u|(p_1>q¢> <] IVulpzp‘Ew>
Q qQ o

1
- p(fn |u|Pzp)q<fQ |Vu|Pzp1-Pw>p,

where we have also used (p — 1)q = p as a consequence of % +% = 1. Substituting this into

|

(9) implies

Jo Py <p(J, |u|pw)3 (1, |\7u|p¢1‘p‘1”’)%. (12)

1
Dividing both sides by ( ) q lulP w)q and using again i + % = 1 implies
Sy WPy < pP [ [VulPylPwp, (13)

In order to obtain (2) we substitute the weight function

1
V= (14)
compute ¥ and estimate the right-hand side of (13). There follows

d(p,@)P~*t cp rnt

p
pn-1 Jo a(reypa dr) Jo IvulPa®, (15)

[u|P
—— < pP max (
fﬂ ar-« p (p,6)EQ

which gives the upper estimation for the Hardy constant of the star-shaped domain () in case
l1<p<wanda<p-—-1:

d(p,@)P=¢=1 .p yn-1 p
P
Ho<p (;%??n( pnt o a(rep-a dr) ' (16)

The maximum in (16) is finite since

d(p,o)p~ @1 .p ynt
pn-1 0 d(r,@)r-«

1
d(r.@)p-a

dr < d(p,0)P~1 [7 dr (17)
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and by the L'Hospital rule we have

-1

p—a—1 (P —
hr?e)d(p,e) Jo s 9T (r—-a—1)9,d(f(6),6) (18)
and d,d(f(6),0) = —cos £(x,n) for almost every 6 € S, where £(x,n) denotes the angle

between the position vector x = (f(8), 8) and the outer unit normal vector to the boundary of
Q at x.

Theorem 2.1 If Q) is a star-shaped domain in R™, n > 2 with respect to the origin, then we
have (16) for the Hardy constant in (2). [ |

Remark 2.2 The upper estimation (16) for the Hardy constant is computable only if one
knows the distance to the boundary function d of the domain. In order to obtain a more
geometrical version we denote by F(p, 6) the right hand side of (17) and compute its partial
derivative with respect to the variable p

0,d(p,0)

0pF (p,0) = 7o+ (P~ a — D -5 F(p, 6) (19)
Hence if ,F(p,0) = 0 then F(p,0) = (p—a—l;;pd o0 and there follows
B UG ey @)
which implies .
o < (2) (322 , i3t o) @

Here |6pd (p,0)] is the cosine of the angle between the position vector x = (p, 8) and the
outer normal vector on the boundary at x of that subdomain which is enclosed by a level
curve d = constant. m

Example 2.3 Let Q = Bi(0) be an n-dimensional ball with radius R centered in the origin.
We can directly compute the upper estimation (15) by substituting d(p, 8) = R — p or we can
use (21) and we obtain

p p
Hipo < (525) (22)
for1 <p < ooand a < p — 1 justas in the case of an intervall. [

Remark 2.4 If Q is a convex domain then using |6pd(x)| < 1 for x € () the upper estimator

in (21) is at least(

constant for convex domains. ]

P
) which is known to be the sharp upper estimator of the Hardy

Remark 2.5 Instead of the weight (14) we can substitute another weight

Y(p,0) = W (23)
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In [11] a partially similar weight was considered with an additional singularity at the
origin. Using (23) direct computation gives

1 1 1
¥p,0) < p—a-1 ((f(9)—p)p_“_1 B f(9)p_“_1)' 29

This can be substituted into the inequality (13):

Joy o < (-2=)" [, IVuP(F(0) = )™ 25)

(F(@)-p)p~* = \p-a-1

Hence if we use the weight (23) instead of (14) then every star-shaped domain behaves
like an interval concerning the Hardy inequality, c.f. (1) and (25). Moreover, if the radial
distance f(8) — p of the point (p, 8) € Q is comparable to its ordinary distance d(p, 8) to the
boundary, that is

e(f(0)—p) =d(p,0) <f(O)—p (26)

for some fixed 0 < € < 1 then there follows by (25)

[ulP p \P1
fﬂ dp-a = (p—a—l) &b fﬂ VulPd®, @7
which gives
Hy < ( P )p (max max wr (28)
Q= \p-a-1 €S pelo;£(0)] d(p.0)

for the Hardy constant. ]

Remark 2.6 The estimations (16), (21) and (28) depend not only on the domain and on the
parameters p and a but also on the choice of the center of polar coordinates. For example if

one chooses the centre of polar coordinates in a distance of 0 < § < 1 from the centre of the

1

unit ball and calculates the parametrization of the unit ball then one has ¢ = oz 0 (26) and

the estimation (28) gives

Hq < (p—a—l)p 1+ 527”

which is bigger than the exact value in (22)if 0 < § < 1. [

Conclusion The upper estimations for the Hardy constant of a star-shaped domain considered
in this note are novel to the authors best knowledge, however, they are difficult to calculate
explicitly in terms of simple shape characteristics of the domain. In the case of the unit ball
the estimate gives the value of the known sharp constant. If one chooses the distance to the
boundary in the radial direction instead of the ordinary distance in the Hardy inequality then
the Hardy constant of any star-shaped domain is the same as that of an interval.
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Négydimenzios konvex politop abrazolasa GeoGebraval

Talata Istvan
Szent Istvan Egyetem,
Ybl Mikl6s Epitéstudomanyi Kar, Budapest,
és Dunadjvarosi Egyetem, Dunadjvaros
talata.istvan@ybl.szie.hu

0sSZEFOGLALO. Bemutatjuk, hogy a GeoGebra dinamikus geometriai szoftverrel
hogyan lehet dbrazolni egy 4-dimenzids konvex politdpot a 3-dimenzids euklideszi
térben centralis vetiiletként, majd Osszegezzilk a szerzOonek a témakorrel
kapcsolatos oktatasi tapasztalatait.

ABSTRACT. We demonstrate how one can visualize a 4-dimensional convex
polytope with GeoGebra, represented by its central projection in the 3-dimensional
Euclidean space. Then we sum up the educational experiences of the author in this
subject.

1. Bevezetés

Megmutatjuk, hogyan tudunk szemléltetni egy adott 4-dimenzids konvex politopot annak
3-dimenzids térre torténd centralis vetiileteivel, melyek 3-dimenzids poliédercellakbol allnak.
A politop modellezéséhez €és a 3-dimenzids vetiiletének az abrazolasahoz a GeoGebra
dinamikus geometriai szoftvert hasznaljuk (1d. [3]).

A 3-dimenzidban centralis vetiiletként torténo abrazolas azért kézenfekvo, mert az emberi
latdsnak megfeleld centrdlis projekcié (amely a 3-dimenzidés térben egy sikra torténd
kozéppontos vetitéssel biztosit perspektiv nézetet) 4-dimenzids térbeli analogonja egy
3-dimenzi6s affin altérre (vetitOhipersikra) torténd centralis projekci6, é€s ez az altér
azonosithaté a 3-dimenzids euklideszi térrel (1d. [1], [4], [5] hivatkozasokat a 4D alakzatok
3D-ben torténd szemléltetése témakorben).

Mivel a dimenziocsokkenéssel informécidvesztés jar egyiitt, ezért az alkalmazott centralis
vetitést tobbféle nézdpontbol, a centrum és vetitOhipersik egyiittes megvaltoztatasival is
célszerli elvégezni (akér folytonos keringést végezve), amely mivelet felfoghat6 dgy is, hogy
a centrum és a vetitOhipersik (valamint egy hozzajuk tartozé koordinata-rendszer) fix, és a
4-dimenzids konvex politdp mozog, ill. véltoztatja méretét (eltolds, forgatas és kozéppontos
nyujtas alkalmazéasainak hataséara).

A SZIE Ybl Miklés Epitéstudoményi Karon a ,,Matematika és geometria az épitészetben”
valaszthaté targy keretein beliil foglalkoztunk ezzel a problémaval, mert ezen izgalmas,
emberi fantazidt megmozgatd témakor kapcsan a geometriai transzformaciok matematikai
elméletébe is mélyebb betekintést tudtunk nydjtani a hallgatoknak. (Igy a sikbeli és
haromdimenzids térbeli szamitasokkal teljesen anal6g mddon lehetett megadni a forgatas és

KULCSSZAVAK. Szabdlyos test, konvex politdp, transzformicié métrix, lathatésdg, dinamikus
geometria, GeoGebra.

KEYWORDS. Regular solid, convex polytope, transformation matrix, visibility, dynamic geometry,
GeoGebra.
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vetités eredményét a 4-dimenzids térben, ahol mar a szokdsos abrazoldsi mddszerek nem
lehetségesek.) Tovabba a transzformdacidk hatasat vetiiletek segitségével is tudtuk lttatni a
hallgatok szdmara dgy, hogy érdekes haromdimenzids alakzatok abrazoldsara vezetett ez a
feladat.

2. Konvex politopok

Egy d-dimenziés konvex politopon (ahol d > 1 egész szdm) a d-dimenzids euklideszi tér
véges sok zart félterének a metszetét értjiik, ha az egy nemiires belsejli korlatos részhalmaza a
térnek. Megmutathat6, hogy ezzel ekvivalens véges sok, nem egy kozos hipersikban
elhelyezkedd pont konvex burkaként definidlni a konvex politépot. Egy d-dimenzids konvex
politop beadgyazhatd egy d -nél magasabb dimenzids euklideszi térbe, ha annak egy
d-dimenziés affin alterének a részhalmazaként van megadva. A politép hataran k-dimenzios
lapok helyezkednek el (0 <k <d—1), ésk=0,1,2,3,d — 1 esetén ezeket csicsoknak,
éleknek, 2D-lapoknak, 3D-lapoknak, ill. hiperlapoknak nevezziik (tehat d = 4 esetén a
hiperlapok a 3D-lapok). A csucsok konvex burka kiadja a konvex politopot, a hiperlapok
unidja kiadja a politép hatarat, a hiperlapok egy cellarendszert ((d — 1)-dimenziés konvex
politépokat) hataroznak meg, egyméshoz (d — 2)-dimenzids lapjaikkal csatlakozé elemekkel
(1d. [6]).

A 3-dimenziés euklideszi térben a konvex politopot konvex poliédernek hivjuk. A
d-dimenziés konvex politopokat roviden konvex d-politépoknak is nevezziik.

A 4-dimenziés konvex politépok koziil az egyik legnevezetesebb osztily a szabdalyos
konvex 4-politopoké. Ezt az a 6 politop alkotja, amely a 3-dimenzids szabélyos poliéderekkel
analég moddon szabalyos hiperlapokkal rendelkezik, és a csucsalakzata is szabalyos, azaz
barmely cstiicsdhoz kozel elmetszhetd egy olyan hipersikkal a politop, mellyel a metszete egy
szabalyos 3-dimenzids poliéder, és az annak a kdzéppontjan atmend és a hipersikra merdleges
egyenes athalad a csucson is. (Ezzel a metszet szimmetriai a csticsalakzat és egyben az egész
politop szimmetridiva is kiterjeszthetok.)

A szabdlyos konvex 4-politopok: 4-szimplex (5-cella, a tetraéder analogonja),
4-keresztpolitop (8-cella, az oktaéder analogonja), 4-kocka (16-cella, a kocka analogonja),
24-cella (nem analogonja egyik haromdimenzids szabalyos poliédernek sem, azonban a
rombikus dodekaéder analogonja, amely 3-dimenzioban nem szabalyos test), 120-cella
(a dodekaéder analogonja), és a 600-cella (az ikozaéder analogonja), 1d. [2]. A celldk szama
az elnevezésekben a hiperlapok szamat adja meg. A 120-cellanak mar 600 csucsa és 1200 €éle
van, a 600 cellanak pedig 720 éle €s 1200 2D-lapja van, ezért ezeknek elég nehézkes a
szemléltetése. Emiatt ez utébbi politopoknak gyakran csupan a hiperlapjaik egyes csoportjait
(melyek bizonyos értelemben Osszetartozé elemekbdl allnak) szokds egyszerre abrazolni
(3-dimenzi6s vetiileteikkel szemléltetve azokat), hogy még felismerhetdk legyenek az egyes
abrazolt alakzatok.

3. Modellezés és szemléltetés GeoGebraval

A kovetkezOkben leirjuk a 4-dimenziés politoépok GeoGebraban torténd modellezésének
és abrazolasanak a lépéseit, ahogy azt megvaldsitottuk a SZIE Ybl Miklés Epitéstudomanyi
Karon a ,,Matematika és geometria az épitészetben” valaszthato targy keretein beliil.

Az adott kurzuson a 4-dimenzids kockat készitettiik el ilyen modon, a hallgatok hazi
feladatként hasonldé modon elkészitettek egy-egy masik szabdlyos konvex 4-politopot
(a 4-keresztpolitopot, ill. a 24-cellat).
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1. abra. A modellezés GeoGebra munkalapja

Az itt leirt modszer tetszéleges konvex 4-politdp abrazolasara hasznilhatd, ennek csupan
az lehet a gatja, ha a politdp olyan sok elembdl all, hogy azt mar a szoftver (jelen esetben a
GeoGebra) nem tudja kezelni.

3.1. Csucsok megadasa

Elészor felvissziik a csicsok koordinatdit, n csics esetén egy n X 4 -es matrixba,
amelyben az egyes sorok tartalmazzak egy-egy csucs koordinétdit a 4-dimenzios térben. Azért
nem a szokasos oszlopvektor megadast vélasztottuk az egyes csicsokra, mert sorvektorok
esetén jobban lathat6 a matrix a bal oldalon elhelyezkedd Algebra ablakban.

Ha a Téblazatkezeld celldaiba gépeljiik be a 4-kocka cstcsait, pl. az Osszes +1 értéki
koordinétat tartalmaz6 koordinata-négyesekként, akkor a 16 csics miatt 16 X 4-es tOmbot
kapunk. Ezutan kijelolve a celldkat, jobb egérgombbal klikkelve, kivéalaszthaté a Létrehozas
— Matrix opcid, végiil az elkésziilt matrix atnevezhetd egy kivant (pl. M) névre.

3.2. Csucstranszformacio

Eltolas és forgatds egyiittes alkalmazisaval valdsitjuk meg a csicspontok tetszoleges
mozgatasat.

A 4-dimenziés térben 2-dimenzids affin alterek koriil lehet forgatni. Az Osszes
2-dimenziés koordinatasikra elkészitiink egy-egy forgatisi matrixot (a rdjuk merdleges
2-dimenzids koordinatasikok pontjai a forgatas fixpontjai): (x,y, z, w) valtozokat hasznalva
az egyes koordinatakra, az Fyy, F,y, Fyz, Fyy, Eay, By, forgatasi matrixok F szorzatmétrixa az
alkalmazott forgatasok egyiittes hataséara keletkez0 forgatas matrixa. Példéul az Fy, igy adhat6
meg (az ay, szoget ugy adjuk meg, hogy ért€ke egy csuszkan allithat6 legyen):

cos(@yy) —sin(ayy,) 0 0

Fyy = sin(ay,y) cos(ayy) 0 O
0 0 10

0 1

0 0
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A tobbi forgatasi matrix is hasonléan adhaté meg, csak esetiikben értelemszeriien nem az elso
két koordinitiban torténik a forgatds, hanem maésik koordinitapar alkalmazasaval. Igy
Osszesen 6 forgatasi szog allithaté be csuszkan. Kevesebb forgatdsi szog is elégséges lenne
ahhoz, hogy egy tetszOleges forgatést létrehozzunk, de eldnyos az 6sszes 2D-koordinatasikon
torténd forgatas lehetdségét meghagyni a szemléltetéshez.

Egy v eltolasvektor alkalmazéisdval (melynek koordinitdi mind allithatok csuszkan) az
M, matrix minden sordra az x; = x + v képlettel kiszamitjuk az eltoltjat (igy keletkezik az
M; matrix), majd az M = M; - FT transzponalt matrixot tartalmazé métrixszorzas utén
megkapjuk az eltolt, majd forgatott csticsok M matrixat.

Nytjtast nem alkalmazunk (amely a zoomolasnak felelne volna meg), ennek hatasat a
vetitOhipersik helyzetének a megvaltoztatisaval (parhuzamos eltolasaval) tudjuk majd
imitilni (1d. a modellezés kdvetkezd 1épését).

3.3. Centralis projekcio

Egy paramétertd] fiiggd vetitési centrumot hozunk létre a K(0,0,0,7) € R* pontban, a
vetitési hipersiknak pedig a w = —c egyenlethez tartozé hipersikot vessziik fel (r > 0,¢c >0
csuszkén allithaté paraméterek).

A vetitOhipersikra torténd centrélis projekcio képlete egyszertien kiszamithat6. Ha egy
x € R* helyvektori pont vetiilete az y € R* helyvektord pont, melyre igy az (n,y) =a
egyenlet teljesiil (amely azt fejezi ki, hogy y végpontja a vetitOhipersik egy pontja), ahol
n € R* a vetitési hipersik normalvektora, { , ) skalarszorzatot jelol, a € R, és K€ R* a
centralis projekcié kozéppontjanak helyvektora, akkor azt keressiik, hogy hol talalhaté y
végpontja az X és K helyvektori pontok altal meghatirozott egyenesen, azaz felirhatd
y = tx + (1 — t)k alakban, és keressiik az ebben szerepld t € R paraméter értékét. Ez a
kovetkezOképp tehetd meg:

y=tx+ (1 -tk =k+t(x—-K), (n,y) = a,
(nk+t(x—Kk))=a,
(n,K) + t(n,x — k) = a,
a — (n,K)
M-k

®°
@13
Qo1
5
.14. -
[
@6
‘ @1
® .16 ;
E = 11 @4
@8
®15
@3
@7

2. abra. A csucsok vetiilete az indexfelirataikkal
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Jelen esetben n = (0,0,0,1), k = (0,0,0,7), a = —c, ezért

—C—7T
t =

Xy — T
ahol x, a 4-edik, w koordinataja az X vektornak. Az igy kiszamitott vetitést alkalmazzuk az
0sszes transzformalt csucsra, azaz az M matrix minden sorara. A vetités utan kapott M’ méatrix

soraiban a 4-edik koordinatak mind —c-vel egyenlOk, azokat elhagyva egy n X 3-as N métrix
készithetd, amelybdl a

Pontlista=Sorozat(Pont(Elem(N, 1)), i, 1, n)

paranccsal egy pontlista készithetd, ez dbrazolasra keriil a GeoGebra 3D-s nézet ablakaban.
Az élek, majd késObb a lapok vetiiletének az elkészitéséhez segitséget nyujthat, ha latjuk
az egyes csucsok sorszamait (indexeit). Ehhez létrehozzunk egy feliratlistat:

Feliratlista=Sorozat(Szoveg(i, Elem(Pontlista, 1) + (0.1, 0, 0)), 1, 1, n)
Azért szerepel a fenti parancsban egy (0.1,0,0) vektorral torténd eltolas, hogy a felirat ne
l6gjon bele a cstcsot reprezentalo kis gombbe.
3.4. Elekvetiilete

A TéblazatkezelOben felvissziik az élek indexeinek listajat, ez egy ny X 2-es tomb azon
(i,j) indexparokkal (1 < i < j < n), melyekre az i-edik és a j-edik csiics (azaz az M i-edik
és j-edik sordhoz tartozd cstcsok) éllel vannak Osszekotve. Ebbol készitiink egy nq X 2—es
élmatrixot. A 4-kocka esetén ez egy 32 X 2-es matrix.

3. abra. Elek abrazolasa kiilonboz6 nézetekben

Majd készitiink egy éllistat a csticsok vetiileteit 0sszekotd szakaszokbdl az élekhez tartozo
csucsparok esetén:

Ellista=Sorozat(Szakasz(Elem(Pontlista, Elem(Elmatix, i, 1)), Elem(Pontlista,
Elem(Elmatrix, 1, 2))),1, 1, n_1)

3.5. Lapok vetiilete

A Téblazatkezeldben felvissziik a lapok indexeinek listdjat, ez egy n, X k,-es tomb azon
indexekkel egy sorban, amelyekhez tartozo csucsok egy 2-dimenzids lapon vannak, a
megadas sorrendjében egymas utdn kovetkezve a sokszoglap hataran (k, a 2D-lapok
csucsszamainak maximuma, €s olyan lapok esetében, ahol kisebb a csticsszdm ennél, ott
nullakkal pétoljuk ki a tomb érintett sorat). Ebbdl egy n, X k,-es 2D-lapmatrixot készitiink
Lapmatrix néven. A 4-kocka esetén ez egy 24 X 4—es matrix.
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Majd egy laplistat készitiink a csucsok vetiileteire illeszked6 sokszogekbdl a 2D-lapokhoz
tartoz6 csucsok esetén ugy, hogy eldszor egy Lappontlista listdban felsoroljuk egy 2D-lap
vetiiletének a csucsait, majd ezekhez készitjiik el a sokszogeket 3-dimenzidban:

* Lappontlista=Sorozat(Sorozat(Elem(Pontlista, Elem(Lapmatrix, 1, j)), J, 1, k_2),
i, 1,n_2)
* Laplista=Sorozat(Sokszdg(Elem(Lappontlista, 1)), 1, 1, n_2)
Az el6bbi parancsok koziil a Lappontlista megadési parancsa akkor miikodik j6l, ha minden

2D-lap pontosan k, csuiccsal rendelkezik — ha nem ez a helyzet, akkor kicsit mddositani kell a
parancson, a Lapmatrix i-edik sordbdl csak a nem nulla értékekre végeztetve el a szamitast.

4. abra. Lapok megjelenitése kiillonb6z6 nézetekben

4. Tovabbilehetdségek GeoGebraval

A kovetkezdkben felsorolunk néhany, a fentebb leirt modellben még nem megvaldsult
abrazolasi, ill. modellezési lehetdséget, melyekkel tovabbfejlesztve a modellt, még
szemléletesebbé tehetd az dbrazolas, vagy egyszeriibbé tehetd a modellkészités.

4.1. Vetiileti kép korrekcidja

A kapott 3-dimenziés vetiilet csak akkor helyes, ha nincs olyan csuics, melynek a z
koordinataja r-nél nagyobb, ugyanis ilyen esetben annak a csucsnak nem létezik vetiilete a
vetitd hipersikra, mert a vetitdsugar félegyenese nem metszi azt a hipersikot. Mivel a modell
az egész vetitbegyenesnek a vetitOhipersikkal vett metszéspontjat szamitja ki, igy ilyen
esetben kapunk egy fals csticsvetiiletet, és az abba a cstcsba fut6 €élek, ill. a csticsra illeszkedd
sokszogek vetiiletei sem lesznek helyesek. Az érintett élek helyett félegyeneseket kellene
berajzolni, mert az élek vetiilete ilyenkor nem korlatos. Az érintett 2D-lapok helyett pedig
sikbeli nem korlatos konvex sokszdgtartoményokat kellene berajzolni. Ha nem konvex a 3D
vetiileti kép, akkor tudhatjuk, hogy ezzel a problémaés esettel allunk szemben, ekkor allitsuk r
értékét megfelelden nagyra.

4.2. Lathatdsag

A lathatésag nem keriilt megoldasra ebben a modellben, igy a hiperlapok vetiileteinek
cellai kétszeresen fedik le a vetiilet konvex burkéat, a lathaté (azaz a vetitOsugaron a
centrumhoz kozelebbi pontokat tartalmazé hiperlapok vetiiletcelldi) és a nem lathat6 (azaz a
vetitOsugaron a centrumtdl tivolabbi pontokat tartalmazé hiperlapok vetiiletcellai) részek
mind &4brazolasra keriilnek. Azonban konvex d-politép hiperlapjainak a normélvektorait
ismerve konnyen eldonthetd a lathatdsdg. Ugyanis akkor és csak akkor lathaté egy konvex
d-politopnak egy hiperlapja, ha a vetités centruma a hiperlap 4ltal kifeszitett hipersiknak a
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politépot nem tartalmazd nyilt félterében helyezkedik el. A vetitési centrum helyvektoranak a
hipersik normalvektoraval vett skalarszorzatiaval mindez konnyen leellendrizhetd, mint ahogy
az is, hogy mely €lek és 2D-lapok fekszenek egy 3D-lapon, ennek eldontéséhez elég a 3D-lap
normalvektordnak a skalaris szorzatat kiszamitani az él vagy 2D-lap egy tetszdleges relativ
belsé pontjaval (pl. a csicsaik silypontjaval).

4.3. Tetszbleges 2-dimenzios sik koriili forgatas

A 4-dimenzids térben tetszdlegesen bedllithatd, de fix 2-dimenzids sik koriili forgatas
megvaldsitdsa hidnyzik a modellbdl, csupan specidlis irdnyu forgatasok egyszerre torténd
alkalmazasaval jon ki altalanos iranyu forgatas. Erdemes lehet ilyen fogatast is megvalositani.

4.4. Konvex burok laphaléjanak kiszamitasa

A csicsok megaddsa mar meghatarozza a konvex burok lapstruktirdjat, de sajnos a
GeoGebra nem teszi lehetévé ennek a lapstruktiranak a kiszamitasat altalanos esetben, mivel
ez a szoftver inkdbb 4brazolasra alkalmas, nagyobb mennyiségili szamitas elvégzésére mar
nem. Szerencsére, ha mar ismert a lapstruktira, vagy mas mddon ki tudjuk azt szdmitani,
akkor az élek, 2D-lapok és akar a 3D-lapok illeszkedései is felvihetdk GeoGebraba
(a 3D-lapokat azért nem vittiik fel a 4-dimenziés modellbe az abrazoladskor, mert azok
vetiileteit kozvetleniil dgysem lehet abridzolni, hanem csak a 2D-lapjaikat, ill. éleiket).
Mindenesetre j6 lenne, ha a csicsok koordinitain tilmenden minél kevesebb adat bevitele
lenne sziikséges a modell szamara.

5. Oktatasi tapasztalat

A SZIE Ybl Miklés Epitéstudoményi Karon a ,,Matematika és geometria az épitészetben”
valaszthat6 targy keretein beliil foglalkoztunk ezzel a témakorrel.

A CAD programok és egyéb 3D grafikai programok hasznédlatdval a hallgatok
elkényelmesedtek, mivel a 3D transzformaciok (forgatas, tiikkroz€s, nyujtas, eltols), és a 3D
keringés is kényelmesen, kozvetleniil megvalosithatok az ilyen programokban. Nincs igényiik
a mogottes matematikai miiveletek megismerésére.

Azért, hogy a geometriai transzformiciok matematikijaba jobb betekintést nyudjtsunk a
hallgatoknak, és a szamukra is érdekes témakorrel tegyiik ezt, elvégeztiik a 4-dimenzids terek
egy alakzatdnak (4-dimenziés kocka) a 3-dimenzids térre valo centralis projekcidjat, az
alakzat forgatasat, eltolasat lehetdvé téve szemléltetéskor.

5. abra. Szabalyos dodekaéder lapsikjai térfelosztasanak az abrazolasa
lapsikokba rajzolt korlapokkal, kiillonb6z6 sugarméretek esetén
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A lathat6sag megval6sitdsara mar nem jutott idé ebben az esetben. Azonban 3D konvex
szabalyos, ill. archimédeszi poliéderekre kaptak olyan feladatot a hallgatok, hogy vizsgaljak
meg, hogy a poliédernek milyen laphalmazai lathatok egyszerre centralis vetiiletként — ez attdl
fiigg, hogy a lapok sikjainak melyik oldalan helyezkedik el a vetitési centrum, tehat a lapsikok
altali térfelosztast vizsgaltak a hallgatok tobb-kevesebb sikerrel, de nagy lelkesedéssel.

€7 dodeka_lapsikfelosztas.ggb = = XS
Fajl Szerkesztés Nézet Bedllitasok Eszkozok Ablak Sugo Bejelentkezés...
NRENNCERNER
& |» 3D-s nézet =

» Rajzlap 2

S |

Parancssor:

6. abra. Szabalyos dodekaéder lapsikjai térfelosztasanak az abrazolasa
az egy lapsikba metszé tobbi lapsik egyenesmetszeteivel

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Németh Laszlonak, hogy errdl a témakorrdl eldadhattam
Sopronban a Matematika Oktatasa és Kutatdsa Szeminarium (MOKUS) 2017-es program-
jaban.
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OSSZEFOGLALO. F& feladatunk a légkor felszinkozeli rétegében  zajld
mikrometeoroldgiai folyamatok modellezésének lehetséges fejlesztési iranyainak
feltérképezése. Ebben a munkdban a WRF oszlopmodell planetaris hatarréteg és
felszinkozeli réteg sémak kiillonb6zd kombinacidit teszteltiik. Az eredmények azt

sz

kulcsfontossagu, szemben a felszinkozeli séma megvalasztasaval.

ABSTRACT. Our main task is to map the possible development areas of the
modelling of microscale processes in the atmospheric surface layer. In this study
the single column version of the WRF model was used to test the different
available combinations of planetary boundary layer (PBL) and surface
parametrizations. Results show that the proper choice of PBL scheme is the key, as
opposed to the choice of surface layer scheme.

1. Bevezetés

A felszinkozeli réteg a planetaris hatarréteg legalsé része, ahol a turbulens fluxusok a
magnitid6juk kevesebb, mint 10 %-aval valtoznak [1]. Itt zajlik a legjelentdsebb momentum-,
hé- és nedvességesere. Allapota meghatdrozza a szarazfold-1égkor kolesonhatasokat [2]. Ez a
legkevésbé ismert része a hatarrétegnek, modellezésének €s mérésének nehézségét az itt zajlod
mikroskéal4ju folyamatok, példaul a turbulencia okozzak. A turbulens dramlast Osszetett €s
gyakran kaotikus viselkedés jellemzi, becslése mégis elengedhetetlen a prognosztikus
modellek megfelel6 miikodéséhez. Tekintve, hogy a turbulens folyamatok explicit leirasahoz
mikrométer 1€ptékre lenne sziikség, a mozgas nincs leirva a modellben, csupan azok hatisat
becsiiljiik (pl. transzportalt hd). Ezek a becslések tovabbra is fizikai egyenletek segitségével
torténnek az un. parametrizaciokban. A kutatas a Weather Reasearch and Forecasting (WRF)
3.8 oszlopmodelljének segitségével késziilt. Elsdsorban a modell planetéris hatarréteg (PBL)
és felszinkozeli réteg (SFC) séma parametrizacidit teszteltilk. A felszinkozeli réteg sémak
kezelik a hoéfluxusokat, a nedvességet €s a momentumokat a 1égkor alsé részében. Olyan
egylitthatokat allapitanak meg, amik lehetdvé teszik nedvesség fluxusok szamitasat. Ezek a
fluxusok biztositjak az als6 hatarfeltételeket a PBL sémakban zajlo vertikdlis transzporthoz
[3]. A kiilonféle parametriziciok hatékonysaganak vizsgilatdhoz mérésekre van sziikség.
Elengedhetetlen a vertikalisan minél tobb mintavétel a modell validaldsahoz.

KULCSSZAVAK. Felszinkozeli réteg, WRF oszlopmodell, planetaris hatarréteg séma.
KEYWORDS. Surface layer, WRF Single Column Model, planetary boundary layer scheme.



20 Virag Szabolcsné Németh Rita — Breuer Hajnalka

2. Adatok

A validalashoz felhasznalt adatok a PABLS’15 kutatasi project keretében késziiltek a
szegedi reptér mellett kvadrokopteres szondds felszallisokkal [4]. Osszesen 21 felszéllas
adatsorat hasznaltuk fel, melyek 2015. julius 16-ar6l 17-ére virrad6 éjszaka zajlottak. A
mérések a felszintdl, 84 méter magasrol, koriilbeliil 150 méter tengerszint feletti magassagig
késziiltek és kozel 50 centiméterenként regisztraltdk a 1égkori 4allapothatarozokat.
Felhaszniltuk a hOmérséklet, nyomads, relativ nedvesség, szélsebesség ¢€s szélirany
adatsorokat.

3. Hasznalt parametrizaciok

Lefuttattuk az oszlopmodellt a megfelelé idészakra az 6sszes WRF-ben beallithat6
planetaris hatarréteg és felszinkozeli réteg séma kombinacioval. Ebbdl dsszesen 26 volt. A
kombinaciok és az Osszes felhasznalt planetaris hatarréteg (PBL) parametrizacid és
felszinkozeli réteg (SFC) séma parametrizacié az 1. tablazatban és a 2. tablazatban keriil
bemutatasra. A turbulens aramlds lezarasi probléméjanak megoldasara kiilonb6zd rendi
lezarasokat hasznalnak az egyes planetaris hatarréteg parametriziciok [1]. Az altalunk tesztelt
parametrizaciok elsOrendli, masodrendli vagy masfeles rendl lezarassal rendelkeznek. Két 6
osztidlya a turbulens lezardsnak a lokdlis és a nemlokalis lezards. Lokélis lezardskor egy
ismeretlen mennyiség barhol a térben az ugyanabban a pontban 1év0 ismert mennyiségek
értékeivel vagy gradienseivel van parametrizdlva. Nemlokalis lezardskor ellenben az egy
pontbeli ismeretlen mennyiséget a tér sok pontjabol vett ismert értékekkel parametrizaljak [1].
A planetéris hatarréteg magassdganak operativ definicidja is két alapvetd osztalyba sorolhatéd
a kiilonféle sémaknal. Az elsd osztily a bulk Richardson szam segitségével szamit planetéris
hatarréteg magassigot egy eldre meghatarozott kezdeti szintrél. A masodik osztalya, amikor
azon a szinten allapitja meg a planetaris hatarréteg tetejét, ahol a turbulens kinetikus energia
profil egy elére meghatarozott kiiszobértékig lecsokken [5]. Az 1. tablazatban minden PBL
beallitishoz olvashaté a turbulens lezaras rendje, illetve, hogy lokalis vagy nemlokélis
osztalyba sorolhat6 a lezards. Ezen kiviil megtaldlhat6, hogy K-profil alapjan vagy turbulens
kinetikus energia (TKE) alapjan szamol. A planetaris hatarréteg magasaganak (PBLH)
meghatirozasa az egyes sémakban a bulk Richardson szam (Riy) vagy a TKE segitségével
torténik. A WRF modell SFC séméi és felhasznélt 26 kiilonbozé PBL/SFC kombinécid
felsorolasa a 2. tablazatban lathato.

PBL P Lezéras rendje és Szamolas PBLH
po PBL séma , . .
beallitas osztalya alapja definici6
1 Yonsei University séma 1,0 nemlokalis K-profil Rip
2 Mellor-Yamada-Janjic séma 1,5 lokéalis TKE TKE
3 NCEP Global Forecast System séma 1,0 nemlokalis K-profil Rip
4 Eddy-diffiziés tomegfluxus QNSE séma 1,5 lokélis TKE TKE
5 2,5 szinti Mellor—Y amada—Nakanishi—Niino séma 1,5 lokéalis TKE TKE
6 3 szintii Mellor—Yamada—Nakanishi—Niino séma 2,0 lokalis TKE TKE
7 Asszimetrikus Konvektiv Modell 2 séma 1,0 lokalis/nemlokalis K-profil Rip
8 Bougeault-Lacarrere séma 1,5 lokéalis TKE TKE
9 University of Washington séma 1,5 lokélis TKE Rip
11 Shin-Hong ,,scale-aware” séma 1,0 nemlokalis K-profil Rip
12 Grenier-Bretherton-McCaa séma 1,5 lokéalis TKE Rip

1. tablazat: A hasznalt planetaris hatarréteg sémak rovid leirasa
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bei’lﬁgés SFC séma PBL/SFC
1 Modositott MMS Monin-Obukhov séma 1. 1/1 8. 5/5 15. 77 | 22. 991
2 Monin-Obukhov (Janjic) séma 2. 191 9. 591 | 16. 7/91 | 23. 11/1
3 NCEP Global Forecast System séma 3. 22 | 10. 6/1 17.  8/1 | 24. 11/91
4 QNSE felszinkozeli réteg séma 4. 373 11.  6/2 | 18. 82 | 25. 12/1
5 Mellor-Yamada—Nakanishi—Niino séma 5. 4/4 12. 6/5 19. 891 | 26. 12/91
7 Pleim-Xiu séma 6. 5/1 13.  6/91 | 20. 9/1
91 Régi MM5 séma 7. 52 14. 7/1 21. 9/2

magassag [m]

2. tablazat: A hasznalt felszinkozeli réteg sémak és a planetaris hatarréteg (PBL) és felszinkozeli réteg
(SFC) séma beallitasok kombinacioi

4. Esettanulmany

Az oszlopmodell futdsdhoz sziikséges kezdeti értékeket mind az aznap déli szegedi
radioszondas felszallasbol, mind a Global Forecast System (GFS) 12 UTC-re vonatkozé
adataibdl el6allitottuk. Az egységes mértékegységre szamitott és linedris interpolalassal kozos
magassagi szintekre hozott modelleredmények és mérési adatsorok statisztikai vizsgalatat R
programmal és programcsomagokkal végeztiik. A felhasznalt allapothatarozok a hdmérséklet,
a nyomas, a relativ nedvesség, a szélsebesség és a szélirany. A homérséklet és a nyomas
segitségével potencidlis homérsékletet is eldallitottuk, mely a 1égkori stabilitas indikétora.

Az 1. ébra a 19:10 idOponthoz tartoz6 12 UTC-kor inditott modellfutids potencilis
homérséklet és relativ nedvesség értékeit mutatja. Egyszerre lathaté mind a 26 féle beallitissal
szamitott érték erre az idOpontra, piros szinnel a GFS adatokboél, zold szinnel a szonda altal
mért adatokbol szarmazd kezdeti értékkel késziilt modelleredmények. Vastag kék szinnel a
19:10-kor késziilt mérést jeloltiik.

B mért B mér
o || ® GFs - B GFS
= || @ szonda hil B szonda
= =
™ — ™ —
E
[= [=
[ o ™
= 2 2
w
w
= | % =
— w —
E
S g
el el
T T T T T T T T T T T T
25 26 27 23 29 30 0 20 40 60 80 100
potencialis hémérséklet [°C] relativ nedvesség [%]

1. abra. A 19:10 idéponthoz tartozé mért és modellezett potencialis homérséklet és relativ nedvesség
valtozasa a magassaggal a felszinkozeli 1égrétegben
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Figyelembe véve, hogy a kapott potencidlis homérséklet jelentdésen fiigg a helyes
inicializaciotol, ezért a vertikalis gradiensét is meghataroztuk, mely inkabb utal a
parametriziciok fizikai miikodésére. A potencialis hdmérséklet gradiense l4thaté a 2. dbran a
19:10 id6pontra vonatkozdéan. Ezen megfigyelhetd, hogy bar a modellezett potenciélis
homérséklet egyes beallitdsokra akér 2 Celsius fokos tévedést mutat, a géorbék menete hasonlit
a mérési gorbe menetéhez. A 2. dbra boxplot diagramjan lathatéak a GFS kezdeti értékkel
szamitott gradiensek hibaértékei. A mért adatoktol vett eltérés nullahoz kozeli mind a 26
kiilonbozé PLB/SFC beallitasra. Bar a GFS kezdeti értékii potencialis homérséklet értékek
néhany °C-kal magasabb értéket mutattak a mérésnél, gradiensiikben mégis kellden kicsi a
kiilonbség. A legkevésbé pontos bedllitisnak az 5-0s beallitds bizonyult. A tobbi beallitas a
modellezett meteoroldgiai valtozotdl fiiggden viselkedett. Példaul relativ nedvességre a 4-es
beallitds adta a legkisebb hibat, széliranyban a 20, 21, 22, 25, 26-os beéllitasok hasonléan
kiemelkedden viselkedtek. Ellenben a szélsebességre a 25-0s és 26-os bedllitisok a
legpontatlanabbak.
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2. abra. A 19:10 idéponthoz tartozé mért és modellezett potencialis homérséklet gradiensének valtozasa a
magassaggal és a potencialis h6mérséklet gradiensének GFS kezdeti értékekkel inditott eredményei
boxplot diagrammja

Az egyes parametrizaciok egymassal vald kapcsolatat klaszteranalizissel vizsgaltuk meg.
A klaszterek meghatirozasinak alapja az egyes kiilonbség-adatsorok fokomponens analizise
volt. Az els6 két fokomponens alapjan lettek meghatarozva az egyes csoportok. Ehhez a
K-alapu csoportanalizishez a CLARA modszert hasznaltuk [6]. A 26 féle beallitasbol 5
klasztert allitottunk eld, kisebb klaszterszam esetén az egyes klaszterelemek kozotti tavolsag
jelentdsen megnodvekedett. Az analizist az egyes modellbeallitisok mérésektdl vett
hibaértékeire készitettik el. Az 5-0s bedllitdis majdnem minden esetben kiugr6é volt,
nagysagrendileg hibas értékeket adott. Igy az analizisbdl kisziirtiik. A tobbi beallitisnal az
figyelhetd meg, hogy az ugyanazt a PBL sémat, de kiilonb6z6 SFC sémat hasznilok
eredményei nagyon hasonlitanak egyméshoz. Ebbdl azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy a
prognosztikus modellben a megfeleld0 PBL-parametrizacié valasztisa a kulcsfontossagu, az
SFC-séma kisebb kiilonbségeket okoz. A 19:10 idéponthoz tartoz6 hoémérsékletek
hibaértékeire elvégzett klaszteranalizis GFS kezdeti értékekkel inditva a 3. dbran, szonda
kezdeti értékekkel a 4. abran lathat6. Bar az 1. 4bran megfigyelhetd a pontos kezdeti érték
fontossaga, itt azt lathatjuk, hogy a fokomponens analizis kiillonbozé kezdeti értékekkel is
hasonl6 helyre sorolja az egyes PBL/SFC sémékat.
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4. abra. A 19:10 idéponthoz tartozé szonda kezdeti értékekkel inditott hdmérsékletértékek 26 kiilonb6z6
PBL/SFC beallitas klaszteranalizis abraja
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Ha a PBL sémdk szerint 12 klasztert allitunk eld, akkor az egyes PBL szerinti
csoportosulas a legtobb esetben megfigyelhetd. Kivételt képez ez aldl a 6-os PBL
parametrizicié SFC kombinécidi, melyek az esetek jelentOs részében 2 kiilonbozo klasztert
képeznek, igy ezeket a késObbiekben tovabbi vizsgalatoknak vetjiilk ald. Az eltérés
legvaldszinlibb oka, hogy a 6-os PBL séma rendelkezik a turbulencia legpontosabb
kozelitésével (masodrendli lezarast), amely esetén mar a kiillonb6zé SFC-k hatidsa nem lesz
elhanyagolhat6. Ha az SFC-k szamanak megfelel0 klaszterszdmot haszndlunk, a csoportok
tovabbra is a kiilonb6z6 PBL sémak szerint csoportosulnak, és nem az SFC-k szerint.

5. Osszefoglalo

Legfontosabb eredményiink, hogy a felszinkozeli réteg séma megvalasztisa kevéssé
fontos, mint a megfeleld planetaris hatarréteg parametrizicié. Ennek legoptimalisabb
megvalasztisa a modellezni kivant meteoroldgiai allapothatarozé fiiggvénye. Tovabba az
Eddy-diffuziés tomegfluxussal szamitott planetaris hatarréteg parametrizacié (4-es PBL
beallitas, 5. sorszam) bizonyult a legkevésbé jonak.
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OSSZEFOGLALO. Récsbazisi véges-elem esézési/szétfolyasi modellt hasznaltunk
alpesi jellegli domborzat mellett a talaj vizterhelésének és a vizgylijt6-vizvalasztd
vonalak meghatarozasara. A geodinamikai mérések szerint es0zés alatt és utin a
dolésmérok jelentds anomalidkat regisztraltak. A modellezés kimutatta, hogy a
vizterhelés gravitacids hatdsa a dOlésmérd 4ltal mutatott es§ utdni anomélia
toredékét képes csak megmagyarazni. Ezutdn egy tisztin szétfolyasi modellel a
terep vizgyljtd és vizvéilaszté vonalait hatdroztuk meg, ami — a domborzati
viszonyokat figyelembe véve — tesztteriiletiinkon maradéktalanul helytallé
eredményeket hozott.

ABSTRACT. A grid-based finite element run-off / drainage model was used on
alpine terrain to determine soil water loading and water catchment area and water
separation lines. According to geodynamic measurements (tilt meters records)
significant anomalies are recorded during and after rainfalls. Our modelling has
support that the gravitational effect of water can only explain a fraction of the post-
rain anomaly shown by the tilt meter. Then, with a purely flush model, we
determined the lines of the catchment areas and the water separator of the terrain,
which, taking into account the terrain conditions, gave realistic results in our test
area.

1. Bevezetés

A tesztteriilet valtozatos domborzata (1. abra) miatt nyilvanvald, hogy a talaj csapadékbdl
szarmaz6 vizterhelése egyenldtlen lesz a volgyek vizgyijto, illetve a gerincek vizvalaszto
hatdsa miatt, de nem ismertiilk ennek lehetséges mértékét és hatasat délésmérdvel végzett
mérésekre. A gerinceken csak némi beszivargéassal szamoltunk, de a volgyekben, godrokben a
leesett csapadék tobbszordse is Osszegytlilhet, és a tomegnovekedés a lokalis gravitacios
erétérre is hatassal van, melynek mértékét a dolgozatban eldallitott modellel becsiilni tudjuk.

A szakirodalom [1] szerint a talajba beszivargd viz (talajtipustol fiiggden) elsésorban
fiiggbdlegesen halad lefelé, amig vizzard réteghez (pl. agyag) nem ér. A beszivargés révén a
talaj viztartalma folyamatosan nd, amig el nem éri a telitettséget, ekkor megsziinik a
beszivargas, és a viz elkezd a felszinen felhalmozddni, vagy ha a doélésviszonyok lehetové
teszik, akkor a felszinen folyik tovabb.
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1. abra. A tesztteriilet perspektivikus képe. Horizontalis skalazas 1 km-ként

2. Modell a talaj vizterhelésének meghatarozasara

A csapadéknak a talajfelszini illetve felszin alatti vizhaztartdsra gyakorolt hatasat
racsbazisu véges-elemes mddszerrel modelleztiik. A vizsgalt teriilet racs-szerkezetli digitalis
terepmodelljét (DTM) a h;; talajfelszin magassagokkal irjuk le [2], amit a késébbi képletek

nos

egyszerusitése végett mm-ben mériink.

Legyen adott ugyanezen a racson a talajt borit6 vizréteg hw;; magassiga (ez kezdetben ott
nem 0, ahol permanens foly6viz vagy alléviz van), szintén mm-ben.

Legyen adott ugyanezen a ricson a talaj v;; vizfelvev0 potencidlja mm-ben (ahol a talajt
alland6 vizréteg boritja, ott nyilvan 0, mert méar telitddott, ettdl tdvolodva viszont elkezd
emelkedni a csokkend talajnedvesség miatt), mert ebben mérjiik a csapadék vizhozamat is.
Homogén, viz éltal nem boritott talajon ezt konstansnak vettiik, bar a valésdgban a mélyebben
fekvd teriileteken a magasabb talajvizszint miatt virhatéan alacsonyabb lesz a vizfelvevd
potencidl, illetve mértéke a talajtipusnak is fiiggvénye — erre vonatkoz6 racsadatokkal sajnos
nem rendelkeztiink.

Modelliinkben feltettiik, hogy egységnyi id6 alatt a talajba beszivargd b;; vizmennyiség
(mm-ben mérve) ardnyos a v;; vizfelvevd potencidllal ([1], 34-35. oldal grafikonjabol és
képleteibdl levezethetd), de nem lehet nagyobb a felszini hv;; vizpotencidlnal:

bij = min(hvij, {o - vij, és 0 <a <1}), ahol a a beszivargasi tényezd.

A hosszan tarté esézést osszuk fel egyforma idészakaszokra, €s feltételezziik azt, hogy az
aktudlis idOszakaszban e mm es0 esett. Ekkor

(1) hvij = hw;j + e, ennyi mm lesz az Uj felszini vizmagassig (vizpotenciil) az esd miatt;

ez a kezdd allapot a kovetkezd id6szakaszban.

bij jelolje az aktudlis beszivargast.
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Vij = vij— bij igy csokken a beszivargasi kapacitas.
hvij = hvij— bij a beszivargas miatt csokken a felszini vizpotenciél.
hwij = hvij a szétfolyas elotti allapot duplikalasa.

Ha az (i,j) racselem nem lokélis minimumpont (pl. gddor), akkor lejtésiranyban elfolyik
rola a felszini vizréteg egésze (hvij = 0) vagy része, és a magassigkiilonbségek aranyaban azt
az oldalszomszéd racspontok veszik fel. Ennek meghatarozasdhoz a kovetkezd
Osszefiiggéseket irtuk fel. Legyen

dmn = max(0, hij + hvij — hi+mj+n — WVitmj+n), ahol m = -1,0,1; n = -1,0,1 és mn =0,
ahol dp,» jeloli szintkiilonbséget az oldalszomszéd pontokhoz képest, figyelembe véve a
vizboritottsagot is.

§ =Y dmn, aholm =-1,0,1; n=-1,0,1 ésmn =0, az Osszes szintkiilonbség.
dmn= dmn/s,aholm=-1,0,1; n=-1,0,1 ésmn =0, a fajlagos szintkiilonbség.

c< hvij, ¢<s -dun/(1 +dmn), ahol m =-1,0,1; n=-1,0,1 és mn =0, ac szétfolyas
nem lehet tobb, mint a felszini vizpotencial, és szétfolyas utan a racselem nem keriilhet a
szomszédok ala.

hWitmj+n = WWismj+n + € * dmun, ahol m = -1,0,1; n = -1,0,1 & mn = 0, az
oldalszomszédok felszini vizpotencialjanak novekedése.

hwij=hwijj - c, a szétfolyéssal csokken a racspont felszini vizpotencidlja.
goto (1) lezarult egy esdzési ciklus, és tovabbléphetiink a kovetkezd esdzési fazisba.

Ha vége van az esOnek, stabilizicié (azaz ledll a beszivargas és a szétfolyas) utan
racselemenként meghatarozhatjuk a beszivargas €s a szétfolyas okozta tomegnovekedést, ami
a hw felszini vizpotencidl novekedésével és v vizfelvevd potencidl csokkenésével aranyos
(szorzéként figyelembe veendd a viz fajsilya és a racselem teriilete. Magassagat, és ezzel
térfogatat az elobb szamitott felszin alatti és feletti vizpotencial-valtozasok dsszege adja).

Az eljaréast egy horizontalisan 4 km x 4 km kiterjedésti, 30 m X 30 m felbontéast alpesi
DTM-en (1. abra) 10 ciklusos es6zési (ciklusonként e = 10 mm csapadékkal) és 90 ciklusos
csapadékmentes (¢ =0 mm) stabilizal6 folyamattal teszteltiik. Az o beszivargasi tényezot
0.1-nek vélasztottuk, a v;; vizfelvevd potencidlt pedig 100 mm-nek tekintettik a teljes
tartomanyon. Ha nincs szétfolyas, az Osszes csapadék beszivargott volna a talajba, de a
meredek domborzat miatt csak 80 %-os volt az elszivargas, a maradék viz olyan vizgyijt
(lokalis minimum) helyeken gyllt 0ssze, melyek a teljes teriiletnek csak 2,3 %-at fedték le
(2. abra). A lehullott csapadék parolgasat nem vettiik figyelembe.

3. Modell a vizgyijto és vizvalaszté vonalak meghatarozasara

A vizsgalatot kiterjesztettik a vizgylijtd és vizvalasztd vonalak meghatarozasara is. A
fenti modellt annyiban mddositottuk, hogy egy méter hw;; vizboritasbol indulva csapadék-
utanpOtlas és beszivargas nélkiil meghataroztuk, mennyi viz folyik at/gytilik 6ssze az egyes
racselemeken a domborzati lejtdviszonyok miatt. Az adatok elemzésekor kideriilt, hogy 100
szétfolyasi ciklus utdn a racselemek vizpotencidl fiiggvényének hisztogramja (3. dbra) a k = 3
paraméterti Khi’> eloszlasra emlékeztet. Tapasztalataink szerint a médusz (legvalésziniibb
érték, esetiinkben 0.04 m) alatti vizboritasu racselemek vonalszer(i (fehér) foltként jelolik ki a
vizvalasztd vonalakat, a vizgyiijté vonalakat pedig a median (0.15 m) tizszeresénél nagyobb
vizpotencidlu (sarga-zold-kék arnyalati) racselemek alkotjak (4. abra).
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A racselemek darabszama
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2. abra. A tesztteriilet felszini vizmagassaga esé utan. A teriiletet km-enként skalaztuk.
A domborzat-abrazolas szintvonalkoze 25 m
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Vizmagassag méterben

3. abra. A vizpotencial gyakorisagi hisztogramja szétfolyas utan



A vizterhelés, a vizgy(ijto és vizvalaszté vonalak meghatarozésa ... 29

atfolyt és dsszegydlt viz magassaga [m]

4. abra. A tesztteriilet vizgyijto és vizvalaszté vonalai. A teriiletet km-enként skalaztuk.
A domborzat-abrazolas szintvonalkoze 25 m

4, Osszefoglalé

Récsbazisu véges-elem modellezéssel szimuldltuk a csapadék hatasat a felszin
vizboritottsagara, illetve a talaj viztelitettségére. Papp Gabor kollégink megallapitotta, hogy a
szétfolyasi és beszivargasi modell alapjan szamitott vizterhelés gravitacids hatasa a d6lésmérd
altal mutatott esd utani anomalia toredékét képes csak megmagyarizni. Egy tisztan szétfolyasi
modellel a terep vizgylijté és vizvalaszté vonalait hatdroztuk meg, ami tesztteriiletiinkdn —
figyelembe véve a domborzati viszonyokat - maradéktalanul helytall6 eredményeket hozott.
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A hiperbolikus Kepler-egyenlet geometriai szemléletii targyalasa

Péntek Kalman
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pentek.kalman@sek.elte.hu

OSSZEFOGLALO. A dolgozatban a hiperbolikus Kepler-egyenlet egy egyszerii
bizonyitasat mutatjuk be geometriai modszerek alkalmazéasival.

ABSTRACT. In the paper, we present a simple proof of the hyperbolical Kepler’s
Equation with the using of the geometrical methods.

1. Bevezetés

1609-ben jelent meg Johannes Kepler (1571-1630) német matematikus €s csillagasz
»Astronomia nova” c. milve. Ebben taldlhatjuk a késObb rola elnevezett bolygdmozgasi
torvények koziil az elsO kettd targyalasat. E korszakalkoté mi 60. fejezetében olvashatjuk a
ma mar Kepler-egyenletként elhiresiilt Osszefiiggés levezetését. Kepler a bizonyitds sorin
Sziirakuszai Arkhimédesz (Kr.e. 287 — Kr.e. 212) ,,A konoidokrdl és szferoidokrél”, valamint
Alexandriai Euklidesz (Kr.e 365(?) — Kr.e. 300(?)) ,.Elemek” c. munk4jara timaszkodott.

A Kepler-egyenlet matematikai 6sszefliggésként az

E—e-sinE =2 (t—1) (1)

alakban irhat6 fel, ahol E = excentrikus anomaélia, e = palya excentricitidsa, n = ?n = kozepes

szogsebesség, T = perihélium 4tmenet id6pontja és végiil r = id0. Ezen egyenlet segitségével
képesek vagyunk megmondani, hogy a vizsgalt, Nap koriil keringd égitest palyajanak mely
pontjan tartézkodik egy adott # idOpontban.

Kepler nyoman valt vildgossa, hogy a nagybolygék a Nap koriil ellipszis forméju
palyakon haladnak, viszont az § idejében elfogadott nézet volt az, hogy az iistokosok viszont
egyenes mentén haladd égitestek. A mozgasok lehetséges pélydjaként ekkor még nem
vetddott fel a Pergai Apolloniosz (Kr.e. 265(?) — Kr.e. 190(?)) altal részletesen vizsgalt
kipszeletek ellipszisen kiviili két tovabbi tipusa, a parabola és a hiperbola alaku palyagorbe.

A XVIL sz. masodik felében mér azt vizsgaltik a tudésok, hogy milyen er6hatasok tartjak
egyben a Naprendszert, s mi szabja meg a bolygdk palyagorbéjének alakjat. Edmond Halley
(1656-1742) angol csillagasz vetette fel az akkor mér vitathatatlan szakmai tekintélyi Sir
Isaac Newton (1643-1727) angol fizikus, matematikus €s csillagdsz szamara, hogy milyen
alakd palyakon kell mozognia a bolygdknak a Nap koriil, ha a Nap és a vizsgalt bolygo kozti
vonzderd az égitestek tomegével egyenes, a koztiik levo pillanatnyi tavolsag négyzetével
forditottan aranyos.

Newton vélasza 1ényegében az 1687-ben megjelent ,,Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica” c. mivében olvashatd. Newton e konyvében Kkifejtette, hogy a kezdeti
feltételektdl fiiggden a bolygopalyak alakja az Apolloniosz-féle kupszeletek barmelyike lehet,
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tehat az ellipszis alakd palydk mellett szoba johetnek a parabola, illetve hiperbola palyak is.
Kideriilt példaul a Naprendszer belsd térségeibe érkezd szdmos iistokosrol, hogy pélydja a
pontos megfigyelések szerint elnyult parabola, s nem pedig a kordbban hitt egyenes.

Ezért indokolt, hogy levezessiik minél elemibb, alapvetden geometriai modszerekkel az
ellipszisre vonatkoz6 Kepler-egyenlet hiperbola palyakra vonatkoz6 megfeleldjét is.

2. A Gauss formula

A késObbi részekben felhaszndljuk Carl Friedrich Gauss (1777-1855) egy szép
Osszefiiggését, amelyet az aldbbiakban mutatunk be.

Hatarozzuk meg egy m, tomegii P; tomegpont (Nap) koriil mozgd m, tomegi P,
tomegpont (bolygé) altal a T, és T idopontok kozott sdrolt palyacikk teriiletét, ha a két égitest
kozott csak a kdlcsonds gravitacios vonzoerd hat!

Jusson a kicsiny At idé alatt a P, bolygd a P," helyzetbe, jelolje Av a PP, és P, P,’
radiuszvektorok hajlasszogét, r pedig a P; P, tdvolsagot, AT végiil a P;P,P,’ elemi pélyacikk
teriiletét! Ha ezt az alakzatot korcikkel kozelitjiik, akkor érvényes ra

AT Av
ey (2)
amelynek egyszerli atrendezésével
AT =72 Av 3)
kovetkezik. Innen At értékkel osztva (3) mindkét oldalat
AT _ 1.2 4v
At 2! T m @)
adodik, amely At — 0 hataratmenettel eredményezi a
ar _ 1.2 v
a2 @ )

Osszefiiggést (1. abra).

1. abra. A Gauss-formula

A feladatunkban vizsgélt mozgas az €gi mechanika egyik klasszikus alapfeladata, a 2-test
probléma, amely mint ismeretes ekvivalens az 1-centrum problémaval. E problémat leird
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differencidlegyenlet egyik elsd integrdlja az impulzusmomentum tétel, amely alapjan a
mozgas sikbeli mozgas, s amelyre fennéll az

r? % = ¢ (=konstans) (6)
Osszefiiggés. A palya egyenlete pedig alkalmas koordinata-rendszerben

r=—2> (7)

- 1+e:cosv

polarkoordinatas egyenletii kiipszelet, amelynek paraméterére teljesiil még a

p=1 ®)

osszefiiggés, ahol u = k2(m, + m,) és itt k a Gauss-féle gravitacios konstans. A (8) dssze-
fiiggés egyszerii étrendezésével

c=Jup 9)

kovetkezik, amelynek (6) formulaval torténé egybevetésébol

24v _ :
eI =NUD (10)

kovetkezik. Most az (5) és (10) Osszefiiggésekbdl

ar 1
o = 5 VHD (11)
adddik, amelybdl
1
dT—E,/up-dt, (12)

majd pedig (12) id6 szerinti integralaséaval a [, ] idéintervallumra kapjuk meg a

T =3I (=) (13)

Osszefiiggést, amelyet az égi mechanika Gauss-formuldjanak neveziink (2. dbra).

2. abra. A palyaszektor
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3. A hiperbolikus Kepler egyenlet

Mozogjon az m, tomegii P; tomegpont, mint fékuszpont koriil hiperbola palyan az m,
tomeglli P, tomegpont. A hiperbola palya paraméteres egyenletrendszere alkalmas koordinata-
rendszerben

X =a-cht
y=b- sht}’ (14)
tovabba mivel
% = a-sht 15)
Y p.chel|’
dt
ezért az OPP, hiperbolaszektor teriilete (3. dbra)
ey XY g =2 (% q-cht-b-cht —b-Sht -a - —
T = zfo (x —+y dt)dt = 2fo(a cht-b-cht —b-sht-a-sht)dt =
=22 [, (ch?t —sh?t)dt = “2[t]s =Sa-b-t. (16)

1

r\i

3. abra. A hiperbola szektor
A PMP, hiperbolaszelet teriilete (4. abra):

S=Toupa—T =73-a-cht-b-sht —2a-b-t="2(cht-sht—t).  (17)



A hiperbolikus Kepler-egyenlet geometriai szemléletli tirgyaldsa 35

4. abra. A hiperbola szelet

A PP,P, Sy szektor teriilete (5. abra):
Sy = S —Tp up,a =az;b(cht-sht—t) —%(a-cht—c)-b-sht
=a7'b-(cht-sht—t) —%(a-cht—ea)-b-sht
=a7'b(cht-sht—t) —az;b(cht-sht—e-sht)
=22 (cht - sht — t — cht - sht + e - sht) = 22 (e - sht — t). (18)

5. abra. Az Sy szektor



36 Péntek Kalman

A fentiekben felhasznaltuk a kupszeletek elméletébdl kozismert eredményeket, amelyek
Coxeter (1987) és Hajos (1979) miiveiben részletes kifejtésre keriilnek.

Az Sy szektor teriiletét azonban meghatarozhatjuk az el6z6 fejezetben bemutatott Gauss-
formula alapjén is:

Sp=2ip G- =3 il -w =i G- (9)

A (18) és (19) alapjan kiszamitott Sy kétféle elallitasat osszevetve

Lle-sht-0)=1b- [F-w)  QO)

adodik, amelynek egyszerii azonos 4talakitasaival

1 3
e-sht —t=uz-a z-(t—1p) 201
adodik. Bevezetve az
3
ni=pi-q (22)
mennyiséget az
le - sht —t = n(t — 1p)| (23)

Osszefiiggést nyerjiik, amely méar 1ényegében a hiperbolikus Kepler-egyenlet.

Az alabbiakban ramutatunk, hogy a (23) 0Osszefiiggésben elért eredményiink teljes
0sszhangban 4ll ugyanezen formula szokasosan alkalmazott, differencidlegyenlet megoldasa-
ként nyert végképlettel. A klasszikus, €gi mechanikdban kovetett ut részletes szdmitasai
megtalalhatok Erdi (1996) és Marik (1989) tankonyvében.

A 6. 4bra jeloléseit kovetve el6szor egy onmagaban is érdekes Osszefliggést bizonyitunk:

aiPe’s
R

6. abra. A hiperbolikus Kepler-egyenlet szokasos levezetését illusztralé rajz
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1. Allitas. Ha H := Intg (% +73), akkor shH = tgF.
Bizonyitas. A H mennyiség definicigjabol kiindulva

F b4 F
H _ F T\ _ t,gg+tgz _ 1+tg5
e —tg(5+z)—1_t F 4 =—4%, (24)
g2 ‘g4- gZ
tovabba
F
1-tg—
- _ 1 _ 2
e H=_—" = 25
el 1+tg£ ( )

adodik. A (24) és (25) felhasznalasaval

1+tg12—: 1—tg12—:
- 2 2
eH_g—H 1—tg§ 1+tg§ . (1+t9 5) —(1—t9 5)

shH = = =

? 2 2(1-tg 3)(1+t93)
_ (1r2tggreg’y)-(1-2tg34eg®) _ atgy  2tgg R
_ (i) T = T (2-5)=tgF  (6)

adddik, s pontosan ez az, amit bizonyitani akartunk.
Ezutan ismét az 6. abra jeloléseit felhasznalva, s az imént bizonyitott allitast felhasznalva
belatjuk a kovetkezot.

2. Allitas. A (23) Osszefiiggésben szereplé t és az eléz6 allitisban bevezetett H
paraméterek megegyeznek, azaz t = H teljesiil.
Bizonyitas. Az OMRA derékszogii hiromszogbdl

—— = cosF, 27)
azaz
cht = Colsp (28)
adddik. Szintén az OMRA derékszogli haromszogbdl a Pitagorasz tétel felhasznalasaval
a? + (RM)? = x?, (29)
vagyis
a’ + (RM)? = (a - cht)? (30)
kovetkezik, amelynek egyszerli dtrendezésével
RM =+a?-ch?t —a? = aVch?t — 1 (31)
adddik. Ismét csak az OMRA derékszogl haromszogbol (31) alapjan
SinF = % _ avch?t—1 _ Vch2t-1 (32)

a-cht cht
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adddik, amelybdl (28) €s (32) felhasznalasaval

tgF = 320 = cht - XL = VehZt—1 = she (¢ > 0) 33)

Osszefiiggést nyerjiik, ezért el6z6 €és mostani allitadsunk Osszevetésébdl felhasznidlva az
x + shx hiperbolikus fiiggvény szigorian monoton novekedd voltat

shH = tgF = sht (34)

kovetkezik, amelybdl azonnal adddik a bizonyitani kivant t = H egyenldség.
Ennek eredményeként felirhatjuk a hiperbolikus Kepler-egyenletet a

le - shH — H = n(t — 1) (35)

szakirodalombdl ismert jelolésekben. Ebben az 0Osszefiiggésben a klasszikus Kepler-
egyenlethez hasonldan a (22) Osszefliggéssel bevezetett n mennyiség megfelel a kozepes
szogsebességnek, T, perihélium atmenet idépontjanak, T az idonek, H értelmezését pedig az
1. allitasban fogalmaztuk meg.
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Gazdasagi valtozasok regresszios vizsgalata
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OSSZEFOGLALO. A gazdasdgi folyamatok elemzése soran szdmtalan esetben
tdmaszkodnak adatsorokra, termelési vagy fogyasztasi értékek idobeni alakuladsa
alapjan. A folyamatok vizsgélatara a trendszamitast alkalmazzak, mar kozismert
modellek felhasznildsa révén. Az aldbbiakban egy specidlis modell illesztésére
keriil sor, illetve annak kielemzésére.

ABSTRACT. Examining economic processes, the analysis is often based on time
series data, considering the timely evolution of production- or consumption values.
Trend estimation is applied for examining the tendencies using well-known
models. In the following we are going to fit a special model to data and analyse it.

1. Bevezetés

A gazdasagi folyamatok vizsgalata sordn szamtalan esetben alkalmaznak trendszamitast,
ami az illesztett modell alapjan tobbé-kevésbé koveti a folyamatot €s eldre jelzést is szolgal.
Az esetek tobbségében az alkalmazott modellek kozismertek, gyakran hasznalt fiiggvények.
Tobb kiillonbozé gazdasigi adat Osszevetése viszont nehézkes veliik akkor, ha a dimenzidk
nagysagrendje kiilonboz6. Igy esett a valasztas egy dj modell alkalmazéasara. A vizsgalat az
1960 és 2015 évek kozott eltelt 56 év gazdasagi valtozdsanak elemzéséhez 12 adatsort
haszndl, melyek kivalasztasa véletlenszerlien tortént a Kozponti Statisztikai Hivatal
adatbazisabol. A vizsgalt adatsorok az alabbiak:

1.) Egy fore jut6 évi burgonya kg mennyiség valtozasa.

2.) Csaladi pétlékkal rendelkezdk éves 1étszaméanak valtozésa.

3.) Gyakorlatilag aktiv népesség ezer s éves létszamanak valtozasa.

4.) Foldgaz milli6 kobméteres értékil éves igénybevételének véltozisa.

5.) Tizezer fore jut6 korhazi agyak éves szdmanak valtozasa.

6.) Nyugdijas 1étszam éves valtozasa.

7.) Ovodasok ezer f8s éves létszamanak valtozésa.

8.) Pamutszovet milli6 négyzetméteres éves felhasznalisi mennyiségének valtozasa.
9.) Milli¢ liter egységben rendelkezésre all sor éves mennyiségének valtozasa.
10.) Milli6 szamu vezetékes telefon hivasok éves szamanak valtozasa.

11.) Egy fére jut6 évi tojas darabszam éves valtozésa.

12.) Helyi évi személyszallitasi utasszam indexének éves valtozasa.

Az adatsorokra tortént gorbeillesztéshez egy olyan modell hasznalata bizonyult
megfelelonek, amely a rugalmassag és az egyszerti kezddérték megvalasztas miatt konnyen
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kezelhetd. A fiiggvény Osszetett szerkezetli, zart értelmezési tartomanyu. Ezen kritériumok
miatt a valasztott modell két eltolt helyzetli Awrami fliggvény szuperponaltja.

A vizsgalt adathalmaz és az alkalmazott modell a kovetkezo:

Az alidbbiakban bemutatasra keriill a vizsgalt adatsor egy részlete. A tablazat elso
oszlopaban az évek, elsO sordban a sorszamozott vizsgalati adatsorok keriiltek feltiintetésre az
elézdekben tortént felsorolds szerint.

Ev 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1960 | 97,6 | 577 | 4735 | 342 | 72,3 | 636 | 184 | 247 | 356 | 538 | 160 | 100
1961 || 95,0 | 593 | 4626 | 327 | 73,0 | 796 | 172 | 264 | 378 | 558 | 161 | 104
1962 || 94,1 | 609 | 4544 | 340 | 74,8 | 912 | 178 | 281 | 383 | 572 | 159 | 107
1963 || 91,7 | 614 | 4569 | 611 | 75,7 | 983 | 184 | 292 | 408 | 596 | 163 | 108
1964 | 87,8 | 612 | 4653 | 784 | 76,6 | 1046 | 187 | 314 | 423 | 606 | 180 | 113

2010 || 60,5 | 1224 | 4177 | 1849 | 71,3 | 2980 | 338 3 616 | 1678 | 235 | 108
2011 || 63,5 | 1191 | 4192 | 1734 | 71,5 | 2921 | 341 2 645 | 1599 | 217 | 108
2012 || 62,3 | 1168 | 4245 | 5564 | 69,5 | 2919 | 340 2 639 | 1426 | 215 | 106

2013 || 58,6 | 1150 | 4296 | 5404 | 70,0 | 2869 - 12 600 | 1344 | 214 | 106
2014 || 53,0 | 1114 | 4385 | 5134 | 69,8 | 2801 - 8 595 | 1188 - 111
2015 - 1108 | 4464 | 4689 | 69,8 | 2727 - 11 582 | 1061 - 113
2016 - - 4538 | 4340 - - - - - - - -

1. tablazat. Adathalmaz

Az alkalmazott regresszios modell

- hagyoményos matematikai alakja:

y=bg—b, - e(—l'(bs'(x—bs))b4) — by e(—l'(—l-bz-(x—bl))bo)

- aszamitdgépes alak:
var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(varl-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(varl-1¥b1))"b0).

A feltiintetett fliggvény minden olyan adatsor regresszids vizsgalatara alkalmazhatd, mely
adatsor var2 értéke az értelmezési tartomanyon beliill maximum vagy minimum értékkel
rendelkezik. Az értelmezési tartomany pedig eleget tesz bS<varl<bl feltételnek.

Kezdoéértékek meghatarozasa az adatsor értékei alapjan a kovetkezé mddon torténik:

b8 = a maximalis vagy minimalis var2 érték,

b7 = a maximalis vagy minimalis var2 érték minusz a kezd6 var2 érték,

b6 = a varl nagysagrend reciproka, az esetek tobbségében 0,1 (0,05),

b5 = a varl kezd6értéke, vagy annal relativ kisebb,

b4 = az esetek tobbségében 3 (5),

b3 = a maximalis vagy minimalis var2 érték minusz a végso var2 érték,

b2 = a varl nagysagrend reciproka, az esetek tobbségében 0,1 (0,05),

bl = a varl végsoértéke, vagy annal relativ nagyobb,

b0 = az esetek tobbségében 3 (5).
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A modell levezetése

A kérdéses fiiggvény egy normadl helyzetli transzformélt €s egy y-tengelyre tiikkrozott
megfelelden transzformalt Awrami fliggvény 0sszegébdl keriilt kialakitasra, zart értelmezési
tartomany feltételével.

A kiindul4si matematikai alak:

1 1
—a-([1-————|+f ([1-————= | +k
g ( (G-o) )) ! ( e((—g-<x—n>>))

ahol az értelmezé€si tartomany c<x<h (természetesen d és i nem paros egész).
Atalakitési 1épések:

y=a e((b-(x—c))d) f e((—g-(x—h))L>
2. y=a+f+k-——F-——TL
Y a f e((b.(x—c))d) e((—g-(x—h))L)
3. a+f+k=r
4, y=r——2 T
YT o) (Coon)
5. T=b8,a=b7,b=b6,C=b5,d=b4,f=b3,g=b2,h:b1,i:b0
6. y=bg— 2 — 2
' 8 e((b6.(x—b5))b4> e((—bz'(x—b1))b0)

7.y = by—b, - e Ee)™) (b))

A fenti modellbdl pedig a szamitogépi alak

var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(varl-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(varl-1*b1))"b0).

Az alkalmazott regresszids fiiggvénnyel kapcsolatban fontos tovabbi megjegyzések a

kovetkezdk:

- Ha a vizsgélt adatsor varl(kezdd) és varl(végsd) értékétdl az illesztés soran kapott b5
és bl érték jelentds mértékben nem tér el, akkor nemcsak a gorbérdl kaphatunk pontos
adatokat, hanem a paraméterek is kozvetlen értelmezhetok a kovetkezOk szerint:
b8=var2(max),

- b8-b7=var2(kezdd), b8-b3=var2(végso) érték. A fiiggvény illesztésének feltétele, hogy
az adott adatsor legfeljebb egy maximum vagy minimum hellyel, és legfeljebb két
inflexios hellyel rendelkezzen.

2. Szamitott eredmények, kiértékelés

2.1. Aregresszios eljarassal nyert eredmények

Az illesztés soran kapott eredményeket, az aldbbiak mutatjdk az adatsorok szdmozasi
sorrendjében.
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Model: lvar2=b8-b7*exp(- 1*(b6* (var 1-1b5) ) Abd)-b3*exp(- 1*(-1*b2* (var 1-1*b1)) "b0)
y=(-145,299)-(-528,887) *exp(- 1%((0,0213864) *(x- 1*(1940,38))) (0,292347))-(-34,6048) *exp(- 1*(-1*
(0,0436319)*(x-14(2014)))\(4,24761))

110 - -

100 |

Q0

80 |

VAR2

70 F

60 [

50

40

1. abra. 1Burgonya

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (1Burgonya)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 278,14125136 R=,98035 Variance explained: 96,109%

N=55 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl | bo
Estimate | -145,29 -528,88 0,02138 1940,37 0,29234 -34,604 0,04362 2014,0C 4,24761
2. tablazat. 1Burgonya
Model: Ivar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5)) "bd) -b3*exp(- 1*(-1*b2* (var1-1*b1)) Ao0)
y=(1526,38)-(993,317) *exp(-1*((0,011089) *(x-1*(1890,77))) X(11,2762) )-(296,143) *exp(- 1*(- 1*(0,0107398) *(x-1*
(2088,21)))"(120,138))
1600 T T
1400 |
1200
gwoo-
>
800
600 |
400 L~ . . . . .
1960 1970 1980 1990 2000 2010
VAR1
2. abra. 2Csalpét
Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (2Csalpot)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 121202,17513 R=,98683 Variance explained: 97,384%
N=56 b8 | b7 | b6 [ b5 [ b4 [ B3 [ b2 [ bt [ DO
Estimate | 1526,3¢ 993,31€ 0,0110€ 1890,77 11,2761 296,143 0,01074 2088,2C 120,137

3. tablazat. 2Csalpét
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Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(vari-1*b1))"b0)
y=(5521,75)-(885,655)*exp(-1*((0,0865077)*(x-1*(1958,45)))"(8,99134))-(1334,55)*exp(-1*(-1*(0,
0385096)*(x-1*(2016)))"(13,3083))
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4200

4000

3800
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3. abra. 3Dolgozo

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (3Dolgozs)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 835862,07765 R= ,97779 Variance explained: 95,608%

N=57 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 [ b2 | b1 | bo
Estimate| 5521,7 885,65 0,0865 1958,4 8,9913. 1334,5 0,0385 2016,0 13,308
4. tablazat. 3Dolgozo
Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(var1-1*b1))"b0)
y=(7220,49)-(7331,93)*exp(-1*((0,0457302)*(x-1*(1950,5)))(3,8556))- (5411,94)*exp(-1*(-1*(0,0166748)
*(x-1*(2054,53)))(7,58058))
8000
7000
6000
5000
o 4000
<
= 3000
2000
1000
0
-1000
1960 1970 1980 1990 2000 2010
VAR1
4. Aabra. 4Foldgaz
Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))*b4)-b3*exp(-1*(-... (4F6ldgaz)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 3659883,1679 R=,99139 Variance explained: 98,285%
N=50 b8 | b7 b6 | b5 | b4 | B3 | b2 | b1 [ bo
Estimate | 7220,4¢ 7331,9( 0,0457. 1950,5( 3,8556( 5411,9¢ 0,01667 2054,5! 7,5805

5. tablazat. 4Foldgaz
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Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(vari-1*b1))"b0)
y=(111,135)-(41,707)*exp(-1*((0,0106063)*(x-1*(1890,51)))(6,53648))-(41,1747)*exp(-1*(-1%(0,0141494
)*(x-1*(2065,98)))A(12,5112))
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5. abra. 5Kéragyak

N=56

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (5Kbragyak)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 189,96074534 R= ,97876 Variance explained: 95,796%

b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1 | bo

Estimate| 111,13 41,706! 0,0106/ 1890,5/ 6,5364i 41,174 0,0141. 20659 12,511

6. tablazat. SKéragyak

Model: Ivar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"bd)-b3*exp(-1*(-1*b2*(var1-1*b1))"b0)
y=(5836,93)-(5990,69)*exp(-1*((0,0123458)*(x-1*(1920,5)))\(2,44711))-(78698,9) *exp(-1*(-1*(0,0451668
)*(x-1*(2074,52)))7(1,34848))
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6. abra. 6Nyugdijas

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))b4)-b3*exp(-1*(-... (6Nyugdijas)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 277651,61936 R=,99576 Variance explained: 99,154%

N=56 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 [ bl | b0

Estimate] 5836,9 5990,6 0,0123 1920, 2,4471 78698, 0,0451 2074,5 1,3484

7. tablazat. 6Nyugdijas
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Model: Ivar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var 1-155)) Yod) -b3*exp(- 1(- 1b2*(var 1-1b1)) Ao0)
y=(536,807)-(352,493) *exp(-1*((0,0188652)* (x-1*(1922,71))) A(14,2784))- (208,976) *exp(- 1*(-1*(0,0268963) * (x- 1
*(2018,67)))1(2,99601))

500 . .

VAR2

150

1960 1970 1980 1990 2000 2010
VAR1

7. abra. 70vodasok

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (7Ovodasok)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 8971,9132412 R=,98879 Variance explained: 97,770%

N=53 b8 | b7 | 6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1 | bO
Estimate] 536,80 352,49 0,0188 1922,7 14,278 208,97 0,0268 2018,6 2,9960
8. tablazat. 70vodasok
Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(var1-1*b1))"b0)
y=(330,934)-(101,307)*exp(-1*((0,0584446)*(x-1*(1945,78)))(8,35724))-(310,718)*exp(-1*(-1*(0,
0248962)*(x-1*(2029,96)))(15,0898))
400
[e]e}
350 000 o
&
£
-50
1960 1970 1980 1990 2000 2010
VAR1
8. abra. 8Pamutsz
Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (8Pamutsz)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 18535,762035 R=,99170 Variance explained: 98,346%
N=56 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1 | DbO
Estimate| 330,93 101,30 0,0584 1945,7 8,3572 310,71 0,0248 2029,9 15,089

9. tablazat. SPamutsz
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Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(vari-1*b1))"b0)
y=(1031,84)-(733,465)*exp(-1*((0,0143991)*(x-1*(1910,66)))(6,59576))-(366,148) *exp(-1*(-1*(0,
0175256)*(x-1*(2049,88)))A(23,2034))
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9. abra. 9Sor

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))b4)-b3*exp(-1*(-... (9Sor)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 71275,861069 R= ,97466 Variance explained: 94,996%

N=56 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | b1 | DO

Estimate| 1031,8 733,46 0,0143 1910,6 6,5957 366,14 0,0175 2049,8 23,203

10. tablazat. 9Sor

Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(var1-1*b1))*b0)
y=(22304)-(21707,7)*exp(-1*((0,0183724)*(x-1*(1940,59)))*(10,6406))-(21097,2) *exp(-1*(-1*(0,0322495
)*(x-1%(2022,8)))"(4,4591))
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10. abra. 10Telhivas

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (10Telhivas)

Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 400101,55114 R=,99720 Variance explained: 99,440%

N=56 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 b3 | b2 [ b1 | bo

Estimate| 22304, 21707, 0,0183 1940,5/ 10,6400 21097, 0,0322! 2022,8 4,4591(

11. tablazat. 10Telhivas
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Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(vari-1*b1))"b0)
y=(648,331)-(379,92)*exp(-1*((0,0185044)*(x-1*(1919,65)))(5,07654))-(682,147) *exp(-1*(-1*(0,014745)
*(x-1*(2045,04)))"(1,0341))
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11. abra. 11Tojasdb

Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (11Tojasdb)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 17719,136144 R=,94861 Variance explained: 89,985%

N=54 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl | bo
Estimate| 648,33 379,92 0,0185 1919,6/ 5,0765 682,14 0,0147 2045,00 1,0341
12. tablazat. 11Tojasdb
Model: lvar2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-1*b2*(var1-1*b1))"b0)
y=(197,746)-(120,186)*exp(-1*((0,0134894)*(x-1*(1902)))\(5,94524))-(79,0696) *exp(-1*(-1*(0,0136512)*
(x-1%(2063,58)))"(22,5206))
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12. abra. 12Utasszam
Model: var2=b8-b7*exp(-1*(b6*(var1-1*b5))"b4)-b3*exp(-1*(-... (12Utasszam)
Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 1620,1700191 R=,97375 Variance explained: 94,820%
N=56 b8 | b7 | b6 | b5 | b4 | b3 b2 | bl | bO
Estimate| 197,74/ 120,18¢ 0,0134¢{ 1901,9¢ 5,9452: 79,069/ 0,0136! 2063,5¢ 22,520}

13. tablazat. 12Utasszam
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2.2.

Elemzés, értékelés

Az 56 év alatti valtozas modellértékeinek 6sszefoglalasa.

A felsorolt megnevezett adatsorokra a megadott fliggvény regresszids alkalmazasival

nyert paraméterekbdl kapott értékek az alabbiakban olvashatok az értékeld tablazatban:

Adatsor Pontossag Ert. tart. Erték var2 Jelzd Jelzd Eldre jelzési

R értékei b5<varl<bl elgjel kitevd szorzd mdd

1. Burgonya 0,9804 1940 - 2014 + b0>2 **h7<0 kizart
2. Csalpot 0,9868 1890 - 2088 + b0>2 b7>0 lehetséges
3. Dolgoz6 0,9778 1958 - 2016 + b0>2 b7>0 lehetséges
4. Foldgaz 0,9914 1950 - 2054 *o4 b0>2 b7>0 lehetséges
5. Kéragyak 0,9788 1890 - 2065 + b0>2 b7>0 lehetséges

6. Nyugdijas 0,9958 1920 - 2074 + - **¥b0<2 b7>0 kizart
7. Ovodasok 0,9888 1922 - 2018 + b0>2 b7>0 lehetséges
8. Pamutsz 0,9917 1945 - 2029 + b0>2 b7>0 lehetséges
9. Sor 0,9747 1910 - 2049 + b0>2 b7>0 lehetséges
10. Telhivas 0,9972 1940 - 2022 + b0>2 b7>0 lehetséges

11. Tojasdb 0,9486 1919 - 2045 + - **¥b0<2 b7>0 kizart
12. Utasszam 0,9738 1901 - 2063 + b0>2 b7>0 lehetséges

14. tablazat. Ertékel$

A téblazatban csillaggal jelolt informaciok az alabbiak szerint értékelenddk:

* az eldrejelzés lehetséges, az értelmezési tartomany alsé hataran a nulldhoz balrél

tart6 értékek jelennek meg,
** az értékek arra utalnak, hogy az elérejelzés lehetOsége kizart.

A 15. tablazatban az illesztett modell és az adatsor Osszevetése alapjan levonhatd

jellemzok talalhatok.

Novekedés Max...,l\{[m., Csokkenés Blzf)nyta}lan Fo véltozas | Kiegyen-
Folyamat 1 Torés 1 valtozas a . . 1z
idészaka N . id6északa s idépontja | silyozodas
Idépontja idészaka
1. Burgonya 1986-2001 | 1986(min) | 1960-1986 | 2001-2015 1986 bizonytalan
2. Csalpot 1960-1991 | 1991(max) | 1991-1997 | 1997-2015 1991 vérhaté
3. Dolgozé 1960-1977 | 1977(max) | 1977-1998 | 1998-2015 1977 megjelent
4. Foldgaz 1960-1986 | 1986(max) | 1986-2015 — 1986 vérhaté
5. Koéragyak 1960-1989 | 1989(max) | 1989-2015 — 1989 vérhaté
6. Nyugdijas 1960-1999 | 1999(max) | 1999-2015 — 1999 bizonytalan
7. Ovodésok 1960-1981 | 1981(max) | 1981-2015 — 1981 vérhaté
8. Pamutsz 1960-1977 | 1977(max) | 1977-2015 - 1977 varhat6
9. Sor 1960-1990 | 1990(max) | 1990-1999 | 1999-2015 1990 bizonytalan
10. Telhivas 1960-1999 | 1999(max) | 1999-2015 — 1999 bizonytalan
11. Tojasdb 1960-1990 | 1990(max) | 1990-2015 — 1990 bizonytalan
12. Utasszdm 1960-1987 | 1987(max) | 1987-1997 | 1997-2015 1987 bizonytalan

15. tablazat. Valtozasok

Az 56 év alatti valtozasok jellegét meghatarozo6 tablazatbol levonhat6 kovetkeztetések,
valamint a folyamat lefutési karakterét bemutat6 értékek ismeretében a kovetkezok

allapithatok meg:

a.) A minden egyes folyamatot leird fiiggvénygorbe egy szélséértékkel, maximummal

rendelkezik, az 1.) eset kivételével.
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b.) A folyamat sz€lséértéke eleget tesz az elsdderivalt eldjel valtasanak, az érintd irdny
valtozasa jol lathato. Kivételt képez a 3.) és 8.) jelii eset.

c.) A 2015-6s év utan a vizsgélt tizenkét folyamatbdl 6 esetben kiegyensulyozddas
varhaté.

d.) A folyamatok kedvezdétlen alakulasanak idGtartama valtozo.

e.) A valtozast az 1977-1999 éves idoszak jelzi. A 12 esetbdl azonban 8 esetben ez az
1981-1991. iddintervallumra esik.

3. Osszefoglal6

Mivel a vizsgalt 56 év 12 kiilonboz6 valtozast leird statisztikai adatsordnak regresszids
elemzéséhez ugyanazon szerkesztett, Osszetett, nagy rugalmassagu fliggvény hasznalatara
keriilt sor, igy a folyamatok azonos rendszerli elemzésének adott volt a lehetdsége. Ennek
alapjan az eldbbiekben felsorolt 6t megallapitas a vizsgalt idéintervallumon alapvetd jellegt,
€s jol mutatja a vizsgalt adatsorok valtozasat, annak jellegét és kovetkezményeit.
Természetesen sziikségesnek mutatkozik a 2015-6s évtdl kezdett alapos adatgyiijtés, annak
érdekében, hogy megallapithat6 legyen az emlitett kiegyensilyozodas illetve az adott esetben
pozitiv iranyu fejlodés.
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OsSZEFOGLALO. Kutatdsunkban kiilonb6zd geometriaji radar sarokreflektorokat
vizsgaltunk meg az oldallapok anyagtakarékos kialakitdsa szempontjdbol. Monte
Carlo modellezéssel ¢és geometriai analizissel kimutattuk, hogy egyes
reflektortipusok oldalainak 6tdde/harmada lehet vakfolt, ezek elhagydsa vagy mas
célu hasznositasa (pl. a szerkezet merevitésére) nem csokkenti a hasznos tiikrozo
feliiletet, vagyis a radarreflektorok anyagkoltsége (és silya) a hatékonysag
fenntartisa mellett jelent6sen csokkenthetd.

ABSTRACT. In our research we studied radar corner reflectors with different
geometry for the material-saving design of side panels. By Monte Carlo modelling
and geometric analysis we have shown that one fifth or third part of the sides of
some reflector types may be blind area. Cutting these areas or partly using for
stiffening the structure does not reduce the useful reflective surface; so the material
cost (and weight) of the radar reflectors can be significantly reduced.

1. Bevezetés

Egy sik feliiletr6l visszaverddd fény/radarsugar az optikai fényvisszaverés torvényét
koveti, vagyis a sugar beesési €s visszaverddési szoge egyenlO, ezért csak a feliiletre
merdlegesen érkezd sugéar jut vissza a forrdsba — napjaink ’lopakodé’ jarmiiveinek alakja
emiatt konvex, kis siklapokkal hatéarolt test, aminek radarvisszhangja a hagyoményos
jarmtvekének csak toredéke. Viszont ha a lathatésdgot novelni szeretnénk, akkor
sarokreflektort érdemes hasznédlni, mert abbol harmas tiikkr6z€s utin pontosan a beesési
irdnnyal ellentétesen 1épnek ki/verddnek vissza a radarjelek, igy biztosan eljutnak a forrasban
elhelyezett detektorba. A sarokreflektor optimalis formdja harom, egymésra merdleges (jO
visszaverd anyagbol, pl. fémbdl késziilt) sikbol képzett tiikkor [2]. Feltétel, hogy a reflektor
mérete legyen nagyobb a radarjel hullimhosszanal [3], és legjobb hatasfokét akkor éri el, ha a
beesé sugar féirdnyd, azaz a reflektor kozépvonalaval parhuzamos, mert ekkor lesz a
tilkrozési keresztmetszet maximalis. A 1égi és vizi kozlekedésben azért hasznalnak radar-
reflektorokat, hogy a hordozd — kisméretii, esetleg nem fémbdl késziilt — jarmiivet, bdjat,
konnyebben felismerhetové (észrevehetové) tegy€k a tobbi, kornyezetét radarral pasztazod
jarml szaméara, ami segit megelozni az iitkdzéseket. Ekkor a reflektort barmilyen iranybol
érheti a radarjel, ezért sarkuknal Osszeillesztett 8 darab negyedkords vagy héromszog
sarokreflektort alkalmaznak (1. &bra), hogy mindenképpen keletkezzék radarvisszhang.



52 Kalmar Janos — Banyai Lasz16

Hasonl6 radarreflektorokat kotelezd hasznalni meteorologiai 1€ggombokon is, hogy a
repiildgépek észleljék és kikeriilhessék azokat.

2. Mesterséges radar-reflektorok tervezése és telepitése az ESA
programhoz

Egy ESA PECS tdmogatasnak koszonhetden a hazai INSAR kutatdsok kozpontja Sopron
lett, itt folyik a Sentinel radar miiholdképek geodinamikai alkalmazhat6sdganak vizsgalata
[1]. A természetes felszinboritasu teriileteken sajnos kevés stabil radarreflektor (tiikor)
taldlhatd, ezért mesterséges reflektorok telepitésére is sziikség van. A kiilonbdzo
idépontokban, de azonos pozicidokbdl készitett felvételek alapjan lehetdség van a reflektorok
mozgasvizsgilatira. A mérés 1ényege, hogy a miiholdrol kisugéarzott radarjel visszhangjat
detektalva a jeler6sség (amplitid6) alapjan azonositjuk a reflektorokat, és két, egymas utani
mérés faziskiilonbségébol kovetkeztetiink a reflektor esetleges elmozdulésara.

Tekintettel arra, hogy mar a reflektor telepitése eldtt ismerjilk a mithold mérésidej
az ismert muholdpozicié felé mutasson. Kordbbi kutatdsunkban [4] mar megvizsgéltuk, hogy
a sarokreflektorok kiilonbozd geometridji oldallapjai mekkora hasznos tiikr6zo feliiletet
nyujtanak, anyag €s hely- takarékossag, illetve merevség szempontjabdl milyen az oldalak
optimalis kialakitasa. E célbol programot készitettiink a reflektorba érkezd radarjelek tutjanak
leirasara, hogy megéllapitsuk, hol vannak az egyes reflektorok ’vakfoltjai’, azaz olyan
teriiletek, ahova beérkez6 fOiranyu radarjel 1d6 eldtt — haromnal kevesebb tiikkrozés utan, rossz
irdnyban — 1ép ki a reflektorbol.

3. Az opto-geometriai modellezés eredményei

A reflektorba érkezd fény/radarjelek Monte-Carlo vizsgalata mar elOrevetitette, hogy a
reflektor alakjatdl fiiggd vakfoltok valdban el6fordulnak, de ezek pontos alakjat/nagysigat
csak koordinata-geometriai megfontolasok révén tudtuk meghatarozni.

Az egyszerliség kedvéért a sarokreflektor csicspontja az origoba keriilt, oldallapjai pedig
az (x, y), (x, z) és (y, z) sikokkal estek egybe. A fénysugar irdnyvektora legyen no(-1, -1, -1),
azaz egybeesik a reflektor foéirdnyaval. Tegyiik fel, hogy a fénysugar eldszor az (y, z)
oldallaprdl verddik vissza, annak (0, y/, zI) pontjat érintve. A visszaverddés utan a fénysugér
irdnyvektora ni(1, -1, -1) lesz, mert csak a tiikkorre merdleges komponens fordul meg. Ha y/ <
zI, akkor a fénysugar az (x, z) oldallap (x2, 0, z2) pontjabdl verddik vissza. Ekkor
iranyvektoranak y komponense fordul meg, és lesz n2(1, 1, -1). A harmadik, (x, y) oldallapon
visszatiikrozodve a kimend fénysugar irdnyvektora n3(1, 1, 1) lesz, vagyis a beesési irdnnyal
pont ellentétesen 1ép ki a sugar a reflektorbdl a harmas tiikrozés utin, a harmadik tiikdrpont
pedig (x3, y3, 0) lesz. A sugér utjat kovetve kiszamithat6 a méasodik és harmadik tiikrpontok
helyzete az elsd fiiggvényében:

x2=yl,y2=0,2z2=zI-yl, (D)
x3=zl,y3=zI1-yl, z3=0.

Ha yl > zI, akkor az els6 (y, z) tiikkrozés utdn a masodik tiikrozés az (x, y) oldallapon,
majd a harmadik tiikr6z€s az (x, z) oldallapon torténik, és a tiikkorpontok helyzete igy alakul:

x2=1zI,y2 =yl -zI,2z2=0, 2)
x3=yl,y3=0,z3 =yl —zI.
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Négyzet oldallapu, b él-hosszu sarokreflektornél, ahol 0 < y/, zI < b, a tiikorpontok (1) és
(2) koordinatai alapjan nyilvanvald, hogy teljesiilni fognak az 0 <x2, y2, z2 < b és
0 <x3, y3, z3 < b korlatok, vagyis minden, a reflektor (y, z) sikjat elérd sugar pontosan harom
tilkr6z0dés utin a beesési irdnnyal ellentétesen 1€p ki a reflektorbdl, tehat ennek a reflektornak
nincs vakfoltja.

Az a élhosszi, haromszog alaku sarokreflektor (0, yl, zI) belsd pontjara vonatkozé
feltételek az (y, z) oldallapon

0<yl,zI<a, yl +zI<a. 3)

Természetesen a reflektor (x, z) és (X, y) oldallapjai is haromszogre csonkitottak, tehét
teljesiilnie kell 0 <x2, z2, x3, y3 < a mellett az

x2+z2<a “4)
x3+y3<a 5)

feltételeknek is. A (4) és (5) feltételek (1) alapjan visszavezethetdk az (y, z) sikra:

zI <a, (6)
2z1 -yl <a. @)

A (6) feltétel (3) miatt mindig teljesiil, (7) és (3) pedig vakfolttd mindsiti az (y, z) siknak
az alabbi pontok 4ltal kifeszitett haromszogét: (0, 0, a), (0, 0, a/2), (0, a/3, 2a/3).

Ha yl > z1, akkor hasonlé gondolatmenettel (2) tiikorpont egyenletekbdl indulva kapjuk a
masik vakfolt haromszogét, melyet a 2. abran lathatéan a kovetkezd pontok feszitenek ki az
(v, z) sikon: (0, a, 0), (0, 2a/3, a/3), (0, a/2, 0).

A harmadik vizsgalt reflektortipus az egységnyi sugard, origé6 kozéppontdi negyed
korokbdl all6 sarokreflektor, ahol 0 < y/, zI < 1 mellett teljesiil a

yI2+zI2<1 (8)

feltétel is. Természetesen a reflektor (x, z) és (x, y) oldallapjai is negyed korre csonkitottak,
ezért 0 <x2, z2, x3, y3 < 1 mellett teljesiilnie kell az

x22+222<1 )
¥ +y3<1 (10)

feltételeknek is. A (9) és (10) feltételek (1) miatt most is kifejezhetok az (vI, zI)
koordinatakkal:

yI2+ (z1 -yl <1 (11)
I+ (z1 —y1)*< 1 (12)

A (11) feltételbdl a kordbbiaknal szigortibb uj korlat vezethetd le:
z1 > yl = \(1-yI?) (13)

melynek értelmezési tartoméanya 1/42 < yI <2/\5.
A (12) feltételbdl az alabbi korlat vezetheto le:

zI < (yI +NQ2 = yID))2 (14)

melynek értelmezési tartoméanya 0 < yI < 1/75.
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Ha yl >zI, akkor (2) alapjan (9) és (10) feltételek igy irhatok fel az (yl, zI)
koordinatakkal:

2P+ (yl —zI* < 1 (15)
yI2+ (Il -zI)* <1 16)

Lathat6, hogy (15) ekvivalens (11)-el, (16) pedig (12)-vel, vagyis a korlatok (a mértani
helyek) nem valtoznak. A (8) feltétel atirhat6d

z1 < N1 = yI?) (17)

alakba, és a képlet értelmezési tartomanya 15 < vl < 215 lesz.

1. abra. Iranyitatlan radar-reflektorok

4. Osszefoglalé

Modellezési és geometriai vizsgalataink szerint a vakfoltok elhagyisa nem csokkenti a
reflektor hatékonysagit (hasznos radarkeresztmetszetét), csokkenti viszont sulyat és
anyagkoltségét. A sarokreflektorokba a fOiranybol érkezd radarjelek opto-geometriai
modellezése az alabbi megallapitasokkal zarult:

A négyzet oldallapu sarokreflektoron vakfoltot nem talaltunk, vagyis ha egy fénysugar
barhol eléri a reflektort, akkor a harmas tiikkroz€és utin biztosan visszaverddik a forras
irdnyéba.

Héaromszog lapokbdl alld, a él-hosszu sarokreflektor esetén — csicspontjai a {(0, 0), (a,
0), (0, a)} pontok — a lapok vakfoltjai (az oda beérkezd sugar rossz irdnyba verddik vissza) a
{(a/2,0), (a,0), (2a/3, a/3)} és {(0, a/2), (0, a), (a/3,2a/3)} pontok altal alkotott harom-
szogek (2. abra). A vakfoltok teriilete az eredeti haromszog-lap teriiletének harmada. A
konturélek pontos egyenletei az (y, z) sikon (oldallapon) alabb lathatok:

z=(a+Yy)2, ha0<y<a/3,
z=a-y, ha a/3 <y <2a/3,
z=2y—a, ha a/2 <y <2a/3.

Az egységnyi (1 m) sugard, origd kozéppontd negyed korokbol allé sarokreflektor
vakfoltjait az {(1/\2, 0), (2/N5, 1/V5)} és {(0,1/72), (15, 2/N5)} pontpéarok kozotti ellipszis
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ivek hatéroljak (3. abra). A vakfoltok a negyed kor teriiletének 18%-at teszik ki. A kontdr élek
egyenletei alabb lathatok:

z=(y+V2-y))2, ha0<y<I1N5,

z=V(1 —?), ha 1N5 <y <2/,

z=y—\(1 -y, ha 1/\2 <y <2A5.

Ha azt szeretnénk elérni, hogy a haromszog oldallapi sarokreflektornak ugyanakkora
hasznos radarkeresztmetszete legyen, mint az egységsugari negyedkorods sarokreflektornak,
akkor a sarokreflektor él-hosszat a =1,38942 m-ben kell rogziteni (4. abra).

Ha azt szeretnénk elérni, hogy a négyzet oldallapi sarokreflektornak ugyanakkora
hasznos radarkeresztmetszete legyen, mint az egységsugari negyedkoros sarokreflektornak,
akkor oldalhosszat b =0,8021852 m-ben kell rogziteni (4. abra).

A négyzet oldallapi sarokreflektor oldallapjanak legnagyobb kiterjedése (2 belsod
pontjanak legnagyobb tavolsadga) 1,13446 m, a haromszog oldallapué (4. dbra) 1,0356 m, a
negyed kor oldallapié pedig 1 m.

Az egyforma hasznos radar-keresztmetszetli sarokreflektorok széleinek merevitéséhez
sziikséges keretek 0sszhosszai — pl. a négyzet oldallapu sarokreflektornal ez 9b — csak 1%-al
térnek el egymastol.

A Monte-Carlo modellezés aldtdmasztotta azon sejtésiinket, hogy a sarokreflektornak van
fazis centruma, és az a reflektor sarokpontjadban — ahol a harom, egymasra merdleges sik
taldlkozik — wvan, tehat barmely, a reflektorb6l héirmas tiikr6zés utin visszaverddo
fény/radarsugar pontosan akkora utat tesz meg, mintha a faziscentrumbdl verddne vissza.
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2. abra. Egységnyi él-hosszi haromszog sarokreflektor hasznos feliilete
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3. abra. Egységnyi sugari negyed-kor sarokreflektor hasznos feliilete
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4. abra. Azonos hasznos feliiletii sarokreflektorok oldallapjai
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OSSZEFOGLALO. Az 1960 6ta végzett biomatematikai munkdmat mutatom be.
Eldszor a biomatematika definici6jat adtam meg. Ezt kovetden Uj biomatematikai
moddszereket és azok gyakorlati alkalmazaséat fejlesztettem ki. Nevezetesen ez a
cikk az erddgazdalkodas, novénytermesztés és vadgazdalkodds problémainak
biomatematikai megoldésaival foglalkozik. Ezek a megoldasok tartalmazzdk a
biomatematikai fejlesztésnek, allapotjellemzOk hatdsmechanizmusainak é&s
erdészeti hozamszabélyozasnak, valamint ndvénytermesztési szaktanidcsadasnak az
alkalmaz4sat.

ABSTRACT. I am presenting my biomathematical work since 1960. First, I
developed a definition of biomathematics. Then, I developed some new
biomathematical methods and their practical applications. Accordingly, this paper
deals with biomathematical solutions to forest management, plant cultivation and
game management problems. These solutions involve the application of
biomathematical research, state characteristics effect mechanisms and forest yield
regulation as well as providing plant cultivation expert consultancy.

1. Bevezetés

A maésodik vildghaborut kovetd felporgott szellemi életben sziiletett meg tudtommal az
elsé biomatematika irds [1]. R4 par évre kezdtem el foglalkozni ezzel a tudoméanyteriilettel
[2]. Egy évtized milva Dala Liszl6 foszerkeszté Ur felkérésére Rényi Alfréd lektoralasaval
megirt cikkemben definidltam a biomatematika fogalmat [3]. Dr. S6s Gabor foldmiivelésiigyi
allamtitkar, Dr. Madas Andras tervhivatali allamtitkar, Dr. Sali Emil erdészeti hivatalvezeto
és Dr. Nagy Balint agrokémiai féosztalyvezetd felismerve e targyban rejlé lehetdségeket a
Foévarosi Novényvédo Allomas keretei kozott 1968-ban létrehoztdk a ,,Biomatematika
csoportot”, amelynek vezetésével engem biztak meg. Ezt kovetden végig fejlesztomérnok-
ként és —matematikusként dolgoztam.

Az agrariumon belill az agrokémiai-, erdészeti-, novénytermesztési és vadgazdalkodasi
feladatok biomatematikai megoldasara koncentraltam. Munkdm hatarteriileteként tavészlelés,
azaz remote sensing €s biofizikai mddszereket is fejlesztettem, illetve alkalmaztam.

A megoldand6 gyakorlati feladatok sokrétlisége valtozatos matematikai apparatust
igényelt. A biomatematikdban egyrészt felhasznaltam a rendelkezésemre all6 matematikai
konstrukcidkat egy adott bioldgiai feladat megoldasidra, mésrészt pedig ami lényeges
kiilonbség, hogy maga a bioldgiai objektum sajatossadgai definidltdk a matematikai
konstrukcidkat [3]. A gyakorlatban ezt a kettosséget nem kellett mereven szétvalasztani, sot,
azok sok esetben dsszemosddtak.
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2. Feladatok targyalasa

A természetes- és kulturnovény allapot felmérésére alkalmas ortofotoszkdpidban a fokalis
(szogtartd) pontra alapozott uj képalkotasi képleteket dolgoztam ki Dr. Bezzegh Laszl6
Kossuth-dijas egy. tanar Ur részére, amelyek nagyban eldsegitették kiértékeld miiszerének
tervezését, €s szamitogépes megoldasat.

A megfigyelt biologiai objektum helyét kellett meghataroznom klasszikus
trigonometriaval legalabb harom ismert koordinataji pontra mért csapasszogek segitségével,
vagy ismert koordinatdju, legalabb harom pontbol a meghatarozandé pontra mért csapas-
szogekkel, kiilonos tekintettel a fak koronavetiiletének vizsgalataban tortént felhasznalasra.

A projektiv képalkotas klasszikus trigonometria algoritmusaval a képpontok valddi
helyének szamitisat végeztem el.

A Hajos-féle viszonykoordinatakkal a tavészlelés (remote sensing), példaul 1égi
fényképezés, rogzitett idejli képpontjaibdl pontsiiritést, azaz tovabbi ismeretlen pontok helyét
szamitottam ki.

Mozgé6-, 1égi- vagy tUrjarmirdl végzett tavészlelés ismert koordinataju tgynevezett
illesztopontjaibol tovabbi észlelt pontjainak, mint bioldgiai objektumoknak, helykoordinatait
szamitottam a Hajoés-féle viszonykoordinitidkkal, majd ezt tovéabbfejlesztettem
idokoordinatakra.

Tobbvaltozos bioldgiai folyamatokat vizsgaltam viszonykoordinatakkal.

Az agrariumban igen nagyszamu, és rendkiviil sokféle informacid keletkezik, ezért igen
fontos volt az adathalmazok matematikai sajatossagainak megismerése tigy, mint: bioldgiai
kisérletek halmazainak csoportképzése, és ezek izomorfizmuséanak vizsgélata.

Osztalyképzési algoritmusok alkalmazdsa és ujak kidolgozdsa az agrokémiaban.
Novényvédelmi adathalmazok osztilyképzési lehetoségeinek kombinatorikai vizsgalata.

Novényi betegségek és karositasok megfigyelési adathalmazainak matematikai analizise
Ujabb fogalmak bevezetésével. Az igen nagyszamu, €s sokféle informacié késdbbi
kezelhetosége miatt kellett definidlnom az dgynevezett allapotjellemzd fogalméat, amely altal
felvett értéket neveztem a tovabbiakban allapotjellemzd-értéknek.

Lényeges kérdésként meriilt fel az adott pontossdg eléréséhez sziikséges mintavétel
meghatarozasa, ahol a klasszikus eljarasok mellett az adathalmaz természete altal elzetesen
meghatirozott optiméalis mintavételi ardnyszamitasi mddszert dolgoztam ki.

Miar meglévd adathalmazok esetén a megbizhatdsdgot kellett szdmitanom az ismert
matematikai statatisztikai modszerekkel.

Figgvényvaltozok esetén a klasszikus differencialszamitasra alapozott hibaszamitast
alkalmaztam.

A Kklasszikus valdszinliségi valtozo-, és az djonnan bevezetett dllapotjellemzd fogalmak
megfeleltethetdségét definidltam a gyakorlatban.

Az amerikai remote sensing mddszereket tovabbfejlesztve Magyarorszagon eloszor
végeztiink 1égifelderitést novényi betegségek vizsgalatara.

Japan és orosz  biofizikai moddszereket  tokéletesitve  mikromanipulatoros
mikroelektrodakkal novények és rovarok anyagcseréjét vizsgaltam bioelektromos potencial
eloszlassal. Mindkét esetben definidltam az allapotjellemz6 értékre alapozott megismerheto-
ségi korlat és valtozas fogalmat €s kidolgoztam az erre €piil6 relacids gyorstesztet a novény
és rovar anyagcseréjének felderitésére.

Lényeges gyakorlati feladatom volt a kornyezeti tényezdk, mint példaul a homérséklet,
nedvességtartalom anyagcserére kifejlett hatasinak felderitése, amely miatt definidltam a
hatas fogalmat és felhasznalasi mddszerét. Ezzel lehetévé valt a novényvéddszerek hatasanak
gyorstesztje a koérokozokra és kartevOkre, valamint a mitrigydk hatidsanak vizsgéilata a
novény termésmennyiségére.
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Sajnalatosan jelentds volt a csernobili nuklearis katasztrofat kovetd radioaktiv
szennyezettség kimutathat6sagival kapcsolatos vizsgilatom az el6zd gyorsteszttel.

Az elektromagneses térerdsség enzimaktivitasra kifejtett hatdsanak, illetve gomba- és
baktériumtenyészetekre gyakorolt hatdsanak kimutatidsdra szintén alkalmaztam az el6z0
modszert.

Erdészetben megvizsgalni kivant erddillapotok Osszehasonlitasdanal hasznaltam kezdeti
felvilagositasra relacios gyorstesztet.

Vadgazdalkodasban kiilonb6z6 élohelyekrol szarmazé vadallapotjellemzok, mint példaul
a trofea adatok, tajékoztatd osszevetését végeztem relacids gyorsteszttel.

A matematikai statisztikai probakat széleskorlien alkalmaztam. Legtobbet az adott
val6szinliségi szinten kozépérték-osszehasonlitd t-probat, illetve szérast 6sszevetd F-probat
hasznaltam.

A remote sensing munkdinknal a terepi objektumok és az észlelt terepi objektumok
allapotjellemzdit vetettem Ossze, kiillonOs tekintettel a talaj-, a ndvénytakaré allapot-
jellemzdire, ami példaul a novényi betegségek felderitését segitette.

A biofizikai feladatainkban az elektromégneses tér gomba- €s baktérium tenyészetekre
kifejtett hatasvizsgalatoknal, vagy novényvéddszerek korokozdkra és karokozokra gyakorolt
hatasvizsgalatanal széleskorlien alkalmaztam a statisztikai probdkat. A kornyezeti tényezdk
novényi korokozokra és kartevokre kifejtett hatasat is velilk mutattam ki. A kiillonbozo
kemikalidk novényi beltartalom megvéltoztatasdnak kimutatdsdra szintén hasznaltam a
statisztikai probdkat. Az erdészeti gyakorlatban kiilonb6z6 erdémiivelési eljarasok
eredményeként el6allo erdoallapotokat hasonlitottam Ossze ezekkel a modszerekkel.

Vadgazdalkodasban kiilonboz6 €lohelyrdl szarmazd testméreteket és trofeajellemzoket
vetettem Ossze t- €s F-probakkal.

Az agrargyakorlatban az egyik legizgalmasabb kérdés a leképezések vizsgalata, a relaciok
¢és kapcsolatok felderitése, illetve az Osszefiiggések jellemzdinek meghatirozasa. A korrelacio
€s regressziO-szamitast igen gyakran hasznaltam, amely hasznos gyakorlati eredményeket
adott.

A remote sensing folyaman a foldi kontroll allapotjellemzdk, és a réluk tavészleléssel
felderitett allapotjellemzok kozotti  kapcsolat-, illetve az  Osszefliggés forméajanak
meghatirozasat végeztem el, amely lehetévé tette a novényi betegségek és karositdsok
1égifelderitését.

A novényi anyagcsere biofizikai vizsgalatanal kiilonb6z6 mértékii behatdsok esetén
biofizikai paraméterek kapcsolatat mutattam ki.

A novényvéddszerek optimélis dbzisdnak meghatarozasira a gombaold-, rovardlo- és
gyomirt6 szerek kiillonbozd ddzisa és a mortalitdas mértéke kozotti regresszidt szamitottam. A
klasszikus regresszio-szamitast tovabbfejlesztettem kontrol szerinti modulédcidval, illetve
intervallumonkénti mas szamitisi formakkal. Tobb esetben hatirozott integralszamitassal
képzett iv- segédvaltozokat felhasznalé regresszid-szamitdsom vezetett célhoz. Egyes
feladatoknal interpolacids polinomot volt célszerli szamitanom.

Az agrokémia nagy kihivasa volt a novénytermesztési technoldgia szaktandcsadisa. Meg
kellett hatarozni ndvényfajonként, sot novényvaltozatonként, sokszor FAO szamonként az
0sszes meteoroldgiai jellemzd termésre kifejtett hatasat, amelyben regresszid-szamitisokat
hasznaltam. Hasonl6 feladatot oldottam meg a talaj valamennyi mért allapotjellemzdjének és
a novény terméseredményének Osszefliggés-vizsgalataval, amely szintén nagy tomegl
szamitasi feladatot jelentett.

Erdészetben az tugynevezett fatomegfiiggvények az erdd allapotjellemzdinek
figgvényében adjdk meg a fatomeget. Meghatarozdsaban numerikus-, analizisbeli-,
regresszidszamitasi- és egyéb modszerekkel magam is részt vettem.
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A 1égiészleléssel- €s tlirészleléssel meghatarozott paraméterek, €s a terepi erddallapot
jellemzdk kozotti torvényszerti kapcesolatokat regresszidés mddszerekkel deritettem fel.

Vadgazdalkodasban az é€l6hely allapotjellemzdi €s vadéllapot jellemzok kozotti
torvényszerliségeket korrelacios és regresszidos mddszerekkel vizsgaltam. Az 8z- és a szarvas
trofea birdlati jellemzok, és az Osszpontszam kozotti kapcsolatot is az el6z0 mddszerekkel
hataroztam meg.

Kiils6 kornyezeti hatasok, valamint specialis kemikalidk novényi €s allati anyagcserére
gyakorolt hatdsanak bioelektromos vizsgéilataban gyakorta el6fordultak szélséségesen valtozo
mérési allapotjellemzd értékek. A haszon- és természetes novények korokozdinak és
karositdinak felderitésekor a visszavert fény spektrumeloszlasdban, valamint az elsddleges
detektorokkal észlelt mérési adathalmazban, illetve a méasodlagos leképezett informaciok
denzitas vizsgalataban gyakran el6fordultak szélsOségesen valtozo allapotjellemzd értékek.
El6z6 halmazok azt a latszatot keltik a hagyomanyos matematikai vizsgalatokkal, hogy
véletlen jellegli torvényszerliség nélkiili folyamatokkal allunk szemben, noha pont a kdosz
maga jellemzd az adott jelenségre, s ennek torvényszertiségét sikeriilt felderitenem. Az ilyen
sz€lsOségesen valtozo allapotjellemzo értékli halmazokat nevezziik flirészfoghalmazoknak, és
értékelésiikre a lokalis szélsOértékek vizsgilatat dolgoztam ki. Ezzel mar lehetové valt
szamomra a torvényszertiségek felderitése, a hatdsmechanizmusok és az agrokémiai
gyakorlatban 1ényeges allapoteltérések jobb megismerése.

Az erddallapot-jellemzdknek mint a vad élohelyének 1€gi- és Urfelderitésénél szintén a
furészfoghalmazok lokalis sz€lsdértékeinek torvényszertiségeit vizsgaltam.

A firészfoghalmazok lokélis sz€lsdértékeinek vizsgilata j6 példa egyébként arra is, hogy
egyes esetekben mennyire nem szabad, sot célszerlitlen kiegyenlitd matematikai modulokat
rakényszeriteni bioldgiai jelenségekre, hanem ezen bioldgiai jelenségek belsé sajatossagai
kell, hogy felépitsék, illetve megfogalmazzak a matematikai torvényszertiséget.

A biomatematikdban is rendkiviil fontos a képi megjelenités. Igen kusza
hatdsmechanizmusokat sikeriilt gy tisztazni, hogy képpé alakitott metrikus- vagy
metrizalhat6-, illetve nem metrikus informacidkat keletkezési helyiik pontos geodéziai-, vagy
helyi geometriai koordinataival azonositva egyiitt, egymashoz rendelve abrazoltam. A képi
megjelenités legegyszeribb forméi az informaciokat egy adott szempont szerint abrazoljak,
mint példaul grafikonok, diagramok stb. Az 1962-ben, tizenévesen megjelent biikk-ronkok
biitii repedéseinek vizsgalati eredményeit tobb 4llapotjellemz6 szerint csoportositva
grafikusan abrazoltam, és ezzel térben-, idOben- és évgyliriiszerkezetben tettem lathatova a
mért értékeket.

Jelentés feladat volt a talaj-elemtartalom-, a novények elembeltartalma-, iddjarasi
tényezok értékeinek eloszlasat mutatd szamitogépes tematikus térképeknek egyiittes geodéziai
hozzarendelését végeztem el a haszonnovények terméseredményeihez, ami igen nagy
segitséget adott a gyakorlati novénytermesztésnek.

Az erdészetben hasonldan elvégeztem a tematikus térképek kolcsonosen egyértelmii
geodéziai egyméshoz rendelését, ami nagy segitséget adott a fafaj-megvalasztashoz.

A vadgazdilkodasban a talaj-, a novénytermesztési-, erdészeti- és meteoroldgiai
vadilloméanybéli allapotjellemzoket geodéziailag kolcsondsen egyértelmiien egyméashoz
rendelve kaptam meg az egyes vadfajok élohelyének mindségi kategdridit. Megjegyzendd,
hogy hazankban az agrariumban késziiltek el az orszig els6 tematikus szamitogépes térképei
az 1970-es évek kozepén.

Az elvégzett vizsgalatok egyik alapkérdése volt, hogy milyen éallapotjellemzoket vegylink
figyelembe, €s azokat miként rendeljiik egymashoz. Sok esetben szakmai ismereteink vagy
gyakorlati tapasztalatunk alapjin valasztjuk ki és rendeljiik egymashoz az allapotjellemzoket,
és azok értékeit.
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Rovarokon végzett bioeletromospotencidl vizsgélataimnal viszont taldlkoztam olyan
informacidatvitellel,  amelynek  tényét  kisérletileg  lehetett  igazolni,  viszont
megnyilvanuldsanak modjat vagy miikodését nem. A jelenséget tobb él0szervezeten is
megfigyelve Black Bear Effect-nek, azaz BBE-nek neveztem el.

Biofizikai és remote sensing vizsgalataim sziikségessé tették, hogy bevezessem az
allapotjellemz0 értékek mellett a relaciok, valamint a relaciok sajatosségai fogalmakat, illetve
mind ezek egyiittesével a természeti jelenség definidlasat. A mar emlitett biofizikai és remote
sensing vizsgéalataim alapjan el kellett kiiloniteni a valdban 1étezd természeti jelenséget
(amelyet konkrétan észlelni tudunk), valamint az ember szamara elképzelhetd természeti
jelenséget (megfigyelhetd és meg nem figyelhetd), és fel kell tételezniink elképzelhetetlen
természeti jelenséget, amir6l semmit nem tudunk pillanatnyilag, bar ettdl még lehet, hogy
toliink fliggetleniil 1étezik.

A miltban, jelenben illetve jovoben valdéban 1étezd, valamint elképzelhetd és
elképzelhetetlen természeti jelenségek Osszességének matematikai konstrukcidjaval
definidltam az univerzumot, amelyek 0Osszességébdl tovabb képezhetd a multiverzum.
Specidlis konstrukcié szdmunkra a black hole (BH) feketelyuk, amely elképzelhetd, de
ismeretlen, valamint elképzelhetetlen konstrukcidokbdl tevddik dssze.

Az eldz0, latszolag felesleges matematikai konstrukcidknak viszont nagy jelentdsége van
egy-egy igen nagy és Osszetett adatbazist igényld gyakorlati feladat megoldasanal.

Az igazan nagy jelentdségli gyakorlati agrofeladatok megolddsanal minden esetben igen
nagy adatbazist kellett létrehozni, sok esetben tobb, mar meglévd adatbazist kellett
egymashoz rendelni és kiegésziteni.

Szép és nagy, tobb adatbiazist igényld feladat volt szdmomra a novénytermesztési
miitragya-szaktanacsadas rendszerének elkészitése. Gondoskodni kellett a meteorolégiai-,
talajtani-, technolédgiai-, haszonnovényi adatbazisok kolcsonosen egyértelmii egymashoz
rendelésérol. Ki kellett dolgoznom az igen nagyszamu metrikus és metrikdtlan, valamint
eltéré vonatkozasi alapu allapotjellemzdk értékeit kezelni tudé olyan matematikai modellt,
amely egyrészt ki tudja szdmolni, hogy a kérdezett szdnt6foldi tablan mekkora termés
varhatd, vagy masrészt az adott szant6foldi tablan egy adott novény kivant terméseredményét
milyen technoldgiaval mennyi nitrogén-, foszfor-, kalium mitragyaval érhetjiik el. Tovabba
gondoskodni kellett a szaktanacsadasi rendszer alkalmazédsaval nyert Gj novénytermesztési
adatok visszacsatolasarol. Erre dolgoztam ki 1970-es évek kozepén az tgynevezett PMSB
matematikai modellt, amely azdta az élet szinte minden teriiletén az orvostudoméanytél a
technikdig elterjedt. A feladat megoldasdban terepen dolgozd gyakorlati szakemberek-,
laboratériumokban  munkalkodék €s  szamitastechnikusok  sokasdga  vett  részt.
Nagysagrendileg tobb szaz szakember segitette a feladat megoldasat. Az Orszagos
Tervhivatal Szamitastechnikai Kozpontjanak ICL nagy gépén és az orszdgos agrokémiai
vidéki héldzat terminaljain a rendszer gyonyoriien miikodott, de sajnos a novénytermesztési
kozosségek (dllami  gazdasagok, szovetkezetek) birtokviszonyai felbomlottak, és
munkaszervezeti egységeik s az adatbazisok széthullottak. Szerencsére viszont maga a PMSB
matematikai modell tovabb szarnyalt és nagy nemzetkozi érdeklddést valtott ki.

Ugyancsak nagy és tobb adatbazist igényelt az altalam tervezett és irdnyitott egyik
legszebb modellezési erdészeti feladat, az tgynevezett hosszitavi orszdgos erddallomany
véghasznalati hozamszabalyozéds, amely arra ad feleletet, hogy Magyarorszag teriiletén a
tobbszazezer erdOrészletben az 50 év alatt hol, mikor, mennyi fat kell kivagni. A feladat
adatbazis kezelésbol-, erddallapot idofiiggvényeinek modellezésébdl-, kiegyenlitésbol-, terepi
végrehajtds eredményeinek visszacsatoldsabol- és ellendrzésbol allt.  Szamitogépes
hozamszabédlyozast az orszagban elsOként végeztik. Az orszdgos hozamszabalyozis
kotelezettsége az 1996-os erd6torvénybe is bekeriilt. Hozamszabalyozéas kozvetve kimutatta a
rablogazdalkodast, amely miatt engem, mint a mddszer kidolgozoéjat, iranyitd végrehajtdjat,



62 Ban Istvan

feleldsét és az eredmények ismertetdjét hosszu fegyelmi eljaras ald vontak, amit aztan a valos
tények miatt kénytelenek voltak teljesen visszavonni. Sajnos a mostani erddtorvénybdl
kivették az orszdgos hozamszabalyozas kotelezettségét, csupan a hozamvizsgalatot irjak elo.
Ez a tény késztetett a lokalis optimumok és az abszolut optimum viszonyanak vizsgalatara.

A kivagott fa legkedvezObb felhasznalasat pedig példaként Zala teriiletére optimalizalasi
feladatként oldottam meg klasszikus linearis programozassal.

A vadgazdalkodasban a meteorologiai-, novénytermesztési-, erdészeti- és vadgazdal-
kodasi adatbazist kolcsondsen egyértelmlien egymdéshoz rendelve hataroztam meg a
legfontosabb torvényszeriiségeket. Sajnos tobb esetben rablogazdalkodést deritettem fel,
viszont oromteli, hogy a magyar élohelyi adottsagok a szamitasaim szerint lehetové teszik a
300 IC pontos trofedju gimszarvas életét. Az elére kiszamitott adatot ra par évre igazolta a
vadaszati gyakorlat, amely 10%-on beliili agancst szarvasbikat hozott teritékre.

3. Utodirat

Az agrondmidban a nodvénytermesztési-, agrokémiai-, erdészeti- és vadgazdalkodasi
feladatok biofizikai- és remote sensing (tavészlelés) modszerekkel kiegészitett
biomatematikai megoldasai kivaltottak elébb az amerikai Grkutatis NASA, és az amerikai
akadémiai szolgalat, valamint a szovjet Interkozmos €lénk érdeklddését.

4, Osszefoglalo

A biomatematika egyrészt matematikai mddszerekkel modellezi a bioldgiai jelenségeket,
masrészt a biologiai jelenségek Onmaguk hatarozzdk meg a matematikai konstrukciokat.
Biomatematikai moédszerekkel 1960-t6l erdészeti-, novénytermesztési- és vadgazdalkodasi
gyakorlati feladatokat oldottam meg az agrariumban. Kiemelt feladatom volt az erdo-
allapotjellemzok kozotti Osszefiiggés-vizsgalat és a hozamszabalyozas, valamint a kémiai-,
meteoroldgiai- €és talajtani allapotjellemzdok hatasvizsgilata a kultirnovényekre, illetve a
mezOgazdasagi-, erdészeti- s vadgazdalkodasi allapotjellemzok kozotti torvényszertiségek
felderitése. A biomatematika alkalmazisa napjainkra az agrarium szinte minden teriiletén
széleskortien elterjedt, ami a benne rejlé nagy gyakorlati lehetdségek miatt az ugrasszeriien
megnovekedett felhasznaloi igényeknek €s a szamitastechnika rohamos fejlodésének
koszonhetd. Ennek a hatalmas munkéanak piriny6 toredékében vettem részt fél évszazadon
keresztiil, hogy megoldjam az agrariumban rdm esd gyakorlati és elméleti feladatokat.. Méra
mar olyan szakteriiletek is megjelentek, mint a biokibernetika, bionika és bioinformatika,
amelyek a jovOben még nagyobb reményekre jogositanak.
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