
A MAGYAR TUDOMÁNYOS AKADÉMIA

KÖZPONTI FIZIKAI KUTATÓ INTÉZETÉNEK
KÖZLEMÉNYEI

MELLEKLETVOL. 6. ' t  NO S

Györgyi Gém

AZ IMPULZUSMOMENTUM KVANTUMELMÉLETE ES A
FOR GÁS CSOPORT

25.396

BUDAPEST 1959.





A z impul zusm omentum kvantum elmélet© 
és a forgás - port

E füzet a Központi Fizikai Kutató Intézetben 1 95 9*
január 12* és március 2, között az impulzusmomentum kvan
tumelméletéről tartott szemináriumok anyagát tartalmazza. 
A szemináriumot az Atomfizikai Osztály kutatóinak kezde
ményezésére és kívánságára tartottuk azzal a céllal, hogy 
kellő alapot adjunk a magreakcióknál fellépő szögeloszlá
si, szögkorrelációs és polarizációs jelenségek korszerű 
elméletének tanulmányozásához.

A szerző számos részletet átvett - legtöbbnylre 
átdolgozott ill« javított formában - ’’Relativitás- és 
kvantumelméleti problémák vizsgálata csoportelméleti mód
szerekkel" cimen a Felsőoktatási Jegyzetellátó kiadásában 
1957-ben megjelent egyetemi jegyzetéből. A legnagyobb se
gítséget a szeminárium anyagának összeállításánál Lubar- 
szkij ’’Tyeorija grúpp i jijó primenyenyie v fizike”, va
lamint Edmonds ’’Angular Momentum in Quantum Mechanics” c. 
könyve jelentette.

Szeretném köszönetemet kifejezni Jánossy Lajos 
professzor urnák azért, hogy e szeminárium anyagának a;//Vjelen formában való közreadására ösztönzött. Köszönet il
leti még Menyhárd Korát, aki a kézirat elkészítésében 
nagy segítséget nyújtott, ezenfelül kidolgozta a Függelék 
C és D pontját.

Györgyi Géza
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1.,, M:zgása.'-'-.andók a k.a.gsz..kus meohan....kában0 
A Hamilton -függvény forgásinvarianoiána és az 'impulzus- 

momen+v.m megmaradásának tétele

aa Mozgásál lan lók a klasszikus mechanikában. Egy 
klasszikus mechanikai rendszert az /általános/ koordiná
ták és impulzusok, valamint az idő függvényeként meg
adott H Hamilton-függvénnyel -jellemezhetünk. A követke
zőkben az. egyszerűség kedvéért egyetlen tömegpont eseté
vel foglalkozunk* Jelöljük a tömegpont helyzetvektorát 
£--rel, impulzusát p -vei. Ekkor a Hamilton-függvény

H = H t i , g ,
Képezzük az £ .helyzetvektortól és a p impulzus

tól függő PC^iip) fizikai mennyiség teljes időszerinti 
deriváltját*

<k£,2£.r „ I L p  /ia/
<A."t ä jr ^ p

Hamilton kanonikus egyenletei értelmében
r.31L , p » - 2 H .
- 3 f "at

r és ^ e kifejezését /l,l/-be helyettesítve a

cLF a ^  ~ s í p  /i. 2/
<JLt üp 'dr wi

eredményre jutunk. Az /l,2/ képletünkkel definiált
szimbólum az F és H függvényekből megalkotott 

klasszikus Poiason-féle zárójeles kifejezés.

/1,2/ szerint az F fizikai mennyiség akkor és 
csak akkor mozgásállandó, ha H -val képezett Poisson- 
féle záró .jeles kifejezése elf ünik.



b . A Hamilton •függr/ényS:nvarianciatula;idorisága:i 
és a megmaradási tételek. Ha a vizsgált tömegpont \r 
helyzetvektora és p impulzusa helyett uj r. , p1 kanoni
kus változókat akarunk bevezetni, úgy az r , ip és az 
v%' , p' változók kapcsolatát kifejező egyenleteket a ka

nonikus transzformációk elmélete szerint egyW generá
torfüggvény segítségével Írhatjuk fel. Ha W  -1 az r 
és p* változók függvényének választjuk, úgy e kapcsola-

t0t ^wct.e") . r' c,£^
£ =  " T e  ’ -  /1-5/

adja meg. Az azonos transzformációnak nyilvánvalóan a
W 0 - £• £ generátorfüggvény felel meg. Foglalkozzunk 

most olyan kanonikus transzformációkkal, amelyek az 
azonos transzformációtól infinitezimálisan különböznek. 
Ezek generátorfüggvénye

W ( r  , /1.4/
alakú. A mennyiségek az infinitezimáli.s kanonikus 
transzformáció paraméterei; ezekről feltesszük, hogy 
függetlenek egymástól. A függvények a kanonikus 
transzformáció inf initezimáli.s generátorai.. Ezekre 
fennáll:

m  .
■3*1

Az /l.V generátorfüggvény választása esetén az r ,p 
és £ , p* változók kapcsolata /1-. 3/ értelmében

r'-r s <S> * 2  &«*<. . /1.5a/l ^ p

p1- p s • /1.5b/— —* i. q f
Itt megjegyezzük, hogy miután a transzformáció infini
tezimális és igy p és p elsőrendű kicsinyben különböz
nek ̂ egymástól, az /l.V generátorfüggvény második tag
jában, mely maga is elsőrendű kicsiny, p'-t p -vei he-



_ 3

lyéttesithet jük.s Cc,£ ) --t írhatunk. En
nek megfelelően irtunk /1.5a/-ban 2>/V helyett

Hogyan változik meg az FCüip') fizikai mennyiség 
az /1,5/ kanonikus. transzformáció eredményeként? /1.5/ 
felhasználásával F megváltozását igy Írhatjuk*

Válasszuk most F ~et a Hamilton-függvénnyel egyenlőnek:
S H  [W |ki]ut<S*i •

A Hamilton-függvénynek az /1.4/ generátorfüggvénnyel 
megadott kanonikus transzformáció eredményeként bekövet
kező megváltozása arányos 14 -nak és a transzformáció in
finit ezimális generátorainak Poisson-féle zárójeles ki
fejezéseivel. Másrészről a- [h . [&c . H] Vtt
zárójeles kifejezés /l.2/ szerint adG^^dt időszerinti 
deriválttal egyezik meg. Ennek alapján kimondhatjuk a 
következő tételt:

Ha valamely klasszikus mechanikai rendszer H 
Hamilton--függvénye az-/1.4/ generátorfüggvénnyel. meg
adott kanonikus transzformáció alkalmazásakor változat
lan marad; úgy a transzformáció &i. infinitezimá-
lis generátora:' mozgásállandók.

Tételünk azt mutatja, hogy a Hamilton-függvénynek 
infinitezimális kanonikus transzformációkkal szembeni 
i nvar 1. an c la- túl a ,j d o ns á ga i és a rendszer mozgásán andói 
között szoros kapcsolat van.

c. A HatniIton-függvény forgásinvarianciája és az 
impulzusmomentum megmaradásának tétele. Vizsgáljuk meg 
most a

+ ZXf'&S* Ä  + /1.6/
c v  ' ' ■gene rá,.t orf üggvénjayelA (l,p ir t c .^anqnik^ t&v

A transzformáció három paramétere a inf initezimális
vektor három komponense. A megfelelő három infinitezi-



mái iá generát v pedig a tömegp :it L_ = p imptűL zusmomeü 
túrnának hárem komp nense, A vektoralgebra smert szabá 
lyait figyelembezéve Írhatjuk;

? ^ 7  Soti = ̂ [Ci:xp’)Sí]=^[Cá2xr)p]= S2<K!: ,

z .
Ezt /1.5/ie irva•kapjuk 'az /1.6/ generát rfüggvényhez 
tartózó kanonikus transzformáció képleteit:

r1 » r * Soixr > /1.7a/

p1 = p ♦ Su x £ * /l. 7 V

Ezek a vizsgált me -hanikai rendszer SoL forgásvektoru 
infinitezimális elforgatását jelentik.

'Tegyük fel mzst, hogy az /1.7/ infinitezimális for
gatás során a Hamilton függvény nem változik meg: SU=«0. 
/Egy zárt rendszer Hamilton-függvényének forgással szem
beni invarianciája a tér. egy alapvető szimmetriatulajdon
ságának, az Iz-otrópl ának, más. szóval a különböző + érj Té
ny ̂ ~ k e gy e ré r t é kü ? é g é n e k folyománya. Valamely mechanikai t 
rendszer forgatása ugyanis egyszerűen a rendszer egyes 
pontjait jellemző helyzetvektorok irányának megváltozá
sát jelenti, egymáshoz viszonyított helyzetük megváltozá
sa nélkül./ A b.pontban kimondott tétel értelmében abból, 
hogy az infinitezimális forgatás esetén 8W~0 következik, 
hogy a kanonikus transzformáció

m . a p
'ist ~ -
infinitezimális generátora, vagyis a tömegpont impul
zusmomentuma, állandó a mozgás folyamán:

0 .ct't
Háromdimenziós terünk alapvető szimmetriatulajdon

sága: az i.zotrópi.a, tehát az impulzusmomentum megmaradá
sának tételét vonja maga után.



2_, Az impiilzusm ómen, tum a kvantummechanikát ar..
A pályamomentum és a ^p 1 n

a- A Hami.l ton-operátcr invari anclatulajd’c.ságal 
és a megmaradási, tételek a kvantummechanikában. A kvan • 
tummechanikában minden fizikai mennyiséghez egy hermi- 
tikus operátort rendelünk. Az JO. hermitiku.s operátort 
■valamely teljes függvényrendszerre vonat
koztatott (."vy*,) XIY Mátrixával jellemezhetjük. Ha e 
matrix átlós alakú.; to yir,  ̂ agy a — ügg-
vények az .Q. operátor sajátfüggvényei., az átlós mat- 
rixélemek az Q. operátor sajátértékel, Valamely fizikai 
mennyiség lehetséges értékeit a hozzárendelt operátor 
sajátértékei adják meg.

Alkalmazzuk most a "H’f függvényekre az azonos 
transzformációtól infinitezimálisan különböző

U  - - u X  !,£<*. /2.1/

unitér transzformációt: • Itt a

2^ - 1 .

operátorok az unitér transzformáció i.nfini.teslmális ope
rátorai. Az UL. unitér voltát kifejező U, =U \ 4+ £ 0̂  =
- ScLi egyenletből következik, hogy az infini
tezimális operátorok antihermitikusak:

Ii /2.2/
A /2.1/ unitér transzformáció alkalmazásának eredménye
képpen a ^ ? függvények megváltozása:

^ - V S V Z I ^ V  72.5/
Hogyan változik meg a matrixelem a /2.1/
unitér transzformáció eredményeképpen? /2.3/ és /2.2/ 
felhasználásával megváltozását igy Írhat
juk:



- Z U h X , O X )  + ( * „ , D I M ]  Sei. =

=Z[- W * . A I A T Q & i-

=2,CYM1[íl,I;] Y J á ai.w
/2.V

Itt £ í \  I  [] a kva^iumme-hanikai zárójeles kifejezés, 
amely az kommutátor jelölésére szolgál. Vá-~-
iasszuk /2.4/-len íl 4  a H  Hamllton-operátorral egyen
lőnek:

. /2.5/

Vegyük most tekintetbe, h:-gy a kvantummechanika szerint 
egy időtől explicite nem függő íl operátor mátrixának 
időszerinti deriváltja:

j - K X W - f c M . n n . ) .  /a.6/
/2,5/™ből leolvashatjuk, hogyha a Hamilton.operátor
matrixa a /2,1/ unitér transzformáció alkalmazásakor 
nem változik meg, úgy W -nak az It infinitezimális ope
rátorokkal képezett kommutátora zérus: [H,It] = 0. /2.S/ 
alapján ez azt jelenti, hogy az operátor matrixa nem 
változik az időben, vagyis mozgásállandó. Ennek alap
ján kimondhatjuk a következő tételt:

Ha valamely kvantu.mmerh.ani.kai rendszer M Ham.i.lton- 
operátorának, matrixa a /2.1/ un.itér transzformáció al
kalmazásakor változatlan marad: &OV =» Q ______,
u.gy a transzformáció Ii infinite -simái is operátorainak 
matrixai. mozgásállandók.



'■. t 
' -VMegjegyezzük, hogy, a,.V 2.3/ uni tér transzformáció

a Hamiltcn-operátor mátrixát yá,ltozatlanul hagyja, s igy 
/2.5/ értelmében LH, íjj =0 , ugy ha a

W % » E L p %  /2.7/
Sehrődinger-féle energiasajátértékben szereplő Tp saját
függvényre alkalmazzuk a /2.1/ unitér -operátort, a ka
pott »ugyancsak \A -nak az *Ef saját
értékhez ' tartozó sajátfüggvénye lesz. Valóban: ha /2.7/~ 
re /2.1/-et alkalmazzuk és [H, 1,1-0-t felhasználjuk, a

/2.8/
u t ; = e x

eredményre jutunk.
> 4» '

Megfordítva: abból, hogy a /2.7/ Schrödinger-féle 
energiasajátértékegyenlet sajátfüggvényeiből a /2.1/ 
transzformáció alkalmazásával kapott függvények is 
eleget tesznek a /2.7/-tel'azonos alakú /2.8/ sajátér • 
tékegyenletnek, következik, hogy az I- infinitezimális 
operátorok 14 -val képezett kommutátora eltűnik: L w . U V o , 
s igy 1̂  matrixa mozgásállandó. Tételünknek igy a követ
kező alakot is adhatjuk:

Ha valamely kvantummechanikai rendszer /2.7/ ener- 
glasá.iátértékegyenletének 'az E.P energlasajátértékhez 
tartozó Vp sajátfüggvényéből a /2.1/ transzformáció 
alkalmazásával kapott "Yp függvény „ugyancsak sajátfüggvén: 
nye U .-nak az sajátérték mellett - röviden szólva:
ha a Sohrödinger-egyenlet alakja a /2.1/ transzformáció 
alkalmazásakor változatlan marad - úgy a transzformáció
T  ̂ / /U infinitezimális operátorainak matrixai mozgásállan
dók.

b, A pályamomentum. Hogyan változik meg egy skálá- 
ris(spin-nélküli részecskét l e i r ó sajátfüggvény, 
ha a részecskéhez rendelt anyaghullámteret egy <S^'for- 
gásvektorral jellemzett, infinitezimális forgatásnak



Tétjük alá? A forgatás eredményeképpen az r helyzetvek,- 
toru p ntban azt a függvényértéket találjuk, amely a 
forgatás előtt az ponthoz tartozott. Az anyag-
hullámteret a forgatás után leiró <̂>’ függvény értéke az 
r_ pontban eszerint:

qj'tO = ~ <5oCx r ^adcfCO =
=: (M - Séi-r x ĉ mcOc-̂ Cr} . /2.9/

Minthogy az rx̂ racl operátor antihermitikus, /2,9/ 
egy /2.1/ tipusu infinitezimális unitér transzformációt 
ir le. A transzformáció operátora

\JL<'")= ̂  - 6* "TX Cf adL . /2,10/

Az I; infinitezimális operátorok az r helyzetvektor és 
a^c^ad impulzusoperátor vektorsorozataként definiált

L  = — rx c p d l /  2.1.1/
pályamomentum-operátor -szorosának komponensei:

IC°, - m T 4 ,
JLoí.

'  L - i U " ’ .. /2 ’ 12/
Az előző pontban bebizonyitott tétel értelmében ha az 
anyaghullámtér forgatását leiró /2,10/ unitér transzforr* 
má *10 nem változtatja meg a Schrödinger-féle energiasa- 
j át ért ékegyenlet alakját, úgy az I inf initezimáli.s 
operátortól csak egy állandó szorzóban különböző L pá
lyamomentum matrlxa (speciálisan a pályamomentum saját
értékei) állandók a mozgás folyamán.

A forgásinvariancia és az impulzusmomentum megmara
dási tétele között a kvantummechanikában is szoros kap
csolatot találtunk.

c, A ppin, A tapasztalat arra tanit bennünket, hogy 
az impulzusmomentum operátorának /2.11/ alakja, amely 
azt a helyzetvektor és az impulzusoperátor vektorszorza
taként definiálja, az impulzusmomentum-operátornak nem a



Negált; alá::., sa" k.; fejelése. A /2.11/ ár f......  v a .. ap;j a
az impulsusm mentám komponenseinek lehetséges értékedre 
1h egészszámu többszörösei adódnak. Ugya:.a.kk :■ pé Iá • ■ 
az elektron sajátlmpulzusmomentumának, p . .jé; .ek k irp 
nensei a tapasztalat szerint ai — értekeket etetik 
fel. Ezért kívánatos a túl szűk kereteke r.yujt...- . / 
képlet helyett az impulzusmomentum számára olyan def,rá
ciót találni, amely a mindenkor egészszámu pályamomentum 
mellett a spinre is kiterjeszkedik.

Az elektron spinjéhez Pauli nyomán as
c r W < M \  W o -t\ *w. 
J l i u o / l i U  o j, 2 Vt

\ o
.OM /j

vektoroperátort rendeljük. ^ kielégíti a?

/2.13/

72,14/S x S = «-Vi S
összefüggést,

Vizsgáljuk meg . mosthogy miképpen trans/.formálódj..k 
az elektron ̂  spinfüggvénye az anyaghullámtér &o( forgás - 
vektoru elforgatásakor? A 1 spinfüggvény transzformációs 
törvényét abból a feltételtől határozzuk meg, hogy a 
spinvektorhoz rendelt S  operátor várható értékének vek
torként kell transzformálódnia, vagyis a hely;:otvektor- 
tran^zformáció ját megadó /1.7a/ alatti &£ «r’-c - 
képlet analógiájára*

/2.15/
Megmutatjuk, hogy ez a feltétel teljesül, ha a sp • -ifügg
vények ;-t a fí?r$&ié6k0"K a

törvény szerint transzformáljuk. Ekkor ugyanis

HM!
. ^ ^ . [ i C í c í S i - e .



Itt felhasználtuk a /2.1J/ alatti ̂  -.p érát or hermitikus 
voltát. A kétszeres vetiorssorzat kifejtési tételét és 
a /2.14/ összefüggést tekinteti)évéve Írhatjuk:

S(<5«£)-(SojS)£ = Sc*x;(Sx£)=:'í>><5otxS.

Ezt /2.17/-be irva valóban kívánt /2.15/ eredményt kap
juk. Ezzel beláttuk, hogy a j* spinfüggvényt forgatáskor 
a /2.16/ alatt megadott

5 1 "" b /2.18/
törvény szerint kell transzformálnunk. Képezzük most a 
/2.18/ forgástranszformációt leíró

U <rt* 1 + 4r á «  S /2.19/or\
unitér operátorból az infinitezimális operátor vektorát;

A Utt1=T <■«_-! ca« ~ ^  _ •
Innen az elektronspin operátorára az

.(s')

eredmény adódik.

d. Az impulzusmomentum definíciója a kvantummecha
nikában . A spin-nélküli részecske impulzusmomentuma és 
a spin esetének áttekintése után foglalkozzunk egy spin
nel rendelkező részecske teljes impulzusmomentumával.

Egy spinnel rendelkező részecske yí t .  >s) 'állapot- 
függvénye a legegyszerűbb esetben egy spin-nélküli ré
szecske mozgását leiró Cf(>) függvény, valamint a % U )  
spinfüggvény szorzataként állítható elő:

/ 2.21/
az általános esetben pedig ilyen tagok összege alakjá
ban irható fel:

• /2. 22/*•



A /2,21/ sz.rzat-ban /vagy az ilyen szorzatok /2,22/ ti- 
pusu összegében//2.9/,^ -t /2.18/ szerint kell 
transzformálnunk. /2,ll/-et fígyelembevéve /2.21/ transz
formáit ja igy Írható:

VCi,s)«^ct^'cs) = (H — ~  ^

=> [>l+ 6q( ^  . /2.23/

■A- teljes állapotfüggvény transzformációját infi-
nitezimális forgás alkalmazása esetén eszerint az

U  (U-V-6) /2.24/

unitér operátor szabja meg. Az U. unitér transzformáció
ból származtatott infinitezimális forgásoperátor:

dói tti
a pályamomentum L  és a spin ^ operátora összegének -A/tti 
-szorosa. A teljes impulzusmomentum J= L+-S operátorát 
tehát úgy kapjuk, hogy az I infinitezimális forgásoperá
tort i-Vi -sál megszorozzuk:

J = L + S  x lífáI . /2,25/

A most kapott eredmény alapján a következő alakban 
adhatjuk meg az impulzusmomentum általános kvantummecha
nikai definícióját:

Valamely kvantummechanikai rendszer, impulzusmomen
tuma az állapotfüggvény infinitezimális forgásoperáto
rának ^ .-szorosa.

/2.12/, /2.20/ és /2.25/ képleteink azt mutatják, 
hogy ez a definíció a helyzetvektor és az impulzusvek- 
torszorzataként definiált pályamomentum mellett a spin
re is kiterjed,s igy a megkívánt általánossággal rendel
kezik.

Megjegyezzük, hogy ha a vizsgált részecske pálya
momentuma és spinje között kölcsönhatás uralkodik, úgy 
KFKI 2.15
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a helyzet ~kt . r /valamint az impulzus és az ezekből ké
pezhető vektorok/ elforgatását leiró /2.10/ unitér 
transzformáció egymagában nem hagyja változatlanul a 
Schrödinger féle energiasajátértékegyenlet alakját.- 
Ilyen esetekben a zárt rendszer S hrödinger egyenlete 
csak a helyzetvektor, illetve a spin elforgatását l e 
iró /2t10/ és /2.18/ unitér transzformációk egyidejű 
alkalmazása esetén marad változatlan. Ennek megfelelő
en ilyenkor a pályamomentum,, illetve a spin matrixa 
nem mozgásállandó, csak a J s L  + S teljes momentumé.

5, Az impulzusmomentum és a forgáscsoport

a. Az állapotfüggvények forgástranszformációja 
és az impulzusmomentum. Az impulzusmomentumnak az elő
ző szakaszban megfogalmazott általános definíciója sze
rint az impulzusmomentum operátora az állapotfüggvény 
infinitezimális forgásoperátorának tK -szorosa. Ennek 
megfelelően egy kvantummechanikai rendszer^ állapot- 
függvényének megváltozását infinitezimális forgatáskor 
a következő lineáris transzformáció adja meg:

. /j.!/

Az állapotfüggvény megváltozását az szabja meg, hogy 
miképpen hat a '\ji állapotfüggvényre az impulzusmomentum 
v) operátora. Ha ̂  impulzus-momentum-sajátfüggvény, úgy 
az infinitezimális forgatás esetére érvényes transzfor
mációs törvénye attól függ, hogy mekkora a ̂  által le
irt állapot impulzusmomentuma: az impulzusmomentum ér
téke szorosan összefügg az infinitezimális forgástransz
formációs törvény alakjával. Ha felkutatjuk az állapot- 
függvény Infinitezimális forgástranszformációs törvényé
nek lehetséges alakjait, úgy egyszersmind az impulzus- 
momentumnak a kvantummechanika által megengedett, lehet
séges értékeit is megismerjük.



Az alkalmazásokra való tekintettel nem elégedhetünk 
meg az infinitezimális forgástranszformáoiós törvények 
tanulmányozásával; fizikai problémák tárgyalásánál szük
ségünk lesz az állapotfüggvény megváltozását tetszés
szerinti forgatás esetén megadó transzformációs törvény
re. Az infinitezimális forgástranszformációk vizsgálata 
ennek meghatározása szempontjából is fundamentális je
lentőségűnek fog bizonyulni. Látni fogjuk ugyanis, hogy 
az állapotfüggvény megváltozását tetszésszerinti forga
tás esetén megadó törvényt az infinitezimális forgás
operátorok egyértelműen meghatározzák.

b, A forgáscsoport. Csoport tulajdonságok.. A három- 
dimenziós térben végzett forgatások összessége egy sajá
tos matematikai struktúrát: csoportot alkot. A forgatá
sok, valamint az állapotfüggvények forgástranszformáció- 
inak tanulmányozása során ezért előnyösen használhatjuk 
fel a csoportok elméletében kialakult fogalmakat.

Csoportnak az O L , b , .... elemek olyan C- halmazát 
nevezzük, amely rendelkezik a következő un. csoport
tulajdonságokkal : (t)Cbármely két u, ̂  eleméhez hozzá van 
rendelve C -nek valamely p eleme. A hozzárendelést az 

módon jelöljük és csoportmüveletnek, vagy egy
szerűbben szorzásnak nevezzük.

A csoportmüveietre érvényes az 
asszociatív törvény.

{íi í)  c  -nek van olyan € eleme, amelyre 
teljesül. itt p c  -nek tetszésszerinti eleme 

lehet, e -t egységelemnek nevezzük.
ClüO minden p eleméhez találhatunk

C-ben egy p“1 elemet, amelyre *? £ teljesül,
p^-et ^ Inverzének nevezzük.

Könnyű meggyőződni arról, hogy a háromdimenziós 
térben végzett forgatások rendelkeznek az —  (>U.i) 
csoporttulajdonságok mindegyikével és igy valóban cső—'
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p rt t alkotnak. A forgatásokat az alábbiakban a forgás- 
vektorral fogjuk jellemezni-. Az forgásvektor állása a 
forgás engely:, nagysága a forgás szögét adja meg,

Cgopor^müveletnek, szorzásnak a forgások körében 
két forgás egymásutáni elvégzését tekintjük. A merev 
testek mechanikájából ismeretes /l.Budó: Mechanika/, 
hogy egy meghatározott pontjában rögzitett merev test 
tetszésszerinti helyzetváltozása felfogható, mint egy 
meghatározott tengely körüli elfordulás. Nyilvánvaló 
ebből, hogy két egymás után végzett tengelykörüli for
gatás helyettesíthető egyetlen tengelykörüli forgatás
sal, mely az előbbiekkel azonos helyzetváltozást ered
ményez. Két forgatás szorzata tehát ugyancsak forgatás.
A háromdimenziós térbeli forgatások összessége eszerint 
rendelkezik az csoporttulajdonsággal.

A (u) tulajdonság az asszociativitás, fennállását 
mutatja, hogy három egymás után végrehajtott forgatás 
esetében ugyanarra az eredményre jutunk, akár az első 
és a második, akár a második és a harmadik forgatást 
helyettesitjük egyetlen forgatással. •

A (ui) tulajdonsággal a forgatások halmaza nyilván
valóan rendelkezik: a zérus szögű forgatás az egység- 
elem minden megkívánt tulajdonságát mutatja.

Ha egy forgásvektoru forgatást követően vagy 
megelőzően egy -o( forgásvektoru forgatást végzünk, a 
zérus szögű forgatást, vagyis az egységelemet kapjuk.
Az oc forgásvektoru forgatás inverze tehát a -oí forgás- 
vektoru forgatás. Ezzel a CűLU) csoporttulajdonság fenn
állásáról is meggyőződhetünk.

A háromdimenziós térben végzett forgatások összes
sége, minthogy mind a négy csoporttulajdonsággal ren
delkezik, csoportot alkot; ezt röviden R -rel jelöljük 
és forgáscsoportnak nevezzük.
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Megemlítjük, hogy egy. csoport elemeinek olyan .rész
halmazát, amely maga is rendelkezik az ({.')— (.CiU) cso- 
porttulajdonságokkal (ugyanazon csoportmüveletet alapul 
véve), al .--op rtnak nevezzük.

II«_§■ 'í.mmet'r.i.acsoportok._ A szimmetria-\soportok áb
rázolása a sajátfüggvények teréten, Vessük alá most a

/3.2/
Schrödinger-féle energiasajátértékegyenlet saját-
függvényeivel ieirt anyaghullámteret (a helyzetvektort 
és a spint egyaránt) egy o( f orgásvektoru forgásnak. Ha 
a szemügyre vett rendszer zárt, úgy a forgatás eredmé
nyeként kapott függvény /3.2/-vel azonos ala
kú sajátértékegyenletnek tesz eleget:

=* • 3/

Tételezzük fel most, hogy a /3>2/ egyenlet saját
értéke p -szeresen elfajult, vagyis /3.2A-nek adott 
EL* mellett p számú lineárisan független sajátfüggvé
nye van:

‘ • * * /3*4/

/Itt X i a sajátfüggvény jellemzéséhez az energiát 
meghatározó n kvantumszámon kivül szükséges kvantum
számok összefoglaló jele./ Mindenkor elérhetjük, hogy 
a /3»4/ függvények ortonormáltak legyenek:

/3’5/
A /3.4/ függvények a /3.2/ egyenlet teljes megoldás
rendszerét alkotják: a 73.2/ egyenlet tetszésszerinti 
megoldása előállítható, mint a / 3 A / függvények lineá
ris kombinációja. Eszerint a /3,3/ egyenletben szerep
lő, oi forgásvektoru forgatás eredményeként kapott 
\^VX L^l függvényt is felírhatjuk a /3,4/ alatti 

-k lineáris kombinációjaként:
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?

ws*4 /3.6/

Itt U-XiÂ Cot) a /3.4/' sajátfüggvényeknek az QC for— 
gásvektoru forgatáshoz tartozó transzformációját leiró 
matrix., Követeljük meg, hogy a függvények- -
a /3.4/ függvényekhez hasonlóan - ortonormált rendszert 
alkossanak:

nak tehát unltérnak kell lennie.

Alkalmazzunk most az o< forgásvektoru forgatást kö
vetően egy,(3 forgásvektoru forgatást az anyaghullámtér
re. Az ?( és a forgásvektoru forgatások - amelyeket
FCsO-val illetve F(fJ -val jelölünk - egymásutánját 

helyettesítsük egyetlen eredő forgatással. Ennek for
gásvektorát jelöljük^ -val, a forgatást magát pedig 

-val. Minthogy az előző szakaszban mondottak ér
telmében két forgatás szorzatának az egymásutáni al
kalmazásuk eredményeként előálló forgatást tekintjük, 
felírhatjuk;

Az anyaghullámtérre alkalmazott /3*8/ forgatásnak a 
sajátfüggvényekre való hatását kétféleképpen is felír
hatjuk. A ̂  forgásvektoru forgatás során a sajátfügg
vényeknek /3*6/ mintájára a

/3.6/-ot felhasználva Írhatjuk:

vagy tömör szimbolikus jelöléssel:
LA • 73.7/

A forgástranszformációt leiró UXsA3 matrix-

73.8/
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/3.9/1— X —

törvény szer.Int kell transzformálódni k. Ugyanezt az 
eredményt kell azonban akkor is kapnunk, ha a /3.6/ 
képletében a függvényeket |3 forgásvekt ru elforga
tásnak vetjük alá, vagyis a

függvényekkel helyettesitjük:

/3*9/ és /3«10/ összehasonlításának eredményeként az 
u vvx*CY)

vagy a /J.7/ alatt is alkalmazott tömör szimbolikus 
Írásmódot alkalmazva, az

U.G^-UCpuXii') /J.ii/
összefüggésre jutunk.

A fentiekben felhasználtuk, hogy ha az anyaghul
lámtérre a forgáscsoport valamely elemét alkalmazzuk, 
vagyis egy forgatást hajtunk végre, úgy a zárt rend-■v
szerre érvényes /j.2/ marad. Az olyan csoportot,amely
nek minden eleme változatlanul hagyja a /J>.2/ egyenlet 
alakját, a Schrödinger-féle energiasajátértékegyenlet 
szimmetriacsoportjának nevezzük.

Feltételezve, hogy a forgáscsoport a /3.2/ egyen
let szimmetriacsoportja, fenti meggondolásaink során 
azt találtukul./3* 64  hogy a /3*4/ sajátfüggvényekből 
2b forgásvektoru elforgatás utján adódó fel saját-
függvények előállíthatok az eredeti /3.V függvények 
lineáris transzformáitjaként. Ilyen módon minden FGaO 
forgatáshoz egy lineáris transzformáció U(°0 * 
matrixa van hozzárendelve’ ennek elemei a /3.V függvé- 

V  r i H v d . ^ -  'f#i%*5Bnergiaria iatérteiEegyc^l d-h (aiajs:.ta 
tozatlan
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nyekre o< f rgásvektoru forgatás esetén alkalmazandó li
neáris transzformáció együtthatói.

/3.8/ és /3.11/ alapján az
F C^)— /3.12/

hozzárendelés figyelemreméltó sajátosságát ismerhetjük 
fel. /3.11/ azt mutatja, hogy az ill. P'Ceí) forgás ok
hoz; rendelt UCjV) in. U U) mátrixokat összeszorozzuk, 
eredményül az és FCsO forgások szorzatához, az

-hoz rendelt U(|) mátrixot kapjuk. A /3.12/ 
hozzárendelésre tehát■jellemző, hogy ha

P W  -o U  Cot'i ^  
usy U C ^ U C ^  . j /5,13/

A /3.I3/ tulajdonsággal rendelkező hozzárendelésről azt 
mondjuk, hogy müvelettartó.

Ha egy c csoport ĉb,... minden eleméhez az A , ^ , , . .  
mátrixok halmazának egy-egy elemét rendeljük:

o. — =» A , V) —-* . . . /3.1V
s ez a hozzárendelés müvelettartó, vagyis ha

ex — -*■> Q , Vts — •-? j
úgy /3.15/ab — A fc,
akkor azt mondjuk, hogy a mátrixokkal a C  csoport ábrá
zolását létesitettük. Az ö , m á t r i x o k  sorainak ill. 
oszlopainak száma az ábrázolás dimenziója.

Megjegyezzük, hogy a /3.14-/ hozzárendelés müvelet
tartó jellegére vonatkozó /3*15/ követelményünk maga 
után vonja, hogy a hozzárendelésben szereplő Ax . - • 
mátrixok maguk is csoportot alkotnak.

Valóban: /3*15/ azt mutatja, hogy a C  csoport ele
meihez rendelt mátrixok összessége bármely két fi mátrix
szal együtt azok szorzatát, A& -t is tartalmazza. Az 
csoporttulajdonság tehát teljesül. A matrixszorzásra az
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asszociatív:;.tás ■ crvénye tudvalevőleg érvényes, Ez azt 
jelenti, hogy a (ü) csoporttulajdonság is teljesül. Ha 
a tetszésszerinti p csoport elemhez a P , az e, egységé 
elemhez pedig az E. mátrixot rendeljük, úgy a C csoport
ra fennál (ui.) cs:porttulajdonságot kifejező ejp^pe-^p 
feltételtől a művelettartás /3 .15/ követelményét figye
lembe véve E.P«P£-P következik, ami azt mutatja, hogy 
az A f t  «•. mátrixok között is találunk egységelemet,
Ezzel a 0*0 csoporttulajdonság fennállásáról is meggyő
ződtünk. Abból, hogy a C  csoportra fennálló CúuO cso
porttulajdonság szerint minden p csoportelemhez talál
ható egy a p p =»pfTWe feltételnek eleget tevő ip * inverz 
elem, valamint abból, hogy a /3.14/ hozzárendelés müve-/ — 'A q  ̂ ̂lettarto, következik, hogy a (3 elemhez rendelt r mat
rix eleget tesz a P~*P ®PPM= £. feltételnek. így a mátrixok
ra a CüU) csoporttulajdonság is teljesül. Megállapíthat
juk tehát, hogy ha valamely csoport minden eleméhez egy- 
egy mátrixot rendelünk müvelettartó módon, úgy a mátrixok 
csoportot alkotnak.

Fenti eredményünket a most bevezetett kifejezésmód
dal élve igy fogalmazhatjuk meg: Ha a forgáscsoport a 
S'-hrödinger-egyenletnek szimmetriacsoport ja, úgy az adott 
energiasajátértékhez tartozó sajátfüggvényeket az anyag
hullámtér elforgatásakor a forgáscsoport egy ábrázolásá
nak matrixai. transzformálok.

A /3,4/ sajátfüggvények /3.6/ forgástranszformáció
ját meghatározó U(i> mátrixoknak /3*7/ szerint unitérnek 
kell lenniök. Az olyan ábrázolást, melynek minden matrixa 
unitér, unitér ábrázolásnak nevezzük.

A fentiekben a forgáscsoportná.1 követett gondolat- 
menethez hasonlóan meg lehet mutatni, hogy ha a Schrödin- 
ger-egyenlet tetszésszerinti szimmetriacsoportjának pl. 
az azonos részecskék felcserélései vagy az anyaghullám
tér eltolásai csoportjának elemeit alkalmazzuk, a saját- 
függvények mindenkor lineárisan transzformálódnak.
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A transzformá lók matrixai a szóbanforgó szimmetriacso
port ábrázolását létesítik. A sajátfüggvények ortonormált- 
ságának megkövetelése esetén a szimmetriacsoportok ábrázo
lásai mindenkor unitérek,

d,, Redu obilis és irreducibilis ábrázolások. Te
gyük fel most, hogy a /3.4/ sajátfüggvények a Hamilton- 
operátor /3.2/ alatti

sajátértékegyenletét is kielégiti. /Itt a korábban az 
egyetlen Ai szimbólummal jelölt kvantumszámokból az im
pulzusmomentum-négyzet * sajátért ékét jellemző t* kvan
tumszámot külön feltüntettük; a sajátfüggvények jellem
zéséhez r\ és r mellett szükséges kvantumszámokat össze
foglalóan jelöli./ -̂ a r\ rögzitett értékéhez -nek 
S számú értéke tartozik, úgy a /3.4/ sajátfüggvényeket 
most a következőképpen rendezhetjük:

Zárt rendszer esetén a forgáscsoport /3.I6/ mellett a 
/3 .17/ sajátértékegyenletnek is szimmetriacsoportja. 
Forgatáskor tehát, ezen egyenlet adott -hez tartozó 
sajátfüggvényei lineáris transzformációt szenvednek.

/3 .I6/

sajátértékegyenlete mellett az impulzusmomentumoperátor 
négyzetének

/3.17/

Vezessük be most az

/3.20/
jelölést. Ezt felhasználva /3 .19/ a
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í> 3:

~ **-t) ^  ̂ /3 « 2.1 /

alakba irható. /3»20/ a /3*16/ alatti S hrödinger-egyen- 
let adott <r\ -he-z tartozó sajátfüggvényeinek forgás transz
formációját irja le, s igy - eltekintve a Ac,összefogla
ló jelzésnek a részletesebb megjelöléssel való helyet
tesítésétől - azonos a /3*6/ képlettel. Az 
matrix tehát megegyezik U U )  -val.

Abban az esetben, ha S>Hj vagyis ha adott Ely, sa
játértékhez az impulzusmomentum négyzetének egynél több 
sajátértéke tartozik, /3»20/-ból az matrix érdekes
sajátságát olvashatjuk le: az U-v*v»it,v-».wCeO matrixtelemek 
csak vv\ =.r esetén különbözhetnek zérustól. Az matrix
tehát ilyen szerkezetű: ^

Yyi = -̂ °<i

'fc

UfeO»

-1 A.

i
(O ..... C 
(i>-- O

<0--O
0...... ó Ó- - ■ ó

/ 3 * 22/
1 \ 

1
ö i" . .• • 
Ó.. o

O
\ Ii r
ó.. o

1 * 

ó ..o

? ......9
. i i 

o ..... o

X T * ™ "%
%

rjTTr "TS
! ‘ 
i >
ó > - • o

0.. p o-.- • p
/ y 

6 — ö

r o
1....o 1

Zérustól különböző ma 
székén találhatók, a vonalazatlan részen minden mátrix- 
elem zérus.

Ha valamely unitér ábrázolás minden matrixa az 
alapul választott függvényrendszer alkalmas választása 
utján a /3•22/ alakra hozható, úgy az ábrázolást redu- 
clbilisnek, ellenkező esetben irreducibilisnek nevezzük.

Valamely reducibilis ábrázolásra jellemző, hogy 
az alapul vett függvénytér egyes különböző altereibe eső 
függvényeket az ábrázolás egyetlen matrixa sem kombinál
ja egymással, az ábrázolás mátrixainak alkalmazása során
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az egyes alterek "önmagukba transzformálódnak", A függ
vénytér, amelyben reducibilis ábrázolást létesítettünk, 
a szokásos kifejezéssel élve "invariáns a terekre esik 
szét". A fent példaként bemutatott esetben az egyes in
variáns altereket az x\r sajátérték különböző értékeihez 
tartozó, egymástól /3.18/ alatt pontosvesszővel elválasz
tott sajátfüggvények "feszitik ki".

e A  forgás sp^rt ábrázolásait meghatározó 
Lle-féle karakter Ist;tikos differenciálegyenletek, Aa ;in- 
finitezimái.Ls,-»..«p.gy?átorok cserereIá"1/’.1, Ve.gyünk szemügy
re egy a

‘ • * /3.23/
alapfüggvényekkel, kifeszitett függvénytérét, amelyben a 
forgásosoport ábrázolását létesítettük. A '7 3 .23/ függvé
nyek («szerint minden FGO forgatás alkalmazásakor a

/ 3»24/
V

módon lineárisan trarzf orrnál ódnak. Legyen

7 3 • 25/

a vizsgált függ ényterben egy tetszésszerinti /Fourier- 
sorba fejthető/ függvény. Ha itt a függvényeket az 

'r C.'sí) forgatáshoz rendelt /3.24/ lineáris transzformá
ciónak vetjük alá, úgy eredményül a

Y  M  =-2 \jér\ - 2  2  ̂  (-*) = 2  c; x

függvényt kapjuk. A ^  forgás transzformáció ja eredménye
ként adódó Fourier-együtthatóit a oy függvény
együtthatóiból egy U U )  lineáris operátor mátrixának 
alkalmazása szolgáltatja:

Leél ~ .

Az elforgatott függvény az eredeti, "y —bői esze
rint az lineáris operátor alkalmazásával kapható:

>VC*1-UUVy /5.26/
KFK1 215



Természetesen az forgások és az U U )  operátorok
között éppen úgy fennáll egy müvelettartó megfeleltetés, 
mint a forgások és az operátor o-o) matrix-
előállitása között, Ezért a /3.26^ alatti operáto
rokról is azt mondjuk, hogy a forgáscsoport ábrázolását 
létesitik.

Minthogy az f-X-O forgatás inverze az ugyanazon 
forgástengely körüli, ellentétes értelmű, oi szögű 
forgatás, az ezekhez rendelt és Ü-C-sO operátorok
nak is egymás inverzeinek kell lennie:

u c - s t K i c W )  , u u ^ c u c
Ezt felhasználva felírhatjuk a következő azonosságot:

UC(D . /3.27/

Jelöljük az és forgatások szorzatának, az
forgatásnak forgásvektorát ^ -val. 

tettel az U. operátorokkal létesített ábrázolás müvelet
tartó jellegére, a megfelelő.operátorok között fenn kell 
állnia a megfelelő

U.tjŐUXá') 'UC<y)

egyenletnek. Ezt /3.27/-be irva

U ( ^ - U . C ^ U C ~ 2 0  ' /3.28/

adódik. Az szorzat ̂  forgásvektora természe
tesen oL és ̂  függvénye:

/3.29/

Differenciáljuk most /3.28/~at a forgásvektor^ kom
ponense szerint, /3»29/-et figyelembevéve:

u w  / 3 '30/
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Legyen most n ^ 0< Ekkor természetesen (i.«-*: kell, hogy 
legyen* Jelöljük a (!*% , /^pO^^deriválttenz rt S<..Cp)-Yal $ 
Sr. ((b) nyilván független az ábrázolást létesítő U. operá
torok alakjától, azt a forgáscsoport szerkezete íieghatá- 
rozzat Vegyük ezenkívül tekintetbe, hogy C ^ ^ T V ^ ^ r) ^ 0 
az ábrázolat I* inf initezimális operátora«. /3®30/tehát 
igy Írható;

Ezek a differenciál.egyenletek az ábrázolás Lje-féle ka
rakt-éri sztlkus. differenciálegyenletei. Minthogy az 
ábrázolás konkrét alakjától függetlenül adott, /3*31/ 
felírásához csak az ábrázolás I*. inf initezimális operá
torait kell ismernünk. Tekintettel arra, hogy a /3*31/ 
differenciálegyenletek a kezdeti feltétel ( A W V  \  meg
adása esetén az ■ucpo operátort egyértelműen meghatároz
zák, megállapíthatjuk: A forgáscsoport valamely ábrázolá
sát az !<■ inf.initezimális operátorok megadásával egyér
telműen .jellemezhetjük»

Az Ir inf initezimális operátorok azonban nem ad
hatók meg tetszésünk szerint* azoknak meghatározott in
tegrálhatósági feltételeket kell kielégíteniük. A /3«31/ 
egyenlet megoldásaként adódó ^M(^) operátor különböző sor
rendben képezett vegyes parciális deriváltjainak meg kell 
egyezniök egymással:

/3*31/—et ide behelyettesítve a

eredményre jutunk» írjunk itt (^~-0-t„ Ekkor ~
= , o.O^P/^O^eriváltak pedig az I. infini-

tezimális operátorokkal, egyeznek meg. Tekintetbe véve,
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hogy- OwW-^ egyenletünk az 
jelölés bevezetésével az

•»>
lac-U-i- 2  £vCJ r /3.32/* 1 

alakot ölti. Az együtthatók kiszámításához nem kell 
meghatároznunk a definíciós képletben szereplő ten- 
zort. Elég annyit tudnunk,az együtthatók, éppúgy,
mint az tenzor, amelyből azokat származtattuk, füg
getlenek a szemügyre vett ábrázolástól; értékük tetszés
szerinti ábrázolás esetén mindig ugyanakkora. Célszerű 
ezért az együtthatókat egy egyszerű ábrázolás expli
cit felhasználásával meghatározni. A forgáscsoport legis
mertebb /de nem a legegyszerűbb!/ ábrázolása az \r hely
zetvektor Xi, derékszögű komponensei által kifeszi-
tett függvénytérben létesített ábrázolás. B függvénytér 
függvényei a

c^(V^ - oux* +- v sül- r

alakba irhatok és az cxA, Cvu kifejtési együttható meg
adásával jellemezhetők. A c*CO függvény /szemléletesen* 
a függvény nivóf elületei/ f orgásvektoru inf initezimá
lis elforgatása esetén a térnek abba a rögzített pontjá
ba, amelyhez' az elforgatás előtt a c^íOfüggvényérték 
tartozott, az elforgatás eredményeképpen a

(>-öo/.xc') •= <\Oc.-cS = ( cx+Soí x a.Y£
függvényérték.kerül. Az elforgatás eredményeként adódó

c.f'C’íO7=1 a’-c.« (.9> O-í,
függvény o^.cx}^ kifejtési együtthatóit az

a, - 4- Soi^cx.y

Ck{ ~ <Soiaa A + - £ 0̂ 0^
< \ \ - = +- <SoiA<Xt + ) /?»33/

összefoglalva az
aj ~ ^  Cé*Tj)s± /3.3V
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infinites-imális trai-szf :má' -ió szolgáltatja.. Ha /3,33/-at 
az

'i \ ra.

\a V

A o o\
cm  o
\0 OAj

föö 0 0 0  4\  [o-\o\
0 00 u Sĉ J a 0 0
AOoj \i90O

 ̂j ö o  ” ̂ 11 
\Ö A o)

alakba írjuk, majd. ezt /3.3V-gyel összehasonlítjuk, a 
I infinitezimális operátor-vektor komponenseire az

fa
a

A

t f o o o  \ T f oo-i \ T f o ~ K Q \
1 = Ű Ű ' A  ) , i ,  ^  0 O O  1 Ú Ö1 M ű o ^  ^ O O Ü ' 'O o D

eredményt kapjuk. Közvetlen számítással meggyőződhetünk 
arról, hogy ezek az

felcserélési relációknak tesznek eleget. A /3.32/—ben 
szereplő együtthatók értéke eszerints ~ íu< » í ^
= 'ívv^'twr'W*^)a többi zérus, -et egy mondatban igy 
jellemezhetjük:

és S-y*’ minden indexpárban antiszimmetrikus..

Az általános definició értelmében valamely kvan
tummechanikai rendszer S_ impulzusmomentumopérát óra az 
állapotfüggvény I_ infinitezimális forgásoperátorának 
^  -szorosa:

/3 *32/ eredményünk lehetővé teszi, hogy nyomban felirjuk 
az impulzusmomentum csererelációit:

'CnÁ 1 |
vagy vektoralakba tömöritves

j X A - ̂  i. . /3.35/

*r
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A következőkben az impulzusmomentumot aló, Planck- 
állandó egységül választásával fogjuk megadni* Ennek meg
felelően mindenütt, ahol eddig vi -t irtunk, a jövőben

fogunk irni* /3«35/ például az uj egységgel ki
fejezve a

Ax J - C i
--- /3.-36/

alakot ölti. A ̂  impulzusmomentum-operátor és az !_ infi- 
nitezimális forgásoperátor kapcsolata most

/3.3 7 /

f. A csererelációk megoldása. Az impulzusmomentum 
lehetséges értékel» A következőkben célunk az, hogy meg
keressük az Ir infinitezimáiis forgásoperátorok /3*32/ 
csererelációinak megoldásait: Választ akarunk adni arra 
a kérdésre, hogy az Ir infinitezimális operátorok matrixai 
számára milyen kifejezéseket enged meg /3*32/?

A /3«32/ csererelációk összes megoldásait felku-
\tatva egyszersmind módunk nyilik a forgáscsoport összes 

lehetséges ábrázolásának megszerkesztésére, A 24. oldalon 
megismert tétel szerint ugyanis valamely ábrázolást infi- 
nitezimális operátorainak megadása egyértelműen jellemez.

Tekintettel•az infinitezimális operátorok és az 
impulzusmomentum /3«37/ kapcsolatára, az operátorok 
összes, a csererelációk által megengedett matrix előállí
tását meghatározva egyszersmind az impulzusmomentum-ope
rátor lehetséges matrixelőállitásait is megismerjük.

Az operátorok helyett előnyösebbnek fog
bizonyulni a

J - í V l i  = /3.38/*V

operátorok mátrixainak felkutatása. /3.32/-ből következik, 
hogy a /3.38/ operátorok felcserélés! relációis
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^3*38a/

• /3.38b/

- 2 - V  /3.38c/

Vegyük most szemügyre a forgáscsoportnak egy ,vé~
gesdimenziós függvénytérben .létesített unitér ábrázolá
sát* A 3, koordinátatengely körüli forgatások a forgás
csoportnak egy felcserélhető alcsoportját alkotják.
/A ’’felcserélhető" jelző azt jelenti, hogy a szóbanforgó 
csoport bármely két eleme felcserélhető*/ A vizsgált áb
rázolásnak azok a matrixai, amelyek a 3» tengely körüli 
<x(ö, O , oO forgásvektoru forgatásokat ábrázol
ják, az ábrázolás müvelettartó tulajdonságából követke
zően felcserélhető mátrixok kell, hogy legyenek. Meg le
het mutatni, hogy felcserélhető unitér mátrixok rendsze
re mindenkor egyszerre átlós alakra hozható*'Azt, hogy 
felcserélhető hermitikus mátrixok egyszerre átlós alakot 
ölthetnek, már tudjuk a kvantummechanikából. Származtas
sunk le ezért az forgatásokhoz az ábrázolásban ren
delt unitér mátrixok mindegyikéből egy hermitikus
mátrixot a következő módon;

H (oO ̂  í m ) . /3.39/

Figyelembe véve az U-vCot) unitér voltát kifejező ~
relációt, könnyű belátni, hogy valóban

hermitikusi
-a. I ■»- U (ptV

/3*39/-ből kifejezhetjük -t:
. . . ~ctV(oOU  . / 3•40/

Abból, hogy az ^(^forgatásokat ábrázoló mátrixok
felcserélhetők, következik, hogy a belőlük származtatott 
/3 *39/ hermitikus mátrixok ugyancsak felcserélhetők és
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igy egyszerre átlós alakra hozhatók* Ha a közös saját- 
függvényrendszer függvényeit <A,-mel jelöljük, úgy a 
UU) operátor;k sajátértéke.gyenletes

U-Uó CpO .

Itt }A-**C«0 a UUV:perátor sajátértéke* Az co^ függvények 
természetesen a /3?.40/ operátornak is sajátfügg
vényei az Q j d ^ C ' s a j á t é r t é k e k  melletti

. /?•«/

a W U  operátorok sajátfüggvényeinek teljes rendsze
rét alapfüggvényrendszernek választva a /3.41/ egyenlet- 
hői látható módon az UUtori operátorok matrixa is átlós 
alakot ölt, A /3*41/-Uen szereplő függvényt az
ábrázolás müyelettartó jellegére vonatkozó követelmény
ből határozhatjuk meg* A 3 » tengely körüli o*. és (i> szögű 
forgások szorzata egy d . \ { l szögű forgás. Ennek meg« 
felelően az mátrixokra fenn kell hogy álljon az

Â-iCoO

egyenlet, A /3#4lA-ben szereplő sajátértékekre ebből az

feltételt kapjuk* A függvénybe igy adódó
-v *• U.+-fO

egyenlet a lineáris függvények függvényegyenlete.
-nak tehát arányosnak kell lennie U ~val:

Az függvények megváltozását a 3* tengely körüli <* 
szögű forgatás esetén megadó /3*41/ képlet eszerint

-V.Vno( . /3.41a/
0

E képlet felhasználásával felírhatjuk a 3* tengely körü
li forgatáshoz tartozó infinitezimális operátor hatását 
megadó
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képletet* tehát a i3 «-C. L* operátor v-n sajátértékhez
tartozó sajátfüggvényét

=• vt\ , /3#42/

Vizsgáljuk meg most a operátor hatását az Co*, -hol a
, majd a operátor alkalmazásával kapott függvény- 

re. /3.38ar*h/ és /3.42/ felhasználásával kapjuk*
+ C*0 - J+ (i% + -0oo*« (Vrv^a+u 0  , /3.43a/

u O  * i, * (vw-A^O.(oO. /3«43b/

Innen látható, hogy a /3.42/ sajátértékegyenlet co^ meg
oldásából a J+ operátor alkalmazásával ^  -nak vh+>\ sa
játértékhez tartozó sajátfüggvényét kapjuk meg. 0 + ismé
telt alkalmazásával egy megadott -hői kiindulva w> 
egyre nagyohh értékeihez jutunk el. Az vo sajátértékek 
e sorozatának korlátosnak kell lennie, ellenkező eset
ben a szemügyre vett függvénytér végtelendimenziós vol
na, ellentétben f eltevésünkkkel, Jelöljük az Yr* saját ér
tékek sorozatában a legnagyobb értéket -vei. Erre tel
jesülnie kell a

^3,44/

feltételnek. Ha ugyanis /3.44/-gyel ellentétben 
volna, úgy /3*43a/ értelmében a függvény a ^  operátor 

sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye volna. Ez 
azonban nem lehetséges, miután^ éppen az w> sajátértékek 
sorozatának legnagyobb tagját jelenti, - A /3.44/ össze
függéssel definiált függvényből kiindulva /3«43b/ 
értelmében ^  ismételt alkalmazásával eljuthatunk rend
re az sajátértékekhez tartozó sajátfüggvé
nyekhez s
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CO- A = Vr\ ■=- ; /3r45/

CjO ^ _ 2. — ^ - < * ^ - 4  rv\ ^-2. ~ W ji. -V-Cna-Vso »!^ , />Ua-

A sajátfüggvények e sorozata egyszer véget kell, hogy 
érjen, hiszen feltételezésünk szerint a vizsgált függ
vénytér végesdimenziós.

Mutassuk ki most, hogy a operátor hatását a 
/3*45/ eljárással definiált függvényekre a követ
kező képlet adja meg:

• /3.46/
ahol

<*w •“ ^  ~ vnO^vO, • 46a/

A /3.46/ állítást teljes indukcióval bizonyltjuk he,
/3*44/ azt mutatja, hogy esetén igaz az állításunk
a együttható zérus értéke mellett. Tételezzük fel
most, hogy a bizonyítandó /3.46/ egyenletű valamely 
értékére fennáll. E feltételezés és a /3.38°/ csere
reláció, valamint az kapcsolat felhasználá
sával a

eredményt kapjuk. Ha itt tekintetbe vesszük a /3.42/ 
sajátértékegyenletet, valamint a feltételezett /3.46/ 
egyenletet, a kívánt alakú

összefüggésre jutunk, ahol

/3.47/
Meggondolásunk egy rekurziós relációt szolgáltatott

-re. Az kezdeti feltétel mellett /3.47/ megol
dása

/ 3 . W
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amint azt /3*46a/ alatt állítottuk, Tekintettel arra, 
hogy feltevésünk szerint a vizsgált függvénytér véges- 
dimenziós, az rri sajátértékek között kell lenni egy leg
kisebbnek, amelynél az 05^ sajátfüggvények /3»^5/ soro
zata végetér* Ez akkor következik be, ha o m é g  O , 
de . Ekkor /3»46/ szerint kell, hogy legyen,
ami /3*48/ szerint azt jelenti, hogy

— vwC.yw.vA.'} -=0.
Ennek az vri-ban másodfokú egyenletnek két megoldása 
yy\‘* . és . Itt csak a második megoldás jöhet
szobai -̂V-A nem léphet fel az Yf\ sajátértékek sorozatá
ban, hiszen feltevésünk szerint az Yy\ sajátértékek kö
zött a legnagyobb. Eredményünk szerint tehát a ^  operá
tor /3»^5/ alatt definiált sajátfüggvényeihez tartozó 
sajátértékek sorozata

^  -re azt a megkötöttséget kaptuk, hogy -tői -ig 
egészszámu lépésekkel el kell jutnunk. ÎX̂  -nek
tehát miatt nemnegativ/ egész számnak kell lennie:

1 i V
Vezessük be most az függvények helyett az állandó 
szorzóban különböző

A
^ . r i£ * L iu .  (v .s ,t v - , - o  / 3. w(í -VvO1. I- ̂ 'VVO' \

függvényeket, ^^-re a operátorok hatását a szimmetri-

73.50/
kus

képletek adják meg,. Természetesen éppúgy, mint«A^, sa
játfüggvénye vij -nak az'M sajátérték melletti

/3.51/
/3*50/ és /3*5-l/ képleteink megadják a és ^  operáto
rok hatását a ^  függvényekre, s igy termé-
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szetesen a "belőlük származtatható

infInitezimális operátorok hatását is meghatározzák.

A /3*4-9/ alatt definiált

/3-53/

függvények /3*51/ szerint a hermitikas operátor kü
lönböző sajátértékeihez tartozó sajátfüggvényei és igy 
ortogonális függvényrendszert alkotnak. Ha pl.'v^ -t 
normáltnak is választjuk, úgy /3»50/ biztositja a 
/3>53/ függvényrendszer összes többi függvényének nor- 
máltságát* Eszerint /3»53/ a szemügyre vett függvény
térben egy dimenziós alteret klfeszitő ortonor-
mált függvényrendszer»

/3.5O/ és /3.51/ eredményeink, valamint a /3.52/ 
képlet figyelembe vételével könnyű meggyőződni arról, 
hogy ha az I; infinitezimális operátorokat a /3.53/ 
függvények bármelyikére alkalmazzuk, a kapott eredmény 
mindenkor a /3»53/ függvények valamely lineáris komlpi™ , 
nációja lesz. infinitezimális forgatáskor tehát a /3.53/ 
függvényrendszer által kifeszitett függvénytér önmagá
ba transzformálódik. Tekintettel arra, hogy a /3.31/ 
Lie-féle karakterisztikus differenciálegyenletek segít
ségével az infinitezimális operátorokból kiindulva tet
szésszerinti forgatáshoz rendelt operátor meg
szerkeszthető, megállapíthatjuk, hogy a /3V53/ függ
vényrendszer által kifeszitett függvénytér nemcsak 
infinitezimális forgatás, hanem a háromdimenziós tér
ben végzett tetszésszerinti elforgatás esetén is ön
magába transzformálódik.

Azt találtuk tehát, hogy a szemügyre vett függ
vénytérnek a /3«53/ függvények által kifeszitett 1 -̂A
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dimenziós altere tetszésszerinti forgatással szemben In
variáns függvénytér» Ebben tehát a forgáscsoport 
dimenziós ábrázolása valósul meg* Az 1-̂ infinite-
zimáiis operátorok hatását megadó /3»52/, /3*50-51/ .kép
letek a 23. oldalon mondottak értelmében ezt az ábrázo
lást egyértelműen .jellemzik» E képletekből kiindulva a 
/3.31/ Lie ~féle karakterisztikus differenciálegyenletek 
segítségével, az ábrázolás tetszésszerinti forgatáshoz 
rendelt mátrixát meghatározhatjuk. A forgáscsoportnak a 
/3,52/, 3„50-51/ képletekkel definiált !-{+* dimenziós 
ábrázolását röviden a szimbólummal jelöljük.

Az infinitezimális elforgatás X operátora /2.11- 
"12/ értelmében tetszésszerinti, az £. helyzetvektortól 
függő skalárfüggvény esetére:

T - —r x '

Az , Tj inf initezimális operátorokból /3-*38/ sze
rint képezett J)_, ^  operátoroknak az )
/ ^  egész/ gümbfüggvényekre való hatását a /3*50-51/ 
képletekkel azonos alakú

 ̂i Yu, ^ ̂
képletek adják meg. [lásd pl. Blohincev: A kvantummecha
nika alapjai., V.függelék, /32-34/. ]

A fentebb mondottakat figyelembe véve, ebből kö
vetkezik, hogy az Yjim  gömbfüggvé
nyek forgatáskor a forgáscsoport DíW irreducibilis áb
rázolása szerint transzformálódnak.

g. A forgáscsoport P ábrázolásának tulajdon
ságai. A következőkben megmutatjuk, hogy a forgáscsoport 

ábrázolása irreducibilis ábrázolás. A 21. oldalon 
mondottak szerint egy csoport reducibilis ábrázolásának 
függvényterében mindenkor található olyan /valódi/ altér 
amely bármely csoportelem alkalmazásakor önmagába transz
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formálódik /invariáns altér/* Olyan függvénytérben vi
szont, melyben a szóbanforgó csoportnak irreducibilis 
ábrázolása valósul meg-, valódi invariáns alteret nem le
het találni.

Ha tehát kimutatjuk, hogy a /3*53/ függvényekkel 
kifeszitett 2. +̂^ dimenziós függvénytérben nem ta
lálható valódi invariáns altér, úgy ezzel egyszersmind 
igazoljuk, hogy a ábrázolás irreducibilis.

Tegyük fel most - a bizonyítandó állítással el
lentétben -, hogy a ábrázolás reducibilis, ^+-4 -ben 
ekkor kell lennie egy 2-̂ +̂  -nél kisebb dimenziószámu 
altérnek amely minden forgatáskor önmagába
transzformálódlk. Vizsgáljuk meg, miképpen változnak 
meg a \n altér vektorai a 3. koordinátatengely körüli 
forgatások alkalmából? A 28* oldalon mondottak értelmé
ben e forgatásokat természetesen a altérben is fel
cserélhető unitér mátrixok ábrázolják, amelyek egyszer
re átlós alakra hozhatók. E mátrixok sajátértékei - a 
/3*4-la/-ban szereplő sajátértékhez hasonlóan - 
alakúak. Jelöljük azt a normált függvényt, amely a 3* 
tengely körüli c< szögű forgatáskor C-v.v™*)-val szorzó-
d i k , - m e l .  E függvényre érvényesek a következő egyen
letek? A — ivr> 4. A

/3-5V

A 0* hermitikus operátornak a^*^ dimenziós függ
vénytérben sajátfüggvénye van. Ezeket az előző pont
ban mind meghatároztuk és /3*53/ alatt soroltuk fel. 
"^w-nek tehát, minthogy /3*5^/ értelmében a operátor
v* sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye, meg kell egyez-
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nie a /3»53/ függvényrendszer megfelelő függvényével, 
■^-rnel, Alkalmazzuk most a altérben talált 
függvényre először az 1., azután a 2. koordinátatengely 
körüli cíc* szögű inf initezimális forgatáshoz rendelt 
unitér transzformációt. A transzformáció eredményeként 
adódó függvény

\ylvv ~ +• L^oO^-W,

-C-A + Xj_ £*C) >

ATv-beli "v^-ből forgástranszformáció utján előálló
ill. függvények természetesen ugyancsak — hez

tartoznak. De T„ -hez kell, hogy tartozzék ^  és 
tetszésszerinti lineáris kombinációja, igy például az

kombináció is. Tekintetbe véve, hogy /3.50/ szerint 
a függvénnyel arányos, arra az eredményre jutottunk, 
hogy a Tv altér ̂ „*4 ~et is magában foglalja. G’oiid.ola.t:— 
menetünket megismételhetjük, helyett a függvé
nyekből kiindulva, s igy azt találjuk, hogy a függ
vények is beletartoznak a Tv, függvénytérbe. Tovább ismé
telve eljárásunkat a /3«53/ függvényrendszer minden függ
vényéhez eljuthatunk. Következésképpen a függvénytér 
tartalmazza a /3.53^ alatt felsorolt ortonormált
függvény mindegyikét. A ^  függvénytérnek eszerint leg
alább dimenziósnak kell lennie. Eredményünk tehát 
ellentmond feltételezésünknek, amely szerint 'v, a /3 »53/ 
függvényekkel kifeszitett függvénytérnek 1-^ -nél
kevesebb dimenziós, valódi altere. A ábrázolás ennél
fogva nem lehet reducibilis. Ezzel igazoltuk állításunkat 
a forráscsoport v  ábrázolása irreducibilis ábrázolás.

Azzal, hogy a forgáscsoport D1̂  ábrázolásait fel
kutattuk, lényegében a forgáscsoport összes végesdimen
ziós unitér ábrázolását megismertük. Ahhoz azonban, hogy 
ezt az állításunkat pontosabban megfogalmazhassuk, előbb
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be kell vezetnünk az ábráz . lás ok ekvival en. iá,j ának fogal
mát.

Vegyük szemügyre egy csoportnak az ortenormált

/3«55/
alapfüggvényekkel kifeszitett T függvénytérben létesített 
unitér ábrázolását. A C  csoport p jelű-elemét ábrázoló 
operátort, mely a /3*55/ függvényekre hat.* U.C\?) -vei je
löljük:

^tipl ~ ’ /3.56/

Alkalmazzuk most a T  függvénytér minden^ függvé
nyére egy nemszinguláris S lineáris transzformációt. A 
/3«55/ alapfüggvények helyett a transzformáció a

TjjY* C^*5- '• • iyO  /3.57/

uj alapfüggvényeket vezeti be. Követeljük meg, hogy a 
/3*57/-tel definiált ^  függvények a /3*55/ alatti \|j>< 
függvényekhez hasonlóan ortonormált rendszert alkossanak:

(4*- >^0 »OVo J  .

Innen látható, hogy az operátor matrixa az egység
mátrix; S+-S tehát az egységoperátorral egyenlő:

S * 5 - 4 ,  - S. /3.57a/

Az S  operátornak tehát unitérnek kell lennie.

Mibe viszi át az S  transzformáció a /3*56/ függ
vényt? Ha - /3*57/ analógiájára - -vei je
löljük, ezenkívül tekintetbe vesszük a /3*57/-ből S -  
gyei való szorzással kapott ^ ^  egyenletet, úgy 
Írhatjuk:

pl * ^  s >
, /3.58/
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látható, h'gy a C  söpört minden egyes /pjelü/ eleméhez 
a /3 * 57/ alatti transzformáit alapfüggvényeknek is egy- 
egy A w  lineáris transzformációja van rendelve.A

^Gp)-t az A
IxCp} “ SUXp) S

/5.59/
reláció definiálja.

Könnyű meggyőződni róla, hogy a p csoportelemek 
és az UCp) operátorok közötti

A
p - ^ > U ( v )  /3.6O/

hozzárendelés — hasonlóan a p csoportelemeknek az UCp) 
operátorokkal, való

73.61/
ábrázolásához - ugyancsak müvelettartó, Ha A  -nek azA .A , .px ~nek az operator felel, megj

\ Ap A—

úgy a szorzathoz rendelt a _0s operátort a követ
kezőképpen kapjuk meg. -höz a /3.6I/ ábrázolás -
•amely természetesen müvelettartó — az

operátort rendeli*. A -höz rendelt -A -,0s operátort 
/3*59/ felhasználásával kapjukí

= SUC?,)V4s a C <̂ S ' ' ~ U 6 p ^ u C p l'>

-höz a /3.60/ megfeleltetés tehát a -hez 
és ^  -höz rendelt A -os operátor szorzatát rendeli, 
ami éppen azt jelenti, hogy a /3.6O/ megfeleltetés
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■müve le fr tar‘tó Az Ucp) operátorokból a /3»59/ transzfer 
máci.ó utján kapott' 0(p) operátorok tehát .'gyan-̂ ak. a C 
■csoport t.gy a'; .rázolását létesítik, /3 :.Vr/ és /3.57a/ 
alapján meggyőződhetünk arról, hogy az unitér U(p)ope-/* Arátorokból az unitér j> alkalmazásával előálló U(p) operá
torok ugyancsak unitérek;

ű ' V S t T í p ^ - s u v s * *  (su(p)S^J^ = 

■-(5Ucp) S T  - Ö + Cp) .
Meggondolásaink eredményét a következőkben foglal

hatjuk össze: Ha egy C  csoport p-*- Ucp) unj.tér ábráz o - 
lásának az ortonormált al apf üggvényrend--
szerrel ki.feszi.tett függvényterében egy uj T £*5'-fe

,h) orTOnormált alapfüggvényrendszert vezetünk be
6 /nunitér transzformáció segítségével, úgy az uj 'f'e,

/  "  ‘  ) A |alapfüggvények, transzformációját megszabó u ( p )  operá™
C Acsoport \o-> U(p) unitér 'ábrázolását 

létesítik. Az Ucp) és az Ucp) operátorok kapcsolatát /3*59/ 
adja meg.

A fentiekből láthatjuk, hogy valamely C csoport egy 
p -> Ucp) unitér.ábrázolásából egy $ unitér transzformáció 
alkalmazása:.

0  (p) - 5 Uíp)S 1 ■ /3.59/
utján a C csoport ujabb unitér ábrázolását nyerjük. A 
fentiek alapján világos azonban, hogy a p-*Ucp) és a 
P -  Ocp) ■ábrázolások "lényegében" azonosak; különböző
ségük csupán az alapfüggvényrendszer különböző megválasz
tásából ered. Ezért két ábrázolást, amelynek operátorai 
között fennáll a /5»59/ kapcsolat, ekvivalensnek fogunk 
neve zni»

Miután bevezettük az ábrázolások ekvivalenciájának 
fogalmát, most már igazolhatjuk a következő állítást:
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A forgás -sop ^etszéssiserln4:! vége«dlmenziós trreduci- 
bllls, ur.lt ér ábrázolása c-lr/i valeus_a ' ̂  ábrázolások
val amelyikével ,

Vegyük szemügyre a forgáscsoport tetszésszerinti 
A  végesdimenziós, irreducibilis, unitér ábrázolását. Az 
A  ábrázolás-T függvényterében a 3. koordinátatengely kö
rüli forgatásokat természetesen most is felcserélhető 
unitér U5 (°C) operátorok ábrázolják, A UjU) operátorok 
közös sajátfüggvényeikre a /3.41a/-val analóg

U3 0pc) 4̂  - e
képlet által megadott módon hatnak. Egy meghatározott

sajátfüggvényből kiindulva a^t operátorok ismételt 
alkalmazásával megszerkeszthetjük a sajátfüggvények/3.53/ 
tipusu ortonormális rendszerét, amely egy invariáns függ
vényrendszert feszit ki: a £>(íl ábrázolás Zj+L dimenziós 

függvényterét. Feltételezésünk szerint az A, ábrá
zolás irreducibilis, igyT~ függvényterében, valódi inva
riáns altér nincs. A~í̂ j+i függvényterét a fentiekben a 
T  függvénytér függvényeiből szerkesztettük meg. HaT^+1 
a T  függvénytérnek nem valódi altere, úgy szükségképpen 
azonos kell, hogy legyen vele. Ezzel bebizonyítottuk, 
hogy az A ábrázolás tere azonos a D CP ábrázolás teré
vel, s igy a két ábrázolás legfeljebb az alapfüggvény
rendszer választásában különbözhet egymástól. Ez pedig 
azt jelenti, r.o-",, forgáscsoport szemügyre vett véges- 
dimenziós, irreducibilis, unitér, de különben tetszés
szerinti A ábrázolása ekvivalens D «> -vei, amivel állí
tásunkat igazoltuk.

x

Most megmutatjuk, hogy ha egy kvantummechanikai 
rendszer sajátfüggvényei közül 2 ^1 függvény forgatás
kor a forgáscsoport irreducibilis ábrázolása sze
rint transzformálódik, úgy e függvények az impulzus-

■ - 40 . -
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momentum négyzetének a sajátértékhez tartozó saját-
függvényei. - A 3 impulzusmomentum-operátor komponensei 
/3*57/ szerint az 1A, 1̂ ,  Ts infinitezimális forgásoperá
torok i -szeresével egyenlők. /3.38/ felhasználásával 
Írhatjuk:

)y * * •
Az itt szereplő operátorok hatását megadó /3«5o/
/3 .51/ képleteket tekintetbe véve kapjuk:

Ezzel állításunkat igazoltuk. Eredményük az adódott,hogy 
az impulzusmomentum négyzetének lehetséges értékei 
alakúak » 0,|; ,4, ̂  \ | y adott értékéhez -nak •LH
különböző sajátértéke tartozik. Ezek: ** •••,-!»
A következőkben annak jelzésére, hogy a /3«53/ függvé
nyek a ̂  operátor JCj+A) sajátértékéhez tartozó saját- 
függvényei , •y-t vn mellett még egy "J indexszel is el 
fogjuk látni:>|/jw ,

h. Sp.lno.rok. matrixai. A következőkben célul
a ábrázolás tetszésszerinti forgatáshoz rendelt
mátrixainak meghatározását tüzzük ki.

Első lépésként foglalkozzunk egy kétdimenziós függ
vénytérül. egy 1/2 spinű részecske)két független spin
állapotát leiró alapfüggvények által kifeszitett spintér 
unitér transzformációival. Ha a függvénytér j^j 
alapfüggvényeit a

c /j.62/ 

S.tT iii4 +• Í-k *
lineáris transzformációnak vetjük alá, úgy az alapfügg
vényekkel a f- +-C_yî .yv alakban kifejezett ^
függvény 
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transzformáitjának CVjl , c\x kifejtési együtthatóit a

73.63/

c_̂  — +■
C’-̂  *OCyv + clc.ŷ

lineáris transzformáció szolgáltatja. Az

U - ( c Í )
transzformációs matrix unitér voltát kifejező U L U M  
feltételből következik, hogy

ctóUU*' - «UU. ctóU.* - \ dUt u\1'- \ .

Az unitér U  matrix determinánsának abszolút értéke te
hát 1-gyel egyenlő. Legyen Ha U.-Í -vei
megszorozzuk, egységnyi determinánsu /unimoduláris/ 
mátrixot kapunk:

Látható, hogy bármely \X unitér matrix felirható, mint 
egy U 0 unimoduláris matrix és egy - ̂  ^  függvényekben 
bilineáris kifejezéseket /fizikai mennyiségeket/ válto
zatlanul hagyó - X- fázistranszformáció szorzata.
Ha vizsgálatunkban azokra a transzformációkra kivánunk 
szorítkozni, amelyek a -ban bilineáris kifeje
zések értékét érintik, úgy elegendő az unimoduláris 
unitér U. mátrixokkal foglalkoznunk:

dftjt VJL — A , cxjcL'cfio’« A.

Az VJl unitér voltát kifejező feltétel:
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Innen az U. unitér operátor mátrixé l.emei között a cL* a*, 
összefüggéseket kapjuk. Legyen < x s-tvr*, & 

ekkor a /3»63/ alatti ̂  matrix az
/s-i* -t*-* ̂  /3í6V

s+ '■'Jj

alakban irható fel. A d d U  = 1 feltétel a most beveze
tett SAví,,vJTt , mennyiségek között az sS vr* \ v vrj- *
~ ^ \  kapcsolatot adja. Ezért Írhatjuk:

S ^ i O" ̂  'o ̂  x i ■ /3.65/

Vezessük be most a

Pauli-féle matrix vektort. Ennek komponenseire fennáll
nak a következő relációk:

Q'J" *» c •! |

= c<3-m  <T4g; — s;c> ĉ ., .

A 29. oldalon definiált £..f szimbólum segitségével eMrelációkat a következő egyetlen kifejezésbe tömörithet- 
jük:

+ /3*67/

/Itt - és a következőkben - a kétszer előforduló vek
torindexekre 1-től 3-ig összegezni kell./

/3«65/ és /3.66/ felhasználásával a /3.64/ alatti 
u  mátrixot a következő alakba Írhatjuk:

/3•68/
U.̂ oC)« ~ t'ílg'-Vn ̂
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Zlú.

Vizsgáljuk meg most, miképpen transzformálódik a 
% függvénnyel felirt

á - ( £  vrl) /3.69/

kifejezés, ha ̂  -re a /3»68/ alatti Úti) operátort al
kalmazzuk? transzformáitja a következőképpen alakít
ható át:

A -t tartalmazó tagot a kettős vektorszorzat
kifejtési tétele és a Sí vektorra érvényes <>"*§7 
összefüggés felhasználásával a következő alakra hozhat
juk!

0»̂ % - / 3 • 7 2/JL X

anv̂ .̂ együtthatója igy alakítható át /5*67/ figyelem
be vételével1

U V U  VÍ,Y\ 5- ̂ % ) ^ ' C 0!OX x)~

~ - c 5" ~\ ^
+’C'0 6-)e'CnS-') .■ ~ j-

/3.71/

* 'Oí.Oo'r x\ i  r\ f „ [vvCG:̂

73.73/
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Használjuk fel még, hogy a vektoroperátor - mint min
den vektor - a következőképpen bontható fel n -nel pár
huzamos és merőleges komponensének összegére:

H). / 3 . 7 V

/3 .72-7V  figyelembevételével /3*71/~ből a következő ki
fejezés adódik U l V U  -ra:

+• vix f>vv.oL,

Ha ezt /3,»70/-he helyettesitjük, azt találjuk, hogy az 
S kifejezés a következőképpen változik meg a 
transzformáció következtében:

i  ~ *lC %'r\) + v> x >n026 <x r\ x ^  *
Ábránk mutatja, hogy e képlet az s vektor oc forgás- 
vektoru elforgatását irja le:

Azt találtuk tehát, hogy a ^ függvénynek a /3.68/ 
alatti LcO*) operátorral való minden transzformációjához 
az S vektornak egy*forgásvektoru elforgatása tartozik. 
Megfordítva már nem állíthatjuk, hogy minden forgatás
hoz egy /3.68/ tipusu operátor tartozik. Ha ugyan
is pl. az s vektort tetszésszerinti tengely körül oi.~2.ir 
szöggel forgatjuk el, úgy az változatlan marad, a meg
felelő U.C^n) operátor viszont -1-gyel egyenlő. Az 
oC^O szögű forgáshoz, melynek során ugyancsak válto
zatlan marad, ugyanakkor az UXo} operátor tartozik. 
Általában bármely oC forgásvektoru forgatáshoz két egy
mástól előjelben különböző operátor tartozik: az UUv*) 
és az • Ezért azt mondjuk, hogy
a /3*68/ operátorok a forgáscsoport'kétértelmű ábrázo
lását létesítik*

Határozzuk meg a forgáscsoport UX-fc) operátorokkal 
létesített kétértelmű ábrázolásának infinitezimális 
operátorait. Infinitezimális forgatás esetén /3,68/-ból

KFKI 215



adódik; étből az infinitezimális operátorokra a

QUC<A • /3.7V

T í _ _ . L f 0 'c\  r __ L / ^ o \A a- m  0/ > i w  o J , 1^' J
eredményt kapónk. Származtassuk le most az inflnitezi- 
mális operátorokból a /3*38/ képletekkel definiált 

J* ill* J V) J, operátorok matrixait:

J  J . i r 0 ^  J » i / H  ° \ ; / 3 * 7 6 /J-u Oyl ) 2-v.i 1
1 ^ Í 0 Á  \  ( 7 0 ° \  /3.76a/

J + i ^ ű o  J ) a  U  o  J  ■

Hasonlítsuk össze eredményünket a j xV,~y alapfüggvé-
/  A \nyekkel kifeszitett függvénytérben létesített D  ̂ áb

rázolás Jt , J* operátorának mátrixaival. Ezek /3.50-51/ 
szerint a következő alakúak:

( ^ S  '■ I  .

/3.7&-76a/-val összevetve e képleteket megállapíthat
juk, hogy a /3.68/ alatti ui*) unitér operátorból le
származtatott infinitezimáloperátorok matrixai megegyez
nek a forgáscsoport QlVl irreducibilis ábrázolásához 
tartozó infinitezimáloperátorok mátrixaival* A /3.68/ 
alatti unitér operátor tehát éppen a forgáscso
port ^ irreducibilis ábrázolásában az o£ forgásvek- 
toru forgatáshoz rendelt operátor.

Ha a valamely kvantummechanikai rendszer saját- 
függvényei a D V° ábrázolás szerint transzformálódnak,
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1. ábra

Ez az ábra a 4-5. old. 
szövegét illusztrál
ja. /1 3. sor, kettős
pont után./



- 4-6/B -

a/ kiindulási helyzet
b/^-szögű forgatás a z--tengely körül
c/(i “Szögű forgatás az y.tengely körül
d/o( -szögű forgatás a z-tengely körül

Ezek az ábrák a 47. old, szövegét illusztrálják. 
/Alulról 3 sor, kettőspont után./



úgy a 4-1. oldalon mondottak értelmében a rendszer im-c V “)pulzusmomentuma | = V», -del egyenlő.. A D  ábrázolás 
szerint transzformálódnak tehát speciálisan az \  spinű 
részecskék spinfüggvényei is. Ez közvetlenül is látható, 
ha összehasonlítjuk a &  ̂  ábrázolás szerint transzfor
málódó állapotfüggvényü rendszer impulzusmomentumának 
/3 *76/ matrixait az elektron /s minden spinű rész/
<> spinoperátorának /2.13/ alatt megadott mátrixaival: 
a /3 *76/ mátrixok /az időközben egységül választottá 
állandótól eltekintve/ megegyeznek az ^ spinoperátor 
komponenseinek mátrixaival. Tekintettel arra, hogy acVx
D *■ ábrázolás irja le az spinű részecskék spin

függvényeinek forgástranszformációját, a ábrá
zolás szerint transzformálódó mennyiséget spinornak 
nevezzük,

s

A következőkben az ot. forgásvektor komponensei he
lyett az y Euler szögeket fogjuk használni a há
romdimenziós térben végzett forgatások jellemzésére.
Az Euler-szögeket a következőképpen definiáljuk:

Először koordinátarendszerünk 2 -tengelye körül 
y szöggel forgatunk.

Ezután ugyanezen koordinátarendszer ^ -tengelye 
körül végzünk egy ^-szögű forgatást.

Végül ismét egy a a -tengely körüli o( -szögű for
gatást alkalmazunk.

E három forgatás eredményét a következő ábrák mu
tatják; az elforgatásnak alávetett objektumot a vasta
gon kihúzott vektorháromláb szemlélteti:

Minthogy az ^ Euler-szög-hármassal jellemzett 
forgatás a 3. ill. a 2. tengely körüli forgatásokból
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épül fel, irjuk fel /3*68/ alapján az és (LC^jQ)
forgásvektorokkal jellemzett ̂ C°0 és ~k c p  forgásokhoz 
rendelt éd UvC^) mátrixokat:

Ü.1W = U C o 1ol̂ = ^ 0 ^

Az Euler-szög-hármassal jellemzett forgatáshoz
rendelt operátor matrixa ezekkel igy irható
fel:

’-fcW1 pZ. USi~ 
X

ittDefiniáljuk most a 0 v̂ iß'Tr) operátort, amely a forgás- 
0/ \csoport 0 irreducibilis ábrázolása szerint transzfor

málódó ̂  spinoroknak a koordinátarendszer Euler-
szög-hármassal jellemzett elforgatása esetén fellépő 
változását irja lei

* - D ltou ^ r

A ^  spinorral leirt anyaghullámtér /spinvektor/ - ®< 
forgásvektoru elforgatása esetén a alapfüggvé
nyek ugyanugy változnak meg, mintha az anyaghullámteret 
/spinvektort/ rögzítetten tartva, a koordinátarendszert 
vetjük alá * forgásvektoru forgatásnak. A D  
operátor eszerint a következőképpen fejezhető ki a 
/3>77/ alatti UUf>^ -val:

matrixa tehát a következő alakú:

cn f ^  \
-í w  ^  /3>78/V fKVv (/O —— /i-  ^  00 3-
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Miután at oĉ ,y ábrázolás mátrixainak /3*78/ alakgát 
megismertük, megszerkeszthetjük bármely ábrázolás
mátrixát, Képe-szük ebből a célból a 0 C<) ábrázolás te
rét kifemUtő j»VjL . alap-spinorokból a következő

ha try ány a z or z a t o t:

Ki fogjuk mutatni, hogy a mennyiségek a forgáscso
port 0  ' ábrázolása szerint transzformálódnak. Az 
anyaghullámtér /spinvektor/ 3. tengely körüli oi szögű 
elforgatásakor az ixC*0<o) t=Lk(P<0 &C) mát
rixok szerint transzformálódnak. /3 ,77/ alapján irhát-
duk :  c l  4 *

S-l a ^ ^  iIx. /j, ’

Könnyű meggyőződni róla, hogy a /3»79/ alatt definiált 
mennyiségek transzformációs törvénye ugyanezen 

forgatás esetére

#z megegyezik a VJ ábrázolásra jellemző /3,41a/ 
transzformációs képlettel, /3*80/-ból következik, hogy ̂A
a /3.79/~cel definiált -ek a O' ábrázolást de
finiáló /3.50-51/ képletek egyikének, /3.51/~nek ele
get tesznek.

Abhoz, hogy állításunkat, mely szerint a for
gáscsoport irreducibilis ábrázolása szerint transz
formálódik, bebizonyítsuk, még azt kell igazolnunk,
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hogy a y.^ mennyiségek a D ä ábrázolást definiáló 
összefüggések közül a másik kettőt, a /3«50/ alatti 
képleteket is kielégítik.

c-0

Infinitezimális forgatás esetén transzfor-
máltját, —t az L_ Inf initezimális forgév.-operáto
rok definíciója értelmében-

•M A'-adja. Más alakban is f e 1 irhat j u k f „ *1 1 \ ^  bL \ f* J \yt.
minthogy a ̂  spinorok infinitezimális forgatás esetére 
érvényes transzformációs képleteit ismerjük}

'MV ~t ennek felhasználásával, a következő, álakban fe
jezhetjük kis

( Ä -  
Lc^vc^v.,

Innen az i., i> infinitezimális operátorok hatását ki
fejező képleteket leolvashatjuk:

OjV_-
(̂ vwDĤ V.

A J±»v.I^T l K operátorok hatását most kapott eredményeink 
segítségével könnyen felírhatjuk:
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Vegyük itt figyelembe, hogy a operátorok a kö •

/3.82/ és /3*79/ felhasználásával /3»81/ a következő 
alakra hozható 3

Minthogy kapott eredményünk /3»50/-nel egyezik, korábbi 
megállapításunkat figyelembevéve kijelenthe+; jük:

A /3'79/ alatt definiált \Ĵ „ kifejezések eleget 
tesznek a ábrázolást definiáló /3*50"”51/ egyenletek
nek. Ezzel Igazoltuk fenti állításunkat,-- amely szerint 
a fvt ' rp.lnoro.khnl felépített, /3«79/ alatt defi-
niált mennyiségek, a forráscsoport irredu^-íbl:
lis ábrázó.1, ás a szerint transzformálódnak.

Tekintettel arra, hogy a , .̂,/t alap-spinoroknak 
a koordinátarendszer oífy Euler-szögü elforgatásához ren
delt transzformációs mátrixát /3»78/ alatt meghatároz
tuk, a | -bői felépített, a ábrázolás szerint
transzformálódó, /3*79/ alatti mennyiségek tetszés
szerinti forgatáshoz tartozó forgásmatrixát könnyűszer
rel felírhatjuk.

A koordinátarendszernek a 3* tengely körüli szö
gű elforgatása esetén ^  ^3*78/ szerint a

KFKI 2.15
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módon transzformálódik. A /3*79/ alatti -y^mennyiségek 
transzformációs törvénye ugyanekkor

I VVy»«í /
7 3.83/

Ha a ^^mennyiségeknek a koordinátarendszer Euler-
szögü forgatáskor fellepő megváltozásét leiró mátrixot 

-val jelöljük:

, / 3 . 8 V

úgy a 3 * tengely körüli o<-szögű forgatáshoz rendelt 
matrix D & U o o }  - O ^ t o o - O .  Ennek konkrét alakját 
/3 *83/ és /3.84/ egybevetésével állapíthatjuk meg:

o lt^ O o ) = 0^1 COO ̂  -  5 e.“ ' . /3 ■■ 85/

Ha pedig a 2. tengely körül ^-szöggel forgatjuk
el koordinátarendszerünket, úgy megváltozását a
£ 'f spinorok /3.78/ alapján felírható ) *~h.

=  ^v00-?- '

1 Vi =  < - 1 ^  ̂

transzformációs képlete határozza meg:

! W "  £  - ? ̂  I ) ( V * ^  +L , ^ t 'V‘”-

Y v ~ \  rJ-c''*• U-vvvwV. J v^'-c)v cr ‘

(wWywv.J bj/t
oWs-vJ
•'YiW

+* -VH-ff")



A 2. tengely körüli ^ -szögű forgatás matrixa o)
Ennek kifejezését /3.86/ és /3.84/ egybevetésével olvas
gatjuk le:

6-

- 53

Az általános «£ Euler-szögü forgatás mátrixát a mát
rix-szorzás szabályai segítségével /3'.85/-ből és 
ből kaphatjuk meg:

= z o ' Í . ü o o ) ö 1 ^ o : d ^ wco'0 f i  = /5 -88/

•  l í t t  r ~ ^
Ezzel kitűzött feladatunkat megoldottuk: meghatá

roztuk a forgáscsoport irreducibilis ábrázolása sze
rint transzformálódó függvényeknek a koordináta-
rendszer Euler-szög-hármassal jellemzett - tet
szésszerinti - elforgatásához tartozó transzformációs 
matrixait.
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4. Impulzusmomentumok összeadása a kvantummechanikában

a« A forráscsoport w A U _____szorzatábrázolásai
nak kire dukál ás a.» Vegyük szemügyre most egy és egy ̂  
impulzusmomentumu kvantummechanikai rendszer

> ̂ Ái-ií4 ) - ■ ■ j ) /4.1a/

X-vV) X ú V o  • • * •) X . W 1 * ‘ ’’ Xv-v A.lb/
sajátfüggvényeit. Ezek a oldalon mondottak szerint
a forgáscsoport 0 ^  ill. ábrázolása szerint transz-
formálódnak* A koordinátarendszer Euler-szög-hár
massal jellemzett elforgatása esetén tehát -re ill

Xv-x “re a

=-5 fW. ■ /4.2a/

/ 4 -2b/
transzformációs képletek érvényesek. A szemügyre vett 
kvantummechanikai rendszerek egyesítésével kapott rend
szert - kölcsönhatásmentes esetben - a alakú,

számú szorzat-függvénnyel, vagy ezek al
kalmas lineáris kombinációival Írhatjuk le* —

A koordinátarendszer y Euler-szög-hármassal jel
lemzett elforgatása esetén a szorzatok /4.2/
szerint a következőképpen transzformálódnak:

CfÍ'yNXvyV ^  ̂  ^vv\̂ Vv\ -

Könnyű meggyőződni róla, hogy a szorzatok transz
formációját meghatározó mátrixok ugyancsak a forgáscso
port egy ábrázolását létesítik. Ezen ábrázolás matrixai 
/4,3/ szerint a következő alakúak:

r .n
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vagyis a D C-ties ábrázolások mátrixainak direkt
szorzata alakjában irhatok fel. Ezért a /4.4/ mátrixok
kal létesített ábrázolást a 0^  és a 0 ^  ábrázolások
ból képezett szorzat ábráz olásnak nevezzük és Ö^xO 1̂  - 
vei jelöljük. A 0 * ^ x 0 ^  ábrázolás általában redu- 
cibilis.

Vessük fel most a kérdést: ha a szorzat
ábrázolás matrixait olyan alakra hozzuk, hogy az ábrá
zolás reducibilis volta szembeszökővé válik, vagyis az 
ábrázolás minden matrixa

a
o o  -

' ~'i

O ' '"o ,

h

A. 5/

tipusii alakot ölt, ahol a sávozott négyzetekben álló 
álmatrixok irreducibilis ábrázolás matrixai, úgy milyen 
D q) irreducibilis ábrázolások mátrixait találjuk a 

sávozott kockákban?
\ a')

> ̂  '
zolások matrixai lépnek fel, úgy ezt szimbolikusan a

D‘*‘V  •. + o '^

' - )

74.6/
egyenlettel fejezhetjük ki. Egyenletünk tartalmát sza
vakban igy fogalmazhatjuk meg:

Ha a o íü szorzatábrázolás matrixait a /4-.5/
tipusu alakra hozzuk, ahol a sávozott négyzetekben ir
reducibilis ábrázolási mátrixok állnak - röviden: ha a 
O ^ X  szorzatábrázolást kiredukáljuk - , úgy a

szorzatábrázolás a Ö  * \ ̂  ̂ ( , O  irreducibilis áb
rázolások direkt összegére bomlik fel*
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Milyen V  , - - • , értékek fordulnak elő a
ötw * o^'° szorzatábrázolás irreducibilis ábrázolá

sokra való /4.6/ felbontásában?

E kérdés megválaszolása céljából első lépésként 
kutassuk fel a 4’̂ , szorzatok által kifeszitett 
függvénytérben azokat a függvényeket, amelyek a 3 *ten- 
gely körüli c* szogü forgatas.eseten e -val szor
zódnak meg. Minthogy a ill. 0 ^  irreducibilis
ábrázolás szerint transzformálódó ill.
függvényeknek a 3•tengely■körüli U szögű forgatás ese
tén /3.41a/ értelmében ,-val ill. o, -val
kell szorzódniok:

-V.TA, «<•

a 7 ^  szorzat a forgatás eredményeképpen az
(w\ =vw;vvvn0 tényezővel szorzódik meg. leg

nagyobb értékét akkor és csak akkor veszi fel, ha 
-nek és v^^-nek egyarant a legnagyobb értéket:

^  -et és -y -t adjuk. A szorzatok által
kifeszitett függvénytérben létesített ábrázolás esze
rint egyetlen függvényt:
a w . • -t azA*u

képlet szerint transzformái. Ezen maximális 'o\̂
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értékhez tartozó függvényből kiindulva a /3.4-5/ alatt 
bemutatott eljárás segítségével megszerkeszthetjük függ
vényterünk w\ "•> ''V'-ii. értékekhez tartozó
függvényeinek egy sorozatát, melyek a 3.szakasz f.pont
jában mondottak szerint egy a irreducibilis áb
rázolás szerint transzformálódó invariáns alteret alkot
nak a szemügyre vett függvénytérben. Az maximá
lis m-értéknél eggyel kisebb vwx értékhez .két
függvényt találunk: a és a ‘fH.Xi'H fÜgs"
vényeket. Minthogy függvényterünk alapfüggvényei között
- melyeket mind m meghatározott értéke jellemez - az

értékhez csak e két függvény tartozik,/ « , « \a * ábrázolás szerint transzformálódó
Cvn- ,̂ +ít-A, függvények közül az
vv\ ■a-iv + ii —* indexű ezek lineáris kombinációja kell, hogy 
legyen.! H ^  j, és a <*{* szorza-
tok másik független értékkel jellemzett line
áris kombinációjából kiindulva - amelyeT'Célszerűen az 
előbbire ortogonálisnak választunk - ismét a /3»4-5/ 
alatti eljárás segítségével egy a v*.» * * * \
értékhez tartozó függvényekkel kifeszitett alteret 
szerkeszthetünk meg, mely szerint transzfor
málódik. Tekintettel arra, hogy a csökkenés sorrendjé
ben következő értékekhez mindig egy-
gyel több szorzatfüggvény tartozik, ilymódon függvény
terünkben egymásután olyan, a 0 Ĉ  ábrázolás szerint
transzformálódó, a i'vVü~a /••••> 'H’jvKt alapfügg
vények által kifeszitett altereket szerkeszthetünk meg, 
amelyeket a J index ^  ... szorzata
jellemez. Hol ér.véget e sorozat?

A cp. -v szorzatok által kifeszitettHl V*Vv'\ A \«-yvvx
függvénytér (l^Ű-ü dimenziós. Az előbbiekben,
a 0 Ĉ  x ábrázolás kiredukálását célíó eljárá
sunk során olyan
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ortonormált alapfüggvényrendszert vezettünk be, melynek 
rögzített értékéhez tartozó függvényei a DCi) irre™ 

ducibilis ábrázolás szerint transzformálódó, 2.̂ -A di
menziós invariáns alteret feszítenek ki. 
dimenziós függvényterünk 1 +̂-̂  dimenziós altereinek 
dimenziószáma összegül -et kell, hogy ad
jon. , A számtani sor összegképletét felhasználva:

,-2 —(̂|a ̂ ^>-0 ^Ww = C 2-(* +■ -OQ. ^  I

adódik, ahonnan pozitív négyzetgyököt vonva a

* l ̂  -r
értéket kapjuk. Eredményünk szerint tehát a DciJ
szorzatábrázolás /4-.6/ felbontásában előforduló 
értékek a következők: . . . , l^~^\ ,
A /4.6/ felbontás röviden tehát:

D V xOtiA- 2  0C°. 74-7/
ia| k W'

Későbbi felhasználásra való tekintettel kiemel
jük, hogy minden forgástranszformáció esetén változat
lanul maradó, invariáns - vagyis a O*" ábrázolás sze
rint transzformálódó - függvény csak akkor van a 
szorzatábrázolás függvényterében, ha • Ebben az
esetben a függvénytérben e g y  invariáns függvényt 
találunk.

Eredményünk fizikai interpretációja a következő: 
Egy és egy ^  impulzusmomentumu, saját-
függvényekkel rendelkező kvantummechanikai rendszer 
egyesítésével kapott rendszer <*l4«v,^W)L szorzatalaku 
sajátfüggvényeiből - alkalmas lineáris kombinációk be
vezetésével - olyan függvényeket alkothatunk meg, ame
lyek a forgáscsoportnak a /4.7/ felbontásban szereplő
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irreducibilis ábrázolásai szerint transzformálódnak. Te
kintettel arra, hogy a oldalon mondottak szerint a

DCV ábrázolás szerint transzformálódó állapotfüggvény 
\ impulzusmomentumu /pontosabban: az impulzusmomentum
operátor négyzetének sajátértékéhez tartozó/
állapotot ir le, a /4.7/ felbontás a következőket jelen
ti: egy és egy(i impulzusmomentumu kvantummechani
kai rendszer egyesítésével kapott rendszer lehetséges 
impulzusmomentum-értékei: £ = ( > ..

b, A Celbsch--Gordon sor. Az előző pontbeli meg
gondolásaink arra az eredményre vezettek, hogy a 
függvényekből olyan lineáris kombinációkat képezhe-Lí\tünk, amelyek a forgáscsoport O l irreducibilis ábrázo
lásai szerint transzformálódnak:

"^V {k{-L •

-nek a szorzatok szerinti
/4.8/ kifejtése a Clebsch-Gordan-féle sor. A 
sorfejtési együtthatók a Clebsch-Gordan vagy vektor- 
összeadási együtthatók. - Hely és irásmunka megtakarí
tása céljából a Clebsch-Gordan együtthatókat szimboli
záló zárójelek mindkét oldalán feltüntetett y-y. in
dexeket a következőkben csak az egyik oldalon irjuk ki.

;w0) helyett a rövidség kedvéért tehát 
r . . w \, a -et irunk:

m > — > A . 9/
 ̂ '♦A-x'ryv̂W, ̂ '

Minthogy a függvényektől megköveteljük, hogy -
ugyanugy, mint a függvények - ortonormált
rendszert alkossanak, a Clebsch-Gordan együtthatók 
mátrixának unitérnek kell lennie:

Ík«*? • A - 10/
'■WK»*'***'
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A /4.9/> /4.10/ összefüggések természetesen csak egy 
közös fázistényező erejéig határozzák meg a Clebsch- 
Gordon együtthatókat. E határozatlanságot úgy küszöböl
jük ki, hogy megköveteljük; l ) mindenkor
valós, nem negativ szám legyen:

jvw) ̂  O A , 11/

A következőkben célunknak azt tüzzük ki, hogy 
a Clebsch-Gord ,<n együtthatókat, mint a ^ 
indexek /kvantumszámok/ függvényeit meghatározzuk. 
Feladatunk megoldásában a forgáscsoport ábrázolása 
szerint transzformálódó mennyiségek spinorok segítsé
gével való /3 »79/ előállítása lesz segítségünkre.

Első lépésként vezessünk be egy (wv* 
függvényrendszert, amely ugyanazon ábrázolás sze
rint transzformálódik, mint ./Ennélfogva
A következőkben megmutatjuk, hogy a és függvé
nyekből képezett

\ h JfK

normált kombináció a ábrázolás minden transzformá
ciójának alkalmazása esetén változatlanul maradó, in
variáns kifejezés. /Wigner jelölését használva /4.10/- 
et a

^ ^  / 4  • 1 2a /

' Í \ t/V ^r a \ V (v  Valakban Írhatjuk fel, ahol a ( ^ (iA/

B-"í

szimbólum a metrikus tenzor szerepét játssza; /4.12a/ 
a vektorok skaláris szorzatával állítható párhuzamba./
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A. 1.2./ invarianciáját elegendő infinitezimális 
transzformációk esetére bizonyítani. ugyanis belát
tuk , hogy A  oo minden infinitezimális forgástranszformá
ció esetén változatlan marad, úgy az invariancia a 
/3-31/ Lie-féle karakterisztikus differenciálegyenle
tekből már tetszésszerinti forgatás esetére is követke
zik.

/4rl2/ forgásinvariáns voltának bizonyítása cél
jából alkalmazzuk -re és -re az

«Soc £ -= Cc>U  ̂ C £ *■*' il /4.13/
inf initezimális forgástranszformációt. /Itt <íoii»<̂ +̂CcS'oíl 
jx0o forgástranszformált ja ekkor

-L r
U o o  - p = “ ( "1 ~ c  <5o4 J  (J ~ c<5oc i  ,

A következőkben megmutatjuk, hogy megváltozása:

zérussal, egyenlő. Ha e kifejezésben a (Sód i skaláris 
szorzatot a /4.13/ alatt felirt alakban irjuk ki, úgy 
-C<5U, -C<S*oív, -iS**, együtthatói rendre a következő ki
fejezések lesznek:

X, r
’* í ^ í ^ T * ' ((  ^ (°i ' « v ’vVS"^C Í a J  ^

V»»'j 4

V w * ^ • ■—
A ^v-L operátorok hatását megadó /3.50-51/ képle
teket felhasználva azt találjuk, hogy mindhárom kifeje
zés zérus és igy A . 14/ értelmében -*0 ,
U« valóban Invariáns.
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Helyettesítsük most A . 12/-be helyére a 
A .  9/ kifejezést. }-».«<, ekkor a

/ A  »14-/

alakot ölti. Vezessük be most Wignert követve a

f i -  i‘i k - ' ^ C  ■ ■ |. a /alq/U ^ w , ) '  v i= r ~  ) /4 -15/
jelölést. Ez a Wlgner-féle 3-,i szimbólum. E jelölés fel- 
használásával A, 14/ a következő alakba irható:

^ Ü £ i )  V O k - M -  • /4 -16/
/4.15/ felhasználásával meggyőződhetünk róla, hogy a 
Clebsch--Gordon együtthatókra kirótt /4.11/ követelésünk 
a Wigner-féle 3-j szimbólumokra vonatkozóan a

U A f - l " "  f A . 17/

feltételt jelenti.

Használjuk fel most ismét a 3» szakasz h. pont-
y / <̂y \jában talált eredményünket, melynek értelmében a D

ábrázolás szerint transzformálódó spinorokból a /3*79/ 
minta szerint felépitett mennyiségek forgástranszformá
ció alkalmazása esetén a ábrázolás szerint transz-
formálódnak. Tegyünk fel, hogy a Z^-79/
minta szerint spinorokból épül fel:

UiO!

c, i'"** /4.18a/
M  >

A . 18b/

V» V— A . 18c/
M  •

r  c ió 1. í v  ^
i

/4.18/ alapján kijelenthetjük, hogy a
szorzatfüggvények által kifeszitett függvénytér azonos 
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a > ?>a spinorokból képezett

iM" a . 19/

hatványszorzatok kifeszitette-függvénytérrel.

Minthogy a (ft,*, ) 7^** , <o{* függvények rendre 
a irreducibilis ábrázolás szerint transz-
formálódnak, a szorzatok transzformáció
ját a X 0^ Cli % ' U U j x  ) szorzatábrázolás
szabja meg. Ha tekintetbe vesszük a X 0 Ĉ  szorzat
ábrázolás irreducibilis ábrázolásokra való felbontását 
megadó /4«7/ képletet, úgy a D^'xQ^'x ábrázolást a

0 C‘‘V  ű1'*'1 k o ‘° - Z  Oci'\ ̂  /4-20/
u*'

alakban bonthatjuk fel. A egyenlőtlen
ségre való tekintettel a ^ összegező index /4.19/-ben 
egyszer és csak egyszer a ^ ̂  értéket is felveszi, 
igy a /4.20/ felbontás a D ^ x O 1̂  ábrázolást pontosan 
egyszer tartalmazza.

Idézzük most fel, hogy a oldalon mondottak
szerint a 0C‘̂  x Dĉ  ábrázolás függvényterében csak ak
kor találunk invariáns függvényt, ha ^  ̂ s ekkor is
csupán egy ilyen függvénye van a függvénytérnek. Ezt 
tekintetbe véve megállapíthatjuk: a x szor
zatábrázolás függvényterében mindenkor pontosan egy in- 
variáns függvény található.

Tekintettel arra, hogy a Oc*'\ 0(|,\  Oljí szorzat
ábrázolásnak a szorzatfüggvények által
kifeszitett függvényterében talált /4.16/ alatti Ĵ o* 
függvényről beláttuk, hogy invariáns, e_z a függvény te
hát függvényterünk egyetlen invariáns függvénye.
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Ugyanakkor azonban függvényterünkben - melyben 
a /4.18/ képleteket követő megállapitás értelmében /nem 
normált/ alapfüggvényeknek a 4 £, !a*
hatványszorzatokat is választhatjuk - könnyűszerrel fel
írhatunk egy invariáns függvényt, mely •o ■tol alakilag 
különbözik,

Alkalmazzuk most a U ‘■'ábrázolás szerint transz- 
formálódó ±̂i v spinorokra - az összes lehetsé
ges párosítások mellett /ezek száma (^»3 / - a /4.12/ 
képletet. Tekintettel arra, hogy az előzőkben meggyőződ
tünk a /4.12/ kombináció forgásinvarianciájáról, kije
lenthetjük, hogy a v ̂ j /ŷtL ,7^^ spinorokból képezett

r [  ( * it  ^  ( £  5 - 0 , -\ í1 - í) A -2 1 /

kifejezések invariánsak a koordinátarendszer forgatásai
val szemben. Alkossuk meg most e kifejezésekből a-követ
kező hatványszorzatot:

E kombináció a j Aí̂ ^  , >̂-i spinorpárokban
rendre -edfoku., tehát a /4-.19/ hatvány szorza
tok által kifeszitett függvénytér - mely a 0 Cil\ 
szorzatábrázolás függvényterével azonos - függvényei kö
zül való, A /4.2/ kombinációk invarianciájából követke
zik, hogy a belőlük megalkotott /4.22/ kifejezés is in
variáns. Most' idézzük fel, hogy az előzőkben arra a meg
állapításra jutottunk, hogy függvényterünkben a /4.16/ 
alatti jAoc az egyetlen invariáns függvény! Ebből követ
kezik, hogy a /4-.22/-nek - egy § állandó szorzótól el
tekintve - meg kell egyeznie ju.0 -lal:
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A ^ együtthatót abból a feltételből kell meghatároznunk, 
hogy /4.2J/ jobb oldala - éppúgy, mint a /4-.16/ alatti 
jjLo« - normált legyen, E feltételből Ijl -ra - hossza

dalmassága miatt itt nem részletezett - számítással a

M  r cin)'aity.ciiV. f ------------ ---r— --- *------------ 1 /4.23a/
Cji-p! ( i»*ü +-A")\ -

kifejezés adódik.

Helyettesítsük be most a /4-.18/ kifejezéseket 
A.16/-ba:
. r  ̂\l______p._________________________

> * '•(.(« i vO ’- ( ' * 0 K ^ O' l C (
{x+«*r U-'n ->»«■_, í̂ . /4.24/

•fi k  %  n-i 5i í-i •
’. Másrészről, ha /4.23/ egyes tényezőire a binomiá
lis tételt alkalmazzuk, ra a

2  / ^  »■&- ̂ V .(^  C ju j i  -0  •________

j.e< */* • Ĉ i *

i '**' + *V •***+:* jlVj'j,'̂ V̂oí. 4-̂1 -i *(o [l-*x **<■(
' k  m  n-t 5i

kifejezést kapjuk. Vezessük be itt helyett az
v̂\a,wvu és 2- összegező indexeket a következő definíció
val :

«<^1 VpV-'Hi v <*» *«»4  ̂ ^ ~ ̂  •

Ekkor imént felirt kifejezése a következő alakot 
ölti:

"0- ’

Z. / r̂Í'*VU' il'V'*! W*,. , I'"*
•<*° 5i sH *u n-i ^  M  •V/V*vV*V 1 -»A
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/4* 25/'-öt /4*24/~g.yel S'&ßaehasoalitrva a következő kif e
jezést kapjuk a Wigner-féle 3^ •-szim’eolumras

/ ■ ■ ' \ V-lí* v-v*'c-vw'í
/ j = [-A) - * i

. [ t\\* «^VCiVvO! ̂ 'tv̂ Q'.C I, v̂V. (^-"^) ■ % /4<26/
L (a-io1 UiO>. ao- 1

/Itt As Összegezés a azon értékeire értendő.,
amelyek mellett egyik faktoriális-kifejezésben sem áll 
negativ szám./ Állapítsuk meg most a Q nprmálási együtt-■ 
ható előjelét a /4.17/ feltétel alapján. Az eset
ben /4.26/ nevezőjében az első tényező ^ !, az utolsó

! Minthogy a i'aktoriális kifejezésekben csak nem ne
gatív szám állhat, ~b egyetlen értéket vehet fel: aa=ű~t... 
Ekkor a ^  jel alatt álló kifejezés nemnegativ és.igy a 
/4-.17/ előjel-feltétel a következő alakban irható fel:

Vegyük most tekintetbe azt, hogy mindenkor egész
szám és hogy esetünkben o~\K =-^3,-v̂  ̂  ̂  Ekkor feltételünk 
igy irható: .

■amiből , , .

következik: Figyelembe véve\^>| /4,23a/ alatti kifejezé
sét, irjuk be ezt az eredményt A.26/--ba. így a Wígner- 
féle M  sz'.mbolum következő előállításához jutunk 
/tekintetbe véve á (T-aV1 (~0 ^ ¥vvn _

Y egyenlőségét:

f ^ V  i
1  ̂•c i *v 1 \ .

ci'
1

y V  X) ^ ° * * 0H& t C C U \ : X
* * ' • v-'vVi' C^\vw, víV. (i

(_<wvV'̂ i Vvv«. ao),

A .  27/ 
W.
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/4. 15/ segítségével a Clebsoh--Gordon együtthatók kifeje
zését is felírhatjuk:

1
C u 1 \

L j
L

.̂ C - i * t  k O  • ( ( k- ~ _______
£ t' Oa^- ̂-vwO.QtVvut-^‘ V^V^.^'x-v^-Ol

Cv̂ 4Í-VUx=
Számítsuk ki példaként a Clebsch—Gordon együtt

hatók értékét arra az esetre, amikor a /4.1/ alatt fel
irt függvényrendszerek egyike ■£• impulzusmomentumu kvan
tummechanikai rendszert ir le. Legyen mondjuk .̂*1 j 
helyett Írjunk í  -et. lehetséges értékei! 
megfelelő értékei: + i  ̂az ,1-^ értékeket veheti
fel /kivéve 1*0 esetén, amikor csak a eset való
sulhat meg/.

Határozzuk meg először a esethet tarto
zó Clebsch-Gordon-együtthatókat, a i v*.;?
kifejezéseket.

Vizsgáljuk meg először is a /4.28/-ban álló 
nevezőjét. Az első tényező l  !, a második 
Minthogy a faktoriális-jel előtt álló g *-nek és -nek 
egyaránt nemnegativ számnak kell lenniej £ egyetlen ér
téket vehet fel, a zérust, s igy a J[; is egyetlen tag
ból áll:
C \ '{ i ^
a f  (ifrO K H -a V  o 1- [ y 4  » * » + t V .( y 4 - » » * l V  C l  - I V - ( j *  ÍV- _
L ivy. J o* '

r uw'-a-v~v- "i t
Innen: * ̂  ___

c-_l ^ >*,-1 ^ /4.29/
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A j; esetben külön kell vizsgálnunk az
ya,-ít eseteket*

Az vv^ i- esetben a /4»28/ nevezőjében a 
következő tényezők sorakoznak: *• * . Innen
i -re a 3>>o , , 7: feltételek adódnak, aminek csak

tehet eleget. A /4.28/ alatti JE| ismét egyetlen 
tagból áll, amely a (-A')1 tényező miatt negatív:
C r í  i  *

. a

- [k { va)] 1 av, o* o\ oc^v*v.
-A

/4.3°a/

-A Ĉ-vw+aV-
fujä'T' l ci^'- ]

Jc-\A\ V-4

3lí
Az esetben a /4.28/ alatti 2  nevezőjé

ben a tényezők: V.(JU*V i * - • • Innen * re egyebek
között a l>o 3 ^ 0 feltételek adódnak, aminek
csak "z-tO tehet eleget. A ismét egyetlen tagjára re
dukálódik,
(j*i í  s*^\. 'il

A

,  _____ _ i~̂ y. oi 1 1 _ /4.30b/
V I T J v ö t  o'. M e | o )  C j k w O *  c ^ w o 1.

= —  r v i [k»*+4
V/^ÍVÖ I  <Jvw-V. J )

/4.29-30/ eredményeinket a következő táblázatba foglal-

/4.31/

Eredményeink lehetővé teszik, hogy atommagok 
erős spin-pálya-kölcsönhatást feltételező egy-részecske- 
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modellje alapján összefüggést vezessünk le a páratlan 
tömegszámú atommagok  ̂ .impulzusmomentuma és umágneses 
momentuma között.

Az atommagban meghatározott impulzusmomentummal 
keringő nukleon eredő impulzusmomentumának saját- 
függvényeit /4.8/ értelmében a következőképpéjti építhet
jük fel a pályamomentum ĉívw és a spin ~ saját- 
függvényeiből /s mindig £ , ezért elhagyjuk/:

• A - 32/

Az egyrészecske-modell. feltételezése szerint a páratlan- 
tömegszámú atommagok impulzusmomentumát és mágneses mo
mentumát egyetlen nukleonjuk a "páratlan” vagy "utolsó" 
nukleon szolgáltatja*

Ha az utolsó nukleont a /4.32/ sajátfüggvény Ír
ja le, úgy impulzusmomentuma j . A mágneses momentumot 
tudvalevőleg az mágneses kvantumszámai állapotban 
kell meghatároznunk:

■ /4'33/
Tekintettel arra., hogy a pályamomentum ül» a spin

sajátfüggvényével leirt állapotban a mágneses pá
lya- ill. spinmomentum -lel ill. a*m s -sei egyen
lő /ahol ill. a pálya- ill, spinmomentum giro-
mágneses együtthatója/ a /4.33/ sajátfüggvénnyel leirt 
részecske mágneses momentumának várható értékét a kö
vetkező kifejezés szolgáltatja:

h*-̂  2  i \\i M  n< . v-
Innen /4.31/ figyelembe vételével a v£ esetben

y  *  \ ~ i ) * ^  i i
a \ esetben a

eredményt kapjuk.
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A közismeV.'v S &n;\ dt-S ̂ü"L er-görb ék a A ,  34-35/ alatt ka- 
p -ttU-Ĉ ) függvényeket ábrázolják.

A'G’.él.g h-Grvrdán együtthatók másik alkalmazásaként 
a 2  hyperonok és K-mezonok

C M  C»~0
_o _ , I A . 36/

— Cvxl)

keletkezési folyamatainak hatáskeresztmetszetei között ve
zetünk le egyenlőtlenségeket a tö 1. tésfügg e11 enség feltevé
se alapján» -

A töltésfüggetlenség feltevése értelmében valamely 
folyamát hatáskeresztmetszetét meghatározó átmeneti mát
rixelem független a résztvevő részecskék töltésállapotát 
jelző 3* .izespin-komponens kvantumszámától, csak a T
teljes iz'osplntől függ: ■

<y, Hi I s ir ,  Sh;.MV ocCr) . A . 37/

Itt oTT< ill, <S„T„V a teljes izospi.il ill, a 3- izospin kom- 
ponens megmaradását juttatja kifejezésre, Há az átmeneti 
matrixelemet olyan kezdeti és végállapot között kivánjuk 
képezni, amelyek nem sajátállapotai a teljes izospinnek, 
úgy azokat ‘célszerű sorbafejteni az izospin sajátállapo
tai' szerint:

\W>~IHtm tX t h t \M  A -? 8/
t ,m t  t ,m t

Ha v és * k Mt meghatározott értékével jellemezhető, úgy 
természetesen M^-re nem kell összegezni.

Ezen előkészületek után irjuk fel a /4.36/ folya
matok átmeneti -matiixe1emelt, Figyelembe véve, hogy a 
pion és a 2,. -rész izospinje 1, a nukleoné és a kaoné 1/2,
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azt találjuk, hogy a A. 36/ alatti kj , k2, v-p v[, v2 ál~ 
lapotok A . 38/ tipusu sorfejtésében az izospin T ~4 v^ ,
''"I * X ®r^ékei lépnek fel. Az izospin 3» komponensének 
értéke a szereplő részecskék esetében

P tr+ tt~ 2 ’"zf2~ U ^ K 0
Mt = ^  \  - A  A  0 - 4  Í  " t

A A . 36/ alatti kétrészecske-állapotokat az egyes részecs
kék Tj., T2 izospinjével és az izospinkomponensek
kel jellemezzük*  ̂ ^

io-:w \a í  o-i'j,
.luo ■= Ul a I) , ■

A A . 38/ alatt szereplő együtthatók tehát éppen a 
Ctmt\tatx m t̂ m Tl ) Clebsch~Gordan=együtthatók. A
Clebsch-Go.rdan együtthatók matrixa ugyanis unitér és valós

£ T*Tx Hr, HTl |ThT  ̂~ (TK t \TaTjl .
Értékük a A ® 31/ táblázatból kiolvasható:

c i - i i w o -  c i - i K O - C x - i ^ í - » i > 

c f  - i  i v o  -  a  -  t  i ^  -  a  - í  i * t  ■-< t )  - í f .

ft

C t - t i o -  ( t - 1  H i

x l '*•••)'(t ^ l°0 “ (-T •

/A fel nem irt együtthatók zérusok./ írjuk fel most 
A . 39/~et és a Clebsch-Gordan együtthatók most talált ér
tékeit felhasználva a A . 36/ folyamatok átmeneti mátrix- 
elemét:

CvaU \ m  = í ^ cí ) 4 * C i ) , A -40a/
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O ' \ s  [u .,}« - + /4-4ÍJV

Jelöljük e három átmeneti matrixelemet rendre a.val,
-vei és '.’C -Tel /4,40/ felhasználásával belátható, hogy az 
a,b,o /komplex/ számok összege zéruss

o.’V^ ve —  O  ,
Ebből következik, hogy abszolútértékeiknek ki kell elégí
teniük az

[o,\ V A & l - l c \ ̂  O  ,

1<M t- le l -  V ÖL l ? 0 ; A . « . /

\c\ v W  - U l  ? o
háromszög-egyenlőtlenségeket. Ha tekintetbe vesszük, hogy
az egyes k — > v folyamatok 0^ ^  ̂  differenciális hatás- 
keresztmetszete az átmeneti matrixelem abszolútérték-négy- 
zetével arányos: ^  iĈ ’l i uSy /4.4-l/~-ből a kö
vetkező egyenlőtlenségeket kapjuks

\| - V í" v<*" -» \ R ^ s V  ^  ^  •
Ezen egyenlőtlenségek módot-nyújtanak arra, hogy a mérési 
eredményekkel való összehasonlítás utján ellenőrizzük a 
töltésfüggetlenség alapul vett feltevésének helyességét.
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a. Irre duo ib 1.1. is t enz orok. Amint arról a 3 ,szakasz 
h. pontjában meggyőződtünk, a I* L spinorokból fel-í» Iépített

it _\ I 02-0 ■ wi""
h  c—  i,--,-o /5.i/

mennyiségek forgatáskor a forgáscsoport irreducibilis
ábrázolása szerint transzformálódnak. Vizsgáljuk meg most 
részletesen a j -  1-hez tartozó

mennyiségek mégváltozását, ha az itt szereplő ( |^spino- 
rokra a S* infinitezimális forgásvektoru elforgatáshoz 
rendelt

/5.2/
transzformációb alkalmazzuk. /5.1/-et a j = 1 esetre spe
cializálva és /5.2/-t felhasználva Írhatjuk!

,4+Vn . J-V*v I—jr - -,̂-VH
< - \ w  k  t i

75.3/
t i  - ‘■ í i[u « .X s S o O T  +y-“ ^ C C£^ i')i t í ) r .

Vegyük most tekintetbe a ST vektoroperátor komponenseinek
a ^  spinorokra való hatását megadó

j. 'I

«vS-1-St,  « M - M*• *-

képleteket. Ha felhasználjuk /5.1/-et is, az /5-3/ alatt 
összefoglalt transzformációs képleteknek a következő ala
kot adhatjuk:

KFKI 213



_ 74 -

/5-5/

'flu* 4- <Soi3̂ |  ̂

<$• « <̂ « — ^[«So^Of^v<fA.0 -t^tC.^M-^i-0] , \  /5.V

^ L  = -<S<*ŝ -,].

Vezessük be most a ^to, mennyiségek helyett azok
XA  ̂ Xi. j lineáris kombinációit, melyeket az

• Xa = <̂ o ,

összefüggések definiálnak. /5 .5^ és /5*4/ felhasználásával 
felírhatjuk az x,, xx, xs mennyiségek forgástranszformá
cióját megadó képleteket:

. xl » *< + Soc Xj, -  Sct̂ X* , /
, c- r /5.6/*1 - -óoijX, + + 6ot, X3 ,

XJ ~ &*-i.XA ~ *>. +■ X* •
Ha az , xVx X3 mennyiségek összefoglaló jelölésére beve
zetjük az X̂ ) vektort, úgy az /5*6/ alatt felirt
három egyenletet a következő vektoregyenletbe tömörithet- 
jüks

x.1 = x - £o(xx . /5.7/

/.5.6/ ill, /5»7/ pontosan megegyezik az X helyzetvektor 
derékszögű komponenseit megadó xXl X! függvények jól
ismert transzformációs képleteivel.

/ (MlArra az eredményre jutottunk tehát, hogy a D áb
rázolásnak a i <̂ o » függvények által kifeszitett
függvényterében bevezethetünk olyan uj XM xM  x̂  alap- 
függvényeket, amelyek forgatáskor ugyanigy transzformálód
nak, mint a vektorkomponensek. Az xn xM Ki függvények 
kifeszitette függvénytér tehát azonos a D Cv) ábrázolás te
rével, ami azt jelenti, hogy *Ax xM x̂  és ekvi
valens ábrázolások szerint transzformálódnak. Tekintettel 
arra, hogy az ekvivalens ábrázolások lényegében azonosak, 
eredményünket így foglalhatjuk összes 
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Az & b^lyzetvektor Xm  , x.*, derékszögű komppá
nensei forgatáskor a forgásosoport PCM irreducibilis áb
rázolása szerint transz-formálódnak.

x

Vizsgáljuk meg ezután: milyen ábrázolás szerint 
transzformálódnak forgatáskor a /derékszögű koordináta
rendszerre vonatkoztatott/ tenzorkomponensek?

Égy másodrendű tenzor 't‘;u komponense a tenzorok 
definíciója értelmében tudvalevőleg úgy transzformálódik, 
mint a két vektor ~ mondjuk ^ és ^ - komponenseiből ké
pezett alakú szorzat. A tenzorkomponensek te
hát az Xv és vektorkomponensek transzformációját meg
szabó ábrázolásokból képezett szorzatábfázo1. ás szerint 
transzformálódnak. Ha figyelembe vesszük imént talált 
eredményünket, mely szerint a vektorkomponensek a áb
rázolás szerint transzformálódnak, megállapíthatjuk:

Valamely másodrendű tenzor komponensei forga
táskor a forgáscsoport Oc° x Q C1? szorzatábrázolása sze
rint transzformálódnak.

Látjuk tehát, hogy mig az x*. vektorkomponensek for
gatáskor Irreducibilis ábrázolás szerint transzformálód
nak, a tenzorkomponensek, ill. a velük azonos transz
formációs tulajdonságu szorzatok transzformációját
rodúdb11 is ábrázolás szabja meg. A következőkben ezt a 
reducibilis ábrázolást kívánjuk kiredukált alakra hozni.
Az szorzatok által létesített x 0Lt> ábrázolás ir
reducibilis ábrázolásokra való felbontása /4.7/ szerint a 
következő eredményre vezet:

D 1*  « D *  -  0 “ '♦  O t#  *  O *  . / 5 . 8 /

Az szorzatok azon lineáris kombinációit, ame
lyek a kiredukálás eredményeképpen kapott különböző irre
ducibilis ábrázolások szerint transzformálódnak, gépiesen 
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meghatározhatjuk a következő módon: Először az kom
ponensekből /.S*5/ mintájára megalkotjuk a

1 °f»>- 3..) X « "  ...
• ^ G c.-úxo, X A-^

mennyiségeket ( az * 111, ^ vektor un» gömbi komponenseit) 5 
ezekből azután a Cl ebseb-Gerdán, együtthatók /4»28/ kifeje
zését felhasználva, a C1 ebsch<>Gordan sor /4.8/ képlete 
alapján felépítjük a 0W  , szerint transzformáló
dó ^  mennyiségeket. A most leirt eljárás
elvégzését, mint hasznos gyakorlatot az olvasó figyelmébe 
ajánljuk. MI azonban itt néhány egyszerű vektor-algebrai 
ismeretre támaszkodva közvetlenül fogjuk megszerkeszteni 
az szorzatoknak a ill. D(o) irreducibilis ábráit
zolások szerint transzformálódó, keresett lineáris kombi- 
nácló it.

Az komponensekkel rendelkező, tenzor átlós-*
összege /spur ja/ az ~ skaláris szorzat
tal egyenlő. Ez ismeretes módón forgatások esetén válto
zatlan marad, ami azt jelenti, hogy a irre duo i~b il .is
áb r á z o 1 ás szer int t r ans zf o rmál, ó dlk ? — Az tenzor

~ ant is z immetrikns ré sgének három füg
getlen komponense -”V; A,b, i,V, ) nem más, mint az-x*^

* vektorszorzat három komponense. Az szorzatok e há
rom lineáris kombinációja tehát egy vektor három kompo
nensének transzformációs törvényét követi, vagyis a 
irreducibilis ábrázolás szerint transzformálódik, - Von
juk le most -ból a Qw szerint transzformálódó

Y antiszimmetrikus részt. Eredményül az 
) szimmetrikus tenzor adódik. Ebből vonjuk 

le még a Otô szerint transzformálódó £ 'l skaláris szor
zatot is, megszorozva az egységnyi átlósösszegü, invari
áns 4-- á’cit tenzorral. Eredményül az
zérus átlósösszegü szimmetrikus tenzort kapjuk, melyet öt 
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független komponens jellemei.Minthogy e tenzor a 
szorzatábrázolás szerint transzformálódó tenzorból
a(D°') szerint transzformálódó) antiszimmetrikus rész és a 
(pL,° szerint transzformálódó) átlósösszeg eltávolítása 
által állott elő, /5*8/ alapján kijelenthetjük, hogy en
nek öt független komponense a QC° irreducibilis ábrázolás 
szerint transzformálódik.

Eredményeinket a következőkben foglalhatjuk össze:

A másodrendű tenzor transzformációs sajátságait 
reprezentáló szorzatok a szorzatábrázolás
szerint transzformálódnak. E szorzatábrázolás kiredukálá
sa céljából felkutattuk az szorzatok azon lineáris
kombinációit, amelyek az /5*8/ felbontásban szereplő Ír- 
reducibilis ábrázolások szerint transzformálódnak. Ezek a 
következők:
Az átlósösszeg 0''°"’ szerint,

az antiszimmetrikus rész "

az
transzformálódik*

A kettőnél magasabbrendü tenzorokról az előbbiek 
alapján megállapíthatjuk, hogy ezek a Q°> ... x
/tényezők száma = a tenzor rendje/ reducibilis szorzatáb
rázolás szerint transzformálódnak. Az ennek kiredukálása 
során adódó irreducibilis ábrázolásokat a /2p-;y/ felbontás 
segítségével az olvasó könnyen meghatározhatja* A tenzor- 
komponensek azon lineáris kombinációit, amelyek az igy ka
pott irreducibilis ábrázolások szerint transzformálódnak, 
a másodrendű tenzoroknál látottak mintájára szimmetrizá- 
lássál, ant is z imme trizálás sál és az átlósösszeg zérussá 
tétele /”spurtalanitás"/ utján kaphatjuk meg.

3£

(zérus átlósösszegü ) u)
| tíz imme trlku.s t enz or V ^
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Az elmondottakból látjuk, hogy valamely tenzor de
rékszögű koordinátatengelyekre vonatkoztatott komponensei 
általában a forgáscsoport reducibilis ábrázolásai szerint 
transzformálódnak. Ezen ábrázolások kiredukálása utján 
bevezethetjük azonban a tenzorkomponensek olyan kombi
nációit, amelyek a forgáscsoport valamely irreduci
bilis ábrázolása szerint transzformálódnak:

Z. 1 /5.9/

Az. igy bevezetett CtV ...j-w} mennyiségeket ir
reducibilis tenzorkomponenseknek, rövidebben: irreducibi- 
lis tenzoroknak nevezzük.

b. Irreducibilis tenzoroperátorok. Az impulzusmo
mentummal kapcsolatos kvantummechanikai problémáknál, kü
lönösképpen pedig a magreakciók és magsugárzások esetében 
fellépő szögeloszlás- és szögkorreláció-problémáknál fon
tos szerepét játszanak az olyan operátorok, amelyek forga
táskor irreducibilis tenzorok módjára, vagyis az /5*9/ 
képlet szerint transzformálódnak. Az ilyen operátorokat 
irreducibilis tenzoroperátoroknak nevezzük.

Vezessük le most, kiindulva az /5.9/ definíciós 
képletből, a vizsgált rendszer'J impulzusmomentum-operá- 
torának a irreducibilis tenzoroperátorral való fel-
cserélési szabályát . -. Az infinitezimális forgásoperátor 
és a iMpiG/Éfusmomentum-operátor kapcsolatát ismerve, a 
koordinátarendszer áet infinitezimális forgásvektoru el
forgatásához rendelt unitér operátort a

0  -  A + $_ /5.10/

alakban Írhatjuk fel. A 0 operátornak az /5*9/ transzfor-
(.V.Ymációs képletben szereplő matrixelemei eszerint ki-

fejezhetők az impulzusmomentum-operátor matrixelemeivel:

°S£ /5.11/
TWĉ = v l v ̂  C Vĉ ' \ X \ ^ <\).
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azonban más alakban is felírhatjuk. A kvantumme
chanikából tudjuk, hogy valamely D unitér operátorral le
irt transzformáció alkalmazásakor a TL irreducibilisY
tenzoroperátor - mint a rendszert jellemző minden ope
rátor - a

<  = d t h  v a

módon transzformálódik. D-n«k /5.10/ alatt megadott alak
ját felhasználva Írhatjuk}

4-v Soí T v ^ C A -  C SeL jL) *  ^ S L  |_i. ) ' VÛ 1  *. y 5 . 1 2 /

Vessük egybe /5.12/-t /5.11/~gyel. Az összehasonlitás ered
ményeként felírhatjuk:

Az impulzusmomentum-komponensek matrixelemeinek /3.50-51/- 
ből leolvasható

Oĉ 'l it \ U.̂ ) ̂  ^  ̂  VcCk-vO
U* \^<\) ^

kifejezéseit felhasználva, az /5 .13/ felcserélési szabály 
az egyes impulzusmomentum-komponensekre a következő alak
ban irható feli

[i* ,1̂ ] *  , /5.14/

= V < V  • / 5 -15/
A £  operátor -val való felcserélési szabályára 

/5.14-15/-ből

- 79 -

V-o
adódik.

Az /5.14-15/ felcserélési szabályok egyenértékűek 
a T„„ irreducibilis tenzoroperátorok definiálására hasz
nált /5.9/ képlettel. Racah, aki az irreducibilis tenzor
operátorok elméletét számos eredménnyel gazdagította, ■
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az /5.14- 15/ felcserélés! szabályokat használta fel az 
irreducibilis tenzoroperátorok definiálására.

c. A Wtgner-Eokart teoréma, A most következőkben 
az irreduoibills tenzoroperátorok matrixelemeire vonatko
zó fontos tételt' bizonyltunk be! a Wigner-Eckart teoré- 
mát.

Kiindulásként vegyük szemügyre impulzus
momentum-sajátfüggvényből a TWcv irreducibilis tenzor- 
operátor alkalmazásával kapott függvényt?
/Itt y a Ap függvény jellemzéséhez jj és v* mellett szük
séges kvantumszámok együttes jelölésére szolgál./ Az ir
reducibilis tenzoroperátorokat definiáló /5*9/ képletet 
és az impulzusmomentum-sajátfüggvények /3<*84-/ forgás
transzformációs képletét tekintetbe véve megállapíthat
juk, hogy "vy^ a forgáscsoport x 0 ^  szorzatábrá
zolása szerint transzformálódik. Egy ilyen mennyiséget a 
/4.9/ Clebsch-Gordan sor megfordításaként kapott össze
függés értelmében kifejezhetünk a forgáscsoport irredu
cibilis ábrázolásai szerint transzformálódó X ̂'w,"

mennyiségek lineáris kombinációja
ként. A Clebsch-Gordan együtthatók valós voltát figyelem
be véve írhatjuk:

V f t t -  . Í  (í% s 'í’*‘̂ v  • /5a6/

Képezzük most /5.16/~ot felhasználva a Tw<v operátornak a 
és állapotokat összekötő matrixelemét:

A matrixelem képzésénél figyelembe vettük, hogy Yv 
és függvények f és/vagy vv! 4^“ esetén ortogoná
lisak, minthogy ekkor e sajátfüggvények a J és/vagya. 
herm itikus operátor különböző sajátértékeihez tartoznak.

Vegyük most szemügyre az /5.17/ ben szereplő
) skaláris szorzatot. Ez nyilvánvalóan a
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függvénynek a teljes függvényrendszer sze
rinti

/5.18/
sorfejtésében szereplő kifejtési együttható. Be fogjuk bi- 
aony.itani, hogy (r^w, X ^ O  nem függ vn' -tői.. Ebből a 
célból irjuk fel egyrészről /5.18/-at, wO helyére vr)4-4 ~et 
irva:

1 Aj'vjn'). 7 5,19/
V

Másrészről alkalmazzuk /5.18/-ra a ■V/MW*'» - Vw’ (V v̂ \ 
operátort. /3 .50-ből látható, hogy az -t -be,
NfVi’v«' -t ^  be viszi at. A sorfejtesi együttha
tót az operátor természetesen változatlanul hagyja. Az 
eredmény tehát:

, X ̂  )  . /5.20/
/5#19/-et és /5.20-at összehasonlítva a

eredményt olvashatjuk le, amiből látható, hogy 
valóban nem függ xv\ -tői, amint állítottuk.

Ezen eredmény alapján az /5.17/-ben szereplő 
h ’ví-', 1  ̂ mennyiség jelölésére a (xv »rk n Tj ̂  szimbólu
mot vezetjük be, amelyben a feleslegesnek bizonyult v*' 
kvantumszám nem szerepel, viszont helyet kapnak a A{V -t 
definiáló /5.16/ képletben szereplő kvantumszámok.
A most bevezetett jelölést felhasználva a C^vw' Y ̂
matrixelemet megadó /5 .17/ képlet a

C v í * * ' / s -21/
alakban Írható fe]. Cj'̂ 1 \\ \ v W ' ( \ \ -t a irreducibilis
tenzoroperátor redukált matrixelemének nevezzük.

/5.21/ eredményünk éppen a bizonyítani kívánt Wig- 
ner-Eckert-féle teoréma, melynek tartalmát szavakban igy
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fejezhetjük ki: Valamely irreducibilis tqnzoroperátor
meghatározott .impulzusmomentumu állapotokat összekötő mát
rixéi eme egy Clebsch-Gordan együttható és egy redukált 
matrixelem szorzata alakjában állitható elő. A mátrixelem
nek a mágneses kvantumszámoktól 6*,<v való függését a 
Clebsch-Gordan együttható adja meg, a redukált matrixelem 
független ezektől.

A következőkben néhány példát mutatunk be az /5*21/ 
összefüggés alkalmazásainak megvilágitására,

A kvadrupolmomentum operátora egy másodrendű irre
ducibilis tenzoroperátor! GL  . Ennek várható értéke a 
• v̂a kvantumszámokkal jellemzett állapotban /5.21/ sze

rint:

íjO ' /5.22/

Az itt szereplő Clebsch-Gordan együttható csak ĉ O
esetén különbözhet zérustól. A Ql irreducibilis tenzor-soperátor öt komponense közül tehát csak Q  2 -0

várható értéke különbözik zérustól. /4,28/-ból meghatároz
va a szükséges Clebsch-Gordan-együtthatót, Írhatjuk:

/5.23/

Az atommag Q. kvadrupolmomentuma Oj.0 -nak az álla
potban képezett várható értéke:

/5'2 V
Ha /5.23/-ból /5.24/ segítségével kiküszöböljük a redu
kált matrixelemet, a következő kapcsolatot kapjuk az 
atommag Q  kvadrupolmomentuma, és a kvadrupolmomentumnak 
az v<\ mágneses kvantumszámu állapotban képezett
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várható értéke között:

Tekintettel arra, hogy az /5.23/--ban szereplő Clebsch- 
Gordan együttható csak a

^ 4 í
egyenlőtlenség teljesülése esetén különbözik zérustól,azt 
is megállapíthatjuk, hogy O és ^ impulzusmomentumu álla
potban a kvadrupolmomentum mindenkor zérus.

Következő példaként egy nevezetes izospin kiválasz
tási szabályt vezetünk le /5.21/ alapján. Az atommag és az 
elektromágneses tér kölcsönhatási Hamilton-operátora a sa
ját mágneses momentumot elhanyagolva egy izoskalárnak és 
egy izovektor 3»komponensének összege alakjában irható fel:

W  = - 2  *- • /5.25/
Vizsgáljuk meg most valamely atommag két azonos izospinü 
állapota között az elektromos dipolátmenet valószinüségét. 
Az elektromos dipolátmenet valószínűségéhez az /5.25/ köl
csönhatási Hamilton-operátor izoskalár tagja nem adhat já
rulékot. Ez ugyanis pontosan olyan alakú, mint A számú, 
egyenként töltésű részecske rendszerenek kölcsönhatási 
Hamilton-operátora,. Egy csupa egyenlő töltésű részecskéből 
álló rendszer azonban nyilvánvalóan nem bocsáthat ki dipól
sugárzást, hiszen az ilyen rendszer töltésközéppontja egy
beesik /az egyenletes mozgást végző/ tömegközépponttal, s 
igy rezgőmozgást sohasem végezhet. Határozzuk meg ezért az 
/5,25/ kölcsönhatási operátor "izovektor 3. komponense" 
részének átmeneti matrixelemét két azonos izospinü állapot 
között. - Egy /izo-/ vektor 3. komponense /5.5/ szerint 
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egy 1 »rendű irreducibilis tenzorope.rátor 0 .Indexű kompo
nense* Jm öljük ezért az /5*25/ operátor M3« izoTektorkom 
ponens” részét 1 al. Ennek kereset,t mát ri xéi eme /5 - 2 /
szerint 2 '

C ^ T M T ^ Í . W / r h ^ ' C T H TWVTMtX Í ' T |  Í J  f f ) .

itt T  az izospint, M̂ , pedig az izospin 3 vetületiét jelöli: 
Mq, = A szereplő 01 ebsch Gordan együtthatót / 4 .28/ -
ból meghatározva az átmeneti matrixelem a

C ^ r W ^ ) '

alakot ölti*’ Szimmetrikus mag [Mr = (K!^Vl =.0) esetében 
az átmeneti matrixelem eltűnik, Eredményünk szerint tehát 
pxijipe^rikus magban azonos, izosp.tnü állapotok között az 
el eV; rom^a jd.i pplátmenetet az izospinkivá; as a t ás i. s zab á 1 yok 
tiltják, E kiválasztási szabályt a magspektroszkópiai ta
pasztal átok megerősitik.

x

Vezessük be a ^  impulzusmomentum-kompo
nensek helyett a

■̂+ K ^  C )

^  - Ji,

operátorokat: , amelyek elsőrendű irreducibilis tenzorkom • 
ponensnek tekinthetők, Ezekre alkalmazva az /5.21/ tételt, 
a

C\ >nÍ \ ̂ l  \^ ')C ( ' \\ W ^ /; ,2 6 /

eredményt kapjuk* Másrészről ^  mátrixéléméit /3 .5O-31/ 
alapján közvetlenül is felírhatjuk. A Clebsch-Gordan 
együtthatók /4.28/ kifejezésének felhasználásával a

\ - ^  ̂  ̂v\' C-î vOT̂  /5»27/
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eredményre jutunk. /5.26/ és /5 .27/ összehasonlításával 
azt találjuk, hogy az impulzusmomentum-operátor redukált
matrixeleme:
I

(i'UHp-Sii.LtíjvOÍ1 .

d« Vektoroperátorok redukált matrixeleme. Ha v egy 
vektoroperátor, ügy képezzük ennek vr*, , Oj. derékszögű
komponenseiből az /5»5/ minta szerint a

kombinációkat, Minthogy ezeket forgatáskor a 0 ^  
matrix transzformálja, az irreducibilis tenzoroperátorok 
definiciója értelmében egy elsőrendű irreducibilis
tenzoroperátor komponenseit alkotják \  -0-/5.14-15/
értelmében a ^  komponensek az impulzusmomentum-operátor 
komponenseivel a következő felcserélési szabályoknak tesz
nek eleget*

: °-

B felcserélési szabályok ismételt alkalmazásával meggyőződ
hetünk a

1 C a \  /5 .28/

összefüggés fennállásáról. Képezzük most /5.28/ matrixele- 
mét a £  operátor ugyanazon sajátértékéhez tartozó
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két állapot között. Ekkor j t  mindenütt “gyei helyet
tesíthető. A jobb oldalon ennélfogva a ^ V  f  4-vr J11— <v — \ — *v *
kifejezés mátrixéi eme zérust ad, s igy(U (C\ H ' ) -gyei vé
gigosztva ̂ a

/•II I 'S ------- /5»29/

’ +■***,, 
eredményre jutunk, A jobboldalon egy operátor-szorzat 
matrixeleme áll. Ezt matrixszorzat alakjában is felírhat
juk*

= i-). /5.30/

Vegyük itt tekintetbe, hogy a Isi operátor forgatáskor 
változatlan'marad, vagy, ami ugyanazt jelenti, a ir
reducibilis ábrázolás szerint transzformálódik* JlST te
hát egy zérusrendü irreducibilis tenzor* Eelhasználva a 
/4«28/-ból adódó ( j V ö ö l ^  - <5 ̂  eredményt,
/5.21/ alapján Írhatjuk:

.C jV* lls£lj*0 ^  . /5 *31/

Látjuk tehát, hogy egy zérusrendü irreducibilis tenzor 
matrixa az impulzusmomentum-kvantumszámokban átlós alakú. 
Az átlós matrixelemek megegyeznek a redukált mátrixélem“ 
mel* Ha /5*31/ eredményünket /5«30/-=ba helyettesitjük, a

/ , , . . -N C{vm’ \ \\iVM Ki" isíÜ P y

-1----------- — -------------- / 5 . 3 2 /

eredményt kapjuk* Ha ide még behelyettesítjük /5*27/-etf 
s az igy kapott

 ̂ * r ^ í r  / 5 . 3 3 /

képletet összehasonlítjuk a -ra az /5.21/ Wigner-Eckart
teorémából adódó

C\^ W s\ ^  - c ^
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összefüggéssel, úgy a vektoroperátor-komp, z^ns azonos 
j-vel jellemzett állapotokat összekötő redukált matrixele- 
mére a

k if e j e z é s t kap jük »■ Az /5.3 2/ ill. /5.34/ e r - dm é nyünk f í z i- 
kailag úgy int^rpretálható, hogy a y vektor a szóbanfcrgc 
kvantummechanikai rendszer J-teljes impulzusmomentuma kö
rül precessziót végez s ennek következtében j nek osa-k J-- 
Vei párhuzamos komponense rendelkezik zérustól különböző 
várható értékkel, a J—re merőleges komponens várható érté
ke , "időátlaga" zérus. Az- impulzusmomentum szig ru kvan
tumelméletének ez az eredménye alapvető szerepet játszik 
a heurisztikus vektormodellben»

A következőkben az /5,32/ ill, a vele ekvivalens 
/5»33^34/ eredményeinknek két alkalmazását mutatjuk be.

Mindenekelőtt határozzuk meg egy L pályamomentumu,
S spinű rendszer s= +
mágneses momentum-operátorának várható értékét a teljes 
impulzusmomentum, a pályamomentum és a spin négyzetének

(LCUV\ ül, sCs-v-O sajátértékével jellemzett álla
potban. Az /5.33/ képletbe helyettesítve, « m*.
et irva, valamint a Clebsch-fiordan-együtthatók /4.28/ ki
fejezéséből kapott (  ^ ^  \<̂  \ h )  - v T ) "  értéket fel
használva a

/5.35/

= ^  L i ^ v^  * i C<̂ ~ ^  ]
1 2» ieredményre j-.tunk. Itt felhasználtuk, hogy a J , L  , 

skaláris operátoroknak az azonos j-vel jellemzett állapo
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tokát összekötő redukált matrixeleme megegyezik sajátér
tékeikkel.

/5*35/-öt először az anomális Zeeman-effektus tár
gyalására alkalmazzuk. Az M mágneses momentumnak a U(o,otŴ  
mágneses térrel való kölcsönhatási energiaoperátora

U.=~UM. . /5.36/IVViC
Az /5*36/ perturbáció okozta energia-eltolódást gyenge 
mágneses térben amely mellett j, <1, s, Am közelitőleg jó kvan
tumszám marad, /5.36/-nak /5«35/ segítségével számított 
várható értéke szolgáltatjár

-

Alkalmazzuk e képletet az alkáliatomok anomális Zeeman- 
eff ektusa esetére, amikoris ^=-2.;

- Ĵ Í>-sCa*L] ,

^  L tyjvo -1

Második alkalmazásként a páratlan tömegszámú atom
magok mágnesesmomentuma és a j magspin között vezetünk 
le összefüggést az egyrészecske-modell alapján. E modell 
szerint a mag spinje és teljes mágnesesmomentuma az utol-• 
só páratlan nukleontól származik. /5»35/ alapján Írhatjuk:

Y- * Qi î o l *
• C A r 'S Kr - -   ̂ ~ SCSvrt 1

»iitc<it ̂  v — i ■
Ebből -et irva

>*■-W í V ' j i i  <
^ -et irva
y.* V ̂  x -̂ r

adódik. Eredményeink megegyeznek a más utón kapott A-.34—
35/ Schmidt-Schüler-féle összefüggésekkel.
KFKI 215



- I -

F Ü G G E L É K  

A. PCp mat'.rixai és a gömbfüggvények

Mindenekelőtt megállapítjuk, hogy a irreducibi- 
lis ábrázolás /3»88/ alatt megadott matrixai unitér mát
rixok. - Emlékeztetünk arra, hogy a forgáscsoport ábrázo
lásainak vizsgálatánál — a kvantummechanikai alkalmazások
ra való tekintettel - kezdettől fogva unitér ábrázolások 
felkutatására törekedtünk* 0 ^  /3>88/ alatti kon
krét alakját felhasználva könnyű megmutatni, hogy a kapott 
mátrixok valóján 'unitérek. - Minthogy az fi ̂  Euler-szögü 
forgatás inverzét á -(*> Euler-szögek jellemzik, az
unitér jelleget kifejező egyenlet?

Ennek bTáóhyitására irjuk fel /3.88/ fölhasználásá
val

f \ -f-VVk' ̂ _IMinthogy \-vví és 6" egész szám, itt *
"Vegyük észre ezenkívül, hogy e sorfejtés együtthatói /az 
előjeltől eltekintve/ a

i  i
| i
L ■ C^VCi-

egyenlőség fennállása folytán szimmetrikusak vm. -ben és 
/vxa) -ben* Ezt felhasználva, valamint /J,88/-at tekintetbe 
véve közvetlenül felírhatjuk a mátrixok unitér
voltát kifejező /A.l/ egyenletet.

inverze eszerint — amint azt /A.l/ 
kifejezi — ~val egyenlő és igy Írhatjuk:
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A 37* a oldalon láttuk, hogy az í  -edrendü gömhfügg-
* / CK\venyek a forgáscsoport O irreducibilis ábrázolása sze

rint transzformálódnak, A koordinátarendszer Euler-
szögü elforgatása esetén tehát az gömbfüggvényt

(Oa 0.., U(J>^ matrix transzformálja:

/ a - 5 /

Itt ^  a. 'A ̂  -vei jellemzett irány Euler-szögü
elforgatásával kapott irány szögkoordinátáit jelenti.

Vizsgáljuk meg most az 
kifejezés forgatáskor mutatott viselkedését. Ha * *
ill. •va, a ill.-^, szögkoordinátákhól
Euler-szögü elforgatással adódnak, úgy /A,3/ és /A,2/ fel- 
használásával Írhatjuk}

; * ; < , ’>) = 2  V, > W )  } '
\A X

■ = S  H.  ^  X =

Arra az eredményre jutottunk, hogy I o. szögkoor
dinátáknak forgásinvariáns függvénye. Fennáll tehát:

■ /A-4/
Forgassuk el most a koordinátarendszert ~"oi Euler-
szögekkel. Ekkor /A.3/ és /A.l/ szerint az X.0 gömhfüggvé- 
nyek az

X S ^ i °o S d f ̂  X i ^ / A«5/
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módon transzformálódnak* Válasszuk most /A.4/-*ben 
olymódon, hogy az általuk jellemzett irány az imént elvég
zett ~o( Euler-szögü forgatás eredményeképpen a

= 0 helyzetbe kerüljön. Ekkor a A. ^  -gyei jel
lemzett irány a-^-^>-o( szögű forgatás inverzével, az 

^ szögű forgatással kapható meg a --ô -cO helyzet
ből kiindulva. Ebből azonban ^ v c^= y következik, s 
igy /A.4/ alapján irható:

A
Ha most tekintetbe vesszük a gömbfüggvények Xtí0^ =̂ Urr~) 
tulajdonságát, eredményül

/A.6/

adódik. /A.5/ és /A.6/ összehasonlításával a -következő 
összefüggést Írhatjuk fel a forgásmatrixok és a
gömbfüggvények között:

(C/ * ' /l "' /A.7/

Megjegyezzük, hogy független <J( -tői és igy
/A.6/ helyett írhatjuk:

i K a )  -  © 2  $  X s m ) .  /A ’8/'lUV
Ez a gömbfÜRgvények addiciós tételének ismert alakja.
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B * A Schrödinger- ■egyenlet megoldásainak meghatározása 
f o rgás t rans ?.f ormác ló s túl a ,j dong ága Ik. a.l ap j án.
A szimmetrikus pörgettyű sajátfüggvényei

A 3«szakasz c,pontjában a következő megállapitást 
tettük? Ha a fórgáscsoport a Schrődinger-egyenletnek szim
metriacsoport já, úgy a sajátfüggvények forgatáskor a for
gáscsoport valamely ábrázolása szerint transzformálódnak. 
Tudjuk azt is, hogy alkalmas lineáris kombinációk beveze
tésével olyan sajátfüggvényekhez juthatunk, amelyek a for
gáscsoportnak írre dúc1b111s ábrázolásai szerint transzfor
málódnak, A forgáscsoport O ci-> irreducibilis ábrázolásait 
létesitő mátrixok /3»88/ konkrét alakjának ismerete lehe
tővé teszi számunkra, hogy a Schrődinger-egyenlet megoldá
sait - egéözbeh vagy részben - a forgástranszformációs sa
játságok alapján határozzuk meg» A sajátfüggvények ilyen 
módon történő meghatározására néhány példát mutatunk be,

Vegyünk először szemügyre egy térbeli rotátortt 
egy tömegpont o-t* mely a koordinátarendszer origójától rög
zített távolságra /egy gömbfelületen/ végezheti mozgását.
A rotátor helyzetét jellemezzük helyzetvektorának '0',̂  
szögkoordinátáival» Tegyük fel, hogy a ^  saját-
függvények a koordinátarendszer Euler-szögekkel jel
lemzett elforgatásakor a forgáscsoport O ĉ  irreducibilis 
ábrázolása szerint transzformálódnak:

Itt <0^ a 'O’y y  -vei jellemzett irány Euler—s-zögü
elforgatásával kapott irány szögkoordinátáit jelenti, - 
A függvények alakjáról még semmit sem tudunk,
csak /B*l/ transzformációs törvényüket ismerjük. írjunk 
móöt '/B*l/-be'if̂ *̂ «o-k. Ekkor Jelöljük továbbá
''VwCtyoVV. -mel. Ekkor a /B.l/ képlet a

/B.2/
alakot ölti. Tekintettel arra, hogy "tói függet-
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len, a jobboldalnak sem szabad függnie e változótól. Ez 
akkor következik be, ha S ^ 0 < Ezt behelyettesítve
/B*2A»be és /A,7/-et tekintetbe véve megkapjuk 
kifejezését: i

‘  ( r S r )  X J ^  ̂  • /*■■ 5 /
normálási feltételből <x

érték adódik*

A módszert alkalmazhatjuk bármilyen centrális erő
térben mozgó tömegpont esetében is. Ekkor is a /B.3/ ered
ményre jutunk, azonban ekkor függ a tömegpontnak az 
origótól mért r távolságától, A függvény alakját
a forgástranszformációs tulajdonságok.nem határozzák meg, 
ez függ a potenciál konkrét alakjától.

A módszer legérdekesebb alkalmazása: a pörgettyű 
sajátfüggvényeinek meghatározása, A pörgettyű helyzetét a 
három Euler-szög jellemzi. Ezektől függnek a Coí^") 
sajátfüggvények. Ha most -mel a ^ ^ C O ö O ) függvény-
értéket jelöljük, úgy a /B.2/-höz hasonló

jí - 2  í «  oSL u  p. /B..4/
Hűl

eredményre jutunk. A pörgettyű sajátfüggvényei tehát elő- 
állithatók a Q l U h '  matrixelemek lineáris kombinációi
ként. A együtthatók meghatározása a következőképpen
történik^ /B«V-et behelyettesitjük a pörgettyű Schrődin- 
ger-egyenletébe, A differenciálások elvégzése után a ft̂ i 
együtthatókra egy lineáris egyenletrendszert kapunk. A 
megoldhatóság feltétele az egyenletrendszer determinánsá
nak eltűnése. Ilymódon egy 2 Í +l-edfoku algebrai egyen
letrendszert kapunk az t és m rögzitett értékéhez tarto
zó sajátértékekre. Az igy kapott sajátértékek m-től füg
getlenek, hiszen sem függ m-től. Az egyenletrendszer
megoldásaként adódó 2 +1 sajátérték mindegyike tehát
2 ̂ +l-szeresen elfajult.
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Figyelemre méltó speciális eset a szimmetrikus 
pörgettyű esete. Jellemezze és ^ a pörgettyű szimmet
riatengelyének irányát. Ekkor o{ ~t tetszésszerint változ
tathatjuk anélkül, hogy a pörgettyű energiája megváltoz
na, mellett tehát a (oUet* ̂  függvény, vagy
az ilyenekből alkotott lineáris kombináció is sajátfügg
vény, változatlan sajátérték mellett.

Képezzük most a következő speciális lineáris kom
binációt: Xr

^ = | ̂  ^  <X cC 0 „ /B. 5/
©

/B,4/-et ide behelyettesitve, és felhasználva, hogy
eSJ ^ ̂  tényeZŐ révén * -tói, a

* f’w" 0^V
eredményt kapjuk. A szimmetrikus pörgettyű sajátfüggvé
nyei tehát a 0 ^  matrixelemek* A norraálási
feltétel most a állandóra a [ (_2 +1 ) /8V1] 1 érté
ket adja..

C, A_ (.«< mátrixok szimmetriatulajdonságai
A /3,8V-ben bevezetett
mátrixok a következő szimmetria-relációnak tesznek ele
get:

£ Ű U - x - ( w )  - /0.1/

O Í L u ^ - 0  /0 .2/
E relációk igazolására foglalkozzunk először a második 
tengely körüli -szögű forgatás

/ c -5 /
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mátrixává!, A matrix unitér és valós,
ezérts

/0.v
Érvényes ezenkívül a

0livC0(?,o^C-^'"“ 0 ^ <.t0f>o) /C.5/

összefüggés, amelyről könnyen meggyőződnetünk, ha /C.3/- 
ban az w\ <b— vv*'-é:— =o-w0 helyettesítést végezzük el:

Vezessük be a <5~' (T-v̂ -wO összegező indexet, ekkor

. • C »  £ p " V  - C-a^ d I c o ̂

adódik, amivel /C.5/-öt igazoltuk, tekintetbe véve, hogy 
a>Y“'w) > mert -vm = egész szám,

/C.4/ és /C.5/ összevetéséből származtatható a következő 
nevezetes összefüggés:

o l c o - ^ o w c - o ^ o ^ c o ^ o V

Ezekután /Ctl/ és /C.2/ egyszerűen igazolható:

-  ^ ' xo l ( o ^  o l , ( 0 fo K ' iw -

és

D í L C o ^ o w H  «£ w “( - Í 0}iur-
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D . A 3 í szimbólumok a%Immetriatral a,1Armságai

A Clebsch-Gordan koefficiensek bizo
nyos szimmetria tulajdonságokat mutatnak egyrészt az

i\m. mágneses kvantumszámok előjelváltásával, 
másrészt a és mennyiségek felcseréléseivel
szemben, A szimmetria sokkal szembetűnőbb, ha a Clebsch- 
Gordan együtthatók helyett a

f  i»i» i ; \  '< **“ / .

képlettel definiált Wigner-féle ^  -szimbólumokat hasz
nál juk* Fennállnak a következő összefüggések!

C-^V'vl'vi ( ) /Da/

C-Vj U H'-H (' Ú i ^ /D. 2/

M m  ű  \v. U» «, J /D.3/

' i W  i1 ) /D.V

( \ V i1 ) 
~ '

/D.5/

( i \M
. Wij VM ’ /D »6/

A /D «1/ - /D.6/ egyenlőségek közül csak az első három 
független egymástólr /D,3/> /D»2/ és /D.3/ egymás utáni 
alkalmazásával /D.4/, /D,3/ és /D.2/ egymás utáni alkal
mazásával /D.5/» /D.2/ és /D.3/ egymás utáni alkalmazá
sával pedig /D.6/ nyerhető, ^eg kell említenünk, hogy a 
(_ i fázistényező valós, mivel  ̂= egész
szám,

A /D,l/ — /D*6/ szimmetria-relációk szóban a követ
kezőképpen fogalmazhatók meg* a mágneses kvantumszámok 
előjelének megfordítása, vagy a \̂m v v ̂  mennyi-
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ségek páratlan permutációja esetén a ^  -szimbólum a
ví tényezővel szorzódik, mig páros permutáció

esetén változatlan marad.

Ezután térjünk rá /D,l/, /D.2/ és /D.3/ bizonyítá
sára. A szimbólum /4-.27/ szerint a következő kifejezés
sel egyenlő: \
( ^  \ V  f-c V- *\ -P  • (j vÁ*~_v̂ ( \

A négyzetgyökös tényező változatlan marad akár az — *»-***,
'M.- *— , w . -vwjakár a î v «̂_-,vw,(akár pedig a
í ̂ —■■> ̂  4. \Mt felcserélést hajtjuk végre. Elegendő
tehát a

tényezőt megvizsgálnunk. Könnyen belátható, hogy /D.l/ és 
/D.2/ egyszerre tárgyalható 5 /D.7/ mind az v̂ v ~v̂ ( 
iw. <5~ > m i n d  a _̂_=, \u,.helyettesitésnél a

V \ w  /D'8/_<
(3^ ' £ (rÂ j V ~ \ ^ •>V)í • (H ' -4) 11

kifejezésbe megy át. Itt figyelembe vettük, hogy £,.-{a-va*«
egész, ezért C-\^l,̂'",vu-a. (_aV a *** • Vezessük be a
-5.' ~"í> uj összegező indexet, ekkor /D.8/ igy irható:

j \ ' « ? y  •

wv.T- •

•.2C~^*[ci<*•!>-\V.(t»'«*»-W( ^v**.<■»')!Cj.tai'WCi-i.-wi *vV] .
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- X -

Itt (j4~) \ f mert páros, a kapott eredmény C-^AnVv̂ ~
től eltekintve /D.7/“tel egyezik, tehát Írhatjuk, hogy

( H>i ) = f i*i*i A = r . f t .

Ezzel az /D«l/ és /D.2/ képleteket igazoltuk.

Ha /D*7/-ben a i*- j helyettesítést végez
zük el, akkor a

^ [V -U* + Cjv-i'
kifejezésre jutunk, amely at'» ^ 2 helyettesítés
sel a

2 ( V  -íK h ^ « v. ej, *— w .  •r L

<i-s.-w-É)! t i » ^ *“ •

-A
•  ^ ' C - a v  [ t .", c  ̂  v y .  c  \ v - + ^  ̂  ^  v . c ^ í . w v ~ ^ v . c ^ ,  -\m v

alakra hozható* A kapott kifejezést. /D.7/-tel összehason-
' ' <V *litva azt látjuk, hogy eltérés csak a (r*V' + ̂ l fázis-

tényezőhen mutatkozik, ahogy vártuk is, mert = egész, 
Így - A , írhatjuk tehát, hogy

\'  i  i i \  ( i'  ̂i ) , U*. j v- V U.x hj. /

amivel a /D*J/ képlet is igazolást nyert*
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- XI -

0^ íT̂ J -duz-lbllls ábrázolások matrixal szerint

Kiindulásként jegyezzük fel a /4.9/ alatti Clebsch- 
Gordan sort:

és az ennek megfordításával kapott

kiíy
^ ^  /E -2/ 

í'VM
összefüggést. Alkalmazzunk most a Hw'Xio“«. szorzatfügg
vényekre egy forgástranszformációt./ j . 84/ alapján Írhat
juk:

m^s u^011 is kiszámíthatjuk. /E.2/ és /3.84/ 
felhasználásával a

eredményt kapjuk, írjuk be most ide -t /E,l/-gyel ki
fejezve :

Ha e'zt az eredményt összehasonlítjuk /E.3/-nial és figye
lembe vesszük t*»l V'**! * , úgy végül a

összefüggésre jutunk, 
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