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E L Ő S Z Ó

Ez a kiadvány 1962 telén -  tavaszán tartott  szemináriumok anyagát tartalmaz­
za. A szeminárium a lap jáu l  Dr. J .P .E l l io tnak  a- rocheater i egyetemen ta rtott  

előadásaiból készült,  M.H.Macfarlane á l t a l  kidolgozott jegyzet s zo lg á l t .

Ebben a füzetben a fo rgás i  ál lapotok fenomenológikus l e í r á sa  ta lá lható  meg.
A deformált magok belső szerkezetének elmélete, a mikroszkóplkus l e í r á s ,  

melynek c é l j a :  a fenomenológikus fo rgás i  modell paramétereinek értelmezése,  
egy később kiadásra kerülő füzet tárgyát képezi.





1. Matematikai e lőkészítés

a/ Az állapotfüggvény forgástranszfo imáció i . A forgás i  ál lapotok tárgyalásá ­
nak előkészítéseképpen felidézünk néhány alapvető összefüggést,  melyek a 
kvantummechanikai rendszerek állpotfüggvényeinek a koordinátarendszer e l f o r ­
gatásakor bekövetkező megváltozását meghatározzák.

Vessük a lá  koordinátarendszerünket meghatározott e l forgatásnak. A tér  

valamely rögz ített  P pontjának koordinátáit az eredeti  S rendszerben j e ­
l ö l j e  x , y , z ,  az e l fo rga tássa l  nyert uj S'  rendszerben pedig 
Az adott el forgatáshoz egy F operátort rendelünk, melynek hatását az 

X, y ,Z  koordinátákra az

/ 1 /y -fy ,
z ' - F z ,

képletek d e f in iá l j á k .  Az X , y ,Z  koordináták tetszés szerint i / C*>y>z)  függ­
vényére F d e f in íc ió já t  a következőképpen ter je sz t jük  ki:

/ 2 /
f f ( x y z )  = f(x'y'z').

Látható, hogy ha ez utóbbi á l ta lános képletbe rendre az / “ X,y,Z speci­
á l i s  függvényeket he lyettes ít jük ,  megkapjuk az / l/  a l a t t i  spec iá l i s  transz­
formációs képleteket. Az F operátor /2/-vel d e f in i á l t  hatása szavakban 
igy fe jezhető k i : az X , y , Z  változók / ( *  y ; )  függvényét az F operátor  
az X1, y ’ , Z' vesszős változóktól ugyanolyan alakban függő f ( x y z ’)  függ­
vénybe v i s z i  át .  -  Valamely 0  operátorra F hatását az

o'= F o r '
/ 3 /

transzformációs képlet adja meg.
A F operátor tényleges a lak ját  a legkönnyebben polárkoordlnáták be­

vezetésével határozhatjuk meg. Először egy s p ec iá l i s  forgást  veszünk szem­
ügyre: a koordinátarendszernek a Z - t e n g e ly  körül való 0C szögű e l f o r g a ­
tását / l .áb ra/ .



1 .ábra

Ekko

I t t  L z egy részecske L ==- i f t rxgrad  pályamomentum-operátorának Z-komponen­
se . Egy á lta lános he lyzetű  V egységve .<t or á l t a l  k i j e l ö l t  irányba mutató
forgástengely  esetén F kitevőjében L -nek a forgástengelyre vetett  vetü-- 
l e te ,  az Lri skalárszorzat  szerepel:

A legálta lánosabb esetben, ha nem egyetlen részecskével van dolgunk, L he­
lyét  /4/-ben a rendszer t e l j e s  N impulzusmomentuma f o g l a l j a  e l . Az F 
operátor ekkor a következő alakú:

Az eddigiekben a koordinátarendszer valamely á lta lános el forgatásának  
jel lemzésére az *  forgásvektor abszolutértékét , az e l fo rgatás  oí szö­
gét, valamint a forgásvektor irányát k i j e l ö l ő  jQ egységvektort használtuk.  
Célszerűbb azonban a hagyományos «./3, y Euler-szögek használata.

Az Euler-szögek de f in ic ió ja  a következő. Az 5 kezdeti helyzetű  

koordinátarendszernek az 5 ‘ végső helyzetbe vezető e l fo rgatását  a következő 
három lépésben végezzük e l :

( i )  S -—S, : ot szögű fo rg a tá s  az S rendszer z -ie n g e ly e  k ö r ü l ,

F= e / *  /

/ 5 /

(iii) S 2- S ’: y szögű forgatás  az S z r e n d s z e r  z2- h n g e l y e  körül.
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A de f in íc ió  alapján v i lágos ,  hogy ß és ct je lentése :  az S' rendszer z'~ 

tengelyének polárszöge és azimutja. A ff Euler -szög az y1-tengelynek a 

csomóvonallal /vagyis: az xy sik és x'y1 sík  metszésvonalával/■bezárt szö­
ge. -  Határozzuk meg most az F(ót/3j>) operátort,  amely az S - b e l i

x,y,Z változók valamely függvényét az S'-beli x',y‘,Z ‘ válto­

zók jQc'y'z'J függvényébe viszi át:

F C # ß v )f (x y z )= f (x 'y 'z ') .

Az F(a/fyJoperátor az Euler-szögek /6/ def iníció jának következményeképpen 
az egymás után következő szögű forgásokhoz tartozó F f « ;  , F CD) ,

F (y )  operátorok szorzata alakjában á l l í th a tó  elő:

I t t  /5/ és /6/ szerint

re«;

F (ß )**e  

F &

s Így

E k i fe jezés  gyakorlati használhatósága szempontjából hátrányos, hogy a sze­
replő impulzusmomentum-operátorok három különböző koordinátarendszerre

( S z , S i  , S )  vannak vonatkoztatva. Ezért a /$>/ k i fe je zés t  olymódon a l a ­
k ít juk  át , hogy a benne szereplő operátorok mindegyike ugyanazon koordináta-  
rendszerre: a k i indulási  S rendszerre vonatkozzék. Ez az á ta lak í tás  a 

/3/ transzformációs képlet alkalmazásával végezhető e l .  Figyelembevéve, hogy 
az S- ' -Sj forgáshoz rendelet operátort /3a/ , az S<-*-Sz -hoz rendelet  
operátor!; /r.b,’ í rhatjuk: j

c =j F ( ß )  F~\ß)  -  e

»  J(ol)  e " yÍ Nl2 F ^ O ) “ 0 " *  *  j

G_/3Í Nyi « F (d . ) € _/3Í Ny F~1(ot) =» e~cl4 N* e~/3Í Nv e * Í N i

= FQ)F(ß)F(«) / 7 /

/8a/

! 'ß T Nyi , /8b/

/8c/

= e"yi N z2 e _/3i wy< e~cl£’N* / 9 /
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Küszöböljük ki ezen összefüggések segítségével /9/-ból rendre az S2 és az 

Sj rendszerre vonatkoztatott impulzusmomentum-operátorokat. Ekkor 

F( ’cLfly) - t  a következő alakban kapjuk:

F ( a / 3 y ) ^ e ' ' ci^ e ' ,3̂ Ny e m̂ Ux /l o /

Az áttérés  /9/-rő l  /lO/-re természetesen t isztán geometriai-kinematikai te r ­
mészetű igazságot takar, mely szemléletes geometriai megfontolással ugyan­
csak igazolható.  ' '

Mint /10/-ből látható, az Nz , Ny impulzusmomentum-operá­
torokból épül f e l .  Ezek az impulzusmomentum-operátorok ismert módon az im- , 
pulzusmomentum négyzetének és vetületének valamely sajátfüggvényére a l ­
kalmazva azt az impulzusmomentum ugyanazon j értékével je llemzett  Vjm« 
függvények l in e á r i s  kombinációiba v isz ik  á t .  Ugyanez a belőlük f e l é p í t e t t  

F(ct/5f) - r ó l  is elmondható. írhatjuk tehát:

F (« /3 ^ )V jm n Z T  <fV (jm' !F(«/3^>) Ijm) . / I I /

I t t  a (jm 'lF (< x / 3 ^ )ljm )i= (V jmi ,F(c*/3y)¥jr!, )  j e lö l é s t  alkalmaztuk.
Def in iá l juk  most Wigner nyomán a K ’m ( « P f )  forgásmatrixot a

/'12/

kép lette l .  Megemlítjük,_ hogy az i t t  T>^'m (d .ß y ) - v a l  j e l ö l t  mennyiség 
Rose je lö l é séve l  a , Edmonds je lö lé séve l  a (-oí-/3
alakban irható f e l .

A / l l /  és /12/ képletek a lapján i rha tó :

. . ( «P r )
sa

rn

ahol a

* -  Z T  Vjnv D'Jm , / I 3/

r
vj S ílaf>“ 'F{«/5y) Vjm / I V

je lö l é s t  alkalmaztuk. I t t  a korábban /pl .  /2/ a l a t t /  használt vesszős j e l ö ­
lés  helyett az a/3^ Euler-szögek fe l ső  indexként való alkalmazásával j e l e z ­
zük, hogy az eredeti S koordinátarendszerből a/3y Euler - s zö ­
gű forgással  nyert S ' rendszerre vonatkoztatott /vesszős/ változók függ­
vénye. A függvény a vesszős változóktól ugyanolyan alakban függ,
mint S' a vesszőtlen változóktól.



A /14/ je lö l é s  bevezetésével előzetesen igazoltnak vettük, hogy a 
Vjm - r e  érvényes Nlz Vjm = 1i m Vjm sajá tértékegyenlette l  egyide jű leg a

függvényre fennáll  az Nz< Wj~m fim sa já tértékegyenlet ,
m ugyanazon értéke mel lett . Ez valóban igy van és abból következik, hogy 

es Vjm azonos alakú függvényei a megfelelő ( S' i l l .  S )  rendszer­
re vonatkoztatott /vesszős, i l l .  vesszőtlen/ változóknak. De eljárhatunk b i ­
zonyítás cé l jábó l  .úgy is ,  hogy az

Mz Vjm= hm Yjm /15/

sajátértékegyenletet megszorozzuk F - f e l  és Nz és Vjm közé beír juk az 

egységoperátort F" F alakban. A /3/ képlet szerint  F JZF~1~ J 2' 5 /14/-et  
figyelembe véve a kivánt

/16/

sajátértékegyenletet kapjuk.
A /12/ a l a t t  d e f in i á l t  forgásmatrix természetesen uniüér. A/ l3/ össze­

függést [ D J ’* fa ß # ) ] mm, “ Dm'fn (<*/3 y) - v a l  megszorozva majd m - r e  ösz-
szegezve kapjuk:

. A ? /
m

A - r̂n'm mátrixéi eme knek, mint of,/3} y függvényeinek ex p l i ­
c i t  a lak ja  /10/ és /12/ alapján meghatározható. Az F operátor /lO/ k i f e j e ­
zését /l2/-be helyettesítve és / l5/-öt  fe lhasználva kapjuk:

, / i s/

ahol

I jm)* ■

A drn 'miß )  függvények meghatározásinak ré sz le te i re  i t t  nem térünk k i .  
Wigner ezt a fe ladatot  csoportelméleti módszerek fe lhaszná lásáva l  végezte e l .  
Az eredmény:
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d ,m.m ( ß ) - [ C j  +  m,) ! ( i  + m ) ! ( j - m O ! ( j - m ) ! ] ^ 2 *

V  ^ ! ( j - m - i ? ) ! ( j ~ m ' - K ) ! ( J f + f n  + TT)')!

A  9/

b/ A f orgásmatrix elemei, mint impulzusmomentum-sajátfüggvények.Adott pont­
jában rögz íte tt  merev test /pörgettyű/ helyzete ismert módon az o( /3 Euler -  
szögek megadásával jellemezhető. A pörgettyümozgás kvantummechanikai l e i r á sa  
cé l já ra  eszerint a három Euler -szögtől  függő ál lapotfüggvényt ke l l
bevezetnünk. -  A merev test klasszikus mechanikai modell, kvantummechanikai 
tárgyalásának igénye közvetlenül nem merül f e l  tehát. Mindazonáltal a kvan­
tummechanika il letékességének területén is találkozunk "kvázimerev" rend­
szerekkel, melyek alakjuk viszonylagos állandósága, továbbá együttes fo rgás ­
ra való képességük révén hasonlítanak a merev testekre. I lyenek p l .  a mole­
kulák, melyeket a súlyos atommagok alkotta vázuk tesz a merev testekhez b i ­
zonyos fokig hasonlóvá. Ilyenek továbbá egyes atommagok, melyeket a gömbtől 
erősen e l té rő  egyensúlyi alakú határ fe lü let  vesz körül. Az i lyen magoknál a 

magfelület, más szóval : a mag nukleonjait összetartó nem-gömbszimmetrikus 
potenciá ltér  vá l toztathat ja  helyzetét  a térben, kialakulhatnak a mag együt­
tes fo rgás i  á l l ap o ta i ,  melyek nagyfokú hasonlóságot mutatnak a pörgébfcyümoz- 
gássa l .

A pörgettyümozgás kvantummechanikai tárgyalása eszerint érdeklődésre  
tart  számot. Az alábbiakban azoknak az eredményeknek a levezetésére s z o r í t ­
kozunk, amelyek az atommag fo rgás i  ál lapotainak elméletében fe lhasználásra  

kerülnek.
A pörge-ftyü impulzusmomentumának R operátora nyilván az cífty  Eu ler -  

szögekből és az azokra ható d/da , 3/5/3, d/d# d i f ferenciá loperátorokból  
épül f e l .  Az impulzusmomentum-operátor konkrét a lak ja  p l .  a forgásoperátor  

és az impulzusmomentum-operátor /5/ a la t t  f e l i r t  á lta lános kapcsolata s eg í t ­
ségével á l lap ítható  meg. Az Euler-szögek értelmezéséből következik, hogy a 

koordinátarendszernek p l .  a Z -tenge ly  körül ip szöggel történő e l fo r g a ­
tása esetén valamely függvény megváltozását az

F ( f  ) . « - * &  1207

operátor határozza meg, a /2/-vel analóg

F O p j f M j ) - $ ( « • / 3V) } ß '~ ß

L.
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képlet szer int .  A /20/ és /5/ képleteket összevetve megállapíthatjuk, hogy 

a pörgettyű impulzusmomentum-operátorának /melyet az /5/-be l i  N j e l  helyett  

R - r e l  jelölünk/ 2 -komponenese:

d - J L J L  ^21//
K* — i aoc

Elvben hasonló, gyakor lat i lag  némiképp bonyolultabb módon kaphatók R más 

komponensei is .
A következőkben megmutatjuk, hogy a pörgettyű impulzusmomentum-saját- 

függvényei megegyeznek a /12/ a la t t  d e f in i á l t  for.gásmatrix elemeivel.  Ha 

megvizsgáljuk az Euler-szögekre ható R impulzusmomentum-operátor komponen­
seinek hatását a matrixelemekre, mint függvényeire, a
következőket ta lá l juk .  A függvény sajátfüggvénye az R2 ope­
rátornak a fiz j ( j  + ̂ ) az Rz operátornak a fim sajátérték mel lett .  
Sajátfüggvénye továbbá az <Xß y  Euler-szögü e l fo rga tássa l  adódó S' koordi­
nátarendszerre /a pörgettyűvel együttmozgó, instantán rendszerre/ vonatkozta­
tott Rz. impulzusmomentumkomponensnek is  a fcm' sajárérték mel lett .  Kiadód­
nak továbbá a számításokból az impulzusmomentum

i , , /22/

/23/

gömbi komponenseinek hatását megadó képletek i s .
Ahhoz, hogy mindezt megmutathassunk, nem fe l t é t le n ü l  szükséges f e l ­

használnunk az R operátor Eule3>-szögekkel k i fe je ze t t  a lak já t .  Ehelyett  

hivatkozhatunk az előző pontban levezetett  / l3/? /17/ összefüggésekre, me­
lyek mutatják, hogy miképpen határozza meg a D^m* ( * ß x )  matrix valamely 
kvantummechanikai rendszer két, egymáshoz képest e l fo rga to tt  koordinátarend­
szerre vonatkoztatott impulzusmomentum-sajátfüggvényeinek kapcsolatát. Az 

R operátorról csak annyit k e l l  majd tudnunk, hogy a djaa  , 9/ö/3 , 
dif ferenciá loperátorok l in e á r i s  kombinációja. Példaként szo lgá l jon  R l e g ­
egyszerűbb alakban kife jezhető komponense, melyet /21/ a la t t  irtunk f e l .

Vegyük tehát szemügyre a matrixelemeket, mint a tfa(oc/3£)
Euler-szögek függvényeit. Megfontolásainkban két koordinátarendszer já tsz ik  
majd szerepet: a kiindulásként vá lasztott  S rendszer, amelyből ki indulva  

a Euler-szögeket, valamint 'a ( t i )  matrixelemeket de f in iá l tuk ,
továbbá az abból a/3y Euler-szögü e l fo rga tás sa l  adódó S* koordinátarend­
szer. Ez utóbbi az a ß  y - v a l  jellemzett helyzetű pörgettyűhöz rögz íte t t ,  
vele együttforgó koordinátarendszer.



Vegyünk továbbá szemügyre egy részecske-rendszert , mely a kitűzött  

fe ladat  megoldásában kisegítő  szerepet já tsz ik  majd; végeredmenyeink függet­
lenek lesznek tő le .  Ez a részecske-rendszer természetesen le  irható mind az 

S , mind az S' koordinátarendszerre vonatkoztatva. Legyenek a á l l a ­
potfüggvények az S - re  vonatkoztatott Xj y,- Z\ koordináták függvényei; a 

V-?, függvények az S' - r e  vonatkoztatott Xi'uj’Zi' változóktól ugyanolyan 

alakban függjenek. A V-;/; és függvények kapcsolata ekkor /13/ és / !?/

szer int :  „
v i ; r  ~ z r ' 6 , , ■ ; , ( < ; )  ,

f-r

. /25/
M

A kisegítő  részecske-rendszer impulzusmomentumát, amely az /5/ képlet sze-  
r int  meghatározza a , i l l .  a függvény koordinátaforgáskor f e l l é ­
pő megváltozását, J  - v e i  j e lö l jük  /az /5/ -be l i  N helyett/. A függ­
vény a komponens sajátfüggvénye: • Mint / l6/ -bó i
leolvasható, ugyanígy az «S - re  vonatkoztatott Jz> komponens sa -
játértékegyenletének tesz eleget .

Vizsgáljuk meg most, miképpen változnak meg a és függ­
vények, ha az á l ta luk  le i r t  részecske-rendszert meghatározott elforgatásnak  
vetjük a lá .  Hasonlóképpen tudni kívánjuk, miképpen változik  meg Euler-szögek  

í ’mm' függvénye, ha a Euler-szögekkel je llemzett  helyzetű
pörgettyűt /vagy, ami ugyanaz, a hozzá rögz íte tt  S' koordinátarendszert/ meg­
határozott módon e l fo rga t juk .  Hangsúlyozzuk, hogy most az egyes á l lapot függ ­
vények á l t a l  le i r t  f i z i k a i  rendszerekre /részecskékre, pörgettyűre/, ponto­
sabban szólva a hozzájuk rendelet valószinüségi amplitúdó-eloszlásra /anyag­
hullámtér/ alkalmazunk e l fo rga tás t ,  nem pedig a koordinátarendszerre, mint 
azt az előzőkben, úgy az a/ pont kezdetén tettük-.

A szereplő függvények megváltozásának le í r á s  ra vezessük be az T  

forgásoperátort .  Először nézzük egy részecske esetét; Í r j a  le  ezt az f ( *  yz) 
függvény. Az e l fo rga tás  eredményeképpen az Xyz változók valamilyen más 

f a * )  függvényét kapjuk. Az 9" operátort d e f in i á l j a  az

T f ( x y z J - / ' ( x y z )  /26/

összefüggés. Most is  ce lszerü, ha / alakjának meghatározásához polárkoor-  
dinátákat vezetünk be. A Z - tenge ly  körüli  co szögű forgás esetén irható:

i
—co) — e **
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Azt ta lá ltuk,  hogy f  a koordináta-forgásokhoz rendelt /4/ a l a t t i  F ope­
rá to rra l  egyező alakú. A két eset között a különbség az, hogy az F a lk a l ­
mazásának eredményeként /2/ a la t t  kapott függvényt mint az e l fo rga to t t  S ' 
koordinátarendszerre vonatkoztatott X'y'Z* változók / / (xyz )  - v e i  azo­
nos alakú/ függvényét volt  észszerű v i z sgá ln i ,  ugyanakkor a /2S/ a l a t t  adó­
dó függvény mint az eredeti  S koordinátarendszerre vonatkoztatott xyz 
változók megváltozott alakú függvénye értelmezhető természetes módon.

Ha a spec iá l i s  alakú / ( * y* )  függvény helyett p l .  egy részecske-
rendszer V(Xf yiZ* X2y2Z2... X-nyn^-n) állapotfüggvényének, vagy a pörgettyű

állapotfüggvényének e l forgatáskor  bekövetkező megváltozását v i z s ­
gá ljuk, a /2 7/-ben szereplő spec iá l i s  alakú 7  operátor helyett az ennek 

/ /5/ mintájára elvégzett / természetes á l ta lános í tásáva l  adódó

<T=e-tüY ^ -  /2Ö/

operátort k e l l  használnunk. I t t  M á lta lában a v i z sg á l t  rendszer impulzus­
momentum-operátora.

Határozzuk meg ezek után a /24/ egyenlet jobb oldalán szereplő k i f e ­
jezés megváltozását az alább le irandó e l forgatások során. Először forgassuk  
e l  a függvényekkel l e i r t  valószínűségi  amplitúdó-eloszlásokat

w n  forgásvektorra l .  Az e l fo rga to tt  rendszer ál lapotfüggvéuyét /28/ 
nak /24/-re való alkalmazásával kapjuk / N - e t  értelemszerűen 3 - v e i  he­
lyettes ítve/  :

Alkalmazzuk most ugyanezt az cy = u>n forgásvektoru forgást  a \i =  ( a ß ^ )  

E u le r - szögekkel je llemzett -he lyzetű pörgettyűre. A pörgettyű e l fo rgatásakor  
természetesen e l fo rdu l  a hozzá rögz íte tt  S' koordinátarendszer i s .  Ez a 

transzformáció /29/-ben csak az Euler-szögektől függő függvényt
vá l toz ta t ja  meg, az e l fo rga tás tó l  nem ér in te tt  részecske-rendszert a v á l to ­
zat lanul maradó S koordinátarendszerben l e i r ó  Vj.M> függvény a t ransz for ­
máció során ér intet len  marad. Az Euler-szögek függvényeinek e l fo rgatáskor  

fe l lépő  megváltozását az R_ impulzusmomentum-operátorból /28/ mintájára  

képezett operátor határozza mog. Eszerint a pö rgAyü  / és a
hozzárögzitett S' koordinátarendszer/ = forgásvektoru e l fo rgatása
eredményeképpen /29/ -ből  a következő k i fe je zés  adódik:
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M

-  e-“í Ö*Ö=i: VJM.B>.*„ («) - .-ÍÖ**>S „,<»> .

730/

I t t  az első á ta lak ításná l  fe lhasználtuk, hogy 3 csak V , R pedig csak 

•D argumentumára hat, a második áta lak ítás  pedig /24/ figyelembe véte léve l  
történt. -  A fentiekben a részecske-rendszer valószinüségi  amplitúdó-elosz­
l á sá t  és a pörgetyühöz rögz íte tt  5' rendszert azonos módon forgattuk e l .  A 
valószinüségi  amplitúdó-eloszlást S' - r e  vonatkoztatva l e i r ó  y W )  függ­
vény tehát a két e l fo rgatás  végeredményeképpen nem változhatott meg s Így  
/30/-nek meg k e l l  egyeznie /24/-gyel.  Ez csak úgy lehetséges, ha fenná l l !

A /31/ egyenlet igazságát el lenőrizhetjük a következő példán. Mint /16/-ból  
[ a z  Nz. — *" 3^- , yjnf*^  értelemszerű he lyet tes ítést  a l ­

kalmazva J lá tható, az S rendszerben fennál l  a

/3 2 /

sa já tértékegyen let . Könnyű be lá tn i ,  hogy ugyanakkor

/35/

Az RZ' operátor meghatározására felhasználható a forgásoperátor és impulzus­
momentum-operátor /5/-ben kifejeződő á lta lános kapcsolata. A koordinátarend­
szernek a z ' - t enge ly  körül cw szöggel való e l fo rgatása  eredményeképpen a 
pörgetyü y E u le r - fé le  szögk ordinátája - r a  csökken. A megfelelő
forgásoperátort így  kapjuk:

FM<t>(<*fix)~<t>(<*‘ßy)~<P(oißf-cA>)"e~wdr(l>(aßr)-e~uii Rz,<P(oißr) , /5V

ahonnan
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(*0Vegyük most figyelembe, hogy az Euler -szögektől a /24/-ben szerep­
lő  közvetítésével függ, ezek y -függése pedig /18/ szerint
a /24/ összeg minden tagjában egyöntetűen alakú. Ha /35/-öt
-re  alkalmazzuk, valóban az á l l i t o t t  /33/ sajátértekegyenletét kapjuk, össz­
hangban a /31/j /32/ eredményekkel.

Egy további, a későbbiekben felhasználandó összefüggést Írhatunk f e l  
ama t r i v i á l i s  észrevétel alapján, hogy a részecske-rendszer S - r e  vonat­
koztatott l e í r á sá t  adó függvény alak ja  t e l j e s  mértékben függet len az

S' koordinátarendszer /vagyis a pörgettyű/ he lyzetétő l ,  igy a pörgettyű  
2 forgásoperátorának alkalmazása V - t  nem vá l toztat ja  meg:

Ebből következik, hogy

RV?m=0  • /56/

A /36/ összefüggés fennálására abból is  következtethetünk, hogy R_ az Euler-  
szögekre ható di f ferenciá loperátorok lineárkombinác ló ja ,  ugyanakkor 4 ^  
az Euler -szögektől nem függ, hanem csak az S - re  vonatkoztatott részecske­
koordinátáktól. "gy megfogalmazva a /36/ összefüggés t r iv ia l i tásnak  hat, de 

/25/ al.-.kját he lyettes it jük bele ,  következtetések levonására a lk a l ­
mas összefüggésre jutunk:

S Ä  W V j f f .  “ 0  . • m
M'

Az R impulzusmomentum-operátor hat természetesen a D* argumentumában sze­
replő Euler-szögekre, de hat V jfjj< - re  is  [mint ezt /31/ is mutatja. ] , 
mely a /24/ a la t t  megadott módon függ a Euler-szögektől .  F i ­
gyelembe véve, hogy R l in e á r i s  d i f fe renc iá loperátor ,  továbbá fe lhasználva  
a /31/ összefüggést, Írhatjuk:

r y - z ;
M'

-2 T
M*

/38/

(d)J - 0 .
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A kitűzött fe ladat :  meghatározni, hogy miképpen hatnak R különböző kompo­
nensei a (•3 ) függvényekre. Más szóval: a /38/ a la t t  szereplő

R Dmm' ( ^ )  mennyiség komponenseit k e l l  kiértékelnünk, az 5 ‘ és az S 
koordinátarendszerben. Minthogy a részecskék J  impulzusmomentum-operátórá­
nak hatása ismert, a fe ladat  /38/ alapján közvetlenül elvégezhető.

Vizsgáljuk e lőször  az R operátor vesszős komponenseinek, az 

R j ^ í  ^ =(Rx, + í'Ry.) , R0==nF?z- gömbi komponenseknek D^M> (# ) - r a  
való hatását.

Az Ró operátor hatását szemügyre véve vegyük figyelembe, hogy

V-fa) /3 2/ szerint a , operátor nM' sajátértékhez tartozó sa­
játfüggvénye: JÓ — fiM'vjfj' ■ Ekkor /38/ szerint le irható

Ro^ m- z :

/-j)
Minthogy a VjiVj. függvények l ineár isan  függetlenek,az egyes együtthatók
zérussal t 2hetők egyenlővé. Ilymódon kapjuk:

/39/

Megjegyezzük, hogy ugyanez közvetlenül adódik, ha /35/-öt D^m' O'*) 
- r a  alkalmazzuk, figyelembe véve ennek /18/ a la t t  megadott a lak já t .

V izsgá l juk meg ezek után a /38/ egyenlet veaszős rendszerbe l i ,  +1 
indexű gömbi komponenseinek hatását.  Az ismert

összefüggés fe lhasználásával  irható:

M*

- Ü
M’

- r

[R±|Dhm' ( « ) ] - D w W J Í , < -

r ; ,  d L .  m  v $  ±  t, ^ Z E E E E í E M  d j  m.( í ) ) v g i t , 

R», D’ „. (fl) í  t, ^ 5 1 1 5 3 5 5 1  p 3 Mif) (sr) v  w  =0

A harmadik sor úgy adódott, hogy a második sor  kapcsos zárójelének második
tagjában az összegezés! indexet az M '—- M '  +1 módon megváltoztattuk

■ ’ (-3)Ha i t t  V együttható jat zérussal  tesszük egyenlővé, az

d '  D í  M '7 1 )  n ,
Ao/

összefüggésre jutunk.
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Mielőtt  áttérnénk az S rendszerre vonatkoztatott impuäizusmomentum- 
komponensek v izsgá la tára ,  megjegyezzük,hogy R vesszős komponensei /39/, A O /  

értelmében a következő ' fe lcseré lés !  törvényeknek tesznek e leget :

amiből a Descartes - fé le  komponensekre az

[ r ;  , Rj ] = - i d £ 0k Rl, A v

f e l c s e ré lé s i  törvény adódik. Figyelmet érdemel, hogy /41/ a jobb oldalon á l ­
ló negativ e lő je lben e l t é r  az impulzusmomentum szokásos f e l c s e r é l é s i  törvé­
nyétől.

A /38/ k i fe jezés  vesszőtlen /az 5  rendszerre vonatkoztatott/ kompo­
nenseinek kiértékelése nem történhet pontosan ugyanugy, mint a veaszős kom-/vj
ponenseké. A J operátor vesszőtlen komponenseinek ^3M , - r e  va-ló hatá­
sa közvetlenül nem ismerhető f e l ,  ennek megállapítása részletesebb meggondo­
lásokat igényelne. Alkalmazhatjuk azonban a következő fogást .  Minthogy J  

csak a részecske-változókra hat, az Euler-szögekre nem,/38/ második tagjában  
elé hozható. Ezután e tagban /25/ segítségévei* elvégezzük az ösz-  

szegezést. Kapjuk:

£  [ E C « » ) ]  . , / « /

Az áta lak ítás  eredményeképpen a J  operátor mögött megjelent , melyre
J hatása már ismert. A /42/ k i fe jezés  zérus indexű vesszőtlen gömbi kom­

ponensét véve és a /15/ sajátértékegyenletet fe lhasználva kapjuk:

Fejtsük ki i t t  a második tagot /25/ segítségével :

^  (K DMm‘ fa ) ]  “  v >m,=s0

Az együtthatókat zérussal egyenlővé téve kapjuk:
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Az I?*,, komponensek hatása hasonló e l j á r á s s a l  határozható meg:

x;[r±1 í*|
X T  [ R ^ D mm'OőO í t l

Az együtthatókat zérussal  egyenlővé téve kapjuk:

R±i D ÍM, ( ^ j =  + -h1 /44/

A laboratóriumban rögz ite tt  5 rendszerre vonatkoztatott, vesszőt­
len impulzusmomentum-komponensek természetesen a szokásos fe l c s e r é l é s !  tör ­
vényeknek tesznek eleget :

R i » R j -  i f t S i j k  R k . /45/

A /43/ és /44/, vagy ha úgy tetszik ,  a /39/ és /40/ összefüggésekből leve­
zethetjük az

/ 46/

sa já tértékegyenietet .

Az eredményeket szavakban igy fogla lhat juk össze. A D^m1 0^) függ­
vény sajátfüggvénye az R 2 , R0 és f?ó operátoroknak. Az impulzusmomentum
négyzetének R2 operátorához a ti23(J+1) sa játérték ,  a laboratóriumi rend­
szerre vonatkoztatott í  - ve tü le t  operátorához pedig a tiM 3a já térték  ta r ­
tozik. Sajátfüggvénye ezen kivül D^Mi ( ^ )  a pörgettyűhöz rögz ite tt  

rendszer Z ' - tengelyére vetett  impulzusmomentum-vetület Rg operátorának 
i s ,  a tíM' sa játérték mel lett .  1

Meg k e l l  i t t  jegyeznünk, hogy miután az S' rendszernek a térben e l ­
f o g l a l t  helyzetét jellemző d ß y Euler-szögek i t t  nem rögz i te t t ,  vagy ta­
lán az idő függvényében meghatározott módon változó paraméterek, hanem kvan­
tummechanikai "dinamikai változók” , " f i z i k a i  mennyiségek", az S '  rendszer  

té rbe l i  helyzetét "szemmel követni" nem lehetséges, e rrő l  csak valószínűsé­
g i  k i je lentések tehetők.

A klasszikus mechanikából tudjuk, hogy egy szimmetrikus pörgettyűnek 

a laboratóriumi rendszerben állandó impulzusmomentuma mellett ál landó még a 

szimmetriatengelyre vetett  impulzusmomentum—vetülete i s .  Ennek alapján arra 

gondolhatunk, hogy a szimmetrikus pörgettyű esetében, ha 2-tengelynek a 

pörgettyű szimmetriatengelyét választ juk, a 0 j ,M- (-Ö) függvények stacioná­
rius ál lapotokat irnak l e .  Ez valóban igy is van. Aszimmetrikus pörgettyű



-  15 -

esetében az impulzusmomentumnak nincs olyan komponense az S' rendszerben, 
mely állandó volna. Ennek megfelelően nem stacionárius á l l a p o t -
függvény. A stacionárius ál lapotokat l e i r ó  függvények az M' különböző é r té ­
keihez tartozó dJm- w  -k  meghatározott l ineár-kombinációi alapjában ál- ,  
l i thatók elő.

Wigner megmutatta, hogy a pörgettyű sajátfüggvényeinek a lak ja  egysze­
rűen megállapítható, kiindulva a kvantummechanikai állapotfüggvények -  e . 
szakaszban ismertetett -  forgástranszformációs tula jdonságaiból.  Wigner e 
módszerét a Függelék A. pontjában i r juk  le .

2. A nem gömbszimmetrikus magalak kialakulása

a/ Rainwater gondolata és a kvadrupólmomentumok. Az atommag együttes /kol­
lekt iv/  mozgásformáinak elmélete Rainwater egy észrevétele nyomán bontako­
zott ki .  Rainwater rámutatott arra ,  hogy a párat lan  tömegszámú magok kvad- 
rupólmoméntúrnának /a héjmodell keretei között érthetetlen/ nagy értékei  meg- 
érthetők, ha fe ltesszük:  a legkülső,  nem te l jesen lezárt  héjban he lyet fog la -  
ló ,  nem-gömbszimmetrikus e losz lású nukleonok po la r izá ló  hatásuk révén a l e ­
zárt héjakra is  nem-gömbszimmetrikus alakot kényszerítenek. A következőkben 
ezt a hatást becsüljük meg, Mottelsont követve, egy egyszerű függet len -re -  
szecskemodell, az oszci l látor -model l  keretei között.

Ha figyelembe vesszük, hogy a nukleon mozgását a magban meghatározó 
közös potenc iá ltér  a lak ja  a gömbszimmetrikustól e l té rő  is lehet , a modell 
Hamilton-operátora a

h ’Ifo +  í r  ( w l  x f +  y f +  caj| z f ) M /

alakban irható f e l .  A probléma derékszögű koordinátákban szeparálható; a sa­
játértékek nyilván

A a /
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Tegyük f e l ,  figyelembevéve a maganyag tapasztalatból ismert nagyfokú össze-  
nyomhatatlanságát, hogy az alakváltozás  során az ekvipotenciá lis  fe lü le tek  

á l t a l  körülzárt térfogat  vá ltozat lan  marad. Ennek f e l t é t e l e  az

tOy coj — cog const. A  9 /

alakba irható. Szorítkozzunk tengelyszimmetrikus alakváltozásokra. Ekkor a 

deformációt jellemző oc paramétert de f in iá lhat juk  az

O J 0 G 2 , c ű y =  cü 0 Q. 1 J c o z — CX>0 G
- o c /50/

képletekkel. A /48/ sajátérték ekkor igy irható:

E = * c o 0 Z :  ^ ( n x + ny + Oi + e ' “ ( n z + y ) j

Keressük ennek minimumát ex függvényében. A szélsőérték f e l t é t e l e :

Í - - í f Z : M ( T . ,  + n9 + 0 1- e - ” C2rl2 -H ) i - 0

Innen az energiaminimumhoz tartozó, egyensúlyi deformációra az

Í r ( n x t n y+l)i / 5 1 /
i

összefüggés adódik.

Megjegyzésre érdemes, hogy az egyensúlyi deformációt meghatározó /5l/  
összefüggéshez az energiaminimum f e l t é t e l e  mellett egy más követelményből k i ­
indulva is  eljuthatunk. Észszerű megkövetelni, különös tek intette l  a magerők 

rövid hatótávolságára, hogy egyensúlyi á l lapotban a mag közös potenciá ltere  

és sűrűségeloszlása hasonló alakú legyen. Matematikailag ezt úgy fogalmazzuk 

meg, hogy megköveteljük: a mag sűrűségeloszlásának x* , y* , "z2 momentumai 
ugyanolyan arányban á l l janak  egymással, mint az ekvipotenciá l is  e l l ipszo idok  
tengelyeinek négyzetei.  Pigyelembevéve /47/-et, Írhatjuk:

X2



-  17 -

i ;
O A

y, j Zf i t t  szereplő várható értekei egyszerű alakúak:

< n x lxf l n * > = — j xCnx + 4-)  ,

< n y l y f l n y)  Mu>y (ny + 2 ) ,  

<C nz 1 zf J nz )  = Moj z (nz + y  ) .

/ 5 V

E kife jezések könnyen ver i f iká lhatok,  figyelembe véve azt az ismert tényt,
rt  ±

2 r r  2

hogy az o s z c i l l á t o r  potenc iá l is  energiájának várható értéke a t e l j e s  energia  

f e léve l  egyezik meg, p l .  < n x I n Jf)  = ^ f ?Ar(nx + 4")
Vezessük be most a

je lö léseket .  Ezeket felhasználva és az /54/ összefüggéseket /53/-ba, az /53/ 
kife jezéseket pedig /52/-be he lyettes ítve ,  a

r  . (= J_ • J_
X '  D y • • • (X>x • c O y  ■ COz

f e l t é t e l r e  jutunk. Ennek alapján irható:

const. 
°x- ojx )

^  _ const. 
° y  > (5r =

const
CO,

/56/

az / X-, y - ,  Z - t ő i  független/ állandó együttható értéke innen egyszerűen 
leolvasható:

const. =  co0 ( 6 x óy<3z ) i//3 • /57/

co0- t  /49/ adja meg. A /56/, /57/ képletek alapján Írhatjuk  

' <Su 6 A 1 k  (  6 Z 6 y V/3
O Ü y  S3 U J r » COy-CO0^— Ö 2X J , LUt-cuĴ —* ^  'j • /58/

Az alakváltozás tengelyszimmetriájára vonatkozó fe ltevésbő l  / O )* -  u>y ;lásd
/50/-et/ Cj x= 6y— y  ((!,{ + (5y)  következik, s igy /58/ helyett p l .  cox eseté­
ben irható: .//

^2(Tz y/j
OOv =  UJr '

"ó Ui

\
*  y
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í r juk  be ide cx>x - e t  /50/-ből,  C3x - e t ,  C5y - t ,  Cz - t ,  /55/-ből.  Köbre eme­
l é s s e l  az egyensúlyi deformációra az /5l/ összefüggést kapjuk, amint á l l í ­

tottuk .
Megfontolásaink és számításaink eredményeit összefog la lva ,  megálla- • 

p i tha t juk : ha az egyes nukleonállapotok olymódon vannak betöltve, hogy
2 r ( n z + 7 ) i  *  £ ( n x +ny + 1)i , úgy a mag a lak ja  e l t é r  a gömbszim­

metriától,  /51/-ben oc#0 . Minthogy a zárt héjakra Z T (n x+'2')i = /LT(Hy 
=  Z T ( V  f ) ;  , megállapíthat juk, hogy a deformációért kizárólag a legkülső,  
nem tel jesen betö ltött  héjban elhelyezkedő nukleonok a fe le lősek .  Ezek kény­
szerítenek a zárt héjban helyet fog la ló  nukleonokra is  nem-gömbszimmetrikus 

e l o s z l á s t .
Ennek következtében a mag elektromos kvadrupólmomentumához nemcsak a 

legkülső, nem te l jesen  betö l töt t  héjban helye t fog la ló  protonok szolgáltatnak  

járu lékot , /mint azt a héjmodellben fe l tesz ik/ ,  hanem a nem-gömbszimmetrikus­
sá deformált zárt héjak protonjai  i s .

Ez a hatás különösen szembeszökő p l .  olyankor, ha a magban a zárt  

héjakon kivül  egy neutron kering /vagy egy zárt  héjból egy neutron hiányzik/. 
A héjmodellben, mely a zárt  héjakat gömbszimmetrikusnak tek in t i ,  a kvadru-  
pólmomentum ilyenkor zérus, hiszen a zárt héjakon kivül  je lenlévő egy neut­
ronhoz /vagy neutron-lyukhoz/, minthogy tö ltése zérus, nem tartozhat e lekt­
romos kvadrupólmomentum. A tapasztalat  szerint azonban az ilyen magok kvad- 
rupólmomentuma is lehet zérustó l  különböző /p l .  0 17 /. A fentiek a lapján ez 

megérthető: i lyenkor a legkülső héjban magányosan keringő neutron po la r iz á ­
ló hatására a zárt  héjakban he lyet fog la ló  protonok tö l té se lo sz lá sa  e l t é r  a 

gömbszimmetrikustól, kvadrupólmomentumuk zérustól különböző le sz .
Vegyünk szemügyre most egy ilyen "csupa zárt héj ±  egy nukleon" 

tipusu magot. A mag /tömegeloszlásának/ kvadrupólmomentumát a

alakba irható .  Az /55/ a la t t  f e l i r t  G* , Gy , (57 Összegeknek a zárt héjak­
hoz tartozó része i  megegyeznek. Jelö l jük ezt j  G 0 - l a l . Ha az utolsó ré ­
szecske az N x , Ny } őszei11ator-kvantumszámokkal je llemzett  á l lapotot  
f o g l a l j a  e l ,  /55/ helyett irható:

k i fe jezés  szo lg á l ta t ja ,  mely /54/ és /55/ figyelembe véte léve l  a

/GO
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Helyettesítsük be e kife jezéseket /58/-ba. I t t  Nj, Ny , NZ nyilván sok­
kal kisebb, mint Ő0 , mely a zárt  héjak összes részecskéinek kvantumszámai­
ra k i te r je sz te t t  összeg. Az N x/ő0 , Ny/(50; N/S0 mennyiségek szerint tehát 
sorba fejthetünk és megelégedhetünk a legalacsonyabbrendő / l ineá r i s/  tagok­
kal.  így kapjuk /58/-ből:

<-̂ z
1
COv 0 1 + ZNX~ N y - N 2 _t_ .

uOy' GOfl
Go ■)

A most kapott k i fe jezéseket ,  valamint /60/-at /59/-be helyettesítve kapjuk:-

GL= 2QP ,

ahol

Az /54/ képletek segítségével meggyőződhetünk ró la ,  hogy Qp az utolsó ,  pá­
rat lan  részecske /tömegeloszlásának/ kvadrupólmomentumát je len t i ,  köze l í té ­
sünk legalacsonyabb rendjében, vagyis : az alakváltozásnak a részecske á l l a - '  
potfüggvényére való hatását elhanyagolva. Figyelemre méltó, hogy a zárt  hé-.» 
jak deformációjának figyelembe vétele a mag /tömeg-/ kvadrupólmomentumára az 
utolsó,  páratlan részecske /tömeg-/ kvadrupólmomentumának kétszeresét s zo l ­
ga ita tta ;  a -zárt  héjak járuléka Q. -hoz tehát ugyankkora, mint a párat lan  
részecskéé.

Q1(á) elektromos kvadrupólmomentumot a

z_
A

n'^'11 Z o  
U  =  Up + —  Up

képlet adja,  ahol az első tag a páratlan részecske elektromos kvadrupólmo- 
mentuma, a második pedig a zárt héjak protonjainak járuléka /innen a Z/A 
tényező/. Az eredmény szemléletesen igy értelmezhető: a deformált zárt  hé­
jak je lenléte a páratlan részecske töltésének e f fek t iv  értékét 0 p - r ő l

e eff =  e P + — e
z_
A / 61/

bá
vá l toztat ja ,  ahol Z  és A a törzs rendszáma, i l l . tömegszáma,

'e proton
Qp “  ’ . ha a párat lan részecsker 0 neutron
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Az <2ej f  e f fek t iv  /renormált/ tö ltés  a sztatikus kvadrupólmomentum mellett a 

sugárzásos kvadrupól- (E2) átmenetek valószínűségének számitásánál is  hasz­
nálható, f e l téve ,  hogy a zárt  törzs a külső részecske kvadrupól- rezgéseit  

adiabatikusan követi.  Ennek az a f e l t é t e l e ,  hogy az átmenet rezgésszáma sok­
kal kisebb legyen, mint a zárt  törzs természetes kvadrupól - f rekvenciá ja . Ez 

utóbbira Mottelson a 2 co0 «=* 20 MßV/fi értéket adja meg.

Igen érdekes, hogy a zárt héjak e ltorzulása  már a "zárt  törzs + egy 

nukleon" tipusu magokban is  je lentős szerephet ju t .  Az ilyen magok spektru­
ma á lta lában igen k ie lég ítően le írható  az egyrészecske-modell kerete i  között, 
így  p l .  0 ^  a lapá l lapota  ( '>/2+) és 0,88 MeV-os első ge r jesz te t t  á l lapota  

(■'■/2+) olymódon értelmezhető, hogy az N  =  Z  = 8 -ná l  lezáródott héj kö­
rül magánosan keringő neutron majd a d^/2 , majd az' A ^/2 á l lapotot  fog ­
l a l j a  e l  a soronkövetkező héjban. Az egyrészecske- le irás  eme k ie lé g í tő  voná-

4*7
sai mellett kiütköznek fogyatékosságai is .  Az 0 mag alapállapotában az

= - 0 ,0 3 . 1 0
p

cm'. Ez, mint már említettük, ellentmond a héjmodell várakozásának: a h é j -  

modell a magok kvadrupólmomentumáért egyedül a zárt  héjakon kívül  keringő  
részecskét tesz i  f e l e lő s sé ;  minthogy ez esetünkben neutron, tö l tése ,  és Így  

kvadrupólmomentuma is ,  eltűnik. A magtörzs deformációjának figyelembevételé­
ve l  kapott /61/ képlet szerint azonban a zárt  törzs terében keringő neutron

Qeff=  0,5 C e f fe k t iv  tö l tésre  tesz szert, Az e f fek t iv  tö l tés  ezen értéke 
kie lég ítően egyezik a sztatikus kvadrupólmomentum, továbbá az * Í 2  d %  
elektromos kvadrupól-átmenet v izsgá la ta  a lapján meghatározott T±= 2,5.10“ ^° 

sec fe le z é s i  idő értelmezéséhez szükséges, 0 ,7g értékkel . -  Nehezebb magok­
nál az egyezés kevésbé jó . A "zárt  héj -  egy neutron" tipusu Pb207 mag ese­
tében p l .  a 0,57 MeV-os 5/2-ger jesz tet t  á l lapo tbó l  az 1/2 -  a lapá l lapotba  

vezető E 2 átmenet /a héjmodell szerint f 7/z p / z  egyrészecske-átme­
netrő l  van szó/ 7 1 =  9.10_11sec fe le z é s i  id e jé rő l  1 , 1 «  nagyságú e f fe k t iv  
tö ltés  f e l t é te lezéséve l  lehet számot adni, ami a /6 l/ -bő l  adódó értéknek kö­
zel háromszorosa. Ez az e l té rés  azzal  magyarázható, hogy az erősen e l f a j u l t  
harmonikus o s z c i l l á t o r  nagy szintközei  nem kedveznek a magtörzs a lakváltozá— 

sanak. A nehez magok eseteben rea l iszt ikusabb gömbalaku potenciálgödör ese­
tében nagyobb a po lar izálhatóság s igy  nagyobb e f fek t iv  tö l tés  adódik, jobb 
összhangban a k ísér letekbő l  kapott kvadrupól-matrixelemekkel.

Rainwater megál lapítása, mely szerint a magok egyensúlyi a lak ja  lehet  
nem-gömbszimmetrikus is ,  számos fontos eredmény a lap jáu l  s zo lgá l t .  Ezek kö­
zül az egyik legfontosabb az a fe lismerés, hogy a mag számára lehetségesek  

együttes fo rgás i  á l lapotok: a nem-gömbszimmetrikus magfelület forgó-mozgást  

végezhet, forgását a mag nukleonjai együttesen követik. A fo rgás i  á l lapotok  
elméletével fog la lkozik  a következő, 3. szakasz.
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5. A magok fo rgás i  ál lapotainak elmélete

a/ Bevezetés
Egyszerű meggondolások mutatják: nem gömbszimmetrikus egyensúlyi mag­

alak esetén számolnunk ke l l  azzal ,  hogy az atommagban f o g l a l t  nukleonok kül­
ső hatásra együttes forgásba jöhetnek. Ha p l .  a deformált mag közelében t ö l ­
tött  részecske halad e l ,  ennek inhomogén Coulomb-^tere forgatónyomatékot f e j t  
k i  a mag k v a d r u p ólmomenturnára. Mint az előző' pontban látttuk,  a kvadrupól-  
momentum kialakításában nemcsak a kevésszámú külső proton, hanem a le zá r t  - 
törzsben he lyet fog la ló  protonok is  részesek. Ennélfogva a külső forgatónyo­
maték sem csupán egyetlen vagy kevésszámú nukleon impulzusmomentumát vá l toz ­
t a t ja  meg, hanem az egész maggal közöl impulzusmomentumot, miközben a de for­
mált ha tá r fe lü le t ,  az á l t a l a  körülfogott nukleonokkal együttesen, forgásba  
jön.

Mint arra Kerman rámutat, a deformált magfelüle’t forgásával kapcsola­
tos spektrum létezésére a következő kvantummechanikai természetű megfonto- ' 
l á s s á l  i s  következtethetünk. A deformált magalak helyzete a térben bizonyos 
főtengelyele / p l . a deformációs e l l ip szo id  főtengelyeinek/, i l l .  az azok 

helyzetét meghatározó c(/3 y Euler-szögek megadásával jellemezhető. Valamely 
forgásra képes rendszer helyzetét  jellemző szögváltozóra, s a hozzá kanoni­
kusán konjugált impulzusmomentumra érvényes Heisenberg -fé le határozatlansá­
gi  összefüggés értelmében a szögváltozó értéke csak akkor lehet élesen meg­
határozott, ha ugyanakkor az impulzusmomentum t e l j e s e i  határoz it lan .  /Lásd 
p l .  /21/-et ; Rz az OC Euler -szöggel az , a ]  fe le  seré lé-öl, s
így a <[ A f ?2 X .  A o í 2 >  ^ - S 2/4 határ jzat lansági összefüggésnek tesz
e lege t ./  Ahhoz tehát, hogy deformált magalakról és unnak a tőrben e l f o g l a l t  
helyzetéről egyá ltalán beszélni lehessen, szükségef , hogy lé t e z z é k  li;i Eu ler -  

szögekre ható impulzusmomentum-operátorok sajátá l lapota inak egy egész soro­
zata, vagyis: létezzék forgás i  spektrum.

í

b/ Az atommag mint pörgettyű
A magok forgás i  ál lapotainak elméletét a legegyszerűbben c).zon f e l t e ­

vésre kísére lhetjük meg fe lép í ten i ,  miszerint az atommag pörgettyűnek tekint­
hető, A mag be lső  szerkezetének elméleti tanulmányozása és a magspektrumok 
k í sé r l e t i  v izsgá lata  egyaránt azt mu';, t j a ,  hogy a deformált magalak az atom­
magok túlnyomó többségénél tengelyszimmetrikus. Ennek megfelelően a magot
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szimmetrikus pörgettyűhöz hasonlít juk. A szimmetrikus pörgettyű Hamilton-ope- 

r á to ra :

P2 + p 2 p 2, 
T -  r  K «' 4- Ü Z l  —
1 2 J  2 JZ.

2J ~ \ 2 3 z 23 )

/  62/

R l .

I t t  R_ a pörgettyű impulzusmomentumának operátora, melyet az 1. szakasz /Ma­
tematikai e lőkészítés/ b/ pontjában vezettünk be; Rx. , Ry> , f?zi a pörgety-  
tyühöz rögz íte tt  /instantén/ koordinátarendszerre vonatkoztatott komponensek 

3z’ a szimmetriatengely irányához, 3 pedig az arra merőleges irányokhoz 

tartozó fő tehetet lenségi nyomaték. Mint az 1 . szakasz b/ pontjában lá ttuk,  
az R operátor a pörgettyűnek a térben e l f o g l a l t  helyzetét jellemző Euler -  
fe le  szegkoordinátákra hat. Kézenfekvő R_-et  a mag te l j e s  impulzusmomentu­
mának I operátorával azonosítanunk:

R.-JL*

Az 1 . szakasz eredményei alapján könnyű f e l i r n i  a /S2/ Hamilton-operátor sa­
játfüggvényeit és sa já té r téke i t .  A /39/ és /46/ képleteket tekintetbe véve 

megállapíthatjuk, hogy a

4>i k m - d L M  /63/

függvény sajátfüggvénye a forgás /62/ Hamilton-operátorának az

r - Ü 2 T/r, .N . ( t > Z h2 V .2
CIK 23 ( ' V2J 2 j r j íx M /

sajátérték mel lett .
Mielőtt az energiaspektrumra kapott képletet  összehasonlítanánk a 

megfigyelésekkel, foglalkoznunk k e l l  a mag alakjának szimmetriáival. A mag­
alak szimmetriatulajdonságai ugyanis kor látozhatják a /64/-ben szereplő  

X,K kvantumszámok lehetséges értéke it .
Az előzőkben, a tapasztalat  útmutatását követve, fe ltéte leztünk,hogy  

a mag a lak ja  tengelyszimmetrikus. Vizsgá l juk meg e fe l tevés  következményeit. 
Elgondolásunk szerint a mag együttes forgása olymódon megy végbe, hogy a de­
formált magfelület e l fo rdu l  s eközben magával ragadja az á l t a l a  körülfogott  

nukleonokat. Ha a deformált magfelületet /a mag közös potenciá lterét/  a szim­
metriatengely körűi forgatjuk e l  gondolatban, közvetlenül lá t juk :  nem tudja  

magával ragadni a nukleonokat. A magfelület szimmetriatengely körü l i  e l f o r ­
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gatása minden f i z ik a i  következmény nélkül való, a nukleonok az e l fo rga tás t  
"é 3zre sem veszik" .  Levonhatjuk a következtetést: a m g  együttes forgása a 
szimmetriatengely körül nem lehetséges es igy az R_ impulzusmomentum szim— 

metriatengelymenti Rr  vetületének sajátértéke szükségképpen zérus:

R r  Dmk ( $

amiből /39/ szerint

K = 0 /65/

következik. Az eredmény szemléletes je lentése v i lágos :  az együttes forgás  
impulzusmomentuma a mag szimmetriatengelyére mindenkor merőleges.*/
Kint /18/-ból vagy /35/-ből látható, a /65/ f e l t é t e l  te l jesü lése  esetén a 
/63/ állapotfüggvény az Euler-szögek közül y - t  nem tartalmazza.
Eszer int, ha feltess'zük a kérdést: mi annak a valószínűsége, hogy a magfe­
lülethez rögz ite tt  <S' koordinátarendszer a térben /a laboratóriumi <S rend­
szerre vonatkoztatva/ az tí/3^ Euler-szögekkel jellemzett  helyzetet f o g l a l ­
ja e l ,  az t -a  választ  kapjuk, hogy ez a valószinüség független y - t ó i .  Az 
S' rendszer X1- ,  y 1 -tengelyeinek helyzete a Z' -tengelyre merőleges 

sikban te l jesen határozatlan.
Egy további természetes fe l tevés ,  hogy a mag a lak ja  tükrözésszimmet­

rikus a /szimmetriatengelyre merőleges és a kezdőponton áthaladó/ Z1 = 0 
s ikra .  Ezzel a f e l tevésse l  a körtealaku egyensúlyi he lyzette l  rendelkező 

magfelület esetét  rekesztjük ki a tárgyalásbó l .  I t t  is elmondhatjuk, hogy 
a tett  fe l tevés  a tapasztalat  tanúsága szerint az esetek nagy többségében 
jogos. Ahhoz, hogy ezen szimmetria következményeit megállapíthassuk, ismer­
nünk ke l l  a DmkC01̂ )  sajátfüggvények tükrözés! tu la jdonságait .  -  Minthogy 
a Dmk ( ° W  függvényeket, akárcsak magukat az a ß t f  Euler -szögeket , az 

1 . szakaszban egy jobbsodrásu koordinátarendszerről egy másik jobbsodrásu 
rendszerre való á t té ré sse l  kapcsolatba vezettük be és balsodrásu rendszerre 

való átté résrő l  egy szó sem esett ,  a tükrözési tulajdonságok á lta lános v i z s ­
gá lata  részletes  meggondolásokat tenne szükségessé. Szerencsére ezeket mel­
lőzhetjük. A bennünket érdeklő K = 0 esetben ugyanis, mint láttuk a 

^MK sajátfüggvény csak az a , ß  szögektől függ, ^ - t  egyálta lán
nem tartalmazza. E szögek egyszerű je lentése : a szimmetriatengely i r á ­
nyának polárszöge, «  pedig annak azimutja. A magalak tükrözése eszerint  

egyszerűen a szimmetriatengely tükrözését, e l len té tes  irányúvá való á t v á l -

x/ Ez összhangban van azzal ,  hogy gömbszimmetrikus egyensúlyi alakkal ren­
delkező magoknal sohasem f igye ltek  meg fo rgás i  ál lapotokat.



-  24 -

toztatását  j e l e n t i .  De ugyanezt érjük e l ,  ha tükrözés helyett 180°-os e l ­
forgatást  hajtunk végre egy a szimmetriatengelyre merőleges tengely, p l .  az 

y' - t enge ly  kö rü l . A /63/ sajátfüggvény megváltozását e fo rgatás  során a 
/28/ operátor i r j a  l e ,  ahol most a kitevőbe értelemszerűen az R operátor.  
Írandó. Az y ' — t ?ly körül 9?" szöggel e l fo rga to t t  pörgetyü á l lapo t függ ­
vénye tehát .q.

■' =  T Ry'
’<M

A /9/ és /12/ képlete lapján irható:

( Í K  iC ' f  r » 1I K ) - D ^ k ( 0 1 T0 )  /57/

A /12/-ben szereplő M , M' helyére i t t  nyi lván az együttmozgó S' rend­
szerre vonatkoztatott impulzusmomentum-vetületeket je lző  K,K' kvantumszá­
mokat k e l l e t t  irnunk. Megjegyezzük, hogy a /63/ sajátfüggvényekkel képezett 

/67/ matrixelemben az M indexet, mint fe le s le ge se t ,  elhagytuk. Mint / 40/ -  
ből is látható, a /6S/-/67/ kitevőjében szereplő Ry> operátor M - r e  nem 

hat s igy a /6?/ matrix M -ben á t ló s  és független tőle . A /18/ és /19/ 
képletek a lapján megállapítható, hogy ( OftO)  = (~ '0 *  K(fK_ K<. Ezt f i g ye ­
lembe véve, /6S/ és /67/ fe lhasználásával  írhat juk:

^ k m - H  « W i k V ^ ' i i k ) -
K1

- Z T  ^ ik v i  Co <íto) -

_  {-' jJA KJP1 <íK^ K, t

vagyis < Í W  ( - 0 ™  < V k, «  . A ,8/

A tengelyszimmetriából adódott /65/ megszorításnak a lávetett  á l lapotokra  
kap j uk:

• /£9/

A /66/ képletet megelőző megfontolás szerint a K -  0 esetben az g’ - t e n -  

gely körüli  f t  szögű forgatás  egyenértékű a 2'= 0 síkra való tükrözéssel.  
A /69/ a l a t t  f e l í r t  0 jOM függvény fe lfogható tehát, mint a (J)j0M sc.ját-  
függvénynek a 2 =0 s íkra való tükrözés eredményeként adódott t ransz for ­
mált ja.



-  25 -

A Z '=0  sikra való tükrözéskor a forgás állapot-függvénye /69/ sze-  
r int lpáros értékeire változat lan marad, páratlan értékeire pedig j e l e t  v á l t .  

Aage Bohr megköveteli, hogy az állapotfüggvény e tükrözés alkalmazásakor 
minden esetben maradjon változat lan. A.Bohr e követelménye értelmében a fo jv  
gási  állapotok impulzusmomentuma és paritása csalc páros lehet:

0 +, 2 \  4 + , 6 + , . . . / 7 0 /

Mint lá tn i  fogjuk, a megfigyelések beigazolták e követelmény helyességét.
Megjegyezzük, hogy az impulzusmomentumok /70/ sorozatával ta lá lko ­

zunk a zérus spinű, azonos magokat tartalmazó kétatomos molekulás rotációs  

spektrumában i s .  E molekulák éppen azokat a szimmetriatulajdonságokat mutat­
ják, amelyeket mi fe ltevéseinkkel a magalaknak tulajdonítottunk. A moleku­
lák esetében a rotációs  állapotfüggvény szimmetriája a szimmetriatengelyre 
merőleges, a középponton át fektetett  sikra való tükrözéssel szemben arra  

vezethető v issza, hogy zérus spinű magok bozonok, igy fe lcseré lésük /mely 
éppen a mondott tükrözéssel egyenértékű/ az állapotfüggvényt mindenkor v á l ­
tozatlanul hagyja.

Az atommagok forgás i  ál lapotainak energiá jára kapott /64/ k i fe jezés  
/65/ figyelembevételével és az Ej— Ejq j e lö lés  mellett az

E l ^ U í - H )  / ? V

alakot ö l t i ,  ahol I  a /70/ értékeket veheti f e l .
Az erősen deformált páros-páros magok alacsonyan fekvő á l lapo ta i  á l ­

talában rendre a /70/ sorozatban megadott impulzusmomentum-értékekkel rendel­
keznek, paritásuk páros, ge r jesz tés i  energiájuk álta lában k ie légitően,  nem 
egy esetben meglepően nagy pontossággal kiadódik a /71/ képletből . Az egyes 

ger jesz te t t  energiaszintek E2 , E4  , Eg , Eg ge r je sz té s i  energiáinak v i ­
szonyára /71/-ből a következő értékek adódnak:

_  _ÜL ^6 — 7  i -a  — 1? / 7 2 /
I T “  3 ’ e2 u

A megfigyelt ge r je sz té s i  energiák viszonyát a /72/ értékekkel összehasonli t -  
va szemléltető ábra talá lható p l .  Moszkowski Nuclear Models c. cikkében 
/Handbuch der Physik, _J) kötet, 13 .ábra/, vagy az Elméleti Magfizika c. 
könyvecskében /Műszaki Kiadó, 1961, 29.ábra/. Az egyezés á l ta lában  k ie lé g í tő  
különösen azoknál a magoknál meglepően pontos, amelyekben a proton- és neut­
ronszám távol esik a mágikus számoktól.
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E pont befejezéseként vegyük szemügyre néhány páros-páros mag megfi-  
' l t  fo rgás i  spektrumát.

<3+

6 *

4+
2*
0+

Megfigyelt 
■ír spektrum

1005,3

641,7

309,3
93,3

Gerjesztési
energia
(keV)

( 1119,6)

653,1

(311)

Számított
érték

(keV)

3 %

1fi%

0,6 % 

Eltérés 

( % )

.<80

2 .ábra 72
uí  180
nj spektruma

A 2 . ábra spektrumát mutatja. A záró je lbe f o g l a l t  értékek szá­
mítása a /71/ képletből történt. A képletben szereplő J tehetetlenségi  

nyomatékot tapaszta lat i  paraméternek tekintjük; meghatározása cé l j á b ó l  az 
első ge r jesz te t t  á l lapot  mért energiá ját

3fr2 
J

tesszük egyenlővé:
Eg /71/-ből adódó k i fe jezéséve l  

= 93,3 keV. A számított és mért érték e l térése
-5 i ■8 esetében rendre 0,6 %, 1 ,8  %, 3 %, az egyezés tehát k i ­

válónak mondható.

329,63 (333)

100,09

Megfigyelt Gerjesztési Számítolt 
Spektrum energia érték 

(keV ) (keV)

3. ábra W^ipektruma

297

1432

43,0

(301)

(143,3)

Megfigyelt Gerjesztési Számított 
spektrum energia érték

(keV) (k tV )

23;
4 . ábra U spektruma
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f 3 2A 3 .ábrán a szomszédos W mag spektruma lá tható. Figyelmet érdemel, hogy
480az első ger jesztett  á l lapot energiá ja  nem nagyon különbözik Hf első ger­

jesztett  á l lapotáétó l .  A tehetetlenségi nyomatékot meghatározó egyenlet moot 
''•ti

= 100,09 keV. A két szomszédos mag tehetetlenségi nyomatéka köze l í ­
tő leg egyenlő, ami észszerű eredmény.

A 4 .ábrán az atommagok táblázatának más t á já ró l ,  a legnehezebb magok
234

közül vett példát mutatunk be: U fo rgás i  spektrumát. Az első ge r jesz ­
tett  á l lapot  energiájának kisebb értéke mutatja: a tehetetlenségi nyomaték

'  234i t t  több, mint kétszer akkora, mint az előbbi magoknal. Ez érthető: U jó ­
val nehezebb mag, mint azok.

•I0+

8+

A*

2+
0*

Megfigyeli
spektrum

noo

730

520

(1160)

főző)

(530)

3W (313)

m (1A9)

A A,7 -

Gerjesztési SzömUoíf
energia érték
(!<cV) (keV )

5 .ábra U 250spe*

Así 5 .ábra a forgási  spektrumok egy különlegesen szépen k i f e j l e t t  p é l ­
dányát mutatja: egy másik urán-izotóp, U 23S spektrumát. Most is azt t a lá l juk  
hogy a két közeleső tömegszámú mag / U 23* , U / tehetetlenségi nyomaté­
ka jó köze l i tésse l  egyezik.

A 6. és 7 .ábra két könnyű mag, Be8 és Mg fo rgás i  spektrumát mutat­
ja . Az egyezés i t t  lényegesen pontatlanabb, mint a nehezebb magoknál. Ez 

érthető: i lyen könnyű magoknál a forgás i  ál lapotok ge r jesz té s i  energiá ja  

.összemérhető a részecske-ger jesztéshez tartozó energiákkal; igy az együttes  
forgás és a nukleonok magon be lü l i  mozgásának kölcsönhatása, mely a nehezebb 

magoknál je lentéktelen, a könnyű magoknál szerephoz jut: pe rtu rbá l ja  a f o r ­
gási  spektrumot.
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10,8 (9,7)

Megfigyeli
spekrum

2,9 -

Gerjesztési Számított 
energia ériek
(MeV) (MeV)

4J2 (4,57)

0T
Megfigyeli
spekrum

1,37

Gerjesztési Számított 
energia érték 

(MeV) (MeV)

Q S lA 46 .ábra ßespektruma 7 .ábra Mg spektruma

Mint érdekességet megjegyezzük: ha a magot, mint két O. - r é s z ­
ből á l ló  súlyzó alakú alakzatot képzeljük e l ,  a fo rgás i  ál lapotfüggvény A. 
Bohr á l t a l  f e l t é t e l e z e t t  szimmetriájának hasonló je lentés adható, mint az 

azonos zérus-spinü magokat tartalmazó kétatomos molekulák rotációs spektru­
ma esetében fe l lé pő  szimmetriának. A Be® mag forgását  l e i r ó  á l lapot függ ­
vénynek szimmetrikusnak k e l l  lennie a két Q. - rész  fe lc se ré lé séve l  szemben, 
minthogy az a  -részek bozonok.

c/ A kvázimolekuláris forgás i  modell
Az előzőkben ismertetett fo rgás i  modell, az egyszerű pörgetyü-modell  

sikere i  mellett észre ke l l  vennünk alkalmashatóságának kor lá ta i t  i s .  Minde­
nek e lőtt  v i lágos ,  hogy a niodell páratlan tömegszámú magokra egyálta lán nem 

alkalmazható. Ezek impulzusmomentuma ugyanis mindenkor f e l e s ,  a pörgetyü-  
modellben ugyanakkor k izáró lag  egész /sőt: /7 0/ szerint csak páros/ impul­
zusmomentumok léptek f e l .  De még a páros-páros magokra is  korlátozottan a l ­
kalmazható a modell: a /65/ f e l t é t e l ,  fl^ely szerint a mag t e l j e s  impulzusmo­
mentumának a szimmetriatengelyre vejett  vetülete  zérus, a valóságban nem 
mindig t e l j e s ü l .  Az együttes forgás impulzusmomentuma, mint az a /65/-höz 

vezető okoskodásból kitűnik, tengelyezimmetrikus magban természetesen minden­
kor merőleges a szimmetriatengelyre, de nem zárhatjuk ki,  hqgy a magban ke- ' 
ringő nukleonok közül egyiknek vagy másiknak szimmetriatengelymenti impulzus- 
momentum—vetülete zérustól különbözzék. Szükség van tehát a pörgetyü-modell  
továbbfe j lesztésére .  Ez Aage Bohr gondolatai nyomán végezhető e l ,  továbbmen- 
ve a deformált atommagok és a kétatomos molekulák között fe lismert hasonló­
ság kiaknázásában.
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Már a héjmodell megtanított bennünket arra ,  hogy sok atommag a l ap á l ­
lapotban és kis energiájú kölcsönhatásokban mutatott vise lkedését meg lehet  
érteni csupán a legkülső néhány /kedvező esetben: egy/ nukleon szabadsági  
fokait  figyelembevéve. A mag alkotórészeinek túlnyomó többségét alkotó töb­
bi nükleon együttesen mint semleges, passzív " törzs"  vehető tekintetbe. A 
törzs nukleonjainak individuál is  szabadsági fokai  ezekben a jelenségekben 

nem játszanak szerepet.
Ezek alapján önként kínálkozik a pörgetyü-modell természetes á l t a l á ­

nosításának lehetősége. A deformált magtörzset hasonlít juk pörgetyühöz s a 
benne f o g l a l t  nukleonok indiv iduál is  szabadsági fokait  nem vesszük exp l ic i te  
f igyelembe. Viszont exp l ic i te  tekintetbe vesszük a törzs á l t a l  ke l te tt  de­
formált potenciáltérben keringő egy vagy néhány külső nukleon ind iv iduá l is  

szabadsági foka i t .
A molekulákkal nyilvánvaló a hasonlóság. A molekulában uralkodó, a 

magok á l t a l  ke ltett  nem-gömbszimmetrikus elektrosztatikus tér  a deformált 

magtörzs nem-gömbszimmetrikus magerőterével á l l í th a tó  párhuzamba, a mag­
törzs terében keringő külső nukleon/ok/ pedig a molekula terében mozgó 
elektron/ok/hoz hasonlitható/k/. Tekintette l erre az analógiára., nyerte a 
magok forgás i  ál lapotainak a következőkben ismertetésre kerülő modellje a 

"kvázimolekuláris modell" nevet. Nevezik azonban egyszerűen fo rgás i  modell­
nek i s .  Meg k e l l  említenünk, hogy Aage Bohr e redet i leg  a magtörzset mint 

/e l l ip szo id  alakú/ folyadékcseppet vette tekintetbe, melyben az áramlás a 
klasszikus hidrodinamika egyenleteivel irható l e . Ez a hidrodinamikai modell 
azonban túlságosan durva közelítésnek bizonyult: a tehetetlenségi  nyomatékra 
a tapaszta lat i  értéknek csupán f e l é t -  egyötödét adta. Minthogy a törzs hid­
rodinamikai le í rá sa  a fo rgás i  ál lapotok esetében nem vezet k ie lé g í tő  ered­
ményekre, ismertetését mellőzzük, a tehetet lenségi nyomatékot pedig -  mint 

azt az előző pontban is tettük, -  tapaszta lat i  paraméternek tekintjük.
A mondottaknak megfelelően fe ltesszük, hogy a kvázimolekuláris f o r ­

gási modell Hamilto-n-op érát óra a pörgettyű /62/ energiaoperátorának, valamint 

a külső részecskék HamiltöH-opérátórának összege alakjában írható f e l :

Í + 0 - - 1
H  2 3  + l y 2 3 z . 2 d )  + H *  '

A külső nukleonok mozgását legcélszerűbb a magtörzshöz rögz ített  S* koordi­
nátarendszerben szemlélni. Észszerű fe l t é t e l e z n i ,  hogy e nukleonok az együtt- 
forgó S' rendszerben mozgásukat /nulladik közelítésben/ a deformált mag­
törzs keltette sztatikus, tengelyszimmetrikus erőtér  hatására végzik.  Egy 
külső nukleon esetében eszerint Hk- t  a

^ ~ 2 P ] ^ + V ( x ' y ' z ' )  / 7 V
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alakban Ír juk f e l ,  ahol V  ( x ' y ' z 1)  a törzs terének potenc iá l já t  j e l ö l i .  
Kiegészíthető p l .  a spin-pálya-kölcsönhatássa l,  több külső nukleon
esetén a maradékkölcsönhatással. A /7^/ képletben A ' = ̂ 2  +  IV 2 > X ' y ' z 1

a külső nukleonnak a törzshöz rögz ített  S' koordinátarendszerre vonatkoz­
tatott  koordinátáit je len t ik .

Az ő laboratóriumi koordinátarendszerben a szemügyre ve t t ,  mag­
törzsből  és külső nukleonokból á l ló  rendszert a következő függet len vá l to ­
zók jel lemzik: a magtörzs helyzetét az c</3y Euler-szögek határozzák meg, a 

külső nukleonok helyzetének jellemzésére pedig az S rendszerbel i  derék­
szögű koordinátákat használjuk, melyeket X;-, y ; - ,  Z; - v e i  je lö lünk. A kül­
ső nukleonok S '  rendszerbel i  X; , y [  , Z\ koordinátái voltaképpen r e la t iv  

koordináták: a külső nukleonok és a magtörzs egymáshoz viszonyított  helyze­
tét határozzák meg.

A mag t e l j e s  impulzusmomentumának I  operátora a . törzs  R és a kül­
ső részecskék J impulzusmomentum-operátorának összege alakjában irható f e l :

1 =  R + J  . /75/

Az R_ operátor a törzs helyzetét jellemző Euler-szögekre / lásd az
1 . szakasz b/ pontját/, J_ pedig a részecskék koordinátáira hat. A törzs 

impulzusmomentum-operátorát /75/-ből az R=» I _ - }  alakban k i fe jezve  és /73/ 
ba helyettes ítve  kapjuk:

.2

23 ~h (23,. 23 ) ^ 2 + Hj< ll

/76/

It t  Hk vei a operátort je lö l tük ;  ez a magtörz3höz rögz íte tt
S rendszerre vonatkoztatott valtozoklcal k i fe j e z e t t  alakjában csak az
xi Ui Zi részecskeváltozókra hat. A operátor sa já tértékegyenlete :

H k X  íi (*i y í z i )  = 4  x  J  (*; y j  2 - )  . /77/

Minthogy a törzs terének -ben szereplő po tenc iá l ja  nem gömbszimmetrikus, 
a X  s a j á uiüggvények nem jellemezhetők a J  impulzusmomentum meghatározott 
értéke ive l .  lengelyszimmetrikus erőtér  esetében azonban megkövetlehetjük, 
h°gy X  /77/-te l egyidejű leg a

T /78/
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sajátériékegyenletnek is eleget tegyen. /A szimbólummal azon kvantum­
számok összességét je lö l tük ,  melyek Q mellett az á l lapot  egyértelmű j e l ­
lemzéséhez szükségesek./

A /7ő/ Hamilton-operátor /közelitő/ sajátfüggvényeinek megszerkesz­
tése során hasznosnak fog bizonyulni a

n c j u ;  y U - ^ o  /7 9 /

összefüggés. Ezt az 1 . szakasz b/ pontjában igazoltuk /lásd /31//. Tartalma 

szavakban igy fe jezhető ki:  ha a törzset és a külső nukleonokat azonos e l ­
forgatásnak vetjük a lá  /ennek a forgatásnak in f in i tez im á l is  operátora az 1_ 
operátor/, viszonylagos helyzetük nem változik  meg, a vesszős változókat  

/a törzs és a külső részecskék re la t iv  koordinátáit/ és azok függvényeit a 
transzformáció nem é r in t i .  Éppen ennek tömör matematikai k i fe jezése a /79/ 

összefüggés.
Tegyük f e l  most, hogy. ismerjük a ’ü — faß' tf )  Euler-szögeknek egy 

D(f l )  függvényét, mely sajátfüggvénye az I_ impulzusmomentum négyzetének és 
a szimmetriatengelymenti komponensnek:

/OO/
IzD(J)=h2I(l+l)D(fJ ,

íz' D(ü) = fiK D(\f) .
J

Ez esetben azonnal belátható, hogy a

V -  co n sf . D(xf)xl (x| yi z\) / ö l /

függvény sajátfüggvéxiye a /7S/ Hamilton-operátornak, hacsak annak utolsó  
tag ját  elhagyjuk, vagyis fennáll  a

V  /82/

sa já tértékegyenlet , ahol H0 ~ H + I _ j / j  . A E^k q sajátértékre az

Lma-£tt + — +(C “ /8Í/

k i fe jezést  kapjuk. Midőn a /82/ sajátértékegyenlet fennállásának igazolása  
cé l jábó l  H0- t  a /8l/ a la t t  f e l i r t  V - re  alkalmazzuk, a /77/, /?8/, /OO/ 
sajátértékegyenletek mellett figyelembe ke l l  vennünk, hogy _I /79/ szerint  

csak a D  tényezőre hat: i tf' = ( l D ) x  , ugyanakkor nyilvánvaló, hogy a
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3Z' és operátorok csak a részecske-változók X. függvényére hatnak, az
Euler-szögekre nem.

A /80/ sajátértékegyenleteket k ie lég í tő  függvényt könnyű megtalálni .  
Mindenek e lőtt  jegyezzük meg, hogy a külső részecskék J impulzusmomentum­
operátora /mely a részecske-koordinátákra ható differenciá loperátorok kombi­
nációja/ a $  ss(Skß'fi') Euler-szögek függvényeire alkalmazva zérust ad. F i ­
gyelembe véve /75/-öt ,  Írhatjuk:

J D ( < r j - 0  I D ( 3 )  =  R D 0 ? ) .  / 8 V

A Euler-szögek olyan függvényeit, melyek az R_ impulzusmomentum­
operátor négyzetének, Z1-komponensének, továbbá Z-komponensének saját- ,  
függvényei, a Matematikai e lőkészítés során megismertük, a forgásmatrix e le ­
meinek személyében. A /84/ egyenletekből v i lágos ,  hogy ezek ugyanekkor az 1_ 
t e l j e s  impulzusmomentum sajátértékegyenlete it  i 3 k i e lé g í t ik .  Eszerint /39/, 
/^3/, A  6/ és /8 4/ figyelembe véte léve l  irha tó:

I 2DÍ,K( v f ) - H 2I ( I + 0 D ^ KU )  ,

I r D ^ W - Í K D ^ C - S )  .
/85/

Most már pontosabban Írhatjuk /81/ h e ly e t t :*/

^IKMQ = (  ö'ÍT2̂ ) D m ( c ífiy)'X 'Sl(xi y'iz i )  • /86/

/Ha X  a részecskeváltozók normált függvénye, a választott  együttható mel­
le t  V normált./

Ez tehát a /76/-beli  utolsó tag elhanyagolásával kapott közel itő  Hamilton- 
operátornak a /83/ sajátértékhez tartozó sajátfüggvénye. Az elhanyagolt u to l ­
só tagot a későbbiekben perturbációszámitással tekintetbe vesszük. .

Hasonlóan ahhoz, ahogy az előző '/b/ pontban tettük, vessük f e l  most 
is  a kérdést: Milyen korlátozások adódnak a sajátfüggvényekre és s a já té r té— 

kekre a magtörzs fe l t é t e l e z e t t  szimmetriáiból? A tengelyszirnrnetriából most 
is levonhatjuk a következtetést, miszerint a törzs együttes forgásából szár ­
mazó impulzusmomentum szimmetriatengelymenti vetületének e l  ke l l  tűnnie. A 
/86/ sajátfüggvénynek tehát t e l j e s í t e n ie  ke l l  az

x/ A /8 0/ í üggvény a l t a l  le i r t  impulzus-momentum—kapcsolódással a FüPTelék 
D. pontja fog la lkoz ik .  00



-  33 -

Rz' ÎKMQ ^ / 8 7 /

f e l t é t e l t .  A /75/, /78/, /85/ képleteket fe lhasználva és figyelembe véve, 
hogy a /86/ szorzatban _I csak a D( 'ö ) j j? csak a x ( x j  yí )  tényező­
re hat, kapjuk:

( I z - J r K K M a - K K - f l K K M a - O  /88/ -

A tengelyszimmetria f e l t é te l ébő l  eszerint

k = sí /89/

következik. A sajátfüggvények és sa játértétek fe les legessé  vá l t  fí  indexét 

a továbbiakban elhagyjuk.
Vizsgáljuk meg ezután, milyen következményekre vezet, ha fe ltesszük:  

a törzs a lak ja  tükrözésszimmetrikus a /szimmetriatengelyre merőleges és a 
kezdőponton áthaladó/ 2,,= 0 sikra.
Ezen szimmetria következményeinek v izsgá la tát  most i s ,  mint az előző pont­
ban, megkönnyíti, hogy a mag V állapotfüggvénye eleget tesz a tengelyszim­
metria fe ltéte lének,  más szóval: független a szimmetriatengely körüli  e l f o r ­
dulás y szögétől.  Valóban: Rzi /35/ a lak ját  /87/-be helyettesítve a

,T
0

3yiKM /90/

egyenlőségre jutunk. -  Ez az eredmény meglepőnek látszhat: a /86/ képletre  
pi l lantva  azt gondolhatnánk, hogy a függvényében /18/
szerint szereplő tényező alakjában tartalmazza <y~t. Nem szabad
azonban megfeledkeznünk a r ró l ,  hogy az S laboratóriumi rendszerben, mely­
ben a törzs helyzetét az CX/3̂ > Eulei^-szögek jellemzik, a külső nukleonokat 
jellemző független koordináták a vesszőtlen X(ytZi változók. Az 1 . szakasz 
a/ pontjának eredményei alapján a /86/-beli  függvényt*/ könnyű
olyan alakra hozni, melyben a vesszős koordináták nem szerepelnek, hanem 
csak az 5 rendszerre vonatkoztatott Xjyi^i és a ß ^ változók. Mindenek 
előtt  fe jtsük ki X K (x jy [z í )  - t  a J2 operátor X JK (xj y[Z:t)  sajá tfüggvé­
nyei szerint;

X JCx- y|z|)=2T C j  Xjk Cx í y i z í )  7 9 1 /

x/ Most figyelembe vettük /89/-et.
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Értelemszerűen alkalmazva a /13/ transzformációs képletet ,
ki fe jezhetjük az S laborrendszerbeli  iy 1z0 • impulzusmomentum-sa­
játfüggvények l in e á r i s  kombinációja alakjában:

^-jkCx! y U i ) D ^ K G * / 3 y ) X JK>Cxi y i z j  • /92/
K

A /86/ sajátfüggvény /91/ és /92/ alapján a

*̂ ikm =  ^ 6<n2 ^ X T X T C j D MKCa /3^)DK'KC°t /3^)XÍKi(xiyiZi) / 9 3 /

alakban irható f e l .  Ez V l:i\áát a lakja : független változókként i t t  az 
rendszerre vonatkoztatott a/3y és X-, yjZj koordináták szerepelnek. Ebben
az alakban V tengelyszimmetriá ja/ V - függet lensége/ szembeszökő: a

I K }Euler -szög /18/ értelmében D ^ - b a n  az G1 f  alakban, D#'«-ban pedig az
alakban szerepel;  a két 0 -függvény szorzatából a ^» - függés  k i ­

es ik .  _
T

Miután beláttuk, hogy az Euler-szögek közül ténylegesen csak
Ct - t ó i  és ß  - t ó i  függ, alkalmazhatjuk a b/ pontban már használt fogást :  

a megtörzs alakjának /vagyis az Euler-szögelaiek/ a z' = 0 szimmetriasikra 
való tükrözését he lyettes íthet jük az y ’ tengely körül e lvégzett  T szögű 

fo rga tá s sa l .  A /68/, /66/, /63/ képletek szerint  a D - függvény ezen e l f o r ­
gatás alkalmazásakor

e ~ ^ Ry' D U  (< * - ß y > C - 0 J' ,n'D l,rm ,(«/ 3 y ) / 9 V

szerint transzformálódik. Ennek alapján a D -függvények /93/-ban szereplő  

szorzatának transzformációs képlete i s  megállapítható. A Függelék C.pontjá ­
ban megmutatjuk, hogy

2 * Dm  Dk'kC01/3^)  = ( r Ü 1 ^Dm̂ -k /95/

A /95/, /93/ képletek meghatározzák a V sajátfüggvények megváltozását a 

magtörzs alakjának a z'=0 s ikra  való tükrözésekor. Vezessük be a T ope­
r á to r t ,  amely l e í r j a  e tükrözésnek az ál lapotfüggvényre való hatását. F igye -  

lembevéve a törzs tengelyszimmetriáját, továbbá a /95/, /93/ képleteket,  Í r ­
hatjuk:
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tWkm -  e-x v[KM -  C-O^ZTXT C,Di,l-K6»iS33DiE:*KC«/3i3ÄjKGci«l*li

vagy /93/-at fe lhasználva:

" • ' I H M " ™

A ( r í ) 1  ̂ szorzó operátorként értelmezendő: ha a mögötte á l ló  függvényt k i ­
fe j t jü k  a _32 operátor sajátfüggvényei szerint  /lásd /91/-et/, a sor azon 
t a g ja i t ,  melyek I~J  páros értékeihez tartoznak + l - gy e l ,  a párat lan J-J -  

hez tartozókat pedig -1 -gye l  szorozza.
Vezessük be most -  ismét A.Bohrt követve -  a követelményt, hogy a 

mag Y  állapotfüggvénye a törzs alakjának a Z,=t0 szimmetrias.ikra való 

tükrözésekor maradjon változat lan, vagyis

T Y = Y  /97/

lsgyen. Foglalkozzunk először a K^O  ese tte l .  A /96/ képletből lá tható,  
hogy a /86/-tal  d e f in iá l t  függvények nem te l j e s í th e t ik  a /97/ köve­
telményt. Képezhetjük azonban ezek

C v S h ' - t v ^ ) -  /9 g /

~ v H

x/kombinációit, amelyekre /97/ nyi lván t e l j e s ü l  ' .
A f e l t é t e l e z e t t  szimmetriatulajdonságokkal rendelkező /98/ sa já t függ ­

vénynek meghatározott pa r i tás  tula jdonítható. V izsgá ljuk meg, miképpen hat 
a mag P  paritásoperátora /98/-ra. A P operátor azt mutatja meg, hogy 

milyen változást  szenved a V  ál lapotfüggvény, ha a kezdőpontra vonatkozó 
tükrözést hajtunk végre. Tükrözni ke l l  mind a törzset , /az Euler-szögeket/,  
mind pedig a külső nukleonokat /az XjyjZj  , vagy ami ugyanaz, az xj y[ zj 
részecskekoordinátákat'*0^ / .  A részecskekoordináták tükrözéséhez tartozó pa-

x/ E l l i o t  megjegyzi: /97/ jobboldalán, valamint a /98/ kombinációban a + j e l  
he lyett ( - ) j e le t  is  választhatnánk. Ezesetben Y  a magalak tükrözésekor 
j e le t  váltana. A megfelelő állapotokhoz alkalmasint nagyobb ge r je sz té s i  
energia tartozik.

xx/Minthogy az S laborrendszer és az S '  együttmozgó rendszer kezdőpontja 
egybeesik, a vesszőtlen és a vesszős részecskeváltozók tükrözése egyenér­
tékű.
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r itásoperátort  je lö l jü k  T  - v e i .  Az Euler-szögek tükrözéséhez rendelt  ope­
rá tor  tengelyszimmetrikus magtörzs esetén megegyezik a p l .  /9&/ a l a t t  sze­
replő T operátorra l .  A T operátort mint a z '=0 s ikra való tükrözés 

operátorát, de f in iá l tuk ;  a szemlélet azonban közvetlenül mutatja, hogy ten-  
gelyszimmetrikus magtörzs / y - t ó i  független *¥* / esetében a kezdőpontra 
való tükrözés he lyettes ithető a z ' = 0  sikra való tükrözéssel:  mindkét á t ­
a lak ítás  hatása abban á l l ,  hogy a mag szimmetriatengelyének /a ß  , a  szögek­
kel jel lemzett/ iránya e l len te t t re  vá l toz ik .  Tengelyszimmetrikus magtörzs 

esetén a mag paritásoperátora tehát a

P = T <n /99/

alakban irható.
í r juk  f e l  most /86/ fe lhasználásával  a /9S/ állapotfüggvény e x p l i c i t  

a lak já t :

-  ( i p f  [ ° hk W  * 1 CxO dí , . k ( < CxO] . /100/

/ I t t  -ö=(ct/3̂ >) , X‘=  (xi yí )  / -A-2 i t t  szereplő függvényt /77/
szerint meghatározó Hk Hamilton-operátorral a magtörzs fe l t é t e l e z e t t  /tük­
rözés!  és tengely-/ szimmetriájából következően a külső nukleonok <!T p a r i ­
tásoperátora fe lc se ré lhe tő .  Megkövetelhetjük tehát, hogy (X‘)  sa já t függ ­
vénye legyen T  -nek:

' / l o v

a sajátérték,  melyet ‘íí'Cx) - v e i  je lö ltünk,  a külső nukleonok pa r i tása .
A /99/ paritásoperátort  a /97/ szimmetriakövetelménynek eleget tevő 

/1 0 0/ alakú sajátfüggvényre alkalmazva /101/ figyelembe véte léve l

P ^ km- t M Y S m /102/

adódik eredményül. Eszerint a /100/-al l e i r t  magállapotok par itása  a külső 
nukleonok par i tásáva l  egyenlő.

(j- i ^ /lOO/ állapotoknak egy olyan sox^ozatat, melyben egy és ugyanazon 
X K (X*) függvény szerepel,  fo rgás i  sávnak nevezzük. Minthogy a K vetü let  

mindig kisebb, mint az I impulzusmomentum: I , egy fo rgás i  sávon be­
l ü l  a mag t e l j e s  impulzusmomentuma az

1 7  sor fe jtésben szerep-
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1 =  K, K + 1 , K+ 2 ,  . . . ( K + O j  / 1 0 3 /

értékeket veheti f e l .  A mag paritása  /102/ szerint a fo rgás i  sáv mindegyik 
ál lapotában azonos: megegyezik a külső nukleonok X ^ (X'J ál lapotfüggvényé­
nek par i tásáva l .  A forgás sáv energiaspektrumát /83/ adja:  /89/ figyelembe 

véte léve l  irható:

/104/

bt-
I t t  a sávon be lü l  természetesen állandó,

«/2

%

«k

9k

%
5/z

Megfigyeli
spektrum

335

237

16A

100

43,2

Gerjesztési
energia

(keV)

(339)

(247)

(167)

( 9 9 )

Számított
érték

(keV)
2298.ábra Th spektruma

A 8 . ábra egy párat lan tömegszámú mag, a Th229 szépen k i f e j l e t t  K— -es  

fo rgás i  spektrumát mutatja. A záróje lbe f o g l a l t ,  /104/ alapján számított ér ­
tékek kitünően egyeznek a megfigyelt ge r je sz té s i  energiákkal.

Megjegyezzük, hogy a forgás i  spektrum /104/ energiaképlete lehetővé 
tesz i  a mag a lapá l lapot i  Impulzusmomentuma, vagyis az I 0 magspin'meghatáro­
zását.  Vegyük szemügyre a mag a lapá l lapotára  épülő forgási  sávot és képez­
zük az I0 + 2 impulzusmomentumu második és az I0+ IjIq impulzusmomentuma 
első ger jesz te t t  á l lapot  ge r je sz tés i  energiájának viszonyát. E viszony /104/ 

szerint

(i«+z)(Iq+3)-i0(Iq+i) _
=  2 +

i

IoH
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Látható, hogy a forgáai  sáv két lega lsó  szintjének ge r je sz té s i  energiá ját  
mérve, a kapott képletből meghatározhatjuk az I 0 magspint.

Az előzőkben a K+'O esette l  foglalkoztunk. Legyen most K ~ 0  . Ek­
kor, mint /96/ mutatja, a szorzatalaku /86/ függvény szimmetrizálás nélkül  
is eleget tesz A.Bohr /97/ sz i.nmetrlakövetelményének, hacsak (""0* ’,=s  ̂ •
/Ebből következik, hogy K=0 esetén a /91/ sorfe jtésben I “ páros mel­
l e t t  csak páros, I ~  párat lan mellett csak páratlan 3 -értékek szere­
pelnek./ Az egyre normált állapotfüggvény most a

vfoM -  (*) *1 M  /105/

alakú.
T

A K= 0 -hez tartozó X q ( *' )  függvény nyi lván tengelyszim.netri-  
kus függvénye változóinak. E szimmetriatulajdonság ismeretében, ezen függ­
vény tényleges alakjának ismerete nélkül is meghatározhatjuk XoOO p a r i ­
tását , 'JT(X) - t .  Tengelyszimmetria esetén ugyanis /mint már korábban meg­
jegyeztük/ a kezdőpontra való tükrözés^ <jT operátora helyettesíthető az 
tengely körüli f  szögű forgatás e ~ T }*' operátorával .  A /91/ so r fe j t é s t  
fe lhasználva, a /68/-hoz vezető számítás analóg iá jára  kapjuk:

r x í ( * * )  -

 ̂ K

j K

- Z T  ( - O l c , x ^ ( x ' ; -

" C - 0 JJCoC*') • /106/

A most kapott eredményt és /96/-ot figyelembevéve megállapítható, hogy a 
/99/ paritásoperátor  a következőképpen hat a /105/ ál lapotfüggvényre:

= (~  0 TV joM . /10?/
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A /97/ szimmetriakövetelmény te l jesü lése  esetén -  mint /102/ is mutatja, -  

a mag te l j e s  állapotfüggvényének par itása  megegyezik-a külső nukleonok ^(X)  
par i tásáva l .  A /107/ képlet figyelembe véte léve l  a K=0 - s  ál lapotokra i r ­
ható: t- (X) (-1)* • Ebből következik, hogy ha K=0 és a külső nukleo­
nok ál lapota páros paritásu :  n x )  - 1  , a fo rgás i  sáv á l lapotainak im­
pulzusmomentuma és paritása  a

0 + , 2 + , V - ,  6 +, . /los/

értékeket veheti f e l .  Ez egyezik a pörgebtyü-modell a lapján kapott /70/ ered­
ménnyel. I lyen sávokra az előző pont végén számos példát mutattunk. Ha v i ­
szont 'ír(x) = -1 , a fo rgás i  sáv ál lapotainak megengedett impulzusmomen­
tum- és pa r i tásértéke i :

1- , 3 '  ,

i lyen  sávra példát a 9 .ábra mutat, melyen Ra
1 ép
K=0

226
1. a  y . a u r a  m u ^ a i;, m ö x y e n  rc u  

A K = O j  a lapá l lapotra  épülő /108/ tipusu sáv mellett f e l ­
lép egy /109/ tipusu sáv is ,  mely a 
ge r jesz te t t  á l lapotra  épül.

/109/

fo rgás i  spektruma lá tható.
tipusu 

r(x)=-i 253 keV-0 3

67,8 keV

5~ A A b

3' H?0

r ?f)3
K=*0 
T(X)*»-1

pofi
9.ábra Ra spektruma

d/ Forgás-részecskft-kölcsönhatás: a lekapcsolódás
Az eddigiek során a fogási  modell Ham i l  to 11-  operát órának /76/ k i f e j e ­

zésében az utolsó helyen á l l ó  tagot elhanyagoltuk. Ez az elhanyago­
lás  tette lehetővé, hogy a sajátfüggvényeket a =  (d-ßg1)  Euler-szögek,  
i l l .  az együttmozgó rendszerbeli  X' =  ( x j y j Z j )  részecske-koordináták függvé­
nyeinek szorzata alakjában keressük /lásd /81/-et/. Az

FR K :
D

/no/
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tag, a /76/ Hamilton-operátor többi tag já tó l  e ltérően,  egyaránt hat az Euler  
szögekre és a részecske-koordinátákra, ezért kapta a fo rgás - részecske -kö l -  

csönhatás / FRK / nevet. Nevezik ezen kivül Coriolis-kölcsönhatásnak i s .
Ez utóbbi elnevezés indokolására fe lidézzük, hogy p l .  egy Q_ szög- • 

sebességgel forgó rendszerben mozgó tömegpontra ható C o r io l i s -e rő t  a Hamil- 
ton-operátorban a

- t t J  / H l /  .

tag képv ise l i ,  ahol 3=JXp a részecske impulzusmomentuma /lásd p l .  

Békéssy, Freud, Marx, Nagy, Elméleti F iz ika i  Feladatok, Tankönyvkiadó, 1951. 
210.o ld ./ .  Másrészről a /75/ képletet -felhasználva /110/ az FRK —— 
alakra hozható; i t t  az első tagban R/j mint az együttes forgás szögsebes­
ségét értelmezhetjük, ez a tag tehát / l l l / -n e k  f e l e l  meg /a második tag k i ­
zárólag a részecske-koordinátákra hat; nem i r  le kölcsönhatást/.

A forgás-részecske-kölcsönhatás okozta A E  energiaváltozást a per -  
turbációszámitás első közelítésében a /l lO/ operátornak a /l00/, i l l .  /105/ 

perturbálat lan sajátfüggvénnyel képezett várható értébe s zo lg á l t a t ja :

AE — -  -y (YíKfvj , IZ^Tkm) • /112/

Vizsgáljuk meg e lőször , miképpen hat az

operátor a /86/ szorzat-sa játfüggvényre. / I t t  az IJ  skalárszorzatot az 
együttmozgó S' rendszerbeli  gömbi komponensekkel fe jeztük k i ./  A ± i  in­
dexű gömbi komponenseket tartalmazó tagok közül p l .  íj igy hat /86/-ra:

v i k m “ ^ Z 7 cj [ íj D m k (^) ] [li ̂ 1k (x') ] *

.f ------------ ----------  --- » /AJL.?/
» « f e j V y - ' c J  .Ui+V~K(.Kzl) . J Y q +i) - k(k- i) n i / v r , .

\ 8 T y  }  I 2 I 2 M,K-1 ( )

/115/

I t t  felhasználtuk /79/-et, /84/-et, a /91/ s o r f e j t é s t ,  továbbá az impulzus- 
momentum komponenseinek hatását az egyittmozgó rendszerben meghatározó /a 

nyugvó rendszerben érvényes, megszokott formuláktól e l té rő  alakú/ /3 9/.-/4 0 / 
képleteket.  Ugyanúgy kapjuk.
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f 2 . -  ■ -  /11V  

Mint látható, a /112/ operátor + 1 indexű gömbi komponenseket tartalmazó 

tag ja i  az impulzusmomentum szimmetriatengelymenti vetü letét  megváltoztatják:  
K-*-K t't átmeneteket lé tesítenek.  Az át lós  mátrixelemek a /86/ s a j á t ­

függvények rendszerében eltűnnek. -  A /112/ operátor Io3o tagjának mind a
/86/ függvény, mind az ilyenekből képezett /100/ szimmetrikus kombináció sa­
játfüggvénye, a /85/ és /7Q/-/89/ képletek szerint a fi2KZ sajátérték
mellett . Ez a tag tehát a perturbációszámitás e lső  közelítésének a fo rgás i2 /
állapotok energiaspektrumának /104/ képletéhez egy K - t e l  arányos korrekt 

ciót s zo lgá l ta t .  Minthogy azonban egy fo rgás i  sávon belül  K rögz íte tt  é r ­
ték, ez a korrekció egy fo rgás i  sáv szintjeinek egymáshoz v iszonyított  hely ­
zetét nem be fo lyáso l ja  s Így beolvasztható a / l04/-be l i  - b a .  A forgás-
részecské-kölcsönhatás okozta energiaváltozás bennünket érdeklő részét esze­
r int  / I I 2/ helyett a

A E ' - y  (y L i , R k m ) / ! « /

képlet s zo lg á l t a t j a .  Minthogy lL| 3+< az 1^31^ operátornak hermitikus. adjun-- 
g á l t j a  s a szereplő impulzusmomentum-operátorok matrixa valós ,  /115/ helyett  

i rh a tó : >

a e ' - ^ y Ikm /U 6 /

A /105/ és /113/ képletek alapján közvetlenül megállapítható, hogy K^O 
esetén A E ' = 0 . A  K >0  esetben a /98/ az immetrizált kombinációt k e l l  

/116/-be helyettesítenünk. A A E  energiaváltozást ekkor a /86/ a l a t t i  

WkM függvényekkel képezett matrixe^lemek következő l in e á r i s  kombináció­
ja alakjában nyerjük:

A E ' »
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Mint /I13/-ból  leolvasható, az IÍ operátor e l  nem tűnő M k 'm  i W  ^ikm) 
matrixelemeit a K'=K-1 k ivá lasztáá i  szabály v á la s z t ja  k i .  A / l l?/  a la t t  

szögletes záró je lben á l ló  tagok közül az e lső ,  a második és a negyedik min­
dig,  a harmadik pedig - K ^ K - Í ,  K¥^j esetén eltűnik. A forgás -részecske-  
kölcsönhatás okozta energiaváltozás eszer int csak a K— esetben külön­
bözik zérustól;  értéke ekkor /117/, / H 3/ szerint

A E ( K - A ) “ 2 l V l ) ( H ) l* ^ ( - 0 J~ +  l c / ( 5 4 )  /118/

I t t  figyelembe vettük, hogy K—"7 esetén. 1 és t}  f e le s  számok s igy  
l r h a t ó ;  .

A fo rgá s i  ál lapotok energiaspektrumának /104/ képletét  a forgás-részecske-  
kölcsönhatás okozta energiaváltozás most kapott k i fe jezéséve l  kiegészítve  

kapjuk:

E i K - V s [ l ( I + 0  +  SK Í a ( - 0 I+* Ö + í ) ]  / 1 1 9 /

ahol

a = Z ’(- Ü >~T lc3l2(J+-|-). /120/

Megjegyezzük, hogy a FRK okozta A E energiaváltozás, mint / l l5 / -b ő l  is  

lá tható, a

A E ' = - y < I i ^i >  /1 21/

alakba irható. I t t  _I^ , 3^ a megfelelő impulzusmomentum-operátoroknak a 
mag szimmetriatengelyére merőleges összetevőjét j e l e n t i .  -  A térben rögz í ­
tett  helyzetű tengelyszimmetrikus e rő tér  esetében szemléletünk alapján azt  
várjuk, hogy az erőtérben mozgó részecskék impulzusmomentuma a szimmet­
r iatengely  körül processzál s eközben, a tengelyszimmetria folyományaképpen, 
semmilyen, a szimmetriatengelyre merőleges, adott iránnyal nem mutat korre­
lá c ió t .  Ha a tengelyszimmetrikus erőteret /vagyis az azt l e te s i t ő  magtörzsei/ 

forgásba hozzuk, /természetesen a szimmetriatengelyre merőleges tengely kö­
rül/ , még ekkor i s ,  e lég lassú forgás esetén, azt várjuk, hogy a J impul­
zusmomentum zavartalanul precesszál a mag szimmetriatengelye körül, követve 

annak he lyzetvá ltoztatásait  és p l .  a /klasszikusan a térben f i x  helyzetű/  

t e l j e s  j [  impulzusmomentum összetevőjével  való ska lá r is  szorzata/ mely 
korrelációjukat méri/, át lagban eltűnik s igy / I21/ zérus. Ez a várakozás 
álta lában t e l j e s ü l ,  kivéve a K =y  spec iá l i s  esetet. I lyenkor /121/ zó-
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rustó l  különbözik, jelezvén azt, hogy mozgása most nemcsak a szimmetria- 
tengelyhez, hanem a magspin _I^ összetevőjéhez is igazodik, Jj_ és I I  kö­
zött korreláció van. E je lenség neve: a J  impulzusmomentum " lekapcsolódá-  
sa" / t . i .  a mag szimmetriatengelyéről;  angolul:  decoupling/. Ennek megfele­
lően /120/ elnevezése: a lekapcsolódás á l landója .

A lekapcsolódás oka: a C o r i o l i s - e r ő .  A Corio lis -kölcsönhatás vagy 

FRK a külső nukleonok impulzusmomentumának megváltoztatására törekszik.  
Legalacsonyabb rendben, mint /113/-/H4/ mutatja, K ^ K Í I  átmeneteket
hoz l é t r e .  A tengely- és tükörszimmetria feltevésének megfelelően a mag 
/100/ állapotfüggvényét lKI meghatározott értéke je l lemzi ,  s benne a ÍK  -  

hoz tartozó ál lapotok egyenlő amplitúdóval szerepelnek. A K-*- K^'í átmene­
tek eszerint á lta lában /ha— K+K— *1 / a perturbációszámitás első köze l í té ­
sében nem, csak a magasabb közelítésekben mehetnek végbe./ Ezek okozzák a 

fo rgás i  sávok keveredését, mellyel a következő pont fog la lkoz ik ./  K ivéte lt  
egyedül az az eset képez, amikor a Corio lis -kölcsönhatás  előidézte l e gk i ­
sebb lehetséges /vagyis : egységnyi/ impulzusmomentum-változás (.
az impulzusmomentum tükrözésének f e l e l  meg: K“1---- K . Ez éppen a K^ ' j r
eset.  Ebben az esetben, minthogy a magtörzs tükörszimmetriája fo lytán a 
/100/ állapotfüggvényben K és —K egyaránt képviselve van, a C o r io l i s -k ö l ­
csönhatás járuléka,  mint számításunk is mutatja, már a perturbáció-számitás  

első közelítésében zérustó l  különbözik.
Azt, hogy a jelenségek helyes leírásához a fo rgá s i  spektrum képleté­

ben a cŜ i. - d e l  arányos lekapcsolódási  tag f e l t é t len ü l  szükséges, mutatja a 
2

következő egyszerű példa. Tegyük f e l ,  hogy a magtörzshöz egyetlen külső nuk­
leon van kötve, ál lapotban. Minthogy az h {l l  á l lapot gömbszimmetrikus,
a rendszer fo rgás i  ál lapotainak energiá ja  nem függhet a külső nukleon impul­
zusmomentumának /spinjének/ á l l á s á t ó l .  A fo rgás i  sáv minden energ iász int jé -  
nek /az a lapszintet  kivéve/ kétszeresen e l fa ju l tnak  k e l l  lennie eszer int ,  a.  
nukleonspin két b e á l l á s i  lehetőségének megfelelően. Ebben az esetben /120/- 
ból a = l  adódik. A lekapcsolási  állandó ezen értéke mellett  /119/-ból  
adódó energiaspektrum, mint azt a 10.ábra mutatja, éppen olyan, amilyennek 
a fen t i  megfontolások szerint lennie k e l l .  -  Megjegyezzük, hogy a molekula-  
spektroszkópusok jó l  ismerik a lekapcsolódás je lenségét: a á l lapo ­
tú molekulákban p l .  a lekapcsolási  állandó Ű=*±1  értékeihez tartozó rotá ­
ciós sávok ismeretesek.

A 11. ábrán -hez tartozó fo rgás i  sávja lá tható. A l e ­
kapcsolódás befolyása j ó l  fe lismerhető. A /H 9/  képlet két paraméterének 

rögzítése az első 03 második ger jesz te t t  á l lapo t  energiájának fe lhasználásá ­
va l  történt. A lekapcsolás i  ál landóra kapott érték -  0,86. A /119/ képlet ­
ből számított, záró je lbe  fo g l a l t  értékek jó l  egyeznek a mért ge r jesz tés i



4
10.ábra. A /119/ képletből  

K = y  , a = ' 1 mellett
számított spektrum

t  iM
1 1 . ábra l m  spektruma;

Q=-0,86

energiákkal. -  Megjegyezzük, hogy |OI nagy értékei  esetén nem az I =  ^2
impulzusmomentumu á l lapot  a sáv a lapá l lapota .  I lyen sávra példát  a 12.ábrán 

láthatunk.

c/ Porgás-részecske-kölcsönhatás : a sávok keveredése
A térben rögz íte tt  helyzetű tengelyszimmetrikus erőtérben a részecs­

kék 3 impulzusmomentumának szimmetriatengelymenti vetülete mozgásállandó,
A rendszer állapotfüggvénye tehát az ezen vetü letet  megadó K / i l l . tükör­
szimmetria esetén IKI / meghatározott értékével jellemezhető /vagyis : K,
" jó  kvantumszám"/. A forgó magok le í r á sá ra  az eddigiekben használt /100/ kö­
z e l i t ő  állapotfüggvényhez K -nak ugyancsak meghatározott értéke tartozott ;

V<2~

V i

3,85

3,72

3//------------ 3,09 (MeV)
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ez a függvény azonban a fo rgás i  modell Hamilton-operátorának sa já té r ték -  
egyenletét csak a /76/-beli  utolsó tag, a forgás-részecske-kölcsönhatás e l ­
hanyagolása mellett e lég í te t te  k i . A forgásrészecske-kölcsönhatás, mint 

/113/-/114/ mutatja, K -ban nem át lós  alakú. Ha tehát ezt figyelembe vesz-  
szük, K nem jó kvantumszám többé s a magok forgás i  á l l a p o ta i t  l e i r ó  á l l a ­
potfüggvény mint K különböző értékeihez tartozó tagok l i n e á r i s  kombináci­
ója irható f e l .  I lyenkor mondjuk azt, hogy a fo rgás i  sávok közt keveredés 
lép f e l .  A keveredés természetesen olyankor vá l ik  je lentőssé, ha két, azo­
nos I t e l j e s  impulzusmomentumu, továbbá X -nak eggyel különböző értéke i ­
vel jellemzett magállapot energiakülönbsége viszonylag csekély.

Vegyünk most szemügyre példaként egy egyszerű esetet.  Legyen a mag 

a lapá l lapotára  épült sávban az impulzusmomentum szimmetriatengelymenti vetü-  
lete  K . Tegyük f e l  továbbá, hogy van a magnak egy másik, K+4 -hez t a r ­
tozó fo rgás i  sávja, mely egy alacsonyan fekvő ge r jesz te t t  á l lapo tra  épül.  
/Feltesszük, hogy K^O / Képezzük most a fo rgás i  modell /76/ a l a t t  f e l i r t  
t e l j e s ,  a forgás-részecske kölcsönhatással k iegész ített  H = H0~I5/J Hamil­
ton-operátorának mátrixát a két kiszemelt fo rgá s i  sáv /100/ tipusu /pertur-  
bálat lan/ sajátfüggvényeinek rendszerében. Az át lós  matrixelemeket más i s ­
merjük, ezeket /119/ s zo lg á l t a t ja .  A porturbá lat lan  H0 operátor nem-átlós  
matrixelemei természetesen eltűnnek. A t e l j e s  Hamilton-operá-
tor  zérustól különböző nem-átlós matrixelemei eszerint  egyedül az 

tagtó l  erednek. Minthogy 1} ska lároperátor  s igy I_ - v e i  fe lcseré lhető ,  
zérustól különböző matrixelemek csak azonos I  impulzusmomentumu ál lapotok  
között adódnak. Korlátozást je lent továbbá az H operátor nem-átlós mátrix-  
elemeire a / I13/ -/ l l4/ -bő l  leolvasható K"**K-Í k ivá la sz tás i  szabály. A 

H operátor zérustó l  különböző nem-átlós matrixelemei eszer int

(Vjkm >

Tekintettel H hermitikus vo ltára,  elegendő p l .  csak az első t ípussa l  fog­
lalkoznunk. A /98/-/S6/ képleteket fe lhasználva, h az i[3 skalárszorzatot  
a vesszős rendszerbel i  gömbi komponensekkel k i fe jezve :  J J “*-
a következőket kapjuk:



(y^K-H.M » HYlKM ) =

=* ^3 > i - i 3 Ívikm)+ Cv i,-kh1m > V - i V k , m ) ]  =

- - j | l ( i + 0 - K ( K H )  A k ,

ahol

A k — h i  [(xKt, i3 iix K)-(x _ KHu ; ix . K) ] .
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/122/

Az e lső  sorró l  a másodikra áttérve figyelembe vettük,
hogy a /98/ kombináció behelyettesitésekor adódó kereszttagok a K 

- r a  vonatkozó, k ivá la sz tás i  szabályok fo lytán eltűnnek,
hogy a /98/-beli  ( - ^ operátor t , miután hermitlkus, IJ - v e i  f e l ­

cserélhető és négyzete egy, a mátrixélemekből e l  lehet hagyni.

A második sorró l  a harmadikra áttérve figyelembe vettük,
hogy az I I  skalárszorzat vesszős rendszerbel i  gömbi komponensekkel 

k i fe j e z e t t  alakjában a K kvantumszámot egyedül a 3'f tag növel i és egye­
dül a —Ij 3.!̂  tag csökkenti.

Az utolsó sorra való áttéréskor felhasználtuk az I ‘±-f operátornak a Dj^  
függvényekre való hatását megadó, /40/-nei analóg

”  +  f f  ^MtK + 1

képleteket és a D - függvények normáltsági r e lá c ió j á t :  IlD ^  l|2 =  1 .

A H  Hamilton-operátornak a kiszemelt két sáv á l lap o ta iva l  képezett 

matrixa most már közvetlenül f e l í rh a tó .  Az I impulzusmomentum minden egyes 
értéke mel lett  egy-egy 2x2-es mátrixot kapunk:
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F °IK M \

M r  0
E I,K+1 /

/123/

I t t  M  a /122/ matrixelemet j e l ö l i ;  fe l téte lezzük ,  h o g y  /\|< va lós .  A fő á t ­
lóban szereplő /11 9/ energiaértékeket zérus indexszel lá ttuk e l ,  minthogy 
ezek most a perturbálat lan  /nulladik közelí tésű/ energia szerepét játszák.

Ha fe ltesszük, hogy a Hamilton-operátornak azok a nem-átlós mátrix-  
elemei, melyek a szemügyre vett  két fo rgás i  sáv á l l ap o ta i t  más magállapo­
tokkal kötik össze, elhanyagolhatóan kicsinyek, úgy a H operátornak a k i ­
szemelt két sáv á l lapo ta i  k i fe sz i te t te  altérhez tartozó E sa já té r téke i t  a. 
/123/ alakú 2x2-es almatrixok szekulár is  egyenleteinek megoldásai szolgála­
tát ják :

^ 2 i EIK +  E^k-H -1/ (^IK+ ) ^ (E ikEi |K+< ^ 2)j
/124/

ahol az

M
_  r I.K+'i t IK

je lö l é s t  alkalmaztuk. Ha 8 kicsiny, /l24/-ben so r fe j t é s t  alkalmazhatunk. 
Figyelembe véve, hogy M a /122/ matrixelemet j e l ö l i ,  Írhatjuk:

-IK'
r o A 2k
LíK Ej!iK+rE?K

[ i ( i+ 0 “ K(k-h)]0 “ t £ 2+---) , /125/

EI.K+1 ■E
A

I.K-H ■ErIK
I ( I+ l)-K (K + l)] (1 -^ £2+ . . . )  , /126/

A /124/-ből adódó sajátértéket az EIK EI|K_h sz imbólumokkal je lö l jü k ,  még­
pedig úgy, hogy E - 0  CAk~O) esetén t'IK’ -I.KH legyen.
Megjegyezzük, hogy p l .  az Ej« sajátértékhez tartozó állapotban az impulzus- 
momentum szimmetriatengelymenti vetülete természetesen nem éles  érték, h i ­
szen a FRK a K -hoz és K+1 -hez tartozó perturbá lat lan  ál lapotokat
összekeveri. Az sajátérték K indexe csak azt j e l z i ,  hogy a megfele- .
lő  á l lapot  £ 
át.

-IK
0 esetén a K -hoz tartozó perturbálat lan á l lapotba megy
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í r juk  be most /l25/-be az E°K i perturbá lat lan  energia /l04/ k i f e j e ­
zését . Képezzük ezután az îk_  ^KK különbséget, mely a „K sáv I im-
pulzusmomentumu állapotának az í ~  K momentumu á l lapotra  vonatkoztatott
energiá ját  ad ja .  Az 6 -b a n  másodrendű tagokra szorítkozva kapjuk:

[ l ( I+ l ) - K (K + 0 ]  . /127/

Amint látható, a sávkeveredés legalacsonyabb rendben a tehetet lenségi  nyo­
maték megváltozását eredm 
tet lenségi  nyomatékához a
maték megváltozását eredményezi: a „ K ” sáv nulladik közeli tésü tehe-

/128/
LI,K+1 t-IK

poz it iv  tag já ru l ,  a tehetet lenségi nyomaték megnövekszik. Ez az eredmény 
k v a l i t a t ív  magyarázatot ad arra a tényre, hogy az a lapá l lap o t i  sáv tehetet ­
lenségi  nyomatékának tapaszta lat i  értékei a páratlan tömegszámú magok eseté­
ben szisztematikusan fe lü lmúlják a szomszédos páros-páros magokhoz tartozó 

értékeket*/. A páros-páros magokban ugyanis a lega lsó ,  az a la p á l l a p o t i t ó l  
eggyel különböző K - v a l  je llemzett fo rgás i  sáv a nukleonok párkölcsönha­
tása fo lytán lényegesen magasabban fekszik, mint a párat lan tömegszámú ma­
gokban; az utóbbiakban igy a sávkeveredés hatása lényegesen erősebb.

Megjegyezzük még, hogy a példánkban szereplő, ge r jesz te t t  á l lapotok­
ra épülő „ K + 1 ” sáv esetében a tehetetlenségi  nyomaték a FRK hatására a 

/128/ értékkel csökken. Megjegyezzük továbbá, hogy a /125/-/126/ so r fe j t é s  
következő tag ja  a fo rgás i  spektrum képletéhez £ l ( l - H ) j Z - t e l  arányos 
korrekciót ad.

A FRK okozta sávkeveredést Kerman behatóan tanulmányozta a W m  
mag esetében. E mag alacsonyan fekvő á l lapo ta i  között két fo rgá s i  sávot azo­
nosítottak, melyek egyikéhez a K“ y  , másikához a értéket
rendelték /13.ábra/. Paritásuk egyező: mindkét sáv negativ pa r i tása .  A két 

sávot függetlennek tekintve /a sávkeveredést elhanyagolva/ Kerman azt t a l á l ­
ta, hogy a két sáv energ iasz int je i t  a / I I 9/ képlet a szereplő paraméterek 
következő választása mellett adja v issza  a legjobban.

■*/ A tehetet lenségi nyomaték páros-párat lan változásainak k ie lég í tő  kvanti­
tat ív  eitelmezeset i ie l ja jev  adta meg a nukleonok párkölcsönhatásának 
figyelembe vete leve l .
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K = esetén

K= _ 2 esetén

23ij2 ^ , 0  k eV

w j /2 =  keV
/129/

A /119/ képletből ezen értékek fe lhasználásával  számított energiákat gömbö­
lyű zárójelben tüntettük f e l  a 13.ábrán. -  A FRK befolyását  a spektrumra 
a /122/ a la t t  bevezetett mennyiség határozza meg. Értéke elvben a kül­
ső nukleonok ál lapotfüggvényeiből  kiindulva kiszámítható;
ilyen számítást azonban eddig nem végeztek. Kerman az . mennyiséget, ha­
sonlóan a tehetetlenségi  nyomatékhoz é3 a lekapcsolási  állandóhoz tapaszta­
l a t i  paraméternek tekintette és a legkisebb négyzetek módszerével határozta  

meg, megkövetelve, hogy a FRK f igyelembevételével  kapott /124/ energiakép­
le t  a legjobban i l leszked jék  a megfigyelt spektrumhoz. A FRK figyelembe 

véte léve l  ilymódon kor r igá l t  értékek a 13.ábrán szögletes záróje lben ál lnak.  
Az egyezés most láthatóan jobb, mint a FRK f igyelembevétele nélkül. A kor-

9Iz

7/£

s/z 

3/2' 
íz 16=-L” 

2

3 0 8 , 9 (302 ,7) [308,7]

207,0 (2 07,7) [2 0 7 ,1 ]

99,1 (99,3) [99 , 3 ]
46,5 (46,5) [46,3 ]
O ( k e V )

5/í

3/f

412,1 (4-09,1) \ W ,  1} 

291,7 (292,2) [294,8] 

3X^208,8 (208,7; [208,7]

13.ábra W spektruma és a FRK hatása

rekciók értéke növekvő impulzusmomentummal nő. Figyelmet érdemel p l . ,  hogy 

a K =  y  sáv 1^9/z impulzusmornentumu á l lapota  esetében a FRK gyakor­
l a t i l a g  eltüntette a sávkeveredés elhanyagolása esetében mutatkozott mintegy 

6 keV-0 3  e l té rés t .  -  Érdekes összevetni a /129/ a la t t  f e l i r t  megfigyelt  

/renormált/ tehetet lenségi nyomatékokat a tehetetlenségi  nyomatékoknak a 

FRK á l t a l  nem módosított, renormálatlan /pl.  /127/-ben szereplő/ é r téke i ­
ve l .  A két szemügyre vett sáv renormálatlan tehetet lenségi nyomatékaira Ker­
man a
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JL 2 »2
=  15,9 keV , 3 =ro =  14,0 keV /130/

23 Hz 3k

értékeket kapta. E lé g té t e l l e l  á l lap í that juk  meg, hogy a /130/ renormálatlan 
tehetetlenségi nyomatékok között már nincs olyan nagy e l té ré s ,  mint a /129/ 

a la t t  f e l i r t  megfigyelt értékek között. Kielégítőnek ke l l  azt is tekinte­
nünk, hogy az a lapá l lapot i  sáv renormálatlan tehetet lenségi nyomatéka

162lényegesen közelebb esik a szomszédos W  páros-páros-mag J  tehetet len­
ségi  nyomatékához ( f i 2/2J =  16,7 keV^) , mint a megfigyelt,  renormált
érték. A fennmaradó e ltérések p l .  egy további, magasabban fekvő K^^/2 
sávval való keveredés következményei lehetnek. A sávkeveredés mértékének 
jel lemzésére á l l janak  i t t  a következő adatok. Annak valószinüsége, hogy a 

mag impulzusmomentumának a szimmetriatengelyre vetett  vetülete a „ K~1/2” 

a lapá l lapot i  sáv á l lapotaiban a K"H =  3/2 értéket vegye f e l ,  I -^2  ,^J2 % ,
% ,  %  esetén rendre 0; 0,06; 0;12; 0,23; 0,26.

Megjegyzendő, hogy a sávkeveredés tanulmányozásának kiindulópontja ­
ként nem a fo rgás i  spektrumokban fe l lé pő ,  a fentiekben diszkutált  kis  e l t é ­
rések szolgáltak,  hanem inkább a fo rgás i  sávok á l lapo ta i  között végbemenő 

elektromágneses átmenetek bizonyos sa játosságai .  Az egy fo rgás i  sávon be lü l  
végbemenő átmenetek tipikusan ko l lekt iv  átmenetek, redukált valÓ3zinüségük 
az egyrészecske-átmenetekét több nagyságrenddel fe lü lmúlja .  Ugyanakkor két 

különböző (  K es K )  sáv á l lapo ta i  között az átmenetek /amennyiben az á l ­
lapotokat K é les  értékei jellemzik/ nyilván egyrészecske-je llegűek, hi­
szen i t t  az átmenet során a szimmetria-tengelymenti impulzusmomentumot szo l ­
gá ltató  nukleon ind iv iduá l is  á l lapota  változik  meg (  K — K') . Eszerint azt 
lehetve várni, hogy p l . a W í83 mag I ^ K “ ^  a lapá l lapotábó l  a szomszédos 

%  sáv I = %  állapotába vezető E2 Coulomb-gerjesztés redukált va­
lószinüsége csupán ezredrésze lesz az egy sávon b e lü l i  I » K = * , 1“ % E2 

átmenetének. A valóságban e két átmenet redukált valószínűségeinek viszonya 
a vártnál két nagyságrenddel nagyobb:

Ez a tapaszta lat i  tény a sávkeveredés figyelembe véte léve l  megérthető. Mint 

lá ttak ,  a FRK fo lytán a K~ sávbel i  végál lapot valójában nem je llemez­
hető K é les  értékével;  az állapotfüggvény a K kvantumszám 3/z és 

értékeihez tartozó függvények l i n e á r i s  kombinációja. Eszerint a vá l tozat lan
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K mellett végbemenő kol lekt iv  je l legű ,  az egyrészecske-átmenetnél jóval  
nagyobb valószinüségü átmenet nemcsak a kezdeti á l lapo t ta l  egy sávba eső 

végállapotba, hanem -  a keveredés aránya á l t a l  megszabott mértékben -  szom­
szédos sávbel i végállapotba is vezethet. Ez magyarázza a /131/ viszony v á r t ­
nál nagyobb értékét.  A sávkeveredést jellemző paramétereknek a fo rgá s i  spekt­
ruma /fent diszkutált./ korrekciói alapján meghatározott értékét fe lhasználva  

a B ( E 2 ; £- g* — §■■§■) 6S ß ( E2 ;  W  ‘j f ' f ' )  redukált átmene­
t i  valószínűségek viszonyára, 0,14 adódik, k ie lég i tő  egyezésben a /1 31/ ta­
paszta la t i  értékkel.

f/  Összefoglalás
Egyszerű fe ltevésekre s ikerü lt  fe lép íten i  egy modellt, mely a mag­

spektroszkópiában szokatlan pontossággal képes visszatükrözni számos atom­
mag kisenergiá ju  spektrumának törvényszerűségeit: a ge r je sz té s i  energiák v i ­
szonyának értékét, a szintek paritását  és impulzusmomentumát. A fo rgá s i  mo­
de l l  je l legzetesen fenomenológikus l e í r á s t  ad; semmilyen fe l t evé s t  nem te t ­
tünk a magszerkezet r é sz le te i r e ,  a mag egyes nukleonjainak mozgására vonat­
kozóan. Az atommag belső szerkezetétől függő mennyiségek /igy a tehetet len- ,  
ségi nyomaték, a lekapcsolási  állandó,  a /122/ nem-átlós matrixelem/ ta­
pasz ta la t i  állandók szerepét játszották. A fo rgás i  modell alkalmazhatóságá­
nak egyetlen lényeges f e l t é t e l e  a deformált magalak létezése ,  mely a tár ­
gyalt  esetekben mindenkor tengely és tükrözésszimmetrikusnak bizonyult . Az,, 
hogy az energiaszintekre az " 1(1+0 törvény" o ly nagy pontossággal bevá­
l ik ,  annak köszönhető, hogy az atommagok együttes forgása á lta lában e lég  

lassú, s igy a C o r io l i s -e rő  és a cent r i fugá l i s  erő a mag nukleonjainak moz-; 
gását igen kevéssé pe rtu rbá l ja .  A nukleonok ilymódon a magalak fo rgását  ad ia ­
batikusan tudják követni.

A fenomenológikus fo rgás i  modell, minden sikere mellett i s ,  nem e lé ­
gíthet ki maradéktalanul. Igény van a "mikroszkopikus" elméletre, a de for ­
mált magok belső szerkezetének elméletére i s .  E ttő l  vár juk 'a  fo rgás i  modell 
paramétereinek, igy a tehetet lenségi nyomaték és a. lekapcsolási  á l landó, mé­
lyebb értelmezését, a paraméter-értékek levezetését .  Kívánatos ezen kívül  
az is ,  hogy előreláthassuk: egy adott mag alapállapotához /s a rá épülő 

fo rgás i  sávhoz/ a K szimmetriatengelymenti impulzusmomentum-vetületnek mi­
lyen értéke tartozik és milyen K -értékek jel lemzik a többi, ge r je sz te t t  • 
ál lapotokra épült, forgás i  sávokat. E kérdésekkel egy másik szemináriumi 
kiadvány fog la lkozik  rnajd.
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4. Elektromágneses átmenetek a fo rgá s i  modellben

a/ Átmeneti valószinüsjgek
A forgás i  ál lapotokat l e i r ó  sajátfüggvények /100/ a la t t  f e l i r t  egy­

szerű a lak ja  /mely az együttes forgás é3 a belső mozgás közeli tő  független­
ségének folyománya/ lehetővé tesz i ,  hogy több fontos k i je len tés t  tegyünk a 

különböző forgási  ál lapotok között végbemenő átmenetekre vonatkozóan.
Mindenek e lő t t  idézzük az elektromágneses multipól-operátorok és az 

átmeneti valószinüségek ismert képlete it  / l . p i .  B la t t ,  Weisskopf, Theoreti­
ca l Nuclear Physics, XI I .  f e j eze t ,  /3 .21-22/ és 3.32-55/ képletek/.

Az elektromos 2^-pól-operátorok /elhanyagolva a spin időbeli  v á l to ­
zásával kapcsolatos kicsiny tagot/ :

m ( E X , u ) - X :  rRx Yx (3k \ )  , / 1 3 2 /
k=1 '

a mágneses 2^-pól-operátorok pedig:

Ezen operátorokból ki indulva az elektromos vagy mágneses 2 -pó l -sugárzás  

egy sec-ra vonatkoztatott T átmeneti valószinüségs /a végá l lapotbe l i  mag­
spin-  vet ületekre összegezve/ a következő alakban irha tó f e l :

_  j m x + i )  i / E \ u + 'ln ,

A[(2A+<)ü]* ’ t  'Vfic/ 1 k I -̂* /154/

I t t  E az átmenetben gazdát cserélő energia,

B U ; I k- ~ I ^ “ 2 T  l ( U M v l T n (X / i ) I I kMk) | 2 /135/

pedig az un. redukált átmeneti valószínűség.

A /132/, /133/ elektromágneses multipól-operátorok i r r e d u c ib i l i s  
tenzoroperátorok /forgástranszfor,nációjukat a D^, matrix határozza meg/. 
Alkalmazható tehát rájuk Wigner-Eckart-téte l,  melyet most az
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( I ,  M „  I m ( X ^ )  I I k M k ) - ( I „ M k X y. I I „ M „ )  í M = Ö = lík ) /136/

alakban idézünk. I t t  (I^IITTI (X)ll 1 )̂ a szereplő mult ip óloperát or redukált  

mátrixának /más elnevezések: kétvonásos matrix, amplitúdó matrix/ elemét je ­
l ö l i .  /Bohr és Mottelson a Racah bevezette ( U i m ( x ) n y  mennyiség helyett  

az

< M m ( x ) i i k> ° & j ^ ' V

mennyiséget használja ./
A /136/ és /135/ képletek alapján irható:

ß(x;ik- U  - 2 T  ( W ^ i i X ) 2 ÍL S a M 2 _

( M m C Q i i O '
2Ik + 1

/13 7/

Az utolsó  á ta lak itás  a Clebsch-Gordan-együtthatók szimmetriatulajdonságainak  
és normáltságának figyelembe vételével történt.

Megjegyzésre érdemes, hogy a B redukált átmeneti valószínűségek  
nemcsak a gamma-sugárzás kibocsátásánac valószínűségét határozzák meg, ha­
nem a Coulomb-gerjesztés hatáskeresztmetszetét i s .  Az Ik—— 1^ bomláshoz, 
valamint a megfordított Coulomb-gerjeszteshez tartozó redukált
átmeneti valószínűségek kapcsolata:

2Ik+ \
/138/

Ezeh összefüggés alkalmazásához tudnunk k e l l ,  hogy a gamma-sugárzás és a 
Coulomb-gerjesztés dinamikája között lényeges e l té rés  van. A Coulomb-gerjesz- 
tést előidéző tö l tö t t  részecske terében a mágneses tér  ^/c -3zer  ( « )  k i ­
sebb az elektromos t.irnél, ennélfogva a Coulomb-gerjesztés esetében a mágne­
ses multipólusok szerepe viszonylag lényegesen kisebb, mint az egyenlő amp­
l i túdó jú  E és H - t  tartalmazó sugárzási t é r re l  való kölcsönhatás /gam­
ma-kibocsátás és -e lnye lés/  esetében.
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A következőkben főként egy fo rgás i  sávhoz tartozó ál lapotok között 
végbemenő átmenetekkel kívánunk fog la lkozn i .  I lyenkor paritasváltozás  nincs,  
a legalacsonyabb rendű szobajövő multipólusok tehát M1 és £2 .

Nem érdektelen megnézni, milyen értékeket szo lgá l ta t  a T átmeneti ■ 
valószínűségre, i l l .  a r=* t)T szélességre a szélsőséges egyrészecske-mo-  
d e l l ,  melyben f e l t e s z ik ,  hogy a fotonkibocsátásért egyetlen proton a f e l e ­
lő s .  Az egyrészecske-modell alapján végzett becslés  eredménye:

re r ( M l )  *» 0 ,0 2 1  - E 3 e V ,  Fe  r  (E2)= i , 2 -10~ 7 - A i  í 5q V  /139/

/ E MeV-ban helyettesítendő/; A 1** 126t E 200 keV esetén p l .

re.n (M 1 )« -1 0 “* e V , re n ( E 2 ) - 5 - 1 0 '8 eV.

Látható tehát, hogy az egyrészecske-modell szerint az Mi sugárzás v a l ó s z i -  

nüsége lényegesen nagyobbnak adódik az E 2  sugárzásénál. -  Wilkinson ezzel  
kapcsolatban nagyszámú k í s é r l e t i  adatot gyűjtött össze. A /139/ becslésekkel  
való összehasonlítás azt mutatta, hogy a szélsőséges egyrészecske-modell az 

M i sugárzás valószínűségét t ú l - ,  az £2 sugárzásét pedig a lábecsü l i ;  a va­
lóságban, különösen erősen deformált magok esetében, Mi és £2 valószínűsé­
ge azonos nagyságrendű lehet. Egy párat lan mag valamely forgási  sávjában  

végbemenő je l legez tes  I + l - ~ - I  /nem/ átmenet eszerint álta lában mágneses 

d ipó l -  és elektromos kvadrupól-sugárzás keverékének kibocsátását eredményezi. 
A megfordított irányú / I ->- I  + 'f / Coulomb-gerjesztés viszont -  megfelelő­
en a korábbi megjegyzésnek, mely szerint i t t  a mágneses multipólusok szere­
pe háttérbe szorul, -  a gyakorlatban t i sz ta  E2 átmenetet hoz l é t r e .

b / M i és E2 átmenetek egy f o r g á s i sávban
Az előzőkben megadott képleteket most fe lhasználjuk egyazon forgás i  

sávon be lü l  végbemenő mágneses d ipó l -  és elektromos kvadrupól-átmenetek va­
lószínűségeinek leszármaztatására.

A mágneses d ipó l -operátor  /133/ szerint

. a w1 k=í

ahol

s í - i f f  V ( r \ ) .
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Könnyű meggyőződni ró la ,  hogy az ilymódon d e f in iá l t

\

í z
j £5=

/■—
 

o 
o

£*r
1

Í 2
)

~vT 1 "Y2
1 o , 0

vektorok t e l j e s  ortonormált alaprendszert alkotnak a igy fennál l  rájuk az

Gt o e* + §o oe* -y  e H o e ^  -  1 / w i /

összefüggés. De f in iá l juk  most a yu vektort a

/142/

összefüggéssel .  Felhasználva a /í '\2/, /I40/ és /l'-il/ összefüggéseket, nyom­
ban kapjuk a ^

Q  a « /

képletet . látható; hogy a mag mágneses dipólmomentumának operátora, a 

megszokott alakban.
A /142/ képletből  megál lapítható, hogy a ^  vektor gömbi komponensei 

és az operátorok között a következő a kapcsolat:

f£-c *
i

Ezt /137/-be he lyettes ítve ,  az átmenet redukált átmeneti valószínűségé­
re kapjuk:

/144/

A forgás i  modellben, mint /?5/ is mutatja, a mag te l j e s  J_ impulzusmomentu­
ma a törzs R_ és a külső részecskék _3 impulzusmomentumának összege alak­
jában irható f e l :

I“ R +J .

\
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Hasonlóképpen tevődik össze a f i  mágneses momentum is  a törzs, valamint a 
külső nukleonok momentumaiból. A törzs mágneses momentumáról fe ltesszük ,  
hogy a (Jp JL alakba Írható; az i t t  d e f in i á l t  ^  mennyiség a törzsre j e l ­
lemző ű - f a k to r  /giromágneses viszony/. A külső nukleonok mágneses momen-

y
tumát pedig jj^ j e l ö l j e :

4 = 0  g f v g P U -
nukleonokra

írható tehát:

vagy, fe lhasználva /l44/-et :

yU=gRI + ( 4 ' 9 R Í ) -  /145/

Az átmeneti valószínűség kiszámításához ennek matrixelemét k e l l  ké­
peznünk két, a /100/ képletben megadott V jkM sajátfüggvénnyel:

(M„KMv » /u ^ I kKMk) =
/146/

=  (^IvKM’-^IkKMk ) + ( ^ I v K » V  .

I t t  1  ̂ , M k és a kezdeti,  H l .  végá l lapotbe l i  impulzusmomentu­
mot, valamint annak vetü letét  j e l ö l i .  Minthogy célunk az egyazon fo rgás i  sá­
von belül  végbemenő átmenetek v iz sgá la ta ,  K^= K - t  irtunk. A mag t e l ­
jes impulzusmomentuma természetesen fe lcseré lhető  H - v á l j  ebből követke­
zik, hogy az 1_ operátor különböző energiá jú  ál lapotokat összekötő matrix­
elemei eltűnnek. Az átmeneti valószínűséghez /146/ e lső  tag ja  tehát nem ad 
járulékot-. -  A második tag kiszámításához célszerű a operátor
szükséges /nyugvó rendszerbeli/  komponenseit a Euler-szögek, v a ­
lamint a maghoz rögz íte tt  rendszerbeli, !  vesszős komponensek segítségével  k i ­
f e j e z n i ,  hiszen a Y  sajátfüggvények /100/ a l a t t  , valamint az X.' 
tiesszős változók függvényeként vannak megadva.

Akarcsak , annak y. összeadandó ja i s ,  e l  sőrendü irreduci -
b i l i s  tenzor. Vesszős és vesszőtlen rendszerbeli  komponensei között a kap­
cso lat  ennek megfelelően

( ^ [ / j vT9r^vi] • /147 /

/



Helyettesítsük ezt /l46/-ba; /100/ fe lhasználásával  a mágneses momentum mát­
rixé lemé re kapjuk:

(VivKM*-> ^v' \ KMk) 9 r O*IvKMv >

ortonormáltsági összefüggés fe lhasználásával irható:

J d̂  D ^ .D ^dJ-0 ; (IkM k kvl IvMj(lkK X-VIÎ K') A49/

A Clebsch-Gordan-együtthatókra fennál l :

(Ik - K , A , - v l Í vr K ) - ( - 0 W|rI«'(IkKXvlIv K1) .

Fennáll továbbá a

j ; x ; k - ± k x ± k

sa já té rtékegyen let ; végül vezessük be a belső (J - faktort  a

( x t K .  A » x « ) - ± g KK

& b paramétert pedig a
j - —v 1 r 11 2 v W r ík I

/150/

/151/

/152/
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de f in íc ióva l .  A mágneses dipólmomentum matrixeleme /148-153/ alapján a kö­
vetkező alakba irható

(^IvKMy.' “ 9r W vKMv»IvVikK M k) +

( I f e í f )  V2( ik Mk I IVM „ )  [ cih K1° 1 I^K) • K* <s K J (-1 )Ik-í (I k-  i  ) b] Cgk- g R)^

E képlet az 1^= I,j= Mr=  M^= 1 y V —0 esetre alkalmazva közvetle­
nül megadja a mag JJ sztatikus mágneses momentumát. Pelhasználva az

V ^ I K l “  IVIKI sajátértékegyenletet , valamint a szereplő Clebsch-
Gordan-együtthatók

I (  t is a r\n is \ :i .K

n c n - o j *

f m

k i fe j e z é se i t ,  kapjuk:
r

/ A" 9 R l + ^ f ^ [ K 2 + <5K̂ ( - 0 I+?( I +i ) ^ ]  . ' /155 /

Figyelembe véve, hogy különböző energiá jú ,/ál lapotok között képezett /átme­
neti/  matrixelem esetébe-n /154/ e lső  tag ja eltűnik, a /154/ és /13'6/ egyen­
leteket összehasonlítva közvetlenül leolvashatjuk az (LyH^i^HI^) redukált  
matrixelem k i fe jezését :

(i„iiM«>uik) = 

=  ( z i kH-0,/* [ ( ItcKioir«r K > K <- s Ki C - 0 Ik' ^ ( I k- ^ « H „ ^ > b j ( g k- g R) .

Ezt /l44/-be he lyettesítve a redukált átmeneti valószínűségre a következőt 
kap juk :

B(M1; l r g -

^(fR-c)2(9k- g e)2[ ( k K m v K ) - K + s K i u - i i u i J ) b ] 2
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Ha , a sztatikus momentum /155/ és a redukált átmeneti valószinüség
/156/ képlete egyaránt két paramétert tartalmaz: C[r - e t  és § «  - t .  Egy f o r ­
gási  sáv egy M1 átmenetének valószinüségét,  valamint a sáv alapál lapotának  

H sztatikus momentumát mérve két egyenletet á l l í thatunk f e l  - r a ,  és 

p p - r e .  Minthogy a /156/ k i fe jezés  ( 9 k - 9 r ) 2 _et tartalmazza, 9k~9r  
e l ő j e l é t  + vagy —  -nak választva, két megoldást kapunk. Az e l ő j e l  meghatá- ■ 
rozására további /szögkorrelácids/ mérések szükségesek. -  Ha K=-2 , úgy

k meghatározásához két M1 átmenet valószinüségét ke l l  
mérni egyazon sávban.

Térjünk át most az elektromos kvadrupól-átmenetek valószinüs--gének 

leszármaztatására. A megfelelő mult ipól -operátor  /132/ szer int

e J Z  rp Y2/U (íp,%) *

- { T e 0 m  /157/

ahol

12)
j e l ö l é s t  alkalmaztuk. A Q0 mennyiség a szokásos módon normált kvadrupólmo- 
mentum-operátor. Az £2 átmenetek redukált valószinüsége /137/ és /157/ sze­
r int

o f r n  - , , ) - - L e g ( M Q (g)HI|,f
ö(.tz, ík ÍJ 1óq-e 2lk+ -j • /158/

Szorítkozzunk a sávokban végbemenő kvadrupólátmenetekre. I lyenkor
használhatjuk az egyszerűbb /86/ 3zorzat-saj á t függvényeket; igy is ugyanaz 
az eredmény adódik, amit -  bonyolultabb számítással -  a /100/ szimmetrizált  

alak fe lhasználásával  kapnánk. A szimmetrizálás csak a /kizárt/  K =  
esetében lényeges. I lyenkor a szimmetrizált sajátfüggvényekkel képezett 

matrixelemben fe llépnek a átmeneteknek megfelelő kereszttagok. -  A
számítás egyébként az M'l esetben részletesen bemutatott menetet követi.

Minthogy másodrendű irreduc i b i l l s  tenzor, irható: Q. ̂
Egy azonos sávon be lü l i  átmenet matrixelemét /86/ fe lhasználásával  képezve 
kap j uk:
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C^IVKMV ) ^  \ K M k)

-  JD ' í  0 lMO D ^ K d « ' ( X K,Q'„2,iXK) -  ' A5S>/M*K

| ^ ) ' /2- ( W /u l I k M k) ( l kK 2 0 I I K ) - Q o

(2)
I t t  felhasználtuk /l49/-et  és bevezettük a Qo= l ^ K ’ ^o ^ K '  j e l ö ­
l é s t ;  Q-o neve: bel3ő kvadrupólmoinentum.

Megjegyezzük, hogy /159/ az M|T esetben a Q. sztatikus
kvadrupólmomentumot adja:

3 K - I ( I + 1 )  n  

Q (I+l) (2I+3)  Q ° • / 1 6 0 /

A Q 0 e lő t t  á l ló  "projekciós tényező" az együttes forgás impulzusmomentumá­
nak kvantumos ingadozásait tükrözi. Ennek eredményeképpen Q. mindig kisebb,  
mint Qc . Az I = spec iá l i s  esetben Q. azonosan eltűnik, még ak­
kor i s , ha GL0 +  0

A /159/ képletből nyomban leolvasható a redukált matrixelem k i f e j e -
zese :

( l v IIQw » I k) - ( 2 I k- H ) ' A ( I k K 2 0 i I v K ) Q o .

Ezt /158/-ba helyettes ítve  a redukált átmeneti valószínűségre kapjuk:

B(E2; Ik- f J - J f e2O kf<20II^J2Q̂  / i s i /

A /160/, /161/ képletekből látható, hogy a belső kvadrupólmomentum nagysága 

mind a sztatikus kvadrupólmomentum /spektroszkópiai/ mérésével, mind pedig  

egy adott sávon b e lü l i  E2 átmenet valószínűségének /Coulomb-gerjesztés ha­
táskeresztmetszetének/ megfigyelésével meghatározható. Az átmeneti va lósz í ­
nűség meghatározása végezhető e l  pontosabban, ez azonban csak |Q | - t  szo l ­
g á l t a t j a .  A pontatlanabb spektroszkópiai módszer viszont e l ő j e l l e l  együtt 
adja Q 0 -  t.
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Valamely két, és l k-,_Iv . átmenet valószínűségének v i ­
szonyát /az e lágazási  arányt/ képezve, Q0 k ies ik  és egy t isztán  a Clebsch-  
Gordan-együtthatókat tartalmazó k i f e j ezés t  kapunk:

B(E2; I r Ü  _ (ItK20H„K)z 

B(E2; Ir l Q  (Ik K 2 0 I C K ) 2
A  62/

c/ A K -k ivá la sz tá s i  szabály. Elágazási arány
Vegyünk szemügyre egy (l)<Kk M(<) — átmenetet .  Képezzük a 

2 k p ól-sugárzáshoz rendelt Til (A/*) operátor átmeneti matrixelemét, f e l t é ­
telezve, hogy a kezdeti s a végállapot l e í r á sá ra  /86/ alakú szorzat s a j á t -  

függvények használhatók. /Most nem térünk ki arra ,  miképpen módosul a szá­
mítás eredménye egyes spec iá l is  esetekben az állapotfüggvény /100/ szimmet- 
r i z á l t  alakjának használata mel lett ./

A matrix elem k ife jezése  a részletes  számítások mellőzésével közvet­
lenül fe l í rha tó ,  /159/ -et  á l ta lános ítva :

_  E(2Iv 4-í)(2r|<+ 1,)] nA pli- H f  f v mYx V K )y ) -
----------- J  DMVK„ D 1IV K k °Mkk K k d 5 ' m ' v  V  XK ki -

:( I , ^ V H ;k M k ) ( l * K* X(Kv.-Kk)JIkKk)’ (XKv, m ( M V K R))!KJ.

/163/

A három D függvény szorzatára vonatkozó integrá l ,  i l l .  a Clebsch-Gordan 

együtthatók tulajdonságaiból következnek mindenekelőtt az impulzusmomentum­
ra vonatkozó megszokott k ivá lasztás i  szabályok:

/ í = ^ v ~ ^ K  >

/  ^  /15^/
U v l k K  V ^ k

Ezeken kivül fe l í rha tó  egy további k ivá la sz tás i  szabály azon észrevéte l
alapján, hogy egy D -függvény alsó indexeként szereplő momentumvetületek

abszolutértéke sohasem lehet nagyobb, mint a /momentum absz. értékét je lző/
fe lső  index. Ezt D.  ̂ k -K  ~ra alkalmazva írhatjuk:

“  j v  k

lKv ~ Kk I ^ X .  /165/
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Ez az un. K -k iv á la s z tá s i  szabály, mely a szokásos /164/ szabályoknál erő­
sebb megszorítást je len t .  A K -k iv á la s z tá s i  szabály egzaktul érvényes len ­
ne, ha K szigorúan mozgásállandó volna. A valóságban, tudjuk, a FRK okoz­
ta sávkeveredés miatt nem ez a helyzet . így csak az várható, hogy a /165/ 
f e l t é t e l t  sértő átmenetek igen lassan mennek végbe.

Ha /163/-at összehasonlítjuk /156/-tal ,  leolvashat juk a redukált mat- 
rlxelem k i fe jezésé t .  Ezt felhasználva, /137/ alapján képezhető a redukált á t ­
meneti valószinüség:

ß(*; t k ~ U “ ( KM ( KiTKk)I IkKK)21 (XK v Tn'Ö.K,,-Kk) X Kk)  12 .

Képezzük két, ugyanazon kezdeti á l lapotbó l  kiinduló és azonos sávhoz tarto ­
zó végállapotokba vezető átmenet redukált valószinüségéhek viszonyát. A két 
átmenetre a TT11 (A, K ^K ^X ^be lső  matrixelem ugyanaz s Így a viszony
képzésekor k ies ik .  Kapjuk:

B (X ; l k- l U  ( I i A A O V K . J l I X ) 2

B ( x ; ik- g  • 7 '

d/ Összehasonlítás a tapaszta latta l
Mint a /161/ képlet mutatja, egy fo rgás i  sávon be lü l  megfigyelt E2 

átmenetek valószinüségét mérve, meghatározhatjuk a mag belső kvadrupólmomen- 
tumának abszolutértékét . Néhány páros-páros magra l Q01 igy kapott értéke:

A kapott IQ0I értékek a mágikus nukleonszámoktól távolodva nőnek, hozzájuk 

közeledve csökkennek. -  Közöljük néhány párat lan magra is |Q0| /161/ alapján  

meghatározott értékét, s összehasonlításul Q 0 spektroszkópiai módszerrel 
kapott értékét is:
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Mag I Q 0| /átm./ Q.0/spektr./

fi,Eu153 7,7 < 7 , 0
I V «  8,0 5,5

64Gcl157 7,7 5,0
8,2 12 

75Re185 5,4 7,8

Tekintette l a kvadrupólmomentum spektroszkópiai meghatározásának korlátozott  
pontosságára /mely abból ered, hogy az elektronburok terének gradiensét a 

mag helyén igen pontatlanul ismerjük/, az egyezés kielégítőnek mondható.
Valamely átmenet redukált valószínűségéből ( K 4= 4r) esetén a 

( g k- g ^  mennyi ség értékét kaphatjuk meg. Egy fo rgás i  sávon be lü l  Ml átmene­
tek főként párat lan magokban figyelhetők meg, egységnyi impulzusmomentum- 
különbségű ál lapotok között . ^  Az Ml sugárzás rendszerint E2 sugárzás k í ­
séretében je lentkezik. A gamma-szélesség mérése tehát nem magát a

ß ( M i ; 1+ 1— 1)  redukált valószínűséget, hanem B ( M i ; I-M-— I )  és
B (E2 ; 1 + 1 -*• I ) kombinációját s zo lg á l t a t j a .  Ha azonban ezen kívül  mér­

jük a megfordított £—*~I -4- 1 átmenet Coulomb-gerjesztésének hatáske­
resztmetszetét, úgy megkapjuk B ( E2 ;  ( 1 - 1 + 1 )  - e t ,  amiből
a /138/ képlet alapján számítható. A B ( E Z ;  I + 1 - l )  redukált valószínűség­
ből és az I + \ ~ — I gamma-átmenet mért szélességéből megkapjuk végül  
B ( M 1  ; 1 + 1 — I )  - t .  A ß ( M 1 ; 1+ 1— i )  redukált valószínűségből -  

mint /156/ mutatja -  csak 9 k ~ 9 r  négyzetét kapjuk meg; CJ -̂ e l ő je lé r e  
a Coulomb-gerjesztést követő kevert M1 + E2 sugárzás szögeloszlásából  
következtethetünk. A szögeloszlás kife jezésében (9 k ~ 9 r )/ Q o  szerepel,  s
Innen g ^ ~  g^  e l ő je le  megkapható, hacsak Qq e lő je le  /spektroszkópiai mé­
résekből/ ismert. ,

f” /Példaként vegyük szemügyre az t-U magot /lásd a 14.ábrát/ A 83 keV- 
os 7/2 3pinü első ge r je sz te t t  á l lapot Coulomb-gerjesztéséből meghatározták

a Coulomb ger jesz tést  követő ga-nmasugár- 
zás 50 %-ban M1 , 5 0  %-ban £2 j e l legű ,  
megkapták B (M1 ] y  —  J-)  - e t , amiből

adódott. Figyelembe vé-

> .....

E2 M1 + E2

Vz

5/2

ve, hogy az a lapá l lapot  sztatikus mágne- 14.ábra

X/ v;,?-r uSI páí oa magolí a lapá l lapot i  sávjában a legkisebb impulusmomentum- 
kűlonbség 2 ; átmenet i lyenkor nem lehetséges.
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ses momentuma JU 
rendszert nyerjük

0)

O'O

= 1,5 magmagneton - r e  a következő két megoldás-

g R= 0 , 7 ;  

9 r -  0,5

További mérések nem történtek, Így egyelőre ( i )  éa (//J között nem dönthe­
tünk.

A K - k lvá laaz tás i  szabályt, valamint az elágazáai arányra leveze­
tett  összefüggést j ó l  példázza az 47A g  mag. Az alcaonyan fekvő szintek  
között végbemenő Coulomb- és gammaátmeneteket a 15.ábra szemlé ltet i .  Szem­
beszökő, hogy a K = y 2 sáv 400 keV-os á l lapotábó l  a szomszédoa K =

5/2

3Í2

£2

'íz

\ 0 0  k e V

E2

3 0 5 k e V

£2 >M 1+E2

15.ábra h l A g 109

88 k e V
- £  +K - f

t *7/
sáv 8 8 ;keV-os, I “ /2  alapállapotába vezető E") átmenet redukált v a ló s z ín ű s é ­
ge rendkívül kics iny:  értéke az egyrészecskeátmenet fe l té te lezéséve l  számí­
tott  értéknél 10^ - szó r  kisebb. Ez a K - k iv á la s z t á s i  szabá l lya l  j ó l  ma­
gyarázható: most X =  1, A K ==IKv~K|< 1 =  3 , igy a / 1 6 5 /  f e l t é t e l  nem t e l ­
je sü l .  Megjegyezzük, hogy a = A K ~ A  számot a K - t i l t á s  fokának neve­
zik;  a szemügyre vett  átmenet K - t l l t o t t s á g a  eszerint másodfokú. Az ^ ? Ag109

mag K=V2 sávján be lü l  végbemenő 

Coulomb-átmenetek redukált valószínűségének viszonya: í,8

_5_
2 es X

2

ami jó l  egyezik a Clebsch-Gordan-együtthatókból /166/ alapján számított é r ­
tékkel.

A K - t i l t á s  egy igen szélsőségéé esetével  találkozhatunk a Hf <8° 

mag esetében. Az 1142,9 keV-os 10" spinű, Ml sugárzással bomló ge r jesz te t t  

ál lapot  5,5 óra át lagos élettartammal rendelkező izomér á l lapo t .  A hosszú 
■élettartamot a K - t i l t á s  magas foka: p = |K^r Kkl = 10 -  2 = 8
magyarázza /16.ábra/.
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K-ÍO*

K = 0 +

16.ábra Hf ̂

IU2.9 keV

1 0 9 5 , 3  k e V .

Végezetül közöljük néhány páratlan magra az a lapá l lapot i  sáv első  és 
második ge r jesz te t t  á llapotába vezető Coulomb-gerjesztés redukált átmeneti 
valószínűségének viszonyát, összehasonlitva a /166/ alapján számított érté - 
kekkel /lásd a 1 7 . ábrát/.

E2

E2

A-póra t la n

17.ábra

A mondott viszony értéke /166/ szerint

B( E2; I — H-2) =  ClI20|It2 1)  ̂ = 2(1+Q 
ß(E2;M + 0 (II20H + 1 I )2 1(21+3)

A mért és számitott értékek álta lában k ie lég ítően egyeznek, mint az a kö­
vetkező összehasonlításból látható:

Mag I 1
/mért / /számított/

Eu155 5
2 0,28 0,35

Gd1?? 3
T 0,58 0,56

Tb15,9 1 0,56 0,56
Mo165 7

T 0,24 0,26
Lu175 7

2 0,23 0,26
Hf1?? 7

T 0,26 0,26

■ a gamma-bomlás esetéhez hasonlóan, az a l f a  és béta-bomláe-
e k ivá lasztás i  

•

szabályok, valamint az elágazási  arányt
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F Ü G G E L É K

A . A pörgettyű-sajátfüggvények maghatározása a forgástranszformációs t u l a j ­
donságok alap .Ián

A pörgefctyümozgást le í ró  állapotfüggvények a pörgettyű helyzetét j e l ­
lemző Euler-szögek függvényei. Je lö l jük  az impulzusmomentum négyzeté­
nek ti2j ( j  + l) és Z -vetületének tiM sajátértékéhez tartozó pörgettyüsa- 
játfüggvényt -mel. Alkalmazzuk e sajátfüggvényekre a kvantummechanikai
rendszerek impulzusmomentum-sajátfüggvényeinek forgástranszformáció ját meg­
határozó /17/ összefüggést:

=  J lT  ( a o ßo y0)  ^  • /A . l/
M1

A baloldalon á l ló  a szemügyre vett  kvantummechanikai rendszert egy meg­
adott S koordinátarendszerben jellemző változók függvénye; esetünkben

ß y ) -  A 3°bb oldalon á l ló  j el je lentése pedig ez:
a J M ‘ kvantumszámokkal jellemzett impulzusmomentum-sajátfüggvény argumen­
tumaként most az S rendszerhez viszonyítva a0ß 0y0 Euler-szögekkel e l f o r g a ­
tott  S' rendszerre vonatkozó változók á l lnak.  Je lö l jük ezeket &■'ß ' - v e i :  

ÍÍ>JI^0̂ 0!J,0̂ = ^jm1 fo'ß'tf' ) 1 Ekkor /A . l/  helyett irható:

. /a. 2 /

Legyen most ot (X,  , ß 0~ ß  , • Ekkor oc'/3(^ ' az S rendszerben CX/3
Euler-szögekkel je llemzett  helyzetű pörgdttyünek az ugyancsak cX/3̂  Eu ler -  

szögekkel je llemzett  helyzetű 5' rendszerre vonatkoztatott E u le r - f é le  szög-  
koordinátáit j e l z ik ;  Így nyilvánvalóan ot=/3'= /  =  0 . A (OOOj =  C j M*
je lö l é s t  alkalmazva, a kapott eredmény igy irható:

$>M = X T  CjM1 • /A.3/

Az impulzusmomentum-sajátfüggvények forgás transzformációs tula jdonságaiból  
kiindulva arra az eredményre jutottunk, hogy az erőmentes pörgettyű JM 

kvantumszámokhoz tartozó impulzusmomentum-sajátfüggvényei mindenkor e l ő á l l í t ­
hatok a forgásmatrix D^M1 f a ß t f )  elemeinek l in e á r i s  kombinációiként.
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Minthogy az erőmentes pörgettyű Hamilton-operátora a té r  izotrópiájában kö­
vetkezően az impulzusmomentum operátorával fe lcseré lhető ,  a stacionárius á l ­
lapotokat l e i r ó  energiasajátfüggvényeknek is  /A.3/ alakuaknak k e l l  lenniök.

Az energiasajátértékek meghatározása a következőképpen történhet. í r ­
juk f e l  az erőmentes pörgettyű H Hamilton-operátorát, mely a fo rgás i  ener­
g ia T operátorával egyezik meg:

I t t  J x. , J , , J zi , a pörgettyű fő  tehetetlenségi  nyomatékait j e l ö l i ,
Rjfi , Ryi , Rzi pedig az R_ impulzusmomontumoperátornak a három tehetet­

lenségi  főtengelyre./ezeket választ juk a pörgettyűhöz rögz íte tt  5 1 koordiná­
tarendszer tengelyeinek/ vetett  vetületét  j e l z i .  Ha az /A.3/ alakú kombiná­
ciót behlyettes it jük  az /A.4/ Harailton-operátor

H 0  = E $  /A . 5 /

Schrödinger- fé le  sajátértékegyenletébe és figyelembe vesszük az

R- i )  > R y  =  y r  + R--i) j R2' = Ro
operátorok hatását meghatározó /39/, /40/ összefüggéseket, az együtthatók 

összehasonlításával az /A.3/-be l i  Cj^ '  együtthatók meghatározására egy 

23 M  ismeretlenes homogén l in e á r i s  egyenletrendszert nyerünk. Ennek 
szekulár is  egyenlete s zo lg á l t a t ja  az £ sajátértékeket . Az így kapott 

2 } H  sajátérték mindegyike 2}  + 1 -szeresen e l f a j u l t  / M Szerint/.
Ez az e l f a ju l á s  a tér  izotrópiájának / H és 3  felcserélhetőségének/
folyománya.

A szimmetrikus pörgettyű / J xi = J y  / esetében a sajátfüggvények megkeresé­
séhez közvetlenül kihasználhatjuk a Z ‘ - tenge ly  körüli  fo rgássz im etr iá t . 
I lyenkor a Z' - tenge ly  körüli  e l fo rgatás  a pörgettyű energiá ját nyilván nem 
változtathat ja  meg, így az

i_ R —  —

e"'̂ r <(>( a ß t ) = Q * °  W 1>JM (0/3 g )  = <UJM, K  (3, ft )

függvények y0 összes értékei mellett a Ha mi lton-operátornak ugyanazon ener­
giasa játértékhez tartozó üajátfüggvényei. Képezzük most e függvények egy 
spec iá l i s  szuperpozíció ját;  /A.3/-at fe lhasználva ír juk:
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2 T

0 2f  

JETCm  Í*dJ,m, (oc(/3ty -ö>0)elM°í°
M J  2f

í r c , „ .  0 A m. (<*/3y) í  e i M̂"“ M-lí0 d ,„  -  /A.6/
M' *yo

X7c_ j^ '  ájY|iMo ( a ß t f )  =

CJMo ^MMo ( a /^y) *

I t t  felhasználtuk, hogy Dj^M1 i&'ß'tf') a A 8/ képlet szerint y - t  az e i/vty

alakban tartalmazza. Az /A.6/ eredmény mutatja, hogy szimmetrikus pörgátyü
esetében a forgásmatrix elemei maguk stacionárius ál lapotokat irnak l e .  -  
Az energia sajátértékeket közvetlenül leolvashatjuk, ha az '/A,4/ Hamilton- 
operátort

J x ,= J y, = J  , Rx2,+  Ry,= R 2-  R2,

fe lhasználásával a

H=§ +(é2r é j R|'
alakba i r juk .  Ezen operátornak a f a ß # )  függvényhez tartozó s a j á t -
értéke /39/ és /46/ szerint

}  ti* T, ) n i2
23 \ 2 3 r 23 1

-MM

A té r  izotróp iá jábó l  következő (23 + í )  -szeres  e l f a ju l á s  mellett i t t  f e l ­
lép egy további e l f a j u l á s :  a t M' -höz tartozó E ^ é s  sajátértékek
megegyeznek. -  Gömbi pörgettyű (Jz,= J )  esetén E ^ ,  ‘ csak. 3 - t ő l
függ; az e l f a ju l á s  i lyenkor (2 }  +"1) - sze re s .
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B. A pörgettyűhöz rögz íte tt  koordinátarendszerre vonatkoztatott impulzusmo­
mentum-komponensek fe lcse ré lés  1 összefüggései

A pörgettyűvel együttmozgó S' rendszerre vonatkoztatott Rxi , Ryi , R21 
impulzusmomentum-komponensekre érvényes /4l/ f e l c s e r é l é s !  összefüggéseket  

az 1 . szakaszban az R_ operátor vesszős komponenseinek a forgásmatrix e le ­
meire való hatását meghatározó /39/> /40/ képletekből olvastuk le .  E l jutha­
tunk azonban ezen összefüggésekhez egyszerű operátoralgebra segítségével i s ,  
az R impulzusmomentum-operátor komponenseire a mozdulatlan, vesszőtlen  

rendszerben érvényes

L Rí • Rj it.£MI< R k /B .i/

"normális" f e l c s e r é l é s i  törvényből kiindulva.  I t t  í l j ) k az 1, 2, 3 é r ­
tékeket veheti f e l ;  R̂  , R2 , Rg rendre az Rx , Ry , Rz komponenseket 

je len t ik .  Hasonlóképpen használjuk a következőkben Rxi , Ry, , Rzi helyett  

az R., , R2 , j e lö l é s t  is .
Jelentsék a , Q.^ , 631 rendre a pörgettyűvel együttmozgó S '

rendszer X 'y 'Z '  koordinátatengelyeinek irányát k i j e l ö l ő  egységvektorokat. 
Ezek segítségével az R_ operátor 5'  rendszerre vonatkoztatott komponensei 
nyilván az

R| = eisRs /B.2/

alakban irhatok f e l .
Valamely kvantummechanikai rendszerhez tartozó Vj vektor /vektorope­

rátor/ az impulzusmomentum operátorának Rj komponenseivel az

Ri»Yj í ^ i j k /B.3/

fe l c s e ré lé s !  összefüggésnek tesz e leget .  I lyen összefüggéseket e lóg it  ki az
S rendszer három koordináta-egységvektora is .  /Ez közvetlenül is be lá t ­

ható; igen könnyű az á l l í t á s  igazságáról meggyőződni p l .  az R z operátor, 
valamint a Z 1-tengely  irányát k i j e l ö l ő  ß3j (.Sin ß  COS CX , Ő i n /3 S ioc, COS ß )  

egységvektor esetében, felhasználva R z /2 l /  a lak ját ./A  /B.3/ összefüggés­
ből levezethető, hogy a Vj -vektornak az R_ impulzusmomentum-operátorral 
képezett skalárszorzata fe lcseré lhető  R_ - r e l X//:

[R, , Rj 0 /B .4/

x/ Ma a /B.4/ összefüggésbe Vs helyére rendre az Qis , e2s , e5s vektort  
helyettes í t jük,  /B.2/ figyelembe véte léve l  azt t a lá l juk ,  hogy az Rj , 
vesszőtlen és Rj vesszős komponensei fe lcseré lhetők egymással. Ez te3z i
lehetőve, hogy pl  Rz és Rz. közös sajátfüggvényekkel  rendelkezzenek 
/ l .  a /39/ es /43/ kéT' 1 °  /pleteket/.
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Képezzük ezen előkészületek után az együttmozgó rendszerre vonatkoztatott 

/B.2/ komponensek kommutátorait:

r ; . Rj

[eip Rp j Qjq, %

=  e ip [^p > e jq, + eip > 9̂.

/B.5/

RP .

I t t  az első kommutátor /B.4/ szerint el tűnik . A második tag pedig, f i g y e -  

lembevéve, hogy az , 22j , 6^ egyaégvektorok egymással fe lcseré lhetők,
az ejq, [ e i p , R< ]̂ Rp =  [R^, e,p] Rp alakban irható. Ha most tekintetbe
vesszük, hogy az Qy{ , É?2j , e^j egységvektorok az impulzusmomentum operá­
torával /B . j/  alakú f e l c s e r é l é s i  összefüggéseknek tesznek e leget ,  /B.5/ he­
lyett. tovább Írhatjuk:

r ;, R j ] -

[ ^ 9  i e ip J

=  ~  i t i  £ a p r  Q ir <2jn R p .

/B.6/

Az i i >  ’ -3  o r t 0g °n áH s  egységvektorokra /jobbsodrásu _S( rendszert f e l t é ­
telezve/ fe l í rh a t ju k  az

-i >e i x e 2 =  e 3 , s 2 xe3

vagy indexes je lö lésben,  az
(

tprq, e ir e j^ = ^ j j k  e kp

összefüggéseket. A /B.6/, /B.7/ és /b.2/ képletekből az

> ; ,  r ;] — i+^Eijk Rk

/B.7/

/B.8/
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eredményre jutunk. Megkaptuk az impulzusmomentum-operátor vesszős /együtt-  
mozgó rendszerbeli/ komponenseinek f e lc s e ré lé s !  összefüggése it .  A kapott 
eredmény, mely megegyezik /4l/ -gyel ,  a megszokott /nyugvó rendszerbeli/  f e l ­
cseré lés !  törvénytől a jobboldalon á l ló  minusz je lben tér  e l .

Duí D^2iC. A ^-1 1̂ MgMg sz0r2at ki f e j tése  a függvények szerint

Induljunk ki az impulzusmomentum-összeadás kvantummechanikai elméle­
téből ismert

?1M 1 ^ 2 m 2 (̂ 1 2̂ ̂ 2  ' /C.l /

Clebsch-Gordan-féle sorból.  A koordinátarendszer e l forgatásakor a szereplő  

impulzusmomentum-sajátfüggvények /13/ szerint transzformálódnak. írhat juk  
tehát:

■ > & , v * - r  ( w a v 3 M„  ' /0.2/

A jobboldalon á l ló  a /C.l/  összefüggés megforditásával igy irható:

YjM1 , ^ M i  ^ 2 M2 C ^ - ) ^ ^ 2 ^ 2  3 /C.3/

Ezt /C.2/-be helyettesítve és a ba l -  s a jobboldalon az egyes ..i Vi m 1
*2 2szorzatok együtthatóit egyenlővé téve kapjuk:

M, » A* » V

i t t  M =  + Mg , M =  + Mg . A komplex konjugálást je lző  cs i l lagokat
elhagyhattuk, minthogy a Clebsch-Gordan-együtthatők valósak.

A /C.4/ eredményt fe lhasználjuk arra ,  hogy meghatározzuk a pörgetyü-  
höz rögz íte tt  á r r e n d s z e r  y ' - tenge lye  körül végzett ff szögű e l fo rg a tá s ­
hoz rendelt e fi operátornak két D - függvény szorzatára való hatását.  
Idézzük a 3 . szakasz c.pontjának /94/ képletét , mely meghatározza ezen ope­
rátornak egy D - függvényre való hatását:

i<ÍT
e”" ^ Ry' D3”, - H ) J-M D j.

M M   ̂ ' M ' - M
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Ezt fe lhasználva fe l í rha t juk  a /C.4/ jobboldalán á l ló  kifejezésnek az 
-  Í5L d6 Ti operátor hatására e lőá l ló  transzformalt jat . Kapjuk:

E ki f e j ezés  a Clebsch-Gordan-együtthatók

(a et b/3 I c y ) - ( - O a+b C (a,~ <x; b,-/3le,-7)

szimmetriatulajdonságát felhasználva a

T *

alakba irható.  Az összegezést /C.4/ segítségével elvégezve, egyszerű a lak­
ban kapjuk a kívánt eredményt, a D?,1,.. D?„2, szorzatnak az

_i£o MJMí M2M2
e ■?! a' operátor hatására e lő á l l o t t  transz formált j á t :

g " f Ry Q*1 0 >z =  q >» q>2 /C .6/

Ahhoz, hogy innen megkapjuk a /95/ képletet, melynek igazolásával tartozunk,  
mindenek előtt  megjegyezzük, hogy a forgásmatrix és annak komplex-konjugált-  
ja  között a kapcsolat:

< & - H ) K-K'n?K..K ■ /o.7/

Ez /18/, /19/ alapján közvetlenül belátható. Ha most /C.6/ eredményünket a
n J* =» f — <11K—K1 n^ i

MK K'K UMK Ü-K',-K
'szorzatra alkalmazzuk, transzformáltként

/ n I + J+-K-K1 I
( - 1 )  d m ,-k d- k : k

adódik. Ha a második tényezőbe /C.7/ segítségével visszahozzuk a komplex 
konjugáltat , ki fejezésünk a

f ,nI + >-2K «.I >.}*
DM,-K DK‘,-K

alakot ö l t i .  Vegyük i t t  figyelembe, hogy } - K  egész szám, s igy ^
írható; ekkor a kapott ki f e j ezés  éppen az igazoln i  kívánt /95/ képlet jobb­
o lda lát  adja.
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D. Impulzusmomentum-kapcsolódás a fo rgás i  modellben
A forgás i  modell Hamilton-operitorának /86/ közel i tő sajátfüggvénye 

/85/ szerint a t e l j e s  impulzusmomentum I , a /térben f i x  rendszerbel i/
1 -tengelyre vetett  impulzusmomentum-vetület M , valamint a /maggal 

együttmozgó rendszerbeli/ Z’ -vetü let  K értekéhez tartozik/ Ti-t egy­
ségnek véve/. A mondottakat a 18.ábra szemléltet i ,  kz I impulzusmomentum 

/75/ szerint  a külső nukleonok 3; > valamint a magtörzs R impulzusmomen­
tumából tevődik össze.  A X impulzusmomentumnak a Z' -tengelyre /a mag­
törzs szimmetriatengelyére/ vetett vetülete /78/ szerint az Q  meghatáro­
zott értékkel rendelkezik. Tekintettel a magtörzs nem gömbszimmetrikus vo l -  

2 • , / 
tára, J  nem, csak 3Z mozgásállandó, igy a 18.ábrara bera jzo lt  J vektor
/s ugyanígy R / nagysága és iránya változó lehet. Eközben azonban minden­
kor te l jesü ln ie  k e l l  a és a 3Z‘ = Q  fe l té te lnek .  Meg ke l l
jegyezni, hogy a magalak

18.ábra 19.ábra

forgásszimmetriájából következően /89/ szerint K =Q  . Ennek megfelelően az 
impulzusmomentum-kapcsolódást szemléltető vektor-váz módosul, a 18.ábrán 
látható helyett a 19.ábrán bemutatott alakot ö l t i .

A /86/ sajátfüggvény szokatlan alakú. Ha egy kvantummechanikai rend­
szer két alrendszerből tevődik össze, úgy az alrendszerek impulzusmomentumá­
nak a rendszer t e l j es  impulzusmomentumává való összekapcsolódását matemati­
kai alakban szokás szerint  egy Clebsch-Gordan-együtthatók segítségével '  f e l ­
ép ített  /C.3/ tipusu ki f e j ezés  tükrözi. A /86/ sajátfüggvény a lak ja  nem 
i lyen.

Nem szabad azonban megfeledkeznünk a r ró l ,  hogy míg a megszokott a l a ­
kú /C.3/ ki fej ezésben szereplő V sajátfüggvények ugyanazon koordinátarend­
szerre vonatkoztatott koordináták függvényei, /86/ a la t t  ez nem igy van. A 

magtörzs helyzetét jellemző ö-ßtf változók a térben rögzített  S rendszer­
re vonatkoznak, ugyanakkor a külső nukleonokat a magtörzzsel együttmozgó 

S  koordinátarendszerre vonatkoztatott X- y f z j koordinátáik jel l emzik.
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A /86/ állapotfüggvény olyan alakját, melyben a külső nukleonokat a térben 

fix S rendszerre vonatkoztatott XjyjZj változók jellemzik, /93/ alatt irtuk 

fel. A D -függvény komplex-konjugáltját /C.7/ segítségével kiküszöbölve 
/93/ helyett Írhatjuk:

„ i , ) .

Fej tsük ki az i t t  szereplő D * ,  D* , szorzatot /C.2/ segítségével a D
MK -K,-K

függvénye c szerint .  Kapjuk:

/D. l/

-(I.K.J, -K1RO)• 0^.K. 0(a ) xJK, (xjyiZ-,) .
I t t  további áta lakításokat végzünk. Mindenek e lőt t  megtehetjük, hogy a sze­
replő két Clebsch-Gordan-együtthatóban az összes mágneses kvantumszám e l ő j e ­
l é t  e l lentétesre  vá l toztat juk .  Ezután az egyes Clebsch-Gordan-együtthatókra 
a következő átalakításokat alkalmazzuk:

(l,-K,J,KIR,0) =  j [ | ^ ( - ) ) íf,<(R0 J K I I K ) .

Ezeket fe lhasználva /D.l/ helyett  Írhatjuk:

ffírCR.M-K;J.K'IIM) ( R0 3 KIXK) o ^ _ K,0 -^ I K, ,

vagy

V,

ahol

I K M  [ 8 f 2(2I C? ^ ^ 2R + 1̂ R 0 -ÍK|IK^ ) R3IM 1 / / D ' 2 / '
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A most f e l i r t  függvény már a megszokott alakban f e j e z i  ki a törzs R , va­
lamint a kül3Ő nukleonok 3 impulzusmomentumának az I t e l j e s  impulzusmo­
mentummá való összekapcsolódását. Maga természetesen nem irhát  le
stacionárius á l lapo to t ,  miután 3 és _R nem mozgásállandók. A s tac ion ár i ­
us á l lapotokat a , -ékből képezett /D.2/ alakú l in e á r i s  kombinációk

i r ják  l e .
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