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B e v e z e t é s

Jól ismeretes, hogy a nukleonok kölcsönhatása az atommagban egy kö­
zös potenciálteret alakit ki. A független részecske héjmodellben feltétele­
zik, hogy ez a potenciáltér sztatikus és hogy a nukleonok nulladik közelí­
tésben egymástól függetlenül végzik benne mozgásukat. A közös potenciáltér 
természetesen nem irja le kimerítően, maradék nélkül a nukleonok kölcsönha­
tását, inkább a kölcsönhatás átlagos leÍrását adja. Ahhoz, hogy pl..a mag­
spektrumok értelmezését megkísérelhessük, a független részecske héjmodell- 
ben fellépő elfajulások feloldására be kell vezetnünk az un. inaradék-kölcaön 
hatást. Ez a nukleonok kölcsönhatásának az a része, amely nem foglaltatik 
benne a közös potenciálban. A maradék-kölcsönhatás korrelációt eredményez: 
figyelembe vételével megszűnik a nukleonok mozgásának független jellege, A 
maradék-kölcsönhatást i'égebbi munkákban általában valamilyen egyszerű alakú 
/pl. Gauss vagy Yukawa/ kétnukleoa-potenclál bevezetésével vették figyelem­
be, s a számításokat perturbációé módszerek felhasználásával végezték el.

Amikor 1957-hen Bardeen, Cooper é3 Schrieffer amerikai fizikusoknak 
a szupravezetés fizikai elmélete kidolgozására törekedve sikerült megadniok 
egy közelitő módszert, mely nem perturbációs sorfejtésen alapult és amely 
lehetővé tette az általuk feltételezett párkölcsönhatási operátor spektru­
mának meghatározását, ez felkeltette az elméleti magfizikusok érdeklődését 
is.

A feltételezett párkölcsönhatási operátor a legerősebb kölcsönhatást 
zérus eredő impulzusin ómentumu részecskepárok között létesiti, a kötési ener­
gia részecskeszámfüggésében páros-páratlan-effektust eredménye#, páros ré­
szecskeszám esetén pedig hézag felléptére vezet az energiaspektrumban, az 
első gerjesztett állapot gerjesztési energiáját jóval a független részecskék 
esetében érvényes érték fölé emelve. A párkölcsönhatáa ezen vonásai nagyfokú 
hasonlóságot mutatnak a rövid hatótávolságú magerők tulajdonságaival. Miután 
a párkölcsönhatás Bardeen, Cooper és Schrieffer nyomán perturbációs sorfej­
tés alkalmazása nélkül tárgyalható, érthető, hogy számos szerző próbálta meg 
a nukleonok maradék-kölcsönhatását a Bardeen és társai által használt pár- 
kölcsönhatás operátora segitségével figyelembe venni. Meg kell említenünk 
Beljajev dolgozatát a magok tehetetlenségi nyomatékéről, továbbá Szolovjev,
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Kisslinger és Sorensen és mások dolgozatait az atommagok energiaszintjeiről, 
mátrix-elemeiről, stb. Emlitésre érdemes ezen kiviil Kerman és társainak mun­
kája, akik tulmenve a Bardeen-Cooper-Schrieffer-féle közelitő módszer pon­
tosságán, egzaktul diagonalizálták a párkölcsönhatás operátorát különböző 
magokra. E törekvések igen szép eredményekre vezettek.

Ennek megfelelően indokoltnak látszott a párkölcsönhatással foglal­
kozó dolgozatok közös alapjainak, a használt formalizmusnak és közelitő mód­
szereknek, az alapvető fogalmaknak és egyes tanulságos, illusztrativ alkal­
mazásoknak szeraináriumszerü feldolgozása. Ennek a szemináriumnak az anyagát - 
találja meg a következőkben az olvasó.



1. Fonnál izmus. Párállapotok

Legyen I 0̂ > a zérus részocskeszámhoz tartozó állapot, a vákuum. Az egyré— 
szecske-állapotokat jellemezzük a j impulzusmomentum és az m  momentum- 
vetület értékeivel; a többi kvantumszámot /n ,t / a rövidség kedvéért nem 
Írjuk ki. Az egyrészecske-állapotolc jele ennek megfelelően I jm^> . Az 
egyréssecske-állapotok a vákuumbői az a*jm részecske-keltő operátorok 
segítségével állithatók el.6:

l j m > ~ a J m IO>
/!/

Az <jjm keltő operátorok az Ojm eltüntető operátorokkal együtt az

| a jm i aj'm' | K Sjj' címm1 > 

ajm i aJ'rJj =jm > ) ti
/ 2/

Jordan-Wigner-l'ele felesefélési törvényeknek tesznek eleget. Ezek biztosít­
ják a többi-észecske-áliapotok Pauli-elv megkövetelte antiszimmetriáját. A 
részecske-opei*átorok, ill. az egy részecske-állapotok fázisai felől olymódon 
rendelkezünk, hogy

I j-m̂ > == T I j m̂ >
J />/

legyen, ahol *T az Időtükrözés operátora.x - A kétrészecske-állapotok jelle­
mezhetők pl. az egyes részecskék j t , j t impulzusmomentumaival, és az m, , m2 
momentumvetüietekke'i . Az i.lyiuódon definiált I jf jz mz két,részecske-
állapot a vákuumból a megfelelő két-részecskekeltő operátor segítségével 
állítható'elő:

a+Í2 1*2 lo >
74/

E választással, Mólt«lsont követve, eltértünk pl. Condon-Shortley és 
Edmonds gyakorlatától, akik a 1 állapotok relativ iazlsait / y f he—

a t i T l jm >I j - m >  - (- 1)

követelmény segítségé vei rögzítik.
/I/



-  4

A j)=xjiC=j ( esetben adódó

I j m j-m ̂> = <3 j/n Q+j-m l0̂ > /5/

állapotokat röviden párállapotoknak nevezzük. A kétrészecske-állapotokat 
m- jz mg helyett gyakran /kölcsönhatás jelenléte esetén/ célszerűbben a

j i j i kvantumszámokkal jellemezhetjük, ahol J a két részecske eredő
impulzusmomentuma, M  pedig az eredő momentum vetülete. A /J/ megállapodás 
előnyös következménye, hogy a } i B } 2 s j  , J a M m0 kvantumszámokkal
jellemzett lj*, J B M"Oy' állapot az Q = (2j + I) l2=j + '/i számú
Ijmj-m^> párállapotból csupa pozitiv együtthatójú lineáris kombináció 

alakjában nyerhető»
I]2 , 3 = M - o >  

j|Q m>0ä p i :  / 6 /

"r-~- a ;m 1°^f Q m>ű
Az /5/ párállapotok /6/ lineáris kombinációját, mely a 3 eredő impulzus- 
momentum zérus értékéhez tartozik, röviden zérus-párállapotnak fogjuk ne­
vezni.

Tekintettel arra, hogy a zérus eredő impulzusmomentumu állapotban 
kitüntetett térirány nincs, érthető, hogy a /6/ szuperpozícióban az vn 
különböző értékeihez tartozó párállapotok azonos amplitúdókkal /azonos ab- 
szolutértékü együtthatókkal/ szerepelnek.

Ami a fázisokat illeti, röviden néhány megjegyzést teszünk a fenti 
tárgyalás és a szokásos koordinátaábrázolásbeli leírás, ‘ ill.. a fázisokra 
Vonatkozó /I/ és /3/ megállapodás kapcsolatáról,

Két részecske zérus eredő momentumu állapotfüggvényének ismert 
alakja /a Condon-Shortley-féle fázisokkal/;

f i• ( 0 tH"<2>-y2j+i m

Átalakítással kapjuk, flgyelembevéve, hogy 2m páratlan szám;

V j’ .oo ^>2) " ‘ J===f  XT (~ 1) ‘ m
Vji-j m>0 / 7 /
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ahol

Vjmj-m C <,2) = ̂==- CD Vj-m 00 ~ íj*m(0 Vjm (2) J

a jm j-m kvantumszámokkal jellemzett állapotot /párállapotot/ leiró anti- 
szimmetrikus függvény. Koordináta-ábrázolásról részecskeszám-ábrázolásra 
/második kvantálásra/ áttérve a

megfeleltetést kell alkalmaznunk. Ez a képlet a Condon-Shortley-féle fázi­
sokkal' értendő. Mint /I/, /3/ és /!•/ mutatja, a Mottelson-féle fázisokra 
való áttérést á*j-m ~  a fj.m fejezi ki. A Mottelson-f éle fázisok
használata esetén /8/ helyett eszerint

~  m Q jm Q*J-m 10 ^

Írandó. Ezt a megfeleltetést /7/-ben végrehajtva, megkapjuk a /6/ alakú ál­
lapotot .



2. A Hamilton-operátor

Az elektrongáz szupravezetésének értelmezése céljából Bardeen, Cooper és 
Schrieffer /BCS/ olyan Hamilton-operátőrt feltételezett, melynek kölcsön­
hatási tagja időtükröző állapotpárokat elfoglaló részecskék szóródását 
eredményezi, ugyancsak időtükrözött állapotpárokba. Ha az egyrészecske- 
állapotok jellemzésére /más, ki nem irt kvantumszámok mellett/ a j impul­
zusmomentumot és az m momentum-vetületet használjak, a BCS Hamilton- 
operátor a következő alakban irható fel:

H *° y~T Éj a ]m a jm ~ XZ Gjm.j'm' a ]m a j-m a j ‘-m' a j'm'. /^/jm í,m>0 J',in'>o
Itt Ej magában foglalja a kinetikus energiát, továbbá - ha ilyen van - 
a külső erőtérbeli potenciális energiát. Igen figyelemreméltó, hogy Bardeen, 
Cooper és Schreiffer erős kölcsönhatás esetére, perturbációs sorfejtés al­
kalmazása nélkül meg tadta határozni bizonyos közelitésben a /9/ Hamilton- 
operátor spektrumát. A magfizika szempontjából figyelemreméltó továbbá, 
amint arra Bohr, Mottelson és Pines rámutatott, hogy a BCS Hamilton-operátor 
által leirt párkölcsönhatás eltérést eredményez a páros és páratlan részecs­
keszámhoz tartozó kötési energia között, továbbá páros részecskeszám esetén 
az energiaspektrumban /az alapállapot és a gerjesztett- állapotok között/ há­
zéig fellépését eredményezi. Mindezen körülmények azt sugallják, hogy a /9/ 
Hamilton-operátor feltételezésével túlléphetünk a /független-részecske- 
modellben/ szokásos közelitésen, melyben a nukleonoknak a kölcsönhatás okoz­
ta korrelációját nem veszik tekintetbe, A /9/ alatt szereplő kölcsönhatás 
az időtükrözött állapotpárokat /vagyis az /5/ párállapotokat/ elfoglaló nuk­
leonok között létesít korrelációt. Az ilyen párkorreláció rövid hatótávol­
ságú erőkre jellemző, s igy a BCS Hamilton-operátor - mint a következőkben 
látni fogjuk, - egyszerű módszert ad a kezünkbe, hogy a nukleonok között 
ható erők rövid távolságra ható részével összefüggő jelenségeket tanulmá­
nyozzuk.
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3* Egzakt megoldás a j” konfigurác 16 esetére - ■
A szenioritás

Vegyük szemügyre a következő egyszerű esetet, Feltesszük, hogy a /9/ alatti 
kölcsönhatási operátornak a különböző j értékekkel jellemzett szintek kö­
zött átmeneteket létesitő mátrixéiemei elhanyagolhatók, s elegendő, ha csak 
azokat a matrixelemeket vesszük tekintetbe, melyek ugyanazon szinthez tar­
tozó két párállapotot kötnek össze. Ebben az esetben fel lehet tenni, hogy 
egy adott j impulzusmomentummal jellemzett szinten meghatározott n számú 
részecske foglal helyet. Ilyenkor beszélünk jn konfigurációról. A j« kon­
figuráció állapotai által kifeszitett altérben a /9/ Hamilton-operátor 
spektruma elemi módszerekkel egzaktul meghatározható..Gélszerű ezt az egy­
szerű esetet felhasználni arra, hogy megismerkedjünk a /9/ alatti párköl­
csönhatás egyes tulajdonságaival. Ellenőrizhetjük itt továbbá azon közelitő 
módszerek pontosságát, amelyek a bonyolultabb esetekben - egzakt megoldás 
hiányában - egyedül állnak rendelkezésre a spektrum meghatározásához? fizi­
kai következtetéseink levonásához.

Ha a /9/ Hamilton-operátort a j n konfiguráció állapotainak alterében irjuk 
fel, a j-re, j'-re való összegezés elmarad, s elhagyható a /rögzített/ j*j' 
index isi a G matrixelemről feltesszük, hogy állandói

H *■* £ y . 01%) a m —  G y  y  aí, a*m a_mi ami .
m m>0 m'>0

Az első tag egyszerűen Ex /réczecskeszám/ alakú, figyelmünket tehát a má­
sodik tagra, a párkölcsönhatás

/10/ín>0 m*>0
operátorára összpontosítjuk.

Két részecske rendszere, a j2 konfiguráció alterét a /4/ két részecske- 
állapotok feszitik ki. A Hj, kölcsönhatás ezen altérhez tartozó mátrixában 
azonban csak az /5/ párállapotokat összekötő matrixelemek különböznek zé­
rustól. A Hk operátort ezen 2 számú párállapot alterében a
következő ft számú sort és oszlopot tartalmazó matrix ábrázoljál
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(H.)' -G
1 1 1 1
1 1 1 1 .  
1 1 1 1 .
1 1 1 1 . / I I /

E matrix sajátvektorainak komponensei a operátor I =*,) . u~>m at, a*m J0]>
sajátállapotait meghatározó w m 
/ll/ matrix egyszerű alakjára, a 
hatók. Az

jL
ín

ín>Segyütthatókat szolgáltatják. Tekintettel a 
sajátvektorok intuitive közvetlenül megad-

/12/

vektor nyilván sajátvektora /ll/-nek az E0- s _ Gfí sajátérték mellett.
Miután a /ll/ hermitikus matrix többi

•/13/a>3 
. 2

CXJ j
sajátvektora /12/-re ortogonálisnak választható, /12/ és /13/ skaláris szór 
zata el kell, hogy tünjékj

1ÍQ
vagyis» a /ÍJ/ sajátvektorok komponenseinek összege zérus. Mint a /ll/ 
matrix alakjából látható, ez azt jelenti, hogy ezen sajátvektorok mindegyi­
kéhez zérus sajátérték tartozik.

Erről /ll/ átlósösszegének kiszámítása utján is meg lehet győződni. Az át­
lósösszeg ~ C Q I minthogy az átlósösszeg invariáns, ezen értéknek meg kell 
egyeznie a sajátértékek összegével. A /12/ sajátvektorhoz tartozó E0=-GQ
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sajátérték egymagában "kimeríti" az átlósöaszeget. A többi sajátérték ösz- 
szege eszerint zérus, amiből a /ll/ matrix szemidefinit volta folytán követ­
kezik, hogy ezek a sajátértékek maguk is eltűnnek.

A /13/ sajátvektor a j* konfiguráció /6/ alatt felirt I j 2, J> = M = Ű ^  álla­
potának a párállapotok szerinti kifejtésében szereplő együtthatókat egyesí­
ti magában. A /12/-re ortogonális, zérus sajátértékhez tartozó sajátvekto­
rok esetében M  szintén zérus, minthogy ezek is mind párállapotok lineáris 
kombinációit ábrázolják} J azonban zérustól különböző, tekintettel arra, 
hogy a J 2' konfigurációnak csupán egyetlen 3 = 0 eredő momentumu állapota 
van. A /12/-re ortogonális, Q-l-j-*/* lineárisan független sajátvektor 
oly módon választható, hogy azokat rendre a j 2 konfiguráció megengedett, 
zérustól különböző J m2 ,4 ,..., 2j-1 impulzusmomentumértékei jellemezzék.

Megjegyzésre érdemes, hogy a 3 + 0 , M**0 állapotokhoz tartozó sajátérté­
kek zérus volta nyomban következik egy, a forgásinvariancián alapuló egysze­
rű megfontolásból. A /10/ alatti operátor az M “ m ( + m2*0 -hoz tartozó
/4/ két-részecske-állapotokat nyilvánvalóan zérusba viszi át, más szóval? 
ezek az állapotok Hk zérus sajátértékeihez tartoznak. Hk forgásinvarian­
ciája folytán a zérustól különböző 3 impulzusmomentumu s a vetület M + 0 és 

M=»0 értékeihez tartozó állapotoknak azonos /s a- fentiek szerint: zérus/ 
sajátértékhez kell tartozniok.

A párkölcsönhatás operátorának spektruma a j2 konfiguráció alterében 
eszerint a következő

h  3

0 >------,
-GQ i--------- , 0

1. ábra

Térjünk át'ezek után a j" konfiguráció általános vizsgálatára. A j2 kon­
figuráció esetében láttáik, hogy a legerősebb kötés zérus eredő impulzus­
momentumu nukleonpár esetében létesül. A következőkben célszerűnek fog bizo--» 
nyúlni az

a -fnm> 0 /14/
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operátor bevezetése, mely a vákuumra alkalmazva, állandó szorzótól eltekint­
ve, éppen a /6/ zérus-párállapotot hozza létre. Az A* operátor és annak ad- 
gungáltja segítségével a /10/ kölcsönhatási operátornak egyszerű alak adha­
tó:

Hk=-G A +A /]_5/

A. kölcsönhatási operátor, valamint az 1. ábrán látható spektrum szerkezete 
között azonnal látható a kapcsolat: a zérus párállapot keltő és eltűnte­
tő operátorának szorzatával arányos, ennek folyománya, hogy a két-részecske- 
állapotok közül egyedül a zérus-párállapothoz tartozik zérustól különböző 
kölcsönhatási energia.
Szükségünk lesz a zérus-párállapot keltő és eltüntető operátorának felcseré­
lés! törvényére. A /2/ összefüggések, továbbá a kommutátorok átalakítására 
vonatkozó ismert [<X» y ] = [̂ i/3] P [í'a ]*“ szabályok
felhasználásával kapjuk:

[A,AÍ=ir Y 2  [a-m am . am> a-m'l “* m>o m’>0 l J

“ XT Z 7  ( fci-m am . a m 1 a-m’ ~ a mÉ [o-m i G-m a m ] j
m>o m’>0 \l J 4 /

— J Z  X-. í a-m(am , am'\ a -m' ~a m‘ ja-m’, a-m j am Vnoo m’>0 \ l J l > /

Eszerint
[A , A + ]“ ft-N , /16/

ahol
N - Z r  (a^am + a*m a™ am nn/m>o ' '  m»-j /-L//

a részecskeszám operátora, z: í - f i  pedig a párállapotok száma. A /16/ 
eredmény birtokában a /15/ kölcsönhatási operátor és a zérus-párállapot /14/ 
keltő operátorának felcserélés! törvénye könnyen megállapítható:
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[ h „ , a * ] = - g [a *a , a * ] -

—  GA* [A,A*] —  G A * ( 0 - N ) ;

eredményünk tehát

[Hk , A* ]— G A * (  S í-N) . n a /

Ha ezen összefüggés mindkét oldalát» alkalmazzuk a vákuumra, melyben az 
enei'gia s a réyzecskeszám eltűnik (H^ lO/1 — NIű ^>“ 0)

HkA*lo>=-GQA+io>
/19/

aajátértékegyenletre jutunk. A korábban már megismert eredményt kaptuk, 
mely szerint a /6/ zérus—párállapotban a kölcsönhatási operátor sajaterteke

El2)»-GQ . /20/• 0

A vákuumból az A+ operátor többszöri alkalmazásával &. j*, j 6j . . . . , j n 
/n = páros/ konfigurációk azon állapotait kapjuk meg, melyekben a részecs­
kék impulzusmomentumai páronként zérus eredővé kapcsolódnák.

A megfelelő sajátértékeket /19/-ből kiindulva /18/ szukcesszív alkalmazásá­
val kapjuk meg.

Részecskeszám!
0  HkA+2lo> “ [Hk,A + )A+lo> + A + HkA +lo> =

--G(Q-2 + ß)A*2 lo>~

G2(Q — •/) A +z lo >;
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HkA*3lo>“  [Hk l A+ ] A +2lo> + A+Hk/\+z!o>“  

= -G(iü-4 + ft~2 + f t M +3l o > e” 

= -G 3 (Q -2 )A +3io>;

HkA+<”/alo> = -6 [fi-m+2+... + Q - 2  + lo>“

—  G f ( i2 - f  + ^)A+'n/2lo>

Az n számuypáronként zérus eredő impulzusmomentumu részecskét tartalmazó 
A+*̂ al0>állapothoz tartozó sajátérték eszerint

tr1— G f ( n - T + 0  /21/

A j 2 konfiguráció zérus-pái’állapotának /20/ kölcsönhatási energiájában az 
fi szorzó fellépte annak következménye, hogy a /10/ kölcsönhatási operátor 
minden párállapotot az fi számú párállapot mindegyikébe átvihet, s az ezen 
átmenetekhez tartozó járulékok koherensen adódnak össze. A /21/ képletből 
látható, hogy mig fi >  mj2 , a kölcsönhatási energiához minden pár közelí­
tőleg ugyanakkora, — G Q. nagyságú járulékot-szolgáltat. Ha azonban a párok 
száma nem hanyagolható el az állapotok fi száma mellett, úgy - amint azt a
fenti szukcesszív eljárás során láttuk - valamely k/2-1 számú párhoz
/az A operátor ujabb alkalmazásával/ hozzáadva a k/2 -ik párt, a kölcsön­
hatási energia nem — G fi -val, hanem csak

-G(fí-k + 2) /22/
-vei lesz nagyobb. Ennek a Pauli-féle kizárási elv az okai a -ik részecs- 
kepárhoz rendelt párállapotokat ~Ĥ  csak a többi k/2-1 pár által szabadon 
hagyott Q — kfe +< párállapotba viheti át, ami

-G (fi- k /2 + 1 ) /22/a/

járulékot ad az energiához. Ezen kiviil az uj pár megjelenésével betöltésre
kerül egy olyan párállapot, amelybe az uj pár megjelenése előtt a többi

©

( ti a. páros)



- 15 -

k/2-1 párt beleszórhatta a kölcsönhatás. Ezen átmenetek kizárása a k / H  
régi par energiáját a

- [ - G (k/^-í) J /22/b/

értékkel változtatja meg. Látható, hogy /22/a/ és /22/b/ összege /22/-t adja 
eredményül.

A /21/ képlet a kölcsönhatási energia sajátértékét a zérus-párokból felépi- 
tett A lo> állapot esetére adja meg. A következőkben meg fogjuk szer­
keszteni többi sajátállapotát is és meghatározzuk a megfelelő saját-
értékeket.

. AA J konfiguráció esetében, amelyet korábban részletesen tárgyaltunk, azt 
találtuk /l.ábr'a/, hogy a /6/ alatti zérus-párállapot .kivételével az összes 
többi /számszerint íí —1 / állapot elfajult, a zérus sajátérték mellett. Je­
löljük ezen állapotokat 12 -val. ^Itt a A. kvantumszám az Q. -1 számú 
elfajult állapot megkülönböztetésére szolgál; jelentheti pl.X a két részecs­
ke eredő impulzusmomentumát! X =» J  = 2, . . . , • )
A 12 X> állapotokra teljesülnek a

H k l 2 A >  = 0 /23/

sajátértékegyenletek. Ezen állapotpkból kiindulva az A+ operátor ismételt 
alkalmazásával A ~, 6~,. . .  ^  -részecske-állapotok kaphatók:

A +I2 X>, A +2|2A>, A +3\ 2 X > , . .  . , A +7a"‘l!2 X > .  /24/

A megfelelő sajátértékekre /18/ és /22/ felhasználásával a következő sorozat 
adó dik:

- G ( i ? - 2 ) ,  - G 2 ( Q - 3 ) ,  +

A konfiguráció alterében az eddigiek során két sajátértéket ismertünk 
meg. Ezek: a /21/-ből <n»4 esetén adódó

G2(ß-i), /26/



mely a zérus-párokból felépített A 10} -hoz tai’tozik, valamint a /25/ 
sorozat első tagjas

Ej41—  G ( f i-  2 )  m /

Ez utóbbi ß -1-szeresen elfajult, minthogy a megfelelő A + 12 X > állapot 
X Indexe í?~1 különböző értéket vehet fel. Most megmutatjuk, hogy a /26/ 
alatti egyszeres és a /27/ alatti fi-1 -szeres sajátértéken kivül a j* kon­
figuráció összes többi állapota elfajult, a zérus sajátérték mellett. Ha a 

számú a O tmt Om2 a_m2 ^  ̂  kétpár-állapot kifeszitette altér­
ben képezzük a /10/ kölcsönhatási operátor mátrixát, azt találjuk, hogy 
mindegyik átlós matrixelem értéke~2C • Az átlósösszeg eszerint

- 2 G ( f i ) ~  G fi(n-1).

A /26/ és /27/ sajátértékeket az elfajulás fokával megszorozva és összeadva!

-G2(ß-1) + ( f i- 0 [- G (ß - 2 j]  —  G fi(Q - l)

láthatóan megkapjuk a teljes átlósösszeget. Ebből pedig /figyelembevéve 
szemidefinit voltát/ következik az összes többi sajátérték eltűnése.

Jelöljük a zérus sajátértékhez tartozó négyrészecske-állapotokat /számsze- 
rint JLÍî Z_li — ß állapot/ a \A X } szimbólummal. Ezekből kiindulva is 
megszerkeszthetjük A ismételt alkalmazásával az állapotok egy sorozatát, 
és 14 X y ** 0, valamint /18/ felhasználásával meghatározhatjuk a meg­
felelő sajátértékeket:

A ' I U > , A * ! I U > ,  A+ iI U > _____ m /

- G (íl- 4 ), - G 2 (ft- 5 ); - G 3 (f i- 6 J,. .  . . - G ^ ’ ÍS - ^ T - *1) ^

Most kimutatjuk, hogy a j® konfiguráció /2V, /25/ és /29/ alatt megadott

+ 2

-G3(Q-2), - G 2 ( S l- 3 ) , - G ( 2-4) /30/
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sajátértékein kívül az összes többi sajátérték zérus. A /JO/ sajátértékek 
ugyanis rendre megszorozva az elfajulás fokát megadó

(SH,
teljesen kimeritik a H^ operátornak a j 6 konfiguráció alteréhez tartozó 
átlósösszegét, mely a-3G átlós mátrixéiem, valamint a hárompár-állapotok 

számának szorzatával egyenlő:

-G3(fi-2} + (S2-<)[-G2(0-3)]+

Az eljárást kézenfekvő módon folytatható. A részecskeszám minden /páros/ 
értéke mellett azt találjuk, hogy zérustól különböző sajátérték csak az

A+~* U X >
alakú állapotokhoz tartozik. A sajátérték az lA X >  -ra érvényes Hk'|/>X>*0 
egyenlet felhasználásával, a /18/ összefüggés ismételt alkalmazásával hatá­
rozható meg. Az eredmény:

( a =0,2 ,4... n v

Könnyű leolvasni, hogy a /31/ állapotban n - /> számú részecske páronként 
zérus eredő impulzusmomentumot adva /vagyis zérus-pár alakjában/ helyezke­
dik el, A pedig a zérus-párokon kivül elhelyezkedő részecskék száma. Az 
b kvantumszámot Racah nyomán szenioritásnak nevezzük. A sajátérték /J2/ 
képletét is Racah vezette le elsőizben. A /15/-ben szereplő A A operátor 
a Racah által bevezetett Q. szenioritás-operátor kétszerese. A sajátérték 
/32/ képletéből látható, hogy mig Q >  mjB, a/2 , a kölcsönhatási 
energia jó közelítésben a zérus-párok (m-A)/2 számának, valamint egy zérus- 
pár ~GQ ' energiájának szorzata. A pontos /32/ képlet második zárójelében 

S l mellett álló további tagok a Pauli-elv hatását tükrözik. Egy kiszemelt 
zérus-pár kölcsönhatási energiáját csökkenti a --GÍ2 értékhez képest az a 
körülmény, hogy a kölcsönhatás csak a többi /n/2-í pár által szabadon ha-' 
gyott S2-ín/2 + 1 állapotba létesithet átmenetet. Ugyanakkor a kiszemelt 
zérus-pár korlátozza a nem zérus-párban elhelyezkedő részecskék átmeneteit»

*>) /31/
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Ha ilyen kox'látozás nem állna fenn, ezen részecskék kölcsönhatási operátor 
létesítette különböző átmenetekhez tartozó járulékok ilyen állapotú részecs­
kék esetében megsemmisitik egymást. Esetünkben azonban a Pauli-féle kizárá­
si elv nem engedi meg, hogy ez a zérus kölcsönhatási energiát eredményező, 
kioltó hatású interferencia teljes mértékben érvényesüljön. Ez a körülmény 
a /J2/ energiaképlet második tagjában /az eddigiekben már megindokolt

n - ^ iz  + i kifejezés mellett/ egy további -A/2 tag megjelenését ered­
ményezi.

A korábbiakban az n = 2 ,A  ,6 speciális esetekben megmutattuk, hogy a /32/ 
általános képlettel megadott, rögzitett ti -hez , valamint /s = 0, 2 ,4,... ,,n -hez 
tartozó energiaértékek a megfelelő -elfajulási fokokkal megszorozva és össze­
adva kiadják a /10/ kölcsönhatási operátor teljes átlósösszegét. A teljes­
ség kedvéért ismertet jük a bizonyítást az általános esetre.

Az aj,, aím, a +mz a-m2 • • • am„/2 a-mm/2 lo)> alakú " mj2 -párállapo-
tok" száma nyilván (fl ]. Könnyű meggyőződni arról, hogy ezen állapotok rend- 
szerében a /10/ kölcsönhatási operátor összes átlós matrixeleme — -vei 
egyenlő, s Így az átlósösszeg értéke

-G(Í?/2) t  . ' w

Másrészről, rögzitett ti mellett az A szenioritásu állapotok száma /elfaju­
lásuk foka/

> - ( & ) - ( « & )  /34/

Az A szenioritásu /31/ állapotok megszerkesztéséhez kiindulásul szolgáló 
l/i állapotok ugyanis aj* konfiguráció számú állapota közül azo­

kat jelölik, amelyeket nem lehet előállítani a konfiguráció
számú állapotának valamelyikéből az A operátor alkalmazásával. Á bebizo­
nyítandó állítás« a /32/ sajátértékek a /34/ elfajulási fokokkal megszoroz­
va és A-0 ,  2j 4,..., n -re összegezve az átlósösszeg /33/ alatt megadott ér­
téket szolgáltatják. A bizonyítás igy történhet:
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V EW . Y/> L /i£
*li* °

- g 5  [ ( g ) - ( n , ) ] ( J? - > ' X n - t - s i + ' )  

-GS"(g)(!5-2«)“#«0

'-Gg"[(&)C«H>-(g)*I-

' “ G Í i j J t

/35/

A második sorból a harmadik a második -sorbeli szögletes zárójel második tag­
jában végrehajtott átjelöléssel adódott, a harmadikból a negye­
dik pedig az (3) ( o - * ) - ( & ) ( * ♦ < )  azonosság felhasználásával# A /J2/ 
alatt kapott, adott /n — iioz tsrtozo sajátertékök — amint ©zt /35/ /33/
összevetése mutatja, - valóban kimerítik H^-nak a j* ■konfiguráció alteré­
hez tartozó átlósösszegét.
Az eddigiekben az *n =. páros esettel foglalkoztunk. A használt módszerekkel 
az Ti = páratlan eset is tárgyalható. A sajátértékekre most is EA /J2/ 
alatt felírt képlete adódik. Az /> szenioritás lehetséges értékei most

3» 5 > •••> 'n i miután páratlanszámu részecske közül mindig páratlanszá- 
munak kell zérus-páron kivül elhelyezkednie. Az alapállapot energiája esze­
rint

Er > - - G ^ ( * - W )  /*/
A /36/ "éa a /21/ képletet egybevetve megállapíthatjuk, hogy fí >£>«/2 mellett 
az energia mindkét esetben közelítőleg a zérus-párok számával arányos. Pá­
ratlan réazecskeszám esstsn az utolsó, páratlan részecske nem járul hozzá 
az energiához. A /10/ párkölcsönhatás spektrumának ez a vonása kvalitatív 
Összhangban van a kötési energia részecskeszám-függésében mutatkozó, régóta 
jólismert páros-páratlan effektussal.
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4. A kvázispin-formai izmus

Az előző szakasz eredményei rövid utón leszármaztatliatók az elegáns kvázi- 
spin-formalizmus segítségével. Ehhez a kiindulópontot az az észrevétel szol­
gáltatja, hogy a /14/ alatt bevezetett A  -bői és annak adjungáltjából ké­
pezhető

S i “ t ( A + + A ) ,  /37a/

s r i r ( A * ~ A )  /37b/

operátorok a /17/ alatti N  részecskeszám-operátorral összefüggő

= /37c/

operátorral együtt az impulzusmomentum

Sj Sj—Sj S í “  i £ijk 5k /.58/

felcserélés! törvényeinek tesznek eleget. Ez könnyen igazolható, ha figye­
lembe vesszük /16/-ot, továbbá azt, hogy az A  , A  operátorok a részecske­
számot i 2 -vei változtatják meg.

A /37/ képletekkel definiált 5 (S(, 5^ , 5^) "vektor"-t nevezik a 
kvázispin opei'átorának. Kitűzhetjük az impulzusmomentum kvantumelméletében 
jólismert feladatot; S l és S3 közös sajátállapotai rendszerének meghatáro­
zását. A megfelelő sajátértékeket 5 ( S M )  -gyei, ill. S 0 -lal jelölve, •
S adott értéke mellett az I S Sq ^ állapotok S# * 5, S - 1,.. . ,-S~ -hez 
tartozó sorozatát kapjuk. A S kvantumszám nemnegativ félegész értékeket ve­
het fel. A’/37c/ képletből látható, hogy az Sj operátor Sa sajátértékét a 
részecskeszám meghatározza* S0™ (n ahol « a részecskeszám operá­
torának sajátértéke az ISS0) állapotban, A S, kvantumszám ab3Zolutérté- 
ke, s vele együtt az 3 kvázispin, akkor veszi fel maximális értékét, ha a 
szemügyre vett szint teljesen üres ( S , ~  Q/2) vagy teljesen be van 
töltve (Sq-ÍÍ/H) . Mindkét esetben
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Egy "kvázispin-multiplett" /adott S -sei, valamint az S0 "vetület"
értékeivel jellemzett/ komponensei az impulzusmomentum 

kvantumelméletéből ismert módon az

S +- S< + i S*= A + /39/

S.«* S|-/S2 s A

operátorok segítségével állithatók elő .egymásból az

S±ISS0>- fs (s* i)-s0(s0t i)  ISS0t 1 >

képlet szerint. Tekintettel arra, hogy az S f1 A* és az S_= A operátor 
a zérus-pár keltő, '11. eltüntető operátora, a kvázispin-multiplett egyes 
komponensei úgy kaphatók az «S0 vetület legkisebb értékéhez tartozó IS_S> 
állapotból kiindulva, hogy ezen állapothoz az S+a A + operátor ismételt 
alkalmazásával rendre zérus-párokat adunk. Minthogy igy a kváziopin-multi- 
plett komponensei csak a zérus-párok számában különböznek egymástól, mind- 
ahányan az A szenioritás azonos értékével jellemezhetők. Várható, hogy az 
S kvázispin és az a szenioritás között egyértelmű kapcsolat áll fenn. Az 
impulzusmomentum kvantumelmélete szerint a momentum-vetületet csökkentő S, 
operátor az S0 vetület legkisebb értékéhez tartozó IS — 5 > állapotot zérus­
ba viszi átj

S_ IS-S>-0

Minthogy S_a A a zérus-pár eltüntető operátora, megállapíthatjuk, hogy 
az IS -S > állapotban az összes részecske zéi-us-páron kivül helyezkedik 
el s igy a szenioritás értelmezése szerint itt . Figyelembevéve, hogy
az 3# vetület és az ti részecskeszám között /57c/ értelmében

S0=*y (n-ft) /40/

a kapcsolat, S q“  ~& i behelyettesítésével a kvázispin és a szeniori­
tás között az

5 - ( a - a )  / 4 1 /

összefüggést kapjuk.
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Ezek után a /10/ kölcsönhatási operátor sajátértékei nehézség nélkül adód­
nak. A /39/j /38/ képletek felhasználásával irható:

Hk=~ GA+A *
= - g[s< + s f + S3]-  
= - g [s !- S,(Sä-1)].

Alkalmazzuk ezt az
S2ISS0>-S(S + 1)ISS0>,
S3IS S9>=S0ISSO>

sajátértékegyenletekot kielégítő ISS0 ̂  állapotra. Figyelembevéve /40/-et 
és /41/--et, a következőt kapjuk?

HkISS0> = —G[S (S+ 1)-S0(S0~ 1) ] ISS0>=

— ^ G ^ ( Q - - ^  + 0lSSo>. / 42./

Megkaptuk a /32/ sajátérték-képletet.
*

Mint érdekességet megemlítjük, hogy a tárgyalt probléma lényegében véve meg­
egyezik Walter Thirring vákuumelfajulást mutató modelljével, mely a térelmé­
let uj lehetőségeinek kutatásával kapcsolatban bír jelentőséggel.

A /32/ képletből megállapítható, hogy az adott szenioritásu állapotok közül 
a félig betöltött szinthez ( n =» (Z j + i)/2 = ß , S053=10) tartozó álla­
pot esetében legerősebb a párkölcsönhatás okozta kötés. írjuk be a saját­
érték /42/ alatt szereplő Ess„'= ~ (S + 0 (S 0~ 1)] képletébe a kvázi-
spin /41/, kifejezését és alkalmazzuk a G= n-Q = 2Sq jelölést:
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Legyen, most G-g/ß ahol^feltesszük, hogy g független ß -tói, vezessük 
be továbbá az Âo=ŝ 5S0+ T" ?( 2 +0 jelölést. Az energia zéruspontjának az 
utóbbi választása mellett £0(J" 0 
Ekkor irható:

_ í [t  ( t  ( f  “ 0 ] }

Mig ß véges, a G különböző rögzített értékei mellett legerősebb kötést 
bijitositó rérus szenioritásu állapotok energiája különböző lesz, az

£o ^ é  t ( t  " 0

képletnek megfelelően. Ha azonban ß minden határon túl nő, £0(J a <5 
kvantumszám minden véges értékére zérussá válik: bekövetkezik a vákuumel­
fajulás. Mint /41/-bol látható, zérus szenioritás mellett «S“ß/2 ; haß 
minden határon túl növekszik, a kvázispin is végtelenhez tart. Pongyolán 
szólva, a végtelen sok elfajult vákuumállapot a végtelen nagy kvázispin 
végtelen sok különböző beállásához tartozó vetületek értékeivel jellemez­
hető. A gerjesztés a szenioritás megnövekedését eredményezi; ilyenkor /41/ 
szerint a kvázispin értéke "csökken" /természetesen a "végtelen nagy" ér­
tékhez képest/.
Befejezésül megjegyezzük, hogy a röviden leirt modellben fellépő vákuumel­
fajulás azt a tényt tükrözi, hogy egy nagyon sok állapotot /kvantumcellát/ 
tartalmazó energiaszinten elhelyezkedő részecskék párkölcsönhatásból eredő 
energiája nem függ érzékenyen az n részecskeszám pontos értékétől, ha kö­
zel itőleR- a kvantumcellák számának felével egyenlő.

Ennek oka a következő: Egy szint betöltésének kezdetén /mig a részecskeszám 
sokkal kisebb, mint a cellaszám/ a párkölcsönhatás energiája k'özelitőleg a 
párok számával arányosan nő. Ez a növekedés azonban később lassúbbá válik, 
mert a részecskeszám növekedésével a Pauli-e.lv átmeneteket korlátozó hatása 
egyre nagyobb szerephez jut. A szint lezáródásához közel /amikor a részecs­
kék száma megközelíti az állapotok számát/ a héj párkölcsönhatásból eredő 
energiája viszont csökken a párok számának növekedtével, mert ebben a tar­
tományban már a Pauli-elv kölcsönhatást korlátozó hatása szabja meg a köl­
csönhatási energia részecskeszám-függésének tendenciáját. A növekedés akkor 
fordul át csökkenésbe, amikor a részecskeszám a cellaszám felével egyenlő.
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Ekkor ugyanis egy újonnan a szintre helyezett pár energiája éppen akkora 
növekedést eredményez, mint amekkora energiacsökkenést okoz az a körülmény, 
hogy az újonnan behelyezett pár a Pauli-féle kizárási elv révén korlátozza 
a többi pár kölcsönhatását.
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5* A BCS-közelités

Az elektrongáz szupravezetésének elméleti értelmezését megadó munkájukban 
Bardeen, Cooper és Schieffer tíz általuk feltételezett

H “ J C £ k a £  a- k a - k ' a i  / 4 3 /k K k>o k'>o

Hamilton-operátor sajátértékprobléíná ját nagyobb általánosságban vizsgálták, 
mint ahogy az az előző szakaszban történt: a részecskék számái’a rendelke­
zésre álló energiaszintek számát nem korlátozták egyre./ A /A}/ képletben 
K pontosan meg nem határozott kvantumszám-csoportot jelöl;— K a K ~val 
jellemzett egyrészecske-állapot időtükrözöttjéhez van rendelve./ Realiszti­
kusabb magfizikai számitásoknál Í3 szükséges, hogy több energiaszintet ve­
gyünk figyelembe.
Ha a részecskék számára több nemelfajult szint áll rendelkezésre, a kétré- 
szecske-rendszer alapállapota az (1*̂ 1(0 párállapotoknak' többé nem
egyenlő amplitúdókkal képezett lineáris kombinációja lesz, mint ahogy az 
j* konfiguráció esetében volt. /Lásd /6/-ot./ Várható, hogy a magasabban 
fekvő szintekhez kisebb valószínűségi amplitúdó tartozik. Arra gondolhat­
nánk, hogy a kétrészecske-alapállapot A keltő operátorát általánosítsuk 
s /14/ helyett bevezessük az

A - X T  <3j( G-fck>0 * * / 44/

operátort alkalmas, a párkölcsönhatásnak legjobban kedvező együtthatók­
kal. Az n -részecske-rendszer alapállapotát pedig az A* ^ opex'átornak a 
vákuumra való alkalmazása utján.kisérelhetnénk meg előállítani. Az igy ka­
pott állapotokkal azonban nehéz dolgozni} a könnyebb kezelhetőség érdeké­
ben valamilyen áldozatot kell hozni.
Bardeen, Cooper ós Schrieffer a részecskeszám meghatározott voltát áldozta 
fel s a /43/ Hamilton-operátor legmélyebb sajátértékének közelitő meghatá­
rozására variációszámitást végzett. A

<̂ ( uk+irka íatJ l0> k+vkmt) /4Vh>0 v n
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alakú állapotokx között keresték alkalmas választásával azt az ál­
lapotot, amelyben várható értéke minimális. Minthogy /45/ a részecske- 
szám

N^JEra^a^ /46/
lí

operátorának nem sajátállapota és az várható érték variálása
esetén a zérus és a kvantumcellák teljes száma között minden értéket felve­
het, ahhoz, hogy a variációszámitá3sal kapott alapállapot lehetőleg hűen 
Írjon le egy valóságos Ti-részecske-rendszert, <H> minimalizálását az

< N > - 2£ > {  = 71 /A7/Ík>o
mellékfeltétel mellett kell elvégeznünk. Ha Lagrange multiplikátor-módsze- 
rót alkalmazzuk, a minimalizálandó kifejezés a

__  /48/
H ' - H - X N - Z ' £ ka Ja k- i r  Z T  Gkn a K, 

k k > o  k > o

operátor /45/-tel képezett <H’> várható értéke, ahol

£? eiT k  ■

A X multiplikátor a /47/ mellékfrltétel segítségével határozandó meg,

A /45/ és / 48/ kifejezések felhasználásával kapjukf

< H ' > “ 2 I T £ l(Wkí- i :  g G „ *  u kWku ^ k.-|ZGHk, <  . /49/
k>o k>o k'>o k>o

Az utolsó tagként álló egyszeres összeg elhanyagolása a gyakorlatban a leg­
többször megengedett az azt megelőző kétszeres összeghez képest. Ezt az el­
hanyagolást alkalmazva és /49/-et u k+ 1*k"*^ figyelembe vételével tfjj szé­
riáit differenciálva a szélsőérték feltételeként

w - 0  / 5 0 /

k> o

30?.......... ...  — ■—  ---------------------------- — ---------- ----- •
A /45/ kifejezést természetes általánosításnak kell tekintenünk. Ezen 
állapot ti részecskét tartalmazó része pontosan olyan alakú, mint a 
vákuumból A* «alkalmazásával nyert állapot. Itt A* a /44/ alatt beveze­
tett operátor és J1 k '*CO n6T.Vk /u l( .



adódik. Itt feltettük, hogy a párkölcsönhatás G kki matrixa valós s igy 
szimmetrikus. Ha u£ + - 1 segítségével /50/-bol Ufe -t kiküszöböljük,

-re másodfokú egyenletet nyerünk. Ezt megoldva kapjuk*

/51/

ahol

A k- g G kk,Ul,.v _kk' k ‘ wk' .\r..
/52/

Ha az szorzat /51/-ből kapható kifejezését /52/-be helyettesitjük,
a Aj, mennyiségre a

egyenletet kapjuk.

Az / 5 V  és /51/ összefüggések meghatározzák a /45/ állapotban szereplő
amplitúdókat, ezek ismeretében pedig /49/~ből számítható az ener­

gia.

A rendszer gerjesztett állapotainak a /45/ alapállapotra ortogonálisának 
kell lenniök. Ilyen állapotokat úgy szerkeszthetünk, hogy a /45/ szorzat 
egy vagy több

tényezőjét reá ortogonális kifejezéssel helyettesítjük. Itt 10> k a (K,-K) 
kvantumszám-csoportokkal jellemzett egyrészecske-állapotokból álló állapot- 
pár vákuumát jelöli.

Egy ilyen állapotpár négy független /és ortogonális/ módon tölthető bei

/53/

/54/
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l°>k , /55a/

< IO > k , /55b/

a!klo>k , /55c/

a k a - k , 0 > K • / 5 5 d /

Az /54/ állapot az /55a/ vákuum és az /55d/ párállapot, tehát egy zérus 
részecskét és egy kétrészecskét tartalmazó állapot szuperpozíciója. - 
A (K.-K) állapotpárhoz tartozó /55/ rendszer helyett a tárgyalt probléma 
esetében célszerűbb egy másik teljes ortonormált rendszer használata. Ez 
oly módon áll elő, hogy az /55b-c/ egyrészecske-állapotok, továbbá az /54/ 
kombináció mellé megszerkesztjük azt a negyedik állapotot, mely az előbbi 
hárommal együtt teljes- ortonormált rendszert alkot.

ak l°>k > /56a/

a-kÍ0>k» /56b/

( V v k a k a - V ) , 0 > k *  / 5 6 c /

( - V u » X a ! k ) , 0 >k / 5 6 d /

Megjegyezzük, hogy az /56/ rendszer a 0, speciális esetben át­
megy /55/-be.

A gerjesztett állapotok most már közvetlenül megszerkeszthetők. A /45/ alap­
állapot meghatározott számú /56c/ tényezőjét az /56/ ortonormált rendszer 
valamely más állapotával kell helyettesítenünk. A gerjesztett állapotok 
tehát ilyen alakuakj

9P a f k T ('^k+ ukaj a!k) T a . k)lo> /57/
Képezzük most ebben az állapotban a /48/ alatti operátor váx'ható értékét. 
Célszerű ehhez bevezetni az /56/ állapotok "karakterisztikus függvényeit". 
Legyen

4
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* k "1» 

Pk " 1>

ha az /57/ szorzatban ( k . - kJ -hoz egy

/56a/ vagy /56b/

/56c/

/56d/

alakú tényező tartozik, ellenkező esetben pedig } Cĵ  , ill, p^ legyen 
zérus. A definícióból következik, hogy •» 1 minden K -ra,
s igy egyikük, pl. a másik kettővel kifejezhető: .
Az /57/ éa /4-Ü/ képletek felhasználásával kapjuk?

<H,>“2S  £k[  ̂+ P<‘+̂ ~Ak~2p̂ iŷ ]_
S  Gkk•(<"/>k“ 2Pk)0'^k,"2Pk,) ukvkuk*^k'“ 

" ^ GKk[pk^Cí-^k*"2pk)v k + C^^k-^pk)2uJ * ’] .

/58/

Most la előírjuk a i-óazecskeszám válható értékét; < N >  -et moat /57/-tel 
kell képeznünk!

< N > -2 £ [¥ + p k+ (i-v*P*)* í]- m /59/

A < h >  várható érték minimalizálásánál most is elhanyagoljuk a < H ’>/58/ 
kifejezéaében utolsó tugként álló egyszeres öaszeget az azt megelőző kótaze- 
rea öaazeghez képeat. Az /$ti/ kLfejezéat rögzített Ak , pj, mellett, ,
U J + “ 1 figyelembe vételével 19̂  szerint differenciálva kapjuk!

2 £k ukoj,- (u*- wk* ) ÍZ  Ghk. ( i -2/k.) u„wk, - 0
K >0

/50a/

Itt az
A -  t * p k



-  28 -

jelölést alkalmaztuk. Innen uk -ra és -ra most is az /51/ alakú kife­
jezések adódnak, ahol most

0 ~ 2 fk ‘) uk' ‘‘V  • /52a/k‘>0

A Ak mennyiséget meghatározó egyenlet most /55/ helyett

V l E ^ C - 2 / , ' ) .  / 5 3 a /k >0 p k- + A k>

Megjegyezzük, rogy a-kapott kifejezések nemcsak ez /57/ alakú "tiszta" ál­
lapot esetében érvényesek, hanem ilyen állapotok "inkoherens szuperpozició- 
ja", vagyis vegyes sokaság esetében i~. A vegyes sokaságot jellemző sűrű­
ségmátrix ilyenkor a («.-k J állapotpárokhoz rendelt 4x4-es mátrixok direkt 
szorzata alakjában állitható elő. A direkt szorzat ezen <p(K) tényezői azt 
/,56/ állapotok rendszerében átlós alakúak; az átlós matrixelemekre a 
? U ] + = 1-Ak- p k , k összefüggések érvényesek.
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6 . Megoldás BCS-közelltésben a jm konflp:urác-i6 esetére

A /43/ alatt felirt BŐS Hamilton-operátor sajátértékproblémáját a 3 .szakasz­
ban egzaktul megoldottuk arra a speciális esetre, ha az összes jelenlevő 
részecske egy adott impulzusmomentummal rendelkező szinten helyezkedik el. 
Eközben feltételeztük, hogy a kölcsönhatás matrixeleme

Gkk* —  / 60/

alakú, ahol G állandó. Érdeklődésre tarthat számot a BCS-féle közelitő 
módszert erre a problémára alkalmazni. így módunk lesz egy példán összeha­
sonlítani a BCS-közelitésben kapott eredményeket az egzakt megoldással.

Először foglalkozzunk az alapállapottal. Minthogy j adott, az egyrészecske- 
állapotokat jellemző K helyére egyszerűen az momentum-vetület irható.
A /43/-ban szereplő egyrészecske-energiáról feltesszük, hogy független 
rh -tolj igy ennek, valamint az ebből származtatott mennyiségnek
teljesen elhagyható a~ indexe. Ugyancsak független m  -tői - a Gmm' , mat- 
rixelem feltételezett állandósága folytán - az /53/ egyenlet által meghatá­
rozott A  mennyiség is. Az /53/ egyenletből A - r a  a

»

2 _  1
G Q /61/

összefüggés adódik, ahol fí - mint korábban is - a szemügyre vett szinthez
tartozó állapotpárok számaj Q  =; + ij2 Az álapállapot /45/ kife­
jezését meghatározó , Xfk együtthatók is állandónak bizonyulnak} ezekre 
/51/ és /61/ alapján az

2 * £ ,«*2 1 . S
u “ T ~G~Q » 1 0  2 +GQ /62/

kifejezéseket kapjuk. Az £ - £ ~ X  mennyiségben szereplő X  multipliká- 
tor a /47/ mellékfeltételből határozhatók meg. Eszerint

2 Q » ‘- -« /6V
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A /62/ kifejezésekből 6 -t kiküszöbölve kapjuks
2  j m  2  f lU  ”* 1~ Y q " t V  “  2Q /64/

Az t i  és amplitúdók ismeretében /49/-ből meghatározható az alapállapoti 
energiának minimalizálással kapott közelitő értéke. Az el3Ő tag egyszerűen 
£x/részecskeszám/ alakú. A /49/ kifejezés második és harmadik tagjában 

foglalt kölcsönhatási energiára /64/ és /60/ felhasználásával az

/65/

képlet adódik.

Az összehasonlitás mutatja, hogy a BOS-közelitésben kapott /65/ sajátérték 
és a /21/ egzakt aajátérték között eltérés i/ß relativ nagyságrendű tag­
ban van; a BGS-módszer tehát fí 1 esetén ad jó közelítést.

Érdekes rámutatni arra, hogy a BCS-közelitésben kapott alapállapotbeli sa­
játértéknek az egzakt eredménytől való eltérése egyedül annak következménye, 
hogy a /45/ BCS-féle próbakifejezés nem részecskeszám-sajátállapot.

Fejtsük ki /45/-öt részecskeszám-sajátállapotok szerint, figyelembevéve, 
hogy esetünkben és 13̂  állandó. Kapjuki

g '( u  + -űfaí,atin) lo> 1m>0

f  U“-V* E r.. • n<a:n)a;ta:.t...a; ot„„lo>.
>í=0 m, < trvT?... <mat *

* /66/

A /14/ alatt bevezetett A+ operátor felhasználásával a /66/ kifejezésnek 
a következő alakot adhatjuk:

**>C* W?í( g )  A+ l°'>)
/67/
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ahol

/6 8 /

„V/Tn A**'°>31 V(S) /69/

pedig 2R számú zéruspárt tartalmazó normált állapot. A 3 »szakaszban, a /21/ 
képletet megelőző megfontolás során láttuk, hogy /69/ a BCS-kölcsönhatás 
operátorának egzakt 2 dí -részecske-alapállapota az

sajátérték mellett.

A kölcsönhatási energia várható értékét a /67/ állapotban megkaphatjuk oly 
módon, hogy /70/-et közepeijük a I I valószínűségekkels

< H k>  -  E IC* l! E0‘2*" —  G t  IC ,I‘  *  ( f i -  X+<). /71/
#»0 Jt*0

Ezen összeg kiértékeléséhez ismernünk kell a /69/ állapotokban jelenlevő 
párok Üt számának, valamint M négyzetének IC^I - -tel súlyozott közép­
értékét. E középértékek a részecskeszám várható értékével és szórásnégyze­
tével állnak kapcsolatban:

ft

O O - z E i c , ! ’ * - « .  / 7 2 /
# « o

< A N 2> “ < N 2> —< N >*—4 a f - n ’ - 2n ( / - j j ) .  / ? j /

E várható értékek kiszámításához felhasználtuk /68/-at és /64/-et, továbbá 
a binomiális eloszlás várható értékének és szórásnégyzetének ismert képle­
tét.
A várható értékre /72/-nek kellett adódnia, a /47/ mellékfeltételből követ­
kezően. A /73/ eredményből pedig kiolvasható, hogy a relativ szórásnégyzet
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közelítőleg a részecskeszám reciprokával arányos.

A /72/, /73/ képletek figyelembe vételével /71/-re a

kifejezés adódik. Az eredmény megegyezik /65/-tel, amint annak lennie is 
kell. A most bemutatott gondolatmenet érdeme, hogy rávilágiti

A kölcsönhatási energiának a /66-67/ BOS-állapotban képezett várható értéke 
és a /21/ egzakt sajátérték között fellépő eltérést a G/A arányossági 
tényezőtől eltekintve a /73/ szórásnégyzet adja. Ez az eltérés tehát való­
ban a részecskeszámnak a /66-67/ BGS-állapotban mutatkozó határozatlanságá­
ból következik.

Gerjesztett állapot esetén A-ra /53&/-"ból a

2 _ < m i
G(Q-2f)

összefüggés adódik. Itt az

/ ' O r r E  (A k+ 2 Pk) /76/
k>o k>o

jelölést alkalmaztuk. A /75/ eredményt /51/-be helyettesítve, majd A -t, 
Illetve £ -t az /59/-niellékfeltétel segitségével kiküszöbölve, kapjuk»

u2=1-±-JLzil , v * m± 3 L - U . /77/2 Sl-Zf 1 2 ß-2/

A gerjesztett állapot energiája /58/-ból számítható. Az első tag most is £ X
/részecskeszám/ alakú. A második és harmadik tag adja a kölcsönhatási ener­
giát. A korábban is már alkalmazott elhanyagolással élve, a harmadik tag­
ként álló egyszeres összeget elhagyjuk a második tag mellett, mely kétsze,- 
res összeg. Ily módon /77/ felhasználásával a kölcsönhatási energiára a 
következő kifejezést kapjukj

*(*) -n + 2f)
1 2/‘-- G —2------- (ß -2 / Z''78/
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Ezt az eredményt a /32/ egzakt sajátérték-képlettel Összehasonlítva a követ­
kezőket állapíthatjuk megj

Ha fi 1 , /32/ második zárójelében az egyes elhagyható. Ekkor a BCS-féle 
közelitő módszerrel kapott /?8/ eredmény a /32/ egzakt eredménnyel jó köze­
lítésben egyező alakú; az összehasonlítás azt mutatja, hogy a gerjesztés 
fokát jellemző /76/-tal definiált f paraméter kétszerese az szenioritást 
adjas

Mint /66/ és /67/ mutatja, a BCS-alapállapotban az összes részecske zérus- 
párokba csoportosulva foglal helyet. Amint /76/-ból, valamint a 
"karakterisztil/us függvények"-nek az /57/ képleted követően megadott defi­
níciójából látható, a 2 / - g ( A k+2pk) mennyiség az /57/ szorzatban sze­
replő azon részecske-keltő operátorok számát adja meg, amelyek nem az 
1^ + Ujj otjj alapállapoti kombináció alakjában szerepelnek.

Eszerint, figyelembe véve a /79/ képletet, a tárgyalt egy-szint-probléma 
/ 'j r> konfiguráció/ speciális esetében a gerjesztés folyamata, vagyis a /45/- 
ről /57/-re való áttérés szemléletesen igy értelmezhető;

Valahányszor a /45/ alapállapot egy-egy /56c/ alakú tényezőjét /56a-b/ vagy 
/56c/ alakú tényezőjével helyettesítjük, ez annak felel meg, hogy a /45/- 
beli zérus-párok közül egyet-egyet eltávolitunk s helyükre egy vagy két 
zérus-páron kivül elhelyezkedő részecskét helyezünk. /E szemléletes értel­
mezés alkalmazásánál elővigyázatra van szükség, tekintettel arra, hogy a 
/45/» /57/ állapotokban a részecskeszám határozatlan./

Érdekes ramutatni ax'ra, hogy a gerjeszuett állapotokat jellemző \>Pk "karak 
terisztikus függvények" a /?8/ energiában csak a alakban
szerepelnek. Ez azt jelenti, hogy a gerjesztett állapoV energiáját az /57/ 
szorzatban nem az Cl£ alakban szereplő részecske-keltő operá­
torok száma egyértelműen meghatározza. Attól nem függ a gerjesztés energiája 
hogy a ? f  /56b/ alakban /"gerjesztett részecske"/ és hány az /56d/ kombiná­
ció alakjában /"gerjesztett pár"/.
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7« A Bogoljübov-Valatin-transzformáció. 
Kvázirészek és szenioritás

N.N.Bogoljübov és Valatin János mutatott rá arra, hogy a BCS Hamilton- 
operátor sajátértékeinek közeli meghatározása érdekében célszerű az a£ , Ok 
részecske-keltő és eltüntető operátorok helyett unitér /kanonikus/ transz- 
formáció segítségével uj operátorokat bevezetni. Ezen uj od£ , a k operáto­
rokat az

< V " u fca k - * k a - k  ,

a -k^uka-k+ ^ a k
K > 0 /80/

Bogoljubov-Valatin-féle transzformáció definiálja. Az U^+V2,“1 össze­
függésből és /2/-ből következik, hogy az dt  ̂ operátorokra is az

{ a k \ a k * } " S kk' 

Ctk,ak,}= {d+k ,c ij ; , J- 0

Jordan-Wigner-féle felcserélési törvények érvényesek.

A <*±|t , Cljjj operátoi-okat kvázirész-eeske-kelto és eltüntető operátoroknak ne­
vezik. Amint /8G/-ból látható, az 11̂ =1, W^— 0 speciális esetben a kvázi- 
részecske-operátorok megegyeznek a részecske-operátorukkal, inig Ujj* 0 , Ujj*! 
esetén egy kvázirészecske eltüntetése egy részecske keltését jelenti; ekkor 
tehát a kvázirészecskék a részecskék hiányának, a lyukaknak felelnek meg. 
Általában azonban meghatározott számú kvázirészt tartalmazó állapotban a 
részecskék száma határozatlan.

Könnyű belátni, hogy az Ot̂  } kvázirész-eltüntető operátorok az /56c/ 
állapotokat zérusba viszik át:

\
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Ebből következik, hogy a /45/ alatti BCS-állapotban kvázirészek nincsenek 
jelen; ez az állapot a kvázirészek vákuuma. Ennek jelölésére lekerekített 
két szimbólumot használunk:

lo ) = J 0K + v ka+ka :k)lo> . /81/

Miképpen hatnak a kvázirész-keltő operátorok a kvázirészek vákuumára? A 
feltett kérdésre a következő képletek adnak választ:

4 k ( uk+wka^-k),0\ ~ a± J 0>k » /82/

a k * - k ( u k+  * k a X - k )  ^ ° X " ( “  ■‘V u k ° k ° - k )  ^ ° )k  •

A kvázirész-vákuumot alkotó /56c/ állapotokat a kvázirész-keltő operátorok 
egyszeri alkalmazása /56a/ vagy /56b/ alakú egyrészecske-állapotba viszi át. 
A két kvázirészt keltő 0(.£ ottj, operátor pedig az /56c/ "alapállapotu párt" 
az /56d/ "gerjesztett párba", pontosabban': a 0 és 2 részecskeszámu állapo­
tokból szuperponált /56c/ állapotot az ugyanezen állapotokból szuperponált, 
de az előzőre ortogonális állapotba viszi át, a valószinüségi amplitúdókat
az

■>k
I--*"í~Vk) módon transzfoi’málva.

*>V \ “k/
Ha /81/-et, /57/-et és /82/-t egybevetjük, megállapíthatjuk, hogy az /57/ 
gerjesztett állapot a /81/ kvázirészecske-vákuumból kvázirészecske-keltő 
operátorokkal egyszerűen származtatható és ilyen alakba irható:

«Ta* «Tatai,,lo).Jl“ k

Itt az első szorzat OÍ+k tényezőinek száma ugyanannyi, mint az /57/-beli 
első szorzat tényezőié; az *k mennyiséggel kifejezve: X > k  . A második
szorzat Ct.̂  tényezőinek száma pedig az /5V/-beli második szorzat
(-•Űk+Uk a^aík) tényezőinek számával egyezik meg; pk -val kifejez­

ve: 2Z Dl - a /83/ alatt felirt gerjesztett állapotban a kvázirészek száma

H  K t2Pk).k>o
ami /76/ és /79/ szerint éppen az h szenioritást adja. A kvázirészek száma 
és a szenioritás között talált kapcsolat gazdagabb szemléletes tartalmat ad 
e két fontos fogalomnak.
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A kvázirészek bevezetésével nyert uj ábrázolásban előnyösen elvégezhető a 
BCS Hamilton-operátor saját-értékeinek közelitő meghatározása. A Hamilton- 
operátor várható értékének minimumát most a /80/ unitér transzformáció 
uk<‘vík paramétereinek függvényében keressük. Nulladik közelitésben szo­

kásos feltevés, hogy a kvázirészek kölcsönhatása elhanyagolható.
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8. Megoldás kvázlrészecskeszám-ábrázolásban ffermi-gáz esetére.
Az energia-hézag

A kvázirészek bovezetésével nyert uj ábrázolás alkalmazásának bemutatásira 
nagyszámú fermionból /nukleonból/ álló gázt veszünk szemügyre, a mag sta­
tisztikus modelljének szellemében. A részecskék számára nagyszámú, az 
egyrészecske-energia különböző értékeivel jellemzett szint áll rendelkezés­
re. Feltesszük, hogy a részecskék kölcsönhatását a /43/-ban szereplő köl­
csönhatási operátor irja le. Az egyrészecske-energia jelentheti a ré­
szecske mozgási energiáját, de magában foglalhatja /ha van ilyen/ a részecs­
ke külső erőtérbeli potenciális energiáját is.

Ha a /43/ Hamilton-operátort, ixl. az abból származtatott, /48/ alatt defi­
niált H =H- XKI operátort a /80/ Bogóljubov-Valatin-féle transzformáció 
alapján a kvázirészec°.ke-operátorokkal fejezzük ki, s ezután a kvázirész- 
operátorok szereplő szorzatait normálszorzattá rendezzük át, a H operátor 
a következő alakot öltii

H'=H00+ H14+H2o+Hí . /84/

Itt Hg0 nem tartalmaz kvázirész-operátort; ez szolgáltatja az energia 
vákuum várható értékét:

H 00= 2 l T e k^ - Z r  Z X k-ukxrkuk.-iv. /ö5/k>0 K>0 k’>0

A H 14 tag a nomálszorzatok összege alakjára hozott H -nek a kvázirész- 
operátorokban bilineáris, ugyanakkor a kvázirészek számában diagonális ré­
szei

H ^ = I T [ £k(Uí“Vrk)+ U kVk2 Z G kklUiclVkl](0tl0ík+0£-ka-k)- /86/ 
k>0 L k‘>0 J

A Hg0 tag ugyancsak bilineáris a kvázirész-operátorokban, ugyanakkor a 
kvázirészecskék számában nem diagonális:
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H « “ Z I p kuki7k-(uJ-ví)XlGl(k,uk^ k.](a];atk+a_ka|(). 
k>0 k>0 J /87/

A Hj tag a kvázirész-operátorokban kvadrilineáris, ez irja le a kváziré- 
szek kölcsönhatását» Ennek részletes alakját nem Írjuk ki, számitásainkbaa 
pedig feltesszük róla, hogy elhanyagolható. - A fentiekben a kölcsönhatási 
operátor matrixelemeire vonatkozó egyszeres összegeket következetesen el­
hanyagoltuk a kétszeres összegek mellett.

Az alapállapot, vagyis a kváziréaz-vákuum allergiáját közelítőleg úgy hatá­
rozhat juk mog, hogy & /84/ operátornak a /81/ kvázirész-vákuummal képezett 
várható értékét minimalizáljuk a /80/ Bogoljubov-Yalatin-transzformáció 

uk » k̂ paraméterei szerint. A (olH'lo) vákuum-várható értéket a /85/ 
alatti H00 kifejezés adja, ez pedig - az elhanyagolásra szánt egyszeres 
összegtől eltekintve, - /49/-cel egyezik meg. Eszerint Hp0 szélsőértéké­
nek feltételét /50/ adja s a minimalizáló Uk ,13̂  együtthatók értékét az 
/51/, /53/ összefüggések határozzák meg. - A szélsőérték /50/ feltételéből 
a /87/ alatti Hjq operátor eltűnése következik. Megállapíthatjuk tehát, 
hogy ha elhanyagoljuk a Hj kvázirész-kölcsönhatást, a kvázirész-vákuum 
sajátállapota a Hamilton-operábornak.

Az /51/ képletekből leolvashatjuki

Ha nem volna kölcsönhatás » úgy £k-Et-A < 0 esetén
1,Uk-0, Ek~X>0 esetén pedig V^O, adódnék.

Ilyenkor a X-nál kisebb Ek energiájú állapotok mind be vannak töltve, a 
X-nál nagyobb energiájuak pedig mind üresek. Az elfajult szabad Permi­
gázra jellemző négyszögletes eloszlást kaptuk; a Permi-féle határenergia 
/Permi-3Zint/ egyenlő a A múltiplikátorral.

--------- i—
2.ábra
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A párkölcsönhatás jelenlétében l£|J =  IEk— XI ^ A k esetén közelítőleg 
továbbra is a szabad elfajult Fermi-gázra jellemző viszonyok állnak fenn, 
az tartományban viszont a 2 . ábra éles levágása helyett
lankásabb átmenetet kapunk, A 17j| valószinüség az Ej, energia növekedté- 
vel a X  helyen csökken eredeti értéke felére.

Gerjesztett állapotokat, mint az előző szakaszban láttuk, kvázirészecske- 
keltő operátorok segítségével nyerhetünk a lo) alapállapotból. Az alap­
állapot minden komponenséhez páros részecskeszám tartozik. Ahhoz, hogy a 
gerjesztett állapot is ilyen legyen, |o) -ra legkevesebb két kvázirészecs- 
ke operátort kell alkalmaznunk. Határozzuk meg pl. a

r

a k a t k lo) - / 88/

kvázirész párállapot gerjesztési energiáját. Mit. az alapállapotban a H' 
operátor /84/ kifejezéséből csak H 00 ad el nem tűnő járulékot, a /88/ ger­
jesztett állapotban várható értéke is-zérustól különböző.

A /88/ gerjesztett állapot energiájának meghatározásánál szem előtt kell 
tartanunk, hogy a kvázirész-operátorok nem felcserélhetők a részecskeszám 
operátorával. Ennek folytáni ha a !o) alapállapotban a részecskeszám vár­
ható értéke n  s igy az U k ,V k együtthatók a /47/ mellékfeltételnek tesz­
nek eleget, a /változatlan U k ) ‘0'j< mellett felírt/ /88/ gerjesztett álla­
potban a részecskeszám várható értéke Ti -tői valamilyen £ n  értékkel kü­
lönbözni fog.

Az alapállapot  ̂ energiáját H -nak a

(olNloj^Tl /89/



-  40 -

mellékfeltételt kielégítő |o) állapottal képezett várható értéke szolgál­
tatja:

(ojHJo) . /g0/

A két kvázirészt tartalmazó lKr K )-a J c f iklo) gerjesztett állapotban,
mint láttuk, a részecskeszám várható értéke eltér n  -tolj

(Kr KlNlKrK ) = ‘n + 6n. /91/
Ennek megfelelően H -nak ezen állapotban képezett várható értéke az Tl+<5n - 
hez tartozó gerjesztett állapot energiáját szolgáltatja!

£(«♦*«>_ (K .K | H | K_K)
792/

Mi nem ezt, hanem az előirt 7! részecskeszámhoz tartozó energiaérté­
ket kívánjuk ismerni. Az

/ 9 5 /

sorfejtés adta közelitő összefüggés szerint ehhez a d S ^ / ő n  deriváltat 
kell meghatároznunk. Tegyük ehhez figyelembe, hogy-az előirt mellékfeltétel 
mellett meghatározandó szélsőérték feltételeként a

< H - X . N >  = 0 794/

összefüggéseket kaptuk. A /88/ kvázirész-párállapot gerjesztésekor egy
Ujj + I7jt at|{ kombináció -'3f|t együtthatója változik meg, s 71 meg­

változását ennek megváltozása határozza meg: TI » n ( 1 7 ^  (*n)
Figyelembe véve, hogy <CH^>, /94/-ből kapjuk:

i Hn A ,r.. . /95/3S^>_ dlE(r>) dvk _ x dLn_ dm. , 
d v k én ~~ dtfk dn “ A

Eredményül a X  Lagrange-multiplikátor adódott. Megjegyezzük, hogy a fázis- 
átalakulások termodinamikájában az energiának adott fázishoz tartozó részecs
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keszám szerint /állandó térfogat és entrópia mellett/ képezett deriváltját 
kémiai potenciálnak nevezik. Ezt az elnevezést használják /95/-re is.

Mi az £ g~££',-£Co">

gerjesztési energiát kívánjuk ismerni. A /93/t /95/, /92/, /91/, /90/, /89/ 
és /48/ összefüggések segítségével kapjuk»

_[£Crit6tv)_̂  Xrvj =»

-(K .-K  IH-XNIKr K)-(olH -XN Io)>

-  (KrKIH 'IKrK) -  (oJH*lo).
/96/

A gerjesztési energia eszerint a /84/ alatti operátornak /88/-al és /81/-el 
képezett várható értéke különbségeként adódik. A /96/ alatt szereplő várható 
értékeket /84/, /85/» /86/ f /51/ és /53/ felhasználásával kiértékelve kapjuk

/ 9 7 /

Ha 'a /88/ kvázirész-párállapot helyett az a t10íki^0 ) -̂ ét kvázirészt tar­
talmazó gerjesztett állapotot vesszük, /97/ helyett az

2 2 ,  r~ 2 r  /9 8 /
t , - y

eredmény adódik.
Mig egy szabad elfajult Permi-gáz gerjesztésekor a gerjesztési energia 
/elég nagy térfogat esetén/ tetszésszerinti kicsiny értékeket felvehet, a 
párkölcsönhatás jelenlétében /97/, ül* /98/ szerint minimálisan ^gs“2 Aj( 
ill, ^|(1+ energiára van szükség, hogy a rendszert gerjeszthessük.



A Bardeen-Cooper-Schrieffer-féle párkölcsöuhatásnak ez a következménye 
összhangban van a páros-páros magok spektrumában megfigyelt energia-hézag 
létezésével.

Az eddigiekben páros részecskeszámhoz tartozó állapotokat vizsgáltunk. Egy 
páratlan tömegszámú mag leírására a /81/-ből páratlanszámu kvázirésziecske- 
operátor alkalmazásával adódó állapotokat használhatjuk. Vegyük szemügyre 
a

IK) = aj Io) /99/

alakú, egy kávzirészt tartalmazó állapotokat. Az alapállapotban a páratlan 
/kvázi/ részecskének éppen a Fermi-szinten kell elhelyezkedniei X

£k = 0 Ha a részecskét magasabb szintre helyezzük, energialeadással 
-^visszatérhet a Fermi-szintre, ha viszont a Fermi-gömb belsejébe kénysze- 
ritjük, a Pauli-elv révén korlátozza a többi részecskék párkölcsönhatását 
s igy helyzete energetikailag ugyancsak kedvezőtlen. Eszerint, ha a /99/ 
állapotban a kvázirészecske nem a Fermi-szinten foglal helyet, gerjesztett 
állapottal állunk szemben, melynek gerjesztési energiája

* 2 /100/£2K+A 2K- A Ko.

Ezen eredménynek a szabad Fermi-gáz esetében érvényes &g= £ « (£|<}o)
képlettől való eltérése a probléma korrelált többrészecske-jellegének fo­
lyománya.. Akárhova kerül is a részecske, a kizárási elv révén más és más 
mértékben megváltoztatja társainak kölcsönhatását. Ez a hatás csak akkor 
elenyésző, ha a gerjesztés eredményeképpen a részecske messze a Fermi- 
gömbön kívülre kerüli ekkor /100/ valóban átmegy a
szabad Fermi-gázra vonatkozó £g= £|< képletbe. A /100/ képletből követ­
kezik, hogy az alacsonyan fekvő U k S A ») szintek sűrűsége nagyobb, 
mint amekkora a szintsürüség eltűnő párkölcsönhatás mellett volna. Bakke 
megmutatta, hogy ez a következtetés, összhangban van a megfigyelt adatok­
kal.



9. Északt megoldás két nemelfa.iu.lt s£int 
/ y  j? " '* konfiguráció/ esetére

Az eddigiekben a BCS Hamilton-operátor spektrumának egzakt meghatározását 
csupán egy szint /a j n konfiguráció/ esetére mutattuk be /3.szakasz/. A 
több nemelfajult szint alapul vételével végzett magspektroszkópiai számí­
tásokban korábban általánosan a BGS-féle közelitő módszert használták 
/Szolovjev, Bro-Jorgensen, Haatuffc, Nilsson, Kissi inger és Sorensen/. Te­
kintettel arra azonban, hogy az alacsony energiájú magspektrumok kialakí­
tásában résztvevő nukleonok, ill. a szerepet játszó kvantumállapotok száma 
nem nagy, a BCS-féle közelitő módszer pontossága ilyen esetben számottevő- 
en korlátozott. Indokoltak tehát az erőfeszítések, melyek az ilyen problé­
mák egzakt megoldásának meghatározására irányulnak,

A közelmúltban mutatott rá arra Kerman, hogy több nemelfajult szint esetén 
is meg lehet egzaktul határozni a BCS-Hámilton-operátor spektrumát, ha 
feltételezzük, hogy az alapul vett szintek állapotait összekötő G««' 
matrixelemek egy állandó G értékkel egyenlők. A javasolt módszer a kvázi- 
spin-formalizmuson alapszik. Az egyes szintekhez tartozó kvázispin-saját- 
állapotokból az impulzusmomentum összeadásának kvantummechanikai szabályai 
szerint megszerkeszcjük a rendszer teljes kvázispinjének sajátállapotait. 
Ezen állapotok rendszerében a BCS Hamilton-operátor matrixa az impulzus- 
momentum kvantumelméletének algebrai technikája segitségével közvetlenül 
felirható. A különböző atommagok esetében kapott energiamatrixokat Kerman 
és munkatársai elektronikus számitógép segitségével hozták átlós alakra.

A következőkben megmutatjuk, hogy miképpen irható fel energiamatrix két 
nemelfajult szint /a j/ konfiguráció/ esetében. Az egyrészecske
impulzusmomentum—sajátállapotok fázisaira e szakaszban a /3/ Mottelson— 
féle megállapodás helyett az /I/ Condon-Shortley-féle követelményt fogad­
juk el. Ily módon számításainkban felhasználhatjuk a Clebsh-Gordan- és 
Racahregyütthatókra vonatkozóéin rendelkezésre álló táblázatokat, melyek 
/I/ alapulvételével készültek.
A j? Íkonfiguráció állapotainak terében, állandó kölcsönhatási 
matrixelemmel, a Condon-Shortley-féle fázisokkal a BCS Hamilton-operátor 
a következő alakúi
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'-m' -
H.-EJ lNJ l * E A N,f- G £ £ ( - O r  (~ 0 J a %  a U  o f i ~ a p y i w

Itt

a í«maj1m >

Nj2=2 T  űj2ir»ű;2m

az egyes szintekhez tartozó részecskeszám-operátorok. Yezessük be most a 
és ] i  impulzusmomentuma szintekhez tartozó _P , jR kvázispin-operáto- 

rokat, a következő definiclóvali

P+- I£  ( - l ) j1"ma jim a jr m , R+̂ H ) l2' moj2ma h -m ,

P-=ZT (-1) ji~m Ojr m a^m , R_=ZT ( " 0 J2 a j2-maj2m ,

? * “lrCNirßji) > R3“ "f (n í*
\

It.t O j . - T ( 2j.t 0 , O « - T ( 2jí + 0  az egyes szintekhez tartozó párállapo- 
fcok számát jelölik. A rendszer teljes kvázispinjének operátorát jelölje

S - P  + JR

A kvázispin-operátor segítségével a /101/ Hamilton-operátor a következő 
alakiban irható félj

H =Ei<a,íEj,nh +2Ej<P3 + ZE;!Rr GStS. /102/
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Vegeik most figyelembe, hogy S*. S_ - (S, + j S2 ) (S,-i S 2 ) - Sj + S* “i ÍS, ,S21 -
= 5 —53 (S3— l) , vezessük be továbbá a

Q - P - R
jelölést. Ekkor /102/ helyett Írható:

H>H-E),t},r EÍ! íi,! - (E ,/ E j r G jS3-G (S ,-S j)+ (E i r Ejí)Q 3 . / 10}/

Jelöljük az aláhúzott tagokat együttesen Ha -val. A H'a operátor a P2 R2 
_S2, S3 operátorok P ( P + 1), R(R + 1), S(S+Ó , « sajátértékeihez 
tartozó I PRSö> sajátállapotok rendszerében átlós alakú. Az átlós matrix­
elemek értéke:

< PRSő I h; IPRS0> - (Ej,* Ej r G)ö-c[s(S ♦1)“ 0' /104/

A H' operátor kifejezéseiben egyedül a . Hj,® (Ejj~ Ejz) O.3 tag nem átlós 
alakú a IPRSö> állapotok rendszerében. Az itt szereplő Q 3 operátor 
matrixa meghatározható azon észrevétel alapján, hogy Q 3 a _P2 ,R2, (3 , Rj 
operátorok P(P*0, R (R * t ),% 1  sajátértékeihez tartozó IPfrR9>sajátálla­
potok rendszerében átlós alakú a sajátérték mellett; figyelembe-
véve azt, hogy _P* j?2; S3 operátorokkal felcserélhető, csak S2 -tel
nem, az el nem tűnő matrixelemekre irható:

<PRSolH;iPRS'ö>-(Cjr£j2)IT<PRS6ip'irRS>(ir-s)<pirRsiPRS(5>/105/

A /104/ és /105/ képletek alapján a H —  H a + H,, + + EjzQjz Hamiltoh-
operátor matrixa közvetlenül felirható, felhasználva a PRSö lPffRs£>Cle bsch- 
Gordan-együtthatók ismert táblázatokban megadott értékeit.

Vegyük példaként szemügyre az atommagok p héját alkotó p 3h , p 1/ í szinteket. 
Az egyes szintekhez tartozó kvázispinek lehetséges értékei /41/ szerint a 
következők:

p 3/z ; p 1/2 r = °.t

Az energiamatrix az adott P,R értékekhez tartozó (2P+1)(2R+1) sorbol és 
oszlopból álló almatrixokbói épül fel. Eszerint
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P-R = 0 -hoz lxl-es matrix,
P-0, í?-| -hez 2x2-es matrix,
P=4 R = 0 -hoz 2x2-es matrix,

P“ R"“? -hez 4x4-es matrix,
PH, R=0 -hoz 3x3-as matrix,
PH, R = i -hez 6x6-os matrix

tartozik.

Figyelembevéve a kvázispin és a szenioritás, továbbá a kvázispin-vetület 
és a részecskeszám /40-41/ alatt megadott kapcsolatát, megállapíthatjuk, 
hogy a különböző P, R értékekhez a következő állapotok tartoznaks

(p3/2 ) 2 (P y2>!/2

W \  ApfylM
(p3/2)4 ( p V2)l/2 , (p3/2 jj/2 (p V2 )!/2 

( p % ^  Xp3h)\l2l(M ,i(r'h )\ ,W v z W \  
W 'm  (p W ^ .íp 'A Jííp l» )^

(p % )o  , (p'/2)Ő ,(p 3/2)o (p 2̂)0 , ( p J/2)o

(p V2 )o ( p V ^ o  , valamint a vákuum.

Minthogy /104/ és /105/ szerint a Hamilton-operátor matrixa a kvázispin- 
vetületben, vagyis a i’észecske számban átlós alakú, keveredésre csak a ^
P»R=>-i- P=1 , R = _y  esetben kerül sor, a C p 3/2 ) l/2 és (p3/2)J/2 CpV2)0

ill. a (p3/2)5,(pV2jo valamint (p3/*)o (p ^ J q és (p3/2)o állapotok kö­
zött. A helyes lineáris kombinációk meghatározására a Hamilton-operátor

y S O IH I
és

<lfst}|HI(7 S'í7 >

2x2-es almatrixait kell átlós alakra hoznunk és a megfelelő sajátvektoro­
kat meghatároznunk.

"ü 8 *3 II 0 -hoz

OaCL R** y -hez

1Q_ R * = 0 -hoz

HQtLaCL 4
2 -hez

P - 1 , R = 0 -hoz

P H , R =  -jr -hez
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Végezetül megmutatjuk, hogy a /103/ alatti H' operátor nemdiagonálís 
részében szereplő a 3 operátor matrixa egyszerű alakban kifejezhető Clebsch 
Gordan és Racah-együtthatók segítségével. A /105/ képletben Q 3 matrixa a 
következő összeg alakjában szerepel*

<PRSolQ3IPRS6>“ Z:<PrRSIPRSo><P‘rR?IPRS'(5>(5r-S) A06/

Itt felhasználtuk a <P<r R9IPRSŐ> Clebsch-Gordan-eygütthatók valós
voltát. Vegyük most tekintetbe, hogy m  íjm^> , ekkor
/106/ igy irható:

<PRSS IQ, 1PRSÖ> - fp [p7T ) | T <  P t R f I P R S ß X P f R  SI PRS 'ö> < Pr)0 IP(Pr>  

J -yR(R+1)IT<P'rR?IPRS<5><PírR?IPRS'tí><RSI0IR)SS’>  /107/

Vezessük be az____
A(PRSS,ö)=l/p(PM)lT<P,írR§IPRS<5><P‘rR9IP/?5‘(í><PíriOIPíPír>

' /10a/

jelölést. Ekkor, figyelembevéve a Clebsch-Gordan-együtthatók <R9PflRP5cS>*
= (-1)r*P'5< P ‘FRS’JPRSc5> szimmetriatulajdonságát, Írhatjuk

<PRS<JlQ3lPRS,tf>-A(PRSSi3 )'-(-lf"SA(RPSS,(?j. /109/

Itt figyelembe vettük, hogy 2(R+P“i>) mindig páros szám. A /108/ összeg 
célszerűen az ismert

Z r< a o c M Je e > < e £ d S |c y > < b ß d S |/ if>  = 
ßst

- ef W(abcd ; ef )<aa/<^icy> /110/

összefüggés segítségével számítható ki, mely szerjLnt három Clebsch—Gordan— 
együttható szorzatának meghatározott momentumvetületekre vonatkozó összege 
lényegében egy W Rácah-együttható és egy Clebsch-Gordan-együttható szorza­
ta alakjában állítható elő. Itt a Clebsch-Gocdan-együtthatókra a szokásos 
rövidebb jelölést használtukj |6£^> = <^OCxbß lobßE^> , továbbá
az jelölést alkalmaztuk. A /110/ összefüggést felhasználva
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/108/-W1 az § ______ a a
A (PRSS‘) H ' l f ~ S fP(P*1) P 5’ <S<5IOiS«S> W (iP S R ;P S ‘)

eredményre jutunk. Ezt /109/-be helyettesítve kapjuk*

<PRS<5IG3IPRsy>  = < S ,<SfOJS6>S,[(-i)S,"Spfp(P+1) W(1PSR; P S ')-  

- r | r ( r +i) W (1 R SP ;R S ’)]
Az, hogy Q 3 matrixeleme a Ö  kvázispin-vetülettől csak az < S b í 0 i 5 < 3 >  
Clebsch-Gordan-együtthatón keresztül függ, a Wigner-Eckart-tétel folyomá­
nyai GU ugyanis elsőrendű irreducib11is tenzor komponense.

jóv






