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COCTOHHHH cnnpaJii>HooTH p630KaHca. pacnaflaíomerocH Ha flBa ToacflecTB8HHHx 
B0KTOPHHX HJIH nCOBflOB0KTOPHMX Ö030Ha

ül. KpaCHOBCKH

OnHCHBaMTCH COCTOHHHH GiiHpaJiiHOCTK p630HaHca, pacnasaromerocH Ha ÆBa tosc- 

Æ8CTB0HHHX B8KT0pHHX HJIH nC0BflOB0KTOpHHX ÖQ30Ha. Ha OCHOBe 3THX COCTOH- 

HH0 saeTCH eflHHoe onncamia OTporux npaBHJi OTÖopa, B03HHKa»mHx npn pacna- 

,56 Ő030HH0r0 p830HaHGa Ha SBa TOJKÆeCTBeHHHX Ő030Ha C JIIOÖbIM' CÏÏHHOM H qeT- 

h o o t m . Wcnojri>3yH oTaTHOTHKy Eo30-3fóHinT6fóHa, aana 3aBMCHM0CTB W30-

CIMHaMH.

Pa3JioateHHH b phah no nojiimoMaM qeÖHmeBa (ft.VHKnHfl Kojrama- 

r. HeiieT

B 3 T0Í} paöOTe onHCHBaroi'OH pa3 JioseHHH b pH#y no nojiwHOMaM ^eÖHineBa $yHK- 

líHfl KeJlBHHa. C UeJIhK) BLHHCJIOHMH (JjyHKIJHií KO3 (|)$ItL(H0HTH PH^OB flaiOTCfl B Taő- 

JIHIÍ6 5 0  TO^HOOTH 15 flOCHTHqHHX IíH$p.

Pa3Jio«eHne b p h j h  no noJMHOMaM geörnesa HHTerpaJiOB qt (56CC0JI6b h x  (E.y h k u k M

r. H0M0T
B 3 T0a paŐOT0 OnHCUBaiOTCH pa3JI0K6HMH B pHÄH no nOJIHHOMató ^0C)bnif6Ba HHT0r- 

paJIOB OT Ő0 CO6JI0BBIX $yHKUHÍt. C ÍÍ0JIBK) BbmHCJI6 HWH $yHKUMÍÍK03$fWltHOHTH pHr 

aOB aaWTCfl B TaŐJIHn© SO TOtIHOCÏH 15 S6CHT1HÍHHX UH$p.



Chqktpomstp aJi£$a-H3jiyqeHH.H őojibíiioB qyBCTBKTejisHOCTH jjih aHaJin3a npoö 
c MaJioM yaojisHoM aKT.MBHOOTBio

H. Ewpo, M. $exep, 0 . JleHÆBaH, A. T ot

HaMH H3r0T0BJI6Ha I],MJIHHflpMMeCKafl HMnyJIBCHaH MOHW3aUMOHHaH KaMepa ÄJffl 

cneKTpoMeTDWM ecTQCTB6HHHX aji£(|)a-n3JiyqaTe.JieM c y^ejiLHOtf aKTWBHOCTLio no- 

pn^Ka 10 Ktopw/rpaMM. KaMepa paöoTaeT c cmocbio aprona h MeTaHa b npo- 

ToqHOM pesHMe. K3M6peHHafl nojiynmpma cneicTpa aJiB$a-qaCTHií Topvia-232 c 
BHopraeM 3 ,98  Msb paBHa 6 ,9 % . a npefleji qyBCTBKTeJiBHOCTií npn BOCBMHqaoo- 
BOM w3MepHHH paBeH 0 ,3 5 *1 0  Kiopn/rpaMM. ycTanoBKy mokho iipkmohhtb æjih 

aJiB$a-cneKTpoM0TpnH ecTocTBOHHbix boa, MHHopaJiOB m öwojiornqecKnx npoő.

ÍIpOCTOit aeTeKTOP flJIH HCCJie^OBaHMH HOHHOrO IiyqKa 

ü . KHpaMxwflH h n. KoniTKa

B CTaTte H3JioaceH aeieKTOp nyqica npocToro ycTpoMcTBa, paspaöoTaHHbifó b 
ycKopHTejiLHoM JlaöopaTopo UHM sjih onpeaeJieHHH napaMeTpoB mohhoto nyqica. 
C noMOinBR) 9Toro npnöopa b SJioKTpocTaTwqecKOM yoKopwTeJio mvi órenle mok- 
ho npoBepuTB nojiomeHHe w $0Kycwp0BKy nyqtía vi onpo^eJMTB warpaMMy W3- 
JiyqaT0.ni>HoM cnocoÖHOCTM wonHoro mcto^hhKa.

■iQĉ s^OBaHMe pauHKa-JiOB, oöpasoBaBMKxcH b c s2 -3-MP cTOKJiax, MeToaoM 3rP 
3 .  3asop

Ehjio wocJioflOBaHO noiefl0HHe pasmcajiOB, oőpasoBaBnmxcfl nos BJiwHHweM raM- 
Ma-oŐJiyqoHHH b cs -3-mp oTeKJiax npw 77°K. Cobm0ctho o spyrwMH npo^yn- 
T8MH ÖbiJio oŐHapyseHO 0öpa30BaHwe HOHpaanKaJi cs“ . CwrHaJi 3I1P paí,wKa- 
Jia cs“ npn oőJiyqeHMH bmæwmhm cbotom wcqoaaoT, a npw noojie^yiomeM cjiaőow 
HarpoBaHHM bhobb üohbjihqtoh. 3to HBJiemio oömchhotoh h3mvt na ochobo 
acooitwaTWBHHx cboMotb MOJieKyji cs2 , t .o .  HeonapeHHwe crwHbi MOHpaswKa- 
jiob, 0őpa30BaBninxcH ŐJIH3K0 flpyr k flpyry, cnocoŐHbi 0ŐpaTHM0 KOMneHcwpo- 
BaTBCH.



S u m  m a r i e  g

1• Helicity States of Boaon Resonances Decaying into Two Identical 

Vector or Paeudovector Bosona

S. Krasznovszky

Helicity atates are deacribed for boson resonances decaying into two 

identical vector* or pseudovector bosona. In  terms of these states a 

uniform method is given for the determination of the rigorous selec

tion rules for beaon reaonance decaying into two identical boaona 

of arbitrary apin and parity. On applying the Bose-Einstein statistics , 

the method yields a rule for the isoBpins, as well.

2. Chebyshev Polynomial Expansions for the Kelvin Functions 

G. Nemeth

Ohebyshev polynomial expansions are given for the economic evaluation 

of Kelvin functions. The expansion coefficients evaluated to 15 decimal 

digit accuracy are listed in tabulated form.

3» Chebyshev Expansions for the Integrals of Bessel Functions 

G. Németh

Polynomial expansions are given for the economic evaluation of integrals 

of Bessel functions. The expansion coefficients, evaluated to 15 decimal 

digit accuracy are listed in tabulated f.orm.

4• High Sensitivity Alpha-Spectrometer for the Analysis of Samples with 

Low Specific Activity

J. B ir6 , I .  Fehér, J. Lendvay and A. T6th

An ionization chamber developed for the investigation and spectrometry 

of natural alpha emitters with specific activity of picocurie per gram
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order. The flow-type chamber operates with a mixture of argon-methane 

gas. The relative half-width of the spectral line at 3 ,9 8  MeV of ^ ^ T h  

is 6 ,9  per cent. For a counting period of 8 hours the minimum detectable 

activity is 0 , 3 5  picocurie per gram in the range of energies from 3 »5 to 

6 MeV. The equipment is applicable for the alpha spektrometry of natural 

waters, minerals and biological samples.

5. Simple Beam Indicator for th e .Investigation of Ion Beams 

L. K irâlyhid i , P. Kostka

A device of simple design is described which has been developed to 

study the parameters of ion beams in the Accelerator Laboratory of 

the Central Research Institute for Physics. It permits to check the 

focusing of the ion beam in accelerator and proves to be very useful 

for the investigation of ion sources on a test-stand, e .g . for the 

evaluation of the emittance diagram.

6 . ESR Study of Radicals Formed on Gamma Irradiation in CSq-3-MP Glasses 

Erika Zador

The behaviour of some transient species produced by gamma irradiation 

at 77°K in  CS2-3 -MP glass was studied. Among other entities the forma

tion of the radical ion CS2 was observed. The ESR spectrum of CS2 

can be reversibly photobleached, i . e .  it appears on moderate heating. 

The phenomenon is interpreted as resulting from the associative charac

ter of the CS2 molecules, that is the unpaired spins of the CS^ ions 

formed close to one another are supposed to compensate one another in 

a reversible manner.



KÉT AZONOS VEKTOR VAGY PSEUDOVEKTORBOZONRA BOMLÓ 
REZONANCIA HELICITÁS ÁLLAPOTAI

Irta: Krasznovszky Sándor

összefoglalás

Leírjuk két azonos vektor vagy pseudovektorbozonra bomló rezo
nancia helicitás állapotait. Ezen állapotok alapján egységes vizsgála
tát adjuk egy bozonrezonancia tatszőleges spinii és paritásu két azonos 
bozonra való bomlásakor fellépő szigorú kiválasztási szabályoknak. A 
Bose-Einstein statisztika alkalmazásával egy összefüggést adunk az izo- 
spinekre.

Az utóbbi időben kísérleti indikációt találtak lehetséges P°P° 

rezonanciák létezésére vonatkozóan [l] . Chung [ 2] a kisérleti szögel

oszlás segítségével ilyen rezonanciák spinjének és paritásának meghatá

rozására javasol egy, a súlyozott átlagokon alapuló módszert.

Ilyen rezonanciák IG = 0 + és J P-2+v.4 + kvantumszámokkai fontos 

szerepet játszanak a reggeisztikában i s ,  mivel a trajektriakra vonatko

zó speciális feltételek mellett hiányzó helyeket tölthetnének be a p 

illetve P' trajektóriákon.

Ebben a cikkben a két azonos vektor vagy pseudovektor bozonra 

bomló bozönrezonanciák modellfüggetlen vizsgálatát adjuk. A két részecs

ke tömegközépponti rendszerében vagyunk, X^ és X2 a ^ét részecske 

helicitása. Mindkettő ¿1 és 0 értékeket vehet fel. Összesen 9 kombiná

ciót készíthetünk a kétrészecske rendszerre vonatkozóan. Mivel a részecs

kék azonosak, a spin és a statisztika közti kapcsolat miatt a totál im

pulzusmomentum sajátvektorokat a'következő módon kell szimmetrizálni: [ 3 ]

(l+P12) U  M? X2> =■ IJ M; \2> + (-)J IJ M; X2 \y> 11/

Felhasználva a paritásoperátor hatását [3] leiró

P |J M; \1 X2> = (- )J |J M; -X] -X2> / 2 /
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összefüggést /esetünkben ugyanis 1- spin paritásu részecskékre való 

bomlást vizsgálunk/ megszerkeszthetjük a lehetséges J és p sajátálla

potban lévő helicitásállapotokat;

Eredményeinket az I .  táblázatban foglaljuk össze. A rövidség 

kedvéért csak a helicitásértékeket irjuk ki + és 0 alakban.

J P = 1 p = 1

0 |0 0>
I+ +> +1 - ->

1+ +> - |— >

1 -i+o> + I0+> + 1-0> - IO-> |+0> - |0+> + |-0> - lo->

2n

lo 0>
|+ +> + I - ->
|+ -> +|- +> 

l+0> + I0+> + 1-0> + 10->

1+ +> - 1- ->
|+0> + |o+> - 1-o> - 10->

2n+l
|+-> - l-+>

— |+o> + !o+> + I-o> - io-> |+0> - IO+> + 1-0> - 10->

I .  táblázat

Az / l /  egyenletből látható, hogy azonos helicitásu állapotok 

csak páros J esetén lépnek fel. Különböző helicitásu állapotok esetén 

pedig

I  ̂1 “ * 2 I — J az az J > ^ 2  ha X | , X 2 f O

és J > 1 ha X^ vagy X2 = 0

Amiből nyilvánvalóan adódnak a J = O éa J = 1 sorban szereplő állapotok 

az általános J - 2n és J~2n+1 sorokban lévő állapotokból, ahol n pozitív 

egész szám és n>l

Eredményeink speciális esetben /a  Xj és/vag.y * 2 - o tagok e l 

hagyásával/ visszadják a lehetséges kél foton ól lapotokat [4 ,  r>] és a rá

juk vonatkozó kiválasztási szabályokat.
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A A ̂ =A 2 = O állapotot nézve eredményünk megadja a lehetséges 

végállapotokat és kiválasztási szabályokat egy tetszőleges spinű és 

paritásu bozon, két azonos sk&lár vagy pseudoskalrá bozonra való 

bomlása esetén. Az I .  táblázatból nyilvánvaló, hogy a fotonokra való bomlás 

vizsgálatával ellentétben nem létezik egzakt kiválasztási szabály, amikor 

egy bozon két azonos (m^ = m2 = u f  0 )  vektor vagy pseudovektor bozonra bom

lik . Mivel ugyanezek a. helicitás állapotok lépnek f e l ,  amikor egy bozon két 

azonos tetszőleges spinű és paritásu (u # O, J >. 1) bozonra bomlik, ezért eb

ben az esetben szintén nincs egzakt tiltás.

A I I .  táblázatban az I .  táblázatban szereplő állapotokat a szoká

sos LS kvantumszámokkal adjuk meg J = 3 -ig.

Az L+S = páros /3/

megszorítást kapjuk, amikor a P12 operátor hatását vizsgáljuk az L ,S  bázis

ban (u f 0 ) ,amelyik kapcsolatot a I I .  táblázatban is ellenőrizhetjük /a

felső index (2S+1), 3 P és F -re, és Í v .5 S, D és G esetén/. Végezetül

rámutatunk egy nyilvánvaló összefüggésre, amely az ugyanazon töltésmultip- 

letthez (i(l)=K2)= i )  tartozó azonos (i-jfl) = 1^(2 )}  bozonok I izospinje 

és a bomló bozon I izospinje között van.

A szimmetrizált állapot nem változik a P12 operátor' hatására 

(É>12 (l + p12) - p 12 + 0  * A teljes állapotnak szimmetrikusnak kell lenni 

azonos bozonok esetén az Ö3 szes változóban. Jelöljük 0 ^2 -vei azt az operá

tort, amely felcseréli az 1 és 2 részecske 1 3 (1 ) 0 3  I 3 ( 2)töltéskoordinátáit. 

Akkor

°12 I!p IP3> - 21 llp V >  '■*'
A / 4 /  egyenlet a Olebsch-Gordon együtthatók szimmetriatulajdonságából követ

kezik és

Jp " 21 = páros / 5 /

a fentemlitett kapcsolat. /Ahol természetesen I esetünkben is nem negatív 

egész vagy félegész érték le h e t . /

Megjegyezzük, hogy a / 3 /  és /5 /eg yenlet  azonos fermionok esetén is

igaz.

Befejezésül szeretném megköszönni a kézirat átnézését és az értékes 

megjegyzéseket Frenkel Andornak.
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BESSEL - FÜGGVÉNYEK INTEGRÁLJÁNAK CSEBISEV - SORFEJTÉSE

Irta: Némefh Géza

összefoglalás

A dolgozatban a nullaindexü Bessel-függvények integráljának 
Csebisev-sorfejtését határozzuk meg. Az

függvényekre aszimptotikájukhoz hasonló Csebisev-sorfejtéseket vezetünk 
le. A sorfejtések együtthatóit 15 decimális jegyre táblázatosán adjuk

mológépen való számolásnál a polinom közelítések alkalmazása. Ismeretes, 

polinom közelítések származtatására a Csebisev-polinomok szerinti 

sorfejtések igen alkalmasak. A következőkben az emlitett függvényekre 

aszimptotikájukhoz hasonló C3ebisev-sorfejtéseket vezetünk le. A sor

fejtések együtthatóit 15 decimális jegyre adjuk meg.

X X o X

meg.

A nullaindexü Bessel-függvények integráljának az

x x o x

függvények értékeinek kiszámítására táblázatokat pl: [l] f továbbá sor- 

fejtéseket lehet alkalmazni pl: [2 ] . Az egyik leghatásosabb módszer szá-
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2• Bessel-függvények integráljának analitikai sajátságai

Röviden összefoglaljuk a Bessel-függvények integráljának anali

tikai tulajdonságait, melyek alapul szolgálnak a Csebisev-aorfejtések 

levezetéséhez. A szereplő képletek egyrésze megtalálható /levezetéssel 

együtt/ Luké könyvében [?] .

A függvényeket o<x<°° értékekre akarjuk kiszámítani , tehát i s 

mernünk kell mind az x -*• o , mind az x -*• ■» viselkedésüket. A követ

kező képletek érvényesek x -*■ o esetére:

oo X

f J Q C t ) d t  = 1 - j  J D ( t ) d t  = 1 - x £
o k ! (  2 k + 1 )

/1 /

co x m ^ 2k

[ N ( t ) d t  = ( c + l n x / 2 )  1 J  ( t ) d t  - x £ i z l l A o L Û  

J °   ̂J °  k=o  k ! ( 2k  + l )
2 \ o 

x

2k

i (t)dt = x y —
k=o  k!  ( 2k  + l)

1 + § + - " + S * 2FÍT

/ 2 / 

/ 3 /

K (t ) d t = ^  + 
o 2

x

( c + l n x / 2 )  I I ( t )  d t  - x }

J 0  k =

( x / 2 )
2k

k=o k! ( 2 k + l )

!+i+,
1 1 

' + k 2 k +l

/4  /

J0 Ct) f 1-J0 U )
— ——  d t  = - c - l n x /2  + 1 ------- dt

k=l  k! k

1 ' 9  f i-TCt)
dt  = - ^ - ( c + l n x / 2 )  + ( ĉ + l n x / 2 )  1 ---r--- d t  +

+ Ï2  + [ — [l - J Q Cxt) ] d t

o
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J ÍS_Í- d t  = | ( c + l n x / 2 ) 2 + (c + l n x / 2 )  j ---dt + ~  + j [lQ ( x t ) - l ] d  t

/ 7 /

Ezek a sorfejtések x > 10 esetén már igen kényelmetlenek. Ilyen esetben 

a függvények aszimptotikus kifejtéseit használják. Ezek az alábbiak:

00

J J D ( t ) d t  = f u ( x )  c o b (x  + J )  + i  V ( x ) s i n ( x  + j ) | / 8 /

OO

J NQ ( t ) d t  = u ( x )  s i n ^ x  + - i  V ( x )  c o s ^ x  + / 9 /

. (.1/2).. k (1 /2 )
u(x) *  J  (- i)k --- p2k , x , » ,  p - y _ _

k=o x J ! 2

í k - o , 1___ _ / 10/

V(x) 'v. I (-1) 
k~o

k ^ 1 / 2 ^ 2 k + l  

2 k  p 2 k + l  '
/l l /

x » (1/2)

l • --b Pw x +X ( t ) d t  ^ --- / • ----- í-- i
O v '  r z —  . L  k  H k

/2irx k=o x

/12 /

Ko ( t ) d t  % e _ x  l t-1 )

( 1 / 2)
k=o

k  k

/13 /

J4 ^ dt = j { £ ■ c°s(x +1)4 \ r(x) sin (x + ?) /14 /

no

[ i t - i f í O  |p(k) sin(x * J) - i « 0 0  c °* (* * })] / 15/
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xk 3̂/2 2̂k
P(x) ^ l  C-l)

k=o
2k 2k

k Cl/2). (1/2).
I -----1--- 7 , k =0 ,1 ,

j=o (3/2^ j! 21
/16 /

. (3 / 2)~, ,
H ( x ) .  [ (- D k ---# ^ n 2k + 1 /17/

k=o x

f J^ t )- 1  * » (3 /2) .

x_vro’ /18/J /2tt x k=o x

« „ W  ÍT , 0 / 2 )
dt '  f f  -J72 e ' *  l O l ) "  ok , x * “ • /19/

1 x ' k=o x

Mivel éa ok korlátosak^  / 10 / , / 11 /, /1 6 / ,  Ilii  03 a Il2l , 113/ >

/18  /, /1 9 / sorok együtthatói o (k !2) illetve o(k!) rendben divergálnak.

3 • Beaael-függvények integráljának Caebisev-aorfe.1 téae

A Caebiaev-aorfejtéaekét nem a Besael-függvények integráljain 

fogjuk végrehajtani, hanem aszimptotikus kifejezésük alkalmas tagjain. 

Említettük, hogy az 11 I- 17 / képletek nem alkalmasak nagy x érték ese

tén számolásra, hanem akkor a 131 - fi 9 / képleteket érdemes alkalmazni; 

ezért mi moat a ( 0 ,°°) intervallumot két részre / x£a kiaargumentum éa 

x > a nagyargumentum/ osztjuk fel. A ki«argumentummal kapcaolatos kép

leteinkben a következő Csebisev-aorfejtéseket alkalmazzuk ( °  1 x 1 a) :

x
r 00

- J (t)dt = l ak T (x /a )  1201
J k=o

X  00

1 f I Q (t)dt = l bk T ( x /a )  /21/
x J k=o
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Í°° X on

N0 (t)  dt - Inx/a f J (t )  dt = x £ c T  (x /a)

J k=o

1 2 2 /

K (t) dt 
o

A

Í OO

I (t) dt = x l dk T2k (x/a) 
k=o

/ 23 /

k=o
6k T2k (x /a )

/ 24 /

f dt - I
x ' J *- k=o

o

f T 
k L2k

( x /a ) / 25/

i _  [ I n t Ü z L 2!  [i _ j  (xt)
x2 J t o

] dt = I 9k T2k (x/a)
k=o

126/

Cxt) - 1] dt =  ̂ hk T2k (x /a )
k=o

127/

A /20/ - /27/ sorfej tétiek együtthatóit /tetszőleges "a "  esetén/ a megfe

lelő konverziós eljárással számíthatjuk ki. Ezért ezzel a továbbiakban 

nem foglalkozunk. Nagyargumentum esetén a /8/ - /19/ -hoz hasonló kép

leteket fogunk alkalmazni. Az U(x) stb. sorok divergensek, igy pl. U(x)

Csebisev-sorfejtése a /10 /  sorból nem nyerhető konverzióval. Ezért most 

a függvények integrálelőállításaiból fogjuk levezetni a Csebisev-sorfejté

se ke t *
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»>*> - {\ J -T,-rc^ 7 )  " (u) d"  '  kL  " k T- (a /x )  ' " <u) '  1 ‘  * 1 K° <s)ds' 

' ü* ■ ‘ - í í ?  í Ä T F *  “ (au)d" '  ’  l l i - i A  I  > 1 . /28/

V (x ) =
2 u e

1 / 2  - u

7T . 2 , 2
J H u  /X 
o

i(u ) du = I  vk T 2k (a /x )  ,
k=o

-au
2kf-í

Ä T 7  (l + Zl+u7 )
2k

a (au) du 1291

x
X 00

I ( t ) d t =  - J _  E i, T* (a /x )  /30/
o  v 2 t i x  . l k k v

k=o
o

i (t)-i x „

“ ~T--  dt + lnx /2 + c = - “ - 1 7 2  I jk Tk (a /x )  /J1/
/2ttx k=o

i f r2X eX \ Ko(t) dt

OO

- t i l .1/2,

(I

( 1 i-u/x)

1
K—JT

 ̂ i au 2
2a I e ______  u

7r+u (1+/ T ^ ) 2k

a(u)du -
k~o

mk Tk ( a/x^

i (a u ) du , 1321

P(x ) =
-u71 „ 1 / 2  e

u ' — ^ 2— 2 p^u )du = I Pk T 2k^a / x ') ' = 1
1+u /x k=o

>k " 'k a
„  , -»» 2k+^ a TT i e u

/ 33/



_ gq -

I? ( X )

3/2 -uu e. 2
U u  /x

B( u) rlu
k-=o

T
k 2k

(a/x)

'XIr— 1 f -au 2k + 3/2
r‘  í r  f e ö 7 ^ p - 6(a'o d u  /5</O

X

<X' oorx— > f K (t ) r-• r 1/2 -U '» *
f í "  e* j •°t dt = íí j ^I+üTjT" P(u) du = 1 nk Tk (a /x >

X o

k +~
-au 2

w \

A /¿8 /- / 3 r5 / sorok konvergenciáját fenti integráleleállításuk segítsé

gével bizonyíthatjuk. Az együtthatók k ■+ «*> aszimptotikus kifejezéseit a 

Laplace-módszer alapján lehet meghatározni. így

u k = exp (-2aJ/2 k1^2) O (k 1^4) ,  k -» ” , / 36 /

exp (-2a1 ^2 k1 ^2) 0 ( k 1^4) , k -+■ ™, / 37 /

m, = exp (~3a^ ^  k2  ̂0  O (k ^ 4) , k -*■ / 38 /

V

(-2,1/2 k>'2) O (k1'") . k * ", H9I

rk
exp (-2a ] I 2 k1 / 2) O (k , k •+ /40 /

n = exp (-3a 1 ^3 k2 / 3)  O (k 1 / 3)  , k - » , /41/

A / 30 /- / 31 / sorfejtés együtthatóit az és j ̂  számokat a [ i] munkánk

ban leirt módszerrel határoztuk meg, integrálkifejezesük igen bonyolult 

/bár aszimptotikájuk nem/ ezért, ezeket itt nem közöljük.
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4• Táblázatok

A függvények értékeinek kiszámítására szolgáló sorok együttha

tóit az a^, fc>k , , e^, gk , , v^, i^, j y , Pk >1 k számokat a = 8

választás mellett, a dk ' fk * hk ' mk ' nk számokat pedig az

a = 4 választás mellett számítottuk ki és 15 decimális jegyre táblá

zatosán adjuk meg. Az I .C .T .  1905-ös számológépen való számolást az S8MT 

tervezőprogramunk a Hl PR 54 szubrutin segítségével végezte el dupla pre- 

ciziós változókkal. A táblázatbeli számok utolsó helyértéke 1 egységgel 

esetleg hibás.

A cikkhez tartozó táblázatokat a következő oldalakon közöljük.

I r o d a l o m

[1] Cistova, E . A . : Tables of Bessel-functions with reál arguments
and their integrals. Moscow /.1958/

[ 2] Luké, Y . L . : Integrals of Bessel-functions. McGraw-Hi]1, New York

/1 9 6 2 /

[3] Németh G . : KFKI K ö z i . ,  14 , 11-14 /19 6 6 /

Érkezett: I.969. február 25.

KFKI Koz.) . ,17. évf. 2. szám , 1969.
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T á b l á z a t o k

. 
...........J

ak /a = 8/ k bk /a = 8/

0
1
2

3
4
5
6

7
8 

9
10

1
Oí.

3

4

0.321739004994399 
-. 319298624686165 

.227997939500769 
-.100943218085572 

. 25491490056322 
4051393195932 

441125061307 
34986120102 

2113687100 

100612057 
3873713 

123194 
3292 

75 
1

0
1
2

3
4

5
6

7
8 

9
10

1
2

3
4

19-377486935266213 
26.217585581086898 

9-784176895152684 
2.258665805159690 

.350354978023579 

. 38776176947462 

. 3203333656339 
204544576904 

10379583517 
428124964 

18623691 
420182 

10292 

217 
4

k h>k l a  4/ k dk l a  - 4 /

0

1

4
5 
G

7
8 

9
10

2.061272342912852 

1.210222408766464 
.160094684396226 

. 11661984935425 
533701477501

16708264 rv7o
379630160 

653784 8 

8821 8 

957 
9

0

1
2

3
4
5
6

7
8 
9

ló

0.029053650835793 
-.321072513237197 
-. 88429567184337
-. 91709550356 23

523367922360 

19141534289 
489189295 

9247719 
134694 

1559 
15

k c k / a = 8 / k h  /a = 81

0

1
2

3
4
5
6

7
8 

9
10
1
2

3
4

0. 24865911 5278033 
-.4 58971139285292 

.2140923 31839795 
-. 41606214336590 

. 1252911718007 
865558538224 
184099200890 

204103L4615 
1 529526)47 

85033455 
3689735 

129196 
3740 

91 
2

0
1
0 c
3
4
5
6

7
8 

9
1.0
1 
2

0.475340683119265 
. 450066084368441 
.1170/0947887692 
. 19412394 498354 
. 2236737328750 

189599264617 
12316872758 

632509256 
26311003 

904 273 
26.101 

64 2 
14
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Táblázatok / fo lytatá«/

k ek l a  -- 8/ k qk ¡ a  8/

0
1
2

3
4
5
6

7
8 

9
10 
11 
12

0.064605708984037 
-.044770735519207 

.012699447279633 

-• 2533136526639
352710690991
354321.66753 

266604324 6 
155308468 

7200478 

271805 
8513 

225 
5

0
1

‘ 2

3
4

5
6

7
8

9
10
11
1.2

0 . 0 9 1302738657562 
-.067716684743575 

.022477447912326

-. 5 12 132 6 5 6 30 5 7
7 8 8 8 6 3 9 7 1 34 5 

85643413033 
6853693102

419913730

20310787
795065

25704
698
U>

k fk /a = 4/ k hk / a == 4/

0
1
Oc.
3
4
5
6
7
8 

9

0.164411852937546 
. 4234 93604928ri2
• 3073459963224

140231136694
4376170153

99120754
1702034

22905
248

* 2

0
1
2
3
4
5
6 
.7 
8 

9

0.258789707377041 
• 77309631255548 

. 6325460062734 
315866388181 

10579486924 
253791617 

4572034 
64098 

719 
7

k uk l a  = 8/ V. \ry  1 a  --- 8/

0
1
o*■_

3
4
5
6

7
8 
9

10 
11 
12 
11 
1 4
15
16
17
18

19
20

0. 9927899000754 15 
7012200833267 

185893925748 
1.08564 66808 

1000484571 
124556329 

19225509
3490705
720159 
164799 
41105 
11029 
3151 

951 
301 
100 
.34 
12 

4

1

0
1
2

3
4

5
6

• 7 
8 

9 
10 
11 
12

13
14
15
16
17
18
19
20  
21 
i f 
t )

0.607502771458295 
-. 167068!. 11 89725 

726075 3 47461 

568121 29349 
6400867811 

9261.21058 
160990310

32232098
7223324 
1775616 
471669 
1338 6 5  

40234 

12715 
4 201 

1445
51 5
1 89 
72

~ » O V >

1 1
'i

!
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Tnb I.ázatok. /fol y tatás/

k Pk /a H/ k >k l a  8/

0 0. 972065761071427 0 1 5 3 3 2 9 1 334695720
1 266863526*50207 1 ■ 85712192778540
o( . 1146645736423 2 5376440350264
3 894OS 112597 3 - 533863571764

100615264í4 4 71424448211
1455173116 5 - 11797236385

6 252916J67 6 2281997957
7 50633231 7 - 499482967
(3 11346727 8 1.20807247
9 2789177 9 - 31739362

LÓ 740903 10 8942917
1 210276 1 - 2675843
2 63199 2 843673
3 19973 3 - 278555

■ 4 6599 4 95821

5 ** 2269 5 - 34197
6 809 6 12616

7 298 7 - 4797
U 113 8 1875
q 44 9 - 752

20 18 20 309
i 7 1 - 129
? 3 2 55

3 l 3 - 24

4 L 4 11
55 -*

k nk /a 4/ 6
7 -

0 c.
1

0 0.855888168397680
k mk /a - 4/1 128752249069463

2 . 1 3 3 3 4 0 1 5 0 1 5 1 2 6
-. 1714 566389180.3 0 0 937977259419163

4 257407168749 1 - 57574 3260004 22

5 43471881976 2 3996175707047

6 8061096718 3 - 395072190246

7 1.61 3945590 4 48730450558

8 34 4666876 5 - 7035369820

9 77792333 6 114 5297672

1.6 18424825 7 - 205186643

1 4553399 • 8 39777330

? 1168785 9 - 8241575

3 31.04 20 10 1808020

4 85035 1 - 4 16900
‘3 23961 . 2 1004 58

6 6929 3 - 25.175

7 2052 4 65 36

8 621 5 - 1752

q 1.92 6 484

20 61 7 - 1 37

i 19 8 40

/. 6 9 - 1 2
3

O— , /. 20 4

4 1 1 1
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T á b 1 á  7, a tok. /  f  o l y  t a t ás /

k ik /a = 8/ k j'k /a - 8/

0 1.047906115724010 0 1 144981461684569

1 . 51537295431712 i 163918789497306

2 . 41280137-15044 O 22010188976865

3 555514381221 3 3155283102710

4 47307679133 4 - 190209454726
5 20962857759 5 - 379 6 17 4 2 6 5 2 5
6 11208067263 6 - 102149473798

7 848939008 7 2 0 8 70 1172 8 8
8 1109775766 8 17784772349

9 271452545 9 - 656213503
10 125588772 10 - 2831315359

1 4632204 9 1 4627496
O(L 19261390 c. 493490883

3 7057828 3 - 23337766

4 3820465 4 - 92OO7639
5 891/188 5 15 316 165
6 84054 8 6 16559342

7 37019 7 - 6185274
8 177371 8 - 2 32 75 31
9 31033 9 1924904

20 30584 20 37581
1 15045 1 - 462781

2 2560 Oí.. 131750

3 4289 3 70627
4 820 4 - 574 20
5 750 5 2991
6 481 6 13755
7 1 7 - 6324
8 124 8 - 1037
9 52 9 2175

30 10 30 - 696
1 19 1 - 284
2 6 Of. 335
3 2 3 - 84
4 3 4 - 55
5 1

6 _
53 

1 2

7 - 9
8 9
9 2



KELVIN - FÜGGVÉNYEK CSEBISEV - SORFEJTÉSE

lila: Némelh Gáza

Összefoglalás

A dolgozatban a KeIvin-függvények Caebisev-polinomok szerinti sor

fejtésével foglalkozunk. A b«r , bei, bér ’ , b e i ’ , te r ,  kei , kér’ , k e i ’ függ
vényekre aszimptotikus kifejtésükhöz hasonló konvergens sorfejtéseket ha
tározunk meg. I? függvények értékeinek generálásához a sorfejtések együtt
hatóit 15 jegy pontosságig táblázatosán adjuk meg.

1. Be ve ze t é s

A Kelvin-függvények értékeinek kiszámítása általában hatványsor- 

fejtéseikkel és aszimptotikus ki fejtéseikkel hajtható vegre v .ö . :  | l.| 

/McLachan/ [2] , [3 ] /Nosova/. (Jjabban e célra polinom közelítéseket a l 

kalmaznak, pl. [4] /Burgoyne/. E módszer különösen számológépes program 

esetén célszerű. Ugyanis a poli nomapprox imádók egyszerre gyorsak, kis 

helyet foglalnak csak el a számológép memóriájában és könnyen algorit

mizálhatok.

Dolgozatunkban a Kelvin-függvények Csebisev-polinomok szerinti 

sorfejtését határozzuk meg. Mivel az aszimptotikus kifejtéshez hasonló 

sorfejtéseket határozunk meg, először röviden ismertetjük a Kelvin-íügg- 

vények analitikai sajátságait. Ezután a Csebísev-oorfejtések együtthatóit 

vizsgáljuk meg. Végezetül pedig az együtthatók numerikus értékelt 15 de

cimális jegy pontosságig táblázatosán adjuk meg.

2 . Ke 1 v i n-1'üggvényék ana I i t i kai saj á tságai.

A K< l vin-függvényeke t a Bessel-függvények segí tségével, szokás 

de f i rri ál ni :
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Ko (x.i*^‘ ) ker(x) i i k »> i ( x ) /2/

R relációk ekvivalensek az alábbi sorfejlésekkel:

b,c,x) . I (*h )4k . „F (l, i. 1, - (*!<''
k=o ( 2 k J  v

be i

4 k t 2

Yq ~ -c + ln2 /c = Euler állandó/

Yk =' Yk_.t + k k = 1 , 2 , . . .

/ 3/

1 (X ) = x / 2  qF3 (3 /2 ,  3/2, 1 ; - ( x / 4 ) 4) .M /

ker(x) = -Lnx ber(x) t 4 bei (x ) + } (~l) ---- 3- (* /  2)
4 kr-o (^k)l

kei (x) = -lnx bei(x )  - bor (x ) + ) ( - 1 ) ^ -- i—- (* / 2 ) / 6 /
4 k -=o (2 k +1)!

Természetesen analóg kifejezések érvényesek a ber ’ (x) , bej (x ) , 

kér' (x) és k e i ’ (x )  függvényekre is . Látható, hogy ezek a kifejezések 

egyszersmind a függvények aszimptotikus kifejezéseit is reprezentálják 

esetére. A / 3 /  -/6/  kifejezések számolás céljára x '* lo esetén 

már igen kényelmetlenek. Célszerűen ilyen esetben az x • 01 aszimptotikus 

kifejezések kerülnek alkalmazásra.

Az irodalomban p l . :  [5] /Abramovi t z /  ber(x) és bei (x) aszitnpto- 

tikája kér (x ) és kei (x) -tői függően van tárgyalva. Mi ezt el akarjuk 

kerülni, ezért itt az aszimptoti.ka levezetésével kissé részletesebben fo

gunk foglalkozni.

Az aszimptotikat az / l /  képlet alapján fogjuk J0(x) alábbi integ- 

rálelőállitásából nyerni:

,To (x) = Ífx lcos(x- 5 ) '’„CX) + sin(x - J ) o o U ) l I'll



Végezzük el az x -►xi1 ^  = x helyettesítést bér (x) és bei (x)

kifejezéseit kapjuk:

x / v2 Dq (x)bér (x) = jcos ^x//2 - ĵ ch x//2 Aq (x) + sh

- sin(x//2 - u/4) j"sh x //2 Bq (x) - eh x//2 CQ (x)

beiCx) = V —  | cos (x / / 2  - j ̂  eh x//2~ Bq (x) - sh x//2 CQ (x)

+ s i n  (x/ /T - ti/ 4 ^  sh x / /? A q ( x ) + eh x / /T Dq (x)

/10/

/ l l /

ahol

A0 (x)

B0 tx)

OO

- í

r 1/z
/W

-n//2
cos -1//í / i [ í .  J| 5« - ^ 2 ) d "4x

Cc (x )

Dq ( x )

w T \

| - - - - -  ®-r,//? sinn//2 2fx (j, j; - ^ 2) d
O

ao ^

^  1 57 r  * " 1 / /2  “ * " //2~ 2r i ( * '  I '  I '  '  7 7 )
o

00

'  k  í  V  , ’ n / ’ 2 sln n l / T 2 e i  ( v  ! ’ I ’  - f j )

¡ 121

113/ 

/14 /

/15 /

A bér éa bei függvények aszimptotikus kifejezései / 1 0 /  és /ll/-ből nyer

hetők a , Bo , C , D sorbafejtésével 1 /x2 hatványai szerint. Ezek formá

lisan könnyen nyerhetők, pl. /12/-ből:
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A0 (x) ^ lk=o

(1/4). (3/4). (1/4), (3/4)
(1/2), k!

A /l6/-ban szereplő sorfejtés együtthatója o (k ! 2) nagyságrendű, 

sor igen gyorsan divergál.

Hasonló szerkezetű képlet érvényes bér ’ (x) és b e i ’ (x) 

/az  előzőhöz hasonló módszerrel/:

ber'(x) = { í í  {cos (x//T " 11/4) sh 72 A l ( x ) ~ ch 77  D i (x )71 ul'

- sin ( x //2 - eh ^  B^(x ) + sh 72 c i (x)

bei'(x) = 0 ^  [cos (7 2 - |) [sh *- Bl(x) + eh ^  C lCx)

+  s i n  ( 7 2 * / 4 ) Ch 72 Ai ( x ) ~ sh 72 D] (x )

ahol

*  Í  ^ n / / T c ° S " / / T  2r i (- í- í> 1» - ¿ 2)
dn

l(X) = í 7(7/2) e~n//T Sinn//^ 2F1 (- V  I? r  - n2/4x2) dn

00

:i(x) =  ^  í  f o r ö  e ~ ' l l / T c o s  n / / I  2 f i  ( í '  v  -  7 ^ 2 ) d n

00

° l(X) "  ** f  r (3 / 2 ) 6 ^  2 Sin n/ /2  2f i ( ? '  I'- - ¿ 2 )
dn

)  i  , / is/

-v 00

ezért a 

-re is

/ 17/

/18 /

/19 /

/ 20/

/ 21 /

I 22 I
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A. ker (x )  és k e i ( x )  függvényekhez K0 (x ) alábbi integrál előállítását 

használjuk fel:

oo

Ko (x) = j  e_x(1 + n) rf1/2 (2+n)"l/2 dn /23/
O

1/2
A / 2 3 /  képlet alapján /  x + xi helyettesítés után/:

ker(x) = e ' x / / T {cos + j )  A <>) + sin ( ? 2  + g )  B(x)
/ 24/

k e i (x) = e x / / I |cos + J )  B (x ) " sin + J j A (x )| /25/

ahol

oo 1/2

f ^  cosfn - Í W 1/2 f i  + dn /26/f -n ( n \ —1/2 f 1 + n ^1 e cos ír
1 ‘  8 ) n 1 + £72/

BCx) = - J  e " n Sin (n - £ )  n~ 1 /2  (l + ¿ 75)  dn 1 2 7 1

O

Ez előzőhöz teljesen analóg módon nyerhető k e r ' ( x ) és k e i ’ (x ) : 

kér' (x ) = e X  ̂^  cos ( x / /2~ + D (x) + sin ( x / / 2  + g— ̂  C (x)^j / 28 /

k e i ' ( x )  = - ^  e " x / / 2  j^cos ( x / / 2  + |~ )  C (x )  - sin ( 7 5  + D ^x )} /29/

ahol

C (x )  = j e " n cos (n - f-) n.1 /2  (l + ¿ 75)  dn /30/

O
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m i

A kér (x )  / a t b . /  függvény aszimptotikus sorát A ( x ) / s t b . / l / x  hatvá

nyai szerint sorbafejtett alakjából nyerhetjük; p l . :

Látható, hogy e sor 0 (k ! )  rendben divergál.

3 • Kelvin-függvények Csebisev-sorfej tése

A Kelvin-függvények alkalmas, Csebi.sev-polinomok szerinti sorfej

tésén azt fogjuk érteni, hogy nem a bér / 3 t b . / ,  kér / s t b . /  függvényeket 

fejtjük, sorba, hanem a megfelelő QF^ , illetve A^ / s t b . /  függvényeket 

Beszélni fogunk kis argumentumról és nagy argumentumról. A (°<a] -ba eső 

x esetén kis , -[a,~ ) -be eső x esetén nagy argumentumról lesz szó. 

blőször O < x  ̂ a -t véve, kapjuk a következőket:

/ 32/

3 m
/ 34 /

2k f 2 ( a / / ? )  I
2k+ 2 • / 35/a
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b e i ( x )  - x ' / 4 qF 3 ^ 2 , 2, 1;  ( x / 4 )  )  4 C k ( a )  T 2 k ( a 2 ) / 36 /

Ck " Ck + ] 2 J 2k + 1 12k + l Ca / / 2 ) *
/ 37 /

bei' (x ) - S qF3 1, | ;  - ( } ) * )  = |  J q efc ük(a) T
2k \ 2 a

/ 38/

Dk + °k+l 2 
a

O - U )  J 2k + 1 (a 1/2) I 7k + 1 (a / /2 )
2k+l

/ 39 /

A /32 /- /39 / képletek levezetése igen egyszerű /pl. Laplace transzformá

cióval/. A rövidség /és hasonlóság/ miatt csak Ak(a) levezetését vé

gezzük el. Legyen x = ao1^2 és a = b1^2, továbbá

o°

|  A k ( b 1 ^ 2 )  epb  db  = L fc( p )  . / 4 0 /

o

Mivel

e -pb b é r ( a 1 / 2 b 1 / 2 )  db  = - cos  , / 41  /uUö . t
P 4p

Li, ( p ) = - Jni, í T- I / 42 /kvr' p 2k l 4p I

A / 4 2 /  képlet inverztranszformációjából pedig / 3 3 /  adódik. Nagy argumen

tum esetére (x > a )  n/. /12 /- 15 /  képletekben szereplő A0 ( x ) stb.

függvényeket fogjuk Csebisev-polinomok szerint sorbafejteni.

00 (  \

Ao(x) = J ek í , ( .#) Tk ( ; )  /43/
k=o

» „ <* >- J  Tí ( f )  ' 4 4 '
k=o
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oo . v

W > ’ . l  Ek “ c « ) < ( l )  '< 5 '
k=o

D
oo

o W  ■ í ck íík> ( » ) Tk ( I )  M 6 /
k=o

A /4 3 /- /4 6 /  sorfejtések együtthatóit a /1 2 /- /1 5 /  integrál előállításuk 

alapján integrálokkal adhatjuk meg, felhasználva a definiáló integrá

lokban szereplő 2Fi hipergeometriai függvény Csebisev sorfejtését.

A rövidség kedvéért csupán (a )-t fogjuk explicit alakban fel-

irní /a  többi analóg/.

Felhasználva az

rl k  V  - ¡ t ) -  j o 'k(fe) (7 ^ - kf 2>"l (k4 ‘ 2ktl1 - Ja2)T2k(!)

/47 /

sorfejtést, râ ( a ) az alábbi lesz:

«C° }(a) = tt 1/2 --— f e_r, //2 cos n/ /2  2 / / k  + J, k+|f 2k + l ; - O d n
k ( l / 2 ) kk i ( 4 a ) 2k J V 4 4a2/

/ 48 /

A / 4 8 /  formula felhasználható a / 4 3 /  sorfejtés konvergenciájának bizo

nyítására. Ezt a bizonyítást végezzük el a következőkben. Először a / 4 8 /  

integrált kissé átalakítjuk. Bevezetjük az n = 2as jelölést , majd felhasz

náljuk az

( i « f

2k+l , 2 \ 
2k+l; .........----

M k+4- kv  2k+1> -  ;  = v - * ;

/ 49 /

átalakítást. Ezt a kifejezést k -*• ® esetén /a  jobb oldalon álló

hipergeometriai függvény 1 + O becslésének felhasználásával/ a

/ 4 8 /  integrálba helyettesítve kapjuk:
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r 2k r \ i /  n

«(°} (a ) = \ e~a/2s cos a/2s |1+Ü(Í)j ds °(k_1/2) /5°/
^ ' l + V l + s 2 ]o

Ez utóbbi integrált a Laplace-módszer alapján becsülhetjük meg k 

esetére. Az aszimptotika a következő

cí°} (a) = e“ Mk  ̂ o(k~3 ^4 ) , k + °° , V = 3cos ^  a 1 ^2 . / 51 /

Az / 5 1 /  becslés biztosítja a / 4 3 /  sor konvergenciáját /ellentétben a 

/ 1 6 /  sor divergenciájával/. Hasonló aszimptotikus képlet érvényes

¿°>(a ), Y ^ C a ) ,  ¿ ^ ( a )  -ra is.

Jelöljük az A ^(x ) ,  B^Cx), C-,(x), D^Cx) /43/- /46/-tal analóg 

sorfejtéseinek együtthatóit rendre « ,A a )/ Bk\a) , y^(a) ¿a <̂k\a) -Val 

Rájuk is analóg analízis végezhető /integrálelőállitás , aszimptotika/ 

a rövidség kedvéért ezeket a számításokat nem részletezzük.

A következőkben a ker(x) és kei ( x )  , valamint deriváltjaik

Cseblsev-sorfejtéséről lesz szó. A kisargumentumhoz tartozó Csebisev- 

sorfejtések. a Taylor sor konverziójával számíthatók ki /ezzel mi itt 

tovább nem is foglalkozunk/.

A nagy argumentumhoz tartozó Csebisev-sorfejtés levezetéséhez 

a /2 6 /- /2 Y / ,  i l l .  /3 0 /- /3 1 /  kifejezések alkalmasak. Ezekben az integrá

lokban az (l + n /x /a ) * 1 / 2 függvények sorfejtéseit kell alkalmazni. 

Jelöljük « k(a )  , Bk (a) , YR (a) és ^ ( a )  -val A ( x ) f B (x), C ( x )

és D (x ) Csebisev-sorfejtésének együtthatóit. Most csupán -val

fogunk röviden foglalkozni:

A (x )  = l ey. ak(a)Tk C a /x )  / 52/
k=o

1 / 4 f k f \
ák(a ) = i _  j e-n cos(n _ , / s )  2F1 [ k+J ' k4 ; 2k+1; ~ ¡ ^ ) dn 1531
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Az / 5 3 /  integrált k * esetére a fent vázolt módszerrel kiér

tékelhetjük. A végeredmény a következő:

, 2 / 3  . i
(a) = e O (k ) , k -*• 00 , v = 3cos y^C23 / • / 54 /

Az / 5 4 /  becslés biztosítja az /52/- Gsebisev-sor konvergenciáját.

4. Táblázatok

A Kelvin-függvények értékeinek kiszámitására alkalmas sorfejté

sek együtthatóit a kis és nagy argumentumot elhatároló "a "  paraméter a=10

értékénél számítottuk, k i , és táblázatosén 15 decimális jegy pontosságig

adjuk meg. A kér / x /  és kei/x /- re, valamint deriváltjaikra /melyeknek kis 

argumentum esetén nem volt bevezetve az együtthatókra je lö lés /  a következő 

képleteket alkalmazzuk:

ker(x) = -In ber(x) + ? aR T f e )  /5 5 /
k=o x '

00
kei ex) = -In bei(x )  + J  /56/

K ■—O '

,  00

kertx) = -- -in ^  b e r ' (x )  + x £ Cjf ¡ 5 1 /
k—o

00 .
kei '(x) = -In b e i ' ( x )  4 x | / 58 /

A cikkhez tartozó táblázatokat a következő oldalakon közöljük.

I r o d a l o m

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]

McLachlan, N.W.

Lowell, H.H.

Bessel Functions for Engineers. Clarendon Press. 
Oxford /1 9 5 5 /

Tables of Bessel-Kelvin Functions. Techn.Rep. R-32. 
M Nat.Aeronaut.Washington /1 9 5 9 / .

osova, L . N . : Tables of Thomson Functions. Izd. Akad.

Burgoyne F .D . ;  Approximations to Kelvin Functions. M 
ategun, 1 . - Abramovitz, M . : Handbook of Mathematical 

Nat. Bur. Stand. Washington /1 9 6 4 / .

Nauk. Moscow / 1 9 6 O /  

T .A .C . / 1 9 6 3 /  V .17 . 
Functions.

Érkezett: 1 9 6 9 . febr. 26.

KFKI Közi. 17. évf. 2. szám , 1 96 9«
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T Á B L Á Z A T O K

k
Ak £k Ak

k
Bk ek Bk

0 53.956253966916481 0 -•639349314032295

1 78.393089296304125 1 -.848087121907126

2 15.363875072753192 2 .728164457920796

3 -9.460179317747876 3 .i-. 61456718182162

4 • 599985268019521 4 . 1622686317759

5 - . 12676434948654 5 18226736963

6 118661552204 6 102644332

7 - . 572788621 7 322545

8 1574922 8 611

9 - . 2650 9 1

10 3

k
Ck = ek Ck

k
Dk = ek Dk

0 -.209077449445040 0 7.490451866953317

1 .860543729174510 1 14. 538514903 622 20 3

2 1.828553515067966 2 6.471223170894775

3 -.233026422330098 3 -1.506412292794561

4 . 7932391445273 4 . 69245923399219

5 108133195671 5 - . 1172400847199

6 714004451 6 9210256212

7 2570601 7 ' - . 38383841

8 5483 8 92938

9 7 9 - . 140
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T Á B L Á Z A T  /folytatás/

k
*

a, = c, a. 
k k k

k b*k = ' k bk

0 -1.344177530382119 0 1. 55240860740.1335

1 -2.665164552444216 . 1 1 . 401.187000642112

2 -0.892302582300157 OC. -3- 970304930624838

3 4.334543128678001 3 -1. 493003751366492

4 1.260044948017866 4 2. 129632652140502

5 -0.589335018877663 5 0 . 503086234198332

6 -0.118993323226114 6 -0. 1058597320674 53

7 . 13441930274268 7 18914894818335

8 . 2179688929300 8 • 1276123181812

9 - • 94235752264 9 • 191478295822

10 - . 13290983356 10 - . 5574945596

11 270329760 11 - . 748914479

12 34988293 12 • 10942001

13 - . 375243 13 • 1.378574

14 - . 46458 14 - . 11038

15 - . 281 15 • 1355

16 35 16 • 6

17 * 1

k *
c, = e, c. k = f.. d.

k k k k k k

0 -0.632530148079821 0 -0 . 167604 588987980

1 -5.819958943530398 1 0 . 321398960203768

2 4-318404886252836 2 -5 . 9503 27973055847

3 4.446550684432953 3 4 . 292783496784113

4 -1.734694671302119 4 2.002147595974554

5 -0.553598507247381 5 -0 . 404453029877325

6 . 62750208222962 6 102105295705775

7 • 13456348405904 7 • 7014552679598

8 594800585821 8 • 1333170487373

9 IO3 I I 5 97 5O15 9 39674630928

10 2139073699 10 640904 5299
] 1 327462076 11 . 952.11 813

12 35584 27 12 • 14008633
13 509405 13 1.13 223
14 3102 14 15947

15 434 15 . 74
16 2 16 • .10
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T _k 13 L Á Z A T /folytat á s /

k
to) * to) 

'*k = f:kak
k

< T -  %  C

0 0 924010131379777 0 0 .382357190612099

1 129278899406 1 326693472450

2
3

- 1323670926
3260726

O£.

3

434639209
17086222

4 436157 4 11410

5 5793 5 16735

6 _ 761 6 682

7 72 7 27

8 — 1 8 7

9 - 1 9 1

to) * t o ) l- (to) * 6(b)
k ■*k = ek Yk

K ^k k k

0 0 389360)30991636 0 0.922697526163129

1 2666386921336 1 1201908969531

2 — 10848781041 2 19657741232

3 326653587 3 253892682

4 10685699 / I 8374781

<5 216381 5 636927

6 4 5093 6 4 394

7 2185 7 3188
f

8 154 8 367

9 46 9 1  1  
x

10 5 10 4
11 1

( D *  0 l
„(1)* „(1)
B .  r :  F - ,  P ik ( t ,  f , a .  

k k k
r«

* k k k

0 0 382144 351018/140 0 0.92410866017073 5

l
— 538298952912 1 23O7 43 1 3 7 8 9O

2 799062262 2 . 160/1410|143

3 17122268 3 11430234

/ I 356180 4 34481 6

r ) — 8782 . 5 17577

6 1 114 6 75

7 3 3 7 76

8 4 8 6

9 1
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T Á B L Á Z A T O K  /folytatás/

k
(d * a)

= fk ^k
k

11 > *  11) 
*k = f;k 6k

0 -0.381411267360746 0 0 924376640110656
1 . 1274917275935 1 488354166395
2 2593953852 2 - 8779681211
3 157990833 3 - 21112464
4 561384 4 5041144
5 222353 5 - 106589
6 12541 6 - 10562
7 271 7 1359
8 132 8 - 52
9 14 9 - 9

10 2

k
ak = Ek ak

k
Pk ek 6k

0 0.995594079021011 0 0 680509575028605
1 -. 4399417512062 1 - 26094325095165
2 7614950109 2 498357024921
3 1049646708 3 - 4955638045
4 59287327 4 - 385777508
5 2476296 5 42738813
6 73689 6 - 2931745
7 449 7 149304
8 345 8 - 3402
9 40 9 - 474

10 3 10 97
11 - 12
12 1

k
Yk = Ek Yk

k 6 , = e., 6 . 
k k k

0 1.013239073043162 0 0. 692196180304013
•

1 • 13229801852121 1 14675102185763
2 10878833252 2 233627913439
3
A 1526640618 3 20524294194
c 77854158 4 163267246
5

c 3061802 5 17179064
D

7 86734 6 1142129
\
Q

648 7 56646
O

o
403 8 1225

10
46 9 182

4 10 36
11 4



NAGY ÉRZÉKENYSÉGŰ ALFA - SPEKTROMÉTER 
KIS FAJLAGOS AKTIVITÁSÚ MINTÁK ANALÍZISÉRE

Irta: Biró János, Fohér István, Lendvay János és Tóth Ádám

Összefoglalás

Az ismertetett impulzus ionizációs kamra természetben előfordul 
pCi/g fajlagos aktivitású alfa-sugárzó radioaktív izotópok spektroszkó
piai mérésére szolgál. A kamra metán-argon gázkeverékkel áramlásos üzem
ben működik. A Th 3 ,9 8  MeV-es energiáján mért relatív félértékszéles- 
ség 6 ,9 % ,  kimutatási határa 3,5-6 MeV tartományban 8 órás mérésnél
0 ,3 5  pCi/g. A berendezés természetes vizek, ásványok és biológiai min
ták alfa-spektromét ríai mérésére alkalmazható.

Bevezetés

A természetben előforduló, alfa-sugárzást kibocsátó radioaktív 

izotópok, - elsősorban urán és tórium bomlási sorának tagjai, és a mes

terségesen előállított transzurán elemek alfa-sugárzó izotópjai, - az 

alfa-sugárzás nagy energiája és LET értéke, valamint ezen elemek meta- 

bolikus tulajdonságai miatt igen erősen radiotoxikusak. Az uránérc bá

nyászatánál és feldolgozásánál, a ^ ^ P u  és más transzurán elemek elő

állításánál belégzés, lenyelés, vagy bőrön keresztül történő behatolás 

révén ezek a rendkívül radiotoxikus anyagok az emberi testbe juthatnak 

és ott már egészen kis fajlagos aktivitás eseten jelentős lokális , ek

vivalens dózist eredményezhetriek.

A sugárvédelmi gyakorlatban, a sugárveszélyes munkahelyeken az 

inkorporáció megelőzését célzó vizsgálatoknál általában a levegő és víz 

fajlagos aktivitását mérjük. A személyek inkorporációjának ellenőrzése 

alfa-sugárzó izotópok esetében, a metabolikus paraméterek ismeretében 

a vizelet és széklet aktivitásának meghatározása utján történik. Egyes 

szervek dózis terhelésének meghatározása - emberről lévén szó természe

tesen  csak halála után - a preparált szerv fajlagos aktivitásának meg

mérését követően, számítás utján végezhető.
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Az egyes alfa-sugárzó elemek eltérő metabolikus tulajdonságai 

miatt az összaktivitás mellett általában ismernünk kell azok összetéte

lét is. Az összetétel meghatározásának legegyszerűbb módja, a minták al

fa-spektrumának vizsgálata.

A természetes radioaktiv elemek alfa-sugárzó izotópjai, igy az 
226 210

urán, ’Ra, ' Po az ivóviz, a táplálék és levegő utján bekerülnek min

den ember szervezetébe, ezért ebből a forrásból az egész népességet ki- 

sebb-nagyobb besugárzás éri. A népesség sugárterhelésének vizsgálata je 

lentős sugárvédelmi mérési feladat, a genetikai károsodás megelőzése ‘ 

szempontjából.

Ezen mérési feladatok nagy érzékenységű, kis hátterű alfa-spekt

rométerrel végezhetők el . A nagy érzékenység a megfelelő térszög bizto

sítása mellett, az adott fajlagos aktivitású mintánál a mérésre felhasz

nált anyag mennyiségének növelésével érhető el. A fentiekben vázolt fe l 

adatok zöménél, gyakorlatilag korlátlan mennyiségű minta áll rendelkezés

re , azonban az alfa-spektrometriai célra készitett minták vastagsága az 

önabszorbció miatt nem lehet nagyobb mint 0 ,2  mg/cnf. Ezért a mérendő fe

lületnek és ennek következtében a detektor érzékeny felületének is nagy

nak kell lennie. Például 1 pCi/g fajlagos aktivitású minta spektrométr.iái 

analíziséhez elhanyagolhatóan kis hátteret feltételezve kb. 1000 cnf min

ta, i l l .  detektor-felület szükséges.

A CsI / T I /  szcintillátorral működő alfa-spektrométerek, vagy 

félvezető alfa-spektrométerek kis hátteret és jó feloldást biztositaná

nak, azonban ezekből ilyen nagy /1000-10000 cnf/ érzékeny felületű detek

torok jelenleg még nem állnak rendelkezésünkre, ezért e célra csak ke

vésbé kényelmes, gázionizációs detektorok használhatók.

Kis fajlagos aktivitású, nagy felületű minták alfa  spektroszkópi

ai vizsgálatára impulzus ionizációs kamrát célszerű használni. A sik e l 

rendezésű egyes, vagy kettős rácsos impulzus ionizációs kamráknál 100- 

¿00 cnf-nél nagyobb preparátum felületet nehéz kiképezni, viszont .rácsnél- 

küli koaxiális impulzus ionizációs kamráknál néhány 1000 cnf-es prepará

tum felület kiképzése sem jár nehézséggel..

Dixon [l] alkalmazott első izben koaxiális impulzus ionizációs 

kamrát, kis fajlagosaktivitásu preparátum alfa-spektroszkópiai vizsgála

tara. Munkájában a természetes ^^S m  felezési idejének meghatározására 

19 cm átmérőjű 84 cm hosszú 5000 cnf aktiv felületű kamrát használt. Ha-

\

.



sonló berendezéssel Macfariane {2 ) a közepes atomsulyu elemek természetes 

alfa-aktivitását vizsgálta, berendezésüknél 5 .1 0 * ° év felezési idő volt 

a kimutatási határ. Sugárvédelmi jellegű mérések céljára Hill [ 3  ] 15000 cm2- 

es koaxiális kamrát, épített, melybe 1 ,5  g minta vihető be. A kamra 4 - 9  

MeV közötti háttere 90 impulzus/óra. Vékony rétegű ' ^ 1Am / 5 , 4 8  MeV/ alfa- 

részecskéire 2% félérték szélességet ért el és 0 órás méréssel 95% megbíz

hatósággal a legkisebb kimutatható ?>] Po aktivitás 0 ,0 8  p C i , ami 0 ,1  mg/cm2 

preparátum vastagság esetén 0 ,0 5  pCi/g fajlagos aktivitásnak felel meg, 

figyelembevéve , .hogy 4-6 MeV tartományban a háttér 2 cph csatornánként.

A pCi/g nagyságrendbe eső fajlagos aktivitású, 3,5~9 MeV ener

giájú alfa sugárzó izotópokat tartalmazó minták alfa-spektroszkópiai 

vizsgálatára hengeres ionizációs kamrát építettünk. A kamra tervezésenél 

arra törekedtünk, hogy az megfelelő érzékenység és spektrálie felbontás 

mellett, lehetőleg egyszerű, könnyen kezelhető, szabvány elemekből álló 

elektronikával és kereskedelemben könnyen beszerezhető gázzal működő, la

boratóriumi rutinmérésekre alkalmas készülék legyen.

- 121 -

A kamra leirása

Az alfa-részecskék hatótávolságánál nagyobb sugaru hengeres io 

nizációs kamrában, megfelelő térerősség elosztás esetén a kimenő jel 

független az ionizáció keletkezésének helyetol.

A térerősség eloszlass a kamrában a belső elektródától méit ta 

volság függvényében

1 v
E r r In  r. / r,

k b

összefüggésből számolható.

V = a kamra elektródái, között lévő feszültség

rk r a külső elektróda sugara

= belső elektróda sugara 

r = a belső elektródából mért távolság.

Irodalmi adatok szerint [3, 4] az ionok rekombinációs veszteségé

nek kiküszöböléséhez szükséges minimális tererosseg 90# argon 10%

metán keverékben, atmoszféra nyomáson 20 V/cm. A kamra inere telt, úgy kell 

megválasztani , hogy a térerosseg a külső elektródánál a fenti eitekot meg- 

haladja. A belső elektródánál a térerősség / Emax/ nem haladhatja meg

2 .1 0 4 V/cm értéket, mert ezen a ponton túl már gázsokszorozás lép fel .
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A fentieket fig,ye lembe véve egy 25 cm hosszú kamrát készítettünk. A 

külső elektróda sugara - 9 cm, belső elektródának rfe = 0,025cm sugaru 

rozsdamentes acél huzalt használtunk. 17000 V feszültségen a kamrában 

Emif = ^7 Emax ~ 11*9 kV* Az általunk használt 90$ argon 10% metán ese

tén atmoszféra nyomáson a 9 MeV energiájú alfa részek hatótávolsága 8 ,7  cm, 

ezért a maximális energiájú alfa részecskék is leadják a kamrában teljes 

energiájukat.

Az elektronegativ szennyeződés elkerülésére a kamra belsejében 

csak fémet és teflont használtunk. A negatív nagyfeszültségre kapcsolt 

külső elektróda cserélhető. Anyaga 0 ,15  mm vastagságú rézlemez, ennek 

belső oldalára vittük fel a vizsgálandó anyagot. Az 1700 V-os feszült

séget RC szűrőn keresztül kapcsoltuk a külső elektródára.

A kamra két végén 4-4 negatív feszültségre kötött koncentrikus 

fémgyűrűt helyeztünk el a térerő csökkenésének kompenzálására. A kamra 

belső felépítését az 1. ábra mutatja. Látható, hogy minden szerelvényt 

az előlapra rögzitettünk, igy a tulajdonképpeni ionizációs kamrát körül

vevő, légmentesen záródó harang kerekeken eltolható, és eltolása után 

a preparátum, vagyis a külső elektródát képező rézlemez könnyen cserél

hető.

A kamra rotációs és adszorbciós szivattyúval 10  ̂ Hgmm-re le 

szívható. A vákuum, illetve a nyomás mérésére -760 Hgmm - + 1 kp/c-nf mé- 

réshatáru manóvákuummátér szolgál. Az argon-metán gázkeverék 150 Atm 

nyomású palackból reduktoron keresztül áramlik a kamrába. A kamra vákuum- 

rendszerének rajzát a 2. ábra mutatja. Áramláson üzemben, vagy maximáli

san 1 att-ra feltöltve túlnyomásos üzemben használható. A nyomás növelé

sével az alfa-részecskék hatótávolsága a kamrában lerövidíthető, ezáltal

1. ábra

Az ionizációs kamra belső felépítése-

1. külső elektróda: cserélhető 
preparátumtartó lemez.

2. Belső elektróda: 0 ,5  mm vastag
ságú rozsdamentes acél huzal.

3. Negatív nagyfeszültségre kap
csolt térgyürük.

3



2. ábra

Az ionizációé kamra és a vákuumrendszer rajza.

1. térgyürük, 2. belső elektróda, 3- lég
mentesen záródó harang, 4. külső elektróda,
5. előerősítő, 6. nagyfeszültség bemenet,
7- manovakuummeter, 8. adszorbciós s zi 
vattyú, 9» lelevegőző csap, 10. gáz beme

net, 11. rotációs szivattyú.

csökkenthető azoknak a részecskéknek a száma, melyek a kamra szélein , va

lamint a kamra belsejében a preparátumtartó külső elektróda görbülete 

miatt adják le teljes energiájukat a kamra érzékeny térfogatában. Mé

réseinek alapján kitűnt, hogy a nyomás 1 att-ra való növelésével a felbon

tás csak 6 MeV felett javul észrevehetően, viszont a megemelt nyomás ese

tén a kamrában az áramlásos üzem nem biztosítható, így a hosszú mérési idő 

alatt a gázban az elektronegativ szennyeződés megnövekedése a spektrumot 

elrontja. Ezért a kamrát kis aktivitás mérésénél atmoszféra nyomáson áram

lásos üzemben használtuk.

Erősítőnek US-2 szovjet gyártmányú műszert használtunk. Előnyei: 

klH zn,] , nagy stabilitás mellett az erősítés és az időállandó széles ha

tárok között változtatható.

Az elektronika felbontása az.általunk használt 3600-szoroa erő

sítés mellett 5*5 MeV-nél 168 keV.

Az erőül tő jeleit  128 csatornás NK-103 tipusu kinyomtatóval e l 

látott analizátorral dolgoztuk fel.
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Prepará tumok készítése

Alfa spektrométriáriái az elektronika zajszínt,je mellett az ön- 

abszorbcié a legfontosabb tényező, mely az energiafalbontást meghatároz

za. Ha a készüléket spek t romé tri.ára és aktivitás mérésre akarjuk hasz

nálni, a preparátum vastagsága maximálisan 0 ,2  mg/c d  az anyag szemcse- 

nagysága pedig 0 ,5  pm' lehat. A vizsgálandó anyagot nitrolakkal aceton-r 

bán szuszpendálva, egyenletes rétegben vittük fel az 1400 cd felületű 

réz, vagy alumínium lemezre és szárítással, illetve beégetéssel rögzítet

tük.

A kamra hitelesí téséhez az alábbi preparátumokat használtuk:

/Ml ✓ *
Pontszerű forrásnak alumíniumtálkára “ Am oldatból cseppentés-

se.l. és beszárítással készített standard preparátumot és 0 ,5  cm átmérő

jű pl atinálemezre emanáció utján felvitt TbCt-C' preparátumot használ

tunk. Nagyfelületű forrásnak alumíniumról iára beégetéssel készített

0 ,17  mg/cnf vastagságú ThO, preparátumot alkalmaztunk. Vizek rádium-
PP6 '

tartalmának vizsgálatához * ' Ra tartalmú standard oldat Ba-szulfattál

történő lecsapatás után kapott csapadékot ace honos ni íróiakkal 1400 cd

rézlemezre vittük fe l ,  és 100°C hőmérsékleten szárítottuk.

Az ai f a spekt rométer jellemzől

O 'l
A kamra bemérésénél használt nagyfejületű  ̂ Th/és bomlási sora/ 

preparátumnál, normál nyomáson 1500 V anódfeszültség mellett, 5 MsV « ne r- 

g.iánál a non I iné ári tás 0 ,6 5 % ,  0 ,0 2  atm túlnyomás epo tón I ,1%. A mérések
O C

hi telesi. léséhez használ t ' L ’Ra boml ási sorának a] fa spektrumánál mért 

non! i. na ári. t ás normál nyomáson 0 ,3% .

A. kamra felbontását árami ásos üzemben, valamint az 0 ,0 2  atmosz

féra túlnyomás esetén vizsgáltuk. A /  ^'Tlt 3 ,9 0  MeV-fis energiáján mért 

í él ertékszel. esség árami ásos üzemben 6 ,9 % ,  0 ,0 2  a lm túl nyomás esőién 6,3%*

A 3* ábra a ' ^ 'T h ,  a 4. ábra a ' ' hRa bomlást sorának al fa-spekti’U- 
mát mutatja.

A készülék hatásfoka a különféle eljárással készített prepará

tumoknál a pro páráinál módszertől függetlenül jó egyezést mutat. ‘M 1Am 

5^48 MeV-es energiáján 4656-os, a ^3LTh 3 ,9 0  MeV-es energiáján 43%-os, a 

Ra 4 , l MoV-es energiáján 46%-os hatásfokkal detektálta a kamra az 

alfa-bomlásokat. A hatásfok helyfüggését pontszerű ' ' * Am preparátummal 

vizsgáltuk. /5 .  ábra/. A preparátumot a kamra közepére /l-es görbe/ i l 

letve a végére /2-es görbe/ helyezve mértük a hatásfok helyfüggését. Az
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im p

3» ábra

r^ 'Th preparátum bomlási sorának alfa-spektruma

ábrán látható, hogy a térgyürük hatására a hatásfok a széleken nem tért 

el a középen mért értékektől. A görbe mutatja, hogy térgylirlik nél

kül a begyűjtés hatásfoka lényegesen romlott.

A készülék háttere 20 órás mérési Időtartam alatt 3~9 MeV ener

gia tartomány bán 1 ,17  cpm. A kimutatási határ 3,5-6 MeV tartományban 8

órás méréssel 95% megbízhatósággal 0 ,0 9  p C i , ami 0 , 2  mg/cnf preparátum-
232

vastagság esetén 0 ,3 5  pCi/g fajlagos aktivitásnak fele] meg. A Th és 

e f ^Ra preparátumokkal történt mérések után ,a kamra háttere lényegesen 

megnőtt, mivel a kamra belső szerelvényei toron és radon bomlástermékek

kel szennyeződtek. A háttér csak 8 nap után csökkent az eredeti szintre.

A kamra feszültségét 900-2000 V tartományban változtatva fe l 

vettük a km 5 ,4 8  MeV-es csúcsának helyét. A plató meredekségének vál

tozása 56 keV/100 V. A kamrát a plató közepén, 1700 V feszültségen hasz

náltuk.

A készülék hosszuidejü stabilitását áramlásos üzemben és lezárt 

állapotban mértük. Áramlásos üzemben 5 ,5 8  MeV-nél a maximum helyének sta-
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R a
<t,7MeV

Rn 
5,48 Me V

RoA 
6 MeV

RaC' 
766 MeV

i -...
9 MeV

226
4. ábra

Ra preparátum bomlási Borának alfa-apektruma

im p .  
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A hatásfok helyfüggése az lonizá- 
ci.óa kamrában pontszerű 24lAra pré
parât ummal mérve.

1 .s z .  görbe: a preparátum a kamra 
közepére helyezve;

2 . az. görbe: a-preparátum a kamra 
végébe helyezve, a térgyUrük: 
-1500 V feszültségén;

3 . sz. görbe: a preparátum a kamra 
végébe helyezve, a térgyürükre 
nincs feszültség kapcsolva.

80 csat
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bilitása +. 0 ,5%  azaz + 28 KeV/8 óra, lezárt állapotban ennek a kétszerese* 

Ezek szerint a kamra 99,5%  tisztaságú metán és argon gáz használata mel

lett tisztítás nélkül, áramlásos üzemben kielégítő stabilitással működik.

Kis aktivitások mérésénél több órás mérési időszakban igen hasz

nos, ha a berendezés helyes működéséről a inérések alatt meggyőződhetünk.

A kamrában elhelyezett hitelesítő preparátum sugárzásának azonban olyan 

energiatartományba kell esnie , amely nem zavarja a vizsgálandó anyag spek

trumát. Tekintve, hogy 3 MeV alatti alfa-sugárzást kibocsájtó, hosszú fe-
239

lezési idejű anyag nem állt rendelkezésünkre, a J ^Pu alfa  preparátumot 

6 ym vastag aluminiumfóllával fedtük le. A fólián áthatoló alfa-részek 5 mm 

vastag 1 mm átmérőjű lyukakkal ellátott, rács kollimátoron keresztül lép

tek a kamrába. A kamrába lépő alfa-részecskék energiája kisebb, mint 3 MeV, 

ezért az ellenőrző forrásból származó impulzusok az analizált tartomány 

alatt jelentek meg, és a vizsgálandó minta spektrumát nem befolyásolták.

A 3-8,5 MeV tartományban a kamra háttere az ellenőrző preparátum bevite

le után sem változott meg.

Alkalmazás

A készülék segítségével megmértük a budapesti Juventus forrás 

természetes Ra fajlagos radioaktivitását.

A rádium lecsapatása a forrás vizéből Goldin eljárással történt 

[5] . Az eljárás elve a rádiumnak ólom- és báriumszulfáttal történő együt

tes lecsapásán, valamint az ólom és bárium EDTE komplexeinek eltérő sta

bilitásán alapszik. Ellenőrzésül hasonló módszerrel preparátum készült a 

budapesti csapvizből, desztillált vízből és egy rádiumtartalmu standard 

oldatból. A preparátumokat az Országos Közegészségügyi Intézet Radiológiai 

Osztályán készítették el.

A 80-100 mg csapadékot 6 ,5  mg nitrolakkot tartalmazó acetonos ol

datból egyenletes rétegben vittük fe l  a preparátumtartó rézlemezekre.

A 6. ábra a forrásvíz alfa-spektrumát mutatja. A spektrum megegye

zik a hitelesítő * ^ R a  preparátum spektrumával/4. ábra/. A ^ ^ R a  energi

áján a görbe alatt mért impulzusszámból a forrásvíz ^ ^ R a  tartalma 22t4 

p C i/liter . Ez az eredmény hibahatáron belül megegyezik az Országos Köze

gészségügyi Intézetben más módszerrel ölért 27 p O i /l iter  értékkel.

A budapesti csapviz 0 ,4 + 0 ,1  p C i/l iter  Ra-ot tartalmazott, a 

desztillá'1 ' v í z  rádiumtartalma a kimutatási határ alatt volt / ¿ 0 ,1  p C i /l it e r / .

A jövőben a kamrát radioaktív inkorporációnak kitett és természe

tes halállal , vagy baleset következtében elhunyt személyek egyes szervei-
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ben felhalmozódott alfa-sugárzó radioaktív anyagok analízisére kivánjuk 

felhasználni.

l mp

'6. ábra

A budapesti Juventus-forrás vizének alfa-spektruma

Köszönetnyilvánítás

Ezúton szeretnénk megköszönni Dr. Polgár Erzsébetnek és az Orszá

gos Közegészségügyi Intézet Radiológiai Osztálya dolgozóinak a rádium pre

parátumok elkészítését, valamint Mészáros István gépészmérnöknek a kamra 

tervezésében nyújtott segítségét.
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EGYSZERŰ NYALÁBINDIKÁTOR IONNYALÁB VIZSGÁLATÁRA

Irta: Királyhidi László és Kostka Pál

Öaazefoglaláa

A cikk egyazerU felépítésű nyalábindikátort ismertet, amelyet a 
KFKI Gyorsító Laboratóriumában ionnyaláb paramétereinek vizsgálatára f e j 

lesztettek k:i . Segítségével gyorsítóberendezésnél az ionnyaláb fókuszált- 
sága ellenőrizhető és előnyösen alkalmazható ionnyalábnak bemérő-standon 
való vizsgálatánál, például ionforrás emittancla-diagramjának meghatározá

sánál is.

Beveze tés

Részecskegyorsító berendezésekben az ionnyaláb az ionforrástól a 

gyorsító és fókuszáló lencserendszereken, elhajlító mágneseken keresztül 

a céltárgyig /targetig /  sokszor 10-20 métert, énefclég enné] lényegesen hoaz- 

szabb utat tesz meg. A sok esetben csak négyzetmilliméter kiterjedésű cél

tárgyra való pontos fókuszálás érdekében sztikséges az íonut mentén egyes 

helyeken az ionnyal áb helyzetének, átmérőjének meghatározása, általában 

nemcsak az ionnyaláb beállításakor, hanem üzemközben, a nyaláb folyamatos 

vagy szakaszos ellenőrzésénél is. Erre a célra az .irodalomból, számos szer

kezet ismeretes. Elektrosztatikus gonerá tornál használatos nyalábindikáto

rok [1, 2 , 3 ,  4 , 5] stb. működési elve, hogy az ionnyaláb haladási irányá

ra merőlegesen bot alakú elektródot mozgatnak és az elmozdulás függvényé

ben indikálják a botra futó ionáramot. Az egyes szerkezetek a bot mozgatá

sának és a helyzetkoordináta jelzésének megoldásában különböznek. Ugyani

lyen szerkezet alkalmas az íonn.yaiáb minőségi vizsgálatára [2] , [6] f példá

ul a nyaláb emí I, tanéi ad! ag ram jártak [7] maghatározására is [?] .

Szerkezeti lei.r á s

A KFKI Gyorsító Laboratóri.urnában megépített nyaláb i ridíkátor legin

kább [4J -ben ismertetetthez hasonlit. Golyóscsapágyakkal jól csapágyazott
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Vákuum tömitő gyúrú

1. ábra

tengelyre egy kart erősítettünk, amely excentrikusán tartja a bot alakú 

elektródot / l .  ábra/. Ilyenformán a bot hengerpaláston mozog. Ezt a hen- 

gerfelületet az ionnyaláb tengelyére merőlegesen helyeztük el. így a bot 

minden körülfordulásnál kétszer metszi az ionnyalábot. A hengerpalást át

mérője 30 és 50 mm között változtatható, tehát lényegesen nagyobb a fóku

szált ionnyaláb átmérőjénél. Az átmérő-változtatás úgy hajtható végre, 

hogy az elektródot a tengelyvégre felszerelt karon különböző távolságra 

erősítjük f e l , az excentrikus felerősítés miatti kiegyensúlyozatlanságot 

pedig ugyanezen kar ellenkező oldalán ellensúlyokkal küszöböljük ki. A 

bot alakú elektród 0 , 4 / 0 , 2  mm-es rozsdamentes acélcső. Precízebb mérés 

esetében ez a cső 0 0 ,1 8  mm-es wolfram-tü tartórudjául szolgál, amelybe 

a wolfram-tü végét belezömitjük. A tengely csapágyazását teflon szigetelők 

tartják a külső vákuumzáró sárgaréz házban. A ház NA 36 csatlakozóperem

mel kapcsolódik a vákuumtérhez. A tűre futó áramot a tengelyen elhelyezett 

csuszógyürüről bronz érintkezőrugóval szedjük le és teflonszigetelésü vá

kuumzáró átvezetőn keresztül árnyékolt vezetéken regisztráló műszerbe ve

zetjük. A tengelyt mágneses tengelykapcsoló segítségével forgatjuk. A ten

gely végére 14x18x30 mm méretű Ba-Pe mágnest erősítettünk, amelyet a vá

kuumzáró tárcsa másik oldalán elhelyezett ugyanilyen méretű mágnes fogat.

A hajtómágnest egy kisebb méretű sárgaréz házban csapágyazott tengely vé

gére erősítettük, amely rugalmas tengelykapcsolóval kapcsolódik a hajtás

hoz. A hajtas a felhasználásnak megfelelően választandó meg, lehet reduká- 

ló-műves lassú hajtás /kb. 1 fordulat/perc /,  vagy közvetlen motoros hajtás,
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/max. 300 fordulat/perc/. A bot áramát az áram nagyságától függő munkael

lenálláson /100  k0hm-10 MOhm/ folyatjuk át éa regisztráljuk a fellépő fe 

szültséget. Regisztráló műszernek oszcilloszkópot, vagy irómüszert hasz

nálunk.

Alkalmazások

A nyalábindikátort elektrosztatikus generátor ioncsatornájában az 

ionnyaláb helyzetének és átmérőjének beállítására, illetve üzemközbeni e l

lenőrzésére alkalmaztuk. Ez esetben a bot forgatását a mágneses tengely- 

kapcsolón keresztül közvetlenül egy 3 ,5  W-os, 6 V-os egyenáramú motor vég

zi. A méréseknél a motor fordulatszáma kb. 300/pe.rc volt, amelynél a cent

rifugális erő miatt az 0 0 ,4  mm-es cső-elektródon még semmiféle deformá

ciót nem tapasztaltunk. A botra futó áramjelet alacsonyfrekvenciás osz

cilloszkópon figyeltük. Az oszcilloszkóp vízszintes eltérítését egy, a mág

neses tengelykapcsoló közelében elhelyezett tekercsben indukált váltako

zó feszültséggel vezéreltük.

A nyalábindikátort előnyösen használtuk ionforrások emittancia- 

diagramjának meghatározására is. Ez esetben a 2. ábra szerinti, elrendezés

sel dolgoztunk. Az ionnyaláb útjába 0 0 ,4  mm átmérőjű 1 mm-es osztástávol- 

ságu furatokkal rendelkező lemez került. A lemez 0 ,2  mm-es, a furatoknál

2. ábra
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0 ,1  mm vastag. Ez a furatsor az. ionnyalábot elemi nyalábokra bontja, ame

lyek sorra a nyalábindikátor 0 ,1 8  mm átmérőjű tűjére futnak. Az észlelt
_q ,

aramok 10 -10 A nagyságrendűek. Megfelelő erősítés után Rohde-Schwarz

ZSG. BN 18531 tipusu iróműszerrel felrajzoljuk  az áramlökéseket / 3 /a .  ábra/.

A tű egy körűlfordulása alatt a papirelő- 

tblás 600 mm. A tű meghajtását ez esetben 

Tettex gyártmányú reduktormüves hajtómo

tor szolgáltatja. A tű percenként egy kö- 

rülfordulást végez. A tűből kilépő szekun

der elektronok visszatérítésére a tűt egy 

ellenteret biztositó dobozba helyeztük. Az 

ellentér feszültsége az ionnyaláb energiájá

hoz képest kicsi. A kiértékelés a geomet- 
3/a . ábra

n a x  meretek ismereteben az iróműszerrel 

felrajzolt diagram alapján végezhető. F i 

gyelembe kell venni a kiértékelésnél, hogy a tű nem síkmozgást végez a lyuk

sor alatt. Az irópapiron ugyanis a tü által befutott Ívhossz olvasható le.

A tümozgás' sugarának /R /  ismeretében meghatározhatjuk az ivnek a díafragma- 

sorral párhuzamos vetül«tét, majd ebből és a lyuksor méretéből az ionsugár

nak a geometriai tengelyhez képest bezárt szögét /  0 /  / 3 /b  ábra/. Minthogy 

megállapítható, hogy a nyaláb a lyuksor mely furatain lépett keresztül, a 

furatok átmérőjének szórása /+  0 ,01  mm/ és egymás közötti távolságának szó

rása /+ 0 ,01- 0,02  mm/ is figyelembe vehető. Korrekcióba vehető a tü véges 

vastagságának befolyása is . A tü mozgásánál kismértékű be remegés észlelhető,

amely azonban csak kb. 0 ,1  mm-re teszi bi

zonytalanná a tü helyzetét. Gondos kiérté

kelés esetén a nyaláb egyes sugarainak Irá

nya +. 1 ,5  mradián pontossággal határozható 

meg. A Gyorsító laboratóriumban használatos 

kisáramu ionforrások [8j egyikének emitt.un

cia diagramját a 4. ábra mutatja, amelyet 

a nyal ábindikátorral határoztunk meg. A mé

résnél a forrás kihúzófeszültsége 2 kV, a 

gázfogyasztás az optimális munkapontnak 

felelt meg, az alkalmazott ellentér -150 V 

volt. Igen előnyös, hogy a jelenlegi m é r é s i  

összeállítással a mérés 1 perc alatt elvé

gezhető, ezért nem kell nagyon szigorú kö

vetelményeket támasztani a nyaláb időbeli 

stabilitása iránt. A kiértékelés kb. másfél  

órát vesz igénybe. Az iróműszerrel J / e l v e t t

i /b  ábra
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diagramból a nyalábon belüli inten

zitás-e] oszlásra is lehet következtet

n i ,  mivel a műszerkitérés a tűre futó 

ionárammal arányos . Pontosabb azonban, 

ha ilyen mérésnél a lyuksort a nyaláb 

átmérőjéhez képest keskeny réssel he

lyettesítjük.

Befeje zés

A Gyorsító Laboratóriumban 

megépített nyalábindikátor sokoldalú

an felhasználható ionnyalábnak stan

don történő pontos vizsgálatánál, be

mérésénél, valamint a gyorsitóberen

dezésnél a nyaláb fókuszáltságának e l 

lenőrzésére. A szerkezet egyszerű f e l 

építésű, üzembiztos, segítségével gyor

san végezhetők mérések, kis intenzitá

sú nyalábok esetén is.

4. ábra
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BESUGÁRZÁS HATÁSÁRA KELETKEZETT GYÖ KÖ K VIZSGÁLATA 
CS -3-MP ÜVEGEKBEN ESR MÓDSZERREL

2

Irta: Zádor Erika

Összefoglalás

Megvizsgáltuk a CS2~3"MP üvegekben 77K°-on gamma-sugárzás hatásá
ra keletkezett gyökök viselkedését. Több más termék mellett, CSo gyökion 
keletkezését észleltük. A CSj? ESR jele látható fénnyel történt megvilágítás 
hatására eltűnt, majd mérsékelt melegités hatására megjelent ismét. A j e 
lenséget a CSg molekulák asszociatív sajátságából kiindulva úgy értelmez
tük, hogy az egymáshoz közéi képződőt CSp gyökionok párnélküli spinjei re
verzibilisen kompenzálják egymást.

Bevezetés

Tiszta kondenzált széndiszulfid /CS,,/ radiolizisét Jannsen és 

munkatársai [l] tanulmányozták. Vizsgálataik szerint besugárzás hatására-

a cseppfolyós GS^ elemi kén és 

CS keletkezése közben bomlik
X.

/x  értéke 1 ,3  és 1 ,85  között, vál 

tozik a besugárzás hőmérsékletétől 

függően: alacsonyabb hőmérsékle

ten x értéke nagyobb/. Szilárd 

fázisban végzett kísérletek so

rán a CS„ nem bomlott él , azon-
C

bari'a besugárzott minták luminesz-

káltak. Portér és Norman [?]
— o

CS~-t 10 "mol/l koncentrációban
c

tartalmazó 3-metil-pentán /3-MP/ 

ü ve ge k f oto1i zlsét v i zsgá11 a. A 

fotolizia során CS "gyök" volt k i

mutatható, amely a minta melegité-

77K°-on, szilárd 0So felületére lőtt sekor eltűnt, 
fém K hatására keletkezett OS^ gyök 

BSR spektruma [1]

ge * 2 .0 0 2 3

I

r \

I i

2 0 o e H

1 . ábra
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Bennett és munkatársai [3] szilárd CS2 felületére 77K°-on különbö

ző alkálifémeket lőttek. A reakció során CS^ és alkálifém kation keletkezett. 

A CS^ gyökiont E5R spektruma alapján azonosították. A spektrum paramétere

it meghatározták, ezek megfeleltek az elméleti számításoknak és mutatták a 

g-faktor anizotrópiáját / l .  ábra/.

Kísérleti rész

A CS£-t először higanyról desztilláltuk, majd zárt vákuumrendszer

ben többszöri desztilláció után törőzáras ampullákba zártuk. A 3-MP-t kén

savval mostuk, szilikagélen szárítottuk, majd frakcionálisan desztilláltuk, 

a párlatot többszöri desztilláció után, zárt vákuumrendszerben, törőzáras 

ampullákba zártuk. A hígítás és a besugárzandó minták betöltése is a vákuum

rendszerben történt. A besugárzást 2 mm átmérőjű, "LUCS-2" jelű üvegminta- 

tartókban végeztük /ezekben az üvegekben a besugárzás hatására csak jelen

téktelen, nem zavaró mennyiségben keletkeznek gyökök/. Az alkalmazott Co-60
1 7

gamma-sugárforrás teljesítménye 10 eV/cm*, min volt. Az ESR spektrumokat 

JBS 3BX spektrométerrel vettük fel.

Mérési eredmények

Az irodalmi adatokból [l] és saját méréseinkből /lO ^e V /c m ’ dózis / 

kitűnt; a tiszta szilárd CSg-ben gyökök jelenléte nem mutatható k i ,  folya

dékállapotban pedig élettartamuk olyan rövid, hogy ESR módszerrel nem mér

hetőek. Ezért a CS2 sugárbomlását 3_MP üvegekben vizsgáltuk. Választáaunk 

azért esett erre az oldószerre, mert ennek sugárkémiai viselkedése [4 ] és 

ESR spektruma [5] az irodalomból ismert, az ettől észlelt eltérések - köz

vetve vagy közvetlenül az oldott anyagnak tulajdoníthatók. További előnye 

a rendszernek, hogy a CS2-3-MP üveg jól reprodukálható 77K°-on.

Megvizsgáltuk a különböző koncentrációjú CSp^-MP üvegekben 0,01- 

0 ,2  mol/l CS2 tartalom mellett keletkező gyökök ESR spektrumát /2 .  ábra/.

Az A, B és C csúcsok nagysága a CS2 koncentrációval arányosan nőtt, e l 

helyezkedésük pedig hasonló a Bennett [3] által a CS0 gyökionnak tulajdo

nított jel komponenseiéhez. Ez a három jel a további folyamatok alatt egy

szerre tűnt e l ,  vagy jelent meg, ami szintén azt támasztja alá, hogy egy 

anyaghoz tartoznak.

A fentieket összefoglalva megállapíthatjuk, hogy a 2. ábrán az A,

B ea C-vel jelzett csúcsok a CS2 gyökion ESR spektrumát alkotják.
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2. ábra

Azonos dózissal besugárzott C5?-3-MP üvegek ESR spektruma:

a - 0 ,01  m ol/1> b - 0 ,1  m ol /1 , GSn/a  b spektrum 1 ,7- sze
resére gyengítve/ A, B, Öi CS^ ; Ds

A 2. ábrán D-vel Jelölt szextett a CH^-CH^-CH-GH^-CH^ gyök Jele [ 5 ] .

Az ábra közepén a g 2 értéknél léthaté csúcs minden bizonnyal. - 

a tiszta 3-MF-hoz hasonlóan - a szolvatált elektronnak tulajdonítható.

Meg kell említenünk, hogy a besugárzott 3-MF minták enyhén sárga, 

a cs2-3-MP minták pedig a CS? koncentrációval növekvő mértékben kék színű

ek voltak.

Figyelemmel kísértük a besugárzott mintákat a besugárzás folyamán. 

Megállapíthatjuk, hogy a besugárzás kezdeti szakaszában csak a gyök

és a szolvatált elektron spektruma, valamint a kék szin alakul k i ,  a OSj 

gyök spektruma a besugárzás későbbi szakaszán Jelenik mrg, vagy az esetben, 

ha rövid ideig besugárzott mintákat állni hagyjuk /3* ábra/.

Vizsgáltuk a gyökök hőállóságát. A kvalitatív mérések alapján meg

állapíthatjuk, hogy enyhe melegítés hatására 90K° táján előbb a gyök

Jele tUnik e l ,  majd a CS^ és a kék szin. 77K°-on az összes keletkezett 

gyök stabil. A szolvatált elektron mennyisége ezen a hőfokon a mátrix 

lágysága miatt nem mérhető.
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3. ábra

A besugárzás kezdeti és későbbi szakaszára jellemző
spektrumok.

a - 5.10'1'* eV/cm5; b - 1 , 5 . 1 0 ^  eV/cm1 /az utóbbi gyengítve /

A besugárzott mintákat látható fénnyel megvilágítva a kék szin éa 

a CS2 jele eltűnik, mig a változatlan marad /4 .  ábra/, k szolvatált

elektron sorsa a fent említett ok miatt nehezen követhető. A megvilágított 

mintákat enyhén megmelegitve - vagy akár cseppfolyós nitrogénben tartva 

hosszabb ideig - a GS^ jele ismét megjelenik /5 .  ábra/, a kék szin azonban 

nem, A CSp gyökionnak a fény-melegitéa hatására lejátszódó reverzibilis re- 

akciója többször megismételhető. Hasonló eredményre jutunk, ha a gyö

köt mérsékelt melegítéssel eltüntetjük, éa ezután világítjuk, meg a mintát.

4. ábra

A megvilágítás hatása, 

a - besugárzott minta; b - megvilágított minta.
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5« ábra

A megvilágítás után alkalmazott melegítés hatása.

a - a megvilágított minta, b - megvilágitás után 
mérsékelten melegített minta.

A kísérleti eredmények értékelése

A CS2-3 -MP üvegekben besugárzás hatására keletkező CH^-CHg-CH-Cí^-CH^ 

gyök feltehetően a Hamill [5] által ismertetett mechanizmus szerint keletke

zik. Az észlelt kék szin a CS2 molekulák jelenlétével szoros összefüggésben 

kell hogy legyen, mert a CS2 koncentráció növekedésével a kék szin intenzi

tása nő. Véleményünk szerint a CS2 jelenléte módosítja a 3-MP üvegben jelen

lévő csapdákat /a  besugárzott tiszta 3 _MP sárga s z i n ü / , és az elektronok e- 

zekben a csapdákban fogódnak be. A minták állása során - vagy enyhe melegí

tésre - a csapdákban található elektronok lokalizálódnak a CS2 molekulákon,

CS~ gyökionokat alkotva. A CS2 Hart és munkatársai [6 ] mérései alapján 

könnyen és készségesen lép reakcióba a hidratált elektronnal, és feltételez

hetjük, hogy a csapdába ejtett elfektron részére is jó akceptor.

Az irodalomból ismeretesek olyan adatok, melyek értelmében a CS2 

hajlamos asszociációra mind tiszta  állapotban, mind biner elegyekben [7 ] , 

az asszociáció energiája 1 ,7  kcal/mol. Továbbá ismeretes, hogy a CS2 gyök

kel izoelektromos C0 2 és N0 2 gyökök erősen asszociálnak: a N0 2 reverzibi

lisen , a C02 irreverzibilisen , szobahőmérsékleten /a  C^O^- ion  igen sta b il /
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[H] . Habár a CSp kémiai túl újdonságait ebből a szempontból nem tanul mányoz

tak, a szervetlen kémiából ismert a tiooxálsav és a /C S « /  polimer is  [ 9 ]  •

A fentiek értelmében fehát feltehetjük, hogy a CS0-3-MP üvegekben nem egyes 

CSo molekulákat, hanem asszociátumokat. találhatunk, azaz eloszlásuk nem 

egyenle tea.

Megvilágitás hatására a CS7, gyökion jele és a kék szi.n eltűnik. Vé

leményünk szerint a kék szin eltűnését az okozza, hogy a csapdákban lazán 

kötött elektronok a fényenergia hatására kiszabadulnak és a jó elektron- 

akceptor CS? molekulákon CST, gyököket képeznek. Az a tény, hogy ennek e l le 

nére a CSp gyökök jele eltűnik ,a  CS? fent tárgyalt tulajdonságával magyaráz

ható. Ti. az egymáshoz közel található, assz oci át umokat alkotó CS;) molekulá

kon kialakuló CS7, gyökök párnélküli spinjei kompenzálják egymást, ezért nem 

kimutathatóak. A CSn molekulák elmozdulását a mátrix megakadályozza, a sta

bil diné r vegyület tehát nem alakulhat ki. Ha a rendszerrel energiát közlünk 

- enyhe melegítés vagy hosszabb állás utján - a kompenzáció megszűnik, a CS^ 

jele ismét láthatóvá válik.

Meg kell említenünk, hogy a fény-melegités hatására lejátszódó ha

sonló reakciókat Moorthy és Weiss [lö] , valamint Williams és munka társai

[11] is észleltek. Ezekben a rendszerekben a reakciókat az illető mátrix 

tulajdonságaival magyarázták. Véleményünk, szerint az általunk vizsgált CS^- 

-3-MP rendszerben ez a magyarázat nem helytálló.

A szerző köszönetét fejezi  ki Gécs Máriának és Kósa Somogyi Istvánnak, 

akik hasznos észrevételeikkel munkáját segítették.
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