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Pesznwme

I. Pa3noxeHuss B pAAH IO moJimHomMaM YeOwmesa OeccesieBHX OyHEmmi IIT
I'.HemeT :
B crarbe MH 3aHUMAGMCHl OmpezeleHueM KO3(@PuuueHTOB, UMEHUUXCH B PA3JIOKe—
HAM B PAXH 1O moiuHOMaM YeOwmepa OecceleBHX QyHxmuit. JJIA BHUUCIEHUS KO-
5PuIMenTOB UCNOABBYNTCH PEKYPCUOHHHE COOTHONEHWH, NPUBEAEHHHE® B IIPEXH-
AyIUX cTaThfAX. CYNHOCTH METOZA 34KMNYAETCH B TOM, UTO, MCXOAR M3 COOT-
BOTCTBYOIUX UCXOAHHX BEJMUMH, DEKYDCHOHHHE COOTHONEHMA DENANTCH NPH CO-
OTBETCTBYWIEM HODMHDOBAHMM OOpDATHO. [[OBTOPAA BHUMCIEHME, NMOJNyuyaeM Ta-
Kot MeTOZ A BHUMCIEHMS KOIQHMIMEHTOB pasloXeHMiA B PAIH, C MNOMOLBO KO-
TOPOTO Z8NTCH CXOAANME INOCIEN0BATEIBHOCTH.
[lociie M3NOKEHMA METOZA M NOCNEe apTyMEHTAIMM CXOZAMMOCTH B TAONMIe NpUBE-
ZeHH KOs(PuMuMeHTH pFAZOB B ClIyuyaeé v =0,4/0.1/ - 0.1 ¥ v =0,1/0.1/ 0.4
ans QyRKmud - J,x), N (x) I (x) I K (x) JAO TOYHOCTH I5 nudpos.

2. Pasmoxenue B DAAN MO monuHoMaM YeCumepa (YHKIWM Ej(x)

T'.HemeT

B paGoTe ONMMCHBAETCH DABIOKEHME B DAAH 10 moiuHOMaM YeCHmesa (QyHKIMM
Ej(x). ( TOYKM 3DEHUS HA NPAKTMKE DTH DPAIH ABIANTCH meiecoodpasHee
OnyOAMKOBAHHHX B JUTepaType. B ciyuae osxsq KO3 PPUuMeHTH YOOHMEBC .
KMX DAZOB JMEHBHAWTCH CUIbHEE - NPUOIM3UTENBHO HA 4 ™ IO OTHONEHWN

K Koaddumienram pamos Tafimopa, B ciyuae x=a  BMECTO MBBECTHHX (pac—
XOAANMXCH) ACUMNTOTHISCKUX DPAZOB OHIM ONpeZelieHH CXOAAWuecH prazH. Ko-
@dumeHTH PAZOB JZanTCH B TACAMNE A0 TouHOCTH IS5 HUPPOB. '

3. BHuncienue HEKOTODHX MHOT'OMEPHHX MHTEI'DaJOB MEeTOJIOM MoxTe I{ag JI0

K.Mapron u Jll.Bapra ]
N3naraeTcAa MpOCTO# METOZ BHUMCHEGHMA MHTEI'DAJNOB THNE



5.

RN e

& =[ g(f(x)) ax , (géG)

9 X

I'Ze X —=n =MEepHHil mapajyieisnunenr, f(x)- AaHHafd (QyHKuUUA, ONpeleseHHAd
B X;ag(u) TpUMHAZJIEXAT HEKOTOPOMY KlIacCy G o cocrosuemMy u3 (QyHKuuit oz-
HOTO MepeMeHHOTO. (OyHKUMA f£(x) W KJIAcC QYyHKUMEr ¢ MOJNKHH YAOBISTBO-
PATH HEKOTODPHM YCHIOBUFM) .
Meros cmozuTCA K TOMy, UTO MH NpeoGpasyeM MHTETPAaH I, B MHTeI'pads
Crmiareca 10 OZHOMEDHOMY MHOKECTBY, & MHTeIpadH CTHITECa 3aMEHUM KOHEU-
HEMM CYMMaMu s M
tg= J o auwe L oao(s) .
Kospuuuentn A, onpezenanrcs MeTonoi Monre Kapio. HpuannTCH OlLlEHK8
ZJil MOT'PENHOCTH, NPOUCXOAANEH OT 3aMEHEHU MHTEIpPANOB KOHEUHHMHM CyMMa-—
MU, @ TAaKKe ANA CTATMCTMUECKOH TOTDeNHOCTH, BOBHUKAWME!l IPK OmMpezeleHuHu
uncen Ax MeTozxoM MouTre Kapio,

lIpeneccusa ToMaca

M.Xycap

llpM TOMONM METOZLOB TEOpPHM TPYNN BHBOAMUTCHA BHpPAKEHUE YIJIOBO# CKOPOCTH
TOMaCOBCKOlf NIpelneccuu.

OrHOmMEHMSA BOOéTaHOBJIeHHHX CYMM 1O COCTOfIHUSIM MOJIEEYJ T'QJIOT'€HMIOB C N30~

T OaMu
I'.fAnuo n B.Texnnan

Bunu ompefiesieHH OTHOMEHMA BOCCTAHOBIEHHHX CYMM II0 COCTOSHMAM MOJEKYJ
/ CHsF, CH3D1, CHsBr, CH,J / ¢ usoromamu 13¢, 4. p  u ¢ umsoro-
naMy T'aJIOTeHNZOB NPHM PaBJINUYHHX ToMneparypaX. [jas pacuera OHIM MCIOJNB-
30BAHH HKCTEDPUMEHTAJNBHO ONPEACIGHHHE BEIMUMHH KONeGaTeNbHHX YacTOT
OCHUHHX ¥ ZiefiTepM30BAHHNX MOJEKYN, ONyCINKOBAHHHE B JUTEPAType.

00 a(QfexTnBHOCTH METOZNS KOMIEHCAIMUM TIPU M3MEDEHMU SISKTPUUSCKOIO IO
B TaHKe, HANOJHEHHOM BJEKTDOJUTOM
J.Kupaitruzn

B aroit padore msmaraercs s@feKTUBHOCTH METOZA KOMIEHCAUMM, CIAYKALETO AJS
JMEHBIIEHNA DPACCESHHHX EMKOCTElt, BOSHMKAOWMAX IPU UBMEDEHMH BJIEKT PUUECKOTO-
NOJIfl B TAHKE, HANONHEHHOM B3JIEKT POJIUTOM.
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lonyuenne HeATPOHOZEPUINTHHX DPEAKO3EMENBHHX M30TOINOB U3 I'aMOJNMHNE BHX
N HEOZVMMEBHX MuileHel, OCNYUSHHHX IPOTOHAMM C »Heprueii 680 Mas
®.Monrnap u H.A.lleGenen

PaspadoTal aHMOHOOOMEHHHA METOJM IJfA I'PYyNNOBOTO OTZeleHMA Heil TpoHOmedu-
UATHHX PEAKO3eMeNBHHNX M30TONOB U3 I'alOJMHUEBHX M HEOMMMUEBHX MUlEHOH,
OOGNMYUYEHHHX NPOTOHAMM BHCOKMX dHepruit. OcHOoBaHuMEeM MeTOZa ABIAETCA AHUO-
HOOOMeHHAaA a0copOMPYEMOCTH PEeNKO3EMENBHHX 3JEMEHTOB M3 BOJLHO-METAHOIb-
HHX pacTBOPOB HUTPATOB. PEIKO36MEINBHHEO W30TONH paselfilnTcAd Apyr oT Zpy-
ra OOHUHHM KATMOHOOOMEHHHM METOXOM C MCIIOJB30BAHUEM B KaYeCTBe BJKEeHTa
albpda-ruLpoKCun300yTUPATAa .,

0 KOHHIEHTPUPOBAHUM BCEX DEAKO3EMEJbHHX NPUMECeil peKo3eMEeJbHEX MAaTpUl
epUeBOil MOATDYINH )
®.MonsHap m H.A.leCezie B

3yyena pasfelseMocTd BCOX PEAKOBEMENBHHX npuMeceil PeAKO3eMEeJBHHX MaT-
pUL LepueBOil MOATPYNIH. JCTAHOBIEHO, YTO AHMOHOOGMEHHAS XpoMaTorpafus,
NPOBEJEHHAA M3 BOAHO~METAHOJBHHX PACTBOPOB HUTPATOB, ABIAETCH NOJE3HHM
METOZOM MJIfA KOHUEHTPUPOBAHMA BCEX DeZKO3emelNbHHX IpuMecelt HeOJAUMMUEBHX
M TaZOJMHMEBHX Marpun. KomumeHTpaT npuMeceil MoxeT OHTBH Aaibiie 06pacoTarTh
B 3a@BUCUMOCTH OT AHANMTHYEC KOT'O MeTOZa WX Ompesielie HUf.
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Oiummia rdlers

Chebyghev Expansion of Bessel Functions III.
Numerical Method

G. Németh

The coefficients for the expansion of Bessel functions in Chebyshev
polynomials are evaluated uging the recursion formulae determined in
the earlier papers. The recursion formulae are solved in backward
direction with suitable initial values and appropriate normalization.
Repeating this procedure the method leads to conveféent values of

the expansgion coefficients. The method is deéscribed and the convergence
proved. The Chebyshev coefficients are listed for the expansion of the
functiong J(x, N I(and K, (x) in the cases v = 0,4/0.1/-0.1

and V = 0.1/0.1/0.4, as evaluated to 15 digit accuracy.

Chebyshev Expansion of E.(X) -type Functions

G. Németh

It is shown that for E;(x)-type functions the'expansion in Chebyshev
coefficients is more cbnvenient'in practice than any of the other
usual approximations. The Chebyghev coefficients decrease in the
interval 0< x<a at a rate which is higher by a factor of about

47" as compared with the equivalent Taylor coefficients. For x 2 a

a convergent Chebyshev series is determined which is similar in form
to the known /divergent/ asymptotic series. The Chebyshev coefficients
evaluated to 15 digif accuracy are listed in tabulated form.

Evaluation of Multidimengional Integralsby Monte Carlo Method
K. Marton, L. Varga .

A simple meth-4 is described for the evaluation of integrals of the
" form

I 21? (f(x))dx y (g€a)



4.

where X 1ig a finite, n -dimensional interval,f is a fixed function
defined on ¥ and 9(n) is any function of one variable belonging to
class G. Function f and clags G are both assumed to satisfy some
given conditions.

Egsentially, the method consists of the transformation of the n -dimen-
gional integral into one-dimensional Stieltjes integral which can be
approximated by a finite sum, as

Ig =F[g(u)d¢(u)zki§1 AL g(fk)
and the evaluation of the coefficients A, by Monte Carlo method.
Egtimations are made on the error due to both the approximation of
the integrals by finite sums and the Monte Carlo calculation of the
coefficients A, . ‘ ‘

The Thomas-precession

M. Huszdr

The angular velocity of the Thomas precession is evaluated by the use
of group theoretical methods.

Reduced Partition Function Ratios of Isotopic Methyl Halide Molecules
G, Jancgd and Barbara Gellai

The reduced partition function ratios have been evaluated for the
methyl halide molecules GHBF, CH301, CHBI from the frequency shifts

on igotopic substitution with 130, 140, D and various halogen isotopes
ag substituents. The calculations were performed for different tempera-
tures using the reported data on the vibrational frequencies observed

on methyl halides and their deuterated species.

A Method of Balancing Out the Effect of Stray Capacitance in
Electrolyte Tanks

L. Kirdlyhidi

An efficient method is described by which the effect of stray capacitance
can be balanced out and the accuracy of field measurements in electrolyte

tanks is substant:ally improved.
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Production of Neutron Deficient Rare Earth Igotopes from Gadolinium
and Neodymium Irradiated with 680 MeV Protons‘

F. Molndr, N.A. Lebedev

For the isolation of neutron deficient rare earth isotopes as a group
from gadolinium and neodymium +tagrgets irradiated with high energy
protons, an anion exchange method was developed. The method is based

on the anion exchange adsorbability of the rare earth elements from
aqueous methanol solution of nitrates. The separation of the rare earth
isotopes from one another can be carried out by conventional cation
exchange method using ammonium ©& -hydroxyisobutyrate as eluent.

Concentration of All Rare Earth Impurities in Rare Earth Matrices of the
Cerium Subgroup

F. Molndr, N.A. Lebedev

The separability of all the rare earth impurities from cerium sub-group
matrices was investigated. It was found that anion exchange chromato -
graphy,carried out with aqueous-methanol sdlutiqns of nitrates, provides
a ugeful method for the concentration of all the rare earth impurities
in neodymium and gadolinium matrices. The concentrate of the impurities
can be proéegsed further as required by the method chosen for their
analytical d etermination.



BESSEL-FUGGVENYEK CSEBISEV-SORFEJTESE Iil.

Numerikus médszer

Irta: Németh Géza

Osszefoglalds

A dolgozatban a Bessel-fiiggvények Csebisev-polinomok szerinti sor-
fejtésében szerepld egylitthatdk meghatdrozdsdval foglalkozunk. Az egylitt-
hatdk kiszdmitdsdndl az el8z8 cikkeinkben levezetett rekurzids képleteket
alkalmazzuk. A médszer lényege abban 411, hogy a rekurzids képleteket al-
kalmas kezd&értékekkel indulva cstkkend indexértékek irdnydban oldjuk meg,
megfeleld normdlds mellett. Egyre tévolabbi kezdfértékekkel ismételve a
szé@izast, a médszer a sorfejtési egylitthatdékhoz konvergdld értékeket szol-
gé.lao !

A médszer ismertetése és konvergencidjénak bizonyitdsa utdn aJvy(x),
IR 3 T 8 | és Ky(x) fiiggvényekre a sorfejtések egyiitthatéit tdb-
ldzatosan adjuk meg 15 decimdlis jegyre v=-0.4(0.1}0.1 &s v=0.1 (0.1) 0.4
egetére.

Bevezetés

E18z8 cikkiinkben [11] a Bessel-fiiggvények Csebisev-sorfejtési e-
gylitthatéira rekurzids képletet vezettiink le. Ebben a cikkben azzal foglal-
kozunk, hogy milyen médon lehet felhaszndlni ezeket a képleteket egy nume-
rikus szdmitdsndl. A kifejtendd médszer /Miller-médszer [5] / lényege ab-
ban 411, hogy a rekurzids képleten a szdmitdst csbkkend indexértékek men-
tén végezzilk el. Be fogjuk bizonyitani, hogy alkaluas médon ismételve a
szémitdst, a sorfejtési egyiitthatékhoz konvergdld sorozatokat nyerhetiink
e médszer alkalmazdsdval. A szdmitdsokat a o0<x<a intervallumra vonatkozé

képleteinkkel kapcsolatban végezziik el.

Szdmitédsaink eredményét tdbldzatosan adjuk meg., Mivel nagytﬁmggﬁ
tdbldzatrél van szé, ugy tiint célszeriinek, hogy a tédbldzatos anyag felét eb-
ben a cikkben, a mésik felét a kbvetkezSben publikdljuke.

7. Miller médezere az egyiutthatdk szdmitdsdira

A (7] -[8] munkédinkban megmutattuk, hogy a

v - i
3, (x) = BB a) 4 2 L 0" &) 1y, (12} ¥

Ty #:01)
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ill. az

/ )
() = Féf—%ﬁz; {év(a) + E &) T, (X/a)} R
V

(V) A\

sorfejtésekben szerepld C_ és d_ =~ szdmok kielégitik a

C.. = G C - C )
n n+2 n+l - “n+3 16 [ :
+ = (n+l+v) C -(n+2-v) C ]
il T af n+l n+2 1/7.3/
d -d d - d
n nt2 n+l n+3 16 W) .
o e Pn+l+v) dn+l_+(n+2 v) dn+2]/7.4/

n+l n+2 a
rekurzids képleteket. :

E képletekbdl 1dthaté, hogy ha pl. ismernénk C,, C;s C,  érté-
két, C; kiszdmithaté lenne. Tovdbb menve C,, C,, C; ismeretében C,
szémithaté, stb. Ez volna a szokdsos szdmitdsi mddszer. Jelenleg ez nem
haszndlhaté tobb okbdl is. El8szbr is nem tudunk meghatdrozni 3 kezd8 ér-
téket egyszerii médon. Mdsodszor, ha van is 3 kezd8érték, korldtozott pon-
tossdguk miatt csak néhdny 1epés1g haszndlhatd a /7.3/ képlet /a jé jegyek
szdma 1épésrdl 1épésre c¢sdokken/. Ez utdébbi jelenség a szokdsos médszer in-
gtabilitdsdbdl ered.

A /7.3/ képletet mégis fel lehet haszndlni az egylitthatdék kiszdmi-
tdsdra. A gondolatmenet a ktvetkezl: mivel a C, gzdmok nagy n -re gyorsan
cstkkennekya Cyg.q + Cypo «o- stb. kiceiny Cy -hez képest. Igy Cy ég
c =...= O ismeretében visszafelé(n = N-1, N-2,... 2,1,0) alkal-

mgggatju§+§ /7.1/ formuldt. S&t, ha Cy -t alkalmasan vdlasztjuk meg, pl.
l-nek /ezt dltaldban meg is kell tenni, mivel nem ismerjiik pontos értékét/,
ekkor az a szorzd, amivel az igazi értéktél Cy eltér, a rekurzié folyamdn
minden egyes tagban szerepelni fog. A nyert sorozatot tehdt ezzel a szdmmal
le kell osztani, normalizdlni kell. Ezt a mdédszert eldsztr J.C.P. Miller
[5] alkalmazta /egy egyszeriibb tipusu egyenletre/, ezért réviden Miller-méd-

szernek fogjuk hivni.

Az el6z8khtz hozzd kell tenni, hogy a Miller-mdédszer nem adja a
pontos értéket, de ismételve a szdmitdet N,> N -el, a kozelitd értékek
pontossdga ndvelhetd. Ilyen értelemben 1lchet beszélni a Miller-médszer kon-
vergencidjdrél.

A Miller-médszer numerikus megvalésitdsa tébbféle lehet,a kezd8érték
kivdlasztdsa és a normalizdcié szerint. A normalizdeidt leggyakrabban egy
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azonossdg segitségével hajtjuk végre. Igy jeléljﬁkyn—e (n=0,1,2 ... N)

azt a sorozatot, amely a Yy=l:/ Yyu1= Yygo =+-+ = O kezd8értékekbSl indul ki.
Legyen
N
Rl L i /17.5/
k=1

Ezzel a ¢ -vel normdljuk a Yn szdmokat. Az igy nyert

e 0 D e SESRRUCRRPRI /7.6/
szédmokat tekintjiik C, kOzelitésének.

Megjegyezziik, hogy a pontos C,  szédmokra

. * o0
R Rl o S T
k=1 '
azonogsadg 411 fenn. Ez annak a kdvetkezménye, hogy

\V]
lim T (1+v) (Zx) 3,00 = 1 19,81
X~0

A /T7.4/ egyenletnél

dy e s g
k=1

egyenldség 411 fenn, ezért /7.4/ megolddséndl a normalizdldskor / a /T.6/-
tal ellentétben/
N
s A N, sl I S L /7.9/
\ o k=1 k
kifejezéssel kell osztani. :
Végezetiil meg kell jegyezniink, hogy az itt elmondottak nem bizo-
nyité jellegiiek. Természetesen,azt vérni /mivel nincs bizonyitva/, hogy
barmely tipusu rekurziés képletre a Miller-mdédszer sikeresen alkalmazhatd,

nem lehet.

Lényegében minden tipusra kiilon be kell bizonyitani a Miller-mdéd-
szer konvergencidjdt. Ez ugyan nehéz matematikai analizisre vezet, de sok

tipusra elvégezhetd /s8t, mar el is van végezve, pl. [12] , (13] ./

8. A Miller-médszer konvergencidja OSX€a egetére

A Miller-médszer konvergencidjédnak megdllapitdsdhoz meg kell vize-

gdlni az
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A°yn 44 Alyn+l id Azyn+2 * Aayn+3 gl

A==t , Ay =t o 25 (eTaw) /8.1/
R n+2 a
A,=- L + —;%—(n+2-v), Alg*= = X
n+l a n+2

differenciaegyenlet /rekurzidés képlet/ megolddsait. /Léthaté, hogy /8.1/
a /7.3/ étirdsa a S Y. helyettesitéssel./ Mivel /8.1/ linedris diffe-
renciaegyenlet , hdrom pdronként fiiggetlen megolddsa segitségével az dlta-

ldnos megolddga felépitheté.

A /8.1/ differenciaegyenlet egy megolddsa /2.3/ sorbafejtésével
adhaté meg '

9. Flosly o Ga)” i i
ﬁ (A) = T+ ot D) oy 1 ¥ (n+ Pl n+ytl, 2n+l; A) 8.2/

g _ ;
ghol’ - X %_ /és az egyszeriiség kedvéért feltettilk, hogy v nem zéré vagy
egész szdm/. A /8.2/ sorbdél 1ld4thaté, hogy y {1 ) 2) kielégiti a

[‘(a—n) (s+v) (6+m) +1 (o+ L )] y) =0 B3

ool 1
differencidlegyenletet. Ennek az egyenletnek a megolddsai /konstans szorzé-
té1 eltekintve/ a /8.1/ egyenletnek is megolddsai. A /8.3/ egyenlet megol-
dédsait Frobenius médszerével hatdroztuk meg / a részletes szémitdst el-

hagytuk/:

(2) _  I'(n+v) =V R (o f ] = S
Yn(l) = T.m A ]FZ <—\) + 3 Vv n+1, v+n+l; )\) /8.4/
Zn—-1 i
A 1)
(3) e . I(n=-v)T(n) 74 EZ: (~n+ 2_k
. e v | v ( Iv e IF k1 (-2n+l)k(—n+v+l)k i
+ 4
I (v+1) (2\14) Z( _A___ 8 % 3)x £ /8.5/
I'(ntv+l) nl! k1 (2n+1) (n+v+Ik Ly '



=il =

Ahol a

I = In) + pCkint L) —P(ktD) -yk+2n+D P Ckintv+l)

Y (x)= —%;— {lnT(x)} .

A /8.1/ egyenlet dltalénos megoldédsa /8.2/, /8.4/, /8.5/ segitségével a
kovetkez§: :
(1)

- 1 (2) (3)
moy +tCyr+iCy - 18.6/

Y n n

n
ehol ¢, ,C, ,Cy n -t31 filiggetlen kqnstansokat jel8lnek. Esetiinkben a
Miller-médszer alkalmazdsindl ugy jarunk el, hogy azt az §n sorozatot

hatdrozzuk meg, amelyre .

=0 ' /8.7

Yo ™ Le Ty 5 0e Tyas
majd ezt normalizdljuk:

PoL = pimle o 2y /8.8/

Nl L Yy .
k=1
Azt kell kimutatnunk, hogy
¥ o
1im &7 = /8.9/

N+ ~
Ehhez el8s8z8r hatdrozzuk meg §n -t. A /8.7/ kezd8feltételt felhaszndlva
Cy + C2 + €y -ra linedris egyenletrendszer addédik

(1) (2) (3)

C,yN + CQYN + chN = ;
i, + cadfihy + Cedyay = O /8.10/
Cié;lz + Cethyag * €3 512 o

Ebb8l az egyenletbdl
gl éll é:lz . éﬁiz 9511
o ft ;11 éélz" ;;iz égll /8.11/
CyD = i §;12 % églz ;;11



B 5 ey

) 8]y D
L SR

ki (1 (2) 3)
o YN+1 YN+l Y(N-i-l p8a15

Sy iy |
YN+2 YN+2 YN+2

A tovébbiakban nem lesz sziikségiink C; , C, , C; pontos alakjdra, elégsé-
ges lesz, az N - agzimptotikus kifejezésiik ismerete. Ezek meghatdrozdsd-

ple e o RS . O
hoz fel kell haszndlni ¥y 1 = 1,2,3 aszimptotikdit. Azok /8.2/,

/8.4/ és /8.5/b81 kozvetleniil adddnak:

() T Cvel) (A/4)N
N - T(N+v+D N!

;2) I' (N+v) N—>-o00 : /8.13/

T(N+1-V)

3)  T(N-VI' () N
éN’“' 2T (=Vv). (m

A /8.13/ aszimptotikdkkal

T(1+V) 74y
i St (_) N N oo /8.14/

azonban D = D(N) N filiggvényeként a -

L
D(N+1)= N1 D(N) 8. L5
egyenlet megolddsa, amelybdl
& _.I(1+v) é
D = D(M)=-573 () (n+1) 18: 184

Ebb8l kbvetkezik, hogy /8.10/ rendszer mindig megoldhatdé. A /8.13/ aszimp-
totikakka] Lo e s L az aldbbi leaz



=oRDg =

Cy (N)~A; T (N+1+v) T(N+1) (470N

C, (N)vA, N~ C1+2V) g /8.17]

Oy
Ca(NIVAs [rRs3-yreNeD

/] A., i=1,2,3 konstansok/
14

Hogy felhaszndlhassuk ezeket az aszimptotikdkat, ellzbleg alakitsuk at
/8.8/-at a ktvetkezlképp:

N _ (;1)+ C, (W (2) , Cs(N) (g
n

Ib Cx(N7 Yn C, (M Yn)/ Q /8.18/
ahol
i) N CQ(N) N) Ca(N) N)
ol e
= o) 2291) 1=1,2,3 /8.19/
k=1
A /8.17/ képletekbdl adédéan N = -re C,/C, PN /Cn T

1) :
rushoz tartanak. A /8.18/ szémldléjénak a hatdrértéke igy Yn . Vizggal-
v (ND
juk most é, és - Sy viselkedését. A /8.13/ képletek alapjén

Blsz ha v >0
il ‘ N o /8.20/
B, ha vV ~0
N
N o B, r(N-w Q) @/ N = /8.21]

() i
Igy /8.20/ és /8.21/ alapjdn C,/C:SY’ és c,/c,.Ss szintén zéréhoz tarta-

nak N -+« esetén. Hitra van még kiszdmitani a

o8}

N _ (n E (o Ty
é i 2 v e S

N*m k=1

hatdrértéket.
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Irjuk fel S -t /2.4/ segitségével

1 1 e
& I (v+1) (1- )" " 2 Z %
S =2 ———— [(1-t 243, (at) + 2 J.,(at)] dt, v>-

r o+ Drd) OI s k=1 2K } :

A kapcsos zardjelben 4116 rész azonosan 1 / [14]1 /, ezért

1 v-1
2

§ = 3 O h i) at = 1
rv+3)rH) o
2 2

Ezzel bebizonyitottuk a kivént /8.9/ reldcidét. Analég médon lehet bebizo-
nyitani a /7.4/ egyenlet esetén is a Miller-médszer konvergencidjit /sét,
ha nem a valdés vagy a képzetes tengely mentén végezzilk el a Csebisev-po-
linomok szerinti sorfejtést, hanem valamely mds egyenesen, az annak meg-
felelé differenciaegyenletre is alkalmazhatjuk sikeresen a Miller-médszert/.

A bizonyitds lényeges vondsa az volt, hogy a differenciaegyenlet-—
nek ' van 3 aszimptotikusan kiilonb5z8 viselkedésii megolddsa. A Miller-méd-
szer ezek kozill azt szolgdltatta, amelyet a tobbiek domindlnek. Nyilvdnva-
16, hogy olyan esetben, amikor ez nem 411 fenn, tovdbbi megfontoldsok sziik-
gségesek, és a szdmitdsi sémdt médositani kell.

/ A cikkhez tartozd tdbldzatokat a kivetkez§ oldalakon k8z81ljiik. /

l-r. o daF om

(11] Németh G.: Bessel-fiiggvények Cgebisev-gorfejtése II.
KFKI Kozl., 14, 299-309 /1966/

(12] Gautschi, W.: Recursive Computation of Certain Integrals.
J.Assoc. Comput. Mach. 8, 21-40 /1961/

[13] Olver, F.W.J.: Error Analysis of Miller’s Recurrence Algorithm.
Math. of Comput. 18, /1964/

(141 Erdélyi A.: Higher Transcendental Functions II. sy McGraw Hill,
New York, pp. 102 /1953/

Brkezett: 1968. mérc. 27.
KFKI Kozl., 16.évf. 3.szdm, 1968,




ik e

3 =z k (v)
T sy —SBhaL L Z(-l) C Tpy (x/4)  O0%x=4
¥ T (1+v) k=0
{0 1y (- 01 )
k Cy k G Kk

0 «101657499593375 0 -.009236478907152
1 646999948601520 1 683303145608290
2 221116052896531 . 2 283296824214166
3 28238955265430 3 39664581155924
4 1905320461766 4 2843377622068
5 79885757328 5 124761538585
6 2288935234 6 3707747319
T 47722194 7 79705774
8 757075 8 1298268
9 9450 9 16586
10 95 10 171
11 _ 1 0 1

(02) - 0.2 )

k @'y k & K

0 .146990353739324 0 -.078790335221089
1 629030845629948 1 700540759269131
2 198078537520273 2 326474753758453
3 24243891107803 i 48053612574452
4 1589306975236 4 3556484219565
5 65191678225 5 159779347805
6 1835059643 6 4838624055
 f 37691914 7 105660484
8 590276 8 1744358
- 71285 9 22550
10 73 10 235
11 i 11 2

K C(ko.a) & C(..|]:3 )
0 .187305083275381 0 -.162098674671987
1 611539133612881 i 715685582208357
2 178751414879526 2 382312891660340
3 21009700152252 %) 59344586745595
4 1339373634981 4 4540046168141
5 53776266304 5 208971308118
6 1487598458 6 6451019502
{ 30108930 7 143134740
8 465549 8 2395522
9 5681 9 31340
10 56 10 329
11 g 11 3

K ) K el
0 . 223479360647814 0 -.264891161368625
i 594645862117875 B & 726427841201312
2 162334061013882 2 457125573684471
3 18355763995740 4 75101392601755
4 1138928063905 4 5946697436248
5 44781707219 5 280619419092
6 1217784674 6 8834377594
N 24293439 T 199222171
8 370932 8 3380735
9 4476 9 44768
10 44 10 476
i 5 4
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k V) k-
Py = £ D Ry Tox &ix)., x=d Rglxy =% k=o('1) Boxs1l Toxsy (4/%), x=4
Ae - 0.3} ;0.3 (o
k A(}:l’) k A(k ) k A(k ? k A, )
0 0.998028314395654 0 0.998297128017559 0 0.998730996073592 0 0.999308612162643
i+ 29279564594540 1 25630756555533 1 19542219731152 - | 11003402116840
2 1932719467653 2 1669454464660 2 1244392797909 2 678200474040
3 226186321766 3 194460690268 3 143811055128 3 77509410902
4 36968478420 4 31708298274 4 2335 2l 15T 4 12519129993
5 7569008690 5 6482888858 5 4764255766 5 2545153332
6 1826166782 6 1562658217 6 1146602773 6 611197598
= 499625661 1 427246995 7 313144996 I 166662447
8 151038058 8 129093305 8 94538429 8 50256669
9 49530355 9 42317464 9 30970077 9 16448736
0 17382341 10 24846380 | 10 10859670 10 5763543
5 6461335 =k 5514335 1 4033966 R 2139656
2 2523656 2 2154451 2 1574671 2 834800
3 1029116 3 878397 3 641815 3 340107
4 435900 4 372001 4 271736 4 143943
5 190967 5 162950 5 119003 5 63017
6 86229 6 73569 6 53717 6 28437
i 40011 T 34133 1 24918 7L 13188
8 19031 8 - 16233 8 11849 8 6269
9 9258 -9 7897 9 5763 9 3049
20 4598 20 3922 | 20 2862 20 1514
i 2328 1 1985 1. 1448 i 766
2 1199 2 1023 2 746 2 394
3 628 3 536 3 391 3 207
4 334 4 285 4 208 4 110
5 180 5 154 5 112 5 59
6 98 6 84 | 6- Bl 6 32
7 54 T 46 i 34 g 18
8 30 8 26 8 20 8 10
9 L7 9 15 9 L 9 6
30 10730 8 |30 6 30 3
i 6 1 5 1 4 1 2
2 3 2 3 2 2 2 1
3 2 3 2 3 1 3 1 -
4 1§ 4 1 4 ;]
5 1 5 %
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\) o0
(x/2) (v
I (X)= ——20 T (x/4), b
& T (1+v) R
€ o) G060
X ag X &
0 4.697249647040393 0 5.824238492544194
I 4.432934002736957 1 5.852162216654842
2 806656589703016 ) 1.132533217444306
3 74998440874189- 3 110806184611480
4 4176197643287 4 6436025698578
5 153934869734 5 245825233698
6 4021133576 6 6621057917
T 78200521 T 132255395
8 1175035 8 2035019
< 14043 9 Wa2d8a4
0] 1 10 : 246
1 I 1 _ 2
(0.2) 0.2 )
k dk k dk
0 4.292394582119294 0 6.632228615174909
1) 3.926244247551461 1 6.875623606489731
2 693436574040507 2 1.373477242393583
3 62896927824632 5 137961267492593
4 3431176844518 4 8189010752117
5 124295755267 5 318535189915
6 3198619083 6 8714601769
7l 61393144 T 176464827
8 911782 8 2748270
9 10783 g 3BT
10 104 10 340
1 1 i 3
i ) (0.3
k dk k di
0 3.958690583114123 0 7.702900232717544
P 3.510223525590263 il 8.237358218652153
2 602085343270943 2 ©1.699591946978580
! 93303213331550 3 175365643953620
4 2849771437941 4 10641889662378
5 101484145532 B 421691090688
6 2573291140 6 11721240945
i 48754268 0 240650098
8 T15763 8 SPSST
9 837 9 47337
10 80 10 479
& i 1 4
_ (—ou )
k A e K dy
0 3.679768545728182 0 9.175221694166486
1 3.163821945375482 il 10.117567093197478
2 527334597030117 2 2.157506444784543
3 45589114070716 3 228804652903398
4 2389538441397 4 14201178923890
9 83674203606 5 573437678324
b 2091001192 6 16197837310
0 3911 2288 e 337248859
8 567689 8 5383055
> 6576 9 67911
10 62 10 694
1 6
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X
I _(x%)= __e__Z<_ {R]lx) 5, x =4
¥ 27x =0
— {0.2! (— 0.2
X A}E 0.1 ) " A(k 0.1 ) X Ak( D X Ag(. )
0 1.017133304912793 0 1.017171457166213 0 .014943607754327 0 1.015016411839077
5 17966070934600 1 18034916017916 1 15644682140983 1 15776059273597
2 917863456458 2 968081890308 2 763758164002 2 859598180336
3 92780494090 3 121693205528 3 64327677568 3 119515926157
4 5640416487 4 18051846279 4 = 1690123935 4 22008664332
5 - 3431796013 5 = 39941142 5 4714194533 2 1767843710
6 - 1610571648 6 - 1422446680 6 o 1475347875 6 - 1112306625
7 = 122007818 7 - 383581565 1 32779847 7 465556394
8 143704530 8 68800131 8 161974372 8 18859201
9 36586555 9 55603164 9 21280249 9 57423438
10 14593664 10 - 3002438 | 10 - 18528875 10 3587009
1 5917954 1 i 7875028 1 4025800 1 - 7739900
2 2068090 2 320627 2 2680058 2 - 652574
3 880925 3 1229784 3 568854 3 1231300
4 395647 4 2 127251 4 478116 4 33774
5 115607 5 -~ 201544 5 53587 5 = 216979
6 86338 b 48553 6 93432 6 21324
7 8280 7 -30392 7 4525 7 37556
8 18399 8 = 15103 8 17416 8 = 11107
9 2220 9 b 2943 9 4598 9 = 5234
20 3305 20 3842 | 20 2537 20 3558
3 1338 1 = 371 . 1647 1 195
2 348 2 - 740 2 91 2 - 837
3 408 3 _ 310 o3 399 3 2l2
4 53 4 - 97 4 109 4 124
5 78 5 19 5 56 5 = 93
6 42 6 17 6 47 6 4
7 3 7 = % 6 7 4 < 21
8 12 8 0 8 10 8 ® 10
S 4 9 3 9 5 9 - i
30 1 30 i 1130 040 3
1 2 3 2 1 - 1
) 1




X = k
T e Z(—D
14 Y/ 21

291 x k=0

(V)
A: Ti a/x) , xz4

W N - O

W OWO- oI

n

W
MNDHOWONoOWMHWNH OWO~ NI

(o03)
Ay

1.011327156938392
11828278323229
535173511650
29440824156

B 8932209718
% 5561940270
i 1200499904
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164956251

3922325
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= k (V) =
K. (%) =;/—‘“—- B L (-D Cp Ty (l) xz1 Y= 0.1 (0.1) 0.4 .
i 2x k=0 X
(o0ad (o02) (o2 ) (os )

0 0.954844022419347 0 0.960343943239466 0 0.969601085473156 0 0.982753685114005
28 41318950313153 i 36331738769976 1 7908573009235 6 15879499610178
2 3331121196409 =B 2888198399593 2 2166361240767 2 1191096242979
3 420910216097 3 363041481025 3 269931756658 3 " 146585859835
4 68239776196 4 58695272729 4 43440286563 4 23437239297
5 13046037655 5 11201901893 5 8266564633 5 4441966731
6 2811631600 6 2411301078 6 1775893234 6 951589994
7 664623178 7 569488489 It 418803749 T 223547757
8 169215211 8 144894807 8 106435060 8. 56823634
9 45813583 > 39207695 9 . 28774585 9 15342678
10 13066183 10 11177176 10 8196848 10 4366028
i 3897479 i 3332768 1 2442585 = 1299903
2 1209080 2 1033566 2 757100 2 402617
3 388332 3 331869 3 242987 3 129135
= 128655 4 109923 4 80451 4 42732
5 43833 5 ‘37443 2 . 27394 2 14543
6 Ca538 6 ~13083 6 9569 6 5078
7 5479 4 4679 7 © 3421 7 1815
8 2002 8 1709 8 1249 8 663
9 746 9 637 9 465 9 247
20 283 20 249, 120 il - 20 94
1 109 L 93 1 68 1 36
2 43 2 Tik 2 27 2 14
3 L7 < 15 | = 3 5 3 6
4 7 4 6 4 4 4 2
5 3 5 2 5 2 5 5

6 1 6 i 6 55




AZ =, (x) FUGGVENY CSEBISEV-SORFEJTESE

Irta: Németh Géza

Osszefoglalds

A dolgozatban az (x) flggvény Csebisev-sorfejtéseivel foglal-
kozunk. Ezek a sorfejtések p%aktikus szempontbdl célszeriibbek az irodalom-
ban hagzndlatosakndl. A Og x< a intervallumra vonatkozd Csebisev-sor
egydtthatéi L Ty gyorsabban cstkkennek a megfeleld Taylor-sor egylitt-—
hatéindl. Az x> a egetére az ismert /divergens/ aszimptotikus sorhoz ha-
sonlé alaku /de konvergens/ Csebisev—sorfejtést hatdrozunk meg. A sorok e-
gylitthatéit 15 jegy pontossdgig tdbldzatban adjuk meg.

1. Bevezetés

Jelen dolgozatban az
X

t
Ei(x)=1 i dt ©0 1y}

00

filggvény Csebisev-sorfejtésével foglalkozunk. Ismeretes [1] , hogy e sor-

" fejtés részletdsezegei. a fliggvényt legjobban megktzelitd polinomokhoz igen
ktzel esnek, és igy a fﬁggvény értékeinek generdldsdra akdr kézi szdmitds—
hoz, akdr elektronikus szdmolégépen programkészitéshez, kivdldéan alkalmasak.

\ Az E; ) fuggvény kiszdmitdgdhoz nagypontossdgu tdbldzatok ké-
azultek L2 [3] s [4] ', de a szdmolégépben vald fiiggvénygenerdlédsra ezek
nem alkalmasak,nagy terjedelmilk miatt.

Eldszbr a figgvény o< x< a intervallumra vonatkoz$ Csebisev-gor-
fejtéedt hatdrozzuk meg. Ldtni fogjuk, hogy a sor egyiltthatéja kb. 4 Z-nel
gyorsabban csbkken a megfeleld Taylor-sor egylitthatdjédndl.

Az X2 a intervallumra az E,(x) fliggvény aszimptotikdjét kove-
t8 Ceebisev-sorfejtést hatdrozzuk meg. E gor az ismert divergens aszimpto-
tikus sorral ellentétben konvergens.

A sorok egylitthatéit a = 8 esetén tdbldzatosan adjuk meg.
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2. Sorfejtés 0<x x< a esgetére

Kis x értékek esgetén az E; (x) fiiggvényt az

x? %3
E((x) = ¢+ Inx + x. + =25 + Wik e v [2.1]

sorral szdmoljédk /C az Euler-dllandét jeloli/.

A /2.1/-ben szerepl8 sor integrdllal is kifejezhetd:

X % it
X + ; - . FHCE R =_f et'l dt = x J'I ¥t qu at 1242/
(o] o O i

A /2.2/ kifejezésbe beirjuk az.exponenciélis fiiggvény Csebisev—~sorat. Ek-
kor E;(x) -re.az aldbbl sorfejtés addédik:

o

E;(x) =cC + lnx + x {Ao(a) + 2 A (a) T; (X/a)} 123

n=

A /2.3/ képletben T;(x) a /0,1/ intervallumra vonatkoz$ Csebisev-polino-
mot jel¥li, tovdbb4

I :
A (a) = f j e2/2 ut 5 (—-%— ut) du dt /2.4]
(o Be]

amelyben I(x) a képzetes argumentumu'reguléris Begsel-fiiggvény.

Az A (a) gzdmokat numerikusan a

5 g ol u Ly
An % 2An+1 5 An+2‘ n+l Cn Cn+2
p 4 neQ Ll 2 5 va 2 A8
i J al2
S 80y 1 Gy ®imgne In+1(a/2)

rekurzids képletek segitségével lehet kiszdmitani. A /2.5/ képletben sze-
repld

1
al,u
o J e 4 I, (—%— u) du 1256
(e}

szdmokat /és A, -t is/ nem integrdljukkal, hanem csbkkend "n"-ek
irdnydba haladé rekurzidval szdmitjuk ki, alkalmasan valasztott
kezd6értékekkel indulva, és a nyert értékeket a

A, (a) + 2 : (-1)" A (a) =1 /2.7]
n=1
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azonogsdg segltségével normalizdlva .

A /2.5/ képletek /2.4/-b8l parcidlis integréléssal és a Bessel-
fiiggvények rekurziés képletének alkalmazédsdval nyerhetdk.

A /2.1/ képlétbdl ldthatjuk, hogy E;(x) /2.1/ alatti sora O<x<a

n
-(-n:—-—z')—l' ‘{-l + 0 (-%—)} /287

egetén

rendben konvergél, viszont a /2.3/ sor /2.4/ alapjén

2¢2/2 —%ﬁé%%;—{ 1+0 (-%T)} [2.9/

rendben konvergdl, amib8l lédthaté, hogy kb. 4 B-nel gyorsebban tart zéré-
hoz az utébbi kifejezés. Ez a megjegyzés mutatja a Caebisev—sorfejtés gaz—
dagdgogsdgdt.

3. Sorfejtéds x=2 a esetére

Az E, (x) fliggvényt x> a esetére az aszimptotikus kifejezésé-
vel szokds szdmolni

i(x)~-—— {1 + 3% + 3! + .,.} /3.1
X X
X=»co

Ez a sor nyilvdnvaldan divergens.

Mi most az E;(x) filggvény /3.1/ tipusu Csebisev-gorfejtéesét fog-
Juk megvizsgdlni.

Eigx

{B (a) + 2 Z:: (=i }% B, (a) T (a/x)} xza [3.2/

n=1

A /3.3/ sorra a kbvetkez8képp Jutunk, Tekintsilk Ej (%) aldbbli integrdleld-
d11itdsdt [5]

X f it -it
E, (x) = e { Zi ‘f [ e i = = 1t ] dt} 1358,
X (o) 1+ '}E— 7 1" ;"—

Az integrdlban elvégezve a t = a.u helyettesitést, alkalmazzuk az

1 : 1
R TR
Tk e ; 1-it =3
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fiiggvények (sebisev-sorfejtését, igy a /3.2/ sort kapjuk. A sorfejtés
B (a) egylitthatéi a kovetkezlk:

g @
Bn(a)"'_T

iat n - =jat n
[ e (it) 5 e e (-it) 3 ] dt /3.4/
/ARt QvaFie )*? A1t (1evIzde )<

O =8

A B, szdmok numerikus szdmolds céljdra igen kényelmetlen alakban /erd-
sen oszcilldlé komplex improprius integrdl formdjédban/addédtak. A kovetke—
z8kben egyszerilbb alakra hozzuk 8ket.

A B, és B, integralra rovid szdmoléds utan azt kapjuk hogy
5
2

B (a) = 2al/2 ja i JBis}
(o}

A
Bj(a) = By(a) - 2a [1nda - y(1)]+ 2a_£ e'“_f a" e HiEra s ah g
(o]

Tovdbbd parcidlis integrdldsokkal be lehet l4tni, hogy a Bn(a) szémok ki-
elégitik az aldbbli rekurzids képleteket:

A%By = Bg = 2B; + B, = 4a [Bo + B'1 - l] {337

+ B n=0,1,2.::. 3.8/

n+2] ’

A{(n+1)A2 Bn} = -4a [Bn+l

Néha célszeri a B, szdmok "a hatvényai:szerint haladd kifejezéseivel dol-.
gozni. Ezek kdzvetlenill nyerhetdk a /3.5/ és /3.6/-b6l n=0 - é8 n=1 esetére.

o0

Bala) = 28:P¢ (111312 ~a) .= 2 z (-a)k /3.9/
_k=o‘z3325k

Bi(a) = -2a [1na - 1 - w(le) Z;:: k2 (-a) € /3.10/
k1 TETE;‘

A /3.9/ és /3.10/ képletek segitségével {3 7/ és /3.8/ alapjén a tovédbbi
Bn szdmok is sorbafejthetdk:

‘n-1 5 cak
5 e one ; (n+1), ( n+l).k (-a) %
= QI M, W

22n+lan+l
3
k * TErDET oFs (20411, 134, 041, ne1;-a).

8 = lna + Y(n+k+1) - y(n-k) - y(k+3/2) - 29(k+1). /3,11]

A kdvetkez8kben a /3.2/ sorfejtés konvergencidjdt fogjuk bebizonyitani. Egy
1lyen bizonyitdshoz elégséges B (a)n+= viselkedését megvizsgdlni.
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A B, (a) /3.4/ integrélkifejezését tekintve rvgtin lathatjuk,
hogy az integrandus els8 tagja a komplex sikon 1év8, és az

n =

N TS o =0
to iI+IEO

egyenletnek eleget tevé t, pontban éles maximummal rendelkezik. Nyilvén

| 312

1
by, ™ ei 16 (n/a)2l3 y Do 13,137
Most deformdlni fogjuk a /3.4/ integrdl integrdcids utjdt, hogy

atmenjen a to ponton.

well/6 L1176
iat n & -iat n
a e " -(it) % e (-it) dt} /3.14/

B_(a) = —
e 2i Q[ /I+it (1+/1+1t )20 /-1t (1+/1=18)*"

(o)

A /3.4/ integrdl dtirdsa /3.14/ alakba megtehetd a reziduumtétel gzerint,
mert az elsd, /ill. mdsodik/ integrandusnak nincs szingularitédsa a

0< argt<1/6 5 LT g O>argt > ~1/6 sdvban. Igy a /3.14/ integrdl-
ra alka'mazva a Laplace-médszert, az aldbbi eredményt nyertiik:

R 0 Tl Wi
i daf g s an iR (T 2 i
B (a)n=i2 % a b e .e 2 - [sin (% a/’ n /3)+ O(n /s 3LILS
nw % : v
A /3.15/ becslés biztositja a /3.2/ sor abszolut és / a/x -ben/ egyenle-

tes konvergencidjét.

4, Tabldzatok

Az E, (x) filggvény kiszédmitdsdra alkalmas /2.3/ és /3.2/ sorfej-
tégek egyiitthatéit a "kile" és "nagy" argumentumot elhatdrold "a" paraméter
a=8 -as vdlasztdsa mellett szdmitottuk ki. Az A, ezémokat a /2,5/-nél vé-
zolt médszerrel hatdroztuk meg. A B, szdmokat ﬁgyancsak visgszafelé haladd
rekurzié segltségével hatéroztuk meg. Az A, és B, gzdmokat az I. és II.
tébldzatban adjuk meg. A tdbldzati értékekben az utolsd jegy 1 egységgel

hibds lehet.



(1]

(2]
[3]
[4]
25

= 166 =

Tibldzatok
I TE
. enAn(a)(a=8) £,B, (@) (a =8)
eo=l, €n=2 n=-1 so=l, en=2 nzl

0 14.414567799 447827 1.081585183253608
1 21.398409228 405606 ~ .089675166174404
& 11.589333644720272 9325711793980
i3 4,919821458026377 - 1341474999410
4 1.716616588930048 44487508106
5 .508513021187223 94412060877
6 .130906657 463018 - 35536508652
7 29803287 323352 - 1376401560
8 6083200 670124 4703553094
9 1125388687968 - 478019500
10 190392201734 - 645719093
1 29675 534907 103103516
2 4288 247020 106610083
3 577 605483 - 13853456
4 72858342 - 20426935
5 8641645 399461
6 1967268 4073797
7 102499 . 614592
8 10312 - 733329
9 988 - 298349
90 88133
] 2 92197
1 6840
i 19820
- 8394
1913
2849
635
- 485
i 3T
3o ST
87
52
1
= 14
- 8
0
2
1

T roddg L om

Natanszon, T.P.: Konstruktiv figgvénytan, Akadémiai Kiadé, Bp.
145 old. /1952/

National Bureau of Standards Vol.l. /1940/ Washington
Tables of Exponential Integrals. Akademia Nauk SSSR /1954/ Moscow
Hariss, F.E. Math. Tables Aids Comput. 11, 9-16 pp.

Luk 5 el Sk s
/ngé/Ylge Integrals of Beasel-Functions. McGraw Hill, New York

Erkezett: 1968 feb. 19. :
KFKI K6z1. 16.6évf. 3.se24m, 1968,



'BIZONYOS TIPUSU TOBBSZOROS INTEGRALOK
KISZAMITASA MONTE CARLO MODSZERREL

Irta: Marton. Katalin és Varga Laszlé

Usszefoglalds

Egyszerii numerikus mdédszert ismertetiink az

Ig =X[g~ (f(x))dx : (g €aG )

tipusu integrédlok kiszdmitdsdra, ahol X egy n dimenziés véges intervallum,
£(x) rogzitett filggvény X -en, g(u) pedig egyvdltozés fliggvények egy
'G ' osztdlydhoz tartozik. /Az  f(x) fliggvényre és a ¢ filggvényosztdly-
ra bizonyos feltételeket tesziink./ ?

A médszer azon alapul, hogy az Ig integrdlokat - egydimenzids
halmazra t8rtén - Stieltjes-integrdlokkd alakitjuk 4t, majd a Stieltjes-—
integrdlokat véges Usszeggel kbzelitjiik: ] :

I / d()bil (£,)
= Jg(udé(u)~ ] A g(f),
N St -

Az Ap egyiitthatékat Monte Carlo médszerrel hatdrozzuk meg. Foglalkozunk a
diszkretizdldsi hiba és - az egyilitthaték Monte Carlo szdmitdsa folytdn fel-
1ép6 - statisztikue hiba becslésével. ~

R

Dolgozatinkban a kdvetkezd tipusu tdbbszbris integrdlok numerikus
meghatdrozdsdval foglalkozunk: :

Y x/g(f(x))dx, : 1,24

ahol X egy tetsz8leges véges intervallum az n dimenzids térben, és f(x)
az X —-en mérhetd, rogzitett fliggvény. Feladatul tiizzik ki az /1.1/ in-
tegrdl értékének kiszdmitédsdt adott filggvények G halmazdnak tetsz8leges
g(u) elemére. /Az f(x) filggvény és a G fiiggvényosztdly pontos megha-
tdrozdsdt a 3. pontban adjuk meg./ :

Ilyen jellegii feladattal taldlkozunk példdul bizonyos tipusu reg-
resszids feladatokndl. Ilyenkor az(yy,z;) s (¥,s2,) + .. (yk,zk)ﬁsszetar~
tozé mérési értékek kozotti fliggvénykapcsolatot a
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Zi Nxfg(f(x);yi,a) dx

integrdlkifejezés irja le, ahol a = (al, ay'“'i& a meghatdrozand$ paramé-.
tereket jeltli. A G fliggvényhalmazt az adott g(f(x);yi,a)paraméteres fligg-
vénysereg alkotja, az Yy és az a paraméterek szébajové értékei mellett.

2 §o

Jelolje az f(x) fiiggvény értékkészletét F. Legyen X(u) az X hal-
maznak az a részhalmaza, amelven f£<u . Jeldlje' ¢(u) az £(x) fliggvény

"eloszldsfiiggvényét", azaz legyen ;

o
¢(u)=/ dx ~ ; 12:3}
X(u) ;
Akkor a Lebesgue-és Stieltjes-integrdlok k&zdtti Usszefiiggés alapjdn ir-
hatjuk, hogy

L fg(u) d ¢(u).
e 2.2/

F

A felvetett probléma tehdt kiilonbdzd g(u) figgvények adott @(u) riggvény-
re vonatkozé Stieltjes-integrdljdnak meghatdrozdsdt jelenti. Ezzel a fel-
~adatot egyszeres integrdl kiszdmitdsdra vezettilk vissza. A probléma csupdn
az, hogy a ¢ (u) filggvény le ;t6bbezdr csak numeri kusan hatdrozhatd meg, »
ami azonban pl. Monte Carlo mddszer felhaszndldsdval elvégezhet§. Igy az
egyszer meghatdrozott ¢(u) birtokdban mdr a killsnbdz8 g (u) fliggvények-
hez tartozé /1.1/ tipusu integrdlok kiszdmitdsa csak egyszeres integréiést
Jjelent., Amikor az /1.1/ tipusu integrdlt sok g(u) filggvény esetében ki-
vdnjuk kiszémitani, gazdasdgos lehet a /2.2/ formula hasznilata.

Az aldbbiakban egy, a /2.2/ formuldn alapuld numerikus médszert i-
runk le,

i U

Tegyilk fel, hogy teljesiilnek a kbvetkez§ feltételek:

a/ Az F halmaz - az f(x) fiiggvény értékkészlete - véges inter-
vallum,

b/ Minqen, ge€G -re a g(u) fliggvény kétszer differencidlhaté,
tovéabba

Py valéjdban csak kohstans faktortél eltekintve eloszldsfiiggvény.
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82 = sup j’gz(u) d¢(u) = sup jfgz (f(x))dx <
g€G F g€G
X
¢ = gup jf]g'(u)ld¢(u) = ‘gup J[’g’ (f(x)ﬂdx < =
geG & geG
X
D =sup sup |g"(W|< =

gEG uér

Osszuk fel az F intervallumot M egyenld részintervallumra - jeldlje eze-

ket Fy,F,, - Fy=, és keressilk Iq numerikus kozelitését a kovetkezd alak-
ban: -
M
Y kzl g(£s) By : J3il]
ahol £, 8z Fp intervallum egy pontja; 8z Ay gzdmok pedig alkalmasan

vdlasztott konstansok.
Hogyan t8rténjék az Ay egylitthaték megvélasztésa?

Szdmos gyakorlati esetben a G fiiggvényosztdlyba tartozdé minde-
gyik g(u) fliggvény lényegesen lasgsabban vdltozé filggvénye argumentumédnak,
mint a @) fliggvény. Ilyenkor elég jé eredményt kapunk azzal a kozelités-
sel, amelybe /3.1/ dtmegy, ha egyliitthatdkként az '

Py, jf dé(ud Meml, 2,00 )
Fx
szémokat - 1lletve a gyakorlatban ezek kzelits értékeit - vdlasztjuk.

Ezeket a kdzelits értékeket - jelSlés: ﬁk - meghatérozhatjuk
Monte Carlo mdédszerrel . ﬁészletesebben: felvesziink N fiiggetlen, egyenle-
tes eloszldsu véletlen Ej pontot/j=i,2PwN/az X intervallumbanj; jeltlje
Vi © pontok kozill azoknak a szémdt, amelyekre f(gj) 8o, Py halmazba

eslk, és legyen
®/
Rk a0 e

e A i L1 ke g c LN 1308

A nagy szémok erds térvénye folytédn 3;“1, A, 1 valdsziniiséggel, tehdt
ha N nagy, akkor & -t valéban A, kizelit8 értékének tekinthetjilk.

%
g Ha Yy egy Lebesgue-mérhetd halmaz az r dimenziés euklideszi térben,

akkor |Y| jeldlje Y Lebesgue-mértékét.
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A kovetkezd pontban azt vizsgdljuk meg, hogy milyen értelemben és

milyen mértékben jé az

T =~

: SR

N~ =

d (fk)ﬁk ‘ 3.3/
1 :

kbzelités a 3. §. elején tett feltételek teljesiilése esetén.

de § 0

A /3.3/ képlet hibdjanak megbecsléséhez vezessilk be a KSvetkezd
jeltléseket:

# M :
sz = sz.= sup Z 92 (f ) A v
M k k
g€G k=1
® ® s
- o ’
€ =€y = sup Z |g (fk), A
geG k=1

- A
o 40k & s
h M f pk ]x]
/Nagy M -re B®2~ B2 és c¥~c , tehdt feltételeinkbdl kbvetkezik, hogy
B¥2 é3 (X is véges./

A /3.3/ képlet hibsdjét, A -t most a kovetkezdképpen becsiilhet-
Juk

M A
L kZ g (f) Ay lé/Igw)— g (w| ag +

g

et

M
Zl lg (fk)l PRy e 3k| e SR T /4.1/

ahol a 5, -ben szerepld g*(u) fiiggvényre: g*(u)= g(f,) ha UEF, .

Ha u€F, rogzitett szdm, akkor a g(u) fiiggvény véges Taylor-
sorfejtése alapjdn:

x & h2
Ig(u) el (Uﬂ = h lg'(fk)|+ —E— D
és igy
x h2

By BNCT T D-|x| /4.2/

Mdsrészt a Cauchy-Schwarz-egyenldtlenség fo1ytén



eI =

M 1 uo(a A2 1y
I 208 ) Besdr 2o d } -2 s
2 k£1 9% k=1 Px
% 2 1/
g L B e B
N k=1 NPy

Ismeretes, hogy a A., becslésében szerepld

2 5
20 % (v = Npy)
- k=1 Npy

valésziniiségl vdltozd eloszldsfiiggvénye - rogzitett M esetén- M-1 sza-
badsdgfoku y2 -eloszldshoz tart. Tehdt ha Yyrq J6181i az M-1 szabad-
sdgfoku x2 -eloszlds o -kvantilisdt, akkor nagy N -re o valdésziniiség-

gel fenndll a

2(N
Xlé )éYm'a
egyenlétlenség., amibdl
Rt o
by ® —7§= B” V|X| ¥ Yy q /14.3]

Végill /4.1/, /4.2/ és /4.3/ egybevetésével kapjuk, hogy nagy N -re «
valésziniiséggel fenndll a

2 v =
A%hct+ B _p ] + %rﬂ g V| X] /YM,a [4.4/
. 2

® v

becslés.

A /4.4/ jobboldaldn szerepld elsd két tag M névelésével teteszd-
legesen kicsinnyé tehet8. Ha vélasztottunk egy M -et, amely az elsd két
tagot a kivdnt mértékben kicsivé teszi, akkor N megfeleld vdlasztdsdval
tetezblegesen kiceivé tudjuk tenni a - rogzitett o esetén M -t81 fliggl -
harmadik tagot is.

A /4.4/ képletbdl 1éthaté, hogy a_m6dszer konvergencidjdnak gyor-
sasdga leginkdbb a 3. §. elején definidlt B2 ég ¢ értédkektsl filgg.

Be § o

Roviden vdzoljuk a szémitds menetét.

Ez fiigg attél, hogy a 3. §. elején definidlt p2 &g C értékekre
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%/

ismeriink-e /nem tul durva/ fels8 korldtot a szdmités megkezdése eldtt.

Ha ismeriink ilyen felsd korldtokat - 1. eset -, akkor a szémitds

menete a kovetkezs:

a/ Megvdlasztjuk M -et és N -et ugy, hogy a /4.4/ hibakorldt -
amelyben B* s c* helyett ezuttal a B-re, ill. C =-re ismert
felsé korldtot irjuk, - elég kicsl legyen.

b/ Felvesziink N darab fiiggetlen, egyenletes eloszldsu véletlen
pontot X -ben, és meghatdrozzuk a /3.2/ képlettel definidlt

ﬁk gszdmokat /k=1,2,...,M/.

¢/ Az ﬁk egylitthaték birtokédban tetsz8leges g€G -re az /1.1/
integrdl a /3.3/ ktzelitd formuldval gzdmithatd.

Ha B2 -re vagy C -re a szamitds megkezdése eldtt nem ismeriink
haszndlhaté felsd korldtot - 2. eset -, akkor a szémitds a kovetkezd:

o/ Védlasztunk egy M -et és egy N -et.

B / Ugyanaz, mint az 1. eset b/ pontja.

Y / Meghatdrozzuk a 4. §. elején definidlt B™ -ot &s c* -ot, majd
& /4.4/ hibakorlétot.

s/ Ha a_hibakorlét elég kicsi, akkor az egylitthatédkat felhaszndl-
juk az Ig integrdlok kiszdmitdsdra, ellenkez§ esetben pedig
BT dn " értékének megfelelden uj M -et és N -et vdlasz-
tunk, és a B/ ponttal folytatjuk a szdmitdst.

Megjegyezzilk azonban, hogy a 2. esetben tobbnyire ugy is eljarha-
tunk, hogy a y / 1épés elvégzése utdn az 1. eset a/, b/ és c/ 1lépéseit
hajtjuk végre. A nagyobb M -re és N -re vald dttérés ugyanis B* &g c*
értékét csak kevéssé vdltoztatja meg, és minthogy B* -0t és C* -ot csak a
hibabecslésben haszndljuk, értékilket nem kell nagyon pontosan ismerniink.

Erkezett: 1968. febr. 29.
KFKI Kbzl. lscéVfo BoSZé.m, 19680

2 .
Migthogy D —Egl a /4.4/ hibakorlét értéke lényegesen kevésbé fiigg, mint
B® -tél és c”-t4l - amelyek kbzel egyenlSek B -vel, 11l., C -vel -
D -nek elég durva felsS korldtja is megfelel, s feltessziik, hogy ez
rendelkezésilinkre 411,



A THOMAS-PRECESSZIO

Irta: Huszar Miklés

Osszefoglalds

Csoportelméleti médszerek felhaszndldsdval levezetjilk a Thomas-
precesszid frekvencidjat.,

[ Tekintsiink egy erétérben mozgd részecskét, melyen valamilyen irdny
van kitiintetve, mely lehet példdul a részecske spinje. Jeltljiik a részeca—
kének az S laborrendszerhez viszonyitott sebességét at és t+t pil-
lanatban v és VKV -vel. Hajtsunk végre ezen id8pontokban Vv illetve
T8V gebegséggel jellemzett, forgdst nem tartalmazd Lorentz-transzfor-
mécidét, ekkor az S;, illetve S» rendszereket nyerjilk, melyekben a t, il-
letve a t+0t pillanatban a részecske nyugszik. Ha a spinre forgatdényo-
maték nem hat, az s, és S, rendszerben e vektor azonos komponensekkel
rendelkezik. Annak ellenére, hogy az S+ S; és az s + S, transzformdcidk
forgdst nem tartalmaznak, az s; -b6l s, ~-be vezetd transzfromicid /ha

v ésV + 6%V nem egyirdnyuak/ elforgatdst is magédban foglal. Ez a tény
ugy is megfogalmazhatd, hogy ha az S1 rendszerb8l kiindulva forgds nél-
kiili Lorentz-trangzformdcidkkal dllitunk eld nyugalmi rendszert a részecs-
ke gzdméra, a gyorsulds sordn a spin e nyugalmi rendszer tengelyeihez ké-
pest elfordul. Ezt a forgd mozgdst nevezzilkk Thomas-precesszidnak. Mivel ez
az effektus a homogén Lorentz-transzformidcidk csoporttulajdonsdgan alapszik,
vérhaté, hogy a precesszid szbgsebességét csupdn a Lorentz-csoport struk-
tura-d11andéi meghatdrozzdk /v.5. [4] /.

2 A homogén Lorentz-csoport:alapdbrdzoldsdnak 6 infinitezimdlis ge-
nerdtora a kovetkezd mdtrixokkal reprezentdlhatd (2]

Lo #8F00 A B 18 L RIEREERD P Oy

£1 €29 % €82 9

Jy = €01 - €10, J2 = —=€02 = €20 ¢ dai M=oy =0y
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ahol v Ax4-es madtrix melynek u,v eleme 1 , a t&bbi zéruax/. A fenti

generdtorok a kidvetkez8 cserereldcidknak tesznek eleget:

[ty Bl =-eyn T+ [Ty 0 Bl = meyq 0 ,
: 11/

Bs + ) =eppa T -
mindhdrom indexben antiszimmetrikus és € ,, =1 . Bevezetve az

jelﬁlést,az /1/ alatti cserereldcidk

E
ahol ikl

Xiyas™ Tiae ¢ Byge™ sy
R 2/
[xP p xQ] = Cpg ¥x /

alakban foglalhatdk Ossze, ahol a Cg strukturadllanddk értékel /1/-b81

olvashatdék 1le.

Q

Irjuk a-csoport egy g = g($, 3)'eleméhez rendelt madtrixdbrdzoldst

rg (30 G o B | 131
alakban., /A fenti paraméterekre fogjuk haszndlni a (§ ,u)=a jeiﬁlést is,
8hol ¢y, .= ayss és Uy, =o0uss +/ Az ébrézolégi métrixok ilyen felirdsa
egy paraméterezést definidl. Fizikai jelentésének megdllapitdsa céljdbdl
tekintsiik a -

T($, 0) = € % 14/

matrixot. Eszrevéve, hogy a $1  métrix hatvdnyai nem fliggetlenek egymds—
t61, hanem kdztiik a

(#)%™2 = (-A"GF |, 3P = (PAPF) Ime0,1,2,... & ¢% = 3

kapcsolat 411 fenn, az exponencidlist kifejthetjiik,és a kdzvetlen geomet-
riai meggondoléssal nyerhet§ forgasmatrixszal Gsszevetve leolvashatjuk,
hogy ¢ éppen a koordindtarendszer elforgdsdnak szdgvektora. Pontosabban,
ha a koordindtarendszert a § irdny kéril ¢ ozbggel elforgatjuk, akkor
egy rogzitett pont uj koordindtdi a rééiekkel

v_' 3 \Y
X! = (4, o% X
alakban fejezhet8k ki.

Az U paraméterek jelentésének tisztdzdsa cé1j4bél tekintsiik a
forgdst nem tartalmazé v ’

x ’ .

/A tovabblgkbaq az i,k,1 kis latin indexek 123 a p,v kis gbrdog indexek
0¢1.2,3 ¢ég végiil a P,Q,R nagy latin indexek 123456 értéket vesz-—
nek fel. ﬁgszeesé indexekre Usszegezés értend§. A kivér betiivel jelvlt
veKtorok hdromdimenzidsak, skaldrszorzatuk: ab = ab, *¥ab, +ab, :



Ll + 4 e

>y ud
T (o,u)= e

15/
transzformicidkat. Az U3 métrix hatvdnyai most az

(—5)er+2 _ u21': ({*13)2 , (-‘;3)2n+1 & u2n(-‘;3)'

' (n=0,1,2,... és uw? = E?A
kapcsolatban 4llanak. Ennek figyelembevételével /5/ a hatvdnysora segitsé-
gével kiszamithaté, majd a kdzvetleniil felirt v =(v,v,vs)  sebességkompo-
nensekkel kifejezett Lorentz-transzformdcid mitrixszal /1d [3] / Osszevet-
hetd. Igy azt kapjuk,+hogy az /5/ alatti U  és a koordindtarendszer moz-

gissebességét megadd V sgebesség kizt a

thu
u

¥y ™0 u; illetve U (Archy )

. .s z P g
daszefiiggés 411 fenn, azaz ha az S’ rendszer S -hez képest v sebesség-
gel mozog, akkor ugyanannak az eseménynek a vessz8s és vesszdtlen koordi-

natai kozt

- - v
x& = T(O,u)u X,
kapcsolat 411 fenn.
3 Az 1. pontban szerepld S; rendszerbdl S, -be vivé Lorentz-transz-
formdcié paraméterel legyenek §¢ és &w . Ugyanez a transzformdcid meg-
valésithaté az S17S¥S, - uton is, fenndll tehdt a
T (0, 4+ 60) Tt (0,%) =1 (63,6w) 171

egyenl8ség. Feladatunk az S; -b8l S, -be vivé transzformicié szbgelfor-
dulds paraméterének, &§¢ -nek megdllapitdsa. A fenti egyenletet jobbrsl
T (o,ﬁ) -val szorozva és els8 rendig sorfejtve kapjuk:

gm(g,u) &0 = (;5$+ gew)r (0,4) A L
au

A /7/ egyenlet matematikai tartalmdnak megvilégitésa céljdbdl te-
kintsiik a Lorentz-csoport dbrdzoldsénak az egységelemhez T, ® T (o) és

egy tetsz8leges g elemhez rendelt T, = T (x)madtrixdt. A csoport homogén

=l

9 ;
tér, amin azt értjilk, hogy az egységelem kidrnyezetének tulajdonsdgai /pél-

ddul  jobboldali/eltoldssal bdrmely elem kdrnyezetébe dtvihetdk. Irjuk az
egységelem infinitezimdlis kdrnyezetében fekvd e’ csoportelem dbrdzoldsidt
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B T6 alakban, akkor egy tetszéleges g elem kdrnyezetében fekvs

gt ¥
g’ elem Tg Tg+TGg dbrdzoldsi mdtrixdt jobboldali eltoldssal értel-

mezziik

Bohes Bt
azaz

(T + Tae) Tg z. Tg + Tag
ahonnan
= 9
L FERL T 0 Tg 191

A fenti Usszefiiggés adja az dbrdzoldsnak azt a- g elem kdrnyeze-
tében 1étrejott - megvdltozdsdt, melyet a jobboldali eltolds az egységelem
megvaltozdsdbdl indukdl. Tag és T, Viszonya kdlcstnds, mert ha Tsg -t
tekint jiik adottnak, ebbdl lobbeltolds segitségével az egységelem kdrnyeze-
tében éppen a fenti Ts megvdltozds szdrmazik. Legyen az e’ illetve a

g’ elem paramétere rendre eP és aP F np /ahol ep és nP infinitezi-

mdlisan kicsinyek/,akkor a /9/ egyenletnek a paraméterekkel felirt alakja

BTN nP = ¢ T(a) /10/
o Q
- BTfﬂz :
ahol az Xp = 'y ub é mennyiségek az infinitezimdlis generdtorok. Az
=0

e é4a nP paraméterek kdzdtt a Lie-féle differencidlegyenletek teremte-
nek kapcsolatot:

o (o) o Q
- = S(a)p Xy T(a) 4 L

ahol az 'S@)g egylitthaték a csoportelemek szorzédsszabdlya &dltal meghatd-
rozott dllandék. /Ld. [2] 152. old./

/11/-et np -vel szorozva:

IS x T(a)
; 9 a
Ahonnan /10/ miatt az

Q

e = n* 50).9

.
egyenletre jutunk. / Latjuk, hogy /11/ alatt éppen a Thomas-precesszié so-
ran 1létrejott szdgelfordulds meghatirozdsira 8z01gdlé /8/egyenletet kaptuk,

%/

A generdtorok lineéfisan fﬁggetlenek.
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tehdt matematikai szempontbél a feladatunk, hogy az upg(o,ﬁ) cgoportelem
kdrnyezetében adott nPz (0,60) elmozduldsbél jobboldali eltolds &ltal az
egységelem kornyezetében 1létrejott elmozdulés eP =(8¢,6W) paramétereit
meghatdrozzuk. Ehhez /12/ szerint az S(GEQ egylitthatdkat kell megdllapi-
tani.

) AT (a)T-—l B 3
e Szémiteuk ki a ~, A (@) mennyiséget, ahol most of =(o0,u).

/3/ felhaszndldsdval kapjuk

aT(a)T~1 . BP (e$I eu3) Mo 5 o 91 =

3 QP (a) - .3—0.— $=o

=<._a__ ea Q) e_a. Q /13/ i
B
da

Ennek kiértékeléséhez tekintsiik a )\ paraméter kovetkez8 filggvényét:

' Q TS
£0)= 25 (M o)™ Ko /14

Fejtsiik £(A) -t A szerint haladé Taylor-sorba:

A

2 A ' 3 P
By b wd iy A [&, (A ] + A [*, [a —Eﬂ;]] il e TE B
P P ! P
on 2! da 3! da

Q
Al X %
ahol az %=® "Q  ryvid.jeldlést vezettilk be. Felhaszndlva a /2/ alatti

csereldcidkat, /15/ zért alakban felirhaté.

A végeredményt a A=1 helyen véve kapjuk:

D(o)_
£ (1) = (E—————li) QXQ ) /16/
D(a)
ahol D(OL)P Q. aR Cgp

Igy végil /13/, /14/ és /15/ felhaszndldsdval:

3 T(a)_ (ep(u)_ l) QX T (a)

Ezt /11/-gyel dsszevetve:

Q
D (o) _
D(a) P
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Figyelembe véve a strukturadllanddk /1/ alatti kifejezését valamint azt,
hogy qz(o,'ﬁ) , a D(a) = D(d) matrixot a kovetkez8 alakban kapjuk:

0 -A ;
DGx)PQ = DCB)PQ = (A 8 ) ) 117/ -

ahol O a 3x3-as zérdémitrix és

(0] u3 —u2
A=| -3 o ul /18]
u2 -u1 (0]

A p matrix hatvdnyai nem fiiggetlenek egymdstél, hanem fenndllnak a -

D2n+1 = u2n D, »D2n+2 = u2n D2 /n=0,1,2,.../

egyenletek. Ennek segitségével:

Q. >\ Q _ shu Q chu l Q.
8p = s(u)P = . §p + 2 D(u)

Ezt /17/ és }18/ felhaszndldsdval /12/-be helyettesitve kapjuk az egység-
elem kbrnyezetében létrejstt e?  elmozduléds 6 paraméterét. Ennek elsd
hédrom komponense adja a szbgelforduldst:

. ¢chu-1

Sy A 5 S R B

->

Ezt /6/ figyelembevételével az 3 paraméter helyett a T sebességgel igy
fejezhetjilk ki:

; 2
5$ =( 1 L - 1)_]‘_2 '$x 63:: % —-—l-— ;x 6;; | /19/
AU v c Y+l '
3 A
C

ahol

- -5y

vzdgelforduldsrél szdgsebességre éttérve kapjuk a Thomas-precesszié frek-
vencidjét:

2 -
by = s X 3y dv

C Y+l dt
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5, Tekintsiink egy részecskének kétféle kiilsd térrel vald Ky és K,
kdlcsonhatdsdt. Tegylik fel, hogy K; csak gyorsitja a részecskét, de nem
hat a hozzd rdgzitett irdnytiire, K, pedig nem okoz gyorsuldst, csak az
irdnytiire gyakorol forgatényomatékot. Ha Ky és K, 1is milkddik,az irdny-
tii elforduldsa két okbdl jon létre, egyrészt mert K, révén ra forgatd-
nyomaték hat, mdsrészt mert K; a részecske gyorsitédsa d4ltal Thomas-pre-
cesszibét eredményez, annak ellenére, hogy kdzvetleniil a mdgnestiire nem
gyakorol forgatdényomatékot. Nemrelativisztikus kozelitésben a fenti Ky
és K,  kilcsonhatds teljesen szepardlddik, relativisztikusan azonban a

Thomas-precesszidn keresgztill dsszefonddik.

A valésdgban ugyanaz a kolcsdonhatds, mely a részecskét gyorsitja,
forgatényomatékot gyakorol a spinre, illetve a mdgneses momentumra. Ez a
helyzet példdul az elektromdgneses térben mozgé migneses momentummal ren-
delkezd részecske esetén is, ahol az elektromédgneses tér két okbsl is hoz
létre szdgelforduldst: a mdgneses momentumra kozvetleniil forgaté nyomaték
hat, melynek kdvetkeztében Larmor—precesszié_jﬁn létre, ugyanakkor az
elektromdgnegses tér a részecskét gyorsitja is, igy Thdmés—pfeceésziét ig
létrehoz. E kétféle szdgelfordulds spintdl és mdgneses momentumt4l fiiggden
egymdst er8sitheti, vagy gydngitheti.

Lip o da i o'

l] Thomas, Lch! Philo Mag. 2, il /1927/
]

Ljubarski, G.J.: Anwendungen der Gruppentheorie in der Physik,Berlin
1962, 248. old. ‘ :

Mgller, C.: The Theory of Relativity, Oxford 1952, 47.0ld.
Jackson: Classical Electrodynamics, New York - London, 1962.

3aitnes, I'.A.: O cBA3M TeopuM OTHOCHTENBHOCTH C Teopumeit rpymm.

lésd. Mapm-AuryanerT Toxena: OCHOBN BISKTDOMATHETUIMA X
TEOPMA OTHOCHTeNbHOCTH (MockBa, 1962) c. kdnyv filggelékében .

| o S sy
R
g

Erkezett: 1968. feb. 19.
KFKI K6zl. 16.6évf. 3.ezdm, 1968.
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1IZOTOP METILHALOGENID MOLEKULAK
REDUKALT ALLAPOTOSSZEG-HANYADOSAI

Irta: Jancsé Gabor és Gellai Borbala

Osszefoglalds

Meghatédroztuk a 130 14C D, valamint a kiilnboz8 halogén izotdépok-
kal helyettesitett metllhalogenld molekulak /CH,F CH Cl, CH,Br, CH,Jd/ re-
dukdlt allapotosszeg—hanyadosalt nehany homerse%leten. A SZ&%ltasOk 0z a
kzonséges és deuterizdlt molekuldk irodalomban kozdlt, kisérletileg megha-
tdrozott rezgési frekvenciaértékeit haszndltuk fel.

Bevezetés

Az izotéprendszerek termodinamikai sajédtsdgainak kiszdmitdsdhoz
mindenekeldtt a killonbtzé iztdépmolekuldk rezgési frekvencidinak ismerete
szilkséges. A rezgési frekvencidk a Wilson-féle GF matrix karakteriszti-
kus gyokeiként allithatdk eld, ( G - a molekula kinetikus energia mdtrixdnak
inverze, r a potencidlis energiavmétrixa [I]). Az izotépmolekuldk rez-
gési frekvencidinak meghatdrozdsa ugy tdrténik jhogy a kozdnséges molekula -
és egetleg egy izotdpvdltozata - kisérletileg meghatdrozott rezgési frekven-
cidibdl, és némely esetben rendelkezésre 4114 egyéb paraméterekb8l /vibra-
cids-rotdcids kdlcsonhatdsi dllanddk, dtlagos rezgési amplituddk, stb./
el8szdr meghatdrozzuk a molekula F erddllandd- mdtrixdt. Mivel az erd-
dllandéértékek a molekula elektronszerkezetétél fiiggenek, igy jé kvzeli-
téasben /Born-Oppenheimer—kozelites, 1474 pl. [2] / fliggetlennek tekint-
het6k a molekuldt alkotd atomok tomegétél, azaz a molekula erStere nem .
vdltozik meg az izotdéphelyettesités hatdsdra. Ennek kbovetkeztében a fen-
tiek szerint szdmitott erddllandd-mdtrixszal meghatdrozhatdk az izotdp-
molekuldk rezgési frekvencidi. Meg kell jegyezniink azonban, hogy a leg-
t6bb esetben a rendelkezésre 4114 Osszes adat felhaszndldsa sem elégséges
a molekula legdltaldnosabb harmonikus erdtérbeni erddllanddinak egyértelmii
meghatdrozdsdhoz. Jelen esetben azonban elegendd egy olyan erddllandé-mat-
rix meghatdrozdsa, amely kielégit§ pontogsédggal visszaadja a kisérletileg
észlelt rezgési frekvencidkat, @éyanis ennek segitségével mdr kiszdmitha-
ték a rezgési frekvencidk izotdpeltoléddsainak pontos értékei.
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Az izotdpmolekuldk rezgési frekvencidinak ismeretében, a redukdlt
dllapotdsszeg-hdnyadosok kiszdmitdsédn keresztiil, lehetdvé vdlik idedlis ga-
zok izotdépcsere egyensulyi dllandéinak kiszémitésa, valamint az izotdp
molekulapdrok termodinamikai filiggvényei kozti kiilonbségek meghatdrozésa

[3, 4]

Meghatdroztuk a kiilonboz8 metilhalogenid molekuldk legdltaldnosabb
harmonikus erdtérbeni erddllanddit a kozonséges és a deuterizdlt molekuldk
kisérletileg észlelt rezgési frekvencidinek ismeretében, tovdbbd az izotdép-
helyettesités /130, 140, D, halogénizotdpok/ dltal el8idézett rezgési frek-
venciaeltoldddsokat , valamint a kiilénbdz8 izotdép molekulapdrok redukdlt
dllapotdsszeg-hdnyadosait néhdny hémérsékleten. -

Az erddllandd-matrix szamitdsdnak mdédszere

Az &ltalunk alkalmazott erddllandd meghatdrozdsi mdédszert H. Jo-

hansen irta le [5 , 6 ]. Egy alkalmasan megvdlasztott £ kiinduldsi mét-

rix gegitségével meghatdrozzuk a GF  mdtrix sajdtértékeit és sajdtvektora-

it a kozbnséges és deuterizdlt molekuldra nézve:

-1 L - Al | »
2o CE Ly = éo Lo

(o]

(o)
*

oy
=0

e
I
>

7 Qo egy diagondlmdtrix, amely a GE matrix sajdtértékeit tartalmazza;
L, a sajdtvektormdtrix; a * -gal jelslt mennyiségek a deuterizdlt mole-

kuldra vonatkoznak/.

Fentiekbdl kdvetkeznek az alédbbi Gsszefiiggések:

Py -1 X A=l s x=]
£, =€ 'L Qo Lo L T A Lo
A Qo' 6 dlagonalmatrixokat a kisérletileg észlelt rezgési frekvencidknak

megfeleld A , ill. A diagondlmatrixokkal helyettesitve két, egymdstsl

kiilénb6z8 E, , ill. E] métrixot kapunk,amelyek a A ill. A médtrixot
reprodukaljdk:

e -1
El o gg- zI-'_-o {—\ ’E_-io
»* i—l » »* ﬂ-—-l
= E1+F; e L g ey
B o 7 3
AZ = 2 matrixszal mint uj kiinduldé mdtrixszal megismétel iiik az

algoritmust. Egy bizonyos szdmu iterdcids 1épés utin egy olyan E mdtrixot
kapunk, amellyel a kiserletileg éazlelt rezgési frekvencidk kSzelitdleg
reprodukdlhatdék.
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Felhaszndlt adatok és szdmitdsi eredmények

A metilhalogenidek kiiloénbz8 erdtér-
modellekre vonatkozé erdéllandéit mir szémos
szerz§ meghatdrozta, ldsd pl. [7 - 10] . A
nolekuldknak hat rezgési frekvencidja van,
hérom A, specigsﬁ és harom E speciesii,
ennek megfelel8en 12 erddllandéja a legdl-

taldnosabb harmonikus erdtérben.

A metilhalogenid molekuldk belsd
koordindtdi, amelyek az egyensulyi helyzet-
b8l valé elmozduldst jeltlik, a kdvetkezlk:

Ryl om 1,2,3] kb6téstdvolsdgvdltozdsok és az a;r By /i =1,2,3/ vegyér-
tékszbg-vdltozdsok /ldsd 1. dbra; X a halogénatomot jelsli/. A szdmitdsok
soran hasgzndlt molekulageometriai adatokat, valamint atomtomegeket az 1.
tdbldzatban dllitottuk Ossze ﬁ, 9, 10] . A G és F matrixokat az aldbbi
szimmetriakoordindtdkban irtuk fel [9] :

Ay osztdly:

51

SZa

e

(l//§)(rl + r
(ril/ngl + o
(ri//g)(onl + a

E osztdly:

S4x

S4y

SSx

SSy

SGx

S6y

it

i

T r3)

yeohutng i By s B
2+a3+61+62+‘83)

R
, 1

PSy, = @Sy, » P = (1 +K)/(2+ 2K2)1,2
Q= (1-K)(2+ 2K2)
K = -3 sing cosB/sina

(1//3)(2r1 lt W r3)

(10V8Mey = 25

(ri//EXZal it M a3)

(ri//'i)(a2 - a3)

(x,1v8)@8) - By = By)

Az Fo kiinduldsi matrixot a J. Aldous és I.M. Mills 4ltal meg-
hatdrozott erddllandé-mdtrixok [7, 10] alapjén vdlasztottuk meg. A-szdmi-
tdsokhoz felhaszndltuk mind a kézbnséges, mind a deuterizdlt molekuldk ki-
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gérletileg meghatdrozott és anharmonicitdsra korrigdlt rezgési frekven-
ciddb [ 7, 9]« fldad 3. tdbldzet,/

A metilhalogenid molekuldknak a szédmitdsok sordn nyert erddllan-
déit a fentebb definidlt szimmetriakoordindtdkban kifejezve a 2., tdbldzat-
ban foglaltuk tssze. /Az erddllandé-értékeket mdyn/Z-ben adtuk meg./ A
szédmitott és a kisérletileg észlelt rezgési frekvencidkat a 3. tdbldzat-
ban tiintettiik fel. Mint iéthaté;a gzamitott és mért frekvencidk kozti

legnagyobb &tlagos eltérés 0,23 %.

Az izotépmolekulék redukdlt dllapotbsszeg-hdnyadosai

Valamely molekula két, izotdéppal helyettesitett valtozatdnak re-
dukalt allapotdsszeg-hdnyadosa - a harmonikus oszcilldtor, merev rotdtor
kzelitésben - meghatdrozhatd egyediil csak a molekuldk rezgési frekvencid-
inak ismeretében /ldsd pl. [11]‘/ :

¥ TS - wdnniCuit3)

o l I i 3, )

[o; . u sinh (ul /2’
{ui i 1

ahol a * vonatkozik a nehezebb izotdpot tartalmazé molekuldra; o a mo-

lekula szimmetriaszdma; u; = —Ef%ﬂh—,wi a molekula i-edik normdlrezgésé-

nek frekvenciéja-/cm'l/; n a molekula atomjainak, 3n-6 a molekula nor-

malrezgéseinek szima.

A 4-7. tdbldzatokban megadjuk a~kﬁ1§nbﬁz6 izotdp metilhalogenid
molekuldk redukdlt dllapot8sszeg-hdnyados értékeit néhdny hdémérsékleten.

A szdmitdsok eredményei is igazoljék a ktovetkezd, elméletileg le-
vezethetd Gsszefiiggések érvényességét T - g

12

A CH . X" # CD. X*

oY gl Db ) w il g i3 -) J148d 5., 6. t&bldzat/
CH4X o CD, X
3
valamint
14 13

* CH,X CHsX y - ’
g f( - 3 )_1 g glugl ¢ ( 37V, | /14ed 4., 7. tébldzat/
" oN. X Ly 1204 x /

Koszonettel tartozunk Kiss Istvdnnak a probléma felvetéséért és
i munka tamogatdsdért.
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1. tablézat

Metilhalogenid molekuldk géometriai adatal és a szdmitdsok
gordn haszndlt atomtomegek
r,/CH/ & R/cx/ R HCH 4 /o / HOX &4./.B./
CH,F 7,035 1,386 110°20° 108°36°
CH,C1 1,095 1,780 110°50° 107%21
CH,Br 1,095 1,938 111°é0é 107° 4°
CH,d 1,095 ol o 111°40° 106°40°
Atom nfl/aa,.’c‘.e./":L Atom m"]‘/a.t.e./":L
H 0,991921 195 0,052619
D 0,496341 5 10,028588
124 0,083307 3701 0,027043
14, 0,076879 79y 0,012667
144 0,071389 Blan 0,012354
181

~ 0,007877
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2. tédbldzat

Metilhalogenid molekuldk szdmitott erddllanddi a 1egé1talénosabb
harmonikus erdtérben /mdyn/ﬂl

Fluoridok Kloridok Bromidok Jodidok
Fiq 5,415 5,408 5,448 5,472
F12 -0,0096 -0,088 -0,0099 —0,047
F13 0,404 -0,154 0,023 -0,026
F22 v 0,620 0,57k 1104510 0,486
Fos 0,593 -0,462 -0,373 -0,323
Fqq 5,708 3,439 . 2,886 2,330
Fra 5,406 5,463 5,480 5,598
F45 -0,136. -0,226 «0,233 ~0,066
Y 0,169 0,185 - -0,183 0,185
Fos 0,494 0,466 0,444 0,444
Feg -0,061 0,028 0,065 0,048
Feo 0,757 0,657 0,606 0,511




3.

tabldzat

Metilhalogenid molekuldk kisérletileg észlelt és szdmitott rezgési

frekvencidi
CH;F OD, F CH33501 = CD33501

AP 4 3 X

e Lgz wé = ® g X 4 Wy w
w; || 3055 3052,2 2185 2186,9 3062 3064 ,9 2207 2205,1
Wy 1500 1499,5 1160 1159,8 1398 1399,4 1054 1053,8
ws 1067 1066,9 1005 1005,1 33 T335%5 : 698 697,6
wy || 3165 3167,1 2350 - 2348,2 3209 3206 ,4 2380 2382,0
© 1510 1505 ,6 1095 1096,9 1510 1511,9 1093 1091,8
5 :
wg || 1212 1208,4 920 923,8 1049 1050,4 790 789,0

X 0% b= 0,12 % A= 0,10 % A= 0,08 %

i 79
CH3 Br CDB' Br CHQJ CDQJ
e || 3061 3063 ,4 2196 2194 ,4 3060 3072,1 2210 2201,5
wy || 1332 1326,4 1002 1007,3 1288 1286,1 975 975,0
wg 614 617 ,4 580 576,9 533 536,9 502 499,8
wy |l 3213 3210,2 2381 2382,8 3229 3231,6 2400 2398,0
wg || 1506 1506 ,2 1084 1084 ,5 1504 1504 ,3 1083 1082,5
we 975 974 ,6 730 T29,9 906 906,1 676 675,8
A= 0,20 % A= 0,21 % A= 0,23 % A= 0,16 %

X weg , W

é
XX A

Sz

az észlelt, ill. szdmitott rezgési frekvencidk em™T-ben

a szamitott és mért frekvencidk kozti dtlagos eltérés.

e LG
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tédbldzat

Izotép metilfluorid molekuldk redukdlt dllapotdsszeg-hdnyadosai

13 14 12 13 13
CH,F CH,F D.F 0D, F F
g A g Wi ol iy A s
K 12 12 12 13 15
CH,F CH,F CH,F CH,F CH,F
4 3 3 3 3
250 1,183 1,367 20791,212 |21262,930 | 1,210
300 1,141 1,279 2705,784 | 2751,697 | 1,161
350 1 gl 1,221 639,627 647,986 1,128
400 1,093 1,179 219,955 gee. ot 1104
450 1,078 1,149 97,156 97,955 | 1,087
500 - || 1,066 1,126 51,128 51,486 | 1,073

5. tablazat

Izotdép metilklorid molekuldk redukdlt dllapotdsszeg-hdnyadosai

1261351 | 220,351 | 120m,3%01 | 1200,3% | 120m,3501
3 % i e o g A

250 17736,755 1,159 1,012 1,012 18155,174
300 - 2371,487 1,123 1,009 1,009 2413,811
350 573,048 1,099 1,007 1,007 581,008
400 200,632 1,081 1,005 1,005 202,846
450 89,933 1,068 1,004 1,004 90,733
500 47,899 1,058 1,003 1,004 48,246
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6. tébldazat

-Izotép metilbrbmid molekuldk redukdlt dllapotdsszeg—hdnyadosai

b 120,79 | Bon,%8r | 120w, %'er | 200,%'8r | Yep, "By

1200, M98y | 20y, 98r | 12cH, %Br | *2cp, %Br | 13cu, %Br

3 3 3 3 i Sl

250 " || 15698,616 1,148 1,002 1,002 16056,337

300 2148,920 1114 1,002 1,002 2186,016

350 528,651 1,092 1,001 1,001 535,763

400 187,679 1,075 1,001 1,001 189,686
450 85,050 | 1,063 1,001 1,001 85,784 -
500 45,692 1,054 1,001 1,001 46,014

7. tébldzat

Izotép metiljodid molekuldk redukdlt dllapotsszeg-hdnyadosai

o ﬂ—“_iZcHB; 1iCH3J 12CD3J ijcn J '1ZCD3J
e CHyJ CH,J e CHyJd 0D,d
250 1,140 1,276 | 14515,622 | 14846,496 1,166
300 f| 1,108 1,811 2021,882 2056 ,864 1,128
350 1,087 1,167 ] 503,921 510,727 1,102
400 1,072 n O 180,677 182,620 1,083
450 1,060 1,115 82,501 83,207 1,069
500 1,051 1,098 | | 44,584 44,899 -| 1,059
ST
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KOMPENZACIOS MODSZER HATASOSSAGAROL
AZ ELEKTROLITTANKOS TERMERESNEL

Ita: Kiralyhidi Laszlé

Usszefoglalds

A cikkben az elektrolittankos térmérésnél fellépd szdért kapacité—
sokat kompenzdldssal csdokkentd médszer hatdsossdga keriil bemutatdsra, amely
lehetévé teszi a mérés pontossdgédnak ndvelését.

A Gyorsité Laboratdériumban sziikségessé vdlt a gyorsitott ilonnyalab
pdlydjénsk szdmitdsa céljdbél, hogy a gyorsitécsében 1év8 téreloszldst ki-
mérjilk. A villamos erdtér mérési médszerei kozill az elektrolittankban. tor-
ténd térmérést alkalmaztuk. Az elektrolittankban kialakulé téreloszlés u-
gyanis megegyezik a valdsdgban fellépd téreloszldssal.

Az elektrolittankban az dramsiiriiség minden pontban

i az dramsiiriiség vektora,
E a térerfsség vektora,
az elektrolit fajlagos vezet8képessége.

i=AE,ahol

>

Az elektrolitban kialakuld tér forrdsmentes, tehdt
; divi=o0 '
Mivel E=-grad u,behelyettesitve
divA E =X div E = - A div grad U = -A AU = O

Az elektrolit fajlagos vezet8képessége A # O , tehdt AU=0, azaz
kielégiti a Laplace-egyenletet. '

A méréseket egy 475x575 mm méretii ohmos osztéval felszerelt mély
elektrolittankban végeztiik, A mérés kapcsoldsa tulajdonképpen egy vdlta-
kozé dramu hidkapcsolds /1. dbra/, amely kiegyenlitésének feltétele:

Zl.Z4=Zz.Z3

A 2, és Z, impedancia az induktivitdsmentesen tekercselt qhmos
dekddellendllédst, a Zy és Z, pedig az elektrolit ellendlldsdt jelenti. Az
egyes dgakban az ohmos tagok mellett reaktdns tagok is vannak, amelye 5
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1. &bra

el 5 2

leg a kapacitdsokbdl szérmaznak. Ha a
hidat csak ohmosan egyenlitjiik ki, a reak-
tdns részekbdl mindig marad egy kis zava-
ré jel, amely csokkenti a mérés pontossd~
gat.

Az irodalomban tSbb médszer is-
meretes a reaktdns rész kikompenzdldsdra.
Az elektrdd feliileténél az elektrolitban
fellép8 un. polarizdcids impedancia,'va—
lamint a szdrt kapacitdsok kihangoldsdt
Einstein [1 ]az‘elektrolitégba, McDonald

[2 ]pedig az osztddgba beiktatott konden-
zdtorral végzi. Mds szerzdk [ 3] ,[ 4] csak
a gzért kapacitdsok kihangoldsdt végzik
a valtakozddramu hidkapcsolasokndl szokd-
gos Wagner-foldeléssel.

A cikkben mind a polarizdcids im-
pedancidt, mind pedig a szért kapacitdsok-

bél szdrmazd reaktdns tagokat kompenzdlds-

sal csdkkent8 médszer hatdsossdga keriil

bemutatdsra.

Az impedancidkat felbontva a kap-

il cgoldsei rajz a kdvetkezb8képpen alakul /2.
dbra/.
2. abra e 2
A kiegyenlités feltétele:
.Rlxx‘c 3xXc
? 3
R2 X xc R4 X Xc4
A kiegyenlitési egyenletet részletesebben kiirva kapjuk:
Ry : 1 + ju C,R, _=R3‘ 1+3juR,C,
R2 o s 1T ClRl R4 1+ 3jw R3 C3

EbbSl az egyenletbdl csak a képzetes tagokat tartalmazd torteket vizsgaljuk
meg. A valés részb8l a kbvetkezs egyenletet kapjuk:

R,
i [
R R 4

3
Mivel ﬁ: sy - o

2 C3 s

R
n

« C; C
2 i

i
, 8z ohmos kiegyenlités feltétele,
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= — kell hogy legyen.
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A reaktdns rész képzetes tagjdt vizsgdlva kapjuk:

g Mg\
| By ok
Az el8bb kapott egyenl8ségek felhaszndldsdval irhatjuk:
o WG B e M
s € Ry €3

A hiddgakban 16v8 szdért kapacitdsok természetesen nem elégitik ki a fenti
kiegyenlitési egyenletet, ezért a hiddgakkal paralel kiilsd kapacitdsokat
iktattunk be, amelyek kapacitdsa lényegesen nagyobb a szdért kapgcitésoknél;
és veliik a kiegyenlitési feltétel kielégithet8. Az ohmos osztéval pdrhuza-
mosan dekddkondenzdtort épitettiink be, amely ugyanolyan ardnyban oszthaté,
mint az ohmos oszté. Az elektrolit dgba egy forgdkondenzdtort kabcsoltunk
be, amelyet hol az egyik, hol a mésik dgba kell beiktatni.

A hid kiegyenlitése a kbvetkezS8képpen torténik. A keresett poten-
cidlvonalnak megfelel8en bedllitjuk az R;/R, viszonyt. Hasonl$ ardnyban
dllitjuk be a C, és C, ‘viszonydt is a dekddkondenzdtoron. Az elektrolit-
ba mertild tilt mozgatva a nulldzd milszeren minimumot keresiink, ekkorRr,/R,
Vviszony is durvdn egyenld lesz az R,/Ry = C 2/Cy ".ardnypdrral. A minimum e-
' 1ég nagy tartomdnyban jelentkezik, melynek oka az R,-R, hiddgakban 16v§
reaktdns tagok jelenléte. Ezeket a tagokat az ide beépitett forgdkondenza-
forral'tudjuk kompenzdlni. A forgdkondenzdtor és a til ismételt 411itdsdval
két-hdrom 1épés utén megnyugtatéan bedllithaté a jelminimum , illetve az

R3/Ry = C4/C5. egyellség. :

A médszer hatdeossdgdt szemlélteti a 3. és 4. dbra. A diagrammon
lédthaté, hogy az 1 %~os és 5 %;os ekvipotencidlis vonalak meghatdrozdsdndl
a tilvel a pontos mérési pontbél vald kimozdulds esetén mennyire nSvekszik
meg a null+zé mﬁszeren/oszcilloszkép/léthatd jel, a kompenzdlt és kompen-
zdlatlan kiegyenlités esetén. ‘

Ha feltételezziik, hogy az emberi szem az oszcilloszkdp ernydjén
minimum 2 mm jelvdltozédst tud hatdrozottan észlelni, akkor kompenzdlt,
illetve kompenzdlatlan médszerrel mérve az 1 %-os,illetve az 5 %-os ekvi-
potencidlis vonalak meghatdrozdsdndl a kovetkezd hibdk kovethetlk el :
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Kompenzdlt Kompenzdlatlan
1 % i 0,8 mm it 7 mm
- 14
5 % 20,1 nm + 1 mm
$| F
—o—o— Kompenzalt me'r'e'.s', S |8
——p— Kompenzé/ailan mcr'é; ':: =
s \
2 -0 0 ] T
! az chvipotencidlis vonaltol valo
eltavolodas
)
e AbTE
By AN
€
B
L s
—o—o— Nompenzalt mérés | &
—e—e— Hompenzalailan méres Bl 8
i) e
5| <
[ -
Lo
-80,
20 10 o 10 P
az ekvipotencialis vonaltal valo
ellavolodas
)
4, &bra
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Létszik, hozy a kompenzdlatlan esetben a lapos minimum miatt az

1 %-os vonal praktikusan meghatarozhatatlan.

Ismeretes, hogy az elektrédokhoz kdzelesd ekvipotencidlis vonalak
pontos meghatdrozdsa nagyon kényes feladat. Ezen vonalak meghatdrozdsandl
az elektrolit feliileti fesziiltsége, az elektrddok és a tii anyaga, az elekt-
rolittartdly faleffektusa, a tii meriilési mélysége stb. erdsen befolydsol-
jdk a mérés pontossigdt. A cikkben ismertetett médszer ezeket a hibdkat
nem sziinteti meg, csak a hid kiegyenlitésénél a szdért kapacitdsok zavaré
hatésdt kompenzélja, és ezdltal a hid nulldzott dllapotédnak megdllapitédsdt

teazi pontos:ibba.

Befejezésiil szeretnék kSszonetet mondani Varga Ldszlé kartérsnak,
aki a médszer kifejlesztésénél 1ldtott el sok értékes tandccsal, és a Tdv-
kozlési Kutaté Intézetnek, amely rendelkezésiinkre bocsdjtotta az elektrolit-
tankote. :

N o A o 0 o g o g1

Einstein, P.A.: Brit. J. Appl. Phys. 2, 49 /1951/
McDonald:Proc. I.E.E.E.,100-II, 145 /1953/
Bidetein, Puhey | 48ty Inetys 20, 27 /19507
Koltay, E.: M.Fiz.P. 4, 213 /1956/

R N

Erkezett: 1968. jan. 24.
KFKI K6zl. 16.8v7. 3.s24m, 1968.






NEUTRONHIANYOS RITKAFOLD 1ZOTOPOK
ELOALLITASA 680 MeV-es PROTONOKKAL

BESUGARZOTT GADOLINIUM ES
NEODIMIUM CELANYAGBOL

Irta: Molnar Ferenc és Lebegyev N. A.

Ogszefoglalds

Neutronhidnyos ritkafold izotdpoknak nagyenergidju protonokkal be-
sugdrzott gadolinium és neodimium célanyagtdédl t6rténd csoportos elvalasztd-
sdra anioncserés mdédszert dolgoztunk ki. A médszer a ritkafdldeknek nitré-
tok vizes-metilalkoholos oldataibdl végbemend anioncserés adszorpcidjan
alapszik. A ritkafsld izotépok egymdstdl torténd elvdlasztdsara a szokdsos,
o -hidroxi-izobutirdtos elucidn alapuld kationcserés mddszert alkalmaztuk.

Hordozdémentes ritkafdld izotdpoknak nagyenergidju protonokkal be-
sugdrzott ritkafold célanyégtél torténd elvdlasztdsa egyike a legkritiku-
gabb kromatogrdfids miiveleteknek. Erre a célra a szokdsos kationcserés és
extrakcids-kromatografids médszerek nem elég hatdsosak. Ezért a feladat
megolddsdra anioncserés médszert fejlesztettiink ki, amely a ritkaftldeknek
ritrdtok vizes-metilalkoholos oldataibdl végbemend anioncserés adszorpci-
6jén alapszik [1-5] . A médszert sikeresen alkalmaztuk cérium csoportu
ritkafdld mintdk /célanyagok/ tisztitdsdra és analizisére is [6 - 81

A hordozdémentes ritkafsld izotdpok elBdllitdsédnak /prepardldsdnak/
mdsodik 1épése, a célanyagtdl elkiilonitett termékek egymdstdl vald elvdlasz-
tdsa, mdr 1lényegesen egyszeriibb feladat. Erre a célra szokdsos kationcserés
médszert alkalmazhatunk [9 - 10] .

Kigérleti rész

Munkdnk sorédn Dowex 1X8 /200-400 mesh, nitrdt forma/ anioncseré-
16t, Dowex 50X8 /-400 mesh, amménium forma/ kationcseréldt, analitikai
tisztasdgu vegyszereket és tisztitott ritkafdld-oxidokat [6] haszndltunk.

Az anioncserés oszlop rajzdt az 1. dbra mutatja. Az oszlop 350 mm

hosszusdgu ivegesd, melynek alsd részéhez milanyag kifolyé csd, fels§, csi-
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szolatos részéhez pedig a bevezetd csd-
veket magdban foglald csiszolatos dugé
csatlakozik. Az oszlop vastagsdga a ke-
zelend8 anyag mennyiségétdl fiigg. /Mun-
kénk sordn hdrom, kiilonboz8 vastagsdgu

oszlopot haszndltunk; 6 mm dtmérdjiit
60 mg, 14 mm &tmérdjiit 300 mg és 33 mm
dtmérdjiit 2000 mg R203 ioncseréjére./
Az oszlop fiitése, kett8sfalu kdpenyen

keresztiil, termosztdt vizével tdrténik. .
A kxett8s fal rendeltetése az, hogy e-
setleges oszloptorés esetén a nagy ak-
tivitdsu radioaktiv anyagok a termosz-
tdtot ne szennyezhessék el. Az oszlop

S T

és a kopeny kozotti térrész, a jobb
hédtadds biztositdsa miatt, desztilldlt
vizzel van -kitoltve. A csiszolatos du-

gén hédrom bemenet taldlhaté: egy a
S gzorpcids oldat bevezetégére, valamint
az oszlop gyantdval ki nem toltott felsd

részének oblitésekor az 6blitd oldat

Kromatografids oszlop
1 - elektromdgneses szelep, 2-

oszlop, 3-fiitdkdpeny, 4- milanyag kivezetésére, egy az eluens bevezetésére,
cab, 5- manometer, 6- uszd, 7- . o s i visgle
oldattartdly egy pedig a szilkséges nyomas biztosgita~
gdra.

Az eluens, megfeleld méretii tartdlybdl, nyomds alatt 1ép az osz-
lopba. A tartdlyban gomb alaku uszét helyeztiink el, az oldatban idSegység
alatt 01dédsé gdz mennyiségének csdkkentése céljdbdl. Ugyanis, ha az eluens
az alkalmazott tulnyomds alatt gdzzal telitddik, az oszlop aljdn - ahol a
nyomds mar alig valamivel tdbb,mint egy atmoszféra - az eluens a gdzra néz-
ve tultelitetté vdlik,és gdzképzbdés indul meg. Az oldatbdl kivdld gdz a
gyantadgyat feltdri. Kiilondsen gyakori a gdzkivdlds jelensége abban az eget-
ben, ha az oszlopot szobahdmérsékletnél magasabb hémérsékleten lizemeltetjiiks
Ilyenkor kizdrdélag kiforralt oldatokat célszeril alkalmazni.

Az oszlopokat 0,5-1 atm nyomds alatt lizemeltettiik. A megfeleld
nyomés biztositdsa nitrogén-palack utjdn tortént, melyhez redukcidés szele-
pen keresztill -~ utdantvltés céljdbdél - egy mdsik, nagynyomdsu nitrogén-palack
cesatlakozott. A sziikedges vikuumot vizlégszivattyuval /esetenként egy gumi-
korte segitségével/ dllitottuk eld.
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A termékek egymdstdl vald elvdlasztdsdra az irodalombdl is ismere-
tes kationcserés mikrooszlop-tipust [10] alkalmaztunk.

Az anioncserés elvdlasztés optimdlis koriilményeinek kivdlasztdsdt,
valamint az oszlop kalibrédldsdt mdr kordbbi munkdnkban [6] ismertetett ki-
gérleti technikdval végeztilk. A 2. dbrédn 1ldthatd kalibrdcids gorbék alapjén

T IR N L L BN

Az anioncserés oszlop kalib-
rédcidés gorbéi.

Oszlop:14 m X 250 mm Dowex 1X8
/200-400 mesu, nitrdt forma/.
Eluens dramldsi sebessége: -

2,5 ml/cifperc. HOmérséklet:
509C. a - 300 mg GdpO;, mikro-

i mennyiségii Eu, Sm és %m. Elu-
ens: 80% CH,0H-0,01 M HNO3-0,3

M NH4NO3. b™- 300 mg Nd03,
mikromennyiségii Pr és Ce. Elu-
ens: T70% CH30H-0,01 M HNO3-0,4 M

. NH4N03.

s
T

Sm

-
T

koncentrdeio (onkényes egység)
&

S
gt
| F

oo
S
Ao
-~
S}
o)

6 24, 32
frakcio

meghatdroztuk a célanyag elucidjédhoz szilkséges eluens mennyiségét és a szom-
szédos termékek elvdlasztdsi hozamdt.

A célanyag el8készitése és besugdrzdsa

A megfeleld tisztasdgu oxidbdél, nagynyomdsu /104 kg/cif/ prés se-
gitségével, 6x12,5x0,5 mm-es /kb. 300 mg/ lapocskdkat préseltiink. A lapocs-
kdk gyﬁngyhézfényﬂ sima feliilettel és megfeleld mechanikai szildrdsdggal
rendelkeztek. :

Fém besugdrzdsdhoz elbzbleg a fémbdl 0,5 mm vastagsdgu lemezt ké-
szitettiink. A fém lapitdsdra vdltoztathatd tengelytdvolsdgu két hengerbdl
4116 prést haszndltunk. A kész lemezbdl 6x12,5 mm-es /kb. 260 mg/ darabkd-
kat vdgtunk le.

A célanyagot réz vagy tantdl szalagok segitségével erdsitettiik a
ciklotron targettartéjdhoz.

A célanyagok besugdrzdsdt 680 MeV-es protonokkal, a ciklotron bhel-
88 sugdrnyaldbjdban végeztilk. Itt az iondram er8ssége kb. 3 /uA. A besugdr-
2ds idStartama 10 perc és 10 6ra kozdtt véltozott, a kinyerend§ izotdépok
felezégi idejét81 filggSen. Leggyakrabban 30 perces busugdrzédst alkalmaztunk.



e =

Gadolinium célanyag feldolgozdsa

A feldolgozdst tdvmanipuldtorokkal elldtott forrdkamrdban végez-

tik, az aldbbiak szerint.

300 mg besuz-zott gadolinium-oxidot /vagy 260 mg fémet/ 1,5 ml
forré 5 M-og salétromsavban oldottunk. 01dédés utdn 3 ml 4 M-os metanolos
litium-nitrdt oldatot adtunk hozzd, majd egy 50°C-ra melegitclt és az elu-
eng 3-4 dgytérfogatnyi mennyiségével elbkezelt, 1,5 cif x 25 cm-es Dowex
1X8 /200-400 mesh, nitrdt forma/ dgyat tartalmazd oszlopra szivattuk fel.
A célanyag oldatdnak felszivatdsdra szolgdld csdvezeten, utdnmosds céljd-
bél, még 1 ml 4 M-os metanolos litium-nitrdt oldatot szivattunk &t.

Az oldat dramldsi sebessége a szorpcids 1épésben: 0,5 ml/cif perc.
Szorpcid utdn az .dgy feletti oszloprészt az eluenssel oblitettiik, majd a
gadoliniumot 150 ml /10 szabad dgytérfogat/ 80% CHBOH—O,OI M HN03-0,3 M
NH,NO4 Goszetételii oldattal eludltuk. Az eluens dramldsi sebességg: 2,5 ml/cif
perc. A gadolinium elucidja utdn a hordozdémentes ritkafid izotdpokat 15-20

ml 0,02 M-os salétromsavval oldottuk le a gyantdrdl.

A salétromsavas eludtumot megfeleld méretii centrifugacsdébe vittilk
at, majd'sésavval kb. pH=1-ig megsavanyitottuk. 25—30/u1 Dowex 50X8 /-400
mesh, amménium forma/ kationcseréldt adtunk hozzd,és a rendszert két per-
cig levez8 atbuborékoltatdsdval kevertiik. Ekozben a ritkaftldek 90-95 %-a
adszorbedldédott. A gyantat centrifugéltqk, majd 5 ml1 O,1 M-os amménium-
kloriddal és 5 ml desztilldlt vizzel mostuk.

A mosott gyantdt egy 2 mm x 100 mm-es Dowex 50X8 /-400 mesh,
amménium. forma/ dgyat tartalmazé mikrooszlopra vittiik 4t, és a ritkafsld
izotépokat amménium- % - hidroxi-izobutirdttal /pH=4,75/ eludltuk. Az izo-
butirédt koncentricidéjdt, elucid kdzben, egymdsfeletti két keverdkamrabdl
és egy tartdlybdél 4116 exponencidlis keverdrendszerrel valtoztattuk. Az
effluenst 15 mm &tmérdjii teflonkorongokon, cseppenként fogtuk fel. A
cseppek radioaktivitdsdt Y -érzékeny szcintilldcids detektorral elldtotbt

gugarzasmérd berendezéssel mértiik.

Neodimium célanyag feldolgozdsa

A neodimium célanyagok feldolgozdasa hasonldé médon tértént, azzal
az eltéréssel, hogy az anioncserés elvdlasztdshoz 175 ml, 70 % CH,0H-0,01 M
HN03—0,4 M NH4NO3 dssgzetételil eluenst alkalmnaztunk, a termékek mikrokro-

matografids szétvdlasztdsdt pedig a 1épcsda elucidé médszerdvel végeztiik.
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Eredmények és targyaldsuk

A 2., dbra alapjdn megdllapitottuk, hogy a gadoliniumot 150 ml, a

neodimiumot 175 ml eluenssel eludlva, a gadoliniumtdél az eurdpium 9 %-a,

a gzamdrium 85 %-a az ezeknél konnyebb termékek 100 %-a, a neodimiumtdl a

prazeodimium 15 %-a, a cérium 95 %-a, a lantdn 100 %-a vdalaszthatd el. Meg-

jegyezzilk, hogy az eluens elucidés erejének csdkkentésével /pl. a nitrdt-

koncentrdcidé novelésével/ a célanyaggal szomszédos termékek elvdlasztdsi

hozama nodvelhet8. Azonban ebben az esetben az elvdlasztds hosszabb iddt

vesz igénybe.

A 3. 4bra besugdrzott gadolinium célanyag anioncserds elucids

gbrbéjét mutatja. Mint ldthaté, a reakcidtermékek mdr az elsl szabad agy-

20 i
srabad dqyterfogat
3. abra

Besugdrzott gadolinium minta /260 mg
fém/ elucids gbrbéje. Eluens: 80 %
CH30H-0,01 M _HNO3-0,6 M NH,NO3.
Eluens dramlési 8ebeggége: 2,6 ml/cif
perc, Hémérséklet: 50°¢,

térfogat utdn megjelennek az
effluensben, és kezdetben csokke-
nd Ysszaktivitdssal eludlddnak. A
hatodik frakcidé utén, amikor a
terbium és a gadolinium eludldd-
ni kezd, az effluens aktivitdsa
ujra megnovekszik. A 9-13. frak-
cid kozotti viszonylagos maximum
f8leg gadolinium- és eurdpium-
izotdpoknak tulajdonithaté. A vi-
zes eludtum pedig az eurdpium és a
gzamdrium egyrészét, valamint az
ezeknél konnyebb ritkaféld termé-
kek teljes egészét tartalmazza.

A termékek kationcserés
kromatogramjdt a 4. és az 5. dbrédn
1étjuk. A kromatogrdfids csucsok
kisebb-nagyobb mértékii dtfedését
a lednyelem-aktivitdsok okozzdk.

A kpomatogramokon sem a célanyag

'hyomai} sem a nagyenergidju reak-

cidék nemkivédnatos termékei nem
ldtszanak. Ez arra mutat, hogy az
anioncserés elvdlasztds hatdsfoka
igen jé, és a besugdrzott célanya-
gok feldolgozdsdnak koz6lt mdédsze-

re szelektiv a ritkafoldekre nézve..
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5. abra

Hordozémentes ritkafsld termékek
kationcserés kromatogramja.
Oszlop: 2 mm x 110 mm Dowex 50X8
/=400 mesh, amménium forma/. Elu-
ensg: amménium- « -hidroxi-izobu-
tirdt, pH=4,75. Lépcsds elucid.
Hémérséklet: 20°¢.

T2 =

aktivitas (impjperc)

4., abra

Hordozdémentes ritkafold termékek
kationcserés kromatogramja.

Oszlop: 2 mm x 110 mm Dowex,K 50X8
/=400 mesh, amménium forma/. Eluens:
amménium- « ~hidroxi-izobutirdt,
pH=4,75. Fokozatos elucid. /Eluens-
koncentrdcidé az alsé keverdkamrdban:
0,18 M, a felsGben: 0,40 M, az oldat-
tartdlyban: 1,75 M. A kever8kamrdk
térfogata: 6,9 gl és T,4 ml./
Hémérséklet: 20°C.
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A képz8dési hatdskeresztmetszetek eloszlésfiiggvényébdl arra le-
het kovetkeztetni, hogy a nagyenergidju reakcidk nemkivdnatos termékei
a Z2=20 - Z=56 tartomdnyba esnek. Az ezeknek megfeleld kémiai elemek k&ziil
a Rb, Cs, Ca, Sr, Ba, Sc, Y, ™, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Ag, Zn, Cd,
Ga és az In kationjal ‘az anioncserés elvdlasztds sordn - a szokdsos kisér-
leti koriilmények kozott - a célanyag el8tt eludlddnak. A tobbi elem elu-
dcids viselkedése nem ismeretes. Szamos kisérlet tapasztalatal azt mutat-—
jdk azonban, hogy ezek sem zavarnakj a.f6terméket nem szennyezik, és sem
az anioncseréldn, sem a kationcserélén nem halmozddnak fel szdmottevs mér-
tékben.

A feldolgozds részfolyamatainak id8igénye az aldbbiak szerint ala-

kul:

Gadolinium Neodimium

célanyag célanyag
célanyag olddsa: 5 perc 5 perc
szorpcid és Oblités: _ 4 perc 4 perc
célanyag elucidja: 40 perc 47 perc
termékek elucidja: 6 perc 6 perc

55 perc . 62 pere
kationcserés szorpcid: 15 perc 15 perc
kationcserés elucid: 90 perc 40 perc

105 perec 55. pexrc

. Lathaté, hogy a legid6igényesebb régzfolyamat a gadolinium céla-
nyag ritkaféld termékeinek kationcserés szétvdlasztdsa. Meg kell itt Je-
gyezniink azonban, hogy a kdzolt 90 perc a legkésSbben eludlédé tagra, a
lantdnra vonatkozik. A célanyaghoz kbzelebb esd tagok mér rdvidebb idd
alatt kinyerhetd8k. Az anioncserés elvdlasztds id8igényét - szdmottevd
mértékben - csak a termékek hozamdnak rovésdra lehet cstkkenteni.

I rod 8l om
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CERIUM CSOPORTU RITKAFOLD MATRIXOK
OSSZES RITKAFOLD SZENNYEZOINEK
KONCENTRALASA

Irta: Molnar Ferenc és Lebegyev N. A.

Osszefoglalds

A cérium csoportu ritkafold matrixok Osszes ritkafdgld szennyez8i-
nek a matrixtdl vald elvdlaszthatdsdgdt tanulmdnyoztuk. Megdllapitottuk,
hogy a nitrédtok vizes-metilalkoholos oldataibdl kivitelezett anioncserés
kromatogrdfia hasznos mddszert szolgdltat a neodimium és gadolinium mat-
rixok Osszes ritkafold szennyez8inek koncentrdldsdra. A szennyezdk koncent
rdatuma analitikai meghatdrozdsi mdédszerlikt8l filiggben kezelhetd tovabb.

Ritkafdld matrixok ritkafold szennyezfinek teljes analizise - kii-
l6ndsen a tisztdbb termékek esetén - a gzennyezlk ellzetes koncentrdldsat

kivdnje meg. Ez az el8zetes koncentrdlds a ritkafold analizis legkritiku-
gabb 1évése; a koncentrdtum komponensei mir viszonylag kbnnyen, szokdsos

médszerenkel hatdrozhatdk meg.

Korabbi munkdinkban megmutattuk, hogy g‘nitrétok,vizes~metila1ko-
holos oldataibdl torténd anioncserélés médszere igen hatdsosan alkalmazha-
té mikromennyiségii ritkafoldeknek makromennyiségii cérium csoportu ritka-
f51dt61 valé elvdlasztdsdra [1 - 3] . Ezt a lehet§séget felhaszndltuk ga-
dolinium satrix kdnnyii ritkafold szennyez8inek koncentrdlédsdra és anali-
zigére [2, 3] . Az esetek tobbségében azonban tudni akarjuk a ritkafsld-
termékek valamennyi ritkaf©ld szennyezéjének'mennyiségét.

Faris és Warton megdllapitottdk, hogy a gadolinium-lutécium tar-
tomdnyon beliil az elvdlasztdsi tényez8k kbzel egységnyiek [4] . Ezért az
ittrium csoportu matrixoktdél véarhatdan csak a cérium cgoportu szennyezlk
vdlaszthaték el, esetleg - a matrix rendszdmdtdél fliggSen - még a terbium
és a diszprézium. Cérium csoportu matrixok esetében azonban az ittrium
cgoportu szennyezbk elvdlasztdsdnak, koncentrdldsdnak is megvan a lehetd-
8ége. Jelen munkdban ennek a lehet8ségnek a vizsgdlatdval kivénunk foglal-
kozni,

——

x/
Egyegitett Atomkutatd Intézet, Dubna.
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Kisérleti rész

Anyagok

A kisérletek sordn felhaszndlt metanol és amménium-nitrat anali-
tikai tisztaségu volt. A neodimium-oxid és a gadolinium-oxid atlagosan
1-10 /98 szennyez8 elem/ g terméknek megfeleld ritkafold szennyezbket
tartalmazott. A gyakorlati makro-mikro elvdlasztdsok tényleges kisérleti
feltételeinek jobb megkozelitése érdekében ezeket az oxidokat felhaszndld-
suk el8tt nem tisztitottuk meg. ;

A ritkafdldek hordozdémentes radioaktiv izotdépjait 680 MeV-es
protonokkal besugdrzott tantdl .célanyagbdél izoldltuk,és egy 2 mmx100 mm-es
Dowex 50X8 / -~400 mesh, amménium forma/ gyanta-dgyon vdlasztottuk szét és
tisztitottuk, amménium- & -hidroxiizobutirdtos elucidval.

Az anioncserés kisérletekhez az erdsen bézikus'Dowexlee_/ZOO-
400 mesh, nitrdt forma/ anioncseréld gyantdt alkalmaztuk.

Az alkoholos eluenseket minden esetben kozvetleniil felhaszndldsuk
el8tt készitettilk, és sa;étromsavval 0,01 M savkoncentrdcidig megsavanyi-
tottuk. ! -

Az oszlop mosdsdra kizdrdélag kiforralt eluenseket és oldatokat
alkalmaztunk, a buborékképz8dés elkeriilése végett.

Elucids. kisgérletek

Az elucidés kisérleteket egy 6 mm X 250 mm-es gyant a-dgyon végeztilke
A makroelemnek megfeleld 60 mg oxidof, melegités kbzben, a makroelem, vagy
a vizsgdlandé bdrmelyik mikroelem radioaktiv izotépjdt tartalmazé 0,3 ml
5 M-os salétromsavban oldottuk. Az oldatot 0,7 ml 4 M-os metanolos litium-
nitrdt oldattal elegyitettiik.

A gyanta-dgyat desztilldlt vizes visszamosdssal fellazitottuk,
majd a megfeleld eluens 4-5 dgytérfogatnyi mennyiségével kezeltiik. Kdzben
az oszlopot 50°C-ra felflitot!iik. Miutdn az ogzlop felvette a kivdnt hémér-
sékletet, a ritkafsldet /fldeket/ tartalmazé litium-nitrédtos-salétromsa-
vas oldatot az oszlopra vittilk. Szorpeid utédn az oszlopnak a gygnta felet-
ti részét az eluengsel oblitettilk,6s a ritkafdldet /foldeket/ eludltuk.

Az oldat dramldsi sebessége a szorpcids lépésben 0,5 ml/cif perc, az elucids
1épésben 1,5 ml/crf perc volt. Az dramldsi sebességet megfeleld nyomds al-
kalmazdsdval szabdlyoztuk. Az eludtumot a szabad dgytérfogatnak megfeleld
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részletekben /2,6 ml/, egy LKB gyartmanyu frakciészed61/ segitségével fog-
tuk fel. A frakcidk radioaktivitdsdt egy "kut-tipusu" NaI /T1/ kristdllyal
elldtott szcintilldcids mérdberendezéssel mértiik.

Haszndlat utdn az oszlopot 3-4 dgytérfogatnyi 0,02 M-os salétrom-
gsavval, majd ugyanennyi desztilldlt vizzel mostuk.

A fentebbi kisérletet tEbbszbr megismételtilk, azzal az eltéréssel
hogy mindig mds és mds ritkaftld radioaktiv izotdpjdt /vagy egyidejiileg
t5bb ritkafsld radioaktiv izotépjdt/ alkalmaztuk. Mivel a kisérletek ered-
ményei /az elucidés gorbék/ igen jé1 reprodukdlhatdk, az egyes elucids gor-
béket Gsszerajzolva pontos képet kapunk egyrészt a makromennyiségii, mds-
részt a makromennyiségii ritkaftld mellett jelenlévd mikroﬁennyiségﬁ ritka-
foldek elucids sajdtossdgairdl. | i

Eredmények és tdrgyaldsuk

Mikromennyiségii ritkafdldeknek hakromennyiségu neodimiumtdl vald
elvdlaszthatésdgdt az 1. dbra mutatja. Liathatd, hogy az adott kisérleti

3L Gd Eu’

Lu

Sm Pr

hﬁj (66””9 AﬁizC%)

Koncentracio (6nkényes eqyseg)

| 1 \

Ol g i e 88 SUE g OB B TR
1. dbra szabod dgytérfogat

Mikromennyiségii ritkaféld szennyezfk elvdlasztdsa neodimium matrixtél
Oszlop: 6 mm x 250 mm Dowex 1X8 /200-400 mesh, nitrdt forma/. Eluens:
80% CH,0H - 0,01 M HNOy - 0,3, M NH,NO;. t = 50°¢C.

—

1/
LBK-Produkter AB, P.0.Box 12220, Stockholm, Sweden.
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kdriilmények kb6zdtt a prazeodimium nagy részben /80 %, az 6sszes tdbbi szeny-
nyezd pedig teljesen elkiilnithetd a matrixtél. A neodimiumndl nehezebb
szennyez8k a 2. és a 16. frakcidé kozott eludldédnak, a kdnnyebbeket pedig -
a neodimium elucidja utdn - 3 ml 0,02 M-os salétromsavval eludlhatjuk. A

szennyez8k koncentrdtumdt a kivdlasztott meghatdrozdsi médszertdl filggden
kezelhetjiik tovabb.
Gadolinium matrix esetében a helyzet kedvezdtlenebb. Mint a-2a.

dbrédn lathatjuk, a terbium egydltaldn nem, a diszprézium pedig csak rész-
ben vdlaszthaté el a gadoliniumtél. Mivel ez elsSsorban az elvdlasztdsi

g :
. s oHon- (s,
. Lu Ho Th
- Tu Dy  6d(60mg 64,0,)
2 -
/ F
E;
«
0
2
3 b,
S
O
: § o 857 CHy 0K~ (5nMH Ny rmugm‘-qwm,rvo,
3; 2 6d (60mg 6y 05)
$
/L Sm
O 1 1 1 Kok 1 | SIS N A | R
Qg 2% B2 A0 HE T SE T
szabad dgyterfogat

2. &bra

Mikromennyiségl ritkaféld szennyezbk elvélasztésg gadolinium matrixtdl
Oszlop: 6 mm x 250 Dowex 1X8 /200-400 mesh, nitrat forma/. Eluens: 85%

CH,CH - 0,01 M HNO, - 1,5 M NH,NO, és 85% CH,OH - 0,01 M HNO, - 0,4 M
3 2 B Tt gl o W 3
NH 0,7 ¥ = ,)o Co
43
tényez8k szémériékeinek tulajdonithaté, nagyobb mértékil elvdlaszthatdsig

csak hosszabb oszlopon érhetd el.
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A 2a dbra szerint a gadolinium elucidja az 56. frakcid koriil fe-
jez6dik be. A gadolinium elucidjdnak elhuzdéddsa a koncentrdlds miiveletét
Hogsszadalmassd teszi. Célszerii ezért - mint a 2b. dbra mutatja - a gadoli-
nium elucidjdnak kezdete utdn nagyobb elucids erejii eluensre Attérni. Ily
médon mintegy 35 %-os idSmegtakaritds érhetd8 el anélkiil, hogy a gadolinium-
ndal kdnnyebb szennyezlk elvdlaszthatésdga csdkkenne. /Hasonld megfontoldso-
kat neodimium matrix szennyezlinek koncentrdldsa esetében is alkalmazha-
tunk. / '

A gadoliniumndl nehezebb szennyez8k koncentrdtumidt a 10. és a 20.
frakecid kozott, kb. 30 ml-nyi, az elsd eluensnek megfelel6_6sszetéte1ﬁ ol-
datban, a gadoliniumndl kdnnyebb szennyezdk koncentrdtumdt pedig a 37.

frakeid utdn, 3 ml-nyi 0,02 M-os salétromsavas oldatban nyerjiik.

A 2a és 2b dbrdnak megfeleld integrdlis elucids gbrbéket, melye-
ket az egyes frakcidkban mért aktivitds-értékek Ssszegezése utjén szerkesz-

tettiink meg, a 3. dbra mutatja. A gorbédk alapjén kdnnyen leolvashatd az

. egyes szennyezdk elvdlasztdsi
’00% Lu TinHo Dy T £

hozama. Ha'pl. a gadolinium-
ndl nehezebb szennyezdket a

20. frakcidig eludljuk, a ter-
biumnak gyakorlatilag 0, a
diszpréziumnak 90, a holmium-
= nak, tuliumnak, itterbiumnak

2l és lutéciumnak 100-100 %-a
vélaszthaté el a gadolinium-
t81l. Ugyanigy, a 38. frakcié
utédn az eurépiumnak még 45 %-a,

— . —— ———— ]

30}

i a szamdriumnak és a szamdrium -
- ndl konnyebb szennyez8knek
fisad 100-100 %-a marad - gadoli-
0 8 16 24 32 40 niumtél mentes dllapotban -

szabad égy{érfoga{ az oszlopon.

3. dbra Felvetddik - kiilontsen a
Integrdlis elucids gorbék gadoliniumhoz kdzeles§ nehe-
zebb ritkaftld szennyezbk ese-
tében - az elvdlasztdsi hozamok reprodukdlhatésdgénak kérdése. Feltételez~
Ve, hogy az elucids csucsok helyzete + 1 dgytérfogatnak megfeleld tartomd-
nyon beliil vdltozik, a terbium elvdlasztdsi hozama 0-28, a diszprdéziumé
55-99, a holmiumé 95-100, az eurdpiumé pedig 40-70 %-on beliil vdltozhat.
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Pontogsan kalibrdlt oszlop és gondos kivitelezés esetén ezek a hibahatdrok
inkdbb pesszimista gzdmitds eredményei. Azonban sorozatanaliziseknél ilyen
hibahatdrokkal feltétleniil szdmolnunk kell. Ezek csak az egyes szennyezlk
nyomjelzégével kiigzobolhetdk ki; ugyanis a radioaktiv indikdtorok alkal-
mazdsa lehetdvé teszi a kémiai hozamok pontos meghatdrozdsdt. Amennyiben

a nyomjelzés valamilyen okbdl kifolyélag nem lehetséges, az emlitett bi-
zonytalansdgok hosszabb oszlop alkalmazdsdval csbkkenthet8k.

Bar a hordozdémentes radioaktiv izotdpok és mikromennyiségii szeny-
nyez8k gyakorlatilag teljesen eludlhaték néhdny ml hig savval, makromeny-
nyiségii ritkafoldek ioncseréje esetén kevés, de aktivdldsos médszerrel
- még joél kimutathatd anyagmennyiség maradhat az oszlopon. Ez csak hossza-
dalmasabb, hig savas kezeléssel tdvolithaté el. Kivdnatos ezért minden
egyes matrix-elemre kiiltn-kiilon oszlopot alkalmazni.

A matrixndl nehezebb szennyezlk elvdlaszthatdsdga szempontjdbdl
a neodimium és a gadolinium a két széls8 esetét képviseli. A neodimiumndl
- mint ldttuk - a prométium kdzvetlen szomszédsdga kovetkeztében kivétele-~
sen kedvez8 a helyzet. /Hasonld ok miatt a szamdriumndl kdnnyebb szomdzé-
dos szennyezd is teljesen elvélaszthaté a szamdrium matrixtél./ A gado-
linium esetében a nehézséget az ittrium csoport tagjainak csaknem egyfor-
ma adszorpcidképegsége okozza. Azonban ez a nehézség a kisebb rend szdmu
matrixok felé haladva fokozatosan csbkken.
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