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A KVADRATIKUS SZIMPLEX ALGORITMUS VEGESSEGE
INDEXVALASZTASI SZABALYOK ALKALMAZASA ESETEN

ILLES TIBOR, NAGY ADRIENN

Dolgozatunkban bebizonyitjuk a kvadratikus primél szimplex mddszer
végességét, a linedris feltételes, konvex kvadratikus optimalizalési feladatra,
ciklizalas elleni indexvélasztasi szabdlyok alkalmazasdval. Az eredeti kvad-
ratikus primél szimplex médszert Wolfe, illetve van de Panne és Whinston
dolgozték ki, és tobb cikkben publikdltdk az 1960-as években. Az emlitett
szerz6k, a kvadratikus primal szimplex médszer végességét az Uin. perturba-
ciés eljarasra alapozva igazoltdk.

Megmutatjuk, hogy a kvadratikus szimplex mddszer ciklizaldsdhoz sziik-
séges, hogy a feladat degeneralt legyen (degeneralt feladat olyan, amelyben
minden bézisbeli, a hdnyadosteszt részét képezd primal valtozé értéke nulla),
tovédbbd a feladathoz tartozé Karush—Kuhn—Tucker-rendszerben a transz-
formalt oszlopokban a kvadratikus célfiiggvénynek megfelelé komponensek
nullak.

Gondolatmenetiinkbdl koévetkezik, hogy a kvadratikus primél szimplex
médszer véges mindazon indexvalasztdsi szabalyok esetén, melyek kizard-
lag a transzformalt jobboldal és redukélt koltségek eldjelére hagyatkoznak,
és melyek alkalmazdsa esetén a linedris programozasi feladatra kidolgozott,
hagyomaényos primél szimplex algoritmus véges.

1. Bevezetd

Az 1950-es évek kezdetétél, tobbszor az érdeklédés kozéppontjaba keriilt, a
kovetkez6 linedris feltételes, kvadratikus optimalizdldsi feladat (LKOF)

1
min 3 x7Qx + c'x
Ax<b, x>0,

ahol Q € R™*"™ és A € R™*™ matrixok, illetve ¢ € R™ és b € R™ vektorok, x € R
az ismeretlenek vektora. A megenegedett megolddsok halmaza

P={xeR":A4x<b, x>0} CR"
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2 ILLES TIBOR ES NAGY ADRIENN

egy konvex poliéder, és a célfiiggvény f : P — R kvadratikus fiiggvény, amelyet

1
f(x) = 5 xTQx +c'x
alakban adunk meg. Valamely x* € P megengedett megoldast optimdlis megol-
désnak neveziink, ha

f(x*) < f(x) teljesiil, bArmely x € P

esetén. Most mar bevezethetjitkk az optimadlis megolddsok halmazat az alabbi for-
maban:
Pr={x"eP: f(x*) < f(x) teljesiil, birmely x € P}.

A kutatdsok homlokterébe mér az 1960-as években, a linedris feltételes, kvad-
ratikus optimalizdlési feladat (hatékony) megoldhatésdgénak, illetve alkalmazasi
teriiletének a vizsgalata keriilt. A jo6l megoldhaté részosztdlyok beazonositdsa és
leirdsa gyorsan megtortént, hiszen, ha @ pozitiv szemidefinit méatrix, akkor a fenti
feladat konvex programozasi feladat.

A linedris feltételes, kvadratikus optimalizalasi feladat megolddsara mar az
1950-es évek végén, az 1960-as évek elején altaldnositottdk a szimplex médszert.
A hagyomanyos kvadratikus szimplex algoritmus témakorében szamos publikécié
jelent meg [28, 29, 30, 31, 36]!.

A linearis feltételes, kvadratikus optimalizalasi feladatokbdl kiindulva kénnyen
felirhatok az an. dltaldnos linedris komplementaritdsi feladatok, amelyek igen szé-
les alkalmazasi teriilettel rendelkeznek, ezért a kezdetektOl népszertiek voltak a
kutatok korében. Linearis komplementaritasi feladatok megoldéasara is pivot algo-
ritmusokat dolgoztak ki el6szor. Ezek koziil a legismertebb a Lemke- [26] és a
criss—cross algoritmus [21]. Terlaky algoritmusa [32] nem igényli a pivot tébla
megnagyobbitasat.

A linedris komplementaritédsi feladatok megoldhatdsdganak kérdése dsszefiigg
a feladat matrixdnak tulajdonsigaval. Az egyik érdekes kutatdsi irdny a linedris
komplementaritasi feladatok esetén az volt, hogy a criss—cross algoritmus altala-
nositdsanak segitségével milyen tulajdonsaggal kell, hogy rendelkezzen a feladat
matrixa annak érdekében, hogy a feladat véges 1épésben megoldhaté legyen. Ezen
a teriileten az els6 eredményeket, az in. biszimmetrikus matrixokkal adott linedris
komplementaritasi feladatok esetén érték el a kutatok, igazolva, hogy a criss-cross
algoritmus megfelel$ varidnsa, ciklizalas ellenes indexvalasztési szabalyok alkalma-
zéséval, véges [1, 21, 34].

Az igazi elméleti kérdés az volt, hogy milyen tulajdonsagokkal kell rendel-
keznie a matrixnak ahhoz, hogy a linearis komplementaritasi feladat a konvex
optimalizélasi feladatok kozé tartozzon és a pivot algoritmusok véges sok 1épésben

1 Ezeknek kozos jellemzdje, hogy az algoritmus végességének a bizonyitdsira az tn. perturbd-
ci0s modszert alkalmazzak.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)



A KVADRATIKUS SZIMPLEX ALGORITMUS VEGESSEGE 3

megoldjék a feladatot. Mint kés6bb kideriilt, a Cottle és tarsszerzéi [4] ltal beve-
zetett elégséges matrizok osztélya biztositja ezt [12]. Természetes médon mertilt
fel az a kérdés, hogy mi torténik, ha a linedris komplementaritasi feladat matrixa-
nak tulajdonsdgairdl nincsen informéacionk. Erre az esetre dolgoztak ki Fukuda és
tarsszerzdi egy olyan minimdl indexes criss-cross algoritmus véltozatot [10], ame-
lyik elégséges matrixok esetén ugyanigy miikédik, mint a kordbbi véltozat [12],
mig nem elégséges matrixok esetén vagy véges sok 1épésben megoldja a feladatot,
vagy bizonyitékot szolgaltat arra, hogy a matrix nem elégséges matrix. Csizmadia
és Illés [6] megmutattdk, hogy az ismert ciklizdlas ellenes index valasztdsi szabé-
lyok mindegyike alkalmas arra, hogy a criss-cross algoritmus végességét biztosit-
sdk, altalanos linearis komplementaritdsi feladat megoldasakor, a Fukudaék altal
bevezetett értelemben. A kozelmultban Csizmadia és tarsszerz6i egy egész, 1j cik-
lizélas ellenes index vélasztési szabdly osztdlyt definidltak, az in. s-monoton index
valasztasi szabalyokat, és ezekre igazoltak, hogy a legaltalanosabb criss-cross algo-
ritmus is véges az 0sszes s-monoton index valasztdsi szabdly alkalmazdsa mellett
[9]. A linedris komplementaritdsi feladat és a criss-cross algoritmus kapcsolatardl
57016 érdekes eredmények nagyrészét jol foglalja ossze Csizmadia doktori (PhD)
disszertacidja [7].

Annak ellenére, hogy a jelen dolgozatnak nem targya a linedris feltételes, kvad-
ratikus optimalizalasi feladat specidlis osztalyaira kifejlesztett bels6pontos megol-
déasi médszerek targyaldsa, mégis ugy gondoljuk, hogy a teljesség igénye nélkiil
néhany érdekesebb belsépontos algoritmust megemlitenénk. A belsépontos mdd-
szerek 1980-as évek mésodik felében valé megjelenése 6ta idérol-idore fellangol az
a vita, hogy milyen szempontok szerint célszerii, egy-egy feladatosztaly esetén, a
pivot- és bels6pontos algoritmusokat Osszehasonlitani. Linedris programozasi fel-
adatokra a t6bb szempont szerinti 6sszehasonlitdst I1lés és Terlaky [15] végezték el.
Hasonl6 osszefoglalé cikk, linearis feltételes, kvadratikus optimalizalédsi feladatok
megoldé algoritmusairdl — legjobb tudomasunk szerint — még nem késziilt.

A belsépontos médszerek kozott eléggé elterjedtek a primal-dudl tipusi algo-
ritmusok. Primal-dudl belsépontos moddszerekkel a linedris feltételes, kvadratikus
optimalizdlasi feladatok megoldasét, az optimalitasi feltételekbdl — dltaldnos line-
aris komplementaritdsi feladatokbdl — nyerhetd centrélis ut feladat sorozat iterativ
megoldédsaval &llitjak eld. A centralis it feladatok, iterdciérdl-iteraciéra, egyre
kisebb centralitdsi paraméterhez tartoznak. A primél-dudl belsépontos médszerek
megallasi kritériuma az, hogy a dualitds rés egy elére megadott ¢ > 0 paramé-
ter ald keriil. Ekkor azt mondjuk, hogy a belsépontos algoritmus egy e-optimalis
megoldast allitott eld.

A centralis 1t létezése és egyértelmiisége [25] alapvetden fontos a primal-dudl
belsépontos algoritmusok miikodése szempontjabdl. Az operaciékutatdk egy jelen-
tGs részében él az a tévhit, hogy a bels6pontos algoritmusokkal nem lehet pontos
megoldast eléallitani. Ezt a tévhitet cafolta meg elégséges linedris komplementa-
ritdsi feladatok esetén Illés és tarsszerzdinek a cikke [14].

Alkalmazott Matematikai Lapok (20183)



4 ILLES TIBOR ES NAGY ADRIENN

A pivot algoritmusokkal sszehasonlitva a primal-dudl belsépontos algoritmu-
sokat, az az elvarasunk, hogy a legfontosabb matrix osztdlyok (pozitiv szemidefinit,
illetve elégséges méatrixok) esetén a raciondlis mdtrixokkal és vektorokkal adott
linearis komplementaritdsi feladatokat elméletileg hatékonyan oldjak meg, azaz az
algoritmus iterdciéinak szdmara polinomidalis iteraciészam korlat létezzen.

A pozitiv szemidefinit méatrixszal adott linedris feltételes, kvadratikus opti-
malizalasi feladatbdl szarmaztatott linedris komplementaritasi feladat megolda-
sara Kojima és tarsszerzoi, egy kordbbi linedris programozasi feladatra megfogal-
mazott, kis lépéses, primdl-dudl belsépontos algoritmusuk [23] altaldnositdsdval
adtak meg olyan bels6pontos algoritmust, amelyre polinomidlis iteraciészam kor-
latot igazoltak [24]. A biszimmetrikus métrixszal megfogalmazott linedris komp-
lementaritasi feladat esetén, Kojimaék primél-duédl bels6pontos algoritmusanak
a polinomidlis iteraciészamét, egy — a célfiiggvényben szereplé matrix pozitiv
szemidefinit tulajdonsdgabdl szarmaztatott — egyenlGtlenség segitségével igazol-
tak. Természetesen meriilt fel a kérdés, hogy milyen tulajdonsiagu matrixok esetén
lehet hasonld, a komplexitas bizonyitds szempontjabdl hasznédlhatd egyenlGtlen-
séget levezetni. Kojima és tdrsszerz6i [25] a P*(k)-métrixok osztélydnak beve-
zetésével adtak meg a valaszt erre a kérdésre, ahol x > 0 valds, meghatarozott
paraméter. A P*(k)-métrixok a pozitiv szemidefinit matrixok egy lehetséges dlta-
lanositdsai, amelyek rendelkeznek még azzal a fontos tulajdonsaggal is, hogy a
linearis komplementaritdsi feladathoz tartozé centrélis it feladatnak létezik egy-
értelmit megoldasa barmely p > 0 centralitdsi paraméter esetén.

A P*(k)-métrixok és az elégséges matrixok kapcsolatdt teremti meg a P*-
matrixok osztdlydnak definidldsa, amely a P*(x)-métrixosztalyok uniéja, amikor a
Kk paraméter befutja a nemnegativ valds szamok halmazat. Viliaho megmutatta,
hogy a P*-mdtrixok, elégséges métrixok [35]. A mdsik irdnyt tartalmazds igazoldsa
Cottle és Guu [11, 5], illetve Kojima és tarsszerzéi [25] eredménye.

Az elégséges matrixokkal adott linedris komplementaritési feladatok témako-
rében még napjainkban is jelennek meg 1j belsépontos algoritmusok, illetve régi
algoritmusok 1j elemzései. Ezek koziil mi két cikkre [13, 16] hivnénk fel a figyel-
met, amelyek szerepet jatszottak a linedris komplementaritasi feladatok megold-
hatésaganak kiterjesztésében. Az egyik érdekes kérdés az volt, hogy Fukudaék
[10] eredményéhez hasonléan, készithets-e olyan bels6pontos algoritmus, amelyik
elégséges matrixok esetén ugyanugy miikodik, mint a korabbi belsdpontos algorit-
musok [13, 16], mig nem elégséges matrixok esetén polinomidlis Iépésben megoldja
a feladatot, vagy bizonyitékot szolgaltat arra, hogy a matrix nem elégséges matrix
[18, 17]. Az ilyen tipusi algoritmusok elsé, részletes és kimeritd térgyaldsat Nagy
Marianna adja meg doktori (PhD) disszertéciéjdban [27].

Visszatérve a linedris feltételes, kvadratikus optimalizalasi feladatok pivot
algoritmusokkal valé megoldasanak kérdésére, elmondhatjuk, hogy a késébbiekben
megjelent pivotaldsi algoritmusok jellemz8en (dltaldnos) linedris komplementari-
tasi feladatok megoldédsara felirt algoritmusok voltak.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)



A KVADRATIKUS SZIMPLEX ALGORITMUS VEGESSEGE 5

Dolgozatunkban megmutatjuk, hogy a hagyomanyos, linearis feltételes, kvad-
ratikus programozasi feladat, linearis komplementaritési feladatara felirt kvadra-
tikus primal szimplex algoritmus is véges, azon hagyoményos, ciklizdlas ellenes
indexvalasztasi szabdlyok alkalmazasa esetén, melyek kizardlag a redukalt koltsé-
gek és dudl valtozok elbjelén, illetve a valtozdk indexein alapulnak. Azaz a lined-
ris feltételes, kvadratikus programozasi feladat megolddsara altalanositott primél
szimplex algoritmus végességének bizonyitdshoz nincsen sziikség a perturbacids
eljaras hasznélatara.

A ciklizalas ellenes indexvélasztédsi szabdlyok a minimdl index, a last-in-first-
out, és a leggyakrabban valasztott valtozé elvét hasznialé szabalyok. A criss-cross
algoritmus esetén linedris feltételes, kvadratikus programozasi feladatra, az algo-
ritmus végességét a felsorolt indexvalasztasi szabalyok hasznalata mellett Illés és
tarsszerzéi igazolték [1]. A témakorben, pivot algoritmusok végességével kapcsolat-
ban az eddigi legaltaldanosabb eredményeket Csizmadia és tarsszerzéi publikaltdk
[9] az in. s-monoton szabélyok esetében.

1.1. Jelolések

Cikkiinkben a matrixokat délt nagy betilikkel, a vektorokat vastag betilikkel
jeloljiik. A skalarok normal kisbetiik, az index halmazok pedig kaligrafikus nagy-
betiikk. Egy matrix oszlopat alséindexszel, mig a sorokat felséindexszel jeloljiik a
tovdabbiakban. Jelolje A € R™*™ a linedris feltételes, kvadratikus optimalizalasi
feladat métrixszat, b € R™ a jobboldalt; az altaldnossag korlatozasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy rank(A) = m. A célfiiggvény linedris részét ¢ € R™, a kvadratikus
részét @ € R™ ™ jeloli. A linedris feltételes, kvadratikus programozashoz tartozo,
linedris komplementaritési feladat matrixat M € RE*K jelsli, ahol K = n + m.
A kovetkezd részben bevezetett linearis komplementdritasi feladat jobboldal vek-
torat q € R*™ jelsli.

Legyen Z = {1,2,...,2K} a véltozék indexhalmazai, és Zp jelolje a bézis
indexhalmazait. Zp = I U Z%, ahol 7k a primdl bézis viltozok indexhalmaza,
mig Z¢ a dudl bézis véltozék indexhalmaza. Hasonléan megadhaté az T és Ty
indexhalmazok felbontésa is, azaz T = IP UZ% és Iy = N u Ij'f,.

Egy B bézishoz tartozé rovid pivot téablit T := BN jeloli, ahol N € REXK
a [-M,I] € REX2K a4 matrix nem bdzis részmatrixa. A transzformdlt jobboldalt
pedig q := B~'q képlettel szdmolhatjuk ki. Az egyes egyiitthaték a rovid pivot
tablaban legyenek a ¢;;-egytiitthatékkal jelolve.

1.2. A linearis feltételes kvadratikus programozasi feladat

Ha @ pozitiv szemidefinit métrix, akkor az (LKOF) konvex programozasi fel-
adat [22].

Alkalmazott Matematikai Lapok (20183)
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A feladathoz rendelt Lagrange-fiiggvény [22] a kovetkezd:
L:RET" R
L(x,y,2) = f(z) +y" (Ax —b) —z"x (1)
A konvex Karush—-Kuhn—Tucker-tételt alkalmazva x* akkor és csak akkor pri-

mal optimadlis megoldas, ha Jy* € R, z* € Ry tgy, hogy (y*,z*) # 0 és
(x*,y*,z*) kielégiti a

Qx+c+ ATy —z=0 (2)
Ax—-b <0 (3)

y7(Ax —b) =0 (4)
z'x =0 (5)

x,y,z>0 (6)

rendszert.
Bevezetve az s € R} valtozét, a fenti rendszer a konvex (LKOF) optimalitasi
kritériumait adja meg:

—Qx—Aly+z=c (7)
Ax+s=Db (8)
yls=0 9)

z'x =0 (10)

X,s,y,z >0 (11)

Ugyanez martix alakban kifejezve, a biszimmetrikus, linearis komplementari-
tasi feladatra (BLCP) vezet:

<2>‘<Sf£><§>=<ﬁ) (12

yls=0 (13)
z'x =0 (14)
x,8,y,z2>0 (15)

A linedris feltételes, konvex kvadratikus programozési feladat tehat ekviva-
lens a kovetkez6 linedris komplementaritasi feladattal: keressiink olyan vektorokat,
amelyek kielégitik a

—Mu+v=q (16)
u'v=0 (17)
u,v>0 (18)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)
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rendszert, ahol

Mz( Q AT),q:<C> és v:<z>7 illetve u:<X>.
—A 0 b s y

Valamint (18) miatt (17) nyilvanvaléan vju; =0, (j = 1,... ,m+n). Az M métrix
definiciéjaban az egyszeriibb felirasi forma kedvéért a sorokat az eredeti felirdshoz
képest felcseréltiik.

A linearis feltételes konvex kvadratikus programozasi feladatbol szarmazo line-
aris komplementaritasi feladat matrixat biszimmetrikus matrixnak nevezziik, mely-
nek szdmos hasznos tulajdonsdga ismert [33].

A linearis feltételes konvex kvadratikus programozési feladat gyenge és erds
dualitas tételeirol, optimalitasi kritériumarol, megoldasi moédszereirdl a de Klerk
és szerzGtarsai altal irt jegyzetben [22] olvashatunk.

1.3. A kvadratikus primal szimplex algorimus

Dolgozatunkban a Wolfe-féle kvadratikus primdl szimplex algoritmust [36]
vizsgdljuk, melynek egy j6 dsszefoglaldsat taldljuk a [30] dolgozatban is.

A [—M, I] métrix barmely reguldris K x K részmétrixat bdzisnak nevezziik.
A linedris komplementaritasi (16)-(18) feladat egy bazisat komplementdrisnak
nevezziik, ha teljesiilnek a komplementaritasi feltételek, azaz xz = 0 és sy = 0.
Az 1j valtozokkal uv = 0 alakban is kifejezhetjiik a komplementaritast.

A kvadratikus primél szimplex algoritmus egy komplementdaris, primal meg-
engedett bazisbdl indul. Ilyen bazis el6allithaté az eredeti primal megengedett-
ségi feladat egy megengedett bézisat kiegészitve a linedris komplementaris feladat
bézisava a dudl feltételek eltérésvaltozdinak, a z vektornak béazishoz vételével.
Az eredeti primdal megengedettségi feladat egy megengedett bazisat eléallithatjuk
az MBU-szimplex algoritmus, illetve a criss-cross algoritmus megfelel6 variansai-
nak felhaszndldsdval is [2, 7, 21].

1.1. Definicio. Legyen adott egy (BLCP) feladat. A linedris komplemen-
taritdsi feladat egy bazisat majdnem komplementdrisnak nevezziik, ha egyetlen
indexpar kivételével teljesiilnek a komplementaritasi feltételek, vagyis létezik olyan
i €{l...2n}, hogy ujv; = 0 minden j € {1...2n} — {i} esetén.

Két komplementaris bazis kozott a kvadratikus primél szimplex algoritmus
tetszOleges szami majdnem komplementaris bazist generdlhat.

1.2. Definicio. Legyen adott egy (BLC P) feladat. A kvadratikus priméal szimp-
lex algorimus altal végzett, két komplementaris béazis kozotti majdnem komple-
mentaris baziscserék sorozatat huroknak fogjuk nevezni.

A kvadratikus primal szimplex algoritmus egy ciklusa egy tetszOleges primal
megengedett, komplementaris bazissal indul. Egy ilyen béazis esetén, ha minden
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dual valtozd is megengedett, ugy az algoritmus a Karush—Kuhn—Tucker-tétel értel-
mében megtalilta az eredeti feladat egy optimalis megolddsat. Amennyiben léte-
zik nem megengedett dual valtozod, gy a kvadratikus primal szimplex algorimtus
valaszt egy tetszéleges nem megengedett, dudl bézis valtozot. A kvadratikus pri-
mal szimplex algoritmus végességét ciklizalas ellenes indexvalasztési szabalyokkal
biztositjuk.

1.8. Definicio. A kvadratikus primdl szimpex algoritmus sordn a komplemen-
taris tablan vélasztott dudl valtozot dudl vezérvdltozénak, vagy egyszerlien vezér-
valtozonak nevezziik.

A dudl vezérvaltozd kivédlasztdsa utdn az algoritmus egy hurok soran addig
végez baziscseréket, mig a vélasztott dudl valtozé ki nem keriil a bazisbdl, vagy az
algoritmus egy végtelen javité irdnyt nem taldl.

A duél vezérvaltozé vélasztdsa utdn — tehat komplementéris bazisbdl indulva,
— a belép6 valtozd a vezérvaltozd primdl parja. Ezen valtozd egy javitd irdnyt
hatdroz meg [29]. A primdl megengedettség fenntartdsa érdekében az algoritmus
a transzformalt oszlopon a primal bazis valtozékon hédnyadostesztet végez,

0 = min {tqs|s € Ip, s primél véltozd melyre t,; > 0} . (19)
8]
Ez az az érték, amellyel a valasztott primal valtozot novelni lehet, miel6tt a 1épés
egy korlatozé feltételbe iitkozne.

Az algoritmus kiszamit egy 6; hanyadost is, ami a hanyadosteszt értéke a
vezérvaltozo sordban, 0, := %; illetve #; = oo akkor, ha a vezérvaltozo és a hozza
tartozé primal valtozd taldlkozasdnal nulla szerepel. A 6, érték képviseli azt a
1épéshosszt, ahol a kvadratikus célfiiggvény elGjelet valt a belépd valtozd novelése
soram.

Abban az esetben, ha 61 = 65 = 400, akkor a feladat nem korldtos [29)].

Amennyiben 6; < 65, Ggy az algoritmus a dudl vezérvaltozd sordban végez
béziscserét, a bazisban levd primal valtozdk szdma eggyel novekszik, az Gj bazis
tovabbra is megengedett, igy az algoritmus egy 1 hosszi hurokkal lezarja a ciklust,
a célfiiggvény javul.

Amennyiben 0y < 61 gy az algoritmus a primal hanyadosteszt altal minimé-
lisnak talalt hanyados sordban végez baziscserét. Ha a hanyadosteszt nem jeloli ki
egyértelmiien a pivot poziciét, akkor alkalmazzunk ciklizalds ellenes indexvalasz-
tasi szabdlyt. Az igy keletkezett bazis majdnem komplementéris.

Egy majdnem megengedett bézis esetén az algoritmus bejové valtozénak a
bézison kiviil levé nem komplementaris par dudl valtozdjat vilasztja, majd ugyan-
azon moédon valaszt sort, mint a komplementaris bazis esetén: a primal részen
végzett hanyadostesztet hasonlitja a vezérvaltozd sordnak hanyadosteszt értéké-
vel. Amennyiben a béaziscsere a vezérvaltozé soraban végezhetd, gy a kapott
bézis ismét komplementéris lesz, és a hurok lezdrul [29].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)
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: .
B primal megengedett bazis

T komplementdris bazis

|

I_:={keIp|lq <0}
- meghatdrozdsa

igaz hamis
legyen v € T_ vezér véltozd
legyen j € Ty a v parja
_ S S j

hamis igaz

veDB 3

. o

<]

6y := min{|s € Ip, t,; > 0}
> ’

¥
igaz hamis
n 1

legyen 2 € Ip : f: =0,

Ao

legyen j a bézison kiviili

kompl. par dudl valtozéjanak indexe

1. dbra. Az algoritmus folyamatabréja.
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A (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus, primél szimplex algoritmus
folyamatdbraja az 1. abran, mig pszeuddokddja a 1.1. dbran talalhato.

1.1. Algoritmus. Az algoritmus pszeuddkédja.

bemend adatok:
A B primél megengedett bazishoz tartozé T" komplementéaris bazis

begin
1 I = {k € I%|qx < 0} a negativ dudl véltozék indexe a bazisban;
». while (Z_ #0) do

3. legyen v € Z_ tetszoOleges vezérvaltozo;

4. legyen j € ZX, a v komplementdris parja (primal, bazison kiviili);
5. while (v a bézisban van) do

6. if (t,; =0)

7. then 6, := o0

8. else 0, := t%

0. endif

10, 0y = mm{f—ﬂs € I, s primél valtozé melyre ty; > 0}

1. if (min(6;,62) = co) then STOP: nem korldtos feladat endif
12, if (0, <6s)

13, then pivotdlas a t,; elemen

14, else

15. legyen z € I%, gy hogy f:j =0,

16. pivotdlds a t,; elemen

17, a bazison kiviil pontosan egy komplementaris par van

18. legyen j ezen par dual valtozdjanak indexe, az ij belépo valtozd
19. endif

20. endwhile

o I_:={keTd|g <0}

22. endwhile

23. optimalis megoldasnal vagyunk;

end
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1.4. Egy példa

Az algoritmus Osszetettsége indokoltta tesz egy példat. A példa segitségével
szeretnénk egy masik tulajdonségra is felhivni a figyelmet: nevezetesen, hogy leg-
aldbbis bazistdblan szamolva egy feladatot, az els6 fazis technikailag nem egyszert,
hiszen elkeriilend6 a kiegészitett bazistabla invertalas utjan vald kiszamitasat, mar
a primdl szimplex elsé fazisat is a KKT-rendszeren végezziik el.

Tekintsiik tehdt a kovetkezd egyszeri feladatot:

min 2% + 23 — 2z, 23
xr1 — Ty + Tr3 = 1
x1+ 10 =2
A KKT-rendszerhez vezessiik be a kovetkez6 valtézo parokat: x primél valtozéd
parja a z redukalt koltséget jelolo valtozd, mely egyben a dudl sorok eltérésvalto-
z0ja, s eltérésvaltozo parja az y dudl valtozdk.
A kezdeti (roévid) pivot tdbla az eltérésvéltozokbdl allé bazisbdl indulva:

1. Ty Ty T3 Y1 Y2

s7 1 -1 1 0 01
55 1 1 0 0 01| 2
z1 | —1 0 1| -1 —-110
22 0 0 0 1 —-110
Z3 1 0 -1 -1 01y 0

Az elsé baziscserét a primal szimplex modszer els6 fazis célfiigvényét kovetve
az x3 oszlopaban végezziik. Ekkor a hanyadostesztet csupan az els6 két sor szerint
hajtjuk végre, azonban a tabla komplementaritdsat megérzendé a komplementaris
poziciéban is végrehajtunk egy baziscserét. Vegyiik észre, hogy ezen ,mésodik”
béziscserék a primdal megengedettséget nem befolyasoljék, hiszen mindaddig, amig
nem végziink baziscserét a tabla dual soraiban és a primal valtozéinak metszeténél,
addig dudl oszlopok primél sor részében egy azonosan nulla matrix all. Az elsd
két baziscsere tehat az z3 és s, illetve az y; és z3 parbdl 4ll.

2. | x1 x2S Y1 Yo 3. 1 2 8] Z3 Y

T3 1 -1 1 0 0 1 T3 1 -1 1] 0 0 1
55 1 1 0 0 0 2 55 1 1 0| 0 0 2
z1 | —2 1 -1 -1 -1} -1 z1 | —4 2 =2 | -1 -1/ -2
22 0 0 0 1 -1 22 2 -1 1 1 -1 1
Z3 2 -1 1{-1 0 1 y1| —2 1 -1(-1 0] -1

Tovabbra is az els6 fazist kovetve, a kovetkezd baziscsere par az xo és s

béziscsere, illetve az ys és zo béaziscsere.
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4.1 1 s5 s8] Y1 Y2 5. | =1 85 8] Y1 2a
T3 2 1 1 0 0 3 T3 2 1 1 0 0 3
T2 1 1 0 0 0 2 T2 1 1 0 0 0 2
27| -6 -2 -2 | -1 —-11| —6 21 -9 -3 =3| -2 —-11{ -9
) 3 0 1 1 -1 3 | -3 -1 —-1| -1 -1/ -3
z3| -3 -1 —-1]| —1 01 —3 1] -3 -1 —-1] -1 01 —3

Az 5. tdbla méar primédl megengedett. Mindhdrom dudl sor dudl nem meg-
engedett, vagyis mindhdarom béazison kiviili primal valtozé javité irdnyt hataroz
meg. Mivel azonban s} és s5 mesterséges eltérésvaltozok, igy azok nem térhetnek
vissza a bézisba (ezeket el lehetne hagyni a tabldbol). Igy a bejove véltozé az x;.
A kiegészitett hdnyadosteszt alapjan diagonélis baziscserét végziink z; soraban.

6. z1 85 ST | Y1 2
o] 33 3[4 -3
w| 4 F |- 4
al=b 3 4 2 41
|-t 0 of-d =
wl-t o ol-b

A tabla megengedett és optimadlis. Az optimalis megoldds az azonosan 1, azaz
r=y=z=1.

2. A kvadratikus primadl szimplex algoritmus végessége

Az 1. dbrén és 1.1. algoritmusban bemutatott kvadratikus szimplex algorit-
musrdl szdmos cikk irédott az 1960-as évek elején [26, 28, 29, 30, 31, 36]. Az al-
goritmus végességét eredetileg a perturbacids médszerrel igazoltdk. Ebben a feje-
zetben a kvadratikus szimplex algoritmus 1j bizonyitasat adjuk ciklizélas ellenes
indexvalasztasi szabdly segitségével.

Felidézziik az dgynevezett s-monoton index valasztasi szabdlyokat [2]:

2.1. Definicio. Legyen adott egy index vélasztason alapuld pivotalasi szabaly,
egy s € Ni vektor, amelynek a koordinatdit a feladat valtozéihoz rendeltiik, és az
algoritmus iteracidi soran a pivotdlasi szabalytdl fiiggéen médosulhatnak. A pivo-
talasi szabalytdl fiiggd s vektor sorozatra az aldbbi elvarasokat fogalmazzuk meg:

1. Az s vektor értékei a béziscserék sordn nem csckkennek, illetve kizdrdlag
a mozgd valtozok értéke valtozhat. Az index vélasztasi szabdly, valasztasi
lehetGség esetén, az s vektor szerinti maximalis értékl elemei koziil valaszt.
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2. A algoritmus sordn barmikor mozgé (vagyis bézisbdl kilépd vagy belépd) val-
tozokra megszoritva, van olyan B* bazis, amikor az s vektor szerinti legkisebb
értékili bazison kiviili valtozé egyértelmii. Legyen ez az x; valtozd.

3. Ha a B* bézis utan az x; valtozd belép a bazisba, akkor a legk6zelebbi belépés
utéan, egészen addig, amig esetleg az x; valtozd Ujra tavozik a béazisbdl, igaz,
hogy azon valtozdk s értéke, amelyek mozogtak az x; valtozo bazisba belépése
Ota, nagyobbak, mint az x; valtozo s vektor szerinti értéke.

Azokat a pivotalasi szabélyokat, amelyekhez tartozo s vektorokra az 1-3. feltételek
teljesiilnek s-monoton pivotédlasi szabalyoknak nevezziik.

Az s-monoton indexvélasztdsi szabalyok alkalmazéasra keriiltek kvadratikus
criss-cross algoritmus végességének igazoldsakor [1, 7, 9].

Dolgozatunk szempontjabdl a {6 észrevétel, hogy az s-monoton indexvalasztési
szabalyok nem egyértelmii valasztds esetén egy, az adott pillanatban jél definialt
preferencia vektor szerint vélasztanak, nem haszndlva a béazistabla elemeinek a
konkrét értékeit.

Bizonyitasunk az algoritmus és a linedris feltételes konvex kvadratikus prog-
ramozasi feladat pivot tablajanak tulajdonsigainak vizsgalatan alapul. Altaldnos
esetben, sajnos a biszimmetrikus tulajdonsag nem 6rz6dik meg kozvetlen médon,
de egy kis kiegészitéssel hasonl tulajdonsig bizonyithaté.

2.1. LEMMA. [33] Egy kvadratikus programozdshoz tartozé biszimmetrikus
matrix esetén tetszoleges bazis transzformaciéval nyert, komplementaris bazis ese-
tén a bazistabla tovabbra is biszimmetrikus azzal a kivétellel, hogy az eredeti pri-
mal feltételek és a dual valtozok metszetében levs nulla matrix helyén egy pozitiv
szemidefinit matrix all.

A fenti eredmény kivétel része elkeriilhetd, ha a kvadratikus feladat egy szim-
metrikus felirdsat alkalmazzuk [21].

A végesség bizonyitasit visszavezetéssel végezziik. Bizonyitjuk, hogy egy cik-
lizalé példa esetén a primal megoldés sziikségszertien nem véltozik, vagyis minden
béziscsere primél degeneralt. Szemléletes médon, ez azt jelenti hogy az adott meg-
oldashoz tartozo linearizalt feladat valtozatlan marad. Megmutatjuk, hogy ilyen
esetben az algoritmus altal végzett baziscserék pontosan megfelelnek egy megfelel6
linedris programozési feladatra nézve a primal szimplex algoritmus béaziscseréinek,
mely indexvalasztasi szabaly alkalmazasa esetén véges: sziikségképpen, a kvadra-
tikus szimplex algoritmus is véges mindazon ciklizalds elleni indexvalasztasi sza-
balyok esetén, melyre a primal szimplex az, amennyiben a ciklizalas elleni index-
valasztasi szabély kizardlag a redukalt koltségek elbjelére és a valtozok indexével
kapcsolatos vélasztasi preferencidkra hivatkozik [9]. A lexikografikus szabélyra a
bizonyitdsunk nem alkalmazhaté kozvetlen médon. Legjobb tudomésunk szerint,
a lexikografikus rendezés alkalmazasdval a kvadratikus szimplex algoritmus véges-
ségét igazold eredmény nem ismert.
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Tegyiik fel tehat, hogy az algoritmus nem véges, és tekintsiink egy ciklizald
ellenpéldat. Mivel a bizonyitds visszavezetésen alapszik, a ciklizdlé ellenpélda
méretének minimalitdsa nem sziikséges, és nem is egyszertsitené lényegesen a gon-
dolatmenetet.

El6szor megmutatjuk, hogy egy ciklizdlé ellenpéldan az algoritmus kizardlag
egyfajta, mégpedig kett6 hosszu hurkokat allit eld.

2.2. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formaban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén, legfeljebb véges sokszor fordulhat el6 olyan baziscsere, amelyik egy
hosszi hurkot végez.

Bizonyitds. A kvadratikus szimplex algoritmus megfogalmazasdbdl adédik,
hogy egy 1 hosszt hurok egyetlen, a dual vezérvaltozd soraban végzett baziscseré-
bol 4ll; ez a 0 < 61 < 05 esetnek felel meg. Mivel a dudl vezérvaltozot tgy valasz-
tottuk, hogy a hozzatartozo jobboldal negativ, igy ez a baziscsere nem degeneralt.
Ilyen esetben a belep6 primdl véltozd oszlopa egy javito irdny és a célfiiggvény
értéke javul [29]. Mivel az egy hosszi hurkok esetén a célfiiggvény javul, ezért a
korabbi bazisok egyike sem térhet vissza, hiszen a kvadratikus szimplex algoritmus
célfiiggvénye monoton csokken. Figyelembe véve, hogy véges sok bazis van, egy
hossz hurok véges sokszor fordulhat el6. a

Most vizsgaljuk meg a ketténél hosszabb hurkok lehetséges szamat.

2.3. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formdaban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén legfeljebb véges sok nem 2 hosszisdagiu hurok lehetséges.

Bizonyitds. A 2.2. lemma alapjan legfeljebb véges sok 1 hosszu hurok lehet-
séges. Figyeljiikk meg, hogy a bazisban levé primdl valtozdk szdama legfeljebb az
1 hosszi hurkok esetén novekedhet. Nem 1 hosszi hurok esetén, az elsé bazis-
cserét kovetOen, egészen addig, amig nem a dudl vezérvaltozd sordban végziink
béaziscserét, addig a baziscserék soran a bejov6 dudl valtozd egy primél valtozot
cserél ki a bazisban. Vagyis amennyiben a hurok 3, vagy anndl hosszabb, tgy a
bézisban levé dudl valtozdk szdma monoton novekedik. Mivel csokkenni csak 1
hosszi hurkok soran tud, melyek szama véges, igy sziikségképpen a 3, vagy annél
hosszabb hurkok szama is véges. ad

Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy egy ciklizdlé példa esetén az algoritmus
véges sok béziscsere utan 2 hosszi hurkok végtelen sorozatat végzi.

Felvet6dik a kérdés hogy nem lenne-e célszerli a bizonyitast a criss-cross algo-
ritmus végességére visszavezetni, hiszen a 2 hosszi hurkok megfelelnek egy-egy
felcserélés béziscserének [21, 1, 7]. A nehézséget az okozza, hogy a béziscsere
soranak kivéalasztasa utan az oszlopvalasztas a kvadratikus szimplex algoritmus
soran kotott, igy a criss-cross algoritmus méasodik index valasztéasi 1épése elmarad.
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2.4. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLC P)
formdban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén legfeljebb véges sok baziscsere utan a bazismegoldds primal része
nem valtozik.

Bizonyitds. Tételezziik fel, hogy az ciklizal6 példa soran mar kizardlag 2 hosszi
hurkokat végez az algoritmus a 2.2. és 2.3. lemmék alapjan.

Egy 2 hosszu hurok elsé béziscseréje soran egy nem degeneralt béziscsere ja-
vitand a célfiiggény értékét [29].

A mésodik baziscsere esetén ennél tobb is mondhaté. [33] alapjdn ilyen esetben
a belépd dudl valtozo és az el6z6 iteracidoban a bazisbdl kilépett primél valtozé talal-
kozésénal a bazistabla t;; értéke nem-pozitiv, és amennyiben szigorian negativ,
gy a baziscsere javit a célfiiggvényértéken — mely esetiinkben azt jelenti, ez az eset
csak véges sokszor fordulhat el§ — illetve amennyiben nulla, Ggy a bazistabla ezen
oszlopaban minden bézisban levé primal valtozéhoz tartozd érték nulla, vagyis a
pivot tdbla primal része mar nem transzformalédik. ad

A fenti bizonyitdsban szerepld [33] eredményének felhasznédldsaval a kovetkezd
er6sebb lemmat is bizonyithatjuk:

2.5. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formdban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén legfeljebb véges sok baziscsere utan az algoritmus csupa 2 hosszu
hurkot végez, melyekre a kovetkezo igaz:

— A hurok elsé baziscseréje egy degeneralt baziscsere, mely soran egy primél
valtozo belép, és egy primal valtozo kilép a bazisbol.

— A hurok mdsodik (és utolsé) bdziscseréje sordn a megelézé iterdciéban be-
Iépett primal valtozé dual parja kilép, mig a megel6zo iteracioban kilépett
primal valtozé dual parja belép a bazisba.

— A hurok mdsodik bdziscseréje soran a beléps dudl valtozo transformalt osz-
lopaban minden primal valtozohoz tartozé sorban nulla érték szerepel.

Bizonyitds. Kovetkezik a 2.1. - 2.5. lemmd&kbdl, a 2.5. lemma bizonyitdsdhoz
hasonlé mddon [33] eredményébdl. O

Hasonl6 tulajdonsadg mondhaté a hurkok els6 baziscseréjének dudl részére is.

2.6. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formaban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizdlé
példa esetén legfeljebb véges sok bazis csere utan a komplementaris bazisbél indulé
baziscserék esetén a belépé primal valtozé transzformalt oszlopaban a kiinduldsi
bazistablan a dual valtozokhoz tartozo sorokban nulla értékek szerepelnek.
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Bizonyitds. Felhaszndlva a 2.1. lemmat, mivel a vélasztott dudl vezérvaltozo
sordnak és a hozza tartozo belép6 primal valtozé ennek a szemidefinit matrixnak
egy diagondlis eleme, mely nulla, igy sziikséges, hogy ennek a szemidefinit mat-
rixnak ezen oszlopa (és sora) azonosan nulla legyen, hiszen ellenkez6 esetben nem
volna pozitiv szemidefinit, hiszen egy tetszéleges nemnulla érték és a diagonalis
pozici6 altal alkotott 2 x 2-es atld menti részmatrix determinansa negativ lenne.
O

A kordbbi lemmakkal méar bizonyitottuk, hogy a ciklizalé ellenpélda esetén
a mozgs valtozok transzformalt oszlopaiban nulla értékek szerepelnek a 2 hosszi
hurkok els6 béziscseréje esetén a dual véltozdk soraiban, mig a mésodik baziscserék
esetén a primdl valtozok soraiban. A két bazistdbla szerkezetét a 2. 4bra mutatja.
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2. abra. Egy ciklizal6é példa esetén a ciklizalds bedllta utdn a 2 hosszi hurkok
elsé, illetve masodik baziscseréjéhez tartozéd bazistabla szerkezete.

Tekintsiink egy ciklizald példat, és tegyiik fel a 2.2. és 2.3. lemmék alapjéan,
hogy az algoritmus mar csupa 2 hosszi, degeneralt hurkokat végez. Egy tetszbleges
komplementdris bézis esetén, Z% és Ijé rendre jelolje a bézisban levé primél-,
illetve dudl valtozdk index halmazét, mig az 7%, és T¢ pedig a nem bézis valtozok
megfelel6 indexhalmazait, ahogyan azt korabban bevezettiik.

Legyen G = MIE v az T és I} indexhalmazok dltal meghatdrozott rész-
matrix, d = qr, a 7%, halmaz elemeihez tartozé jobboldal, mig f = Azg a Té
halmaz elemeihez tartozd jobboldal.
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Ekkor a 2.1. lemma alapjan G = MIEIK = —MI%I%. Lathatd, hogy az M
transzformalt bazis tdbla megegyezik a

min fTx

(LPs)
Gx<d

pecidlis linedris programozési feladatra (LP;) felirt Karush—-Kuhn—Tucker-feltéte-
lekkel, amennyiben a feladat azon részétol, mely nem jatszik szerepet a ciklizalas-
ban, eltekintiink.

Felhasznalva a 2.6., 2.5. és 2.1. lemmakat, lathatd, hogy a béazistabla ugyan-
olyan médon transzformdlddik a 2 hosszi hurkok soran, mint ahogy az el6z6 line-
aris programozasi feladat bézistabldja. Tovabba a dudl vezérvéaltozd valasztdsa
megfelel a célfiiggvény soraban levé oszlopvalasztasnak, majd a primél valtozok
feletti hanyadosteszt megfelel a linearis programozasi feladatra megfogalmazott
primdl szimplex mdédszer hanyadostesztjének a kisebb méretii linedris programo-
zési feladat esetén.

N M o
0
P G d
10
o
D el £
0]

3. abra. A kvadratikus programozasi feladat béazis tdblajanak szerkezete a cikli-
zal6 valtozokra nézve.

Tehét a (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus primal szimplex mdd-
szer pontosan akkor ciklizalhat, ha a linearis programozasi feladtra megfogalmazott
primdl szimplex algoritmus ciklizdl az (LPs) linedris programozasi feladaton.

Figyelembe véve, hogy a linedris programozasi feladatra megfogalmazott pri-
mal szimplex algoritmus nem ciklizalhat, ha olyan index valasztasi szabdalyt hasz-
nalunk a végesség biztositasira, amelyik az tin. s-monoton indexvalasztasi szabé-
lyok (pl. minimdl index szabdly, LIFO- vagy a leggyakrabban vélasztott valtozoé
szabélya) kozé tartozik [9)].

A (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus primal szimplex mddszert
el kell latnunk ciklizélas ellenes indexvalasztasi szaballyal, amely biztositja az al-
goritmus végességét. Osszefoglalva, kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

2.1. TETEL. A (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus primal szimp-
lex médszer, s-monoton indexvalasztasi szabalyok hasznalata esetén véges.
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Megmutattuk, hogy a kvadratikus primal szimplex algoritmus véges az s-

monoton indexvalasztdsi szabdlyok alkalmazédsa esetén. Eredményiink kozvetlen
atiiltethet6 a kvadratikus dudl szimplex algoritmusra is.
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FINITENESS OF THE QUADRATIC SIMPLEX METHOD
WITH THE APPLICATION OF INDEX SELECTION RULES

TIBOR ILLES, ADRIENN NAGY

We provide a new proof for the finiteness of the primal simplex method for linearly const-

rained convex quadratic programming problems when using index selection rules. The original
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quadratic simplex algorithm was developed by Wolfe and van de Panne and Whintson, and
have been published in a series of papers in the 1960s, using perturbation techniques to ensure
finiteness.

We show that for the method to cycle, the pivots and the problem needs to be degenerate;
i.e. the value of all the variables -in the corresponding pivot tableau of the Karush-Kuhn-Tucker
system- taking part of the primal ratio test needs to be zero, but moreover, the the value of
the entries in the transformed pivot columns that correspond to the quadratic objective must be
Z€ero.

It follows that the quadratic primal simplex method is finite for any index selection rule that
only relies on the sign structure of the transformed right hand side and of the reduced costs, and
for which the corresponding traditional primal simplex method is finite for linear programming
problems.
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A KLASSZIKUS MATEMATIKA EGY LEHETSEGES ALTALANOSITASA!

RAZGA TAMAS

Dolgozatunk elsédleges célja, hogy bevezessiik a redlisan ellentmondds-
mentes matematikai elméletek fogalmat, és matematikai-logikai alapon meg-
mutassuk, hogy ezek ismeretelméletileg egyenértékiiek a klasszikus értelem-
ben vett ellentmonddsmentes elméletekkel, igy képesek arra, hogy természetle-
frdsunk teljes értékii alapjit képezzék. Ismertetjiik Q(k)-t mint a természetes
szdmok és R(v)-t mint a valds analizis egy javasolt 1j, altaldnos elméletét.
Megmutatjuk, hogy Q(k) és R(y) egyardnt redlisan ellentmonddsmentes,
valamint hogy egyfeldl redlis esély van a v dllandé értékének kisérleti méd-
szerekkel (azaz numerikus szdmitdsok eredményeként) valé meghatdrozdséra,
mésfelél arra, hogy « értékének megfeleld valasztasival a fizikai természet-
leirdshoz egy, a maindl jobban alkalmazkodni képes matematikai elmélethez
juthassunk.

1. Bevezetés

A mult szazad kozepére tehetd, amikor a matematika alapjainak kutatoéi olyan
kérdésekkel kezdtek foglalkozni, hogy (1) természetes szdmnak tekinthetjiik-e a
1010" jelsorozattal definidlt absztrakt szdmot; hogy (2) megadhaté-e olyan defi-
nicié, mely egzakt moédon tesz kiilonbséget a véges és a végtelen szdamok kozott;
hogy (3) egy konkrét matematikai 4llitast tekinthetiink-e egy adott axiémarendszer
kovetkezményének, ha annak (formalis) levezetése tobb, mint 101990 szimbélum-jel
alkalmazdsat igényli; és végiil hogy (4) mit kezdhetiink a természetes szdmok arit-
metikdjdnak egy olyan rendszerével, mely redlisan ellentmondds-mentes (ha pl. a
redlis bizonyitdsok hosszat 1019%0-re korldtozzuk), ugyanakkor a klasszikus logika
(mely a bizonyitdsok hosszat nem korldtozza) szempontjabdl ellentmonddsos.

Az elébbi négy kérdés koziil az els6 kettét Van Dantziggal [1], mig az utébbi
kett6t Rohit Parikh-hal [2] hozhatjuk kapcsolatba. A felvetett problémakér meg-
lehet6sen komoly, miivel6inek koére nem csak e két szerzore korlatozodik, hanem

1Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkeszt&sége nem azonositja magéit az id6 kézben el-
hunyt szerzé filozéfiai kovetkeztetéseivel, azonban a gondolat- és szdlasszabadsig jegyében a dol-
gozatot nem kivanta megcsonkitani.
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egy 1j matematikai-logikai iskola, az ugynevezett ultrafinitizmus megalapitasahoz
vezetett [3].

Dolgozatunk szempontjdbél az a lényeg (ezt ragadjuk meg), hogy ezen qj
matematikai-logikai iskola szerint az aritmetikaban jogosan kérddjelezhetjiik meg,
hogy mindaz, ami érvényes a kis, a kozepes és a nagy szamok korére, az min-
den tovabbi nélkiil kiterjesztheté az olyan nagyon-kicsi és az olyan nagyon-nagy
szdmokra is, amelyek eléallitdsa meghaladja (nemcsak technikai adottsdgainkbdl,
hanem fizikai korlatainkbdl is kvetkez6) realitdsunkat, és igy csak a képzeletiinkben
lehetséges.

Dolgozatunkban a redlis bizonyitdsok hosszat a k jellel korlatozzuk, de k tény-
leges értékét mindvégig nyitva hagyjuk, erre vonatkozéan csak néhany el6zetes
utalast tesziink.

Ugyanakkor szildrdan meg vagyunk gy6zodve arrdl, hogy ha x értékét helyesen
vélasztjuk, igy (ismeretelméletileg) nem tehetd kiilonbség a ,csak” redlisan ellent-
monddsmentes és a klasszikus értelemben vett ténylegesen ellentmonddsmentes
aritmetikai elméletek kozott.

E hivatkozasok és bevezeté gondolatok utan dolgozatunk programja a kovet-
kez6:

a) Vizsgdlataink alapjdul a természetes szdmok aritmetikdjdnak Raphael

M. Robinsonrdl elnevezett legegyszeribb axiomarendszerét, az ugyneve-
zett Q-aritmetikat valasztjuk.

A 2. fejezetben megmutatjuk, hogy: (1) habdr a Q-aritmetika a Peano-
aritmetika leggyengébb alrendszerét képezi, mégis alkalmas arra, hogy
benne a szamelmélet j6 néhany kozismert tétele legyen megfogalmazhato
és bizonyithatd; (2) a Q-aritmetika keretein beliil kénnyen definidlhaté az
y = exp(a, z) hatvdnyfiiggvény a szokdsos tulajdonsdgokkal (kivéve azt,
hogy minden a-hoz és x-hez tartozik y); (3) minden ¢ értékhez van olyan
k = k(c) természetes szam, melynél egyetlen y természetes szdmra sincs az
y = exp(2, k(c)) egyenléségnek c -nél révidebb bizonyitdsi hosszi bizonyi-
tésa; (4) kovetkezésképpen Q-aritmetika kiegészithetd a (Q9) axiéméval
(ami az el6bb emlitett koriilményt fejezi ki kellden nagy ¢ = & esetére)
ugy, hogy az ered Q(k)-aritmetika (a bizonyitdsi hosszak ,nagyon-nagy”
k-ra korldtozasaval) redlisan ellentmonddsmentes.

b) A 3. fejezetben becsléseket tesziink k(c) értékére, valamint roviden kitériink
arra, hogy amennyiben az 6sszeadds és szorzas miiveleti fiiggvényeit logikai
fiiggvényekkel helyettesitjiik, akkor az igy kapott (még gyengébb) Q* (k™)
aritmetikdban k(c) > k*(c).

Ez utébbi koriilményre is tekintettel megmutatjuk, hogy « megfeleléen
nagy értékiire valasztdsa esetén nem tehetiink kiilonbséget a ,,csak” redli-
san ellentmonddsmentes és a klasszikus értelemben ténylegesen ellentmon-
ddsmentes aritmetikai rendszerek kozott, igy a természetes szamok arit-
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metikdjanak lehetséges (kivdnatos) dltaldnositdsaként a Q(k) és Q (k")
aritmetikak egyarant szamitdsba jonnek.

A 4. fejezetben felvazoljuk a valds szdmok Q(k)-aritmetikdval kompatibilis
1j elméletét, megmutatjuk, hogy pusztan ennek keretein beliil nem lehet-
séges a hatdrozott integrdl értelmezése, mert ehhez kiilon axiémara van
szitkség, valamint ravilagitunk arra, hogy a valds szamok egyértelmiien a
mikro- és makro-szdmok kategéridjaba sorolhatok.

Az 5. fejezetben vézlatosan targyaljuk a valds analizis dltaldnositdsdhoz (és
ezen beliil a hatdrozott integrdl értelmezéséhez) sziikséges kiilon axiémaé-
kat, és megmutatjuk, hogy az ezekkel kiegészitett elmélet redlisan ellent-
monddsmentes.

Befejezésiil a 6. fejezetben Osszegezziik vizsgalataink alabbi f6bb tanulséa-
gait:

(i) mivel az 1j elmélet (k kellben nagy értékiire vélasztdsa esetén) bizonyi-
tottan redlisan ellentmonddsmentes, ezért nincs okunk arra, hogy azt ne
tekintsiik (a klasszikus értelemben vett) ténylegesen ellentmondds-mentes
elméletnek;

(ii) az 1] elmélet ~ allandéja (elvileg) ugyantgy tapasztalati iton hataroz-
haté meg (példaul szamitégéppel tdmogatott nagypontossdgi numerikus
szémitdsok eredményeként), mint ahogy a Bolyai-geometria ¢ 4llandéja
is megkaphaté nagyprecizitdsi foldmérések (illetve fizikai megfigyelések)
eredményeként;

(iii) végiil felvdzolunk néhany gondolatot arrdl, hogy miként lehet az 1j,
altaldnos elméletet felhasznalni arra, hogy &altala a fizikai természetleira-
sunkhoz egy, a maindl jobban alkalmazkodni képes matematikai hdattér-
elmélethez juthassunk.

2. Q és Q(k) aritmetikai rendszerek

Ismeretes (ldsd pl. [4]), hogy a természetes szdmok (amik Gsszességét a kialakult

gyakorlat szerint a tovédbbiakban egyszeriien csak N-nel jeloljiik) legdltaldnosabb
elméletét a Raphael M. Robinson altal bevezetett Q-aritmetika adja. Fzt az elméle-
tet valasztjuk tovabbi vizsgalataink kiindulé alapjaul, mint ahogy ezt valasztottuk
e dolgozat el6futarat képezd forrasmi [5] alapjdul is. (Hivatkozott dolgozatunkban
még nem ismertiik e témakor kiterjedt irodalmat, és ezért Q-aritmetika helyett
egyszeriien csak RA-rendszerrdl beszéltiink).

I. Részben e kiterjedt irodalomra (aminek tovabbi részletei pl. [6]-ban és [7]-ben

talalhatdok), részben a mar idézet forrdsmunkara [5] hivatkozassal az aldbbiakban
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roviden Osszefoglaljuk a Q-aritmetika dolgozatunk szempontjabdl leglényegesebb
adottsagait.

a)

b)

A Q-aritmetika formaélis rendszere a ,,0” konstans jelet, az ,S”, a ,,+" ésa ,-”
miveleti jeleket, az ,=" egyenléség jelet, valamint valtozdjeleket hasznal.

A Q-aritmetika els6 hét axioméja azonos a Peano-aritmetika els6 hét axio-
majaval.

A Peano-aritmetika teljes indukcids axiomasémdjdat a Q-aritmetikdban az
aldbbi (1ényegesen , gyengébb”) axiéma helyettesiti:

(Q8) a = 0, vagy van olyan b, hogy a = Sb (ahol a és b véltozdjelek).

A Q-aritmetikdban precizen definidlhaté a hatvdnyozds y = exp(a, ) miive-
lete (a szokdasos f&bb tulajdonsagokkal), ahol is x, y és a természetes szam-
valtozdk.

Parikh tétele értelmében [2, Theorem 4.3.] Q-aritmetikdban ugyanak-
kor nem bizonyithaté a hatvanyozas miiveleti fiiggvényének totélis volta,
vagyis hogy az a és x valtozok minden konkrét a és x értékéhez taldlhatd
legyen olyan y, hogy y = exp(a, z) fennéll.

Q-aritmetikan beliill megadhaté a természetes szamoknak egy olyan Ny
osszessége (nevezziik ezeket a tovdbbiakban egyszertien csak Ng-szamoknak),

hogy:
(i) az Ny-szdmok kore az ,,S”, a ,+” és a ,,-” miiveletekkel szemben zért;

(ii) tetszbleges a és x Ny-szdmokhoz van olyan N-beli y szdm, hogy
y = exp(a, z);

(iii) az Ng-szdmok korében szdmsorozatokat és fiigguénysorozatokat definidl-
hatunk az ezekre vonatkozéan ismert Gsszefiiggések szinte érintetlen fenn-
tartasa mellett;

(iv) az Ng-szamok korében a Q-aritmetika olyan alapvetd tételek bizonyitéd-
sara képes, mint a legnagyobb kozos osztd és a legkisebb kézos t6bbszorss
létezése; a kinai maradéktétel; vagy mint pl. Gauss alaptétele a természetes
szamok primszam-szorzatra torténd felbontasarol.

Felteheté tovabba [8], hogy az Ng-szdmok koérében a Q-aritmetika a szam-
elmélet olyan legismertebb tételeinek a bizonyitasara is elegend6, mint pél-
daul a ,nagy” Fermat-tétel, valamint hogy egy természetes szam és annak
kétszerese kozott mindig van primszam, és igy tovabb.

Megjegyzés. (1) és (ii) igazoldsdhoz leginkdbb a [2]-ben, [4]-ben és [6]-ban
taldlhaté hattérismeretekre hivatkozunk, mig (iii) és (iv) aldtdmasztdsandl [8]-ra
hagyatkozunk.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)



A KLASSZIKUS MATEMATIKA EGY LEHETSEGES ALTALANOSITASA 85

A Q-aritmetikédn beliil valamely m természetes szdmnak a (Q-aritmetika
formélis nyelvén keresztiil torténé) formadlis kifejezésére az aldbbi két médon van
lehet6ség:

m = SSS...S0 azaz ,m” darab ,,S”-jel valamint egy darab ,,0"-jel; (1)

vagy
0=0; 2-m=SS0-m 2-m+1=2-m-+S0 (2)

ahol is m jeloli az m természetes szam Q-aritmetikan beliili formalis valtozatat.

Az (1) szam-kifejezés a megszokottabb (Godel is ezt haszndlta), a (2) kifejezés
viszont ,, gazdaségosabb”, ugyanis példaul az m = 2% természetes szdm formélis
kifejezésére (1) szerint 2% + 1, mig (2) esetén minddsszesen 6 - k formélis jelre van
sziikség.

Dolgozatunkban — amikor csak megtehetjiik — mi mindvégig a (2) szam-kifejezést
hasznéljuk.

Tegyiik fel, hogy valamilyen okbdl (pl. Univerzumunk fizikai térvényeibél kifo-
ly6lag) formadlis logikai miiveleteink hosszédban korlatozva vagyunk, és igy pl. egy
kifejezést (ezen belill egy szdm-kifejezést is), egy formuldt, vagy egy bizonyitdst
csak akkor &ll médunkban redlisan (hitelt érdemléen) elfogadni, ha azok jelsorozat-
hossztsaga kisebb valamely x szdmnél.

Dolgozatunkban feltételezziik, hogy Univerzumunk (az aritmetika vonatkoza-
sédban is) ilyen tulajdonsdgu, és abban létezik ilyen x szdm is, bar annak konkrét
értékét nyitva hagyjuk.

Megjegyzés. A fizika mai &lldsa szerint Univerzumunk véges, a benne foglalt
atomok szama mintegy 10%°-ra becsiilhetd, és igy a x ~ 1089 érték is egy ilyen
szoba-johetd korlatot képvisel.

2.1. Definicid. Valamely kifejezésrdl (szdm-kifejezésrdl is), formuldrdl vagy
bizonyitasrol akkor mondjuk, hogy az redlis (azaz tényszerli, megvaldsithatd, tehét
nem képzeletbeli), ha annak Q-aritmetikén beliili kifejezéséhez k-ndl kevesebb for-
mélis jelre van sziikség;

2.2. Definicio. Egy elméletrél akkor mondjuk, hogy redlisan ellentmondds-
mentes, ha abban egyik axiéma tagadasanak sincs redlis bizonyitdsa.

A mondottak értelmében a Q-aritmetikdn beliil (2) szerint kifejezheté leg-
nagyobb szam:
Nmax ~ 2H/4- (3)

”

Ha viszont (2) nem alkalmazhaté (mert pl. a Q-aritmetikdn belil a ,+7 és -
miiveleti fiiggvényeket logikai fiiggvényekkel helyettesitjiik — ldsd késobb, a 3. feje-
zetben), akkor:

Nmax ~ K. (4)
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2.1. TETEL. ¢ minden értékéhez taldlhaté olyan k = k(c) természetes szdm,
hogy az y = exp(2,k(c)) egyenléségnek egyetlen y természetes szdm esetén sincs
c-nél rovidebb bizonyitasa.

A tételre szigort, formdlis bizonyitds is adhatd, melynek ismertetésétdl (annak
terjedelme és matematikai-logikai mélységei okén) itt most eltekintiink, és helyette
megelégsziink egy informalis bizonyitasi valtozat ismertetésével.

De miel6tt allitdasunk ezen informalis igazolasaba kezdenénk, el6szor is ponto-
sitjuk a haszndlt legfébb fogalmakat, valamint az azokkal kapcsolatos jelolésmaddot.

Valamely ,A” allitds bizonyitdsi hosszan az annak formédlis bizonyitdsdban
szerepl6 szimbolikus jelek Osszes szamat, illetve a bizonyitdsi lépés-szamdn az ugyan-
ezen bizonyitasban alkalmazott Gsszes kovetkeztetések szamdat értjiikk (ez utébbi
vonatkozasban valamely konkrét axiéma alkalmazdsa is kovetkeztetésnek szamit).

Q- A-val jelsljiik azt, hogy Q-aritmetikdn beliil az ,,A” 4llitdsnak van ¢, vagy
rovidebb bizonyitdsi hosszi bizonyitasa, mig Q|/,. A-val ennek az ellenkezdjét.

Hasonléan: Q[-() A-val jeldljiik azt, hogy Q-aritmetikdn beliil az , A" 4llitds-
nak van c, vagy révidebb bizonyitdsi lépés-hosszi bizonyitasa, mig Q|/(.) A-val az
ellenkezdjét.

Mindezek alapjdn a 2.1. tétel azt allitja, hogy van olyan k = k(c) természetes
szam, hogy:

Yy{Ql.y = exp(2,k(c))} ()
Bizonyitds.
A tétel bizonyitdsdhoz egyfeldl felhasznéljuk azt a trivialitdst, hogy
[Q|7c A] — [Q'f(c) AL (6)

masfel6l G. Kreisel Q-aritmetikdra (mint véges szamu axiéméra épiilt elméletre)
bizonyitott sejtését (bizonyitdsat lasd pl. [9]-ben), amit az aldbbi segédtételben
fogalmazunk meg:

2.1. SEGASDTASTEL. Ha valamely B(z) allitdshoz taldlhaté olyan ¢ természe-
tes szdm, hogy az aldbbi dsszefiiggés minden k természetes szamra (kiilén-kiilén)
fennall:

Ql—) B(k),

akkor egytittal
Q|-VxB(z).

A 2.1. segédtétel alapjan még egy segédtételt fogalmazunk meg és bizonyitunk
be.

2.2. SEGASDTASTEL. Q-aritmetikdn beliil adott c-hez mindig van olyan d ter-
mészetes szam, hogy:

VyV (z > d) {Ql~c)y = exp(2,z)} (7)
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E segédtétel igazolasdhoz két trivialitast vesziink figyelembe. El6szor is azt,
hogy minden ¢ természetes szdmhoz van olyan ¢*(> ¢), hogy:

[Q|7(0) Y= eXp(27 d)] - V(CE < d) [Q‘f(c*) Y= eXp(27 l‘)]

masodszor pedig azt a koriilményt (ldsd a 2.e) pontndl), hogy:

QlfVaVz Iy [y = exp(a, z)]

Tételezziik marmost fel, hogy valamely adott ¢ mellett (7) nem 4ll fenn, azaz:

delyzl(x > d) {Q|7(c) y= eXp(2vx)} :

Ez esetben (a figyelembe vett elsé trivialitds miatt) egyuttal:

VdY(z < d) Iy {Ql-()y = exp(2,2)}

kovetkezésképpen (a 2.1. segédtétel miatt) Q|-Va Jy[y = exp(2,z)] eredményre
jutunk, ami ellentmondvén a mésodik trivialitdsnak, végiil is igazolja (7)-t.
Mindezen el6zmények utén visszatériink a 2.1. tétel, azaz (5) igazolasdhoz.
El6szor is észrevesszilk, hogy (6)-bol, valamint |/, és |/(.) definiciéjabdl kovet-
kez6en:

[Ql%(c) A] - [Q‘%c A] )

és igy a 2.2. segédtétel a bizonyitdsi lépés-szamrol kozvetleniil kiterjesztheto a
bizonyitdsi hosszra is, azaz minden c-hez mindig van olyan k természetes szam,
hogy:

VyV(z = k) {Ql-cy = exp(2,7)} . (8)

Legyen kmin & (8) szerinti k szdmok koziil a legkisebb és definidljuk k(c)-t
k(c) = kmin-ként. Nyilvanvald, hogy k(c) elébbi definicidja esetére a 2.1. tétel
bizonyitast nyert. O

I1. Q(k)-aritmetikét gy kapjuk meg Q-aritmetikdbdl, hogy ez utébbi dsszesen
8 axiéméajit (azaz a Q1 ..., Q8 axiémékat) az aldbbi 9. axiéméaval egészitjiik ki:
(Q9) az exp(2, k) kifejezés egyetlen természetes szdmmal sem megegyezd, azaz:

Yy [exp(2, k) # v,

ahol k valamely (aritmetikailag formélisan kifejezhetd) fix, természetes
szam-kifejezés.
Aldbb megmutatjuk, hogy ha k értékét megfeleléen valasztjuk, dgy Q(k)-
aritmetika redlisan ellentmonddsmentes, és igy szilard alapjat képezheti az dlta-
lanos matematikdnak.
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2.2. TETEL. Ha ,k” egy tetszbleges olyan szdm-kifejezés, amire fennall, hogy
k> k(k), 9)

akkor a Q(k)-aritmetika redlisan ellentmonddsmentes.

Megjegyzés. 1tt k(c) a 2.1. tétel bizonyitasa sordn definidlt szdm-fiigguény, mig k
pedig a redlis szdm-dbrdzolds és a redlis bizonyitds 2.2.a) definicidval
bevezetett korlatja.

Bizonyitds. A k szdm-kifejezés (9) szerinti vilasztdsa esetén itt elegend6 csak
azt igazolnunk, hogy a Q9 axiéma tagadasat jelento alabbi kifejezésnek:

exp(2,k(r)) =y (10)

Q-aritmetikan beliil egyetlen y érték mellett sincs redlis bizonyitdsa.

Mivel a 2.1. tétel alapjén tudjuk, hogy a Q-aritmetikén beliil (10)-nek egyetlen
y érték esetén sincs k-ndl rovidebb bizonyitdsa, igy — a redlis bizonyithatdsdg 2.2. b)
definiciéjat figyelembe véve — a 2.2. tétel értelemszeriien fennall.

A XKlasszikus logika szerint Q(k) ellentmonddsos, mert a Q-aritmetikdn beliil
minden lehetséges k értékre a (10) dsszefiiggés kiilon-kiilon bizonyithato.

Ez a koriilmény azonban két okbdl sem &arnyékolhatja be a 2.1. tétel érvé-
nyességét, sem pedig az aritmetika altalanositasat célzé, jelen dolgozatban kifejtett
torekvéseinket:

(i)  a klasszikus logika nem szab semminemil korldtot a bizonyitdsok
hosszédnak, megengedi a 10%0-n4l is hosszabb, és igy csak gondola-
tilag kivitelezhet6 bizonyitdsi konstrukcidkat is;

(i) a 10%°-ndl nagyobb szamok korében maguknak az axiéméknak az
érvénye is kérdéses. O

3. Megfontolasok, becslések, kévetkeztetések

Dolgozatunk egyik legfébb &llitasa és egyik legf6bb mondanivaldja az, hogy a
redlis ellentmondds-mentesség korantsem egy mesterkélt kitaldcio, hanem inkabb a
klasszikus matematikai gondolkodés egyik gyenge pontjara ramutaté olyan fogalom,
ami alapjat képezheti a matematika (ezen beliil elsésorban az aritmetika és analizis)
altalanositasanak.

Mindezzel kapcsolatban az el6z6 pontban matematikai-logikai mddszerekkel
mutattuk meg, hogy léteznek olyan k és k(k) természetes szdmok, melyek
mellett a redlis ellentmondds-mentesség fogalma nemcsak filozdfiailag, de mate-
matikailag is értelmezheto.
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Az elézéekben mind k, mind pedig a 2.1. tétel bizonyitdsa sordn definidlt k(c)
szam-fiigguény értékeinek a kérdését nyitva hagytuk, megelégedtiink ezek puszta
létezésével.

Mivel a dolgozatunk targyat képezd 0j aritmetikai és valds fliggvénytani rend-
szer-modellt nem pusztan gondolati konstrukciéonak szantuk, hanem annak koz-
vetlen gyakorlati alkalmazédsara is gondoltunk, ezért a most kovetkezo fejezetben
becslésekbe bocsatkozunk k széba-johetd értékeit, és a k(c) szdmfiiggvény egy
valészintisithet6 fels6 korlatjat illetGen.

Hangsulyozzuk, hogy itt fleg sejtéseken alapulé becslésekrdl és nem bizonyi-
tasokrdl lesz sz6.

Becslésekrol, melyek segitenek eligazodni eredményeink alkalmazhatésagaban,
és amikkel kapcsolatos esetleges tévedések alapvetd célunkat és mondanivalonkat
nem befolyésoljak.

3.1. k értékének elbzetes becslése

Elsé témakorként  értékére tesziink becsléseket.
Ugy gondoljuk, hogy az aldbbi nagy-szamok eléggé kozismertek és sokat mon-
ddak:
(i)  Foldiink atomjainak a szdma a2 105,
(ii) Galaxisunk atomjainak a szdma ~ 107°.
(iii) Univerzumunk atomjainak a szdma = 10%0.

A fenti szamokra hivatkozéssal alig hiheto, hogy egy redlis bizonyitds hossza
nagyobb lehessen, mint 10°°, az viszont teljességgel kizdrhaté, hogy ez a bizonyitdsi
hossz elérhesse a 1030 értéket. Kovetkezésképpen nem sokat tévedhetiink, ha a
tovéabbiakban k értékére:

Kk = 10%° (11)
becslést tessziik.
3.2. Egy lehetséges becslés k(c) fiiggvény fels6 korlatjara

Miésodik témaként definidljuk a u(c) figgvényt, mely — sejtésiink szerint —
egy felsé korlatjat képezi a k(c) szdmfiiggvénynek. Vagy pontosabban, defini-
alni fogunk valamely p(c) fiiggvényt, melyrdl azt sejtjiik, hogy (legaldbb is) a
kE=2" (m=0,1,2,...) szamok korében:

k(c) < p(c).

Jeloljiik A(k)-val azt a formélisan kifejezhetd allitdst, hogy = = k mellett van
olyan y, melynél az exp(2,z) = y egyenl6ség fenndll, és jelsljiik A(k)-val ennek a

formélis bizonyitdsi hosszdt.
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Tudjuk, hogy I. d) szerint ,Q|-A(z) — A(2- )", igy A (2™!) kénnyen kife-
jezhet6 A (2™)-bol:
AR =X2™) +a-m+ B, (12)

amibél viszont kénnyen megkapjuk A(2™) értékét:

A2™) =a/2-m* 4+ (B —a/2)-m (13)

Megjegyzés.

(i)  (12) szérmaztatdsdndl figyelembe vettiik, hogy a bizonyitds sordn
A(z) = A(2-x) dsszefiiggésbe x helyére be kell helyettesiteniink a k =
2™ szédmkifejezést, ami (2) értelmében (és  minden el6forduldsanél)
4m formalis jel felhaszndlasat jelenti.

(il)  « és B természetes szamok, és (i)-bdl kovetkezben: a > 12.

(iii) Konnyen ellenérizhetd, hogy (13)-hoz hasonld osszefiiggésre jutunk
akkor is, ha A(k)-t nem az I. d) szerinti A(z) — A(2 - z) Ossze-
fiiggés, hanem az I. d) (ii)-ben jelzett azon kériilmény alapjan kivén-
juk bizonyitani, hogy az Ny-szdmok korében A(k) mér eleve teljesiil.
(Ez utébbi esetben nyilvanvaléan azt kell bizonyitanunk, hogy k Ny-
szam.)

A mondottak (és a 2.1. tételben szereplé k(c) szémfiiggvény definicidja)
értelmében egyértelmiien valészintisithetd, hogy a

ple) =2v°
fiiggvény egy felsd korldtjat képezi a k(c) szamfiiggvénynek, azaz
k(c) < 2V,
Mindebbdl, valamint (9)-bol kivetkezéen azt mondhatjuk, hogy ha
k> 2V, (14)
akkor Q(k) (nagy valdsziniiséggel) redlisan ellentmonddsmentes.
3.3. Q"—(k) aritmetika és egy becslés k*(c) fiiggvény fels6 korlatjara

Q(k)-aritmetikdnak egy érdekes alternativéjshoz (nevezziik ezt Q(k)-aritme-
tikdnak) jutunk, ha Q-aritmetikdban az dsszeadds és szorzds miiveleti fiiggvényeit
logikai fiiggvényekkel helyettesitjiik (az 6tlet R. Parikhtdl szérmazik, 14sd pl. [10]).
Ebben, a Q-aritmetikdndl lényegesen ,, gyengébb” elméletben a (3) szdmdbrazolds
nem lehetséges, a természetes szamok formalis kifejezésénél csak (4)-re hagyatkoz-
hatunk.
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Q*(k)-aritmetikdban k(c) fiiggvény helyett k*(c) fiiggvény szerepel, aminek
fels6 korlatjara
E*(c) <e¢

fliggvényt valdszintisitjiik, és azt varjuk, hogy ha
k* > ¢, (15)

akkor Q* (k) (nagy valdsziniiséggel) redlisan ellentmonddsmentes.

3.4. Egy ismeretelméleti konklizié

Be kell latnunk, hogy ha x és k értékeit (11), illetve (14) alapjan véalasztjuk,
ugy Q(k)-aritmetika (illetve Q*(k)-aritmetika mér akar (15) vdlasztdsa esetén is)
redlisan ellentmonddsmentes.

Be kell ldtnunk tovabbd, hogy nem 4ll médunkban kiilonbséget tenni a (klasszi-
kus logika szerinti) ,tényleges” és a (dolgozatunk szerinti) redlisan ellentmondds-
mentes elméletek kozott, igy (ismeretelméletileg) ez utébbiakat is kénytelenek
vagyunk teljes értéki elméleteknek tekinteni.

4. A valés szamok altalanos elméletének alapjai

A wvalds szamokat (amik osszességét R-rel jelsljiik) nem a természetes szdmok-
bdl szérmaztatjuk (meglehetdsen nehézkes és vitathaté gondolatmenet eredménye-
ként), hanem olyan éndlld fogalomként kezeljiik, melynek a természetes szamokkal
valé vitathatatlanul szoros kapcsolatat a tovabbiakban is valtozatlanul fenn kivén-
juk tartani.

A walds szdmokhoz (mint t6liink fiiggetleniil objektiven létezd entitdsokhoz) az
aldbbi axiémakkal kifejezett tulajdonsidgokat rendeljiik:

4.1. Azxioma.
A. Test axiémaék:

(i) A valds szdmok R halmaza testet alkot, melyben az aldbbiak keriilnek
definialasra:

e két konstans (nevezetesen a ,,0” és az ,,1”7 elem), valamint

o két miivelet (nevezetesen a ,+” Gsszeadds és a ,,-” szorzds).

(ii) E két konstansra és két miiveletre R-ben érvényes axiémdk az alab-
biak:

e mindkét miivelet kommutativ, azaz:

Va,b € R esetén a + b = b+ a, valamint a-b =15 a;
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e mindkét miivelet asszociativ, azaz:

Va,b,c € R esetén a+(b+c¢) = (a+b)+c¢, valamint a-(b-c) = (a-b)-¢;
e ¢ két muvelet egylittesen disztributiv, azaz:

Va,b,c € Reseténa- (b+c)=a-b+a-c

e a 07 elem additiv, az ,1” elem pedig multiplikativ egységet képez,
azaz:

Va € R esetén a + 0 = a, valamint a - 1 = a;

e R-ben minden elemnek létezik additiv inverze, azaz:

Va € R esetén van olyan z € R, hogy a + x = 0;

e R-ben minden a # 0 elemnek 1étezik multiplikativ inverze, azaz:

Va € R és a # 0 esetén van olyan x € R, hogy a-x = 1.

Megjeqyzés. Az utébbi két inverzt x = —a , illetve x = a~! értékként is jelsljiik.

B. Rendezési axiéomak:

(1)
(i)

A valds szamok R halmaza rendezett testet alkot, melynek egyetlen
rendezési relaciéja van, amit ,,<”-vel jeloliink.

E rendezési relaciéra R-ben az aldbbi axiomék érvényesek:
o0 <1
e Va, b, c € R esetén ha a < b, akkor egyuttal a +c < b+ ¢;

o Va,b,c e R és 0 < cesetén ha a < b, akkor egyuttal a-c < b-c.

C. Kozbenséérték axiémas:

Ha egy polinom egy zdrt intervallum egyik végén pozitiv, masik végén negativ
értéket vesz fel, ugy az intervallumnak van olyan belsé pontja, ahol a polinom
értéke pont zérus.

D. Kapcsolat a természetes szamokkal:

(1)

(i)

Létezik olyan fy_gr(z) fiiggvény, mely a természetes szdimokat egy-
értelmiien leképzi a valds szamok korébe gy, hogy:

e fuor(0) =0;
* fnor(S0) = 1;
o fnor(Sm) = fuor(m) + 1.

Archimedesi axiéma:
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(iii)

e minden a € R-hez van olyan m € N, hogy
fN—ﬂR(m) < |a‘ < fN—)R(Sm).

Rekurziven definidlt valds fiigguények axiéméja:

e ha f polinom, akkor g = f rekurziv fiigguény;

e ha g és go rekurziv fligguények, akkor g = g1 + g2, valamint g =
g1 - g2 ugyancsak rekurziv fiigguények;

e ha gi(x) rekurziv figgvény, m pedig szdmuvdltozs, akkor
g1 = g [fnor(m)] szintén rekurziv fiigguvény (az m természetes szadm-
mal, mint paraméterrel);

e ha go és g1 (m, x) rekurziv figguények, és m egy No-beli szdmudltozd,
akkor az alabbi osszefiiggéssel definidlt g(m) ugyancsak rekurziv figg-
veéNY:

9(0) = go;

g9(Sm) = g1 [m, g(m)].

A teljes indukcid elvének Rp-beli alkalmazhatdsiga:

Ha g(x) egy (az elébbi pont szerint definidlt) rekurziv figgvény, m
pedig egy Ng-beli szamudltozo, amelyre az alabbi Osszefiiggések fenn-
allnak:

g(0) =0; valamint

V(m € No){[g(m) = 0] = [9(Sm) = 0]}; (16)

akkor egyuttal az alabbi Osszefiiggés is fennall:

V(m € No) [g(m) = 0]. (17)

Megjegyzés.

Axiémarendszeriinkben keriiltiink minden halmazelméleti alapot, mivel
Q(k)-aritmetika inkompatibilis a valds szdmok axiomatizdldsdhoz alapul
vélasztott Zermelo—Fraenkel-axiémarendszerrel (16tezik Q(k)-aritmetikdval
kompatibilis dltaldnositott halmazelmélet is, ennek felvazolasara azonban
jelen dolgozat keretein beliil nem véllalkozhattunk).

Ha a walds szdmokat (a jelen dolgozatban alkalmazott gyakorlattél
eltéréen) halmazelméleti alapon axiomatizéljuk, tgy a C. és D. axiémak
helyett elegendd az egyediili ,teljességi azxiomdra” hagyatkozni, mely
szerint ,,a valos szdmok minden nem iires, feliilr6l korlatos részhalmaza-
nak van R-beli legkisebb fels6 hatara”.
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A C. axiomaban szerepl6 polinomokat az alabbiak szerint definialjuk:

e ha a valds szam, gy f = a egy polinom,;

e ha x egy wvaldsszdam-vdltozo, akkor f = x egy polinom;

e ha f1 és fo polinomok, akkor f = fi + fo is egy polinom,;
e ha f; és fo polinomok, akkor f = fy - fo is egy polinom.

A D. axiéma hivatott arra, hogy (halmazelméleti alapok hidnydban) meg-
teremtse a kapcsolatot a wvalos szamok és a természetes szamok kozott, és
(egyebek mellett) lehetévé tegye (a 2. fejezet L. f) (ii) pontjaban mondot-
tak értelmében azonban csakis az Ny-szdmok korében) a rekurziven defini-
alt fiiggvények fogalmanak bevezetését, valamint a teljes indukcio elvének
Rop-beli alkalmazhatosagat is.

Mivel — a D. 1. axiéma értelmében — minden m természetes szamnak van
m = fyor(m) valds szambeli megfeleléje, ezért nem okozhat félreértést,
ha a tovabbiakban m-nek az m wvalds szam-megfelelGjét egyszeriien csak
m-mel jeloljiik.

Most pedig kovetkezzék néhany definicié, hogy azutdn majd ratérhessiink a
valds szamok dolgozatunkban javasolt 1j dltaldnos elméletének néhény fliggvény-
tani vonatkozaséara.

4.1. Definiciok.

)

b)

Valamely a valds szdamot akkor, és csakis akkor neveziink Rg-szamnak, ha
van olyan m és n Ny-beli természetes szdm, hogy |a| = m/n.

A valés szamok korében értelmezett fiigguények (beleértve a folytonos és az
adott intervallumon beliil egyenletesen folytonos fiiggvényeket is) fogalma
és definiciéja az 1j, altalanos matematikai rendszerben is megegyezik a
klasszikus elméletben megszokottal.

Az aldbbi médon képzett f(x) valds fiigguényeket tekintjiik alapfiiggvény-
nek:

e ha fi(x) egy rekurziv figgvény, akkor f(x) = fi(x) egy alapfiggvény;

e ha fi(z) és fol(z) alapfigguények, akkor f(z)= fi(z)+ fo(x),
f(x) = fi(z) — f2(x), f(z) = f1(z) - f2(x), illetve (feltéve, ha van olyan z,
hogy f(z)2 # 0) f(z) = fi(x)/fa(x) ugyancsak alapfiiggvények.

Az Of (z) fiiggvényrél akkor mondjuk, hogy az az f(z) fiiggvény Ro-repre-
zentdcidja, ha:
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o Of(2) egy alapfiiggvény, valamint ha

e minden Ry-beli a valds szamra: f(a) = ©f(a).

e) AzI{f(&),xo,z} fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy az az f(&) fiiggvény [zo, x]
intervallumra vonatkozo hatdrozott integrdlja, ha az kielégiti az alabbi kri-
tériumokat:

(1) (&) 0,20} =0;
(i) o I{f(&), zo, 2} +B-I{g(£), w0, 2} = H{a f(£), w0, 2} +1{B-9(), 0, 2 };
(it) H{f(€), 21,2} + I{f(§), 22,23} ={f(£), 21, 23};
() BM)Em){(v2)(1 < 2 < 22) = (M > f(z) > m)] -
= [M (22 —x1) 2 {f(§), 21,22} = m - (22 —21)]},
ahol a, 8, m és M wvalds szamok.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a 4.1. definiciék e) pontja értelmében
(valamint a klasszikus matematika gyakorlata szerint) definidlt I{f(), zo, 2} nem
képez valds fiigguényt.

4.1. TETEL. Ha m és n tetszéleges No-szdmok, xq és x pedig tetszéleges valds

szdmok, § = *=F valamint x; = xo + i - 6, akkor mindig fenndll, hogy:
xm-i—l _ x6n+1 n . .
T>;(5£B2)>I{IIJ ,1’0,$}>
n—1 (l‘ _ 6)m+1 _ (I _ 6)m+1 (18)
>N (62 > 0
;0( z}") —
Bizonyitds.

Koénnyen ellenérizheté, hogy az aldbbi 0Osszefiiggés minden i-re
(i=0,1,...,n— 1) fennéll:

i+ 0 mtl _ pmel
(@ ) AR (i +0)™ 0 >Ha™, xy, 2541} >

m+1
(19)
m x?LJrl — (‘rl - 6)m+1
>zt 6>
m+1
Osszegezve (19)-et i = 0-t6l egészen n — 1-ig, kozvetleniil kapjuk (18)-at. O

Eszre kell venniink, hogy a 4.1. tételben n értéke Nyp-szdm, amihez két meg-
jegyzés kivankozik:

— Csak akkor van médunk (D. 3. és D. 4. értelmében) I{f(&),xg, z}-t defi-
nidlni és (18)-at levezetni, ha felvéllaljuk az n értékére (hogy az Ny-szdm)
tett jelentos megkotést.
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—  Q(k)-aritmetika Q9 axiém&jdbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy n < k,
igy a klasszikus matematikaban megszokott n — oo hatdratmenet itt tehat
most nem alkalmazhaté.

Ebbél kvetkezéen n minden lehetséges értékénél az 1{ax™, xq, z} fiiggvény alsd
és felsd korlatjanak — (18) jobb, illetve baloldaldnak — a kiilonbsége nagyobb egy jol
definidlt (xg, x és k értékeivel kifejezhetd) pozitiv valds szamndl, és igy I{x™, xo,x}
nem képez valds fiigguényt.

5. Az analizis altaldnos elméletének alapjai

A wvalds szamok 4.1. pont szerinti axiomai onmagukban nem elegendéek a fligg-
vények (klasszikus analizisben megszokott elvardsok szerinti) integrdljinak a szér-
maztatdsara, igy az analizis dltaldnos elméletének megalapozdsdhoz még tovabbi
axiémakra van sziikségiink.

Ezen kiegészito axiémak megfogalmazasdndl figyelembe kell venniink a wvalds
szdmok tulajdonsagainak R és Ry szerinti kiilonboz6ségét, illetve sajatos kettos-
ségét.

Azt mondhatjuk, hogy R képviseli a valds szdmok (minden ,finom” részletre
is kiterjedd) ,mikro-struktirdjat”, és Ry pedig annak (a részleteket ,elnagyold”)
makro-struktirdjdt.

5.1. Azidma.
E. Az integralfiiggvény axiémai:

(i) A walds szdmok korében értelmezett minden egyes egyenletesen foly-
tonos f(&) fiiggvényhez és [xg, x| zart intervallumhoz egyértelmiien
tartozik az I{ f(§), xo, x} integrdlfiggvény, mégpedig oly médon, hogy
az kielégiti a 4.1. definicidk e) pontban régzitett mind a négy integral-
kritériumot. Az I{f(£),xo,x} integrdlfiggvényt (a klasszikus integ-
raltdl valé megkiilonboztetés céljabdl) a tovabbiakban gyakran csak

{f(&), 0,2} = [, f(&)A&-vel jeldljik.

(i) Az f(§) = &™ fiiggvény integrdlfigguényének Ro-reprezentdcidjdra az
aldbbi osszefiiggés all fenn:

m+1 m—+1

O1{e™, zp, 2} = (x;z_)l - (xon;z)l

)

ahol is xg és x Ry-szdmok, v pedig egy (kelléen kis) valds szdm, ami
az analizis 14j dltaldnos elméletének alapveto allandéjat képezi.

(ili) Ha az egyenletesen folytonos f1(€) és f2(€) valds figgvények Ro-repre-
zentdcior megegyeznek, azaz:
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Of1(6) = ©fa(e),

akkor minden z(-ra és x-re egyuttal az alabbi Gsszefiiggés is fenndll:
C()[{fl(g)ﬂ Zo, LL'} :© I{f2(€)7 Zo, LE}

F. Az analizis altaldnos elméletének tovabbi kiegészité axidémai:

(i) Ha a g(x) valds fiigguénynek 1étezik a ©g(x) Ro-reprezentdcidja, ak-
kor g(z)-hez mindig tartozik egy (és csakis egy) f(z) fliggvény oly
médon, hogy minden zg és x valds szamok mellett az alabbi Gssze-
fliggés fennall:

CL{£(&), w0, 2} =© g(z) ~©g(x0). (20)
Az ily médon definidlt f(x) fiiggvényt g(x) derivdltjdnak nevezziik, és
a klasszikus derivalttol valé megkiilonboztetés céljdbol f(x) = 24

vel jeloljiik.

(ii) Ha g(z) = Lz)(= 1); g(x) = x; vagy g(z) = u(z) - v(z) (ahol is
u(zx) és v(x) derivdlhatd fiigguények), akkor az aldbbi Osszefiiggések

fennallnak: )
Al(z ., Az
w 0% &b
OA (u(x)-v(z)) ©Au(z) © Av(x)
dz B dz (@) Fu@+)- dz

(iii) Ha n(z) és (x) derivdlhatd figguények, melyekre az o < € < x
intervallumon beliil az y = n[y(§)] fiiggvényérték mindeniitt értel-
mezett, h(x)-t pedig gy definidljuk, hogy

© Ay(z
M) =il (@) e,

akkor:
Hn(&), ¥ (wo), ¥ ()} = {h(E), zo, }. (21)
Az aldbbiakban egy rovid attekintést adunk az analizis dltaldnos elmélete
5.1. pontban Gsszefoglalt axiomainak néhany fontosabb kovetkezményérol.

E kovetkezmények tobbnyire egyszer(i, (mondhatni trividlis) bizonyitdsétol itt
most eltekintiink, ezek igazolasat az olvaséra bizzuk.

5.1. KOVETKEZMENY. Ha f(x) és g(z) derivdlhaté fiiggvények, o és 3 pedig
tetszbleges valds szamok, gy az aldbbi dsszefiiggések (mint 5.1. axiomék kézvetlen
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kévetkezményei) fenndllnak:

OA(a-f@)+8-g() ©OAf(x) © Ag(x)

Au B R v (22)
S ) (23)

© 1 ©hg)
g(x) - Az (24)

Ar e tr)

Ag(z) _ dg(z+7)

Az de (25)
Ha pedig f(x) egy polinom, gy fenndll:
© = x

[ rene= [ e -ae. (26)

Megjegyzés.

— Ha a g(z) valds figgvénynek létezik a (20) szerinti f(z) derivdlt-figg-
vénye, akkor g(z) figgvényt derivdlhatd figgvénynek tekintjiik (illetve
nevezziik).

— (25) és (26) ugyanazon fiiggvények klasszikus és az 4j dltaldnos elmé-
let szerint képzett derivdltjai és integrdljai kozotti szoros Osszefiiggést
tarjak fel.

— A (22)—(26) osszefiiggésekben szerepld v (mint 14tni fogjuk) kellden kis
valds  szam, ami az analizis dj  dltaldnos  elméletének
alapvetd dllanddjdt képezi, és amelyrdl azt gondoljuk, hogy (a Bo-
lyai geometria ¢ dllanddjahoz hasonléan) tapasztalati iton hatdrozhatd
meg.

E fejezet tovdbbi részében megmutatjuk, hogy ha 0 < v < 1/k (ahol k a Q9
axiémdban szerepld természetes szam), Ugy a valds analizis 4.1. és 5.1. axiémacso-
porttal meghatarozott 4j dltaldnos elmélete redlisan ellentmonddsmentes.

5.1. TETEL. Ha k > k (k), és 0 < v < 1/k, akkor a valds analizis 4.1. és
5.1. axiémacsoporttal meghatdarozott uj dltaldnos elmélete redlisan ellentmondds-
mentes.

Bizonyitdas. Az 5.1. tétel bizonyitdsdhoz négy koriilményt vizsgdlunk meg, és
ezen beliil két felmeriil6 ellentmondés-gyanurél mutatjuk meg, hogy azok teljesség-
gel alaptalanok.
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Mindenekel6tt megallapitjuk, hogy a 4.1. axiémacsoport A., B., C. és
D. axiémadi a valos szamok klasszikus axiémarendszerének olyan részét ké-
pezik, melyek k-tdl és y-tol teljes mértékben fliggetlenek, igy — a klasszi-
kus elméletbdl kovetkezoen — 6nmagukban egy ellentmondasmentes rend-
szert képeznek. Itt kell ugyanakkor megemliteniink, hogy ha elfogadnank
a halmazelmélet Zermelo-Fraenkel-féle (ZFC) elsbrendii axiémarendszerét
mint kiindulé alapot (mint ahogy azt a 4.1. D. axiémédkkal kapcsolatos
els6 megjegyzés értelmében nem tessziik), igy mindezen axiémdk a ZFC
kovetkezményeként volnanak szarmaztathatok.

Az 5.1. E. axiéméakkal kapcsolatban pusztian egyetlen tennivalénk van,
nevezetesen annak igazoldsa, hogy ha a Q(k) aritmetika redlisan ellentmon-
ddsmentes (mint ahogy azt a 2.2. tételként méar bizonyitottuk),
tovabbd 0 < v < 1/k (= 1/k(k)) fenndll, dgy az 5.1. E. ii) axiéma
nem mond ellent a 4.1. definiciék e) pontban megfogalmazott integral-
kritériumoknak, és ezen beliil kiilonosen a (iv) kritériumnak. Figyelembe
véve, hogy (az 5.1. E. ii) axiéma értelmében) xo és = (> xp) Ro-szdmok,
valamint az 5.1. tétel feltevése értelmében 0 < v < 1/k, az aldbbi 6ssze-
fliggés fennall:

és (2o + 7)™t — (@ — )"

> 2- 0 2.
xr>x0+ 27y 1 > xg Y
Ebbdl rogton kovetkezik, hogy:
m—+1 m—+1
m+1 (xfpy) 7(‘%077) m+1
o (2 — x0) > ] >z (2 — 20),

azaz a Q(k) aritmetikdban az 5.1. D. ii) axiéma kielégiti a ,4.1. e) (iv)”
integréal-kritériumot.

Az 5.1. F. axiémacsoport elsé két axioméja biztosan nem vezet ellentmon-

désra:

— Az i) axiémdval nem lehet gondunk, hiszen az semmi mést nem mond
ki, mint azt, hogy (a klasszikus elmélettel megegyezéen) a derivdlt az
integradl inverze.

— Hasonléan problémamentes a ii) axiéma is, mely (a klasszikus elmélet-
tel egyezOen) azt mondja ki, hogy a derivdlt-operdtor Ro-reprezentdci-
dja a valds figguények Osszeadédsaval és szorzasdval szemben zart.

Az 5.1. F. iil) axiéméval kapcsolatban mér bonyolultabb a helyzetiink,
allitasunk igazolasdhoz egy latszolagos ellentmondast kell feloldanunk.

— Legyenek n,,(x) és 1, (z) m-ed, illetve n-ed rangi polinomok és legyen
tovabba ¢p,+1(x) az ny, (z) figgvény integralfiggvénye. Ekkor nly(x)]
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m - n-ed fokd polinomot képez, melyre — (16) és (17) alkalmazasaval —
a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:

Cj =/ {imluno 2 ac -
© «
- [ e e e

_ /w d¢m+1[¢n(§ - 7) + FY] d§ _

dg
§=zo

= [mt+1(Pn(€ =) +7)e=a, -

Ugyanakkor (27) baloldalat az 5.1. F. iii) axiéma segitségével (min-
denféle levezetés nélkiil) kozvetleniil is megkaphatjuk, ami viszont az
alabbi Osszefiiggést eredményezi:

] {1 258} ac

§=xo

¥(x)
_ / D (T)AT = [brr (W ()],
T=1)(x0)

— (27) és (28) osszevetése egy ldtszdlagos ellentmonddsra utal, mely az
alabbi gondolatmenet alapjan azonban kénnyen feloldhatd.

Emlékezziink vissza, hogy az 5.1. E. ii) axiéma pusztédn csak az Ro-
szamok korében rendel konkrét értéket valamely polinom integrdlfiigg-
vényéhez, kovetkezésképpen ¢m(z) polinom is csak az Rp-szdmok
korében tolti be az integrdlfiiggvény szerepét. Mindebbol az kovet-
kezik, hogy (27) és (28) akkor, és csakis akkor mond ellent egymdsnak,
ha van olyan & Rg-szam, hogy a ¥,(§) és ¥,(§ — ) + v egyarént
Ro-szdmot ad fiiggvényértékiil. Marpedig konnyen belathaté, hogy ha
¥, (€) egy polinom (ahogy azt feltételeztiik), gy 1, (§) és ¥, (E—7)+7
nem eredményezhet egyarant Ry-szamot, és igy az emlitett ellentmon-
das valoban csak latszélagos.

e) Mindezzel 5.1. tételiinket igazoltuk, azaz a valds analizis felvézolt dltaldnos
elmélete redlisan ellentmonddsmentes, és igy nem lehet okunk kételkedni
annak helyességében. 0
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6. Az altalanos elmélet néhany varhaté kévetkezménye
E fejezetben az analizis dltaldnos elméletének néhdny varhaté kovetkezményét

ismertetjiik.

I. Egv lehetdség v értékének numerikus szamitasokkal valé meghatdrozdsara
Vizsgélataink el6futdrat képezd [5] dolgozatban azt allitottuk, hogy az aldbbi
0sszeg:

n

By =S L s 8 4 8
*Z 166 \8i+1 8i+2 8i+3 B8i+4
i=0 (29)

2 2 n 1
8+5 8 +6 8 +6
nagypontossdgi kiszdmoldsaval (és a klasszikus elmélet szerinti lim B(n) = 0
n—oo
hatdrérték képzésével) eldonthetd, hogy matematikai rendszeriink PA-konform-e,

vagy sem.
Hivatkozott allitasunk megerositésére az aldbbiakban megmutatjuk, hogy

lim B(n) = 54,57, (30)
HA)OONO
azaz (29) értékének nagypontossigu kiszdmitdsdval egytttal megkaphatjuk ~ érté-
két is.
Megjegyzés. A (30)-ban alkalmazott ooy, jellel azt kivdntuk érzékeltetni, hogy
itt a hatarérték-képzésnél mindvégig az Ny-szamok korében maradunk.

6.1. KOVETKEZMENY. Ha ,B(n)”t (29)-cel definidljuk és §-val jeloljiik az aldbbi
hatarérték-kifejezést:
0= lim B(n),

n—00 N

gy o értékére az alabbi Osszefiiggés all fenn:

0~ 54,5 7. (31)
Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkezo fiiggvényeket:
1
n(z) = 1——;
Ui(z) = V2 -z — 2%
Ya(x) = 2%
OAY, (z
M) = (@) - ),
OAYs(x
ha(a) = iv(a)] - 2,
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Mivel 4 (0)
kapjuk:

= 12(0) és ¥1(1/V2)

1 hi(2),0,1/v2}

=1 {n(x),wl(o)ﬂm (1/\/5)}

= 1p5(1/+/2), ezért az 5.1. F. iii) axiéma alapjén

= 1{n(@). v2(0). %2 (1/v2) } = 1{ha().0,1/v2}.

Ugyanakkor viszont (22)-bél, majd (21)-bél kovetkezden kapjuk:

hi(z) =
ha(x) =
© 1/v2
/ f;m—mA
V2 -z + 12

-

f—?x—2’y

1—V2 -z +a?

22z + 2y

1—22’

©1/v2
2z + 2

1— 22

Ax

=0

Hosszabb szamitassal konnyen ellenérizhetd, hogy ebbdl az alabbi Gsszefiiggésre

juthatunk:

1/v2

/\f 20 — 222 — 42° — /22% — 225 +\f:ﬂ

1— 28

1/V2

2
Vi (32)

1 1
— 2v- ——dx — 2v- dsc—O
7 / 1—vV2 2+ 22 " / 1—z

z=0

z=0

Ha kiindulunk az 5.1. E. 11) axiomabol és figyelembe vessziik, hogy v > 1, dgy a

1/\/§ 1

(32)-ben szereplé [
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1/vV2 1/vV2
xk=1 S = 1/16° 16/15
/ s hT= z;x A%z;%ﬂ-(swk)_7'2<k—1>/2'
=0 =0 = =

Mindezen részeredmények felhasznélaséval és egy hosszadalmas (de mindvégig egy-
szer(l, elemi 1épésekbdl 8ll6) levezetés eredményeként végiil az aldbbi eredményt
kapjuk:

o0

5_Zi' 8 8 4 8
_i:016i 8i+1 8 +2 8 +3 8i+4
2 2 1

T 815 8i+6 816

)%547577

ami egyuttal bizonyitja a 6.1. kovetkezményben &llitott (31) Ssszefiiggést. O

Virakozasunk szerint v < 1072%, kivetkezésképpen § meghatirozasahoz leg-
alabb 10%° tizedes-jegy (vagy inkabb hexadecimalis jegy) pontossagu szdmitdsokra
van sziikség.

Mai tapasztalataink szerint ilyen pontossagu szamitasok elvégzésére csak a
BBP-féle szamjegy-kinyeréses médszer [11] ad esélyt, mely a szdmitdsokat nem
a teljes szamsorra, hanem csak a kérdéses szamjegyekre (a mi esetiinkben pl. a
10%°. poziciétdl kezd6dd szdmjegy-sorra) vonatkozéan végzi el.

IT1. Gondolatok eredményeink fizikdban tortén6 alkalmazhatésdgardl

Az elébb lattuk, hogy (legaldbbis elvben) redlis esélyiink van v értékének
(szdmit6géppel tdmogatott) nagypontossdgi numerikus szdmitdsokon alapulé meg-
hatarozasara.

Az aldbbiakban néhdny gondolatot vetiink fel, illetve lehetOséget vazolunk fel
arrdl, hogy (a) miként lehet dolgozatunk eredményeinek fizikdban toérténd alkalma-
zdsdval is eljutni v értékének reménybeli meghatdrozdsdhoz; tovabba hogy (b) az
altaldnos analizis miként kinalhat esélyt a kvantumelektrodinamika renormalizéci-
Oval és regularizdciéval kapcsolatos anomaélidinak a felolddsara.

a) Ha a modern fizikdnak a klasszikus analizisre épiilé mai elméletét az dlta-
ldnos analizisre adaptéljuk, tgy (ez utébbiban szerepld dGjabb ~ édllandé
révén) a természetlefrdsnak egy, a valdsdghoz a jelenleginél jobban alkal-
mazkodni képes 1j véltozatdhoz juthatunk el. Ennek a lehetdségnek a
puszta illusztraldsara az aldbbiakban réviden felvazoljuk, hogy az anali-
zis daltaldnos elméletében miként is fog ,kinézni” a kvantummechanika jol
ismert Schrodinger-egyenlete pl. egy szabad részecske staciondris allapo-

tara.
A Klasszikus analizis szerint ez a sajdtérték-fiiggvény az alabbi format veszi
fel:

—h? d*¥(x)

. =FE-U 33
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mig ugyanezen sajatérték-fiiggvény az analizis dltaldnos elméletében az
aldbbi lesz:

—h? [d*¥(x A3V (x
i dx(2 ) 27 - d:c(?’ ) =F ¥(x). (34)
Itt mindenekelétt azt kell megemliteniink, hogy (34) szarmaztatdsindl
egyfeldl felhasznaltuk a (25) sszefiiggést, valamint azt, hogy (34) értelem-
szerfien csak az Ro-szdmok korére 4ll fenn. (Ez a megkotés a fizikdban nem
jelenthet érdemi korlatozast, hiszen a ,mérhet6” fizikai mennyiségek kore
sem lépheti til az Ro-szdmok tartoményat). A klasszikus és az dltaldnos
analizishez tartozo (33) és (34) dsszehasonlitdasabdl jol 14tszik azok markéns
eltérése; ebbdl kovetkezden a (33) és (34) képlethez tartozd sajatenergia-
értékek is eltéréek. Ezek a (felteheten mérhetd) eltérések kifejezhetdk a
(rendkiviil kicsi) v dllandé fiiggvényeként, és igy ezaltal is lehetdség adddik
v meghatarozasara.

b) A kvantumelektrodinamikdban komoly gondot jelentenek a (perturbécids)
szamitasok soran Ohatatlanul fellépé divergencidk, melyek ugyan a regu-
larizdcid és a renormalizdlds moédszereivel (a gyakorlatban) elég jol ke-
zelhet6ek, melyeknek azonban mindméig nem létezik kell6 matematikai
egzaktsaggal alatamasztott elméleti alapja.

All&ispontunk szerint az analizis altaldnos elmélete esélyt ad arra, hogy
keretein beliil e divergencidk kezelhetOek és feloldhatéak legyenek.

A regularizdacié médszere azon alapszik, hogy a kvantumelektrodinamika
divergens integraljait egy bizonyos energiaszintnél ,levagjak”, igy téve
,Végessé” az egyébként divergens integralt.

Ijgy tlinik, hogy az analizis dltaldnos elméletében ennek a moédszernek az
alkalmazhatésaga — az alabbi okfejtés alapjan — elméletileg is megalapoz-
haté:

— Mint ahogy azt mar kordbban lattuk, az 1j elmélet keretein beliil az
integralok viselkedését csak az Rgy-szamok korében tudjuk aritmetika-
ilag is nyomon kovetni.

— Az el6z6 pontban mondottak alapjan hasonléan tudjuk, hogy a fizikai
mennyiségek mérhetd értékei sem léphetik sohasem til az Ry-szamok
korét.

— Kovetkezésképpen logikusnak latszik, hogy az integralokbdl az Rg-sza-
mok korét meghalado részt egyszertien elhagyjuk, és igy a ,levégést”
kell6 matematikai szigorusaggal megalapozva elméletileg is igazoljuk.

Ezen érdekes téma tovabbi kifejtésére itt most terjedelmi okokbdl nem vallal-
kozhattunk.
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ITI. Végezetiil dolgozatunk f6bb allitasainak és kovetkeztetéseinek az Osszeg-

zése

Dolgozatunk legfébb kévetkeztetései és megallapitasai az alabbiak szerint 6ssze-
gezhetok:

a)

b)

Létezik olyan (kelléen nagy) k természetes szdm, hogy a Q-aritmetika Q(k)
kiterjesztése végiil is redlisan ellentmonddsmentes elméletet eredményez.

Nincs érzékelhetd kiilonbség az ellentmonddsmentes és a redlisan ellent-
monddsmentes elméletek kozott, ezeket ismeretelméleti szempontbdl egyen-
ranginak kell tekinteniink.

Az analizis javasolt ij, dltaldnos elméletében:

— az integral- és derivalt-operatorokhoz csak a valds szamok Ry-tarto-
ményaban van médunk valds szdmot képviseld (egyértelmii) fiiggvény-
értéket rendelni;

— az integral és derivalt ezen fliggvény-értékei egytuttal fiiggvényei
~v-nak is, azaz az analizis dltalanos elmélete alapveto allandéjanak;

— ez a vy-dllandé osszefiiggésben van a Q(k)-aritmetika k konstanséval:
0 <~1/k.

Az analizis javasolt dltaldnos elmélete j6 esélyt ad arra, hogy ~ &allan-
ddjanak az értékét (szamitégéppel tdmogatott nagypontossidgi numerikus
szémitdsok eredményeként) magdbdl a rendszerbdl hatdrozhassuk meg.

Dolgozatunkban arra a kévetkeztetésre jutottunk, hogy az Euklideszi geo-
metridhoz hasonléan (amelyikrdl kideriilt, hogy szdmos &ltaldnositisa
lehetséges, pl. a Bolyai-geometria) az analizis klasszikus elméletének is
kell, hogy legyen dltaldnositdsa, ami a fizikusok szaméra hatékony eszkozt
nytjthat ahhoz, hogy elméleteiket a maindl taldn még jobban kozelithessék
a fizikai valésaghoz.

A dolgozatunkban bemutatott 1j elmélet pusztan csak egy lehetséges mod-
jat adja az analizis dltaldnositdsdnak, és nem kivanja kizarni, hogy maés
modszerekkel taldn még hatékonyabb dltaldnos matematikai elméletekhez
juthassunk el.
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A POTENTIAL GENERALIZATION OF THE CLASSICAL MATHEMATICS

TAMAS RAzGA

The notion of realisticly contradiction-free mathematical theory is introduced. It is shown
that it is equivalent to the classical notion of contradiction-free theory in the sense of epistemology.
Potential new theories for the natural numbers and real analysis are suggested. They are realisticly
contradiction-free. These theories are more adjustable to the physical reality than the existing
ones.
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EMLEKEK KLAFSZKY EMIL (1934-2009) MATEMATIKUSROL
HUJTER MIHALY

Jelen iras célja, hogy kollégamrol, baratomrol, foldimrdl, ,fogadott” nagybé-
tydamrol megemlékezzek kotetlen keretek kozott, személyes hangvétellel.

Klafszky Emil 1934. december 3-an sziiletett. Amikor el6szor hallottam az &
sziiletési datumat, akkor rogton az jutott eszembe, hogy csak par héttel idosebb,
mint a ,kirdly”, azaz FElvis Aaron Presley. Emil Kényban sziiletett; Kony Gyor és
Csorna kozotti kiskozség. Emil édesapja kozségi vendéglot izemeltetett. Napjaink-
ban mar az internetrél megtudhato, hogy a kozség nevezetessége a konyi verbunk.
Ez a rabakozi tanc hattérbe szoritotta a huszas—harmincas években a kordbban 4l-
talanosabb karéj nevezetl tancot. A koncsmaudvaron sokszor lathatta a gyermek
Emil a falu tdncosait. Az interneten fellelhet egy kép, ami a falu 1942-es regru-
tai kozott mutatja Emilt, az édesanyjat, Csonka Irmat, és a hugocskat, Valériat.
Héla Istennek, Valéria még mindig jé egészségnek orvend; napjainkban is sikeres
rejtvényfejts. A csaldd tdvoli rokona volt Klafszky Katalin (1855-1896) vildghirii
operaénekesnd.

Szeretet sziilofoldjét tanulméanyai végett elhagyni kényszeriilt Emil. Miegye-
temi kollégank, Molnar Emil emlékszik ra kisgyermek korabdl, mert Klafszky Emil
abban a gydri kollégiumban lakott, ahol Molnar Emil édesapja volt a kollégium
igazgatdja. Mivel mindkét Molnar jo matematikus volt és Klafszky Emil is, no
meg mivel a ritka keresztnév is egyezett, kialakult az ismerettség.

Klafszky Emil egyetemi éveir6l nincs sok informéciom. Csak azt tudom biz-
tosan, hogy az ELTE-re és a BME-re is jart. Mindkét helyen diplomat szer-
zett. A mérnoki diplomajiat 1959-ben, a matematikus oklevelet 1965-ben kapta.
A miiegyetemi didkélet egyik legmegddbbentébb élményeként emlitette évtizedek-
kel késébb Emil, hogy milyen szomortu eseménylancolat volt Egervary professzor
meghurcoltatésa és ongyilkossdgba kergetése 1958 észén. (Ezekrdl a dolgokrdl Emil
az akkori szobatdrsatol értesiilt, aki Egervary kozelében gyakornokoskodott.)

Emil tovabbi szakmai tevékenységérdl a Historia—Tuddosnaptdr révén tajéko-
zédhatunk az internetrol. Korabban volt itt egy fiatalkori kép is, de azt valaki
valamely titokzatos okndl fogva eltavolitotta. Jelen irdsban tisztelettel kozreadjuk
ezt a képet is és egy masikat is.

Klafszky Emil 1959-65 kozott a Budapesti Miiszaki Egyetemen (akkori nevén
Epitéipari és Kozlekedési Miiszaki Egyetem) volt tandrsegéd. Akkoriban hallhatott
egy meghaté torténetet egy oreg hivatalszolgatol, aki mar a negyvenes években is
a Miegyetemen dolgozott. A torténet szerepléi a legendds Konig Dini tandr ur
és Egervary Jen6 akadémikus ur, és a torténet — vélhetéleg — az 1944-es esz-
tendd tavaszi szemeszterében jatszodik. Kénig Dénes (1884-1944) éppen eléadést
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tartott, de szélséjobboldali hallgatok hangos bekiabalasokkal zavartdk a rendes el6-
adast; kovetelték, hogy az el6adé tlizze ki a Ddvid-csillagot. Amikor Egervary Jend
(1891-1958) tudomadsdra jutott az eset, hivatali hatalma felhaszndldsival gyorsan
intézkedett, melynek nyomdan az egyetemi rendészek kisérték ki a nyilasérzelmi
h6zongdket.

Klafszky Emil 1965-76 kozott az MTA Szamitastechnikai és Automatizaldsi
Kutatéintézetének, majd az Orszagos Tervhivatal Szamitékoézpontjanak munka-
tarsa volt; kandidatusi értekezését 1974-ben védte meg geometriai programozas
témaban; 1979-t6l 1989-ig tanszékvezeto volt a Miskolci Egyetemen, 1989-t6] a
Budapesti Miiszaki Egyetem Epitéskivitelezési tanszékének professzoraként miiks-
dott.

Emil szerette a jé6 matematikat. Az els6k kozott tanitotta magyar nyelven
a hires Hungarian Method algoritmust a széllitasi feladat megoldasara. Klafszky
legkeresettebb konyve: Hdaldzati folyamok, Budapest, 1969. (Miutdn a kevés eredeti
példany legtobbjét ellopkodtdk a konyvtarakbdl, akinek pedig sajat példany jutott,
az jol megfontolt 6nérdekbdl letagadta a konyv meglétét az érdeklodo kollégak elott,
nagy nehezen sikeriilt megszerezniink a sziikséges engedélyeket és az internetre
helyezniink a konyv teljes tartalmat.)

A jelen sorok szerzojenek nehéz dolga akadt 1987-ben: Kideriilt, hogy az egye-
temi doktori értekezésének Klafszky Emil lesz az egyik birdldja. (A maésik bira-
l6val nem volt semmi gond: elolvasta a dolgozatot, megirta a birdlatot, és min-
den rendben volt.) Klafszky tandr trnak azonban ez nem volt megfelel§ médszer.
Talalkoznom kellett vele, és szép részletesen mindent el kellett neki mondanom.
Es llandéan belekérdezett. Csak akkor mondta ki az elfogadé igent, amikor mar
0 is annyira értette a mondanivalot, mintha maga irta volna az egész disszertaciot.

Kétségtelen, hogy Klafszky Emil nagyon jé tandr, nagyon jé kutaté matemati-
kus volt. Bizonyos esetekben azonban nyelve élességét is tapasztaltuk. Koriilbeliil
tiz-tizenot éve egyiitt hallgattuk egy régi munkatarsunk eléadésat, melyet — mint
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kvézi egyetemi hallgatéknak — tartott nekiink a kolléga. Amikor az el6adé oda
ért, hogy a végeredmény az Euler-féle szam, ami kozelitéleg 2,7, és ekkor az el6-
adoé elakadt, és a papirjait kereste, akkor Emil arcara iilt a megdobbenés. Felém
fordult, és én erre halkan sigtam a folytatast: tizennyolc-huszonnyolc-tizennyolc-
huszonnyolc; ezzel jeleztem, hogy nem csak neki, Emilnek, hanem nekem, Misinek
is rendes tanarom volt mar a kozépiskolaban. Ekkor Emil odadiinnyogte nekem:
No, ez a Béla még az egyszeregyet is papirbol irnd fel a gyerekeknek a tdbldra. Ez
a Béla akar habilitdlt professzor lenni?

Nem untatom a nyajas olvasét Emil munkasaganak technikai részleteivel, hi-
szen az érdekl6d6 kutaté hamar megtaldl minden adatot az interneten.

Soraimat azzal zarom, hogy Klafszky Emil legfontosabb kitiintetése az Eger-
vdry Jend emlékplakett volt 2004-ben. Nagy 6rom volt latni Emil arcdn, mennyire
meghatodott, és nagy 6rom volt 1latni a kollégdk arcan az elismerést, hogy mennyire
megfelel6 embernek {télték oda a rangos kitiintetést.

Klafszky Emil 6t éve, januar 31-én hunyt el. Hamvait sziil6falujaban, rokonai
mellé temették.
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